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φάσης 

3.13.1.1 Ανάκλαση σημείου   

3.13.1.2 Ανάκλαση ευθύγραμμου τμήματος  

3.13.2. Στάδιο Β. Το τμήμα της αντιληπτικής δομικής ανάλυσης της 

δεύτερης φάσης.  

3.13.2.1 Κατασκευή αξόνων συμμετρίας των παραλληλογράμμων  

3.13.3. Στάδιο Γ. Το τμήμα της αυστηρής δομικής ανάλυσης της δεύτερης 

φάσης.  
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3.13.4. Στάδιο Δ. Το τμήμα ιεραρχικής δομικής ανάλυσης της δεύτερης 

φάσης. 

3.13.4.1 Κατασκευές με χρήση του μενού Μετασχηματισμός  

3.14. ΦΑΣΗ Γ. Διερεύνηση και απόδειξη ανοικτού προβλήματος (πρόβλημα του 

Varignon).  
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3.15.2.1. Ημι-προκατασκευασμένα διαγράμματα  

3.15.2.2. Ανάλυση των τεχνικών μοντελοποίησης στο λογισμικό  

3.15.3. Τύποι Συνδεόμενων Οπτικών Ενεργών Αναπαραστάσεων  
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4.2. Ανάλυση των δεδομένων της μελέτης στο δυναμικό  περιβάλλον 

        4.2.1. M1-OMAΔA Γ 

        4.2.2. M2-OMAΔA Γ  

        4.2.3. M3-OMAΔA Δ 

        4.2.4. M4-OMAΔΑ Δ  

        4.2.5. M5-OMAΔΑ Ε  

        4.2.6. Μ6-ΟΜΑΔΑ Ε 

        4.2.7. Μ7-ΟΜΑΔΑ Β  

        4.2.8. M8-OMAΔA B  

        4.2.9. M9-OMAΔA A  

        4.2.10. M10-OMAΔA A  

        4.2.11. M11- OMAΔA Γ  

        4.2.12. M12- OMAΔA Γ  

        4.2.13. M13-OMAΔA B  

        4.2.14. M14-OMAΔA A  

 

4.3. Ανάλυση των δεδομένων της μελέτης στο περιβάλλον χαρτί- μολύβι 

4.3.1. Μέρος Α. Μελέτη των μαθητών της πειραματικής ομάδας  

4.3.1.1. Ως προς  τη συμμετοχή του Μ1 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι  

4.3.1.2. Ως προς  τη συμμετοχή της Μ2 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι  

4.3.1.3. Ως προς  τη συμμετοχή του Μ3 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι 

4.3.1.4. Ως προς  τη συμμετοχή του Μ4 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι 

4.3.1.5. Ως προς  τη συμμετοχή του Μ5 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι 

4.3.1.6. Ως προς  τη συμμετοχή του Μ6 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι 

4.3.1.7. Ως προς  τη συμμετοχή του Μ7 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι 

4.3.1.8. Ως προς  τη συμμετοχή του Μ8 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι 

4.3.1.9. Ως προς  τη συμμετοχή του Μ9 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι 

4.3.1.10. Ως προς  τη συμμετοχή του Μ10 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι 

4.3.1.11.Ως προς τη συμμετοχή του Μ11 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι  

4.3.1.12. Ως προς  τη συμμετοχή του Μ12 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι   

4.3.1.13. Ως προς  τη συμμετοχή του Μ13 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι   

4.3.1.14. Ως προς  τη συμμετοχή του Μ14 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι   
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4.3.2. Μέρος Β. Μελέτη της ομάδας ελέγχου 

4.3.2.1. Ως προς  τη συμμετοχή του ΜΕ1 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι  

4.3.2.2. Ως προς  τη συμμετοχή της ΜΕ2 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι 

4.3.2.3. Ως προς  τη συμμετοχή του ΜΕ3 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι 

4.3.2.4. Ως προς  τη συμμετοχή του ΜΕ4 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι 

4.3.2.5. Ως προς  τη συμμετοχή του ΜΕ5 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι 

4.3.2.6. Ως προς  τη συμμετοχή του ΜΕ6 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι 

4.3.2.7. Ως προς  τη συμμετοχή του ΜΕ7 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι 

4.3.2.8. Ως προς  τη συμμετοχή του ΜΕ8 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι 

4.3.2.9. Ως προς  τη συμμετοχή του ΜΕ9 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι 

4.3.2.10. Ως προς  τη συμμετοχή του ΜΕ10 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι 

4.3.2.11. Ως προς  τη συμμετοχή του ΜΕ11 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι 

4.3.2.12. Ως προς  τη συμμετοχή του ΜΕ12 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι 

4.3.2.13. Ως προς  τη συμμετοχή του ΜΕ13 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι 

4.3.2.14. Ως προς  τη συμμετοχή του ΜΕ14 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι  

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5: Τα ευρήματα της έρευνας- Συζήτηση επί των ευρημάτων 

5.1. Εισαγωγή  

5.2. Πειραματική ομάδα   

5.2.1 Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του Μ1  

5.2.2. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele της Μ2  

5.2.3. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του Μ3 

5.2.4. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele της Μ4 

5.2.5. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του Μ5 

5.2.6. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του Μ6 

5.2.7. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele της Μ7  

5.2.8. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του Μ8 

5.2.9. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele της Μ9 

5.2.10. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele της Μ10 

5.2.11. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele της Μ11 
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        5.2.13. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele της Μ13 
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5.2.14. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele της Μ14 

5.3. Ομάδα ελέγχου  

5.3.1 Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του ΜΕ1  

5.3.2. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele της ΜΕ2  

5.3.3. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του ΜΕ3 

5.3.4. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele της ΜΕ4 

5.3.5. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του ΜΕ5 

5.3.6. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του ΜΕ6 

5.3.7. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele της ΜΕ7  

5.3.8. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του ΜΕ8 

5.3.9. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele της ΜΕ9 

5.3.10. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele της ΜΕ10 

5.3.11. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele της ΜΕ11 

5.3.12. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele της ΜΕ12 

5.3.13. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele της ΜΕ13 

5.3.14. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele της ΜΕ14 

5.4. Αποτελέσματα της συγκριτικής μελέτης των μαθητών επιπέδου 1 

5.5. Αποτελέσματα της συγκριτικής μελέτης των μαθητών επιπέδου 2 

 

Συζήτηση   

   5.6. Αναφορικά με την επιβεβαίωση των συμπερασμάτων άλλων ερευνών 

   5.7. Η καινοτομία της εργασίας  

   5.7.1. Συγκεντρωτικές παρατηρήσεις της επίδρασης των εργαλείων 

5.8. Σύντομη ανακεφαλαίωση:  Οι στόχοι και τα αποτελέσματα της παρούσας 

έρευνας   

5.8.1 Τι είναι οι Συνδεόμενες Οπτικές Ενεργές Αναπαραστάσεις (ΣΟΕΑ) 

   5.9. Περιορισμοί της μελέτης και συστάσεις για επιπλέον έρευνα  

 Βιβλιογραφικές Αναφορές   
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Περίληψη 
 
Στην παρούσα μελέτη παρουσιάζεται το πρόβλημα της κατανόησης της γεωμετρίας που 

αντιμετωπίζουν οι μαθητές της δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης και εξετάζεται πώς η θεωρία των 

van Hiele μπορεί να αποτελέσει τη βάση για τη σχεδίαση υποστηρικτικών υλικών του 

Προγράμματος Σπουδών. Σε μια σύντομη ανάλυση συμπεραίνεται ότι η εκπαίδευση των 

μαθηματικών πρέπει να είναι μια διαδικασία δυναμικής επανεφεύρεσης και εξετάζεται πώς το 

λογισμικό δυναμικής γεωμετρίας και η εφαρμογή της έννοιας των Συνδεόμενων Οπτικών Ενεργών 

Αναπαραστάσεων (ενδεικτικά Patsiomitou, 2008a,b 2010) συντείνουν στην επανεφεύρεση της 

γνώσης. Η σύνθεση του δυναμικού Υποθετικού Μαθησιακού Μονοπατιού (δ-ΥΜΜ) ως 

διαδικασίας σχεδιασμού και ανασχεδιασμού (ενδεικτικά Patsiomitou, 2010, 2012)  στο λογισμικό 

δυναμικής γεωμετρίας που προτείνεται στη παρούσα μελέτη, αποτελεί μια πρωτότυπη 

προσέγγιση η οποία δεν έχει ελεγχθεί ερευνητικά σε στατικό ή δυναμικό περιβάλλον. Εξετάζονται 

ποιες αλληλεπιδραστικές τεχνικές από την κατηγοριοποίηση των Sedig & Sumner (2006) έχουν 

επηρεάσει το σχεδιασμό των δραστηριοτήτων του μαθησιακού μονοπατιού της έρευνας καθώς 

και η έννοια του δυναμικού σημείου, τμήματος (ενδεικτικά Patsiomitou, 2011) και των 

ημιπροκατασκευασμένων διαγραμμάτων. Η έρευνα αποτελεί μια ποιοτική μελέτη (Merriam, 

1998) με ημιπειραματικό σχεδιασμό (quasi-experimental) (Campbell & Stanley, 1963). Για την 

ανάλυση των δεδομένων της μελέτης επιλέχθηκε η μέθοδος της σταθερής συγκριτικής 

προσέγγισης (constant comparative method) με σκοπό να παραχθεί μια θεμελιωμένη θεωρία 

(grounded theory) (Strauss & Corbin, 1990, 1998). Σημαντικό ρόλο στην ανάλυση των δεδομένων 

της μελέτης έπαιξαν οι δυο κύριες διακρίσεις του συρσίματος (θεωρητικό και πειραματικό) λόγω 

των ενεργειών των μαθητών. Επίσης η έννοια της εργαλειακής αποκωδικοποίησης (ενδεικτικά 

Patsiomitou, 2011, 2012). Στα αποτελέσματα της μελέτης περιγράφεται συνοπτικά η εξέλιξη κάθε 

μαθητή της πειραματικής ομάδας απαντώντας στα ερευνητικά ερωτήματα που τέθηκαν στην 

αρχή της μελέτης και εξετάζεται αν έχει μεταβεί σε ένα υψηλότερο επίπεδο γεωμετρικής σκέψης 

van Hiele, ως αποτέλεσμα της συμμετοχής του στην προτεινόμενη διδακτική ακολουθία μέσω του 

μαθησιακού μονοπατιού. Στη συνέχεια ακολουθεί η σύγκριση της εξέλιξης κάθε μαθητή των δυο 

ομάδων όπως αυτή καταγράφηκε λόγω της συμμετοχής του στην ομάδα και λόγω της συμμετοχής 

του στα στατικά τεστ. Με αυτό τον τρόπο συγκρίθηκαν τα αποτελέσματα για κάθε μαθητή της 

πειραματικής ομάδας και ελέγχθηκε η εγκυρότητα των αποτελεσμάτων της πειραματικής  

διαδικασίας μέσω του λογισμικού, καθώς και η αξιοπιστία του τεστ  Usiskin. Ομοίως, της εξέλιξης 

κάθε μαθητή της ομάδας ελέγχου ως προς το van Hiele τεστ.  

Ως κατακλείδα συμπεραίνεται ότι η παρούσα μελέτη προστίθεται πρωτότυπα στις μελέτες που 

βασίζονται στη θεωρία των van Hiele και επισημαίνεται ότι η υποθετική μαθησιακή τροχιά που 

δημιουργήθηκε με Συνδεόμενες Οπτικές Ενεργές Αναπαραστάσεις έπαιξε καθοριστικό ρόλο στην 

κατασκευή της απόδειξης και στη γνωστική ανάπτυξη των μαθητών.  
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Abstract 

 
In the current study, the problem that secondary school geometry students face is presented, 

and it also investigated how the van Hiele theory can contribute as a base for the design of 

supportive materials in a classroom curriculum. In a short review it is concluded that a 

mathematics education must be a process of dynamic reinvention, and it also investigated how 

dynamic geometry software and the meaning of Linking Visual Active Representations (e.g., 

Patsiomitou, 2008a,b 2010) lead to students’ reinvention of knowledge. The synthesis of the 

Dynamic Hypothetical Learning Path as a process of design and redesign in the dynamic geometry 

software (Patsiomitou, 2010, 2012)  is a prototype approach that has not been investigated in a 

static or dynamic environment. The study investigated the interaction techniques that influenced 

the design of the activities in the Dynamic Hypothetical Learning Path. Moreover, the meanings of 

the dynamic point, segment, (Patsiomitou, 2011, 2012) and the semi-structured diagrams are 

presented. The study is qualitative (Merriam, 1998), with a quasi-experimental (Campbell & 

Stanley, 1963) design. The constant comparative method was chosen for data analysis in order to 

produce a grounded theory (Strauss & Corbin, 1990, 1998). The meanings of theoretical and 

experimental dragging (Patsiomitou, 2011, 2012) and instrumental decoding (Patsiomitou, 2011, 

2012) have played a major role in the analysis of the study’s data. The study’s results describe the 

development of every student on the experimental team, taking into account the research 

questions. The comparative study followed every student on the control and experimental teams. 

Finally, it points out that (a) the Dynamic Hypothetical Learning Path played an important role 

in the construction of proofs and in the students’ cognitive development, and (b) that the 

introduction of the meaning of Linking Visual Active Representations in the international literature 

undoubtedly contributes in a prototypical way to the studies based on van Hiele’s theory. 



 - 24 - 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



 - 25 - 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1  

Εισαγωγή 

1.1. Αναφορά στο πρόβληµα  
Κατά τη διάρκεια των περασμένων δεκαετιών οι ερευνητές διαπίστωσαν ότι οι μαθητές δεν 

αποδίδουν στο αντικείμενο της Γεωμετρίας (βλ. ενδεικτικά Hoffer, 1981; Usiskin, 1982; Van Hiele, 

1986; Burger & Shaughnessy, 1986; Crowley, 1987; Fuys, Geddes & Tischler, 1988; Gutierrez, 

Jaime & Fortuny, 1991; Mason, 1997). Σε αυτό συντελούν η δυσκολία των μαθητών «να 

ανακαλέσουν γλωσσικά σύμβολα και συμβολικές αναπαραστάσεις που έχουν κατανοήσει» 

(Patsiomitou, 2012), «να απελευθερώσουν τη σκέψη τους από το εξειδικευμένο πλαίσιο» (White 

& Mitchelmore, 2010, p. 206), να αναπτύξουν τον «παραγωγικό συλλογισμό» (Peirce, 1998/1903) 

και την «αφαιρετική ικανότητα» (βλ. ενδεικτικά Skemp, 1986; White & Mitchelmore, 2010) που 

απαιτείται στη δομή ανάπτυξης του περιεχομένου του Προγράμματος Σπουδών της Γεωμετρίας, 

όπως αυτή παρουσιάζεται μέσω της διδασκαλίας στην τάξη (ενδεικτικά van Hiele, 1986; Hoffer, 

1981; Usiskin, 1982; Burger & Shaughnessy, 1986; Crowley, 1987; Fuys, Geddes & Tischler, 1988; 

Gutierrez, Jaime & Fortuny, 1991; Mason, 1997). Ο de Villiers (1999) ομοίως αναφέρει ότι «ένα 

από τα μεγαλύτερα προβλήματα που εντοπίζει το σύνολο της εκπαιδευτικής έρευνας είναι η 

διδασκαλία της απόδειξης» (p. 1), η οποία αποτελεί αναγκαίο συστατικό της γνωστικής 

ανάπτυξης των μαθητών.  

Σύμφωνα με τον Piaget (1937/1971) η γνωστική ανάπτυξη ενός μαθητή εξαρτάται από τη 

βιολογική του ωρίμανση. Η διαπίστωση ότι η γνωστική ανάπτυξη ενός μαθητή εξαρτάται 

περισσότερο από τη διδασκαλία έγινε για πρώτη φορά κατά τη διατύπωση της θεωρίας των 5 

επιπέδων γεωμετρικής ανάπτυξης των van Hiele, στις αντίστοιχες διδακτορικές διατριβές της Dina 
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van Hiele-Geldof και του συζύγου της Pierre van Hiele, το 1957 (Fuys, Geddes & Tischler, 1988). 

Σύμφωνα με τη θεωρία των van Hiele όσον αφορά τη διδασκαλία των γεωμετρικών εννοιών,  

� ο κύριος λόγος για την αποτυχία των μαθητών στη Γεωμετρία στο Γυμνάσιο και στο 

Λύκειο είναι ότι διδάσκεται σε υψηλότερο επίπεδο από εκείνο που οι μαθητές είναι 

ικανοί να κατανοήσουν (βλ. ενδεικτικά Hoffer, 1981; Usiskin, 1982; Burger & 

Shaughnessy, 1986; Crowley, 1987; Fuys, Geddes & Tischler, 1988; Mason, 1997)· 

� η οργάνωση και το περιεχόμενο της διδασκαλίας καθώς επίσης και τα υποστηρικτικά 

υλικά (π.χ, διαχειρίσιμα υλικά (manipulatives) που χρησιμοποιούνται φυσικά όπως οι 

κύβοι Dienes (1960), ή ψηφιακά όπως οι δομικές μονάδες (building blocks) (Clements 

& Sarama, 2002)), έχουν θετικές επιπτώσεις στη γνωστική ανάπτυξη των μαθητών (βλ. 

ενδεικτικά van Hiele, 1986; Fuys, Geddes & Tischler, 1984; Crowley, 1987; Gutierrez, 

Jaime & Fortuny, 1991; Clements & Battista, 1992; Clements & Sarama, 2007).  

Κατά τη διάρκεια των περασμένων δεκαετιών διεξήχθησαν πολλές έρευνες σε μαθητές 

πρωτοβάθμιας και δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης διαφόρων χωρών [για παράδειγμα στη 

Σοβιετική Ένωση (Wirszup, 1976), στις Ηνωμένες Πολιτείες (π.χ, Usiskin, 1982; Fuys, Geddes, & 

Tischler, 1984; Burger & Shaughnessy, 1986)]. Οι έρευνες που βασίστηκαν στο μοντέλο των van 

Hiele εστίασαν στα εξής: 

� να δοκιμάσουν στην πράξη και να ελέγξουν την εγκυρότητα της ίδιας της θεωρίας των 

van Hiele και ορισμένων από τις υποθέσεις της, καθώς και της διαπίστωσης ότι το 

επίπεδο 5 δεν εμφανίζεται σε μαθητές δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης (ενδεικτικά 

Wirszup, 1976; Hoffer, 1981; Mayberry, 1983; Usiskin, 1982; Burger & Shaughnessy, 

1986)· 

� να προσδιορίσουν τις διακριτές ιδιότητες κάθε επιπέδου στις διαδικασίες 

αναγνώρισης, ορισμού, βασικών ιδιοτήτων των σχημάτων και απόδειξης (ενδεικτικά 

Hoffer, 1981; Burger & Shaughnessy, 1986; Gutierrez, Jaime, & Fortuny, 1991)· 

� να σχεδιάσουν τη διδασκαλία με βάση το μοντέλο των van Hiele, ώστε να βελτιωθεί η 

αποτελεσματικότητα του τρόπου με τον οποίο οι μαθητές αιτιολογούν (ενδεικτικά 

Fuys, Geddes, & Tischler, 1988)· 

� να εξετάσουν αν το μοντέλο μπορεί να χρησιμεύσει για να περιγράψει τις διαδικασίες 

σκέψης των μαθητών κατά τη διάρκεια επίλυσης προβλημάτων και κατανόησης των 

γεωμετρικών εννοιών (ενδεικτικά Burger & Shaughnessy, 1986; Clements & Battista, 

1992; Fuys, Geddes & Tischler, 1988)· 
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� να εξετάσουν αν το μοντέλο των van Hiele μπορεί να προβλέψει την επιτυχία στη 

Γεωμετρία και την ικανότητα για απόδειξη (ενδεικτικά Usiskin, 1982; Senk, 1989; 

Usiskin & Senk, 1990).  

Σε γενικές γραμμές οι ερευνητές (π.χ, Fletcher, 1970; Freudenthal, 1973; Kilpatrick & Wirszup, 

1969-1977; NCTM, 1930, 1970 a, b; Usiskin, 1982; van Hiele, 1984; ΜcDonald, 1989) επισημαίνουν 

τις δυσκολίες των μαθητών λόγω του παραγωγικού συλλογισμού που απαιτείται στις 

αποδεικτικές διαδικασίες στη Γεωμετρία και «συστήνουν αλλαγές στο Πρόγραμμα Σπουδών και 

στον τρόπο διδασκαλίας των γεωμετρικών εννοιών» (ΜcDonald, 1989, p.425), 

συμπεριλαμβανομένης της διδασκαλίας της απόδειξης. Η απόδειξη στο Πρόγραμμα Σπουδών 

[της Γεωμετρίας] θεωρείται «θεμελιώδης συντελεστής για την επικοινωνία των μαθηματικών 

ιδεών» (Shoenfeld, 1994, p. 22) και την ανάπτυξη της αφαιρετικής ικανότητας των μαθητών 

(White & Mitchelmore, 2010, p. 206). Ο Harell (2008) ισχυρίζεται ότι «ένα Πρόγραμμα Σπουδών 

Γεωμετρίας δεν είναι Γεωμετρία αν δεν έχει τελικό στόχο την ανάπτυξη του παραγωγικού 

συλλογισμού» (p. 488), ισχυριζόμενος ότι η διδασκαλία οφείλει να συντελέσει «στην ανάπτυξη 

των τρόπων με τους οποίους ο μαθητής κατανοεί και σκέπτεται» (ways of understanding and 

ways of thinking) (Harell, 2008, p. 487). Ομοίως οι Healy & Hoyles (1999), στην έκθεσή τους με 

θέμα την αιτιολόγηση και την παρουσίαση μαθηματικών αποδείξεων στο σχολικό πλαίσιο, 

βεβαιώνουν ότι: «η απόδειξη βρίσκεται στην καρδιά της μαθηματικής σκέψης και ο παραγωγικός 

συλλογισμός, που υποστηρίζει τη διαδικασία της παρουσίασης αποδείξεων, διακρίνει τα 

Μαθηματικά από τις εμπειρικές επιστήμες» (p. 1). Επομένως, ένα μέτρο σύγκρισης της προόδου 

του μαθητή στα επίπεδα van Hiele μπορεί να αποτελέσει η εξέλιξη του τρόπου αιτιολόγησης, 

καθώς ο μαθητής μεταβαίνει από το ένα επίπεδο στο άλλο, και η ανάπτυξη της ικανότητας 

παραγωγικού συλλογισμού. 

Το ζήτημα της αιτιολόγησης και αυστηρής απόδειξης είναι ένα θέμα το οποίο έχει 

απασχολήσει πολύ τη μαθηματική κοινότητα και την έρευνα στη διδασκαλία των Μαθηματικών 

τις τελευταίες δεκαετίες (βλ. ενδεικτικά Barbin, 1988; Duval, 1991, 1996; Chazan, 1993; Hanna, 

1995; Mariotti, Bartolini Bussi, Boero, Ferri & Garuti, 1997; Bartolini Bussi & Mariotti, 1998; 

Arzarello, Micheletti, Olivero, Paola & Robutti, 1998b; Laborde, 1998; Balacheff, 1999; Rav, 1999; 

Hanna, 1989, 1995, 1996, 1998, 2000, 2001; Harel & Sowder, 1998, 2007, 2009). Αυτό οφείλεται 

στη δυσκολία που αντιμετωπίζουν οι μαθητές όχι μόνο στην κατασκευή μιας απόδειξης αλλά και 

στην κατανόηση των αποδείξεων που παρουσιάζονται στο σχολικό εγχειρίδιο ή μέσα στην τάξη 

από τον δάσκαλο των Μαθηματικών (π.χ, Senk, 1985, 1989).  
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Πολλοί ερευνητές (π.χ Fuys, Geddes, & Tischler, 1988; Clements, Battista & Sarama,  2001; 

Clements & Sarama, 2007) ισχυρίζονται ότι οι μαθηματικοί μικρόκοσμοι (π.χ., Logo) «έχουν τη 

δυνατότητα να ενθαρρύνουν την κατασκευή των γεωμετρικών εννοιών, […] κάτι που τα σχολικά 

εγχειρίδια δεν κάνουν» (Clements, Battista & Sarama, 2001, p.6). Οι Clements & Battista (1992) 

ισχυρίζονται ότι η κονστρουκτιβιστική προσέγγιση είναι η βάση για τη θεωρητική θεμελίωση της 

χρήσης ενός τέτοιου περιβάλλοντος στην εκμάθηση της Γεωμετρίας. Επιπροσθέτως, η θεωρία των 

van Hiele «θεωρείται ένα από τα καλύτερα πλαίσια για τη μελέτη, τη διδασκαλία και τις 

μαθησιακές διαδικασίες στη Γεωμετρία» (Atebe, 2008, p.3) και ένα «έγκυρο πλαίσιο για το 

σχεδιασμό διδακτικών ακολουθιών στη σχολική Γεωμετρία, όπως αναγνωρίζεται στο Πρόγραμμα 

Σπουδών του NCTM (NCTM's Curriculum and Evaluation Standards for School Mathematics 

(1989)» (Jaime & Gutierrez, 1995, p. 592).  

Αυτό είναι σύμφωνο με την προτεινόμενη εκπαιδευτική ανάπτυξη (educational development)  

των Μαθηματικών του Freudenthal (1973), η οποία αξιοποιεί την ανάπτυξη των υποστηρικτικών 

υλικών του Προγράμματος Σπουδών και επιδιώκει να ενθαρρύνει την πραγματική αλλαγή στη 

διδασκαλία στην τάξη (Gravemeijer & Terwel, 2000, p.779).  

Πολλοί εκπαιδευτικοί και ερευνητές έχουν αναπτύξει και εφαρμόσει στην τάξη 

δραστηριότητες σε δυναμικά περιβάλλοντα, όπως για παράδειγμα στο Cabri (Laborde, J, M., 

Baulac, Y., & Bellemain, F., 1988) ή στο The Geometer’s Sketchpad (Jackiw, 1991) στην 

προσπάθεια τους να εντάξουν στη διδασκαλία της γεωμετρίας τις νέες τεχνολογίες (ενδεικτικά 

Hölzl, 1996; Laborde, 1998; Hoyles & Healy, 1999; Clement & Battista, 1992; De Villiers 1998; 

Yerushalmy & Chasan 1993; Oldknow, 1995; Sanchez & Sacristan, 2003; Hollebrands, 2003, 2004, 

2006, 2007; Christou, Mousoulides, Pittalis and Pitta, 2004a,b, 2005). Ένα σκέλος της έρευνας έχει 

μελετήσει τον αντίκτυπο του λογισμικού δυναμικής γεωμετρίας στην ανάπτυξη επιχειρημάτων 

και την κατασκευή εννοιών και αποδεικτικών διαδικασιών στη Γεωμετρία (ενδεικτικά Arzarello, 

Micheletti, Olivero & Robutti, 1998; Laborde, 1998; Christou, Mousoulides, Pittalis and Pitta, 

2004a,b, 2005; Patsiomitou, 2008, 2009, 2010, 2012). 

Σύμφωνα με τους Usiskin (1982), Burger & Shaughnessy (1986), Messick & Reynolds (1992), 

Geddes & Fortunato (1993), η ποιότητα της διδασκαλίας σε συνάρτηση με τα υποστηρικτικά 

υλικά του Προγράμματος Σπουδών έχουν σημαντική επίδραση στη γνωστική ανάπτυξη των 

μαθητών. Ο Remillard (1999) υποστηρίζει ότι τα υποστηρικτικά υλικά αποτελούν βασικό όχημα 

για την προώθηση της αλλαγής στα Προγράμματα Σπουδών και στο χαρακτήρα των ευκαιριών 

που προσφέρονται στους μαθητές για την εκμάθηση των Μαθηματικών. Ειδικότερα, έχει 
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αποδειχθεί ότι «τα υποστηρικτικά υλικά του Προγράμματος Σπουδών τα βασισμένα στη θεωρία 

των van Hiele και η χρήση του Geometers’ Sketchpad έχουν παίξει σημαντικό ρόλο στη γνωστική 

ανάπτυξη των μαθητών» (Idris, 2009, p.104), ζήτημα που ισχυρίζονται πολλοί ερευνητές 

(ενδεικτικά Elchuck, 1992; Choi-Koh, 1999; Olive, 2000; Almeqdadi, 2000; Olkun, Sinoplu & 

Deryakulu, 2005).  

1.2. Το Πρόγραµµα Σπουδών ως καθοδηγούµενη «επανεφεύρεση»  των 
εννοιών 

Ένα Πρόγραμμα Σπουδών γεωμετρίας μπορεί να θεωρηθεί «ένα σχέδιο για μάθηση» (van den 

Akker, 1998 οπ. αναφ. στο Zulkardi, 2002) των εννοιών της γεωμετρίας. Ο Zulkardi (2002) 

διαχωρίζει τρία επίπεδα ‘σχεδίων’ για μάθηση: «στο μικρο-επίπεδο (micro-level) το Πρόγραμμα 

Σπουδών αναφέρεται σε ένα σχέδιο με συγκεκριμένες εκπαιδευτικές δραστηριότητες που 

αφορούν την τάξη, στο μέσο-επίπεδο (meso level) αναφέρεται στο Πρόγραμμα Σπουδών ενός 

σχολείου ή ινστιτούτου και στο μακρο-επίπεδο (macro-level) χρησιμοποιείται ως σχέδιο για 

μάθηση σε ένα γενικότερο πλαίσιο» (p.24). Ένας από τους σημαντικούς στόχους στην εκπαίδευση 

των μαθηματικών είναι: «να προσδιοριστούν οι τύποι κατανόησης και τρόποι σκέψης των 

μαθητών […] και, αναλόγως, να αναπτυχθούν και εφαρμοστούν τα προγράμματα σπουδών των 

μαθηματικών» (Harel, 2008, p. 488). Η ανάπτυξη του Προγράμματος Σπουδών στην τάξη μέσω 

μιας κονστρουκτιβιστικής προσέγγισης εστιάζει στην ενεργητική μάθηση (Piaget, 1937), στην 

αλληλεπίδραση μεταξύ της εμπειρίας και της νοητικής επεξεργασίας της γνώσης (Vygotsky, 

1978), και στην ακολουθιακή κατασκευή της γνώσης των μαθητών (Terwel, 1999).   

Αυτή η κατασκευή της γνώσης σύμφωνα με τις Fuson et al. (2000) διευκολύνεται από τους 

δασκάλους, οι οποίοι υποστηρίζουν τη μαθηματική σκέψη των παιδιών, διευκολύνουν τις 

μαθηματικές συζητήσεις, χρησιμοποιούν αναπαραστάσεις των μαθηματικών εννοιών και 

ενθαρρύνουν εναλλακτικές μεθόδους λύσης (π.χ., Carpenter & Fennema, 1991; Hiebert & 

Carpenter, 1992 στο Fuson, Carrol & Drueck, 2000, p.277). Ο ουσιαστικός ρόλος που 

διαδραματίζουν οι δάσκαλοι στη διαμόρφωση του Προγράμματος Σπουδών που δοκιμάζεται ή 

αξιολογείται στην πράξη από τους μαθητές υπογραμμίζεται επίσης από τον Remillard (1999).  

Καθώς οι δάσκαλοι (ή οι ερευνητές-δάσκαλοι) σχεδιάζουν τη διδασκαλία των εννοιών και 

αλληλεπιδρούν με τους μαθητές, αισθάνονται όλο και περισσότερο την ανάγκη να κατανοήσουν 

τη σκέψη των μαθητών τους και αναζητούν μεθόδους για να οδηγήσουν τους μαθητές τους στην 

κατανόηση. 
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Οι Corcoran et al. (2009) ισχυρίζονται ότι ένα μαθησιακό μονοπάτι «διαφέρει από το 

Πρόγραμμα Σπουδών διότι είναι βασισμένο στην ανάλυση και στα ερευνητικά συμπεράσματα για 

το πώς οι μαθητές μαθαίνουν μια ιδιαίτερη ιδέα, και επικυρώνεται από τα στοιχεία της έρευνας» 

(p. 23). Οι ίδιοι ερευνητές ισχυρίζονται ακόμα ότι τα μαθησιακά μονοπάτια μπορούν να 

βοηθήσουν τους δασκάλους με το να τους  

«παρέχουν μια εννοιολογική δομή που μπορεί να τους πληροφορήσει, να υποστηρίξει 

την ικανότητα να ανταποκριθούν κατάλληλα […] και να προσαρμόσουν την διδασκαλία 

τους στο τι κάθε μαθητής χρειάζεται […]»(p. 23). 

Πολλοί ερευνητές (π.χ., Cobb & Bauersfeld, 1995; Hiebert et al., 1996; Lampert, 1991 οπ. αναφ. 

στο Fuson, Carrol & Drueck, 2000, p.277) συμφωνούν ότι, «σε αντίθεση με το παραδοσιακό 

εγχειρίδιο και τη διδασκαλία που καταφεύγει στην αποστήθιση ως μέσο εκμάθησης,[…] η 

επίλυση προβλημάτων διευκολύνει την κατασκευή των μαθηματικών εννοιών» (Fuson, Carrol και 

Drueck, 2000, p.277).  

Όπως αναφέρουν οι Gravemeijer & Terwel (2000) «ο Freudenthal υπογράμμισε ότι η θεωρία 

του Προγράμματος Σπουδών δεν είναι ένα σταθερό, προκατασκευασμένο σύνολο θεωριών, 

στόχων και μέσων, περιεχομένου, και μεθόδων» (p.779). Καθοδηγούμενη επανεφεύρεση για τον 

Freudenthal (1973) σημαίνει ότι ο μαθητής αναπαράγει πιστά μια επιστημονική δραστηριότητα 

που περιλαμβάνει την κατασκευή, διατύπωση και απόδειξη εννοιών και θεωρημάτων· η 

αναπαραγωγή αυτή προκύπτει μέσα από τις άτυπες στρατηγικές του μαθητή κατά τη διάρκεια 

επίλυσης ενός προβλήματος. Σύμφωνα με τον Freudenthal (1973), η εκπαίδευση των 

Μαθηματικών πρέπει να είναι μια διαδικασία καθοδηγούμενης επανεφεύρεσης. Η μέθοδος της 

καθοδηγούμενης επανεφεύρεσης στηρίζεται στην ιδέα ότι το διδασκόμενο θέμα 

επανεφευρίσκεται εκ νέου από τους μαθητές σε αλληλεπίδραση μεταξύ τους και με τον δάσκαλο 

(Gravemeijer & Terwel, 2000, p.786).  

Η μέθοδος της καθοδηγούμενης επανεφεύρεσης επιστημολογικά συνδέεται με τη σωκρατική 

μέθοδο της μαιευτικής (Gravemeijer & Terwel, 2000), όμως έχει διαφορετικό χαρακτήρα και 

στόχο, αφού οι μαθητές αναλαμβάνουν ουσιαστικό ρόλο, αυτενεργώντας για την κατασκευή των 

εννοιών. Επομένως, «η κατανόηση και η βαθιά γνώση των εννοιών [και επομένως η 

επανεφεύρεσή τους] προκύπτουν κατά τη διάρκεια της διδασκαλίας, […] με τον δάσκαλο να 

παίζει το ρόλο της μαίας» (Freudenthal, 1991, p.100-101 οπ. αναφ. στο Gravemeijer & Terwel, 

2000, p. 786-787). Ο σημαντικός ρόλος του εκπαιδευτικού και η αναγκαιότης της παρέμβασής 

του, η οποία οφείλει να αποτελεί μέρος της μαθησιακής διαδικασίας, έχουν συζητηθεί από τους 
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Yackel & Cobb (1994), οι οποίοι θεωρούν πολύ σημαντική τη συμβολή του εκπαιδευτικού, 

καθόσον η εδραίωση μιας μαθηματικής αλήθειας στην τάξη είναι μια αλληλεπιδραστική 

διαδικασία (Yackel & Cobb, 1994, p. 3, οπ. αναφ. Hanna, 1995).  

Ο σχεδιασμός ή η επιλογή διδακτικών δραστηριοτήτων και προβλημάτων που ενθαρρύνουν 

και κεντρίζουν τη μαθηματική επανεφεύρεση (Freudenthal, 1973) από πλευράς των μαθητών 

αποτελεί «πρόκληση για τον ερευνητή (-εκπαιδευτικό), [ο οποίος πρέπει] να προσπαθήσει να δει 

τον “κόσμο μέσα από τα μάτια του μαθητή”» (Gravemeijer, 2004). Για να το πετύχει αυτό πρέπει 

να μετατοπιστεί νοητικά από τη θέση του παρατηρητή εκπαιδευτικού στη θέση του 

δρώντα/ενεργούντα μαθητή (Cobb, Yackel & Wood, 1992 οπ. αναφ. στο Gravemeijer, 2004), και 

να εξετάσει πλέον το σχεδιασμό της δραστηριότητας από τη σκοπιά αυτή. Σύμφωνα με τον 

Gravemeijer (2004), «είναι αναγκαίος ένας εκπαιδευτικός σχεδιασμός που θα υποστηρίξει τη 

διδασκαλία ώστε να βοηθήσει τους μαθητές να αναπτύξουν τον τρόπο με τον οποίο αιτιολογούν» 

(p. 106).  

Η γνώση των υποστηρικτικών μέσων που έχουμε στη διάθεσή μας για το σχεδιασμό των 

δραστηριοτήτων μάς επιτρέπει να επιλέξουμε ανάμεσα σε τεχνολογικά εργαλεία. Στην παρούσα 

διατριβή εξετάζεται πώς το λογισμικό δυναμικής γεωμετρίας συμβάλλει στη ‘δυναμική’  

επανεφεύρεση της γνώσης από τους μαθητές (π.χ., Furringhetti & Paola, 2003; Patsiomitou, 

Barkatsas & Emvalotis, 2010), ώστε να αποκτήσουν «τη δυνατότητα να οικοδομήσουν τη δική 

τους μαθηματική γνώση στη βάση μιας τέτοιας μαθησιακής διαδικασίας» (Freudenthal, 1991).  

1.3. Σπουδαιότητα της µελέτης   
Στην παρούσα μελέτη διερευνάται η επίδραση ενός υποθετικού μαθησιακού μονοπατιού στο 

λογισμικό δυναμικής γεωμετρίας. Το μονοπάτι που σχεδιάστηκε από την ερευνήτρια αποτελείται 

από «φάσεις μάθησης και ανάπτυξης κατάλληλων υλικών βασισμένων στη θεωρία των van Hiele» 

(Crowley, 1987), στο βαθμό που έχουν παίξει  καταλυτικό ρόλο στην ανάπτυξη της σκέψης των 

μαθητών. Θα εξεταστεί κατά πόσο η μαθηματική γλώσσα των μαθητών και οι μαθηματικές 

έννοιες προκύπτουν ως «δυναμική επανεφεύρεση» σε δυναμικό περιβάλλον. Η προσέγγιση του 

στόχου μέσω των μετασχηματισμών των γεωμετρικών αντικειμένων στηρίζεται σε προηγούμενες 

μελέτες (Coxford & Usiskin, 1975; Freudenthal, 1973; Edwards, 1991; Clements, 2003; 

Hollebrands, 2003, 2004, 2006, 2007). 

Το υποθετικό μαθησιακό μονοπάτι, ένα γνωστικό εργαλείο που βασίζεται στον 

κονστρουκτιβισμό, προσπαθεί να προβλέψει τον τρόπο σκέψης στον οποίο ανταποκρίνονται οι 
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μαθητές και αποτυπώνει την υποτιθέμενη μαθηματική δραστηριότητα των μαθητών με τη 

δυνατόν μεγαλύτερη προσέγγιση. Σύμφωνα με τον Simon (1995) ένα υποθετικό μαθησιακό 

μονοπάτι περιλαμβάνει «το μαθησιακό στόχο, τις μαθησιακές δραστηριότητες και τη σκέψη και 

μάθηση στην οποία πρέπει να εμπλακούν οι μαθητές» (p. 133). Ομοίως, οι Clements & Sarama 

(2002), δηλώνουν ότι τρεις είναι οι βασικές συνιστώσες ενός μαθησιακού μονοπατιού. Μια 

βασική συνιστώσα του μαθησιακού μονοπατιού περιλαμβάνει το μαθηματικό στόχο. Δηλαδή, τον 

πυρήνα των ‘κεντρικών ιδεών’ (big ideas) (Schifter & Fosnot, 1993) που εμπλέκονται και 

διαμορφώνουν το μονοπάτι. Η δεύτερη συνιστώσα είναι τα επίπεδα σκέψης από τα οποία 

διέρχεται ο μαθητής προκειμένου να αναπτύξει την κατανόηση και τις δεξιότητες στο θέμα, και η 

τρίτη συνιστώσα αφορά τις εκπαιδευτικές δραστηριότητες [π.χ, τα μαθηματικά προβλήματα, τα 

αρχεία ενός λογισμικού που διαμεσολαβούν στην εμπειρική κατανόηση των εννοιών]  που 

προσαρμόζονται σε κάθε επίπεδο σκέψης (Clements & Sarama, 2002, p.2).  

Η κατασκευή υποθετικών μαθησιακών μονοπατιών στα Μαθηματικά έχει απασχολήσει 

πολλούς ερευνητές (Simon, 1995; Clements, Battista & Sarama, 2001; Clements & Sarama, 2004; 

Clements, Wilson, & Sarama, 2004; Smith, Wiser, Anderson, & Krajcik, 2006; Corcoran, Mosher & 

Rogat, 2009; Gravemeijer, Bowers & Stephan, 2003). Οι Corcoran, Mosher & Rogat (2009) 

επισημαίνουν μάλιστα ότι «Οι μελέτες που αφορούν τα βασισμένα στην έρευνα Προγράμματα 

Σπουδών αναδεικνύουν ότι αυτά παρουσιάζουν κοινά χαρακτηριστικά: τη δημιουργία και τη 

διατήρηση συνδέσεων μεταξύ της έρευνας και της ανάπτυξης του Προγράμματος Σπουδών ως 

αλληλεπιδραστικών διαδικασιών, τη χρήση ενός ευρέος φάσματος επιστημονικών μεθοδολογιών, 

τη διατήρηση στενών συνδέσεων μεταξύ των προβλημάτων (tasks) και του μαθηματικού 

συλλογισμού (σκέψης) των παιδιών με τη χρήση κάποιου τύπου μαθησιακού μονοπατιού».  

Η επιλογή των τετραπλεύρων ως πεδίου της μελέτης προέκυψε μετά την παρατήρηση των 

δυσκολιών που αντιμετωπίζουν οι μαθητές στην εκμάθηση της έννοιας λόγω της ιεραρχικής 

δομής τους. Στο συμπέρασμα αυτό η ερευνήτρια οδηγήθηκε αφενός μέσω της προσωπικής 

διδακτικής της εμπειρίας στην παραδοσιακή διδασκαλία, η οποία την οδήγησε να συμπεράνει ότι 

οι μαθητές δυσκολεύονται να κατανοήσουν την εννοιολογική δομή των τετραπλεύρων, και 

αφετέρου μέσω της έρευνας που διεξήγαγε για τη συγγραφή της διπλωματικής της εργασίας στο 

μεταπτυχιακό πρόγραμμα του ΕΚΠΑ (Πατσιομίτου, 2005) με μαθητές Πρωτοβάθμιας και 

Δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης. Η έρευνα ήταν η αφετηρία προκειμένου να εξεταστούν 

διεξοδικότερα τα αποτελέσματα που μπορεί να έχουν τα ημιπροκατασκευασμένα συνδεόμενα 

διαγράμματα σε διαδοχικές εκπαιδευτικές δραστηριότητες (Πατσιομίτου, 2005; Patsiomitou, 
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2007), ως προς την κατασκευή εννοιών, την ανάπτυξη της κατανόησης, της επιχειρηματολογίας 

και της αφαιρετικής ικανότητας. Επομένως, ο σχεδιασμός των ημιπροκατασκευασμένων 

δυναμικών αναπαραστάσεων στο δυναμικό περιβάλλον του λογισμικού είχε επίδραση στον 

τρόπο με τον οποίο οι μαθητές οικοδόμησαν τις εσωτερικές αναπαραστάσεις για τις μαθηματικές 

έννοιες κατά τη διάρκεια των δραστηριοτήτων όπως επιβεβαιώθηκε και σε άλλες μελέτες 

(ενδεικτικά Patsiomitou, 2007, 2008 a, b, c, d, 2009, 2010, 2011), είτε αυτές απευθύνονταν στο 

μεμονωμένο μαθητή είτε στο μαθητή σε περιβάλλον συνεργασίας με άλλους (π.χ ομάδα 

συνεργασίας, περιβάλλον τάξης). 

Η ανάπτυξη μιας έννοιας επιδέχεται επιστημολογική, ιστορική και γνωστική ανάλυση, ώστε να 

διερευνηθεί πώς αυτή εξελίχθηκε στη διάρκεια των χρόνων, θέματα τα οποία δεν αποτελούν 

στόχο μελέτης της παρούσας διατριβής. Κατά την επισκόπηση της βιβλιογραφίας εντοπίστηκαν 

έρευνες που αφορούν:  

� τη μελέτη της επίδρασης που έχουν οι κατασκευαστικές διαδικασίες τετραπλεύρων σε 

λογισμικό δυναμικής γεωμετρίας στον τρόπο συλλογισμού των μαθητών (βλ. 

ενδεικτικά Mariotti, 1997, 2001; Vincent, 1998; Vincent & McCrae, 2001; Leung & Or, 

2007)  

� την ανάπτυξη διαφορετικών ειδών συλλογισμού κατά τη χρήση λογισμικού δυναμικής 

γεωμετρίας σε προβλήματα με τετράπλευρα (βλ. ενδεικτικά Hoyles, 1998; Arzarello et 

al., 1998; Hoyles & Healy, 1999; Mariotti, 2000; Hadas, Hershkowitz, & Schwarz, 2000; 

Marrades & Gutiérrez, 2000; Healy, 2000; Hölzl, 2001; Talmon & Yerushalmy, 2006) 

� την επίλυση γεωμετρικών προβλημάτων [με τετράπλευρα] μοντελοποιημένων σε 

λογισμικό δυναμικής γεωμετρίας (βλ. ενδεικτικά Arzarello, Micheletti, Olivero & 

Robutti, 1998; Weaver & Quinn, 1999; Healy, 2000; Hadas, Hershkowitz, and Schwarz, 

2001; Hanna, 2001; Mariotti, 2001; Jones, 2001; de Villiers, 2004; Wares, 2004)  

� τη διερεύνηση του τρόπου συλλογισμού των μαθητών όταν εξετάζουν τη συμμετρία 

των τετραπλεύρων (βλ. ενδεικτικά Arzarello, Micheletti, Olivero, & Robutti, 1998; 

Healy, 2000; Hadas, Hershkowitz & Schwarz, 2001; Mariotti, 2001; Jones, 2001; de 

Villiers, 2004; Wares, 2004; Leikin, 2004; Jiang, 2002; Christou, Mousoulides, Pittalis, & 

Pitta-Pantazi, 2004a, b; Belfort & Guimarães, 2004; Graumman, 2005)  

� την επίδραση των μετασχηματισμών της περιστροφής και ανάκλασης μέσω του 

λογισμικού δυναμικής γεωμετρίας (βλ. ενδεικτικά Edwards, 1991; Natsoulas, 2000; 

Hollebrands, 2003, 2004, 2006). 
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Κατά την έρευνα στο Διαδίκτυο σε εξειδικευμένες βάσεις δεν εντοπίστηκαν εργασίες που 

είχαν ως στόχο την ανάπτυξη του επιπέδου της γεωμετρικής σκέψης των μαθητών μέσω 

Συνδεόμενων Οπτικών Ενεργών Αναπαραστάσεων δομημένων, ημι-δομημένων και αδόμητων σε 

λογισμικό δυναμικής γεωμετρίας, όπως προτείνεται στην παρούσα μελέτη.  

Η σύνθεση του υποθετικού μαθησιακού μονοπατιού βασίζεται σε 4 διερευνητικές φάσεις και 

αποτελεί μια πρωτότυπη προσέγγιση η οποία δεν έχει ελεγχθεί ερευνητικά σε στατικό ή 

δυναμικό περιβάλλον. Οι φάσεις περιληπτικά έχουν αναφερθεί  (βλ. ενδεικτικά Patsiomitou & 

Emvalotis, 2009, 2010 a, b): (1) διερεύνηση και κατασκευές τετραπλεύρων με έμφαση στο μενού 

Κατασκευή (2) διερεύνηση και κατασκευές τετραπλεύρων με έμφαση στο μενού 

Μετασχηματισμός (3) διερεύνηση ανοικτών προβλημάτων και (4) κατασκευή και 

μετασχηματισμός ημιπροκατασκευασμένων τύπων Συνδεόμενων Οπτικών Ενεργών 

Αναπαραστάσεων (LVAR).  

Οι φάσεις συνδέονται μεταξύ τους ως προς το εννοιολογικό περιεχόμενο, τη σειρά εισαγωγής 

των τεχνολογικών εργαλείων μέσω του λογισμικού, και την αυξανόμενη πολυπλοκότητα τόσο σε 

σε διαδικαστικό όσο και σε εννοιολογικό επίπεδο. Καθώς η έρευνα επικεντρώνεται στην 

αλληλεπίδραση των μαθητών με τα εργαλεία του λογισμικού δυναμικής γεωμετρίας Geometer’s 

Sketchpad και την επίδρασή τους στις διατυπώσεις και τα επίπεδα σκέψης των μαθητών, η 

εμπειρική διερεύνηση θα παράσχει τη γνωστική ανάλυση του προβλήματος. Ειδικότερα θα 

αφορά  την ανάλυση: (α) του τρόπου με τον οποίο αλληλεπιδρούν οι μαθητές αφενός με τα 

εργαλεία που χρησιμοποιούν (μέσω του λογισμικού δυναμικής γεωμετρίας) και αφετέρου μεταξύ 

τους, με τη διαμεσολάβηση των εργαλείων, και (β) των μετασχηματισμών που υφίστανται οι 

λεκτικές διατυπώσεις σε διάφορα επίπεδα και σε διαφορετικές φάσεις της έρευνας για τον κάθε 

μαθητή.  

1.3.1.Πρωτοτυπία της µελέτης -Συνδεόµενες Οπτικές Ενεργές 
Αναπαραστάσεις (ΣΟΕΑ)  

Η έννοια της αναπαράστασης και της οπτικοποίησης των μαθηματικών αντικειμένων έχει 

υποκινήσει το ενδιαφέρον πολλών ερευνητών (ενδεικτικά αναφέρονται Presmeg, 1986, 1998; 

Janvier, 1987; Vergnaud, 1987; Vinner, 1989; Eisenberg & Dreyfus, 1990; Dreyfus, 1991; 

Glasensferd, 1991, 1995; Zimmermann & Cunningham, 1991; Dubinsky, 1994; Kaput, 1987, 1989, 

1991, 1999, 2001; diSessa, 1994; Duval, 1995, 2006; Aspinwall, 1995; Ainsworth, 1999, 2006). Οι 

αναπαραστάσεις διαχωρίζονται σε δυο κατηγορίες τις στατικές και τις δυναμικές. «Οι δυναμικές 
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αναπαραστάσεις […] έχουν διαφορετική λειτουργία από τις στατικές και συνεπώς οι μαθητές 

σχηματίζουν διαφορετικά συμπεράσματα σε αλληλεπίδραση» (Jones, 1998; Lowe, 2003 οπ. 

αναφ. στο Ainsworth, 2006, p. 191). Στη διεθνή βιβλιογραφία αναφέρονται μελέτες σχεδιασμού 

μικροκόσμων έτσι ώστε πολλαπλές δυναμικές διασυνδεδεμένες αναπαραστάσεις να 

χρησιμοποιηθούν για τη μάθηση μαθηματικών εννοιών (βλ. ενδεικτικά Kaput, 1987, 1989, 1991, 

1999, 2001; Hiebert & Carpenter, 1992; Kordaki & Potari, 1998; Kordaki, 2003). Με την έννοια των 

συνδεόμενων αναπαραστάσεων στην Άλγεβρα έχουν ασχοληθεί ερευνητές (βλ. ενδεικτικά 

Janvier, 1987; Kaput, 1989) οι οποίοι αποδίδουν την εννοιολογική κατανόηση στις συνδέσεις 

μεταξύ των αναπαραστάσεων. Οι Hegedus & Kaput (2004) έχουν χρησιμοποιήσει τις συνδεόμενες 

οπτικές αναπαραστάσεις στο περιβάλλον του λογισμικού SimCalc για να περιγράψουν πως οι 

μαθητές αναπτύσσουν την κατανόηση αλγεβρικών εννοιών. Η Even (1998) επίσης θεωρεί ότι η 

γνωστική σύνδεση μεταξύ των πολλαπλών αναπαραστάσεων αναπτύσσει τη διορατικότητα και τη 

βαθύτερη κατανόηση των εννοιών.    

Για να υπερνικήσουν τις δυσκολίες μετάφρασης μεταξύ των αναπαραστάσεων, αυτά τα 

μαθησιακά υπολογιστικά περιβάλλοντα έχουν σχεδιαστεί να αξιοποιούν την αυτόματη 

μετάφραση ή τη «δυναμική σύνδεση» (automatic translation or “dyna-linking”) (Ainsworth, 1999, 

p. 133). Σ' αυτήν την περίπτωση, καθώς ένας μαθητής ενεργεί σε μια αναπαράσταση, τα 

αποτελέσματα των ενεργειών του παρουσιάζονται σε άλλη. Οι δυναμικές συνδεόμενες (ή 

συνδεδεμένες) αναπαραστάσεις  

μειώνουν το γνωστικό φορτίο του μαθητή, και καθώς ο υπολογιστής παρουσιάζει 
μεταφραστικές δραστηριότητες, οι μαθητές συγκεντρώνονται στις ενέργειες τους και 

στις συνέπειες των ενεργειών τους στις αναπαραστάσεις. Ο Kaput (1992) θεωρεί ότι 

αυτή η ιδιότητα είναι ιδιαίτερα αποτελεσματική μόνο όταν οι αναπαραστάσεις που 

εμπλέκονται εκφράζουν ακολουθίες ενεργειών παρά τελικά αποτελέσματα, καθώς η 

έρευνα έχει δείξει ότι είναι ιδιαίτερα δύσκολο για τους μαθητές  (Ainsworth, 2006, p. 
195).   

Στην κατηγορία των μικρόκοσμων που έχουν την δυνατότητα κατασκευής και χρήσης 

πολλαπλών δυναμικών διασυνδεδεμένων αναπαραστάσεων λόγω των αλληλεπιδραστικών 

τεχνικών τους, ανήκουν και τα λογισμικά δυναμικής γεωμετρίας. Η Kordaki (2003) χρησιμοποίησε 

τις συνδεόμενες αναπαραστάσεις που προκύπτουν στο λογισμικό Cabri Geometry II για να 

εκμεταλλευτεί την δυνατότητα που παρέχουν οι συνεχείς μετασχηματισμοί του δυναμικού 

περιβάλλοντος.  

Ο σχεδιασμός των ΣΟΕΑ (LVAR) είναι μια σύνθεση μετασχηματισμών στις δυναμικές Οπτικές 

Μαθηματικές Αναπαραστάσεις (ΟΜΑ) μέσω των αλληλεπιδραστικών τεχνικών στο λογισμικό, 
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δηλαδή μέσω «αναπαραστάσεων που κωδικοποιούν τις ιδιότητες και σχέσεις για έναν 

αναπαριστώμενο κόσμο που αποτελείται από μαθηματικές δομές ή έννοιες» (Cuoco & 

Curcio, 2001;  Hitt, 2002). Η σύνδεση αυτή βασίζεται στο μαθηματικό εικονικό αναπαραστασιακό  

πλαίσιο στο οποίο ο μαθητής καλείται να αναλύσει και συνθέσει τη λύση του προβλήματος η 

οποία αποτελεί μια ιδιαίτερη μορφή οριζόντιας μαθηματικοποίησης, με τη συσχέτιση των 

αναπαραστασιακών δομών οι οποίες μπορούν να συνδεθούν και πληρούν τις προϋποθέσεις των 

οπτικών αναπαραστάσεων (Sedig & Sumner, 2006). Πρόκειται δηλαδή για την οριζόντια 

μαθηματικοποίηση ενός πραγματικού προβλήματος (Ramsussen et al., 2000), καθώς η σύνδεση 

των αφηρημένων γεωμετρικών συμβολικών αναπαραστάσεων που προκύπτουν από τους 

μαθητές αναφέρεται στην κατακόρυφη μαθηματικοποίηση.  

Η διαδικασία  σχεδιασμού στο λογισμικό και τα αποτελέσματα της έρευνας με τους μαθητές 

οδήγησαν στην ανάγκη να εισαχθεί η έννοια των Συνδεόμενων Οπτικών Ενεργών 

Αναπαραστάσεων (ΣΟΕΑ) (ενδεικτικά Patsiomitou, 2008 a,b, 2010; Patsiomitou & Koleza, 2008, 

2009; Πατσιομίτου, 2008).  

 Συνδεόμενες Οπτικές Ενεργές Αναπαραστάσεις (ΣΟΕΑ): είναι οι διαδοχικές φάσεις των 
δυναμικών αναπαραστάσεων του προβλήματος που συνδέουν τα κατασκευαστικά 
αναπαραστατικά βήματα του προβλήματος προς λύση, προκειμένου να αποκαλυφθεί 
μια συνεχώς αυξανόμενη εποικοδομητική πολυπλοκότητα. Δεδομένου ότι οι 
αναπαραστάσεις στηρίζονται σε προηγούμενες κατασκευαστικές ενέργειες και επομένως 
είναι πιο σύνθετες, περίπλοκες και ολοκληρωμένες από τις προηγούμενες σταδιακές 
μορφές λόγω των ενεργειών του μαθητή (ή του δασκάλου σε μια ημι-προσχεδιασμένη 
δραστηριότητα) με επιλογή των κατάλληλων τεχνικών αλληλεπίδρασης στοχεύουν να 
εξωτερικεύσουν τα μετασχηματιστικά βήματα που έχουν (οι μαθητές ή ο δάσκαλος 
προβλέποντας τις ενέργειες των μαθητών) σχηματίσει  νοητικά.  
 

Οι ΣΟΕΑ ερμηνεύονται ως «η κωδικοποίηση ιδιοτήτων και σχέσεων του αναπαριστώμενου 

κόσμου που αποτελείται από μαθηματικές δομές ή έννοιες» (Sedig & Sumner, 2006) στο 

λογισμικό, όπου το πρόβλημα μοντελοποιείται, δηλαδή σύμφωνα με τους Goldin & Janvier (1998, 

p.1): α) «μια φυσική κατάσταση ή κατάσταση στο φυσικό περιβάλλον» διαμορφωμένη από 

μαθηματική άποψη που ενσωματώνει τις μαθηματικές ιδέες και β) με κατάλληλο συνδυασμό 

«συντακτικών και δομικών χαρακτηριστικών» που ενισχύονται με επιλεγμένες βασικές ή στόχο-

βασισμένες (Sedig & Sumner, 2006) διαφορετικές τεχνικές αλληλεπίδρασης.  

1.3.1.1. Συνδεόµενες Οπτικές Ενεργές Αναπαραστάσεις και θεωρία των van Hiele  

Ορισμένα από τα συμπεράσματα της μελέτης αναφορικά με τις ημιπροκατασκευασμένες 

ΣΟΕΑ, τη λήψη αποφάσεων για τις χρησιμοποιούμενες τεχνικές αλληλεπίδρασης, και τη λήψη 

ανατροφοδότησης στις διαδικασίες για την παρουσίαση αποδείξεων των μαθητών έχουν 
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παρουσιαστεί σε διεθνή συνέδρια (ή περιοδικά) και συσχετίζονται με την ανάπτυξη του επιπέδου 

van Hiele των μαθητών (ενδεικτικά Patsiomitou, 2008a, b, 2010, 2012; Patsiomitou & Koleza, 

2008, 2009; Patsiomitou & Emvalotis, 2009a, b, 2010a, b). 

Αναφερόμενοι λοιπόν στις ΣΟΕΑ (LVAR) εισάγεται ο ορισμός μιας νέας ιδέας στη διεθνή 

βιβλιογραφία, συνεισφέροντας και εμπλουτίζοντας τη γνώση (Blaxter, Hughes & Tischer, 2001). 

Η διάκριση των ΣΟΕΑ σε 5 διαφορετικούς τύπους (LVAR modes) (π.χ. Patsiomitou, 2008b; 

Patsiomitou, 2010; Patsiomitou & Emvalotis, 2009) στη βάση της θεωρίας των van Hiele αποτελεί   

καινοτόμο επέκταση του θεωρητικού πλαισίου των συνδεόμενων αναπαραστάσεων. Η θεωρία 

των φάσεων κατά van Hiele χρησιμοποιείται για την ερμηνεία της κατηγοριοποίησης των τύπων 

των ΣΟΕΑ ως προς τη δόμησή τους – τη σχεδίαση των μοντελοποιημένων προβλημάτων με 

διασύνδεση καταλλήλων αλληλεπιδραστικών τεχνικών στο περιβάλλον του Sketchpad και 

μπορούν να υποστηρίξουν και να ενισχύσουν τη διατύπωση εικασιών και την ανάπτυξη της 

αποδεικτικής διαδικασίας. 

Οι τύποι κατασκευής των ΣΟΕΑ συσχετισμένες με τις μαθησιακές φάσεις κατά van Hiele που 

αναφέρθηκαν ανωτέρω περιγράφονται ως εξής (π.χ. Patsiomitou, 2008b, 2010; Patsiomitou & 

Emvalotis, 2009, Πατσιομίτου & Εμβαλωτής, 2009):  

Α Τύπος-διερευνητικός/πληροφοριακός: Σε αυτή τη φάση του προβλήματος, οι μαθητές 
εξοικειώνονται με το υπό διερεύνηση πεδίο (πρόβλημα ή θεωρία)  χρησιμοποιώντας τα 
στιγμιότυπα των διαγραμμάτων που τους οδηγούν να ανακαλύψουν μια ορισμένη δομή.  
Β Τύπος-καθοδηγούμενης ανακάλυψης: Τα διαδοχικά συνδεδεμένα κατασκευαστικά βήματα 
της λύσης προκύπτουν σταδιακά.  
Γ  Τύπος-επεξηγηματικός: Οι μετασχηματισμοί στις όλο και πιο σύνθετες συνδεόμενες δυναμικές 
αναπαραστάσεις της ίδιας φάσης του προβλήματος τροποποιούν ταυτόχρονα τις εμφανιζόμενες 
σχηματικές μορφοποιήσεις.  
Δ Τύπος-ελεύθερης ανακάλυψης: Κάθε φάση στη λύση τοποθετείται ώστε να παρουσιαζουν τα 
διαδοχικά κατασκευαστικά βήματα της λύσης στην ίδια σελίδα του λογισμικού σε μια 
επισκόπηση.  
Ε  Τύπος-ολοκλήρωσης: Οι διαδοχικές μορφοποιήσεις στις διαφορετικές σελίδες, που 
συνδέονται γνωστικά και όχι πάντα κατασκευαστικά, συνθέτουν σφαιρικά τη λύση στο 
πρόβλημα ως σειρά βημάτων.  

Η κατηγοριοποίηση των τύπων κατασκευής των ΣΟΕΑ μέσω του πειράματος περιγράφει και 

τον τρόπο με τον οποίο διαμορφώνονται οι υποθέσεις όταν οι μαθητές αντιμετωπίζουν ένα 

πρόβλημα στο δυναμικό περιβάλλον· πώς διαχειρίζονται τη μετάβαση από τον τύπο Α 

(διερευνητικό) και τον τύπο Β (κατευθυνόμενου προσανατολισμού) στον τύπο Ε (ολοκλήρωση), 

δηλαδή τη μετάβαση από τη δημιουργία εικασιών και την ανάπτυξη απαγωγικού συλλογισμού 

στη φάση κατασκευής αποδείξεων και ανάπτυξης παραγωγικού συλλογισμού (π.χ. ενδεικτικά 

Arzarello et al., 1998).  
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Ευρύτερος στόχος «είναι να επεκταθεί το πλαίσιο των συνδεδεμένων αναπαραστάσεων [μέσω 

των λογισμικών] ώστε να χρησιμοποιηθούν για το σχεδιασμό της διδασκαλίας και, ειδικότερα, 

για τα σχολικά προγράμματα σπουδών» (Kaput, 1991, p. 279).  

1.4. Η δοµή της µελέτης  
Κεφάλαιο 1: Παρουσιάζεται το πρόβλημα της κατανόησης της γεωμετρίας που 

αντιμετωπίζουν οι μαθητές της δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης και εξετάζεται πώς η θεωρία των 

van Hiele μπορεί να αποτελέσει τη βάση για τη σχεδίαση υποστηρικτικών υλικών του 

Προγράμματος Σπουδών. Σε συνοπτική επισκόπηση, εξετάζεται η αξιοπιστία της θεωρίας και των 

τεστ van Hiele και επισημαίνεται αφενός ο ρόλος της γλώσσας στη μελέτη της ανόδου των 

επιπέδων των μαθητών καθώς και ο τρόπος με τον οποίο αξιολογείται αυτή η άνοδος και 

αφετέρου ο ρόλος των υποστηρικτικών υλικών στη γνωστική ανάπτυξη. Μέτρο σύγκρισης της 

προόδου των μαθητών στα επίπεδα van Hiele κρίνεται ότι είναι ο μετασχηματισμός του τρόπου 

με τον οποίο ο μαθητής ορίζει τα γεωμετρικά αντικείμενα της μελέτης, αλλά και η αιτιολόγηση 

των φαινομένων σε περιβάλλον χαρτί-μολύβι ή σε δυναμικό περιβάλλον καθώς αυτός 

μετακινείται μεταξύ των επιπέδων. Οι περισσότερες έρευνες προτείνουν αλλαγές στο Πρόγραμμα 

Σπουδών και στον τρόπο διδασκαλίας των γεωμετρικών εννοιών καθώς και τον εμπλουτισμό με 

υποστηρικτικά υλικά (φυσικά ή ψηφιακά) προκειμένου να αλλάξει η φύση της εκμάθησης της 

γεωμετρίας. Σε μια σύντομη ανάλυση συμπεραίνεται ότι η εκπαίδευση των μαθηματικών πρέπει 

να είναι μια διαδικασία δυναμικής επανεφεύρεσης και εξετάζεται πώς το λογισμικό δυναμικής 

γεωμετρίας συντείνει στην επανεφεύρεση της γνώσης και οι μαθητές έχουν έτσι τη «δυνατότητα 

να οικοδομήσουν τη δική τους μαθηματική γνώση. Εξετάζεται επίσης η διαφορά του 

Προγράμματος Σπουδών από μια μαθησιακή τροχιά που οικοδομείται σύμφωνα με τις ανάγκες 

των μαθητών καθώς και πώς η υποθετική μαθησιακή τροχιά στο λογισμικό δυναμικής 

γεωμετρίας, η οποία στην παρούσα εργασία αποτελείται από «φάσεις μάθησης και κατάλληλα 

[ψηφιακά] υλικά βασισμένα στη θεωρία των van Hiele» (Crowley, 1987), θα παίξει καταλυτικό 

ρόλο στην κατασκευή της απόδειξης και στη γνωστική ανάπτυξη των μαθητών. Ακόμα ο ρόλος 

των Συνδεόμενων Οπτικών Ενεργών Αναπαραστάσεων στη διεθνή βιβλιογραφία τη σχετική με τη 

θεωρία των van Hiele. Η σύνθεση του δυναμικού Υποθετικού Μαθησιακού Μονοπατιού (δ-ΥΜΜ) 

αποτελεί μια πρωτότυπη προσέγγιση η οποία όμως δεν έχει ελεγχθεί ερευνητικά σε στατικό ή 

δυναμικό περιβάλλον. Γενικότερος στόχος «είναι να επεκταθεί το πλαίσιο για τις συνδεδεμένες 
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αναπαραστάσεις [μέσω των λογισμικών] ώστε αυτές να χρησιμοποιηθούν για το σχεδιασμό της 

διδασκαλίας και ειδικότερα για τα σχολικά προγράμματα σπουδών» (Kaput, 1991, p. 279).  

Κεφάλαιο 2: Σε μια σύντομη επισκόπηση εξετάζεται τόσο η έννοια του κοινωνικού 

κονστρουκτιβισμού (social constructivism), ως διαδικασίας ταυτόχρονα κονστρουκτιβιστικής και 

αλληλεπιδραστικής, όσο και ο ρόλος των γνωστικών συγκρούσεων στην κατασκευή της γνώσης. 

Στη συνέχεια παρουσιάζονται τα χαρακτηριστικά κάθε επιπέδου στη θεωρία των van Hiele και 

συγκρίνονται οι περιγραφές των Battista (2007), Mason (1998), Burger & Shaugnessy (1986) – των 

τριών κυριότερων συντελεστών στη διαμόρφωση των χαρακτηριστικών των επιπέδων van Hiele. 

Αναλύεται ο ρόλος των φάσεων στη μαθησιακή διαδικασία και εξετάζονται οι γεωμετρικές 

ικανότητες και ο μετασχηματισμός τους ως κριτήριο γνωστικής ανάπτυξης του μαθητή. Σύμφωνα 

με τους περισσότερους ερευνητές (π.χ. Hoffer, 1981; Burger & Shaughnessy, 1986; Gutierrez, 

Jaime, & Fortuny, 1991, Jaime & Guitierrez, 1994, 1998), το επίπεδο ενός μαθητή επιτρέπει να 

εξετάσουμε τον τρόπο που ορίζει ένα γεωμετρικό αντικείμενο, αιτιολογεί τα συμπεράσματά του 

και αποδεικνύει τους ισχυρισμούς του, δηλαδή πώς χρησιμοποιεί διαδικασίες ορισμού, 

απόδειξης και ταξινόμησης των σχημάτων, ζητήματα που αναλύονται διεξοδικά. Διακρίνεται η 

έννοια της επιχειρηματολογίας από την έννοια της απόδειξης και περιγράφεται το μοντέλο του 

Toulmin για την ανάλυση της δομής των επιχειρημάτων του εμπειρικού τμήματος της έρευνας. 

Επίσης διακρίνονται τα είδη του συλλογισμού που οι μαθητές αναπτύσσουν κατά την επίλυση 

προβλημάτων. Επισημαίνεται η διαφορά αιτιολόγησης και επιχειρηματολογίας και 

περιγράφονται τα είδη αποδεικτικών σχημάτων που αναπτύσσονται από τους μαθητές στις 

κύριες κατηγοριοποιήσεις που έχουν αναπτυχθεί από τους Bell (1976a, b), Balachef (1988) και 

Harel & Sowder (1998, 2007, 2009), Sowder & Harel (1998), Harel (2008). Εξετάζεται ο ρόλος των 

λογισμικών δυναμικής γεωμετρίας στην ανάπτυξη των επιπέδων γεωμετρικής σκέψης όπως και 

γιατί το λογισμικό δυναμικής γεωμετρίας Geometer’s Sketchpad έδειξε ότι ήταν κατάλληλο για 

πρόκληση γνωστικών συγκρούσεων, ανάπτυξη ικανότητας παραγωγικών επιχειρημάτων και 

άνοδο του επιπέδου γεωμετρικής σκέψης των μαθητών, σύμφωνα με τη θεωρία των van Hiele. 

Τίθενται τα θεμέλια για την εξέταση του ρόλου των δυναμικών αναπαραστάσεων, ως «καναλιού 

επικοινωνίας», και πώς μεσολαβούν στην ανάπτυξη του επιπέδου γεωμετρικής σκέψης. 

Ακολουθεί η ανάλυση της έννοιας του δυναμικού διαγράμματος ως τύπου δυναμικής οπτικής 

μαθηματικής αναπαράστασης (ΟΜΑ), δηλαδή ως «μιας [δυναμικής] αναπαράστασης που 

κωδικοποιεί οπτικά λειτουργικές, δομικές, και σημασιολογικές ιδιότητες και σχέσεις ενός 

αναπαριστάμενου κόσμου – είτε αφηρημένου είτε συγκεκριμένου που αποτελείται από 
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μαθηματικές δομές ή έννοιες» (Sedig & Sumner, 2006, p. 2). Εξετάζονται ποιες αλληλεπιδραστικές 

τεχνικές από την κατηγοριοποίηση των Sedig & Sumner (ό.π.) έχουν επηρεάσει το σχεδιασμό των 

δραστηριοτήτων του μαθησιακού μονοπατιού της έρευνας καθώς και η έννοια του δυναμικού 

σημείου και των ημιπροκατασκευασμένων διαγραμμάτων. Αναλύονται οι δυο κύριες διακρίσεις 

του συρσίματος (θεωρητικό και πειραματικό) λόγω των ενεργειών των μαθητών αλλά και οι 

έννοιες των μετασχηματισμών της περιστροφής και της ανάκλασης. Επίσης  η έννοια της 

εργαλειακής αποκωδικοποίησης και της Ανακλαστικής Οπτικής Αντίδρασης. Το τελευταίο μέρος 

του θεωρητικού πλαισίου αναφέρεται στη θεωρία της εργαλειακής γένεσης του Rabardel (1995) 

αλλά και στο ρόλο του λογισμικού δυναμικής γεωμετρίας και του δυναμικού προβλήματος, ως 

εργαλείου διαμεσολάβησης.  

Κεφάλαιο 3: Παρουσιάζεται η ερευνητική μεθοδολογία που εφαρμόστηκε στην  παρούσα 

εργασία. Η έρευνα αποτελεί μια ποιοτική μελέτη (Merriam, 1998) με ημιπειραματικό σχεδιασμό 

(quasi-experimental) (Campbell & Stanley, 1963). Η μελέτη της πειραματικής ομάδας εξελίχθηκε 

μέσα από ένα διδακτικό πείραμα έρευνας δράσης (action research). Διατυπώνονται τα 

ερευνητικά ερωτήματα και αναλύεται η έννοια της έρευνας δράσης, «ως αναστοχαστικής 

σπείρας σχεδιασμού (προγραμματισμού), των ενεργειών και της παρατήρησης» (Steketee, 2004, 

p. 876). Παρουσιάζονται το μαθηματικό πλαίσιο της έρευνας και η μέθοδος με την οποία 

αξιολογήθηκαν οι δύο ομάδες, καθώς και τα ερευνητικά εργαλεία (προβλήματα της έρευνας στο 

στατικό και δυναμικό περιβάλλον). Η επιλογή υποκειμένων έγινε με πρόθεση μεταξύ των 

εθελοντών μαθητών που καλείται «σκόπιμη» (Chein, 1981). Επισημαίνονται τα χαρακτηριστικά 

κάθε μαθητή καθώς και οι προϋποθέσεις που τηρήθηκαν. Παρατίθεται η διαδικασία που 

ακολουθήθηκε για τη συλλογή και επεξεργασία των δεδομένων. Η ανάγκη για κατανόηση και 

επεξήγηση των φαινομένων που παρατηρήθηκαν οδήγησε στην ποιοτική μεθοδολογία για την 

ανάλυση των δεδομένων.  Για αυτή τη μελέτη επιλέχθηκε η μέθοδος της σταθερής συγκριτικής 

προσέγγισης (constant comparative method) με σκοπό να παραχθεί μια θεμελιωμένη θεωρία 

(grounded theory) (Strauss & Corbin, 1990, 1998). Τέλος, περιγράφονται οι κατηγορίες της 

ανάλυσης και οι τρεις φάσεις κωδικοποίησης με βάση τη σταθερή συγκριτική μέθοδο, οι οποίες 

είναι: ανοικτή κωδικοποίηση, αξονική κωδικοποίηση και επιλεκτική κωδικοποίηση (Open Coding, 

Axial Coding, and Selective Coding). 

Στη συνέχεια αναλύεται λεπτομερώς η έννοια του μαθησιακού μονοπατιού και ο ρόλος του 

στην ανάπτυξη του Προγράμματος Σπουδών. Παρουσιάζονται οι τρεις κύριες συνιστώσες του 

μαθηματικού διδακτικού κύκλου όπως προσαρμόστηκαν για την παρούσα εργασία και οι βασικές 
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αρχές του σχεδιασμού του καθώς και ο μείζων ρόλος που παίζουν η δομή του σχεδιασμού των 

δραστηριοτήτων και η αλληλουχία τους στη διαδικασία. Αναλύονται οι τέσσερις φάσεις οι οποίες 

θεμελιώνονται στη θεωρία των van Hiele, ως διαδικασία σχεδιασμού και ανασχεδιασμού της 

αρχικής πορείας προκειμένου να υπερβούν οι μαθητές γνωστικά και εργαλειακά εμπόδια. 

Περιγράφεται η πρώτη φάση της μελέτης –μέσω του δ-ΥΜΜ από την οπτική γωνία της 

διδασκαλίας και εκμάθησης της γεωμετρίας– όπου εξετάζεται το γεωμετρικό αντικείμενο της 

μελέτης και η θεωρητική του μελέτη, η υποθετική ανάλυση σχεδιασμού και η ανάλυση των 

τεχνικών αλληλεπίδρασης των τεσσάρων παραλληλογράμμων. Η δεύτερη φάση διακρίνεται στις 

εξής υποφάσεις. Στάδιο Α: Το τμήμα αναγνώρισης-οπτικοποίησης της δεύτερης φάσης. Στάδιο Β: 

Το τμήμα αντιληπτικής δομικής ανάλυσης της δεύτερης φάσης. Στάδιο Γ: Το τμήμα αυστηρής 

δομικής ανάλυσης της δεύτερης φάσης. Στάδιο Δ: Το τμήμα ιεραρχικής δομικής ανάλυσης της 

δεύτερης φάσης. Ακολουθεί η τρίτη φάση με τη διερεύνηση και την απόδειξη ανοικτού 

προβλήματος  (το πρόβλημα του Varignon). Εξετάζεται πώς ο Graumann (2005) ιεραρχεί τα 

τετράπλευρα βάσει των διαγωνίων τους και  αναπροσαρμόζεται το «σπίτι των τετραπλεύρων» 

του Graumann ώστε να περιλαμβάνει και τα τετράπλευρα στο εσωτερικό του σχήματος. Με αυτό 

τον τρόπο συσχετίζεται η μορφή του τετραπλεύρου (εσωτερικού-εξωτερικού) που είναι αναγκαίο 

για την έρευνα. Στην τέταρτη φάση περιγράφονται οι τύποι των Συνδεόμενων Οπτικών Ενεργών 

Αναπαραστάσεων και ο ρόλος των ημιπροκατασκευασμένων διαγραμμάτων στην παρούσα 

εργασία.  

Κεφάλαιο 4: Αναλύονται τα δεδομένα της ερευνητικής διαδικασίας στο δυναμικό μέσο με 

τους μαθητές της πειραματικής ομάδας. Κάθε μαθητής ελέγχεται για την ικανότητα μετατροπής 

αναπαραστάσεων, δομικής ανάλυσης των σχημάτων, κατασκευής εννοιών-εν-δράσει και 

ανάπτυξης εννοιών (ορισμών, αποδείξεων). Επίσης εξετάζεται ο τύπος του αποδεικτικού 

σχήματος που οι μαθητές αναπτύσσουν κατά την αποδεικτική διαδικασία και ενώ αλληλεπιδρούν 

με το δυναμικό περιβάλλον και τις δραστηριότητες του δ-ΥΜΜ, από την αρχή μέχρι το τέλος της 

έρευνας. Διερευνάται το είδος συλλογισμού που αναπτύσσουν και συγκρίνεται η αρχική και 

τελική εξέλιξη του μαθητή, ως προς τους ορισμούς, την ικανότητα απόδειξης και την ανάπτυξη 

παραγωγικού συλλογισμού.     

Στη συνέχεια εξετάζεται η μελέτη στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι τόσο για τους μαθητές της 

πειραματικής ομάδας όσο και της ομάδας ελέγχου. Επισημαίνονται τα χαρακτηριστικά που 

εμφανίστηκαν στα διαφορετικά στάδια σε έναν ή περισσότερους μαθητές και των δύο ομάδων 

επιπέδου 1 ή 2 van Hiele στο προ-τεστ. Παρουσιάζονται αποσπάσματα των γραπτών τεστ, 
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περιληπτική ανάλυση του τρόπου σκέψης κάθε μαθητή μέσα από την επίλυση του προβλήματος 

αλλά και τη σύγκριση με την επίλυση προβλημάτων σε προηγούμενα στάδια της έρευνας, καθώς 

και ποια χαρακτηριστικά κάθε σταδίου εμφανίζονται στον καθένα.   

Κεφάλαιο 5: Εκτίθενται τα αποτελέσματα της έρευνας. Συγκεκριμένα περιγράφεται συνοπτικά 

η εξέλιξη κάθε μαθητή της πειραματικής ομάδας και εξετάζεται αν έχει μεταβεί σε ένα 

υψηλότερο επίπεδο γεωμετρικής σκέψης van Hiele, ως αποτέλεσμα της συμμετοχής του στην 

προτεινόμενη διδακτική ακολουθία μέσω του μαθησιακού μονοπατιού, συμπεριλαμβανομένων 

των ΣΟΕΑ (LVAR). Εκτίθενται ακόμα τα ποσοτικά αποτελέσματα της συγκριτικής μελέτης, τόσο για 

τους μαθητές επιπέδου 1 όσο και για τους μαθητές επιπέδου 2.  

Ακολουθεί η συζήτηση της έρευνας. Γίνεται ανασκόπηση των μελετών που διεξήχθησαν τα 

προηγούμενα χρόνια και επισημαίνεται με ποιες από αυτές συμφωνεί η παρούσα εργασία. 

Ακόμα, εξετάζεται πώς η παρούσα εργασία συμβάλλει στη βιβλιογραφία τη σχετική με τη θεωρία 

των van Hiele, ποια ήταν τα συμπεράσματα από την απόδοση των μαθητών στο αντικείμενο της 

γεωμετρίας όταν αλληλεπίδρασαν με το υποστηρικτικό υλικό που σχεδίασε και εφάρμοσε στην 

ερευνητική διαδικασία η ερευνήτρια. Ειδικότερα, πώς το μαθησιακό μονοπάτι το οποίο 

οικοδομήθηκε με Συνδεόμενες Οπτικές Ενεργές Αναπαραστάσεις με τις οποίες αλληλεπίδρασαν 

οι μαθητές κατά τη διάρκεια της μελέτης συμβάλλει στη βιβλιογραφία τη σχετική με τη θεωρία 

των van Hiele, παρέχοντας μια πρωτότυπη ιδέα. Τέλος, ποιες προτάσεις υπάρχουν για βελτίωση 

της ερευνητικής διαδικασίας στο μέλλον. 

Βιβλιογραφικές αναφορές: Ακολουθεί η παράθεση των βιβλιογραφικών αναφορών που 

χρησιμοποιήθηκαν στη μελέτη.  

Παράρτημα: Περιλαμβάνει το μεταφρασμένο test van Hiele.  

1.5. Λειτουργικοί ορισµοί της µελέτης  

Στη συνέχεια θα παρουσιαστούν οι λειτουργικοί ορισμοί που υιοθετήθηκαν από την ερευνήτρια 

για τις ανάγκες της μελέτης. 

 

Ανεπαρκής (λανθασμένος) ορισμός (Govender & de Villiers, 2004, p.46): όταν περιέχει 

λανθασμένες, ανακριβείς ή ανεπαρκείς ιδιότητες. 

Οικονομικός ορισμός (Govender & de Villiers, 2004, p.46): όταν περιέχει τα επαρκή και αναγκαία 

στοιχεία για να θεωρείται ο ορισμός πλήρης.  
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Μη οικονομικός ορισμός (Govender & de Villiers, 2004, p.46): όταν περιέχει περισσότερα 

στοιχεία από τα αναγκαία. 

Για τις ανάγκες της μελέτης η ερευνήτρια εισήγαγε τον τύπο του δυναμικού (αντιληπτικού) ή 

εμπειρικού ορισμού και του αυθαιρέτου οικονομικού ορισμού. 

Δυναμικός (Αντιληπτικός) ή εμπειρικός ορισμός είναι ο τύπος του ορισμού που οι μαθητές 

αναπτύσσουν όταν αλληλεπιδρούν με το δυναμικό διάγραμμα και περιέχει συνδυασμό άτυπων 

και τυπικών εκφράσεων. 

Αυθαίρετος οικονομικός ορισμός είναι ο διαφορετικός, εναλλακτικός αλλά σωστός ορισμός για 

την ίδια έννοια που περιέχει τα επαρκή και αναγκαία στοιχεία για να θεωρείται ο ορισμός 

πλήρης.  

Μετασχηματιστικός συλλογισμός (Simon, 1996, p.201): «η νοητική ή φυσική εκτέλεση 

(enactment) μιας διαδικασίας ή μιας σειράς διαδικασιών σε ένα αντικείμενο ή σύνολο 

αντικειμένων που επιτρέπει σε κάποιον να προβλέψει τους μετασχηματισμούς στους οποίους 

αυτά τα αντικείμενα υποβάλλονται καθώς και το σύνολο των αποτελεσμάτων αυτών των 

διαδικασιών». 

Παραγωγικός συλλογισμός (Ennis, 1969, p.7 στο Simon, 1996, p.197): αρχίζει από έναν γενικό 

κανόνα και προχωρά σε ένα ιδιαίτερο συμπέρασμα ή με άλλα λόγια αναφέρεται στα 

συμπεράσματα που προέρχονται από μια λογική αλυσίδα συλλογισμών στην οποία κάθε 

επόμενο βήμα προκύπτει από κάποιο προηγούμενο.  

Επαγωγικός συλλογισμός (Peirce, 1960 p. 372): αρχίζει από μια ειδική περίπτωση και 

ολοκληρώνει με έναν γενικό κανόνα.  

Απαγωγικός συλλογισμός (Peirce, 1960): προκύπτει όταν κάποιος συμπεραίνει από τα 

αποτελέσματα την αιτία. Δηλαδή «παρατηρεί τα γεγονότα και αναζητά μια θεωρία για να τα 

εξηγήσει …ο γενικός τύπος της απαγωγής είναι: το γεγονός Α παρατηρείται, αν το C ήταν αληθές 

τότε το Α θα μπορούσε να ήταν αληθές, έτσι είναι λογικό να υποθέσουμε ότι το C είναι αληθές» 

(Peirce, 1960,) 

Σχήματα απόδειξης (Proof schemes): «ταξινομούν τις αποδείξεις σύμφωνα με τις ιδιότητές τους ή 

το επίπεδο τυπικότητας προκειμένου να παράσχουν θεωρητική υποστήριξη για τις εμπειρικές 

μελέτες στοχεύοντας στην ερμηνεία της συμπεριφοράς των μαθητών όταν κατασκευάζουν μια 

απόδειξη» (Harel, 2008, p. 489) 

Εμπειρική αιτιολόγηση (Bell, 1976a, b): Χαρακτηρίζεται από τη χρήση  παραδειγμάτων ως 

στοιχείο πειθούς. 
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Παραγωγική αιτιολόγηση (Bell, 1976a, b): Χαρακτηρίζεται από τη χρήση παραγωγικού 

συλλογισμού για τη σύνδεση των δεδομένων με τα συμπεράσματα. 

Κρίσιμο πείραμα (crucial experiment) (Balacheff, 1988, p.217): Μορφή εμπειρικής αιτιολόγησης 

στην οποία η δήλωση ελέγχεται με ένα προσεκτικά επιλεγμένο παράδειγμα όχι τυχαίο. 

Γενικό παράδειγμα (generic example) (Balacheff, 1988, p.217): Μορφή εμπειρικής αιτιολόγησης 

που βασίζεται σε λειτουργίες ή μετασχηματισμούς σε ένα παράδειγμα που επιλέγεται σαν 

αντιπροσωπευτικό μιας κλάσης αντικειμένων. 

Πείραμα σκέψης(thought experiment) (Balacheff, 1988, p.217): Μορφή εννοιολογικής 

/παραγωγικής αιτιολόγησης που βασίζεται σε ενέργειες ή δράσεις εσωτερικεύονται και 

αποσπώνται από τα ειδικά παραδείγματα που είναι ενδεικτικά με κάποιον άλλον τρόπο παρά 

από τα αποτελέσματα της χρήσης τους. 

Θεώρημα-εν-δράσει (theorem-in-action), (Vergnaud, 1996): είναι ένας τύπος εμπειρικής 

απόδειξης η οποία εκφράζεται «με προτάσεις που το υποκείμενο θεωρεί αληθινές για μια 

κατηγορία μεταβλητών καταστάσεων ή σε συσχέτιση με τον πραγματικό κόσμο» (p. 225) 

Έννοια-εν-δράσει (Vergnaud, 1996): είναι ουσιώδης συνιστώσα του θεωρήματος - εν- δράσει. 

Μαθηματικό επιχείρημα (Krummheuer, 1995, p. 247): είναι μια ακολουθία τυπικών και άτυπων 

δηλώσεων τις οποίες μια ομάδα ατόμων που συμμετέχει στη συζήτηση αποδέχεται και μπορεί να 

ανακατασκευάσει. 

Διαμεσολάβηση (Noss & Hoyles, 1996, p. 6): η δυνατότητα δημιουργίας ενός καναλιού 

επικοινωνίας μεταξύ του δασκάλου και του μαθητή βασισμένη σε μια κοινή γλώσσα.    

Σχήματα χρήσης (usage schemes) (Rabardel, 1995, p.84): είναι νοητικά σχήματα (Vergnaud, 1996) 

προσανατολισμένα στη διαχείριση του εργαλείου.  

Σχήματα εργαλειοποιημένης δράσης (instrumented action schemes) (Rabardel, 1995, p.84): είναι 

σχήματα  προσανατολισμένα στην εκτέλεση ενός συγκεκριμένου στόχου.  

Υποθετικό μαθησιακό μονοπάτι (ΥΜΜ) (Simon, 1995, p. 133): ο μαθησιακός στόχος, οι 

μαθησιακές δραστηριότητες, και η λειτουργία σκέψης και μάθησης στα οποία πρέπει να 

εμπλακούν οι μαθητές. 

Για τις ανάγκες της μελέτης η ερευνήτρια εισήγαγε τους παρακάτω ορισμούς:  

 

Συνδεόμενες Οπτικές Ενεργές Αναπαραστάσεις (ΣΟΕΑ) (ενδεικτικά Patsiomitou, 2008a, b, 2010): 
είναι οι διαδοχικές φάσεις των δυναμικών αναπαραστάσεων του προβλήματος που 

συνδέουν τα κατασκευαστικά αναπαραστατικά βήματα του προβλήματος προς λύση, 
προκειμένου να αποκαλυφθεί μια συνεχώς αυξανόμενη εποικοδομητική πολυπλοκότητα. 

Δεδομένου ότι οι αναπαραστάσεις στηρίζονται σε προηγούμενες κατασκευαστικές 
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ενέργειες και επομένως είναι πιο σύνθετες, περίπλοκες και ολοκληρωμένες από τις 

προηγούμενες σταδιακές μορφές, λόγω των ενεργειών του μαθητή (ή του δασκάλου σε μια 

ημι-προσχεδιασμένη δραστηριότητα) με επιλογή των κατάλληλων τεχνικών 

αλληλεπίδρασης, στοχεύουν να εξωτερικεύσουν τα μετασχηματιστικά βήματα που έχουν 

(οι μαθητές ή ο δάσκαλος προβλέποντας τις ενέργειες των μαθητών) σχηματίσει  νοητικά. 

 

Ανακλαστική Οπτική Αντίδραση (ΑΟΑ) (Reflective Visual Reaction) (RVR) (ενδεικτικά Patsiomitou, 

2008a, b, 2010).  Δηλαδή, είναι εκείνη η αντίδραση του μαθητή που είναι βασισμένη στον 

αναστοχαστικό τρόπο σκέψης και προέρχεται από την αλληλεπίδραση με τις ΣΟΕΑ στο λογισμικό, 

διευκολύνοντας έτσι  την κατανόηση των μαθηματικών εννοιών και την επίλυση των 

προβλημάτων. 

Εργαλειακή αποκωδικοποίηση (Patsiomitou, 2011; Πατσιομίτου, 2011), η ικανότητα να 

αποκωδικοποιεί ο μαθητής/ χρήστης τις νοητικές του εικόνες με τη χρήση των εργαλείων, η 

οποία βασίζεται στη γνωστική ανάλυση του γεωμετρικού σχήματος (Duval, 1995). 

Θεωρητικό σύρσιμο (Patsiomitou, 2011; Πατσιομίτου, 2011): όταν ο μαθητής στοχεύει να 

καταστήσει το σχέδιο που είναι στην οθόνη σχήμα ή όταν μετασχηματίζει με πρόθεση ένα σχέδιο 

ώστε να αποκτήσει κάποιες πρόσθετες ιδιότητες.  

Πειραματικό σύρσιμο (Patsiomitou, 2011; Πατσιομίτου, 2011): όταν ο μαθητής διερευνά αν το 

σχήμα πληροί ορισμένες ιδιότητες ή αν η τροποποίηση (ανατοποθέτηση ή αλλαγή 

προσανατολισμού ή οπτική μετατροπή) του σχήματος οδηγεί στην κατασκευή ενός άλλου 

σχήματος. 

Λεκτική κατανόηση της επιλογής των αντικειμένων(Patsiomitou, 2011, 2012; Πατσιομίτου, 2011, 

2012): ο μαθητής διατυπώνει σε άτυπη ή τυπική δήλωση ποια αντικείμενα (εργαλεία, πρωτότυπα 

του λογισμικού) θα επιλέξει.   

Σειριακή κατανόηση της επιλογής των αντικειμένων(Patsiomitou, 2011, 2012; Πατσιομίτου, 

2011, 2012): ο μαθητής έχει κατανοήσει την σειρά επιλογής των αντικειμένων (για παράδειγμα 

όταν ένας μαθητής επιθυμεί να περιστρέψει ένα ευθύγραμμο τμήμα ως προς σημείο Ο, πρέπει 

να επιλέξει αρχικά το σημείο Ο με διπλό κλικ και στη συνέχεια το ευθύγραμμο τμήμα).   

Θεσιακή κατανόηση(Patsiomitou, 2011, 2012; Πατσιομίτου, 2011, 2012): όταν εφαρμόζει την 

επιλογή των αντικειμένων με κατάλληλη ακολουθία ακόμα και αν υπάρχει διαφορετικός 

προσανατολισμός των επιλεγόμενων αντικειμένων. 

 Τυπική μαθηματική γλώσσα: ο μαθητής έχει ικανότητα να διατυπώνει την έκφραση του 

χρησιμοποιώντας μαθηματικούς όρους. 
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Δυναμική γλώσσα: η γλώσσα του μαθητή διαμορφώνεται για να συμπεριλάβει την γλώσσα που 

χρησιμοποιούμε στο λογισμικό. 

Άτυπη γλώσσα: είναι οι μη μαθηματικές εκφράσεις. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

Θεωρητικό πλαίσιο  

2.1. Η γνωστική ανάπτυξη των µαθητών -Κοινωνικός 

κονστρουκτιβισµός  και θεωρία των van Hiele  

Κεντρικό ζήτημα στη Διδακτική και τη Ψυχολογία των Μαθηματικών είναι ο τρόπος που οι 

μαθητές μαθαίνουν, δηλαδή ο τρόπος με τον οποίο κατασκευάζουν και μετασχηματίζουν τις 

μαθηματικές έννοιες (Cobb, Yackel & Wood, 1992, p.2). Στόχος είναι η γνωστική ανάπτυξη του 

μαθητή, η οποία μπορεί να προκύψει 

� σταδιακά [π.χ, ο Piaget (1937/1971) υποστηρίζει ότι το παιδί διέρχεται διάφορα 

στάδια ωρίμανσης από το αισθησιοκινητικό στο τυπικό]·  

� μέσω μεταφορών (metaphors) [π.χ., ο Lakoff (1993) ισχυρίζεται ότι η γνωστική 

ανάπτυξη βασίζεται στην ανθρώπινη αντίληψη και τις ενέργειες]·  

� ως ανάπτυξη των αποδεικτικών σχημάτων [π.χ., οι Balacheff (1988), Harel & Sowder 

(1998) υποστηρίζουν ότι η γνωστική ανάπτυξη είναι η μετάβαση από την εμπειρική 

μορφή αποδείξεων στη νοητική/εννοιολογική]·   

� ως σταδιακή μετάβαση από έναν τύπο αναπαράστασης σε έναν άλλο [π.χ., ο Bruner 

(1966) ανέπτυξε ένα μοντέλο τριών σταδίων των αναπαραστάσεων που βασίζεται στη 

μετάβαση από τις ενεργητικές (enactive) ή πραξιακές, στις εικονικές (iconic) και 

ολοκληρώνεται με τις συμβολικές (symbolic) αναπαραστάσεις]·   

� ως ικανότητα σταδιακής εξέλιξης των εσωτερικών αναπαραστάσεων που ο μαθητής 

κατασκευάζει [π.χ, ο Cifarelli (1998, 2000) επιχειρεί μια δυναμική προσέγγιση στην 

εξέλιξη των νοητικών αναπαραστάσεων του μαθητή].  
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O Tall (1995) θεωρεί ότι «η γνωστική ανάπτυξη […] μπορεί να προκύψει μέσω της αντίληψης 

και ως αποτέλεσμα της δράσης επί των αντικειμένων του εξωτερικού κόσμου, αναπτύσσοντας 

δυο βασικούς συντελεστές τον οπτικο-χωρικό και λεκτικο-παραγωγικό, […]» (p. 163). Ομοίως, ο 

Duval (1999) υποστήριξε ότι η γνωστική ανάπτυξη συνδέεται με την εξέλιξη «των διαφορετικών 

σημειωτικών συστημάτων με βάση τον πρωταρχικό δυισμό (primitive duality) των αισθητηρίων 

συστημάτων: της γλώσσας και της εικόνας» (p.5). Σύμφωνα με τους Tall et al. (2011)  

«η γλώσσα διευκολύνει τη λεκτική κατηγοριοποίηση της αντίληψης των σχημάτων στη 

Γεωμετρία […], την ενθυλάκωση των διαδικασιών ως εννοιών […], τον ορισμό των 

εννοιών, σε επίπεδο παρατηρούμενων ιδιοτήτων [των γεωμετρικών αντικειμένων] μέσω 

της αντίληψης και λόγω των δράσεων [που αναπτύσσουν οι μαθητές]». (p.6) 

Σε γενικές γραμμές μπορούμε να κατατάξουμε τις θεωρίες γνωστικής ανάπτυξης σε δύο 

κατηγορίες (Pegg  & Tall, 2005): “(1) τις σφαιρικές θεωρίες μακροπρόθεσμης ανάπτυξης (global 

theories of long-term growth) του υποκειμένου, όπως είναι η θεωρία σταδίων του Piaget (Piaget 

& Garsia, 1983), η θεωρία των van Hiele (van Hiele, 1986; Hoffer, 1981), η θεωρία του Bruner 

(1966), και (2) τις τοπικές θεωρίες εννοιολογικής ανάπτυξης (local theories of conceptual growth), 

όπως είναι η θεωρία APOS του Dubinsky (Action-Process-Object-Schema) (Dubinsky & McDonald, 

2001), η θεωρία SOLO Model (Structure of Observed Learning Outcomes) (Biggs & Collis, 1982, 

1991; Pegg, 2003)” (pp. 187-188). Οι Pegg & Tall (ό.π.) ισχυρίζονται ότι, αν και οι θεωρίες 

μοιάζουν να έχουν διαφορές μεταξύ τους, η σύνθεσή τους προσφέρει μια ενδιαφέρουσα οπτική 

της ανάπτυξης του τρόπου κατανόησης των μαθητών.  

H θεωρία  των van Hiele έχει τις ρίζες της στις κονστρουκτιβιστικές θεωρίες. Σύμφωνα με 

την έννοια του κοινωνικού κονστρουκτιβισμού (social constructivism) στην οποία και βασίζεται η 

παρούσα μελέτη, θεωρεί ότι η μάθηση -και ειδικότερα η μάθηση της γεωμετρίας- είναι μια 

σύνθετη διαδικασία, όντας ταυτόχρονα κονστρουκτιβιστική και αλληλεπιδραστική/ 

κοινωνικοπολιτισμική (ενδεικτικά αναφέρονται Cobb, Yackel & Wood 1989; Yackel, Cobb, Wood, 

Wheatley & Merkel 1990; Cobb & Bauersfeld 1995; Yackel, Rasmussen & King 2001; Yackel & 

Rasmussen 2002; Jaworski, 2003): (1) κονστρουκτιβιστική, καθώς εξαρτάται από την ενεργό 

κατασκευή της γνώσης του υποκειμένου διαμέσου της προσωπικής του εργασίας και της 

ατομικής διαπραγμάτευσης των μαθηματικών εννοιών (βλ. ενδεικτικά Jaworski, 2003; Andresen, 

2004) και (2) κοινωνικοπολιτισμική/ αλληλεπιδραστική, καθώς αποτελεί μέρος του πολιτισμού 

(Steffe & Gale, 1995) στο πλαίσιο του οποίου οι μαθητές κατασκευάζουν την γνώση με «τη 

συμμετοχή τους στις κοινωνικές πρακτικές» (Cobb & Bauersfeld, 1995, p.4), --κοινωνικό 
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περιβάλλον της τάξης-- μέσω της «συζήτησης, της διαπραγμάτευσης, της επιχειρηματολογίας» 

(Jaworski, 2003, p. 3).  

Ως προς την κονστρουκτιβιστική θεώρηση: Η μάθηση προκύπτει ως αναδιοργάνωση των ήδη 

κατακτημένων εννοιολογικών δομών από πλευράς του μαθητή, ο οποίος προκειμένου να 

ενσωματώσει μια νέα πληροφορία οικοδομεί επί της προϋπάρχουσας εννοιολογικής του γνώσης 

(Von Glaserfeld, 1987). Από την προοπτική της θεωρίας κονστρουκτιβισμού (Piaget, 1937/1971) η 

διαδικασία κατασκευής της μαθηματικής γνώσης και κατανόησης προκύπτει, καθώς οι μαθητές 

προσπαθούν να λύσουν μαθηματικά προβλήματα κατά τη διάρκεια της διδασκαλίας στην τάξη 

(Cobb, Yackel, & Wood, 1991; Simon & Shifter, 1991) και υποκινείται όταν αντιμετωπίζουν 

προβληματικές καταστάσεις. Η γνώση επομένως δεν λαμβάνεται παθητικά από τους μαθητές 

αλλά με ενεργητικό τρόπο.  

Ως προς την κοινωνικοπολιτισμική θεώρηση: Αυτή, η θεώρηση κατασκευής της γνώσης που 

έχει τις ρίζες της στον Vygotsky (1987) εστιάζει στην απόκτηση της μαθηματικής κατανόησης ως 

προϊόν κοινωνικών αλληλεπιδράσεων. Η μάθηση έτσι προκύπτει ως εσωτερίκευση των 

κοινωνικών σχέσεων και η κατανόηση ως αποτέλεσμα των κοινά διαπραγματευόμενων εννοιών 

που δημιουργούνται από τους μαθητές (Voigt, 1994), σε αλληλεπίδραση με άλλους μαθητές στην 

τάξη (ή σε μια ομάδα) κατά τη διάρκεια των μαθηματικών συζητήσεων που αναπτύσσονται 

(Bartolini Bussi, 1996).  

Ο Vygotsky (1987) θεωρεί ότι «το παιδί αρχίζει να αντιλαμβάνεται τον κόσμο όχι μόνο οπτικά 

αλλά και μέσω του λόγου του» (p. 32). Η σκέψη και η γλώσσα, κατά τον Vygotsky (1987), έχουν 

μια σύνθετη αλληλεπίδραση ώστε το ένα προκαλεί και παρακινεί την ανάπτυξη του άλλου. 

Σύμφωνα με τον Vygotsky (ό.π) η μάθηση είναι μια σύνθετη αλληλεπίδραση μεταξύ της 

επιστημονικής και της αυθόρμητης χρήσης της γλώσσας.  

Η ανάπτυξη μιας επιστημονικής έννοιας είναι ένα φαινόμενο που συμβαίνει κατά τη 
διάρκεια της εκπαιδευτικής διαδικασίας και της συστηματικής συνεργασίας μεταξύ 

δασκάλου και μαθητή. Η ωρίμανση των ανώτερων νοητικών λειτουργιών του παιδιού 

προκύπτει μέσω της συνεργασίας [με άλλους μαθητές] και με τη βοήθεια και συμμετοχή 

του δάσκαλου (Vygotsky, 1987, pp. 168-169).  

Η σκέψη υποστηρίζει η Sfard (2001) είναι μέσο επικοινωνιακό αρχής γενομένης της 

ενδοπροσωπικής μορφής επικοινωνίας, του εσωτερικού διαλόγου (ενδοδιαλόγου) που ένα 

υποκείμενο αναπτύσσει ως άτομο με τον ίδιο του τον εαυτό (Χαβιάρης, Καφούση & Καλαβάσης, 

2003). Η θεώρηση αυτή παρακολουθεί και ενισχύει την άποψη του Vygotsky (1987) ο οποίος 
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αναφέρεται στην εσωτερίκευση των νοητικών λειτουργιών που αναπτύσσονται σε κάθε μέλος 

μιας κοινωνικής ομάδας που συμμετέχει σε έναν διάλογο.  

Μέσα στην ομάδα οι μαθητές εμπλέκονται σε μια διαδικασία αλληλεπίδρασης (Bauersfeld, 

1995). Στην αλληλεπιδραστική προσέγγιση (interactionism), υποστηρίζει ο Voigt (1995), κάθε 

υποκείμενο ερμηνεύει με υποκειμενικό τρόπο και διαπραγματεύεται τα μαθηματικά αντικείμενα 

της συζήτησης σύμφωνα με την προϋπάρχουσα γνώση του. Οι έννοιες λοιπόν που 

κατασκευάζονται μέσω αυτής της πραγμάτευσης είναι ένα αποτέλεσμα μιας κοινής διαδικασίας 

όπου ένα υποκείμενο αλληλεπιδρά με το άλλο. Αυτός ο τύπος της αλληλεπιδραστικής 

προσέγγισης για την κατασκευή των μαθηματικών αντικειμένων που προκύπτουν σε μια 

μαθηματική συζήτηση ενισχύει την άποψη ότι οι έννοιες και η κατανόηση του κάθε υποκειμένου 

που συμμετέχει στη συζήτηση προκύπτουν ως αποτέλεσμα της αλληλεπιδραστικής διαδικασίας.  

Σύμφωνα με την Sfard (2001) «η σκέψη είναι η ειδική δραστηριότητα της επικοινωνίας, όταν 

αναφερόμαστε σε επικοινωνία μέσω λέξεων, εικόνων ή σε άλλη μορφή συμβόλων, καθώς η 

σκέψη μας είναι μια διαλογική προσπάθεια μέσω της οποίας επιχειρηματολογούμε» (p.3). Με τη 

συμμετοχή του ο μαθητής σε μια μαθηματική συζήτηση «μαθαίνει να σκέφτεται με μαθηματικό 

τρόπο» (Sfard , ibid., p. 4).  

Μπορούμε συνεπώς «να ορίσουμε τη μάθηση ως τη διαδικασία αλλαγής του διαλεκτικού 

τρόπου σκέψης του μαθητή» (Sfard, 2001, p.3), και ειδικότερα στα μαθηματικά, του γλωσσικού 

συμβολισμού των εννοιών. Συνεπώς, η μάθηση ορίζεται ως η ανάπτυξη ικανότητας διαλεκτικών 

δεξιοτήτων και επίλυσης προβλημάτων που δεν ήταν δυνατόν να λυθούν στο παρελθόν. 

Επομένως, η μάθηση είναι πρώτα απ' όλα η αλλαγή των τρόπων που σκεφτόμαστε και το πώς 

ανταλλάσουμε αυτή τη σκέψη.  

Με βάση αυτή τη θεώρηση, η ανάπτυξη της σκέψης επέρχεται μέσα από τον διάλογο που 

αναπτύσσει τόσο το υποκείμενο με τον εαυτό του εσωτερικά (ενδοπροσωπικού) όσο και τα 

άτομα μεταξύ τους στα πλαίσια μιας ομάδας (διαπροσωπικού).  

Οι Stein, Engle, Smith & Hughes (2008) καθώς και άλλοι ερευνητές (όπως, π.χ., Freudenthal 

1991; Gravemeijer 1994) συμφωνούν ότι «ο ρόλος του δασκάλου χρειάζεται να αλλάξει και από 

‘διανομέας γνώσης’ (dispenser of knowledge) και ‘κριτής’ (arbiter) της ορθότητας να μεταβληθεί 

σε ‘μηχανικό’ του μαθησιακού περιβάλλοντος με τους μαθητές να κατασκευάζουν ενεργά τη 

γνώση -μέσα από την επίλυση μαθηματικών προβλημάτων- αναπτύσσοντας την κατανόηση των 

προς επεξεργασία εννοιών» (Stein, Engle, Smith & Hughes, 2008, p. 317).  
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Στη συνέχεια του κεφαλαίου θα συζητηθεί ο ρόλος των θεωριών του κοινωνικού 

κονστρουκτιβισμού στη μάθηση και πώς μπορεί αυτή να αναπτυχθεί μέσω των μαθηματικών 

συζητήσεων και των γνωστικών συγκρούσεων. Στο πλαίσιο αυτό ανακύπτουν τα εξής ερωτήματα: 

Ποιοι παράγοντες διευκολύνουν την ανάπτυξη της γεωμετρικής σκέψης και κατανόησης των 

μαθητών μέσα από μια κοινωνικοκονστρουκτιβιστική προσέγγιση; Ποιος ο ρόλος των γνωστικών 

συγκρούσεων στην ανάπτυξη δομών και εννοιών;  

2.1.1. Η γνωστική ανάπτυξη  ως αποτέλεσµα γνωστικών συγκρούσεων  

Σύμφωνα με τον von Glasersfeld (1995) «η κατανόηση είναι η ενσωμάτωση της εμπειρίας 

κάποιου σε μια ήδη υπάρχουσα εννοιολογική δομή» (p.62).  

Η κατασκευή των εννοιολογικών δομών είναι μια διαδικασία μέσω της οποίας το άτομο 

οργανώνει τις εμπειρίες του, ένας συνδυασμός εννοιών που του επιτρέπει να αντιμετωπίζει 

προβληματικές καταστάσεις (Carpenter, 1986; Hiebert, 1986). Σύμφωνα με τις 

κονστρουκτιβιστικές θεωρίες, οι μαθητές ακόμα και στο τέλος ενός μαθήματος αλλά και μιας 

σειράς μαθημάτων εξακολουθούν να  έχουν διαφορετικά επίπεδα κατανόησης, ενώ πολλές 

έρευνες έχουν αναδείξει το ενδεχόμενο παρερμηνείας των εννοιών (misconceptions) (βλ. 

ενδεικτικά Goos, 1998; Swedosh & Clark, 1998; Moritz, 1998). Αναλυτικότερα, μια νέα 

πληροφορία ή προσαρμόζεται είτε αφομοιώνεται στις ήδη υπάρχουσες γνώσεις του μαθητή. 

Σύμφωνα με τον Piaget (1937/1971), όταν οι μαθητές έρχονται σε επαφή με νέες  πληροφορίες 

λαμβάνουν χώρα δυο διαδικασίες:  

� Η διαδικασία της αφομοίωσης: περιλαμβάνει την ερμηνεία ή την ενσωμάτωση της 

νέας πληροφορίας στα ήδη υπάρχοντα γνωστικά σχήματα του ατόμου.  

� Η διαδικασία της προσαρμογής: αν μια εμπειρία δεν ταιριάζει σε μια εννοιολογική 

δομή και δεν λειτουργεί σύμφωνα με τις προσδοκίες του ατόμου τότε προκαλείται 

ανισσοροπία ή γνωστική σύγκρουση. Προκειμένου οι εννοιολογικές δομές του να 

επανέλθουν σε ισορροπία, το άτομο πρέπει να αναδομήσει τα υπάρχοντα σχήματα 

ώστε να οργανωθούν οι νέες εμπειρίες και να έχει νόημα η νέα πληροφορία. Αυτή η 

οργάνωση αποκαλείται προσαρμογή. Ο von Glasersfeld (1995) υποστηρίζει ότι «όταν 

το γνωστικό σχήμα ενός ατόμου αντί να παράγει ένα αναμενόμενο αποτέλεσμα οδηγεί 

σε διαταραχή (perturbation), η διαταραχή οδηγεί σε προσαρμογή η οποία διατηρεί ή 

επαναφέρει την ισορροπία στις γνωστικές δομές του ατόμου» (σ. 68). 
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Η αφομοίωση και η προσαρμογή είναι αποτέλεσμα γνωστικών συγκρούσεων κατά την 

αλληλεπίδραση με το εξωτερικό περιβάλλον. Οι γνωστικές συγκρούσεις  οδηγούν τους μαθητές 

να τροποποιήσουν την έννοια που ήδη γνωρίζουν.  

Σύμφωνα με τον Vygotsky1 (1978/1984) οι γνωστικές συγκρούσεις είναι αναγκαίες για να 

κατασκευάσουν οι μαθητές τις έννοιες:   

«…η κατασκευή μιας έννοιας είναι μια δημιουργική κι όχι μηχανική, παθητική 

διαδικασία […] μια έννοια προκύπτει και παίρνει μορφή κατά τη διάρκεια μιας σύνθετης 

λειτουργίας που στοχεύει στη λύση κάποιου προβλήματος: η απομνημόνευση των 

λέξεων και η σύνδεσή τους με τα αντικείμενα δεν οδηγεί αναγκαία στο σχηματισμό των 

εννοιών. Για να ξεκινήσει η διαδικασία, πρέπει να προκύψει ένα πρόβλημα που δεν 

μπορεί να λυθεί με άλλο τρόπο παρά μέσω του σχηματισμού νέων εννοιών…» (p. 99-

100). 

Ο Vygotsky έδωσε έμφαση στις κοινωνικές πτυχές της μαθησιακής διαδικασίας και 

περιέγραψε τη ζώνη επικειμένης ανάπτυξης (Zone of Proximal Development) σύμφωνα με την 

οποία οι μαθητές αναπτύσσουν τον τρόπο σκέψης τους μέσω της αλληλεπίδρασης με τον 

δάσκαλο και τα υπόλοιπα μέλη της ομάδας (Goos et al., 2002). Στην ουσία δηλαδή τα κοινωνικά 

φαινόμενα μετασχηματίζονται σε ψυχολογικά. Η εργασία σε ομάδες επομένως ενδείκνυται ως το 

κατάλληλο πλαίσιο για μάθηση αφού οι μαθητές έρχονται σε επαφή με τις ιδέες άλλων μαθητών 

που είναι σε σύγκρουση με τις δικές τους και υπάρχει η δυνατότητα να γίνουν κατανοητές ακόμα 

και χωρίς την παρέμβαση του δασκάλου (Sfard, Neshler, Streefland, Cobb &Mason 1998). 

Η ανάδειξη των γνωστικών συγκρούσεων είναι ένα σημαντικό μέσο για την ανάπτυξη της 

εννοιολογικής κατανόησης των μαθητών, την αναγνώριση και διόρθωση των πιθανών πηγών των 

παρερμηνειών (misunderstandings) (Monaghan 2000, p. 180), ένα μέσο δηλαδή για τη γνωστική 

ανάπτυξη του υποκειμένου. Ειδικότερα, στη γεωμετρία, βοηθά την ανάπτυξη της εννοιολογικής 

κατανόησης των γεωμετρικών εννοιών και, επομένως, τη γεωμετρική σκέψη των μαθητών.  

Στις επόμενες ενότητες παρουσιάζεται διεξοδικά η θεωρία των van Hiele, η οποία αποτελεί και 

το θεωρητικό πλαίσιο στο οποίο θεμελιώθηκαν η κατασκευή του υποθετικού μαθησιακού 

μονοπατιού και  η ανάλυση των δεδομένων της παρούσας μελέτης.   

2.2.Η θεωρία των van Hiele 
Η θεωρία των van Hiele ήταν το αποτέλεσμα της διδακτορικής διατριβής της Dina van Hiele-

Geldof όπως και εκείνης του συζύγου της Pierre van Hiele στο Πανεπιστήμιο της Ουτρέχτης το 
                                                        

1 Η βασική διαφορά των Piaget και Vygotsky, σύµφωνα µε τους Cole και Wertsch (1996), δεν 
ήταν η κοινωνική ή όχι ανάπτυξη του ατόµου αλλά ο ρόλος των πολιτισµικών τεχνουργηµάτων 
και η κατανόησή τους για τη φύση και την προέλευση της ανθρώπινης γνώσης. 



 - 53 - 

1957. Τις προηγούμενες δεκαετίες διεξήχθησαν πολλές έρευνες σε μαθητές πρωτοβάθμιας και 

δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης διαφόρων χωρών (για παράδειγμα, στη Σοβιετική Ένωση –Wirszup 

1976–, στις Ηνωμένες Πολιτείες – ενδεικτικά αναφέρονται οι Usiskin, 1982; Fuys, Geddes, & 

Tischler, 1984; Burger & Shaughnessy, 1986) προκειμένου να διαπιστωθεί η εγκυρότητα της 

θεωρίας αυτής. Σύμφωνα με τους van Hiele, ο βασικός λόγος  αποτυχίας στο πρόγραμμα 

σπουδών της γεωμετρίας στο γυμνάσιο και στο λύκειο είναι το ότι προϋποθέτει υψηλότερο 

επίπεδο από εκείνο που είναι ικανοί να κατανοήσουν οι μαθητές (ενδεικτικά αναφέρονται οι 

Hoffer, 1981; Usiskin, 1982; Burger & Shaughnessy, 1986). Το εννοιολογικό πλαίσιο της θεωρίας 

των van Hiele θεμελιώνεται σε ένα μοντέλο «αποτελούμενο από δυο συνιστώσες» (Idris, 2009 p. 

96): (1) τα πέντε επίπεδα σκέψης και (2) τις πέντε μαθησιακές φάσεις, μέσω των οποίων οι 

μαθητές αποκτούν τα χαρακτηριστικά σκέψης του επόμενου επιπέδου. 

Πολλοί ερευνητές (π.χ Hoffer, 1981; De Villier, 1987) έχουν εξετάσει τον τρόπο σκέψης των 

μαθητών σε κάθε επίπεδο. Ένα θέμα μείζονος ενδιαφέροντος είναι η διαπίστωση των 

χαρακτηριστικών που υποδεικνύουν κάθε επίπεδο καθώς το επίπεδο σκέψης αναπτύσσεται με 

διαδικασίες που διαφέρουν από μαθητή σε μαθητή.  

Πρώτοι οι van Hiele αρίθμησαν τα επίπεδα από το μηδέν έως το τέσσερα και στη συνέχεια οι 

Pegg & Davey (1998) από το ένα έως το πέντε, αρίθμηση που υιοθετείται και στην παρούσα 

μελέτη. Η Teppo (1991) ισχυρίζεται ότι ο van Hiele (1986) οδηγήθηκε «να περιγράψει το μοντέλο 

του στη βάση τριών επιπέδων» (Fuys, Geddes, & Tischler, 1988; van Hiele, 1986).  Οι Pegg & 

Davey (1998) έχουν περιγράψει τα τρία αυτά επίπεδα: (1) οπτικό επίπεδο (visual level), όπου οι 

αποφάσεις καθοδηγούνται στο επίπεδο αναγνώρισης· (2) περιγραφικό επίπεδο (descriptive 

level), όπου τα στοιχεία και οι σχέσεις περιγράφονται· (3) θεωρητικό επίπεδο (theoretical level), 

όπου αναπτύσσεται παραγωγικός συλλογισμός και η γεωμετρία εξετάζεται σύμφωνα με τα 

ευκλείδεια αξιώματα και τις προτάσεις.  

Στην επόμενη ενότητα θα παρουσιαστούν οι περιγραφές των επιπέδων των Battista (2007), 

Mason (1998) [την οποία υιοθετούν αρκετοί ερευνητές π.χ ο Gawlick (2005)], και Burger & 

Shaughnessy (1986), ώστε να αντιπαραβληθούν ως προς τις ομοιότητες και τις διαφορές τους. 

2.2.1. Η ταξινόµηση των επιπέδων στη θεωρία των van Hiele  

Οι περισσότεροι ερευνητές που έχουν διερευνήσει τα χαρακτηριστικά κάθε επιπέδου 

επικεντρώνονται κυρίως στο γλωσσικό χαρακτήρα που εκφράζεται μέσα από τις διατυπώσεις των 

μαθητών όταν πρόκειται να περιγράψουν μια διαδικασία κατασκευής, τον τρόπο με τον οποίο οι 
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μαθητές χρησιμοποιούν ή κατασκευάζουν τους ορισμούς των γεωμετρικών αντικειμένων, τον 

τρόπο αιτιολόγησης και τις σχέσεις εγκλεισμού των σχημάτων (ενδεικτικά Burger & Shaughnessy, 

1986; Jaime & Guitierrez, 1994; Mason, 1998; Battista, 2007).  

Οι Clements & Battista (1992) έχουν περιγράψει και προσδιορίσει το προαναγνωριστικό 

στάδιο (prerecognition) επιπέδου 0, δεδομένου ότι «τα παιδιά αντιλαμβάνονται αρχικά τις 

γεωμετρικές μορφές αλλά ανταποκρίνονται μόνο σε ένα υποσύνολο του οπτικού 

χαρακτηριστικού μιας μορφής. Είναι ανίκανα να προσδιορίσουν πολλές κοινές μορφές. Δεν έχουν 

την ικανότητα να κατασκευάσουν νοητικές αναπαραστάσεις ή νοητικές εικόνες των σχημάτων» 

(p.354). 

O van Hiele δεν είχε συμπεριλάβει στο μοντέλο του ένα επίπεδο «κάτω από το 0» και 

υποστήριξε ότι όλοι οι μαθητές είναι τουλάχιστον σε επίπεδο 0 (Senk, 1989) αφού τα υποκείμενα 

της μελέτης του ήταν μαθητές δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης. Από την άλλη, πολλοί ερευνητές 

δεν περιλαμβάνουν στη μελέτη τους το επίπεδο 5, αφού «τα χαρακτηριστικά του επιπέδου 5 δεν 

συναντώνται σε μαθητές της δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης» (De Villiers,  1996, p. 9).   

Αν και οι μελέτες διαφέρουν ως προς τον τρόπο αρίθμησης, οι δείκτες/ χαρακτηριστικά που οι 

περισσότεροι ερευνητές έχουν διαπιστώσει για τους μαθητές των διαφορετικών επιπέδων είναι 

περίπου ίδιοι. Τα γενικά χαρακτηριστικά των επιπέδων 1-4 που περιγράφονται στις μελέτες των 

Battista (2007), Mason (1998) και Burger & Shaughnessy  (1986) εμφανίζονται παρακάτω: 

Επίπεδο 1: Οπτικοποίηση ή Αναγνώριση (recognition-visualisation). Ο μαθητής/η μαθήτρια 

του επιπέδου αυτού αντιλαμβάνεται τα γεωμετρικά σχήματα ως μια ολότητα με βάση τη μορφή 

τους και όχι τις ιδιότητές τους. Στον επόμενο πίνακα παρουσιάζεται μια συγκεντρωτική και 

συγκριτική περιγραφή των Battista (2007), Mason (1998) και Burger & Shaughnessy  (1986) σε 

σχέση με τα χαρακτηριστικά του επιπέδου 1.   

 
Πίνακας 2.1.Συγκριτική µελέτη των χαρακτηριστικών του επιπέδου 1  
 

Battista (2007, p.851) 

Οπτικός-Ολιστικός 

Συλλογισμός  (Visual-Holistic 

Reasoning) 

Mason (1998, p.4) Burger & Shaughnessy 

(1986, pp.43-44) 

1.Προσδιορίζει, περιγράφει, και 

αιτιολογεί τα σχήματα 

σύμφωνα με την εμφάνισή 

τους ως οπτικές ολότητες. 

1. Αναγνωρίζει τα σχήματα από 

την εμφάνιση τους, 

συγκρίνοντας τα με κάποιο 

γνωστό τους αρχέτυπο σχήμα. 

1. Χρησιμοποιεί  ανακριβείς 

ιδιότητες για να συγκρίνει, 

να προσδιορίσει, να 

χαρακτηρίσει και να 
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2.Αιτιολογεί τις απαντήσεις 

τους χρησιμοποιώντας 

οπτικούς μετασχηματισμούς.   

3.Αναφέρεται στα αρχέτυπα 

σχήματα και ο  

προσανατολισμός των 

σχημάτων μπορεί να έχει 

επιπτώσεις στον 

προσδιορισμό της μορφής 

του σχήματος.  

2.Οι ιδιότητες των σχημάτων δε 

γίνονται αντιληπτές. Παίρνει  

αποφάσεις βασιζόμενος στην 

αντίληψη και όχι στη λογική.     

 

ταξινομήσει τα σχήματα.  

2. Συνυπολογίζει  άσχετες 

ιδιότητες στον 

προσδιορισμό και την 

περιγραφή των σχημάτων, 

όπως τον προσανατολισμό 

του σχήματος.     

3.  Παρουσιάζει ανικανότητα να 

χρησιμοποιήσει τις  

ιδιότητες σαν αναγκαίες 

προϋποθέσεις για να ορίσει 

ένα σχήμα. 

 

Επίπεδο 2: Ανάλυση (analysis). Ο μαθητής αναγνωρίζει τα σχήματα από τις ιδιότητές τους με 

εμπειρικό τρόπο, έχει δηλαδή την ικανότητα της ανακάλυψης και περιγραφής των ιδιοτήτων ενός 

σχήματος αλλά δεν μπορεί να τις ορίσει τυπικά. Δεν κατανοεί ότι ένα σχήμα μπορεί να ανήκει σε 

διαφορετικές κλάσεις σχημάτων, ούτε τους ορισμούς τους οποίους χρησιμοποιεί. Ο Battista 

(2007) ονομάζει αυτό επίπεδο του Αναλυτικού-Συνιστωσιακού συλλογισμού (Analytic-

Componential Reasoning) και υποστηρίζει ότι «δύο σημαντικοί αλληλένδετοι παράγοντες» 

συμβάλλουν στην ανάπτυξη του επιπέδου 2. «Ο πρώτος αφορά μια αυξανόμενη δυνατότητα και 

μια τάση να εξεταστεί η δομή των σχημάτων αναλύοντας τα μέρη τους και τον τρόπο που αυτά 

σχετίζονται· ο δεύτερος μια αυξανόμενη δυνατότητα να γίνουν κατανοητές και να εφαρμοστούν 

οι τυπικές γεωμετρικές έννοιες στην ανάλυση των σχέσεων μεταξύ των μερών (και στοιχείων) των 

σχημάτων» (p.851). Στη συνέχεια επισημαίνονται τα κύρια σημεία των υποεπιπέδων 2.1 έως 2.3 

των περιγραφών του Battista (2007): 

2.1 Υποεπίπεδο Οπτικού-Άτυπου Συνιστωσιακού συλλογισμού (Visual-informal 
componential reasoning). «Ο μαθητής περιγράφει τα στοιχεία και τις ιδιότητες των 
σχημάτων με άτυπο και ανακριβή τρόπο, χρησιμοποιώντας κατεξοχήν άτυπη, 

αυτοσχέδια γλώσσα. Οι περιγραφές του βασίζονται στην οπτική αντίληψη για να 

προσδιορίσει τις σχέσεις μεταξύ των στοιχείων των σχημάτων» (p.851).  

2.2 Υποεπίπεδο Άτυπου και Ανεπαρκώς Τυπικού συλλογισμού  (Informal and insufficient-
formal componential reasoning). «Ο μαθητής αρχίζει να αποκτά την τυπική αντίληψη 

για να διακρίνει, και να περιγράψει τις σχέσεις μεταξύ των στοιχείων και μερών των 
σχημάτων, χρησιμοποιώντας ένα συνδυασμό άτυπων και τυπικών περιγραφών. Όταν 

επιχειρεί να περιγράψει τυπικά ένα γεωμετρικό αντικείμενο, χρησιμοποιεί γεωμετρικές 

έννοιες και όρους του προγράμματος σπουδών των μαθηματικών, οι οποίοι όμως 
αποδεικνύονται ανεπαρκείς» (p.852).  
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2.3 Υποεπίπεδο Ικανοποιητικού Τυπικού βασισμένου στις ιδιότητες συλλογισμού 

(Sufficient formal property-based reasoning). «Ο μαθητής χρησιμοποιεί τυπικές 

γεωμετρικές έννοιες και τυπική γλώσσα για να κατανοήσει και να περιγράψει τα 

σχήματα ούτως ώστε η περιγραφή του να ανταποκρίνεται σε έναν ικανοποιητικό 

αριθμό ιδιοτήτων. Δεν περιορίζεται στον οπτικό συλλογισμό επειδή το βασικό κριτήριο 

για τον προσδιορισμό ενός σχήματος είναι αν ικανοποιεί έναν ακριβή αριθμό τυπικών 

ιδιοτήτων. Μπορεί να χρησιμοποιήσει και να διατυπώσει αυστηρούς ορισμούς για τα 
σχήματα. Οι ορισμοί όμως δεν είναι οικονομικοί, είτε επειδή τέτοιοι ορισμοί απαιτούν 

τη συσχέτιση μιας ιδιότητας με άλλες είτε επειδή κάποιο υποσύνολο δεν υπονοεί άλλες 

ιδιότητες» (p.852).  

   Πίνακας 2.2.Συγκριτική µελέτη των χαρακτηριστικών του επιπέδου 2 

Mason (1998, p.4) Burger & Shaughnessy (1986, pp.43-44)  

1.Μπορεί να αναγνωρίσει και να ονομάσει τις 

ιδιότητες των γεωμετρικών σχημάτων, αλλά 

δεν βλέπει τις σχέσεις μεταξύ αυτών των 

ιδιοτήτων.  

2. Κατά την περιγραφή ενός αντικειμένου, ο 

μαθητής ενεργοποιεί τον κατάλογο των  

ιδιοτήτων  που  γνωρίζει, αλλά δεν μπορεί 

να διακρίνει ποιες ιδιότητες είναι αναγκαίες 

και επαρκείς για να περιγράψει το 

αντικείμενο.  

 

1. Συγκρίνει τα σχήματα βάσει των ιδιοτήτων τους.  

2.Απορρίπτει τους ορισμούς των εγχειριδίων και 

ορίζει με προσωπικό τρόπο τα σχήματα.  

3.Ταξινομεί τα σχήματα με χρήση κάποιων  

μεμονωμένων ιδιοτήτων (χωρίς να ληφθεί υπόψη 

για παράδειγμα η συμμετρία των σχημάτων).  

 

Επίπεδο 3: Θεωρητικό επίπεδο-Άτυπος παραγωγικός συλλογισμός  

Ο Battista (2007, p.852) υποστηρίζει ότι ο μαθητής του επιπέδου αυτού συνδυάζει και 

προβαίνει σε συμπεράσματα για τις γεωμετρικές ιδιότητες των σχημάτων και έχει την ικανότητα 

αλληλεξάρτησης2 των ιδιοτήτων.  Εντούτοις, αυτή η ικανότητα επισήμανσης των 

αλληλεξαρτήσεων δεν είναι ίδια μεταξύ μαθητών ίδιου επιπέδου. Ο μαθητής έχει την ικανότητα 

να εξάγει λογικά μια ιδιότητα από μια άλλη, όπως επίσης και την ικανότητα του ιεραρχικού 

συστήματος ταξινόμησης των σχημάτων. Επειδή μια ιδιότητα πιθανόν να σηματοδοτήσει 

(«signal») άλλες ιδιότητες, μπορεί να οργανώσει λογικά έναν αριθμό ιδιοτήτων του σχήματος, να 

διατυπώσει οικονομικούς ορισμούς, και να διακρίνει τις αναγκαίες και ικανές συνθήκες για να 

πληροί το σχήμα μια συνθήκη. Η διαφορά από το προηγούμενο επίπεδο έγκειται στο ότι ενώ στο 

επίπεδο 2 μπορεί μόνο να χρησιμοποιήσει τις τυπικές ιδιότητες, ενώ το επίπεδο 3 μπορεί να 

λειτουργεί με αυτές. 

                                                        
2 Για παράδειγμα, ένας μαθητής θα μπορούσε να πει, «αν ένα σχήμα έχει την ιδιότητα Χ, έχει επίσης και την ιδιότητα Υ». 



 - 57 - 

Ο Battista (2007) ονομάζει αυτό επίπεδο του Σχεσιακού –Συμπερασματικού βασισμένου στις 

ιδιότητες συλλογισμού (Relational –Inferential Property-Based Reasoning). Στο επίπεδο 3, οι 

τυπικές δηλώσεις των ιδιοτήτων που περιγράφουν τις σχέσεις των γεωμετρικών αντικειμένων 

«εσωτερικεύονται (interiorization) έτσι ώστε ο μαθητής να έχει την ικανότητα να κατανοεί την 

αποδόμηση των ιδιοτήτων, δηλαδή να τις αναλύει και να τις εφαρμόζει σε διάφορα σχήματα» 

(Battista, 2007, p.852).  

Στη συνέχεια επισημαίνονται τα κύρια σημεία των υποεπιπέδων 3.1 έως 3.4 των περιγραφών 

του Battista (2007): 

3.1Υποεπίπεδο Εμπειρικών σχέσεων (Empirical relations). Ο μαθητής χρησιμοποιεί 

εμπειρικά στοιχεία για να καταλήξει στο συμπέρασμα ότι αν ένα σχήμα έχει μια ιδιότητα 

έχει και μια άλλη. 

3.2Υποεπίπεδο Επιμέρους ανάλυσης (Componential analysis). Ο μαθητής συμπεραίνει και 

κατανοεί τη συνεπαγωγική εμφάνιση των ιδιοτήτων ενός σχήματος μέσα από την 
ανάλυση της κατηγοριοποίησης των σχημάτων την οποία πραγματοποιεί σε  πραγματικό 

ή νοητό επίπεδο (με εμπειρικό ή νοητικό τρόπο).  

3.3Υποεπίπεδο Λογικών συμπερασμάτων (Logical inference). Ο μαθητής καταλήγει σε 
λογικά συμπεράσματα,  λειτουργεί δηλαδή  νοητικά και όχι με εικόνες. Αυτού του είδους 

ο συλλογισμός του επιτρέπει να οδηγηθεί σε συμπεράσματα που απαιτούνται για την 

ιεραρχική ταξινόμηση. Δεν έχει αναπτύξει την ικανότητα να αναδιοργανώσει λογικά τα 

εννοιολογικά του δίκτυα για τα σχήματα, επομένως δεν υιοθετεί ένα λογικό ιεραρχικό 

σύστημα ταξινόμησης.  Η αφαιρετική του ικανότητα είναι βασισμένη στην εμπειρία και 
τη διαίσθηση. Κατά συνέπεια, χρησιμοποιεί τη λογική, αλλά δεν εξετάζει την αφετηρία 

για αυτού του τύπου τη λογική ανάλυση.  

3.4Υποεπίπεδο Ιεραρχικής ταξινόμησης βασισμένης σε λογικά συμπεράσματα 

(Hierarchical shape, classification based on logical inference). Ο μαθητής χρησιμοποιεί 

λογικά συμπεράσματα για να αναδιοργανώσει την ταξινόμηση των σχημάτων σε μια 
λογική ιεραρχία· αναδομεί πλήρως τα δίκτυα ταξινόμησης των 

σχημάτων· επιχειρηματολογεί με λογική για να δικαιολογήσει την ιεραρχική ταξινόμηση 

των σχημάτων. Τέλος, η χρήση της λογικής για την εξαγωγή συμπερασμάτων παρέχει 

στον μαθητή έναν νέο τρόπο να κατασκευάσει τη γνώση.  Η νέα γνώση, δηλαδή, μπορεί 

τώρα να παραχθεί όχι μόνο μέσω  εμπειρικών ή διαισθητικών τρόπων, αλλά και μέσω 
της λογικής αφαίρεσης (p. 852). 

 

Πίνακας 2.3.Συγκριτική µελέτη των χαρακτηριστικών του επιπέδου 3 

Mason (1998, p.4) Burger & Shaughnessy (1986, pp.43-44)  

1. Αντιλαμβάνεται τις σχέσεις μεταξύ των 

ιδιοτήτων και μεταξύ των σχημάτων.  

2. Μπορεί να δημιουργήσει ορισμούς. 

3. Κατασκευάζει άτυπα επιχειρήματα για να 

αιτιολογήσει το συλλογισμό του και οι 

1.Διατυπώνει πλήρεις ορισμούς των σχημάτων 

2.Εχει την ικανότητα να τροποποιήσει τους ορισμούς 

και να χρησιμοποιήσει τους ορισμούς των νέων 

εννοιών  

3.Εχει την ικανότητα να αποδεχθεί ισοδύναμους 
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σχέσεις εγκλεισμού γίνονται κατανοητές. 

4. Ο ρόλος και η σπουδαιότητα του τυπικού 

συλλογισμού δεν είναι κατανοητός. 

 

  

τύπους ορισμών 

4.Αποδέχεται τη λογική μερική διάταξη  μεταξύ 

τύπων σχημάτων  

5.Χρησιμοποιεί τις "άν…τότε" δηλώσεις, καθώς και 

υπονοούμενους κανόνες, όπως modus ponens 

6.Χρησιμοποιεί άτυπα παραγωγικά επιχειρήματα με 

αλυσίδα δηλώσεων.  

 

Επίπεδο 4: Τυπικός - Παραγωγικός συλλογισμός (deduction-formal logic ή abstraction). Ο 

μαθητής /η μαθήτρια του επιπέδου αυτού κατανοεί τη σημασία του παραγωγικού συλλογισμού 

και τους ρόλους των αξιωμάτων, των θεωρημάτων και της απόδειξης (οι αποδείξεις μπορούν να 

γραφούν με κατανόηση). Λειτουργεί με αφαιρετικό τρόπο (Mason 1998, p.4) και 

αναδιαμορφώνει τους στόχους των προβλημάτων σε ακριβή γλώσσα. Κατανοεί το ρόλο των 

μαθηματικών συνιστωσών σε μια μαθηματική συζήτηση όπως τα αξιώματα, οι ορισμοί, τα 

θεωρήματα, η απόδειξη (Burger & Shaughnessy, 1986). Ο Battista (2007) ονομάζει αυτό επίπεδο 

της Τυπικής παραγωγικής απόδειξης (Formal Deductive Proof). Στα Προγράμματα Σπουδών η 

ουσιαστική μελέτη της Ευκλείδειας γεωμετρίας αρχίζει από αυτό το επίπεδο (van Hiele, 1986). 

Από τις συγκρίσεις των περιγραφών προκύπτει ότι τα χαρακτηριστικά των επιπέδων που οι 

ερευνητές περιγράφουν δε διαφέρουν ουσιαστικά. Ο Battista (2007) μέσα από μια ενδελεχή 

ανάλυση των χαρακτηριστικών κάθε επιπέδου, διακρίνει υποεπιπέδα, στα οποία προσδίδει 

χαρακτηριστικά τα οποία όμως σε γενικές γραμμές δεν διαφέρουν από τα χαρακτηριστικά των 

επιπέδων που και οι άλλοι ερευνητές διατυπώνουν. Για παράδειγμα το υποεπίπεδο 1 του Battista 

(2007) έχει κοινά χαρακτηριστικά με το επίπεδο 1 της Mason (1998) και κάποια χαρακτηριστικά 

συμπίπτουν με την περιγραφή των Burger & Shaugnessy (1986). Αφ’ ετέρου τα χαρακτηριστικά 

του υποεπιπέδου 2.1 του Battista (2007) είναι κοινά με τα χαρακτηριστικά του επιπέδου 2 του 

Pierre van Hiele. Ομοίως, το υποεπιπέδο 2.3 έχει κοινά χαρακτηριστικά με το επίπεδο 3 του 

Mason (1998).  

2.2.1.1. Ιδιότητες των επιπέδων  

Οι van Hiele υπέδειξαν κάποιες ιδιότητες μεταξύ των επιπέδων τις οποίες κατονόμασε ο 

Usiskin (1982), προσθέτοντας επιπλέον την ιδιότητα της σταθερής αλληλουχίας. Οι van Hiele 
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πίστευαν ότι οι μαθητές πρέπει να περνούν διαδοχικά από το ένα επίπεδο στο άλλο (Usiskin 

,1982): 

Ιδιότητα 1 (σταθερή αλληλουχία) (fixed sequence): ένας μαθητής δε μπορεί να βρίσκεται 

σε κάποιο επίπεδο (η) van Hiele, χωρίς να έχει διέλθει από το επίπεδο (n-1). 

Ιδιότητα 2 (διαδοχικότητα) (adjacency): σε κάθε επίπεδο συλλογισμού εκείνο που ήταν 

σε λανθάνουσα κατάσταση στο προηγούμενο επίπεδο γίνεται εμφανές στο επόμενο 
επίπεδο. 

Ιδιότητα 3 (διάκριση) (distinction): κάθε επίπεδο έχει τα δικά του γλωσσικά σύμβολα και 

το δικό του δίκτυο σχέσεων που συνδέουν τα σύμβολα αυτά. 

Ιδιότητα 4 (διαχωρισμός) (separation): δύο υποκείμενα που εκτελούν συλλογισμούς σε 

διαφορετικά επίπεδα δεν μπορούν να κατανοήσουν το ένα το άλλο (p.5). 

2.2.2. Σύµβολο (symbol) και σήµα (signal) στη θεωρία των van Hiele 

Οι van Hiele περιγράφουν περιόδους που «γεφυρώνουν το χάσμα μεταξύ των επιπέδων» 

(Pusey, 2003, p.13). Στόχος της πρώτης περιόδου είναι να μετασχηματίσει τον τρόπο με τον οποίο 

οι μαθητές αντιλαμβάνονται τα αντικείμενα. Δηλαδή, να μετασχηματίσει τον ολιστικό τρόπο 

αντίληψης των αντικειμένων σε αντίληψη των αντικειμένων με συγκεκριμένες ιδιότητες.  

Οι έννοιες του ‘συμβόλου’ και του ‘σήματος’ συνδέονται στη θεωρία των van Hiele με την 

ανάπτυξη του επιπέδου γεωμετρικής σκέψης του μαθητή. Ένας μαθητής επεξεργάζεται αρχικά 

ένα σχήμα3 και μέσω της διδασκαλίας και των κατάλληλων δραστηριοτήτων κατανοεί τις 

ιδιότητές του, αποκτώντας έτσι αυτό το χαρακτήρα συμβόλου (symbol character). Το σύμβολο 

είναι «το νοητικό υποκατάστατο μιας σειράς αδιαφοροποίητων σχέσεων που διαμορφώνεται στο 

μυαλό του μαθητή» (Dina van Hiele, 1984, p.207). 

 Όταν ο μαθητής έχει κατανοήσει ποιες ιδιότητες είναι επαρκείς για να χαρακτηρίσει ένα 

σχέδιο, τότε το σχήμα έχει αποκτήσει το χαρακτήρα σήματος (signal character).   

Ο van Hiele (1986), αναφερόμενος στις έννοιες σύμβολο-σήμα, διευκρινίζει:  

«…ονομάζουμε χαρακτήρα συμβόλου […] την κατανόηση του σχήματος, δηλαδή τη 

γνώση όλων των ιδιοτήτων του συνολικά […]. Όταν ο χαρακτήρας συμβόλου πολλών 
γεωμετρικών σχημάτων γίνει αρκετά σαφής στους μαθητές, εμφανίζεται η δυνατότητα 

του χαρακτήρα σήματος. […] Όταν αυτός ο προσανατολισμός έχει αναπτυχθεί αρκετά, 
όταν δηλαδή το σχήμα ενεργεί ως σήμα, τότε η γεωμετρία μπορεί να αντιμετωπισθεί με 

θεωρητικό τρόπο σκέψης» (p. 168).  

Αλλά και οι Cannizzaro & Menghini (2003), ανέλυσαν επίσης τις έννοιες του συμβόλου και του 

σήματος:  

                                                        
3 Η έννοια του σχήµατος στο σηµείο αυτό θεωρείται υπό τη γενικότερη έννοια µιας κατασκευής. Ο ορισµός της 

έννοιας περιέχεται στη συνέχεια.  
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«Το σύμβολο στη θεωρία των van Hiele αντιπροσωπεύει το επίπεδο αντίληψης (επίπεδο 

1) στο οποίο οι μαθητές συμπυκνώνουν όλες τις ιδιότητες ενός γεωμετρικού σχήματος 

[…] Τα σχήματα [τότε] έχουν το χαρακτήρα των εικόνων, δηλαδή είναι αυτό που 

ονομάζουμε χαρακτήρα συμβόλου. Οι van Hiele θεωρούν ότι το σήμα αντιπροσωπεύει το 

επίπεδο περιγραφής ή ανάλυσης (επίπεδο 2), όταν μεταφράζεται η αντίληψη του 

σχήματος με περιγραφή αλλά χωρίς συγκεκριμένες γλωσσικές ιδιότητες. Μια ιδιότητα 

[τότε] προκύπτει που είναι σημαντική στην περιγραφή του σχήματος (ιδιότητα σήμα). Το 
τρίτο επίπεδο είναι αυτό του ορισμού, (όταν) κάποιος μαθητής αρχίζει να παρατηρεί 

διάφορες (γεωμετρικές) σχέσεις (από) λογική άποψη […] Σύμφωνα με τη θεωρία των van 

Hiele, αυτή είναι η ουσία της γεωμετρίας (essence of geometry)» (p.2).  

Σύμφωνα με τον Choi-Koh (1999)   

«Πολλά σύμβολα αρχίζουν με μια εικόνα επάνω στην οποία οι παρατηρούμενες 

ιδιότητες και σχέσεις προβάλλονται προσωρινά. Αφότου αυτές οι ιδιότητες και σχέσεις 

εξηγούνται με ανάλυση ή συζήτηση, το σύμβολο χάνει το χαρακτήρα της εικόνας και 

αποκτά λεκτικό περιεχόμενο, γίνεται έτσι πιο χρήσιμο για τις διαδικασίες της σκέψης. Τα 

σύμβολα έχουν τις ιδιότητες ενός γεωμετρικού σχήματος ενώ συγκρίνονται και 
αναγνωρίζονται από αυτές τις ιδιότητες» (p.302).  

Ο Choi-Koh (1996) υποστηρίζει επίσης ότι «όταν τα σύμβολα επηρεάζουν τον προσανατολισμό 

της σκέψης ενεργούν ως σήματα» (p.302). Στόχος είναι οι μαθητές να γίνουν γνώστες των 

ιδιοτήτων των συμβόλων και συνεπώς να εστιάζουν λιγότερο στο ίδιο το σχήμα. Να 

μετασχηματίσουν δηλαδή το χαρακτήρα συμβόλου σε χαρακτήρα σήματος μέσα από μια 

διαδικασία μάθησης. Και επομένως να μετασχηματίσουν τον τρόπο με τον οποίο 

αντιλαμβάνονται τα γεωμετρικά αντικείμενα: από αντικείμενα τα οποία αντιλαμβάνονται 

σφαιρικά σε αντικείμενα με συγκεκριμένες ιδιότητες, έτσι ώστε αν τους παράσχουμε ένα 

κατάλογο ιδιοτήτων αντί του σχήματος να έχουν την δυνατότητα να προσδιορίσουν το σχήμα.  

2.2.3. Φάσεις της µαθησιακής διαδικασίας  

Οι van Hiele υποστηρίζουν ότι ένας μαθητής πρέπει να διέλθει πέντε φάσεις της μαθησιακής 

διαδικασίας ώστε να περάσει σε υψηλότερο επίπεδο. Συγκεκριμένα επισημαίνουν: 

«Οι ασυνέχειες είναι […] άλματα στην καμπύλη εκμάθησης, αυτά τα άλματα 

αποκαλύπτουν την παρουσία επιπέδων. […] Στο μεταξύ, ο μαθητής φαίνεται “να 
ωριμάζει”. Ο δάσκαλος δεν καταφέρνει να εξηγήσει το θέμα. Και οι άλλοι μαθητές που 

έχουν φτάσει στο νέο επίπεδο φαίνεται να μιλούν μια γλώσσα που δεν μπορεί να γίνει 

κατανοητή από τους μαθητές που δεν έχουν φτάσει ακόμα στο νέο επίπεδο. Πρέπει να 
δεχθούν την εξήγηση του δασκάλου, αλλά το θέμα που διδάσκει δεν θα το κατανοήσουν. 

Ο μαθητής ο ίδιος αισθάνεται αδύναμος, ίσως μπορεί να μιμηθεί ορισμένες ενέργειες, 

αλλά δεν έχει καμία ιδέα για τη δραστηριότητα μέχρι να φτάσει στο νέο επίπεδο» (1958, 
pp. 75-76). 

Διακρίνονται οι εξής  φάσεις (Fuys, et al., 1988):  
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� Διερεύνηση (inquiry) (έρευνα/εισαγωγή στην έννοια μέσω υλικών): οι μαθητές και ο 

δάσκαλος συμμετέχουν σε μια συζήτηση για τη δραστηριότητα και τα αντικείμενα της 

μελέτης. Γίνονται παρατηρήσεις, τίθενται ερωτήσεις και εισάγεται το λεξιλόγιο. Στη 

φάση πληροφόρησης ο μαθητής εξοικειώνεται με το θέμα με την εισαγωγή των 

παραδειγμάτων και των αντιπαραδειγμάτων. O van Hiele (1986) θεωρεί ότι στη φάση 

αυτή ότι ο μαθητής εξοικειώνεται με το πλαίσιο της μελέτης.   

Παράδειγμα: Παρουσιάζεται ένα ορθογώνιο σχήμα. Στη συνέχεια οι μαθητές εξετάζουν άλλα 
σχήματα αν είναι και αυτά ορθογώνια (Van Hiele, 1986, pp. 53-54).   

� Καθοδηγούμενος προσανατολισμός (directed orientation) (καθοδηγούμενη 

ανακάλυψη): το θέμα της μελέτης εξερευνάται μέσω των προσεκτικά τοποθετημένων 

διαδοχικών υλικών και δραστηριοτήτων· δομές αποκαλύπτονται βαθμιαία. Ο Van 

Hiele (1986) θεωρεί ότι ο μαθητής εξοικειώνεται με τις βασικές συνδέσεις του δικτύου 

των σχέσεων που διαμορφώνονται,  δηλαδή εξοικειώνεται με τις δομές του θέματος, 

όπως τα σχήματα, το λεξιλόγιο, τα σύμβολα, οι ορισμοί, οι ιδιότητες και οι σχέσεις. 

Κατά τη διδασκαλία ο δάσκαλος οργανώνει τις δραστηριότητες για τις ειδικές 

περιπτώσεις ή ενέργειες που αναμένεται να γίνουν από τους μαθητές.  

Παράδειγμα: Οι μαθητές διπλώνουν το ορθογώνιο ως προς τις διαγώνιες και εξετάζουν τι 
συμβαίνει στις γωνίες. Στη συνέχεια το διπλώνουν ως προς τους άξονες συμμετρίας του (Van 

Hiele, 1986, pp. 53-54).  

� Επεξήγηση (explicitation): οι μαθητές χρησιμοποιούν ακριβές λεξιλόγιο για τα 
αποτελέσματα της εργασίας τους, καθώς διαθέτουν πλέον τη δέουσα αντίληψη 

(διορατικότητα) για τις δομές του αντικειμένου και προσπαθούν να επικοινωνήσουν 

μέσω αυτών. Αφού εκφραστούν στη γλώσσα τους, ο εκπαιδευτικός τους εξηγεί το 

τυποποιημένο λεξιλόγιο και τη μαθηματική γλώσσα που πρέπει να χρησιμοποιείται. Ο 

ρόλος του εκπαιδευτικού έγκειται «στην εισαγωγή των απαραίτητων τεχνικών όρων»  
(Van Hiele-Geldof, 1984, p.219). Σε αυτή τη φάση, ενθαρρύνεται η ακριβής και 

κατάλληλη γλώσσα.  

Παράδειγμα: Η ομάδα μαθητών ανταλλάσει ιδέες για τις ιδιότητες του ρόμβου (Van Hiele, 1986, 

pp. 53-54).  
� Ελεύθερος προσανατολισμός (free orientation): περιλαμβάνονται τα πιο σύνθετα, 

ανοιχτά προβλήματα με πολλά βήματα και εναλλακτικές στρατηγικές επίλυσης. Οι 

μαθητές χρησιμοποιούν τις δημιουργικές ικανότητές τους και εξελίσσουν αυτό που 

έχουν δοκιμάσει. Θα έλεγε κανείς ότι είναι η δεύτερη φάση του κατευθυνόμενου 

προσανατολισμού, όπου οι μαθητές μαθαίνουν να βρίσκουν τον τρόπο τους στο 

δίκτυο των σχέσεων με τη βοήθεια των σχέσεων που έχουν διδαχθεί (van Hiele, 1986, 

p.177).  
Παράδειγμα: Οι μαθητές κατασκευάζουν το σχήμα του ορθογωνίου όταν δίνονται κάποιες 

κορυφές και πλευρές (Van Hiele, 1986, pp. 53-54).   

� Ολοκλήρωση (integration): γίνεται αναθεώρηση και περιληπτική παρουσίαση της 
πληροφορίας που έγινε γνωστή στο νέο δίκτυο των αντικειμένων και των σχέσεων. Ο 

van Hiele (1986) επισημαίνει ότι η διδασκαλία έχει φτάσει στο τέλος της έχοντας  
αναπτύξει τη σκέψη των μαθητών.  

Παράδειγμα: Όλες οι ιδιότητες του ορθογωνίου ανακεφαλαιώνονται (Van Hiele, 1986, pp. 53-54).   

Η Teppo (1991) κατασκεύασε ένα διάγραμμα των μαθησιακών περιόδων και φάσεων με βάση 

το τελευταίο μοντέλο των van Hiele, στο οποίο κάθε επίπεδο κατανόησης διασυνδέεται με μια 

μαθησιακή περίοδο. Σύμφωνα με την Teppo,  η διδασκαλία υποδιαιρείται σε 4 φάσεις μάθησης 
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οι οποίες επιτρέπουν στους μαθητές να αναπτύξουν το επόμενο επίπεδο κατανόησης. Στο 

σχήμα2.1α παρουσιάζεται το διάγραμμα της Teppo (1991) και στο σχήμα 2.1β η προσαρμογή του 

διαγράμματος από την ερευνήτρια. Σύμφωνα με την Dina van Hiele (Fuys et al., 1984) «η εργασία 

πάνω στα γεωμετρικά μοντέλα και ειδικότερα, η κατασκευή σχεδίων (drawings) και σχημάτων 

(constructions), οδηγεί στην απόκτηση ενός συστήματος σημάτων για αυτά τα σύμβολα» (p. 207). 

Η πρώτη περίοδος «γεφυρώνει το χάσμα» (Pusey, 2003, p.13) μεταξύ των δύο πρώτων επιπέδων 

και η δεύτερη το χάσμα μεταξύ του δεύτερου και τρίτου επιπέδου (van Hiele, 1986; Teppo, 1991; 

Pusey, 2003; Genz, 2006). Κατά τη διάρκεια της πρώτης περιόδου οι μαθητές κατασκευάζουν τις 

ιδιότητες των σχημάτων. Τότε οι μαθητές κατασκευάζουν το χαρακτήρα συμβόλου. 

Συνοψίζοντας, κατά τη διάρκεια της δεύτερης περιόδου οι μαθητές εστιάζουν λιγότερο στο 

σύμβολο, και το σχήμα αντικαθίσταται από έναν κατάλογο ιδιοτήτων που προσδιορίζουν το 

σύμβολο. Ο χαρακτήρας συμβόλου έχει γίνει τώρα χαρακτήρας σήματος. Η επόμενη περίοδος 

συνδέει το δεύτερο και τρίτο επίπεδο. Εδώ οι μαθητές εντοπίζουν τις κοινές ιδιότητες μιας 

κατηγορίας σχημάτων και ταξινομούν τα σχήματα με βάση τις σχέσεις εγκλεισμού σύμφωνα με 

τις πρόσθετες ιδιότητές τους.  

Ο Pierre van Hiele γράφει (1986)  

«Όταν μετά από κάποιο χρόνο οι έννοιες είναι αρκετά σαφείς, οι μαθητές μπορούν να 
αρχίσουν να τις περιγράφουν. Τότε οι ιδιότητες που έχουν τα γεωμετρικά σχήματα που 

έχουν εξεταστεί αναφέρονται διαδοχικά και γίνονται έτσι προφορικές. Το σχήμα γίνεται ο 

αντιπρόσωπος όλων αυτών των ιδιοτήτων, αποκτά δηλαδή το ‘χαρακτήρα συμβόλου’. Σε 

αυτό το στάδιο η κατανόηση του σχήματος σημαίνει τη γνώση όλων αυτών των ιδιοτήτων 

ως ενότητα. […]. Όταν ο χαρακτήρας συμβόλου πολλών γεωμετρικών σχημάτων γίνει 
αρκετά σαφής στους μαθητές, γεννιέται η δυνατότητα να αποκτήσουν το χαρακτήρα 

σήματος. Αυτό σημαίνει ότι τα σύμβολα μπορούν να προβλεφθούν. […]. Όταν αυτός ο 

προσανατολισμός αναπτυχθεί αρκετά, όταν ενεργούν αρκετά τα σχήματα ως σήματα, τότε 

η γεωμετρία μπορεί να λειτουργήσει κάτω από λογική» (p. 168).  
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Σχήμα 2.1.α. Σχήμα 2.1.α. Σχήμα 2.1.α. Σχήμα 2.1.α. Διάγραμμα των μαθησιακών περιόδων 

και φάσεων (Teppo, 1991, p. 210) 
Σχήμα 2.1.β.Σχήμα 2.1.β.Σχήμα 2.1.β.Σχήμα 2.1.β. Προσαρμογή του διαγράμματος της 

Teppo για την παρούσα μελέτη, λαμβάνοντας 
υπόψη τη κατηγοριοποίηση του Battista (2007) και 
τις έννοιες  του Parsysz (1988) περί  σχεδίου και 
σχήματος.    

 

2.2.4. Ανάπτυξη ικανοτήτων των µαθητών  

Η ανάπτυξη του επιπέδου γεωμετρικής σκέψης των μαθητών είναι αποτέλεσμα της ανάπτυξης 

ικανοτήτων. Ο Hoffer (1981) στο βιβλίο του “Geometry is more than Proof” υποστηρίζει ότι 

πρέπει να αναπτυχθούν πέντε βασικές ικανότητες στην γεωμετρία: οπτικές, λεκτικές, σχεδίασης, 

λογικές, και εφαρμογής (Morris, 1984, p.162-163).  

� Οπτικές: Η ανάπτυξη οπτικών ικανοτήτων είναι αναγκαία σε όλα τα επίπεδα. Οι 

οπτικές ικανότητες των μαθητών μπορεί να αναπτυχθούν και να βελτιωθούν με 

δραστηριότητες που συνδυάζουν αναγνώριση σχημάτων στο επίπεδο και στο χώρο με 

διαφορετικές μορφές αναπαράστασης, παρατήρηση στοιχείων και μερών ενός 

δεδομένου σχήματος και των σχέσεων τους, προσδιορισμό των αξόνων συμμετρίας 

ενός σχήματος, παραγωγή πληροφοριών από οπτικές παρατηρήσεις, επεξεργασία 



 - 64 - 

οπτικών πληροφοριών του σχήματος για ανάπτυξη σχέσεων και εικασιών ή 

συμπερασμάτων, οπτικοποίηση γεωμετρικών αναπαραστάσεων κ.ο.κ. 

� Λεκτικές: Οι μαθητές αντιμετωπίζουν δυσκολία στη λεκτική διατύπωση στη 

γεωμετρία, ή διατυπώνουν με άτυπο και ανακριβή τρόπο, όταν βρίσκονται σε αρχικό 

στάδιο ανάπτυξης. Επομένως, οι μαθητές πρέπει να περιγράψουν τα σχήματα και τις 

ιδιότητες τους, να διατυπώσουν ορισμούς με λέξεις από σχήματα που έχουν 

κατασκευάσει, να αναγνωρίσουν τη λογική δομή λεκτικών προβλημάτων, να 

περιγράψουν τις γεωμετρικές έννοιες με δικές τους εκφράσεις, να διατυπώσουν 

γενικεύσεις κ.ο.κ.   

� Σχεδίασης: Οι μαθητές πρέπει να αποκτήσουν την ικανότητα να μεταφράσουν την 

προφορική πληροφορία σε σχέδιο ή σχήμα χρησιμοποιώντας τα γεωμετρικά όργανα ή 

εργαλεία προκειμένου να αντιληφθούν τις ιδιότητες των σχημάτων, να σχεδιάσουν ή 

να κατασκευάσουν σχήματα με δεδομένες ιδιότητες, να σχεδιάσουν τα βοηθητικά 

στοιχεία των σχημάτων.  

� Λογικές: Οι μαθητές αναπτύσσουν την ικανότητα λογικής συμπερασματολογίας και 

την κριτική ικανότητα μέσω της κατασκευής αποδείξεων. Συγκεκριμένα οι μαθητές 

πρέπει να χρησιμοποιήσουν τα κατάλληλα θεωρήματα για να αποδείξουν μια πρόταση 

ή ένα γεωμετρικό πρόβλημα, αλλά και τους καταλλήλους ορισμούς ή θεωρήματα για 

να σχεδιάσουν σωστά ένα σχήμα, να ταξινομήσουν ή ομαδοποιήσουν σχήματα σε μια 

ειδική κατηγορία, να προσδιορίσουν τις λογικές συνέπειες των δεδομένων στοιχείων, 

να αναγνωρίσουν το ρόλο και τον περιορισμό των παραγωγικών μεθόδων, να 

αντιληφθούν τις σχέσεις εγκλεισμού των σχημάτων. Η ανάπτυξη των λογικών 

ικανοτήτων έπεται της ανάπτυξης των οπτικών, λεκτικών και σχεδιαστικών ικανοτήτων 

των μαθητών. 

� Εφαρμογής: Η ανάπτυξη προσομοιώσεων με τη διαδικασία της μοντελοποίησης 

πραγματικών καταστάσεων μπορεί να βοηθήσει τους μαθητές να αντιληφθούν τις 

γεωμετρικές ιδιότητες φυσικών αντικειμένων, να αναπτύξουν την ικανότητα να 

χρησιμοποιούν μαθηματικά μοντέλα για να αναπαραστήσουν αφηρημένες  

καταστάσεις. 

Ανάλογες ικανότητες με αυτές του Hoffer (1981) που εξετάστηκαν στην παρούσα μελέτη είναι 

οι μαθηματικές ικανότητες (mathematical competences) (OECD, 2006) του μαθητή, οι οποίες 

αναλύονται στο έργο του Niss (1999) και των συνεργατών του. Αυτές εξετάζουν «την ικανότητα 
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[του μαθητή] να απευθύνει ερωτήσεις και να αποκρίνεται σε αυτές  μέσα στα μαθηματικά και με 

τα μαθηματικά» (p. 7). Οι γεωμετρικές ικανότητες είναι μια υποκατηγορία των μαθηματικών 

ικανοτήτων.Μια υποκατηγορία τεσσάρων ικανοτήτων κατά Niss (1999) αφορά τα δεδομένα της 

παρούσας μελέτης:  

(1) Ικανότητα χρήσης εργαλείων (Making use of aids and tools, IT included): Η ικανότητα της 

ύπαρξης των ιδιοτήτων διαφόρων εργαλείων, των περιορισμών αλλά και της χρήσης τους.   

(2) Ικανότητα δομική (Modelling mathematically): Η ικανότητα μοντελοποίησης του 

προβλήματος. Δηλαδή, η ικανότητα μετάφρασης της πραγματικότητας σε μαθηματική δομή, και 

αντίστροφα. Η ικανότητα αυτή είναι σχετική με την ικανότητα εφαρμογής του Hoffer (1981) που 

αναφέρθηκε παραπάνω.  

(3) Ικανότητα απόδειξης (Reasoning mathematically): Περιλαμβάνει την ικανότητα ανάπτυξης 

αλυσίδων παραγωγικών δηλώσεων, αποδεικτικής διαδικασίας με περιορισμό των εμπειρικών 

επιχειρημάτων ως μεθόδων, την ικανότητα συμμετοχής των μαθητών στη συζήτηση 

αναπτύσσοντας παραγωγικό συλλογισμό. Η ικανότητα αυτή είναι σχετική με την ικανότητα 

λογικής του Hoffer (1981) που αναφέρθηκε παραπάνω.  

(4) Ικανότητα αναπαραστατική (Representing mathematical entities): Περιλαμβάνει την 

ικανότητα μετάφρασης μεταξύ διαφορετικών μορφών αναπαραστάσεων των μαθηματικών 

αντικειμένων, φαινομένων και καταστάσεων, καθώς και τις σχέσεις μεταξύ διαφορετικών 

αναπαραστάσεων της ίδιας οντότητας αλλά και την αμφίδρομη σύνδεση διαφορετικών μορφών 

αναπαραστάσεων. Η ικανότητα αυτή είναι σχετική με την ικανότητα σχεδίασης του Hoffer (1981) 

που αναφέρθηκε παραπάνω.   

Η ικανότητα μαθηματικών συμβόλων (Handling mathematical symbols and formalisms) –δηλαδή 

η ικανότητα μετάφρασης από τη φυσική γλώσσα στη συμβολική γλώσσα αλλά και η ικανότητα 

χειρισμού δηλώσεων και εκφράσεων που περιέχουν σύμβολα και τύπους– καθώς και η ικανότητα 

επικοινωνίας εντός, περί και για τα μαθηματικά (Communicating in, with, and about mathematics) 

–δηλαδή, η ικανότητα κατανόησης των γραπτών και προφορικών μαθηματικών «κειμένων», αλλά 

και η ικανότητα αναστοχασμού και συμμετοχής σε μια σύνθετη επικοινωνία– είναι μαθηματικές 

ικανότητες που εμφανίζονται στους μαθητές σε μικρότερο βαθμό σχετικά με την επίλυση 

γεωμετρικών προβλημάτων και είναι συναφείς με άλλα πεδία των μαθηματικών (π.χ. την 

άλγεβρα ή την τριγωνομετρία). Η ικανότητα μαθηματικής σκέψης (Thinking mathematically) –

δηλαδή η ικανότητα ανάπτυξης και γενίκευσης μιας έννοιας, διάκρισης διαφορετικών τύπων 
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μαθηματικών δηλώσεων, όπως π.χ. «αν…τότε», ορισμών, θεωρημάτων– εμφανίζεται και 

αναπτύσσεται στους μαθητές μετά το επίπεδο 3 van Hiele. Στο κεφάλαιο για την ερευνητική 

μεθοδολογία και ανάλυση δεδομένων θα συζητηθούν οι ικανότητες των μαθητών που 

εξετάζονται στην παρούσα μελέτη. 

  

 2.2.5.Αξιολόγηση των επιπέδων van Hiele των µαθητών  

Οι περισσότεροι ερευνητές προσδιορίζουν το επίπεδο van Hiele ενός μαθητή μέσα από την 

αξιολόγηση, κρίνοντας δηλαδή από τον αριθμό των σωστών απαντήσεων του μαθητή σε ένα 

γραπτό τεστ (Usiskin, 1982; Mayberry, 1983; Gutierrez & Jaime, 1987) ή σε μια συνέντευξη 

(Burger & Shaugnessy, 1986; Fuys et al., 1988). Πολλοί ερευνητές (π.χ, Usiskin, 1982; Burger & 

Shaugnessy, 1986; Fuys et al. 1988) ισχυρίζονται ότι οι περισσότεροι μαθητές εμφανίζουν δυο 

συμπληρωματικά επίπεδα σκέψης ταυτόχρονα, όταν είναι σε μετάβαση μεταξύ δυο επιπέδων. 

Για παράδειγμα, οι Fuys et al. (1988) διέκριναν μαθητές που ακόμα και στην ίδια δραστηριότητα 

εμφάνισαν τα χαρακτηριστικά των επιπέδων 1 και 2 ταυτόχρονα. Από την άλλη οι Gutiérrez, et al. 

(1991) μέσα από την έρευνά τους κατέληξαν στο συμπέρασμα ότι τα επίπεδα van Hiele δεν είναι 

διακριτά και πρότειναν έναν τρόπο προσδιορισμού των μαθητών που ήταν σε μετάβαση4 μεταξύ 

των επιπέδων Hiele. Βάσισαν το συμπέρασμά τους στο γεγονός ότι:  

Αν και οι περισσότεροι μαθητές παρουσιάζουν ένα κυρίαρχο επίπεδο σκέψης, όταν 

απαντούν σε ανοιχτές ερωτήσεις μεγάλος αριθμός μαθητών εμφανίζει στις απαντήσεις 

τους την παρουσία άλλων επιπέδων, καθώς υπάρχουν και μαθητές των οποίων οι 
απαντήσεις παρουσιάζουν δύο διαδοχικά επίπεδα συλλογισμού ταυτόχρονα (Gutiérrez, 

et al., 1991, p. 237).  

 Στο ίδιο συμπέρασμα κατέληξαν και οι Fuys et al. (1988). Όπως υποστηρίζουν οι Gutierrez & 

Jaime (1998) το επίπεδο ενός μαθητή μάς επιτρέπει να εξετάσουμε τον τρόπο με τον οποίο ορίζει 

ένα γεωμετρικό αντικείμενο, αιτιολογεί τα συμπεράσματά του και αποδεικνύει τους ισχυρισμούς 

του. Στον πίνακα 1 συνοψίζονται τα κύρια χαρακτηριστικά των επιπέδων van Hiele. 

 

                                                        
4 Σύμφωνα με την κλίμακα προσδιορισμού των επιπέδων που κατασκεύασαν οι Guitierrez, Jaime & Fortuny (1991, pp. 238-

239), «αρχικά οι μαθητές δεν έχουν συνείδηση των ειδικών τρόπων σκέψης σε ένα νέο επίπεδο, επομένως δεν έχουν αποκτήσει 

αυτό το επίπεδο σκέψης. Όταν αποκτούν συνείδηση των διαδικασιών σκέψης σε ένα δεδομένο επίπεδο και της σημασίας του 
αρχίζουν να το χρησιμοποιούν. Καθώς όμως λείπει η εμπειρία, αρχικά κάνουν κάποιες προσπάθειες να εργαστούν στο νέο 

επίπεδο αλλά επιστρέφουν και πάλι στο χαμηλότερο. Έχουν δηλαδή χαμηλό βαθμό απόκτησης αυτού του επιπέδου. Όσο όμως η 
εμπειρία τους αυξάνεται, κατακτούν σταδιακά το νέο επίπεδο, καθώς χρησιμοποιούν συχνότερα τις μεθόδους του νέου επιπέδου, 

χωρίς βέβαια αυτό να σημαίνει πως όταν συναντούν δυσκολίες δεν επιστρέφουν στο προηγούμενο επίπεδο. Οι εμπειρίες σε 
επίλυση προβλημάτων οδηγούν προοδευτικά τους μαθητές να ενδυναμώσουν την απόκτηση του νέου επιπέδου». 
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Πίνακας 2.4.∆είκτες των επιπέδων van Hiele  (Gutierrez & Jaime, 1998, p.32) 

 
 Επίπεδο 1 Επίπεδο  2 

 
Επίπεδο  3 

 
Επίπεδο  4 

 

Αναγνώριση Φυσικές  
Ιδιότητες 

Μαθηματικές 
ιδιότητες 

  

Χρήση  των 
ορισμών 

 Μόνο ορισμοί με 
απλή δομή 

Κάθε ορισμός Αποδοχή διαφόρων 
ισοδύναμων ορισμών 

Διατυπώσεις 
των ορισμών 

Λίστα 
φυσικών 
ιδιοτήτων 

Λίστα 
μαθηματικών 
ιδιοτήτων 

Σύνολο 
αναγκαίων και  
ικανών 
ιδιοτήτων 

Μπορούν να αποδείξουν την 
ισοδυναμία των ορισμών 

Ταξινόμηση του 
γεωμετρικού 
αντικειμένου 
(σχήματος ή 
έννοιας) 

Βασισμένη 
στις 
φυσικές 
ιδιότητες 

Βασισμένη στις 
μαθηματικές 
ιδιότητες 

Έχουν ικανότητα  
σχέσεων 
εγκλεισμού των 
γεωμ. 
αντικειμένων  

 

Απόδειξη  Επιβεβαίωση  με 
παραδείγματα 

Άτυπες λογικές 
αποδείξεις 

Τυπικές λογικές αποδείξεις 

Στην παρούσα διατριβή έχει υιοθετηθεί στην πειραματική διαδικασία η θεώρηση των Jaime & 

Guitierrez (1994) ως μέσο παρακολούθησης της μετακίνησης των μαθητών από το ένα επίπεδο 

van Hiele στο επόμενο αναφορικά με:  

� την εξέλιξη τους ως προς τον τρόπο που χρησιμοποιούν έτοιμους ορισμούς ή 

διατυπώνουν δικούς τους, 

� την ανάπτυξη ικανότητας ταξινόμησης των τετραπλεύρων και  

� την ανάπτυξη ικανότητας στην αιτιολογική–αποδεικτική διαδικασία, με περιορισμό 

των εμπειρικών αιτιολογήσεων και ανάπτυξη παραγωγικού συλλογισμού.  

Στις επόμενες παραγράφους αναλύεται πως οι μαθητές χρησιμοποιούν ή διατυπώνουν 

ορισμούς, τα είδη των ορισμών που αναπτύσσουν και πως ταξινομούν τα σχήματα ως 

αποτέλεσμα του επιπέδου που ανήκουν.  

2.2.5.1. Κατηγορίες ορισµών των σχηµάτων  

Ένα ζήτημα που τοποθετείται στο γενικότερο πλαίσιο του γεωμετρικού συλλογισμού των 

μαθητών είναι το πως οι μαθητές ορίζουν ένα γεωμετρικό αντικείμενο ή πως χρησιμοποιούν τους 

ορισμούς που αναφέρονται στο σχολικό εγχειρίδιο. Σύμφωνα με τους Mariotti & Fischbein (1997) 

στο άρθρο τους «Defining in classroom activities», ο ορισμός είναι «μια βασική συνιστώσα της 

γεωμετρικής γνώσης και η εκμάθηση του ‘ορίζειν’ [ένα γεωμετρικό αντικείμενο] είναι ένα βασικό 

πρόβλημα της μαθηματικής εκπαίδευσης» (p.219). Οι όροι εικόνα έννοιας και ορισμός έννοιας 
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εισήχθησαν από τους Vinner & Hershkowitz (1980) στα πλαίσια της μάθησης απλών γεωμετρικών 

εννοιών. Οι Tall & Vinner (1981) όρισαν τον ‘ορισμό έννοιας’ ως «μια μορφή από λέξεις που 

χρησιμοποιούνται για να διευκρινίσουν μια έννοια» και την ‘εικόνα έννοιας’ ως «τη συνολική 

γνωστική δομή που συνδέεται με την έννοια, και η οποία περιλαμβάνει όλες τις νοητικές εικόνες 

και σχετικές ιδιότητες και διαδικασίες» (p. 152). Οι μαθητές σχηματίζουν τους δικούς τους 

προσωπικούς ορισμούς και εικόνες εννοιών των βασικών σχημάτων μέσω της εμπειρίας τους. 

Ορίζουν ένα γεωμετρικό αντικείμενο ως ολότητα (στο πρώτο επίπεδο van Hiele), ή το ορίζουν 

αναλύοντας τα χαρακτηριστικά του (στο δεύτερο επίπεδο van Hiele), ή το ορίζουν 

επισημαίνοντας τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά που το διαχωρίζουν από ένα άλλο σχήμα της ίδιας 

κατηγορίας (στο τρίτο επίπεδο van Hiele) (Erez & Yerushalmy, 2006). 

Μέσω των ορισμών εισάγονται τα αντικείμενα της θεωρίας και οι θεωρητικές συνδέσεις 

μεταξύ των γεωμετρικών αντικειμένων. Σύμφωνα με τον Freudenthal (1973) οι ορισμοί των 

εννοιών δημιουργούν «συνδέσεις με την παραγωγική σκέψη» (p.416), αφού ένας ορισμός 

εκφράζει τις ιδιότητες που χαρακτηρίζουν το σχήμα και οι οποίες συσχετίζονται μέσα από ένα 

δίκτυο σχέσεων. Ως εκ τούτου η ανάπτυξη ικανότητας διατύπωσης (και μάθησης) των 

χαρακτηριστικών ιδιοτήτων των γεωμετρικών σχημάτων είναι σημαντική, γιατί μπορούν να 

σχηματίσουν την βάση για υψηλότερου επιπέδου σκέψη.  Όπως ισχυρίζεται ο Vinner (1991) αν ο 

προσωπικός ορισμός του μαθητή δεν έχει αναπτυχθεί πλήρως, η κρίση του μπορεί να επηρεαστεί 

από την εικόνα (στο επίπεδο 1) και αυτό μπορεί να έχει σαν αποτέλεσμα λανθασμένα 

συμπεράσματα από μαθηματικής απόψεως.  

Οι Govender & de Villiers (2004) υποστηρίζουν ότι  

σε μια παραδοσιακή δομημένη προσέγγιση τα μαθηματικά αντικείμενα, ως αντικείμενα 

της μελέτης, ορίζονται στην αρχή και στη συνέχεια αναπτύσσεται η θεωρία μέσω της 

αξιωματικής προσέγγισης. Αυτή η προσέγγιση μπορεί να δημιουργήσει στους μαθητές τη 
λανθασμένη εντύπωση ότι οι ορισμοί των μαθηματικών αντικειμένων δίνονται a priori 

και υπάρχουν ανεξάρτητα από την ανθρώπινη εμπειρία σε κάποιο «ιδανικό» πλατωνικό 

κόσμο. Οι ορισμοί είναι αποτέλεσμα της ανθρώπινης εμπειρίας και επομένως το μόνο 

που μπορούν να κάνουν οι μαθητές είναι «να τους ανακαλύψουν», να τους εφεύρουν 

δηλαδή για τον κύριο σκοπό της ακριβούς μαθηματικής επικοινωνίας (p. 42).  

   
Οι Mariotti & Fischbein (1997) θεωρούν ότι «δεν αρκεί ένας ορισμός να είναι σωστός από 

θεωρητικής απόψεως, αλλά πρέπει να είναι παραγωγικός υπό την έννοια ότι ανοίγει νέες 

προοπτικές στην σκέψη. [Υπό αυτή την έννοια] ένας ορισμός μπορεί να θεωρηθεί ‘καλός’ ορισμός 

(a ‘good’ definition) όταν το αντικείμενο που ορίζεται μπορεί να υπάρξει μόνο του και μπορεί να 

γίνει το αντικείμενο μιας νέας θεωρίας» (p.223). Οι Linchevsky, Vinner & Karsenty (1992) 
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θεωρούν ότι ένας ‘καλός’ ορισμός είναι οικονομικός: «Αν οι ορισμοί δεν είναι οικονομικοί πρέπει 

να αποδείξουμε τη συνέπεια τους» (p. 54, οπ. αναφ. στο Govender & de Villiers, 2004, p. 47). Για 

παράδειγμα αν ορίσουμε ένα τετράγωνο ως «ένα παραλληλόγραμμο που έχει ίσες πλευρές, ίσες 

γωνίες και οι διαγώνιες του τέμνονται κάθετα» πρέπει να αποδείξουμε γιατί ισχύουν όλες αυτές 

οι ιδιότητες μαζί. 

Το επίπεδο van Hiele ενός μαθητή αναγνωρίζεται από τον τρόπο με τον οποίο ορίζει μια 

μαθηματική έννοια ή ένα μαθηματικό αντικείμενο. Ο πίνακας των Gutierrez & Jaime (1998) στη 

συνέχεια συνοψίζει και διακρίνει τις συνιστώσες-κλειδιά των επιπέδων van Hiele αναφορικά με 

το ζήτημα του ορισμού των σχημάτων. 

Πίνακας 2.5.Συγκριτική µελέτη των ορισµών ανά επίπεδο (Gutierrez & Jaime, 1998, p.30) 
(προσαρµοσµένο)  

Επίπεδο 1 Επίπεδο 2 

Οι μαθητές δεν είναι ικανοί να 
χρησιμοποιήσουν 
μαθηματικούς ορισμούς. Έχουν 
ικανότητα να διατυπώσουν 
μόνο τις περιγραφές των 
φυσικών χαρακτηριστικών του 
σχήματος.  

Οι μαθητές δεν καταλαβαίνουν τη λογική δομή των ορισμών ως 
συνόλων αναγκαίων και ικανών ιδιοτήτων της έννοιας, έτσι όταν 
απαντούν για έναν ορισμό που δεν έχουν αποστηθίσει παρέχουν 
ένα σύνολο ιδιοτήτων της έννοιας. Όταν παρουσιάζεται στους 
μαθητές ένας ορισμός διαφορετικός από αυτόν που έχουν μάθει, 
συνήθως δε μπορούν να κατανοήσουν τη σχέση του ενός με τον 
άλλο και συνεχίζουν με το «δικό τους» ορισμό. 
 

Επίπεδο 3 Επίπεδο 4 

Οι μαθητές μπορούν να 
εφαρμόσουν λογικές σχέσεις 
μεταξύ των μαθηματικών 
ιδιοτήτων, επομένως είναι σε 
θέση να χρησιμοποιήσουν και 
να διατυπώσουν μαθηματικούς 
ορισμούς.  
 

Οι μαθητές έχουν αναπτύξει μια καλύτερη κατανόηση της λογικής 
δομής των μαθηματικών, έτσι αναγνωρίζουν την ύπαρξη διαφόρων 
ορισμών της ίδιας έννοιας και μπορούν να αποδείξουν την 
ισοδυναμία τους. 

 
 

 

Οι Govender & de Villiers (2004) διαπίστωσαν ότι οι μαθητές χρησιμοποιούν εναλλακτικούς,  

σωστούς ή λανθασμένους, επαρκείς ή μη επαρκείς ορισμούς για την ίδια έννοια. Σύμφωνα με τη 

μελέτη τους,  οι μαθητές διατυπώνουν: 

� αυθαίρετους  ορισμούς: διαφορετικούς, εναλλακτικούς αλλά σωστούς ορισμούς για 

την ίδια έννοια  

� αναγκαίους και επαρκείς (ικανοποιητικούς) ορισμούς: περιέχουν αρκετές 
πληροφορίες (ιδιότητες), δηλαδή τα στοιχεία του συνόλου και μόνο αυτά τα στοιχεία·  

� σωστούς ορισμούς: όταν όλοι οι όροι είναι αναγκαίοι και σωστοί αλλά μπορεί να 
περιέχουν και περιττά στοιχεία· 

� ανεπαρκείς (λανθασμένους) ορισμούς: όταν περιέχουν λανθασμένες, ανακριβείς ή 

ανεπαρκείς ιδιότητες·  
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� οικονομικούς ορισμούς: όταν περιέχουν τα επαρκή και αναγκαία στοιχεία για να 

θεωρείται ο ορισμός πλήρης·  
� μη οικονομικούς ορισμούς: όταν περιέχουν περισσότερα στοιχεία από τα αναγκαία 

(p.46) 
 

Από την ταξινόμηση των Govender & de Villiers (2004), συνάγεται ότι μια κατηγορία ορισμών 

μπορεί να καλύπτεται εν μέρει ή συνολικά από μια άλλη κατηγορία. Για παράδειγμα, ένας 

αυθαίρετος ορισμός μπορεί να είναι οικονομικός (ή μη οικονομικός), καθώς και ένας οικονομικός 

να είναι ικανοποιητικός ορισμός. Ένας σωστός ορισμός επίσης είναι οικονομικός ή μη 

οικονομικός. Στην παρούσα μελέτη, βασικό κριτήριο για την αξιολόγηση ενός μαθητή ως προς την 

κατάκτηση του επίπεδου 3 van Hiele είναι η ικανότητά του να ορίσει ένα αντικείμενο με 

οικονομικό τρόπο και, επομένως, να κατανοήσει, μέσα από αφαιρετικές διαδικασίες σκέψης, τη 

συνέπεια των επαρκών και αναγκαίων στοιχείων που δεν επιδέχονται κάποια απόδειξη για τη 

συνέπειά τους, όπως μεταξύ άλλων υποστηρίζουν και οι Mason (1998), και Battista (2007). 

Για την ανάλυση των δεδομένων της παρούσας μελέτης έχει υιοθετηθεί εν μέρει η ταξινόμηση 

των Govender & de Villiers (2004) και έχει καθοριστεί ακόμα ο τύπος του δυναμικού (ή 

αντιληπτικού /εμπειρικού) ορισμού καιτου αυθαίρετου οικονομικού ορισμού: 

Δυναμικός/ ή αντιληπτικός εμπειρικός ορισμός είναι ο τύπος του ορισμού που αναπτύσσουν οι 

μαθητές όταν αλληλεπιδρούν με το δυναμικό διάγραμμα, και περιέχει συνδυασμό άτυπων και 

τυπικών εκφράσεων, οι οποίες προκαλούνται από την εμπειρία του υποκειμένου. Το γεωμετρικό 

αντικείμενο προσεγγίζεται επομένως μέσα από εμπειρικές εκφράσεις.   

Ο δυναμικός ορισμός είναι μια ανεξάρτητη κατηγορία ορισμού που περιλαμβάνει δυναμικούς 

όρους, δηλαδή όρους δυναμικής γεωμετρίας, μέσα από τους οποίους οι μαθητές διατυπώνουν 

κάποια ιδιότητα του σχήματος καθώς δεν μπορούν να διατυπώσουν αυστηρούς τυπικούς όρους 

των γεωμετρικών εννοιών. Ένας δυναμικός ορισμός μπορεί να είναι αυθαίρετος, σωστός και 

οικονομικός ή το αντίστροφο.  

2.2.5.2. Η ταξινόµηση των σχηµάτων –σχέσεις εγκλεισµού  

Πολλοί σύγχρονοι ερευνητές έχουν ασχοληθεί με την ιεραρχική ταξινόμηση των τετράπλευρων 

και με τα σχετικά ζητήματα ορισμού των σχημάτων λόγω της θέσης τους στην ιεραρχία 

(ενδεικτικά αναφέρονται De Villiers, 1994; Monaghan, 2000; Whiteley & Moshé, 2005; Neff, 2006; 

Athanasopoulou, 2008). Σύμφωνα με τον De Villiers (1994) «ιεραρχική ταξινόμηση εννοιών είναι η 

ταξινόμηση ενός συνόλου εννοιών με τέτοιο τρόπο ώστε οι πιο ειδικές έννοιες να διαμορφώνουν 

(/είναι) υποσύνολα των γενικότερων εννοιών» (p.11). Επομένως, η ιεραρχική ταξινόμηση των 
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εννοιών των τετράπλευρων είναι η διάταξή τους με τέτοιο τρόπο, ώστε μια γενικότερη έννοια 

(π.χ. παραλληλόγραμμο) να είναι υπερσύνολο μιας ειδικότερης έννοιας (π.χ. τετράγωνο). Κατά 

συνέπεια η ταξινόμησή τους βασίζεται στην κατανόηση και τη συσχέτιση των ιδιοτήτων τους.  

Οι μαθητές αντιμετωπίζουν εμπόδια στην ιεράρχηση των σχημάτων, καθώς προς τούτο 

απαιτείται αφαιρετική ικανότητα σκέψης. Σύμφωνα με τους Gutierrez & Jaime  (1998), οι μαθητές 

επιπέδου 1 δεν αναγνωρίζουν καμιά λογική σχέση μεταξύ των σχημάτων, επομένως δεν μπορούν 

και να τα ιεραρχήσουν. Στο επίπεδο 2 έχουν αρχίσει να αποκτούν κάποια ικανότητα ιεράρχησης, 

αλλά αντιμετωπίζουν δυσκολία στην κατασκευή λογικών συνδέσεων μεταξύ των ιδιοτήτων. Στο 

επίπεδο 3 έχουν την ικανότητα να κατασκευάσουν σχέσεις εγκλεισμού και έχουν επιτύχει τον 

μέγιστο βαθμό ικανότητας ταξινόμησης, όπως και στο επίπεδο 4 van Hiele. 

 

Σχήµα 2.2. Ειδίκευση και γενίκευση στην ιεράρχηση των εννοιών των τετραπλεύρων (De Villiers, 

1994, p.13 )  

Σύμφωνα με τον De Villiers (1994), η ταξινόμηση ενός συνόλου εννοιών δε λαμβάνει χώρα 

ανεξάρτητα από τη διαδικασία του τρόπου ορισμού τους. Ο De Villiers (ό.π.) τοποθετεί την 

ταξινόμηση των τετράπλευρων σε μια γενικότερη ταξινόμηση των εννοιών. Διακρίνει δε δύο 

τύπους: «την ιεραρχική (hierarchical) και τη διαχωριστική (partitional) ταξινόμηση» (pp.11-12). Η 

ιεραρχική ταξινόμηση έχει ιδιαίτερο ενδιαφέρον γιατί τα σχήματα  τοποθετούνται σε υποσύνολα 

με βάση τις ιδιότητές τους. Έτσι το τετράγωνο ανήκει στην τομή του συνόλου που περιλαμβάνει 

τα ορθογώνια και του συνόλου που περιλαμβάνει τους ρόμβους.  

 Μια νέα έννοια μπορεί να προκύψει ως γενίκευση από δύο άλλες έννοιες με την επιλογή δύο 

ή περισσότερων κατάλληλων κοινών ιδιοτήτων (περιορισμών) από αυτές τις έννοιες, καθώς και 

μια έννοια μπορεί να εξειδικευθεί με το συνδυασμό όλων των ιδιοτήτων των εννοιών. Στο σχήμα 
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2.2 το τετράγωνο αναπαριστάνεται ως ειδίκευση του ρόμβου και του ορθογωνίου, ενώ το 

ορθογώνιο ως ειδίκευση του παραλληλόγραμμου. 

 Οι Whiteley & Μoshe (2005) και Neff (2006) θεωρούν λανθασμένη την άποψη κάποιων 

συγγραφέων σχολικών εγχειριδίων σύμφωνα με τους οποίους το τραπέζιο αναφέρεται ως 

τετράπλευρο με ένα ζευγάρι παράλληλων πλευρών, αντίθετα θεωρούν ότι ένα τραπέζιο είναι ένα 

τετράπλευρο με τουλάχιστον ένα ζευγάρι παράλληλων πλευρών. Ως εκ τούτου τα 

παραλληλόγραμμα θεωρούνται ειδικότερη κατηγορία των τραπεζίων.  

Σύμφωνα με τους Whiteley & Μoshe (ο.π.) οι ορισμοί που βασίζονται στην ιεραρχία των 

τετραπλεύρων είναι καταλληλότεροι αφού στηρίζονται σε μια γενίκευση του σχήματος.  

Ερευνητές έχουν αναζητήσει τα αίτια των δυσκολιών ιεραρχικής ταξινόμησης σε σχέση με τη 

φύση των γεωμετρικών σχημάτων (π.χ, Fujita & Jones, 2007). Σύμφωνα με τον De Villiers (1994)  

στα επίπεδα 1, 2 η χρήση των λογισμικών (Logo, Sketchpad) προσφέρει δυνατότητες να 

κατανοήσουν τον ιεραρχικό τρόπο ταξινόμησης, αφού οι μαθητές έχουν την δυνατότητα να 

μετασχηματίσουν ένα σχήμα μέσω του συρσίματος μιας κορυφής του, προσθέτοντας στο σχήμα 

κάποιες ιδιότητες.  

2.2.6.Απόδειξη και θεωρία των van Hiele    

Μελέτες έχουν εξετάσει τη σύνδεση μεταξύ της ικανότητας κατασκευής απόδειξης  και των 

επιπέδων γεωμετρικού συλλογισμού των μαθητών (Usiskin, 1982; Senk, 1985, 1989). Σύμφωνα με 

τη θεωρία των van Hiele οι μαθητές αντιμετωπίζουν δυσκολία στην ανάπτυξη αιτιολογήσεων, 

στην κατανόηση και κατασκευή της απόδειξης μιας μαθηματικής πρότασης, η οποία εξαρτάται 

από το επίπεδο van Hiele τους. Ο Van Dormolen (1977, p.32) πρότεινε ένα μοντέλο αξιολόγησης 

της ικανότητας των μαθητών στην αποδεικτική διαδικασία βασισμένο σε τρία επίπεδα, τα οποία 

έχουν επηρεαστεί από την τελική διάκριση των επιπέδων του van Hiele.  

 
 
Πίνακας 2.6. Μοντέλο αξιολόγησης της ικανότητας των μαθητών στην αποδεικτική 

διαδικασία (Van Dormolen, 1977, p.32) 
 

Πρώτο επίπεδο Δεύτερο επίπεδο Τρίτο επίπεδο 

Η σκέψη του μαθητή/τριας 
χαρακτηρίζεται «συγκεκριμένη». Σε 
αυτό το επίπεδο δεν έχει αποκτήσει 
την ικανότητα να κατασκευάσει 
οποιουδήποτε τύπου επιχείρημα 
που προσεγγίζει μια απόδειξη και «η 

Ο μαθητής/τρια 
κατασκευάζει συνδέσεις 
μεταξύ των αντικειμένων, 

καθώς συνειδητοποιεί 

ότι «έχουν κάτι κοινό». 

Κατασκευάζονται,  

Ο μαθητής/τρια «αρχίζει να 
συνειδητοποιεί ότι επιχειρήματα σε 
εντελώς ανόμοιες περιοχές έχουν 
κοινά στοιχεία. Αυτή η κατανόηση 

μπορεί μπορεί να τον/την 

οδηγήσει να οργανώσει λογικά το 
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εννοιολογική οργάνωση του μαθητή 
μπορεί να περιγραφεί ως τοπική 
(local)». Αυτό το επίπεδο απόδειξης 
είναι σχετικό με το επίπεδο 1 van 
Hiele. 

επιχειρήματα και άτυπες 
αποδείξεις. 
 

περιεχόμενο της 
επιχειρηματολογίας του. Σε αυτό το 
επίπεδο ο μαθητής μπορεί να 
κατασκευάσει αποδείξεις και 
ορισμούς. 

 

Σύμφωνα με τον van Dormolen (1977) «[όταν ο μαθητής βρίσκεται] σε ένα υψηλότερο επίπεδο 

σκέψης είναι σε θέση να επηρεάσει την εσωτερική οργάνωση του χαμηλότερου επιπέδου»(p.32). 

Ανάλογη είναι και η άποψη των Jaime & Guitierez (1994, p.44), οι οποίοι υποστηρίζουν ότι οι 

μαθητές στα διάφορα επίπεδα ανταποκρίνονται διαφορετικά όσον αφορά τις αποδείξεις. 

Αναλυτικότερα, στο πρώτο επίπεδο δεν κατανοούν την έννοια της απόδειξης, κάτι το οποίο 

μεταβάλλεται σταδιακά στα επόμενα επίπεδα, όπου οι μαθητές δε δυσκολεύονται να 

κατανοήσουν μια απόδειξη που περιέχει κάποια πειραματική επαλήθευση της πρότασης 

χρησιμοποιώντας τις περισσότερες φορές κάποιο ειδικό παράδειγμα.  

Σε υψηλότερο επίπεδο είναι σε θέση να σκεφτούν αφαιρετικά και να κάνουν λογικές 

αποδείξεις, ακόμα και να αποκτήσουν την ικανότητα να κατανοήσουν τις τυπικές αποδείξεις.  

2.2.6.1. Επιχειρηµατολογία και απόδειξη  

Κατά τη διάρκεια μαθηματικών συζητήσεων οι μαθητές αναπτύσσουν επιχειρήματα 

(ενδεικτικά αναφέρονται Kuhn, 1992; Krummheuer, 1995; Duval, 1995; Yackel, 2001;  Voss & van 

Dyke, 2001; Hoyles &  Kuchemann, 2002; Knipping, 2003; Pedemonte, 2005, 2007; Inglis, Ramos & 

Simpson, 2007; Smith, 2010). 

Ο Krummheuer (1995) θεωρεί ότι ένα μαθηματικό επιχείρημα είναι μια ακολουθία τυπικών 

και άτυπων δηλώσεων «τις οποίες μια ομάδα ατόμων που συμμετέχει στη συζήτηση αποδέχεται 

και μπορεί να ανακατασκευάσει» (p.247) προκειμένου να αιτιολογήσει την αλήθεια ενός 

φαινομένου που αντιμετωπίζει. Επιχειρηματολογία είναι η διαδικασία με την οποία ο μαθητής 

συνδέει λογικά τη μαθηματική συζήτηση που αναπτύσσεται. Αν και υπάρχουν ομοιότητες μεταξύ 

επιχειρηματολογίας και απόδειξης το ‘δομικό κενό’ (structural gap) (Duval, 1995) μεταξύ των δυο 

διαδικασιών οφείλεται τόσο στην δομή όσο και στο περιεχόμενο τους. Κατά τη διάρκεια της 

λύσης ενός προβλήματος «μια απλή ερώτηση μπορεί να έχει την αξία ή τη δύναμη ενός 

επιχειρήματος», καθώς επιχείρημα μπορεί να είναι ακόμα και «ένα παράδειγμα, ένας ορισμός, ή 

ένας κανόνας» (Duval, 1999). 

Ο Duval (1995) κάνει μια σαφή διάκριση μεταξύ της επιχειρηματολογίας και της απόδειξης. «Η 

δομή της απόδειξης για τον Duval περιέχει βήματα τα οποία συνδέονται με μια ‘διαδικασία 
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ανακύκλωσης’ (recycling process) (Duval, 1992-1993): το συμπέρασμα ενός βήματος 

χρησιμεύει ως όρος εισαγωγής στο επόμενο βήμα» (Pedemonte, 2007, p.24). Αντίθετα, στην 

επιχειρηματολογία, τα συμπεράσματα είναι βασισμένα στο περιεχόμενο μιας δήλωσης που 

περιέχει το είδος συλλογισμού που εμφανίζεται αυθόρμητα σε κάθε κατάσταση στο οποίο 

είναι αναγκαία μια αιτιολόγηση με στοιχεία άτυπης γλώσσας. Θεωρεί ότι η 

επιχειρηματολογία είναι βασισμένη στη δομή της γλώσσας και στις αναπαραστάσεις του μαθητή.  

 

 
 

Σχήµα 2.3. Η µετάβαση από τις προτάσεις εισόδου στη νέα πρόταση (Duval, 1996) 
  
Η δομή της απόδειξης στηρίζεται στο θεωρητικό πεδίο. Σε μια παραγωγική απόδειξη οι 

προτάσεις δε συσχετίζονται η μία με την άλλη για τη σημασιολογική αξία τους αλλά μόνο 

δυνάμει της «λειτουργικής θέσης» (status opératoire), δηλαδή (Duval, 1991, 1996):  

� προτάσεις εισόδου (entry propositions): υποθέσεις ή συμπεράσματα ενός 

προηγούμενου βήματος·  

� συμπερασματικοί κανόνες (rules of inference): αξιώματα, θεωρήματα και ορισμοί·  

� νέες προτάσεις (new propositions): το αποτέλεσμα του συμπεράσματος.  

Οι συμπερασματικοί κανόνες μπορεί να είναι αξιώματα, ορισμοί και ήδη αποδεδειγμένα 

θεωρήματα. Το «συμπερασματικό» βήμα είναι το πέρασμα από κάποιες υποθέσεις σε κάποια 

συμπεράσματα λόγω ενός δοθέντος κανόνα, όπως αναπαριστάνεται από τον Duval (1996) στο 

παρακάτω σχήμα.Οι προτάσεις που χρησιμοποιούνται παίζουν μόνο λειτουργικό ρόλο, δηλαδή 

μπορεί αρχικά να είναι υποθέσεις και στη συνέχεια να χρησιμοποιούνται και ως 

συμπερασματικός κανόνας, κάτι που δε συμβαίνει όταν χρησιμοποιούμε επιχειρηματολογία η 

οποία αφορά την ερμηνεία μέσω της φυσικής γλώσσας μιας κατάστασης ως δικαιολόγηση, 

επεξήγηση κλπ. 
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2.2.6.2. Το µοντέλο του Toulmin 

Το μοντέλο του Toulmin (1958) χρησιμοποιείται για να παρέχει ένα θεωρητικό πλαίσιο για την 

ανάλυση των επιχειρημάτων και της απόδειξης των μαθητών. Η φύση της επιχειρηματολογίας 

έχει παραμείνει σταθερή (Corbett, 1986, οπ. αναφ. στο Voss & van Dyke, 2001): το πρόσωπο Α 

ισχυρίζεται μια δήλωση, η οποία αν δεν είναι αυταπόδεικτη μπορεί να χρησιμοποιήσει μια 

πρόταση για να την υποστηρίξει. Αν το πρόσωπο Β διερωτηθεί για την βεβαιότητα ή την αποδοχή 

της υποστηρικτικής πρότασης τότε θα υπάρξει πιθανότατα μια αντι-πρόταση, την οποία το 

πρόσωπο Α θα προσπαθήσει να απορρίψει, οπότε θα επαναλάβουν την λύση. Αυτός ο τύπος του 

διαλόγου με επιχειρηματολογία προκύπτει σε διαφορετικές καταστάσεις, αφού θεωρείται ως 

εργαλείο μάθησης (π.χ., Krummheuer, 1995; Kuhn, 1992).  

Ο Balacheff (1991) υποστηρίζει ότι η κοινωνική αλληλεπίδραση κατά την επίλυση ενός 

προβλήματος μπορεί να ευνοήσει την εμφάνιση επιχειρημάτων στην αποδεικτική διαδικασία. Ο 

Toulmin (1958) πρότεινε ένα μοντέλο για τη δομή επιχειρηματολογίας.  

 

 

 
 

     Σχήµα2.4. Το µοντέλο του Toulmin (1958, p. 104) για την ανάλυση τη δοµής ενός επιχειρήµατος  
 

Η αποδόμηση του επιχειρήματος με το μοντέλο του Toulmin (1958) περιλαμβάνει έξι 

στοιχεία, καθένα από τα οποία έχει διαφορετικό ρόλο στην επιχειρηματολογία: τα δεδομένα, το 

συμπέρασμα ή ισχυρισμό, την εγγύηση, τα υποστηρίγματα, το χαρακτηρισμό και τη διάψευση. 

� Τα δεδομένα (data) είναι η βάση –το θεμέλιο− του επιχειρήματος· ένας τύπος 
στοιχείων, γεγονότων ή γενικών πληροφοριών. 

� Το συμπέρασμα (claim) είναι η δήλωση με την οποία κάποιος επιχειρεί να πείσει το 
ακροατήριό του.  
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� Η εγγύηση (warrant) αιτιολογεί τη σύνδεση μεταξύ δεδομένων και συμπεράσματος, 
αποτελώντας το «λογικό γεφύρωμα» (Toulmin 1958, p.90) μεταξύ τους. Στην 
περίπτωση της αποδεικτικής διαδικασίας −ως επιμέρους περίπτωσης μιας 
επιχειρηματολογίας− η εγγύηση είναι ένα αξίωμα, ένας ορισμός ή ένα θεώρημα σε μια 
ειδική θεωρία. Ο ρόλος της εγγύησης είναι ουσιαστικός για την ισχύ του 
επιχειρήματος. 

� Η εγγύηση στηρίζεται στα υποστηρίγματα (backing) που παρουσιάζουν τα περαιτέρω 
στοιχεία, δηλαδή τις επιπρόσθετες πληροφορίες που παρέχονται προκειμένου να 
υποστηριχθεί η εγγύηση. Η εγγύηση είναι το στοιχείο που εξηγεί γιατί τα δεδομένα 
εύλογα στηρίζουν τον ισχυρισμό και δημιουργεί τη σύνδεση ανάμεσα στα δεδομένα 
και τα συμπεράσματα.  

� Ο χαρακτηρισμός (qualifier) αφορά το συμπέρασμα, εκφράζοντας το βαθμό 
εμπιστοσύνης της εγγύησης (Toulmin 1958, p. 94).   

� Η διάψευση (rebuttal) ενδεχομένως αντικρούει το συμπέρασμα, δηλώνοντας τις 
συνθήκες υπό τις οποίες δεν έχει ισχύ.  

Στο πεδίο των μαθηματικών ο Krummheuer (1995) εφάρμοσε μια περιορισμένη μορφή του 

αρχικού μοντέλου παραλείποντας τη διάψευση και το χαρακτηρισμό, καθώς θεώρησε ότι δεν 

έχουν σχέση με τα μαθηματικά επιχειρήματα. Ορισμένοι ερευνητές (π.χ, Inglis, Ramos & Simpson, 

2007) υποστηρίζουν ότι η διάψευση και ο χαρακτηρισμός είναι σημαντικά στοιχεία, ειδικά στην 

επιχειρηματολογία που αναπτύσσεται σε μαθηματικά ανώτερου επιπέδου. Οι περισσότεροι 

ερευνητές στο χώρο της διδακτικής των μαθηματικών έχουν όμως υιοθετήσει το «μειωμένο 

σχήμα» στη μελέτη της επιχειρηματολογίας των μαθητών αναφορικά με την ανάλυση δομής 

επιχειρημάτων λογικού παραγωγικού συλλογισμού (Hoyles & Kuchemann, 2002; Weber and 

Alcock, 2005), επιχειρημάτων στη γεωμετρία (Knipping, 2003; Pedemonte, 2005) και στην 

απόδειξη (Yackel, 2001), σχήμα το οποίο υιοθετείται και στην παρούσα μελέτη. Η Pedemonte 

(2007) εξέτασε τη δομή των επιχειρημάτων που αναπτύσσουν οι μαθητές και διαπίστωσε ότι 

διατυπώνουν διαφορετικούς τύπους επιχειρημάτων (π.χ. παραγωγικά, απαγωγικά και επαγωγικά 

επιχειρήματα). Τα επιχειρήματα αυτά έχουν άμεση σχέση με το είδος συλλογισμού που 

αναπτύσσουν.  

2.2.6.3.Είδη συλλογισµού των µαθητών   

Κατά τη διαδικασία επίλυσης προβλήματος, οι μαθητές αναπτύσσουν διάφορα είδη 

συλλογισμού, μεταξύ των οποίων τον επαγωγικό (inductive), παραγωγικό (deductive), απαγωγικό 

(abductive), και μετασχηματιστικό (transformational) συλλογισμό (Harel & Sowder, 1998; Peirce, 

1992; Simon, 1996).   

Ο Simon (1996) ορίζει το μετασχηματιστικό συλλογισμό «ως τη νοητική ή φυσική εκτέλεση 

(enactment) μιας διαδικασίας ή μιας σειράς διαδικασιών σε ένα αντικείμενο ή σύνολο 
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αντικειμένων που επιτρέπει σε κάποιον να προβλέψει τους μετασχηματισμούς στους οποίους 

αυτά τα αντικείμενα υποβάλλονται καθώς και το σύνολο των αποτελεσμάτων αυτών των 

διαδικασιών» (p.201). Ένας μαθητής αναπτύσσει μετασχηματιστικό συλλογισμό όταν προβλέπει 

ενέργειες και διαδικασίες που απαιτούνται για την επίλυση ενός προβλήματος, όταν δηλαδή 

μπορεί να χειρίζεται μια εικόνα νοητικά. Η έννοια του μετασχηματιστικού συλλογισμού έχει 

πολλά κοινά σημεία με την έννοια των «προβλέψιμων εικόνων» (anticipatory images)  των Piaget 

& Inhelder (1956). Επομένως, σχετίζεται με την ανάπτυξη της διορατικότητας εκ μέρους του 

μαθητή (van Hiele, 1986; Hoffer, 1983).  

Από την άλλη ο απαγωγικός συλλογισμός αναπτύσσεται «όταν υποθέτουμε κάτι που είναι 

διαφορετικό από αυτό που έχουμε παρατηρήσει άμεσα, και συχνά κάτι το οποίο θα ήταν 

αδύνατο να παρατηρήσουμε άμεσα» (Peirce, 1960 οπ. αναφ. στο Ferrando, 2005, p.7). Ο 

απαγωγικός συλλογισμός κατά τον Peirce (1960), προκύπτει όταν κάποιος εξάγει από τα 

αποτελέσματα την αιτία. Δηλαδή «παρατηρεί τα γεγονότα και αναζητά μια θεωρία για να τα 

εξηγήσει […] ο γενικός τύπος της απαγωγής είναι: το γεγονός Α παρατηρείται, αν το Γ ήταν 

αληθές τότε το Α θα μπορούσε να ήταν αληθές, έτσι είναι λογικό να υποθέσουμε ότι το Γ είναι 

αληθές» (Peirce, 1960, p. 372). Ενώ επαγωγικό συλλογισμό αναπτύσσει ένας μαθητής, όταν από 

μια ειδική περίπτωση εξάγει έναν γενικό κανόνα, και παραγωγικό συλλογισμό όταν από έναν 

κανόνα κάθε ειδική περίπτωση. Σύμφωνα με τον Simon (1996), «η αποτελεσματική μαθηματική 

επίλυση του προβλήματος περιλαμβάνει συντονισμένη χρήση του μετασχηματιστικού, του 

επαγωγικού και του παραγωγικού συλλογισμού. Επιπλέον, ο μετασχηματιστικός συλλογισμός 

επικαλύπτεται σε πολλές περιπτώσεις και από τον επαγωγικό και παραγωγικό συλλογισμό» 

(p.204).  

2.2.6.4. Συγκριτική µελέτη  των εννοιών της  αφαίρεσης, επαγωγής, υπόθεσης 

Στο έργο του «Αφαίρεση, Επαγωγή, Υπόθεση» («Deduction, Induction, Hypothesis») ο Peirce 

(1906) επισημαίνει ότι οι μορφές της επαγωγής και της υπόθεσης οργανώνονται ως εξής.  

Η αφαίρεση είναι το αποτέλεσμα (συμπέρασμα) που προκύπτει από έναν κανόνα και την 

ειδική περίπτωση. Η επαγωγή είναι το συμπέρασμα, δηλαδή ο κανόνας που προκύπτει από την 

ειδική περίπτωση και το αποτέλεσμα. Η επαγωγή είναι γενικά εμπειρικής φύσης.  

Για τον Peirce (ο.π.) «επαγωγικό συμπέρασμα» σημαίνει ότι με την παρατήρηση μόνο κάποιου 

αριθμού αντικειμένων μιας ορισμένης κλάσης μπορούμε να συμπεράνουμε τι ισχύει για κάθε 

μέλος του συνόλου της κλάσης των αντικειμένων. Η υπόθεση (απαγωγή) είναι το συμπέρασμα 
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μιας περίπτωσης από έναν κανόνα και ένα αποτέλεσμα. Η απαγωγή είναι η υπόθεση «μιας 

γενικής αρχής στην οποία καταλήγουμε από την παρατήρηση κάποιων γεγονότων για να 

συμπεριλάβουμε αυτά τα γεγονότα» (Ferrando, 2005, p.7) 

Ο Peirce (1992) παρουσιάζει ορισμένα παραδείγματα για να εξηγήσει τις διαφορές μεταξύ των 

τριών μορφών συμπερασματολογίας, καθώς και τον διαφορετικό ρόλο και τις σχέσεις μεταξύ του 

κανόνα, του αποτελέσματος και της περίπτωσης σε κάθε μορφή συλλογισμού: 

Πίνακας 2.7. Παραδείγµατα αφαίρεσης, επαγωγής και απαγωγής (1992, p.188) 

Αφαίρεση Κανόνας (Rule) – όλα τα φασόλια από αυτή την τσάντα είναι άσπρα 

Περίπτωση (Case) – αυτά τα φασόλια είναι από αυτή την τσάντα 

Αποτέλεσμα (Result) – αυτά τα φασόλια είναι άσπρα 

Επαγωγή Περίπτωση – αυτά τα φασόλια είναι από αυτή την τσάντα 

Αποτέλεσμα – αυτά τα φασόλια είναι άσπρα 

Κανόνας – όλα τα φασόλια από αυτή την τσάντα είναι άσπρα 

Απαγωγή Κανόνας – όλα τα φασόλια από αυτή την τσάντα είναι άσπρα 

Αποτέλεσμα – αυτά τα φασόλια είναι άσπρα 

Περίπτωση – αυτά τα φασόλια είναι από αυτή την τσάντα. 

 

Ο Peirce (1992) υποστηρίζει ότι η επαγωγή και η απαγωγή είναι δύο ξεχωριστοί τύποι 

συλλογισμού. Και η απαγωγή και η επαγωγή είναι «συνθετικές» μέθοδοι  υπό την έννοια ότι κάτι 

που δεν υπονοείται στην υπόθεση περιλαμβάνεται στο συμπέρασμα. Η διαφορά μεταξύ των δύο 

βρίσκεται στα αποτελέσματα των συμπερασμάτων. 

Ειδικότερα ο Peirce (1998/1901) θεωρεί ότι η μέθοδος απαγωγής και επαγωγής  είναι 

«αντίστροφες» η μία προς την άλλη:  

«Η απαγωγή έχει αφετηρία τα γεγονότα [π.χ. παρατηρήσεις], και […] εκκινεί από την 

αντίληψη ότι απαιτείται μια θεωρία για να εξηγήσει τα γεγονότα. Η απαγωγή 
[επομένως] αναζητά μια θεωρία [και] η εκτίμηση των γεγονότων προτείνει την υπόθεση. 

Η επαγωγή ξεκινά από μια υπόθεση [υποτιθέμενη θεωρία] [π.χ. την παρατήρηση], χωρίς 

να έχει αφετηρία οποιαδήποτε ιδιαίτερα γεγονότα ενώ αντιλαμβάνεται την ανάγκη των 
γεγονότων για να υποστηριχθεί η θεωρία. Η επαγωγή [επομένως] αναζητά τα γεγονότα 

[και] η μελέτη της υπόθεσης προτείνει πειράματα που φέρνουν στο φως τα ίδια τα 

γεγονότα στα οποία η υπόθεση είχε αποδειχθεί» (p. 106). 
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Όταν ένας μαθητής αναπτύσσει ένα επιχείρημα, αυτό δεν περιλαμβάνει πάντα παραγωγικό 

συλλογισμό, αφού μπορεί να περιέχει, για παράδειγμα, εμπειρικά ή οπτικά στοιχεία είτε 

εξηγήσεις. 

Η Pedemonte (2007) εξετάζοντας τη δομή των επιχειρημάτων των μαθητών διαπίστωσε ότι 

αναπτύσσουν παραγωγικά, απαγωγικά και επαγωγικά επιχειρήματα.  

Η επαγωγική επιχειρηματολογία έχει δομή που απέχει από τη δομή μιας παραγωγικής 

απόδειξης σε αυτή την περίπτωση, μια σύνδεση μεταξύ της επιχειρηματολογίας και της 

απόδειξης μπορεί να βρεθεί μόνο όταν η επιχειρηματολογία περιέχει τη «γενική περίπτωση».  

Οι Harel & Tall (1991) παρέχουν τον εξής ορισμό για την γενίκευση:  

«Ο όρος “γενίκευση” χρησιμοποιείται τόσο μέσα όσο και έξω από τα μαθηματικά· 

σημαίνει τη διαδικασία εφαρμογής ενός δεδομένου επιχειρήματος σε ένα ευρύτερο 

πλαίσιο» (p.38).  

Επομένως η γενίκευση μπορεί να θεωρηθεί μέρος της απόδειξης, μια τεχνική σχετική με το 

επιχείρημα. Κατά συνέπεια, αν η απόδειξη θεωρείται «πειστικό επιχείρημα», η γενίκευση μπορεί 

να θεωρηθεί αποδεικτική μέθοδος. Ο Mason (1980) θεωρεί τη γενίκευση μια από τις «βασικές 

διαδικασίες στην καρδιά της μαθηματικής σκέψης» (p.8). Την τοποθετεί στο πλαίσιο της 

ειδίκευσης και του συλλογισμού με τον ακόλουθο τρόπο: 

ειδίκευση – με συγκεκριμένα παραδείγματα ώστε να προσπαθήσουμε να 

ανακαλύψουμε τι σημαίνει και να κατανοήσουμε πώς συνεχίζεται. 

γενίκευση – προσπάθεια να αρθρώσουμε τον υπονοούμενο γενικό κανόνα.  

συλλογισμός – παραγωγή ενός επιχειρήματος για να ελεγχθεί ότι η άρθρωση του 

γενικού κανόνα ισχύει  (p.8) 
Από αυτή την άποψη, η γενίκευση πραγματοποιείται πριν από την κατασκευή μιας απόδειξης, 

και η απόδειξη εδώ ταξινομείται κάτω από το συλλογισμό και περιλαμβάνει την παραγωγή ενός 

επιχειρήματος που επικυρώνει τη γενίκευση. 

Προκειμένου μια απαγωγική επιχειρηματολογία να μετασχηματιστεί σε απόδειξη, η δομή 

πρέπει να αντιστραφεί. Μόνο η παραγωγική επιχειρηματολογία μπορεί να μετασχηματιστεί σε 

παραγωγική απόδειξη. Η σύγκριση μεταξύ μιας επιχειρηματολογίας και της επακόλουθης 

απόδειξης μπορεί να πραγματοποιηθεί εξετάζοντας το περιεχόμενό τους (λέξεις, εκφράσεις, 

θεωρητικό πλαίσιο αν υπάρχει) και/ή τη δομή τους.  

Ο Peirce (1998/1903) θεωρεί ότι «η αφαίρεση είναι ο μόνος αναγκαίος  συλλογισμός» (p. 205). 

Η αφαίρεση έχει αφετηρία τα γεγονότα (υποθετικές διατυπώσεις, ή γενικούς κανόνες) και 

οδηγείται στα ιδιαίτερα συμπεράσματα μέσα από ορισμένους καθορισμένους κανόνες λογικής.  
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Οι Hiebert & Lefevre (1986) χρησιμοποίησαν τον όρο αφαιρετικότητα (abstractness) για να 

προσδιορίσουν το βαθμό στον οποίο η γνώση του υποκειμένου απελευθερώνεται από το ειδικό 

πλαίσιο, η εφαρμοσιμότητά της αυξάνεται σε διαφορετικές καταστάσεις και γίνεται πιο γενική 

(στο White & Mitchelmore, 2010, p. 206). Ανάλογη είναι και η άποψη του Skemp (1986), ο οποίος 

υποστηρίζει ότι  

η αφαιρετικότητα (abstractness) είναι η δραστηριότητα μέσω της οποίας 

πληροφορούμαστε για τις ομοιότητες […] των εμπειριών μας. Η ταξινόμηση (classifying) 

είναι η συλλογή αυτών των εμπειριών που έχουν συγκεντρώσει αυτές τις ομοιότητες. Η 

αφαίρεση είναι ένα είδος ικανότητας της αφαιρετικότητας [του ατόμου] να αναγνωρίζει 

εμπειρίες που έχουν ομοιότητες με κάποια προηγούμενη κατηγορία. Η διαφορά μεταξύ 

αφαιρετικότητας και αφαίρεσης έγκειται στο ότι η πρώτη είναι μια δραστηριότητα ενώ 

η δεύτερη είναι το προϊόν της δραστηριότητας, το οποίο καλούμε έννοια (p. 21). 

Επομένως «μια έννοια (π.χ. ορισμοί, απόδειξη) είναι το τελικό προϊόν […] μιας δραστηριότητας 

μέσω της οποίας πληροφορούμαστε για τις ομοιότητες […] των εμπειριών μας» White & 

Mitchelmore, 2010, p. 206).  

Με την άποψη του Skemp (ο.π.) συμφωνεί ο Freudenthal (1991), ο οποίος υποστηρίζει ότι η 

εκμάθηση και διδασκαλία των μαθηματικών πρέπει να είναι μια δραστηριότητα 

μαθηματικοποίησης της καθημερινής εμπειρίας των μαθητών, δηλαδή ανάπτυξης της 

αφαιρετικής ικανότητάς τους μέσω των μορφών: (1) της οριζόντιας μαθηματικοποίησης 

(horizontal mathematization), δηλαδή του μετασχηματισμού του προβλήματος από τον 

πραγματικό κόσμο στον κόσμο των συμβόλων, και (2) της κάθετης μαθηματικοποίησης (vertical 

mathematization), δηλαδή της ανάπτυξης των μαθηματικών ιδεών (στο White & Mitchelmore, 

2010, p. 206).   

Η έννοια της γεωμετρικής απόδειξης συνδέεται με τη θεωρία της γεωμετρίας, η οποία με τη 

σειρά της συνδέεται με την έννοια του παραγωγικού συλλογισμού ή, αλλιώς, «συστηματικής 

δομής» (Hanna & Janke, 2002), συνδυάζοντας ευρετικές και λογικές διαδικασίες.  

2.2.6.5.Αιτιολόγηση και επιχειρηµατολογία  

Όροι όπως επεξήγηση, δικαιολόγηση, αιτιολόγηση, απόδειξη χρησιμοποιούνται στη 

βιβλιογραφία προκειμένου να υποδειχθεί ο τρόπος με τον οποίο κάποιος προσπαθεί να πείσει 

άλλους για την αλήθεια μιας μαθηματικής δήλωσης (π.χ, Bell, 1976a, b; Balacheff, 1988;  

Marrades & Gutiérrez, 2000; Harel & Sowder, 1998, 2007; Harel, 2008). Σύμφωνα με την Rodd 

(2000) μια αιτιολόγηση (justification) είναι ένα επιχείρημα που επιδρά στη διαισθητική αντίληψη 

κάποιου, δηλαδή προσφέρει ένα λόγο, μια αιτία γιατί ένας ισχυρισμός (claim) θα μπορούσε να 
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είναι αληθής. Η διαφορά της αιτιολόγησης από την εγγύηση είναι ότι η δεύτερη «είναι ένα 

επιχείρημα που πείθει κάποιον ότι ο ισχυρισμός είναι αναμφίβολα αληθής» (Viholainen, 2008, 

p.18).  

2.2.6.6.Κατηγορίες αιτιολογήσεων  

Ο Bell (1976a, b) επισήμανε δύο τύπους αιτιολογήσεων των μαθητών σε προβλήματα που 

είχαν στόχο την απόδειξη της δήλωσης: την εμπειρική αιτιολόγηση (empirical justification) και την 

παραγωγική αιτιολόγηση (deductive justification).  

Πίνακας 2.8. Κατηγορίες αιτιολογήσεων (Bell, 1976a, b) 

Εμπειρική αιτιολόγηση Παραγωγική αιτιολόγηση 

Χαρακτηρίζεται από τη χρήση  

παραδειγμάτων ως στοιχείο πειθούς 

Χαρακτηρίζεται από τη χρήση παραγωγικού 

συλλογισμού για τη σύνδεση των δεδομένων με 

τα συμπεράσματα. 

 

Σε κάθε κατηγορία ο Bell επισήμανε ένα πλήθος τύπων αιτιολογήσεων. Συγκεκριμένα ανέλυσε 

το σύνολο των παραδειγμάτων που χρησιμοποιήθηκαν από τους μαθητές κατά την εμπειρική 

αιτιολόγηση και εξέτασε σε ποιο βαθμό επιβεβαιώνουν τη δήλωση. Οι τύποι των παραγωγικών 

επιχειρημάτων βασίζονται στο βαθμό πληρότητας του παραγωγικού επιχειρήματος. 

Ο Balachef (1988) ομοίως, έχει προτείνει μια διάκριση ανάμεσα στην πραγματολογική ή 

εμπειρική (pragmatic) απόδειξη και τη νοητική ή εννοιολογική (conceptual) απόδειξη. Σύμφωνα 

με τον Balacheff (1988, p.217), οι εμπειρικές αιτιολογήσεις βασίζονται στη χρήση παραδειγμάτων 

ή δράσεων /ενεργειών.  

Διακρίνουμε τρεις τύπους εμπειρικών αποδείξεων και δυο εννοιολογικών, όπως φαίνεται στον 

παρακάτω πίνακα. 

 

Πίνακας 2.9. Εµπειρικές και νοητικές αποδείξεις (Balacheff, 1988, p.217). 

Εμπειρικές αποδείξεις (pragmatic proofs – preuve5 
pragmatique) 

Εννοιολογικές αποδείξεις (intellectual 
proofs) 

Είναι εκείνες που βασίζονται στις 

αποτελεσματικές ενέργειες που 
πραγματοποιούνται στις αναπαραστάσεις των 

μαθηματικών αντικειμένων. 

Βασίζονται σε αφηρημένες διατυπώσεις 

των ιδιοτήτων και των σχέσεων μεταξύ 
των ιδιοτήτων. 

                                                        
5 Η γαλλική γλώσσα επιτρέπει μια διάκριση μεταξύ του prevue –μια εξήγηση αποδεκτή από μια δεδομένη 

κοινότητα σε μία δεδομένη στιγμή– και του démonstration – μια μαθηματική απόδειξη βασισμένη στον 
παραγωγικό συλλογισμό.   
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Αφελής 

εμπειριο- 

κρατία 

(naïve 

empiricism)   

Κρίσιμο 

πείραμα 

(crucial 

experiment) 

Γενικό παράδειγμα 

(generic example) 

Πειράματα σκέψης 

(thought 

experiment) 

Συμβολικοί 

υπολογισμοί 

Η δήλωση 
που 

πρόκειται 

να 

αποδειχτεί 

ελέγχεται 

μέσα σε 

λίγα, 

μάλλον 

τυχαία, 

παραδείγ-
ματα. 

 

Η δήλωση 
ελέγχεται με 

ένα 

προσεκτικά 

επιλεγμένο 

παράδειγμα 

όχι τυχαίο.  

Η αιτιολόγηση 
βασίζεται σε 

λειτουργίες ή 

μετασχηματισμούς 

σε ένα παράδειγμα 

που επιλέγεται σαν 

αντιπροσωπευτικό 

μιας κλάσης 

αντικειμένων.  

Οι ενέργειες ή 
δράσεις 

εσωτερικεύονται και 

αποσπώνται από τα 

ειδικά παραδείγματα 

που είναι ενδεικτικά 

με κάποιον άλλον 

τρόπο παρά από τα 

αποτελέσματα της 

χρήσης τους 

Η 
αιτιολόγηση 

είναι βασισμένη 

στη χρήση των 

μετασχηματισμ

ών ή των 

τυποποιημένων 

συμβολικών 

εκφράσεων. 

 

Οι πραγματολογικές/εμπειρικές αποδείξεις είναι ουσιαστικά αποδείξεις σε ένα επίπεδο 

πραξιακό/εικονικό (enactive/iconic), που στηρίζονται δηλαδή σε «ενέργειες» (enactive) ή σε 

εικόνες («εικονικές»), και θα μπορούσαν να χαρακτηριστούν αποδείξεις δράσης (Semadeni, 

1984).  

Ένα θεώρημα-εν-δράσει (theorem-in-action), (Vergnaud, 1996), είναι ένας τύπος εμπειρικής 

απόδειξης η οποία εκφράζεται «με προτάσεις που το υποκείμενο θεωρεί αληθινές για μια 

κατηγορία μεταβλητών καταστάσεων ή σε συσχέτιση με τον πραγματικό κόσμο» (p. 225). Οι 

έννοιες-εν-δράσει είναι ουσιώδεις συνιστώσες των θεωρημάτων- εν- δράσει. Όπως ισχυρίζεται ο 

Vergnaud (1996) «δεν υπάρχει κανένα θεώρημα- εν- δράσει χωρίς μια έννοια- εν- δράσει και 

αντίστροφα, δεδομένου ότι δεν υπάρχει κανένα θεώρημα χωρίς μια έννοια» (p. 225). 

Το γενικό παράδειγμα παίζει σημαντικό ρόλο στη μετάβαση από τις πραγματολογικές 

αποδείξεις στις εννοιολογικές αποδείξεις.  

Οι εννοιολογικές αποδείξεις είναι συμβολικής φύσης και στηρίζονται «στις διατυπώσεις των 

ιδιοτήτων» (Sacristan & Sanchez, 2002, p. 170). Δε βασίζονται σε ενέργειες αλλά «απαιτούν αυτή 

την γνώση που ανακλάται σ’ αυτές και η παραγωγή τους προϋποθέτει αναγκαστικά τη χρήση της 

γλώσσας που εκφράζει (αποσυνδεδεμένη από τις ενέργειες) τα αντικείμενα, τις ιδιότητές τους και 

τις σχέσεις τους» (Sacristan & Sanchez, 2002, p.170). Η κατηγορία των εννοιολογικών 

αιτιολογήσεων περιέχει τα πειράματα σκέψης (thought experiment) στα οποία οι ενέργειες ή 
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δράσεις εσωτερικεύονται και αποσπώνται από τα ειδικά παραδείγματα και τους συμβολικούς 

υπολογισμούς. Επομένως η αιτιολόγηση είναι βασισμένη στη χρήση των μετασχηματισμών ή των 

τυποποιημένων συμβολικών εκφράσεων.  

 Η πορεία από την εμπειρική στην εννοιολογική απόδειξη περιλαμβάνει μετασχηματισμούς 

στην γλώσσα του μαθητή.   

Με άλλα λόγια, οι εμπειρικές αποδείξεις είναι βασισμένες στις ενέργειες, ενώ η χρήση της 

λειτουργικής γλώσσας (που περιλαμβάνει ένα συγκεκριμένο λεξιλόγιο και συμβολισμό) και μια 

νοητική εμπειρία (όπου οι πράξεις εσωτερικεύονται) χαρακτηρίζουν τη μετάβαση προς τις 

εννοιολογικές. «Η μετάβαση από την εμπειρική απόδειξη στην εννοιολογική απόδειξη με 

κατάληξη στη μαθηματική απόδειξη περιέχει τρεις συνιστώσες (/στοιχεία): τη γνώση σε επίπεδο 

πρακτικής (knowledge in terms of practices or levels-of-action component), τη γλώσσα ή τη 

διατύπωση (language or formulation component) και την επικύρωση (validation component), 

περιλαμβανομένων όλων των τύπων της λογικής που υπονοούνται από τις παραγόμενες 

αποδείξεις» (Sacristan & Sanchez, 2002, p. 171). 

Τα σχήματα απόδειξης (Proof schemes) «ταξινομούν τις αποδείξεις σύμφωνα με τις ιδιότητές 

τους ή το επίπεδο τυπικότητας προκειμένου να παράσχουν θεωρητική υποστήριξη για τις 

εμπειρικές μελέτες στοχεύοντας στην ερμηνεία της συμπεριφοράς των μαθητών όταν 

κατασκευάζουν μια απόδειξη» (Harel, 2008, p. 489).  

Ως εκ τούτου διαφέρουν από την έννοια της απόδειξης (proof) η οποία ορίζεται από τον Harel 

(2008) ως «ένα ειδικό επιχείρημα που κάποιος παράγει για να διαβεβαιώσει κάποιον ή να πείσει 

άλλους ότι ένα ισχυρισμός είναι αληθής» (p. 489) καθώς και από την αποδεικτική δράση (proving 

act) η οποία ορίζεται «ως η νοητική ενέργεια (mental act) που υιοθετεί ένα πρόσωπο ή κοινότητα 

για να άρει τις αμφιβολίες σχετικά με την αλήθεια ενός ισχυρισμού» (Harel, 2008, p. 489). 

Είναι σαφές ότι το αποτέλεσμα των νοητικών ενεργειών ενός ατόμου σηματοδοτεί τον τρόπο 

κατανόησής του. Έτσι σύμφωνα με τον Harel (2008), «η απόδειξη είναι ο τρόπος κατανόησης του 

ατόμου, ενώ το αποδεικτικό σχήμα είναι ο τρόπος σκέψης του». Το παρακάτω σχήμα αναπαριστά 

τη διασύνδεση / σχέση μεταξύ της αποδεικτικής δράσης, του προϊόντος της απόδειξης και των 

γνωστικών χαρακτηριστικών της απόδειξης που παράγει κάποιος.  



 - 84 - 

 

Σχήµα 2.5. Αποδεικτική δράση-απόδειξη-αποδεικτικό σχήµα (Harel, 2008, p.490) 
 

Οι Harel & Sowder (1998, 2007), Sowder & Harel (1998), Harel (2008) κατέταξαν τα «σχήματα 

απόδειξης» (proof schemes) των μαθητών σε τρεις μεγάλες κατηγορίες, καθεμιά από τις οποίες 

αντιπροσωπεύει ένα γνωστικό επίπεδο. Συγκεκριμένα διακρίνουμε:  

Σχήματα εξωτερικής πειθούς (schemes of external conviction): είναι σχήματα που οι μαθητές 

σχηματίζουν όταν δεν είναι σίγουροι για τις ικανότητές τους και για το ότι μπορούν να 

δημιουργήσουν μόνοι τους μαθηματικά. Η αιτιολόγηση είναι βασισμένη στην αυθεντία μιας 

πηγής εξωτερικής από τους μαθητές, όπως ο δάσκαλος ή το σχολικό εγχειρίδιο. Η αμφιβολία για 

τη φαινομενική εγκυρότητα μιας παρατήρησης αίρεται μέσω  

� του τυπικού σχήματος (ritual scheme): τυπική μορφή επιχειρήματος, π.χ. οι αποδείξεις 

στη γεωμετρία πρέπει να έχουν τη μορφή δύο στηλών·  
� του σχήματος της αυθεντίας (authoritarian scheme): εκφράσεις που προέρχονται από 

μια αυθεντία·  
� του δομικού σχήματος (structural scheme): συμβολική μορφή επιχειρημάτων.   

  

Εμπειρικά σχήματα (empirical schemes): αφορούν εμπειρικές αποδείξεις που προέρχονται 

από εμπειρικούς τρόπους (π.χ. μετρήσεις) που οι μαθητές εφαρμόζουν προκειμένου να 

καταλήξουν σε εικασίες (δηλαδή βασισμένες σε παραδείγματα ή σε ενέργειες) ή όταν συνάγονται 

αποτελέσματα αντιληπτικού τύπου. Διακρίνονται δύο τύποι:  

� επαγωγικά σχήματα (inductive schemes): οι μαθητές πείθονται και πείθουν με χρήση 

εμπειρικών μετρήσεων·  
� αντιληπτικά σχήματα (perceptual schemes): αντιληπτικές δραστηριότητες που όμως 

αποτυγχάνουν να μετασχηματίσουν αντικείμενα και να προβλέψουν τα αποτελέσματα 

των μετασχηματισμών.  

Παραγωγικού τύπου αποδεικτικά σχήματα (Harel, 2008, p.491)  ή αναλυτικά σχήματα 

(analytical schemes) είναι η τρίτη κατηγορία σχημάτων με τα οποία οι μαθητές επιτυγχάνουν, 

πλέον να προσδώσουν εγκυρότητα σε ισχυρισμούς, να μετασχηματίσουν αντικείμενα αλλά και να 

πετύχουν/ προβλέψουν τα αποτελέσματα αυτών των λειτουργιών. Η αιτιολόγηση βασίζεται σε 

γενικά παραδείγματα ή νοητικές λειτουργίες που καταλήγουν (result in) ή μπορούν να 

καταλήξουν σε τυπικές μαθηματικές αποδείξεις. Διακρίνουμε  
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� Μετασχηματιστικά σχήματα (transformational schemes): όταν οι παρατηρήσεις 

περιλαμβάνουν λειτουργίες με αντικείμενα και πρόβλεψη των αποτελεσμάτων αυτών 

των λειτουργιών αυτών των αντικειμένων. Τα βασικά χαρακτηριστικά είναι η 

γενίκευση, η λειτουργική σκέψη και τα λογικά συμπεράσματα. Η γενίκευση έχει να 

κάνει με την κατανόηση ότι ο στόχος είναι να δικαιολογηθεί «ένα γενικό» επιχείρημα 

και όχι οι μεμονωμένες περιπτώσεις, ενώ καμία εξαίρεση δεν γίνεται αποδεκτή. Η 

λειτουργική σκέψη εμφανίζεται όταν ένα υποκείμενο διαμορφώνει στόχους και 
υποστόχους και προσπαθεί να προβλέψει τα αποτελέσματά τους κατά την 

αποδεικτική διαδικασία. Τέλος, όταν ένα υποκείμενο έχει αναπτύξει την κατανόηση,  η 

μαθηματική αιτιολόγηση γίνεται με βάση τους λογικούς κανόνες συμπεράσματος. 

� Νέα αξιωματικά σχήματα (modern axiomatic schemes): όταν το υποκείμενο  

αντιλαμβάνεται ότι η μαθηματική αιτιολόγηση προκύπτει υπό όρους αξιωμάτων και 

προτάσεων. Το σχήμα αυτό περιλαμβάνει όλα τα προηγούμενα χαρακτηριστικά.  

Οι Harel & Sowder (2009) υποστηρίζουν ότι η κατηγοριοποίηση των σχημάτων απόδειξης δεν 

είναι ιεραρχική, αλλά θα μπορούσε να θεωρηθεί ως «ένα πιθανό μοντέλο ανάπτυξης του 

υποκειμένου» (p. 488), πώς δηλαδή τα υποκείμενα αποδεικνύουν ή δικαιολογούν, πιο 

συγκεκριμένα, πώς αιτιολογούν στους εαυτούς τους ή πείθουν τους άλλους για την αλήθεια μιας 

μαθηματικής παρατήρησης. 

Τα προβλήματα στα οποία οι μαθητές εμπλέκονται αποτελούν ένα σημαντικό μέσο για τη 

μετάβαση από την πρώτη στην τρίτη μορφή αποδεικτικών σχημάτων (Olivero, 2002). Οι μαθητές 

τώρα έχουν αποκτήσει την ικανότητα να γενικεύσουν τις εικασίες τους και να εκτελέσουν 

νοητικές διαδικασίες μέσω του παραγωγικού συλλογισμού. Τα σχήματα που προτείνουν οι 

ερευνητές αποτελούν μια σύνδεση μεταξύ επιχειρηματολογίας και απόδειξης.  

Επομένως ένα σημαντικό ζήτημα είναι πώς οι μαθητές θα μετακινηθούν από το πρώτο στο 

τρίτο επίπεδο, δηλαδή από τα σχήματα εξωτερικής πειθούς, στα οποία είναι φορείς ιδεών άλλων, 

στα αναλυτικά σχήματα, που αφορούν τις δικές τους μετασχηματιστικές διαδικασίες σκέψης.   

2.2.7.Μάθηση βασισµένη στη θεωρία των van Hiele  

Εξετάζοντας τη θεωρία των van Hiele (1986) και τη θεωρία του Piaget (1934) υπό το πρίσμα της 

κριτικής, παρατηρείται ότι «μεγάλο μέρος της εργασίας [των van Hiele] έχει τις ρίζες της στη 

θεωρία του Piaget» (van Hiele, 1986, p. 5) και στον κεντρικό ρόλο της ενεργού κατασκευής της 

γνώσης. Ο van Hiele επικεντρώνοντας στις διαφορές της θεωρίας του από εκείνη του Piaget, 

επισημαίνει μεταξύ άλλων: «(α) την ανάγκη να δώσουμε ερεθίσματα στα παιδιά ώστε να 

μεταβούν από το ένα επίπεδο στο επόμενο· (β) τον πολύ σημαντικό ρόλο της γλώσσας στην 

ανάπτυξη της σκέψης· (γ) ότι η μαθησιακή διαδικασία επηρεάζεται από το κοινωνικό και 

πολιτισμικό πλαίσιο μέσα στο οποίο εμφανίζεται, επομένως ο ρόλος του δασκάλου στην 

κατασκευή της γνώσης είναι σημαντικός· (δ) ότι οι δομές του ανώτερου επιπέδου είναι 
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αποτέλεσμα της μάθησης του χαμηλότερου επιπέδου, σε αντίθεση με τον Piaget που πίστευε ότι 

τα παιδιά γεννιούνται έχοντας την υψηλότερη δομή» (pp. 5-6). 

Η Dina van Hiele (Fuys et al., 1984, pp.217-223) εστίασε στην ανάλυση της σχέσης μεταξύ 

μαθητή και αντικειμένου της γεωμετρίας και ως αποτέλεσμα της έρευνας της διατύπωσε τις 

πέντε μαθησιακές φάσεις. Προσδιόρισε δυο περιόδους διδασκαλίας: (1) την εμπειρική περίοδο 

όπου οι μαθητές ενισχύονται με πρακτικές εφαρμογές (άτυπη Γεωμετρία) και (2) την τυπική 

περίοδο κατά τη διάρκεια της οποίας οι μαθητές αναπτύσσουν λογικές δομές (τυπική Γεωμετρία). 

Ένα σημαντικό τμήμα της εμπειρικής φάσης του διδακτικού πειράματος της Dina van Hiele 

περιλάμβανε τη χρήση μετασχηματισμών. 

 Σύμφωνα με την Dina van Hiele –Geldolf (1984)  

Όταν κάποιος πρόκειται να κάνει ένα διδακτικό πείραμα βασισμένος στις μαθησιακές 

διαδικασίες […] πρέπει να φροντίσει οι δραστηριότητες […] να είναι παιδαγωγικά 
δικαιολογημένες. Η διαφορά του διδακτικού πειράματος από ένα πείραμα στις φυσικές 

επιστήμες είναι ότι, ενώ στη δεύτερη περίπτωση οι παράγοντες που επηρεάζουν το 

φαινόμενο μπορεί να απομονωθούν, στο διδακτικό μαθηματικό πείραμα αυτό είναι 
αδύνατο. Ένας επιπλέον παράγοντας είναι η υποκειμενικότητα του παρατηρητή. Στις 

φυσικές επιστήμες αυτή η υποκειμενικότητα εκφράζεται με τις επιλογές των εργαλείων. 

Σε ένα διδακτικό πείραμα που περιλαμβάνει την παρατήρηση ψυχολογικών φαινόμενων 

η υποκειμενική στάση (subjective attitude) του παρατηρητή πρέπει επίσης να εξαλειφθεί 

(p. 5). 
Σύμφωνα με τη θεωρία των van Hiele, ο παραγωγικός συλλογισμός εμφανίζεται στο επίπεδο 3 

ενώ η τυπική αποδεικτική διαδικασία είναι ικανότητα του επόμενου επιπέδου. Οι μαθητές 

χαμηλότερου επιπέδου δεν κατανοούν τη διδασκαλία που απευθύνεται σε υψηλότερα επίπεδα.  

Ο van Hiele (1986) άσκησε κριτική για κάθε τύπο διδασκαλίας γεωμετρίας όπου ο παραγωγικός 

συλλογισμός και η απόδειξη παίζουν σημαντικό ρόλο, αν οι μαθητές δεν έχουν αποκτήσει την 

ικανότητα της λογικής συστηματοποίησης (p. 97).   

Σύμφωνα με τον Usiskin (1982) η θεωρία των van Hiele μπορεί να βοηθήσει τους δασκάλους 

των μαθηματικών να προβλέψουν την απόδοση των μαθητών τους στην γεωμετρία. Επομένως, 

αν η απόδοση των μαθητών μπορεί να προβλεφθεί, τότε και ένας διαφορετικός τρόπος 

προσέγγισης των εννοιών μπορεί να προβλεφθεί εξαρτώμενος από το επίπεδο σκέψης των 

μαθητών. Η Crowley (1987) ισχυρίζεται ότι «είναι σημαντικό για τους δασκάλους και τους 

ερευνητές να αποσαφηνίσουν τις φάσεις της μάθησης, να αναπτύξουν υποστηρικτικά υλικά του 

Προγράμματος Σπουδών που βασίζονται στη θεωρία των van Hiele ώστε να τα εφαρμόσουν στη 

φιλοσοφία της τάξης». Κατά συνέπεια τα υποστηρικτικά υλικά που διαμεσολαβούν προκειμένου 

οι μαθητές να κατανοήσουν τις έννοιες παίζουν μείζονα ρόλο στη γνωστική ανάπτυξη των 
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μαθητών. Τα υλικά μπορεί να είναι διαχειρίσιμα υλικά (όπως οι διάφορες μορφές των 

αναπαραστατικών υλικών) ή ψηφιακά (αναπαραστατικά ψηφιακά υλικά), όπως τα λογισμικά 

δυναμικής γεωμετρίας.   

2.2.7.1. Επίπεδα van Hiele και λογισµικά δυναµικής γεωµετρίας  

Τα λογισμικά δυναμικής γεωμετρίας χρησιμοποιήθηκαν σε ένα ευρύ πεδίο μελετών για τη 

διδασκαλία και μάθηση της γεωμετρίας κατά τις δύο περασμένες δεκαετίες. Ενδεικτικά 

αναφέρονται τα θεματικά τεύχη των περιοδικών Educational Studies in Mathematics (44:1-161, 

2000) και  International Journal of Computers for Mathematical Learning (6:229-333, 2001) (ό.π. 

αναφ. στο Leung & Or, 2007, p. 177). Πολλοί ερευνητές (ενδεικτικά αναφέρονται Mariotti, 2001; 

Jones, 2001; Hadas, Hershkowitz & Schwarz, 2001) σχεδίασαν ποιοτικές μελέτες με μαθητές 

πρωτοβάθμιας ή δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης και παρατήρησαν τα αποτελέσματα της 

διαμεσολάβησης του λογισμικού δυναμικής γεωμετρίας (Cabri ή Sketchpad) στη διαδικασία 

διδασκαλίας και μάθησης της γεωμετρίας. Μεγάλο μέρος της έρευνας αφορά την ανάπτυξη της 

κατανόησης μέσω της οπτικοποίησης και την ανάπτυξη εικασιών μέσω του συρσίματος των 

μαθηματικών αντικειμένων (π.χ Holzl, 1996; Arzarello et al., 2002 οπ. αναφ. στο Leung & Or, 2007 

p. 177). 

Γενικότερα, οι ερευνητές είναι διστακτικοί στην επίδραση του λογισμικού δυναμικής 

γεωμετρίας, ως προς τη μετακίνηση των μαθητών από τη διαδικασία παραγωγής εικασιών και τις 

εμπειρικές μεθόδους αιτιολόγησης στην αποδεικτική διαδικασία. Η Mariotti (2000) ισχυρίζεται 

ότι το σύρσιμο αυξάνει την ικανότητα ανάπτυξης επαγωγικού συλλογισμού των μαθητών. Οι 

Arzarello, Micheletti, Olivero, & Robutti (1998) σχεδίασαν μια ποιοτική έρευνα και μέσω της 

διερεύνησης τετράπλευρων οι ερευνητές επεξήγησαν ένα μοντέλο μετάβασης των μαθητών από 

τη διαδικασία διερεύνησης μιας εικασίας στην αποδεικτική διαδικασία, συνδέοντας προτάσεις 

λογικά σε μια διαδικασία ανόδου-καθόδου (ascending-descending process). Οι μαθητές οι οποίοι 

συμμετείχαν έπρεπε να πληρούν «την προϋπόθεση το επίπεδο τους να είναι άνω του μέσου 

όρου» (Olivero, 2002, p. 83). Οι μαθητές στην έρευνα του Jones (2001) έπρεπε να εξηγήσουν γιατί 

οι ιδιότητες των κατασκευών τους παραμένουν αμετάβλητες με το σύρσιμο μιας κορυφής του 

σχήματος και να κατασκευάσουν τη δική τους ταξινόμηση για τα τετράπλευρα σύμφωνα με τις 

σχέσεις τους. Όπως υποστηρίζει ο Jones (ό.π.), οι μαθητές ανέπτυξαν μαθηματικό συλλογισμό 

λόγω της διαμεσολάβησης του δυναμικού περιβάλλοντος. Ο Jones (ό.π.) επισημαίνει ότι η 

ανάπτυξη του συλλογισμού μπορεί να αποτελέσει ένα θεμέλιο ώστε οι μαθητές να αναπτύξουν 
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παραγωγικό συλλογισμό. Σύμφωνα με τη Mariotti (2001) η διαδικασία της εσωτερίκευσης 

μετασχηματίζει τις εντολές του λογισμικού δυναμικής γεωμετρίας (Cabri) από εξωτερικά σημεία 

σε εσωτερικά ψυχολογικά εργαλεία που κατευθύνουν τη γεωμετρική σκέψη των μαθητών ώστε 

να παράγουν εικασίες και γεωμετρικές αποδείξεις. 

Οι Hadas, Hershkowitz and Schwarz (2000) στην έρευνά τους μέσω του λογισμικού Sketchpad 

διαπίστωσαν την ανάπτυξη επαγωγικού και παραγωγικού συλλογισμού στις εξηγήσεις των 

μαθητών.  

Η αλληλεπίδραση λοιπόν μαθητών και λογισμικού επηρεάζει τη γλώσσα και τα επιχειρήματα 

των μαθητών και, επομένως, την επικοινωνία που αναπτύσσεται μέσω της γλώσσας τους 

(Patsiomitou, 2011, 2012). Αυτή η άποψη είναι σύμφωνη με των Leung & Or (2007) οι οποίοι 

υποστηρίζουν:  

Η μελέτη των γραπτών και προφορικών διαλόγων που αναπτύσσεται στο πλαίσιο μιας 
διερεύνησης προβλήματος σε λογισμικό δυναμικής γεωμετρίας είναι το κλειδί για το 

εμπειρικό και θεωρητικό κενό, καθώς η γλώσσα είναι ένα όχημα που μεταφέρει 
εσωτερικές σκέψεις και, αντιστρόφως, φορέας των αντιλήψεων των εννοιών (p. 177).  

Αυτοί οι διάλογοι βασίζονται στην οπτικοποίηση. Οι Gonzalez & Herbst (2009) στο άρθρο τους 

«Students’ conceptions of congruency through the use of Dynamic geometry software» 

ισχυρίζονται ότι τα λογισμικά δυναμικής γεωμετρίας όπως το GeoGebra (Hohenwarter, 2001), το 

Cabri (Laborde et al., 1988), ή το The Geometer’s Sketchpad (Jackiw, 1991), περιλαμβάνουν 

χαρακτηριστικά που διευκολύνουν μέσω της οπτικοποίησης των φαινομένων στη οθόνη, την 

αντίληψη των γεωμετρικών εννοιών. Ο Gawlick (2005) ομοίως, επισημαίνει ότι η εισαγωγή 

κατάλληλων δραστηριοτήτων στη μαθησιακή διαδικασία (για παράδειγμα, αναγνώρισης μορφών 

σε αντικείμενα στο επίπεδο 1, διάκρισης ιδιοτήτων των μορφών στο επίπεδο 2 κλπ.) βοηθά τους 

μαθητές να αναπτύξουν το επίπεδο γεωμετρικής σκέψης τους, σύμφωνα με τη θεωρία των van 

Hiele (σχήμα 2.6). Τέτοιες δραστηριότητες που βοηθούν την οπτικοποίηση των εννοιών (π.χ το 

σύρσιμο των κορυφών ενός σχήματος ώστε να παρατηρηθεί η αμεταβλητότητα κάποιας 

ιδιότητας του σχήματος) στο λογισμικό δυναμικής γεωμετρίας «μπορούν να χρησιμοποιηθούν ως 

δραστηριότητες επιπέδου 1, οι μακροεντολές (ή προσαρμοσμένα εργαλεία) ως  δραστηριότητες 

επιπέδου 2 και οι γεωμετρικοί τόποι ως δραστηριότητες  επίπεδου 3» (p. 365). Καθορίζεται με 

αυτόν τον τρόπο μια «αυξανομένη διαδικασία» στην οικοδόμηση των γεωμετρικών εννοιών, 

όπως προβλέπεται από τον Freudenthal (1973) αφού «οι περισσότεροι ορισμοί […] αποτελούν 

την τελευταία πινελιά της οργάνωσης της δραστηριότητας» (p.417).  
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Σχήµα 2.6. Ερµηνεία των χαρακτηριστικών των επίπεδων van Hiele (Gawlick, 2005, p.370)  

Σύμφωνα με τον Gawlick είναι αναγκαίο στο υλικό που θα χρησιμοποιήσουμε στις τάξεις:  

� να σκιαγραφήσουμε διάφορες ακολουθίες προβλημάτων που έχουν αφετηρία 

τυποποιημένα εργαλεία και θέματα  

� να καθορίσουμε μια «αυξανομένη διαδικασία» όλο και περισσότερο περίπλοκων 

διερευνήσεων  

� να επισημάνουμε πώς τα DGS εργαλεία μπορούν να χρησιμοποιηθούν εύκολα στην 

πρόοδο των διαδικασιών επίλυσης προβλήματος. 

Ο Gawlick (2005) θεωρεί ότι η αξία της δυναμικής προσέγγισης είναι διπλή : « (1) μπορεί να 

συνεχιστεί σε υψηλότερα επίπεδα και να προετοιμάσει τα χαμηλότερα επίπεδα έτσι ώστε οι 

μαθητές να εξοικειώνονται με τα εργαλεία  και (2) σε όλα τα επίπεδα, μπορεί να παρέχει μια 

υλική βάση για τις διαδοχικές φάσεις εκμάθησης στην περιγραφή της προόδου κατά van Hiele 

από το ένα επίπεδο στο άλλο, δηλαδή μπορούν οι μαθητές να ερευνήσουν το θέμα σε μια φάση 

κατευθυνόμενου προσανατολισμού μέσω των δυναμικών περιβαλλόντων και να οικοδομήσουν 

στη συνέχεια τις νέες έννοιες βασιζόμενοι στην προϋπάρχουσα τους γνώση» (p. 370).   

2.2.7.2.Έρευνες στο δυναµικό περιβάλλον του Geometer’s Sketchpad βασισµένες 

στη θεωρία των van Hiele 

Πολλοί ερευνητές έχουν πραγματοποιήσει μελέτες με το λογισμικό Geometer’s Sketchpad 

αναφορικά με τη διδασκαλία και μάθηση των γεωμετρικών εννοιών (π.χ,  Battista & Borrow, 

1997; Yousef, 1997; Almeqdadi, 2000; Chazan, 1993; Scher, 2000; Sanchez & Sacristan, 2003; Yu &  

Barrett, 2005; Christou, Mousoulides, Pittalis, & Pitta-Pantazi, 2004a, b; Sinclair & Crespo, 2006; 

Hollebrands, 2007; Furner  & Marinas, 2007). Η έρευνα έχει εστιάσει κυρίως σε δυο πεδία: (α) την 

επίδραση της κατανόησης των γεωμετρικών σχημάτων και ιδιοτήτων και (β) την επίδρασή τους 

στον παραγωγικό συλλογισμό των μαθητών (Hollebrands & Smith, 2009). Εξίσου όμως έχει 

απασχολήσει και η χρήση του λογισμικού δυναμικής γεωμετρίας για την πρόκληση γνωστικών 
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συγκρούσεων στους μαθητές (π.χ Hadas, Hershkowitz, & Schwarz, 2000; Giraldo, Belfort & 

Carvalho, 2004).   

Ο Scher (2000, p.44) υποστηρίζει ότι το συγκεκριμένο λογισμικό εισήχθη αρχικά στη 

διδασκαλία της γεωμετρίας προκειμένου οι μαθητές να έχουν τη δυνατότητα να σχεδιάσουν 

ακριβή σχήματα της ευκλείδειας γεωμετρίας. Πολλοί ερευνητές υιοθετούν την άποψη των Olkun, 

Sinoplu & Deryakulu (2005) ότι το «Geometer’s Sketchpad είναι ένα κατάλληλο δυναμικό 

περιβάλλον στο οποίο οι μαθητές μπορούν να εξερευνήσουν τη γεωμετρία σύμφωνα με τα 

επίπεδα van Hiele τους» (p.3). Έχουν πραγματοποιηθεί πάρα πολλές έρευνες με το λογισμικό, στη 

βάση της θεωρίας των van Hiele για την αξιολόγηση των δεδομένων της έρευνας, οι οποίες 

κατέληξαν στο συμπέρασμα ότι οι μαθητές που χρησιμοποίησαν το Sketchpad παρουσίασαν 

σημαντικά υψηλότερα αποτελέσματα: 

� στην κατασκευή και δοκιμή των εικασιών από μαθητές της δευτεροβάθμιας, 

[Growman (1996)]  

� στα μετά-τεστ [ενδεικτικά Yousef (1997), Almeqdadi (2000)], σε σύγκριση με τους 

μαθητές που χρησιμοποίησαν τα εργαλεία των στατικών μέσων της γεωμετρίας και, 

επομένως, στην ανάπτυξη του επιπέδου van Hiele των μαθητών (Battista & Borrow, 

1997)  

� σε τεστ που περιείχαν έννοιες μετασχηματισμού [ενδεικτικά αναφέρεται η έρευνα της 

Dixon (1996), η οποία κατέληξε στο συμπέρασμα ότι οι μαθητές που διδάχτηκαν τις 

έννοιες της ανάκλασης και της περιστροφής στο περιβάλλον του GSP ξεπέρασαν 

σημαντικά τους συνομήλικους τους που είχαν διδαχθεί παραδοσιακά τις  έννοιες].   

Η Sinclair (2001) παρατήρησε μαθητές σε αλληλεπίδραση με προκατασκευασμένα 

διαγράμματα που σχεδίασε στο Java Sketchpad (1998) και κατέληξε στο συμπέρασμα «ότι οι 

μαθητές παρακινήθηκαν από το λογισμικό, το οποίο τους βοήθησε να αναπτύξουν το επίπεδο 

γεωμετρικής σκέψης τους ειδικά στο επίπεδο οπτικοποίησης και ανάλυσης, υποστηρίζοντας την 

εξερεύνηση, τον οπτικό συλλογισμό και την επικοινωνία» (p. 136). Η Hollebrands (2003, 2007) 

διερεύνησε τους τρόπους με τους οποίους το λογισμικό διαμεσολάβησε στην κατανόηση των 

μαθητών μέσω της χρήσης των μετασχηματισμών σε τάξη μαθητών με αυξημένες ικανότητες στη 

γεωμετρία (Honors Geometry Students). Στην έρευνα της εστίασε στο πως η χρήση των 

τεχνολογικών δυνατοτήτων βοήθησε τους μαθητές να κατανοήσουν τη διαφορά μεταξύ της 

κατασκευής ενός σχήματος και της κατασκευής ενός σχεδίου. O Abdelfatah (2011) διεξήγαγε μια 

έρευνα με το Geometer’s Sketchpad χρησιμοποιώντας πραγματικά προβλήματα. Τα 
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αποτελέσματα έδειξαν, μεταξύ άλλων, ότι το λογισμικό διευκόλυνε τους μαθητές να 

διατυπώσουν και να κατανοήσουν τις γεωμετρικές δηλώσεις, διευκόλυνε την κατασκευή καθώς 

και την ικανότητα μάθησης και κατανόησης της γεωμετρικής απόδειξης.  

Από τη σύγκριση των προαναφερόμενων αποτελεσμάτων των ερευνών με τα λογισμικά 

δυναμικής γεωμετρίας Geometer’s Sketchpad και Cabri II διαπιστώνεται ότι το δεύτερο έχει 

χρησιμοποιηθεί περισσότερο για την ανάπτυξη επαγωγικού συλλογισμού και εικασιών, και 

λιγότερο για την ανάπτυξη ικανότητας παραγωγικών επιχειρημάτων. Αντιπροσωπευτικό 

παράδειγμα έρευνας ανάπτυξης ικανότητας παραγωγικών επιχειρημάτων είναι η έρευνα της 

Olivero (2002). Όμως, οι μαθητές οι οποίοι συμμετείχαν στην έρευνα της Olivero (2002) έπρεπε 

να πληρούν «την προϋπόθεση το επίπεδο τους να είναι άνω του μέσου όρου» (Olivero, 2002, p. 

83), γεγονός που μειώνει την σημασία του λογισμικού ως προς την ανάπτυξη παραγωγικών 

επιχειρημάτων εκ μέρους των μαθητών.  

Οι έρευνες με το λογισμικό δυναμικής γεωμετρίας Geometer’s Sketchpad έδειξαν ότι το 

λογισμικό ήταν κατάλληλο για την πρόκληση γνωστικών συγκρούσεων, για την ανάπτυξη 

ικανότητας παραγωγικών επιχειρημάτων και την άνοδο του επιπέδου γεωμετρικής σκέψης των 

μαθητών σύμφωνα με τη θεωρία των van Hiele. Τα αποτελέσματα αυτά οδήγησαν την 

ερευνήτρια στην επιλογή του Geometer’s Sketchpad ως του καταλληλότερου λογισμικού για την 

ανάπτυξη του επιπέδου των μαθητών και στην παρούσα μελέτη. Η έρευνα έδειξε ότι οι μαθητές, 

μέσω της συμμετοχής τους στο μαθησιακό μονοπάτι με Συνδεόμενες Οπτικές Ενεργές 

Αναπαραστάσεις, αποκτούν την ικανότητα ανάπτυξης παραγωγικού συλλογισμού καθώς και την 

ικανότητα απόδειξης, συνεπώς επιτυγχάνουν την ανάπτυξη του επιπέδου τους (π.χ. Patsiomitou, 

2008, Patsiomitou, 2010). Κρίνεται, επομένως, αναγκαία  η θεωρητική θεμελίωση του πλαισίου 

της έρευνας με τη βιβλιογραφία γύρω από τα ζητήματα της αναπαράστασης και της 

οπτικοποίησης των μαθηματικών εννοιών.  

 

2.3. Αναπαραστάσεις - Αναπαρασταστικά εργαλεία    
Τα ζητήματα της αναπαράστασης και της οπτικοποίησης των μαθηματικών εννοιών 

αναφέρονται στην βιβλιογραφία ως θεμελιώδη, (ενδεικτικά αναφέρονται Presmeg, 1986; Janvier, 

1987;Vergnaud, 1987; Vinner, 1989; Eisenberg & Dreyfus, 1990; Dreyfus, 1991; Glasensferd, 1991; 

Zimmermann & Cunningham, 1991; Dubinsky, 1994; Kaput, 1987, 1991, 1999, 2001; diSessa, 1994; 
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Duval, 1995; Aspinwall, 1995; Ainsworth, 1999, 2006) με τους ερευνητές να συμφωνούν για την 

θετική επίδραση/επίπτωση  

� στην ανάπτυξη μαθηματικού διαλόγου σε ομάδες μαθητών ή στην τάξη ως μέσο της 

επικοινωνίας των ιδεών·  

� στην ανάπτυξη της κατανόησης, της αναδιοργάνωσης και μετάφρασης των ιδεών σε 

σύμβολα· 

� στην ανάπτυξη της μαθηματικής αιτιολόγησης και της επίλυσης προβλήματος.  

Σύμφωνα με τους Goldin & Kaput (1996), οι αναπαραστάσεις ανήκουν σε δομικά συστήματα, 

προσωπικά ή πολιτισμικά, τα οποία ονομάζονται συστήματα αναπαράστασης. Διάφορες 

ερμηνείες των όρων «αναπαράσταση» και «σύστημα αναπαράστασης» σχετικά με τη διδασκαλία 

και μάθηση των μαθηματικών έχουν αποδοθεί από τους ερευνητές (Palmer, 1978; Lesh et al., 

1987; Duval, 1995, 2006; Goldin & Kaput, 1996; Presmeg, 1998; Even, 1998; Vergnaud, 1998; 

Mesquita, 1998; Goldin & Janvier, 1998; Pape & Tchoshanov, 2001). Ο Duval (1999, p.6) 

χρησιμοποίησε τον όρο «μητρώο αναπαράστασης» (“register of representation”) για να 

προσδιορίσει ένα κατασκεύασμα στατικό ή δυναμικό.  

Γενικότερα (Πατσιομίτου & Εμβαλωτής, 2011):  

Αναπαράσταση είναι μια αντιστοίχιση, ένας μετασχηματισμός στοιχείων ή διαδικασιών 

του αντικειμένου (ή της οντότητας) που αναπαρίσταται με την οντότητα που προκύπτει 

ως αναπαράσταση, ως αποτέλεσμα της επεξεργασίας των πληροφοριών, του χειρισμού 

των εννοιών και των γνωστικών σχημάτων που αναπτύσσονται από το υποκείμενο.  

Οι περισσότεροι ερευνητές στο χώρο της Διδακτικής και Ψυχολογίας των μαθηματικών 

συμφωνούν ότι οι αναπαραστάσεις των μαθηματικών αντικειμένων που κατασκευάζονται από 

τους μαθητές είναι αποτέλεσμα των νοητικών κατασκευών των μαθητών, καθώς  εξετάζουν: 

� τα εξωτερικά αναπαραστατικά συστήματα, δηλαδή κατασκευάσματα για την 

κατανόηση των μαθηματικών (Jonassen et al., 1992; Kaput, 2001), φυσικές 

ενσωματώσεις ιδεών, εννοιών και διαδικασιών (Lesh et al., 1987) 

� τα εσωτερικά αναπαραστατικά συστήματα, δηλαδή κατασκευάσματα της μαθηματικής 

συμπεριφοράς των μαθητών, των νοητικών αναπαραστάσεων ή νοητικών κατασκευών 

της έννοιας (Goldin & Shteingold, 2001), μια διασύνδεση μεταξύ της οπτικοποίησης 

των εννοιών και της εξωτερικής αναπαράστασης (Pape & Tchoshanov, 2001).  

Οι μαθητές κατά την διάρκεια επίλυσης ενός προβλήματος  και μέσω της επικοινωνίας που 

αναπτύσσεται σε ένα διαμεσολαβούμενο από εργαλεία περιβάλλον, οδηγούνται να 
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δημιουργήσουν τις δικές τους αναπαραστάσεις για μια οντότητα και να μετασχηματίσουν  

αναπαραστάσεις της ίδιας οντότητας. Προκειμένου να επιτευχθεί η κατανόηση μιας έννοιας, οι 

μαθητές θα πρέπει να δημιουργήσουν τη μεταβατική γέφυρα μεταξύ της εσωτερικής και της 

εξωτερικής αναπαράστασης της έννοιας. Σύμφωνα με τον Duval (2006), μπορούμε να 

διακρίνουμε δύο είδη μετασχηματισμών των σημειωτικών αναπαραστάσεων: «την επεξεργασία, 

δηλαδή τη διαδικασία μετασχηματισμού της αναπαράστασης σε μια άλλη στο ίδιο μητρώο 

(register)» (pp.111-112) (π.χ. ένα «ορθογώνιο παραλληλόγραμμο» μπορεί να μετασχηματιστεί 

λεκτικά σε «παραλληλόγραμμο του οποίου η μία γωνία είναι ορθή»), και τη «μετατροπή 

(conversion), δηλαδή τη διαδικασία μετακίνησης από το ένα μητρώο προς ένα άλλο μητρώο, 

αλλάζοντας δηλαδή το σημειωτικό σύστημα χωρίς να αλλάξουμε τα αντικείμενα που 

αναφερόμαστε» (pp. 111-112) (π.χ τη μετατροπή της λεκτικής διατύπωσης ενός προβλήματος σε 

εικονική).  

Η δυσκολία που συναντούν οι μαθητές όταν μετατρέπουν τη μια αναπαράσταση σε άλλη στη 

γεωμετρία (για παράδειγμα, κατά τη μετατροπή της διατύπωσης ενός γεωμετρικού προβλήματος 

σε σχήμα) συνδέεται με «τη σχηματική (figural) και την εννοιολογική (conceptual) των 

γεωμετρικών εννοιών» (Fischbein, 1993). Σύμφωνα με τη θεωρία των σχηματικών εννοιών (figural 

concepts), ο γεωμετρικός συλλογισμός θεωρείται o «συνδυασμός δύο ανεξάρτητων, ορισμένων 

οντοτήτων οι οποίες είναι αφηρημένες ιδέες (έννοιες), αφενός, και αναπαραστάσεις που 

προέρχονται από τις αισθήσεις και απεικονίζουν μερικές συγκεκριμένες διαδικασίες, αφετέρου» 

(X). Επομένως τα εννοιολογικά και σχηματικά χαρακτηριστικά που χρησιμοποιούνται στη 

διαδικασία κατασκευής αποδείξεων στη γεωμετρία «εξαρτώνται τόσο από το εννοιολογικό 

σύστημα που περιλαμβάνει αφηρημένες ιδέες και έννοιες όσο και από το σχηματικό σύστημα 

που περιλαμβάνει τις νοητικές αναπαραστάσεις και εικόνες» (Dvora & Dreyfus, 2004, p.311).  

Σε κάθε διαδικασία όπως αυτή, υπάρχει μια δυσκολία αλληλεπίδρασης μεταξύ του 

εννοιολογικού και του σχηματικού συστήματος, με αποτέλεσμα πολλές από τις δυσκολίες στη 

γεωμετρία να ερμηνεύονται με βάση αυτή τη δυσκολία.   

Η δραστηριότητα της επίλυσης των προβλημάτων είναι βασισμένη στην αλληλεπίδραση 

μεταξύ των διαφόρων αναπαραστατικών συστημάτων (ή μητρώων), των διεργασιών στο 

εσωτερικό του κάθε αναπαραστατικού συστήματος και (τέλος) στο μετασχηματισμό τους. Η 

ικανότητα «μετάφρασης της έννοιας» μεταξύ των διαφορετικών αναπαραστατικών συστημάτων 

(Janvier, 1987) είναι αναγκαία για την εννοιολογική κατανόηση στα μαθηματικά.  
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Πολλοί ερευνητές εξετάζουν πώς τα περιβάλλοντα των αλληλεπιδραστικών γνωστικών 

εργαλείων, όπως είναι οι μαθηματικοί μικρόκοσμοι (Hoyles & Noss, 1993; Edwards, 1998),  

μπορούν να αξιοποιηθούν ώστε να ενσωματώσουν τις μαθηματικές ιδέες και διαδικασίες. 

Σύμφωνα με τον Goldin (2003), τα «συγκεκριμένα διαχειρίσιμα υλικά, οι μικρόκοσμοι σε 

υπολογιστές» (p. 277) και ειδικότερα τα λογισμικά δυναμικής γεωμετρίας είναι εξωτερικά  

αναπαραστατικά συστήματα, που έχουν δυνατότητα κατασκευής και χρήσης πολλαπλών 

δυναμικών διασυνδεδεμένων αναπαραστάσεων [π.χ το Geometer’s Sketchpad (Jackiw, 1991), 

Cabri II (Laborde et al., 1988), κ.α.]. Προκειμένου να υπερνικηθούν οι δυσκολίες μετάφρασης 

μεταξύ των αναπαραστάσεων, αυτά τα μαθησιακά υπολογιστικά περιβάλλοντα έχουν σχεδιαστεί 

να αξιοποιούν την αυτόματη μετάφραση ή τη «δυναμική σύνδεση» (automatic translation or 

«dyna-linking») (Ainsworth, 1999, p. 133). 

Πολλοί ερευνητές (για παράδειγμα Laborde, 1995, 2005; Jackiw, 2006; Gonzalez & Herbst, 

2009) αναφέρονται στο νέο τύπο διαγραμμάτων που προσφέρει το λογισμικό δυναμικής 

γεωμετρίας, στα δυναμικά διαγράμματα. Η επεξεργασία των πληροφοριών ενός δυναμικού 

υπολογιστικού περιβάλλοντος και στη συνέχεια η αναπαραγωγή τους συνδέονται με τον τρόπο 

που αυτές οι πληροφορίες αναπαρίστανται στο γνωστικό σύστημα του μαθητή ως νοητικές 

εικόνες. Η εσωτερίκευση (internalisation), δηλαδή η διαδικασία που μετασχηματίζει τις 

εξωτερικές αναπαραστάσεις σε εσωτερικές ως κοινωνική διαδικασία, είναι μια διαδικασία 

ελέγχου των εξωτερικών «σημάτων» (Vygotsky, 1978). Το δυναμικό περιβάλλον διαμεσολαβεί 

στην αλληλεπίδραση και το μετασχηματισμό μεταξύ των εξωτερικών και εσωτερικών 

αναπαραστάσεων του μαθητή, δηλαδή στη διαδικασία εξωτερίκευσης και εσωτερίκευσης των 

αναπαραστάσεών του.  

Το επίπεδο κατανόησης των μαθητών ελέγχεται από τις εξωτερικές αναπαραστάσεις που 

αυτοί κατασκευάζουν. Με αλλά λόγια, τα εξωτερικά κατασκευάσματα των μαθητών είναι δείκτης 

των εσωτερικών τους κατασκευασμάτων (Kaput, 1999; Goldin, 2003), δείκτης δηλαδή του τρόπου 

με τον οποίο ερμηνεύουν νοητικά τις έννοιες. Όπως θα εξεταστεί στη συνέχεια, ο σχεδιασμός των 

δυναμικών αναπαραστάσεων ή δυναμικών διαγραμμάτων έχει αντίκτυπο στις νοητικές 

αναπαραστάσεις, δηλαδή στους τρόπους με τους οποίους οι μαθητές αναπτύσσουν την 

ικανότητα μετατροπής και επεξεργασίας μεταξύ των διαφορετικών μητρώων, καθώς οικοδομούν 

τις προσωπικές τους αναπαραστάσεις για τις μαθηματικές έννοιες.  
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Επομένως, είναι μείζονος σημασίας η διερεύνηση του ‘καναλιού επικοινωνίας’ που 

δημιουργείται λόγω των αναπαραστάσεων του λογισμικού όταν διαμεσολαβούν στην ανάπτυξη 

του επιπέδου γεωμετρικής σκέψης των μαθητών.  

2.3.1.∆υναµικό διάγραµµα 

Ο όρος διάγραμμα σύμφωνα με την Mesquita (1998), χρησιμοποιείται μερικές φορές «υπό 

την ίδια έννοια του σχήματος στην αγγλική ορολογία, που είναι συνώνυμος με την έννοια των 

εξωτερικών και εικονικών αναπαραστάσεων» (p.183). Η διαφορά μεταξύ σχήματος-σχεδίου 

επισημάνθηκε από πολλούς ερευνητές. Η Dina van Hiele αναφέρεται σε ‘σχέδια και κατασκευές’ 

που οι μαθητές δημιουργούν. Για τον Parzysz (1988), ένα σχέδιο είναι «η αναπαράσταση ενός 

γεωμετρικού αντικειμένου» ενώ το σχήμα είναι «η έννοια που καθορίζει αυτό το θεωρητικό 

αντικείμενο». Η Laborde (1993) επίσης καθιστά σαφή τη διάκριση μεταξύ σχεδίου-σχήματος 

επισημαίνοντας ότι: «το σχέδιο αναφέρεται στην υλική οντότητα. Το σχήμα περιλαμβάνει το 

σύνολο των αναπαραστάσεων και των διαγραμμάτων που αναφέρονται στο θεωρητικό 

αντικείμενο. Το σχήμα τότε συνδέει το σχέδιο με το αφηρημένο γεωμετρικό αντικείμενο»  

(Hollebrands, 2007, p.167). 

Οι Gonzalez & Herbst (2009) ορίζουν «το δυναμικό διάγραμμα [ως] ένα διάγραμμα 

κατασκευασμένο σε λογισμικό δυναμικής γεωμετρίας που έχει τη δυνατότητα να μεταβληθεί με 

το σύρσιμο ενός στοιχείου του» (p. 154). Δηλαδή, ένα σχέδιο ή σχήμα που εγγενώς έχει 

δυναμικές ιδιότητες ή και ένα μοντελοποιημένο πρόβλημα το οποίο περιλαμβάνει πολλά 

επιμέρους γεωμετρικά αντικείμενα και συνδυασμούς αλληλεπιδραστικών τεχνικών (Sedig & 

Sumner, 2006) που εφαρμόζονται σ’ αυτά.  

Επομένως, ένα δυναμικό διάγραμμα είναι ένας τύπος δυναμικής οπτικής μαθηματικής 

αναπαράστασης (ΟΜΑ), δηλαδή «μια [δυναμική] αναπαράσταση που κωδικοποιεί οπτικά 

λειτουργικές, δομικές και σημασιολογικές ιδιότητες και σχέσεις ενός αναπαριστάμενου 

κόσμου – είτε αφηρημένου είτε συγκεκριμένου που αποτελείται από μαθηματικές δομές ή 

έννοιες (Glasgow, Narayanan & Chandrasekran, 1995; Peterson, 1996; Card, MacKinlay & 

Shneiderman, 1999;  Cheng, 2002)» (Sedig & Sumner, 2006, p. 2). 

Η αλληλεπίδραση με ένα δυναμικό διάγραμμα έχει δύο συνιστώσες: τον χρήστη ο οποίος 

δρα πάνω στο διάγραμμα και το διάγραμμα που «αντιδρά» ως απάντηση στη δράση του 

μαθητή-χρήστη (Sedig & Sumner, 2006, p.5).    
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Οι Sedig & Sumner (2006) έχουν ταξινομήσει και χαρακτηρίσει τις αλληλεπιδράσεις 

διακρίνοντας σε αλληλεπιδράσεις μεγάλης κλίμακας και μικρής κλίμακας (macro-level and 

micro-level) (p.4). Οι αλληλεπιδράσεις μεγάλης κλίμακας με τις Οπτικές Μαθηματικές 

Αναπαραστάσεις (ΟΜΑ) είναι η δυνατότητα (affordance), η ροή (flow) και η εστίαση (focus) 

(p.6). Οι αλληλεπιδράσεις μικρής κλίμακας με τις ΟΜΑ διακρίνονται σε δύο κύριες κατηγορίες: 

στις βασικές αλληλεπιδράσεις (basic Interactions) και τις στοχο-βασισμένες αλληλεπιδράσεις 

(task-based interactions)  (p.9). Οι βασικές αλληλεπιδράσεις είναι οι βασισμένες στη διαλεκτική 

(conversing), το χειρισμό (manipulating) και την πλοήγηση (navigating), δηλαδή αλληλεπιδράσεις 

που χρησιμοποιούμε για να « […] κατανοήσουμε τις ΟΜΑ και να αιτιολογήσουμε σχετικά με 

αυτές στα μαθηματικά γνωστικά εργαλεία» (p.9). Οι στόχο-βασισμένες αλληλεπιδράσεις θα 

εξεταστούν στην επόμενη ενότητα αναφορικά με το λογισμικό δυναμικής γεωμετρίας Geometer’s 

Sketchpad.  

2.3.1.1.Κατηγοριοποίηση και χαρακτηρισµός των στοχο-βασισµένων 
αλληλεπιδραστικών τεχνικών του λογισµικού Geometer’s  Sketchpad    

Κάθε εργαλείο ή συνδυασμός εργαλείων στο λογισμικό παράγει δυναμικά διαγράμματα, τα 

οποία μπορεί να συνδυάζουν απόκρυψη/εμφάνιση των αντικειμένων, γενικότερους 

συνδυασμούς κουμπιών ενέργειας, όπως προσθήκη κίνησης, παρουσίασης και σύνδεσης κ.λπ. Οι 

στοχο-βασισμένες αλληλεπιδράσεις που προκαλούνται από τα μαθηματικά γνωστικά εργαλεία, 

όταν συνδυαστούν έχουν ως αποτέλεσμα την υποστήριξη διαφορετικών γνωστικών 

δραστηριοτήτων στους μαθητές (Sedig et al., 2003 ο.π. Sedig & Sumner, 2006). Οι λειτουργίες 

αυτές μπορεί να προκύψουν μεμονωμένα αλλά και σε συνδυασμό, με αποτέλεσμα να 

προκαλούνται μεμονωμένες ή πολλαπλές σε συνδυασμό αλληλεπιδράσεις των μαθητών.  

Οι στοχο-βασισμένες αλληλεπιδράσεις είναι δώδεκα και είναι βασισμένες στους γνωστικούς 

στόχους που οι μαθητές εκτελούν για να διερευνήσουν τις ΟΜΑ. Οι επτά από τις δώδεκα 

χρησιμοποιούνται όταν οι μαθητές αλληλεπιδρούν με τα δυναμικά διαγράμματα στο λογισμικό 

Geometer’s Sketchpad: (α) Προσθήκη κίνησης· (β) σχολιασμός· (γ) σβολοποίηση· (δ) σύνθεση· (ε) 

Probing· (στ) αναδιοργάνωση· (ζ) ανασχεδιασμός.  

Προσθήκη κίνησης (Animating): «Αυτή η εντολή θέτει κάθε επιλεγμένο γεωμετρικό 

αντικείμενο σε κίνηση» (εξελληνισμένη έκδοση εγχειριδίου χρήσης Geometer’s Sketchpad) ώστε 

παράγεται μετασχηματισμός στο δυναμικό διάγραμμα. Ο μαθητής μέσω της διαδικασίας 

προσθήκης κίνησης οπτικοποιεί τις δυναμικές μεταβατικές ακολουθιακές διαδικασίες στο 

δυναμικό διάγραμμα, «γεφυρώνοντας έτσι το οπτικό χάσμα που υπάρχει ανάμεσα σε 
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διαφορετικές δυναμικές αναπαραστάσεις και ενισχύοντας την κατανόηση με τη σύνδεση […] των 

περιστασιακών μετασχηματισμών» (Sedig & Sumner, 2006, p. 14) 

Σχολιασμός (annotating): είναι η τοποθέτηση σημειώσεων ή σημαδιών (notes or marks) πάνω 

στο δυναμικό διάγραμμα. Οι σχολιασμοί/σημειώσεις που προστίθενται στο δυναμικό διάγραμμα 

του λογισμικού δυναμικής γεωμετρίας Geometer’s Sketchpad μπορούν να διακριθούν σε 

μόνιμους ή προσωρινούς (Sedig & Sumner, 2006, p. 18). Για παράδειγμα το ίχνος (trace) είναι 

προσωρινός σχολιασμός αφού αφαιρείται όταν εκτελείται μια άλλη ενέργεια. Αυτός ο τύπος του 

σχολιασμού επιτρέπει στους μαθητές να δουν τις πιθανές θέσεις ενός σημείου όταν το 

μετακινήσουμε με χρήση του ποντικιού ή το θέσουμε σε κίνηση με χρήση της εντολής προσθήκης 

κίνησης. Η διαγραφή (crossing off), η ετικετοποίηση (labeling), ο χρωματισμός (coloring) είναι 

μόνιμοι σχολιασμοί. 

Σβολοποίηση (Chunking): ομαδοποίηση, συνένωση ή σύσταση ενός αριθμού όμοιων ή 

συσχετισμένων αλλά διαχωρισμένων οπτικών στοιχείων σε μια νέα οπτική δομή, ώστε να 

δημιουργηθεί «ένα σύνθετο σχέδιο με οποιονδήποτε βαθμό πολυπλοκότητας,[…] επεκτείνοντας 

τα ενσωματωμένα εργαλεία που παρέχει το Sketchpad» (εξελληνισμένη έκδοση εγχειριδίου 

χρήσης Geometer’s Sketchpad). Σύμφωνα με τον Nicholas Jackiw (προσωπική επικοινωνία, 29 

Σεπτεμβρίου 2005), «από μια γνωστική προοπτική τα αρχεία εντολών (ή προσαρμοσμένα 

εργαλεία) αναπαριστούν μια αφαιρετική διαδικασία της εργασίας μας στο λογισμικό και, 

επομένως, ως αφαιρετικά εργαλεία απαιτούν ένα επίπεδο εννοιολογικής κατανόησης που 

απευθύνεται σε πιο προχωρημένους από ό,τι όταν χρησιμοποιούμε κοινά εργαλεία, όπως ο 

διαβήτης για παράδειγμα, ή άλλα εργαλεία». 

Οι μακροεντολές ή [προσαρμοσμένα εργαλεία στο Sketchpad] είναι μια μορφή σβολοποίησης 

στο λογισμικό η οποία «βοηθά να κατασκευαστεί μια γεωμετρική κατασκευή με τη συμπύκνωση 

μιας πολύπλοκης ακολουθίας κατασκευαστικών βημάτων μέσα από μια απλή, ενιαία 

εντολή»(Kadunz, 2002, p.76). Επιτρέπουν επομένως «να ενθυλακώσεις κατασκευές (encapsulate 

constructions) μέσα σε νέες εντολές καθώς και να δημιουργήσεις ολόκληρο μικρόκοσμο με δικά 

σου εργαλεία» (Jackiw & Sinclair, 2004).  Μπορούμε στη συνέχεια να χρησιμοποιήσουμε αυτή τη 

νέα κατασκευή ως εισαγωγή (input) για να αναπτύξουμε μια δεύτερου τύπου (second-order) 

κατασκευή. Έτσι το αρχείο εντολών, ως εννοιολογικό αντικείμενο (conceptual object), (Sfard, 

1991) μπορεί να λειτουργήσει σα σημείο αναφοράς για την οργάνωση πληροφοριών και ως 

δομική μονάδα γνώσης μπορεί εύκολα να χρησιμοποιηθεί σε διαφορετικές κατασκευές 

(Πατσιομίτου, 2010; Patsiomitou, 2008c).  



 - 98 - 

Σύνθεση (composing): αναφέρεται σε μια μέθοδο αλληλεπίδρασης η οποία, στο περιβάλλον 

του Geometer’s Sketchpad, είναι βασισμένη στο μενού επιλογών εντολών που οι μαθητές 

μπορούν να χρησιμοποιήσουν για να κατασκευάσουν δυναμικά διαγράμματα. Η σύνθεση έχει 

χρησιμοποιηθεί ως αλληλεπίδραση που βοηθά τους μαθητές να αναπτύξουν διάφορα είδη 

συλλογισμού, όπως απαγωγικό (ενδεικτικά αναφέρονται Patsiomitou 2010, 2011; Patsiomitou & 

Emvalotis, 2009a; Baccaglini-Frank & Mariotti, 2009) ή παραγωγικό συλλογισμό (Patsiomitou 

2010, 2011, 2012; Patsiomitou & Emvalotis, 2009a, 2010 a, b), και τους παρέχει τα μέσα ώστε να 

οδηγηθούν σε απόδειξη στο γεωμετρικό περιβάλλον του λογισμικού (Hanna, 2000; Scher and 

Goldenberg, 2001; Leung and Lopez-Real, 2002 οπ. αναφ. Sedig & Sumner, 2006, p. 22).  

Αναδιοργάνωση (Rearranging): Η αναδιοργάνωση «είναι η αλλαγή της χωρικής θέσης και 

κατεύθυνσης των στοιχείων ενός δυναμικού διαγράμματος […] μια κατάσταση ροής (Preece et al., 

2002) […] ιδιαίτερα χρήσιμη στην εύρεση της λύσης και στην επίλυση των προβλημάτων από τους 

μαθητές (Greeno, 1978)[…] αφού τους οδηγεί να παρατηρήσουν νέες πληροφορίες ή ή  εστιάζει 

σ’ εκείνες τις πληροφορίες που διαφορετικά θα ήταν δύσκολο να παρατηρήσουν (Spence, 2001)» 

(Sedig & Sumner, 2006, p.33). 

Ανασχεδιασμός (Repicturing): αναφέρεται στην αλληλεπίδραση με στοιχεία του δυναμικού 

διαγράμματος, με στόχο να τα εξετάσει ο μαθητής από διαφορετικές προοπτικές με εναλλακτικό 

τρόπο. 

«Η ανασχεδίαση της οπτικής αναπαράστασης σχετίζεται με τη χωρική, σημασιολογική και 

αισθητική κατανόηση της ΟΜΑ (VMR).[…] Η χωρική σχετίζεται με τη γεωμετρία της VMR, η 

σημασιολογική με τη σημασία της και την εννοιολογική ισοδυναμία της, και η αισθητική με τη 

εμφάνιση της ΟΜΑ (VMR)» (Sedig & Sumner, 2006, p.35). Για παράδειγμα, στο μετασχηματισμό 

που αφορά την περιστροφή ενός αντικειμένου, οι μαθητές χρησιμοποιούν μια εναλλακτική 

αναπαραστατική μορφή, και επομένως η δυνατότητα να δουν μια διαφορετική διαμόρφωση της 

VMR παρέχει τις αιτιολογημένα ίσες οπτικές μορφές, οδηγώντας έτσι στη διαμόρφωση μιας πιο 

εύκαμπτης, διαφορετικής μαθηματικής σκέψης (Ainsworth et al., 1997; Bridger & Bridger, 2001; 

Gadanidis et al., 2004; Labeke, 2001; Scher & Goldenberg, 2001; Sedig et al., 2005 οπ. αναφ. στο 

Sedig & Sumner, 2006, p.36). Στην περιστροφή ενός αντικειμένου οι μαθητές έχουν τη 

δυνατότητα να εστιάσουν στην έννοια της περιστροφής παρά στη μορφή που περιστρέφεται, και 

επομένως μπορούν άμεσα να αλληλεπιδράσουν με την οπτική αναπαράσταση από περιστροφή 

(Sedig et al., 2001; de Souza & Sedig, 2001).  
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2.3.1.2. ∆υναµικό σηµείο  

Δυναμικό σημείο είναι ένα σημείο κατασκευασμένο σε ένα δυναμικό περιβάλλον. Η έννοια 

του σημείου ως αντικειμένου στη δυναμική γεωμετρία αποτελεί μια διαφορετική οντότητα από 

την έννοια του σημείου της Ευκλείδειας Γεωμετρίας. Σύμφωνα με το εγχειρίδιο οδηγιών 

(reference manual) του Geometer’s Sketchpad (2001) «σημεία είναι οι βασικές δομικές μονάδες 

της κλασσικής γεωμετρίας, και τα γεωμετρικά σχήματα όπως γραμμές και κύκλοι ορίζονται υπό 

όρους σημείων» (p.11). Οι Hollebrands, Laborde & Straeser (2008) έχουν διακρίνει τρία είδη 

σημείων σε δυναμικό περιβάλλον  

� ένα ελεύθερο σημείο που μπορεί να συρθεί άμεσα οπουδήποτε στο επίπεδο (βαθμός 

ελευθερίας 2) 
� ένα σημείο σε ένα αντικείμενο που μπορεί να συρθεί μόνο σε αυτό το αντικείμενο (π.χ, 

κύκλος, γραμμή, τμήμα) (βαθμός ελευθερίας 1)  

� το σημείο που προκύπτει ως τομή και το οποίο δεν μπορεί να  συρθεί ανεξάρτητα  

αλλά μόνο ακολουθώντας τις κινήσεις των αντικειμένων από τα οποία εξαρτάται 
(βαθμός ελευθερίας 0) (p.165). 

Ο Hegedus (2005) επίσης αναφέρεται στα δυναμικά σημεία ως «φωτεινές κηλίδες» (“hot-

spots”) ως «κάτι που δεν είναι ένα τεχνούργημα του περιβάλλοντος αλλά ένα αξιωματικό μέρος 

του συστήματος που επιτρέπει τα ‘αληθή’ μαθηματικά σχήματα να οικοδομηθούν» (p. 2).   

2. 3.1.3. Ηµιπροκατασκευασµένα δυναµικά διαγράµµατα   
Με τον όρο ημιπροκατασκευασμένα διαγράμματα εννοούνται τα διαγράμματα που έχουν 

προκατασκευαστεί σε λογισμικό δυναμικής γεωμετρίας, έχοντας τα χαρακτηριστικά γνωρίσματα 

των προκατασκευασμένων διαγραμμάτων συμπεριλαμβανομένης της δυνατότητας 

αναδιαμόρφωσης τους, ώστε οι έννοιες να προκύψουν μέσω της δυναμικής επανεφεύρεσης. 

Όπως ισχυρίζεται η Sinclair (2001),  

«οι μαθητές είναι σημαντικό να μάθουν να εξηγούν γιατί είναι αληθές κάποιο ειδικό 

εμπειρικό αποτέλεσμα στην οθόνη. Αφότου οι ερευνητές έχουν τεκμηριώσει ότι η 

αποδεικτική διαδικασία είναι δύσκολη για τους περισσοτέρους μαθητές (Hoffer, 1983; 
Clements & Battista, 1992) είναι πρόκληση να σχεδιάσουμε καταστάσεις που 

κινητοποιούν και ενισχύουν τον συλλογισμό και τις δεξιότητες επιχειρηματολογίας των 
μαθητών» (p. 2)    

Η διαδικασία σχεδιασμού των ημιπροκατασκευασμένων διαγραμμάτων στην παρούσα μελέτη 

προέκυψε ως αλυσιδωτή ακολουθία απαντήσεων σε ερωτήσεις που οδηγούν στην κατασκευή 

μιας μαθησιακής ακολουθίας επίλυσης πραγματικού προβλήματος. Στόχος ήταν να συντελέσει 

στη διαδικασία διερεύνησης, διδασκαλίας και μάθησης, προβλέποντας  ενέργειες του μαθητή και 

προσφέροντας του μια σκαλωσιά ώστε να εξοικονομήσει σημαντικό χρόνο από τα 
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κατασκευαστικά βήματα για να διερευνήσει το πρόβλημα,  να οπτικοποιήσει και να εξηγήσει νέες 

σχέσεις των αντικειμένων λόγω της επίδρασης κάποιας τεχνικής στο διάγραμμα, να αναγνωρίσει 

την απουσία πιθανών σχέσεων, να ενισχύσει τον τύπο του συλλογισμού που αναπτύσσεται κι ο 

οποίος εξαρτάται από το επίπεδο van Hiele του μαθητή. Σύμφωνα με τους Jackiw & Finzer (ibid.)  

«αν και η πράξη της κατασκευής ενός σχεδίου είναι μια διαδικασία λογικών εξαρτήσεων, 
εκμεταλλευόμαστε τα χαρακτηριστικά της γεωμετρίας για να αντικαταστήσουμε κατά 

ένα μεγάλο μέρος την έννοια της εξάρτησης με αυτήν της σχέσης» 

Επομένως, το ημιπροκατασκευασμένο διάγραμμα υποστηρίζει τις γνωστικές δραστηριότητες 

του μαθητή ώστε όταν αλληλεπιδρά με τις ΟΜΑ «να αναδιοργανώσει, να προσθέσει σ’ αυτές, να 

τις εξετάσει από διαφορετικές προοπτικές, να εστιάσει και να διερευνήσει για συγκεκριμένα 

στοιχεία μέσα σε αυτές, να τροποποιήσει, ενισχύοντας ή κρύβοντας –εμφανίζοντας τμήματα της, 

να ανασυνθέσει και να δημιουργήσει τις συνδέσεις μέσα σε αυτές»(Sedig & Sumner, 2006,p.3).   

Τα ημιπροκατασκευασμένα διαγράμματα θα συντελέσουν ώστε ο μαθητής να καλύψει το κενό 

που παρουσιάζεται στις σκέψεις του από την αδυναμία των συνδέσεων και σχέσεων μεταξύ των 

γεωμετρικών αντικειμένων και να τους βοηθήσει στην ανάπτυξη δεξιοτήτων συλλογισμού. 

2.3.2. Οι µετασχηµατισµοί σε δυναµικό διάγραµµα  
Ο μετασχηματισμός είναι μια λειτουργία (operation) κατά την οποία: α) κάθε σημείο στο 

αρχικό αντικείμενο έχει ένα μοναδικό σημείο είδωλο και β) κάθε σημείο στο είδωλο-αντικείμενο 

είναι το είδωλο μόνο ενός σημείου (Coxford & Usiskin, 1975, p. 1). Σύμφωνα με τον Klein (1896) 

«η γεωμετρία πρέπει να εξεταστεί ως μελέτη των ιδιοτήτων του χώρου που είναι αμετάβλητες 

κάτω από ένα σύνολο μετασχηματισμών». Η γεωμετρία μετασχηματισμών των μικρόκοσμων έχει 

βασιστεί στον ορισμό της γεωμετρίας του Klein, σύμφωνα με τον οποίο οι ιδιότητες των 

γεωμετρικών αντικειμένων παραμένουν αμετάβλητες.  

2.3.2.1. Μετασχηµατισµός λόγω συρσίµατος 

Το σύρσιμο (dragging) στο Sketchpad είναι «ένας συνεχής πραγματικού χρόνου (continuous 

real-time) μετασχηματισμός, χαρακτηριστικό το οποίο επιτρέπει στους μαθητές (/χρήστες) να 

κινήσουν διάφορα στοιχεία του σχεδίου ελεύθερα και να παρατηρήσουν άλλα στοιχεία να 

ανταποκρίνονται δυναμικά σύμφωνα με την εγγενή λογική της κατασκευής» (Chi Ming, 2005).  

Οι Arzarello, Olivero, Paola, & Robutti (2002), Olivero (2002) διέκριναν επτά είδη συρσίματος, 

στο πλαίσιο της επίλυσης ενός ανοιχτού προβλήματος (τους τρόπους συρσίματος ενός 

αντικειμένου πάνω στην οθόνη) με δυναμικό λογισμικό γεωμετρίας: Δοκιμή συρσίματος 

(Dragging test), Σύρσιμο περιπλάνησης (Wandering dragging), Καθοδηγούμενο σύρσιμο (Guided 
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dragging), Πλαστός γεωμετρικός τόπος (Dummy locus), Συνδεδεμένο σύρσιμο (Bound dragging), 

Σύρσιμο γραμμών (Line dragging), Συνδεμένο σύρσιμο (Linked dragging).  

Για τις ανάγκες της παρούσας μελέτης, η ερευνήτρια ομαδοποίησε το σύρσιμο, εξετάζοντας 

τον τρόπο με τον οποίο ενεργεί κάποιος χρήστης με στόχο το μετασχηματισμό του δυναμικού 

διαγράμματος (Patsiomitou, 2011): 

� Θεωρητικό σύρσιμο: όταν ο μαθητής στοχεύει να καταστήσει το σχέδιο που είναι στην 

οθόνη σχήμα ή όταν μετασχηματίζει με πρόθεση ένα σχέδιο ώστε να αποκτήσει 

κάποιες πρόσθετες ιδιότητες.  

� Πειραματικό σύρσιμο: όταν ο μαθητής διερευνά αν το σχήμα πληροί ορισμένες 

ιδιότητες ή αν η τροποποίηση (ανατοποθέτηση ή αλλαγή προσανατολισμού ή οπτική 

μετατροπή) του σχήματος οδηγεί στην κατασκευή ενός άλλου σχήματος.  

2.3.2.2. Μετασχηµατισµοί της περιστροφής και της ανάκλασης σε δυναµικό 
περιβάλλον  

Οι μετασχηματισμοί που χρησιμοποιούνται στα δυναμικά διαγράμματα της παρούσας μελέτης 

είναι:  

� η αξονική συμμετρία (ανάκλαση) (reflection)·  

� η (περι)στροφή (rotation), με εικόνα ένα αντικείμενο που στρέφεται κατά 

συγκεκριμένη γωνία, γύρω από ένα σημείο, το κέντρο·  

� η παράλληλη μεταφορά (translation) με εικόνα ένα αντικείμενο που μετατοπίζεται, 

κατά ένα συγκεκριμένο διάνυσμα για τη σχεδίαση της φάσης καθοδηγουμένου 

προσανατολισμού των δυναμικών ενοτήτων ΣΟΕΑ (LVAR) (Patsiomitou, 2008b, 2010).  

Οι παραπάνω μετασχηματισμοί είναι ισομετρίες (isometry), δηλαδή γραμμικοί 

μετασχηματισμοί του επιπέδου όπου διατηρούνται οι αποστάσεις των σημείων (Johnston & 

Richman, 1997).   

Μια ισομετρία είναι ένα μετασχηματισμός (δηλαδή μια συνάρτηση) που διατηρεί τις μετρήσεις και 

ειδικά τις αποστάσεις μεταξύ των σημείων P, Q. Αν f είναι ένας τέτοιος μετασχηματισμός τότε ισχύει 

ότι dist (f(P), f(Q)) = dist(P, Q). Αν θεωρήσουμε τα σχήματα στο επίπεδο ως σύνολο σημείων, τότε κάθε 

σύνολο σημείων S έχει μια εικόνα f(S) κάτω από την ισομετρία f. Ο ορισμός της ισομετρίας βεβαιώνει 

ότι οι σχετικές θέσεις των σημείων στο S συντηρούνται στο f(S), έτσι ώστε τα δύο σύνολα σημείων - S 

και f(S) -να είναι ίσα. Αυτό συμβαίνει συνήθως όταν μια ισομετρία θεωρείται ως άκαμπτη κίνηση του 

επιπέδου. (Ο όρος «άκαμπτη κίνηση» με τη διαισθητική ερμηνεία του, μπορεί να δημιουργεί σύγχυση. 
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Η ορολογία σκοπεύει να υπονοήσει ότι, ως αποτέλεσμα μιας τέτοιας κίνησης του επιπέδου συνολικά, η 

«νέα θέση» του S είναι η ίδια με τη «παλαιά θέση» του f(S)). Για παράδειγμα:  

Ο μετασχηματισμός της περιστροφής είναι ο γεωμετρικός μετασχηματισμός RO, α  που ορίζεται από 

ένα σημείο Ο καλούμενο κέντρο περιστροφής και μια γωνία α, γνωστή ως γωνία περιστροφής. Η 

περίπτωση α = 0 (mod 2π) οδηγεί στην περίπτωση που δεν μετακινεί το σημείο. Για κάθε σημείο P, η 

εικόνα του  P' = RO, α (P) κείται στην ίδια απόσταση από το Ο, όση έχει και το Ρ από το Ο και 

επιπροσθέτως η γωνία POP' είναι ίση με α.  

Η ανάκλαση ως προς ευθεία L ενός σημείου Ρ είναι ένα σημείο P' τέτοιο ώστε η PP' είναι κάθετη 

στην ευθεία  L και PM = MP', όπου Μ είναι το σημείο τομής της PP' και της ευθείας L, έτσι ώστε να 

τοποθετείται στο άλλο ημιεπίπεδο αλλά σε ίση απόσταση από την ευθεία L. Τότε η ευθεία L καλείται 

άξονας συμμετρίας ή άξονας ανάκλασης. Αυτό μπορούμε να το αναπαραστήσουμε ως εξής SL(P) = P' 

αλλά και P = SL(P') καθώς και SL(P) = P, αν το P κείται επί της ευθείας  L. (http://www.cut-the-

knot.org/pythagoras/Transforms/index.shtml) 

2.3.3.Αλληλεπίδραση των χρηστών σε δυναµικά διαγράµµατα   

Η Laborde (2005) διακρίνει μεταξύ θεωρητικών σχέσεων των γεωμετρικών αντικειμένων (Τ) 

του διαγράμματος και χωρογραφικών οντοτήτων (SG), επισημαίνοντας κατ’ αυτό τον τρόπο τις 

αναφορές (θεωρητικές ή μη) στις διαδικασίες σκέψης του ατόμου.  

Τα λογισμικά δυναμικής γεωμετρίας είναι περιβάλλοντα στα οποία οι χωρογραφικές και 

θεωρητικές πτυχές των διαγραμμάτων είναι αλληλένδετα συνδεδεμένες, επειδή η συμπεριφορά 

τους ελέγχεται από τη θεωρία. Αυτή η διάκριση συσχετίζεται με «τη σχηματική (figural) και την 

εννοιολογική (conceptual) φύση των γεωμετρικών εννοιών» (Fischbein, 1993). Σύμφωνα με την 

Laborde (2005): 

� Το θεωρητικό πεδίο (Τ) καταδεικνύει τις θεωρητικές αναφορές σε μια γεωμετρική 

θεωρία, στα θεωρητικά αντικείμενα, τις σχέσεις και διαδικασίες σε αυτά τα 

αντικείμενα.  

� Το χωρογραφικό πεδίο (SG) καταδεικνύει τις γραφικές οντότητες στις οποίες είναι 

δυνατό να εκτελέσουμε τις φυσικές ενέργειες (p. 161) 

Στα δυναμικά περιβάλλοντα, όπως το Cabri ΙΙ ή το Geometer’s Sketchpad, τα διαγράμματα 

προκύπτουν από ακολουθίες πρωτοτύπων (sequences of primitives) που εκφράζονται με 

γεωμετρικούς όρους επιλεγμένους από τον χρήστη. 

Σύμφωνα με τους Jackiw & Finzer (1993), «ένα αποτελεσματικό βήμα στην επίλυση ενός 

προβλήματος είναι η γνώση των σχέσεων που υπάρχουν στα δεδομένα του προβλήματος». 
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Συνεπώς,  πώς «μεταβιβάζουμε στο περιβάλλον τη γνώση των σχέσεων» ή, διαφορετικά, πώς 

αποκωδικοποιούμε ένα πρόβλημα, χρησιμοποιώντας αλληλεπιδραστικές τεχνικές. Στη συνέχεια 

πώς το λογισμικό μάς βοηθά να εκμεταλλευτούμε αυτή τη σύνθεση. H ιδιαιτερότητα που υπάρχει 

σε σχέση με μια κατασκευή στατική αφορά την εξάρτηση των αντικειμένων: δηλαδή, αν ένα 

βασικό στοιχείο διαγράφεται, η εξαρτώμενη κατασκευή παύει να υφίσταται (Jackiw & Finzer, 

1993; Pratt & Ainley, 1997). Για παράδειγμα: αν κατασκευάσουμε το μέσο ενός ευθυγράμμου 

τμήματος και στη συνέχεια διαγράψουμε το ένα άκρο του τότε διαγράφεται και το τμήμα και το 

μέσο του τμήματος. Τα διαγράμματα σε ένα λογισμικό δυναμικής γεωμετρίας αφότου έχουν 

δημιουργηθεί 

� αποκτούν μια ημιανεξαρτησία (quasi-independence) από τον χρήστη, μπορούν 

δηλαδή να τροποποιηθούν σύμφωνα με τη γεωμετρία των κατασκευών τους παρά 

σύμφωνα με τις επιθυμίες του χρήστη, δημιουργώντας έτσι ένα νέο είδος 

διαγραμμάτων (Laborde, 2005, p.165) 

� είναι εντελώς αντίθετα από τις συμβατικές στατικές εικόνες που ενεργούν ως απλές 

απεικονίσεις ή αναπαραστατικά διαγράμματα. Είναι νέα μαθηματικά αντικείμενα που 

[…] η μορφή γίνεται απείρως πλαστική μέσα στο λογισμικό (Jackiw, 2007, p.146)   

Σύμφωνα με τους Jackiw & Finzer (1993) «όλα τα αντικείμενα στο GSP βρίσκονται σε ένα 

διάγραμμα εξάρτησης, μια κατευθυνόμενη μη κυκλική γραφική παράσταση. Τα «δεδομένα» 

αντικείμενα σε μια κατασκευή είναι ‘ελεύθεροι κόμβοι’ (free nodes). Τα αντικείμενα, όπως τα 

μέσα σημεία των πλευρών τριγώνου, είναι ‘εξαρτώμενοι κόμβοι’ (dependent nodes). Ένα σχέδιο 

αποτελείται από ένα ή περισσότερα σύνολα αντικειμένων που διατηρούν τη συνοχή λόγω ενός 

συστήματος περιορισμών».  

Η κατασκευή ενός δυναμικού διαγράμματος «απαιτεί την […] αλληλεπίδραση μεταξύ του 

θεωρητικού και χωρογραφικού πεδίου» (Laborde, 2005, p.162). Στο διάγραμμα (σχήμα 2.7) 

επεξηγείται η δραστηριότητα ενός μαθητή (ή δασκάλου) κατά την επίλυση προβλήματος. 

Σύμφωνα με τους ερευνητές (π.χ Mariotti, 1995; Bartolini Bussi, 1991; Laborde, 2005) εκείνο που 

είναι σημαντικό είναι ότι οι μαθητές έχουν ως αφετηρία μια θεωρητική ερώτηση  η οποία αποκτά 

νόημα στο χωρογραφικό επίπεδο. 
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Σχήµα 2.7: ∆ραστηριότητα του λύτη προβλήµατος (Laborde, 2005, p.162) 

Η συνεχής αλληλεπίδραση αυτών των δύο πεδίων, δηλαδή του χωρογραφικού και του 

θεωρητικού, αναμένεται να έχει:  

� ένα αποτέλεσμα που ανήκει στο χωρογραφικό πεδίο SG· 

� μια απάντηση που ανήκει στο θεωρητικό πεδίο Τ. 

Πολύ συχνά στο περιβάλλον των στατικών μέσων, οι μαθητές παράγουν ένα διάγραμμα 

εργαζόμενοι στο χωρογραφικό επίπεδο. Στο περιβάλλον της δυναμικής γεωμετρίας, αν και ο 

μαθητής στην αρχική φάση (ή φάση δοκιμής) επιλέγει μια λύση στο πρόβλημα που ενδέχεται να 

μην ανταποκρίνεται στη γεωμετρική θεωρία, κάποια διαδικασία του λογισμικού μπορεί να τον 

βοηθήσει να παρατηρήσει κάποια ιδιότητα που πληροί μια συνθήκη, με αποτέλεσμα να θέσει 

νέους θεωρητικούς στόχους και να διερευνήσει το ζήτημα στο θεωρητικό επίπεδο.  

Επομένως τα περιβάλλοντα δυναμικής γεωμετρίας ευνοούν μια ισχυρότερη σύνδεση μεταξύ 

των χωρο-γραφικών και γεωμετρικών θεωρητικών περιοχών του διαγράμματος.  

Οι διαδοχικές κινήσεις των μαθητών στο διάγραμμα μεταξύ του χωρογραφικού και του 

θεωρητικού (Τ και του SG) επιπέδου εξηγούν πώς η λύση δε διαμορφώνεται αμέσως στο 

θεωρητικό επίπεδο και πώς κάθε βήμα κατασκευάζεται με βάση τα προηγούμενα. Κατά τη 

διαδικασία, επομένως, διερεύνησης ενός προβλήματος σε δυναμικό περιβάλλον, η Laborde 

(2005) θεωρεί «ότι οι μαθητές αποκτούν συνείδηση της θεωρητικής φύσης και ωθούνται να την 

εξωτερικεύσουν» (p.171).   

Η ανάλυση του τρόπου επίλυσης προβλημάτων δείχνει ότι οι μαθητές, στο στατικό περιβάλλον 

και εξαιτίας πιθανής πίεσης από τις υποχρεώσεις λόγω του πλαισίου της τάξης τους στα 

μαθηματικά, ωθούνται να προσεγγίσουν το θέμα τις περισσότερες φορές στο θεωρητικό επίπεδο 

αποτυχημένα. 

Σύμφωνα με την Laborde (2005) αυτός ο λόγος είναι κοινωνικής φύσης και πηγάζει από αυτό 

που ο Brousseau (1992) καλεί διδακτικό συμβόλαιο: είναι μέρος των υποχρεώσεων των μαθητών 

σε μια τάξη γεωμετρίας να χρησιμοποιήσουν τη γεωμετρική ορολογία (p.169). Αν όμως θέλουμε 
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να δούμε τους μαθητές να εξελίσσονται στη χρήση των γεωμετρικών μέσων για άλλους λόγους 

εκτός από την υποχρέωση που αισθάνονται λόγω του διδακτικού συμβολαίου, η γεωμετρία 

πρέπει να συνδέεται με διαδικασίες και διερεύνηση στο  χωρογραφικό επίπεδο SG. Στόχος της 

διδασκαλίας της γεωμετρίας σύμφωνα με τη Laborde (2005) «είναι να αναπτυχθεί αυτή η 

δυνατότητα της άμεσης γεωμετρικής ερμηνείας από τους μαθητές μέσω των χωρογραφικών 

φαινομένων» (p.171).  

2.3.3.1. Εργαλειακή αποκωδικοποίηση  

Για να ολοκληρωθεί μια κατασκευή στο λογισμικό, ο μαθητής πρέπει να αποκτήσει την 

ικανότητα εργαλειακής αποκωδικοποίησης (Patsiomitou, 2011), δηλαδή την ικανότητα να 

αποκωδικοποιεί τις νοητικές του εικόνες με τη χρήση των εργαλείων, η οποία βασίζεται στη 

γνωστική ανάλυση του γεωμετρικού σχήματος (Duval, 1995). Η κατασκευή ενός σχήματος στην 

οθόνη ενός λογισμικού δυναμικής γεωμετρίας εκ μέρους των μαθητών είναι αποτέλεσμα μιας 

σύνθετης διαδικασίας. Ειδικότερα, μια δυναμική αναπαράσταση προβλήματος «είναι μια 

γνωστική δομή που κατασκευάζεται από τον/τη μαθητή/τρια όταν ερμηνεύει το πρόβλημα» 

(Yackel, 1984, p. 7). Οι ερμηνείες των προβλημάτων μέσω δυναμικών διαγραμμάτων παίζουν 

σημαντικό ρόλο στην περιγραφή της γνώσης που οι μαθητές  μεταφέρουν σε καταστάσεις 

προβλημάτων.  

Ο μαθητής αρχικά μετατρέπει τη λεκτική διατύπωση ή γραπτή διατύπωση (για παράδειγμα, 

«κατασκεύασε ένα παραλληλόγραμμο») σε νοητική εικόνα, δηλαδή σε μια εσωτερική 

αναπαράσταση, ανακαλώντας ένα αρχέτυπο σχήμα (π.χ, Hershkovitz, 1990) αποτέλεσμα της 

εικόνας που έχει σχηματίσει για το παραλληλόγραμμο από ένα σχολικό εγχειρίδιο (ή από μια 

αυθεντία γενικότερα), και στη συνέχεια μετατρέπει την εσωτερική σε εξωτερική αναπαράσταση, 

που είναι το σχέδιο στην οθόνη. 

Κατά τη διάρκεια μιας κατασκευής ο μαθητής είναι αναγκαίο να αναπτύξει τρία είδη 

κατανόησης αναφορικά με την επιλογή των εργαλείων και αντικειμένων στο λογισμικό, την 

αντιληπτική, τη σειριακή, τη λεκτική και τη λειτουργική κατανόηση. Πιο συγκεκριμένα, η 

ικανότητα της εργαλειακής αποκωδικοποίησης στο λογισμικό εξαρτάται από (Patsiomitou, 2011): 

α) τη σειριακή κατανόηση της επιλογής των εργαλείων (δηλαδή ο μαθητής πρέπει να επιλέξει το 

σημείο Γ και το τμήμα ΑΒ και στη συνέχεια την εντολή, δηλαδή να ακολουθήσει μια 

προκαθορισμένη σειρά)· β) τη λεκτική κατανόηση της επιλογής των εργαλείων, δηλαδή ο 

μαθητής να έχει την ικανότητα να εκφράσει τη διαδικασία («θα επιλέξω το σημείο Γ και το τμήμα 
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ΑΒ»)· γ) τη θεσιακή λειτουργία των στοιχείων της κατασκευής που στηρίζεται στην αντιληπτική 

κατανόησή του. Τότε ο μαθητής έχει κατασκευάσει τη λειτουργική κατανόηση των στοιχείων του 

σχήματος για την κατασκευή,  που σημαίνει την ικανότητα να λειτουργήσει την κατασκευή του.  

Η αναπαράσταση επομένως από την πλευρά του μαθητή ενός γεωμετρικού διαγράμματος 

σχετίζεται άμεσα με την κατανόηση του θεωρητικού στόχου της κατασκευής αλλά και με τη 

δόμηση του συνόλου των σχέσεων που το δημιουργούν. Αυτό συνεπάγεται την κατανόηση της 

ακολουθιακής σειράς με την οποία ο μαθητής θα κατασκευάσει το διάγραμμα και την 

αντιμετώπιση γνωστικών συγκρούσεων που θα προκύψουν. Συγκρίνοντας τη διαδικασία 

κατασκευής ενός διαγράμματος στο στατικό μέσο και στο δυναμικό μέσο, διαπιστώνεται ότι το 

στατικό διάγραμμα δεν έχει καμιά ανεξαρτησία από τη στιγμή που κατασκευάζεται, αφού 

σύμφωνα με τη Laborde (2005, p.165) «στην περίπτωση που κατασκευάζουμε διαγράμματα σε 

στατικά μέσα, (αυτά) ακολουθούν τις επιθυμίες των μαθητών ώστε να ικανοποιηθούν οι 

προσδοκίες τους». Αυτό σημαίνει ότι το διάγραμμα δε λειτουργεί βοηθητικά ώστε ο μαθητής να 

έρθει σε γνωστικές συγκρούσεις μέσα από τη λανθασμένη κατασκευή του.  

2.3.3.2. Ανακλαστική Οπτική Αντίδραση (Reflective Visual Reaction)  

Όταν οι μαθητές ενεργήσουν πάνω στα δυναμικά διαγράμματα λαμβάνουν ως αποτέλεσμα 

κάποια μορφή αναδραστικής ανατροφοδότησης, η οποία έχει άμεση σχέση με το συνδυασμό των 

εργαλείων που θα χρησιμοποιηθούν από τους μαθητές ή έχουν χρησιμοποιηθεί από τον δάσκαλο 

των μαθηματικών σε μια ημιπροκατασκευασμένη δραστηριότητα.  

Μέσω των προβλημάτων «οι μαθητές ωθούνται σε γνωστικές συγκρούσεις οι οποίες παρέχουν 

το σπινθήρα για την αναστοχαστική σκέψη»6 (reflective thinking) (Savery & Duffy, 1995). Η 

αναστοχαστική σκέψη: (1) είναι σκόπιμη (2) υποκινείται από μια προβληματική κατάσταση (3) 

περιλαμβάνει την εσωτερική εξέταση της προσωπικής γνώσης σε σχέση με την κατάσταση 

προβλήματος και (4) οδηγεί σε μια νέα διορατικότητα (Rogers, 2001). Ο Mezirow (1997) ονομάζει 

αυτού του τύπου τη μάθηση «μετασχηματιστική μάθηση», όπου ο μαθητής ανακαλεί την 

προγενέστερη γνώση, μεταβάλλοντας έτσι το αρχικό πλαίσιο αναφοράς. Σύμφωνα με την Yuen 

Lie Lim (2009) η αναστοχαστική σκέψη θεωρείται ως «μεταγνώση, ενδοσκόπηση, και κρίσιμη 

σκέψη». Ειδικότερα, η χρήση των διαφορετικών τεχνικών στην κατασκευή του γεωμετρικού 

                                                        
6 Το ζήτημα της αναστοχαστικής σκέψης (reflective thinking) δεν είναι καινούργιο, και η προέλευσή του 

αποδίδεται στον John Dewey (π.χ., Hatton & Smith, 1995) ο οποίος υποστήριξε ότι η αληθινή μάθηση επέρχεται 
μόνο αφού ο μαθητής έχει μια μαθησιακή εμπειρία και έχει δοκιμάσει να «υφάνει την έννοια μέσω της 
εμπειρίας» (Rodgers 2002).    

 



 - 107 - 

διαγράμματος προκαλεί διαφορετικού τύπου αλληλεπιδράσεις, λόγω των ποικίλων μορφών 

αναπαραστάσεων στην οθόνη καθώς η μεταβολή του διαγράμματος με χρήση δυναμικών 

τεχνικών οδηγεί σε μια ακολουθία δυναμικά μεταβαλλόμενων διαγραμμάτων. Οι δυναμικές 

αναπαραστάσεις μπορεί να επιφέρουν αντιστοίχους νοητικούς μετασχηματισμούς οι οποίοι 

εξωτερικεύονται μέσω των πειραματικών μετασχηματισμών στο διάγραμμα. Αυτές οδηγούν στην 

κατασκευή νοητικών αναπαραστάσεων και μεταφράζονται λεκτικά ανάλογα με τον τρόπο 

κατανόησης του μαθητή, ακόμα και αν δεν εκτελούνται με υλικά μέσα αλλά μέσω της φαντασίας 

του μαθητή. Δημιουργείται επομένως «μια βαθμιαία οικοδόμηση και επεξεργασία της 

εννοιολογικής γνώσης των μαθητών» (Cifarelli, 1998) η οποία διευκολύνεται από τις 

προκύπτουσες «ομοιότητες» με προβλήματα που έχουν προηγηθεί. 

Οι ερμηνείες λοιπόν των μαθητών περιλαμβάνουν προβλέψεις και αναστοχασμούς για την 

αποτελεσματικότητα της προγενέστερης δραστηριότητας λύσης, καθώς και την καταλληλότητα 

της πιθανής δραστηριότητας λύσης. Επομένως, μπορούν να αναστοχαστούν σε μια πιθανή 

δραστηριότητα και να «διαβλέψουν» τα αποτελέσματα ή να κινήσουν δυναμικά αναπαραστάσεις 

και να προβλέψουν τα αποτελέσματα. Πολλές φορές οι μαθητές έχουν την ικανότητα να 

προβλέψουν αυτόν το μετασχηματισμό στο διάγραμμα επειδή τον έχουν συνδέσει με κάποια 

προϋπάρχουσα γνώση την οποία προσαρμόζουν στη συγκεκριμένη περίπτωση.  

Όταν ο μαθητής διαβάζει μια μαθηματική πρόταση και την απόδειξη της, η 

αποκωδικοποίηση συμβόλων ή μαθηματικής γλώσσας και η σύνδεση τους με την 

προϋπάρχουσα γνώση είναι αναγκαία. (Yang & Lin,  2008, p.69)  

Πολλοί μαθητές δεν έχουν την ικανότητα να οπτικοποιούν δυναμικά και να χειρίζονται 

γεωμετρικά σχήματα νοητικά, πράγμα σημαντικό για την επίλυση προβλημάτων στη γεωμετρία. 

Σε αυτή την περίπτωση πρέπει να εκτελέσουν όλες τις δραστηριότητες της λύσης, αφού δεν 

διαθέτουν την ικανότητα αναστοχασμού μιας πιθανής δραστηριότητας της λύσης ώστε να 

προβλέψουν τη λύση.  Επομένως, οι γεωμετρικοί μετασχηματισμοί στο λογισμικό βοηθούν τον 

μαθητή να σχηματίσει ένα ενδιάμεσο στάδιο μεταξύ του συγκεκριμένου και του αφηρημένου. 

Τον βοηθούν να αποκωδικοποιήσει τα μαθηματικά σύμβολα και να τα συνδέσει με την 

προϋπάρχουσα γνώση. Τότε η αντίδραση του στο λογισμικό που περιλαμβάνει τις ενέργειες 

νοητικές και πραγματικές διευκολύνει στην κατανόηση και τη λύση.  

Η αντίδραση αυτή έχει οριστεί ως Ανακλαστική Οπτική Αντίδραση (ΑΟΑ) (Reflective Visual 

Reaction) (RVR) (ενδεικτικά Patsiomitou, 2008a, b, 2010).  Δηλαδή,  

είναι εκείνη η αντίδραση του μαθητή που είναι βασισμένη στον αναστοχαστικό τρόπο 

σκέψης και προέρχεται από την αλληλεπίδραση με τις ΣΟΕΑ στο λογισμικό, 



 - 108 - 

διευκολύνοντας έτσι  την κατανόηση των μαθηματικών εννοιών και την επίλυση των 

προβλημάτων. 

2.4. ∆ιαµεσολάβηση των εργαλείων 
Ο όρος διαμεσολάβηση είναι ένας πολύ κοινός όρος στη βιβλιογραφία σχετικά με τον 

υπολογιστή και την εκπαίδευση, και σύμφωνα με την Mariotti (2002) χρησιμοποιείται «ως 

δυνατότητα ενδυνάμωσης της σχέσης μεταξύ των μαθητών και της μαθηματικής γνώσης» (p.705 

οπ. αναφ. στο Cerulli, 2004, p. 30). Με τον όρο διαμεσολάβηση οι Noss & Hoyles (1996) εννοούν 

«τη δυνατότητα δημιουργίας ενός καναλιού επικοινωνίας μεταξύ του δασκάλου και του μαθητή 

βασισμένη σε μια κοινή γλώσσα» (p. 6).    

Οι κοινωνικοπολιτισμικές προσεγγίσεις εξετάζουν τη διδασκαλία και μάθηση των εννοιών στο 

κοινωνικό και πολιτισμικό πλαίσιο (Vygotsky 1978; Wertsch 1998) στο οποίο αναφέρονται ή 

υφίστανται.  

«Αν η μάθηση θεωρείται ως κοινωνική πρακτική, τότε (α) η διδασκαλία μπορεί να 
θεωρηθεί ως η πρακτική ενορχήστρωσης μαθηματικών συζητήσεων και (β) η μάθηση 

μπορεί να θεωρηθεί ως οι διαδικασίες με τις οποίες οι μαθητές εμπλέκονται στις 

συζητήσεις. Σε αυτή την περίπτωση ο ρόλος του δασκάλου είναι εκείνος του 

διαμεσολαβητή των εννοιολογικών συζητήσεων που περιλαμβάνουν τη χρήση των 

καταλλήλων εργαλείων […] και ο ρόλος του μαθητή συσχετίζεται με τη συμμετοχή του 
στη συζήτηση, εστιάζοντας στους τρόπους με τους οποίους τα [πολιτισμικά] εργαλεία 

διαμεσολαβούν στις συζητήσεις»(Bowers & Stephens, 2011, p.3).  

Ένας μεγάλος αριθμός ερευνών στο χώρο της ψυχολογίας της μάθησης (ενδεικτικά 

αναφέρονται Leont'ev, 1978; Vygotsky, 1978; Luria, 1979; Salomon, 1993 οπ. αναφ. στο Nardi, 

1996), ανθρωπολογίας  (Lave, 1988; Suchman, 1987; Flor & Hutchins, 1991; Hutchins 1991; Nardi 

& Miller 1990, 1991; Gantt & Nardi, 1992; Chaiklin & Lave, 1993 οπ. αναφ. στο Nardi, 1996), και 

της  επιστήμης των υπολογιστών (Clement, 1990; Mackay, 1990; MacLean et al., 1990 οπ. αναφ. 

στο Nardi, 1996) «έχουν δείξει ότι δεν είναι δυνατόν να αντιληφθούμε πλήρως το πως οι 

άνθρωποι μαθαίνουν ή εργάζονται αν η γνώση είναι ατομική χωρίς αλληλεπίδραση με άλλους 

ανθρώπους ή με υλικά ή ψηφιακά τεχνουργήματα (artifacts) για την ολοκλήρωση ενός 

συγκεκριμένου στόχου» (Nardi, 1996 p.35). Σύμφωνα με τους Sedig & Liang (2008) «τα 

αλληλεπιδραστικά γνωστικά εργαλεία επηρεάζουν τη σκέψη και τις μαθησιακές διαδικασίες […] 

καθώς μπορούν να μετασχηματίσουν τις νοητικές διαδικασίες και δραστηριότητες» (p. 148).  

Αυτά τα γνωστικά εργαλεία ή όπως αποκαλούνται διαφορετικά (Sedig & Liang, 2008 

«‘εργαλεία μυαλού’, ‘εργαλεία σκέψης’, ή ‘γνωστικές τεχνολογίες’ («mind tools, thinking tools, or 

cognitive technologies» αντίστοιχα): 
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� αναπαριστούν τις πληροφορίες (Norman, 1993 όπ. αναφ. στους Sedig & Liang, 2008, 

p.148) και 

� είναι αλληλεπιδραστικά και δυναμικά - εξυπηρετώντας τη διαμεσολάβηση μεταξύ 

μαθητή και πληροφορίας, διευκολύνοντας την απόδοση των επιμέρους δράσεων για 

τις αναπαραστάσεις των πληροφοριών (Sedig & Liang, 2006 όπ. αναφ. στους Sedig & 

Liang, 2008, p.148) ».  

Το δίκτυο των σχέσεων διδασκαλίας-μάθησης σε ένα διαμεσολαβούμενο  περιβάλλον από 

κατάλληλα εργαλεία για τη μάθηση, αναλύεται σε σχέση με την ψυχολογική θεωρία του Vygotsky 

(1978), η οποία δίνει έμφαση στον κοινωνικοπολιτισμικό χαρακτήρα της ανθρώπινης γνώσης. Η 

θεωρία του Vygotsky διακρίνει ανάμεσα σε δύο τύπους ψυχολογικών λειτουργιών: τις ανώτερες 

και τις κατώτερες. Στις ανώτερες ψυχολογικές λειτουργίες περιλαμβάνεται η γλωσσική λειτουργία 

ενώ στις κατώτερες, η αντίληψη  (Kozulin, 1998).  

Η θεωρία των van Hiele έχει πολλά κοινά σημεία με την θεωρία του Vygostky. Οι μαθητές στο 

πρώτο επίπεδο έχουν την ικανότητα να αντιλαμβάνονται τα αντικείμενα ολιστικά. Η ανάπτυξη 

της σκέψης συσχετίζεται με τον τρόπο που εξελίσσεται η γλωσσική έκφραση του μαθητή, αφού 

κάθε επίπεδο έχει τα δικά του γλωσσικά σύμβολα (van Hiele, 1986). Με άλλα λόγια, ως απόρροια 

της κατάλληλης διδασκαλίας, ο μαθητής αποκτά μια αυξανομένη ικανότητα στο χειρισμό των 

γλωσσικών συμβόλων. Πώς όμως τα εργαλεία διαμεσολαβούν στην ανάπτυξη αυτής της 

ικανότητας;   

2.4.1.Υλικά και ψυχολογικά εργαλεία  

Η διδασκαλία και μάθηση των μαθηματικών στην τάξη είναι μια κοινωνικοπολιτισμική 

δραστηριότητα (Vygotsky, 1978; Wertsch, 1998) στην οποία τα υλικά και ψυχολογικά ‘εργαλεία’ 

παίζουν σημαντικό ρόλο ως διαμεσολαβητές της διαδικασίας κατασκευής των μαθηματικών 

εννοιών και ειδικότερα των γεωμετρικών εννοιών. Με την άποψη αυτή συμφωνεί η Kozulin 

(1990) η οποία ισχυρίζεται ότι οι υψηλότερου επιπέδου νοητικές λειτουργίες είναι απόρροια μιας 

κοινωνικοπολιτισμικής δραστηριότητας. 

Αν και από ψυχολογική προοπτική υπάγονται στην ίδια κατηγορία της έμμεσης 

(διαμεσολαβημένης) δραστηριότητας, η βασική διαφορά μεταξύ των σημείων και των εργαλείων 

στηρίζεται στη διαμεσολαβητική λειτουργία που χαρακτηρίζει κάθε ένα από αυτά (Mariotti, 

2000):  
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� Τα υλικά εργαλεία κατευθύνονται προς τα υλικά αντικείμενα στα οποία απευθύνονται αλλά 

επηρεάζουν και τη γνωστική δραστηριότητα του υποκειμένου που τα χρησιμοποιεί. Η 

λειτουργία των υλικών εργαλείων είναι επομένως προσανατολισμένη εξωτερικά, ώστε να 

χρησιμεύσει ως ο αγωγός της ανθρώπινης δραστηριότητας που στοχεύει στην 

οργάνωση/κυριαρχία της φύσης.  

� Τα ψυχολογικά εργαλεία (π.χ. σημεία, σύμβολα, τύποι) είναι συμβολικά τεχνουργήματα και 

κατευθύνουν το νου και τη συμπεριφορά του υποκειμένου. Η λειτουργία των σημείων 

(ψυχολογικών εργαλείων) είναι προσανατολισμένη εσωτερικά, είναι ένας τρόπος της 

εσωτερικής δραστηριότητας που στοχεύει στην οργάνωση ενός υποκειμένου (p.14) 

Για την ερμηνεία των φαινομένων που λαμβάνουν χώρα σε μια δραστηριότητα με τη 

διαμεσολάβηση των εργαλείων χρησιμοποιούνται οι όροι εργαλείο, τεχνούργημα και όργανο. Οι 

όροι είναι αναγκαίο να οριστούν και στην παρούσα μελέτη, υιοθετώντας ένα συνδυασμό των 

ορισμών της Cerulli (2004) και του Wartofsky (1979): 

� Εργαλείο (tool) είναι το μέσο με το οποίο κάτι επιτυγχάνεται, εκτελείται, ή 

υλοποιείται. 

� Τεχνούργημα (artifact) είναι το αντικείμενο υλικό ή αποτέλεσμα νοητικής γνώσης, ή 

γεγονός/ιδέα που προέρχεται από ανθρώπινη εργασία, ενώ η διαδικασία που το 

παράγει με κάποιο σκοπό περιλαμβάνει ανθρώπινη γνώση. Ανάλογος είναι και ο 

ορισμός των τεχνουργημάτων (aftefacts ή artifacts) που δίνει ο Wartofsky (1979): 

δημιουργήματα του ανθρώπου, αντικείμενα κατασκευασμένα από ανθρώπινα χέρια, 

συμπεριλαμβανομένων των πολιτισμικών δημιουργημάτων όπως η γλώσσα. Το 

τεχνούργημα μπορεί να είναι ένα φυσικό αντικείμενο όπως το σφυρί ή ένας 

ζωγραφικός πίνακας, αλλά και οποιοδήποτε άλλο προϊόν ανθρώπινης εργασίας. 

Ειδικότερα, ως τεχνουργήματα θα θεωρήσουμε και τα προγράμματα των 

υπολογιστών, τα θεωρήματα, τις επιστημονικές θεωρίες, κ.λπ.  

� Όργανο (instrument) είναι το εργαλείο (ή τεχνούργημα) και ο τρόπος με τον οποίο 

αυτό χρησιμοποιείται από το διαμεσολαβητή προκειμένου να επιτευχθεί κάποιος 

σκοπός: με το όργανο επιτυγχάνεται, εκτελείται ή υλοποιείται κάτι. Όλα τα όργανα δεν 

είναι τεχνουργήματα (ή εργαλεία). Για παράδειγμα, ένα σφυρί ή μια πέτρα μπορεί να 

χρησιμοποιηθούν ως όργανα (το εργαλείο και ο τρόπος χρήσης του)  που χτυπούν ένα 

καρφί. Το σφυρί είναι τεχνούργημα, ενώ η πέτρα είναι απλώς ένα αντικείμενο.  
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2.4.2.H θεωρία εργαλειοποίησης του Rabardel 

Η θεωρία του Rabardel (1995), έχει τα ρίζες της στη θεωρία του Vygotsky (1978) για τη 

χρήση των εργαλείων καθώς επίσης και στη θεωρία του Engestrom (1987). Ο Rabardel μέσω της 

θεωρίας εργαλειακής γένεσης παρέχει ένα πλαίσιο για την κατανόηση της σχέσης μεταξύ του 

εργαλείου και του χρήστη.  

Ο Trouche (προσωπική επικοινωνία 2-4 Απριλίου 2008) χαρακτηρίζει τη διαδικασία 

εργαλειακής γένεσης (Verillon & Rabardel,1995) «ως μια αμφίδρομη διαδικασία μεταξύ των 

υποκειμένων και των τεχνουργημάτων (συμπεριλαμβανομένων των νοητικών κατασκευασμάτων) 

με κοινωνικές πτυχές, αναπτυσσόμενη μέσω ολοκληρωμένων/ οριστικοποιημένων δράσεων 

εντός ή εκτός των τάξεων». Σύμφωνα με τον Trouche «κατά τη διάρκεια της διαδικασίας της 

εργαλειακής γένεσης ένα τεχνούργημα (artefact) μετασχηματίζεται σε όργανο (instrument) 

προσανατολισμένο από ολοκληρωμένες δράσεις και βοηθούμενο από εργαλειακές 

ενορχηστρώσεις σε σχέση με το υποκείμενο και το στόχο που το υποκείμενο θέλει να υλοποιήσει 

μέσω του εργαλείου» (προσωπική επικοινωνία, ό.π.).   

 

Σχήµα 2.8.: Εργαλειακή γένεση (σε συνεργασία µε τον Prof. Trouche, 2 Απριλίου 2008 στο 

Patsiomitou, 2008) 

Επομένως, όχι μόνο το εργαλείο έχει επιπτώσεις στη σκέψη του χρήστη ως αποτέλεσμα της 

αλληλεπίδρασης του χρήστη με το εργαλείο (ενδεικτικά Artigue, 2002; Guin & Trouche, 1999; 

Drijvers, 1999; Trouche, 2004; Drijvers & Trouche, 2008) αλλά και οι διαδικασίες που 

αποτυπώνονται στο παραπάνω σχήμα και χαρακτηρίζουν την διαδικασία εργαλειακής γένεσης. Η 

Artigue (2000) θεωρεί την εργαλειακή γένεση ως δίπολο που κατευθύνεται προς  
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� το εργαλείο, το οποίο διαμορφώνεται από το χρήστη, ενισχύοντάς το σταδιακά με 

δυνατότητες και μετασχηματίζοντάς το τελικά για συγκεκριμένες χρήσεις μέσω της 

διαδικασίας εργαλειοποίησης (instrumentalization).  

� το υποκείμενο, και έχει επιπτώσεις στη σκέψη του χρήστη και στον τρόπο που αυτή 

διαμορφώνεται λόγω της χρήσης του εργαλείου μέσω της διαδικασίας οργανοποίησης 

(instrumentation).  

Οι Verillon & Rabardel (1995) τονίζουν την διαφορά μεταξύ ενός εργαλείου ως υλικού 

αντικειμένου και ενός οργάνου ως ψυχολογικού κατασκευάσματος: «το όργανο δεν υπάρχει από 

μόνο του, γίνεται όταν το υποκείμενο είναι σε κατάλληλη θέση να το ενσωματώσει μέσα στη 

δραστηριότητά του». Οι Rabardel (1995), Guin & Trouche (1999) θεωρούν ότι το όργανο είναι μια 

μικτή οντότητα  που περιέχει  

� μια υλική συνιστώσα: αφορά το εργαλείο ή ένα μέρος ενός εργαλείου που 

κινητοποιείται για να πραγματοποιήσει έναν τύπο στόχου· 

� μια ψυχολογική συνιστώσα: αφορά τα χρηστικά σχήματα (utilization schemes) του 

εργαλείου, δηλαδή νοητικά σχήματα (Vergnaud, 1996) που οργανώνουν τη 

δραστηριότητα μέσω του εργαλείου, προκειμένου να υλοποιηθεί  ένας δεδομένος 

στόχος.  

Η έννοια του σχήματος είναι κεντρική και στη θεωρία των εννοιολογικών πεδίων του Vergnaud 

(1990,1996, 1997).  

Ένα σχήμα (A scheme) είναι η αμετάβλητη οργάνωση της συμπεριφοράς για μια 
ορισμένη κατηγορία καταστάσεων. Η γνώση (-ειs) που περιλαμβάνεται (-ονται) σε αυτό 

το σχήμα καθοδηγεί τη χειρονομία/συμπεριφορά/δράση και συγχρόνως η επανάληψη 

τέτοιων χειρονομιών/συμπεριφορών/δράσεων εγκαθιστά στο μυαλό αυτό το είδος 

γνώσης  (Vergnaud, 1997, p. 222; 1997, p. 12).   

Σύμφωνα με τον Trouche (προσωπική επικοινωνία, 22 Οκτωβρίου 2007), «όλα τα σχήματα που 

σχετίζονται με τη χρήση ενός εργαλείου/τεχνουργήματος είναι χρηστικά σχήματα (utilization 

schemes)». Υπάρχουν δύο είδη χρηστικών σχημάτων: τα σχήματα εργαλειοποιημένης δράσης 

και τα σχήματα χρήσης [όπως περιγράφονται στο έργο του Rabardel (1995) “People and 

Technology”]. Ακόμα πρέπει να συμπεριλάβουμε τις κοινωνικές πτυχές των σχημάτων. Και, 
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τελικά, αυτό που είναι σημαντικό είναι να αναλύσουμε τις λειτουργικές σταθερές πίσω από τα 

σχήματα». Τα δυο είδη σχημάτων7 είναι (Rabardel, 1995): 

� Τα σχήματα χρήσης (usage schemes) είναι νοητικά σχήματα (Vergnaud, 1996) 

προσανατολισμένα στη διαχείριση του εργαλείου·  

� τα σχήματα εργαλειοποιημένης δράσης (instrumented action schemes) είναι σχήματα  

προσανατολισμένα στην εκτέλεση ενός συγκεκριμένου στόχου (p.84) 

Αυτό που ο Trouche υπονοεί είναι ότι τα χρηστικά σχήματα (utilization schemes) έχουν και 

ατομικές και κοινωνικές διαστάσεις. Η ατομική είναι ειδική για κάθε άτομο, ενώ η κοινωνική 

προέρχεται από το γεγονός ότι τα σχήματα αναπτύσσονται στη διάρκεια μιας διαδικασίας στην 

οποία το υποκείμενο δεν είναι μεμονωμένο. Έτσι οι σχεδιαστές των artefacts, σε οποιαδήποτε 

μορφή κι αν αναφερόμαστε (π.χ. σχεδιαστές λογισμικού ή σχεδιαστές δραστηριοτήτων 

λογισμικού) συνεισφέρουν στην εμφάνιση τέτοιων σχημάτων. Ενώ είναι προφανές ότι τα 

υποκείμενα εισαγόμενα σε αυτήν τη συλλογική δραστηριότητα εφαρμόζουν τα σχήματα 

χρησιμοποίησης που αντιστοιχούν στους διάφορους τύπους που αναφέρονται ανωτέρω, δεν 

είναι λιγότερο προφανές  ότι η συλλογική φύση της δραστηριότητας, εκτός εξαιρέσεων , οδηγεί 

στη σύσταση και εφαρμογή ειδικών σχημάτων.   

Επιπλέον ο Trouche υποστηρίζει (προσωπική επικοινωνία, 22 Οκτωβρίου 2007), ότι όταν 

προκύπτουν σχήματα εργαλειοποιημένης δράσης, πρέπει κάποιος να αναζητήσει τις 

λειτουργικές σταθερές (operational invariants) που καθοδηγούν αυτήν την τεχνική, δηλαδή τα 

αναδυόμενα θεωρήματα-εν-δράσει και τις έννοιες-εν-δράσει, σε συσχέτιση με την κατασκευή 

αποδεικτικών σχημάτων εκ μέρους των μαθητών.  

Σύμφωνα με τους Zazkis & Liljedahl (2002), «η ανάπτυξη της θεωρίας των εννοιολογικών 

πεδίων παρακινήθηκε από την ανάγκη να καθιερωθούν συνδέσεις μεταξύ των μαθηματικών 

εννοιών, σχέσεων και θεωρημάτων και μεταξύ των δυναμικών αντιλήψεων και ικανοτήτων  των 

μαθητών των σχετικών με αυτές τις  μαθηματικές έννοιες, σχέσεις, και θεωρήματα» (p.95).  

Ο Rabardel (1995) προσδιορίζει επιπλέον για ένα νέο εργαλείο δύο αρχές που συνδέονται με 

την παραγωγή από το υποκείμενο των χρηστικών σχημάτων: 

� Την «αρχή της οικονομίας», δηλαδή μια οικονομική αρχή αναζητούμενη από τον χρήστη. 
Ως εκ τούτου, όταν δυο διαφορετικοί στόχοι προτείνονται στον χρήστη ειδικά 

προσαρμοσμένοι ο ένας στον άλλον και όταν το υποκείμενο διακόπτεται ενώ εκτελεί τον 

                                                        
7Σχήµατα εργαλειοποιημένα συλλογικής δράσης (instrument-mediated collective activity schemes) είναι τα 
σχήματα τα οποία αφορούν το συντονισμό μεμονωμένων δράσεων και την ολοκλήρωση των αποτελεσμάτων 
τους ως συμβολή στην επιτυχία  κοινών στόχων. 
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πρώτο στόχο για να ολοκληρώσει τον άλλον, τότε τείνει να χρησιμοποιήσει το εργαλείο 

που είχε χρησιμοποιήσει  για να εκτελέσει τον αρχικό στόχο ώστε να πραγματοποιήσει 

τον νέο στόχο.  
� Την «αναζήτηση της αποδοτικότητας» όπου, αν το υποκείμενο θεωρεί ότι το 

προτεινόμενο εργαλείο δεν θα είναι το αποδοτικότερο σχετικά με τους στόχους που θέλει 

να επιτύχει, τείνει είτε να επιλέξει ένα άλλο εργαλείο είτε να χρησιμοποιήσει το 

προτεινόμενο  εργαλείο αλλά με έναν τρόπο που οι σχεδιαστές του εργαλείου δεν είχαν 
προβλέψει (άτυπη χρήση, «informal use», ή κατάχρηση, «catachrèse», σύμφωνα με τον 

Rabardel) (p.96) 

 Οι έννοιες αυτές μπορούν να γίνουν κατανοητές αν χρησιμοποιήσουμε ένα κοινό εργαλείο, για 

παράδειγμα ένα μαχαίρι. Αν πάρουμε ένα μαχαίρι για να κόψουμε ένα κατασκεύασμα και στη 

συνεχεία και στη συνεχεία για να χτυπήσουμε ένα καρφί, τότε χρησιμοποιούμε το εργαλείο με 

οικονομία. Αν χρησιμοποιούμε εξ αρχής το μαχαίρι για τον δεύτερο στόχο τότε το 

χρησιμοποιούμε με κατάχρηση.   

2.4.3.Το λογισµικό δυναµικής γεωµετρίας ως εργαλείο διαµεσολάβησης  

Υπάρχουν διάφοροι τύποι λογισμικών δυναμικής γεωμετρίας όπως το The Geometer's 

Sketchpad (1991), Cabri (Baulac, Bellemain, & Laborde, 1992, 1994), Geometric Supposer 

(Schwartz & Yerushalmy, 1985) κ.α που παρέχουν στους μαθητές τα εργαλεία για τη διερεύνηση 

και την κατανόηση των γεωμετρικών εννοιών και διαμεσολαβούν επομένως με εναλλακτικούς 

τρόπους στην κατασκευή της γνώσης, στην αιτιολόγηση και την κατασκευή αποδείξεων 

(Arzarello, Micheletti, Olivero, Robutti, Paola & Gallino, 1998; Gutiérrez, 1995; Hollebrands, 2002; 

Laborde, 1993; Marrades & Gutiérrez, 2000). Σύμφωνα με τους Clements & Battista (1992), «η 

κονστρουκτιβιστική προσέγγιση και το μοντέλο των van Hiele της γεωμετρικής σκέψης είναι το 

κλειδί για τη θεωρητική θεμελίωση της χρήσης ενός τέτοιου περιβάλλοντος στην διδασκαλία και 

μάθηση της γεωμετρίας». Το λογισμικό δυναμικής γεωμετρίας ως εργαλείο /τεχνούργημα 

διαμεσολαβεί  

� μεταξύ του γεωμετρικού προβλήματος και της κατασκευής του σχεδίου ή σχήματος 

στην οθόνη διευκολύνοντας την κατανόηση ή και την αναθεώρηση των υπονοούμενων 

γεωμετρικών σχέσεων μέσα στο πεδίο εμπειρίας (Boero et al., 1985) των γεωμετρικών 

κατασκευών του λογισμικού.  

� στην αλληλεπίδραση μεταξύ δασκάλου-μαθητή και της γεωμετρικής δραστηριότητας. 

Κατά την ανάπτυξη της δραστηριότητας, οι ενέργειες του μαθητή, οι ενέργειες του 

δασκάλου ή άλλα γεγονότα μπορούν να προκαλέσουν μια αλλαγή στις σχέσεις που 

χαρακτηρίζουν την ίδια τη δραστηριότητα.  
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Το εργαλείο του λογισμικού τότε δρα ως ψυχολογικό εργαλείο, κατευθύνει τον τρόπο 

σκέψης του μαθητή (Sáenz-Ludlow & Athanasopoulou, 2008) και βοηθά την ανάπτυξη ανώτερων 

ψυχολογικών λειτουργιών με την έννοια του Vygotsky που έχουν άμεση σχέση με την κατανόηση 

της έννοιας. Ο μαθητής αλληλεπιδρά με το εργαλείο για την κατασκευή ενός σχεδίου, παράγεται 

επομένως μια ανώτερη ψυχολογική λειτουργία και το εργαλείο μετασχηματίζεται σε ψυχολογικό 

εργαλείο υπό την έννοια του Vygotsky.  

2.4.4. Ο ρόλος του «δυναµικού» προβλήµατος στη διαµεσολάβηση κατανόησης 
εννοιών  

Δυναμικό πρόβλημα είναι ένα πρόβλημα που τίθεται σε περιβάλλον λογισμικού δυναμικής 

γεωμετρίας απαιτώντας την κατασκευή ή τη χρήση ενός διαγράμματος για την επίλυσή του 

(Πατσιομίτου, Εμβαλωτής & Μπαρκάτσας, 2010). Πολλοί ερευνητές (Christiansen & Walther, 

1986; Laborde, Kynigos, Hollebrands & Strässer, 2006) έχουν επισημάνει τη σημασία των 

κατάλληλων προβλημάτων που διαμεσολαβούν στη διδασκαλία και την εκμάθηση και γνώση της 

γεωμετρίας. Το εργαλείο του λογισμικού και το γεωμετρικό πρόβλημα που έχει τεθεί παίζουν 

κεντρικό ρόλο στη δραστηριότητα και εξετάζονται ως εργαλεία διαμεσολάβησης στην κατασκευή 

των εννοιών σε δύο διαφορετικά επίπεδα. 

� Ο δάσκαλος χρησιμοποιεί το εργαλείο του λογισμικού και το πρόβλημα  για να 

κατευθύνει την ανάπτυξη των εννοιών που είναι (από μαθηματική άποψη) συνεπείς. 

� Ο μαθητής χρησιμοποιεί τα εργαλεία που υπάρχουν στο λογισμικό ή άλλα που επινοεί 

μόνος του για να επιλύσει το πρόβλημα και να επιτευχθεί ο μαθησιακός στόχος.  

Μέσω της ενεργού συμμετοχής του ο μαθητής χτίζει την γνώση του πάνω στην «προσωπική του 

δραστηριότητα» (Christiansen & Walther, 1986, p.246) και τη συνεργασία του με άλλους μαθητές 

που αναπτύσσεται σε ένα πρόβλημα  «κατασκευαστικού, διερευνητικού τύπου». Με τον όρο 

«προσωπική δραστηριότητα» οι ερευνητές εννοούν οι μαθητές να μοιραστούν τις ιδέες τους για 

τη λύση στο πλαίσιο των μαθηματικών τα οποία έχουν τεθεί ως στόχος για την τάξη από το 

πρόγραμμα σπουδών.  

Στο σχήμα 2.9 των Christiansen & Walther (1986, p.247), το πρόβλημα παίζει κεντρικό ρόλο 

στη δραστηριότητα που αναπτύσσεται μεταξύ των [δάσκαλου-μαθητή], [μαθητή –μαθηματικών] 

και [δάσκαλου– Προγράμματος σπουδών]. Στο σχήμα 2.10, έχει αναπροσαρμοστεί το διάγραμμα 

των Christiansen & Walther (ό.π), ώστε να συμπεριληφθεί η κατασκευή/ χρήση του δυναμικού 

διαγράμματος ως μετάφραση του προβλήματος στο λογισμικό δυναμικής γεωμετρίας, 
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εξειδικεύοντας κάποια από τα στοιχεία του σχήματος 1 στο πλαίσιο της παρούσας έρευνας. 

Επομένως, το ‘δυναμικό’ πρόβλημα αποτελεί ένα ισχυρό εκπαιδευτικό εργαλείο, καθώς 

διασυνδέει τη δραστηριότητα του υποκειμένου με το κοινωνικό περιβάλλον της τάξης ή της 

ομάδας.  

 
 

Σχήμα 2.9: Πρόβλημα και δραστηριότητα 
(Christiansen & Walther, 1986, p.247) 

Σχήμα 2.10:Προσαρμογή του διαγράμματος ώστε 
να συμπεριληφθεί το δυναμικό πρόβλημα  

 

Υπάρχει μια διαφορά μεταξύ προβλήματος και δραστηριότητας ως εκπαιδευτικών εργαλείων. 

Στο σχήμα των Christiansen & Walther (1986, p.247), το πρόβλημα το οποίο διαμεσολαβεί στη 

δραστηριότητα μεταξύ δασκάλου-μαθητή, μαθητή-μαθηματικών (που έχει σαν στόχο να 

κατακτήσει ο μαθητής) και δασκάλου-προγράμματος σπουδών (που έχει σαν στόχο να διδάξει ο 

δάσκαλος) είναι κεντροθετημένο ως σημαντικό εκπαιδευτικό εργαλείο. Επομένως μέσω του 

προβλήματος που εμπεριέχεται στο πλαίσιο μιας δραστηριότητας, αναπτύσσεται η σχέση μεταξύ 

του μεμονωμένου μαθητή και του περιβάλλοντος της τάξης ως κοινωνικού κατασκευάσματος.  

2.5. Συνοπτική επισκόπηση των σηµαντικοτέρων εννοιών  
Σε μια σύντομη επισκόπηση αναφορικά με το δεύτερο κεφάλαιο εξετάζεται τόσο η έννοια του 

κοινωνικού κονστρουκτιβισμού (social constructivism), ως διαδικασίας ταυτόχρονα 

κονστρουκτιβιστικής και αλληλεπιδραστικής, όσο και ο ρόλος των γνωστικών συγκρούσεων στην 

κατασκευή της γνώσης. Στη συνέχεια παρουσιάζονται τα χαρακτηριστικά κάθε επιπέδου στη 

θεωρία των van Hiele και συγκρίνονται οι περιγραφές των Battista (2007), Mason (1998), Burger 

& Shaugnessy (1986) – των τριών κυριότερων συντελεστών στη διαμόρφωση των 

χαρακτηριστικών των επιπέδων van Hiele. Αναλύεται ο ρόλος των φάσεων στη μαθησιακή 

διαδικασία και εξετάζονται οι γεωμετρικές ικανότητες και ο μετασχηματισμός τους ως κριτήριο 

γνωστικής ανάπτυξης του μαθητή. Σύμφωνα με τους περισσότερους ερευνητές (π.χ. Gutierrez & 

Jaime (1998), το επίπεδο ενός μαθητή επιτρέπει να εξετάσουμε τον τρόπο που ορίζει ένα 
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γεωμετρικό αντικείμενο, αιτιολογεί τα συμπεράσματά του και αποδεικνύει τους ισχυρισμούς του, 

δηλαδή πώς χρησιμοποιεί διαδικασίες ορισμού, απόδειξης και ταξινόμησης των σχημάτων, 

ζητήματα που αναλύονται διεξοδικά. Διακρίνεται η έννοια της επιχειρηματολογίας από την 

έννοια της απόδειξης και περιγράφεται το μοντέλο του Toulmin για την ανάλυση της δομής των 

επιχειρημάτων του εμπειρικού τμήματος της έρευνας. Επίσης διακρίνονται τα είδη του 

συλλογισμού που οι μαθητές αναπτύσσουν κατά την επίλυση προβλημάτων. Επισημαίνεται η 

διαφορά αιτιολόγησης και επιχειρηματολογίας και περιγράφονται τα είδη αποδεικτικών 

σχημάτων που αναπτύσσονται από τους μαθητές στις κύριες κατηγοριοποιήσεις που έχουν 

αναπτυχθεί από τους Bell (1976a, b), Balachef (1988) και Harel & Sowder (1998, 2007, 2009), 

Sowder & Harel (1998), Harel (2008). Εξετάζεται ο ρόλος των λογισμικών δυναμικής γεωμετρίας 

στην ανάπτυξη των επιπέδων γεωμετρικής σκέψης όπως και γιατί το λογισμικό δυναμικής 

γεωμετρίας Geometer’s Sketchpad έδειξε ότι ήταν κατάλληλο για πρόκληση γνωστικών 

συγκρούσεων, ανάπτυξη ικανότητας παραγωγικών επιχειρημάτων και άνοδο του επιπέδου 

γεωμετρικής σκέψης των μαθητών, σύμφωνα με τη θεωρία των van Hiele. Τίθενται τα θεμέλια 

για την εξέταση του ρόλου των δυναμικών αναπαραστάσεων, ως «καναλιού επικοινωνίας», και 

πώς μεσολαβούν στην ανάπτυξη του επιπέδου γεωμετρικής σκέψης. Ακολουθεί η ανάλυση της 

έννοιας του δυναμικού διαγράμματος ως τύπου δυναμικής οπτικής μαθηματικής αναπαράστασης 

(ΟΜΑ), δηλαδή ως «μιας [δυναμικής] αναπαράστασης που κωδικοποιεί οπτικά λειτουργικές, 

δομικές, και σημασιολογικές ιδιότητες και σχέσεις ενός αναπαριστάμενου κόσμου – είτε 

αφηρημένου είτε συγκεκριμένου που αποτελείται από μαθηματικές δομές ή έννοιες» (Sedig & 

Sumner, 2006, p. 2). Εξετάζονται ποιες αλληλεπιδραστικές τεχνικές από την κατηγοριοποίηση των 

Sedig & Sumner (ό.π.) έχουν επηρεάσει το σχεδιασμό των δραστηριοτήτων του μαθησιακού 

μονοπατιού της έρευνας καθώς και η έννοια του δυναμικού σημείου και των 

ημιπροκατασκευασμένων διαγραμμάτων. Αναλύονται οι δυο κύριες διακρίσεις του συρσίματος 

(θεωρητικό και πειραματικό) λόγω των ενεργειών των μαθητών αλλά και οι έννοιες των 

μετασχηματισμών της περιστροφής και της ανάκλασης. Επίσης  η έννοια της εργαλειακής 

αποκωδικοποίησης και της Ανακλαστικής Οπτικής Αντίδρασης. Το τελευταίο μέρος του 

θεωρητικού πλαισίου αναφέρεται στη θεωρία της εργαλειακής γένεσης του Rabardel (1995) αλλά 

και στο ρόλο του λογισμικού δυναμικής γεωμετρίας και του δυναμικού προβλήματος, ως 

εργαλείου διαμεσολάβησης.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3:  

Μεθοδολογικές επιλογές και τεκµηρίωση 
αυτών  

 

3.1. Εισαγωγή µεθοδολογικών ζητηµάτων  
Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζεται η ερευνητική μεθοδολογία που ακολουθήθηκε στην 

παρούσα διατριβή. Η έρευνα αποτελεί μια ποιοτική μελέτη (Merriam, 1998) με ημιπειραματικό 

σχεδιασμό (quasi-experimental) (Campbell & Stanley, 1963). Ο ημιπειραματικός σχεδιασμός «έχει 

ως στόχο να υποδεικνύει πότε η εκπαιδευτική παρέμβαση Α είναι καλύτερη από την 

εκπαιδευτική παρέμβαση Β, όπου Β είναι ο συνήθης τρόπος να ενεργούμε» (Goodyear & 

Steeples, 1999, p. 36)· διερευνά επίσης τα αποτελέσματα των αλλαγών που προκύπτουν σε 

επιλεγμένα υποκείμενα, συγκρίνοντάς τα πριν και μετά την ειδική μεταχείριση. 

Σύμφωνα με τον Creswell (1994), στη μέθοδο του ημιπειραματικού σχεδιασμού «ο ερευνητής 

έχει τόσο ομάδα ελέγχου όσο και πειραματική ομάδα για τη σύγκριση, […][οι οποίες 

αξιολογούνται με] ένα προ-τεστ και ένα μετά-τεστ, αλλά μόνο η πειραματική ομάδα λαμβάνει την 

ειδική μεταχείριση» (Creswell, 1994, p. 132). Η μέθοδος επιλέχθηκε γιατί «παρέχει την καλύτερη 

προσέγγιση στη διερεύνηση σχέσης αιτίου-αποτελέσματος» (McMillan, 2000, p.207).  

Στόχος της μελέτης ήταν η διερεύνηση της μετακίνησης των μαθητών της πειραματικής 

ομάδας σε υψηλότερο επίπεδο van Hiele λόγω της ενίσχυσης τους με υποστηρικτικό υλικό 

Προγράμματος Σπουδών στο Geometer’s Sketchpad v4 κατά τη διάρκεια της ερευνητικής 

διαδικασίας, καθώς και η σύγκριση τους με την εξέλιξη των μαθητών της ομάδας ελέγχου που 

ακολουθούσε το Πρόγραμμα Σπουδών της τάξης. Επιμέρους στόχος της μελέτης ήταν αφενός η 
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εμβάθυνση στα αποτελέσματα της επίδρασης των μετασχηματισμών του δυναμικού 

διαγράμματος μέσω των εργαλείων στον τρόπο σκέψης των μαθητών σε συνάρτηση με την 

ανάπτυξη του μαθησιακού μονοπατιού, συμπεριλαμβανομένων των ΣΟΕΑ, και αφετέρου η 

σύνδεση του Υποθετικού Μαθησιακού Μονοπατιού (ΥΜΜ)με την ανάπτυξη της αποδεικτικής 

διαδικασίας εκ μέρους των μαθητών, στοιχείο που θα επιβεβαίωνε την ανάπτυξη του επιπέδου 

van Hiele των μαθητών που συμμετείχαν. 

Ο ευρύτερος στόχος αφορά τη «βελτίωση της πρακτικής στη διδασκαλία και την εφαρμογή 

των ιδεών μέσα στην τάξη» (Cohen & Manion, 2000, σ. 262) με την αναπροσαρμογή του 

Προγράμματος Σπουδών της δευτεροβάθμιας στο αντικείμενο της Γεωμετρίας Α΄  Λυκείου, ώστε 

να συμπεριλάβει το μαθησιακό μονοπάτι που προτείνεται από την παρούσα διατριβή.  

3.1.1 Σχεδιασµός της µελέτης 

Στην παρούσα ενότητα παρουσιάζεται: (α) ο σχεδιασμός της μελέτης της ερευνητικής 

διαδικασίας που αφορά την πειραματική ομάδα και (β) ο σχεδιασμός της μελέτης σύγκρισης 

μεταξύ της πειραματικής ομάδας και της ομάδας ελέγχου.  

Ως προς το πρώτο σκέλος, η μελέτη της πειραματικής ομάδας συντελέστηκε μέσα από ένα 

διδακτικό πείραμα έρευνας δράσης (action research) (Kemmis & McTaggart, 1982; Schön, 1983) 

με υποστηρικτικό υλικό βασισμένο στη θεωρία των van Hiele (1984). Το υποστηρικτικό υλικό –οι 

δραστηριότητες, τα προσαρμοσμένα εργαλεία (custom tools) και αρχεία Sketchpad των 

ημιπροκατασκευασμένων Συνδεόμενων Οπτικών Ενεργών Αναπαραστάσεων (ΣΟΕΑ) που 

συνέθεσαν το Υποθετικό Μαθησιακό Μονοπάτι (ΥΜΜ)– σχεδιάστηκε ή ανασχεδιάστηκε από την 

ερευνήτρια για τις ανάγκες της μελέτης, καθώς «η έρευνα δράσης προϋποθέτει μια συνεχή 

διαδικασία ανάδρασης από την πλευρά του ερευνητή» (Ιωσηφίδης, 2008, σ. 146). Το μαθησιακό 

μονοπάτι θεμελιώνεται στη «θεωρία των van Hiele [η οποία] αναγνωρίζεται ως ένα από τα 

καλύτερα πλαίσια για τη μελέτη διδακτικών και μαθησιακών διαδικασιών στη γεωμετρία» 

(Atebe, 2008, p. 3). Αναλυτικότερα, οι μαθητές εισέρχονται στην ερευνητική διαδικασία με ένα 

αρχικό επίπεδο (προεπίπεδο) van Hiele και ένα επίπεδο προϋπάρχουσας γνώσης για το γνωστικό 

αντικείμενο της γεωμετρίας. Μέσω, αφενός, των υποστηρικτικών υλικών του Προγράμματος 

Σπουδών που εφαρμόστηκαν λόγω της συμμετοχής τους στο ΥΜΜ και, αφετέρου, των 

αλληλεπιδραστικών διαδικασιών μεταξύ μαθητή-μαθητή, μαθητή-υπολογιστή και ερευνητή-

μαθητή, οι μαθητές οδηγούνται σε ένα μετα-επίπεδο van Hiele και μια μεταγνώση. Τα προϊόντα 
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της ερευνητικής διαδικασίας αφορούν την κατασκευή μαθηματικών αντικειμένων 

συμπεριλαμβανομένων των μαθηματικών εννοιών και της απόδειξης. 

 

Ως προς το δεύτερο σκέλος, ο σχεδιασμός στόχευε όπως προαναφέρθηκε να συγκριθούν τα 

αποτελέσματα των αλλαγών της πειραματικής ομάδας που ακολούθησε το ΥΜΜ με εκείνα της 

ομάδας ελέγχου που ακολούθησε το Πρόγραμμα Σπουδών της τάξης. Στην ομάδα ελέγχου η 

εισαγωγή των εννοιών γινόταν μέσω της συζήτησης που αναπτυσσόταν κατά την παραδοσιακή 

διδασκαλία στην τάξη. Μέσω της σύγκρισης αξιολογήθηκε ο τρόπος συλλογισμού των μαθητών 

κατά την επίλυση προβλήματος με χρήση αποδεικτικής διαδικασίας στο αρχικό, μεσαίο και τελικό 

στάδιο της μελέτης. Η αξιολόγηση των διατυπώσεων των μαθητών, καθώς και της ανάπτυξης των 

απαγωγικών, παραγωγικών ή επαγωγικών επιχειρημάτων ήταν μέρος της δραστηριότητας. 

Για την εγκυρότητα της ισοδυναμίας ως προς το επίπεδο γεωμετρικής σκέψης και την 

ικανότητα στη γεωμετρία τόσο της πειραματικής ομάδας όσο και της ομάδας ελέγχου, οι μαθητές 

αξιολογήθηκαν στα ίδια τεστ. Στην αρχή αλλά και στο τέλος της διαδικασίας οι μαθητές 

αξιολογήθηκαν ως προς το επίπεδο van Hiele, χρησιμοποιώντας μέρος του ερωτηματολογίου του 

Usiskin (1982), ενός έγκυρου εργαλείου αξιολόγησης. Εξετάστηκε επίσης η ικανότητα των 

μαθητών στην αποδεικτική διαδικασία σε ένα προτέστ, ένα μεσοτέστ και ένα μετατέστ. Η 

σύγκριση επομένως στο προ-, μεσο- και μετατέστ δείχνει την εξέλιξη ως προς (α) την ικανότητα 

αποδεικτικής διαδικασίας, (β) την ικανότητα επίλυσης πραγματικού προβλήματος, τόσο από τους 

μαθητές της ομάδας ελέγχου που παρακολουθούσαν το παραδοσιακό πρόγραμμα σπουδών όσο 

και αυτούς της πειραματικής ομάδας που συμμετείχαν στο ενισχυμένο με υποστηρικτικό υλικό 

μέσω του Geometer’s Sketchpad πρόγραμμα.  

3.1.2 Ερευνητικά Ερωτήµατα  

Ερώτημα Α: Ποιος ο ρόλος των αλληλεπιδραστικών τεχνικών στην ανάπτυξη 

ικανότητας μετατροπής μεταξύ αναπαραστάσεων της ίδιας οντότητας, δομικής ανάλυσης 

των δυναμικών αναπαραστάσεων καθώς και ανάπτυξης συνδεόμενων οπτικών και 

νοητικών αναπαραστάσεων κατά μήκος της ερευνητικής διαδικασίας; 

Ερώτημα Β: Πως επιδρούν οι αλληλεπιδραστικές τεχνικές δυναμικού διαγράμματος 

του λογισμικού στην κατασκευή χρηστικών σχημάτων, στη διατύπωση εννοιών και στο  

μετασχηματισμό των εννοιών;  
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Ερώτημα Γ: Πως συμβάλλουν οι αλληλεπιδραστικές τεχνικές και οι μετασχηματισμοί 

δυναμικού διαγράμματος λόγω αλληλεπιδραστικών τεχνικών στην ανάπτυξη 

επαγωγικού, απαγωγικού, μετασχηματιστικού και παραγωγικού συλλογισμού και την 

ανάπτυξη του επιπέδου γεωμετρικής σκέψης κατά μήκος της ερευνητικής διαδικασίας;  

Ερώτημα Δ: Έχει μεταβεί ο μαθητής σε ένα υψηλότερο επίπεδο van Hiele 

γεωμετρικής σκέψης, λόγω της συμμετοχής του στην προτεινόμενη διδακτική ακολουθία 

μέσω του μαθησιακού μονοπατιού συμπεριλαμβανομένων των ΣΟΕΑ (LVAR); 

Ερώτημα Ε: Διαφοροποιείται, με βάση τις απαντήσεις των μαθητών, το επίπεδο van 

Hiele στην πειραματική ομάδα από την ομάδα ελέγχου;  

3.2. Ανάλυση της επιλογής της ποιοτικής έρευνας  
Η ιδιαιτερότητα του φαινόμενου που διερευνάται οδήγησε στην υιοθέτηση της ποιοτικής 

έρευνας μιας ομάδας μαθητών της Α΄ Λυκείου. Η επέκταση της έρευνας σε ευρύτερες ομάδες 

(π.χ. μαθητές  και άλλων σχολείων) θα οδηγούσε σε μεγάλο όγκο δεδομένων και θα καθιστούσε 

αδύνατη μια ανάλυση σε βάθος. Ένας από τους λόγους αυτής της επιλογής συνδέεται με την 

πεποίθηση ότι οι ποσοτικές μέθοδοι παρουσιάζουν μειωμένες δυνατότητες επαρκούς 

περιγραφής των βαθύτερων δομών των αλληλεπιδράσεων που σχετίζονται με τη συγκρότηση 

γνωστικών διαδικασιών. Οι Gutierrez & Jaime (1998) συμφωνούν ότι μια « […] συνέντευξη είναι ο 

ακριβέστερος τρόπος αξιολόγησης του επιπέδου καθώς παρέχει περισσότερες πληροφορίες για 

τον τρόπο συλλογισμού του μαθητή […] ενώ τα πολλαπλής επιλογής τεστ είναι μεν αποδοτικά 

καθώς μπορούν να διευθετηθούν σε μικρό χρόνο και τα αποτελέσματα να γίνουν αντικείμενο 

επεξεργασίας σε έναν υπολογιστή, αλλά δεν είναι καθόλου έγκυρα  και αξιόπιστα» (p. 27).  

Η ποιοτική έρευνα, η οποία ορίζεται γενικότερα ως το «είδος της έρευνας που παράγει 

ευρήματα στα οποία δεν οδηγείται με στατιστικά μέσα ή άλλες ποσοτικές μεθόδους» (Strauss & 

Corbin, 1990, p. 17) αλλά αναζητά να κατανοήσει και να ερμηνεύσει φαινόμενα σε 

«πραγματικά/φυσικά περιβάλλοντα όπου ο ερευνητής δεν επιχειρεί να χειραγωγήσει το 

φαινόμενο του ενδιαφέροντος» (Patton, 2001, p. 39), είναι επομένως μια έρευνα 

νατουραλιστική, ερμηνευτική.  Οι Strauss & Corbin (1990) υποστηρίζουν ότι οι ποιοτικές μέθοδοι 

μπορούν να χρησιμοποιηθούν για να καταλάβουμε καλύτερα οποιοδήποτε φαινόμενο για το 

οποίο γνωρίζουμε ελάχιστα. Όπου οι ποσοτικοί ερευνητές επιδιώκουν την πρόβλεψη και τη 

γενίκευση των συμπερασμάτων, οι ποιοτικοί ερευνητές, αντίθετα, επιδιώκουν την κατανόηση 

Σύμφωνα με τους Merriam & Simpson (1995), η ποιοτική έρευνα έχει στόχο την κατανόηση του 
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πώς «τα άτομα που είναι σε αλληλεπίδραση με το κοινωνικό περιβάλλον» ερμηνεύουν την 

εμπειρία τους. Οι Merriam & Simpson (1995) θεωρούν ότι στην ποιοτική έρευνα «ο ερευνητής 

ερμηνεύει, περιγράφει ή εξηγεί το φαινόμενο» (p.99) υπό τη δική του προοπτική. 

3.2.1. Έρευνα δράσης (action research) 

Η έρευνα δράσης είναι η μελέτη μιας κοινωνικής κατάστασης με σκοπό την αλλαγή ή τη 

βελτίωση της ποιότητας της δράσης μέσα σε αυτή (Elliot, 1982, ό.π. αναφ. στο Winter, 1989). Ο 

Elliot (1991, p. 50) επισημαίνει ότι σε κάθε τύπο έρευνας δράσης σημαντική είναι η έννοια του 

αναστοχασμού (reflection) και της έρευνας στην πράξη. Η ερευνητική διαδικασία και της 

παρούσας εργασίας μπορεί να «περιγραφεί ως συστηματική, αναστοχαστική σπείρα σχεδιασμού 

(προγραμματισμού), των ενεργειών και της παρατήρησης» (Steketee, 2004, p. 876).    

Ο συνδυασμός αναστοχασμού και πρακτικής έρευνας είναι η καλύτερη μέθοδος για τη 

βελτιστοποίηση των πρακτικών των εκπαιδευτικών και έχει τις ρίζες του στον Dewey (1933) ο 

οποίος και εισήγαγε την αναστοχαστική σκέψη (reflective thought) στο εκπαιδευτικό πλαίσιο. 

Τόσο το προϊόν όσο και η διαδικασία είναι αναγκαίο να εξετάζονται μαζί όταν προσπαθούμε 

να βελτιώσουμε την πρακτική, ώστε να προκαλέσουμε αλλαγές «που είναι επωφελείς για τους 

συμμετέχοντες σε αυτή» (Ιωσηφίδης, 2008, σ. 146). Αυτός ο τύπος του αναστοχασμού, «που 

συνδυάζει μαζί την έρευνα και τη δράση προβλέπει μια συνεχή διαδικασία ανάδρασης από την 

πλευρά του ερευνητή» (Ιωσηφίδης, 2008, σ. 146), κεντρικό χαρακτηριστικό αυτού που ο Schön's 

(1983) έχει ονομάσει αναστοχαστική πρακτική (reflective practice) και άλλοι ονομάζουν έρευνα 

δράσης (action research).  Σύμφωνα με τους Carr & Kemmis (1986)  

«στην έρευνα δράσης οι συμμετέχοντες διερευνούν τις ίδιες τις εκπαιδευτικές πρακτικές 

τους με άμεσο στόχο να αναπτύξουν την πρακτική κρίση ως άτομα. Έτσι ο ρόλος του 

διευκολυντή είναι σωκρατικός: να προσφέρει μια επιφάνεια αντήχησης όπου οι 

εκπαιδευτικοί μπορούν να δοκιμάζουν τις ιδέες τους και να μαθαίνουν περισσότερα για 

την αιτία των πράξεων τους καθώς και την διαδικασία απολογισμού …οι συμμετέχοντες 
αναλαμβάνουν την ευθύνη για τον σωκρατικό ρόλο της υποβοήθησης της ομάδας στον 

συνεργατικό αναλογισμό» (ό.π. αναφ. στο Cohen & Manion, 2000, p.263) 
Στις συναντήσεις με τους μαθητές της πειραματικής ομάδας, οι οποίες πραγματοποιούνταν 

μετά τη λήξη των μαθημάτων τους, η συγγραφέας της παρούσας διατριβής λειτουργούσε ως 

ερευνήτρια, δηλαδή ως άτομο με ακαδημαϊκό υπόβαθρο και γνώση του αντικειμένου και της 

βιβλιογραφίας του, καθώς και σχέση με όλα τα μεθοδολογικά εργαλεία και τα δεδομένα της 

ανάλυσης (Tabach, 2006, p. 234). Η ερευνήτρια είχε ενεργά συμμετοχική θέση στην έρευνα, 
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υποβάλλοντας στους μαθητές ερωτήσεις σκαλωσιάς (scaffolding questions)8 (π.χ, Wood, Bruner & 

Ross, 1976; Noss & Hoyles, 1996) ή και καθοδηγώντας τους στη χρήση του λογισμικού, όπως 

προβλέπεται από την έρευνα δράσης, όπου ο ερευνητής επιτρέπεται να είναι «ενεργά 

εμπλεκόμενος στην ίδια την ουσία της έρευνας» (Bogdan & Biklen, 1998, p. 223). 

Για παράδειγμα, πολλές φορές, ειδικά την πρώτη εβδομάδα, οι μαθητές δεν χρησιμοποιούσαν 

τα εργαλεία ή τις εντολές με τον προβλεπόμενο από το εγχειρίδιο του λογισμικού τρόπο με 

αποτέλεσμα να παρουσιάζεται τεχνολογικό εμπόδιο στην ολοκλήρωση της κατασκευαστικής 

διαδικασίας. Αν λοιπόν εδώ η ερευνήτρια δεν επιτρεπόταν να παρέμβει (αν ο ρόλος της 

ερευνήτριας δεν επέτρεπε τη συμμετοχή), η παρούσα έρευνα θα συναντούσε δυσκολία να 

ολοκληρωθεί. Όπως άλλωστε υποστηρίζουν οι Steffe et al. (1983), «η συμμετοχή σε μια 

αλληλεπιδραστική διαδικασία με ένα παιδί είναι απαραίτητη» (p. 177).  

Η ερευνήτρια «παρακολουθούσε προσεκτικά τα γεγονότα και κατέγραφε τις παρατηρήσεις της 

για να εντοπίσει τις διαφορετικές προοπτικές και να προτείνει ερμηνείες και συμπεράσματα» 

(Tabach, 2006, p.235). Με τον τρόπο αυτό αναστοχαζόταν επί των ενεργειών των μαθητών, 

εξετάζοντας τα αποτελέσματα των αντιδράσεών τους και την επίδραση των μεθοδολογικών 

εργαλείων στην επίτευξη του στόχου, τροποποιώντας ή αναδιαμορφώνοντας τα γνωστικά 

ενδιαφέροντα των μαθητών ανάλογα με την κατάσταση. Η παρατήρηση, για παράδειγμα, ότι οι 

μαθητές κατασκεύαζαν τα τετράπλευρα χωρίς να χρησιμοποιούν τη συμμετρία των 

τετραπλεύρων οδήγησε την ερευνήτρια στο σχεδιασμό της δεύτερης φάσης του ΥΜΜ και την 

εισαγωγή των μαθητών της πειραματικής ομάδας στο μενού «Μετασχηματισμός». Στη διάρκεια 

της σχολικής χρονιάς η ερευνήτρια ενεργούσε και ως παρατηρήτρια στην τάξη των μαθητών, 

σημειώνοντας την πρόοδο των μαθητών στα ενδιαφέροντα φαινόμενα που παρουσιάζονταν. Η 

διδασκαλία στην τάξη τόσο για τους μαθητές της πειραματικής όσο και της ομάδας ελέγχου 

διεξαγόταν από τον ίδιο καθηγητή, ο οποίος επέλεξε την ανωνυμία του στη μελέτη. 

Ο αναστοχασμός θεωρείται σημαντικό στοιχείο καθώς βοηθά τους εκπαιδευτικούς να 

εξετάσουν κριτικά τις πρακτικές τους και ει δυνατόν να τις αναδομήσουν (Korthagen, 2001). 

Μέσω της αναστοχαστικής διαδικασίας επιχειρείται «να βελτιωθεί η λογική και η αιτιολόγηση 

των πρακτικών της αποτελεσματικής διδασκαλίας, η κατανόηση αυτών των πρακτικών και οι 

καταστάσεις όπου αυτές υλοποιούνται» (Carr & Kemmis, 1986, σελ. 162). Χάρη στην ανάπτυξη 

                                                        
Οι Noss & Hoyles (1996, p.107) έχουν ορίσει την έννοια της σκαλωσιάς «ως σταδιακή βοήθεια που παρέχεται από 

έναν ενήλικα που προσφέρει ακριβώς το σωστό επίπεδο υποστήριξης έτσι ώστε ο μαθητής να κινηθεί επιτυχώς μέσα 

στην ζώνη επικείμενης ανάπτυξης του» 
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και την εφαρμογή αυτών των μοντέλων η βιβλιογραφία διαθέτει πλέον αρκετά στοιχεία για τη 

διαδικασία της έρευνας δράσης, υποστηρίζοντας συγκεκριμένα ότι η μορφή της ερευνητικής 

διαδικασίας είναι μια πολύτιμη προσέγγιση στην εκπαιδευτική έρευνα. 

Ο Richardson (1996) υποστηρίζει ότι η εκπαιδευτική θεωρία και πράξη αναπτύσσονται όταν 

διατυπώνονται ερωτήσεις σε πλαίσιο με πραγματικούς μαθητές και εκπαιδευτική πρακτική. Κατ’ 

αυτό τον τρόπο, «οι θεωρίες δεν επικυρώνονται αυθαίρετα και εφαρμόζονται έπειτα στην πράξη. 

Επικυρώνονται μέσω της πράξης» (Elliott, 1982, ό.π., στο Winter, 1989, p. 13).  

Ωστόσο, σύμφωνα με τον McTaggart (1994), τα συμπεράσματα που προκύπτουν από αυτή τη 

βελτίωση της πρακτικής είναι σημαντικά και ισχύουν και για άλλους τομείς με παρόμοιες ανάγκες 

και ανησυχίες: «… η έρευνα δράσης δεν αφορά μόνο τη μάθηση, [αλλά]… την παραγωγή γνώσης 

και τη βελτίωση των πρακτικών [μεταξύ όμοιων ομάδων]» (p. 317). 

3.2.2. Μαθηµατικό πλαίσιο της ερευνητικής διαδικασίας  

Η πολύχρονη διδακτική εμπειρία της ερευνήτριας της επέτρεψε να σχηματίσει άποψη η οποία 

θα παρουσιαστεί εν περιλήψει στη συνέχεια:  

Οι μαθητές μαθαίνουν στο γυμνάσιο για τα είδη των τετράπλευρων, εστιάζοντας όμως στις 

βασικές ιδιότητές τους, τις οποίες συνήθως αποστηθίζουν. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα όταν πια 

βρεθούν σε μεγαλύτερη τάξη να μπορούν να ανακαλέσουν μόνο τις πολύ βασικές έννοιες, τις 

πρωτεύουσες ιδιότητες των τετράπλευρων δηλαδή, που σχετίζονται με τις πλευρές και τις γωνίες 

του σχήματος και την αναγνώριση των σχημάτων από την αρχέτυπη μορφή τους. 

Οι έννοιες των τετράπλευρων στο Πρόγραμμα Σπουδών της Α΄ Λυκείου εισάγονται μέσω της 

διδασκαλίας στην τάξη, στην οποία επισημαίνονται οι σχέσεις εγκλεισμού και η κατηγοριοποίηση 

τους, το οποίο δεν γίνεται κατανοητό από τους περισσότερους μαθητές. Αυτό διαπιστώνεται 

μέσω των δοκιμασιών αξιολόγησης των μαθητών (π.χ όταν ζητείται από τους μαθητές να 

καταγράψουν τις κοινές και μη κοινές ιδιότητες του ορθογωνίου και του τετραγώνου).  

Στη συνέχεια δίνεται μια σύντομη περιγραφή του μαθηματικού πλαισίου των προβλημάτων 

των τεσσάρων φάσεων της ερευνητικής διαδικασίας της πειραματικής ομάδας: 

Α φάση: κατασκευές τετραπλεύρων με έμφαση στο μενού Κατασκευή 

Οι κατασκευές διαγραμμάτων τετραπλεύρων με χρήση χάρακα και διαβήτη αναφέρονται στο 

εγχειρίδιο της Α τάξης του Γυμνασίου όμως οι μαθητές συνήθως αρκούνται σε πρόχειρες 

κατασκευές στα στατικά μέσα οι οποίες πληρούν μόνο οπτικά κριτήρια. Oι μαθητές 

χρησιμοποιούν σε πολύ ειδικές περιπτώσεις τα γεωμετρικά τους όργανα και όταν τα 



 - 125 - 

χρησιμοποιούν το διάγραμμα που κατασκευάζουν σε στατικά μέσα είναι ένα σχέδιο και όχι 

σχήμα (π.χ, Dina van Hiele οπ. αναφ. στο Fuys et al., 1984). Στόχος της παρούσας μελέτης δεν 

ήταν η εκμάθηση του λογισμικού αρχικά και στη συνέχεια η χρήση των εργαλείων για την 

κατασκευή ή και διερεύνηση των στόχων, αλλά η ταυτόχρονη εκμάθηση των εντολών με την 

θεωρία που απαιτούνταν για την κατασκευαστική διαδικασία, ώστε οι μαθητές να συνδέσουν την 

κατασκευαστική διαδικασία με την χρήση των εργαλείων που γνώριζαν ή όποιων άλλων 

εργαλείων ακόμα προέβλεπαν και εκτιμούσαν ότι ήταν αναγκαία. 

Οι μαθητές της Α Λυκείου της παρούσας έρευνας δεν είχαν ασχοληθεί μέσω του 

προγράμματος σπουδών της τάξης τους με τις κατασκευές τετράπλευρων. Η ενότητα που αφορά 

τις γεωμετρικές κατασκευές στο σχολικό εγχειρίδιο περιέχεται στο κεφαλαίο 6 παράγραφο 6.7 

(Αργυρόπουλος, Βλάμος, Κατσούλης, Μαρκάτης & Σιδέρης, 2003) και συνήθως αφαιρείται από 

την εξεταστέα ύλη του μαθήματος στις εξετάσεις του Ιουνίου. Στην παρούσα μελέτη οι μαθητές 

έπρεπε να αιτιολογούν τη στρατηγική που ακολουθούν προκειμένου να ολοκληρώσουν την 

κατασκευαστική διαδικασία βασισμένοι στη θεωρία της γεωμετρίας. Όποιος μαθητής είχε μια 

ιδέα χρησιμοποιούσε το ποντίκι για να την μοιραστεί με τα υπόλοιπα μέλη της ομάδας. Ακόμα οι 

μαθητές ήταν ελεύθεροι να συζητούν μεταξύ τους και με την ερευνήτρια και να εκφράζουν την 

άποψη τους χωρίς να ακολουθούν κάποια σειρά. 

Αρχικά η ομάδα κατασκεύασε ένα παραλληλόγραμμο στη συνέχεια και μέσω του συρσίματος 

μιας κορυφής του σχήματος οι μαθητές αναγνώριζαν άλλα είδη τετραπλεύρων τα οποία έθεταν 

ως επόμενο κατασκευαστικό στόχο. Γνωστικός στόχος της διαδικασίας ήταν η ενεργός κατασκευή 

των ιδιοτήτων του σχήματος και η σύνδεση των μεταξύ τους σχέσεων, η σύνδεση επομένως της 

διαδικαστικής γνώσης που απαιτείται για την κατασκευή του σχήματος με την εννοιολογική 

κατανόηση που αφορά τη θεωρία της κατασκευής του σχήματος. 

Στον πίνακα κάτω παρουσιάζεται ένα παράδειγμα της διαδικαστικής και εννοιολογικής γνώσης 

που απαιτείται για την κατασκευή ενός παραλληλογράμμου. 

 

Διαδικαστική γνώση Εννοιολογική γνώση 

1.Κατασκευή ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ 
2.Κατασκευή σημείου εκτός του τμήματος C 
3.Κατασκευή παράλληλης από το σημείο C προς 
την  ΑΒ. 
4.Κατασκευή παράλληλης από το σημείο Β προς 
την ΑC 

• Έννοια της παραλληλίας από σημείο εκτός 
ευθύγραμμου τμήματος. 

• Ευκλείδειο αίτημα. 

• Ορισμός του παραλληλογράμμου ως σχήματος που 
έχει τις απέναντι πλευρές του παράλληλες (Ο1) 
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Κανένας μαθητής δεν χρησιμοποίησε τις δευτερεύουσες ιδιότητες, ιδιότητες δηλαδή που 

σχετίζονται με την συμμετρία του σχήματος, προκειμένου να ολοκληρώσει μια κατασκευή. Η 

συμμετρία όμως των σχημάτων αποτελεί βασικό στόχο στη μελέτη των γεωμετρικών 

αντικειμένων από τη θεωρία των van Hiele (δείτε κεφ. 2). Αυτό οδήγησε την ερευνήτρια να 

αναπροσαρμώσει την μελέτη ώστε να ακολουθήσει η δεύτερη φάση. 

 

Β φάση: διερεύνηση και κατασκευές τετραπλεύρων με έμφαση στο μενού Μετασχηματισμός 

Η έννοια της συμμετρίας ως προς άξονα και ως προς κέντρο, ήταν επίσης γνωστές στους 

μαθητές από την από την Α΄ τάξη του Γυμνασίου μέσω του σχολικού εγχειριδίου της Α΄ 

Γυμνασίου (Βανδουλάκης, Καλλιγάς, Μαρκάκης & Φερεντίνος, 2007). Σε πιο αυστηρή μορφή τόσο 

οι κατασκευές όσο και η έννοια της συμμετρίας, αναφέρονται στο σχολικό εγχειρίδιο της Α΄ 

Λυκείου (Αργυρόπουλος, Βλάμος, Κατσούλης, Μαρκάτης & Σιδέρης, 2003), αλλά δεν αφιερώνεται 

αρκετός χρόνος για την κατανόηση τους, αφού θεωρούνται από τους μαθητές δυσνόητες. Οι 

μαθητές και των δύο ομάδων (πειραματικής-ελέγχου) ανέφεραν στην ερευνήτρια ότι η έννοια της 

συμμετρίας είχε εξεταστεί πολύ βιαστικά στην τάξη και δεν την είχαν κατανοήσει. Επίσης οι 

μαθητές δεν είχαν κατανοήσει τις εφαρμογές στη συμμετρία των σχημάτων, ούτε την έννοια της 

συμμετρίας σε σχέση με τα τετράπλευρα.  

Επομένως, ο επόμενος στόχος που τέθηκε αφορούσε τη διερεύνηση της αξονικής συμμετρίας 

των τετράπλευρων και την κατασκευή των σχημάτων με χρήση της συμμετρίας του σχήματος. Η 

γνώση της συμμετρίας των σχημάτων έχει άμεση σχέση με τον καθορισμό των ιδιοτήτων των 

σχημάτων. Οι μαθητές αρχικά, σύμφωνα με τους van Hiele, κατασκευάζουν τον χαρακτήρα 

συμβόλου του σχήματος. Μέσω της διερεύνησης και των γνωστικών συγκρούσεων που 

προκύπτουν ανακαλύπτουν τις δευτερεύουσες ιδιότητες του σχήματος αλλά και τις συσχετίσεις 

τους με τις πρωτεύουσες ιδιότητες. Επομένως, η κατασκευή των αξόνων συμμετρίας του 

σχήματος (π.χ του ορθογωνίου) θεωρήθηκε ένα αναγκαίο βήμα στο σχεδιασμό της δεύτερης 

φάσης όπως και η κατασκευή του σχήματος, χρησιμοποιώντας τους άξονες συμμετρίας ή το 

κέντρο συμμετρίας. Αυτό το δεύτερο βήμα είχε στόχο οι μαθητές να αφομοιώσουν τις σχέσεις 

που συνδέουν τις ιδιότητες των σχημάτων και να αρχίσουν να τις διατάσσουν λογικά. Μια 

σύγχρονη κατηγοριοποίηση των τετραπλεύρων περιέχεται στο σχολικό εγχειρίδιο των 

Αργυρόπουλος κ.α. (2003, σ. 118). Οι μαθητές αποκτούν την ικανότητα να ιεραρχήσουν ένα 

τετράπλευρο, όταν έχουν μετατρέψει τον χαρακτήρα συμβόλου σε χαρακτήρα σήματος, που 
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αντιστοιχεί στην κατάκτηση του τρίτου επιπέδου ανάπτυξης της γεωμετρικής σκέψης. Στον 

πίνακα παρακάτω παρουσιάζεται ένα παράδειγμα της σύνδεσης μεταξύ της διαδικαστικής και 

εννοιολογικής γνώσης που προκύπτει από την διερεύνηση δραστηριότητας ανάκλασης σημείου 

ως προ κάθετο άξονα. 

Διαδικαστική γνώση Εννοιολογική γνώση 

1.Εφαρμογή του κουμπιού ανάκλασης σημείου 
ως προ κάθετο άξονα. 

2.Εφαρμογή του κουμπιού απόκρυψης/ 
εμφάνισης. 

3.Εφαρμογή του δυναμικού ίχνους στο σημείο 
και το συμμετρικό του. 

4.Κατασκευή συμμετρικού ευθυγράμμου 
τμήματος ως προς άξονα με το εργαλείο της 
ανάκλασης. 

• Έννοια του συμμετρικού σημείου ως προς άξονα. 

• έννοια του συμμετρικού ευθυγράμμου τμήματος 
ως προς άξονα. 

• Σύνδεση της έννοιας της μεσοκαθέτου με την 
έννοια του άξονα συμμετρίας δυο σημείων. 

 

Η ερευνητική διαδικασία οδήγησε την εξέλιξη του μαθησιακού μονοπατιού. Για παράδειγμα: η 

περιστροφή ενός αντικειμένου (π.χ σημείου) ολοκληρώνεται όταν ο μαθητής επιλέξει το κέντρο 

περιστροφής και στην συνέχεια το σημείο το οποίο πρόκειται να περιστρέψει. Αυτό είχε ως 

αποτέλεσμα οι μαθητές λόγω γνωστικών εμποδίων να αντιμετωπίσουν  γνωστικές συγκρούσεις 

αναφορικά με την επιλογή της γωνίας στο αναδυόμενο μενού. Επομένως επινοήθηκε από την 

ερευνήτρια και κατασκευάστηκε ένα προσαρμοσμένο εργαλείο (Patsiomitou & Emvalotis, 2009b, 

2010a) το οποίο λειτουργούσε αφαιρετικά για την κατασκευή του συμμετρικού σημείου ως προς 

κέντρο.  

Γ φάση: διερεύνηση και απόδειξη του θεωρήματος Varignon 

Η γ φάση ακολουθεί μετά την πρώτη και τη δεύτερη φάση και βρίσκεται σε παράλληλη τροχιά 

εξέλιξης με την τέταρτη φάση  που αφορά την διερεύνηση προβλημάτων με τύπους Συνδεόμενων 

Οπτικών Ενεργών Αναπαραστάσεων. Η φάση αυτή περιλαμβάνει τη διερεύνηση προβλημάτων με 

χρήση του συρσίματος και σχολιασμού των δυναμικών αναπαραστάσεων. Στην παρούσα εργασία 

παρουσιάζεται η διερεύνηση του θεωρήματος του Varignon. Στόχος είναι οι μαθητές να 

εξετάσουν διαφορετικές περιπτώσεις υποσχημάτων που προκύπτουν από τη διαμόρφωση του 

σχήματος με χρήση του συρσίματος και να διερευνήσουν τις συνθήκες που απαιτούνται για να 

διαμορφωθεί μέσω του συρσίματος ένα σχήμα. Η διερεύνηση του προβλήματος του Varignon 

ολοκληρώθηκε αφού οι μαθητές διερεύνησαν τις ειδικές περιπτώσεις του προβλήματος και στη 

συνέχεια τις γενικευμένες περιπτώσεις. Γνωστικός στόχος η ανάπτυξη επιχειρημάτων και 

αυστηρού συλλογισμού. 
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Δ φάση: Διερεύνηση και απόδειξη του προβλήματος του Gamow. 

Η φάση αυτή περιλαμβάνει την επίλυση του προβλήματος του Gamow (1948, 1988) μέσω των 

τύπων των Συνδεόμενων Οπτικών Ενεργών Αναπαραστάσεων (ΣΟΕΑ). Αναλυτική περιγραφή της 

τέταρτης φάσης της ερευνητικής διαδικασίας γίνεται στο κεφαλαίο 4 . 

H μεθοδολογία του διδακτικού πειράματος της τέταρτης φάσης περιλαμβάνει τα εξής μέρη. 

Στο πρώτο μέρος εξετάζονται τα διαγράμματα που κατασκευάστηκαν από τους μαθητές σε 

στατικό περιβάλλον, στο δεύτερο περιγράφεται η «εξερεύνηση» του προβλήματος με τη βοήθεια 

του Geometer’s Sketchpad και, τέλος, στο τρίτο μέρος αποτυπώνεται μέσα από τις περιγραφές 

των μαθητών ο τρόπος κατασκευής και η σχετική αιτιολόγηση του διαγράμματος  και της λύσης 

του αναδιατυπωμένου προβλήματος. 

3.3. Τα υποκείµενα της έρευνας 

Η επιλογή των μαθητών που συμμετείχαν στις περιπτώσεις μελέτης βασίστηκε σε θεωρητικά 

και πρακτικά κριτήρια τα οποία περιγράφονται στη συνέχεια (Eisenhardt, 2002). Η διαδικασία 

επιλογής υποκειμένων έγινε με πρόθεση μεταξύ των εθελοντών μαθητών που καλείται 

«σκόπιμη» (Chein, 1981). Το «σκόπιμο» δείγμα είναι βασισμένο στην υπόθεση ότι ο ερευνητής 

θέλοντας να αποκτήσει την διορατικότητα επί ενός θέματος «πρέπει να επιλέξει ένα δείγμα από 

το οποίο μπορεί να μάθει τα περισσότερα» (Merriam, 1998, p. 61). Μετά την αρχική κατάταξη σε 

επίπεδο van Hiele, διαχωρίστηκαν σε δύο ομάδες (πειραματική και ελέγχου) με κριτήριο το 

επίπεδο τους κατά van Hiele και την εθελοντική συμμετοχή τους στην έρευνα με υπολογιστές. Τα 

δύο δείγματα μαθητών περιλάμβαναν μαθητές με σχολική επίδοση  από μέτρια έως πολύ καλή. 

Στην αρχή της χρονιάς οι μαθητές αξιολογήθηκαν στο τεστ που ανέπτυξε ο Usiskin (1982) αλλά 

και ως προς το γενικότερο προφίλ τους και την εικόνα τους στα γραπτά. Έτσι σχηματίστηκε ένας 

πίνακας που περιλάμβανε τους μαθητές, το προφίλ τους στην τάξη και το επίπεδο τους κατά van 

Hiele. 

Και η πειραματική ομάδα και η ομάδα ελέγχου αποτελούνταν από 14 παιδιά της Α΄ Λυκείου 

του σχολείου. Όλοι οι μαθητές συμμετείχαν εθελοντικά στα γραπτά τεστ και επιπλέον οι μαθητές 

της πειραματικής ομάδας συμμετείχαν εθελοντικά στην έρευνα με υπολογιστή.  

Τα κριτήρια επιλογής των μαθητών της συνολικής ομάδας ήταν τα ακόλουθα: 
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� να έχουν το ίδιο μαθηματικό υπόβαθρο και εμπειρίες σχετικά με τη γεωμετρία και 

ειδικότερα τη γεωμετρία των μετασχηματισμών· 

� να έχουν διαφορετική επίδοση στην τάξη, δηλαδή η βαθμολογία των μαθητών να μην 

επηρεάζει τη δυνατότητα συμμετοχής όπως φαίνεται και στον πίνακα· 

� να μην έχουν γνώση του λογισμικού δυναμικής γεωμετρίας ή άλλου σχετικού 

λογισμικού καθώς συχνά κάνουν μηχανική χρήση του χωρίς να κατανοούν τη σχέση των  

εντολών με τη θεωρία. Μερικοί μαθητές  χρησιμοποιούσαν τη  ζωγραφική για να 

κάνουν δικά τους σχέδια ενώ οι περισσότεροι το word για να γράφουν κείμενα· 

� να ανήκουν στα επίπεδα 1 και 2 van Hiele ώστε να εξεταστεί το δυνατό επίπεδο στο 

οποίο θα έφταναν μετά τη συμμετοχή στο διδακτικό πείραμα· 

� να έχουν οι δύο ομάδες ίσο (ή περίπου ίσο) αριθμό αγοριών και κοριτσιών. 

Κάθε μαθητής πήρε ένα χαρακτηριστικό κωδικό (ψευδώνυμο) ο οποίος χρησιμοποιούνταν και 

στα διάφορα τεστ στη διάρκεια της χρονιάς αλλά και στο μετατέστ. Με τον τρόπο αυτό 

διασφαλιζόταν και η ανωνυμία του μαθητή αλλά και η αξιοπιστία ελέγχου του ίδιου 

υποκειμένου. 

Πίνακας 3.1. Πειραµατική οµάδα 

ΑΑ Κωδικός  Επίπεδο van 

Hiele –

pretest 

Χαρακτηριστικά του μαθητή /τριας 

1 Μ1 1 μαθητής, μέτρια επίδοση στην τάξη, εξωστρεφής 

2 M2 2 μαθήτρια, μέτρια επίδοση στην τάξη, εσωστρεφής 

3 M3 2 μαθητής, πολύ καλή επίδοση στην τάξη, εξωστρεφής 

4 M4 2 μαθήτρια, μέτρια επίδοση στην τάξη, εσωστρεφής 

5 M5 2 μαθητής, καλή επίδοση στην τάξη, αποστήθιση, εξωστρεφής 

6 M6 2 μαθήτρια, μέτρια επίδοση στην τάξη, εξωστρεφής 

7 M7 2 μαθήτρια, πολύ καλή επίδοση στην τάξη, εξωστρεφής 

8 M8 2 μαθητής, μέτρια επίδοση στην τάξη, εξωστρεφής 

9 M9 1 μαθήτρια, πολύ καλή επίδοση στην τάξη, εξωστρεφής 

10 M10 1 μαθήτρια, μέτρια επίδοση στην τάξη, εξωστρεφής 

11 M11 2 μαθήτρια, καλή επίδοση στην τάξη, εξωστρεφής 
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12 M12 1 μαθήτρια, καλή επίδοση στην τάξη, εξωστρεφής 

13 M13 1 μαθητής, μέτρια επίδοση στην τάξη, εξωστρεφής 

14 M14 1 μαθητής, μέτρια επίδοση στην τάξη,  εσωστρεφής 

 

Οι υπο-ομάδες στη πειραματική ομάδα διαμορφώθηκαν ως εξής: 

Οι μαθητές της πειραματικής ομάδας χωρίστηκαν σε 5 υποομάδες όπως περιγράφονται στον 

πίνακα κατωτέρω.  

Πίνακας 3.2. Υπο-ομάδες στην πειραματική ομάδα 

Υποομάδα 1 

 

Υποομάδα 2 

 

Υποομάδα 3 

 

Υποομάδα 4 

 

Υποομάδα 5 

 

Μ9, Μ10, Μ14 Μ7, Μ8, Μ13 Μ1, Μ2, Μ11, Μ12 Μ5, Μ6 Μ3, Μ4 

  

Για τη δημιουργία των υποομάδων απαιτήθηκαν ορισμένες προϋποθέσεις όπως: 

� «εξωστρεφείς και εσωστρεφείς μαθητές μαζί ώστε να ενθαρρυνθεί η συζήτηση· 

� συμμετοχή στην ίδια ομάδα ατόμων φιλικών μεταξύ τους· 

� ίδια επίδοση στην τάξη ώστε να αποφευχθεί κάποιος να δίνει τις λύσεις πιο γρήγορα, 

εξασφαλίζοντας έτσι τη δυνατότητα συμμετοχής όλων» (Furinghetti, Olivero & Paola, 

2001, p. 325)· 

�  ίδιο επίπεδο ως προς το τεστ van Hiele· 

� μαθητές μετρίου ή καλού μαθησιακού επιπέδου και επίδοσης στο σχολείο ώστε να 

αποτραπούν προσπάθειες αντιγραφής της λύσης·  

� μαθητές όχι πάνω από τα επίπεδα 1-2, ίσα μοιρασμένοι· 

� δυνατότητα συμμετοχής μετά τη λήξη των μαθημάτων τους.  

 

Η εξωστρέφεια ή εσωστρέφεια των μαθητών δεν κρίθηκε με βάση κάποιο τεστ αλλά 

αξιολογήθηκε από την ερευνήτρια με βάση τη διάθεση αλληλεπίδρασης του μαθητή με τα άλλα 

μέλη της ομάδας. Ένας μαθητής χαρακτηρίστηκε εξωστρεφής αν ήταν ομιλητικός και κοινωνικός 

με διάθεση εξωτερίκευσης των σκέψεών του, αν διεκδικούσε το λόγο από τα υπόλοιπα μέλη της 

ομάδας προκειμένου να υπερασπιστεί την άποψή του· εσωστρεφής, αντίθετα, χαρακτηρίστηκε ο 
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μαθητής που εξωτερίκευε τις σκέψεις του με δυσκολία, ενώ πολλές φορές κατά τη διάρκεια της 

μελέτης χρειαζόταν να τον/την παρακινήσει η ερευνήτρια προκειμένου να συμμετάσχει ενεργά.  

Οι υποομάδες περιείχαν διαφορετικό αριθμό μαθητών. Αυτό οφειλόταν στο ότι οι μαθητές 

ήταν φίλοι μεταξύ τους και δεν ήθελαν να χωριστούν. Οι υποομάδες λειτούργησαν χωρίς 

προβλήματα αφού κανένας μαθητής δεν αισθανόταν μειονεκτικά λόγω της βαθμολογίας του και 

όλοι έπαιρναν το λόγο κατά τη διάρκεια της διαδικασίας. Πολλές φορές διακριτικά η ερευνήτρια 

απηύθυνε το λόγο σε όποιον δεν είχε δυνατότητα να συμμετάσχει λόγω ελλιπούς μαθηματικού 

υπόβαθρου, γνωστικών εμποδίων που παρουσιαζόταν ή ακόμα και φόβου ως προς τη χρήση του 

λογισμικού. Ακόμα τους ενθάρρυνε να διατυπώνουν ό,τι σκέφτονται και να ενεργούν αυθόρμητα 

αποτυπώνοντας τις σκέψεις τους στο χαρτί ή την οθόνη του υπολογιστή. 

Οµάδα ελέγχου 

Η ομάδα ελέγχου ακολουθούσε το πρόγραμμα σπουδών της τάξης χωρίς να προστεθεί κάποιο 

επιπλέον υλικό, επιλύοντας τα προβλήματα που προαναφέρθηκαν και στην πειραματική ομάδα 

μόνο στα στατικά μέσα (χαρτί, μολύβι, πίνακας). Οι μαθητές μπορούσαν να ρωτήσουν την 

ερευνήτρια για οτιδήποτε είχε σχέση με την κατασκευαστική ή ερευνητική διαδικασία, με τη 

χρήση των οργάνων που χρησιμοποιούσαν για την κατασκευή, δηλαδή του χάρακα και του 

διαβήτη. Ακόμα οι μαθητές μπορούσαν να ρωτήσουν και τον δάσκαλο. Υποομάδες στην ομάδα 

ελέγχου δεν υπήρχαν, αφού οι μαθητές εργαζόντουσαν μόνο σε στατικά τεστ και σε συνθήκες 

που είχαν στην τάξη ώστε να μη διαφοροποιηθεί η κατάσταση από την υπάρχουσα σε 

πραγματικές συνθήκες. Μετά τη διερεύνηση του προβλήματος στα στατικά μέσα, το πρόβλημα 

λυνόταν στον πίνακα από την ερευνήτρια και οι μαθητές φαίνονταν ότι μπορούσαν να την 

παρακολουθήσουν. Στη συνέχεια οι μαθητές συμμετείχαν στην αξιολόγηση μέσω του 

αναδιατυπωμένου προβλήματος.  

Πίνακας 3.3. Ομάδα ελέγχου 

 Κωδικός  Επίπεδο 

van Hiele 

–pretest 

Χαρακτηριστικά του μαθητή /τριας 

 

  

1 ME1 2 μαθητής, πολύ καλή επίδοση στην τάξη, εξωστρεφής 

2 ME2 1 μαθητής, μέτρια επίδοση στην τάξη,  εξωστρεφής 

3 ME3 1 μαθήτρια, καλή επίδοση στην τάξη, αποστήθιση, εξωστρεφής 
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4 ME4 2 μαθήτρια, καλή επίδοση στην τάξη, αποστήθιση, εξωστρεφής 

5 ME5 2 μαθητής, καλή επίδοση στην τάξη, αποστήθιση, εξωστρεφής 

6 ME6 1 μαθήτρια, καλή επίδοση στην τάξη, αποστήθιση, εσωστρεφής 

7 ME7 1 μαθητής, καλή επίδοση στην τάξη, αποστήθιση, εξωστρεφής 

8 ME8 1 μαθητής, μέτρια επίδοση στην τάξη,  εσωστρεφής 

9 ME9 2 μαθήτρια, μέτρια επίδοση στην τάξη,  εσωστρεφής 

10 ME10 2 μαθήτρια, καλή επίδοση στην τάξη, αποστήθιση, εξωστρεφής 

11 ME11 2 μαθητής, μέτρια επίδοση στην τάξη, αποστήθιση, εσωστρεφής 

12 ME12 2 μαθήτρια, μέτρια επίδοση στην τάξη,  εσωστρεφής 

13 ME13 1 μαθητής,  μέτρια επίδοση στην τάξη,  εσωστρεφής 

14 ME14 2 μαθήτρια, μέτρια επίδοση στην τάξη,  εσωστρεφής 

 

3.3.1. Συναντήσεις υπο-οµάδων 

Οι συναντήσεις των υποομάδων της πειραματικής ομάδας διεξάγονταν κάθε μέρα μετά το 

πρόγραμμα του σχολείου. Κάθε ομάδα επαναλάμβανε τη συνάντηση την ίδια μέρα της 

εβδομάδας και οι μαθητές όλων των υποομάδων της πειραματικής ομάδας ακολουθούσαν το 

ίδιο πρόγραμμα σε κάθε συνάντηση της εβδομάδας μέχρι και την τρίτη φάση της ερευνητικής 

διαδικασίας. Στον παρακάτω πίνακα παρουσιάζεται μια ενδεικτική εικόνα της διαδικασίας για την 

υποομάδα 2. Στην αρχική γραμμή σημειώνονται οι ημερομηνίες διεξαγωγής της διαδικασίας. 

Πίνακας 3.4. Συναντήσεις υπο-οµάδας 2 

 

Υποομάδα 

2 

6/2 13/2 20/2 27/2 5/3 27/3 26/4 

Ερευνητική 

διαδικασία  

Α φάση Β φάση Γ φάση 

 

 

Γ φάση/  

Διερευνητ

ική φάση 

ΣΟΕΑ 

Πρόβλημα Α και Β φάση Αναδιατυπωμένο 

πρόβλημα 

 

Παρά το γεγονός ότι η ερευνήτρια σκόπευε να ολοκληρώσει μια προγραμματισμένη 

διαδικασία ακολουθώντας την ίδια σειρά δραστηριοτήτων, οι μαθητές της κάθε ομάδας πολλές 

φορές οδηγούνταν μέσω της διερεύνησης σε διαφορετικές εκδοχές του μαθησιακού μονοπατιού. 
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Το γεγονός αυτό σε συνδυασμό με το επίπεδο των μαθητών που συμμετείχαν οδήγησε σε 

διαφοροποίηση των αποτελεσμάτων από ομάδα σε ομάδα όσον αφορά το επίπεδο κατανόησης, 

το χρόνο κατασκευής των αντικειμένων και των μετασχηματισμών επί των αντικειμένων, 

νοητικών ή φυσικών. 

3.4. Αξιολόγηση των οµάδων (πειραµατικής οµάδας-οµάδας ελέγχου) 

Οι μαθητές και των δυο ομάδων αξιολογήθηκαν ως ακολούθως: 

Α. Ως προς το επίπεδο van Hiele, με τις 20/25 ερωτήσεις του τεστ του Usiskin. Λήφθηκε υπόψη το 

αυστηρό κριτήριο (stricter criterion) (Usiskin, 1982, p. 23), δηλαδή οι μαθητές έπρεπε να 

απαντήσουν σωστά τουλάχιστον στις 4 από τις 5 ερωτήσεις (αυστηρό κριτήριο) κάθε ομάδας, 

δεδομένου ότι οι σωστές απαντήσεις σε κάθε πεντάδα ερωτήσεων αποτελούν ένδειξη του 

επιπέδου (δηλαδή, οι σωστές απαντήσεις στις πέντε πρώτες ερωτήσεις είναι ένδειξη επιπέδου 1, 

στις δέκα πρώτες ερωτήσεις ένδειξη επιπέδου 2 κ.ο.κ.). Σημειώθηκε ακόμα ποιοι μαθητές 

απάντησαν σωστά στις 3 από τις 5 ερωτήσεις.  

Β: 

� ως προς την ικανότητα αποδεικτικής διαδικασίας, με τεστ απόδειξης στην αρχή, στο 

μέσο και στο τέλος της διαδικασίας· 

� ως προς την ικανότητα επίλυσης πραγματικού προβλήματος· στην τέταρτη φάση οι 

μαθητές της πειραματικής ομάδας ρωτήθηκαν σχετικά με το πρόβλημα που τους 

ενδιέφερε να επιλύσουν.  

Οι περισσότεροι μαθητές επέλεξαν το πρόβλημα του «χαμένου θησαυρού των πειρατών» του 

George Gamow (1948, 1988), σε προσαρμοσμένη «ελληνική» έκδοση από την ερευνήτρια, ώστε 

οι μαθητές να συσχετίσουν διαφορετικά επιστημονικά πεδία και να αποκτήσει ιδιαίτερο 

ενδιαφέρον η διαδικασία. 

Στην Οδύσσεια (γ 74-77) αναφέρεται ότι πειρατές εμφανίστηκαν και στα ελληνικά νησιά. Ο 

πειρατής της ιστορίας μας έθαψε το θησαυρό του στο νησί της Θάσου και αποτύπωσε το σχέδιο 

του σε ένα χάρτη. Αφού τοποθέτησε σημαία σε ένα σημείο F προχώρησε ως το φοίνικα P, 

έστριψε δεξιά κατά γωνία 90
ο
 και προχώρησε ίση απόσταση. Εκεί τοποθέτησε ένα πάσσαλο Κ. 

Όμοια έκανε και ως το άλλο δέντρο O. Στη συνέχεια συνέδεσε τους δύο πασσάλους και στο μέσο 

της απόστασης KL έθαψε το θησαυρό. Με την πάροδο του χρόνου η σημαία καταστράφηκε 

(πατήστε το κουμπί Απόκρυψη αντικειμένων). Μπορείτε να τον βοηθήσετε να βρει το θησαυρό; 
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Αρκετοί ερευνητές έχουν υιοθετήσει το συγκεκριμένο πρόβλημα (π.χ Scher, 2003) 

εφαρμόζοντας το σε περιβάλλον λογισμικού δυναμικής γεωμετρίας όπως του Geometer’s 

Sketchpad. Το πρόβλημα θεωρήθηκε ως ιδιαίτερα ενδιαφέρον επειδή επιτρέπει τρεις αρκετά 

διαφορετικές προσεγγίσεις Patsiomitou (2008a): (i) την αποκαλούμενη «στατική» προσέγγιση (ii) 

την υποστηριγμένη από το λογισμικό «δυναμική» προσέγγιση και (iii) μια «δυναμική» 

προσέγγιση μέσω των στατικών μέσων στη γεωμετρία, η οποία (προσέγγιση) αποτελείται από 

«τη σκέψη με κίνηση» σε ένα στατικό περιβάλλον.  

Το πρόβλημα εξετάστηκε αρχικά σε πειραματική ομάδα και σε ομάδα ελέγχου (ενδεικτικά 

Patsiomitou, 2008a, b, 2010) σε στατικά μέσα. Το πρόβλημα είχε στόχο τη διερεύνηση της 

ανάπτυξης των ικανοτήτων εφαρμογής στα τετράπλευρα. Οι μαθητές είχαν στη διάθεση τους 

οποιοδήποτε στατικό μέσο θα τους διευκόλυνε στην επίλυση του προβλήματος (π.χ τα 

γεωμετρικά τους όργανα). Ακόμα τους παρασχέθηκαν διευκρινιστικές οδηγίες. Ο μαθητές και των 

δυο ομάδων δεν είχαν καμιά προηγούμενη εμπειρία σε πραγματικά προβλήματα και ειδικότερα 

σε προβλήματα τα οποία εξελίσσονται σε πλαίσιο πραγματικού κόσμου στη γεωμετρία. Καμιά 

ομάδα δεν κατάφερε τίποτα ή σχεδόν τίποτα. Στη συνέχεια οι μαθητές της πειραματικής ομάδας 

διερεύνησαν το πρόβλημα στο δυναμικό περιβάλλον. Μετά την παρέλευση ενός μηνός περίπου 

από την επεξεργασία του προβλήματος, το πρόβλημα αναδιατυπώθηκε από την ερευνήτρια 

παίρνοντας την ανάδραση από την πειραματική ομάδα. Κανένας από τους μαθητές δεν είχε 

ασχοληθεί με το συγκεκριμένο πρόβλημα στο παρελθόν. 

«Ένας αρχαιολόγος γνωρίζει ότι η θέση του αγγείου είναι στο εξής σημείο του χάρτη: από το 

σημείο Ρ που στέκεται πρέπει να προχωρήσει μέχρι το σημείο Φ, να στρίψει κάθετα σε ίση 

απόσταση (τοποθετώντας το σημείο Μ). Ομοίως αν επανέλθει στο σημείο Ρ να προχωρήσει μέχρι 

το σημείο Κ και να στρίψει κάθετα πάλι σε ίση απόσταση (τοποθετώντας  το  σημείο Λ). Το αγγείο 

είναι στο μέσο της απόστασης ΜΛ. Αντί όμως να ακολουθήσει την προτεινόμενη από το χάρτη 

μέθοδο  εφάρμοσε την εξής διαδικασία:  ξεκίνησε από το μέσο της απόστασης ΦΚ, επανέλαβε τη 

διαδικασία που του έλεγε ο χάρτης και βρήκε το αγγείο. α) Μπορείτε να σχεδιάσετε το σχήμα 

σύμφωνα με τα βήματα που ο αρχαιολόγος ακολούθησε; β) Μπορείτε να εξηγήσετε γιατί ο 

συλλογισμός του ήταν σωστός;» 

Επομένως, η μεθοδολογία του διδακτικού πειράματος της Δ φάσης περιλαμβάνει τα εξής 

μέρη: στο πρώτο μέρος εξετάζονται τα διαγράμματα που κατασκευάστηκαν από τους μαθητές σε 

στατικό περιβάλλον (προ-τεστ), στο δεύτερο περιγράφεται η «εξερεύνηση» του προβλήματος με 

τη βοήθεια του Geometer’s Sketchpad (μετα-τεστ), στο τρίτο αποτυπώνεται μέσα από τις 
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περιγραφές των μαθητών ο τρόπος κατασκευής και η σχετική αιτιολόγηση του διαγράμματος και  

της λύσης του αναδιατυπωμένου προβλήματος.  

3.4.1. Τα ερευνητικά εργαλεία στο στατικό περιβάλλον  

Α στάδιο: προ-τεστ 

Το προ-τεστ διεξήχθη στην αρχή της ερευνητικής διαδικασίας και περιλάμβανε τη διερεύνηση 

της προϋπάρχουσας γνώσης των μαθητών ως προς την ικανότητα 

Απόδειξης πρότασης: οι μαθητές είχαν τη δυνατότητα να επιλέξουν και να αποδείξουν ένα 

από τα προβλήματα που αναφέρονται στη συνέχεια. Στόχος ήταν να διερευνηθεί αν οι μαθητές 

έχουν την ικανότητα: (1) να κατασκευάσουν ένα ακριβές διάγραμμα μεταφράζοντας τη λεκτική 

διατύπωση του προβλήματος, (2) να διαχωρίσουν την υπόθεση από το συμπέρασμα, (3) να 

οδηγηθούν στο συμπέρασμα με σύγκριση τριγώνων στα οποία διατυπώνουν και εφαρμόζουν το 

απαιτούμενο κριτήριο και (4) να αναπτύξουν επιχειρήματα κ.ο.κ 

Πρόβλημα 1
ο 

Σε τρίγωνο ισοσκελές να αποδείξετε ότι τα ύψη προς τις ίσες πλευρές είναι μεταξύ τους ίσα. 

Ή εναλλακτικά 

Σε τρίγωνο ισοσκελές να αποδείξετε ότι οι διάμεσοι προς τις ίσες πλευρές είναι μεταξύ τους ίσες. 

Ή εναλλακτικά 

Σε τρίγωνο ισοσκελές να αποδείξετε ότι οι διχοτόμοι των προσκείμενων προς τη βάση γωνιών  

είναι μεταξύ τους ίσες. 

Ή εναλλακτικά 

Σε τρίγωνο ισοσκελές να αποδείξετε ότι οι αποστάσεις του μέσου Μ της βάσης από τις ίσες 

πλευρές είναι μεταξύ τους ίσες. 

Ή εναλλακτικά 

Σε τρίγωνο ισοσκελές να αποδείξετε ότι τα ευθύγραμμα τμήματα που συνδέουν το μέσο Μ της 

βάσης με τα μέσα των ίσων πλευρών είναι μεταξύ τους ίσα. 

 

Β στάδιο: μέσο-τεστ 

Στο μέσο διάστημα και μετά την εισαγωγή της έννοιας του ορθογωνίου παραλληλογράμμου 

μέσω της παραδοσιακής διδασκαλίας οι μαθητές και των δύο ομάδων εξετάστηκαν εκ νέου σε 

ένα από τα προβλήματα που αναφέρονται στη συνέχεια. Στόχος ήταν να διερευνηθεί αν οι 

μαθητές έχουν την ικανότητα: (1) να μεταφράσουν μία «αν … τότε» δήλωση και να την 

αποδείξουν, (2) να κατασκευάσουν ένα ακριβές διάγραμμα, μεταφράζοντας τη λεκτική 
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διατύπωση του προβλήματος, (3) να διαχωρίσουν την υπόθεση από το συμπέρασμα, (4) να 

κατασκευάσουν το χαρακτήρα συμβόλου του παραλληλογράμμου και του ορθογωνίου και (5) να 

αναπτύξουν παραγωγικό συλλογισμό. 

Πρόβλημα 2
ο
 

Να δείξετε ότι αν σε παραλληλόγραμμο οι διαγώνιες είναι ίσες τότε είναι ορθογώνιο. 

Ή εναλλακτικά 

Να δείξετε ότι αν σε παραλληλόγραμμο μία  γωνία του είναι ορθή τότε είναι ορθογώνιο. 

 

Γ στάδιο: μετά-τεστ 

Απόδειξη πρότασης: οι μαθητές αξιολογήθηκαν στο πρόβλημα του Varignon. Η γενική 

περίπτωση του θεωρήματος είχε εξεταστεί στην τάξη.  Στόχος ήταν να διερευνηθεί αν οι μαθητές 

έχουν την ικανότητα: (1) σχεδίασης, (2) εφαρμογής των θεωρημάτων (π.χ. του θεωρήματος 

ΘΜΠ), (3) ανάπτυξης επιχειρημάτων, παραγωγικού συλλογισμού, αποδεικτικής διαδικασίας και  

(4) ιεράρχησης σχημάτων. 

Πρόβλημα 4
ο 

Α) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο που σχηματίζεται από τα μέσα των πλευρών τυχαίου 

τετράπλευρου είναι παραλληλόγραμμο.Β) Αν οι διαγώνιες του εξωτερικού τετράπλευρου είναι 

κάθετες τότε το τετράπλευρο στο εσωτερικό είναι ορθογώνιο. 

3.5. Αξιοπιστία και εγκυρότητα της έρευνας  
Ενώ η αξιοπιστία (reliability) και η εγκυρότητα (validity) είναι ουσιαστικά κριτήρια για την 

ποιότητα μιας ποσοτικής μελέτης, η ουδετερότητα, η εμπιστευσιμότητα, η συνέπεια, η 

μεταβιβασιμότητα είναι τα κριτήρια μιας ποιοτικής μελέτης (Lincoln & Guba, 1985, ό.π., στο 

Golafshani, 2003, p. 601).   

O όρος αξιοπιστία «χρησιμοποιείται για την αξιολόγηση ποσοτικών ερευνών» (Golafshani, 

2003, p. 601). Η Stenbacka (2001) υποστηρίζει ωστόσο ότι  «η έννοια της αξιοπιστίας είναι ακόμα 

και παραπλανητική στην ποιοτική έρευνα. Αν μια ποιοτική μελέτη συζητείται με κριτήριο την 

αξιοπιστία, η μελέτη δεν είναι καλή» (p. 552, ό.π., στο Golafshani, 2003, p. 601). 

Ο Seale (1999) επίσης υποστηρίζει ότι η «εμπιστευσιμότητα μιας ερευνητικής έκθεσης 

αποτελεί τον πυρήνα των ζητημάτων που συζητούνται συμβατικά υπό όρους εγκυρότητας και 

αξιοπιστίας» (p. 266 οπ. αναφ. στο Golafshani, 2003, p. 601). Ορισμένοι ερευνητές υποστηρίζουν 

επίσης ότι οι όροι αυτοί δεν έχουν κανένα νόημα αν η ποιοτική μελέτη δεν εξετάζεται στο 
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πλαίσιο μιας πραγματικής προσέγγισης (για παράδειγμα, στην περίπτωση της παρούσας μελέτης, 

της διδασκαλίας στην τάξη των μαθητών).  

Η ποιότητα της έρευνας είναι ένα σημαντικό ζήτημα καθώς συνδέεται με τη δυνατότητα 

γενίκευσης (generalizability) των αποτελεσμάτων της έρευνας και «συνεπώς με τη δοκιμή και την 

αύξηση της εγκυρότητας ή της εμπιστοσύνης της έρευνας» (Golafshani, 2003, p. 602).  

Σε μια ποιοτική έρευνα που έχει στόχο τη διερεύνηση των φαινόμενων, τα φαινόμενα που 

προκύπτουν εξαρτώνται από τους μετέχοντες και τις αλληλεπιδράσεις που αναπτύσσονται 

μεταξύ τους. Στην περίπτωση της έρευνας δράσης της παρούσας μελέτης, στην οποία όπως 

αναφέρθηκε (βλ. ενότητα 7.2.1) η συμμετοχή της ερευνήτριας κρίθηκε αναγκαία, τα φαινόμενα 

διαφοροποιούνται λόγω της ιδιοσυγκρασίας των υποκειμένων που συμμετέχουν. Ένα ουσιαστικό 

ζήτημα επομένως είναι η ανάπτυξη ή όχι σχέσεων της ερευνήτριας με τα υποκείμενα της μελέτης. 

Η ερευνήτρια δυσκολεύτηκε να κρατήσει αποστάσεις από τους μαθητές (/τα υποκείμενα της 

μελέτης), να είναι εντελώς ουδέτερη και να μην εκδηλώνει τον ενθουσιασμό της όταν (τα 

υποκείμενα της μελέτης) ανακάλυπταν τη γνώση ή παρουσίαζαν ικανότητες που δεν είχαν στην 

αρχή της διαδικασίας. Η αντίδραση αυτή επηρεάζει τη μελέτη. Έτσι, με αυστηρά κριτήρια, η 

χρήση του ίδιου υποστηρικτικού υλικού μπορεί να οδηγήσει σε διαφορετικά αποτελέσματα σε 

μια ποιοτική μελέτη άλλου ερευνητή. Ο στόχος της άλλωστε δεν ήταν να παραγάγει στατιστικά 

ελεγχόμενα και γενικεύσιμα αποτελέσματα, αλλά να διερευνηθεί και να ερμηνευθεί η σημασία 

του ΥΜΜ για τα υποκείμενα της μελέτης.  

Από άλλη προοπτική, μια ποσοτική μελέτη με το ίδιο υποστηρικτικό υλικό δεν θα εξετάσει τα 

φαινόμενα σε βάθος όπως συνέβη στην παρούσα μελέτη, η οποία μπορεί και γι’ αυτό να 

θεωρηθεί και έγκυρη και αξιόπιστη.  

Ένα άλλο ζήτημα είναι η αντικειμενικότητα της ερευνήτριας στην ανάλυση των δεδομένων της 

έρευνας, όπως επίσης και η αξιοπιστία και η εγκυρότητα των αποτελεσμάτων. Ο Patton (1987) 

αναφερόμενος στο θέμα της ουδετερότητας στην επανεξέταση της έρευνας επισημαίνει πως 

«ένας ουδέτερος ερευνητής εισέρχεται στο πεδίο χωρίς να έχει στόχο να επιβεβαιώσει κάποια 

θεωρία». Η άποψη αυτή αμφισβητείται όμως από τον Finlow-Bates (1996) ο οποίος υποστηρίζει 

πως: «(α) η έρευνα στηρίζεται σε υπαρκτά ή λανθάνοντα θεωρητικά θεμέλια, κι έτσι ο ερευνητής 

δεν μπορεί να αποφύγει την προκατάληψη για τα αποτελέσματα, και (β) ό,τι θεωρείται ουδέτερο 

από μια προοπτική μπορεί να θεωρηθεί προκατειλημμένο από μια άλλη» (pp. 133-134), άποψη 

με την οποία συμφωνεί και ο Patton (1987).  
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Επιπροσθέτως, αποτελέσματα τμημάτων της ερευνητικής διαδικασίας έχουν παρουσιαστεί σε 

συνέδρια και περιοδικά, τόσο διεθνώς όσο και στην Ελλάδα, έχοντας δεχθεί τις κρίσεις αξιόλογων 

ερευνητών στον τομέα της διδακτικής και της μεθοδολογίας των μαθηματικών με χρήση 

υπολογιστών, της ερευνητικής διαδικασίας με χρήση υπολογιστών, της ψυχολογίας στην 

εκπαίδευση των μαθηματικών σε περιβάλλον υπολογιστικό (βλ. Patsiomitou, 2008a, b; 

Patsiomitou & Koleza, 2008; Patsiomitou & Emvalotis, 2009 a, b; Patsiomitou, 2009; Patsiomitou & 

Koleza, 2009;  Patsiomitou, 2010; Patsiomitou & Emvalotis, 2010 a, b; Patsiomitou, Barkatsa & 

Emvalotis, 2010; Πατσιομίτου, 2008; Πατσιομίτου & Εμβαλωτής, 2009 α, β; Πατσιομίτου & 

Εμβαλωτής, 2010 α, β; Πατσιομίτου, Εμβαλωτής & Μπαρκάτσας,  2010; Patsiomitou, 2011, 2012; 

Πατσιομίτου, 2011, 2012). Οι δημοσιεύσεις αυτές καθώς και η εμπλοκή των επιβλεπόντων 

καθηγητών στην παρουσίαση των αποτελεσμάτων καθιστούν την έρευνα αξιόπιστη και έγκυρη. 

Αλλά και οι ετεροαναφορές σε αυτές τις εργασίες συνηγορούν σε αυτή την αξιοπιστία και 

εγκυρότητα. 

  

3.5.1. Ζητήµατα ηθικής δεοντολογίας  

Οι μαθητές-υποκείμενα της έρευνας φοιτούσαν σε Λύκειο της δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης. 

Θέλησαν να παραμείνουν ανώνυμοι μετά το πέρας της διαδικασίας, να μην γνωστοποιηθεί 

κάποια πληροφορία για αυτούς, ούτε ευρύτερα ούτε στον κλειστό κύκλο συνεργατών της 

ερευνήτριας, να μην κυκλοφορήσει έστω και αποσπασματικά το υλικό της βιντεοσκόπησης της 

πειραματικής ομάδας στο διαδίκτυο – ζητήματα ηθικής δεοντολογίας για τα οποία δεσμεύτηκε 

προσωπικά η ερευνήτρια. Θέλησαν επίσης να διατηρηθεί η ανωνυμία και στα γραπτά τεστ, όπως 

και να μην κυκλοφορήσει οποιαδήποτε πληροφορία θα αποκάλυπτε κάποιο χαρακτηριστικό του 

μαθητή (π.χ. όνομα ή άλλα στοιχεία του μαθητή). Η ερευνήτρια είχε από την αρχή εξηγήσει στους 

μαθητές ότι το υλικό προοριζόταν αυστηρά για τη συγγραφή της διδακτορικής διατριβής της. Το 

περιβάλλον του σχολείου ήταν ιδιαίτερα φιλικό, ενώ η πειραματική διαδικασία λάμβανε χώρα 

μετά τη λήξη των μαθημάτων. Οι γονείς των μαθητών από την άλλη δέχθηκαν ευχαρίστως τη 

συμμετοχή των παιδιών τους στη διαδικασία. 
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3.6. Η συλλογή και επεξεργασία των δεδοµένων: προς µια εµπειρικά 
θεµελιωµένη θεωρία (grounded theory)  

Σύμφωνα με τους Glaser & Strauss (1967), «η θεωρητική δειγματοληψία είναι μια διαδικασία 

συλλογής δεδομένων για την παραγωγή της θεωρίας όπου ο αναλυτής συλλέγει από κοινού, 

κωδικοποιεί και αναλύει τα δεδομένα και αποφασίζει τον τύπο δεδομένων που στη συνέχεια 

συλλέγονται με σκοπό να αναπτυχθεί η θεωρία. […]. Η θεωρητική δειγματοληψία γίνεται 

προκειμένου να ανακαλύψει [ο ερευνητής] τις κατηγορίες και τις ιδιότητές τους και να 

διατυπώσει τις αλληλεξαρτήσεις/αλληλοσυσχετίσεις στη θεωρία» (p. 45). Οι Miles & Huberman 

(1994, p. 10, στο Olivero, 2002, p. 91) αναφέρονται στη διαδικασία συλλογής, επεξεργασίας, 

απλοποίησης, αφαίρεσης και μετασχηματισμού στοιχείων τα οποία εμφανίζονται ως μείωση 

στοιχείων (data reduction). 

Η πρώτη φάση μετά την απομαγνητοφώνηση των βίντεο ήταν η επεξεργασία των διαλόγων 

και των σημειώσεων ώστε να σχηματιστεί  μια γενική εικόνα. Λόγω του μεγάλου όγκου των 

δεδομένων, η διαδικασία αυτή ήταν δύσκολο να επαναληφθεί πολλές φορές προκειμένου να 

εξεταστούν τα δεδομένα αυτά από διαφορετικές σκοπιές ή να γίνουν παρατηρήσεις που τις 

προηγούμενες φορές είχαν παραλειφθεί.  

Οι παρατηρήσεις της ερευνήτριας αφορούσαν την παραγωγή εννοιών και διαδικασιών εκ 

μέρους των μαθητών, δηλαδή το λεκτικό περιεχόμενο των συμμετεχόντων, τις ενέργειές τους στο 

λογισμικό, το ρόλο των αλληλεπιδραστικών τεχνικών στην κατανόηση ή την κατασκευή εννοιών, 

το αν η χρήση των τεχνικών και οι λεκτικές διατυπώσεις των μαθητών ήταν σύγχρονες –αν 

ακολουθούσαν δηλαδή ή όχι τις ενέργειες στο λογισμικό–, τις έντονες στιγμές στη συζήτηση, τις 

στιγμές όταν στη φωνή του υποκειμένου σημειωνόταν αλλαγή λόγω κατανόησης, έκπληξης ή 

απορίας, όταν δηλαδή ο μαθητής βρισκόταν σε διαδικασία γνωστικής σύγκρουσης, οικοδόμησης 

ή επανεφεύρεσης, είτε τις  στιγμές που ο διάλογος έπαυε να κυλάει ομαλά εξαιτίας  κάποιου 

εμπόδιου γνωστικής φύσης που αφορούσε το θεωρητικό ή το τεχνολογικό κομμάτι της 

κατασκευαστικής διαδικασίας. Η αρχική διαπίστωση ήταν ότι οι μαθητές ανέπτυσσαν 

επιχειρήματα διαφορετικού τύπου στην αρχή από ό,τι στο τέλος της διαδικασίας.  Η επόμενη 

φάση αφορούσε την παραγωγή εικόνων από τα αρχεία του Sketchpad που κατασκεύαζαν οι 

μαθητές καθώς και εικόνες που προέρχονταν από capturing των βίντεο. 

3.6.1. Ανάλυση λόγου (discourse analysis) 

Ο κοινωνικός κονστρουκτιβισμός υποστηρίζει ότι η μάθηση είναι η διαδικασία που προκύπτει 

μέσω της συμμετοχής  «στις κοινότητες πρακτικής […] όπου η γνώση υποστηρίζεται από το 
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διάλογο, τις πηγές μάθησης και τα πολιτισμικά δημιουργήματα που συνδέονται με τη μάθηση» 

(Crook, 1994, p. 38).  

Οι γλωσσολόγοι έχουν επικεντρώσει στη γλώσσα ως μέσο για τη μετάδοση πληροφοριών. Ο 

Wittgenstein (1953) θεωρεί ότι το πλαίσιο είναι εξίσου σημαντικό στην παραγωγή νοήματος 

καθώς μια λέξη μπορεί να αποκτήσει νόημα μόνο στο πλαίσιο όπου έχουν τεθεί οι κανόνες από 

τους συμμετέχοντες σε μια συνεχή ροή αλληλεπίδρασης. Ο Fairclough (1992) από τη μεριά του 

εξετάζει το διάλογο ως μέσο αναπαράστασης και τρόπο δράσης διά του οποίου οι άνθρωποι 

ενεργούν στον κόσμο και μεταξύ τους. Επισημαίνει τη διαλεκτική σχέση μεταξύ της ανάπτυξης 

διαλόγου και της κοινωνικής δομής, με το διάλογο αφενός να περιορίζεται από την κοινωνική 

δομή και αφετέρου να έχει κοινωνικές συνιστώσες. Σκιαγραφεί ένα τρισδιάστατο πλαίσιο όπου 

εξετάζει «κάθε διάλογο ταυτόχρονα ως μέρος κειμένου, ως περίπτωση διαλεκτικής πρακτικής και 

ως περίπτωση κοινωνικής πρακτικής» (Thornton & Reynolds, 2006, p. 4). 

Οι βασικοί στόχοι και παραδοχές της ανάλυσης λόγου που ακολουθήθηκαν και στην παρούσα 

μελέτη, συνοψίζονται από τον Ιωσηφίδη (2008, σελ. 153) και αναφέρονται περιληπτικά στη 

συνέχεια:  

� η ανάλυση λόγου προϋποθέτει ότι ο λόγος είναι μέσο ανθρώπινης δράσης η οποία είναι 

οργανωμένη και δομημένη μέσω μιας σειράς κανόνων και σχετικών σταθερά 

διαδικασιών  

� στοχεύει στην διερεύνηση του σχηματισμού του νοήματος μέσα από καθημερινές 

πρακτικές συνομιλίας  

� έχει βασικό στόχο την ανάλυση της αλληλουχίας λόγου (turn taking)  

� ενδιαφέρεται για τους τρόπους έναρξης και λύσης μιας συνομιλίας, έμφασης, δόμησης 
και εξασφάλισης της συνέχειας  

� στοχεύει στην διερεύνηση των τρόπων που οι συνομιλητές εξασφαλίζουν κοινό νόημα 

μέσω των μηχανισμών επιδιόρθωσης (repair) που χρησιμοποιούν (Bergamann, 2004, 

pp.296-307; Silverman, 2006, pp.210-211 οπ. αναφ. στο Ιωσηφίδης, 2008, σελ. 153). 

 

3.7. Υποθετικό-παραγωγική διαδικασία και θεµελιωµένη θεωρητική 
προσέγγιση 

Το Υποθετικό Μαθησιακό Μονοπάτι αποτελεί μια προσέγγιση η οποία δεν έχει ελεγχθεί 

ερευνητικά σε στατικό ή δυναμικό περιβάλλον. Ως εκ τούτου, η υποθετικο-παραγωγική μέθοδος 

δεν θα μπορούσε να αντιπροσωπεύει τον τρόπο με τον οποίο θα προέκυπτε η ανάλυση των 

δεδομένων της μελέτης. Για το λόγο αυτό επιλέχθηκε η θεμελιωμένη θεωρία (grounded theory). 

Στην παρούσα μελέτη δεν διατυπώθηκαν a priori ερευνητικές υποθέσεις, εφόσον οι κατηγορίες 
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δεν θεωρήθηκε αναγκαίο να εξαρτηθούν από τις κατηγορίες μιας άλλης θεωρίας και τα 

αποτελέσματα της ερευνητικής διαδικασίας δεν ανατροφοδότησαν μια αρχική θεωρία. Οι 

Altrichter & Posch (1989) υποστηρίζουν ότι: 

«στην παραδοσιακή εμπειρική προσέγγιση η έρευνα πρέπει να προσαρμοστεί στο 
παρακάτω σχήμα: πριν από την ερευνητική εργασία ο ερευνητής πρέπει να διατυπώσει 
μία ή περισσότερες υποθέσεις, οι οποίες συνάγονται από μία γενικότερη θεωρία και 
εκφράζουν τις προσδοκίες του ερευνητή για το αντικείμενό του/της. Κατά την 
ερευνητική εργασία οι υποθέσεις δεν πρόκειται να αλλάξουν λόγω των εμπειρικών 
ευρημάτων που προκύπτουν από τη μελέτη. Στο τέλος της ερευνητικής διαδικασίας 
συγκρίνονται με τις εμπειρικές πληροφορίες και απορρίπτονται ή γίνονται προσωρινά 
αποδεκτές. Κατόπιν τα αποτελέσματα των δοκιμών ανατροφοδοτούν την αρχική θεωρία 
από όπου συνήχθησαν οι υποθέσεις και ερμηνεύονται ως επιβεβαίωση ή αμφισβήτηση 
/παρερμηνεία της θεωρίας. Λόγω του κεντρικού ρόλου των «υποθέσεων» αυτή η 
διαδικασία καλείται ‘υποθετικο-παραγωγική’» (p. 21). 

Στο παρακάτω διάγραμμα οι Christensen & Sundahl (2001) αναπαριστούν τη σταδιακή 

διαδικασία μέσω της οποίας οικοδομείται η θεωρία και η οποία περιλαμβάνει την παρατήρηση, 

την περιγραφή, την καταμέτρηση των φαινόμενων, στη συνέχεια την κατηγοριοποίηση και, 

τελικά, την ανάπτυξη της θεωρίας,  έννοιες που αναλύονται διεξοδικά στην επόμενη ενότητα. 

 

 
Σχήµα 3.1: Η διαδικασία µέσω της οποίας οικοδοµείται η θεωρία (Christensen  &  Sundahl, 2001, p. 
3) 

 

Οι Corbin & Strauss (1990) υποστηρίζουν ότι «οι θεωρίες δεν μπορούν να οικοδομηθούν από 

τα πραγματικά γεγονότα ή τις δραστηριότητες όπως παρατηρούνται ή αναφέρονται, δηλαδή από 

τα ‘ακατέργαστα στοιχεία’» (p. 7). Μόνο με τη σύγκριση των γεγονότων και την απόδοση ίδιων 

φαινόμενων με τους ίδιους όρους μπορούμε να συγκεντρώσουμε τα βασικά στοιχεία για την 

ανάπτυξη της θεωρίας. Δεν έχουμε ακόμα τη δυνατότητα να προβούμε σε a priori γενικεύσεις 

αλλά «επαγωγικά συμπεράσματα προκύπτουν από τη μελέτη του φαινόμενου» (Strauss and 

Corbin, 1990, p. 23). «Η θεωρία αναδύεται σταδιακά μέσα από τα ποιοτικά δεδομένα και υπάρχει 
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μια συνεχής αλληλεπίδραση και διαντίδραση μεταξύ θεωρητικών θέσεων και εμπειρικών 

ευρημάτων» (Κυριαζή, 1999  ό.π., στο Ιωσηφίδης, 2008, σ. 154) 

3.8. Η σταθερή συγκριτική µέθοδος (constant comparative method)  για 
την ανάλυση των δεδοµένων της έρευνας 

Η ανάγκη για κατανόηση και επεξήγηση των φαινομένων που παρατηρήθηκαν στην παρούσα 

μελέτη οδήγησε στην ποιοτική μεθοδολογία για την ανάλυση των δεδομένων. Καθώς η μελέτη 

εστιάζει στον προσδιορισμό και το χαρακτηρισμό των διατυπώσεων εκ μέρους των μαθητών, 

κρίθηκε αναγκαία η ποιοτική και σε βάθος ανάλυση των δεδομένων. Η μεθοδολογία συνίσταται 

από παρατηρήσεις των ομάδων των μαθητών της πειραματικής ομάδας και από την οικοδόμηση 

θεωρίας (theory buliding) (Eisenhardt, 2002).  

Η έννοια της θεμελιωμένης θεωρίας εισήχθη αρχικά από τους Glaser & Strauss (1967) στο έργο 

τους ‘The Discovery of Grounded Theory’ δηλώνοντας ότι μια αξιόπιστη ολοκληρωμένη θεωρία 

μπορούσε να προκύψει από το υπό μελέτη φαινόμενο. Οι Strauss & Corbin (1990) αναφέρουν 

ότι: 

Η θεμελιωμένη θεωρία δεν παράγεται a priori και δοκιμάζεται στη συνέχεια. Παράγεται 
επαγωγικά από το φαινόμενο που αντιπροσωπεύει. Ανακαλύπτεται, αναπτύσσεται και 
επιβεβαιώνεται μέσω της συστηματικής συλλογής δεδομένων και της ανάλυσης των 
δεδομένων του φαινομένου αυτού. Για το λόγο αυτό η συλλογή δεδομένων, η ανάλυση 
και η θεωρία πρέπει να είναι σε συσχέτιση μεταξύ τους (p. 23). 
 

Η θεμελιωμένη θεωρία απαντά στο τι προκαλεί τι, γιατί και κάτω από ποιες περιστάσεις. 

Ειδικότερα και σύμφωνα με τους Glaser & Strauss (1967) η θεμελιωμένη θεωρία συνίσταται από 

μια σειρά βημάτων που εγγυώνται μια καλή θεωρία, ενώ  κατά τους Pandit (1996), Bryman & Bell 

(2003, p. 432) έννοιες, κατηγορίες και προτάσεις είναι τα σημαντικά στοιχεία της θεμελιωμένης 

θεωρίας. «Οι κατηγορίες είναι υψηλοτέρου επιπέδου και πιο αφηρημένες από τις έννοιες που 

αναπαριστούν» (Corbin & Strauss, 1990, p. 7). Οι προτάσεις εκφράζουν γενικευμένες σχέσεις 

μεταξύ κατηγοριών και των εννοιών της και μεταξύ διακριτών κατηγοριών. Εμπλέκουν δηλαδή 

εννοιολογικές σχέσεις μεταξύ των κατηγοριών (Whetten, 1989, p. 492).  

Σύμφωνα με τον Pandit (1995)  

«oι έννοιες είναι οι βασικές συνιστώσες της ανάλυσης αφού προέρχονται από την 

εννοιολόγηση (conceptualization) των δεδομένων, όχι από τα πραγματικά στοιχεία αυτά 
καθαυτά με τα οποία αναπτύσσεται η θεωρία. Καθώς ο ερευνητής βρίσκεται 

αντιμέτωπος με άλλα γεγονότα και όταν τα συγκρίνει φαίνονται να μοιάζουν, μπορεί 

τότε να τους αποδώσει το ίδιο νόημα  (Corbin & Strauss, 1990, p. 7). Το δεύτερο στοιχείο 
της θεμελιωμένης θεωρίας είναι οι κατηγορίες οι οποίες σύμφωνα με τους Corbin & 
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Strauss (1990, p. 7) είναι σε υψηλότερο επίπεδο και περισσότερο αφηρημένες από τις 

έννοιες που αντιπροσωπεύουν. Παράγονται μέσα από την ίδια αναλυτική διαδικασία, τις 

συγκρίσεις, για να επισημάνουν τις ομοιότητες και τις διαφορές που χρησιμοποιούνται 

για να παράγουν χαμηλότερου επιπέδου έννοιες. Οι κατηγορίες είναι οι ‘ακρογωνιαίοι 

λίθοι’ της ανάπτυξης της θεωρίας. Παρέχουν τα μέσα με τα οποία η θεωρία μπορεί να 

ολοκληρωθεί. Το τρίτο στοιχείο της θεμελιωμένης θεωρίας είναι οι προτάσεις 

(propositions), οι οποίες δείχνουν γενικευμένες σχέσεις μεταξύ μιας κατηγορίας και των 
εννοιών της και μεταξύ διαφορετικών κατηγοριών. Αυτό το τρίτο στοιχείο ονομάστηκε 

αρχικά ‘υποθέσεις’ από τους Glaser &  Strauss (1967), αλλά ο όρος ‘προτάσεις’ είναι 

καταλληλότερος όπως διατυπώθηκε από τον Whetten (1989, p. 492)» (p. 1). 
 

 Η στρατηγική αυτής τη μεθόδου συνίσταται στην παραγωγή κατηγοριών, προτάσεων, είναι 

επομένως μια επαναληπτική διαδικασία (Pandit, 1996). Η μέθοδος περιλαμβάνει την εξέταση του 

φαινόμενου σε ποικίλα επίπεδα και σε διαφορετικά πλαίσια. Υπό αυτή την προοπτική η 

θεμελιωμένη θεωρία ταιριάζει και στην περίπτωση της παρούσας μελέτης. 

3.8.1. Ανάλυση των δεδοµένων 

Ο Creswell (1998) περιγράφει την ανάλυση δεδομένων ως «διαδικασία διαχωρισμού και 

επανένωσης των δεδομένων σε πιο σημαντικούς τρόπους» (p. 154). Η παρούσα έρευνα 

επικεντρώνει στην ανάλυση των αποτελεσμάτων της επίδρασης των μετασχηματισμών σε 

αντικείμενα στατικά, δυναμικά ή νοητικά, συμπεριλαμβανομένων των μετασχηματισμών στις 

λεκτικές διατυπώσεις των μαθητών. Ειδικότερα, επικεντρώνει στη μελέτη των επιδράσεων των 

μετασχηματισμών των δυναμικών διαγραμμάτων που προέκυψαν από τις αλληλεπιδραστικές 

τεχνικές, συμπεριλαμβανομένων των εντολών του μενού «Μετασχηματισμός», καθώς και των 

μετασχηματισμών που επήλθαν από  τους συνδυασμούς αλληλεπιδραστικών τεχνικών μέσω των 

Συνδεόμενων Οπτικών Ενεργών Αναπαραστάσεων (ΣΟΕΑ) αναφορικά με την ανάπτυξη των 

αποδείξεων. Συγκεκριμένα αφορά  την ανάλυση: 

� των αποτελεσμάτων των αλληλεπιδράσεων που συντελούνται μεταξύ των μαθητών και 

των εργαλείων που χρησιμοποιούνται (μέσω του λογισμικού δυναμικής γεωμετρίας) και 

μεταξύ των ίδιων των μαθητών από τη χρήση των εργαλείων του λογισμικού. Η 

ανάλυση των αποτελεσμάτων των αλληλεπιδράσεων περιλαμβάνει τη διερεύνηση της 

κατασκευής σχημάτων χρήσης, σχημάτων εργαλειοποιημένης δράσης που προκύπτουν 

κατά την εργαλειακή γένεση των μαθητών με τη χρήση των εργαλείων του λογισμικού· 

� των αποτελεσμάτων της χρήσης των εργαλείων της ερευνητικής διαδικασίας στο  είδος 

συλλογισμού που αναπτύσσουν οι μαθητές σε κάθε διαφορετική φάση (σε 

ημιπροσχεδιασμένα με ή χωρίς τη χρήση των Συνδεόμενων Οπτικών Ενεργών 
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Αναπαραστάσεων) με στόχο τη μεγιστοποίηση του αποτελέσματος τόσο για την 

κατασκευή των μαθηματικών αντικειμένων που επιδιώκουμε, συμπεριλαμβανομένων 

των μαθηματικών εννοιών, ορισμών και αιτιολόγησης (ανάπτυξη παραγωγικού 

συλλογισμού και αποδεικτικών σχημάτων)· 

� των μετασχηματισμών που υφίστανται οι λεκτικές διατυπώσεις σε διάφορα επίπεδα και 

σε διαφορετικές φάσεις της έρευνας για τον κάθε μαθητή. Η γλωσσική δομή είναι ένας 

από τους βασικούς παράγοντες μετακίνησης σε ανώτερο επίπεδο (Fuys et al., 1988). Θα 

εξεταστεί συνεπώς αν επηρεάζεται ο γλωσσικός χαρακτήρας και οι διατυπώσεις των 

μαθητών που συμμετέχουν στην πειραματική ομάδα από την αλληλεπίδραση με το 

περιβάλλον του λογισμικού, και ειδικότερα πώς οι μετασχηματισμοί σε αντικείμενα 

προκαλούν μετασχηματισμούς σε λεκτικές διατυπώσεις. 

Για τη μελέτη αυτή επιλέχθηκε η μέθοδος της σταθερής συγκριτικής προσέγγισης (constant 

comparative method) προκειμένου να παραχθεί μια θεμελιωμένη θεωρία (Strauss & Corbin, 

1990, 1998). Οι Strauss & Corbin πρότειναν τη δομημένη προσέγγιση στην ανάλυση μέσω της 

σταθερής συγκριτικής τεχνικής, και αυτή η προσέγγιση είναι κατανοητή από τη σκοπιά της 

δυνατότητας εφαρμογής της σε αυτή τη μελέτη. 

Ειδικότερα οι Strauss & Corbin (1990, 1998) πρότειναν τρεις φάσεις κωδικοποίησης για τη 

σταθερή συγκριτική μέθοδο: Ανοικτή κωδικοποίηση, αξονική κωδικοποίηση και επιλεκτική 

κωδικοποίηση (Open Coding, Axial Coding, and Selective Coding). 

Στην ανοικτή φάση κωδικοποίησης η ερευνήτρια εξέτασε το κείμενο (π.χ., τα 

απομαγνητοσκοπημένα αντίγραφα των βιντεοσκοπήσεων) για εμφανείς κατηγορίες 

πληροφοριών και κατηγοριοποίησε τις πληροφορίες που υποστηρίζονταν από το κείμενο (π.χ. 

λεκτική και εργαλειακή κατηγοριοποίηση).  

Κατά το δεύτερο στάδιο της ανάλυσης στοιχείων, στην αξονική κωδικοποίηση, «τα κομμάτια» 

των δεδομένων που προσδιορίστηκαν στην ανοικτή κωδικοποίηση τοποθετήθηκαν μαζί με νέους 

τρόπους, παράγοντας συνδέσεις μεταξύ των κατηγοριών (Strauss & Corbin, 1990, 1998). Κάθε 

κατηγορία επανακαθορίστηκε με βάση τα χαρακτηριστικά που την προκάλεσαν (Creswell, 2007): 

� το πλαίσιο (το συγκεκριμένο σύνολο ιδιοτήτων της) που την περιείχε· 

� τις στρατηγικές δράσης ή αλληλεπίδρασης μέσω των οποίων έγινε η διαχείρισή της  και 

� τις επιπτώσεις αυτών των στρατηγικών  (p. 161) 
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Στην αξονική φάση κωδικοποίησης συσχετίστηκαν οι κατηγορίες με τις υποκατηγορίες τους 

με αποτέλεσμα να κατασκευαστούν οι αξονικοί κώδικες. «Τα χαρακτηριστικά αυτά παρείχαν σε 

κάθε κατηγορία μια σαφήνεια γι’ αυτό και αναφερόμαστε σε αυτά ως υποκατηγορίες. 

Ουσιαστικά είναι και αυτά κατηγορίες, αλλά επειδή συνδέονται με μια κατηγορία μέσω μιας 

σχέσης προσθέτουμε το πρόθεμα ‘υπο’» (Strauss & Corbin, 1990, p. 97).  

 Στην επιλεκτική φάση κωδικοποίησης οι πληροφορίες από την αξονική φάση κωδικοποίησης 

αναδιοργανώθηκαν σε μια νέα συσχέτιση της υπό μελέτη διαδικασίας. Με αυτό τον τρόπο 

παράχθηκε μια θεωρία. Τέλος, από αυτή τη θεωρία η ερευνήτρια παρήγαγε τις προτάσεις (ή τις 

υποθέσεις) που συσχέτιζαν τις κατηγορίες. 

Τα βήματα που αναφέρθηκαν για τις τρεις φάσεις κωδικοποίησης «δεν ήταν μια γραμμική, 

διακριτή ακολουθία στην πραγματικότητα» (Strauss & Corbin, 1990, p. 118).  

 

Συνοπτικά, η ερευνήτρια επινόησε την παρακάτω επεξεργασία των δεδομένων: 

 

Α. Αναφορικά με τη μελέτη στο δυναμικό περιβάλλον  

 

� Αναλύθηκαν τα δεδομένα των τεσσάρων φάσεων κάθε ομάδας, βάσει των κατηγοριών, 

με αποτέλεσμα να παραχθεί ένα κωδικοποιημένο κείμενο.  

� Συγκρίθηκαν τα δεδομένα κάθε ομάδας που προέκυψαν σε κάθε φάση στο 

κωδικοποιημένο κείμενο και κατέγραψε τις παρατηρήσεις.  

� Διαχωρίστηκαν τα δεδομένα για μαθητές του ίδιου επιπέδου και σύγκρινε τα δεδομένα 

της ανάλυσης για κοινές παρατηρήσεις.  

� Διαχωρίστηκε η ιστορία κάθε μαθητή από το συνολικό κείμενο. 

� Καταγράφηκε η εξέλιξη της ιστορίας κάθε μαθητή σε τρία βασικά σκέλη: (α) ως προς την 

επίδραση των αλληλεπιδραστικών τεχνικών του λογισμικού στην ανάπτυξη ικανότητας 

μετατροπής μεταξύ αναπαραστάσεων της ίδιας οντότητας καθώς και την ανάπτυξη 

ικανότητας δομικής ανάλυσης των δυναμικών διαγραμματικών αναπαραστάσεων· (β) 

την επίδραση των αλληλεπιδραστικών τεχνικών του λογισμικού στη διατύπωση εννοιών 
και το μετασχηματισμό των εννοιών και (γ) την επίδραση των αλληλεπιδραστικών 

τεχνικών και της σύνθεσής τους στην ανάπτυξη επαγωγικού, απαγωγικού, 

μετασχηματιστικού και παραγωγικού συλλογισμού και συνεπώς στην ανάπτυξη του 
επιπέδου γεωμετρικής σκέψης κατά μήκος της ερευνητικής διαδικασίας.  

� Τοποθετήθηκαν τα χαρακτηριστικά κάθε μαθητή σε πίνακα --όπως εμφανίστηκαν στη 

μελέτη-- και συγκρίθηκαν οι παρατηρήσεις για μαθητές του ίδιου επιπέδου.  

  

Β. Αναφορικά με τη μελέτη στο περιβάλλον χαρτί –μολύβι  

� Αναλύθηκαν τα δεδομένα των τεσσάρων σταδίων μελέτης στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι 

και κωδικοποίησε τις παρατηρήσεις για κάθε μαθητή και στις δυο ομάδες (πειραματική-

ελέγχου) με βάση την κατηγοριοποίηση της μελέτης Α.  
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� Διαχωρίστηκαν οι μαθητές με βάση τα επίπεδά τους van Hiele στο προτέστ. 

� Καταγράφηκαν τα κοινά χαρακτηριστικά που εμφανίστηκαν σε κάθε διαφορετικό 

στάδιο της μελέτης. 

� Καταγράφηκαν τα κοινά χαρακτηριστικά για κάθε διαφορετικό στάδιο της μελέτης ώστε 

στην πρώτη αριστερή στήλη να εμφανίζονται τα κοινά χαρακτηριστικά και στην 

οριζόντια σειρά οι μαθητές (Patsiomitou, 2008, p. 383).  

�  Επισημάνθηκαν τα χαρακτηριστικά που είχε εμφανίσει κάθε μαθητής στα γραπτά τεστ 
και σύγκρινε τις παρατηρήσεις για μαθητές τους ίδιου επιπέδου.  

� Συγκρίθηκε ποσοτικά η εμφάνιση ενός χαρακτηριστικού των μαθητών της πειραματικής 

ομάδας και ομάδας ελέγχου του ίδιου επιπέδου. 

� Συγκρίθηκε η εξέλιξη του κάθε μαθητή της πειραματικής ομάδας και της ομάδας 

ελέγχου στο αρχικό και τελικό τεστ. 

3.9. Οι κατηγορίες της ανάλυσης και η ανάπτυξη της θεµελιωµένης 
θεωρίας 

Η ανάλυση των δεδομένων της παρούσας μελέτης, στηρίχτηκε στο θεωρητικό πλαίσιο το 

οποίο έχει καταγραφεί στο κεφάλαιο 2. Η ανάπτυξη κατηγοριών προέκυψε από τη συσχέτιση των 

δεδομένων με τις αρχικές μεταβλητές που προήλθαν από την θεωρητική θεμελίωση της 

ερευνητικής διαδικασίας. Η πρώτη κατηγοριοποίηση ολοκληρώθηκε όταν τα δεδομένα δεν 

παρείχαν νέες πληροφορίες και προέκυψε κορεσμός των κατηγοριών. Αναλυτικότερα, κατά τη 

διάρκεια της διαδικασίας της ανάλυσης στοιχείων της φάσης «ανοικτής κωδικοποίησης», οι 

απαντήσεις των μαθητών αναγνώστηκαν, και επισημάνθηκαν οι αντιπροσωπευτικές εκφράσεις, 

(για παράδειγμα οι ορισμοί και αιτιολογήσεις) που οι μαθητές παρήγαγαν, προκειμένου να 

αναπτυχθεί μια σε βάθος κατανόηση των διαλόγων που έγιναν από τους μαθητές-μετέχοντες 

(Corbin & Strauss, 1990; Strauss & Corbin, 1990). Αυτή η φάση καθόρισε τις «δομικές μονάδες» 

της ανάλυσης των δεδομένων της ερευνητικής διαδικασίας (Pandit, 1996).  

Η αρχική εικόνα που σχηματίστηκε από την παρατήρηση των βίντεο ήταν ότι ο γλωσσικός 

συμβολισμός των εννοιών των μαθητών διέφερε στην αρχή από το τέλος της διαδικασίας, καθώς 

στο τέλος οι μαθητές χρησιμοποιούσαν μαθηματικούς ορισμούς και προτάσεις για να 

αιτιολογήσουν τον συλλογισμό τους. Αυτές οι προτάσεις προέκυπταν λόγω της προϋπάρχουσας 

γνώσης των μαθητών ή όταν εξελισσόταν η διαδικασία ή μετά την διαδικασία, σε αλληλεπίδραση 

με κάποιο εργαλείο του λογισμικού, με την ερευνήτρια, ή με τα άλλα μέλη της ομάδας, 

αποτέλεσμα προερχόμενο από την εμπειρία των μαθητών με την χρήση του λογισμικού ή λόγω 

των νοητικών μετασχηματισμών που οι μαθητές ανέπτυσσαν.  



 - 147 - 

Σύμφωνα με τους Jaime & Guitierrez (1994) το επίπεδο ενός μαθητή μάς επιτρέπει να 

εξετάσουμε τον τρόπο που χρησιμοποιεί διαδικασίες ορισμού, απόδειξης και ταξινόμησης των 

σχημάτων. Αυτές είναι:  

1. Προσδιορισμός  των ιδιοτήτων  των σχημάτων, της οικογένειας που το γεωμετρικό αντικείμενο 
ανήκει και αναγνώριση των οικογενειών των γεωμετρικών σχημάτων· 

2. Ορισμός μιας έννοιας με θεώρηση από δυο διαφορετικές οπτικές γωνίες αναφορικά με:  

• τον τρόπο που χρησιμοποιούν έτοιμους γνωστούς ορισμούς·  

• τον τρόπο που διατυπώνουν έναν ορισμό για μια κλάση γεωμετρικών αντικειμένων·  
3. ταξινόμηση ενός γεωμετρικού αντικειμένου (των σχημάτων ή  των εννοιών) σε διαφορετικές 

οικογένειες·  
4. αποδεικτική διαδικασία–απόδειξη: ο τρόπος με τον οποίο μπορούν να επιχειρηματολογήσουν 

για την αλήθεια μιας δήλωσης ή να εξηγήσουν με κάποιο πειστικό τρόπο γιατί η ιδιότητα ή 
δήλωση είναι αληθινή. 

Στην παρούσα διατριβή υιοθετήθηκε η θεώρηση των Jaime & Guitierrez (1994) ώστε να 

εξεταστεί η ικανότητα ανάπτυξης ορισμών και αιτιολόγησης σε διαφορετικά επίπεδα.   

Ως προς τις διατυπώσεις που οι μαθητές χρησιμοποιούν 

Α :  ο τύπος της γλώσσας που διατυπώνουν 

Η κατηγοριοποίηση του πλαισίου αξιολόγησης των απαντήσεων των μαθητών είχε σαν 

πρόθεση να προσδιορίσει την πρόοδο των μαθητών στα επίπεδα και την ανάπτυξη των 

δεξιοτήτων των μαθητών, ώστε να πληροφορήσει για την κατανόηση των διαφορετικών τύπων 

αναπαραστάσεων που προκύπτουν σε αλληλεπίδραση με τις τεχνικές του λογισμικού δυναμικής 

γεωμετρίας.  

Οι μαθητές χρησιμοποίησαν γλώσσα 
Τυπική μαθηματική: ο μαθητής έχει ικανότητα να διατυπώνει την έκφραση του χρησιμοποιώντας 

μαθηματικούς όρους· 

Δυναμική: η γλώσσα του μαθητή διαμορφώνεται για να συμπεριλάβει την γλώσσα που 

χρησιμοποιούμε στο λογισμικό· 

Άτυπη: είναι οι μη μαθηματικές εκφράσεις· 

Συνδυασμός άτυπης και τυπικής: συνδυασμός μαθηματικών όρων και φυσικής γλώσσας· 
      Συνδυασμός άτυπης και δυναμικής: συνδυασμός άτυπων εκφράσεων 

Στις διατυπώσεις των μαθητών περιλαμβάνονται οι ορισμοί και αιτιολογήσεις.  
 

Kατηγοριοποίηση των ορισμών  

Σύμφωνα με τους Govender & de Villiers (2004) υπάρχουν διαφορετικοί, εναλλακτικοί 

επαρκείς ή μη, οικονομικοί ή μη ορισμοί για την ίδια έννοια. Η  κατηγοριοποίηση των Govender & 

de Villiers (ό. π) υιοθετήθηκε εν μέρει και στην παρούσα μελέτη. Έτσι προέκυψαν οι 

υποκατηγορίες ορισμών. Για τις ανάγκες της μελέτης η ερευνήτρια εισήγαγε τον τύπο του 

δυναμικού (αντιληπτικού) ή εμπειρικού ορισμού και του αυθαιρέτου οικονομικού 
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ορισμού(αναλυτικά αναφέρονται οι όροι στους λειτουργικούς ορισμούς που περιέχονται στο 

Κεφάλαιο 1 της παρούσας μελέτης, σελίδα 41).    

Kατηγοριοποίηση των αιτιολογήσεων 

Οι μαθητές κατά την διάρκεια της διαδικασίας διερεύνησης της δραστηριότητας κατασκεύασαν 

σε συνεργασία επιχειρήματα και αιτιολογήσεις, προκειμένου να υποστηρίξουν την άποψη τους. 

Ο Balacheff (1988) έχει διαχωρίσει μεταξύ εμπειρικών και εννοιολογικών αποδεικτικών 

σχημάτων. Η κατηγοριοποίηση των αποδεικτικών σχημάτων του Balacheff (ό. π) υιοθετήθηκε 

από την ερευνήτρια για την ανάλυση των δεδομένων της παρούσας μελέτης, αναλύοντας  

παράλληλα το είδος συλλογισμού και το είδος επιχειρημάτων. Έτσι προέκυψαν οι 

υποκατηγορίες αιτιολογήσεων:  

� κρίσιμο πείραμα (crucial experiment): η αιτιολόγηση προκύπτει από ένα προσεκτικά 
επιλεγμένο παράδειγμα όχι τυχαίο· 

� γενικό παράδειγμα (generic example): η αιτιολόγηση βασίζεται σε λειτουργίες ή 
μετασχηματισμούς σε ένα παράδειγμα που επιλέγεται σαν χαρακτηριστικά αντιπροσωπευτικό 
μιας κλάσης αντικειμένων· 

� πειράματα σκέψης (thought experiment): η αιτιολόγηση βασίζεται σε ειδικά παραδείγματα που 
είναι ενδεικτικά με κάποιον άλλον τρόπο παρά από τα αποτελέσματα της χρήσης τους· 

� συμβολικούς υπολογισμούς: η αιτιολόγηση βασίζεται στη χρήση των μετασχηματισμών η των 
τυποποιημένων συμβολικών εκφράσεων.  

 Η κατηγοριοποίηση των αιτιολογήσεων των Harel & Sowder (1996, 2007), Sowder and Harel 

(1998) ενίσχυσε ή επιβεβαίωσε την εγκυρότητα της ανάλυσης των αποδεικτικών σχημάτων. 

Ιδιαίτερα επανεξετάστηκαν τα παραδείγματα αιτιολογήσεων για την ικανότητα γενίκευσης, 

λειτουργικής σκέψης και λογικών συμπερασμάτων, την ανάπτυξη ικανότητας του μαθητή να 

διαμορφώνει στόχους και υποστόχους και να προσπαθεί να προβλέψει τα αποτελέσματα τους 

κατά τη διάρκεια της αποδεικτικής διαδικασίας (μετασχηματιστικό σχήμα).  

Οι Hollebrands, Conner & Smith (2010), Lavy (2006) χρησιμοποίησαν το μοντέλο Toulmin για 

να αναλύσουν την δομή των επιχειρημάτων μαθητών που αλληλεπίδρασαν με τεχνολογικό 

περιβάλλον. Σύμφωνα με τον Smith (2010) «το περιεχόμενο και η δομή των επιχειρημάτων 

μπορεί να επηρεαστεί από την χρήση των εργαλείων, και ειδικότερα των τεχνολογικών 

εργαλείων» (p. 37). Αυτές οι παρατηρήσεις οδήγησαν την ερευνήτρια να αναλύσει την δομή των 

επιχειρημάτων που οι μαθητές ανέπτυξαν, χρησιμοποιώντας το μοντέλο Toulmin (1958), 

εξετάζοντας ποια εργαλεία επηρέαζαν τη δομή του επιχειρήματος.  

Ένας ακόμα στόχος ήταν η διερεύνηση των διαδικασιών σκέψης των μαθητών όταν λεκτικά 

εξηγούν τον συλλογισμό τους και όταν εκτίθενται στις ιδέες των άλλων μελών της ομάδας. Με 
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τον τρόπο αυτό διερευνήθηκε αν η αλληλεπίδραση με τα εργαλεία του λογισμικού έπαιξε ρόλο (ή 

είχε επίδραση) στον τρόπο συλλογισμού των μαθητών και στον τρόπο που οι μαθητές 

χρησιμοποιούν τις αναπαραστάσεις. Η ανάπτυξη διαφορετικού τύπου συλλογισμού εκ μέρους 

των μαθητών κατά την επίλυση ενός προβλήματος έχει συζητηθεί στο κεφάλαιο 5 (π.χ 

Επαγωγικός, Απαγωγικός, Παραγωγικός και Μετασχηματιστικός συλλογισμός). Ταυτόχρονα 

εξετάστηκε η δομή του επιχειρήματος των μαθητών, ώστε να διερευνηθεί αν είναι αποτέλεσμα 

παραγωγικού, απαγωγικού, επαγωγικού συλλογισμού ή μετασχηματιστικού συλλογισμού (Harel 

& Sowder, 1998; Peirce, 1992; Simon, 1996) (αναλυτικά αναφέρονται οι όροι στους λειτουργικούς 

ορισμούς που περιέχονται στο Κεφάλαιο 1 της παρούσας μελέτης, σελίδα 41).    

Η παρατήρηση του τρόπου που οι μαθητές χρησιμοποιούσαν τα εργαλεία ήταν ένα ακόμα 

σκέλος της μελέτης. Οι μαθητές χρησιμοποίησαν τα εργαλεία (σημείου, καθέτου, περιστροφής, 

ανάκλασης, απόκρυψης/ εμφάνισης κλπ) με κανονικό τρόπο, κατασκευάζοντας σχήματα χρήσης 

των εργαλείων ή σχήματα εργαλειοποιημένης δράσης , ή με οικονομία / με κατάχρηση. Αυτές οι 

παρατηρήσεις οδήγησαν την ερευνήτρια στην κατηγοριοποίηση στο εργαλειακό επίπεδο.  

Πίνακας 3.5. Συσχέτιση µεταξύ των διατυπώσεων των µαθητών και των εργαλείων 

 
Στον πίνακα πάνω παρουσιάζεται ένα παράδειγμα συσχέτισης μεταξύ των διατυπώσεων του 

μαθητή, του επίπεδου van Hiele του, του εργαλείου με το οποίο ολοκληρωνόταν μια διαδικασία, 

του μετασχηματισμού που προκλήθηκε στο διάγραμμα και της έννοιας η οποία προέκυψε.  

Διαπιστώθηκε από την ερευνήτρια η επανάληψη των παρατηρήσεων της χρήσης του 

εργαλείου και της κατασκευής μιας έννοιας, επομένως η συσχέτιση εργαλείου και έννοιας εκ 

μέρους των μαθητών η οποία διατυπωνόταν με άτυπο ή τυπικό τρόπο. Βασική προϋπόθεση ήταν 

η κατανόηση εκ μέρους των μαθητών της χρήσης του εργαλείου η οποία οδήγησε στην 

κατηγοριοποίηση  
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 (α) αναφορικά με την κατανόηση εκ μέρους των μαθητών της επιλογής των αντικειμένων και 

εργαλείων για την ολοκλήρωση της κατασκευαστικής διαδικασίας και την συσχέτιση με την 

ικανότητα αποκωδικοποίησης της λεκτικής διατύπωσης του προβλήματος σε εικονική (ή της 

νοητικής του εικόνας σε εικονική και λεκτική). Ο μαθητής ανέπτυσσε τη λεκτική κατανόηση της 

επιλογής των αντικειμένων, τη σειριακή κατανόηση της επιλογής των αντικειμένων και τη 

θεσιακή κατανόηση (αναλυτικά αναφέρονται οι όροι στους λειτουργικούς ορισμούς, στη σελίδα 

45).    

(β) αναφορικά με το εργαλείο και το μετασχηματισμό που προκαλείται στο διάγραμμα λόγω 

του θεωρητικού ή πειραματικού συρσίματος: Μετασχηματισμός μέσω του εργαλείου και του 

θεωρητικού συρσίματος, μετασχηματισμός μέσω του εργαλείου και του πειραματικού 

συρσίματος και σύνθετοι μετασχηματισμοί λόγω της εφαρμογής πολλών εργαλείων  

Οι όροι του θεωρητικού και πειραματικού συρσίματος ομοίως έπαιξαν σημαντικό ρόλο κατά 

τη διάρκεια της ανάλυσης των δεδομένων (αναλυτικά αναφέρονται οι όροι στους λειτουργικούς 

ορισμούς που περιέχονται στο Κεφάλαιο 1 της παρούσας μελέτης, σελίδα 41).    

Πίνακας 3.6. Παραδείγµατα µετασχηµατισµών των διαγραµµάτων µέσω του συρσίµατος  

Π[3] Ο μαθητής Μ8 σύρει το 
κέντρο να συμπέσει με 
το μέσο της βάσης 
 

Επίπεδο 2 
ομάδα 2 

Θεωρητικό σύρσιμο με αποτέλεσμα την οπτική 

κατασκευή παραλληλογράμμου ως αποτέλεσμα 
σύνθεσης του τριγώνου και του συμμετρικού 

του  
Π[4] Ο μαθητής σύρει το 

σχέδιο του παραλληλο-
γράμμου με αποτέ-
λεσμα να καταστραφεί  

Όλες οι 
ομάδες  

Πειραματικό σύρσιμο: ο μαθητής διερευνά αν 

το σχήμα πληροί κάποιες ιδιότητες. 

 

Η ανάπτυξη του επιπέδου γεωμετρικής σκέψης του μαθητή είναι αποτέλεσμα της ανάπτυξης 

ικανοτήτων. Οι γεωμετρικές ικανότητες είναι ένα υποσύνολο των μαθηματικών ικανοτήτων 

(OECD, 2006) του μαθητή, δηλαδή των μαθηματικών γνώσεων και δεξιοτήτων ώστε να χειριστούν 

τις μαθηματικές έννοιες. Στην παρούσα μελέτη είναι αναγκαίο να εξετάσουμε την  

� Αναπαρασταστική ικανότητα: την ικανότητα μετατροπής μεταξύ αναπαραστάσεων, αλλά και τη 
σύνδεση διαφορετικών μορφών αναπαραστάσεων  

� Δομική ικανότητα: την ικανότητα διαμόρφωσης του προβλήματος μέσω της μοντελοποίησης 
του, μεταφράζοντας από και προς μεταξύ των μοντέλων και της πραγματικότητας, την 
ικανότητα δομικής ανάλυσης μιας αναπαράστασης (επαρκώς ή ανεπαρκώς).  

� Ικανότητα διατύπωσης εννοιών: την ικανότητα κατασκευής εννοιών-εν-δράσει, επέκτασης των 
εννοιών, σύνδεσης εννοιών και ιεράρχησης των εννοιών.  
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� Ικανότητα παραγωγικού συλλογισμού: Περιλαμβάνει την ικανότητα για ανάπτυξη αλυσίδων 
παραγωγικών δηλώσεων, ανάπτυξης αποδεικτικής διαδικασίας, η ικανότητα των μαθητών να 
συμμετέχουν στην συζήτηση αναπτύσσοντας παραγωγικό συλλογισμό.  

Η κατηγοριοποίηση των ικανοτήτων που αναφέρθηκαν είναι αυτές που ενδιαφέρουν την 

παρούσα μελέτη.  

Πίνακας 3.7. 

Συσχετισμός ανάπτυξης αναπαρασταστικής ικανότητας και αλληλεπιδραστικής τεχνικής  

 

ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ Υποκατηγορία Α Υποκατηγορία Β Υποκατηγορία Γ 

Μεταφράζουν 

μεταξύ 

αναπαραστάσεων  

Αλλ. τεχνική και 

θεωρητικό σύρσιμο  

  

Νοητική       

Λεκτική  

Εικονικ

ή 

Λεκτική 
/Εικονική  

Επίπεδο van Hiele 1/ 2 

Δεν μεταφράζουν  Αλλ. τεχνική και 
πειρ.  σύρσιμο 

  

Νοητική  

Λεκτική 

/Εικονική  
Επίπεδο van Hiele 1/ 2  

Αντιμετωπίζουν 

γνωστική σύγκρουση  

Αλλ. τεχνική/ 

ΣΟΕΑ  

  

Νοητική  

Λεκτική 

/Εικονική  

Επίπεδο van Hiele 1/ 2  

 

 
Πίνακας 3.8. 

Συσχετισμός ανάπτυξης ικανότητας δομικής ανάλυσης και αλληλεπιδραστικής τεχνικής  

 

ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ Υποκατηγορία Α Υποκατηγορία Β Υποκατηγορία Γ 

Τυπική αντίληψη 

 

Άτυπη αντίληψη 

Αναλύουν δομικά 

ένα σχήμα  

Αλλ. τεχνική και 

θεωρητικό σύρσιμο  

Τυπική και Άτυπη 

αντίληψη 

Επίπεδο van Hiele 1 /2  

Τυπική αντίληψη 

 

Άτυπη αντίληψη 

Δεν αναλύουν 

δομικά ένα σχήμα 

Αλλ. τεχνική και 

πειρ.  σύρσιμο 

Τυπική και Άτυπη 
αντίληψη 

Επίπεδο van Hiele 1/2  

Τυπική αντίληψη 

 

Άτυπη αντίληψη 

Αντιμετωπίζουν 

γνωστική σύγκρουση 

Αλλ. τεχνική/ 

ΣΟΕΑ  

Τυπική και Άτυπη 
αντίληψη 

Επίπεδο van Hiele 1 / 2  

Πίνακας 3.9. 

Συσχετισμός ανάπτυξης ικανότητας διατύπωσης/ κατασκευής εννοιών και 

αλληλεπιδραστικής τεχνικής  

 

ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ Υποκατηγορία Α Υποκατηγορία Β Υποκατηγορία Γ 
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Ορισμός 

δυναμικός ή 

ανεπαρκής  

Οικονομικός ή μη  

Αναπτύσσουν την 

ικανότητα 

διατύπωσης εννοιών 

Υποκατηγορία Α 

Αλλ. τεχνική και 

θεωρητικό σύρσιμο  

Αυθαίρετος 

οικονομικός  

Επίπεδο van Hiele 1 /2  

Ορισμός 
δυναμικός ή 
ανεπαρκής  

Οικονομικός ή μη  

Δεν αναπτύσσουν  
Αλλ. τεχνική και 

πειρ.  σύρσιμο 

Αυθαίρετος 

οικονομικός  

Επίπεδο van Hiele 1/2  

Ορισμός 

δυναμικός ή 

ανεπαρκής  

Οικονομικός ή μη  

Αντιμετωπίζουν 

γνωστικά εμπόδια  

 

Αλλ. τεχνική/ 

ΣΟΕΑ  

Αυθαίρετος 
οικονομικός  

Επίπεδο van Hiele 1 / 2  

 

Πίνακας 3.10. 

Συσχετισμός ανάπτυξης ικανότητας διατύπωσης/ κατασκευής εννοιών και 

αλληλεπιδραστικής τεχνικής  

 

ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ Υποκατηγορία Α Υποκατηγορία Β Υποκατηγορία Γ 

Αιτιολόγηση 

εμπειρική  

Αναπτύσσουν την 

ικανότητα 

διατύπωσης και 
μετασχηματισμού 
εννοιών 

Αλλ. τεχνική και 

θεωρητικό σύρσιμο  

Αιτιολόγηση  

Νοητική  

Επίπεδο van Hiele 1 /2  

Αιτιολόγηση 

εμπειρική  

Δεν αναπτύσσουν Αλλ. τεχνική και 

πειρ.  σύρσιμο 

Αιτιολόγηση  

Νοητική  

Επίπεδο van Hiele 1 /2 

Αιτιολόγηση 
εμπειρική  

Αντιμετωπίζουν 
γνωστικά εμπόδια  

Αλλ. τεχνική/ 
ΣΟΕΑ  

Αιτιολόγηση  
Νοητική  

Επίπεδο van Hiele  1 /2 

Πίνακας 3.11. 
 

Συσχετισμός ανάπτυξης ικανότητας παραγωγικού συλλογισμού και αλληλεπιδραστικής 

τεχνικής 

ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ Υποκατηγορία Α Υποκατηγορία Β Υποκατηγορία Γ 

Αναπτύσσουν Αλλ. τεχνική και Παραγωγικός  Επίπεδο van Hiele 1 /2  
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Απαγωγικός  παραγωγικό 

συλλογισμό  

θεωρητικό σύρσιμο  

Επαγωγικός  
μετασχηματιστικός 

Παραγωγικός  

Απαγωγικός  

Επαγωγικός   

Δεν αναπτύσσουν 
παραγωγικό 

συλλογισμό  

Αλλ. τεχνική και 

πειρ.  σύρσιμο 

μετασχηματιστικό
ς 

Επίπεδο van Hiele 1 /2 

Παραγωγικός  

Απαγωγικός  

Επαγωγικός   

Αντιμετωπίζουν 

γνωστικά εμπόδια  

Αλλ. τεχνική/ 

ΣΟΕΑ  

μετασχηματιστικό

ς 

Επίπεδο van Hiele  1 /2 

 

∆εύτερο  επίπεδο ανάλυσης των γλωσσικών συµβολισµών των µαθητών  

Διερευνήθηκε η συσχέτιση χαρακτηριστικών των επιπέδων /εργαλείων του λογισμικού. 

Σύμφωνα με τους Cobb, Yackel, & Wood (1992) «οι μαθητές κατασκευάζουν νοητικές 

αναπαραστάσεις που ανακλούν τις μαθηματικές σχέσεις που έχουν αναπτυχθεί από τις 

εκπαιδευτικές αναπαραστάσεις».  

 

 Πίνακας 3.12. Ανάπτυξη επιπέδου van Hiele 

ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ Υποκατηγορία Α Υποκατηγορία Γ 

Αναπτύσσουν το 

χαρακτηριστικό 
επιπέδου van Hiele  

Αλλ. τεχνική και θεωρητικό 

σύρσιμο  

Επίπεδο van Hiele 1 /2  

Δεν αναπτύσσουν Αλλ. τεχνική και πειρ.  σύρσιμο Επίπεδο van Hiele 1 /2 

 Αλλ. τεχνική/ ΣΟΕΑ  Επίπεδο van Hiele  1 /2 

 

3.9.1 Οπτικοποίηση των αποτελεσµάτων της µελέτης  

Η οπτικοποίηση της εξέλιξης των μαθητών τόσο κατά τη διάρκεια των φάσεων όσο και στο 

τέλος της ερευνητικής διαδικασίας πραγματοποιήθηκε με την τοποθέτηση των σημαντικών 

στιγμιότυπων της εξέλιξης κάθε μαθητή σε πίνακα στο Excel.  

Συγκεκριμένα η ερευνήτρια επινόησε την ακόλουθη οπτικοποίηση στον πίνακα αναφορικά με 

τη μελέτη της πειραματικής ομάδας: 
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Στην πρώτη κάθετη στήλη τοποθετήθηκαν τα εργαλεία ή οι εντολές ή οι συνθέσεις 

εργαλείων/εντολών που προκάλεσαν μια διατύπωση του μαθητή (ορισμό ή αιτιολόγηση) ή ένα 

χαρακτηριστικό που αποτελούσε ένδειξη κάποιου επιπέδου σύμφωνα με την κατηγοριοποίηση 

του Battista (2007). Συγκεκριμένα τα εργαλεία κωδικοποιήθηκαν και κάθε εργαλείο πήρε έναν 

συγκεκριμένο κωδικό:  

Τ1=ΣΗΜΕΙΟ+ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΟ ΣΥΡΣΙΜΟ, Τ2=ΣΗΜΕΙΟ+ΘΕΩΡΗΤΙΚΟ ΣΥΡΣΙΜΟ, Τ3=ΚΑΘΕΤΟΥ, 

Τ5=ΑΝΑΚΛΑΣΗΣ, Τ8=ΚΥΚΛΟΥ, Τ9=ΠΕΡΙΣΤΡΟΦΗΣ, Τ11=ΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΟ ΕΡΓΑΛΕΙΟ, 

Τ12=ΠΡΟΣΑΡΜΟΣΜΕΝΟ ΕΡΓΑΛΕΙΟ, Τ15=ΠΡΟΣΑΡΜ. ΕΡΓΑΛΕΙΟ ΜΕ ΟΙΚ. Η ΚΑΤΑΧΡΗΣΗ, 

Τ16=ΑΠΟΚΡΥΨΗΣ/ΕΜΦΑΝΙΣΗΣ, Τ17=ΙΧΝΟΥΣ , Τ18=ΣΧΟΛΙΑΣΜΟΥ  

Στην πρώτη οριζόντια στήλη τοποθετήθηκαν τα χαρακτηριστικά των επιπέδων van Hiele από 

Ι0-Ι17, σύμφωνα με την κατηγοριοποίηση που έχει επεξεργαστεί ο Battista (2007). 

Αναλυτικότερα:  

� Τα χαρακτηριστικά της γνωστικής σύγκρουσης/γνωστικών εμποδίων (με κωδικό Ι0) και 
της άτυπης και δυναμικής διατύπωσης (Ι1) τοποθετήθηκαν ως ενδείξεις επιπέδου 1.  

� Τα χαρακτηριστικά του δυναμικού αντιληπτικού ορισμού (Ι2) και των άτυπων και 
τυπικών περιγραφών (Ι3) ως ενδείξεις επιπέδου 2.1.  

� Τα χαρακτηριστικά του ανεπαρκή ορισμού /ανεπαρκούς αιτιολόγησης (Ι4) και 

επαγωγικών επιχειρημάτων /έννοιας-εν-δράσει ή θεωρήματος-εν-δράσει (Ι5) ως 

ενδείξεις επιπέδου 2.2.  

� Τα χαρακτηριστικά της τυπικής περιγραφής /μη οικονομικού ορισμού (Ι6) καθώς και των 

συνδέσεων μεταξύ εννοιών (Ι7) ως ενδείξεις επιπέδου 2.3. 

� Τα χαρακτηριστικά του οικονομικού ορισμού (Ι8) και των λογικών συσχετίσεων 

(κανόνας modus ponens) (Ι9) ως ενδείξεις επιπέδου 3.1.  

� Τα χαρακτηριστικά της ικανότητας δομικής ανάλυσης /χαρακτήρα σήματος (Ι10) καθώς 

και των απαγω-παραγωγικών επιχειρημάτων (Ι11) ως ενδείξεις επιπέδου 3.2. 

� Τα χαρακτηριστικά των παραγωγικών επιχειρημάτων (Ι12) και του γενικού 

παραδείγματος (Ι13) ως ενδείξεις επιπέδου 3.3. 

� Τα χαρακτηριστικά του πειράματος σκέψης (Ι14) και λογικής ιεράρχησης (Ι15) ως 

ενδείξεις επιπέδου 3.4. 

Τέλος, τα χαρακτηριστικά του μετασχηματιστικού συλλογισμού και δυναμικής επανεφεύρεσης 

τοποθετήθηκαν στις τελευταίες δυο στήλες ως χαρακτηριστικά που δεν αποτελούν ενδείξεις 

κάποιου επιπέδου με τις έως τώρα τοποθετήσεις των ερευνητών. Ομοίως και τα χαρακτηριστικά 

Ι10-Ι13 αποτελούν αυθαίρετες τοποθετήσεις της ερευνήτριας αφού ομοίως δεν αναφέρονται 

επισήμως ως ενδείξεις των επιπέδων αυτών από άλλους ερευνητές.  

Το σημείο του διαλόγου της αντίστοιχης ομάδας που συμμετείχε ο μαθητής επίσης 

τοποθετήθηκε στην τομή μιας νοητής ευθείας παράλληλης από το εργαλείο προς τον οριζόντιο 

άξονα και μιας νοητής ευθείας κάθετης από το χαρακτηριστικό. Μετά την ολοκλήρωση της 
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τοποθέτησης των σημείων τομής η διαδικασία ολοκληρώθηκε με την χάραξη μιας τεθλασμένης 

γραμμής μέσω της οποίας υπήρχε δυνατότητα να οπτικοποιηθεί η μαθησιακή πορεία του κάθε 

μαθητή, δηλαδή του μαθησιακού μονοπατιού που ακολούθησε κάθε μαθητής και ποια εργαλεία 

ή ποιες φάσεις της διαδικασίας επέδρασαν αποφασιστικά στην άνοδο του επιπέδου van Hiele 

του.  

 

 

Το υποθετικό µαθησιακό µονοπάτι 

3.10. Εισαγωγή – Η έννοια του Υποθετικού Μαθησιακού Μονοπατιού   
Στο τμήμα του κεφαλαίου που ακολουθεί θα εξεταστούν οι διδακτικοί και μαθησιακοί στόχοι 

του Υποθετικού Μαθησιακού Μονοπατιού (ΥΜΜ) που προέκυψε ως διαδικασία σχεδιασμού και 

ανασχεδιασμού του πειραματικού τμήματος της μελέτης (Patsiomitou, 2012). Πολλοί ερευνητές 

έχουν ασχοληθεί με την ανάπτυξη καινοτόμων μαθηματικών προγραμμάτων σπουδών (Smith, 

Wiser, Anderson, & Krajcik, 2006; Corcoran, Mosher, & Rogat, 2009; Wilson, 2009) «ως 

αποτέλεσμα της χρήσης ενός ευρέος πεδίου επιστημονικών μεθοδολογιών, της διατήρησης 

στενών συνδέσεων μεταξύ προβλημάτων (tasks) και μαθηματικής σκέψης των παιδιών και της 

ανάπτυξης κάποιου μαθησιακού μονοπατιού, το οποίο μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να 

υποστηρίξει και να οργανώσει τη μάθηση μέσω αυτής της διαδρομής» (Clements & Sarama, 

2004, p.82). Όπως υποστηρίζουν οι Corcoran et al. (2009) η  διαδικασία αυτή «βασίζεται στην 

έρευνα για τον τρόπο ανάπτυξης και βελτίωσης της εκμάθησης των μαθητών» (p.8).  

Ο Clements (2002) υποστηρίζει ότι είναι αναγκαία η δημιουργία και η διατήρηση συνδέσεων 

μεταξύ της έρευνας και της ανάπτυξης του προγράμματος σπουδών ως αλληλεπιδραστικών 

διαδικασιών. Μια μαθησιακή τροχιά «διαφέρει από το πρόγραμμα σπουδών καθώς βασίζεται 

στην ανάλυση και στα ερευνητικά συμπεράσματα για τον τρόπο που οι μαθητές μαθαίνουν μια 

ιδιαίτερη ιδέα, […] και επικυρώνεται από τα στοιχεία (δεδομένα και αποτελέσματα) της έρευνας» 

(Corcoran et al., 2009, p. 23). Οι Corcoran et al. (ο.π) υποστηρίζουν επίσης ότι τα μαθησιακά 

μονοπάτια, εκτός από τους μαθητές, βοηθούν και τους εκπαιδευτικούς, καθώς τους «παρέχουν 
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μια εννοιολογική δομή η οποία μπορεί να τους  δώσει στοιχεία, να ενισχύσει την ικανότητα τους 

να ανταποκριθούν κατάλληλα […] και να προσαρμόσουν τη διδασκαλία τους στις ανάγκες του 

κάθε μαθητή…» (Corcoran et al., 2009, οπ. αναφ. στο Wilson, 2009, p.10).   

3.10.1.Η έννοια του «υποθετικού µαθησιακού µονοπατιού» 

Ένα υποθετικό μαθησιακό μονοπάτι (ΥΜΜ) ορίζεται ως «ο μαθησιακός στόχος, οι μαθησιακές 

δραστηριότητες, και η λειτουργία σκέψης και μάθησης στα οποία πρέπει να εμπλακούν οι 

μαθητές» (Simon, 1995, p. 133). Σύμφωνα με τους Simon & Tzur (2004, p.93) η δημιουργία ενός 

ΥΜΜ εξαρτάται από την προϋπάρχουσα γνώση των εμπλεκόμενων μαθητών και το στόχο του 

δασκάλου [στην παρούσα μελέτη της ερευνήτριας] για την μάθηση των μαθητών. Συνεπώς, ο 

διάλογος που προκύπτει από την εμπλοκή σε μια μαθηματική δραστηριότητα μπορεί να 

θεωρηθεί προϊόν της σκέψης που αναπτύσσουν οι μαθητές.   

Οι όροι «υποθετικό μαθησιακό μονοπάτι» (hypothetical learning path) ή τροχιά μάθησης 

(learning trajectory) ή πρόοδος εκμάθησης (Learning Progressions) (Corcoran, Mosher, & Rogat, 

2009) προσδιορίζουν μια διδασκαλία που χαρακτηρίζεται από συγκεκριμένους διδακτικούς 

στόχους (Simon, 1995), από προβλήματα σχετικά με τον τρόπο που σκέπτονται και μαθαίνουν οι 

μαθητές και κινούνται προοδευτικά από τον άτυπο στον τυπικό τρόπο σκέψης. Για τον Simon 

(1995), ένα υποθετικό μαθησιακό μονοπάτι (hypothetical learning trajectory) αναφέρεται   

στην πρόβλεψη του δασκάλου για το σχεδιασμό της πορείας ανάπτυξης της εκμάθησης. Είναι 
υποθετικό καθώς η πραγματική τροχιά μάθησης δεν είναι γνωστή εκ των προτέρων… Αυτό 
προϋποθέτει ότι η μάθηση ενός ατόμου ακολουθεί κάποια τακτικότητα στη διαδικασία, […] και 
πολλοί από τους μαθητές στην ίδια τάξη [ή στην ίδια ομάδα στο πλαίσιο της παρούσας μελέτης] 
μπορούν να ωφεληθούν από τον ίδιο μαθηματικό στόχο (p. 135). 

Οι Clements & Sarama (2004) αναφέρονται στη μαθησιακή τροχιά ως  

περιγραφή της σκέψης και εκμάθησης των παιδιών σε μια συγκεκριμένη μαθηματική περιοχή 
και μια σχετική, υποθετική διαδρομή μέσα από ένα σύνολο διδακτικών/εκπαιδευτικών στόχων 
που σχεδιάζονται για να προκαλέσουν εκείνες τις νοητικές διαδικασίες ή ενέργειες που 
υποθέτουμε ότι θα «μετακινήσουν» τα παιδιά προοδευτικά στα επίπεδα σκέψης, και 
προκειμένου να επέλθουν συγκεκριμένα αποτελέσματα σε εκείνη τη μαθηματική περιοχή (p. 83). 

Από την άλλη, ο Battista (2004) «χρησιμοποιεί τον όρο γνωστικά υψίπεδα (cognitive plateaus) 

για να δηλώσει τα επίπεδα μέσω των οποίων οι μαθητές οδηγούνται προοδευτικά από τις άτυπες 

στις αυστηρές μαθηματικές έννοιες, και για να περιγράψει τους συλλογισμούς και τις νοητικές 

διαδικασίες, δηλαδή τις γνωστικές διαδρομές (cognitive itineraries) που απαιτούνται σε κάθε 

επίπεδο προκειμένου να μεταβούμε στο επόμενο». (Wilson, 2009, p.7)   

Οι Smith, Wiser, Anderson, & Krajcik (2006), από τη μεριά τους, ως μαθησιακή τροχιά ορίζουν 

την «ακολουθία των διαδοχικών όλο και πιο σύνθετων τρόπων σκέψης για μια έννοια». Ανάλογος 
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είναι και ο ορισμός των Corcoran et al. (2009), για τους οποίους μια μαθησιακή πρόοδος είναι 

«μια υποθετική περιγραφή των διαδοχικών όλο και πιο σύνθετων τρόπων σκέψης σε μια 

σημαντική περιοχή της γνώσης και της πρακτικής που οι μαθητές αναπτύσσουν [προκειμένου να 

διεκπεραιώσουν τους στόχους] μέσα σε συγκεκριμένο χρονικό διάστημα». (p.37)  

Έτσι οι μεν μαθητές έχουν την ευκαιρία να λύσουν τα προβλήματα και να αναστοχαστούν 

πάνω στις ίδιες τις λύσεις τους,  ο δε εκπαιδευτικός (ή ο ερευνητής) να εμβαθύνει στη διαδικασία 

και να χρησιμοποιήσει την κατανόηση αυτή για να βελτιώσει το μαθησιακό μονοπάτι. Επιπλέον η 

συμπεριφορά του εκπαιδευτικού (ή του ερευνητή) μπορεί να επηρεάσει τη μάθηση των 

μαθητών, αλλά και στο πλαίσιο της αλληλεπίδρασης οι μαθητές να επηρεάσουν τη γνώση του 

ερευνητή/εκπαιδευτικού. «Καθώς η γνώση του δασκάλου εξελίσσεται, το ΥΜΜ μπορεί να 

αναθεωρηθεί για να ενσωματώσει κάποια προσδοκία των μαθητών» (Mcgraw, 2002, p.129). Ο 

Simon (1995) περιέγραψε τα χαρακτηριστικά μιας αποτελεσματικής διδασκαλίας μέσω του 

Διδακτικού Κύκλου των Μαθηματικών. 

3.11. Ο ∆ιδακτικός κύκλος των µαθηµατικών  
O «Διδακτικός κύκλος των Μαθηματικών» (The Mathematics Teaching Cycle) (Simon, 1995) 

είναι ένας εννοιολογικός όρος/ (ή εννοιολογικό πλαίσιο που αναπτύχθηκε) που περιγράφει τη 

σχέση της γνώσης και του σχεδιασμού του δασκάλου με την αλληλεπίδραση του δασκάλου με 

τους μαθητές.  

Οι τρεις κύριες συνιστώσες του μαθηματικού διδακτικού κύκλου σύμφωνα με τον Simon 

(1995)  είναι:  

� η αξιολόγηση του τι γνωρίζουν οι μαθητές (δηλαδή η επιλογή των μεθόδων για την 

επίλυση των προβλημάτων και τον τρόπο που οι μαθητές μοιράζονται τις ιδέες τους 

μέσα στο περιβάλλον της τάξης, πώς αναστοχάζονται στα μαθηματικά καθώς και πώς 

η μάθηση πληροφορεί ακόμα και για τη γνώση του ίδιου του εκπαιδευτικού) 

(Edgington, 2009, p.372)·  

� ο προσδιορισμός του μαθησιακού και διδακτικού στόχου και των μαθηματικών 

εννοιών καθώς και η υπόθεση ενός μονοπατιού μέσω του οποίου οι μαθητές 

πρόκειται να κατανοήσουν την έννοια (πρόβλεψη πώς η σκέψη και η κατανόηση των 

μαθητών θα προκύψουν μέσα από το πλαίσιο των μαθησιακών δραστηριοτήτων)·  

� η σχεδίαση, που βασίζεται τόσο στις ίδιες τις γνώσεις του δασκάλου για το αντικείμενο 

όσο και στη γνώση του για την προϋπάρχουσα γνώση των μαθητών, για τη δημιουργία 
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ενός υποθετικού μαθησιακού μονοπατιού και την εφαρμογή των δραστηριοτήτων 

στην τάξη. Στο τέλος αυτού του βήματος ο κύκλος συνεχίζει ξανά με το πρώτο βήμα 

(p.136). 

  

 
 

Σχήµα 3.2. Ο ∆ιδακτικός κύκλος των 
Μαθηµατικών (Simon, 1995,  p.136) 

 

Σχήµα 3.3. Προσαρµογή του ∆ιδακτικού Κύκλου 
των Μαθηµατικών για την παρούσα µελέτη.  

 

O  διδακτικός κύκλος των μαθηματικών του Simon μπορεί να θεωρηθεί το πρίσμα υπό το 

οποίο αντιμετωπίζεται το φαινόμενο (Edgington, 2009, p.371) και στην παρούσα μελέτη, το μέσο 

για τη σχεδίαση δραστηριοτήτων στο γεωμετρικό περιβάλλον του λογισμικού δυναμικής 

γεωμετρίας που θα οδηγήσει στην ανάπτυξη της σκέψης των μαθητών. 

 

3.11.1.Το ΥΜΜ της παρούσας µελέτης  

Η ερευνητική διαδικασία που ακολουθήθηκε στην παρούσα μελέτη με τοποθέτηση 

προβλημάτων και ανάπτυξη συζητήσεων, είναι ανάλογη με εκείνη των Cobb, Wood, Yackel & 

McNeal (1992, οπ. αναφ. στο McGraw, 2002, p.8), σύμφωνα με την οποία οι μαθητές εξερευνούν 

προβλήματα, διατυπώνουν εικασίες, εξηγούν και αιτιολογούν τις σκέψεις τους και αξιολογούν τις 

ιδέες των υπολοίπων μελών της ομάδας, σε αντίθεση με τον τύπο της δασκαλοκεντρικής 

διδασκαλίας, στην οποία ο δάσκαλος προσπαθεί να μεταδώσει/ μεταβιβάσει τη γνώση του στον 

μαθητή. Στο πλαίσιο αυτό τέθηκαν τα θεμέλια για την ανάπτυξη ενός νέου υποθετικού 

μαθησιακού μονοπατιού στα τετράπλευρα, ως περιγραφή της σκέψης και εκμάθησης των 

παιδιών στη συγκεκριμένη μαθηματική περιοχή και ως μια σχετική, υποθετική διαδρομή μέσω 

ενός συνόλου διδακτικών/εκπαιδευτικών στόχων η οποία προβλέπει την κατασκευή των εννοιών 
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και δομών των τετραπλεύρων με εισαγωγή αλληλεπιδραστικών τεχνικών του λογισμικού 

δυναμικής γεωμετρίας  «παράλληλα με τις ανάγκες της θεωρίας» (Mariotti, 2000).  

Ένα μαθησιακό μονοπάτι που βασίζεται σε ερευνητική διαδικασία, όπως στην παρούσα 

μελέτη, και θεμελιώνεται στη θεωρία του κοινωνικού κονστρουκτιβισμού «μπορεί να αλλάξει την 

πορεία ανάπτυξης των μαθητών» (Clements & Sarama, 2004, p. 84). Η Steffe (2004, p.130) 

αναφέρεται στην κατασκευή μαθησιακών μονοπατιών από τα ίδια τα παιδιά όπου αυτά 

λειτουργούν ως δάσκαλοι.  

Αυτή την ιδέα υιοθετεί και ο Freudenthal ο οποίος υποστηρίζει ότι «το να κάνουν τα ίδια τα 

παιδιά μαθηματικά είναι σημαντικότερο από την εκμάθηση των μαθηματικών ως έτοιμου 

αντικειμένου [προς μάθηση]» (Gravemeijer & Terwel, 2000, p.780). Κατά συνέπεια, η ανάπτυξη 

ενός ΥΜΜ μπορεί να βελτιωθεί αν προβλεφθούν δραστηριότητες και προβλήματα που 

διευκολύνουν τη συζήτηση στην ομάδα μαθητών. Ο von Glasersfeld (1995) θεωρεί ότι είναι 

σημαντικό να διατυπώσουν οι μαθητές πως καταλήγουν σε μια λύση. Το ΥΜΜ λοιπόν 

δημιουργείται από τους μαθητές, αφού «οι μαθηματικές ιδέες πρέπει να κατασκευάζονται από 

τους ίδιους τους μαθητές καθώς προσπαθούν να τις κατανοήσουν» (Battista, 1999, in Farkota, 

2003, p. 71). Έτσι «αποκτούν μια ευθύνη της ίδιας της γνώσης τους» (Carpenter et al., 1999). Οι 

Airasian & Walsh (1997) υποστηρίζουν ότι ο αναπροσανατολισμός της διδασκαλίας είναι 

αναγκαίος προκειμένου οι μαθητές να πετύχουν την επίλυση ενός προβλήματος με γενικεύσεις, 

αναλύσεις, προκειμένου να αναπτύξουν κριτική σκέψη.  

Πολλοί ερευνητές επισημαίνουν ότι η συμμετοχή των μαθητών σε μικρά γκρουπ (π.χ, Goos, 

Galbraith & Renshaw, 2002; Dekker & Elshout-Mohr, 2004), που διευκολύνονται από γνωστικά 

εργαλεία όπως το Geometer’s Sketchpad, ρυθμίζει την κοινωνική αλληλεπίδραση μεταξύ τους και 

τους ενθαρρύνει να μοιράζονται τις μαθηματικές ιδέες (Patsiomitou, 2012, p.56).   

 Σύμφωνα με τη Sfard (2001)  

η μάθηση δεν είναι τίποτε περισσότερο από ένα συγκεκριμένο είδος κοινωνικής αλληλεπίδρασης 
που έχει στόχο την τροποποίηση άλλων κοινωνικών αλληλεπιδράσεων. […] μπορούμε λοιπόν να 
ορίσουμε τη μάθηση ως τη διαδικασία αλλαγής των διαλεκτικών τρόπων κάποιου [μαθητή] (p.3). 

Σε μια κοινωνικοκονστρουκτιβιστική προσέγγιση της διδασκαλίας και εκμάθησης των εννοιών 

οι μαθητές παίζουν το ρόλο του ‘δρώντος’, και ο δάσκαλος (στην παρούσα μελέτη η ερευνήτρια) 

του ‘συμμετοχικού παρατηρητή’ παρεμβαίνοντας στις συζητήσεις των μαθητών με ερωτήσεις ή 

κεντρίζοντας τις συζητήσεις. «Η γνώση που αναπτύσσεται τότε είναι ένα κοινωνικό δημιούργημα, 

[…] ενεργά κατασκευασμένο από τους μαθητές» (Mcgraw, 2002, p. 16). Με τον τρόπο αυτό οι 
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μαθητές συνεισφέρουν με τις ιδέες τους, κτίζοντας πάνω στις ιδέες των υπόλοιπων μελών της 

ομάδας.  

Σύμφωνα με τους Clements & Sarama (2009) «μια βασική συνιστώσα του μαθησιακού 

μονοπατιού είναι ο μαθηματικός στόχος. Δηλαδή, ο πυρήνας των ‘κεντρικών ιδεών’ (big ideas) 

που εμπλέκονται στο μονοπάτι. Μια δεύτερη συνιστώσα είναι τα επίπεδα σκέψης από τα οποία 

διέρχεται ο μαθητής προκειμένου να αναπτύξει την κατανόηση και τις δεξιότητες στο θέμα, και 

μια τρίτη οι εκπαιδευτικές δραστηριότητες [π.χ. τα μαθηματικά προβλήματα, τα αρχεία ενός 

λογισμικού που μεσολαβούν στην εμπειρική κατανόηση των εννοιών] που προσαρμόζονται σε 

κάθε επίπεδο σκέψης» (Clements & Sarama, 2009, p.2). Η Schifter & Fosnot (1993) εισήγαγαν τον 

όρο των ‘κεντρικών ιδεών’ για να επισημάνουν τις «κεντρικές οργανωτικές ιδέες των 

μαθηματικών […] και είναι συνδεδεμένες με τις δομές των μαθηματικών» (p.35). H Graeber 

(1999) θεωρεί ότι οι κεντρικές ιδέες της μαθηματικής εκπαίδευσης, είναι οι «έννοιες που οι 

μαθητές θα ΄πρεπε να γνωρίζουν εκ των προτέρων, καθώς και οι παρερμηνείες εννοιών […] ή οι 

στρατηγικές μέσω των οποίων οι μαθητές αναπτύσσουν την κατανόηση στις μαθηματικές 

συζητήσεις και στην  ανταλλαγή των ιδεών τους» (Pusey,  2003, pp. 57-58).  

 

Οι βασικές αρχές σχεδιασμού του μονοπατιού της παρούσας μελέτης ήταν:  

� η ακολουθία δραστηριοτήτων να επιτρέπει και ενισχύει την ενεργό συμμετοχή και τον 

αναστοχασμό των μαθητών μέσω των συμβολικών αναπαραστάσεων των εννοιών που 

εμπλέκονται· 

� η συνεργατική μάθηση των εννοιών να ενισχύεται μέσω μιας 

κοινωνικοκονστρουκτιβιστικής προσέγγισης από τις ερωτήσεις της ερευνήτριας και τα 

υλικά σκαλωσιάς (π.χ οι δραστηριότητες στο περιβάλλον του λογισμικού) σε μια Ζώνη 

Επικειμένης Ανάπτυξης (ZPD) των μαθητών·  

� η επίλυση δυναμικών προβλημάτων να συντελείται σε μη δομημένο, δομημένο και 

ημιδομημένο σχεδιασμό στο περιβάλλον του λογισμικού δυναμικής γεωμετρίας.  

 

Ο πυρήνας των κεντρικών ιδεών που εμπλέκονται στο μονοπάτι της παρούσας μελέτης 

αφορά την κατασκευή εννοιών (π.χ. παραλληλίας, καθετότητας, συμμετρίας), την ανάπτυξη της 

ικανότητας ιεράρχησης των εννοιών των εμπλεκομένων σχημάτων, το μετασχηματισμό του 

χαρακτήρα συμβόλου των σχημάτων σε χαρακτήρα σήματος, την ανάπτυξη της ικανότητας 

παραγωγικού συλλογισμού, το μετασχηματισμό των εμπειρικών αποδεικτικών σχημάτων σε 
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εννοιολογικά, την ανάπτυξη της ικανότητας δυμαμικής επανεφεύρεσης των εννοιών και, τέλος, 

το ρόλο των Συνδεόμενων Οπτικών Ενεργών Αναπαραστάσεων στην κατανόηση και 

μετασχηματισμό των εμπλεκόμενων εννοιών.  

Το ΥΜΜ της παρούσας μελέτης έχει τους εξής σημαντικούς στόχους: (α) την εκμάθηση των 

γεωμετρικών εννοιών και δεξιοτήτων (Clement, Battista & Sarama, 2001, p.14) με βάση την 

κατανόηση, σε συνδυασμό με την ανάπτυξη της ικανότητας χρήσης των τεχνικών του λογισμικού 

μέσα από κατασκευαστικές, προκατασκευασμένες ή ημιπροκατασκευασμένες δραστηριότητες· 

(β) την ανάπτυξη παραγωγικού συλλογισμού και την ικανότητα στην αποδεικτική διαδικασία· (γ) 

την άνοδο των επιπέδων των μαθητών χάρη στην αλληλεπίδραση με το υποστηρικτικό υλικό στο 

Sketchpad. Οι δραστηριότητες στο GSP περιλαμβάνουν:  

 

� δραστηριότητες σύστασης/ οικοδόμησης της δομής των τετραπλεύρων· 

� δραστηριότητες σε προκατασκευασμένες δραστηριότητες, δηλαδή διερεύνησης της 

δομής των τετραπλεύρων· 

� δραστηριότητες σε ημιπροκατασκευασμένες δραστηριότητες – μια σύνθεση των δύο 

προηγούμενων διαδικασιών.   

Ως εκμάθηση των μαθηματικών με βάση την κατανόηση μπορεί να θεωρηθεί η ικανότητα 

κατασκευής νοήματος της νέας γνώσης σε συνδυασμό με την ήδη υπάρχουσα γνώση των 

μαθητών. Όπως είναι γνωστό, η άνοδος των επιπέδων van Hiele των μαθητών εξαρτάται από τη 

δομή του περιεχομένου της διδασκαλίας. Υπ’ αυτή την οπτική, μείζονα ρόλο παίζει η δομή του 

σχεδιασμού των δραστηριοτήτων και της αλληλουχίας τους στην εφαρμογή της διαδικασίας 

(Patsiomitou, 2012, p. 54). Η εκμάθηση με βάση Συνδεόμενες Οπτικές Ενεργές Αναπαραστάσεις 

μέσω της συμμετοχής σε ένα ΥΜΜ μπορεί να αλλάξει την πορεία ανάπτυξης των μαθητών λόγω 

της αναθεώρησης (reconceptualization) των προς διδασκαλία εννοιών.   

Στη συνέχεια θα εξεταστεί διεξοδικά η δομή του μαθησιακού μονοπατιού. Το ΥΜΜ της 

παρούσας μελέτης αποτελείται από τέσσερις φάσεις. Κάθε φάση θεμελιώνεται στη θεωρία των 

van Hiele και είναι συνδυασμός (Patsiomitou, 2012, p.58) 

� μιας διαδικασίας σχεδιασμού στην οποία η ερευνήτρια υποθέτει την κατανόηση 

προοδευτικά της έννοιας των τετραπλεύρων, τον τρόπο σκέψης των μαθητών στην 

επίλυση των προβλημάτων σε συνδυασμό με τις ενέργειές τους στο λογισμικό με όσο 

το δυνατόν μεγαλύτερη ακρίβεια·  
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� μιας διαδικασίας ανασχεδιασμού και προσαρμογής της αρχικής πορείας προκειμένου 

να καλυφθεί κάποιο μαθησιακό κενό ή να βοηθηθούν οι μαθητές να υπερβούν 

γνωστικά και εργαλειακά εμπόδια που παρουσιάζονται κατά τη διαδικασία.  

Η εγκυρότητα ενός ΥΜΜ θεμελιώνεται εμπειρικά μέσω της περιγραφής της μαθησιακής 

τροχιάς που ακολούθησαν οι περισσότεροι μαθητές και της ανάλυσης των δεδομένων 

προκειμένου να διερευνηθούν η ανταπόκριση των μαθητών και τα αποτελέσματα της εκμάθησης 

από τη συμμετοχή τους στο συγκεκριμένο ΥΜΜ.  

Περιγράφονται τόσο οι στόχοι, τα εργαλεία που χρησιμοποιήθηκαν καθώς και τα σημεία 

εισαγωγής νέων εργαλείων. Επομένως, η περιγραφή που ακολουθεί διακρίνεται /διαχωρίζεται σε  

σημεία (Patsiomitou, 2012, p.58) που: (1) περιγράφονται οι στόχοι του ΥΜΜ ως μέρος των 

γενικότερων στόχων της μαθηματικής εκπαίδευσης και αποτελούν μέρος του γενικότερου 

πλαισίου του Προγράμματος σπουδών για την διδασκαλία και μάθηση της γεωμετρίας (generally 

speaking)· (2) είναι μέρος πρόβλεψης των υποθετικών αλληλεπιδράσεων των μαθητών με τα 

εργαλεία (ή υποθετικών αποτελεσμάτων που θα επέφερε η  αλληλεπίδραση των μαθητών με τα 

εργαλεία), στα οποία οδηγήθηκε η ερευνήτρια μέσω πειράματος σκέψης επομένως μια μορφή 

επαγωγικής σκέψης οποία στηρίχθηκε σε προηγούμενες παρατηρήσεις της ερευνήτριας  

(hypothetically speaking).  

Οι φάσεις λοιπόν που ακολουθούν διακρίνονται στα τμήματα 

� όπου περιγράφονται οι στόχοι του ΥΜΜ ως μέρος των γενικότερων στόχων της 

μαθηματικής εκπαίδευσης και η προϋπάρχουσα εμπειρία της ερευνήτριας παίζει 

σημαντικό ρόλο στην εξέλιξη της διαδικασίας·  

� που είναι μέρος υποθετικών αποτελεσμάτων λόγω των υποθετικών αλληλεπιδράσεων 

με τα εργαλεία.   

 

3.12. ΦΑΣΗ Α. Κατασκευαστικές διαδικασίες  
 
Οι κατασκευές στο περιβάλλον της ευκλείδειας γεωμετρίας παρέχουν την ανατροφοδότηση 

ώστε ο μαθητής να αποκτήσει εκείνο το θεωρητικό υπόβαθρο που είναι απαραίτητο για την 

εννοιολογική ανάπτυξη στη γεωμετρία και τη συσχέτιση με την αξιωματική ευκλείδεια 

γεωμετρία. Η επίλυση ενός γεωμετρικού κατασκευαστικού προβλήματος εξαρτάται αφενός από 

τη γνώση των ιδιοτήτων τού προς κατασκευή σχήματος και αφετέρου από τις δυνατότητες και 

τους περιορισμούς των εργαλείων που θα χρησιμοποιηθούν.  Σύμφωνα με τον Σταμάτη (1975)  
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ως γεωμετρικά σχήματα χρησιμοποιούνται υπό του Ευκλείδου εις τα Στοιχεία η ευθεία γραμμή, ο 

κύκλος και τα εκ του συνδυασμού τούτων προκύπτοντα. Σχήματα, δηλ. δυνάμενα να σχεδιαστούν 

διά του κανόνος και του διαβήτου […]. Η χρησιμοποίησις εις τα Στοιχεία των απλουστάτων 

γεωμετρικών σχημάτων […] ακολουθεί την γενικήν τάσιν του Ελληνικού πνεύματος να αναγάγη 

τα πάντα εις ολίγας απλάς γενικάς αρχάς νοήσεως… (σ. 22) 

Η χρήση των εργαλείων στο στατικό και δυναμικό περιβάλλον διαφέρει. Συγκρίνοντας τη 

διαδικασία κατασκευής ενός διαγράμματος στο στατικό μέσο και στο δυναμικό μέσο 

διαπιστώνουμε ότι το στατικό διάγραμμα δεν έχει καμιά ανεξαρτησία από τη στιγμή που 

κατασκευάζεται, αφού, όπως υποστηρίζει η Laborde (2005) «στην περίπτωση που 

κατασκευάζουμε διαγράμματα σε στατικά μέσα, [αυτά] ακολουθούν τις επιθυμίες των μαθητών 

ώστε να ικανοποιηθούν οι προσδοκίες τους» (p.165).  

Αυτό συνεπάγεται ότι το διάγραμμα δε λειτουργεί βοηθητικά ώστε ο μαθητής να έρθει σε 

γνωστικές συγκρούσεις μέσα από τη λανθασμένη κατασκευή του. Κατά τη Laborde (2003), οι 

μαθητές αντιμετωπίζουν με δυσκολία μια κατασκευή στο λογισμικό λόγω άγνοιας του τρόπου 

κατασκευής αλλά και του διαφορετικού τρόπου σκέψης που ακολουθεί μια διαδικασία 

κατασκευής στο στατικό μέσο.  

Κατά συνέπεια, μέσω της επίλυσης κατασκευαστικών προβλημάτων μέσα στο περιβάλλον 

του λογισμικού ο μαθητής «αποδέχεται όχι μόνο τον τρόπο χρήσης των εντολών και των 

εργαλείων του λογισμικού, αλλά και του συστήματος λογικής στο οποίο τα παρατηρήσιμα 

φαινόμενα αποκτούν μαθηματικό νόημα» (Mariotti, 2000, p.28), [αφού] τα στοιχεία του 

σχήματος [που έχει κατασκευαστεί] είναι συνδεδεμένα σε μια ιεραρχία ιδιοτήτων και αυτή η 

ιεραρχία προϋποθέτει την τήρηση ορισμένων κανόνων λογικής» (Mariotti, 2000, p.40).   

 

Στόχος των κατασκευαστικών προβλημάτων της πρώτης φάσης της ερευνητικής διαδικασίας 

είναι οι μαθητές να αποκτήσουν την ικανότητα να οικοδομήσουν και να μετασχηματίσουν 

συνδεόμενες –αμετάβλητες δομικά– αναπαραστάσεις (Patsiomitou, 2012,p.59). 

Κατά την ερευνητική διαδικασία οι μαθητές παρέχουν την περιγραφή της διαδικασίας που 

χρησιμοποιείται για να ληφθεί το ζητούμενο σχήμα ως σταθερή κατασκευή. Η διαδικασία αυτή 

μπορεί να διακριθεί σε (υπο)φάσεις:   

� μια πρώτη φάση περιλαμβάνει την κατασκευή μιας μεταβλητής κατασκευής και τη 

διερεύνησή της με πειραματικό σύρσιμο για την αντιμετώπιση γνωστικών 

συγκρούσεων που προκύπτουν λόγω της μεταβλητότητας του αντικειμένου που οι 

μαθητές κατασκευάζουν στην οθόνη· 
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� σε μια δεύτερη φάση οι μαθητές επανεφευρίσκουν τις ιδιότητες του σχήματος μέσω 

του θεωρητικού συρσίματος·  

� μια τρίτη φάση περιλαμβάνει την ανάπτυξη της ικανότητας εργαλειακής 

αποκωδικοποίησης των νοητικών εικόνων που έχουν οι μαθητές για τα σχήματα και τη 

διαδικαστική γνώση των εργαλείων, δηλαδή την κατασκευή σχημάτων χρήσης των 

εργαλείων· 

� σε τέταρτη φάση έχουμε τη σύνδεση με την εννοιολογική γνώση, δηλαδή την 

εφαρμογή και ανάπτυξη εννοιών (π.χ. ορισμοί ή θεωρήματα που θα χρησιμοποιηθούν 

στη διαδικασία, απόδειξη) μέσα από τη συζήτηση, και την ικανότητα ιεράρχησης των 

σχημάτων μέσα από τις Συνδεόμενες Οπτικές Ενεργές Αναπαραστάσεις.  

Όπως υποστηρίζει η Mesquita (1998) «στη θεωρία Gestalt ως σχήμα θεωρείται η εξωτερική 

αναπαράσταση ενός γεωμετρικού προβλήματος, η οποία μπορεί μεν να μην επιτρέπει σε κάποιον 

να λύσει το πρόβλημα, συμβάλλει όμως στον καθορισμό της δομής του προβλήματος ώστε να 

διευκολύνονται οι επεξεργασίες» (p. 184). Όταν ένα πρόβλημα κατασκευής παρουσιάζεται στο 

περιβάλλον του λογισμικού είναι αναγκαία η αιτιολόγηση της ορθότητας και αμεταβλητότητας 

του σχήματος που αποτελεί τη λύση του προβλήματος. Ένα σχήμα στο λογισμικό «δεν είναι το 

προϊόν μιας διαδικασίας που πρέπει να επικυρωθεί, αλλά η ίδια η διαδικασία» (Mariotti, 

Bartolini Bussi, Boero, Ferri, & Garuti, 1997). Αυτό σημαίνει ότι ο μαθητής πρέπει να εστιάσει  την 

προσοχή του στη διαδικασία που παρήγαγε το σχήμα στην οθόνη.  

Η σύνδεση με την εννοιολογική κατανόηση μπορεί να προκύψει ως αποτέλεσμα της 

αιτιολόγησης της ορθότητας της διαδικασίας (1) στο χωρογραφικό πεδίο του λογισμικού, «με 

αιτιολόγηση για την διαδικασία που κάνει τη λύση αποδεκτή στο περιβάλλον του λογισμικού» 

(Mariotti, 2000, p. 34) και (2) στο θεωρητικό πεδίο της Ευκλείδειας Γεωμετρίας, «με αιτιολόγηση 

για την διαδικασία μέσα στο σύστημα των κανόνων της Ευκλείδειας Γεωμετρίας» (Mariotti, 2000, 

p. 28). Επομένως, οι συνδεόμενες διαδικαστικά και εννοιολογικά αναπαραστάσεις συμβάλλουν 

στην αμφισβήτηση «θεμελιωμένων αντιλήψεων» και στην υπέρβαση των «εννοιολογικών 

εμποδίων» που παρουσιάστηκαν λόγω της χρήσης των σχολικών εγχειριδίων στα στατικά μέσα 

(Geddes et al., 1982, Monaghan, 2000, p. 192). 

 

 

3.12.1 Κατασκευή παραλληλογράµµου  
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Πρόβλημα: Κατασκευή ενός παραλληλογράμμου όταν γνωρίζουμε ένα ευθύγραμμο τμήμα και 

ένα σημείο εκτός αυτού στην οθόνη.   

 

Από την οπτική γωνία της διδασκαλίας και μάθησης της γεωμετρίας  

Οι περισσότερες επεξεργασίες απαιτούν μια συγκεκριμένη αντίληψη. Πώς δηλαδή ο μαθητής 

αντιλαμβάνεται μια γραμμή ή ένα σημείο – σχηματικές μονάδες οι οποίες διαφοροποιούνται 

αντιληπτικά όταν είναι μεμονωμένες ή ανήκουν σε ένα σχήμα. «Μια μεμονωμένη γραμμή και η 

ίδια γραμμή να ανήκει σε κάποιο σχήμα δεν είναι το ίδιο για την αντίληψη. Η επισήμανση αυτών 

των δυο λειτουργιών με την ίδια γραμμή προϋποθέτει μια αναλυτική αντίληψη που δεν είναι 

αυτονόητη σε όλους τους μαθητές» (Merleau-Ponty, 1945, οπ. αναφ. στο Mesquita, 1998, p. 184). 

Σύμφωνα με την Laborde (2003), «[ενώ] σε ένα περιβάλλον χαρτιού–μολυβιού οι μαθητές 

χρησιμοποιούν τη στρατηγική που βασίζεται στην ισότητα των απέναντι πλευρών […] στο 

δυναμικό περιβάλλον χρησιμοποιούν στρατηγικές κατασκευής παραλλήλων ευθειών για να 

κατασκευάσουν την τέταρτη κορυφή» (p.2).  

 

Υποθετική ανάλυση σχεδιασμού   

Οι μαθητές θα κατασκευάσουν αρχικά ένα σχέδιο παραλληλόγραμμου το οποίο μέσω του 

πειραματικού συρσίματος που θα εφαρμόσουν σε μια κορυφή του καταστρέφεται. Το 

πειραματικό σύρσιμο συνεπώς θα τροποποιήσει τη μορφή του σχήματος (π.χ. ένα σχέδιο 

παραλληλόγραμμου θα μετασχηματιστεί σε τυχαίο τετράπλευρο), οπότε καταστρέφεται η 

αρχέτυπη μορφή του παραλληλόγραμμου που ο μαθητής έχει κατασκευάσει σε αλληλεπίδραση 

με μια αυθεντία (δάσκαλο ή σχολικό εγχειρίδιο). Μέσω της διαδικασίας και ως απάντηση στην 

εργαλειακή γένεση που θα δημιουργηθεί από το πειραματικό σύρσιμο ο μαθητής θα έρθει σε 

γνωστική σύγκρουση ανάμεσα σε αυτό που γνωρίζει και αυτό που εμφανίζεται στην οθόνη.  

Οι μαθητές διερευνώντας μια διαδικασία αμετάβλητης κατασκευής παραλληλόγραμμου θα 

χρησιμοποιήσουν τα πρωτότυπα του λογισμικού στοιχεία (π.χ. σημεία και γραμμές), θα 

αναζητήσουν τρόπους ώστε να κατασκευάσουν παράλληλες ευθείες. Αυτή η διαδικασία 

περιλαμβάνει τη φάση εργαλειακής αποκωδικοποίησης και την κατασκευή σχημάτων χρήσης των 

εργαλείων κατασκευής παραλλήλου, καθέτου, εντολές επομένως του μενού «Κατασκευή». 

Ακόμα, στους μαθητές επιτρεπόταν να επιμηκύνουν την ευθεία, αλλά δεν μπορούσαν να 

κατασκευάσουν ένα παραλληλόγραμμο χωρίς να χρησιμοποιήσουν την συγκεκριμένη ευθεία και 

το σημείο. 
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Σχήµα 3.4. Συνδεόµενες οπτικές ενεργές αναπαραστάσεις κατασκευής 

ενός παραλληλογράµµου.  

 

Ανάλυση των τεχνικών αλληλεπίδρασης  

Η σύνθεση της δυναμικής αναπαράστασης προκύπτει με την κατασκευή ενός ευθυγράμμου 

τμήματος ΑΒ και ενός σημείου C με δυο βαθμούς ελευθερίας. Η κατασκευή της παράλληλης από 

το σημείο C προς το ευθύγραμμο τμήμα AΒ προκύπτει ως αποτέλεσμα της θεσιακής και 

σειριακής κατανόησης της επιλογής των σχηματικών μονάδων και εντολών. Η τοποθέτηση 

σημείου D στην παράλληλη από το σημείο C και το πειραματικό σύρσιμο θα οδηγήσουν τους 

μαθητές σε γνωστική σύγκρουση ως απάντηση στην εργαλειακή γένεση. Η δυναμική 

επανεφεύρεση (Patsiomitou & Emvalotis, 2010a, b; Patsiomitou, Barkatsas & Emvalotis, 2010; 

Patsiomitou, 2012) θα είναι αποτέλεσμα του θεωρητικού συρσίματος του C ώστε το τμήμα CD να 

αποκτήσει την ισότητα με το τμήμα.  

 

3.12.2 Kατασκευή ορθογωνίου  

Πρόβλημα: Σύρετε μια κορυφή του παραλληλογράμμου ώστε να γίνει ορθογώνιο. 

Κατασκευάστε ένα σταθερό ορθογώνιο με χρήση των τεχνικών του λογισμικού.  

 

Από την οπτική γωνία της διδασκαλίας και εκμάθησης της γεωμετρίας  

Το ορθογώνιο παραλληλόγραμμο είναι μια κομβική έννοια μεταξύ των τετραπλεύρων. Οι 

μαθητές αναγνωρίζουν την αρχέτυπη μορφή του σχήματος από τις πρώτες τάξεις της 

πρωτοβάθμιας εκπαίδευσης (Patsiomitou, 2012, p.60). Τα εμπόδια σχετικά με την αρχέτυπη 

μορφή του ορθογωνίου έχουν ευρέως συζητηθεί (Hasegawa, 1997; De Villiers, 1994; Laborde, 

1994; Fischbein, 1993; Parzysz, 1991; Sfard, 1991; Hershkovitz, 1990 οπ. αναφ. στο Monaghan, 

2000, p. 187). Οι περισσότεροι μαθητές, υποστηρίζει ο Monaghan (2000) «αναγνωρίζουν το 

σχήμα του ορθογωνίου από τη μορφή του οριζοντίου μήκους, δηλαδή ως σχήματα μακρύτερα 

από τα τετράγωνα ή ως συνώνυμο του ομπλόνγκ (του ορθογωνίου δηλαδή που έχει μια πλευρά 

μεγαλύτερη της άλλης). Αυτή η αντίληψη είναι συνήθης αλλά από μαθηματικής απόψεως είναι 
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ανακριβής, καθώς οι μαθητές αγνοούν το τετράγωνο ως ειδική μορφή του ορθογωνίου» (pp. 186- 

187).  

 

Υποθετική ανάλυση σχεδιασμού   

Μέσω της κατασκευής ορθογωνίου παραλληλογράμμου επιδιώκεται η εστίαση στην ανάλυση 

της δομής του, ως ειδικότερης μορφής παραλληλόγραμμου και ως γενικότερης μορφής του 

τετραγώνου, έννοιες που σχετίζονται με την ικανότητα ιεράρχησης των παραλληλογράμμων (βλ. 

κεφ. 2), μια διαδικασία που οδηγεί στην ανάπτυξη της σκέψης. Οι μαθητές επομένως «θα 

επικεντρώσουν σε μια δομή παραλληλόγραμμου ως συνιστώσα της ιεραρχικά υψηλότερης 

δομής, αναγνωρίζοντας τα αντίστοιχα στοιχεία και εξειδικεύοντας τη γλώσσα» (Dina van Hiele, 

1984, p. 177). 

Ως εκ τούτου οι μαθητές θα κατασκευάσουν την έννοια του ορθογωνίου ως επέκταση της 

έννοιας του παραλληλόγραμμου, «ενσωματώνοντας τις πρόσθετες ιδιότητες» (De Villiers, 1994, 

p. 14), τις οποίες θα επανεφεύρουν μέσω της διαδικασίας, καθώς και τις συσχετίσεις ιδιοτήτων 

(π.χ. συσχέτιση της έννοιας της ορθής γωνίας με την έννοια της καθετότητας, συσχέτιση της 

έννοιας της καθετότητας με την έννοια της παραλληλίας). 

 

Ανάλυση των τεχνικών αλληλεπίδρασης  

Η σύνθεση της δυναμικής αναπαράστασης του ορθογώνιου παραλληλόγραμμου θα προκύψει 

με το θεωρητικό σύρσιμο μιας κορυφής του παραλληλόγραμμου ώστε να αποκτήσει τη μορφή 

του ορθογωνίου. Η δυναμική ανακάλυψη σχετίζεται με την κατανόηση της καθετότητας των 

πλευρών του σχήματος. Η σταθερή κατασκευή θα προκύψει ως αποτέλεσμα της σειριακής και 

θεσιακής κατανόησης των σημείων και εντολών για την κατασκευή καθέτων (ή καθέτου και 

παραλλήλων).  

 

3.12.3. Κατασκευή ρόµβου  

Πρόβλημα: Ενώστε δύο απέναντι κορυφές στο σχήμα του παραλληλόγραμμου που 

κατασκευάσατε. Σύρετε μια κορυφή ώστε να σχηματιστεί ένας ρόμβος. Τι παρατηρείτε; 

Κατασκευάστε ένα σταθερό σχήμα ρόμβου. 

 

Από την οπτική της διδασκαλίας και εκμάθησης της γεωμετρίας  

Γνωστικός στόχος είναι η σύνδεση της δομής του ρόμβου με την έννοια της συμμετρίας ως 

προς άξονα και επομένως ως ανασχηματισμό ισοσκελούς τριγώνου. Αυτή η διαδικασία έχει 
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ευρύτερο στόχο την κατανόηση της δομής του ρόμβου και άρα των ιδιοτήτων του, ως συνέπεια 

της κατανόησης της δομής και των ιδιοτήτων του ισοσκελούς τριγώνου. Σύμφωνα με την Dina van 

Hiele (1984), «η δραστηριότητα της σκέψης πρέπει να οδηγηθεί στην ανάλυση της δομής, […] έτσι 

δίνεται η δυνατότητα στον μαθητή να αναπτύξει μια σκέψη εστιασμένη στη διαδικασία δόμησης» 

(Fuys et al. 1984, p.177). Η κατασκευή του ρόμβου μέσω της ανάλυσης και σύνθεσης της 

διαδικασίας εκ του ισοσκελούς τριγώνου και του ανακλώμενου του ισοσκελούς τριγώνου, και του 

ανακλώμενου του ισοσκελούς τριγώνου συνεισφέρει, υποστηρίζει ο Duval (2006), «στη 

γενικότερη ανάπτυξη των ικανοτήτων [των μαθητών] όσον αφορά την αιτιολόγηση, την ανάλυση 

και την οπτικοποίηση» (p.105).  

 

Υποθετική ανάλυση σχεδιασμού   

Οι μαθητές θα κατασκευάσουν ένα σχέδιο ρόμβου στην οθόνη με θεωρητικό σύρσιμο του 

σχήματος του παραλληλόγραμμου ώστε το σχήμα να αποκτήσει την ιδιότητα της ισότητας των 

πλευρών και να ανταποκρίνεται στη νοητική αρχέτυπη εικόνα του μαθητή για το ρόμβο. Αυτό 

προϋποθέτει την ικανότητα αντίληψης του μαθητή της ισότητας των πλευρών του σχήματος (ή 

και τη γνώση της βασικής ιδιότητας). Το σύρσιμο των κορυφών του παραλληλόγραμμου 

διαμορφώνει συνδεόμενες αναπαραστάσεις, οι οποίες βοηθούν τους μαθητές να αντιληφθούν  

το ρόμβο ως ειδικότερο παραλληλόγραμμο και ταυτόχρονα να οπτικοποιήσουν τη μορφή του 

ρόμβου ως σύνθεση δυο ισοσκελών ή δυο ισόπλευρων τριγώνων. Οι μαθητές για να 

αποκωδικοποιήσουν την εικόνα του ρόμβου σε σχέδιο στην οθόνη θα αναπτύξουν στρατηγικές 

κατασκευής των ίσων πλευρών στο λογισμικό, με διαδικασία που καθιστά την κατασκευή 

αμετάβλητη.  

Στο στάδιο αυτό οι μαθητές θα μελετήσουν τις ιδιότητες που προκύπτουν λόγω της ανάκλασης 

του ισοσκελούς τριγώνου. Οι δομές που θα προκύψουν μέσω αυτής της ανάλυσης θα βοηθήσουν 

τους μαθητές να κατασκευάσουν το χαρακτήρα συμβόλου (Patsiomitou, 2012,p.62) του ρόμβου 

ώστε το σχήμα να μπορεί στη συνέχεια να αντικατασταθεί από ένα σύμβολο με τα εξής 

χαρακτηριστικά: «τέσσερις ίσες πλευρές, ίσες απέναντι γωνίες, διαγώνιες που διχοτομούν τις 

γωνίες και είναι μεσοκάθετες η μια στην άλλη» (Dina van Hiele οπ. αναφ. στο Fuys et al., 1984, 

p.207). 

Ανάλυση των τεχνικών αλληλεπίδρασης  

Η σύνθεση της δυναμικής αναπαράστασης του ρόμβου θα προκύψει με το θεωρητικό σύρσιμο 

μιας κορυφής του παραλληλόγραμμου ώστε να αποκτήσει τη μορφή του ρόμβου. Ο 
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μετασχηματισμός του παραλληλογράμμου (π.χ. αλλαγή προσανατολισμού και η οπτικοποίηση 

των πρόσθετων ιδιοτήτων), θα επιφέρει τον σχηματισμό του ρόμβου ως σύνθεση δυο ισοσκελών 

τριγώνων. Με τη διαδικασία διερεύνησης μιας μεθόδου αμετάβλητης κατασκευής του ρόμβου οι 

μαθητές θα επινοήσουν μια μέθοδο κατασκευής για το ισοσκελές χρησιμοποιώντας τα βασικά 

στοιχεία (π.χ. ευθύγραμμο τμήμα και ευθεία κάθετη). Θα αναζητήσουν επομένως τρόπους ώστε 

να κατασκευάσουν το σχήμα του ισοσκελούς με τη μεσοκάθετο ή με το εργαλείο κύκλου ή το 

εργαλείο ανάκλασης. Η χρήση του μέσου σημείου για την κατασκευή της μεσοκαθέτου και του 

εργαλείου συρσίματος αυθαίρετου σημείου στη μεσοκάθετο οδηγεί τους μαθητές στην 

οπτικοποίηση άπειρων κατασκευών ισοσκελών τριγώνων.  

 

3.12.4. Κατασκευή τετραγώνου  

Πρόβλημα: Κατασκευή ενός τετραγώνου με διαδικασία ελεύθερη. 

 

Από την οπτική της διδασκαλίας και εκμάθησης της γεωμετρίας  

Η κατασκευή του τετραγώνου έχει ως στόχο την διερεύνηση της κατανόησης των μαθητών του 

τετραγώνου: (α) ως ειδικού ορθογωνίου με πρόσθετες ιδιότητες (π.χ την ισότητα των πλευρών) 

και (β) ως ειδικού ρόμβου με πρόσθετες ιδιότητες (π.χ την καθετότητα των πλευρών). Επομένως 

οι μαθητές «θα κατασκευάσουν το σχήμα του τετραγώνου μετά το ρόμβο ή μετά το ορθογώνιο» 

(Clements, Battista & Sarama, 2001,p.6).  Η ικανότητα ιεράρχησης του τετραγώνου είναι δυνατή 

μόνο στο επίπεδο 3 σύμφωνα με τους Clements, Battista & Sarama (2001, p.4). Η διαδικασία 

επομένως έχει ως αποτέλεσμα μια επιπλέον διερεύνηση: αν η κατασκευαστική διαδικασία του 

τετραγώνου βοηθά την κατανόηση της αντιληπτικής ιεράρχησης μεταξύ του ρόμβου (ή του 

ορθογωνίου) και του τετραγώνου. 

 

Υποθετική ανάλυση σχεδιασμού   

Η σύνθεση του διαγράμματος με αναδιοργάνωση της αναπαράστασης (π.χ. του αρχικού 

ευθύγραμμου τμήματος μέσω της περιστροφής του) προκύπτει μέσω της ενδιάμεσης 

αναπαράστασης του εργαλείου περιστροφής του αναδυόμενου μενού, ο μαθητής δηλαδή 

αλληλεπιδρά έμμεσα με το εργαλείο. Έτσι οι μαθητές έχουν τη δυνατότητα να εστιάσουν στην 

έννοια της περιστροφής και όχι στη μορφή που περιστρέφεται και επομένως μπορούν άμεσα να 

αλληλεπιδράσουν με την οπτική αναπαράσταση από περιστροφή (Sedig et al., 2001; de Souza & 

Sedig, 2001). Η κατασκευή της περιστροφής τμήματος και το σύρσιμο της περιστροφής θα 
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ενισχύσει την κατανόηση του μαθητή και την κατασκευή εννοιών- εν-δράσει  λόγω του σχήματος 

εργαλειοποιημένης δράσης που θα προκύψει.  

 

Ανάλυση των τεχνικών αλληλεπίδρασης  

Με άμεσο χειρισμό (θεωρητικό σύρσιμο) της κατασκευής του ορθογωνίου ή του ρόμβου οι 

μαθητές κατασκευάζουν ένα τετράγωνο με οπτικό τρόπο. Με χρήση του σχολιασμού του 

διαγράμματος του ρόμβου/ ορθογωνίου σε σχέση με τη μέτρηση των πλευρών και γωνιών 

οδηγούνται σε επαγωγικού τύπου συμπεράσματα για τις βασικές ιδιότητες του σχήματος του 

τετραγώνου.  

Η σύνθεση του διαγράμματος μπορεί να προκύψει  

� ως επινόηση μιας μεθόδου κατασκευής ίσων τμημάτων και καθέτων μεταξύ τους, 

συνεπώς οι μαθητές θα πρέπει να χρησιμοποιήσουν τις τεχνικές του λογισμικού (π.χ. 

ευθύγραμμο τμήμα και ευθεία κάθετη καθώς και το εργαλείο κύκλου) ώστε να 

κατασκευάσουν ίσο τμήμα στην κάθετη στο άκρο του αρχικού ευθύγραμμου 

τμήματος.  

� ως αναδιοργάνωση της αναπαράστασης του αρχικού ευθύγραμμου τμήματος μέσω 

της περιστροφής του, συνεπώς ως σταδιακή οπτικοποίηση «με έμμεση αλληλεπίδραση 

μέσω της ενδιάμεσης αναπαράστασης του εργαλείου του αναδυόμενου μενού και 

εστίαση στην έννοια της περιστροφής και όχι στη μορφή που περιστρέφεται» (Sedig et 

al., 2001; de Souza & Sedig, 2001 οπ. αναφ. Sedig & Sumner, 2006, p. 35).  

Η χρήση του εργαλείου περιστροφής οδηγεί στην κατασκευή σχημάτων εργαλειοποιημένης 

δράσης του εργαλείου που περιλαμβάνει την έννοια του ίσου και καθέτου τμήματος, ισοσκελών 

και ορθογωνίων τριγώνων μέσω του διερευνητικού συρσίματος του άκρου του ευθυγράμμου 

τμήματος ή της εικόνας του. 

Το σύρσιμο της κορυφής του τετραγώνου οδηγεί στην αλλαγή προσανατολισμού του 

σχήματος. Η περιστροφή σε πλάγια θέση μπορεί να οδηγήσει τους μαθητές σε γνωστικές 

συγκρούσεις ως προς τη σχέση του εγκλεισμού του τετραγώνου με το ρόμβο. 

3.13. ΦΑΣΗ Β. ∆ιερεύνηση και κατασκευές µέσω του µενού 
Μετασχηµατισµός 

Όπως αναφέρθηκε στη προηγούμενη ενότητα η φάση αυτή είναι αναγκαία για την εισαγωγή 

στην έννοια της συμμετρίας των αντικειμένων με χρήση των μετασχηματισμών της περιστροφής 

και ανάκλασης του λογισμικού. Η συμμετρία των σχημάτων αποτελεί βασικό στόχο στη μελέτη 
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των γεωμετρικών αντικειμένων από τη θεωρία των van Hiele. Σύμφωνα με την Dina van Hiele 

(1984) «ένας μαθητής αποδεικνύει ότι κατέχει τη δομή της ανάλυσης όταν μπορεί να χειριστεί τις 

οργανωτικές αρχές. Μια από τις οργανωτικές αρχές είναι η συμμετρία του σχήματος» (p.184).   

Όπως υποστηρίζει το NCTM (2000), οι μαθητές πρέπει να αποκτήσουν την ικανότητα 

πρόβλεψης και περιγραφής των αποτελεσμάτων της ανάκλασης και της περιστροφής 

δισδιάστατων σχημάτων. Πρέπει δηλαδή να «εφαρμόσουν μετασχηματισμούς και να 

χρησιμοποιήσουν τη συμμετρία για να αναλύσουν τις μαθηματικές καταστάσεις» (NCTM, 2000, p. 

41). Ο γνωστικός στόχος αυτής της φάσης είναι «να αναπτύξουν οι μαθητές έννοιες εν κινήσει και 

να κατασκευάσουν γνωστικές δομικές μονάδες σημαντικές για τη διαχείριση χωρικών 

προβλημάτων»  (Clement, Battista & Sarama, 2001, p. 19).  

Ο μετασχηματισμός της περιστροφής στο λογισμικό περιλαμβάνει την περιστροφή 

αντικειμένων ως προς οποιαδήποτε γωνία περιστροφής επιλέγει ο μαθητής, αλληλεπιδρώντας με 

μια ενδιάμεση αναπαράσταση του μενού «Μετασχηματισμός». Επομένως, η συμμετρία ως προς 

κέντρο είναι η περιστροφή του γεωμετρικού αντικειμένου ως προς την ειδική περίπτωση της 

γωνίας των 180ο. Ο μετασχηματισμός της ανάκλασης στο λογισμικό επιφέρει την κατασκευή του 

συμμετρικού ως προς άξονα αντικειμένου. Οι έννοιες συνεπώς ανάκλαση αντικειμένου και 

συμμετρία ως προς άξονα του αντικειμένου μπορούν να θεωρηθούν ότι αντιληπτικά δίνουν το 

ίδιο αποτέλεσμα, όταν το αντικείμενο στο δυναμικό περιβάλλον είναι σε στατική μορφή.  

 

3.13.1.Στάδιο Α. Το τµήµα αναγνώρισης –οπτικοποίησης της δεύτερης φάσης  

3.13.1.1 Ανάκλαση σημείου  

Στο στάδιο αυτό η ερευνήτρια αναπροσάρμοσε τις δραστηριότητες πληροφοριακής φάσης και 

καθοδηγούμενης διερεύνησης
9
 φάσης της Teppo (1991, p. 212), ώστε να διερευνηθούν στο 

περιβάλλον του λογισμικού. Στη συνέχεια συνέδεσε το σημείο και το ανακλώμενο σημείο με την 

ιδιότητα κατασκευής ίχνους ώστε οι μαθητές να αλληλεπιδράσουν με τα αντικείμενα που 

προκαλούσαν το μετασχηματισμό του διαγράμματος (π.χ. σημείο) λόγω της χρήσης των 

αλληλεπιδραστικών τεχνικών της ανάκλασης, ίχνους και πειραματικού συρσίματος του σημείου 

στην οθόνη.  

 

Ανάλυση των τεχνικών αλληλεπίδρασης  

                                                        
9
Συγκεκριμένα (α) στην πληροφοριακή φάση οι μαθητές οπτικοποιούν την ανάκλαση ενός σημείου ως προς 

άξονα συμμετρίας μέσω ενός καθρέπτη και στη συνέχεια το ζωγραφίζουν χρησιμοποιώντας ένα χαρτί και (β) στη 

φάση καθοδηγούμενης διερεύνησης οι μαθητές οπτικοποιούν αρχικά τα αποτελέσματα της ανάκλασης μια γραμμής 
και στη συνέχεια τα ζωγραφίζουν σε ένα χαρτί.  
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Με άμεσο χειρισμό (πάτημα κουμπιού απόκρυψης/εμφάνισης) έχουμε την εμφάνιση της 

κατασκευής του σημείου και του ανακλώμενου ως προς άξονα σημείου σε ίση απόσταση, η 

οποία οδηγεί τους μαθητές στην οπτικοποίηση/αντιληπτική κατανόηση της ιδιότητας των 

συμμετρικών σημείων ως προς άξονα. Με χρήση του σχολιασμού του διαγράμματος 

(ετικετοποίηση των σημείων) έχουμε εμφάνιση συμβόλων που επισημαίνουν την ιδιότητα της 

ανάκλασης. Η χρήση του εργαλείου σημείου σε σχέση με το σχολιασμό (μέτρηση) των τμημάτων 

οδηγεί σε εικασίες για τις βασικές ιδιότητες του σχήματος των ανακλώμενων σημείων (όπως 

ισότητα αποστάσεων και καθετότητα ευθειών). Ο προσωρινός σχολιασμός του διαγράμματος με 

χρήση ίχνους σημείου οδηγεί σε επαγωγικού τύπου συμπεράσματα σε συνδυασμό με το 

διερευνητικό σύρσιμο του σημείου ή του ανακλώμενου σημείου.  

 

3.13.1.2 Ανάκλαση ευθύγραμμου τμήματος  

Εμφάνιση (/απόκρυψη) ενός ευθυγράμμου τμήματος και του ανακλώμενου του ευθυγράμμου 

τμήματος. Οι μαθητές μπορούν να σύρουν το άκρο του ευθυγράμμου τμήματος ή της εικόνας του 

και να διαπιστώσουν πώς μεταβάλλεται ο προσανατολισμός του ανακλώμενου ευθύγραμμου 

τμήματος, η απόστασή του από τον άξονα συμμετρίας. Οι συνδέσεις των αντίστοιχων σημείων 

καθώς και το σύρσιμο των αντικειμένων στην οθόνη οδηγούν στο σχηματισμό διαφορετικών 

σχημάτων, π.χ. του  ισοσκελούς τραπεζίου ή του ισοσκελούς τριγώνου, και στη σύνδεση της 

έννοιας της αξονικής συμμετρίας με την έννοια της μεσοκαθέτου ευθύγραμμου τμήματος. 

Στόχος είναι να διαπιστωθεί, πρώτον, αν οι μαθητές μπορούν να αναγνωρίσουν τα σχήματα 

και να διαπιστώσουν οπτικά ιδιότητες των σχημάτων οι οποίες συσχετίζονται με την έννοια της 

συμμετρίας ως προς άξονα, δεύτερον, αν η αλλαγή προσανατολισμού των σχημάτων αποτελεί 

γνωστικό εμπόδιο για τους μαθητές διαφορετικών επιπέδων, τρίτον, πώς το σύρσιμο της 

απόστασης από τον άξονα επηρεάζει τη μορφή του σχήματος (πρωτότυπο ή όχι) και, τέταρτον, αν 

ο άξονας συμμετρίας είναι και μεσοκάθετος των σχημάτων που παράγονται (Teppo, 1991, p. 212) 

 

Από την οπτική της διδασκαλίας και εκμάθησης της γεωμετρίας  

Στόχος είναι οι μαθητές να οπτικοποιήσουν την ανάκλαση σημείου και ευθυγράμμου 

τμήματος ως δυναμικού αντικειμένου. Η ανάκλαση σημείου είναι ένα σημείο, «θυγατρικό 

αντικείμενο επομένως του αρχικού που βρίσκεται σε εξάρτηση με το αρχικό» (Jackiw & Finzer, 

1993). Οποιαδήποτε ενέργεια συνεπώς επί του αρχικού αντικειμένου (ή και αντίστροφα του 

ειδώλου-σημείου, π.χ. κίνηση ή διαγραφή) οδηγεί στην αντίστοιχη ενέργεια του ειδώλου-
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εξαρτώμενου σημείου. Έτσι ο μαθητής οδηγείται «σε μια οπτική διασάφηση των 

κωδικοποιημένων πληροφοριών που διευκολύνουν την αντίληψή του» (Sedig & Sumner, 2006, p. 

14).  

Το ίχνος (trace) όπως υποστηρίζει η Jahn (2002)  

«δεν είναι ένα αντικείμενο του λογισμικού, αλλά ένα σύνολο pixels που φωτίζονται στην οθόνη 
το οποίο επιτρέπει στον χρήστη να κατασκευάσει αντικείμενα αφήνοντας ίχνη πίσω τους όταν 
σύρονται. […]. Το ίχνος δηλαδή δίνει έμφαση σε μια δυναμική ερμηνεία της αναπαράστασης 
ενός μονοπατιού σημείου» (p. 79).  

Μέσω της διαδικασίας λοιπόν οι μαθητές έχουν τη δυνατότητα οπτικοποίησης της ισότητας 

των αποστάσεων από τον άξονα καθώς και της καθετότητας η οποία επιβεβαιώνεται οπτικά για 

κάθε σημείο που ανήκει στο επίπεδο της οθόνης, θεωρητικά για άπειρο πλήθος σημείων 

(ουσιαστικά πεπερασμένων). Η χρήση του ίχνους ενισχύει τη γενίκευση των ιδιοτήτων των 

αντικειμένων σε γενικότερη μορφή, οδηγεί επομένως στην ανάπτυξη της ικανότητας επαγωγικών 

επιχειρημάτων.  

Γνωστική ανάλυση  

Η αναγνώριση περιλαμβάνει τόσο τις σχηματικές μονάδες που έχουν ήδη συναντήσει οι 

μαθητές, δηλαδή μια αντιληπτικού τύπου κατανόηση, όσο και τις νέες σχηματικές μονάδες που 

κατασκευάζονται με το σύρσιμο και λόγω του μετασχηματισμού του αρχικού σχήματος. Αυτές οι 

σχηματικές μονάδες προέρχονται από την τροποποίηση του σχήματος με μεγέθυνση (σμίκρυνση), 

λόγω αλλαγής προσανατολισμού ή λόγω της αναδιοργάνωσής του. Και οι τρεις αυτές μορφές 

αφορούν τη λειτουργική κατανόηση του σχήματος. Η λεκτική κατανόηση του σχήματος σχετίζεται 

με την εννοιολογική κατανόησή του και επομένως τον τρόπο που ο μαθητής θα ερμηνεύσει το 

σχέδιο. Για παράδειγμα, στο τελευταίο σχήμα κάποιος μαθητής μπορεί να ερμηνεύσει το τμήμα 

ΑΒ ως πλευρά του τραπεζίου και κάποιος άλλος όχι. Στη δεύτερη περίπτωση ο μαθητής αδυνατεί 

να αντιληφθεί και να αναγνωρίσει το σχήμα ως τραπέζιο, λόγω αλλαγής προσανατολισμού του 

σχήματος ή γιατί δεν έχει συνειδητοποιήσει ότι τα ευθύγραμμα τμήματα ΑΒ, Α΄Β΄ είναι πλευρές 

του τραπεζίου. Με τον ίδιο τρόπο ο μαθητής μπορεί να θεωρήσει την ευθεία ε άξονα συμμετρίας 

του σχήματος ή μεσοκάθετο των δυο βάσεων του τραπεζίου. Στο σημείο αυτό δηλαδή ο μαθητής 

έχει κατανοήσει το σχήμα εννοιολογικά και έχει συνδέσει τις δυο έννοιες, δηλαδή την έννοια του 

άξονα συμμετρίας με την έννοια της μεσοκαθέτου.  

 

3.13.2. Στάδιο Β-Το τµήµα της αντιληπτικής δοµικής ανάλυσης της δεύτερης φάσης  

3.13.2.1 Κατασκευή αξόνων συμμετρίας των παραλληλογράμμων  
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Από την οπτική γωνία της διδασκαλίας και εκμάθησης της γεωμετρίας 

Οι μαθητές αντιμετωπίζουν δυσκολία στην κατανόηση της έννοιας της αξονικής συμμετρίας 

και της συμμετρίας ως προς κέντρο, η οποία εκφράζεται με την παρερμηνεία του ρόλου των 

δευτερευόντων στοιχείων (π.χ. ύψος, διάμεσος) στη συμμετρία του σχήματος. Σύμφωνα με τον 

Son (2006)  

«ακόμα και οι υποψήφιοι δάσκαλοι των μαθηματικών είχαν την τάση να βασίζονται στις 
διαδικαστικές πτυχές της ανακλαστικής συμμετρίας αν και υπήρξαν περιπτώσεις παρερμηνειών 
από εννοιολογική άποψη. Όπως για παράδειγμα ότι ένα παραλληλόγραμμο έχει άξονες 
συμμετρίας τις διαγώνιές του» (p. 46).  

Η κατασκευή των διαγωνίων είναι μια συνήθης παρανόηση της έννοιας της αξονικής 

συμμετρίας στο ορθογώνιο παραλληλόγραμμο (Panaoura et al., 2009, p. 46).   

 

Υποθετική ανάλυση σχεδιασμού  

Μέσω της διαδικασίας οι μαθητές αναμένεται να επιτύχουν τους παρακάτω γνωστικούς 

στόχους:  

 

� να υπερβούν τα εννοιολογικά εμπόδια που αφορούν την έννοια της αξονικής 

συμμετρίας (ποιο ρόλο παίζουν οι διαγώνιες των παραλληλογράμμων)·  

� να οδηγηθούν σε γνωστικές συγκρούσεις και να διερευνήσουν και να αιτιολογήσουν 

ιδιότητες του άξονα (π.χ. αν ο άξονας είναι κάθετος στις πλευρές ή γιατί διέρχεται από 

το σημείο τομής των διαγωνίων ή από το μέσο της απέναντι πλευράς)·  

� να οδηγηθούν σε αντιληπτική κατανόηση της αξονικής συμμετρίας του ορθογωνίου ως 

αποτέλεσμα σύνδεσης των μέσων των απέναντι πλευρών του σχήματος. Να 

συνδέσουν δηλαδή την έννοια της μεσοπαραλλήλου με την έννοια της αξονικής 

συμμετρίας στο ορθογώνιο παραλληλόγραμμο·  

� να εξετάσουν αν γενικεύεται ο κανόνας της μεσοπαραλλήλου στα υπόλοιπα 

παραλληλόγραμμα·  

� να κατασκευάσουν ορισμούς των παραλληλογράμμων βασιζόμενοι στην αξονική 

συμμετρία τους· 

� να ιεραρχήσουν αντιληπτικά τα τετράπλευρα από την αξονική συμμετρία τους. 

 
 

3.13.3. Στάδιο Γ-Το τµήµα της αυστηρής δοµικής ανάλυσης της δεύτερης φάσης.  

3.13.3.1. Κεντρική συμμετρία με χρήση εργαλείων  
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Υποθετική ανάλυση σχεδιασμού  

Η σύγχυση (παρερμηνεία) της έννοιας της κεντρικής συμμετρίας με την έννοια της αξονικής 

συμμετρίας και η δυσκολία κατανόησης οδήγησαν την ερευνήτρια να ανακατευθύνει την 

παρούσα μελέτη ώστε να συμπεριλάβει την έννοια της κεντρικής συμμετρίας. Η εφαρμογή της 

λειτουργίας περιστροφής του λογισμικού με στόχο την περιστροφή ενός αντικειμένου (σημείου, 

τμήματος, τριγώνου κ.ά.) οδηγεί στο μετασχηματισμό του αντικειμένου. Το αντικείμενο που 

προκύπτει έχει τις εξής ιδιότητες: είναι ίσο με το αρχικό αντικείμενο και περιστρέφεται κατά την 

προεπιλεγμένη γωνία, ως προς κέντρο περιστροφής το σημείο το οποίο εμείς ορίζουμε. Για 

παράδειγμα, η περιστροφή τμήματος ως προς τη γωνία των 90ο έχει αποτέλεσμα την κατασκευή 

σχήματος εργαλειοποιημένης δράσης για την περιστροφή και την έννοια-εν-δράσει της 

καθετότητας και ισότητας των τμημάτων από περιστροφή (Patsiomitou, 2008, p.16).  

Η περιστροφή ενός σημείου ως προς τη γωνία των 180ο παράγει ένα σημείο τέτοιο ώστε το 

αρχικό αντικείμενο, το είδωλο και το κέντρο να είναι συνευθειακά σημεία. Η περιστροφή ενός 

τμήματος παράγει ένα τμήμα ίσο με το αρχικό και σε γωνία 90ο από το αρχικό σημείο. Επομένως, 

η κατασκευή της κεντρικής συμμετρίας με χρήση εργαλείου περιστροφής του λογισμικού οδηγεί 

τους μαθητές σε κατασκευή σχήματος εργαλειοποιημένης δράσης και τις έννοιες-εν-δράσει που 

σχετίζονται με τις ιδιότητες των τμημάτων από περιστροφή.  

 

Υποθετική ανάλυση ανασχεδιασμού  

Η δυσκολία αποκωδικοποίησης του εργαλείου περιστροφής οδήγησε την ερευνήτρια στην 

επινόηση ενός προσαρμοσμένου εργαλείου που εκτελεί τη διαδικασία περιστροφής σημείου ως 

προς γωνία 180ο χωρίς την εμφάνιση των ενδιάμεσων αναπαραστάσεων. Το εργαλείο 

εφαρμόζεται στο σημείο προς περιστροφή και στο κέντρο περιστροφής (δηλαδή έχει δυο σημεία 

εφαρμογής). Το αποτέλεσμα που προκύπτει τόσο με την περιστροφή του σημείου με χρήση του 

προσαρμοσμένου εργαλείου όσο και με την περιστροφή του εργαλείου περιστροφής οπτικά είναι 

το ίδιο. Διαφέρει όμως στη διαδικασία. Ενώ ο μαθητής όταν χρησιμοποιεί το εργαλείο 

περιστροφής του λογισμικού αλληλεπιδρά με την ενδιάμεση αναπαράσταση μέσω της οποίας 

καθορίζει τη γωνία περιστροφής και επομένως αλληλεπιδρά άμεσα με το αποτέλεσμα στην 

οθόνη μέσω των συνδεόμενων αναπαραστάσεων που προκύπτουν, το προσαρμοσμένο εργαλείο 

λειτουργεί αφαιρετικά εμφανίζοντας μόνο το τελικό αποτέλεσμα. Έτσι οι μαθητές έχουν μόνο το 

αρχικό και το τελικό αποτέλεσμα και καμιά ενδιάμεση αναπαράσταση. Αυτό σημαίνει ότι πρέπει 

να αποκτήσουν την αφαιρετική ικανότητα να συμπυκνώσουν νοητικά τη διαδικασία. Επομένως, 
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μέσω της εφαρμογής του υπάρχει η δυνατότητα διερεύνησης της ικανότητας κατανόησης της 

έννοιας της περιστροφής με αφαιρετικές διαδικασίες σκέψης. Υπό αυτή την προοπτική το 

εργαλείο αποτελεί ένα δείκτη ανάπτυξης της κατανόησης των μαθητών της αφαιρετικής 

διαδικασίας που απαιτείται για την κατασκευή της περιστροφής.  

Θα διερευνηθεί ο τρόπος χρήσης του εργαλείου από τους μαθητές κανονικά ή με κατάχρηση 

και οικονομία (Rabardel, 1995), στην κατασκευή και κατανόηση αξονικής συμμετρίας.  

 

3.13.4. Στάδιο ∆. Το τµήµα ιεραρχικής δοµικής ανάλυσης της δεύτερης φάσης  
3.13.4.1 Κατασκευές με χρήση του μενού Μετασχηματισμός  

Από την οπτική της διδασκαλίας και εκμάθησης της γεωμετρίας  

Στόχος της παρούσας φάσης είναι οι μαθητές να κατασκευάσουν ένα σχήμα με βάση τη γνώση 

της συμμετρίας του, με βάση δηλαδή ιδιότητες που σχετίζονται με τους άξονες συμμετρίας ή 

κέντρα συμμετρίας του σχήματος, έννοιες που έχουν πραγματευτεί στις προηγούμενες 

δραστηριότητες της δεύτερης φάσης. Θα κατασκευάσουν τα σχήματα με βάση ένα σημαντικό 

κριτήριο: «μια λύση είναι έγκυρη αν και μόνον αν δεν μπορεί να καταστραφεί με το σύρσιμο» 

(Jones, 2000, p. 58 οπ. αναφ. στο Battista , 2008, p. 353).   

Όπως υποστηρίζουν οι Whiteley & Moshé (2005)  

Η σκέψη ότι τα τετράπλευρα μπορεί να οριστούν από την άποψη της συμμετρίας τους μπορεί να 
μας οδηγήσει να ανακαλύψουμε νέους τρόπους κατασκευής τους μέσω του λογισμικού 
δυναμικής γεωμετρίας Geometer’s Sketchpad. Έτσι αντί να χρησιμοποιήσουμε το μενού 
«Κατασκευή» μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το μενού «Μετασχηματισμός» και να 
παράγουμε σχήματα με χρήση της συμμετρίας τους. Η έμφαση στις κατασκευές με χρήση του 
μενού «Μετασχηματισμός» στο GSP μπορεί να χρησιμεύσει για να αναπτυχθούν και να 
ενισχυθούν οι δεξιότητες μετασχηματισμού των μαθητών. Η χρησιμοποίηση του μενού 
«Μετασχηματισμός» στο GSP μπορεί να διευκολύνει την κατανόηση των συμμετριών και της 
μεγάλης σημασίας τους στη γεωμετρία.   

 

Οι μαθητές μέσω του σταδίου αυτού θα κατασκευάσουν το σχήμα λαμβάνοντας υπόψη τις 

ιδιότητες των διαγωνίων τους, που έχουν κατασκευαστεί στο προηγούμενο στάδιο. Ένας 

επιπλέον στόχος αυτής της φάσης είναι η κατανόηση της προσθήκης ιδιοτήτων στις διαγώνιες 

του παραλληλόγραμμου, προκειμένου να κατασκευαστεί μια ειδικότερη μορφή σχήματος. Για 

παράδειγμα, οι διαγώνιες στο παραλληλόγραμμο διχοτομούνται, στο ορθογώνιο διχοτομούνται 

και είναι ίσες, στο ρόμβο διχοτομούνται, τέμνονται κάθετα και διχοτομούν τις γωνίες των 

κορυφών κ.ο.κ. Επομένως, τα σχήματα ιεραρχούνται βάσει των ιδιοτήτων των δευτερευόντων 

στοιχείων τους.   
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Η ιεραρχική ταξινόμηση των τετραπλεύρων είναι μια περιοχή μελέτης που προωθεί την 

ανάπτυξη του επιπέδου γεωμετρικής σκέψης των μαθητών (Fujita & Jones, 2007).  

 

Υποθετική ανάλυση  

Θα διερευνηθούν οι τεχνικές που θα χρησιμοποιήσουν οι μαθητές για να οδηγηθούν σε 

κατασκευή του σχήματος ή σε διαδικασία που θα τους δώσει λάθος αποτέλεσμα. Η διαδικασία 

αυτή δοκιμής και λάθους θα οδηγήσει σε γνωστικές συγκρούσεις. Όπως υποστηρίζει ο van 

Dormolen (1977, p.27) στο άρθρο του “Learning to understand what giving a proof  really means”:  

«Όταν κάποιος επιχειρεί να λύσει ένα μαθηματικό πρόβλημα, συνήθως δεν είναι σε θέση να 
ακολουθήσει αυστηρό παραγωγικό συλλογισμό από την αρχή [να αιτιολογήσει δηλαδή την 
κατασκευαστική διαδικασία με αυστηρό τρόπο χρησιμοποιώντας θεωρήματα και ορισμούς].   
Κατ’ αρχάς ξεκινά με μια διαδικασία δοκιμής και λάθους και μέσω αυτής προσπαθεί να βρει ένα 
σημείο από το οποίο θα πιάσει το πρόβλημα, στη συνέχεια αφού αυτή η προσέγγιση αποδειχθεί 
επιτυχής δοκιμάζει να την αποσαφηνίσει και να της δώσει μια μορφή αιτιολογημένου 
επιχειρήματος. Η μαθηματική εκπαίδευση οφείλει να συμπεριλάβει τη διδασκαλία της 
διαδικασίας [μέσω της οποίας] ο μαθητής θα οδηγηθεί σε μια παραγωγική μορφή 
επιχειρήματος. Η διδασκαλία αυτή έχει δύο σκέλη: τη διδασκαλία των μεθόδων που 
σχεδιάζονται να κάνουν την περίοδο διερεύνησης λιγότερο χαοτική, πιο αποτελεσματική· και το 
ψυχολογικό-συναισθηματικό σκέλος. Η γνώση και η ικανότητα δεν είναι οι κύριοι παράγοντες, 
εδώ είναι περισσότερο ζήτημα αναγνώρισης της ανάγκης για ένα παραγωγικό επιχείρημα, ακόμη 
και σε περιπτώσεις όπου η αλήθεια της δήλωσης είναι τόσο προφανής που δεν το σκέφτεται 
κάποιος ότι αξίζει τον κόπο». (p.27)  

Στόχος είναι να οδηγηθούν οι μαθητές σε αιτιολόγηση των ιδιοτήτων που χρησιμοποιούν για 

τη σύνθεση του σχήματος. Ειδικότερα, για να αιτιολογήσουν επιτυχώς γιατί ένας ρόμβος είναι 

μια ειδική περίπτωση ενός παραλληλόγραμμου και το τετράγωνο μια ειδική περίπτωση ενός 

ρόμβου ή ενός ορθογωνίου δεν αρκεί να είναι ικανοί να ελέγχουν την εικόνα του [μόνο], πρέπει 

επίσης να μπορούν να εξετάσουν τις ιδιότητές του (έννοιες/θεωρήματα), «μια αλληλεπίδραση 

δηλαδή μεταξύ εικόνων και εννοιών» (Fujita & Jones, 2007, p. 12). Πρέπει επομένως να μπορούν 

να αντικαταστήσουν ένα σχήμα με ένα σύνολο ιδιοτήτων και με βάση αυτές τις ιδιότητες να 

συνθέσουν το σχήμα, το σχήμα δηλαδή να αποκτήσει το χαρακτήρα σήματος. Αυτή η διαδικασία 

είναι ιδιαίτερα σύνθετη αφού οι μαθητές πρέπει όχι μόνο να έχουν υπόψη τις ιδιότητες-σήμα 

που θα οδηγήσουν στην κατασκευή του σχήματος, αλλά και την ικανότητα αποκωδικοποίησης 

της ιδιότητας. Μ’ άλλα λόγια, πώς θα αποκωδικοποιηθεί η ισότητα των διαγωνίων ενός 

ορθογωνίου και ταυτόχρονα η διχοτόμησή τους, ποια εργαλεία από την πρώτη φάση και τα 

στάδια της δεύτερης φάσης θα τους βοηθήσουν να συνθέσουν το σχήμα με βάση τις ιδιότητες 

κλπ. Δηλαδή, η κατασκευή της δομή του σχήματος του παραλληλόγραμμου και της εξειδίκευσης 
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της δομής του για τα υπόλοιπα σχήματα με αποκωδικοποίηση λεκτικών και νοητικών 

αναπαραστάσεων, μέσω της σύνθεσης τεχνικών και μετασχηματισμών στο λογισμικό.  

 

3.14. ΦΑΣΗ Γ. ∆ιερεύνηση και απόδειξη ανοικτού προβλήµατος 

(πρόβληµα του Varignon)  

Από την οπτική της διδασκαλίας και εκμάθησης της γεωμετρίας  

Στην ενότητα αυτή θα περιγραφούν οι στόχοι της τρίτης φάσης η οποία βρίσκεται σε 

παράλληλη τροχιά εξέλιξης με τη φάση που αφορά τη διερεύνηση προβλημάτων με τους τύπους 

των Συνδεόμενων Οπτικών Ενεργών Αναπαραστάσεων. Ένα πρόβλημα κατάλληλο για την 

ανακάλυψη του δικτύου των σχέσεων μεταξύ των ιδιοτήτων των τετραπλεύρων, την ανάπτυξη 

της κατανόησης του ρόλου που παίζουν οι διαγώνιες του τετραπλεύρου (που σχηματίζεται από 

τα μέσα των πλευρών) στο διάγραμμα του τετραπλεύρου και της ιεράρχησης των τετραπλεύρων 

λόγω των ιδιοτήτων των διαγωνίων τους, καθώς και για την ανακάλυψη υποδομών στην αρχική 

δομή του είναι το θεώρημα (ή πρόβλημα) του Varignon (1654-1722 μ.Χ.).  

 

Σχήµα 3.5. Σχηµατική αναπαράσταση του θεωρήµατος του Varignon 

θεώρημα (πρόβλημα) του Varignon: Δοθέντος ενός τυχαίου τετραπλεύρου, το 

τετράπλευρο που σχηματίζεται από τα μέσα των πλευρών του, είναι παραλληλόγραμμο. 

Σύρετε μια κορυφή του εξωτερικού τετραπλεύρου ώστε να σχηματιστεί ορθογώνιο ή 

ρόμβος ή τετράγωνο. Τι παρατηρείτε; Τι τετράπλευρο σχηματίζεται από τα μέσα των 

πλευρών του; Γιατί;  

Η απόδειξη του θεωρήματος προκύπτει σε δυο σκέλη: (1) στην αναγνώριση των υποδομών 

των τριγώνων στα οποία μπορεί να εφαρμοστεί το θεώρημα σύνδεσης των μέσων τριγώνου και 

(2) στην εφαρμογή του θεωρήματος. Η απόδειξη ότι το εσωτερικό τετράπλευρο είναι 

παραλληλόγραμμο προκύπτει από την εφαρμογή του θεωρήματος-κριτηρίου του 

παραλληλόγραμμου (δηλαδή, «ένα τετράπλευρο είναι παραλληλόγραμμο τότε και μόνον τότε 

όταν οι απέναντι πλευρές του είναι παράλληλες και ίσες»).  
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Σχήµα 3.6. Το ‘σπίτι των τετραπλεύρων’                  Σχήµα 3.7. Προσαρµογή της ταξινόµησης 

(Graumann, 2005, p.194)                                                        του Graumann (ibid.) (Patsiomitou, 2012) 

Υποθετική ανάλυση  

Η απόδειξη του θεωρήματος, απαιτεί την ανάπτυξη ικανότητας διαδικαστικής εφαρμογής των 

θεωρημάτων που προαναφέρθηκαν. Οι έννοιες (ορισμοί και απόδειξη) καθώς και οι συνδέσεις 

μεταξύ των εννοιών θα προκύψουν ως αποτέλεσμα της νοητικής επεξεργασίας των ιδιοτήτων 

που φέρουν τα σχήματα. Η απόδειξη μιας πρότασης «είναι ένα σημαντικό εργαλείο για την 

[αξιολόγηση] της κατανόησης [των μαθητών]» (Ball, Hoyles, Jahnke, & Movshovitz-Hadar, 2002, p. 

907). Η απόδειξη της πρότασης στο δυναμικό περιβάλλον «είναι μια αποτελεσματική διδακτική 

στρατηγική […] που μπορεί να ενδυναμώσει την ικανότητα για απόδειξη» (Ball, Hoyles, Jahnke, & 

Movshovitz-Hadar, 2002, p. 908) λόγω της οπτικής ενίσχυσης των αποτελεσμάτων μέσω της 

αντίληψης. Υπό αυτή την προοπτική «η ανάπτυξη της ικανότητας παραγωγικού συλλογισμού θα 

προκύψει ως επανεφεύρεση, όπως έκανε ο Σωκράτης» (Freudenthal, 1973, p.402) 

Ο Graumann (2005, p.194) ιεραρχεί τα τετράπλευρα ως προς τις διαγώνιες τους. Έτσι διακρίνει 

τετράπλευρα που έχουν ίσες διαγώνιες, διαγώνιες που τέμνονται κάθετα και διαγώνιες που 

τέμνουν η μια την άλλη σε αυθαίρετο σημείο. Η ιεράρχηση των διαγωνίων συνεχίζεται με την 

προσθήκη ιδιοτήτων στην καθεμιά από τις αρχικές κατηγορίες μέχρι να οδηγηθούμε στην 
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εξειδικευμένη μορφή του τετραγώνου, του οποίου οι διαγώνιες του είναι ίσες, κάθετες και 

διχοτομούνται. Το σχήμα που προκύπτει στο εσωτερικό είναι ένα παραλληλόγραμμο σε 

γενικευμένη μορφή που λόγω της διαμόρφωσης του εξωτερικού σχήματος εξειδικεύεται στην 

μορφή του τετραγώνου. Έτσι προκύπτει μια νέα κατηγοριοποίηση τετράπλευρων λόγω των 

διαφορετικών ιδιοτήτων των τετράπλευρων που σχηματίζονται στο εσωτερικό του σχήματος. Για 

παράδειγμα το τετράπλευρο που προκύπτει από τη σύνδεση των μέσων του τετραπλεύρου που 

οι διαγώνιές του τέμνονται κάθετα είναι ένα ορθογώνιο. Το τετράπλευρο το οποίο σχηματίζεται 

από τα μέσα των πλευρών ενός τετραπλεύρου με κάθετες διαγώνιες που διχοτομούνται μεταξύ 

τους, είναι και πάλι ένα ορθογώνιο του οποίου όμως οι πλευρές είναι συμμετρικές ως προς τις 

διαγώνιες του αρχικού τετραπλεύρου. Στον πίνακα 4.1 παρουσιάζονται οι ιδιότητες των 

εσωτερικών και εξωτερικών τετραπλεύρων.   

Πίνακας 3.13. Συσχέτιση εσωτερικού-εξωτερικού τετραπλεύρου στο θεώρηµα του 

Varignon 

Εξωτερικό τετράπλευρο  Εσωτερικό τετράπλευρο 

Ικτίνος με διαγώνιες κάθετες  Ορθογώνιο  

Ικτίνος με την ιδιότητα μόνο η μια 
διαγώνιος  να είναι μεσοκάθετος στην 
άλλη   

Ορθογώνιο του οποίου οι δυο πλευρές είναι 
συμμετρικές ως προς τη διαγώνιο- μεσοκάθετο 
(άξονας συμμετρίας) 

Ικτίνος με την ιδιότητα οι διαγώνιες 
να είναι κάθετες και να διχοτομούνται  

Ορθογώνιο του οποίου οι δυο πλευρές είναι 
συμμετρικές ως προς τις διαγωνίους  

Τετράπλευρο που οι διαγώνιες 
διχοτομούνται  

Παραλληλόγραμμο 

Παραλληλόγραμμο  Παραλληλόγραμμο 

Διαγώνιες με ίσα μήκη  Ρόμβος  

Διαγώνιες με ίσα μήκη που 
διχοτομούνται  

Ρόμβος που έχει κέντρο συμμετρίας το σημείο 
τομής των διαγωνίων 

Ορθογώνιο  Ρόμβος που έχει κέντρο συμμετρίας το σημείο 
τομής των διαγωνίων και οι διαγώνιές του είναι 
άξονες συμμετρίας του ορθογωνίου 

Ικτίνος με την ιδιότητα οι διαγώνιες 
να είναι ίσες  

Τετράγωνο  

Ικτίνος με την ιδιότητα οι διαγώνιες 
να είναι ίσες και να διχοτομούν η μια 
την άλλη  

Τετράγωνο του οποίου οι δυο πλευρές είναι 
συμμετρικές ως προς τη διαγώνιο- μεσοκάθετο 
(άξονας συμμετρίας) 

Τετράγωνο  Τετράγωνο που έχει κέντρο συμμετρίας το σημείο 
τομής των διαγωνίων και οι διαγώνιες του είναι 
άξονες συμμετρίας του ορθογωνίου 
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Στο δυναμικό περιβάλλον οι μαθητές μπορούν να οδηγηθούν στις διάφορες μορφές 

τετραπλεύρων με το σύρσιμο μιας κορυφής του σχήματος. Το σύρσιμο και η διαμόρφωση του 

εξωτερικού τετράπλευρου επηρεάζουν και τη διαμόρφωση του σχήματος του εσωτερικού 

τετραπλεύρου που σχηματίζεται από τα μέσα των πλευρών. Όπως υποστηρίζουν οι Laborde, 

Kynigos, Hollebrands & Strasser (2006), «τα προβλήματα αλλάζουν από τη διαμεσολάβηση του 

δυναμικού περιβάλλοντος, είτε γιατί η στρατηγική επίλυσης διαφέρει είτε γιατί δεν είναι δυνατά 

να επιλυθούν εκτός αυτού» (Laborde et al., 2006, p. 293). 

Οι μαθητές επομένως θα υποχρεωθούν λόγω του δυναμικού περιβάλλοντος να 

αντιμετωπίσουν τις συνδέσεις των σχέσεων των διαγωνίων που σχηματίζονται από το εξωτερικό 

και το εσωτερικό τετράπλευρο. Στη φάση αυτή τους δίνεται η δυνατότητα να «αντιληφθούν τον 

διαφορετικό-διπλό ρόλο» (Duval, προσωπική επικοινωνία 3-5 Αυγούστου 2010) που παίζουν οι 

διαγώνιες στα δυο τετράπλευρα (εσωτερικό-εξωτερικό) καθώς και να αιτιολογήσουν τις σχέσεις 

που συνδέουν τα αντικείμενα του διαγράμματος. Οι Marrades & Gutierrez (2000, p. 93) θεωρούν 

ότι «οι μετασχηματισμοί μπορούν να βασιστούν στις νοητικές εικόνες, τους συμβολικούς 

χειρισμούς και τις κατασκευές αντικειμένων. Οι δομικές αιτιολογήσεις είναι ακολουθίες από 

λογικά συμπεράσματα που παράγονται από τα δεδομένα του προβλήματος, τους ορισμούς και τα 

θεωρήματα. Ο ρόλος των παραδειγμάτων είναι να οργανώσουν τα βήματα της παραγωγικής 

διαδικασίας».  

Το στάδιο αυτό μπορεί να χαρακτηριστεί μεταγνωστικό στάδιο, κι είναι αποτέλεσμα της 

σύνθεσης τόσο της αναπτυξιακής θεωρίας του Piaget όσο και της θεωρίας των van Hiele με την 

οποία οι μαθητές αναπτύσσουν τη σκέψη τους μέσω των κατάλληλων προβλημάτων που 

επιλύουν (Pandiscio & Orton, 1998). Ο Brown (2002) ορίζει τη μεταγνώση του μαθητή ως γνώση 

και έλεγχο πάνω στη μάθησή του (knowledge about and control on one’ s own learning). Κατά 

συνέπεια θα διερευνηθεί η μεταγνωστική ικανότητα των μαθητών πάνω στα τετράπλευρα με την 

ανακάλυψη νέων μορφών τετραπλεύρων που δεν έχουν αντιμετωπίσει στο σχολικό εγχειρίδιο ή 

δεν έχουν ακούσει από μια αυθεντία ώστε να ελεγχθεί η ικανότητά τους στην ανάπτυξη 

υποθέσεων και στην αιτιολόγηση σε νέες καταστάσεις.  

Σύμφωνα με τον Shoenfeld (2000) «Η μεταγνωστική ικανότητα είναι ένας παραγωγικός 

παράγοντας στην επίλυση προβλήματος». «Η αποτελεσματική απόφαση που λαμβάνεται κατά 

την επίλυση προβλήματος όπως δείχνουν πολλές έρευνες, δεν ‟έρχεται φυσικά”. Όταν οι 

μαθητές μαθαίνουν τέτοιες δεξιότητες η επίλυση προβλήματος βελτιώνεται» (p.646). 
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3.15. ΦΑΣΗ ∆. Τύποι των Συνδεόµενων Οπτικών Ενεργών 
Αναπαραστάσεων 

Οι τύποι των ΣΟΕΑ στο περιβάλλον του λογισμικού ερμηνεύονται ως η μοντελοποίηση ενός 

πραγματικού προβλήματος μέσω της οποίας «κωδικοποιούμε ιδιότητες και σχέσεις για τον 

αναπαριστώμενο κόσμο που αποτελείται από μαθηματικές δομές ή έννοιες» (Sedig & Sumner 

2006), δηλαδή, σύμφωνα με τους Goldin & Janvier (1998, p.1), συνιστά:  

 

�  «μια φυσική κατάσταση ή κατάσταση στο φυσικό περιβάλλον» διαμορφωμένη από 

μαθηματική άποψη που ενσωματώνει μαθηματικές ιδέες·  

� «μια γλωσσική ενσάρκωση (embodiment) ή ένα γλωσσικό σύστημα με έμφαση στον 

κατάλληλο συνδυασμό συντακτικών και σημασιολογικών δομικών χαρακτηριστικών» 

που ενισχύονται με επιλεγμένες βασικές ή στοχοβασισμένες (Sedig & Sumner 2006) 

διαφορετικές τεχνικές αλληλεπίδρασης στο περιβάλλον του λογισμικού, όπου η 

γεωμετρική θεωρία συζητείται·  

� «ένα αυστηρό/τυπικό μαθηματικό κατασκεύασμα (π.χ. μαθηματική απόδειξη) το 

οποίο μπορεί να αναπαραστήσει καταστάσεις μέσω των συμβόλων ή μέσω ενός 

συστήματος συμβόλων, […] συμπεριλαμβανομένων των μαθηματικών 

κατασκευασμάτων που μπορούν να αναπαραστήσουν πτυχές άλλων μαθηματικών 

κατασκευασμάτων».   

�  «μια εσωτερική, γνωστική διαμόρφωση, ή ένα σύνθετο σύστημα τέτοιων 

διαμορφώσεων, που συμπεραίνεται από τη συμπεριφορά ή την ενδοσκόπηση, που 

περιγράφει πτυχές των διαδικασιών της μαθηματικής σκέψης των μαθητών κατά την 

διάρκεια  της επίλυσης προβλήματος». 

 

 

3.15.1. Οι στόχοι για την ανάπτυξη των ΣΟΕΑ  

Ο Schumann (2004, p.3) υποστηρίζει ότι οι «μη μαθηματικές εφαρμογές, περιλαμβανομένης 

της μαθηματικής μοντελοποίησης στην μαθηματική τάξη αποτελούν ένα σοβαρό επιχείρημα για 

την υπεράσπιση της διδασκαλίας των μαθηματικών». Ο Schumann αναφέρεται στο σύγγραμμα 

του NCTM Year-book (1979) “Applications in school mathematics” στο οποίο οι Corbitt & Edwards 

(1979) περιέγραψαν την μαθηματική μοντελοποίηση ως εξής: «η μαθηματική μοντελοποίηση 

περιλαμβάνει (1) τη διατύπωση ενός προβλήματος για την κατασκευή ενός μαθηματικού 
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μοντέλου, (2) την ανάλυση της λύσης του μαθηματικού προβλήματος που προκύπτει και (3) την 

ερμηνεία των μαθηματικών αποτελεσμάτων στο πλαίσιο του πραγματικού κόσμου» (οπ. αναφ. 

στο Schumann, 2004, p.3).  

Η εξερεύνηση ενός προβλήματος μέσω των λογισμικών δυναμικής γεωμετρίας, επιτρέπει 

στους μαθητές να αναδημιουργήσουν από την άποψη των σχέσεων και ιδιοτήτων όλα τα 

στοιχεία που απαιτούνται για την απόδειξη. Κατ’ αυτό τον τρόπο η διαδικασία της λύσης γίνεται 

τόσο σημαντική όσο η ίδια η λύση.  

 

 

Σχήµα 3.8. Μετάφραση του διαγράµµατος των Corte, Verschaffel & Greer (2000, p. 71) 

Όπως υποστηρίζει ο Schumann (2004, p.6), όταν χρησιμοποιούμε λογισμικό δυναμικής 

γεωμετρίας για να μοντελοποιήσουμε ένα πρόβλημα θέτουμε, μεταξύ άλλων, στόχους ως προς 

την καλλιέργεια της ικανότητας της γεωμετρικής αντίληψης, την εφαρμογή και ανάπτυξη της 

γνώσης στη γεωμετρία (εννοιών και μεθόδων που αποτελούν τον γνωστικό στόχο), την 

πειραματική διερεύνηση και ανάλυση των φαινόμενων που μπορούν γεωμετρικά να 

μοντελοποιηθούν (μεταγνωστικός στόχος), ακόμα και την εκμάθηση των τεχνικών του λογισμικού 

(εργαλειακός στόχος).  

Οι τεχνικές που θα χρησιμοποιηθούν και θα μετασχηματιστούν σε όργανα κατά την 

εργαλειακή γένεση βοηθούν τους μαθητές στην επίλυση του προβλήματος και στη συνέχεια στην 

ερμηνεία του πραγματικού προβλήματος ή, διαφορετικά, στην επιλογή στρατηγικών για τη χρήση 

των εργαλείων και διαγραμμάτων εργαζόμενοι στο γεωμετρικό μοντέλο μέσω των ΣΟΕΑ. 

Συνοπτικά οι στόχοι για την ανάπτυξη των ΣΟΕΑ είναι (Patsiomitou 2008b, 2010):  

� να παρέχουν μοντελοποιημένα προβλήματα που είναι προσαρμογές και επεκτάσεις 
δραστηριοτήτων στα στατικά μέσα·  

� να βοηθούν τους μαθητές να λύσουν είτε μεμονωμένα είτε σε μια ενορχηστρωμένη 
διαδικασία προβλήματα που αναπτύσσουν τη μαθηματική κατανόηση και την αυστηρή 
μαθηματική απόδειξη ως εφαρμογή και γενίκευση των εννοιών που έχουν εισαχθεί στις 
προηγούμενες φάσεις·  
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� να παρέχουν την εμπειρία που παρουσιάζεται αποτελεσματικότερα από τις επιλεγμένες 
τεχνικές αλληλεπίδρασης που διευκολύνονται από το περιβάλλον του λογισμικού ως 
εφαρμογή και γενίκευση των τεχνικών που έχουν εισαχθεί στις προηγούμενες φάσεις και  

� να παρέχουν την εμπειρία στο πλαίσιο της σχεδίασης, ώστε οι μαθητές να αναπτύξουν τις 
συνδέσεις μεταξύ της αισθητικής που προσφέρει μια μοντελοποιημένη εικόνα στο περιβάλλον 
του λογισμικού και της θεωρητικής γνώσης στη γεωμετρία που αποκομίζεται από το 
γεωμετρικό διάγραμμα. 

H εφαρμογή των μαθηματικών στην επίλυση προβλημάτων στο πλαίσιο του πραγματικού 

κόσμου αναφέρεται από τους Corte, Verschaffel & Greer (2000) ως: «κατανόηση της κατάστασης 

που περιγράφεται, κατασκευή μαθηματικού μοντέλου και των σχέσεων των ενσωματωμένων 

στην κατάσταση, εργασία μέσω του μαθηματικού μοντέλου, ερμηνεία των εξερχόμενων από την 

υπολογιστική εργασία για να φτάσουμε σε μια πρακτική λύση, αξιολόγηση του ερμηνευόμενου 

αποτελέσματος σε σχέση με την φυσική κατάσταση» (p. 71). Το μοντέλο αυτό επηρέασε την 

κατασκευή του διαγράμματος στη συνέχεια, ενός σχεδίου  μέσω του οποίου η ερευνήτρια 

προέβλεψε την αλληλεπίδραση των μαθητών με χρήση των ΣΟΕΑ. Στο διάγραμμα αναλύεται η 

διαδικασία επίλυσης προβλήματος με χρήση των ΣΟΕΑ. Αρχικά το πρόβλημα μοντελοποιείται 

μέσω οπτικών αναπαραστάσεων και ακολουθεί η μετατροπή του προβλήματος σε γεωμετρικό 

μοντέλο στις πολλαπλές σελίδες του λογισμικού.  

Επομένως, οι ΣΟΕΑ στο λογισμικό έχουν έναν διπλής κατευθύνσεως –αμφίδρομο– και 

συμπληρωματικό ρόλο, ακριβώς όπως τα διαγράμματα στην επίπεδη γεωμετρία που αναφέρει η 

Laborde: αφενός αναφέρονται στις θεωρητικές γεωμετρικές ιδιότητες και αφετέρου προσφέρουν 

χωρογραφικές, οπτικές ιδιότητες που μπορούν να επηρεάσουν την αντιληπτική δραστηριότητα 

ενός μαθητή. Με τον ίδιο τρόπο, οι ΣΟΕΑ (LVAR) συνδέουν τις υλικές ψηφιακές οντότητες στην 

οθόνη με το θεωρητικό νοητικό αναφορικό με το οποίο μπορεί να εργαστεί ο μαθητής. 

Στηρίζονται δηλαδή ταυτόχρονα στη δυαδικότητα των διαγραμμάτων, που είναι 

αναπαραστάσεις των εννοιών --ή γενικότερα των νοητικών κατασκευασμάτων-- και 

αναπαραστάσεις ενός συνδυασμού ενεργών γεωμετρικών αντικειμένων. Κατά συνέπεια, όταν 

ενεργεί κάποιος στις ΣΟΕΑ το θεωρητικό μέρος διαμορφώνεται ως νοητική οντότητα που 

περιλαμβάνει ταυτόχρονα την αναγνώριση του χωρογραφικού πεδίου και τις ιδιότητες του 

θεωρητικού πεδίου του λογισμικού.  

Οι μαθητές κατά την επίλυση προβλήματος με χρήση των ΣΟΕΑ δρουν στα δυναμικά 

διαγράμματα για να διερευνήσουν την επίλυση του προβλήματος και κατά συνέπεια να 

κατασκευάσουν την γνώση τους και αλληλεπιδρούν για να εκφράσουν τις σκέψεις τους. 
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Χρησιμοποιούν δηλαδή τα δυναμικά διαγράμματα ως εργαλεία για να σχηματίσουν και να 

μετασχηματίσουν τις σκέψεις τους.  

 

 

Σχήµα 3.9. Επίλυση προβλήματος σε δυναμικό περιβάλλον με χρήση των ΣΟΕΑ (LVAR)  

(Πατσιομίτου, 2008; Patsiomitou, 2008). 

Στην ουσία επιδρούν στις ΣΟΕΑ και διαμορφώνουν τις σκέψεις τους ενώ ταυτόχρονα 

διαμορφώνουν τις ΣΟΕΑ για να εκφράσουν τις σκέψεις τους. Αλληλεπιδρούν με το ψηφιακό 

υλικό μέρος των ΣΟΕΑ, τα χωρικά χαρακτηριστικά του σημαίνοντος (signifier) δηλαδή τα 

διαφορετικά συμβολικά συστήματα και αναμένεται να αιτιολογήσουν στο σημαινόμενο 

(signified) που αφορά την εσωτερική αναπαράσταση του υποκειμένου για τον κόσμο όπου «οι 

σταθερές αναγνωρίζονται, συμπεράσματα προκύπτουν, παράγονται ενέργειες και προβλέψεις» 

(Vergnaud, 1987 όπ. αναφ. στο Erbilgin, 2003, p.9). 

Για να αιτιολογήσουν πιο αυστηρά τις γεωμετρικές ιδιότητες παρά τα γεωμετρικά 

χαρακτηριστικά των διαγραμμάτων οι μαθητές πρέπει να έχουν βαθιά γνώση αυτών των 

ιδιοτήτων. Η βαθιά γνώση μπορεί να είναι ένδειξη της αναστοχαστικής αφαιρετικής ικανότητας 

του μαθητή (Hollebrands (2003, p. 59). 



 - 186 - 

 

3.15.2. Γιατί Συνδεόµενες Οπτικές Ενεργές Αναπαραστάσεις;  

Ο όρος των ΣΟΕΑ προέκυψε ως σύνθεση επιμέρους όρων που αναλύονται στη συνέχεια 

(Patsiomitou, 2010) και αφορούν τους μετασχηματισμούς στοιχείων ή διαδικασιών δυναμικών 

αντικειμένων (ή οντοτήτων) που αναπαρίστανται με τις οντότητες που τα αναπαριστούν, ως 

αποτέλεσμα της επεξεργασίας των πληροφοριών και του απευθείας χειρισμού των εννοιών στην 

οθόνη (Patsiomitou, 2010, p.2):  

� Συνδεόμενες: γιατί μπορούν να συνδεθούν αλλά δεν είναι κατ’ ανάγκη συνδεδεμένες.  
� Οπτικές: όπως όλα τα αντικείμενα ενός περιβάλλοντος λογισμικού δυναμικής γεωμετρίας 

είναι αναπαραστάσεις της οντότητας που αναπαριστούν. 
� Ενεργές: μια αναπαράσταση μπορεί να χαρακτηριστεί ενεργή όταν προκαλεί δράση, κίνηση ή 

αλλαγή γιατί είναι σε λειτουργία, σε επίδραση ή σε εξέλιξη. Οι δυναμικές αναπαραστάσεις 
μπορούν πάντοτε να είναι ενεργές αν προκαλέσουμε μια δράση επί αυτών, αλλά δεν είναι 
πάντοτε προκατασκευασμένες.  

Τέλος οι ΣΟΕΑ συνιστούν ημι-προκατασκευασμένα δυναμικά διαγράμματα που μπορεί να 

συνδεθούν και γίνονται ενεργά σύμφωνα με τις επιθυμίες του χρήστη, δηλαδή δεν είναι 

περιορισμένα σε ενέργειες που «είναι προ-σχεδιασμένες από τον κατασκευαστή του σχεδίου κα 

περιορίζουν τις επιλογές του χρήστη» (Sinclair, 2001, p. 3).  

 

3.15.2.1. Ηµι-προκατασκευασµένα διαγράµµατα  ΣΟΕΑ  

Με τον όρο ημιπροκατασκευασμένα δυναμικά διαγράμματα εννοούνται τα διαγράμματα που 

έχουν κοινά χαρακτηριστικά γνωρίσματα με τα προκατασκευασμένα διαγράμματα, αλλά και 

δυνατότητα αναμόρφωσης των μερών τους ώστε οι μαθητές να οδηγηθούν μέσω της δυναμικής 

επανεφεύρεσης στη λύση του προβλήματος που έχει προβλεφθεί από το δάσκαλο [ή τον 

ερευνητή] των μαθηματικών.  

Σύμφωνα με την θεωρία των van Hiele η ικανότητα για μαθηματική απόδειξη εμφανίζεται στο 

επίπεδο 4, ενώ το επίπεδο 3 χαρακτηρίζεται ως το επίπεδο στο οποίο οι μαθητές κατανοούν και 

διατυπώνουν δηλώσεις του τύπου «αν …τότε». Είναι ανάγκη επομένως να «σχεδιάσουμε 

προβλήματα (δραστηριότητες) τα οποία ενισχύουν την αιτιολόγηση και την επιχειρηματολογία» 

(Sinclair, 2001, p.2). Όπως υποστηρίζει ο Boero (1999) απαιτούνται «επιστημολογικές και 

γνωστικές αναλύσεις προκειμένου να επιλεχθούν τα ιδιαίτερα, απαραίτητα στοιχεία (peculiar, 

essential elements) στην παραγωγή και την απόδειξη των εικασιών και τη διαχείριση των 

θεωριών που οι μαθητές θα συναντήσουν στην πορεία τους».  
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Ομοίως, ο Gawlick (2005) ισχυρίζεται ότι «η πρόοδος στα υψηλότερα επίπεδα των van Hiele δε 

μπορεί να προκύψει από μόνη της αλλά χρειάζεται να προκληθεί από τους μαθητές με τη 

συμμετοχή τους σε δραστηριότητες που προωθούν την οικοδόμηση νέων εννοιών» (p.362). Για 

να υποστηρίξουμε τη διδασκαλία της απόδειξης, είναι ανάγκη να κατανοήσουμε πώς οι μαθητές 

μαθαίνουν να αιτιολογούν, […] και πώς μπορούν να υποστηριχθούν οι διαδικασίες [της 

αιτιολόγησης]» (Edwards, 1997).  

Η έρευνα έχει δείξει ότι η αλληλεπίδραση των μελών μιας ομάδας ακόμα αν η ομάδα 

εργάζεται σε στατικά μέσα, μπορεί να υποστηρίξει την ανάπτυξη εικασιών. Τόσο τα εργαλεία όσο 

και η συμμετοχή του δασκάλου μπορεί να βοηθήσουν τους μαθητές να αναπτύξουν παραγωγικό 

συλλογισμό, «καλλιεργώντας ειδικές ικανότητες για τη διατύπωση εικασιών και την απόδειξη των 

εικασιών λαμβάνοντας υπόψη στοιχεία της θεωρητικής γνώσης» (Boero, 1999).  

Η δυναμική εξερεύνηση των προβλημάτων (Boero et al, 1996; Simon, 1996 οπ. αναφ. στο 

Boero, 1999) είναι ένας ακόμα παράγοντας που πρέπει να ληφθεί υπόψη, στον τρόπο που επιδρά 

στην παραγωγή των εικασιών. Έτσι θα «βοηθήσει στην επιλογή των τομέων της εμπειρίας (fields 

of experience) και των στόχων όπου τέτοια δυναμική εξερεύνηση είναι ‟φυσική” για τους 

μαθητές […] καθώς επίσης και των κατάλληλων προβλημάτων όπου το φαινόμενο [της πιθανής] 

συνοχής μεταξύ της παραγωγής μιας υπόθεσης και της κατασκευής της απόδειξής της λειτουργεί 

ομαλά στο πλαίσιο της ‟γνωστικής ενότητας θεωρημάτων” (Cognitive Unity of Theorems: Garuti 

et al., 1996)».  

Η κατασκευή επομένως της μορφής των δηλώσεων, της δομής των μαθηματικών αποδείξεων, 

αν και δεν μπορεί να διαχωριστεί και να τεθεί σε γραμμική ακολουθία περιλαμβάνει (Boero, 

1999;  Heinze, 2004) : (1) την  παραγωγή εικασιών, η οποία προκύπτει από την εξερεύνηση του 

προβλήματος, τον προσδιορισμό «των κανονικοτήτων» (regularities), τον προσδιορισμό των 

συνθηκών κάτω από τις οποίες αυτές οι κανονικότητες πραγματοποιούνται, τον προσδιορισμό 

των επιχειρημάτων για την αληθοφάνεια των εικασιών που έχουν προκύψει κ.λπ. · (2) τη 

διατύπωση δηλώσεων και τον προσδιορισμό των κατάλληλων επιχειρημάτων που επικυρώνονται 

από τη σχετική θεωρία, προβλέποντας τις πιθανές συνδέσεις μεταξύ τους· (3) τη συγκέντρωση 

των θεωρητικών επιχειρημάτων σε μια παραγωγική αλυσίδα· (4) την οργάνωση των 

επιχειρημάτων σε μια απόδειξη που είναι αποδεκτή και σύμφωνη με τα τρέχοντα μαθηματικά 

δεδομένα και (5) την προσέγγιση της τυπικής απόδειξης ή μερών της απόδειξης .  

Η διαδικασία σχεδιασμού των ημιπροκατασκευασμένων διαγραμμάτων μέσω Συνδεόμενων 

Οπτικών Ενεργών Αναπαραστάσεων (ΣΟΕΑ) (Linking Visual Active Representation (LVAR), π.χ, 
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Patsiomitou, 2008) στην παρούσα μελέτη δημιουργήθηκε από την ερευνήτρια, ως αλυσιδωτή 

ακολουθία απαντήσεων σε ερωτήσεις που οδηγούν στην κατασκευή μιας ακολουθίας 

διαδικασιών οι οποίες με τη σειρά τους οδηγούν σε οπτική και θεωρητική απόδειξη του 

πραγματικού προβλήματος (ή του θεωρήματος). Για να οδηγηθεί στο αποτέλεσμα αυτό η 

ερευνήτρια ‘μετατοπίστηκε’ νοητικά από τη θέση του παρατηρητή εκπαιδευτικού στη θέση του 

δρώντα  μαθητή (Cobb, Yackel & Wood, 1992 οπ. αναφ. στο Gravemeijer, 2004), και εξέτασε 

πλέον το σχεδιασμό της δραστηριότητας από τη σκοπιά αυτή.  

Η σχεδίαση των ημι-προκατασκευασμένων ΣΟΕΑ στο Sketchpad προέκυψε ως σύνδεση της 

διαδικασίας κατασκευής της απόδειξης από τους μαθητές προβλέποντας «την διατύπωση 

επιχειρημάτων για την επικύρωση της σχετικής θεωρίας» και το συνδυασμό «αυτών των 

επιχειρημάτων σε μια παραγωγική αλυσίδα που αποτελεί ένα σχέδιο της τελικής απόδειξης» 

(Boero, 1999;  Heinze, 2004).  

 

3.15.2.2. Ανάλυση των τεχνικών µοντελοποίησης στο λογισµικό. 

Η μοντελοποίηση του προβλήματος προκύπτει με την παραγωγή ενός ημι-

προκατασκευασμένου διαγράμματος στο χωρογραφικό επίπεδο. Η σύνθεση του διαγράμματος 

αποτελείται από τις παρακάτω αλληλεπιδραστικές τεχνικές που χρησιμοποιήθηκαν για τη 

συγκρότηση των περισσότερων φάσεων:  

� χρήση της περιστροφής περί το σημείο Ρ και Ο των τμημάτων ΡF, FO για την 

κατασκευή των σημείων Κ, Λ της διαγραμματικής αναπαράστασης στο λογισμικό. Αυτή 

η διαδικασία διατηρεί σταθερά στην οθόνη τα τμήματα  ΡF, FO και προσθέτει τα νέα 

τμήματα ΡΚ, ΟL. Δημιουργείται έτσι μια αναδιοργάνωση της οπτικής αναπαράστασης, 

«μια εκ νέου ρύθμιση δηλαδή των στοιχείων της που δίνει τη δυνατότητα στους 

μαθητές να καταλάβουν τις εσωτερικές σχέσεις μεταξύ τους» (Spence, 2001). Αυτή η 

τεχνική χρησιμοποιήθηκε σε όλους τους τύπους.  

� χρήση του κουμπιού ενέργειας απόκρυψης /εμφάνισης για τα σημεία Κ, Λ και το 

σημείο Τ το οποίο δίνει την δυνατότητα του πειραματισμού (direct manipulation) και 

της ανασύνθεσης του διαγράμματος. Αυτή η τεχνική χρησιμοποιήθηκε στον πρώτο, 

δεύτερο και πέμπτο τύπο των ΣΟΕΑ.   

� χρήση του προσωρινού σχολιασμού του διαγράμματος από το ίχνος του 

ευθύγραμμου τμήματος ΚΛ μέσω του συρσίματος ώστε να εξετάσουν οι μαθητές τις 

πιθανές θέσεις του σημείου Τ όταν μετακινήσουν με χρήση του συρσίματος το σημείο 
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F (annotating). Η σχεδίαση ίχνους έχει ως αποτέλεσμα ένα δεύτερο μετασχηματισμό 

που οδηγεί τους μαθητές να προσέξουν το αναλλοίωτο της θέσης του σημείου Τ. Το 

σημείο αυτό διερευνήθηκε για τη διατύπωση εικασιών και επιχειρημάτων με μορφή 

γενίκευσης εκ μέρους των μαθητών. Αυτή η τεχνική χρησιμοποιήθηκε στο 

διερευνητικό στάδιο και στον πρώτο τύπο των ΣΟΕΑ.   

� χρήση του μόνιμου σχολιασμού του διαγράμματος μέσω του χρωματισμού ώστε να 

εξετάσουν οι μαθητές οπτικά την ισότητα των στοιχείων του διαγράμματος  

Για παράδειγμα στο δεύτερο τύπο των ΣΟΕΑ, έχουν χρησιμοποιηθεί οι τεχνικές περιστροφής, 

παρουσίασης κουμπιών ενέργειας, μόνιμου σχολιασμού (χρωματισμού των αντικειμένων) με 

αποτέλεσμα οι ακολουθιακές φάσεις του υπό διερεύνηση προβλήματος να εμφανίζονται 

σταδιακά σε ένα συνολικό σχήμα.  

 

3.15.3. Τύποι Συνδεόµενων Οπτικών Ενεργών Αναπαραστάσεων   

Στον πρώτο τύπο ΣΟΕΑ έχουν χρησιμοποιηθεί οι τεχνικές περιστροφής, ίχνους ευθύγραμμου 

τμήματος και προσθήκης κίνησης. Η προσθήκη κίνησης του σημείου F στο ευθύγραμμο τμήμα ΡΟ 

επιφέρει τον μετασχηματισμό των τμημάτων από περιστροφή και των ειδώλων τους. Το 

αποτέλεσμα του μετασχηματισμού του σημείου F είναι ο μετασχηματισμός των σημείων Κ, L  

επομένως και του τμήματος ΚL το οποίο αφήνει ίχνη στην οθόνη. Οι συνεχείς μετασχηματισμοί 

διατηρούν την αμεταβλητότητα της θέσης και ιδιότητας του σημείου Τ στην οθόνη,  αφού οι 

αποστάσεις ΚΤ, ΤL  παραμένουν ίσες καθώς αλλάζει η θέση του σημείου F στο τμήμα ΡΟ. 

Το σύρσιμο του σημείου F ώστε να τοποθετηθεί στο μέσο της απόστασης ή σε μια από τις 

θέσεις των σταθερών σημείων Ρ, Ο διερευνήθηκε για τις ειδικές  περιπτώσεις και για τη 

διατύπωση συλλογισμών επαγωγικού τύπου. Αυτή η διαδικασία «επιτρέπει στους μαθητές να 

αντιληφθούν την εγγενή δομή του υλικού που παρουσιάζεται σε αυτόν» (Dina van Hiele, οπ. 

αναφ. στο Fuys et al., 1984, p.218) και να αναστοχαστούν παρατηρώντας τις σχέσεις των 

αντικειμένων, τις κανονικότητες που προκύπτουν αφού οδηγηθούν σε «σκόπιμες ενέργειες» για 

την παρατήρηση της «ισότητας των μερών των σχημάτων». Στόχος είναι να διερευνηθεί αν οι 

μαθητές αναγνωρίσουν το σχήμα, χρησιμοποιήσουν λογικο-παραγωγικά επιχειρήματα 

βασιζόμενοι στις γνώσεις τους που προέκυψαν από τις προηγούμενες φάσεις του μαθησιακού 

μονοπατιού προκειμένου να αιτιολογήσουν τον συλλογισμό τους για την επίλυση του 

προβλήματος και την εφαρμογή της διαδικασίας στην εύρεση της θέσης του σημείου Τ. 
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Στο δεύτερο τύπο ΣΟΕΑ, προστίθενται σταδιακά με το πάτημα των κουμπιών ενέργειας 

απόκρυψης/εμφάνισης τα ζεύγη ίσων τριγώνων και τα ευθύγραμμα τμήματα DS, KL τα οποία 

τέμνονται στο σημείο Τ.  

Η δυναμική αναπαράσταση μετασχηματίζεται μέσω του εργαλείου απόκρυψης/ εμφάνισης, το 

οποίο οδηγεί τους «μαθητές [να] εστιάσουν σε ότι μένει ορατό στην οθόνη […]. Οι αλλαγές στην 

οθόνη επηρεάζουν τον τρόπο που κατασκευάζουν οι μαθητές τις εικασίες και την αποδεικτική 

διαδικασία» (Olivero, 2006, p.279). Και ενώ οι εξηγήσεις στο τύπο του καθοδηγούμενου 

προσανατολισμού των ΣΟΕΑ, εξαρτώνται από τις συνδεδεμένες αναπαραστάσεις για το 

ειδικό διάγραμμα, στην επεξηγηματική φάση ή τρίτο τύπο είναι ανάγκη να επεξηγηθούν 

θεωρητικά τα αποτελέσματα στην οθόνη εν κινήσει και για όλη την κλάση των αντικειμένων 

που προκύπτουν, ενώ στον τέταρτο τύπο ή τύπο ελεύθερου προσανατολισμού να 

επεξηγηθούν θεωρητικά τα αποτελέσματα για την κλάση των αναπαραστάσεων κάθε 

μεμονωμένης φάσης που οικοδομεί το σχήμα της λύσης.  

Συγκεκριμένα στον τρίτο τύπο εμφανίζονται ταυτόχρονα δυναμικές συνδεδεμένες 

αναπαραστάσεις λόγω του μετασχηματισμού της μεταφοράς ενώ  στον τέταρτο τύπο οι 

αναπαραστάσεις εμφανίζουν σταδιακά μια αυξανόμενη σύνδεση ως εξελικτική διαδικασία η 

καθεμιά της προηγούμενης αναφορικά με τον τρόπο που επισημαίνονται τα ίσα στοιχεία τους. 

Για παράδειγμα, στον τρίτο τύπο οι πλευρές, τα τρίγωνα και οι ισότητες των στοιχείων των ίσων 

ζευγών τριγώνων εμφανίζονται σε πιο γενικευμένη μορφή από τις προηγούμενες φάσεις. Ο 

σύνθετος μετασχηματισμός μεταφοράς-σύνθεσης με εργαλεία σχολιασμού της αναπαράστασης 

έχει ως αποτέλεσμα την ταυτόχρονη μεταβολή των αντικειμένων μέσω συρσίματος σε όλες τις 

συνδεόμενες αναπαραστάσεις.  Δηλαδή το σύρσιμο του σημείου Ρ στην πρώτη εικόνα του τρίτου 

τύπου επιφέρει ταυτόχρονη μεταβολή στις άλλες δυο, με συνέπεια την παρατήρηση των 

αμετάβλητων στοιχείων και στα τρία σχήματα ταυτόχρονα, λόγω της επίδειξης των μεταβολών σε 

πραγματικού χρόνου μεταβολή μέσω συρσίματος. «Το σχήμα επιδέχεται μια μεταμόρφωση ως 

αποτέλεσμα των χειρισμών που επιφέρουν μια φαινομενολογική ανάλυση και μια επεξήγηση των 

ιδιοτήτων, γίνεται δηλαδή γεωμετρικό σύμβολο» (Dina van Hiele οπ. αναφ. στο Fuys et al., 1984). 

Από την άλλη στόχος του τέταρτου τύπου είναι να οδηγηθούν οι μαθητές στις ιδιότητες των 

σχημάτων, δηλαδή να πάψουν να επηρεάζονται από την εικόνα και «το σχήμα να αποκτήσει  τη 

θέση ενός συνόλου ιδιοτήτων», να αποκτήσει δηλαδή το χαρακτήρα σήματος. Οι μαθητές 

μπορούν να παρατηρήσουν τις διαδικασίες που προέκυψαν και να καταλήξουν σε 

συμπεράσματα για τις ιδιότητες και τις σχέσεις μεταξύ των ιδιοτήτων των σχημάτων από τα 
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ενδεικτικά σημεία που έχουν τοποθετηθεί στα σχήματα (π.χ σημάδια γωνιών). Έτσι 

κατασκευάζουν μια άπειρη κλάση μετασχηματιστικών διαδικασιών του ίδιου γεωμετρικού 

αντικειμένου στην οθόνη και ως γενίκευση των συμπερασμάτων που έχουν οδηγηθεί στους 

προηγούμενους τύπους ΣΟΕΑ.  

Οι προκύπτουσες επιπρόσθετες αναπαραστάσεις μπορούν να συρθούν ανεξάρτητα. Για 

παράδειγμα το σύρσιμο των κορυφών του τριγώνου στην 3η διαμόρφωση αφήνει τις άλλες 

ατροποποίητες. Η εμφάνιση των κατασκευαστικών γραμμών μαζί με το σύρσιμο του σχήματος  

βοηθά τους μαθητές να θέσουν ανοικτούς στόχους με πολλαπλά βήματα και εναλλακτικές 

λύσεις,  ως εκ τούτου επεκτείνοντας τις γνώσεις τους σε αυτό που έχουν δει προηγουμένως. Οι 

μαθητές μαθαίνουν να βρίσκουν τον δρόμο τους μέσα από ένα δίκτυο σχέσεων και συνεχείς 

μετασχηματισμούς μεταξύ του θεωρητικού και χωρογραφικού πεδίου. Στο στάδιο αυτό πρέπει να 

έχουν αποκτήσει την ικανότητα να «διαβάζουν» το διάγραμμα, να συνδέουν τις αναπαραστάσεις 

με τις προηγούμενες φάσεις του προβλήματος μέσω των ΣΟΕΑ που έχουν διερευνήσει, ώστε να 

οδηγηθούν σε αποδεικτική διαδικασία υποβοηθούμενοι από τον καθοδηγητικό σχολιασμό.  

Στον πέμπτο τύπο ΣΟΕΑ οι μαθητές μπορούν να «συγκρίνουν σύμβολα μεταξύ τους, να 

διερευνούν ομοιότητες και διαφορές και να προσανατολίζονται στη σημασία των συμβόλων» 

(Dina van Hiele οπ. αναφ. στο Fuys et al., 1984, p.221). Να κατανοούν δηλαδή μια ειδικότερη 

δομή ως γενικότερη με κάποιες επιπλέον ιδιότητες. Ο τύπος αυτός χαρακτηρίζεται από την 

αναγνώριση των κοινών χαρακτηριστικών των διαγραμμάτων από κάποιες από τις ιδιότητές του ή 

κάποια χαρακτηριστικά του και η έννοια της απόδειξης διαμορφώνεται διαμέσου της ανάλυσης.  

Η διαδικασία αυτή μπορεί να βοηθήσει τους μαθητές να προχωρήσουν μέσω των διαδοχικών 

βημάτων στην επίλυση και την ολοκλήρωση της λύσης. Κατά τη διάρκεια αυτής της διαδικασίας 

οι μαθητές «επισκοπούν τις μεθόδους που είναι στη διάθεσή τους και […] συμπυκνώνουν σε ένα 

σύνολο την περιοχή που η σκέψη τους έχει ερευνήσει» (Dina van Hiele οπ. αναφ. στο Fuys et al., 

1984).  Δηλαδή τις  πληροφορίες με τις όποιες εξοικειώθηκαν, το νέο δίκτυο των γεωμετρικών 

αντικειμένων που προέκυψαν και τις σχέσεις μεταξύ τους. Οι μαθητές που έχουν καλλιεργήσει τις 

διαδικασίες σκέψης και τις δεξιότητες εφαρμογής μπορούν να αναπτύξουν ένα μαθηματικό 

μοντέλο και να ερμηνεύσουν το ρεαλιστικό πρόβλημα.  

Από την οπτική της εργαλειακής γένεσης: Η σύνθεση των εργαλείων έχει ως αποτέλεσμα την 

κατασκευή ενός οργάνου και του σχήματος εργαλειοποιημένης δράσης που περιλαμβάνει την 

έννοια της συμμετρίας, την έννοια της ισότητας και καθετότητας των περιστρεφόμενων 

τμημάτων εν κινήσει κ.ο.κ. Ταυτόχρονα η διαδικασία έχει ως αποτέλεσμα οι μαθητές να 
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συνδέσουν σχέσεις με έννοιες οπτικά: για παράδειγμα, την έννοια του τετραγώνου του 

σχηματιζόμενου από το ίχνος του ευθύγραμμου τμήματος με την ισότητα των πλευρών και την 

ισότητα των διαγωνίων, έννοιες που οι μαθητές έχουν διερευνήσει στις προηγούμενες φάσεις 

της διαδικασίας. Ο χειρισμός των κουμπιών ενέργειας (κουμπιών απόκρυψης-εμφάνισης και 

κουμπιών παρουσίασης) επιτρέπει στους μαθητές να αναπτύξουν έναν απευθείας χειρισμό του 

διαγράμματος στην οθόνη, ανατροφοδοτώντας τον άμεσα με σειριακές αναπαραστάσεις, ενώ 

«μειώνει το γνωστικό φορτίο των χρηστών επιτρέποντας στον μαθητή  να συμμετέχει στις επί της 

οθόνης αναπαραστάσεις» (Hutchins et Al,, 1986 οπ. αναφ. στους Sedig & Sumner, 2006)».  

Η κατασκευή των εννοιών-εν-δράσει, όπως της ισότητας των τριγώνων με ίδιο σχολιασμό, της 

ισότητας και καθετότητας των τμημάτων από περιστροφή, είναι αποτελέσματα των σχημάτων 

εργαλειοποιημένης δράσης των αντικειμένων από περιστροφή που κατασκευάζουν οι μαθητές,  

επεκτείνοντας τα χρηστικά σχήματα που έχουν κατασκευάσει σε προηγούμενη φάση της 

ερευνητικής διαδικασίας, κατασκευάζοντας επομένως δεύτερου τύπου χρηστικά σχήματα στα 

οποία τα αρχικά λειτουργούν ως δομικές μονάδες (Drijvers & Trouche, 2008, p. 372) 

Από την οπτική της δομικής ανάλυσης των αναπαραστάσεων: Η επίλυση του προβλήματος 

αποτελείται από διαδοχικές σχηματοποιήσεις σε διαδοχικές σελίδες, οι οποίες είναι 

συνδεδεμένες γνωστικά και όχι κατ’ ανάγκη κατασκευαστικά. Η διαδικασία είναι συνδεδεμένη με 

τις στρατηγικές για την επίλυση του προβλήματος ή την πρόβλεψη των διαφορετικών δρόμων 

στην επίλυση σχετικών με διαδικασίες σκέψης των ατόμων ή διαφορετικούς στόχους.  

Το σχήμα μπορεί να μετασχηματιστεί λόγω του συρσίματος σταδιακά σε ορθογώνιο, 

ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο, τετράγωνο και ορθογώνιο τραπέζιο. Οι μαθητές μέσω της 

διαδικασίας προσθήκης κίνησης «έχουν τη δυνατότητα να παρατηρήσουν την πορεία μετάβασης, 

γεφυρώνοντας έτσι το οπτικό χάσμα που υπάρχει ανάμεσα σε διαφορετικές δυναμικές 

αναπαραστάσεις που προέρχονται από το σύρσιμο του ποντικιού» (Sedig & Sumner, 2006). 

Επομένως, οι δυναμικές αναπαραστάσεις ενισχύουν την οπτικοποίηση των σχέσεων των 

αντικειμένων καθώς και την εμφάνιση τύπων τετραπλεύρων με ειδικές ιδιότητες, για 

παράδειγμα, τη δομή των τεμνόμενων διαγωνίων ενός παραλληλόγραμμου και για την ειδική 

θέση που το σημείο F συμπίπτει με ένα από τα σημεία Ρ, Ο ενός τετραγώνου. Οι μαθητές θα 

αντιδράσουν στο οπτικό ερέθισμα και ο διάλογος που προκύπτει είναι αποτέλεσμα της 

αντίδρασης από το συνεχώς μεταβαλλόμενο οπτικό ερέθισμα. Τα αντικείμενα που 

μετασχηματίζονται αποκτούν πολλαπλούς ρόλους, ώστε η ανάπτυξη αιτιολόγησης στηρίζεται σε 

«ενέργειες (enactive) ή σε εικόνες ») (Semadeni, 1984).  Επομένως, οι αιτιολογήσεις που μπορούν 
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να αναπτυχθούν στους τρεις πρώτους τύπους ΣΟΕΑ είναι πραγματικές/εμπειρικές, (ή και 

θεωρήματα-εν-δράσει).  

Στο δεύτερο και τρίτο τύπο τα αντικείμενα που μετασχηματίζονται καθώς και τα δομικά 

στοιχεία από τα οποία αποτελούνται μπορούν να γίνουν αντιληπτά μέσω (1) της σταδιακής 

εμφάνισής τους και των ομοιόμορφα σχολιασμένων ίσων σχηματικών μονάδων με στόχο την 

ανάπτυξη παραγωγικού συλλογισμού και γενικεύσεων για το μεμονωμένο ‘παράδειγμα’ στην 

οθόνη (στο δεύτερο τύπο) (2) του ταυτόχρονου μετασχηματισμού από μεταφορά και 

περιστροφή, και της ολικής εμφάνισής τους (στο τρίτο τύπο) με στόχο την ανάπτυξη συνδυασμού 

απαγωγικού και παραγωγικού συλλογισμού (3) του ανεξάρτητου μετασχηματισμού κάθε 

αναπαράστασης, της σταδιακής οικοδόμησης μιας πιο σύνθετης αναπαράστασης (στον τέταρτο 

τύπο) με στόχο την ανάπτυξη ικανότητας μετάφρασης της εικονικής αναπαράστασης σε λεκτική, 

καθώς και τη διερεύνηση της ικανότητας σύνδεσης των εικόνων με έννοιες και (4) της  

απεικόνισης της λύσης του προβλήματος (στο πέμπτο τύπο) σε μια αναπαραστατική σύνθεση του 

πρώτου-τέταρτου τύπου με στόχο την ανάπτυξη ικανότητας παραγωγικού συλλογισμού, την 

απομοντελοποίηση της λύσης του προβλήματος και επομένως την ικανότητα εφαρμογής της 

λύσης.      

Μέσω της διαδικασίας οι μαθητές συνδυάζουν ενέργειες στο λογισμικό και αποδεικτική 

διαδικασία ή αυστηρή αιτιολόγηση. Συνεπώς η διαδικασία στο λογισμικό έχει μετασχηματιστεί σε 

ένα θεωρητικό μοντέλο συνδυασμού και συμπύκνωσης βημάτων και χρήσης αρχείων του 

λογισμικού προκειμένου να αποδείξουν το πρόβλημα. Η ανάλυση των διαφορετικών τεχνικών 

που επηρέασαν τη σχεδίαση των πέντε τύπων των ΣΟΕΑ θα επισημανθεί στη διαδικασία της 

ανάλυσης των δεδομένων της πειραματικής ομάδας η οποία παρουσιάζεται στο επόμενο 

κεφάλαιο. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4ο  

Ανάλυση των δεδοµένων της µελέτης 

4.1. Εισαγωγή 
Στο τέταρτο κεφάλαιο θα παρουσιαστεί η ανάλυση δεδομένων της μελέτης της πειραματικής 

ομάδας στο δυναμικό περιβάλλον και η συγκριτική μελέτη η οποία αφορά τη μελέτη των 

μαθητών της πειραματικής ομάδας και της ομάδας ελέγχου στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι.  

Ως προς την ανάλυση των δεδομένων στο δυναμικό περιβάλλον :  

 Περιλαμβάνει την εξέλιξη της ιστορίας κάθε μαθητή σε τρία βασικά σκέλη:  

(α) αναφορικά με την επίδραση των αλληλεπιδραστικών τεχνικών του λογισμικού στην 

ανάπτυξη ικανότητας μετατροπής μεταξύ αναπαραστάσεων της ίδιας οντότητας καθώς και την 

ανάπτυξη ικανότητας δομικής ανάλυσης των δυναμικών διαγραμματικών αναπαραστάσεων·  

(β) αναφορικά με την επίδραση των αλληλεπιδραστικών τεχνικών του λογισμικού στη 

διατύπωση εννοιών και το μετασχηματισμό των εννοιών και  

(γ) αναφορικά με την επίδραση των αλληλεπιδραστικών τεχνικών και της σύνθεσής τους στην 

ανάπτυξη επαγωγικού, απαγωγικού, μετασχηματιστικού και παραγωγικού συλλογισμού και 

συνεπώς στην ανάπτυξη του επιπέδου γεωμετρικής σκέψης κατά μήκος της ερευνητικής 

διαδικασίας.  

Ως προς την ανάλυση των δεδομένων στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι:  

Για τη μελέτη καταγράφηκαν τα κοινά χαρακτηριστικά που εμφανίστηκαν (π.χ, τα χαρακτηριστικά 

Α1-Α7 εμφανίστηκαν στο Α στάδιο της διερευνητικής διαδικασίας, τα χαρακτηριστικά Β1-Β7 

εμφανίστηκαν στο Β στάδιο κ.ο.κ. ). Τα χαρακτηριστικά αυτά εμφανίστηκαν στα διαφορετικά 

στάδια σε έναν ή περισσότερους εκ των μαθητών και των δυο ομάδων επιπέδου 1 ή 2 van Hiele 
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στο προ-τεστ. Παρουσιάζονται αποσπάσματα εκ των γραπτών τεστ των μαθητών, περιληπτική 

ανάλυση του τρόπου σκέψης κάθε μαθητή η οποία προκύπτει από την επίλυση του προβλήματος 

αλλά και τη σύγκριση με την επίλυση προβλημάτων σε προηγούμενα στάδια της μελέτης, καθώς 

και ποια χαρακτηριστικά κάθε σταδίου εμφανίζονται στον καθένα. Στα αποτελέσματα ακολουθεί 

συγκριτικός πίνακας και διατυπώνονται τα συμπεράσματα για κάθε στάδιο της μελέτης.  

 

4.2. Ανάλυση των δεδοµένων της µελέτης στο δυναµικό περιβάλλον  

4.2.1. M1-ΟΜΑ∆Α Γ 
Aνάπτυξη ικανότητας µετασχηµατισµού µεταξύ αναπαραστάσεων µέσω γνωστικών 
συγκρούσεων. 

Ο μαθητής αναπτύσσει σταδιακά την ικανότητα μοντελοποίησης μιας λεκτικής (ή και νοητικής) 

αναπαράστασης σε εικονική. Επομένως, της μετατροπής των αναπαραστάσεων της έννοιας στο 

ίδιο αναπαραστατικό σύστημα (π.χ., εικονικό) ή μεταξύ διαφορετικών αναπαραστατικών 

συστημάτων (π.χ., λεκτικό, εικονικό). Η ικανότητα αυτή προκύπτει ως αποτέλεσμα της ανάπτυξης 

ικανότητας αποκωδικοποίησης της διαδικασίας, μέσω των εντολών και εργαλείων του 

λογισμικού, και αυτή μέσω γνωστικών συγκρούσεων στις δυο πρώτες φάσεις της ερευνητικής 

διαδικασίας. Ως αποτέλεσμα ο μαθητής ακολουθεί μια αυξανόμενη πορεία κατανόησης και 

ανάπτυξης του συλλογισμού, η οποία εκδηλώνεται μέσα από την ανάπτυξη των χαρακτηριστικών 

των διαφορετικών επιπέδων, όπως αυτά έχουν περιγραφεί από τον Battista (2007).  

 

 

Μέσω του εργαλείου σημείου + πειραματικού συρσίματος 
…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

  
                                                                                                                                              Σχήµα 4.1.Σχήµα  

αναφερόµενο στο 
απόσπασµα  διαλόγου 
[1-3]. 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Ο Μ1 κατασκευάζει ένα σημείο αυθαίρετο στην οθόνη το οποίο δε συσχετίζεται εννοιολογικά 

με τα υπόλοιπα σημεία A, B, C, ώστε να προκύψει ένα παραλληλόγραμμο. Επομένως, αρχικά 

κατασκευάζει ένα σχέδιο παραλληλογράμμου. Μέσω της κατασκευής του, προσπαθεί να 
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ικανοποιήσει μόνο τους οπτικούς περιορισμούς του σχήματος. Η διαμεσολάβηση του 

πειραματικού συρσίματος του δυναμικού σημείου κορυφής του σχεδίου του, οδηγεί τον Μ1 σε 

γνωστική σύγκρουση, μεταξύ αυτού που γνωρίζει (αρχέτυπη εικόνα παραλληλογράμμου) και 

αυτού που αντιμετωπίζει στην οθόνη. Κατανοεί τότε, ότι το σχήμα είναι μεταβλητό. Στο [7] δεν 

κατανοεί την θεσιακή επιλογή των αντικειμένων για την κατασκευή, επομένως δεν έχει 

ικανότητα μετατροπής της λεκτικής διατύπωσης (σε νοητική εικόνα) και σε εικόνα στην οθόνη.  

 

Μέσω του εργαλείου καθέτου + πειραματικού συρσίματος  
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

Στο [15] έχει κατασκευάσει τη σειριακή κατανόηση επιλογής των εργαλείων για την 

κατασκευή της καθετότητας και συμπληρώνει λεκτικά τη σειρά της τεχνολογικής διαδικασίας. 

Επομένως, το εργαλείο καθέτου διαμεσολαβεί, ώστε ο μαθητής να αποκωδικοποιήσει μια 

ιδιότητα του σχήματος, να αποκτήσει τη λεκτική κατανόηση της χρήσης του και την ικανότητα 

μοντελοποίησης της λεκτικής διατύπωσης σε εικονική.   

 

Μέσω του εργαλείου κύκλου + πειραματικού συρσίματος 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
…………………………………………………………………………………………………………………………………………………… ….. 

Ο μαθητής στο [48] προσδιορίζει το σχήμα του ρόμβου ως οπτική ολότητα, αφού δεν 

αναγνωρίζει τις ιδιότητες του σχήματος. Στο σημείο αυτό έρχεται σε γνωστική σύγκρουση.   

Επομένως, δεν έχει ικανότητα μετατροπής της λεκτικής αναπαράστασης σε νοητική και στη 

συνέχεια σε εικονική.  

 

Μέσω του εργαλείου ανάκλασης  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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Προτείνει το εργαλείο ανάκλασης στο [170] για την περιστροφική συμμετρία σημείου. Ο 

μαθητής προσπαθεί να εφαρμόσει το εργαλείο με οικονομία ή να προσαρμόσει την διαδικασία 

της περιστροφής στη διαδικασία ανάκλασης που έχει κατανοήσει. Η κατασκευή του συμμετρικού 

σημείου ως προς κέντρο με το εργαλείο ανάκλασης του λογισμικού οδηγεί σε εργαλειακό 

εμπόδιο, αφού δεν ενεργοποιείται η εντολή. Επομένως, οδηγεί το μαθητή σε γνωστική 

σύγκρουση σχετικά με τις έννοιες της συμμετρίας ως προς κέντρο και ως προς άξονα και τη 

διαδικασία αποκωδικοποίησης τους.  Κατανοεί την έννοια της περιστροφικής συμμετρίας, μέσω 

του προσαρμ. εργαλείου, όπως διαπιστώνεται στη συνέχεια. 

 

Μέσω του  προσαρμ. εργαλείου και του πειραμ. συρσίματος 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

  
 

                                                                                                                                    Σχήµα 4.2. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου 
[183-184] 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
Στο [184] αναγνωρίζει το ημιτελές σχήμα του παραλληλογράμμου από τη βασική πρωτεύουσα 

ιδιότητα (παραλληλία των απέναντι ίσων συμμετρικών τμημάτων) την οποία διατυπώνει με 

μαθηματική τυπική γλώσσα. Αυτό είναι χαρακτηριστικό επιπέδου 2, αφού ο μαθητής, 

αναγνωρίζει το σχήμα, συμπληρώνοντας νοητικά τις γραμμές του σχήματος. Ταυτόχρονα 

μετασχηματίζει την εικονική αναπαράσταση σε λεκτική, αναδιατυπώνοντας την έκφραση στο 

[25]. Στο [184] το παραλληλόγραμμο έχει αποκτήσει το χαρακτήρα σήματος, ένδειξη  που 

εμφανίζεται και στην εξέλιξη της διαδικασίας στο σημείο [87] των ΣΟΕΑ.  

 

 

Ανάπτυξη ικανότητας δοµικής ανάλυσης των σχηµάτων– διπλή (/πολλαπλή) 
ερµηνεία γεωµετρικών αντικειµένων   
 

Μέσω του εργαλείου ανάκλασης και του θεωρητικού συρσίματος  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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                                                                                                                              Σχήµα 4.3. Σχήµα αναφερόµενο 

στο απόσπασµα διαλόγου [159-
165] 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Αναγνωρίζει στο [161] τα υποσχήματα στα οποία διαχωρίζεται από τον άξονα συμμετρίας ένα 

ισοσκελές ως σύνθεση ορθογωνίων τριγώνων, παρά την αλλαγή της θέσης προσανατολισμού 

του σχήματος. Επομένως, έχει αναπτύξει την ικανότητα να αναγνωρίζει τα δομικά μέρη στα 

οποία διαχωρίζεται ένα σχήμα. «Η περιγραφή του στηρίζεται στην οπτική αντίληψη προκειμένου 

να προσδιορίσει τις σχέσεις των σχημάτων [σε αυστηρά άτυπη γλώσσα]» (Battista, 2007, p. 851) 

(χαρακτηριστικό επιπέδου 2.1).  

 

 

Μέσω του προσαρμ. εργαλείου και πειραμ. συρσίματος  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

   
                                                                                                                                Σχήµα 4.4.Σχήµα αναφερόµενο 

στο απόσπασµα διαλόγου [199-
202] 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Ο μαθητής στο [200] αποκωδικοποιεί λεκτικά την εικονική πληροφορία με συνδυασμό 

άτυπης και τυπικής γλώσσας, εξετάζοντας αν το σχήμα στην οθόνη ικανοποιεί ένα σύνολο 

ιδιοτήτων (χαρακτηριστικό επιπέδου 2). Βασίζεται γι’ αυτό στην οπτική αντίληψη και σε 

νοητικούς μετασχηματισμούς σύγκρισης δεδομένων.  

 

Μέσω του προσαρμ. εργαλείου με οικονομία ή κατάχρηση  

Στο [261] μεταφράζει τη νοητική του αναπαράσταση σε εικονική. Συνεπώς, αναπτύσσει την 

ικανότητα μετασχηματισμού της νοητικής εικόνας που έχει κατασκευάσει σε προηγούμενη φάση 

της ερευνητικής διαδικασίας --και την οποία δεν είχε στην αρχή-- αμφιταλαντευόμενος μεταξύ 

θεωρητικού και οπτικού πεδίου.   

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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                                                                                                              Σχήµα 4.5.Σχήµα αναφερόµενο 
στο απόσπασµα διαλόγου [261-
266] 

               
…………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 

Κατασκευάζει το τετράγωνο στο χωρογραφικό πεδίο του λογισμικού, χρησιμοποιώντας 

ιδιότητες του θεωρητικού πεδίου της γεωμετρίας (π.χ, ισότητα πλευρών, ορθές γωνίες και 

ιδιότητα μεσοπαραλλήλου). Για την κατασκευή του τετραγώνου κάνει χρήση του προσαρμ. 

εργαλείου με οικονομία, προκειμένου να κατασκευάσει δυο τμήματα που είναι κάθετα στο 

αρχικό και μεταξύ τους ίσα. Οι ενέργειες του είναι αντίστροφες των ενεργειών της Μ12 στο [261] 

η οποία είχε κατασκευάσει τους άξονες συμμετρίας του τετραγώνου, επιλέγοντας τα μέσα των 

απέναντι πλευρών. Επομένως, ο μαθητής χρησιμοποιεί διαδικασίες συνδεδεμένες με έννοιες, 

που έχει κατασκευάσει λόγω της αλληλεπίδρασης με τα άλλα μέλη της ομάδας (π.χ αλληλεπιδρά 

με την Μ12 για τη διατύπωση ιδιοτήτων του τετραγώνου στο [264]). Έχει συνδέσει την 

διαδικασία περιστροφής με την έννοια της ορθής γωνίας στο [266]. 

Η κατασκευή του επομένως είναι αντίκτυπος των συνδεόμενων αναπαραστάσεων που ο 

μαθητής έχει κατασκευάσει στη διάρκεια της διαδικασίας. Ο μαθητής τείνει να αντικαταστήσει το 

σχήμα με ένα σύνολο ιδιοτήτων του σχήματος. Επομένως, το τετράγωνο αποκτά --μέσω της 

συμμετοχής του μαθητή στο ΥΜΜ-- το χαρακτήρα σήματος.  

 

Μέσω των ΣΟΕΑ  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

  
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Ο Μ1 αποκωδικοποιεί τη λεκτική διατύπωση της ερευνήτριας στο [49] σε εικονική και 

λεκτική. Ο μαθητής μέσα από νοητικούς μετασχηματισμούς οδηγείται να συμπεράνει τη θέση 
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του σημείου της σημαίας. Ομοίως, η οπτικοποίηση της δομής των τεμνόμενων διαγωνίων του 

παραλληλογράμμου στην οθόνη, οδηγεί στη λεκτική διατύπωση στο [95]. Επομένως, έχει 

αποκτήσει την ικανότητα να αποκωδικοποιεί τη λεκτική διατύπωση σε εικονική με εργαλεία 

του λογισμικού και αντίστροφα, αφού «κύριο κριτήριο για τον προσδιορισμό του σχήματος είναι 

να ικανοποιεί ένα ακριβές σύνολο τυπικών ιδιοτήτων» (επίπεδο 2.3) (Battista, 2007, p. 851).  

 
Κατασκευή εννοιών-εν-δράσει- λογική συσχέτιση ιδιοτήτων  
 

Μέσω του εργαλείου σημείου +θεωρητικού συρσίματος  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Ο Μ1 διατυπώνει με  δυναμικό τρόπο ιδιότητες του παραλληλογράμμου στο [25], προκειμένου 

να εκφράσει την ισότητα και παραλληλία των απέναντι πλευρών του. Προσδιορίζει δηλαδή 

ιδιότητες του σχήματος, βασιζόμενος στην αντίληψη. Μέσω της έκφρασης του κατασκευάζει ένα 

δυναμικό ορισμό για το παραλληλόγραμμο. Οι διατυπώσεις του είναι συνδυασμός άτυπης και 

δυναμικής γλώσσας.  

 

Μέσω του εργαλείου ανάκλασης + πειραματικού συρσίματος  
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

                                              
                                                                                                              Σχήµα 4.6.Σχήµα αναφερόµενο 

στο απόσπασµα διαλόγου [125-
126]                

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Το πειραματικό σύρσιμο του σημείου ή του ανακλώμενου του σημείου οδηγεί στο 

μετασχηματισμό της οπτικής δυναμικής αναπαράστασης, η οποία μεταφράζεται με τη μεταβολή 

της απόστασης των σημείων από τον άξονα. Ο Μ1 ερμηνεύει με συμβολικό τρόπο την ισότητα 

των τμημάτων στο [126] και αναγνωρίζει τα ίσα τμήματα, παρά την αλλαγή προσανατολισμού 

του άξονα συμμετρίας.  

 
Μέσω του προσαρμ. εργαλείου + θεωρητικού συρσίματος 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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Στο [184] αναγνωρίζει το ημιτελές σχήμα του παραλληλογράμμου από τη βασική πρωτεύουσα 

ιδιότητα. Η διατύπωση του μπορεί να χαρακτηριστεί οικονομικός ορισμός του 

παραλληλογράμμου. 

 

Μέσω του προσαρμ. εργαλείου + θεωρητικού συρσίματος  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [200] κατασκευάζει ΣΕΔ του προσαρμ. εργαλείου και κατασκευάζει την έννοια-εν-δράσει 

των συμμετρικών τμημάτων ως προς κέντρο. Στην έκφραση του περιέχεται μια υπονοούμενη «αν 

…τότε» δήλωση, αποτέλεσμα της επίδρασης του προσαρμ. εργαλείου. Προκύπτει μετά την 

γνωστική σύγκρουση, που ο μαθητής αντιμετωπίζει στο [198]. Επομένως, είναι αποτέλεσμα της 

κατανόησης της κεντρικής συμμετρίας, λόγω της χρήσης του προσαρμ. εργαλείου. Η διατύπωση 

αυτή μας βοηθά να συμπεράνουμε ότι (α) ο μαθητής υπερέβη το γνωστικό εμπόδιο, που 

παρουσιάστηκε (ως προς τις έννοιες της αξονικής συμμετρίας, συμμετρίας ως προς κέντρο) και  

(β) ότι κατανόησε την έννοια του συμμετρικού σημείου ως 1-1 συνάρτηση (μεταξύ του σημείου 

και του συμμετρικού του).  

 

Μέσω του εργ. περιστροφής  + θεωρητικού συρσίματος  

Ο μαθητής κατασκευάζει έναν ορισμό για το τετράγωνο σε αλληλεπίδραση με το προσαρμ. 

εργαλείο του λογισμικού και την κατασκευή του σχήματος του ορθογωνίου που έγινε στην 

προηγούμενη φάση. Οι δηλώσεις του στo [263] μπορούν να αναδιατυπωθούν: «[τετράγωνο είναι 

το σχήμα που] έχει τέσσερις γωνίες ορθές [και ίσες διαγώνιες]». Είναι επομένως ένας μη 

οικονομικός ορισμός του τετραγώνου που προέκυψε λόγω της συνεργασίας του με την Μ12. 

Επομένως, μέσω της διαδικασίας οικοδομείται μια αντιληπτική ιεράρχηση των ορθογωνίου –

τετραγώνου.  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
Ανάπτυξη εικασιών και θεωρηµάτων-εν-δράσει 
 
Μέσω του εργαλείου ανάκλασης + πειραματικού συρσίματος 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Ο Μ1 στο [165] αναπτύσσει επαγωγικό συλλογισμό. Ο μαθητής οδηγείται σε γενίκευση για το 

σχήμα του ισοσκελούς μέσα από τις εκφράσεις «παραμένει», «πάντα». Η έκφραση του θα 

μπορούσε να αναδιατυπωθεί ως εξής: «[τα αντικείμενα του λογισμικού διατηρούν τις ιδιότητες 

για τις οποίες κατασκευάζονται με αποτέλεσμα να διατηρείται η ισότητα των τμημάτων], 

επομένως το τρίγωνο παραμένει [πάντα] ισοσκελές». Αιτιολογεί με την έννοια της αμετάβλητης 

ιδιότητας /χαρακτηριστικών των σημείων αρχικού και ανακλώμενου, χρησιμοποιώντας άτυπη 

δήλωση.  

 

Μέσω των ΣΟΕΑ  
Ο Μ1 στο [12] των ΣΟΕΑ διατυπώνει με συνδυασμό τυπικής και άτυπης γλώσσας το 

συλλογισμό του. Ο μαθητής διατυπώνει μια ανεπαρκή «αν …τότε» δήλωση, στην οποία 

αναγνωρίζει την ιδιότητα των άκρων σημείων (δηλαδή, το ευθύγραμμο τμήμα που συνδέει τα 

σημεία των δέντρων είναι αμετάβλητο, αφού και τα άκρα είναι αμετάβλητα). 

Στο [23] διατυπώνει μια εικασία σε συνδυασμό τυπικής και δυναμικής γλώσσας («αν κάνουμε 

δυο rotation, δηλαδή να στρέψουμε το ΟΔ και το ΟΚ, τότε θα έχουμε κάνει την ίδια κατασκευή»). 

Η έκφραση του μπορεί να αναδιατυπωθεί: «αν περιστρέψουμε τα τμήματα ΟD, ΟΚ τότε θα 
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προκύψει η ίδια κατασκευή [για κάθε σημείο Ο του τμήματος DΚ]». Πρόκειται επομένως για μια 

λογική δήλωση,  όπου ο Μ1 εφαρμόζει τον κανόνα modus ponens («αν…τότε»).   

Η έκφραση «για κάθε σημείο Ο του DΚ» είναι μια αναδιατύπωση της έκφρασης του στο [21] 

(πάρε ένα σημείο όπου θες). Επομένως, οδηγείται σε μια γενίκευση, αποτέλεσμα του 

συνδυασμού επαγωγικού –μετασχηματιστικού συλλογισμού που ο μαθητής αναπτύσσει.  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
                                                                                                             Σχήµα 4.7. Σχήµα αναφερόµενο 

στο απόσπασµα διαλόγου [8-21, 
23, 34-36]. 

                 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

Μέσω του εργαλείου συρσίματος και ίχνους 
Η έκφραση του Μ1 στο [16] («βάλλε ένα σημείο πάνω στο DΚ, όπου και να το βάλεις ο 

θησαυρός εκεί θα μείνει») μας οδηγεί να συμπεράνουμε ότι ο μαθητής νοητικά έχει 

μετασχηματίσει στοιχεία του διαγράμματος (για παράδειγμα, τα τμήματα που θα προκύψουν 

από τους μετασχηματισμούς ενός σημείου Ο, αυθαίρετου σημείου που μπορεί να τοποθετηθεί 

στο ευθύγραμμο τμήμα που συνδέει τα δυο σταθερά σημεία των δέντρων). Στο σημείο αυτό 

προβλέπει την αμεταβλητότητα του σημείου Τ, επομένως ο μαθητής αναπτύσσει 

μετασχηματιστικό συλλογισμό. Η έκφραση του μπορεί να αναδιατυπωθεί ως εξής: «αν 

τοποθετήσουμε ένα σημείο πάνω στο αμετάβλητο τμήμα DK τότε [παρά τους συνδεόμενους 
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μετασχηματισμούς των τμημάτων], το σημείο Τ του θησαυρού θα παραμείνει αμετάβλητο». Αυτό 

είναι ένα θεώρημα-εν-δράσει που προκύπτει ως αποτέλεσμα της κατασκευής του ΣΕΔ του 

εργαλείου ίχνους. Η διατύπωση του στο [16] είναι σύνθετο αποτέλεσμα της οπτικοποίησης του 

μετασχηματισμού του διαγράμματος, αλλά και των νοητικών μετασχηματισμών που ο μαθητής 

κατασκευάζει. Επομένως, της δυναμικής οπτικοποίησης που ο μαθητής αναπτύσσει, λόγω της 

επίδρασης των ΣΟΕΑ, το οποίο εμφανίζεται και στη συνέχεια της συζήτησης στο [18] και [21].  

Στο [34] ο Μ1 διατυπώνει μια εικασία σε άτυπη γλώσσα που προκύπτει ως αντιληπτικό 

αποτέλεσμα, λόγω της επίδρασης του εργαλείου συρσίματος και ίχνους. Η διατύπωση του 

μπορεί να αναδιατυπωθεί σε αυστηρή γλώσσα «αν σύρουμε το σημείο Ο τότε το σημείο Τ είναι 

σταθερό για κάθε θέση του σημείου Ο». Ο μαθητής έχει συνδέσει τις δυναμικές 

αναπαραστάσεις (π.χ, «ταυτόχρονα άμα κουνάμε αυτό εδώ είναι σταθερό»), το οποίο 

επαναλαμβάνει με την διατύπωση της «αν …τότε» δήλωσης. Στην πρόταση του οδηγείται σε 

γενίκευση (π.χ [21, 34]).  

 
Ανάπτυξη ικανότητας παραγωγικού συλλογισµού  
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
                                                                                                              Σχήµα 4.8.Σχήµα 

αναφερόµενο στο 
απόσπασµα διαλόγου 
[62-63] 

                
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [63], η φράση του «στη μισή απόσταση της DK»  δηλώνει ότι ο μαθητής έχει συμπεράνει 

ότι η λύση του προβλήματος είναι το ευθύγραμμο τμήμα που είναι «παράλληλο και ίσο με το 

τμήμα DG, που είναι ίσο με το μισό της DK». Επομένως, έχει αποκτήσει την ικανότητα να 

συσχετίσει τις ιδιότητες των τμημάτων. Η διατύπωση του περιλαμβάνει μια αλυσίδα λογικών 

δηλώσεων, αποτέλεσμα παραγωγικού συλλογισμού, μέσω της οποίας εφαρμόζει τη λύση στο 

πραγματικό πρόβλημα: δηλαδή που θα κινηθεί κάποιος, γιατί θα κινηθεί εκεί και πόσο θα 

κινηθεί.  
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Αναγνωρίζει τη δομή των διαγωνίων και αναπτύσσει απαγωγικά επιχειρήματα, αιτιολογώντας 

το είδος των τριγώνων που σχηματίζονται από την περιστροφή περί 90ο στο [95]. Η έκφραση του 

στο [93] είναι μια σύνθετη έκφραση, αλυσίδα παραγωγικών δηλώσεων, χαρακτηριστικό 

επιπέδου 3.  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η διατύπωση του Μ1 περιέχει στοιχεία παραγωγικού συλλογισμού. O μαθητής έχει 

κατασκευάσει μια λογική πρόταση που προέκυψε από μια προϋπάρχουσα πρόταση και τους 

συμπερασματικούς κανόνες που έχει κατανοήσει. Επομένως, κατασκευάζει μια λογική πρόταση 

ως αποτέλεσμα της προϋπάρχουσας γνώσης, που έχει αποκτηθεί στη διάρκεια της δεύτερης 

φάσης της ερευνητικής διαδικασίας (δηλαδή, των συμπερασματικών κανόνων «οι διαγώνιες του 

παραλληλογράμμου πάντοτε διχοτομούνται» και «ένα τετράπλευρο είναι παραλληλόγραμμο 

όταν οι απέναντι πλευρές του είναι παράλληλες και ίσες»). Στην έκφραση του οδηγείται σε 

γενίκευση («θα τέμνονται πάντα στο ίδιο σημείο»), η οποία είναι συνδυασμός οπτικοποίησης 

αλλά και αφαιρετικών διαδικασιών σκέψης, αφού «χρησιμοποιεί εμπειρικά στοιχεία για να 

καταλήξει στο συμπέρασμα ότι αν ένα σχήμα έχει μια ιδιότητα, έχει και μια άλλη» (Battista, 2007, 

p. 852) χαρακτηριστικό επιπέδου 3.1.  

4.2.2. Μ2-ΟΜΑ∆Α Γ  
Ανάπτυξη ικανότητας µετασχηµατισµού µεταξύ αναπαραστάσεων µέσω γνωστικών 
συγκρούσεων. 
 
Μέσω του εργαλείου σημείου +πειραματικού συρσίματος 

Στα σημεία [9, 13] η μαθήτρια αντιμετωπίζει εμπόδια που προκύπτουν από τη δυσκολία 

κατανόησης της σειριακής και θεσιακής επιλογής των σχηματικών μονάδων και εργαλείων 

κατασκευής καθέτων του λογισμικού.  

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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Μέσω του εργαλείου καθέτων  

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

…………………………………………………………………………………………………………………… 

                                 
Σχήµα 4.9. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου 
[12-26] 

          
 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 

Αναπτύσσει μετασχηματιστικό συλλογισμό στα [6, 8, 22], προβλέποντας τη διαδικασία 

κατασκευής και στη συνέχεια αποτυπώνοντας τη νοητική της εικόνα σε σχέδιο στην οθόνη. Κατά 

τη διάρκεια της κατασκευαστικής διαδικασίας αντιμετωπίζει γνωστικές συγκρούσεις που 

προκύπτουν, λόγω των γνωστικών εμποδίων (που αφορούν είτε τη φύση του λογισμικού δηλαδή 

εργαλειακών εμποδίων,είτε του ίδιου αντικειμένου της γεωμετρίας) που παρουσιάζονται. Για 

παράδειγμα, η μη ενεργοποίηση της εντολής, οδηγεί τη μαθήτρια να αναπτύξει διαδικασίες 

σκέψης προκειμένου να επιλέξει με την κατάλληλη σειρά τις σχηματικές μονάδες και να 

ολοκληρώσει την κατασκευή του σχήματος του παραλληλογράμμου, αλλάζοντας τον 

προσανατολισμό της επιλογής των αντικειμένων. Επομένως, αναπτύσσει την ικανότητα 

θεσιακής και σειριακής επιλογής των σχηματικών μονάδων και εργαλείων του λογισμικού, κατά 

συνέπεια την ικανότητα μετατροπής μιας λεκτικής αναπαράστασης σε εικονική.  

Αναλυτικότερα: Στο [12-16] η επιλογή του κατάλληλου σημείου αποτελεί εμπόδιο για την 

κατασκευή της κάθετης. Η μαθήτρια έρχεται σε γνωστική σύγκρουση αναφορικά με την επιλογή 

της θέσης του σημείου, δηλαδή η θεσιακή κατανόηση της επιλογής της σχηματικής μονάδας 

αποτελεί εμπόδιο για τη μετατροπή της νοητικής εικόνας σε εικονική. Στο [14] κατανοεί τη θέση 

του σημείου και κατασκευάζει την ευθεία, με αποτέλεσμα να μετατρέψει την εικονική 

αναπαράσταση σε λεκτική. Η μαθήτρια δε διατυπώνει αρχικά την ιδιότητα της κατασκευής που 

προκαλεί αυτή τη διαδικαστική δράση. Στο [26] διατυπώνει λεκτικά τη διαδικασία πριν 

ολοκληρώσει την κατασκευή. Επομένως, λόγω της γνωστικής σύγκρουσης που έχει προηγηθεί η 
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μαθήτρια έχει αναπτύξει την κατανόηση της θεσιακής επιλογής των σχηματικών μονάδων την 

οποία και διατυπώνει με μαθηματική γλώσσα. Η λεκτική κατανόηση εμφανίζεται σχεδόν 

ταυτόχρονα με τη θεσιακή κατανόηση επιλογής των σχηματικών μονάδων. Επομένως, 

αναπτύσσει την ικανότητα μετατροπής μιας νοητικής αναπαράστασης σε εικονική και λεκτική 

αναπαράσταση.   

 

Μέσω του εργαλείου σημείου  

……………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
 Σχήµα 4.10.                          
Σχήµα αναφερόµενο 
στο απόσπασµα 
διαλόγου [82- 98]                
 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 

Μέσω του εργαλείου περιστροφής  

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο διάστημα [82-84, 96-98] αντιμετωπίζει εμπόδιο αποκωδικοποίησης της νοητικής 

αναπαράστασης σε εικονική, με αποτέλεσμα να επιλέξει τη θέση του σημείου και του 

αντικειμένου με αντιληπτικό τρόπο. Έρχεται σε γνωστική σύγκρουση και στο [105] επινοεί την 

διαδικασία περιστροφής, διατυπώνοντας τη θεσιακή και λεκτική κατανόηση της εφαρμογής του 

εργαλείου περιστροφής για την κατασκευή του τετραγώνου στο [108]. Επομένως, μέσω της 

διαδικασίας οδηγείται να αποκωδικοποιήσει ιδιότητες του σχήματος, μετατρέποντας τη νοητική 

της αναπαράσταση σε εικονική και λεκτική με χρήση εργαλείων. Η Μ2 συνθέτει το σχήμα του 

τετραγώνου, διατυπώνοντας τις ιδιότητες της καθετότητας και ισότητας των πλευρών του 

σχήματος, άρα τις πρωτεύουσες ιδιότητες του που αφορούν τις πλευρές και τις γωνίες.  

 

Ανάπτυξη ικανότητας δοµικής ανάλυσης – διπλής (/πολλαπλής) ερµηνείας 
γεωµετρικών αντικειµένων   
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Μέσω του εργαλείου σημείου+πειραματικού συρσίματος  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
Στο [71] αναπτύσσει επαγωγικό συλλογισμό, ως αποτέλεσμα του πειραματικού συρσίματος επί 

του σημείου. Επομένως, κατανοεί ότι κάθε σημείο της μεσοκαθέτου πληροί την ιδιότητα να 

απέχει εξίσου από τα άκρα του τμήματος, και οδηγείται σε γενίκευση. Έχει αποκτήσει την 

ικανότητα να μετατρέψει μια νοητική αναπαράσταση σε λεκτική  και στη συνέχεια σε εικονική.  

 

Μέσω του προσαρµ. εργαλείου  
……………………………………………………………………………………………………………………… 

    

 
……………………………………………………………………………………………………………………… 

Σχήµα 4.11. Σχήµα 
αναφερόµενο στο 
απόσπασµα διαλόγου 
[186, 311-313]                 

 

Η Μ2 στο [186] μετατρέπει μια εικονική αναπαράσταση σε λεκτική ως αποτέλεσμα της 

οπτικοποίησης των τεμνόμενων διαγωνίων. Η μαθήτρια αποδίδει στα τμήματα που 

σχηματίζονται διπλό ρόλο, αφού τα αναγνωρίζει ως διαγώνιες ενός σχήματος, σχήμα που 

ολοκληρώνει νοητικά. Στο [313] αναγνωρίζει το σχήμα του παραλληλογράμμου από τα τέσσερα 

σημεία των κορυφών εσωτερικού τετράπλευρου. Επομένως, μεταφράζει τη λεκτική διατύπωση 

της ερευνήτριας σε νοητική και στη συνέχεια εικονική. Η μαθήτρια έχει αποκτήσει την ικανότητα 

να συμπληρώνει νοητικά τις γραμμές του σχήματος και αναγνωρίζει το σχήμα του  

παραλληλογράμμου, ενώ δεν έχει εμφανιστεί ολόκληρο στην οθόνη ή έχουν εμφανιστεί κάποια 

στοιχεία του, χαρακτηριστικό επιπέδου μεγαλύτερου από 2, που η μαθήτρια ανήκει αρχικά.  

ΣΟΕΑ Δ φάσης  

Η Μ2 αντιλαμβάνεται ότι το τετράπλευρο που σχηματίζεται είναι ορθογώνιο 

παραλληλόγραμμο και αιτιολογεί την απάντηση της. Η μαθήτρια οπτικοποιεί την καθετότητα των 

τμημάτων DG, DM, καθώς και των MK, KL την οποία διατυπώνει στο [54]. Η μαθήτρια έχει 
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κατασκευάσει το ΣΕΔ του εργαλείου περιστροφής και την έννοια της ισότητας και καθετότητας 

των τμημάτων από περιστροφή. Επομένως, έχει αναπτύξει την ικανότητα μετατροπής μεταξύ 

αναπαραστάσεων και από μια εικονική αναπαράσταση, μέσω νοητικών μετασχηματισμών 

οδηγείται σε μια λεκτική.   

 

 
Μέσω των ΣΟΕΑ Δ φάσης  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

                

……………………………………………………………………………………………………………………… 

 

…………………………………………………………………………………………………………………………                                                                                         
Σχήµα  4.12. Σχήµα 
αναφερόµενο στο 
απόσπασµα διαλόγου 
[52-59, 61] 

 
Αναγνωρίζει τις ιδιότητες του σχήματος και από αυτές συμπεραίνει ότι το σχήμα είναι 

ορθογώνιο. Οι θέσεις των σημείων Ο, Τ την οδηγεί να συμπεράνει ότι το τμήμα ΟΤ είναι άξονας 

συμμετρίας και να οδηγηθεί στη λύση του προβλήματος. Η μαθήτρια έχει αναπτύξει την 

ικανότητα να συνδέει νοητικά αναπαραστάσεις, που έχει αλληλεπιδράσει στις προηγούμενες 

φάσεις της ερευνητικής διαδικασίας. Επομένως, έχει αναπτύξει την ικανότητα δομικής ανάλυσης 

του σχήματος και την ικανότητα να αποδίδει στα ίδια αντικείμενα διπλούς ρόλους (π.χ το τμήμα 

ΜΤ είναι μεσοκάθετος του τμήματος DK, αλλά και άξονας συμμετρίας του ορθογωνίου 

παραλληλογράμμου).  

Μέσω των ΣΟΕΑ Δ φάσης  

Η Μ2 έχει αναπτύξει την ικανότητα να μετατρέπει μια εικονική αναπαράσταση σε λεκτική, 

προσδιορίζοντας τις ιδιότητες του σχήματος. Για παράδειγμα στο [80] κατανοεί από την ιδιότητα 

των διαγωνίων ότι το σχήμα είναι παραλληλόγραμμο.  



 - 210 - 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

                                                                                                                        Σχήµα  4.13. Σχήµα 
αναφερόµενο στο 
απόσπασµα [78-99] 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Επομένως, οδηγείται μέσω νοητικών μετασχηματισμών να συμπεράνει ιδιότητες των 

στοιχείων του διαγράμματος και να αναγνωρίσει υπο-σχήματα σε ένα συνολικό σχήμα. Έχει 

αποκτήσει την ικανότητα να αποδίδει διπλούς ρόλους στα στοιχεία του διαγράμματος.  

Για παράδειγμα αναγνωρίζει ότι το τμήμα ΡΗ είναι πλευρά του τριγώνου ΙΡΗ αλλά και πλευρά 

του παραλληλογράμμου PHQL. Οι αναπαραστάσεις της τελευταίας φάσης είναι συνδεδεμένες 

εννοιολογικά και διαδικαστικά με την α και β φάση της ερευνητικής διαδικασίας. Συνεπώς, 

αναπτύσσει την ικανότητα να λειτουργεί (αναγνωρίζει υποδομές, μετακινείται από ένα 

αναπαρασταστικό σύστημα σε άλλο κλπ.) σε ένα πολυπλοκότερο σχήμα, λόγω της επίδρασης των 

ΣΟΕΑ του μαθησιακού μονοπατιού. 

 
Κατασκευή εννοιών-εν-δράσει-- λογική συσχέτιση ιδιοτήτων  
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 Μέσω του εργαλείου κατασκευής καθέτων 
 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Διατυπώνει μια έννοια-εν-δράσει στο [16] μετά την κατασκευή των καθέτων. Η γλώσσα που 

χρησιμοποιεί είναι συνδυασμός τυπικής μαθηματικής και άτυπης.  

 

Μέσω του εργαλείου κύκλου + πειραματικού συρσίματος  

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [59] διατυπώνει έναν οικονομικό ορισμό του ρόμβου, πρωτεύουσα ιδιότητα του ρόμβου, 

ως αποτέλεσμα του πως αντιλαμβάνεται τον ρόμβο μέσω της κατασκευής του διαγράμματος του 

ισοπλεύρου. Η Μ2 στο [186] αιτιολογεί με την ιδιότητα-κριτήριο του παραλληλογράμμου σε 

αλληλεπίδραση με την ομάδα και το προσαρμ. εργαλείο, επομένως το παραλληλόγραμμο έχει 

αποκτήσει τον χαρακτήρα σήματος. 

 

Μέσω των ΣΟΕΑ Γ φάσης   

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
…………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
Στο [336] διατυπώνει σε συνεργασία με την Μ11 μια έννοια-εν-δράσει, η οποία μπορεί να 

χαρακτηριστεί αυθαίρετος οικονομικός ορισμός για το σχήμα του ορθογωνίου. Ο ορισμός που οι 

μαθήτριες κατασκευάζουν μπορεί να αναδιατυπωθεί: «το τετράπλευρο στο εσωτερικό είναι 
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ορθογώνιο αν είναι παραλληλόγραμμο και οι διαγώνιες του εξωτερικού τετραπλεύρου τέμνονται 

κάθετα». Επομένως, η Μ2 αναπτύσσει αφαιρετική ικανότητα και ικανότητα σύνθεσης ιδιοτήτων. 

 

Μέσω των ΣΟΕΑ Δ φάσης   

………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Για παράδειγμα, στο [4] αντιλαμβάνεται την ισότητα των τμημάτων, λόγω του ΣΕΔ που έχει 

κατασκευάσει κατά τη διάρκεια της εργαλειακής γένεσης για το εργαλείο περιστροφής και 

επεκτείνει την κατανόηση για την ισότητα των αντικειμένων από περιστροφή. Στο [67] 

οπτικοποιεί την ισότητα των τριγώνων, η οποία προκύπτει μέσω των ταυτόχρονων 

μετασχηματισμών τους και είναι αποτέλεσμα της επίδρασης περιστροφής, σχολιασμού και 

πειραματικού συρσίματος των τριγώνων.  

Η μαθήτρια μέσω της ΑΟΑ που αναπτύσσεται επεκτείνει το ΣΕΔ για την περιστροφή των 

τριγώνων και κατανοεί την ισότητα των τριγώνων από περιστροφή. Κατασκευάζει  δηλαδή ένα 

ΣΕΔ δεύτερου επιπέδου, το οποίο οικοδομείται με δομική μονάδα το αρχικό ΣΕΔ περιστροφής 

τμήματος.  

Επομένως, η Μ2 έχει κατασκευάσει το ΣΕΔ για την περιστροφή του τμήματος και επεκτείνει 

αυτό το σχήμα για την περιστροφή των τριγώνων, επισημαίνοντας την ισότητα των τριγώνων 

παρά την αλλαγή προσανατολισμού των σχημάτων. Οδηγείται δηλαδή στην κατασκευή εννοιών 

(π.χ ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο, ίσα ορθογώνια τρίγωνα). 

 

 

 

………………………………………………………………………………………………………… 
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Σχήµα  4.14. Σχήµα 
αναφερόµενο στο 
απόσπασµα διαλόγου 
[66-71]  

………………………………………………………………………………………………………… 

 

Μέσω των ΣΟΕΑ Γ φάσης   

Ο διαφορετικός προσανατολισμός του σχήματος του τετραγώνου στο [114] έχει επίπτωση στο 

συλλογισμό της Μ2, κάτι το οποίο αιτιολογεί την απάντησή της στο [114]. Επομένως, δεν έχει 

ικανότητα ιεράρχησης των σχημάτων ρόμβου-τετραγώνου.   

 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η ικανότητα ιεράρχησης των σχημάτων αναπτύσσεται στην τρίτη φάση της ερευνητικής 

διαδικασίας. Για παράδειγμα στο σημείο [336] η μαθήτρια έχει κατασκευάσει ορισμό, σημείο στο 

οποίο γίνεται κατανοητό ότι το ορθογώνιο έχει αποκτήσει το χαρακτήρα σήματος. Ταυτόχρονα 

έχει ιεραρχήσει το σχήμα ως ειδικότερη μορφή του παραλληλογράμμου, λόγω της ιδιότητας των 

διαγώνιων του.  

 
 

Ανάπτυξη απαγωγικών και παραγωγικών επιχειρηµάτων  
 

Μέσω του εργαλείου κύκλου + πειραματικού συρσίματος  
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………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [59] αιτιολογεί, χρησιμοποιώντας την πρωτεύουσα ιδιότητα του ρόμβου Επομένως, η 

αιτιολόγηση της είναι αποτέλεσμα του πως αντιλαμβάνεται τη σύνθεση του ρόμβου. Αναπτύσσει 

ένα απαγωγικό επιχείρημα το οποίο συμπεραίνει από το διάγραμμα. Δε διατυπώνει το θεώρημα 

(εγγύηση), και η δομή του επιχειρήματος μπορεί να αναπαρασταθεί στο παρακάτω διάγραμμα.  

 
Σχήµα 4.14. Ανάλυση µε µοντέλο Toulmin  του επιχειρήµατος  της Μ2 

Στο [186] διατυπώνει ένα απαγωγικό επιχείρημα λόγω του απαγωγικού συλλογισμού που η 

μαθήτρια αναπτύσσει σε αλληλεπίδραση με το προσαρμ. εργαλείο. Στο σημείο αυτό δεν 

αιτιολογεί γιατί οι διαγώνιες διχοτομούνται, αλλά δέχεται το αποτέλεσμα το οποίο προκύπτει, 

επομένως συμπεραίνει από τα αποτελέσματα την αιτία.  

Μέσω του σχολιασμού του διαγράμματος +θεωρητικού συρσίματος 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
Σχήµα 4.15. Σχήµα 
αναφερόµενο στο 
απόσπασµα διαλόγου 
[316-317] 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
Η Μ2 αναπτύσσει ένα επιχείρημα, εφαρμόζοντας το θεώρημα ΘΜΠ στο [317] για την 

απόδειξη του σχήματος του παραλληλογράμμου σε συνεργασία με τα υπόλοιπα μέλη της 

ομάδας. Η μαθήτρια παρατηρεί το διάγραμμα για να καταλήξει σε συμπεράσματα, προκειμένου 

να αποδείξει ότι το σχήμα είναι παραλληλόγραμμο και αναπτύσσει κανόνες λογικής για να 

κατασκευάσει την απόδειξη. Επομένως, πρόκειται για εμπειρικό αποδεικτικό σχήμα, γενικό 

παράδειγμα, αφού η αιτιολόγηση της βασίζεται σε ένα παράδειγμα στην οθόνη, χαρακτηριστικά 

αντιπροσωπευτικό μιας κλάσης.  
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Μέσω των ΣΟΕΑ  

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

             
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
Στο σημείο [27, 30] των ΣΟΕΑ αναπτύσσει απαγωγικό συλλογισμό. Η Μ2 δεν αρκείται στην 

οπτική επιβεβαίωση από την οθόνη, μέσω της οποίας επαληθεύεται ότι το σημείο είναι μέσο του 

τμήματος, αλλά κατανοεί την ανάγκη αποδεικτικής διαδικασίας. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Το σύρσιμο σημείων προκαλεί αλληλουχία μετασχηματισμών στο σχήμα. Η τοποθέτηση του 

σημείου Ο στο μέσο του τμήματος DK προκαλεί το μετασχηματισμό του διαγράμματος σε 

ορθογώνιο παραλληλόγραμμο. Η Μ2 αναγνωρίζει το σχήμα του ορθογωνίου στο [52], και 

αιτιολογεί στο [53, 54], αναπτύσσοντας ένα απαγωγικό επιχείρημα. Η Μ2 έχει κατασκευάσει ένα 

ΣΕΔ του εργαλείου περιστροφής, που τη βοηθά να διατυπώσει μια λογική πρόταση. Στην 

πρότασή της συσχετίζει έννοιες, χαρακτηριστικό επιπέδου 3. Δηλαδή, αναπτύσσει 

συμπερασματική σχέση μεταξύ της έννοιας της καθετότητας και των γωνιών που σχηματίζονται 

αλλά και τη σχέση μεταξύ της παραλληλίας και καθετότητας.  

Η μαθήτρια  χρησιμοποιεί ως δεδομένο ότι οι γωνίες είναι 90ο (λόγω περιστροφής) και 

υπονοεί το θεώρημα για να συμπεράνει «ότι είναι παράλληλες». Το θεώρημα αποτελεί την 

εγγύηση στη δομή του επιχειρήματος, όπως αναπαριστάνεται μέσω του μοντέλου Toulmin στη 

συνέχεια.  
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Σχήµα 4.16. Ανάλυση µε µοντέλο Toulmin  του επιχειρήµατος  της Μ2 
 

Έχει στόχο να αιτιολογήσει ότι το σχήμα είναι ορθογώνιο. Η απόδειξη ότι οι απέναντι πλευρές 

του σχήματος είναι παράλληλες δεν αρκεί. Στο [4] η μαθήτρια είχε συμπεράνει από το διάγραμμα 

ότι τα τμήματα είναι και ίσα. Επομένως, στο σημείο αυτό θεωρεί δεδομένη (α) την ισότητα των 

απέναντι πλευρών του σχήματος ως στροφών ίσων τμημάτων και (β) ότι το Ο είναι το μέσο του 

DΚ, αναγκαία συνθήκη για να σχηματιστεί ορθογώνιο παραλληλόγραμμο. Στο [59] διατυπώνει 

μια «αν …τότε» δήλωση χαρακτηριστικό επιπέδου 3, στην οποία περιλαμβάνεται η έννοια του 

άξονα συμμετρίας, που η μαθήτρια έχει κατασκευάσει στις προηγούμενες φάσεις της 

ερευνητικής διαδικασίας. 

 

 
Σχήµα 4.17. Ανάλυση µε µοντέλο Toulmin  του επιχειρήµατος των Μ1, Μ2 

 

Το διάγραμμα στην οθόνη δε δίνει τη δυνατότητα στην Μ2 να οπτικοποιήσει τον άξονα 

συμμετρίας και την ιδιότητα της παραλληλίας. Επομένως, η μαθήτρια κατέληξε στο συμπέρασμα 

αυτό από τις ιδιότητες του σχήματος. Αναπτύσσει επιχειρήματα που στηρίζονται στον απαγωγικό 

συλλογισμό, ως αποτέλεσμα του τι παρατηρεί στην οθόνη και τι της είναι αναγκαίο για να 

καταλήξει στο συμπέρασμα, τα οποία στη συνέχεια την βοηθούν να κατασκευάσει την απόδειξη 

του προβλήματος.  
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Η έκφραση της Μ2 στο [61] δηλώνει την ικανότητα εφαρμογής της μαθήτριας στην επίλυση 

του μοντελοποιημένου προβλήματος. Η μαθήτρια χρησιμοποιεί ότι το σημείο του θησαυρού 

είναι μέσο, με στόχο να επαληθεύσει τον ισχυρισμό της. Επομένως, η μαθήτρια συμπεραίνει από 

το αποτέλεσμα την αιτία. Συγκεκριμένα ο συλλογισμός της Μ2 αρχίζει από την πρόταση: M το 

μέσο DK, υπόθεση: ΜΤ άξονας συμμετρίας, υπονοεί ότι σε ορθογώνιο ο άξονας συμμετρίας είναι 

παράλληλος στις βάσεις με τις φράσεις «άρα είναι κάθετος στη DK» και καταλήγει στο 

συμπέρασμα (GΤ=ΤL). Επομένως, η μαθήτρια στο σημείο αυτό αναπτύσσει απαγωγικό 

συλλογισμό. Έχει αναπτύξει ικανότητες οπτικές, λογικές, εφαρμογής.   

 
 
Ανάπτυξη ικανότητας παραγωγικού συλλογισµού 
Στο [90-91] η Μ2 επιχειρηματολογεί αναπτύσσοντας υποστόχους:  

  

 

 

 

 

 

Σχήµα 4.18. Ανάλυση µε µοντέλο Toulmin  του επιχειρήµατος της Μ2 

 

Η μαθήτρια διατυπώνει αποδεικτικούς υποστόχους. Αρχικά υπονοεί ότι τα τρίγωνα από 

περιστροφή είναι ίσα  και συμπεραίνει ότι και τα τμήματα  ΖΥ=ΗΡ=QL. Στο [96] διατυπώνει το 
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δεύτερο υποστόχο που αφορά την απόδειξη της παραλληλίας των τμημάτων ΡΗ, QL 

αναπτύσσοντας παραγωγικό συλλογισμό σε αλυσίδα παραγωγικών επιχειρημάτων. 

Συγκεκριμένα διατυπώνει τις προτάσεις 1, 2 που αναφέρονται στη συνέχεια και χρησιμοποιεί τον 

κανόνα για να καταλήξει στο συμπέρασμα.  

Πρόταση 1: Οι PH= QL ίσες με την κοινή ΖΥ άρα οι δυο απέναντι πλευρές είναι ίσες.  

Πρόταση 2: Η GQ είναι παράλληλη με την ΙΡ, άρα η ΡΗ είναι παράλληλη με την QL γιατί  

                      είναι  προς τρίτη ευθεία κάθετες.  

Κανόνας:     Οι απέναντι πλευρές είναι παράλληλες και ίσες.  

Συμπέρασμα: Το σχήμα είναι παραλληλόγραμμο, επομένως οι διαγώνιες διχοτομούνται.  

 

4.2.3. Μ3-ΟΜΑ∆Α ∆ 
Ανάπτυξη ικανότητας µετατροπής µεταξύ αναπαραστάσεων µέσω γνωστικών 
συγκρούσεων 
 

Μέσω του εργαλείου σημείου + πειραματικού συρσίματος  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
                                                                                                                  Σχήµα 4.19. Σχήµα 

αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου [1-6]  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [1-6] ο Μ3 αντιμετωπίζει εργαλειακά εμπόδια, όπως τη μη σειριακή κατανόηση της 

επιλογής των αντικειμένων για να ολοκληρωθεί η διαδικασία, με αποτέλεσμα η εντολή 

κατασκευής της παράλληλης να μην είναι ενεργοποιημένη. Αυτό οδηγεί το μαθητή σε γνωστική 

σύγκρουση και στη σειριακή και θεσιακή κατανόηση. Στο [6] ολοκληρώνει την κατασκευή 

παραλλήλων με αλλαγή προσανατολισμού των αντικειμένων. Επομένως, αναπτύσσει την 

ικανότητα μετατροπής μιας λεκτικής αναπαράστασης σε εικονική.  

 

 

Μέσω του εργαλείου του κύκλου  
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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                                                                                                                  Σχήµα 4.20. Σχήµα 

αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου [12-23]  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Ο Μ3 στο [12-14] περιγράφει τη διαδικασία κατασκευής του ισοσκελούς, η οποία εφαρμόζεται 

στα στατικά μέσα, με συνδυασμό τυπικής, άτυπης και δυναμικής γλώσσας. Προσπαθεί να  

αποκωδικοποιήσει τη νοητική του εικόνα, χρησιμοποιώντας εργαλεία και εντολές του 

λογισμικού. Ο Μ3 χρησιμοποιεί το εργαλείο του κύκλου με κατάχρηση, αφού χρησιμοποιεί το 

εργαλείο με διαφορετικό τρόπο από αυτόν που έχει προβλεφθεί από το σχεδιαστή του 

λογισμικού. Με τον τρόπο αυτό κατασκευάζει ένα ψευδο-ισοσκελές τρίγωνο, το οποίο με το 

σύρσιμο ενός σημείου-κορυφής καταστρέφεται.   

Επομένως, αντιμετωπίζει γνωστικές συγκρούσεις οι οποίες προκύπτουν από το σύρσιμο των 

κορυφών του σχήματος και ωθείται από το περιβάλλον να αναπτύξει διαδικασίες σκέψης, ώστε η 

κατασκευή του να είναι σταθερή.  

 

Μέσω του παραμετρικού εργαλείου  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

  

                                                                                                                         Σχήµα 4.21. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα [29-38]  
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………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Ο Μ3 επινοεί τη στρατηγική κατασκευής μεσοκαθέτου. Το σύρσιμο του παραμετρικού 

τμήματος ώστε να καταστεί μεγαλύτερο από το μισό του αρχικού τμήματος, βοηθά αντιληπτικά 

το μαθητή να υπερβεί το εργαλειακό εμπόδιο. Το αποτέλεσμα της κατανόησης είναι να 

διατυπώσει την συμπερασματική έκφραση στο [36]. Επομένως, αντιμετωπίζει γνωστική 

σύγκρουση και αναπτύσσει την ικανότητα αποκωδικοποίησης της νοητικής αναπαράστασης σε 

εικονική. Το εργαλείο του συρσίματος επομένως, και το τεχνούργημα του παραμετρικού 

τμήματος διαμεσολαβούν ώστε ο μαθητής να αναπτύξει την ικανότητα μετατροπής μεταξύ 

αναπαραστάσεων, εφαρμόζοντας θεωρία της γεωμετρίας.  

 

Μέσω του εργαλείου του κύκλου και εργαλείου καθέτου 

Εκφράζει με συνδυασμό τυπικού και άτυπου τρόπου την ιδιότητα της ισότητας και 

καθετότητας των πλευρών του τετραγώνου. Κατασκευάζει τη σειριακή και θεσιακή κατανόηση 

της χρήσης του εργαλείου καθέτου και παραλλήλου. Αποκωδικοποιεί την ιδιότητα της ισότητας 

με το εργαλείο του κύκλου και της καθετότητας με τα εργαλείο καθέτου, αναπτύσσοντας την 

ικανότητα να μεταφράζει μια ιδιότητα του σχήματος με χρήση εργαλείων.  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

 
……………………………………………………………………………………………………………………… Σχήµα 4.22. Σχήµα 

αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου 
[56-67]   

 

Ο μαθητής επομένως συνδέει μέσω της διαδικασίας κατασκευής κύκλου την έννοια της 

ισότητας των πλευρών του τετραγώνου με την έννοια της ισότητας των ακτινών του κύκλου, 

αναπτύσσει επομένως συνδέσεις εννοιών. Επομένως, αναπτύσσει την ικανότητα να μεταφράζει 

μια νοητική του αναπαράσταση, εικονικά και λεκτικά.  
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Μέσω του προσαρμ. εργαλείου  

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

                    
                                                                                                                         Σχήµα 4.23. Σχήµα 

αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου 
[107-113] 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Ο Μ3 στο [107] αντιμετωπίζει εργαλειακό εμπόδιο, εφαρμόζοντας το προσαρμ. εργαλείο στο 

κέντρο περιστροφής. Αντιμετωπίζει επομένως εμπόδια ως προς την θεσιακή κατανόηση του 

εργαλείου. Κατασκευάζει την θεσιακή κατανόηση μέσα από τη γνωστική σύγκρουση που 

προκύπτει, λόγω του αποτελέσματος στην οθόνη. Στη συνέχεια ακολουθεί ενέργειες που 

εφαρμόζονται για την κατασκευή συμμετρικού αντικειμένου ως προς κέντρο στα στατικά μέσα. 

Επομένως, μεταφράζει μια νοητική του αναπαράσταση, εικονικά.  

  

Ανάπτυξη ικανότητας δοµικής ανάλυσης – διπλή (/πολλαπλή) ερµηνεία 
γεωµετρικών αντικειµένων   
 
Μέσω του προσαρμ. εργαλείου+ θεωρητικού συρσίματος  
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

       
                                                                                                                                Σχήµα 4.24. 

Σχήµα αναφερόµενο 
στο απόσπασµα 
διαλόγου [154-159] 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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                                                                                                                                Σχήµα 4.25. 

Σχήµα αναφερόµενο 
στο  απόσπασµα 
διαλόγου [165-179] 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η εφαρμογή του προσαρμ. εργαλείου από τον Μ3 στο [157] γίνεται με οικονομία. Ο Μ3 

αντιμετωπίζει γνωστικό εμπόδιο και παρερμηνεύει την έννοια «άξονες συμμετρίας του 

σχήματος» με την έννοια «συμμετρικό του σχήματος ως προς την πλευρά του». Η κατασκευή 

αξόνων συμμετρίας τετραγώνου και το σύρσιμο μιας κορυφής του, ώστε να σχηματιστεί ρόμβος 

οδηγεί τον μαθητή σε γνωστική σύγκρουση, αφού θεωρεί ότι οι μεσοπαράλληλοι του ρόμβου 

είναι και άξονες συμμετρίας του στο [179]. Ο Μ3 βρίσκεται σε κατάσταση ανισορροπίας σχετικά 

με την έννοια της αξονικής συμμετρίας των τετραπλεύρων, γεγονός που διαπιστώνεται από την  

αποκωδικοποίηση του λανθασμένου νοητικού σχήματος σε λεκτικό κώδικα (π.χ. στο [175, 179]). 

Συνοπτικά: σε συνεργασία με την Μ4 κατανοεί ότι οι άξονες συμμετρίας διέρχονται από τα 

μέσα των πλευρών του ορθογωνίου και είναι παράλληλοι προς τις πλευρές του ορθογωνίου 

Επομένως, μέσω της διαδικασίας οδηγείται να συνδέσει την έννοια της αξονικής συμμετρίας με 

την έννοια των μεσοπαραλλήλων στο [159]. Αντιλαμβάνεται ότι αυτή η ιδιότητα των αξόνων 

συμμετρίας που ισχύει στο ορθογώνιο παραλληλόγραμμο δεν ισχύει και στο ρόμβο, με συνέπεια 

να οδηγηθεί σε μια αντιληπτική ιεράρχηση των εννοιών. Η αντιληπτική ιεράρχηση προκύπτει 

μέσω τους διαγράμματος και των αξόνων συμμετρίας των σχημάτων. Αναλύει επομένως δομικά 

το σχήμα λόγω των ιδιοτήτων του με αποτέλεσμα να οργανώσει μια συνεπαγωγική ιεράρχηση 

των σχημάτων. Επομένως, αναπτύσσει την ικανότητα δομικής ανάλυσης του σχήματος που 

διαπιστώνεται στη συνέχεια στο [192-207] στην κατασκευή τετραγώνου. Το σύρσιμο των 

κορυφών του τετραγώνου, ώστε να δημιουργηθεί ρόμβος --αφού προηγουμένως έχουν 

κατασκευαστεί οι άξονες συμμετρίας του-- δημιουργεί συνδεόμενες αναπαραστάσεις. Επομένως, 

οι συνδεόμενες αναπαραστάσεις της β φάσης βοηθούν τον μαθητή να έρθει σε γνωστική 
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σύγκρουση, και να ενσωματώσει στο γνωστικό σχήμα που έχει κατασκευάσει για την έννοια της 

αξονικής συμμετρίας, την περίπτωση του ρόμβου. Επομένως, συμβάλλουν στην επέκταση του 

γνωστικού σχήματος της έννοιας.   

 

Μέσω του προσαρμ. εργαλείου, εργαλείου κύκλου  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
 

Σχήµα 4.26. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου 
[192-207]  

 

Η κατασκευή του τετραγώνου προκύπτει αμέσως μετά την κατασκευή ορθογωνίου και μέσω της 

κατασκευής των αξόνων συμμετρίας του σχήματος.   

Ο Μ3 εφαρμόζει το προσαρμ. εργαλείο με οικονομία, καθώς και τα εργαλεία καθέτου και κύκλου  

για την κατασκευή του. Δηλαδή, εφαρμόζει μια σύνθεση εργαλείων για να αποκωδικοποιήσει τη 

νοητική του εικόνα σε εικονική και στη συνέχεια σε λεκτική, διατυπώνοντας τυπικά τις ιδιότητες 

του σχήματος. Ο μαθητής αναπτύσσει μια αυξανομένη ικανότητα να περιγράψει τις σχέσεις 

μεταξύ των στοιχείων των σχημάτων, «χρησιμοποιώντας έναν συνδυασμό άτυπων και τυπικών 

περιγραφών, οι οποίες όμως εξακολουθούν να παραμένουν ανεπαρκείς για να διευκρινίσουν 

επαρκώς τα σχήματα» (χαρακτηριστικό επιπέδου 2.2) (Battista, 2007, p.851). 
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Ταυτόχρονα, ερμηνεύει τη διάμετρο του κύκλου ως διαγώνιο του τετραγώνου, αποδίδοντας της 

διπλό ρόλο. Αναπτύσσει δηλαδή, αφαιρετικές διαδικασίες σκέψης εναλλάσσοντας τους ρόλους 

που έχουν τα στοιχεία του σχήματος.  

 

Κατασκευή εννοιών-εν-δράσει - λογική συσχέτιση εννοιών 
 
Μέσω του εργαλείου κατασκευής παραλλήλου  

Ο μαθητής κατασκευάζει ΣΕΔ στο [6] του εργαλείου κατασκευής παραλλήλου με αποτέλεσμα 

να οδηγηθεί στη διατύπωση λογικού επιχειρήματος για την αιτιολόγηση της δράσης του, αφού 

αντιλαμβάνεται τη σχέση μεταξύ της επιλογής αντικειμένων του τεχνολογικού εργαλείου και της 

θεωρίας της γεωμετρίας («άρα με την ίδια λογική θα κάνουμε και την άλλη παράλληλη»), 

συνδέει δηλαδή τη διαδικασία με την έννοια. Η πρόταση μπορεί να αναδιατυπωθεί ως εξής: [αν 

επιλέξουμε το σημείο και την απέναντι ευθεία τότε μπορούμε] να φέρουμε μια παράλληλη με 

την ίδια λογική. Επομένως, πρόκειται για μια εικασία διατυπωμένη με άτυπο τρόπο. 

 
Μέσω του εργαλείου του κύκλου + παραμετρικού εργαλείου 

 ………………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 

        
Σχήµα 4.27. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου 
[44-45] 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Στο [44] ο Μ3 διατυπώνει έναν ανεπαρκή ορισμό για το τετράγωνο, προσπαθώντας να 

αιτιολογήσει το συλλογισμό του. Σε συνδυασμό με τη διατύπωση στο [45] κατασκευάζει ένα μη 

οικονομικό ορισμό του τετραγώνου που μπορεί να αναδιατυπωθεί ως εξής: «τετράγωνο είναι το 

τετράπλευρο που έχει όλες τις πλευρές του ίσες και [μεταξύ τους είναι παράλληλες] και όλες οι 

γωνίες του είναι μεταξύ τους ίσες». Ο ορισμός είναι αποτέλεσμα της αλληλεπίδρασης με το 

εργαλείο του λογισμικού. Ο σύνθετος μετασχηματισμός του συρσίματος στο αντικείμενο του 

ρόμβου, (ο οποίος έχει προκύψει ως σύνθεση των δυο ισοσκελών τριγώνων) οδηγεί στην 

ανάπτυξη ικανότητας αντιληπτικής ιεράρχησης του τετραγώνου ως ρόμβου. Μέσω του 
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διαγράμματος οπτικοποιεί την ισότητα των τριγώνων και επομένως και την ισότητα των γωνιών 

του σχήματος. Επομένως, μέσω της διαδικασίας κατασκευάζει την έννοια του τετραγώνου και 

του ρόμβου ως παραλληλογράμμου με τις «απέναντι πλευρές παράλληλες».  

 

Μέσω του εργαλείου περιστροφής + πειραματικού συρσίματος 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

          
Σχήµα 4.28. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου 
[77-85] 

 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η διαδικασία κατασκευής του συμμετρικού σημείου ως προς κέντρο συνδέεται με τη 

διαδικασία κατασκευής της περιστροφής του σημείου ως προς γωνία 180ο από τον Μ3 στο [78]. 

Οι μαθητές κατασκευάζουν ΣΕΔ του εργαλείου περιστροφής. Η έννοια-εν-δράσει («το ΟΑ είναι 

πάντα ίσο με το ΟΑ΄») που ο μαθητής διατυπώνει είναι αποτέλεσμα του σύνθετου 

μετασχηματισμού του συρσίματος στο είδωλο από περιστροφή. Ο Μ3 συσχετίζει την έννοια του 

κέντρου περιστροφής με την έννοια του κέντρου συμμετρίας. Ο Μ3 αναπτύσσει επαγωγικό 

συλλογισμό, αφού συμπεραίνει ότι τα τμήματα ΟΑ, ΟΑ΄ είναι ίσα και γενικεύει («ίσο πάντα») για 

όλη την κλάση των τμημάτων ειδώλων από περιστροφή. 

Περίπτωση - αυτά τα τμήματα είναι από περιστροφή  

Αποτέλεσμα - αυτά τα τμήματα είναι ίσα  
Κανόνας - όλα τα τμήματα ΟΑ, ΟΑ΄ που προκύπτουν  από περιστροφή είναι πάντα ίσα.  

 

 

Μέσω του εργαλείου περιστροφής + θεωρητικού συρσίματος  

Το σύρσιμο του κέντρου περιστροφής, ώστε να συμπέσει με το μέσο της βάσης του τριγώνου 

οδηγεί τον Μ3 στο σχηματισμό ενός παραλληλογράμμου και την ερμηνεία της διαμέσου του 

τριγώνου ως διαγωνίου του παραλληλογράμμου. Επομένως, μέσω του συρσίματος οι μαθητές 

αλληλεπιδρούν με το διάγραμμα στην οθόνη. Μέσω της εργαλειακής γένεσης κατασκευάζουν 
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ένα όργανο, που περιλαμβάνει την έννοια-εν-δράσει του παραλληλογράμμου ως σύνθεση 

τριγώνων από περιστροφή.  

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

          
                                                                                                                                                                       
Σχήµα 4.29. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου 
[135-138] 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Ο μαθητής αναπτύσσει επαγωγικό συλλογισμό στο [138] και διατυπώνει έναν οικονομικό 

ορισμό για τα σχήματα από περιστροφή, σε συνδυασμό τυπικής και άτυπης γλώσσας. 

Ταυτόχρονα επεκτείνει το ΣΕΔ του εργαλείου περιστροφής για τα τρίγωνα από περιστροφή.  

 

Μέσω του προσαρμ. εργαλείου, κύκλου κατασκευή ορθογωνίου + πειραμ. συρσίματος 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Οι μαθητές σε συνεργασία κατασκευάζουν το σχήμα του ορθογωνίου και ανακαλύπτουν με το 

πειραματικό σύρσιμο ότι οι διαγώνιες του είναι ίσες. Αρχικά ο M3 κατασκευάζει ένα τμήμα, 
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χρησιμοποιώντας το εργαλείο με οικονομία. Η χρήση του εργαλείου του κύκλου και στη 

συνέχεια του προσαρμ. εργαλείου σε τυχαίο σημείο του κύκλου βοηθά τον Μ3 να αντιληφθεί 

ιδιότητες του σχήματος. Στο [190-191] διατυπώνουν έναν οικονομικό ορισμό του ορθογωνίου σε 

συνεργασία τον οποίο επανεφευρίσκουν μέσα από τη διαδικασία.  

Μέσω της εργαλειακής γένεσης ο μαθητής στο [204] κατασκευάζει ένα όργανο που 

περιλαμβάνει τα ΣΕΔ των εργαλείων που χρησιμοποιούνται από το μαθητή για την κατασκευή. 

Επομένως, η έκφραση του είναι μια έννοια-εν-δράσει, ένας αυθαίρετος οικονομικός ορισμός για 

το τετράγωνο, που περιγράφει την κατασκευαστική διαδικασία. Η φράση του μπορεί να 

αναδιατυπωθεί ως εξής: «ένα τετράπλευρο είναι τετράγωνο, όταν οι διαγώνιες διχοτομούνται, 

[τέμνονται] κάθετα και είναι ίσες». Συνεπώς, κατασκευάζει μέσω της διαδικασίας το χαρακτήρα 

σήματος του τετραγώνου. Σε σύγκριση με το σημείο [44] διαπιστώνεται ότι ο μαθητής αρχικά 

είχε διατυπώσει έναν ανεπαρκή ορισμό του τετραγώνου. Επομένως, ανέπτυξε την ικανότητα 

γλωσσικού συμβολισμού των εννοιών, καθώς και την ικανότητα ιεράρχησης του σχήματος με τον 

ρόμβο και το ορθογώνιο. Στο σημείο αυτό έχει αντικαταστήσει το σχήμα με ένα σύνολο 

δευτερευουσών ιδιοτήτων με αποτέλεσμα να διατυπώσει έναν οικονομικό ορισμό για το 

τετράγωνο  και το σχήμα να αποκτήσει το χαρακτήρα σήματος.  

 

Ανάπτυξη απαγωγικών και παραγωγικών επιχειρηµάτων  
 

Μέσω του σχολιασμού του διαγράμματος + πειραματικού συρσίματος  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Ο Μ3 μέσω της οπτικοποίησης επισημαίνει την παραλληλία των τμημάτων. Στο [241-42] 

εφαρμόζει το ΘΜΠ για να αποδείξει ότι το ευθύγραμμο τμήμα που συνδέει τα μέσα των δυο 

πλευρών είναι παράλληλο και ίσο με το μισό της τρίτης πλευράς. Επομένως, συμπεραίνει από το 

διάγραμμα την παραλληλία των πλευρών του εσωτερικού τετράπλευρου με τις διαγώνιους του 

εξωτερικού και οδηγείται στο συμπέρασμα, υπονοώντας τον ορισμό του παραλληλογράμμου (αν 

οι απέναντι πλευρές είναι παράλληλες ανά δυο το σχήμα είναι παραλληλόγραμμο). Η απόδειξη 

που αναλύεται στη συνέχεια με το μοντέλο Toulmin περιέχει στοιχεία παραγωγικού 

συλλογισμού. Η αιτιολόγηση του είναι εμπειρικό αποδεικτικό σχήμα/ γενικό παράδειγμα, γιατί 
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ο μαθητής οδηγείται στο συμπέρασμα του, αφού πειστεί μέσω του συρσίματος ότι οι πλευρές 

είναι παράλληλες. Δηλαδή ο Μ3  οδηγείται στην κατανόηση, ως αποτέλεσμα της αλληλεπίδρασης 

του χωρογραφικού πεδίου του λογισμικού με το θεωρητικό πεδίο της γεωμετρίας. 

.  
Σχήµα 4.30. Ανάλυση του επιχειρήµατος του Μ3 µε το µοντέλο Toulmin 

 

Μέσω των ΣΟΕΑ δ φάσης  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

    
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

 Σχήµα 4.31. Ανάλυση του επιχειρήµατος των Μ3, Μ4 µε το µοντέλο Toulmin 
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Θ1: σε ισοσκελές και ορθογώνιο τρίγωνο οι παρά τη βάση γωνίες είναι ίσες με 90ο  

Θ2: το άθροισμα των γωνιών κάθε  τριγώνου είναι ίσο με 180ο 

Στο [22] ο Μ3 τοποθετεί το σημείο Η σε τυχαία θέση στο ευθύγραμμο τμήμα DK και 

αναγνωρίζει ότι το τρίγωνο DHG είναι ισοσκελές και ορθογώνιο, ως αποτέλεσμα του ΣΕΔ 

εργαλείου περιστροφής (καθώς το σύρσιμο του σημείου Η αφήνει αμετάβλητη την ισότητα και 

καθετότητα των τμημάτων). 

 

Μέσω των ΣΟΕΑ  δ φάσης  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

 
 

Σχήµα 4.32. Σχήµα 
αναφερόµενο  στο 
απόσπασµα διαλόγου [37-
41, 45-57] 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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Ο μαθητής μέσω νοητικού πειράματος αρχικά τοποθετεί το σημείο Η στη θέση του δέντρου και 

αναγνωρίζει τη δομή του ορθογωνίου ισοσκελούς τριγώνου ΗΚΖ.  Επομένως, στο σημείο αυτό ο 

μαθητής αναπτύσσει μετασχηματιστικό συλλογισμό, αφού προβλέπει μια ενέργεια και τα 

αποτελέσματα της ενέργειας αυτής που διατυπώνει στο [38]. Αυτή έχει τα ακόλουθα  

αποτελέσματα:  

Ο μετασχηματισμός του διαγράμματος μέσω του συρσίματος οδηγεί το μαθητή στο [38] να 

διατυπώσει μια εικασία «αν …τότε» σε μαθηματική–τυπική γλώσσα: «αν το Η ταυτίζεται πάνω 

στο D τότε βγαίνει ένα ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο και φυσικά έχουμε και τη διάμεσο»  

και η «διάμεσος είναι  ίση με το μισό της υποτείνουσας  …άρα  ΚΘ=GZ/2». 

Η οπτικοποίηση του διαγραμματικού μετασχηματισμού οδηγεί τον μαθητή σε αλυσιδωτούς 

συνδεόμενους νοητικούς μετασχηματισμούς, οι οποίες οδηγούν στη διατύπωση του 

παραγωγικού επιχειρήματος (μπορεί να θεωρηθεί πείραμα σκέψης).     

Στο [56-58] οι μαθητές αναφέρονται στο τμήμα GT (α) ως πλευρά του τριγώνου GKT και (β) ως 

τμήμα της υποτείνουσας του τριγώνου GKZ. Ο Μ3 αρχικά δεν αποδίδει στο τμήμα διπλό ρόλο 

(μετάφρασης του διαγράμματος με 2 τρόπους) αλλά αυτή διαμορφώνεται στη συνέχεια μέσω της 

συνεργασίας. Το αποτέλεσμα είναι να οδηγηθεί σε αποδεικτική διαδικασία σε συνεργασία με την 

Μ4 η οποία αναλύεται με το μοντέλο Toulmin στη συνέχεια. Επομένως, έχει αποκτήσει 

ικανότητες λογικές (αφού εφαρμόζει θεωρήματα και ορισμούς) καθώς και ικανότητες 

εφαρμογής:   

 
 

Οι μαθητές σε συνεργασία αναπτύσσουν παραγωγικό συλλογισμό. Στο διάγραμμα ο σύνθετος 

μετασχηματισμός συρσίματος και περιστροφής οδηγεί στις διατυπώσεις των μαθητών οι οποίες 

προκύπτουν από τη μεταξύ τους συνεργασία, όπως αναπαριστάνεται μέσω του μοντέλου 

Toulmin. Οι μαθητές υπονοούν τα θεωρήματα τα οποία αποτελούν τις εγγυήσεις για την 

απόδειξη των επιχειρημάτων τους. Οι ερωτήσεις σκαλωσιάς της ερευνήτριας (τι είναι η ΗΘ, σε τι 

απόσταση από το Η , πόσο θα είναι η απόσταση) λειτουργούν ως υποστηρίγματα στην εξέλιξη 

του επιχειρήματος των μαθητών.   
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Σχήµα 4.33. Ανάλυση του επιχειρήµατος των Μ3, Μ4 µε το µοντέλο Toulmin 

 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

Ο Μ3 αναπτύσσει δυναμική οπτικοποίηση, αφού στις εκφράσεις του υπάρχουν οι έννοιες της 

κίνησης (θα κινηθεί) της περιστροφής (αφού στρέφεται) της μετακίνησης (να προχωρήσει) και 

εφαρμόζει την λύση στο πραγματικό πρόβλημα.   
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Σχήµα 4.34. Ανάλυση του επιχειρήµατος των Μ3, Μ4 µε το µοντέλο Toulmin. 

 

4.2.4. Μ4-ΟΜΑ∆Α ∆ 
Ανάπτυξη ικανότητας µετατροπής µεταξύ αναπαραστάσεων µέσω γνωστικών 
συγκρούσεων. 
 

Μέσω του εργαλείου ανάκλασης  
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
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Στο [101] η Μ4 αντιμετωπίζει γνωστικό εμπόδιο, αναφορικά με την αξονική συμμετρία του 

παραλληλογράμμου.  Η μαθήτρια έρχεται σε γνωστική σύγκρουση, αφού θεωρεί ότι οι διαγώνιες 

του παραλληλογράμμου είναι και άξονες συμμετρίας του σχήματος. Το εργαλείο της ανάκλασης 

διαμεσολαβεί, ώστε η μαθήτρια να κατανοήσει ότι οι κορυφές δεν είναι συμμετρικές ως προς τις 

διαγώνιες. Στο [104] συμπεραίνει ότι «στο τετράγωνο οι άξονες συμμετρίας θα είναι οι 

διαγώνιες». Επομένως, από μια εικονική αναπαράσταση οδηγείται μέσω νοητικών 

μετασχηματισμών σε μια λεκτική αναπαράσταση. Στο σημείο [104] η Μ4 επανεφευρίσκει μια 

ιδιότητα του σχήματος λόγω της αλληλεπίδρασης με το εργαλείο ανάκλασης, την οποία δεν 

γνώριζε. Η μαθήτρια έχει κατανοήσει την έννοια των αξόνων συμμετρίας στα παραλληλόγραμμα 

και έχει υπερβεί το γνωστικό εμπόδιο, όπως διαπιστώνεται στη συνέχεια στο διάστημα [178].  

 

Μέσω του εργαλείου κατασκευής μέσων και παράλληλης   
…………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
…………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

Στο διάστημα [158-164] η Μ4 συνδέει την κατασκευή των αξόνων συμμετρίας με την 

κατασκευή παράλληλης προς την πλευρά του σχήματος. Κατασκευάζει και ενώνει τα μέσα των 

απέναντι πλευρών του ορθογωνίου παραλληλογράμμου, ώστε να κατασκευάσει τον άξονα 

συμμετρίας του και διατυπώνει έναν ορισμό στο [164] σε τυπική μαθηματική γλώσσα. 

Επομένως, μέσω της διαδικασίας συνδέει την έννοια της αξονικής συμμετρίας του ορθογωνίου 

παραλληλογράμμου με την έννοια της παραλλήλου που διέρχεται από τα μέσα των απέναντι 

πλευρών. Στο διάστημα του διαλόγου [165-178] (παρακάτω) η Μ4 κατανοεί ότι οι διαγώνιες του 

τετραγώνου και του ρόμβου είναι άξονες συμμετρίας. Η επαναφορά του σχήματος του 

τετραγώνου σε σχήμα ρόμβου με θεωρητικό σύρσιμο μιας κορυφής οδηγεί τους μαθητές σε 

κατάσταση γνωστικής σύγκρουσης (δείτε σχετική ανάλυση του Μ3). Η Μ4 αντιλαμβάνεται ότι οι 

μεσοπαράλληλοι δεν είναι άξονες συμμετρίας του ρόμβου και το διατυπώνει στο [178] χωρίς να 

αιτιολογήσει. Το εργαλείο ανάκλασης του λογισμικού βοηθά τους μαθητές να προσαρμόσουν την 

έννοια του άξονα συμμετρίας στο ήδη υπάρχον γνωστικό σχήμα.  
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Μέσω του εργαλείου κατασκευής μέσων,  εργαλείου ανάκλασης και θεωρητικό σύρσιμο   

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Οι μαθητές χρησιμοποιούν το εργαλείο συρσίματος και της ανάκλασης για να προσδιορίσουν 

αν είναι οι διαγώνιες (ή οι μεσοπαράλληλοι του σχήματος) άξονες συμμετρίας. Μέσω της 

διαδικασίας εργαλειακής γένεσης οι μαθητές κατασκευάζουν ένα όργανο που περιλαμβάνει το 

αντικείμενο και τις ιδιότητες του (π.χ το είδωλο του σημείου εκτός του σχήματος) οι οποίες δεν 

προσαρμόζονται στο γνωστικό σχήμα που ήδη υπάρχει. Επομένως, έρχονται σε γνωστική 

σύγκρουση και οδηγούνται να κατασκευάσουν ένα νέο γνωστικό σχήμα που περιλαμβάνει την 

έννοια του συμμετρικού σημείου ως προς άξονα συμμετρίας την διαγώνιο, καθώς και την 

αντιληπτική ιεράρχηση των παραλληλογράμμων.  

Επομένως, οι συνδεόμενες αναπαραστάσεις οδηγούν τη μαθήτρια (α) να συνδέσει τις 

πρωτεύουσες ιδιότητες του ορθογωνίου και του τετραγώνου, ιδιότητες δηλαδή που έχουν σχέση 

με την παραλληλία των πλευρών με τις δευτερεύουσες ιδιότητες του σχήματος, δηλαδή 

ιδιότητες που έχουν σχέση με τη συμμετρία του σχήματος και (β) να οδηγηθεί σε γνωστικές 

συγκρούσεις με το σχήμα του ρόμβου, διαμεσολαβώντας στην αποκωδικοποίηση της νοητικής 

εικόνας του σε εικονική και στη συνέχεια της εικονικής σε λεκτική.  

 

Μέσω του προσαρμ. εργαλείου, εργαλ. σημείου και παραλλήλου 
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Σχήµα 4.35. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου [208-
223] 

Η κατασκευή του ορθογωνίου στο [208-223] ολοκληρώνεται από την Μ4 με αντιστροφή των 

ενεργειών του προηγούμενου σταδίου της ίδιας φάσης (δηλαδή της κατασκευής αξόνων 

συμμετρίας του ορθογωνίου που έχει προηγηθεί). Η Μ4 κατασκευάζει τη μεσοπαράλληλη του 

ορθογωνίου ως άξονα συμμετρίας του σχήματος. Η μαθήτρια αντιμετωπίζει εργαλειακό 

εμπόδιο στην αποκωδικοποίηση της νοητικής της εικόνας σε εικονική στην οθόνη στο [219]. 

Διατυπώνει την έννοια της τυχαίας απόστασης στο [214] η οποία μεταφράζεται σε ενέργεια με 

την κατασκευή ενός τυχαίου σημείου με 2 βαθμούς ελευθερίας στο επίπεδο της οθόνης. Ακόμα,  

την έννοια της απόστασης-καθέτου από το σημείο προς το ευθύγραμμο τμήμα -άξονα. Επομένως, 

η χρήση του εργαλείου του σημείου οδηγεί την μαθήτρια σε κατάσταση γνωστικής σύγκρουσης  

με αποτέλεσμα να κατανοήσει την έννοια «κάθε σημείο του άξονα απέχει εξίσου από τις δυο 

παράλληλες πλευρές του ορθογωνίου» το οποίο όμως δεν διατυπώνει. Ο ρόλος του προσαρμ. 

εργαλείου είναι διαμεσολαβητικός στην κατασκευή της έννοιας (του συμμετρικού σημείου ως 

προς τον άξονα συμμετρίας του ορθογωνίου). Μέσω της διαδικασίας το ορθογώνιο αποκτά το 

χαρακτήρα σήματος και συνδέει τις πρωτεύουσες ιδιότητες με τις δευτερεύουσες ιδιότητες του 

σχήματος.  

 

Ανάπτυξη ικανότητας δοµικής ανάλυσης – διπλή (/πολλαπλή) ερµηνεία 
γεωµετρικών αντικειµένων   
 

Μέσω του εργαλείου σημείου και πειραματικού συρσίματος  
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………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
Σχήµα 4.36. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου [72-
76] 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η Μ4 αντιμετωπίζει εργαλειακό εμπόδιο, αφού η προέκταση του τμήματος δε μπορεί να 

ολοκληρωθεί όπως στα στατικά μέσα. Η μαθήτρια αντιμετωπίζει γνωστική σύγκρουση και 

ωθείται να αναζητήσει μιας διαδικασία για να ολοκληρωθεί η κατασκευή του συμμετρικού 

Ωθείται δηλαδή, να αναπτύξει την ικανότητα αποκωδικοποίησης μιας νοητικής και λεκτικής 

αναπαράστασης σε εικονική στην οθόνη.  

 

Μέσω του προσαρμ. εργαλείου  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

      
Σχήµα 4.37. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου [89-
97] 

 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [97] η Μ4 έχει κατασκευάσει την σειριακή, θεσιακή και λεκτική κατανόηση του προσαρμ. 

εργαλείου και αναγνωρίζει στην οθόνη το σχήμα του τετράπλευρου από τη δομή των 

τεμνόμενων διαγωνίων. (Δηλαδή, η κατασκευή του συμμετρικού του σημείου Β ως προς το 

σημείο Ο έχει ως αποτέλεσμα την κατασκευή των τεμνόμενων τμημάτων με κοινό μέσο το σημείο 

Ο, επομένως τη δομή των τεμνόμενων διαγωνίων του παραλληλογράμμου). Σύροντας την 

κατασκευή από το σημείο Ο, οι  ιδιότητες του σχήματος παραμένουν αμετάβλητες, δηλαδή το 

σημείο Ο παραμένει το μέσο των δυο τμημάτων και τα σημεία Α, Α΄ και Β, Β΄ διατηρούν τις 

ιδιότητες των συμμετρικών αντικειμένων. Αυτό προκύπτει αφού έχουν κατασκευαστεί ως 1-1 
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αντιστοιχήσεις, λόγω της χρήσης του προσαρμ. εργαλείου. Η Μ4 αναγνωρίζει το σχήμα του 

παραλληλογράμμου στην οθόνη και αιτιολογεί με τυπική γλώσσα, χρησιμοποιώντας το κριτήριο 

του παραλληλογράμμου. Η αιτιολόγηση της είναι συνδυασμός εμπειρικής και νοητικής μορφής, 

αφού η μαθήτρια βασίζεται σε ένα παράδειγμα τυχαίο το οποίο προκύπτει από μια κλάση 

αντικειμένων, ενδεικτικό της ιδιότητας του σχήματος. Επομένως, η μαθήτρια οδηγείται μέσω του 

προσαρμοσμένου εργαλείου να μετατρέψει μια εικονική αναπαράσταση σε λεκτική μέσα από 

νοητικούς  μετασχηματισμούς.  

 

Μέσω του προσαρμ. εργαλείου  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
Σχήµα 4.38. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου [127-
134] 

 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η Μ4 αναπτύσσει δυναμική οπτικοποίηση στο [130]. Η Μ4 αναγνωρίζει την παραλληλία των 

πλευρών των υποσχημάτων των παραλληλογράμμων που σχηματίζονται από την κατασκευή του 

συμμετρικού τριγώνου, κατασκευάζοντας νοητικά τα ευθύγραμμα τμήματα που συνδέουν τις 

πλευρές. Επομένως, η μαθήτρια αναγνωρίζει τα παραλληλόγραμμα από τη δομή των 

τεμνόμενων διαγωνίων που σχηματίζονται στο [134]. Το παραλληλόγραμμο έχει αποκτήσει τον 

χαρακτήρα σήματος. Η μαθήτρια ‘βλέπει’ τα παραλληλόγραμμα, δηλαδή έχει αποκτήσει τη 

διορατικότητα για να κατασκευάσει τη λύση του προβλήματος, σημείο επομένως δυναμικής 

επανεφεύρεσης της λύσης. Η Μ4 έχει συνδέσει νοητικά αναπαραστάσεις (Η αναπαράσταση που 

προκύπτει είναι συνδεόμενη με την αναπαράσταση στο [97]). Επομένως, μέσω της επίδρασης 

των συνδεόμενων αναπαραστάσεων και των νοητικών μετασχηματισμών που έχει αναπτύξει, 

μετατρέπει μια εικονική αναπαράσταση σε λεκτική. Ταυτόχρονα, έχει αποκτήσει τη ικανότητα 

να αναλύσει δομικά το σχήμα, καθώς τα τμήματα πλευρές των τριγώνων αποκτούν διπλό ρόλο, 

αφού η μαθήτρια τα ερμηνεύει και ως πλευρές των παραλληλογράμμων.   
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Μέσω του εργ. σημείου, προσαρμ. εργαλείου, εργαλείου κύκλου και πειραματικού συρσίματος  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

                   
Σχήµα 4.39. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου [182-
191] 

 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η κατασκευή του ορθογωνίου στο [182-191] ολοκληρώνεται από την Μ4 ως αντίστροφη 

διαδικασία της κατασκευής αξόνων συμμετρίας του ορθογωνίου. Από την απάντηση της στο 

[186] συμπεραίνεται ότι το ορθογώνιο δεν έχει αποκτήσει τον χαρακτήρα σήματος. Η μαθήτρια 

εφαρμόζει το προσαρμ. εργαλείο σε τυχαίο σημείο του κύκλου, επομένως σημείου με έναν 

βαθμό ελευθερίας, οπτικά καθέτου από το σημείο προς το ευθύγραμμο τμήμα – άξονα. Το 

πειραματικό σύρσιμο του τυχαίου σημείου Β, οδηγεί την μαθήτρια σε γνωστική σύγκρουση και 

επαναπροσδιορισμό των ιδιοτήτων που φέρουν οι διαγώνιες του σχήματος. Το προσαρμ. 

εργαλείο και το εργαλείο κύκλου διαμεσολαβούν, ώστε η μαθήτρια να ανακαλύψει 

/επανεφεύρει τις ιδιότητες του ορθογωνίου. Επομένως, διαμεσολαβούν (α) στην 

αποκωδικοποίηση μιας νοητικής εικόνας σε εικονική και στη συνέχεια σε λεκτική, (β) στην 

κατασκευή του χαρακτήρα σήματος του σχήματος και (γ) στην ανάπτυξη ικανότητας ερμηνείας 

ενός στοιχείου το σχήματος με διαφορετικό τρόπο (π.χ του τμήματος ΟΒ ως ακτίνα και ως 

διαγώνιο του σχήματος). Δηλαδή, στην ανάπτυξη ικανότητας απόδοσης διπλού ρόλου στο 

τμήμα.   

Συνοπτικά: όπως συμπεραίνεται από τις προαναφερόμενες περιπτώσεις χρήσης του προσαρμ. 

εργαλείου από την Μ4, η μαθήτρια αναπτύσσει μια αυξανομένη ικανότητα αναγνώρισης των 

ιδιοτήτων στοιχείων του διαγράμματος. Στο διάστημα [182-191] εκλεπτύνει τη δομή του 

παραλληλογράμμου, προσθέτοντας στο σχήμα του παραλληλογράμμου περισσότερες ιδιότητες. 

Επομένως,  το σχήμα του ορθογωνίου αποκτά μια θέση στην ιεραρχικά υψηλότερη δομή, ως 

ειδικότερη μορφή από την μορφή του παραλληλογράμμου. Αναπτύσσει δηλαδή την ικανότητα 

ιεράρχησης των τετραπλεύρων.  
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Κατασκευή εννοιών-εν-δράσει, συσχέτιση εννοιών  
 

Μέσω του εργαλείου περιστροφής  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η Μ4 στο [84] διατυπώνει έναν ανακριβή ορισμό για τα συμμετρικά τμήματα. Ο ορισμός είναι 

μια έννοια-εν-δράσει που προκύπτει, ως αποτέλεσμα του σχήματος εργαλειοποιημένης δράσης 

του εργαλείου περιστροφής που η μαθήτρια έχει κατασκευάσει. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [191] διατυπώνει έναν αυθαίρετο οικονομικό ορισμό του ορθογωνίου σε αλληλεπίδραση 

με τον Μ3 και το προσαρμ. εργαλείο. Ο συνδυασμός των απαντήσεων της Μ4 στα [202-207] 

διαμορφώνει έναν αυθαίρετο οικονομικό ορισμό του τετραγώνου: «είναι όλες οι πλευρές ίσες 

και είναι ορθογώνιο».  

 

Ανάπτυξη απαγωγικών και παραγωγικών επιχειρηµάτων  
 
Μέσω του προσαρμ. εργαλείου 

Στο [132] αναπτύσσει ένα απαγωγικό επιχείρημα: «οι πλευρές είναι παράλληλες γιατί είναι 

παραλληλόγραμμα». Η Μ4 δε γνωρίζει ότι είναι παραλληλόγραμμα, αλλά το συμπεραίνει από το 

διάγραμμα στην οθόνη, ως αποτέλεσμα της λειτουργικής κατανόησης του προσαρμοσμένου 
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εργαλείου. Η διατύπωση της Μ4 είναι αποτέλεσμα ενός δικτυού λογικών επιχειρημάτων που η 

μαθήτρια αναπτύσσει νοητικά-- σε συνεργασία με τον Μ3-- και μπορούν να διατυπωθούν ως 

εξής: τα [συμμετρικά] τρίγωνα τα είναι ίσα, [και είναι ίσα] γιατί [έχουν] πλευρές παράλληλες και 

[έχουν πλευρές παράλληλες] γιατί κατασκευάζονται παραλληλόγραμμα, [και είναι 

παραλληλόγραμμα γιατί οι διαγώνιες τους διχοτομούνται, [αφού έχουν κατασκευαστεί με 

εφαρμογή του εργαλείου].  

 

Σχήµα 4.40. Απαγωγικό επιχείρηµα της Μ4  
 

Μέσω του προσαρμ. εργαλείου και εργαλείου κύκλου και του πειραματικού συρσίματος  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

  
Σχήµα 4.41. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου [149-
151] 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Στο [151] η Μ4 αναπτύσσει επαγωγικό συλλογισμό και διατυπώνει μια γενίκευση «[για κάθε 

σημείο] όσα σημεία και να πάρουμε πάνω στον κύκλο [έχουν τον συμμετρικό τους] πάνω στον 

κύκλο», ένα θεώρημα-εν-δράσει που προκύπτει λόγω της αλληλεπίδρασης με το προσαρμ. 

εργαλείο και το εργαλείο του κύκλου.  

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
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……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Στο [243] η Μ4 οδηγείται να διατυπώσει μια συμπερασματική δήλωση: «άρα αυτές οι δυο 

είναι παράλληλες και ίσες άρα είναι παραλληλόγραμμο». Χρησιμοποιεί επομένως μια αλυσίδα 

παραγωγικών επιχειρημάτων, προκειμένου να αποδείξει τον ισχυρισμό της. Έχει αναπτύξει 

επομένως κανόνες λογικής για να κατασκευάσει την απόδειξη. 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… ………………….. 

 
Σχήµα 4.42. Ανάλυση του επιχειρήματος της Μ4 με το μοντέλο Toulmin 

 

 

Μέσω των ΣΟΕΑ δ φάσης  

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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Η Μ4 συμπεραίνει ότι το τρίγωνο GHZ είναι ορθογώνιο και αιτιολογεί το συμπέρασμα της. Η 

αιτιολόγηση της είναι αποτέλεσμα των νοητικών της μετασχηματισμών σε αλληλεπίδραση με το 

διάγραμμα και τον Μ3. Η μαθήτρια αναγνωρίζει ότι το τρίγωνο DHG είναι ισοσκελές και 

ορθογώνιο, επομένως συμπεραίνει για τις παρά τη βάση γωνίες του τριγώνου. Δηλαδή μια 

ιδιότητα του σχήματος σηματοδοτεί μια άλλη ιδιότητα. Επομένως, έχει αποκτήσει την ικανότητα 

να συσχετίζει ιδιότητες μεταξύ τους. Η απόδειξη των μαθητών σε συνεργασία διαμορφώνεται με 

το μοντέλο Toulmin, μέσω του παρακάτω διαγράμματος.  

Οι μαθητές αναφέρονται στο τμήμα GT ως πλευρά του τριγώνου GKT [M4] και ως τμήμα της 

υποτείνουσας του τριγώνου GKZ [M3]. Οι ερωτήσεις της ερευνήτριας λειτουργούν ως 

υποστηρικτές με αποτέλεσμα --και σε αλληλεπίδραση -- να διατυπώσουν μια αλυσίδα 

παραγωγικών δηλώσεων για να ερμηνεύσουν το ρόλο του ΚΤ στο τρίγωνο. 

 
 
 Σχήµα 4.43. Ανάλυση του παραγωγικού επειχειρήµατος των Μ3-Μ4 
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Σχήµα 4.44. Ανάλυση του παραγωγικού επειχειρήµατος των Μ3-Μ4 
 

  
 

 

 
 

 

 

 
 

 Σχήµα 4.45. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου [90-
111] 
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Σχήµα 4.46. Ανάλυση του παραγωγικού επειχειρήµατος των Μ3-Μ4 
 

Οι μαθητές σε συνεργασία αναπτύσσουν παραγωγικό συλλογισμό. Στο διάγραμμα επάνω ο 

σύνθετος μετασχηματισμός συρσίματος και περιστροφής οδηγεί στις διατυπώσεις των μαθητών 

σε συνεργασία, όπως αναπαριστάνεται μέσω του μοντέλου Toulmin. Οι μαθητές υπονοούν τα 

θεωρήματα τα οποία αποτελούν τις εγγυήσεις για την απόδειξη των επιχειρημάτων τους. Η 

οπτικοποίηση του διαγραμματικού μετασχηματισμού οδηγεί τη μαθήτρια σε αλυσιδωτούς 

συνδεόμενους νοητικούς μετασχηματισμούς, οι οποίες οδηγούν στη διατύπωση του 

παραγωγικού επιχειρήματος (το οποίο μπορεί να θεωρηθεί πείραμα σκέψης).     

 

4.2.5.Μ5-οµάδα Ε  
Ανάπτυξη ικανότητας µετατροπής µεταξύ αναπαραστάσεων µέσω γνωστικών 
συγκρούσεων. 
 
Μέσω του εργαλείου σημείου + πειραματικού συρσίματος  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Ο Μ5, μεταφράζει τη λεκτική διατύπωση «κατασκεύασε ένα παραλληλόγραμμο» σε εικονική, 

με την κατασκευή ενός ορθογωνίου παραλληλογράμμου. Επομένως, εξειδικεύει την κατασκευή 
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του,  προσδίδοντας στο διάγραμμα περισσότερες ιδιότητες από αυτές που είναι αναγκαίες. Από 

αυτό συμπεραίνεται ότι ο μαθητής δε γνωρίζει ποιες είναι οι ιδιότητες του παραλληλογράμμου ή 

ότι δε διαχωρίζει την έννοια του ορθογωνίου παραλληλογράμμου από την έννοια του 

παραλληλογράμμου, επομένως δεν έχει αναπτύξει την ικανότητα ιεράρχησης των σχημάτων. 

Αντιμετωπίζει δυσκολία στη σειριακή και λεκτική κατανόηση των σχηματικών μονάδων για την 

κατασκευή της καθέτου και στην κατανόηση της θεσιακής επιλογής σημείου για την κατασκευή 

της πλευράς του παραλληλογράμμου. Το εργαλείο σημείου και η μεταβλητότητα του οδηγεί το 

μαθητή σε γνωστική σύγκρουση στο [4] όπως και στην αλλαγή προσανατολισμού επιλογής των 

σχηματικών μονάδων.  

 

Μέσω του εργαλείου κύκλου 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Η κατασκευή του ρόμβου αποκωδικοποιείται από τον Μ5 ως σύνθεση ισοπλεύρων τριγώνων. 

Δεν έχει δηλαδή ικανότητα μετατροπής της λεκτικής διατύπωσης («κατασκευάστε ένα 

ισοσκελές») σε εικονική (σχήμα ισοσκελούς). Στο σημείο αυτό επιβεβαιώνεται ότι ο μαθητής δεν 

έχει αναπτύξει την ικανότητα ιεράρχησης των εννοιών, με αποτέλεσμα να εξειδικεύει την 

κατασκευή του (όπως και στην κατασκευή παραλληλογράμμου). Έχει κατανοήσει τη θεσιακή και 

σειριακή επιλογή του εργαλείου κύκλου του λογισμικού για την κατασκευή ίσων κύκλων με 

πλευρά τη βάση του σχήματος. Ο μαθητής δεν έχει κατασκευάσει το γνωστικό σχήμα του ρόμβου, 

ως αποτέλεσμα σύνθεσης ισοσκελών.  

 

Μέσω του εργαλείου ανάκλασης  

Ο Μ5 στο διάστημα [25-38] έρχεται σε γνωστική σύγκρουση όταν η ανάκλαση του ισοσκελούς 

διαμορφώνει την κατασκευή ενός ρόμβου. Αυτό διαπιστώνεται από την απάντηση του στο [25] 

(«ρόμβος είναι αυτό;»). Στο σημείο αυτό συσχετίζει την εικονική αναπαράσταση στην οθόνη με 

την νοητική του εικόνα για τον ρόμβο, με αποτέλεσμα να οδηγηθεί στη λεκτική διατύπωση. 

Επομένως, μέσω της διαδικασίας προσαρμόζει το γνωστικό σχήμα που έχει κατασκευάσει μέσω 

της διδασκαλίας για τον ρόμβο, αναπτύσσοντας την αντιληπτική ιεράρχηση των εννοιών (α) 

ρόμβος ως αποτέλεσμα ανάκλασης ισοσκελούς και (β) ρόμβος ως σύνθεση ισοπλεύρων.  
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Ανάπτυξη ικανότητας δοµικής ανάλυσης – διπλή (/πολλαπλή) ερµηνεία 
γεωµετρικών αντικειµένων   
 
Μέσω του επίδρασης των εργαλείων κάθετου, απόκρυψης, ανάκλασης+πειραματικού 

συρσίματος 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………  

  
Σχήµα 4.47. Σχήµα 
αναφερόµενο στο 
απόσπασµα διαλόγου [24-
38] 
 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Ο Μ5 οπτικοποιεί ότι η ισότητα των τμημάτων της μεσοκαθέτου που διαχωρίζονται από την 

οριζόντια διαγώνιο του σχήματος του ρόμβου, διατηρείται καθώς το σημείο σύρεται επί της 

μεσοκαθέτου, όπως και η καθετότητα της μεσοκάθετου με την οριζόντια διαγώνιο. Η απόκρυψη 

της μεσοκαθέτου και η διατύπωση του Μ5 στο [28] μας οδηγεί να συμπεράνουμε ότι ο Μ5 έχει 

σχηματίσει νοητικά την κατακόρυφη διαγώνιο του σχήματος, η οποία συμπίπτει με την 

μεσοκάθετο του ισοσκελούς τριγώνου, ώστε να διατυπώσει την ιδιότητα της διχοτόμησης και 

καθετότητας. Δηλαδή, μεταφράζει μια εικονική αναπαράσταση σε λεκτική αναπαράσταση, 

λόγω της επίδρασης των εργαλείων κάθετου (για την κατασκευή της μεσοκαθέτου του τμήματος) 

,απόκρυψης της μεσοκαθέτου, ανάκλασης και πειραματικού συρσίματος. Η κατανόηση των 

ιδιοτήτων του ρόμβου επήλθε σε αλληλεπίδραση με τα εργαλεία, τις οποίες ο μαθητής δεν 

γνώριζε εξ αρχής. Για παράδειγμα, στο [33] διατυπώνει τη λανθασμένη ιδιότητα «οι διαδοχικές 

γωνίες είναι ίσες», μεταφράζοντας λανθασμένα κάποιο στιγμιότυπο του διαγράμματος, λόγω του 

συρσίματος της κορυφής του. Στο [38] διατυπώνει την ιδιότητα της ισότητας των διαδοχικών 

πλευρών του ρόμβου, χωρίς να συμπεράνει για όλες τις πλευρές του ρόμβου. Συμπεραίνεται ότι 
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μέσω της διαδικασίας ο μαθητής ωθείται να αντιληφθεί και ερμηνεύσει τις διαγώνιες του 

ρόμβου, με διπλό τρόπο: (α) την οριζόντια διαγώνιο του ρόμβου και ως βάση του ισοσκελούς, και 

(β) την μεσοκάθετο του ισοσκελούς και ως κάθετη διαγώνιο του ρόμβου.  

 

  
Σχήµα 4.48. Σχήµα αναφερόµενο στο απόσπασµα διαλόγου [24-38].  
Συνδεόµενες Οπτικές Ενεργές Αναπαραστάσεις (Patsiomitou, 2012)  

 

 

Μέσω του σχολιασμού διαγράμματος - ΣΟΕΑ γ φάσης  

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Αναγνωρίζει το υπο-σχήμα του ορθογωνίου FJEN στο [69] από τις ιδιότητες του σχήματος 

(ορθές γωνίες) και συνδέει την αναγνώριση του με ένα λογικό επιχείρημα στο [73] (οικονομικό 

ορισμό του ορθογωνίου), ως αποτέλεσμα της αλληλεπίδρασης με το διάγραμμα. Επομένως, --

λειτουργώντας νοητικά-- μεταφράζει μια εικονική αναπαράσταση σε λεκτική, αναγνωρίζοντας 

υποδομές του σχήματος. Οι συνδεόμενες αναπαραστάσεις που εικονίζονται επάνω και 

διερευνήθηκαν σταδιακά από το μαθητή σε προηγούμενο σημείο, διαμεσολάβησαν ώστε να 

συνδέσει έννοιες,  όπως την έννοια της μεσοκαθέτου με την έννοια του ρόμβου και στη συνέχεια 

με την έννοια του ορθογωνίου στο εσωτερικό του σχήματος. Συνεπώς, αναπτύσσει την 

ικανότητα να λειτουργεί (π.χ αναγνωρίζει υποδομές, μετακινείται από το ένα αναπαρασταστικό 

σύστημα στο άλλο κλπ.) σε ένα πολυπλοκότερο σχήμα λόγω της επίδρασης των ΣΟΕΑ. Αυτή η 

ικανότητα εμφανίζεται σε πιο ανεπτυγμένη μορφή στη δ φάση, όπως διαπιστώνεται στο 

διάστημα [165-183].  

 

Μέσω των ΣΟΕΑ δ φάσης  
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
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Σχήµα 4.49. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου [165-
183] 

 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
Ο Μ5 από τη διερεύνηση του ημι-προκατασκευασμένου διαγράμματος, κατανοεί τη 

διαδικασία με την οποία έχει δυνατότητα να ανακατασκευάσει το διάγραμμα στην οθόνη. 

Αναλυτικότερα, η απόκρυψη-εμφάνιση των ευθυγράμμων τμημάτων που συνδέουν τα σημεία 

της σημαίας, των δέντρων και του θησαυρού με το πειραματικό σύρσιμο διαμορφώνουν 

συνδεόμενες αναπαραστάσεις. Η διατύπωση του Μ5 στο [165] μας οδηγεί να συμπεράνουμε ότι 

ο μαθητής έχει σχηματίσει νοητικά τις  περιστροφές, ώστε να διατυπώσει την ιδιότητα του 

μέσου. Επομένως, μέσω του συρσίματος κατανοεί ιδιότητες του σχήματος αντιληπτικά τις οποίες 

προσπαθεί να αναπαράγει για να προκύψει το αποτέλεσμα και να ανακαλύψει τη λύση του 

προβλήματος. Δηλαδή, έχει αποκτήσει την ικανότητα να μεταφράζει μια νοητική 

αναπαράσταση σε εικονική σε λεκτική, προσδιορίζοντας τις ιδιότητες των σχημάτων μέσω 

νοητικών μετασχηματισμών. Αναγνωρίζει τα ορθογώνια και ισοσκελή τρίγωνα από τις ιδιότητες 

τους (οι οποίες προέκυψαν από την περιστροφή των τμημάτων DN, NK), καθώς και τα 

συμμετρικά τετράγωνα. Στο [178-183] αναγνωρίζει τα τμήματα DN, NK ως πλευρές των 

τετραγώνων και ως μέρη του τμήματος DK. Η ανάλυση του σχήματος βάσει των ιδιοτήτων του 

βοηθά τον Μ5 να διαμορφώσει μια απάντηση, η οποία συνιστά και τη λύση του προβλήματος. 
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Επομένως, ο μαθητής έχει αναπτύξει την ικανότητα να κάνει την ανάλυση του σχήματος σε 

πραγματικό ή νοητό επίπεδο, έχοντας αναπτύξει αφαιρετική και  λογική ικανότητα.  

 
Κατασκευή εννοιών-εν-δράσει, λογική συσχέτιση εννοιών  
Μέσω του εργαλείου κύκλου 

Στο [16] συσχετίζει την έννοια των ίσων ακτίνων του κύκλου με την έννοια της ισότητας των 

πλευρών του ισοπλεύρου τριγώνου. Ομοίως, στο [29] ο μαθητής στην αιτιολόγηση που 

αναπτύσσει συσχετίζει έννοιες (την έννοια του ισοσκελούς τριγώνου με την έννοια της 

μεσοκαθέτου).  

 

Μέσω του εργαλείου καθέτου, ανάκλασης  

Στο [24-38] ο Μ5 συσχετίζει την έννοια του ισοσκελούς με την έννοια του ρόμβου και σε 

αλληλεπίδραση με τον Μ6, με την έννοια της συμμετρίας. Ο μαθητής αναπτύσσει απαγωγικό 

συλλογισμό, αφού συμπεραίνει από τα αποτελέσματα (δηλαδή, την καθετότητα των διαγωνίων) 

την αιτία (το σχήμα είναι ρόμβος). Έχει κατασκευάσει νοητικά τις διαγώνιες του σχήματος, 

συνδέοντας τις απέναντι κορυφές. Αναπτύσσει δυναμική οπτικοποίηση και επανεφευρίσκει 

ιδιότητες του ρόμβου, δηλαδή τη διχοτόμηση και καθετότητα τους. Η σύνθεση των απαντήσεων 

του είναι ένα θεώρημα-εν-δράσει που ο μαθητής κατασκευάζει, λόγω της επίδρασης του 

σύνθετου μετασχηματισμού που προκύπτει από το εργαλείο συρσίματος και ανάκλασης. Αν 

αναδιατυπώσουμε την έκφραση του σε συνδυασμό με την απάντηση του Μ6, τότε 

κατασκευάζουμε έναν αυθαίρετο δυναμικό ορισμό του ρόμβου: «ρόμβος [είναι το τετράπλευρο] 

του οποίου οι διαγώνιοι διχοτομούνται κάθετα και οι πλευρές είναι παράλληλες». Αποτέλεσμα 

αυτής της εμπειρίας είναι η διατύπωση ενός οικονομικού ορισμού του ορθογωνίου στο [69].  

 

Μέσω του εργαλείου περιστροφής  

Στο σημείο [165] διατυπώνει μια «αν…τότε» δήλωση, η οποία είναι αποτέλεσμα νοητικού 

μετασχηματισμού που ο μαθητής αναπτύσσει. Οι περιστροφές των τμημάτων οδηγούν στην 

διατύπωση των εννοιών-εν-δράσει «ορθογώνια και ισοσκελή, τετράγωνο» ταυτόχρονα με τον 

Μ6, λόγω της κατασκευής ΣΕΔ για το εργαλείο περιστροφής. 

 

 

Ανάπτυξη θεωρηµάτων-εν-δράσει  
Μέσω των ΣΟΕΑ  γ φάσης 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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Σχήµα 4.50. Σχήµα αναφερόµενο 
στο απόσπασµα διαλόγου [97- 107] 

 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Το σύρσιμο των κορυφών των εξωτερικών τετράπλευρων και ο σχολιασμός του διαγράμματος 

έχει ως αποτέλεσμα την αναγνώριση των εσωτερικών σχημάτων από τον Μ5 ο οποίος 

κατασκευάζει ένα θεώρημα-εν-δράσει, ως σύνθεση των απαντήσεων του στα [101-103] και [105-

107]. Δηλαδή: [Το σχήμα στο εσωτερικό] είναι ορθογώνιο γιατί το εξωτερικό είναι ρόμβος και  [το 

σχήμα στο εσωτερικό] είναι ρόμβος γιατί το εξωτερικό είναι ορθογώνιο.   

 
Ανάπτυξη ικανότητας διατύπωσης απαγωγικών και παραγωγικών επιχειρηµάτων 
 

Μέσω του  εργαλείου ανάκλασης + πειραματικού συρσίματος 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………..   

 
Σχήµα 4.51. Ανάλυση του επιχειρήµατος µε το µοντέλο Toulmin 

Θ1: κάθε σημείο της μεσοκαθέτου απέχει εξίσου από τα άκρα του τμήματος  

Θ2: ένα τρίγωνο είναι ισοσκελές όταν έχει τις δυο πλευρές του ίσες 

Διατυπώνει μια αιτιολόγηση στο [20] υποβοηθούμενος από τις ερωτήσεις σκαλωσιάς της 

ερευνήτριας και το διάγραμμα. Η δομή του επιχειρήματος του μπορεί να αναλυθεί μέσω του 

μοντέλου Toulmin στο 5.51. 
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Μέσω των ΣΟΕΑ γ φάσης  

Ο μαθητής δεν έχει ικανότητα εφαρμογής του θεωρήματος ΘΜΠ. Η διαδικαστική κατανόηση 

του θεωρήματος προκύπτει σε αλληλεπίδραση με την ομάδα και το διάγραμμα στην οθόνη.  

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

  
                                                          
Σχήµα 4.52. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου [51-
64] 

 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

  
Σχήµα 4.53.Ανάλυση του επιχειρήµατος του M5 µε το µοντέλο Toulmin  

 

Στο διάγραμμα επάνω έχει γίνει η ανάλυση του επιχειρήματος των μαθητών, μέσω του 

μοντέλου Toulmin στο οποίο οι ερωτήσεις σκαλωσιάς της ερευνήτριας έχουν επισημανθεί με 

διακεκομμένες γραμμές. Οι μαθητές κατανόησαν τη διαδικασία εφαρμογής του θεωρήματος σε 
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συνεργασία με την ομάδα. Ο Μ5 αναγνωρίζει τα στοιχεία του διαγράμματος τα οποία συνθέτουν 

την κατασκευή του επιχειρήματος και οδηγούν στο συμπέρασμα.  

Στο [73] προσπαθεί να αποδείξει ότι το σχήμα είναι ορθογώνιο στο εσωτερικό και συμπεραίνει 

από τα αποτελέσματα την αιτία που το προκαλεί, επομένως διατυπώνει ένα απαγωγικό 

επιχείρημα..   

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

                                   
Σχήµα 4.54. Σχήµα 
αναφερόµενο στο 
απόσπασµα διαλόγου [160-
164] 
 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Ο Μ5 στο [160] αναπτύσσει απαγωγικό συλλογισμό, αφού προβλέπει τη διαδικασία 

περιστροφής για τα τμήματα DF, FK και οδηγείται στη λύση του προβλήματος. Συνεπώς 

αναπτύσσει την διορατικότητα που τον βοηθά να διατυπώσει τη λύση του προβλήματος, ως 

αποτέλεσμα της επίδρασης του χωρογραφικού και θεωρητικού πεδίου του λογισμικού.  

 

 
Ανάπτυξη ικανότητας αντιστροφής ενεργειών  
..……………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

            
Σχήµα 4.55. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου [120-
127] 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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Ο Μ5 αλληλεπιδρά με το δυναμικό διάγραμμα και διατυπώνει εικασίες, οι οποίες είναι 

αποτέλεσμα του σύνθετου μετασχηματισμού του διαγράμματος λόγω συνδυασμού των τεχνικών 

περιστροφής, ίχνους και συρσίματος. Επομένως, στο σημείο αυτό αναπτύσσει επαγωγικό 

συλλογισμό. Στο [123] αντιλαμβάνεται ότι το σημείο Τ είναι αμετακίνητο, και ότι οι 

μετασχηματισμοί των τμημάτων είναι «ανάλογοι». Στο [125-127] διατυπώνει μια στρατηγική για 

την εύρεση της λύσης. Ο μαθητής σύροντας τυχαία το διάγραμμα αντιλήφθηκε ότι το σχήμα που 

προκύπτει είναι ορθογώνιο (όταν το σημείο της σημαίας ταυτίζεται με το μέσο της αποστάσεως 

των δέντρων). Επομένως, έχει αναπτύξει την ικανότητα να αντιστρέψει νοητικά την διαδικασία.    

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η οπτικοποίηση της καθετότητας που σχηματίζεται στα σημεία D, K  βοηθά το μαθητή να 

κατανοήσει ότι είναι αναγκαίες δυο ευθείες κάθετες και στο [133] να αντιληφθεί ότι η απόσταση 

του σημείου Τ από το σημείο F είναι ίση με την απόσταση του σημείου F από τα σημεία D, K. Την 

εικασία του επιβεβαιώνει μέσω μετρήσεων και οδηγείται σε εμπειρική αιτιολόγηση. Επομένως, 

οδηγείται να ανακαλύψει μια λύση του προβλήματος, αναπτύσσοντας μετασχηματιστικό 

συλλογισμό σε συνεργασία με τον Μ6, χωρίς να επαναλάβει τη διαδικασία της περιστροφής.  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [150] η ερώτηση της ερευνήτριας βοηθά το μαθητή να διατυπώσει μια συμπερασματική 

δήλωση, ως αποτέλεσμα της αλληλεπίδρασης με το σύνθετο μετασχηματισμό της περιστροφής 

και του συρσίματος.  

 
∆υναµική επανεφεύρεση  

Στη συνέχεια επιχειρούν να οδηγηθούν σε δεύτερη λύση μέσα από διαφορετική στρατηγική. 

Στο διάστημα [165-178] (δείτε παραπάνω το σχήμα 5.49) αναπτύσσει ένα θεώρημα-εν-δράσει 

και ο μαθητής ανακαλύπτει ιδιότητες του διαγράμματος, όπως την ισότητα των αποστάσεων του 

σημείων D, K από το σημείο Τ και τη σχέση του σημείου της σημαίας στη λύση του προβλήματος.  
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Σχήµα 4.56. Ανάλυση του επιχειρήµατος του M5 µε το µοντέλο Toulmin 

 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

                                                                            
Σχήµα 4.57. Σχήµα 
αναφερόµενο στο 
απόσπασµα διαλόγου [192-
196] 

 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Επομένως, μέσω της διαδικασίας και της δοκιμής και λάθους, έχει αναπτύξει την ικανότητα να 

αντιστρέψει τις ενέργειες του. Ο σύνθετος μετασχηματισμός της περιστροφής και συρσίματος 

του σημείου βοηθά τον Μ5 να αντιληφθεί ότι τα τμήματα–πλευρές των τριγώνων από 

περιστροφή είναι ίσα μεταξύ τους. Στη συνέχεια ο μαθητής υπολογίζει την απόσταση μέσα από 

νοητικούς μετασχηματισμούς και εφαρμογή θεωρήματος. Επομένως, στο διάστημα [192-196] ο 

Μ5 αναπτύσσει μια αιτιολόγηση η οποία είναι αποτέλεσμα αλληλεπίδρασης του χωρογραφικού 

και θεωρητικού πεδίου του λογισμικού. Ο μαθητής για την απάντηση του βασίζεται σε 

μετασχηματισμούς σε ένα παράδειγμα αντιπροσωπευτικό μιας κλάσης αντικειμένων, επομένως 

πρόκειται για εμπειρικό αποδεικτικό σχήμα /γενικό παράδειγμα.   
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Σχήµα 4.58. Ανάλυση του επιχειρήµατος του M5 µε το µοντέλο Toulmin 

Θ: η διάμεσος ορθογωνίου τριγώνου είναι ίση με το μισό της υποτείνουσας  

 

Στη συνέχεια διατυπώνουν την λύση του προβλήματος κάνοντας αλγεβρικούς υπολογισμούς 

με εφαρμογή του Πυθαγορείου θεωρήματος. Επομένως, έχει αναπτύξει την ικανότητα 

εφαρμογής της λύσης του προβλήματος.  

 

4.2.6. Μ6-ΟΜΑ∆Α Ε  
 

Ανάπτυξη ικανότητας µετατροπής µεταξύ αναπαραστάσεων µέσω γνωστικών 
συγκρούσεων 
 

Μέσω του εργαλείου σημείου + πειραματικού συρσίματος 

……………………………………………………………………………………………………………………………............................. 

 

 
 

Σχήµα 4.59. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα [7-8] 
 

……………………………………………………………………………… 
Ο Μ6 δεν έχει ικανότητα αποκωδικοποίησης της νοητικής εικόνας σε εικονική, λόγω του 

εργαλειακού εμποδίου που παρουσιάζεται από το εργαλείο σημείου. Η διαδικασία του 

πειραματικού συρσίματος οδηγεί το μαθητή σε γνωστική σύγκρουση. Αυτό έχει ως  αποτέλεσμα 

να κατανοήσει ότι η θέση του σημείου καθορίζει την ιδιότητα της ισότητας των απέναντι 

πλευρών του παραλληλογράμμου και να διατυπώσει την ιδιότητα που πρέπει να πληροί το 

σχήμα, ώστε να είναι παραλληλόγραμμο. Επομένως, μεταφράζει μια εικονική αναπαράσταση σε 

λεκτική, λόγω της επίδρασης του θεωρητικού συρσίματος του εργαλείου σημείου.  

 

Μέσω του εργαλείου ανάκλασης +πειραματικού συρσίματος  
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Η απόκρυψη της μεσοκαθέτου και η ανάκλαση του ισοσκελούς (δείτε το σχήμα 5.47) έχει ως 

αποτέλεσμα (α) την οπτικοποίηση του ρόμβου ως σύνθεση ισοσκελών το οποίο διατυπώνει 

άτυπα με την έκφραση «ισοσκελές-ισοσκελές», (β) την ταύτιση της μεσοκαθέτου με τη 

κατακόρυφη διαγώνιο του ρόμβου. Ο Μ6 έρχεται σε γνωστική σύγκρουση, λόγω της επίδρασης 

του πειραματικού συρσίματος επί του δυναμικού σημείου-κορυφής του ισοσκελούς. 

Αντιλαμβάνεται ότι η μορφή του ρόμβου παραμένει αμετάβλητη, το οποίο στη συνέχεια 

προσπαθεί να αιτιολογήσει άτυπα στο [36]. Δηλαδή, αλληλεπιδρά με τη δυναμική 

αναπαράσταση και το εργαλείο ανάκλασης διαμεσολαβεί στη διαμόρφωση της δομής του 

ρόμβου ως σύνθεσης ισοσκελών. Από τη διατύπωση του Μ6 στο [30] συμπεραίνεται ότι ο Μ6 σε 

αλληλεπίδραση με τον Μ5, έχει σχηματίσει νοητικά την κατακόρυφη διαγώνιο του σχήματος, η 

οποία συμπίπτει με τη μεσοκάθετο του ισοσκελούς τριγώνου, ώστε να διατυπώσει την ιδιότητα 

της διχοτόμησης και καθετότητας. Σημείο δυναμικής επανεφεύρεσης των ιδιοτήτων του ρόμβου.   

Δηλαδή, μεταφράζει μια εικονική αναπαράσταση σε λεκτική, λόγω της επίδρασης των 

εργαλείων κάθετου (για την κατασκευή της μεσοκαθέτου του τμήματος), απόκρυψης της 

μεσοκαθέτου, ανάκλασης και πειραματικού συρσίματος.  

……………………………………………………………………………………………………………………………............................. 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………............................. 

Επομένως, τα εργαλεία βοηθούν το μαθητή να κατανοήσει την έννοια «ρόμβος ως 

αποτέλεσμα ανάκλασης ισοσκελούς» και να αναπτύξει την ικανότητα δομικής ανάλυσης του 

σχήματος. Μέσω της διαδικασίας ο μαθητής αντιλαμβάνεται τις διαγώνιες του ρόμβου 

αποδίδοντας τους διπλό ρόλο αφού τις ερμηνεύει στο [30-36]: (α) την οριζόντια διαγώνιο του 
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ρόμβου και ως βάση του ισοσκελούς, και (β) τη μεσοκάθετο του ισοσκελούς και ως κάθετη 

διαγώνιο του ρόμβου. Αυτή η ικανότητα εμφανίζεται σε πιο ανεπτυγμένη μορφή στην γ φάση, 

όπως διαπιστώνεται στο διάστημα [77-93]. 

 

 
 
 
Ανάπτυξη ικανότητας δοµικής ανάλυσης – διπλή (/πολλαπλή) ερµηνεία 
γεωµετρικών αντικειµένων   

 

Μέσω των ΣΟΕΑ γ φάσης  

                                              
 

Σχήµα 4.60. Συνδεόµενες οπτικές ενεργές αναπαραστάσεις (Patsiomitou, 2012) 
……………………………………………………………………………………………………………………………............................. 

 
…………………………………………………………………………………………………………………………….............................. 
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Ο Μ6 αναγνωρίζει τα υποσχήματα των ρόμβων που σχηματίζονται στο σχήμα του ρόμβου 

ABCD. Αναγνωρίζει δηλαδή τους (υπο) ρόμβους από μια βασική ιδιότητα των διαγωνίων τους (τη 

διχοτόμηση και καθετότητα). Την ιδιότητα αυτή διατυπώνει, δηλαδή έχει κατασκευάσει τη 

μερολογική κατανόηση του σχήματος και ο ρόμβος έχει αποκτήσει  το χαρακτήρα σήματος. 

 Επομένως συνδέει νοητικά αναπαραστάσεις ή το εργαλείο απόκρυψης προκαλεί την ΑΟΑ του 

μαθητή, που βασίζεται στον αναστοχαστικό τρόπο σκέψης. 

Επομένως, συμπεραίνεται ότι ο μαθητής έχει κατασκευάσει συνδεόμενες αναπαραστάσεις 

νοητικά οι οποίες τον βοηθούν να αιτιολογήσει, μεταφράζοντας τις ιδιότητες της εικονικής 

αναπαράστασης σε λεκτικές αιτιολογήσεις μέσω νοητικών μετασχηματισμών. 

Συσχετίζοντας το διάστημα [30-36] με το [77-96], συνάγεται ότι ο μαθητής αναπτύσσει 

σταδιακά την ικανότητα (α) να χρησιμοποιεί οπτικά και θεωρητικά στοιχεία για να αναπτύξει το 

συλλογισμό του (β) να αποδίδει διπλούς ρόλους σε τμήματα και σημεία (γ) να αναγνωρίζει 

υποδομές μέσα σε βασικές δομές που έχει κατανοήσει και (δ) να καταλήγει σε συμπεράσματα  

για μια ιδιότητα του σχήματος, όπως αυτή προκύπτει συνεπαγωγικά από άλλες ιδιότητες.  

 

Μέσω του εργαλείου απόκρυψης /εμφάνισης  

 

Ο Μ6 αναπτύσσει μετασχηματιστικό συλλογισμό στο [129, 144] και ανακαλύπτει μια ειδική 

λύση του προβλήματος, μέσω της οπτικοποίησης που αναπτύσσει από το σύρσιμο του σημείου F 

του διαγράμματος και ενώ έχουν παραμείνει στην οθόνη τα αναγκαία σημεία D, K, Τ. Προτείνει 

την κατασκευή της μεσοκαθέτου, προς το τμήμα DK, αν και δεν έχουν σχηματιστεί οι γραμμές 

που συνδέουν το σημείο Τ με  τα σημεία D, K. Στη συνέχεια, σε συνεργασία με τον Μ5 διατυπώνει 

μια δεύτερη λύση του προβλήματος, η οποία προκύπτει με την κατασκευή ορθογωνίου 

παραλληλογράμμου. Η κατασκευή του ορθογωνίου παραλληλογράμμου από τους μαθητές 

προκύπτει με την ίδια διαδικασία που οι μαθητές έχουν κατασκευάσει στην α φάση. Επομένως, 

συμπεραίνεται ότι ο μαθητής έχει κατασκευάσει συνδεόμενες αναπαραστάσεις νοητικά οι 

οποίες τον βοηθούν στην δυναμική επανεφεύρεση της λύσης, μεταφράζοντας μια νοητική  

αναπαράσταση σε λεκτική και στη συνέχεια σε εικονική.  
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………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Σχήµα 4.61. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου  [128-
146] 

 
 

Κατασκευή εννοιών-εν-δράσει, ανάπτυξη θεωρηµάτων-εν-δράσει  
Μέσω του εργαλείου σημείου + πειραματικού συρσίματος  

 

Στο [8] διατυπώνει με συνδυασμό τυπικού και άτυπου τρόπου την ιδιότητα της ισότητας των 

απέναντι πλευρών του παραλληλογράμμου ως αποτέλεσμα του πειραματικού συρσίματος του 

δυναμικού σημείου. Επομένως, διατυπώνει μια έννοια-εν-δράσει/ανεπαρκή δυναμικό ορισμό 

ως αποτέλεσμα του ΣΕΔ του δυναμικού σημείου.  

 

Μέσω του εργαλείου ανάκλασης + πειραματικού συρσίματος 

Στο [18] κατασκευάζει ένα τρίγωνο ισοσκελές. Για την κατασκευή του σχήματος κατασκευάζει 

σχήμα χρήσης του εργαλείου μέσου σημείου και του εργαλείου της καθέτου σε συνεργασία με 

την ομάδα. Ολοκληρώνει το σχήμα του ισοσκελούς με την επιλογή αυθαίρετου σημείου επί της 

μεσοκαθέτου. Η αλληλεπίδραση με το σύνθετο μετασχηματισμό που προκαλείται από το 

πειραματικό σύρσιμο του δυναμικού σημείου-κορυφής του ισοσκελούς/ειδώλου του ισοσκελούς 

από ανάκλαση, βοηθά τον Μ6 να διατυπώσει έννοιες-εν-δράσει ως αποτέλεσμα του ΣΕΔ 

ανάκλασης, όπως την έννοια της συμμετρίας, της διχοτόμησης και καθετότητας των διαγωνίων 

του ρόμβου, δηλαδή να κατασκευάσει δευτερεύουσες ιδιότητες του ρόμβου, καθώς και να 

συσχετίσει έννοιες. Συγκεκριμένα, στο [26] διατυπώνει τον ανεπαρκή ορισμό «[ρόμβος] είναι το 

συμμετρικό [ισοσκελούς τριγώνου]» και στο [32-34] έναν ακόμα ανεπαρκή ορισμό «[είναι 

παράλληλες [οι απέναντι πλευρές του] και οι διαγώνιες διχοτομούνται».   

 

Μέσω του σχολιασμού –γ φάση ΣΟΕΑ  
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……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Στο [64] αναδιατυπώνει έναν οικονομικό ορισμό του παραλληλογράμμου, έννοια που είχε 

διατυπώσει  ανεπαρκώς στην αρχή της διαδικασίας.   

 

Μέσω του εργαλείου περιστροφής  

Ο Μ6 έχει κατασκευάσει ένα ΣΕΔ του εργαλείου περιστροφής που τον βοηθά να κατασκευάσει 

την έννοια-εν-δράσει στο [170, 198] της ισότητας και καθετότητας των δυο τμημάτων, καθώς και 

του ορθογωνίου και ισοσκελούς τριγώνου. 

Μέσω του εργαλείου ανάκλασης + πειραματικού συρσίματος 

Ο Μ6 κατασκευάζει ΣΕΔ του εργαλείου ανάκλασης μέσω της διαδικασίας εργαλειακής γένεσης 

και διατυπώνει τα θεωρήματα-εν-δράσει στο [30], [36], επομένως εμπειρικά αποδεικτικά 

σχήματα, ως αποτέλεσμα ενεργειών επί του διαγράμματος. Έρχεται σε γνωστική σύγκρουση 

λόγω των ερωτήσεων της ερευνήτριας και οδηγείται να διατυπώσει ένα απαγωγικό επιχείρημα. 

Ο μαθητής εκφράζει ιδιότητες των διαγωνίων του ρόμβου τις οποίες συμπεραίνει από το 

διάγραμμα στην οθόνη, καθώς και σχέσεις μεταξύ των ιδιοτήτων, χωρίς να έχει την ικανότητα να 

το μετασχηματίσει σε παραγωγικό επιχείρημα. Δηλαδή δεν έχει αναπτύξει την ικανότητα 

παραγωγικού συλλογισμού.  

 

 
Σχήµα 4.62. Ανάλυση του επιχειρήµατος του Μ6 µε µοντέλο Toulmin 

 
Μέσω του σχολιασμού + συρσίματος  
Στο διάστημα [78-79] ο Μ6 δεν έχει σχεδιάσει τις διαγώνιες του ρόμβου, αλλά διατυπώνει ένα 

θεώρημα-εν-δράσει, αναγκαία συνθήκη για να είναι το τετράπλευρο εσωτερικά ορθογώνιο 

παραλληλόγραμμο («οι διαγώνιες του διχοτομούνται και τέμνονται κάθετα»). Αυτό προκύπτει ως 

αποτέλεσμα της κατανόησης της έννοιας των αξόνων συμμετρίας του ρόμβου στην πρώτη φάση 

της ερευνητικής διαδικασίας. Οι συνδεόμενες αναπαραστάσεις που διερευνήθηκαν σταδιακά 
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από το μαθητή σε προηγούμενα σημεία, διαμεσολάβησαν ώστε να συνδέσει έννοιες, όπως την 

έννοια της μεσοκαθέτου με την έννοια του ρόμβου και στη συνέχεια με την έννοια του 

ορθογωνίου παραλληλογράμμου στο εσωτερικό του σχήματος. 

Η πρόταση του μπορεί να αναδιατυπωθεί ως «αν…τότε» δήλωση: «αν οι διαγώνιες του σχήματος 

που συνδέει τα μέσα των πλευρών διχοτομούνται και τέμνονται κάθετα, τότε είναι ρόμβος» και 

είναι αποτέλεσμα αφαιρετικών διαδικασιών που έχει κάνει ο μαθητής νοητικά.  

 
 
 
Ανάπτυξη ικανότητας διατύπωσης απαγωγικών και παραγωγικών επιχειρηµάτων. 
Μέσω του σχολιασμού του διαγράμματος και του θεωρητικού συρσίματος  
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Αντιλαμβάνεται από το διάγραμμα στην οθόνη ότι το σχήμα είναι παραλληλόγραμμο, το οποίο 

αιτιολογεί, υπονοώντας τα θεωρήματα που χρησιμοποιεί. Η δομή του επιχειρήματος του στο [48-

50].  

 
 Σχήµα 4.63. Ανάλυση του επιχειρήµατος του Μ6 µε µοντέλο Toulmin 

 

Στη συνέχεια διατυπώνει συμπερασματικές λογικές προτάσεις, ως αποτέλεσμα της 

κατανόησης του θεωρήματος ΘΜΠ σε συνεργασία με τον Μ5.  
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Σχήµα 4.64. Ανάλυση του επιχειρήµατος των M5-Μ6 µε µοντέλο Toulmin 
 
Μέσω του σχολιασμού του διαγράμματος και του θεωρητικού συρσίματος  

 

Οι μαθητές, στο διάστημα [77-93] (σχήμα 5.60), αναπτύσσουν ένα σύνθετο επιχείρημα, 

συνδυασμό απαγωγικού και παραγωγικού συλλογισμού. Στο διάγραμμα αναπαριστάνεται μέσω 

του μοντέλου Toulmin η δομή του επιχειρήματος του Μ6. 

 

 
 

 

Σχήµα 4.65. Ανάλυση του επιχειρήµατος των M5-Μ6 µε µοντέλο Toulmin 
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Με διακεκομμένες γραμμές έχουν αναπαρασταθεί οι υπονοούμενες προτάσεις, οι οποίες 

αποτελούν την εγγύηση στο επιχείρημα του Μ6. Ο Μ6 συνδυάζει στοιχεία αντιληπτικά, με 

στοιχεία από τη θεωρία της γεωμετρίας, προκειμένου να αποδείξει μια ιδιότητα του σχήματος 

(ότι το τετράπλευρο που σχηματίζεται από τα μέσα των πλευρών του εξωτερικού τετραπλεύρου 

(ρόμβου) είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο). Επομένως, αναπτύσσει ένα επιχείρημα στο 

χωρογραφικό και θεωρητικό πεδίο του λογισμικού. Η έκφραση του Μ5 («μήπως να πάρουμε ότι 

αυτή η γωνία είναι 180ο και αν υποθέσουμε ότι αυτή είναι 90ο να αποδείξουμε ότι οι άλλες δυο 

είναι ίσες με 90ο ») είναι συνέπεια της αλληλουχίας των νοητικών ενεργειών τις οποίες ο μαθητής 

εκτελεί. Ο μαθητής υπονοεί πολλές ενδιάμεσες ενέργειες τις οποίες δε διατυπώνει, επομένως 

εκτελεί νοητικούς μετασχηματισμούς και οδηγείται σε αφαιρετικές διαδικασίες σκέψης, 

γενικεύοντας. Έχει αποκτήσει την ικανότητα να διαχωρίζει τους υποστόχους, οι οποίοι θα τον 

οδηγήσουν στη λύση του προβλήματος. 

 

Ανάπτυξη αποδεικτικών σχηµάτων µέσω των ΣΟΕΑ  
Μέσω του εργαλείου απόκρυψης /εμφάνισης  

Στο [151-154] διατυπώνει μια ακόμα ειδική λύση του προβλήματος, η οποία προκύπτει με την 

κατασκευή του ορθογωνίου τριγώνου που συνδέει τα σημεία D, K, Τ και την κατασκευή της 

καθέτου. Στο [151] διατυπώνει ένα απαγωγικό επιχείρημα το οποίο δεν αποδεικνύει. Επομένως 

συνδέει νοητικά αναπαραστάσεις. Το εργαλείο απόκρυψης προκαλεί την ΑΟΑ του μαθητή, που 

βασίζεται στον αναστοχαστικό τρόπο σκέψης. Ο μαθητής αιτιολογεί την απάντηση του με χρήση 

εμπειρικών μετρήσεων, επομένως πρόκειται για ένα εμπειρικό αποδεικτικό σχήμα /κρίσιμο 

πείραμα, αφού προκύπτει από ένα προσεκτικά επιλεγμένο παράδειγμα.   

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

  
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 

Μέσω του εργαλείου περιστροφής+ πειραματικού συρσίματος  
Ο σχολιασμός των ορθογωνίων τριγώνων από περιστροφή οδηγεί τον μαθητή, μέσω του 

συρσίματος να αντιληφθεί μια ιδιότητα τους (ισότητα) στο [186], και να διατυπώσει μια 

γενίκευση για τη θέση του σημείου.  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………..

Η τοποθέτηση μέσω συρσίματος του σημείου της σημαίας σε σταθερό σημείο (σημείο του 

δέντρου) στο [203] βοηθά τον Μ6 να οδηγηθεί σε μια ακόμα ειδική λύση του προβλήματος, την 

οποία αποδεικνύει, χρησιμοποιώντας παραγωγικό συλλογισμό στο διάστημα [198-206].  Στο 

διάγραμμα κάτω αναπαριστάνεται η δομή του επιχειρήματος του Μ6, μέσω του μοντέλου 

Toulmin. 

 

 Σχήµα 4.66. Ανάλυση του επιχειρήµατος των M5-Μ6 µε µοντέλο Toulmin 

Ο μαθητής αναγνωρίζει και στη συνέχεια υπολογίζει την υποτείνουσα του σχήματος, σε 

συνεργασία με τον Μ5. Η εφαρμογή των θεωρημάτων οδηγεί στην επίλυση του πραγματικού 
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προβλήματος. Έχει αναπτύξει μέσω των ΣΟΕΑ ικανότητες λογικές και εφαρμογής της λύσης του 

πραγματικού προβλήματος.  

 

4.2.7.Μ7-ΟΜΑ∆Α Β 
Ανάπτυξη ικανότητας µετατροπής µεταξύ αναπαραστάσεων µέσω γνωστικών 
συγκρούσεων 

 
Μέσω του εργαλείου σημείου +πειραματικού συρσίματος  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
…………………………………………………………………………………………………………………………………… ………………….. 

Η μαθήτρια αντιλαμβάνεται ότι το σύρσιμο σημείου-κορυφής του σχεδίου του 

παραλληλογράμμου, δε διατηρεί τις ιδιότητες της παραλληλίας και ισότητας. Επομένως, 

οδηγείται σε λεκτική διατύπωση στο [6], αφού η εικονική αναπαράσταση στην οθόνη δε διατηρεί 

τις ιδιότητες του παραλληλογράμμου που γνωρίζει. Στη συνέχεια, προσπαθεί να 

αποκωδικοποιήσει τη νοητική εικόνα που έχει σχηματίσει για το παραλληλόγραμμο, 

μετατρέποντας την σε εικονική χωρίς να καταφέρει να ολοκληρώσει την διαδικασία, αφού το 

εργαλείο του σημείου οδηγεί τη μαθήτρια σε γνωστική σύγκρουση, λόγω των εμποδίων που 

παρουσιάζονται.   

 

Μέσω του εργαλείου σημείου + περιστροφής   

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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Η Μ7 στο [146] δεν κατανοεί την έννοια ‘συμμετρικό του σημείου Α ως προς κέντρο Ο’ ως 1-1 

αντιστοίχηση, δηλαδή δεν αντιστοιχεί τη σχηματική μονάδα του σημείου Α στη σχηματική 

μονάδα του σημείου Α΄.   

 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [155] αντιμετωπίζει εργαλειακό εμπόδιο, αφού δεν έχει κατανοήσει τη σειριακή χρήση 

του εργαλείου περιστροφής. Η διαδικασία αυτή επιβεβαιώνει ότι η Μ7 δεν έχει κατασκευάσει 

νοητικά την αντιστοίχηση 1-1 του αντικειμένου και του συμμετρικού του, που εκφράζει και 

λεκτικά. Επομένως, δεν έχει αναπτύξει την ικανότητα μετάφρασης της λεκτικής διατύπωσης του 

προβλήματος σε εικονική. Η συνεργασία με την ομάδα την οδηγεί σε γνωστική σύγκρουση που 

τη βοηθά να αναδιοργανώσει την χρήση του εργαλείου, όπως διαπιστώνεται στο [186] στη 

συνέχεια.  

 

Μέσω του εργαλείου περιστροφής + πειραματικού συρσίματος 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [186] η Μ7 κατασκευάζει την περιστροφή ευθυγράμμου τμήματος. Επομένως, η μαθήτρια 

στο σημείο αυτό έχει κατανοήσει την έννοια της περιστροφής σε σχέση με τη χρήση του 

εργαλείου. Η Μ7 έχει κατασκευάσει ΣΕΔ του εργαλείου περιστροφής και διατυπώνει την έννοια-

εν-δράσει, η οποία αποτελεί και οικονομικό ορισμό της έννοιας της συμμετρίας ως προς κέντρο 

(« Άρα για να βρούμε το συμμετρικό ως προς κέντρο [τμήματος] αρκεί να το στρέψουμε κατά 

180ο»). Επομένως, έχει κατασκευάσει μια νοητική αναπαράσταση για τα συμμετρικά 

αντικείμενα από περιστροφή με αποτέλεσμα στη συνέχεια να την αποκωδικοποιήσει εικονικά 

και λεκτικά μέσω της χρήσης του εργαλείου(π.χ [186-187]).  
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Αν επανεξεταστεί το διάστημα [153-187] συμπεραίνεται ότι μέσω του εργαλείου περιστροφής 

η μαθήτρια αποκτά μια αυξανόμενη ικανότητα αποκωδικοποίησης και σύνδεσης μεταξύ 

αναπαραστάσεων της ίδιας οντότητας (π.χ λεκτικής σε εικονική).  

 

Μέσω των ΣΟΕΑ  
…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η Μ7 ερμηνεύει τη διατύπωση του προβλήματος σε δυναμική διαδικασία στο λογισμικό. Οι 

μαθητές έχουν κατανοήσει στα σημεία [2-4] ότι η κατασκευή του σημείου Η προκύπτει με το 

εργαλείο περιστροφής. Επομένως, στο [6] η Μ7 έχει αναπτύξει τη λεκτική, σειριακή και θεσιακή 

κατανόηση της εφαρμογής του εργαλείου περιστροφής. Η μαθήτρια δεν οπτικοποιεί την 

διαδικασία κατασκευής της περιστροφής του τμήματος DO ώστε να προκύψει το σημείο Η στην 

οθόνη, αλλά η διατύπωση της προκύπτει ως αποτέλεσμα νοητικής επεξεργασίας. Επομένως, η 

λεκτική διατύπωση (της ερευνήτριας) οδηγεί στην ανάκληση μιας νοητικής αναπαράστασης και 

στη συνέχεια την λεκτική διατύπωση στο σημείο [6].   

 

 

  
Σχήµα 4.67. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου [88-
91] 

 
Η Μ7 επεκτείνει το ΣΕΔ το εργαλείου περιστροφής για τα τρίγωνα από περιστροφή, 

διατυπώνοντας την ιδιότητα της ισότητας καθώς και την ιδιότητα της ισότητας των επιμέρους 

στοιχείων τους με αυστηρή αιτιολόγηση. Έχει αποκτήσει την ικανότητα να αναλύει δομικά ένα 
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σχήμα και να προσδιορίζει τις ιδιότητες των στοιχείων του σχήματος, καθώς και την αφαιρετική 

ικανότητα να παράγει την απόδειξη μετασχηματίζοντας νοητικά τα στοιχεία του διαγράμματος.  

 

 

Ανάπτυξη ικανότητας δοµικής ανάλυσης – διπλή (/πολλαπλή) ερµηνεία 
γεωµετρικών αντικειµένων  

 

Μέσω του εργαλείου καθέτου 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Η κατασκευή της μεσοκαθέτου στο [71] αποκωδικοποιείται από την Μ7 με σειριακή χρήση 

των εργαλείων του λογισμικού, όπως του εργαλείου μέσου σημείου, εργαλείου καθέτου. Η Μ7 

μέσω της διατύπωσης της συνδέει νοητικά την έννοια της κατασκευής μεσοκαθέτου με την 

έννοια του ισοσκελούς. Επομένως, η μαθήτρια έχει αρχίσει να αναλύει δομικά την κατασκευή, να 

αναπτύσσει την ικανότητα μετατροπής της νοητικής της αναπαράστασης σε λεκτική 

αποκωδικοποιώντας τη με εργαλεία του λογισμικού, την οποία δεν είχε στην αρχή της 

διαδικασίας.  

 

Μέσω του εργαλείου ανάκλασης + θεωρητικού συρσίματος  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
 

Σχήµα 4.68. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου [128-
132] 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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Μέσω του εργαλείου καθέτου  
  

 
Σχήµα 4.69 Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου [197-
199] 

 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… ………………… 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………………. …………………. 

Η Μ7 σε συνεργασία με τα άλλα μέλη της ομάδας αναγνωρίζει στο [131] την ιδιότητα του 

άξονα συμμετρίας και την ταυτίζει με την έννοια του ύψους και διαμέσου του ισοσκελούς 

τριγώνου που έχει σχηματιστεί. Επομένως, συσχετίζει την ανάκλαση αντικειμένων με τη 

συμμετρία ως προς άξονα, δηλαδή συσχετίζει διαδικασίες με γνωστές της έννοιες. Στο [197] 

αναγνωρίζει οπτικά το σημείο τομής των διαγωνίων, ως σημείο από το οποίο διέρχεται ο άξονας, 

αφού δεν αναφέρει μια ιδιότητα του σημείου ή δεν αιτιολογεί γιατί ο άξονας διέρχεται από το 

σημείο αυτό. Η έκφραση της στο [199] δηλώνει ότι η μαθήτρια έχει συνδέσει την έννοια του 

άξονα με την έννοια της καθετότητας (καθώς και τη διασύνδεση παραλληλίας και καθετότητας), 

δηλαδή συνδέσεις μεταξύ εννοιών. Η σύνδεση της έννοιας του άξονα με την έννοια της 

διαμέσου εμφανίζεται στη συνέχεια στο [226] σημείο. Η οπτικοποίηση των σημείων τομής των 

καθέτων ως μέσων των πλευρών έχει ως αποτέλεσμα η Μ7 να επανεφεύρει μια διαδικασία 

κατασκευής με σύνδεση των μέσων των απέναντι πλευρών. Επομένως, οι συνδεόμενες 

αναπαραστάσεις που η μαθήτρια δημιούργησε κατά τη διάρκεια της διαδικασίας, τη βοήθησαν 

να συνδέσει τις πρωτεύουσες ιδιότητες του σχήματος, ιδιότητες δηλαδή που έχουν σχέση με την 

παραλληλία των πλευρών με τις δευτερεύουσες ιδιότητες του σχήματος, δηλαδή ιδιότητες που 
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έχουν σχέση με την συμμετρία του σχήματος. Συνεπώς, η κατασκευή της έννοιας «άξονες 

συμμετρίας είναι οι ευθείες που συνδέουν τα μέσα των πλευρών του σχήματος» προέκυψε ως 

αποτέλεσμα της διαδικασίας.  

 

 

Μέσω του εργαλείου καθέτου+ θεωρητικού συρσίματος 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

                                                                                                                                                      Σχήµα 4.70 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Σχήµα αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου [229-
242] 

 

Στο [231] η Μ7 επινοεί μια διαδικασία κατασκευής των αξόνων συμμετρίας του ρόμβου, 

συνδυασμό του χωρογραφικού και θεωρητικού πεδίου του λογισμικού. Η μαθήτρια με την 

κατασκευή της καθέτου στον πρώτο άξονα επιδιώκει οι διαγώνιες του σχήματος να είναι κάθετες 

από κατασκευής, ιδιότητα των διαγωνίων του ρόμβου. Δε λαμβάνει υπόψη της την παράμετρο 

της συνευθειακότητας των σημείων των κορυφών (δηλαδή, δεν εξετάζει αν η κάθετη διαγώνιος 

διέρχεται από την απέναντι κορυφή του ρόμβου). Επομένως, η συνευθειακότητα των σημείων 

προκύπτει με οπτική επιβεβαίωση. Από αυτό συμπεραίνεται ότι τα οπτικά στοιχεία επηρεάζουν 

τον συλλογισμό της μαθήτριας.  

Στο [242] αντιμετωπίζει γνωστική σύγκρουση, αφού οπτικά δεν επιβεβαιώνεται η ιδιότητα της 

καθετότητας στην μεσοπαράλληλο του ρόμβου την οποία έχει συσχετίσει με την έννοια του 

άξονα συμμετρίας. Στην εικασία αυτή οδηγούμαστε γιατί θεωρεί ότι η ευθεία που συνδέει τα 

μέσα των απέναντι πλευρών του σχήματος είναι και άξονας συμμετρίας (στο σχήμα του ρόμβου). 

Αντιμετωπίζει γνωστική σύγκρουση, αφού δεν αντιλαμβάνεται στο διάγραμμα την ιδιότητα που 
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έχουν οι άξονες συμμετρίας να τέμνουν κάθετα τις πλευρές του σχήματος. Επομένως, οδηγείται 

σε συνδυασμό τυπικής και άτυπης αιτιολόγησης (αντιληπτικό σχήμα) στο [242] («δεν είναι! γιατί 

δεν είναι ορθή γωνία»), ενσωματώνοντας στο γνωστικό σχήμα που έχει κατασκευάσει για την 

έννοια της αξονικής συμμετρίας, την περίπτωση του ρόμβου.  

Αν επανεξεταστεί το διάστημα [128-242] από την οπτική γωνία της δομικής ανάλυσης των 

σχημάτων διαπιστώνεται μια αυξανομένη ικανότητα της Μ7 «να αναγνωρίζει και να περιγράφει 

τα στοιχεία των σχημάτων, χρησιμοποιώντας γεωμετρικές έννοιες και όρους που παραμένουν 

ανεπαρκείς για να διευκρινίσουν τα σχήματα» (Battista, 2007, p. 851) (χαρακτηριστικό επιπέδου 

2.2). Αυτό προκύπτει ως αποτέλεσμα της νοητικής σύνδεσης των αναπαραστάσεων στα 

διαφορετικά σημεία της ερευνητικής διαδικασίας.  

Κατά συνέπεια, οι συνδεόμενες αναπαραστάσεις οδήγησαν την μαθήτρια σε γνωστικές 

συγκρούσεις και την ώθησαν να αναπτύξει διαδικασίες σκέψης, διαμεσολαβώντας στην 

αποκωδικοποίηση της νοητικής της εικόνας σε εικονική και στη συνέχεια της εικονικής σε 

λεκτική.  

 

 
Μέσω των ΣΟΕΑ γ φάσης  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

  
Σχήµα 4.71. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου [310- 
316] 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η Μ7 έχει αποκτήσει την ικανότητα να ερμηνεύει με διαφορετικό τρόπο στοιχεία του 

διαγράμματος, το οποίο την βοηθά να αιτιολογήσει στο [310] (π.χ τα τμήματα ΕΗ, FG 

αντιμετωπίζονται ως άξονες συμμετρίας του ορθογωνίου και ως διαγώνιες του ρόμβου). 

Χρησιμοποιεί μια αλυσίδα παραγωγικών δηλώσεων στις οποίες υπονοεί τα θεωρήματα  που 

εφαρμόζει, προκειμένου να οδηγηθεί στο λογικό επιχείρημα: «αφού είναι άξονες συμμετρίας οι 

FH, EG άρα τέμνονται κάθετα οι διαγώνιοι άρα είναι μια ιδιότητα του ρόμβου». Στο διάγραμμα 
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κάτω αναπαριστάνεται το νοητικό γεφύρωμα των εννοιών του ορθογωνίου και του ρόμβου, μέσω 

της [νοητικής] ταύτισης των δομών δευτερευόντων στοιχείων τους. 

 

Σχήµα 4.72. Ανάλυση της αιτιολόγησης της Μ7  

Δηλαδή, η μαθήτρια αναγνωρίζει την δομή των καθέτων αξόνων συμμετρίας του ορθογωνίου 

στο σχήμα και τη ταυτίζει με τη δομή των καθέτων διαγωνίων στον ρόμβο. Συνεπώς, μια 

δευτερεύουσα ιδιότητα του ορθογωνίου, αλλάζει ρόλο ως δευτερεύουσα ιδιότητα του ρόμβου. 

Η μαθήτρια στο στάδιο αυτό έχει αποκτήσει την ικανότητα να αναγνωρίζει τα δομικά στοιχεία 

που παίζουν σημαντικό ρόλο στην επίλυση του προβλήματος. Έχει μετακινηθεί από τον οπτικό 

συλλογισμό, επειδή το σημαντικότερο κριτήριο για τον προσδιορισμό του σχήματος είναι αν 

ικανοποιεί, ένα ακριβές σύνολο τυπικών ιδιοτήτων (Battista, 2007, p. 851) (χαρακτηριστικό 

επιπέδου 2.3).  

 

Μέσω των ΣΟΕΑ δ φάσης  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η Μ7 ανακαλύπτει μια ειδική λύση του προβλήματος, λόγω της οπτικοποίησης που 

αναπτύσσει και ενώ έχουν παραμείνει στην οθόνη τα αναγκαία σημεία D, K, Τ. Προτείνει την 

κατασκευή της μεσοκαθέτου, προς το τμήμα DK, αν και δεν έχουν σχηματιστεί οι γραμμές που 

συνδέουν το σημείο Τ με  τα σημεία D, K. Επομένως, συμπεραίνεται ότι οι συνδεόμενες νοητικές 

αναπαραστάσεις που έχει κατασκευάσει κατά τη διάρκεια της διαδικασίας, τη βοηθούν στη 

δυναμική επανεφεύρεση της λύσης, μεταφράζοντας μια νοητική  αναπαράσταση σε λεκτική και 

στη συνέχεια σε εικονική.  
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Ανάπτυξη ικανότητας διατυπώσεων εννοιών-εν-δράσει, συσχέτιση εννοιών  
 
Μέσω του εργαλείου περιστροφής  

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Στο διάστημα [41-49] οι μαθητές δοκιμάζουν την κατασκευή του τετραγώνου με το εργαλείο 

περιστροφής. Μέσω της διαδικασίας κατασκευάζουν ΣΕΔ του εργαλείου περιστροφής, και  

οδηγούνται να συσχετίσουν έννοιες της θεωρίας της γεωμετρίας με τα φαινόμενα που 

οπτικοποιούν στην οθόνη. Η Μ7 στο [46] συσχετίζει την έννοια-εν-δράσει των συνευθειακών 

σημείων με την περιστροφή τμήματος κατά 180ο.  

 

Μέσω του εργαλείου ανάκλασης+ πειραματικού συρσίματος  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Η διαδικασία κατασκευής με ανάκλαση στο [76] βοηθά την Μ7 να κατασκευάσει ΣΕΔ του 

εργαλείου ανάκλασης και στη συνέχεια την έννοια-εν-δράσει «[ανάκλαση] είναι δυο κάθετες 

ίσες». Η έκφραση της μπορεί να αναδιατυπωθεί ως εξής: «μέσω της ανάκλασης του ύψους 

προκύπτει ένα τμήμα ίσο στο προηγούμενο και ομοίως κάθετο». Συνεπώς, η χρήση του 

εργαλείου ανάκλασης οδηγεί την Μ7 σε διατύπωση δυναμικού ορισμού και ερμηνεία της 

εργαλειακής διαδικασίας με ισοδύναμες ιδιότητες. Επομένως, αναπτύσσει την ικανότητα να 

συνδέσει ιδιότητες αλλά και σχέσεις μεταξύ ιδιοτήτων. Η μαθήτρια βασίζεται τόσο στην οπτική 

αντίληψη για να προσδιορίσει σχέσεις μεταξύ των αντικειμένων (επίπεδο 2.1), αλλά και την 

τυπική αντίληψη για να περιγράψει μέρη του σχήματος, με γεωμετρικές έννοιες που 

αναφέρονται στη θεωρία της γεωμετρίας.  

 
Μέσω του σχολιασμού και θεωρητικού συρσίματος  
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…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………   

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 

Στο [320] ο ρόμβος έχει αποκτήσει για την Μ7 το χαρακτήρα σήματος. Η διατύπωση της 

μπορεί να θεωρηθεί οικονομικός ορισμός του ρόμβου, χαρακτηριστικό επιπέδου 3. Δηλαδή: «οι 

δυο διαγώνιες [παραλληλογράμμου πρέπει] να τέμνονται κάθετα ώστε το σχήμα να είναι 

ρόμβος». Επομένως, η διατύπωση της περιλαμβάνει μια υπονοούμενη «αν…τότε» δήλωση η 

οποία είναι χαρακτηριστικό επιπέδου 2.3. Στο [339] η έκφραση της Μ7 είναι μια «αν τότε» 

δήλωση. Δηλαδή: «Αν οι διαγώνιες διχοτομούνται και είναι ίσες [τότε το σχήμα είναι 

ορθογώνιο]» αποτελεί έναν οικονομικό ορισμό του ορθογωνίου. Επομένως, το ορθογώνιο έχει 

αποκτήσει το χαρακτήρα σήματος.  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Στο [412] διατυπώνει την «αν… τότε» δήλωση «αν οι διαγώνιες είναι ίσες και τέμνονται και 

κάθετα τότε το σχήμα είναι τετράγωνο». Η έκφραση της Μ7 μπορεί να αναδιατυπωθεί: «Το 

τετράπλευρο [στο εσωτερικό] είναι τετράγωνο αν και μόνο αν οι διαγώνιες [το εξωτερικού] είναι 

ίσες και τέμνονται κάθετα». Επομένως, η Μ7 διατυπώνει με τον τρόπο αυτό έναν αυθαίρετο 

οικονομικό ορισμό για το τετράγωνο που αφορά τις διαγώνιες του και την εκλεπτυσμένη  

ιδιότητά τους. Η πρόταση της Μ7 στο [412], ακολουθεί των διατυπώσεων της στο [320], [339] ([οι 

δυο διαγώνιες να τέμνονται κάθετα], και [ότι οι διαγώνιοι διχοτομούνται, ότι οι διαγώνιοι είναι 
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ίσες]). Επομένως, συμπεραίνεται ότι η μαθήτρια έχει κατασκευάσει μια ιεραρχική ταξινόμηση 

των τετραπλεύρων.  

 
Ανάπτυξη ικανότητας διατύπωσης απαγωγικών και παραγωγικών επιχειρηµάτων  
 

Μέσω του εργαλείου ανάκλασης  
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
Σχήµα 4.73. Ανάλυση του επιχειρήματος της Μ7  

 

Στο [85] η Μ7 αιτιολογεί γιατί το σχήμα είναι ρόμβος, διατυπώνοντας ένα απαγωγικό 

επιχείρημα το οποίο συνδυάζει στοιχεία που η μαθήτρια οπτικοποιεί μέσω του διαγράμματος ή 

γνωρίζει από τη θεωρία της γεωμετρίας του ισοσκελούς τριγώνου και δεν παρατηρεί στο 

διάγραμμα. Μέσω της διαδικασίας ο ρόμβος αποκτά το χαρακτήρα συμβόλου. Η μαθήτρια 

χρησιμοποιεί δηλαδή μια λίστα ιδιοτήτων με δευτερεύουσες ιδιότητες του ρόμβου η οποία 

σχηματίζει ένα μη οικονομικό ορισμό (ή και θεώρημα-εν-δράσει) τον οποίο διαμορφώνει από τα 

στοιχεία του διαγράμματος. 

Όπως διαπιστώνεται, η Μ7 χρησιμοποιεί στοιχεία τα οποία προκύπτουν από τον τρόπο 

κατασκευής του διαγράμματος με χρήση δυναμικών μέσων (π.χ εργαλείου ανάκλασης) αλλά και 

ημι-άτυπων δηλώσεων όπως «οι διαγώνιες διχοτομούν την κορυφή».   

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

  
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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Η Μ7 αιτιολογεί ανεπαρκώς στο [89] με χρήση κριτηρίου ισότητας τριγώνων το οποίο δεν 

ολοκληρώνει. Η αιτιολόγηση της περιέχει συνδυασμό στοιχείων τα οποία είναι αποτέλεσμα 

οπτικοποίησης της ανάκλασης. Η ανάλυση της αιτιολόγησης είναι ανάλογη του σημείου [85]. 

Επομένως, στο σημείο αυτό συμπεραίνεται ότι δεν έχει ικανότητα να κατασκευάσει την 

απόδειξη.  

 

Μέσω του σχολιασμού του διαγράμματος των ΣΟΕΑ γ φάσης   

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [273-280] η M7 επιχειρηματολογεί ότι τα τμήματα είναι παράλληλα χωρίς να αναφέρει το 

θεώρημα ΘΜΠ, το οποίο υπονοεί. Το διάγραμμα κάτω είναι η δομική ανάλυση του παραγωγικού 

επιχειρήματος το οποίο προκύπτει από τη συνεργασία των Μ7, Μ13:   

 
Σχήµα 4.74. Ανάλυση του επιχειρήματος των Μ7, Μ13 με το μοντέλο Toulmin 

 

Ο διάλογος των μαθητών στο [316] υποκινεί την ανάπτυξη ενός ακόμα επιχειρήματος της Μ7 η 

οποία αιτιολογεί, αναπτύσσοντας παραγωγικό συλλογισμό. Συγκεκριμένα, διατυπώνει «Το 

αρχικό σχήμα είναι ορθογώνιο, οι διαγώνιοι είναι ίσοι, άρα BD=AC, άρα οι FG,GH  είναι 

παράλληλες και ίσες με τα μισά των διαγωνίων». 
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Σχήµα 4.75. Ανάλυση του επιχειρήματος της Μ7  

Η μαθήτρια σύμφωνα με τον Peirce (1960) αναπτύσσει παραγωγικό συλλογισμό: 

Περίπτωση Α: Το αρχικό σχήμα είναι ορθογώνιο. 

Κανόνας Β: Οι διαγώνιες ενός ορθογωνίου είναι ίσες μεταξύ τους.  

Υπονοεί το ΘΜΠ και οδηγείται στο συμπέρασμα.   

Συμπέρασμα Γ: Οι πλευρές FG,GH  είναι παράλληλες και ίσες με τα μισά των διαγωνίων.  

 

Ταυτόχρονα, από τις ιδιότητες του σχήματος του ρόμβου συμπεραίνει ότι το σχήμα είναι 

ρόμβος, επομένως ο ρόμβος έχει αποκτήσει για την Μ7 το χαρακτήρα σήματος.  

Συνδέει ιδιότητες του ορθογωνίου (άξονες συμμετρίας του, ίσες διαγώνιες), έννοιες που 

διαπραγματεύτηκαν οι μαθητές στην προηγούμενη φάση της έρευνας.  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………  

Η Μ7 στο [347] διατυπώνει  αλυσίδα παραγωγικών επιχειρημάτων. Θεωρεί δεδομένο ότι το 

ABCD είναι ρόμβος και συμπεραίνει για τον άξονα συμμετρίας του, υπονοώντας το σχετικό 

θεώρημα. Η μαθήτρια έχει αποκτήσει την ικανότητα να εξειδικεύει τα συμπεράσματα της για το 

συγκεκριμένο διάγραμμα τα οποία στη συνεχεία γενικεύει, ώστε να καταλήξει σε κάποιο 

συμπέρασμα. Από ένα γενικό κανόνα που ισχύει για τις ιδιότητες των διαγωνίων του ρόμβου 

συμπεραίνει για τα τμήματα ΑΙ, ΙC.  

        
 

Σχήµα 4.76. Ανάλυση του επιχειρήματος της Μ7  

 

Θεώρημα 3: Οι διαγώνιες του ρόμβου είναι άξονες συμμετρίας του. 

Θεώρημα 4: Τα συμμετρικά τμήματα ως προς άξονα συμμετρίας είναι ίσα μεταξύ τους  
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Επομένως, στο σημείο αυτό αναπτύσσει παραγωγικό συλλογισμό. Στη συνέχεια συμπεραίνει 

και για τα σημεία Ε, Η. Η αιτιολόγηση της είναι ανεπαρκής, αφού η μαθήτρια υποθέτει ότι:  τα 

τμήματα ΕΗ, DB είναι κάθετα, η ΕF είναι παράλληλη στην DB επομένως οι ΕΗ, ΕF είναι κάθετες 

άρα το σχήμα είναι ορθογώνιο. 

 Δηλαδή, συμπεραίνει από τα αποτελέσματα την αιτία επομένως αναπτύσσει απαγωγικό 

συλλογισμό.  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Στο [380] διατυπώνει μια πρόταση η οποία είναι αποτέλεσμα της οπτικοποίησης του 

αποτελέσματος στην οθόνη, λόγω του θεωρητικού συρσίματος των κορυφών καθώς και των 

συμπερασματικών κανόνων που έχει κατανοήσει από τη θεωρία της γεωμετρίας. Διαμορφώνει 

επομένως ένα θεώρημα-εν-δράσει.  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

  

Σχήµα 4.77. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου [382-
386] 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η διατύπωση της Μ7 στο [383] είναι μια «αν… τότε» δήλωση: «όταν το εξωτερικό σχήμα γίνει 

ρόμβος [τότε το εσωτερικό είναι ορθογώνιο]. Η αιτιολόγηση της Μ7 είναι συνδεδεμένη με 

ενέργειες, επομένως πρόκειται για ένα θεώρημα-εν-δράσει. Στο συμπέρασμα αυτό έχει 

καταλήξει, αφού έχει εξετάσει μόνο τις ειδικές περιπτώσεις σχήματος που προκύπτουν όταν τα 

κέντρα των δυο τετράπλευρων συμπίπτουν. Επομένως, έχει κατασκευάσει ένα γνωστικό σχήμα το 

οποίο δεν είναι επαρκές για την περίπτωση που το εξωτερικό σχήμα δεν είναι ρόμβος αλλά 

ρομβοειδές. Συνεπώς, στο [385] έρχεται σε γνωστική σύγκρουση όταν το εξωτερικό σχήμα 

παίρνει διαφορετική μορφή από το σχήμα του ρόμβου σύμφωνα με τα προηγούμενα δεδομένα. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [412] διατυπώνει ένα γενικευμένο συμπέρασμα για το τετράγωνο. Η μαθήτρια έχει 

καταλήξει στο συμπέρασμα αυτό μέσω νοητικών μετασχηματισμών και λογικών συνδέσεων των 

προτάσεων 1, 2, 3 που έχει κατασκευάσει μέσω της διαδικασίας. 

πρόταση 1: Τα μέσα κάθε τετράπλευρου με ίσες διαγώνιες σχηματίζουν εσωτερικά 

τετράπλευρα ρόμβους.  

Πρόταση 2:  Τα μέσα κάθε τετράπλευρου με κάθετες διαγώνιες σχηματίζουν εσωτερικά 

τετράπλευρα ορθογώνια.  

Πρόταση 3:   Ένα τετράγωνο έχει τις ιδιότητες του ρόμβου και του ορθογωνίου.  

 

Επομένως,  η μαθήτρια μέσα από νοητικούς μετασχηματισμούς καταλήγει σε τυπική απόδειξη 

η οποία βασίζεται σε προτάσεις που έχει κατασκευάσει σε προηγούμενα σημεία της ερευνητικής 

διαδικασίας. Αιτιολογεί με αποδεικτικό νοητικό σχήμα που σύμφωνα με τον Balachef (1982, 

1988b) έχει τα χαρακτηριστικά του πειράματος σκέψης, αφού προέκυψε από μετασχηματισμούς 

σε ειδικά παραδείγματα.  

 

Μέσω των ΣΟΕΑ  
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

  
Σχήµα 4.78. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου [26-
32] 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [26], [49, 51] η Μ7 διατυπώνει εικασίες λόγω της ΑΟΑ που αναπτύσσει από το 

μετασχηματισμό του διαγράμματος. Η έκφραση της περιλαμβάνει την έννοια του ορθογωνίου 

παραλληλογράμμου και την έννοια του άξονα συμμετρίας, που είχαν διαπραγματευτεί οι 
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μαθητές στη δεύτερη φάση της ερευνητικής διαδικασίας. Η μαθήτρια έχει συνδέσει νοητικά 

αναπαραστάσεις με αποτέλεσμα να αναπτύξει μετασχηματιστικό συλλογισμό και να 

επανεφεύρει μια λύση του προβλήματος. Προσαρμόζει την προϋπάρχουσα γνώση της στη 

δεδομένη μαθηματική κατάσταση και την εφαρμόζει για να διατυπώσει μια λύση στο πραγματικό 

πρόβλημα, σε αλληλεπίδραση με την ομάδα.  

Η Μ7 στο [90] οδηγείται σε μια αλυσιδωτή παραγωγική δήλωση η οποία προκύπτει ως 

αποτέλεσμα της αλληλεπίδρασης με το διάγραμμα και τη θεωρία της γεωμετρίας, συνδυασμός 

οπτικού και παραγωγικού συλλογισμού, η οποία παρουσιάζεται με τη διαγραμματική 

αναπαράσταση παρακάτω χρησιμοποιώντας το μοντέλο Toulmin.   

 
Σχήµα 4.79. Ανάλυση του επιχειρήµατος της Μ7 

 

4.2.8. Μ8-ΟΜΑ∆Α 2  
 

Ανάπτυξη ικανότητας µετατροπής µεταξύ αναπαραστάσεων µέσω γνωστικών 
συγκρούσεων 
 

Μέσω του εργαλείου σημείου + πειραματικού συρσίματος  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
                  

………………………………………………………………………………………………………………………………      
Σχήµα 4.80. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου [26-
28] 

 

Ο Μ8 στο [27] αναπτύσσει τη σειριακή κατανόηση της επιλογής σχηματικών μονάδων για την 

κατασκευή κάθετης, ως επέκταση του σχήματος χρήσης κατασκευής παράλληλης. Η δυσκολία 
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κατανόησης της επιλογής της θεσιακής εφαρμογής του εργαλείου της καθέτου ή παραλλήλου, 

έχει ως συνέπεια την κατασκευή ενός μεταβλητού ορθογωνίου. Ο Μ8 με θεωρητικό σύρσιμο 

κατασκευάζει ένα μεταβλητό ορθογώνιο, σύροντας την κάθετη ευθεία ώστε να περνά από το ένα 

άκρο του ευθυγράμμου τμήματος, οπτικά επιβεβαιώνοντας την ιδιότητα της καθετότητας. 

Επομένως, το θεωρητικό σύρσιμο διαμεσολαβεί στην κατασκευή μιας ιδιότητας του σχήματος. 

Αντιμετωπίζει γνωστική σύγκρουση και η διαδικασία κατασκευής ολοκληρώνεται ως 

αλληλεπίδραση μεταξύ του χωρογραφικού πεδίου και του θεωρητικού πεδίου του λογισμικού. 

Επομένως, στο στάδιο αυτό δεν έχει αναπτύξει την ικανότητα αποκωδικοποίησης της νοητικής 

αναπαράστασης σε εικονική.   

 

Μέσω του εργαλείου καθέτου  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Ο Μ8 σε συνεργασία με την ομάδα μετατρέπει την λεκτική αναπαράσταση σε εικονική για την 

κατασκευή της μεσοκαθέτου. Επομένως, αναπτύσσει την ικανότητα αποκωδικοποίησης της 

νοητικής αναπαράστασης σε εικονική.  

 

Μέσω του εργαλείου ανάκλασης, περιστροφής +πειραματικού συρσίματος   

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Στο [79] κατασκευάζει μια ισοδύναμη σύνθεση του ρόμβου με χρήση του εργαλείου 

περιστροφής επί του ύψους του ισοσκελούς. Ο μαθητής προσπαθεί να ερμηνεύσει την 

διατύπωση «copy του ύψους ισοσκελούς» του Μ13, με την ισοδύναμη της περιστροφής του 

ύψους του ισοσκελούς περί γωνία 180ο, ως προς κέντρο το μέσο της βάσης του ισοσκελούς. 
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Δηλαδή, έχει μετασχηματίσει μια εικονική αναπαράσταση σε νοητική εικόνα και στη συνέχεια 

σε εικονική αναπαράσταση με διαφορετική αποκωδικοποίηση της αρχικής εικονικής.  

Το σύρσιμο της κορυφής του σχήματος, βοηθά το μαθητή να κατανοήσει ότι ο 

μετασχηματισμός των σημείων του ισοσκελούς, οδηγεί στο μετασχηματισμό των σημείων του 

ειδώλου. Αυτό διαπιστώνεται στη συνέχεια στο [158].  

 

Μέσω του εργαλείου  περιστροφής  

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Στο διάστημα [153-158] ο Μ8 διατυπώνει τη διαδικασία κατασκευής του συμμετρικού σημείου 

ως προς κέντρο. Ο Μ8 έχει κατασκευάσει σειριακή, θεσιακή και λεκτική κατανόηση του 

εργαλείου περιστροφής στο [155] αφού διατυπώνει τη διαδικασία περιστροφής ως 1-1 

μετασχηματισμό μεταξύ κάθε σημείου και του ειδώλου του. Έχει αναπτύξει την ικανότητα 

αποκωδικοποίησης της περιστροφής ως 1-1 διαδικασίας και κατά συνέπεια την ικανότητα 

μετατροπής μιας νοητικής αναπαράστασης σε εικονική και λεκτική.  

 

Ανάπτυξη ικανότητας δοµικής ανάλυσης – διπλή (/πολλαπλή) ερµηνεία 
γεωµετρικών αντικειµένων  
  
Μέσω του εργαλείου  περιστροφής + θεωρητικού συρσίματος  

…………………………………………………………………………………………………………………………………….  

 

 
 
 
Σχήµα 4.81. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου [167- 
171] 

 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… ………………….. 
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Στο σημείο [169] ο M8 εφαρμόζει θεωρητικό σύρσιμο του κέντρου περιστροφής, έτσι ώστε τα 

μέσα των πλευρών DE και D΄E΄ και το σημείο F να συμπέσουν. Μέσω της διαδικασίας 

εργαλειακής γένεσης που αναπτύσσεται, ο M8 αναγνωρίζει το σχήμα του παραλληλογράμμου 

ως αποτελούμενου από τα υποσχήματα των συμμετρικών τριγώνων. Αναγνωρίζει δηλαδή, το 

σχήμα του παραλληλογράμμου ως δομική σύνθεση δυο συμμετρικών τριγώνων ως προς κέντρο 

το μέσο της βάσης του αρχικού τριγώνου. Αυτή η ενέργεια μας οδηγεί να συμπεράνουμε ότι ο 

μαθητής μέσω της διαδικασίας αναπτύσσει σταδιακά την κατανόηση των μερών του 

παραλληλογράμμου, δηλαδή την μερολογική κατανόηση του σχήματος.   

 

Μέσω των ΣΟΕΑ  γ φάσης  

…………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
 

 
 

 

 
Σχήµα 4.82. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου [352-
353] 

 

…………………………………………………………………………………………………………………….. 

Ο Μ8 χρησιμοποιεί μια δευτερεύουσα ιδιότητα του ρόμβου, την ισότητα των 

μεσοπαραλλήλων των πλευρών του ρόμβου (έννοια που συνδέεται με την προηγούμενη φάση 

του μαθησιακού μονοπατιού), προκειμένου να αποδείξει ότι το σχήμα είναι ορθογώνιο. 

Επομένως, οι EG, FH ερμηνεύονται από το μαθητή ως μεσοπαράλληλες του ρόμβου και ως 

διαγώνιες του ορθογωνίου. Συνεπώς, ο  μαθητής έχει αναπτύξει την ικανότητα να ερμηνεύει το 

ίδιο στοιχείο με διαφορετικούς τρόπους.  

 

Μέσω των ΣΟΕΑ δ φάσης  

Στο τμήμα του διαλόγου [92-101] ο Μ8 έχει αποκτήσει την ικανότητα να ερμηνεύει τα στοιχεία 

του διαγράμματος με διαφορετικούς τρόπους, αποδίδοντας τους διαφορετικούς ρόλους (π.χ το 

τμήμα ΜΚ ως  πλευρά του τριγώνου ΜΚΡ και ως πλευρά του τραπεζίου ΜΚΝL). 

Ο Μ8 έχει αναπτύξει την ικανότητα να αποκωδικοποιεί μια εικονική αναπαράσταση μέσω 

νοητικών μετασχηματισμών και να συμπεραίνει για τα στοιχεία του διαγράμματος, 

διατυπώνοντας λεκτικά τον συλλογισμό του. «Καταλήγει [επομένως] σε συμπεράσματα για την 
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συνεπαγωγική εμφάνιση των ιδιοτήτων του σχήματος» (Battista, 2007, p.851) μέσα από 

αφαιρετικές διαδικασίες σκέψης. Έχει αποκτήσει την ικανότητα να αναλύει δομικά το σχήμα 

και να επιχειρηματολογεί με λογική, εφαρμόζοντας θεωρήματα.  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
                                                                                                                         
Σχήµα 4.83. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου [92-
101] 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

Ανάπτυξη ικανότητας διατυπώσεων εννοιών-εν-δράσει  
 
Μέσω του εργαλείου σημείου + πειραματικού συρσίματος  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
Ο Μ8 χρησιμοποιεί στο [19] δυναμικό ορισμό για να εκφράσει την ισότητα των απέναντι 

πλευρών του παραλληλογράμμου, αφού μεταβάλλεται η σχέση της ισότητας των πλευρών λόγω 

του συρσίματος των άκρων του. Χρησιμοποιεί δηλαδή, αυτοσχέδιο αντιληπτικό τρόπο για να 

περιγράψει την ιδιότητα της ισότητας του σχήματος. 

 

Μέσω του εργαλείου περιστροφής + πειραματικού συρσίματος 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Μέσω της διαδικασίας εργαλειακής γένεσης και σε αλληλεπίδραση με το εργαλείο 

περιστροφής o Μ8, αντιλαμβάνεται ότι τα τμήματα είναι ίσα στο [48].  

 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… ………………….. 

 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… ………………….. 

Στο [79-81] ο Μ8 προτείνει τη διαδικασία περιστροφής, ώστε να αποτυπώσει στην οθόνη με 

διαφορετικές ενέργειες την ίδια εικόνα. Επομένως, συνδέει διαδικαστικά και εννοιολογικά την 

έννοια της περιστροφής τμήματος καθέτου σε ευθεία-άξονα συμμετρίας, με την έννοια της 

απόστασης του τμήματος από τον άξονα, δηλαδή κατασκευάζει συνδέσεις μεταξύ εννοιών.  

…………………………………………………………………………………………………………………………………… ………………….. 

 
…………………………………………………………………………………………………………………………………… …………………. 

Στο σημείο [91] ο Μ8 ορίζει το ισόπλευρο τρίγωνο με δυναμικό ορισμό («με rotate και 60o 

περιστροφή») ως αποτέλεσμα του ΣΕΔ εργαλείου περιστροφής. Στην έκφραση του διατυπώνει με 

εργαλειακό τρόπο τις αναγκαίες ιδιότητες του σχήματος του ισοπλεύρου με χρήση της δυναμικής 

διαδικασίας: η ισότητα των πλευρών και η ισότητα των γωνιών.  

Οι περιγραφές του στηρίζονται στην οπτική αντίληψη, χρησιμοποιώντας άτυπες και τυπικές 

περιγραφές, χαρακτηριστικό επιπέδου 2.2.  

 
Μέσω του εργαλείου ανάκλασης, ίχνους  και συρσίματος 

Στο [115] ο Μ8 κατασκευάζει ΣΕΔ του εργαλείου των ΣΟΕΑ ανάκλασης, ίχνους και συρσίματος 

και κατασκευάζει την έννοια του «ίσου και αντιστρόφου» σχήματος λόγω του αντίστροφου 

προσανατολισμού του σχήματος. Στη συνέχεια κατασκευάζει την έννοια-εν-δράσει «[οι 

αποστάσεις των σημείων Β, C ως προς το Ο] είναι ίσες». Στο [127] ερμηνεύει τον άξονα 

συμμετρίας ως μεσοκάθετο της απόστασης του σημείου –ανακλώμενου σημείου του 

ευθυγράμμου τμήματος σε αλληλεπίδραση με τον Μ13. Ο μαθητής αναγνωρίζει το σχήμα του 

τραπεζίου παρά την αλλαγή προσανατολισμού του σχήματος και συσχετίζει ιδιότητες του 

σχήματος («οι γωνίες παρά την βάση είναι ίσες, το ύψος είναι και μεσοκάθετος»).  
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……………………………………………………………………………………………………………………………………. …………………. 

 
…………………………………………………………………………………………………………………………………… ………………….. 

 

Μέσω του εργαλείου ανάκλασης + θεωρητικού συρσίματος  

Στο [144] ο Μ8 κατασκευάζει την έννοια-εν-δράσει του τετραγώνου ως ορθογωνίου με ίσες 

πλευρές λόγω του θεωρητικού συρσίματος και της αλληλεπίδρασης με τον Μ13. 

Επομένως, διατυπώνει στο [144] τον επαγωγικού τύπου αυθαίρετο, οικονομικό ορισμό 

(«[κάθε] ορθογώνιο με ίσες πλευρές [είναι τετράγωνο]»), του τετραγώνου που είναι αποτέλεσμα 

της επίδρασης του θεωρητικού συρσίματος μιας κορυφής του ορθογωνίου παραλληλογράμμου. 

Στο σημείο αυτό ενισχύεται η αντιληπτική ιεράρχηση του τετραγώνου ως ορθογωνίου. 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… …………………. 

 
…………………………………………………………………………………………………………………………………… …………………. 

 
Μέσω του εργαλείου καθέτου + θεωρητικού συρσίματος   

…………………………………………………………………………………………………………………………………… …………………. 
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…………………………………………………………………………………………………………………………………… …………………. 

Το εργαλείο της καθετότητας και το θεωρητικό σύρσιμο της κορυφής του ρόμβου επιδρά στο 

[247] μέσω της διαδικασίας εργαλειακής γένεσης στην κατασκευή ενός οργάνου που εκφράζεται 

με την έννοια-εν-δράσει «στο τετράγωνο έχουμε τέσσερις άξονες συμμετρίας, είναι και οι 

διαγώνιες». Η έκφραση του μπορεί να θεωρηθεί και αυθαίρετος ορισμός του τετραγώνου.  

 
Ανάπτυξη ικανότητας ιεράρχησης  
Μέσω του εργαλείου περιστροφής+ θεωρητικού συρσίματος  
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Ο M8 έρχεται σε γνωστική σύγκρουση μέσω του σύνθετου μετασχηματισμού του συρσίματος 

και της περιστροφής στο [179-180] και κατανοεί ότι το παραλληλόγραμμο δεν έχει άξονες 

συμμετρίας στο [182], συνδέοντας την έννοια της αξονικής συμμετρίας με την έννοια της 

καθετότητας. Η έκφραση του θα μπορούσε να αναδιατυπωθεί: «αν τέμνονται κάθετα τα τμήματα 

τότε το σχήμα είναι συμμετρικό ως προς άξονα συμμετρίας». Επομένως, πρόκειται για την 

διατύπωση μιας εικασίας («αν …τότε»).   

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [207, 216] αντιμετωπίζει γνωστικό εμπόδιο αφού θεωρεί ότι στο ορθογώνιο έχουμε μόνο 

έναν άξονα συμμετρίας, σημείο στο οποίο έρχεται σε γνωστική σύγκρουση με το διάγραμμα 

στην οθόνη. Μέσω της διαδικασίας κατανοεί ότι κάθε μεσοπαράλληλος του ορθογωνίου 

παραλληλογράμμου είναι και άξονας συμμετρίας του. Αυτό επιβεβαιώνεται στη συνέχεια στο 

σημείο [247].  

 

Μέσω του εργαλείου καθέτου + θεωρητικού συρσίματος  

Στο [247] ενσωματώνει στο γνωστικό σχήμα που έχει κατασκευάσει για την έννοια του άξονα 

συμμετρίας των τετραπλεύρων και στην περίπτωση του τετραγώνου, ως ειδικότερου σχήματος 

παραλληλογράμμου. Μέσω του εργαλείου καθετότητας και του θεωρητικού συρσίματος της 

κορυφής του ρόμβου κατά τη διάρκεια της διαδικασίας εργαλειακής γένεσης κατασκευάζει ένα 

όργανο που εκφράζεται με το θεώρημα-εν-δράσει «στο τετράγωνο έχουμε τέσσερις άξονες 

συμμετρίας». Επομένως, παρουσιάζει εννοιολογική αλλαγή αφού κατανοεί ότι «[η μεσο-

παράλληλος] είναι και άξονας συμμετρίας» στο τετράγωνο, όπως και στο ορθογώνιο, καθώς και 

οι διαγώνιες είναι άξονες συμμετρίας στο τετράγωνο, όπως και στο ρόμβο. Το αποτέλεσμα αυτής 

της κατανόησης οδηγεί στη διατύπωση: «4 άξονες έχουμε! είναι και οι διαγώνιες». Συνεπώς, έχει 

κατασκευάσει μέσω της διαδικασίας την έννοια (α) «οι μεσοπαράλληλοι του ορθογωνίου είναι οι 

άξονες συμμετρίας του ορθογωνίου» και (β) «οι  διαγώνιες του ρόμβου είναι άξονες συμμετρίας 

του». Επομένως, «έχει καταλήξει σε συμπεράσματα για τη συνεπαγωγική εμφάνιση των 

ιδιοτήτων του σχήματος μέσα από την ανάλυση που προκύπτει από την ιεράρχηση των 

σχημάτων» (Battista, 2007,p.852) (χαρακτηριστικό επιπέδου 3.2). Κατά συνέπεια, έχει κατανοήσει 

ότι το τετράγωνο έχει πρόσθετες ιδιότητες που δεν αφορούν μόνο τις πλευρές και γωνίες του 

σχήματος αλλά και τους άξονες συμμετρίας του, κατασκευάζοντας τη σχέση εγκλεισμού των 

σχημάτων.  

 

 

Ανάπτυξη ικανότητας διατύπωσης επαγωγικών και απαγωγικών επιχειρηµάτων  
Μέσω του εργαλείου περιστροφής 
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Στο [80, 91] ο Μ8 αναπτύσσει μετασχηματιστικό συλλογισμό, αφού η διαδικασία που 

προτείνει προκύπτει ως αποτέλεσμα της διαδικασίας κατασκευής περιστροφής των πλευρών του 

τετραγώνου. 

 
Μέσω του εργαλείου εργαλείου περιστροφής + θεωρητικού συρσίματος  

Ο M8 στο [182] αναπτύσσει επαγωγικό συλλογισμό και διατυπώνει μια εικασία «αν τότε»: 

«αν κάνουμε ως προς άξονα συμμετρίας γίνεται κάθετα». Επομένως,  ο Μ8 έχει κατασκευάσει 

ένα ΣΕΔ του μετασχηματισμού της ανάκλασης και το εκφράζει με μια έννοια-εν-δράσει. Η 

έκφραση του θα μπορούσε να αναδιατυπωθεί: «Αν τέμνονται κάθετα τα τμήματα τότε το σχήμα 

είναι συμμετρικό ως προς άξονα συμμετρίας».  

 

Μέσω του προσαρμ. εργαλείου  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [193] διατυπώνει μια εικασία «αν ήταν κέντρο συμμετρίας δεν θα έπρεπε η KQ=QN». Η 

εικασία αυτή προέκυψε μετά την εφαρμογή του προσαρμ. εργαλείου στη διαδικασία κατασκευής 

του συμμετρικού ισοπλεύρου τριγώνου. Επομένως, ο Μ8 διατυπώνει την έννοια-εν-δράσει, λόγω 

της κατασκευής του ΣΕΔ προσαρμ. εργαλείου. Ο μαθητής συνήθιζε να διατυπώνει τις σκέψεις του 

με συνδυασμό τεχνολογικής και τυπικής γλώσσας. Στο σημείο αυτό παρατηρείται μια αλλαγή 

στον τρόπο διατύπωσης του μαθητή, με τυπική μαθηματική γλώσσα.  

 

 
Ανάπτυξη διαδικαστικής κατανόησης του θεωρήµατος ΘΜΠ-αναγνώριση 
υποσχηµάτων 

 

Ο M8 στο [344] επιχειρηματολογεί για να αποδείξει ότι οι πλευρές του εσωτερικού σχήματος 

τέμνονται κάθετα. 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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…………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
Σχήµα 4.84. Ανάλυση του επιχειρήµατος του Μ8                    Σχήµα 4.85. Σχήµα 

αναφερόµενο στο 
απόσπασµα διαλόγου [343-
345] 

 

                                                                                   
  

Θεώρημα 1 : Οξείες γωνίες με πλευρές παράλληλες είναι μεταξύ τους ίσες .  

Θεώρημα 2: Παραλληλόγραμμο του οποίου η μια γωνία είναι ορθή είναι ορθογώνιο.  

 

Η απόδειξη του έχει τη μορφή του εμπειρικού αποδεικτικού σχήματος, αφού ο μαθητής 

αντιλαμβάνεται την παραλληλία των τμημάτων και την ισότητα των γωνιών από το διάγραμμα 

στην οθόνη.  

 

Ανάπτυξη ικανότητας απαγωγικού- παραγωγικού συλλογισµού  
Το σύρσιμο των κορυφών του σχήματος ώστε οι διαγώνιες του εξωτερικού τετραπλεύρου να 

γίνουν κάθετες, βοηθά τον μαθητή στην οπτικοποίηση των ιδιοτήτων των διαγωνίων του 

εσωτερικού τετράπλευρου. Η αιτιολόγηση του Μ8 δε βασίζεται στο διάγραμμα αλλά σε 

επιχειρήματα που προκύπτουν από νοητικά του κατασκευάσματα σε προηγούμενα σημεία της 

έρευνας. Επομένως, πρόκειται για ένα μετασχηματιστικό σχήμα (Harel, 2009), αφού η 

αιτιολόγηση του βασίζεται σε νοητικές λειτουργίες ή νοητική αιτιολόγηση στην κατηγορία του 

πειράματος σκέψης.  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

                     
  
Σχήµα 4.86 Σχήµα σχετικό µε το απόσπασµα [92-101]                   Σχήµα 4.87. Σχήµα 

αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου [352-
356] 

 

 

Θεώρημα 5: Οι μεσοπαράλληλοι ρόμβου είναι παράλληλες και ίσες με τις πλευρές του 

ρόμβου.    

Θεώρημα 6: Αν οι διαγώνιες παραλληλογράμμου είναι ίσες το σχήμα είναι ορθογώνιο. 

 

Στο [356] ο Μ8 υποθέτει ότι του είναι αναγκαίο (ότι το IH  και IG είναι ίσα), προκειμένου να 

αποδείξει την ισότητα των διαγωνίων του εσωτερικού σχήματος. Επομένως, ο μαθητής στο 

σημείο αυτό οδηγείται σε απαγωγικό συλλογισμό.  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Ο μετασχηματισμοί των διαγραμμάτων στην οθόνη οδηγούν τον Μ8 στο [400] μέσα από τη 

διαδικασία εργαλειακής γένεσης να κατασκευάσει ένα όργανο. Διατυπώνει έναν οικονομικό 

γενικευμένο ορισμό για την κατασκευή του ορθογωνίου από τα μέσα του εξωτερικού 

τετράπλευρου. Η δήλωση του μπορεί να διατυπωθεί ως εξής: «[τα μέσα των πλευρών 

τετράπλευρου σχηματίζουν ορθογώνιο τότε και μόνον τότε] όταν οι διαγώνιες είναι κάθετες». 

Πρόκειται για μια αιτιολόγηση αναλυτικού σχήματος σύμφωνα με τους Harel & Sowder (1996), 
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αφού βασίζεται σε νοητικές λειτουργίες που μπορεί να καταλήξουν σε μαθηματικές αποδείξεις 

και προκύπτει αξιωματικά μέσα από προηγούμενες προτάσεις. Μπορεί να θεωρηθεί ακόμα ως  

νοητική αιτιολόγηση (συμβολικός υπολογισμός), σύμφωνα με τον Balachef (1982) αφού είναι 

βασισμένη σε νοητικούς μετασχηματισμούς. Ο μαθητής νοητικά έχει κάνει τους εξής λογικούς 

μετασχηματισμούς:  

Περίπτωση: Το τετράπλευρο έχει κάθετες διαγώνιες.   

Αποτέλεσμα: Το εσωτερικό τετράπλευρο είναι ορθογώνιο.   

Κανόνας: Τα τετράπλευρα με κάθετες διαγώνιες έχουν εσωτερικά τετράπλευρα ορθογώνια. 

Επομένως, οδηγείται σε γενίκευση ως προς  το ρόλο που παίζουν οι διαγώνιες στο σχήμα, ως 

αποτέλεσμα του συνδυασμού επαγωγικού και παραγωγικού συλλογισμού που αναπτύσσει.  

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
                                                                                                        Σχήµα 4.88. Σχήµα 

αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου [405-
413] 

 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
Σε συνεργασία με τον Μ13 αποδεικνύουν με χρήση παραγωγικού συλλογισμού τον 

συλλογισμό τους στο [408-410]. Οι Μ8, Μ13 κάνουν χρήση λογικών επιχειρημάτων για να 

αποδείξουν ότι το σχήμα στο εσωτερικό είναι τετράγωνο, όταν οι διαγώνιες είναι ίσες. Οι 

μαθητές αποδεικνύουν την πρόταση στον διάλογο που αναπτύσσεται, αλληλεπιδρώντας μεταξύ 

τους.   

Στο [413] διατυπώνει έναν μη οικονομικό ορισμό του τετραγώνου (πάλι βγαίνουν ίσες οι 

πλευρές του και είναι ίσες και ορθές οι γωνίες του) που θεμελιώνει θεωρητικά ότι ένα σχήμα στο 

εσωτερικό είναι τετράγωνο, όταν του εξωτερικού οι διαγώνιες είναι ίσες και κάθετες. Επομένως, 

οι μαθητές χρησιμοποιούν μετασχηματισμούς σε εσωτερικεύσεις ειδικών παραδειγμάτων, 

δηλαδή λειτουργούν με πειράματα σκέψης.  
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Σχήµα 4.89. Ανάλυση του επιχειρήµατος του Μ8 

Μέσω των ΣΟΕΑ 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 

Στο [38-9] ο Μ8 διατυπώνει μια ακόμα εικασία σε αλληλεπίδραση με το διάγραμμα: «η ευθεία 

η κάθετη που περνά από το σημείο του θησαυρού είναι και κάθετη στην ευθεία την άλλη που 

περνούσε από το Θ». Δηλαδή, ο μαθητής επισημαίνει ότι η μεσοπαράλληλος είναι και κάθετη 

στην ευθεία που περνά από το σημείο του θησαυρού είναι και παράλληλη στην πλευρά του 

παραλληλογράμμου DK. Στο σημείο αυτό συσχετίζει μέσω του διαγράμματος ιδιότητες που 

συγκεντρώνει το σχήμα και τις οποίες ο μαθητής έχει κατανοήσει στην προηγούμενη φάση. Στο 

[85-99] αναπτύσσει παραγωγικό συλλογισμό. Η ανάλυση του συλλογισμού του με το μοντέλο 

Toulmin παριστάνεται μέσω της διαγραμματικής αναπαράστασης στη συνέχεια. Χρησιμοποιεί 

ιδιότητες του σχήματος, προσδιορίζοντας στα ίδια στοιχεία του διαγράμματος διαφορετικούς 

ρόλους και καταλήγει στην απόδειξη του προβλήματος μέσω της εφαρμογής θεωρημάτων. Έχει 

αναπτύξει την ικανότητα εφαρμογής της λύσης του προβλήματος.   
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Σχήµα 4.90. Ανάλυση του επιχειρήµατος του Μ8 

 

 

4.2.9. Μ9-ΟΜΑ∆Α Α  
Ανάπτυξη ικανότητας µετατροπής µεταξύ αναπαραστάσεων µέσω γνωστικών 
συγκρούσεων. 
 

Μέσω  του εργαλείου σημείου +πειραματικού συρσίματος  
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

   
Σχήµα 4.91. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου [33-
42] 
 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η Μ9 στο [2-4] αντιμετωπίζει εμπόδιο λόγω της μη σειριακής κατανόησης αναφορικά με την 

επιλογή των αντικειμένων για την κατασκευή των καθέτων. Στο σημείο αυτό έρχεται σε γνωστική 
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σύγκρουση, αφού εκφράζει με άτυπο τρόπο την μη ενεργοποίηση της εντολής («πάλι δεν είναι 

φωτεινό»). Επομένως, ωθείται να κατανοήσει τη λογική ακολουθία ενεργειών. 

Η μαθήτρια μέσω του θεωρητικού συρσίματος του εργαλείου σημείου προσδίδει στο [42] 

στο διάγραμμα μια ιδιότητα, την ισότητα των απέναντι πλευρών. Επομένως, το θεωρητικό 

σύρσιμο διαμεσολαβεί στην επανεφεύρεση μιας ιδιότητας του διαγράμματος. Διαμεσολαβεί 

δηλαδή στη διαμόρφωση μιας εικονικής αναπαράστασης και στη μετάφραση της εικονικής σε 

λεκτική.  

 

Μέσω του εργαλείου καθέτου και πειραματικού συρσίματος  

  Η ομάδα αντιμετωπίζει γνωστικά και εργαλειακά εμπόδια στην κατασκευή του ορθογωνίου. Η 

Μ9 αντιλαμβάνεται την ισότητα των απέναντι πλευρών του σχήματος και το διατυπώνει στο 

[120-121]. 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Μέσω της διαδικασίας το ορθογώνιο αποκτά σταδιακά το χαρακτήρα συμβόλου, αφού η 

εικονική αναπαράσταση μεταφράζεται με αυστηρές λεκτικές διατυπώσεις.   

 

Μέσω του εργαλείου περιστροφής + πειραματικού συρσίματος 

Στο διάστημα [157-170] η Μ9 έχει αναπτύξει την διαδικαστική ικανότητα χρήσης του εργαλείου 

περιστροφής, δηλαδή έχει αναπτύξει τη σειριακή, λεκτική και θεσιακή κατανόηση του 

εργαλείου περιστροφής. Επομένως, έχει αναπτύξει την ικανότητα να αποκωδικοποιεί εικονικά 

και λεκτικά μέσω της χρήσης του εργαλείου περιστροφής τα συμμετρικά αντικείμενα από 

περιστροφή. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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                                                                                                        Σχήµα 4.92. Σχήµα 

αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου [157- 
170] 

 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Χρησιμοποιεί συνδυασμό ενεργειών και εργαλείων (π.χ περιστροφή και καθετότητα) 

προκειμένου να αποτυπώσει στην οθόνη τη νοητική της εικόνα για το τετράγωνο. Συμπεραίνεται 

ότι μέσω της χρήσης των εργαλείων η μαθήτρια αποκτά μια αυξανόμενη ικανότητα 

αποκωδικοποίησης μεταξύ αναπαραστάσεων της ίδιας οντότητας (π.χ λεκτικής σε εικονική).  

 

Ανάπτυξη ικανότητας δοµικής ανάλυσης – διπλή (/πολλαπλή) ερµηνεία 
γεωµετρικών αντικειµένων   

 

 

Μέσω του εργαλείου ανάκλασης + θεωρητικού συρσίματος  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 

 
                                                                                                          Σχήµα 4.93. Σχήµα 

αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου [294-
305] 
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……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Η μαθήτρια αποκτά μια αυξανόμενη ικανότητα να αναγνωρίζει τα στοιχεία του διαγράμματος, 

και τις σχέσεις μεταξύ των στοιχείων, καθώς και να διατυπώνει σε τυπική μαθηματική γλώσσα. Σε 

αλληλεπίδραση με το εργαλείο ανάκλασης και το θεωρητικό σύρσιμο μεταφράζει αρχικά με 

συμβολικό τρόπο την ισότητα των αποστάσεων των σημείων Α, Α΄ του διαγράμματος. Στο [305] 

περιγράφει τις σχέσεις μεταξύ των στοιχείων του σχήματος. Επομένως, μετατρέπει μια εικονική 

αναπαράσταση σε λεκτική, διατυπώνοντας ένα θεώρημα-εν-δράσει. Διαπιστώνεται μια 

αυξανομένη ικανότητα της Μ9 «να αναγνωρίζει και να περιγράφει τα στοιχεία των σχημάτων, 

χρησιμοποιώντας γεωμετρικές έννοιες και όρους που παραμένουν ανεπαρκείς για να 

διευκρινίσουν τα σχήματα» (Battista, 2007, p. 851) (χαρακτηριστικό επιπέδου 2.2). 

 

Μέσω του εργαλείου καθέτου+ θεωρητικού συρσίματος 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
Η Μ9 αντιλαμβάνεται τις σχέσεις των στοιχείων του σχήματος, αναπτύσσοντας αιτιολόγηση. 

Επομένως, «αναγνωρίζει και περιγράφει τα στοιχεία των σχημάτων, χρησιμοποιώντας 

γεωμετρικές έννοιες και όρους» (Battista, 2007, p. 851) (χαρακτηριστικό επιπέδου 2.2). Η 

μαθήτρια συμπεραίνει την ισότητα από το διάγραμμα, αλλά δεν εφαρμόζει κάποιο θεώρημα για 

να την αποδείξει.   

 

Ανάπτυξη ικανότητας διατυπώσεων εννοιών-εν-δράσει, συσχέτισης εννοιών  

 

Μέσω του εργαλείου παραλλήλου+ θεωρητικού συρσίματος 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
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……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Διατυπώνει έναν ανεπαρκή ορισμό στο [24]. Η μαθήτρια αντιλαμβάνεται από το διάγραμμα 

και διατυπώνει ανεπαρκώς κριτήριο–ιδιότητα για να είναι το σχήμα παραλληλόγραμμο (την 

παραλληλία). Ομοίως, στην έκφραση της στο [42] («δεν είναι ίσες οι παράλληλες που πήραμε») η 

μαθήτρια αντιλαμβάνεται από το διάγραμμα και διατυπώνει μια πρωτεύουσα ιδιότητα του 

παραλληλογράμμου. Η Μ9 χρησιμοποιεί άτυπη γλώσσα για να επικοινωνήσει με τα άλλα μέλη 

της ομάδας, προκειμένου να κατασκευάσουν το σχήμα. Για παράδειγμα, χρησιμοποιεί τον 

αυτοσχέδιο όρο «τελίτσα» αντί του όρου σημείου, λόγω της ιδιότητας του δυναμικού σημείου 

που είναι ενεργοποιημένο στην οθόνη. Το «φωτισμένο» --ενεργοποιημένο—αντικείμενο ή 

φωτεινή κηλίδα, σύμφωνα με τον Hegedus (2005) έχει την ιδιότητα να μετακινείται μέσω 

συρσίματος και επομένως να μεταβάλλει τις ιδιότητες του σχήματος.  Η Μ9 κατανοεί ότι η θέση 

του σημείου συσχετίζεται με την ισότητα των πλευρών του σχήματος, διατυπώνοντας την έννοια- 

εν- δράσει. Έχει κατασκευάσει ένα ΣΕΔ του δυναμικού σημείου που την βοηθά να αναπτύξει ένα 

αντιληπτικό σχήμα για το παραλληλόγραμμο σε αλληλεπίδραση με το διάγραμμα. Η μαθήτρια δε 

διατυπώνει την ιδιότητα, προκειμένου να κατασκευάσει το σημείο αλλά αυτή προκύπτει ως 

αποτέλεσμα του θεωρητικού συρσίματος. Συνεπώς, μέσω του συρσίματος προσδίδει στο 

διάγραμμα μια ιδιότητα (την ισότητα των απέναντι πλευρών) την οποία και εκφράζει αφού σύρει 

το σημείο με στόχο να αποκτήσει αυτή τη συγκεκριμένη ιδιότητα. Επομένως, είναι μια ιδιότητα 

που η μαθήτρια επανεφευρίσκει κατά τη διάρκεια της διαδικασίας. Ομοίως στο [120-121] 

κατασκευάζει έναν ανεπαρκή ορισμό του ορθογωνίου, ο οποίος σε συνεργασία με την ομάδα 

μετατρέπεται σε οικονομικό ορισμό. Επομένως, αποκτά σταδιακά την ικανότητα να 

αναδιατυπώνει ορισμούς.  

 

Μέσω του εργαλείου περιστροφής + πειραματικού συρσίματος 

Στο διάστημα [157] (σχήμα 5.92 παραπάνω) της ερευνητικής διαδικασίας υπάρχουν ενδείξεις 

εννοιολογικής αλλαγής της Μ9. Έχει κατασκευάσει ΣΕΔ του εργαλείου περιστροφής το οποίο 

εκφράζει με την έννοια-εν-δράσει στο [161]. Επομένως, η Μ9 συνδέει την έννοια την 

καθετότητας («να φέρουμε μια κάθετη εδώ») με την έννοια της περιστροφής κατά 90ο, καθώς και 

την έννοια της καθετότητας και παραλληλίας. 

 
Μέσω του εργαλείου παραλλήλου+ θεωρητικού συρσίματος 
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…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….

Η έκφραση της Μ9 στο [188] ενισχύει την άποψη ότι η μαθήτρια έχει αποκτήσει την ικανότητα 

συσχέτισης της ιδιότητας της παραλληλίας με την ιδιότητα της καθετότητας. Επομένως, η 

μαθήτρια θεωρεί τις δυο διαδικασίες κατασκευής ισοδύναμες.    

 

Μέσω του εργαλείου ανάκλασης  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………..

 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………..

Οι Μ9, Μ14 απομακρύνουν ή πλησιάζουν με πειραματικό σύρσιμο το σημείο από τον άξονα 

συμμετρίας και παρατηρούν τα αποτελέσματα της διαμόρφωσης των αποστάσεων των 

ανακλώμενων σημείων από τον άξονα με οπτικό τρόπο, χωρίς να κάνουν υπολογισμό των 

μετρήσεων των αποστάσεων.  

Μέσω της διαδικασίας εργαλειακής γένεσης που προέρχεται από την αλληλεπίδραση με το 

εργαλείο ανάκλασης η Μ9 κατασκευάζει ένα όργανο. Η μαθήτρια κατασκευάζει μια έννοια-εν-

δράσει για το σημείο και το είδωλο του, προσδιορίζοντας τη σχέση μέσω της έννοιας της 

απόστασης (ίσα –μεγαλώσει) από τον άξονα. Στο [298, 305] αναγνωρίζει τον άξονα συμμετρίας 

του σχήματος, συσχετίζοντας τη διαδικασία ανάκλασης με τη διαδικασία κατασκευής 

συμμετρικών αντικειμένων.  
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Μέσω του εργαλείου ανάκλασης, ίχνους και πειραματικού συρσίματος 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [348] η Μ9 διατυπώνει έναν ανεπαρκή ορισμό για την έννοια του άξονα συμμετρίας ή 

οικονομικό ορισμό σε συνεργασία με την ομάδα. Η έκφραση μπορεί να αναδιατυπωθεί ως εξής: 

«άξονας συμμετρίας είναι η ευθεία που περνά από [τα μέσα] των καθέτων πλευρών του 

ορθογωνίου».  

 

Μέσω του προσαρμ. εργαλείου+ πειραματικού συρσίματος 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η Μ9 κατασκευάζει ένα τρίγωνο και στη συνέχεια το συμμετρικό του με χρήση του προσαρμ. 

εργαλείου. Η μαθήτρια έχει κατανοήσει τη σειριακή και θεσιακή κατανόηση της χρήσης του 

εργαλείου και διατυπώνει την έννοια-εν-δράσει στο [416] συνδέοντας την έννοια των 

συμμετρικών ως προς κέντρο σημείων σε κύκλο με την έννοια της απόστασης σημείων σε 

αλληλεπίδραση με την Μ9. Οι συνδέσεις εννοιών που το εργαλείο βοηθά την μαθήτρια να κάνει 

είναι χαρακτηριστικό επιπέδου van Hiele 3 (Mason, 1998;  Gawlick, 2005).  Η έκφρασή της μπορεί 

να θεωρηθεί και εμπειρικός ορισμός που μπορεί να αναδιατυπωθεί: [Τα συμμετρικά σημεία] 

ισαπέχουν από το [κέντρο περιστροφής που είναι ] το σημείο Ο.   

 
 

Ανάπτυξη ικανότητας αντιληπτικής ιεράρχησης  
 
Μέσω του εργαλείου περιστροφής + πειραματικού συρσίματος 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
                                                                                                          Σχήµα 4.94. Σχήµα 

αναφερόµενο στο 
απόσπασµα διαλόγου [245-
254] 

 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η Μ9 συμπεραίνει ιδιότητες του ρόμβου από το διάγραμμα, (π.χ στο [231] ότι οι απέναντι 

γωνίες του σχήματος είναι ίσες). Δεν έχει ικανότητα ιεράρχησης του ρόμβου που προκύπτει ως 

σύνθεση ισοσκελών ή ως σύνθεση ισοπλεύρων, αντιμετωπίζει επομένως γνωστική σύγκρουση  

στο [181, 250]. Οδηγείται δηλαδή σε γνωστικό εμπόδιο από την έννοια ρόμβος ως σύνθεση ίσων 

ισοπλεύρων. Η έκφραση της «Δεν είναι ρόμβος …. Αφού, πριν τα AC, AB είναι ίσα, εδώ δεν είναι» 

δηλώνει ότι η μαθήτρια βρίσκεται σε κατάσταση ανισσοροπίας και αντιμετωπίζει γνωστικά 

εμπόδια. Το σύρσιμο της κορυφής του τετραγώνου στο [249] ώστε να αλλάξει προσανατολισμό 

το σχήμα οδηγεί την Μ9 σε γνωστική σύγκρουση. Επομένως, η μαθήτρια αντιμετωπίζει γνωστικό 

εμπόδιο και έρχεται σε γνωστική σύγκρουση για την ιεράρχηση των σχημάτων, αφού η 

απάντηση της είναι βασισμένη στο διάγραμμα αλλά και σε νοητικό μετασχηματισμό. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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Στο [200] οι Μ9, Μ14 διατυπώνουν σε συνεργασία ένα μη οικονομικό ορισμό του τετραγώνου 

«έχει όλες τις πλευρές του κάθετες, τις γωνίες ορθές και παράλληλες και ίσες». Οι μαθήτριες 

επομένως οικοδομούν το χαρακτήρα συμβόλου των σχημάτων και ιεραρχούν τα σχήματα ως  

αποτέλεσμα της αλληλεπίδρασης με το δυναμικό διάγραμμα. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………...  

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………... 

Στο [456] η Μ9 συνδέει την κατασκευή του άξονα συμμετρίας με την κατασκευή των μέσων 

των απέναντι πλευρών του τετραγώνου. Επομένως, η μαθήτρια [αν και δεν το διατυπώνει], 

εξειδικεύει τις ιδιότητες του ορθογωνίου για την κατασκευή αξόνων συμμετρίας στο τετράγωνο. 

Η μαθήτρια ταυτίζει την κατασκευή του άξονα με την παράλληλη από το μέσο  της πλευράς του 

ορθογωνίου, που δεν αιτιολογεί. Ιεραρχεί επομένως το τετράγωνο ως ειδική μορφή ορθογωνίου.  

 
Ανάπτυξη ικανότητας επαγωγικού, απαγωγικού συλλογισµού 
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [132] η Μ9, διατυπώνει ιδιότητες του τετραγώνου, την ισότητα και καθετότητα των 

πλευρών. Επομένως, διατυπώνει σε συνεργασία με τα άλλα μέλη της ομάδας έναν ορισμό του 

τετραγώνου, δηλαδή συνδέει τις ενεργειές της με την προυπάρχουσα γνώση, επομένως ένα 

νοητικό κατασκεύασμα λόγω της εμπειρίας που απέκτησε από  προηγούμενες κατασκευές. Ο 

ορισμός είναι μη οικονομικός και θα μπορούσε να αναδιατυπωθεί ως εξής: «τετράγωνο [είναι το 

τετράπλευρο που] έχει τις πλευρές του κάθετες [μεταξύ τους] και οι τέσσερις  ίσες με το τμήμα 

ΑΒ».  Οι μαθήτριες αναπτύσσουν τον ορισμό σε συνεργασία και αλληλοσυμπληρώνονται. Ο 

διάλογος αναπτύσσεται, καθώς οι μαθήτριες δεν έχουν κάποιο τμήμα στην οθόνη. Επομένως, στο 

σημείο αυτό αναπτύσσουν μετασχηματιστικό συλλογισμό.  
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Μέσω του εργαλείου περιστροφής + πειραματικού συρσίματος 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Η Μ9 αιτιολογεί με άτυπο τρόπο στο [179]: «Αφού, ο ρόμβος άμα τον γυρίσεις δεν μοιάζει σαν 

τετράγωνο». Ταυτόχρονα, η μαθήτρια γενικεύει την απάντηση της για κάθε ρόμβο και όχι ειδικά 

για το σχήμα του ρόμβου που εμφανίζεται στην οθόνη. Η δήλωση της επομένως είναι 

επαγωγικού τύπου, σύνθεση των απαντήσεων που η μαθήτρια διατυπώνει: Δηλαδή, «το σχήμα 

είναι ρόμβος και τετράγωνο [και ο ρόμβος δεν είναι πάντα τετράγωνο]. Ο ρόμβος, άμα τον 

γυρίσεις, μπορεί να γίνει τετράγωνο». 

 

Μέσω του εργαλείου ανάκλασης  
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [295] η Μ9 χρησιμοποιεί άτυπη γλώσσα για να μεταφράσει την εικόνα σε λεκτική 

διατύπωση. Η μαθήτρια οπτικοποιεί τον μετασχηματισμό της απόστασης από τον άξονα και 

αιτιολογεί ανεπαρκώς («όταν μεγαλώσει το ένα») αφού δεν ολοκληρώνει την έκφρασή της. Η 

έκφραση της μπορεί να αναδιατυπωθεί ως εξής: «αυτά τα σημεία είναι [σε] ίσες [αποστάσεις] 

μεταξύ τους» και «όταν μεγαλώσει η μια [απόσταση από τον άξονα τότε μεγαλώνει και η άλλη]». 

Επομένως, η μαθήτρια ότι αντιλαμβάνεται στην οθόνη το μεταφράζει διατυπώνοντας μια 

έκφραση επαγωγικού τύπου, (αφού μέσα από το ειδικό περιστατικό συμπεραίνει για όλα τα 

τυχαία περιστατικά στην οθόνη) την οποία περιγράφει με άτυπο και ανακριβή τρόπο.  

Στο [305] (δείτε παράγραφο 5.9.3) διατυπώνει ένα θεώρημα-εν-δράσει. Η έννοια-εν-δράσει 

στην έκφραση της Μ9 είναι αποτέλεσμα του πειραματικού συρσίματος στο αντικείμενο. Με την  

διατύπωσή της δηλώνει μια γενίκευση, αφού μπορεί να αναδιατυπωθεί ως εξής: «αν 

υποθέσουμε ότι ονομάζουμε Α1, Α2, ..όλα τα σημεία στην μετατόπιση του Α προς την ε και Α΄1, 

Α΄2…τα είδωλα τους και Ο το σημείο τομής της ΑΑ΄ με την ε τότε ισχύει ότι : αν Α1Ο>Α2Ο τότε και  

Α΄1Ο>Α΄2Ο κ.λπ. για κάθε σημείο Α επί της ευθείας ΑΑ΄». Η μαθήτρια έχει κατασκευάσει ΣΕΔ του 

εργαλείου συρσίματος–ανάκλασης και διατυπώνει σε μαθηματική γλώσσα. Επομένως, η 

ικανότητα διάταξης των αποστάσεων, είναι αποτέλεσμα της οπτικοποίησης, της οπτικής 
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αντίληψης που η μαθήτρια αναπτύσσει σε αλληλεπίδραση με τα εργαλεία (σύνθετος 

μετασχηματισμός ανάκλασης και συρσίματος) αλλά και τους νοητικούς μετασχηματισμούς της 

Μ9.  

 
Μέσω του εργαλείου ανάκλασης, ίχνους και πειραματικού συρσίματος  

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

              
Σχήµα 4.95. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου [324-
326] 

 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Στο [317] εκφράζει μια άτυπη διατύπωση λόγω της επίδρασης του εργαλείου ίχνους και 

συρσίματος. Στη συνέχεια, στο [325] διατυπώνει μια εμπειρική αιτιολόγηση, στην οποία 

γενικεύει τη σχέση μεταξύ των σημείων του διαγράμματος. Η μαθήτρια δεν προσδιορίζει κάποιο 

σημείο, αφού η διατύπωση προκύπτει ενώ το σημείο σύρεται στην επιφάνεια. Ταυτόχρονα 

συσχετίζει αυτή την ιδιότητα με την έννοια της συμμετρίας.  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [437] η Μ9 οδηγείται σε μια επαγωγικού τύπου δήλωση για κάθε ορθογώνιο σχήμα. Η 

μαθήτρια δείχνει το σχήμα στην οθόνη (τις κατακόρυφες πλευρές του σχήματος). Η διατύπωση 

της είναι συνδυασμός άτυπης και τυπικής δήλωσης. Αιτιολογεί με χρήση στοιχείων του 

διαγράμματος σε ένα παράδειγμα -ειδική περίπτωση σχήματος ορθογωνίου. Ως  αιτιολόγηση 

μπορεί να χαρακτηριστεί εμπειρική αιτιολόγηση (στην περίπτωση του κρίσιμου πειράματος). 

 

 

4.2.10. Μ10-ΟΜΑ∆Α Α  
Ανάπτυξη ικανότητας µετατροπής µεταξύ αναπαραστάσεων µέσω γνωστικών 
συγκρούσεων 

 

 

Μέσω του εργαλείου σημείου + πειραματικού συρσίματος  

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Η Μ10, Μ9 αντιμετωπίζουν εμπόδια λόγω της μη σειριακής και θεσιακής κατανόησης 

επιλογής των αντικειμένων για την κατασκευή των καθέτων. Ένα επιπλέον εμπόδιο είναι ο 
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διαφορετικός τρόπος μετάφρασης της πληροφορίας του εικονικού σχήματος σε λεκτική 

διατύπωση. Δηλαδή, η μαθήτρια λόγω του επιπέδου van Hiele της (π.χ στο 46-48) δεν κατανοεί 

τον τρόπο που θα ενεργήσει --δηλαδή, ποια αντικείμενα θα επιλέξει-- και επομένως τον τρόπο με 

τον οποίο θα κατασκευάσει το διάγραμμα. Αυτό είναι ένα σημείο στο οποίο επιβεβαιώνεται η 

θεωρία των van Hiele για το ρόλο που παίζουν τα γλωσσικά σύμβολα στην κατανόηση που 

αναπτύσσεται μεταξύ υποκειμένων που επεξεργάζονται την ίδια δραστηριότητα.  

 

Μέσω του εργαλείου καθέτου 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
Στο [77] διατυπώνει σε μαθηματική γλώσσα την επιλογή των αντικειμένων με στόχο την 

κατασκευή καθέτου («θέλουμε πάνω στην Α να είναι η κάθετη»).  

Στο [195-196] έχει κατασκευάσει σχήμα χρήσης του εργαλείου καθέτου ως επέκταση του 

σχήματος χρήσης του εργαλείου παράλληλης ευθείας, και εκφράζει τη σειριακή και θεσιακή 

κατανόηση της επιλογής των εργαλείων. Επομένως, έχει αποκτήσει την ικανότητα να 

αποκωδικοποιήσει τη νοητική της εικόνα με χρήση των εργαλείων σε εικονική και λεκτική.  

Αυτό που διαπιστώνεται είναι ότι μέσω της διαδικασίας αποκτά μια αυξανομένη ικανότητα 

μετατροπής της εικονικής αναπαράστασης σε λεκτική και αντίστροφα.  

 

Μέσω του παραμετρικού εργαλείου+ πειραματικού συρσίματος 
 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η κατασκευή του παραμετρικού τμήματος δεν προκαλεί την ΑΟΑ της Μ10, αφού δε συνδέει τη 

διαδικασία κατασκευής κύκλου με σχετική πρόταση της Ευκλείδειας γεωμετρίας. Αυτό 

μετασχηματίζεται στη συνέχεια, όπως συμπεραίνεται από την τυπική μαθηματική δήλωση της 

Μ10 στο [284, 290]. Η αλληλεπίδραση με το εργαλείο είχε ως αποτέλεσμα την κατανόηση της 

χρήσης του και τη σύνδεση με την έννοια του ισοσκελούς. Επομένως, η μαθήτρια αναπτύσσει την 

λειτουργική, λεκτική και σειριακή κατανόηση της επιλογής του παραμετρικού εργαλείου και του 

εργαλείου κύκλου και συνεπώς την ικανότητα να αποκωδικοποιήσει τη χρήση του εργαλείου με  

γλωσσικό συμβολισμό, σε τυπική μαθηματική γλώσσα.  

Οι μαθήτριες λόγω του συρσίματος του άκρου του παραμετρικού τμήματος οδηγούνται σε 

επαγωγικού τύπου επιχειρήματα (π.χ, η Μ10 «άρα με κέντρο το Β και με την τόση ακτίνα 

κατασκευάζουμε τον δεύτερο κύκλο»). Η εικασία της Μ10 στο [290] αναπτύσσεται, ενώ οι 

μαθήτριες σύρουν το παραμετρικό τμήμα. Αν συνθέσουμε τις απαντήσεις της διαμορφώνεται ένα 

θεώρημα-εν-δράσει: «[αν η κατασκευή του ενός κύκλου γίνεται με κέντρο το Α και ακτίνα το 

τμήμα] η κατασκευή του δεύτερου κύκλου γίνεται με κέντρο το Β και την ίδια ακτίνα [τόση, όση 

είναι αυτό το τμήμα] και εξαφανίζεται επειδή η ακτίνα είναι μικρότερη από το μισό». 

 

Ανάπτυξη ικανότητας δοµικής ανάλυσης  
 

Μέσω του εργαλείου ανάκλασης + θεωρητικού συρσίματος  
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [215] διατυπώνει έναν ανακριβή ορισμό του ρόμβου σε αλληλεπίδραση με το διάγραμμα. 

Η έκφραση της μπορεί να αναδιατυπωθεί: «ένα σχήμα είναι ρόμβος όταν αποτελείται από δυο 

ισόπλευρα τρίγωνα». Η Μ10 έχει κατασκευάσει τη λειτουργική κατανόηση του σχήματος του 

ρόμβου για την ειδική περίπτωση του ισοπλεύρου. Επομένως, η μαθήτρια αρχίζει να αποκτά την 

ικανότητα να περιγράφει μέρη των σχημάτων, καθώς και τις σχέσεις τους. Αντιμετωπίζει 

γνωστικό εμπόδιο και έρχεται σε γνωστική σύγκρουση, όταν η κατασκευή του ρόμβου 

προκύπτει ως ανάκλαση του ισοσκελούς τριγώνου. Επομένως, δεν έχει ιεραρχήσει τα δυο είδη 
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τριγώνων και ως αποτέλεσμα αυτής της ιεράρχησης δεν έχει ικανότητα να κατανοήσει τη σχέση 

εγκλεισμού μεταξύ «ρόμβου ως σύνθεση ισοσκελών» και «ρόμβου ως σύνθεση ισοπλεύρων». 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
         Σχήµα 4.96. Σχήµα 

αναφερόµενο στο 
απόσπασµα διαλόγου [609-
621] 

 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
Στο διάστημα [609-21] της τρίτης φάσης η μαθήτρια έχει αποκτήσει την ικανότητα να αναλύει 

δομικά ένα σχήμα και να περιγράφει τις ιδιότητες των στοιχείων του σχήματος με τυπικό τρόπο. 

Επομένως, «έχει μετακινηθεί από τον οπτικό συλλογισμό, επειδή το σημαντικότερο κριτήριο για 

τον προσδιορισμό του σχήματος είναι να ικανοποιεί, ένα ακριβές σύνολο τυπικών ιδιοτήτων»,  

χαρακτηριστικό επιπέδου 2.3 σύμφωνα με τον Battista (2007, p. 851).  

 

 
Ανάπτυξη ικανότητας διατυπώσεων εννοιών-εν-δράσει  
 
 Μέσω του εργαλείου σημείου + πειραματικού συρσίματος 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η έκφραση της Μ10 στο [25] περιλαμβάνει μια γενίκευση που προκύπτει από την 

αλληλεπίδραση με το εργαλείο του συρσίματος του σημείου («θα μπορούσε να είναι 

οπουδήποτε»). Η μαθήτρια λόγω του συρσίματος του σημείου στην οθόνη και σε απάντηση στην 

εργαλειακή γένεση έχει κατασκευάσει ένα ΣΕΔ του εργαλείου σημείου με αποτέλεσμα να 

αναπτύξει επαγωγικό συλλογισμό και να διατυπώσει την έννοια-εν-δράσει.  
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Μέσω του εργαλείου κατασκ. παραλλήλων 

Στο [27] διατυπώνει έναν αντιληπτικό ανακριβή ορισμό του παραλληλογράμμου («στις δυο 

παράλληλες να υπάρχουν και δυο παράλληλες»), όπου εκφράζει με άτυπο τρόπο τις ιδιότητες της 

παραλληλίας των πλευρών του σχήματος. Στο [65] αναδιατυπώνει τον αντιληπτικό ορισμό του 

παραλληλογράμμου που είχε διατυπώσει στο [27] με έναν εμπειρικό ορισμό για το 

παραλληλόγραμμο, ο οποίος εξαρτάται από τα ειδικά στοιχεία του διαγράμματος. Επομένως, 

αναδιαμορφώνει τον ορισμό που είχε διατυπώσει στο [27] ως αποτέλεσμα της κατανόησης της 

κατασκευαστικής διαδικασίας.  

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Ορίζει το ορθογώνιο στο [119] (ορθογώνιο είναι το τετράπλευρο που έχει όλες τις γωνίες του 

ορθές) με έναν εμπειρικό, μη οικονομικό ορισμό που προκύπτει από τον τρόπο κατασκευής του 

σχήματος, διατυπωμένο σε μαθηματική γλώσσα. Ο ορισμός αποτελεί μια επαγωγικού τύπου 

δήλωση του σχήματος που οι μαθήτριες έχουν κατασκευάσει στην οθόνη. Επομένως, μέσω της 

διαδικασίας οδηγείται να γενικεύσει από το τυχαίο διάγραμμα στην οθόνη για όλα τα σχήματα 

των ορθογωνίων.  

 

Μέσω του εργαλείου ανάκλασης και συρσίματος 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [322] αναγνωρίζει την ισότητα των σημείων αρχικού-ανακλώμενου από τον άξονα, σε 

αλληλεπίδραση με το εργαλείο ανάκλασης-συρσίματος και ίχνους σημείου.  

Η έκφραση της «απέχουν ίσο από τον [άξονα συμμετρίας]» είναι ένδειξη ότι η μαθήτρια 

γενικεύει ως προς το χαρακτηριστικό της ισότητας για κάθε σημείο που σύρεται στην οθόνη. 

Επομένως, αναπτύσσει επαγωγικό συλλογισμό. 
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Μέσω του προσαρμ. εργαλείου 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [418] κατασκευάζει το συμμετρικό τριγώνου με το προσαρμ. εργαλείο. Η χρήση του 

προσαρμ. εργαλείου βοηθά τη μαθήτρια μέσω της εργαλειακής γένεσης που αναπτύσσεται να 

κατασκευάσει ένα ΣΕΔ του εργαλείου, αφού διατυπώνει την έννοια-εν-δράσει με άτυπη γλώσσα 

«και αυτό εδώ είναι το μισό του άλλου».  

 

Μέσω των ΣΟΕΑ γ φάσης (σχολιασμού + θεωρητικού συρσίματος ) 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [579-581] διατυπώνει σε συνδυασμό τυπικής και άτυπης γλώσσας έναν αυθαίρετο 

οικονομικό ορισμό του ρόμβου «[το τετράπλευρο είναι ρόμβος] γιατί οι διαγώνιες του 

διχοτομούνται και είναι κάθετες».  

 

 
Ανάπτυξη ικανότητας συσχέτισης εννοιών 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Συσχετίζει την ιδιότητα των διαγωνίων του ρόμβου με την έννοια της μεσοκαθέτου. Στο [255] 

συνδέει την κατασκευή του σχήματος του ρόμβου με την έννοια της συμμετρίας και την έννοια 

της ισότητας των δυο υποσχημάτων που συνθέτουν το σχήμα του ρόμβου. Τα χαρακτηριστικά 

αυτά είναι επιπέδου 2.1 σύμφωνα με τον Battista (2007). 
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Οι μαθήτριες κατανοούν την κατασκευή των αξόνων συμμετρίας του προκατασκευασμένου 

ορθογωνίου παραλληλογράμμου στην οθόνη, ως αποτέλεσμα της σύνδεσης των μέσων των 

απέναντι πλευρών. Κατασκευάζουν συνδέσεις μεταξύ των εννοιών: (α) η μεσοπαράλληλη είναι 

και άξονας συμμετρίας και (β) το σημείο τομής των αξόνων είναι και σημείο τομής των διαγωνίων 

του ορθογωνίου, αλλά είναι και κέντρο συμμετρίας (π.χ στο [422-424].  

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Η Μ10 αναγνωρίζει ότι το σημείο τομής των αξόνων είναι και σημείο τομής των διαγωνίων. 

Επομένως η  Μ10 έχει συνδέσει την ιδιότητα της καθετότητας των διαγωνίων του ρόμβου --

έννοια που έχει κατασκευάσει στην α φάση--  με την έννοια των αξόνων συμμετρίας.    

 

Μέσω του εργαλείου κατασκευής καθέτων  

Η διαδικασία κατασκευής του τετραγώνου συνδέεται από την Μ10 μέσα από λεκτικές ή 

διαδικαστικές της ενέργειες, με τη διαδικασία κατασκευής του ορθογωνίου. Η μαθήτρια 

αναπτύσσει την αντιληπτική ιεράρχηση του σχήματος του τετραγώνου ως ορθογωνίου. 

Επαναλαμβάνει κατασκευαστικές ενέργειες με οπτικό τρόπο. Για παράδειγμα έχει ως αφετηρία 

της κατασκευής του σχήματος του τετραγώνου την κατασκευή ενός ευθυγράμμου τμήματος σε 

κατακόρυφη θέση όπως ενήργησε στο ορθογώνιο. Στο [135] έχει κατανοήσει την έννοια της 

ισότητας των πλευρών του τετραγώνου την οποία δεν διατυπώνει αρχικά («να έχει σχέση με την 

ΑΒ»).  

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
 
Μέσω του εργαλείου περιστροφής και θεωρητικού συρσίματος  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [177] η περιστροφή του τετραγώνου και το σύρσιμο μιας κορυφής προκαλεί γνωστική 

σύγκρουση στην Μ10 με αποτέλεσμα να διατυπώσει την αντιληπτική ιεράρχηση των δυο 

σχημάτων.   

Μέσω των ΣΟΕΑ γ φάσης  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Οι M14, Μ10 αναγνωρίζουν το σχήμα του ρόμβου στο [610-611] από κάποιες ιδιότητες του 

σχήματος. Επομένως, καθοδηγούμενες από το θεωρητικό σύρσιμο των κορυφών του σχήματος 

διατυπώνουν επαγωγικού τύπου δηλώσεις σχετικά με τις ιδιότητες του σχήματος του ρόμβου. Η 

σύνθεση των εκφράσεων στα [610, 611] είναι ένας οικονομικός ορισμός του ρόμβου 

διατυπωμένος σε συνεργασία. Η έκφραση της στο [621] είναι ένα αυθαίρετος οικονομικός 

ορισμός σε σχέση με  το εξωτερικό τετράπλευρο, χαρακτηριστικό επιπέδου 2.2 σύμφωνα με τον 

Battista (2007).  

Οι καθοδηγητικές ερωτήσεις της ερευνήτριας και το διάγραμμα προκαλούν δηλώσεις των 

μαθητριών οι οποίες οδηγούν στην επανεφεύρεση ιδιοτήτων του σχήματος. 

 

Ανάπτυξη επαγωγικού και απαγωγικού συλλογισµού  
 
Μέσω του εργαλείου ανάκλασης και συρσίματος 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Η Μ10 στο [236-241], αιτιολογεί γιατί οι απέναντι γωνίες του ρόμβου είναι ίσες, από το ειδικό 

αντιπροσωπευτικό διάγραμμα.  
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Σχήµα 4.97. Ανάλυση της δοµής του επιχειρήµατος της Μ10    Σχήµα 4.98. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου 
[236-241] 

        
 

Στο μοντέλο Toulmin επάνω, μέσω του οποίου αναλύεται η δομή του επιχειρήματος της Μ10, 

η μαθήτρια αρχικά υπονοεί την ισότητα των απέναντι γωνιών του ρόμβου για να οδηγηθεί σε ένα 

εμπειρικό αποτέλεσμα για τις γωνίες του σχήματος. Συνεπώς, η μαθήτρια αναπτύσσει ένα 

απαγωγικό επιχείρημα, αφού υποθέτει ένα στοιχείο (την ισότητα των γωνιών από το 

διάγραμμα) προκειμένου να οδηγηθεί στο αποτέλεσμα. Το διάγραμμα λειτουργεί ως εγγύηση 

στην ανάπτυξη του επιχειρήματος της μαθήτριας. Οδηγείται να διατυπώσει συμπεράσματα 

επαγωγικού τύπου για κάθε ρόμβο από την μεμονωμένη περίπτωση του ρόμβου στην οθόνη και 

η έκφραση της περιέχει στοιχεία παραγωγικού συλλογισμού. Η αιτιολόγηση της Μ10 είναι 

εμπειρική και η δήλωση ελέγχεται με ένα προσεκτικά επιλεγμένο παράδειγμα όχι τυχαίο. 

Επομένως, ανήκει στην περίπτωση του κρίσιμου πειράματος.  

 

Μέσω του εργαλείου σημείου + πειραματικού συρσίματος  

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 

Έχει κατανοήσει την έννοια του δυναμικού σημείου με έναν βαθμό ελευθερίας. Αυτό έχει ως 

συνέπεια ενώ δεν σύρουν το σημείο να οδηγηθούν σε απαγωγικά επιχειρήματα για το σχήμα 

που προκύπτει στην συνέχεια στο [263] («δεν είναι ισοσκελές»). Η μαθήτρια συμπεραίνει για το 

σχήμα στην οθόνη, χωρίς να σύρει κάποιο σημείο, επομένως οδηγείται μέσω νοητικού 

μετασχηματισμού να κατανοήσει ότι το σχήμα δεν είναι ισοσκελές.  
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Μέσω του εργαλείου παραλλήλων 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η Μ10 εκφράζει με άτυπο τρόπο («τα μέσα των πλευρών είναι παράλληλα τοποθετημένα») 

την ιδιότητα που έχει το τμήμα που συνδέει τα μέσα, που επιβεβαιώνεται για κάθε σύρσιμο 

κορυφής του σχήματος. Επομένως, στο σημείο αυτό η έκφραση είναι μια ανεπαρκής 

αιτιολόγηση που μπορεί να αναδιατυπωθεί [το τμήμα που συνδέει] τα μέσα των πλευρών είναι 

παράλληλο [με την βάση] ή «τα μέσα των πλευρών είναι παράλληλα [τοποθετημένα]». Η 

μαθήτρια έχει κατασκευάσει την έννοια «παράλληλες ευθείες» μέσω της διαδικασίας 

κατασκευής παραλλήλων η οποία έχει προηγηθεί. Επομένως, έχει κατασκευάσει ένα ΣΕΔ του 

εργαλείου κατασκευής παραλλήλων, που την βοηθά στο σημείο αυτό να διατυπώσει την έννοια-

εν-δράσει, συμπληρώνοντας το σχήμα  νοητικά.  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [498] διατυπώνει ένα απαγωγικό επιχείρημα. Η μαθήτρια μέσω του συρσίματος 

αναγνωρίζει τα δυο σχήματα που προκύπτουν. Η μαθήτρια αναγνωρίζει τα σχήματα από το 

διάγραμμα, επομένως δε συνδέει την εικόνα με τις ιδιότητες των αντικειμένων του 

διαγράμματος. Συνεχίζει με τη διατύπωση απαγωγικών επιχειρημάτων τα οποία προκύπτουν 

από την οπτικοποίηση του διαγράμματος.  

 
Ανάπτυξη διαδικαστικής κατανόησης του θεωρήµατος ΘΜΠ-αναγνώριση 
υποσχηµάτων  
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [567] αιτιολογεί γιατί το τετράπλευρο που σχηματίζεται από τα μέσα είναι 

παραλληλόγραμμο και ανακαλεί το ΘΜΠ για την απόδειξη του («το ξέρουμε το είπαμε πριν»). 



 - 315 - 

Επομένως, η μαθήτρια έχει κατανοήσει ότι για κάθε σύρσιμο κορυφής το εσωτερικό σχήμα 

παραμένει παραλληλόγραμμο. Αναπτύσσει επαγωγικό συλλογισμό, αφού θεωρεί ότι για κάθε 

μετασχηματισμό του εξωτερικού τετραπλεύρου, το εσωτερικό τετράπλευρο παραμένει 

παραλληλόγραμμο.  Η έκφραση «όπως πριν» είναι ένδειξη ότι η μαθήτρια δεν επηρεάζεται από 

το συγκεκριμένο διάγραμμα στην αιτιολόγηση τους, αλλά αυτή προκύπτει μέσα από νοητικούς 

μετασχηματισμούς και συνδέει γνωστικά την απόδειξη με την προηγούμενη φάση στην οποία 

ήδη οι μαθήτριες έχουν αποδείξει ότι κάθε σχήμα που σχηματίζεται από τα μέσα τετράπλευρου 

είναι παραλληλόγραμμο. Δηλαδή, έχει αποκτήσει ικανότητα γενίκευσης των συμπερασμάτων. 

 
Ανάπτυξη ικανότητας παραγωγικού συλλογισµού  
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

   

                                                                                                         Σχήµα 4.99. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου [577-
586] 

        
         

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Έχει αναπτύξει την ικανότητα εφαρμογής του θεωρήματος ΘΜΠ σε συνεργασία με την ομάδα, 

αφού διατυπώνει το επιχείρημα στο [645] το οποίο περιέχει στοιχεία παραγωγικού 

συλλογισμού. Στο διάστημα [649-651] η Μ10 αιτιολογεί γιατί το σχήμα είναι ρόμβος 

χρησιμοποιώντας δυο δευτερεύουσες ιδιότητες του ρόμβου. Η μαθήτρια κατασκευάζει αρχικά 

ένα απαγωγικό επιχείρημα, αφού δέχεται ότι οι διαγώνιες είναι κάθετες. Φέρνει νοητά τις 

γραμμές στις οποίες ‘βλέπει’ με τη φαντασία της την διχοτόμηση και καθετότητα των διαγωνίων.  
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Σχήµα 4.100. Ανάλυση του επιχειρήµατος των Μ14-Μ10         

Στη συνέχεια στο [664-673] μετασχηματίζεται σε παραγωγικό επιχείρημα.  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
Σχήµα 4.101. Ανάλυση του επιχειρήµατος των Μ14-Μ10         

 

Η Μ10 αναγνωρίζει τους άξονες συμμετρίας του ορθογωνίου και την ιδιότητα των αξόνων 

συμμετρίας (καθετότητα) έννοια που είχε κατασκευάσει στη δεύτερη φάση της ερευνητικής 

διαδικασίας. Το επιχείρημα της περιέχει στοιχεία παραγωγικού συλλογισμού.  

Η μαθήτρια στο σημείο αυτό αναγνωρίζει το σχήμα του ρόμβου από τις ιδιότητες του. 

Επομένως, ο ρόμβος έχει αποκτήσει τον χαρακτήρα σήματος. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η Μ10 αποδεικνύει ότι το ΕΗ είναι παράλληλο και ίσο με AC/2 [693] και το EF παράλληλο και 

ίσο με DΒ/2 σε συνεργασία με την ερευνήτρια και την Μ14, επομένως αναπτύσσει στοιχεία 

παραγωγικού συλλογισμού. Η διαγραμματική αναπαράσταση του επιχειρήματος της 

παρουσιάζεται στη συνέχεια:   

 

 

  Σχήµα 4.102. Ανάλυση του επιχειρήµατος των Μ14-Μ10      Σχήµα 4.103. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου 
[609-621] 
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4.2.11. Μ11-ΟΜΑ∆Α Γ 
Ανάπτυξη ικανότητας µετατροπής µεταξύ αναπαραστάσεων µέσω γνωστικών 
συγκρούσεων 
 

Μέσω του εργαλείου σημείου +πειραματικού συρσίματος  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
…………………………………………………………………………………………………  

                         
………………………………………………………………………………………………… 

                                                                                                       
 
 
 
 
 
 
  
 
 

Σχήµα 4.104. Σχήµα αναφερόµενο στο απόσπασµα διαλόγου [29-40]           Σχήµα 4.105. Σχήµα 
αναφερόµενο στο 
απόσπασµα διαλόγου [29-
40]                   

                                                                                   
Το πειραματικό σύρσιμο των κορυφών του παραλληλογράμμου βοηθά την Μ11 στο [30] να 

κατασκευάσει μέσω της διαδικασίας εργαλειακής γένεσης, ένα νοητικό κατασκεύασμα του 

ορθογωνίου παραλληλογράμμου. Η τεχνική του θεωρητικού συρσίματος και ο μετασχηματισμός 

της θέσης του σημείου επιδρά στον τρόπο συλλογισμού της Μ11, ώστε μέσω της διαδικασίας 

οδηγείται να επανεφεύρει δυναμικά την ιδιότητα της ισότητας των τμημάτων. Το εργαλείο 

σημείου και το θεωρητικό σύρσιμο διαμεσολαβεί στην μετατροπή της νοητικής εικόνας σε 

εικονική. Επομένως, η μαθήτρια ωθείται σε διαδικασίες σκέψης ώστε να ανακαλύψει μια 

διαδικασία για να κατασκευάσει την ιδιότητα του σχήματος στο [40], σημείο στο οποίο έρχεται 

σε γνωστική σύγκρουση λόγω του εργαλείου σημείου. 

 

Μέσω του εργαλείου ανάκλασης  
Η μαθήτρια αντιμετωπίζει γνωστικό εμπόδιο αφού θεωρεί ότι οι διαγώνιες του ορθογωνίου 

παραλληλογράμμου είναι και άξονες συμμετρίας του στο [215]. Δηλαδή, οδηγείται σε 

παρανόηση που οφείλεται στην προσπάθεια αφομοίωσης της έννοιας της αξονικής συμμετρίας 

με την έννοια της συμμετρίας ως προς κέντρο του ορθογωνίου. Η κατασκευή του συμμετρικού 

μιας κορυφής του σχήματος ως προς άξονα συμμετρίας τη διαγώνιο τους --με τη λειτουργία 
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ανάκλασης του λογισμικού-- έχει ως αποτέλεσμα τη γνωστική σύγκρουση μεταξύ αυτού που 

οπτικοποιούν στην οθόνη και αυτού που γνωρίζουν. 

………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………… 
                                                                                                                       Σχήµα 4.106. Σχήµα 

αναφερόµενο στο 
απόσπασµα διαλόγου 
[212-215]                   

    

 

  
………………………………………………………………………………………………………………………… 
                                                                                                                       Σχήµα 4.107. Σχήµα 

αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου 
[219-226]                   

    

Η κατασκευή του άξονα συμμετρίας του ορθογωνίου με σύνδεση των μέσων των απέναντι 

πλευρών ολοκληρώνεται από την Μ12, χρησιμοποιώντας το προσαρμ. εργαλείο με οικονομία. 

Επομένως, οι μαθητές συνδέουν την έννοια της αξονικής συμμετρίας με την έννοια των 

μεσοπαραλλήλων. Αυτό έχει αντίκτυπο στην κατασκευή των αξόνων συμμετρίας του ρόμβου. Για 

παράδειγμα, η κατασκευή των μεσοπαραλλήλων του ρόμβου ως αξόνων συμμετρίας του, οδηγεί 

τη μαθήτρια σε γνωστική σύγκρουση λόγω της συσχέτισης της αξονικής συμμετρίας με την 

έννοια της καθετότητας. Η γνωστική σύγκρουση έχει ως αποτέλεσμα την κατανόηση του πλήθους 

των αξόνων συμμετρίας στο τετράγωνο, αποτέλεσμα της κατανόησης του τετραγώνου ως 

ειδικότερου σχήματος τετράπλευρου. Επομένως, η μαθήτρια έχει κατασκευάσει συνειδητά την 

έννοια της αξονικής συμμετρίας λόγω της επίδρασης του εργαλείου ανάκλασης, σε 

δραστηριότητα που έχει προηγηθεί. Η μαθήτρια έχει αποκτήσει την ικανότητα να 

αποκωδικοποιεί την νοητική πληροφορία σε εικονική και λεκτική πληροφορία. Η 

δραστηριότητα της δεύτερης φάσης διαμεσολαβεί ώστε η μαθήτρια να κατασκευάσει την 

ικανότητα ιεράρχησης μεταξύ των τετράπλευρων, ως ειδικότερων ή γενικότερων κατασκευών 

του παραλληλογράμμου. 
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Ανάπτυξη ικανότητας δοµικής ανάλυσης – διπλή (/πολλαπλή) ερµηνεία 
γεωµετρικών αντικειµένων   
 
Μέσω του προσαρμ. εργαλείου  

……………………………………………………………………………………………………………………… 

 
……………………………………………………………………………………………………………………… 
 

 
Σχήµα 4.108. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου 
[185]                   

    

Στο [185] η Μ11 αιτιολογεί με την ιδιότητα-κριτήριο του παραλληλογράμμου λόγω της 

οπτικοποίησης των τεμνόμενων διαγωνίων. Η ιδιότητα αυτή αποτελεί στοιχείο και του 

αντικειμένου που οικοδομείται με το εργαλείο. Η έννοια αυτή (οι διαγώνιες διχοτομούνται) 

επομένως κατασκευάζεται από τους μαθητές μέσω της χρήσης του εργαλείου. Επομένως, 

μετατρέπει μια εικονική αναπαράσταση σε λεκτική ως αποτέλεσμα της οπτικοποίησης των 

τεμνόμενων διαγωνίων. 

 

Μέσω του προσαρμ. εργαλείου  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η χρήση του εργαλείου δυο φορές με δεύτερο σημείο εφαρμογής το σημείο Ο οδηγεί στην 

κατασκευή δυο τμημάτων που έχουν το ίδιο μέσο. Η Μ11 αναπτύσσει την ικανότητα 

αντιστροφής ενεργειών μέσω της αποκωδικοποίησης των εργαλείων. Η κατασκευή του 

παραλληλογράμμου ολοκληρώνεται από την Μ11 στο [235], χρησιμοποιώντας το προσαρμ. 

εργαλείο.  Επομένως, το προσαρμ. εργαλείο διαμεσολαβεί στην αποκωδικοποίηση ιδιοτήτων του 

παραλληλογράμμου και την μετατροπή της νοητικής εικόνας της μαθήτριας σε εικονική στην 

οθόνη. Στο [236] αντιλαμβάνεται το σχήμα του ρόμβου ως ειδικότερη μορφή 

παραλληλογράμμου. Επομένως, ως σχήμα παραλληλογράμμου με κάποιες πρόσθετες ιδιότητες, 

(απαγωγικό επιχείρημα).   

  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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Σχήµα 4.109. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου 
[244-254]                   

    

 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
 Σχήµα 4.110. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου 
[303-307]                   

   
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η Μ11 ολοκληρώνει την κατασκευή του ρόμβου στο [251-254], αφού επινοήσει τη χρήση του 

προσαρμ. εργαλείου και την εφαρμογή του σε τυχαίο σημείο της καθέτου και στο μέσο τμήματος. 

Η επιλογή του τυχαίου σημείου και η εφαρμογή του προσαρμ. εργαλείου αποκωδικοποιεί τις 

ιδιότητες διχοτόμησης και καθετότητας διαγωνίων, έννοιες που έχει κατασκευάσει στη δεύτερη 

φάση. Επομένως, μέσω της διαδικασίας προσδίδει στο ρόμβο το χαρακτήρα σήματος.  

Η Μ11 στο [303] αναπτύσσει στρατηγική δοκιμής και λάθους -κατασκευάζει ένα ευθύγραμμο 

τμήμα και στην κάθετη στο άκρο του εφαρμόζει το εργαλείο- το διαγράφει και κατασκευάζει ένα 

ευθύγραμμο τμήμα που ονομάζει «άξονα». Οι ενέργειες της είναι αντίστροφες των ενεργειών 

κατασκευής των αξόνων συμμετρίας του ορθογωνίου της δεύτερης φάσης της ερευνητικής 

διαδικασίας. Μέσα από την διαδικασία κατασκευάζει το χαρακτήρα σήματος του ορθογωνίου.  

Επομένως, η μαθήτρια έχει αναπτύξει την ικανότητα αντιστροφής ενεργειών, μέσω της 

ανάπτυξης ικανότητας αποκωδικοποίησης ιδιοτήτων με συνθέτη χρήση εργαλείων. Έχει 

αναπτύξει επομένως την ικανότητα να μετατρέψει μια νοητική αναπαράσταση σε εικονική και 

τα εργαλεία καθέτου και προσαρμ. εργαλείου είναι τα διαμεσολαβητικά μέσα. Επομένως, 
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αναπτύσσει αφαιρετικές διαδικασίες σκέψης και οδηγείται να κατασκευάσει τη συσχέτιση της 

έννοιας της μεσοπαραλλήλου με την έννοια της αξονικής συμμετρίας, καθώς και να τις 

διατυπώσει με μαθηματική γλώσσα (χαρακτηριστικό επιπέδου 3.1). Η κατανόηση των ιδιοτήτων 

είναι συνειδητή και εμφανίζεται στην τρίτη φάση των ΣΟΕΑ (π.χ  στο [381]).  

 

Μέσω των ΣΟΕΑ γ φάσης  
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………… 
                                                                                                                         Σχήµα 4.111. Σχήµα 

αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου 
[351-353, 377-380]                   

    

 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η Μ11 στο [351] και στο [380], έχει αναπτύξει την ικανότητα να μετατρέπει μια εικονική 

αναπαράσταση σε λεκτική, αναπτύσσοντας νοητικούς μετασχηματισμούς. Οι συνδεόμενες 

αναπαραστάσεις που η μαθήτρια δημιούργησε κατά τη διάρκεια της ερευν. διαδικασίας, την 

βοήθησαν να αναγνωρίσει: (α) την ιδιότητα των διαγωνίων του ρόμβου ως αξόνων συμμετρίας 

του ορθογωνίου (β) την ιδιότητα των διαγωνίων του ορθογωνίου ως μεσοπαραλλήλων του 

ρόμβου. Αναγνωρίζει επομένως τις υπο-δομές των παραλληλογράμμων που σχηματίζονται από 

τις μεσοπαραλλήλους του ρόμβου και τις ιδιότητες τους (π.χ την ιδιότητα της ισότητας των 

μεσοπαραλλήλων με τις πλευρές του ρόμβου). Επομένως, έχει αναπτύξει την ικανότητα να 

αναλύει δομικά σε πραγματικό ή νοητό επίπεδο ένα σχήμα, να αναγνωρίζει τις ιδιότητες των 

στοιχείων του σχήματος και να τους αποδίδει διπλό ρόλο.  

   

Ανάπτυξη ικανότητας διατυπώσεων εννοιών-εν-δράσει  
Μέσω του εργαλείου καθέτων +πειραματικό σύρσιμο  
…………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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……………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [30] η Μ11 αναγνωρίζει το σχήμα του ορθογωνίου μέσω του συρσίματος των κορυφών 

του παραλληλογράμμου που έχει κατασκευάσει η Μ2. Επομένως, μέσω της εργαλειακής γένεσης 

που αναπτύχθηκε λόγω του εργαλείου του συρσίματος η μαθήτρια έχει κατασκευάσει ένα 

όργανο που περιλαμβάνει το ΣΕΔ δυναμικού σημείου λόγω του πειραματικού συρσίματος και 

την έννοια-εν-δράσει του ορθογωνίου παραλληλογράμμου ως «παραλληλογράμμου που 

προέκυψε από κάθετες ευθείες». 

 

Μέσω του εργαλείου ανάκλασης 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Το πειραματικό σύρσιμο του σημείου ή του ανακλώμενου του σημείου οδηγεί στο 

μετασχηματισμό της οπτικής δυναμικής αναπαράστασης η οποία μεταφράζεται με την 

μεταβολή της απόστασης των σημείων από τον άξονα. Η διαδικασία οδηγεί την Μ11 στο [124] να 

οπτικοποιήσει την ιδιότητα της ίσης απόστασης του σημείου από τον άξονα, καθώς και του 

ανακλώμενου του σημείου–ειδώλου. Επομένως, η μαθήτρια έχει κατασκευάσει ένα ΣΕΔ του 

εργαλείου ανάκλασης και ως εκ τούτου κατασκευάζει την έννοια-εν-δράσει. Η έκφραση της θα 

μπορούσε να αναδιατυπωθεί: «[ανακλώμενα] είναι και τα δυο σημεία [τα οποία] ισαπέχουν από 

τον άξονα». Αυτή η διατύπωση είναι ένας ελλιπής ορισμός σε μαθηματική γλώσσα ένδειξη  

μαθητή/τριας που ανήκει στο επίπεδο 2.2. Δηλαδή, η μαθήτρια «αρχίζει να αποκτά τυπική 

αντίληψη για να περιγράψει τις σχέσεις μεταξύ των στοιχείων των σχημάτων» (Battista, 2007). 

Επομένως, ο ορισμός της προέρχεται από μια λειτουργία μετασχηματισμού σε ένα μάλλον τυχαίο 

παράδειγμα. Ως αιτιολόγηση μπορεί να κατηγοριοποιηθεί στην περίπτωση του αφελή 

εμπειρικισμού σύμφωνα με τον Balachef (1982, 1988b). 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [307] η Μ11 διατυπώνει «Οι μεσοπαράλληλες είναι και κάθετες είναι και άξονες 

συμμετρίας του ορθογωνίου», που μπορεί να θεωρηθεί αυθαίρετος οικονομικός ορισμός του 
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ορθογωνίου. Η έκφραση της μπορεί να αναδιατυπωθεί ως: «[ένα σχήμα είναι ορθογώνιο όταν] οι 

μεσοπαράλληλες είναι και κάθετες είναι και άξονες συμμετρίας του».  

 

Ανάπτυξη ικανότητας συσχέτισης εννοιών   
Μέσω του εργαλείου κύκλου  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [101] έχει κατασκευάσει την λεκτική, θεσιακή κατανόηση της κατασκευής του κύκλου με 

την αλλαγή προσανατολισμού των αντικειμένων. Έχει κατασκευάσει ένα ΣΕΔ του κύκλου και 

επινοεί την χρήση του εργαλείου του κύκλου για την κατασκευή της ισότητας των πλευρών του 

τετράγωνο. Διατυπώνει ένα μη οικονομικό ορισμό σε συνεργασία με την ερευνήτρια («ένα 

τετράγωνο δεν αρκεί να έχει [4 ορθές γωνίες] πρέπει να είναι και ρόμβος»). Επομένως, μέσω της 

διαδικασίας η Μ11 συνδέει την έννοια του τετραγώνου με την έννοια του ρόμβου και την έννοια 

της ισότητας των πλευρών με την κατασκευή ίσων ακτινών με το εργαλείο κύκλου. Επομένως,  

αναπτύσσεται σταδιακά η συσχέτιση των εννοιών. 

 

Μέσω του εργαλείου ανάκλασης, ίχνους  και συρσίματος 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η χρήση του εργαλείου ίχνους οδηγεί την Μ11 στο [132] να ερμηνεύσει τον άξονα συμμετρίας 

ως μεσοκαθέτο της απόστασης σημείου–ανακλώμενου σημείου. Επομένως, διατυπώνει μια 

σχέση μεταξύ της έννοιας της συμμετρίας ως προς άξονα και της έννοιας της μεσοκαθέτου. Σε 

σχέση με τον ορισμό που είχε διατυπώσει λόγω συρσίματος του σημείου («δυο σημεία 

ισαπέχουν από τον άξονα»),  η Μ11 οδηγείται να συμπεράνει ότι εάν ένα σχήμα έχει μια ιδιότητα 

(προκύπτει από ανάκλαση), έχει και μια άλλη (ο άξονας συμμετρίας είναι μεσοκάθετος) δηλαδή 

οδηγείται να συσχετίσει ιδιότητες του σχήματος. Αυτό είναι χαρακτηριστικό επιπέδου 3.1 

σύμφωνα με την κατηγοριοποίηση του Battista (2007), χρησιμοποιώντας μόνο τα εμπειρικά 

στοιχεία του διαγράμματος.  

 

Μέσω του εργαλείου ανάκλασης και θεωρητικού συρσίματος  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [150] η Μ11 διατυπώνει μια ιδιότητα του τραπεζίου, συσχετίζοντας με την ιδιότητα της 

μεσοκαθέτου του σχήματος (μετασχηματισμός σε ισοσκελές τρίγωνο) που είχε διατυπώσει 

προηγουμένως στο [132]. Η μαθήτρια στο σημείο αυτό συνδέει νοητικά αναπαραστάσεις και 

αναπτύσσει επαγωγικό συλλογισμό, αφού από το διάγραμμα στην οθόνη συμπεραίνει για κάθε 

σχήμα ισοσκελούς τραπεζίου. Η έκφραση της θα μπορούσε να αναδιατυπωθεί «η μεσοκάθετος 

της βάσης [κάθε τραπεζίου ισοσκελούς] είναι μεσοκάθετος στην άλλη [βάση]», επομένως 

πρόκειται για ένα θεώρημα-εν-δράσει.  

 

 

Ανάπτυξη απαγωγικών και παραγωγικών επιχειρηµάτων 
Μέσω του εργαλείου κύκλου  
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [49] αιτιολογεί χρησιμοποιώντας λογικό επιχείρημα, χωρίς να αναφέρει την μαθηματική 

πρόταση που τεκμηριώνει τον ισχυρισμό της.  

 

 
                  Σχήµα 4.112. Ανάλυση µε µοντέλο Toulmin  της διατύπωσης της Μ12 
 
Η μαθήτρια υπονοεί το θεώρημα το οποίο είναι η εγγύηση (warrant) στο επιχείρημα. 

Επομένως, το εργαλείο του κύκλου διαμεσολαβεί στη διαμόρφωση του λογικού επιχειρήματος.  

 

Μέσω του προσαρμ. εργαλείου  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η χρήση του εργαλείου στο [173] από την Μ11 για την κατασκευή των περιστροφών 

(συμμετρικών σημείων) των άκρων τμήματος οδηγεί στην κατασκευή των συμμετρικών σημείων 

των άκρων, την κατασκευή κατά συνέπεια ενός παραλληλογράμμου, μέσω των τεμνόμενων 

διαγωνίων του. Η σύνδεση των συμμετρικών σημείων προκαλεί την Μ11 να περιγράψει την 

συνευθειακότητα των σημείων και να εξετάσει μόνο την ιδιότητα της ισότητας. Η Μ11 

διατυπώνει «Πρέπει να βρούμε αν είναι ίσα!» που είναι ισοδύναμο με το «ίσως να είναι ίσα». 

Επομένως, υποθέτει ότι της είναι αναγκαίο οπτικά, προκειμένου να καταλήξει σε ένα 

συμπέρασμα (την συμμετρία των τμημάτων). Ο συλλογισμός της είναι απαγωγικός:  

Κανόνα:  Τα συμμετρικά τμήματα είναι ίσα  

Αποτέλεσμα:  Αυτά τα τμήματα είναι ίσα (οπτικά)  
Περίπτωση:    Αυτά τα τμήματα είναι συμμετρικά.   

 

Μέσω του προσαρμ. εργαλείου  
Η Μ11 στο [185] αιτιολογεί με την ιδιότητα-κριτήριο του παραλληλογράμμου λόγω της 

οπτικοποίησης των τεμνόμενων διαγωνίων. Ο συλλογισμός της είναι απαγωγικός. 

 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

                                                                                                                     
 

 

 

Σχήµα 4.113. Σχήµα 
αναφερόµενο στο 
απόσπασµα διαλόγου 
[314-315]                   

 

Η Μ11 αναγνωρίζει στο σχήμα την υποδομή των δυο τριγώνων που πληρούν τις προϋποθέσεις 

για την εφαρμογή του ΘΜΠ, και των δυο άλλων υποσχημάτων για εφαρμογή με αλλαγή 

προσανατολισμού. Στο [315] χρησιμοποιεί μη-οικονομικό ορισμό για να αιτιολογήσει ότι το 
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σχήμα είναι παραλληλόγραμμο. Η έκφραση της στο [315] αποτελεί ένα παραγωγικό επιχείρημα. 

Το διάγραμμα κάτω αναπαριστά τη δομή του επιχειρήματος της με ανάλυση κατά Toulmin.    

 
Σχήµα 4.114. Ανάλυση του επιχειρήματος της Μ11                          Σχήµα 4.115. Σχήµα 

αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου 
[314-315] 

 

Η Μ11 («Έτσι γίνεται και στα άλλα») δηλώνει ότι θέλει να αποδείξει την ισότητα και 

παραλληλία σε όλα τα τμήματα που συνδέουν τα μέσα των πλευρών. Με τον τρόπο αυτό 

αποδεικνύει ότι το σχήμα είναι παραλληλόγραμμο, κατασκευάζοντας έναν αυθαίρετο μη-

οικονομικό ορισμό για την απόδειξη του.   

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [333] οι μαθητές σύρουν τις κορυφές ώστε να σχηματιστεί εξωτερικά ρόμβος. Ο 

μετασχηματισμός προκαλεί τη διατύπωση των ιδιοτήτων των διαγωνίων του από την Μ11, η 

οποία αναπτύσσει παραγωγικό συλλογισμό και οδηγείται σε μια «αν …τότε» συμπερασματική 

λογική δήλωση για το σχήμα στο εσωτερικό.  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

  
Σχήµα 4.116. Ανάλυση του επιχειρήματος της Μ11       Σχήµα 4.117. Σχήµα αναφερόµενο στο  

απόσπασµα διαλόγου 
[377-384] 

 

                                                                                                            
Η έκφραση της μπορεί να αναδιατυπωθεί ως: «[το σχήμα είναι ρόμβος] άρα οι διαγώνιες του 

διχοτομούνται και είναι κάθετες και επομένως [το εσωτερικό τετράπλευρο] είναι ορθογώνιο». 

Αυτή η διατύπωση σε τυπική μαθηματική γλώσσα περιέχει μια αλυσίδα λογικών συνδέσεων. Το 

σχήμα του ρόμβου έχει αποκτήσει το χαρακτήρα σήματος. 

Στο [378] η Μ11 διατυπώνει έναν οικονομικό ορισμό για το ορθογώνιο «[ορθογώνιο είναι το 

τετράπλευρο που είναι παραλληλόγραμμο] και έχει μια γωνία ορθή ή έχει διαγώνιες ίσες». Η 

Μ11 στη συνέχεια αποδεικνύει γιατί οι διαγώνιες είναι ίσες (οι διαγώνιες του ορθογωνίου είναι 

μεσοπαράλληλες του ρόμβου και επομένως παράλληλες και ίσες με τις πλευρές του ρόμβου). Η 

αιτιολόγηση της περιλαμβάνει αλυσίδα παραγωγικών δηλώσεων. Οι διαγώνιες του ορθογωνίου 

παίζουν τον ρόλο/ ταυτίζονται με τις μεσοπαράλληλες του ρόμβου, επομένως η μαθήτρια 

βλέπει διαφορετικές δομές μέσα στο ίδιο σχήμα. Σύμφωνα με τον Balachef (1982, 1988b) η 
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αιτιολόγηση της θεωρείται πείραμα σκέψης, αφού «ενέργειες εσωτερικεύονται και αποσπώνται 

από το ειδικό παράδειγμα». Η διατύπωση της βασίζεται σε αφηρημένες διατυπώσεις των 

ιδιοτήτων και των σχέσεων μεταξύ των ιδιοτήτων. Η δομή του επιχειρήματος με το μοντέλο 

Toulmin αναπαριστάνεται επάνω. Η Μ11 αναπτύσσει παραγωγικό συλλογισμό, αφού 

διατυπώνει έναν: Κανόνα (Rule)- Οι μεσοπαράλληλες είναι παράλληλες και ίσες με τις πλευρές 

του ρόμβου, για την Περίπτωση (Case)-οι μεσοπαράλληλες του ρόμβου είναι και διαγώνιες του 

ορθογωνίου και συνάγει το Αποτέλεσμα (Result)- οι διαγώνιες του ορθογωνίου είναι ίσες  

 

4.2.12. Μ12-ΟΜΑ∆Α Γ 
Ανάπτυξη ικανότητας µετατροπής µεταξύ αναπαραστάσεων µέσω γνωστικών 
συγκρούσεων 
 

Μέσω του εργαλείου σημείου + θεωρητικού συρσίματος  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η μαθήτρια αντιμετωπίζει γνωστική σύγκρουση στο [97] λόγω του συρσίματος του εργαλείου 

σημείου. Κατανοεί ότι το σύρσιμο του σημείου δε διατηρεί την ιδιότητα της ισότητας των 

πλευρών του τετραγώνου. Επομένως, ωθείται σε διαδικασίες σκέψης για την επιλογή του 

καταλλήλου εργαλείου με συνέπεια την ανάπτυξη της ικανότητας αποκωδικοποίησης της 

νοητικής σε εικονική. Στο [118] έρχεται σε γνωστική σύγκρουση ως αποτέλεσμα του θεωρητικού 

συρσίματος του τετραγώνου ώστε να αλλάξει προσανατολισμό. Η διατύπωση της είναι ένδειξη 

της μη ικανότητας ιεράρχησης των σχημάτων. Επομένως, μεταφράζει μια εικονική 

αναπαράσταση λανθασμένα.  

 

Μέσω του προσαρμ. εργαλείου + θεωρητικού συρσίματος 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η Μ12 χρησιμοποιεί το εργαλείο για να κατασκευάσει το συμμετρικό του τμήματος ΑΒ και 

αντιμετωπίζει γνωστική σύγκρουση, όταν αντιλαμβάνεται ότι η εφαρμογή του εργαλείου στο 

κέντρο περιστροφής δεν οδηγεί στην αποκωδικοποίηση της νοητικής της αναπαράστασης. Μέσω 

της διαδικασίας αναπτύσσει την σειριακή κατανόηση της χρήσης του προσαρμ. εργαλείου και 

αντιμετωπίζει δυσκολία ως προς την θεσιακή κατανόηση, όπως διαπιστώνεται στα σημεία [182, 

193].  

 

Μέσω του προσαρμ. εργαλείου με κατάχρηση  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Χρησιμοποιεί το προσαρμ. εργαλείο για την κατασκευή του άξονα συμμετρίας του 

ορθογωνίου παραλληλογράμμου. Στο [211] επιλέγει το εργαλείο και το εφαρμόζει στην μια 

πλευρά του ορθογωνίου, παρά το γεγονός ότι το εργαλείο δε σταθεροποιείται, αφού δεν υπάρχει 

ένα δεύτερο σημείο εφαρμογής του. Μέσω της διαδικασίας κατασκευάζει τα μέσα των απέναντι 

πλευρών με οπτικό τρόπο, τα οποία και συνδέει με ένα ευθύγραμμο τμήμα ώστε να 

κατασκευάσει τον άξονα συμμετρίας του ορθογωνίου. Επομένως, κάνει χρήση του εργαλείου με 

κατάχρηση, αφού χρησιμοποιείται για διαφορετικό λόγο από αυτόν που είχε κατασκευαστεί από 

την ερευνήτρια. Η μαθήτρια έχει συνδέσει την χρήση του εργαλείου με κάποιες ιδιότητες οι 

οποίες όμως δε συμπίπτουν με τις ιδιότητες που έχει το εργαλείο από το σχεδιασμό του. 

Επομένως, το εργαλείο δε λειτουργεί ως δομική μονάδα αντικαθιστώντας ένα σύνολο 

διαδικασιών για τις οποίες έχει σχεδιαστεί. Συνεπώς, αντιμετωπίζει δυσκολία στην 

αποκωδικοποίηση της λειτουργίας του εργαλείου, αφού δεν έχει αναπτύξει την ικανότητα 

αφαιρετικών διαδικασιών που είναι αναγκαίες για την εφαρμογή του εργαλείου.  

Μέσω της διαδικασίας συνδέει την έννοια του άξονα συμμετρίας με την κατασκευή των 

μέσων των απέναντι πλευρών του ορθογωνίου παραλληλογράμμου. Ταυτόχρονα, 

αντιλαμβάνεται ότι οι κορυφές είναι συμμετρικές ως προς το μέσο της πλευράς. Κατά συνέπεια η 

μαθήτρια μέσω της εφαρμογής του προσαρμ. εργαλείου συσχετίζει τις πρωτεύουσες και 

δευτερεύουσες ιδιότητες του σχήματος.  
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Μέσω του εργαλείου ανάκλασης  

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Το επιχείρημα της Μ12 στο [224] επιβεβαιώνει ότι η μαθήτρια συνδέει την έννοια της 

αξονικής συμμετρίας του ρόμβου με την έννοια της διχοτόμησης των διαγωνίων του και 

επομένως με την έννοια της συμμετρίας ως προς κέντρο. Η μαθήτρια δε διατυπώνει την ιδιότητα 

της καθετότητας των διαγωνίων αλλά της διχοτόμησης τους, όπως είχε κάνει και σε προηγούμενο 

σημείο της ερευνητικής διαδικασίας.  

 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Στο σημείο [237-39] διατυπώνει άτυπα την ιδιότητα της διχοτόμησης των διαγωνίων του 

ρόμβου, επομένως δεν έχει κατασκευάσει το χαρακτήρα σήματος του ρόμβου.  

 

Ανάπτυξη ικανότητας δοµικής ανάλυσης – διπλή (/πολλαπλή) ερµηνεία 
γεωµετρικών αντικειµένων   
Μέσω του προσαρμ. εργαλείου 

Η μαθήτρια αναπτύσσει την ικανότητα κατανόησης των ιδιοτήτων του ρόμβου στο [299-310] 

προκειμένου να κατασκευάσει ένα ρόμβο από τις ιδιότητες του.  

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

                  
Σχήµα 4.118. Σχήµα 
αναφερόµενο στο 
απόσπασµα διαλόγου 
[243-254] 
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……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
Σχήµα 4.119. Σχήµα 
αναφερόµενο στο 
απόσπασµα διαλόγου 
[279-289] 
 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [247-248] η Μ12 επιχειρεί να αντιστρέψει τις ενέργειες κατασκευής αξόνων συμμετρίας, 

διατυπώνοντας την ιδιότητα της καθετότητας των διαγωνίων, σημείο εννοιολογικής βελτίωσης 

της μαθήτριας. Η Μ12 δε διατυπώνει λεκτικά την ιδιότητα της καθετότητας των διαγωνίων του 

ρόμβου σε προηγούμενα σημεία της έρευνας. Από τις ενέργειες της να κατασκευάσει κάθετη στο 

μέσο του τμήματος, συμπεραίνεται ότι ανακαλεί τη νοητική εικόνα των διαγωνίων του ρόμβου 

που έχει κατασκευάσει στην πρώτη φάση της έρευνας. Επομένως, μέσω των συνδεόμενων 

αναπαραστάσεων που κατασκευάζει κατά την διάρκεια της διαδικασίας αναπτύσσει την 

ικανότητα να μεταφράσει μια ιδιότητα του σχήματος σε εικονική αναπαράσταση. Για 

παράδειγμα στο [376] (δείτε Μ12.4) αναπτύσσει ένα επιχείρημα, διατυπώνοντας την ιδιότητα της 

καθετότητας του ρόμβου για να επιχειρηματολογήσει. 

Στο [282] συνδέει την κατασκευή του τετραγώνου με τη διαδικασία κατασκευής των αξόνων 

συμμετρίας στο τετράγωνο διαδικασία που είχε ολοκληρωθεί στην προηγούμενη φάση.  

Ολοκληρώνει μια κατασκευή τετραγώνου, χρησιμοποιώντας μια σύνθεση εργαλείων (καθέτου, 

κύκλου και του προσαρμ. εργαλείου). Η μαθήτρια κατασκευάζει την καθετότητα των διαγωνίων 

και δυσκολεύεται να αποκωδικοποιήσει την ισότητα των διαγωνίων με χρήση εργαλείου την 

οποία κατανοεί σε συνεργασία με την Μ11. Μέσω της διαδικασίας έχει κατασκευάσει το σχήμα 

του τετραγώνου από τις ιδιότητες του, επομένως έχει αποκτήσει την ικανότητα να 

αντικαταστήσει το σχήμα με ένα σύνολο ιδιοτήτων. Επομένως, έχει κατασκευάσει το χαρακτήρα 

σήματος του τετραγώνου.   
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Μέσω του εργαλείου σχολιασμού + συρσίματος  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
 

Σχήµα 4.120. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου 
[356-366] 

 
…………………………………………………………………………………………………………………………………… ………………….. 

Η αιτιολόγηση της Μ12 στο [360] είναι βασισμένη στο διάγραμμα αλλά και σε νοητικούς 

μετασχηματισμούς που η μαθήτρια έχει αποκτήσει την ικανότητα να κάνει. Υπονοεί την 

παραλληλία της πλευράς του ορθογωνίου με την διαγώνιο του ρόμβου (η ΗΑ είναι παράλληλη 

και ίση με το μισό της διαγωνίου EC) και ισχυρίζεται  ότι η διαγώνιος (BD) διχοτομεί την πλευρά 

του ορθογωνίου (ΗΑ) το οποίο είναι αποτέλεσμα της οπτικοποίησης από το διάγραμμα. Η 

αιτιολόγηση της περιλαμβάνει μετασχηματισμούς αντικειμένων (για παράδειγμα ο άξονας BD 

αρχικά ερμηνεύεται ως στοιχείο του ρόμβου, στη συνέχεια ότι διχοτομεί το ΗΑ και στη συνέχεια 

ως άξονας του ορθογωνίου. Επομένως, έχει αποκτήσει την ικανότητα να αναλύει δομικά ένα 

σχήμα και να αλλάζει ρόλους (Duval, προσωπική επικοινωνία 3-8-2010) στα αντικείμενα. Η 

μαθήτρια «βλέπει» διαφορετικές δομές μέσα στο διάγραμμα, αν και πρόκειται για ένα ειδικό 

παράδειγμα η αιτιολόγηση της είναι βασισμένη σε χρήση μετασχηματισμών και λογικών 

συμπερασμάτων της προηγούμενης φάσης. 

Συγκεκριμένα, έχει συνδέσει το τυχαίο περιστατικό με την κατασκευή των αξόνων συμμετρίας 

στο ορθογώνιο. Επομένως, η απάντηση της (ισότητα τμημάτων) προκύπτει σε σχέση με την 

έννοια του συμμετρικού ως προς άξονα σχήματος του ορθογωνίου που έχει κατασκευάσει στη 

δεύτερη φάση της ερευνητικής διαδικασίας. 
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Ανάπτυξη δυναµικής οπτικοποίησης  
Μέσω του εργαλείου κατασκευής παραλλήλων/καθέτων  

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [28] αιτιολογεί με την ιδιότητα της παραλληλίας του σχήματος, μέσω ενός ελλιπούς 

ορισμού του παραλληλογράμμου, σε αλληλεπίδραση με την Μ2 και του μετασχηματισμού του 

δυναμικού διαγράμματος που προέρχεται λόγω της χρήσης του εργαλείου της καθέτου.  

 

Μέσω του εργαλείου ανάκλασης, εμφ. απόκρυψης και συρσίματος 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η εμφάνιση /απόκρυψη του ημι-προκατασκευασμένου ανακλώμενου σημείου γνωστικά 

συνδέεται με την έννοια του συμμετρικού σημείου ως προς άξονα, από την Μ12 στο [122]. 

Αναπτύσσει δυναμική οπτικοποίηση αμέσως μετά την εμφάνιση του ανακλώμενου σημείου, 

αφού, η μαθήτρια νοητικά σχηματίζει τις αποστάσεις των σημείων από τον άξονα συμμετρίας. 

Αποτέλεσμα της δυναμικής οπτικοποίησης είναι η ικανότητα να αντιστρέψει το σχήμα νοητικά 

(π.χ [128]). Η επίδραση του εργαλείου ανάκλασης στην ανάπτυξη δυναμικής οπτικοποίησης 

επιβεβαιώνεται και στο [182-184] στο οποίο η μαθήτρια αναγνωρίζει τις ιδιότητες του τραπεζίου, 

αν και το σχήμα έχει διαφορετικό προσανατολισμό. 

 

Μέσω του εργαλείου ίχνους +συρσίματος  

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 

 
………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
Σχήµα 4.121. Σχήµα 
αναφερόµενο στο 
απόσπασµα διαλόγου 
[127-130] 
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…………………………………………………………………………………………………………………………… 

Σχήµα 4.122. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου 
[134-136] 

 

Στο [130] μετά την επίδραση του ίχνους και του συρσίματος κατανοεί την ίση απόσταση των 

σημείων από τον άξονα. Επομένως, σε αλληλεπίδραση με την Μ11 διατυπώνει μια έννοια-εν-

δράσει, αποτέλεσμα επαγωγικού συλλογισμού («Ισαπέχουν από την αρχή») η οποία είναι 

συνδυασμός τυπικής και άτυπης γλώσσας. Η περιγραφή της ισότητας των χαρακτηριστικών του 

σχήματος της Μ12 έχει αντιληπτικό χαρακτήρα με χρήση τυπικών και άτυπων εκφράσεων (π.χ 

ισαπέχουν από την αρχή) χαρακτηριστικό επιπέδου 2.1 (Battista, 2007). Χρησιμοποιεί έννοιες και 

όρους που έχει διδαχθεί στην τάξη. Η έκφραση της Μ12 στο [136] θα μπορούσε να χαρακτηριστεί 

ανεπαρκής ορισμός που μπορεί να αναδιατυπωθεί ως εξής: «ένα τμήμα είναι συμμετρικό [όταν 

κάθε] σημείο [και το αντίστοιχο του] πάνω στα τμήματα  αρχικού –ειδώλου απέχει ίση απόσταση 

από την ε».  

Η μαθήτρια στο [135-136] μέσω της διαδικασίας συσχετίζει τις έννοιες της συμμετρίας, 

απόστασης και ισότητας των συμμετρικών αντικειμένων.  

 

Μέσω των ΣΟΕΑ Γ φάσης  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 

 
……………………………………………………………………………………………………………………… 

Σχήµα 4.123. Σχήµα 
αναφερόµενο στο 
απόσπασµα διαλόγου 
[329-336] 

 

Στο [329] διατυπώνει σε συνεργασία με την Μ11 και την Μ2,  έναν αυθαίρετο οικονομικό 

ορισμό σύνθεση των απαντήσεων «οι πλευρές του [εσωτερικού τετραπλεύρου] να είναι 

παράλληλες στις διαγώνιες [του εξωτερικού τετραπλεύρου] [οι οποίες πρέπει] να είναι κάθετες 
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μεταξύ τους», για το ορθογώνιο στο εσωτερικό. Ο ορισμός συσχετίζει τις ιδιότητες των 

διαγωνίων, επομένως οι μαθήτριες έχουν αποκτήσει μεταγνωστική ικανότητα λόγω των 

δραστηριοτήτων της  προηγούμενης φάσης της ερευνητικής διαδικασίας. 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 

 
……………………………………………………………………………………………………………………… 

 

Σχήµα 4.124. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου 
[347-350] 

 

Στο [348] διατυπώνει έναν αυθαίρετο οικονομικό ορισμό του ρόμβου, σε σχέση με τις 

διαγώνιες του: «για να είναι ένα σχήμα [που σχηματίζεται από τα μέσα πλευρών τετράπλευρου] 

ρόμβος πρέπει οι διαγώνιες [του τετράπλευρου] να είναι ίσες». Αυτό αποτελεί ένδειξη ότι ο 

ρόμβος έχει αποκτήσει το χαρακτήρα σήματος. Η Μ12 στο [350] διατυπώνει έναν αυθαίρετο 

οικονομικό ορισμό που αφορά το εσωτερικό σχήμα του τετραγώνου. Συγκεκριμένα, η μαθήτρια 

διατυπώνει ότι «[για να είναι το σχήμα στο εσωτερικό τετράγωνο] πρέπει οι διαγώνιες του 

εξωτερικού σχήματος να είναι ίσες και κάθετες».  

Ο ορισμός της Μ12 είναι συνδυασμός των απαντήσεων που η μαθήτρια έχει κατασκευάσει 

στα σημεία [333] λόγω της συζήτησης με την Μ11 (να είναι κάθετες μεταξύ τους), της απάντησης 

της στο [348] (πρέπει οι διαγώνιες να είναι ίσες) και της ιεράρχησης του σχήματος του 

τετραγώνου ως ειδική κατηγορία ρόμβου και ορθογωνίου.  Επομένως σταδιακά απέκτησε την 

ικανότητα σύνδεσης αναπαραστάσεων νοητικά και στη συνέχεια την διαδικαστική και 

εννοιολογική ικανότητα να τις διαχειρίζεται.  

 
 
Ανάπτυξη ικανότητας διατύπωσης επαγωγικών και απαγωγικών επιχειρηµάτων 
Μέσω του εργαλείου ανάκλασης 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 



 - 337 - 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [61-66] αιτιολογεί με διαδοχικά θεωρήματα-εν-δράσει. Στην αιτιολόγηση της 

χρησιμοποιεί στοιχεία του διαγράμματος, διατυπώνοντας ιδιότητες για να αποδείξει ότι το σχήμα 

είναι παραλληλόγραμμο. Για να ολοκληρώσει τον ισχυρισμό της χρησιμοποιεί συνδυασμό 

άτυπων και τυπικών δηλώσεων σε μια αλυσίδα απαγωγικών επιχειρημάτων. Αναλυτικότερα: 

Η φράση «το πάνω μέρος είναι ίσο με το κάτω μέρος» προέρχεται από την οπτικοποίηση του 

διαγράμματος λόγω της ανάκλασης του ισοπλεύρου, το οποίο στη συνέχεια επιχειρεί να 

αιτιολογήσει με τυπικό τρόπο. Στο [64] η έκφραση «είναι ύψη δυο ισοπλεύρων τριγώνων» δεν 

επιβεβαιώνεται με κάποια κατασκευαστική διαδικασία. Επομένως, η μαθήτρια υποθέτει την 

ιδιότητα του ύψους και το επιχείρημα της είναι απαγωγικού χαρακτήρα. Δε χρησιμοποιεί την 

καθετότητα των διαγωνίων ως κριτήριο για να αποδείξει ότι είναι ρόμβος.  

 

 
 

Σχήµα 4.125. Ανάλυση του επιχειρήµατος της Μ12 

 
Θ1: Τα ύψη ισοπλεύρου τριγώνου είναι και διάμεσοι του τριγώνου (και διχοτόμοι των 

πλευρών του) 
Επιχειρηματολογεί με αλληλουχία εκφράσεων και το επιχείρημα της υποστηρίζεται από το 

διάγραμμα. Επομένως, η μαθήτρια οπτικοποιεί την ισότητα των τμημάτων. Συμπεραίνεται ότι 

μέσω του επιχειρήματος της κατασκευάζει μια ιδιότητα του ρόμβου ως παραλληλογράμμου. Η 

αιτιολόγηση της στηρίζεται στο κριτήριο του παραλληλογράμμου, επομένως η μαθήτρια μέσω 

της διαδικασίας ιεραρχεί το ρόμβο ως  ειδικότερο παραλληλόγραμμο. 
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Μέσω του εργαλείου ανάκλασης+συρσίματος  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [136] (δείτε Μ12.3) κατασκευάζει ένα ΣΕΔ του εργαλείου ανάκλασης που εξωτερικεύεται 

με το θεώρημα-εν-δράσει (το σημείο πάνω στο ευθύγραμμα τμήματα απέχει ίση απόσταση από 

την ε), καθώς οδηγείται σε μια γενίκευση της ιδιότητας του σημείου. Αναπτύσσει επομένως 

επαγωγικό συλλογισμό. Η διατύπωση στο [136] ως αιτιολόγηση βασίζεται σε μετασχηματισμούς 

οι οποίοι λόγω της οπτικοποίησης που προκύπτει από το σύνθετο μετασχηματισμό του 

συρσίματος και του ίχνους ελέγχεται αρκετές φορές. Επομένως, μπορεί να χαρακτηριστεί ως 

εμπειρικό αποδεικτικό σχήμα σύμφωνα με τον Balachef (1982, 1988b).  

 
Μέσω του προσαρμ.εργαλείου+συρσίματος  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η Μ12 στο [186] αιτιολογεί με την ιδιότητα-κριτήριο του παραλληλογράμμου λόγω της 

οπτικοποίησης των τεμνόμενων διαγωνίων. Το εργαλείο στην περίπτωση αυτή λειτουργεί ως 

δομική μονάδα (building block), αφού είναι σχεδιασμένο να φέρει εγγενώς ως αναπαραστατικό 

μέσο κάποιες ιδιότητες.  

Στο [223-24] (δείτε Μ12. 1) διατυπώνει ένα ανεπαρκές επιχείρημα σε συνεργασία με την Μ11. 

Από τη σύγκριση των επιχειρημάτων της Μ12 στο [62-64] και στο [223] διαπιστώνεται ότι η 

μαθήτρια έχει αναπτύξει την ικανότητα γλωσσικού συμβολισμού και σύνδεσης των εννοιών 

(π.χ και έχει συνδέσει την έννοια της διχοτόμησης των διαγωνίων με την έννοια της αξονικής 

συμμετρίας).  

 

Μέσω του εργαλείου σχολιασμού +συρσίματος  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [329-330] αναπτύσσεται συζήτηση με θέμα τη συνθήκη που πρέπει να ισχύει για να είναι 

το εσωτερικό τετράπλευρο ορθογώνιο. Η Μ12 σε τυπική γλώσσα διατυπώνει ένα απαγωγικό 
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επιχείρημα, αποτέλεσμα (α) της προηγούμενης συζήτησης και (β) της οπτικοποίησης της 

καθετότητας, λόγω του σχολιασμού του διαγράμματος με χρωματισμό.  

 

Μέσω του εργαλείου σχολιασμού +συρσίματος  

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [337] αναπτύσσεται συζήτηση με θέμα την συνθήκη που πρέπει να ισχύει για να είναι το 

εσωτερικό σχήμα ρόμβος. Η απάντηση της Μ12 στο [350] είναι συνδυασμός της προϋπάρχουσας 

γνώσης του ρόμβου (π.χ της ισότητα των πλευρών του η οποία προέκυψε στην πρώτη φάση της 

διαδικασίας),  του θεωρήματος των μέσων πλευρών (ΘΜΠ) και νοητικών μετασχηματισμών.   

Το διάγραμμα στη συνέχεια είναι μια ανάλυση του επιχειρήματος της, μέσω του μοντέλου 

Toulmin. Το ερώτημα είναι το υποστήριγμα και το θεώρημα που υπονοείται είναι η εγγύηση 

στον ισχυρισμό της Μ12 ως αποτέλεσμα της συνεργασίας της ομάδας.  

    

               
 
Σχήµα 4.126.  Ανάλυση του επιχειρήµατος της Μ12                Σχήµα 4.127. Σχήµα 

αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου [337-
350] 
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Η διατύπωση της Μ12 στο [350] δείχνει την ικανότητα ιεράρχησης των σχημάτων μέσω των 

ιδιοτήτων των διαγωνίων του εξωτερικού σχήματος. Επομένως, η μαθήτρια αναπτύσσει 

παραγωγικό συλλογισμό. Η απόδειξη της στο [359] μπορεί να θεωρηθεί εμπειρική απόδειξη 

στην περίπτωση του γενικού παραδείγματος. Μπορούμε να αναλύσουμε την δομή του 

επιχειρήματος της Μ12 με την διαγραμματική αναπαράσταση στη συνέχεια μέσω του μοντέλου 

Toulmin:  

 
Σχήµα 4.128. Ανάλυση του επιχειρήµατος της Μ12                

Οι έννοιες «οι παράλληλες ορίζουν ίσα τμήματα» που διατυπώνει η Μ12 στο [435] και «[ο 

EC] είναι μεσοπαράλληλη του εσωτερικού σχήματος» που διατυπώνει η Μ11 στο [437]  είναι 

προτάσεις που προκύπτουν στη συνέχεια. Συνεπώς, μέσω των συμπερασματικών κανόνων, 

περνούν από μια πρόταση σε μια νέα πρόταση.  

Στο [374-385] η Μ12 αναπτύσσει ένα ακόμα επιχείρημα. Στην αιτιολόγηση της αναπτύσσει  

παραγωγικό συλλογισμό.  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

    
Σχήµα 4.129. Ανάλυση του επιχειρήµατος της Μ12                

Η αιτιολόγηση της στηρίζεται σε αφηρημένες διατυπώσεις ιδιοτήτων και σχέσεων μεταξύ των 

ιδιοτήτων, στο οποίο αν και βασίζεται σε νοητικούς μετασχηματισμούς, πρόκειται για 

παράδειγμα που είναι αντιπροσωπευτικό μιας κλάσης. Η μαθήτρια υπονοεί πολλές προτάσεις, 

επομένως η αιτιολόγηση της είναι μεταξύ γενικού παραδείγματος και πειράματος σκέψης 

(Balachef, 1982, 1988b).   

4.2.13. Μ13-ΟΜΑ∆Α Β 
Ανάπτυξη ικανότητας µετατροπής µεταξύ αναπαραστάσεων µέσω γνωστικών 
συγκρούσεων 
 

Μέσω του εργαλείου σημείου +πειραματικού συρσίματος  

Ο Μ13 κατασκευάζει ένα σχέδιο παραλληλογράμμου, επομένως μέσω της κατασκευής 

προσπαθεί να ικανοποιήσει μόνο τους οπτικούς περιορισμούς του σχήματος. Το σύρσιμο μιας 

κορυφής προκαλεί τη γνωστική σύγκρουση μεταξύ αυτού που γνωρίζει και αυτού που 

αντιμετωπίζει στην οθόνη και κατανοεί ότι το σχέδιο του είναι μεταβλητό.  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [24] κατανοεί τη σειριακή και θεσιακή χρήση των εργαλείων του λογισμικού για την 

κατασκευή της παράλληλης και οδηγείται σε άτυπη λεκτική διατύπωση. Αλλάζει την επιλογή του 

προσανατολισμού του σημείου από το οποίο φέρνει την παράλληλη ευθεία, μοντελοποιώντας 

τη λεκτική αναπαράσταση σε εικονική.  

 

Μέσω του παραμετρικού εργαλείου+ πειραματικού συρσίματος  

Ο Μ13 βρίσκεται σε κατάσταση ανισσοροπίας. Ο μαθητής προσπαθεί να συνδέσει τη 

διαδικαστική γνώση της χρήσης των εργαλείων του λογισμικού, με τη χρήση των εργαλείων στα 

στατικά μέσα, προκειμένου να κατασκευάσει ένα ισοσκελές τρίγωνο στο [161]. Η ακολουθία 

διατυπώσεων στο [153-155] είναι συνέπεια της γνωστικής σύγκρουσης που ο μαθητής 

αντιμετωπίζει αναφορικά με τις ενέργειες κατασκευής ίσης ακτίνας κύκλου.  

…………………………………………………………………………………………………………………………….............................. 
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…………………..……………………………………………………………………………………………………………………………........ 

 

Μέσω των ΣΟΕΑ γ φάσης +θεωρητικού συρσίματος  

Αναλυτικότερα: στο [99] ο Μ13 έχει κατανοήσει μέσα από νοητική επεξεργασία τη μη 

δυνατότητα ολοκλήρωσης της διαδικασίας κατασκευής ίσου κύκλου με χρήση του δυναμικού 

εργαλείου μέτρησης. Επομένως, δεν έχει ικανότητα μετατροπής της νοητικής αναπαράστασης 

σε εικονική λόγω των εργαλειακών και γνωστικών εμποδίων που παρουσιάζονται. Αυτό στη 

συνέχεια της διαδικασίας μεταβάλλεται, μέσω της συνεργασίας με την ομάδα (π.χ την Μ7 στο 

[113]). Κατασκευάζει τη σύνδεση της έννοιας του ρόμβου με την έννοια του ισοσκελούς μέσω του 

εργαλείου ανάκλασης, όπως εμφανίζεται αργότερα στο [315]. Η τεχνική του σχολιασμού του 

διαγράμματος και το σύρσιμο των κορυφών του σχήματος βοηθούν τον Μ13 στο [313] να 

αναγνωρίσει το σχήμα του ισοσκελούς, στοιχείο αναγκαίο για να αποδειχθεί ότι το εσωτερικό 

σχήμα είναι ρόμβος. 
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…………………..……………………………………………………………………………………………………………………………........ 

 
                                                                                                                Σχήµα 4.130. Σχήµα 

αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου 
[307-316] 

…………………..……………………………………………………………………………………………………………………………........ 

Οι συνδεόμενες οπτικές αναπαραστάσεις της β φάσης της διαδικασίας διαμεσολαβούν στη 

μερολογική κατανόηση του ρόμβου ως σύνθεση ισοσκελών. Επομένως, μέσω της διαδικασίας 

δημιουργεί συνδεόμενες αναπαραστάσεις και ακολουθώντας νοητικούς μετασχηματισμούς 

μετατρέπει μια εικονική αναπαράσταση σε λεκτική. Κατά συνέπεια, οι συνδεόμενες 

αναπαραστάσεις των δυναμικών εργαλείων οδηγούν το μαθητή σε γνωστικές συγκρούσεις και 

τον ωθούν να αναπτύξει διαδικασίες σκέψης, διαμεσολαβώντας στην αποκωδικοποίηση της 

νοητικής εικόνας του σε εικονική και της εικονικής σε λεκτική.  

  

Ανάπτυξη ικανότητας δοµικής ανάλυσης των σχηµάτων– διπλή (/πολλαπλή) 
ερµηνεία γεωµετρικών αντικειµένων   

 
Μέσω του εργαλείου ανάκλασης και πειραματικού συρσίματος  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [122] διατυπώνει με συμβολικό τρόπο την κατανόηση της ίσης απόστασης του σημείου – 

ανακλώμενου σημείου του ευθυγράμμου τμήματος σε αλληλεπίδραση με τον Μ8 και το εργαλείο 

του συρσίματος. Αναγνωρίζει στο [123-132] τον άξονα συμμετρίας ως ύψος και διάμεσο της 

απόστασης αντικειμένου–ειδώλου (π.χ, του ισοσκελούς τριγώνου, τραπεζίου). Επομένως, το 

εργαλείο ανάκλασης επιδρά στο μετασχηματισμό της εικονικής αναπαράστασης σε λεκτική, 

καθώς και στην ανάπτυξη επαγωγικού συλλογισμού (ο μαθητής αντιλαμβάνεται μέσω του 

συρσίματος ότι η ιδιότητα της καθετότητας και ίσης απόστασης των ανακλώμενων σημείων 

διατηρείται για την αλλαγή σχήματος).  

 

Μέσω του εργαλείου περιστροφής + συρσίματος  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [181] ο M13 και η υπόλοιπη ομάδα έρχονται σε γνωστική σύγκρουση, αφού προσπαθούν 

να προσαρμόσουν το γνωστικό σχήμα της συμμετρίας ως προς άξονα στη συμμετρία ως προς 

κέντρο. Οδηγούνται λόγω της παρερμηνείας που δημιουργείται να θεωρούν τη βάση του 

τριγώνου και του συμμετρικού του ως προς κέντρο, ως άξονα συμμετρίας. Το σύρσιμο του 

σημείου της βάσης του τριγώνου ώστε να συμπέσει με τη βάση του συμμετρικού του, 

διαμορφώνει ένα παραλληλόγραμμο στην οθόνη. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα τη μερολογική 

κατανόηση του παραλληλογράμμου από τον Μ13. Επομένως, αναπτύσσει την ικανότητα 

μετατροπής μεταξύ αναπαραστάσεων εικονικά και λεκτικά, αναπτύσσοντας την ικανότητα να 

αναγνωρίζει τα δομικά μέρη στα οποία διαχωρίζεται ένα σχήμα. «Η περιγραφή του στηρίζεται 

στην οπτική αντίληψη προκειμένου να προσδιορίσει τις σχέσεις των σχημάτων [σε άτυπη 

γλώσσα]» (Battista, 2007, p. 851) (χαρακτηριστικό επιπέδου 2.1).  
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Μέσω των ΣΟΕΑ γ φάσης   

 

Σταδιακά αναπτύσσει την ικανότητα να αναγνωρίζει τα στοιχεία του σχήματος, αποδίδοντας 

τους διαφορετικούς ρόλους.  

…………………………………………………………………………………………………………………………….............................. 

 
                                                                                                               Σχήµα 4.131. Σχήµα 

αναφερόµενο στο   
απόσπασµα διαλόγου 
[301-308] 

 

Ο Μ13 αναγνωρίζει τους άξονες συμμετρίας του ορθογωνίου στο [308], μια δευτερεύουσα 

ιδιότητα του ορθογωνίου και τη συσχετίζει με την ιδιότητα –κριτήριο του ρόμβου. Επομένως, ο 

μαθητής αναγνωρίζει το διαφορετικό ρόλο που τα ευθύγραμμα τμήματα παίζουν: αφενός, ως 

άξονες συμμετρίας του ορθογωνίου και αφ’ ετέρου, ως διαγώνιοι του ρόμβου.  

 

 

…………………………………………………………………………………………………………………… 

 
 Σχήµα 4.132. Σχήµα 
αναφερόµενο στο   
απόσπασµα διαλόγου 
[370-378] 

 

 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Ο Μ13 στο [374] αναγνωρίζει το τμήμα FG ως πλευρά του εσωτερικού τετραγώνου και ως 

τμήμα που συνδέει τα μέσα των πλευρών του τριγώνου ABC.  
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……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 

 
                                                                                                                Σχήµα 4.133. Σχήµα 

αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου 
[385-388] 

…………………………………………………………………………………………………………………………….............................. 

Στο [388] αναγνωρίζει το υποσχήμα του ορθογωνίου από τις ιδιότητες του, τις οποίες και 

αποδεικνύει (δείτε την ανάλυση στο Μ13.6). Δηλαδή το σχήμα  στο εσωτερικό έχει αποκτήσει το 

χαρακτήρα σήματος. Ο μαθητής έχει αποκτήσει την ικανότητα να αναλύει δομικά ένα σχήμα και 

να επισημάνει εκείνες τις ιδιότητες του σχήματος που οδηγούν στην αποδεικτική διαδικασία. Έχει 

μετακινηθεί από το επίπεδο οπτικού συλλογισμού, αφού έχει αποκτήσει την ικανότητα να 

αναλύσει δομικά ένα σχήμα, και το κυριότερο κριτήριο είναι να ικανοποιεί το σχήμα ένα ακριβές 

σύνολο ιδιοτήτων. «Χρησιμοποιεί εμπειρικά στοιχεία για να καταλήξει στο συμπέρασμα ότι αν 

ένα σχήμα έχει μια ιδιότητα, έχει και μια άλλη» (Battista, 2007, p. 852) χαρακτηριστικό επιπέδου 

3.1.  

 

Μέσω των ΣΟΕΑ δ φάσης-  Δυναμική επανεφεύρεση 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

  
………………………………………………………………………………………………………………………………  

 
………………………………………………………………………………………………………………………………  

                                                                                                                Σχήµα 4.134. Σχήµα 
αναφερόµενο στο   
απόσπασµα διαλόγου [10-
15] 

 

 

Ο σύνθετος μετασχηματισμός του διαγράμματος μέσω συρσίματος και ίχνους διαμορφώνει 

τη δομή των τεμνόμενων διαγωνίων ενός παραλληλογράμμου, έννοια που ο μαθητής έχει 

κατανοήσει στη διάρκεια της διαδικασίας. Το αποτέλεσμα είναι η διατύπωση μιας «αν…τότε» 
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δήλωσης στο [10] μέσω της οποίας συνδέει τη διαδικασία με την έννοια της συμμετρίας ως προς 

κέντρο. Επομένως, ο μαθητής συνδέει νοητικά αναπαραστάσεις. Δηλαδή, συνδέει νοητικά την 

κατασκευή του μέσου τμήματος με την έννοια του συμμετρικού σημείου ως προς κέντρο, που οι 

μαθητές έχουν κατασκευάσει στη δεύτερη φάση. 

 
 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

                                                                                                               Σχήµα 4.135. Σχήµα 
αναφερόµενο στο   
απόσπασµα διαλόγου [44] 

 

Η απόκρυψη της εικόνας εμφανίζει τρία σημεία στην οθόνη τα οποία σχηματίζουν ένα 

ισοσκελές και ορθογώνιο τρίγωνο. Ο Μ13 έχει αναπτύξει την ικανότητα δομικής ανάλυσης του 

σχήματος στη δεύτερη και τρίτη φάση της ερευν. διαδικασίας και διατυπώνει το συλλογισμό του 

στο [14], δηλαδή την κατασκευή της μεσοκαθέτου. Επομένως, συνδέει νοητικά αναπαραστάσεις 

ή το εργαλείο απόκρυψης προκαλεί την ΑΟΑ του μαθητή, που βασίζεται στον αναστοχαστικό 

τρόπο σκέψης. Συνεπώς, αναπτύσσει μετασχηματιστικό συλλογισμό, αφού προβλέπει ότι το 

σημείο Τ ανήκει στη μεσοκάθετο του ευθυγράμμου τμήματος DK που είναι η βάση του 

ισοσκελούς τριγώνου και οδηγείται να επανεφεύρει δυναμικά τη λύση του προβλήματος. Στο 

[44] αντιστρέφει τη διαδικασία ενεργειών κατασκευής των διαγωνίων τετραγώνου νοητικά με 

αποτέλεσμα να διατυπώσει ιδιότητες των προσκείμενων προς τη βάση γωνιών του ορθογωνίου 

και ισοσκελούς τριγώνου. Επομένως, αναλύει νοητικά το σχήμα και μετασχηματίζει μια νοητική 

του αναπαράσταση σε λεκτική και στη συνέχεια σε εικονική.  

 

 
Ανάπτυξη ικανότητας διατυπώσεων εννοιών-εν-δράσει   
 
Μέσω του εργαλείου καθέτων + θεωρητικού συρσίματος  
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [40] διατυπώνει την έννοια-εν-δράσει του τετραγώνου ως ορθογωνίου. Μέσω της 

έκφρασης του κατασκευάζει ένα δυναμικό ορισμό για το τετράγωνο ως «ορθογώνιο με ίσες 
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πλευρές». Επομένως, συνδέει διαδικαστικά τις ενέργειες κατασκευής των αντικειμένων 

ορθογωνίου–τετραγώνου, με αποτέλεσμα μέσω της διαδικασίας να οικοδομηθεί μια αντιληπτική 

σχέση ιεράρχησης των σχημάτων του ορθογωνίου–τετραγώνου, με το τετράγωνο να αποτελεί 

ειδική περίπτωση σχήματος ορθογωνίου.   

 
Μέσω του εργαλείου ανάκλασης + πειραματικού συρσίματος  

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο σημείο [78] ο Μ13 έχει κατασκευάσει ένα ΣΕΔ του εργαλείου ανάκλασης σε 

αλληλεπίδραση με την ομάδα και διατυπώνει έναν ισοδύναμο δυναμικό ορισμό, σύνθεση 

τεχνολογικών όρων και ιδιοτήτων του σχήματος, χρησιμοποιώντας συνδυασμό τεχνολογικής  

(copy), άτυπης (προς τα κάτω) και τυπικής γλώσσας (το ύψος). Ο μαθητής επομένως διατυπώνει 

την έννοια-εν-δράσει της ανάκλασης του ύψους στο ισοσκελές ως «αντίγραφο του ύψους με 

αντίθετο προσανατολισμό».  

 
Μέσω του εργαλείου περιστροφής+ θεωρητικού συρσίματος  

Ο M13 στο σημείο [181] έχει κατασκευάσει ένα ΣΕΔ του εργαλείου περιστροφής που 

εκφράζεται με την έννοια-εν-δράσει του παραλληλογράμμου ως σύνθεση τριγώνων. Διατυπώνει 

δηλαδή σε τυπική μαθηματική γλώσσα ένα δυναμικό ορισμό για το παραλληλόγραμμο, ο οποίος 

μπορεί να αναδιατυπωθεί ως εξής: «[παραλληλόγραμμο είναι το σχήμα που προκύπτει αν 

περιστρέψουμε το τρίγωνο] ως προς κέντρο περιστροφής το μέσο της βάσης του τριγώνου».  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [338] ο Μ13 διατυπώνει έναν οικονομικό ορισμό - κριτήριο για να είναι το σχήμα 

ορθογώνιο. Στο [371] διατυπώνει έναν αυθαίρετο οικονομικό ορισμό του τετραγώνου σε σχέση 

με τους άξονες συμμετρίας του σχήματος, έννοια που ο μαθητής έχει κατασκευάσει μέσω της 

διαδικασίας κατασκευής αξόνων συμμετρίας στο τετράγωνο («πρέπει να έχει 4 άξονες 

συμμετρίας»).  
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Ανάπτυξη ικανότητας ιεράρχησης των διαγραµµατικών αναπαραστάσεων 
παραλληλογράµµων  
 
Μέσω του εργαλείου καθέτου + θεωρητικού συρσίματος  

 
………………………………………………………………………………………………………………… 

                                                                                                                Σχήµα 4.136. Σχήµα 
αναφερόµενο στο   
απόσπασµα διαλόγου 
[243-247] 

 

Η έκφραση του στο [61] δηλώνει ότι ο μαθητής δεν έχει ικανότητα ιεράρχησης των σχημάτων 

ρόμβου–τετραγώνου («το τετράγωνο είναι ρόμβος αλλά ο ρόμβος δεν είναι τετράγωνο;») .  

Η διαδικασία κατασκευής των αξόνων του ορθογωνίου ολοκληρώνεται με την κατασκευή των 

καθέτων και στη συνέχεια με τη σύνδεση των μέσων των απέναντι πλευρών. Ο Μ13 καθοδηγεί 

την Μ7 για την κατασκευή της κάθετης με στόχο την κατασκευή του άξονα συμμετρίας του 

ορθογωνίου. Επομένως, σταδιακά υπερβαίνει το γνωστικό εμπόδιο που παρουσιάστηκε 

αναφορικά με την συσχέτιση της έννοιας της αξονικής συμμετρίας με την έννοια της καθετότητας 

(δείτε ανάλυση της Μ7). Ο Μ13 έρχεται σε γνωστική σύγκρουση με την κατασκευή των αξόνων 

στο τετράγωνο την οποία διατυπώνει στο [245] (δυο δεν έχουμε) (δείτε και ανάλυση του Μ8). Ο 

μαθητής αναγνωρίζει το σχήμα του τετραγώνου ως ειδικό ορθογώνιο με πρόσθετη ιδιότητα την 

ισότητα των πλευρών και μέχρι του σημείου αυτού δεν έχει ιεραρχήσει το σχήμα  μέσω των 

αξόνων συμμετρίας του. Στο [246] ο Μ13 προσαρμόζει το γνωστικό σχήμα που έχει κατασκευάσει 

για την έννοια της αξονικής συμμετρίας του ορθογωνίου, στο τετράγωνο. Στην τρίτη φάση της 

ερευνητικής διαδικασίας ο μαθητής μέσω της κατάλληλης δραστηριότητας του σχολιασμού των 

διαγωνίων και του συρσίματος υπερβαίνει το γνωστικό εμπόδιο, κατανοεί την αξονική συμμετρία 

στο τετράγωνο και την διατυπώνει. Αυτό είναι εμφανές σε δυο σημεία του διαλόγου στο σημείο 

[371-378].  

 
Μετασχηµατισµός χαρακτήρα συµβόλου σε χαρακτήρα σήµατος  
Μέσω των ΣΟΕΑ γ φάσης  
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Στη τρίτη φάση της ερευνητικής διαδικασίας στο [335] αναγνωρίζει το σχήμα του 

παραλληλογράμμου από τις ιδιότητες του (π.χ την παραλληλία και ισότητα των απέναντι 

πλευρών). 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο αρχικό διάστημα της πρώτης φάσης ο μαθητής κατασκευάζει τις ιδιότητες του 

παραλληλογράμμου μέσω της διαδικασίας. Σταδιακά, αναπτύσσει τη μερολογική κατανόηση του 

σχήματος και στο [280] από τις ιδιότητες του σχήματος αναγνωρίζει το σχήμα. Επομένως, το 

παραλληλόγραμμο έχει αποκτήσει το χαρακτήρα σήματος, αφού «κύριο κριτήριο για τον 

προσδιορισμό του σχήματος είναι να ικανοποιεί ένα ακριβές σύνολο τυπικών ιδιοτήτων» 

(επίπεδο 2.3) (Battista, 2007, p. 851).   

 

Μέσω του προσαρμ. εργαλείου με κατάχρηση  

Η κατασκευή του ορθογωνίου παραλληλογράμμου ολοκληρώνεται από τους μαθητές στο 

διάστημα [248-261]. Η έννοια του ορθογωνίου τριγώνου υποκινεί τους νοητικούς μηχανισμούς 

του Μ13 σε αλληλεπίδραση με τον Μ8. Μέσω της δυναμικής οπτικοποίησης που αναπτύσσει  

ολοκληρώνει ένα νοητικό μετασχηματισμό (περιστροφή περί κέντρο ενός ορθογωνίου τριγώνου). 

Ο μαθητής υλοποιεί με χρήση του προσαρμ. εργαλείου την ιδιότητα της ισότητας και 

διχοτόμησης των διαγωνίων. Επομένως, αποτυπώνει αρχικά με αντιληπτικό τρόπο στην οθόνη 

ένα σχέδιο και η παρέμβαση της Μ7 τον βοηθά να συνδέσει το χωρογραφικό με το θεωρητικό 

πεδίο του λογισμικού.  

.……………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Αρχικά, χρησιμοποιεί το εργαλείο με κατάχρηση και μετά την παρέμβαση της Μ7 

κατασκευάζει το ορθογώνιο μέσω των ιδιοτήτων των διαγωνίων του. Η εφαρμογή του εργαλείου 

στην κορυφή του ορθογωνίου τριγώνου και στο μέσο της υποτείνουσας, παράγει ένα τμήμα ίσο 
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με την υποτείνουσα. Επομένως, μέσω της διαδικασίας οι μαθητές οικοδομούν τις δευτερεύουσες 

ιδιότητες του σχήματος αφού με το εργαλείο εισάγεται η έννοια της διχοτόμησης των διαγωνίων 

και στη συνεχεία η ισότητα των διαγωνίων και το ορθογώνιο αποκτά τον χαρακτήρα σήματος..  

 

∆ιαδικαστική κατανόηση του θεωρήµατος ΘΜΠ-αναγνώριση υποσχηµάτων  
 
Μέσω του εργαλείου σχολιασμού + πειραματικού συρσίματος   

Στο [278-9] εφαρμόζει το θεώρημα ΘΜΠ στις πλευρές του παραλληλογράμμου. Αποδεικνύει 

ότι τα τμήματα που συνδέουν τα μέσα όλων των πλευρών του εξωτερικού τετράπλευρου είναι 

παράλληλα και ίσα, εφαρμόζοντας ένα μη οικονομικό ορισμό του παραλληλογράμμου. Αποκτά 

την διαδικαστική ικανότητα εφαρμογής του θεωρήματος ΘΜΠ, καθώς και την ικανότητα να 

αναγνωρίζει τα υποσχήματα από τα οποία διαχωρίζεται το σχήμα του εξωτερικού τετράπλευρου 

από τις διαγώνιες του. 

…………………………………………………………………………………………………………………………….............................. 

 
…………………………………………………………………………………………………………………………….............................. 

 

Στο [379] διατυπώνει ένα θεώρημα-εν-δράσει ως αποτέλεσμα της οπτικοποίησης του 

διαγράμματος και των εννοιών που έχει κατασκευάσει μέσω της διαδικασίας. 

 

.  
Σχήµα 4.137. Ανάλυση του επιχειρήµατος του Μ13  

 

Ανάπτυξη απαγωγικών και παραγωγικών επιχειρηµάτων 
Μέσω του εργαλείου ανάκλασης  +θεωρητικού συρσίματος  

…………………………………………………………………………………………………………………………….............................. 

 
…………………………………………………………………………………………………………………………….............................

Ο Μ13 στο [88] αναπτύσσει ένα απαγωγικό επιχείρημα το οποίο δεν αποδεικνύει.  
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β) μέσω του σχολιασμού + θεωρητικού συρσίματος   

Ο Μ13 στο [388] διατυπώνει ένα επιχείρημα στο οποίο αναπτύσσει μια αλυσίδα 

παραγωγικών δηλώσεων. Ο Μ13 αποδεικνύει γιατί η γωνία Ε είναι ορθή και επομένως το σχήμα 

είναι ορθογώνιο, υπονοώντας (α) το θεώρημα 1:  την έννοια της παραλληλίας των τμημάτων 

λόγω σύνδεσης των μέσων με χρήση του καταλλήλου θεωρήματος και (β) τον ορισμό 1: τον 

ορισμό του ορθογωνίου ως παραλληλογράμμου με μια ορθή γωνία .  

Ο μαθητής σύμφωνα με τον Peirce (1992) χρησιμοποιεί την 

Πρόταση Α: Οι απέναντι πλευρές παράλληλες και  η γωνία Ι είναι ορθή από κατασκευής  

Κανόνα Β: Αν ένα τετράπλευρο είναι παραλληλόγραμμο και η μια γωνία του είναι ορθή 

τότε είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο  και καταλήγει στο  

Συμπέρασμα Γ: Το τετράπλευρο είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο 

 

Σχήµα 4.138. Ανάλυση του επιχειρήµατος του Μ13                 Σχήµα 4.139. Σχήµα 
αναφερόµενο στο   
απόσπασµα διαλόγου [86-
88] 

 

                                                                    

Μέσω του εργαλείου σχολιασμού + θεωρητικού συρσίματος   

…………………………………………………………………………………………………………………………….............................. 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………..............................

Αποδεικνύουν ένα επιχείρημα σε συνεργασία με τον Μ8, αναπτύσσοντας παραγωγικό 

συλλογισμό στο [408].  
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Σχήµα 4.140. Ανάλυση του επιχειρήµατος του Μ13 

 

Μέσω του εργαλείου σχολιασμού + θεωρητικού συρσίματος   

Οι Μ8, Μ13 στα [427-434] κάνουν χρήση λογικών επιχειρημάτων για να αποδείξουν ότι το 

σχήμα στο εσωτερικό είναι ρόμβος, όταν οι διαγώνιες είναι ίσες. Αποδεικνύει σε συνεργασία με 

τον Μ8 ότι ένα σχήμα είναι τετράγωνο στο εσωτερικό, όταν του εξωτερικού οι διαγώνιες είναι 

ίσες και κάθετες. Επομένως, οι μαθητές κατασκευάζουν ένα εμπειρικό αποδεικτικό σχήμα / 

πείραμα σκέψης. Το επιχείρημα του περιέχει αλυσίδα παραγωγικών δηλώσεων που μπορούν 

να ερμηνευθούν με την παρακάτω διαγραμματική αναπαράσταση:  

 
 

Σχήµα 4.141. Ανάλυση του επιχειρήµατος του Μ1 

4.2.14. Μ14-ΟΜΑ∆Α Α 
 
Ανάπτυξη ικανότητας µετασχηµατισµού µεταξύ αναπαραστάσεων µέσω γνωστικών 
συγκρούσεων 
 

Μέσω του εργαλείου σημείου + πειραματικού συρσίματος  
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η Μ14 αντιμετωπίζει γνωστική σύγκρουση, λόγω της μεταβλητότητας της θέσης του σημείου 

μέσω του συρσίματος. Στο [13] οδηγείται σε άτυπη λεκτική διατύπωση, αντιμετωπίζοντας 

δυσκολία ως προς την κατανόηση της θεσιακής επιλογής των εργαλείων. Επομένως, το σύρσιμο 

του σημείου οδηγεί σε εμπόδιο που ωθεί τη μαθήτρια σε άτυπες διατυπώσεις. Συνεπώς, δεν έχει 

ικανότητα μετατροπής της λεκτικής αναπαράστασης σε εικονική, λόγω των γνωστικών (του 

αντικειμένου της γεωμετρίας αλλά και εργαλειακών) εμποδίων που παρουσιάζονται. Στη 

συνέχεια της διαδικασίας αυτό μεταβάλλεται  στο [57] .  

 

Μέσω του παραμετρικού εργαλείου+ πειραματικού συρσίματος 
 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
Η Μ14 αντιμετωπίζει γνωστικό εμπόδιο στο [259]. Η μαθήτρια δεν έχει κατανοήσει τη 

διαδικασία κατασκευής ισοσκελούς στα στατικά μέσα και έρχεται σε γνωστική σύγκρουση με το 

διάγραμμα στην οθόνη. Το σύρσιμο του παραμετρικού τμήματος ώστε να καταστεί μεγαλύτερο 

από το μισό του αρχικού τμήματος, βοηθά αντιληπτικά την Μ14 να συσχετίσει την διαδικασία με 

την έννοια, να υπερβεί το γνωστικό εμπόδιο με αποτέλεσμα να αναδιατυπώσει την 

κατασκευαστική διαδικασία του ισοσκελούς. Επομένως, αναπτύσσει σταδιακά την ικανότητα να 

μεταφράζει μια εικονική αναπαράσταση σε λεκτική.  

Συνεπώς, υπερβαίνει το γνωστικό εμπόδιο με τη χρήση του παραμετρικού εργαλείου και του 

εργαλείου κύκλου, μετασχηματίζοντας την κατανόηση κατασκευής του ισοσκελούς.  

 

Μέσω του εργαλείου καθέτου, παραλλήλου  
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 



 - 356 - 

       

 
Σχήµα 4.142. Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα διαλόγου [333-
334] 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η Μ14 στην πρώτη φάση δεν είχε κατασκευάσει τη σειριακή ή θεσιακή κατανόηση της 

επιλογής των εργαλείων του λογισμικού. Στο [334] έχει αποκτήσει την ικανότητα να 

αποκωδικοποιήσει λεκτικά τις ενέργειες της στο λογισμικό, την οποία διατυπώνει με 

μαθηματικό τρόπο. Συνεπώς, μέσω της διαδικασίας η μαθήτρια αναπτύσσει την ικανότητα 

μετατροπής μιας εικονικής πληροφορίας σε λεκτική, δηλαδή μετασχηματισμού μεταξύ 

αναπαραστάσεων.  

 

Ανάπτυξη ικανότητας δοµικής ανάλυσης – διπλή (/πολλαπλή) ερµηνεία 
γεωµετρικών αντικειµένων   

 

Μέσω του εργαλείου ανάκλασης και συρσίματος 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Η κατασκευή των αξόνων συμμετρίας του ορθογωνίου και του ρόμβου βοηθά την Μ14 να 

κατασκευάσει συνδέσεις μεταξύ των εννοιών: (α) η ευθεία που είναι παράλληλη από το μέσο της 

πλευράς είναι και άξονας συμμετρίας, και (β) το σημείο τομής των αξόνων είναι σημείο τομής 

των διαγωνίων και κέντρο συμμετρίας (στο [453]). Στο [339] η Μ14 αντιλαμβάνεται στο αρχικό 

ορθογώνιο τα δυο υποσχήματα ορθογωνίων που σχηματίζονται, λόγω του άξονα συμμετρίας και 

διατυπώνει μια «αν …τότε δήλωση» σε τυπική μαθηματική γλώσσα. Έχει κατασκευάσει συνεπώς 

τη μερολογική κατανόηση του σχήματος, αποτελούμενου από δυο συμμετρικά υποσχήματα-

ορθογώνια.  

Στο [429] αναγνωρίζει τις υποδομές των τεσσάρων ίσων ορθογωνίων που σχηματίζονται, λόγω 

των αξόνων συμμετρίας του ορθογωνίου παραλληλογράμμου και το διατυπώνει. Επομένως, έχει 
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αναπτύξει την ικανότητα να αναγνωρίζει τα δομικά μέρη στα οποία διαχωρίζεται ένα σχήμα. «Η 

περιγραφή της στηρίζεται στην οπτική αντίληψη, προκειμένου να προσδιορίσει τις σχέσεις των 

σχημάτων [σε αυστηρά άτυπη γλώσσα» (Battista, 2007, p. 851) (χαρακτηριστικό επιπέδου 2.1). Η 

ικανότητα αυτή διαφαίνεται στο  [453], αφού αναγνωρίζει το σημείο τομής των αξόνων και ως 

σημείο τομής των διαγωνίων του σχήματος, αποδίδοντας διπλό ρόλο στο σημείο.  

…………………………………………………………………………………………………………………  

  

 
Σχήµα 4.143. Σχήµα 
αναφερόµενο στο   
απόσπασµα διαλόγου 
[338-429] 

…………………………………………………………………………………………………………………  
 

 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

Μέσω των ΣΟΕΑ γ φάσης  

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 
………………………………………………………………………………………………………………………….. 
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Σχήµα 4.144 
Σχήµα 
αναφερόµενο στο  
απόσπασµα 
διαλόγου [509-
522] 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

Η Μ14 αναγνωρίζει το σχήμα του ορθογωνίου στο εσωτερικό και διατυπώνει ένα θεώρημα-εν-

δράσει: («διαδοχικές πλευρές ίσες»). Η αναδιατύπωση της πρότασης σε συνδυασμό με την 

ερώτηση της ερευνήτριας μπορεί να διαμορφωθεί ως εξής: «[σχηματίζεται ένα ορθογώνιο 

εσωτερικά όταν το εξωτερικό σχήμα έχει] διαδοχικές πλευρές ίσες». Επομένως, η απάντηση της 

δεν αφορά το σχήμα του ορθογωνίου αλλά τη συνθήκη για την οποία το σχήμα είναι ορθογώνιο.  

Στο [509] η Μ14 διατυπώνει μια «αν …τότε» δήλωση. Η δήλωση της μπορεί να αναδιατυπωθεί 

ως εξής: «αν ο DB είναι άξονας συμμετρίας [του ορθογωνίου] τότε [το σχήμα EFGH] είναι 

ορθογώνιο». Αυτό το σημείο συνδέεται νοηματικά με το σημείο [503] στο οποίο η μαθήτρια 

συσχετίζει την κατασκευή του εσωτερικού σχήματος ως αποτέλεσμα του εξωτερικού. Επομένως, 

αν συνδέσουμε τις απαντήσεις της θα έχουμε τη δυνατότητα να κατανοήσουμε τον τρόπο σκέψης 

της: «[το σχήμα στο εσωτερικό είναι ορθογώνιο όταν] οι διαδοχικές πλευρές [του εξωτερικού] 

είναι ίσες [δηλαδή είναι ρόμβος] και είναι ο DB άξονας συμμετρίας».  

 Η μαθήτρια στο [509-511] αντιστρέφει τη διαδικασία ενεργειών κατασκευής των διαγωνίων 

νοητικά από μια εικονική πληροφορία, με αποτέλεσμα να μετασχηματίσει μια εικονική 

αναπαράσταση σε νοητική και στη συνέχεια σε λεκτική. Από το συνδυασμό των διατυπώσεων 

της συμπεραίνεται ότι η μαθήτρια έχει κατανοήσει ότι η καθετότητα των αξόνων συμμετρίας του 

ορθογωνίου προκύπτει από τη σύνδεση των μέσων των απέναντι πλευρών του ορθογωνίου, 

έννοια που η μαθήτρια έχει κατασκευάσει στη δεύτερη φάση του ΥΜΜ. Επομένως, συνδέει την 

καθετότητα με την έννοια των αξόνων συμμετρίας, αποδίδοντάς τους ίδιους ρόλους. Η Μ14 

επιχειρηματολογεί γιατί οι διαγώνιοι του ρόμβου είναι άξονες συμμετρίας, υπονοώντας το 

θεώρημα. Επομένως, η ευθεία DB για τη μαθήτρια μεταφράζεται με διπλό τρόπο ως άξονας 

συμμετρίας /διαγώνιος του ρόμβου και ως άξονας συμμετρίας [/μεσοπαράλληλος] του 
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ορθογωνίου. Η μαθήτρια έχει αναπτύξει την ικανότητα αντιστροφής συλλογισμού (π.χ της 

κατασκευής των αξόνων συμμετρίας της δεύτερης φάσης του ΥΜΜ). Επομένως, «έχει 

μετακινηθεί από τον οπτικό συλλογισμό επειδή το σημαντικότερο κριτήριο για τον προσδιορισμό 

ενός σχήματος είναι να ικανοποιεί, ένα ακριβές σύνολο τυπικών ιδιοτήτων» (χαρακτηριστικό 

επιπέδου 2.3) Battista (2007, p. 851).  

 

Ανάπτυξη ικανότητας διατυπώσεων εννοιών-εν-δράσει  
 
Μέσω του εργαλείου σημείου + πειραματικού συρσίματος 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η έκφραση στο [19] περιλαμβάνει την έννοια της μεταφοράς του τμήματος, επομένως μέσω 

νοητικού μετασχηματισμού η μαθήτρια εκφράζει με άτυπο τρόπο ιδιότητα (των ίσων και 

παραλλήλων απέναντι πλευρών) του παραλληλογράμμου, όπως το αντιλαμβάνεται οπτικά 

έχοντας κατά νου την αρχέτυπη μορφή του σχήματος. Στο [19] αναπτύσσει ένα δυναμικό ορισμό 

για να εκφράσει την ισότητα και παραλληλία των απέναντι πλευρών του παραλληλογράμμου. Η 

έκφραση της είναι ‘δυναμική’, αφού η μαθήτρια οδηγείται στη συγκεκριμένη διατύπωση μετά 

την επίδραση του συρσίματος. Αυτό είναι αποτέλεσμα της κατανόησης ότι η σχέση της ισότητας 

των πλευρών του διατηρείται με την εκάστοτε μεταβολή του τμήματος, λόγω του συρσίματος των 

άκρων του. Η αδυναμία της να διατυπώσει μέσα από τυπικούς όρους το αποτέλεσμα των 

μετασχηματισμών στην οθόνη την οδηγεί σε μετασχηματισμούς των λεκτικών εκφράσεων: από 

«σημείο που θα κάνει την ευθεία παράλληλη», σε «ευθύγραμμο τμήμα που σχηματίζεται εδώ 

[μεταφέρεται παράλληλα]» στο [19]. Επομένως, η Μ14 χωρίς να γνωρίζει χαρακτηριστικά του 

λογισμικού επινοεί μια μεταφορά του τμήματος λεκτικά, αναπτύσσοντας δυναμική 

οπτικοποίηση, λόγω της αλληλεπίδρασης με το πειραματικό σύρσιμο του σημείου.  

 
Μέσω του παραμετρικού εργαλείου+ πειραματικού συρσίματος  

Η Μ14 παρουσιάζει εννοιολογική αλλαγή, λόγω του σύνθετου μετασχηματισμού του 

παραμετρικού τμήματος και του εργαλείου του συρσίματος και αναδιατυπώνει την έννοια-εν-

δράσει της ακτίνας του κύκλου.  

 

Μέσω του εργαλείου περιστροφής + συρσίματος 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

Στο [151] αναπτύσσει δυναμική οπτικοποίηση (αν το μετακινήσουμε), επινοώντας την έννοια της 

περιστροφής τμήματος. Επομένως συνδέει κάποιες ιδιότητες του σχήματος τις οποίες 

αντιλαμβάνεται στην οθόνη με τη θεωρία της γεωμετρίας. Αναπτύσσει μετασχηματιστικό 

συλλογισμό, αφού οπτικοποιεί δυναμικά, δηλαδή μέσω νοητικού μετασχηματισμού, την 

περιστροφή του τμήματος («αν το πάρουμε αυτό και το μετακινήσουμε»). Η περιστροφή του 

τμήματος με χρήση του εργαλείου περιστροφής οδηγεί την Μ14 να σχηματίσει δυναμικά μέσω 

της φαντασίας της και το υπόλοιπο σχήμα και επομένως να διατυπώσει την έκφραση «όλες οι 

γωνίες είναι ορθές και όλες οι πλευρές είναι ίσες». Αυτός είναι ένας μη οικονομικός ορισμός του 

τετραγώνου ο οποίος προέκυψε αμέσως μετά την κατασκευή του τμήματος ΑΒ από περιστροφή. 

Η μαθήτρια μέσω της εργαλειακής γένεσης κατασκεύασε ένα ΣΕΔ του εργαλείου περιστροφής με 

αποτέλεσμα να διατυπώσει την έννοια-εν-δράσει, δηλαδή τον ορισμό του τετραγώνου.  

 

Μέσω του εργαλείου καθέτου 

Η Μ14 επιχειρεί να ολοκληρώσει την κατασκευή με οπτικές ενέργειες. Η διαδικασία 

εξελίσσεται ως αλληλεπίδραση μεταξύ του χωρογραφικού πεδίου και του θεωρητικού, ώστε η 

κατασκευή της να  είναι αμετάβλητη. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στη συνέχεια στο [123] ορίζει την έννοια του ορθογωνίου ως παραλληλογράμμου το οποίο 

αποτελείται από δυο ορθές, που είναι ένας μη οικονομικός ορισμός του ορθογωνίου σε 

αλληλεπίδραση με την ομάδα και το εργαλείο καθέτου. Επομένως, μέσω του δυναμικού 

διαγράμματος και της αλληλεπίδρασης με την ομάδα οδηγείται να διατυπώσει ορισμούς, 

χαρακτηριστικό επιπέδου 2.2.  

Στο [132-33] οι Μ14, Μ9 διατυπώνουν έναν ορισμό του τετραγώνου, αποτέλεσμα του 

σύνθετου νοητικού κατασκευάσματος λόγω της αλληλεπίδρασης με μια αυθεντία αλλά και της 

εμπειρίας που έχουν αποκτήσει από τις προηγούμενες κατασκευές. Ο ορισμός είναι μη 

οικονομικός και θα μπορούσε να αναδιατυπωθεί ως εξής: «τετράγωνο [είναι το τετράπλευρο 
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που] έχει τις πλευρές του κάθετες [μεταξύ τους] και ίσες με το τμήμα ΑΒ». Επομένως, το 

παραμετρικό τμήμα έχει μετασχηματιστεί από ψηφιακό τεχνούργημα σε όργανο, με αποτέλεσμα 

η αλληλεπίδραση με αυτό να προκαλέσει την κατασκευή της έννοιας- εν- δράσει. Οι μαθήτριες 

αναπτύσσουν τον ορισμό σε συνεργασία και αλληλοσυμπληρώνονται. Ο διάλογος αναπτύσσεται 

καθώς οι μαθήτριες συνδέουν νοητικά την κατασκευή με την κατασκευή του ορθογωνίου και δε 

βλέπουν το σχήμα στην οθόνη.  

 
Ανάπτυξη ικανότητας συσχέτισης εννοιών  
Μέσω του εργαλείου ανάκλασης και συρσίματος  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [294] η Μ14 αλληλεπιδρά με την αναπαράσταση στην οθόνη που προέρχεται από τον 

μετασχηματισμό ανάκλασης-συρσίματος σημείου. Διατυπώνει μια «αν …τότε» δήλωση σε τυπική 

μαθηματική γλώσσα στην οποία συνδέεται η έννοια του άξονα συμμετρίας με την έννοια της 

απόστασης του σημείου προς ανάκλαση (Αν αυτό είναι άξονας συμμετρίας τότε αυτό το σημείο 

έχει μια απόσταση από τον άξονα συμμετρίας). Η Μ14 αντιλαμβάνεται μέσω της δυναμικής 

οπτικοποίησης που αναπτύσσει τη σχέση μεταξύ των ιδιοτήτων, κατασκευάζοντας άτυπα 

επιχειρήματα (χαρακτηριστικό επιπέδου 2 σύμφωνα με τους Mason, 1998; Gawlick, 2005). 

Επομένως, πρόκειται για περιγραφή που βασίζεται στην οπτική αντίληψη μέσω της οποίας 

προσδιορίζει μια σχέση στο σχήμα (επίπεδο 2.1 σύμφωνα με τον Battista, 2007). 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………  

 
…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

Στο [304] ομοίως η Μ14 διατυπώνει μια «αν… τότε» δήλωση, σε συσχέτιση με την ερώτηση της 

ερευνήτριας. Η μαθήτρια συσχετίζει την έννοια της απόστασης των σημείων σε κίνηση προς τον 

άξονα με την έννοια της συμμετρίας.  Στην έκφραση της δεν προσδιορίζει την ιδιότητα τους (ίσες 

αποστάσεις), επομένως αντιλαμβάνεται μόνο τη σχέση μεταξύ των σημείων και όχι την ιδιότητα 

τους και αιτιολογεί υπονοώντας το σχετικό θεώρημα. 

 
Μέσω του εργαλείου ανάκλασης και συρσίματος 
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…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

 
…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

Στο [344-45] αναγνωρίζει την ιδιότητα του άξονα συμμετρίας, ως «μέσο-κάθετος» των 

κατακόρυφων πλευρών του ορθογωνίου. Επομένως, διατυπώνει μια ιδιότητα του άξονα 

συμμετρίας την οποία συμπεραίνει από το διάγραμμα, συνδέοντας μεταξύ των πρωτευουσών 

και δευτερευουσών ιδιοτήτων του σχήματος. Η μαθήτρια διατυπώνει την έννοια της 

καθετότητας του άξονα στην ευθεία FF΄. Επομένως, ο προσανατολισμός του άξονα δεν επηρεάζει 

την κατανόηση της, αφού συνήθως οι μαθητές επιπέδου 1 ταυτίζουν την έννοια της καθέτου με 

τη έννοια της κατακόρυφης ευθείας.  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

Στο [351-52] αναδιατυπώνει ένα μη οικονομικό (και ανακριβή) ορισμό που συμπεριλαμβάνει τις 

ιδιότητες του άξονα συμμετρίας του ορθογωνίου. Η Μ14 χρησιμοποιεί τη φράση «καθέτων 

ευθειών για να δηλώσει τη σχέση μεταξύ των πλευρών του σχήματος, επομένως εκφράζει τις 

ιδιότητες του σχήματος αλλά και την ιδιότητα των αξόνων στις πλευρές (σχηματίζουν ορθές 

γωνίες με τις πλευρές). Επομένως, συσχετίζει τις πρωτεύουσες με δευτερεύουσες ιδιότητες του 

σχήματος και τη σχέση μεταξύ των αξόνων και των πλευρών. 

 
Μέσω του εργαλείου κύκλου  
…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………  

 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η Μ14 στο [360] επινοεί μια στρατηγική, και κατασκευάζει ένα θεώρημα-εν-δράσει 

χρησιμοποιώντας το εργαλείο του κύκλου, συνδέοντας την έννοια της συμμετρίας ως προς 

κέντρο με την έννοια της ισότητας των ακτινών του κύκλου. 
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Ανάπτυξη ικανότητας αντιληπτικής ιεράρχησης σχηµάτων 
 

Μέσω του εργαλείου ανάκλασης + θεωρητικού συρσίματος  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η Μ14 στο [117] έχει κατασκευάσει ΣΕΔ του εργαλείου θεωρητικού συρσίματος με 

αποτέλεσμα να διατυπώσει εικασίες «Αν το ελαττώσουμε κι άλλο δεν γίνεται τετράγωνο» με 

άτυπη γλώσσα. Κατασκευάζει επομένως μια έννοια-εν-δράσει, ως αποτέλεσμα της δυναμικής 

οπτικοποίησης που προκαλείται από τη διαδικασία του θεωρητικού συρσίματος στις κορυφές 

του ορθογωνίου. 

Στη συνέχεια χρησιμοποιεί τη μαθηματική έκφραση «όταν οι πλευρές του είναι ίσες» η οποία 

είναι μια μορφή «αν …τότε» δήλωσης, συμπληρώνοντας την ερώτηση της ερευνήτριας «γίνεται 

πάντα τετράγωνο». Επομένως, το σύρσιμο του σημείου της κορυφής του σχήματος του 

ορθογωνίου την οδηγεί να κατασκευάσει την έννοια του τετραγώνου ως ορθογωνίου του οποίου 

οι πλευρές πληρούν κάποιες ιδιότητες, τις οποίες η μαθήτρια διατυπώνει λεκτικά με άτυπο τρόπο 

(π.χ την ιδιότητα της ισότητας των πλευρών). Η έκφραση της είναι ένας αυτοσχέδιος, δυναμικός 

ορισμός του τετραγώνου, ο οποίος μετασχηματίζεται μέσω της συζήτησης σε οικονομικό ορισμό 

του τετραγώνου. Αν συνθέσουμε τις απαντήσεις της τότε προκύπτει ένα θεώρημα-εν-δράσει: «το 

ορθογώνιο γίνεται [είναι] τετράγωνο αν το ελαττώσουμε και οι πλευρές του όπως μετακινείται 

[το σημείο] στη πλευρά και οι πλευρές γίνουν [είναι] ίσες». Αυτό είναι ένα σημείο εννοιολογικής 

βελτίωσης της μαθήτριας. Κατασκευάζει μια δυναμική συσχέτιση μεταξύ της έννοιας του 

τετραγώνου με την έννοια του ορθογωνίου, επομένως αναπτύσσει την αντιληπτική ιεράρχηση 

των σχημάτων ως αποτέλεσμα του θεωρητικού συρσίματος.   

 

Μέσω του εργαλείου ανάκλασης + θεωρητικού συρσίματος  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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Στο [237] εκφράζει το ρόμβο ως αποτέλεσμα της ανάκλασης του ισοσκελούς με άτυπο τρόπο 

επομένως προσαρμόζει το γνωστικό σχήμα που έχει κατασκευάσει για το σχήμα του ρόμβου 

μέσω της διαδικασίας. Η έκφραση της «επειδή είναι το από κάτω» περικλείει την έννοια της 

ισότητας των δυο τριγώνων που εμφανίζονται στην οθόνη, μια ιδιότητα επομένως του σχήματος 

που η μαθήτρια αντιλαμβάνεται σε αλληλεπίδραση με το εργαλείο ανάκλασης, διατυπωμένη 

όμως με άτυπο τρόπο.  

Επομένως, διευρύνει την έννοια «ρόμβος ως δυο ισόπλευρα τρίγωνα» την οποία είχε κατά νου 

αρχικά ώστε αντιληπτικά να ιεραρχήσει την έννοια του ρόμβου ως αποτέλεσμα της ανάκλασης 

ισοσκελούς.  

Στο [492] διατυπώνει την έννοια- εν- δράσει «κέντρο συμμετρίας και στα δυο είναι το σημείο 

τομής των διαγωνίων».  Το σημείο τομής των διαγωνίων των αξόνων αποκτά διπλό ρόλο και ως 

σημείο τομής των διαγωνίων του σχήματος. Συμπληρώνει την κατασκευή των αξόνων με την 

κατασκευή των διαγωνίων, επομένως έχει επεκτείνει την έννοια των αξόνων συμμετρίας στο 

σχήμα του τετραγώνου και ως σχήμα ρόμβου. Αναπτύσσει επομένως μέσω της διαδικασίας μια 

ιεράρχηση του τετράπλευρων ως αποτέλεσμα της κατασκευής των αξόνων συμμετρίας τους.   

Η κατανόηση της συσχέτισης των αξόνων συμμετρίας στα δυο σχήματα εμφανίζεται στη 

συνέχεια όπου η μαθήτρια έχει αποκτήσει την ικανότητα να ‘βλέπει’ τα σχήματα, δηλαδή την 

διορατικότητα που είναι αναγκαία στη γεωμετρία.  

 

Μέσω των ΣΟΕΑ γ φάσης 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η Μ14 στο [631] έρχεται σε γνωστική σύγκρουση μεταξύ αυτού που έχει κατανοήσει και αυτού 

που αντιμετωπίζει στην οθόνη. Εξετάζοντας το ιστορικό της μαθήτριας διαπιστώνεται ότι η Μ14 

έχει κατασκευάσει την έννοια των αξόνων συμμετρίας κατά την διάρκεια της διαδικασίας, για την 

οποία είχε έρθει σε γνωστική σύγκρουση. Στη συνέχεια έχει κατανοήσει μέσω του διαγράμματος 

ότι όταν το εξωτερικό σχήμα είναι ρόμβος τότε το εσωτερικό σχήμα είναι ορθογώνιο. Μέσω του 
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συρσίματος του διαγράμματος ώστε οι διαγώνιες του εξωτερικού τετράπλευρου να γίνουν 

κάθετες, διαπιστώνει ότι ένα σχήμα είναι στο εσωτερικό ορθογώνιο και όταν δεν είναι ρόμβος. 

Στο [628] χρησιμοποιεί μια ιδιότητα-κριτήριο του παραλληλογράμμου, προσπαθώντας να 

απαντήσει τηρώντας τους κανόνες του διδακτικού συμβολαίου. Επομένως, αντιμετωπίζει 

γνωστική σύγκρουση ως προς την ισχύ της πρότασης «όταν το εσωτερικό σχήμα είναι ορθογώνιο 

τότε το εξωτερικό είναι ρόμβος». Οδηγείται επομένως μέσω της διαδικασίας να συσχετίσει την 

μορφή στο εσωτερικό με την ιδιότητα που αποκτούν οι διαγώνιες στο  εξωτερικό τετράπλευρο. 

 
 
Ανάπτυξη ικανότητας διατύπωσης επαγωγικών και απαγωγικών επιχειρηµάτων 

 

Μέσω του παραμετρικού εργαλείου +συρσίματος  

Οι μαθήτριες λόγω του πειραματικού συρσίματος του άκρου του παραμετρικού τμήματος 

οδηγούνται σε απαγωγικού τύπου επιχειρήματα. Η αιτιολόγηση των μαθητριών προέρχεται από 

ακολουθία ενεργειών επί του σχήματος, επομένως η αιτιολόγηση τους είναι εμπειρικό σχήμα 

λόγω της αντιληπτικής δραστηριότητας επί του σχήματος Harel & Sowder (1996, 2007).  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Το λανθασμένο σχήμα [αυθεντίας] που η μαθήτρια είχε κατασκευάσει μέσω της διδασκαλίας 

στα στατικά μέσα, αντικαθίσταται με ένα σχήμα εμπειρικό–αντιληπτικό που προέρχεται από την 

αλληλεπίδραση με το δυναμικό διάγραμμα. Αυτό επιβεβαιώνεται από την απάντηση της, όπου 

συσχετίζει το μετασχηματισμό του διαγράμματος με τους μετασχηματισμούς του παραμετρικού 

τμήματος στο [291].  

 

Μέσω του εργαλείου καθέτου, απόκρυψης  + ανάκλασης  
Η Μ9 στο [220] αιτιολογεί γιατί το σχήμα είναι ρόμβος, διατυπώνοντας αρχικά λανθασμένα 

ιδιότητες του ρόμβου και στη συνέχεια όπως τις αντιλαμβάνεται από το διάγραμμα.  

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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…………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Η μαθήτρια δε γνωρίζει της ιδιότητες του ρόμβου και το διάγραμμα τη βοηθά να διατυπώσει 

την ιδιότητα της καθετότητας των διαγωνίων, επομένως να κατασκευάσει κάποιες από τις 

δευτερεύουσες ιδιότητες του σχήματος και να αποσαφηνίσει την πρωτεύουσα ιδιότητα του, η 

οποία αφορά την καθετότητα των πλευρών του.  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στο [241] αιτιολογεί γιατί η διαγώνιος του ρόμβου είναι μεσοκάθετος. Η αιτιολόγηση της 

προκύπτει από το ειδικό διάγραμμα στην οθόνη.  

 

Σχήµα 4.145 Ανάλυση του επιχειρήµατος της Μ14  

Υποθέτει ότι η Ο γωνία των διαγωνίων είναι 90ο που προέρχεται από την οπτικοποίηση του 

διαγράμματος για να αποδείξει ότι οι διαγώνιες τέμνονται κάθετα (και επομένως το σχήμα είναι 

ρόμβος). Η M14 προσπαθεί να αιτιολογήσει γιατί είναι μεσοκάθετος κάνοντας μια υπόθεση, 

δηλαδή ισχυρίζεται ότι «η Ο  είναι ορθή», στοιχείο το οποίο δε γνωρίζει αφού η κατασκευή του 

ισοπλεύρου έγινε με βάση την πλευρά που χρησιμοποιήθηκε ως ακτίνα. Πρόκειται επομένως για 

ένα απαγωγικό επιχείρημα που η μαθήτρια αναπτύσσει σε αλληλεπίδραση με το διάγραμμα.  

 

Μέσω του εργαλείου ίχνους, ανάκλασης  +συρσίματος    

Στο [324-26] πειραματίζονται με τη διαδικασία ίχνους και κατασκευάζουν σχήμα χρήσης της 

σύνθετης αλληλεπιδραστικής τεχνικής του συρσίματος με ίχνος και ανάκλαση. Όταν ένα 

αντικείμενο προκύπτει από ανάκλαση διατηρεί της ιδιότητες του μεγέθους των γεωμετρικών 

αντικειμένων που αφορούν το σχήμα (για παράδειγμα πλευρών, γωνιών, εμβαδού). Το σύρσιμο 

διατηρεί την αμεταβλητότητα των σταθερών αντικειμένων του σχήματος. Το ίχνος σημείου και 

ανακλώμενου σημείου περιγράφει εικονικά την ιδιότητα της ισότητας της απόστασης των δυο 
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σημείων από τον άξονα. Επομένως, μέσω του συρσίματος του σημείου –ανακλώμενου σημείου 

στο οποίο έχουμε προσδώσει την ιδιότητα του ίχνους έχουμε τον μετασχηματισμό αντικειμένου 

που διατηρεί την ιδιότητα του σε σχέση με τον άξονα συμμετρίας του. Προκύπτουν δηλαδή 

συνδεόμενες αναπαραστάσεις οι οποίες έχουν μια συγκεκριμένη ιδιότητα.  

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………  

 
…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………  

Η Μ14 αναπτύσσει επαγωγικό συλλογισμό  και αντιλαμβάνεται την ιδιότητα της ισότητας που 

έχουν τα σημεία από ανάκλαση στο [354] και τη σχέση της απόστασης αρχικού σημείου και 

ανακλώμενου σημείου ειδώλου στο [356] την οποία εκφράζει με συμβολικό τρόπο. Η Μ14 

αιτιολογεί επομένως με τα στοιχεία του διαγράμματος για την ειδική περίπτωση και χωρίς να 

γενικεύσει για κάθε σημείο. Η τελευταία σχέση προκύπτει ως αποτέλεσμα της εμφάνισης των 

μετρήσεων, επομένως πρόκειται για ένα εμπειρικό αποδεικτικό σχήμα σύμφωνα με τον 

Balachef. Η έννοια αυτή προκύπτει με το πειραματικό σύρσιμο του σημείου και διατυπώνεται 

από τη μαθήτρια ως  έννοια-εν-δράσει.  

 
Ανάπτυξη διαδικαστικής κατανόησης του θεωρήµατος ΘΜΠ-αναγνώριση 
υποσχηµάτων  
………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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Σχήµα 4.146  Ανάλυση του επιχειρήματος της  Μ14 με το μοντέλο Toulmin 

Θ1: όταν δυο τμήματα είναι παράλληλα κα ίσα με το ίδιο τμήμα τότε είναι και μεταξύ τους 
παράλληλα και ίσα.  

Θ2: όταν οι δυο απέναντι πλευρές τετράπλευρου είναι παράλληλες το τετράπλευρο είναι 

παραλληλόγραμμο.  
Η Μ14 δεν έχει αρχικά δυνατότητα εφαρμογής του θεωρήματος. Στο [490] η αιτιολόγηση της 

περιέχει στοιχεία παραγωγικού συλλογισμού με αλυσίδα δηλώσεων. Αυτό είναι χαρακτηριστικό 

επιπέδου 3 σύμφωνα με τον Battista (2007).   

 

Μ14.8. Ανάπτυξη ικανότητας παραγωγικού συλλογισμού  

Μέσω των ΣΟΕΑ γ φάσης (σχολιασμού + θεωρητικού συρσίματος ) 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Αναπτύσσουν την αποδεικτική διαδικασία στο [529-532] ως αλληλεπίδραση του χωρογραφικού 

και θεωρητικού πεδίου του λογισμικού. Η αλληλουχία των διατυπώσεων της Μ14 σε συνεργασία 

με την ομάδα ολοκληρώνει μια αποδεικτική διαδικασία στην οποία η Μ14 συνδέει στοιχεία 

παραγωγικού και οπτικού συλλογισμού. Οι μαθήτριες αρχίζουν να διατυπώνουν στο 

χωρογραφικό πεδίο, αλληλεπιδρούν με την ερευνήτρια η οποία διατυπώνει τις ερωτήσεις στο 

θεωρητικό πεδίο και οδηγείται (π.χ η Μ14) να διατυπώσει τα επιχειρήματα της στο θεωρητικό 

πεδίο, υπονοώντας τα αντίστοιχα θεωρήματα. Η μαθήτρια θεωρεί ως δεδομένο ένα στοιχείο του 

διαγράμματος («αφού είναι παράλληλες») το οποίο πρέπει να αποδείξει προκειμένου να ισχύει ο 
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συλλογισμός της και διατυπώνει σε τυπική γλώσσα. Επομένως, αναπτύσσει απαγωγικό 

συλλογισμό για να αποδείξει ότι το σχήμα στο εσωτερικό είναι ρόμβος. 

 

                   Σχήµα 4.147 Ανάλυση του επιχειρήματος της  Μ14 με το μοντέλο Toulmin 

 
 
 
 
Ανάπτυξη ικανότητας διαµόρφωσης υποστόχων  
Μέσω των ΣΟΕΑ γ φάσης  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Στην συνεργασία που αναπτύσσεται οι μαθήτριες συνθέτουν την απόδειξη μέσω των 

υποστόχων: απόδειξη αρχικά της ισότητας των πλευρών και επομένως ότι το σχήμα είναι στο 

εσωτερικό ρόμβος και στη συνέχεια ότι είναι ορθογώνιο.   



 - 370 - 

 
                 Σχήµα 4.148.Ανάλυση του επιχειρήματος της  Μ14 με το μοντέλο Toulmin 

 
Θ1: Ένα τετράπλευρο του οποίου όλες οι γωνίες είναι ορθές είναι ορθογώνιο  
Θ2: Ένα τετράπλευρο του οποίου όλες οι πλευρές είναι ίσες είναι ρόμβος  
Θ3: Ένα τετράπλευρο που είναι ρόμβος και ορθογώνιο είναι τετράγωνο 

 
Οι μαθήτριες Μ10, Μ14 σε συνεργασία αποδεικνύουν ότι το σχήμα στο εσωτερικό είναι 

τετράγωνο. Στο [644-650] χωρίζουν την απόδειξη σε δυο υποστόχους: (α) αποδεικνύουν αρχικά 

ότι το σχήμα είναι ορθογώνιο και στην (β) ότι είναι ρόμβος. Η δομή της επιχειρηματολογίας τους 

μέσω του μοντέλου Toulmin εμφανίζεται στο διάγραμμα επάνω. Στην απόδειξη τους το 

παράδειγμα είναι διάγραμμα αντιπροσωπευτικό των περιπτώσεων σχήματος στο οποίο οι 

μαθήτριες εφαρμόζουν θεωρήματα και ιδιότητες του σχήματος αλλά και σχέσεις μεταξύ των 

ιδιοτήτων. Επομένως, αναπτύσσουν παραγωγικό συλλογισμό και η απόδειξη τους σύμφωνα με 

τον Balachef μπορεί να χαρακτηριστεί ως συνδυασμός γενικού παραδείγματος και πειράματος 

σκέψης. 
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4.3. Ανάλυση των δεδοµένων της µελέτης στο περιβάλλον χαρτί-µολύβι 
 

 
Κοινά χαρακτηριστικά των μαθητών επιπέδου 1  

Α στάδιο (προ- τεστ) 

Α1. Δεν έχει ικανότητα μετάφρασης της λεκτικής πληροφορίας σε σχέδιο. 
Α2. Εξειδικεύει το διάγραμμα, ως αποτέλεσμα του οπτικού συλλογισμού που αναπτύσσει (π.χ. 

σχεδιάζει ισόπλευρο και όχι ισοσκελές) ή συνυπολογίζει στο διάγραμμα άσχετες ιδιότητες 

(χαρακτηριστικό επιπέδου 1) (Burger & Shaughnessy, 1986). 

Α3. Δεν έχει ικανότητα διαχωρισμού της υπόθεσης από το συμπέρασμα ή χρησιμοποιεί 

στοιχεία του συμπεράσματος ως υπόθεση ή δε διατυπώνει καθόλου υποθέσεις.  

Α4. Χρησιμοποιεί ανακριβείς ιδιότητες (χαρακτηριστικό επιπέδου 1) (Burger & Shaughnessy, 

1986).  

Α5. Δεν έχει ικανότητα να αντιληφθεί τις ιδιότητες του σχήματος (χαρακτηριστικό επιπέδου 1) 

(Mason, 1998; Gawlick, 2005). 

Α6. Δεν κατασκευάζει την απόδειξη ή κατασκευάζει μια λανθασμένη απόδειξη.  
Α7. Αντιμετωπίζει γνωστικά εμπόδια.   

Β στάδιο (μεσο- τεστ) 

Β1. Έχει ικανότητα μετάφρασης της λεκτικής πληροφορίας σε σχέδιο. 

Β2. Έχει ικανότητα μετάφρασης της ‘αν …τότε’ δήλωσης. 

Β3. Συγκρίνει τα σχήματα βάσει των ιδιοτήτων τους (Burger & Shaughnessy, 1986). 

Β4: Βλέπει τις σχέσεις μεταξύ των ιδιοτήτων (Mason, 1998 ; Gawlick, 2005). 

Β5: Ενεργοποιεί τον κατάλογο των  ιδιοτήτων  που  ξέρει, αλλά δεν μπορεί να διακρίνει ποιες 
ιδιότητες είναι αναγκαίες και επαρκείς για να περιγράψουν το αντικείμενο (Mason, 1998 ; 

Gawlick, 2005). 

Β6: Έχει αναπτύξει την ικανότητα δομικής ανάλυσης του σχήματος (περιγραφή ιδιοτήτων του 

σχήματος και αναγνώριση υποσχημάτων).  

Β7: Ολοκληρώνει την απόδειξη. 
 

Αναδιατυπωμένο πραγματικό πρόβλημα    
Π1: Κατανοεί την έννοια της περιστροφής κατά 90ο. 

Π2: Έχει ικανότητα να μετατρέψει την λεκτική πληροφορία σε σχέδιο.  

Π3: Έχει ικανότητα μοντελοποίησης και επίλυσης του προβλήματος. 
Π4:Έχει αναπτύξει την ικανότητα να προσδιορίζει τις σχέσεις μεταξύ στοιχείων του 
διαγράμματος με άτυπο τρόπο και οι περιγραφές βασίζονται στην οπτική αντίληψη 

(χαρακτηριστικό επιπέδου 2.1) (Battista, 2007). 

Π5:Έχει αναπτύξει την ικανότητα να προσδιορίζει τις σχέσεις μεταξύ στοιχείων του 

διαγράμματος με συνδυασμό τυπικών και άτυπων περιγραφών που παραμένουν ανεπαρκείς 
(χαρακτηριστικό επιπέδου 2.2) (Battista, 2007). 

Π6:Έχει αναπτύξει την ικανότητα να προσδιορίζει τις σχέσεις μεταξύ στοιχείων του 
διαγράμματος τυπικά και το σημαντικότερο κριτήριο για τον προσδιορισμό ενός σχήματος 

είναι να ικανοποιεί ένα ακριβές σύνολο ιδιοτήτων (χαρακτηριστικό επιπέδου 2.3) (Battista, 

2007). 
Π7: Αναπτύσσει μετασχηματιστικό συλλογισμό.  

Π8: Έχει αναπτύξει την ικανότητα παραγωγικού συλλογισμού. 
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Γ στάδιο (μετα-τεστ) 

 Γ1: Κατασκευάζει ακριβές διάγραμμα. 

Γ2: Συγκρίνει τα σχήματα βάσει των ιδιοτήτων τους (χαρακτηριστικό επιπέδου 2) (Burger & 

Shaughnessy, 1986) 

Γ3: Προσδιορίζει τις σχέσεις μεταξύ των ιδιοτήτων (χαρακτηριστικό επιπέδου 2) (Mason, 1998 

;Gawlick, 2005). 
Γ4: Έχει αναπτύξει την ικανότητα να προσδιορίσει τις σχέσεις μεταξύ στοιχείων του 

διαγράμματος με συνδυασμό τυπικών και άτυπων περιγραφών που παραμένουν ανεπαρκείς 

(χαρακτηριστικό επιπέδου 2.2) (Battista, 2007).  

Γ5: Έχει αναπτύξει την ικανότητα να προσδιορίσει τις σχέσεις μεταξύ στοιχείων του 

διαγράμματος τυπικά και το σημαντικότερο κριτήριο για τον προσδιορισμό ενός σχήματος 

είναι αν ικανοποιεί ένα ακριβές σύνολο ιδιοτήτων, διατυπώνει οικονομικό ορισμό 

(χαρακτηριστικό επιπέδου 2.3) (Battista, 2007).  

Γ6:Καταλήγει στο συμπέρασμα ότι αν ένα σχήμα έχει μια ιδιότητα έχει και μια άλλη 

(χαρακτηριστικό επιπέδου 3.1) (Battista, 2007).  

Γ7:Συνεπαγωγική εμφάνιση ιδιοτήτων και ανάλυση σε πραγματικό ή νοητό επίπεδο 
(χαρακτηριστικό επιπέδου 3.2) (Battista, 2007).  

 

Κοινά χαρακτηριστικά των μαθητών επιπέδου 2  

 

Α στάδιο (προ- τεστ) 

Α1. Εξειδικεύει το διάγραμμα, ως αποτέλεσμα του οπτικού συλλογισμού που αναπτύσσει (πχ 

σχεδιάζει ισόπλευρο και όχι ισοσκελές) ή συνυπολογίζει στο διάγραμμα άσχετες ιδιότητες 
(χαρακτηριστικό επιπέδου 1) (Burger & Shaughnessy, 1986). 

Α2.Συγκρίνει τα σχήματα βάσει των ιδιοτήτων τους (χαρακτ. επιπέδου 2) (Burger & 

Shaughnessy, 1986). 

Α3: Έχει αναπτύξει την ικανότητα να προσδιορίζει τις σχέσεις μεταξύ των ιδιοτήτων (χαρακτ. 

επιπέδου 2) (Mason, 1998 ; Gawlick, 2005). 

Α4: Έχει αναπτύξει την ικανότητα αναγνώρισης των υποσχημάτων, αλλά είναι αυτή είναι 

ανεπαρκής (Mason, 1998 ; Gawlick, 2005). 

Α5: Αναπτύσσει οπτικό και παραγωγικό συλλογισμό.  

Α6: Εφαρμόζει προσωπική μέθοδο για την απόδειξη του προβλήματος.  

Α7: Ολοκληρώνει την απόδειξη. 
 

Β στάδιο (μεσο- τεστ) 

Β1. Έχει ικανότητα μετάφρασης της ‘αν …τότε’ δήλωσης με συμβολικό τρόπο. 

Β2. Έχει ικανότητα διατύπωσης ‘αν …τότε’ δηλώσεων (χαρακτηριστικό επιπέδου 3) (Burger & 
Shaughnessy, 1986). 

Β3. Αντιλαμβάνεται  τις σχέσεις μεταξύ των ιδιοτήτων (χαρακτηριστικό επιπέδου 3) (Mason, 

1998 ; Gawlick, 2005). 

Β4. Έχει αναπτύξει την ικανότητα να προσδιορίσει τις σχέσεις μεταξύ στοιχείων του 

διαγράμματος με συνδυασμό τυπικών και άτυπων περιγραφών που παραμένουν ανεπαρκείς 

ή διατυπώνει μη οικονομικό ορισμό (χαρακτηριστικό επιπέδου 2.2) (Battista, 2007). Ακόμα, 
ενεργοποιεί τον κατάλογο των ιδιοτήτων που ξέρει, αλλά δεν μπορεί να διακρίνει ποιες 
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ιδιότητες είναι αναγκαίες και επαρκείς για να περιγράψουν το αντικείμενο (χαρακτηριστικό 

επιπέδου 2) (Mason, 1998 ; Gawlick, 2005). 

Β5. Έχει αναπτύξει την ικανότητα να προσδιορίσει τις σχέσεις μεταξύ στοιχείων του 

διαγράμματος τυπικά και το σημαντικότερο κριτήριο για τον προσδιορισμό ενός σχήματος 

είναι αν ικανοποιεί ένα ακριβές σύνολο ιδιοτήτων, διατυπώνει οικονομικό ορισμό 

(χαρακτηριστικό επιπέδου 2.3) (Battista, 2007).  

Β6. Έχει αναπτύξει την ικανότητα παραγωγικού συλλογισμού (χαρακτηριστικό επιπέδου 4) 
(Burger & Shaughnessy, 1986; Mason, 1998 ; Gawlick, 2005;Battista, 2007). 

Β7: Ολοκληρώνει την απόδειξη. 

Β8: Χρησιμοποιεί για την απόδειξη του προβλήματος συνδυασμό οπτικών και θεωρητικών 

στοιχείων (το διάγραμμα επηρεάζει τον τρόπο σκέψης του μαθητή).  

 

Αναδιατυπωμένο πραγματικό πρόβλημα    
Π1: Κατανοεί την έννοια της περιστροφής κατά 90ο. 

Π2: Έχει ικανότητα να μετατρέψει τη λεκτική πληροφορία σε σχέδιο.  

Π3: Έχει ικανότητα μοντελοποίησης και επίλυσης του προβλήματος. 

Π4:Έχει αναπτύξει την ικανότητα να προσδιορίζει τις σχέσεις μεταξύ στοιχείων του 
διαγράμματος με άτυπο τρόπο και οι περιγραφές βασίζονται στην οπτική αντίληψη 

(χαρακτηριστικό επιπέδου 2.1) (Battista, 2007). 

Π5: Έχει αναπτύξει την ικανότητα να προσδιορίζει τις σχέσεις μεταξύ στοιχείων του 
διαγράμματος με συνδυασμό τυπικών και άτυπων περιγραφών που παραμένουν ανεπαρκείς 

(χαρακτηριστικό επιπέδου 2.2) (Battista, 2007). 

Π6: Έχει αναπτύξει την ικανότητα να προσδιορίζει τις σχέσεις μεταξύ στοιχείων του 

διαγράμματος τυπικά και το σημαντικότερο κριτήριο για τον προσδιορισμό ενός σχήματος 

είναι αν ικανοποιεί ένα ακριβές σύνολο ιδιοτήτων (χαρακτηριστικό επιπέδου 2.3) (Battista, 
2007). 

Π7: Αναπτύσσει μετασχηματιστικό συλλογισμό.  

Π8: Αναπτύσσει παραγωγικό συλλογισμό. 
 
Γ στάδιο (μετα-τεστ) 

 Γ1: Κατασκευάζει ακριβές διάγραμμα. 

Γ2: Συγκρίνει τα σχήματα βάσει των ιδιοτήτων τους (χαρακτηριστικό επιπέδου 2) (Burger & 

Shaughnessy, 1986). 

Γ3: Έχει αναπτύξει την ικανότητα να προσδιορίζει τις σχέσεις μεταξύ των ιδιοτήτων 

(χαρακτηριστικό επιπέδου 2) (Mason, 1998 ; Gawlick, 2005). 

Γ4. Έχει αναπτύξει την ικανότητα να προσδιορίζει τις σχέσεις μεταξύ στοιχείων του 

διαγράμματος με συνδυασμό τυπικών και άτυπων περιγραφών που παραμένουν ανεπαρκείς 
ή διατυπώνει μη οικονομικό ορισμό (χαρακτηριστικό επιπέδου 2.2) (Battista, 2007). Ακόμα, 

ενεργοποιεί τον κατάλογο των ιδιοτήτων που ξέρει, αλλά δεν μπορεί να διακρίνει ποιες 
ιδιότητες είναι αναγκαίες και επαρκείς για να περιγράψουν το αντικείμενο (χαρακτηριστικό 

επιπέδου 2) (Mason, 1998 ; Gawlick, 2005). 

Γ5. Έχει αναπτύξει την ικανότητα να προσδιορίζει τις σχέσεις μεταξύ στοιχείων του 

διαγράμματος τυπικά και το σημαντικότερο κριτήριο για τον προσδιορισμό ενός σχήματος 
είναι να ικανοποιεί ένα ακριβές σύνολο ιδιοτήτων, ακόμα διατυπώνει οικονομικό ορισμό 

(χαρακτηριστικό επιπέδου 2.3) (Battista, 2007).  

Γ6. Έχει αναπτύξει την ικανότητα παραγωγικού συλλογισμού (χαρακτηριστικό επιπέδου 4) 
(Burger & Shaughnessy, 1986; Mason, 1998 ; Gawlick, 2005;Battista, 2007). 
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Γ7:  Ολοκληρώνει την απόδειξη.  

Γ8: Καταλήγει στο συμπέρασμα ότι αν ένα σχήμα έχει μια ιδιότητα έχει και μια άλλη 

(χαρακτηριστικό επιπέδου 3.1) (Battista, 2007).  

Γ9: Κατανοεί την συνεπαγωγική εμφάνιση ιδιοτήτων και πραγματοποιεί την ανάλυση της 

λύσης του προβλήματος σε πραγματικό ή νοητό επίπεδο (χαρακτηριστικό επιπέδου 3.2) 

(Battista, 2007).  
 

 
 

4.3.1. Μέρος Α. Μελέτη των µαθητών της πειραµατικής οµάδας  
 

4.3.1.1. Ως προς τη συµµετοχή του Μ1 στο περιβάλλον χαρτί-µολύβι  
 

Α στάδιο (προ- τεστ) Β στάδιο (μέσο- τεστ)   

 

 

 
Να αποδείξετε ότι σε κάθε ισοσκελές 

τρίγωνο η διχοτόμος προς τη βάση είναι 

διάμεσος και ύψος.  

 

Να δείξετε ότι αν σε παραλληλόγραμμο οι 

διαγώνιες είναι ίσες είναι ορθογώνιο.  

 

 
Αναδιατυπωμένο πραγματικό πρόβλημα   Γ στάδιο (μετά- τεστ) 

 

Στο προ-τεστ: ο M1 αντιμετώπιζε γνωστικά εμπόδια. Ο μαθητής δεν κατασκευάζει τη διχοτόμο 

του τριγώνου ή είναι αβέβαιος για τα στοιχεία τη υπόθεσης, όπως φαίνεται στο γραπτό του. Το 

γραπτό του συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Α1, Α3, Α4, Α5, Α6, Α7.  
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Στο μέσο τεστ: απέκτησε την ικανότητα μετάφρασης της «αν…τότε» δήλωσης του 

προβλήματος με αποτέλεσμα να κατασκευάσει ακριβές διάγραμμα και να αναπτύξει λογικά 

επιχειρήματα. Στην αιτιολόγηση του χρησιμοποίησε τόσο οπτικά όσο και θεωρητικά στοιχεία, 

αναπτύσσοντας συνδυασμό απαγωγικού και παραγωγικού συλλογισμού. Το γραπτό του 

συγκεντρώνει  τα χαρακτηριστικά Β1, Β2, Β3, Β4, Β5, Β6, Β7. 

Στο πραγματικό πρόβλημα: κατασκεύασε ένα ακριβές διάγραμμα, μεταφράζοντας σωστά την 

λεκτική πληροφορία σε σχέδιο. Ο μαθητής νοητικά συνέδεσε τη λύση του προβλήματος με τη 

διερευνητική φάση του προβλήματος στο λογισμικό, αφού έχει κατασκευάσει σχήμα 

εργαλειοποιημένης δράσης του εργαλείου περιστροφής και έχει αποκτήσει την ικανότητα να 

αναπτύσσει «σκέψη με κίνηση στα στατικά μέσα», καθώς και ικανότητα εφαρμογής της λύσης 

του προβλήματος. Το γραπτό του συγκεντρώνει  τα χαρακτηριστικά Π1, Π2, Π3, Π5.   

Στο μετα-τεστ: ο M1 κατασκεύασε ένα ακριβές διάγραμμα. Ανέπτυξε λογική 

επιχειρηματολογία για να αποδείξει ότι οι απέναντι πλευρές είναι παράλληλες και εφάρμοσε 

έναν οικονομικό ορισμό του παραλληλογράμμου (δηλ. τον ορισμό: «αν οι απέναντι πλευρές είναι 

παράλληλες το σχήμα είναι παραλληλόγραμμο») για να οδηγηθεί στο συμπέρασμα. Δε 

χρησιμοποίησε το  θεώρημα ΘΜΠ, αφού ο μαθητής δε συμμετείχε ενεργά στην τρίτη φάση της 

ερευνητικής διαδικασίας. Αυτό όμως δεν τον εμπόδισε να αναπτύξει λογικά επιχειρήματα για να 

αποδείξει ότι το σχήμα είναι παραλληλόγραμμο. Το γραπτό του συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά 

Γ1, Γ3, Γ5, Γ6, Γ7.  

 

4.3.1.2. Ως προς τη συµµετοχή της Μ2 στο περιβάλλον χαρτί-µολύβι  
 

Α στάδιο (προ- τεστ) Β στάδιο (μέσο- τεστ)   

 

  
Σε τρίγωνο ισοσκελές να αποδείξετε ότι τα 

ευθύγραμμα τμήματα που συνδέουν το 

μέσο Μ της βάσης με τα μέσα των ίσων 

πλευρών είναι μεταξύ τους ίσα. 

Να δείξετε ότι αν σε παραλληλόγραμμο οι 

διαγώνιες είναι ίσες είναι ορθογώνιο.  
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Αναδιατυπωμένο πραγματικό πρόβλημα   Γ στάδιο (μετά- τεστ) 

 

Στο προ-τεστ: η Μ2 κατασκεύασε ένα ειδικό διάγραμμα ισοπλεύρου τριγώνου, στο οποίο 

συνέδεσε τα μέσα όλων των πλευρών, ένδειξη ότι δεν κατανόησε επαρκώς την υπόθεση του 

προβλήματος. Επομένως, η μη κατανόηση της λεκτικής διατύπωσης αποτέλεσε εμπόδιο στην 

μετάφραση του προβλήματος σε ακριβές διάγραμμα. Ανέπτυξε απαγωγικά επιχειρήματα χωρίς 

να ολοκληρώσει την απόδειξη. Το γραπτό της συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Α1, Α2, Α4, Α5, Α6.  

Στο μέσο–τεστ: ανέπτυξε την απόδειξη του προβλήματος, διατυπώνοντας και εφαρμόζοντας 

θεωρήματα τα οποία ήταν αναγκαία. Διατύπωσε την ιδιότητα διχοτόμησης των διαγωνίων του 

παραλληλογράμμου και χρησιμοποίησε τα στοιχεία της υπόθεσης, το σχετικό θεώρημα για να 

αποδείξει ότι μια γωνία του σχήματος είναι ορθή και τις λογικές σχέσεις μεταξύ των στοιχείων 

του σχήματος. Στη συνέχεια χρησιμοποίησε το συμπέρασμα που έχει προκύψει και έναν 

οικονομικό ορισμό του ορθογωνίου και ολοκλήρωσε την απόδειξη, αναπτύσσοντας παραγωγικό 

συλλογισμό. Από την απόδειξη που ακολούθησε είναι εμφανές ότι το παραλληλόγραμμο και το 

ορθογώνιο έχουν αποκτήσει τον χαρακτήρα σήματος. Το γραπτό της συγκεντρώνει τα 

χαρακτηριστικά Β1, Β2, Β3, Β5, Β6, Β7.  

Στο τεστ πραγματικού προβλήματος: η μαθήτρια έχει αποκτήσει ικανότητα μετάφρασης της 

περιστροφής στο χαρτί με αποτέλεσμα να κατασκευάσει ένα ακριβές διάγραμμα. Απέδειξε με 

χρήση παραγωγικού συλλογισμού ότι το σχήμα είναι ορθογώνιο, διατυπώνοντας ένα μη 

οικονομικό ορισμό για το ορθογώνιο, αφού προηγουμένως έχει αποδείξει ότι το σχήμα είναι 

παραλληλόγραμμο. Μέσω του γραπτού τεστ επιβεβαιώνεται ότι έχει αποκτήσει την ικανότητα 

εφαρμογής της λύσης του προβλήματος. Το γραπτό της συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Π1, Π2, 

Π3, Π6, Π7, Π8.   
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Στο μετά-τεστ: έχει αναπτύξει την διαδικαστική και εννοιολογική γνώση του θεωρήματος 

ΘΜΠ και ολοκλήρωσε την απόδειξη, αναπτύσσοντας παραγωγικό συλλογισμό. Το γραπτό της 

συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Γ1, Γ3, Γ4, Γ5, Γ6, Γ9.  

 

4.3.1.3. Ως προς τη συµµετοχή του Μ3 στο περιβάλλον χαρτί-µολύβι 
 
Α στάδιο (προ- τεστ) Β στάδιο (μέσο- τεστ)   

 

 
 

Σε τρίγωνο ισοσκελές να αποδείξετε ότι τα 

ύψη προς τις ίσες πλευρές είναι μεταξύ 

τους ίσα.  

 

Να δείξετε ότι αν σε παραλληλόγραμμο οι 

διαγώνιες είναι ίσες είναι ορθογώνιο. 

 
 

 
 
 

Αναδιατυπωμένο πραγματικό πρόβλημα   Γ στάδιο (μετά- τεστ) 

 

Στο προ-τεστ: ο Μ3 κατασκεύασε ένα ακριβές διάγραμμα, το οποίο τον βοήθησε να αναπτύξει 

απαγωγικά επιχειρήματα, χωρίς να ολοκληρώσει την απόδειξη. Το γραπτό του συγκεντρώνει τα 

χαρακτηριστικά Α2, Α5, Α6.  

Στο μέσο–τεστ: ανέπτυξε την απόδειξη του προβλήματος, διατυπώνοντας και εφαρμόζοντας 

θεωρήματα τα οποία ήταν αναγκαία. Το γραπτό του συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Β1, Β2, Β3, 

Β5, Β6, Β7.  
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Στο μετά-τεστ: έχει αναπτύξει την διαδικαστική και εννοιολογική γνώση του θεωρήματος ΘΜΠ 

και ολοκλήρωσε την απόδειξη, αναπτύσσοντας παραγωγικό συλλογισμό. Το γραπτό του 

συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Γ3, Γ5, Γ6, Γ7.  

 

4.3.1.4. Ως προς τη συµµετοχή της Μ4 στο περιβάλλον χαρτί-µολύβι  
 

Α στάδιο (προ- τεστ) Β στάδιο (μέσο- τεστ)   

 

 
Σε τρίγωνο ισοσκελές να αποδείξετε ότι 

οι διχοτόμοι των προσκείμενων προς την 

βάση γωνιών  είναι μεταξύ τους ίσες. 

Να δείξετε ότι αν σε παραλληλόγραμμο γωνία 

του είναι ορθή τότε είναι ορθογώνιο. 

 

 
 

 

 
 

Αναδιατυπωμένο πραγματικό πρόβλημα   Γ στάδιο (μετά- τεστ) 
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Στο προ-τεστ: η Μ4 κατασκεύασε ένα ακριβές διάγραμμα, σύγκρινε τα σχήματα βάσει των 

ιδιοτήτων τους, ολοκληρώνοντας την απόδειξη. Το γραπτό της συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά 

Α2, Α3, Α6, Α7.  

Στο μέσο–τεστ: ανέπτυξε την απόδειξη του προβλήματος, διατυπώνοντας ένα σύνολο 

ιδιοτήτων και εφαρμόζοντας θεωρήματα τα οποία ήταν αναγκαία. Το γραπτό της συγκεντρώνει 

τα χαρακτηριστικά Β1, Β2, Β4.  

Στο μετά-τεστ: έχει αναπτύξει τη διαδικαστική και εννοιολογική γνώση του θεωρήματος ΘΜΠ 

και ολοκλήρωσε την απόδειξη, αναπτύσσοντας παραγωγικό συλλογισμό. Το γραπτό της 

συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Γ1, Γ3, Γ4, Γ5, Γ6, Γ7, Γ8, Γ9.  

 

4.3.1.5. Ως προς τη συµµετοχή του Μ5 στο περιβάλλον χαρτί-µολύβι  
 

Α στάδιο (προ- τεστ) Β στάδιο (μέσο- τεστ)   

 

 
 

Σε τρίγωνο ισοσκελές να αποδείξετε ότι 

τα ύψη προς τις ίσες πλευρές είναι μεταξύ 

τους ίσα. 

Να δείξετε ότι αν σε παραλληλόγραμμο μια  

γωνία του είναι ορθή τότε είναι ορθογώνιο. 
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Αναδιατυπωμένο πραγματικό πρόβλημα   Γ στάδιο (μετά- τεστ) 

 

Στο προ-τεστ: ο Μ5 κατασκεύασε ένα ανακριβές διάγραμμα και υπέθεσε οπτικά στοιχεία τα 

οποία δε γνώριζε από την υπόθεση του προβλήματος (π.χ Β1=Γ1 ως μισά ίσων γωνιών). 

Επομένως, οδηγήθηκε να εξειδικεύσει το διάγραμμα όπως διαπιστώθηκε και από τη μελέτη στο 

δυναμικό περιβάλλον. Το γραπτό του συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Α2, Α3, Α7.  

Στο μέσο –τεστ: ανέπτυξε  παραγωγικό συλλογισμό, διατύπωσε και εφάρμοσε θεωρήματα για 

την απόδειξη του προβλήματος, κατασκευάζοντας ένα ακριβές διάγραμμα. Αιτιολόγησε 

ανεπαρκώς το συμπέρασμα μέσω μιας λογικής πρότασης (οικονομικό ορισμό) του ορθογωνίου 

παραλληλογράμμου. Το γραπτό του συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Β1, Β2, Β4, Β5, Β6, Β7.  

Στην επίλυση του πραγματικού προβλήματος: κατασκεύασε ένα ακριβές διάγραμμα 

αποτυπώνοντας τη διαδικασία που είχε εφαρμόσει στο δυναμικό μέσο. Η διαδικασία 

περιστροφής στο λογισμικό τον βοήθησε να κατανοήσει την περιστροφή κατά 90ο σε ίση 

απόσταση. Η αναλυτική μέθοδος που ο μαθητής είχε εφαρμόσει στο λογισμικό είχε ως 

αποτέλεσμα να οδηγηθεί σε μια σύνθετη κατασκευή στο χαρτί. Για να ολοκληρώσει την απόδειξη 

χρησιμοποίησε συνδυασμό απαγωγικού και παραγωγικού συλλογισμού. Έχει αναπτύξει την 

ικανότητα μετατροπής μιας λεκτικής διατύπωσης σε εικονική. Το γραπτό του συγκεντρώνει  τα 

χαρακτηριστικά Π1, Π2, Π3, Π6, Π8.   
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Στο μετά-τεστ: ανέπτυξε παραγωγικό συλλογισμό, ανέπτυξε τη ικανότητα διατύπωσης 

οικονομικών ορισμών (π.χ ορθογωνίου) και κατασκεύασε την απόδειξη εφαρμόζοντας το ΘΜΠ. 

Το γραπτό του συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Γ1, Γ3, Γ4, Γ5, Γ6, Γ7, Γ8, Γ9.  

 
4.3.1.6. Ως προς τη συµµετοχή του Μ6 στο περιβάλλον χαρτί-µολύβι:  

 
Α στάδιο (προ- τεστ) Β στάδιο (μέσο- τεστ)   

 

 
Σε τρίγωνο ισοσκελές να αποδείξετε ότι 

τα ύψη προς τις ίσες πλευρές είναι μεταξύ 

τους ίσα. 

Να δείξετε ότι αν σε παραλληλόγραμμο μια  

γωνία του είναι ορθή τότε είναι ορθογώνιο. 

 

 
Αναδιατυπωμένο πραγματικό πρόβλημα   Γ στάδιο (μετά- τεστ) 

 
Στο προ-τεστ: ο μαθητής αιτιολογεί ανεπαρκώς, χρησιμοποιώντας οπτικά στοιχεία του 

διαγράμματος (π.χ, δεν είναι κατανοητό πως συμπεραίνει την ισότητα των γωνιών Β1, Γ1) και δεν 

διατυπώνει κριτήριο ισότητας. Το γραπτό του συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Α2, Α3, Α4, Α5, 

Α6.  

Στο μεσο-τεστ: τα σχήματα των παραλληλογράμμου και ορθογωνίου έχουν αποκτήσει τον 

χαρακτήρα συμβόλου. Ο μαθητής διατύπωσε μη οικονομικό ορισμό για να ολοκληρώσει την 

απόδειξη του προβλήματος. Το γραπτό του συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Β1, Β3, Β4, Β5, Β7.  
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Στο πραγματικό πρόβλημα: έχει κατασκευάσει ένα νοητικό σχήμα για τον τρόπο περιστροφής 

του τμήματος, ένα νοητικό μοντέλο της περιστροφής τμήματος μέσω του «δυναμικού 

προβλήματος», αφού το χρησιμοποιεί για την απόδειξη της ισότητας και τον βοηθά στη λύση του 

προβλήματος. Το γραπτό του συγκεντρώνει  τα χαρακτηριστικά Π1, Π2, Π3, Π6, Π8.   

Στο μετά-τεστ: κατασκεύασε ένα ακριβές διάγραμμα, διατύπωσε έναν οικονομικό ορισμό του 

ορθογωνίου, και ανέπτυξε παραγωγικό συλλογισμό. Το γραπτό του συγκεντρώνει τα 

χαρακτηριστικά Γ1, Γ3, Γ4, Γ5, Γ6, Γ7, Γ8, Γ9.  

 

4.3.1.7. Ως προς τη συµµετοχή της Μ7 στο περιβάλλον χαρτί-µολύβι  
 

Α στάδιο (προ- τεστ) Β στάδιο (μέσο- τεστ)   

 

 

 
Σε τρίγωνο ισοσκελές να αποδείξετε ότι 

οι αποστάσεις του μέσου Μ της βάσης 

από τις ίσες πλευρές είναι μεταξύ τους 

ίσες.  

 

Να δείξετε ότι αν σε παραλληλόγραμμο γωνία 

του είναι ορθή τότε είναι ορθογώνιο. 
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Αναδιατυπωμένο πραγματικό πρόβλημα   Γ στάδιο (μετά- τεστ) 

 

Στο προ-τεστ: κατασκεύασε ένα ακριβές διάγραμμα. Στην απόδειξη της χρησιμοποίησε 

συνδυασμό οπτικών στοιχείων (π.χ, ότι Α1=Α2) το οποίο δεν γνώριζε από την υπόθεση του 

προβλήματος και δεν είχε προηγουμένως αποδείξει) καθώς και θεωρητικών στοιχείων. Το γραπτό 

της συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Α2, Α3, Α7.  

Στο μέσο-τεστ: ακολούθησε αυθαίρετο τρόπο απόδειξης της πρότασης και διατύπωσε μη 

οικονομικό ορισμό του ορθογωνίου παραλληλογράμμου. Το γραπτό της συγκεντρώνει τα 

χαρακτηριστικά Β1, Β3, Β5, Β6, Β7.  

Στο πραγματικό πρόβλημα: κατασκεύασε ένα ακριβές διάγραμμα, ανέπτυξε απαγωγικό 

συλλογισμό (π.χ, δέχθηκε ως δεδομένο ότι το σημείο του θησαυρού θα είναι πάντα στο μέσο της 

απόστασης). Δε διατύπωσε απόδειξη με λογικό συνδυασμό σχέσεων, αλλά χρησιμοποίησε 

γενικεύσεις. Το γραπτό της συγκεντρώνει  τα χαρακτηριστικά Π1, Π2, Π7, Π8.   

Στο μετά-τεστ: κατασκεύασε ένα ακριβές διάγραμμα και ανέπτυξε παραγωγικό συλλογισμό. 

Το γραπτό της συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Γ1, Γ3, Γ4, Γ5, Γ6, Γ7, Γ8, Γ9.  
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4.3.1.8. Ως προς τη συµµετοχή του  Μ8 στο περιβάλλον χαρτί-µολύβι  
 

Α στάδιο (προ- τεστ) Β στάδιο (μέσο- τεστ)   

 

 
Σε τρίγωνο ισοσκελές να αποδείξετε ότι οι 

διάμεσοι προς τις ίσες πλευρές είναι 

μεταξύ τους ίσες. 

 

Να δείξετε ότι αν σε παραλληλόγραμμο μια  γωνία 

του είναι ορθή τότε είναι ορθογώνιο. 

 

 
Αναδιατυπωμένο πραγματικό πρόβλημα   Γ στάδιο (μετά- τεστ) 

 

Στο προ-τεστ: ανέπτυξε επιχειρηματολογία με απαγωγικά επιχειρήματα υπονοώντας το 

κριτήριο ισότητας. Το γραπτό του συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Α1, Α2, Α5.  

Στο μέσο-τεστ κατασκεύασε την απόδειξη αναπτύσσοντας συνδυασμό απαγωγικού και 

παραγωγικού συλλογισμού. Το γραπτό του συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Β1, Β2, Β3, Β4, Β6, 

Β7.  

Στο πραγματικό πρόβλημα: ο μαθητής ανέπτυξε μετασχηματιστικό συλλογισμό και 

συμπέρανε ότι το σχήμα είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο μέσα από λογικές σχέσεις. Το 

διάγραμμα δεν ήταν το μέσο για να οδηγηθεί στα συμπεράσματα του. Το γραπτό του 

συγκεντρώνει  τα χαρακτηριστικά Π1, Π2, Π3, Π8.   

Στο μετά-τεστ: ανέπτυξε παραγωγικό συλλογισμό και διατύπωσε οικονομικό ορισμό του 

παραλληλογράμμου. Το γραπτό του συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Γ1, Γ3, Γ4, Γ5, Γ6, Γ8, Γ9.  

 

4.3.1.9. Ως προς τη συµµετοχή του Μ9 στο περιβάλλον χαρτί-µολύβι 
 

Α στάδιο (προ- τεστ) Β στάδιο (μέσο- τεστ)   
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Σε τρίγωνο ισοσκελές να αποδείξετε ότι 

τα ύψη προς τις ίσες πλευρές είναι μεταξύ 

τους  ίσα.  

 

Να δείξετε ότι αν σε παραλληλόγραμμο οι 

διαγώνιες είναι ίσες είναι ορθογώνιο. 

 

 

 

 

Αναδιατυπωμένο πραγματικό πρόβλημα   Γ στάδιο (μετά- τεστ) 

 

Στο προ-τεστ: Κατασκεύασε ανακριβές διάγραμμα και δεν διατύπωσε υποθέσεις. 

Κατασκεύασε την απόδειξη της πρότασης, χωρίς να διατυπώσει το κριτήριο ισότητας. 

Συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Α3, Α7. 

Στο μέσο-τεστ: Κατασκεύασε ανακριβές διάγραμμα, αναγνώρισε τα υποσχήματα των τριγώνων 

που έπρεπε να συγκρίνει για να ολοκληρώσει την απόδειξη. Ανέπτυξε επιχειρήματα που έχουν 

στοιχεία παραγωγικού συλλογισμού. Το παραλληλόγραμμο και το ορθογώνιο έχουν αποκτήσει  

τον χαρακτήρα συμβόλου. Συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά  Α2, Β3, Β5. 

 

 
4.3.1.10. Ως προς τη συµµετοχή της Μ10 στο περιβάλλον χαρτί-µολύβι:  

 

Α στάδιο (προ- τεστ) Β στάδιο (μέσο- τεστ)   

 

 
 

Σε τρίγωνο ισοσκελές να αποδείξετε ότι τα 

ευθύγραμμα τμήματα που συνδέουν το 

Να δείξετε ότι αν σε παραλληλόγραμμο μια γωνία 

του είναι ορθή τότε είναι ορθογώνιο.  
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μέσο Μ της βάσης με τα μέσα των ίσων 

πλευρών είναι μεταξύ τους ίσα.   

 

 

 
 

 
 

Αναδιατυπωμένο πραγματικό πρόβλημα   Γ στάδιο (μετά- τεστ) 

 

Στο προ-τεστ: δεν είχε ικανότητα μετάφρασης της λεκτικής πληροφορίας σε σχέδιο και 

αποδεικτική διαδικασία, καθώς και διαχωρισμού της υπόθεσης από το συμπέρασμα. Το γραπτό 

της συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Α1, Α2, Α3, Α4, Α5, Α6, Α7. 

Στο μέσο-τεστ: κατασκεύασε ένα ανακριβές διάγραμμα. Το παραλληλόγραμμο απέκτησε τον 

χαρακτήρα συμβόλου και η μαθήτρια κατανόησε  τις πρωτεύουσες ιδιότητες του σχήματος. Το 

γραπτό της συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Β1, Β2, Β3, Β4, Β5, Β6, Β7. 

Στο πραγματικό πρόβλημα: κατασκεύασε ένα ακριβές διάγραμμα. Αναγνώρισε οπτικά ότι το 

σημείο βρίσκεται επί της «διάμεσου» στο τρίγωνο ΡΜΛ. Το τρίγωνο ΡΜΛ  είναι σταθερό τρίγωνο, 

αφού οι κορυφές Μ, Λ είναι σημεία που προέκυψαν από περιστροφές σταθερών σημείων στο 

διάγραμμα. Επομένως, η μαθήτρια ανακάλυψε τη λύση η οποία ανήκει σε σταθερό ευθύγραμμο 

τμήμα , την οποία όμως δεν διατυπώνει με λόγια. Το γραπτό της συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά 

Π1, Π2, Π4, Π7. 

Στο μετά-τεστ: διατύπωσε μη οικονομικό ορισμό του παραλληλογράμμου. Ανέπτυξε 

επιχειρηματολογία που βασίζεται στο διάγραμμα. Αναγνώρισε την ισότητα των απέναντι γωνιών 

του σχήματος και από αυτό ότι το σχήμα είναι παραλληλόγραμμο. Επομένως, το 

παραλληλόγραμμο έχει αποκτήσει το χαρακτήρα σήματος. Στο δεύτερο σκέλος του προβλήματος 

διατύπωσε έναν οικονομικό ορισμό του ορθογωνίου. Το γραπτό της συγκεντρώνει τα 

χαρακτηριστικά Γ1, Γ3, Γ5, Γ6.  
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4.3.1.11. Ως προς τη συµµετοχή της Μ11 στο περιβάλλον χαρτί-µολύβι  
 

Α στάδιο (προ- τεστ) Β στάδιο (μέσο- τεστ)   

 

 

Σε τρίγωνο ισοσκελές να αποδείξετε ότι 

τα ευθύγραμμα τμήματα που συνδέουν το 

μέσο Μ της βάσης με τα μέσα των ίσων 

πλευρών είναι μεταξύ τους ίσα. 

Να δείξετε ότι αν σε παραλληλόγραμμο οι 

διαγώνιες είναι ίσες είναι ορθογώνιο.  

 

 

 
Αναδιατυπωμένο πραγματικό πρόβλημα   Γ στάδιο (μετά- τεστ) 

 
Στο προ-τεστ κατασκεύασε ακριβές διάγραμμα. Δεν είχε ικανότητα διαχωρισμού των 

στοιχείων της υπόθεσης από το συμπέρασμα της πρότασης. Δεν ολοκλήρωσε την απόδειξη. Το 

γραπτό της συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Α1, Α2, Α5.  

Στο μέσο-τεστ το παραλληλόγραμμο και το ορθογώνιο έχουν αποκτήσει το χαρακτήρα 

συμβόλου. Ανέπτυξε παραγωγικά επιχειρήματα αλλά δεν ολοκλήρωσε την απόδειξη. Το γραπτό 

της συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Β3, Β4.  
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Στο πραγματικό πρόβλημα βασίστηκε σε στοιχείο του διαγράμματος και ανέπτυξε συνδυασμό 

απαγωγικού και παραγωγικού συλλογισμού. Το γραπτό της συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά 

Π1, Π2, Π3, Π8.   

Στο μετά-τεστ απέδειξε ότι οι απέναντι πλευρές του ΚΛΜΝ είναι παράλληλες και ίσες, με 

εφαρμογή του θεωρήματος ΘΜΠ και στο τέλος διατύπωσε ένα μη οικονομικό ορισμό του 

παραλληλογράμμου. Στο δεύτερο σκέλος ανέπτυξε παραγωγικό συλλογισμό προκειμένου να 

αποδείξει την καθετότητα των πλευρών του εσωτερικού σχήματος, διατυπώνοντας έναν 

αυθαίρετο οικονομικό ορισμό για το ορθογώνιο («είναι ορθογώνιο αφού οι πλευρές του 

τέμνονται κάθετα»).  Η μαθήτρια υπονοεί προτάσεις της γεωμετρίας, επομένως η αιτιολόγηση 

της είναι μεταξύ γενικού παραδείγματος και πειράματος σκέψης (Balachef, 1982, 1988b).  Το 

γραπτό της συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Γ1, Γ3, Γ4, Γ5, Γ6, Γ7, Γ8, Γ9.  

 
4.3.1.12. Ως προς τη συµµετοχή της Μ12 στο περιβάλλον χαρτί-µολύβι  

 

Α στάδιο (προ- τεστ) Β στάδιο (μέσο- τεστ)   

 

 

 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ ισοσκελές 

(ΑΒ=ΑΓ). Αν Μ είναι το μέσο της ΒΓ να 

αποδείξετε ότι οι αποστάσεις του σημείου 

Μ από τις ΑΒ, ΑΓ είναι ίσες μεταξύ τους.  

 

Να δείξετε ότι αν σε παραλληλόγραμμο οι 

διαγώνιες είναι ίσες είναι ορθογώνιο.  
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Αναδιατυπωμένο πραγματικό πρόβλημα   Γ στάδιο (μετά- τεστ) 

 

Στο προ-τεστ: η μαθήτρια μετέφρασε την έννοια της απόστασης λανθασμένα, δηλαδή δεν έχει 

αναπτύξει την ικανότητα μετάφρασης της λεκτικής διατύπωσης σε εικονική. Επομένως, η επίλυση 

του προβλήματος δε συσχετίζεται με τη λεκτική διατύπωση. Το γραπτό της συγκεντρώνει τα 

χαρακτηριστικά Α1, Α3, Α4, Α5, Α6, Α7. 

Στο μέσο τεστ: έχει αποκτήσει την ικανότητα μετάφρασης μια ‘αν…τότε’ δήλωσης. Έχει 

αποκτήσει την ικανότητα να συσχετίζει έννοιες (συσχετίζει την έννοια της παραλληλίας με την 

έννοια της καθετότητας) και αποδεικνύει ότι όλες οι γωνίες του σχήματος είναι ορθές, 

καταλήγοντας στο συμπέρασμα της πρότασης. Επομένως, εφάρμοσε μη οικονομικό ορισμό του 

ορθογωνίου και ανέπτυξε στοιχεία παραγωγικού συλλογισμού. Το γραπτό της συγκεντρώνει τα 

χαρακτηριστικά Β1, Β2, Β3, Β4, Β6, Β7. 

Στο πραγματικό πρόβλημα: εξέφρασε τις σχέσεις μεταξύ των τμημάτων και διατύπωσε ότι το 

σχήμα είναι ορθογώνιο, χωρίς να αιτιολογήσει το συλλογισμό της. Κατασκεύασε ακριβές 

διάγραμμα, ως αποτέλεσμα της δυναμικής οπτικοποίησης της έννοιας της περιστροφής, 

εξέφρασε τις σχέσεις μεταξύ των τμημάτων και διατύπωσε ότι το σχήμα είναι ορθογώνιο, χωρίς 

να αιτιολογήσει το συλλογισμό της. Το γραπτό της συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Π1, Π2, Π5, 

Π8. 

Στο μετά-τεστ η απόδειξη της πρότασης ολοκληρώθηκε από τη μαθήτρια, αναπτύσσοντας 

παραγωγικό συλλογισμό. Δε διατύπωσε το ΘΜΠ και οδηγήθηκε σε συμπέρασμα για τις πλευρές 

του σχήματος, αποδεικνύοντας ότι είναι παραλληλόγραμμο διατυπώνοντας μη οικονομικό 

ορισμό, χρησιμοποίησε τα συμπεράσματα της προηγούμενης πρότασης για να ολοκληρώσει την 

απόδειξη του προβλήματος. Το γραπτό της συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Γ1, Γ3, Γ5, Γ7.  
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4.3.1.13. Ως προς τη συµµετοχή του Μ13 στο περιβάλλον χαρτί-µολύβι 
 

Α στάδιο (προ- τεστ) Β στάδιο (μέσο- τεστ)   

 

Σε τρίγωνο ισοσκελές να αποδείξετε ότι 

οι αποστάσεις του μέσου Μ της βάσης 

από τις ίσες πλευρές είναι μεταξύ τους 

ίσες. 

Να δείξετε ότι αν σε παραλληλόγραμμο η μια 

γωνία του είναι ορθή είναι ορθογώνιο. 
 

 
Αναδιατυπωμένο πραγματικό πρόβλημα   Γ στάδιο (μετά- τεστ) 

 

Στο προ-τεστ δεν είχε ικανότητα μετάφρασης της λεκτικής διατύπωσης σε εικονική, με 

αποτέλεσμα να κατασκευάσει ένα ανακριβές διάγραμμα. Χρησιμοποίησε στοιχεία της υπόθεσης 

αλλά δεν ολοκλήρωσε την απόδειξη της πρότασης, ούτε διατύπωσε κάποιο θεώρημα. Το γραπτό 

του συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά  Α5, Α6, Α7. 

Στο μέσο-τεστ διατύπωσε το κριτήριο ισότητας τριγώνων για να αιτιολογήσει το συμπέρασμα 

του καθώς και συμπεράσματα όπως την ισότητα των απέναντι γωνιών του σχήματος, το οποίο 

τον οδήγησε να συμπεραίνει ότι το σχήμα είναι ορθογώνιο. Επομένως ανέπτυξε παραγωγικό 

συλλογισμό. Το γραπτό του συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Β2, Β3, Β4, Β6, Β7. 
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Στο πραγματικό πρόβλημα ο μαθητής κατασκεύασε ένα ακριβές διάγραμμα ορθογωνίου στο 

οποίο περιέγραψε σχέσεις μεταξύ των αντικειμένων του διαγράμματος, επομένως έχει αποκτήσει 

την ικανότητα δομικής ανάλυσης του σχήματος. Διαπίστωσε την ισότητα των τμημάτων ΦΡ, ΦΝ, 

d(Ν, αγγείο), ΚΛ και έδωσε λύση στο πρόβλημα. Ο μαθητής δέχθηκε ότι η μεσοκάθετος του ΦΚ 

είναι και μεσοκάθετος του ΝΟ, επομένως συμπέρανε από τα αποτελέσματα στην οθόνη την 

αιτία, δηλαδή ανέπτυξε απαγωγικό συλλογισμό. Έχει αναπτύξει την ικανότητα λογικής 

εφαρμογής των σχέσεων στο πρόβλημα. Το γραπτό του συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Π1, Π2, 

Π3, Π5, Π8. 

Στο μετά-τεστ: χρησιμοποίησε οπτικά στοιχεία του διαγράμματος και υπονοεί το θεώρημα για 

να αποδείξει την παραλληλία των δυο πλευρών του σχήματος, στη συνέχεια την παραλληλία και 

ισότητα των δυο άλλων πλευρών, επομένως ανέπτυξε παραγωγικό συλλογισμό. Το γραπτό του 

συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Γ1, Γ3, Γ5, Γ6.  

 
 

4.3.1.14. Ως προς τη  συµµετοχή της Μ14 στο περιβάλλον χαρτί-µολύβι 
 

Α στάδιο (προ- τεστ) Β στάδιο (μέσο- τεστ)   

 

 

 
Σε τρίγωνο ισοσκελές να αποδείξετε ότι 

οι διάμεσοι προς τις ίσες πλευρές είναι 

μεταξύ τους ίσες. 

Να δείξετε ότι αν σε παραλληλόγραμμο οι 

διαγώνιες είναι ίσες είναι ορθογώνιο. 
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Αναδιατυπωμένο πραγματικό πρόβλημα   Γ στάδιο (μετά- τεστ) 

 

Στο προ-τεστ:κατασκεύασε ανακριβές διάγραμμα, χρησιμοποίησε στοιχεία του 

συμπεράσματος για την υπόθεση του προβλήματος αλλά δεν ολοκλήρωσε την απόδειξη. Το 

γραπτό της συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Α1, A2, Α3, Α4, Α5, Α6, Α7. 

Στο μέσο-τεστ: έχει αναπτύξει την ικανότητα μετάφρασης της «αν…τότε» δήλωσης. Αιτιολογεί 

ανεπαρκώς και οδηγείται στο συμπέρασμα της πρότασης. Το γραπτό της συγκεντρώνει τα 

χαρακτηριστικά Β1, Β2, Β3, Β4, Β6, Β7. 

Στο πραγματικό πρόβλημα: ανέπτυξε μετασχηματιστικό συλλογισμό, αφού ανέπτυξε σκέψη 

με κίνηση σε στατικό διάγραμμα και προέβλεψε λογικές σχέσεις μεταξύ των αντικειμένων του 

διαγράμματος. Ανέπτυξε απαγωγικό συλλογισμό, αφού διατύπωσε την ισότητα d(Ρ, αγγείο)=ΚΛ 

και την παραλληλία («φέραμε παράλληλη προς την ΚΛ»), επομένως προσδιόρισε την λύση του 

προβλήματος, χρησιμοποιώντας στοιχεία από το διάγραμμα. Το γραπτό της συγκεντρώνει τα 

χαρακτηριστικά Π1, Π2, Π3, Π5. 

Στο μετά-τεστ: διατύπωσε έναν οικονομικό ορισμό για το ορθογώνιο. Ανέπτυξε συνδυασμό 

απαγωγικού και  παραγωγικού συλλογισμού, προκειμένου να αποδείξει το συλλογισμό της. Το 

γραπτό της συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Γ1, Γ2, Γ3, Γ5, Γ6.  

 
 

4.3.2. Μέρος Β. Μελέτη της οµάδας ελέγχου 
 

4.3.2.1.Ως προς τη συµµετοχή του ΜΕ1 στο περιβάλλον χαρτί-µολύβι  
Στο προ-τεστ: κατασκεύασε ακριβές διάγραμμα, χρησιμοποίησε ισότητα (ΑΔ=ΑΕ) την οποία 

συμπέρανε από το διάγραμμα, αναπτύσσοντας συνδυασμό απαγωγικού και παραγωγικού 

συλλογισμού. Αντιμετώπισε γνωστικά εμπόδια, προκειμένου να ολοκληρώσει την απόδειξη. Το 

γραπτό του συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Α2, Α3, Α5, Α6, Α7.  
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Στο μέσο-τεστ: δεν είχε ικανότητα μετάφρασης της λεκτικής αναπαράστασης σε συμβολική, 

δηλαδή ικανότητα μετάφρασης της «αν…τότε» δήλωσης. Το γραπτό του συγκεντρώνει τα 

χαρακτηριστικά Β1, Β4.  

 

Α στάδιο (προ- τεστ) Β στάδιο (μέσο- τεστ)   

 

 

 

Σε τρίγωνο ισοσκελές να αποδείξετε ότι 

τα ύψη προς τις ίσες πλευρές είναι μεταξύ 

τους  ίσα.   

 

Να δείξετε ότι αν σε παραλληλόγραμμο οι 

διαγώνιες είναι ίσες είναι ορθογώνιο. 

 

 

 

 

 
Αναδιατυπωμένο πραγματικό πρόβλημα   Γ στάδιο (μετά- τεστ) 

 

Στο πραγματικό πρόβλημα: κατασκεύασε ανακριβές διάγραμμα, αφού δεν κατανόησε την 

έννοια της περιστροφής κατά 90ο και επομένως δεν είχε ικανότητα εφαρμογής της λύσης του 

προβλήματος. Το γραπτό του συγκεντρώνει  τα χαρακτηριστικά Π5.   
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Στο μετά-τεστ: κατασκεύασε ένα ειδικό σχήμα (ρόμβο), παρερμηνεύοντας τα δεδομένα του 

προβλήματος, επομένως δεν έχει αναπτύξει ικανότητες σχεδίασης. Εφάρμοσε το θεώρημα 

ΘΜΠ, το οποίο δε διατύπωσε, επομένως έχει αναπτύξει τη διαδικαστική γνώση του 

θεωρήματος. Διατύπωσε έναν οικονομικό ορισμό του ορθογωνίου και λογικοπαραγωγικό 

επιχείρημα το οποίο δεν προέκυψε από την επίλυση του προβλήματος. Το γραπτό του 

συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Γ1, Γ3, Γ4, Γ5, Γ6, Γ7, Γ8, Γ9.  

 

4.3.2.2.Ως προς τη συµµετοχή του ΜΕ2 στο περιβάλλον χαρτί-µολύβι  
 
Α στάδιο (προ- τεστ) Β στάδιο (μέσο- τεστ)   

 

  

Σε τρίγωνο ισοσκελές να αποδείξετε ότι 

τα ύψη προς τις ίσες πλευρές είναι μεταξύ 

τους ίσα. 

Να δείξετε ότι αν σε παραλληλόγραμμο μια  

γωνία του είναι ορθή τότε είναι ορθογώνιο. 

 

 

 
Αναδιατυπωμένο πραγματικό πρόβλημα   Γ στάδιο (μετά- τεστ) 

 
Στο προ-τεστ: ο μαθητής εξειδίκευσε το διάγραμμα, αφού παρερμήνευσε την ιδιότητα του 

ύψους και ως ιδιότητα της διχοτόμου και διαμέσου και δεν ολοκλήρωσε την απόδειξη. Το γραπτό 

του συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά  Α3, Α4, Α6, Α7. 
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Στο μέσο-τεστ: κατασκεύασε ακριβές διάγραμμα, μετέφρασε την λεκτική διατύπωση του 

προβλήματος ανεπαρκώς, αφού δεν χρησιμοποίησε το στοιχείο της ορθής γωνίας. Επομένως, δεν 

είχε αποκτήσει την ικανότητα μετάφρασης της «αν…τότε» δήλωσης. Το γραπτό του συγκεντρώνει 

τα χαρακτηριστικά Β1, Β3, Β6. 

Στο πραγματικό πρόβλημα: κατασκεύασε ανακριβές διάγραμμα αφού δεν κατανόησε την 

έννοια της περιστροφής κατά 90ο.  

Μετασχημάτισε τα τμήματα ΦΟ, ΟΚ σε κάθετα αλλά άνισα τμήματα, με αποτέλεσμα να μην 

έχει την δυνατότητα να οπτικοποιήσει μέσω του διαγράμματος το σχήμα του ορθογωνίου 

παραλληλογράμμου, το οποίο αποτελεί βασικό στοιχείο για την επίλυση του προβλήματος. 

Συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Π5. 

Στο μετά-τεστ: ανέπτυξε την διαδικαστική γνώση του θεωρήματος ΘΜΠ, παραγωγικό 

συλλογισμό και διατύπωσε οικονομικό ορισμό του ορθογωνίου.  Το γραπτό του συγκεντρώνει τα 

χαρακτηριστικά Γ1, Γ3, Γ6, Γ7.  

 

 

4.3.2.3.Ως προς τη συµµετοχή του ΜΕ3 στο περιβάλλον χαρτί-µολύβι 
 
Α στάδιο (προ- τεστ) Β στάδιο (μέσο- τεστ)   

 

 
Σε τρίγωνο ισοσκελές να αποδείξετε ότι οι 

διάμεσοι προς τις ίσες πλευρές είναι 

μεταξύ τους ίσες. 

Να δείξετε ότι αν σε παραλληλόγραμμο οι 

διαγώνιες είναι ίσες τότε είναι ορθογώνιο.  

 

  

Αναδιατυπωμένο πραγματικό πρόβλημα   Γ στάδιο (μετά- τεστ) 
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Στο προ-τεστ: η μαθήτρια δεν κατασκεύασε ακριβές διάγραμμα, αλλά ολοκλήρωσε την 

απόδειξη. Το γραπτό της συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Α4, Α5, Α7. 

Στο μέσο-τεστ: η μαθήτρια κατασκεύασε ακριβές διάγραμμα και διατύπωσε τις ιδιότητες του 

παραλληλογράμμου. Δεν ανέπτυξε την ικανότητα διαχωρισμού της υπόθεσης από το 

συμπέρασμα, καθώς και την ικανότητα να μεταφράσει τη λεκτική διατύπωση σε συμβολική 

αναπαράσταση. Επομένως, δεν έχει αποκτήσει την ικανότητα μετάφρασης της «αν…τότε» 

δήλωσης. Το γραπτό της συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Β1, Β5. 

Στο πραγματικό πρόβλημα: η μαθήτρια κατασκεύασε ανακριβές διάγραμμα αφού δεν 

κατανόησε την έννοια της περιστροφής κατά 90ο. Αναγνώρισε το σχήμα του ισοσκελούς 

τραπεζίου, επομένως υπέθεσε ότι τα τμήματα ΦΚ και Μ΄Λ είναι παράλληλα λόγω του οπτικού 

συλλογισμού που ανέπτυξε από το διάγραμμα. Συνεπώς το τυχαίο περιστατικό του διαγράμματος 

την εμπόδισε να οδηγηθεί στη λύση του προβλήματος. Το γραπτό της συγκεντρώνει τα 

χαρακτηριστικά Π4. 

Στο μετά-τεστ: κατασκεύασε ανακριβές ειδικό διάγραμμα, ανέπτυξε την διαδικαστική γνώση 

του θεωρήματος ΘΜΠ, ανέπτυξε παραγωγικό συλλογισμό και διατύπωσε οικονομικό ορισμό 

του παραλληλογράμμου. Δεν ολοκλήρωσε την απόδειξη. Το γραπτό της συγκεντρώνει τα 

χαρακτηριστικά Γ1, Γ3, Γ5, Γ6, Γ7.  

 

4.3.2.4.Ως προς τη συµµετοχή του ΜΕ4 στο περιβάλλον χαρτί-µολύβι 
 
Α στάδιο (προ- τεστ) Β στάδιο (μέσο- τεστ)   

 

Σε τρίγωνο ισοσκελές να αποδείξετε ότι 

οι διάμεσοι προς τις ίσες πλευρές είναι 

μεταξύ τους ίσες. 

 

Να δείξετε ότι αν σε παραλληλόγραμμο μια  

γωνία του είναι ορθή τότε είναι ορθογώνιο. 
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Αναδιατυπωμένο πραγματικό πρόβλημα   Γ στάδιο (μετά- τεστ) 

 
Στο προ-τεστ: Κατασκεύασε ακριβές διάγραμμα, μεταφράζοντας τη λεκτική διατύπωση. 

Χρησιμοποίησε κριτήριο ισότητας το οποίο διατύπωσε και ολοκλήρωσε την απόδειξη με χρήση 

παραγωγικού συλλογισμού. Το γραπτό της συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Α2, Α4, Α7.  

Στο μέσο-τεστ: Κατασκεύασε ακριβές διάγραμμα, διατύπωσε έναν οικονομικό ορισμό, 

ανέπτυξε την ικανότητα μετάφρασης της «αν…τότε» δήλωσης. Στην απόδειξη της υπάρχουν 

στοιχεία παραγωγικού συλλογισμού. Το γραπτό της συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Β1, Β2, Β3, 

Β6, Β7.  

Στο πραγματικό πρόβλημα: Η μαθήτρια κατασκεύασε ανακριβές διάγραμμα αφού δεν 

κατανόησε την έννοια της περιστροφής κατά 90ο, το οποίο αποτέλεσε εμπόδιο στην επίλυση του 

προβλήματος. Το γραπτό της συγκεντρώνει  τα χαρακτηριστικά Π5.   

Στο μετά-τεστ: Κατασκεύασε ένα ειδικό διάγραμμα (ώστε το σημείο τομής των διαγωνίων του 

αρχικού τετράπλευρου να συμπίπτει με το σημείο τομής των διαγωνίων του ορθογωνίου), έχει 

αναπτύξει την διαδικαστική γνώση του θεωρήματος. Δεν ολοκλήρωσε την απόδειξη αφου δεν 

έχει αποκτήσει την ικανότητα της λογικής σύνδεσης των  σχέσεων. Το γραπτό της συγκεντρώνει 

τα χαρακτηριστικά Γ1, Γ3, Γ4, Γ5, Γ6, Γ7, Γ8, Γ9.  

 
4.3.2.5.Ως προς τη συµµετοχή του ΜΕ5 στο περιβάλλον χαρτί-µολύβι 

 
Α στάδιο (προ- τεστ) Β στάδιο (μέσο- τεστ)   

 



 - 398 - 

 
Σε τρίγωνο ισοσκελές να αποδείξετε ότι 

τα ύψη προς τις ίσες πλευρές είναι μεταξύ 

τους ίσα.  

 

Να δείξετε ότι αν σε παραλληλόγραμμο οι 

διαγώνιες είναι ίσες είναι ορθογώνιο.  

 

 

 

 
Αναδιατυπωμένο πραγματικό πρόβλημα   Γ στάδιο (μετά- τεστ) 

 
Στο προ-τεστ: ο μαθητής κατασκεύασε ένα ανακριβές διάγραμμα, δεν διατύπωσε υποθέσεις 

και συμπεράσματα της πρότασης, υπέθεσε στοιχεία προκειμένου να οδηγηθεί στην απόδειξη, 

αναπτύσσοντας απαγωγικό συλλογισμό. Το γραπτό του συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Α2, Α4, 

Α6.  

Στο μέσο-τεστ: δεν ανέπτυξε την ικανότητα μετάφρασης της «αν…τότε» δήλωσης. Απέδειξε 

την πρόταση χρησιμοποιώντας την ισότητα των γωνιών Δ και Γ που δεν γνώριζε από την 

υπόθεση. Απέδειξε ότι οι διαγώνιες είναι ίσες, δηλαδή κατέληξε σε συμπέρασμα που γνώριζε 

από την υπόθεση του προβλήματος. Το γραπτό του συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Β5, Β8.  

Στο πραγματικό πρόβλημα: κατασκεύασε ανακριβές διάγραμμα αφού δεν κατανόησε την 

έννοια της περιστροφής κατά 90ο, το οποίο αποτέλεσε εμπόδιο στην επίλυση του προβλήματος. 

Το γραπτό του συγκεντρώνει  τα χαρακτηριστικά Π5.   
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Στο μετά-τεστ: κατασκεύασε ακριβές διάγραμμα, ανέπτυξε την διαδικαστική γνώση του 

θεωρήματος ΘΜΠ, παραγωγικό συλλογισμό και διατύπωσε οικονομικό ορισμό του 

παραλληλογράμμου. Το γραπτό του συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Γ1, Γ3, Γ4, Γ5, Γ6, Γ7, Γ8, Γ9.  

 

4.3.2.6.Ως προς τη συµµετοχή του ΜΕ6 στο περιβάλλον χαρτί-µολύβι 
 
Α στάδιο (προ- τεστ) Β στάδιο (μέσο- τεστ)   

 

 
 

Σε τρίγωνο ισοσκελές να αποδείξετε ότι 

τα ύψη προς τις ίσες πλευρές είναι μεταξύ 

τους ίσα.  

 

Να δείξετε ότι αν σε παραλληλόγραμμο οι 

διαγώνιες είναι ίσες είναι ορθογώνιο.  

 

 
 

 

Αναδιατυπωμένο πραγματικό πρόβλημα   Γ στάδιο (μετά- τεστ) 

 
Στο προ-τεστ: Η μαθήτρια αντιμετώπιζε γνωστικά εμπόδια. Δεν είχε ικανότητα μετάφρασης της 

λεκτικής πληροφορίας σε σχέδιο, δεν διατύπωσε υποθέσεις και συμπεράσματα και δεν απέδειξε 

τη πρόταση. Το γραπτό της συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά A1, A2, A3, Α4, Α5, A6, Α7. 

Στο μέσο-τεστ: Δεν είχε ικανότητα μετάφρασης της «αν…τότε» δήλωσης. Η μαθήτρια 

προσπάθησε να προσαρμόσει τις νέες γνώσεις στο γνωστικό σχήμα της σύγκρισης τριγώνων, 

χωρίς να καταφέρει να ολοκληρώσει την απόδειξη αφού αντιμετώπιζε γνωστικά εμπόδια. Το 

γραπτό τηςσυγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Β3, Β5, Β6. 

Στο πραγματικό πρόβλημα: Δεν ανέπτυξε την ικανότητα μετάφρασης της διατύπωσης του 

προβλήματος σε ακριβές διάγραμμα, το οποίο αποτέλεσε εμπόδιο στην επίλυση του 

προβλήματος. Συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Π5. 

Στο μετά-τεστ: Δεν είχε ικανότητα επίλυσης του προβλήματος.   
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4.3.2.7.Ως προς τη συµµετοχή του ΜΕ7 στο περιβάλλον χαρτί-µολύβι 

 
Α στάδιο (προ- τεστ) Β στάδιο (μέσο- τεστ)   

 

 
Σε τρίγωνο ισοσκελές να αποδείξετε ότι 

οι αποστάσεις του μέσου Μ της βάσης 

από τις ίσες πλευρές είναι μεταξύ τους 

ίσες.  

 

Να δείξετε ότι αν σε παραλληλόγραμμο γωνία 

του είναι ορθή τότε είναι ορθογώνιο. 

 
 

 

 
Αναδιατυπωμένο πραγματικό πρόβλημα   Γ στάδιο (μετά- τεστ) 

 
 
Στο προ-τεστ: δεν κατασκεύασε ακριβές διάγραμμα, σύγκρινε τα τρίγωνα ΑΒΜ και ΑΓΜ και 

δεν απέδειξε την πρόταση.  Το γραπτό του συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά A3, Α4, A6, Α7. 

Στο μέσο-τεστ: κατασκεύασε ακριβές διάγραμμα στο οποίο σημείωσε όλα τα τμήματα με το 

ίδιο χαρακτηριστικό (τη διπλή γραμμή). Έχει αναπτύξει την ικανότητα διαχωρισμού της 

μετάφρασης της «αν…τότε» δήλωσης. Από τη σύγκριση των τριγώνων οδηγήθηκε σε σχέσεις 
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γνωστές από την υπόθεση. Επομένως αντιμετώπισε γνωστικά εμπόδια και δεν έχει αποκτήσει 

ικανότητα σύνδεσης των σχέσεων ώστε να παράγει την απόδειξη. Το γραπτό του συγκεντρώνει τα 

χαρακτηριστικά Β1, Β2, Β3, Β6. 

Στο πραγματικό πρόβλημα: Δεν ανέπτυξε την ικανότητα μετάφρασης της διατύπωσης του 

προβλήματος σε ακριβές διάγραμμα, το οποίο αποτέλεσε εμπόδιο στην επίλυση του 

προβλήματος. Το γραπτό του συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Π5. 

Στο μετά-τεστ: Δεν έχει αναπτύξει την ικανότητα να διαχωρίσει τα στοιχεία της υπόθεσης και 

χρησιμοποιεί οπτικά στοιχεία για να αιτιολογήσει τους ισχυρισμούς του. Δεν έχει αναπτύξει την 

διαδικαστική ικανότητα εφαρμογής του ΘΜΠ και δεν ολοκλήρωσε την απόδειξη. Το γραπτό του 

συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Γ1, Γ2, Γ4.  

 

4.3.2.8.Ως προς τη συµµετοχή του ΜΕ8 στο περιβάλλον χαρτί-µολύβι 
 
Α στάδιο (προ- τεστ) Β στάδιο (μέσο- τεστ)   

 

 
Σε τρίγωνο ισοσκελές να αποδείξετε ότι 

οι αποστάσεις του μέσου Μ της βάσης από 

τις ίσες πλευρές είναι μεταξύ τους ίσες.   

 

Να δείξετε ότι αν σε παραλληλόγραμμο οι 

διαγώνιες είναι ίσες είναι ορθογώνιο.  

 

 
 

 

Αναδιατυπωμένο πραγματικό πρόβλημα   Γ στάδιο (μετά- τεστ) 
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Στο προ-τεστ: Κατασκεύασε ανακριβές διάγραμμα και δεν είχε δυνατότητα διαχωρισμού της 

υπόθεσης από το συμπέρασμα καθώς και ικανότητα αποδεικτικής διαδικασίας. Το γραπτό του 

συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά A3, Α4, A6, Α7. 

Στο μέσο-τεστ: Οδηγήθηκε σε σύγκριση τριγώνων και χρησιμοποίησε την ισότητα των 

διαγωνίων στην υπόθεση και στο συμπέρασμα της πρότασης.  Διατύπωσε ιδιότητες-κριτήρια τα 

οποία όμως δεν είχε δυνατότητα να εφαρμόσει για να αποδείξει την πρόταση. Το γραπτό του 

συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Β1, Β2, Β3, Β4, Β5, Β6, Β7. 

Στο πραγματικό πρόβλημα: Κατασκεύασε ακριβές διάγραμμα, επομένως έχει αναπτύξει την 

ικανότητα μετάφρασης της λεκτικής διατύπωσης σε εικονική. Στο διάγραμμα έχει κατασκευάσει 

την περιστροφή των τμημάτων ΦΡ΄, Ρ΄Κ κατά ίσα και κάθετα τμήματα, που τον οδήγησε να 

σχεδιάσει το ορθογώνιο παραλληλόγραμμο, καθώς και την μεσοπαράλληλη του ορθογωνίου. Δεν 

έχει αναπτύξει την αποδεικτική ικανότητα, ούτε την ικανότητα εφαρμογής της λύσης.  Το γραπτό 

του συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Π1, Π2, Π3, Π4. 

Στο μετά-τεστ: Κατασκεύασε ακριβές διάγραμμα, διαχώρισε την υπόθεση από το συμπέρασμα 

αλλά δεν απέδειξε την πρόταση. Στο γραπτό του παρουσιάζεται τo χαρακτηριστικό Γ1.  

 

4.3.2.9.Ως προς τη  συµµετοχή του ΜΕ9 στο περιβάλλον χαρτί-µολύβι  
 
Α στάδιο (προ- τεστ) Β στάδιο (μέσο- τεστ)   

 

 

 
Σε τρίγωνο ισοσκελές να αποδείξετε ότι 

οι διχοτόμοι προς τις ίσες πλευρές είναι 

μεταξύ τους ίσες. 

Αν σε παραλληλόγραμμο η μια γωνία είναι 

ορθή τότε είναι ορθογώνιο.  
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Αναδιατυπωμένο πραγματικό πρόβλημα   Γ στάδιο (μετά- τεστ) 

 
Στο προ-τεστ: η μαθήτρια ανέπτυξε παραγωγικό συλλογισμό. Διατύπωσε το κριτήριο ισότητας 

τριγώνων και ολοκλήρωσε την απόδειξη. Το γραπτό της συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Α2, Α3, 

Α7.  

Στο μέσο-τεστ: ανέπτυξε ανεπαρκή αιτιολόγηση και δεν ολοκλήρωσε την απόδειξη αφού δεν 

διατύπωσε συμπεράσματα. Το γραπτό της συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Β5.  

Στο πραγματικό πρόβλημα: δεν ανέπτυξε την ικανότητα μετάφρασης της διατύπωσης του 

προβλήματος σε ακριβές διάγραμμα, το οποίο αποτέλεσε εμπόδιο στην επίλυση του 

προβλήματος. Το γραπτό της συγκεντρώνει  τα χαρακτηριστικά Π5.   

Στο μετά-τεστ: δεν ανέπτυξε την διαδικαστική ικανότητα εφαρμογής του ΘΜΠ. Η διατύπωση 

της «επειδή οι διαγώνιες τέμνονται κάθετα το σχήμα είναι ρόμβος» μας οδηγεί να συμπεράνουμε 

ότι χρησιμοποίησε οπτικά στοιχεία για να συμπεράνει σχετικά με το είδος του διαγράμματος. Δεν 

ολοκλήρωσε την απόδειξη. Το γραπτό της συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Γ4, Γ8.  

 

4.3.2.10.Ως προς τη  συµµετοχή του ΜΕ10 στο περιβάλλον χαρτί-µολύβι 
 
Α στάδιο (προ- τεστ) Β στάδιο (μέσο- τεστ)   

 

Σε τρίγωνο ισοσκελές να αποδείξετε ότι 

τα ευθύγραμμα τμήματα που συνδέουν το 

Αν σε παραλληλόγραμμο η μια γωνία είναι 

ορθή τότε είναι ορθογώνιο.  
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μέσο Μ της βάσης με τα μέσα των ίσων 

πλευρών είναι μεταξύ τους ίσα.  

 

 

 

 

Αναδιατυπωμένο πραγματικό πρόβλημα   Γ στάδιο (μετά- τεστ) 
 
Στο προ-τεστ: η μαθήτρια κατασκεύασε ένα ακριβές διάγραμμα, διαχώρισε σωστά τις 

υποθέσεις και τα συμπεράσματα, σύγκρινε τρίγωνα, αιτιολογώντας τον συλλογισμό της και 

οδηγήθηκε στο συμπέρασμα αναπτύσσοντας παραγωγικό συλλογισμό. Το γραπτό της 

συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Α2, Α3, Α7.  

Στο μέσο-τεστ: σύγκρινε ανεπαρκώς τα τρίγωνα ΒΑΔ και ΒΔΓ και χρησιμοποίησε την ισότητα 

των γωνιών του παραλληλογράμμου για να οδηγηθεί στο συμπέρασμα. Επομένως, η μαθήτρια 

χρησιμοποίησε περισσότερα δεδομένα για να αποδείξει ότι ήταν αναγκαίο, αναπτύσσοντας 

συμπερασματικό συλλογισμό, χωρίς να έχει συνειδητή γνώση του χαρακτήρα συμβόλου του 

ορθογωνίου. Το γραπτό της συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Β1, Β2, Β4, Β7.  

Στο πραγματικό πρόβλημα: δεν έχει αναπτύξει την ικανότητα μετασχηματισμών. Διατύπωσε 

λογικές σχέσεις που αφορούν την καθετότητα των τμημάτων (κάθετη σε ίση απόσταση στο 

σημείο Λ΄) δεν μετέφρασε  όμως την έννοια της ισότητας σε σωστή εικονική αναπαράσταση, με 

αποτέλεσμα να μην προκύπτει ένα ορθογώνιο. Διατύπωσε ως λύση την έννοια της μεσοκαθέτου, 

και οδηγήθηκε σε συμπεράσματα από οπτικά στοιχεία του διαγράμματος. Το γραπτό της 

συγκεντρώνει  τα χαρακτηριστικά Π5, Π6, Π7.   

Στο μετά-τεστ: η μαθήτρια έχει αναπτύξει την ικανότητα να οδηγηθεί σε παραγωγικά / λογικά 

συμπεράσματα, αν και οι διατυπώσεις της παραμένουν ανεπαρκείς. Στο γραπτό της ισχυρίστηκε 
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ότι «επειδή ΝΚ//= ΔΒ/2 και ΜΛ//=ΔΒ/2 και τα παράλληλα ευθύγραμμα τμήματα τέμνονται από 

την ΑΓ σχηματίζοντας γωνία 90ο θα τέμνονται κάθετα και το ΜΛ από τα κάθετα τμήματα ΜΝ, ΚΛ 

σε παράλληλη ευθεία. Επομένως, Μ=90ο και Λ=90ο». Το γραπτό της συγκεντρώνει τα 

χαρακτηριστικά Γ3, Γ4, Γ5, Γ6, Γ7, Γ8, Γ9.  

 
4.3.2.11.Ως προς τη συµµετοχή του ΜΕ11 στο περιβάλλον χαρτί-µολύβι  

 
Α στάδιο (προ- τεστ) Β στάδιο (μέσο- τεστ)   

 

 

 

Σε τρίγωνο ισοσκελές να αποδείξετε ότι 

τα ευθύγραμμα τμήματα που συνδέουν το 

μέσο Μ της βάσης με τα μέσα των ίσων 

πλευρών είναι μεταξύ τους ίσα.  

 

Να δείξετε ότι αν σε παραλληλόγραμμο οι 

διαγώνιες είναι ίσες είναι ορθογώνιο. 

 

 

Αναδιατυπωμένο πραγματικό πρόβλημα   Γ στάδιο (μετά- τεστ) 
 
Στο προ-τεστ: κατασκεύασε ένα ανακριβές διάγραμμα. Στη σύγκριση του υπέθεσε ότι η γωνία 

Ε1=Δ1 και ανέπτυξε ανεπαρκή επιχειρηματολογία. Το γραπτό του συγκεντρώνει τα 

χαρακτηριστικά Α2, Α4, Α5, Α6.  
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Στο μέσο-τεστ: κατασκεύασε ένα ανακριβές διάγραμμα. Ανέπτυξε ανεπαρκή 

επιχειρηματολογία και δεν είχε δυνατότητα να ολοκληρώσει την απόδειξη. Το γραπτό του 

συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Β5.  

Στο πραγματικό πρόβλημα: δεν ανέπτυξε την ικανότητα μετάφρασης της διατύπωσης του 

προβλήματος σε ακριβές διάγραμμα, το οποίο αποτέλεσε εμπόδιο στην επίλυση του 

προβλήματος. Το γραπτό του συγκεντρώνει  τα χαρακτηριστικά Π5.   

Στο μετά-τεστ: ο μαθητής δεν κατασκεύασε το χαρακτήρα συμβόλου του 

παραλληλογράμμου και του ορθογωνίου και δεν έχει αποκτήσει την ικανότητα να διαχωρίσει τα 

στοιχεία της υπόθεσης από του συμπεράσματος. Διατύπωσε έναν μη οικονομικό ορισμό του 

παραλληλογράμμου. Το γραπτό του συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Γ4, Γ8.  

 

 

4.3.2.12.Ως προς τη  συµµετοχή του ΜΕ12 στο περιβάλλον χαρτί-µολύβι 
 
Α στάδιο (προ- τεστ) Β στάδιο (μέσο- τεστ)   

 

 
Σε τρίγωνο ισοσκελές να αποδείξετε ότι 

τα ευθύγραμμα τμήματα που συνδέουν το 

μέσο Μ της βάσης με τα μέσα των ίσων 

πλευρών είναι μεταξύ τους ίσα.  

 

Να δείξετε ότι αν σε παραλληλόγραμμο οι 

διαγώνιες είναι ίσες είναι ορθογώνιο. 

 

 

Αναδιατυπωμένο πραγματικό πρόβλημα   Γ στάδιο (μετά- τεστ) 
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Στο προ-τεστ: κατασκεύασε ακριβές διάγραμμα, παρερμήνευσε την έννοια της διχοτόμου με 

την έννοια της διαμέσου αφού διατύπωσε ότι ΒΕ=ΓΖ. Δεν ολοκλήρωσε την απόδειξη. Το γραπτό 

της συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Α1, Α2, Α4, Α5, Α6.  

Στο μέσο-τεστ: χρησιμοποίησε διάφορα στοιχεία από την θεωρία, προσπαθώντας να 

αιτιολογήσει ότι «οι διαγώνιοι του σχήματος είναι ίσες». Ανέπτυξε ανεπαρκή αιτιολόγηση.  Το 

γραπτό της συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Β5, Β8.  

Στο πραγματικό πρόβλημα: οδηγήθηκε στο μετασχηματισμό των τμημάτων, κατασκευάζοντας 

ένα σχέδιο ορθογωνίου παραλληλογράμμου, διατύπωσε τις σχέσεις που αντιλήφθηκε από το 

διάγραμμα, αλλά δεν οδηγήθηκε στη λύση του προβλήματος. Το γραπτό της συγκεντρώνει  τα 

χαρακτηριστικά Π5.   

Στο μετά-τεστ: διατύπωσε μια «αν …τότε» δήλωση και έναν οικονομικό ορισμό για το 

ορθογώνιο. Εξειδίκευσε τα συμπεράσματα του στο διάγραμμα και ανέπτυξε απαγωγικό 

συλλογισμό για να συμπεράνει ότι οι γωνίες είναι ορθές αλλά δεν ολοκλήρωσε την απόδειξη. Το 

γραπτό της συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Γ2, Γ3, Γ4, Γ5.  

 

4.3.2.13.Ως προς τη συµµετοχή του ΜΕ13 στο περιβάλλον χαρτί-µολύβι 

 
Α στάδιο (προ- τεστ) Β στάδιο (μέσο- τεστ)   

 

Σε τρίγωνο ισοσκελές να αποδείξετε ότι 

τα ευθύγραμμα τμήματα που συνδέουν το 

μέσο Μ της βάσης με τα μέσα των ίσων 

πλευρών είναι μεταξύ τους ίσα.   

 

Να δείξετε ότι αν σε παραλληλόγραμμο οι 

διαγώνιες είναι ίσες είναι ορθογώνιο. 

 

 



 - 408 - 

 
 

Αναδιατυπωμένο πραγματικό πρόβλημα   Γ στάδιο (μετά- τεστ) 

 
Στο προ-τεστ: κατασκεύασε ένα διάγραμμα ισοπλεύρου τριγώνου, και  η απόδειξη του ήταν 

ανεπαρκής. Το γραπτό του συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά A2, A3,  A6, Α7. 

Στο μέσο-τεστ: διατύπωσε έναν ανεπαρκή ορισμό «για να είναι ένα τετράπλευρο ορθογώνιο 

πρέπει οι διαγώνιες να είναι ίσες». Κατασκεύασε ένα τετράγωνο για να εξασφαλίσει την ισότητα 

των διαγωνίων και από το διάγραμμα οδηγήθηκε στο συμπέρασμα. Το γραπτό του συγκεντρώνει 

τα χαρακτηριστικά  Α2, Β2, Β4. 

Στο πραγματικό πρόβλημα: ο μαθητής μετασχημάτισε το τμήμα ΦΚ κατά ίσα και κάθετα 

τμήματα που σχημάτισαν ένα τετράγωνο. Το σχήμα αυτό ενδεχομένως να είναι αποτέλεσμα της 

οπτικοποίησης του προβλήματος στα δυναμικά μέσα αφού ο μαθητής συμμετείχε εθελοντικά 

στην πειραματική ομάδα με χρήση των ΣΟΕΑ.  Το γραπτό του συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά 

Π1, Π7. 

Στο μετά-τεστ: ο μαθητής αντιμετώπιζε γνωστικά εμπόδια που τον εμπόδισαν να ολοκληρώσει 

την απόδειξη.  Το γραπτό του συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Γ1, Γ2, Γ4.  

 

4.3.2.14.Ως προς τη  συµµετοχή του ΜΕ14 στο περιβάλλον χαρτί-µολύβι 
 
Α στάδιο (προ- τεστ) Β στάδιο (μέσο- τεστ)   

 

 
 

Σε τρίγωνο ισοσκελές να αποδείξετε ότι 

τα ύψη προς τις ίσες πλευρές είναι μεταξύ 

τους ίσα. 

Να δείξετε ότι αν σε παραλληλόγραμμο οι 

διαγώνιες είναι ίσες είναι ορθογώνιο. 
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Αναδιατυπωμένο πραγματικό πρόβλημα   Γ στάδιο (μετά- τεστ) 

 

Στο προ-τεστ: η μαθήτρια κατασκεύασε ένα ανακριβές διάγραμμα, διατύπωσε ελλιπώς τις 

υποθέσεις, παρερμήνευσε την έννοια του ύψους με την έννοια της διαμέσου και συμπέρανε 

στοιχεία τα οποία χρησιμοποίησε για την απόδειξη της ισότητας τριγώνων. Το γραπτό της 

συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Α1, Α2, Α4, Α5.  

Στο μέσο-τεστ: κατασκεύασε ένα ανακριβές διάγραμμα. Διατύπωσε θεωρήματα τα οποία έχει 

αποστηθίσει αλλά δεν είχε ικανότητα να εφαρμόσει για να αποδείξει την πρόταση.Επομένως,  

ανέπτυξε ανεπαρκή αιτιολόγηση αν και διατύπωσε τα θεωρήματα.Το γραπτό της συγκεντρώνει 

τα χαρακτηριστικά Β5, Β8.  

Στο πραγματικό πρόβλημα: δεν ανέπτυξε την ικανότητα μετάφρασης της διατύπωσης του 

προβλήματος σε ακριβές διάγραμμα, το οποίο αποτέλεσε εμπόδιο στην επίλυση του 

προβλήματος.Το γραπτό της συγκεντρώνει  τα χαρακτηριστικά Π5.   

Στο μετά-τεστ: Διατύπωσε συμπερασματικές δηλώσεις και ανέπτυξε την διαδικαστική 

ικανότητα του θεωρήματος ΘΜΠ. Το γραπτό της συγκεντρώνει τα χαρακτηριστικά Γ3, Γ4, Γ5, Γ6, 

Γ8.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5  

 
 

Τα ευρήµατα της έρευνας – Συζήτηση επί 
των ευρηµάτων 

 

 
5.1. Εισαγωγή  
Στο παρόν κεφάλαιο συζητείται η ανάπτυξη του επιπέδου van Hiele των μαθητών των δυο 

ομάδων, της πειραματικής ομάδας και της ομάδας ελέγχου που συμμετείχαν στην ερευνητική 

διαδικασία και απαντώνται τα ερευνητικά ερωτήματα που είχαν τεθεί για κάθε μαθητή. 

Παρουσιάζεται η εξέλιξη των μαθητών της πειραματικής ομάδας αναφορικά με τη συμμετοχή 

τους στο δυναμικό περιβάλλον, αλλά και στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι και αναφέρεται το 

επίπεδο van Hiele όπως αυτό αξιολογήθηκε από το τεστ Usiskin. Ομοίως, παρουσιάζεται η εξέλιξη 

των μαθητών της ομάδας ελέγχου ως προς τη συμμετοχή τους στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι, 

καθώς και η τελική αξιολόγηση του van Hiele τεστ. Τέλος ακολουθεί η σύγκριση της εξέλιξης κάθε 

μαθητή των δυο ομάδων όπως αυτή καταγράφηκε λόγω της συμμετοχής του στην ομάδα και 

λόγω της συμμετοχής του στα στατικά τεστ. Με αυτό τον τρόπο συγκρίνονται  τα αποτελέσματα 

για κάθε μαθητή της πειραματικής ομάδας και ελέγχεται η εγκυρότητα των αποτελεσμάτων της 

πειραματικής  διαδικασίας μέσω του λογισμικού, καθώς και η αξιοπιστία του τεστ  Usiskin. 

Ομοίως, της εξέλιξης κάθε μαθητή της ομάδας ελέγχου ως προς το van Hiele τεστ.  

Εξετάζεται αν ο κάθε μαθητής έχει μεταβεί σε ένα υψηλότερο επίπεδο γεωμετρικής σκέψης van 

Hiele, ως αποτέλεσμα της συμμετοχής του στην προτεινόμενη διδακτική ακολουθία μέσω του 

μαθησιακού μονοπατιού συμπεριλαμβανομένων των ΣΟΕΑ (LVAR). Για τους μαθητές της ομάδας 

ελέγχου ελέγχεται πώς διαφοροποιείται η εξέλιξή τους ως προς το επίπεδο van Hiele, ως 

αποτέλεσμα της συμμετοχής τους στο πρόγραμμα σπουδών της τάξης τους και σε σχέση με τους 

μαθητές του ιδίου επιπέδου της πειραματικής ομάδας. 
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5.2. Πειραµατική οµάδα  
 
5.2.1. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του Μ1  

 

Α. Ως προς τη συμμετοχή του Μ1 στο δυναμικό περιβάλλον:  

Ο Μ1 αρχικά δεν είχε ικανότητα μετάφρασης της λεκτικής περιγραφής σε σχέδιο ή της 

νοητικής του εικόνας για το αντικείμενο σε εικονική ή λεκτική. Αναλυτικότερα, στη διάρκεια της 

διαδικασίας παρουσιάστηκαν (Patsiomitou, 2012):  

εμπόδια γνωστικής φύσης που αφορούν τη γεωμετρία: ο μαθητής δεν αναγνώριζε τα 

στοιχεία του σχήματος (ή δε γνώριζε τους όρους των στοιχείων του σχήματος) και δεν είχε 

ικανότητα να συνδέσει την κατασκευαστική διαδικασία με κάποιο ορισμό ή θεωρία 

εμπόδια γνωστικής φύσης που αφορούν τη χρήση του λογισμικού: ο μαθητής  

• δεν είχε κατασκευάσει σχήματα χρήσης των εργαλείων  

• είχε αποστηθίσει τον τρόπο χρήσης των εργαλείων, γιατί δεν έχει συνδέσει με λογική την 

επιλογή των εργαλείων για την κατασκευή του, επομένως δε είχε τη σειριακή, λεκτική και 

λειτουργική κατανόηση των εργαλείων  

• αποκωδικοποιούσε την κατασκευαστική διαδικασία με εργαλεία του λογισμικού όπως στα 

στατικά μέσα, εκτελώντας ενέργειες πολλές φορές περιττές. 

Ο Μ1 αντιμετώπισε γνωστικές συγκρούσεις στα [2, 7, 46, 170, 198, 213] σημεία του διαλόγου, 

σε αλληλεπίδραση με τα εργαλεία σημείου (και πειραματικού συρσίματος), κύκλου (και 

πειραματικού συρσίματος), ανάκλασης και προσαρμ. εργαλείου.  

Οι γνωστικές συγκρούσεις προέκυψαν λόγω των γνωστικών εμποδίων που αντιμετώπισε και 

που οφείλονταν είτε στην ίδια τη φύση των εννοιών της γεωμετρίας, είτε στο εργαλείο που 

επιχείρησε να χρησιμοποιήσει (δηλαδή εργαλειακών εμποδίων). Ειδικότερα αντιμετώπισε με την 

έννοια της αξονικής και κεντρικής συμμετρίας.  

Μέσω του εργαλείου ανάκλασης και του συρσίματος σημείου (αρχικά πειραματικού και στη 

συνέχεια θεωρητικού), ο μαθητής απόκτησε μια αυξανόμενη δυνατότητα να εξετάζει τη δομή 

των σχημάτων αναλύοντας τα μέρη τους, χαρακτηριστικό επιπέδου 2 (Battista, 2007). 

Παρατηρήθηκε επομένως μια αυξανόμενη ικανότητα του Μ1 μετάφρασης μεταξύ 

αναπαραστάσεων (εσωτερικών, εξωτερικών) λόγω της διαμεσολάβησης των εργαλείων του 

λογισμικού. Αυτό είχε ως αποτέλεσμα να διατυπώσει έννοιες-εν-δράσει (π.χ [125], [138]) και να 

αναπτύξει την ικανότητα δομικής ανάλυσης.  
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Το προσαρμ. εργαλείο βοήθησε το μαθητή να αναπτύξει την ικανότητα λογικών συσχετίσεων, 

καθώς και τη διατύπωση μη οικονομικών ορισμών, αρχικά στη δεύτερη φάση της ερευνητικής 

διαδικασίας. Κατανόησε ακόμα την έννοια της κεντρικής συμμετρίας μέσω του προσαρμ. 

εργαλείου. Κομβικό σημείο στην ερευνητική διαδικασία είναι το σημείο [200] όπου ο μαθητής 

αποκωδικοποίησε λεκτικά την εικονική πληροφορία, με συνδυασμό άτυπης και τυπικής γλώσσας, 

λόγω της επίδρασης του προσαρμ. εργαλείου. Επομένως, οι συνδεόμενες αναπαραστάσεις που 

ο μαθητής δημιούργησε στη διάρκεια της διαδικασίας αποτέλεσαν το μέσο ώστε να διαχειριστεί 

την επίλυση των προβλημάτων (π.χ η κατασκευή του τετραγώνου ως αποτέλεσμα αντιστροφής 

των ενεργειών για την κατασκευή των αξόνων συμμετρίας του σχήματος). Ανέπτυξε την 

ικανότητα να αναλύει νοητικά ένα σχήμα, την οποία ο μαθητής δεν είχε στην αρχή της 

διαδικασίας. Σε αλληλεπίδραση με τις ΣΟΕΑ της τέταρτης φάσης διαπιστώθηκε η ικανότητα 

μετατροπής από εικονική σε λεκτική ή νοητική και αντίστροφα. Δηλαδή, οι ΣΟΕΑ της τέταρτης 

φάσης αποτέλεσαν το τελευταίο στάδιο της διαδικασίας αναφορικά με την απόκτηση της 

ικανότητας μετατροπής μεταξύ των αναπαραστάσεων.   

Ως προς την ικανότητα διατύπωσης εννοιών, διαπιστώθηκε ότι αρχικά διατύπωνε άτυπα ή με 

δυναμικό τρόπο ιδιότητες του παραλληλογράμμου ή ερμήνευε με συμβολικό τρόπο τις ιδιότητες 

των σχημάτων. Στη συνέχεια και ειδικότερα στην τέταρτη φάση της ερευνητικής διαδικασίας 

απόκτησε την ικανότητα διατύπωσης οικονομικών (ή μη οικονομικών) ορισμών σε συνεργασία 

με τα άλλα μέλη της ομάδας, χαρακτηριστικό επιπέδου 3.1 (Battista, 2007). 

 Ως προς την ανάπτυξη ειδών συλλογισμού προέκυψε ότι τα διαφορετικά εργαλεία του 

λογισμικού οδήγησαν στην ανάπτυξη των διαφορετικών ειδών συλλογισμού του μαθητή. 

Αναλυτικότερα, διαπιστώθηκε ότι το εργαλείο ανάκλασης συνέβαλλε στην ανάπτυξη επαγωγικού 

συλλογισμού και οι ΣΟΕΑ τέταρτης φάσης στην ανάπτυξη θεωρημάτων-εν-δράσει, γενικεύσεων 

(λόγω του εργαλείου ίχνους, πειραματικού συρσίματος) και παραγωγικού συλλογισμού (π.χ 

αποδεικτικών σχημάτων της μορφής του γενικού παραδείγματος ή πειράματος σκέψης) 

χαρακτηριστικό επιπέδου 3.2-3.3 (Battista, 2007) ως αποτέλεσμα της σύνθεσης εργαλείων.  

Ως προς την ανάπτυξη ικανοτήτων συμπεραίνεται ότι σε αλληλεπίδραση με τους σύνθετους 

μετασχηματισμούς των ΣΟΕΑ ανέπτυξε οπτικές ικανότητες και αναγνώρισε οπτικά την λύση του 

προβλήματος (π.χ οπτικοποίησε την αμετάβλητη ιδιότητα σημείου λόγω της επίδρασης του 

πειραματικού συρσίματος στην αλληλουχία μετασχηματισμών του διαγράμματος ή  οδηγήθηκε 

να αναπτύξει μια στρατηγική λόγω της επίδρασης του ίχνους και του συρσίματος). Ειδικότερα η 

σύνθεση των εργαλείων περιστροφής και θεωρητικού συρσίματος των ΣΟΕΑ οδήγησε στην 
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ανάπτυξη ΑΟΑ και τη δυναμική επανεφεύρεση της λύσης του προβλήματος, αφού 

αναστοχάστηκε σε προηγούμενες ενέργειες και ανακάλεσε την έννοια της μεσοπαραλλήλου που 

είχε κατασκευάσει στη δεύτερη φάση. Διαπιστώθηκε ακόμα ότι ο Μ1 είχε αποκτήσει ικανότητες 

εφαρμογής του προβλήματος.  

Β. Ως προς τη συμμετοχή του Μ1 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι  

Στο προ-τεστ αντιμετώπιζε γνωστικά εμπόδια και δεν ολοκλήρωσε την απόδειξη. Στο μέσο τεστ 

και μετά την ολοκλήρωση της διδασκαλίας του ορθογωνίου παραλληλογράμμου στην τάξη, ο 

μαθητής δείχνει να έχει αποκτήσει την ικανότητα μετάφρασης της «αν…τότε» δήλωσης του 

προβλήματος. Το αποτέλεσμα ήταν να κατασκευάσει ακριβές διάγραμμα και αναπτύξει λογικά 

επιχειρήματα. Η επίδραση των μετασχηματισμών των δυναμικών διαγραμμάτων και η σύνδεση 

των αναπαραστάσεων των δυναμικών φάσεων εννοιολογικά και διαδικαστικά στην τέταρτη φάση 

του ΥΜΜ έδειξε ότι ήταν συνειδητή και στην επίλυση του πραγματικού προβλήματος. Ο μαθητής 

αν και δεν ολοκλήρωσε την απόδειξη συνέδεσε τη λύση του προβλήματος με τη διερευνητική 

φάση του προβλήματος στο λογισμικό, αφού έχει κατασκευάσει σχήμα εργαλειοποιημένης 

δράσης του εργαλείου περιστροφής και έχει αποκτήσει την ικανότητα να αναπτύσσει «σκέψη με 

κίνηση στα στατικά μέσα». Στο μετά-τεστ ο M1 ανέπτυξε λογική επιχειρηματολογία για να 

αποδείξει ότι το σχήμα είναι παραλληλόγραμμο. Το επίπεδο του στο προ-τεστ ήταν 1 (αυστηρό 

κριτήριο) και στο μετά-τεστ van Hiele  3 (αυστηρό κριτήριο).  

 

5.2.2. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele της Μ2  
 
Α. Ως προς τη συμμετοχή της Μ2 στο δυναμικό περιβάλλον: 

Η M2 αντιμετώπιζε εμπόδια αποκωδικοποίησης της νοητικής της εικόνα σε εικονική, τα οποία 

προέκυψαν από την δυσκολία κατανόησης της σειριακής και θεσιακής επιλογής των σχηματικών 

μονάδων και εργαλείων του λογισμικού. Τo εργαλείo σημείου (μέσω του πειραματικού 

συρσίματος) προκάλεσε γνωστικές συγκρούσεις στη μαθήτρια, (π.χ στα 3, 12, 66, 90) και 

λειτούργησε σταδιακά διαμεσολαβητικά ώστε να αποκτήσει την ικανότητα να μετατρέψει μια 

νοητική αναπαράσταση σε λεκτική και στη συνέχεια σε εικονική. Εργαλειακά εμπόδια 

αντιμετώπισε και με άλλα εργαλεία (π.χ περιστροφής).  

Το προσαρμοσμένο εργαλείο συντέλεσε στην ανάπτυξη ικανότητας μετατροπής της εικονικής 

αναπαράστασης σε λεκτική και σε μετέπειτα φάση να συμπληρώσει νοητικά τις γραμμές του 

σχήματος και αναγνωρίσει το σχήμα του παραλληλογράμμου. Στην τέταρτη φάση διαπιστώνεται 
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ότι η μαθήτρια έχει αναπτύξει την ικανότητα να συνδέσει νοητικά αναπαραστάσεις, που είχε  

αλληλεπιδράσει στις προηγούμενες φάσεις της ερευνητικής διαδικασίας, καθώς και την 

ικανότητα δομικής ανάλυσης του σχήματος και την ικανότητα να αποδίδει στα ίδια αντικείμενα 

διπλούς ρόλους. 

Ως προς την ανάπτυξη ειδών συλλογισμού έχει προκύψει ότι τα διαφορετικά εργαλεία του 

λογισμικού οδήγησαν στην ανάπτυξη διαφορετικών ειδών συλλογισμού της μαθήτριας. Τα 

εργαλεία καθέτου, περιστροφής και ίχνους διαμεσολάβησαν στην κατασκευή εννοιών-εν-δράσει 

και επαγωγικών επιχειρημάτων της Μ2. Η μαθήτρια ανέπτυξε απαγωγικά επιχειρήματα, λόγω 

της επίδρασης των εργαλείων κύκλου, προσαρμ. εργαλείου, περιστροφής και σχολιασμού του 

διαγράμματος στην τρίτη φάση καθώς και στα σημεία [34, 80] της τέταρτης φάσης. Στην αρχή της 

διαδικασίας δεν είχε δυνατότητα διατύπωσης παραγωγικών επιχειρημάτων. Αυτή άρχισε να 

εμφανίζεται στην τρίτη φάση της διαδικασίας (π.χ στο 315) και κυρίως στην τέταρτη φάση λόγω 

της συμμετοχής της μαθήτριας στο μαθησιακό μονοπάτι και της αλληλεπίδρασης της με τις ΣΟΕΑ 

(π.χ 37, 55, 61,78).  

Το εργαλείο περιστροφής ήταν το διαμεσολαβητικό μέσο των ΣΟΕΑ που συντέλεσε στην 

κατασκευή των παραγωγικών επιχειρημάτων, καθώς ο συνθετος μετασχηματισμός περιστροφής 

αντικειμένων και πειραματικού-θεωρητικού συρσίματος.  

Η συμμετοχή στο μαθησιακό μονοπάτι ήταν σημαντική για την ανάπτυξη παραγωγικών 

επιχειρημάτων (π.χ στα σημεία 55, 59), αφού η μαθήτρια διατύπωσε λογικές συσχετίσεις μεταξύ 

στοιχείων το διαγράμματος (π.χ την έννοια του άξονα συμμετρίας) καθώς και συνδέσεις εννοιών 

που η μαθήτρια είχε κατασκευάσει σε προηγούμενη φάση. Στην γ φάση του ΥΜΜ οδηγήθηκε να 

διατυπώσει αυθαίρετους οικονομικούς ορισμούς σε αλληλεπίδραση με το διάγραμμα. 

Τα σημεία [14, 59, 80] είναι σημεία δυναμικής επανεφεύρεσης. Στο [59, 78] η μαθήτρια 

οδηγήθηκε μέσω νοητικών μετασχηματισμών να συμπεράνει για ιδιότητες των στοιχείων του 

διαγράμματος και να αναγνωρίσει υπο-σχήματα σε ένα συνολικό σχήμα. Σ’ αυτό συντέλεσε η 

ανάπτυξη ΑΟΑ εκ μέρους της μαθήτριας. Στο διάστημα [90-96] διαπιστώθηκε η ικανότητα της να 

θέτει υποστόχους και να αναπτύσσει παραγωγικό συλλογισμό για την απόδειξη τους, αλλά και 

να αποδίδει διπλούς ρόλους στα στοιχεία του διαγράμματος.  

Οι αναπαραστάσεις της τελευταίας φάσης είναι συνδεδεμένες εννοιολογικά και διαδικαστικά 

με την α και β φάση της ερευνητικής διαδικασίας. Συνεπώς, ανέπτυξε την ικανότητα να 

λειτουργεί σε ένα πολυπλοκότερο σχήμα (αναγνωρίζει υποδομές, μετακινείται από ένα 
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αναπαρασταστικό σύστημα σε άλλο κλπ.), λόγω της επίδρασης των ΣΟΕΑ του μαθησιακού 

μονοπατιού.  

Β. Ως προς τη συμμετοχή της Μ2 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι  

Στο προ-τεστ η Μ2 κατασκεύασε ένα ειδικό διάγραμμα και ανέπτυξε απαγωγικά 

επιχειρήματα χωρίς να ολοκληρώσει την απόδειξη. Στο μέσο–τεστ ανέπτυξε την απόδειξη του 

προβλήματος, διατυπώνοντας και εφαρμόζοντας θεωρήματα τα οποία ήταν αναγκαία. Από την 

απόδειξη είναι εμφανές ότι το παραλληλόγραμμο και το ορθογώνιο έχουν αποκτήσει τον 

χαρακτήρα σήματος. Στο τεστ πραγματικού προβλήματος η μαθήτρια είχε αποκτήσει ικανότητα 

μετάφρασης, την ικανότητα διατύπωσης οικονομικών ορισμών και εφαρμογής της λύσης του 

προβλήματος. Στο μετά-τεστ είχε αναπτύξει τη διαδικαστική και εννοιολογική γνώση του 

θεωρήματος ΘΜΠ και ολοκλήρωσε την απόδειξη, αναπτύσσοντας παραγωγικό συλλογισμό.  

Το επίπεδο της στο προ-τεστ ήταν 2 (αυστηρό κριτήριο) και στο μετά-τεστ van Hiele 4(ελαστικό 

κριτήριο).  

 

5.2.3. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του Μ3  
 

Α. Ως προς τη συμμετοχή του Μ3 στο δυναμικό περιβάλλον: 
Ο M3 αντιμετώπισε γνωστικές συγκρούσεις λόγω της αλληλεπίδρασης με τα εργαλεία 

σημείου (μέσω του πειραματικού συρσίματος αρχικά και θεωρητικού στη συνέχεια), κύκλου, 

παραμετρικού εργαλείου, προσαρμ. εργαλείου, περιστροφής (π.χ στα 3, 16, 23). Ακόμα 

αντιμετώπισε γνωστικά εμπόδια προερχόμενα από παρερμηνείες λόγω των γνωστικών εμποδίων 

του μαθητή. 

Το σύνθετο εργαλείο παραμετρικού τμήματος-συρσίματος διαμεσολάβησαν ώστε ο μαθητής 

να αναπτύξει την ικανότητα μετατροπής μεταξύ αναπαραστάσεων, εφαρμόζοντας τη θεωρία της 

γεωμετρίας. Το προσαρμοσμένο εργαλείο διαδραμάτισε σημαντικό ρόλο στη μετάφραση και 

ανάπτυξη ικανότητας δομικής ανάλυσης των σχημάτων. Χρησιμοποίησε ακόμα το εργαλείο 

κύκλου με κατάχρηση και το προσαρμοσμένο εργαλείο με οικονομία σε διαδικασίες 

αποκωδικοποίησης νοητικών του εικόνων, σε σχήματα στην οθόνη.  

Οι συνδεόμενες αναπαραστάσεις της β φάσης βοήθησαν το μαθητή να έρθει σε γνωστική 

σύγκρουση, και να αναδομήσει γνωστικά σχήματα αλλά και να αποδώσει σταδιακά σε στοιχεία 

του δυναμικού διαγράμματος διπλό ρόλο.  
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Τα εργαλεία καθέτου, περιστροφής, παραμετρικού εργαλείου και προσαρμ. εργαλείου 

διαμεσολάβησαν στην κατασκευή εννοιών-εν-δράσει και επαγωγικών επιχειρημάτων του Μ3.  

Η αντιστροφή ενεργειών με σύνθεση εργαλείων και τεχνικών στη δεύτερη φάση του ΥΜΜ και 

ειδικότερα στο στάδιο της ιεραρχικής δομικής ανάλυσης, οδήγησε τον Μ3 στη νοητική σύνδεση 

αναπαραστάσεων εννοιολογικά και διαδικαστικά. Αυτή η φάση βοήθησε το μαθητή να 

ιεραρχήσει δομικά τα παραλληλόγραμμα και να αποκτήσει την ικανότητα αυθαίρετων 

οικονομικών ορισμών. Η συμμετοχή του μαθητή στο ΥΜΜ ήταν σημαντική για την ανάπτυξη 

λογικών επιχειρημάτων (π.χ στα σημεία 55, 59) και συνδέσεων εννοιών. Τα [113, 190, 204] ήταν 

σημεία δυναμικής επανεφεύρεσης, τα οποία συντελέστηκαν με τη βοήθεια του προσαρμοσμένου 

εργαλείου. Τα εργαλεία μετασχηματισμού, όπως το εργαλείο περιστροφής και το προσαρμ. 

εργαλείο βοήθησαν τον μαθητή να αναπτύξει την ικανότητα δομικής ανάλυσης. Σ’ αυτό 

συντέλεσε ο αναστοχασμός σε προηγούμενες ενέργειες όπου και αναπτύχθηκε ΑΟΑ. Στην αρχή 

της διαδικασίας δεν είχε δυνατότητα διατύπωσης παραγωγικών επιχειρημάτων. Αυτή άρχισε να 

εμφανίζεται κυρίως στην τέταρτη φάση λόγω της συμμετοχής του στο μαθησιακό μονοπάτι και 

της αλληλεπίδρασης με τις ΣΟΕΑ (π.χ 241, 49, 64, 99). Η εντολή περιστροφής ήταν το 

διαμεσολαβητικό μέσο των ΣΟΕΑ που συντέλεσε στην κατασκευή των εννοιών-εν-δράσει, 

ειδικότερα στα σημεία όπου μετασχηματίζεται το πειραματικό σύρσιμο αντικειμένων σε 

θεωρητικό. Στο διάστημα [49-117] της τέταρτης φάσης του ΥΜΜ διαπιστώθηκε η ικανότητα του 

να θέτει υποστόχους,  να αποδίδει διπλούς ρόλους στα στοιχεία του διαγράμματος και να 

αναπτύσσει παραγωγικό συλλογισμό για την απόδειξη τους.  

Συνεπώς, ανέπτυξε την ικανότητα να λειτουργεί (αναγνωρίζει υποδομές, μετακινείται από ένα 

αναπαρασταστικό σύστημα σε άλλο κλπ.) σε ένα πολυπλοκότερο σχήμα λόγω της επίδρασης των 

ΣΟΕΑ του μαθησιακού μονοπατιού.  

Β. Ως προς τη συμμετοχή του Μ3 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι 
 
Στο προ-τεστ ο Μ3 κατασκεύασε ένα ακριβές διάγραμμα, το οποίο τον βοήθησε να αναπτύξει 

απαγωγικά επιχειρήματα, χωρίς να ολοκληρώσει την απόδειξη. Στο μέσο–τεστ ανέπτυξε την 

απόδειξη του προβλήματος, διατυπώνοντας και εφαρμόζοντας θεωρήματα τα οποία ήταν 

αναγκαία. Στο μετά-τεστ ανέπτυξε τη διαδικαστική και εννοιολογική γνώση του θεωρήματος 

ΘΜΠ και ολοκλήρωσε την απόδειξη, αναπτύσσοντας παραγωγικό συλλογισμό. 

Το επίπεδο του Μ3 στο μετά-τεστ van Hiele ήταν 4 (αυστηρό κριτήριο).  
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5.2.4. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του Μ4  
 

Α. Ως προς τη συμμετοχή της Μ4 στο δυναμικό περιβάλλον  

Η Μ4 αντιμετώπισε γνωστικές συγκρούσεις λόγω των εργαλείων σημείου (πειραματικού 

συρσίματος αρχικά και στη συνέχεια θεωρητικού), ανάκλασης, και καθέτου. Αντιμετώπισε 

γνωστικά εμπόδια αναφορικά με την αξονική συμμετρία των παραλληλογράμμων και η 

μαθησιακή πορεία μέσω του ΥΜΜ βοήθησε τη μαθήτρια να αναδομήσει τις έννοιες. Το εργαλείο 

της ανάκλασης διαμεσολάβησε ώστε από εικονική αναπαράσταση στην οθόνη να οδηγηθεί 

μέσω νοητικών μετασχηματισμών σε μια λεκτική αναπαράσταση, και επομένως να 

επανεφεύρει την έννοια. 

Ο συνδυασμός περιστροφής με πειραματικό σύρσιμο του σημείου άκρου του τμήματος είχε 

επίδραση στην σκέψη της Μ4. Το εργαλείο καθέτου σε συνδυασμό με το προσαρμοσμένο 

εργαλείο είχε ως αποτέλεσμα την κατασκευή συνδέσεων εννοιών από τη μαθήτρια (π.χ στο 159, 

164) καθώς και την ανάπτυξη ικανότητας δομικής ανάλυσης των σχημάτων.  

Ο συνδυασμός του προσαρμοσμένου εργαλείου, εργαλείου κύκλου και θεωρητικού 

συρσίματος οδήγησαν στη διατύπωση εκφράσεων οι οποίες υποδήλωναν την ανάπτυξη 

ικανότητας ιεράρχησης των σχημάτων. Η αντιστροφή ενεργειών με σύνθεση εργαλείων και 

τεχνικών στη δεύτερη φάση του ΥΜΜ και ειδικότερα στο στάδιο της ιεραρχικής δομικής 

ανάλυσης, οδήγησε την Μ4 στη νοητική σύνδεση αναπαραστάσεων εννοιολογικά και 

διαδικαστικά, ώστε να ιεραρχήσει δομικά τα παραλληλόγραμμα και να αποκτήσει την ικανότητα 

αυθαίρετων οικονομικών ορισμών. Το προσαρμοσμένο εργαλείο συντέλεσε ειδικότερα στην 

ανάπτυξη της διορατικότητας της μαθήτριας. Τα [191, 221, 12, 87] είναι σημεία δυναμικής 

επανεφεύρεσης, λόγω της χρήσης του προσαρμοσμένου εργαλείου, περιστροφής με 

πειραματικό σύρσιμο του σημείου άκρου καθώς και σύνθεσης εργαλείων των ΣΟΕΑ (και κυρίως 

το εργαλείο απόκρυψης-εμφάνισης). 

Στο πραγματικό πρόβλημα με χρήση των ΣΟΕΑ, η εντολή περιστροφής ήταν το 

διαμεσολαβητικό μέσο των ΣΟΕΑ που συντέλεσε στην κατασκευή των εννοιών-εν-δράσει, καθώς 

και την ανάπτυξη παραγωγικού συλλογισμού (π.χ στο 243, 68, 124).  

Η μαθήτρια οδηγήθηκε μέσω νοητικών μετασχηματισμών να συμπεράνει για ιδιότητες των 

στοιχείων του διαγράμματος και να αναγνωρίσει υπο-σχήματα σε ένα συνολικό σχήμα. Σ’ αυτό 

συντέλεσε ο αναστοχασμός σε προηγούμενες ενέργειες όπου και αναπτύχθηκε ΑΟΑ. Στην 

τέταρτη φάση η επίλυση του προβλήματος στους διαφορετικούς τύπους οδήγησαν τη μαθήτρια 
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στην ανάπτυξη εικασιών, μετασχηματιστικού συλλογισμού και αλυσίδας παραγωγικών 

δηλώσεων. Διαπιστώθηκε ακόμα η ικανότητα της να θέτει υποστόχους και να αναπτύσσει 

παραγωγικό συλλογισμό για την απόδειξη τους.  

Β. Ως προς τη συμμετοχή της Μ4 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι  

Στο προ-τεστ η Μ4 κατασκεύασε ένα ακριβές διάγραμμα, σύγκρινε τα σχήματα βάσει των 

ιδιοτήτων τους, ολοκληρώνοντας την απόδειξη. 

Στο μέσο–τεστ ανέπτυξε την απόδειξη του προβλήματος, διατυπώνοντας ένα σύνολο 

ιδιοτήτων και εφαρμόζοντας θεωρήματα τα οποία ήταν αναγκαία. Στο μετά-τεστ είχε αναπτύξει 

τη διαδικαστική και εννοιολογική γνώση του θεωρήματος ΘΜΠ και ολοκλήρωσε την απόδειξη, 

αναπτύσσοντας παραγωγικό συλλογισμό. 

Το επίπεδο της Μ4 στο μετά-τεστ van Hiele ήταν 4 (αυστηρό κριτήριο).  

 

5.2.5. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του Μ5  
 

Α. Ως προς τη συμμετοχή του Μ5 στο δυναμικό περιβάλλον:  

Ο Μ5 αντιμετώπισε γνωστικές συγκρούσεις λόγω των εργαλείων σημείου, κύκλου, ανάκλασης. Ο 

μετασχηματισμός του πειραματικού συρσίματος σε θεωρητικό (π.χ στην κορυφή του ρόμβου) 

είχε επίδραση στη σκέψη του Μ5.  

Μέσω του εργαλείου ανάκλασης αντιμετώπισε γνωστικές συγκρούσεις και ανέπτυξε την 

αντιληπτική ιεράρχηση των εννοιών (π.χ (α) ρόμβος ως αποτέλεσμα ανάκλασης ισοσκελούς και 

(β) ρόμβος ως σύνθεση ισοπλεύρων). Το εργαλείο απόκρυψης σε συνδυασμό με το εργαλείο 

καθέτου, ανάκλασης και πειραματικού συρσίματος έπαιξε σημαντικό ρόλο στη διαμόρφωση 

νοητικών σχημάτων και την ανάπτυξη ικανότητας μετάφρασης μιας νοητικής αναπαράστασης σε 

εικονική και λεκτική. Κομβικό σημείο στη διαμόρφωση της σκέψης του Μ5 ήταν το σημείο [28], 

όπου ο μαθητής διατύπωσε μέσω του θεωρητικού συρσίματος έναν αυθαίρετο οικονομικό 

ορισμό του ρόμβου, ένδειξη ότι ο ρόμβος απέκτησε το χαρακτήρα συμβόλου. 

Τα σημεία [16, 28, 38, 103, 107, 133, 170] είναι ενδεικτικά σημεία κατασκευής εννοιών-εν-

δράσει και επαγωγικού συλλογισμού του μαθητή, τα οποία προέκυψαν με σύνθεση εργαλείων 

(π.χ το σημείο 28 με σύνθεση των εργαλείων απόκρυψης, ανάκλασης, καθέτου και πειραματικού 

συρσίματος). Αρχικά διατύπωνε ανεπαρκείς αιτιολογήσεις ως αποτέλεσμα της επίδρασης της 

σύνθεσης των εργαλείων ανάκλασης, απόκρυψης και καθέτου. Στην τρίτη φάση το σχήμα του 

ρόμβου απέκτησε το χαρακτήρα σήματος και οι ιδιότητες του ρόμβου αντικατέστησαν την εικόνα 
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του ρόμβου, ώστε σε συνεργασία με τον Μ6, απέκτησε την ικανότητα να αναπτύσσει λογικά 

επιχειρήματα. Τα [125], [168] και [194] ήταν σημεία στα οποία ο Μ5 ανέπτυξε μετασχηματιστικό 

και παραγωγικό συλλογισμό, καθώς και την ικανότητα δυναμικής επανεφεύρεσης λόγω της 

ΑΟΑ που αναπτύχθηκε από την αλληλεπίδραση με τις συνδεόμενες αναπαραστάσεις. Ανέπτυξε 

την ικανότητα πολλαπλών στρατηγικών για τη λύση ενός προβλήματος, να ανακαλύπτει 

ιδιότητες του διαγράμματος και να εφαρμόζει τη λύση του προβλήματος.  

Οι συνδεόμενες αναπαραστάσεις που ο μαθητής κατασκεύασε στη διερευνητική και 

μαθησιακή διαδικασία μέσω του ΥΜΜ, διαμεσολάβησαν ώστε να συνδέσει έννοιες. Συνεπώς, 

ανέπτυξε την ικανότητα να λειτουργεί (π.χ αναγνωρίζει υποδομές, μετακινείται από το ένα 

αναπαρασταστικό σύστημα στο άλλο κλπ.) σε ένα πολυπλοκότερο σχήμα λόγω της επίδρασης 

των ΣΟΕΑ.  

Ο μαθητής ανέπτυξε την ικανότητα να κάνει την ανάλυση του σχήματος σε πραγματικό ή 

νοητό επίπεδο, να αντιστρέφει νοητικά μια διαδικασία προκειμένου να οδηγηθεί σε λύση του 

προβλήματος, έχοντας αναπτύξει αφαιρετική και  λογική ικανότητα.  

Β. Ως προς τη συμμετοχή του Μ5 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι 
 
Στο προ-τεστ ο Μ5 κατασκεύασε ένα ανακριβές διάγραμμα και υπέθεσε οπτικά στοιχεία τα 

οποία δε γνώριζε από την υπόθεση του προβλήματος. Στο μέσο –τεστ ανέπτυξε  παραγωγικό 

συλλογισμό, διατύπωσε και εφάρμοσε θεωρήματα για την απόδειξη του προβλήματος αλλά δεν 

ολοκλήρωσε την απόδειξη. Στην επίλυση του πραγματικού προβλήματος κατασκεύασε ένα 

ακριβές διάγραμμα αποτυπώνοντας τη διαδικασία που είχε εφαρμόσει στο δυναμικό μέσο. Για 

να ολοκληρώσει την απόδειξη χρησιμοποίησε συνδυασμό απαγωγικού και παραγωγικού 

συλλογισμού. Στο μετά-τεστ ανέπτυξε παραγωγικό συλλογισμό και διατύπωσε οικονομικούς 

ορισμούς. 

Το επίπεδο του στο μετά-τεστ van Hiele ήταν 4 (ελαστικό κριτήριο).  

 

5.2.6. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του Μ6  
 

Α. Ως προς τη συμμετοχή του Μ6 στο δυναμικό περιβάλλον:  

Ο Μ6 αντιμετώπισε γνωστικές συγκρούσεις λόγω των εργαλείων σημείου, κύκλου, ανάκλασης. 

Το εργαλείο ανάκλασης διαμεσολάβησε στη διαμόρφωση της δομής του ρόμβου ως σύνθεσης 

ισοσκελών. Ο μετασχηματισμός του πειραματικού συρσίματος σε θεωρητικό (π.χ της κορυφής 

του ρόμβου που προήλθε από ανάκλαση ισοσκελούς) είχε επίδραση στη σκέψη του Μ6. Το 

αποτέλεσμα της γνωστικής σύγκρουσης, λόγω του θεωρητικού συρσίματος του εργαλείου 
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σημείου οδήγησε στην επανεφεύρεση της ιδιότητας της ισότητας των πλευρών του σχήματος. Το 

εργαλείο απόκρυψης σε συνδυασμό με το εργαλείο καθέτου, ανάκλασης και πειραματικού 

συρσίματος έπαιξε σημαντικό ρόλο στη διαμόρφωση νοητικών σχημάτων και την ανάπτυξη 

ικανότητας μετάφρασης μιας νοητικής αναπαράστασης σε εικονική και λεκτική. Επομένως, τα 

εργαλεία βοήθησαν το μαθητή να κατανοήσει τις έννοιες (π.χ την έννοια «ρόμβος ως σύνθεση 

ισοσκελών από ανάκλαση»), να αναπτύξει την ικανότητα δομικής ανάλυσης του διαγράμματος 

και το σχήμα να αποκτήσει το χαρακτήρα σήματος.  

Η σύνθεση των εργαλείων ανάκλασης, απόκρυψης και καθέτου σε συνδυασμό με το 

πειραματικό σύρσιμο διαμεσολάβησε στη διαμόρφωση σύνδεσης εννοιών και λογικών 

συσχετίσεων των στοιχείων του σχήματος. Από τις εκφράσεις του Μ6 διαπιστώνεται ότι ο 

μαθητής κατασκεύασε έννοιες-εν-δράσει, ανεπαρκείς αιτιολογήσεις και απαγωγικού τύπου 

επιχειρήματα, σε μια ακολουθιακή σειρά κατά τη διάρκεια των φάσεων.  

Ο μαθητής ανέπτυξε σταδιακά την ικανότητα (α) να χρησιμοποιεί οπτικά και θεωρητικά 

στοιχεία για να αναπτύξει το συλλογισμό του (β) να αποδίδει διπλούς ρόλους σε τμήματα και 

σημεία (γ) να αναγνωρίζει υποδομές μέσα σε βασικές δομές που έχει κατανοήσει και (δ) να 

καταλήγει σε συμπεράσματα  για μια ιδιότητα του σχήματος, όπως αυτή προκύπτει 

συνεπαγωγικά από άλλες ιδιότητες. Οι συνδεόμενες αναπαραστάσεις που ο μαθητής 

κατασκεύασε στη διερευνητική και μαθησιακή διαδικασία μέσω του ΥΜΜ, διαμεσολάβησαν 

ώστε να αποκτήσει την ικανότητα αιτιολόγησης, σύνδεσης εννοιών, μεταφράζοντας τις ιδιότητες 

της εικονικής αναπαράστασης σε λεκτικές αιτιολογήσεις μέσω νοητικών μετασχηματισμών, 

καθώς ακόμα και στη δυναμική επανεφεύρεση της λύσης 

Παραγωγικά επιχειρήματα διατυπώθηκαν από τον Μ6 στην τρίτη και τέταρτη φάση των 

ΣΟΕΑ. Ο μαθητής αρχικά δεν είχε την ικανότητα κατασκευής νοητικών αποδεικτικών σχημάτων. 

Τα νοητικά αποδεικτικά σχήματα (π.χ πειράματα σκέψης) εμφανίστηκαν στη τρίτη και  τέταρτη 

φάση. Το εργαλείο απόκρυψης διαμεσολάβησε στην επανεφεύρεση ιδιότητας του σχήματος 

στην τέταρτη φάση, σημείο στο οποίο ο μαθητής ανέπτυξε ΑΟΑ, συνδέοντας νοητικά 

αναπαραστάσεις τις οποίες είχε δημιουργήσει σε προηγούμενα σημεία της ερευνητικής 

διαδικασίας. Ο μαθητής απέκτησε την ικανότητα να εκτελεί νοητικούς μετασχηματισμούς και να 

οδηγείται σε αφαιρετικές διαδικασίες σκέψης, γενικεύοντας. Ακόμα να διαχωρίζει τους 

υποστόχους, οι οποίοι θα τον οδηγήσουν στη λύση του προβλήματος. 

Β. Ως προς τη συμμετοχή του μαθητή στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι 
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Στο προ-τεστ ο μαθητής αιτιολόγησε ανεπαρκώς, χρησιμοποιώντας οπτικά στοιχεία του 

διαγράμματος. Στο μέσο-τεστ τα σχήματα των παραλληλογράμμου και ορθογωνίου έχουν 

αποκτήσει τον χαρακτήρα συμβόλου. Ο μαθητής διατύπωσε μη οικονομικό ορισμό για να 

ολοκληρώσει την απόδειξη του προβλήματος. Στο πραγματικό πρόβλημα οδηγήθηκε στη λύση 

του προβλήματος με απόδειξη. Σ’ αυτό συντέλεσε το νοητικό σχήμα που είχε κατασκευάσει κατά 

τη διάρκεια διερεύνησης του προβλήματος στο δυναμικό μέσο με χρήση των ΣΟΕΑ. Στο μετά-τεστ 

κατασκεύασε ένα ακριβές διάγραμμα, διατύπωσε οικονομικό ορισμό του ορθογωνίου, και 

ανέπτυξε παραγωγικό συλλογισμό. 

 Το επίπεδο του στο μετά-τεστ van Hiele ήταν 4 (αυστηρό κριτήριο).  

  

5.2.7. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του Μ7  
 

Α. Ως προς τη συμμετοχή της Μ7 στο δυναμικό περιβάλλον 
Η Μ7 αντιμετώπισε γνωστικές συγκρούσεις και εργαλειακά εμπόδια λόγω του εργαλείου 

σημείου (και πειραματικού ή θεωρητικού) συρσίματος, του εργαλείου κύκλου, περιστροφής και 

προσαρμοσμένου εργαλείου. Το εργαλείο περιστροφής και η χρήση του πειραματικού–

θεωρητικού συρσίματος διαμεσολάβησαν ώστε να κατασκευάσει μια νοητική αναπαράσταση 

για τα συμμετρικά αντικείμενα από περιστροφή με αποτέλεσμα στη συνέχεια να την 

αποκωδικοποιήσει εικονικά και λεκτικά μέσω της χρήσης του εργαλείου, κατασκευάζοντας 

σχήματα χρήσης του εργαλείου δευτέρου επιπέδου (π.χ [186-187]).  

Ως αποτέλεσμα των γνωστικών συγκρούσεων η μαθήτρια κατασκεύασε έννοιες-εν-δράσει 

(π.χ στα 71, 76, 85, 187, 242). Στην αρχή της διαδικασίας δεν είχε ικανότητα επαρκούς 

αιτιολόγησης (π.χ σημεία 85, 89, 242). Απόκτησε αυτή την ικανότητα στην τρίτη και τέταρτη φάση 

της ερευνητικής διαδικασίας. Η μαθήτρια ανέπτυξε παραγωγικό συλλογισμό στα σημεία 269, 

276, 316, 347 καθώς και στα σημεία 412, 49, 90 λόγω της επίδρασης των ΣΟΕΑ.  

Αναλυτικότερα: Η M7 ωθήθηκε σε γνωστικές συγκρούσεις σε αλληλεπίδραση με τα εργαλεία 

σημείου και περιστροφής. Τα εργαλεία αυτά προκάλεσαν διαδικασίες σκέψης για την 

ολοκλήρωση διαδικαστικών ενεργειών λόγω των εργαλειακών εμπόδιων που δημιουργήθηκαν. 

Το εργαλείο περιστροφής συντέλεσε στη αυξανομένη ανάπτυξη ικανότητας μετατροπής μεταξύ 

αναπαραστάσεων εσωτερικών–εξωτερικών. Η μαθήτρια δεν είχε κατανοήσει την διαδικασία ως 

1-1 αντιστοίχηση του αντικειμένου και του συμμετρικού του (σχηματικών μονάδων 0D, 1D). Στην 

εξέλιξη της διαδικασίας κατασκεύασε ΣΕΔ του εργαλείου για τα ευθύγραμμα τμήματα από 
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περιστροφή και επέκτεινε το ΣΕΔ για τα τρίγωνα από περιστροφή στην τέταρτη φάση της 

ερευνητικής διαδικασίας. Αυτό είχε ως συνεπεία την κατανόηση της ισότητας των στοιχείων των 

περιστρεφομένων σχηματικών μονάδων 2D. Η σύνθεση των εργαλείων ανάκλασης και καθέτου 

λειτούργησε διαμεσολαβητικά στην ανάπτυξη ικανότητας δομικής ανάλυσης των σχημάτων, στη 

δημιουργία συνδεόμενων αναπαραστάσεων και την επανεφεύρεση δευτερευόντων ιδιοτήτων 

των σχημάτων. Η ανάπτυξη της σκέψης της Μ7 προέκυψε σταδιακά  

• στην δεύτερη φάση με την υπέρβαση γνωστικών εμποδίων αναφορικά με την αξονική 

συμμετρία των σχημάτων (εργαλείου καθέτου, ανάκλασης  και θεωρητικού συρσίματος)· 

• στην τρίτη φάση με την ανάπτυξη ικανότητας ερμηνείας μιας δευτερεύουσας ιδιότητας 

σχήματος με διπλό τρόπο (π.χ οι διαγώνιοι του ρόμβου, ως άξονες συμμετρίας του 

ορθογωνίου) και την ικανότητα δομικής ανάλυσης των σχημάτων (θεωρητικό σύρσιμο 

και σχολιασμός)·    

• στην τέταρτη φάση ανέπτυξε την ικανότητα να αναλύει νοητικά ένα σχήμα με αποτέλεσμα 

μια ιδιότητα του σχήματος να σηματοδοτεί άλλες ιδιότητες (π.χ ορθογώνιο, αξονική 

συμμετρία ορθογωνίου) (ΣΟΕΑ β, δ φάσης).  

Το αποτέλεσμα αυτής της διαδικασίας ήταν το νοητικό γεφύρωμα μεταξύ των ιδιοτήτων των 

τετραπλεύρων, αναγκαία προϋπόθεση για την ανάπτυξη αποδεικτικών διαδικασιών και 

ικανότητας παραγωγικού συλλογισμού.  

Οι συνδεόμενες αναπαραστάσεις που δημιουργήθηκαν από την μαθήτρια στην διάρκεια της 

διαδικασίας τη βοήθησαν να συνδέσει τις πρωτεύουσες ιδιότητες του σχήματος, (ιδιότητες 

δηλαδή που έχουν σχέση με την παραλληλία των πλευρών) με τις δευτερεύουσες ιδιότητες του 

σχήματος (δηλαδή ιδιότητες που έχουν σχέση με τη συμμετρία του σχήματος), να επανεφεύρει 

διαδικασίες κατασκευής. Ακόμα οδήγησαν τη μαθήτρια σε γνωστικές συγκρούσεις και την 

ώθησαν να αναπτύξει διαδικασίες σκέψης, διαμεσολαβώντας στην αποκωδικοποίηση της 

νοητικής της εικόνας σε εικονική και στη συνέχεια της εικονικής σε λεκτική.  

Συμπεραίνεται από την ανάλυση των δεδομένων ότι η Μ7 στην αρχή της διαδικασίας 

διατύπωνε δυναμικούς ορισμούς, έννοιες-εν-δράσει και απαγωγικά επιχειρήματα ή ανεπαρκείς 

αιτιολογήσεις, λόγω της επίδρασης των εργαλείων του μενού Μετασχηματισμός. Στην τρίτη και 

τέταρτη φάση, ανέπτυξε την ικανότητα να διατυπώνει οικονομικούς και αυθαίρετους ακριβείς 

ορισμούς, καθώς και παραγωγικά επιχειρήματα. Ανέπτυξε αποδεικτικά σχήματα με το 

χαρακτηριστικό του πειράματος σκέψης (Balachef, 1982, 1988b). Η μετάβαση προς την ανάπτυξη 
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ικανότητας των αποδεικτικών σχημάτων δεν ήταν ομαλή, αφού ακόμα και στην τρίτη φάση η 

μαθήτρια αντιμετώπισε γνωστικές συγκρούσεις (π.χ. σημείο [385]). Στην τέταρτη φάση η επίλυση 

του προβλήματος στους διαφορετικούς τύπους οδήγησαν τη μαθήτρια στην ανάπτυξη εικασιών, 

μετασχηματιστικού συλλογισμού και αλυσίδας παραγωγικών δηλώσεων. Ανέπτυξε την 

ικανότητα παραγωγικού συλλογισμού και οικονομικών ορισμών.  

Β. Ως προς τη συμμετοχή της Μ7 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι  

Στο προ-τεστ κατασκεύασε ένα ακριβές διάγραμμα. Στην απόδειξη της χρησιμοποίησε 

συνδυασμό οπτικών και θεωρητικών στοιχείων. Στο μέσο-τεστ ακολούθησε αυθαίρετο τρόπο 

απόδειξης της πρότασης και διατύπωσε μη οικονομικό ορισμό του ορθογωνίου 

παραλληλογράμμου. Από τα γραπτά της συμπεραίνεται ότι η μαθήτρια αρχικά χρησιμοποίησε 

συνδυασμό οπτικών και θεωρητικών στοιχείων. Η επίλυση του πραγματικού προβλήματος την 

οδήγησε να κατασκευάσει ένα ακριβές διάγραμμα και να αναπτύξει απαγωγικά και επαγωγικά 

επιχειρήματα. Στο μετά-τεστ κατασκεύασε ένα ακριβές διάγραμμα και ανέπτυξε παραγωγικό 

συλλογισμό. 

Το επίπεδο της στο μετά-τεστ van Hiele ήταν 4 (αυστηρό κριτήριο).  

 

5.2.8. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του Μ8  
 

Α. Ως προς τη συμμετοχή του Μ8 στο δυναμικό περιβάλλον 
Ο Μ8 αντιμετώπισε γνωστικές συγκρούσεις και εργαλειακά εμπόδια λόγω του εργαλείου 

σημείου (και πειραματικού ή θεωρητικού) συρσίματος, του εργαλείου καθέτου, περιστροφής. 

Ειδικότερα, αντιμετώπισε εργαλειακά εμπόδια ως προς την αποκωδικοποίηση της νοητικής 

αναπαράστασης του σε εικονική, αν και είχε κατασκευάσει το σχήμα χρήσης του εργαλείου 

καθέτου. Αυτό είναι ένα σημείο της ερευνητικής διαδικασίας στο οποίο επιβεβαιώνεται ότι η 

κατασκευή σχήματος χρήσης ενός εργαλείου του λογισμικού δε συνεπάγεται πάντοτε την ορθή 

αποκωδικοποίηση της νοητικής αναπαράστασης του υποκειμένου σε εικονική.  

Το εργαλείο περιστροφής διαμεσολάβησε στην ανάπτυξη της κατανόησης του 

μετασχηματισμού της συμμετρίας ως προς κέντρο, ως 1-1 διαδικασίας του σημείου και του 

συμμετρικού του σημείου. Η κατανόηση αυτή προέκυψε σταδιακά ως ανάπτυξη της ικανότητας 

αποκωδικοποίησης της περιστροφής και κατά συνέπεια της ικανότητας μετατροπής μιας νοητικής 

αναπαράστασης σε εικονική και λεκτική. Το εργαλείο περιστροφής και το θεωρητικό σύρσιμο τον 

βοήθησαν να αναπτύξει τη μερολογική κατανόηση του παραλληλογράμμου, να υπερβεί 

γνωστικό εμπόδιο, και να αναπτύξει εικασία («αν…τότε» δήλωση) και συνδέσεις εννοιών.  
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Μέσω της διερευνητικής και μαθησιακής διαδικασίας του ΥΜΜ «κατέληξε σε συμπεράσματα 

για τη συνεπαγωγική εμφάνιση των ιδιοτήτων του σχήματος μέσα από την ανάλυση που 

προκύπτει από την ιεράρχηση των σχημάτων» (Battista, 2007,p.852) (χαρακτηριστικό επιπέδου 

3.2). 

 Οι συνδεόμενες αναπαραστάσεις που ο μαθητής δημιούργησε, ανέπτυξε και συνέδεσε στη 

δεύτερη και τρίτη φάση, τον βοήθησαν να ερμηνεύσει το ίδιο στοιχείο με διαφορετικούς 

τρόπους. Στην τέταρτη φάση απέκτησε την ικανότητα να αποκωδικοποιεί μια εικονική 

αναπαράσταση μέσω νοητικών μετασχηματισμών και να συμπεραίνει για τα στοιχεία του 

διαγράμματος, διατυπώνοντας λεκτικά το συλλογισμό του. 

Αναφορικά με τις έννοιες που ο μαθητής παρήγαγε στη διάρκεια της διαδικασία 

παρατηρήθηκε μια αυξανομένη ικανότητα διαβάθμισης των τύπων ορισμού. Αρχικά διατύπωνε 

δυναμικούς ορισμούς ως έννοιες-εν-δράσει και στην εξέλιξη της διαδικασίας αυθαίρετους 

οικονομικούς ορισμούς. Ακόμα ανέπτυξε την ικανότητα να ιεραρχεί τις έννοιες των 

τετράπλευρων λόγω των δραστηριοτήτων της δεύτερης φάσης και μέσω της διαμεσολάβησης της 

σύνθεσης εργαλείου καθέτου, ανάκλασης και θεωρητικού συρσίματος.  

Αναφορικά με το είδος συλλογισμού που ο μαθητής ανέπτυξε στη διάρκεια της διαδικασία 

παρατηρήθηκε η ανάπτυξη της ικανότητας αιτιολόγησης στην τρίτη φάση της ερευνητικής 

διαδικασίας. Οι αιτιολογήσεις του βασίστηκαν σε νοητικές λειτουργίες (νοητική αιτιολόγηση) 

στην κατηγορία του πειράματος σκέψης ή στον απαγωγικό συλλογισμό που ο μαθητής 

ανέπτυξε. Στο τέλος της τρίτης φάσης ο μαθητής είχε αναπτύξει την ικανότητα αυθαίρετων 

οικονομικών ορισμών και αιτιολογήσεων οι οποίες συνιστούσαν αλυσίδες παραγωγικών 

επιχειρημάτων, επομένως ανάπτυξη παραγωγικού συλλογισμού. Στην τέταρτη φάση ανέπτυξε 

εικασίες λόγω του εργαλείου ίχνους και παραγωγικό συλλογισμό, καθώς και την ικανότητα 

εφαρμογής της λύσης του προβλήματος.  

Β. Ως προς τη συμμετοχή του Μ8 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι 
 
Στο προ-τεστ ανέπτυξε επιχειρηματολογία με απαγωγικά επιχειρήματα. Στο μέσο-τεστ 

κατασκεύασε την απόδειξη αναπτύσσοντας συνδυασμό απαγωγικού και παραγωγικού 

συλλογισμού. Στο πραγματικό πρόβλημα ο μαθητής ανέπτυξε μετασχηματιστικό συλλογισμό και 

συμπέρανε ότι το σχήμα είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο μέσα από λογικές σχέσεις. Στο μετά-

τεστ ανέπτυξε παραγωγικό συλλογισμό και διατύπωσε οικονομικό ορισμό του 

παραλληλογράμμου.  Το επίπεδο του στο μετά-τεστ van Hiele ήταν 4 (ελαστικό κριτήριο).  
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5.2.9. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του Μ9  
 

Α. Ως προς τη συμμετοχή της Μ9 στο δυναμικό περιβάλλον 
 Η Μ9 αντιμετώπισε εργαλειακά εμπόδια λόγω του εργαλείου σημείου (και πειραματικού ή 

θεωρητικού) συρσίματος, του εργαλείου καθέτου, περιστροφής και ωθήθηκε σε γνωστικές 

συγκρούσεις. Το θεωρητικό σύρσιμο του εργαλείου σημείου διαμεσολάβησε στην 

επανεφεύρεση μιας ιδιότητας του διαγράμματος. Τα εργαλεία αυτά προκάλεσαν τις διαδικασίες 

σκέψης για την ολοκλήρωση διαδικαστικών ενεργειών και στην διαμόρφωση μιας εικονικής 

αναπαράστασης και στην συνέχεια την μετάφραση της εικονικής σε λεκτική.  

Διαπιστώθηκε ότι κατά τη διάρκεια της διαδικασίας της πρώτης φάσης του ΥΜΜ η Μ9 

αντιμετώπιζε γνωστικά εμπόδια και ήταν σε κατάσταση ανισσοροπίας ως προς τις έννοιες, δεν 

είχε ακόμα ικανότητα ιεράρχησης των σχημάτων (π.χ, ιεράρχησης του ρόμβου που προκύπτει 

ως σύνθεση ισοσκελών ή ως σύνθεση ισοπλεύρων). Αυτό ήταν και ένα σημείο στο οποίο 

επισημάνθηκε ο σημαντικός ρόλος στην ανάπτυξη κατανόησης εκ μέρους των μαθητών, λόγω της 

σειράς προτεραιότητας εισαγωγής και αλληλεπίδρασης με τις δραστηριότητες του ΥΜΜ στη 

μαθησιακή ακολουθία εισαγωγής των εννοιών.  

Η Μ9 στην αρχή της διαδικασίας διατύπωνε ανεπαρκείς ορισμούς, έννοιες-εν-δράσει και 

απαγωγικά επιχειρήματα ή ανεπαρκείς αιτιολογήσεις, σε άτυπη γλώσσα. Λογικές συσχετίσεις 

εμφανίστηκαν στα σημεία 305, 321, 422 λόγω του συνδυασμού των εργαλείων ίχνους, 

ανάκλασης και θεωρητικού συρσίματος. Το εργαλείο περιστροφής, και ανάκλασης ώθησαν την 

μαθήτρια σε γνωστική σύγκρουση για την ιεράρχηση των σχημάτων. 

Το εργαλείο ανάκλασης και καθέτου λειτούργησαν διαμεσολαβητικά στη δημιουργία 

συνδεόμενων αναπαραστάσεων και την επανεφεύρεση δευτερευόντων ιδιοτήτων των σχημάτων. 

Το αποτέλεσμα αυτής της διαδικασίας ήταν η ανάπτυξη ικανότητας αντίληψης των σχέσεων των 

σχημάτων και η ανάπτυξη αιτιολόγησης. Η μαθήτρια απέκτησε την ικανότητα να «περιγράφει τα 

στοιχεία των σχημάτων, χρησιμοποιώντας γεωμετρικές έννοιες και όρους» (Battista, 2007, p. 851) 

(χαρακτηριστικό επιπέδου 2.2).  

Ανέπτυξε επαγωγικό / μετασχηματιστικό συλλογισμό και εμπειρικά αποδεικτικά σχήματα με 

το χαρακτηριστικό του θεωρήματος-εν-δράσει. Η μη συνεπής συμμετοχή της στην πειραματική  

διαδικασία στις δυο τελευταίες φάσεις είχαν ως αποτέλεσμα να διακόψουν την εξέλιξη της, όπως 

διαπιστώνεται από τη συμμετοχή της στο περιβάλλον χαρτί –μολύβι. Στο 458 κατασκεύασε ΣΟΕΑ 

με το σημείο 439.  
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Β. Ως προς τη συμμετοχή της Μ9 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι  

Στο προ-τεστ κατασκεύασε ανακριβές διάγραμμα και δεν διατύπωσε υποθέσεις. Στο μέσο-τεστ 

κατασκεύασε ανακριβές διάγραμμα, αναγνώρισε τα υποσχήματα των τριγώνων που έπρεπε να 

συγκρίνει για να ολοκληρώσει την απόδειξη και ανέπτυξε επιχειρήματα που περιέχουν στοιχεία 

παραγωγικού συλλογισμού.  

Το επίπεδο της στο μετά-τεστ van Hiele ήταν 2 (αυστηρό κριτήριο).  

  

5.2.10. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του Μ10  
 

Α. Ως προς τη συμμετοχή της Μ10 στο δυναμικό περιβάλλον 
Η Μ10 αντιμετώπισε γνωστικές συγκρούσεις λόγω του εργαλείου σημείου (και πειραματικού 

ή θεωρητικού) συρσίματος και του παραμετρικού εργαλείου. Στην αρχή της διαδικασίας 

επιβεβαιώθηκε η θεωρία των van Hiele για το ρόλο που παίζουν τα γλωσσικά σύμβολα στην 

κατανόηση που αναπτύσσεται μεταξύ υποκειμένων που επεξεργάζονται την ίδια δραστηριότητα.  

Η κατασκευή του παραμετρικού τμήματος δεν προκάλεσε την ΑΟΑ της Μ10. Η αλληλεπίδραση 

με το εργαλείο είχε ως αποτέλεσμα να αναπτύξει την ικανότητα να αποκωδικοποιήσει τη 

λειτουργία του εργαλείου και τα αποτελέσματα της χρήσης του με γλωσσικό συμβολισμό, σε 

τυπική μαθηματική γλώσσα. Μέσω της διαδικασίας απόκτησε μια αυξανομένη ικανότητα 

μετατροπής της εικονικής αναπαράστασης σε λεκτική και αντίστροφα. Το παραμετρικό εργαλείο 

διαμεσολάβησε στην υπέρβαση γνωστικού εμποδίου της Μ10 και τη διαμόρφωση θεωρήματος-

εν-δράσει. Το εργαλείο ανάκλασης βοήθησε τη μαθήτρια να αναπτύξει την ικανότητα δομικής 

ανάλυσης των σχημάτων. Αυτό επιβεβαιώθηκε στην τρίτη φάση όπου η μαθήτρια έχει αποκτήσει 

την ικανότητα να αναλύει δομικά ένα σχήμα και να περιγράφει τις ιδιότητες των στοιχείων του 

σχήματος με τυπικό τρόπο. Στην αρχή της διαδικασίας διατύπωνε αντιληπτικούς ανακριβείς 

ορισμούς, στην εξέλιξη απέκτησε σταδιακά την ικανότητα διαμόρφωσης ορισμών οικονομικών ή 

μη οικονομικών σε συνεργασία. Στο τέλος της διαδικασίας απέκτησε την ικανότητα διατύπωσης 

αυθαίρετων οικονομικών ορισμών, καθώς και συσχέτισης εννοιών.  

Η Μ10 αρχικά εκφραζόταν με αυστηρά άτυπο τρόπο και οι αιτιολογήσεις της ήταν ανεπαρκείς. 

Το εργαλείο ανάκλασης, σημείου και πειραματικού συρσίματος διαμεσολάβησε στην ανάπτυξη 

απαγωγικών επιχειρημάτων.  

Στην τρίτη φάση απέκτησε την ικανότητα να αναπτύσσει παραγωγικό συλλογισμό ή 

συνδυασμό απαγωγικού και παραγωγικού συλλογισμού σε αλληλεπίδραση με την ομάδα. 
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Επομένως, «έχει μετακινηθεί από τον οπτικό συλλογισμό επειδή το σημαντικότερο κριτήριο για 

τον προσδιορισμό ενός σχήματος είναι να ικανοποιεί, ένα ακριβές σύνολο τυπικών ιδιοτήτων» 

(χαρακτηριστικό επιπέδου 2.3 Battista (2007, p. 851).  

Β. Ως προς τη συμμετοχή της Μ10 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι  

Στο προ-τεστ δεν είχε ικανότητα μετάφρασης της λεκτικής πληροφορίας σε σχέδιο καθώς και 

διαχωρισμού της υπόθεσης από το συμπέρασμα. Στο μέσο-τεστ κατασκεύασε ένα ανακριβές 

διάγραμμα και από τις διατυπώσεις της το παραλληλόγραμμο διαπιστώνεται ότι απέκτησε το 

χαρακτήρα συμβόλου. Στο πραγματικό πρόβλημα κατασκεύασε ένα ακριβές διάγραμμα, 

ανακάλυψε τη λύση εικονικά, την οποία όμως δεν διατύπωσε με λόγια. Στο μετά-τεστ το 

παραλληλόγραμμο απέκτησε το χαρακτήρα σήματος με αποτέλεσμα να διατυπώσει μη 

οικονομικό ορισμό (ή οικονομικό ορισμό) των σχημάτων. Ανέπτυξε επιχειρηματολογία που 

βασίζεται στο διάγραμμα, επομένως απαγωγικό συλλογισμό.  

Το επίπεδο της στο μετά-τεστ van Hiele ήταν 3 (ελαστικό  κριτήριο).  

 

5.2.11. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του Μ11  
 

Α. Ως προς τη συμμετοχή της Μ11 στο δυναμικό περιβάλλον 
Η M11 ωθήθηκε σε διαδικασίες σκέψης ώστε να επανεφεύρει δυναμικά μια ιδιότητα του 

σχήματος (π.χ του ορθογωνίου) λόγω των συνδεόμενων αναπαραστάσεων που δημιουργήθηκαν 

από το πειραματικό σύρσιμο σε διάφορα σημεία της ερευνητικής διαδικασίας. Για παράδειγμα 

στο [40], ανακάλυψε μια διαδικασία να κατασκευάζει την ιδιότητα της ισότητας του σχήματος, 

στο [221] ενσωμάτωσε στο γνωστικό σχήμα που είχε κατασκευάσει για την αξονική συμμετρία 

του ορθογωνίου, την αξονική συμμετρία του ρόμβου.  

Τα εργαλεία σημείου (και πειραματικού ή θεωρητικού συρσίματος) και εργαλείου καθέτου 

προκάλεσαν γνωστικές συγκρούσεις στη μαθήτρια (π.χ στα 38, 98, 115, 221).  

Η μαθήτρια σταδιακά απόκτησε την ικανότητα να αποκωδικοποιεί τη νοητική της εικόνα σε 

εικονική και λεκτική αναπαράσταση. Τα εργαλεία ανάκλασης  καθέτου, και προσαρμ. εργαλείου 

(σε συνδυασμό με το πειραματικό ή θεωρητικό σύρσιμο) διαμεσολάβησαν στην κατασκευή 

εννοιών-εν-δράσει της Μ11.  

Η μαθήτρια κατασκεύασε λογικές συσχετίσεις λόγω του εργαλείων κύκλου (στα σημεία 47, 68, 

106). Το προσαρμ. εργαλείο διαμεσολάβησε στην αποκωδικοποίηση της νοητικής της εικόνας σε 

εικονική στην οθόνη, καθώς και στην ανάπτυξη ικανότητας δομικής ανάλυσης του σχήματος και 

διατύπωσης απαγωγικών επιχειρημάτων.  
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Το διάστημα [236-281] είναι κομβικό για τη μαθήτρια αφού τα σχήματα των τετραπλεύρων 

απέκτησαν το χαρακτήρα σήματος. Επομένως, ανακάλυψε ιδιότητες των σχημάτων, δηλαδή 

ανέπτυξε την ικανότητα δυναμικής επανεφεύρεσης, εξειδικεύοντας τη δομή των τεμνόμενων 

διχοτομούμενων διαγωνίων του παραλληλογράμμου σε σημείο Ο. Επέκτεινε την δομή των 

τεμνόμενων διαγώνιων που έχει κατασκευάσει για το παραλληλόγραμμο, συμπεριλαμβάνοντας 

στην έννοια της καθετότητας και διχοτόμησης των αξόνων. Επομένως, εξειδίκευσε τη δομή των 

αξόνων συμμετρίας ως: «τμημάτων που διχοτομούνται και τέμνονται κάθετα με κοινό μέσο το Ο 

(σημείο τομής των διαγωνίων). Δηλαδή, επανεφηύρε δυναμικά την έννοια των διαγωνίων του 

ρόμβου ως: «τμημάτων διχοτομούμενων και καθέτων με κοινό μέσο το Ο». 

 Οι συνδεόμενες αναπαραστάσεις της β φάσης βοήθησαν τη μαθήτρια να έρθει σε γνωστική 

σύγκρουση, και να αναδομήσει γνωστικά σχήματα αλλά και να αποδώσει σταδιακά σε στοιχεία 

του δυναμικού διαγράμματος διπλό ρόλο.  

Η αντιστροφή ενεργειών με σύνθεση εργαλείων και τεχνικών στη δεύτερη φάση του ΥΜΜ και 

ειδικότερα στο στάδιο της ιεραρχικής δομικής ανάλυσης, οδήγησε την Μ11 στη νοητική σύνδεση 

αναπαραστάσεων εννοιολογικά και διαδικαστικά. Αυτή η φάση βοήθησε το μαθητή να 

ιεραρχήσει δομικά τα παραλληλόγραμμα και να αποκτήσει την ικανότητα αυθαίρετων 

οικονομικών ορισμών. 

Στην αρχή της διαδικασίας δεν είχε δυνατότητα παραγωγικών επιχειρημάτων. Αυτή άρχισε να 

εμφανίζεται στην τρίτη φάση της διαδικασίας. Η συμμετοχή στο μαθησιακό μονοπάτι θεωρήθηκε 

αναγκαία για την ανάπτυξη παραγωγικών επιχειρημάτων (π.χ στα σημεία 281, 333), αφού η 

μαθήτρια διατύπωσε λογικές συσχετίσεις μεταξύ στοιχείων το διαγράμματος (π.χ την έννοια του 

άξονα συμμετρίας) καθώς και συνδέσεις εννοιών που η μαθήτρια είχε κατασκευάσει σε 

προηγούμενη φάση. Οι αναπαραστάσεις της τελευταίας φάσης (λεκτικές και εικονικές) της Μ11 

είναι συνδεδεμένες εννοιολογικά και διαδικαστικά με την πρώτη και δεύτερη φάση της 

ερευνητικής διαδικασίας. Συνεπώς, ανέπτυξε την ικανότητα να λειτουργεί (αναγνωρίζει 

υποδομές, μετακινείται από ένα αναπαρασταστικό σύστημα σε άλλο κλπ.) σε ένα πολυπλοκότερο 

σχήμα λόγω της επίδρασης των ΣΟΕΑ του μαθησιακού μονοπατιού.  

Β. Ως προς τη συμμετοχή της Μ11 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι  

Στο προ-τεστ κατασκεύασε ακριβές διάγραμμα και δεν ολοκλήρωσε την απόδειξη. Στο μέσο-

τεστ ανέπτυξε παραγωγικά επιχειρήματα αλλά δεν ολοκλήρωσε την απόδειξη. Το 

παραλληλόγραμμο και το ορθογώνιο απέκτησαν το χαρακτήρα συμβόλου. Στο πραγματικό 

πρόβλημα βασίστηκε σε στοιχείο του διαγράμματος και ανέπτυξε συνδυασμό απαγωγικού και 
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παραγωγικού συλλογισμού. Στο μετά-τεστ απέδειξε ότι οι απέναντι πλευρές του ΚΛΜΝ είναι 

παράλληλες και ίσες, με εφαρμογή του θεωρήματος ΘΜΠ και στο τέλος διατύπωσε ένα μη 

οικονομικό ορισμό του παραλληλογράμμου. Στο δεύτερο σκέλος ανέπτυξε παραγωγικό 

συλλογισμό προκειμένου να αποδείξει την καθετότητα των πλευρών του εσωτερικού σχήματος, 

διατυπώνοντας έναν αυθαίρετο οικονομικό ορισμό για το ορθογώνιο. 

 Το επίπεδο της στο μετά-τεστ van Hiele ήταν 4 ( ελαστικό κριτήριο).  

 

 
5.2.12. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του Μ12  

 

Α. Ως προς τη συμμετοχή της Μ12 στο δυναμικό περιβάλλον 

Η M12 αντιμετώπισε γνωστικές συγκρούσεις στα σημεία [97, 118, 193, 220] οι οποίες 

προκύπτουν μέσω της επίδρασης του συρσίματος (πειραματικού η θεωρητικού) του εργαλείου 

σημείου (π.χ  ως προς την διατήρηση της ισότητας μεταξύ πλευρών σχήματος, την ιεράρχηση 

τετράπλευρων όταν σύρεται μια κορυφή του, καθώς και τη θεσιακή κατανόηση της επιλογής 

σημείου για την εφαρμογή του προσαρμ. εργαλείου).  

Κατασκεύασε έννοιες-εν-δράσει και θεωρήματα-εν-δράσει, αναπτύσσοντας επαγωγικό 

συλλογισμό λόγω τη επίδρασης του εργαλείου ανάκλασης. Ο σύνθετος μετασχηματισμός του 

διαγράμματος που προέκυψε λόγω του θεωρητικού συρσίματος και της ανάκλασης είχε 

επίδραση στη διατύπωση εικασιών και λογικών συσχετίσεων (π.χ σημείο 130, 162-164).  

Η μαθήτρια ανέπτυξε δυναμική οπτικοποίηση αμέσως μετά την εμφάνιση του ανακλώμενου 

σημείου, αφού νοητικά σχημάτισε τις αποστάσεις των σημείων από τον άξονα συμμετρίας. 

Ωθήθηκε σε διαδικασίες σκέψης ώστε να ανακαλύψει μια διαδικασία για να κατασκευάσει 

ιδιότητες των τετραπλεύρων στη δεύτερη φάση της ερευνητικής διαδικασίας. Το προσαρμ. 

εργαλείο διαμεσολάβησε στην αποκωδικοποίηση της νοητικής εικόνας σε εικονική στην οθόνη, 

καθώς και στην ανάπτυξη ικανότητας δομικής ανάλυσης του σχήματος και διατύπωσης 

απαγωγικών επιχειρημάτων (για παράδειγμα στο διάστημα (253-292). Το εργαλείο στην 

περίπτωση αυτή λειτουργεί ως δομική μονάδα (building block), αφού είναι σχεδιασμένο να φέρει 

εγγενώς ως αναπαραστατικό μέσο κάποιες ιδιότητες. Οι συνδεόμενες αναπαραστάσεις της 

δεύτερης φάσης βοήθησαν τη μαθήτρια να έρθει σε γνωστική σύγκρουση, και να αναδομήσει 

γνωστικά σχήματα αλλά και να αποδώσει σταδιακά σε στοιχεία του δυναμικού διαγράμματος 

διπλό ρόλο.  
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Η αντιστροφή ενεργειών με σύνθεση εργαλείων και τεχνικών στη δεύτερη φάση του ΥΜΜ και 

ειδικότερα στο στάδιο της ιεραρχικής δομικής ανάλυσης, οδήγησε την Μ12 στην ιεράρχηση του 

σχήματος του τετραγώνου ως ειδική κατηγορία ρόμβου και ορθογωνίου και στη νοητική 

σύνδεση αναπαραστάσεων εννοιολογικά και διαδικαστικά. Αυτή η φάση βοήθησε το μαθητή να 

ιεραρχήσει δομικά τα παραλληλόγραμμα και να αποκτήσει την ικανότητα αυθαίρετων 

οικονομικών ορισμών. Επομένως, σταδιακά απέκτησε την ικανότητα σύνδεσης 

αναπαραστάσεων νοητικά και στη συνέχεια τη διαδικαστική και εννοιολογική ικανότητα να τις 

διαχειρίζεται.  

Το διάστημα αυτό ήταν σημαντικό για την εξέλιξη του επιπέδου γεωμετρικής σκέψης της 

μαθητρίας, αφού τα σχήματα των τετραπλεύρων απόκτησαν το χαρακτήρα σήματος. Επομένως, 

ανακάλυψε ιδιότητες των σχημάτων, δηλαδή ανέπτυξε την ικανότητα δυναμικής 

επανεφεύρεσης, εξειδικεύοντας τη δομή των τεμνόμενων διχοτομούμενων διαγωνίων του 

παραλληλογράμμου σε σημείο Ο.  

Στην αρχή της διαδικασίας δεν είχε δυνατότητα παραγωγικών επιχειρημάτων. Αυτή άρχισε να 

εμφανίζεται στην τρίτη φάση της διαδικασίας. Η συμμετοχή στο μαθησιακό μονοπάτι θεωρείται 

αναγκαία προϋπόθεση για την ανάπτυξη παραγωγικών επιχειρημάτων (π.χ στα σημεία 281, 333), 

αφού η μαθήτρια διατύπωσε λογικές συσχετίσεις μεταξύ στοιχείων του διαγράμματος (π.χ την 

έννοια του άξονα συμμετρίας) καθώς και συνδέσεις εννοιών που η μαθήτρια είχε κατασκευάσει 

σε προηγούμενη φάση. Οι αναπαραστάσεις της τελευταίας φάσης (λεκτικές και εικονικές) της 

Μ12 είναι συνδεδεμένες εννοιολογικά και διαδικαστικά με την πρώτη και δεύτερη φάση της 

ερευνητικής διαδικασίας. Συνεπώς, ανέπτυξε την ικανότητα να λειτουργεί με τα σχήματα 

αναγνωρίζει υποδομές, και να μετακινείται από ένα αναπαρασταστικό σύστημα σε άλλο.  

Β. Ως προς τη συμμετοχή της Μ12 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι  

Στο προ-τεστ η μαθήτρια μετέφρασε την έννοια της απόστασης λανθασμένα, δηλαδή δεν έχει 

αναπτύξει την ικανότητα μετάφρασης της λεκτικής διατύπωσης σε εικονική. Στο μέσο τεστ έχει 

αποκτήσει την ικανότητα μετάφρασης μιας ‘αν…τότε’ δήλωσης. Έχει αποκτήσει την ικανότητα να 

συσχετίζει έννοιες. Στο πραγματικό πρόβλημα εξέφρασε τις σχέσεις μεταξύ των τμημάτων και 

διατύπωσε ότι το σχήμα είναι ορθογώνιο, χωρίς να αιτιολογήσει το συλλογισμό της. 

Κατασκεύασε ακριβές διάγραμμα, ως αποτέλεσμα της δυναμικής οπτικοποίησης. Στο μετά-τεστ η 

απόδειξη της πρότασης ολοκληρώθηκε από τη μαθήτρια με παραγωγικό συλλογισμό, αφού 

οδηγήθηκε σε συμπέρασμα για τις πλευρές του σχήματος, αποδεικνύοντας ότι είναι 

παραλληλόγραμμο με χρήση μη οικονομικού ορισμού. 
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Το επίπεδο της στο μετά-τεστ van Hiele ήταν 4 (ελαστικό κριτήριο).  

 
5.2.13. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του Μ13  

 

Α. Ως προς τη συμμετοχή του Μ13 στο δυναμικό περιβάλλον 

Από το διάγραμμα συμπεραίνεται ότι στο [5, 61, 92, 98, 108, 170, 214, 239, 245] ο μαθητής 

αντιμετώπισε γνωστικές συγκρούσεις μέσω των εργαλείων σημείου (και πειραματικού 

συρσίματος), περιστροφής, κύκλου, παραμετρικού εργαλείου ανάκλασης και προσαρμ. 

εργαλείου.   

Η εμφάνιση των γνωστικών συγκρούσεων ήταν αποτέλεσμα των γνωστικών εμποδίων που 

αντιμετώπισε, όπως μη ικανότητα μετάφρασης της νοητικής του εικόνας για το αντικείμενο σε 

εικονική ή λεκτική και ειδικότερα τις έννοιες της αξονικής και κεντρικής συμμετρίας.  

Στη διάρκεια της διαδικασίας απόκτησε μια αυξανόμενη ικανότητα μετάφρασης μεταξύ 

αναπαραστάσεων (εσωτερικών, εξωτερικών), λόγω της διαμεσολάβησης των εργαλείων του 

λογισμικού. Για παράδειγμα, μέσω του εργαλείου ανάκλασης ο μαθητής απόκτησε μια 

αυξανόμενη δυνατότητα να εξετάζει τη δομή των σχημάτων, αναλύοντας τα μέρη τους 

χαρακτηριστικό επιπέδου 2 (Battista, 2007).  

Οι συνδεόμενες οπτικές αναπαραστάσεις της δεύτερης φάσης της διαδικασίας 

διαμεσολάβησαν στη μερολογική κατανόηση σχημάτων (π.χ του ρόμβου ως σύνθεση 

ισοσκελών). Επομένως, μέσω της διαδικασίας δημιούργησε συνδεόμενες νοητικές 

αναπαραστάσεις. Κατά συνέπεια, οι συνδεόμενες αναπαραστάσεις των δυναμικών εργαλείων 

οδήγησαν το μαθητή σε γνωστικές συγκρούσεις και τον ώθησαν να αναπτύξει διαδικασίες 

σκέψης, διαμεσολαβώντας στην αποκωδικοποίηση της νοητικής εικόνας του σε εικονική και 

της εικονικής σε λεκτική. Αυτό είχε ως αποτέλεσμα να διατυπώσει έννοιες-εν-δράσει (π.χ [78], 

[122]). Το εργαλείο περιστροφής και εργαλείο ανάκλασης βοήθησαν το μαθητή να αναπτύξει την 

ικανότητα λογικών συσχετίσεων. Κομβικό σημείο στην ερευνητική διαδικασία είναι το σημείο 

[257] όπου ο μαθητής αποκωδικοποίησε λεκτικά και εικονικά την νοητική του εικόνα, 

χρησιμοποιώντας το προσαρμοσμένο εργαλείο με κατάχρηση. Επομένως, οι συνδεόμενες 

αναπαραστάσεις που ο μαθητής δημιούργησε στη διάρκεια της διαδικασίας αποτέλεσαν το μέσο 

ώστε να διαχειριστεί την επίλυση των προβλημάτων (π.χ η κατασκευή του τετραγώνου ως 

αποτέλεσμα αντιστροφής ενεργειών).  

Σε αλληλεπίδραση με τις ΣΟΕΑ ανέπτυξε την ικανότητα μετασχηματιστικού συλλογισμού, 

καθώς εκδήλωσε την ικανότητα μετατροπής από εικονική σε λεκτική ή νοητική και αντίστροφα. 
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Δηλαδή, οι ΣΟΕΑ της τρίτης και τέταρτης φάσης αποτέλεσαν το τελευταίο στάδιο της διαδικασίας 

αναφορικά με την ικανότητα μετατροπής μεταξύ των αναπαραστάσεων. Σε αλληλεπίδραση με 

τους σύνθετους μετασχηματισμούς των ΣΟΕΑ της τρίτης φάσης συμπεραίνεται ότι έχει αναπτύξει 

ικανότητες παραγωγικού συλλογισμού (π.χ στα σημεία 388, 408, 427). Στην τέταρτη φάση 

οπτικοποίησε την αμετάβλητη ιδιότητα σημείου λόγω της επίδρασης συρσίματος στην 

αλληλουχία μετασχηματισμών του διαγράμματος των ΣΟΕΑ ή  λόγω της επίδρασης του ίχνους και 

του συρσίματος, αναγνώρισε οπτικά την λύση του προβλήματος και οδηγήθηκε να αναπτύξει μια 

στρατηγική, σημείο δυναμικής επανεφεύρεσης της λύσης του προβλήματος, ανακαλώντας την 

έννοια της μεσοπαραλλήλου, που είχε κατασκευάσει στην δεύτερη φάση. Διαπιστώθηκε ακόμα η 

ικανότητα του στην εφαρμογή της λύσης του πραγματικού προβλήματος.  

Β. Ως προς τη συμμετοχή του Μ13 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι 

Στο προ-τεστ δεν είχε ικανότητα μετάφρασης της λεκτικής διατύπωσης σε εικονική και δεν 

ολοκλήρωσε την απόδειξη της πρότασης. Στο μέσο-τεστ διατύπωσε το κριτήριο ισότητας 

τριγώνων για να αιτιολογήσει το συμπέρασμα του, καθώς και συμπεράσματα, όπως την ισότητα 

των απέναντι γωνιών του σχήματος, το οποίο τον οδήγησε να συμπεράνει ότι το σχήμα είναι 

ορθογώνιο. Επομένως ανέπτυξε παραγωγικό συλλογισμό. Στο πραγματικό πρόβλημα ο μαθητής 

κατασκεύασε ένα ακριβές διάγραμμα ορθογωνίου και διατύπωσε λογικές σχέσεις μεταξύ των 

στοιχείων του διαγράμματος στο πρόβλημα. Στο μετά-τεστ χρησιμοποίησε οπτικά στοιχεία του 

διαγράμματος και ανέπτυξε παραγωγικό συλλογισμό. 

Το επίπεδο του στο μετά-τεστ van Hiele ήταν 3 (αυστηρό κριτήριο).  

 

 
5.2.14. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του Μ14  

 

Α. Ως προς τη συμμετοχή της Μ14 στο δυναμικό περιβάλλον 

Η Μ14 αντιμετώπισε γνωστικές συγκρούσεις λόγω του εργαλείου σημείου (και πειραματικού 

ή θεωρητικού συρσίματος), εργαλείου καθέτου και του παραμετρικού εργαλείου. Το 

παραμετρικό εργαλείο διαμεσολάβησε στην υπέρβαση γνωστικού εμποδίου.  

Στην αρχή της διαδικασίας επιβεβαιώθηκε η θεωρία των van Hiele για το ρόλο που παίζουν τα 

γλωσσικά σύμβολα στην κατανόηση που αναπτύσσεται μεταξύ υποκειμένων που επεξεργάζονται 

την ίδια δραστηριότητα. Μέσω της διαδικασίας απέκτησε μια αυξανομένη ικανότητα μετατροπής 

της εικονικής αναπαράστασης σε λεκτική και αντίστροφα. Το εργαλείο ανάκλασης βοήθησε τη 
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μαθήτρια να αναπτύξει την ικανότητα δομικής ανάλυσης των σχημάτων και αναγνώριση 

υποσχημάτων.  

Αυτή η ικανότητα επιβεβαιώθηκε στην τρίτη φάση, όπου η μαθήτρια είχε αποκτήσει την 

ικανότητα να αναλύει δομικά ένα σχήμα και να περιγράφει τις ιδιότητες των στοιχείων του 

σχήματος με τυπικό τρόπο. Επομένως, «είχε μετακινηθεί από τον οπτικό συλλογισμό, επειδή το 

σημαντικότερο κριτήριο για τον προσδιορισμό ενός σχήματος είναι αν ικανοποιεί, ένα ακριβές 

σύνολο τυπικών ιδιοτήτων» (χαρακτηριστικό επιπέδου 2.3 Battista (2007, p. 851).  

Στην αρχή της διαδικασίας διατύπωνε δυναμικούς ορισμούς, και στην εξέλιξη απέκτησε 

σταδιακά την ικανότητα διαμόρφωσης ορισμών μη οικονομικών ή οικονομικών σε συνεργασία. 

Στο τέλος της διαδικασίας απέκτησε την ικανότητα διατύπωσης αυθαίρετων οικονομικών 

ορισμών καθώς και συσχέτισης εννοιών.  

Το εργαλείο ανάκλασης διαμεσολάβησε στην ανάπτυξη ικανότητας αντιληπτικής ιεράρχησης. 

Οι συνδεόμενες αναπαραστάσεις της τρίτης  φάσης διαμεσολάβησαν, ώστε να συσχετίσει την 

μορφή του τετραπλεύρου στο εσωτερικό με την ιδιότητα που αποκτούν οι διαγώνιες στο 

εξωτερικό τετράπλευρο και να αντιμετωπίσει γνωστικές συγκρούσεις, εκφράζοντας θεωρήματα-

εν-δράσει. Η μαθήτρια αντικατέστησε σε διάφορα σημεία της διαδικασίας το λανθασμένο σχήμα 

με ένα σχήμα εμπειρικό–αντιληπτικό. Απέκτησε την ικανότητα να αναπτύσσει παραγωγικό 

συλλογισμό ή συνδυασμό απαγωγικού και παραγωγικού συλλογισμού. Στο τέλος της 

διαδικασίας ανέπτυξε την ικανότητα διαμόρφωσης υποστόχων και αποδεικτικής διαδικασίας με 

παραγωγικό συλλογισμό.  

Β. Ως προς τη συμμετοχή της Μ14 στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι  

Στο προ-τεστ κατασκεύασε ανακριβές διάγραμμα και δεν ολοκλήρωσε την απόδειξη. Στο μέσο-

τεστ έχει αναπτύξει την ικανότητα μετάφρασης της «αν…τότε» δήλωσης αλλά αιτιολόγησε 

ανεπαρκώς. Στο πραγματικό πρόβλημα ανέπτυξε μετασχηματιστικό συλλογισμό, αφού ανέπτυξε 

σκέψη με κίνηση σε στατικό διάγραμμα και προέβλεψε λογικές σχέσεις μεταξύ των 

αντικειμένων. Προσδιόρισε ακόμα τη λύση του προβλήματος, χρησιμοποιώντας στοιχεία από το 

διάγραμμα. Στο μετά-τεστ διατύπωσε έναν οικονομικό ορισμό για το ορθογώνιο. Ανέπτυξε 

συνδυασμό απαγωγικού και  παραγωγικού συλλογισμού. Το επίπεδο της στο μετά-τεστ van Hiele 

ήταν 3 (αυστηρό κριτήριο).  
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5.3. Οµάδα ελέγχου  

 

5.3.1. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του ΜΕ1  
 

Ο μαθητής στο προ-τεστ είχε δυνατότητα κατασκευής αποδεικτικής διαδικασίας, 

αναπτύσσοντας συνδυασμό απαγωγικού και παραγωγικού συλλογισμού. Αντιμετώπιζε 

γνωστικά εμπόδια και χρησιμοποίησε οπτικά στοιχεία προκειμένου να ολοκληρώσει την 

απόδειξη. Στην εξέλιξη της διαδικασίας και από τα συμπεράσματα που προκύπτουν από το 

γραπτό του μετά τη μελέτη των ορθογωνίων παραλληλογράμμων στην τάξη, διαπιστώνεται ότι ο 

μαθητής δεν είχε ικανότητα μετάφρασης της λεκτικής αναπαράστασης σε συμβολική, δηλαδή 

ικανότητα μετάφρασης της «αν…τότε» δήλωσης, αποστήθιζε ιδιότητες τις οποίες και αναφέρει 

αλλά δεν μπορεί από το διάγραμμα να οδηγηθεί στην απόδειξη της πρότασης η οποία παραμένει 

ανεπαρκής. Στο πραγματικό πρόβλημα δεν είχε  δυνατότητα να μεταφράσει με ακρίβεια την 

έννοια της περιστροφής και ως συνέπεια αυτού δεν είχε ικανότητα να προχωρήσει στη λύση του 

πραγματικού προβλήματος. Στο τέλος της διαδικασίας είχε αναπτύξει τη διαδικαστική γνώση των 

θεωρημάτων αλλά όχι την εννοιολογική, αφού διατύπωνε έννοιες ασύνδετες με τις διαδικασίες 

που ακολουθεί, στην προσπάθεια του να τεκμηριώσει τα συμπεράσματά του.  

Το επίπεδο του στο μετά –τεστ van Hiele ήταν 3 (ελαστικό κριτήριο). 

 

5.3.2. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του ΜΕ2  

 

Ο μαθητής αρχικά εξειδίκευσε το διάγραμμα, αφού παρερμήνευσε την ιδιότητα του ύψους και 

ως ιδιότητα της διχοτόμου και διαμέσου και δεν ολοκλήρωσε την απόδειξη. Στην εξέλιξη της 

διαδικασίας και από τα συμπεράσματα που προκύπτουν από το γραπτό του μετά τη μελέτη των 

ορθογωνίων παραλληλογράμμων στην τάξη, διαπιστώνεται ότι ο μαθητής δεν είχε ικανότητα 

μετάφρασης της λεκτικής αναπαράστασης επαρκώς καθώς και της «αν…τότε» δήλωσης. Στο 

πραγματικό πρόβλημα δεν είχε δυνατότητα να μεταφράσει με ακρίβεια την έννοια της 

περιστροφής και ως συνέπεια αυτού να προχωρήσει στη λύση του πραγματικού προβλήματος. 

Στο τέλος ανέπτυξε τη διαδικαστική γνώση του θεωρήματος ΘΜΠ, παραγωγικό συλλογισμό και 

διατύπωσε οικονομικό ορισμό του ορθογωνίου. Το επίπεδο του στο μετά –τεστ van Hiele ήταν 3 

(ελαστικό κριτήριο). 
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5.3.3. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του ΜΕ3  

 

Η μαθήτρια αρχικά δεν είχε ικανότητα επαρκούς μετάφρασης του προβλήματος σε 

διάγραμμα, αποδεικνύει χρησιμοποιώντας διαδικαστικές γνώσεις οι οποίες ταιριάζουν σε 

σχήματα αυθεντίας. Στην εξέλιξη της διαδικασίας και από τα συμπεράσματα που προκύπτουν 

από το γραπτό της, διαπιστώνεται ότι απαριθμεί ένα πλήθος ιδιοτήτων χωρίς να έχει ικανότητα 

να επιλέξει τις αναγκαίες για την απόδειξη, δεν είχε ικανότητα διαχωρισμού της υπόθεσης από το 

συμπέρασμα, καθώς και ικανότητα να μεταφράσει τη λεκτική διατύπωση σε συμβολική 

αναπαράσταση. Δεν έχει αποκτήσει την ικανότητα μετάφρασης της «αν…τότε» δήλωσης. Στο 

πραγματικό πρόβλημα δεν είχε δυνατότητα να μεταφράσει με ακρίβεια την έννοια της 

περιστροφής και ως συνέπεια αυτού να προχωρήσει στη λύση του πραγματικού προβλήματος. 

Στο τέλος ανέπτυξε τη διαδικαστική γνώση του θεωρήματος ΘΜΠ, παραγωγικό συλλογισμό και 

διατύπωσε οικονομικό ορισμό του ορθογωνίου αλλά δεν ολοκλήρωσε την απόδειξη. Το επίπεδο 

της στο μετά –τεστ van Hiele ήταν 2 (εφαρμόζοντας το ελαστικό κριτήριο). Η μαθήτρια όμως 

συγκέντρωσε και σωστές απαντήσεις στις ερωτήσεις 16-20. Επομένως, ενδεχομένως να 

βρισκόταν σε μετάβαση μεταξύ επιπέδων.  

 

5.3.4. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του ΜΕ4 

 

Η μαθήτρια αρχικά είχε ικανότητα διατύπωσης κριτηρίων και απόδειξης με χρήση 

παραγωγικού συλλογισμού. Στην εξέλιξη της διαδικασίας και από τα συμπεράσματα που 

προκύπτουν από το γραπτό της μετά τη μελέτη των ορθογωνίων παραλληλογράμμων στην τάξη, 

διαπιστώνεται ότι διατύπωσε έναν οικονομικό ορισμό, ανέπτυξε την ικανότητα μετάφρασης της 

«αν…τότε» δήλωσης. Στην απόδειξη της υπάρχουν στοιχεία παραγωγικού συλλογισμού. Στο 

πραγματικό πρόβλημα δεν είχε δυνατότητα να μεταφράσει με ακρίβεια την έννοια της 

περιστροφής και ως συνέπεια αυτού να προχωρήσει στη λύση του πραγματικού προβλήματος. 

Στο τέλος ανέπτυξε τη διαδικαστική γνώση του θεωρήματος ΘΜΠ, αλλά δεν ολοκλήρωσε την 

απόδειξη, αφού δεν έχει αποκτήσει την ικανότητα της λογικής σύνδεσης των  σχέσεων. Το 

επίπεδο της στο μετά –τεστ van Hiele ήταν 3 (ελαστικό κριτήριο). 

 

5.3.5. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του ΜΕ5  
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Ο μαθητής αρχικά δεν είχε ικανότητα μετάφρασης της διατύπωσης σε ακριβές διάγραμμα, και 

ανέπτυξε απαγωγικό συλλογισμό. Στην εξέλιξη της διαδικασίας και από τα συμπεράσματα που 

προκύπτουν από το γραπτό του μετά τη μελέτη των ορθογωνίων παραλληλογράμμων στην τάξη, 

διαπιστώνεται ότι δεν ανέπτυξε την ικανότητα μετάφρασης της «αν…τότε» δήλωσης. Στο 

πραγματικό πρόβλημα δεν είχε δυνατότητα να μεταφράσει με ακρίβεια την έννοια της 

περιστροφής και ως συνέπεια αυτού να προχωρήσει στη λύση του πραγματικού προβλήματος. 

Στο τέλος ανέπτυξε τη διαδικαστική γνώση του θεωρήματος ΘΜΠ, παραγωγικό συλλογισμό και 

διατύπωσε οικονομικό ορισμό του ορθογωνίου. Το επίπεδο του στο μετά –τεστ van Hiele ήταν 3 

(αυστηρό κριτήριο). 

 

5.3.6. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του ΜΕ6 

 

Η μαθήτρια αντιμετώπιζε γνωστικά εμπόδια. Δεν είχε ικανότητα μετάφρασης της λεκτικής 

πληροφορίας σε σχέδιο, δε διατύπωσε υποθέσεις και συμπεράσματα και δεν απέδειξε τη 

πρόταση. Στην εξέλιξη της διαδικασίας και από τα συμπεράσματα που προκύπτουν από το 

γραπτό του μετά τη μελέτη των ορθογωνίων παραλληλογράμμων στην τάξη, διαπιστώνεται ότι 

δεν είχε ικανότητα μετάφρασης της «αν…τότε» δήλωσης. Η μαθήτρια προσπάθησε να 

προσαρμόσει τις νέες γνώσεις στο γνωστικό σχήμα της σύγκρισης τριγώνων, χωρίς να καταφέρει 

να ολοκληρώσει την απόδειξη. Το επίπεδο της στο μετά –τεστ van Hiele ήταν 1 (αυστηρό 

κριτήριο).  

 

5.3.7. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του ΜΕ7  

Ο μαθητής αντιμετώπιζε γνωστικά εμπόδια και δεν απέδειξε τη πρόταση. Στην εξέλιξη της 

διαδικασίας και από τα συμπεράσματα που προκύπτουν από το γραπτό του μετά τη μελέτη των 

ορθογωνίων παραλληλογράμμων στη τάξη, διαπιστώνεται ότι κατασκεύασε ακριβές διάγραμμα 

και ανέπτυξε την ικανότητα μετάφρασης της «αν…τότε» δήλωσης. Από τη σύγκριση των 

τριγώνων όμως οδηγήθηκε σε σχέσεις γνωστές από την υπόθεση και δεν ολοκλήρωσε την 

απόδειξη. Επομένως αντιμετώπιζε γνωστικά εμπόδια και δεν έχει αποκτήσει ικανότητα σύνδεσης 

των σχέσεων ώστε να παράγει την απόδειξη. Στο πραγματικό πρόβλημα δεν είχε δυνατότητα να 

μεταφράσει με ακρίβεια την έννοια της περιστροφής και ως συνέπεια αυτού να προχωρήσει στη 

λύση του πραγματικού προβλήματος. Στο τέλος δεν έχει αναπτύξει την διαδικαστική ικανότητα 
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εφαρμογής του ΘΜΠ και δεν ολοκλήρωσε την απόδειξη. Το επίπεδο του στο μετά –τεστ van Hiele 

ήταν 1 (αυστηρό κριτήριο).  

 

5.3.8. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του ΜΕ8  

 

Ο μαθητής κατασκεύασε ανακριβές διάγραμμα και δεν είχε δυνατότητα διαχωρισμού της 

υπόθεσης από το συμπέρασμα καθώς και ικανότητα αποδεικτικής διαδικασίας. Δεν βελτιώθηκαν 

οι ικανότητες διαχωρισμού υπόθεσης- συμπεράσματος στο επόμενο διάστημα, διατύπωσε για 

την απόδειξη ιδιότητες που δεν ειχε δυνατότητα να εφαρμόσει. Στο πραγματικό πρόβλημα 

κατασκεύασε ακριβές διάγραμμα, επομένως έχει αναπτύξει την ικανότητα μετάφρασης της 

λεκτικής διατύπωσης σε εικονική. Δεν έχει αναπτύξει την αποδεικτική ικανότητα, ούτε την 

ικανότητα εφαρμογής της λύσης. Στο τέλος κατασκεύασε ακριβές διάγραμμα, διαχώρισε την 

υπόθεση από το συμπέρασμα αλλά δεν απέδειξε την πρόταση. Το επίπεδο του στο μετά –τεστ 

van Hiele ήταν 2 (ελαστικό κριτήριο).  

 

5.3.9. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του ΜΕ9 

  

Στο προ-τεστ η μαθήτρια ανέπτυξε παραγωγικό συλλογισμό. Διατύπωσε το κριτήριο ισότητας 

τριγώνων και ολοκλήρωσε την απόδειξη. Στο μέσο-τεστ ανέπτυξε ανεπαρκή αιτιολόγηση και δεν 

ολοκλήρωσε την απόδειξη. Στο πραγματικό πρόβλημα δεν είχε δυνατότητα να μεταφράσει με 

ακρίβεια την έννοια της περιστροφής και ως συνέπεια αυτού να προχωρήσει στη λύση του 

πραγματικού προβλήματος. Στο μετα-τεστ απόδειξης δεν ολοκλήρωσε την απόδειξη αφού δεν 

ανέπτυξε την διαδικαστική ικανότητα εφαρμογής του ΘΜΠ. Το επίπεδο του στο μετά –τεστ van 

Hiele ήταν 2 (αυστηρό κριτήριο).  

 

5.3.10. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του ΜΕ10  

 

Στο προ-τεστ η μαθήτρια κατασκεύασε ένα ακριβές διάγραμμα, διαχώρισε σωστά τις 

υποθέσεις και τα συμπεράσματα, σύγκρινε τρίγωνα, αιτιολογώντας τον συλλογισμό της και 

οδηγήθηκε στο συμπέρασμα αναπτύσσοντας παραγωγικό συλλογισμό. Στο μέσο-τεστ 

χρησιμοποίησε περισσότερα δεδομένα για να αποδείξει ότι ήταν αναγκαίο, αναπτύσσοντας 

συμπερασματικό συλλογισμό. Στο πραγματικό πρόβλημα δεν έχει αναπτύξει την ικανότητα 
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μετασχηματισμών. Διατύπωσε λογικές σχέσεις και οδηγήθηκε σε συμπεράσματα από οπτικά 

στοιχεία του διαγράμματος. Στο μετά-τεστ η μαθήτρια έχει αναπτύξει την ικανότητα να οδηγηθεί 

σε παραγωγικά / λογικά συμπεράσματα, αν και οι διατυπώσεις της παραμένουν ανεπαρκείς. Το 

επίπεδο του στο μετά –τεστ van Hiele ήταν 3 (αυστηρό κριτήριο).  

 

5.3.11. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του ΜΕ11  

 

Στο προ-τεστ ο μαθητής κατασκεύασε ένα ανακριβές διάγραμμα και ανέπτυξε ανεπαρκή 

επιχειρηματολογία. Στο μέσο-τεστ κατασκεύασε ένα ανακριβές διάγραμμα. Ανέπτυξε ανεπαρκή 

επιχειρηματολογία και δεν είχε δυνατότητα να ολοκληρώσει την απόδειξη. Στο πραγματικό 

πρόβλημα δεν ανέπτυξε την ικανότητα μετάφρασης της διατύπωσης του προβλήματος σε 

ακριβές διάγραμμα, το οποίο αποτέλεσε εμπόδιο στην επίλυση του προβλήματος. Στο μετά-τεστ 

δεν έχει αποκτήσει την ικανότητα να διαχωρίσει τα στοιχεία της υπόθεσης από του 

συμπεράσματος και προσπάθησε να αποδείξει την πρόταση νε βάση το γνωστικό σχήμα της 

σύγκρισης τριγώνων, το οποίο όμως δεν ήταν επαρκές για την απόδειξη. Το επίπεδο του στο μετά 

–τεστ van Hiele ήταν 3 (ελαστικό κριτήριο).  

 

5.3.12. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του ΜΕ12  

 

Στο προ-τεστ κατασκεύασε ακριβές διάγραμμα αλλά δεν ολοκλήρωσε την απόδειξη. Στο 

μέσο-τεστ χρησιμοποίησε διάφορα στοιχεία από την θεωρία  και ανέπτυξε ανεπαρκή 

αιτιολόγηση.  Στο πραγματικό πρόβλημα μετέφρασε σωστά εικονικά τον μετασχηματισμό των 

τμημάτων αλλά δεν οδηγήθηκε στη λύση του προβλήματος. Στο μετά-τεστ η μαθήτρια διατύπωσε 

μια «αν …τότε» δήλωση και έναν οικονομικό ορισμό για το ορθογώνιο. Εξειδίκευσε τα 

συμπεράσματα της στο διάγραμμα και ανέπτυξε απαγωγικό συλλογισμό για να συμπεράνει ότι 

οι γωνίες είναι ορθές αλλά δεν ολοκλήρωσε την απόδειξη. Το επίπεδο του στο μετά –τεστ van 

Hiele ήταν 3 (αυστηρό κριτήριο). 

 

5.3.13. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του ΜΕ13  

 

Στο προ-τεστ κατασκεύασε ένα διάγραμμα ισοπλεύρου τριγώνου, και  η απόδειξη του ήταν 

ανεπαρκής. Στο μέσο-τεστ διατύπωσε έναν ανεπαρκή ορισμό και από το διάγραμμα οδηγήθηκε 
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στο συμπέρασμα. Στο πραγματικό πρόβλημα ο μαθητής μετασχημάτισε το τμήμα ΦΚ κατά ίσα και 

κάθετα τμήματα που σχημάτισαν ένα τετράγωνο. Το σχήμα αυτό ενδεχομένως να είναι 

αποτέλεσμα της οπτικοποίησης του προβλήματος στα δυναμικά μέσα αφού ο μαθητής 

συμμετείχε εθελοντικά στην πειραματική ομάδα με χρήση των ΣΟΕΑ.  Στο μετά-τεστ ο μαθητής 

αντιμετώπιζε γνωστικά εμπόδια που τον εμπόδισαν να ολοκληρώσει την απόδειξη.  Το επίπεδο 

του στο μετά –τεστ van Hiele ήταν 2 (αυστηρό κριτήριο). Ο μαθητής παρουσίασε ενδείξεις 

μετάβασης σε υψηλότερο επίπεδο.  

 

5.3.14. Εξέλιξη του επιπέδου van Hiele του ΜΕ14  

 

Στο προ-τεστ η μαθήτρια κατασκεύασε ένα ανακριβές διάγραμμα, εξειδίκευσε τα στοιχεία του 

διαγράμματος και οδηγήθηκε σε μια ανεπαρκή απόδειξη. Στο μέσο-τεστ κατασκεύασε ένα 

ανακριβές διάγραμμα. Διατύπωσε θεωρήματα τα οποία έχει αποστηθίσει αλλά δεν είχε 

ικανότητα να εφαρμόσει για να αποδείξει την πρόταση. Στο πραγματικό πρόβλημα δεν ανέπτυξε 

την ικανότητα μετάφρασης της διατύπωσης του προβλήματος σε ακριβές διάγραμμα, το οποίο 

αποτέλεσε εμπόδιο στην επίλυση του προβλήματος. Στο μετά-τεστ ανέπτυξε ανεπαρκή 

αιτιολόγηση, αν και διατύπωσε τα θεωρήματα. Το επίπεδο της στο μετά –τεστ van Hiele ήταν 3 

(ελαστικό κριτήριο). 

 

5.4. Αποτελέσµατα της συγκριτικής µελέτης των µαθητών επιπέδου 1 

Α ΣΤΑΔΙΟ (ΠΡΟ- ΤΕΣΤ) 

Κοινά χαρακτηριστικά των µαθητών της πειραµατικής οµάδας και της οµάδας ελέγχου 

Α1. Δεν έχει ικανότητα μετάφρασης της λεκτικής πληροφορίας σε σχέδιο. 

Α2. Εξειδικεύει το διάγραμμα, ως αποτέλεσμα του οπτικού συλλογισμού που αναπτύσσει (πχ 
σχεδιάζει ισόπλευρο και όχι ισοσκελές ) ή συνυπολογίζει στο διάγραμμα άσχετες ιδιότητες 

(χαρακτηριστικό επιπέδου 1) (Burger & Shaughnessy, 1986) 
Α3. Δεν έχει ικανότητα διαχωρισμού της υπόθεσης από το συμπέρασμα ή χρησιμοποιεί στοιχεία 

του συμπεράσματος ως υπόθεση ή δε διατυπώνει καθόλου υποθέσεις  

Α4. Χρησιμοποιεί ανακριβείς ιδιότητες (χαρακτηριστικό επιπέδου 1) (Burger & Shaughnessy, 
1986)  

Α5. Δεν έχει ικανότητα να αντιληφθεί τις ιδιότητες του σχήματος (χαρακτηριστικό επιπέδου 1) 

(Mason, 1998; Gawlick, 2005) 
Α6. Δεν κατασκευάζει την απόδειξη ή κατασκευάζει μια λανθασμένη απόδειξη  

Α7. Αντιμετωπίζει γνωστικά εμπόδια.   
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Πίνακας 5.1.Συγκριτική µελέτη των χαρακτηριστικών στο Α στάδιο-Επίπεδο 1 

 

Σύγκριση  

Από την σύγκριση των χαρακτηριστικών που συγκεντρώνουν οι μαθητές των δυο ομάδων του 

επιπέδου 1 μπορούμε να συμπεράνουμε τα παρακάτω: 

1. Τέσσερις από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας (στον πίνακα επάνω οι Μ1, Μ10, Μ12, 

Μ14) έχουν το χαρακτηριστικό Α1, δηλαδή δεν έχουν ικανότητα μετάφρασης της λεκτικής 

πληροφορίας σε σχέδιο. Από τους μαθητές της ομάδας ελέγχου μόνο ένας μαθητής (ΜΕ6) 

έχει το χαρακτηριστικό Α1.  

2. Ίσος αριθμός μαθητών και από τις δυο ομάδες έχει το χαρακτηριστικό A2, Α3, δηλαδή 

εξειδικεύει το διάγραμμα και δεν έχει ικανότητα διαχωρισμού της υπόθεσης από το 

συμπέρασμα ή χρησιμοποιεί στοιχεία του συμπεράσματος ως υπόθεση ή δε διατυπώνει 

καθόλου υποθέσεις.   

3. Ίσος περίπου αριθμός μαθητών και από τις δυο ομάδες έχει το χαρακτηριστικό Α4 δηλαδή 

χρησιμοποιούν ανακριβείς ιδιότητες.  

4. Πέντε μαθητές της πειραματικής ομάδας έχουν το χαρακτηριστικό Α5 και δυο της ομάδας 

ελέγχου. 

5. Πέντε μαθητές της πειραματικής ομάδας δεν κατασκευάζουν την απόδειξη ή δεν 

ολοκληρώνουν την απόδειξη και ίσος αριθμός μαθητών της ομάδας ελέγχου.  

6. Τέλος, όλοι οι μαθητές και στις δυο ομάδες αντιμετωπίζουν γνωστικά εμπόδια, δεν 

συνδέουν τις διαδικασίες με τις έννοιες και συνήθως τις παρερμηνεύουν.  

Από τη σύγκριση των γραπτών των μαθητών της πειραματικής ομάδας και της ομάδας ελέγχου 

συνάγεται ότι οι μαθητές και των δύο ομάδων στο αρχικό στάδιο παρουσίαζαν κοινά 

χαρακτηριστικά, με βάση τα οποία έγινε η έρευνα. Συμπεραίνεται ότι οι μαθητές της ομάδας 

ελέγχου ήταν σε κάπως πλεονεκτικότερη θέση από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας ως 

προς την ικανότητα μετάφρασης της πληροφορίας σε σχέδιο. Ίσος αριθμός μαθητών είχε 
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αδυναμία διάκρισης της υπόθεσης από το συμπέρασμα είτε χρησιμοποίησε στοιχεία του 

συμπεράσματος ως υπόθεση ή δεν διατύπωσε καθόλου υποθέσεις. Ίσος αριθμός μαθητών και 

στις δύο ομάδες δεν κατασκεύασε την απόδειξη ή δεν ολοκλήρωσε την απόδειξη. Όλοι οι 

μαθητές αντιμετώπισαν γνωστικά εμπόδια και η επίλυση του προβλήματος στο περιβάλλον 

χαρτί-μολύβι προέκυψε ως μέρος του «διδακτικού συμβολαίου» (Brousseau, 1992, p. 169), 

δηλαδή ως μέρος των υποχρεώσεων των μαθητών να απαντήσουν στις ερωτήσεις.  

 

B ΣΤΑΔΙΟ (ΜΕΣΟ-ΤΕΣΤ)  

Β1. Έχει ικανότητα μετάφρασης της λεκτικής πληροφορίας σε σχέδιο. 

Β2. Έχει ικανότητα μετάφρασης της ‘αν …τότε’ δήλωσης 

Β3. Συγκρίνει τα σχήματα βάσει των ιδιοτήτων τους (Burger & Shaughnessy, 1986) 

Β4: Βλέπει τις σχέσεις μεταξύ των ιδιοτήτων (Mason, 1998 ; Gawlick, 2005). 

Β5: Ενεργοποιεί τον κατάλογο των  ιδιοτήτων  που  ξέρει, αλλά δεν μπορεί να διακρίνει ποιες 
ιδιότητες είναι αναγκαίες και επαρκείς για να περιγράψουν το αντικείμενο (Mason, 1998 ; 

Gawlick, 2005). 

Β6: Έχει αναπτύξει την ικανότητα δομικής ανάλυσης του σχήματος (περιγραφή ιδιοτήτων του 
σχήματος και αναγνώριση υποσχημάτων)  

Β7: Ολοκληρώνει την απόδειξη 
 

            Πίνακας 5.2.Συγκριτική µελέτη των χαρακτηριστικών στο Β στάδιο-Επίπεδο 1 

 

Σύγκριση  

 Η σύγκριση των χαρακτηριστικών που συγκεντρώνουν οι μαθητές των δύο ομάδων του 

επιπέδου 1 έδωσε τα εξής αποτελέσματα: 

1. Πέντε από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα μετάφρασης 

της λεκτικής πληροφορίας σε σχέδιο, ενώ από την ομάδα ελέγχου τέσσερις.  

2. Πέντε από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα μετάφρασης 

της «αν …τότε» δήλωσης, ενώ από την ομάδα ελέγχου τρεις.   
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3. Τέσσερις από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα να 

συγκρίνουν τα σχήματα βάσει των ιδιοτήτων τους, ενώ από την ομάδα ελέγχου τρεις. 

4. Τέσσερις από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα να 

διακρίνουν τις σχέσεις μεταξύ των ιδιοτήτων, ενώ από την ομάδα ελέγχου δύο. 

5. Τρεις από τους μαθητές της ομάδας ελέγχου ενεργοποιούσαν τον κατάλογο των ιδιοτήτων 

που γνώριζαν, ενώ από την πειραματική ομάδα δύο. Επομένως οι μαθητές της πειραματικής 

ομάδας οδηγούνταν σε συμπεράσματα λόγω της αποστήθισης των ιδιοτήτων αλλά επειδή 

άρχισαν να αποκτούν την κριτική/λογική ικανότητα να διακρίνουν ποια ιδιότητα είναι 

σημαντική για την απόδειξη.  

6. Τέσσερις από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα να 

κατασκευάζουν την απόδειξη, ενώ από την ομάδα ελέγχου ένας.  

 
ΑΝΑΔΙΑΤΥΠΩΜΕΝΟ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ    
Π1: Κατανοεί την έννοια της περιστροφής κατά 90ο 

Π2: Έχει ικανότητα να μετατρέψουν την λεκτική πληροφορία σε σχέδιο  

Π3: Έχει ικανότητα μοντελοποίησης και επίλυσης του προβλήματος 

Π4: Έχει αναπτύξει την ικανότητα να προσδιορίσουν τις σχέσεις μεταξύ στοιχείων του 

διαγράμματος με άτυπο τρόπο και οι περιγραφές βασίζονται στην οπτική αντίληψη 

(χαρακτηριστικό επιπέδου 2.1)  

Π5: Έχει αναπτύξει την ικανότητα να προσδιορίσει τις σχέσεις μεταξύ στοιχείων του 

διαγράμματος με συνδυασμό τυπικών και άτυπων περιγραφών που παραμένουν ανεπαρκείς 

(χαρακτηριστικό επιπέδου 2.2)  

Π6: Έχει αναπτύξει την ικανότητα να προσδιορίσει τις σχέσεις μεταξύ στοιχείων του 

διαγράμματος τυπικά και το σημαντικότερο κριτήριο για τον προσδιορισμό ενός σχήματος 

είναι αν ικανοποιεί ένα ακριβές σύνολο ιδιοτήτων (χαρακτηριστικό επιπέδου 2.3)  

Π7: Αναπτύσσει μετασχηματιστικό συλλογισμό.  

Π8: Στο γραπτό του υπάρχουν στοιχεία παραγωγικού συλλογισμού 

 

 
Πίνακας 5.3.Συγκριτική µελέτη των χαρακτηριστικών  
στην επίλυση πραγµατικού προβλήµατος -Επίπεδο 1 
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Η μελέτη στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι έδωσε τα εξής αποτελέσματα:    

1. Πέντε από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα να κατανοούν 

την έννοια της περιστροφής κατά 90ο, να μετατρέπουν δηλαδή τη λεκτική πληροφορία σε 

σχέδιο, ενώ από την ομάδα ελέγχου δύο.  

2. Τέσσερις από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα 

μοντελοποίησης και επίλυσης του προβλήματος, ενώ από την ομάδα ελέγχου ένας.  

3. Δύο από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα σύγκρισης των 

σχημάτων βάσει των ιδιοτήτων τους, ενώ από την ομάδα ελέγχου τρεις.  

4. Δύο από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα ανάπτυξης 

παραγωγικού συλλογισμού και διατύπωσης μιας λογικής σχέσης μεταξύ των στοιχείων του 

διαγράμματος, ενώ από την ομάδα ελέγχου ένας.  

 

 

Γ ΣΤΑΔΙΟ (ΜΕΤΑ-ΤΕΣΤ) 

 Γ1: Κατασκευάζει ένα ακριβές διάγραμμα. 

Γ2: Συγκρίνει τα σχήματα βάσει των ιδιοτήτων τους (χαρακτηριστικό επιπέδου 2) (Burger & 
Shaughnessy, 1986). 

Γ3: Βλέπει τις σχέσεις μεταξύ των ιδιοτήτων (χαρακτηριστικό επιπέδου 2) (Mason, 1998 ; 
Gawlick, 2005). 

Γ4: Έχει αναπτύξει την ικανότητα να προσδιορίσει τις σχέσεις μεταξύ στοιχείων του 

διαγράμματος με συνδυασμό τυπικών και άτυπων περιγραφών που παραμένουν ανεπαρκείς 
(χαρακτηριστικό επιπέδου 2.2) (Battista, 2007).  

Γ5: Έχει αναπτύξει την ικανότητα να προσδιορίσει τις σχέσεις μεταξύ στοιχείων του 
διαγράμματος τυπικά και το σημαντικότερο κριτήριο για τον προσδιορισμό ενός σχήματος 

είναι αν ικανοποιεί ένα ακριβές σύνολο ιδιοτήτων, διατυπώνει οικονομικό ορισμό 

(χαρακτηριστικό επιπέδου 2.3) (Battista, 2007).  

Γ6: Καταλήγει στο συμπέρασμα ότι αν ένα σχήμα έχει μια ιδιότητα έχει και μια άλλη 
(χαρακτηριστικό επιπέδου 3.1) (Battista, 2007).  
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Γ7: Συνεπαγωγική εμφάνιση ιδιοτήτων και ανάλυση σε πραγματικό ή νοητό επίπεδο 

(χαρακτηριστικό επιπέδου 3.2) (Battista, 2007).  
  

Πίνακας 5.4.Συγκριτική µελέτη των χαρακτηριστικών στο Γ στάδιο-Επίπεδο 1 

 
Η σύγκριση των χαρακτηριστικών που συγκεντρώνουν οι μαθητές των δύο ομάδων του 

επιπέδου 1 στο τελικό στάδιο της μελέτης στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι έδωσε τα εξής 

αποτελέσματα: 

1. Όλοι οι μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα να διακρίνουν τις 

σχέσεις μεταξύ των ιδιοτήτων, ενώ από την ομάδα ελέγχου μόνο δυο.   

2. Πέντε μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα (α) να προσδιορίζουν 

τις σχέσεις μεταξύ στοιχείων του διαγράμματος τυπικά (και το σημαντικότερο κριτήριο 

για τον προσδιορισμό ενός σχήματος είναι να ικανοποιεί ένα ακριβές σύνολο ιδιοτήτων), 

(β) να διατυπώνουν οικονομικό ορισμό, (γ) να καταλήγουν στο συμπέρασμα ότι αν ένα 

σχήμα έχει μια ιδιότητα έχει και μια άλλη. Οι ικανότητες αυτές εμφανίστηκαν μόνο σε 

δύο μαθητές από την ομάδα ελέγχου.  

 

5.5. Αποτελέσµατα της συγκριτικής µελέτης των µαθητών επιπέδου 2 
 

Α ΣΤΑΔΙΟ (ΠΡΟ- ΤΕΣΤ) 

Κοινά χαρακτηριστικά των µαθητών της πειραµατικής οµάδας και της οµάδας ελέγχου 

 

Α1. Εξειδικεύει το διάγραμμα, ως αποτέλεσμα του οπτικού συλλογισμού που αναπτύσσει (πχ 

σχεδιάζει ισόπλευρο και όχι ισοσκελές) ή συνυπολογίζει στο διάγραμμα άσχετες ιδιότητες 
(χαρακτηριστικό επιπέδου 1) (Burger & Shaughnessy, 1986) 

Α2.Συγκρίνει τα σχήματα βάσει των ιδιοτήτων τους (χαρακτ. επιπέδου 2) (Burger & 
Shaughnessy, 1986) 

Α3:Βλέπει τις σχέσεις μεταξύ των ιδιοτήτων (χαρακτ. επιπέδου 2) (Mason, 1998 ; Gawlick, 

2005). 
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Α4:Έχει αναπτύξει την ικανότητα αναγνώρισης των υποσχημάτων αλλά είναι ανεπαρκής 

(Mason, 1998 ; Gawlick, 2005). 

Α5: Αναπτύσσει συνδυασμό οπτικού και παραγωγικού συλλογισμού  

Α6: Εφαρμόζει μια προσωπική μέθοδο για την απόδειξη του προβλήματος  

Α7: Ολοκληρώνει την απόδειξη 
 

Πίνακας 5.5.Συγκριτική µελέτη των χαρακτηριστικών στο Α στάδιο-Επίπεδο 2 

 

Σύγκριση  

Η σύγκριση των χαρακτηριστικών που συγκεντρώνουν οι μαθητές των δύο ομάδων του 

επιπέδου 2 έδωσε  τα εξής αποτελέσματα: 

1. Τρεις από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας εξειδίκευσαν το διάγραμμα, ως 

αποτέλεσμα του οπτικού συλλογισμού που ανέπτυξαν, ενώ από την ομάδα ελέγχου δύο.  

2. Ίσος αριθμός μαθητών και από τις δύο ομάδες συνέκριναν τα σχήματα βάσει των ιδιοτήτων 

τους ή διέκριναν τις σχέσεις μεταξύ των ιδιοτήτων.   

3. Δύο μαθητές της πειραματικής ομάδας ανέπτυξαν την ικανότητα αναγνώρισης των 

υποσχημάτων, ενώ από την ομάδα ελέγχου πέντε.  

4. Πέντε μαθητές της πειραματικής ομάδας ανέπτυξαν συνδυασμό οπτικού και παραγωγικού 

συλλογισμού κατά τη διάρκεια επίλυσης προβλημάτων, ενώ  από την ομάδα ελέγχου τρεις. 

5. Ίσος αριθμός μαθητών και από τις δύο ομάδες εφάρμοσε μια προσωπική μέθοδο για την 

απόδειξη του προβλήματος.  

6. Τέλος, τρεις από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας ολοκλήρωσαν την απόδειξη, ενώ 

από την ομάδα ελέγχου τέσσερις.  

 

Β ΣΤΑ∆ΙΟ (ΜΕΣΟ- ΤΕΣΤ) 

Β1. Έχει ικανότητα μετάφρασης της ‘αν …τότε’ δήλωσης με συμβολικό τρόπο. 

Β2. Έχει ικανότητα διατύπωσης ‘αν …τότε’ δηλώσεων (χαρακτηριστικό επιπέδου 3) (Burger & 
Shaughnessy, 1986) 
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Β3. Αντιλαμβάνεται  τις σχέσεις μεταξύ των ιδιοτήτων (χαρακτηριστικό επιπέδου 3) (Mason, 

1998 ; Gawlick, 2005). 

Β4. Έχει αναπτύξει την ικανότητα να προσδιορίσει τις σχέσεις μεταξύ στοιχείων του 

διαγράμματος με συνδυασμό τυπικών και άτυπων περιγραφών που παραμένουν ανεπαρκείς 

ή διατυπώνει μη οικονομικό ορισμό (χαρακτηριστικό επιπέδου 2.2) (Battista, 2007). Ακόμα, 

ενεργοποιεί τον κατάλογο των ιδιοτήτων που ξέρει, αλλά δεν μπορεί να διακρίνει ποιες 

ιδιότητες είναι αναγκαίες και επαρκείς για να περιγράψουν το αντικείμενο (χαρακτηριστικό 
επιπέδου 2) (Mason, 1998 ; Gawlick, 2005). 

Β5. Έχει αναπτύξει την ικανότητα να προσδιορίσει τις σχέσεις μεταξύ στοιχείων του 

διαγράμματος τυπικά και το σημαντικότερο κριτήριο για τον προσδιορισμό ενός σχήματος 

είναι αν ικανοποιεί ένα ακριβές σύνολο ιδιοτήτων, διατυπώνει οικονομικό ορισμό 

(χαρακτηριστικό επιπέδου 2.3) (Battista, 2007)  

Β6. Έχει αναπτύξει την ικανότητα παραγωγικού συλλογισμού (χαρακτηριστικό επιπέδου 4) 

(Burger & Shaughnessy, 1986; Mason, 1998 ; Gawlick, 2005;Battista, 2007) 

Β7: Ολοκληρώνει την απόδειξη. 

Β8: Χρησιμοποιεί συνδυασμό οπτικών και θεωρητικών στοιχείων (το διάγραμμα επηρεάζει 

τον τρόπο σκέψης του μαθητή). 
  

 
 
 

Πίνακας 5.6.Συγκριτική µελέτη των χαρακτηριστικών στο Β στάδιο-Επίπεδο 2 

 
 

Η σύγκριση των χαρακτηριστικών που συγκεντρώνουν οι μαθητές των δύο ομάδων του 

επιπέδου 2 έδωσε τα εξής αποτελέσματα: 

1. Επτά από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα μετάφρασης της 

«αν …τότε» δήλωσης με συμβολικό τρόπο, ενώ από την ομάδα ελέγχου τρεις.  

2. Πέντε από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα διατύπωσης 

«αν …τότε» δήλωσης, ενώ από την ομάδα ελέγχου δύο.   

3. Έξι από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα να 

αντιλαμβάνονται  τις σχέσεις μεταξύ των ιδιοτήτων, ενώ από την ομάδα ελέγχου ένας. 

4. Τρεις από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν χαρακτηριστικό επιπέδου 2.3 

(Battista, 2007), ενώ από την ομάδα ελέγχου κανένας. 
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5. Τέσσερις από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα 

παραγωγικού συλλογισμού, ενώ από την ομάδα ελέγχου κανένας.  

6. Έξι από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα να ολοκληρώνουν 

την απόδειξη, ενώ από την ομάδα ελέγχου δύο.  

7. Τέλος, τρεις μαθητές της ομάδας ελέγχου χρησιμοποιούσαν συνδυασμό οπτικών και 

θεωρητικών στοιχείων στην απόδειξή τους.  

ΑΝΑΔΙΑΤΥΠΩΜΕΝΟ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ    
Π1: Κατανοεί την έννοια της περιστροφής κατά 90ο 

Π2: Έχει ικανότητα να μετατρέψει την λεκτική πληροφορία σε σχέδιο  

Π3: Έχει αποκτήσει την ικανότητα μοντελοποίησης και επίλυσης του προβλήματος 

Π4: Έχει αναπτύξει την ικανότητα να προσδιορίσει τις σχέσεις μεταξύ στοιχείων του 

διαγράμματος με άτυπο τρόπο και οι περιγραφές βασίζονται στην οπτική αντίληψη 

(χαρακτηριστικό επιπέδου 2.1)  

Π5: Έχει αναπτύξει την ικανότητα να προσδιορίσει τις σχέσεις μεταξύ στοιχείων του 
διαγράμματος με συνδυασμό τυπικών και άτυπων περιγραφών που παραμένουν ανεπαρκείς 

(χαρακτηριστικό επιπέδου 2.2)  

Π6: Έχει αναπτύξει την ικανότητα να προσδιορίσει τις σχέσεις μεταξύ στοιχείων του 
διαγράμματος τυπικά και το σημαντικότερο κριτήριο για τον προσδιορισμό ενός σχήματος 

είναι αν ικανοποιεί ένα ακριβές σύνολο ιδιοτήτων (χαρακτηριστικό επιπέδου 2.3)  

Π7: Αναπτύσσει μετασχηματιστικό συλλογισμό.  

Π8: Αναπτύσσει παραγωγικό συλλογισμό.  

 
 

Πίνακας 5.7.Συγκριτική µελέτη των χαρακτηριστικών  
στην επίλυση πραγµατικού προβλήµατος -Επίπεδο 2 

 

 
 

Συνοπτικά στο αναδιατυπώμενο πρόβλημα  

Από τη σύγκριση των γραπτών των μαθητών συνάγεται ότι οι μαθητές και των δύο ομάδων 

παρουσίαζαν κοινά χαρακτηριστικά. Οι μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την 

ικανότητα να μετατρέπουν τη λεκτική πληροφορία σε σχέδιο, καθώς και την ικανότητα 

μοντελοποίησης και επίλυσης του προβλήματος. Όλοι οι μαθητές ανέπτυξαν παραγωγικό 

συλλογισμό. Αντιθέτως, οι μαθητές της ομάδας ελέγχου δεν είχαν αναπτύξει την ικανότητα 
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μοντελοποίησης του πραγματικού προβλήματος, λόγω της έννοιας της περιστροφής. Επομένως,   

ο προσδιορισμός των σχέσεων μεταξύ των στοιχείων του διαγράμματος παραμένει ανεπαρκής. 

 

Γ ΣΤΑΔΙΟ (ΜΕΤΑ-ΤΕΣΤ) 

 Γ1: Κατασκευάζει ένα ακριβές διάγραμμα 

Γ2: Συγκρίνει τα σχήματα βάσει των ιδιοτήτων τους (χαρακτηριστικό επιπέδου 2) (Burger & 
Shaughnessy, 1986) 

Γ3: Βλέπει τις σχέσεις μεταξύ των ιδιοτήτων (χαρακτηριστικό επιπέδου 2) (Mason, 1998 ; 

Gawlick, 2005). 

Γ4. Έχει αναπτύξει την ικανότητα να προσδιορίσει τις σχέσεις μεταξύ στοιχείων του 

διαγράμματος με συνδυασμό τυπικών και άτυπων περιγραφών που παραμένουν ανεπαρκείς 

ή διατυπώνει μη οικονομικό ορισμό (χαρακτηριστικό επιπέδου 2.2) (Battista, 2007). Ακόμα, 

ενεργοποιεί τον κατάλογο των ιδιοτήτων που ξέρει, αλλά δεν μπορεί να διακρίνει ποιες 

ιδιότητες είναι αναγκαίες και επαρκείς για να περιγράψουν το αντικείμενο (χαρακτηριστικό 

επιπέδου 2) (Mason, 1998 ; Gawlick, 2005). 

Γ5. Έχει αναπτύξει την ικανότητα να προσδιορίσει τις σχέσεις μεταξύ στοιχείων του 
διαγράμματος τυπικά και το σημαντικότερο κριτήριο για τον προσδιορισμό ενός σχήματος 

είναι αν ικανοποιεί ένα ακριβές σύνολο ιδιοτήτων, διατυπώνει οικονομικό ορισμό 
(χαρακτηριστικό επιπέδου 2.3) (Battista, 2007)  

Γ6. Έχει αναπτύξει την ικανότητα παραγωγικού συλλογισμού (χαρακτηριστικό επιπέδου 4) 

(Burger & Shaughnessy, 1986; Mason, 1998 ; Gawlick, 2005;Battista, 2007) 

Γ7: Ολοκληρώνει την απόδειξη  

Γ8:Καταλήγει στο συμπέρασμα ότι αν ένα σχήμα έχει μια ιδιότητα έχει και μια άλλη 

(χαρακτηριστικό επιπέδου 3.1) (Battista, 2007)  

Γ9:Συνεπαγωγική εμφάνιση ιδιοτήτων και ανάλυση σε πραγματικό ή νοητό επίπεδο 

(χαρακτηριστικό επιπέδου 3.2) (Battista, 2007)  
 

Πίνακας 5.8.Συγκριτική µελέτη των χαρακτηριστικών στο Γ στάδιο-Επίπεδο 2 

 
 

Συνοπτικά στο τελικό στάδιο:  

Από τη σύγκριση των γραπτών των μαθητών συνάγεται ότι οι μαθητές και των δύο ομάδων 

στο τελικό στάδιο παρουσίαζαν κοινά χαρακτηριστικά. Συμπεραίνεται ότι οι μαθητές της 

πειραματικής ομάδας ήταν σε πλεονεκτικότερη θέση από τους μαθητές της ομάδας ελέγχου ως 
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προς την ικανότητα προσδιορισμού των σχέσεων μεταξύ στοιχείων του διαγράμματος τυπικά και 

το σημαντικότερο κριτήριο για τον προσδιορισμό ενός σχήματος είναι αν ικανοποιεί ένα ακριβές 

σύνολο ιδιοτήτων. Επίσης, οι μαθητές αυτοί έχουν αποκτήσει την ικανότητα διατύπωσης 

οικονομικών ορισμών, την ικανότητα συνεπαγωγικής εμφάνισης ιδιοτήτων, ανάλυσης σε 

πραγματικό ή νοητό επίπεδο, παραγωγικού συλλογισμού και ολοκλήρωσης της απόδειξης. 

 

 

 
Συζήτηση 

 
 
Στη συνέχεια θα γίνει μια σύντομη ανασκόπηση των μελετών που διεξήχθησαν τα 

προηγούμενα χρόνια και θα επισημανθεί η σχέση της παρούσας εργασίας με τις μελέτες αυτές. 

Επιπλέον, θα δειχθεί πώς η παρούσα εργασία εμπλουτίζει τη βιβλιογραφία τη σχετική με τη 

θεωρία των van Hiele, και θα συζητηθούν τα συμπεράσματα που προέκυψαν από την απόδοση 

των μαθητών στο αντικείμενο της γεωμετρίας όταν αλληλεπίδρασαν με το υποστηρικτικό υλικό 

που σχεδίασε (ή δημιούργησε) και χρησιμοποίησε η ερευνήτρια. Ειδικότερα, θα δειχθεί πώς το 

μαθησιακό μονοπάτι το οποίο οικοδομήθηκε με Συνδεόμενες Οπτικές Ενεργές Αναπαραστάσεις 

με τις οποίες αλληλεπίδρασαν οι μαθητές κατά τη διάρκεια της έρευνας συνέβαλε στη 

βιβλιογραφία τη σχετική με τη θεωρία των van Hiele, παρέχοντας μια πρωτότυπη ιδέα. Τέλος, θα 

διατυπωθούν ορισμένες προτάσεις για τη βελτίωση της ερευνητικής διαδικασίας στο μέλλον.  

 

5.6. Αναφορικά µε την επιβεβαίωση των συµπερασµάτων άλλων 

ερευνών 

Στο κεφάλαιο 1 έγινε εκτενής αναφορά στις έρευνες που χρησιμοποιούν τη θεωρία των van 

Hiele δείχνοντας πώς αυτές συνέβαλαν στη μελέτη της γεωμετρικής σκέψης των μαθητών. Η 

παρούσα εργασία επιβεβαίωσε σε πολλά σημεία την εγκυρότητα της ίδιας της θεωρίας των van 

Hiele και ορισμένων από τις υποθέσεις της, αλλά και της διαπίστωσης ότι το επίπεδο 5 δεν 

εμφανίζεται σε μαθητές δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης (βλ. ενδεικτικά Wirszup, 1976; Hoffer, 

1981; Mayberry, 1983; Usiskin, 1982; Burger & Shaughnessy, 1986). Τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά 

κάθε επιπέδου στις διαδικασίες αναγνώρισης, ορισμού, βασικών ιδιοτήτων των σχημάτων και 
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απόδειξης (ενδεικτικά Hoffer, 1981; Burger & Shaughnessy, 1986; Gutierrez, Jaime, & Fortuny, 

1991) επιβεβαιώθηκαν και εδώ όπως επίσης και το ότι η θεωρία των van Hiele προσφέρεται για 

να περιγράψει τις διαδικασίες σκέψης των μαθητών κατά την επίλυση προβλημάτων και την 

κατανόηση των γεωμετρικών εννοιών (ενδεικτικά Burger & Shaughnessy, 1986; Clements & 

Battista, 1990; Fuys, Geddes & Tischler, 1988).  

Μια άλλη διαπίστωση ήταν ότι η έννοια των παραλληλογράμμων και ειδικότερα η ιεραρχική 

δομή τους φέρνει τους μαθητές αντιμέτωπους με δυσκολίες που αφορούν την εκμάθηση 

κατανόηση, εμπέδωση της έννοιας.  

Οι γνωστικές συγκρούσεις επιβεβαιώθηκαν, όπως και η θεωρία του Piaget (1937/1971), όταν 

οι μαθητές έρχονταν σε επαφή με νέες πληροφορίες. Παρατηρήθηκαν σημεία στα οποία το 

περιβάλλον προκάλεσε διαταραχή (von Glaserfeld, 1995) στη γνωστική ισορροπία των μαθητών 

όπως και το ότι η προσαρμογή της νέας πληροφορίας στο ήδη υπάρχον γνωστικό σχήμα 

προκύπτει μέσα από γνωστικές συγκρούσεις.  

Η παρούσα εργασία, ως προς το ένα σκέλος της, προστίθεται σε όλες εκείνες τις μελέτες που 

έχουν αναπτύξει και εφαρμόσει στην τάξη δραστηριότητες σε δυναμικά περιβάλλοντα –και, 

ειδικότερα, το Geometer’s Sketchpad (Jackiw, 1991)– σε μια προσπάθεια να εντάξουν στη 

διδασκαλία της γεωμετρίας τις νέες τεχνολογίες (π.χ., Clement & Battista, 1992; De Villiers 1998; 

Yerushalmy & Chasan 1993; Oldknow, 1995; Sanchez & Sacristan, 2003; Hollebrands, 2003, 2004, 

2007; Christou, Mousoulides, Pittalis & Pitta, 2004, 2005; Pitta-Pantazi, & Christou, 2007, 2008).  

Σύμφωνα με τα αποτελέσματα και της παρούσας εργασίας, τα υποστηρικτικά υλικά του 

Προγράμματος Σπουδών που βασίζονται στη θεωρία των van Hiele καθώς και η χρήση του 

Geometers’ Sketchpad έχουν παίξει σημαντικό ρόλο στη γνωστική ανάπτυξη των μαθητών 

(ενδεικτικά Elchuck, 1992; Choi-Koh, 1999; Olive, 2000; Almeqdadi, 2000; Olkun, Sinoplu & 

Deryakulu, 2005). 

 Μια άλλη διαπίστωση της έρευνας ήταν η ανάπτυξη διαφορετικών ειδών συλλογισμού κατά 

τη χρήση λογισμικού δυναμικής γεωμετρίας σε προβλήματα με τετράπλευρα βλ. ενδεικτικά 

Galindo, 1998; Hoyles, 1998; Arzarello et al., 1998; Hoyles & Healy, 1999; Mariotti, 2000; Hadas, 

Hershkowitz, & Schwarz, 2000; Marrades & Gutiérrez, 2000; Healy, 2000; Hölzl, 2001; Christou, 

Mousoulides, Pittalis and Pitta, 2004, 2005; Talmon & Yerushalmy, 2006).  

Στο σχεδιασμό της η έρευνα είχε προβλέψει την επίδραση που έχουν οι κατασκευαστικές 

διαδικασίες τετραπλεύρων σε λογισμικό δυναμικής γεωμετρίας στον τρόπο συλλογισμού των 

μαθητών (βλ. ενδεικτικά Mariotti, 1997, 2001; Vincent, 1998; Vincent & McCrae, 2001; Leung & 
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Or, 2007), η συμμετρία των τετραπλεύρων (βλ. ενδεικτικά Arzarello, Micheletti, Olivero, & 

Robutti, 1998; Healy, 2000; Hadas, Hershkowitz & Schwarz, 2001; Mariotti, 2001; Jones, 2001; de 

Villiers, 2004; Wares, 2004; Leikin, 2004; Jiang, 2002; Christou, Mousoulides, Pittalis, & Pitta-

Pantazi, 2004; Belfort & Guimarães, 2004; Graumman, 2005), αλλά και την επίδραση των 

μετασχηματισμών της περιστροφής και ανάκλασης μέσω του λογισμικού δυναμικής γεωμετρίας 

(βλ. ενδεικτικά Edwards, 1991; Natsoulas, 2000; Hollebrands, 2003, 2004).  

Στην παρούσα εργασία υιοθετήθηκε η θεώρηση πολλών ερευνητών ως μέσο παρακολούθησης 

της μετακίνησης των μαθητών από το ένα επίπεδο van Hiele στο επόμενο (Hoffer, 1981; Burger & 

Shaughnessy, 1986; Gutierrez, Jaime, & Fortuny, 1991, Jaime & Guitierrez, 1994) αναφορικά με τις 

διατυπώσεις ορισμών, την ικανότητα απόδειξης και τις σχέσεις εγκλεισμού των σχημάτων.  

Ως προς τη διατύπωση ορισμών: Διαφορετικοί τύποι ορισμού διατυπώθηκαν από τους 

μαθητές και στην παρούσα έρευνα. Αξιολογήθηκε η εξέλιξη των τύπων ορισμού κατά τη διάρκεια 

της μελέτης σε κάθε μαθητή της πειραματικής ομάδας ή της ομάδας ελέγχου. Σε συμφωνία με 

άλλους ερευνητές (Govender & de Villiers, 2003) διαπιστώθηκε ότι οι ανεπαρκείς ορισμοί 

προέρχονται από μαθητές χαμηλού επιπέδου γεωμετρικής σκέψης, ενώ οικονομικοί ορισμοί 

(ενδεικτικά αναφέρονται Govender & de Villiers, 2003; Linchevsky, Vinner & Karsenty, 1992) 

εμφανίζονται όταν οι μαθητές έχουν αναπτύξει το επίπεδο van Hiele τους. Χρησίμευσαν 

επομένως ως μέτρο σύγκρισης της προόδου του μαθητή στα επίπεδα van Hiele, καθώς ο μαθητής 

μεταβαίνει από το ένα επίπεδο στο άλλο. Όπως θα δούμε στη συνέχεια, τα εργαλεία του 

λογισμικού διαμεσολάβησαν στην ανάπτυξη της ικανότητας διατύπωσης οικονομικών ορισμών.  

Ως προς την ικανότητα απόδειξης: Εξετάστηκε και επιβεβαιώθηκε ακόμα η γνωστική 

ανάπτυξη του μαθητή, ως ανάπτυξη των αποδεικτικών σχημάτων (π.χ., Balacheff, 1988; Harel & 

Sowder, 1998), δηλαδή η μετάβαση από την εμπειρική μορφή αποδείξεων στη 

νοητική/εννοιολογική, αλλά και η ικανότητα σταδιακής εξέλιξης των εσωτερικών 

αναπαραστάσεων που ο μαθητής κατασκευάζει (π.χ., Cifarelli, 1998, 2000). Κατά τη μελέτη 

διαπιστώθηκε η δυσκολία των μαθητών της ομάδας ελέγχου να ανακαλέσουν γλωσσικά σύμβολα 

και συμβολικές αναπαραστάσεις που διδάχθηκαν στην πορεία της ερευνητικής διαδικασίας. 

Αντιθέτως, οι μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν σταδιακά την ικανότητα αφενός να 

ανακαλούν και να συνδέουν αναπαραστάσεις οι οποίες είχαν χρησιμοποιηθεί σε προηγούμενα 

σημεία της μελέτης, αφετέρου να γενικεύουν τη σκέψη τους.   

Αναλύθηκε επίσης η ικανότητα μετασχηματιστικού, επαγωγικού, απαγωγικού ή παραγωγικού 

συλλογισμού. Η ανάλυση των επιχειρημάτων έγινε με βάση το «μειωμένο σχήμα» του μοντέλου 
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Toulmin (1958) που προτάθηκε από τον Krummheuer (1995).  Οι μαθητές της ομάδας ελέγχου 

σύμφωνα με τη συγκριτική μελέτη δεν απέκτησαν την ικανότητα παραγωγικού συλλογισμού στο 

επίπεδο που αυτή εμφανίστηκε στους μαθητές της πειραματικής ομάδας. Η ανάπτυξη 

αφαιρετικής ικανότητας ήταν ένα ακόμα ζήτημα, αφού προέκυψε με την αποδεικτική διαδικασία. 

Ειδικότερα εξετάστηκε σε ποιες φάσεις της ερευνητικής μελέτης της πειραματικής ομάδας 

υπήρξε γνωστική ανάπτυξη ενός μαθητή, ως αποτέλεσμα της δράσης επί των αντικειμένων, 

αναπτύσσοντας δύο βασικούς συντελεστές, τον οπτικο-χωρικό και λεκτικο-παραγωγικό (Tall, 

1995).     

Ως προς την ικανότητα ιεράρχησης των σχημάτων: Επιβεβαιώθηκε και εδώ ότι οι μαθητές 

επιπέδου 1 δεν αναγνωρίζουν καμιά λογική σχέση μεταξύ των σχημάτων, δεν μπορούν, 

επομένως, και να τα ιεραρχήσουν, ενώ στο επίπεδο 2 οι μαθητές αρχίζουν να αποκτούν μια 

τέτοια ικανότητα. Επίσης ότι τα εργαλεία του λογισμικού διαμεσολάβησαν στην ανάπτυξη της 

ικανότητας αντιληπτικής ιεράρχησης των σχημάτων στους μαθητές επιπέδου 1 (π.χ. Μ9, Μ13, 

Μ14), γεγονός το οποίο στη συνέχεια οδήγησε στην ανάπτυξη της ικανότητας ιεράρχησης των 

σχημάτων, ειδικότερα στην τρίτη φάση της ερευνητικής διαδικασίας. Αυτό έγινε φανερό στους 

τύπους ορισμών που οι μαθητές διατύπωναν, οι οποίοι βασίζονταν στην ιεραρχία των 

τετραπλεύρων και οι οποίοι, σύμφωνα με τους Whiteley & Μoshe (2005), είναι καταλληλότεροι 

καθώς στηρίζονται σε μια γενίκευση του σχήματος.  

 Η λεπτομερειακή ανάλυση έδειξε επίσης ότι οι μαθητές των δύο ομάδων ακολούθησαν 

διαφορετική πορεία ως προς την ανάπτυξη των ικανοτήτων κατά Niss (1999). Δηλαδή, ως προς 

την αναπαραστατική ικανότητα, την ικανότητα απόδειξης και τη δομική ικανότητα που είναι 

ανάλογες με τις ικανότητες κατά Hoffer (1981) – οπτικές, λεκτικές, σχεδίασης, λογικές και 

εφαρμογής. Όσον αφορά την ικανότητα χρήσης των εργαλείων (Niss, 1999) έχει επίσης 

διερευνηθεί ποιοι μαθητές της πειραματικής ομάδας χρησιμοποίησαν τα εργαλεία του 

λογισμικού κανονικά ή με οικονομία (κατάχρηση) όπως και ποιες ήταν  οι επιπτώσεις αυτής της 

χρήσης (α) στην κατασκευή εννοιών ή (β) στην εμφάνιση γνωστικών συγκρούσεων με 

αποτέλεσμα την αναδόμηση του γνωστικού σχήματος που έχει κατασκευάσει ένας μαθητής για 

μια έννοια.  

Η κονστρουκτιβιστική προσέγγιση μέσω του μαθησιακού μονοπατιού αποτέλεσε τη βάση για 

τη θεμελίωση της χρήσης ενός τέτοιου περιβάλλοντος στην εκμάθηση της γεωμετρίας (Clements 

& Battista, 1992). Το συμπέρασμα αυτό συμφωνεί με τις υπόλοιπες μελέτες (βλ. ενδεικτικά van 

Hiele, 1986; Fuys, Geddes & Tischler, 1984; Crowley, 1987; Gutierrez, Jaime & Fortuny, 1991; 
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Clements & Battista, 1992, 2002), ότι δηλαδή η οργάνωση και το περιεχόμενο της διδασκαλίας, 

καθώς επίσης και τα υποστηρικτικά υλικά έχουν θετικές επιπτώσεις στη γνωστική ανάπτυξη των 

μαθητών. Συμφωνεί επίσης με την προτεινόμενη εκπαιδευτική ανάπτυξη (educational 

development) των Μαθηματικών του Freudenthal (1973), η οποία αξιοποιεί τα υποστηρικτικά 

υλικά του Προγράμματος Σπουδών και ενθαρρύνει την πραγματική αλλαγή στη διδασκαλία στην 

τάξη (Gravemeijer & Terwel, 2000, p. 779). Επιβεβαιώθηκε ακόμα ο σημαντικός ρόλος του 

ερευνητή/εκπαιδευτικού στη διαμόρφωση του Προγράμματος Σπουδών που δοκιμάζεται ή 

αξιολογείται στην πράξη από τους μαθητές (Remillard, 1999). Ως προς το μαθησιακό μονοπάτι, 

για την επιλογή,  τη δημιουργία και σχεδίαση διδακτικών δραστηριοτήτων και προβλημάτων που 

ενθαρρύνουν και κεντρίζουν τη μαθηματική επανεφεύρεση (Freudenthal, 1973) επιβεβαιώνεται ο 

Gravemeijer (2004) ο οποίος υποστηρίζει ότι ο δάσκαλος των μαθηματικών πρέπει να 

μετακινηθεί νοητικά από τη θέση του παρατηρητή εκπαιδευτικού στη θέση του 

δρώντα/ενεργούντα μαθητή (Cobb, Yackel & Wood, 1992 όπ. αναφ. στο Gravemeijer, 2004).  

Τα αποτελέσματα της παρούσας έρευνας έδειξαν ότι συμφωνούν με τα αποτελέσματα 

προηγούμενων ερευνών όπου εμφανίστηκε υψηλότερη απόδοση στα μετά-τεστ [ενδεικτικά 

Yousef (1997), Almeqdadi (2000)] στους μαθητές που αλληλεπίδρασαν με δραστηριότητες σε 

λογισμικό δυναμικής γεωμετρίας Sketchpad,  σε σύγκριση με τους μαθητές που χρησιμοποίησαν 

τα εργαλεία των στατικών μέσων της γεωμετρίας και, επομένως, στην ανάπτυξη του επιπέδου 

van Hiele των μαθητών (Battista & Borrow, 1997)  

Ακόμα συμφωνούν  

� με έρευνες που περιείχαν έννοιες μετασχηματισμού [ενδεικτικά αναφέρεται η 

έρευνα της Dixon (1996)], και ειδικότερα αναφορικά με τα αποτελέσματα στην 

επίλυση του αναδιατυπωμένου πραγματικού προβλήματος στο τεστ με χαρτί-

μολύβι, καταλήγοντας στο συμπέρασμα ότι οι μαθητές που διδάχτηκαν τις έννοιες 

της ανάκλασης και της περιστροφής στο περιβάλλον του GSP ξεπέρασαν 

σημαντικά τους συνομήλικους τους που είχαν διδαχθεί παραδοσιακά τις  έννοιες. 

� με έρευνες που διερεύνησαν τους τρόπους με τους οποίους το λογισμικό μέσω 

της χρήσης των μετασχηματισμών διαμεσολάβησε στην κατανόηση των μαθητών 

της διαφοράς μεταξύ της κατασκευής ενός σχήματος και της κατασκευής ενός 

σχεδίου [ενδεικτικά αναφέρεται η έρευνα της Hollebrands (2003, 2007)]  

� με έρευνες που περιείχαν προκατασκευασμένα διαγράμματα [ενδεικτικά 

αναφέρεται η έρευνα της Sinclair (2001)],  καταλήγοντας στο ίδιο συμπέρασμα με 
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τη Sinclair (2001) «ότι οι μαθητές παρακινήθηκαν από το λογισμικό, το οποίο τους 

βοήθησε να αναπτύξουν το επίπεδο γεωμετρικής σκέψης τους ειδικά στο επίπεδο 

οπτικοποίησης και ανάλυσης, υποστηρίζοντας την εξερεύνηση, τον οπτικό 

συλλογισμό και την επικοινωνία» (p. 136). 

� με έρευνες που το λογισμικό δυναμικής γεωμετρίας χρησιμοποιήθηκε για την 

ανάπτυξη ικανότητας παραγωγικών επιχειρημάτων [ενδεικτικά αναφέρεται η 

έρευνα της Olivero (2002)]. Η προαναφερόμενη έρευνα έχει χρησιμοποιήσει 

διαφορετικά ερευνητικά δεδομένα αναφορικά με τα υποκείμενα της μελέτης 

αφού οι μαθητές οι οποίοι συμμετείχαν στην έρευνα της Olivero (2002) έπρεπε να 

πληρούν «την προϋπόθεση το επίπεδο τους να είναι άνω του μέσου όρου» 

(Olivero, 2002, p. 83), γεγονός που μειώνει την σημασία του λογισμικού ως προς 

την ανάπτυξη παραγωγικών επιχειρημάτων εκ μέρους των μαθητών.  

� με έρευνες που διερεύνησαν πως η μοντελοποίηση πραγματικών προβλημάτων 

με το Geometer’s Sketchpad διευκόλυνε την κατασκευή καθώς και την ικανότητα 

μάθησης και κατανόησης της γεωμετρικής απόδειξης [ενδεικτικά αναφέρεται η 

έρευνα του Abdelfatah (2011)].  

5.7. Η καινοτοµία της εργασίας   
Μια σημαντική καινοτομία της παρούσας εργασίας είναι η δημιουργία ενός πρωτότυπου 

μαθησιακού μονοπατιού στο οποίο περιγράφονται τέσσερις φάσεις και υποφάσεις σχεδιασμού 

και ανασχεδιασμού. Η διαδικασία  σχεδιασμού στο λογισμικό και τα αποτελέσματα της έρευνας 

με τους μαθητές οδήγησαν στην εισαγωγή της  έννοιας των Συνδεόμενων Οπτικών Ενεργών 

Αναπαραστάσεων (ΣΟΕΑ) (βλ. ενδεικτικά Patsiomitou, 2008 a,b, 2010; Patsiomitou & Koleza, 

2008, 2009; Πατσιομίτου, 2008).  

 Διακρίθηκαν επίσης οι τύποι των ΣΟΕΑ με τους οποίους οι μαθητές αλληλεπίδρασαν στα 

μοντελοποιημένα προβλήματα στο λογισμικό κατά την τελευταία φάση της μελέτης. Με τις ΣΟΕΑ 

(LVAR) εισάγεται έτσι ο ορισμός μιας νέας ιδέας στη διεθνή βιβλιογραφία (Blaxter, Hughes & 

Tischer, 2001). Η διάκριση των ΣΟΕΑ σε πέντε διαφορετικούς τύπους (LVAR modes) (π.χ. 

Patsiomitou, 2008b; Patsiomitou, 2010; Patsiomitou & Emvalotis, 2009) στη βάση της θεωρίας των 

van Hiele αποτελεί καινοτόμο επέκταση του θεωρητικού πλαισίου και παρέχει νέα δεδομένα στη 

θεωρία των συνδεόμενων αναπαραστάσεων. 
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: 

Σχήµα 5. 1. Εκπαιδευτικός σχεδιασµός (instructional design) της πειραµατικής οµάδας  

 

Η μελέτη της μετακίνησης των μαθητών της πειραματικής ομάδας στο επόμενο επίπεδο 

σύμφωνα με τη θεωρία των van Hiele προέκυψε μέσα από δραστηριότητες που διακρίθηκαν σε 

φάσεις και οικοδομήθηκαν με ΣΟΕΑ του λογισμικού. Όπως διαπιστώθηκε, τα 

ημιπροκατασκευασμένα συνδεόμενα διαγράμματα ΣΟΕΑ σε διαδοχικές εκπαιδευτικές 

δραστηριότητες, στην ίδια ή σε διαφορετικές φάσεις του μαθησιακού μονοπατιού, συμβάλλουν 

στην κατασκευή των εννοιών αλλά και στην κατανόηση, την επιχειρηματολογία και την 

αφαιρετική ικανότητα των μαθητών (Patsiomitou, 2008a, b, c, d, 2009, 2010, 2011, 2012; 
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Patsiomitou & Koleza, 2008, 2009; Patsiomitou & Emvalotis,  2009 a, b, c, d; 2010 a, b; 

Patsiomitou, Barkatsas & Emvalotis, 2010; Πατσιομίτου, 2008 α, β; Πατσιομίτου & Εμβαλωτής, 

2009 α, β; Πατσιομίτου & Εμβαλωτής, 2010 α, β; Πατσιομίτου, 2011; Πατσιομίτου & Εμβαλωτής 

2011 α, β ).  

Ο σχεδιασμός του μαθησιακού μονοπατιού με ΣΟΕΑ, αλλά και η πρόβλεψη ώστε οι μαθητές 

να κατασκευάσουν νοητικά συνδεόμενες αναπαραστάσεις αναπτύσσοντας έτσι τη γεωμετρική 

σκέψης τους, συνιστά μια καινοτόμο παρέμβαση στο Πρόγραμμα Σπουδών, ως προς τη 

διδασκαλία και εκμάθηση των γεωμετρικών εννοιών. Θα συμφωνήσουμε ότι η γνωστική 

ανάπτυξη ενός μαθητή εξαρτάται περισσότερο από το υποστηρικτικό υλικό και τις κατάλληλες 

παρεμβάσεις του εκπαιδευτικού (π.χ. ερωτήσεις σκαλωσιάς, δραστηριότητες κατασκευασμένες 

στο λογισμικό). Ως προς το σχεδιασμό τους, οι δυναμικές αναπαραστάσεις βασίστηκαν στη 

μελέτη των αλληλεπιδράσεων που προκαλούν τα διαφορετικά εργαλεία και οι εντολές του 

λογισμικού στους μαθητές. Αξιοποιήθηκε επίσης η «δυναμική σύνδεση» (automatic translation or 

“dynalinking”) (Ainsworth, 1999, p. 133) ώστε να «μειωθεί το γνωστικό φορτίο του μαθητή και να 

[…] συγκεντρωθεί στις συνέπειες των ενεργειών τους».  

Κατά συνέπεια, ο σχεδιασμός των ημιπροκατασκευασμένων δυναμικών αναπαραστάσεων στο 

δυναμικό περιβάλλον του λογισμικού επέδρασε στον τρόπο με τον οποίο οι μαθητές 

οικοδόμησαν τις εσωτερικές αναπαραστάσεις για τις μαθηματικές έννοιες κατά τη διάρκεια των 

δραστηριοτήτων, είτε αυτές απευθύνονταν στον μεμονωμένο μαθητή είτε στον μαθητή σε 

περιβάλλον συνεργασίας (π.χ. ομάδα συνεργασίας, περιβάλλον τάξης).  

Η «δυναμική» επανεφεύρεση των εννοιών, δηλαδή η γνώση την οποία  επανευφευρίσκουν οι 

μαθητές αλληλεπιδρώντας με τα τεχνουργήματα (artifacts) που έχουν δημιουργηθεί στο 

περιβάλλον του λογισμικού δυναμικής γεωμετρίας, είναι «γνώση για την οποία είναι οι ίδιοι 

υπεύθυνοι» (Gravemeijer & Terwel, 2000, p.786).  Η «δυναμική» επανεφεύρεση επιβεβαίωσε ότι 

οι μαθητές μπορούν να αναπαράγουν πιστά μια επιστημονική δραστηριότητα που περιλαμβάνει 

την κατασκευή, τη διατύπωση και την απόδειξη εννοιών και θεωρημάτων μέσω των δυναμικών ή 

αυθαίρετων ορισμών αλλά και των εννοιολογικών αποδεικτικών σχημάτων. Ο ρόλος της 

ερευνήτριας στη διαμόρφωση της μαθηματικής συζήτησης και ειδικότερα στις ερωτήσεις 

παρέμβασης ήταν σημαντικός για τους μαθητές επιπέδου 1 σύμφωνα με τη θεωρία των van 

Hiele.  

Σημαντικό ρόλο στην εξέλιξη της διαδικασίας διαδραμάτισε η δημιουργία ενός 

προσαρμοσμένου εργαλείου (π.χ., Patsiomitou & Emvalotis 2009c, Patsiomitou, 2012) από την 



 - 458 - 

ερευνήτρια. Η χρήση του με τον προβλεπόμενο ή μη από την ερευνήτρια τρόπο συνέβαλε ώστε οι 

μαθητές να κατασκευάσουν γνωστικά σχήματα ή να υπερβούν διδακτικά και εννοιολογικά 

εμπόδια αναφορικά με την έννοια της συμμετρίας. Καταλήγουμε λοιπόν ότι οι εννοιολογικές 

πληροφορίες που μεταβιβάζονται από αυτό διευκόλυναν την επίλυση προβλήματος, ενισχύοντας 

την αφαιρετική σκέψη των μαθητών και επηρεάζοντας έτσι το μετασχηματισμό του χαρακτήρα 

συμβόλου των μαθητών σε χαρακτήρα σήματος. Το εργαλείο μπορεί να θεωρηθεί επομένως 

δομική μονάδα, ενώ η χρήση του να επιτρέψει: (α) τις ιδιότητες μερικών σημαντικών σχημάτων 

να αναλυθούν και στη συνέχεια, (β) να συντεθούν σε σχήματα. Κατ’ αυτό τον τρόπο, το σχήμα 

γίνεται ένα εννοιολογικό αντικείμενο (Sfard, 1991) και οι οπτικές αντιλήψεις των μαθητών 

μεταφράζονται σε λεκτικές διατυπώσεις, κατανοώντας τις σημαντικές ιδιότητες (χαρακτήρας 

σήματος). Η χρήση συνεπώς του δυναμικού εργαλείου επηρέασε τον προσανατολισμό της 

σκέψης των μαθητών (Sang Sook Choi-Koh, 1999), την κατασκευή εκ μέρους τους σχημάτων 

χρήσης του εργαλείου, την επέκτασή τους με οικονομία και κατάχρηση του εργαλείου και, κατά 

συνέπεια, των νοητικών σχημάτων με αντίκτυπο στα επίπεδα van Hiele τους. Η θεωρητική σχέση, 

δηλαδή, μεταξύ του χαρακτήρα συμβόλου και του χαρακτήρα σήματος λόγω της επίδρασης του 

εργαλείου έχει αντίκτυπο στα επίπεδα van Hiele των μαθητών.  

Για τις ανάγκες της μελέτης η ερευνήτρια αναπροσάρμοσε το διάγραμμα των μαθησιακών 

περιόδων και φάσεων με βάση το τελευταίο μοντέλο των van Hiele, που είχε κατασκευαστεί από 

την Teppo (1991) σύμφωνα με την κατηγοριοποίηση του Battista (2007) και τις έννοιες  του 

Parsysz (1988) περί  σχεδίου και σχήματος οι οποίες χρησιμοποιήθηκαν στην ανάλυση των 

δεδομένων της παρούσας εργασίας.  

 Το διάγραμμα διαφέρει ουσιαστικά ως προς την περιγραφή των επιπέδων, τον τρόπο που 

αντιλαμβάνονται οι μαθητές ένα σχήμα στις διαφορετικές μαθησιακές περιόδους και στα 

διαφορετικά επίπεδα, αλλά και ως προς την ικανότητά τους να κατασκευάσουν ένα σχέδιο ή 

σχήμα.    
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Σχήµα 5.2. Προσαρµογή του διαγράµµατος της Teppo (1991) για την παρούσα µελέτη                                             

Η χρήση των εργαλείων και εντολών του μενού του λογισμικού αποδείχθηκε ότι είναι μια 

διαδικασία που δεν διενεργείται με τον ίδιο τρόπο από τους μαθητές των δύο επιπέδων, λόγω 

της κατανόησης της επιλογής των σχηματικών μονάδων και εντολών, που οφείλεται κυρίως στη 

διαφορετική ικανότητα αποκωδικοποίησης των μαθητών.  

Οι μαθητές εξωτερικεύουν στην οθόνη κατασκευές που έχουν σχηματίσει νοητικά, 

χρησιμοποιώντας τα πρωτότυπα γεωμετρικά αντικείμενα του λογισμικού και τα εργαλεία ή 

εντολές του μενού, προκειμένου να αποκωδικοποιήσουν τις νοητικές τους αναπαραστάσεις σε 

ενέργειες στο λογισμικό – να αποκωδικοποιήσουν εργαλειακά, δηλαδή να αποκτήσουν την 

ικανότητα να μεταφράσουν ένα σχήμα με τη χρήση εργαλείων του λογισμικού. Το πώς η 

εργαλειακή αποκωδικοποίηση (instrumental decoding) (Patsiomitou, 2011) επιδρά στην 

ικανότητα των μαθητών για κατασκευή εννοιών μπορεί να οδηγήσει στην κατανόηση του πώς η 

χρήση των εργαλείων εκ μέρους τους παίζει θεμελιώδη ρόλο ως μη γλωσσική εγγύηση, με την 

έννοια που έχει η εγγύηση (warrant) στο μοντέλο Toulmin (1958/1993).   

Κατά συνέπεια, η διαδικασία για να ολοκληρωθεί απαιτεί την ανάπτυξη της διαδικαστικής 

γνώσης (γνώσης εργαλείων του λογισμικού και εφαρμογής των κανόνων), η οποία βοηθά τους 

μαθητές να κατανοήσουν διαισθητικά τους κανόνες που πρέπει να ακολουθήσουν στο λογισμικό, 
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ώστε να συνδέσουν, μέσω της αμεταβλητότητας των αναπαραστάσεων, το εννοιολογικό με το 

διαδικαστικό πεδίο. Εν προκειμένω, οδηγεί τους μαθητές να κατασκευάσουν την έννοια του 

ευκλείδειου αιτήματος μέσω της συνεχούς αλληλεπίδρασης μεταξύ του χωρογραφικού και 

θεωρητικού πεδίου του λογισμικού (Laborde, 2005). Αναπτύσσεται έτσι η εννοιολογική γνώση 

των μαθητών καθώς το σχήμα αποκτά το χαρακτήρα συμβόλου (van Hiele, 1986). Η εγκυρότητα 

της μαθηματικής κατασκευής στηρίζεται σε λειτουργίες του λογισμικού που επιτρέπουν στα 

υποκείμενα να πειραματιστούν στο χωρογραφικό πεδίο και να κατανοήσουν ότι πρέπει να 

αναπροσαρμόσουν τις ενέργειές τους στο θεωρητικό πεδίο (Laborde, 2005).  

Ένα άλλο σημαντικό εύρημα της έρευνας είναι οι έννοιες της σειριακής, λεκτικής και θεσιακής 

κατανόησης (Patsiomitou, 2011; Πατσιομίτου, 2011) τις οποίες πρέπει να αναπτύξει ο μαθητής  

κατά τη διάρκεια μιας κατασκευής. Πιο συγκεκριμένα, η ικανότητα της εργαλειακής 

αποκωδικοποίησης στο λογισμικό εξαρτάται από (Patsiomitou, 2011): α) τη σειριακή κατανόηση 

της επιλογής των εργαλείων, δηλαδή να ακολουθήσει μια προκαθορισμένη σειρά· β) τη λεκτική 

κατανόηση της επιλογής των εργαλείων – δηλαδή ο μαθητής να έχει την ικανότητα να εκφράσει 

τη διαδικασία· γ) τη θεσιακή λειτουργία των στοιχείων της κατασκευής που στηρίζεται στην 

αντιληπτική κατανόηση. Τότε ο μαθητής έχει κατασκευάσει τη λειτουργική κατανόηση των 

στοιχείων του σχήματος για την κατασκευή, δηλαδή την ικανότητα να λειτουργήσει την 

κατασκευή του.   

Η έννοια επίσης του δυναμικού σημείου (Patsiomitou, 2011; Πατσιομίτου, 2011) και του 

δυναμικού τμήματος (Patsiomitou, 2011; Πατσιομίτου, 2011) κατασκευασμένων σε ένα δυναμικό 

περιβάλλον όπως διατυπώθηκαν για τις ανάγκες της μελέτης οδήγησε στη διάκριση από τις 

έννοιες του ευκλείδειου τμήματος και σημείου. Αναλυτικότερα, διαπιστώθηκε ότι οι μαθητές 

αντιμετωπίζουν εμπόδια που οφείλονται σε δυσκολία ή αδυναμία για εργαλειακή 

αποκωδικοποίηση (εργαλειακά εμπόδια) (Patsiomitou, 2011; Πατσιομίτου, 2011). Τα εμπόδια 

αυτά οδηγούν τους μαθητές σε γνωστική σύγκρουση σε σχέση με τη δική τους γνώση ή την 

κατανόηση χρήσης του εργαλείου. Διακρίθηκαν διάφοροι τύποι εργαλειακών εμποδίων (π.χ. που 

οφείλονται στην αδυναμία εργαλειακής αποκωδικοποίησης ή στη διαφορετική ερμηνεία του 

ορισμού του τμήματος στο δυναμικό περιβάλλον) (Patsiomitou, 2011; Πατσιομίτου, 2011):   

(α) εμπόδια που οφείλονται στην επιλογή των εργαλείων  

Οι μαθητές επιπέδου 1 παρουσίαζαν αδυναμία σχετικά με τη σειριακή κατανόηση της 

επιλογής των πρωτοτύπων και των εντολών του λογισμικού καθώς δυσκολεύονταν να 
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κατανοήσουν τη λογική της ακολουθίας ενεργειών ή να συνδέσουν αυτή τη λογική με τη θεωρία 

της γεωμετρίας.  

Οι μαθητές επιπέδου 2 ανέπτυξαν τα τρία είδη κατανόησης σε συνεργασία με τα άλλα μέλη 

της ομάδας. Η λεκτική κατανόηση ακολουθούσε  ή ήταν ταυτόχρονη της σειριακής κατανόησης.   

(β) εμπόδια που οφείλονται στην εργαλειακή αποκωδικοποίηση του ευκλείδειου ορισμού 

του τμήματος 

Οι μαθητές, προσπαθώντας να αποκωδικοποιήσουν την πρόταση «επίλεξε το τμήμα», 

ανακαλούσαν τον ορισμό του ευκλείδειου τμήματος,  επέλεγαν δηλαδή και το τμήμα και τα άκρα 

του τμήματος. Οδηγούνταν έτσι σε εργαλειακό εμπόδιο, αφού η εντολή δεν ενεργοποιούνταν 

(π.χ., προκειμένου να κατασκευαστεί το μέσο του τμήματος ή η κάθετος). Με τις ενέργειες αυτές 

οι μαθητές αναγκάζονταν να θέσουν επαγωγικά κάποιους κανόνες και να κατανοηθούν αυτοί 

εμπειρικά, κάτι που θα μπορούσαμε να ορίσουμε απαντώντας στην ερώτηση τι είναι δυναμικό 

τμήμα (Patsiomitou, 2011; Πατσιομίτου, 2011):  

Δυναμικό τμήμα είναι ένα τμήμα [δυναμικής] ευθείας γραμμής χωρίς σημεία. Τα 

‘δυναμικά’ σημεία μπορούν να τοποθετηθούν στο δυναμικό τμήμα ανεξάρτητα και να 

κινηθούν εκεί με ένα βαθμό ελευθερίας. Αυτό σημαίνει ότι ένα σημείο που 

τοποθετείται πάνω στο τμήμα μετασχηματίζει τους δυο βαθμούς ελευθερίας σε έναν 

βαθμό ελευθερίας. Επιπροσθέτως, ένα τμήμα στο δυναμικό περιβάλλον ‘ορίζεται’ με 

την επιλογή μόνο του εσωτερικού του η οποία αναπαριστά το σύνολο των σημείων του 

Ευκλείδειου ορισμού.  

Έγινε έτσι  κατανοητό ότι:  

���� Οι μαθητές επιπέδου 1 συναντούν εργαλειακό εμπόδιο διότι, εκτός από το γνωστικό 

εμπόδιο, λόγω της άγνοιας των ορισμών και προτάσεων της ευκλείδειας γεωμετρίας, 

αντιμετωπίζουν επιπλέον πρόβλημα εφαρμογής τους στο περιβάλλον της δυναμικής 

γεωμετρίας. 

���� Οι μαθητές επιπέδου 2 συναντούν εργαλειακό εμπόδιο διότι ενδεχομένως προσπαθούν να 

εφαρμόσουν κάποιους κανόνες της ευκλείδειας γεωμετρίας στο περιβάλλον της δυναμικής, 

στο οποίο αξιωματικά δεν έχουν εφαρμογή.   

Τα εργαλειακά εμπόδια όμως ήταν σημαντικός λόγος για την εμφάνιση των γνωστικών 

συγκρούσεων στους μαθητές. Η μη ενεργοποίηση μιας εντολής, για παράδειγμα, έφερνε τους 

μαθητές σε γνωστική σύγκρουση, την οποία εξέφραζαν με άτυπο τρόπο. Η κατανόηση κατ’ 

αναλογία της επιλογής των αντικειμένων είχε ως αποτέλεσμα λεκτικές διατυπώσεις οι οποίες 

προέκυπταν ταυτόχρονα με τη δράση των μαθητών στο λογισμικό. Για παράδειγμα, ο Μ13 

επιπέδου 1 οδηγήθηκε σε άτυπη λεκτική διατύπωση («το ίδιο θα κάνουμε και από την άλλη») 
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στην αρχή της διαδικασίας. Συνεπώς ο μαθητής αντιληπτικά και νοητικά είχε κατασκευάσει 

κάποιες ιδιότητες του παραλληλογράμμου τις οποίες δεν διατύπωνε λεκτικά αλλά μέσω του 

σχεδίου (αποτυπώνοντας στην οθόνη νοητικές του εικόνες). Ο Μ3 ομοίως, επιπέδου 2, στο 

αρχικό τεστ εκλογίκευσε την ενέργεια κατασκευής της παραλλήλου και κατασκεύασε τη σειριακή 

και λεκτική κατανόηση της χρήσης των εργαλείων του λογισμικού για την κατασκευή της 

καθέτου, επομένως και το σχήμα χρήσης του εργαλείου της καθέτου. Σε αυτό οδηγούμαστε από 

τη συμπερασματική του δήλωση: «άρα με την ίδια λογική θα κάνουμε και την άλλη παράλληλη». 

Ένα άλλο σημαντικό εύρημα της έρευνας είναι οι έννοιες του θεωρητικού και πειραματικού 

συρσίματος. Υπενθυμίζεται ότι υπάρχουν δύο σημαντικές διακρίσεις στον τρόπο με τον οποίο 

ενεργεί κάποιος χρήστης προκειμένου να μετασχηματιστεί το δυναμικό διάγραμμα (Patsiomitou, 

2011; Πατσιομίτου, 2011): (α) Θεωρητικό σύρσιμο, όταν ο μαθητής στοχεύει να καταστήσει το 

σχέδιο που είναι στην οθόνη σχήμα ή όταν μετασχηματίζει με πρόθεση ένα σχέδιο ώστε να 

αποκτήσει κάποιες πρόσθετες ιδιότητες· (β) πειραματικό σύρσιμο, όταν ο μαθητής διερευνά αν 

το σχήμα πληροί ορισμένες ιδιότητες ή αν η τροποποίηση (ανατοποθέτηση ή αλλαγή 

προσανατολισμού ή οπτική μετατροπή) του σχήματος οδηγεί στην κατασκευή ενός άλλου 

σχήματος. Ουσιαστικό ρόλο στη διαδικασία είχε η ικανότητα του μαθητή να μετατρέπει το 

πειραματικό σύρσιμο σε θεωρητικό αλλά και η αντιμετώπιση και υπέρβαση των εμποδίων, 

γνωστικών και εργαλειακών που παρουσιάστηκαν.  

Αποτέλεσμα των ποικίλων αλληλεπιδράσεων της παρούσας εργασίας ήταν οι δυναμικές 

έννοιες (Patsiomitou, 2011; Πατσιομίτου, 2011) που προέκυψαν στο δυναμικό περιβάλλον 

ταυτόχρονα και παράλληλα με τις γεωμετρικές έννοιες που οι μαθητές εξετάζουν/συναντούν στα 

βιβλία τους ή και επανεφευρίσκουν οι ίδιοι. Οι δυναμικές έννοιες είναι αποτέλεσμα-απάντηση 

στην εργαλειακή γένεση (π.χ., Rabardel, 1995) από τη χρήση των εργαλείων και την ανάπτυξη 

επιχειρηματολογίας ως διαλεκτικής διαδικασίας που υποστηρίζεται από την οπτικοποίηση που 

παρέχεται από το δυναμικό διάγραμμα. 

Η ανάγκη αναπαράστασης αυτής της διαδικασίας οδήγησε την ερευνήτρια στην επινόηση ενός 

ψευδομοντέλου Toulmin (Patsiomitou, 2011, 2012; Πατσιομίτου, 2011) με το οποίο θα 

ερμηνεύονταν οι δυναμικές προτάσεις. Για παράδειγμα, το δεδομένο μπορεί να είναι ένα 

στοιχείο ή αντικείμενο του διαγράμματος και η εγγύηση ένα εργαλείο ή μια εντολή που 

εξασφαλίζει το αποτέλεσμα που είναι ο ισχυρισμός.  
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Σχήµα 5.3. Ψευδο-µοντέλο Toulmin µε εγγύηση το θεωρητικό σύρσιµο 

Στο διάγραμμα κάτω αναπαρίσταται μέσω του ψευδο-μοντέλου Toulmin με τη χρήση των 

εργαλείων του θεωρητικού και πειραματικού συρσίματος, πώς ο μαθητής οδηγείται να 

διατυπώσει μια δυναμική πρόταση λόγω της σταθερότητας / (ή μεταβλητότητας) δυναμικού 

σημείου. Τα σημεία C, D είναι τα δεδομένα για τις ενέργειες που ακολουθούν. Το πειραματικό 

σύρσιμο λειτουργεί ως μη γλωσσική εγγύηση για την κατανόηση της σταθερότητας του σημείου 

C, της μεταβλητότητας του σημείου D καθώς επίσης και της μεταβλητότητας του τμήματος CD. Η 

κατασκευή των ισχυρισμών C1, C2 ξεκινά από ένα παρατηρούμενο γεγονός. Έτσι είναι το 

απαγωγικό μέρος της διαδικασίας. Το εργαλείο διαμέσου της εργαλειακής γένεσης επιδρά στην 

κατανόηση της ισότητας των απέναντι πλευρών. 

 

Σχήµα 5.4. ∆ιαδικασία διατύπωσης δυναµικής έννοιας από µαθητή 

Το θεωρητικό σύρσιμο επιδρά στην κατασκευή ενός υπονοούμενου επαγωγικού κανόνα 

(δηλαδή «το δυναμικό τμήμα CD μπορεί να μεταβληθεί όταν σύρεται από το σημείο D έτσι ώστε 
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να γίνει ίσο ή όχι με ένα άλλο τμήμα») που οδηγεί στην γενίκευση του κανόνα για κάθε δυναμικό 

τμήμα (δηλαδή «κάθε δυναμικό τμήμα μπορεί να μεταβληθεί όταν σύρεται από το ένα άκρο του 

με έναν βαθμό ελευθερίας έτσι ώστε να γίνει ίσο ή όχι με ένα άλλο τμήμα»). Ο μετασχηματισμός 

του τμήματος οδηγεί στην κατανόηση της δυναμικής πρότασης S1 η οποία είναι ένας 

παραγωγικός ισχυρισμός (δηλαδή «αν ένα δυναμικό τμήμα σύρεται από το σημείο άκρο του που 

έχει ένα βαθμό ελευθερίας τότε δεν διατηρεί τα οπτικούς περιορισμούς της ισότητας με ένα άλλο 

τμήμα»). Επομένως, η δυναμική πρόταση S1 οδηγεί τους μαθητές να κατανοήσουν την έννοια 

των δυναμικών τμημάτων ως αποτέλεσμα του βαθμού ελευθερίας των άκρων σημείων του 

τμήματος. Κατά συνέπεια, η εργαλειακή γνώση του δυναμικού περιβάλλοντος είναι «γνώση με 

τους [δικούς της εννοιολογικούς] κανόνες», παραφράζοντας την εργαλειακή κατανόηση που 

εκφράζεται από τον Skemp ως “κανόνες δίχως λογική» (Skemp, 1978, p.9). Αυτοί οι κανόνες 

ενισχύουν την ανάπτυξη της γεωμετρικής σκέψης των μαθητών, με την ενίσχυση της 

συσχετιστικής και λογικής κατανόησης (Skemp, 1978). 

Για να αποσαφηνιστεί πώς τα εργαλεία του λογισμικού παίζουν σημαντικό ρόλο στην 

ανάπτυξη της κατανόησης των μαθητών και στη διαμόρφωση των διατυπώσεων παρουσιάζεται 

το παρακάτω παράδειγμα από το διάλογο των μαθητών Μ9, Μ10, Μ14, επιπέδου 1 στο προ-τεστ.  

 

Σχήµα 5.5. Παράδειγµα της επίδρασης των εργαλείων στην ανάπτυξη κατανόησης 

Οι μαθήτριες λόγω του συρσίματος του άκρου του παραμετρικού τμήματος οδηγούνται σε 

επαγωγικού τύπου δηλώσεις (π.χ. η Μ9 «από την απόσταση του C από την ΑΒ», η Μ10 στο 182). 

Η αιτιολόγηση των μαθητριών προκύπτει από ακολουθία ενεργειών επί του σχήματος, επομένως 
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θεωρούμε ότι η αιτιολόγησή τους είναι εμπειρικό σχήμα που δεν προέκυψε από μετρήσεις αλλά 

λόγω αντιληπτικής δραστηριότητας επί του σχήματος σύμφωνα με τους Harel & Sowder (1996, 

2007). Στο σχήμα μέσα από το ψευδομοντέλο Toulmin αναπαρίσταται η διαδικασία μέσω της 

οποίας οι μαθητές οδηγούνται σε μετασχηματισμό λεκτικών διατυπώσεων ως αποτέλεσμα των 

γνωστικών συγκρούσεων που προκύπτουν από τους μετασχηματισμούς του δυναμικού 

διαγράμματος. Τα εργαλεία του παραμετρικού τμήματος, συρσίματος και κύκλου σταδιακά 

παρεμβαίνουν στη διαδικασία μετασχηματισμού των ορισμών και κατανόησης των μαθητών. 

Συγκεκριμένα οι μαθήτριες αιτιολογούν το μετασχηματισμό στο σχήμα του ισοσκελούς στην 

οθόνη συνδέοντάς το με το μετασχηματισμό του παραμετρικού τμήματος. Επομένως μέσω της 

εργαλειακής γένεσης οι μαθήτριες κατασκευάζουν ένα σχήμα εργαλειοποιημένης δράσης του 

εργαλείου τμήμα-παραμετρικό και κατασκευάζουν τις έννοιες εν δράσει στο [182], [183]. Το 

εργαλείο του συρσίματος επομένως και το τεχνούργημα του παραμετρικού τμήματος 

διαμεσολαβούν στην ανάπτυξη της κατανόησης των μαθητών και υπέχουν το ρόλο της εγγύησης 

(warrant) στο αποτέλεσμα. 

Αναφορικά µε τους µαθητές επιπέδου 1 ή 2 στο αρχικό van Hiele test οι 
παρατηρήσεις για καθεµιά φάση συνοψίζονται ως ακολούθως:  

 

      Α φάση της διαδικασίας – επίπεδο 1  

Παρατηρήθηκε ότι στην πρώτη φάση τα χαρακτηριστικά που εμφανίστηκαν στους μαθητές του 

επιπέδου 1 από την αλληλεπίδρασή τους με τα εργαλεία είναι χαρακτηριστικά που ανήκουν στα 

επίπεδα 1 και στην εξέλιξη της  2.1 (Battista, 2007) ως προς τη θεωρία των van Hiele.  

(α) Το εργαλείο σημείου με πειραματικό σύρσιμο οδήγησε τους μαθητές (π.χ. Μ1, Μ9, Μ14) 

σε γνωστική σύγκρουση λόγω της λανθασμένης αναγνώρισης του αντικειμένου (π.χ., της 

διατήρησης της ισότητας μεταξύ πλευρών σχήματος, της ιεράρχησης τετραπλεύρων όταν σύρεται 

μια κορυφή του, καθώς και της θεσιακής κατανόησης της επιλογής σημείου για την εφαρμογή 

εργαλείου). Επιπλέον, επιβεβαιώθηκε η θεωρία των van Hiele για το ρόλο των γλωσσικών 

συμβόλων στην κατανόηση που αναπτύσσεται μεταξύ υποκειμένων που επεξεργάζονται την ίδια 

δραστηριότητα (π.χ. Μ9, Μ10, Μ14). Με άλλα λόγια οι μαθητές αυτού του επιπέδου 

δυσκολεύονται να μετατρέψουν μια νοητική αναπαράσταση σε λεκτική ή εικονική, αλλά και μια 

εικονική σε λεκτική. Το θεωρητικό σύρσιμο του εργαλείου σημείου διαμεσολάβησε στη δυναμική 
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επανεφεύρεση ιδιοτήτων του διαγράμματος (π.χ. Μ9, Μ13). Συνετέλεσε επομένως στη 

μετατροπή της νοητικής αναπαράστασης σε εικονική και λεκτική.  

(β) Το παραμετρικό εργαλείο (Patsiomitou, 2009), από την άλλη, οδήγησε τους μαθητές (π.χ. 

Μ10, Μ13, Μ14) σε γνωστική σύγκρουση λόγω της λανθασμένης αναγνώρισης του αντικειμένου 

κατά τη διάρκεια της μελέτης, διαμεσολαβώντας επομένως στην υπέρβαση γνωστικού εμποδίου. 

Ως συνέπεια, οι μαθητές Μ10, Μ14 πέρασαν στη φάση αναγνώρισης του αντικειμένου μέσω του 

εργαλείου κύκλου και του πειραματικού συρσίματος του σημείου. Η εντολή 

καθέτου/παραλλήλου και το πειραματικό σύρσιμο οδήγησε στην αναγνώριση του αντικειμένου  

και στη μετατροπή της λεκτικής αναπαράστασης σε εικονική.  

(γ) Παρατηρήθηκε αδυναμία μετάφρασης των μαθητών της λεκτικής περιγραφής σε σχέδιο ή 

της νοητικής εικόνας τους για το αντικείμενο σε εικονική ή λεκτική, καθώς και γνωστικά εμπόδια 

αναφορικά με τις έννοιες της αξονικής και περιστροφικής συμμετρίας. Τα εργαλεία περιστροφής 

και ανάκλασης του λογισμικού προκάλεσαν τις διαδικασίες σκέψης για την ολοκλήρωση 

διαδικαστικών ενεργειών και συνετέλεσαν στη διαμόρφωση μιας εικονικής αναπαράστασης και 

στη συνέχεια στη μετάφραση της εικονικής αναπαράστασης σε λεκτική.  

(δ) Σύμφωνα λοιπόν με  τα αποτελέσματα, οι μαθητές στην αρχή της διαδικασίας διατύπωναν 

ανεπαρκείς ορισμούς, έννοιες-εν-δράσει και επιχειρήματα που βασίζονταν σε οπτική 

επιβεβαίωση του διαγράμματος ή ανεπαρκείς αιτιολογήσεις σε άτυπη γλώσσα. Ως προς την 

κατασκευή των εννοιών διαπιστώθηκε ότι το εργαλείο σημείου και το θεωρητικό σύρσιμο 

προκάλεσαν τη διατύπωση δυναμικών ορισμών στους μαθητές Μ1, Μ13, Μ14 ενώ το εργαλείο 

παραλλήλου/καθέτου οδήγησε σε ανεπαρκείς ορισμούς.    

(ε) Τα προβλήματα γνωστικής φύσης αλλά και κατανόησης των γεωμετρικών εννοιών 

επιβεβαιώθηκαν και στη μελέτη στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι. Τέσσερις από τους μαθητές της 

πειραματικής ομάδας (Μ1, Μ10, Μ12, Μ14) είχαν αδυναμία μετάφρασης της λεκτικής 

πληροφορίας σε σχέδιο, αδυναμία διάκρισης της υπόθεσης από το συμπέρασμα είτε 

χρησιμοποίησαν στοιχεία του συμπεράσματος ως υπόθεση ή δεν διατύπωσαν καθόλου 

υποθέσεις.  Χρησιμοποίησαν ανακριβείς ιδιότητες ή δεν αντιλήφθηκαν καθόλου τις ιδιότητες του 

σχήματος και είχαν αδυναμία κατασκευής της απόδειξης. Όλοι οι μαθητές και στις δύο ομάδες 

αντιμετώπισαν γνωστικά εμπόδια, δεν συνέδεσαν τις διαδικασίες με τις έννοιες  ή τις 

παρερμήνευσαν.  

Από τη σύγκριση των γραπτών των μαθητών της πειραματικής ομάδας και της ομάδας ελέγχου 

συνάγεται ότι οι μαθητές και των δύο ομάδων στο αρχικό στάδιο παρουσίαζαν κοινά 
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χαρακτηριστικά, με βάση τα οποία έγινε η έρευνα. Συμπεραίνεται ότι οι μαθητές της ομάδας 

ελέγχου ήταν σε κάπως πλεονεκτικότερη θέση από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας ως 

προς την ικανότητα μετάφρασης της πληροφορίας σε σχέδιο. Ίσος αριθμός μαθητών είχε 

αδυναμία διάκρισης της υπόθεσης από το συμπέρασμα είτε χρησιμοποίησε στοιχεία του 

συμπεράσματος ως υπόθεση ή δεν διατύπωσε καθόλου υποθέσεις. Ίσος αριθμός μαθητών και 

στις δύο ομάδες δεν κατασκεύασε την απόδειξη ή δεν ολοκλήρωσε την απόδειξη. Όλοι οι 

μαθητές αντιμετώπισαν γνωστικά εμπόδια και η επίλυση του προβλήματος στο περιβάλλον 

χαρτί-μολύβι προέκυψε ως μέρος του «διδακτικού συμβολαίου» (Brousseau, 1992, p. 169), 

δηλαδή ως μέρος των υποχρεώσεων των μαθητών να απαντήσουν στις ερωτήσεις.  

 

Β φάση της διαδικασίας – επίπεδο 1 

Στη διάρκεια της διαδικασίας οι μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν μια 

αυξανόμενη ικανότητα μετάφρασης μεταξύ αναπαραστάσεων (εσωτερικών, εξωτερικών).  

(α) Παρερμηνείες των μαθητών για έννοιες του προγράμματος σπουδών στις οποίες 

συναντούν γνωστικά εμπόδια παρουσιάστηκαν, με αποτέλεσμα να ερμηνευτούν εικονικά με 

διαφορετικό τρόπο από τον προβλεπόμενο. Για παράδειγμα, οι μαθητές δεν κατανοούσαν ποια η 

διαφορά του ρόμβου που παράγεται από την ανάκλαση ισοσκελούς από το ρόμβο που 

παράγεται από την ανάκλαση ισοπλεύρου. Διαπιστώθηκε επίσης ότι οι μαθητές αντιμετωπίζουν 

γνωστικά εμπόδια με την έννοια της αξονικής συμμετρίας των σχημάτων, κάτι το οποίο έγινε 

αντιληπτό μέσω της αποκωδικοποίησης του λανθασμένου νοητικού σχήματος σε λεκτικό και 

εικονικό κώδικα. Ο σύνθετος μετασχηματισμός του διαγράμματος που προέκυψε από το 

συνδυασμό των εργαλείων ανάκλασης και καθέτου λειτούργησε διαμεσολαβητικά στη 

δημιουργία οπτικά συνδεόμενων αναπαραστάσεων, με αποτέλεσμα την αναγνώριση 

υποσχημάτων στην εξέλιξη της διαδικασίας, όπως και την ανάπτυξη ικανότητας δομικής 

ανάλυσης των σχημάτων και την επανεφεύρεση δευτερευουσών ιδιοτήτων των σχημάτων. Οι 

μαθητές απέκτησαν μια αυξανόμενη ικανότητα να εξετάζουν τη δομή των σχημάτων αναλύοντας 

τα μέρη τους –χαρακτηριστικό επιπέδου 2 (Battista, 2007)– με αποτέλεσμα να διατυπώσουν 

έννοιες-εν-δράσει. Ο συνδυασμός θεωρητικού συρσίματος, ίχνους και ανάκλασης των 

αντικειμένων είχε επίδραση στη διατύπωση εικασιών και λογικών συσχετίσεων.  

Επιπλέον, το εργαλείο ανάκλασης συνέβαλε στην ανάπτυξη επαγωγικού συλλογισμού, 

απαγωγικών επιχειρημάτων και εννοιών-εν-δράσει. Το αποτέλεσμα αυτής της διαδικασίας ήταν η 

ανάπτυξη ικανότητας αντίληψης των σχέσεων των σχημάτων και η ανάπτυξη αιτιολόγησης.  
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Ο συνδυασμός του εργαλείου περιστροφής και ανάκλασης οδήγησε κάποιους μαθητές σε 

γνωστική σύγκρουση για την ιεράρχηση των σχημάτων. Ανέπτυξαν επαγωγικό/μετασχηματιστικό 

συλλογισμό και εμπειρικά αποδεικτικά σχήματα με το χαρακτηριστικό του θεωρήματος-εν-

δράσει. Το εργαλείο περιστροφής και το εργαλείο ανάκλασης βοήθησαν επίσης τους μαθητές να 

αναπτύξουν την ικανότητα λογικών συσχετίσεων. 

(β) Οι μαθητές προσπαθούσαν να αποστηθίσουν διαδικασίες στο λογισμικό χωρίς να τις 

συνδέσουν με κάποια λογική σειρά, με αποτέλεσμα να επιβαρύνονται με ένα επιπλέον γνωστικό 

φορτίο. Εργαλειακά εμπόδια (instrumental obstacles) (Patsiomitou, 2011) παρουσιάστηκαν ως 

προς τη θεσιακή και σειριακή κατανόηση όλων των εργαλείων και ειδικότερα του 

προσαρμοσμένου εργαλείου, για το οποίο οι μαθητές δεν επινοούσαν κάποια ιδιαίτερη χρήση, 

ούτε το χρησιμοποιούσαν για να απλουστεύσουν διαδικασίες (π.χ. Μ9, Μ10), ή ακόμη 

παρερμήνευαν το λόγο για τον οποίο είχε κατασκευαστεί με αποτέλεσμα να χρησιμοποιείται 

κυρίως από τους μαθητές του επιπέδου αυτού με κατάχρηση (π.χ. Μ12, Μ13). Για παράδειγμα, οι 

μαθητές (π.χ. Μ12) χρησιμοποιούσαν αυτό το εργαλείο για να κατασκευάσουν το μέσο τμήματος, 

η εφαρμογή του όμως δεν έδινε σταθερή κατασκευή. Η συνεργασία επομένως με μαθητές 

επιπέδου 2 διαδράματισε σημαντικό ρόλο στην ανάπτυξη του επιπέδου των μαθητών επιπέδου 

1, (Για παράδειγμα: οι Μ1, Μ12 συνεργάζονταν με τις Μ2, Μ11 (επιπέδου 2 στο αρχικό τεστ) και 

ο Μ13 συνεργαζόταν με τους Μ7, Μ8 (επιπέδου 2 στο αρχικό τεστ), ενώ οι Μ9, Μ10, Μ14 δεν 

συνεργάζονταν με μαθητή επιπέδου 2 και το επίπεδο όλων ήταν 1 στο αρχικό τεστ).  

(γ) Οι μαθητές οδηγήθηκαν σε παρανόηση λόγω της προσπάθειας αφομοίωσης της έννοιας 

της αξονικής συμμετρίας με την έννοια της συμμετρίας ως προς κέντρο. Ένα εργαλείο το οποίο 

διαμεσολάβησε στην κατανόηση της έννοιας της περιστροφικής συμμετρίας, αλλά και της 

ανάπτυξης της ικανότητας λογικών συσχετίσεων, καθώς και τη διατύπωση μη οικονομικών 

ορισμών στη δεύτερη φάση της ερευνητικής διαδικασίας ήταν το προσαρμοσμένο εργαλείο. Το 

προσαρμοσμένο εργαλείο τότε διαμεσολάβησε στην αποκωδικοποίηση της νοητικής εικόνας σε 

εικονική στην οθόνη, καθώς και στην ανάπτυξη ικανότητας δομικής ανάλυσης του σχήματος και 

διατύπωσης απαγωγικών επιχειρημάτων (π.χ. Μ13, Μ12) αλλά και στην υπέρβαση εννοιολογικών 

εμποδίων. Από την άλλη, το προσαρμοσμένο εργαλείο διαμεσολάβησε στη σύνδεση εννοιών (π.χ. 

της έννοιας της συμμετρίας ως προς κέντρο με την έννοια του μέσου ευθύγραμμου τμήματος).  

Το διάστημα της δεύτερης φάσης της ερευνητικής διαδικασίας –και η χρήση του 

προσαρμοσμένου εργαλείου ή των άλλων εντολών μετασχηματισμού– ήταν σημαντικό για την 

εξέλιξη του επιπέδου γεωμετρικής σκέψης των μαθητών, αφού υπήρξε μια αυξανόμενη 
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ικανότητα των μαθητών (σε συνεργασία με τα άλλα μέλη της ομάδας) να ανακαλύψουν ιδιότητες 

των σχημάτων, ώστε τα σχήματα να αποκτήσουν το χαρακτήρα σήματος (π.χ. Μ1, Μ13, Μ12). Οι 

μαθητές επομένως ανέπτυσσαν σταδιακά την ικανότητα δυναμικής επανεφεύρεσης, μέσω της 

αλληλεπίδρασης και της ανάπτυξης ικανότητας χρήσης των εργαλείων. Ειδικότερα, 

εξειδικεύοντας τη δομή των τεμνόμενων διχοτομούμενων διαγωνίων του παραλληλογράμμου σε 

σημείο Ο. Κομβικά σημεία στην ερευνητική διαδικασία ήταν τα σημεία όπου οι μαθητές 

αποκωδικοποιούσαν λεκτικά και εικονικά τη νοητική τους εικόνα, χρησιμοποιώντας το 

προσαρμοσμένο εργαλείο (πολλές φορές με οικονομία ή με κατάχρηση και όχι με τον τρόπο που 

είχε προβλεφθεί για τη χρήση του από την ερευνήτρια). 

Οι συνδεόμενες αναπαραστάσεις που οι μαθητές (π.χ. Μ1, Μ13, Μ12) δημιούργησαν στη 

διάρκεια της διαδικασίας αποτέλεσαν το μέσο για να διαχειριστούν την επίλυση των 

προβλημάτων ως αποτέλεσμα αντιστροφής ενεργειών σε συνεργασία με μαθητές επιπέδου 2.  

Η σύγκριση των χαρακτηριστικών που συγκεντρώνουν οι μαθητές των δύο ομάδων του 

επιπέδου 1 έδωσε τα εξής αποτελέσματα: 
1. Πέντε από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα μετάφρασης 

της λεκτικής πληροφορίας σε σχέδιο, ενώ από την ομάδα ελέγχου τέσσερις.  

2. Πέντε από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα μετάφρασης 

της «αν …τότε» δήλωσης, ενώ από την ομάδα ελέγχου τρεις.   

3. Τέσσερις από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα να 
συγκρίνουν τα σχήματα βάσει των ιδιοτήτων τους, ενώ από την ομάδα ελέγχου τρεις. 

4. Τέσσερις από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα να 

διακρίνουν τις σχέσεις μεταξύ των ιδιοτήτων, ενώ από την ομάδα ελέγχου δύο. 

5. Τρεις από τους μαθητές της ομάδας ελέγχου ενεργοποιούσαν τον κατάλογο των ιδιοτήτων 

που γνώριζαν, ενώ από την πειραματική ομάδα δύο. Επομένως οι μαθητές της 
πειραματικής ομάδας οδηγούνταν σε συμπεράσματα όχι λόγω της αποστήθισης των 

ιδιοτήτων αλλά επειδή άρχισαν να αποκτούν την κριτική/λογική ικανότητα να διακρίνουν 

ποια ιδιότητα είναι σημαντική για την απόδειξη.  

6. Τέσσερις από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα να 

κατασκευάζουν την απόδειξη, ενώ από την ομάδα ελέγχου ένας.  

 

Από τη σύγκριση των γραπτών των μαθητών συνάγεται ότι οι μαθητές και των δύο ομάδων 

στο αρχικό στάδιο παρουσίαζαν κοινά χαρακτηριστικά. Συμπεραίνεται ότι οι μαθητές της 

πειραματικής ομάδας ήταν –στο στάδιο αυτό– σε πλεονεκτικότερη θέση από τους μαθητές της 

ομάδας ελέγχου ως προς την ικανότητα μετάφρασης της «αν …τότε» δήλωσης και κατασκευής 

της απόδειξης. Ταυτόχρονα παρατηρείται η βελτίωση των μαθητών Μ1, Μ10, Μ12, Μ14 της 

πειραματικής ομάδας ως προς την ικανότητα μετάφρασης της λεκτικής πληροφορίας σε σχέδιο, 

κοινό χαρακτηριστικό με το πρώτο στάδιο.  
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Γ φάση της διαδικασίας – επίπεδο 1   

 (α) Όπως είδαμε στη δεύτερη φάση, το εργαλείο ανάκλασης βοήθησε τους μαθητές επιπέδου 

1 της πειραματικής ομάδας να αναπτύξουν την ικανότητα δομικής ανάλυσης των σχημάτων όσο 

και την ικανότητα αντιληπτικής ιεράρχησης. Αυτό έγινε φανερό στην τρίτη φάση, όπου οι 

μαθητές άρχισαν να περιγράφουν τις ιδιότητες των στοιχείων του σχήματος με τυπικό τρόπο. 

Στην αρχή της διαδικασίας διατύπωναν αντιληπτικούς ανακριβείς ορισμούς, στην πορεία όμως 

προέβησαν σταδιακά στη διαμόρφωση μη οικονομικών ορισμών ή οικονομικών σε συνεργασία 

(π.χ. η Μ14, Μ10 εκφραζόταν με αυστηρά άτυπο τρόπο και οι αιτιολογήσεις της ήταν 

ανεπαρκείς). Στο τέλος πια της διαδικασίας είχαν καταφέρει να διατυπώνουν αυθαίρετους 

οικονομικούς ορισμούς και να προβαίνουν στη συσχέτιση εννοιών. 

 (β) Στην αρχή της διαδικασίας οι μαθητές αδυνατούσαν να διατυπώσουν παραγωγικά 

επιχειρήματα. Μια τέτοια δυνατότητα άρχισε να εμφανίζεται στην τρίτη φάση, όπου μπόρεσαν 

να αναπτύξουν παραγωγικό συλλογισμό ή συνδυασμό απαγωγικού και παραγωγικού 

συλλογισμού, αλληλεπιδρώντας με τις ερωτήσεις σκαλωσιάς της ερευνήτριας. Δηλαδή, 

«μετακινήθηκαν από τον οπτικό συλλογισμό, επειδή το σημαντικότερο κριτήριο για τον 

προσδιορισμό ενός σχήματος είναι αν ικανοποιεί ένα ακριβές σύνολο τυπικών ιδιοτήτων» 

(χαρακτηριστικό επιπέδου 2.3, Battista 2007, p. 851).  

 (γ) Η συμμετοχή στο μαθησιακό μονοπάτι θεωρείται αναγκαία προϋπόθεση για την ανάπτυξη 

παραγωγικών επιχειρημάτων. Επιπλέον, και σε μικρότερο βαθμό, οδηγήθηκαν σε  συνδέσεις 

εννοιών που είχαν κατασκευάσει σε προηγούμενη φάση. Για παράδειγμα, οι αναπαραστάσεις της 

τρίτης φάσης (λεκτικές και εικονικές) της Μ12 είναι συνδεδεμένες εννοιολογικά και διαδικαστικά 

με την πρώτη και δεύτερη φάση της ερευνητικής διαδικασίας. Συνεπώς, οι μαθητές ανέπτυξαν 

την ικανότητα να λειτουργούν με τα σχήματα (αναγνωρίζουν υποδομές, μετακινούνται από το 

ένα αναπαρασταστικό σύστημα στο άλλο). Οι μαθητές μπόρεσαν να διατυπώσουν λογικές 

συσχετίσεις μεταξύ στοιχείων του διαγράμματος (π.χ. την έννοια του άξονα συμμετρίας) λόγω 

των συνδεόμενων οπτικών αναπαραστάσεων που είχαν συνδέσει νοητικά. 

Μέσω της διαδικασίας οι μαθητές απέκτησαν την ικανότητα μετατροπής της εικονικής 

αναπαράστασης σε λεκτική, και αντίστροφα. Οι συνδεόμενες αναπαραστάσεις της τρίτης φάσης 

διαμεσολάβησαν ώστε οι μαθητές να συσχετίσουν τη μορφή στο εσωτερικό με την ιδιότητα που 

αποκτούν οι διαγώνιες στο εξωτερικό τετράπλευρο και να εκφράσουν θεωρήματα-εν-δράσει ή να 

αντιμετωπίσουν γνωστικές συγκρούσεις ως προς την ιεραρχία των σχημάτων. Αντικατέστησαν 

ακόμα σε διάφορα σημεία της διαδικασίας το λανθασμένο σχήμα αυθεντίας με ένα σχήμα 
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εμπειρικό-αντιληπτικό. Στο τέλος πια της διαδικασίας οι μαθητές είχαν αναπτύξει την ικανότητα 

διαμόρφωσης υποστόχων και αποδεικτικής διαδικασίας με παραγωγικό συλλογισμό (π.χ. Μ1, 

Μ12, Μ13, Μ14). 

Η μελέτη στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι έδωσε τα εξής αποτελέσματα:    

1. Πέντε από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα να κατανοούν 
την έννοια της περιστροφής κατά 90ο, να μετατρέπουν δηλαδή τη λεκτική πληροφορία σε 

σχέδιο, ενώ από την ομάδα ελέγχου δύο.  

2. Τέσσερις από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα 

μοντελοποίησης και επίλυσης του προβλήματος, ενώ από την ομάδα ελέγχου ένας.  

3. Δύο από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα σύγκρισης των 

σχημάτων βάσει των ιδιοτήτων τους, ενώ από την ομάδα ελέγχου τρεις.  

4. Δύο από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα ανάπτυξης 

παραγωγικού συλλογισμού και διατύπωσης μιας λογικής σχέσης μεταξύ των στοιχείων του 

διαγράμματος, ενώ από την ομάδα ελέγχου ένας.  

 

Από τη σύγκριση των γραπτών των μαθητών συνάγεται ότι οι μαθητές και των δύο ομάδων 

στο αρχικό στάδιο παρουσίαζαν κοινά χαρακτηριστικά. Συμπεραίνεται ότι οι μαθητές της 

πειραματικής ομάδας ήταν σε πλεονεκτικότερη θέση από τους μαθητές της ομάδας ελέγχου ως 

προς την ικανότητα να μετασχηματίσουν ένα αντικείμενο με περιστροφή και, επομένως, την 

ικανότητα να μετατρέψουν τη λεκτική πληροφορία σε σχέδιο. Επομένως οι μαθητές της 

πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα μοντελοποίησης και επίλυσης του προβλήματος 

με σύγκριση των σχημάτων βάσει των ιδιοτήτων τους, όπως επίσης και την ικανότητα 

παραγωγικού συλλογισμού.  

 

 Δ φάση της διαδικασίας – επίπεδο 1  

Σε αλληλεπίδραση με τους σύνθετους μετασχηματισμούς των ΣΟΕΑ παρατηρήθηκε ότι οι 

μαθητές  ανέπτυξαν οπτικές ικανότητες, καθώς οπτικοποίησαν αμετάβλητες ιδιότητες λόγω της 

επίδρασης συρσίματος στην αλληλουχία μετασχηματισμών του διαγράμματος ή λόγω της 

επίδρασης του ίχνους και του συρσίματος, αναγνώρισαν οπτικά τη λύση του προβλήματος και 

μπόρεσαν να αναπτύξουν μια στρατηγική –σημείο δυναμικής επανεφεύρεσης της λύσης του 

προβλήματος– ανακαλώντας έννοιες (π.χ. της μεσοπαραλλήλου) που είχαν κατασκευάσει στη 

δεύτερη φάση. Παρατηρήθηκε ακόμα η ανάπτυξη της ικανότητας μετασχηματιστικού 

συλλογισμού (π.χ. Μ13), καθώς οι μαθητές εκδήλωσαν την ικανότητα μετατροπής από εικονική 

σε λεκτική ή νοητική και αντίστροφα.  
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Οι ΣΟΕΑ της τέταρτης φάσης δηλαδή αποτέλεσαν το τελευταίο στάδιο της διαδικασίας 

αναφορικά με την απόκτηση και τον έλεγχο της ικανότητας μετατροπής μεταξύ των 

αναπαραστάσεων. Ως προς τη λεκτική ικανότητα: αρχικά οι μαθητές διατύπωναν άτυπα ή με 

δυναμικό τρόπο ιδιότητες του παραλληλογράμμου ή ερμήνευαν με συμβολικό τρόπο ιδιότητες 

των σχημάτων. Στη συνέχεια απέκτησαν την ικανότητα διατύπωσης οικονομικών (ή μη 

οικονομικών) ορισμών, χαρακτηριστικό επιπέδου 3.1 (Battista, 2007).  

Οι ΣΟΕΑ τέταρτης φάσης διαμεσολάβησαν στην ανάπτυξη θεωρημάτων-εν-δράσει, 

γενικεύσεων (λόγω του εργαλείου ίχνους, πειραματικού συρσίματος) και παραγωγικού 

συλλογισμού (π.χ. αποδεικτικών σχημάτων της μορφής του γενικού παραδείγματος ή πειράματος 

σκέψης), χαρακτηριστικό επιπέδου 3.2-3.3 (Battista, 2007), ως αποτέλεσμα της σύνθεσης 

εργαλείων. Επιπλέον οι μαθητές απέκτησαν ικανότητες εφαρμογής του προβλήματος.  

Η μη συμμετοχή της Μ9 στην πειραματική  διαδικασία στις δυο τελευταίες φάσεις είχε ως 

αποτέλεσμα να ανακόψει την εξέλιξή της στη σκάλα των επιπέδων σύμφωνα με τη θεωρία των 

van Hiele, όπως διαπιστώθηκε από τη συμμετοχή της στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι.  

Η σύγκριση των χαρακτηριστικών που συγκεντρώνουν οι μαθητές των δύο ομάδων του 

επιπέδου 1 στο τελικό στάδιο της μελέτης στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι έδωσε τα εξής 

αποτελέσματα: 

1. Όλοι οι μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα να διακρίνουν τις 

σχέσεις μεταξύ των ιδιοτήτων, ενώ από την ομάδα ελέγχου μόνο δυο.   

2. Πέντε μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα (α) να προσδιορίζουν 

τις σχέσεις μεταξύ στοιχείων του διαγράμματος τυπικά (και το σημαντικότερο κριτήριο 

για τον προσδιορισμό ενός σχήματος είναι να ικανοποιεί ένα ακριβές σύνολο ιδιοτήτων), 

(β) να διατυπώνουν οικονομικό ορισμό, (γ) να καταλήγουν στο συμπέρασμα ότι αν ένα 

σχήμα έχει μια ιδιότητα έχει και μια άλλη. Οι ικανότητες αυτές εμφανίστηκαν μόνο σε 

δύο μαθητές από την ομάδα ελέγχου.  

 

Από τη σύγκριση των γραπτών των μαθητών συνάγεται ότι οι μαθητές και των δύο ομάδων 

στο τελικό στάδιο παρουσίαζαν κοινά χαρακτηριστικά. Συμπεραίνεται ότι οι μαθητές της 

πειραματικής ομάδας ήταν σε πλεονεκτικότερη θέση από τους μαθητές της ομάδας ελέγχου ως 

προς την ικανότητα να διακρίνουν σχέσεις μεταξύ των ιδιοτήτων όπως τις αντιλαμβάνονται από 

το διάγραμμα, να προσδιορίσουν τις σχέσεις μεταξύ των στοιχείων του διαγράμματος τυπικά, να 

διατυπώσουν οικονομικό ορισμό, να καταλήξουν στο συμπέρασμα ότι αν ένα σχήμα έχει μια 

ιδιότητα έχει και μια άλλη και να κάνουν ανάλυση σε πραγματικό ή νοητό επίπεδο.  
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Α φάση της διαδικασίας – επίπεδο 2   

 

Στην πρώτη φάση τα χαρακτηριστικά που εμφανίστηκαν στους μαθητές του επιπέδου 2, ως 

συνέπεια της αλληλεπίδρασης τους με τα εργαλεία, είναι:  

 (α) Το εργαλείο σημείου και η μεταβλητότητά του με το πειραματικό σύρσιμο προκάλεσε τη 

γνωστική σύγκρουση των μαθητών. Παρατήρησαν ότι το σύρσιμο σημείου-κορυφής του σχεδίου 

του παραλληλογράμμου δεν διατηρεί τις ιδιότητες της παραλληλίας και ισότητας (π.χ. Μ7). Η 

τεχνική του θεωρητικού συρσίματος και ο μετασχηματισμός της θέσης του σημείου επέδρασε 

στον τρόπο συλλογισμού των μαθητών (π.χ. Μ7, Μ11, Μ6), ώστε μέσω της διαδικασίας 

οδηγήθηκαν να επανεφεύρουν δυναμικά την ιδιότητα της ισότητας των τμημάτων. Οδηγήθηκαν 

έτσι σε διαδικασίες σκέψης ώστε να ανακαλύψουν μια διαδικασία για να κατασκευάσουν μια 

ιδιότητα του σχήματος, σημείο στο οποίο αντιμετώπισαν γνωστική σύγκρουση λόγω του 

εργαλείου σημείου. Η λεκτική κατανόηση εμφανίστηκε σχεδόν ταυτόχρονα με τη θεσιακή 

κατανόηση επιλογής των σχηματικών μονάδων. Συνεπώς οι μαθητές ανέπτυξαν την ικανότητα 

μετατροπής μιας νοητικής αναπαράστασης σε εικονική και λεκτική. Ανέπτυξαν επίσης επαγωγικό 

συλλογισμό ως αποτέλεσμα του πειραματικού συρσίματος επί του σημείου. 

Το εργαλείο συρσίματος διαμεσολάβησε στη σύνδεση της διαδικαστικής με την εννοιολογική 

γνώση των μαθητών. Οι δράσεις μαθηματικοποίησης των μαθητών είχαν οριζόντιο χαρακτήρα. Οι 

μαθητές χρησιμοποίησαν εργαλεία από το περιβάλλον του λογισμικού για την κατασκευή της 

παραλληλίας των πλευρών. Μέσω του εργαλείου του συρσίματος κατασκεύασαν την έννοια της 

αμεταβλητότητας της παραλληλίας των πλευρών, συνέδεσαν επομένως αφηρημένες οντότητες. 

Το εργαλείο δηλαδή του συρσίματος σε συνδυασμό με το εργαλείο της κατασκευής παραλλήλων 

οδήγησε τους μαθητές σε κατακόρυφη μορφή μαθηματικοποίησης.  

(β) Λόγω δυσκολίας κατανόησης της σειριακής και θεσιακής επιλογής των σχηματικών 

μονάδων και εργαλείων κατασκευής καθέτων του λογισμικού, οι μαθητές οδηγήθηκαν σε 

εργαλειακά εμπόδια (π.χ. Μ4), ωθούμενοι έτσι από το περιβάλλον του λογισμικού να 

αναπτύξουν την ικανότητα αποκωδικοποίησης μιας νοητικής ή και λεκτικής αναπαράστασης σε 

εικονική στην οθόνη. 

(γ) Οι μαθητές εξειδίκευαν τις κατασκευές τους, προσδίδοντας στο διάγραμμα περισσότερες 

ιδιότητες από αυτές που ήταν αναγκαίες, που σημαίνει ότι δεν γνώριζαν ποιες ήταν οι ιδιότητες 

του σχήματος (παραλληλογράμμου, ρόμβου κ.λπ.) ή ότι δεν είχαν την ικανότητα να εκλεπτύνουν 

σε έννοια υψηλότερου επιπέδου από του χαμηλότερου (π.χ. του ορθογωνίου 
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παραλληλογράμμου από την έννοια του παραλληλογράμμου), δεν είχαν δηλαδή αναπτύξει την 

ικανότητα ιεράρχησης των σχημάτων.  

(δ) Με θεωρητικό σύρσιμο σημείου οι μαθητές κατασκεύασαν μη σταθερές κατασκευές ώστε 

οπτικά να επιβεβαιώνουν ιδιότητες του σχήματος τις οποίες όμως δεν διατύπωναν λεκτικά (π.χ. 

Μ8). 

(ε) Απέκτησαν την ικανότητα χρήσης εργαλείων με μεγαλύτερη ευκολία από τους μαθητές του 

επιπέδου 1 (π.χ. Μ5, Μ6, Μ7, Μ8), αποκωδικοποιώντας τις διαδικασίες, επινοώντας προσωπικό 

διαδικαστικό τρόπο και χρησιμοποιώντας τα εργαλεία του λογισμικού με οικονομία. Η 

αποκωδικοποίηση των εργαλείων γινόταν ταυτόχρονα λεκτικά και εικονικά (π.χ. Μ8 στο [155]).   

(στ) Η χρήση εργαλείου του λογισμικού με κατάχρηση (π.χ. η χρήση του εργαλείου κύκλου από 

τον Μ3) δεν οδηγούσε σε σταθερές κατασκευές, με αποτέλεσμα οι μαθητές να οδηγούνται να 

αναπτύξουν διαδικασίες σκέψης ώστε η κατασκευή τους να γίνει  σταθερή.  

(ζ) Το παραμετρικό εργαλείο βοήθησε αντιληπτικά τους μαθητές (π.χ. Μ3) να υπερβούν το 

εργαλειακό εμπόδιο, με αποτέλεσμα να διατυπώσουν συμπερασματική έκφραση και να 

αναπτύξουν την ικανότητα αποκωδικοποίησης της νοητικής αναπαράστασης σε εικονική.  

Η σύγκριση των χαρακτηριστικών που συγκεντρώνουν οι μαθητές των δύο ομάδων του 

επιπέδου 2 έδωσε  τα εξής αποτελέσματα: 

1. Τρεις από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας εξειδίκευσαν το διάγραμμα, ως 

αποτέλεσμα του οπτικού συλλογισμού που ανέπτυξαν, ενώ από την ομάδα ελέγχου δύο.  

2. Ίσος αριθμός μαθητών και από τις δύο ομάδες συνέκριναν τα σχήματα βάσει των ιδιοτήτων 

τους ή διέκριναν τις σχέσεις μεταξύ των ιδιοτήτων.   

3. Δύο μαθητές της πειραματικής ομάδας ανέπτυξαν την ικανότητα αναγνώρισης των 
υποσχημάτων, ενώ από την ομάδα ελέγχου πέντε.  

4. Πέντε μαθητές της πειραματικής ομάδας ανέπτυξαν συνδυασμό οπτικού και παραγωγικού 

συλλογισμού κατά τη διάρκεια επίλυσης προβλημάτων, ενώ  από την ομάδα ελέγχου τρεις. 

5. Ίσος αριθμός μαθητών και από τις δύο ομάδες εφάρμοσε μια προσωπική μέθοδο για την 

απόδειξη του προβλήματος.  

6. Τέλος, τρεις από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας ολοκλήρωσαν την απόδειξη, ενώ 
από την ομάδα ελέγχου τέσσερις.  

 

Από τη σύγκριση των γραπτών των μαθητών συνάγεται ότι στο αρχικό στάδιο ίσος αριθμός 

μαθητών και της πειραματικής και της ομάδας ελέγχου παρουσίαζαν κοινά χαρακτηριστικά. 

Τέσσερις μαθητές της ομάδας ελέγχου ολοκλήρωσαν την απόδειξη της πρότασης, ενώ της 

πειραματικής ομάδας τρεις. Συμπεραίνεται ότι οι μαθητές της ομάδας ελέγχου στο στάδιο αυτό 

της μελέτης ήταν σε ίση (ή και σε πλεονεκτικότερη θέση) από τους μαθητές της πειραματικής 
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ομάδας ως προς την ικανότητα μετάφρασης της πληροφορίας σε σχέδιο, διαχωρισμού της 

υπόθεσης από το συμπέρασμα και την ικανότητα απόδειξης μιας πρότασης.    

 

Β φάση της διαδικασίας – επίπεδο  2     

(α) Η εντολή περιστροφής οδήγησε τους μαθητές σε εργαλειακό εμπόδιο αποκωδικοποίησης 

της σειριακής χρήσης του, που σημαίνει ότι οι μαθητές δεν είχαν κατασκευάσει νοητικά την 

αντιστοίχηση 1-1 του αντικειμένου και του συμμετρικού του στα στατικά μέσα, γεγονός που 

εκφράστηκε και λεκτικά.  

(β) Το θεωρητικό σύρσιμο του κέντρου περιστροφής τριγώνων ώστε τα μέσα των συμμετρικών 

πλευρών και το σημείο περιστροφής να συμπέσουν οδήγησε –μέσω της διαδικασίας εργαλειακής 

γένεσης που αναπτύχθηκε– στην αναγνώριση του παραλληλογράμμου ως αποτελούμενου από τα 

υποσχήματα των συμμετρικών τριγώνων. Οι μαθητές αναγνώρισαν δηλαδή το σχήμα του 

παραλληλογράμμου, ως δομική σύνθεση δύο συμμετρικών τριγώνων, το κέντρο του οποίου είναι 

το μέσο της βάσης του αρχικού τριγώνου. Συμπεραίνουμε έτσι ότι μέσω της διαδικασίας 

ανέπτυξαν σταδιακά την κατανόηση των μερών του παραλληλογράμμου, δηλαδή τη μερολογική 

κατανόηση του σχήματος.   

 (γ) Εργαλειακά εμπόδια παρουσιάστηκαν ως προς τη θεσιακή κατανόηση του 

προσαρμοσμένου εργαλείου (π.χ. Μ3). Το αποτέλεσμα της κατανόησης της χρήσης του εργαλείου 

και επομένως της κατασκευής του σχήματος χρήσης του εργαλείου οδήγησε στην κατανόηση του 

συμμετρικού αντικειμένου ως προς κέντρο. Για παράδειγμα, η χρήση του προσαρμοσμένου 

εργαλείου για την κατασκευή των συμμετρικών σημείων ευθύγραμμου τμήματος είχε ως 

αποτέλεσμα την κατασκευή των τεμνόμενων τμημάτων με κοινό μέσο το σημείο Ο, δηλαδή τη 

δομή των τεμνόμενων διαγωνίων του παραλληλογράμμου. Σύροντας την κατασκευή από το 

σημείο Ο, οι ιδιότητες του σχήματος παρέμεναν αμετάβλητες, δηλαδή το σημείο Ο παρέμενε το 

μέσο των δύο τμημάτων και τα συμμετρικά σημεία διατηρούσαν τις ιδιότητες των συμμετρικών 

αντικειμένων, αφού είχαν κατασκευαστεί ως 1-1 αντιστοιχήσεις, λόγω της χρήσης του 

προσαρμοσμένου εργαλείου. Αυτή η εγγενής ιδιότητα του εργαλείου οδήγησε τους μαθητές (π.χ. 

Μ4, Μ11) να αναγνωρίσουν το σχήμα του παραλληλογράμμου, να χρησιμοποιήσουν τυπική 

γλώσσα στην αιτιολόγηση και κριτήριο το παραλληλόγραμμο.  

(δ) Οι μαθητές απέκτησαν έτσι την ικανότητα να μετατρέψουν μια εικονική αναπαράσταση σε 

λεκτική (π.χ. μέσω της οπτικοποίησης των τεμνόμενων διαγωνίων), αλλά και να συμπληρώσουν 

τις γραμμές του σχήματος προκειμένου να αναγνωρίσουν οπτικά το σχήμα του 



 - 476 - 

παραλληλογράμμου ενώ δεν είχε εμφανιστεί ολόκληρο στην οθόνη ή είχαν εμφανιστεί ορισμένα 

στοιχεία του. Συνεπώς, απέκτησαν σταδιακά την ικανότητα να ολοκληρώνουν ένα σχήμα νοητικά 

ως σύνθεση των υποσχημάτων του.  

(ε) 1. Παρερμηνείες για έννοιες του Προγράμματος Σπουδών στις οποίες οι μαθητές 

συναντούν γνωστικά εμπόδια παρουσιάστηκαν και ερμηνεύτηκαν εικονικά με διαφορετικό τρόπο 

από τον προβλεπόμενο. Διαπιστώθηκε ότι οι μαθητές αντιμετωπίζουν γνωστικά εμπόδια με την 

έννοια της αξονικής συμμετρίας των σχημάτων, κάτι που έγινε αντιληπτό μέσω της 

αποκωδικοποίησης του λανθασμένου νοητικού σχήματος σε λεκτικό και εικονικό κώδικα. Οι 

μαθητές οδηγήθηκαν δηλαδή σε παρανόηση λόγω της προσπάθειας αφομοίωσης της έννοιας της 

αξονικής συμμετρίας με την έννοια της συμμετρίας ως προς κέντρο. Για παράδειγμα, μέσω της 

χρήσης του προσαρμοσμένου εργαλείου (π.χ. Μ3) η έννοια «άξονες συμμετρίας του σχήματος» 

με την έννοια «συμμετρικό του σχήματος ως προς την πλευρά του». Το εργαλείο ανάκλασης τους 

βοήθησε να επανεφεύρουν δυναμικά μια ιδιότητα του σχήματος και να υπερβούν κάποιο 

γνωστικό εμπόδιο, ιεραρχώντας αντιληπτικά τα σχήματα.   

Μόνοι τους ή σε συνεργασία με άλλο μαθητή του ίδιου επιπέδου van Hiele οδηγούνται να 

συνδέσουν την έννοια της αξονικής συμμετρίας του ορθογωνίου με την έννοια των 

μεσοπαραλλήλων (π.χ. ομάδα Μ3, Μ4 ή Μ11, Μ12, Μ1). Αντιλαμβάνονται ότι η ιδιότητα των 

αξόνων συμμετρίας που ισχύει στο ορθογώνιο παραλληλόγραμμο δεν ισχύει και στο ρόμβο, 

οδηγούνται έτσι σε μια αντιληπτική ιεράρχηση των εννοιών λόγω των αξόνων συμμετρίας τους. 

Αναλύουν συνεπώς δομικά το σχήμα λόγω των ιδιοτήτων του με αποτέλεσμα να οργανώσουν μια 

συνεπαγωγική ιεράρχηση των σχημάτων. Το προσαρμοσμένο εργαλείο και το εργαλείο 

ανάκλασης διαμεσολάβησαν επομένως στην ανάπτυξη της ικανότητας δομικής ανάλυσης του 

σχήματος.  

Η απόκρυψη της μεσοκαθέτου και η ανάκλαση του ισοσκελούς (βλ. σχήμα 5.47) είχε ως 

αποτέλεσμα (α) την οπτικοποίηση του ρόμβου ως σύνθεση ισοσκελών, (β) την ταύτιση της 

μεσοκαθέτου με την κατακόρυφη διαγώνιο του ρόμβου.  

Ο συνδυασμός των εργαλείων απόκρυψης, ανάκλασης και πειραματικού συρσίματος οδήγησε 

τους μαθητές (π.χ. Μ5) να σχηματίσουν νοητικά την κατακόρυφη διαγώνιο του σχήματος, η 

οποία συμπίπτει με τη μεσοκάθετο του ισοσκελούς τριγώνου, ώστε να διατυπώσουν την ιδιότητα 

της διχοτόμησης και καθετότητας, να μεταφράσουν συνεπώς μια εικονική αναπαράσταση σε 

λεκτική. Η κατανόηση των ιδιοτήτων του ρόμβου, τις οποίες δεν γνώριζαν εξαρχής, επήλθε σε 

αλληλεπίδραση με τα εργαλεία.  
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Έτσι, με την ανάκλαση του ισοσκελούς ως προς τη βάση του προσάρμοσαν το γνωστικό σχήμα 

που είχαν κατασκευάσει μέσω της διδασκαλίας για το ρόμβο, αναπτύσσοντας την αντιληπτική 

ιεράρχηση των εννοιών (α) ρόμβος ως αποτέλεσμα ανάκλασης ισοσκελούς και (β) ρόμβος ως 

σύνθεση ισοπλεύρων (π.χ. Μ5). Το εργαλείο ανάκλασης διαμεσολάβησε στη διαμόρφωση της 

δομής του ρόμβου ως σύνθεσης ισοσκελών. Συμπεραίνεται ότι μέσω της διαδικασίας οι μαθητές 

οδηγήθηκαν να αντιληφθούν και να ερμηνεύσουν τις διαγώνιες του ρόμβου με διπλό τρόπο: (α) 

την οριζόντια διαγώνιο του ρόμβου και ως βάση του ισοσκελούς, και (β) τη μεσοκάθετο του 

ισοσκελούς και ως κάθετη διαγώνιο του ρόμβου – να αντιληφθούν συνεπώς τους διπλούς ρόλους 

κάποιων στοιχείων του διαγράμματος, χαρακτηριστικό επιπέδου 3. 

 (ε). 2. Οι μαθητές αντιμετώπισαν επιπλέον γνωστικό εμπόδιο αφού θεώρησαν ότι οι 

διαγώνιες του παραλληλογράμμου είναι και άξονες συμμετρίας του σχήματος. Το εργαλείο της 

ανάκλασης διαμεσολάβησε ώστε να κατανοήσουν ότι οι κορυφές δεν είναι συμμετρικές ως προς 

τις διαγώνιες (π.χ. Μ4, Μ11). Δηλαδή, η κατασκευή του συμμετρικού μιας κορυφής του σχήματος 

ως προς άξονα συμμετρίας τη διαγώνιό τους –με τη λειτουργία ανάκλασης του λογισμικού– είχε 

ως αποτέλεσμα τη γνωστική σύγκρουση μεταξύ αυτού που οπτικοποιούν στην οθόνη και αυτού 

που γνωρίζουν. Μέσω της διαδικασίας εργαλειακής γένεσης οι μαθητές κατασκεύασαν ένα 

όργανο που περιλαμβάνει το αντικείμενο και τις ιδιότητές του (π.χ. το είδωλο του σημείου εκτός 

του σχήματος) οι οποίες δεν προσαρμόζονται στο γνωστικό σχήμα που ήδη υπήρχε, ήρθαν έτσι 

σε γνωστική σύγκρουση και οδηγήθηκαν να κατασκευάσουν ένα νέο γνωστικό σχήμα που 

περιλάμβανε την έννοια του συμμετρικού ως προς άξονα συμμετρίας τη διαγώνιο, καθώς και την 

αντιληπτική ιεράρχηση των παραλληλογράμμων (π.χ. Μ4, Μ5). Αντιμετώπισαν γνωστική 

σύγκρουση καθώς οπτικά δεν επιβεβαιώνεται η ιδιότητα της καθετότητας στη μεσοπαράλληλο 

του ρόμβου την οποία είχαν συσχετίσει με την έννοια του άξονα συμμετρίας. 

(ε) 3. Στη δεύτερη φάση της ερευνητικής διαδικασίας οι μαθητές συνέδεσαν την έννοια της 

αξονικής συμμετρίας του ορθογωνίου με την έννοια των μεσοπαραλλήλων. Η γενίκευση αυτής 

της έννοιας για κάθε τετράπλευρο οδήγησε τους μαθητές σε γνωστικές συγκρούσεις (π.χ. στην 

κατασκευή των αξόνων συμμετρίας του ρόμβου) και στη συνέχεια στη συσχέτιση της αξονικής 

συμμετρίας με την έννοια της καθετότητας. Η γνωστική σύγκρουση οδήγησε τους μαθητές να 

κατανοήσουν ότι το πλήθος των αξόνων συμμετρίας στο τετράγωνο ως ειδικότερου σχήματος 

τετραπλεύρου διαφέρει από των υπόλοιπων τετραπλεύρων. Μέσω δηλαδή της διαδικασίας 

κατασκευάστηκε συνειδητά η έννοια της αξονικής συμμετρίας λόγω της επίδρασης του εργαλείου 

ανάκλασης, σε δραστηριότητα που έχει προηγηθεί, με αποτέλεσμα οι μαθητές να αποκτήσουν 
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την ικανότητα να αποκωδικοποιούν τη νοητική πληροφορία σε εικονική και λεκτική πληροφορία. 

Η δραστηριότητα της δεύτερης φάσης διαμεσολάβησε ώστε να αναπτύξουν την ικανότητα 

ιεράρχησης μεταξύ των τετραπλεύρων ως ειδικότερων ή γενικότερων κατασκευών του 

παραλληλογράμμου. 

(στ) Η ικανότητα χρήσης των εργαλείων έπαιξε σημαντικό ρόλο στην εξέλιξη της διαδικασίας 

κατασκευής των εννοιών, αφού οι μαθητές εφάρμοσαν συνδυασμούς διαφορετικών εργαλείων 

και εντολών για να αποκωδικοποιήσουν τη νοητική τους εικόνα σε εικονική και στη συνέχεια σε 

λεκτική, διατυπώνοντας τυπικά τις ιδιότητες του σχήματος. Ανέπτυξαν μια αυξανομένη ικανότητα 

να περιγράψουν τις σχέσεις μεταξύ των στοιχείων των σχημάτων, «χρησιμοποιώντας ένα 

συνδυασμό άτυπων και τυπικών περιγραφών, οι οποίες όμως εξακολουθούν να μην μπορούν να 

διευκρινίσουν επαρκώς τα σχήματα» (χαρακτηριστικό επιπέδου 2.2) (Battista, 2007, p. 851). 

Οι μαθητές ανέπτυξαν την ικανότητα αντιστροφής ενεργειών μέσω της αποκωδικοποίησης 

ιδιοτήτων με σύνθετη χρήση εργαλείων (π.χ. Μ11, Μ4, Μ7). Η κατασκευή των σχημάτων 

προέκυψε με συνδυασμούς εργαλείων (π.χ. το προσαρμοσμένο εργαλείο, καθέτου, κύκλου), έτσι 

ώστε να αποκωδικοποιούνται οπτικά ιδιότητες των σχημάτων τις οποίες οι μαθητές είχαν 

κατασκευάσει στο πρώτο τμήμα της δεύτερης φάσης της διαδικασίας (π.χ. με αντίστροφη 

διαδικασία της κατασκευής αξόνων συμμετρίας). Οι διατυπώσεις τους καταδεικνύουν ότι οι 

μαθητές συνέδεσαν την έννοια του άξονα με την έννοια της καθετότητας (καθώς και τη σύνδεση 

παραλληλίας και καθετότητας), δηλαδή συνδέσεις μεταξύ εννοιών. Ανέπτυξαν επομένως 

αφαιρετικές διαδικασίες σκέψης και οδηγήθηκαν να κατασκευάσουν συσχετίσεις ιδιοτήτων. Η 

κατανόηση των ιδιοτήτων είναι συνειδητή και εμπεδωμένη και εμφανίστηκε στην τρίτη φάση.  

Ο συνδυασμός των εργαλείων διαμεσολάβησε ώστε οι μαθητές να ανακαλύψουν 

/επανεφεύρουν ιδιότητες των σχημάτων και (α) στην αποκωδικοποίηση μιας νοητικής εικόνας σε 

εικονική και στη συνέχεια σε λεκτική, (β) στην κατασκευή του χαρακτήρα σήματος του σχήματος 

και (γ) στην ανάπτυξη ικανότητας ερμηνείας ενός στοιχείου του σχήματος με διαφορετικό τρόπο. 

Δηλαδή, την απόδοση διπλού ρόλου στο τμήμα.  

Συνεπώς, οι μαθητές μέσω των διαδικασιών της δεύτερης φάσης απέκτησαν την ικανότητα να 

εκλεπτύνουν τη δομή του παραλληλογράμμου προσθέτοντας στο σχήμα του περισσότερες 

ιδιότητες. Έτσι, το σχήμα του ορθογωνίου απέκτησε μια θέση στην ιεραρχικά υψηλότερη δομή ως 

ειδικότερη μορφή από τη μορφή του παραλληλογράμμου. Οι μαθητές ανέπτυξαν επομένως την 

ικανότητα ιεράρχησης των τετραπλεύρων.  
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(ζ) Από την οπτική γωνία της δομικής ανάλυσης των σχημάτων διαπιστώνεται μια αυξανομένη 

ικανότητα των μαθητών «να αναγνωρίζουν και να περιγράφουν τα στοιχεία των σχημάτων, 

χρησιμοποιώντας γεωμετρικές έννοιες και όρους που παραμένουν ανεπαρκείς για να 

διευκρινίσουν τα σχήματα» (Battista, 2007, p. 851) (χαρακτηριστικό επιπέδου 2.2). Αυτό 

προκύπτει ως αποτέλεσμα της νοητικής σύνδεσης των αναπαραστάσεων στα διαφορετικά σημεία 

της ερευνητικής διαδικασίας. Κατά συνέπεια, οι συνδεόμενες αναπαραστάσεις οδήγησαν τους 

μαθητές σε γνωστικές συγκρούσεις και τους ώθησαν να αναπτύξουν διαδικασίες σκέψης, 

διαμεσολαβώντας στην αποκωδικοποίηση της νοητικής της εικόνας σε εικονική και στη συνέχεια 

της εικονικής σε λεκτική. Σταδιακά, στοιχεία του σχήματος ερμηνεύθηκαν με διαφορετικούς 

τρόπους, αποδίδοντάς τους έτσι διπλό ρόλο, που οφείλεται στην ανάπτυξη αφαιρετικών 

διαδικασιών σκέψης εναλλάσσοντας τους ρόλους που έχουν τα στοιχεία του σχήματος.  

Οι συνδεόμενες αναπαραστάσεις της δεύτερης φάσης βοήθησαν τους μαθητές να έρθουν σε 

γνωστική σύγκρουση και να ενσωματώσουν στο γνωστικό σχήμα που είχαν  κατασκευάσει για την 

έννοια της αξονικής συμμετρίας την περίπτωση του ρόμβου, συμβάλλοντας έτσι στην επέκταση 

του γνωστικού σχήματος της έννοιας. Επίσης βοήθησαν τους μαθητές (α) να συνδέσουν τις 

πρωτεύουσες ιδιότητες σχημάτων  –ιδιότητες δηλαδή που έχουν σχέση με την παραλληλία των 

πλευρών– με τις δευτερεύουσες ιδιότητες του σχήματος – ιδιότητες δηλαδή που έχουν σχέση με 

τη συμμετρία του σχήματος, και (β) να οδηγηθούν σε γνωστικές συγκρούσεις και στην 

αποκωδικοποίηση της νοητικής εικόνας τους σε εικονική και στη συνέχεια της εικονικής σε 

λεκτική.  

Ως προς την κατασκευή εννοιών-εν-δράσει  

(α) Ο συνδυασμός δυναμικού σημείου, πειραματικού συρσίματος και στη συνέχεια 

θεωρητικού συρσίματος καθώς και η εντολή καθετότητας διαμεσολάβησαν στην κατασκευή 

εννοιών-εν-δράσει (π.χ. του ορθογωνίου παραλληλογράμμου ως «παραλληλογράμμου που 

προέκυψε από κάθετες ευθείες») (π.χ. Μ11) και, συνεπώς, στην αντιληπτική ιεράρχηση των 

τετραπλεύρων. 

Στη φάση αυτή ο συνδυασμός του εργαλείου καθετότητας και θεωρητικού συρσίματος 

επέδρασε μέσω της διαδικασίας εργαλειακής γένεσης στην κατασκευή ενός οργάνου που 

εκφράστηκε με τις έννοιες-εν-δράσει ή θεωρήματα-εν-δράσει που κατασκεύασαν οι μαθητές 

(π.χ. «στο τετράγωνο έχουμε τέσσερις άξονες συμμετρίας, είναι και οι διαγώνιες»). Επομένως, 

παρουσίασαν στα σημεία αυτά εννοιολογική αλλαγή αφού κατανόησαν ότι μια ιδιότητα ισχύει σε 

πιο εκλεπτυσμένη μορφή σε κάποιο σχήμα (π.χ. «[η μεσοπαράλληλος] είναι και άξονας 
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συμμετρίας» στο τετράγωνο, όπως και στο ορθογώνιο, καθώς και οι διαγώνιες είναι άξονες 

συμμετρίας στο τετράγωνο, όπως και στο ρόμβο). Αποτέλεσμα αυτής της κατανόησης ήταν οι 

διατυπώσεις των αυθαίρετων οικονομικών ορισμών. Δηλαδή, «κατέληξαν  σε συμπεράσματα για 

τη συνεπαγωγική εμφάνιση των ιδιοτήτων του σχήματος μέσα από την ανάλυση που προκύπτει 

από την ιεράρχηση των σχημάτων» (Battista, 2007, p. 852) (χαρακτηριστικό επιπέδου 3.2), 

αναπτύσσοντας έτσι την κατανόηση της σχέσης εγκλεισμού των σχημάτων (π.χ. ότι το τετράγωνο 

έχει πρόσθετες ιδιότητες που δεν αφορούν μόνο τις πλευρές και γωνίες του σχήματος αλλά και 

τους άξονες συμμετρίας του).  

(β)  Το εργαλείο περιστροφής προκάλεσε την κατασκευή εννοιών-εν-δράσει (π.χ. Μ3 του 

παραλληλογράμμου ως τριγώνου από περιστροφή), την ανάπτυξη επαγωγικού συλλογισμού και 

τη διατύπωση ανακριβών ή δυναμικών ορισμών (π.χ. Μ3, Μ4, Μ8) για τα συμμετρικά τμήματα, 

ως αποτέλεσμα του σχήματος εργαλειοποιημένης δράσης.  

Για παράδειγμα, η Μ7 συσχέτισε την έννοια-εν-δράσει των συνευθειακών σημείων με την 

περιστροφή τμήματος κατά 180ο και ο Μ8 συνέδεσε διαδικαστικά και εννοιολογικά την έννοια 

της περιστροφής τμήματος καθέτου σε ευθεία-άξονα συμμετρίας με την έννοια της απόστασης 

του τμήματος από τον άξονα, κατασκεύασε δηλαδή συνδέσεις μεταξύ εννοιών.  

(γ) Το προσαρμοσμένο εργαλείο βοήθησε τους μαθητές (π.χ. Μ3, Μ4) να αντιληφθούν 

ιδιότητες του σχήματος, να διατυπώσουν οικονομικούς ορισμούς ή αυθαίρετους οικονομικούς 

ορισμούς σε συνεργασία τους οποίους επανεφηύραν μέσα από τη διαδικασία. Διαμεσολάβησε 

ακόμα ώστε το σχήμα να αποκτήσει το χαρακτήρα σήματος. Η λειτουργική κατανόηση του 

προσαρμοσμένου εργαλείου διαδραμάτισε σημαντικό ρόλο στην ανάπτυξη επαγωγικών και 

απαγωγικών επιχειρημάτων (π.χ. Μ4, «οι πλευρές είναι παράλληλες γιατί είναι 

παραλληλόγραμμα») ή γενικεύσεων και θεωρημάτων-εν-δράσει (Μ3, Μ4).  

(δ) Το εργαλείο ανάκλασης διαμεσολάβησε στη διατύπωση εννοιών-εν-δράσει (π.χ. όπως η 

έννοια της συμμετρίας, της διχοτόμησης και καθετότητας των διαγωνίων του ρόμβου), ώστε να 

κατασκευάσουν δευτερεύουσες ιδιότητες του σχήματος ή και ανεπαρκών ή και δυναμικών 

ορισμών, καθώς και να συσχετίσουν έννοιες (π.χ. Μ6, Μ7). Μέσω της διαδικασίας τα σχήματα 

απέκτησαν το χαρακτήρα συμβόλου. Οι μαθητές συνέθεσαν απαντήσεις χρησιμοποιώντας μια 

λίστα δευτερευουσών ιδιοτήτων που οπτικοποίησαν στην οθόνη ή σχημάτισαν έναν μη 

οικονομικό ορισμό (ή και θεώρημα-εν-δράσει) από τα στοιχεία του διαγράμματος. 

Ο συνδυασμός του εργαλείου των ΣΟΕΑ λόγω ανάκλασης, ίχνους και συρσίματος βοήθησε στη 

διατύπωση εννοιών-εν-δράσει των μαθητών (π.χ. του «ίσου και αντίστροφου» σχήματος) λόγω 
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του αντίστροφου προσανατολισμού του σχήματος (Μ7, Μ8). Διαμεσολάβησε στην ανάπτυξη 

επαγωγικού συλλογισμού καθώς και αυθαίρετων οικονομικών ορισμών (π.χ. Μ8) ως αποτέλεσμα 

της επίδρασης του θεωρητικού συρσίματος μιας κορυφής του σχήματος, ώστε να ενισχύεται η 

αντιληπτική ιεράρχηση των σχημάτων (π.χ. του τετραγώνου ως ορθογωνίου).  

Από την άλλη, ο συνδυασμός εργαλείων των ΣΟΕΑ λόγω καθέτου, ανάκλασης και 

απόκρυψης/εμφάνισης συνετέλεσε στην ανάπτυξη απαγωγικού συλλογισμού (π.χ. Μ5, Μ6, Μ7), 

δυναμικής οπτικοποίησης  των μαθητών αλλά και δυναμικής επανεφεύρεσης των ιδιοτήτων του 

σχήματος (π.χ. ο Μ5 συμπεραίνει από τα αποτελέσματα, δηλαδή την καθετότητα των διαγωνίων, 

την αιτία, δηλαδή ότι το σχήμα είναι ρόμβος). Έχει κατασκευάσει νοητικά τις διαγώνιες του 

σχήματος, συνδέοντας τις απέναντι κορυφές. Οδηγεί ακόμα σε διατυπώσεις που όταν συντεθούν 

κατασκευάζουν θεωρήματα-εν-δράσει που ο μαθητής κατασκευάζει λόγω της επίδρασης του 

σύνθετου μετασχηματισμού που προκύπτει από το εργαλείο συρσίματος και ανάκλασης.  

Η σύγκριση των χαρακτηριστικών που συγκεντρώνουν οι μαθητές των δύο ομάδων του 

επιπέδου 2 έδωσε τα εξής αποτελέσματα: 
1. Επτά από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα μετάφρασης της 

«αν …τότε» δήλωσης με συμβολικό τρόπο, ενώ από την ομάδα ελέγχου τρεις.  

2. Πέντε από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα διατύπωσης 

«αν …τότε» δήλωσης, ενώ από την ομάδα ελέγχου δύο.   

3. Έξι από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα να 
αντιλαμβάνονται  τις σχέσεις μεταξύ των ιδιοτήτων, ενώ από την ομάδα ελέγχου ένας. 

4. Τρεις από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν χαρακτηριστικό επιπέδου 2.3 

(Battista, 2007), ενώ από την ομάδα ελέγχου κανένας. 

5. Τέσσερις από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα 

παραγωγικού συλλογισμού, ενώ από την ομάδα ελέγχου κανένας.  
6. Έξι από τους μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την ικανότητα να ολοκληρώνουν 

την απόδειξη, ενώ από την ομάδα ελέγχου δύο.  

7. Τέλος, τρεις μαθητές της ομάδας ελέγχου χρησιμοποιούσαν συνδυασμό οπτικών και 

θεωρητικών στοιχείων στην απόδειξή τους.  

 

 

Γ φάση της διαδικασίας – επίπεδο 2  

Στη φάση αυτή οι μαθητές σε αλληλεπίδραση με τις ΣΟΕΑ τρίτης φάσης ανέπτυξαν εμπειρικά 

αποδεικτικά σχήματα (π.χ. γενικό παράδειγμα) (π.χ. Μ2, Μ3) καθώς η αιτιολόγησή τους 

βασίζεται σε ένα παράδειγμα στην οθόνη, χαρακτηριστικά αντιπροσωπευτικό μιας κλάσης. 

Οδηγήθηκαν σε συμπεράσματα καθώς η κατανόηση προέκυψε ως αποτέλεσμα της 

αλληλεπίδρασης του χωρογραφικού πεδίου του λογισμικού με το θεωρητικό πεδίο της 

γεωμετρίας. Το σύρσιμο των κορυφών των εξωτερικών τετραπλεύρων και ο σχολιασμός του 
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διαγράμματος είχε ως αποτέλεσμα την αναγνώριση των εσωτερικών σχημάτων και τη διατύπωση 

θεωρημάτων-εν-δράσει. Στη φάση αυτή επιβεβαιώθηκε η σημασία της δεύτερης φάσης του 

μαθησιακού μονοπατιού στην εξέλιξη της διαδικασίας. Οι μαθητές αναγνώριζαν υποσχήματα 

από τις ιδιότητές τους τις οποίες εξέφραζαν μέσω ενός ορισμού (π.χ. οικονομικού ή αυθαίρετου 

οικονομικού). Επομένως, λειτουργώντας νοητικά μετέφραζαν μια εικονική αναπαράσταση σε 

λεκτική, αναγνωρίζοντας υποδομές του σχήματος. Οι συνδεόμενες αναπαραστάσεις που 

διερευνήθηκαν σταδιακά από τους μαθητές στην προηγούμενη φάση διαμεσολάβησαν ώστε να 

συνδέσουν έννοιες (π.χ. την έννοια της μεσοκαθέτου με την έννοια του ρόμβου και στη συνέχεια 

με την έννοια του ορθογωνίου στο εσωτερικό του σχήματος). Συνεπώς, οι μαθητές ανέπτυξαν την 

ικανότητα να λειτουργούν (αναγνωρίζουν υποδομές, μετακινούνται από το ένα αναπαρασταστικό 

σύστημα στο άλλο κ.λπ.) σε ένα πολυπλοκότερο σχήμα λόγω της επίδρασης των ΣΟΕΑ. Αυτή η 

ικανότητα εμφανίστηκε σε πιο ανεπτυγμένη μορφή στην τέταρτη φάση.  

Τα επιχειρήματα που οι μαθητές ανέπτυξαν αναλύθηκαν με το μειωμένο σχήμα του μοντέλου 

Toulmin (1958). Επιβεβαιώθηκαν στην αρχή της διαδικασίας επαγωγικά επιχειρήματα και 

θεωρήματα-εν-δράσει και στη συνέχεια απαγωγικά και παραγωγικά επιχειρήματα. Προς το τέλος 

της τρίτης φάσης χρησιμοποίησαν αλυσίδες παραγωγικών επιχειρημάτων προκειμένου να 

αποδείξουν τους ισχυρισμούς τους και ανέπτυξαν κανόνες λογικής για να κατασκευάσουν την 

απόδειξη. 

Από τη σύγκριση των γραπτών των μαθητών συνάγεται ότι οι μαθητές και των δύο ομάδων 

δεν παρουσίαζαν κοινά χαρακτηριστικά. Οι μαθητές της πειραματικής ομάδας απέκτησαν την 

ικανότητα να μετατρέπουν τη λεκτική πληροφορία σε σχέδιο, καθώς και την ικανότητα 

μοντελοποίησης και επίλυσης του προβλήματος. Όλοι οι μαθητές ανέπτυξαν παραγωγικό 

συλλογισμό. Αντιθέτως, οι μαθητές της ομάδας ελέγχου δεν είχαν αναπτύξει την ικανότητα 

μοντελοποίησης του πραγματικού προβλήματος, λόγω της έννοιας της περιστροφής. Επομένως,   

ο προσδιορισμός των σχέσεων μεταξύ των στοιχείων του διαγράμματος παραμένει ανεπαρκής. 

 

Δ φάση της διαδικασίας – επίπεδο 2  

Η διερεύνηση μέσω των εργαλείων ίχνους, περιστροφής και πειραματικού ή θεωρητικού 

συρσίματος οδήγησε τους μαθητές μέσω νοητικού πειράματος να αναπτύξουν μετασχηματιστικό 

συλλογισμό, αφού προέβλεψαν μια ενέργεια και τα αποτελέσματά της  (π.χ. Μ3, Μ4 Μ5, Μ6, Μ7, 

Μ8). Αναλυτικότερα, η απόκρυψη-εμφάνιση των ευθύγραμμων τμημάτων που συνέδεσαν τα 

σημεία με το πειραματικό σύρσιμο διαμόρφωσαν συνδεόμενες αναπαραστάσεις. 
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Οι διατυπώσεις των μαθητών (π.χ. Μ3, Μ5, Μ6) μας οδηγούν στο συμπέρασμα ότι έχουν 

σχηματίσει νοητικά τις περιστροφές. Επομένως, μέσω του συρσίματος κατανοούν ιδιότητες του 

σχήματος αντιληπτικά τις οποίες προσπαθούν να αναπαράγουν νοητικά για να προκύψει το 

αποτέλεσμα και να ανακαλύψουν τη λύση του προβλήματος. Έχουν δηλαδή αποκτήσει την 

ικανότητα να μεταφράζουν μια νοητική αναπαράσταση σε εικονική και λεκτική, και το 

αντίστροφο, προσδιορίζοντας τις ιδιότητες των σχημάτων μέσω νοητικών μετασχηματισμών.  

Αυτό που επισημαίνεται στην παρούσα φάση για τους μαθητές επιπέδου 2 είναι ότι το σχήμα 

εργαλειοποιημένης δράσης του εργαλείου περιστροφής που είχαν κατασκευάσει στη δεύτερη 

φάση της διαδικασίας για την περιστροφή τμημάτων (στοιχειώδες σχήμα) λειτουργεί ως δομική 

μονάδα για τη δημιουργία του σχήματος εργαλειοποιημένης δράσης περιστροφής τριγώνου (π.χ. 

στον δεύτερο τύπο των ΣΟΕΑ για ορθογώνια τρίγωνα, στον τρίτο τύπο για σκαληνά τρίγωνα) 

(Drijvers & Trouche, 2008). Τότε οι μαθητές ανέπτυξαν ΑΟΑ (π.χ Μ2, Μ3, Μ6, Μ7) επεκτείνοντας 

το σχήμα που είχαν κατασκευάσει και συνδέοντας με την προϋπάρχουσα γνώση.  

ΑΟΑ αναπτύχθηκε στους μαθητές και λόγω της αλληλεπίδρασης με άλλα εργαλεία του 

λογισμικού: 

• Το παραμετρικό εργαλείο  

Για παράδειγμα, η κατασκευή του παραμετρικού τμήματος προκάλεσε την ΑΟΑ της Μ7, δεν 

οδήγησε όμως σε αναστοχασμό τη Μ10 ή τον Μ13 αφού δεν συνέδεσαν την κατασκευή κύκλου 

με σχετική πρόταση της Ευκλείδειας γεωμετρίας. Η Μ7 αρχικού επιπέδου 2 διατύπωσε 

ταυτόχρονα με τη χρήση του παραμετρικού εργαλείου τη σχετική πρόταση την οποία 

επαναλάμβανε με αποστήθιση. Ομοίως η Μ9 μπόρεσε να κατανοήσει και να υπερβεί το 

διδακτικό εμπόδιο που την οδηγούσε σε λανθασμένη διατύπωση. Οι μαθητές Μ10, Μ13 

επιπέδου 1 αντιμετώπιζαν γνωστικά εμπόδια.   

• Το εργαλείο απόκρυψης/ εμφάνισης 

Για παράδειγμα, η απόκρυψη των διαγωνίων του ρόμβου οδήγησε στη νοητική σύνδεση 

αναπαραστάσεων, με αποτέλεσμα ο Μ5 να αναστοχαστεί επί των ενεργειών του στην οθόνη. Το 

ίδιο εργαλείο προκάλεσε την ΑΟΑ του Μ6 ο οποίος διατύπωσε ένα απαγωγικό επιχείρημα. Αλλά 

και των μαθητών Μ7, Μ13 οι οποίοι στην τέταρτη φάση αναστοχάστηκαν πάνω στις ενέργειές 

τους, ανέπτυξαν μετασχηματιστικό συλλογισμό προκειμένου να επανεφεύρουν μια λύση του 

προβλήματος [συνδεδεμένη διαδικαστικά και εννοιολογικά με τη δεύτερη φάση της ερευνητικής 

διαδικασίας]. Το εργαλείο  απόκρυψης προκάλεσε ακόμα την ΑΟΑ του Μ13 που είχε αναπτύξει 
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την ικανότητα δομικής ανάλυσης του σχήματος στη δεύτερη και τρίτη φάση της ερευνητικής 

διαδικασίας.  

Οι διάφοροι τύποι των ΣΟΕΑ διαμεσολάβησαν ώστε οι μαθητές να αναπτύξουν απαγωγικό 

συλλογισμό, να επιχειρηματολογήσουν με απαγωγικά επιχειρήματα, ως αποτέλεσμα του τι 

παρατηρούν στην οθόνη και τι είναι αναγκαίο για να καταλήξουν στο συμπέρασμα, τα οποία στη 

συνέχεια τους βοηθούν να κατασκευάσουν την απόδειξη του προβλήματος. Οι μαθητές 

συνέδεσαν νοητικά τις αναπαραστάσεις που οπτικοποίησαν στην οθόνη με έννοιες που είχαν 

κατασκευάσει στις προηγούμενες φάσεις της ερευνητικής διαδικασίας και διατύπωσαν «αν 

…τότε» δηλώσεις, χαρακτηριστικό επιπέδου 3. Οι μαθητές σε συνεργασία ή μόνοι τους 

ανέπτυξαν παραγωγικό συλλογισμό. 

Επομένως, ανέπτυξαν την ικανότητα να κάνουν την ανάλυση του σχήματος σε πραγματικό ή 

νοητό επίπεδο, αναπτύσσοντας αφαιρετική ικανότητα και χρήση της λογικής. Διατυπώνουν 

αποδεικτικούς υποστόχους, αναπτύσσοντας παραγωγικό συλλογισμό σε αλυσίδα παραγωγικών 

επιχειρημάτων. Αναπτύσσουν δυναμική οπτικοποίηση και τη διορατικότητα που τους βοηθά να 

διατυπώσουν τη λύση του προβλήματος, αφού στις εκφράσεις τους υπάρχουν οι έννοιες της 

κίνησης (θα κινηθεί) της περιστροφής (αφού στρέφεται) της μετακίνησης (να προχωρήσει) και 

εφαρμόζουν τη λύση στο πραγματικό πρόβλημα. Η ανάλυση του σχήματος προκύπτει από τις 

ιδιότητες με αποτέλεσμα οι μαθητές να διαμορφώνουν λογικές απαντήσεις, οι οποίες συνιστούν 

και τη λύση του προβλήματος. Έχουν αναπτύξει την ικανότητα να αντιστρέψουν νοητικά τη 

διαδικασία, με διαφορετικές στρατηγικές για τη λύση των προβλημάτων, καθώς και ικανότητες 

οπτικές, λογικές, εφαρμογής.  

Η οπτικοποίηση του διαγραμματικού μετασχηματισμού οδήγησε τους μαθητές σε 

αλυσιδωτούς συνδεόμενους νοητικούς μετασχηματισμούς και αυτοί σε διατυπώσεις 

παραγωγικών επιχειρημάτων.  

Από τη σύγκριση των γραπτών των μαθητών συνάγεται ότι οι μαθητές και των δύο ομάδων 

στο τελικό στάδιο παρουσίαζαν κοινά χαρακτηριστικά. Συμπεραίνεται ότι οι μαθητές της 

πειραματικής ομάδας ήταν σε πλεονεκτικότερη θέση από τους μαθητές της ομάδας ελέγχου ως 

προς την ικανότητα προσδιορισμού των σχέσεων μεταξύ στοιχείων του διαγράμματος τυπικά 

ιδιοτήτων. Επίσης, οι μαθητές αυτοί έχουν αποκτήσει την ικανότητα διατύπωσης οικονομικών 

ορισμών, την ικανότητα συνεπαγωγικής εμφάνισης ιδιοτήτων, ανάλυσης σε πραγματικό ή νοητό 

επίπεδο, παραγωγικού συλλογισμού και ολοκλήρωσης της απόδειξης. 
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5.7.1. Συγκεντρωτικές παρατηρήσεις της επίδρασης των εργαλείων 
Τα εργαλεία κωδικοποιήθηκαν και κάθε εργαλείο πήρε έναν συγκεκριμένο κωδικό, καθώς και 

τα διαφορετικά χαρακτηριστικά των επιπέδων van Hiele κατηγοριοποιήθηκαν από Ι0-Ι15 σε 

συμφωνία με την κατηγοριοποίηση του Battista (2007) (Κεφάλαιο 3 της παρούσας μελέτης, σελ. 

154). Στα σχήματα 5.6 και 5.7 παρουσιάζονται ενδεικτικά η οπτικοποίηση της εξέλιξης των 

μαθητών Μ1 και Μ2 κατά τη διάρκεια της ερευνητικής διαδικασίας. 

 
Σχήµα  5.6. Οπτικοποίηση της εξέλιξης του Μ1 

 
Σχήµα  5.7. Οπτικοποίηση της εξέλιξης της Μ2 
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Η οπτικοποίηση των αποτελεσμάτων της μελέτης οδήγησε στην ποσοτική μελέτη της 

επίδρασης των εργαλείων του λογισμικού. Στη συνέχεια κατασκευάστηκε ένας πίνακας για κάθε 

χαρακτηριστικό, δηλαδή συνολικά 17 πίνακες. Σε κάθε πίνακα (π.χ τον πίνακα χαρακτηριστικού 

Ι0) στην πρώτη οριζόντια γραμμή τοποθετήθηκαν οι μαθητές της πειραματικής ομάδας με τον 

κωδικό που είχαν λάβει στην αρχή της διαδικασίας και στην κατακόρυφη στήλη οι κωδικοί των 

εργαλείων/εντολών όπως είχαν οριστεί στην προηγούμενη διαδικασία. Με την πινακοποίηση 

αυτή ελέγχθηκε η συχνότητα της εμφάνισης κάποιου χαρακτηριστικού σε μαθητές του επιπέδου 

1 ή του επιπέδου 2 και ποιο εργαλείο του λογισμικού το προκάλεσε.  

Έτσι διαπιστώθηκαν τα εξής αποτελέσματα για τους μαθητές επιπέδου 1 και επιπέδου 2.  

Επίπεδο 1  

1) Το πειραματικό σύρσιμο σημείου (Τ1) προκάλεσε γνωστικές συγκρούσεις (χαρακτηριστικό 

Ιο) στους 5 από τους 6 μαθητές (5/6) επιπέδου 1 που συμμετείχαν στη διαδικασία. 

Γνωστικές συγκρούσεις επίσης προκάλεσαν τα εργαλεία  κύκλου (Τ8) (3/6), το εργαλείο 

ανάκλασης (Τ5) (2/6), το παραμετρικό εργαλείο (Τ11) (3/6), το προσαρμ. εργαλείο (Τ12) 

με πειραματικό σύρσιμο του άκρου σημείου (2/6), ο συνδυασμός των εργαλείων 

περιστροφής (Τ9), καθέτου (Τ3) και θεωρητικού συρσίματος (Τ2) (2/6). 

2)  Το χαρακτηριστικό Ι1 (άτυπες και δυναμικές εκφράσεις) εμφανίστηκε λόγω της 

επίδρασης του πειραματικού συρσίματος σημείου (2/6), του κύκλου (3/6) του 

συνδυασμού καθέτου και θεωρητικού συρσίματος (2/6) και της ανάκλασης (2/6).  

3) Το χαρακτηριστικό Ι2 (δυναμικός/αντιληπτικός ορισμός) εμφανίστηκε λόγω της επίδρασης 

του θεωρητικού συρσίματος σημείου (2/6), της καθέτου (2/6), και του πειραματικού 

συρσίματος.  

4) Το χαρακτηριστικό Ι3 (άτυπες και τυπικές περιγραφές) εμφανίστηκε λόγω της επίδρασης 

της καθέτου (3/6), της καθέτου και θεωρητικού συρσίματος (2/6), κυρίως όμως λόγω του 

μετασχηματισμού της ανάκλασης (Τ5) (4/6).  

5) Το χαρακτηριστικό Ι5 (έννοιες-εν-δράσει) εμφανίστηκε λόγω της επίδρασης της καθέτου 

και θεωρητικού συρσίματος (2/6), του μετασχηματισμού της ανάκλασης (Τ5) και 

πειραματικού ή θεωρητικού συρσίματος σημείου (4/6), καθώς και του μετασχηματισμού 

που προκλήθηκε από την εφαρμογή του προσαρμ. εργαλείου (4/6). Ακόμα ο συνδυασμός 

των εργαλείων ίχνους, ανάκλασης και πειραματικού συρσίματος (2/6) και οι ΣΟΕΑ 

προκάλεσαν την εμφάνιση του συγκεκριμένου χαρακτηριστικού (2/6).   



 - 487 - 

6) Το χαρακτηριστικό Ι6 (τυπική έκφραση/ ή μη οικονομικός ορισμός) εμφανίστηκε λόγω της 

αλληλεπίδρασης με το συνδυασμό καθέτου και πειραματικού συρσίματος (2/6) και στο 

ίδιο ποσοστό για το συνδυασμό προσαρμ. εργαλείου και πειραματικού συρσίματος.  

7) Το χαρακτηριστικό Ι7 (συνδέσεις εννοιών) εμφανίστηκε σε μικρό ποσοστό(2/6) λόγω του 

συνδυασμού του μετασχηματισμού ανάκλασης, ίχνους και πειραματικού συρσίματος.  

8) Το χαρακτηριστικό Ι8 (οικονομικός ορισμός) εμφανίστηκε λόγω της χρήσης των ΣΟΕΑ (4/6)  

9) Το χαρακτηριστικό Ι9 (λογικές συσχετίσεις) εμφανίστηκε λόγω της αλληλεπίδρασης με το 

μετασχηματισμό της ανάκλασης με ή χωρίς την επίδραση του θεωρητικού συρσίματος 

(3/6). 

10) Τα χαρακτηριστικά Ι10, Ι11, κλπ. εμφανίστηκαν στους μαθητές του επιπέδου 1 μετά την 

χρήση των ΣΟΕΑ και επομένως στην τέταρτη φάση της διαδικασίας. Συγκεκριμένα τα Ι10, 

Ι11 σε ποσοστό (3/6) το Ι12 (4/6) το Ι13 (5/6) , το Ι14 (4/6) και τα Ι16, Ι17 (2/6).  

 

Επίπεδο 2  

1) Το πειραματικό σύρσιμο σημείου (Τ1) προκάλεσε γνωστικές συγκρούσεις (χαρακτηριστικό 

Ιο) στους 7 από τους 8 μαθητές (7/8) επιπέδου 2 που συμμετείχαν στη διαδικασία. 

Γνωστικές συγκρούσεις επίσης προκάλεσαν το θεωρητικό σύρσιμο σημείου (4/8), το 

εργαλείο  κύκλου (Τ8) (4/8), ο μετασχηματισμός ανάκλασης (Τ5) (2/8), το προσαρμ. 

εργαλείο (Τ12) (4/8) με πειραματικό ή θεωρητικό σύρσιμο του άκρου σημείου, η εντολή 

καθέτου ή παραλλήλου (Τ3) με πειραματικό ή θεωρητικό σύρσιμο του άκρου σημείου 

(5/8). Ο συνδυασμός  των εργαλείων απόκρυψης, ανάκλασης, καθέτου και πειραματικού 

συρσίματος (στη δεύτερη φάση της διαδικασίας) προκάλεσε γνωστικές συγκρούσεις(2/8). 

2)  Το χαρακτηριστικό Ι1 (άτυπες και δυναμικές εκφράσεις) εμφανίστηκε λόγω της 

επίδρασης του πειραματικού συρσίματος σημείου (2/8), του κύκλου (3/8) του 

συνδυασμού καθέτου και συρσίματος (2/8).  

3) Το χαρακτηριστικό Ι3 (άτυπες και τυπικές περιγραφές) εμφανίστηκε λόγω της επίδρασης 

της καθέτου (2/8). 

4) Το χαρακτηριστικό Ι4 (ανεπαρκείς ορισμοί) εμφανίστηκε λόγω της επίδρασης του 

συνδυασμού των εργαλείων απόκρυψης, ανάκλασης, καθέτου και πειραματικού 

συρσίματος (στη δεύτερη φάση της διαδικασίας) (3/8). Ανεπαρκείς ορισμοί εμφανίστηκαν 

και λόγω του συνδυασμού των εργαλείων σχολιασμού του διαγράμματος και θεωρητικού 

συρσίματος (στην τρίτη φάση) (2/8). 
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5) Το χαρακτηριστικό Ι5 (έννοιες-εν-δράσει) εμφανίστηκε λόγω της επίδρασης της καθέτου 

και πειραματικού συρσίματος (4/8), του μετασχηματισμού της ανάκλασης (Τ5) και 

πειραματικού ή θεωρητικού συρσίματος σημείου (3/8), του μετασχηματισμού της 

περιστροφής και πειραματικού συρσίματος (4/8), του μετασχηματισμού που προκλήθηκε 

από την εφαρμογή του προσαρμ. εργαλείου (2/8), λόγω της επίδρασης του συνδυασμού 

των εργαλείων απόκρυψης, ανάκλασης, καθέτου και πειραματικού συρσίματος (στη 

δεύτερη φάση της διαδικασίας) (3/8). Ακόμα οι ΣΟΕΑ με συνδυασμό των εργαλείων 

ίχνους, και πειραματικού συρσίματος (4/8) (στη τέταρτη φάση της διαδικασίας) καθώς και 

οι ΣΟΕΑ τρίτης φάσης προκάλεσαν την εμφάνιση του συγκεκριμένου χαρακτηριστικού, με 

συνδυασμό των εργαλείων σχολιασμού του διαγράμματος και θεωρητικού συρσίματος 

(2/8).   

6) Το χαρακτηριστικό Ι6 (τυπική έκφραση/ ή μη οικονομικός ορισμός) εμφανίστηκε λόγω της 

αλληλεπίδρασης με το εργαλείο κύκλου (2/8).  

7) Το χαρακτηριστικό Ι7 (συνδέσεις εννοιών) εμφανίστηκε σε μικρό ποσοστό (2/6) λόγω της 

αλληλεπίδρασης με το εργαλείο καθέτου. Ακόμα λόγω του μετασχηματισμού της 

περιστροφής και πειραματικού ή θεωρητικού συρσίματος (4/8).  

8) Το χαρακτηριστικό Ι8 (οικονομικός ορισμός) εμφανίστηκε λόγω της χρήσης διαφορετικών 

εργαλείων σε όλους τους μαθητές σε διαφορετικές φάσεις και κυρίως με τη μορφή των 

αυθαίρετων οικονομικών ορισμών στην τρίτη φάση της διαδικασίας.  

9) Το χαρακτηριστικό Ι9 (λογικές συσχετίσεις) εμφανίστηκε λόγω της αλληλεπίδρασης 

εμφανίστηκε λόγω της αλληλεπίδρασης με το εργαλείο κύκλου (3/8), καθώς και λόγω του 

μετασχηματισμού της περιστροφής και πειραματικού ή θεωρητικού συρσίματος (4/8). 

Ακόμα οι ΣΟΕΑ με συνδυασμό των εργαλείων ίχνους, και πειραματικού συρσίματος (στη 

τέταρτη φάση της διαδικασίας) διαδραμάτισαν σημαντικό ρόλο στην εμφάνιση του 

συγκεκριμένου χαρακτηριστικού (4/8).  

10)  Το χαρακτηριστικά Ι10 (ικανότητα δομικής ανάλυσης) εμφανίστηκε κυρίως λόγω της 

αλληλεπίδρασης με το προσαρμοσμένο εργαλείο (3/8) και το θεωρητικό σύρσιμο του 

άκρου σημείου, καθώς και οι ΣΟΕΑ τρίτης φάσης προκάλεσαν την εμφάνιση του 

συγκεκριμένου χαρακτηριστικού, με συνδυασμό των εργαλείων σχολιασμού του 

διαγράμματος και θεωρητικού συρσίματος (4/8).   

11) Το χαρακτηριστικό Ι11 (λογικο-απαγωγικά επιχειρήματα) εμφανίστηκαν στη δεύτερη 

φάση της ερευνητικής διαδικασίας κυρίως λόγω της αλληλεπίδρασης με το 
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προσαρμοσμένο εργαλείο (3/8), καθώς και οι ΣΟΕΑ τρίτης φάσης προκάλεσαν την 

εμφάνιση του συγκεκριμένου χαρακτηριστικού, με συνδυασμό των εργαλείων 

σχολιασμού του διαγράμματος και θεωρητικού συρσίματος (2/8).   

12) Το χαρακτηριστικό Ι12 (παραγωγικά επιχειρήματα) προκλήθηκαν λόγω της 

αλληλεπίδρασης με τις ΣΟΕΑ τρίτης φάσης (4/8) αλλά κυρίως στην τέταρτη φάση της 

ερευνητικής διαδικασίας (6/8). Αποτέλεσμα της ανάπτυξης του παραγωγικού 

συλλογισμού των μαθητών ήταν η διατύπωση επιχειρημάτων του τύπου γενικού 

παραδείγματος (Ι13) (4/8) και του τύπου πειράματος σκέψης (6/8).  

13) Το χαρακτηριστικό Ι17 (δυναμική επανεφεύρεση) εμφανίστηκε σε διάφορες φάσεις της 

διαδικασίας, αλλά κυρίως προκλήθηκε λόγω της αλληλεπίδρασης με τις ΣΟΕΑ (5/8).  

 

5.8. Σύντοµη ανακεφαλαίωση:  Οι στόχοι και τα αποτελέσµατα της 
παρούσας έρευνας   

Τα ζητήματα που αφορούν την ερευνητική μεθοδολογία και τα ερευνητικά ερωτήματα 

εξετάστηκαν στο κεφάλαιο 3. Στο κεφάλαιο 4 αναλύθηκε η έννοια του μαθησιακού μονοπατιού  

και  όλα τα στάδια σχεδιασμού και ανασχεδιασμού της μελέτης. Στο κεφάλαιο 5 παρουσιάστηκε 

η εξέλιξη των μαθητών της πειραματικής ομάδας μέσα από την ανάλυση των δεδομένων της 

ερευνητικής διαδικασίας, στο κεφάλαιο 6 τα δεδομένα της μελέτης στο περιβάλλον χαρτί-μολύβι, 

τόσο για τους μαθητές της πειραματικής ομάδας όσο και της ομάδας ελέγχου, ενώ στο κεφάλαιο 

7 τα αποτελέσματα της έρευνας, και ειδικότερα η εξέλιξη κάθε μαθητή της πειραματικής ομάδας, 

τα κοινά ή διαφορετικά χαρακτηριστικά μαθητών διαφορετικών επιπέδων, και πώς αυτά τα 

χαρακτηριστικά εξελίχθηκαν στα διαφορετικά επίπεδα μέσα από τις φάσεις του μαθησιακού 

μονοπατιού. Επίσης, εξετάστηκε ποιοι μαθητές είχαν αναπτύξει το επίπεδο της γεωμετρικής 

σκέψης τους, συγκρίνοντας την εξέλιξή τους με εκείνη μαθητών από τον διεθνή χώρο. Τέλος, στο 

κεφάλαιο 8 επισημάνθηκε ο ρόλος που έπαιξαν οι νοητικές συνδεόμενες αναπαραστάσεις που οι 

μαθητές σχημάτισαν κατά την ερευνητική διαδικασία, στην αλληλεπίδρασή τους με τις δυναμικές 

ΣΟΕΑ του δυναμικού περιβάλλοντος. Επίσης αναλύθηκε ο ρόλος των διαφορετικών εργαλείων 

και εντολών του λογισμικού στην ανάπτυξη των ορισμών, των διαφορετικών ειδών συλλογισμού 

καθώς και της αποδεικτικής διαδικασίας, αλλά και ο ρόλος των φάσεων και η σημασία της 

ακολουθίας δραστηριοτήτων στην εξέλιξη της γεωμετρικής και αφαιρετικής σκέψης των μαθητών 

και την ανάπτυξη αφαιρετικών διαδικασιών. Εξετάστηκε ακόμη ο ρόλος των εργαλείων και των 

φάσεων στην εξέλιξη της αναπαραστατικής ικανότητας των μαθητών στα στατικά τεστ αλλά και η 
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ικανότητα μετάφρασης μεταξύ διαφορετικών μορφών αναπαραστάσεων ή και αλληλεπίδρασης  

εσωτερικής-εξωτερικής αναπαράστασης.  

 
5.8.1 Τι είναι οι Συνδεόµενες Οπτικές Ενεργές Αναπαραστάσεις (ΣΟΕΑ) 

Ο σχεδιασμός και ανασχεδιασμός του μαθησιακού μονοπατιού καθώς και τα αποτελέσματα 

που προέκυψαν από τα ερευνητικά δεδομένα με οδήγησαν στο συμπέρασμα ότι ένας μαθητής 

αναπτύσσει αφαιρετικές ικανότητες όταν οι γνωστικές δομές του συνδέονται μέσα από 

συνδεόμενες αναπαραστάσεις που ο μαθητής αναπτύσσει στη διάρκεια της μαθησιακής 

διαδικασίας.  

Συνδεόμενες αναπαραστάσεις μπορεί ο μαθητής να κατασκευάσει κατά τη συμμετοχή του σε 

ένα μαθησιακό μονοπάτι. Στο μαθησιακό μονοπάτι της παρούσας εργασίας, ΣΟΕΑ σχηματίστηκαν 

στις διαφορετικές φάσεις (Patsiomitou, 2012).   

Στην πρώτη φάση: Η κατασκευή των σχημάτων με τη χρήση των εργαλείων του λογισμικού 

αλλά και των υποκείμενων κανόνων της θεωρητικής γεωμετρίας, ώστε η κατασκευή να είναι 

σταθερή οδήγησε στις ΣΟΕΑ ενός σχήματος. Η διαδικασία της κατασκευής παραλληλογράμμων 

αλλά και του συρσίματος μιας κορυφής του «θεωρητικά» ώστε να προσδώσουμε στο σχήμα του 

παραλληλογράμμου μια πρόσθετη ιδιότητα δίνει μια «μεταβλητή» κατασκευή ορθογωνίου. Αν 

κατασκευάσουμε μια διαγώνιο στο παραλληλόγραμμο και το σύρουμε θεωρητικά τότε μπορούμε 

να σχηματίσουμε ένα ρόμβο και έπειτα ένα τετράγωνο αναλύοντας το σχήμα σε υποσχήματα. 

Επομένως το θεωρητικό σύρσιμο γίνεται ένας μη γλωσσικός εγγυητής στην αντίληψη των 

μαθητών αλλά και στη σύνδεση μεταξύ αναπαραστάσεων διαδικαστικά και εννοιολογικά.   

Συνεπώς, όταν ο μαθητής οικοδομεί μια αναπαράσταση (π.χ. ενός παραλληλογράμμου) ώστε 

να προκύψει μια σταθερή κατασκευή  

���� εξωτερικεύοντας μια νοητική προσέγγιση ή γενικότερα μετατρέποντας μια εσωτερική 

αναπαράσταση σε εξωτερική·  

���� προσθέτοντας διαδικαστικά στην κατασκευή ώστε το κατασκευαστικό αποτέλεσμα αφενός 

να οδηγεί στη σύνθεση μιας δομής και αφετέρου να γίνεται όλο και περισσότερο σύνθετο· 

����  συνδέοντας εννοιολογικά τα βήματα της κατασκευής (π.χ. η κατασκευή παράλληλης από 

σημείο εκτός ευθείας προκειμένου να κατασκευαστεί η δομή ενός παραλληλογράμμου)  

τότε κατασκευάζει εξωτερικά συνδεδεμένες αναπαραστάσεις διαδικαστικά, και εννοιολογικά 

συνδεδεμένες αναπαραστάσεις εσωτερικά [νοητικά].  
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Το τέλος της πρώτης φάσης ανέδειξε ένα σημαντικό ζήτημα. Μπορούν οι μαθητές να 

χρησιμοποιήσουν τις δευτερεύουσες ιδιότητες για να κατασκευάσουν ένα τετράπλευρο;  

Στη δεύτερη φάση: Οι μετασχηματισμοί (π.χ. ανάκλαση, περιστροφή) σε πρωτότυπα στοιχεία 

(π.χ. σημεία, ευθύγραμμα τμήματα) οδήγησαν στην οπτικοποίηση αντικειμένων που είχαν 

κατασκευαστεί στην πρώτη φάση της διαδικασίας με αποτέλεσμα να γίνει αντιληπτή κάποια 

ιδιότητα συμμετρίας του σχήματος αρχικά στο οπτικό επίπεδο. Αναλυτικότερα  

 

 

Σχήµα  5.8. Συνδεόµενες οπτικές αναπαραστάσεις της Β φάσης (Patsiomitou, 2012) 

 

Παρατηρήθηκε ότι κατά τη διαδικασία οι μαθητές συνέδεαν στο νου τους αναπαραστάσεις 

που τους βοηθούσαν να απαντήσουν στο επόμενο επίπεδο σύμφωνα με τη θεωρία των van Hiele. 

Έτσι τα βήματα a, b, c είναι συνδεόμενες αναπαραστάσεις της κατασκευής του ορθογωνίου, τα 

βήματα c, d του παραπάνω σχήματος είναι ομοίως συνδεδεμένα με τα ίδια βήματα a, b, c, αλλά 
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τα a και e δεν είναι συνδεδεμένες αναπαραστάσεις γιατί δεν συνδέουν νοητικά τις διαδικασίες 

καθώς οδηγούν σε γνωστικές συγκρούσεις.  

 

Σχήµα 5.9. Συνδεόµενες οπτικές αναπαραστάσεις µεταξύ των διαγωνίων των 

τετραπλεύρων(Patsiomitou, 2012) 

 

Οι διαγώνιες των σχημάτων των τετραπλεύρων οδηγούν σε συνδεόμενες αναπαραστάσεις. Αν, 

για παράδειγμα, σύρουμε θεωρητικά τις διαγώνιες του παραλληλογράμμου ώστε να αποκτήσουν 

την ιδιότητα της ισότητας, οδηγούμαστε στις διαγώνιες του ορθογωνίου. Οι μετασχηματισμοί 

δηλαδή επί των δυναμικών ενεργών αναπαραστάσεων προκάλεσαν τις συνδέσεις με τα 

αντικείμενα της πρώτης φάσης αλλά και τις εννοιολογικές συνδέσεις. Συνάγεται επομένως ότι  

���� Η κατασκευή των σχημάτων οδήγησε στην ανάλυσή τους ή, διαφορετικά, στην 

αποκωδικοποίησή τους με χρήση εργαλείων και ιδιοτήτων της θεωρητικής γεωμετρίας.  

���� Η κατασκευή των διαγωνίων δημιούργησε συνδέσεις με τα οπτικοποιημένα φαινόμενα από 

τους μαθητές στην αρχή της δεύτερης φάσης και επομένως την κρυστάλλωση 

(σταθεροποίηση) κάποιων σχέσεων, αλλά και τη δημιουργία εννοιολογικών συνδέσεων 

μεταξύ των πρωτευουσών και δευτερευουσών ιδιοτήτων του σχήματος.  

���� Η ανασύνθεσή τους έχοντας ως αρχή κάποια ιδιότητα της συμμετρίας, δηλαδή με 

αντιστροφή της διαδικασίας (οι μαθητές από το σχήμα συμπεραίνουν αρχικά για τις 

ιδιότητές του, επομένως και τη συμμετρία του) οδήγησε σε συνδεόμενες αναπαραστάσεις. 

Αυτές είναι συνδεόμενες αναπαραστάσεις που δημιουργήθηκαν στην ίδια φάση και είναι 

συνθετότερες από τις προηγούμενες.  
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Σχήµα 5.10. Εννοιολογικές και διαδικαστικές συνδέσεις µεταξύ των φάσεων (Patsiomitou, 2012) 

 

 

Στην τρίτη φάση: Οι μετασχηματισμοί μέσω πειραματικού συρσίματος του διαγράμματος 

δημιουργούν συνδέσεις τόσο με τις προηγούμενες φάσεις εννοιολογικά όσο και μεταξύ των 

αντικειμένων της ίδιας φάσης, με αποτέλεσμα η αντιληπτική ιεράρχηση να παγιωθεί στο νου του 

μαθητή και να σχηματιστεί μια συμπαγής δομή του αντικειμένου τοποθετημένου οριστικά στην 

ιεραρχική δομή των σχημάτων. Έτσι, όταν ο μαθητής μετασχηματίζει αναπαραστάσεις, ώστε με 

την προσθήκη ιδιοτήτων οι επόμενες να προκύπτουν από τις προηγούμενες (π.χ., ο 

μετασχηματισμός ενός παραλληλογράμμου σε ορθογώνιο με θεωρητικό σύρσιμο μιας κορυφής 

του ώστε οι πλευρές του να αποκτήσουν την ιδιότητα της καθετότητας) συνδέει νοητικά ιδιότητες 

ανατροφοδοτούμενος από το θεωρητικό σύρσιμο, (π.χ. η κατασκευή των αξόνων συμμετρίας του 

τετραγώνου όταν έχουν προηγηθεί οι κατασκευές αξόνων συμμετρίας του ορθογωνίου και 

ρόμβου). Συνδέει έτσι τις εξελικτικές διαδικαστικές πτυχές ώστε να οδηγήσουν σε μια δυναμική 

επανεφεύρεση (π.χ. το σύρσιμο της πλευράς ενός ορθογωνίου ώστε να αποκτήσει την ιδιότητα 

της ισότητας μπορεί να οδηγήσει τον μαθητή στην οπτική αντίληψη του τετραγώνου ως 

ορθογωνίου με πρόσθετες ιδιότητες).  

Μέσω των ΣΟΕΑ οι μαθητές οδηγούνται σε μια αμφίδρομη διαδικασία, στην οποία γνωστικά 

συνδέουν τις ενέργειες στο λογισμικό και τις περιεχόμενες έννοιες: αφενός επεξεργαζόμενοι τις 
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δυναμικές αναπαραστάσεις ενεργούν σε αυτές με τη χρήση των εργαλείων αλλά και αντίστροφα 

από τη δράση των εργαλείων οδηγούνται να σχηματίσουν τις έννοιες. 

Ο δυναμικός χειρισμός των αντικειμένων στο λογισμικό οδήγησε τους μαθητές να 

κατασκευάσουν τις ιδιότητες του σχήματος. Η χρήση των εργαλείων μετασχηματισμού του 

λογισμικού επηρέασε τον προσανατολισμό της σκέψης τους, καθόσον η χρήση τους επέτρεψε τις 

ιδιότητες των σχημάτων να αναλυθούν και να συντεθούν στη συνέχεια σε σχήματα. Συνεπώς 

μέσω των δυναμικών μετασχηματισμών μετατρέπεται ο χαρακτήρας συμβόλου σε χαρακτήρα 

σήματος. Οι μαθητές ανέπτυξαν τη γεωμετρική σκέψη τους, όπως διαπιστώθηκε από το 

μετασχηματισμό των απαντήσεων αλλά και το μετα-τεστ van Hiele. Όπως αναφέρουν οι 

Furringhetti & Paola (2003) «στην περίπτωση αυτή η επανεφεύρεση είναι καθοδηγούμενη με τη 

χρήση του περιβάλλοντος της δυναμικής γεωμετρίας» αφού, σύμφωνα με τον Freudenthal 

(1991), «δίνεται η δυνατότητα [στους μαθητές] να οικοδομήσουν τη δική τους μαθηματική γνώση 

στη βάση μιας τέτοιας μαθησιακής διαδικασίας».  

Ως αποτέλεσμα των μετασχηματισμών στις ΣΟΕΑ επέρχεται ένας μετασχηματισμός στις 

λεκτικές διατυπώσεις των μαθητών λόγω των υποκείμενων κανόνων στις οργανωμένες ενέργειες 

του χρήστη (μαθητή). Κατά συνέπεια: η δόμηση και ο μετασχηματισμός των 

ημιπροκατασκευασμένων ΣΟΕΑ οδηγούν τους μαθητές να περάσουν από έναν οπτικό τρόπο σε 

έναν θεωρητικό τρόπο σκέψης, και σε νοητικούς μετασχηματισμούς μέσω συνδεόμενων 

νοητικών συνδέσεων. Οι μαθητές χρησιμοποιούν λεκτικές διατυπώσεις για να ανταλλάξουν τις 

ιδέες τους, που σημαίνει ότι μετασχηματίζουν τα νοητικά αντικείμενά τους σε μια γλωσσική 

αντιστοίχηση των μετασχηματισμών των ΣΟΕΑ στις σελίδες του λογισμικού. Ένας μαθητής 

επομένως έχει μετακινηθεί στα επίπεδα van Hiele όταν κινείται μόνο μέσω νοητικών 

μετασχηματισμών μεταξύ συνδεόμενων οπτικών αναπαραστάσεων.   

Συμπερασματικά ένας μαθητής κατασκευάζει Συνδεόμενες Οπτικές Ενεργές 

Αναπαραστάσεις  

���� όταν οικοδομεί μια αναπαράσταση με σκοπό να κατασκευάσει μια σταθερή κατασκευή ή 

γενικώς όταν μετασχηματίζει μια εξωτερική ή εσωτερική αναπαράσταση σε μια άλλη στο 

ίδιο αναπαραστατικό σύστημα ή σε άλλο· 

���� όταν ανατροφοδοτείται από το θεωρητικό σύρσιμο ώστε να συνδέσει νοητικά ιδιότητες των 

σχημάτων, έτσι με την προσθήκη ιδιοτήτων οι επόμενες αναπαραστάσεις να προκύψουν 

από τις προηγούμενες·  
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���� όταν συνδέει νοητικά τις πτυχές μιας δυναμικής επανεφεύρεσης·  

���� όταν αντιστρέφει μια διαδικασία ή δημιουργεί το ίδιο σχήμα σε μια φάση ενός δ-ΥΜΜ ή 

μεταξύ φάσεων του δ-ΥΜΜ.  

Συνεπώς ο ορισμός των Συνδεόμενων Οπτικών Ενεργών Αναπαραστάσεων μπορεί να 

αναδιατυπωθεί  ως ακολούθως (Patsiomitou, 2012):  

Συνδεόμενες οπτικές ενεργές αναπαραστάσεις  

είναι τα διαδοχικά δομικά βήματα των δυναμικών αναπαραστάσεων ενός προβλήματος ή 

μεταξύ προβλημάτων που επαναλαμβάνουν τα ίδια διαδικαστικά βήματα ή βήματα που 

αποκαλύπτουν την ίδια διαδικαστική δραστηριότητα ή βήματα που αντιστρέφουν μια 

διαδικασία, στο ίδιο πρόβλημα ή σε διαφορετικά προβλήματα, στην ίδια φάση ή μεταξύ 

διαφορετικών φάσεων ενός υποθετικού μαθησιακού μονοπατιού. Αυτά τα βήματα 

αποκαλύπτουν μια συνεχώς αυξανόμενη δομική πολυπλοκότητα λόγω της εννοιολογικής 

και δομικής σύνδεσης των μετασχηματιστικών βημάτων του χρήστη στο λογισμικό 

(δασκάλου ή μαθητή), ενέργειες που προκαλούνται μέσω των τεχνικών του λογισμικού με 

στόχο να εξωτερικεύσουν τα μετασχηματιστικά βήματα που έχει οπτικοποιήσει νοητικά (ή 

που υπάρχουν στο νου του) ή που οργανώνει ως αποτέλεσμα της ανάπτυξης της σκέψης και 

της κατανόησης των γεωμετρικών εννοιών.   

 

5.9. Περιορισµοί της µελέτης και συστάσεις για επιπλέον έρευνα  

Ως προς τα μαθησιακό μονοπάτι: Η σειρά των εργαλείων που ακολουθήθηκε στην ερευνητική 

διαδικασία ήταν καθορισμένη και εφαρμόστηκε σε κάθε ομάδα μαθητών με κάποιες βέβαια 

διαφοροποιήσεις. Έτσι δεν ακολούθησαν όλες οι ομάδες τις ίδιες στρατηγικές επίλυσης. Επιπλέον 

δεν γνωρίζουμε πώς θα αντιδρούσε ένας μαθητής σε κάθε στάδιο του μαθησιακού μονοπατιού. 

Θα ήταν επομένως ενδιαφέρον να επαναληφθεί η ερευνητική διαδικασία για περιπτώσεις 

μελέτης είτε μεμονωμένων μαθητών επιπέδου 1 (ή επιπέδου 2) είτε ομάδας μαθητών επιπέδου 1 

(ή 2), όπου ο κάθε μεμονωμένος μαθητής θα είχε τη δυνατότητα να ακολουθήσει το 

προτεινόμενο μαθησιακό μονοπάτι και να πειραματιστεί με όλα τα εργαλεία. Με τον τρόπο αυτό 

κάποια μεμονωμένα περιστατικά της μελέτης θα επιβεβαιώνονταν προσδίδοντας εγκυρότητα στα 

αποτελέσματα, ειδικότερα όταν η αλληλεπίδραση με τα εργαλεία έδινε το ίδιο αποτέλεσμα.  

Η μοντελοποίηση προβλημάτων μέσω των πέντε διαφορετικών τύπων ΣΟΕΑ είναι ένα 

επιπλέον ζήτημα που πρέπει να ελεγχθεί πειραματικά. Όπως επίσης πρέπει να ελεγχθεί η 

επίδραση των πέντε τύπων ΣΟΕΑ σε περιπτώσεις μελέτης ενός μαθητή επιπέδου 1 (ή επιπέδου 2) 
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είτε και ομάδας μαθητών επιπέδου 1 όσο και 2, ώστε να διαπιστωθεί η πορεία του καθενός στην 

κατανόηση ενός προβλήματος ή θεωρήματος μέσω των διαφορετικών σταδιακών φάσεων και 

πολλαπλών συνδέσεων της λύσης ενός προβλήματος.   

Επιπλέον, είναι αναγκαία μια εκτενής μελέτη ενορχηστρωμένης διαδικασίας καθώς και 

μελέτες περιπτώσεων ενορχηστρωμένων διαδικασιών ακολουθώντας τη σειρά των εργαλείων. 

Αυτό θα είχε σαν αποτέλεσμα τη διερεύνηση της εφαρμογής του μαθησιακού μονοπατιού σε 

περιβάλλον τάξης.  

Ως προς τη μεθοδολογία της μελέτης: Η παρούσα μελέτη διερεύνησε, μεταξύ άλλων, τη 

μετακίνηση των μαθητών της πειραματικής ομάδας οι οποίοι αλληλεπίδρασαν με το λογισμικό. 

Όπως επισημάνθηκε στην ενότητα 3.5 («Αξιοπιστία και εγκυρότητα της μελέτης») η χρήση του 

ίδιου υποστηρικτικού υλικού μπορεί να οδηγήσει σε διαφορετικά αποτελέσματα σε μια ποιοτική 

μελέτη άλλου ερευνητή. Μια εκτενέστερη μελέτη επομένως της επίδρασης των εργαλείων με 

περισσότερους μαθητές αλλά και σε αλληλεπίδραση με διαφορετικούς ερευνητές θα 

διαφοροποιούσε τις παραμέτρους της μελέτης και θα ενίσχυε την εγκυρότητα της θεωρίας.  

Είναι αναγκαία, επομένως, η μελέτη της διαδικασίας με διαφορετικούς ερευνητές (ή 

ερευνητές-δασκάλους) όπως και της διαφοροποίησης αυτής της παραμέτρου στα αποτελέσματα, 

αναφορικά με τις ερωτήσεις σκαλωσιάς που θα χρησιμοποιηθούν, τις πιθανές αλλαγές ως προς 

τη σειρά χρήσης των εργαλείων ή και τις διαφορετικές παρεμβάσεις στη σύνθεση του 

μαθησιακού μονοπατιού. 

Μια άλλη παράμετρος είναι το επίπεδο συλλογισμού καθώς πολλές μελέτες έχουν επισημάνει 

χαμηλό επίπεδο συλλογισμού σε εκπαιδευτικούς εκπαιδευόμενους (π.χ. Mayberry, 1983).  

Η μελέτη επομένως θα μπορούσε να επεκταθεί και να συμπεριλάβει και φοιτητές 

Πανεπιστημίων ή Παιδαγωγικών Σχολών, ώστε να διαπιστωθούν τα αποτελέσματα της μελέτης 

με ΣΟΕΑ ή και τα αποτελέσματα του μαθησιακού μονοπατιού στην κατανόηση των γεωμετρικών 

εννοιών, στην εννοιολογική και διαδικαστική οικοδόμηση της γνώσης καθώς και στην ανάπτυξη 

αφαιρετικών ικανοτήτων.  

Μια άλλη συνθήκη που πρέπει να εξεταστεί αφορά τη μελέτη της ομάδας ελέγχου σε μικρές 

ομάδες και σε αλληλεπίδραση με τον ερευνητή/ήτρια.  

Ως προς τα μεμονωμένα εργαλεία: Οι μαθητές δεν γνώριζαν το λογισμικό στην αρχή της 

διαδικασίας αλλά προχωρούσαν στην εκμάθηση κάποιας εντολής ή εργαλείου παράλληλα με τη 

θεωρητική ανάπτυξη των εννοιών. Είναι άρα προφανές το ερώτημα που τίθεται και αφορά την εκ 

των προτέρων γνώση της χρήσης των εργαλείων, για τους μαθητές επιπέδου 2.  
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Σύμφωνα με τα αποτελέσματα της μελέτης η αλληλεπίδραση των μαθητών με τα εργαλεία 

κατά τη διάρκεια της διαδικασίας οδήγησε σε συμπεράσματα (π.χ. η απόκρυψη/εμφάνιση ενός 

μαθηματικού αντικειμένου είχε ως αποτέλεσμα να προκαλέσει την ΑΟΑ των μαθητών του 

επιπέδου 2). Οι μαθητές αλληλεπίδρασαν με το συγκεκριμένο εργαλείο στη δεύτερη και τέταρτη 

φάση της μελέτης. Έτσι οι μαθητές οδηγήθηκαν σε αναστοχασμό και σύνδεση με την 

προϋπάρχουσα γνώση. Θα ήταν επομένως ενδιαφέρον να διερευνηθεί η επίδραση του εργαλείου 

αυτού σε μια διαφορετική φάση της μελέτης (π.χ. στην αρχική).  

Ως προς τη σχεδίαση δραστηριοτήτων με ΣΟΕΑ: Πολλοί εκπαιδευτικοί προτιμούν την Άλγεβρα 

μάλλον παρά τη Γεωμετρία. Οι λόγοι είναι οι εξής: (α) η επίγνωση του κινδύνου αποτυχίας των 

μαθητών αλλά και (β) η δική τους έλλειψη αυτοπεποίθησης όσον αφορά τις γνώσεις τους στο 

αντικείμενο της γεωμετρίας. Πώς θα μεταβληθεί αυτή η αδυναμία όταν οι μαθητές θα μπορούν 

να επεξεργάζονται ημιπροκατασκευασμένες δυναμικές αναπαραστάσεις ΣΟΕΑ σε μια επίσημη 

πλατφόρμα, όπως το e-yliko του υπουργείου Παιδείας και Θρησκευμάτων; Πόσο θα  ενισχυθεί η 

αυτοπεποίθηση των εκπαιδευτικών που θα χειρίζονται αυτή την πλατφόρμα για τους μαθητές 

τους, αναστοχαζόμενοι πάνω στις γνώσεις τους; Αυτά τα ερωτήματα θα πρέπει να συζητηθούν, 

όπως και ποιος θα εκπαιδεύσει τους σχεδιαστές των δραστηριοτήτων, ώστε το υλικό να είναι 

συνεπές με την ιδέα που εμπεριέχεται, απαντά στο διδακτορικό. Από την άλλη, είναι ευνόητο 

ότι η κακή χρήση της έννοιας για κατασκευή δραστηριοτήτων με τον τρόπο του κάθε 

εκπαιδευτικού ίσως οδηγήσει σε αντίθετα αποτελέσματα. Είναι, επομένως, αναγκαία η 

επιμόρφωση σχολικών συμβούλων, εκπαιδευτικών και γενικά φορέων της εκπαίδευσης οι οποίοι 

θα διασπείρουν τις ΣΟΕΑ με συνεπείς και ανάλογες διαδικασίες ως προς την έννοια.   

Επέκταση της μελέτης σε διαφορετικά θεματικά πλαίσια: Η μελέτη επαναλήφθηκε για την 

κατανόηση του Πυθαγορείου θεωρήματος. Συγκεκριμένα η ερευνήτρια κατασκεύασε τις 

πολλαπλές αποδείξεις του Πυθαγορείου θεωρήματος, χρησιμοποιώντας Συνδεόμενες Οπτικές 

Ενεργές Αναπαραστάσεις με τις οποίες οι μαθητές αλληλεπίδρασαν. Στη συνέχεια οι μαθητές 

κατασκεύασαν μοντελοποιήσεις του θεωρήματος σε χαρτόνια, προσπαθώντας να κάνουν τις 

βοηθητικές ενδιάμεσες γραμμές να εμφανίζονται σταδιακά και να καθοδηγήσουν μέσω αυτών τις 

λεκτικές διατυπώσεις που οδηγούν από τις διαδικασίες τις οποίες εφάρμοσαν σταδιακά στη 

θεωρητική απόδειξη. Συμπεραίνεται επομένως πως ένα τεχνολογικό εργαλείο είναι σημαντικό 

όπως και ο σχεδιασμός τεχνουργημάτων με αυτό, όταν τα αποτελέσματα στη διδακτική χρήση 

μπορούν να γενικευθούν και να επαναληφθούν σε οποιαδήποτε ομάδα μαθητών, σε 
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διαφορετικές χρονικές περιόδους αλλά και σε οποιοδήποτε θεματικό πλαίσιο (π.χ. στο 

αντικείμενο της φυσικής ή της χημείας).  

Πώς θα επηρεαζόταν, για παράδειγμα, η κατανόηση των μαθητών αν εφαρμοζόταν η 

ανάπτυξη μιας διδακτικής ενότητας της φυσικής ή των αρχαίων ελληνικών και της ιστορίας με 

χρήση των ΣΟΕΑ; Θα κατανοούσαν κάποια δυσνόητα σημεία της Οπτικής ή του Ηλεκτρισμού, 

λόγω της αλληλεπίδρασης με τις κατάλληλες ημιπροκατασκευασμένες δυναμικές 

αναπαραστάσεις; Μπορούν να αναπτύξουν οι μαθητές δικές τους συνδεδεμένες εννοιολογικά και 

διαδικαστικά αναπαραστάσεις στα αντικείμενα αυτά;  

Τέλος, μετά την ολοκλήρωση της μελέτης η οποία βασίζεται στη θεωρία των van Hiele, θα 

συμφωνήσουμε ότι τεκμηριώνεται η άποψη του Battista (2007) αναφορικά με το δύσκολο έργο 

προσδιορισμού των γνωστικών διαδικασιών που διέπουν τα επίπεδα van Hiele. Για να επιτευχθεί 

σημαντική πρόοδος στον τομέα αυτό είναι σημαντικό για τα μαθηματικά, ερευνητές της 

εκπαίδευσης να λάβουν σοβαρά υπόψη την εργασία των ερευνητών σε άλλους τομείς, όπως 

γνωστική επιστήμη (cognitive science) και νευροεπιστήμη (neuroscience). Αυτή η έρευνα μπορεί 

να ενισχύσει με πολύτιμη διορατικότητα τους ερευνητές ώστε να διαχειριστούν αυτές τις 

διαδικασίες που είναι δύσκολο να παρατηρηθούν (Battista, 2007, pp.858-859). Ωστόσο είναι 

σημαντικό να συνεχίσουμε τις έρευνες σ’αυτόν το ζωτικής σημασίας τομέα έρευνας, με 

μαθησιακά μονοπάτια κατασκευασμένα από παιδιά, ώστε μέσω των συνδεόμενων οπτικών 

αναπαραστάσεων που θα παραχθούν από αυτά, να ερμηνεύσουμε πως κατασκευάζουν νόημα 

για τις γεωμετρικές έννοιες.  
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Παράρτηµα Α  

Τεστ αξιολόγησης Van Hiele  στη Γεωµετρία10 –  

Μετάφραση: Σταυρούλα Πατσιοµίτου  
 

  

1. Ποια από  τα σχήματα  είναι τετράγωνα? 
 

A. Το K  μόνο. 

B. Το L μόνο. 

C. Το M μόνο. 

D. Το L και  το  M μόνο. 

E. Όλα είναι τετράγωνα.  

 

2. Ποια από τα σχήματα είναι τρίγωνα ? 

 

A. Κανένα από αυτά δεν είναι τρίγωνο. 

B. Το V μόνο. 

C. Το W μόνο. 

D. Το W και το  X μόνο.  

E. Το V και το W μόνο.  

 

3. Ποια από τα σχήματα είναι ορθογώνια ? 

 

A. Το S μόνο. 

B. Το T μόνο. 

C. Το S και το  T μόνο.  

D. Το S και το  U μόνο.  

E. Όλα είναι ορθογώνια. 

 

                                                        
© 1980 by the University of Chicago. Reprinted with permission of the University of Chicago 
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4. Ποια από τα σχήματα είναι τετράγωνα ? 

 

A. Κανένα από αυτά δεν είναι τετράγωνο.  

B. Το G μόνο.  

C. Το F και το  G μόνο.  

D. Το G και το I μόνο.  

E. Όλα είναι τετράγωνα.  

 

5. Ποια από τα σχήματα είναι παραλληλόγραμμα ? 

 

A. Το J μόνο.  

B. Το L μόνο.  

C. Το J και το M μόνο.  

D. Κανένα από αυτά δεν είναι παραλληλόγραμμο.  

E. Όλα είναι παραλληλόγραμμα.  

 

6. Το PQRS είναι τετράγωνο. Ποια σχέση είναι αληθής σε όλα τα τετράγωνα ? 

A. Τα PR και το  RS έχουν το ίδιο μήκος . 

B. Τα QS και το  PR είναι κάθετα τμήματα. 

C. Τα PS και το  QR είναι κάθετα τμήματα . 

D. Τα PS και το  QS έχουν το ίδιο μήκος. 

E. Η γωνία  Q είναι μεγαλύτερη από την γωνία  R. 

 

7. Στο ορθογώνιο  GHJK, οι   GJ και  HK είναι οι διαγώνιες 

 
Ποια από τις  σχέσεις  (A)-(D) δεν είναι αληθής σε κάθε ορθογώνιο ? 

A. Υπάρχουν 4 ορθές γωνίες . 

B. Υπάρχουν 4 πλευρές. 

LM

H I 

G 

K 

H 

J 

P Q 

R S 
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C. Οι διαγώνιες έχουν το ίδιο μήκος  

D. Οι απέναντι  πλευρές έχουν το ίδιο μήκος . 

E. Όλες  οι σχέσεις από το  (A)-(D) είναι αληθείς σε κάθε ορθογώνιο . 

 

8. Ένας ρόμβος είναι ένα σχήμα 4 πλευρών με όλες τις πλευρές να έχουν το ίδιο μήκος . Στα 
σχήματα  βλέπουμε  3 παραδείγματα ρόμβων 

 
Ποιο από τα (A)-(D) δεν είναι αληθές σε κάθε ρόμβο ? 

A. Οι δυο διαγώνιες έχουν το ίδιο μήκος . 

B. Κάθε διαγώνιος διχοτομεί δυο γωνίες του ρόμβου . 

C. Οι δυο διαγώνιες είναι κάθετες. 

D. Οι απέναντι γωνίες έχουν το ίδιο μέτρο. 

E. Όλα από το  (A)-(D) είναι αληθή σε κάθε ρόμβο . 

 

9. Ένα ισοσκελές τρίγωνο είναι ένα τρίγωνο που έχει δυο ίσες πλευρές.  
Εδώ είναι τρία παραδείγματα ισοσκελών τριγώνων :  

 
Ποιο από τα  (A)-(D) είναι αληθές σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο ? 

A. Οι τρεις πλευρές πρέπει να έχουν το ίδιο μήκος . 

B. Μια πλευρά πρεπει να είναι διπλάσια από μια άλλη πλευρά . 

C. Πρέπει να υπάρχουν τουλάχιστον δυο γωνίες με το ίδιο μέτρο. 

D. Οι τρεις γωνίες πρέπει να έχουν το ίδιο μέτρο . 

E. Καμμιά από τις  (A)-(D) δεν είναι αληθής σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο . 

 

10. Δύο κύκλοι με  κέντρα P και  Q τέμνονται στα R και  S σχηματίζοντας  ένα τετράπλευρο, το  
PRQS.  Εδώ είναι δύο παραδείγματα. 

 
Ποιο από τα (A)-(D) δεν είναι  πάντα αληθές ? 
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A. Το PRQS θα εχει δυο ζευγάρια  πλευρών ίσου μήκους. 

B. Το PRQS θα έχει τουλάχιστον δυο γωνίες ίσου μέτρου. 

C. Τα τμήματα  PQ και RS θα είναι κάθετα. 

D. Οι γωνίες  P και Q θα έχουν το ίδιο μέτρο.  

E. Όλες, από το  (A)-(D) είναι αληθείς. 

 

11. Έχουμε  δύο δηλώσεις . 
 Δήλωση 1: Το σχήμα  F είναι ένα ορθογώνιο . 
 Δήλωση 2: Το σχήμα  F  είναι ένα τρίγωνο . 
Ποιο είναι σωστό ? 

A. Αν η  1 είναι αληθής  τότε είναι και η 2. 

B. Αν η  1 είναι λάθος τότε η  2 είναι αληθής.  

C. Το 1 και το 2 δεν μπορεί να είναι και τα δυο αληθή . 

D. Το 1 και το  2 δεν μπορεί να είναι και τα δυο ψευδή. 

E. Κανένα από τα  (A)-(D) δεν είναι σωστό. 

 

12. Έχουμε  δύο δηλώσεις. 
 Δήλωση-υπόθεση S:Το τρίγωνο ABC έχει τρεις πλευρές του ιδίου μήκους . 
 Δήλωση-υπόθεση T:Στο τρίγωνο ABC ,η γωνία  B και η γωνία  C έχουν το ίδιο μέτρο. 
Ποιο είναι σωστό ? 

A. Η Δήλωση S και η T δεν μπορούν να είναι αληθείς και οι δύο. 

B. Εάν η  S είναι αληθής, τότε η T είναι αληθής. 

C. Εάν η  T είναι αληθής ,τότε η  S είναι αληθής . 

D. Αν η  S είναι ψευδής , τότε η  T είναι ψευδής . 

E. Καμμιά από τις  (A)-(D) δεν είναι αληθής . 

 

13. Ποια από αυτά μπορούμε να το ονομάσουμε ορθογώνιο ? 

 

A. Όλα. 

B. Το Q μόνο.  

C. Το R μόνο. 

D. Το P και Q μόνο.  

E. Το Q και R μόνο. 

 

14. Ποια είναι αληθής ? 

A. Όλες οι ιδιότητες των  ορθογωνίων είναι και ιδιότητες όλων των τετραγώνων  

B. Όλες οι ιδιότητες των  τετραγώνων είναι και ιδιότητες όλων των ορθογωνίων 

R
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C. Όλες οι ιδιότητες των  ορθογωνίων είναι και ιδιότητες όλων των παραλληλογράμμων. 

D. Όλες οι ιδιότητες των  τετραγώνων είναι και ιδιότητες όλων των παραλληλογράμμων.  

E. Καμμία από τις  (A)-(D) δεν είναι αληθής . 

 

15. Τι έχουν όλα τα ορθογώνια που  μερικά παραλληλόγραμμα δεν έχουν  ? 

A. Απέναντι πλευρές ίσες.  

B. Διαγώνιες  ίσες.  

C. Απέναντι πλευρές  παράλληλες.  

D. Απέναντι γωνίες  ίσες.  

E. Καμμία από τις  (A)-(D). 

 

16. Δίνεται το ορθογώνιο τρίγωνο ABC. Τα 
ισόπλευρα τρίγωνα  ACE, ABF, και  BCD έχουν 
κατασκευαστεί στις πλευρές του ABC. 
Από αυτή την πληροφορία, μπορείτε να 
αποδείξετε ότι οι  AD, BE, και  CF έχουν ένα 
κοινό σημείο;  

A. Μόνο σ΄αυτό το τρίγωνο οι AD,BE και  
CF  έχουν ένα κοινό σημείο . 

B. Σε μερικά,  αλλά όχι σε όλα τα 
ορθογώνια  τρίγωνα, οι AD, BE and CF 
έχουν ένα κοινό σημείο . 

C. Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο οι  AD, BE και CF έχουν ένα κοινό σημείο . 

D. Σε κάθε τρίγωνο οι  AD, BE και  CF έχουν ένα κοινό σημείο. 

E. Σε  κάθε ισόπλευρο τρίγωνο οι  AD, BE και  CF έχουν ένα κοινό σημείο.  

 

17. Έχουμε  τρεις ιδιότητες ενός σχήματος . 
 Ιδιότητα  D: Έχει  ίσες  διαγώνιες. 
 Ιδιότητα S: Είναι τετράγωνο. 
 Ιδιότητα R: Είναι ορθογώνιο. 
 
Ποια είναι αληθής ? 

A. Η  D συνεπάγεται την  S η οποία συνεπάγεται την   R. 

B. Η  D συνεπάγεται την   R η οποία συνεπάγεται την   S. 

C. Η  S συνεπάγεται την   R η οποία συνεπάγεται την   D. 

D. Η  R συνεπάγεται την   D η οποία συνεπάγεται την   S. 

E. Η  R συνεπάγεται την   S η οποία συνεπάγεται την   D. 

 

18. Έχουμε  δύο δηλώσεις. 
I: Εάν ένα σχήμα είναι ορθογώνιο, τότε οι διαγώνιές του διχοτομούν η μια την άλλη.  
II: Εάν οι διαγώνιές ενός σχήματος διχοτομούν η μια την άλλη, το σχήμα είναι ορθογώνιο. 
Ποιο είναι σωστό ? 

A. Για να  αποδείξεις ότι η  I είναι αληθής, είναι αρκετό να αποδείξεις ότι η η  II είναι 
αληθής. 



 - 548 - 

B. Για να  αποδείξεις ότι η  II είναι αληθής , είναι αρκετό να αποδείξεις ότι η  I είναι 
αληθής . 

C. Για να αποδείξεις ότι η  II είναι αληθής , είναι αρκετό να βρεις ένα ορθογώνιο του 
οποίου οι διαγώνιες να διχοτομούν η μια την άλλη.  

D. Για να αποδείξεις ότι η  II είναι ψευδής , είναι αρκετό να βρεις ένα σχήμα που δεν 
είναι ορθογώνιο του οποίου οι διαγώνιες διχοτομούν η μια την άλλη. 

E. Καμμία από τις  (A)-(D) δεν είναι αληθής . 

 

19. Στη γεωμετρία : 

A. Κάθε όρος μπορεί να ορισθεί και κάθε αληθής δήλωση μπορεί να αποδειχθεί. 

B. Κάθε όρος μπορεί να ορισθεί αλλά είναι αναγκαίο να υποθέσουμε ότι ορισμένες  
δηλώσεις   είναι αληθείς.  

C. Μερικοί όροι μπορεί να μην ορισθούν, αλλά κάθε αληθής δήλωση μπορεί να 
αποδειχθεί.  

D. Μερικοί όροι μπορεί να να μην ορισθούν αλλά είναι αναγκαίο να έχουμε  κάποιες 
δηλώσεις που  υποτίθενται να είναι αληθείς. 

E. Καμμία από τις δηλώσεις (A)-(D) δεν είναι αληθής.  

 

20. Εξετάστε αυτές τις τρεις  προτάσεις . 

1. Δυο ευθείες κάθετες στην ίδια ευθεία είναι παράλληλες. 

2. Μια ευθεία που είναι κάθετη στη μια από τις δύο παράλληλες ευθείες είναι κάθετη 
και στην  άλλη.  

3. Εάν δύο ευθείες ισαπέχουν, τότε  
είναι παράλληλες. 

Στο σχήμα παρακάτω, δίδεται ότι οι γραμμές  m 
και  p είναι κάθετες και οι γραμμές  n και  p 
είναι κάθετες. Ποιες από τις ανωτέρω 
προτάσεις θα μπορούσαν να αιτιολογήσουν ότι 
η γραμμή m είναι παράλληλη στην γραμμή  n? 

A. Η (1) μόνο  

B. Η (2) μόνο  

C. Η (3) μόνο  

D. Είτε η  (1) είτε η  (2). 

E. Είτε η  (2) είτε η  (3).  

 

 

21. Στην  F-γεωμετρία , υπάρχουν ακριβώς τέσσερα σημεία και έξι γραμμές.  Κάθε γραμμή 
περιέχει ακριβώς δύο σημεία.  Εάν τα σημεία είναι τα  P, Q, R και S, και οι γραμμές είναι οι 
{P,Q}, {P,R}, {P,S}, {Q,R}, {Q,S}, και {R,S}. 
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Ορίστε  πώς οι λέξεις “τέμνονται ” και “ είναι παράλληλες” χρησιμοποιούνται μέσα στην F- 
γεωμετρία.  Οι γραμμές {P,Q} και {P,R} τέμνονται στο  P επειδή {P,Q} και {P,R} έχουν το P κοινό 
. 
Οι γραμμές {P,Q} και {R,S} είναι παράλληλες επειδή δεν έχουν κανένα σημείο .  
Από αυτές τις πληροφορίες, ποιές είναι σωστές? 

A. Οι {P,R} και {Q,S} τέμνονται.  

B. Οι {P,R} και {Q,S} είναι παράλληλες. 

C. Οι {Q,R} και {R,S} είναι παράλληλες. 

D. Οι {P,S} και {Q,R} τέμνονται. 

E. Καμμιά από τις (A)-(D) δεν είναι σωστή . 

 

22. Για να τριχοτομήσουμε  μια γωνία σημαίνει να τη διαιρέσουμε  σε τρία μέρη που έχουν ίσο 
μέτρο.  Το  1847, ο P.L. Wantzel απέδειξε ότι, γενικά, είναι  αδύνατο να τριχοτομήσουμε μια 
γωνία χρησιμοποιώντας μόνο διαβήτη και μη σημειωμένο χάρακα. Από την απόδειξή του, τι 
μπορείτε να συμπεράνετε ? 

A. Γενικά, είναι αδύνατο να τριχοτομήσουμε τις γωνίες χρησιμοποιώντας μόνο ένα 
διαβήτη και ένα μη σημειωμένο χάρακα . 

B. Γενικά, είναι  αδύνατο να τριχοτομήσουμε γωνία χρησιμοποιώντας μόνο ένα διαβήτη 
και ένα σημειωμένο  χάρακα.  

C. Γενικά, είναι αδύνατο να τριχοτομήσουμε τις γωνίες χρησιμοποιώντας  γεωμετρικά 
όργανα. 

D. Είναι ακόμα δυνατό ότι στο μέλλον κάποιος μπορεί  να βρεί ένα γενικό τρόπο να 
τριχοτομήσει γωνίες χρησιμοποιώντας μόνο ένα διαβήτη και ένα  μη σημειωμένο 
χάρακα.  

E. Κανένας δεν θα είναι σε θέση στο μέλλον να βρεί μια γενική μέθοδο για την 
τριχοτόμηση γωνιών χρησιμοποιώντας μόνο διαβήτη και μη σημειωμένο χάρακα.  

 

23. Υπάρχει μια γεωμετρία που εφευρίσκεται από έναν μαθηματικό J στην οποία  τα εξής είναι 
αληθινά: 

 Το άθροισμα των μέτρων των γωνιών ενός τριγώνου είναι λιγότερο από 180°. 
Ποιο είναι σωστό από τα παρακάτω ? 

A. Ο J έκανε λάθος στη μέτρηση των γωνιών του τριγώνου. 

B. Ο J έκανε λάθος στο λογικό συλλογισμό. 

C. Ο J έχει μια λανθασμένη ιδέα γι’ αυτό που  σημαίνει "αληθής ”. 

D. Ο J άρχισε με  διαφορετικές υποθέσεις από εκείνες στην Ευκλείδεια γεωμετρία.  

E. Καμμία από τις  (A)-(D) δεν είναι αληθής. 

 

24. Δυο  βιβλία γεωμετρίας  ορίζουν το ορθογώνιο με διαφορετικούς τρόπους. 
Ποιος είναι αληθής? 

R 
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A. Ένα από τα βιβλία έχει λάθος. 

B. Ένας από τους ορισμούς  είναι  λάθος.  Δεν μπορούν να υπάρξουν δύο διαφορετικοί 
ορισμοί για το ορθογώνιο.  

C. Τα ορθογώνια στο ένα από τα δυο βιβλία πρέπει να έχουν διαφορετικές ιδιότητες από 
εκείνες στο άλλο βιβλίο.  

D. Τα ορθογώνια στο ένα από τα βιβλία πρέπει να έχουν τις ίδιες ιδιότητες με εκείνες στο 
άλλο βιβλίο. 

E. Οι ιδιότητες των ορθογωνίων στα δύο βιβλία ίσως να ήταν  διαφορετικές. 

 

25. Υποθέστε ότι έχετε αποδείξει τις δηλώσεις  I και II. 
 
I: Αν   p, τότε  q. 
II: Αν  s, τότε όχι  q. 
 
Ποια δήλωση ακολουθεί μετά τη δήλωση I και  II? 

A. Αν  p, τότε  s. 

B. Αν όχι  p, τότε όχι  q. 

C. Αν  p ή  q, τότε  s. 

D. Αν  s, τοτε όχι  p. 

E. Αν όχι  s, τότε p. 
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ΣΩΣΤΕΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΤΟ ΤΕΣΤ van Hiele  

 
 


