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Π Ρ Ο Λ Ο Γ Ο Σ

“ ;.ί '; .3ΐθ.μητική Ανάλυση (Α.Α.) ΑποτελεΕ Εναν Από τούς 
ί.Αάοους ~Λ>ν Σύγχρονων *Εφηρμοσμένων Μαθηματικών πού, δπως 
καί οι άλλοι κλάδοι τους, έχει τίς ρίζες της στήν Αρχαι­
ότητα. Πρώτα οί Βαβυλώνιοι, έπειτα ot Αιγύπτιοι καί τέλος 
οί “Ελληνες Ασχολήθηκαν μέ μεθόδους, πού θά μποροϋσαν νά 
χαρακτηριστούν σάν πρόδρομοι των Αντιστοίχων τής Α.Α. 'Ι­
διαίτερα άπό τούς Αρχαίους "Ελληνες άναφέρουμε χαρακτηρι­
στικά τόν Αρχιμήδη, δ όποιος, χρησιμοποιώντας τήν κλασι­
κή πια στήν Α.Α. μέθοδο τών προσεγγίσεων, βρήκε γιά τόν it 
τιμή μεταξύ 3 ~  καί 34* *Η ΑνΑπτυξη τής Λ.Α. διαμέσου των 
αιώνων έγινε μέ Αργό ρυθμό καί Αποτελούσε πΑντοτε αύτή έ­
να παρακλΑδι τών άλλων Μαθημαεικών μέχρις δτου δύο άπό τούς 
μεγαλύτερους μαθηματικούς δ Newton πρώτα καί δ Gauss Αργό­
τερα Εθεσαν τίς βΑσεις γιΑ τή θεωρητική θεμελίωσή της.

Οι ΑνΑγκες τών έψαρμογών τών Μαθηματικών στίς άλλες 
'Επιστήμες καί ή ύπαρξη τών θεωρητικών βΑσεων Αποίέλεσαν 
τήν Αρχή τής Αναπτύξεως τίΐς Α.Α. σέ Ανεξάρτητο κλάδο. ‘Η 
Αρχή αύτή μπορεί νά τοποθετηθεί στά μέσα μέ τέλη τοΟ περα­
σμένου αίώνα. ‘Η έκρηκτική δμως Ανάπτυξη τής Α.Α. έγινε 
Αμέσως μετά τόν Δεύτερο Παγκόσμιο Πόλεμο παράλληλα μέ τήν 
Ανάπτυξη τών 'Ηλεκτρονικών ‘Υπολογιστών (Η.Υ.), έτσι ώστε 
ή μία ανάπτυξη έπηρέασε καί βοήθησε τήν Αλλη. *Η έξήγηση 
τοΟ Φαινομένου αΰτοϋ βρίσκεται στό γεγονός δτι οι μαθημα­
τικές δυνατότητες τών Η.Υ. έξαντλι οΟνται στίς τέσσερις στοι­
χειώδεις πράξεις τής 'Αριθμητικής. .Είναι γνωστό, πώς σέ δ,- 
τι άψορδ Αριθμητικές πράξεις, οί (ψηφιακοί) Η.Υ. μποροΟν 
νά έκτελοΟν μόνο πρόσθεση καί κατά κάποιο τ^όπο (οάν συμ­



πλήρωμα της προσθέσεως) Αφαίρεση. Έχοντας τή δυνατότητα προ- 
σθέσεως και! Αςηαιρέσεως μπορούν Ακόμη νά έκτελοΟν πολλαπλασι­
ασμό καί διαίρεση, Αφ ο Ο οί δύο τελευταίες πράξεις γ ίνονται "μέ 
έπαναληπτική έφαρμογή τών Αντίστο-χων δύο προηγουμένων. Τά 
προβλήματα δμως καί οί έφαρμογές τών Μαθηματικών στήν πράξη 
περιέχουν καί άλλες πράξεις πέρα άπό τίς τέσσερις βασικές τής 
Αριθμητικής. Π.χ. εύρεση τετραγωνικής ρίζας, λογαρίθμου, φυ- 
σι.κ~,ν τριγωνομετρικών Αριθμών, παραγώγου, όλοκληρώματος κλπ. 
Έτσι ή έφαρμογή καί ή έξάπλωση τών Η.Υ. θά ήταν πάρα πολύ 
περιορισμένη Αν δέν υπήρχε ή Α.Α. τής όποιας βασικός σκοπός 
είναι ή άνάπτυξη μεθόδων, πού περιέχουν τίς τέσσερις πράξεις 
τής 'Αριθμητικής καί μόνο (Αριθμητικών μεθόδων), γιά τήν εύ­
ρεση Αριθμητικών ΑποτελεσμΑτων Από ΑριθμητικΑ δεδομένα, φτά­
νοντας στό άποτέλεσμα μέ τόν συντομότερο καί Ακριβέστερο δυ­
νατό τρόπο. Μέ Αλλα λόγια βασικός σκοπός καί προσπΑθεια τής 
Α.Α. είναι ή μετατροπή όλων τΤΙν γνωστών Μαθηματικών σέ άλλα, 
Ισοδύναμα κατΛ κΑποια έννοια, στΛ όποια δμως μόνο οΐ τέσσε - 
ρις πρΑςεις τής Άριθμητικής θά περιέχονται. Έτσι έκπληρών- 
τας τό σκοπό αυτό ή Α.Α. κατορθώνει πολλές φορές καί δίνει 
λύσεις καί σέ προβλήματα στΑ όποια ή ΆνΑλυση καί ή Άλγεβρα 
ΑδυνατοΟν νΑ δώσουν ή οί λύσεις πού δίνουν αυτοί οί δύο σπου­
δαίοι κλάδοι τών Θεωρητικών Μαθηματικών είναι πρακτικά Ανε­
φάρμοστες. Σάν συνέπεια αύτών, πού μόλις άναωέραμε, έχουμε Α­
μέσως δτι οί έφαρμογές τών Μαθηματικών στήν πρΑξη καθώς καί 
τΑ Αντίστοιχα προβλήματα μπορούν νΑ χαταστοΟν έπεξεργΑσιμα 
Από £ναν Η.Υ. μόνο μέ τή βοήθεια καί τή συνδρομή τής Α.Α. Αύ- 
τός είναι βασικά δ λόγος, πού ή Α.Α. είναι δχι μόνο χρήσιμη 
καί Απαραίτητη στούς άλλους κλάδους τών Έψηρμοσμένων Μαθημα­
τικών, δπως είναι ή Μηχανική, ή Στατιστική, ή Επιστήμη τών 
'Ηλεκτρονικών "Υπολογιστών, ή Επιχειρησιακή Έρευνα κλπ, Αλ­
λά καί σέ δλους τούς κλάδους τών Έφηρμοσμένων 'Επιστημών πού 
είσχωρεΐ ό Η.Υ., γιΛ τήν έπίλυση τίδν προβλημάτων τους, δπως



είναι π Φυσική, ή 'Αστρονομία, ή Μετεωρολογία, ή Ναυπηγι­
κή, ή Τοπογραφία κλπ.

'Επηρεασμένοι Εσως άπό τήν όρολογ ία πού ίσχύει στούς 
Η.Υ. χρηαι,μοποιοΟμε καί τήν Εκφραση πληροψορ'^ς είσόδου 
γιί τά άριθμητικΑ δεδομένα Ενός προβλήματος, ένώ γιάτάά- 
ρι 3μητ ι,κά Αΐίοτελέσματα τήν έκφραση πληροφορίες έξόδου. *Η 
άρ,θμητική μέθοδος πού χρησιμοποιείται γιά τήν έπίλυση έ- 
\·6ς. yp ιί \ ήυατος (δηλαδή μέ τίς μεθόδους τής Α.Α.) καλεί­
ται συνήϋυς άλ^όριθμος. Οί άντίστοίχοι ύπολογισμοί γίνον­
ται είτε μέ τό χέρι εΕτε μέ μία Αριθμομηχανή εΕτε μέ Εναν 
Η.Υ. Τήν Εκλογή καθορίζουν άπό τό Ενα μέρος τό είδος καί 
τό πλήθος των πράξεων πού περιέχονται στόν άλγόριθμο τοΟ 
προβλήματος, πού Επιλύεται, καί άπό τό άλλο μέρος τά δια- 
3έσιμα μέσα.

Τό παρόν βιβλίο μαζί μέ Ενα δεύτερο πού Ακολουθεί, 
(καί πού θά πρέπει νά τά βλέπει κανείς σάν Ενα Ενιαίο δί­
τομο έργο) γράφτηκε καταρχήν μέ σκοπό νά ΑνταποκριθεΕ στίς 
Απαιτήσεις τοΟ νέου προγράμματος τών τριτοετών καί τεταρ­
τοετών φοιτητών τοΟ Μαθηματικού Τμήματος τής Φυσικομαθημα­
τικής Σχολής τοΟ Πανεπιστημίου Ίωαννίνων, πού θά Επιλέ­
γουν τήν κατεύθυνση 'Αριθμητική 'Ανάλυσις - 'Ηλεκτρονικοί 
*Υπολογισταί, άπό τΑ ΑκαδημαϊκΑ Ετη 1978-79 καί 1979-80 
Αντίστοιχα.

*0 συγγραφέας, δεχόμενος σΑν Αξίωμα τό γεγονός ότι “ή 
ΕπανΑληψη είναι ή Αρχή τής μαθήσεως", προσπάθησε ώστε ή 
συγγραφή τοΟ δλρυ έργου νΑ γίνει μέ τέτοιο τρόπο πού ή ύ­
λη του νά Αποτελεί μία Επέκταση σί βάθος- καί σέ πλάτος τής 
ύλης (πού διδάχτηκε ατό δεύτερο Ετος) τοΟ βιβλίου "Είσα- 
γωγή στήν Αριθμητική Ανάλυση". Αύτό, πιστεύει ότι,θά βο­
ηθήσει τούς φοιτητές μέ μιά Εμμεση Επανάληψη γνωστής ύλης 
στήν πλήρη συνειόητοποΐηση τής παλιάς, πού θά έχει σάν Α­
ποτέλεσμα τήν καλύτερη Αφομοίωση τής ύλης τοϋ νέου βι,βλί-
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ου. *H Αρχή αυτή Ακολουθείται άπό πολλά Πανεπιστήμια προηγ­
μένων έπιστημονικά χωρών καί βρίσκεται δπωσόήποτε σέ Αντί­
θεση μ.έ αύτό πού συνήθως έφαρμ,όζεται στή χώρα μας. Έδώ, μέ 
τήν έναρξη τών παραδόσεων ένός μς.θήματος πού έρχεται, σάν συ­
νέχεια κάποιου άλλου, θεωρείται τό δεύτερο σάν γνωστό, ή 
στήν καλύτερη περίπτωση δίνεται μία σύντομη έπανάληψη μερι­
κών βασικών έννοιών του, καί προχωρούμε στήν παράδοση της 
νέας Ολης. 'Αποτέλεσμα τής τακτικής αύτής είναι νά δημιουο- 
γεϋται ένα χάσμα μεταξύ τών παλιών (καί έπομένως θεωρούμε­
νων Αποκτημένων!) γνώσεων καί τών νέων μέ άμεση συνέπεια τή 
δυσκολία παρακολουθήσεως τής νέας προσφερόμενης ΰλης μέ δλες 
τίς γνωστές έπιπτώσεις. Τό άν τελικά δ σκοπός τής καλύτεοης 
άφομοιώσεως πετυχαίνεται μ.έ τόν τρόπο προσπάθειας συγγραφής 
τοΟ νέου βιβλίου άφήνεται στήν κρίση τών μαθητών μας.

*0 τρόπος τής συγγραφής τοΟ νέου βιβλίου, δπως έγινε, 
πετυχαίνει, καί £να δεύτερο οζιοπό. Πιό συγκεκριμένα, πετυχαί­
νει τήν πλήρη Ανεξαρτητοποίηση τοΟ παρόντος βιβλίου άπό τό 
προηγούμενο "Είσαγωγή στήν ‘Αριθμητική Ανάλυση". Αύτό έχει 
σάν Αποτέλεσμα, γιά τό παρόν βιβλίο, νά μπορεί νά Απευθυν­
θεί κατευθείαν σέ πιό άπαιτητικούς Αναγνώστες, πού θΑ ήθε­
λαν νά άποκτήσουν τίς βασικές γνώσεις τής Α.Α. σέ κάποιο βά­
θος καί πλάτος, χωρίς νά περάσουν Αναγκαστικά άπό τήν Ολη 
τοΟ προηγούμενου βιβλίου. Έτσι νομίζουμε δτι πρρσφέρεται αύ­
τό σάν βασικό βοήθημα πρός δλους έκείνους πού θά ήθελαν νά 
συνεχίσουν σέ σπουδές μεταπτυχιακοΟ έπιπέδου εΠτε στήν Α.Α. 
εΟτε σέ άλλο κλάδο τής Επιστήμης πού χρησιμοποιεί σάν βασι­
κό έργαλεϊο τήν Α.Α.

Γιά τήν καλύτερη κατανόηση καί έμπέδωση τής ΰλης έχει 
δοθεϋ στό τέλος κάθε Κεφαλαίου £νας Αριθμός Αλυτων Ασκήσεων 
θεωρητικών καί Αριθμητικών Αρκετές Από τίς δπρΐες είναι πρω­
τότυπες. Σέ δλες δίνονται άμεσα ή έμμεσα καί οί Απαντήσεις 
τους έτσι ώστε νΑ βοηθήσουν έκείνουπ πού θΑ ΑσχοληθοΟν μέ τή



λύση τους. Ά π ό  τίς Αριθμητικές Ασκήσεις οί περισσότερες 
μπορούν νά λυθοϋν μέ τό χέρι., λιγότερες μέ τή βοήθειαμι&ς 
Αριθμομηχανές καί έλάχιστες μέ τή βοήθεια ένός Η.Υ. Κατα­
βλήθηκε ιδιαίτερη προσπάθεια ώστε οί Αριθμητ·πές Ασκήσεις 
πο\' λύνονται μέ τό χέρι μέ μιά μικρή μεταβολή στίς Αριθμη­
τικές παραμέτρους τους νΑ μετατρέπονται σέ άλλες, πού γιά 
νί. λυθοϋν, νά -Απαιτείται ή βοήθεια είτε μι Ας Αριθμομηχανές 
'if .ο, < ... Αυτό θεωρήθηκε σκόπιμο ώστε έκεϋνοι πού θά 

έχουν στή 3ιάθεσή τους ένά άπό τά δύο αύτά μέσα νά βοηθη- 
θοϋν στήν ένοικε ίωσή τους μέ αύτά καί έμμεσα μέ τήν Ακόμη 
καλύτερη έμπέδωση καί άψομοίωση τές ύλης τοΟ βιβλίου.

'Επειδή ΑποτελεΓ πίστη τοΟ συγγραφέα δτι μία Ατομική 
προσπάθεια γιΑ τήν έπίτευξη ένός Αντικειμενικού σκοποΟ,δ- 
σο φίλ.ότιμη καί καλή κι άν εϋναι, θά είναι πάντοτε κατώτε­
ρη μιας άντίστοιχης συλλογικής θεωρεϋ δτι ή συγγραφή τοΟ 
παρόντος βιβλίου δέν θά γινόταν πραγματικότητα Αν στηρι­
ζόταν άποκλειστικά καί μόνο στίς δικές του δυνάμεις.Έτσι 
άπό τή δέση αύτή, νομίζω δτι είναι καθέκον καί ύποχρέωοή 
μου νά εύχαριστήσω δλους αύτούς, πού μέ τόν έναν ή τόν άλ­
λον τρόπο, συνέβαλαν στήν δλη προσπάθεια τές συγγραφές τοϋ 
παρόντος βιβλίου.

Καταρχήν εύχαριστώ δλο τό προσωπικό τέ£ "Εδρας καίτοΟ 
Εργαστηρίου Α.Α., γιά τή μέ τόν δποιοδήποτε τρόπο συμβο­
λή του στή συγγραφή τοϋ βιβλίου.

'Ιδιαίτερα ευχαριστώ τούς άγαπητούς φίλους καί συνερ­
γάτες δρα Γ. Άβδελά, 'Επιμελητή τές Έδρας Α.Α. καί κ.κ. 
Σ. Γαλάνη καί Α. Γέγιο, Βοηθούς τοϋ 'Εργαστηρίου Α.Α.,δχι 
μόνο γιά τόν πολύτιμο χρόνο τους τού Αφιέρωσαν συζητώντας 
μαζί μου πάνω στή συγγραφή καί διαμόρφωση της ΰλης τοϋ κει­
μένου Αλλό. καί γιά τή βοήθειά τους μέ παρατηρήσεις, υπο­
δείξεις καί διορθώσεις γιά τήν καλύτερη παρουσίαση τοϋ κε ι- 
μένου καί στήν έπιλογή καί λύση τών προτεινόμενων Ασκήσε­



ων, άπό τίς όποιες άρκετές πρωτότυπες όφείλονται σ'αύτούς. 
'Ακόμη τούς ευχαριστώ γιατί, μέ τή «ετεινή άπουσία μου άπό 
τό Πανεπιστήμιο έξαιτίας της έτήσιας έκπαιόευτικής ’ό.δειάς 
V-ου, άνέλαβαν μέ προθυμία τό βα ύ έργο τής έπιμέλειας τής 
έκδόσεως τοϋ παρόντος.

Εύχαριστώ έπίσης τήν άνώνυμη μάζα τών φοιτητών τοϋ Πα­
νεπιστημίου μας, πού μέ τίς έρωτήσεις καί τίς παρατηρήσεις 
το’>ς στή διάρκεια τών μαθημάτων, τών Φροντιστηριακών καί έο~ 
γαστηριακών άσκησεων κλπ, μέ βοήθησαν έμμεσα στή διαμόρφωση 
τής ΰλης τοϋ δλου βιβλίου.

Τέλος ευχαριστώ ιδιαιτέρα τήν κ. 'Αναστασία Μπαλάοα - 
- Παππα, Παοασκευάστρια τοϋ 'Εργαστηρίου Α.Α., γιά τήν άφο- 
σίωση, προθυμία, έπιμέλεια καί πρωτοβουλία πού έπέδε15ε στή 
δακτυλογράφηση τών δυσανάγνωστων καί μέ πλήθος μαθηματικών 
συμβόλων καί τύπων χειρογράφων γιά τή μεταμόρφωσή τους στό 
παρόν. ’

Πιστεύοντας δτι τό παρόν βιβλίο θά πρέπει νά άπέχειπο­
λύ άπό τήν τελειότητα, δπως άλλωστε καί δλα τά Ανθρώπινα κα­
τασκευάσματα, παρακαλώ θερμά τούς Αναγνώστες στήν άντίληψη 
τών όποιων θά ΰποπέσουν λάθη, σφάλματα ή παραλείψεις νά μή 
διστάσουν νά μοϋ τά υποδείξουν. Θά τούς είμαι άιοάνταστο. υ­
ποχρεωμένος καί θά προσπαθήσω νά λάβω ύπόψη μου τίς υποδεί­
ξεις τους σέ μιά πιθανή δεύτερη καί ίσως καλύτερη έκδοση.

Loughborough ('Αγγλίας) - Μάϊος 1?73 
Α. Χατςηδήμος

Π Ρ Ο Λ Ο Γ Ο Σ  Δ Ε Υ Τ Ε Ρ Η Σ  Ε Κ Δ Ο Σ Ε Ω Σ
*11 παρούσα δεύτερη έκδοση δέν διαφέρει άπό τήν προ­

ηγούμενη παρά μόνο στό γεγονός δτι διορθώθηκαν δσα άπό τά



λάθη, σφάλματα καί παραλείψεις της παλι&ς βρέθηκαν. "Ετσι, 
αισθάνομαι τήν ύποχρέωση, άπό τή θέση αύτή, νά εύχαριστή- 
σω θερμότατα δλους τούς έπώνυμους καί άνώνυμους Φίλους, 
πού άνταποκρίθηκαν στήν παράκλησή μου νά μοΟ άνουν τίς
σχετικές ύποδείΕείΓ,

'Ιωάννινα - Φεβρουάριος 1981
Α. Χατζηδτ^μος



1. Ε Ι Σ Α Γ Ω Γ Η

1.1. Γ ε ν ι κ ά
Στό παρόν Κεφάλαιο θά άσχοληθοϋμε καταρχήν μέ μιά στοι­

χειώδη άνάπτυξη τών στοιχείων τής θεωρίας τών σφαλμάτων,πού, 
δπως είναι >νωστό γι' αύτά, είσχωροϋν τόσο κατά τή μέτρηση 
μιας ^ο-ότητας δσο καί κατά τόν ύπολογισμό τής τιμής μιδς 
άριθμητικής παραστάσεως. Στή συνέχεια θά άσχοληθοϋμε μέ τόν 
υπολογισμό τής τιμής ένός πολυωνύμου (μέ πραγματικούς συν­
τελεστές) καί τών παραγώγων του γιά κάποια πραγματική ήμι- 
γαδική τιμή τής μεταβλητής του δίνοντας υπολογιστικές με­
θόδους μέ τό μικρότερο δυνατό άριθμό πράξεων. Είδικά έδωά- 
σχολούμαστε μέ τά πολυώνυμα, γιατί, δπως θά δοϋμε στά έπό- 
μενα Κεφάλαια, αύτά άποτελοϋν τίς άπλούστερες μαθηματικές 
έκφράσεις, πού χρησιμοποιούνται γιά νά παραστήσουν ή καλύ­
τερα νά προσεγγίσουν άλλες συναρτήσεις.

1.2. Σ φ ά λ μ α τ α
1 .2 .1 . Έ ν ν ο ι ε ς  κ α ί  ό ρ ι σ μ ο ί
'Αν χ είναι ή άκριβής (ή άληθής) τιμή μιας ποσότητας 

καί χ* ή τιμή πού μετρήθηκε ή υπολογίστηκε (προσεγγιστική 
τιμή) τής ίδιας ποσότητας, τότε καλούμε σφάλμα ε τή διαφο­
ρά

ε = χ* - χ. ®
Τήν ποσότητα κ-χί:, πού είναι άντίθετη πρός τό σφάλμα, κα­
λούμε δ lόρθωση.~Στήν πράξη χρησιμοποιείται πολλές ωορές ή 
άπόλυτη τιμή τοΰ σφάλματος ή τής διοοθώσεως. Αύτήν καλούμε 
άπόλυτο σφάλμα. 'Ακόμη μιά έννοια, πού παίζει πρωταρχικό*

©  Μερικοί συγγραφείς όρίζουν σάν σφάλμα t άκριβώς τήν Αν­
τίθετη ποσότητα χ-χ::.



ρόλο στήν πράξη, εϋναι ή έννοια τοΰ σχετικού σφάλματος, 
πού μας δίνει μιά ιδέα γιά τό μέγεθος τοϋ σφάλματος, πού 
κάνουμε, σέ σχέση μέ τήν ποσότητα, πού μετράμε, ή ύπολο^- 
γίζουμε. Καλούμε σχετικό σφάλμα δ τήν ποσότητα, πού ορί­
ζεται άπό τή σχέση

δπου υποτίθεται· δτι κ,χ* / 0. Στήν πράξη δμως θά χρησι -
μοποιοϋμε άδιάκρι,τα δποιαδήποτε άπό τίς δύο έκωράσεις —

* ε * »· ^καί —Λ υιά. τήν εύρεση του σχετικού σφάλματος. Άντιστοι-
χα πρός τά προηγούμενα μπορεί, τέλος, νά είσαχτεϊ καί ή
έννοια τοϋ απόλυτου σχετικοϋ σφάλματος. ·

1.2.2. Σ φ ά λ μ α τ α  σ τ ο ύ ς  ύ π ο λ ο γ ι σ -  
μ ο ύ ς

"Αν ύποθέσουμε δτι τά δεδομένα ένδς προβλήματος εί­
ναι άκριβή, τότε τά είδη τών σφαλμάτων,πού εισχωρούν στούς 
υπολογισμούς εϋναι δύο κατηγοριών. Τά σφάλματα άποκοπής 
καί τά σφάλματα στρογγυλεύσεως.

Σφάλμα άποκοπής καλοΟμε τό σφάλμα, πού κάνουμε,δταν 
άντικαθιστοϋμε μία σειρά (άθροισμα άπειρου πλήθους δρων ) 
μέ δνα μερικό Αθροισμά της (άθροισμα πεπερασμένου πλήθους 
δρων). "Οπως π.χ., δταν θέλουμε νά βροΰμε τό log( 1+χ) = 

ν k+i -<k= I (-1) %- γιά κάποιο γνωστό χ (-1<χ<1). 'Επειδή είναι
k = 1 k

πρακτικά άδύνατο νά ύπολογίσουμε τούς άπειρους δρους τοΰ 
δεύτερου μέλους καί στή συνέχεια νά τούς προσθέσουμε, γι' 
αύτό χρησιμοποιούμε κατά τήν κρίση μας δνα κατάλληλο πλή-

©  Τό σύμβολο »  σημαίνει περίπου Cbov ή κατά προσέγγιση ί­
σον. 'Ισοδύναμα μέ τό σύμβολο αύτό θεωρούνται καί τά-, 
Λ,καί πιθανόν άλλα, πού χρησιμοποιοΟνται άπό διάφορους 
συγγραφείς.



θος δρων, έστω τών η πρώτων. "Ετσι. αύτόματα εισχωρεί £να 
σφάλμα ε (σψάλμα άποκοπής), πού, στήν προκείμενη περίπτω· 
ση, είναι ίσο μέ

Σφάλμα. στρ3γγυλεύσεως καλούμε τό σφάλμα, πού χάνουμε, δταν ά ν  
tlkoOio c tv>r ίναν πραγματικό άριθμό μέ έναν άλλο, πού £- 
χ·.*.. dlai-iS. t'va περιορισμένο πλήθος δεκαδικών ψηφίων (δ.ψ.). 
Ή  άντικατάσταση αύτή,πού καλείται στρογγύλευση, είναι άναγ- 
καία στήν πράξη είτε έργαζόμαστε μέ τό χέρι είτε μέτή βο­
ήθεια μιας άριθμομηχανής ή ενός Ηλεκτρονικού Υπολογιστή 
(Η.Υ,.). Αύτό δέ γιατί, δπως είναι φανερό, δέν μπορούμε νά 
κάνουμε πράξεις μέ άριθμούς πού δχουν άπειρα δ.ψ., ούτε μέ 
άριθμούς πού έχουν δ.ψ. περισσότερα άπό Sva περιορισμένο 
καί προκαθορισμένο πλήθος, δποιοδήποτε μέσο καί άν χρησι­
μοποιούμε, ‘Ο τρόπος της στρογγυλεύσεως &νός άριθμοΟ σέ k 
δ.ψ. είναι λίγο-πολύ γνωστός. Συγκεκριμένα παραλείπουμε τά 
δ.Ψ. πού είναι πέρα άπό τήν k δεκαδική θέση, καί τό ψηφίο 
της k δεκαδιτίής θέσης τό άφήνουμε άμετάβλητο ή τό αύξάνου- 
με κατά μία μονάδα, άντίστοιχα μέ τό άν τό μέρος, πού πα- 
ραλείπεται, είναι μικρότερο ή μεγαλύτερο άπό μισή μονάδα 
τής k δεκαδικής τάξης. Στήν ειδική περίπτωση, δποΰ τό μέ­
ρος πού παραλείπεται είναι ίσο μέ μισή μονάδα τής k δεκα­
δικής τάξης, τότε τό ψηφίο τής k δεκαδικής τάξης τό άφή­
νουμε όπως είναι ή τό αυξάνουμε κατά μία μονάδα άντίστοι- 
χα μέ τό άν αύτό είναι άρτιο ή περιττό. Είναι φανερό, άπό 
τόν τρόπο πού γίνεται ή στρογγύλευση σέ k δ.ψ. δτι, άν ε 
είναι τό άντίστοιχο σφάλμα στρογγυλεύσεως θά ισχύει γι*αύ­
τό

Εκτός άπό τήν έννοια τών δ.ψ., στήν παράσταση τών ά-
|ε| < 0.5 χ 10"k ( 1 . 1)
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ριθμών εί,σχωρε'ΐ καί ή έννοια τών σημαντικών ψηφίων (σ.Ψ.). 
"Ενας πρώτος όρισμός γιά τά σ.ψ. είναι αύτός, πού λέει ότι: 
σ.ψ. ένός άριθμοϋ καλούνται δλα τά ψηφία τοϋ άριθμοϋ, πού 
δίνονται., έκτός άπό τυχόν ιαηοενικά πού υπάρχουν στήν άρχή 
τοϋ άριθμοϋ. “Ενας δεύτερος καί άκριβέστερος ορισμός μπο­
ρεί νά δοθεί, άφοϋ δμως προηγηθεϊ ένας άλλος τρόπος γραφής 
τών άριθμών. Συγκεκριμένα κάθε πραγματικός άριθμός y(*0 ) 
μπορεί νά γραφτεί μονοσήμαντα ϋπό τή μορφή

yr±0.y y y . . . χ IQ1 , (1.2)i 2 3

δπου y ,y ,y ,... ψηφία μέ y r 0 καί l κατάλληλο ακέραιο ά-1 2  3 χ
ριθμό. Μέ τή μορφή (1.2) άπομνημονεύονται οί πραγματικοί 
άριθμοί έσωτερικά άπό. ένα δεκαδικό ψηφιακό Η.Υ. ('Αντίστοι­
χη έσωτερική άπομνημόνευση μέ τή μόνη έ^αίρεση δτι ή βάση 
τής δυνάμεως εϋναι δ 2 (άντί τοϋ 1 0 ) καί συνεπώς τά ψηφία
y ,y ,y ,... εϋναι ψηφία τοϋ δυαδικοϋ συστήματος άριθμήσ?.-1 2 3
ως (δηλαδή ο καί 1 ) γίνεται άπό τούς συνηθισμένους δυαδι­
κούς ψηφιακούς Η.Υ.). Μέ τή νέα αϋτή μορφή τοϋ άριθμού ν 
μπορούμε νά μιλάμε γιά τό πλήθος τών σ.ψ. του σάν τό πλή­
θος τών δ.ψ. τοϋ y πού δίνονται. 'Αντίστοιχα μπορούμε νά
μιλάμε γιά στρογγύλευση σέ k σ.ψ., πού εϋναι στήν ουσία 
στρογγύλευση σέ k δ.ψ., καί έπομένως νά έχουμε άμέσως άπό 
τίς (1 .1 ) καί (1 .2 ) γιά τό σψάλμα στρογγυλεύσεως ε σέ k σ. 
ψ. δτι

| ε | < 0 . 5χ 10l“k .

1.2.3. Μ ε τ ά δ ο σ η  σ φ α λ μ ά τ ω ν  κ α τ ά  
τ ο ύ ς  ύ π ο λ ο γ ι σ μ ο ύ ς

Ά ν  ύποθέσουμε δτι, κατά τήν έκτέλεση τών τεσσάρων 
πράξεων τής Άριθμητικής δέν εισχωρούν νέα σφάλματα στούς 
ύπολογισμούς, πράγμα πού δέν εϋναι άλήθεια, τότε τά σφάλ­
ματα πού ύπάρχουν στά δεδομένα ένός προβλήματος (ή μιδς έκ-



ΦΡάσεως) μεταδί δονται κατά τή διάρκεια τών ύπολογ ισμών μέ 
άμεση συνέπε-α νά λαβαίνουμε τά άποτελέσματα τοϋ προβλή­
ματος (ή τήν τιμή τής έκφράσεως) με σφάλματα. Γιά τον τκ·ί~ 
πο πού μεταδίδονται τά άρχικά σφάλματα ισχύει ή παρακάτω 
άνάλυση. . ' ■

"Εστω δτι καλούμε τίς άκριβεΐ£ τιμές π άριθμων μέ x.!i =
-1(i )η Ο  μέ χ* 1 i = 1ί1)η τίς άντίστοιχες προσεγγιστικές τι- 
μίς τους. 'Eot.o άκόμη δτι ζητούμε νά βρούμε τήν τιμή τής 
;>·<*,ράσεος f ( χt , χ2 , . .,χ ) τών π άριθμών πού δόθηκαν, καί 
ότι f{ , χ - , . ,χί) είναι ή τιμή τής ίδιας έκφράσεως 
πού βρίσκεται μετά άπό τούς ύπολογισμούς. Γιά τήν άνάπτυ- 
ξη τής άντίστοιχης θεωρίας υποθέτουμε δτι ή συνάρτηση f έ­
χει δλες τίς δυνατές μερικές παραγώγους δεύτερης τάξης καί 
δτι αύτές είναι συνεχείς σέ μιά περιοχή τοϋ σημείου χ’“ =
= (χ * , χ * , . ,χ*), τού n-διάστατου πραγματικού χώρου, στήν 
όποια άνήκει καί τό σημείο x = (xj ,Xj ). Ά ν  καλέσουμε
μέ ε τό σφάλμα στήν τιιιή τής έκφράσεως f υ.ετά τούς ύπολο-
γισμούς καί μέ ε.=χν-χ, ji =l(l)n τά σφάλματα τών άριθμών
πού δόθηκαν, τότε χρησιμοποιώντας καί τό θεώρημα τοϋ Tay­
lor μπορούμε νά πάρουμε διαδοχικά δτι '

η «ί «!ε = f(x,,χ2,...,χη) - f(Xj,χ2,...,χη) =
= -[f(x, ,χ2, ■ ·. ,χη> - f(Xj!,X*,. .. ,Χ*)] = .

= -(Xj-Xj) ••-<xn"xS) Ιίη(χΛ) '

[(χ “χ !Ϋ ——— (χ"+9(χ-χ'’)) + (χ2-χ',’)2 — r (χ +Θ(χ-χ*)) +
21 L > 1 dx2.

S Z f , .·. 1+ ...+ 2(x -X* )(x-x*) T -r—  (x"'+6(x-xsi) )Jn- j η-1 η n 3x dxn

©  ‘0 συμβολισμός l(i)n δίνει σέ συντομογραφία δλους τούς 
δρους τής άριθμητικής προόδου μέ πρώτο δρο 1 λόγο 1 καί 
τελευταίο δρο η.
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_ 3f . , Sf ι 3f , λ,ε - ε,-r—  (χ- ) + ε, (χ")+...+ ε (χ*·) -* 3Χι *“ dX^ ΤΙ οΧ1 *■ η
[e? —  (χ*-9ε*) +ε|.—  (χ* - Θε*) + ... + (1.3)η f * 9 fc η3Xj 3Xj

+ 2ε -a- - 2f.—  (χ* - θε*)]η-ι η 3χ 3χ J. η-ι η

δπου ε“ τό σημείο τοϋ η-διάστατου χώρου μέ συνιστώσες ε.
|i = 1(1 )η . Ά ν  τώρα στήν ίσότητα (1 .3 ) παραλείψουμε δλους 
τούς δρους της άγκύλης, λαβαίνουμε μία κατά προσέγγιση ι­
σότητα, πού εϋναι η παρακάτω

3f , 3f , 3f . λ.ε«ε, 3χ- (χ ) + ε2 (χ )+...+ ε -gj (χ ) =
. 1 2 ηη (1.4)
Τ / Λ\

• Α εί ^ · ( χ )mι=1 ί .
Την κατά προσέγγιση ίσότητα (1 .4 ) θά θεωρούμε σάν βασική 
γιά τήν εύρεση τοϋ σφάλματος κατά τόν ύπολογισμό της τι­
μής μιας έκφράσεως. Ά π ό  αύτην, εϋναι εύκολο νά βροϋμε
σχέσεις γιά τό σχετικό, καθώς έπίσης καί γιά τό άπόλυτο
καί άπόλυτο σχετικό σφάλμα. Έτσι διαιρώντας τά μέλη της
(1 .4 ) διά f(x-) βρίσκουμε

_ ε £χι f Χ2 fxn ί r
6 = f ~ ei + ε 2 f + + εη f = f . (1,5)f ι=1 ·*■

δπου γιά χάρη ευκολίας παραλείφαμε τήν άναφορά στό σημείο 
χ*, πού έξυπακούεται, καί χρησιμοποιήσαμε τούς συμβολισ-

3 f Iμούς fν = -κ—  i = l(i)n. Παίρνοντας τώρα άπόλυτες τιμές τώνi dxiμελών τών (1.4) καί (1.5), καί έφαρμόζοντας άπλές ίδιότη- 
τές τους, βρίσκουμε άντίστοιχα δτι

■ n  

I e I ^ ! e i I | f X l l +  U z ! | ί χ 2 | + · · · + Ι ε η Ι t f x n  1 ! e i | i J  ί·1 · 6 *

δπου ο<0<ί . Αντικαθιστώντας βρίσκουμε δτι



καί
f.

!f i f
n (1.7)

1 GJ- .
f :=i l1

Ol τύποι (1 ,4 )-(1.7). εϋναι αύτοί πού χρησιμοποιούνται στήν 
πράξη, γιά τήν κατά προσέγγιση εύρεση τών σφαλμάτων καί 
οχετινΓ ν· σ.?αλμά ia>v καθώς καί φραγμάτων γιά τά άπόλυτα καί 
άιτάλυτα σχετικά σφάλματα μι&ς συγκεκριμένης έκφράσεως. Σέ 
μιά καί μόνο περίπτωση οί κατά προσέγγιση ισότητες καί ά- 
νιοότητες, πού βρήκαμε, γίνονται άκριβεϊς. Αύτή ή περίπτω­
ση δίνεται στό παρακάτω Θεώρημα.

Θεώρημα 1

"Οταν ή συνάρτηση f Ef(xj ,x2 , ...,χ ) εϋναι γραμμική 
ώς πρός δλες τίς μεταβλητές της καί μέ συντελεστές άκρι- 
βεϊς, καί μόνο τότε, οι κατά προσέγγιση σχέσεις (1.4)-(1.7) 
εϋναι άκριβεϊς.

Άπόδε ι£η
Εϋναι φανερό δτι άρκεΐ νά άποδειχτει ή ισχύς τοϋ θε­

ωρήματος γιά τή σχέση (1.4), άφοΟ οί άλλες σχέσεις ·προέρ-
χονται κατευθείαν άπ'αύτήν. *Η σχέση (1.4) δμως, πού προ- 
ήρθε άπό τήν (1.3), εϋναι κατά προσέγγιση, γιατί στήν (1.3) 
παραλείψτηκε ή άγκύλη τοϋ δεύτερου μέλους. Πρέπει καί άρ­
κεΐ λοιπόν δλοι οί δροι τής άγκύλης νά εϋναι μηδέν. Αύτό 
εϋναι ισοδύναμο, μέ τό νά. είναι μηδέν δλες οί δεύτερες μερικές πα­
ραγωγοί, πού περιέχονται στήν άγκύλη. Τό τελευταίο δμως 
συμβαίνει, δπως εϋναι γνωστό, γιά τή γραμμική συνάρτηση

ci !i = l(l)n + l πρέπει νά εϋναι άκριβεϊς. Αύτό δέ γιατί άνκά· 
ποιος άπό τούς συντελεστές της ĉ. |i = l(l)n δέν εϋναι άκρι-

f = c, χ, +c·, χ-, + . . .+c χ +c καί μόνο, δπου οί συντελεστές Α * L ** n n ηtiη η η t}
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0ής, τότε αύτός θά παίζει τό ρόλο μεταβλητής, ό αντίστοι­
χος δρος θά εϋναι δεύτερου βαθμού, καί ή συνάρτηση ίδέν θά 
είναι πιά γραμμική ώς πρός χίς μεταβλητές της. Ά ν  ,6 συν­
τελεστής c δέν ήταν άκριβής, τότε-θά επαιζε τό ρόλο με-

Π+1
χαβλπτπς, καί ή συνάρτηση θά είχε π+1 μεταβλητές.

Πόρισμα .
Τό σψάλμα τοϋ άλγεβρικοΰ άθροίσματος π άριθμών είναι 

ϊσο μέ τό αντίστοιχο άλγεβρικό άθροισμα τών σφαλμάτων τών 
άριθμών αύτών, ένώ τό μέγιστο άπόλυτο σφάλμα τοΰ άλγεβρι- 
κοϋ άθροίσματος η άριθμών είναι ίσο μέ τό άθροισμα τών ά- 
πόλυτων σφαλμάτων τών άριθμών αύτών.

Άπό5ε ι£η
Τό άλγεβρικό άθροισμα η άριθμών έχει τή γενική μορφή

f = c,x. + c,x, + ...+C χ , ιι 2 2  n η
δπου οι συντελεστές |i = l(l)n είναι ίσοι μέ 1 ή μέ - 1

καί επομένως είναι σταθεροί καί άκριβεϊς. Έτσι έχει άμε­
ση έφαρμογή τό Θεώρημα, σέ δ, τι άφορα τήν άκρίβε ια των σχέ­
σεων (1.4) - (1.7). Επειδή δέ στή συγκεκριμένη περίπτωση έ­
χουμε f;'i = cj U  = Kl)n, ή σχέση (1.4) δίνει

e=c,e.+c,c, + ...+CC . (1.8)11 ί L n η
Αύτό άπσδείχνει τόν πρώτο ισχυρισμό τρΰ παρόντρς πορίσμα­
τος. Χρησιμοποιώντας τώρα τή σχέση (1.8), μέ τόν ίδιο τρό­
πο τΐόύ χρησιμοποιήθηκε ή σχέση (1.4) γιά νά προκύψει ή (1 . 6 ), 
είναι εύκολο νά άποδειχτει καί δ δεύτερος ισχυρισμός τσΰ 
πορίσματρς.

Τό προηγούμενο Θεώρημα 1 καί ιδιαίτερα τό άντίστοιχσ 
Πόρισμα, μάς δίνουν κατευθείαν άκριβεϊς καί άπλές έκφράσεις 
γιά τό σφάλμα καί τό μέγιστο άπόλυτο σφάλμα στήν περίπτω­
ση τοϋ άλγεβρικοΰ άθροίσματος η άριθμών. Απλές, άλλά κα-



τά προσέγγιση έκφράσεις, είναι δυνατό νά 0ρεθοΟν καί γιά 
τά άντίστοιχα σχετικά σφάλματα στήν περίπτωση τοΰ γινομέ­
νου π άοιθμων, καθώς έπίσης καί στήν περίπτωση τοΟ πηλί­
κου δΰα άριθμών. Γιά τό σκοπό αύτό άποδείχνουυε καταρχήν
τό παρακάτω γενικότερο Θεώρημα.

Θεώρημα 2

Με. τήν προϋπόθεση δτι ή έκφραση
k. k, k_ , .f Ξχ Λ , 2,,, χ n (1.9)ί 2 n

£xel έννοια, δπου |i=l(l)n άριθμοί διάφοροι άπό τό μη­
δέν καί ki ■ i = 1C1)η άκριβεϊς άριθμοί καί διάφοροι άπό τό
μηδέν , ισχύουν οΐ σχέσεις

6“ k161 +k262 + ... +kn6n (1.10)
καί

ffiUikJieJ + \*2\\(>2\ + ... + |kn l|en|, d.n)
δπου δ είναι τό σχετικό σφάλμα τής έκφράσεως f καί δ̂  Ji=
=1(1)γ. τά σχετικά σφάλματα τών άριθμών χ^ !i = l(l)n.

'ΑπόδειΕη
“Οπως είναι γνωστό, γιά τά σχετικά καί τά άπόλυτα 

σχετικά σφάλματα, ισχύουν ot σχέσεις (1.5) καί (1.7). Στήν 
παρούσα περίπτωση θά έχουμε καταρχήν <5τι

k, k, k.-l k_ ,fv = k.x, x, ... x. ... x li=l(l)ni i 2 ί n
καί επομένως

S  k, . .
— —  = —  !i = 1(1 )n . f X ·1

'Αντικαθιστώντας τους παραπάνω λόγους στή σχέση (Ι,ΰ) παίρ­
νουμε αμέσως δτι



, ki k2 knό*ιε, — + ε,—  +...+ e —  .ί χ, x2 nxn
* C 1 IΗ έπειδή s. = ~  ii = i(i)n λαβαίνουμε

1 xi .
5 » h .6, t k J ,  t ... t k  δ ,1 1 2 2  η n’

δηλαδή τή σχέση (1.10). Παίρνοντας άπόλυτες τιμές στήν (1.10)
καί έφαρμόζοντας άπλές ιδιότητες τους βρίσκουμε αμέσως τήν
( 1 .11).

Πόρισμα 1

Τό σχετικό σφάλμα τοϋ γινομένου η άοιθμων είναι κατά 
προσέγγιση ίσο μέ τό άθροισμα τών σχετικών σφαλμάτων τών 
άριθμών αύτών, ένώ τό μέγιστο άπόλυτο σχετικό σφάλμα τοΰ 
γινομένου η άριθμών εϋναι κατά προσέγγιση Εσο μέτό άθροι­
σμα τώνάπόλυτων σχετικών σφαλμάτων τών ίδιων άριθμών.

*Απόδε ι£η
* Η έκφραση f έχει τή μορφή

f E x i χ2 ■·· V
έπομένως άποτελεϊ μιά μερική περίπτωση της έκφράσεως (1.9), 
δπου ki = 1 |i = i(l)n. Συνεπώς τά συμπεράσματα (1 .10) καί 
(1.11) τοϋ Θεωρήματος γιά τή συγκεκριμένη περίπτωση γίνον­
ται άντίστοιχα

δ»δ. + 6. + ... +6 (1.12)1 i η
καί

Μ  4 |fij! + |εΖ| +... + |«n i, (ΐ.ΐ3)
πού άποδείχνουν τούς ισχυρισμούς τοΟ παρόντος πορίσματος.

Πόρισμα 2
Τό σχετικό σφάλμα τοΰ πηλίκου δύο άριθμών είναι κατά



προσέγγιση Coo μέ τή διαφορά τοϋ σχετικοϋ σφάλματος του 
παρονομαστή άπό τό σχετικό σφάλμα τοϋ άριθμητή, ένώ τό μέ­
γιστο άπόλυτο σχετικό σφάλμα τοϋ πηλίκου δύο άριθμών εί­
ναι κατά προσέγγιση ίσο μέ τό άθροισμα τών άπ'λυτών σχε­
τικών σφαλμάτων τών άριθμών αύτών.

* ̂ΤΤ.όδΓ. I,
-τινν παρούσα περίπτωση έχουμε δτι

t =
*2

άκόμη δτι
- 1 /  ̂f = Xj χ2 . (1.14)

‘Η έκφραση δμως_(1.14) είναι μία μερική περίπτωση τής έ κ ­
φράσεως (1.9), δπου η = 2 , k χ = 1 καί k2 =-l. Συνεπώς οί σ χ έ ­
σεις (1.10) καί (1.11) γίνονται άντίστοιχα

6 μ 6j - δ2 ·
καί

!*Ι 4  ί\Ι + |δ2 !

πού άποδείχνουν τά ζητούμενα.
* Η μέχρι τώοα θεωρία, πού άναπτύχτηκε στήν παράγρα - 

Φο αύτή, ίσχύει βέβαια μόνο σάν θεωρία καί δχι στήν πράξη. 
Αύτό δέ γιατί, κατά τή διάρκεια τών ύπολογισμών στήν πράξη 
οποιοδήποτε μέσο καί άν χρησιμοποιούμε γι'αύτούς, είμαστε 
άναγκασμένοι νά έργαζόμαστε πάντοτε μέ δνα περιορισμένο 
καί προκαθορισμένο πλήθος δ. ή σ.ψ.. Αύτό έχει σάν άμεση 
συνέπεια τήν άπαραίτητη στρογγύλευση τών ένδιάμεσων άποτε- 
λεσμάτων, πού προκύπτουν, στό άντίστοιχο πλήθος τών δ. ή 
σ.ψ., πού έργαζόμαστε. Τό τελευταίο έχει σάν άποτέλεσμα 
τήν εισαγωγή νέων σφαλμάτων (στρογγυλεύσεως) κατά τή διάρ­
κεια τών υπολογισμών. Τά άναπόφευκτα αύτά σφάλματα, έκτός
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άπό τό γεγονός δτι. μεταδίδονται., καί έπομένως αλλοιώνουν 
τά άποτελέσματα πού παίρνουμε, επηρεάζουν άκόμη καί τή 
σειρά τών πράξεων. Αύτό έχει σάν μία δεύτερη συνέπεια νά 
μήν ισχύουν πιά οί νόμοι τής Άριθμητικής άκόμη καί οί πιό 
άπλοι άπ'αύτούς, δπως είναι π.χ. ό προσεταίριστικός. Γι' 
αύτό χρειάζεται μεγάλη προσοχή, δταν έκτελοΰμε πράξεις 
καί κυρίως μέ μέσο, δπου είναι δύσκολο, νά έλέγχουμε τά 

' ύνδιάμεσα αποτελέσματα, δπως είναιόΗ.Υ. Γιά τήν καλύτερη 
κατανόηση αύτών, πού μόλις λέχτηκαν, άναφερόμαστε παρακάτω 
σέ μιά συγκεκριμένη περίπτωση. ~

'Ας υποθέσουμε δτι διαθέτουμε ένα δεκαδ.κό ψηφιακό 
Η.Υ.,πού μπορεί νά άπσμνηρονεύσει σέ μιά θέση της μνήμης 
του άριθμούς μέ έξη τό πολύ σ.ψ. καί δτι ζητούμε νά βρού­
με, μέ τή χρησιμοποίηση αύτοΟ, τό άθροισμα

S = 0.000001 t 0.000001 +...+0.000001,
πού άποχελεϊται άπό δύο Εκατομμύρια δοους ίσους μέ 0.000001. 
Είναι φανερό δτι S = 2. "Αν δμως χρησιμοποιήσουμε τόν Η.Υ», 
πού διαθέτουμε, καί τόν προσεταιριστικό νόμο τής Άριθμη­
τικής γιά τήν εύρεση τοΰ άθροίσματος, δηλαδή στόν πρώτο 
δρο προσθέτουμε τόν δεύτερο, στό άθροισμα αύτών τόν τρίτο 
κ.ο.κ., τότε ό Η.Υ. θά δώσει σάν άθροισμα s τόν άριθμό 1 
καί δχι τόν 2. Αύτό έξηγεΐται άν άναφερθοΰμε στήν παράστα­
ση (1 .2), πού χρησιμοποιεί ό συγκεκριμένος Η.Υ. γιά τήν ά- 

πομνημόνευση τών άριθμών, δπου ό άριθμός 0.000001 θά άπομνη- 
μονεύεται σάν ο.ΐχίο 5. Άν γιά τήν εύρεση τοΰ άθροίσματος S 
χρησιμοποιηθεί ό τρόπος, πού άναφέραμε προηγουμένως, τότε 
δλα θά πηγαίνουν κανονικά μέχρι, καί τήν πρόσθεση τοϋ έκα- 
τομμυριοστοΰ δρου, όπότε τό μέχρι τότε μερικό άθροισμα θά 
είναι ίσο μέ ο.ίχιο1 = 1. Αύτό δέ γιατί δλα τά ένδιάμεσα με­
ρικά άθροΐσματα θά έχουν μέχρις έξη τό πολύ σ.ψ. καί έπο- 
μένως θά μποροΰν νά άπομνημονευτοΰν άκριβώς άπό τόν χρησι - 
μοποιούμενο Η.Υ.. Μέ τήν πρόσθεση δμως τοΰ έκατομμυριοστοΰ



πρώτου δρου στό μερικό άθροισμα, πού ήδη βρέθηκε, Εχουμε 
νά παρατηρήσουμε δτι τό σωστό μερικό άθροισμα είναι βέ­
βαια τό ο.ΐοοοοοίχίο1, πού έχει δίχως έπτά σ.ψ. .Έξαιτίας δ­
μως της συγκεκριμένης δυνατότητας τοΰ Η.Υ., τΛ παραπάνω 
μερικό άθροισμα θά στρογγυλευτεί καί θάάπομνημονευτεΐ σάν 
ο. 100000*10*. Δηλαδή ή πρόσθεση τοΰ έκατομμυριοστοΰ πρώτου 
5pc-■ θά άφήσε ι τό μερικό άθροισμα τών 1000000 πρώτων δρων 
άναλλοίωιο καί ίσο μέ 1. Φυσικά τό ίδιο θά συμβαίνει καί 
σιή συνέχεια μέχρι καί τήν πρόσθεση τοΟ τελευταίου δρου. 
Έτσι σάν τελικό άθροισμα θά βρεθεϋ τό 1 άντί τοΰ σωστοΰ 
2. Θά μπορούσαμε βέβαια νά βροΟμε τό σωστό άθροισμα 2 μέ 
πολλούς τρόπους. "Ενας άπό αύτούς είναι νά προσθέσουμε 
χωριστά τούς ένα έκατομμύριο πρώτους δρους καί χωριστά 
τούς £να έκατομμύριο τελευταίους δρους· Τά δύο σωστά τώρα 
μερικά άθροίσματα ο.ΐχίο1 άν προστεθοΰν θά δώσουν καί τό 
σωστό άθροισμα S = 0.2xl01 =2.

1.3. ‘Υ π ο λ ο γ ι σ μ ό ς  τ ή ς  τ ι μ ή ς  π ο λ υ ω ν ύ ­
μ ο υ ,  μ έ  π ρ α γ μ α τ ι κ ο ύ ς  σ υ ν τ ε λ ε ­
σ τ έ ς ,  κ α ί  τ ώ ν  π α ρ α γ ώ γ ω ν  τ ο υ  σ έ  
γ ν ω σ τ ό  σ η μ ε ί ο

3.3.1. ‘Υ π ο λ ο γ ι σ μ ό ς  τ ή ς  τ ι μ ή ς  π ο λ υ ω ν ύ ­
μ ο υ  γ ι ά  μ ι ά  π ρ α γ μ α τ ι κ ή  τ ι μ ή  τ ή ς  
μ ε τ α β λ η τ ή ς  τ ο υ

"Ας υποθέσουμε δτι δίνεται τό πολυώνυμο
ρ(>:) = α.χ11 + α,χΠ 2+...+α χ2+α χ+α (1.15)r ° ί ί η-2 η-ι η

βαθμού η (α„ * 0) μέ πραγματικούς συντελεστές καί δτι ζη -ν .
τοΰμε νά βροΰμε τήν τιμή του, σέ κάποιο γνωστό πραγματικό 
σημείο χ . Ό  συνηθέστερος τρόπος πού, νομίζουμε δτι, άπαι- 
τεϊ τίς λιγότερες πρά£ε·ς, γιά τήν εύρεση τής τιμής p(xa)f 
είναι δ άκόλουθος. Σχηματίζουμε καί φυλάσσουμε τίς διαδο­
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χικές δυνάμεις τοϋ χ0 πολλαπλασιάζοντας τό χ0 έπί χ0 γιά 
τήν εύρεση τοϋ ■/} , τό χ2 έπί χ γιά την εύρεση τοΰ χ’ κ.9 .0 ο ο
ο.κ.. 'Απαιτούνται έτσι n-Ι συνολικά πολλαπλασιασμοί .ΓτιΊ

■ kσυνέχεια πολλαπλασιάζουμε τις ουνάμεις τοϋ χ„ ,χ# Jk=l(i)n,
έπί τούς Αντίστοιχους συντελεστές α , |k=l(l)n βρίσκοντας

)c Κδτσι τούς δρους α _^χ0 |'κ=1(1)η καί κάνοντας συνολικά άλ­
λους η πολλαπλασιασμούς. Γιά τήν εύρεση τώρα τοϋ ρ(χ,) =
= απ + “η-ι* 0 + ' ‘' * αιχΠ 1+αο:<η άρκεΐ στόν νά προσθέσουμε 
στή σειρά τούς δρους πού βρήκαμε. "Ετσι κάνουμε η Αλγεβρι­
κές προσθέσεις (ή προσθαφαιρέσεις). Βρίσκουμε δηλαδή τήν 
τιμή ρ(χ0) κάνοντας συνολικά 2n- 1 πολλαπλασιασμούς καί η 
προσθαφαιρέσεις.

Έν α ς  άλλος δμως τρόπος, πού άπαιτεΓ άκόμη μικρότερο 
πλήθος πράξεων, είναι αύτός,πού θά περιγράφουμε στή συνέ­
χεια. Ξεκινούμε άπό τήν ταυτότητα τής διαιρέσεως του πο­
λυωνύμου ρ(:0 διά τοϋ διωνύ'^υ χ-χ0. Έχουμε

p(x) = (x-x0)q(x)+Γ (1.16)
δπου r σταθερά. Θέτοντας στήν παραπάνω ταυτότητα χ = χ0,βρί­
σκουμε δτι r = p(x„). Δηλαδή ή τιμή, πού ζητοϋμε νά βροΰμε
(ρ(χ0)) δέν είναι παρά τό ύπόλοιπο τής διαιρέσεως τοϋ ρ(χ)
διά χ-χ,. Εκμεταλλευόμαστε τό γεγονός αύτό θεωρώντας ύτι 
ή μορφή τοϋ πηλίκου q(x) είναι ή

q(x) = β,,χ11-1 + β,χη_2 + ... + β χ+β , (1.17)0 1 Π - 2 Π “ 1
όπότε άντικαθιστώντας τίς έκφράσεις (1.15) καί (1.17) στήν 
(1.16), έκτελώντας δλες τίς πράξεις στό δεύτερο μέλος καί 
τέλος έζισώνοντας τούς συντελεστές των ίδιων δυνάμεων τοϋ 
χ στά δύο μέλη, βρίσκουμε τελικά δτι

β — ct.0 ο

β1 = “i +*0*0



$2 = α2 + β.χ0

(1.18)

Οί παραπάνω σχέσεις (1.18) μπορούν νά γραφτοΟν συνοπτικά

δπου θέσαμε β =0 καί β =ρ(χ„). "Οπως (ραίνεται άπό τίς (1.19) -ί η u
ή άπό τίς (1.19), ή τιμή ρ(χ0) βρίσκεται, άφοϋ βρεθοΟν δια­
δοχικά οί συντελεστές 8Χ ,β2,.. · ,β άπό τίς ένδιάμεσες ι­
σότητες. 'Επειδή γιά τόν υπολογισμό καθενός άπό τούς συν­
τελεστές β. |i = 1(1 )n-l καθώς καί τοΰ συντελεοτή βη =ρ(χ0) 
άπαιτοΰνται £νας πολλαπλασιασμός καί μία προσθαφαίρεση έ­
χουμε δτι τό συνολικό πλήθος τών πράξεων, πού χρειάζονται 
είναι η πολλαπλασιασμοί καί η προσθαφαιρέσεις. Ευγκρίνον- 
εας τόν τρόπο, πού μόλις περιγράψαμε, μέ τόν τρόπο, πού 
περιγράψαμε στήν άρχή τής παραγράφου βλέπουμε δτι, ένώ έ­
χουμε καί στίς δύο μεθόδους τόν C6 io άριθμό προσθαφαιρέ - 
σεων, στή δεύτερη περίπτωση έχουμε n-l, γιά π>ΐ, λιγότε- 
ρους πολλαπλασιασμούς. Συνεπώς ή δεύτερη μέθοδος άπαιτεΓ 
λιγότερες πράξεις καί γι'αύτό θά πρέπει νά τήν προτιμοΰμε.

Γιά τόν άπλούστερο υπολογισμό τών συντελεστών β0,β1ν.. 
καί άπ' αύτούς τοΰ β =ρ(χ0) άκολουθεϊται συνήθως ή έπόμενη 
διαγραμματική διάταξη, τής όποιας ή κατασκευή καί ή χρησι­
μότητα είναι φανερές

καί ώς έ^ής
6. = α. + β. Χλ i = 0(l)n ί ί i-ι 0 1 (1.19)

αn

! βο βι Ρ en = p ( V ·



‘Η μέθοδος πού έκτέθηκε εϋναι. γνωστή σάν μέθοδος ή 
άλγόριθμος ή σχήμα τοϋ Horner. Ή  ίδια μέθοδος είναι, γνω­
στή κα.ί σάν μέθοδος τής συνθετικής διαιρέσεως.

Παρατήρηση:
* Η μέθοδος τοϋ Horner έκτός άπό τό ΰτι δίνει τήν τι­

μή ρ(χ0) μέ τίς λιγότερες πράξεις έχει τό πλεονέκτημα ά­
κόμη νά δίν^ι τούς συντελεστές [i = o(l)n-l τοϋ πολυωνύ­
μου q(x) (τοϋ πηλίκου τής διαιρέσεως τοϋ ρ(χ) διά χ - χ0 ) , 
δπως (ραίνεται άπό τίς (1.16) καί (1.17). Τό πλεονέκτημα ά- 
κριβώς αύτά έκμεταλλευόμαστε γιά τήν εύρεση τών τιιιων τών 
παραγώγων τοϋ ρ(χ) στό πραγματικό σημείο χ0, δπως θά δοϋ- 
με στήν έπύμενη παράγραφο.

1.3.2. Υ π ο λ ο γ ι σ μ ό ς  τ ώ ν  τ ι μ ώ ν  τ ώ ν  π α~ 
ρ α γ ώ γ ω ν  π ο λ υ ω ν ύ μ ο υ  γ ι ά  μ ι ά  
π ρ α γ μ α τ ι κ ή  τ ι μ ή  τ ή ς  μ ε τ α β λ η ­
τ ή ς  τ ο υ

Γιά τήν εύρεση τών τιμών τών παραγώγων τοϋ πολυωνύ - 
μου ρ(χ), δπως δίνεται στήν (1.15), ξεκινοϋμε καταρχήν άπό 
τό Θεώρημα τοϋ Taylor καί άναπτύσσουμε τό πολυώνυμο αύτό 
γύρω άπό τό σημείο χ„. Θά έχουμε

ρ(χ)Ξρ(χ0)+(̂ ± - )ρ'(χ p-(x>)+...t^ V » ) ( Xi). (1.20)
1 !  2 !  η !

'Εφαρμόζοντας τώρα τήν ταυτότητα τής διαιρέσεως τοϋ ρ(χ) 
διά χ-χ0 κί 
λαβαίνουμε
διά x-xQ καί στή συνέχεια τών διαδοχικών πηλίκων διά χ-χ0

ρ(χ) = (χ - x0)qj(x)+γ0 

qx(x) = (χ - xQ)q2(x) +rt
q 2 ( x )  s  ( χ  -  x 0 ) q 3 ( x ) + r 2



(1.21)
qn (x)= (x-x0)qn(x)+rn_ 1

% (x) Ξ (x - x ). 0 +r

Από τίς παραπάνω σχέσεις καί μέ διαδοχικές άντικαταστά -
σεί,._ παίρνουμε τελικά

,ηρ.(χ)ΞΓ (χ - χ 0)“ + γ 'χ - χ )η-1 + . . .+ Γ (χ-χ„) + Γ (1.22)η' “' η-ι ο ι
Εξισώνοντας τούς συντελεστές των Γδιων δυνάμεων τοϋ χ-χ
στά δύο άναπτύγματα (1.20) καί (1.22) λαβαίνουμε

D(k)(x )r -------ο_ lk = 0(l)n
* ki '

ή άκόμη

ο

P(k)(x0) ski rk !k = 0(l)n. (1.23)

'Από τίς σχέσεις (1.23) καί άπό τό γεγονός ότι,, δπως φαί­
νεται άπό τίς (1 .21), τά χν |k-0(l)n είναι τά ύπόλοιπα τώνLk 1 

\διαιρέσεων τών πολοο^νύμων qv(x) |k = 0( 1 )n (qo(x)=p(x)) διά
χ-χ0 δηλαΛή οϊ τιμές qk(x0) | k = 0(l)n, συμπεραίνουμε δτι, μέ 
έπανειλημμένες έφαρμογές τοΟ σχήματος τοϋ Horner elvat δυ­
νατό νά βροΟμε τήν τιμή όποιασδήποτε παραγώγου τοδ πολυ­
ωνύμου ρ(κ) στό σημείο χ0. Π.χ. ή διαγραμματική διάταξη γιά 
τήν περίπτωση τής ρ"(χ0) θά είναι ή άκόλουθη

“ ο β 1 ... a
η -2 J V i aη

χ ο 6οχ ο ... βη-3>:<> |βη-2Χ » ν « χ ·

6ο ... !e
ι 11-1

χ ο ... V s X °
I
ι η -2 °

ϊρ Yj · · · Ύη-ζ ·
“Γ”" ' 1
!ύ  = γ; n-j 1

Χο δ 0*0 • ·.· δ X- 
η-3 0 I.1

δ π 6 1 . . . δ .< = Γ 2 'η-2
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ότιότε άπό τήν άντίστοιχη σχέση (1.23) (p"(xQ) = 2'.γ 2) βρίσκου­
με τήν τιμή ρ"(χ0)·

Παρατήρησεig:
i). "Αν μ5ς ένδιαφέρε ι αποκλειστικά καί μόνο Λ τιμή μιας 

συγκεκριμένης παραγώγου τάξης έστω k̂ >l, καί δχι συγχρόνως 
καί ή τιμή τοϋ πολυωνύμου καί τών προηγούμενων παραγώγων 
ρ ^ ^ ( χ 0) 11-1( l)k-l, τότε είναι δυνατό νά έλαττώσουμε ά- 
κόμη τό πλήθος τών άπαιτούμενων πράξεων παραλείποντας άπό 
τή διαγραμματική όιάταςη τούς τελευταίους k συντελεστές 
του άρχικοϋ πολυωνύμου καί έπομένως δσους άλλους προκύ­
πτουν μέ πράξεις άπ* αυτούς. Π.χ. στήν περίπτωση της προ­
ηγούμενης διαγραμματικής διατάξεως εΕναι δυνατό νά παρα­
λε ιφτεϊ υπάρχει δεξιά τής κατακόρυφης διακεκομμένης
γραμμής, χωρίς αύτό νά έχει συνέπειες στήν εύρεση τοΟ r2. 
Αντίστοιχα έργαζόμαστε δτ-vy μάς ένδιαφέρουν οί τιμές ό- 
ρισμένων μόνον παραγώγων καί όχι ή τιμή ρ(χ„).

ii) ‘Η έργασία, πού άκολουθεΐται γιά τήν εύρεση δλων 
τών τιμών p^k\ x 0) |k = 0(l)n, μας δίνει πρώτα τις τιμές | 
k=0(l)n, πού δέν άποτελοΟν παρά, δπως εϋναι φανερό άπό τήν 
(1,22), τούς συντελεστές τοΟ άναπτύγματος τοΟ πολυωνύμου 
ρ(χ) κατά τις άυιοϋσες δυνάμεις τοϋ διωνύμου χ-χ0.

1.3.3. ' Υ π ο λ ο γ ι σ μ ό ς  τ η ς  τ ι μ ή ς  π ο λ υ ω ν ύ ­
μ ο υ  γ ι ά  μ ι ά  μ ι γ ά δ ι κ ή  τ ι μ ή  τ ή ς  
μ ε τ α β λ η τ ή ς  τ ο υ

"Ας υποθέσουμε δτι δίνεται τό πολυώνυμο ρ(χ), δπως 
στήν (1.15), καί δτι ζητοϋμε νά βρούμε τήν τιμή ρ(α + 6ί),δ- 
πού α, β πραγματικοί άριθμοί καί i = /^I. Γιά τήν εύρεση τής 
ζητούμενης τιμής εϋναι δυνατό νά χρησιμοποιήσουμε πολλές 
μεθόδους. Οικονομικότερη σέ πλήθος πράξεων εΕναι μία μέθο­
δος, πού άποτελεΐ γενίκευση τής μεθόδου τοΟ Horner, τήν ό­
ποια περιγράφουμε στή συνέχεισ.



Καταρχήν σχηματίζουμε τό δευτεροβάθμιο τριώνυμο, μέ 
ρίζες τούς άριθμούς α±βϊ

[χ - (a+Bi)j [χ - (a-Si)3 = χ2 - rx - s, (1 .2Η)
δπου τέθηκε

r = 2α . s = -(a2+62) . (1.25)
Ά ν  τώρα καλέσουμε μέ c(x) καί Rx+S, τό πηλίκο καί τό ύπό- 
λοιπο της διαιρέσεως τοϋ πολυωνύμου ρ(χ), πού 6χει πραγμα­
τικούς συντελεστές, διά τοϋ τριωνύμου x2-rx-s, πού έχει έ- 
πίσης πραγματικούς συντελεστές, ή άντίστοιχη ταυτότητα τής 
διαιρέσεως θά εϋναι

ρ(χ) = (x2-rx-s)q(x) + Rx+S, (1.25)
δπου τόσο οί. συντελεστές 0  ̂ |i = 0(l)n-2 τοΟ πηλίκου q(x) μέ

q(x) = Pexn“*rB1xn"S+eaJ‘n‘% + ---+en_fc>‘ *+en. , x+en. 2 (1*27)
όσο καί οΐ συντελεστές R καί S τοϋ ύπολο' ου θά είναι πραγ­
ματικοί άριθμοί. Θέτοντας χ = α+βϊ στήν ταυτότητα (1.26),καί 
έχοντας ύπόψη τήν (1.2*+), παίρνουμε δτι

p(u+Bi) = Ra + S + RBi. (1.28)
'Επομένως ή τιμή ρ(α+βϊ) μπορεί νά βρεθεί άμέσως άρκεϊ νά 
είναι γνωστοί οί άριθμοί R καί S. Γιά τήν ε&ρεση τών άριθ­
μών αύτών έργαζόμαστε μέ τόν ίδιο τρόπο, δπως καί στήν πε­
ρίπτωση τής εύρέσεως τής τιμής pCx0). Δηλαδή άντικαθιστοϋμε 
τίς έκψοάσεις (1..15) καί (1.27) στήν (1.26), έκτελοϋμε δλες τίς 
πράξεις στό δεύτερο μέλος, έξισώνουμε τούς συντελεστές τών 
ίδιων δυνάμεων τοΟ χ στά δύο μέλη, όπότε βρίσκουμε τελικά

So ~
= α 2 + r£J0

β2 =α2 +rBt+εβ0

' (1.29)
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β „ - α Λ + r6 + sSη-2 η-2 η-■3 η-*+
R = α + Γβ + Ξβη - 1 ri-• 2 η-3
S = α 4-sBη η-•2

Οί παραπάνω σχέσεις (1.29) μποροϋν νά γραφτούν συνοπτικά 
ώε έξης

■ i = 0 (1) ηβ. = 3. + Γβ. + sS.1 1 1-1 1-2 (1.30)

άρκεΐ νά θέσουμε S =8 =0, Β =R καί g =rR + S. Εϋναι <ρα--2 ~ι n-ι η
νερό δτι άπό τίς σχέσεις (1.29), ή τίς ίσόδυναμές τους
(1.30), μποροϋν νά βρεθοϋν οΐ άριθμοί R καί S άρκεΐ προ­
ηγουμένως νά βρεθούν στή σειρά οί συντελεστές Θι, Βζ, ..., 
3η_ζ τοΟ πηλίκου q(x). ‘Η εύρεση τών συντελεστών αύτών κα­
θώς καί τών 6 καί β̂  γίνεται εύκολότερα μέ τήν παρακά­
τω διαγραμματική διάταξη τ(“>ν συντελεστών καί τών πράξεων, 
άπό τίς όποιες προκύπτουν αύτοί.

αο α ι «2 α3 ... αη - 2
αη-ι αη

Γ Γβ0 T0j Γβ2 . . . Γβη-3 Γβη - 2
Γβη-ι

S s0o s0 j . . . S0n - δβη-3 sSn-2
βο 6! β2 β3 ... βη- 2 βη-! βη

εύρεση τών συντελεστών 0(1)η, έπανερχς
στήν έκφραση (1.28) καί άντικαθιστοϋμε τίς τιμές τών R,S
καί ί? μέ τίς 0 . 3 -γ 0 καί 2α άντίστοιχα, όπότε τελικάη - ί ’ π π-ί
παίρνουμε δτι

ρ(α+0ΐ) =(β - αβ )+80 ί. (1.31)Γ η η-ι η-ι

1-3.4. ‘Υ π ο λ ο γ ι σ μ ό ς  τ ή ς  τ ι μ ή ς  τ ή ς  π ρ ώ ­
τ η ς  π α ρ α γ ώ γ ο υ  π ο λ υ ω ν ύ μ ο υ  γ ι ά



μ ι ά  μ ι γ α δ ι κ ή  τ ι μ ή  τ ή ς  μ ε τ α β λ η -  
, τ ή ς  τ ο υ
Γι'* τήν εύρεση τής τιμής ρ'(χ) στό σημείο α + βΐ ξεκι­

νούμε άπό τήν (1.26), δπου οί συντελεστές r καί 3 δίνονται 
ότιύ τις (ΐ.,?5) καί οι R καί S άπό τις έκφράσεις, πού βρή­
καμε στήν προηγούμενη παράγραφο, καί παραγωγίζουμε τά δύο
μέλη αύτής. "Ετσι παίρνουμε

ρ ’(χ) Ξ (2x-r)q(x) + (x2-rx-s)q '(χ)+ R
καί έπομένως

ρ'(α+βΐ) '= 28iq(a+Bi)+R . (1.32)
Άρκεΐ συνεπώς νά βροΰμε τήν τιμή q(a+Bi). Μέ αύτόν τόν
τρόπο τό πρόβλημά μας βασικά άνάγεται στό πρόβλημα τής
προηγούμενης παραγράφου, στήν εύρεση δηλαδή τής τιμής του
πολυωνύμου q(x), γιά μιά μιγαδική τιμή τής μεταβλητής του
(α+βΐ). Ή  τιμή αύτή θά ρρίσκεται άπό μιά σχέση τής μορφής
(1.31), δπου δμως στή θέση τών β . καί β θά ύπάρχουν συν-η-1 η
τελεστΐς :Υη-ί ytx̂‘ γη-2' ^ °® τ^ ^ ^ ώ ν υ μ ο  q(x) είναι η - 2  
βαθμοϋ. 01 νέοι συντελεστές γ. |i = 0(l)n-2 θά δχουν προκύ- 
ψει άπό τούς συντελεστές β. Ji= 0(ι)η-2 μέ τόν ϋδιο τρόπο, 
πού οί β̂  | i = 0( 1)η βρέθηκαν άπό τούς ou |i = l(l)n. Συγκεκριμέ­
να άπό σχέσεις τής μορφής (1.30), πού γιά τήν προκείμενη 
περίπτωση £>ά εΕναι οί άκόλουθες

γ. = β. +τγ. τεν. |i = 0(l)n-2'l i l-J 'ΐ-2 1
μέ γ =γ j = 0. Μετά τήν εύρεσή τών συντελεστών γ.. |i=l(l)n-2 
θά μπορούμε, άνάλογα πρός τήν (1.31), νά βροΰμε τήν τιμή 
ς(α+βΐ) άπό τή σχέση

ςία+βΐ) = .

όπότε άντικαθιστώντας τήν τιμή αυτή στήν (1.32) βρίσκουμε 
τελικά δτι



ρ '(α+Bi) = (6 -2γ β2)+2(γ -αγ )βΐη-ι η-3 η-2 η-3
Παρατήρηση·
Γιά τήν εύρεση τών τιμών παραγώγων άνώτερης τάξης, 

έστω κ^2 , στό σημείο α+βΐ, ■ Ανάγουμε συνήθως τό δλο πρό­
βλημα, στό πρόβλημα της παρούσας παραγράφου, άφοΰ πρώ­
τα βροΟμε Αναλυτικά τήν παραγωγό τάξης k-i τοΟ πολυωνύ­
μου, πού δόθηκε. '

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

1. ‘Υποτίθεται πώς, έκτός άπό τό σωάλμα άποκοπής, 
δέν είσχωρεΐ άλλου είδους σφάλμα στόν ύπολογισμό τοΟ 
log(l+x), δταν χρησιμοποιεΓται τό άνάπτυγμα τοΟ Tay­
lor γύρω άπό τό σημεΕο 0 , πού είναι

5 r-OK+1 kiogd+x ) =■ £ — =------ x .
k=l k

Ποιό είναι τδ έλάχιρτο πλήθος δρων, πού πρέπει νά χρη­
σιμοποιηθεί, ώστε νά βρίσκεται δ log(l+x) γιά κάθε χθ 
(0,1) μέ Ακρίβεια τεσσάρων δ.φ., δταν τό ύπόψη σφάλμα 
Αποκοπής δίνεται άπό τήν €κ<ρραση

, ..η η+ι
Ε = — ---- I 0 < Θ < 1 ·
η (η+1)(1+θ)

(* Η £κψραση "μέ άκρίβεια τεσσάρων δ.φ." σημαίνει 1ε |<η “
£0.5 x 10_lf). (Άπ. 19.999 ).

2. Νά άποδειχτεϋ δτι άν δνας πραγματικός άοιθμός 
στρογγυλευτεΓ πρώτα σέ k δ.φ. καί στή συνέχεια 6 ήδη 
στρογγυλεμένος άοιθμός στρογγυλευτεϋ σέ I δ.φ. (Jl<k), 
τότε τό μέγιστο δυνατό Απόλυτο σφάλμα είναι 
o.Sx(lo“k + lo"A).



3. “Ενας πραγματικός άριθμός τοϋ δυαδικού συστήματος 
άριθμήσεως μέ k σ.ψ. πρίν καί I σ.φ. μετά τήν ΰποδια- 
στολή άπομνημονεύεται άπό ένα δυαδικό φηφίακό Η.Υ. μέ 
δυνατότητα άπομνημονεύσεως σέ μία θέση τή<~ μνήμης του 
άριθμοϋ μέ m σ.ιίι. (m<k + i.) , δλα μετά τήν ύποδιαστολή.Νά 
βρεθεί τό μέγιστο δυνατό άπόλυτο σ(ράλμα κατά τήν ύπόφη 
Απομνημόνευσή. (Άπ, 2 m !) .

4. Δίνονται οί άριθμοί χ ^ Ι .Ο Ο ,  χ 2*2 .0 0  καί χ 3* 3 . 0 0

στρογγυλεμένοι σέ δύο δ.φ. ό καθένας. Νά βρεθούν μέ προ­
σέγγιση τριών δ.φ. τό μέγιστο άπόλυτο καί τό μέγιστο ά ­
πόλυτο σχετι κό σφάλμα τής έκφράσεως Xj +XjXjt χ1χ2χ3· (*Α π · 
0.075,  0 .008) .

5 . Δίνονται οί άριθμοί κ, = 1 .0 ,  χ 2 = 2 . 0 ,  χ 3 = 3 . 0 ,  x ^ sU .O
στρογγυλεμένοι σέ £να δ.φ. δ καθένας. Άφοΰ βρεθούν κα­
τά προσέγγιση τά μέγιστα άπόλυτα σχετικά σφάλματα τών 
έκφράσεων yj=xj+2x2 καί y2 = 3X3+ ^  νά βρεθεί στή συνέχεια 
κατά προσέγγιση τό μέγιστο άπόλυτο σχετικό σφάλμα τής 
έκφράσεως y = y* /y* · (Άπ. 0 .03 ,  0.01U, 0.1U6) .

6 . Στίς τέσσερις θέσεις μνήμης a,b,c,d, ένός δεκαδι-
κοΟ ψηφιακού Η.Υ., μέ δυνατότητα άπομνημονεύσεως πραγ­
ματικών άριθμών μέ έπτά σ.φ. εΕναι άπομνημονεμένοι ot 
άριθμοί 1 , 3 , Η, 10 άντίστοιχα. Νά βρεθεί τό άποτέλεσμα, 
πού θά δώσει δ Η.Υ. , δταν έκτελέσει τίς πράξεις a/b +
+ c / b  + d / b .  (Άπ. 0 Λ999999Χ101) ·

7. Μέ διαδοχικές έφαρμογές τοΟ σχήματος τού Horner
καί μόνο νά βρεθοϋν οί. ακόλουθες τιμές τού πολυωνύμου 
ρ ( χ )  £ 3χ5 -  2χ3 + 2χ - 1 καθώς καί τών άντίστοιχων παραγώ-- 
γων του ρ ( - 2 ) ,  ρ ' ( - 1 ) ,  ρ " ( 0 ) ,  ρ " ' ( 1 ) ,  ρ ^ ( 2 ) ,  ρ ^ ( 3 ) .  (Άπ. 
- 85 ,  11, 0,  168, 720,  360).·



8 . Μέ τήν' έφαρμσγή τοΟ σχήματος τοΟ Horner καί μόνο
vd βρεθοΟν οι παράμετροι a,b,c,d καί e ώστε νά μπορεί 
νά τεθεί τό πολυώνυμο ρ(κ) =χ'*+3χ3+χζ+2χ+1 μέ τή μορ<ρη 
ρ(χ) = a + b(x~l) + c(x-l) 2 + d(x-l) 3 + e(x-l)V (*Απ. 8,17,16,7,1).

9. Νά βρεθεί ή τιμή τοϋ κλάσματος
χ3-3χ2-2χ+8 

χ2+ χ- 6
στό σημείο χ = 2 , έφαρμόζοντας τό σχήμα τοΟ Horner καί 
μόνο. ( Άπ. -2/5 ).

10. Νά βρεθεί τό είδος καί τό πλήθος τών πράξεων,πού
άπαιτοΰνται, γιά τήν εύρεση τής τιμής τής δεύτερης πα- 
ραγώγου καί μόνο πολυωνύμου βαθμοΟ η, σέ γνωστό σημείο, 
έιραριαόζσντας διαδοχικά τό σχήμα τοΟ Horner καί άπαρεύγόντας τελεί 
ως τίς περιττές πράξεις. (Άπ. 3η-6 προσθαφαιρέσεις,
3η-5 πολλαπλασιασμοί).

1 1 . Νά άναπτυχτεϋ άντίστοιχη θεωρία γιά τήν εύρεση τοϋ 
πηλίκου καί τοΟ ΰπολοίπου τής διαιρέσεως ένός πολυωνύ­
μου ρ(χ), μέ πραγματικούς συντελεστές, διά τοΟ γινομέ­
νου (x-a)'(x-b) (a,b πραγματικοί), έφαρμόζοντας δύο φορές 
διαδοχικά τό σχήμα τοΟ Horner. Νά γίνει έφαρμογή στην 
περίπτωση τής διαιρέσεως τοΟ χ1,- 2 χ ί+3χ2-»+χ+5 διά τοΟ 
( χ - 1 ) ( χ - 2  ) .  (Άπ. Πηλ. χ2+χ+<+, *Υπ. 6χ-3 )  .

12. Μέ διαδοχικές έφαρμογές τοΟ σχήματος τοΟ Horner
καί μόνο νά βρεθοΟν οΐ συντελεστές a,b,c έτσι ώστε τό
πολυώνυμο x‘*+axJ+bx2+cx - 8 νά διαιρείται άκριβώς μέ τό 
διώνυμο (χ+2)3. (Άπ. 5,6 ,-4)·

13. ’Εφαρμόζοντας έπανειλημμένα τήν έπέκταση τοϋ σχή­
ματος τοΟ Horner νά βρεθεϋ ή τιμή τοΟ πολυωνύμου ρ(χ)=
= 3x 5-2x3txz-itx+3 καί τής πρώτης παραγώγου του στό σημείο



x=l~i. ('Μ. -9+ϊ8ΐ, -62+lOi)

14. Νά βρεθεί τό είδος καί τό πλήθος τών πράξεων κα-
τΰ. τήν εΰρεση της τιμΐ’ϊς ένός πολυωνύμου βαθμοΟ η μέ 
πραγματικούς συντελεστές, γιά κάποια τιμή α+βί τίίς με­
ταβλητής του, δπου α καί & πραγματικοί άριθμοί καί 
ί-Ζ^ϊ . (Άπ. 2η+1 προσθαφαιρέσεις» 2η+4 πολλαπλασι-

/



2. Π Ε Π Ε Ρ Α Σ Μ Ε Ν Ε Σ  Δ Ι Α Φ Ο Ρ Ε Σ
2.1. Γ ε ν ι κ ά
Οι πεπερασμένες διαφορές παίζουν μεγάλο ρόλο στήν ά- 

νάπτυξη της θεωρίας, πού θά Ακολουθήσει στά άμέσως έπόμε- 
jcl Κεφάλαια, καί άποτελοϋν ένα άπό τά πιό σημαντικά έργα- 
λε~·χ της Α.Α. . Διακρίνουμε τρεις τύπους διαφορών Ανάλογα 
μέ ιό συμβολισμό, που χρησιμοποιούμε γιά νά τίς παραστή- 
οουμε. Τις πρός τά έμπρός, τίς πρός τά πίσω καί τίς κεντρι­
κές διαφορές.

2.2. " Ε ν ν ο ι ε ς ,  ό ρ ι σ μ ο ί  κ α ί  σ χ έ σ ε ι ς  π ε- 
π ε ρ α σ μ έ ν ω ν δ  ι α ψ ο ρ ώ ν

‘Υποθέτουμε ότι έχουμε έναν πίνακα τιμών μιάς συναρ- 
τήσεως f(x), πού όρίζεται σέ ένα πλήθος διακεκριμένων ση­
μείων τής άνεξάρτητης μεταβλητής, έστω χ.,, δπου δ δείκτης 
I παίρνει αυθαίρετες, αλλά όρισμένες διαουχικές Ακέραιες 
τιμές.

Οΐ πρώτες πρός τά έμπρός διαφορές στό σημείο χ^ όρί- 
ζονται άπό τή σχέση

Af = f(x ) - f(x ) = f - f (2.1)η η+) η η+ι η
καί έπαγωγικά οί πρός τά έμπρός διαφορές k τάξης στό ση- 
νεϊο χη
κριμένα
νεϊο χ άπό τίς πρός τά έμπρός διαφορές k-Ι τάξηε* Συγκε-η

.k* Ν . k-1 Ak-ixΔ f = Δ(Δ f ) = Δ f . - Δ f .η η η+ι η
Μέ ανάλογο τρόπο όρίζονται οί πρώτες πρός τά πίσω διαφορές 
στό σημείο

Vf - f(χ ) - fix ) = f - f (2 .2 ). n n n - j n n - 1

καί έπαγωγικά οί πρός τά πίσω διαφορές k τάξης στό σημείο
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χ άτιό τή σχέση η
Vkf = 7(7k"'f )=Vk“‘f -vk_1f .

π η π π - ι

Τέλος οι ηοΰτες κεντρικές διαφορές, στό πημειο χ u ορίζο-η' ̂
νται άπό τή σχέση

6f ,. = f(x ) - f(x ) = f - f (2,3)n+ ‘/2 n+i η n+i n
καί oi δεύτερες κεντρικές διαφορές στό σημείο xn άπό τή
σχέση

δ2ί = δ(δί ) = 5f ,,, -6fn + ife n-1/2’
Επαγωγικά ορίζονται οΐ κεντρικές διαφορές περιττής καί 
άρτιας τάξής στά σημεία χπ+^ καί xR άπό τίς σχέσεις

Ε 2 k — 1 c/£2k-2 . , 2k-2-δ f , = δ(δ f ,, ) = δ f -δ fη+ 1/2 η+ι/2 nti η
καί

62kf =6(tik-'f ) = 62k'1f ■„ - 62k~1 f w . η n n+V2 n-V2

Ά π ό  τούς ορισμούς τών τριών τύπων διαφορών παρατη­
ρούμε δτι ή ίδια ποσότητα μπορεί νά έκψραστεΐ (ή νά συμ­
βολιστεί) μέ τρεις διαφορετικούς τρόπους. Έτσι εΓναι εύ­
κολο, νά διαπιστώσουμε δτι άπό τίς σχέσεις (2.1), (2.2) καί 
(2.3) παίρνουμε

Lf = Vf = 6f .. (2.4)n nti n + V2

καί στή συνέχεια νά άποδείΕουμε έπαγωγικά δτι
Akf = Vkf =6kf ik, . (2.5)n n+k n+'Vs

Ή  ίσχύς τών οχέσεων (2.4 ) καί (2.5) μπορεϋ νά άποδειχτεϊ 
άμέσως μέ τήν κατασκευή τών λεγάμενων πινάκων διαφορών,πού 
θά άποβοϋν χρησιμότατοι στή συνέχεια καί ιδιαίτερα στίς έ­
φαρμογές. ‘Η κατασκευή ένός πίνακα όιαψορών γίνεται μέ ά-



πλό τρόπο. Θεωρούμε καταρχήν τίς τιμές τής συναρτήσεως, 
πού δόθηκαν, γραμμένες σέ μιά στήλη (άν θέλουμε μπορού­
με νά γράφουμε άριστερά τής στήλης τών τιμών τής συναρ­
τήσεως τίς άντίστοιχες τιμές τής άνεξάρτητητ μεταβλητής, 
οί όποιες δμως δέν έπηρεάζουν τόν πίνακςι διαφορών). Στή 
συνέχεια κατασκευάζουμε δεζιά τής στήλης τών τιμών τής 
ο.ναρτήαεως μιά νέα στήλη, τή στήλη τών πρώτων διαφορών 
(πρός ,ό. ίνπρός, πρός τά πίσω ή κεντρικών) , σχηματίζον­
τας τις διαφορές, πού προκύπτουν άν άπό μιά τιμή τής συν­
αρτήσεως στόν πίνακα άα>αιρέσουμε τήν άμέσως προηγούμενη 
τιμή. Ή  τιμή τής πρώτης διαφοράς, πού προκύπτει, γράφε­
ται στή νέα στήλη καί μάλιστα μεταξύ τών τιμών τής συν­
αρτήσεως άπό τίς όποιες προήρθε. Ή  συνέχεια τής κατα ~ 
σκευής τοΰ πίνακα διαφορών είναι φανερή. Κατασκευάζουμε τή 
στήλη τών δεύτερων διαφορών άπό τή στήλη τών πρώτων δια­
φορών άκριβώς μέ τόν ίδιο τρόπο, πού ή στήλη τών πρώτων 
διαφορών κατασκευάστηκε άπό τίς τιμές τής συναρτήσεως κ. 
ο.κ. ‘Η χρησιμοποίηση τών συμβολισμών τών πρός τά έμπρός» 
τών πρός τά πίσιο καί τών κεντρικών διαφορών μπορεί νά δώ­
σει τίς άκόλουθες τρεις μορφές, δπως φαίνεται παρακάτω 
στόν μονοσήμαντα όρισμένο, άπό τόν τρόπο τής κατασκευής 
του, πίνακα διαφορών.

ϊ) χ f

χ

X

X

X f
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ii) χη - 2

η-ι

n + i

n+2

iii) xn-2

n-i

n+i

n+2

n-2

n-i

n+i

n+2

6f

5fn-1A

6fn+Vi

6fn+V2

62fn-i

6‘f

n+i

i f η-V2

6 3fn+V?

"Οπως είναι δυνατό νά παρατηρήσει κανείς ίδιοι δείκτες έμ- 
φανίζονται στόν πίνακα των πρός τά έμπρός διαφορών κατά 
μήκος παραλλήλων μέ φορά άπό πάνω άριστερά πρός τά κάτω 
δεξιά, στόν πίνακα τών πρός τά πίσω διαφορών κατά μήκος 
παραλλήλων μέ φορά άπό κάτω άριστερά πρός τά πάνω δεζιά 
καί τέλος στόν πίνακα τών κεντρικών διαφορών κατά μήκος 
δριζόντιων γραμμών. ‘Η παρατήρηση αύτή μπορεί νά δώσει μία 
εύκολη καί άπλή άπόδει£η τών σχέσεων (2.4 ) καί (2.5),άφοϋ 
καί στίς τρεις περιπτώσεις πρόκειται γιά τόν ίδιο άκριβώς 
π ί νακα.

Ά π ό  τόν τρόπο κατασκευής ένός πίνακα διαφορών είναι 
φανερό, δτι ή δποιαδήποτε διαφορά στόν πίνακα θά μπορεί νά



έκφοαστεΐ σάν συνάρτηση τών τιμών τής συναρτήσεως καί μό­
νο. Τό παρακάτω θεώρημα δίνει καί-τήν άντίστοιχη Εκφραση.

Θεώρημα
Ή  ότιοιαδήποτε πρός τά έμπρός διαφορά k τάξης έκψρά- 

ζεται σάν συνάρτηση τών τιμών τής συναρτήσεως καί μόνο.Συγ-
vtKji ρ/. να έχουμε δτι

2*0 n+k-i ( 2 . 6)

' Απάδε ιξη
Ή  Απόδειξη γίνεται μέ τήν τέλεια έπαγωγή. Γιά k=i 

πρέπει νά άποδείξουμε δτι
1 . 

&f = / (-1 ) 1 
n i=0

■]f  · lj n+i-i
ή έκτελώντας τίς πράξεις ατό δεύτερο μέλος

,οίΐΔί = (-1) η f +(-1 ) 1 n+ 1-o ^η+ι-ι η̂+ι f
πράγμα πού ισχύει άπό τόν άντίστοιχο δοισμό. ‘Υποθέτουμε 
τώρα δτι ή σχέση (2 .6) είναι άληθής γιά δλες τίς πρός τά 
έμπρός διαφορές k>l τάξης καί ζητοϋμε νά Αποδείξουμε τήν 
ίσχύ της γιά τίς πρός τά έμπρός διαφορές k+Ι τάξης.Ζητοϋ- 
με νά άποδείξουμε δτι 

k+1
*k+1f = I ( - l ^ M fn ι I r1=0  ̂ 1 i n+k+1_i '

Παίρνουμε τό πρώτο μέλος τής σχέσης πού θέλουμε νά Αποδεί­
ξουμε. Αύτό γράφεται

.k+i, ,k, .k ·Δ f = Δ f - i f  ,η n+i η
άαό τόν 6ρισμό τών πρός τά έμπρός διαρορών τάξης k+Ι, ή

, k . Λ γ · k„k+î  _ r / .alkl,
n i=0,f» ■ X ' · 1’ uJf·n+k+i i n+k-i
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άπό τήν υπόθεση της τέλειας έπαγωγης. Τό δεύτερο μέλος δ­
μως γίνεται μέ διαδοχικούς μετασχηματισμούς

/ " f  = i-irn
' k-1

kV0) n+k+i n+k+i-i

i=0 U J  n+k-i v (k j n+k-k

= f , + Τ (-1)X If . . +n+k+i i i ]  n + x + i - ii=i ’

+ I (-1)1 + I [k]f . + i-l)k+1f~ = 
i=0 W  n+k_1 n

' k .

. + J .  <-l>1 1=1
= fn+k+ 

k

^n+k+i-i +

+ i <-Dif.k if . + <-Dk+if = n+k+ι-ι n

I ' - 11! ) ♦ [ - )= f , + n+k+i f , .+(-l)k+1f = n+k+i-i n

= (-1)1 k+̂ f > y0 j n+k+i-o J, 
' i=l

k+ll 
i Γ n+k+i-i- Jf........-  f

+ (-1)
k+1 C*

: I 
i=0

k+i k+1
k+1 Tlrk+i-k-l

I (-l)ifkT1]f . .L [ ί J n+k+i-i

τό όποιο άποδεικνύει τό ζητούμενο.
Τό θεώρημά, πού άποδείχτηκε μάς δίνει μιά έκφραση γιά 

τίς πρός τά έμπρός διαφορές k τάξης. Ετό παρακάτω πόρισμα 
δίνουμε τίς Αντίστοιχες έκφράσεις γιά τίς πρός τά πίσω κα­
θώς έπίσης καί τίς άντίστοιχες κεντρικές διαφορές.

Πόρισμα
Οί δποιεσδήποτε πρός τά πίσω καί κεντρικές διαφορές



k τάξης δίνονται, σάν συναρτήσεις των τιμών της συναρτήσε- 
ως άπο τίς έκψράσεις

οι παραπάνω σχέσεις λαβαίνονται άμέσως, άν τό πρώτο 
μέλος τής (2.6) άντικαταστήσουμε μέ τά [σα του άπό τίς 
σχέσεις (2.5).

‘Η παραπέρα άνάλυση καθώς έπίσης καί ή παραγωγή ά-

τιμές τής Ανεξάρτητης μεταβλητής, γιά τις όποιες δίνον­
ται οι άντίστοιχες τινές τής συναρτήσεως, ίσαπέχουν. Ή  
υπόθεση αυτή θά θεωρείται, σιωπηρά, δτι ισχύει έκτός καί 
άν σαφώς τονίζεται τό άντίθετό. ‘Η διαφορά χ^^-χ^δύο δια­
δοχικών τιμών τής Ανεξάρτητης μεταβλητής θά καλείται βήμα 
πινακοποιήσεως καί θά συμβολίζεται μέ τό γράμμα h. “Οταν 
στά παρακάτω δέν άναψέρεται κάτι σχετικό γιά τό h θά υ­
ποτίθεται δτι h>0 . Έτσι μέ δσα μέχρι τώρα άναπτύξαμε στό 
παρόν Κεφάλαιο είμαστε σέ θέση νά διατυπώσουμε καί νά ά- 
ποδείξουμε ένα βασικό θεώρημα, πού άναφέρεται στίς διαφο-

Θεώρημα .
Οΐ διαφορές η τάξης ένός πολυωνύμου βαθμοϋ η εΓναι 

σταθερές.

V f

> ; I
k

πλών τύπων διευκολύνεται πάρα πολύ, άν υποθέσουμε δτι οί

ρές.

*Απόδειξη 
Έ σ τ ω

( ν __ Π Τ5 — ί > , \f \.χ) = α ηχ + α.χ t . . . + α  x t a  (αΛ ^ 0)η- 1  η 3



-su­

rd πολυώνυμο βαθμοϋ η, 'Αρκεί τό θεώρημα νά άποδειχτεϊ γιά 
τίς τχρός τά έμπρός διαφορές, μιά καί οπως έχουμε ήδη τονί­
σει οί τρεις τύποι διαψορών συμπίπτουν άπόλυτα καί μόνον ό 
συμβολισμός τους καί οΐ σχετικοί δείκτες άλλάζουν (σχέσεις
(2.5)). Έτσι παίρνουμε τήν πρώτη πρός τά έμπρός δ ιαιοορά στό 
όποιοδήποτε σημείο χ τοΰ πίνακα διαφορών, οπότε χρησιμοποι­
ώντας καί τό άνάπτυγμα τοΰ διώνυμου τοΟ Newton βρίσκουμε 
διαδοχικά

Δ£(χ) = f(x+h)-f(x) = [ct0(xn+Tihxn ’+...) +Oj{xn '+(n-l)hxn %

+ ...) + ...+ct (x+h) +α 1 -(α.χη+α,χη !+...+o χ+α )=n- i rr  °  1 n- i n

= ct0nhxn 1 + οροι βαθμού < n-1 άν υπάρχουν.
'Αποδείξαμε δηλαδή ότι oi διαφορές πρώτης τάξης ένός πολυ­
ωνύμου -βαθμοϋ η, μέ συντελεστή μεγιστοβάθμιου όρου α0, στό 
όποιοδήποτε σημείο πινακοποιήσεως χ, άποτελοϋν πολυώνυμο 
βαθμοϋ n-Ι μέ συντελεστή μεγιστοβάθμιου όρου a0nh, δπου h 
τό βημα τής πινακοποιήσεως. Μέ βάση τό συμπέρασμα αύτό,μπο- 
ροΰμε νά βροΰμε, άφοΰ τό έφαρμόσουμε διαδοχικά η φορές δτι

Δηί(χ) = aflnh(n-l)h.. ,2hlhxn η +δροι βαθμού <η-η άν υπάρ­
χουν ή τέλος

Anf(χ) = a0n!hn 
δηλαδή σταθερό.

Πόρισμα '
Οί διαφορές η+1 καί άνώτερης τάξης ένός πολυωνύμου 

βαθμοΰ η είναι ίσες μέ μηδέν.

2.3. Μ ε τ ά δ ο σ η  σ φ α λ μ ά τ ω ν  σ έ  δ ι α φ ο ρ έ ς  
ά ν ώ τ ε ρ η ς τ ά ξ η ς



2.3.1. Γ ε ν ι κ ά
Ά ν  ύπάρχουν σφάλματα σέ μία ή περισσότερες άπό τίς 

τιμές τής συναρτήσεως αύτό έχει σάν συνέπεια τή μετάδοσή 
τους στις διαφορές άνώτερης τάξης, έπομένως ν.,',ί στόν ά -  
ντίστοιχο πίνακα διαφορών. Στή συνέχεια θά έξετάσουμε τή 
γενική περίπτωση, δπου ύπάρχουν σφάλματα σ ’δλες τίς τιμές 
τής συναοτήαςως καί άπό τά συμπεράσματα, πού θά προκύψουν, 
3ά άναφε^'θϋΰ^ε σέ δύο συγκεκριμένες περιπτώσεις.

2.3.2. Μ ε τ ά δ ο σ η  σ φ α λ μ ά τ ω ν
Ά ς  ύποθέσουμε δτι οΐ τιμές τής συναρτήσεως ί(χ),πού 

δίνονται, περιέχουν σφάλματα. Πιό συγκεκριμένα άς ύποθέ­
σουμε δτι άντί τής όποιασόήποτε άληθοΰς τιμής f τής συν­
αρτήσεως, δίνεται ή f* μέ άντίστοιχσ σφάλμα ε° = f* - f , πούΠ Π Π Π
μπορεί νά είναι καί μηδέν. Εϋναι φυσικό, πώς άν έπιζητοΟ- 
με νά βροϋμε, έστω, τήν πρός τά έμπρός 6 ·αφορά m τάξης στό 
σημείο x , δηλαδή τήν Amf , άντ'αύτής θά μπορούμε νά 3ρο0-

Π . n  t
με μία τιμή ίση μέ ( =  £mf* , άφοΟ, δπως εΕναι γνωστό οI 
διαθέσιμες τιμές τής συναρτήσεως εΕναι ol f” καί ή άντί- 
στοιχη έκφραση άπό τή σχέση (2.6 ), εΓναι γραμμική μέ συντε­
λεστές άκριβεϊς. Έτσι δμως κάνουμε ένα σφάλμα ε™, τό δπο£ο 
θά είναι ίσο μέ

η άν χρησιμοποιήσουμε τήν έκφραση (2.6) θά έχουμε δτι

Κάνοντας τίς άναγωγές στό δεύτερο μέλος βρίσκουμε δτι



ή τέλος

(2,7)

*0 τύπος (2.7) δίνει τό σφάλμα ε^, πού θά ύπάρχει στήν ποός
τά έμπρός διαφορά m τάξης στό σημείο χ σάν συνάρτηση τών

μές τής συναρτήσεως. Ά π ό  τόν τύπο (2.7) μπορούμε νά βρού­
με ίνα φράγμα γιά τό Αντίστοιχο άπόλυτο σφάλμα. Γιάτόσκο-

της σχέσεως (2.7) καί στη συνέχεια νά έφαρμόσουμε άπλές 
ιδιότητες τους.

"Ετσι λαβαίνουμε

Οΐ τύποι (2.7) καί (2.8) etvr.i χρησιμότατοι στήν πράξη, ό­
πως θά δοϋμε στίς έπόμενες δύο παραγράφους, δπου θά δώσου­
με δύο άπό τίς πιό συνηθισμένες έφαρμογές τους.

2.3.3. Μ ε τ ά δ ο σ η  σ φ α λ μ ά τ ω ν  σ τ ρ ο γ γ υ  -

Ά ς  υποθέσουμε δτι οι τιμές της συναρτήσεως δίνονται 
στρογγυλεμένες σέ k δ.ψ. μέ άντίστοιχα σφάλματα στρογγυ - 
λεύσεως ε®, γιά τήν τιμή fn# καί δτι έκτός άπό τά σφάλμα­
τα στρογγυλεύσεως δέν υπάρχουν σφάλματα άλλου είδους. Ά ν  
τώρα θέλουμε νά βροϋμε τήν πρός τά έμπρός διαφορά m τάξης 
στό σημείο χ , η άντίστοιχη τιμή της θά βρεθεί μέ σφάλμα, 
πού θά δίνεται άπό τήν έκφραση (2.7).'Επειδή δμως, δπως 
είναι γνωστό, στήν περίπτωση τών σφαλμάτων στρογγυλεύσεως 
άριθμών σέ k δ.ψ. δέν εϋναι γνωστά τά σφάλματα αύτά, άλλά 
άπόλυτα φράγματά τους, πού ικανοποιούν τίς σχέσεις

Π

πό αύτό άρκεΐ νά πάρουμε τίς άπόλυτες τιμές τών δύο μελών

( 2 . 8)

λ ε ύ σ ε ω ς

|ε°Ι < 0.5 χ 10_k 'j =n(l)n+m ,ι 3, ... ■ (2.9)



6 τύπος (2.8) ίσως είναι χρησιμότερος. Στήν προκείμενη 
περίπτωση, χρησιμοποιώντας τίς (2.9), ό (2.8) δίνει διαδο­
χικά

2.3.4. Μ ε τ ά δ ο σ η  έ ν ό ς  Α π ο μ ο ν ω μ έ ν ο υ  
σ φ ά λ μ α τ ο ς

Ά ς  ύποθέσουμε δτι δλες οί τιμές Τής συναρτήσεως f(x) 
εΕναι Ακριβείς, έκτός Από μία, έστω τήν f , στήν όποία ύ- 
πάρχει οφάλμα ίσο μέ ε. Έχεΐνο, πού θά προσπαθήσουμε νά 
βροΰμε είναι πώς τό σφΑλμα αύτό θΑ έπηρεάσει τίς πρός τΑ 
έμπρός διαφορές m τάξης.

Είναι φανερό δτι ή θεωρία, πού Αναπτύχτηκε στήν πα­
ράγραφο 2.3.2. θΑ ισχύει καί τώρα μέ τήν προϋπόθεση δμως
δτι ε° = e καί ε® =0 γιΑ κάθε j/n. "Ετσι θά ίσχύει ή σχέση η 3 · ,(2.7 ) σέ κάθε σημείο χ^, πού θά είναι Αντίστοιχα η

Στό δεύτερο μέλος τής παραπάνω σχέσης, σύμφωνα μέ τίς ύπο- 
θέσεις, δλες οί-τιμές c£+m_.£ !i = 0(l)m είναι ίσες μέ μηδέν 
έκτός Από τήν ε® = ε , έφόσον φυσικΑ αύτή περιέχεται στήν
έκφραση τοϋ δεύτερου μέλους. Τό τελευταίο συμβαίνει άν καί. 
μόνο άν

?.< η < 5-+Π)

κα ΐ τ >:λ ι κά  λα 3α ί ν ο υ μ ε  δ τ ι

( 2 . 10)



ή ισοδύναμα, άν καί μόνο άν

‘Επομένως of. πρός τά έμπρός δ it >ορές m τάξης στό σημείο χ, 
θά είναι άκοι&εϋς γιά όλες τίς τιμές 8,<n-m καί ί.>η. Γιά τίς 
υπόλοιπες τιμές τοΰ I, πού δίνονται άπό τίς (2.11), οι ά- 
ντίστοιχες διαφορές θά περιέχουν ένα σφάλμα, πού, άπό τή 
( 2 . ι ο )  προκύπτει άμέσως δτι, θά £χει τήν δκφραση

n-m<£<n. (2. Ijl)

ε™ = (-l)£+ra-n 1, £. = n-m(l)n. (2.12)ί,+m-nj
"Εχοντας ύπόψη τίς παραπάνω έκφράσεις (2.12) μπορούμε νά 
δώσουμε παραστατικά τήν μετάδοση ένός άπομονωμένου σφάλμα­
τος στίς διαφορές άνώτερης τάξης διά μέσου τοϋ παρακάτω 
πίνακα, πού δείχνει τά σφάλματα, πού θά ύπάρχουν στίς ά- 
ντιστοιχες διαφορές.
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0
0

0

Xη-3 0
0

0
0

0

Χη-2 0
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0
ε

ε
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ε

ε
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χη ε -2ε 6ε
-ε 3ε

χη+ι 0
0

ε
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0
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e

χη+3 0
0

0
0

0

χ , η+>* 0 0 0

Παρατήρηση:
‘Η παρουσία τών συντελεστών τοϋ άναπτύγματος τοΰ δι-



ωνύμου τοϋ Newton στίς σχέσεις (2.12) ή, δπως φαίνεται πα­
ραστατικότερα, στόν πίνακα της προηγούμενης σελίδας, μάς 
έπιτρέπει νά Ανακαλύπτουμε τήν ύπαρξη ένός Απομονωμένου 
σφάλματος καί συγκεκριμένα, δταν ή συνΑρτηση £(χ) εϋναι πο­
λυώνυμο γνωστού βαθμοϋ m ή μπορεί νΑ θεωρηθεί μέ μεγάλη 
προσέγγιση πολυώνυμο γνωστού βαθμού m. Αυτό 6έ γιατί τότε, 
ιί.\ ο Ld ίπρεπε στόν πίνακα διάφορων οΐ Αντίστοιχες διαφο- 
,Ίί r Γά̂ Γ,Γ -! + ι νά ήταν Εσες μέ μηδέν fi κατά προσέγγιση C- 
οος Λ  μι,δέν,· θα παρουσιάζονται ποσότητες διάωοοες Από τό 
μηδέν, οΐ όποιες θά είναι ίσες ή κατά προσέγγιση ίσες Αν­
τίστοιχα μέ τά γινόμενα τών δυωνυμικών συντελεστήν έπί τό 
Απομονωμένο σφάλμα ε . .

2.4. Γ ρ α μ μ ι κ ο ί  Τ ε λ ε σ τ έ ς  Δ ι α φ ο ρ ώ ν
2.4.1. Γ ε ν ι κ ά
ΤΑ σύμβολα Δ, V καί δ, τίού χρησιμοποιήσαμε στίς προ­

ηγούμενες παραγρΑφους, Αποτελούν τελεστές. “Οπως είναι δέ 
φυσικό καλούνται τελεστές διαφορών. 'Εκείνο, πού μπορεί νά 
Αποδειχτεί εύκολο,, γιά τούς τελεστές διαφορών, είναι δτι 
αύτοί είναι γραμμικοί τελεστές. Δηλαδή ό όποιοσδήποτε τε­
λεστής Τ άπό αύτούς Ικανοποιεί τή σχέση

Τ(αί(χ) 6g(x)) = aTf(x) + 6Tg(x),
δπου α καί β σταθερές καί f(x) καί g(x) συναρτήσεις· ‘Υπο­
τίθεται Ακόμη 6 tl τόσο οί συναρτήσεις f καί g δσσ καί τά 
Αποτελέσματα τής έφαρμογής τοΰ τελεστή Τ σ'αύτές, δηλαδή 
τΑ Tf καί Tg, είναι ορισμένα στό σημείο χ.

ΓτΑ παρακΑτω θΑ υποτίθεται σιωπηρά δτι, τόσο η συνάρ­
τηση, πού θά άναφέρεται, δσο καί τό άποτέλεσμα της έφαρμο- 
γής τοΰ τελεστή σ'αΰτήν, στό όποιοδήποτε σημείο Αναφοράς χ, 
έχουν έννοια, δηλαδή είναι όρισμένα.

Στήν παρούσα παρΑγραφο είσΑγουμε δύο Ακόμη τελεστές,



πού, δπως είναι εΟκολο νά αποδειχτεί, είναι γραμμικοί.
Τόν τελεστή μετατοπίσεως Ε, πού όρίζεται άπό τή σχέση

.Ef(x) = f(x+h),
όπου h τό βήμα τής πινακοποιήσεως, καί τόν γνωστό άπό 
τήν 'Ανάλυση τελεστή παραγωγίσεως ή τελεστή τής παραγώ- 
γου D , πού ορίζεται άπό τή σχέση 

Df(x) = . dx
Οί πέντε τελεστές a, V, δ, Ε καί D σχετίζονται με­

ταξύ τους καί μάλιστα ΰπακούουν λίγο - πολύ στούς νόμους 
τής "Αλγεβρας. Έτσι είναι δυνατό νά άναπτύξουμε ένα Λο­
γισμό, πού θά καλείται Λογισμός τών Τελεστών,καί νά χρη­
σιμοποιήσουμε μεθόδους, μέ βάση αύτόν, πού θά καλούνται 
Συμβολικές Μέθοδοι. Γιά τήν άνάπτυξη όμως τοΰ συγκεκρι­
μένου Λογισμού τών Τελεστών μας χρειάζονται όρισμένες έν­
νοιες καί όρισμοί άπό τή βασική θεωρία τών Τελεστών σέ 
σχέση πάντοτε μέ τούς πέυτε τελεστές, πού μάς ένδισ.φέ- 
ρουν ναι, πού δίνουμε στήν έπόμενη παράγραφο.

Ψ
2.4.2. Β α σ ι κ έ ς  έ ν ν ο ι ε ς  κ α ί  ό ρ ι σ μ ο ί  

γ ι ά  τ ο ύ ς  τ ε λ ε σ τ έ ς
Στή συνέχεια θά άναφερόμαστε πάντοτε σέ κάθε συν­

άρτηση f(;j) καί σέ κάθε σημείο x αύτής, μέ τήν έννοια, 
πού έπεΕηγήσαμε στήν άρχή τής προηγούμενης παραγράφου , 
καί θά λέμε δτι:

i) Οί τελεστές Τ 1καί'Τ2 είναι ίσοι καί γράφουμε Τ,=
= Τ2 , όταν ισχύει ή σχέση Tjf(x) = T2f(x).

ii) * Ο τελεστής Τ είναι τό άθροισμα (ή ή διαφορά)τών 
τελεστών Tj καί Τ2 καί γράψουμε Τ = Tj+T2 (ή Tj-T2), 
όταν ισχύει ή σχέση Tf(x) = Tjf(x)+T2f(x) (ή Tjf(x)- 
-T2f(x)).

iii) ‘Ο τελεστής Τ είναι τό γινόμενο τών τελεστών Τ,



καί Τ2, στή σειρά αύτή, καί γράψουμε T = TjT2,6 tcxv 
ισχύει ή σχέση Tf( 'x)  = Τχ( Τ2£ ( χ ) ) . 

ί ν )  Ό  τελεστής Τ είναι ό ταυτοτικός ή μοναδιαίος τε­
λεστής καί τόν συμβολίζουμε συνήθως γΛ I ή άκόμη 
καί μέ τόν άριθμό 1 (δταν δέν ύπάρχει περίπτωση 
συγχύσεως) , δταν ισχύει ή σχέση ~Tf(x) = f(x) καί 

ν) *0 τελεστής Tj είναι ό δεξιός άντίστροφος του τε- 
Ar jtfi Τ ,  δταν ισχύει ή σχέση TTj=l. *0 δεςιός ά- 
ντίατρορος συμβολίζεται συνήθως μέ Τ-1. Έ δ ώ  θά πρέ­
πει νά προσθέσουμε, πώς άν ό δεξιός άντίστροφος 
τοϋ τελεστή τ, ό Τ 1, συμβαίνει νά είναι συγχρόνως 
καί άριστερός άντίστροφος τοϋ Τ, ισχύει δηλαδή καί 
ή σχέση Τ 1Τ = 1, τότε λέμε άπλά δτι ό Τ 1 εΕναι ά­
ντίστροφος τοϋ Τ. Στήν περίπτωση αϋτή, είναι φανερό 
ότι, ίσχύει ή άντιμεταθετική ίδιότητα τοϋ πολλαπλα­
σιασμού μετα£ύ Τ καί Τ 1 καί πιό συγκεκριμένα 
Τ_1Τ = ττ"1 = 1.

2.4.3. Λ ο γ ι σ μ ό ς  τ ώ ν  τ ε λ ε σ τ ώ ν  Δ, V, 6, Ε 
κ α ί D

ΕΓναι φανερό πώς δτι άναφέρθηκε στήν προηγούμενη πα-. i
ράγραφο γιά τούς τελεστές Τ, Tj, Τ2 κλπ, μπορεί κάλλιστα 
νά ό,ναψερθεΐ γιά τόν καθένα άπό τούς πέντε συγκεκριμένους 
τελεστές Δ, V, 6 , Ε καί D . 'Εκείνο, πού έχει ίδιαίτερη ση­
μασία καί ά£ίζει νά τονιστεί είναι δτι, άπό τούς πέντε τε· 
λεστές μόνο ό τελεστής Ε έχει άντίστροφό. 0L άλλοι τέσσε- 
ρΐ£ έχουν μόνο δεζιό άντίστροφο, πού δχε'ι δμως μιά βασική 
ίδιότητα. ‘Η άπδδειζη τών δύο αύτών ισχυρισμών γίνεται στά 
παρακάτω Θεωρήματα 1 καί 2.

θεώρημα 1

*0 τελεστής μετατοπίσεως Ε έχει άντίστροφο.



'Απόδειξη
"Αν Ε 1 εϋναι 6 δεξιός αντίστροφος τοΰ Ε θά ισχύει ά­

πό τόν ορισμό (ν) της προηγούμενης παραγράφου δτι ΕΕ-1 =1. 
Γιά νά εϋναι αυτός, δηλαδή ό Ε"', αντίστροφος τοΰ Ε άρκεϊ 
νά άηοδε ί Εουμε δτι εϋναι καί άριστερός άντίστροψος αύτοΰ. 
Γιά τό σκοπό αύτό θεωοοΰμε τόν τελεστή Ε *Ε καί τόν έφαρτ 
«όζουμε στήν όποιαδήποτε συνάρτηση f(x) καί στό δποιοδή- 
τιοχε σημείο χ αυτής (μέ τήν προϋπόθεση δτι έχει έννοια δ,- 
τ L κάνουμε) . Τό άποτέλεσμα μπορεί νά γραφτεί μέ τή μορφή 
f(x)+g(x), δπου 3(χ) πρέπει νά προσδιοριστεί. Έτσι έχουμε

(E_1E)f(x) = f(x) + g(x) (2.13)
ή έπειδή ισχύει ό δρισμός (iii), της προηγούμενης παραγρά­
φου, θά έχουμε

E-1(Ef(x)) = f(χ) + g(x) .
Εφαρμόζουμε καί στά δύο μέλη της παραπάνω ισότητας τόν τε­
λεστή Ε καί παίρνουμε .

■“ 1Ε ( Ε (Ef(χ))) = Ε ( f (χ) + g(χ)) .
Εφαρμόζουμε ξανά τήν ιδιότητα (iii) στό πρώτο μέλος καί τή 
γραμμική ίδιότπτα τοΰ τελεστή Ε στό δεύτερο. Λαβαίνουμε έτ­
σι δτι

(ΕΕ_1 )(Ef(x)) = Ef(x) +Eg(x) .
Επειδή EE 1 =1 ή παραπάνω σχέση γράφεται

Ef(x) = Ef(x) +Eg(x) ,
πού δίνει τελικά

Eg(x) = g(x+h) = 0. (2.1U)
Ή  σχέση (2.14) ίσχύει φυσικά γιά κάθε χ, άρα καί γιά χ =
= x-h. Βρίσκουμε λοιπόν δτι g(x) 50, πράγμα πού άπλοποιεϊ τή



(2.13) στή
(Ε*"1Ε ) f(x) = f(x) .

Τό τελευταίο συμπέρασμα δμως Αποδείχνει δτι δ τελεστής 
ε " ' ε  είναι δ μοναδιαίος. Αύτό σημαίνει δτι, δ Ε £χει Αν­
τί mpex). .

2
τ" 1 είναι δ δεξιός Αντίστροφος τοϋ Τ, δπου Τ £- 

νας δπσιοσδήποτϊ; Από τούς τέσσερις τελεστές Δ, V, δ καί D , 
τότε ισχύει ή σχέση

T_1Tf(x) = f(x) + C , 

δπου C αύθαίρετη σταθερΑ.
*Απόδειξη
(* Η Απόδειξη θΑ γίνει στήν περίπτωση τοϋ τελεστή Δ 

καί μόνο).
Έ σ τ ω  δτι

(Δ *Δ)ί(χ) = f(x)+g(x) . (2.15)
Εφαρμόζουμε καί στΑ δύο μέλη τής παραπάνω ίσότητας τόν 
τελεστή Δ. Εργαζόμενοι τώρα Ακριβώς δπως καί στήν Απόδει­
ξη τοϋ Θεωρήματος 1 καταλήγουμε στήν Αντίστοιχη πρός τό 
(2.14) σχέση, πού θά είναι ή

Ag(x) = g(x + h)-g(x) = 0 . (2.16)
"Η ( 2 . 1 6 )  ισχύει γιΑ κάθε χ καί κάθε h .  Αύτό δμως σημαίνει 
δτ ι

g(x) = C
δπου c αύθαίρετη σταθερΑ. Σάν συνέπεια τοϋ τελικοί) συμπε­
ράσματος έχουμε Αμέσως δτι ή (2.15) γίνεται

Δ 1Af(x) = f(χ) + C , .
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μέ C αυθαίρετη σταθερά.
"Επειτα άπό τήν άπόδειξη τών Θεωρημάτων 1 και 2, r pO. . -i

άποτελοϋν τή βάση τοϋ Λογισμού τών Τελεστών, πού μάς έν- 
διαφέρει, είναι δυνατό νά άποδείΕουνιε δτι. γιά τούς πέντε 
τελεστές Δ, 7, δ, Ε καί D , ισχύουν δλοι οι νόμοι τής Α ­
ριθμητικής# μέ τή μόνη έπιφύλαξη τοΰ αντιστρόφου, δπως έ— 
πε£ηγήθηκε ατά παραπάνω θεωρήματα. Έτσι π.χ. μποροΰνιε νά 
αποδείξουμε δτι δύο δποιοιδήποτε άπό αύτούς άντι-αετατίθεν- 
ται στήν πράξη τοϋ πολλαπλασιασμού, έστω οί Δ καί 7 .Πραγ­
ματικά έχουμε

(Δ7)ί(χ) =■ Δί Vf(χ) ) = A(f(x) - f(x-h))= Af(x) - Af(x-h) =
= [f (x+h) - f(x)] - [f (x) - f (x-h)] =
= f(x+h) - 2f(x) + f(x-h) ,

όπου έφαρμόσαμε στή σειρά τήν ίδιότητα (iii) τοΰ γινομένου 
δύο τελεστών, τόν όρισμό τής πρώτης πρός τά πίσω διαφοράς, 
τή γραμμική ίδιότητα τοΰ τελεστή Δ, τόν όρισμό τής πρώτης 
πρός τά έμπρός διαφοράς καί τέλος κάναμε τίς άναγωγές. Μέ 
τόν ίδιο τρόπο έργαζόμενοι βρίσκουμε στή σειρά

(VA)f(x) = VUf(x)) = V(f(x+h) - f(x)> = 7f(x+h) -7f(x) =
= [f(x+h) - f(x)] - [f(x) -f(x-h)] =
= f(x+h) - 2f(x) +f(x-h).

Ά π ό  τήν ταύτιση τών δύο άποτελεσμάτων έχουμε άμέσως δτι
(AV)f(x) = (VA)f(x)

καί συνεπώς
AV = VA.

Etvai δυνα,τό άκόμη νά εισαγάγουμε άρκετά εύκολα τήν 
έννοια τών δυνάμεων τών πέντε τελεστών μέ έκθέτες φυσικούς 
μεγαλύτερους ή ίσους τοϋ 2 , μέ έκθέτη τή μονάδα, άρκει νά



ορίσουμε τή δύναμη αύτή ίση μέ τόν ύπόψη τελεστή, μέ έκ- 
θέτη τό μηδέν, άρχει νά όρίσουμε τήν άντίστοιχη δύναμη ί­
ση μέ τόν ταυτοτικό τελεστή καί τέλος μέ έκθέτες Ακέραι­
ους Αρνητικούς Αρκεί νά όρίσουμε δτι Τ~η = (Τ_1)η (η φυσι­
κός) μέ δλες τίς έπιψυλάξεις καί έπιτιτώσεις, πού θά έχει 
ό δεξιός Αντίστροφος Τ 1 σέ μιά συγκεκριμένη περίπτωση.

Τέλος η ρίζα γ/ τάξης (η>2), ένός τελεστή Τ, μπορεί 
•.Αλλιαία νά ύριστεΐ οάν έκεΐνος ό τελεστής, δ όποιος» δ­
ίαν ύφωθαΐ σιήν η δύναμη μΑς δίνει τόν Αρχικό Τ κ.ο.κ. 
Συγκεκριμένα στήν περίπτωση τής τετραγωνικής ρίζας (ή της 
οποιασδήποτε Αλλης ρίζας) τοϋ τελεστή μετατοπίσεως Ε έχου­
με μία έννοια Αντίστοιχη μέ αύτήν τοϋ Αρχικού τελεστή Ε. 
Μπορούμε καταρχήν νΑ παρατηρήσουμε δτι άν όρίσουμε έναν 
τελεστή Tj τέτοιον ώστε νΑ μετατοπίζει τήν Αρχική τιμή 
τής συναρτήσεως f(x) Από τό σημείο x στό σημείο χ+^, δ­
που h τό βημα της πινακοποιήσεως, τότε θά έχουμε

Tj f(x) = (Τ j .Τ, )f(x) = Tj (T,f(x)) = Tjf(x+|) =
=f(x+h) = Ef(x).

Συνεπώς
Tj = E

καί έπομένως ή τετραγωνική ρίζα τοΰ E(Tj = Ε ^ ) μετατοπίζει 
τήν άρχική συνάρτηση κατά h/2 .

Γενικά μποροΰμε νά ποϋμε δτι οί πέντε τελεστές ΰπα- 
κούουν σχεδόν σ' δλους τούς νόμους τής Άλγεβρας, μέ μόνη 
έξαίρεση τήν ιδιότητα τοΰ άντιστρόφου (βλέπε Θεώρημα 2) 
καί τά συνεπακόλουθά του. Έτοι μποροΰμε νά κάνουμε π ρ ά ­
ξεις, μέ σχετική φυσικά προσοχή, δπως θά κάναμε πράξεις 
μεταξύ πραγματικών άριθμών. *0 Αντίστοιχος λογισμός θά εί­
ναι δ λογισμός τών τελεστών, πού μΑς ένδιαφέρουν, καί οι 
άντίστοιχες μέθοδοι, θά είναι οί καλούμενες συμβολικές μέ-
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θθ &0 <· ·
Χρησιμοποιώντας τό λογισμό τών τελεστών μπορούμε άλ­

λοτε εύκολα καί άλλοτε σχετικά δύσκολα νά βροΰμε τίς σχέ­
σεις/ π°ύ εκφράζουν τόν όποιοδήποτε άπό τούς πέντε τελε­
στές Δ, V, 6 , Ε καί D σάν συνάρτηση ενός δποιουδήποτε άπό 
τούς άλλους. Οί άντίστοιχες, σχέσεις δίνονται στόν παρα­
κάτω πίνακα. Τόν πίνακα αύτόν παραθέτουμε μέ μιά πρώτη πα- 
-ρατήΡΊ^Π οί σχέσεις, πού περιέχονται σ' αύτόν προκύ­
πτουν εύκολα (δπως καί κάθε άλλη σχέση μεταξύ έκφράσεων 
τελειών) , δταν τά δύο άντίστοιχα μέλη έκφραστοϋν σάν συν­
αρτήσεις τοΟ τελεστή μετατοπίσεως Ε καί μέ μιά δεύτερη>πού 
άναφέρεται στήν έννοια πού Ξχουν οΐ διάφορες συναρτήσεις 
πού εισχωρούν στόν πίνακα, δπως έπεξηγεΐται άμέσως μετά τήν 
παράθεση αύτοϋ

Λ V δ r D

Δ (1-V)- 1 -1 ^ ( l + f Y * E - 1 ehD-l

V 1-(1+Δ)~* -|ό2+δ(1 + £ V /z 1 - e” 1 l-e‘hD

6
-  ViΔ(1+Δ) -V2V(1-7) */. -V2Ε 2- E 2sinh(·^)

Ε Δ + 1 “’ 1(i-v) 1 1 +|δ2+δ(ΐ + £ Y /z hDe

D Τ log (1+Δ) h -•ilog(l-V)n ^sinh-1(|) n 2 iiogE

Καταρχήν παρατηρούμε δτι στόν παραπάνω πίνακα ύπάρ -
χουν έκφράσεις δπως π.χ. οί. (1+Λ)_Ι, (l-V)'^, (1+£ )^ζ, logE, 
hDe «λπ. Φυσικά μ* αύτές δέν έννοοϋμε τόν άντίστροφο τοϋ 

τελεστή ι+δ ή τόν άντίστραρο της τετραγωνικής ρίζας τοϋ τελε­
στή ι-V κλπ, άλλά τίς άντίστοιχες σειρές τοϋ τελεστή, πού 
συνδέονται άπό τήν Ανάλυση μέ τίς άντίστοιχες συναρτήσεις.



Π.χ. 6 συμβολισμός (1+Δ)-1 δέν σημαίνει τίποτε άλλο παρά 
τή σειρά ι-δ+δ2-δ3+ . . . . Τό έρώτημα δμως, πού γεννιέται, 
εΕναι άν μποροΟμε νά χρησιμοποιούμε τίς σειρές αύτές. ‘Η 
άπάνττ,ση εΕναι καταφατική κάτω, δμως, άπό δύο προΰποθέ - 
σεις. Συγκεκριμένα: i) Ή  σειρά τοΟ τελεστή πρέπει νά έ- 
φαρμόζεται σέ συνάρτηση, πού νά εΓναι πολυώνυμο καί ii) 
ή οειρά νά έχει διαταχτεί κατά τίς άνιοΟσες δυνάμεις τοΟ 
τελεοτή, 6 όποιος δταν έφαρμόζεται σέ πολυώνυμο πρέπει νά 
ίλαττΰνε'. τό βαθμό του. Είναι φανερό, πώς άν ΙκανοποιοΟ - 
νται οΐ δύο αύτές προϋποθέσεις καί ή ΰπόψη συνάρτηση εΕναι 
πολυώνυμο η βαθμό0 , τότε τό άθροισμα τών άπειρων δρων τής 
σειράς εΕναι στήν ούσία ένα άθροισμα η + 1 τό πολύ δρων, ά- 
φοΟ οί δυνάμεις τοΟ τελεστή τάξης η+1 καί άνώτερης, δταν 
έφαρ’οόζονται στό πολυώνυμο, θά δίνουν έξαγόμενα μηδέν. Σύμ­
φωνα μέ τό Θεώρημα τής σελίδας 33 οι τελεστές Δ, V καί 6 
Ικανοποιούν τήν προϋπόθεση (ii) καθώς έπίσης καί 6 τελε - 
στής D, δπως εΕναι γνο^στό άπό τήν Ανάλυση. ‘Ακόμη εΕναι 
φανερό δτι ό τελεστής Ε, δπως έχει δριστεΕ στήν παράγραφο 
2.4.1., δέν τήν Ικανοποιεί. Έτσι ένώ οι έκφράσεις πού δό­
θηκαν προηγουμένως, δηλαδή οι (1+Δ)" κλπ έπιτρέπεται νά 
χρησιμοποιούνται μέ τήν έννοια, πού έπεξηγήσαμε, άλλες έ*-ρ2 ρ Sφράσεις π.χ. ή έκφραση iog(2+A) = log(l+E) = Ε ... δέν έ- 
πιτρέπεται νά χρησιμοποιείται. Ένα δεύτερο έρώτημα,πού έ­
πίσης γεννιέται αύτόματα, εΕναι δτι στήν πράξη οί τελεστές 
καί οί συναρτήσεις τους έφαρμόζονται σέ συναρτήσεις f(x)« 
πού δέν εΕναι συνήθως πολυώνυμα. Αύτό δμως δέν έπηρεάζει 
καί πολύ τήν κατάσταση γιατί σύμφωνα μέ τό. θεώρημα πολυ- 
ωνυμικής προσεγγίσεως τοϋ Weierstrass: "Γιά μ ι ά  συνάρτηση 
f(jj) ορισμένη καί συνεχή στό διάστημα fa.bj καί γιά κάθε 
αυθαίρετο c>0 ύπάρχει πολυώνυμο ρ(χ), κατάλληλου βαθμού, 
τέτοιο ώστε jf(χ) - ρ(χ) | <ε γιά δλα τά xe[a,b]" είναι δυνα­
τό ή δποιαδήποτε συνάρτηση (όρισμένη καί συνεχής πάντα σέ



ένα κλειστό διάστημα) νά θεωρείται, μέ μεγάλη προσέγγιση, 
στό διάστημα αύτό, σάν πολυώνυμο. Τέλος θά πρέπει νά προ­
σθέσουμε, πώς όταν χρησιμοποιούμε τή σειρά ένός τελεστή 
σέ μιά συνάρτηση χρειάζεται μεγάλη προσοχή. Αύτό δέ γιατί, 
ένώ άπό τό Sva μέρος προσπαθοΟμε νά χρησιμοποιήσουμε δσο 
τό δυνατό περισσότερους δρους άπό τή σειρά τοϋ τελεστή, 
γιά νά πετύχουμε μεγαλύτερη άκρίβεια, άπό τό άλλο μέρος αύ­
τή ή χρησιμοποίηση περισσότερων δοων εισάγει διαφορές άνώ- 
τερης τάξης. Οί τελευταίες, δπως είδαμε, κυριαρχούνται άπό 
σφάλματα, πού προέρχονται τουλάχιστον άπό τά άναπόφευκτα 
σφάλματα στρογγυλεύσεως στίς άρχικές τιμές της συναρτήσεως 
πράγμα πού καθιστά τήν έπιζητούμενη άκρίβεια μικρότερη.Φυ­
σικά στήν πράξη προσπαθούμε νά συμβιβάσουμε τά δύο άλληλο- 
συγκρουόμενα στοιχεία, χρησιμοποιώντας δνα μερικό άθροισμα 
τής σειράς τοΰ τελεστή. Προσπαθοΰμε δέ νά δίνουμε άντίστοι- 
χες έκφράσεις, τόσο γιά τό σφάλμα άποκοπής, πού όπωσδήποτε 
εισχωρεί, όσο καί γιά τό σφάλμα, πού προέρχεται άπό τά άρ- 
χικά σφάλματα τών τιμών τής συναρτήσεως, έφόσον αυτά είναι 
δυνατό νά βρεθούν.

α ς κ η ε ε ι ε

1. 'Αν ή συνάρτηση f(x) είναι πολυώνυμο τέταρτου βαθ-
μοΰ καί δίνονται οί τιμές της στά σημεία χ = -2(1)2, πού 
εϋναι άντίστοιχα -12, -6, 6, 12, νά βρεθοϋν οί τιμές της
γιά χ = -*+,-3,3 καί 4 χωρίς νά βρεθεί άναλυτικά τό πολυώνυ­
μο. (Άπ. 156, 22, 58, 204) ·

2. Μέ έπανειλημνιένες κατασκευές πινάκων 6iacr>op2>v νάβρε- 
θεΓ πολυώνυμο τρίτόυ βαθμοΰ, τό δποϊο νά παίρνει τίς τι­
μές 1, 3, 13 καί 61 στά σημεία 0 ,1 ,2 , καί 3 άντίστοιχα.
( 'Υπόδειξη: Ά ν  ρ Χχ) = α„χ3+ ο^χ2 + <*2χ + α3 τό ζητούμενο πο­
λυώνυμο μέ τήν κατασκευή έ ν ό ς  πίνακα διαφορών καί μέ έφαρ-



μογή βασικού θεωρήματος βρίσκεται ή τιμή α0· Στή συν­
έχεια θεωρείται τό πολυώνυμο ρ2(χ)= ρ3(χ)-“„χ3 κατασκευ­
άζεται νέος πίνακας διάφορων κ .ο .κ. ).(* Απ. 5χ3-11χ2+8χ+1).

3. Νά βρεθεί τό άπομονωμένο σφάλμα πού ύπάρχει σέ μία
άπό τίς παρακάτω τιμές τής συναρτήσεως f(x), μέ τήν προ­
ϋπόθεση δτι αύτή είναι πολυώνυμο δεύτερου βαθμοϋ καί νά 
διΧρθοΟεΐ ή αντίστοιχη τιμή

X 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
X) 2.64 2.49 2.35 2.25 2.16 2.09

('Απ. -0.01, 2.36). .

4. Νά βρεθεΕ τό άπομονωμένο σφάλμα, πού ύπάρχει σέμία
άπό τίς παρακάτω τιμές τής συναρτήσεως f(x), μέ τήν προ­
ϋπόθεση δτι αύτή μπορεί νά θεωρηθεί, μέ μεγάλη προσέγ­
γιση, σάν πολυώνυμο τρίτου βαθμού, καί νά διορθωθεί ή 
άντίστοιχη τιμή της

χ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
f(x) 0.6812412 0.6857417 0.6901961 0.6946052 0.6989700

χ 0.6 0.7 . 0.8 0.9 1.0

ί(χ) 0.7032894 0.7075702 0.7118072 0.7160033 0.7201593
π. -0.0000020, 0.7032314) .

Νά δειχτεί δτ ι οί τελεστές διαφορών Δ, V καί
όταν όρίζονται, εϋναι γραμμικοί άκόμη καί στήν περίπτω­
ση, πού οι τιμές τής άνεζάρτητης μεταβλητής δέν ίσαπέ- 
χουν.

6 . * Αν οί τιμές f0,fj,f2,... μιάς συναρτήσεως εϋναι οι
διαδοχικοί δροι μιας άκολουθίας τοΟ Fibonacci (δηλαδή f„ 
καί fj δίνονται, δπότε κάθε άλλος δρος τής άκολουθίας 
βρίσκεται άπό τή σχέση fk+2= fj<+1+‘]< lk = °,1,2,...) νά άπο-



δειχτεί δτι, καί ή άκολουθία fAnf ^ }  ! I  = 0 , 1 , 2,... καί π 

δποιοσδήποτε μή Αρνητικός Ακέραιος είναι μία άκολουθία 
τοΟ Fibonacci.

7. Νά δειχτεί ή σχέση
n Ί

f = Ί  ·Π i=0W
, γιά τιμές τής Ανεξάρτητης μεταβλητής, πού γενικά δέν 
ίσαπέχουν.

8. Άν στίς τιμές f0 καί f μι&ς συναρτήσεως 5 ( χ )  ΰ- 
πάρχουν σφάλματα ε0 καί εχ άντίστοιχα, νά βρεθεί σέ 
ποιές διαφορές η τάξης θά Οπάρχουν σφάλματα καί ποιά 
θά είναι αότά. (Άπ.'στίς διαφορές Δ11̂ , k = -n(l)l,
εΚ = ±Σ04_:151 (ϊ)ek+n-i* k = " n(1)1 εο =εο* ε! =ει καί ε] =0  

γιά j/ο,ΐ) .

9. Γιά τόν τελεστή Δ νά δειχτεί δτι

log (1+Δ)

10. Νά βρεθοΟν οΐ έκφράσεις τών τελεστών Δ,ν,δ καί D, 
σάν συναρτήσεις τοΟ τελεστή Ε, πού δίνονται στόν πίνα­
κα τής σελίδας 46 ('Υπόδειξη: Γιά τήν έκφραση τοΟ D σάν 
συνάρτηση τοϋ Ε νά χρησιμοποιηθεί: τό Ανάπτυγμα

οο ΐ,
f(x+h) = I —  f(l)(x), 

i=0 i!
μέ τήν προϋπόθεση δτι ή Ανάπτυξη αύτή ίσχύει).

11. Νά δειχτεί: δτι
7Δ7 + Δ7Δ = Δ*-7 2 .



12.

13.

Ά φ ο Ο  δει,χτοΟν o t  σχέσεις A = VE = 6E^, νά δειχτεί 
στή συνέχεια πώς είναι δυνατό νά προκύψει άπ' αύτές 
δτι

Ak f  =  Vkf =  6 k f  ... .n n+k n+k/ 2

Ιίά άτιοδειχτοΟν ot παρακάτω σχέσεις μεταξύ τών τε­
λεστών πού δίνονται στόν πίνακα τής σελίδας 46

a
i) V = - ~ δ2 + δΛ+|· καί

ii) δ = 2 sinh (^) .

/J



φαρμογης τοΟ τύπου παρεμβολές τών πρός τά έμπρός διαφο­
ρών των Newton - Gregory μέ 0<6<1 ή μέγιστη άπόλυτη τιμή 
πού μπορεί νά πάρει ή &2f0 (Δ sf } ώστε ό άντίστοιχος 6- 
ρος νά εΓναι άπολύτως μικρότερος ή Εσος άπό μισή μονάδα 
τέε τελευταίας δεκαδικής τάξης τοϋ πίνακα διαφορών εΓναι 
4(8).

3. Ά φ ο ϋ  &ρεθοϋν οί τιμές τές συναρτήσεως f(x)=x3ix =
= 2.3(0.2)3.7 νά στρογγυλευτούν στή συνέχεια σέ δύο δ.φ.
καί νά σχηματιστεί δ πίνακας τών διαφορών, πού αντιστοι­
χεί σ'αύτές. Έπειτα, έχοντας ύπόφη καί τόν πίνακα τές 
σελίδας 59 νά βρεθοϋν οΐ τιμές τές f(x) στό σημείο x = 
=3.0 χρησιμοποιώντας τούς τύπους παρεμβολές τών Newton
- Gregory (καί τούς δύο) καί τοϋ Bessel. (Άπ. 26.99625,
27.00375, 27.00) .

4. Νά βρεθεί πολυώνυμο τδ πολύ τέταρτου βαθμοΰ πού νά 
παίρνει στά σημεία x=-2,-l,l,2,3 τίς τιμές -1,4,2,7,24 
άντίστοιχα. (Άπ. x3-2x + 3).

5. Γιά τούς συντελεστές L.(x) |i=0(l)n τοΰ Lagrange νά 
άποδειχτεί ή σχέση

£ L.(x) =1 . 
ΐ=0

6. Γιά τόν συντελεστή L0(x) τοϋ Lagrange νά δειχτεί 
δτι

x - x„ (x-x0)(x-*j) (x-x0) .. .(x-xn_j)
Xj ( x )  — 1 + t  I S / V t  . ■ . +  ' f  '.... ι .« II I I ' ■ Γ 1

o *o_xl (χ0_χΐ ^'Xo"X2  ̂ (x0- x j ) . . . (x 0-x )

7. Νά γραφτεί δ τύπος τοϋ Lagrange γιά τά τρία σημεία 
xs, χ„+ε» χ · 2τή συνέχεια νά βρεθεί τό δριο τοϋ τύπου αύ- 
τοϋ δταν ε-*·ο καθώς καί έ άντί<*το..χη διόρθωση κάτω άπό τίς



3. Π Α Ρ Ε Μ Β Ο Λ Η

3.1. Γ ε ν ι κ ά
Ή  παρεμβολή είναι ένα άπό τά σπουδαιότερα θέματα τής 

A.Α. κι αυτό γιατί άποτελεΐ μιά πρώτη είσαγωγή στήν Ανά­
πτυξη τη 2 θεωρίας τής πολυωνυμικής προσεγγίσεως, στή θε- 
L'da δηλαδή πού άναφέρεται στήν παράσταση ή άντικατάσταση 
£νός πλήθους έμπειρικών δεδομένων, πού προέρχονται άπό με­
τρήσεις η παρατηρήσεις, ή μι&ς συναρτήσεως, άπό £να πολυώ­
νυμο. Πιό συγκεκριμένα, καί γιά τό πρόβλημα τής παρεμβο­
λής πού θά έξετάσουμε στό παρόν Κεφάλαιο, θά ύποθέτουμε δ- 
τι δίνονται οί τιμές μιάς συναρτήσεων f(x) σέ η+1 σημεία, 
£στω τά ^  |i = Q(l)n, καί θά ζητούμε νά κατασκευάσουμε 6να
πολυώνυμο ρ ( χ ) ,  βαθμοΰ τό πολύ η, τέτοιο ώστε ol τιμές τουη
στά σημεία x. |i=0(l)n νά συμπίπτουν μέ τίς Αντίστοιχες 
τιμές της συναρτήσεως. Τά σημεία x̂  |i = 0(l)n θά καλούνται 
σημεία παρεμβολής, τό δέ πολυώνυμο PR(x)/ πολυώνυμο παρεμ­
βολής. Τό πολυώνυμο παρεμβολής Ρη(χ) είναι φανερό πώς εί­
ναι μονοσήμαντα όρισμένο. Αύτό γιατί, δπως εΓναι γνωστδά- 
πό τή Στοιχειώδη Άλγεβρα, άν δύο πολυώνυμα βαθμοΟ τό πο­
λύ η παίρνουν τίς ίδιες τιμές γιά η+1 διαφορετικές τιμές 
τής Ανεξάρτητης μεταβλητής τους, τότε αύτά ταυτίζονται.*Η 
εύρεση τοϋ πολυωνύμου παρεμβολής Ρη(χ) θά μάς έπιτρέπει νά 
βρίσκουμε έξάλλου μέ προσέγγιση τήν τιμή τής συναρτήσεως 
γ ( χ )  στό όποιοδήποτε σημείο χ .  Άπλούστεροι τύποι παρεμ­
βολής μπορούν νά βρεθούν στήν περίπτωση πού τά σημεία πα­
ρεμβολής ίσαπέχουν. Γιά τό λόγο αύτό Αρχίζουμε μέ τήν εΰ­
ρεση τέτοιων τύπων παρεμβολής. Γιά τήν παραγωγή τών τύπων 
αύτών χρησιμοποιούνται πεπερασμένες διαφορές καί έτσι μπο­
ρ ε ί  νΑ γίνει χρήση τοΟ Λογισμού τών Τελεστών, πού άναπτύ- 
Εαμε στό προηγούμενο ΚεφΑλαιο.



3.2. Τ ύ π ο ι  π α ρ ε μ β ο λ ή ς  π ο ύ  χ ρ ή σ ι μ ο  - 
π ο ι ο  Ο ν  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ε ς  δ ι α φ ο ρ έ ς

3.2.1. Τ ύ π ο ς  π α ρ ε μ β ο λ ή ς  τ ώ ν  π ρ ό ς τ ά  έ- 
μ π ρ ό ς  δ ι α φ ο ρ ώ ν  τ ώ ν  N e w t o n - G r e -  
g o r y

Έ σ τ ω  δτι χ̂. = xa + ih Ii = 0(1 )n είναι τά η+1 γνωστά ση­
μεία παρεμβολής καί f(x) ή τιμή της συναρτήσεως στό τυ­
χόν σημείο :<. *Αν καλέσουμε μέ θ τό λόγο

θ = (χ - χ„)/h ~ (3.1)
καί έψαριιόσουμε συμβολικές μεθόδους, μποροϋμε νά πάρουμε 
διαδοχικά

fix) =f(x +6h) = E®f(x.) = (1+A)0fn =

Δ2 + ...1 f o

χαί τελικά
f(x) =f + i® 0 li *f o + el

Ό  τύπος αύτός μπορεί νά γραφτεί καί ώς έξης
f ( x )  = P n ( x ) +  Rn + i ( x ) ,

(3.2)

(3.3)

δπου Ρη(χ) τό πολυώνυμο παρεμβολής, πού δίνεται άπό τήν έκ­
φραση

P n ( x )  s f e + l]^fo + (2) f ο + · · · + Απ. Δ f. (3.4)

καί Κη+,(χ) ή διόρθωση, πού θά βρεθεί άργότερα άναλυτικά. 
‘Ο τύπος, πού βρήκαμε γράφεται άκόμη καί προσεγγιστικά ώς

f(x) »  Pn(x) · ' (3.5)
‘Ο δποιοσδήποτε άπό τούς τύπους (3.2), (3.3) ή (3.5) είναι 
γνωστός σάν ό τύπος τών πρός τά έμπρός διαφορών τών New-



ton - Gregory. Έκεινο φυσικά τιού Απομένει νά Αποδειχτεί 
είναι δ βασικός ισχυρισμός μας δτι, τό Ρη(χ) είναι τό πο­
λυώνυμο παρεμβολής τών σημείων χ. |i = o(l)n. Γιά τό σκοπό, 
αύτό άπό τό δεύτερο μέλος της (3.4) παρατηρούμε καταρχήν, 
χρησιμοποιώντας την (3.1), δτι τό ρ (χ) είναι βαθμοϋ τό 
πολύ-η ώς πρός. χ., Παίρνοντας τώρα τό χυχόν σημεϋο άπό τά 
r- j ί -· 0(1)η καί βρίοκοντας τήν άντίστοιχη τιμή τοΟ πολυω­
νύμου άπ·.'' τήν (3.4) έχουμε-

= f. ■
Αύτό γιατί Θ = ϊ καί οί. έπί πλέον δροι, άν υπάρχουν, θά μη-

j=i+l(l)n. ‘Η ίσότητα, πού βρέθηκε, γράφεται διαδοχικά

Δηλαδή οι τιμές τοϋ πολυωνύμου Pn(x) συμπίπτουν μέ τίς Αν­
τίστοιχες τιμές της συναρτήσεως f(x) στά σημεϋα χ^ ji = o(l)n 
καί άρα αύτό είναι τό ζητούμενο πολυώνυμο παρεμβολής.

Παρατηρήσεις:
i) Τό άθροισμα τοϋ δεύτερου μέλους τοϋ τύπου· (3.2) ά- 

ποτελεΐται άπό £να πεπερασμένο πλήθος δρων, δταν ή f(x) εί­
ναι πολυώνυμο. Συγκεκριμένα τό άθροισμα περιορίζεται στούς 
πι +1 πρώτους δρους του, γιά πολυώνυμο m βαθμοϋ.

ii) "Οταν μ & ς  ένδιαφέρει ή εύρεση μιας καί μόνο τι­
μής τής συναρτήσεως f(x) στό συγκεκριμένο σημείο χ είναι 
προτιμότερο νά χρησιμοποιείται 6 τύπος (3.2) μέ κ0 τό άμέ­
σως μικροτερο σηιιεΐο τοϋ πίνακα τιμών τής fix), Ανεξάρτητα 
άπό τό πόσα σημεία παρεμβολής είναι δυνατό νά διαθέτουμε. 
"Ετσι πετυχαίνουμε νά έχουμε 0<Θ<1 πράγμα πού στήν πράξη 
άποβαίνει χρήσιμο μερικές φορές, δπως θά δοϋμε στήν παρά­

δενίζονται, άφοϋ θά έχουν σάν παράγοντα τήν έκφραση

= E ^ f ( x 0 ) = f ( x „  + ih) = f ( x ^ )  .



γραφο 3.2.4. . Μέ τήν έννοια αύτή, ή παρεμβολή έφαρμόζε- 
τα l καλύτερα στήν άρχή ενός πίνακα γιατί μπορούν νά χρη­
σιμοποιηθούν περισσότεροι όροι στό δεύτερο μέλος τοΟ (3.2). 
Τό τελευταίο σημαίνει χρησιμοποίηση περισσότερων τιμών τής 
συναρτήσεως καί έπομένως περισσότερων πληροφοριών γιά τή 
Συμπεριφορά της.

iii) "Αν περιοριστούμε σέ πρωτοβάθμιο πολυώνυμο πα­
ρεμβολής ρ (;<)f τότε αύτό θά δίνεται άπό τήν έκφραση

Pl(x) = ί0 + [®)Δί0 -- f j + Θ (f 1 - fo) = f0 + ~ ^  (fj-f,) 

ή τέλος άπό τήν

Ρι(*> = f0 +^ S 0(fx- fe) ·
*0 παραπάνω τύπος δμως δέν εΓναι παρά αύτός πού χρησιμο­
ποιούσαμε στό Γυμνάσιο ή στό Λύκειο γιά νά βροϋμε τήν τι­
μή γιά ένα τριγωνομετρικό άριθμό τόξου, γιά ένα λογάριθμο 
άριθμοΟ κλπ δταν τό τόξο, ό άριθμός κλπ δέν ύπήρχε στόν 
πίνακα πού διαθέταμε, άλλά βρισκόταν μεταξύ δύο διαδοχικών 
τόξων, άριθμών κλπ αύτοΟ.

3.2.2. Τ ύ π ο ς  π α ρ ε μ β ο λ ή ς  τ ώ ν  π ρ ό ς  τ ά
π ί σ ω  δ ι α φ ο ρ ώ ν  τ ώ ν  N e w t o n - G r e -  
g o r y

Τό πρόβλημα παραμένει τό ίδιο, δπως διατυπώθηκε στήν 
προηγούμενη παράγραφο, μόνο πού γιά λόγους άπλοποιήσεως 
τού τελικού τύπου, καλούμε μέ x^ |i = 0(-l)-n τά η + 1 σημεία 
παρεμβολής καί μέ 0 τό λόγο

Θ = (χ0 - χ) / h .
"Ετσι τή φορά αύτή παίρνουμε διαδοχικά

f (x) = f(x# -9h) = Ε_θί(χ0) = [(1-7)_1]"θί0 = (1-V)6f0 =



[ι. - ί® v + (®Ίν2 - ...Ifί2 -ο

καί τέλος
fix) = i i j  0 vzfn - (3.6)

‘0 παραπάνω τύπος, πού άποτελεϊ τόν τύπο παρεμβολής τών 
Γ.ςός τά πίσω διαφορών τών Newton - Gregory, μπορεί νά γρα­
φτεί άντίστοιχα, δπως καί προηγουμένως ώς έξής

f (χ) ρ (χ) + R (χ) rn n+i
η ως

f(x) »  D (x) ~ η
Φυσικά τώρα τό πολυώνυμο παρεμβολής Ρη(*)> πού μπορεί εύ­
κολα νά άποδειχτεϊ δτι εΓναι βαθμοΟ τό πολύ η, δίνεται ά­
πό ττίν έκφραση

Ρπ(χ) f - +UJ ° Vzf0 - ... +(-!)* Vnf„

ένώ τό R (χ) άποτελεϊ καί πάλι τή διόρθωση.n+i
Παρατηρήσεις:
Μποροϋν νά γίνουν οί άντίστοιχες τής προηγούμενης πα­

ραγράφου. Ή  μόνη διαφορά στήν παρατήρηση (ii) είναι δτι 
άπό τό ένα μέρος καλούμε μέ χ 0 τήν άμέσως έπόμενη τιμή στόν 
πίνακα καί άπό τό άλλο μέρος μέ τήν έννοια, πού έπεξηγή- 
θηκε, ή άντίστοιχη παρεμβολή έφαρμόζεται καλύτερα στό τέ­
λος ένός πίνακα.

3.2.3. Τ ύ π ο ς  π α ρ ε μ β ο λ ή ς  ΐ δ ν  κ ε ν τ ρ ί -  
κ ώ ν δ ι α φ ο ρ ώ ν  τ ο ϋ  B e s s e l

*C τύπος παρεμβολής τοϋ Bessel, πού χρησιμοποιεί κεν­
τρικές διαφορές καί είναι άντίστοιχος τών τύπων (3.2) καί
(3.S) τών Newton - Gregory, είναι τής άκόλουθης μορφής



f(x) =Bet.f0+f,) +3,6f,/2+B2(6zf0+02f1) +B363f1/2 + .,. . (3.7)

ΕΓναι δυνατό νά Αποδειχτεί μέ 5να μεγάλο πλήθος άπΧών δια­
δοχικών μετασχηματισμών πού δέν θά παραθέσουμε έδώ, χρησι­
μοποιώντας συμβολικές μεθόδους, δτι i) οΐ συντελεστές B..j 
ϊ =0,1,2,... στόν τύπο (3.7) δίνονται άπό τίς σχέσεις

e2k ' 2
Θ+k-l
2k W  = 1l E T r 8a l k=0·1'2'··· (3-e>

μέ Θ τό λόγο (3.1) καί ii) γιά n(=2k+l, k>0) περιττό καί 
μόνο oL η + 1 πρώτοι δροι τοΟ άναπτύγιιατος (3.7) άποτελοΟν 
τό πολυώνυμο παρεμβολής τοΟ Bessel, μέ σημεία παρεμβολής 
τά |i = -k(l)k+l. Τό πολυώνυμο αύτό συμπίπτει μέ τά άντί- 
στοιχα πολυώνυμα παρεμβολής τών Newton - Gregory πού χρη- 
σιμοποιοΟν άκριβώς τά [δια σημεϋα παρεμβολής.

Παρατήρηση:
Ισχύουν οΐ Αντίστοιχες μέ τίς παρατηρήσεις τών δύο 

προηγούμενων παραγράφων μέ τήν άνάλογη διαφορά.
"Αν μέ χ0 δνομαστεΐ τό σημεϋο τό άμέσως προηγούμε­

νο τής τιμής χ στόν πίνακα, δπως δηλαδή στήν περίπτωση 
τών πρός τά έμπρός διαφορών, τότε h παρούσα παρεμβολή έ- 
φαρμόζεται καλύτερα στή. μέση ένός πίνακα.

3.2.4. Π λ ή θ ο ς  δ ρ.ω ν π ο ύ  χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ο Ο -  
ν τ α ι  σ τ ο ύ ς  τ ύ π ο υ ς  π α ρ ε μ β ο λ ή ς

"Οταν ζητούμε, στήν πράξη, νά βρούμε τήν τιμή f(x) γιά 
κάποιο χ, πού δέν υπάρχει στόν πίνακα τιμών τής συναρτή - 
σεως, χωρίς δμως νά βροΟμε πρώτα τό άντίστοιχο πολυώνυμο 
παρεμβολής, τότε χρησιμοποιούμε φυσικά δναν άπό τούς τύ­
πους παρεμβολής (3:2), (3.6) καί (3.7). Τό έρώτημα, πού γεν-



νΐ·έται άμέσως, είναι τό πόσους δρους άπό τό άνάπτυγμα τοΟ 
δεύτερου μέλους θά χρησιμοποιήσουμε. ‘Η Απάντηση σ' αύτό 
δίνεται., στήν πράξη πάντοτε, υιοθετώντας τήν άκόλουθη σύμ­
βαση. Χρησιμοποιούμε στή σειρά δλους τούς πρώτους δρους 
τοϋ αναπτύγματος, πού ή άπόλυτη τιμή τους είναι μεγαλύτε­
ρη άπό μισή μονάδα της τελευταίας δεκαδικάς τάξης τοϋ πί- 
\κ:ια 5ι.ο(Πορών. "Ολοι οί επόμενοι δροι παραλείπονται .Μέ ά­
πλές μεΰό.ΰους της Άναλύσεως μποροϋμε νά βροϋμε μέγιστες 
τιμές, ά ιό τις όποιες, άν οί άντίστοιχες διαφορές είναι 
απόλυτα μικρότερες ή ίσες, ό άντίστοιχος δρος στό άνά­
πτυγμα θά είναι άπόλυτα μικρότερος ή ίσος άπό μισή μονάδα 
της τελευταίας δεκαδικής τάξης τοϋ πίνακα διαφορών. Έτσι 
μπορεί νά καθοριστεί προκαταβολικά τό μέγιστο πλήθος δρων 
πού θά χρησιμοποιηθούν.

Στόν παρακάτω πίνακα δίνονται γιά 0<Θ<1, δπου θ 6 Α­
ντίστοιχος γνωστός λόγος, οί πρώτες στή σειρά μέγιστες ά- 
πόλυτες τιμές γιά τίς διαφορές, σέ μονάδες τής τελευταίας 
δεκαδικής τάξης τοΰ πίνακα διαφορών, γιά τίς όποιες τιμές 
ό Αντίστοιχος όρος στόν τύπο παρεμβολής καθώς καί δλοι οί 
έπόμενοί του παραλείπονται στήν πράξη·

Τύπος παρεμβολής 62 δ3 6“ δ* δ*

Newton - Gregory 
(καί οί δύο)

U 8 12 16 21

Bessel ® U 60 20 500 100

ι£) Στόν τύπο παρεμβολής τοϋ Bessel, δταν έμφανίζεται ά­
θροισμα διαφορών, οί τιμές τοϋ παραπάνω πίνακα θά πρέ­
πει νά διπλασιάζονται γιά όλόκληρο τό άντίστοιχο ά­
θροισμα.



- bO -

3.3. Τ ύ π ο ς  π α ρ ε μ β ο λ ή ς  τ ο ϋ  L a g r a n g e
‘Η παρούσα παρεμβολή άντιμετωπίζει τό γενικότερο πρό­

βλημα, όπως διατυπώθηκε στήν πρ'τη παράγραφο τοΟ παρόντος 
Κεφαλαίου, δηλαδή τό πρόβλημα, δπου τά σημεία παρεμβολής , 
γενικά, δέν ίσαπέχουν.

Γιά τήν εύρεση τοΰ πολυωνύμου παρεμβολής Ρη(χ) τοϋ La­
grange Εεκινοϋιιε άπό τίς σχέσεις πού πρέπει νά Ικανοποιεί 
αύτό στά σημεία παρεμβολής χ̂, ji=o(l)n. Έχουμε συγκεκριμέ­
να ότι

Pn(xi)=fi I1 *0*1)"» (3.S)
δπου οί τιμές τής ύπόφη συναρτήσεως f(x) στά άντίστοι- 
χα σημεία. Είναι φανερό ότι, μία άπό τίς μορφές πού θάμπρ- 
ρεί νά γραφτεί τό Pn(x)f έξαιτίας τών σχέσεων (3.9), είναι 
ή παρακάτω

η
Ρη<χ> = I  L.(x)f. (3.10)

i=0
μέ Ι^(χ) !i = o(i)n πολυώνυμα βαθμοϋ n, πού καλοϋνται συντε­
λεστές τοϋ Lagrange, καί ικανοποιούν τίς σχέσεις

Li(xi)=l καί L.(x,.)=0 |i,j=0(l)n, j t i . (3.11)

‘Η μορφή (3.10) θά είναι φυσικά δυνατή, άρκεϊ οί συντελε­
στές τοϋ Lagrange νά μποροϋν νά προσδιοριστούν άπό τ ι! ς σχέ­
σεις (3.11). Πραγματικά, άπό τή δεύτερη όμάδα τών σχέσεων 
(3.11) καί γιά τόν τυχόντα δείκτη i ji = 0(l)n, δχουμε άμέσως 
ότι δ άντίστοιχος συντελεστής τοϋ Lagrange θά διαιρείται 
μέ τό γινόμενο

(x - x ) .. . (x - X. ) ( χ  -  χ .  ) . .. ( χ  - χ  )° ι-ι ι+ι η
καί θά είναι έπομένως τής μορφής

L.(x) = A. (χ - χ.) ... (χ-χ. )(χ - χ. ) . . .  ( x  - χ )1 1 0 1-1 1+1 Π



μέ Λ. σταθερά. *0 προσδιορισμός τής σταθεράς Α. γίνεταιι ι
μέ τή βοήθεια τής πρώτης άπό τίς σχέσεις (3.11). "Ετσι βρί­
σκουμε τελικά δτι

*Ειχομένος τό πολυώνυμο παρεμβολής τοϋ Lagrange δίνεται ά­
πό τήν (3.10) μέ συντελεστές του τίς έκφράσεις (3.12).

Ή  έΗφραση (3.12) γιά τσύς συντελεστές μπορεί νά γρα­
φτεί μέ διάφορους ισοδύναμους τρόπους. "Ενας άπ'αύτούς εί­
ναι προψανως ό παρακάτω

'Ετσι άπό τήν (3.14) έχουμε άμέσως δτι ό άριθμητής τών έκ- 
φράσεων (3.12) είναι ίσος μέ <ρ(χ) / (χ-κ.) ένώ άπό τήν (3.15) 
δτι 6 παρονομαστής εΓναι φ'(χ,). Συνεπώς μία άλλη έκφραση 
γιά τούς συντελεστές είναι ή Ακόλουθη

Έπειτα άπό δλα τά παραπάνω μπορούμε νά πούμε δτι ό 
τύπος παρεμβολής τοϋ Lagrange εΓναι δ

L. (χ)χ
( χ  - χ „ ) . . . ( χ  - χ .  ) ( χ - χ ,  ) . . . ( χ - χ )

0 1 - 1 1 + 1 Π ( 3 . 1 2 )

ι
1ί - 0(1)η .

(3.13)

“Ενας δεύτερος προκύπτει ώς έξής. Ά ν  καλέσουμε
η

φ(χ) = Π
3 = 0

καί παραγωγΐσουμε ώς πρός χ βρίσκουμε

(3.14)

(3.15)

L .  ( χ )  ι i = 0(l)n . (3.16)
( x - x j q i  ' ( X j )
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f(x) ='pn<x) + Rn+] (χ) (3.1?)

η ό
f(x) » Ρ (χ)' n

δπου Rn+1(x) ^ Αντίστοιχη διόρθωση, πού θά βρεθεί Αναλυτι­
κά στήν έπόμενη παράγραφο.

Στήν περίπτωση, πού τά σημεία παρεμβολές i = 0(l)n 
ίσαπέχουν καί δίνονται άπό τίς σχέσεις χ. =x0+ih ji=o(i)n, 
τότε είναι δυνατό νά προκύψει μία νέα έκφραση γιά τούς 
συντελεστές τοϋ Lagrange επομένως καί γιά τό πολυώνυμο κα­
θώς έπίσης καί γιά τόν άντίστοιχο τύπο παρεμβολής.Ά ν  κα- 
λέσουμε πάλι μέ Θ τό λόγο (3.1) είναι εύκολο νά βροϋμε μέ 
Απλούς μετασχηματισμούς δτι

Παρατήρηση:
Στήν περίπτωση τών σημείων παρεμβολής, πού ίσαπέχουν 

καί δταν ζητούμε νά βροϋμε τήν τιμή τής συναρτήσεως σέ κά­
ποιο σημείο χ, τότε άν θέλουμε περισσότερη Ακρίβεια μπο­
ρούμε νά χρησιμοποιήσουμε δνα άκόμη σημείο παρεμβολής (τό 
έπόμενο έστω στόν πίνακα). Έτσι υπολογίζουμε απλώς έναν 
έπί πλέον δρο τοΟ άντίστοίχου άναπτύγματος, Αν έργαζόμα - 
στε μέ τόν τύπο παρεμβολής τών πρός τά έμπρός διαφορών τών 
Newton - Gregory. Στήν περίπτωση δμως πού έργαζόμαστε μέ τό 
πολυώνυμο παρεμβολής τοϋ Lagrange, έκτός άπό τόν ύπολογι- 
σμό τοϋ έπί πλέον δρου, πρέπει νά ξαναΰπολογίσουμε καί δ- 
λους τούς άλλους, Αφοϋ άλλάζουν οΐ Αντίστοιχοι συντελε - 
στές.

3.4. Δ ι ό ρ θ ω σ η σ τ ο ύ ς  τ ύ π ο υ ς  π α ρ ε μ β ο -

‘Η διόρθωση R (χ), έπομ^νως καί τό Αντίστοιχο σφάλ-
λ ή ς



μα, στούς διάφορους τύπους παρεμβολής πού βρήκαμε μέχρι 
τώρα καί. γιά τό τυχόν σημείο χ, μπορεί φυσικά νά δοθεί 
άπό τή διαφορά

R (χ) = f(x) -ρ (χ) . (3.18)ητι
Είναι δμως δυνατό, κάτω άπό όρισμένες προϋποθέσεις, πού 
δίν Λ,παιτοϋν τήν εϋρεση τοϋ Pn(x) ή τής τιμής του, δπως 
στόν τύπο (3.ι·3), νά βρεθεί μιά άλλη έκφραση γιά τή διόρ­
θωση t ιιού πολλές φορές είναι πάρα πολύ χρήσιμη στήν πρά­
ξη. ‘Η έκφραση αύτή δίνεται μέ τό παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα
Ά ν  I είναι τό μικρότερο διάστημα πού περιέχει δλα

τά σημεία παρεμβολής x̂  |i = 0(l)n καί τό τυχόν σημείο x
(δηλαδή I=[min(x,x0,...,x), max(x,x0,...,xn )]) καί ή
συνάρτηση f(x) είναι τέτοια ώστε f(x) eCn+1(I) ©  , τότε ή
διόρθωση R (χ) τοϋ τύπου παρεμβολής τοϋ Lagrange (έπο- η+1
μένως καί τών άλλων τύπων παρεμβολής) δίνεται άπό τήν 
€κψραση

η (η+ι), ,
R 4., ( χ ) Ξ Π ( χ - χ , ) · - -----^  , (3.19)η+1 i=0 1 (η+1)!

δπου ξ6Ι ® ® .

©  ‘Η σχέση f(x)6Cn+1(l) δηλώνει δτι ή f(x) έχει παραγω­
γούς μέχρι καί η+1 τάξης καί μάλιστα συνεχείς στό διά­
στημα I.

® ®  Τό σημείο ξ ανήκει στήν πραγματικότητα στό άνοικτό 
διάστημα πού άντιστοιχεϊ στό I. Άκόμη τονίζεται δτι ή 
βασική υπόθεση ταΰ Θεωρήματος (δηλαδή ή f(x) 6 Cn+1 (I)) 
μπορεί νά γίνει ασθενέστερη, άρκεϊ νά υποτεθεί δτι f(x)€ 
C°(I) καίδτι ή f^n+l\x) υπάρχει στό ανοικτό διάστημα, 
πού άντιστοιχεϊ στό 1. Τό συμπέρασμα παραμένει τό ίδιο.
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’Απόδειζη
Κατασκευάζουιιε τή συνάρτηση

R (χ) η
g(t) = R (t) - ------ Π  (t-x.), (3.20)6 η+ι η . ' ι

Π 'χ-χ,) 1=0 
i=0

δπου t είναι, ή Ανεξάρτητη μεταβλητή καί χ t χ̂  |ϊ = 0(1)η ενα 
όποιοδήποτε σημείο. Ά π ό  τήν (3.17), πού δίνει δτι R (t)=

Π + 1
= f(t)-p (t), καί σάν συνέπεια τής 3ασικής Οποθέσεως f(t)6 
Cn+1(I) έχουμε άμέσως δτι R (t)6Cn+1(I). Επομένως,άπό την

Π + 1 ^(3.20), καί δτι g(t)6C (I). Επειδή τώρα είναι φανερό δτι 

Rn+1(xj) = f(Xj) - Pn(Xj> = 0 13 = Οί1)11

έχουμε σάν συμπέρασμα πάλι άπό τήν (3.20) δτι
g(Xj) = 0  |j = 0(l)n . (3.21)

Άκόμη γιά τό τυχδν σημείο χ i χ̂  |j=0(l)n έχουμε προφανώς 
δτι

g(x) = ο . (3.22)
Ά π ό  τίς (3.21) καί (3.22) προκύπτει δτι ή συνάρτηση g(t) δ- 
χει η+2 τουλάχιστον διαφορετικές ρίζες στό διάστημα I. 'Ε­
πομένως σύμφωνα μέ τό θεώρημα τοϋ Rolle ή g'(t) θά έχει 
n+l τουλάχιστον διαφορετικές ρίζες στό άντίστοιχο άνοικτό 
διάστημα. Γιά τόν E6lo λόγο ή g"(t) θά δχει η τουλάχιστον 
διαφορετικές ρίζες στό ίδιο διάστημα καί έπαγωγικά θά £- 
χουμε δτι ή g^n+1 (̂t) θά δχει μία τουλάχιστον ρίζα, πού 
καλούμε ξ, στό υπόψη διάστημα. Παραγωγίζουμε τώρα τή σχέ­
ση (3.20) η+1 φορές, άντικαθιστοΰμε τήν τιμή

R(n+O(t)= f(n+O(t) -p(n+1)(t)=f(n+l)(t)n+i * n
στή σχέση πού έχει προκύψει καί θέτουμε δπου ΐ=ζ. Έτσι 
παίρνουμε



καί ’άπ' αύτήν,λύνοντας ώς πρός Rn+1(*)' τΠν (3.19).
Παρατήρηση:
Ή  σχέσή (3.19) μπορεί νά μάς δώσει στήν πρά£η ένα ά- 

πάλυτο νράγμα γιά τό άντίστοίχο σφάλμα άποκοπής ( ή τή δι­
όρθωση) άρκεϊ νά ξέρουμε ένα άπόλυτο φράγμα γιά τή συνάρ-

_(π+ΐ). , . e .τηση r (x) στό διάστημά I.

3.5. Δ ι η ρ π μ έ ν ε ς δ ι α φ ο ρ έ ς
3.5.1. Έ ν ν ο ι ε ς ,  ο ρ ι σ μ ο ί  κ α ί  σ χ έ σ ε ι ς  

δ ι η ρ η μ έ ν ω ν  κ α ί  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ω ν  
δ ι α φ ο ρ ώ ν

'Εκτός άπό τίς πεπερασμένες διαφορές πού μελετήσαμε 
στό προηγούμενο Κεφάλαιο, στήν πρά£η, χρησιμοποιείται καί 
ένα άλλο είδος διαφορών πού καλούνται διηρημένες διαφορές. 
Αύτές, δπως θά δοϋμε άπό τόν άντίστοιχο δρισμό, είναι συ­
ναρτήσεις τόσο τών τιμών τής συναρτήσεως δσο καί τών άντί- 
στοιχων τιμών τής άνε£άρτητης μεταβλητής. Τό τελευταίο ά­
ποτελεΐ καί τό κύριο χαρακτηριστικό τών διηρημένων διαφο­
ρών σέ σχέση μέ τίς άντίστοιχες πεπερασμένες, πού ήταν συ­
ναρτήσεις τών τιμών τής συναρτήσεως καί μόνο.

Γιά τόν όρισμό7τών διηρημένων διαφορών θά ύποθέσουμε 
δτι δίνονται 61 τιμές μιας συναρτήρεως f(x) σέ ένα πλήθος 
τιμών τής άνε£άρτητης μεταβλητής πού χαρακτηρίζονται άπό 
δείκτες. Τότε δρίζουμε τήν πρώτη διηρημένη διαφορά τής συ­
ναρτήσεως f(x) σέ δύο όποιαδήποτε σημεία, έστω στά σημεία 
::D καί Xj, ή άλλιώς τή διηρημένη διαφορά πρώτης τά£ης στά 
ίδια σημεία σάν τό λόγο



'Επαγωγικά ορίζονται σι διηρημένες διαφορές k τάξης (k>2) 
σέ όποιαδήποτε k + l σημεία, έστω στά xi ji = o(l)k, άπό τις διη­
ρημένες διαφορές k-Ι τάξης ώς έξης

f(x„x,...x, ) - f(x, ...χ. χ,)f ( χ ν χ χ ) = ° 1 k--1 1 k-Ι ■<v οχι--  k-i k
X0 - xk

Ά ν  χρησιμοποιούμε διαδοχικά σημεία χ0,χ,,χ2 , ,  γιά 
τόν όρισμό τών διηρημένων διαφορών, τότε μποροϋμε νά κατασκευάσου­
με καί πίνακες διηρημένων διαφορών Αντίστοιχους πρός τους 
πίνακες τών πεπερασμένων διαφορών. Λύτοί θά έχουν τήν ά- 
κόλουθη γενική μορφή

i χ. f(x.) f(x.x. ) f(x.x. χ. ) f(x.x. χ. x. )1_______ι_______ I 1 + 1________1 1 + 1 1 + 2 1 1+1 1 + 2 1 + 3

0 χο f(x0)
f(x0x,)1 Χ1 f (Xj ) f(x0xix2)

fiXjXjXj)2 Χ2 f(x2 )
f(XjX2) ί(χ0χιχ2χ3)

f(x3)
f(x2x3) f( Xj X2XjX^)3 Χ3 f(x2x3xj

f(xv )
f<X,X„)4.

Ετόν παραπάνω πίνακα χρησιμοποιήσαμε μία έπί πλέον στήλη 
δεικτών i (πού δέν είναι ύποχρεωτική) κι αύτό γιά νά μπο­
ρέσουμε νά συμβολίσουμε μέ γενικό τρόπο τίς διηρημένες δι­
αφορές όποιασδήποτε τά^ης, δπως κάνουμε στήν πρώτη γραμμή 
(πού έπίσης δέν είνα,ι ύποχρεωτική) . Άκόμη χρησιμοποιήσα­
με τό συμβολισμό ί(χ^ γιά τίς τιμές της συναρτήσεως γιά 
νά τονίσουμε τό γεγονός δτι αύτές μπορούν νά θεωρηθούν σάν 
διηρημένες διαφορές μηδενικής τάξης.

“Ενα χαρακτηριστικό τών διηρημένων διαφορών η τάξητ 
είναι δτι αύτές είναι άνεξάρτητες άπό τή σειρά πού παίρ-



νονται τά σημεία άπό τά όποια δρίζονται. Αύτό διατυπώνε­
ται καί άποδείχνεται στό παρακάτω θεώρημα. -

Θεώρημα 1
' ‘Η διηρημένη διαφορά η τάΕης» πού δρίζεται άπό τά 

σημεία χ. ji = 0(l)n, είναι μία συμμετρική έκφραση τών ση­
μείων αύτών καί τών άντίστοιχων τιμών τής συναρτήσεως.
Ευγκεκριμένα έχουμε

n f .

f(x0x1...xn) = I — -- ------  . (3.23)
1=0 Π  (Xi-X.)

j=C 1

Άπόδε ι£η
Ή  άπόδειξη τής σχέσης (3.23) γίνεται έπαγωγικά.
Γιά η=1 έχουμε άπό τόν όρισμό τών διηρημένων διαφο­

ρών πρώτης τάξης δτι.
fo-fi f, fi 1 fi

f(xex,) = ----  = - --- +— --- = I — I----------  ·
X e - X ,  x e - x ,  x , - x „  1 = 0  Π ( Χ · - Χ . )

j  = 0 1 3 
j**

Δηλαδή ή (3.23) άληθεύει γιά n=l.
‘Υποθέτουμε τώρα δτι ή (3.23) άληθεύει γιά nsk^l καί

πιό συγκεκριμένα 6tl ή (3.23) άληθεύει γιά δλες τίς δι,ηρη- 
μένες διαφορές k τάξης, θά άποδείΕουμε δτι αύτή άληθεύει 
καί γιά n=k+lf δηλαδή δτι

ί(χ0χ1...χΚχΚ+1) = I
k+1 f.----1----  . (3.24)
i=0 k+1

Γ! (χ. - )
j=o 3

Τό πρώτο μέλος τής (3.24), άπό τόν όρισμό τής διηρημένης 
διαφοράς k+Ι τά£ης, γράφεται



£(χ0χι···*ΐΛ+ι) = 7 ^ Γ ~  <f<xo’V - - V (f(x»-*"Vic*l))·μ κ+1
δπότε χρησιμοποιώντας τήν υπόθεση της τέλειας έπαγωγής'γιά 
διηρημένες διαφορές k τάξης Βρίσκουμε

f(χ.χ... .κ, χ, , ) ϊ -  Ο 1 k k+i χ0 k+i t-i=0
f.

k
1-0 n<x.-x.) 

j=o 1 3
3*i

k+1 i 

k ~ H U ^ j )
iti

Εφαρμόζοντας απλούς μετασχηματισμούς στά δεύτεοσ μέλος 
της παραπάνω ισότητας παίρνουμε διαδοχικά

f(χ„χ, .. .χ, χ, ) = + 1-  χ  k
k+1 π <χ0-χ.) 1=1 Π (χΓ χ ,) 

3*ι 3 j=o

_ ____% χ  1 .
k f.

. r _____ i______ __________ __W V + 1 lr i
1=1 Π <»,-*,> Π (Χκ,,-Κ,)

j=l * 3 j=l k+1 3

k+1
Π (χ0-χ.)
j=l 3

f k f.(x.-x, )j j ι ι k + 2
-x, |.L. k+13 k + 1 '•1 = 1 nΠ (x.-x.)

j=0

k f.(x.-x0)
*■ k+1 i=l Ktl

k+i
ΓΊ (x ^ x .)  n( x k+I-x.) j=0 1 3 j=0 *+I 1 
3#

I

f.i k+i
k+1 ’ . f;," k+1 ' k 
Π (x„-x^) 1 X Π (χ·-χ·) Π ( x . - x . )
3*1

» ■ r. » w f ι ; \ Λ « A  ·• Λ 1 3 · V, k+i ι3=0 J 3=0 J



'Αποδείξαμε δηλαδή έτσι τήν (3.2Η).
Έπομένως ισχύει ή σχέση (3.23) τοϋ θεωρήματος.’Η έκ­

φραση ;οϋ Αντίστοιχου δεύτερου μέλους, είναι φανερό δτι ά- 
ίοτελεΐ μ'„ά συμμετρική έκφραση τών χ̂  !i = 0(l)n καί τών άν- 
τίστοιχων f. !i = 0(l)n .

Άμεση συνέπεια αύτοϋ πού άποδείξαμε, καί πού άποτε­
λεΐ τό κύριο χαρακτηριστικό τών διηρημένων διαφορών,είναι 
6τι όποιαδήποτε μετάθεση τών δεικτών i = 0(l)n (ή άντίστοι- 
χα τών σημείων χ̂  ji = 0(l)n) δέν μεταβάλλει τήν τιμή τής άν- 
τίστοιχης διηρημένης διαφοράς η τάξης.

Στήν περίπτωση πού οί τιμές τής άνεξάρτητης μεταβλη­
τής ίοαπέχουν καί,βρίσκονται στή φυσική τους σειρά σέ σχέ­
ση μέ τούς δείκτες τους, τότε είναι δυνατό νά βροϋμε άπλές 
σχέσεις πού νά συνδέουν τίς διηρημένες διαφορές η τάξης μέ 
τίς άντίστοιχες πεπερασμένες διαφο&ές. Σχετικά διατυπώνου­
με χωρίς άπόδειξη (πού μπορεί νά γίνει πολύ εύκολα μέ τήν 
τέλεια επαγωγή) μιά σχέση μεταξύ διηρημένων διαφορών η τά­
ξης καί άντίστοίχων πρός τά έμπρός διαφορών, στό παρακάτω 
Θεώρημα.

Θεώρημα 2
‘Η διηρημένη διαφορά η τάξης, πού όρίζεται άπό τά ση­

μεία χ. = χ +ih |i = 0(l)n μέ h τό βήμα τής πινακοποιήσεως, συν­
δέεται μέ τήν πρός τά έμπρός διαφορά η τάξης στό σημείο χρ



Είναι φανερό δτι μέ μία παοάλληλη μεταφορά όλων τών 
δεικτών κατά k , έστω, μποροϋμε νά βροϋμε μία σχέση ίδια 
μέ τήν (3.25), μέ τή μόνη διαφορά δτι θά έχουμε AnfV άντ,ι! 
Anf0 καί άκόμη δτι χρησιμοποιώντας τίς σχέσεις (2.5) τοϋ 
προη/ούμενου Κεφαλαίου θά μποροϋμε νά έκφράσουμε άμέσως 
τό πρώτο μέλος της (3.25) είτε σάν συνάρτηση τής Αντίστοι­
χης πρός τά πίσω διαφοράς είτε τής άντίστοιχης κεντρικής 
διαωοράς.

3.5.2. Τ ύ π ο ς  π α ρ ε μ β ο λ ή ς  τ ώ ν  δ ι η ρ η μ έ ­
ν ω ν  δ ι α φ ο ρ ώ ν  τ ο υ  N e w t o n

Ά ς  υποθέσουμε δτι δίνονται η+1 τιμές τής συναρτήσε- 
ως f(x) στά σημεϋα χ^ Ji = 0(l)n, πού γενικά δέν ίσαπέχουν, 
καί δτι ζητούμε νά βροΟμε ένα πολυώνυμο παρεμβολής Ρη(χ) 
βαθμοΟ τό πολύ η, πού νά δρίζεται άπό τά η+1 σημεία πού 
δόθηκαν, μέ τή βοήθεια τών διηρημένων διαφορών. Γιά τό 
σκοπό αύτό έργαζόμαστε ώς έξής.

Έ σ τ ω  χ τό τυχόν σημείο στδ όποιο δρίζεται ή συνάρ - 
τηση f(x). Καλούμε, γιά χάρη εύκολίας στούς συμβολισμούς , 
x_j Ξχ καί σχηματίζουμε τή διηρημένη διαφορά k+l τάξης πού 
δρίζεται άπό τά k+2 σημεία χ^ |i = -l(l)k. (Στό έΕής θά χρη­
σιμοποιούμε £·ίτε χ εϋτε χ άνάλογα μέ τήν περίπτωση) . "Α­
πό τόν άντίστοιχο δρισμό έχουμε δτι

ί(χ- . * · ' · · ν Λ ) = -ι k
Ά π ό  τήν παραπάνω σχέση λαβαίνουμε άμέσως

f(x-,xo - V i ) = ί(χ« · · · ν Λ )'+(χ-1Λ )ί(χ-ιχ»···χι<-Λ) 
καί άπ'αύτήν, γιά k=0(l)n παίρνουμε διαδοχικά 

f(x_j) = f(x0) + (x_1-x0)f(x_jx0)
f(x_1x0) = f(x0xt) +(x_i->-s)f(x_1x0xJ)



'Αν τώρα στην πρώτη άπό τίς (3.25) άντικαταοτήσουμε τό 
f(x κ0) άτιό τή δεύτερη, μετά τό f(x_lx(jxj3 / πού θά παρου­
σιαστεί, άπό τήν τρίτη κ.ο.κ. παίρνουμε τελικά δτι

fix) = pn(x> +Rn+j(x) (3.27)

μέ
pR(x) = f(x0)+(χ-χ0)f(x0xj)+ (x-x0)(x-xj)f(x0xjx2) +

(3.28)
+ ... + (x-x0)(X-Xj)...(x-x )f(x0xj...xn)

καί
n

R (χ) = Π  (x-x. ) · f(xx0 · · ,xr,̂ (3.29)
i=0 1 n

δπου έχουμε έπανέρθει στόν άρχικό συμβολισμό βάζοντας χ 
στή θέση του χ Είναι φανερό τώρα δτι τό πολυώνυμο Pn(x)
είναι βαθμοϋ τό πολύ η. Γιά νά είναι δμως καί τό άντίστοι-
χο πολυώνυμο παρεμβολής τών σημείων χ^ |i = 0(l)n θά πρέπει 
νά Ισχύουν οΐ σχέσεις

P r / V  = fk !k = 0(1)n

Π, πράγμα πού είναι ίσοδύναμο άπό τήν (3.27), οί σχέσεις
R (χ. ) =0 |k = 0(l)n . nti k

Τό τελευταίο φυσικά δέν είναι φανερό άπό τήν (3.29), άν καί
ό πρώτος παράγοντας μηδενίζεται γιά χ = χ^ jk = 0(l)n. Αύτό
γιατί ό δεύτερος παράγοντας f(x :lq .. .χ̂ ) (j ό fix^x^.-.x^r άν- 
θυμηθοϋμε τήν άντίστοιχη £κφραση τής (3.23), θά περιέχει 
παρονομαστές μέ παράγοντες διώνυμα τής μορφής t —acj θά
μηδενίζονται γιά x = x_j =x.. )j=0(l)n. Αύτό δμως δδηγεΐ σέ ά-
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οριστία γιά τήν έκφραση (3.29). Γιά τήν άρση αυτής τής άο- 
ριστίας έργαζόμαστε δπως στή συνέχεια. Ά π ό  τήν (3.29), μέ 
κατάλληλες αντικαταστάσεις, χρησιμοποιώντας ένόιάμεσα καί 
τήν Αντίστοιχη σχέση πρός τήν U.23), παίρνουμε διαδοχικά

Rn+.(x) = Π  = Π  fx-xi)- Σ — --- -̂--  =
1=0 1=0 1=-1 n  (Χ.-Χ.)

j=-i 1 3

= n  — -—  + .I
λ r fi <- _ ι —
1-0 Π 1-0 (χ.-χ ) Π (χ.·-χη·)

5=o 1 3 1 1 j=o * 3

(X.-Xj) n  (Xj-X.) 
j=0

= f(x) - I i=0

3=on r .
Π ( x-x j )

n ι
n r n x-x.

sf(x). ι n  
i=oH=o xi xj

‘Ο δεύτερος δρος, δμως, τής διαφσρας στήν όποια καταλήξα­
με δέν είναι παρά τό πολυώνυμο παρεμβολής τοϋ Lagrange,έ­
στω ρπ (χ), βαθμοϋ ι 
i = 0(l)n. ‘Επομένως
στω ρ^ (χ), βαθμοϋ τό πολύ η μέ σημεία παρεμβολή-ς τά χ..

W V  = f(xk) _ Pn (V  = °

καί συνεπώς τό πολυώνυμο Ρη(χ)> δίνεται άπό τήν έκ­
φραση (3.23), είναι ένα πολυώνυμο παρεμβολής μέ σημεία πα­
ρεμβολής τά xi ji = 0(l)n. Τό πολυώνυμο αύτό φυσικά θά συμ­
πίπτει μέ τό άντίστοιχο πολυώ"υμο παρεμβολής τοϋ Lagrange



ρ^ (χ) γιά τό λόγο, πού άναφέρθηκε στήν πρώτη παράγραφο 
τοϋ παρόντος Κεφαλαίου 3.1. . Τό πολυώνυμο ρ (χ) είναι 
γνωστό σάν τό πολυώνυμο παρεμβολής τών διηρημένων δια­
φορών τοϋ Hewton. 'Αντίστοιχα δέ δ τύπος (3,°7) ή ό κα­
τά προσέγγιση

fix) «  Pn(x), (3.30)

μέ ρ (χ) νά δίνεται πάντα άπό τήν (3.28), εΓναι γνωστόςΐΐ
σάν ό τύπος παρεμβολής τών διηρημένων διαφορών τοϋ New­
ton. Τέλος ή έκφραση R (χ), πού δίνεται άπό τήν (3.29),Π+ 2
άποτελεί τή διόρθωση. Έ δ ώ  θά πρέπει νά τονιστεί πώς άν
συντρέχουν οΐ προϋποθέσεις τοϋ Θεωρήματος της σελίδας
63 ή διόρθωση R (χ) μπορεί νά δοθεί καί άπό τήν έκφρα- η+ι
οη της σχέσης (3,19).

Παρατηρήσεις:
ί) "Οταν έχουμε νά βροϋμε τήν τιμή μι&ς συναρτήσεως 

σέ κάποιο σημείο χ χρησιμοποιώντας όρισμένα σημεία παρεμ­
βολής καί ζητήσουμε αυξημένη άκρίβεια της τιμής αύτής μέ 
τήν προσθήκη ενός έπί πλέον σημείου παρεμβολής ή χρησιμο­
ποίηση τοϋ πολυωνύμου παρεμβολής τών διηρημένων διάφορων 
τοϋ Newton πλεονεκτεί έναντι τοϋ άντιστοίχου τοΟ L a g r a ­
nge. Αύτό γιατί, δπως εΓνςιι φανερό άπό τήν (3.28), ή εύ­
ρεση της νέας τιμής πετυχαίνεται μέ τήν προσθήκη ένός μό­
νο δρου, ένώ στήν περίπτωση τοϋ πολυωνύμου τοϋ Lagrange, 
δπως έΕάλλου τονίστηκε καί προηγουμένως, έκτός άπό τήν 
προσθήκη τοΰ έπί πλέον δρου χρειάζέται νά ξάναϋπολογίσου- 
με καί δλούς τούς άλλους, άφοΰ άλλάζουν οί άντιστοιχοι 
συντελεστές.

ii) ’Τό πολυώνυμο παρεμβολής τών διηρημένων διαψορων 
τοΰ Newton, της έκφράσεως (3.28), Επομένως και οί άντί- 
στοιχοι τύποι παρεμβολής, μπορεί νά γραφτεί μέ (ΐι+1)! δια-· 
ψορετικές ισοδύναμες μορφές, πού προκύπτουν άν στη θέση
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τών δεικτών (ο',ι,.,.,η) χρησιμοποιήσουμε δποιαδήποτε μετά-

όποιαδήπστε μετάθεσή τους) . Είναι, φανερό οτι δύο όπο ι εσδή- 
ποτε μορφές άπό αύτές είναι, ισοδύναμες, άφοϋ Αποτελούν πο­
λυώνυμα παρεμβολής βαθμού τό πολύ π μέ σημεία παρεμβολής 
τά ίδια σημεία χ. ji = o(l)n. ‘Εδώ σημειώνουμε Απλώς δτι Αν­
τίστοιχη μετάθεση τών δεικτών στήν έκφραση τοϋ πολυωνύμου 
παρεμβολής τοϋ Lagrange (3.10) θά μεταθέσει μόνο τούς δρους 
του καί έπομένως ή μορφή του δέν θά Αλλάζει.

3.5.3. Ε ύ ρ ε σ η  έ κ φ ρ ά σ ε ω ν  γ ι ά  τ ή  δ ι η ρ η -

Γιά τήν εύρεση έκφράσεων τόσο γιά τή διηρημένη δια­
φορά f(xx0...x ) δσο καί γιά τήν πρώτη παράγωγό της ώς πρός 
χ διατυπώνουμε καί άποδείχνουμε παρακάτω δύο θεωρήματα:Ο L 
έκφράσεις, πού θά βρεθούν θά είναι πάρα πολύ χρήσιμες στή 
συνέχεια καί ίδιαίτερα στό έπδμενο Κεφάλαιο, δπως θά δού­
με.

Θεώρημα 1
Ά ν  I είναι τό μικρότερο διάστημα πού περιέχει δλα τά 

σημεϋα παρεμβολής ji = 0(i)n καί τό τυχόν σημείο χ ( δη­
λαδή I = [πιϊη(χ,χ0 χ^), raax(x,x0, .,χη)]) καί ή συνάρτηση
fix) Ικανοποιεϋ τή σχέση f(x) eCn+1(I), τότε ή διηρημένη δια­
φορά f(xx„...xn) δίνεται άπό τήν έκφραση

θέση τους (ί.,ΐο* ι **** ,ϊ̂ ) (ή στή θέση τών σημείων χ0,χ0’χΐ’···χη'

μ έ ν η  δ ι α φ ο ρ ά  f(xx„...x) κ α ί  τ ή ν9 η
π ρ ώ τ η  π α ρ ά γ ω γ ό  τ η ς

(3.31)
(η+1)!

®  *Η δεύτερη σημείωση πού έγινε γιά τό θεώρημα τΑς σελί­
δας 63 Ισχύει άκριβώς ή Εδια καί στήν παρούσα περίπτωση.



'Απόδειξη
Άψοϋ ισχύουν οί προϋποθέσεις τοΟ θεωρήματος τές σε­

λίδας 63 ίσχύει καί ή σχέση (3.19). 'Εξισώνοντας τώρα τά 
δεύτερα μέλη τών (3.29) καί (3.19) καί λύνοντας ώς πρός τή 
διηρημένη διαφορά πού μας ένδιαφέρει λαβαίνουμε άμέσως τήν 
(3.31).

ecf'pjyjta 2
Ά ν  fix) e Cr‘+2(I), δπου I τό διάστημα πού δρίστηκε στό 

προηγούμενο Θεώρημα 1 , τότε

Τ- f(xx..,.x )■: --------  (3.32)
dx 8 η (η+2)I

δπου ηβΐ. .
*Απόδει£η
Ά π ό  τόν δρισμό τής παραγωγού τής συναρτήσεως f(xx0

...χ ) στό τυχόν σημείο χ έχουμε δτιη ■ '
, f(x+hx»... χ.) *f(xx....x )
~  f(xx0...x ) = lim-----------2-------!--- S.
dx 0 h-0 h

Παρατηρούμε δμως δτι ό λόγος τοΟ δεύτερου μέλους δέν εί- 
ναι παρά ή διηρημένη διαφορά τών η+3 σημείων x+h, χ, χ0, 
χη· Επομένως

τ- f(xx....x ) = lim f(x+h χ χ0... χ ). dx ο π h+o n

Μέ τήν προϋπόθεση βέβαια δτι x+hei καί τόσο ή συνάρτηση f(x) δ­
σο καί τά n+ό σημεία πού άναφέρθηκαν προηγουμένως Ικανό - 
ποιούν τίς άπαιτήσεις τοϋ προηγούμενου Θεωρήματος 1 λαβαί­
νουμε

ά , , f(n+z) )
•j-f χχ....ι; ) = lim-----------  ,
dx , ° , n h-K> - (n+2 )!
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δπου τό Αγνωστο σημείο “· γράφτηκε σάν συνάρτηση τοϋ h για­
τί δλα τά άλλα σημεία χ,χ ,...,χ είναι σταθερά. Σάν συ- 
νέπεια της ύποθέσεως δτι ή fi‘n+2 (χ) είναι συνεχής στό διά­
στημα I καί άν συμβολίσουμε μέ ι, = lim5(h) παίρνουμε τή σχέ­
ση (ε.32), πού θέλουμε νά άποδείξουμε?

3.5.4. Τ ύ π ο ι  π α ρ ε μ β ο λ ή ς  τ ώ ν  δ ι η ρ η μ έ ­
ν ω ν  δ ι α φ ο ρ ώ ν  τ ο 0 N e w t o n  γ ι ά  τ ι ­
μ έ ς  τ ή ς  α ν ε ξ ά ρ τ η τ η ς  μ ε τ α β λ η -
τ ή ς  π ο ύ  ί σ α π έ χ ο υ ν

Ά ν  ύποθέσουμε δτι τά σημεία παρεμβολής |i = o(l)n 
ίσαπέχουν καί δίνονται άπό τήν έκφραση x. = x0+ih |ί = 0(1)η,μέ
h τό βήμα τής πινακοποιήσεως, τότε τό πολυώνυμο παρεμβολής
τών διηρημένων διαφορών τοΟ Newton, πού δίνεται άπό τήν έκ­
φραση (3.28), δπως καί οί άντίστοιχοι τύποι παρεμβολής 
3.27) καί (3.30), είναι δυντ.τό νά Απλοποιηθούν σημαντικά. 
"Ετσι άν θέσουμε μέ Θ τό γνωστό λόγο

x - χ„Θ = ----ί
h

παίρνουμε άμέσως χ = x„+6h καί οΐ Αντίστοιχοι συντελεστές 
στις γνωστές διηρημένες διαφορές f(xx ...x,) lk = l(l)n, πούjk U 1 Κ ' · .
είναι γινόμενα τής μορφής f] (χ-χ^ |k =0(l)n-l γράφονται 
τώρα ώς έξής 1-0

k
Π  (χ ~ χ^) = (χ - χ0)(χ - Xj)...(χ - χ̂ ) .=
i=0

= 6h.(0 - l)h...(Θ - k)h) = Θ 1 [k+lj(k+l) I hk+1

Χρησιμοποιώντας τή σχέοη, πού μόλις βρήκαμε, καθώς καί τόν 
τύπο (3.25) γιά τίς διάφορες τιμές τοΟ k παίρνουμε τελικά 
γιά τό πολυώνυμο παρεμβολής τών διηρημένων διαφορών τοΟ Ne­
wton δτι



Pn(x) = Ρη(χ(θ)) = fc ϋ ·
1 !h

ίθΊ ,,n + . .. + in'.h
lnJ

Δ f.
n:n

2j2 !h 2!h

και συνεπώς
f(x).* pn(x) =f0 + [®]λί0 + [®U2fQ + ... + j®jAnf„ .

Βρήκαμε δηλαδή τόν τύπο παρεμβολής τών πρός τά έμπρός δια­
φορών τών Newton - Gregory·

θά μπορούσαμε, τό ίδιο εύκολα καί άπλά, νά βροϋμε καί
τόν τύπο τών πρός τά πίσω διαφορών τών Newton - Gregory. Γιά
τό σκοπό αύτό άρχει νά καλούσαμε μέ χ. =x0 +ih ]i=0(-l)-n τά 
n+1 σημεία παρεμβολής, μέ θ τό λόγο (x0 -x)/h, όπότε χρη­
σιμοποιώντας καί τήν ίσοδύναμη πρός τήν (3.25) σχέση, δηλα­
δή τήν

λ π -Δ r vnf„
f(x0x_r ..x_n) = f(x_n...x_ix0) =

n'.hn nth”
στό άντίστοιχο πρός τό (3.28) πολυώνυμο παρεμβολής τών διη­
ρημένων διαφορών τοϋ Newton, θά παίρναμε τόν τύπο πού θέ­
λαμε .

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

1. Χρησιμοποιώντας τούς τύπους παρεμβολής τών Newton-
-Gregory (καί τούς δύο) καί Bessel νά κατασκευαστεί πο­
λυώνυμο τό πολύ τρίτου βαθμοϋ, τό δποϋό νά παίρνει στά 
σ η μ ε ί α  χ=0,1,2,3 τίς τιμές y = - l ,1,7,17 Αντίστοιχα). 
(Άπ. 2χ2-1) ·

Νά βρεθοϋν ο l δύο πρώτες τιμές τοϋ πίνακα τής σε­
λίδας 5&. Συγκεκριμένα νά. δειχτεΕ δτι στήν περίπτωση έ-
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φαρμογης τοϋ τύπου παρεμβολές των πρός τά έμπρός ciacpo- 
ρδν των Newton - Gregory μέ 0<6<1 ή μέγιστη Απόλυτη τιμή 
πού μπορεί νά πάρει ή Δ2£0 (A3f fl) ώστε ό Αντίστοιχος 6- 
ρος νά είναι Απολύτως μικρότερος ή Εσος άπό μισή μονάδα 
τί}ς τελευταίας δεκαδικάς τάξης τοΟ πίνακα διάφορων είναι 
4(8).

3. Ά φ ο Ο  βρεθούν οί τιμές τΐΐς συναρτήσεως f(x)=x3|x =
= 2.3(0.2)3.7 νά στρογγυλευτούν στή συνέχεια σέ δύο δ.ψ.
καί νά σχηματιστεί ό πίνακας των διαφορών, πούάντιστσι- 
χεϋ σ'αύτές. Έπειτα, έχοντας ύπόψη καί τόν πίνακα τής 
σελίδας 59 νά βρεθοΟν οί τιμές τίίς f(x) στό σημείο κ = 
=3.0 χρησιμοποιώντας τούς τύπους παρεμβολής τών Newton
- Gregory (καί τούς δύο) καί τοϋ Bessel. (Άπ. 26.99625,
27.00375, 27.00) .

4. Νά βρεθεί πολυώνυμο τό πολύ τέταρτου βαθμοϋ πού νά 
παίρνει στά σημεία χ = -2 ,-ΐ,ΐ ,2 ,3 τίς τιμές -1,4,2,7,24 
άντίστοιχα. (Άπ. χ3-2χ + 3).

5. Γιά τούς συντελεστές L^x) |i =0(l)n τοΟ Lagrange νά 
Αποδειχτεί ή σχέση

η
I L.(x) = l .
i=0

6. Γιά τόν συντελεστή L„(x) τοϋ Lagrange νά δειχτεί 
δτι

χ - χ. (x-x*)(x-x,) (χ-χ„) ...(χ-χ ,)
L .  (χ) = 1 + ----- + 7------ „ ----1— + . . . + , ---- °  --- .--- ΞΙ* .^0*^1 0 2  ^ 0 VXq“Xj ) · · * (Xq"X̂ )

7. Νά γραφτεί ό τύπος τοΟ Lagrange γιά τά τρία σημεία 
χ0, χ0+ε, χ . Στή συνέχεια νά βρεθεί τό δριο τοϋ τύπου αύ- 
τοϋ δταν ε-*ο καθώς καί ή άντίοτο^χη διόρθωση κάτωάπότίς



κατάλληλες προϋποθέσεις.
( χ - χ . ) ( χ - 2 χ  + χ , ) ( κ - χ 0) ( χ - χ . )

(Άπ. f(x.)*~--- -------— ±- f(.x )--- — ----  f *(χβ) +
(xj-xo)2 1 0

(χ-χ0)2 ι '+------  f(Xj), g- ( x-x„)2 (x-xj)f"' (ζ)>ζ 6 [min(x,x(),x1)9
(X j -X , , )2

max(x,x0,Xj)]) .

Όιως στήν προηγούμενη άσκηση νά γραφτεί ό τύπος
τοϋ Lagrange γιά τά τέσοερα σημεία χ0, χ„+ε, χ}, Xj+n.
Στή συνέχεια νά βρεθεί τό δριο τοΟ τύπου αύτοΟ δταν
ε ,η->-0 καθώς καί ή άντίστοιχη διόρθωση» δταν ίσχύουνοί
κατάλληλες προϋποθέσεις.

( x - X o H x - X j ) 2 (χ -χ  )*(·2χ-3χ +χ )
(Άπ. f ( x ) » ------------f'(xp)------------------ f(x0) +

(χο_χι)2 (χ0-χι)3
( χ -χ  ) 2( χ - χ . )  (χ -χ  ) 2 (2χ-3χ +χ )

+ ---J-----—  f.'(x ) ------!------- — —  f(x.),
( χ Γ χ0) 2 ( Χ Γ χο )3

•i· [ ( χ - χ ο ) ( χ - χ ι ) ] 2? ( , , ) { ξ ) ,  ξ6 [minix.x^xj), max(x,xo ,χ})]) .

Ά ν  χ. |i = 0(l)n είναι η+1 διαφορετικά σημεία καί 
η 1

ί(χ) ξ Ĵ Q(x-xi> νά δειχτοϋν οΐ παρακάτω σχέσεις γιά τίς 
διηρημένες διαφορές
i) f ( x  χ . . . χ  ) = 0  γιά m?0(l)nοι m
ii) f(x0xj · · ·χηχ) ~ 1 Y L<* Η^θε j i = 0( l)n
iii) f(x0xj,. .x^xy ) = 0 γιά κάθε y. καί y μέ x,y t  xi|i=0(l)n.

Ά ν  ή έννοια τές διηθημένης διαφορ&ς η τάξης έπε- 
κταθεϊ καί στήν περίπτωση πού δύο άπό τίς τιμές της ά- 
νεξάρτητης μεταβλητές συμπίπτουν σάν τό δριο



μέ την προϋπόθεση ότι ή Αντίστοιχη παοάγωγος ύπάοχει, νά 
βρεθεί πώς μετασχηματίζεται δ τύπος παρεμβολής τών διη­
ρημένων διαφορών τοϋ Newton καθώς καί ή άντίστο'ιχη διόρ­
θωση. (Άπ. ρ (x) = f(x ) + (x-x )f'(χ) | + (χ-χ )2f '(χ χ ) | +-η ο ο χ=χ0 2 χ =χ ο

+ . . . +  (χ -χ  ) 2(χ -χ  ) . . . ( χ - κ  )f'(x χ , χ , , . .  χ )| , R (χ) -° ζ η-ι 2 3 η χ=χ0 η+ι
-(η+ΐ),,.

-  ( χ -χ  ) 2(χ -χ  ) .  . . ( χ - χ  ) ί --------- , 5 6 1 ) .
. Π ( η + 1 ) !

11. Μέ βάση τήν προηγούμενη άσκηση 10-νά βρεθεί μέ τόν 
τροποποιημένο τύπο παρεμβολής τών διηρημένων διαφορών 
τοϋ Newton ή τιμή τής συναρτήσεως f(x) στό σημείο χ=ο.5, 
δταν δίνονται οΐ τιμές f(0)=-2, f'(0) = 0, f(l) = -2 καί
f (3) = 178. (Άπ. -3.25).

12. Νά βρεθεί τό μέγιστο άπόλυτο σφάλμα στό σημείο κ=9.
δταν χρησιμοποιείται 6να πολυώνυμο παρεμβολής τό πολύ 
δεύτερου βαθμοϋ (χωρίς νά βρεθεί αύτό) γιά νά προσεγγί­
σει τή συνάρτηση f(x)= , μέ σημεία παρεμβολής τά x=l,
8,27. (Άπ. 80/9 ).

13. Ά ν  XjjjXj είναι δύο διακεκριμένα σημεία τής συναρ­
τήσεως f(x)=sinx, νά βρεθεί τό πολυώνυμο ρ(χ) γιά τό ό­
ποιο ισχύει ρ(χ^=ί(χ^ |i = 0,l. Στή συνέχεια νά δειχτεί 
δτι, τό μέγιστο άπόλυτο σφάλμα τής προσεγγίσεως f(x)»p(x), 
στό διάστημα [x^xj/ είναι Coo μέ (x j -x 0 )2/8.
(Άπ. - 4 —  [( sinxj-sinx0)x + (xjsinxg-xjsinxj )J).

Χι-Χο

/



4. Α Ρ Ι Θ Μ Η Τ Ι Κ Η  Π Α Ρ Α Γ Ω Γ Ι Σ Η

4.1. Γ ε ν ι κ ά
. Έπειτα άπό δσα £χουμε άναφέρει μέχρι τώΜα καί ίδιαί- 

τερα άπό δσα έχουμε Αναπτύξει στό προηγούμενο Κεφάλαιο 3, 
ή βασική ίδέα της Αριθμητικές παραγωγίσεως εΓναι στήν ού- 
σία της άπλή. Συγκεκριμένα, άντί νά θεωρήσουμε ή νά βρου­
ν; rnv α ;?άγωγο μυάς συναρτήσεως σέ ένα σημείο χ ( μέ τήν 
προϋπόθεση δτι ύπάρχει) θεωρούμε ή βρίσκουμε τήν παράγωγό 
ένός πολυωνύμου παρεμβολής τής συναρτήσεως (πού πάντα ύ- 
πάρχει) στό C6lo σημείο χ. Έτσι χρησιμοποιώντας τίς διά­
φορες μορφές τών πολυωνύμων παρεμβολής, πού βρήκαμε στό 
προηγούμενο Κεφάλαιο, μπορούμε άντίστοιχα νά βροϋμε καί 
διάφορους τύπους γιά τήν εύρεση τής παραγώγου. Άπλούστε- 
ροι καί, περισσότερο ίσως, εύχρηστοι τύποι άριθμητικής πα­
ραγωγίσεως προκύπτουν στήν περίπτωση πού τά σημεία παρεμ­
βολής ίσαπέχουν. Έτσι άρχίζουμε μέ τήν εύρεση τύπων γιά 
ίσαπέχοντα σημεία παρεμβολής.

4.2. Τ ύ π ο ι  ά ρ ι θ μ η τ ι κ ή ς  π α ρ α γ ω γ ί σ ε ω ς  
γ ι ά -  τ ι μ έ ς  τ ή ς  ά ν ε ξ ά ρ τ η τ η ς  μ ε τ α ­
β λ η τ ή ς  π ο ύ  ί σ α  π έ χ ο υ ν ,  μ έ  τ ή  β ο ή ­
θ ε ι α  π ο λ υ ω ν ύ μ ω ν  π α ρ ε μ β ο λ ή ς

‘Υποθέτουμε δτι ζητούμε νά βρούμε τήν τιμή τής πρώτης 
παραγώγου τής συναρτήσεως f(x), σέ ένα σημείο χ, δταν ή 
συνάρτηση δίνεται μέ τίς τιμές της σέ η+1 σημεία πού ίσα- 
πέχουν, έστω τά xi = χ„ + ih |i = 0(l)n. Ά π ό  δσα άναφέραμε 
στήν προηγούμενη παράγραφο έχουμε άμέσως δτι

f '(χ) ~  5 (**·1)

δπου ρ (χ) τό πολυώνυμο παρεμβολής, βαθμοϋ τό πολύ η, πούη
ορίζεται άπό τά η+1 δοθέντα σημεία |i = 0(1)η. Ά ν  καλέ-



σουμε μέ θ τό λόγο ίϋΐΐ καί χρησιμοποιήσουμε στή θέση τοΰ 
δεύτερου μέλους τής (4.1) τό άντίστοιχο πολυώνυμο παρεμ­
βολής τών πρός τά έμπρός διαφρρών τών Newton-Gregory παίρ­
νουμε διαδοχικά

ϊ ^ . ί ί , ι  4 [ ν ί ί Μ * · ν - · - *άθ dx de 0 t2J

+ Γθ] ΔΠί.] = tnJ oJ

[θ(θ-1).. .(Θ-τϊ+1)]]
ή τέλος

1 i i_1 i'1J, &1f„ l π  (θ-k) , (4.2)
l ' j=0 k=0

0
δπου Π (θ-k) = 1 . *0 παραπάνω τύπος μπορεί νά άπλοποιη-

k=0
kiO

θεϊ, δταν ζητοΟμε τήν πρώτη παράγωγό σέ ένα άπό τά σημεία 
παρεμβολής καί ιδιαίτερα στό σημείο χ =χ 0. Ετή περίπτωση αύ­
τή έχουμε άμέσως δτι Θ=0 καί ό τύπος μετατρέπεται, έπειτα 
άπό άπλούς μετασχηματισμούς, στόν παρακάτω

f'(x#) χ λ  I ilill1 .Aifo . (η.3)Π 1

"Αν τώρα άναφερθοϋμε σέ διάφορες συγκεκριμένες τιμές τοΟ
η μποροϋμε νά βροΟμε διάφορους Απλοποιημένους τύπους τής
μορφής (4.3). Π.χ. γιά η = 1,2, κ.ο.κ. μποροΟμε νά πάρουμε, 
σέ τιμές τής συναρτήσεως f(x), τελικά δτι

f '(x0)*^ (f! - f0), f '(x0)»--^-(f2-4f1+3£0) (4.4)



Η.Ο.Η.
Γιά τήν παραγωγή τύπων, πού νά δίνουν τή δεύτερη,τήν 

τρίτη κλπ παράγωγο τής f(x) στό τυχόν σημείο χ παραγωγί- 
ζουμε τά μέλη τής σχέσης (4.2) διαδοχικά ώς π^ός χ. Καί πά­
λι τονίζουμε τό γεγονός δτι καί σ ’αύτές τίς περιπτώσεις 
άπλούστεροι' τύποι μπορεί νά προκύφουν, δταν ζητούμε τήν τι- 
μν. τής άντϊστοιχης παραγώγου σέ ένα άπό-τά σημεία παρεμ­
βολής καί Ιδιαίτερα στό σημείο χβ. Π.χ. είναι εύκολο νά 
βρει κανείς δτι γιά τή δεύτερη παράγωγο στό σημείο χ0 καί 
γιά η - 2 μπορούμε νά πάρουμε

f"(x )* -L (f - 2f, +f„) . (4.5)
. h2

4.3. Τ ύ π ο ι  ά ρ ι θ μ η τ ι κ ή ς  π α ρ α γ ω γ ί σ ε ω ς ,  
γ ι ά  τ ι μ έ ς  τ ή ς  ά ν ε ξ ά ρ τ η τ η ς  μ ε τ α ­
β λ η τ ή ς  π ο ύ  ί σ α π έ χ ο υ ν ,  μ έ  τ ή  β ο ­
ή θ ε ι α  σ υ μ β ο λ ι κ ώ ν  μ ε θ ό δ ω ν

Ά ν  καί ο L τύποι άριθμητικής παραγωγίσεως πού βρέθηκαν 
στήν προηγούμενη παράγραφο προέκυφαν έμμεσα μέ τή χρησιμο­
ποίηση συμβολικών μεθόδων, κι αύτό γιατί τό πολυώνυμο πα­
ρεμβολής τών πρός τά έμπρός διαφορών τών Newton - Gregory, 
τοϋ όποιου έγινε χρήση, έχει προκύφει μέ τίς μεθόδους αύ- 
τές, είναι δυνατό νά βροϋμε τούς Εδιους τύπους χρησιμοποι­
ώντας συμβολικές μεθόδους κατευθείαν καί ίδιαίτερα τόν τε­
λεστή παραγωγίσεως D. Γιά τό σκοπό αύτό δίνουμε άπλώς μιά 
σκιαγράφηση τοΰ πώς είναι δυνατό νά προκύψουν ot τύποι
(4.3), (4.4) καί (4.5).

Γιά τήν εΰρεση τοϋ τύπου (4.3) ξεκινοϋμε άπό τό πρώτο 
μέλος, έκφράζουμε τόν τελεστή τής παραγώγου σάν συνάρτηση 
τοϋ τελεστή Δ, άναπτύσσουμε σέ σειρά, δπότε καί λαβαίνου­
με διαδοχικά

f'(x0) = Dfe = J log (1+Δ)ί# = i (Δ-f L·2 + § Δ3 - ...)f„ =



- «ι+ -

Etol δν περιοριστούμε στούς η πρώτους δρους τοϋ Αναπτύγ­
ματος, στό όποιο καταλή£αμε, βρίσκουμε άμέσως τόν τύπο 
(Μ·. 3). Είναι προφανές δτι γιά η = 1,2, κ.ο.κ. μποροϋμε νά 
βροϋμε τούς τύπους (4.4).

Γιά τήν εϋρειση τής δεύτερης παραγώγου στό σημείο χ μπο­
ρούμε νά έργαστοϋμε άνάλογα. Τή φορά αύτή λαβαίνουμε αντί­
στοιχα δτι

f"(x„) = Dzffl = ±  [log( 1+Δ)}2f0 = -i- (Δ -|δ2 +-|δ3 - 
h2 h2 ^

-...)2fe = —  (Δ2 - Δ3 + —  Δ“ - | δ 5 + =
° h2 12 6 0

= ~  (Aif. - Δ3ίβ + —  Asf + ...) .h2 0 0 12 0 6 0

"Αν τώρα περιοριστούμε, δπως καί πριν, μόνο στόν πρώτο δρο 
τοϋ άναπτύγματος, πού βρήκαμε, παίρνουμε άμέσως τόν τύπο
(4.5).

4.4. Τ ύ π ο ι  ά ρ ι θ μ η τ ι κ ή ς π α ρ α γ ω γ  ί σ ε ω ς  
γ ι ά  τ ι μ έ ς  τ ή ς  Α ν ε ξ ά ρ τ η τ η ς  μ ε τ α - 

ν β λ η τ ή ς  π ο ύ  δ έ ν  t σ α π  έ χ ο u ν
Βασιζόμενοι στή γενική ιδέα τής άριθμητικής παραγωγί- 

σεως, πού άναφέρθηκε στήν πρώτη παράγραφο 4.1. τοϋ παρόν­
τος Κεφαλαίου, μποροϋμε νά βροϋμε τύπους γιά τήν πρώτη κυ­
ρίως παράγωγο μιας συναρτήσεως f(x) σέ κάποιο σημείο χ αύ- 
τής, δταν γνωρίζουμε τίς τιμές τής συναρτήσεως σέ η+1 ση­
μεία, έστω τά χ.. Ji = 0(l)n, τά όποια γενικά δέν ίσαπέχουν. 
Στήν περίπτωοη αύτή παίρνουμε άντί γιά τήν παράγωγο τής ύ- 
πόψη συναρτήσεως στό σημείο χ τήν παράγωγο τοϋ πολυωνύμου 
παρεμβολής της, πού δρίζεται άπό τά σημεία η+1 πού δόθηκαν.

= i U f 0 -± Δ^·0 + | A3f0



Σάν πολυώνυμο παρεμβολές θεωρούμε τό άντίστοιχο τοϋ Lag­
range f| τό άντίστοιχο τών διηρημένων διαφορών τοϋ Newton.

“Οταν γίνεται χρήση τοϋ πολυωνύμου παρεμβολής τοΰ 
Lagrange εΓ ν α ι  εύκολο νά βροϋμε, χρησιμοποιών ας μία άπό 
τίς "ισοδύναμες έκφράσεις του, δτι, 

η
ι'' ( χ) ~ 7 L (χ) · f. (4.6)

i = 0 1

L.'(x) = — ---  I ( Π (x - x. ) ] |i = 0(l)n (4.7)
1 φ ’(x . ) j=0 k=0

1 j*i Wi.j
n

οπου <p(x) = Π  (x - xi) · Ή  εκίρραση (4,7), κ α ί  συνεπώς κ α ί  6 τύ­
πος άριθμητικής παραγωγίσεως (4.6), άπλουστεύεται σημαντι­
κά, δταν τό σ η μ ε ί ο  χ εΓ ν α ι  ένα άπό τά σημεία παρεμβολής 
καί ιδιαίτερα τό σημείο χ0. Γιά τή συγκεκριμένη αύτή πε­
ρίπτωση ή έκφραση (4.7) άναλύεται στίς έκφράσεις

l;(x0) = — η - I ί Π  <χ0 ~\)}
<ί (χ0) :=ι ι k=i >

Wj
n

L'.Cx ) = -----  Π (χ0_3Ο  ji = l(l)n .
φ'(χ.) k=l 

k?£i

“Οταν γίνεται χρήση τοΰ πολυωνύμου παρεμβολής τών δι­
ηρημένων διαφορών τοϋ Newton μποροϋμε νά βροϋμε άμέσως γιά 
τήν άντίστοιχη έκφραση τής παραγώγου δτι

η i-Ι ' '"ι 1
I  I Π (χ-·χ. ) j . f ( x 0. . .x i )l (μ.8)
ϊ = 1 [4=0 k=o k > J

0μέ Π  (χ - χ ) = ·ΐ. , Ά ν  υποθέσουμε τώρα δτι ζητοϋμε τήν πα- 
k = 0 * 
k* 0



ράγωγο σέ ένά άπό τά σημεία παρεμβολής, έστω τό χ0, τότε 
ό τύπος της προηγούμενης σελίδας άπλοποιεϊται στόν

I  I Π  (x0 -x,).f(x . 
i=l 1 k=l K 0

.x.)1 (4.9)

μέ Π (χ„
k = l

·χ^)=1. Στό σημείο αύτό διαπιστώνουμε δτι σύμφω­
να μέ τήν παρατήρηση (ii) τής παραγράφου 3.5.2. μπορεί νά 
προκόψει εύκολα Αντίστοιχος τύπος (4.9) γιά τό όποιοδήπο- 
τε άλλο σημείο παρεμβολής χ jJt = i(l)n, άρκεϊ νά θεωρή­
σουμε τή μετάθεση τών δεικτών πού βασικά θά έναλλάσσει 
μόνον τούς δείκτες ο καί £ τόσο στόν τύπο (4.8) δσο καί 
στόν τύπο πού προκύπτει άπ'αύτόν, τόν (4.9).

Ά ν  θεωρήσουμε δτι τά σημεία παρεμβολής xi ίσαπέχουν 
καί δίνονται άπό τή γενική έκφραση χ.=χ +i-h, τότε άπό 
τούς τύπους (4.8) καί (4.9) μποροΟν άμέσως νά προκόψουν 
οί τύποι (4.2) καί (4.3) πού βρήκαμε στήν παράγραφο 4.2..

χ-χ

Πραγματικά άν καλέσουμε μέ Θ τό λόγο --- - έχουμε άμέσως
δτι. χ-χ^ = h(6-k). Εξάλλου άπό τήν (3.25) έχουμε δτι

f(x0...x.) = ,
ilh1

έπομένως άντικαθιστώντας, στό δεύτερο μέλος τής (4,8) λα­
βαίνουμε

f'(x) «  I 
i=l

i-1 i-1 
I  Π h (Θ-k) 

vj=0 k=0
Δ1 f.
i'.h

= K Σ p - ^ o  l Π  (Θ-k) i=l'· j=0 k=0
k*i

δηλαδή τόν τύπο (4.2). Etvai τώρα φανερό πώς άπό τόν τύ­
πο (4.9) είναι δυνατό νά βρεθεί 6 τύπος (4.3) έργαζόμε -



νοι, μέ τόν ίδιο τρόπο καί κάνοντας τίς Αντίστοιχες Αντι­
καταστάσεις.

4.5. Σ φ ά λ μ α  ά π ο κ ο π ή ς  τ ή ς  π ρ ώ τ η ς  π α ­
ρ α γ ω γ ο ύ

"Αν μέ συμβολίσουμε τό σφάλμα άποκοπής κατά τήν 
εύρεση της πρώτης παραγωγού εϊναι φανερό, άπό τή θεωρία 
πού αναπτύχτηκε μέχρι τώοα, πώς αύτό θά δίνεται άπό τήν 
ίκ<ρραοτ|

'Επειδή δμως γιά τή συνάρτηση f(x) καί τό πολυώνυμο πα­
ρεμβολής της ρ (χ) έχουμε πάντοτε f(x) = ρ (x)+R (χ), δ-Π Π Π “Η
που R (χ) ή άντίστοιχη διόρθωση, ή παραπάνω έκφραση γιά n+i
τό σφάλμα άποκοπής παίρνει τή μορφή

’ Ε» = -*„»,<*>·
Ά ν  τώρα σάν πολυώνυμο παρεμβολές pfl(x) θεωρηθεί έκεΐνο τών
διηρημένων διαψορών τοΰ Newton {ή άκόμη καί όποιοδήποτε
άλλο), τότ^ γιά τή διόρθωση R (χ) μπορούμε νά χρησιμοποί-η+ι
ήσουμε τήν έκφραση (3.29), όπότε παίρνουμε

Ά ν  τώρα ύποθέσουμε δτι ή συνάρτηση f(x) ικανοποιεί τίς- 
προϋποθέσεις τοϋ Θεωρήματος 2 τής σελίδας 7ί> , δηλαδή ότι

Ε dx Π (x-x^).f(xxj...xn)

(4.10)
fix χ„ .. .χ )] .° n j

χ )], τότεη ·J
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θά ίσχύουν τά συμπεράσματα, τόσο τοΟ θεωρήματος 2,ασοκαί
του προηγούμενού του Θεωρήματος 1, καί έτσι ή ί̂ φραοη (4 .10),

μέ ζ,η β I καί μέ τήν πρόσθετη παρατήρηση ότι τό σημείο ζ 
άνήκει στό Αντίστοιχο Ανοικτό διάστημα τοΟ I.

Άν ή πρώτη παράγωγος της συναρτήσεως f(x), Αντί νΑ
βρίσκεται στό τυχόν σημείο χ, βρίσκεται σέ ένα Από τΑ η+1
σημεία παρεμβολής χ | i = 0( 1)η, έστω τό χ,, τότε ό τύπος1 Κ(4.11) γιά τό Αντίστοιχο σφΑλμα Αποκοπής Απλοποιείται ση- 
μαντικΑ. Συγκεκριμένα λαβαίνουμε

μέ ξ eI (καί ιδιαίτερα στό Αντίστοιχο Ανοικτό διάστημα).
Στήν περίπτωση, πού τά σημεία παρεμβολής ίσαπέχουν 

καί δίνονται άπό τήν έκφραση = χ̂  + ih 'i=0(l)n μέ h>0 τό 
βήμα τής πινακοποιήσεως, τότε οΐ τύποι (4.ιι) καί (4.12)εί­
ναι δυνατό νΑ δώσουν Ακόμη πιό Απλοποιημένες έκφράσεις. 
"Ιδιαίτερα μας ένδιαφέρει ή έκφραση γιά τό σφΑλμα Αποκο­
πής στήν περίπτωση τοϋ τύπου (4.3), πού Αναφέρεται στήν 
τιμή τής παραγώγου στό σημείο χ0. Έτσι Από τόν τύπο (4.12) 
καί γιΑ k=o μποροϋμε εύκολα νΑ πΑρουμε δτι

• 1μετά τήν εύρεση καί τής άλλης π™οαγώγσυ, πού ύπαρχει σ' 
αύτήν θά μπορεί τελικά νά γραφτεί ώς έξης

Εη (η+1)ί
1 (4.12)

Εη (4.13)



Ά ν  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιή σ ο υ μ ε  τ ώ ρ α  τ ό ν  τύπο (4.13) γ ιΑ  η=1,2,κ.ο. 
κ . ,  δηλαδή γ ι ά  τή ν  π ε ρ ίπ τ ω σ η  τών τύπων Α ρ ιθ μ η τ ικ ή ς  π α ρα ­
γ ω γ ί σ ε ω ς  ( 4 . 4 ) ,  μπ οροϋ μ ε  ν ά  πάρουμε γ ιΑ  τΑ Α ν τ ί σ τ ο ι χ α  σφάλ­
μ α τα  άποκοπής δ τ ι

Ει = ξ f(2)u), ςβ·(χβ, Χι)

S  ·̂£/ ι (3)(ζ), ς e (χ0, χ2)

>: . Ο . Η .

4.6. Α ρ ι θ μ η τ ι κ ή  π α ρ α γ ώ γ ι σ η  μ έ  τ ή  μ έ ­
θ ο δ ο  τ ώ ν  π ρ ο σ δ ι ο ρ ι σ τ έ ω ν  σ υ ν τ ε ­
λ ε σ τ ώ ν

4.6.1. Π ε ρ ι γ ρ α φ ή  τ ή ς  μ ε  θ ό δ ο υ
'Εκτός άπό τήν κατηγορία τών τύπων, πού βρήκαμε μέχρι 

τώρα στό παρόν Κεφάλαιο καί πού στηρίζονται στή βασική Ιδέα 
τής Αντίστοιχης παραγωγίσεως ένός κατάλληλου πολυωνύμου 

παρεμβολής, είναι δυνατό νά βροϋμε μία άπειρία άκόμη τύπων 
άριθμητικής παραγωγίσεως (δπως Αντίστοιχα καί άριθμητικής 
δλοκληρώσεως, πού θά δοϋμε στό Κεφάλαιο 6) μέ μία μέθοδο, 
πού καλείται μέθοδος τών προσδιοριστέων συντελεστών. *Ημέ- 
θοδος αύτή συνίσταται στό έ£ής. Θεωροϋμε έναν προσεγγιστι- 
κό τύιιο, γιά τήν εϋρεση μιας παραγώγου Ιδιαίτερα σέ κάποιο 
γνωστό σημείο, μιας προκαθορισμένης μορφής, δπου στό δεύ­
τερο μέλος του, πού άποτελεΐ ,μι-ά συνάρτηση (συνήθως γραμ­
μική) τιμών τής συναρτήσεως σέ διάφορα σημεία, περιέχεται 
ένα πλήθος, έστω η, παραμέτρων. Τό πρόβλημα πού τίθεται εί­
ναι ό προσδιορισμός τών τι αύτών παραμέτρων, έτσι ώστε δ τύ­
πος πού δόθηκε νά είναι άκριβής (κάί δχι κατά προσέγγιση) 
γιά πολυώνυμα βαθμοΰ δσο τό δυνατό μεγαλυτέρου. Γιάτό σκο­
πό αύτό απαιτούμε δ τύπος, πού δόθηκε, νά είναι ΑκριβήςγιΑ
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τίς στοιχειώδεις συναρτήσεις f(x) Ξ ΐ,χ,χ2,... μέχρις δτου, 
άπό τίς Αντίστοιχες ταυτότητες, πού θά προκύφουν πάρουμε π 
άνεξάρτητες μεταξύ τουε έξισώσεις, ή επίλυση τοϋ σύστημά - 
τοε τών όποιων θά δώσει τίς τιμές τών η παραμέτρων. Ή  πα­
ραπάνω έργασία είναι «οανερό δτι θά χρησιμοποίησε u κατά σει- 
ρά τις στοιχειώδεις συναρτήσεις χ | k = 0(l)m >.η-1 καί δτι τε­
λικά, καί σάν συνέπεια τής γραμμικότητας τοϋ τελεστή της πα­
ραγώγου, ό τύπος Αριθμητικής παραγωγίσεως, πού θά βρεθεί, 
θά είναι άκριβής γιά πολυώνυμα μέχρι καί βαθμοΰ £στω I, δ­
που £>in>n-l. Γιά τήν καλύτερη κατανόηση τής μεθόδου τών 
προσδιοριστέων συντελεστών, πού σκιαγραφήθηκε παραπάνω,δί­
νουμε ένα συγκεκριμένο παράδειγμα.

Έ σ τ ω  δτι ζητάμε νά προσδιορίσουμε τούς συντελεστές 
α καί β στόν παρακάτω προσεγγιστικό τύπο άριθμητικής παρα­
γωγίσεως

f'^af +0f. (4.11+)ο -ι ι

έτσι ώστε αύτός νά είναι δσο τό δυνατό πιό άκριβής, δπου 
χ^ = χ„ + ih καί = f(xi> |i = -l(l)l. Σύμφωνα μέ τή θεωρία, 
πού άναπτύξαμε, άπαιτοΟμε ό τύπος (4.14) νά είναι άκριβής 
γιά f(χ) = Ι,χ,χ2,... . Έτσι γιά f(x) ξ ι , δπότε f '(χ) Ξ ο, τό 
πρώτο μέλος Δ τοΟ τύπου (4.14) γίνεται

Α = 0, (4.15)
ένώ τδ δεύτερο μέλος Β γίνεται

Β = α + β. (4.16)
'Εξισώνοντας τά δύο μέλη τών (4.15) καί (4.16) βρίσκουμε τήν 
πρώτη έξισωση, πού συνδέει τίς παραμέτρους α καί β.Συγκε­
κριμένα

a + β = 0 . (4.17)
Γιά f(x)=x, δπότε ί'(χ) Ξ1 ή (4.14) δίνει γιά τό πρώτο μέλος



καί γιά τό δεύτερο μέλος
Β = a(x0-h) + £Hx0+h) = (α+β)χ0 + (-ct+B)h . (*+.19)

'Εξισώνοντας έκ ταυτότητας τά τελευταία μέλη τών (4.13) καί
(4.19) καί λαβαίνοντας ύπόψη καί τήν (4.17) παίρνουμε

(-a+P)h =1, (4.20)
Γ·ρίσκον:ος διαι τή δεύτερη έξίσωση μεταξύ τών παραμέτρων, 
πού είναι Ανεξάρτητη άπό τήν προηγούμενη (4.17). Τέλος έ- 
πιλύνοντας τό σύστημα τών άνεξάρτητων μεταξύ τους έξισώσε- 
ων (4.17) καί (4.20) έχουμε Αμέσως

A = 1 (14.18)

καί έπομένως δ τύπος (4.14) παίρνει τή μορφή

(f. -f ) . (4.21)ο 2h 1 -ι
“Οπως διαπιστώσαμε ήδη ό τύπος (4.21) είναι Ακριβής γιΑ πο­
λυώνυμα βαθμοϋ προιτου (m = n-l = l). ΓιΑ νά έξακριβώσουμε Αν 
είναι άκριβής καί γιά πολυώνυμα μεγαλύτερου βαθμοϋ Αρκεί νά 
συνεχίσουμε τήν προηγούμενη διαδικασία γιΑ f(x) =κ2,χ3,... .Γιά 
f(x)=x2, δπότε f'(x)=2x έχουμε γιά τΑ δύο μέλη τής (4.21)

Α = 2χ0 ,

Β = IK ̂ (xo+h)2 " (^ > 2] = 2χο

καί άρα Α=Β. Γιά f(x)=x3, όπότε f'(x)=3x2 βρίσκουμε άντί- 
στοιχα

Α = 3χο ’
Β= ^ [ ( x 0+h)3-(xo-h)3] --3x* + h2 , 

καί άρα A th. Σάν τελικό συμ,πέρασμά προκύπτει οτι 6 τύπος
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(4.21) είναι άκριβής γιά πολυώνυμα μέχρι δεύτερου βαθμοϋ 
(1-2 > m = n-1 = 1).

4.6.2. Σ φ ά λ μ α  ά ti ο η ο ’ ή ς τ ή ς  π α ρ α γ ώ γ ο υ  
σ τ ή  μ έ θ ο δ ο  τ ώ ν  π ρ ο σ δ ι ο ρ ι σ τ έ ω ν  
σ υ ν  τ ε λ ε σ τ ώ ν

Τό σφάλμα άποκοπής Ε στή μέθοδο τών προσδιοριστέων
- συντελεστών ΰίνεται φυσικά άπό τή διαφορά πού βρίσκουμε άν 
άπό τό δεύτερο μέλος τοΰ συγκεκριμένου τύπου άφαιρέσουμε 
τό πρώτο . Γάν συνέπεια τής ποικιλίας τών τύπων στή περί­
πτωση αυτής τής μεθόδου άριθμητικής παραγωγίσεως δέν μπο­
ρεί νά δοθεί γενικός κανόνας, πού νά έκφράζει μέ καλύτερο 
τρόπο τή διαφορά, πού άναφέρθηκε προηγούμενα. Γέ όρισμέ - 
νες περιπτώσεις καί ίδιαίτερα, δταν τά σημεία στάόποϊαά- 
ναφέρονται οΐ τιμές τής συναρτήσεως καί τής παραγώγου ί- 
σαπέχουν καί ικανοποιούν τα ·. έπιπρόσθετα συγκεκριμένες προ­
ϋποθέσεις, είναι δυνατό χρησιμοποιώντας κατάλληλα τό θεώ­
ρημα τοΰ Taylor καί άπλά θεωρήματα τής Άναλύσεως, πού προ­
κύπτουν άπό τή συνέχεια συναρτήσεως σέ κλειστά καί φραγμέ­
να διαστήματα, νά βρίσκουμε Απλοποιημένες έκφράσεις γιάτό 
άντίστοιχο σφάλμα άποκοπής. Αύτό φαίνεται χαρακτηριστικά 
στήν εύρεση τοΰ σφάλματος άποκοπής τοϋ τύπου (u.21) τής προ­
ηγούμενης παραγράφου μέ τήν προϋπόθεση, πού θά δικαιολογη­
θεί Αργότερα, ότι f(x) e C3( [χ_̂  ,Xj] ). Πραγματικά γιά τόάντί- 
στοιχο σφάλμα άποκοπής Ε έχουμε

Ε = —  (f -f ) -f.' . (4.22)2h 1 "ί 0

'Εφαρμόζοντας τό θεώρημα τοϋ Taylor καί άναπτύσσοντας, τό­
σο τήν fj =f(xQ+h) , όσο καί τήν f =f(xQ-h), γύρω άπό τό ση­
μείο χ„ περνούμε άντίστοίχα

f, = fe+£, fo'+|? ?"(€,) (**.23)



μέ ζ2 6 (χ_ ,χ0). 'Αντικαθιστώντας τώρα τίς έκφ^ίσεις (4.23) 
καί (4.24) στήν (η .22) λαβαίνουμε άμέσως δτι

Ε = !/"'(?,) +ί"'(ξ2)1. (4.25)

Γ -ά τήν Tiopaitipu άπλοποίηση τής έκφράσεως (4.25) χρησιμο­
ποιούμε την ύπόθεση δτι Λ f"'(x) είναι συνεχής στό κλει - 
στό διάστημα [x_j, xj. Συνέπεια αύτοΟ εΓναι δτι θά παρου­
σιάζει ή συνάρτηση αύτή, f'"(x), μία έλάχιστη καί μία μέ­
γιστη τιμή στό Πδιο διάστημα, έστω m καί Μ άντίστοιχα.Έ­
τσι θά ίσχύει

m < Γ" (Cj) < Μ
καί

m < f'" (ξ2) < Μ, 
όπότε βρίσκουμε εύκολα δτι

m < i (f'" (ξ,) + f'"(C2>) <Μ.

’Επειδή δμως ή τιμή -^(Γ" ??,) + Γ " ( ξ 2)) βρίσκεται μεταξύ 
τής έλάχιστης καί μέγιστης τιμής m καί Μ άντίστοιχα τής συ­
νεχούς συναρτήσεως f"'(x), δπως εΓναι γνωστό άπό τήν 'Ανά­
λυση, θά υπάρχει ένα τουλάχιστον σημείο cc[x_j, xj τέτοιο 
ώστε

£"’ (ζ) = | (f"' (e1) +f'"(cz)),
όπότ€ τελικά ή (4.25) γίνεται

E = £ V u ), C4.2B)ο
μέ ζ€ [κ , Xjl. *Η έκφραση (4.26) γιά τό σφάλμα άποκοπής τοϋ
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τύπου (4.21) μας δίνει συγχρόνως καί τό συμπέρασμα της 
προηγούμενης παραγράφου, ότι δηλαδή, ο τύπος (4.21) είναι 
άκριβής γιά πολυώνυμα μέχρι καί δεύτερου βαθμοΟ. Αύτό δέ' 
γιατί, ή αντίστοιχη τρίτη παράγ^γος τοΟ τύπου (4.26)ειναι 
έκ ταυτότητας μηδέν γιά πολυώνυμα μέχρι καί δεύτερου βαθ­
μοϋ .

4.7. Γ ε ν ι κ έ ς  Π α ρ α τ η ρ ή σ ε ι ς
Ά ν  θεωρήσουμε τίς διάφορες έκφράσεις γιά τό σφάλμα 

άποκοπής στήν άριθμητική εύρεση της πρώτης παραγώγου,πού 
άντιστοιχοϋν άπό τούς πιό γενικούς ώς τούς πιό συγκεκρι­
μένους τύπους ((4.11), (4.12), (4.13) καί (4.26)) καί ύποθέ- 
σουμε, γιά τούς πιό γενικούς άπ'αύτούς, δτι τά χρήσιμο - 
ποιούμενα σημεία χ̂  βρίσκονται σέ μία διάταξη μεγέθους Α­
ντίστοιχη μέ τούς δείκτες τους καί άκόμη δτι τό σημείο χ 
στό δποϊο ζητούμε τήν παράγωγο Ανήκει στό μικρότερο διά­
στημα πού περιέχει τά σημεία χ., παρατηρούμε άμέσως τά έ­
ξης. Είναι φανερό, καί άπό τό γενικότερρ άκόμη τύπο (4.ιι), 
πώς δσο τά σημεία τείνουν στό σημείο χ, χωρίς νά Αλλά- 
ζει ή διάταξή τους, τόσο οί διάφοροι δροι πού περιέχονται 
σ ’αύτόν μικραίνουν άπολύτως μέ συνέπεια νά μικραίνει τό Α­
ντίστοιχο άπόλυτο φράγμα γιά τό σφάλμα άποκοπής. Τό χαρα­
κτηριστικό αύτό φαίνεται πιό καθαρά στούς πιό απλούς τύ­
πους γιά τό σφάλμα άποκοπής. Π.χ. στόν τύπο (4.13). "Οσο 
μικραίνει τό h, έπομένως καί τό άντίστοιχο διάστημα (xQ,xn), 
τόσο μικραίνει δ δρρς h , καθώς καί τό άπόλυτο φράγμα γιά 
τήν ί^η+1\ξ), μέ άποτέλεσμα νά μικραίνει καί τό άντίστοιχο 
άπόλυτο φράγμα γιά τό σφάλμα άποκοπής. ‘Επομένως θεωρητικά 
θά πετυχα,ίναμε καλύτερα Αποτελέσματα, δηλαδή μικρότερα ά- 
πόλυτα φράγματα γιά τά σφΑλματα Αποκοπής, Αν έπιτρέπαμε στό 
3ήμα πινακοποιήσεως h, νΑ έτεινε στό μηδέν. Αύτό στήν πρΑ- 
ξη δέν έπιτρέπεται νΑ γίνεται πέρα ίσως Από μία δρισμένη



τιμή τοϋ h, πού δέν είναι εύκολο νά καθοριστεί, έξαιτίας 
των ειδικών προβλημάτων, πού δημιουργοϋνται. Αύτά όφεί- 
λονται στήν παρουσία τών άναπόφευκτων σφαλμάτων στρογγυ­
λεύσεως. Συγκεκριμένα, άν άναφερθοΟμε στόν άπλούστερο τύ­
πο άριθμητικής παραγωγίσεως, πού βρήκαμε-μέχρι τώρα, δη­
λαδή στόν πρώτο άπό τούς (4.4), έχουμε νά παρατηρήσουμε τά 

Στήν πράξη φυσικά καί στή θέση τών τιμών τής έκφρά-
σεωΓ {.f, - f,) τοϋ δεύτερου μέλους, σάν συνέπεια τοϋ γε-ft * *
γονότος δτι, είμαστε υποχρεωμένοι νά έργαζάμαστε μέ περιο­
ρισμένο έστω k άριθμό ό.ψ., έχουμε δτι άντί γιά τίς τιμές 
f , f καί h θά χρησιμοποιοϋμε άντίστοιχες προσεγγ‘,στικές 
f*, f- καί h* μέ σφάλματα ε,, ε0 καί Έτσι τό άντίστοιχο 
σφάλμα στρογγυλεύσεως γιά τήν έκφραση πού χρησιμοποιοΟμε 
θά εϋναι

i (f? - fo> " £ 7* (ε,-e,,).h* h h”
Επειδή δέ |ε J, | e0 j < 0.5 χίο έχουμε άμέσως δτι

»-k10
h*

‘Από τήν τελευταία σχέση προκύπτει πώς τό κατά προσέγγιση 
φράγμα γιά τό άπόλυτο σφάλμα, πού όφείλεται στά σφάλματα 
στρογγυλεύσεως καί μόνο τών τιμών τ ή ς  έκφράσεως, πού χρη- 
σί,μοποιοΟμε γιά τήν άριθμητική εύρεση τής άντίστοιχης πα­
ραγώγου, τείνει στό άπειρο καθώς τό h καί συνεπώς καί τό 
h* τείνουν στό μηδέν. Αύτή ή άντίφαση μεταξύ σφάλματος ά­
ποκοπής καί σφάλματος στρογγυλεύσεως, πού στήν πράξη με­
ταφράζεται στό γεγονός δτι, δταν προσπαθούμε νά μηδενίσου­
με το πρώτο, τότε άπειρίζουμε πιθανόν τό δεύτερο, πρέπει 
νά μας καθιστά πολύ προσεκτικούς καί πολύ έπιφυλακτικούς 
στή χρησιμοποίηση τύπων άριθμητικής παραγωγίσεως γιά τήν 
κατά προσέγγιση εύρεση τής παραγώγου σέ κάποιο σημείο χ.
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Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

'Αν είναι γνωστό δτι. ή συνάρτηση f(x) είναι πολυώνυ­
μο τρίτου βαθμοϋ νά βρεθούν οΐ σημειωμένες μέ X τιμές στον 
παρακάτω πίνακα διαφορών καί στή συνέχεια χρησιμοποιώντας 
δλες τίς πληροφορίες τοϋ πίνακα, καί χωρίς νά βρεθεί τό α­
ντίστοιχο πολυώνυμο παρεμβολές, νά υπολογιστεί ή f'(0.5).

X f (χ) Δ Λ
Α­ Δ3 Δ1*

-1 X
3

0 X Χ
X X

1 0 4 X
X 6

2 X X
X

3 X

2. Νά άποδειχτεϊ ό προσεγγιστικός τύπος Αριθμητικές πα- 
ραγωγίσεως

f '(x*> * τζ - H f e),
δπου x^=xQ+ih καί f. sfCx^ |i = 0(1)3.

3. Νά άποδειχτεϊ μέ όποιοδήποτε τρόπο δτι

* h
δπου χ^ = χο+ϊ1ι καί f^ = f(x^) | i = 0(1)3.

4. Παραγωγίζοντας τόν τύπο παρεμβολής τών πρός τά πίσω
διαφορών τών Newton - Gregory νά βρεθσϋν προσεγγιστικές έκ-
φράσεις γιά τίς τρεϋς πρώτες παραγώγους τές συναρτήσεως 
f(x), στό τυχόν σημεϋσ χ, χρησιμοποιώντας διαφορές μέχρι



κα ■: τρίτης τάξης. ( Ά π .  f '(χ) » - £[-Vf0 +\ (29-l)V2f -

(3e2-60+2)V3fJ, f"(x)*-L [V2fo-(0-l)V3fo] , f'"(x) ~ V3fo).

Νά γίνει ή Ιδια έργασία, δπως στήν προηγούμενη ά­
σκηση 4, μέ Αφετηρία τόν τύπο παρεμβολής τών κεντρικών 
διαφορών τοΰ Bessel. (Άπ. f '(χ) w i [6fy +^(20-l)(62f# +
+ 6~f ) l··· (3Θ2-3Θ + 1/2 ) 6 3f i . l ,  f " ( x ) s - ^ -  [ 4 ( 6 2f  +62f, ) + i t  h* * 0
+ i (20-i)53f1/j, f" (x)*-y 63f ).2 /z h '2

Γιά τήν εύρεση της τιμής της πρώτης παραγώγου τοϋ πολυωνύ­
μου f(χ) = χ3 - 2χ2 + 3χ - 1 στό σημεϋο χ = 1.5, μέ σημεϋα πα­
ρεμβολής τά χ 0 = ο Xj = 1 καί χ 2 =2, χρησιμοποιείται 6 
τύπος f'(x)“ £ [Afo + (0-i) Δ2fj μέ 0 = (x-x#)/h. Χωρίς νά 
υπολογιστούν οί άντίστοιχες άκριβής καί προσεγγιστική 
τιμή τής παραγώγου στό 1.5 νά βρεθεί τό άντίστοιχο 
σφάλμα άποκοπής. {Άπ. 0 . 2  5)·

Νά άποδειχτεϊ μέ όποιοδήποτε τρόπο ό τύπος Α­
ριθμητικής παραγωγίσεως
f"(χ) = -i- [f(x+h) - 2f(x) +f(x-h)] - ί(,<)(ξ), ?e[x-h, x+h]

h2
μέ τήν προϋπόθεση δτι fixiSC* |[x-h, x+h]j.

Νά προσδιοριστούν oi συντελεστές α καί β £τσι ώ­
στε ό παρακάτω τύπος Αριθμητικής παραγωγίσεως νά εΓ- 
ναι δσο τό δυνατό πιό άκριβής

f *(χ) »  a f ( x )  + B f ( x - h ) .
Ποιό είναι τό Αντίστοιχο σοάλμα Αποκοπής μέ τήν προ­
ϋπόθεση δτι

f (χ)  e C2 [χ-h ,  χ] ;
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Άπ. l/h, -i/h, -h/2f~(?) μέ ?e(x-h,x)).



5. Β Α Σ Ι Κ Α  Σ Υ Ν Ο Λ Α  Π Ο Λ Υ Ω Ν Υ Μ Ω Ν

5.1. Γ ε ν  ι κ ά
Τά βασικά σύνολα πολυωνύμων παίζουν ένα σπουδαίο ρό­

λο στήν άνάπτυΕη της θεωρίας τής Α.Α.. 'Ιδιαίτερα δύο βα­
σικά σύνολα πολυωνύμων, πού θά μελετήσουμε στις έπόμενες 
f-ύο π^ράγραφους, τά βασικά σύνολα πολυωνύμων ή, άπλά, πο­
λυώνυμα "Όθ Legendre καί τοΟ Chebyshev, βοηθοΟν σημαντικά 
στήν άνάπτυΕη τής θεωρίας της 'Αριθμητικές *Ολοκληρώσεως 
(Κεφάλαιο 6) και της θεωρίας τής Προσεγγίσεως (Κεφάλαιο 14).

Γενικά, ένα βασικό σύνολο πολυωνύμων εΓναι μία άκο­
λουθία γνωστών πολυωνύμων { ( χ)} |η = 0,1,2,..., μέ τό μόνο πε­
ριορισμό τό κάθε πολυώνυμο Ρη(χ) τής άκολουθίας νά είναι 
βαθμοΰ η. Ά π ό  τόν δρισμό, πού μόλις δόθηκε, εΓναι δυνατό 
νά διαπιστώσουμε δτι μπορούμε νά κατασκευάσουμε άπειρα βα­
σικά σύνολα πολυωνύμων, πού νά έ£υπηρετσ3ν, ίσως έπί πλέ­
ον, συγκεκριμένους σκοπούς. Τό άπλούστερο άπό τά βασικά 
σύνολα πολυωνύμων εΓναι έκεΐνο γιά τό όποιο Pn(x)=xn !n =
= 0,ι·.·2,... . Τά πρώτα στοιχεία τοΰ βασικού αύτοΰ συνόλου πο­
λυωνύμων, δπως εΓναι ήδη γνωστό, χρησιμοποιήθηκαν στό προ­
ηγούμενο Κεφάλαιο καί συγκεκριμένα στήν άριθμητική παραγώ- 
γιση μέ τή μέθοδο τών προσδιοριστέων συντελεστών. Στή συ­
νέχεια διατυπώνουμε καί άποδείχνουμε fiva θεμελιώδες θεώ­
ρημα πού άναφέρεται στό όποιοδήποτε, συγκεκριμένο δμως, βα­
σικό σύνολο πολυωνύμων.

Θεώρημα
‘Όποιοδήποτε πολυώνυμο Q (χ) (βαθμοΰ m) μπορεί νά έκ-roΦΡαστεΤ μονοσήμαντα σάν γραμμικός συνδυασμός πολυωνύμων ά- . 

u6 ένα βασικό σύνολο πολυωνύμων.
Άπόδε ιίΕη
Έ σ τ ω
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Q (χ) =α xm + a xm 1 + ... +α.χ+α„ (a 10) (5.1)m id m-i 1 o m

τό πολυώνυμο, πού δόθηκε, καί {Pn(x)} |n = 0,1,2,...,'τό βασι­
κό σύνολο πολυωνύμων, μέ

Ρ.(χ) Ξα ΧΠ+α χ0-1 + ... + » x + a n> (a ai 0) (5.2)η ηη η,η-ι ηι no ηη

in = 0,1,2....

Γιά νά Αποδείξουμε τό θεώρημα, άρκεϊ νά Αποδείξουμε δτι ί- 
σχύει ή σχέση

. m
Qm(x) 2 J Q V i V i (x) (5·3)

μέ τούς συντελεστές ci |i=m(-l)0 μονοσήμαντα δρισμένους 
καί Ιδιαίτερα μέ c^/θ; Γιά τό σκοπό αύτό άντικαθιστοΟμε
τίς έκφράσεις (5.1) καί (5.2) γιά n = 0(l)m στά δύο μέλη της
(5.3), όηότε έξισώνοντας κατά σειρά τούς συντελεστές τών 
ίδιων δυνάμεων τοϋ χ, άπό τή μεγαλύτερη πρός τή μικρότερη, 
παίρνουμε τό παρακάτω σύστημα τών m+Ι έξισώσεων μέ άγνώ- 
στους τούς συντελεστές Cj |i = m(-l)0.

a c = amm m m

a« c + a c + ... + a 10c. t anQcfl = a. mo m m-ι,ο m-i 10 i oo ο o

(5Λ)

Τό σύστημα (5 .4 ) ,  δπως ε ί ν α ι  φανερό, έχ ε ι  π ίνα κ α  σ υ ν τ ε λ ε ­
σ τ ώ ν  άγνωστων έναν κάτω τ ρ ιγ ω ν ικ ό  καί έπ όμενω ς ή τ ιμ ή  τ η ς  
Α ντίστοιχης  όρ ίζου σ α ς  θά ε ί ν α ι  ίση μέ τό  γ ιν ό μ ε ν ο  τών δ ι α ­
γ ώ ν ιω ν  στο ιχείω ν  τοΟ κάτω τριγωνικοΟ  π ίν α κ α .  Σ υ γ κ εκ ρ ιμ έν α
θά  ε ίν α ι  ϋση μέ Π u , . . Τό γ ινόμενο α ύ τ ό  ε ί ν α ι  δ ι ά φ ο -

i=0
ρ ο  άπό τό μηδέν, άφοΟ οί π α ρά γ ον τές  του , α _ . I i  = 0 ( 1 )  mm-ι,m-ι '



δέν εΓναι παρά οί συντελεστές τών μεγιστοβάθμιων δρων τών
άντίστοιχων πολυωνύμων Ρ .(χ) li = 0(l)m τοϋ βασικοϋ συνό-m-i
λου πολυωνύμων. Ά ρ α  τό σύστημα (5.4) έχει μία καί μόνο λύ­
ση κα·- έπομένως οί συντελεστές, πού μ&ς ένδιαψέρουν, στό 
άνάπτυγμα (5.3), δρίζονται μονοσήμαντα. ‘Επιπρόσθετα καί 
άπό τήν τρώτη έξίσωση τοϋ συστήματος (5.4) είναι δυνατό νά
ο-.Γ.πιατώσοομε δτι c ?ί 0.m

5.2. Π ο λ υ ώ ν υ μ α  τ ο ϋ  L e g e n d r e
Τά πολυώνυμα τοϋ Legendre μποροϋν νά δριστοϋν μέ πολ­

λούς ισοδύναμους τρόπους. Έν α ς  άπ'αύτούς είναι έκεϊνος, 
πού τά όριζει άπό τίς παρακάτω σχέσεις.

ν * >  = 1 n (5.5)

ν * 1 5 t r - r Γ ϊ (ί,ί·Η ° ΐ"51·2·3'···2 .n! dx 
γιά κάθε χ6(-” ,“ ).
Χρησιμοποιώντας τόν παραπάνω δρισμό, μποροϋμε εϋκολα νά 
βροϋμε γιά τά, πρώτα τουλάχιστον στή σειρά, πολυώνυμα τοϋ 
Legendre τίς έκφράσεις

Ρβ(χ) = 1

Pj(x) = χ 
Ρ2(χ) = \ (3χ2-1)
Ρ3(χ) = | (5χ 3-3χ )
Ρ„(χ) = ·| ( 35χ **-30χ 2+3)
Ρ5(χ) =- j ( 63χ5-70χ3+15χ) κλπ.

‘Από τόν όρισμό (5.5) τών πολυωνύμων τοϋ Legendre μποροϋ­
με νά διαπιστώσουμε μέ μορφή θεωρημάτων τίς τιαοακάτω δύο 
ιδιότητες, πού δίνονται μέ τίς άντίστοιχες άποδείξεις τους.
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Τά πολυώνυμα τοΟ Legendre πεοιέχουν είτε μόνο· άρτιας 
δυνάμεις τοϋ x έφόσον εϋναι άρ~ιου βαθμοϋ είτε μόνο περιτ­
τές δυνάμεις τοϋ χ έφόσον είναι Αντίστοιχα περιττού βαθ­
μοϋ.

*Απόδειξη
*0 ίσχυρισμός τοϋ θεωρήματος είναι προφανής γιά η=0, 

άπό τήν πρώτη σχέση (5.S). Γιά τίς άλλες τιμές τοϋ η=1,2, 
3,... καί άπό τίς δεύτερες σχέσεις (5.5) μποροϋμε καταρχήν 
νά παρατηρήσουμε δτι δ ίσχυρισμός τού θεωρήματος πού θέ­
λουμε νά άποδείξουμε, δέν έπηρεάζεται άν άγνοήσουμε τε­
λείως τό συντελεστή —-*■ - . Γιά τήν έκφραση, πού άπομένει,

2  η 'έχουμε δτι
,η ,ηd , 2 , %η d , 2 η 2η - 2  t 2η-ι* ,— - (χ - 1) = — - ( χ  +c,x +c,x +... + C ),, η , η  ι 2 ηdx dx

δπου οί. συντελεστές ji = l(l)n είναι γνωστοί καί διάφο­
ροι μάλιστα άπό τό μηδέν. Βρίσκοντας τώρα τήν παράγωγό η 
τάξης τοϋ πολυωνύμου τής παρενθέσεως παίρνουμε τελικά τήν 
έκφραση

,η rnid t 2 ι \η _ λ n^j η-2,, η-*·, , η- 2  —— - (χ -1) = d0x tdjX +d2x +... +d rnix '■2J,
dx

δπου πάλι oi συντελεστές dj |i = 0(l)[|] , μέ τό σύμβολο [α] 
νά παριστάνει τό άκέράιο μέρος τοϋ πραγματικού άριθμοϋ ο, 
είναι γνωστοί καί διάφοροι άπό τό μηδέν. ‘Η παραπάνω έκ­
φραση γιά τήν παράγωγό η τάξης πολλαπλασιασμένη έπί τό συ­
ντελεστή — ----  μάς δίνει τή μορφή τοϋ πολυωνύμου Ρ (χ) |

2 η 1 ηη = 1,2,3,.,. ' 'τοϋ Legendre, πού άποδείχνει τό ζητούμενο.
Θεώρημα 2
‘0 συντελεστής oR τοϋ μεγ *-στοβάθμιου δρου ένός πολυ­

Θεώρημα ί



-  A U O  ”

ωνύμου Pn(x) τοΟ Legendre δίνεται άτχό τήν δκφραση

(2η)! 
,Ώ. (η! ) 2Ο

‘Από6ει£η
Γιά η = ο ή άπόδειΕη εΓναι άμεση. Γιά η>1 παίρνουμετήν 

ά-τίστοιχη έκφραση γιά τό πολυώνυμο τοΟ Legendre άπό τίς 
(?,5> να.·, μό αιαδοχικούς μετασχηματισμούς βρίσκουμε

Ρ (χ) = 1 _  J !  (,«-!)» = - J -  -ίΐ =Π _Π · .Π ηΏ |*Ι*2 .n'. dx 2 .η!  dx

= — —  Γ ( 2 η ) (2 η - 1 ) . . . (η+1)χη+ . . .1  =
2 ,η!

_ ( 2 η ) ( 2 η - 1 ) . . . (η + 1 ) . η ϊ  . η . _ (2η)1 . η ,

2η . ( η ! ) 2 2 ^ ( η ! ) 2

* Η τελευταία έκφραση γιά τό πολυώνυμο Pn(x) |n = l,2,3,... Α­
ποδείχνει τό ζητούμενο.

Στή συνέχεια της παρούσας παραγράφου Αποδείχνουμε Α­
κόμη μερικές βασικές ιδιότητες, πού άποτελοΟν θεωρήματα 
τών πολυωνύμων τοΟ Legendre, καί πού θΑ Αποδειχτούν χ ρη ­
σιμότατες στΑ Αντίστοιχα Κεφάλαια, δταν θά γίνει χρήση τών 
πολυωνύμων αύτών. Γιά νά μήν άναγκαζόμαστε νά λδμε πολλδς 
φορές τά ίδια πράγματα, τονίζουμε στό σημεϋο αύτό δτι στό 
υπόλοιπο μέρος της παραγράφου δ συμβολισμός θά Ανα-
φέρεται στό πολυώνυμο τοϋ Legendre βαθμού η.

Θεώρημα 3
ί1 ®Γιά m = 0(l)n-l ισχύει δτι χ ρ (x)dx = 0 jn^l.

------------------ ;—  Li
©  Τό θεώρημα αυτό μπορεί νά διατυπωθεί καί ώς έξης: Τό μονώνυμο xm | 

m = 0(l)n-l είναι όρΟογώυιο προς τό πολυώνυμο τοΟ Legendre 
στό διάστημα [-1.1J.
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'Απόδειξη
Γιά m=0, καί πολλαπλασιάζοντας τά δύο μέλη τής ισότη­

τας πού πρέπει νά άποδείξουμε έπί 2n.n'. μπορούμε νά βροϋμε 
ότι

2n.nl! Ρ (x)dx = [ — (x2-l)ndx = ̂
(ι
! ι . 
λ, Ω J Ά  Π•'-ι dx dxη-1

* προτελευταία έκφραση είναι ίση μέ τό μηδέν κι αύτό για­
τί ή εύρεση της παραγώγου n-l τάξης τής η δυνάμεις τοϋ δι­
ώνυμου χ2-ι θά μάς δώσει σάν άποτέλεσμα ένα γινόμενο, πού 
θά άποτελεΐται, άπό ένα πολυώνυμο βαθμοΰ η-1 έπί τόν παοά- 
γοντα χ2-1. *0 τελευταίος παράγοντας, δπως είναι φανερό,μη­
δενίζεται τόσο γιά χ = 1 δσο καί γιά χ = -1, συνεπώς θά μηδε­
νίζεται καί ή διαφορά τών άντίστοιχων γινομένων.

Γιά m>0, ξεκινούμε πάλι μέ τόν ίδιο τρόπο, πολλαπλα­
σιάζοντας έπί 2n.n! τά μέλη τής ίσότητος, πού θέλουμε νά 
άποδείξουμε, όπότε έφαρμόζοντας κατάλληλα τήν δλοκλήρωση 
κατά παράγοντες λαβαίνουμε

„η . 2 .nl χ"1? (x)dx = . η
1 m d , 2 . >n, χ — r (x -1) dx =-ι dxn

(1
x d An~' (x2-l)“!=x n-i J

n"! m dI -v —
η- 1

dx dxn-i
(x2-!)1

fl m-ι d - mx
n-i (5.7)

I, dxn-i
(x -1) dx

r1 ,= -m x 
■’-l

m-ι dη-1

dxn-i
(x2-l) dx ,

δπου ό δρος χm d
n-i
dx'n-i

(k2-l)n είναι ίσος μέ τό μηδέν γιά λό-
-ι

γο άντίστοιχο μέ αυτόν πού ήταν μηδέν τό προτελευταίο μέ­
λος τών (5.6). "Αν παρατηρήσουμε τώρα προσεκτικά τό δεύτερο



μέλος τών (5.7) καί τήν έκφραση στήν όποια καταλήξαμε βλέ­
πουμε δτι αύτή, έκτός άπό τόν παράγοντα -m, πού έκφράζει 
τόν έκθέτη τοϋ xra , είναι τής ίδιας μορφής Ηέ τό δεύτερο μέ­
λος £ντός άπό τό γεγονός δτι. τόσο ό έκθέτης τοϋ μονωνύμου 
δσο καί ή τά£η τής παραγώγου, πού περιέχεται στήν έκφραση, 
έλαττώθηκαν κατά μία μονάδα. Συνεπώς άν συνεχίσουμε άπό τό 
τελευταίο μέλος τών σχέσεων (5.7) καί έφαρμόσουμε τή δια- 
&ιν.?.σία, πού άκολουθήσαμε γιά τήν παραγωγή τών σχέσεων 
(5./}, άλλες m-Ι φορές συνολικά, θά πάρουμε τελικά ότι

ί 1 ,τι 'ι _,n-mI m d (x -1) dx = ... =(-1) .m! n-m(x -1) dx =I , j n , :dx -i dx
,n-m-l „ 1/ « , u / 2 < \= (-1) .mi — ----ζ- (x -1), n-m-1 dx

(5.8)
= 01

Θεώρημα 4
“Ενα πολυώνυμο Q (χ) βαθμοϋ m<n εϋναι όρθογώνιο πρόςΠ

τό πολυώνυμο Pn(x) τοϋ Legendre στό διάστημα [-ΐ,ΐ]. 'Ισχύ­
ει δηλαδή ή σχέση 

ι
Q (x)P (x)dx = 0 I m <n ._j m n 1

*ΑπόδειΕη
Έ σ τ ω  δτι τό 0 (χ) έχει τή μορφήm

Q (x) Ξ α χ™ + α χ™ Ι + ...+α,χ+α0 5 Υ α .χ3 m m m-i i-0

'Αντικαθιστώντας στό πρώτο μέλος τής ισότητας πού θέλουμε 
νά βροϋμε, παίρνουμε διαδοχικά



- 106 -

δπου καθένα άπό τά τη+1 όλοκληρώματα τής προτελευταίας έκ- 
ψράσεως είναι ίσο μέ τό μηδέν σύμφωνα μέ τό προηγούμενο 
Θεώρημα 3.

Θεώρημα 5
Δύο διαφορετικά πολυώνυμα τοϋ Legendre είναι, όρθογώ- 

νι,α μεταξύ τους στό διάστημα [-ΐ,ΐ]. 'Ισχύει δηλαδή ή σχέ­
ση

r1; Ρ (χ)Ρ (x)dx - 0 im i n.J_t m n

* Απόδειξη
"Αν υποθέσουμε δτι m<n (άλλιώς έναλλάσσουμε τούς δεί­

κτες) ό ισχυρισμός τοϋ θεωρήματος ίσχύει σύμφωνα μέ τό προ­
ηγούμενο Θεώρημα 4.

θεώρημα 6
Ά ν  Ρ (χ) εΓ ν α ι  έ ν α  δ π ο ι ο δ ή π ο τ ε  πολυώνυμο τ οϋ  Legen-η

dre, θ ά  ίσχύει ή σχέση ·
Γ1 „ ,η+ι, . οI \ ι β  ̂ In.)ι χ Ρ (x)dx = --------  .
-’-1 11 (2η+1)

Ά π ό δ ε  ιΕη

Ή  ί σ χ ύ ς  τ η ς  σ χ έ σ η ς  ε ί ν α ι  π ροφ α ν ή ς  γ ι ά  η=0.  Έ σ τ ω  τώ ­
ρ α  δ τ ι  έχ ου μ ε  n_>l- Ά π ό  τ ί ς  σ χ έ σ ε ι ς  (5.8) έχουμε

1 Jnxm —  (χ2-1) dx =■ (— 1)rnm! 
'-ι dx11

1 an-m
^-------  ( x 2- l ) ndx

-i dx11""1

κ α ί  γ ι ά  m=n λ α β α ίν ο υ μ ε  ά μ έσ ω ς  
, ι

x “ P _ ( x ) d x  = — I?
-i

( x 2- l ) ndx . ( 5 . 9 )

Τδ δεύτερο μέλος τής παραπάνω σχέσης γράφεται διαδοχικά



-~ί—  [ (x2-l)ndx = —  ί (1-χ2 )ndx =■ — -ί (l-x2)ndx =
2η L 2η L

~η-ι
H/2 
Ο

2η'^ο

COS t u T j

(5.10)

δπου θόσαμε x=sint. Καταρχήν έχουμε γιά η>1: 
fn/2 2η+ί (τ/ζ

’ 0
t/z

cos tdt = J cos2ntdsint = cos2nt sint 
J o

H / 2

( ϊ / 2
sintdcos2nt = 2n sin2t cos2n_’t dt = (5.11)

= 2n
1 / 2

(l-cos2t)cos2n-1t dt =2n
r*/2
0
cos2n_1tdt-2nI .

Ά π ό  τό πρώτο καί τελευταίο μέλος τών παραπάνω ισοτήτων,
έπιλύνοντας ώς πρός I παίρνουμε

I = (n 2η+1 j
11/2 Onc o s ^ t d t  = r I2n+l n-i (5.12)

Ά π ό  τήν άναδρομική σχέση (5.12) είναι εύκολο νά βροΟμε δτι

2η ( 2 η - 2 ) ( 2η-4)  . . .  2 ;  .  2η ( 2 η - 2 ) ( 2 η - 4 ) . . . 2
η ( 2η+1) ( 2η -1 ) ( 2η -3) . . .  3 ° ( 2 η + 1 ) ( 2 η - 1 ) ( 2 η - 3 ) . . . 3

ή μέ πολλαπλασιασμό τών δύο δρων τοΟ τελευταίου κλάσματος 
έπί

2n(2n-2)(2n-1<).. .2 = 2 .η!
λαβαίνουμε τελικά δτι

2 ( η Ι ) 2 
(2η+1)!

(5.13)

Τώρα, άπό τίς σχέσεις (5.9), (5.10), (5.11) καί (5.13) παίρνου-



δηλαδή τή σχέση, πσύ θέλαμε νά άποδείξουμε.

Θεώρημα 7
"Αν ? (χ) εϋναι ένα δποιοδήποτε πσλυώνυμο τοϋ Legen-n

dre, θά ίσχύει ή σχέση

' *Απόδε tEn
Παίρνουμε τό πρώτο μέλος τής ίσότητας, πού θέλουμε 

νά άποδείξουμε, καί μέ βάση τά Θεωρήματα 2 καί 1 γράφου­
με τόν έναν παράγοντα σάν άθροισμα τοϋ μεγιστοβάθμιου δ- 
ρου του καί ένός πολυωνύμου Qn_2(x) βαθμοϋ η-2, δπότε έφαρ- 
μδζοντας τά Θεωρήματα 6 καί 4 άντίστοιχα λαβαίνουμε δια­
δοχικά

,ι

-ι
P2(x )dx  - η

η ' 1χ +Q (χ)  Ρ ( x )d x  = η-2 J η

(2η)! Γ1 
2η(η!)2 •'-ι

(2η ) !  _ 2Π+1( η ! ) 2 _ __2

2η(η!)2 (2η+1)! 2η+1

θεώρημα 8
Μεταξύ τριών διαδοχικών πολυωνύμων τοϋ Legendre ισχύ 

ει ή άναδρομική σχέση
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(η+1)Ρ (χ) - (2η+1)χΡ (χ)+ηΡ (χ) = 0 η = 1,2,3,... .η+ι η η-ι

'Απόδε l ξπ
Γιά νά άηοδείξουμε τήν άναδρομική σχέση τοϋ θεωρήμα­

τος άοκεϊ νά άτιοδε ιΐξουμε τή σχέση

ή πράγμα πού είναι ισοδύναμο άρκει νά έκφράσουμε τό πολυ­
ώνυμο τοϋ πρώτου μέλους της, χΡ^ίχ), σάν γραμμικό συνδυα - 
σμό τών πολυωνύμων τοϋ Legendre, όπότε σάν άποτέλεσμα θά 
πρέπει νά βροϋμε τό δεύτερο μέλος τής (5.14). Ά π ό  τό θε­
μελιώδες θεώρημα τής πρώτης παραγράφου 5.1., τοϋ παρόντος 
Κεφαλαίου, έχουμε άμέσως δτι τό πολυώνυμο χΡ^ίχ), πού εί­
ναι βαθμοϋ n+l, μπορεί νά έκφραστεϊ μονοσήμαντα σάν ένας 
γραμμικός συνδυασμός τών πολυωνύμων τοϋ Legendre Ρ^(χ) |i= 
=0(1 )n+l. Έτσι θά έχουμε 

η+1
χΡ (χ) Ξ I c.P.(x), (5.15)

ϊ=0 1 1
δπου c. !ΐ = 0(1)η+1 προσδιοριστέοι συντελεστές. Γιά τόν
προσδιορισμό τών συντελεστών έργαζόμαστε καταρχήν ως έ^ής·
Πολλαπλασιάζουμε τά μέλη τής (5.15) έπί τό πολυώνυμο τοϋ
Legendre κατάλληλου βαθμοϋ m, Ρ (χ), καί όλοκληρώνουμε τίςm
δύο ισοδύναμες συναρτήσεις, πού προκύπτουν, άπό -1 έως 1. 
Έτσι λαβαίνουμε

fl rι η +1
' χΡ (χ)Ρ ( x ) d x  = ( y c . P . ( x ) ) P  (x)dx =

©  Ή  άναδρομική αύτή σχέση μας υποδείχνει έναν εύκολο
τρόπο σχηματισμού τών πολυωνύμων τοϋ Legendre, άπό τά 
δύο πρώτα Ρ0(χ) = 1 καί Pj(x)=x.
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η+1 r1 r»
Ρ. (χ )Ρ  (x)dx = c I P2(x )dx ,  ( 5 .16)= Λ  ci 1=0 i  m mi m■ι -l

δπου ή τελευταία στη σειρά ισότητα προκύπτει μέ βάση τό 
θεώρημα 5. Ά ν  τώρα στό πρώτο μέλος τών σχέσεων (5.16) θε­
ωρήσουμε τό πολυώνυμο Q (χ)ΞχΡ (χ), βαθμοΰ m+1, τότε εί-m+i m
ναι φανερό, άπό τό Θεώρημα 4, πώς άν ό βαθμός τοϋ πολυωνύ­
μου αύτοϋ είναι τέτοιος ώστε m+1<η ή m<n-l, τό πρώτο μέ­
λος θά είναι ίσο μέ μηδέν. 'Επειδή δέ γιά τό τελευταίο μέ­
λος τών (5.16) έχουμε, άπό τό προηγούμενο Θεώρημα 7,

j = 2ST * °--ι
συμπεραίνουμε άμέσως δτι

c = 0 jm = 0(l)n-2. (5.17)m 1
Γιά τόν προσΰιορισμό τοϋ συντελεστή c θεωροϋμε τήν ι­
σότητα τών πρώτου καί τελευταίου μελών τώυ(5.16) γιά m=n-l. 
Έχουμε έτσι δτι

ί 1, χΡ (χ)Ρ (x)dx = c J n-i n n-i
ι
P2 (x)dx. (5.18)n-i

Είναι φανερό τώρα πώς άν στό πρώτσ μέλος τής παραπάνω · Ι­
σότητας θεωρήσουμε τό πολυώνυμο Q (χ) Ξ xPn_j(x), βαθμού η, 
αύτό θά έχει συντελεστή μεγιστοβάθμιου όρου, τόν άντίστοι- 
χο τοϋ πολυωνύμου Ρ^ j(x)» πού είναι γνωστός άπό τό Θεώρη­
μα 2. Συνεπώς άν γράφουμε τό πολυώνυμο Qn(x) οά,ν άθροισμα 
τοΟ μεγιστοβάθμιου ίρου του σύν ένα άλλο πολυώνυμο βαθμοΰ 
η-2, έστω Qn_2(x), έφαρμόσουμε στό πρώτο μέλος τής (5.18) 
τά Θεωρήματα 6 καί 4 καί άντικαταστήσουμε τό όλοκλήρωμα 
του δεύτερου μέλους μέ βάση τό Θεώρημα 7 ή σχέση αύτή δί­
νει διαδοχικά
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j Qn(x)Pn(x)d* = V i  2^Ιΐ 
■'-ι

j ----X% Q ( x ) ·

ti i- 2η'ΙΓ(η-ΐ):]2 n_2 ■
P (x)dx = C ■ — -r n n-i 2n-l

----—  f xnP (x)dx = c ,
2' ” 1 [(n-1 ) ; ]2 -U n n“ 2n_1

πού τελικά δίνει

'n-i 2n+l (5.19)

*K εύρεση τοϋ συντελεστή c προκύτιτει άμέσως άπό τήν (5.15)η
ή δποία σάν συνέπεια τών (5.17) γράφεται '

χΡ (χ) Ξ c Ρ (χ) +c Ρ (χ) +c Ρ (χ). (5.20)η n+i n+i n η η-j η-ι

"Οπως είναι γνωστό τό πολυώνυμο Ρ (χ) δχει δρους μέ έκθέτεςΠ
τοϋ χ τούς άριθμούς η ( - 2 ) η - 2 .  Γ̂ ·] . Συνεπώς τό πρώτο μέλος
τής (5.20) θά έχει δρους μέ έκθέτες μόνο τούς η+1(-2)η-2[^]+1.
Αύτό σημαίνει πώς δέν "ύπάρχει στό πρώτο μέλος δρος μέ έκ-
θέτη τοΟ χ τόν η. Είναι φανερό τώρα δτι τόσο άπό τή μορφή
τοΟ Ρ (χ), δσο καί άπό τό βαθμό τοΟ Ρ .(χ), δ μόνος δρος, n+i η-ι
πού θά περιέχει τόν χ , είναι ό μεγιστοβάθμιος τοΟ
πολλαπλααιασμένος έπί c . "Ετσι θά ισχύει έξαιτίας τής ταυ-n
τότητας (5.20)

( 2η ) :0 = c
Γ1 2 % : ) 2 

'Από τή σχέση αύτή έχουμε
<=η = 0. (5.21)
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Τέλος ή εύρεση τοΰ συντελεστή cn+j βρίσκεται άπό τήν έξί- 
σωση τών συντελεστών τών μεγιστοβάθμιων δρων τών δύο με-

. *λών τής ταυτότητας (5.20). Ή  Αντίστοιχη σχέση είναιή 

(2η)! (2η+2)!--------- - £
2η(η!)2 n+‘ 2η+ι[(η+1)!j 2

πού δ t νε l

-  11+1 η+ι ” 2η+1 (5.22 )

Ή  Αντικατάσταση τών τιμών τών τριών συντελεστών άπό τίς
(5.19), (5.21) καί (5.22) στήν (5.20) δίνει τήν (5.14) καί ε­
πομένως άτϋοδείχνει τό Θεώρημα.

θεώρημα 9
Εκτός άπό ένα σταθερό παράγοντα, τό πολυώνυμο Ρ (χ),n+i

τοΟ Legendre, είναι, τό μόνο πολυώνυμο βαθμοΰ n + l, πού εί­
ναι όρθογώνιο στό διάστημα [-1,1] πρός δλα τά πολυώνυμα 
βαθμοΰ πΚη (δηλαδή βαθμοΰ μικροτέρου του).

*Απάδει£η
"Εστω Qn+j(x) πολυώνυμο βαθμοΰ η+1, τό όποιο, σύμφω­

να μέ τήν ύπόθεση τοΰ θεωρήματος, είναι όρθογώνιο στό. διά­
στημα [-1,1] πρός όλα τά πολυώνυμα βαθμοΰ m<n. Έ σ τ ω  R (χ)— m
ένα δποιοδήποτε πολυώνυμο βαθμοΰ πν<η. Θά ισχύει δτι

ί* 'RJ x)Q„4.i(x)dx = 0 · · (5.23)I m n+i .*-ί
Εξάλλου άπό τό θεμελιώδες θεώρημα της πρώτης παραγράφου 
τοΟ παρόντος Κεφαλαίου θά'έχουμε δτι τά δύο πολυώνυμα Rm(x) 
καί Q (χ) μποροΰν νά έκφραστοΰν μονοσήμαντα, άντίστοιχα, 
σάν γραμμικοί συνδυασμοί τών πολυωνύμων τοΟ Legendre. Έσ τ ω  
δτι
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m n+1
R (χ) = T c.P.(x) καί Q (χ) Ξ y d.P.(x) (5.21+)
m i=0 1 1 r‘fl i = 0 1 1

etvai ol άντίστοιχες έκφράσεις μέ c , d.,. 40. Ά ν  τώρα άν-m ϋ+ι
πκαταστήσουμε τίς έκψράσεις (5.24) στό τιοΰτο μέλος 
(5.23), κάνουμε πράξεις, λαβαίνοντας βασικά, ύπόψη τό θεώ­
ρημα 5 καθώς έπίσης καί τό Θεώρημα 7, παίρνουμε τελικά δ-
ΤΙ

ΐ ·>y c.d. = 0. (5.25),L. 2ι+1 ι ι ι=0
Ά ν  τώρα σάν πολυώνυμο R (χ) πάρουμε τό άντίστοιχο πολυ-m
ώνυμο τοϋ Legendre βαθμοΰ m, γιά κάθε m = 0(1)n,ή πρώτη ταυ­
τότητα άπό τίς (5.2'+) θά γράφεται ώς έ£ής

R (x) Ξ Ρ (χ) |m = 0(l)n, m m
πράγμα πού σημαίνει, γιά τούς άντίστοιχου^ συντελεστές,δ- 
τ ι

c. = 0 ji = 0(l)m-l καί c =1 !m = 0(l)n.ι 1 m '
Ol παραπάνω σχέσεις δίνουν γιά τήν (5.25)

s s i ’V 0 !" = »<“ »■
άπό τίς όποιες παίρνουμε δτι

d =0 |m = 0(l)n.m '
Ό  μηδενισμός, έτσι,, δλων τών συντελεστών τοϋ άναπτύγματος 
Q (χ), έκτός άπό αύτόν τοϋ μεγιστοβάθμιου πολυωνύμου τοΟΠ+ 3
Legendre, μετασχηματίζει τήν άντίστοιχη ταυτότητα άπό τίς 
(b. 2η ) στήν παρακάτω

Q (χ) = d J Ρ (χ), n+i n+i η+: - * .
ή ώποία άποδείχνει τόν ισχυρισμό του Θεωρήματος.
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Οί ρίζες ένός πολυωνύμου τοϋ Leaendre Ρ (χ), 'βαθμοΰΠ
η>1, είναι πραγματικές, διακεκριμένες καί άνήκουν στό διά­
στημα (-1,1).

* Από5 ειξη
Τό θεώρημα 3 γιά m=0 δίνει

f1 Ρ (x)dx = 0 1n >1 . (5.26)
J-i n

‘Η παραπάνω σχέση, (5.26), δείχνει δτι ή συνεχής συνάρτη­
ση (πολυοινυμο δχι μηδενικό) Ρ (χ) θά άλλάζει σημείο στόη
διάστημα (-1,1) τουλάχιστον μία φορά. Αύτό δέ γιατί,δνδέν 
άλλαζε, θά ήταν μόνιμα μή άρνητική (ή μή θετική) στό άν- 
τίστοιχο κλειστό διάστημα [-1,1], όπότε σύμφωνα μέ τά γνω­
στά άπό τήν 'Ανάλυση, τό όλοκλήρωμα στή σχέση (5.26) θά ή­
ταν ένας θετικός (ή £νας άρνητικός) άριθμός καί δχι μηδέν. 
Ή  άλλαγή δμως τοϋ σημείου τής συναρτήσεως ?n(x) στό διά­
στημα (-1,1) τουλάχιστον μία φορά σημαίνει άντίστοιχη ύ­
παρξη ριζών περιττών πολλαπλοτήτων στό ίδιο διάστημα. Έ ­
στω, λοιπόν, δτι x^ |i = l(l)m είναι δλες οί διάφορες μετα­
ξύ τους ρίζες τοϋ πολυωνύμου ρ (χ), ^ού άνήκουν στό διά­
στημα (-1,1) καί είναι άντίστοιχων περιττών πολλαπλοτήτων
2£.+1 |i = 1( 1 )m μέ £. |i=l(l)m μή άρνητικούς άκέραιους άριθ-m ■*·μούς καί V (2£.+l) <η . Χρησιμοποιώντας τίς ρίζες x. |i =% L 1 X
= 1(1)τη,τό1=1 Ρ (χ) μπορεί νά γραφτεί σάν ■ η

Θεώρημα 10

2 £  ̂ι
Ρ  ( χ )  Ξ ( χ - χ . )  1 . ( x - x , ) 2 £ z + ! . . ( x - x  ) i i m + l - R ( x ) ,  ( 5 . 2 7 )

η  * Ζ m

m
δπου R(x) πολυο^νυμο βαθμοΰ η-.Ι (2£.+1), πού δέν £χει ρί-ι=1 1ζες περιττής πολλαπλότητας στό διάστημα (-1,1)(ούτε άκόμη 
άρτιας πολλαπλότητας Εδιες μέ τίς x. |ί = 1(1)π>) καί συυεπως



δέν άλλάζει σημείο στό διάστημα αύτό. Σχηματίζουμε τώρα
τό γινόμενο Q (χ)Ρ (χ), δπου Q (χ) τό παρακάτω πολυώνυμο m n m

m
βαθμού £ (2S..+l)£n

i=l 1
Q (χ) = (χ - χ,)(χ - χ,)...(χ - χ ) . (5.23)η 1 2 m

Ά  τι καθιστώντας τώρα τίς έκφράσεις (5.27) καί (5.28) στό
γ iv0ucvc, η.'>ύ σχηματίσαμε, βρίσκουμε δτι

Q (χ)? (χ) Ξ (χ-χ, )2^ι+2(χ-χ2 )2^z+?.. (χ-χ )2 m̂+2P-(x).( 5.29) m η . 1 1 m
Είναι ψανερό χαταρχήν δτι tn<n καί άκόμη δτι. τό γινόμενο
(5.29) δέν άλλάζει σημείο στό διάστημα (-1,1). Συνέπεια 
τοϋ τελευταίου είναι ότι τό δλοκλήρωμα τοΟ γινομένου 
Q (χ)Ρ (χ) στό διάστημα Γ - ΐ , ΐ ]  θά είναι ένας θετικός ( ή

τη , Π
ένας αρνητικός) άριθμός. ‘Οπωσδήποτε λοιπόν θά έχουμε

ι
Q (χ)Ρ (x)dx f 0 . (5.30)m nΜ

Ά ν  τώρα m<n, τότε τό όλοκλήρωμα στήν παραπάνω σχέση (5.30) 
σύμφωνα μέ τό Θεώρημα 4 θά έπρεπε νά ήταν ίσο μέ μηδέν. 
'Επειδή δμως αύτό είναι διάφορο άπό τό μηδέν τό μόνο, πού 
άπομένει είναι νά έχουμε m=n. ΆφοΟ δέ η είναι σέ πλήθος 
όλες οΐ ρίζες τοΟ πολυωνύμου Pn(x) έχουμε σάν συμπέρασμα 
τόν ισχυρισμό τοϋ θεωρήματος δτι ol η ρίζες τοΟ PR(x) εί­
ναι πραγματικές, διακεκριμένες καί άνήκουν στό διάστημα 
( -1,1).

5.3 Π ο λ υ ώ ν υ μ α  τ ο ϋ  C h e b y s h e v
Τά πολυώνυμα του Chebyshev, πού άποτελοϋν ένα βασικό 

σύνολο πολυωνύμων, πού έζ-υπηρετεΐ συγκεκριμένους σκοπούς, 
μποροϋν νά όριστοϋν μέ διάφορους ισοδύναμους τρόπους. ‘Ο
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άπλούστερος είναι ίσως αύτδς, πού δίνουμε άμέσως παρακάτω 
Τ^ίχ) Ξ cos (nar c  cosx)  ' η  = 0 , 1 , 2 , . . .  ( 5 .3 1 )

γιά κ ά θ ε  χ e [— 1 ,1 _J .
Χρησιμοποιώντας τόν παραπάνω δρισμό καί άναπτύσσοντας τήν 
έκφραση cos (n arc  cosx ) σάν συνάρτηση μόνο τοϋ c o s ( a r c  c o s x )  =χ, 
πού δποος είναι γνωστό άπό τήν Τριγωνομετρία είναι πάντοτε 
δυνατό, είναι εύκολο νά βροϋμε τά, πρώτα τουλάχιστον στή 
σειρά, πολυώνυμα τοϋ Chebyshev. Αύτά είναι τά άκόλουθα

Τ0(χ) = ΐ

T j (χ)  = χ

Τ2( χ ) = 2 χ 2-1

Τ3(χ )=4 χ 3-3χ
Ί\(χ)  = 8χ“ -8χ2+1

Τ5(χ) = 16χ 5-20χ 3+5χ κλπ.

Ά π ό  τόν όρισμό (5.31) τών πολυωνύμων τοϋ Chebyshev είναι 
δυνατό νά άποδείξουμε δνα πλήθος βασικών ιδιοτήτων γι'αύ­
τά, πού άποτελοΟν θεωρήματα. Τά θεωρήματα, πού θά άποδεί- 
ξουμε είναι, λίγο -πολύ, άντίστοιχα τών θεωρημάτων πού ά- 
ναφέρονται στά πολυώνυμα τοϋ Legendre. *Η σειρά μέ τήν ό­
ποια θά τά δώσουμε θά είναι ίσως διαφορετική κι αύτό για­
τί έτσι θά διευκολύνουμε καί θά άπλουστέψουμε τίς άποδεί- 
Εεις στή συγκεκριμένη περίπτωση τών πολυωνύμων τοΟ Cheby­
shev.

Θεώρημα 1
Μεταξύ τριών διαδοχικών πολυωνύμων τοϋ Chebyshev ί­

σχύει ή άναδρομική σχέση
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© ,Τη+ι(χ) - 2χτη(χ) + τη_ι(χ) = ° |η = 1,2,3....  (5.32)

’ΑπόδειΕη
Γιά τήν άπόδειζη τής σχέσης (5.32) ξεκινυϋμε άπό τή 

στοιχειώδη τριγωνομετρική ταυτότητα
, „ a + b a-bcosa + cosb = 2cos ---  cos ---  ,

2 2

χ π v δτ;.ηα έφαρμόζουμε μέ βαση τόν όρισμό (5.31) στούς δύο 
άκραίους δρους τής σχέσης, πού θέλουμε νί άποδείξουμε. Μέ 
απλούς μετασχηματισμούς παίρνουμε διαδοχικά

Τ  ̂(χ)+Τ (χ) = cosf(n+l)arc cosx] + cos fin-Darc. cosxl =n+i n-i L J
(n+l)arc cosx+(n-l)arc cosx (ntl)arc cosx - (n-l)arc cosx _= i C O S  ----------------------------—-- -cos -----------------—

2 2

= 2cos(narc cosx) . cos (arc cosx) = 2T (x).xn
Ή  ισότητα τών δύο άκραίων μελών τών παραπάνω διαδοχικών 
σχέσεων μας δίνει άμέσως τή σχέση (5.32).

Θεώρημα 2
τά πολυώνυμα τοΟ Chebyshev περιέχουν είτε μόνο άρτι­

ες δυνάμεις τοϋ χ έφόσον είναι' άρτιου βαθμοΰ είτε μόνο πε­
ριττές δυνάμεις τοϋ χ έφόσον είναι, άντίστοιχα, περιττού 
βαθμοΰ.

* Απόδε ι£η
Γιά νά άποδεϊΓτουμε τό παρόν θεώρημα άρκεϊ νά άποδεϊ-

0  “Οπως στά πολυώνυμα τοϋ Legendre, έτσι καί τώρα, ή άνα- 
δρομική αύτή σχέση μας δίνει £ναν εύκολο τρόπο σχηματι­
σμού τών πολυωνύμων τόϋ Chebyshev, άπό τά δύο πρώτα 
Τ0(χ) = 1 καί Tj(x)=x.
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gouue, δπως καί στήν περίπτωση τών πολυωνύμων τοϋ Legen - 
dre, δτι τό όποιοδήποτε πολυώνυμο τοϋ Chebyshev Τ (χ), βαθ­
μοΰ η, περιέχει δυνάμεις τοΰ χ, τών όποιων άντίστοιχοι έκ­
θέτες, εΓναι οί αριθμοί ϊ= n(-2)n-2 [-Η]. *Η άπόδειξη αύτή θά 
γίνει έπαγωγικά. Πραγματικά γιά τίς πρώτες τουλάχιστον τι­
μές τοϋ η = 0 ,1 , 2 , . . . , άπό τήν παράθεση τών πρώτων στή σει­
ρά πολυωνύμων τοϋ Chebyshev, πού δώσαμε στήν άρχή της πα­
ρούσας παραγράφου, μποροϋμε νά διαπιστώσουμε δτι ή πρότα­
ση ίσχύει. ‘Υποθέτουμε δτι ή πρόταση ισχύει γιά δύο διαδο­
χικές τιμές τοϋ η έστω n=k-l καί n = k θά άποδείξουμε ότι αύ­
τή ίσχύει καί γιά n=k+l μέ k>l. Δηλαδή υποθέτουμε δτι τό
πολυώνυμο Τ, (χ) έχει δρους μέ έκθέτες τοΰ χ τούς άριθμούς κ— 1
k-l(-2)k-i-2 [—2~]» τό πολυώνυμο Tk(x) £χει δρους μέ άντίστοι- 
χους έκθέτες τούς k(-2)k-2[-|] καί θά άποδείξουμε δτι τό πο­
λυώνυμο Τ. . (χ) έχει δρους μέ έκθέτες k+l(-2)k+l-2Γ·^1] . Πραγ-• Κ+1 2
ματικά άιΐό τή σχέση (5.32) έχουμε γιά n=k

Tk+1(x) = 2xTk(x) -Tk_j(x) . (5.33)

Ά π ό  τήν παραπάνω σχέση καί σύμφωνα μέ τήν υπόθεση τής τέ­
λειας έπαγωγής παρατηρούμε δτι δ πρώτος δρος τής διαφοράς 
θά έχει δρους μέ έκθέτες τοϋ κ τούς άριθμούς k+l(-2)k+l-2[£]. 
‘Επομένως ή διαφορά θά δώσει, δπως εΓναι φανερό, ένα πο­
λυώνυμο, τό Τ, (χ), μέ έκθέτες τοϋ x στούς δρους του, τούς
άριθμούς k+l(-2)k-l-2[-- ] ή, πράγμα πού εϋναι τό ίδιο, τούς
k+l(-2)k+i-2[— -]. Τό τελευταίο ίσχύει γιατί εΓναι εύκολο νά
έπαληθέφουμε τήν Ισότητα, k-1-2Γ-̂— -̂1 = k + 1 - 2 διακρίνοντας2 2τίς δύο περιπτώσεις: i) k άρτιος καί ii) k περιττός.

Θεώρημα 3
*0 συντελεστής α τοϋ μεγιστοβάθμιου δρου ένός πολυ- ̂ Π"“ 1ωνύμου T^(x) τοϋ Chebyshev, γιά η>1, ίσοϋται μέ 2
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Άπόδε ιξη
Ή  πρόταση εϋναι φανερή, τουλάχιστον γιά τίς πρώτες 

στή σειρά τιμές τοΟ η=1,2,3,..., άπό τίς άναλυτικές έκ- 
Φράσεις τών πρώτων στή σειρά πολυωνύμων τοΟ 'ihebyshev, 
πού δώσαμε. ’Υποθέτουμε τήν πρόταση άληθή γιά n=k^l καί 
θά άποδείξουμε τήν άλήθεια της γιά n=k+l. Πραγματικά, ά- 
ixc τήν (η,32), γιά n=k, παίρνουμε τήν (5.33). Ά π ό  τήν τε­
λευταία c ΐ jo.ι φανερό δτι, ό μεγιστοβάθμιος δρος τοΟ πο­
λυωνύμου ^  προκύπτει άπό τό γινόμενο του παράγο­
ντα 2χ έπί τό μεγιστοβάθμιο δρο τοΟ Τ^(χ). Λαβαίνοντας 
ύπόψη καί τήν υπόθεση της τέλειας έπαγωγής έχουμε άμέσως 
δτι δ συντελεστής τοϋ μεγιστοβάθμιου δρου α. τοΟ Τ. (χ)k 1 L·θά ίσοϋται μέ 2α^ = 2.2 ~2 , πράγμα, πού άπ°δείχνει τό
ζητούμενο.

Θεώρημα 4
Δύο δ'αφορετικά πολυώνυμα τοϋ Chebyshev είναι όρθο- 

γώνια μεταξύ τους στό διάστημα [-Ι,ΐ] σέ σχέση μέ τή σ υ ­
νάρτηση βάρους (1-χ2)"1/2 . 'Ισχύει δηλαδή ή σχέση

1 V
( 1 - χ 2) "  2 Τ (χ)Τ ( x ) d x = 0  lm*n . ( 5 . 3 4 )-ι m . n 1

Απόδειξη
θέτοντας

arc  cosx  s y ή x = cosy  μέ

έχουμε
1/

( 1 - x 2 ) 2 = —:—  , T (x )  = cos m y,  T ( x )  = cos  ny  καί  dx = -s inyd y.s m y  m ■- J ■ - n J

Καλώντας μέ I τό δλοκλήρωμα της σχέσης, πού θέλουμε νά ά- 
ποδείξουμε, και άντικαθιστώντας σ'αύτό, παίρνουμε διαδοχι­
κά
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cosmy cosny dy =
TT
cosmy cosny dy -

o
(5.35*)r7T

[cos(m+n)y + cos(m-n)y]dy .

Ά π ό  τήν ύπόθεση μπορούμε εύκολα νά βροϋμε τό δλοκλή- 
ρωμα τοΰ δε'ςίοΰ μέλους τών σχέσεων (5.35) καί νά λάβουμε 
βτσι ότι

π
= 0ο1 = Γ~Τ~ (m+n)y+ — —  sin (m-n)yl2 m+n } m-n

δηλαδή αύτό, πού θέλαμε νά άποδείξουμε.
Θεώρημα 5
Έ ν α  πολυώνυμο Qm(x) βαθμοΰ m<n είναι όρθογώνιο πρός

τό πολυώνυμο Τ (χ) τοΟ Chebyshev στό διάστημα [-Ι,ΐ] σέ 11 - 'ί σχέση μέ τήν συνάρτηση βάρους (1-χζ) . Ισχύει δηλαδή ή
σχέση

ί1(1-χ ) Q (χ)Τ (x)dx = 0 jm <n .U m n

Απόδειξη
Μέ βάση τό θεμελιώδες θεώρημα τής πρώτης παραγράφου

τοϋ παρόντος Κεφαλαίου έχουμε δτι τό πολυώνυμο 0 (χ) μπο-m
ρεϊ νά γραφτεί κατά ένα καί μόνο τρόπο σάν γραμμικός συν­
δυασμός πολυωνύμων τοϋ Chebyshev. Έ σ τ ω

m
V x) Ξ Σ ciTi(x)1=0

ή άντίστοιχη μονοσήμαντη έκφραση τοϋ ύπόψη πολυωνύμου. Α ­
ντικαθιστώντας τήν έκφραση αύτή στό δλοκλήρωμα τής σχέσης, 
πού θέλουμε νά άποδείξουμε μέ άπλούς μετασχηματισμούς καί 
έφαρμόζοντας ένδιάμεσα τό θεώρημα 4 λαβαίνουμε διαδοχικά
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i=0
y c.T.(x) T (x)dx = ι ι n

* -L I X *«1=0 U  

Θεώρημα 6
Ά ν  τ (χ) εΓναι £να όποιοδήποτε πολυώνυμο του Cheby­

shev θά £χουμε

Άπόδε ιΕη
Ά ν  καλέσουμε μέ I τό όλοκλήρωμα τών σχέσεων, πού θέ­

λουμε νά άποδείζουμε, τότε παρατηρούμε άμέσως πώς αύτό δέν 
εΓναι παρά τό δλοκλήραμα τής σχέσης (5.34) μέ τήν προϋπόθε­
ση φυσικά δτι m = n. Έτσι άν κάνουμε άκριβώς τίς Γδιες άντι- 
καταστάσεις, δπως στήν άπόδειξη τοΟ Θεωρήματος 4, καί έκτε- 
λέσουμε τούς Γδιους μετασχηματισμούς θά καταλήξουμε σέ μία 
σχέση άντίστοιχη τής (5.35), ή όποια στήν προκείμενη περί­
πτωση (έπειδή ra=n) θά είναι ή παρακάτω

=π, άν η=0

άν η^Ο

ο
Τώρα διακρίνουμε δύο περιπτώσεις: 

Ά ν  η = 0 τότε

I = . dy = y
* η0 0

ένώ άν η*0 τότε
It n
ο 2
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'Εκτός άπό ένα σταθερό παράγοντα, τό πολυώνυμό Τ (k),n+1
τοϋ Chebyshev, είναι, τό μόνο πολυώνυμο βαθμού η+1, πού εί­
ναι ορθογώνιο στό διάστημα [-1,1], σέ σχέση μέ τή συνάρτη­
ση βάρους (1-χ2) '2, πρός δλα τά πολυώνυμα βαθμοϋ πΚη ( δη­
λαδή βαθμοΟ μικροτέρου του).

'Απόδειξη
*Η άπόδειξη άκολουθεϊ άκριβώς τά ίδια βήματα έκεΐνης 

τοϋ Θεωρήματος 9, πού άναφέρεται στά πολυώνυμα τοϋ Legen­
dre. Οΐ μόνες, προφανείς, διαωοοές είναι δτι, δπου είχαμε 
τότε πολυώνυμα τοϋ Legendre τώρα έχουιιε τά άντίστοιχα πο­
λυώνυμα τοϋ Chebyshev καC δπου τότε παρουσιαζόταν κάποιο 
δλοκλήρωμα, τώρα θά ύπάρχει τό άντίστοιχο δλοκλήρωμα μέ έ­
πί πλέον τή συνάρτηση βάρους (1-χ2)~1/ζ σ'αΟτό. Έτσι μιά 
καί ή άπόδει^η παραμένει ή ίδια παραλείπεται.

Θεώρημα 8
Οί ρίζες ένός πολυωνύμου τοϋ Chebyshev Tn(x), βαθμοϋ 

n>1 , είναι πραγματικές, διακεκριμένες καί άνήκουν στό διά­
στημα (-1,1). Συγκεκριμένα δέ δίνονται άπό τίς έκψράσεις

χ, =cos (·2-*·1·)- -k = 0(1)η-1 . (5.36)* 2η

’Απόδειξη
Είναι φανερό, πώς άν άπόδείζουμε δτι, οί η ρίζες τοϋ

πολυωνύμου Τ (χ) (η>1) τοϋ Chebvshev δίνονται άπδ τίς έκ- η **
φράσεις (5.36), τότε αύτές θά είναι πραγματικές, διακεκρι­
μένες καί θά άνήκουν στό διάστημα (-1,1). Γιά τήν εύρεση
τών ριζών τοϋ Τ (χ) θέτουμε η

Τ (χ) = cos(narc cosx) = 0.

Θεώρημα 7
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Ά π ό  τήν παραπάνω τριγωνομετρική έ^ίσωση λαβαίνουμε τίς 
λύσε ις

narc cosx =kn+-|· j k = 0 ,±1,±2,,

(2k+l)it ι, _  .cos------ |k = 0,±1,±2,... .2n
Γιά τίς άπειρες τιμές τού k οΐ παραπάνω έκφράσεις γιά τίς 
λύσεις χ, είναι εύκολο νά διαπιστώσουμε, δίνουν η διαφο­
ρετικές μεταξύ τους τιμές. Αύτές μπορούμε νά τίς πάρουμε 
άμέσως δίνοντας η δποιεσδήποτε διαδοχικές τιμές στόν άκέ- 
ράιο k π.χ. k =0(1)η-1. "Ετσι βρίσκουμε τίς έκφράσεις
(5.35). Γιά κάθε άλλη τιμή τοϋ k διαφορετική άπό τίς παρα­
πάνω, θά έχουμε άν διαιρέσουμε τόν k μέ τόν η καί καλέσου- 
με μέ £ τό πηλίκο και μέ m τό ύπόλοιπο (CKm^n-l) τής άν- 
τίστοιχης διαιρέσεως

(2k+l)n L  (2πι+1)πχ = cos ------ = cos JU + , , v£ (2m+l)s=(-1) cos ------2n2n I 2n

'Et o l , άν δ £ είναι άρτιος τότε
(2m+l)itχ = cos ------2n

νιέ 0 <nv< t>-1 καί συνεπώς ή τιμή αύτή θά συμπε’ριλαβαίνεται 
στίς (5.36). Ά ν  δ £ είναι περιττός τότε

(2m+l)i [2(n-l-m)+l]iiχ = - cos------ = cos -*·--------- ■*- ,2n 2n
όπου πάλι 0<η-1-πΚη-ΐ καί έπομένως καί ή τιμή αύτή συμπε- 
ριλαβαίνεται στίς έκφράσεις (5.36).

Θεώρημα 9
Ά π ό  δλα τά πολυώνυμα 0 (χ) βαθμοΰ πρώτου μέχρι καί η.Π)

μέ συντελεστή μεγιστοβάθμιου δρου τή μονάδα, τό πολυώνυμο
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Τ (χ) τοΟ Chebyshev έπί τόν παράγοντα --- έχει τή μι-Π —Π ” 1
κρότερη μέγιστη άπόλυτη τιμή στό διάστημα [-1,1], *Ικα - 
νοποιεΐ δηλαδή τή σχέση

— -— = max 1 — —  Τ ( χ ) ! < max | Q ( χ )  | j l<m<_n ( 5 .3 7 )
2 Π_1 -1<χ£1 2n" '  °  “  -1<χ<1 ™

Άπόδε ι ζη
Καταρχήν βρίσκουμε τά σημεία χ τοΰ διαστήματος [-1,1]

στά όποια τό πολυώνυμο —τττιΤ (χ), ή πράγμα πού είναι ίσο -2 Α η
δύναμο, τό πολυώνυμο Τη(χ) παίρνει άπολύτως τή μέγιστη δυ­
νατή τιμή. Ά π ό  τόν δρισμό (5.31) των πολυωνύμων τοΰ Che­
byshev μπορούμε άμέσως νά διαπιστώσουμε δτι ή άπολύτως μέ­
γιστη δυνατή τιμή είναι Can μέ 1. Γιά τήν εύρεση.- λοιπόν, 
τών σημείων χ άρκεΐ νά λύσουμε τήν τριγωνομετρική έξίσωση

Ιτ^ίχ) j = | cos (narc cosx) j = 1 !n>,l
ή τίς έεισώσεις

cos(narc cosx) = <
Γ=1

|n >, 1
= -l

Οί λύσεις τών παραπάνω έξισώσεων δίνονται άπό τίς έκφρά- 
σε ι ς

=2kn
|k=0,±l,±2,..., η >.1,

=(2k+l)n
narc cosx  = <

πού μποροϋν νά συμπτυχθοϋν στίς άκόλουθες
narc cosx = ki | k = 0,±1,±2,..., η^1·

©  ‘Η ίδιότητα αύτή τών πολυωνύμων τοϋ Chebyshev είναι 
γνωστή σάν minimax f[ min-mar £διδτητα.



χ = cos —  | k =0,±1,±2,..., η>1.η 1 ·=

Οι παραπάνω άπειρες, φαινομενικά, τιμές τοΟ ;:€ [-1, ΐ] είναι 
στήν πραγματικύτη'.α, δπως είναι εύκολο νά διαπιστώσουμε, 
πλήθους η+1 πού μποροΟν νά βρεθοΟν γιά η+1 διαδοχικές τι­
μές τυϋ k π.χ. γιά k = 0(l)n. Έτσι o t τιμές τοΟ x = x^|k = 0(1)η 
του διαστήματος [-Ι,ΐ], δπου τό πολυώνυμο ^pr]Tn(x) παίρ­
νει τήν άπολύτως μέγιστη τιμή, δίνονται άπό τίς έκφράσεις

χ = χ. = cos —  I k = 0(l)n, n>l . (5.38)k n 1 ■ ■"
Στά παραπάνω σημεία χ |k = 0(l)n τό πολυώνυμο —^  Τ (χ) λα-Κ 2βαίνει τίς τιμές

k
—1—  Τ (χ, ) = — coskn = --- Ik = 0(l)n > 1, (5.39)2Π_ι n k 2n-i 2n-i 1 «-

ένώ δπως τονίστηκε καί στήν άρχή θά ίσχύει ή σχέση

max I - Τ (χ) |= — , |n > 1 - (5.40)
-1<χ<1 2η_1 η 2«κ «: *

Γιά τήν άπόδει|η τής (5.37) διακρίνουμε τίς δύο περιπτώ­
σεις m=n καί m<n. Στήν πρώτη περίπτωση, τοϋ m=n, ύποθέτου- 
με δτι δέν Ισχύει ή σχέση (5.37), πού θέλουμε νά άποδείξουμε. 
Δεχόμαστε δηλαδή δτι

max I Q (x)| < max I — Τ (x)| · (5.41)
-1<χ<1 11 -Κχ<1 21 n

Ά π ό  αυτές βρίσκουμε άμέσως δτι

Είναι ψανερό, πώς γιά τό όποιοδήποτε σημείο χ^ ^  = 0(1)η,πού 
δίνεται άπό τίς (5.38) καί έξαιτίας τών (5.39), (5.40) καί 
(5.41) θά ίσχύουν οί σχέσεις
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καθώς έπίσης καί οι.'σχέσεις 

W i  ' |Qn(xk)|^ : m<a4  iQn(X)| " 11 <χ<ι l ^ Tn(x)| =“λ" ‘ (5.43)
1

"  ’  2η_1
Ά π ό  τίς (5.4-2> καί (5.43) μπορούμε νά πάρουμε άντίστοι- 
χα τίς σχέσεις

φ τ  - W  > 0 I k = 0(1)η (5.44)

καί

- - Qn(xk) < ° [k = 0(l)n . (5.’45)

Τώρα σχηματίζουμε τό πολυώνυμο

W * ’ 5 ; ^ τ Τ„<*)- ν * )' (5·*61

πού θά είναι βαθμοΟ τόπολύ n-Ι, άφοΟ οί μεγιστοβάθμιοι 
δροι τών δύο πολυωνύμων τής διαφοράς εϋναι ϋσοι, μιά καί 
οί δύο έχουν συντελεστή τή μονάδα. Άκόμη μπορούμε νά πού­
με γιά τό πολυώνυμο Ρ ,(χ) δτι άποκλείεται νά εϋναι τόη -1
μηδενικό πολυώνυμο, γιατί τότε ή σχέση (5.41) θά ήταν ά­
τοπη. Σάν συνέπεια τών σχέσεων (5.39), (5.44) καί (5.45)
μπορούμε νά βροΟμε γιά τίς τιμές τοΟ πολυωνύμου Ρ (χ),η -1
πού όρίστηκε άπό τήν έκφραση (5.46), στά σημεία xk |k =
= 0(l)n, δτι

= φ τ - W  > 0 

-φ τ W  - W *  φ ,  - V-.> <»

W V  'φ τ  V V - W  * φ>-%<*?> «



- 127 -

κ.ο.μ. Ά π ό  τίς σχέσεις της προηγούμενης σελίδας συμπε­
ραίνουμε, πώς τό πολυώνυμο Ρ _j(x) έχει ένα περι.ττό Α­
ριθμό ριζών (τουλάχιστον μία) σέ κάθε £να άπό τά διαστή­
ματα (κ. , χν) |k=0(l)n-l. "Ετσι τό πολυώνυμο Ρ ,(χ) ,Κ+1 λ Π** ι
πού δέν εΓναι τό μηδενικό πολυώνυμο καί είναι βαθμού τό 
πολύ n - l ,  θά £χει η ρίζες τουλάχιστον. Αυτό είναι άτοπο. 
Ά ρ α  άποκλείεται νά ίσχύει ή σχέση (5.41) καί συνεπώς γιά 
m=r θά Ικανοποιείται ή σχέση (5.37) τοΟ θεωρήματος. Στήν 
περίπτωση τώρα πού είναι m<n, καί μέ βάση τήν ίσχύ τής 
(5.37) γιά m=n, παίρνουμε άμέσως δτι

■max |-~,Τ(χ)|< max |” τ-Τ(χ){< max | Q (x)),' n-l n .  ̂ ' -m-ι m «„ in2 - l^x^l 2 -1<x <1

άφοΟ — i-r < — —τ· καί max I T (x)! = max It (x)[ =1.
2 n 21" '  -1<x<1 "  - 1 < X < 1  m

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

1. Άφοϋ έκιρραστεΓ τό πολυώνυμο' q(x) = 3x2 - 2χ + 1 α4υ γραμ­
μικός συνδυασμός πολυωνύμων Ρβ(χ) τοΟ Legendre, νά ύπο-
λογιστεϊ στή συνέχεια ή τιμή τοΟ δλοκληρώματος

• ι
q2(x)dx

'-ι
χρησιμοποιώντας τίς παρακάτω ίδιότητες τών πολυωνύμων 
τοϋ Legendre

■ ι
t 0, m i n

ί P (x)P (x)dx =
J - i  m n

, m = n2n+l
1 D Uκαί μόνο. (Άπ. 2P0(x) - 2Pj(x) + 2Pz(x), -jt- ).
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P (xJP (x)dx, n n-i-ι
2. Νά βρεθεί ή τιμή τοΟ δλοκληρώματος

δπου Ρ, (χ) παοιστάνει τό πολυώνυμο τοϋ Legendre βαθμοϋ k 
καί Ρ^(χ) τήν παράγωγο τοϋ Ε^'.ου πολυωνύμου. (Άπ. 2 ) .

3. Γι.ά τά πολυώνυμα τοϋ Legendre ?nCx), βαθμοϋ η, νά
δειχτοϋν οί σχέσεις Ρ (1) = 1 καί Ρ (-1) = (-1)Π in = 0,1,2,....

4. Νά άποδειχτεϊ δτι τά πολυώνυμα Ρη(χ) |η =0,1,2,...,πού
βρίζονται άπό τίς παρακάτω σχέσεις

1 κε 
Γη. "Ι
L - ,ΐ 1.3.5..... (2n-2i-l) η- 2 i

Ρ0 (χ) = 1 καί
η / 1 Γ f -.1 J. · Ο . 3 ....... KtTi-tl-i.) η - 2 1  ι , Λ „Ρ (χ) = I (-1) ----- τ---------------- χ |η = 1,2,3,...,

i=0 2 i! (η-2i )!
γιά κάθε xG(-°°,+=°), δέν είναι παρά τά πολυώνυμα τοϋ Le­
gendre.

5. Χρησιμοποιώντας κατάλληλα τήν ταυτότητα τοϋ De Moi- 
vre

(cos9 + isin6)n = cos(n6) + isin(n6), 
καθώς έπίσης καί τό άντίστοιχο άνάπτυγμα τοϋ διωνύμου τοϋ 
Newton, γιά n=u, νά βρεθεί τό πολυώνυμο τοϋ Chebyshev 
Τι*(χ) τέταρτου βαθμοϋ.

6. Νά έκφραστεΐ τό πολυώνυμο τοϋ Chebyshev τρίτου βαθ­
μοϋ Τ3(χ) σάν ένας γραμμικός συνδυασμός πολυωνύμων τοϋ Le­
gendre Pn(x) καί μόνο. (Άπ. - ·| Ρ^χ)+|· Ρ3(χ)).

7. Νά έκφραστεΕ ή παράγωγος τοϋ πολυωνύμου τοϋ Legen­
dre βαθμοϋ πέντε σάν γραμμικός συνδυασμός πολυωνύμων τοϋ 
Chebyshev καί μόνο. (Άπ. [3ΐ5Ί\(χ) + 420Τ2(χ) + 225Τ0(χ)]).

8. Άψοϋ έκφραστεΐ τό πολυώνυμο ς(χ)Ξ-χ+ΐ σάν γραμμι­
κός συνδυασμός τών πολυωνύμων Τη(χ) τοϋ Chebyshev, νά ϋ-
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(1-x2) ^q2(x)dxπολογιστεϊ ή τιμή τοϋ δλοκληρώματος
χρησιμοποιώντας τίς ιδιότητες των πολυωνύμων τοϋ Che- 
byEhev

(1-χ2)” /:zT;7)(x)Tn(x)dx =
-ι

= 0 άν mĵT?
= it dv m=n = 0

dv m = ii>0
k g ' μόνο. (Άπ. -T^x) + T0(x), 3π

9. Νά δειχτεί δτι
1(l-x2)‘1/2xnTn(x)dx = π/2η |η =0,1,2,...,
-ι

δπου Τη(χ) τό πολυώνυμο τοϋ Chebyshev βαθμοϋ η.

10. Ά ν  Τη(χ) εΓναι τό πολυώνυμο τοϋ Chebyshev βαθ-
μοϋ η νά βρεθεί ή τιμή τοϋ δλοκληρώματος

1 2 -V,(1-χ2) 2Tn(x)dx
'-ι

έφαρμόζοντας ιδιότητες τών πολυωνύμων τοϋ Chebyshev 
καί μόνο. (Άπ. π γιά η = 0, 0 γιά η>0)·

11. Νά βρεθεί ή τιμή τοϋ δλοκληρώματος
ί ι(1-χ2)"1/2χ·*Τ2(χ)ά:ί,
-ι

δπου Τ2(χ) είναι τό πολυώνυμο τοϋ Chebyshev βαθμοϋ δύο. 
( Άπ. π/4) .

1 2 . Νά βρεθοϋν οί τιμές τών δλοκληρωμάτων 
Γ1 ί1 -V! Ρ (χ)Τ (x)dx καί (1-χ1) 2Ρ (χ)Τ (x)dx,, Ρ (χ)Τ (x)dx καί Ι Π Π η η

δπου Ρ (χ) καί Τ (χ) τά πολυώνυμα τοϋ Legendre καί Che-η η
byshev άντίστοιχα βαθμοΰ η>1.
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(' Απ. 22n(nl)2 ( 2η ) :
(2η+1) ! ’ 22η( η I ) 2

Λ ) ·

13. Μέ βάση τή θεωρία τών πολυωνύμων τοΟ Chebyshev καί
μόνο νά βρεθεί, άν υπάρχει, πολυώνυμο τής μορφής αχ!+
+ βχ2 +γχ + ό ,  μέ ]β] + ] δ | > 0 ,  πού νά είναι δρθογώνιο πρός
δλα τά πολυώνυμα μέχρι δεύτερου βαθμού στό διάστημα

_ι,
[ - 1 , 1 ]  αέ σχέση μέ τή συνάρτηση βάρους ( 1 - χ 2) '2. (Άπ. 
Δέν υπάρχει).

14. Μέ τή χρησιμοποίηση τής minimax ιδιότητας τών πο­
λυωνύμων τοΟ Chebyshev νά βρεθούν τά σημεία χ. |i=0(l)n
(n̂ > 1) τέτοια ώστε ή έκφραση

η
max | Π (x-x.) |

a<,x<b i=0
νά έλαχιστοποιεΐται. Ποιά είναι τότε ή έλάχιστη τιμή
τής έκφράσεως; (Άτι. Jb+a-(b-a)cos (2ΐ+1)π

2(n+l) I i=0(l)n,
b-a nti

).

15. Νά άποδειχτεϋ δτι τά πολυώνυμα Τ^ίχ) |η = 0,1,2,.,
πού δρίζονται άπό τις παρακάτω σχέσεις

Τ0(χ) = 1 καί
n-i|-n-2i-i η-2ΐ |η =1,2,3,...,

γιά κάθε xe[-l,l], δέν είναι παρά τά πολυώνυμα τοΟ Che­
byshev .

/



6. Α Ρ Ι Θ Μ Η Τ Ι Κ Η  Ο Λ Ο Κ Λ Η Ρ Ω Σ Η

6.1. Γ ε ν ι κ ά
Ή  βασική ίδέα γιά τήν άριθμητική δλοκληρωσή, δηλαδή 

γιά τήν εΰρεση ενός όρισμένου όλοκληρώματσς μέ μεθόδους; 
της Α.Α., είναι άκριβώς ή Εδια μέ έκείνην τής άριθμητικής 
τχαραγωγ £σεως. 'Αντί δηλαδή νά βρίσκουμε τό δρισμένο 6λο- 
κλήρωμα μιας συναρτήσεως, ν:ού δίνεται εΕτε μέ τίς τιμές 
της σέ ένα σύνολο σημείων είτε μέ τήν άναλυτική έκφρασή 
της, βρίσκουμε τό άντίστοίχο όλοκλήρωμα ένός πολυωνύμου 
παρεμβολής της. Έτσι προκύπτουν τύποι άπλοί, πού χρησι­
μοποιούνται, πάρα πολύ στήν πράξη. Οι άπλούστεροι τύποι Α­
ριθμητικής δλοκληρώσεως προκύπτουν, φυσικά, δταν τά ση­
μεία παρεμβολής, άπό τά όποια κατασκευάζεται τό άντίστοι- 
χο πολυώνυμο, ίσαπέχουν. Καταρχήν θά άσχοληθοΟμε μέ τήν 
εΰρεση τέτοιων τύπων.

6.2. Τ ύ π ο ι  ά ρ ι θ μ η τ ι κ ή ς  δ λ ο κ λ η ρ ώ σ ε ω ς  
τ ώ ν  H e w t o n - C o t e s

6.2.1. Γ ε ν ι κ ά
Στήν περίπτωση τής άριθμητικής δλοκληρώσεως τών. Newton

- Cotes έχουμε νά ύπολογίσουμε ένα δρισμένο όλοκλήρωμα τής 
γενικής μορφής

ίΧI f(x)d-x, μέ ο = 0, -1 ή 1,
^χα

δπου τή συνάρτηση fix) προσεγγίζουμε πάντοτε μέ τό πολυώνυ­
μο παοεμβολής της, πού ορίζεται άπό τά η+1 σημεία xJi=0(l)n, 
Ανεξάρτητα άπό τή συγκεκριμένη τιμή τής παραμέτρου α. ‘Υπο­
τίθεται, δπως λέχτηκε καί προηγούμενα, πώς δλα τά σημεία, 
πού άναφέρονται σάν σημεία παρεμβολής καί σάν δρια τοϋ δρι- 
σμένου δλοκληρώματος (δταν τά τελευταία δέν άνήκουν στά ση-
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μεϊα παρεμβολής) ίσαπέχουν, τό δέ άντίστοιχο Ρήμα της πι- 
νακοποιήσεως είναι ίσο μέ h. 'Ανάλογα μέ τό άν ή παράμε­
τρος α παίρνει τήν τιμή 0,-1 ή 1 έχουμε καί τούς άντί- 
στοιχους τύπους άριθμητικής δλοκληρώσεως τών Newton - Co­
tes, πού καλούνται κλειστοί, άνοικτοί ή μερικής έκτάσεως.
01 κλειστοί τύποι είναι ol πιό συνηθισμένοι καί οί περισ­
σότερο χρησιμοποιούμενοι στήν πρά?η. Οί άνοικτοί τύποι εί­
ναι. γενικά λιγότερο άκριβεΐς άπό τούς άντίστοιχους κλει­
στούς. Χρησιμοποιούνται δυως στήν παραγωγή μιας κατηγορίας τύ­
πων γιά τήν άριθμητική έπίλυση τών συνήθων διαφορικών έ- 
ξισώσεων, δπως θά δοΟμε στό άντίστοιχο Κεφάλαιο. Τέλος οί 
τύποι μερικής έκτάσεως άν καί γενικά είναι πιό άκριβεΐς 
άπό τούς άντίστοιχους κλειστούς χρησιμοποιούνται λιγότερο 
στήν πράΕη. Στή συνέχεια θά άσχοληθοΟμε μέ τήν άνάπτυξη 
τών τριών κατηγοριών τύπων τών Newton - Cotes.

6.2.2. Κ λ ε ι σ τ ο ί  τ ύ π ο ι  ά ρ ι θ μ η τ ι κ ή ς  δ­
λ ο κ λ η ρ ώ σ ε ω ς  τ ώ ν  N e w t o n - C o t e s

Ζτήν παρούσα περίπτωση έχουμε γιά υπολογισμό τό δλο- 
f ΧηΚΛηρωμα f(x)dx καί γιά τήν προσέγγιση τής f(x), <5ρα 
Χο

καί τής τιμής τοΟ δλοκληρώματος, χρησιμοποιούμε τό πολυ­
ώνυμο παρεμβολής ΡΠ(*)/ πού δρίζεται άπό τά η+1 σημεία χ.=
= χ + ih |i = o(l)n. Ά ν  γιά τήν άναλυτική έκφραση τοΟ πολυ- ο
ωνύμου παρεμβολής χρησιμοποιήσουμε τόν τύπο παρεμβολής τών 
πρός τά έμπρός διαφορών τών Newton - Gregory θά έχουμε

f(x)dx * Pn(x)dx = h j [f0 + i®jaf0 + ... + 
xo x0 o

(6 .1)

* [η)Λ . ] άΘ ·

Γιά τίς διάφορες τιμές τοΟ η μπορούμε νά βροΟμε καί διάφο-
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ρους τύπους. Έτσι 
Γιά η=1 έχουμε

’ f(x)dx » h [f0 + I6 Ufjd0 = h(fo0 +Af# £ )
Λ. •'θ '·''

καί τελικά
fX
j ( x ) d x  as — ( f 0 + f j  ) . (6 .2)

*0 τύπος (6.2) εΓναι γνωστός σάν κανόνας τοϋ τραπεζίου.
Γιά η = 2 έχουμε

rx ίΖ ΟΛ (ωΊ _ 02
! f(x)dx w h
).

Afo + !2J*2f o] d6 = h!>°e fA f4  +

+δ^ 0(|-|2>3

καί τέλος παίρνουμε τόν τύπο 
(Xί 2f(x)dx « | (f0 + «4ίχ + f2), (6.3)
x„

πού εϋναι γνωστός σάν κανόνας τοϋ λ/ι τοϋ.Simpson. 
Γιά η=3 έχουμε

[*.♦ ljAfo + (2)A2fo+( ^ 3fô de=h[foe+Afo

+ ^ 0( | 3- i 2) t ^ f 0 i ( f - e ^ ) ] .

πού 6ίνει σάν τύπο τόν

3f(x)dx * —  (f0 + 3fι + 3f2 + f3). (6.4)

γνωστό σάν κανόνα τών /'β.

<d|cn
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*Η εύρεση κλειστών τύπων των Hewton - Cctes, άπό τό 
γενικό τύπο (6.1),γιά η = <+,5,... μπορεί νά συνεχιστεί μέ 
τόν ίδιο τρόπο.

Οί παραπάνω κλειστοί τύποι, πού βρέθηκαν, μπορούν 
κατά κάποια έννοια νά γενικευτούν πράγμα, πού βοηθάε ι πο- 
λϋ στήν πράξη. Ά ν  δποθέσουμε δτι τό διάστημα δλοκληρώ- 
σεως άποτελεϊται άπό k ίσα διαδοχικά διαστήματα, πού ό- 
ρίζονται άπό τά σημεία ji=0(l)k, καί θέλουμε νά έιραρμό- 
σουμε τόν κανόνα τοϋ τραπεζίου (6.2) γιά τήν εύρεση τοϋ 
άντίστοιχου όλοκληρώματος, τότε είναι φανερό πώς μπορού­
με νά καταλήξουμε, μέ άπλές άντικαταστάσεις, στόν παρα­
κάτω τύπο

πού είναι γνωστός σάν δ γενικεμένος κανόνας τοΟ τραπεζί­
ου. Μέ τόν ίδιο τρόπο μπορούμε νά βρούμε γενικεμένους τύ-

κλπ άν τό άντίστοιχο διάστημα όλοκληρώσεως άποτελεϊται ά­
πό 2k, 3k, κλπ ίσα διαστήματα. "Ετσι δ γενικεμένος κανό-

(6.5)

πους γιά τόν κανόνα τού τοΟ Simpson, τόν κανόνα τών %

νας τού 'Λ τού Simpson θά είναι δ άκόλουθος

( 6 . 6 )

δ γενικεμένος κανόνας τών %  θά είναι δ



Παρατήρηση;
Γιά νά ύπολογίσουμε στήν πράξη τό δρισμένο δλοκλήρω-

fbμα ί f(x)dx, οταν ή συνάρτηση f(x) δίνεται μέ τήν έκφρασήJa
της·άναλυτικά, έργαζόμαστε πάντοτε ώς έξής. Καταρχήν άπο- 
ψασίζουμε γιά τό ποιόν άπό τούς τρεις άπλούς τύπους άριθ­
μητικής δλοκληρώσεως (6.2), (6.3) ή (6.4) θά χρησιμοποιήσου­
με. Στή συνέχεια παίρνουμε σάν διάστημα (βήμα) h τό b-a 
άν χρησιμοποιούμε τόν κανόνα τοΟ τραπεζίου, τό (b-a)/2 
άν χρησιμοποιούμε τόν κανόνα τοΟ V3 τοΟ Simpson καί τό 
(b-a)/3 άν χρησιμοποιούμε τόν κανόνα τών %  καί έψαρμό - 
ζουμε τόν τύπο άριθμητικής δλοκληρώσεως, πού διαλέξαμε.Με­
τά έπαναλαβαίνουμε τήν άριθμητική δλοκλήρωση, χρησιμοποιών­
τας τόν άντίστοιχο γενικεμένο κανόνα (6.5), (6.6) ή (6.7) μέ 
νέο διάστημα (βήμα) h τό μισό τοϋ προηγουμένου. Ή  τελευ­
ταία αύτή φάση τής έργασίας, πού περιγράφαμε, έφαρμόζεται 
έπαναληπτικά. ‘Η έπαναληπτική έργασία σταματά, δταν δύο δια­
δοχικές τιμές τοϋ δλοκληρώματος, πού προκύπτουν άπ' αύτήν, 
συμπίπτουν σέ ένα προκαθορισμένο πλήθος δ.ψ. Συγκεκριμένα 
άν ζητούμε ένα άποτέλεσμα μέ προσέγγιση k δ.ψ., τδτε ή έ­
παναληπτική έργασία, πού περιγράψαμε, σταματά, δταν ή άπό- 
λυτη τιμή τής διαφοράς δύο διαδοχικών τιμών τοϋ δλοκληρώμα­
τος, πού προκύπτουν μέ τόν παραπάνω τρόπο, είναι μικρότερη 
ή ίση άπό μισή μονάδα τής k δεκαδικής τάξης. "Οταν αυτό συμ­
βαίνει, τότε τήν τελευταία τιμή τοϋ δλοκληρώματος, πού βρή­
καμε, τή δεχόμαστε σάν τήν τιμή τοϋ δοσμένου δρισμένου δ­
λοκληρώματος .
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Θά πρέπει, νά τονιστεί έδώ. πώς ή παραπάνω παρατήρη­
ση έφαρμόζεται μέ τίς προφανείς της τροποποιήσεις, τόσο 
στήν περίπτωση τών άνοικτών τύπων, δσο καί στήν περ’ίπτω^ 
ση τών τύπων μερικής έκτάσεως, ηού θά δώσουμε στίς δύο έ- 
πό'μενες παραγρά<:ρους.

6.2.3. ’Α ν ο ι κ τ ο ί  τ ύ π ο ι  ά ρ ι θ μ η τ ι κ ή ς
ό λ ο κ λ η ρ ώ σ ε ω ς  τ ώ ν  N e w t o n - C o t e s

Τό όρισμένο δλοκλήρωμα, πού έχουμε τώρα γιά ΰποΛογι-
fX

σμό είναι τό ι n+1f(x)dx. Τό χρησιμοποιούμενο πολυώνυμο πα- 
*-ιρεμβολής είναι τό ίδιο, δπως καί στήν περίπτωση τών κλει­

στών τύπων, μέ τά αύτά σημεία παρεμβολής χ. =x0+ih |i=o(l)n, 
δπου, δπως τονίστηκε, θά έχουμε άκόμη δτι x_j=x0-h καί 
xn+i=xn+h * %0 τ^ποε άριθμητικής όλοκληρώσεως, ό άντίστοι - 
χος πρός τόν (6.1), θά είναι τώρα δ ακόλουθος

*η+ι
f(x)dx * h

n+ι
Lf o +

ίθ ,Π_η +...+ Δ f Iln, °Jde ( 6 .8 )

Έτσι, γιά τίς διάφορες συγκεκριμένες τιμές τοΰ n=0,l,2, 
..., μποροϋμε νά πάρουμε, άπό τόν (6.8), καί διάφορους ά- 
νοικτούς τύπους άριθμητικής δλρκληρώσεως τών Newton-Cotes 
Π . χ .
Γιά η=0 έχουμε

f(x)dx * h
■ ι

f.d6 = hf θ ο ο-ι
= 2hf. (6.9)

-ι

Γιά n=1 δχουμε
fX.

f(x)dx « h
-1

Λ  -

Γf -ί­

CD

L ο 1''-l^ V l ^ fo]d0=h[fo9+AfoT3 _ , = T  (fo+fi)·

Γιά n=2 έχουμε
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ή μετά τίς πράξεις
fX3 Uhf(x)dx as ~  (2f0-fj+2f2), (6.10)
X-1

κλπ. ‘Ο τύπος (6.10) είναι δ γνωστός σάν τύπος τοΟ Milne.
Σημειώνουμε άπλώς τό γεγονός δτι, δπως οι άντίστοι - 

χοι κλειστοί τύποι άριθμητικής δλοκληρώσεως μποροΟν νά έ- 
πεκταθοΟν καί νά δώσουν γενικεμένους τύπους, μέ τήν ίδια 
έννοια μποροΟν καί οΐ άνοικτοί τύποι, νά έπεκταθοϋν καί νά 
δώσουν άντίστοίχους γενικεμένους τύπους. Π.χ. δ τύπος
(6.9) μπορεί νά έπεκταθεΐ σέ διάστημα δλοκληρώσεως, πού νά 
άποτελεϊται άπό 2k ίσα διαστήματα καί νά δώσει τελικά τόν 
έξής άντίστοιχο γενικεμένο τύπο 

X2k-1
f ( x ) d x  «  2 h ( f e+ f 2 + f  + . . . + f a k , H+ f t k _ 1 ) .

x— i

6.2.4. Τ ύ π ο ι  μ ε ρ ι κ ή ς  έ κ τ ά σ ε ω ς  ά ρ ι  θμ.ητ 
τ ι κ ή ς δ λ ο κ λ η ρ ώ σ ε ω ς τ ώ ν  N e w t o n  
- C o t e s

Στήν προκείμενη περίπτωση τό δρισμένο δλοκλήρωμα, πού
μάς ένδιαφέρει, εϋναι τό ί Ιί-1ί(χ)άχ, ένώ δλα τά άλλα, πού

χιάναφέρονται τόσο στό πολυώνυμο, δσο καί στά σημεία παρεμ­
βολής, παραμένουν τά ίδια. Οΐ άντίστοιχοι τύποι μερικής έ­
κτάσεως προκύπτουν μέ τήν ίδια εύκολία δπως οΐ κλειστοί καί 
άνοικτοί τύποι τών Newton - Cotes γιά τίς διάιρορες τιμές τσΟ
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η, άρχίζοντας,' δπως είναι, φανερό, άπό τήν τιμή π = 3. Π.χ. 
γid τήν τιμή αύτή θά έχουμε

j ^ 2f ( x ) d x  «  h {  ̂Cfβ ̂ ( f ] Δ ί , + ( ? ) 0 + [®]Λ * f ο J d© =
ι

>3 q 2

Ή  έπέκταση σέ γενικεμένους τύπους γίνεται μέ τρόπο 
άνάλογο, πρός έκείνους τών δύο προηγούμενων παραγράφων.

6.3. Σ φ ά λ μ α  ά π ο κ ο π ή ς  κ α τ ά  τ ή ν  ά ρ ι θ ­
μ η τ ι κ ή  δ λ ο κ λ ή ρ ω σ η  τ ώ ν  N e w t o n -  
- C o t e s

Ά ν  καλέσουμε μέ Ε τό σφάλμα Αποκοπής κατά τήν εΰ-η .α  β
fχρεση τοΟ δλοκληρώματος n_af(x)dx μέ τόν άντίστοιχο τύ-
χ

πο τών Newton - Cotes, τδτεαέχουμε άμέσως μία πρώτη έκφρα­
ση γιά τό ύπόφη σφάλμα^άπό τή διαφορά

Εη,α
X Vη-α ( η-α

Pn(x)dx- f(x)dx,
■'χft α

δπου βέβαια Ρη(χ) είναι τό πολυώνυμο παρεμβολής τής συναρ­
τήσεως f(x) μέ σημεϋα παρεμβολής τά χ. |i = 0(l)n, πού, δπωςι
έχουμε τονίσει, ίσαπέχουν. Ή  παραπάνω έκφραση γιά τό σφάλ­
μα άποκοπής μπορεί νά γραφτεϋ πιό συνοπτικά ώς έξής

Εη,α
η-α

[pn(x) - f(x)]dx = -
χ.

η-α
χ

Rn+I(x)dx,
a α

δπου Κη+1(χ) ^ διόρθωση κατά τήν άντίστοιχη π α ρ ε μ β ο λ ή .  Ά ν
τώρα συντρέχουν οί προϋποθέσεις τοΟ θεωρήματος τής σελίδας
63 , μέ διάστημα I Ξ [min(x ,κ ), max(x ,χ )1 , τότε μηοροΟμεu ο’ α 7 η η-α J
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νά χρησιμοποιήσουμε τήν ίκφραση (3.19) γιά τή διόρθωση καί 
νά πάρουμε τελικά

ΕΤΙ % Ct / 4 \ «* (η+1)!

χη-α Ώ / . VΠ (x-xj.f (C)dx μέξβΐ. (6.11)
χ i=0 α

Άπό τήν έκφραση (6.11) μπορούμε νά δώσουμε άμέσως, £να χο­
ντρικό κάπως, άπόλυτο ωράγμα γιά τό σφάλμα Αποκοπής. Πραγ­
ματικά,. -dv συνέπεια τής συνέχειας τής παραγώγου f̂ n+1 (̂x) 
στό διάστημα I, έχουμε άμέσως δτι ή f̂ ”+1\x) θά είναι φραγ­
μένη στό διάστημα αύτό. Ά ν  Μ λοιπόν καλέσουμε £να άπόλυ­
το ψράγμα αύτής στό ύπόψη διάστημα, πάρουμε άπόλυτες τι­
μές στά μέλη τής σχέσης (6.11) καί έφαρμόσουμε άπλές Ιδιό­
τητες, βρίσκουμε τελικά δτι

X
ΜΕ <1 η,α1 = (η+1):

η-α η
| Π  U -Χ;) |dx.χ i=0

x -x0Άν τώρα χρησιμοποιήσουμε τό γνωστό λόγο Θ = —^— , ή παρα­
πάνω σχέση γράφεται

fti-aΚΠ+2ΜIE ! < Μ 1Πη(6)|άθ (6.12)
n,Ct' “ (η+1)'. 

δπου k
Π. (θ) = Π (θ-i). (6.13)* i = 0

Είναι φανερό, πώς τό δλοκλήρωμα τοΟ δεύτερου μέλους θά μπο­
ρεί νά βρεθεί σχετικά εύκολα. Αύτό δέ γιατί, άν ή συνάρτη­
ση Π  (Θ) δέν άλλάζει σημείο στό διάστημα' [α, n-α], τότεημπορούμε νά άπαλλαγοϋμε άμέσως άπό τήν άπόλυτη τιμή καί στή 
συνέχεια νά υπολογίσουμε τό όρισμένο δλοκλήρωμα τοΟ Αντί­
στοιχου πολυωνύμου. Άν δμως ή συνάρτηση άλλάζει ση­
μείο μία ή περισσότερες φορές στό ύπόψη διάστημα, τότε τό



δλοκλήρωμα, πού έχουμε, θά μπορεί νά γραφτεί σάν άθροισμα 
δύο ή περισσότερων δλοκληρωμάτων στά άντίστοιχα διαστήμα­
τα στά όποια ή συνάρτηση δέν θά άλλάζει σημείο. "Ετσι 6ά 
μποροϋμε νά έργαστοϋμε γιά τόν υπολογισμό τοϋ καθενός ό- 
λοκλΓ,ρώματος, πού θά έχουμε, δπως στήν προηγούμενη περί­
πτωση. Συγκεκριμένα γιά τ ό ν  κανόνα τοϋ τραπεζίου θά έχουμε,ά­
πό τήν (6.12),

h Μ ,ι
Πι (θ) [de .

'Επειδή τώρα ή συνάρτηση fljte) =8(θ-1) δέν άλλάζει σημείο 
στό διάστημα [ο,ΐ] καί είναι πάντα μή θετική λαβαίνουμε

| i n x(0)ide = - 1 Θ(Θ-1ΜΘ = I 33 ~ 2
1 . 
6 *

δπότε άντικαθιστώντας βρίσκουμε

1Ει,οΙ-Τ?» μέ lf(Z)<x>l<» 1* 6 Γχο ,χ^ . 

Γιά τόν κανόνα τοϋ τοΟ Simpson έχουμε άντίστοιχα

(6.14)

ΙΕι .! i
h"M n,(9)|d0,

δπου δμως ή συνάρτηση Π 2(θ)= Θ(Θ-1)(Θ-2) άλλάζει σημείο στό 
διάστημα [ο,2] στό σημείο θ=ΐ. ’Επειδή δμως στά διαστήμα­
τα [0,1] καί [ΐ,2] ή ύπδψη συνάρτηση δέν άλλάζει σημείο,τό 
όρισμένο δλοκλήρωμα τοϋ φράγματος γράφεται καί ύπολογίζε- 
ται ώς άκολούθως

-1 ,2 ,ϊ
1Π,(θ)|άθ = Ιπ,(θ)|άθ+ |Π,(θ)|ά9 = θ(θ-1)(θ-2)άθ

θ(θ-1)(θ-2)άθ s i  -

Συνεπδς γιά τό άπόλυτο σφάλμα θά έχουμε
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■ 2 . 0 '
^  , μέ |f(3)(x)|t< M  |χβ[χ0,χ2]. (6.15)

Μέ άνΓ.λογο τρόπο μπορεί νά βρεθεί άπλουστεμένη έκφραση γιά 
τό δεύτερο μέλος της (6.12) σέ όποιαδήποτε άλ/».η συγκεκρι­
μένη περίπτωση.

Παρατηρώντας προσεκτικά τό δεύτερο μέλος τής έκφράσε-
ως (6.11) μτιοοαυμε νά διαπιστώσουμε, πώς άν ή συνάρτηση

π
Π ( χ - χ . )  δέν άλλαζε πρόσημο στό διάστημα I, τότε σάν συ- 
i=o 1 , »
νέπεια καί τής συνέχειας τής συναρτήσεως f Π 1 (χ) στό ίδιο
διάστημα καί μέ βάση τό γνωστό θεώρημα μέσης τιμής τοΟ Ά -
πειροστικοΟ Λογισμού θά είχαμε

n+2£(n+i)
η,α

( η )  (
η-α

(η+1)!
Π η(θ)άθ , n e i (6.16)

μέ Π  (δ) τήν έκφραση (6.13). ΔυατυχΟς, μόνο σέ δριομένες ά-
π λ έ ς  π ε ρ ι π τ ώ σ ε ι ς »  Λ σ υ ν ά ρ τ η σ η  ρ ] ( κ - χ . )  δ έ ν  ά λ λ α ζ ε ι  σ η μ ε ί ο

0
στό διάστημα I. Έτσι ή έκφραση (6,16) δέν μπορεϋ νά χρη­
σιμοποιηθεί γενικά. Παρά τό γεγονός αύτό δμως, χρησιμοποι­
ώντας σειρά λημμάτων καί θεωρημάτων, τΟν όποιων ή διατύπω­
ση καί άπόδει£η έδώ θά ήταν έξω άπό τό σκοπό τοΟ παρόντος 
βιβλίου, είναι δυνατό νά βρεθοΟν έκφράσεις άνάλογες πρός 
τίς (6.16). Οί έκφράσεις αώτές είναι οί άκόλουθες

η,α

hT m f(n-N)(n) rn-a 
( η + 1 ) I

{-]η (Θ)<3Θ, γιά η περιττό

(6. .17)
η+3.ρ(η+?-)

(η)
η-α

Π  (9ΜΘ, γιά η fipTLO1 'η+ι(η+2)'. 
δίνε·£

φυσικά νά τονιστεΕ δτι στήν περίπτωση τοϋ η άρτιος άπαιτοΟ-
δπου Γ,εΐ καί Π ^ ( θ )  δίνεται άπό τήν Εκφραση (6.13). θ ά  πρέπει



υ,ε έπί αλέον η· f^n+'\x) νά υπάρχει καί νά εϋναι συνεχής 
στό Αντίστοιχο διάστημ^χ I. Έτσι γιά τίς διάφορες συγκε­
κριμένες τιμές τών π καί α μπορούμε νά βρσϋμε άπότίςσχέι- 
σεις (6.17) τίς Αντίστοιχες άπλο οιημένες έκωράσεις γιά τό
σφάλμα άποκοπής Ε . ίΐ.χ.π ,α
Γιά τόν κανόνα τοϋ τραπεζίου, έχουμε γιά τό δλοκλήρωμα τής
Αντίστοιχης έκφράσεως, άπό τίς πρώτες σχέσεις (6.17),δτι

.ι ,ι
Π  (ΘΜΘ = 1 ι Θ(Θ-1)γΙΘ = θ3

3 2 j

καί έπομένως

Ί ο h V ' l n )
12 (6.18)

Γιά τόν κανόνα τοϋ V? τοϋ Simpson, έχουμε, τώρα, γιά τό 
όρισμένο δλοκλήρωμα,άπό τίς δεύτερες σχέσεις (6.17), δτι

,3(θ)άθ = j Θ(Θ-1)(Θ-2)(Θ-3ΜΘ = 3θ22 Γ2Π,(θ)άθ = θ(θ-1)(θ-2)(θ-3)d9 =
 ̂ο

θ5 
5 “I®1* Μ ® 32 + 3 15

καί έπομένως γιά τό άντίστοιχο σφάλμα άποκοπής παίρνουμε 
δτι

2.0
h5f(l,)(n) 

90 : Πβ [χ,,χΐ.

Μέ άνάλογο τρόπο μποροϋμε νά βροϋμε, άπό τίς σχέσεις (6.17), 
τό σφάλμα άποκοπής δποιουδήποτε, συγκεκριμένου τύπου άριθ- 
μητικής δλοκληρώσεως τών Newton - Cotes, κλειστού, άνοικτοϋ 
ή μερικής έκτάσεως.

Μέ βάση, πάλι, τίς σχέσεις (6.17) καί μέ τίς ίδιες πά­
ντοτε, προϋποθέσεις είναι δυνατό νά βρούμε έκψράσεις γιά τό 
σφάλμα άποκοπής στήν περίπτωση, πού χρησιμοποιούμε ένα ό- 
ποιοδήποτε γενικεμένο τύπο άριθμητικής δλοκληρώσεως. Αύτό 
πετυχαίνεται άρκετά εύκολα άρκεϊ νά θεωρήσουμε τό γενικε- 
μένο τύπο σάν τό άθροισμα τών k άπλών τύπων άριθμητικής δ-
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λοκληρώσεως , άπό τούς όποιους παράγεται., όπότε τό σφάλμα 
άποκοπής αύτοΟ θά είναι, ίσο μέ τό άθροισμα τών σφαλμάτων 
άποκοπής τών μερικών τύπων. 'Αν στό τελευταίο άθροισμα έ- 
φαρμόσουμε κατάλληλα τό θεώρημα τοϋ Διαφορικο’"·' Λογισμοϋ, 
πού χρησιμοποιήσαμε ήδη καί στή συγκεκριμένη περίπτωση τοΟ 
παραδείγματος γιά τό σφάλμα άποκοπής στήν άριθμητική παρα- 
γο'Λ, .ση τής παραγράφου 4.6.2., παίρνουμε σάν άποτέλεσμα μιά 
χi.μή ίτ-Αοαϊ\ί)Ύθυ ίδιας τάΕης μέ αύτήν, πού περιέχεται στά 
σφάλματα τών άηλών τύπων, πολλαπλασιασμένη έπί k. *Η προ­
ηγούμενη περιγραφή φαίνεται καθαρά στήν περίπτωση π.χ. τοϋ 
σφάλματος άποκοπής τοϋ γενικεμένου κανόνα τοϋ τραπεζίου. 
"Αν καλέσουμε μέ Ej τό σφάλμα άποκοπής στήν περίπτωση τοϋ 
γενικεμένου κανόνα τοϋ τραπεζίου (6.5), δχουμε άμέσως δτι 
τό σφάλμα Ej 0 θά είναι ίσο μέ τό άθροισμα τών μερικών 
σφαλμάτων τών άπλών κανόνων τοϋ τραπεζίου, πού έφαρμόστη- 
καν γιά νά προκύψει δ τύπος (6.5). Ίά μερικά σφάλματα δίνο­
νται άπό τή σχέση (6.18), Λπότε άντικαθιστώντας παίρνουμε

δπου η. ji = l(l)k σημεία, άντίστοιχα, τών διαστημάτων 
xj] I i = 1( 1 )k, μέ τήν προϋπόθεση φυσικά δτι f(x) 6 C2( [x-i_1 .xj ) 
|i = l(l)k, (άρα καί f (χ) 6 C2( [x0, x j )) . 'Από τήν τελευταία ύ- 
πόθεση καί χρησιμοποιώντας τό θεώρημα τοϋ Διαφορικοϋ Λογι- 
δμοϋ, πού άναφέραμε, μποροϋμε νά λάβουμε άμέσως δτι

ί(2)(η,) +ί(2)(η2) + ... +f(2)(nk) = 1<ί(2)(η), 

καί έπομένως βρίσκουμε τελικά δτι

-X - h* Λ * )L· . kf 2 (η), ηε[χ0,χ.]'ι, ο 12 ν"'’
Παρατήρηση:
Ό  τρόπος παραγωγής τών διάφορων τύπων άριθμητικής δ-



λοκληρώσεως τών Newton - Cotes udg έ&ινε συγχρόνως καί τόν 
έλάχιστο βαθμό π (άφοϋ χρησιμοποιούσαμε πολυώνυμο παρεμβο­
λές Ρ (χ) βαθμοΰ τό πολύ η) γιά τόν όποιο, ό πο.ρσ.γόμενος χτύ­
πος άριθμητικής δλοκληρώσεως, ' πλός η γενικεμένος,3ταν ά- 
κριβής γιά πολυώνυμα μέχρι καί τοΰ ραθμοϋ αύτοϋ τουλάχι­
στον. Οΐ έκωράσεις δμως (6.17), γιά τά σφάλματα άποκοπης, 
καθώς καί οί άντίστοιχες τών γενικεμένων τύπων άριθμητι­
κής όλοκληρώσεωΓ, πού προκύπτουν άπ'αύτές, έ^αιτίας της πα­
ρουσίας της παραγωγού, μάς δίνουν άκριβώς τό βαθμό m γιά 
τόν όποιο θά ίσχύει δτι, ό άντίστοιχος τύπος άριθμητικής 
δλοκληρώσεως θά είναι άκριβής γιά πολυώνυμα μέχρι καί τοΰ 
βαθμοΰ αύτοΰ. Έτσι, άν η είναι περιττός, τότε m = n, ένώάν 
η είναι άρτιος, τότε m=n+l, πού προκύπτουν άμέσως σάν συ­
νέπεια τών μηδενισμών τών άντίστοιχων παραγώγων.

6.4. Τ ύ π ο ι  α ρ ι θ μ η τ ι κ ή ς  ό λ ο κ λ η ρ ώ σ  έ­
ως, γ ι ά  τ ι μ έ ς  τ ή ς  ά ν ε ξ ά ρ τ η τ η ς  
μ ε τ α β λ η τ ή ς  π ο ύ  ί σ α π έ χ ο υ ν ,  μ έ  τ ή  
β ο ή θ ε ι α  σ υ μ β ο λ ι κ ώ ν  μ ε θ ό δ ω ν

Χρησιμοποιώντας τό Λογισμό τών Τελεστών είναι δυνατό 
νά βροΰμε τύπους άριθμητικής δλοκληρώσεως σάν συναρτήσεις 
τών διαφορών τής συναρτήσεως, πού δλοκληρώνουμε, στό δποι- 
οδήποτε σημείο καί ίδιαίτερα στό σημείο xg. Έτσι στήν πα­
ρούσα παράγραφο θά. δώσουμε, ύπό τύπον παραδείγματος, τόνχτρόπο εύρέσεως τοΰ δρισμένου δλοκληρώματος f(x)dx, σάν

χοσυνάρτηση τών πρός τά έμπρός διαφορών τής συναρτήσεως f(x), 
στό σημείο xQ, χρησιμοποιώντας συμβολικές μεθόδους καί μό­
νο.

Ά ν  ύποθέσουμε 6tl Fix) είναι ή παράγουσα τής συναρ­
τήσεως f(x), τότε γιά τδ άόριστο όλοκλήρωμα 
χουμε

f(x)dx θά £-
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f(x)dx = F(x) + c, (6.19)

δπου c αυθαίρετη σταθερά. ‘Από τήν παραπάνω σγέση προκύ­
πτει άμέσως δτι.

D F(x) = f(x)
:/αί άπό αυτήν i n

F ( x ) + c  = Β * f ( x ) ,  (6.20)
δπου D 1 είναι δ δεξιός άντίστροφσς τσΟ τελεστή D . "Αν έ -  

πανέρθουμε τώρα στό δρισμένο δλοκλήρωμα, πού μάς ένδιαφέ- 
ρει, καί χρησιμοποιήσουμε τίς σχέσεις (6.19) καί (6.20) μπο­
ρούμε νά πάρουμε διαδοχικά

(•X , , _

1f ( x ) d x = F ( x 1) t c - [ F ( x 0) + c ] = D  f j ' D  f  ο = f  ο  ̂’
co

"Αν δέ στήν τελευταία παράσταση, πού καταλήξαμε, έκφράσου- 
με τόν τελεστή D σάν συνάρτηση τοΟ τελεστή Δ καί άναπτύ- 
ξουμε σέ σειρά θά βροϋμε

ί\
J. f(x)dx = hA 1 ί 1

■ logd+Δ)
Γ. -ΠΩ 0 ■ Δ2 Δ3 Δ1* Δ5

2 + 3 “ 4 + 5 "'·■

f(x)dx - h
ι-ί + ί! - ί \ ί .2 3 U 5

Στό δεύτερο μέλος τής παραπάνω ισότητας, άν άναπτύξουμε τό 
κλάσμα τοϋ τελεστή δ σέ σειρά κατά τίς άνιοϋσες δυνάμεις τσϋ τελε­
στή t (μέ τή μέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών τής στοι­
χειώδους Άλγεβρας) ή άν έκτελέσουμε τή διαίρεση τοϋ άριθ- 
μητή 1 διά τοϋ παρονομαστή, δπως είναι γραμμένος κατά τίς 
άνιοϋσες δυνάμεις τοϋ Δ, μπορούμε εύκολα νά λάβοημε



*0 παραπάνω τύπος (6.21) μπορεί νά μας 5ο')σει άπειρους τύ­
πους άριθμητικής δλοκληρώσεως, γιά τό ύπόψη δρισμένο δλο- 
κλήρωμα, άν περιοριστούμε στόν πρώτο δρο του άναπτύγματος 
τής παρενθέσεως, στούς δύο πρώτους δρους, στούς τρεις 
κλπ. Είναι άξιοσημείωτο τό γεγονός, πώς άν περιοοιστοϋμε 
στούς δύο πρώτους δρους, βρίσκουμε τόν κανόνα τοΟ τραπε­
ζίου. Σημειώνουμε άκόμη τό γεγονός, πώς άν περιοριστούμε 
μόνο στόν πρώτο δρο τοϋ άναπτύγματος, βρίσκουμε τόν τύπο,

fxi
f ( x ) d x  *  h f Q ,

' X-
πού είναι γνωστός στή Βιβλιογραφία σάν κανόνας τοϋ όρθο- 
γωνίου.

Μέ παραπλήσιους τρόπους έργαζόμενοι μπορούμε νά βροϋ- 
με γιά τό ίδιο δρισμένο όλοκλήρωμα Jf ( x ) d x  έκφράσεις,πού

χ0
νά είναι συναρτήσεις είτε τών πρός τά πίσω διαφορών είτε 
άκόμη καί τών κεντρικών διαφορών. Τέλος Οά μπορούσαμε μέ 
άντίστοιχους κατάλληλους τρόπους, χρησιμοποιώντας τίς συμ­
βολικές μεθόδους, νά βροΟμε δλους ίσως τούς τύπους τών Ne­
wton - Cotes, πού βρήκαμε στήν παράγραφο 6.2. .

6.5. Ά  ρ ι θ μ η  τ ι κ ή  δ λ ο κ λ ή ρ ω σ η  μ έ  τ ή  μ έ ­
θ ο δ ο  τ ώ ν  π ρ ο σ δ ι ο ρ ι σ τ έ ω ν  σ υ ν τ ε ­
λ ε σ τ ώ ν

6.5.1. Γ ε.ν ι κ ά
* Η άριθμητική δλοκλήρωση μέ τή μέθοδο τών προσδιορι-



- 147 -

ατέων συντελεστών άποτελεί μία μέθοδο, ή όποια, στήν περι­
γραφή της, συμπίπτει άπόλυτα μέ τήν Αντίστοιχη τής Αριθμη­
τικής παραγωγίσεως τής παραγράφου 4.6.. Τή μόνη φυσικά δια­
φορά Αποτελεί τό γεγονός δτι, άντί νά έχουμε ναν προσεγγι- 
στικό τύπο Αριθμητικής παραγωγίσεως έχουμε τώρα Svav προσ- 
εγγιστικό τύπο Αριθμητικής όλοκληρώσεως. *0 σκοπός καί ή 
περιγοαφή τής μεθόδου παραμένουν Ακριβώς, δπως στήν παρά- 
γοαφα 6.4.. Επομένως δέν θε*ϋροΟμε σκόπιμο, πώς χρειάζεται 
νά λεχτεΐ κάτι περισσότερο, πού νά Αφορά είτε στή μέθοδο είτε 
στόν προσδιορισμό των περιεχόμενων παραμέτρων στό δεύτερο 
μέλος είτε άκόμη στό βαθμό τών πολυωνύμων γιά τά όποια δ 
συγκεκριμένος τύπος θά είναι άκριβής.

Τό μεγάλο πλεονέκτημα τής Αριθμητικής όλοκληρώσεως μέ 
τή μέθοδο τών προσδιοριστέων συντελεστών είναι δτι μποροΟ- 
με νά βρούμε εύκολα μία μεγάλη κατηγορία τύπων συγκεκριμέ­
νης άπλής μορφής, οί όποιοι είναι πάρα πολύ χρήσιμοι στήν 
πράξη είτε έξαιτίας τής Απλότητάς τους είτε έζαιτίας τής 
υψηλής άχρίβειάς τους - Μέ τή βοήθεια, δηλαδή,τής άριθμητικής 
όλοκληρώσεως μέ τν'ι μέθοδο τών προσδιοριστέων συντελεστών 
μάς έπιτρέπεται νά Αντιμετωπίσουμε τό πρόβλημα τής άριθμη­
τικής όλοκληρώσεως κατά κάποιο γενικότερο καί χρησιμότερο 
ίσως τρόπο άπό δτι τό ίδιο πρόβλημα άντιμετωπίστηκε στις 
προηγούμενες παραγράφους τοΟ παρόντος Κεφαλαίου.

6.5.2. Τ ό  γ ε ν ι κ ό τ ε ρ ο  π ρ ό β λ η μ α  τ if ς Α ­
ρ ι θ μ η τ ι κ ή ς  ό λ ο κ λ η ρ ώ σ ε ω ς

6.5.2.1. Γ ε ν ι κ Α
'Ας υποθέσουμε ότι μάς ένδιαφέρει ό ύπσλογισμός τοΟ ό-

fbρισμένου όλοκληρώματος p(t)dt, δπού τά a καί b είναι γνω-
'a

στοί πεπερασμένοι πραγματικοί Αριθμοί (a<b) καί ή συνάρτη­
ση g(t) δίνεται είτε μέ τίς τιμές της σέ Sva πλήθος ση­
μείων είτε μέ τήν Αναλυτική έκφρασή της. Γ·,ά λόγους, πού



Qd δικαιολογηθούν άτιό τά πράγματα άργότερα ( καί κυρίως 
γιά νά άναιρερόμαστε πάντα στό ίδιο διάστημα δλοκληρώσεως 
καί δχι στό όποιοδήποτε διάστημα , t>] κάθε φορά) ^προβαί- 
νσυμε σέ μία αλλαγή τής μεταβλ της ώστε τό νέο διάστημα 
δλοκληρώσεως νά είναι τό [-Ι,ΐ]. "Ετσι μέ τό γραμμικό με­
τασχηματισμό t=cx+d, άπαιτώντας νά δχουμε t=a, γιά χ=-1, 
καί t=b γιά χ = ΐ, πετυχαίνουμε νά βροΰμε άμέσως άτι

b-a b+a , „,.t = -- χ +--- . (6.22)
2 2

'Εφαρμόζοντας τό μετασχηματισμό (6.22), τό άρχικό ορισμέ­
νο δλοκλήρωμα μετατρέπεται στό ισοδύναμό του

(b r1
g(t)dt = £-5· f(x)dx, (6.23)

Ja 2 J-ι
δπου τέθηκε

Ξ6ί
x _ i b-a . b+af(x) = g -- x + ---

2 2
(6.24)

Μέ βάση τά παραπάνω δχουμε δτι δ ύπολογισμός κάθε δρισμέ-
νου δλοκληρώματος τής δποιασδήποτε γενικής μορφές | g(t)dt,
άνάγεται τελικά σύμφωνα μέ τή σχέση (6.23), δχοντας 3ύπδφη
καί τήν (6.24), στόν ύπολογισμό τοΟ δλοκληρώματος J f(x)dx.
Γιά τόν ύπολογισμό τοϋ τελευταίου προτείνεται δνας**άπλός
τύπος άριθμητικής δλοκληρώσεως τή£ μορφής 

\ Π
f(x)dx « \ a.f(x.), (6.25)

-ι i=0 1 1
δπου, δπως παρατηρούμε τδ δεύτερο μέλος τοϋ (6.25) δέν εί­
ναι παρά μία άπλή γραμμική έκφραση η+1 τιμών τής συναρτή- 
σεως f(x). 6ά πρέπει νά τονίσουμε, πώς τόσο οί συντελεστές 

|i = o(i)n δσο καί τά σημεία x̂  ̂ |i = 0(l)n τά θεωροϋμε 
σταθερές. Γιά τά τελευταία άπαιτοϋμε μόνο νά ίσχύει δ πε­
ριορισμός
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-1<χ <χ, < ... <χ <χ < 1 (6.26)*=ο * η-ι η β
κ αί  α υ τ ό  γ ι α τ ί  ε Γ ν α ι  δ υ ν α τ ό  ν ά  μήν υπ άρχου ν  στή  δ ι ά θ ε σ ή  
μ α ς  τ ι μ έ ς  τ η ς  f ( x )  κ α ί  κ α τ '  έπ έκ τα ση  τ ή ς  g ( t )  £ ζω  ά π ό  τ ό  
δ ι ά σ τ η μ α  δ λ ο κ λ η ρ ώ σ ε ω ς .

Στό δεύτερο μέλος του τύπου άριθμητικής δλοκληρώσεως
(6,25) υπάρχουν συνολικά 2η+2 παράμετροι. ΕΓναι δυνατό 
μερικές από αντές νά θεωρηθοΟν γνωστές (δεδομένες), δπό- 
τχ οί υπόλοιπες θά εΓναι άγνωστες (προσδιοριστέες) καί £- 
τσι τό δλο πρόβλημα τοϋ προσδιορισμοί) τών άγνώστων παρα­
μέτρων καταλήγει τελικά σέ £να πρόβλημα άριθμητικής δλο­
κληρώσεως μέ τή μέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών.Ά- 
ϊΐό τό πλήθος των δεδομένων καί προσδιοριστέων συντελεστών 
στόν τύπο (6.25) θά διακρίνουμε ίδιαίτερα τρεις κατηγορί­
ες περιπτώσεων, τίς όποιες θά μελετήσουμε μία - μία στίς 
έπόμενες παραγράφους. Στή··> πρώτη περίπτωση τά σημεϋα χ^| 
i=0(l)n θά θεωρηθούν Ρεδομένα, τέτοια δμως ώστε νά ικανο­
ποιούν τόν περιορισμό (6.26), οΐ δέ συντελεστές cu|i=0(l)n 
προσΰιοριστέοι. Στή δεύτερη περίπτωση οι συντελεστές α.| 
i = 0(l)n θά εΓναι δεδομένοι καί τά σημεία |i = o(l)n προσ- 
διοριστέα. Στήν τρίτη περίπτωση τόσο οί συντελεστές au |i =
= 0 ( l )n  δ σ ο  κ α ί  τ ά  σ η μ ε ί α  χ. |i = 0 ( l )n  θά  εΓ ν α ι  π ρ ο σ δ ι ο ρ ι -  

σ τ έ α .

6.5.2.2. Ι11 Π ε ρ ί π τ ω σ η :  x^|i = 0(l)n δ ε δ ο μ έ ­
ν α  κ α ί  |i = 0(l)n π ρ ο σ δ ι ο ρ ι σ τ έ α

6.5.2.2.1. Γ ε ν ι κ ά
Στή συγκεκριμένη περίπτωση £χουμε νά προσδιορίσουμε 

η+1 παραμέτρους, τούς συντελεστές α. |ϊ = 0(1)η, στόν τύποI
(6.2.5), £τσι ώστε αύτός νά εΓ ν α ι  δ σ ο  τό δυνατό πιό άκριβής.' 
Σύμφωνα μέ τά γνωστά, άπαιτοϋμε ό τύπος αυτός ν ά  ε ί ν α ι  ά­
κριβής, καί δ χ ι  κατά προσέγγιση, γιά τίς πρώτες στή σειρά
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έκφράσεις τ ώ ν ' βασικών πολυωνύμων χ' | k =0,1,2,... μέχρις 
δτόυ fJpoOue η+1 έ£ισώσεις, πού θά είναι, μεταξύ τους γραμ­
μικά Ανεξάρτητες. Τότε ή έπίλυση τοΟ άντίστοίχου σύστήμίχ- 
τος θά μάς δίνει τίς τιμές τών άγνωστων παραμέτρων. Είναι 
δυνατό νά παρατηρήσουμε δτι-, γιά k = 0(l)n παίρνουμε δνα 
γραμμικό σύστημα η+1 έξισώσεων μέ άγνώστους τά α. Ji=0(l)n, 
στό όποϋο ή έΕίσωση, χιού θά άντιστοιχεΐ στή συγκεκριμένη 
τ^μή k θά είναι τής μορφής

k k k k l-(-l)χ„α.+ x,o. + ... +x α_ + χ α  = -- τ— r, * » ι * n-i n-i n n k+1
k+i

!k=0(l)n . (6.27)

Τό γραμμικό σύστημα τών δξισώσεων (6.27) δχει μία καί μόνο 
λύση ώς πρός τά α. |i = 0(l)n. Αύτό 6έ γιατί, ή όρίζουσα των 
συντελεστών τών άγνώστων είναι ή

D =

1 1 ... 1 1
χΛ χ. ... χ χ0 1 η-ι η

*4IC η-ι η-ι η-ιχ, χ χ 10 1 η-ι η
η η η ηχ„ χ. χ χ0 1 η-ι η

τ£όύ είναι ή γνωστή δρίζουσα τοΟ Vandermonde μέ τιμή D =η
Π  (χ. - χ.) ̂  0, άψοΟ δλα τά χ. |i = o(l)n είναι διαφορετικά i>j=0 J 1

μεταξύ τους, σύμφωνα μέ τόν περιορισμό (6.26). Οί τιμές τωυ 
συντελεστών ο^|ϊ= ο(1)η, μποροΟν νά προκύφουν εύκολα άπό τό 
σύστημα τών έξισώσεων (6.27) γιά τίς δεδομένες τιμές τών χ^
|i = 0(i)n. Σημειώνουμε άκόμη δτι δ τύπος άριθμητικής δλσκλη- 
ρώσεως (6.25) θά είναι άκριβής γιά πολυώνυμα μέχρι καί βαθ- 
μοΟ η τουλάχιστον.

6.5.2.2.2. Κ λ ε ι σ τ ο ί  κ α ί  ά ν ο ι κ τ ο ί  τ ύ π ο ι
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ά ρ ι θ μ η τ ι κ ή ς  δ λ ο κ λ η ρ ώ σ ε ω ς  τ ώ ν  
K e w t o n - C o t e s

Στήν παρούσα παράγραφο διατυπώνουμε καί Αποδείχνουμε 
£να θεώρημα* πού <οανερώνει δτι οί κλειστοί καί άνοικτοί 
τύιτοι τών Newton - Cotes δέν άποτελοϋν παρά μία μερική πε­
ς».'πτώση τοϋ προβλήματος τής άριθμητικής δλοκληρώσεως, πού
έξ';τάσιηηε στήν προηγούμενη παράγραφο.

Θεώρημα
Ά ν  ύποτεθεϊ δτι τά δεδομένα σημεία x̂  ̂ |i = 0(l)n έκλέ- 

γονται κατά τέτοιο τρόπο ώστε

χ. =-l+-^-i |i=0il)n, (6.28)

τότε οΐ άντίστοιχοι τύποι άριθμητικής δλοκληρώσεως (6.25), 
πού προκύπτουν άπό τήν έπίλυση τοϋ συστήματος (6.27), δέν 
δίνουν παρά τούς κλειστούς τύπους τών Newton - Cotes, ένώ 
άν ή έκλογή τών σημείων ji=o(l)n γίνει μέ τόν άκόλουθο
τρόπο

χ. =-i+ ^ 2  (i+D|i = °(l)n,

τότε μποροϋμε νά πάρουμε, τούς Αντίστοιχους άνοικτούς τύ­
πους τών Newton - Cotes.

ΆπόδειΕη
Στή συνέχεια άποδείχνουμε τήν περίπτωση της παραγω - 

γής τών κλειστών τύπων τών Newton - Cotes, καί μόνο (ή άντί- 
στοιχη άπόδειξη_γιά τούς άνοικτούς τύπους γίνεται μέ τόν 
C 6 l c  τρόπο). Γιά τήν άπόδειξη Εεκινοϋμε άπό τήν περιληπτι­
κή περιγραφή τοϋ τρόπου παραγωγής τοΰ γενικοϋ κλειστοϋ τύ7 

που τών Newton - Cotes, πού δόθηκε στήν παράγραφο 6.2.2. θε­
ωρώντας σάν σημεία παρεμβολής τά x. |i = 0(l)n, πού δίνονται 
άπό τίς (6.28). “Οπως εΓναι γνωστό, χρπσι;.οποιήσαμε τά



δύο άκραία μέλη τοΟ τύπου (6.1), πού ξαναγράφουμε έδώ, 
χρησιμοποιώντας τά νέα στοιχεία. "Ετσι έχουμε

μέ θ = η(χ+1)/2. Τό δεύτερο μέλος τοΟ τύπου (6.29) υπολογί - 
στηκε, στήν παράγραφο 6.2.2. καί γιά τίς διάφορες συγκε­
κριμένες τιμές του η, σάν δνα άθροισμα η+1 δρων, δπου τό 
καθένα άπό τά η+1 παρουσιαζόμενα όλοκληρώματα υπολογιζό­
ταν εύκολα. Συγκεκριμένα είχαμε

,1 rn ,n
f(x)dx a — [f n L ο άθ + Jj. Δί0 Θ dB + ... +

-1 0 * 0
η
Θ(Θ-1),...(0-n+l)d9].
ο

Τό δεύτερο μέλος τής παραπάνω κατά προσέγγιση ίσότητας δέν 
είναι παρά, μετά τών ύπολογισμό τών δλοκληρωμάτων, δνας 
γραμμικός συνδυασμός τών fB, Af0,...,Δηί„. 'Επειδή δμως κά­
θε διαφορά τής μορφής |k = 0(l)n είναι μέ τή σειρά
της 6νας γραμμικός συνδυασμός τών τιμών f. |i=0(l)k τής 
συναρτήσεως, δπως είναι γνωστό άπό τόν τύπο (2.6), έχουμε 
σέ τελευταία άνάλυση δτι, τό δεύτερο μέλος τοΰ παραπάνω τύ­
που θά είναι ένας γραμμικός συνδυασμός τών τιμών f\|i=C(l)n. 
‘Επομένως ό τύπος (6.29) θά καταλήγει στή μορφή 

1 η
f(x)dx « Ί 6.f(x.), (6.30)

ίι i=0 1 1
δπου τά |ί = ο(ι)η θά είναι σταθερές, άνεξάρτητες δηλαδή 
τών fix.̂ ) |i = o(l)n. ΆρκεΕ λοιπόν νά άποδείξουμε δτι τά β.. 
|i=0(l)n είναι ίσα μέ τά άντίστοιχα |ί = 0(1)η,πού προ­
κύπτουν άπό τή λύση τοΟ συστήματος τών έξισώσεων (6.27). 
Πραγματικά, άπό τόν τρόπο τής παραγωγής του, ό τύπος (6.1),

ΔΠί.
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ή δ άντίστοιχός του (6.29), διαμέσου τού πολυωνύμου πα­
ρεμβολές, Pn(x)f τής συναρτήσεως f(x), μέ σημεία παρεμβο - 
λής τά |ί = 0(1)η, θά είναι άκριβής γιά πολυώνυμα μέχρι καί 
η βαθμού τουλάχιστον. Θά είναι έπομένως άκριβής, τόσον δ
(6.29), δσον καί ό ίσόδυναμός του (6.30) καί γιά τά πρώτα 
n+l Βασικά πολυώνυμα χ |k = 0(l)n τουλάχιστον. Έτσι γιά

Κ 1fix) ΐχ jk = 0(l)n θά μποροϋμε νά πάρουμε άπό τήν (6.30) η+1 
Εξισώσεις, πού θά ικανοποιούν ot συντελεστές β. |ί = 0(1)η. 
Οι έζισώσεις αύτές θά είναι οί άκόλουθες

Ψ ο  + ^ β 1 + ··■ + V x V i  + χη*η = " ^ 1  ■ ' | k=0( 1)η .  ( 6 .3 1 )

Οΐ συντελεστές ji = 0(i)n θά προκύπτουν σάν λύσεις τοϋ 
συστήματος των έξισώσεων (6.31), πού, δπως παρατηρούμε, συμ­
πίπτει άπόλυτα μέ τό σύστημα τών έΕι>σώσεων (6.27) μέ άγνω­
στους τά α.. |i = 0(1 )n. Επειδή δέ τό σύστημα (6.27), δπως ά- 
ποδείχτηκε- δχει μία καί μόνο λύση, συμπεραίνουμε δτι β..=
= ou Ii = 0(l)n. Άποδείζαμε δηλαδή τό ζητούμενο.

6.5.2.3„ 2η Π ε ρ ί π τ ω σ η ;  οΰ li = 0(1)η δ ε δ ο μ έ ­
ν α  κ α ί  1 i = 0(l)n π ρ ο σ δ ι ο ρ ι σ τ έ α

6.5.2.3.1. Γ ε ν ι κ ά
Καταρχήν μπορούμε νά παρατηρήσουμε δτι στήν περίπτω­

ση, πού τά cu [i = 0(l)n είναι δεδομένα, δέν μπορεί συγχρό­
νως νά είναι καί τελείως αύθαίρετα. Αύτό δέ γιατί άν θέ­
λουμε ό τύπος άριθμητ^κής όλοκληρώσεως (6.25) νά είναι ά­
κριβής γιά πολυώνυμα μέχρι κάποιου (όποιουδήποτε) βαθμούm 
θά πρέπει ό ίδιος τύπος νά είναι όπωσδήποτε άκριβής καί γιά 
πολυώνυμα βαθμού μηδενικού. Μέ άλλα λόγια θά πρέπει όπωσ­
δήποτε νά είναι άκριβής γιά f(x)=l. Ή  άπαίτηση αύτή δίνει 
άμέσως δτι

Τ α . = 2. (6.32)
ϊΞο 1
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"Ετσι. τά |i = o(l)n μπορεί νά είναι δεδομένα, σάν δποι- 
οιδήποτε άριθμοί,, άρκεΐ νά πληροϋν τόν περιορισμό (6.32), 
πράγμα τό δποΐο σημαίνει πώς η άπό τούς συντελεστές* μπο­
ροΟν νά όριστοϋν τελείως αύθαίρε,ι,'α ένώ αύτός, πού άπομέ- 
νει, θά δρίζεται διά μέσου τής σχέσης (6.32).

Γιά τόν προσδιορισμό τών η+1 σημείων x. |i = 0(l)n, θά 
έργαστοϋμε μέ τήν κλασική πιά μέθοδο τών προσδιοριστέων 
■συντελεστών καί θά άπαιτήσουμε ή σχέση (6.25) νά είναι ά- 
κριβής γιά τά πρώτα στή σειρά βασικά πολυώνυμα x |k = o,l,
2,... μέχρις δτόυ βροϋμε £να σύστημα η+1 Ανεξάρτητων έξι- 
σώσεων μέ άγνώστους τά x^ |i = o(l)n, Λ έπίλυση τοϋ όποιου 
καί θά μας δώσει τίς τιμέ£ τους. Γιά νά δοϋμε τίς δυσκολί­
ες, πού παρουσιάζει, ή έπίλυση ένός τέτοιου συστήματος

ι-στήν πράξη θά ύποθέσουμε δτι γιά f(x) =χ Jk = l(l)n+l, καί ά­
πό τήν άπαίτηση νά ίσχύει σάν άκριβής ίσότητα ή (6.25), raip- 
νουμε η+1 άνεξάρτητες έξισώταις (γιά k = 0 ή ίσότητα είναι 
άκριβής έξαιτίας της (6.32)) τής άκόλουθης γενικής μορφής

α xj+α xj+... +α xk +α xk = 1~{~ν)--- (6.33)ο ο 11 n-i n-ι η η k+1
| k = 1(1)η+1.

Πρώτα άπ'δλα παρατηρούμε δτι ή μορφή τοΟ συστήματος τών 
έ!;ΐσώσεων (6.33) είναι τέτοια ώστε είναι πολύ άμφίβολο άν 
αύτό θά μπορεί vd έπιλυθεΐ μέ τίς κλασικές μεθόδους τής 
"Αλγεβρας. Ά ν  δεχτοϋμε δτι μποροϋμε νά βροϋμε μέθοδο έ- 
πιλύσεως, είναι άμφίβολο κατά πόσο θά βροϋμε μία τουλάχι­
στον, λύση, οτήν δποία δλα τά . xi |i = 0(l)n θά είναι πραγμα­
τικά, διακεκριμένα καί θά άνήκουν στό διάστημα [-Ι,ΐ]. Οΐ 
δυσκολίες, πού μποροϋν νά παρουσιαστούν, στήν πράξη, στήν 
περίπτωση ένός συστήματος έξισώσεων τής μορφής (6.33), συ- 
νιστοϋν άπλώς τήν άποφυγή τής θεωρήσεως τής μεθόδου στή 
γενική τουλάχιστον μορφή της, πού έξετάσαμε έδώ. Μία είδι-
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κτ'ι περίπτωση, πού £χει σχετική έφαρμογή, είναι αύτή, πού 
έξετάζουμε στήν έπόμενη παράγραφο καί πού είναι γνωστή σάν 
άριθυ,ητική όλοκλήρωση τοΰ Chebyshev. 'Ανεξάρτητα πάντως 
τών συγκεκριμένων δυσκολιών, πού έκθέσαμε πι, χιπάνω,άν τό 
γενικότερο πρόβλημα, δπως τέθηκε καί έξετάστηκε στήν πα­
ρούσα παράγραφο, δίνει μία λύση, πού νά ικανοποιεί δλες 
τί,ς απαιτήσεις γιά τά χ. |i = 0(l)n, τότε ό Αντίστοιχος τύ­
πος ίοιθμητικής όλοκληρώστως (6.25) θά είναι άκριβής γιά 
πολυώνυμα μέχρι καί βαθμοΟ η+1 τουλάχιστον.

6.5.2.3.2. ' Α ρ ι θ μ η τ ι κ ή  ‘Ο λ ο κ λ ή ρ ω σ η  τ ο Ο  
C h e b y s h e v

Στήν δλοκλήρωση τοϋ Chebyshev, πού, δπως τονίστηκε 
ήδη, είναι μιά μερική περίπτωση αύτής τής προηγούμενης πα­
ραγράφου, δλοι οι συντελεστές |i = 0(l)n είναι ίσοι μετα­
ξύ τους, έστω ίσοι μέ α. Τότε, άπό τόν περιορισμό (6.32), 
βρίσκουμε άμέσως δτι

α = (α0 = V ... = V i = a n ) = ^  ' (5’34)

Τά σημεία xi |i = 0(l)n θά είναι οί λύσεις ένός συστήματος έ- 
ξισώσεων τής μορφής (6.33), δπου δμως οί συντελεστές θά δί­
νονται άπό τήν (6.34). ‘Η μορφή τοϋ συστήματος αύτοΰ, τήν 
όποια γράφουμε άναλυτικά, θά είναι ή άκδλουθη

χο + *1 + ·.. + Xη = 0

χ26 + Χ1 + ... + χ2η
η+1
3

< + ... + κ3 η = 0 (6.35)

n+i η+ι η+ι LI—(-1) ](η+1)χ + χ + ... + χ =----------- —ο ι  η 2(η+2)



"Οπως etvai γνωστό άπό τήν Άλγεβρα οι λύσεις τοΰ συστήμα- 
τος (6.35) άποτελοΰν τίς ρίζες ένός πολυωνύμου βαθμοϋ η+1. 
Τό πολυώνυμο αύτό κατασκευάζεται σχετικά εΰκολα, ά(ίοϋ ϋέ 
τίς έΕι·σώσεις (6.35) δίνονται <3λ, τά άθροίσματα τών k (k =
= 1(1 'η+1) δυνάμεων τών ριζών του. Συνεπώς μποροϋν άπ'αύτά 
νά προκύψουν οΐ στοιχειώδεις συμμετρικές συναρτήσεις τών 
ριζών του καί έπομένως οΐ συντελεστές του. Πραγματικά dv 
μέ |i = l(l)p+l καλέσουμε τό άθροισμα τών γινομένων τών 
ριζών άνά i, μέ δλους τούς δυνατούς τρόπους, καί μέ s.. | 1 =
=1(1)η+1 τ ό  ά θ ρ ο ι σ μ α  τών i δυν ά μ εω ν  τών ρ ι ζ ώ ν ,  πρύ δ ί ν ο ­

ν τ α ι  άπό  τ ί ς  έ Ε ι σ ώ σ ε ι ς  (6.35), τ ό τ ε  χ ρ η σ ι μ σ π ο ' - ώ ν τ α ς  τ ό  γ νω ­
σ τ ό  τύπο  τ ο ϋ  Newton, άπό  την Ά λ γ ε β ρ α ,

(μέ afl=l), μποροϋμε νά βροϋμε τά |i = l(l)n+l, όπότε τό ά- 
ντίστοιχο πολυώνυμο θά εΓναι τό

Γιά τό πολυώνυμο (6.37) έχει άποδειχτεϊ δτι, γιά η=8 καί 
η >_ 10 £χει μεταξύ τών ριζών του καί ζεύγη συζυγών μιγαδι- 
κών άριθμών. Έπομένως γιά τίς τιμές αύτές τοϋ η οΐ τύποι 
άριθμητικης δλοκληρώσεως τοΰ Chebyshev δέν χρησιμσποιοϋν- 
ται στήν πράζη · Αντίθετα γιά η <.7 καί η = 9, 6χει άποδει- 
χτει δτι, δλες ρ ϊ ρίζες είναι πραγματικές, διακεκριμένες 
καί άνήκουν στό διάστημα [-ΐ,ΐ] . Έκεϋνο, πού μποροϋμε έ- 
μεΐς νά άποδείξουμε έδώ, εΕναι δτι, τό πολυώνυμο (6.37) ή 
καλύτερα τό σύστημα (6.35), έφόσον 6χει δλες τίς ρίζες του 
πραγματικές, αύτές θά άνήκουν στό διάστημα [-Ι,ΐ]. Πραγμα­
τικά γιά η=0, άπό τήν πρώτη καί μρναδική έξίσωση, άπό τίς
(6.35), £χουμε δτι x0 =oe[-l,l]. ΓιΛ η>1 διακρίνουμε δύο

k-i
(6.36)

jk = 1(1)η+1

η+1 η , η-ι χ - OjX + σ2χ - σ3χ η+ι (6.37)
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περιπτώσεις· Ά ν  ό η είναι άρτιος, τότε παίρνουμε τήν προ-
t

τελευταία έζίσωση τοϋ συστήματος (6.35), δπότε έχουμε
η η η ,χ0 + χ, + ... + χ = 1.

'Επειδή κάθε δρος τοϋ άθροίσματος τοϋ πρώτου μέλους |κ
k = 0(i)n εΓναι μή άρνητικός άριθμός λαβαίνουμε δτι *£<,1 | 
k 0 (1) η, άπό τό δποϊο συμπεραίνουμε άμέσως δτι -l<x, <ι I

SSS ]ς S S

k - C(l)n. Ά ν  δ η, τώρα, εϋναι περιττός άριθμός, τότε παίρ­
νουμε τήν τελευταία άπό τίς έξισώσεις τοϋ συστήματος (6.35) 
καί βρίσκουμε

n+i η+ι η+ι _ η+1+ Χι + . . .  + χ η -  η+2 < 1.

'Επειδή πάλι κάθε δρος του πρώτου μέλους εΓναι μή άρνητι­
κός, 6χουμε άμέσως δτι x£+1<i |k = 0(i)n καί άπό αύτήν 
-l<xk <l |k = 0(l)n.

Στή συνέχεια βρίσκουμε τούς πρώτους στή σειρά τύπους 
τοϋ Chebyshev γιά η = 0,1 καί 2.
Γιά η-ο έχουμε άπό τήν (6.34), α=2 καί άπό τήν πρώτη καί μό-
ναδική άπό τίς έ£ισώσεις τοϋ συστήματος (6.35), χ5=0. "Ετσι
δ άντίστοίχος τύπος άριθμητικής δλοκληρώσεως τοΰ Chebyshev
θά είναι δ άκόλουθος 

ι
f(x)dx«2f(0).--ι

Γιά n = 1, άπό τήν (6.34) βρίσκουμε, α = 1, καί άπό τίς δύο 
πρώτες καί μόνες έ£ισώσεις τοϋ συστήματος έχουμε

si = χ0 +χι = 0
_ 2 + 2 _ £

2 0 1 3

ίΐέ βάση τίς παραπάνω τιμές γιά τά Sj καί s. μπορούμε εύκο­
λα νά βροϋμε άπό τίς σχέσεις (6.36) δτι σ =0 καί ο =-~.
* Τ‘Επομένως τό άντίστοιχο πολυώνυμο (6.37) είναι τό χ2 --τ,
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/3 /3μέ ρίζες τίς χ0 = ---και χτ = — . Συνεπώς ό τύπος άριθμη-3 3
τικής όλοκληρώσεως τοϋ Chebyshev, στήν προκείμενη περίπτω­
ση, θά είναι, ό παρακάτω

1 /Γ /Γf(x)dx « f(---) + f(— ).-» 3 3
2Γιά n = 2 , έχουμε άμέσως άπό τήν (6.34) δτι, α=- , ένώ άπό 

τίς πρώτες έξισώσεις του συστήματος (6.35) Βρίσκουμε δτι

s i = Χ0 +  Χ1 +Χ 2 = 0

5 2 = χο + χ ι + Χ 2 = 1

5 3 = Χ 0 +Χ1 +Χ1 = 0 ·

Μέ βάση τίς παραπάνω τιμές γιά τά sJ,s2 καί s 3 καί χρησι­
μοποιώντας τίς σχέσεις (6.36) βρίσκουμε, Oj=o, σ2 =--| καί 
σ, =0. “Ετσι τό άντίστοιχο πολυώνυμο τοϋ (6.37), στήν πα-

. ι JKρούσα περίπτωση είναι τό χ? μέριζες τίς χ„ ---- , χ,=0
/2 2 0 2 1 καί χ2 =—  . ‘Επομένως ό άντίστοιχος τύπος άριθμητικής ό-

λοκληρώσεως τοϋ Chebyshev θά είναι ό παρακάτω 

f(x)dx=s J [f (--y)+f(0)+f {— )].

Παρατήρηση:
Είναι εύκολο νά παρατηρήσουμε δτι ό πρώτος τύπος ά- 

ριθμητικής όλοκληρώσεως τοϋ Chebyshev, γιά η = 0, συμπίπτει 
μέ τόν άντίστοιχο άνοικτό τύπο άριθμητικής όλοκληρώσεως 
τών Newton-Cotes (6.9) τής παραγράφου 6.2.3..

6.5.2.3.3. Σ φ ά λ μ α  ά π ο κ ο π ή ς  σ τ ή ν  ά ρ ι θ μ η ­
τ ι κ ή  ό λ ο κ λ ή ρ ω σ η  τ ο Ο  C h e b y ­
s h e v

Τό σφάλμα άποκοπής στήν άριθμητική όλοκλήρωση τοϋ 
Chebyshev θά δίνεται καταρχήν άπό τή διαφορά
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η
Ε = α Τ f ( χ . ) 

i=0 1
ι
f(x)dx,

-ι
Λ

δπου α = --  καί χ. |i = 0(l)n οΐ λύσεις τοϋ c κτήματος (6.35)η+1 1 , . . .ή οί ρίζες τοϋ Αντίστοιχου πολυώνυμου (6.37). Για την απλο­
ποίηση της παραπάνω έκφράσεως έργαζόμαστε ώς έΕής. "Εστω
ρ ( χ)  τό πολυώνυμο παρεμβολής τής συναρτήσεως f(x), βαθμοϋ *η+ιτό πολύ η+1, πού χρησιμοποιεί σάν η+2 σημεία παρεμβολίίς, ά­
πό τό ένα μέρος τά η+1 σημεία |i = 0(l)n καί άπό τό άλλο 
μέρος ένα αύθαίρετο σημείο Cfl τέτοιο'Λστε [-1 ,ΐ] 3ξ0 j*x̂ |i =
= 0(1)r . "Αν καλέσουμε μέ R (χ) τή διόρθωση κατά τήν άντί-η+2
στοιχη παρεμβολή θά έχουμε

f(χ) = ρ_. (χ) +R ■ (χ), η+ι η+2

καί μέ βάση τήν έκφραση αύτή, τό σφάλμα άποκοπής Erγίνεται
η η

Ε = α 7 ρ ( χ , ) + α  Υ R ( χ . ) -  η . ‘■η η+ι ι  . ι η  η+ 2  ι ι=0 ι=0

Επειδή δμως έχουμε δτι

1
ό (x)dx * n+i-ι

R (x)dx. j n+2

pn+i(x)dx = a J  pn+1(x.),
M  1=0

άφοϋ ό τύπος Αριθμητικής όλοκληρώσεως τοϋ Chebyshev εΓναι 
Ακριβής γιά πολυώνυμα μέχρι καί βαθμοϋ η+1 τουλάχιστον, καί 
άκόμη δτι

Rn+2(xi) = 0  |i = 0(l)n,

yia.τί ή διόρθωση-τοϋ τύπου παρεμβολής μηδενίζεται στά ση- 
uefa παρεμβολής, ή τελευταία έκφραση, πού βρήκαμε γιά τό 

ua άποκοπής Ε' , θά Απλοποιείται στήν άκόλουθη

Ε = η
ι
R ( x ) d x .  ( 6 .3 8 )η+2-ι
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Ά ν  τώρα υποθέσουμε δτι f(x)€C ([-Ι,ΐ]), τότε μέ Βάση τόν
τύπο (3.19) ή διόρθωση R (χ) θά δίνεται άπό τήν έκφρασηn+j

η Λη+ζ)
Rn « U) ° < « - Ε „ > Π <»-»!■· " ' ’ f  <6·39>1=0 (η+2)1

μέ ςθ(-ΐ,ι). Ά ν  τώρα, άπό τή σχέση (6.39), άντι,καταστήσου­
με τό Rn+2(x) στήν (6.38) θά πάρουμε

tΠ
1 n (  ̂(χ-ξ0) Π  (χ - x^).f (5)dx.

(n+2)! -ι i=0
Τό παραπάνω όλοκλήρωμα είναι μία συνεχής συνάρτηση τοϋ ση­
μείου ζ0, πού Εκλέχτηκε αύθαίρετα. Έτσι,, άν θεωρήσουμε δ- 
τι τό σημείο ξ0 μεταβάλλεται συνεχώς καί τείνει σέ κάποιο 
άπό τά σημεία χ.̂ ii = 0(l)n, 6στω στό χ0 θά βροΰμε τελικά 
στό δριο δτι

Ε =- 1η (η+2)! \χ-χ0) Π  (x-xi).f(n+2)(5*)dx, ξ*6 [-1,1].
-ι i=0

Ά π ό  τήν έκφραση (6.40) μπορούμε νά πάρουμε άμέσως άπόλυτα
φράγματα γιά τό σφάλμα άποκοπης Ε . Έτσι άν |f̂ n+2^(x)!< Μ,η '
γιά κάποιο γνωστό Μ, πού θά ίσχύει, άφοϋ έχουμε ύποθέσει 
δτ·, ή f(n+2)(x) εΓναι συνεχής στό κλειστό διάστημα [-ΐ,ΐ], 
εύκολα είναι δυνατό νά λάβουμε, δπως στήν παράγραφο 6.3., 
μιά σχέση άντίστοιχη πρός τήν (6.12), πού, στήν προκείμε­
νη περίπτωση, θά είναι ή άκόλουθη

.1 η
|Ε j < __ΜI η? |(χ - χ .)Π (x-x.)|dx. (6.41)

(η+2)! 1Λ 0 iso 1
Είναι εύνόητο, πώς γιά τίς διάφορες συγκεκριμένες τιμές 
τοϋ η θά βρίσκονται, άπό τήν (6.41), καί διάφορα συγκεκρι­
μένα φράγματα γιά τό άπόλυτο σφάλμα άποκοπης Ε .Π

Ά π ό  όσα γνωρίζουμε ή σχέση (6.40) δέν μπορεί νά ά-
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πλοποιηθεϊ παραπέρα καί νά δώσει έκφράσεις Αντίστοιχες 
ποός τίς (6.17) τής παραγράφου 6.3., παρά μόνο στήν πε­
ρί πτα^η η=0. Γιά τήν περίπτωση αύτή θά δχουμε δτι

1
Ε = - — “■ο 2 An,,*,(χ - χβ) f (ζ5)dx.

-ι
'Επειδή 5Ζ τώρα ή f^(x) είναι συνεχής στό διάστημα 
[ ΐ,ΐ] καί ή συνάρτηση (χ - χ 0 )2 είναι συνεχής καί μή, άρ- 
νητική στό ίδιο διάστημα, έψαρμόζοντας τό θεώρημα τής 
μέσης τιμής τοΰ ‘Ολοκληρωτικού Λογισμού θά £χουμε

(x-x )2dx, ηβ£-1,ΐ],

Λαβαίνοντας ύπόψη δτι χο =0,καί δλοκληρώνοντας βρίσκου­
με τελικά δτι

c<0
Εο = - --- ^  , η€ [-1,1].

6.5.2.4. 3η Π ε ρ ί π τ ω σ η :  ou κ α ί  χ̂  ̂ |i = 0(l)n 
π ρ ο σ δ ι ο ρ ι σ τ έ α .  Ά ρ  ι θ μ η τ ι κ ή  
‘Ο λ ο κ λ ή ρ ω σ η  τ ο Ο  G a u s s

6.5.2.4.1. Γ ε ν ι κ ά
Στήν παρούσα περίπτωση 2η+2 τό πλήθος παράμετροι 

είναι προσδιοριστέες. ‘Απαιτούμε λοιπόν ό τύπος άριθμη-
τικής όλοκληρώσεως (6.25) νά εΓνοιι άκριβής γιά τά πρΰτα

k »στή σειρά 2η+2 βασικά πολυώνυμα χ |k = 0(l)2n+l. ‘Η άπαί-
τησή μας αύτή μας δίνει £να σύστημα 2η+2 έξισώσεων μέ 
2η+2 άγνώστους, ή λύση τοϋ όποιου ( έφόσον ο!. έΕισώσεις 
του ύποτεθοΰν άνεξάρτητες) θά μάς προσδιορίζει τίς τι- 
μές τών 2n-r2 παραμέτρων, πού. θά γ ίνονται φυσικά δεκτές 
άν οί άντίστοιχες τιμές γιά τά x^ |i = 0(l)n ίκανοποιοΟν
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τόν περιορισμό (6.26). Τό σύστημα, πού θά πρέπει νά θεωρή­
σουμε, είναι (άναλυτικά γραμμένο) τό άκόλουθο

α ο + α ι + . . . + αη = 2

α 0Χ0 + α! Χ1 + , . . + α :< η η = 0

0 nXn 0 0 + . . . + α χ2 η η
2
3

2Τ1+1
α 0Χο + α ιχΓ + . . , + α χ 2Ώ+1 η η = 0

Ά ν  κατορθώσουμε καί έπιλύσουμε τό παραπάνω σύστημα (6.42) 
καί βροϋμε λύση ή λύσεις, πού νά ικανοποιούν τούς περιο­
ρισμούς πού άναφέραμε προηγουμένως, τότε θά έχουμε βρει 
καί μία άντίστοιχη κατηγορία τύπων άριθμητικής όλοκληρώ- 
σεως (6.25), πού είναι γνωστοί σάν τύποι τοΟ Gauss. 01 τύ­
ποι άριθμητικής δλοκληρώσεως τοΟ Gauss θά είναι προ<ρανώς 
άκριβεΐς γιό, πολυώνυμα μέχρι ηαί βαθμοϋ 2η+ΐ τουλάχιστον. 
‘Η έπίλυση τοϋ συστήματος (6.42) πετυχαίνεται έμμεσα, δ­
πως θά δοϋμε στήν έπόμενη παράγραφο, μέ τή βοήθεια τών πο­
λυωνύμων τοϋ Legendre. Γι'αύτό καί ή άντίστοιχη άριθμητι- 
κή όλοκλήρωση είναι γνωστή σάν άριθμητική όλοκλήρωση τών 
Gauss - Legendre.

6.5.2.4.2. Ά ρ ι θ μ η τ ι κ ή  ‘Ο λ ο κ λ ή ρ ω σ η  τ ώ ν  
G a u s s  - L e g e n d r e

* Η βασική ίδέα πάνω στήν όποία στηρίζεται ή έμμεση
εύρεση τής λύσης τοϋ συστήματος (6.42) είναι ή άκόλουθη.
Άντί νά άπαιτήσουμε ό τύπος άριθμητικής όλοκληρώσεως
(6.25) νά είναι άκριβής γιά f(x) = χ |k = 0(1)2η+1, άπαιτοΰ -
με, γιά τόν Πδιο τύπο, νά είναι άκριβής γιά f(x)=Q (χ),δ-

Iπου δποιοδήποτε αύθαίρετο πολυώνυμο βαθμοΰ £<;2n+l.
Οί δύο άπαιτήσεις είναι προφανώς ίσοδν'ιναμες. Αύτό δέ για- 
τί, άν ό τύπος (6.25) είναι άκριβής γιά f(x)=x |k=0(l)2n+l,
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τότε, έξαιτίας τής γραμμικής ίδιότητας τοΰ δλοκληρώματος, 
θά είναι άκριβής καί γιά κάθε γραμμικό συνδυασμό αύτΟν,δ­
ίχως είναι τό πολυώνυμο Q̂ (x). 'Αντίστροφα, άν ό (6.25) εί­
ναι άκριβής γιά f(x)=Q^(x), μέ q£(χ), δπως ό^ίστηκε προ­
ηγούμενα, τότε θά είναι άκριβής καί γιά f(x)=xk |k=0(l)2n+l, 
άφοϋ τά τελευταία πολυώνυμα άποτελοΟν μερικές περιπτώσεις 
το 1 αυθαίρετου Q^(x). Έστω τώρα Ρη(χ) τό πολυώνυμο παρεμ­
βολές τοΟ Lagrange, βαθμοΰ τό πολύ η, πού προσεγγίζει τό 
πολυώνυμο Q£(x), μέ σημεία παρεμβολής τά προσδιοριστέα ση­
μεία χ^ |i = 0(l)n. Έξαιτίας τή£ παρεμβολής θά έχουμε (^(χ^
- ρ (χ.) I i = 0(1)η. Επομένως ή διαφορά Q0(x)-p (χ) θά διαι- n ι 1 n χ n
ρεϊται άκριβώς διά τοΰ γινομένου f] (χ-χ.). Έ σ τ ω  Q (χ) τό

i=0 1
μονόσημαντα δρισμένο πηλίκο τής διαιρέσεως (πού μπορεί νά 
είναι καί μηδέν άν £<η) βαθμοΰ n£n τήΰ διαφοράς Q^ix) - ρη(χ) 
διά τοϋ ρ) (χ-χ.). Θά έχουμε 

1 = 0 1
Q^(x) Ξ Pn(x) + ^(χ^ Π (χ-χ.). (6.43)

ϊ=0
'Από τήν άπαίτησή μας, ό τύπος (6.25) νά είναι άκριβής γιά 
£(χ)=ς^(χ) καί άπό τή μορφή (6.43), πού έχει τό (^(χ), παίρ­
νουμε

r1 f1 n n
ρ (x)dx + Q (χ) Π (χ - χ. )dx = I a.Q.(x.) . ' (6.44)I n . m . .  ι  . n ι  κ  ι'-1 •'-l i=0 - i=0

Επειδή τό πολυώνυμο παρεμβολής τοΟ Lagrange έχει τή μορφή
(3.10) καί στή συγκεκριμένη περίπτωση τή μορφή

η
Ρ* (x) = I L . (x )Q . (x . ) ,η i=0 1 * : ... ■

μέ τούς συντελεστές τοΰ Lagrange ΰ(χ) |i = 0(l)n νά δίνονται
άπό τίς έκφράσεις (3.12) ή (3.13) ή (3.16), ή σχέση (6.44) γρά­
φεται
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η ι -, /■' η η
Ί L.(x)dx Q „(:<.) + Q (χ) Π (x-x.)dx= I a.Q.(x.).(6.45)
i = 0 '••Li 1 > li m i=0 1 i=0 1 ■<

Μποροϋμε άμέσως νά παρατηρήσουμε δτι ικανές συνθήκες γιά 
τήν ισχύ της ισότητας (6.45) είναι οί, άκόλουθες 

1 η
Q (χ) Π  (x-x.)dx = 0  (6.46)m . - ι'-ι ι=0

γιά κάθε αυθαίρετο πολυώνυμο Q (χ) βαθμοϋ m<n, δπου τόm *=
αύθαίρετο τοϋ πολυωνύμου Q (χ) είναι συνάρτηση τοϋ αύθαί- 
ρετου τοϋ Qg(x) (δπως φαίνεται άπό τή σχέση (6.43)), καί

,ι
α. = Lj(x)dx |i=0(l)n. (6.47)

-ι
*Η συνθήκη (6.46) Απαιτεί, στήν ούσία, τήν όρθογωνιότητα
τοϋ πολυωνύμου π  (χ-χ.), βαθμοϋ η+1, πρός δλα τά πολυώνυμα 

ί  = 0 1
(^(χ), βαθμοϋ m <η, στό διάστημα [-1»ΐ] · Σύμφωνα, δμως,μέ τό
Θεώρημα 9 τών πολυωνύμων τοϋ Legendre τής παραγράφου 5.2.,
έκτός άπό ένα σταθερό παράγοντα, τό (~) (χ-χ.) πρέπει νά εί-

i=0 1
ναι τό πολυώνυμο ΡΠ+ (χ) τοϋ Legendre, βαθμοϋ η+1. Συνέπεια
τοϋ τελευταίου είναι δτι τά σημεία χ̂  ̂ |i = 0(l)n δέν είναι
παρά οΐ ρίζες τοϋ πολυωνύμου Ρ (χ) τοϋ Legendre, πού δ-η+ι ·
πως είναι γνωστό άπό τό Θεώρημα 10, τής Εδιας παραγράφου
5.2., είναι πραγματικές, διακεκριμένες καί άνήκουν στό διά­
στημα (-1,1). Άφοϋ προσδιορίστηκαν μέ τόν τρόπο αύτόν τά 
σημεία xi |i=o(l)n , ot συντελεστές cu |i = 0(l)n είναι εϋκο- 
λο νά βρεθοϋν τώρα άπό τίς σχέσεις (6.47) καί έτσι νά ισχύ­
ουν καί οί δύο ικανές συνθήκες ώστε μέ τή σειρά της νά ι­
σχύει καί ή ισότητα (6.45), πού άπαιτεΐται γιά τή λύση τοϋ 
προβλήματος.

Στή συνέχεια βρίσκουμε τούς τύπους άριθμητικής όλοκλη­
ρώσεως τών Gauss - Legendre στίο συγκεκριμένες περιπτώσεις
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η=0,1 καί 2.
Γιά η = ο έχουμε γιά τό πολυώνυμο τοΟ Legendre ρη+1(χ) =
= Pj(x) =χ, μέ ρίζα χ0 =0. Γιά τόν προσδιορισμό τοΟ συντελε­
στή α„ έχουμε άπό τήν (6.47) δτι

rl (-1
dx = 2,

-1  -1

%  = I M x)dx =

ά^ου (ρυ.πκΓ L (χ)=ι, άπό τήν άντίστοιχη σχέση (3.10).‘Επο-
μένω.; 6 τύτιος τών Gauss - Legendre γιά n = 0 θά εΕναι 

,ι
f(x)dx « 2f (0).

-ι
1 /ΓΓιά n = 1 £χουμε Ρ (χ) = Ρ (χ) = ̂ {3χ2 - 1), μέ ρίζες χ =— r-

/3 η+ι
καί Xj = ~  . Γιά τούς συντελεστές α0 καί cij παίρνουμε δια­
δοχικά, άντικαθιστώντας στίς C6.47)

α = ο
ι
Lfl (x)dx =

-ι

ι
X‘X-i-dx= 1X ft“X.

y-.j o * Χθ'Χ1
X“ ' XjX

1 _2x
x«"x,■1 o 1

και

. = f i
1 L  1

(x)dx x-x0 χ--- dx = ----
V xo Xi"X0 T  "xox

-2x0
X, -x = 1.1 Λο

Συνεπώς γιά η = 1, δ τύπος τών Gauss - Legendre είναι 6 άκό­
λουθο ς

Λ  Άf(x)dx * f(- ψ  +f(~).
-ι

Γιά n = ? £χουμε Ρ ., (χ) = Ρ, (χ) = 4 (5χJ - 3χ), μέ ρίζες χβ= - ~ ·—  η+ι 9 ί 5
χ, =0 καί χ. =1 2

Μ . Γιά τούς συντελεστές £χουμε

Li0(x)dx =
-ι

"(χι+χ2) f + χιχ2χ̂

1 (κ-Xj JCx-JLj)
:i H x 0-xj

1 V3 +2x jx j

____________  . _____1_____ _rx3_
(x0rx,)(x0-x2) X ' (x0-x, )(x0-x2)l3

-! (xfl-x i)(x0-x2) ‘ 9
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8 . 5αι=9 καί α2 = g *
Άρα, γιά η = 2, ό τύπος τών Gauss - Legendre είναι 

f(x)dx « I f( -— ) +|f (0) +|f (“ ).9 5 9 9 5

Παρατήρηση:
Είναι εύκολο νά διαπιστώσουμε δτι οί δύο πρώτοι, τύ­

που Αριθμητικής όλοκληρώσεως τών Gauss - Legendre γιά n = 0 
καί 1 συμπίπτουν άπολύτως μέ τούς Αντίστοιχους τύπους Α­
ριθμητικής όλοκληρώσεως τού Chebyshev τής παραγράφου
6.5.2.3,2..

6.5.2,4.3. Σ φ ά λ μ α  ά π ο κ ο π ή ς  σ τ ή ν  Α ρ ι θ μ η ­
τ ι κ ή  ό λ ο  π λ ή ρ ω σ η  τ ώ ν  G a u s s -  
- L e g e n d r e

‘Ο τρόπος έργασίας γιά τήν εύρεση έκφράσεως γιά τό 
σφΑλμα άποκοπής στήν άριθμητική όλοκλήρωση τών Gauss - Le­
gendre Ακολουθεί, τουλάχιστον στήν Αρχή του, τΑ βήματαγιά 
τήν εύρεση τής Αντίστοιχης έκφράσεως στήν όλοκλήρωση τού 
Chebyshev τής παραγράφου 6.5.2.3.3.. Έτσι άν συμβολίσουμε 
μέ Εη τό ύπόψη σφάλμα άποκοπής θά έχουμε Από τόν τύπο (6.25) 
δτι

η <·ι

καί μέ άνάλογους τρόπους βρίσκουμε

Εη = ~ι=0
f(x)dx.
ι

Έ σ τ ω  τώρα p2n+i(x) τό πολυώνυμο παρεμβολής βαθμού τό πολύ
2η + 1, πού προσεγγίζει τή συνάρτηση f(x) καί χρησιμοποιεί
σάν σημεία παρεμβολής τά x. |i = 0(i)n, πού είναι ρίζες τού
πολυωνύμου Ρ (χ) τού Legendre καί τά αύθαίρετα σημεία ξ.n+i j
]j=0(l)n τέτοια ώστε ξ.^χ. |i,j=0(l)n καί [-1,ΐ]9ζ. fj=o(i)n.3 5* 3
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"Αν μέ R (χ) κληθεί ή άντίστοιχη διόρθωση γιά τήν παρεμ-
2 Π + 2

βολή θά £χουμε .

f(x) = p2n+1(x )+ ^ n +2(x )*

δπότε άντικαθιστώντας στήν έκφραση τοΟ σφάλματος άποκοπής
λαβαίνουμε

ΕΤί
n η {1
7 α . ρ  (x.)+ Τ c . R  (x.)-lp (x)dx 
1=0 1 2η+1 1 1=0 2n+i '-1 2n+I

- [ R (x)dx.
J.i 2 n + 2

'Επειδή δ τύπος άριθμητικής δλοκληρώσεως τών Gauss -Legen­
dre είναι άκριβής γιά πολυώνυμα βαθμοΟ μέχρι καί 2η+1 του­
λάχιστον θά £χουμε

/ΐ η
ρ (x)dx = J α.ρ (χ.).

2Γ.+ » i  = Q 1 2Π+1 1

*Επί πλέον γιά τή διόρθωση R (χ) στά σημεία παρεμβολής
2Π+2xi |i = 0(l)n, θά ίσχύει προφανώς δτι·

R (χ.) = 0 ji = 0(l)n.
2Π + 2 ι

Λαβαίνοντας ύπόφη τίς δύο παραπάνω διαπιστώσεις καί άντικα- 
θιστώντας στήν έκφραση γιά τό σφάλμα άποκοπής παίρνουμε

rl
Ε = - η R (x)dx. 

J-\ 2η+2
Ά ν  τώρα υποθέσουμε δτι η συνάρτηση f(x) εΓναι τέτοια ώστε 
f(x) e c2n+2( [-ΐ,ΐ]), τότε μέ &άστι τόν τύπο (3.19), ή διόρθωση 
R (χ), θά δίνεται άπό τήν παρακάτω έκφραση

2Π + 2

η  Γ,_________ 1 f(2,u,)(i)
C2n+2)!

n Γ Ί
R (χ) = Π ί(χ-χ.)(χ-ξ.) 2n+2 i=0L 1 1 J



μέ ξ β (-1,1). Έτσι. έχουμε τώρα γιά τό σφάλμα άποκοπής Εη&TL

Ε ------ ---  ί Π  [(χ-χ.)(; ζ. )]f(2n+z)(S)dx.
η (2η+2)Ι iso 1

Τό δλοκλήρωμα στήν παραπάνω έκφραση άποτελεϊ μία συνεχή 
συνάρτηση τών σημείων ξ. ji=0(l)n, πού έκλέχτηκαν αύθαίρε- 
τα. Έτσι άν ύποθέσουμε δτι τά σημεία ζ. μεταβάλλονται συ­
νεχώς καί κατά τέτοιο τρόπο ώστε ^  ►̂x. |i = 0(l)n, τότε ο­
ριακά θά έχουμε

Ε = [‘[ Π  (χ-χ .)]2 f(2n+2)(e*)dx, ξ* 6 [-1,1] .
(2n+2)L li i=0

n
'Επειδή ή συνάρτηση [Π(χ-χ.)]2 είναι συνεχής καί μή άρνη-

ι**0 ^
τική ένώ ή f^2n+2 (̂x) είναι συνεχής, έφαρμόζουμε τό Θεώρημα 
μέσης τιμος του ‘Ολοκληρωτικοϋ ΛογισμοΟ καί λαβαίνουμε

(zn+2) fι η
Ε = - —  η [ [Π (x-x.)]2dx, η 6 [-1,1] . (6.48)

15 -’-ι i=0 1( 2 η + 2 ) !

Παρατηρούμε τώρα δτι στήν παραπάνω έκφραση <6.48) τό πολυ­
ώνυμο f] (χ-χ.), πού έχει τίς Εδιες ρίζες μέ τό πολυώνυμο

i = 0
?n+1 (χ) τοϋ Legendre, έχει συντελεστή μεγιστοβάθμιου όρου 
τή μονάδα ένώ τό pn+1(x)r άπό τό Θεώρημα 2 τών πολυωνύμων 
τοϋ Legendre τής παραγράφου 5.2., έχει άντίστοιχο συντελε-

/ Λ» ,Λ \ 1
στή — — --  . ‘Επομένως θά ισχύει ή σχέση

2 [(η+1) ί] 2

Α  /  \  2 η + 1 [ ( η + 1 ) ! ] 2 „  ,  ,Π  (χ-χ,) = -----^— -*■ ρ (*> ·ί=0 Un+2)! η+1
Μέ βάση τήν παραπάνω σχέση ή (6.48) γίνεται
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(*η+2) ,_ Ν r οπ+1Γ^αι μ 12 Π2Γ1.(n+D.J . I p* + j ( x )dxj ηβ [ - ! , ι ] ,
(2η+2)I (2η+2)I JJ-,

'Επειδή δμως τώρα, άπό τό Θεώρημα 7 τών πολιονύμων τοΟ 
Legendre τής παραγράφου 5.2., ή τιμή τοΟ δλοκληρώματος
(1 2, F2 (x)dx είναι γνωστή καί Εση μέ ■■■,■, ή έκφραση γιά) * +■ 1 ζΠτΟ'“1

τώ c,xiA-..u άποκοπής γίνετα:. τελικά

1 _  ί  2 " * · [ ( ■ , » ) ; ] =  ] V » « ) ( n ) ,  n e r - 1 , 1 ] ,

+3): L (2n+2): J
E = - 
n (2n+3

6.5.2.4.4. Ά ρ ι θ μ η τ ι κ ή  ‘Ο λ ο κ λ ή ρ ω σ η  τ ώ ν  
G a u s s - C h e b y s h e v

Ό  βασικός τύπος, πού άποτελεΐ τό ξεκίνημα γιά τήν 
άριθμητική όλοκλήρωση τών Gauss-Chebyshev, πού θά περι­
γράφουμε στήν παρούσα παράγραφο, είναι μία παραλλαγή τοϋ 
τύπου άριθμητικής δλοκληρώσεως (6.25). Συγκεκριμένα είναι 
δ άκόλουθος

; f(x)dx *
i=0

-ί/ n(1-χ2) /2 f(x)dx « I cufU.), (6.49)

- Vδπου (1-χ2) 2 μία συνάρτηση βάρους. Είναι προφανές δτι
οΐ παράμετροι καί xi |i = 0(l)n είναι προσδ ι op ι στ έες, δ­
πως άκριβώς καί στή βασική περίπτωση τής δλοκληρώσεως τοΟ 
Causs, πού περιγράφαμε στήν παράγραφο 6.5.2.4.1.. Τύποι ά­
ριθμητικής δλοκληρώσεως τοϋ Gauss τής μορφής (6.49) είναι 
χρήσιμοι στήν πράΕη. Αύτό γιατί, “να δλοκλήρωμα τής μορ-

ri -V,Φής I g(x)dx θεωρούμενο μέ τή νέα μορφή 
,1/,

(1-χ ) f(x)dx,-ι
δπου f(x) = (1-χ2) 2 g(x), είναι βυνατόν νά 6ίνει μία συνάρτηση f(x) 
άπλούστερη άπό τήν άρχική g(x) καί έπομένως δ τύπος τών Gauss-
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Chebyshev νά άπαιτεΐ λιγότερους υπολογισμούς άπό τόν Αντίστοι­
χο των Gauss - Legendre. Ά π ό  τό άλλο δέ μέρος δ τύπος των 
Gauss γ· Chebyshev συμβαίνει νά είναι άπλούστερος άπό 'έκει^ν 
των Gauss -Legendre τόσο ώς πρός τούς συντελεστές α. ji=X
= 0(1)ι, ΰσο καί ώς πρός τά σημεία x |i = 0(l)n, ένώ είναι της 
ίδιας Ακρίβειας, όπως θά δοΟμε στή συνέχεια. Οι τύποι άοιθ- 
μητικής δλοκληρώσεως (6.49) μέ cu καί χ. ji = 0(i)n προσδιορι- 
στέα όνομάζονται τύποι των Gauss -Chebyshev, γιατί στην προ- 
κεί-μενη περίπτωση εισχωρούν τά πολυώνυμα τοϋ Chebyshev, πού 
μελετήσαμε στό προηγούμενο Κεφάλαιο.

Γιά τόν προσδιορισμό των 2τ\+2 παραμέτρων Ακολουθούμε 
τό ίδιο σκεπτικό, πού Ακολουθήσαμε στήν παράγραφο 6.5.2.4.2., 
δταν μελετήσαμε τήν Αριθμητική δλοκλήρωση των Gauss - Legen­
dre. Μιά καί Αφετηρία γιά τήν Αριθμητική δλοκλήρωση τών 
Gauss - Legendre ΑποτελοΟσε δ τύπος Αριθμητικές δλοκληρώσεως
(6.25), ένώ στήν προκείμενη π;-.σίπτωση άποτελεϋ δ τύπος (6.49), 
πού δπως είναι φανερό διαφέρει άπό τόν (6.25) μόνο ώς πρός 
τή συνάρτηση βάρους (1-χ2) ^, δδηγούμαστε στό συμπέρασμα δ- 
τι άκολουθώντας τό ίδιο σκεπτικό μοιραία θά βρίσκουμε καί τά
[δια ένδιάμεσα άποτελέσματα, μέ τή μόνη προφανή διαφορά τήν

_ 1/

παρουσία τής συναρτήσεως βάρους (1-χ2)~ 2 σέ δλους τούς Αντί­
στοιχους τύπους, πού θά περιέχουν δλοκληρώματα, "Ετσι ή ά- 
παίτηση ίκανοποιήσεως των συνθηκών (6.46) καί (6.47) τής παρα­
γράφου 6.5.2.4.2., στίς δποϊες είχαμε καταλήξει τότε, θά ά- 
ντιστοιχεΐ στήν προκείμενη περίπτωση μέ τήν Ικανοποίηση των 
συνθηκών

Λ -1/ η (1 -X2)” 20 (;:) Π (x-x.)dx = 0 (6.50)
-ι i=0 1

γιά κάθε αύθαίρετο πολυώνυμο ο (κ), βαθμοΟ m<n καίm "
’1 1/

ai = (1-χ2) /2L.(x)dx Iχ - 0(l)n. (6.51)
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Γιά τήν Ικανοποίηση τής συνθήκης (6.50), καί μέ βάση τό θε­
ώρημα 7 των πολυωνύμων τοϋ Chebyshev τί\ς παραγράφου 5.3.,
έχουμε δτι έκτός άπό ένα σταθερό παράγοντα, τό πολυώνυμο 
η
Π  (χ-χ.) είναι, τό πολυώνυμο Τη+ (χ) τοϋ Cht.oyshev καί έ- 
i-0 1 

πομένως τά σημεία χ^ {i = 0(l)n θά είναι οι ρίζες τοΟ Τη+1(χ)·
Λ 'ιτύς δίνονται άναλυτικά άπό τό Θεώρημα 8 των πολυωνύμων
τοϋ Chcbyt.l-.ev καί είναι πραγματικές, διακεκριμένες καί ά-
νήκουν στό διάστημα (-1,1). Οι άντίστοιχες άναλυτικές έκ-
ΦΡάσεις (5.35) θά είναι τώρα ot

(2i+l)n I . .χ. = - cos 2(n+l) !i-0(l)n,

δπου δώσαμε μιά διαφορετική ίσοδύναμη έκφραση στίς ρίζες 
αύτές έτσι ώστε νά έχουμε χ^ <χ +̂1 U  = 0(l)n-l, δπως άπαιτεΐ 
ό περιορισμός (6.26). ΆφοΟ προσδιοριστοΟν τά χ^ |i = 0(l)n, 
άπό τίς παραπάνω σχέσεις, μποροΟμε τώρα νά προσδιορίσουμε 
τούς συντελεστές |i = 0(l)n άπό τίς (6.51). Είναι δυνατό 
νά άποδειχτει μέ μία σειρά λημμάτων καί θεωρημάτων, ή πα­
ράθεση καί μόνο των όποίων θά ήταν §2ω άπό τό σκοπό τοΟ 
παρόντος βιβλίου, δτι ή τελική έκφραση, πού δίνει τούς συ­
ντελεστές αί |i = 0(1)n , είναι άνεζάρτητη τοΟ δείκτη ί,πράγ­
μα, πού σημαίνει δτι δλοι οΐ συντελεστές είναι ίσοι μετα­
ξύ τους. Συγκεκριμένα μτιορεΓ νά βρεθεί δτι

" ' I t  = 0 (1 ) » '

καί έπομένως οί τύποι άριθμητικής όλοκληρώσεως των Gauss-
- Chebyshev παίρνουν τήν παρακάτω άπλή γενική μορςοή.

(1-χ2) ^ f(x)dx « .-i- I f
.. n+1 i=o.

(2i+l)n
'COS “ΊΚη+ΐΤ

Στή συνέχεια βρίσκουμε τούς πρώτους στή σειρά τύπους 
άριθμητικής όλοκληρώσεως των Gauss - Chebyshev γιά π=0,1
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καί 2.
Γιά η = Ο έχουμε = - c o s  -■2i*1^1t ji = 0(1)0, δηλαδή, χ0 = 0,
καί έπομένως 1

1 _ν(1-χ2) 2 f(x)dx »nf(0).
-'-1

Γιά n = 1 έχουμε x. = - cos ̂ ■2^+·1·̂ π ii = 0(1)1, δηλαδή χ„ = - ,
/ϊ , - 1 *+ 0 2  χχ =-y και συνεπώς

(1-χζ) ^ f(x)dx «■ ·ί· [f(- — ■) + f (-y)] .
Ιι

Τέλος γιά η = 2 βρίζουμε δτι χ. = - c o s  [ΐ = 0(1)2, πού
/3 1 /3 6 ■δίνει χ0 = - -y , Xj = 0 καί χ2 = -γ . ‘Επομένως

(1-χ2)'1/ζ f(x)dx»| [f( - φ  tf(0) +f(~)].
-u

6.5.2.4.5. Σ φ ά λ μ α  ά π ο κ ο π ί  ς σ τ ή ν  ά ρ ι θ μ η -  
τ ι κ ή  ό λ ο κ λ ή ρ ω σ η  τ ω ν  G a u s s -  
- C h e b y s h e v

Ή  θεωρία, πού πρέπει νά άναπτυχτεϊ στήν παρούσα πε­
ρίπτωση, εϋναι άκριβως ή [δια μέ τήν άντίστοιχη, πού άνα- 
πτύχτηκε στήν παράγραφο 6.5.2.4.3.. Στήν περίπτωση δηλαδή 
τής εύρέσεως έκφράσεως γιά τό σφάλμα άποκοπής στήν άριθμη- 
τική όλοκλήρωση των Gauss - Legendre. *Η μόνη διαφορά φυ­
σικά θά είναι τό γεγονός δτι δ τύπος άριθμητικής δλοκληρώ- 
σεως, πού μάς ένδιαφέρει, είναι ό (6.49) καί όχι ό (6.25) 
καί άκόμη δτι τά σημε~α χ^ |i=0(l)n εΕναι, στήν προκείμενη 
περίπτωση, οι ρίζες τοΟ πολυωνύμου Τ ^,(χ) τοΟ Chebyshev.ΠτΙ
‘Επομένως άν άκολουθήσουμε τό Εδιο σκεπτικό, καί συνεπωςτά 
ίδια βασικά βήματα, δπως καί στήν παράγραφο 6.5.2.4.3., εϋ­
ναι εΟκσλο νά διαπιστώσουμε δτι, θά καταλήΕουμε σέ μία έκ­
φραση γιά τό σφάλμα άποκοπής Εη Ίντίστοιχη πρός τήν (6.48),
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τιού θά είναι, ή άκόλουθπ

π
(1-χ2)_/2[ Π (x-x.)]2dx, η e [-1,1] ·

(2n+2) 1 = 0
• n

Τώρα μπορούμε νά παρατηρήσουμε δτι τό πολυώνυμο Π (χ-χ·̂ ) 
διαφέρει άπό τό πολυώνυμο Tn+j(x) τοΟ Chebyshev, 1 0 σύμ­
φωνα μά τό θεώρημα 3 τών πολυωνύμων τοΟ Chebyshev, κατά
ιόν παί ^οντα 2η. ‘Επομένως £χουμε δτι

(2D + 2) /-I !■
Ε = - — ------ —  (1-χ2)~ 2 Τ2 ('x)dx, ηβ[-1,ΐ] .
n 2Zn. (2nt2)!-Lj

Επειδή δέ, σύμφωνα μέ τό 6εώρημα 6 τών πολυωνύμων τοΟ 
Chebyshev, τό δλοκλήρωμα στήν δκφραση τοϋ σφάλματος άπο- 
κοπης είναι ίσο μέ ·| , άντι.καθιστώντας βρίσκουμε τελικά 
ΰτι

n 2 2Π+1.{2n+2)!
f(2n+2)(n), n e [-1,1] .

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

1. Νά βρεθεί ό κλειστός τύπος Αριθμητικής όλοκληρώ-
σεως τών Newton - Cotes γιά n = *t.
(* Απ. *f(x)dx * II (7f0+32f1+12fJ+32fj+7fu) .

2. * Εφαρμόζοντας έπαναληπτικά τούς κανόνες τοΟ τρα­
πεζίου, τοΟ ι/3 τοϋ Simpson κα,ί τών %  νά βρεθεΕ ή τι­
μή τοΟ δλοκληρώματος ( (l+x^dx μ£ άκρίβεια δύο δ.ψ. Σέ
κάθε περίπτωση νά δοθεΕ0 ό άπαιτούμενος άριθμός έπανα- 
λήψεων καθώς καί τΰ Αντίστοιχό σφάλμα. (Άπ. (6.20,7,0), 
(6.20,3,0), (6.20,2,0)).



Γιά τήν εύρεση τοΟ δλοκληρώματος 1.2x2dx μέ άκρί-Π

βεια πέντε δ.ψ. πρόκειται νά έφαρμοστεϋ°δ γενικεμένος 
κανόνας τοΟ τραπεζίου μία καί μόνο <οορά. Πόσο πρέπει.<νά 
έκλεγει τό 0Αμα δλοκληρώσεως h; (Άπ. 0.005).

Ά ν  ύποτεθεΐ δτι τό βίϊμα πινακοποιήσεως μιας συναρ- 
τήσεως f(x) μπορεί πάντοτε νά δίνεται ακριβώς, ένώ οί τι­
μές της στρογγυλεμένες σέ % δ.ψ. νά βρεθεϋ τόμέγιστοά- 
πόλυτο σφάλμα, πού όφείλεται στά σφάλματα στρογγυλεύσεως 
καί μόνο των τιμών τί}ς συναρτήσεως, κατά τήν έφαρμογή 
τών γενικεμένων κανόνων του τραπεζίου, τοΟ τοϋ Sim­
pson καί τών %  γι,ά τήν εύρεση τοΟ δλοκληρώματος [ f(x)dx,

J aχρησιμοποιώντας k, 2k καί 3k ίσα διαστήματα άντίστοιχα.
( Άπ. 0.5(b-a)10_Jl, O.Sib-aJlO-*, 0.5(b-a)10~£ δηλαδή τό ίδιο).

. Χρησιμοποιώντας τούς τύπους (6.17) νά βρεθοΟν τά 
σφάλματα άποκοπής στίς ""ριπτώσεις τοΟ κανόνα τών 3/β καί 
τοΟ τύπου τοΟ Milne. (Άπ. -̂ · h5f^(n), η € [χ0 ,χ3] καί 
- ~ h 5f(“* ̂Cri), η6[χ_ι5χ3]).

Νά βρεθεί μέ δποιοδήποτε τρόπο ό τύπος άριθμητικης 
δλοκληρώσεως

fxi hf(:;)dx~^ (9f„+19fj-5f2+f3)>
x°

δπου x. =x„+ih καί f(x.)=f. Ii = 0(1)3.

Χρησιμοποιώντας συμβολικές μεθόδους νά άποδειχτεΐ 
δ τύπος άριθμητικής δλοκληρώσεως
Χ° f(x)dx = h(f0- Δ2Γ0 -f Δ**ί0 + ...).
x0-h

Νά προσδιοριστοΟν ot συντελεστές α0,α, καί ο 2 στδν
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προσεγγιστικό τύπο
fh , f(x)dx « h[a0f0 + aj(f_ +fj)+a2(f_^+f2)J ,
-h

δπου f ^ f d h )  |i = -2(1)2, έτσι ώστε αύτός νά είναι δ- 
σο τό δυνατό :π 6 άκριβής. (Άπ. 114/90, 34/90, -1/90).

9 Νά προσδιοριστούν οί συντελεστές a0,alta2 καί α3
σ ('ν παρακάτω προσεγγ ιστ ικό τύπο άριθμητικής όλοκλη- 
ρώσεως ί,χοι ώστε αύτός νά είναι δσο τό δυνατό πιό ά-
κρ·. βής 

(Χ1
f ( x ) d x  «  h ( a 0f 0 + a j f j )  +  h 2 ( a 2f 0'+a3f{ ) ,

x oόπου h = xj-x0 καί ^  = ί(χ^), |i = 0,l.
(Άπ. 1 / 2 , 1/2, 1/12, -1/12).

10. Νά προσδιοριστούν ol συντελεστές α,&,γ, σάν συ­
ναρτήσεις τοΟ δ, στόν παρακάτω τύπο ^οιθμητικής δλο- 
κληρώσεως

[ f ( x ) d x  «  a f ( - l )  +  β ί ( δ )  1 )

Μ
£τσι ώστε αύτός νά είναι δσο τό δυνατό πιό άκριβής/
δταν δβ(-1,1). ΙΤοιός γνωστός τύπος μπορεί νά βρεθεί
γιά κατάλληλη τιμή τοΟ δ καί ποιά είναι ή τιμή αύτή; 
(Άπ. (1+3δ)/3(1+δ), 4/3(1-δ2), (1-36)/3(1-6), Γιά 6 = 0 δ
κανόνας τού V3 τοϋ Simpson) .

11. Νά προσδιοριστούν τά "σημεία χ0 καί Xj έίτσι ώστε
δ τύπος άριθμητικής όλοκληρώσεως ,ι ‘

f ( x ) d x  «  l/2 f  ( χ 0 )  +  V j f { X j  )

J-1
νά είναι δσο τό δυνατό πιό άκριβής. Γιά πολυώνυμα μέ­
χρι καί ποιού βαθμού θά είναι αύτός άκριβής;
(Άπ. -1, V3 ή 1, -y4, 2°υ).



12. Nd δειχτεί, μέ δποιοδήποτε τρόπο, δ τύπος Αριθμη­
τικής δλοκληρώσεως

ι
f(x)dx « f(-V2) +f(‘/2)ι

καί νά βρεθεί γιά πολυώνυμα μέχρι ποιου βαθμοϋ είναι ά~ 
κριβής. (Άπ. ίου).

13. Νά άποδειχτεϋ δτι ατούς τύπους Αριθμητικής δλοκλη­
ρώσεως

ι π
f(x)dx » \ α,f(x.),

'-ι i=0
δπου τά κ. |i = 0(l)n είναι γνωστά καί ικανοποιούν τίς
σχέσεις -1 < χ. <χ, < ... <χ < 1, τά δέ α. Iχ = o(l)n προσδιο- ~ υ 1 η = ι. 1
ριστέα οι συντελεστές |i=0(l)n μποροΟν νά προκύψουν 
Από τίς έχφράσεις

t)dx i i = 0(l)nfα. = |^.(χ)
μέ L^(x) ji = o(l)n τούς συντελεστές τοϋ Lagrange στό πο­
λυώνυμο παρεμβολές

ρ (χ) = I L.(x)f(χ.) 
i=0

τής συναρτήσεως f(x) μέ σημεία παρεμβολές τά χ. ji=0(l)n, 
δταν ot τιμές f(x^) |i=0(l)n είναι γνωστές.

14. Νά βρεθεί ό τύπος Αριθμητικής δλοκληρώσεως τοΟ
Chebyshev γιά η=3.

1

5+>/30 1 | .[ ,/ 5- /jo 
15 J Γ  1/ 15 + f '1/5- /3 0  

15 + f S + y'SO
15

15. Νά έφαρμοστεΐ: δ τύπος Αριθμητικής δλοκληρώσεως τοΟ
Chebyshev μέ δύο σημεΓα

■'-ι



γι,ά τήν εύρεση τοϋ δλοκληρώματος x2dx. Είναι τό Α­
ποτέλεσμα άκριβές ή δχι καί γιατί;2 
{'Art. 19/3, ,εΕναι άκριβές).

Γιά τήν τΟρεση τοϋ δλοκληρώματος j f(x)dx πρό­
κειται νά χρησιμοποιηθεί δ τύπος Αριθμητικής δλοκλη-
ρώσεως τοϋ Chebyshev μέ δύο σημεία τής προηγούμενης 
οσκτ,σ^ος 15. Γιά ποιές τιμές τοΟ χ θά πρέπει νά εΓ- 
να ι γνωστή ή συνάρτηση f(x);

Νά ύπολογιστεΐ τό δλοκλήρωμα

μέ τή μέθοδο τών Gauss - Legendre γιά n = l.
(Άπ. 3/2 ).

Νά βρεθεί τό έλάχιστο άπόλυτο φράγμα γιά τό σφάλ­
μα άποκοπής στήν περίπτωση έφαρμογής τοΟ τύπου άριθμη-τ 
tLwfic δλοκληρώσεως τών Gauss - Legendre μέ η=3 γιά τήν

( Ά π .  ν α ι ) .

Νά έφαρμοστε£ δ τύπος άριθμητικής δλοκληρώσεως

ι (2+χ)
( Ά π .  128/1225 ).

Νά δειχτεϋ μέ τή μέθοδο τής άριθμητικής δλοκληρώ­
σεως τών Gauss - Chebyshev γιά n = l δτι (l-x2) 2x2dx»·^.
Etvai τό άποτέλεσμα αύτό άκριβές ή δχι καί γιατί;

τών Gauss - Chebyshev μέ n = l γιά τήν εύρεση τής τιμής
(2τοΟ δλοκληρώματος x2dx. ('Ait. 2/2 it).
2
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21.

22.

Νά βρεθεΕ τό έλάχιστο Απόλυτο Φράγμα γιά τό σφάλ­
μα Αποκοπές στήν περίπτωση έψαρμογής τοΟ τύπου άοιθμη-
Tixf5c όλοκληρώσεως των Gauss - Chebyshev μέ n = 3 γιά'τήν\ jj.εΰρεση τοΟ όλοκληρώματος j ------  - · ('Απ. π/128 ).

J0 (2t+l)/t=t*

Νά δοθοΟν οί συγκεκριμένες έκφράσεις γιά τό σφάλ­
μα άποκοπτής στήν περίπτωση έφαρμογής των τύπων άριθμη- 
τικ^ς όλοκληρώσεως των Gauss - Legendre xaC Gauss - Che­
byshev γιά n=0,l καί 2.
(Άπ. -l/,f(2)(n) και! ~ f (2)(n), καί

"  192 f  “ 15750 f  ^  Mal" “ 230*10 f  Cn) »n 6 [ - l , l j )  .



7. Α Ρ Ι Θ Μ Η Τ Ι Κ Η  Ε Π Ι Λ Υ Σ Η  Ε Ξ Ι Σ Ρ Σ Ε Π Ν

7.1. Γ ε ν ι κ ά
Στό παρόν Κεφάλαιο θά Ασχοληθούμε μέ τήν άριθμητική 

εύρεση μι&ς όποιασδήποτε πραγματικής, άπλής (ή τό πολύ πε- 
ρ»ττης πολλαπλότητας) ρίζας X τής έξισώσεως τής παρακάτω 
γενικής μορφής

f(x; =0, (7.1)
όπου f(χ) μία συνεχής συνάρτηση μέ πραγματικούς συντελε - 
στές. Γιά τήν έφαρμογή μιας Αριθμητικής μεθόδου, γιά τήν 
εύρεση τής ρίζας ζ, είναι άπαραίτητος £νας προηγούμενος έ- 
ντοπισμός της. Μέ άλλα λόγια, γιά νά άρχίσουμε νά έφαρμό- 
ζουμε τήν δποιαδήποτε Αριθμητική μέθοδο θά πρέπει νά ξέ­
ρουμε ένα διάστημα I, στό έσωτερικό τοΟ όποιου νά βρίσκε­
ται μόνο ή ρίζα ζ τής έΕισώσεως, πού u&£ ένδιαφέρει καί κα­
μιά άλλη. 'Η εύρεση τοϋ διαστήματος αύτοϋ μπορεί νΑ γίνει 
μέ Αναλυτικές ή γραφικές μεθόδους.

'Από τις Αναλυτικές μεθόδους Αναφέρουμε τήν Ακόλουθη. 
"Αν f(a)f( β) < 0 (α < β) καί ή συνάρτηση f(x) έκτός άπό συνε­
χής είναι καί γνήσια μονότονη στό διάστημα I = [a,β] , τότε εί­
ναι γνωστό άπό τήν 'Ανάλυση ότι θά ύπάρχει μία καί μόνο ρί­
ζα ζ, περιττής πολλαπλότητας, τής έξισώσεως (7.1), τέτοια 
ώστε ζ6(α,β). 'Ετσι τό διάστημα I άποτελεΓ £να διάστηυα t- 
ντοπισμοϋ τής ρίζας. ,

‘Από τις γραφικές μεθόδους Αναφέρουμε τις Ακόλουθες
δύο:

α) Παρασταίνουμε γραψικΑ τή συνάρτηση y = f(x). Τότε oL 
τετμημένες τών σημείων τομής τής καμπύλης y = f(x) μέ τόν 
ά£ονα τωυ χ(ν=0),άν υπάρξουν, δίνουν τις πραγματικές ρίζες 
τής 6|ισώσεως (7.1) (Σχήμα 1), δπότε εύκολα μπορεί νΑ βρε­
θεί διάστημα I, πού νΑ περιέχει μία ρίζα ζ.



β) “Αν ή συνάρτηση f(x) εΓναι σχετικά πολύπλοκης μορ­
φής καί μπορεί νά γραφτεί σάν διαφορά δύο άπλούστερων συ­
νεχών συναρτήσεων ?;(χ) καί f2(x) (f(x) Ξ ί ^ χ )  - f z(x)), υό-
τε παρασταίνουμε γραφικά τίς συ αρτήσεις y = f,(x) καί y = 
=f2(x), όπότε οι τετμημένες των σημείων τομής των δύο κα­
μπύλων, άν υπάρχουν, θά δίνουν τίς πραγματικές ρίζες τής 
έζισώσεως (7,1) (Σχήμα 2). Έτσι, καί στήν περίπτωση αύτή, 
μπσρεϊ εύκολα νά βρεθεί άντίστοιχο διάστημα I.

”Οταν βρεθεΕ £να διάστημα έντοπισμου I τής ρίζας ζ, 
τής έΕισώσεως (7.i)f τότε παίρνουμε σάν μία πρώτη προσέγγι­
ση χ0 τής άγνωστης ρίζας δνα σημεΓο τοΟ διαστήματος αύτοΟ. 
Μετά έψαρμόζουμε τήν ύπόφη άριθμητική μέθοδο καί βρίσκουμε 
μέ βάση τήν άρχική προσέγγιση χ0 καί τήν έξίσωση (7.1) μία 
νέα προσέγγιση χ2 κ.ο.κ. "Ετσι έφαρμόζοντας τήν άριθμητική 
μέθρδο έπαναληπτικά δημιρυργρϋμε μία άκολουθία {xn>|n=0,l,
2.... ή δποία κάτω άπό όρισμένες πρρϋποθέσεις συγκλίνει στή
ρίζα ξ. Στήν πράξη, ή έργασία των έπαναλήφεων σταματά μό­
λις βρεθούν δύρ διαδρχικές προσεγγίσεις (ή έπαναλήψεις, ό­
πως μπσροΟμε άκόμη νά τίς καλούμε) χ καί χ , πού νά συ-n η+ι
μπίπτουν σέ ένα προκαθορισμένσ πλήθος, έστω k, δ. ή σ.ψ..
“Οταν αύτό συμβεϊ δεχόμαστε τήν τιμή x σάν τήν κατά προσ-η+ι
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έγγιση τιμή τής ρίζας ξ σέ k δ. ή σ.φ., χωρίς αύτό φυσι­
κά νά σημαίνει δτι οΐ άντίστοιχες τιμές συμπίπτουν στά k 
φηφία (της χη+1 καί ζ) .

Γιά νά άπλουστέφουμε τή θεωρία, πού θά Αναπτύξουμε 
στή συνέχεια, θά Αγνοήσουμε τήν παρουσία τών άναπόψευκτων 
σφαλμάτων στρογγυλεύσεως καί θά ύποθέτουμε σιωπηρά δτι δ- 
λ οί. πράξεις μπορούν νά έκτελεστοϋν χρησιμοποιώντας ά­
πειρο πλήθος 5.Φ.. Έτσι προχωροΟμε στήν παρουσίαση καί Α­
νάπτυξη των διάφορων μεθόδων.

7.2. Μ έ θ ο δ ο ς  τ ή ς  δ ι χ ο τ ο μ ή σ ε ω ς  ή Μ έ ­
θ ο δ ο ς  τ ο ϋ  B o l z a n o

7.2.1. Π ε ρ ι γ ρ α φ ή  τ ή ς  μ ε θ ό δ ο υ
*Η μέθοδος, πού θά περιγράφουμε σ* αύτή τήν παράγραφο, 

άποτελεί τήν παλιότερη καί άπλούστερη μέθοδο γιά τήν άριθ- 
μητική έπίλυση έξισώοϊων. Ή  μέθοδος τής διχοτομήσεις συγ­
κλίνει πάντοτε, άλλά πολύ άργά, καί συγχρόνως εϋναι ή μόνη 
μέθοδος γιά τήν όποία ξέρουμε προκαταβολικά μετά άπό πόσες 
έπαναλήψεις πετυχαίνουμε τήν έπιζητούμενη άκρίβεια. Δηλαδή
βρίσκουμε προσέγγιση x , πού συμπίπτει μέ τή ρίζα ζ (καί δ­η
χι μόνο μέ τήν προηγούμενη προσέγγισή της) σ ’δνα προκαθορι­
σμένο πλήθος δ.ψ..

Αρχίζουμε τήν έφαρμογή τής μεθόδου καλώντας μέ Ι0 =
= [α0,$0] άρχικό διάστημα έντοπισμοϋ Ι = [α,β] (α<β), στό 
όποιο βρίσκεται ή μία καί μόνο ρίζα ζ, άπλή (ή γενικότερα 
περιττής πολλαπλότητας) , τής έξισώσεως f(x)=0. Εϋναι φα­
νερό δτι θά έχουμε .f(α„)f(g0) < 0. βεωροϋμε τώρα σάν μία άρ- 
χική ποοσέγγιση χ0 τό μέσο τοϋ διαστήματος Ι0 . Δηλαδή χ„= 
α +Β- -°— - · *Αν έχουμε f(x0) = 0, τότε ξ=χ0, Αλλιώς θέτουμε 

aj=ac καί &!= x0 Αν f(a )f(x ) < 0
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Ά

at =xo καί Sj = 80 άν f(x0)f(B0) < 0.
"Ετσι. δρίζουμε ένα νέο διάστημα έντοπισμοϋ τής
ρίζαΓ,, μέσα στό όποιο έξακολουθεΐ νά βρίσκεται ή ξ. 'Επο­
μένως f(otj )f(Bj) < ο. Επιπρόσθετα, γιά τά άκρα τοΟ νέου δια­
στήματος, σέ σχέση μέ τά παλιά, θά ισχύουν οΐ σχέσεις

8 -α
Μαί 6i“ai=~ ~  ·

Ή  νέα προσέγγιση Xj δρίζεται σάν τό μέσο τοΟ νέου διαστή-
αι+βιματος δηλαδη xt =— -—  κ.ο.κ. Έτσι δημιουργοϋμε, μία

άκολουθία η = ο,ι,2,... κάθε όρος τής όποιας όρίζεται
σάν τό μέσο τοϋ άντίστοιχου διαστήματος I = [α ,β ], δηλαδή α +β n u η nJ
χη =— -—  , δπου τά άκρα καί 6η τοϋ τελευταίου διαστήμα­
τος δρίστηκαν άπό τά άκρα an-l καί &η τοϋ προηγούμενου
I τόν ίδιο άκριβώς τρόπο, πού τά άκρα τοϋ διαστήματος
Ij δρίστηκαν άπό τά άντίστοιχα τοϋ Ι0 , καί μέ τήν προϋπό - 
θεση φυσικά δτι.ί(χ )i<0. Τό τελευταίο τό ύποθέτουμε, για­
τί άλλιως θά εCχaμε ξ=χη_ι καί οΐ έπαναλήψεις θά σταμα- 
τοϋσαν. Επαγωγικά μπορεί νά δειχτεί δτι

V i - V V ^ V »  Καί βη - αη=·^Γ· 1" = 1.2,3,... (7.2)

καί δτι f(an)f(Bn) < 0. “Οπως εΓναι γνωστό άπό τήν ‘Ανάλυση, 
οί δύο άκολουθίες ίο̂ ), {0n> |η = 0,1,2,..., πού περιγράψαμε 
τόν τρόπο παραγωγής τους καί ίκανοποιοϋν τις σχέσεις
(7.2), άποτελοϋν έναν κιβωτισμδ τοϋ Cantor. ‘Ορίζεται συνε­
πώς ένα σημείο ζ* τέτοιο ώστε aR < ζ* < Bn |η = 0,1,2,... καί

lima = lim β = ζ*. (7.3)ϊϊ ηγΐ ->05 J] -V0O
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Έξαιτίας της συνέχειας της συναρτήσεως f(x) καί τρΟ γε­
γονότος δτι

f(α )f(β ) < 0 |η = 0,1,2,... , Ο  Λ)
η  η

παίρνοντας τό δριο τής Ακολουθίας τών πρώτων μελών της(7.η ) 
καί κάνοντας χρήση της (7.3) λαβαίνουμε

lim (f(a )f(e))=f2U*> <0.ji + « n n
Ά ρ α  f(C*) = 0 καί έπομένως ζ*=ζ. Εξάλλου άπό τίς πρώτες 
σχέσεις (7.2), τίς σχέσεις (7.3) καί τό συμπέρασμα στό ό­
ποιο καταλήξαμε, έχουμε άμέσως δτι lim χ = ζ. Δηλαδή κάτω
άπό τίς απλές πρρϋποθέσεις, πού άπαιτήσαμε νά ίσχύουν, 
συγκεκριμένα τής συνέχειας τής £(χ) καί τοϋ δτι μία καί 
μόνο ρίζα ξ βρίσκεται στό έσωτερικό τσϋ άρχικρΟ διαστήμα- 
τος I, ή μέθοδος τής διχοτομήσεως, δπω^ τήν περιγράψαμε, 
παράγει άκολουθία {xn> |η = 0,1,2,..., πού συγκλίνει πάντοτε 
στή ρ ί ζα ζ .

“Οπως τονίστηκε καί στήν άρχή τής παρούσας παραγρά­
φου, στή μέθοδο τής διχοτομήσεως είναι δυνατό νά ζέρρυμε 
προκαταβολικά τό έλάχιστσ άπαιτρύμενο πλήθος έπαναλήψεων 
γιά τήν εύρεση τής ρίζας ξ μέ προσέγγιση k έστω δ.φ.. Πραγ­
ματικά, άν en είναι τό σφάλμα στήν η έπανάληψη θά ίσχύουν 
οΐ σχέσεις

α„ + β„ β_ "* 6e- “oι ι _ ι  , 1  _ ί η  η  ■ - r  ,ι  ̂ η  η  _
I ε η · -  ·χη ~ ~ 1 _ ~2--------ζ1 2 ^ ή + Γ  ·

Έτσι άν άπαιτήσουμε νά δχουμε

2 η + ι

βρίσκουμε άμέσως δτι
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> l°g(10k(Bo - βρ)) 
n - log 2

1.2.2. Γ ε ω μ ε τ ρ ι κ ή  έ p v ε 1 α τ ή ς  μ ε θ ό ­
δ ο υ  τ ή ς  δ ι χ ο τ α μ ή σ ε ω ς

Έ σ τ ω  δτι. ή καμπύλη y = f(x) (Σχήμα 3) παριστάνει γρα­
φικά τή συνάρτηση f(x). Όπως ήδη γνωρίζουμε ή τετμημένη 
τοϋ σημείου τομής της ρ μέ τόν άξονα τών χ είναι ή ρίζα ς 

τής έξισώσεως f(x) =0. Αύτή θά βρίσκεται στό διάστημα Ι0 = 
Ξ [αό»^' πο^ ορίζεται άπό τά σημεία mq καί Mj στό σχήμα,
μέ άντίστοιχες τετμημένες afl καί 60. *Η άρχική προσέγγι- 

α0 + Β0
στι χο =— j--  είναι ή τετμημένη τοϋ μέσου η2 τοϋ εύθύγραμ-
μου τμήματος M0Mj. 'Επειδή τό σημείο ρ περιέχεται μεταξύ 
Μ0καί Μ2 καί όχι μεταξύ Μ2 καί Mj καλοϋμε aj =α0 καί =χ0 · Γιά τήν 
εϋρεση τής έπόμενης προσεγγίσεως (έπαναλήψεως) x r έ ρ γ α ζ ό μ α σ τ ε  μ έ  τ ό ν

Εδιο τρόπο. Παίρνουμε τό μέσο Μ3τοϋ διαστήματος Iχ = [aj, 
8j], πού όρίζεται στό σχήμα, άπό τά σημεία Μ0 καί Μ2· Ή
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Cl + βνέα έπανάληφη xt = — < — - είναι ή τετμημένη τοΟ σημείου Ms. 
'Επειδή τό σημεΓο Ρ βρίσκεται μεταξύ Μ0 καί Μ3 καί δχι με­
ταξύ Μ3 καί μ2 καλούμε α2 = ctj καί β2 =χι κ·°·κ·· Είναι φα­
νερό στό Σχήμα 3 δτι οι έπαναλήψεις χ0,χ19χ2,... συγκλίνουν 
στή ρίζα ξ.

7.3. Μ έ θ ο δ ο ς  τ ή ς  γ ρ α μ μ ι κ ή ς  π α ρ ε μ β ο ­
λ ή ς  ή Μ έ θ ο δ ο ς  τ ή ς  έ σ φ α λ μ έ ν η ς
θ έ σ η ς  ( R e g u l a  F a l s i )

7.3.1. Π ε ρ ι γ ρ α φ ή  τ ή ς  μ ε θ ό δ ο υ
‘Υποθέτουμε δπως καί στήν προηγούμενη μέθοδο τής δι- 

χοτομήσεως, δτι γνωρίζουμε ένα Αρχικό διάστημα Ι0 = [α0,80] 
μέσα στό όποιο βρίσκεται ή μία καί μόνο ρίζα ξ, άπλή ή π ε ­
ριττής πολλαπλότητας, τής έξισώσεως f(x)=0. Έ χ ο υ μ ε  
f(a0)f(e0)< 0. Σάν άρχική προσέγγιση τής ρίζας ξ παίρνουμε 
τή ρίζα xQ τοϋ πρωτοβάθμιου πολυωνύμου παρεμβολής μέ ση­
μεία παρεμβολής τά afl καί 60. Ά ν  χρησιμοποιήσουμε τό άν- 
τίστοίχο πολυώνυμο παρεμβολής τοϋ Lagrange, ή έκφραση αί>- 
τοϋ θά είναι ή άκόλουθη

ρ ; ( χ ) = f(ao)+ο ο
καί έπομένως ή ρίζα του χ0, πού θά άποτελεϊ καί τήν άρχική 
προσέγγιση τής ζ, θά βρίσκεται άπό τόν τύπο

a nf(6.) - β„ί(α„)
X. = f(e0)-f(ae), ·

Ά ν  έχουμε f(x0) = 0 , τότε ζ : >·„ άλλιώς θέτουμε, δπως καί 
στήν προηγούμενη μέθοδο,

α , = α καί άν f (a. )f(x„) < 0* ο ο 0 0
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aj=xo καί Sj = 60 άν f(x0)f(30) < ο.

Έτσι. βρίσκουμε ένα νέο διάστηι;''. I =[0̂ ,0 ] μέσα στό όπρϊο 
βρίσκεται ή ρίζα ζ καί έπομένως θά ισχύει f(a )f(β )< 0.Α ­
κόμη τονίζουμε ότι τά άκρα τοϋ νέου διαστήματος, σέ σχέση 
μέ τοϋ προηγουμένου, θά ικανοποιούν τίς σχέσεις

Τέλος έπαγωγικά μπορεί νά άποδειχτεΐ δτι ή προσέγγιση xη
δίνεται σάν συνάρτηση τών άκρων τοϋ άντίστοιχου διαστήμα­
τος Ιη Ξ [α̂ , sj άπό τήν έκφραση

όπου τά άκρα τοϋ I |η = 1,2,%... βρέθηκαν άπό τά άντίστοι- 
χα τοΰ I μέ τόν C6io τρόπο, πού τά α , β βρέθηκαν άπό 
τά αο,β0 καί μέ τήν προϋπόθεση ότι f(x ) ji ο θά ισχύουν 
καί πάλι οί σχέσεις f(a )ί(β )<0 καθώς έπίσης καί οί α <,

πού παράγεται άπό τή σχέση (7.5), δέν συγκλίνει γενικά στή 
ρίζα ζ. Κάτω όμως άπό δρισμένες προϋποθέσεις, πού άφοροϋν 
τή συνάρτηση f(x) (έκτός άπό τή συνέχειά της)· είναι δυνατό 
ή υπόψη άκολουθία νά συγκλίνει στή μία καί μόνο ρίζα ξ τοϋ 
άρχικοϋ διαστήματος Ι0· Έτσι στή συνέχεια διατυπώνουμε 
καί άποδείχνουμε σέ £να Θεώρημα, ικανές συνθήκες, γιά τίς 
όποιες πετυχαίνεται ή σύγκλιση αύτή.

Έ σ τ ω  δτι ι# = [α„,β„] καί f(x)GC2(I0) μέ f(a0)f(B0) < 0, 
f"(x) i ο |lc καί f(a0 )f"(a0) > 0 . Τότε ή άκολουθία πούόρίζε- 
ται άπό τόν άλγόριθμο (7.5) καί ό όποιος στήν προκείμενη 
περίπτωση άπλοποιεΐται στόν

jn = 0,1,2,..., (7.5)χn - f(8)-f(a) η η

η η η-1 =*
η = 1,2,3,... . ‘Η άκολουθία |η=0,1,2,...

Θεώρημα
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a0f(60) - 60f(a0) 
f(B0) - f(aor

καί (7.6)

xn

συ/κλί ι>ει στή μία καί μόνο άπλή ρίζα ξ τής έξισώσεως f(x)=0, 
πού άνήκει στό έσωτερικό τοϋ διαστήματος Ι„.

Ά π ά δ ε  ιΕη

Ά π ό  τήν ύπόθεση f(a0)f(g„)<0 δχουμε άμέσως δτι ή έζί- 
σωση f(x) = ο έχει £να περιττό άριθμό ριζών στό έσωτερικό 
τοϋ 10. 'Εφόσον ή f"(x) δέν μηδενίζεται στό διάστημα Ι0 καί 
εϋναι συνεχής σ'αύτό, έ~αιτίας τών άντίστσιχων ύποθέσεων, 
συμπεραίνουμε άμέσως δτι ή f"(x) διατηρεΕ τό σημεΕο της στό 
Ι0 . Αύτό σημαίνει δτι ή f'(x) θά έΓναι γνήσια μονότονη.Συ­
νέπεια αύτοϋ είναι δτι ή f(x) δέν μπορεί νά έχει τρεις xat 
παραπάνω ρίζες στό έσωτερικό τοϋ Ι0, γιατί τότε ή f'(x) 8ά 
μηδενιζόταν τουλάχιστον δύο φορές καί συνεπώς δέν θά ήταν 
γνήσια μονότονη. Άφοϋ λοιπόν ή f(x) 6χει περιττό άριθμό 
ριζών στό Ι0 θά έχει μία καί μόνο. Έ σ τ ω  ζ ή ρίζα αύτή, ή 
όποία δέν μπορεί νά εΓναι περιττής πολλαπλότητας γιατί
τότε θά είχαμε f"U)=0, πράγμα πού δέν ίσχύει άπό τήν ύπό- 
θεσή μας. Ά ρ α  θά είναι άπλή. Καταρχήν άποδείχνουμε έπαγω- 
γικά 6tl

α = a = a < £ < x = $ J.1 <x = 6 „ < fLln=l,2,3,... (7.7)ο η η+ι η η+ι η-ι η ο
Πραγματικά γιά η=1 έχουμε νά άποδείζουμε δτι afl=a)=a2<C<B2< 
<Β1<&„. Χρησιμοποιώντας τόν άλγόριθμο (7.5) καί κάνοντας 
τούς κατάλληλους μετασχηματισμούς λαβαίνουμε



άφοΟ f(a )f(3 ) < 0. Ά ρ α  χη <βη. ‘'Εξάλλου βρίσκουμε μέ άντί- 0 ο ν u
στοίχο τρόπο δ τ ι

-(Β0 - a e)f(ae)£(B0)
x 0 - a 0= — -------------------- >0

f2(S0) - f(a0)f(60)
καί συνεπώς α„<χ0. 'Επειδή γνωρίζουμε δτι τό χ3 εΓναιήρί- 
ζα τοΟ πολυωνύμου παρεμβολής pj(x) νιέ σημ'εϊα παρεμβολής 
τά α„ και 30 καί έΕαιτίας τών υποθέσεων τοΟ θεωρήματος, ή 
διόρθωση τής άντίστοιχης παρεμβολές θά δίνεται άπό τήν έκ­
φραση (3.19). Συγκεκριμένα θά έχουμε

*”(€ )f(x)-Pj(x) = (χ-αο)(χ-0ο) — j —  , ζ0 6(α0,β0).

γίνει 
f~(C,>

* Η παραπάνω έκφραση γιά χ = χ0 γίνεται

fix ) = (χ -ο.)(χ. - β.)0 0 0 ο ο 2
καί έπειδή άποδείχτηκαν οΐ σχέσεις £»0 < χ0 < β(, συμπεραίνου­
με άμέσως δτι f(x0)f"(c0) < 0. Ά π ό  τό τελευταίο συμπέρασμα 
καί άπό τό γεγονός δτι άπό τό ένα μέρος έχουμε f(a0)f"(a0)>0 
καί άπό τό άλλο μέρος ή f"(x) δέν άλλάζει σημείο στό διά­
στημα Ι0 καταλήγουμε στό f(o0)f(x0) < 0. Έτσι έχοντας ύπόψη 
τήν περιγραφή τής μεθόδου Regula Falsi φτάνουμε άμέσως στό 
συμπέρασμα δτι

α0 =04 <ξ<χ0 *8, <β0.

Ακολουθώντας τό Εδιο σκεπτικό, δπως προηγουμένως μέ τό νέο 
διάστημα Ij = τή φορά αύτή, μπορούμε εύκολα νά κατα­
λήγουμε στίς σχέσεις
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Συνεπώς οί σχέσεις (7.8) αποδείχνουν τίς (7.7) γιά η=1. 
‘Υποθέτοντας τώρα δτι οί (7.7) ισχύουν γιά n-k>.l μποροΟ- 
με εύκολα, Ακολουθώντας πάλι τό C6io σκεπτικό, νά άπο- 
δείΕουμε τήν ίσχύ αύτών γιά n=k+l. 'Εδώ παραλείπουμε τήν 
άντίστοιχή άπόδειΡη γιά νά άποφύγουμε έπανάληψη τής Εδιας 
διαδικασίας. Έ τ σ ι  έχουμε κατορθώσει, μέχρι στιγμές, νά 
άι,.'δείξ,ουμε δτι ό άλγόριθμος (7.5), άπλοποιεϊται στόν(7.6), 

'λ /> τίς α\έσεις (7.7) πού άποδείχτηκαν, έχουμε δτι

α = α. καί β =χ |η = 1,2,3,... ,η ο η η-ι 1 ’
καί συνεπώς ύ (7.6) προκύπτει άπό τόν (7.5) μέ άπλή άντι- 
κατάσταση. Τό δεύτερο μέρος τοϋ Θεωρήματος, δτι δηλαδή ή 
άκολουθία {xn> (n = o,ls2,..., πού δρίζεται άπό τόν άλγόριθ- 
μο (7.6), συγκλίνει στή ρίζα ξ άποδείχνεται ώς έξής. Ά π ό  
τίς σχέσεις (7.7) έχουμε άμέσως δτι ή ύπόψη άκολουθία εί­
ναι γνήσια ψθίνουσα καί φραγμένη άπό κάτ'ο άπό τή ρίζα ζ. 
Επομένως αύτή θά συγκλίνει σέ άριθμό έστω Παίρνον­
τας τά δρια τών μελών τής δεύτερης τών σχέσεων (7.6) γιά 
η-*· οο καί σάν συνέπεια τής συνέχειας τής f(x) λαβαίνουμε

α*(ζ*) -ξ*ΗαΛ)
ξ* = ί(ξΛ)-ί(α0)

καί άπ'αύτήν ί(ζ*) = 0, άφοΟ ξ*^ξ>α0. 'Επειδή δέ τώρα ή ρί­
ζα ζ είναι ή μόνη ρίζα τής f(x) στό διάστημα Ι0 συμπεραί­
νουμε δτι ζ* = ζ.

ΙΙαρατηρήσε ι ς :
ϊ) "Αν οί υποθέσεις τοϋ Θεωρήματος, πού μόλις άποδεί- 

ξαμε παραμείνουν οί ίδιες, μέ τή μόνη διαφορά δτι άντί τής 
f(a0 )f"(a„) > 0 υποθέσουμε τήν ίσχύ τής f(α0 )f"(a„) < 0, τότε τό 
δεύτερο' μέρος τοΟ άλγόριθμου (7.6) τής μεθόδου Regula Palsi 
μετατρέπεται στό
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ii) ‘Αν καί πάλι δλες οί ύποθέσεις τοϋ Θεωρήματος πα­
ραμείνουν οι, ίδιες, μέ τή μόνη διαφορά δτι ή γνώση του ση­
μείου τοϋ γινομένου f(afl)f"(a0) ισχύει γιά τό άκρο Β9 τοϋ 
διαστήματος ιβ- είναι φανερό δτι ή σχέσΐ3 f(S0)fr"(B0) >0 C- 
σοδυναμεϊ μέ τήν fiâ  )f"(afl) <0 καί Επομένως έχει έφαρμογή 
ή προηγούμενη παρατήρηση (i) ένώ άν f=(β0)f"(β3) < 0, ίσχύουν 
άκριβώς τά συμπεράσματα τοϋ Θεωρήματος.

7.3.2. Γ ε ω μ ε τ ρ ι κ ή  έ ρ μ η ν ε ί α  τ ή ς  μ ε θ ό ­
δ ο υ  R e g u l a  F a l s i

Στήν προκείμενη περίπτωση, άν y = f(x) είναι ή γραφική 
παράσταση, τής συναρτήσεως f(x' (Σχήμα 4), τότε ή τετμημένη 
ξ τοϋ σημείου ϊομής της Ρ, μέ τόν άξονα τών χ, θά άποτελεϊ 
τή ρίζα τής έξισώσεως f(x) =0.
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‘Η καμπύλη y = f(x), πού δρίζεται μεταξύ τών σημείων Ρ0 καί 
Ρ j , Αντίστοιχων τετμημένοι α0 καί β„ καί τεταγμένων πού 
πληρούν τή σχέση f(a„)f(30)< 0, θεωρήθηκε τέτοια ώστε νά 
napiaxuvei γραφικά μία συνάρτηση, πού νά ΐκαν^ποιεϋ στό 
διάστημα Ι3 = [α0,β] όλες τίς άπαιτήσεις τοϋ θεωρήματος xfic 
προηγούμενης παραγράφου. ‘Η χορδή, πού δρίζεται τώρα άπό 
τά σημεία ' Ρ0,Ρ , καί ό &£ονας τών χ έχουν σημείο τομής τό 

μέ τετμημένη έστω χ0. Ή  τετμημένη αύτή δίνεται άπό τή 
διαφορά

x0 = ( 0Μj ) - (Μ2Μ ,) .

Ά π ό  τά όμοια τρίγωνα M2MjP, καί PqSPj έχουμε δτι 
(Μ2Μ,) (MjPj)
(P0S) "(SPj)

f; λύνοντας ώς πρός (Μ ^ )  καί άντικαθιστώντας στήν παραπά­
νω έκφραση βρίσκουμε τελικά

f'(e„)-f(ae)
'Εστω τώς,α Ρ2 τό σημείο τής καμπύλης μέ τετμημένη χ,. Ή  
χορδή, πού όρίζεται άπό τά σημεία Ρ0 καί Ρ2, μέ τετμημένες 
otj = aQ καί Bi=xfl, καί δ άξονας τών χ έχουν σημεϋο τομής τό 
Μ, μέ τετμημένη χ . Ά π ό  τό σχήμα είναι εύκολο νά βρεθεί
δτ ι,

OjfiS,) - Β!*'(“,) apf(x0) - x0f(o0)
1 ,f(xa)-f(aQ)

κ.ο.κ. “Ετσι ορίζεται ή άκολουθία {χη 7 |η=0,1,2,..., πού,δ­
πως φαίνεται στό σχήμα, συγκλίνει στή ρίζα ξ.

7.4. Γ ε ν ι κ ή  έ π  α ν α λ η π τ ι κ ή  μ έ θ ο δ ο ς  ή 
Μ έ θ ο δ ο ς  τ ώ ν  P i c a r d - P e a n o
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7.4.1. Π ε ρ ι γ ρ α φ ή  τ η ς  μ ε θ ό δ ο υ

Στίς δύο προηγούμενες μεθόδους, πού μελετήσαμε στις 
παραγράφους 7.2. καί 7.3., τή\ δποιαόήποτε προσέγγιση χΠ
|η = 1,2,3,... τήν βρίσκαμε σάν συνάρτηση των άκρων ένός δια­
στήματος, ένα άπό τά δποϋα ήταν ή προηγούμενη έπανάληφη 
xR Στή μέθοδο, πού θά περιγράφουμε στή συνέχεια, π δποι- 
αδήποτε έπανάληφη xn |η = 1,2,3,... βρίσκεται σάν συνάρτηση 
μόνο τής προηγούμενης έπαναλήφεως χ Γιά τήν παραγωγή 
τοϋ άντίστοι.χου έπαναληπτικοϋ σχήματος άναχωροϋμε άπό τήν 
έξίσωση f(x) =0, τής όποιας ζητάμε νά βρούμε τή ρίζα ζ, καί 
προβαίνουμε σέ μία άναδιάταξ-η αύτής γράφοντας την μέ τή
μορφή

Είναι φανερό δτι μία άναδιάταξη τής μορφής (7.10), άπό τήν 
άρχική έξίσωση f(x)=0, είναι δυνατό νά παραχτεΐ μέ άπειρους 
τρόπους. Γιά τήν δποιαδήποτε δμως άπ'αύτές τίς άναδιατάξεις 
ή ρίζα ξ θά ικανοποιεί, τή σχέση ξ=β(ξ). Ή  έξίσωση (7.ίο) ύ- 
ποδείχνει τήν έφαρμογή του παρακάτω έπαναληπτικοϋ σχήματος

δπου χ0 δεδομένο (άρχική προσέγγιση). Κάτω άπό δρισμένες 
συνθήκες τό σχήμα (7.11) παράγει μία άκολουθία {x}|n = 0,1,2, 
..., πού συγκλίνει στή ρίζα ζ. Μία τέτοια σύγκλιση δέν πε- 
τυχαίνεται πάντοτε. ΈΕαρτιέται καταρχήν άπό τή συνάρτηση 
g(x) καί στή συνέχεια άπό τήν έκλογή τής άρχικής προσεγγί- 
σεως χ0· 'Ετσι στήν Επόμενη παράγραφο θά διατυπώσουμε δρι- 
σμένες προτάσεις (θεωρήματα κλπ.), πού θά δίνουν ί. καν ές συν­
θήκες γιά τή σύγκλιση τής άκολουθίας, πού παράγεται άπό τόν 
αλγόριθμο (7.11),στή ρίζα ζ τής άρχικής έξισώσεως f(x)=o ή 
τής ίσοδύναμής της x=g(x).

χ = g(x). (7.10)

(7.11)



- 193 -

7.4.2. Σ ύ γ κ λ ι σ η  τ ή ς  γ ε ν ι κ έ ς  έ π α ν α  λ η - 
π τ ι κ η ς  μ ε θ ό δ ο υ

Θεώρημα 1
Ά ν  ή συνάρτηση g(x) (της άναδιατάξεως x = g(x) τής έ- 

ήισώσεως f(x) =0) ικανοποιεί τή συνθήκη τοΟ Lipschitz
[g(x) -g(x')| < λ|χ-χ'| (7.12)

ί Λ  όλες τις τιμές χ,χ 'e I =[a,b] , δπου ή (σταθερά λ τοΟ Lips­
chitz είναι τέτοια ώστε 0<λ<1, καί ή άρχική προσέγγιση χ # 
έκλεγεΐ σάν τό μέσο τοΟ διαστήματος I καί Ικανοποιεί έπί 
πλέον τή σχέση

Ι*ο-S(x0>l i (1_λ) ’ (7*13)

τότε οι έπαναλήψεις, πού παράγονται άπό τόν άλγόριθμοχ =η+ι
= g(x ) |η = 0,1,2,... , βρίσκονται στό έσωτερικό τοΟ I καί 
άκολουθία τους συγκλίνει σέ κάποιο άριθμό ξ, πού άποτελεΓ 
καί τή μόνη ρίζα της έξισώσεως x=g(x) στό I.

Απόδειξη
‘Η Απόδειξη γιά τόν πρώτο Ισχυρισμό τοΟ θεωρήματος, δ- 

τι σηλαδή xn 6(a,b) |n = 0,1,2,..., γίνεται έπαγωγικά ώς fegflc. 
Γιά n = o £χουμε χ„ = ~  e(a,b). Γιά η = 1, χρησιμοποιώντας τόν 
άλγόριθμο καί τή σχέση (7.13) βρίσκουμε

|χ0-χι! = !χο“^(χ05! = (1"λ) (̂ a~ < *

πού σημαίνει δτι i^eiajb). Υποθέτουμε τώρα δτι δλες οί έ- 
παναλήφεις χ In = 0(l)k (k > 1) άνήκουν στό (a,b).Άποδείχνοο··

Ώ  *
με στή συνέχεια ότι καί ή έπανάληφη xk+i€(a,b). Γιά τό σκο­
πό αύτό σχηματίζουμε τήν έκωραση Ι^+ι-^ ! · ^ βάση
τόν άλγόριθμο, τήν υπόθεση τής τέλειας έπαγωγής, τή διαδο­
χική έςοαρμογή της συνθήκης (7,12) τοΟ Lipschitz καί τέλος



τές σχέσης (7.13), δίνει

(7.14)

Χρησιμοποιώντας τώρα κατάλληλα τήν τελική σχέση (7.14) μπο- 
ροϋμε νά πάρουμε δτι

πράγμα πού άποδείχνει δτι Xj<,+i6(a,b). ΆφοΟ τώρα άποδείςα- 
με δτι οί δροι τές άκολουθίας ίχ } |η = 0,1,2,... άνήκουν στό 
έσωτερικό τοϋ I εϋναι σχετικά εύκολο νά άποδείξουμε δτι ή 
άκολουθία αύτή συγκλίνει. Γιά τό σκοπό αύτό άρκεΐ νά άπο- 
δείΕουμε δτι αύτή εϋναι μία βασική άκολουθία (ή άκολουθία 
τοϋ Cauchy). Άρκεΐ δηλαδή νά άποδείξουμε δτι γιά κάθε ε>0 
ύπάρχει φυσικός άριθμός Ν(ε), πού έΕ^ρτιέται άπό τό ε,τέ­
τοιος ώστε γιά κάθε ζεϋγος φυσικών >Ν(ε) νά συμπεραίνε- 
ται δτι Ιχ^-χ^^ε. 'Αν ύποθέσουμε δτι m>£ καί χρησιμοποι­
ήσουμε τό συμπέρασμα άπό τίς σχέσεις (7.14) έχουμε

ή τέλος

K ' X.J = Ι(ν χ1+^ +(xA+rx£ « ) + -**+(V i ‘xn)^
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- ΙχΓ χ£+ι' + ,χΡ-+Γχ)1+2' + ·" + |Χιη-ΓΧιη'

< (λΛ+λ ^ 1 + ...+λπ,-1)(ΐ-λ) (?·15>

= .

Έτσι άν Γάοουμε Ν(ε) = , δηου τό σύμβολο Η  
παριστάνει τό μικρότερο φυσικό πού δέν είναι μικρότερος ά­
πό τόν πραγματικό άριθμό α, τότε γιά κάθε ε>0 καί φυσικούς 
άριθμούς £,τη>Ν(ε) θά έχουμε άπό τόν δρισμό του Ν(ε) κat τίς 
σχέσεις (7.15) δτι

, j  ̂ , (b-a) „ ,Ν(ε) (b-a) , 2ε b-a _ _
'x£~xm = )λ — 2“  <λ - Τ - ~ ^ Ι . · ~ - ε ·

Έ σ τ ω  ξ τό όριο τής άκολουθίας {χ }|η = 0,1,2,... ,πού θά άνή- 
κει φυσικά στό έσωτερικό τού I. Σάν συνέπεια τής συνέχει­
ας τής συναρτήσεως g(x) καί παίρνοντας όρια στή σχέση τοΟ 
άλγόριθμου χη+1= ε(χη> u£ n-«® βρίσκουμε άμέσως δτι ?=g(?) 
καί άρα fi ζ είναι ρίζα τής έςίσώσεως x = g(x). "Αν τέλος ύ- . 
πήρχε καί άλλη ρίζα ζ* t ζ τής άρχικής έξισώσεως στό διάστη­
μα I, τότε έφαρμόζοντας τή συνθήκη τοΟ Lipschitz βρίσκου- 
με

|ζΛ -ξ) = |g<€*)-g(s)| < λ|ς*-ζ| < |ξ*-ξ|,
πράγμα πού είναι άτοπο. Τέλος σημειώνουμε τό γεγονός πώς 
είναι δυνατό νά άποδειχτει δτι ή ρίζα ζ είναι άπλή.

Πόρισμα
*Αν ή συνάρτηση g(x) είναι συνεχής, στό διάστημα I 

(δπου Ir [a,b]) καί υπάρχει ή παράγωγός της στό άντίστοι- 
χο άνοικτό διάστημα καί Ικανοποιεί τή σχέση |g '(χ) | <\ < 1, 
γιά κάθε x€(a,b), ή δέ άρχική προσέγγιση χ0 έκλεγεΓ,δπως 
στό Θεώρημα, καί έπί πλέον ικανοποιεί τήν Εδια ^χέση(7.!3),
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τότε έχουμε τά Εδι.α συμπεράσματα μέ αύτά τοΟ Θεωρήματος. 
Άπδδε ιζη
‘Εφαρμόζοντας τό θεώρημα έσης τιμής τοϋ Διαιοορικοϋ 

Λογισμού γιά δύο όποιεσδήποτε τιμές χ,χ'βΐ έχουμε
g(x) - g(x ') = g '(ζ'*)(χ - χ '), min(x,x ') < ξ:! < max(x,x ')

καί έπομένως
|g(x) - g(x *)| <. λ ! χ - χ ί

μέ 0<λ<ΐ (τήν περίπτωση λ = 0 άποκλείουμε σάν τετριμμένη). 
Έτσι ικανοποιείται ή συνθήκη τοΟ Lipschitz (7.12) τοϋ Θε­
ωρήματος καί έπομένως τά συμπεράσματα άκολουθοΟν τά Ε6ια 
μέ στα€ερά Lipschitz τόν άριθμό λ.

θεώρημα 2
Ά ν  I = [ξ-ε, ξ+ε] |ε>0 εΓναι μία περιοχή ©  τίίς ρίζας 

ζ τής έξισώσεως x=g(x), δπου γιά κάθε χ6Ι έχουμε
!g(x)-gU)| <, λ |x:?|, (7.16)

μέ 0<λ<1, τότε, γιά κάθε χ„6Ι, ό άλγόριθμος χ =g(x ) ί“ Π+1 Π
11 = 0,1,2,... παράγει άκολουθία {χ } |η = 0,1,2,..., τής όποίας 
δλοι οί δροι άνήκουν στό διάστημα I. Έπί πλέον ή άκολου­
θία αύτή συγκλίνει στή ρίζα ξ, πού είναι καί ή μόνη ρίζα 
τής έξισώσεως x=g(x) στό I.

Απόδειξη
Έχουμε δτι χ0 6 1. 'Εστω τώρα δτι xk 6 I (k£0). Θά άπο- 

δείΕουμε δτι καί χ^,^ΘΙ. Ά ν  καλέσουμε μέ εη = χ^-ζ τό σράλ-

©  Ά ν  κα.ί οτήν Ανάλυση σάν περιοχή ένός σημείου ζ μέ ά- 
κτίνα ε>0 θεωρεΓται τό άνοικτό διάστημα (ζ-ε,ζ+ε) έμεϊς 
έδώ θά θεωροϋμε τό άντίστοιχο κλειστό.
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μα στήν π έπανάληψ η, τ ό τ ε ,  χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς  τ ό ν  Α λ γ ό ρ ιθ μ ο  
καί τ ό  γ ε γ ο ν ό ς  δ τ ι  ή ζ ε Γ ν α ι  ρ ί ζ α  τ ή ς  x = g(x), β ρ ί σ κ ο υ μ ε  
άπό  τή σ χ έσ η  (7.16) δ τ ι

©
K + J  = Κ + Γ ξΙ= |g<*k>-g(e)| <λ|χΚ-ζί =λ|ε}ςί < !εΚ|. (7.17)

Οί παραπάνω σχέσεις άποδείχνουν δτι χ^+16 I . Χρησιμοποιών­
τας τώρα τό Αποτέλεσμα των σχέσεων (7.17) διαδοχικά λαβαί-
'■'ουνε

|ε | < λ|ε | < λ2}ε [ <·..< λη|ε0|.1 η 1 =  1 n- ι 1 — 1 η - 2 1 ■“ ■“ 1 ° 1

'Επειδή δέ 0<λ<1 έχουμε δτι lim ε = 0, άφοΟ lim λΓ' = 0, Ά ρ α
η-*» η “

lim χ =ξ. Τό γεγονός δτι ή ρίζα ξ είναι ή μόνη στό διάστη-
n -*■00 n

μα I Α π ο δ ε ί χ ν ε τ α ι  Α κ ρ ιβ ώ ς  μέ τ ό ν  Ε διο  τ ρ ό π ο ,  δπ ω ς  κ α ί  σ τ ό
Θεώοημα 1.

Πόρισμα
Ά ν  στίς ύποθέσεις τοϋ Θεωρήματος Αντικαταστήσουμε 

τήν (7.16), μέ τίς ύποθέσεις g(x) συνεχής στό I καί ύπάρχει 
ή παράγωγός της στό (ξ-ε, ζ+ε) καί ικανοποιεί τή σχέση 
Ιε #(x) I < 1» τύτε τά συμπεράσματα παραμένουν τά (δια.

Θεώρημα 3 (Παραλλαγή τοΟ Θεωρήματος 2)
Ά ν  I = [a,b] ε Γ ν α ι  £να  δ ι ά σ τ η μ α ,  πού περιέχει τή μία 

κ α ί  μ ό ν ο  ρ ί ζ α  ζ τ ή ς  έ ξ ι σ ώ σ ε ω ς  x=g(x), δπου γιά κάθε χβΐ 
ί σ χ ύ ε ι  ή (7.16) δηλαδή

©  θά πρέπει νά τονιστεί τό γεγονός πώς ή τελευταία σχέση 
στις (7.17' γίνεται ισότητα Αν ε,_=0, που σημαίνει χ,=ζ. Τό—*» Λ *'
τε δμως τό Αντίστοιχο μέρος τού θεωρήματος θά έχει Απο­
δειχτεί μέ τήν έπανάληΦη χ, · Αύτό δέ γιατί πετυχαίνουμε ά-

Κ + 1
μέσως τή σύγκλιση στή ρίζα ζ, AcjjoO xj<;+i=g(xk)=g(ζ)=ζ wcu συ­
νεπώς |χ, -χ, 1=0. ‘ Η ίδιά παρατήρηση ίσχύει σέ δλες τίς άντί- k+1 Κ
στοιχες σχέσεις τού παρόντος.
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|g(x) - g(ς) j 4  a jχ - ζ[f

μέ 0<λ<1, καί σάν xfl έκλεγεΐ £να όποιοδήποτε σημείο άπά 
τό μικρότερο άπό τά δύο διαστήματα [a,?] καί [ζ,ί>] ή άπό 
τό συμμετρικό τοϋ μικρότερου διαστήματος ώς πρός τή ρί­
ζα ζ ©  , τότε όλες οί έπαναλήψεις, πού παράγοντσ,ι άπό τον 
άλγόριθμο xn+1= S^xn  ̂ !n = 0,l,2,... ανήκουν στό διάστημα I 
καί ή άκολουθία τους συγκλίνει στή ρίζα ζ.

Πόρισμα (Παραλλαγή του Πορίσματος τοϋ Θεωρήματος 2)
'Αν στίς ύποθέσεις τοϋ θεωρήματος άντικαταστήσουμε 

τήν (7.16) μέ τίς ύποθέσεις g(x) συνεχής στό I καί υπάρ­
χει ή παράγωγός της στό (a,b) καί Ικανοποιεί τή σχέση 
|g'(x)| ;< λ<ΐ, τότε τά συμπεράσματα παραμένουν τά ίδια.

Παρατηρήσεις:

i) * Η ύπόθεση (7.16) τοΟ θεωρήματος 2 είναι άσθενέ - 
στερη άπό τήν άντίστοιχη συνθήκη τοϋ Lipschitz (7.12) τοϋ 
Θεωρήματος 1 καί αύτό γιατί στήν (7.16) τό ένα άπό τά δύο 
σημεία χ καί χ' της (7.12) είναι σταθερό καί συγκεκριμένα 
ή άγνωστη ρίζα ξ.

ii) Τό Θεώρημα 3 γενικεύει σημαντικά τήν ύπόθεση τοϋ 
Θεωρήματος 2, δπου άντί γιά τό διάστημα I = [ξ-e, ξ+ε] τής 
ρίζας θεωρείται τό γενικότερο i = [a,b],notf περιέχει τή ρί­
ζα ζ. Αύτό είναι φυσικά πιό ρεαλιστικό, γιατί στήν πράξη 
ή ρίζα ξ είναι άγνωστη, δπως τονίστηκε στήν προηγούμενη 
παρατήρηση.

©  *Η διατύπωση τοϋ θεωρήματος μέ τόν τρόπο αύτό είναι πρακτι 
κά πολύ χρήσιμη γιατί μπορόϋμε εύκολα νά διαλέξουμε τό χ„ σάν τό 
γνωστό άκρο τοϋ μικρότερου άπό τά δύο διαστήματα [β,ξ] καί [c,b]. Τό 
μικρότερο διάστημα βρίσκεται ό̂ ιέβος μέ τήν έ£έταση τής θέσης τοϋ 
μέσου τοϋ διαστήματος I πρός τή ρίζα ξ.
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iii) Τά πορίσματα τών θεωρημάτων 1,2 καί 3 άν καί Α­
σθενέστερα τών άντίστοιχων Θεωρημάτων τους άποβαίνουν πιό 
χρήσιμα στήν πράξη, για,τί πολλές φορές γνωρίζουμε άρκετά 
γιά τήν g'(x) καί τή συμπεριφορά της στά άνι στοιχα δια­
στήματα. Οι προηγούμενες παρατηρήσεις (i) καί (ii) ισχύουν 
φυσικά καί γιά τά Αντίστοιχα πορίσματα έπεζηγούμενες άνά- 
λογα.

iv) "Αν εΓναι γνωστό δτι jg'(0|<l παί ή συνάρτηση 
g'(x) είναι συνεχής στό ζ, τότε, σύμφωνα μέ τήν άντίστοιχη 
θεωρία τής Άναλύσεως, εΓναι 6υνατό νά άποδειχτεϋ δτι ύ- 
πάρχει μία περιοχή τής ρίζας ζ τέτοια ώστε νά ΐκανοποιοϋ- 
νται οι προϋποθέσεις τοΟ Πορίσματος τοΟ Θεωρήματος 2 καί 
έπομένως αύτό νά έψαρμόζεται.

ν) Άν εΓναι γνωστό δτι |g'(?)|,>l ή | g ' (χ) | οέ διά­
στημα ΙΗ [a,b]e ξ; τότε, έκτός έΕαιρέσεων, γιά δποιαόήποτε 
έκλογή τοϋ ή άκολουθία,, πού παράγεται άπό τόν άλγόριθμο 
xn+i=g(xn) Jn = 0,1,2...  δέν θά συγκλίνει στή ρίζα ξ.

7.4.3. Γ ε ω μ ε τ ρ ι κ ή  έ ρ μ η  ν ε ί α  τ ή ς  γ ε ν ι ­
κ ή ς  έ π α ν α λ η π τ ι κ ή ς  μ ε θ ό δ ο υ

Καταρχήν δίνουμε μία γεωμετρική έρμηνεία τοϋ θεωρήμα­
τος 1. "Οπως εΓναι γνωστό, άπό τήν άνάπτυξη τής θεωρίας 
στις δύο προηγούμενες παραγράφους 7.4.1. καί 7.4.2., ή ρί­
ζα ξ τής έ£ισώσεως x = g(x), πού γράφεται καί σάν x-g(x)=0, 
εΓναι ή τετμημένη τοΰ σημείου τομής {έφόσον ύπάρχει) τών 
καμπύλων y = x καί y = g ( x ) .  Σύμφωνα μέ τίς άπαιτήσεις τοϋ Θε­
ωρήματος 1 περιορίζουμε τή μελέτη μας στό διάστημα I=[a,bj 
(Σχήμα 5). Θεωρούμε τό μέσο τοϋ διαστήματος I τετμημέ-

2> 4-V·νης >.0 καί τό άντίστοιχο σημείο Ρ0 τής καμπύλης g(x)
τεταγμένης g(x0)· Ά π ό  τό σημείο Ρ0 φέρνουμε τίς εΰθειες 
άντίστοιχων κλίσεων λ ::αί - λ  (0<λ< 1). "Ετσι δρίζονται τά 
τρίγωνα PcCE καί ?0Dr άπό τά σημεία τομής τών ευθειών, πού
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φέραμε, μέ τίς κάθετες στόν dgova τών χ στά άκρα τοϋ δια­
στήματος ι, Α καί Β άντίστοιχα. Είναι φανερό τώρα πώς ή 
γραφική παράσταση τής καμπύλης y = gίx),πoύ θά είναι συνε·*

χής έξαιτίας τής συνθήκης τοΟ Lipschitz, θά διέρχεται άπό 
τό σημείο Ρ0 καί Οά βρίσκεται όλόκληρη μέσα στά τρίγωνα Ρ0 CE 
καί Ρ0 DF, σάν συνέπεια τής ϋδιας συνθήκης τοΟ Lipschitz, 
μέ τά άκρα της στά. εύθύγραμμα τμήματα CE καί ED. Ακόμη 
είναι φανερό πώς γιά δύο όποιαδήποτε σημεϋα μέ τετμημένες 
χ καί χ', άπό τά όποια τό πρώτο βρίσκεται στό ένα τρίγω­
νο καί τό δεύτερο στό άλλο τρίγωνο, ικανοποιείται ή συν­
θήκη τοΟ Lipschitz. Γιά δύο όμως όποιαδήποτε σημεία τής 
καμπύλης y =*g(x) μέ τετμημένες χ καί χ'θά πρέπει ή άντί- 
στοιχη χορδή τους νά 6χει κλίση άπολύτως μικρότερη ή ίση 
τοϋ λ .  Στήν περίπτωση τοΟ σχήματος ή δια<οορά g ( x „ ) - x 0 = y 0 
είναι θετική καί έφόσον ίκανοποιεϊ τή συνθήκη (7.13), ή εύ-
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θεία y=x θά συναντά τήν πλευρά P0D (συνεπώς καί τήν p0F)toO 
τριγώνου P0DF άρα καί τό τμήμα τής καμπύλης y=g(x), πού 
βρίσκεται μέσα στό τρίγωνο αύτό. Τό σημείο τομής Ρ θά £- 
χει τετμημένη ξ, πού θά είναι ή μία καί μόνο απλή ρίζα τής 
έ£ισώσεως χ = g(x) στό διάστημα 1. Ά ν  ή διαφορά y0 συνέ- 
βαινε νά είναι άρνητική, τότε ή εύθεία y=x θΐ συναντοϋσε τήν 
πλευρά CP5 τοϋ τριγώνου P„CE , άρα καί τήν πλευρά ΕΡ0, καί 
συνεπώς τό τμήμα τής καμπύλης y = g(x), πού θά βρισκόταν μέ­
σα στό τρίγωνο αύτό. Γιά τήν έφαρμογή τώρα τής γενικής έ- 
παναληπτικής μεθόδου ξεκινούμε άπό τό σημείο Ρ„ καί φέρ­
νουμε παράλληλη πρός τόν άξονα τών χ. Αύτή συναντά τήν εύ­
θεία y = x στό σημείο, πού 6χει τετμημένη g(x )=χ . Βρίσκουμε 
τώρα τό σημείο τής καμπύλης y=g(x), πού έχει τετμημένη Xj 
καί συνεπώς τεταγμένη g(Xj) καί συνεχίζουμε μέ τόν Εδιο τρό­
πο. Είναι φανερό δτι ή άκολουθία {xn)|n = 0,l,2....πού παρά-
γεται άπό τόν άλγόριθμο xn+1=g(xn) |n = Ο.1 ,2,..., στήν περίπτω­
ση τοϋ σχήματος, συγκλίνει στή ρίζα ζ. Παρατηρούμε άκόμη 
δτι άν στήν περίπτωση τοϋ σχήματος, είχαμε λ^ΐ, τότε ή εύ­
θεία y = x ένώ θά συναντούσε τήν P0F- δέν θά συναντοϋσε τήν 
πλευρά P„D τοϋ τριγώνου P„DF καί έπομένως θά ήταν ένδεχόμε- 
νο νά μήν συναντοϋσε καί τό τμήμα τής y=g(x), πού θά βρι­
σκόταν μέσα στό P0DF μέ συνέπεια νά μήν ύπήρχε ρίζα τής χ= 
=g(x) στό διάστημα I. Γιά τόν ίδιο λόγο άν Χ<1 καί y0 >
>(l-x)ikl£l φτάνουμε στό ίδιο συμπέρασμα. 'Ετσι μποροϋμενά 
ποϋμε δτι οί συνθήκες 0<λ<ι καί ή (7.13) είναι Ικανές γιά 
τήν έ£ασφάλιση τής ΰπάρξεως ρίζας ζ τής έζισώσεως χ= g(x), 
γιά κάθε συνάρτηση g(x), πού Ικανοποιεί τή συνθήκη (7.12) τοϋ 
Lipschitz.

Ή  γεωμετρική έρμηνεΐα τοϋ Πορίσματος τοϋ Θεωρήματος
1 μπορεί νά γίνει μέ τόν ίδιο άκριβώς τρόπο, δπως καί προ­
ηγούμενα στήν περίπτωση τοϋ Σχήματος 5, μέ τή μόνη διαςοορά 
δτι οί παραδεκτές συναρτήσεις g(;0 θά είναι τέτοιες ώστε ή
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κλίση τους σέ κάθε σημείο νά εΓναι Απόλυτα μικρότερη ή ί­
ση τοΟ λ, πράγμα πού δέν ήταν Απαραίτητο πριν.

*Η γεωμετρική έρμηνεία τοϋ Θεωοήματος 2 δίνεται στ<5 
έπόμενο Σχήμα 6. 'Υπάρχει βέβαια κάποια αντιστοιχία νιέ έ- 
κείνη τοΟ προηγούμενου Σχήματος 5 νιέ αερικές τροποποιήσεις. 
Τό διάστημα, στό δποϋο περιορίζουμε τή μελέτη μας, εΓναι 
τό διάστημα I = [ζ-ε, ξ+ε] jε>0 τής ρίζας £ τής έ^ισώσεως χ =
= g(x) μέ άκρα τά σημεϋα Α καί Β άντίστοιχα. Ά π ό  τό σημείο 
Ρ(ζ, g(O) φέρνουμε τώρα τίς εύθεϊες κλίσεων λ καί (0< 
<λ<1) καί δρίζουμε μέ τόν ίδιο τρόπο τά τοίγωνα PCE καί 
PDF. Είναι φανερό δτι οί γραφικές παραστάσεις τών καμπύ­
λων y=χ καί y = g(x) θά διέρχονται άπό τό σημεϋο Ρ καί ά- 
κόμη ή καμπύλη y = g(x), πού άπό τή συνθήκη( 7 .16) ξέρουμε δτι, 
είναι συνεχής μόνο στό σημείο Ρ, θά βρίσκεται όλόκληρη 
μέσα στά τρίγωνα PCE καί PDF μέ τά άκρα της καί πάλι στά 
εύθύγραμμ^, τμήματα CE καί FL. Στό σχήμα ή συνάρτηση g(x)

Σχήμα 6



σχεδιάστηκε συνεχής. Γιά τήν έφαρμογή τώρα τής γενικής έ­
παναληπτικής μεθόδου παίρνουμε τυχαίο σημείο τής y=g(x) 
τετμημένης x0e I καί φέρνουμε παράλληλη# δπως καί πρίν,πρός 
τόν άξονα τών χ. Βρίσκουμε έτσι τό σημείο, r ύ συναντ& ή 
παράλληλη τήν εύθοία y = x, τό δποΐο θά £χει τετμημένη g(x„)= 
= x . Στή συνέχεια βρίσκουμε τό σημείο τής y = g(x) μέ τε­
τμημένη χ, κ.ο.κ. ΕΓναι φανερό, στό σχήμα, δτι ήάκολουθία

Α

{x } |η = 0,1,2,., πού παράγεται άπό τόν άλγόριθμο,συγκλίνει 
στή ρίζα ξ.

‘Η γεωμετρική έρμηνεία τοϋ Πορίσματος τοϋ Θεωρήματος
2 εΓναι, σέ σχέση μέ τό θεώρημα, άνάλογη μέ τή γεωμετρική 
έρμηνεία τοϋ Πορίσματος τοϋ Θεωρήματος I πρός έκείνη τοϋ 
άντίστοίχου θεωρήματος.

Ή  γεωμετρική έρμηνεία τοϋ θεωρήματος 3 καί τοϋ Πορί- 
σματός του άντιστοιχοϋν σχεδόν άπόλυτα σ'αύτήν τοϋ Σχήμα­
τος 6.

7.4.4. Ε ί δ ο ς  σ υ γ κ λ ί σ ε ω ς  τ ή ς  γ ε ν ι κ ή ς  
έ π α ν α λ η π τ ι κ ή ς  μ ε θ ό δ ο υ

‘Υποθέτουμε δτι I = [a,b] εΓναι δνα διάστημα, πού περι­
έχει στό έσωτερικό του τή ρίζα ξ τής έξισώσεως x = g(x) γιά

k *τή συνάρτηση g(x) τής όποιας ισχύει g(x)ec (I) μέ k>l. ‘Υ­
ποθέτουμε άκόμη δτι ισχύουν οΐ σχέσεις g ^ U )  = o|ra=l(l)k-l 
καί g ^ U W O  καί δτι τόσο ή άρχική προσέγγιση δσο καί ot 
έπαναλήψεις, πού παράγονται άπό τόν άλγόριθμο χη+ι“ δίχη 1̂ 
η = 0,1,2,..., άνήκουν στό I καί ή άκολουθία τους συγκλίνει 
στή ρίζα ξ.. Τότε άν θεωρήσουμε τό σφάλμα εη+ι κατά τήν η+1 
έπανάληψη καί χρησιμοποιήσουμε τό θεώρημα, τοϋ Taylor μπο­
ρούμε νά πάρουμε



- 204 -

δπου πιίη(χη,ξ) < < max(xn,C). Λαβαίνοντας ύπόψη τίς υποθέ­
σεις, άναδιατάσσοντας καί παίρνοντας δρια, μέ η-*-®, καί

(k)θεωρώντας και τη συνεχεία τής g (χ) στό I, προκύπτει τελι­
κά ότι

ι.·_ επ+ι _ 1 _00,„λ
lin· k ~ k' ® (ζ)·η·*00 εη

Δηλαδή δριακά (ή στήν πράξη γιά πολύ μεγάλες τιμές τοϋ η), 
τό σφάλμα σέ μία έπανάληψη εΕναι άνάλογο τής k δυνάμεως 
τοϋ σφάλματος τής προηγούμενης έπαναλήψεως.

Μέ δσα άναπτύξαμε στήν προηγούμενη παράγραφο (κυρίως 
μέ τά Πορίσματα των Θεωρημάτων 1,2 καί 3 καί τήν Παρατήρη­
ση {iν)) μποροΟμε νά ποΟμε πώς άν k = l (πράγμα πού δέν συισιε-
ριλαβαίνεται στήν άνάπτυξη τής θεωρίας τής παρούσας παρα­
γράφου) καί έπί πλέον |g'(£)|<l, τότε ύπάρχει περιοχή τής 
ρίζας ξ, έστω Ij , τέτοια ώστε άν ή άρχική προσέγγιση έκλε- 
γεΓ άπ'αύτήν, ή γενική έπαναληπτική μέθοδος δίνει άκολου­
θία, πού συγκλίνει πάντοτε στήν ξ. *Η σύγκλιση, πού πετυ- 
χαίνεται μέ τόν τρόπο αύτό καλείται σύγκλιση πρώτης τάξης 
ή γραμμική σύγκλιση. Στήν περίπτωση δμως πού είναι k>l ή 
σχέση |g '(ς)| < 1 Ικανοποιείται αύτόματα, άφοΟ g '(ξ) = 0.Έτσι 
εΕμαστε σέ θέση νά ξέρουμε δτι σέ μία μέθοδο k τάξης συγ- 
κλίσεως (k>l) ύπάρχει πάντοτε περιοχή Ij τής ρίζας τέτοια 
ώστε άν ή άρχική προσέγγιση έκλεγεϋ άπ' αΰτή, ή μέθοδος 
νά συγκλίνει. Βασιζόμενοι στήν παρατήρηση, πού μόλις κάνα­
με, δδηγούμαστε στήν πράξη στήν κατασκευή γενικών έπαναλη- 
πτικών μεθόδων, πού νά εϋναι τουλάχιστον δεύτερης τάξης (τε­
τραγωνικής) συγκλίσεως.

Στή συνέχεια περιγράφουμε τήν πορεία, πού άκολουθοϋ-
με στήν πράξη γιά νά διαλέξουμε τό χ0 στήν περίπτωση μι&ς
μεθόδου τουλάχιστον δεύτερης τάξης συγκλίσεως έτσι ώστε ή 
γενική έπαναληπτική μέθοδος νά συγκλίνει.



Ά ν  I = [a,b] είναι τό διάστημα στό έσωτερικό τοϋδποί-
ου βρίσκεται ή μία καί μόνο ρίζα ζ τής έξισώσεως x = g(x)
καί είναι τέτοιο ώατε g(x) e C2(I), τότε άφοϋ g '(ζ) = 0 άν έ-
φαρμόσουμε τόν άλγόριθμο χ  ̂ =g(x ) In = 0,1,2, ,. μέ χ 6 1n+i η ο
δεδομένο (άλλά άγνωστο πρός τό παρόν), θά ισχύει τό ά- 
ποτέλεσμα τΐΐς σχέσης (7.18), πού γιά k = 2 (άσχετο μέ τήν 
ταξη συγκλίσεως τής μεθόδου) καί η=0 θά δίνει

ε:ί ε^"(ζ0), ιτιϊη(κ0,ξ) < ζο <max(x0,5). (7.19)

*Η συνάρτηση g"(x) είναι συνεχής στό κλειστό διάστημα I, 
άρα καί φραγμένη. Θά ισχύει, λοιπόν γιά κάθε χ6Ι, ή σχέ­
ση

||g"(x)|<M, (7.20)

δπου Μ γνωστός θετικός άριθμός. Χρησιμοποιώντας τήν (7.20) 
στήν (7.19) μποροϋμε νά πάρουμε διαδοχικά

Κ Ι  < ΜI ε012 < M(b-a) I ε 01 = λ | ε„ ], (7.21)

δπου θέσαμε X=N(b-a). "Αν λ<ΐ, τότε ή σχέση τών δύο ά-
κραίων μελών τών (7.21) είναι τής ίδιας μορφής μέ τή γε­
νική σχέση τών άκραίο^ν μελών τών (7.17). Συνεπώς |ε1|< |εβ| 
καί άρα XjeI. 'Επαγωγικά μποροΟμε τότε νά άποδείξουμε,δ­
πως παραπάνω, δτι ισχύουν τά συμπεράσματα τών σχέσεων 
(7.17) τοϋ Θεωρήματος 2 τής προηγούμενης παραγράφου. Δηλα­
δή δτι

K + J <xK l  ηαί Κ +Ι( < Κ Ι ·  (7·22)
'Αρα άπό τη δεύτερη σχέση τών (7.22) έχουμε άμέσως δτι
άν χ e I (k>.0), τότε καί χ, 61. *Η πρώτη σχέση δίνει σάνi ί ■—*· Κ +1
άποτέλεσμα
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δπως άκριβώς στό Θεώρημα 2. 'Επομένως ή μέθοδος θά συγκλί­
νει στή ρίζα ς γιά κάθε χ0, που θά άνήκει στό μικρότερο ά­
πό τά δύο διαστήματα [β,ζ] καί [ξ,5], δπως συμβαίνε ΐ’στό Θε­
ώρημα 3 της ίδιας παραγράφου, “t.j δμώς λ>ΐ, τότε μικραίνου­
με (συνήθως διχοτοϋμε) τό άρχικό διάστημα έντοπισμοϋ τής 
ρίζας ξ. "Ετσι βρίσκουμε δνα νέο διάστημα έντοπισμοΟ της, I, 
δνα νέο Μ (δέν είναι άπαραίτητο, άν ή g~(x) είναι πολύπλο­
κ η ς  σχετικά μ ο ρ φ ή ς ,  γιατί μποροϋμε νά χρησιμοποιήσουμε τό 
προηγούμενο) ένα νέο λ (πού στήν περίπτωση τής διχοτομήσε- 
ως θά εΓναι τουλάχιστον τό μισό τοϋ ποοηγουμένου) κ.ο.κ. Ή  έ- 
παναληπτική αύτή έργασία σταματά μόλις βρεθεί λ < 1 .

7.5. Μ έ θ ο δ ο ς  τ ώ ν  N e w t o n  - R a p h s o n
7.5.1. Π ε ρ ι γ ρ α φ ή  τ ή ς  μ ε θ ό δ ο υ
* Η.γενική έπαναληπτική μέθοδος, πού άναπτύχτηκε στήν 

προηγούμενη παράγραφο 7.4., ΰίναι βέβαια άπλή στήν έφαρμο- 
γή της. Παρουσιάζει δμως μία σημαντική δυσκολία τουλάχι­
στον στό Εεκίνημά της. Κι αύτό γιατί, δπως είδαμε, άπό τίς 
άπειρες άναδιατάζεις τής έ^ισώσεως f(x) = 0 τής μορφής x=g(x), 
θά πρέπει νά βροΟμε μία τέτοια ώστε [g '(ξ)|< 1. ‘Εκτός άπό 
τή δυσκολία αύτή υπάρχει πάντοτε καί τό άναμψισβήτητο γε­
γονός τής άργ^ς σχετικά συγκλίσεως τής μεθόδου, άψοϋ, έ- 
κτός έζαιρέσεων ίσως, ή σύγκλιση θά είναι γραμμική. Σέ 
άντιδιαστολήπρός αύτά, πού μόλις άναφέραμε, ή μέθοδος τών 
Newton - Raphson είναι τής γενικής μορφής x = g(x), άλλά ή g(x) 
είναι πάντα ή Εδια συνάρτηση τών x, f(x) καί f'(x). Συγκε­
κριμένα είναι

g(x) = χ - . (7.23)
f'(x)

'Επιπρόσθετα ή νέα μέθοδος είναι τουλάχιστον τετραγωνικής 
συγκλίσεως στήν περίπτωση μι&ς άπλΡς ρίζας ξ. Γιά τούς πα-
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ραπάνω λόγους καί άκόμη γιά τό λόγο δτι ή μέθοδος προγραμ­
ματίζεται εύκολα σέ 6ναν Η.Υ. Αποτελεί αύτή τήν πιό δημο­
φιλή μέθοδο, γιά τήν εύρεση τών ριζών τών έξισώσεων, μετα­
ξύ δλων τών έπα.ναληπτlhQv μεθόδων. "Εχοντας i— όψτ) τήν. έκ­
φραση (7.23) γιά τή συνάρτηση g(x) έχουμε άμέσως δτι δ Αλ­
γόριθμος τών Newton - Raphson είναι δ άκόλουθος

f(x )
χ -  χ -  -------Ξ _  |n = 0,l,2,... (7.24)
*‘l n f'(* ) η

μέ χQ δεδομένο. Γιά τήν έκλογή φυσικά τοϋ χ0 ισχύει δ,τι ά- 
ναφέραμε στό τέλος τής προηγούμενης παραγράφου, άφοϋ, δ- 
πως θά Αποδείξουμε, ή μέθοδος είναι τουλάχιστον δεύτερης 
τάξης συγκλίσεως στήν περίπτωση τής άπλής ρίζας, Στή συ­
νέχεια διατυπώνουμε καί άποδείχνουμε δύο θεωρήματα γιά τή 
σύγκλιση τής μεθόδου τών Newton - Raphson στήν περίπτωση 
τής άπλής καί πολλαπλής ρίζας ζ.

Θεώρημα 1
'Αν I ξ [a,b] είναι διάστημα τέτοιο ώστε f(x)6C2(I)

:tai ζ e I, δπου ξ είναι ή Απλή ρίζα τής έξισώσεως f(x) = 0, τό­
τε άν ή άκολουθία, πού παράγεται άπό τόν Αλγόριθμο τών Ne­
wton - Raphson (7.24), συγκλίνει, ή σύγκλιση.θά είναι τουλά­
χιστον τετραγωνική.

“Απόδειξη
Γιά τήν Απόδειξη τοϋ ίσχυρισμοϋ τοϋ θεωρήματος άρκεϋ 

νά Αποδειχτεί δτι γιά τή συνάρτηση g(x), πού δίνεται άπό τήν 
έκφραση (7,23), θά έχουμε g ' U )  = 0. Πραγματικά παραγωγίζοντας 
τήν (7.23) βρίσκουμε

,(χ) = £ Μ Τ Ί χ )  (7>25)
[ f ' ( x ) ! 2

καί έπειδή ή ζ είναι Απλή ρίζα (δηλαδή ί'(ζ)^Ο) προκύπτει
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άμέσως δτι

(7.26)

Έ δ ώ  θά πρέπει νά έπισημάνουμε τό γεγονός δτι ήμέθοδοςτών 
Newton - Raphson είναι τουλάχιστον τετραγωνικής συγκλίσεως. 
‘Η έκφραση τουλάχιστον σημαίνει δτι εΓναι δυνατόν ή τάξη 
τές συγκλίσεως της νά είναι ανώτερη τής δεύτερης. Δηλαδή, 
κάτω άπό κατάλληλες προϋποθέσεις είναι δυνατό νά έχουμε 
g" (C) = ο - Πραγματικά, ύποθέτοντας δτι f(x)GC3(I) καί παρα- 
γωγίζοντας τήν (7.25·) βρίσκουμε

όπότε

πού μπορεί: νά είναι μηδέν άν f"(?) = o.

Θεώρημα 2
Άν 1= [a,b] διάστημα τέτοιο ώστε f(x)ec2(I) καί ξδΐ, 

δπου ζ εΓναι ή ρίζα τής έξισώσεως f(x) = 0, βαθμοϋ πολλαπλό­
τητας k>l, τότε άν ή άκολουθία, πού παράγεται άπό τόν άλ- 
γόριθμο τών Newton - Raphson, συγκλίνει, ή σύγκλιση θά εΓ- 
ναι γραμμική.

Άπόδε ιΕη
"Οπως εΓναι φανερό στήν άπόδει£η τοΟ Θεωρήματος 1 ή 

σχέση (7.26) προκύπτει άπό τήν (7.25) σάν συνέπεια τές συνέ­
χειας τών f(x), f'(x) καί f"(x) καί τοΟ γεγονότος δτι ή ρί­
ζα ξ εΓναι άπλή. 'Ισχύει δηλαδή ί'(ζ)^0. Στήν προκείμενη 
περίπτωση έχουμε, έξαιτίας τίίς πολλαπλότητας τές ρίζας ξ, 
δτι ί'(ξ) = 0, καί έτσι βρισκόμαστε ?έ περίπτωση άοριστίας

g~(x) =- *(x)J 2f**(x) + f (x)f *(x)f"* (x) - 2f (x) if"(x)~] 2
[f'(x)]3
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γιά χ-ζ. Γιά τή\> άρση αύτής τής άοριστίας έργαζόμαστε ώς
έ£ής. Άφοϋ ή ξ eCvat ρίζα τής f(x) πολλαπλότητας k>l ή
f(x) θά γράφεται

fix) = (x-?)kh(x), Μξ)*0 (7.27)
καί έπομένως εύκολα μποροϋμε νά βροΟμε άπ'αύτήν δτι

ί'(χ) = (x-5)k-1[kh(x) + (x-e)h'(x)] (7.28)
καί,

£"(χ) = (x-C)k~2[k(k-l)h(x) +2k(x-C)h'(x) +
(7.29)

+ (x-?)2h“(x)] . 
fLd τήν εΟρεση τής g'(C) έχουμε προφανώς δτι 

g'U) s lim g'(x), 
χ^ξ

δπότε Αντικαθιστώντας στό δεύτερο μέλος τής παραπάνω ισό­
τητας τό δεύτερο μέλος τής (7.25) καί στή συνέχεια τίς ά- 
ντίστοιχες έκφράσεις γιά τίς f(x), f '(χ), f"(x) άπό τίς (7.27' 
(7.28), (7.29^, κάνοντας τίς δυνατές άπλοποιήσεις καί παίρ­
νοντας τό δριο τής g'(x), δταν χ-*·ξ, βρίσκουμε τελικά δτι

* / r \ — 3.g (ξ) - —  .

ΆφοΟ δέ k>l δχουμε δτι

ο*  |g'U)| = ~  <  1
καί Επομένως ή μέθοδος εΓνα,ι γραμμικής συγτιλίσεως.

7.5.2. Μ έ θ ο δ ο ς  τ ώ ν  N e w t o n  - R a p  h s o n
γ ι ά  τ ή ν  ε ύ ρ ε σ η  τ ή ς  τ ε τ ρ α γ ω ν ι -
κ fi ς ρ ί ζ α ς

ΕΪναι φανερό δτι b άλγόριθμος τών Newton - Raphson



- 210 -

(7.2^) γιά συγκεκριμένες έκφράσεις τής συναρτήσεως f(x) 
παίρνει καί συγκεκριμένες μορφές. 'Εκμετάλλευση τοϋ γε­
γονότος αύτού γίνεται στήν περίπτωση τής εύρέσεως’ τής* 
τετραγωνικές ρίζας ένός θετικού άριθμοΟ α. Στήν περί­
πτωση αύτή άν καλέσουμε μέ χ τήν τετραγωνική ρίζα τοΰ 
α θά έχουμε

f ( x )  Ξχ 2 -  α = Ο, f ' ( x ) 5 2 x ,

καί έπομένως τό σχήμα τών Newton - Raphson θά είναι τό 
άκόλουθο

χ2 + ο
χη+ 1  = ~ 5 χ — |η = 0 , 1 , 2 , . . .  ( 7 .3 0 )

η

μέ χ0 κατάλληλη άρχική προσέγγιση. Στήν πράξη άντί τοϋ 
σχήματος (7.30) χρησιμοποιούμε τό ισοδύναμό του

x = 0.5 (xn +^-) |η = 0,1,2,... (7.31)
η

κι αύτό γιατί τό δεύτερο σχήμα είναι οικονομικότερο σέ 
πράξεις, άψοϋ άτιαιτε ι έναν πολλαπλασιασμό λιγότερο γιά 
τήν εύρεση τής τιμής xn+j άπ'δ,τι τό σχήμα (7.30). Σύμ­
φωνα μέ αύτά πού άναπτύχτηκαν στήν παράγραφο 7..4.4. γιά 
τήν έκλογή τού χ„, καθίσταται φανερό, πώς άν ή έκλογή 
αύτή γίνει άπό τήν περιοχή, πού θά περιέχει στό έσωτερι­
κό της τήν /ΰ, τότε ό άλγόριθμος (7.31) θά συγκλίνει στήν 
ι/α , ένώ άν γίνει άπό τήν περιοχή, πού θά περιέχει στό έ­
σωτερικό της τήν -ίί, τότε δ άλγόριθμος θά συγκλίνει 
στήν -/Γ .

Είδικά γιά τήν έκλογή τής άρχικής προσεγγίσεως χ0 
στήν περίπτωση τής χρησιμοποιήσεως τοϋ άλγορίθμου (7.31),
γιά τήν εύρεση τής τετραγωνικής ρίζας τοΟ θετικού άριθ-
μού. α, μπορούμε νά άποδεί,ζουμε τό παρακάτω Θεώρημα, πού 
δπως γίνεται φανερό άπό τή δίΓτύπωσή του, έχει τεράστια
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πρακτική άξία.
Θεώρημα
Γιά κάθε χ0 >0, 6 Αλγόριθμος (7.31), πορίζει άκολου­

θία πού συγκλίνει στήν /α (α>0).
Απόδειξη
Γιά £να δποιοδήποτε χ0>0 καί χρησιμοποιώντας τήν έκ­

φραση (7.31} μποροϋμε πολύ εύκολα νά άποδε>ίξουμε έπαγωγι- 
κά ότι

χη > ° = °»**2»*'· *
Στή συνέχεια εϋναι δυνατό νά παρατηρήσουμε δτι

χ ~/ά  = 0 .5 (χ  + — ) -  / α  = 0 . 5 ί /χ  - \p— > 0 |η=0, 1 , 2 , . . .
η + 1  n x  I η  V χ „  * ·  1η ν R

καί έπομένως
χ > /α |η = 1,2,3,... . (7.32)η — 1

Άκόμη εΓναι εύκολο νά διαπιστώσουμε δτι σύμφωνα μέ τήν 
(7.32) έχουμε

x n  ~ χ η + ι  = 0 ,  5
ί χ η * “ Ί — —  > ο .

Άρα
χη ■> xn+j· !n = 1*2 ,3» · · · · (7 ,33)

Ά π ό  τίς σχέσεις (7.32) καί (7.33) συμπεραίνουμε δτι ή Α­
κολουθία {χ̂ } |η = 1,2,3,... είναι φθίνουσα καί φραγμένη άπδ 
κάτω άπό τήν /α . ‘Επομένως θά συγκλίνει σέ άριθμό ζ:> /α . 
Έπειόή δμως είναι γνωστό δτι δ άλγόριθμος (7.31) συγκλίνει 
σέ μία άπό τίς ρίζες ί /α τής Αρχικής έξισώσ«:ως f(x)=x2-a= 
= 0, καταλήγουμε στό συμπέρασμα δτι ζ = /ο .
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Παρατήρηση:
*0 άλγόριθμος (7.31) μαζύ ?αέ τή βοήθεια τοΟ θεωρήμα­

τος, πού μόλις Αποδείξαμε, χρησιμοποιούνται στήν ’Ανάλυ­
ση γιά τόν όρισμό τής τετραγωνικής ρίζας θετικαϋ άριθμοϋ 
α σάν τό δριο Ακολουθίας θετικών άριθμών, πού προκύπτουν 
χρησιμοποιώντας τίς τέσσερις πρώτες πράξεις τής Στοιχειώ­
δους Άλγεβρας.

7.5.3. Σ ύ γ κ λ ι σ η  τ ή ς . μ ε θ ό δ ο υ  τ ώ ν  N e w -  
t o n - R a p h s o n

“Οπως άποδείχτηκε στήν παράγραφο 7.5.1. ή μέθοδος τών 
Newton - Raphson είναι τουλάχιστον τετραγωνικής συγκλίσεως 
στήν περίπτωση Απλής ρίζας ξ. Αύτό σημαίνει δτι γιά κατάλ­
ληλο χ0, πού θά έκλέγεται μέ τόν τρόπο, πού άναπτύχτηκε 
στό τέλος τής παραγράφου 7.4.4., ή μέθοδος τών Newton - Ra­
phson θά συγκλίνει στή ρίζα ξ. Γιά νά εφαρμοστεί: δμως ή 
μέθοδος τής παραγράφου 7.4.4. χρειάζεται νά βρεθεί ένα ά- 
πόλυτο άνω φράγμα τής συναρτήσεως g"(x). 'Επειδή στήν προ- 
κείμευη περίπτωση ή g(x) δίνεται άπό τήν έκφραση (7.23) εί­
ναι πολύ πιθανό στις διάφορες συγκεκριμένες περιπτώσεις ή 
έκφραση γιά τήν g"(x) νά είναι σχετικά πολύπλοκης μορφής 
καί συνεπώς ή εύρεση τοϋ φράγματος δύσκολη. Γι'αύτό, καί 
ειδικά γιά τή μέθοδο τών Newton - Raphson καί μόνο, περι­
γράφουμε στή συνέχεια τήν πορεία πού μποροϋμε νά ακολουθή­
σουμε γιά τήν έκλογή τοϋ χ0, βασιζόμενοι στή συνάρτηση f(x) 
καί δχι στήν g(x).

Υποθέτουμε δτι I=[a,b] είναι ένα διάστημα έντοπισμοϋ 
τής άπλής ρίζας ζ τής έξισώσεως f(χ) = 0 καί άκόμη δτι£(χ)6 
C2(I) μέ 1 f *<χ) | 2L=K > 0 καί ^"(χίΙ^Λ γιά δλα τά χ6Ι. Ά ν  έ- 
φαρμόσουμε τώρα τόν άλγόριθμο τών Newton - Raphson μέ χ„ΘΙ 
δεδομένο (άλλά άγνωστο πρός τό παρόν) θά έχουμε
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f(x0) ,χ. = xft --rn— % · (7.3**)1 0 f .(x-o'
'Εξάλλου Εεκινώντας άπό τήν προφανή σχέση f(E[) = 0, πού τή 
γράφουμε σάν f(x0 - e0) = ο , δπου ε0 τό άντίστοιχο σιοάλμα, μπο- 
ροΟμε νά πάρουμε, άν άναπτύξουμε σύμφωνα μέ τό θεώρημα 
το“ Taylor, δτι

f(x0)-eflf'(x0) +! e 2:;"Uo>=0 (7.35)

μέ τηίη(χ0,ξ) < ξ0 <max(x0,C). 'Αντικαθιστώντας στήν (7.35) τήν
f(x0) άπό τήν (7.34), κάνοντας πράξεις καί άναδιατάσσοντας
βρίσκουμε

ε = i £ i k > . ει 2 f *(χ0) εο
Παίρνοντας στήν παραπάνω σχέση άπόλυτες τιμές καί χρησιμο­
ποιώντας τά άντ Lστοίχο φράγματα Κ καί Λ άπό τίς ύποθέσεις# 
πού κάναμε, λαβαίνουμε τελικά δτι

ΙειI < ΜΙεοI2 »

δπου θέσαμε Μ=·^τ. Έτσι καταλήξαμε στήν C6ia άκριβώς σχέ-2Κ
ση μεταΕύ ε} καί ε0, πού είχαμε καταλήξει καί στήν παρά­
γραφο 7.4.4., μέ τή μόνη .διαφορά στόν δρισμό τοΟ φράγματος 
Μ. ‘Επομένως άπό έδώ καί πέρα ή άνάπτυξη τής άντίστοιχης 
θεωρίας, καί συνεπώς ή έργασία γιά τόν προσδιορισμό τής 
αρχικής προσεγγίσεως χ0, είναι ταυτόσημη έκείνης τής παρα­
γράφου 7.4.4., γι'αύτό καί παραλείπρται.

7.5.4. Γ ε ω μ ε τ ρ  ι κ ή έ ρ μ η ν ε  ί α  τ ή ς  μ ε θ ό ­
δ ο υ  τ ώ ν  N e w t o n - R a p h s o n

"Εστω y = f(x) ή γραφική παράσταση τής συναρτήσεως f(x) 
(Σχήμα 7). Ά ν  ζ είναι ή ρί£α τής έξισώσεως f(x) = 0, τότε 
αύτή θά είναι ή τετμημένη τής τομής Ρ τής καμπύλης ,y = f(x)



- 214· -

μέ τόν άξονα τών κ. "Εστω Ρ στό σχήμα, τό σημείο τής κα­
μπύλης, πού £χει τετμημένη τήν άρχική προσέγγιση χ0. Άν 
το^ρα Mj είναι τό σημείο τομής τής έφαπτομένης τής καμπύ*- 
λης στό Ρ0 μέ τόν άξονα τών χ, τετμημένης χ , θά δχουμε

Σχήμα 7

(Μ0Ρ0) f(X(j)
χ, = χ - (Μ,Μ.) =χ. - ---- -α  = χ„ s

Δηλαδή, δπως παρατηροΟμε, ή τετμημένη τοΟ σημείου Mj είναι 
ή έπανάληφη, πού προκύπτει, μετά άπό μία έ<ραρμογή τής με­
θόδου τών Newton - Raphsoft. Συνεχίζοντας μέ τόν C5io τρόπο 
φέρνουμε τώρα τήν έφαπτομένη τής καμπύλης στό σημείο Pj , 
τετμημένης x , πού συναντά τόν άξονα τών χ στό σημείο ΜΖ, 
τετμημένης χ2. Ή  τετμημένη χ2 βρίσκεται, μέ άνάλογο, δ­
πως καί πριν, τρόπο καί δίνεται άπό τήν 6κφραση
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f(Xj )
χ2 = X,

f ’(Xj )
κ.ο.κ. “Οπως βλέπουμε στό σχήμα, ή Ακολοι Λία {x }|η=0,1,2, 
..., πού παράγεται άπό τόν αλγόριθμο των Newton - P.aphson, 
συγκλίνει στή ρίζα ξ.

7.6. * Η δ2 - μ έ θ ο δ ο ς  τ ο Ο  A i t k e n  κ α ί  ή
Μ έ θ ο δ ο ς  τ ο Ο  S t e f f e n s  e. n

Ή  δ2 - μέθοδος τοϋ Aitken, πού εΓναι ή παρακάτω
(χ - χ )2

yn = χη -----Γ --- |η = 0,1,2,..., (7.36)δ“χη+ι
καί μέ τήν όποια δέν θά άσχοληθοϋμε ειδικά έδ&, προτάθηκε
καταρχήν γιά τήν εύρεση μιας Ακολουθίας {y }|η = 0,1,2,...,
πού νά συγκλίνει ταχύτερα άπό μία ήδη γνωστή καί συγκλί-
νουσα άκολουθία {χ } |η = 0,1,2,... . Μέ βάση τήν δ2 - μέθοδο
καί μέ τήν παρατήρηση δτι, άν οί δροι τής άκολουθίας {χ }η
|η = 0,1,2,... προέρχονται άπό τή γενική έπαναληπτική μέθοδο, 
πού άντιστοιχεϊ στήν έξίσωση x=g(x), όπότε τό δεύτερο μέ­
λος τής (7.36) μπορεί νά γραφτεί σάν

(g(xn)-xn)2 ^
Xn g(g(xn)) - 2g(xfi) +xn |n - 0,1,2.,...,

Αναπτύχτηκε ή μέθοδος τοϋ Steffensen. Έτσι ή τελευταία 
στηρίζεται στόν Αλγόριθμο

(g(x_) - X )2
X =χ - Τ",-· -> '< Τ  :—  In = 0,1,2,... (7.37)n+i n g(glx )) - 2g(x ) + χ 1

ii τι n

μέ Xq όεδομένο. *0 Αλγόριθμος αύτός, πού εΓναι γνωστός καί 
σάν αλγόριθμος ή σχήμα τοϋ Steffensen, μπορεί νά θεωρηθεί 
δτι έχει προέρθει Από τήν έξίσωση
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(g(x) - χ)2
χ = X ---- , -, · y >— „■ y  = h ( x ) .  ( 7 .3 8 )g ( g ( x ) ) -  2g(x)+x

Γιά νά μπορεί νά χρησιμοποιηθεί ό άλγόριθμος (7.37), γιά 
τή λύση τής έξισώσεως x = g ( x ) ,  θά πρέπει καταρχήν νά απο­
δειχτεί δτι οί ρίζες αύτής είναι καί ρίζες τής x = h(x)  

καί άντίστροφα.. Αύτό διατυπώνουμε καί αποδείχνουμε στό 
παρακάτω Θεώρημα 1 στήν ειδική δμως περίπτωση, πού δλες 
οΐ ρίζες τής x = g ( x )  είναι άπλές.

Θεώρημα 1
Ά ν  δλες οΐ ρίζες τής έζισώσεως :< = g (x )  είναι άπλές, 

τότε οί έ£ισώσεις x = g ( x )  καί x = h (x )  έχουν τίς ίδιες ρί­
ζες.

Απόδειξη
Έ σ τ ω  δτι ζ είναι μία άπλή ρίζα τής έξισώσεως x = g( x) .  

Τότε θά ισχύουν οΐ σχέσεις
ξ = β(ξ) καί l^g'(c). (7.39)

Χρησιμοποιώντας τήν τιμή κ = ξ στήν (7.38), τό δεύτερο μέλος 
παίρνει την άπροσδιόριστη μορφή Γιά τήν άρση τής άορι- 
στίας έφαρμόζουμε τόν κανόνα τοϋ L ’Hospital. Σύμφωνα μ'αύ- 
τόν θά έχουμε δτι τό δριο τοϋ λόγου τών δύο δρων τοϋ πη­
λίκου στήν έκφραση h(x), στήν (7.38), δταν χ-*·ξ, θά είναι ί­
σο μέ τό δριο τοϋ λόγου τών παραγώγων τών ίδιων δρων, ιχέ 
τήν προϋπόθεση δτι υπάρχουν, δταν χ-*·ξ. Έτσι βρίσκουμε δτι

Μ ξ ) = ς _ 2(|(S?-Q.(g'(C)-l> 
g ' C g ( O ) g ' U )  - 2 g*(ξ)+1

καί χρησιμοποιώντας τίς σχέσεις (7.39), λαβαίνουμε τελικά 
δτι

Μ ξ )  = ξ .
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"Αρα άν ξ είναι άπλή ρίζα τής x = g(x) θά είναι καί ρίζα 
τής χ = h(x). Έ σ τ ω  τώρα δτι ξ είναι μία ρίζα τής x = h(x). 
Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις. "Αν g(g(^)) - 2g(5>+? ̂  0, τδτε 
άντ ικαθκ: τώντας μέ ζ τό χ στήν (7.38), βρίσκο ;ιε τελικά 
δτι (ξ -£(ξ))2 =0 £ρα ξ =g(?) πράγμα πού δίνει άτοπη τήν ίιπό- 
θεσή μας. Άρα g(gU)) - 2gU)+c = 0, δπότε θά πρέπει καί δ άριθ- 
υητής του κλάσματος στήν (7.38) νά είναι μηδέν γιά χ-ζ. 
οά f-xcuns 5ηλαδή έπί πλέον δτι (g(C)-C)2 =o. ‘Η τελευταία 
ισότητα δίνει ζ = g(ξ)* πού καθιστά συγχρόνως καί τήν έκ­
φραση g(gU)) - 2gU)+C μηδέν. Συνεπώς ή ζ είναι ρίζα τής 
x = g(x).

Στή συνέχεια διατυπώνουμε καί άποδείχνουμε τό Θεώ­
ρημα 2, πού άφορά μιά ειδική πάλι περίπτωση.

Θεώρημα 2
‘Υποθέτουμε δτι I Ξ [a,b] είναι ένα διάστημα, πού περι­

έχει στό έσωτερικό του τή μία καί μόνο άπλή ρίζα ζ τής έ- 
ξισώσεως x = g(x), γιά τή συνάρτηση g(x) τής όποιας ισχύει 
g(x)ec5(I), g'U)*0 καί δτι δλοι οί. δροι τής άκολουθίας, 
πού παράγονται άπό τόν άλγόριθμο yn+j = g (yn> |n = 0,1,2,... καί 
ή άρχική προσέγγιση άνήκουν στό I (άνείάρτητα μέ τό άν ή 
άκολουθία αύτή. συγκλίνει στήν ζ). Τότε άν οί δροι τής ά­
κολουθίας {xn}jn = 1,2,3,..., πού δίνονται &πδ τήν (7.37) καί 
t άρχική προσέγγιση άνήκουν στό I, ή σύγκλιση τοΟ έπαναλη- 
πτικοΟ αύτοΟ σχήματος στή ρίζα ξ είναι τετραγωνική.

Άπόδε 15η
'Εφόσον ή ζ είναι άπλή ρίζα τής έξισώσεως x=g(x) θά 

έχουμε g'(£)?l. Γιά τήν άπόδειΕη τοϋ ίσχυρισμοϋ δτι,ή μέ­
θοδος (7.37) είναι δεύτερης τάξης συγκλίσεως θά πρέπει νά 
άποδειχίοϋν οι σχέσεις h '(ξ) = 0 καί h"(5)/0. Γιά τό σκοπό αύ- 
τό καλοϋμε μέ Α καί Β τούς δρους τοϋ κλάσματος τής (7.38),
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άφθΰ κάνουμε τήν Αφαίρεση, όπότε
Α = Α(χ) = xg (g )  -  g 2 . Β = Β(:<) Ξ g ( g )  -  2g+x, (7.40)

όπου γιά συντομογραφία θέσαμε g ^g(x) καί g(g) = g(g(x)). 
Καταρχήν εϋναι εύκολο νά διαπιστώσουμε, όπως καί στό προ­
ηγούμενο Θεώρημα 1, δτι

Α(ξ)=0, Β(ζ)=0, (7.41)
πράγμα, πού θά χρησιμοποιήσουμε στή συνέχεια. *Η παραγω­
γός τ?ίς συναρτήσεως h(x) έξαιτίας τών (7.40) θά δίνεται 
άπό τήν έκφραση

h'(x) = . (7.42)
Β2

Σάν συνέπεια τών σχέσεων (7.41) έχουμε δτι οΐ δροι τοΟ 
κλάσματος στήν (7.42) μηδενίζονται γιά κ=ξ. Γιά τήν άρση
τ^ς άοριστίας,έφαρμόζουμε τόν κανόνα τοϋ L ’Hospital. "Είτσι 
παίρνουμε

. . . » / \ , ■ BA - ΑΒ" ._ ..lim h (x) = lim — jjjjf'—  · (7.43)
χ ξ χ ξ

Καί πάλι όμως οΐ δροι τοϋ κλάσματος στήν σχέση (7.43) μη­
δενίζονται γιά χ=ξ καί έπομένως έφαρμόζουμε γιά μία δεύ­
τερη φορά τόν κανόνα τοϋ L ’Hospital. "Ετσι βρίσκουμε

Β Ά" + BA'"- A 'Β" - ΑΒ"'lim h (χ) = lim
χ-*ξ χ-»ξ 2(Β '2 + ΒΒ")

ή δποία, άπό τίς (7.41) δίνει- 
lim (Β Ά" - A 'Β")

h ' U ) = - ^ i -----------  . (7.44)
2 lim Β'2 
χ-ζ

Παραγωγίζόντας τίς (7.40) διαδοχικά παίρνουμε
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A '= A ' ( x )  = g ( g )  + xg ' ( g ) g  -  2gg *,
(7.45)

B'= B'(x ) = g *(g)g ' - 2g ' + 1
καί

A " =  A " (x )  = 2 g ' ( g ) g ' + x g " ( g ) g ' Z+ x g ' ( g ) g " - 2 g ' 2- 2 g g " ,
(7.46)

ΙΓΞ B " (x )  H g " ( g ) g ' 2+ g ' ( g ) g " - 2 g ' \

Xorjotuc-rkp ιώντας τίς (7.45) καί (7.46) καθώς καί τή σχέση ς = 
g(5) καί ξανά τή συντομογραφία g γιά υά συμβολίσουμε δ- 
μως τήν τιμή gU), αύτή τή φορά, δπως έπίσης καί τίς τι­
μές τών άλλων παραγώγων στό ζ, λαβαίνουμε

l im Α '  = ξ +ζξ'2-2ζε · = ξ(ε - I ) 2 
χ -*■ ξ
lira Β' = g'2-2g'+l = (g'-l)2 i 0

(7.47)
l im A" = 5g ,2g +Cg V ' _2Cg" = ? g " ( g ' - l K g '+2) 

x ■* ζ

l im B" = g ' 2g " + g ' g " - 2 g " = E" ( g ' - l ) ( g ' + 2 )  .
x ·*■ ζ

Ά π ό  τίς σχέσεις (7.47) βρίσκουμε άμέσως δτι 
lim ( B V -  Α'Β") = 0. 
χ ζ

Λαβαίνοντας δέ ύπόψη τή δεύτερη άπό τίς (7.47) καί άντικα- 
θιστώντας στήν (7.44) παίρνουμε δτι h'(c) = 0. Παραθέσαμε ά- 
να>.υτικά παραπάνω τήν άπόόειΕη τής σχέσης h'(O = 0, γιά νά 
δείςουμε κυρίως τή δυσκολία, πού θά έχει ή άντίστοιχη ά- 
Γίόδειξη, άπό τήν άποψη τοϋ πλήθους καί τοϋ εΕδους τών πρά­
ξεων, τής σχέσης h"(?) / ο. ‘Η άπόδειξη γιά τήν h"(£) i 0 θά πα- 
ραληφτεΐ ά<ροϋ δμως τονίσουμε τό γεγονός δτι γι'αύτήν χρει­
άζεται νά παραγωγισουμε τήν (7.42) γιά τήν εύρεση τήςh"(x) 
καί στή συνέχεια νά έφαρμόσουμε τρεις φορές τόν κανόνα τοϋ
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L ’Hospital γιά τήν εΰρεση τής τιμής h"(ζ) ?ί 0.

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

Άφοϋ δειχτεί δτι ή έξίσωση χ3-2χ2-1 = 0 έχει μία καί 
μόνο πραγματική ρίζα ξ τέτοια ώστε ςβ(2,3) νά βρεθεί αύ­
τή μέ τή μέθοδο τής διχοτομήσεως καί μέ άκρίβεια τεσσά­
ρων δ.ψ.. Νά δοθούν άκόμη τό άπαιτούμενο έλάχιστο πλήθος 
έπαναλήψεων στήν πράξη καθώς καί τό άκτιστοιχο θεωρητικό 
γιά τήν εΰρεση τής ρίζας ξ μέ τήν έπιζητούμενη άκρίβεια. 
(Άπ. ζ *2.2056, 15, 14) .

Ά ν  ύποτεθεϊ δτι Ικανοποιούνται οΐ προϋποθέσεις τοϋ 
Θεωρήματος, πού άναφέρονται στή μέθοδο Regula Falsi, καί 
κληθούν μέ ε^ |η = 0,1,2,... τό σφάλμα στήν η έπανάληψη καί 
μέ =Β0 νά δειχτεί δτι ύπάρχουν άριθμοί η,Θ6(α0,χη 
τέτοιοι ώστε νά ισχύει ή σχέση

f"(n) 
"n-Γ 2f '(θ)ε I η = 0,1,2,.

3. Γιά τήν εύρεση τής θετικής ρίζας ς τής έξισώσεως
f(χ) = χ2-2 = 0 προτείνεται ό άλγόριθμος χ =0.2+χ -O.lx2 |η=η+» η η 1
=0,1,2,... καί χ„ δοσμένο. Άφοϋ άποδειχτεϋ δτι δ άλγόριθ­
μος, πού δόθηκε, ικανοποιεί τίς προϋποθέσεις τοϋ Πορίσμα­
τος τοϋ Θεωρήματος 3 τής παραγράφου 7.4.2. στδ διάστημα 
[ΐ,2], νά έκλεγεϋ σάν χ0 τό γνωστό άκρο τοϋ μικρότερου ά­
πό τά δύο διαστήματα [ΐ,ζ] καί [ξ,2] καί νά βρεθεί ή ρίζα 
ζ μέ προσέγγιση 3 ο.φ. (Άπ. ξ* 1.414).

4. Άφοϋ άποδειχτεϊ δτι ή συνάρτηση f(x) = 3χ3+2χ-1 έχει
μία μόνο πραγματική ρίζα ξ, ή όποια καί άνήκει στό διά­
στημα I ξ [ο.2,0.45], νά δειχτεϊ στή συνέχεια δτι ή f(x) I-
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κ α ν ο π ο ι ε ϋ  τ ί ς  Α π α ι τ ή σ ε ι ς  τ ο Ο Θ ε ω ρ ή μ α τ ο ς  3 (ή  τοΟ Π ο ρ ί ­
σ μ α τ ο ς  τ ο υ )  τ ή ς  π α ρα γ ρά φ ου  7 . 4 . 2 .  κ α ί  ν ά  έφ α ρ μ ο σ τ ε ϋ  δ  
Α ν τ ί σ τ ο ι χ ο ς  Α λ γ ό ρ ι θ μ ο ς  γ ι ά  τήν  ε ϋ ρ ε σ η  τί]ς ρ ί ζ α ς  ζ μέ 
π ρ ο σ έ γ γ ι σ η  τ ε σ σ ά ρ ω ν  δ . ψ . .  Νά δ ο θ ε ί  ΑκόμΓ τ ό  Α π η ι τ ο ύ μ ε -  
ν ο  π λ ή θ ος  έπαναλήψ εων γ ι ά  τ δ  σ κ ο π ό  α ύ τ ό .
( Ά ί Ι .  ζ «  0.4023 ,, 25) .

5. Γιά τήν εύρεση τής θετικές ρίζας τής έξισώσεως
ax2+x-b = 0 (a,b > 0) προτείνεται ό Αλγόριθμος xn+j=b-
- ax2 |n = 0,1,2,.. ν μέ χ0 δοσμένο. Ποιά συνθήκη πρέπει
νά ικανοποιούν οΐ σταθερές a καί b ώστε νά ύπάρχει πε­
ρίπτωση συγκλίσεως; (Άπ. ab < 3/4 ) ·

6 . Γιά τήν εύρεση μι&ς τουλάχιστον άπό τίς πραγματι­
κές καί άνισες ρίζες τής έΕισώσεως x2+bx+c =0 (b2 >4c) 
προτείνεται ό Αλγόριθμος xn+1= <*χ2 +βχη+γ |η = 0,1,2,...,μέ 
xfi κατάλληλη άρχική προσέγγιση. Νά άποδειχτεΐ δτι γιά 
0<a<2/r 5 2-4c ό Αλγόριθμος είναι δυνατό νά συγκλίνει 
στή ρίζα (-b- Sif-nc ) /2, ένδ γιά -2//bz-4c <α<0 είναι 
δυνατό νά συγκλίνει στή ρίζα (-b + / )/2 .

7. ΆφοΟ δειχτεί σέ τί μπορεί νά χρησιμέψει δ Αλγό­
ριθμος χ = 0.5+x - O . l x 3 = g(x  ) Jn = 0fl,2,... καί. χ. 6οσ-τίτΐ n n n w
μένο νά έξεταστεΕ στή συνέχεια άν είναι δυνατό νά συγ­
κλίνει. Συγκλίνει αύτός γιά χ„=2 καί γιατί; Νά βρεθοΟν 
οΐ διαδοχικοί δροι τής Ακολουθίας πού παράγεται Από τόν 
Αλγόριθμο, πού δόθηκε, μέ τήν άρχική προσέγγιση χ0 =2 
καί νά βρεθεί Απ'αύτήν τό δριο t τής άκολουθίας μέ προ­
σ έ γ γ ι σ η  τ ε σ σ ά ρ ω ν  δ . ψ .  (Άπ. ϋτήν εύρεση τής Vs, είναι 
δ υ ν α τ ό  γιατί Igi3/ ! -)) < 1 , συγκλίνει γιΑ χ0 = 2, 2,  1.7, 1,70870, 
1.70982,  1 .70996,  1.70997 , ζ = 1 . 7 ί 0 0 ) .

8 ·  Δίνεται ή έΡίσωση x-e~x = 0. Νά δειχτεί καταρχήν δ-
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τι αύτή έχει μία καί μόνο άπλή πραγματική ρίζα ξ καί δ- 
τι αύτή βρίσκεται στό διάστημα (0,1). 2τή συνέχεια νά 
κατασκευαστεί μέ βάση τή γε ν κ ή  έπαναληπτική μέθοδο 'έ­
νας προφανής άλγόριθμος πού νά συγκλίνει γιά κάθε πραγ­
ματικό χ 0>θ,καί τέλος νά βρεθεϋ ή ρίζα ζ, μέ τή βοήθεια 
ένός Η.Υ. καί μέ προσέγγιση πέντε δ.ψ. (Άπ. ς«0.56714).

9. Άφ ο Ο  άποδειχτεϊ δτι ή έξίσωση f(x) Ξ 4x-7+cosx = ο έ­
χει μία καί μόνο πραγματική ρίζα ξ, νά κατασκευαστεί στή 
συνέχεια, μέ βάση τή γενική έπαναληπτική μέθοδο, ένας 
άλγόριθμος πού νά συγκλίνει στή ρίζα ξ, γιά κάθε έκλογή 
τής άρχικής προσεγγίσεως χ0. Τέλος, χρησιμοποιώντας 
τόν άλγόριθμο αύτό καί μέ τή βοήθεια ένός Η.Υ. νά βρε­
θεί ή ρίζα ξ μέ προσέγγιση έξι δ.ψ.
(Άπ. ξ «1.808986 ).

10. ‘Η έξ'σωση f(x) = x2-7x+i2 = c έχει σάν ρίζες τούς ά-
ριθμούς ς j =3 καί ξ2=4. Νά βρεθεί μιά άναδιάταξη αώτης της 
μορφής χ = ax2+bx+c ξ g(x), τέτοια ώστε δ άλγόριθμος χη+1 =
= g(xn) |n = 0,1,2,..., μέ κατάλληλο χο, νά συγκλίνει στή 
ρίζα ζ2=4 μέ σύγκλιση τετραγωνική. (Άπ.χ=-χ2+8χ-12).

11. Δίνεται δ άλγόριθμος
*η+1 = χΝ·6χ2+(β+1)χη+γ |η =0,1,2,..., μέ χ0 δοσμένο,

γιά τήν εύρεση τής άπλής ρίζας τής έξισώσεως f(x) =χ3+6χ2+ 
+0χ+γ = 0 . Νά βρεθοΟν τά β καί γ έτσι ώστε, δ άλγόριθμος, 
πού δόθηκε, νά είναι τρίτης τάξης συγκλίσεως. (Άπ. 11,6).

12. Νά άποδειχτεΕ δτι, άν ή έξίσωση f(x) = 0 έχει σάν ρί­
ζα τήν ξ μέ βαθμό πολλαπλότητας k>l, τότε τό σχήμα

f(x )
*«+, sV k -----  |n = 0,1,2,... μέ χ δοσμένο,n f . ( x  }

η
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γιά τήν εΰρεση τής ρίζας ζ, εΓναι τουλάχιστον τετρα­
γωνικές συγκλίσεως.

13. Νά άποδειχτεϊ δτι τό σχήμα

χ = 2α / (χ + — ) |η = 0,1,2,... η+1 η χ 1 » » »η
μέ 3>ο άποτελεϊ £να σχήμα τετραγωνικής συγκλίσεως, 
για τήν εΰρεση τής /e , πού συγκλίνει σ'αύτήν γιά κά­
θε χ„ > Q. Έπ ί  πλέον, άν εΓναι τό σφάλμα κατά τήν
η έιχανάληΦη τοΟ προηγούμενου σχήματος καί ε' τό άντί-n
στοίχο σφάλμα, στήν περίπτωση τοΟ γνωστοΟ σχήματος

χ = 0.5(χ +— > |η = 0,1,2,... μέ τό C6io χ. n+i η χ 1 ’ * ’ οη
νά δειχτεί δτι Ιεηΐ4ΐεή! |η = 1,2,3,.'.. .

14. Δίνεται ή έξ'σωση f(x). = (x-a)(x-*) = 0 μέ ρίζες a
καί b (a<b). Νά δειχτεί: δτι ή μέθοδος τών Newton-Rap- 
hson, δταν έφαρμόζεται στήν' έξίσωση πού δόθηκε, γιά 
κάθε χ0 > , παράγει άκολουθία πού συγκλίνει στή
ρίζα; b, ένώ γιά κάθε χ0 < -21^ , παράγει άκολουθία πού 
συγκλίνει στή ρίζα a.

15. Νά βρεθεί καί νά μελετηθεί ώς πρός τή σύγκλιση 
δ άλγόριθμος τών Newton - Raphson γιά τήν εύρεση τής 
m/a (α>0, m>2) γιά κάθε έκλογή χβ >rVa . (Άπ.
X · = —  [(rc-l)x +οι/χΠ'"1] |η = 0,1,2,... , συγκλίνει στήν

n+i m L n n
η/Ξ ).

16. Νά έφαρμοστεΐ δ άλγόριθμος τών Newton - Raphson, 
της προηγούμενης άσκήσεως,γ^ά τήν εΰρεση τής /2 
μέ προσέγγιση τριών δ.ψ., παίρνοντας σάν χ0 = 2.
( Άπ. ^2 « 1.260 ).
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17. ΆφοΟ δειχτεΕ δτι 6 άλγόριθμος
Χη+1 = * η(2 - αχπ) | η = 0 , 1 , 2 , . . . μέ χ0 δοσμένο,

δέν άποτελεΕ παρά δναν άλγόριθμο τών Newton - Raphson 
γιά τήν εύρεση τοϋ άντιστρόφου τοϋ άριθμοϋ α*0, νάδει- 
χθεΕ στή συνέχεια δτι δ άλγόριθμος, πού δόθηκε, συγκλί­
νει τότε καί μόνο τότε άν Ιΐ-αχ0|<ΐ.

18. Νά δειχτεί, χωρίς νά έξεταστεϊ ή σύγκλιση, πώς ή 
μέθοδος τών Newton - Raphson γιά τήν εύρεση μιγαδικών ρι­
ζών τής μορφής ζ=α + 6ϊ τής έξισώσεως f(x) = o, μέ πραγμα­
τικούς συντελεστές είναι ή άκόλουθη

A C  + Β D
α = ο --- 5L2_2-2Ln+i n c2 +d2

η η
A D - Β C 

3 = β + — Ξ_Ξ-----Ξ_η
η+ι η C2 +D2η η

δ π ο υ  f < V * W ·  =

χ0 =α. +S0i δοσμένη άρχική προσέγγιση καί α , β , Α , Β , u n n n η
cn> Dn |η = 0,1,2,... πραγματικοί άριθμοί.

1 9 .  Νά χρησιμοποιηθεί κατευθείαν ή μέθοδος τής προηγού­
μενης άσκήσεως 18, γιά τήν εύρεση μιάς μιγαδικής ρίζας 
τής έξισώσεως f(x) = χι*-8χ3+23χ2+16χ-50 = 0 μέ προσέγγιση δύο 
δ.ψ., όταν σάν άρχική προσέγγιση θεωρηθεί δ άριθμός 
3 . 5 + 3 . 5 1 .  (Άπ. <4.00 + 3.001 ) ·

20. Άφοϋ δειχτεΕ δτι τό τριώνυμο f(x) = χ3+3χ2-1 £χει
τρεΕς πραγματικές ρίζες μία άπό τίς δποΕες είναι τέτοια 
ώστε ξβ(0.5, 0.7), νά δειχτεί στή συνέχεια δτι παίρνον­
τας σάν άρχική προσέγγιση χ0 =θ.5 δ άλγόριθμος τών New­
ton - Raphson συγκλίνει καί νά έιραρμοστεΕ αότδς γιά τήν
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εύρεση της ξ μέ προσέγγιση τριών δ.ψ.
(Άπ. ζ » 0.532 ).

21. ΆφοΟ δειχτεί: δτι ή έξίσωση f(x) = x? 2χ-1= 0 δχει 
μία καί μόνο πραγματική ρίζα ζ τέτοια ώστε ξ 6(1,2), 
νά έφαρμοστεΐ στή συνέχεια τό κριτήριο συγκλίσεως τής 
μεθόδου τών Newton - Raphson μέ άρχικό διάστημα τό
[1,2]. Ά ν  τό κριτήριο συγκλίσεως δέν Ικανοποιείται 
νά διχοτομηθεί τό άρχικό διάστημα καί νά έξεταστεί ή 
ικανοποίησή του στό μισό διάστημα, πού περιέχει τή ρί­
ζα ξ κ.ο.κ. "Οταν τέλος βρεθεί τό άντίστοίχο διάστη­
μα νά ληφτεΐ σάν xQ τό γνωστό άκρο τοΟ μικρότερου 
άπό τά δύο διαστήματα, πού θά περιέχει τή ρίζα, καί 
νά έφαρμοστεΐ ό άλγόριθμος τών Newton - Raphson γιά τήν 
εύρεση αύτής μέ προσέγγιση τεσσάρων δ.ψ.
(Άπ. ς * 1.6180 )·

22. Νά χρησιμοποιηθοΟν οί διαδοχικοί δροι τής άκολου-
θίας τοΟ άλγορίθμου τής άσκήσεως 7 καί ή δ2 -μέθοδος
τοΟ Aitken γιά τήν έπιτάχυνση τής συγκλίσεως. Ποιά εϋ- 
ναι ή νέα άκολουθία καί ποιό τό όριο ξ μέ.προσέγγιση 
τεσσάρων δ.ψ.; (Άπ. 2, 1.7, 1.70870, 1.70982, 1.70998,
1.70998, ξ «1.7100 ) .

23. Νά χρησιμοποιηθεί τό γενικό έπαναληπτικό σχήμα 
τής άσκήσεως 7 καί ό άντίστοιχος άλγόριθμος τοΟ Stef­
fensen μέ χΒ =2 γιά τήν εύρεση τής τιμής ζ. Ποιοι εϋ- 
vaL οί δροι τής νέας άκολουθίας καί ποιά ή ζ μέ προ­
σέγγιση τεσσάρων δ.ψ.;
(ΆϊΙ. 2, 1.7084c, 1.70998 , 1.70998, ζ *1.7100 5.

/



8. Α Ρ Ι Θ Μ Η Τ Ι Κ Η  Ε Π Ι Λ Υ Σ Η  Μ Η  Γ Ρ Α Μ Μ Ι Κ Ω Ν  
Σ Υ Σ Τ Η Μ Α Τ Ω Ν

δ.1. Γ ε ν ι κ ά
'Ας ύηοθέσουμ: δτι έχουμε νά έπιλύσουμε ένα σύστημα η 

μή γραμμικών ®  έξισώσεων, μέ δεύτερα μέλη μηδέν, μέ η άγνω­
στους. Τό σύστημα αύτό θά μπορεΓ νά γραφτεί μέ τή γενική
μορ<ρή

f (x ) = ο , (8.1)

δπου ή συνάρτηση f , τό x κ ί τό 0 εΓναι η-6ιάστατα διανύ - 
σματα. Μέ άλλα λόγια ή διανυσματική έξίσωση (8.1) έχει σάν 
πρώτο μέλος δνα διάνυσμα f, τοΟ όποιου οί η συνιστώσες εΓ­
ναι τά πρώτα μέλη τών η μή γραμμικών έξισώσεων, πού δόθη­
καν, καί άποτελοΟν συναρτήσεις τών η άγνωστων, πού μέ τή 
σειρά τους άποτελοΟν τίς συνιστώσες τοΟ άγνωστου η-διάστα- 
του δ ι ανύσματος χ, ένώ τό δεύτερο μέλος εΓναι τό η-διάστα-τ 
το μηδενικό διάνυσμα. Ή  τετριμμένη περίπτωση η=1 καθιστΛ 
τήν έξίσωση (8.1) βαθμωτή καί έπομένως άποτελεΕ τήν περί- 
πτώση, τιού έζετάσαμε στό προηγούμενο Κεφάλαιο 7. *Η άνάπτυ- 
ξη μεθόδων γιά τήν έπίλυση τής (8.1) στηρίζεται βασικά στήν 
έπέκταση καί γενίκευση μερικών άπό τίς βασικές μεθόδους» 
πού έξετάσαμε στό προηγούμενο Κεφάλαιο, δπως εΓναιή γενική 
έπαναληπτική μέθοδος καί ή μέθοδος τών Newton - Raphson.‘Ε­
πειδή ή γενικότερη άνάπτυξη τής άντίστοιχης θεωρίας έκφεύ- 
γει άπό τό σκοπό τοΟ παρόντος βιβλίου, γι'αύτό στή συνέχεια 
θά περιοριστούμε στήν άναφορά τής γενικής έπαναληπτικής με-

®  Οί μέθοδοι τοϋ παρόντος Κεφαλαίου μπορούν νά έφαρμοσθουν 
καί στή περίπτωση τών γραμμικών συστημάτων. Γι'αύτά δμως, 
θά άναπτύξουμε άπλούστερες μεθόδους έιχιλύσεώς, των στό Κε­
φάλαιο 10 τοΟ βιβλίου "'Αριθμητική 'Ανάλυση II".
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θόδου ένός συστήματος δύο μή γραμμικών έξισώσεων μέ 6ύο 
Αγνώστους καί θά δώσουμε σέ δνα θεώρημα, πού άποτελεΐ κα­
τά κάποιο τρόπο έπέκταση τοϋ Πορίσματος τοϋ Θεωρήματος 2 
τής παραγράφου 7.4.2., ίκανές συνθήκες γιά τή σύγκλιση τής 
μεθό6ου αύτης.

8.2. Γ ε ν ι κ ή  έ π α ν α λ η π τ ι κ ή  μ έ θ ο δ ο ς
γ ι ά  τ ή ν  έ π ί λ υ σ η  έ ν ό ς  μ ή  γ ρ α μ μ ι -  
κ ο ϋ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  δ ύ ο  έ ξ ι σ ώ σ ε ω ν  
μ έ  δ ύ ο  ά γ ν ώ σ τ ο υ ς

8.2.1. Γ ε ν ι κ ά
"Εστω τό σύστημα τών δύο μή γραμμικών έξισώσεων μέ 

δύο άγνώστους
f!(x,y) = 0 

(8 .2)
f2(x,y) = ο .

'Οπως καί στό προηγούμενο Κεφάλαιο, θά περιοριστούμε στήν 
εϋρεση τών πραγματικών ριζών τοϋ συστήματος αύτοϋ. 'Υπεν­
θυμίζουμε δτι τό διατεταγμένο ζεϋγος τών πραγματικών άριθ- 
μών (ζ,η)® θά άποτελεΐ ρίζα τοϋ συστήματος (8.2) έφόσον 
ίκανοποιεΐ τίς σχέσεις

ί^ζ,η) = f Ζ(ζ,η) = 0.
Γιά τήν άριθμητική έπίλυση τοϋ συστήματος (8.2) άναδιατάσ-

®  "Οπως θά δοϋμε στή συνέχεια ή άνάπτυζη τής θεωρίας, πού 
θά άκολουθήσει, άπ/.ουστεύεται κατά πολύ, στήν περίπτωση 
πάντα τών δύο μή γραμμικών έξισώσεων μέ δύο άγνώστους, 
dv άντί νά θεωροϋμε διανυσματικές συναρτήσεις καί διανύ- 
σματα τοϋ διδ ιάστατου χώρου, δπως άναψέραμε στήν πρώτη 
παράγραφο (8.1), θεωροϋμε τό σύστημα τών δύο έϋΐισώσεων (8.2) καί 
άντίστοιχα διατεταγμένα ζεύγη.
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σουμε τόσο τήν πρώτη δσο καί τή δεύτερη έξίσωση καί τίς 
γράοουμε μέ τίς άντίστοιχες μορφές

χ = gj(x,y)
(8.3)

y = gz(x,y) ·
Είναι φανερό δτι ή λύση (ξ,η) τοϋ συστήματος (8.2) θά Ικα­
νοποιεί καί τίς έζισώσεις (8.3) καί συνεπώς θά ίσχύουν οί
cxiocις

I = gjCC.n). η = Ε2(ξ,η). (8.4)
Οΐ έξισώσεις (8.3) συνιστοΰν τήν έφαρμογή τοϋ άκόλουθου άλ- 
γόριθμου

xim =S1(xn’yn)
I n = 0,1,2,... , (8.5)

δπου (x0,y0) μία δεδομένη άρχική προσέγγιση. Κάτω άπό όρι-
σμένες προϋποθέσεις» πού άφοροϋν καταρχήν τίς συναρτήσεις
gt(x,y) καί g2(>t,y) καί στή συνέχεια τήν άρχική προσέγγιση 
(x„,y0) ή άκολουθία {(x ,y)}|η =0,1,2,..., πού παράγεται άπό. 
τόν άλγόριθμο (8.5), συγκλίνει στή ρίζα (ξ,η). Τονίζουμε τό 
γεγονός δτι στήν πράξη οί έπαναλήψεις σταματοϋν.μόλις βρε- 
θοϋν δύο διαδοχικές προσεγγίσεις (xR,yn) καί (xn + J )»π°ύ 
νά συμφωνοΰν σέ ένα προκαθορισμένο άριθμό δ. ή σ.φ. Γιά τό 
σκοπό αύτό θά πρέπει τόσο οί δροι x^, xn+j δσο καί οί δροι
y , ν , νά συμφωνοΰν στό προκαθορισμένο πλήθος τών ψηφίων,η η+1
ένώ τήν τελευταία έπανάληφη (χ^,> y„. ) δεχόμαστε σάν τήνΠ+1 Πτί
ζητούμενη προσέγγιση τής ρίζας (ζ,η).

Θεώρημα
‘Εστω I = {(x,y) : (χ-ζ,Ι^ε καί |ν-η| < ε } |ε > 0 μία όρθο- 

γώνι,α περιοχή τής ρίζας (ζ,η) τοϋ συστήματος τών έξισώσεων 
x = gi(x»y) καί y = g2Cx,y), δπου gj=gj(x,y) καί gz ^g2(x,y) zl-
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ναι συνεχείς συναρτήσεις στήν περιοχή I. Ά ν  ύπάρχουν δ- 
λες οί μερικές παραγωγοί, πρώτης τάζης, τών g , g2, στήν 
αντίστοιχη άνοικτή περιοχή I, εϋναι συνεχείς και ικανό-1 
ποιοΟν σ'αύτήν τήν περιοχή τίς ςχέσεις

3g, .Ηζ 3g, 3g. ,
Ι“Ιχ”̂ ’ *̂9χ"1' I'TjT l"3ŷ  -Τ ’ ^ΠΟυ 0<λ<1> (8,6)

τότε γιά κάθε (χ ,y )6Ι δ άλγόριθμος χ =g (χ ,y ), y = 0 0 n+i “ ι n ’ Jn * -’ n+i
= g2(xn,yn) |n = 0,1,2,.,. παράγει άκολουθία ((xn,y )}|n =0,1,
2,... πού συγκλίνει στή ρίζα (ξ,η).

Άπόδε ι5η
Αποδείχνουμε πρώτα έπαγωγικά δτι δλες οι έπαναλή - 

φεις (* .y ) ei |n = o,l,2,... . Πραγματικά γιά η = 0 ίσχύεισύμ- 
φωνα μέ τήν ύπόθεση. Γιά η=1 έχουμε

^  3g.
Xj - ζ = gi(x0»y0) -gtCC,n> = (x0 - ξ) -5̂ - + (y0-n)-gp- ,(8.7)

δπου οί τιμές τών μερικών παραγώγων ύπολογίζονται σέ ένα 
σημείο (ζ + Θ0(χ0-ζ), η + 0„(yo-n)) 10 < ©0 < 1. Παίρνοντας άπόλυ- 
τες τιμές στή σχέση (8.7) καί λαβαίνοντας ύπόψη τίς (8 .6 ) 
βρίσκουμε

ΙχΓ ? U ! xo-sll-§rI + ly0- ri l l - ^ r U  | ΐ ν ξ Ι +| ΐ ν η|

συνεπώς

ΙΧΓ — Ί = λε < ε ·
Μέ άνάλογο τρόπο μποροϋμε νά βροΟμε 

|yf n( 4  λε < ε
άρα (Xj.y ) e i .  Ά ν  δεχτοΟμε τώρα τήν άλήθεια τής προτάσε- 
ως γιά n=k>l, δηλαδή δτι (x^.y^ei, άποδείχνουμε αύτή γιά 
n = k + l. Έχουμε άντίστοιχα πρός τήν (8.7) δτι
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8gx 9gj
^+1-ε = gi<vV-V**n)s(V 5)Tir+(ν η)-3γ- ·

δπου οί, μερικές παράγωγοι ύπολογίζονται σέ ένα σημείο (ζ + 
+ek(xk~5), η+θ^γ^-η)) | 0<6k<l. Λαβαίνοντας άπι,υτες τιμές» 
δπως καί πριν, έχουμε δτι

Κ +1-ξ) i Κ"ξΙ ΐ ΐ ΐ + lyk-n!l"|fl-i<lxk ?l+!yk η1) (8·8)
<5ρα

Κ + Τ ξΙ = |(ε+ε) =Χε < ε.

Μέ άνάλογο τρόπο Αποδείχνεται δτι
|yk+1-n | < |( |χΚ-ξ| + |γΚ-η|)<λε< ε

καί &ρα (χ^+1» yk+ ).6Ι · Ά π ό  τήν έπαγωγική άπόδειΕη» πού κά­
ναμε, καί βρήκαμε δτι δλες οί έπαναλήψεις (xn,yn) 61 |η = 0,1,
2,..., μπορεϋ νά προκύφει καί κάτι άκόμη άπό τίς έν&ιάμεσες 
σ χ έ σ ε ι ς ,  πού χρησιμοποιήσαμε. Συγκεκριμένα άπό τά δύο ά- 
κραία μέλη τ^ς (8.8) καί άπό τά άντίστοιχα γιά τή διαφορά 
|γκ+ -η|, πού δπως είναι φανερό, έξαιτίας τής έπαγωγικής ά­
ποδε ίζεως, θά ίσχύουν γιά κάθε τιμή η^Ο έχουμε

Ιχη+Γ ζ! Cl^-cl + ly-̂ -nl)
|η = 0,1,2..... (8.9)

|yn«"n | - λ (,χη : ξ,+,Τ η ' η,)
01 παραπάνω σχέσεις (8.9) μποροΟν άμέσως νά δώσουν δτι

max( |κη+- £ I. Ινη+1“Π| )£λ ( ΙΧη_ ζ|»| y ^ l )! η=0,1,2,... (8.10)

καί οι (8.10) χρησιμοποιούμενες διαδοχικά
max( jx^-ξ|, |y ^ | )  max ( |χ - ξ|, |y0-η|) . (8.11)

Παίρνοντας δρια στήν (3.11) καί έ^αιτίας τίίς 0<λ<1 έχουμε
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lim raax('| χ - ξ |, | y - n j) = 0
ΤΙ Πn-*·»

ή άκόμη
l im χ = ζ και nn-*·00

lim y = n „ n (8.12)

καί τέλος
l im ( : ;n ,yn ) = (ζ,η). (8.13)

Λαβαίνοντας τώρα τά δρια τών δύο μελών τών έξισώσεων τοΟ 
Αλγορίθμου καί έχοντας ύπόψη τόσο τίς σχέσεις (8.12) (ή τήν 
(8.13)) δσο καί τή συνέχεια τών συναρτήσεων g5 καί g2 στήν 
περιοχή I προκύπτει καταρχήν δτι

δηλαδή έπαληθεύονται οί σχέσεις (8.*+). ‘Εδώ σημειώνουμε δ- 
τι τό τελευταίο τμΠμα τής άποδείζεως πού παραθέσαμε, μετά 
τή σχέση (8.13), δέν είναι άπαραίτητο γιά νά άποδείξουμε τό 
γεγονός δτι ή άκολουθία, πού παράγεται άπό τόν άλγόριθμο, 
συγκλίνει στή ρίζα (ξ,η) τοΟ συστήματος, άοοΟ αύτό άποδεί- 
χνεται άπό τή σχέση (8.13) καί τήν παραδοχή δτι ή (ξ,η) ά- 
πότελεϊ ρίζα τοΟ συστήματος. ‘Απλώς μέ τήν παράθεση αύτοϋ 
τοΟ μέρους κάνουμε μία έπαλήθευση αύτών πού άποδείξαμε.

Κάτι άκόμη πού θά έπρεπε ίσως νά προσθέσουμε, καί πού 
προκύπτει έμμεσα άπό τίς ύποθέσεις τοΟ θεωρήματος, είναι 
τό γεγονός δτι στό έσωτερικό τίίς πεοιοχ^ς I δέν είναι δυνατό

καί συνεπας

‘Ομοίως βρίσκουμε δτι
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νά ύπαρχε ι άλλη ρίζα τοϋ άρχικοΟ συστήματος διάφορη άπό 
τήν (ζ,η). Αύτό αποδείχνεται ώς έξής. ‘Αν ύποθέσουμε δτι 
στό έσωτερικό τής περιοχές I υπάρχει άλλη ρίζα (ξ*,η*)i
i (ξ,η) τοϋ συστήματος τών άρχικών έ£ισώσεων xsgjCxjy) 
καί y = g2(x,y) , τότε θά ίκανοποιεΓ τίς σχέσεις 5* = gj(C*,n*) 
καί η* = f (ξ* ,η*). * Επομένως

9g dg
·' ξ = Ε1( ξ* ,η* )  -  g j ( 5 ,n )  = U * - 0  - g £ +  (n*-n)  ,

όπου οί μερικές παράγωγοι υπολογίζονται σέ ένα σημείο (ζ+
+ Θ(ξ*-ξ), η + θ(η*-η)) | 0<θ<1. Παίρνοντας άπόλυτες τιμές βρί­
σκουμε εύκολα δπως καί προηγούμενα δτι

Iζ* - ζI < |  ( ! i + in*-n|) . ( s . m )

Αντίστοιχα μποροϋμε νά βροϋμε
In*- η| < | < 1 ζΛ-ξ| +1n*-n!) . (8.15)

Προσθέτοντας κατά μέλη τίς σχέσεις (8.14) καί (8.15) καί 
λαβαίνοντας ύπόψη δτι 0<λ<ΐ παίρνουμε τελικά

|ξ*-ξ| + |η*-η| < |ζ* - ζ| + |η* -Π|,
6ηλαδή μιά σχέση πού είναι άτοπη.

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

1. Τό σύστημα τών έξισώσεων x2-5x-y2 = 0 καί x2+y2-8y=0
£χεν τήν προφανή λύση (ζ,η) = (0,0) . ΆφοΟ άποδειχτεϊ δ- 
τι ol άναδιατά^Είς x = 0.2(x2-y2) καί y = 0.125(x2+y2) τών 
άρχικών έξισώσεων Ικανοποιούν τίς άπαιτήσεις τοϋ Θεωρή­
ματος τής σελίδας 225 στήν όρθογώνια περιρχή I = {(x,y):
: |χ!<,ΐ καί ^|<ΐ},νά έφαρμοστεϊ ό άντίστοιχος άλγόριθ­
μος μέ (x0,y0) = (0.5,0.5) γιά τήν εΰρεση τής ρίζας (0,0) 
μέ προσέγγιση δύο δ.ψ.. ί Άπ. (0.00, 0.00) σέ τρεις έπαναλή- 
Ψεις).
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2. Τό γραμμικό σύστημα τών έξισώσεων 4χ+ν-5= ο καί 3χ- 
-6y+3 = 0 έχει τήν προφανή λύση (ξ,η) = (1,1). Γιά τή λύση
αύτοϋ μέ τήν έπέκταση τίς γενικής επαναληπτικής 'μεθό·*- 
6ou τσϋ παρόντος Κεφαλαίου πρ τείνεται ό άλγόριθμος
χη+ι ' 0,25(5_yn) καί yn+i =0-5 (xn + 1) |η = 0,1,2,... μέ(χ„, 
y0) δοσμένη άρχική προσέγγιση. ΆφοΟ δειχτεί ότι δ άλ­
γόριθμος, πού δόθηκε, ικανοποιεί τίς άπαιτήσεις τοϋ Θε­
ωρήματος της σελίδας 229 σέ κάθε όρθόγώνια περιοχή τής 
ρίζας (1,1) νά έφαομοστεΓ αύτός μέ (χ0 ,y0) = (0,0) γιά τήν 
εύρεση τής λύσης μέ προσέγγιση δύο δ.ψ-. (* Απ. (1.00,1.00) 
σέ έπτά έπαναλήψεις) ·

3. Έ σ τ ω  δτι ή διατεταγμένη τριάδα (ζ,η,ζ) άποτελεϊ 
μία πραγματική λύση τοΟ συστήματος τών τριών μή γραμμι­
κών έ£ισώσεων f^(x,y,z)=0 |i = 1(1)3. Νά δοθεί ή ό,ντίστοι- 
χη έπέκταση τής γενικής έπαναληπτικής μεθόδου τών δύο έ­
ξισώσεων στήν περίπτωση τών παρουσών τριών καί άκόμη νά 
διατυπωθεί καί νά άποδειχτεϊ θεώρημα άντίστοιχο τοϋ θε­
ωρήματος τής σελίδας 229 γιά τήν περίπτωση τοϋ άλγόριθ- 
μου τοϋ συστήματος τών τριών μή γραμμικών έξισώσεων.
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