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ΠΕΡΙΛΗΨΗ

Είναι γνωστό ότι δεν υπάρχουν συμπαγείς επιφάνειες στον Ευκλείδειο χώρο R3 με
παντού αρνητική καμπυλότητα Gauss. Ο D. Hilbert απέδειξε ότι το υπερβολικό επίπεδο
H2 δεν επιδέχεται ισομετρική εμβάπτιση στονR3.Αργότερα, ο Efimov έδωσε μια ισχυ-
ρή γενίκευση του θεωρήματος του Hilbert, αποδεικνύοντας ότι ένα πλήρες 2−διάστατο
πολύπτυγμα Riemann με καμπυλότητα Gauss φραγμένη από πάνω από αρνητικό αριθμό
δεν επιδέχεται ισομετρική εμβάπτιση στον R3. Ο Chern έθεσε το ερώτημα αν υπάρχουν
συμπαγείς επιφάνειες του Ευκλειδείου χώρου R4, των οποίων η καμπυλότητα GaussK
πληροί την ανισότητα maxK < 0. Το ερώτημα αυτό παραμένει αναπάντητο.

Στόχος της παρούσας Μεταπτυχιακής Διατριβής είναι η απόδειξη κάποιων γνωστών
αποτελεσμάτων τα οποία δίνουν μερική απάντηση στο ερώτημα του Chern, για επιφά-
νειες στον Ευκλείδειο χώρο R4, των οποίων η κάθετη δέσμη υπόκειται σε διάφορους
περιορισμούς, μεταξύ των οποίων να είναι ισόπεδη.
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Abstract

It is well known that there are no compact surfaces in Euclidean space R3 with
everywhere negative Gaussian curvature. D. Hilbert proved that the hyperbolic planeH2

does not admit an isometric immersion intoR3.Later, Efimov gave a strong generalization
of Hilbert’s theorem, proving that a complete 2-dimensional Riemannian manifold with
Gaussian curvature bounded above by a negative number does not admit an isometric
immersion intoR3. Chern raised the question of whether there exist compact surfaces in
R4 whose Gaussian curvature K satisfy the inequality maxK < 0. The problem remain
open.

The aim of this Master’s Thesis is to prove some known results for surfaces in
Euclidean spaceR4, that partially answer the question of Chern under additional assumptions
on the normal bundle of the surface.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ1
ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Ένα θεμελιώδες πρόβλημα της Διαφορικής Γεωμετρίας είναι κατά πόσο ένα δο-
θέν πολύπτυγμα Riemann δέχεται ισομετρική εμβάπτιση σε κάποιον Ευκλείδειο χώρο.
Για χαμηλές συνδιαστάσεις η ύπαρξη τέτοιων εμβαπτίσεων συνεπάγεται συχνά περιο-
ρισμούς στην καμπυλότητα του πολυπτύγματος. Ειδικώς για συμπαγή διδιάστατα πολυ-
πτύγματα Riemann (M, 〈·, ·〉) είναι γνωστό ότι μια αναγκαία συνθήκη για την ύπαρξη
ισομετρικής εμβάπτισής του στον Ευκλείδειο χώρο R3 είναι η ανισότητα maxK > 0,
όπουK είναι η καμπυλότητα Gauss του πολυπτύγματος. Γενικεύοντας το Θεώρημα του
Hilbert [1, σελ. 91], ότι το υπερβολικό επίπεδο δεν επιδέχεται ισομετρική εμβάπτιση
στον R3, ο Efimov [1, σελ. 44] απέδειξε ότι ένα πλήρες διδιάστατο πολύπτυγμα του
οποίου η καμπυλότητα GaussK πληροί την συνθήκη supK < 0 δεν επιδέχεται ισομε-
τρική εμβάπτιση στον Ευκλείδειο χώρο R3.

Σε αντίθεση με τον Ευκλείδειο χώρο R3, υπάρχουν συμπαγή διδιάστατα πολυπτύγ-
ματα Riemann με καμπυλότητα GaussK ≡ 0 τα οποία εμβαπτίζονται ισομετρικά στον
Ευκλείδειο χώροR4. Τέτοια παραδείγματα είναι τα καρτεσιανά γινόμενα δύο οποιονδή-
ποτε κλειστών επίπεδων καμπυλών. Κατόπιν των ανωτέρω, ο Chern [2, σελ. 43] έθεσε
το ακόλουθο ερώτημα:

Ερώτημα 1. Υπάρχουν συμπαγή διδιάστατα πολυπτύγματα Riemann με καμπυλότητα
Gauss K < 0 παντού τα οποία να επιδέχονται ισομετρική εμβάπτιση στον Ευκλείδειο
χώρο R4;

Το ερώτημα αυτό δεν έχει απαντηθεί έως τώρα. Έχουν μόνο δοθεί κάποια αποτελέ-
σματα κάτω από συγκεκριμένες υποθέσεις.

Το ερώτημα του Chern ισοδυνάμως διατυπώνεται ως εξής

Ερώτημα 2. Έστω M συμπαγές διδιάστατο πολύπτυγμα Riemann με καμπυλότητα
GaussK. Αν υπάρχει ισομετρική εμβάπτιση f : M −→ R4 τότε ισχύει maxK ≥ 0;

15



Κεφάλαιο 1

Στόχος της παρούσας μεταπτυχιακής διατριβής είναι να παρουσιάσουμε και να απο-
δείξουμε αποτελέσματα των Κουτρουφιώτη, Χασάνη και Πάμφιλου [5], τα οποία δίνουν
μερικές απαντήσεις στο ερώτημα του Chern για ισομετρικές εμβαπτίσεις f : M −→
R4, όπουM είναι συμπαγές ή πλήρες διδιάστατο πολύπτυγμα Riemann, κάτω από πρό-
σθετες υποθέσεις που αφορούν στην κάθετη δέσμη της εμβάπτισης.

Η διατριβή διαρθρώνεται ως ακολούθως. Στο δεύτερο κεφάλαιο παρατίθενται ει-
σαγωγικές έννοιες και προαπαιτούμενες γνώσεις οι οποίες αφορούν στα πολυπτύγματα
Riemann, τις διαφορικές μορφές και τις ισομετρικές εμβαπτίσεις. Ιδιαίτερη μνεία γίνεται
στη μέθοδο του κινουμένου πλαίσιου, καθώς και στις εξισώσεις δομής του Cartan οι ο-
ποίες και θα αποτελέσουν ένα σημαντικό εργαλείο στις αποδείξεις των αποτελεσμάτων.
Στο τρίτο κεφάλαιο παραθέτουμε αποτελέσματα τα οποία δίνουν απάντηση στο ερώτημα
του Chern κάτω από υποθέσεις που αφορούν στην μέση καμπυλότητα και στην ύπαρ-
ξη μη ιδιάζοντος καθέτου διανυσματικού πεδίου το οποίο είναι παράλληλο στη κάθετη
δέσμη.

Στο τέταρτο κεφάλαιο δίνεται μια μερική απάντηση στο ερώτημα του Chern για ι-
σομετρικές εμβαπτίσεις συμπαγών διδιάστατων πολυπτυγμάτων Riemann των οποίων η
ένωση όλων των εφαπτομένων επιπέδων δεν καλύπτει τον περιβάλλοντα χώροR4. Σε ό-
λα αυτά τα αποτελέσματα οι υποθέσεις συνεπάγονται ότι η κάθετη δέσμη είναι ισόπεδη.
Τέλος στο πέμπτο κεφάλαιο επιχειρείται μια μελέτη ισομετρικών εμβαπτίσεων ισόπεδων
διδιάστατων πολυπτυγμάτων Riemann στον Ευκλείδειο χώρο R4 των οποίων η κάθετη
δέσμη είναι επίσης ισόπεδη. Αποδεικύεται ένα θεώρημα το οποίο περιγράφει τοπικά ό-
λες αυτές τις ισομετρικές εμβαπτίσεις. Ακολούθως δίνονται δύο ολικά αποτελέσματα με
τα οποία επιτυγχάνεται η ταξινόμηση των ισομετρικών εμβαπτίσεων πλήρων ισόπεδων
πολυπτυγμάτων Riemann στον Ευκλείδειο χώρο R4 με ισόπεδη κάθετη δέσμη υπό την
υπόθεση ότι ο πρώτος κάθετος χώρος έχει σταθερή διάσταση, δηλαδή ανεξάρτητη του
τυχόντος σημείου.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ2
ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

Σε αυτή την ενότητα θα αναφέρουμε βασικά στοιχεία από τη θεωρία των διαφορί-
σιμων πολυπτυγμάτων (Βλ. [6]).

2.1 Διαφορίσιμα πολυπτύγματα

Ορισμός 2.1.1. Έναn−διάστατο πολύπτυγμαM είναι ένας τοπολογικός χώροςHausdorff
με αριθμήσιμη βάση για την τοπολογία του το οποίο έχει τις εξής ιδιότητες:

(i) Υπάρχει οικογένεια ανοικτών υποσυνόλων
{
Uα

}
α∈I του τοπολογικού χώρουM

τέτοια ώστε
⋃
α∈I

Uα = M και αντίστοιχων ομοιομορφισμών

φα : Uα ⊆ M −→ φα(Uα) ⊆ Rn,

όπουφα(Uα) ανοικτό υποσύνολο του Ευκλειδείου χώρουRn. Το ζεύγος (Uα, φα)
ονομάζεται χάρτης ή σύστημα συντεταγμένων του πολυπτύγματοςM.

(ii) Για κάθε α, β ∈ I με Uα ∩ Uβ 6= ∅, η απεικόνιση

φα ◦ φ−1
β : φβ(Uα ∩ Uβ) ⊆ Rn −→ φα(Uα ∩ Uβ) ⊆ Rn

είναι C∞−διαφορίσιμη. Η οικογένεια
{
(Uα, φα)

}
α∈I καλείται άτλας του πο-

λυπτύγματοςM.

(iii) Η οικογένεια χαρτών
{
(Uα, φα)

}
α∈I είναι μεγιστοτική ως προς τις ιδιότητες

(i) και (ii), δηλαδή εάν (U,φ) είναι χάρτης τέτοιος ώστε οι απεικονίσειςφ◦φ−1
α

και φα ◦ φ−1 να είναι C∞−διαφορίσιμες για κάθε α ∈ I, τότε ο χάρτης (U,φ)
ανήκει στην οικογένεια

{
(Uα, φα)

}
α∈I .
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Κεφάλαιο 2 2.1. Διαφορίσιμα πολυπτύγματα

Ένα n−διάστατο διαφορίσιμο πολύπτυγμα M ονομάζεται προσανατολίσιμο αν υ-
πάρχει άτλας {(Uα, φα)}α∈I τέτοιος ώστε για κάθεα, β ∈ I μεUα∩Uβ 6= ∅ να ισχύει
det d(φα ◦φ−1

β ) > 0 στο φβ(Uα∩Uβ), όπου d(φα ◦φ−1
β ) είναι το διαφορικό της απει-

κόνισης φα ◦φ−1
β . Ο άτλας αυτός ονομάζεται προσανατολισμός. Ένα προσανατολίσιμο

πολύπτυγμα εφοδιασμένο με έναν προσανατολισμό καλείται προσανατολισμένο πολύ-
πτυγμα.

Ορισμός 2.1.2. Έστω διαφορίσιμο πολύπτυγμα M. Μια συνάρτηση f : M −→ R
λέγεται διαφορίσιμη στο σημείο x ∈ M, αν υπάρχει ανοιχτή περιοχή U του σημείου x
τέτοια ώστε η συνάρτηση f |U να είναι διαφορίσιμη, δηλαδή για κάθε χάρτη (V, φ) με
U ∪ V 6= ∅ η συνάρτηση

f ◦ φ−1 : φ(U ∪ V ) ⊂ Rn −→ R

είναι διαφορίσιμη.

Ορισμός 2.1.3. Έστω n−διάστατο διαφορίσιμο πολύπτυγμα M, ένα σημείο x ∈ M
και U ⊂ M μια ανοιχτή περιοχή του σημείου x. Θεωρούμε το σύνολο

Dx = {f : U −→ R | f διαφορίσιμη στο x}.

Καλούμε εφαπτόμενο διάνυσμα του πολυπτύγματοςM στο σημείο x κάθε απεικόνιση
v : Dx −→ R η οποία ικανοποιεί της ιδιότητες:

v(λf + µg) = λv(f) + µv(g),

v(fg) = v(f)g(x) + f(x)v(g),

για κάθε λ, µ ∈ R και για κάθε f, g ∈ Dx.

Το σύνολο των εφαπτομένων διανυσμάτων στο σημείο x ονομάζεται εφαπτόμενος
χώρος του πολυπτύγματοςM και συμβολίζεται με TxM. Είναι γνωστό ότι δέχεται κατά
φυσικό τρόπο δομή διανυσματικού χώρου υπεράνω του R. Θεωρούμε χάρτη (U,φ) του
πολυπτύγματοςM με συναρτήσεις συντεταγμένων x1, . . . , xn. Για κάθε σημείο x ∈ U,
τα εφαπτόμενα διανύσματα

∂

∂x1

∣∣∣∣
x

, . . . ,
∂

∂xn

∣∣∣∣
x

∈ TxM,

τα οποία ορίζονται ως εξής:

∂

∂xi

∣∣∣∣
x

(f) := Di(f ◦ φ−1)|φ(x), 1 ≤ i ≤ n,
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Κεφάλαιο 2 2.1. Διαφορίσιμα πολυπτύγματα

όπου f ∈ Dx και Di είναι η συνήθης μερική παράγωγος της συνάρτησης f ◦ φ−1 ως
προς την συντεταγμένη xi του Rn, συνιστούν μια βάση του εφαπτομένου χώρου TxM .

Υπενθυμίζουμε ότι η εφαπτόμενη δέσμη TM του πολυπτύγματοςM ορίζεται ως η
ξένη ένωση όλων των εφαπτομένων χώρων του πολυπτύγματοςM, δηλαδή

TM =
⊔
x∈M

TxM = {(x, v) : x ∈ M, v ∈ TxM}.

Ορισμός 2.1.4. Έστω Mn, Nm διαφορίσιμα πολυπτύγματα διάστασης n και m αντί-
στοιχα και f : Mn −→ Nm μια διαφορίσιμη απεικόνιση. Καλούμε διαφορικό της f
στο σημείο x ∈ M τη γραμμική απεικόνιση dfx : TxM −→ Tf(x)N η οποία ορίζεται
ως

dfx(v)(g) = v(g ◦ f),

για κάθε v ∈ TxM και κάθε g ∈ Df(x).

Υπενθυμίζουμε ακολούθως την έννοια της εμβάπτισης-εμφύτευσης, καθώς και αυτή
του διανυσματικού πεδίου.

Ορισμός 2.1.5. Έστω f : Mn −→ Nm διαφορίσιμη απεικόνιση.

(i) Η απεικόνιση f καλείται εμβάπτιση αν για κάθε σημείο x ∈ M το διαφορικό

dfx : TxM −→ Tf(x)N

είναι 1− 1, δηλαδή rank(dfx) = n.

(ii) Η απεικόνιση f καλείται εμφύτευση αν είναι εμβάπτιση και η απεικόνιση f :
Mn −→ f(Mn) είναι ομοιομορφισμός, όπου το σύνολο f(Mn) είναι εφοδια-
σμένο με την επαγόμενη τοπολογία του πολυπτύγματος Nm.

Ορισμός 2.1.6. Ονομάζουμε διανυσματικό πεδίο ενός πολυπτύγματος M κάθε απει-
κόνιση X η οποία σε κάθε σημείο x ∈ M αντιστοιχεί ένα διάνυσμα Xx ∈ TxM. Το
διανυσματικό πεδίο X καλείται διαφορίσιμο αν η συνάρτηση

Xf : M −→ R, (Xf)(x) = Xxf, x ∈ M,

είναι διαφορίσιμη για κάθε διαφορίσιμη συνάρτηση f : M −→ R.

Ισχύουν οι εξής ιδιότητες:

X(λf + µg) = λX(f) + µX(g),
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Κεφάλαιο 2 2.1. Διαφορίσιμα πολυπτύγματα

X(fg) = (Xf)g + f(Xg),

για κάθε f, g ∈ C∞(M) καιX ∈ X(M), όπου

C∞(M) = {f : M −→ R | f διαφορίσιμη}

καιX(M) είναι το σύνολο των διαφορίσιμων διανυσματικών πεδίων του πολυπτύγματος
M.

Ονομάζουμε γινόμενο Lie δυο διανυσματικών πεδίωνX,Y ∈ X(M) το διανυσμα-
τικό πεδίο [X,Y ] το οποίο ορίζεται ως:

[X,Y ]x(f) = Xx(Y f)− Yx(Xf), x ∈ M, f ∈ C∞(M).

Είναι γνωστό ότι ισχύουν οι εξής ιδιότητες για κάθεX,Y,X1, X2, Y1, Y2 ∈ X(M)
και f, g ∈ C∞(M) :

(i) [X,Y ] = −[Y,X],

(ii) [λ1X1 + λ2X2, Y ] = λ1[X1, Y ] + λ2[X2, Y ], για κάθε λ1, λ2 ∈ R,

(iii) [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0,

(iv) [fX, gY ] = fg[X,Y ] + f(Xg)Y − g(Y f)X,

(v) Για κάθε χάρτη (U,φ) με συναρτήσεις συντεταγμένων x1, . . . , xn έχουμε

[ ∂

∂xi
,

∂

∂xj
]
= 0,

για κάθε 1 ≤ i, j ≤ n.

Ορισμός 2.1.7. Μια γραμμική συνοχή ενός πολυπτύγματοςM είναι μια απεικόνιση

∇ : X(M)× X(M) −→ X(M), (X,Y ) −→ ∇XY,

η οποία ικανοποιεί τις ακόλουθες συνθήκες:

(i) ∇X1+X2Y = ∇X1Y +∇X2Y,

(ii) ∇fXY = f∇XY,

(iii) ∇X(Y1 + Y2) = ∇XY1 +∇XY2,
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(iv) ∇X(fY ) = (Xf)Y + f∇XY,

για κάθε X,X1, X2, Y, Y1, Y2 ∈ X(M), f ∈ C∞(M). Το διανυσματικό πεδίο ∇XY
ονομάζεται συναλλοιώτη παράγωγος του Y στη διεύθυνσηX ως προς τη συνοχή∇.

Έστω n−διάστατο διαφορίσιμο πολύπτυγμαM. Ένα τανυστικό πεδίο τύπου (r, 1)
του πολυπτύγματοςM είναι μια απεικόνιση

T : X(M)× · · · × X(M)︸ ︷︷ ︸
r−φορές

−→ X(M),

η οποία είναι C∞(M)−γραμμική ως προς κάθε μεταβλητή της, ενώ ένα τανυστικό πε-
δίο τύπου (r, 0) στοM είναι μια απεικόνιση

T : X(M)× · · · × X(M)︸ ︷︷ ︸
r−φορές

−→ C∞(M),

η οποία είναι C∞(M)−γραμμική ως προς κάθε μεταβλητή της.

Θεωρούμε ένα διανυσματικό πεδίο X ∈ X(M) και ένα (r, s)−τανυστικό πεδίο
T ενός πολυπτύγματος M όπου s = 0, 1. Η συναλλοίωτη παράγωγος του πεδίου T
στη διεύθυνση ενός διανυσματικού πεδίου X είναι το (r, s)−τανυστικό πεδίο ∇XT
το οποίο ορίζεται ως:

(∇XT )(X1, X2, . . . , Xr) = ∇X(T (X1, . . . , Xr))−
r∑

i=1

T (X1, . . . , Xi−1,∇XXi, Xi+1, . . . , Xr),

όπου θέτουμε

∇XT (X1, X2, . . . , Xr) = X(T (X1, X2, . . . , Xr))

όταν s = 0, καιX1, . . . , Xr ∈ X(M).

Ορισμός 2.1.8. ΈστωM ένα διαφορίσιμο πολύπτυγμα εφοδιασμένο με μια συνοχή∇.
Η απεικόνιση R : X(M)× X(M)× X(M) −→ X(M) με

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z, X, Y, Z ∈ X(M),

καλείται τανυστής καμπυλότητας του πολυπτύγματοςM ως προς τη συνοχή∇.
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Αποδεικνύεται ότι ο τανυστής καμπυλότητας είναι τανυστικό πεδίου τύπου (3, 1).

Υπενθυμίζουμε την έννοια της μετρικής Riemann. Μια μετρική Riemann 〈·,·〉 σε
ένα διαφορίσιμο πολύπτυγμαM είναι ένα τανυστικό πεδίο τύπου (2, 0), το οποίο είναι:

(i) συμμετρικό, δηλαδή 〈X,Y 〉 = 〈Y,X〉 για κάθεX,Y ∈ X(M),

(ii) θετικώς οριστικό, δηλαδή 〈X,X〉(x) > 0 για κάθεX ∈ X(M) για κάθε x ∈ M
μεXx 6= 0.

Ένα διαφορίσιμο πολύπτυγμαM εφοδιασμένο με μια μετρική Riemann ονομάζεται πο-
λύπτυγμα Riemann. Το ακόλουθο είναι γνωστό ως θεμελειώδες θεώρημα της Γεωμε-
τρίας Riemann [6].

Θεώρημα 2.1.9. Για κάθε πολύπτυγμα Riemann
(
M, 〈·,·〉

)
υπάρχει μοναδική συνοχή

∇ η οποία πληροί τις ακόλουθες ιδιότητες:

∇XY −∇Y X = [X,Y ],

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉,

για κάθε X,Y, Z ∈ X(M). Η συνοχή αυτή ονομάζεται συνοχή Levi-Civita.

Η απόδειξη του προηγούμενου θεωρήματος βασίζεται στην παρακάτω σχέση η ο-
ποία είναι γνωστή στη βιβλιογραφία ως τύπος Koszul [4].

2〈∇Y X,Z〉 = X〈Y, Z〉+ Y 〈Z,X〉 − Z〈X,Y 〉 −
〈
[X,Z], Y

〉
−
〈
[Y, Z], X

〉
−
〈
[X,Y ], Z

〉
.

Υπενθυμίζουμε την έννοια της καμπυλότητας τομής.

Ορισμός 2.1.10. Ονομάζουμε καμπυλότητα τομής ενός πολυπτύγματος Riemann M
διάστασης n ≥ 2, στο τυχόν σημείο x ∈ M για έναν διδιάστατο υπόχωρο σ ⊂ TxM
τον αριθμό

K(x, σ) = 〈R(X,Y )Y,X〉,

όπου {X,Y } είναι μια ορθομοναδιαία βάση του υποχώρου σ.

Ο ορισμός αυτός είναι καλός, δηλαδή είναι ανεξάρτητος της ορθομοναδιαίας βάσης
{X,Y }.
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Αν {X,Y } είναι τυχούσα βάση του διδιάστατου υπόχωρου σ ⊂ TxM , τότε ισχύει
ότι

K(x, σ) =
〈R(X,Y )Y,X〉

||X ∧ Y ||2
,

όπου
||X ∧ Y ||2 = ||X||2||Y ||2 − 〈X,Y 〉2.

Αν n = 2, τότε η καμπυλότητα τομής καλείται καμπυλότητα Gauss και είναι συνάρ-
τηση μόνο του τυχαίου σημείου x ∈ M . Το πολύπτυγμα M καλείται ισόπεδο αν η
καμπυλότητα Gauss είναι μηδέν παντού.

Παραθέτουμε το ακόλουθο σημαντικό αποτέλεσμα των Bonnet και Myers [4] το
οποίο θα χρειαστούμε στις αποδείξεις.

Θεώρημα 2.1.11. Έστω
(
M, 〈·,·〉

)
ένα πλήρες πολύπτυγμα Riemann. Αν η καμπυλότη-

τα τομής του πληροί
K ≥ c > 0,

όπου c σταθερά, τότε το πολύπτυγμαM είναι συμπαγές.

Θα χρειαστούμε επίσης το ακόλουθο κριτήριο για την πληρότητα πολυπτυγμάτων
Riemann.

Πρόταση 2.1.12. Έστω
(
M, 〈·,·〉

)
ένα πλήρες πολύπτυγμα Riemann και 〈̃·,·〉 μια άλλη

μετρική Riemann επί του πολυπτύγματος M. Αν υπάρχει θετικός αριθμός λ τέτοιος
ώστε:

〈̃X,X〉 ≥ λ〈X,X〉,

για κάθε X ∈ X(M), τότε το πολύπτυγμα Riemann
(
M, 〈̃·,·〉

)
είναι επίσης πλήρες.

2.2 Διαφορικές μορφές

Σε αυτή την ενότητα θα αναφέρουμε στοιχεία από τη θεωρία των διαφορικών μορ-
φών σε πολυπτύγματα (Βλ. [6]). Υπενθυμίζουμε την έννοια του τανυστή.

Ορισμός 2.2.1. Έστω V ένας διανυσματικός χώρος υπεράνω του R. Αν r ≥ 1 είναι
φυσικός αριθμός τότε ονομάζουμε r−τανυστή κάθε απεικόνιση

τ : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
r−φορές

−→ R,

23



Κεφάλαιο 2 2.2. Διαφορικές μορφές

για την οποία ισχύουν:

τ(v1, . . . , vi + v′i, . . . , vr) = τ(v1, . . . , vi, . . . , vr) + τ(v1, . . . , v
′
i, . . . , vr),

τ(v1, . . . , λvi, . . . , vr) = λτ(v1, . . . , vi, . . . , vr),

για κάθε i ∈ {1, . . . , r}, λ ∈ R και v1, . . . , vi, vi′ , . . . vr ∈ V.

Ορισμός 2.2.2. ΈστωV ένας διανυσματικός χώρος υπεράνω τουR, τ ένας r−τανυστής
και σ ένας s−τανυστής στο V. Ονομάζουμε τανυστικό γινόμενο των τανυστών τ και
σ τον (r + s)−τανυστή τ ⊗ σ ο οποίος ορίζεται ως:

(τ ⊗ σ)(v1, . . . , vr, vr+1, . . . , vr+s) = τ(v1, . . . , vr)σ(vr+1, . . . , vr+s),

όπου v1, . . . , vr, . . . , vr+s ∈ V.

Ορισμός 2.2.3. Ένας r−τανυστής τ : V ×· · ·×V −→ R ονομάζεται αντισυμμετρικός
αν ισχύει

τ(vπ(1), . . . , vπ(r)) = (−1)πτ(v1, . . . , vr),

για κάθε v1, . . . , vr ∈ V , όπουπ είναι τυχόν στοιχείο της ομάδαςSr των r−μεταθέσεων
και (−1)π = sgn(π) είναι το πρόσημο της μετάθεσης π.

Ακολούθως, υπενθυμίζουμε τον ορισμό του εξωτερικού γινομένου αντισυμμετρικών
τελεστών.

Έστω V ένας διανυσματικός χώρος υπεράνω του R και τ ένας r−τανυστής. Τότε,
ορίζεται ο αντισυμμετρικός r−τανυστής Aτ ως εξής:

(Aτ)(v1, . . . , vr) =
1

r!

∑
π∈Sr

(−1)πτ
(
vπ(1), . . . , vπ(r)

)
, r ≥ 1.

όπου v1, . . . , vr ∈ V.

Ορισμός 2.2.4. Έστω V ένας διανυσματικός χώρος υπεράνω τουR, τ ένας αντισυμμε-
τρικός r−τανυστής και σ ένας αντισυμμετρικός s−τανυστής. Ονομάζουμε εξωτερικό
γινόμενο των τανυστών τ και σ τον αντισυμμετρικό (r + s)−τανυστή

τ ∧ σ =
(r + s)!

r!s!
A(τ ⊗ σ).

Είναι γνωστό ότι για το εξωτερικό γινόμενο ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες:

(i) τ ∧ σ = (−1)rsσ ∧ τ, όπου τ είναι r−τανυστής και σ είναι s−τανυστής,
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(ii) τ ∧ τ = 0, όπου τ είναι 1-τανυστής,

(iii) τ ∧ σ = τ ⊗ σ − σ ⊗ τ, όπου τ, σ είναι 1-τανυστές,

(iv) (τ ∧ σ) ∧ ϕ = τ ∧ (σ ∧ ϕ).

Ορισμός 2.2.5. Ονομάζουμε r− μορφή ενός πολυπτύγματος M κάθε αντισυμμετρικό
(r, 0)−τανυστικό πεδίο τουM, δηλαδή μια απεικόνιση:

ω : X(M)× · · · × X(M)︸ ︷︷ ︸
r−φορές

−→ C∞(M),

η οποία είναι C∞(M) γραμμική ως προς κάθε μεταβλητή και αντισυμμετρική.

Συμβολίζουμε με ΛrM το σύνολο των r−μορφών του πολυπτύγματοςM, όπου r ≥ 1.
Για r = 0, θέτουμε Λ0M = C∞(M). Ισχύει ότι ΛrM = {0} όταν r > dimM.

Παραθέτουμε χωρίς απόδειξη την ακόλουθη γνωστή πρόταση [6].

Πρόταση 2.2.6. Για κάθε πολύπτυγμαM υπάρχει μοναδικός τελεστής d τέτοιος ώστε

d : ΛrM −→ Λr+1M, ω 7→ dω,

για κάθε 0 ≤ r ≤ dimM ο οποίος σε κάθε r−μορφή ω αντιστοιχεί μια (r+1)−μορφή
dω έτσι ώστε να ισχύουν τα ακόλουθα:

(i) d(λ1ω1 + λ2ω2) = λ1dω1 + λ2dω2, για κάθε λ1, λ2 ∈ R, ωi ∈ ΛrM,

(ii) d(f) = df, για κάθε f ∈ C∞(M),

(iii) d(ω ∧ ϕ) = dω ∧ ϕ+ (−1)rω ∧ dφ, ω ∈ ΛrM,φ ∈ ΛsM,

(iv) d2 = 0, δηλαδή d(dω) = 0 για κάθε ω ∈ ΛrM.

Ο τελεστής d καλείται τελεστής εξωτερικής παραγώγου και για κάθε ω η μορφή dω
καλείται εξωτερική παράγωγος της ω.

Ειδικά, για την εξωτερική παράγωγο 1-μορφών ισχύει η ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 2.2.7. Για κάθε μορφή ω ∈ Λ1M τυχόντος πολυπτύγματοςM έχουμε ότι

dω(X,Y ) = X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω
(
[X,Y ]

)
,

για κάθε X,Y ∈ X(M).

25



Κεφάλαιο 2 2.3. Κλίση, Λαπλασιανή και παραβολικά πολυπτύγματα

Θα αναφερθούμε στην έννοια της ανάσυρσης μιας απεικόνισης f. Έστω f : M −→
N διαφορίσιμη απεικόνιση μεταξύ δυο πολυπτυγμάτωνM καιN.Ηαπεικόνιση f επάγει
για κάθε ακέραιο r ≥ 0 μια απεικόνιση

f∗ : ΛrN −→ ΛrM

η οποία ονομάζεται ανάσυρση της απεικόνισης f και η οποία ορίζεται ως ακολούθως:
Αν ω ∈ ΛrN, τότε η μορφή f∗ω ∈ ΛrM ορίζεται ως:

f∗ω(X1, . . . , Xr) =

{
g ◦ f, αν r = 0, ω = g ∈ C∞(M)

ω(df(X1), . . . , df(Xr)), αν r ≥ 1,

όπουX1, . . . , Xr ∈ X(M).

Είναι γνωστό ότι η ανάσυρση πληροί τις ακόλουθες ιδιότητες:

(i) f∗(λ1ω1 + λ2ω2) = λ1f
∗ω1 + λ2f

∗ω2, για κάθε λ1, λ2 ∈ R, ω1, ω2 ∈ ΛrN,

(ii) f∗(ω ∧ η) = (f∗ω) ∧ (f∗η), για κάθε ω ∈ ΛrN, η ∈ ΛsN.

(iii) f∗(dNω) = dMf∗ω, όπου dM , dN οι τελεστές εξωτερικής παραγώγου των πο-
λυπτυγμάτωνM,N αντίστοιχα.

Μια μορφή ω ενός πολυπτύγματοςM καλείται κλειστή, αν ισχύει ότι dω = 0.Μια
μορφή ω ενός πολυπτύγματοςM καλείται ακριβής, αν υπάρχει μορφή φ τουM τέτοια
ώστε ω = dφ.

Προκύπτει από την Πρόταση 2.2.6 ότι κάθε ακριβής μορφή είναι κλειστή, ενώ το
αντίστροφο δεν ισχύει γενικά. Μια συνθήκη για την ισχύ του αντιστρόφου δίνεται από
το ακόλουθο λήμμα:

Λήμμα 2.2.8 (Λήμμα Poincare). Έστω M ένα απλά συνεκτικό πολύπτυγμα και ω ∈
Λ1M. Αν η μορφή ω είναι κλειστή, τότε υπάρχει λεία συνάρτηση u : M −→ R τέτοια
ώστε du = ω.

2.3 Κλίση, Λαπλασιανή και παραβολικά πολυπτύγματα

Για τυχούσα συνάρτηση u ∈ C∞(M) ενός πολυπτύγματος Riemann (Mn, 〈·, ·〉)
το διανυσματικό πεδίο κλίσης gradu ορίζεται από την ισότητα

〈gradu,X〉 = du(X), X ∈ X(M).
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Η απόκλιση ενός διανυσματικού πεδίουX ∈ X(Mn) ορίζεται ως

divX = tr(∇X) =
n∑

i=1

〈∇eiX, ei〉,

όπου∇ είναι η συνοχή Levi-Civita του πολυπτύγματοςM και {ei}1≤i≤n τοπικό ορθο-
μοναδιαίο πλαίσιο.

Η Λαπλασιανή∆u μιας συνάρτησης u ∈ C∞(M) ορίζεται ως

∆u = divgrad f.

Μια συνάρτηση u ∈ C∞(M) καλείται υφαρμονική αν∆u ≥ 0.

Ένα πολύπτυγμα M καλείται παραβολικό αν κάθε άνω φραγμένη υφαρμονική συ-
νάρτηση είναι σταθερή. Για παράδειγμα ο Ευκλείδειος χώρος R2 εφοδιασμένος με την
επαγόμενη μετρική είναι παραβολικό πολύπτυγμα.

2.4 Ισομετρικές εμβαπτίσεις

Σε αυτή την ενότητα θα αναφερθούμε σε στοιχεία της θεωρίας των ισομετρικών
εμβαπτίσεων διδιάστατων πολυπτυγμάτων στον Ευκλείδειο χώρο R4 ο οποίος είναι ε-
φοδιασμένος με τη συνήθη μετρική (Βλ. [4, 6]).

Ορισμός 2.4.1. Μια εμβάπτιση f :
(
M, 〈·,·〉

)
−→ R4 ενός πολυπτύγματος Riemann

(M, 〈·,·〉) ονομάζεται ισομετρική εμβάπτιση αν ισχύει

〈dfx(v), dfx(w)〉 = 〈v, w〉x,

για κάθε σημείο x ∈ M και κάθε διανύσματα v, w ∈ TxM.

Έστω f :
(
M, 〈·,·〉

)
−→ R4 μια ισομετρική εμβάπτιση. Η επαγόμενη δέσμη της

εμβάπτισης f είναι η διανυσματική δέσμη

f∗(TR4
)
:=
{
(x, v) : x ∈ M, v ∈ Tf(x)R4

}
.

Το σύνολο των διαφορίσιμων διανυσματικών πεδίων κατά μήκος της εμβάπτισης f είναι
εξ ορισμού το σύνολο

X(f) = Γ
(
f∗(TR4

))
.

Προφανώς, αν Z ∈ X(R4), τότε Z ◦ f ∈ X(f).
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Για κάθε σημείο x ∈ M, ο εφαπτόμενος χώρος Tf(x)R4 αναλύεται σε ορθογώνιο
ευθύ άθροισμα

Tf(x)R4 = dfx
(
TxM

)
⊕
(
dfx
(
TxM

))⊥
.

Ο υπόχωρος
(
dfx(TxM)

)⊥ ονομάζεται κάθετος χώρος της ισομετρικής εμβάπτισης f
στο σημείο x και συμβολίζεται μεNfM(x).

Αντίστοιχα, η κάθετη δέσμη της ισομετρικής εμβάπτισης f είναι η διανυσματική
δέσμη

NfM =
{
(x, ξ) : x ∈ M, ξ ∈ NfM(x)

}
⊂ f∗(TR4

)
και το σύνολο των κάθετων διανυσματικών πεδίων της εμβάπτισης f είναι το σύνολο

X⊥(f) = Γ
(
NfM

)
.

Ο υπόχωρος dfx(TxM) καλείται εφαπτόμενο επίπεδο της ισομετρικής εμβάπτισης
f στο σημείο x ∈ M. H εφαπτόμενη δέσμη της ισομετρικής εμβάπτισης f είναι το
σύνολο

df(TM) =
{
(x, v) : x ∈ M, v ∈ dfx(TxM)

}
.

Η συνοχή Levi-Civita ∇̃ τουR4 επάγει μία μοναδική συνοχή στην επαγόμενη δέσμη
f∗(TR4

)
, την οποία συμβολίζουμε χάριν απλότητας με το ίδιο σύμβολο ∇̃, και για την

οποία ισχύει:
∇̃X(Z ◦ f) = ∇̃df(X)Z,

για κάθε διανυσματικό πεδίοX ∈ X(M) και για κάθε Z ∈ X(R4).

Θεωρούμε διανυσματικά πεδία X,Y ∈ X(M). Το διανυσματικό πεδίο ∇̃Xdf(Y )
αναλύεται σε εφαπτομενική και σε κάθετη συνιστώσα:

∇̃Xdf(Y ) = (∇̃Xdf(Y ))⊤ + (∇̃Xdf(Y ))⊥.

Αποδεικνύεται ότι
(∇̃Xdf(Y ))⊤ = df(∇XY ),

όπου∇ είναι η συνοχή Levi-Civita του πολυπτύγματοςM .

Ακολούθως, υπενθυμίζουμε τη σημαντική για τη θεωρία των ισομετρικών εμβαπτί-
σεων έννοια της δεύτερης θεμελιώδους μορφής.

Ορισμός 2.4.2. Ονομάζουμε δεύτερη θεμελιώδη μορφή μιας ισομετρικής εμβάπτισης
f : M −→ R4 την απεικόνιση

αf : X(M)× X(M) −→ X⊥(f), αf (X,Y ) = (∇̃Xdf(Y ))⊥,

για κάθε X,Y ∈ X(M).
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Ισχύει ότι

∇̃Xdf(Y ) = df(∇XY ) + αf (X,Y ), (2.1)

για κάθε X,Y ∈ X(M). Η ισότητα η οποία είναι γνωστή στη βιβλιογραφία ως τύπος
του Gauss [3, σελ. 3].

Μια ισομετρική εμβάπτιση καλείται ολικά γεωδαισιακή αν η δεύτερη θεμελειώδης
μορφή είναι παντού μηδέν. Τα ολικά γεωδαισιακά πολυπτύγματα των Ευκλείδιων χώρων
είναι αφφινικοί υπόχωροι.

Ορισμός 2.4.3. Η απεικόνιση Weingarten (ή τελεστής σχήματος) μιας ισομετρικής
εμβάπτισης f : M −→ R4 στην διεύθυνση ξ ∈ X⊥(f) είναι το (1, 1)−τανυστικό
πεδίο

Aξ : X(M) −→ X(M), df(AξX) = −(∇̃Xξ)⊤,

όπου X ∈ X(M).

Είναι γνωστό ότι η δεύτερη θεμελιώδης μορφή είναι συμμετρική και C∞(M)−δι-
γραμμική. Από τη συμμετρία της προκύπτει ότι ο τελεστής σχήματοςAξ είναι αυτοπρο-
σαρτημένος. Οι δύο ιδιοτιμές του καλούνται κύριες καμπυλότητες της εμβάπτισης στη
διεύθυνση ξ.

Η απεικόνιση Weingarten πληροί τη σχέση

〈αf (X,Y ), ξ〉 = 〈AξX,Y 〉, (2.2)

για κάθεX,Y ∈ X(M) και για κάθε ξ ∈ X⊥(f).

Για κάθε ισομετρική εμβάπτιση f ορίζεται η απεικόνιση:

∇⊥ : X(M)× X⊥(f) −→ X⊥(f), ∇⊥
Xξ = (∇̃Xξ)⊥,

όπουX ∈ X(M), ξ ∈ X⊥(f).

Αποδεικνύεται ότι η απεικόνιση αυτή πληροί τις ακόλουθες ιδιότητες:

(i) ∇⊥
X1+X2

ξ = ∇⊥
X1

ξ +∇⊥
X2

ξ,

(ii) ∇⊥
uXξ = u∇⊥

Xξ,

(iii) ∇⊥
X(ξ1 + ξ2) = ∇⊥

Xξ1 +∇⊥
Xξ2,

(iv) ∇⊥
X(uξ) = (Xu)ξ + u∇⊥

Xξ,
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(v) X〈ξ1, ξ2〉 =
〈
∇⊥

Xξ1, ξ2
〉
+
〈
ξ1,∇⊥

Xξ2
〉
,

για κάθεX,X1, X2 ∈ X(M), ξ, ξ1, ξ2 ∈ X⊥(f) και u ∈ C∞(M).

Τα ανωτέρω δηλώνουν ότι η απεικόνιση αυτή είναι μια συνοχή στην κάθετη δέσμη
NfM της εμβάπτισης f, η οποία καλείται κάθετη συνοχή.

Ένα κάθετο διανυσματικό πεδίο ξ ∈ X⊥(f) καλείται παράλληλο στην κάθετη δέ-
σμη αν

∇⊥
Xξ = 0,

για κάθεX ∈ X(M).

Επιπλέον, είναι φανερό ότι

∇̃Xξ = −df(AξX) +∇⊥
Xξ, (2.3)

για κάθε X ∈ X(M) και για κάθε ξ ∈ X⊥(f). Η ισότητα αυτή είναι γνωστή στη βι-
βλιογραφία ως τύπος Weingarten [3, σελ. 4].

Για κάθε διανυσματικό πεδίο ξ ∈ X⊥(f) το συμμετρικό (2, 0)−τανυστικό πεδίο
IIξ το οποίο ορίζεται ως

IIξ(X,Y ) = 〈AξX,Y 〉,

όπου X,Y ∈ X(M), ονομάζεται δεύτερη θεμελιώδης μορφή στη διεύθυνση του δια-
νυσματικού πεδίου ξ.

Ορισμός 2.4.4. Έστω f : M −→ R4 ισομετρική εμβάπτιση. Το διάνυσμα μέσης κα-
μπυλότητας της f στο σημείο x ∈ M είναι το διάνυσμα

H(x) =
1

2
(αf (X1, X1) + αf (X2, X2)),

όπου {X1, X2} είναι μια ορθομοναδιαία βάση του εφαπτομένου χώρου TxM.

Αποδεικνύεται ότι
〈ξ,H(x)〉 = 1

2
tr
(
Aξ

)
, (2.4)

για κάθε διάνυσμα ξ ∈ NfM(x). Eπομένως το διάνυσμα μέσης καμπυλότητας είναι
ανεξάρτητο της επιλογής της βάσης {X1, X2}. Επίσης, από το παραπάνω έχουμε ότι:

H(x) =
1

2
tr
(
Aξ1

)
ξ1 +

1

2
tr
(
Aξ2

)
ξ2,
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όπου {ξ1, ξ2} μια ορθομοναδιαία βάση του κάθετου χώρουNfM(x).

Ορίζεται κατ’ αυτόν τον τρόπο ένα κάθετο διανυσματικό πεδίο H ∈ X⊥(f), το
οποίο καλείται διανυσματικό πεδίο μέσης καμπυλότητας.

Ο διανυσματικός υπόχωρος του κάθετου χώρου NfM(x) ο οποίος παράγεται από
το σύνολο {

αf (v, w) : v, w ∈ TxM
}

καλείται πρώτος κάθετος χώρος της ισομετρικής εμβάπτισης f στο σημείο x και συμ-
βολίζεται με Nf

1 (x).

Είναι γνωστό (Βλ. [3]) ότι ισχύουν οι ακόλουθες εξισώσεις.

(i) Η εξίσωση Gauss:

〈R(X,Y )Z,W 〉 =
〈
αf (X,W ), αf (Y, Z)

〉
−
〈
αf (X,Z), αf (Y,W )

〉
, (2.5)

για κάθε X,Y, Z,W ∈ X(M), όπου R είναι ο τανυστής καμπυλότητας του πο-
λυπτύγματοςM (Βλ. Ορισμό 2.1.8).

(ii) Η εξίσωση Codazzi:

(∇⊥
Xαf )(Y, Z) = (∇⊥

Y αf )(X,Z), (2.6)

για κάθεX,Y, Z ∈ X(M), όπου

(∇⊥
Xαf )(Y, Z) = ∇⊥

Xαf (Y, Z)− αf (∇XY, Z)− αf (Y,∇XZ).

Η εξίσωση Codazzi ισοδύναμα γράφεται ως:

(∇XAξ)Y − (∇Y Aξ)X = A∇⊥
XξY −A∇⊥

Y ξX, (2.7)

για κάθεX,Y ∈ X(M) και κάθε ξ ∈ X⊥(f).

Υπενθυμίζουμε ότι η συναλλοίωτη παράγωγος του τελεστή σχήματοςAξ ορίζεται
ως:

(∇XAξ)Y = ∇XAξY −Aξ(∇XY ).

(iii) Η εξίσωση Ricci:

〈R⊥(X,Y )ξ, η〉 =
〈
[Aξ, Aη]X,Y

〉
, (2.8)

για κάθεX,Y ∈ X(M) και για κάθε ξ, η ∈ X⊥(f), όπου

R⊥ : X(M)× X(M)× X⊥(f) −→ X⊥(f)
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είναι ο τανυστής κάθετης καμπυλότητας ο οποίος ορίζεται ως:

R⊥(X,Y )ξ = ∇⊥
X∇⊥

Y ξ −∇⊥
Y ∇⊥

Xξ −∇⊥
[X,Y ]ξ,

και
[Aξ, Aη] = AξAη −AηAξ.

2.5 Οι εξισώσεις δομής του Cartan για τον Ευκλείδειο χώροR4

Έστω V ανοιχτό υποσύνολο του Ευκλειδείου χώρου R4 και ẽ1, ẽ2, ẽ3, ẽ4 ∈ X(V )
ορθομοναδιαία διανυσματικά πεδία. Θεωρούμε το δυϊκό πλαίσιο {ω̃1, ω̃2, ω̃3, ω̃4} ⊂
Λ1V του {ẽ1, ẽ2, ẽ3, ẽ4}, δηλαδή τις 1-μορφές ω̃i με

ω̃i(X) = 〈X, ẽi〉, X ∈ X(V ), 1 ≤ i ≤ 4.

Οι μορφές συνοχής ω̃ij ∈ Λ1(V ), 1 ≤ i, j ≤ 4 του πλαισίου {ẽ1, ẽ2, ẽ3, ẽ4} ορίζονται
ως:

ω̃ij(X) = 〈∇̃X ẽi, ẽj〉,

όπου ∇̃ είναι η συνοχή Levi-Civita του Ευκλειδείου χώρου R4. Προφανώς ισχύει

∇̃X ẽi =

4∑
j=1

ω̃ij(X)ẽj

και
ω̃ij = −ω̃ji,

για κάθε 1 ≤ i, j ≤ 4.

Αναφέρουμε τις εξισώσεις δομής του Cartan για τον Ευκλείδειο χώρο R4 οι οποίες
γράφονται ως ακολούθως:

dω̃i =

4∑
κ=1

ω̃iκ ∧ ω̃κ, 1 ≤ i ≤ 4, (2.9)

dω̃ij =
4∑

κ=1

ω̃iκ ∧ ω̃κj , 1 ≤ i, j ≤ 4. (2.10)

32



Κεφάλαιο 2 2.6. Η μέθοδος του κινούμενου πλαισίου για ισομετρικές εμβαπτίσεις

2.6 Η μέθοδος του κινούμενου πλαισίου για ισομετρικές εμβα-
πτίσεις

Έστω M ένα διδιάστατο πολύπτυγμα Riemann και f : M −→ R4 μια ισομετρική
εμβάπτιση. Γύρω από κάθε σημείο του πολυπτύγματος M υπάρχει αρκούντως μικρή
περιοχή U έτσι ώστε ο περιορισμός f |U να είναι εμφύτευση.

Θεωρούμε ορθομοναδιαίο πλαίσιο {e1, e2} στην περιοχή U ⊂ M και κάθετα ορ-
θομοναδιαία διανυσματικά πεδία e3, e4 ∈ X⊥(f |U ).

Σε κατάλληλη περιοχήV τουR4 τέτοια ώστε f(U)∩V 6= ∅ υπάρχει ορθομοναδιαίο
πλαίσιο {ẽ1, ẽ2, ẽ3, ẽ4} ⊂ X(V ) έτσι ώστε να ισχύει:

ẽ1(f(x)) = dfx(e1), ẽ2(f(x)) = dfx(e2)

και
ẽ3(f(x)) = e3(x), ẽ4(f(x)) = e4(x).

για κάθε x ∈ U.

Από τα ανωτέρω προκύπτουν οι ακόλουθες ισότητες.

f∗ω̃1(X) = ω̃1(df(X)) = 〈df(X), ẽ1〉 = 〈df(X), df(e1)〉 = 〈X, e1〉 = ω1(X),

f∗ω̃2(X) = ω̃2(df(X)) = 〈df(X), ẽ2〉 = 〈df(X), df(e2)〉 = 〈X, e2〉 = ω2(X),

f∗ω̃3(X) = ω̃3(df(X)) = 〈df(X), ẽ3〉 = 〈df(X), e3〉 = 0,

f∗ω̃4(X) = ω̃4(df(X)) = 〈df(X), ẽ4〉 = 〈df(X), e4〉 = 0.

όπου οι μορφές ω1, ω2 είναι το δυϊκό πλαίσιο του πλαισίου {e1, e2}, δηλαδή

ωi(X) = 〈X, ei〉 X ∈ X(U), i = 1, 2.

Επομένως,
f∗ω̃i = ωi, i = 1, 2,

και
f∗ω̃a = 0, a = 3, 4.

Ομοίως βρίσκουμε,

f∗ω̃12(X) = ω̃12(df(X)) = 〈∇̃df(X)ẽ1, ẽ2〉

= 〈∇̃df(X)df(e1), df(e2)〉
= 〈df(∇Xe1) + αf (X, e1), df(e2)〉
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= 〈df(∇Xe1), df(e2)〉 = 〈∇Xe1, e2〉
= ω12(X),

όπου ω12 είναι η μορφή συνοχής του πλαισίου {e1, e2}, δηλαδή

ω12(X) = 〈∇Xe1, e2〉 X ∈ X(M)

και∇ είναι η συνοχή Levi-Civita του πολυπτύγματος RiemannM.

Ορίζουμε τις μορφές

ωia = f∗ω̃ia, i = 1, 2, a = 3, 4.

Θεωρούμε τους τελεστές σχήματος A3, A4 στις διευθύνσεις e3, e4 όπου {e3, e4} είναι
ένα κάθετο ορθομοναδιαίο πλαίσιο της κάθετης δέσμηςNfM της ισομετρικής εμβάπτι-
σης f. Τότε έχουμε

f∗ω̃13(X) = ω̃13(df(X)) =
〈
∇̃df(X)ẽ1, ẽ3

〉
=
〈
∇̃df(X)df(e1), e3

〉
=
〈
df(∇Xe1) + αf (X, e1), e3

〉
=
〈
αf (X, e1), e3

〉
=
〈
A3X, e1

〉
= ω13(X),

f∗ω̃14(X) = ω̃14(df(X)) =
〈
∇̃df(X)ẽ1, ẽ4

〉
=
〈
∇̃df(X)df(e1), e4

〉
=
〈
df(∇Xe1) + αf (X, e1), e4

〉
=
〈
A4X, e1

〉
= ω14(X),

ω̃23(df(X)) =
〈
∇̃df(X)ẽ2, ẽ3

〉
=
〈
∇̃df(X)df(e2), e3

〉
=
〈
df(∇Xe2) + αf (X, e2), e3

〉
=
〈
A3X, e2

〉
= ω23(X),

f∗ω̃24(X) = ω̃24(df(X)) =
〈
∇̃df(X)ẽ2, ẽ4

〉
=
〈
∇̃df(X)df(e2), e4

〉
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=
〈
df(∇Xe2) + αf (X, e2), e4

〉
=
〈
A4X, e2

〉
= ω24(X),

f∗ω̃34(X) = ω̃34(df(X)) =
〈
∇̃df(X)ẽ3, ẽ4

〉
=
〈
∇̃df(X)e3, e4

〉
= 〈−df(A3X) +∇⊥

Xe3, e4〉
= 〈∇⊥

Xe3, e4〉
= ω34(X).

Συνεπώς,
f∗ω̃12 = ω12, f∗ω̃34 = ω34,

όπουω34 είναι η μορφή κάθετης συνοχής για το κάθετο ορθομοναδιαίο πλαίσιο {e3, e4}.

Θεωρώντας την ανάσυρση στις εξισώσεις Cartan (2.9) και (2.10) και λαμβάνοντας
υπόψιν τους ανωτέρω υπολογισμούς προκύπτουν οι ακόλουθες εξισώσεις δομής του
Cartan για την ισομετρική εμβάπτιση f :

dωi =
2∑

κ=1

ωiκ ∧ ωκ, i = 1, 2, (2.11)

dωAB =
4∑

C=1

ωAC ∧ ωCB, 1 ≤ A,B,C ≤ 4. (2.12)

Σύμφωνα με τα προηγούμενα, για τους τελεστές σχήματος έχουμε

A3(X) := Ae3(X) = ω13(X)e1 + ω23(X)e2,

A4(X) := Ae4(X) = ω14(X)e1 + ω24(X)e2,

για κάθεX ∈ X(U).

Είναι γνωστό ότι η καμπυλότητα Gauss του πολυπτύγματοςM πληροί την ισότητα:

dω12 = −K ω1 ∧ ω2. (2.13)

Με τους ανωτέρω συμβολισμούς, η επόμενη πρόταση εκφράζει την καμπυλότητα Gauss
μέσω των τελεστών σχήματος.
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Πρόταση 2.6.1. Έστω f : M −→ R4 μια ισομετρική εμβάπτιση. Η καμπυλότητα
Gauss του πολυπτύγματοςM δίνεται από την ισότητα:

K = detA3 + detA4. (2.14)

Απόδειξη. Από την ανωτέρω εξίσωση (2.12) έχουμε

dω12 = ω13 ∧ ω32 + ω14 ∧ ω42.

Γνωρίζουμε ότι

ω13 = ω13(e1)ω1 + ω13(e2)ω2 = 〈A3e1, e1〉ω1 + 〈A3e1, e2〉ω2,

ω32 = ω32(e1)ω1 + ω32(e2)ω2 = −〈A3e1, e2〉ω1 − 〈A3e2, e2〉ω2,

ω14 = ω14(e1)ω1 + ω14(e2)ω2 = 〈A4e1, e1〉ω1 + 〈A4e1, e2〉ω2,

ω42 = ω42(e1)ω1 + ω42(e2)ω2 = −〈A4e1, e2〉ω1 + 〈A4e2, e2〉ω2.

Επομένως,

dω12 =
(
− 〈A3e1, e1〉〈A3e2, e2〉+ 〈A3e1, e2〉2

)
ω1 ∧ ω2

+
(
− 〈A4e1, e1〉〈A4e2, e2〉+ 〈A4e1, e2〉2

)
ω1 ∧ ω2.

Οι πίνακες των τελεστών σχήματος A3 και A4 ως προς το πλαίσιο {e1, e2} είναι

A3 ∼
(
〈A3e1, e1〉 〈A3e1, e2〉
〈A3e1, e2〉 〈A3e2, e2〉

)
και

A4 ∼
(
〈A4e1, e1〉 〈A4e1, e2〉
〈A4e1, e2〉 〈A4e2, e2〉

)
.

Άρα έχουμε
dω12 = −

(
detA3 + detA4

)
ω1 ∧ ω2.

Οπότε από τη σχέση (2.13) έπεται το ζητούμενο. □

Η κάθετη καμπυλότητα Kn της ισομετρικής εμβάπτισης f είναι η συνάρτηση για
την οποία ισχύει:

dω34 = −Kn ω1 ∧ ω2. (2.15)

Είναι γνωστό ότι η κάθετη καμπυλότητα είναι καλά ορισμένη, δηλαδή ανεξάρτητη των
πλαισίων {e1, e2} και {e3, e4}. Θα λέμε ότι η ισομετρική εμβάπτιση f έχει ισόπεδη
κάθετη δέσμη ανKn = 0 παντού.

Ισχύει η ακόλουθη πρόταση.
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Πρόταση 2.6.2. Έστω f : M −→ R4 μια ισομετρική εμβάπτιση. Η κάθετη καμπυλό-
τηταKn πληροί τη σχέση:

Kn = −〈[A3, A4]e1, e2〉,

όπου A3, A4 οι τελεστές σχήματος στις διευθύνσεις e3, e4.

Απόδειξη. Έχουμε ότι
dω34 = −Kn ω1 ∧ ω2

και λόγω της σχέσης (2.12)

dω34 = ω31 ∧ ω14 + ω32 ∧ ω24 = −ω13 ∧ ω14 − ω23 ∧ ω24.

Επίσης, είναι

ω13 = ω13(e1)ω1 + ω13(e2)ω2,

ω14 = ω14(e1)ω1 + ω14(e2)ω2,

ω23 = ω23(e1)ω1 + ω23(e2)ω2,

ω24 = ω24(e1)ω1 + ω24(e2)ω2.

Οπότε,

−ω13 ∧ ω14 − ω23 ∧ ω24 =
(
− ω13(e1)ω14(e2) + ω13(e2)ω14(e1)

− ω23(e1)ω24(e2) + ω23(e2)ω24(e1)
)
ω1 ∧ ω2

=
(
〈A3e2, e1〉〈A4e1, e1〉 − 〈A3e1, e1〉〈A4e2, e1〉
+ 〈A3e2, e2〉〈A4e1, e2〉 − 〈A3e1, e2〉〈A4e2, e2〉

)
ω1 ∧ ω2

=
(
〈A4e1, 〈A3e2, e1〉e1 + 〈A3e2, e2〉e2〉
− 〈A4e2, 〈A3e1, e1〉e1 + 〈A3e1, e2〉e2〉

)
ω1 ∧ ω2

=
(
〈A4e1, A3e2〉 − 〈A4e2, A3e1〉

)
ω1 ∧ ω2

=
(
〈A4e1, A3e2〉 − 〈A4e2, A3e1〉

)
ω1 ∧ ω2

=
(
〈A3(A4e1), e2〉 − 〈e2, A4(A3e1)〉

)
ω1 ∧ ω2

=
(
〈A3 ◦A4(e1), e2〉 − 〈A4 ◦A3(e1), e2〉

)
ω1 ∧ ω2

=
(
〈(A3 ◦A4 −A4 ◦A3)〉(e1), e2〉

)
ω1 ∧ ω2

=−Kn ω1 ∧ ω2.

Από τα ανωτέρω προκύπτει η ζητούμενη σχέση. □
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Κεφάλαιο 2 2.6. Η μέθοδος του κινούμενου πλαισίου για ισομετρικές εμβαπτίσεις

Από την Πρόταση 2.6.2 έπεται ότιKn = 0 αν και μόνο αν [A3, A4] = 0.

Έστω ότι σε κάθε σημείο x ∈ M ισχύει Kn(x) = 0. Τότε επειδή οι τελεστές
σχήματοςA3 καιA4 μετατίθενται, υπάρχει σε κάθε σημείο x ∈ M ορθομοναδιαία βάση
{E1, E2} του εφαπτομένου επιπέδου TxM η οποία τους διαγωνιοποιεί ταυτόχρονα.

Αν η εμβάπτιση f έχει κάθετη καμπυλότητα μηδέν και το ορθομοναδιαίο πλαίσιο
{e1, e2} διαγωνιοποιεί ταυτόχρονα τους τελεστές σχήματος A3, A4, τότε ισχύει

A3 ∼
(
κ1 0
0 κ2

)
και A4 ∼

(
λ1 0
0 λ2

)
,

όπου κi, λi είναι οι κύριες καμπυλότητες στις κάθετες διευθύνσεις e3 και e4. Επομένως,
έχουμε ότι

A3 = κ1ω1 ⊗ e1 + κ2ω2 ⊗ e2.

και
A4 = λ1ω1 ⊗ e1 + λ2ω2 ⊗ e2.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ3
ΕΠΙΦΑΝΕΙΕΣ ΟΙ ΟΠΟΙΕΣ ΔΙΑΘΕΤΟΥΝ
ΕΝΑ ΠΑΡΑΛΛΗΛΟ ΚΑΘΕΤΟ
ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟ ΠΕΔΙΟ

Υπενθυμίζουμε το ερώτημα του Chern το οποίο ισοδυνάμως διατυπώνεται ως εξής

Ερώτημα 3. Έστω M συμπαγές διδιάστατο πολύπτυγμα Riemann με καμπυλότητα
GaussK. Αν υπάρχει ισομετρική εμβάπτιση f : M −→ R4 τότε ισχύει maxK ≥ 0;

Θεωρούμε ένα συνεκτικό και προσανατολισμένο διδιάστατο πολύπτυγμα Riemann
M και f : M −→ R4 μια ισομετρική εμβάπτιση. Σε αυτό το κεφάλαιο θα μελετήσουμε
το ερώτημα του Chern για ισομετρικές εμβαπτίσεις με την υπόθεση ότι διαθέτουν ένα
ολικά ορισμένο μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό πεδίο e ∈ X⊥(f), το οποίο είναι πα-
ράλληλο στη κάθετη δέσμη. Μια τέτοια κατηγορία εμβαπτίσεων είναι αυτές των οποίων
η εικόνα f(M) περιέχεται μέσα σε μια σφαίρα του Ευκλειδείου χώρου R4. Πράγματι,
αν η εικόνα μιας εμβάπτισης περιέχεται σε μια σφαίρα του Ευκλειδείου χώρου R4, τότε
το κάθετο διάνυσμα της σφαίρας ορίζει ένα κάθετο διανυσματικό πεδίο στην εμβάπτιση
το οποίο είναι παράλληλο στην κάθετη δέσμη της.

Για τη διατύπωση των κύριων αποτελεσμάτων αυτού του κεφαλαίου, τα οποία δί-
νουν μερική απάντηση στο ερώτημα του Chern, χρειαζόμαστε τον ακόλουθο ορισμό.

Ορισμός 3.1.1. Έστω f : M −→ R4 μια ισομετρική εμβάπτιση. Ένα κάθετο διανυ-
σματικό πεδίο e ∈ X⊥(f) της f καλείται:

(i) Μη-ιδιάζον, αν για τον αντίστοιχο τελεστή σχήματος Ae ισχύει detAe 6= 0 πα-
ντού.

(ii) Ιδιάζον, αν ισχύει detAe = 0 παντού.
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Κεφάλαιο 3

Τα κύρια αποτελέσματα του παρόντος κεφαλαίου διατυπώνονται ως ακολούθως:

Θεώρημα 3.1.2. Θεωρούμε μια ισομετρική εμβάπτιση f : M −→ R4 ενός πλήρους
διδιάστατου προσανατολισμένου πολυπτύγματος Riemann M. Αν η εμβάπτιση f έχει
φραγμένη μέση καμπυλότητα και διαθέτει ένα ολικά ορισμένο παράλληλο, μη ιδιάζον,
κάθετο, μοναδιαίο διανυσματικό πεδίο e ∈ X⊥(f) τέτοιο ώστε detAe > 0 παντού,
τότε η καμπυλότητα GaussK του πολυπτύγματοςM πληροί supK ≥ 0.

Θεώρημα 3.1.3. Θεωρούμε μια ισομετρική εμβάπτιση f : M −→ R4 ενός πλήρους
διδιάστατου προσανατολισμένου πολυπτύγματος Riemann M. Αν η εμβάπτιση f έχει
φραγμένη μέση καμπυλότητα και διαθέτει ένα ολικά ορισμένο, παράλληλο, μη ιδιάζον
κάθετο, μοναδιαίο διανυσματικό πεδίο e ∈ X⊥(f) τέτοιο ώστε sup detAe < 0, τότε η
καμπυλότητα GaussK του πολυπτύγματοςM πληροί supK ≥ 0.

Παραθέτουμε τα ακόλουθα πορίσματα αυτών.

Πόρισμα 3.1.4. ΈστωM ένα πλήρες διδιάστατο προσανατολισμένο πολύπτυγμα Riemann
και f : M −→ S3 μια ισομετρική εμβάπτιση στη μοναδιαία σφαίρα S3 ⊂ R4. Αν η
f έχει φραγμένη μέση καμπυλότητα, τότε η καμπυλότητα GaussK του πολυπτύγματος
M πληροί supK ≥ 0.

Πόρισμα 3.1.5. Θεωρούμε μια ισομετρική εμβάπτιση f : M −→ R4 ενός συμπα-
γούς διδιάστατου προσανατολισμένου πολυπτύγματος Riemann M. Αν η εμβάπτιση
f διαθέτει ένα ολικά ορισμένο, παράλληλο και μη-ιδιάζον κάθετο διανυσματικό πε-
δίο e ∈ X⊥(f), τότε η καμπυλότητα Gauss K του πολυπτύγματος M πληροί είτε
maxK > 0, είτεK ≡ 0.

Πόρισμα 3.1.6. ΈστωM ένα είναι συμπαγές διδιάστατο προσανατολισμένο πολύπτυγ-
μα Riemann με καμπυλότητα Gauss K ≤ 0 και f : M −→ S3 μια ισομετρική εμβά-
πτιση. Τότε η καμπυλότητα GaussK του πολυπτύγματοςM πληροίK ≡ 0.

Πόρισμα 3.1.7. ΈστωM ένα συμπαγές διδιάστατο και προσανατολισμένο πολύπτυγμα
Riemann με καμπυλότητα Gauss K ≤ 0. Αν το πολύπτυγμα M δέχεται ισομετρική
εμβάπτιση στον R4 η οποία διαθέτει ένα ολικά ορισμένο παράλληλο και μη-ιδιάζον
κάθετο διανυσματικό πεδίο e ∈ X⊥(f), τότε ισχύειK ≡ 0.

Χρειαζόμαστε τα ακόλουθα λήμματα για την απόδειξη των παραπάνω αποτελεσμά-
των.

Λήμμα 3.1.8. Θεωρούμε ένα διδιάστατο πολύπτυγμα Riemann
(
M, 〈·,·〉

)
και

A : X(M) −→ X(M)
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Κεφάλαιο 3

ένα αυτοπροσαρτημένο (1, 1)−τανυστικό πεδίο τέτοιο ώστε detA 6= 0 παντού. Ορί-
ζουμε την μετρική Riemann 〈·, ·〉 με

〈X,Y 〉A = 〈AX,AY 〉, X, Y ∈ X(M).

Αν το τανυστικό πεδίο A είναι Codazzi, δηλαδή ισχύει η σχέση

(∇XA)Y = (∇Y A)X,

για κάθε X,Y ∈ X(M), τότε η καμπυλότητα Gauss KA της μετρικής 〈·, ·〉A δίνεται
από την ισότητα

KA =
K

detA
,

όπουK η καμπυλότητα Gauss της μετρικής 〈·, ·〉.

Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας τον τύπο Koszul έχουμε ότι:

2
〈
∇A

Y X,Z
〉
A
= X

〈
Y, Z

〉
A
+ Y

〈
Z,X

〉
A
− Z

〈
X,Y

〉
A

−
〈
[X,Z], Y

〉
A
−
〈
[Y, Z], X

〉
A
−
〈
[X,Y ], Z

〉
A
.

(3.1)

Από τον ορισμό της μετρικής 〈·, ·〉A, η ανωτέρω ισότητα γράφεται ως

2
〈
A
(
∇A

Y X
)
, AZ

〉
= X〈AY,AZ〉+ Y 〈AZ,AX〉 − Z〈AX,AY 〉

−
〈
A[X,Z], AY

〉
−
〈
A[Y, Z], AX

〉
−
〈
A[X,Y ], AZ

〉
.

Λαμβάνοντας υπόψιν την ισότητα

∇X(AY ) = (∇XA)Y +A(∇XY ),

προκύπτει ότι:

2
〈
A
(
∇A

Y X
)
, AZ

〉
=
〈
(∇XA)Y +A(∇XY ), AZ

〉
+
〈
AY, (∇XA)Z +A(∇XZ)

〉
+
〈
(∇Y A)Z +A(∇Y Z), AX

〉
+
〈
AZ, (∇Y A)X +A(∇Y X)

〉
−
〈
(∇ZA)X +A(∇ZX), AY

〉
−
〈
AX, (∇ZA)Y +A(∇ZY )

〉
− 〈A(∇XZ −∇ZX), AY 〉 − 〈A(∇Y Z −∇ZY ), AX〉

− 〈A(∇XY −∇Y X), AZ〉

=
〈
(∇XA)Y +A(∇XY ) + (∇Y A)X +A(∇Y X) +A(∇XY )−A(∇Y X), AZ

〉
+
〈
(∇XA)Z +A(∇XZ)− (∇ZA)X −A(∇ZX)−A(∇XZ) +A(∇ZX), AY

〉
+
〈
(∇Y A)Z +A(∇Y Z)− (∇ZA)Y −A(∇ZY )−A(∇Y Z) +A(∇ZY ), AX

〉
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Κεφάλαιο 3

=
〈
(∇XA)Y + (∇Y A)X + 2A(∇XY ), AZ

〉
+
〈
(∇XA)Z − (∇ZA)X,AY

〉
+
〈
(∇Y A)Z − (∇ZA)Y,AX

〉
.

Επειδή το τανυστικό πεδίο A είναι Codazzi, έχουμε ότι:

(∇XA)Y = (∇Y A)X, (∇Y A)X = (∇XA)Y, (∇Y A)Z = (∇ZA)Y.

Επομένως η αρχική εξίσωση (3.1) γράφεται:

〈
A
(
∇A

Y X
)
, AZ

〉
=
〈
(∇XA)Y +A(∇XY ), AZ

〉
,

ή ισοδύναμα, 〈
A
(
∇A

Y X
)
, AZ

〉
= 〈∇Y (AX), AZ〉,

για κάθε Z ∈ X(M).

Συνεπώς,
A
(
∇A

Y X
)
= ∇Y (AX),

ή ισοδύναμα,

∇A
Y X = A−1(∇Y (AX)), (3.2)

για κάθεX,Y ∈ X(M), αφού το τανυστικό πεδίο A είναι μη-ιδιάζον.

Ακολούθως, κάνοντας χρήση της ισότητας (3.2) θα συσχετίσουμε τους τανυστές κα-
μπυλότητας R και RA των συνοχών∇ και∇A. Εξ ορισμού, έχουμε ότι

RA(X,Y )Z = ∇A
X∇A

Y Z −∇A
Y ∇A

XZ −∇A
[X,Y ]Z

για κάθεX,Y, Z ∈ X(M). Άρα από το παραπάνω έχουμε ότι:

A
(
RA(X,Y )Z

)
= A

(
∇A

X

(
∇A

Y Z
))

−A
(
∇A

Y

(
∇A

XZ
))

−A
(
∇A

[X,Y ]Z
)

= ∇X

(
A
(
∇A

Y Z
))

−∇Y

(
A
(
∇A

XZ
))

−∇[X,Y ](AZ)

= ∇X(∇Y (AZ))−∇Y (∇X(AZ))−∇[X,Y ](AZ)

= R(X,Y )AZ.

Οπότε

A
(
RA(X,Y )Z

)
= R(X,Y )AZ. (3.3)

για κάθεX,Y, Z ∈ X(M).
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Στο τυχόν σημείο x ∈ M θεωρούμε ορθομοναδιαία βάση {X,Y }, ως προς την με-
τρική 〈·,·〉, του εφαπτομένου χώρου TxM η οποία διαγωνιοποιεί τον τελεστήA, δηλαδή

AX = λX, AY = µY,

όπου λ, µ οι ιδιοτιμές του τελεστή A στο σημείο x ∈ M.

Εξ ορισμού στο σημείο x ∈ M είναι

K =
〈R(X,Y )Y,X〉

‖X ∧ Y ‖2
.

Επιπλέον, κάνοντας χρήση της ισότητας (3.3) έχουμε

KA =

〈
RA(X,Y )Y,X

〉
A

‖X ∧ Y ‖2A
=

〈
A
(
RA(X,Y )Y

)
, AX

〉
‖AX‖2‖AY ‖2 − 〈AX,AY 〉2

=
〈R(X,Y )AY,AX〉

‖AX‖2‖AY ‖2 − 〈AX,AY 〉2
=

λµ〈R(X,Y )Y,X〉
λ2µ2

=
〈R(X,Y )Y,X〉

detA
=

K

detA
.

□

Λήμμα 3.1.9. Έστω
(
M, 〈·,·〉

)
ένα πλήρες διδιάστατο πολύπτυγμα Riemann και f :

M −→ R4 μια ισομετρική εμβάπτιση. Αν η f έχει φραγμένη μέση καμπυλότητα και
διαθέτει ένα ολικά ορισμένο, μη-ιδιάζον, κάθετο, διανυσματικό πεδίο e ∈ X⊥(f),
τέτοιο ώστε inf | detAe| > 0, τότε το πολύπτυγμα M είναι πλήρες ως προς τη νέα
μετρική 〈·,·〉e, η οποία ορίζεται ως

〈X,Y 〉e = 〈AeX,AeY 〉, X, Y ∈ X(M).

Απόδειξη. Σύμφωνα με την Πρόταση 2.1.12 αρκεί να δείξουμε ότι υπάρχει θετική στα-
θερά κ, έτσι ώστε

〈X,X〉e ≥ κ〈X,X〉,

για κάθε x ∈ M και για κάθεX ∈ TxM.

Έστω x ∈ M και {X1, X2} ορθομοναδιαία βάση ιδιοδιανυσμάτων του τελεστή
σχήματος Ae στο σημείο x ως προς τη μετρική 〈·,·〉 με αντίστοιχες ιδιοτιμές λ1, λ2,
δηλαδή

AeX1 = λ1X1, AeX2 = λ2X2.

Προφανώς detAe = λ1λ2 και tr(Ae) = λ1 + λ2.
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Aπό την υπόθεση μας έχουμε ότι υπάρχει θετική σταθεράH0 τέτοια ώστε

‖H‖ ≤ H0.

Ακολούθως εργαζόμαστε στο τυχόν σημείο x. Θεωρούμε κάθετο διάνυσμα η τέτοιο ώ-
στε τα διανύσματα {e, η} να συνιστούν ορθομοναδιαία βάση του κάθετου χώρουNfM(x).

Ισχύει
H =

1

2
tr(Ae)e+

1

2
tr(Aη)η

και επομένως

‖H‖ =
1

2

√
(tr(Ae))2 + (tr(Aη))

2.

Οπότε,
|tr(Ae)| ≤

√
(tr(Ae))2 + (tr(Aη))2 ≤ 2H0.

Άρα,

|λ1 + λ2| ≤ 2H0. (3.4)

Επίσης, από υπόθεση υπάρχει c ∈ R σταθερά τέτοια ώστε

|λ1λ2| = | detAe| ≥ c > 0.

Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε ότι |λ1| ≥ |λ2|. Από την τριγωνική ανι-
σότητα και την ισότητα (3.4) έχουμε:

|λ1| − |λ2| ≤ |λ1 + λ2| ≤ 2H0.

Άρα,
|λ1| ≤ 2H0 + |λ2|.

Συνεπώς,
c ≤ |λ1λ2| = |λ1| |λ2| ≤ |λ2|

(
|λ2|+ 2H0

)
,

ή
|λ2|2 + 2H0|λ2| − c ≥ 0.

Η διακρίνουσα∆ του τριωνύμου p(t) = t2 + 2H0t
2 − c είναι

∆ = 4(C2 + c2) > 0.

Επομένως,
|λ2| ≥ −H0 +

√
H2

0 + c2 > 0.
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Για τυχόν εφαπτόμενο διάνυσμαX = a1X1 + a2X2, έχουμε ότι:

〈X,X〉e = 〈AeX,AeX〉 =
〈
Ae(a1X1 + a2X2), Ae(a1X1 + a2X2)

〉
= 〈a1λ1X1 + a2λ2X2, a1λ1X1 + a2λ2X2〉

= a21λ
2
1 + a22λ

2
2 ≥ a21λ

2
2 + a22λ

2
2

= λ2
2

(
a21 + a22

)
= λ2

2〈X,X〉

≥ κ2〈X,X〉,

όπου
κ = −H0 +

√
H2

0 + c2 > 0.

□

Υπενθυμίζουμε το Θεώρημα Gauss-Bonnet, το οποίο θα χρειαστούμε στις αποδεί-
ξεις.

Θεώρημα 3.1.10. Έστω M ένα διδιάστατο συμπαγές προσανατολισμένο πολύπτυγμα
Riemann με καμπυλότητα GaussK. Τότε ισχύει η ισότητα∫

M
K dA = 2πχ(M),

όπου dA είναι το στοιχείο εμβαδού και χ(M) είναι η χαρακτηριστική Euler-Poincare
του πολυπτύγματοςM.

Προχωράμε λοιπόν στην απόδειξη των θεωρημάτων.

Απόδειξη του Θεωρήματος 3.1.2. Έστω H0 = sup ‖H‖. Από τη σχέση (2.4) έχουμε
ότι

tr
(
Aξ

)
= 2〈H, ξ〉

για κάθε μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό πεδίο ξ ∈ X⊥(f). Άρα,∣∣tr(Aξ

)∣∣ ≤ 2‖H‖ ≤ 2H0,

ή ισοδύναμα, (
tr
(
Aξ

))2 ≤ 4H2
0 . (3.5)

Όμως για κάθε κάθετο διανυσματικό πεδίο ξ ισχύει

detAξ ≤
(
tr
(
Aξ

))2
2

.
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Άρα, από την υπόθεση και την ανισότητα (3.5) έχουμε ότι

0 < detAe ≤ 2H2
0 . (3.6)

Δια της απαγωγής εις άτοπο, υποθέτουμε ότι η καμπυλότητα GaussK του πολυπτύγμα-
τοςM πληροί

supK = −a < 0.

Θεωρούμε ένα μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό πεδίο η ∈ X⊥(f) ορθογώνιο στο δια-
νυσματικό πεδίο e. Λόγω της Πρότασης 2.6.1 για τη καμπυλότητα Gauss του πολυπτύγ-
ματοςM έχουμε ότι:

K = detAe + detAη ≤ −a < 0.

Άρα,

detAη = K − detAe < K ≤ −a < 0. (3.7)

Από υπόθεση
∇⊥

Xe = 0,

για κάθε X ∈ X(M). Αφού {e, η} είναι ορθομοναδιαίο πλαίσιο της κάθετης δέσμης,
NfM το διανυσματικό πεδίο∇⊥

Xη γράφεται

∇⊥
Xη = 〈∇⊥

Xη, e〉e+ 〈∇⊥
Xη, η〉η.

Όμως,
X〈η, η〉 = 0.

Άρα,
2〈∇⊥

Xη, η〉 = 0.

Επίσης,
〈∇⊥

Xη, e〉 = X〈η, e〉 − 〈η,∇⊥
Xe〉 = 0.

Άρα, το η είναι ολικά ορισμένο μοναδιαίο παράλληλο και μη-ιδιάζον, λόγω της (3.6).

Επίσης, έχουμε ότι detAη ≤ −a και επομένως είναι:

inf | detAη| ≥ a > 0.

Άρα, ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Λήμματος 3.1.9 για το διανυσματικό πεδίο η.
Επομένως η μετρική Riemann 〈·,·〉η η οποία ορίζεται ως

〈X,Y 〉η = 〈AηX,AηY 〉,
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για κάθεX,Y ∈ X(M), είναι πλήρης.

Επίσης, η εξίσωση Codazzi (2.7) για το διανυσματικό πεδίο η ∈ X⊥(f) είναι

(∇XAη)Y − (∇Y Aη)X = A∇⊥
XηY −A∇⊥

Y ηX, X, Y ∈ X(M).

Αφού το κάθετο διανυσματικό πεδίο η είναι παράλληλο στην κάθετη δέσμη, έχουμε

(∇XAη)Y = (∇Y Aη)X,

για κάθεX,Y ∈ X(M), δηλαδή το τανυστικό πεδίο Aη είναι Codazzi. Επομένως, από
το Λήμμα 3.1.8 προκύπτει ότι η καμπυλότητα Gauss Kη της μετρικής Riemann 〈·,·〉η
δίνεται από τη σχέση

Kη =
K

detAη
=

K

K − detAe
=

−K

detAe −K
.

Κάνοντας χρήση της σχέσης (3.6) και επειδήK < 0 ισχύει

Kη =
−K

detAe −K
≥ −K

−K + 2H2
0

=
K

K − 2H2
0

≥ a

a+ 2H2
0

> 0.

Από το Θεώρημα Bonnet-Myers 2.1.11 προκύπτει ότι το πολύπτυγμαM είναι συμπαγές
και αφού η καμπυλότηταKη της μετρικής Riemann 〈·,·〉η είναι θετική, από το Θεώρημα
Gauss-Bonnet 3.1.10 έπεται ότι το πολύπτυγμαM είναι ομοιομορφικό με τη σφαίρα S2.
Άρα,χ(M) = 2.Όμως, πάλι από τοΘεώρημαGauss-Bonnet για την επαγόμενη μετρική
του πολυπτύγματοςM έχουμε

4π = 2πχ(M) =

∫
M

KdA ≤ −a

∫
M

dM,

το οποίο είναι άτοπο. Άρα, τελικά supK ≥ 0. □

Απόδειξη του Θεωρήματος 3.1.3. Θέτουμε

sup ‖H‖ = H0 και sup detAe = −c < 0.

Δια της απαγωγής εις άτοπο υποθέτουμε ότι η καμπυλότητα Gauss του πολυπτύγματος
M πληροί

supK = −a < 0.

Αφού sup detAe = −c, έχουμε ότι

| detAe| ≥ c.
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Επομένως, είναι
inf | detAe| > 0.

Από υπόθεση το κάθετο διανυσματικό πεδίο e είναι ολικά ορισμένο παράλληλο και μη-
ιδιάζον. Όπως στην απόδειξη του Θεωρήματος 3.1.2, προκύπτει ότι το τανυστικό πεδίο
Ae είναι Codazzi. Οπότε ικανοποιούνται οι υποθέσεις των Λημμάτων 3.1.8 και 3.1.9.
Άρα, το πολύπτυγμα (M, 〈·,·〉e) είναι πλήρες με αντίστοιχη καμπυλότητα Gauss

Ke =
K

detAe
.

Θεωρούμε ένα μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό πεδίο ξ της f ορθογώνιο στο e. Λόγω
της Πρότασης 2.6.1 έχουμε

Ke =
K

detAe
=

detAe + detAξ

detAe
= 1 +

detAξ

detAe
.

Ισχυριζόμαστε ότι
Ke ≥ min(1,

a

a+ 2H2
0

).

Εφόσον detAe < 0, στα σημεία όπου detAξ ≤ 0 ισχύει

Ke ≥ 1 ≥ a

a+ 2H2
0

.

Θα εργαστούμε σε σημεία όπου detAξ > 0. Από την ανισότητα (3.6) και από τη σχέση

Ke =
K

detAe
=

K

K − detAξ
=

−K

detAξ −K
.

επειδή

detAξ ≤
(trAξ)

2

2
≤ 2〈H, ξ〉2 ≤ 2‖H‖2 ≤ 2H2

0 ,

έχουμε

Ke =
−K

detAξ −K
≥ −K

−K + 2H2
0

=
K

K − 2H2
0

≥ a

a+ 2H2
0

> 0.

Άρα,
Ke ≥ min

(
1,

a

a+ 2h20

)
> 0.

Συνεπώς, από το Θεώρημα Bonnet-Myers 2.1.11, το πολύπτυγμαM είναι συμπαγές πο-
λύπτυγμα Riemann. Επειδή η καμπυλότητα GaussKe της μετρικής Rieamnn 〈·,·〉e είναι
θετική, από το Θεώρημα Gauss-Bonnet 3.1.10 προκύπτει ότι το πολύπτυγμαM είναι ο-
μοιομορφικό με τη σφαίρα S2. Όμως πάλι από το Θεώρημα Gauss-Bonnet αυτό είναι
άτοπο διότιK ≤ 0 παντού. Άρα, supK ≥ 0. □
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Ακολουθούν οι αποδείξεις των πορισμάτων.

Απόδειξη του Πορίσματος 3.1.4. Έστω f : M −→ S3 μια ισομετρική εμβάπτιση. Θε-
ωρούμε την ισομετρική εμβάπτιση g : M −→ R4 με

g = j ◦ f,

όπου
j : S3 −→ R4

είναι η συνήθης έγκλιση της μοναδιαίας σφαίρας S3 στον Ευκλείδειο χώρο R4 εφοδια-
σμένη με την επαγόμενη μετρική.

Το μοναδιαίο κάθετο ξ της ισομετρικής εμβάπτισης j είναι

ξ(x) = x, x ∈ S3,

με αντίστοιχο τελεστή σχήματος Aj που δίνεται ως

AjV = −∇̃V ξ = −dξ(V ) = −V, (3.8)

για κάθε V ∈ X(S3).

Θεωρούμε το μοναδιαίο διανυσματικό πεδίο e ∈ X(g) με

e = f = ξ ◦ f.

Ισχυριζόμαστε ότι e ∈ X⊥(g). Πράγματι, για τυχαίο σημείο x ∈ M και διάνυσμα
v ∈ TxM υπάρχει καμπύλη

c : (−ϵ, ϵ) −→ M

τέτοια ώστε c(0) = x και c′(0) = v. Τότε,

〈e(x), dfp(v)〉 = 〈f(x), (f ◦ c)′(0)〉 = 1

2
(〈f ◦ c, f ◦ c〉)′(0) = 0.

Λόγω της (3.8) έχουμε

∇̃Xe = ∇̃X(ξ ◦ f) = ∇̃df(X)ξ = df(X) = dg(X), (3.9)

για κάθε X ∈ X(M). Όμως, από τον τύπο του Weingarten (2.3) για την εμβάπτιση g
έχουμε

∇̃Xe = −dg(Ag
eX) +∇⊥

Xe. (3.10)
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Από τις σχέσεις (3.9) και (3.10) έχουμε

Ag
eX = −X

και
∇⊥

Xe = 0

για κάθεX ∈ X(M). Οπότε, detAe = 1.

Θεωρούμε μοναδιαίο διανυσματικό πεδίο η ∈ X⊥(g) το οποίο είναι ορθογώνιο στο
διανυσματικό πεδίο e ∈ X⊥(g). Ισχυριζόμαστε ότι η ∈ X⊥(f). Πράγματι,

〈η(x), dfx(v)〉 = 〈η(x), dgx(v)〉 = 0,

για κάθε x ∈ M και v ∈ TxM. Άρα η ∈ X⊥(f).

Η ισομετρική εμβάπτιση f : M −→ S3 έχει τελεστή σχήματος Af
η που δίνεται ως

∇S3
X η = −df(Af

ηX), (3.11)

για κάθεX ∈ X(M). Σύμφωνα με τον τύπο Gauss (2.1), για την εμβάπτιση g έχουμε

∇̃Xη = −dg(Ag
ηX) +∇⊥

Xη = −df(Ag
ηX) +∇⊥

Xη. (3.12)

Επίσης, από τον τύπο του Gauss για την εμβάπτιση j έχουμε

∇̃V dj(W ) = dj(∇S3
V W ) + αj(V,W ),

ή ισοδύναμα,
∇̃V W = ∇S3

V W + 〈AjV,W 〉ξ,

όπου ∇S3 είναι η συνοχή Levi-Civita της σφαίρας S3 για κάθε V,W ∈ X(S3) και ξ ∈
X⊥(j). Επομένως

∇S3
df(X)η = ∇̃Xη + 〈df(X), η〉f,

και άρα η ισότητα (3.11) γράφεται

∇̃df(X)η + 〈df(X), η〉f = −df(Af
ηX),

ή ισοδύναμα

∇̃Xη = −df(Af
ηX). (3.13)

Από τις σχέσεις (3.12) και (3.13) έχουμε ότι

Af
ηX = Ag

ηX,
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για κάθεX ∈ X(M). Επομένως,
Af

η = Ag
η.

Ισχυριζόμαστε ότι η μέση καμπυλότητα Hg της εμβάπτισης g είναι φραγμένη. Έ-
χουμε

Hg =
1

2
tr(Ae)e+

1

2
tr(Ag

η)η.

Επειδή Ae = −Id, έχουμε

Hg = −e+
1

2
tr(Ag

η)η.

Οπότε,

‖Hg‖ =
√
1 + ‖Hf‖2.

Συνεπώς η μέση καμπυλότητα της εμβάπτισης g είναι φραγμένη, αφού η μέση καμπυ-
λότητα της f είναι φραγμένη από υπόθεση. Άρα ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Θεω-
ρήματος 3.1.2, οπότε supK ≥ 0. □

Απόδειξη του Πορίσματος 3.1.5. Λόγω της συμπάγειας έχουμε ότι το πολύπτυγμα είναι
πλήρες και έχει φραγμένη μέση καμπυλότητα. Από τη συνεκτικότητα του πολυπτύγμα-
τοςM έχουμε ότι η συνάρτηση detAe διατηρεί πρόσημο στοM .

Υποθέτουμε ότι detAe > 0 παντού. Τότε, θεωρούμε ολικά ορισμένο μοναδιαίο
κάθετο διανυσματικό πεδίο η ∈ X⊥(f) το οποίο είναι ορθογώνιο στο διανυσματικό
πεδίο e. Επειδή το e είναι παράλληλο, τότε και το διανυσματικό πεδίο η είναι παράλληλο
στην κάθετη δέσμη της f.Άρα, από το Θεώρημα 3.1.2 έχουμε ότι η καμπυλότητα Gauss
K πληροί maxK ≥ 0. Ας υποθέσουμε ότι maxK = 0 και άρα τότε K ≤ 0 παντού.
Από Πρόταση 2.6.1 έχουμε ότι η καμπυλότητα Gauss πληροί

K = detAe + detAη.

ΑφούK ≤ 0 και detAe > 0 έχουμε ότι detAη < 0. Επιπλέον ο τελεστής σχήματοςAη

είναι Codazzi αφού το διανυσματικό πεδίο η είναι παράλληλο στην κάθετη δέσμη της f.
Επομένως, από τα Λήμματα 3.1.8, 3.1.9 έχουμε ότι η μετρική 〈·,·〉η που ορίζεται

〈X,Y 〉η = 〈AηX,AηY 〉, X, Y ∈ X(M),

είναι πλήρης με καμπυλότητα Gauss

Kη =
K

detAη
≥ 0.

51



Κεφάλαιο 3

Άρα από Gauss-Bonnet 3.1.10 για το πολύπτυγμα Riemann (M, 〈·,·〉η) έχουμε

2πχ(M) =

∫
M

K

detAe
dA ≤ 0.

Όμως, από το ίδιο Θεώρημα για το πολύπτυγμα Riemann (M, 〈·,·〉) και επειδή η καμπυ-
λότητα GaussK πληροίK ≤ 0, λαμβάνουμε

0 ≤ 2πχ(M) =

∫
M

KdM ≤ 0.

Άρα προκύπτειK ≡ 0.

Υποθέτουμε ότι detAe < 0 παντού. Οπότε από το Θεώρημα 3.1.3 έχουμε ότι η κα-
μπυλότητα GaussK πληροί τη σχέση maxK ≥ 0. Επειδή ο τελεστήςAe είναι Codazzi,
από το Λήμμα 3.1.8 προκύπτει ότι η μετρική 〈·,·〉e έχει καμπυλότητα Gauss

Ke =
K

detAe
≥ 0.

Από Θεώρημα Gauss-Bonnet 3.1.10 προκύπτει χ(M) ≥ 0. Όμως, πάλι από Θεώρημα
Gauss-Bonnet προκύπτει

0 ≤ 2πχ(M) =

∫
M

KdM ≥ 0.

ΆραK ≡ 0. □

Απόδειξη του Πορίσματος 3.1.6. Αφού η επιφάνεια είναι συμπαγής, είναι και πλήρης
με φραγμένη μέση καμπυλότητα. Άρα, από το Πόρισμα 3.1.4 έχουμε ότι supK ≥ 0.
Όμως ισχύει ότιK ≤ 0. Επομένως, έπεται ότιK ≡ 0. □

Απόδειξη του Πορίσματος 3.1.7. Αφού η επιφάνεια είναι συμπαγής, έχουμε ξανά ότι
είναι και πλήρης με φραγμένη μέση καμπυλότητα. Επομένως, εφαρμόζεται το Πόρισμα
3.1.5 και αφού έχουμε ότιK ≤ 0, έπεται ότιK ≡ 0. □
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ4
ΕΠΙΦΑΝΕΙΕΣ ΟΙ ΟΠΟΙΕΣ ΔΙΑΘΕΤΟΥΝ
ΕΝΑ ΚΑΝΟΝΙΚΟ ΠΑΡΑΛΛΗΛΟ ΚΑΘΕΤΟ
ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟ ΠΕΔΙΟ

Σε αυτό το κεφάλαιο θα μελετήσουμε το ερώτημα του Chern για ισομετρικές εμβα-
πτίσεις f : M −→ R4, όπου M είναι συμπαγές διδιάστατο πολύπτυγμα Riemann, οι
οποίες πληρούν δύο υποθέσεις.

Αρχικά υποθέτουμε ότι η ένωση όλων των εφαπτομένων επιπέδων της ισομετρικής
εμβάπτισης

⋃
x∈M dfx(TxM) δε καλύπτει ολόκληρο τον Ευκλείδειο χώρο R4. Tούτο

σημαίνει ότι υπάρχει ένα σημείο O ∈ R4 το οποίο δεν ανήκει σε κανένα εφαπτόμενο
επίπεδο της ισομετρικής εμβάπτισης f. Υποθέτουμε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι
το σημείο αυτό είναι η αρχή των αξόνων. Αναλύουμε το διάνυσμα θέσης, σε κάθε σημείο
x ∈ M,

f(x) = dfx(Zx) + f⊥(x), Zx ∈ TxM

σε εφαπτομενική συνιστώσα dfx(Zx) και κάθετη συνιστώσα f⊥(x) ∈ NfM(x). Ο-
πότε, το σημείο O δεν ανήκει στην ένωση των εφαπτομένων χώρων της ισομετρικής
εμβάπτισης f αν και μόνο αν η κάθετη συνιστώσα f⊥(x) είναι μη μηδενική, για κάθε
x ∈ M.

Υπό την υπόθεση αυτή ορίζεται το λεγόμενο κανονικό μοναδιαίο κάθετο διανυσμα-
τικό πεδίο e3 της εμβάπτισης f ως

e3 =
f⊥∥∥f⊥
∥∥ ∈ X⊥(f).

Το βασικό αποτέλεσμα του παρόντος κεφαλαίου διατυπώνεται ως εξής:
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Θεώρημα 4.1.1. ΈστωM συμπαγές διδιάστατο πολύπτυγμα Riemann με καμπυλότητα
GaussK και f : M −→ R4 μια ισομετρική εμβάπτιση. Αν η ένωση των εφαπτομένων
επιπέδων της f παραλείπει ένα σημείο O και το αντίστοιχο κανονικό διανυσματικό
πεδίο είναι παράλληλο στην κάθετη δέσμη της f, τότε τα ακόλουθα ισχύουν:

(i) maxK ≥ 1/R2
max, όπου Rmax = max

x∈M
d(O, f(x)) και d είναι η Ευκλείδεια από-

σταση, εκτός αν η εικόνα f(M) περιέχεται σε μια σφαίρα κέντρου O.

(ii) minK ≤ 1/R2
min, όπου Rmin = min

x∈M
d(O, f(x)), εκτός αν η εικόνα f(M) πε-

ριέχεται σε μια σφαίρα κέντρου O.

(iii) Αν K ≤ 0 παντού τότε K ≡ 0 και η εικόνα f(M) περιέχεται σε μια σφαίρα
κέντρου O.

4.1 Βασικές ταυτότητες

Έστω f : M −→ R4 μια ισομετρική εμβάπτιση για την οποία η αρχή των αξόνων
O δεν ανήκει στην ένωση των εφαπτομένων επιπέδων της. Θεωρούμε μοναδιαίο κάθετο
διανυσματικό πεδίο e ∈ X⊥(f) το οποίο είναι ορθογώνιο στο κανονικό διανυσματικό
πεδίο e3. Τότε τα διανυσματικά πεδία e3, e4 συνιστούν ένα ορθομοναδιαίο πλαίσιο της
κάθετης δέσμηςNfM.

Θεωρούμε την θετική συνάρτηση p ∈ C∞(M) η οποία ορίζεται ως

p(x) = ‖f⊥(x)‖, x ∈ M.

Προφανώς
f = df(Z) + pe3,

για κατάλληλο διανυσματικό πεδίο Z ∈ X(M). Παραγωγίζοντας ως προς τυχόν X ∈
X(M) και κάνοντας χρήση των τύπων Gauss (2.1) και Weingarten (2.3), έχουμε

df(X) = ∇̃Xdf(Z) + (Xp)e3 + p∇̃Xe3

= df(∇XZ) + αf (X,Z) + (Xp)e3 + p(−df(A3X) +∇⊥
Xe3)

= df(∇XZ − pA3X) + αf (X,Z) + (Xp)e3 + pω34(X)e4, (4.1)

όπου ω34 είναι η μορφή κάθετης συνοχής ως προς το ορθομοναδιαίο πλαίσιο {e3, e4}
της κάθετης δέσμηςNfM. Εξισώνοντας τις εφαπτομενικές και κάθετες συνιστώσες της
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σχέσης (4.1) αντίστοιχα, έχουμε:

X = ∇XZ − pA3X,

αf (X,Z) + pω34(X)e4 + (Xp)e3 = 0,
(4.2)

για κάθε X ∈ X(M). Από την τελευταία σχέση, λαμβάνοντας εσωτερικό γινόμενο με
το διανυσματικό πεδίο e3 και λόγω της σχέσης (2.2), προκύπτει

〈A3Z,X〉+Xp = 0,

για κάθεX ∈ X(M). ΕπειδήXp = 〈X, grad p〉 για κάθεX ∈ X(M), όπου grand p ∈
X(M) είναι το διανυσματικό πεδίο κλίσης της συνάρτησης p, έχουμε

A3Z = − grad p. (4.3)

Λαμβάνοντας εσωτερικό γινόμενο στην σχέση (4.2) με το διανυσματικό πεδίο e4 έχουμε
αντίστοιχα ότι:

ω34(X) = −1

p
〈A4Z,X〉, (4.4)

για κάθεX ∈ X(M).

4.2 Σφαιρική προβολή

Έστω f : M −→ R4 μια ισομετρική εμβάπτιση για την οποία η αρχή των αξόνων
O δεν ανήκει στην ένωση των εφαπτομένων επιπέδων της. Θεωρούμε την σφαιρική
προβολή της f, δηλαδή την απεικόνιση

f̂ : M −→ S3

με

f̂(x) =
f(x)

r(x)
, x ∈ M,

όπου r ∈ C∞(M) είναι η θετική συνάρτηση με τύπο

r(x) = ‖f(x)‖, x ∈ M.

Το ακόλουθο συμπέρασμα μας δείχνει ότι η σφαιρική προβολή είναι εμβάπτιση.
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Λήμμα 4.2.1. Έστω M διδιάστατο πολύπτυγμα Riemann και f : M −→ R4 μια ισο-
μετρική εμβάπτιση. Αν το σημείοO δεν ανήκει στην ένωση των εφαπτομένων επιπέδων
της f, τότε η σφαιρική προβολή f̂ είναι εμβάπτιση.

Απόδειξη. Θεωρούμε τυχόν σημείο x ∈ M, τυχόν διάνυσμα v ∈ TxM και μια καμπύλη

c : (−ϵ, ϵ) −→ M

τέτοια ώστε c(0) = x, c′(0) = v. Τότε για το διαφορικό df̂x της σφαιρικής προβολής f̂

df̂x : TxM −→ Tf̂(x)S
3

γνωρίζουμε ότι
df̂x(v) = (f̂ ◦ c)(0).

Επειδή

f̂ ◦ c(t) = (f ◦ c)(t)
(r ◦ c)(t)

,

έχουμε

df̂x(v) =
(f ◦ c)′(0)

r(x)
− (r ◦ c)′(0)

r2(x)
f(x)

=
1

r(x)
dfx(v)−

(r ◦ c)′(0)
r2(x)

f(x).

Όμως
r ◦ c(t) = ‖f ◦ c(t)‖ =

√
〈f ◦ c(t), f ◦ c(t)〉.

Άρα,

(r ◦ c(t))′(0) = 〈f ◦ c(0), (f ◦ c)′(0)〉√
〈(f ◦ c(0), f ◦ c(0))〉

=
〈f(x), dfx(v)〉

r(x)
.

Επομένως

df̂x(v) =
1

r(x)

(
dfx(v)−

〈f(x), dfx(v)〉
r(x)

f(x)
)
.

Ισχυριζόμαστε ότι ker df̂x = {0}. Δια της απαγωγής εις άτοπου υποθέτουμε ότι
υπάρχει διάνυσμα v ∈ TxM \ {0} τέτοιο ώστε

df̂x(v) = 0,

56



Κεφάλαιο 4 4.2. Σφαιρική προβολή

ή ισοδύναμα,

0 6= dfx(v) =
〈f(x), dfx(v)〉

r2(x)
f(x).

Τούτο θα σήμαινε ότι f⊥(x) = 0, το οποίο είναι άτοπο. Άρα η απεικόνιση f̂ είναι
εμβάπτιση. □

Στο ακόλουθο λήμμα υπολογίζουμε την καμπυλότητα Gauss της επαγόμενης μετρι-
κής της σφαιρικής προβολής.

Λήμμα 4.2.2. Έστω f : M −→ R4 μια ισομετρική εμβάπτιση ενός διδιάστατου πολυ-
πτύγματος Riemann (M, 〈, ·, ·〉). Υποθέτουμε ότι το σημείο O δεν ανήκει στην ένωση
των εφαπτομένων επιπέδων της εμβάπτισης f. Τότε η καμπυλότητα Gauss K̂ του πο-
λυπτύγματος (M, 〈̂·, ·〉), όπου 〈̂·, ·〉 είναι η επαγόμενη μετρική της σφαιρικής προβολής
f̂ της f , πληροί τη σχέση

K̂ = 1 +
r2

1− ‖ grad r‖2
detA4,

όπου grad r ∈ X(M) είναι το διανυσματικό πεδίο κλίσης της συνάρτησης r ως προς
τη μετρική 〈·, ·〉.

Απόδειξη. Θεωρούμε σύστημα συντεταγμένων φ : U ⊂ R2 −→ M με παραμέτρους
(u, v) ∈ U ⊂ R2, και θέτουμε

X = f ◦ ϕ και X̂ = f̂ ◦ ϕ =
X

r ◦ ϕ
.

Τότε, έχουμε ότι:

Xu = df
( ∂

∂u

)
, Xv = df

( ∂

∂v

)
και

X̂u =
(X
r

)
u
=

Xu

r
− ru

r2
X, X̂v =

(X
r

)
v
=

Xv

r
− rv

r2
X.

Αφού η f είναι εμβάπτιση έχουμε ότι τα διανύσματα Xu, Xv είναι γραμμικώς ανεξάρ-
τητα.

Θα υπολογίσουμε τους συντελεστές της μετρικής Riemann και της δεύτερης θεμε-
λειώδους μορφής της σφαιρικής προβολής συναρτήσει των αντίστοιχων συντελεστών
της εμβάπτισης f.
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ΈστωE,F,G : U −→ R οι συντελεστές της μετρικής Riemann του πολυπτύγματος
(M, 〈·, ·〉) ως προς το χάρτη φ, δηλαδη

E =
〈 ∂

∂u
,
∂

∂u

〉
, F =

〈 ∂

∂u
,
∂

∂v

〉
, G =

〈 ∂

∂v
,
∂

∂v

〉
.

Έχουμε

E =
〈 ∂

∂u
,
∂

∂u

〉
=
〈
df
( ∂

∂u

)
, df
( ∂

∂u

)〉
,

F =
〈 ∂

∂u
,
∂

∂v

〉
=
〈
df
( ∂

∂u

)
, df
( ∂

∂v

)〉
,

G =
〈 ∂

∂v
,
∂

∂v

〉
=
〈
df
( ∂

∂v

)
, df
( ∂

∂v

)〉
.

Επομένως,
E = 〈Xu, Xu〉, F = 〈Xu, Xv〉, G = 〈Xv, Xv〉.

Έστω 〈̂·, ·〉 η επαγόμενη μετρική της σφαιρικής προβολής f̂ , η οποία είναι εμβάπτιση
λόγω του Λήμματος 4.2.1. Οι συντελεστές της επαγόμενης μετρικής ως προς το χάρτη
φ είναι οι συναρτήσεις Ê, F̂ , Ĝ : U −→ R με

Ê =
̂〈 ∂

∂u
,
∂

∂u

〉
, F̂ =

̂〈 ∂

∂u
,
∂

∂v

〉
, Ĝ =

̂〈 ∂

∂v
,
∂

∂v

〉
.

Έχουμε

Ê = 〈X̂u, X̂u〉 =
〈Xu

r
− ru

r2
X,

Xu

r
− ru

r2
X
〉

=
E

r2
− 2

ru
r3

〈Xu, X〉+ (ru)
2

r4
〈X,X〉

=
E

r2
− 2

ru
r3

(rru) +
r2u
r4

r2 =
E

r2
− 2

r2u
r2

+
r2u
r2

=
E

r2
− r2u

r2
,

F̂ = 〈X̂u, X̂v〉 =
〈Xu

r
− ru

r2
X,

Xv

r
− rv

r2
X
〉

=
F

r2
− rv

r3
〈Xu, X〉 − ru

r3
〈X,Xv〉+

rurv
r4

〈X,X〉

=
F

r2
− 2

rurv
r2

+
rurv
r2

=
F

r2
− rurv

r2
,

Ĝ = 〈X̂v, X̂v〉 =
〈Xv

r
− rv

r2
X,

Xv

r
− rv

r2
X
〉

=
G

r2
− 2

rv
r3

〈Xv, X〉+ (rv)
2

r4
〈X,X〉
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=
G

r2
− 2

rv
r3

(rrv) +
r2v
r4

r2 =
G

r2
− 2

r2v
r2

+
r2v
r2

=
G

r2
− r2v

r2
.

Από τα παραπάνω παίρνουμε

ÊĜ− F̂ 2 =
E − r2u

r2
G− r2v

r2
−
(F − rurv

r2
)2
,

ή ισοδύναμα

ÊĜ− F̂ 2 =
EG− F 2 −

(
Er2v +Gr2u − 2Frurv

)
r4

. (4.5)

Θα δείξουμε ότι

‖ grad r‖2 = Gr2u − 2Frurv + Er2v
EG− F 2

.

Εξ ορισμού,
〈grad r,X〉 = dr(X),

για κάθεX ∈ X(M). Προφανώς υπάρχουν συναρτήσεις a, b ∈ C∞(U) τέτοιες ώστε

grad r = aXu + bXv.

Λαμβάνοντας εσωτερικό γινόμενο με τα διανύσματαXu καιXv προκύπτει ότι

aE + bF = ru, aF + βG = rv.

Επειδή
EG− F 2 6= 0,

από τον κανόνα του Cramer βρίσκουμε:

a =
Gru − Frv
EG− F 2

, b =
Erv − Fru
EG− F 2

.

Υπολογίζουμε

‖ grad r‖2 = 〈grad r, grad r〉
= a2〈Xu, Xu〉+ 2ab〈Xu, Xv〉+ b2〈Xv, Xv〉

= E
(Gru − Frv)

2

(EG− F 2)2
+ 2F

(Gru − Frv)(Erv − Fru)

(EG− F 2)2
+G

(Erv − Fru)
2

(EG− F 2)2
.

Μετά από πράξεις βρίσκουμε:

‖ grad r‖2 = Gr2u + Er2v − 2Frurv
EG− F 2

.
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Άρα, από την ισότητα (4.5) έχουμε

ÊĜ− F̂ 2 =
(EG− F 2)

(
1− ‖ grad r‖2

)
r4

. (4.6)

Υπενθυμίζουμε ότι
f = dfx(Z) + pe3,

απ’ όπου παίρνουμε

〈f, e4〉 = 〈e4, dfx(Z)〉+ p〈e3, e4〉 = 0.

Ισχυριζόμαστε ότι το διανυσματικό πεδίο e4 ∈ X⊥(f), το οποίο είναι ορθογώνιο στο
κανονικό διανυσματικό πεδίο e3, είναι το μοναδιαίο κάθετο της σφαιρικής προβολής
f̂ , δηλαδή e4 ∈ X⊥(f̂). Αφού e4 ∈ NfM έχουμε 〈e4, Xu〉 = 0, 〈e4, Xv〉 = 0.
Επομένως, είναι

〈e4, X̂u〉 =
1

r
〈e4, Xu〉 −

ru
r2

〈e4, X〉 = 0.

και αντίστοιχα
〈e4, X̂v〉 =

1

r
〈e4, Xv〉 −

rv
r2

〈e4, X〉 = 0.

Άρα, το διανυσματικό πεδίο e4 είναι κάθετο στα διανυσματικά πεδία X̂u, X̂v.Επομένως,
e4 ∈ X⊥(f̂).

Θα υπολογίσουμε ακολούθως τους συντελεστές της δεύτερης θεμελιώδους μορφής
της σφαιρικής προβολής f̂ .

Έστω L,M,N : U −→ R οι συντελεστές της δεύτερης θεμελιώδους μορφής της
εμβάπτισης f στη διεύθυνση e4 ως προς το χάρτη φ, δηλαδή:

L = 〈Xuu, e4〉, M = 〈Xuv, e4〉, N = 〈Xvv, e4〉.

Αντίστοιχα, θεωρούμε τους συντελεστές L̂, M̂ , N̂ : U −→ R της εμβάπτισης f̂ ως προς
το χάρτη φ, δηλαδή

L̂ = 〈X̂uu, e4〉, M = 〈X̂uv, e4〉, N̂ = 〈X̂vv, e4〉.

Επειδή

X̂uu =
Xuu

r
− ru

Xu

r2
− ruu

r2
X + 2

r2u
r3

X,

X̂uv =
Xuv

r
− rv

Xu

r2
− ruv

r2
X + 2

rurv
r3

X,
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X̂vv =
Xvv

r
− rv

Xv

r2
− rvv

r2
X + 2

r2v
r3

X,

έχουμε

L̂ =
〈Xuu

r
− ru

Xu

r2
− ruu

r2
X + 2

r2u
r3

X, e4
〉
=

1

r
〈Xuu, e4〉 =

L

r
,

M =
〈Xuv

r
− rv

Xu

r2
− ruv

r2
X + 2

rurv
r3

X, e4
〉
=

1

r
〈Xuv, e4〉 =

M

r
,

N̂ =
〈Xvv

r
− rv

Xv

r2
− rvv

r2
X + 2

r2v
r3

X, e4
〉
=

1

r
〈Xvv, e4〉 =

N

r
.

Παρατηρούμε ότι

L̂N̂ − M̂2 =
LN −M2

r2
. (4.7)

Έστω Â ο αντίστοιχος τελεστής σχήματος της σφαιρικής προβολής f̂ ως προς το
μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό πεδίο e4 ∈ X⊥(f̂). Από την εξίσωση Gauss για την
εμβάπτιση f̂ έχουμε

K̂ = 1 + κ1κ2,

όπου κ1, κ2 είναι οι κύριες καμπυλότητες της σφαιρικής προβολής f̂ . Επειδή det Â =
κ1κ2, έχουμε

K̂ = 1 + det Â. (4.8)

Λαμβάνοντας υπόψιν τις ισότητες (4.7) και (4.5), έχουμε

det Â =
L̂N̂ − M̂2

ÊĜ− F̂ 2

=
r2(LN −M2)

(EG− F 2)
(
1− ‖ grad r‖2

) ,
ή ισοδύναμα

K̂ =
r2

1− ‖ grad r‖2
detA4.

Χρησιμοποιώντας την ισότητα (4.8), έχουμε

K̂ = 1 +
r2

1− ‖ grad r‖2
detA4.

□
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4.3 Απόδειξη του Θεωρήματος 4.1.1

Χρειαζόμαστε το ακόλουθο γνωστό αποτέλεσμα [7, σελ. 92].

Θεώρημα 4.3.1. Έστω M διδιάστατο συμπαγές πολύπτυγμα Riemann και f : M −→
Q3

c μια ισομετρική εμβάπτιση με κύριες καμπυλότητες κ1 ≥ κ2, όπου Q3
c είναι ένα

τριδιάστατο πολύπτυγμα Riemann με σταθερή καμπυλότητα c. Αν για τις κύριες κα-
μπυλότητες ισχύει κ1κ2 ≥ 0 και το πολύπτυγμα M έχει σταθερή καμπυλότητα Gauss
K ≥ 0, τότε ισχύει κ1 = κ2 παντού, δηλαδή όλα τα σημεία είναι ομφαλικά.

Απόδειξη. Θεωρούμε μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό πεδίο e4 ορθογώνιο στο κανονικό
μοναδιαίο καθετο διανυσματικό πεδίο e3 της εμβάπτισης f. Προφανώς είναι

∇⊥
Xe3 = ω34(X)e4,

για κάθε X ∈ X(M). Επειδή το διανυσματικό πεδίο e3 είναι παράλληλο στην κάθετη
δέσμη της εμβάπτισης f προκύπτει ότι ω34 = 0. Άρα από τη σχέση (4.4) έχουμεA4Z =
0 παντού.

Θεωρούμε το κλειστό σύνολο

M1 = {x ∈ M | Zx = 0}

και το ανοιχτό σύνολο

M2 = M \M1 = {x ∈ M | Zx 6= 0}.

Ισχυριζόμαστε ότι οι συνεκτικές συνιστώσες του εσωτερικού int(M1) του συνόλου
M1 περιέχονται σε σφαίρες με κέντρο το σημείο O. Πράγματι, για κάθε X ∈ X(M)
έχουμε

X(‖f‖2) = 2〈df(x), f〉 = 2〈df(x), f⊥〉 = 0.

Οπότε ‖f‖ = σταθερό σε κάθε συνετική συνιστώσα του συνόλου int(M1). Άρα οι
συνεκτικές συνιστώσες του συνόλου int(M1) περιέχονται σε σφαίρα κέντρου O.

Αφού A4Z = 0 παντού, έχουμε ότι

Z ∈ kerA4.

Στο σύνολοM2 έχουμε ότι Z 6= 0, και επομένως kerA4 6= {0}. Συνεπώς,

detA4 = 0, (4.9)
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στο σύνολοM2.

Θεωρούμε την σφαιρική προβολή

f̂ : M −→ S3

με

f̂(x) =
f(x)

‖f(x)‖
, x ∈ M.

Από το Λήμμα 4.2.1 γνωρίζουμε ότι η απεικόνιση f̂ είναι εμβάπτιση. Συμβολίζουμε με
〈̂·, ·〉 την επαγόμενη μετρική της f̂ .

Έστω Ua μια συνεκτική συνιστώσα του συνόλου int(M1) η οποία περιέχεται σε μια
σφαίρα ακτίνας a > 0. Προφανώς για κάθε x ∈ Ua ισχύει

f̂(x) =
1

a
f(x).

Επομένως, στο σύνολο Ua η επαγόμενη μετρική είναι

〈̂·, ·〉 = 1

a2
〈·, ·〉.

Άρα, η καμπυλότητα Gauss K̂ του πολυπτύγματος Riemann (Ua, 〈̂·, ·〉) είναι

K̂ = a2K. (4.10)

Λόγω της σχέσης (4.9) και του Λήμματος 4.2.2 προκύπτει ότι για την καμπυλότητα
Gauss του πολυπτύγματος (M, 〈·, ·〉) ισχύει

K̂ = 1, (4.11)

στο σύνολοM2. Για κάθε σημείο x ∈ M έχουμε

Rmin ≤ ‖f(x)‖ ≤ Rmax.

Παρατηρούμε ότι στη συνεκτική συνιστώσα Ua του συνόλου int(M1) έχουμε ‖f‖ = a.
Άρα

Rmin ≤ a ≤ Rmax. (4.12)

Ακολουθούν οι αποδείξεις των περιπτώσεων (i) και (ii) του θεωρήματος.
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(i) Υποθέτουμε ότι maxK < 1/R2
max. Τότε, KR2

max < 1 παντού. Από τη σχέση
(4.12) προκύπτει ότι Ka2 < 1 παντού. Από τις σχέσεις (4.10) και (4.11) και επειδή η
συνάρτηση K̂ είναι συνεχής έχουμε ότι δεν μπορεί να ισχύει ταυτόχρονα int(M1) 6= ∅
καιM2 6= ∅. Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:

Υποθέτουμε ότι M2 = ∅, δηλαδή M1 = M . Σε αυτή την περίπτωση η εικόνα
f(M) περιέχεται σε σφαίρα κέντρου O και ακτίνας a = Rmax = Rmin.

Υποθέτουμε ότι int(M1) = ∅. Τότε λόγω συνέχειας έχουμε K̂ = 1 στο πολύπτυγμα
M. Όμως από την εξίσωση Gauss για την ισομετρική εμβάπτιση f̂ : (M, 〈̂·, ·〉) −→ S3
προκύπτει ότι

K̂ = κ1κ2 + 1,

όπου κ1, κ2 είναι οι κύριες καμπυλότητες της σφαιρικής προβολής f̂ . Άρα κ1κ2 = 0,
οπότε σε κάθε σημείο τουM τουλάχιστον μία από τις κύριες καμπυλότητες μηδενίζεται.
Από το Θεώρημα 4.3.1 προκύπτει ότι η εμβάπτιση f̂ : (M, 〈̂·, ·〉) είναι ολική γεωδαι-
σιακή, δηλαδή η εικόνα f̂(M) είναι μέγιστη σφαίρα S2 της S3. Άρα, η εικόνα f(M)
περιέχεται σε έναν 3-διάστατο υπόχωρο E3 του R4. Συνεπώς,

maxK ≥ 1

R2
max

.

Tότε η εικόνα f(M) περιέχεται σε μια σφαίρα κέντρου O.

(ii) Υποθέτουμε ότι minK > 1/R2
min. Άρα, Ka2 > 1. Όπως πριν, από τις σχέσεις

(4.10), (4.11) και από τη συνέχεια της συνάρτησης K̂ δεν γίνεται να ισχύει ταυτόχρονα
int(M1) 6= ∅ καιM2 6= ∅.

Έστω ότιM2 = ∅, δηλαδήM1 = M . Τότε η f(M) περιέχεται σε σφαίρα κέντρου
O και ακτίνας a = Rmax = Rmin.

Υποθέτουμε ότι int(M1) = ∅. Τότε έχουμε K̂ = 1 παντού στο πολύπτυγμαM.Από
την εξίσωση Gauss για την ισομετρική εμβάπτιση f̂ : (M, 〈̂·, ·〉) −→ S3 προκύπτει ότι
για τις κύριες καμπυλότητες κ1, κ2 της σφαιρικής προβολής f̂ ισχύει κ1κ2 = 0 και
πάλι από το Θεώρημα 4.3.1 προκύπτει ότι η εβάπτιση f̂ : (M, 〈̂·, ·〉) −→ S3 είναι ολικά
γεωδαισιακή. Όπως στην περίπτωση (i) προκύπτει ότι

minK ≤ 1

R2
min

,

και άρα η εικόνα f(M) περιέχεται σε μια σφαίρα κέντρου O.
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(iii) Τέλος έστω ότι η καμπυλότητα Gauss πληροί K ≤ 0. Τότε από τη συνέχεια της
συνάρτησης K̂ ισχύει είτε η σχέση (4.10) είτε η σχέση (4.11). Έστω ότι ισχύει η σχέση
(4.11). Τότε επιχειρηματολογώντας όπως πριν, η εμβάπτιση f̂ είναι ολικά γεωδαισιακή
και άρα η εικόνα f̂(M) είναι μια μέγιστη σφαίρα του S3. Οπότε η εικόνα f(M) περιέ-
χεται σε κάποιον τριδιάστατο υπόχωροE3 τουR4. Γνωρίζουμε τότε ότι υπάρχει σημείο
του πολυπτύγματοςM όπουK > 0. Άρα μόνο η ισότητα (4.10) μπορεί να ισχύει. Επο-
μένως, η εικόνα f(M) περιέχεται σε κάποια σφαίρα κέντρου O. Τότε, από το Πόρισμα
3.1.6 προκύπτειK ≡ 0. □
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ5
ΙΣΟΠΕΔΕΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΕΣ

Σε αυτό το κεφάλαιο μελετάμε ισομετρικές εμβαπτίσεις διδιάστατων ισόπεδων πο-
λυπτυγμάτων Riemann f : M −→ R4 με ισόπεδη κάθετη δέσμη, υπό την υπόθεση ότι
ο πρώτος κάθετος χώρος έχει την ίδια διάσταση σε κάθε σημείο. Τούτο σημαίνει ότι οι
κάθετοι χώροι ορίζουν μια υποδέσμη Nf

1 της κάθετης δέσμηςNfM.

Αρχικά αποδεικνύουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα, το οποίο περιγράφει τοπικά όλες
τις ισόπεδες επιφάνειες του Ευκλειδείου χώρου R4 με ισόπεδη κάθετη δέσμη και διδιά-
στατο πρώτο κάθετο χώρο.

Θεώρημα 5.0.1. Έστω (u1, u2) καρτεσιανές συντεταγμένες του Ευκλειδείου χώρουR2.
Υποθέτουμε ότι δίνεται κοντά στην αρχή των αξόνων μια ισόπεδη μετρική της μορφής

〈·, ·〉 = E du21 +Gdu22, (5.1)

όπου οι συναρτήσεις E,G ικανοποιούν την εξίσωση

∂

∂u1

(
− 1√

EG

∂E

∂u2

)
=

∂

∂u2

( 1√
EG

∂G

∂u1

)
. (5.2)

Για έναν επαρκώς μικρό δίσκοD ⊂ R2 σε μια περιοχή της αρχής των αξόνων υπάρχει
ισομετρική εμβάπτιση X : (D, 〈·, ·〉) −→ R4 με ισόπεδη κάθετη δέσμη της οποίας η
διάσταση του πρώτου κάθετου χώρου να είναι dimNX

1 = 2 παντού. Επιπλέον ισχύουν

4‖H‖2 = 1

E
+

1

G
, 2 max

∥ξ∥=1
detAξ =

1√
EG

. (5.3)

Αντίστροφα, δεδομένης μιας ισομετρικής εμβάπτισης f : (M, 〈·, ·〉) −→ R4 ενός ισό-
πεδου διδιάστατου πολυπτύγματος RiemannM με ισόπεδη κάθετη δέσμη και dimNf

1 =
2, υπάρχει τοπικά ένα σύστημα συντεταγμένων (u1, u2) τέτοιο ώστε να ισχύουν οι (5.1),
(5.2) και (5.3).
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Το ακόλουθο αποτέλεσμα δίνει ένα χαρακτηρισμό για τις επιφάνειες τουR4 οι οποίες
είναι γινόμενα δύο επίπεδων καμπυλών.

Θεώρημα 5.0.2. Έστω (M, 〈·, ·〉) διδιάστατο ισόπεδο πολύπτυγμα και f : M −→
R4μια ισομετρική εμβάπτιση. Η εμβάπτιση f είναι το καρτεσιανό γινόμενο δύο επί-
πεδων καμπυλών με καμπυλότητες διάφορες του 0 παντού αν και μόνο αν ο πρώτος
κάθετος χώρος έχει παντού διάσταση δύο και υπάρχει ένα μοναδιαίο κάθετο διανυσμα-
τικό πεδίο της f το οποίο είναι ιδιάζον και παράλληλο στην κάθετη δέσμη.

Για την παράθεση του επόμενου αποτελέσματος θα χρειαστούμε τον ακόλουθο ορι-
σμό

Ορισμός 5.0.3. Έστω (M, 〈·, ·〉) διδιάστατο πολύπτυγμα και f : M −→ R4 μια ισο-
μετρική εμβάπτιση.

(i) Καλούμε ομφαλική διεύθυνση ένα κάθετο διανυσματικό πεδίο e ∈ X⊥(f) για
το οποίο υπάρχει συνάρτηση λ ∈ C∞(M) τέτοια ώστε ο αντίστοιχος τελεστής
σχήματος να είναι Ae = λI, όπου I : TM −→ TM είναι η ταυτοτική απεικό-
νιση.

(ii) Η εμβάπτιση f καλείται ψευδομφαλική, αν το διανυσματικό πεδίο μέσης καμπυ-
λότητας H ∈ X⊥(f) είναι ομφαλική διεύθυνση.

Όταν μια εμβάπτιση είναι ψευδομφαλική ισχύειAH = ‖H‖2I, δηλαδή λ = ‖H‖2.
Πράγματι, έχουμε

trAξ = 2〈H, ξ〉

για κάθε ξ ∈ X⊥(f). Λαμβάνοντας ξ = H έχουμε

trAH = 2〈H,H〉 = 2‖H‖2,

οπότε λ = ‖H‖2.

Θεώρημα 5.0.4. Έστω (M, 〈·, ·〉) διδιάστατο πλήρες ισόπεδο πολύπτυγμα Riemann
και f : M −→ R4 μια ισομετρική εμβάπτιση. Αν η εμβάπτιση f έχει ισόπεδη κάθετη
δέσμη, δηλαδήKn = 0, η μέση καμπυλότητα ‖H‖ είναι φραγμένη και το διανυσματικό
πεδίο H είναι μια ομφαλική διεύθυνση, τότε η εικόνα f(M) είναι είτε επίπεδο, είτε
καρτεσιανό γινόμενο δύο κύκλων με την ίδια ακτίνα.

Ακολούθως, εξετάζουμε ισομετρικές εμβαπτίσεις ισόπεδων διδιάστατων πολυπτυγ-
μάτων Riemann με ισόπεδη κάθετη δέσμη των οποίων ο πρώτος κάθετος χώρος είναι
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παντού μονοδιάστατος. Οι κύλινδροι υπεράνω καμπυλών του Ευκλειδείου χώρου R3

είναι τέτοια παραδείγματα. Με τον όρο αυτό έχουμε μια εμβάπτιση

f : I × R −→ R4, f(s, t) = (c(s), t),

όπου c : I −→ R3 είναι καμπύλη του R3 με φυσική παράμετρο s ∈ I. Το ακόλουθο
αποτέλεσμα δίνει έναν χαρακτηρισμό αυτών των κυλίνδρων.

Θεώρημα 5.0.5. Έστω (M, 〈·, ·〉) πλήρες ισόπεδο προσανατολισμένο διδιάστατο πολύ-
πτυγμα Riemann και f : M → R4μια ισομετρική εμβάπτιση. Αν dimNf

1 = 1 παντού,
τότε η εμβάπτιση f είναι κύλινδρος (s, t) → (c(s), t), −∞ < s, t < +∞ όπου c(s)
είναι μια πλήρης καμπύλη με καμπυλότητα κ 6= 0 παντού.

5.1 Ισόπεδες επιφάνειες με ισόπεδη κάθετη δέσμη

Σε αυτή την ενότητα προβαίνουμε σε μια τοπική μελέτη των ισόπεδων επιφανειών με
ισόπεδη κάθετη δέσμη, των οποίων ο πρώτος κάθετος χώρος είναι παντού διδιάστατος.
Η μελέτη αυτή θα χρησιμοποιηθεί στις αποδείξεις των αποτελεσμάτων του παρόντος
κεφαλαίου.

Έστω M συνεκτικό ισόπεδο διδιάστατο πολύπτυγμα Riemann και f : M −→ R4

μια ισομετρική εμβάπτιση τέτοια ώστεKn = 0 και dimNf
1 = 2 παντού.

Θεωρούμε ορθομοναδιαίο πλαίσιο {e1, e2, ξ1, ξ2} τέτοιο ώστε τα διανυσματικά πε-
δία e1, e2 να διαγωνιοποιούν όλους τους τελεστές σχήματος. Επομένως,

Aξ1 ∼
(
κ1 0
0 κ2

)
, Aξ2 ∼

(
λ1 0
0 λ2

)
,

όπουκi, λi είναι οι κύριες καμπυλότητες στις διευθύνσεις ξ1 και ξ2 αντίστοιχα. Για τυχόν
μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό πεδίο

ξ = a1ξ1 + a2ξ2

έχουμε
Aξ = a1Aξ1 + a2Aξ2 ,

ή ισοδύναμα

Aξ ∼
(
a1κ1 + a2λ1 0

0 a1κ2 + a2λ2

)
,
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ως προς το ορθομοναδιαίο πλαίσιο {e1, e2}. Έτσι,

detAξ = a21κ1κ2 + a1a2(κ1λ2 + λ1κ2) + a22λ1λ2. (5.4)

Κατόπιν στροφής στην κάθετη δέσμη, μπορούμε να υποθέσουμε ότι ισχύει

κ1λ2 + κ2λ1 = 0. (5.5)

Ένα τέτοιο ορθομοναδιαίο πλαίσιο καλείται πλαίσιο Otsuki. Από την Πρόταση 2.6.1
έχουμε ότι η καμπυλότητα GaussK είναι

K = detAξ1 + detAξ2 = κ1κ2 + λ1λ2.

Αφού το πολύπτυγμαM είναι ισόπεδο, έχουμε

κ1κ2 + λ1λ2 = 0. (5.6)

Επειδή από υπόθεση dimNf
1 = 2 και

Nf
1 = span{αf (e1, e1), αf (e2, e2)},

προκύπτει ότι τα κάθετα διανύσματα

αf (e1, e1), αf (e2, e2)

είναι γραμμικώς ανεξάρτητα σε κάθε σημείο. Γνωρίζουμε ότι

〈αf (ei, ej), ξ〉 = 〈Aξei, ej〉, i, j = 1, 2,

για κάθε διανυσματικό πεδίο ξ ∈ X⊥(f). Άρα

αf (e1, e1) = 〈Aξ1e1, e1〉ξ1 + 〈Aξ2e1, e1〉ξ2 = κ1ξ1 + λ1ξ2,

αf (e2, e2) = 〈Aξ1e2, e2〉ξ1 + 〈Aξ2e2, e2〉ξ2 = κ2ξ1 + λ2ξ2.

Επειδή τα διανυσματικά πεδία αf (e1, e1) και αf (e2, e2) είναι γραμμικώς ανεξάρτητα,
έχουμε

det
(
κ1 λ1

κ2 λ2

)
= κ1λ2 − κ2λ1 6= 0. (5.7)

Από τις σχέσεις (5.5) και (5.7) παίρνουμε κ1λ2 6= 0 και κ2λ1 6= 0.Πολλαπλασιάζοντας
τη σχέση (5.5) με λ1 παίρνουμε:

κ1λ1λ2 = −κ2λ
2
1.
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Από τη σχέση (5.6) έχουμε
κ21κ2 = κ2λ

2
1.

Οπότε,
κ1 = ±λ1.

Κατόπιν ενδεχόμενης αντικατάστασης του διανυσματικού πεδίου ξ1 από το −ξ1,
μπορούμε να υποθέσουμε ότι κ1 = λ1. Επομένως, αντικαθιστώντας στη σχέση (5.6)
παίρνουμε κ2 = −λ2. Άρα,

Aξ1 ∼
(
κ1 0
0 κ2

)
, Aξ2 ∼

(
κ1 0
0 −κ2

)
.

Αφού
Aξ = a1Aξ1 + a2Aξ2 ,

έχουμε

Aξ ∼
(
κ1(a1 + a2) 0

0 κ2(a1 − a2)

)
.

Οπότε

detAξ = κ1κ2(a
2
1 − a22). (5.8)

Επομένως

max
∥ξ∥=1

detAξ = |κ1κ2| max
a21+α2

2=1
|(a21 − a22)| = |κ1κ2| = | detAξ1 |.

Θεωρούμε νέο τοπικό ορθομοναδιαίο πλαίσιο {e3, e4} της κάθετης δέσμης NfM
με

e3 =
1√
2
(ξ1 + ξ2), e4 = − 1√

2
(ξ1 − ξ2).

Τότε
Ae3 =

1√
2
(Aξ1 +Aξ2), Ae4 = − 1√

2
(Aξ1 −Aξ2).

Άρα

Ae3 ∼
(
κ 0
0 0

)
,

όπου κ =
√
2κ1. Αντίστοιχα,

Ae4 ∼
(
0 0
0 λ

)
,
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όπου λ = −
√
2κ2. Ισχυριζόμαστε ότι

κ2 + λ2 = 4‖H‖2, |κλ| = 2 max
∥ξ∥=1

detAξ. (5.9)

Για να αποδείξουμε την πρώτη σχέση υπολογίζουμε το μήκος ‖H‖2:

‖H‖2 =
(1
2
(κ1 + κ2)

)2
+
(1
2
(λ1 + λ2)

)2
=

1

4

(
κ21 + 2κ1κ2 + κ22 + λ2

1 + 2λ1λ2 + λ2
2

)
.

Επειδή κ1 = λ1, κ2 = −λ2 έχουμε,

‖H‖2 = 1

2
(κ21 + κ22),

απ’ όπου προκύπτει η πρώτη ισότητα στην σχέση (5.9).

Η δεύτερη ισότητα στη σχέση (5.9) προκύπτει από τη σχέση (5.8). Άρα, το ζευγάρι
των συναρτήσεων κ, λ είναι αναλλοίωτες της εμβάπτισης ως προς το πρόσημο. Το ίδιο
ισχύει για τις διευθύνσεις e1, e2 επειδή ο τελεστής A3 έχει δύο διακριτές ιδιοτιμές, επο-
μένως ορίζονται μοναδικές ιδιοδιευθύνσεις. Επιπλέον οι διευθύνσεις e3, e4 είναι επίσης
καλώς ορισμένες αφού δίνουν τις ασυμπτωτικές διευθύνσεις της τετραγωνικής μορφής
(5.8) και δεν εξαρτώνται από το πρόσημο.Υπενθυμίζουμε ότι ένα διανυσματικό πεδίο
0 6= X ∈ X(M) καλείται ασυμπτωτική διεύθυνση αν ισχύει αf (X,X) = 0.

Στη συνέχεια, εργαζόμαστε με το ορθομοναδιαίο πλαίσιο {e1, e2, e3, e4}. Γνωρί-
ζουμε ότι

ω13(X) = 〈A3X, e1〉, ω23(X) = 〈A3X, e2〉,
ω14(X) = 〈A4X, e1〉, ω24(X) = 〈A4X, e2〉.

για κάθεX ∈ X(M). Από αυτές προκύπτει ότι

ω13 = κω1, ω23 = 0, ω14 = 0, ω24 = 0.

Από τις εξισώσεις του Cartan (2.12) έχουμε:

dω13 = ω12 ∧ ω23 + ω14 ∧ ω43 = 0,

dω24 = ω21 ∧ ω14 + ω23 ∧ ω34 = 0.

Άρα από Λήμμα Poincaré 2.2.8, υπάρχουν τοπικά λείες συναρτήσεις u1, u2 τέτοιες ώστε

du1 = ω13 = κω1, du2 = ω24 = λω2. (5.10)
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ΑφούK = 0, Kn = 0 έχουμε dω12 = 0 και dω34 = 0 αντίστοιχα. Επομένως πάλι από
Λήμμα Poincaré, υπάρχουν τοπικά λείες συναρτήσεις φ1, φ2 τέτοιες ώστε

dφ1 = ω12, dφ2 = ω34. (5.11)

Οπότε
du1 ∧ du2 = κλω1 ∧ ω2 6= 0.

Τούτο μας επιτρέπει να θεωρήσουμε χάρτη με συναρτήσεις συντεταγμένων τις u1, u2.
Επειδή dω23 = 0, έχουμε

dω23

( ∂

∂u1
,

∂

∂u2

)
= 0

Από την εξίσωση του Cartan (2.12) και τις σχέσεις (5.10) και (5.11) λαμβάνουμε

dω23 = ω21 ∧ ω13 + ω22 ∧ ω23 + ω23 ∧ ω33 + ω24 ∧ ω43

= (−ω12) ∧ ω13 + ω24 ∧ (−ω34)

= (−dφ1) ∧ du1 + du2 ∧ (−dφ2)

= du1 ∧ dφ1 + dφ2 ∧ du2.

Υπολογίζουμε ξεχωριστά τους όρους:

du1 ∧ dφ1

( ∂

∂u1
,

∂

∂u2

)
= du1

( ∂

∂u1

)
dφ1

( ∂

∂u2

)
− du1

( ∂

∂u2

)
dφ1

( ∂

∂u1

)
=

∂φ1

∂u2
,

dφ2 ∧ du2
( ∂

∂u1
,

∂

∂u2

)
= dφ2

( ∂

∂u1

)
du2
( ∂

∂u2

)
− dφ2

( ∂

∂u2

)
du2
( ∂

∂u1

)
=

∂φ2

∂u1
.

Επομένως από τα ανωτέρω προκύπτει

∂φ1

∂u2
+

∂φ2

∂u1
= 0. (5.12)

Όμοια από την εξίσωση Cartan (2.12) και τις σχέσεις (5.10) και (5.11) έχουμε

dω14 = ω12 ∧ ω24 + ω13 ∧ ω34 = dφ1 ∧ du2 + du1 ∧ dφ2.

Αντίστοιχα,

dφ1 ∧ du2
( ∂

∂u1
,

∂

∂u2

)
= dφ1

( ∂

∂u1

)
du2
( ∂

∂u2

)
− dφ1

( ∂

∂u2

)
du2
( ∂

∂u1

)
=

∂φ1

∂u1
,

du1 ∧ dφ2

( ∂

∂u1
,

∂

∂u2

)
= du1

( ∂

∂u1

)
dφ2

( ∂

∂u2

)
− du1

( ∂

∂u2

)
dφ2

( ∂

∂u1

)
=

∂φ2

∂u2
.
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Επειδή dω14 = 0, έχουμε

∂φ1

∂u1
+

∂φ2

∂u2
= 0. (5.13)

Όμως

dφ1 =
∂φ1

∂u1
du1 +

∂φ1

∂u2
du2.

Από τις σχέσεις (5.12) και (5.13) έχουμε,

ω12 = dφ1 = −∂φ2

∂u2
du1 −

∂φ2

∂u1
du2.

Τότε

dω12 = d
(
− ∂φ2

∂u2
du1
)
+ d
(
− ∂φ2

∂u1
du2
)

=
(∂2φ2

∂u22
− ∂2φ2

∂u21

)
du1 ∧ du2.

Επειδή dω12 = 0, έχουμε
∂2φ2

∂u22
− ∂2φ2

∂u21
= 0.

Η λύση της παραπάνω διαφορικής εξίσωσης είναι

φ2 = f̃(u1 + u2) + g̃(u1 − u2), (5.14)

όπου f̃ , g̃ είναι αυθαίρετες λείες συναρτήσεις μιας μεταβλητής.

Όμοια, επειδή, ω34 = dφ2,

dφ2 =
∂φ2

∂u1
du1 +

∂φ2

∂u2
du2,

από τις σχέσεις (5.12) και (5.13) προκύπτει ότι

ω34 = dφ2 = −∂φ1

∂u1
du1 −

∂φ1

∂u2
du2.

Άρα,

dω34 =
(∂2φ1

∂u22
− ∂2φ1

∂u21

)
du1 ∧ du2.

Επειδή dω34 = 0, έχουμε ότι

∂2φ1

∂u22
− ∂2φ1

∂u21
= 0,
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και επομένως η λύση της παραπάνω διαφορικής εξίσωσης είναι

φ1 = f(u1 + u2) + g(u1 − u2), (5.15)

όπου f, g είναι αυθαίρετες λείες συναρτήσεις μιας μεταβλητής.

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (5.14) και (5.15) στις (5.12) και (5.13) παίρνουμε:

(5.13) :
∂

∂u1

(
f(u1 + u2) + g(u1 − u2)

)
+

∂

∂u2

(
f̃(u1 + u2) + g̃(u1 − u2)

)
= f ′(u1 + u2) + g′(u1 − u2) + f̃ ′(u1 + u2)− g̃′(u1 − u2) = 0,

(5.12) :
∂

∂u2

(
f(u1 + u2) + g(u1 − u2)

)
+

∂

∂u1

(
f̃(u1 + u2) + g̃(u1 − u2)

)
= f ′(u1 + u2)− g′(u1 − u2) + f̃ ′(u1 + u2) + g̃′(u1 − u2) = 0.

Προσθέτοντας και αφαιρώντας τις σχέσεις βρίσκουμε

f ′ + f̃ ′ = 0, g′ − g̃′ = 0,

οπότε f̃ = −f + c, g̃ = g + c για κάποια σταθερά c ∈ R.

Λόγω της σχέσης (5.10), η μετρική Riemann του πολυπτύγματος M ως προς το
σύστημα συντεταγμένων (u1, u2) γράφεται ως

〈·, ·〉 = ω2
1 + ω2

2 =
(du1

κ

)2
+
(du2

λ

)2
. (5.16)

Οι συναρτήσεις κ και λ δεν είναι ανεξάρτητες. Από τη σχέση (5.10) έχουμε

dω1 = d
(1
κ

)
∧ du1 +

1

κ
d(du1)

=
( ∂

∂u1

(1
κ

)
du1 +

∂

∂u2

(1
κ

)
du2
)
∧ du1

=
∂

∂u2

(1
κ

)
du2 ∧ du1 = − ∂

∂u2
(
1

κ
du1 ∧ du2).

Επίσης, από τις σχέσεις (5.10) και (5.11) είναι

ω12 ∧ ω2 = dφ1 ∧
du2
λ

=
∂φ1

∂u1
du1 ∧

du2
λ

=
1

λ

∂φ1

∂u1
du1 ∧ du2.

Επειδή από την εξίσωση Cartan (2.12) έχουμε dω1 = ω12 ∧ ω2, συνδυάζοντας τα ανω-
τέρω παίρνουμε

− ∂

∂u2

(1
κ

)
=

1

λ

∂φ1

∂u1
. (5.17)
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Αντίστοιχα, από την σχέση (5.10) έχουμε

dω2 = d
( 1
λ

)
∧ du2 +

1

λ
d(du2) =

( ∂

∂u1

( 1
λ

)
du1 +

∂

∂u2

( 1
λ

)
du2
)
∧ du2

=
∂

∂u1

( 1
λ

)
du1 ∧ du2.

Επίσης, από τις σχέσεις (5.10) και (5.11) είναι

dω2 = ω21∧ω1 =
du1
κ

∧dφ1 =
1

κ
du1∧

(∂φ1

∂u1
du1+

∂φ1

∂u2
du2
)
=

1

κ

∂φ1

∂u2
du1∧du2.

Άρα,

1

κ

∂φ1

∂u2
=

∂

∂u1

( 1
λ

)
. (5.18)

Παραγωγίζοντας την (5.17) ως προς u2 και την (5.18) ως προς u1, και χρησιμοποιώντας
το θεώρημα Schwarz παίρνουμε

∂

∂u2

(
− λ

∂

∂u2

(1
κ

))
=

∂

∂u1

(
κ

∂

∂u1

( 1
λ

))
,

η οποία είναι η συνθήκηK = 0 για την μετρική Riemann (5.16).

Επίσης έχουμε
∂2φ1

∂u22
= f ′′ + g′′ =

∂2φ1

∂u21
.

Οπότε από τις ισότητες (5.17) και (5.18) παίρνουμε

∂

∂u1

(
− λ

∂

∂u2

(1
κ

))
=

∂

∂u1

(
κ

∂

∂u1

( 1
λ

))
. (5.19)

5.2 Απόδειξη του Θεωρήματος 5.0.1

Απόδειξη του Θεωρήματος 5.0.1. Η μία κατεύθυνση του θεωρήματος έχει αποδειχθεί
στην Ενότητα 4.1.

Υποθέτουμε ότι ως προς το σύστημα συντεταγμένων μας δίνεται η ισόπεδη μετρι-
κή Riemann (5.1) η οποία ικανοποιεί την εξίσωση (5.2). Το σύστημα των διαφορικών
εξισώσεων για την άγνωστη συνάρτηση φ1

− 1√
EG

∂E

∂u2
=

∂φ1

∂u1
,

1√
EG

∂G

∂u1
=

∂φ1

∂u2
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είναι επιλύσιμο στον δίσκοB με δεδομένες τις συναρτήσειςE,G και έχει μια μοναδική
λύση ως προς σταθερές. Τούτο είναι εφικτό διότι η συνθήκη ολοκληρωσιμότητας του
συστήματος είναι το Θεώρημα Egregium, δηλαδή

K = − 1

2
√
EG

( ∂

∂u2

( 1√
EG

∂E

∂u2

)
+

∂

∂u1

( 1√
EG

∂G

∂u1

))
= 0.

Ως προς την λύση φ1 η συνθήκη (5.2) ισοδύναμα γράφεται

∂2φ1

∂u21
− ∂2φ1

∂u22
= 0.

Άρα η συνάρτηση φ1 έχει τη μορφή

φ1(u1, u2) = f(u1 + u2) + g(u1 − u2),

όπου f, g είναι λείες συναρτήσεις μιας μεταβλητής. Θεωρούμε τη συνάρτησηφ2 με τύπο

φ2(u1, u2) = −f(u1 + u2) + g(u1 − u2)

και τον πίνακα των 1-μορφών στον δίσκο B:

(ωij) =


0 ω12 =

1
2dφ1 ω13 = du1 ω14 = 0

−dφ1 0 ω23 = 0 ω24 = du2
−du1 0 0 ω34 = dφ2

0 −du2 −dφ2 0

 .

Το πλαίσιο
e1 =

1√
E

∂

∂u1
, e2 =

1√
G

∂

∂u2
,

είναι ορθομοναδιαίο. Θεωρούμε το δυϊκό του πλαίσιο

ω1 =
√
E du1, ω2 =

√
Gdu2.

Οι 1-μορφές ωi, ωij ικανοποιούν τις εξισώσεις του Cartan (2.11). Πράγματι,

dω1 = d(
√
Edu1) = −∂

√
E

∂u2
du1 ∧ du2 = − 1

2
√
E

∂E

∂u2
du1 ∧ du2,

ω12∧ω2 =
1

2
dφ1∧

√
Gdu2 = −

√
G

2

1√
EG

∂E

∂u2
du1∧du2 = − 1

2
√
E

∂E

∂u2
du1∧du2,

dω2 = d(
√
Gdu2) =

∂
√
G

∂u1
du1 ∧ du2 =

1

2
√
G

∂G

∂u1
du1 ∧ du2,
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ω21∧ω1 = −1

2
dφ1∧

√
Edu1 = −

√
E

2

1√
EG

∂G

∂u1
du2∧du1 =

1

2
√
G

∂G

∂u1
du1∧du2.

Για τις δεύτερες εξισώσεις δομής έχουμε:

0 = dω12 = ω13 ∧ ω32 + ω14 ∧ ω42 = du1 ∧ (−ω23) + 0 = du1 ∧ 0 = 0,

0 = dω13 = ω12 ∧ ω23 + ω14 ∧ ω43 = dφ1 ∧ 0 + 0 = 0,

0 = dω14 = ω12 ∧ ω24 + ω13 ∧ ω34 = dφ1 ∧ du2 + du1 ∧ dφ2

= (f ′ + g′)du1 ∧ du2 + (−f ′ − g′)du1 ∧ du2

= 0,

0 = dω23 = ω21 ∧ ω13 + ω24 ∧ ω43 = (−dφ1) ∧ du1 + du2 ∧ (−dφ2)

= −dφ1 ∧ du1 − du2 ∧ dφ2

= (f ′ − g′)du1 ∧ du2 − (f ′ − g′)du1 ∧ du2

= 0,

0 = dω24 = ω21 ∧ ω14 + ω23 ∧ ω34 = (−dφ1) ∧ 0 + 0 ∧ dφ2 = 0,

0 = dω34 = ω31 ∧ ω14 + ω32 ∧ ω24 = (−du1) ∧ 0 + (−ω23) ∧ du2 = 0.

Ακολούθως αποδεικνύουμε ότι υπάρχει μια ισομετρική εμβάπτιση του πολυπτύγμα-
τος Riemann (B, 〈·, ·〉) στον Ευκλείδειο χώρο R4 ακολουθώντας την εξής διαδικασία.
Θεωρούμε το σύστημα των διαφορικών εξισώσεων

∂ei
∂uj

=
4∑

k=1

ωik

( ∂

∂uj

)
ek, 1 ≤ i ≤ 4, j = 1, 2, (5.20)

για τις διανυσματικές απεικονίσεις ei(u1, u2) : B −→ R4. Σύμφωνα με το Θεώρημα
Frobenius αυτό το σύστημα έχει μοναδική τοπική λύση, δοθέντων αρχικών δεδομένων
ei(0, 0), 1 ≤ i ≤ 4, αν οι συνθήκες ολοκληρωσιμότητας που προκύπτουν από τις σχέ-
σεις

∂2ei
∂uk∂uj

=
∂2ei

∂uj∂uk
(5.21)

ικανοποιούνται. Παρατηρούμε ότι αυτές οι συνθήκες ολοκληρωσιμότητας είναι οι εξι-
σώσεις του Cartan (2.12).

Υποθέτουμε ότι οι αρχικές συνθήκες ei(0, 0), 1 ≤ i ≤ 4, αποτελούν μια ορθομονα-
διαία βάση του R4. Τότε οι διανυσματικές λύσεις ei(u1, u2), 1 ≤ i ≤ 4, αποτελούν μια
ορθομοναδιαία βάση του R4 για όλες τις συναρτήσεις (u1, u2) σε μια περιοχή της αρ-
χής. Πράγματι, αν θέσουμε 〈ei, ej〉 = gij , και παραγωγίσουμε, παίρνουμε το σύστημα
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διαφορικών εξισώσεων

∂gij
∂uκ

=
∑
r

(
ωir

( ∂

∂uκ

)
grj + ωjr

( ∂

∂uκ

)
gir
)
.

Παρατηρούμε ότι οι συνθήκες ολοκληρωσιμότητας αυτού του συστήματος είναι ξανά οι
εξισώσεις του Cartan (2.12). Επομένως σύμφωνα με το Θεώρημα Frobenius το σύστημα
έχει μοναδική λύση αν απαιτήσουμε gij(0, 0) = δij . Η σταθερά δij είναι μια προφανής
λύση του συστήματος και άρα gij = δij .

Με δεδομένες τις διανυσματικές απεικονίσεις e1, e2, λύνουμε το σύστημα

∂X

∂uj
=

2∑
i=1

ωi

( ∂

∂uj

)
ei, j = 1, 2, (5.22)

με άγνωστο τη διανυσματική απεικόνισηX : D −→ R4. Με τον ίδιο τρόπο προκύπτει
ότι οι συνθήκες ολοκληρωσιμότητας

∂2X

∂u1∂u2
=

∂2X

∂u2∂u1
(5.23)

του συστήματος (5.22) είναι οι εξισώσεις του Cartan (2.11). Δεδομένου του σημείου
X(0, 0) μπορούμε να λύσουμε αυτό το σύστημα τοπικά με το Θεώρημα Frobenius λαμ-
βάνοντας μια μοναδική λύσηX(u1, u2). Έχουμε ότι

∂X

∂u1
= ω1

( ∂

∂u1

)
e1 + ω2

( ∂

∂u1

)
e2 =

√
E du1

( ∂

∂u1

)
e1 +

√
Gdu2

( ∂

∂u1

)
e2 =

√
E e1.

Όμοια,
∂X

∂u2
=

√
Ge2.

Άρα η επαγόμενη μετρική της εμβάπτισης x : D −→ R4 είναι

〈·, ·〉 = ω2
1 + ω2

2 = E du21 +Gdu22.

Επιπλέον αφού
dω34 = d(dφ2) = 0

έχουμε ότιKn = 0. Επίσης, για τον τελεστή σχήματος έχουμε

A3e1 = ω13(e1)e1 + ω23(e1)e2 =
1√
E
e1, A3e2 = ω13(e2)e1 + ω23(e2)e2 = 0,
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οπότε

A3 ∼

(
1√
E

0

0 0

)
.

Ομοίως,

A4e1 = ω14(e1)e1 + ω24(e1)e2 = 0, A4e2 = ω14(e2)e1 + ω24(e2)e2 =
1√
G
e2,

οπότε

A4 ∼

(
0 0

0 1√
G

)
.

Επιπλέον

αf (e1, e1) = 〈Ae3e1, e1〉e3 + 〈Ae4e1, e1〉e4 =
1√
E

e3,

αf (e2, e2) = 〈A3e2, e2〉e3 + 〈Ae4e2, e2〉e4 =
1√
G

e4,

αf (e1, e2) = 0.

Επομένως, dimNf
1 = 2 παντού.

Το διανυσματικό πεδίο μέσης καμπυλότητας είναι

H =
1

2
√
E
e3 +

1

2
√
G
e4.

Άρα
4‖H‖2 = 1

E
+

1

G
.

Έστω ξ = ae3 + be4, μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό πεδίο. Τότε

Aξ ∼ aA3 + bA4 =

(
a 1√

E
0

0 b 1√
G

)
.

Επειδή a2 + b2 = 1, θέτουμε a = cos θ, b = sin θ. Οπότε

detAξ =
ab√
EG

=
1

2
√
EG

sin 2θ,

και
max
∥ξ∥=1

detAξ =
1

2
√
EG

.

□
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5.3 Απόδειξη του Θεωρήματος 5.0.2

Παράδειγμα 5.3.1. Θεωρούμε επίπεδες καμπύλες C1(s) και C2(s), αμφότερες με φυ-
σική παράμετρο s και καμπυλότητες κ(s) και λ(s) αντίστοιχα, μη μηδενικές παντού.
Ορίζουμε τις συναρτήσεις

E(u1) =
1

κ2(u1)

και
G(u2) =

1

λ2(u2)
.

Η μετρική Riemann
〈·, ·〉 = E du21 +Gdu22

είναι ισόπεδη και ικανοποιεί την σχέση (5.2). Η εμβάπτιση f με αυτή την επαγόμενη
μετρική η οποία προκύπτει από το Θεώρημα 5.0.1 είναι το καρτεσιανό γινόμενο, των
δύο καμπυλών. Πράγματι, θεωρούμε επίπεδες καμπύλες c1 : I1 −→ R2, c2 : I2 −→
R2, με φυσική παράμετρο, ορίζουμε την απεικόνιση

f : I = I1 × I2 −→ R4, f(s1, s2) = (c1(s1), c2(s2)).

Υπολογίζουμε

df
( ∂

∂s1

)
= (c′1(s1), 0), df

( ∂

∂s2

)
= (0, c′2(s2)).

Προφανώς η f είναι εμβάπτιση της οποίας η επαγόμενη μετρική είναι

〈·, ·〉 = ds21 + ds22.

Τα διανυσματικά πεδία

ξ1(s1, s2) = (n1(s1), 0), ξ2(s1, s2) = (0, n2(s2))

συνιστούν ορθομοναδιαίο πλαίσιο της κάθετης δέσμης NfI, όπου n1, n2 είναι τα κά-
θετα διανύσματα των καμπυλών c1 και c2 αντίστοιχα. Χρησιμοποιώντας την εξίσωση
Frenet για τις επίπεδες καμπύλες c1, c2 παίρνουμε

∇̃ ∂
∂s1

ξ1 = (ṅ1, 0) = (−κ1t1, 0) = −κ1
∂

∂s1
, ∇̃ ∂

∂s2

ξ1 = (0, 0) = 0.

Άρα,

Aξ1

∂

∂s1
= κ1

∂

∂s1
, Aξ1

∂

∂s2
= 0,
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ή

Aξ1 ∼
(
κ1 0
0 0

)
.

Αντίστοιχα,

∇̃ ∂
∂s1

ξ2 = 0, ∇̃ ∂
∂s2

ξ2 = (0, ṅ2) = −κ2
∂

∂s2
,

οπότε
Aξ2 ∼

(
0 0
0 κ2

)
.

Άρα,
K = detAξ1 + detAξ2 = 0.

Επίσης,

Nf
1 = span{αf (

∂
∂s1

, ∂
∂s1

), αf (
∂

∂s1
, ∂
∂s2

), αf (
∂

∂s2
, ∂
∂s2

)},

όπου
αf (

∂
∂s1

, ∂
∂s1

) = 〈Aξ1
∂

∂s1
, ∂
∂s1

〉ξ1 + 〈Aξ2
∂

∂s1
, ∂
∂s1

〉ξ2 = κ1ξ1,

αf (
∂

∂s1
, ∂
∂s2

) = 0, αf (
∂

∂s2
, ∂
∂s2

) = κ2ξ2.

Αφού ∇̃ ∂
∂s1

ξ1 = −κ1
∂

∂s1
, από την εξίσωση Weingarten

∇̃ ∂
∂s1

ξ1 = −df(Aξ1
∂

∂s1
) +∇⊥

∂
∂s1

ξ1

έχουμε ότι ∇⊥
∂

∂s1

ξ1 = 0. Αντίστοιχα,∇⊥
∂

∂s2

ξ1 = 0.

Άρα, ∇⊥
Xξ1 = 0 για κάθε X ∈ df(T(s1,s2)I). Άρα υπάρχει τέτοιο μοναδιαίο κάθετο

διάνυσμα που να είναι ιδιάζον και παράλληλο στην κάθετη δέσμη.

Είναι προφανές ότι αν οι καμπύλες c1, c2 είναι κλειστές καμπύλες, τότε η εμβάπτιση
f επάγει μια ισομετρική εμβάπτιση του ισόπεδου τόρου S1×S1 στον Ευκλείδειο χώρο
R4.

Απόδειξη του Θεωρήματος 5.0.2. Έστω e3 ∈ X⊥(f) το μοναδιαίο κάθετο διανυσμα-
τικό πεδίο της f το οποίο είναι ιδιάζον, δηλαδή detA3 = 0, και παράλληλο στην κάθετη
δέσμη, δηλαδή∇⊥

Xe3 = 0 για όλα τα διανυσματικά πεδίαX ∈ X(M). Επιλέγουμε το-
πικό ορθομοναδιαίο πλαίσιο {e1, e2} του πολυπτύγματοςM με αντίστοιχο δυϊκό πλαί-
σιο {ω1, ω2}. Τότε το {e1, e2, e3, e4} είναι ορθομοναδιαίο πλαίσιο κατά μήκος της, για
το οποίο ισχύουν οι εξισώσεις Cartan (2.11) και (2.12) της Παραγράφου 2.6. Προφανώς,

ω34(X) = 〈∇⊥
Xe3, e4〉 = 0,
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για κάθεX ∈ X(M), οπότε ω34 = 0. ΆραKn = 0.

Υποθέτουμε ότι τα διανυσματικά πεδία e1, e2 είναι τα κοινά ιδιοδιανύσματα όλων
των τελεστών σχήματος και έστω κ1, κ2 να είναι οι κύριες καμπυλότητες στη διεύθυν-
ση e3 και λ1, λ2 οι αντίστοιχες κύριες καμπυλότητες στην διεύθυνση e4. Από υπόθεση
έχουμε

κ1κ2 = 0.

Επιπλέον από υπόθεση και από την Πρόταση 2.6.1 ισχύει

K = detA3 + detA4 = 0.

Άρα
λ1λ2 = 0.

Ισχυριζόμαστε ότι δεν υπάρχει σημείο x ∈ M τέτοιο ώστε κ1(x) = κ2(x) = 0. Πράγ-
ματι, αν υπήρχε τέτοιο x, τότε A3(x) = 0, οπότε

αf (v, w) = 〈A4v, w〉e4 ∈ span{e4(x)},

για κάθε v, w ∈ TxM. Άρα dimNf
1 (x) ≤ 1, το οποίο είναι άτοπο.

Έστω κ1 6= 0 σε ένα ανοιχτό υποσύνολοU του πολυπτύγματοςM. Τότε κ2 = 0 στο
σύνολο U . Επιπλέον, λ2(x) 6= 0. Πράγματι, αν λ2(x) = 0 θα είχαμε αf (e2, e2) = 0

το οποίο θα αντιφάσκει με την υπόθεση dimNf
1 = 2. Θέτουμε κ = κ1 6= 0 και λ =

λ2 6= 0. Γνωρίζουμε ότι

ω13 = ω13(e1)ω1 + ω13(e2)ω2 = 〈A3e1, e1〉ω1 + 〈A3e1, e2〉ω2 = κω1.

Όμοια,
ω23 = 0, ω14 = 0, ω24 = λω2.

Τότε από την εξίσωση Cartan (2.12) έχουμε

dω13 = ω12 ∧ ω23 + ω14 ∧ ω43 = 0.

και
dω24 = ω21 ∧ ω14 + ω23 ∧ ω34.

Άρα, από το Λήμμα Poincaré 2.2.8 υπάρχουν τοπικές συναρτήσεις u1, u2 τέτοιες
ώστε

du1 = ω13 = κω1, du2 = ω24 = λω2. (5.24)
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Επειδή du1 ∧ du2 6= 0, εισάγουμε σύστημα συντεταγμένων με συναρτήσεις συντεταγ-
μένων τις u1, u2. Θέτουμε

e1 = α
∂

∂u1
+ β

∂

∂u2
,

έχουμε
1 = ω1(e1) =

1

κ
du1(e1) =

α

κ
και

0 = ω2(e1) =
1

λ
du2(e1) =

β

λ
.

Οπότε
e1 = κ

∂

∂u1
.

Όμοια βρίσκουμε

e2 = λ
∂

∂u2
.

Κάνοντας χρήση της εξίσωσης Cartan (2.12) υπολογίζουμε

0 = dω14 = ω12 ∧ ω24 + ω13 ∧ ω34 = λω12 ∧ ω2,

0 = dω23 = ω21 ∧ ω13 + ω24 ∧ ω43 = −κω12 ∧ ω1.

Επομένως, ω12 = 0. Επειδή

ω12(X) = 〈∇Xe1, e2〉, X ∈ X(M),

τα διανυσματικά πεδία e1, e2 είναι παράλληλα ως προς τη συνοχή Levi-Civita του πολυ-
πτύγματοςM . Λαμβάνοντας τις εξωτερικές παραγώγους των μορφών στη σχέση (5.24)
παίρνουμε

0 = dκ ∧ ω1 + κω21 ∧ ω2 = dκ ∧ ω1 = dκ ∧
(du1

κ

)
,

0 = dλ ∧ ω2 + λω21 ∧ ω1 = dλ ∧ ω2 = dλ ∧
(du2

λ

)
.

Τούτο σημαίνει ότι η συνάρτηση κ εξαρτάται μόνο από τη παράμετρο u1 και η συνάρ-
τηση λ μόνο από τη παράμετρο u2.

Για να αποδείξουμε το ζητούμενο θα δείξουμε ότι οι εικόνες κάτω από την εμβά-
πτιση f των ολοκληρωτικών καμπυλών του διανυσματικού πεδίου e1 είναι επίπεδες και
γεωμετρικώς ισότιμες καμπύλες του Ευκλειδείου χώρου R4. Από υπόθεση έχουμε ότι
αf (e1, e2) = 0 και A4e1 = 0, και επειδή τα e2, e4 είναι παράλληλα διανυσματικά πε-
δία του πολυπτύγματοςM και της κάθετης δέσμηςNfM αντίστοιχα από τύπους Gauss
(2.1) και Weingarten (2.3) έχουμε

∇̃e1df(e2) = df(∇e1e2) + αf (e1, e2) = 0, ∇̃e1e4 = −df(A4e1) +∇⊥
e1e4 = 0.
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Οπότε τα διανυσματικά πεδία df(e2), e4 ∈ X(f) είναι παράλληλα στον R4 κατά μήκος
των e1−ολοκληρωτικών καμπυλών. Αυτό σημαίνει ότι κάθε e1−ολοκληρωτική καμπύ-
λη είναι κάθετη σε ένα σταθερό επίπεδο Π το οποίο παράγεται από τα df(e2), e4 κατά
μήκος αυτής της καμπύλης. Αφού η e1− ολοκληρωτική καμπύλη είναι κάθετη στο επί-
πεδο Π, θα περιέχεται σε επίπεδο κάθετο στο Π. Άρα, οι e1−ολοκληρωτικές καμπύλες
είναι επίπεδες. Το πλαίσιο Frenet για αυτές τις καμπύλες είναι

t(s) = df(e1), n(s) = e3(c(s)).

Από τον τύπο του Gauss έχουμε

ṫ1(s) = ∇̃e1df(e1)|c(s) = df(∇e1e1)|c(s) + αf (e1, e1)|c(s)
= κ(c(s))e3(c(s)) = κ(c(s))n1(c(s)).

Άρα, η καμπυλότητα των εικόνων των ολοκληρωτικών καμπυλών του διανυσματικού
πεδίου e1 παραμένει σταθερή κατά μήκος των ολοκληρωτικών καμπυλών του διανυ-
σματικού πεδίου e2, διότι εξαρτάται μόνο από την παράμετρο u1. Επομένως οι εικόνες
των ολοκληρωτικών καμπυλών του διανυσματικού πεδίου e1 είναι επίπεδες και γεωμε-
τρικώς ισότιμες καμπύλες. Όμοια συμπεράσματα εξάγουμε για τις ολοκληρωτικές κα-
μπύλες του διανυσματικού πεδίου e2, οι οποίες είναι επίπεδες, γεωμετρικώς ισότιμες και
περιέχονται σε επίπεδα κάθετα προς τα επίπεδα που περιέχονται οι εικόνες μέσω της ι-
σομετρικής εμβάπτισης f των ολοκληρωτικών καμπυλών του διανυσματικού πεδίου e1.
Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη. □

5.4 Απόδειξη του Θεωρήματος 5.0.4

Απόδειξη του Θεωρήματος 5.0.4. Έστω x ∈ M . Υποθέτουμε ότιH(x) 6= 0 και θέτου-
με ê3 = H

∥H∥ .Διαλέγουμε ένα μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό πεδίο ê4 με 〈ê3, ê4〉 = 0.

Θεωρούμε μια ορθομοναδιαία βάση (e1, e2) η οποία είναι ιδιοβάση όλων των τελεστών
σχήματος.

Έχουμε Aê3 = 1
∥H∥AH και επειδή το διανυσματικό πεδίο H είναι ομφαλική διεύ-

θυνση ισχύει AH = λI για κάποιο λ. Επομένως,

Aê3 = ‖H‖I.

Επιπλέον έχουμε ότι

H =
1

2
tr(Aê3)ê3 +

1

2
tr(Aê4)ê4.
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Επειδή
H = ‖H‖ê3,

προκύπτει ότι trAê4 = 0. Αφού K = 0 και detAê3 = ‖H‖2, έχουμε detAê4 =
−‖H‖2. Οπότε

Aê4 ∼
(
±‖H‖ 0

0 ∓‖H‖

)
,

ως προς τη βάση {e1, e2} του εφαπτομένου χώρου TxM. Επομένως,

αf (e1, e1) = 〈Aê3e1, e1〉ê3 + 〈Aê4e1, e1〉ê4 = ‖H‖ê3 ± ‖H‖ê4 = ‖H‖(ê3 ± ê4),

αf (e2, e2) = 〈Aê3e2, e2〉ê3 + 〈Aê4e2, e2〉ê4 = ‖H‖(ê3 ∓ ê4),

αf (e1, e2) = 0.

Άρα, dimNf
1 (x) = 2.

Έστω U το ανοιχτό σύνολο σημείων όπουH 6= 0. Εφαρμόζουμε στο σύνολο U την
τοπική ανάλυση που προηγήθηκε στην εισαγωγή. Το διανυσματικό πεδίο μέσης καμπυ-
λότητας είναι

H =
1

2
(κe3 + λe4).

Ισχυριζόμαστε ότι
κ2 = λ2 = 2‖H‖2.

Πράγματι, επειδή
2H = κe3 + λe4

είναι
4‖H‖2 = κ2 + λ2.

Επιπλέον,

ê3 =
H

‖H‖
=

1

2‖H‖
(κe3 + λe4),

οπότε

Aê3 =
1

2‖H‖
(κAe3 + λAe4) ∼

(
κ2

2∥H∥ 0

0 λ2

2∥H∥

)
.

Όμως
Aê3 = ‖H‖I2,

άρα

‖H‖ =
κ2

2‖H‖
=

λ2

2‖H‖
,
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ή ισοδύναμα
κ2 = λ2 = 2‖H‖2.

Σύμφωνα με το Θεώρημα 5.0.1, υπάρχει τοπικά στο U ένα σύστημα συντεταγμένων
(u1, u2) τέτοιο ώστε

〈·, ·〉 = E(du21 + du22)

με
E =

1

2‖H‖2
.

Από το Έξοχο Θεώρημα έχουμε για την καμπυλότητα Gauss

K = − 1

2E

( ∂2

∂u22
(logE) +

∂2

∂u21
(logE)

)
= − 1

2E
∆ log ‖H‖2,

όπου ∆ είναι η Λαπλασιανή του πολυπτύγματος Riemann (M, 〈·, ·〉). Επειδή K = 0
προκύπτει ότι∆ log ‖H‖2 = 0 στο σύνολο U .

Επιπλέον ισχύει

∆ log ‖H‖2 = ∆‖H‖2

‖H‖2
− ‖ grad ‖H‖2‖2

‖H‖4
.

Επομένως,∆‖H‖2 ≥ 0 στο σύνολο U.

Στο σύνολο V = M \ U έχουμε H = 0. Προφανώς ∆‖H‖2 = 0 στο εσωτερικό
intV του συνόλου V, αν αυτό είναι διάφορο του κενού. Επειδή η συνάρτηση ∆‖H‖2
είναι συνεχής, έχουμε∆‖H‖2 ≥ 0 σε ολόκληρο το πολύπτυγμαM. Συνεπώς, η συνάρ-
τηση ‖H‖2 είναι υφαρμονική.

Αν το πολύπτυγμαM είναι συμπαγές, από την αρχή μεγίστου συμπεραίνουμε ότι η
συνάρτηση ‖H‖2 είναι σταθερή. Αν το πολύπτυγμαM είναι πλήρες αλλά όχι συμπαγές,
επειδή είναι ισόπεδο γνωρίζουμε ότι ο καθολικός χώρος κάλυψής του είναι ο Ευκλείδειος
χώροςR2 εφοδιασμένος με την συνήθη μετρική. Επομένως, το πολύπτυγμαM είναι πα-
ραβολικό. Άρα η υφαρμονική και φραγμένη συνάρτηση ‖H‖2 πρέπει να είναι σταθερή.

Αν ‖H‖ = 0, τότε όλοι οι τελεστές σχήματος είναι 0 και άρα η εμβάπτιση f είναι
ολικά γεωδαισιακή, δηλαδή η εικόνα f(M) είναι επίπεδο.

Υποθέτου ότι ‖H‖ 6= 0, δηλαδή κ = ±λ = c 6= 0, όπου c 6= 0 είναι σταθερά.
Επιπλέον, χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε ότι κ = λ. Χρησιμοποιώντας την
σχέση (5.11) υπολογίζουμε

0 = d(du1) = d(κω1) = dκ ∧ ω1 + κdω1 = κω12 ∧ ω2,
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0 = d(du2) = d(κω2) = dκ ∧ ω2 + κdω2 = κω21 ∧ ω1.

Επομένωςω12 = 0 και τα διανυσματικά πεδία e1, e2 είναι παράλληλαως προς τη συνοχή
Levi-Civita του πολυπτύγματοςM. Αφού ω13 = κω1, ω23 = ω14 = 0 και ω24 = κω2,
έχουμε

0 = dω23 = ω21 ∧ ω13 + ω24 ∧ ω43 = κω2 ∧ ω43,

0 = dω14 = ω12 ∧ ω24 + ω23 ∧ ω34 = κω1 ∧ ω34.

Άρα ω34 = 0. Ο πίνακας των μορφών συνοχής είναι

ωij =


0 0 κω1 0
0 0 0 −κω2

−κω1 0 0 −κω2

0 κω2 0 0

 ,

όπου κ είναι μια μη μηδενική σταθερά. Από αυτό συμπεραίνουμε ότι η εικόνα f(M)
είναι γινόμενο καμπυλών ακτίνας 1/|κ|. □

5.5 Απόδειξη του Θεωρήματος 5.0.5

Απόδειξη του Θεωρήματος 5.0.5. Θεωρούμε ένα μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό πε-
δίο e3 ∈ X⊥(f) τέτοιο ώστε e3(x) ∈ Nf

1 (x) για κάθε σημείο x ∈ M. Θεωρούμε
επίσης κάθετο διανυσματικό πεδίο e4 ∈ X⊥(f) έτσι ώστε {e3, e4} να είναι ολικό ορ-
θομοναδιαίο πλαίσιο της κάθετης δέσμης NfM. Επειδή ο πρώτος κάθετος χώρος Nf

1

είναι Nf
1 = span{e3} και

αf (X,Y ) = 〈A3X, y〉e3 + 〈A4X,Y 〉e4,

συμπεραίνουμε ότι
〈A4X,Y 〉 = 〈αf (X,Y ), e4〉 = 0,

για κάθεX,Y ∈ X(M). Άρα, A4 = 0. Από τα παραπάνω προκύπτει

Kn = −〈[A3, A4]e1, e2〉 = 0.

Επίσης, επειδή K = 0, από την Πρόταση 2.6.1 έχουμε detA3 = 0. Έστω κ η
μη μηδενική ιδιοτιμή του τελεστή σχήματος A3. Η συνάρτηση κ είναι ολικά ορισμένη
και λεία, όπως είναι το αντίστοιχο μοναδιαίο διανυσματικό πεδίο e1 ∈ X(M) τέτοιo
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ώστε A3e1 = κe1. Συμπληρώνουμε το διανυσματικό πεδίο e1 σε ορθομοναδιαίο πλαί-
σιο (e1, e2) της εφαπτόμενης δέσμης του πολυπτύγματος M . Στο ολικό μας πλαίσιο οι
μορφές συνοχής είναι

ω13 = ω13(e1)ω1 + ω13(e2)ω2 = 〈κe1, e1〉ω1 + 0 = κω1,

ω23 = 0, ω14 = 0, ω24 = 0.

Κάνοντας χρήση της εξίσωσης Cartan (2.12)

0 = dω23 = ω21 ∧ ω13 + ω24 ∧ ω43 = κω21 ∧ ω1,

0 = dω14 = ω12 ∧ ω24 + ω13 ∧ ω34 = κω1 ∧ ω34.

Αφού κ 6= 0 υπάρχουν συναρτήσεις ρ και τ ολικά ορισμένες τέτοιες ώστε

ω12 = ρω1, ω34 = τω1 (5.25)

Θα αποδείξουμε ότι ρ = 0 παντού. Έστω οι συναρτήσεις |κ| και τ να είναι η κα-
μπυλότητα και η στρέψη μιας καμπύλης του R3. Από τον τύπο του Gauss (2.1) έχουμε

αf (e2, e2) = 〈A3e2, e2〉e3 = 0

και
∇e2e2 = −ω12(e2)e1 = 0

αφού ω12 = 0. Άρα οι ολοκληρωτικές καμπύλες του διανυσματικού πεδίου e2 είναι
ολικά γεωδαισιακές, οι οποίες ορίζονται σε όλο το R, αφού το πολύπτυγμα M είναι
πλήρες. Επομένως,

∇̃e2df(e2) = df(∇e2e2) + αf (e2, e2) = 0.

Συνεπώς οι εικόνες, κάτω από την εμβάπτιση f, των ολοκληρωτικών καμπυλών του
διανυσματικού πεδίου e2 είναι ευθείες τουR4. Θεωρούμε τον περιορισμό ρ = ρ(t) μιας
από τις ευθείες αυτές με παράμετρο το μήκος τόξου t ∈ R. Λόγω της σχέσης (5.25) και
της εξίσωσης Cartan (2.12), έχουμε

0 = dω12 = dρ ∧ ω1 + ρdω1 = dρ ∧ ω1 + ρω12 ∧ ω2 = dρ ∧ ω1 + ρ2ω1 ∧ ω2.

Επειδή
dρ = e1(ρ)ω1 + e2(s)ω2

τελικά έχουμε
0 = dω1 = (−e2(ρ) + ρ2)ω1 ∧ ω2,
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ή ισοδύναμα
−e2(ρ) + ρ2 = 0.

Επιπλέον
dρ

dt
=

dρ ◦ γ
dt

= dρ(γ′(t)) = dρ(e2) = e2(ρ).

Άρα

−dρ

dt
+ ρ2 = 0. (5.26)

Υποθέτουμε ρ(0) 6= 0. Έστω (a, b) το μέγιστο διάστημα το οποίο περιέχει το 0 όπου
ρ(t) 6= 0, για κάθε t ∈ (a, b). Στο διάστημα (a, b) η διαφορική εξίσωση (5.26) έχει τη
λύση

ρ(t) =
( 1

ρ(0)
− t
)−1

. (5.27)

Αν b < +∞, από τη συνέχεια της συνάρτησης ρ και τη μεγιστικότητα του (a, b) θα
είχαμε

0 = lim
t→β−

ρ(t) = ρ(b−) = ρ(b).

Αλλά
0 = ρ(b−) =

( 1

ρ(0)
− b
)−1 6= 0,

το οποίο είναι άτοπο. Άρα b = +∞. Εργαζόμενοι ομοίως βρίσκουμε ότι a = −∞,
δηλαδή (a, b) = R. Επομένως ρ ∈ C∞(R) και ρ(t) 6= 0 για κάθε t ∈ R. Αυτό
αντιφάσκει με την (5.27) διότι η συνάρτηση ρ δεν ορίζεται για t = 1

ρ(0) .

Άρα, ρ = 0 πάνω σε κάθε ολοκληρωτική καμπύλη του διανυσματικού πεδίου e2 ∈
X(M). Επομένως,

ω12 = 0.

Από την εξίσωση Cartan (2.11) λαμβάνουμε

dω1 = ω12 ∧ ω2 = 0, dω2 = −ω12 ∧ ω1 = 0.

Από το Λήμμα Poincaré 2.2.8 υπάρχουν τοπικά συναρτήσεις u1, u2 τέτοιες ώστε

ω1 = du1, ω2 = du2.

Επειδή du1∧du2 6= 0, μπορούμε να θεωρήσουμε σύστημα συντεταγμένων με αντίστοι-
χες συντεταγμένες τις συναρτήσεις u1, u2.Από τις εξισώσεις (5.25) και την εξίσωση του
Cartan (2.12) έχουμε

dκ ∧ ω1 = dω13 = ω12 ∧ ω23 + ω14 ∧ ω43 = 0,

90



Κεφάλαιο 5 5.5. Απόδειξη του Θεωρήματος 5.0.5

dτ ∧ ω1 = dω34 = ω31 ∧ ω14 + ω32 ∧ ω24 = 0.

Επομένως, οι συναρτήσεις κ, τ εξαρτώνται μόνο από το u1. Από τον τύπο του Gauss
(2.1) έχουμε

∇̃e1df(e2) = df(∇e1e2) + αf (e1, e2).

Τούτο σημαίνει ότι οι εικόνες των ολοκληρωτικών καμπυλών του διανυσματικού
πεδίου e2, οι οποίες είναι ευθείες του R4 είναι παράλληλες προς ένα σταθερό διάνυσμα
e ∈ R4.Επιπλέον, οι εικόνες μέσω της εμβάπτισης f των ολοκληρωτικών καμπυλών του
διανυσματικού πεδίου e1 περιέχονται σε τριδιάστατα ολικά γεωδαισιακά πολυπτύγματα
του Ευκλειδείου χώρου R4 κάθετα στο διάνυσμα e.

∇̃e1df(e1) = df(∇e1e1) + αf (e1, e1) = 〈A3e1, e1〉e3 = κe3,

∇̃e1e3 = −df(A3e1) +∇⊥
e1e3 = −κdf(e1) + ω34(e1)e4 = −κdf(e1) + τe4,

∇̃e1e4 = −df(A4e1) +∇⊥
e1e4 = −ω34(e1)e4 = −τe4.

Από αυτές τις σχέσεις προκύπτει ότι το ορθομοναδιαίο πλαίσιο {df(e1), e3, e4} είναι το
πλαίσιο Frenet των εικόνων μέσω της εμβάπτισης f των ολοκληρωτικών καμπυλών του
διανυσματικού πεδίου e2 με καμπυλότητα και στρέψη κ και τ. Αυτό ολοκληρώνει την
απόδειξη. □
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