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1. ^Ν Λ Α ΪΤ ΙΚ Η  ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ, ?ι ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΗΣ�

ΑΛΓΕΒΡΑΣ ΕΙΣ ΤΗΝ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΝ, καλείται τί> μέρος�
των Μαθηματικών τό πραγματευόμενον περί χρτζσεως τΐίς�

Αλγέβρας έν ταίς γεωμετρικαΐς έρεύναις.
0  ΟϊΪΕΤΟΣ πρώτος £καμε χρησιν τϊίς Αλγέβρίς πρός,�

εϋρεσιν των άγνωστων μερών σχήματος τίνος, έκφράσας δι’�
εξισώσεων τάς σχέσεις τών μερών τούτου πρδς άλληλα.�
Πλην 5 ΚΑΡΤΚΣΙΟΣ, ούχί μόνον ετέλειοποίησε τα ίργα τοΟ1�
ΟΐΪΕΤΟΤ, άλλά καί έπενόησε μεθόδους άπλόίς καί γενικάς,�
δι ών ή Θεωρία τών καμπύλων υποβάλλεται είς τόν άλγε-�
βραικόν λογισμόν. Αί μέθοδοι αϋται έφαρμ.όζονται είς�
γραμμάς και είς έπιιρανείας οίαςδηποτε' ενεκα δέ τούτου'�
προήλΘεν ή διάκρισις, � � � � � � � � � ���������  δύο »} ��	�� �
�	���������
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Εχομεν προσέτι
ΛΛ ΔΗ  ̂ χ ΔΗ

ΑΖ HE B δ EH D

γ »
ΕΙΙ =  -

Αλλα

HE

ΔΗ

E4F
Λ Η = = άδ

βη
—  ΑΔ — (ΔΓ— ΓΗ) =  χ — β"4* α ’

Εζισοϋντες άλλήλαις τάς ανωτέρω δύω τιμάς ^0P *
φοϋμεν την έξη; έξίσιοσιν τοϋ προβλήματος'

βη

γ)ν έπιλυοντες λαμβάνομεν την τιμ.ήν τοϋ ζητούμενου απο­
στήματος, ήτοι

/ . = βδ

Εάν ήδη, αντί των γραμμών θέσωμεν τά; αριθμητικά;�
αυτώλ τιμάς, ευρησομεν αριθμόν ίσον τώ ζητούμενη άπο-�
στήματι ΑΔ.

12. ΠΡΟΒΛΠΜΑ. G "� ��� ��	"�"�  ΑΒΓ �"�"�EH� ��� �

����� �����  ΕΖ �� !�����/� � 	�'� �����������"���  ΑΒΓ, ΛΕΖ,�
��� ��	� ����� �II�I�� ��  ν : μ.

(Σχ. 4). Λαμβάνομεν ώς άγνωστους τά αποστήματα ΔΕ�

καί ΕΖ. Καλοΰμεν, Λ Ε = χ , Ζ Ε =ψ , ΒΔ =  υ (ύψος τοΰ�
δεδομένου τριγώνου) καί ΑΔ — κ. Εχομεν τήν αναλογίαν*�

βυ : χψ : : ν J μ , έζ ης, β υ μ = νχψ .

Τά δμοια τρίγωνα ΑΕΖ, ΑΒΔ, δίδουσι τήν δευτέραν έξί-�
σωσιν τοΰ προβλήματος,

κψ =  υχ.
Τή απαλοιφή λαμβάνομεν

Χ = 1 / ! ϊ ϊ .

Οταν τό σημεϊον Ε κεΐται πέραν τοϋ Δ, ή κάθετος συνι-�
στά τρίγωνον μή περιεχόμενον έν τώ ΑΒΓ. 11 περίπτωσις�

αυτή υπάρχει όταν
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(Σχ· 5). Ιίαλοϋμεν, γ  τήν τοϋ τετραγώνου πλευράν’ τήν�
δοθεΐσαν γραμμήν Α Β = α ’ χ  τό £ν τμήμα αυτής’ τό Ετε­
ρον έσεται α— χ. ίπομένως Ιχομεν την έξίσωσιν

(«— χ)χ=γ*>
έξ ής λαμβάνομεν

� � � � � � ��  V — γ 2·
Αμφότεραι at τιμαί αϋται είσί προφανώς θετικαί.

Εάν προσθέσωμεν τάς τιμάς ταύτας, λαμ,βάνομεν τήν�

ολην εόθεΐαν α, όπερ δεικνύει ότι αΰται παριστώσιν έκάστη�

τήν μίαν τών πλευρών τοϋ ζητούμενου έρθογωνίου. Τώ δντι,�
επειδή ούδεμ-ία τών πλευρών τούτων διεκρίθη διά τίνος�

ιδιαιτέρας συνθήκης, φανερόν δτι χ  αρμόζει εις άμφοτέρας.
Τό ΰπό^οιζον ποσόν καθίσταται φανταστικόν δταν γ�

ηναι μείζων τοϋ α. Εντεύθεν συνάγομεν δτι, ινα η δυνατόν�

τό πρόβλημα, ή πλευρά τοϋ τετραγώνου δεν πρέπει νά ήναι�
μείζων τοϋ ήμίσεως τής δοθείσης γραμμής.

14. At άνοιτέρω τιμαι τοϋ χ  κατασκευάζονται ευκόλως�
διά τής γεωμετρίας ώς εξής.

Επί την ΕΒ =  |·α γράφομεν ημικύκλιον’ λαμβάνομεν�
τήν χορδήν ΒΜ =  γ. Η χορδή ΕΜ έσεται ή τιμή τοϋ ριζι­
κού, διότι έκ τοϋ όρθογοινίου τριγώνου ΕΜΒ συνάγομεν

Ε Μ = | /  } α 2 — γ 2.

Διά ταύτης έχομεν ακολούθως, φέροντες ΕΝ =  ΕΜ,�

χ = | α  +  1ίΝ =  ΑΝ , χ = | α  — ΕΝ =  ΝΒ.

����� ���������� ��	��� ���� ���������

15. Η άλγεβραϊκή έπίλυσις τών προβλημάτων δίδει πολ-�
λάκις τιμάς τών αγνώστων αρνττικάς. Γινώσκομεν οτι αί
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Αποστήματος ΒίΓ και της δεδομένης ευθείας ΑΒ. Εκ τούτου�

προκύπτει οτι, άγοντες τήν μέν θετικήν τιμήν τοϋ χ πρός�
τό μέρος ΑΒ, δεξιά τοϋ Α, τήν δέ αρνητικήν πρός τό μέρος�
ΑΧ, αριστερά τοϋ Α, έξομεν πάσας τάς λύσεις τοϋ προ­
βλήματος, οπερ εκφωνείται γενικώς ως εξής.

’ �4� �2������ .���	������2'� #�� ��� �������	� �1�� ������ �

A, Β, �1��8�� ����!��'� ���	���� ��� .�������� .��� ���  Α �� �
���	� �	���� ����A�"��� ����� ��� �1��7� .�������� .��� ���  Β�
��!���� ��������3��  ΑΒ.

II έκφρασις αυτή φανερόν ότι είναι άπηλλαγμένη τοϋ�
περιορισμού τοϋ νά κεΐται τό ζητούμενον σημεΐον μ,εταξυ�
των Α καί Β καί οΰχΐ αλλαχού.

17. Ιίδυνάμεθα προτεΐναι άρχήθεν τό πρόβλημα κατά�

τήν τελευταίαν ταύτην έκφρασιν. Τότε, θεωροϋντες αυτό ώς�
λελυμένον κα'ι όποθέτοντες τό σημεΐον Μ ώ; έκπληροϋν�

πάσας τάς συνθήκας, καλοΰντες και αΰθις ΑΜ =  χ, ευρί-�
σκομεν τήν αυτήν εξίσωσιν (1) καί τάς αΰτάς τιμάς τοϋ χ'�
φανερόν όμως ότι εισάγομεν �1���  εις τήν έκφρασιν, ευθυς�
έξ αρχής, περιορισμόν τινα ξένον, διότι ϋποτάσσομεν τους�
λογισμούς τή υποθέσει οτι τό ζητούμενον σημεΐον Μ κεΐται�
μεταξύ Α καί Β. II θετική τιμή μόνη αντιστοιχεί τή υπο­
θέσει ταύτγ' ή Αρνητική λαμβανομένη θετικώς καί άγομένη�

πρός τό μέρος ΑΧ, αντίθετον τοϋ πρός 3 εζητήθη τό ση­
μεΐον Μ, προσδιορίζει τήν δευτέραν λύσιν τοϋ γενικοϋ προ­
βλήματος.

18. �+ �@A'�� ή -7 '3*�>5� * �0 5 � � ποτό μ.όν συμπληροΐ τήν�
έπίλυσιν προβλήμ,ατος οϋτινος τό προτεινόμενον είναι μερική�

περίπτωσις, ποτέ δέ άφαιρεΐ περιορισμόν είσαχθέντα πρός�
έκτέλεσιν τών συλλογισμών καί τών λογισμών. Δλλ’ έν�
πάσει περιπτώσει, άξιον παρατηρήσεως είναι οτι, ή τιμή�

αύτη, λαμβανομένη απολύτως, άγεται πρός τό μέρος τό�

αντίθετον εκείνου πρός A� έπρεπε νά κεΐται τό ζητούμενον�

απόστημα. Δι* 3 ετέθη ή έξης αρχή.
?@����#�	������� ���/������ "��=���	���� �	�� ���� N�*OP, �

Q���'� 3��� .��7�!	���	�� ��� �"������� .�������� �	� ���
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Τών έκμέτρων όρων τδν βαθμόν ευ ρίσκομεν διαιρούντες�
διά τοΰ δείκτου του ^ιζικοΰ τδν βαθμόν τής ύπο^ίζου

� �ποσότητος. Ουτω,
5/02»a

5 δ ζ
είναι τοΰ τρίτου

βαθμού. Εκ τών όρισμών τούτων προκύπτει ότι, ή έζϋς έζί-�
σωσις, έν γ τά γράμματα έμφαίνουσι γραμμάς,

βγδ

3θλ 1 χ �

είναι δμογενής, καί πάντες οι όροι αυτής είσί δευτεροβάθμιοι.
BCD�� �-7-*373*5'�� BEF� -.� *7�G('+0�87�>-H�� +I'�����)�J2� �/(7+K'*-�� (,�

@-7-&+L*M,� %7��03*N>+HJO� >-�� .L+0��(P�	� � � �-0=%'+'*-�� K@L�.QL'� �., � RJ5'

«2Τ

Κ χ - Η ^ - · Κ ^ · = 3 γ ! - '

S�S*.03-�'� *+4� =-�0+K� *('� T7('�� �T*U, � � VF�WXVF��� � )I'�*�� U � �0�

ιϊαιν αμοιβαίας irptStcu, διυτιρου, τρίτου βαθμού.

24. Αλλ’ έάν, ίνα χατασταθώσιν οί λογισμοί ,άπλούστε-�
ροι, ύποθέσωμεν γραμμήν τινα τών τοΰ σχήματος ισην τή�
μονάδι, τότε φανερόν δτι εν τώ τύπω δόν θέλει υπάρχει�
όμογένεια. Αλλ’ έπειδή ή κατασκευή τής ζητουμένης γραμ­
μής έζαρτ&ται άφ’ δλων τών δεδομένων γραμμών καί ιδίως�
���  τής ληφθείσης ίσης τή μονάδι, πρέπει προηγουμένως νά�
είσάξωμεν την τελευταίαν ταύτην Ιν τή τιμή τοΰ άγνώς-ου.�

Τούτο έκτελεΐται ευκόλως, #��� ������������� ����" � � � � � �

��1���� �	�� ������ "��������'� 3��� ����5����� �2���� ��� ��<

��"����� ���� ��1�� �	�S���2�� ���1�� ��7� �1���'� 8��� ����� �

���������� ���"�����
Επί τή βάσει όμοίων αρχών έτέθη 5 κανών δι ού είσά-�

γεται ή άκτις έν τοϊς τριγωνομετρικοΐς τύποις (Τριγω-�
νομετρ. § 24).

���������� ���� ����#����3�� ��"�������

25. Η Αλγεβρα, ουχί μόνον άντικαΟιστδ τάς γραφιχάς�

μεθόδους διά μεθόδων λογισμού, έπιτρεπουσών την έπ’ ά­
πειρον προαγωγήν τών προσεγγίσεων, άλλ’ ή αύτη είναι καί�
τό άσφαλέστερον μέσον δι ου άνακαλύπτομεν τάς κατα-�
σκευάς ών γεωμετρικόν τι πρόβλημα είνΛ επιδεκτικόν.
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G� �� �� '� �� � : Y� � -=� & .
�7-Z+0/'� -I*5'� (,� /,.,�� χ = ----  X  =,� �

/� 2L@
2 a

Εκ τής κατασκευή; τ ο ϋ ----- προκύπτει 4* άνάλογος $ν

8-�+[0/'� \8�M� 68+0/'� 6/� � � � � � �

�A'� */�/I*-J+'� *+[*+'� *K@+'� &7%Z+0/'� ],� 125,�

+ ^ γ χ - .

	� ^
Ζητοϋμβν έτεραν 4"'· άνάλογον ισην �� 1 , flv καλοδ-

ζ
μεν ν, καί εχομεν

+ $ 7 ,

εκφρασιν κατασκευαζομένην έπίσης διά 4*; άναλόγου.�

ώμοιοτρόπως κατασκευάζεται καί ή έκφρασις

_ 2  α4β*γ�

χ ~ 3 δ 2ζ*η·

Αναλύομε* αυτήν ώ; έζίΐς,

2α* α β β ν
Χ— 3 ΐ  Χ δ Χ ζ Χ ζ Χ η ’

λαμβάνομεν δε τήν τιμήν τοϋ χ διά πεντε διαδοχικών�
τετάρτων άναλόγων.

� � � � � � � ��	�	���� ���� ��	����� �� � 		� � � � � � ���������� ������ � �� � � !" ��

*_�� *+�+I*+-+7Z('� PLZ7-+.U'�� EE`ab:W`� @%'*+*�� 6@+� *+I� =-�0+K� *+K� cdXef�

'+0-)*+'�� B:WWghEFVEiE\�� (j� .'� *+.k� U7+*.&+I0.'+�,L� A*�� W� =-�7L+,� *+�� %7.�0lm*+I�

`EFEXBdEaEF�>U*%� 0+n%o-� :pa� *+6�U*87+*+0-=*+4L� AL�7� 6@%78.��6*L'� 8� �0ZLNL*7�

&7-0��*.L� �����-'�

30. Κ,ατασκευάσωμεν ήδη τόν τύπον

__α β γ — δ 3
^ μν-}-π*

θέτομεν αυτόν υπό τήν μορφήν ταύτην,
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* · ( # - · ) _  * ( � � �

λαλουμεν - - - f,
@ °*Ι

 <� II ι)

J
F ~ *  ’

καί Σχομεν χ== S ( p - S )
σ-h 3

Εϋρίσκομεν τέλος " '  κατασχέυάζοντες ί"’' άνάλογον των�

τριών "������  σ +  κ, ρ —  δ , δ . Οσον άφορδ τάς �"��� �

στους γραμμάς ρ, σ, κ, λαμβάνομεν αύτάς προηγουμένως�
κατασκευάζοντες τά ίσα αύταΤς μονώνυμα κατά τά προει­
ρημένα.

Η έπιτηδειότης τής προηγουμένη; μεθόδου συνίσταται,�
ώς είναι σαφές, είς την τροπήν άμφότέρων τών όρων τοϋ�
κλάσματος είς γινόμενα παραγόντων πρωτοβαθμίων. Πρέ­
πει όμως νά προσέχωμεν, κατά τό δυνατός, νά θέτωμεν�

έκτος τό γράμμα τδ όποιον εισέρχεται πλεονάκις εις άμφο-�
τέρους τούς όρους τής κλασματικής έκφράσεως, διότι ουτω�

παρουσιάζονται όλιγώτεραι μερικά* κατασκευαΐ ενεκα τών�

άναγωγών. Είς τάς τοιαΰτας απλοποιήσεις απαιτείται μεγί­
στη άσκησις.

Εϋρίσκομεν ώσαότως ότι ή έκφρασις

_ α < —  2 α 3β + 2 α β 2γ — β2γδ �

^ 2αβ" —  3 β 3— 4βγ" —I— γ a δ 1
άγεται είς ταύτην

��Z� — ν +  2 γ —  π)

2α —  3 β — κ +  ρ *

τιθεμένων εκτός, έν μέν τω αριθμητή τοΰ παράγοντος αβ*}�
έν δέ τώ παρονομαστή τοΰ β 2, καί καλουμένων

α 3 2 α 2 γδ 4 γ 2 γ 2δ�
μ = ^ ,  v = - g"’ α 'IbbcF � B  Ρ = 'βΓ ·

Πρώτον κατασκευάζομε» τάς τελευταίας ταυτας γραμ-
2
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Ινα τρέψωμεν απ εις τετράγωνον, λαμβάνομεν την μέσην�

ανάλογον γ τών γραμμών α, π, καί ϊχομεν οΰτω’

X 21 )(

'πμάς κατασκευαζομένας, ώς γνωστόν, διά τριγώνων 3ρθο-*�
γωνίων.

34. έκ τών προειρημένων συνάγομεν την κατασκευήν τής�
ίκφράσεως,

χ  =  α2 — β2-*-γ3 — δ3 +  ε3 — ζ2 +  η3 — _____

Κατασκευάζομεν την πλευράν τετραγώνου, μ*, ισοδυ­
νάμου τώ άθροίσματι τών προσθετέων ΰπο^ίζων τετρα­
γώνων α3, γ2, κ.τ.έ. Είτα την πλευράν ετέρου τετραγώνου,�
ν2, ίσοδυναμοΰντος τώ άθροίσματι τών αφαιρετέων όπο^ίζων�

τετραγώνων β3, δ3, κ.τ.έ. Ούτως ή τιμή τοϋ χ άγεται εις

� � � � � � � 	 � �

Την αύτην Ικφρασιν κατασκευάζομεν καί διαδοχικώς,�
ευρίσκοντες τάς πλευράς τετραγώνων ίσοδυναμούντων έναλ-�
λάξ τώ άθροίσματι ί) τΐ} διάφορά άνά δύο τών υπο^ίζων.�
Εξακολουθοΰμεν δέ την σειράν τών κατασκευών μέχρι τού�

τελευταίου τούτων.
II περί ής πρόκειται κατασκευή χρησιμεύει κυρίως πρός�

έκτίμησιν εις γραμμάς τών αριθμητικών £ιζικών.

Εστω, π. χ· χ  —  '/1 5 .

ΙΪ τιμή αυτή γράφεται καί οΰτω, χ  =  ν / 3 Χ 5 ’ παρι-�
στά δέ μέσην άνάλογον. Απλούστερον είναι νά μεταμορφώ-�

σωμεν αϋτην οότω χ =  γ/lG — 1 == — (l)a, καί

τότε κατασκευάζεται ώς ή Va2 —  β3.
Εχομεν έπίσης

ν/7  =  d e 8 f ` �g �̀  =  \/(2 )3-f-(2)2— (ϊ).

ΙΪ μέθοδος τών τοιούτων μετασχηματισμών ού χρήζει�
έζηγησεως, ώ; σαφέστατη.
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38. 11 έζίσωσις (1) τιθεμένη ΰπό την μορφήν

χ (« — χ ) = β 2,

δεικνύει δτι, χ  καί α— χ είσί δυο γραμμαί ών, τό μέν�
άθροισμα ίσοΰται τφ δεδομένω μήκει α, τί> δέ δρθογωνιον�

τφ επίσης δεδομένοι τετράγωνο) β2. Λοιπόν, (Σχ· 8) έπί�
την ΑΒ =  α γράφομεν Ημικύκλιον' καθέτως έπί τήν ΛΒ�
άγομεν ΒΓ =  β, καί παραλληλως τή ΑΒ τήν ΓΖ συμπί-�
πτουσαν τή Ημιπεριφερείι  ̂ κατά τό σημεΐον Δ. Τέλος άγο­
μεν ΔΕ κάθετον έπί την ΛΒ. Τά τμήματα BE, ΔΕ είσ'ιν�
αί τιμαί τοϋ αγνώστου. Τώ δντι, χ  δντος τοΰ ενός τμήμα­

τος̂  τό έτερον έσεται α —  χ· Εχομεν δέ ΒΕΧΛΕ =  ΔΕ*,
άρ«, χ ( χ — 1« ) = β 2.

Δύτη είναι Η τεθεΤσα έζίσωσις.
Οταν B r = jA B , -λ β 2= γ α 2, ή μέν γραμμή ΓΖ�

καθίσταται εφαπτομένη, άμφύτερα δέ τά έπΐ τής διαμέτρου�

τμήματα ίσοΰνται d α . II περίπτωσις αΰτη αντιστοιχεί�
εκείνη έν ή αί £ίζαι τής έζισώσεως εΐσίν ίσαι. Αλλ’ δταν�
ΒΓ μείζων ήναι y ΛΒ, ή γραμμή ΓΖ δεν τέμνει τήν Ημι­
περιφέρειαν. II περίπτωσις αΰτη αντιστοιχεί εκείνη έν ή αί�
ρίζαι τής έζισώσεως είσί φανταστικαί.

39. 1Ϊ έζίσωσις (2) δέν έχει ρίζας θετικάς. Τροπή τοϋ χ �

είς — χ, καθίσταται όμοία τή (ΐ). Αρα, είς τάς ρ'ζας τού­
τη; άρκεΤ νά δώσωμεν τό σημεΐον—  .

ί 0. Θεωρήσωμεν ήδη τήν έζίσωσιν (3), ήν γράφομεν�

ούτω- χ ( χ — α) =  β2.
ΐπ ό  τήν μορφήν * - K * 3 ' � � φανερόν ότι χ καί χ  —  α είσί�

δύο γραμμαί ών, ή μέν διαφορά ίσοΰται α, τό δέ ορθογώνιον�

ίσοϋται β2. Πρός εΰρεσιν αυτών, (Σχ. 9) γράφομεν ημικύ­
κλιον επί διαμέτρου ΑΒ =  α’ άγομ,εν τήν εφαπτομένην�
Β Γ = β  καί τήν τέμνουσαν ΓΔΕ διά τοϋ σημείου Γ καί τοϋ�

κέντρου. ΑΪ τιμαί τοϋ χ εσονται χ =  ΓΕ, καί χ = — ΓΔ.�
Διότι, τή άντεισαγωγή Ικατέρας τούτων έν τή εξισώσει,�
λαμβάνομεν τήν έκ τή; Γεωμετρίας γνωστήν σχέσιν

� � � � � � � � 	�



41. Α[ τής έξισώσεος (4) ρίζαι είσίν αί αΰτα'ι τή; (3),�
πλήν pie σημεία έναντία' επομένως αί τιμαί τοΰ χ  είσί�
χ = — ΓΕ, καί χ = Γ Δ .

42. Ουδόλως όμιλησομεν ένταϋθα περί εκφράσεων έκμέ-�
τρων μη τρεπομένιον εις ριζικά δευτεροβάθμια, διότι �� �

��	�7��� ��1"���"���� �������2�����	  ιίιά rfjfc �2������ ��! �

��7� �1����'  μόνας γραμμάς $ς σπουδάζομεν έν τή στοι­
χειώδη Γεωμετρίφ

���#��	���� ���	������� ����#����� � ����v�	����
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43. Ανακεφαλαιοΰντες τά μέχρι τοΰδε έκτεθέντα, συνά-�
γομεν δτι, ή έπίλυσις παντός προβλήματος γεωμετρικού διά�

τής Αλγέβρας περιλαμβάνει τρία κυριώτερα μέρη. 1 ” ■ Τήν�
μόρφωσιν των τοΰ προβλήματος εξισώσεων. 2r'1· Τήν έπίλυσιν�

τής έξισώσεως ή των έξισώσεων τοΰ προβλήματος. S”· Τήν�
κατασκευήν των τιμών των άγνώστων. Περί τοΰ πρώτου�
καί τοΰ τρίτου μέρους έπραγματεύθημεν ήδη. Τό δεύτερον�

ανήκει εις τήν Αλγεβραν. "Απολείπεται ήδη νά θέσωμεν προ­
βλήματα τινα πρός εφαρμογήν τών προεπτεθέντων.

44. ΠΡΟΒΛΗΜΑ. >�	"�"�� ��1�iA��� �����"���H� #", �

"����	�
(2χ. 10). Εστω ΑΒΓ τό δοθεν τρίγωνον. Ζητείται έπί�

μιδές πλευρδς, τή; ΑΒ, εόρεΐν σημεΐον, τό Ε, τοιοΰτον ώστε�
ή άγομένη παράλληλος ΕΖ τή ΒΓ, *αί αι έπ’ αυτήν κάθετοι�
ΕΗ, ΖΘ, νά συγκροτώσι τετράγωνον.

ΐποτεθείσθω τό πρόβλημα λελυμένον καί έστω ΕΖΗΘ�

τό ζητοόμενον τετράγωνον. Από τής κορυφής Α άγομεν τήν�

��� κάθετον έπί τήν ΒΓ. Φανερόν δτι, προσδιοριζομένου τοΰ�

σημείου I, προσδιορίζεται ή ΕΖ, έπομένως καί ή θέσις τοΰ�

τετραγώνου.

Καλοΰμεν ΙΔ =  ΕΖ =  χ , ΑΔ =  υ, Β Γ = α .

Τά ομοια τρίγωνα ΑΒΓ, ΛΕΖ, δίδουσι τήν αναλογίαν

X : υ — χ» έξί; χ =
α υ

α -f-jj







δέ σημείου Δ συμπίπτει τφ Α. Οταν μ ^  γ, ή τιμή τοΰ χ�

εσεται αρνητική, ήτοι θέλομεν εχει

_  β (μ— γ)

* - - Γ -
ϊνα έξηγήσωμεν τό εξαγόμενον τοΰτο, έπανέλθωμεν εις�

τήν αναλογίαν, έζ ής έμορφώσαμεν τήν τοΰ προβλήματος�

έξίσωσιν' τρέπομεν χ εις —  χ καί λαμβάνομεν�
β : γ : : β +  χ ; μ.

Λοιπόν, τό απόστημα ΓΔ =  β— χ, έτράπη ήδη εις β +  χ�

καί παριστιξί το άθροισμα δύο γραμμών, δπερ εχει χώραν�
όταν ιό ζητούμενον σημεΐον κεΐται είς Δ’ επί τής προαγω­
γής τής ΑΓ, ήτοι είς θέσιν αντίθετον εκείνης εν ή πρότερον�

έτέθη. Εκ τής τροποποιηΟείσης αναλογίας λαμβάνομεν

_ 6 ( μ - γ ) .
`� F

k)( τιμή δέ αΰτη ευκόλως κατασκευάζεται καί προσδιορίζει�
τό σημεΐον Δ , καί τήν παράλληλον τή ΑΒ, Δ̂ Ε = μ .

49. Η αρνητική λύσις ήν έν τή περιπτώσει μ ^ > γ  έλά-�
βομεν, δεν δεικνύει διόρθωσιν τής έκφράσεως τοΰ προβλή­
ματος, (διότι είναι σαφές ότι, οιονδήποτε είναι τό μέγεθος�

μ, πάντοτε τίθεται ισομήκης γραμμή έν τή γωνίιρ ΑΓΒ�

παραλλήλως τή ΑΒ, προεκβαλλόμενων, εί δέον, των πλευ­
ρών), άλλα διαφοράν θέσεως του σημείου Δ πρός τό μόνι­
μον σημεΐον Α. όθεν, έάν, πρός έπίλυσιν τοΰ προβλήματος,�
τό σημεΐον Δ θποτεθή άνω τοΰ Α, ή θέσις αΰτη είναι μεν�
δοθή δταν μ <ζ(γ , εσφαλμένη δέ δταν μ γ . Τό αρνητικόν�
σημεΐον έπιδιορθοΐ τήν ΰπόθεσιν ταύτην, δεικνΰον δτι τό�

απόστημα τοΰ άγνωστου σημείου από τοΰ δεδομένου πρέπει�
να ληφθή είς θέσιν άντίθετον εκείνης είς ήν έν αρχή έτέθη.

Τα έξαγόμενα ταΰτα γίνονται σαφή καί έκ τοΰ δτι άπο-�
φεύγομεν τάς άρνητικάς λύσεις, έάν λάβωμεν άρμοδίως έτε­
ρον σημεΐον άναχωρήσεως' π. χ. έάν λάβωμεν ώς άγνωστον�

τό απόστημα ΓΔ· Τώ όντι, τότε έχομεν

β ; γ : : χ  : μ , δθεν χ =  �

)( 28 )(
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(*) χ =
βυ + ι  /  g y  ,_____ ._

Λ—-“β (α— β)* ""̂ "μ-f-v ^  α — β
μυ (α -+- β)θ

?1ι μετά τάς άναγωγάς,

ζ = — ^ ± - - - . / * ΐ ± ^
�  6 α — 6 1/ μ —μ ν

Αί τιμαί αϋται τοΰ χ φανερόν δτι πάντοτε εσονταί�
πραγματικαί. ής προς τά σημεία αυτών, δύο κυριώτεραι�
περιπτώσεις δυνατόν νά παρουσιασθώσι, καθ όσον α είναι�
μείζων ή έλάσσων β. Εν τή πρώτη, δήλον εκ της έκφρα-�
σεως αύτής (2), δτι τών τιμών τοΰ �  η μέν έσεται θετική,

• . , βυ
ή δέ άρνητιχη. Εν τϊι δεύτερα, έπειδη Q όρος —  1

τρέπεται είς
βυ

β

, τί> δέ ριζικόν καθίσταται έλαττον
β— α,

αυτού, άμφύτεραι αί τιμαί έσονται θετιχαί.
Εζετάσωμεν διαδοχικώς τάς περιπτώσεις ταυτας, έν �3�, �

στη τών όποίών έκτελέσομεν την κατασκευήν τών τιμών�

τοΰ αγνώστου.
51. Εστω, (Σχ. 14) α^>β.
Πρέπει πρώτον νά έκτιμησωμεν εις γραμμάς τά μέρη�

τών υπό την μορφήν (2) τιμών τοΰ χ. Προάγομεν τάς�

Λλευράς ΓΑ, ΔΒ μέχρις ου συμπέσωσιν εις θ' άπό τοΰ ση­
μείου τούτου άγομεν την κάθετον ΟΖ έπί τήν ΓΔ. Τά δμοια�
τρίγωνα ΟΓΔ, ΟΑΒ, διδουσι

α : β : : ΟΖ : ΟΕ, έζ ης, α —  β ! β : : υ : ΟΕ.

?εν
βυ

ΟΕ ΟΖ
βυ

fsf� I� u
αυ

α—  6

Επί τής ΟΖ προαγομένη; λαμβάνομεν ΟΖ' =  ΟΖ, χαΐ

έχ0|Αεν 	 -u �(α +  6)υ
ΕΖ- =  ΟΕ -f- ΟΖ' =  ΟΕ -+· ΟΖ —  — -----— ’α —  ο







)( 33 )(

0Θ' = " J / O l i 2 "�
ΕΘ 2

_ B  /  6 V  μυ w (S+_?0^
K  ( β =(β —  «)2 μ +  ν Χ  β — «

Τέλος, κέντρω τω Ο καί άκτϊνι ΟΘ’ γράφομεν τόξον�

τέμνον τήν ΕΖ/ κατά τα σημεία I καί I*. Ούτως, αι ζητού-�
μεναι λύσεις είσί

€υ

*  6 — « ^

Χ= Ε Γ = - ——  + Κ -
Χ β — α Κ  11

μυ_ χ  (g-h»)u �
€ — αμ-Ι

A@� ' ·|
ν  ν° 1 «ζ-1�
Χ  6 —  α— */' μ·

54. �����	4e���	��  Οταν α = β ,  το μέν τραπέζιον κα­
θίσταται παραλληλόγραμμον, αι δέ τιμαί (2) τοΰ χ εσονται�

—  αυΐίΐαυ Ο — Α
χ — ο ’ ίτ°ι 5ί==0 ’ κα>· λ = - ο “·
Αλλά, κατά τάς έν τ?, ’Αλγεβρα άρχάς, ή έξίσωσις τοΰ�

προβλήματος
μ’·*

. (α +  β ) = 0 ,(α— β)χ2 +  2βυχ-  ^ +  γ

τρέπεται, έν τη περί ης δ λόγος περιπτώσει, εις την πρω­
τοβάθμιον έξίσωσιν ταύτην,

2  αυ ν — έζ ή;2�3� 4�  � � �
Λ μ. +  ν ** |λ-τ*\

Λοιπον, αρκεί τεμεϊν τδ ύψος τοΰ παραλληλογράμμου είς�
δύο, άναλόγω; των αριθμών μ, ν. Κ.τ.έ.

55 . Ποός άσκησιν προτείνομεν τά έζίις προβλήματα,�
/ - � 1�������� ����	����	��� �	��(������ �������� ��+ �

������� &���-'� ������(���!� (����&���!�

=>' � ,!�� 2 �� �" �� ��� ��	��!? � 0�� 0?�� @����� (@*� ���� ����� �

����������

Απ. * �g �g &

ΑΝΑΛΤΤ. ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ. 3







X 36 )(

Καλούμεν, � � u 8 � � Μ Π =ψ , ΔΒ =  α.
Τά Ορθογώνια τρίγωνα ΑΜΠ, ΒΜΠ, δίδουσεν,

�� � � � ���  +  All-= ψ3 —|— χ 2 ,

Β 	L = 	� Γ1* +  �� Β2=  Q �4 -  (α —  8w �

N**:(' κατά την έκφρασιν τοϋ προβλήματος, δίδεται μόνη�
ή σχέσις

� � 	�� � �� 	� � � 	�

Λοιπόν, καθιστώμεν άντι των γραμμών τα; τιμά; αυτών,�
κ»Ι Εχομεν, πρός ορισμόν τών χ, ψ, τήν μόνην εξίσωσιν.

ψ24 - χ 2 +  ψ2+ ( α  — χ)2= α %  ��  ψ2 =  *χ—  χ2·

Η έξίσωσι; αύτη μένει αναλλοίωτο;, είτε άνω ε?τε κάτω�

τΐΊς ΑΒ τεθή τό σημεΐον Μ' έπειδή δέ περιέχει δύο�

άγνωστου;, δυνάμεθα δούναι τώ έτέρω τούτων, π. χ.�
τώ χ, τιμήν κατ’αρέσκειαν ����� τότε ό Ετερο; άγνωστο; ψ�

προσδιορίζεται έκ τη; Ιξισώσεω;, και ούτω καθίσταται γνω­
στόν τό ύψος ΜΠ αντιστοιχούν τώ άποστήματι ���� Δίδον—�
τε; τώ χ διαφόρου; τιμά;, εύρήσομεν άπαντα τά σημεία τϊί;�
τό πρόβλημα έπιλυούσης περιφερεία; κύκλου.

Παρατηοητέον ότι, επειδή ψ εχει δύο τιμά;, άγομεν *%j�

άρνητικάς, ]j� �	H�� ύπό την �#H� τούτο δε πράττομεν >-*%�

συνθήκην.
57. Τά προλεχθέντα άρκούσιν ινα έννοήσωμεν τίν; τρόπω�

αόριστα τινα προβλήματα συμβαίνει νά άγο>σιν εις την έρευ­
ναν γραμμών ων άπαντα τά σημεία έτυμοποιούσι την αυτήν�
ιδιότητα, την ύπό τίς προτάσεο»; έκφωνουμένην. �†� γραμ-�
μαί ούτω θεωρούμεναι, ώ; συγκείμεναι δηλ. έκ σημείων έχόν-�
των Ιδιότητά τινα κοινήν, καλούνται �,������������I���

58. Η άπλουστέρα έπίλυσις προβλήματος, δι ου ζητείται�
άγνωστόν τι σημεΐον, συνίσταται πολλάκι; εις τόν έρισμόν�

δύο τόπων γεωμετρικών, οΐτινε;, τή συνδρομή αύτών, δίδουσι�
τό ζητούμενον σημεΐον. II Αλγεβρα χρησιμεύει εις τό νά γνω-�
ρίσωμεν κάλλιστα τού; γεωμετρικούς τόπους καί νά έζιχνιά-�
σωμεν τά; Ιδιότητα; αυτών. Τά έφεξή; μαθήματα πραγμα-



τεύονται κυρίως περί τών καταλλήλων εις τα; τοιούτου είδους�
έρευνα; μεθόδων.

59. (Σχ. 19). ϊνα δρίσωμεν τήν θέσιν ένδς σημείου έπί .�
τίνος ευθείας Χ,Χ, λαμ.βάνομεν ώς δεδομένον τδ απόστημα�

αυτού από τίνος μονίμου σημείου Α τής γραμμής ταύτης.�
ϊνα δείςωμεν δε πρδς ποιον μέρος εύρίσκεται ώ; πρδς τδ Α,�
προτάσσομεν τού ροθέντος αποστήματος τδ -+- ή τδ — ,�
καθ οσον τδ περί ού s λόγος σημεΐον κεΐται πρδς τδ μέρος�
ΑΧ η πρδς τδ μέρος ΑΧ*. Κατά την συνθήκην ταύτην, εάν�
παραστήσωμεν γενικώς διά χ τδ άπόστηυα τούτο λαμβα-�
νόμενον πρδς τδ άρμόζον σημεΐον, ή μεν έξίσωσις γ = -+ -  α�

προσδιορίσει σημεΐον τι, Μ, κείμενον πρδς τδ μέρος ΑΧ,
έν άποστάσει AM ίσρ μονάσι μήκους α' ή δε έζίσωσις�
χ =  —  α δώσει σημεΐον τι, !\Γ, κείμενον πρδς τδ αντίθετον�

μέρος, πλήν πάντοτε έν τη αυτή άποστάσει.
Αοιπδν, ��� � � � �!�� —  , �� ����������	� �����	���� ��7�" ' �

����	��1�	� ������ 8��� ���6�� ��� �#���� ����� �� ��#��	� �� �

����������� ��� ��������� ��1���

60. (Σχ. 20). Ινα ορίσωμεν την θέσιν ένδς σημ.είου επί�
τίνος επιπέδου, άγομεν έν τώ έπιπέδω τούτω δυο ευθείας�
Χ’Χ, Ψ'Γ , τεμνομένα; πρδς γωνίαν γνωστήν, καί άπδ τοϋ�

σημείου, παραλλήλω; τών μονίμ,ων γραμμών τούτων, τάς�

ευθείας ΜΠ, ΜΚ, αϊτινες τέμνουσιν αύτάς κατά τά σημεία�
Π, Κ. Φανερόν δτι τδ σημεΐον Μ είναι εντελώς ώρισμένον,�
δταν γνωρίωμεν τά σημεία II, Κ" διότι, άγοντες δι’αυτών�

τάς ΠΜ, ΚΜ, αμοιβαίο); παραλλήλους ταΐς ΛΨ, ΑΧ, αύται�
τεμοΰσιν άλληλας κατά τδ σημεΐον Μ. Αλλά τδ σημεΐον ΓΙ�
είναι ώρισμένον δταν δίδεται τδ απόστημα ΑΠ, προσλαμ-�
βάνον τδ +  ή τδ — , κατά την θέσιν τοϋ σημείου Π πρδς�
τδ Α1 επίσης τδ σημεΐον Κ ορίζεται διά τοϋ αποστήματος�
ΑΚ προσλαμβάνοντος τδ άρμόζον σημεΐον. Λρα, διά των�

δεδομένων τούτων, τδ σημεΐον Μ ορίζεται ακριβώς.
61. Τά αποστήματα, ώς τδ �� Π ή τδ ίσον αυτώ ΜΚ,�

καλούνται ������#��	�  Τά αποστήματα, ώς τδ ΑΚ. ?) τδ ίσον�

αυτώ Μ Π, καλούνται 6���"����	�  ΙΪ γοαμμή χ ' χ ? έφ’ ής

X 37 )(
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•ετμημενην ΑΠ τεταγμένα; τής καμπύλης και τής ευθείας, 
*αί εχομεν,

Τ2 —  ψ1 —
Α2 2�
° /.

α

Αλλά, Ψ— ψ=ΜΝ, ψ +  ψ=Ι1Μ+ΠΜ=ΠΜ +  Π?Γ=ΜΓΓ.

Αοιπδν, τά μέρη ΜΝ, ��!�� τής τεμνούστις ��!�� συνδέονται�
ΐ'ί σχέσει

ΜΝ X  ΜΝ'=Ψ*— ψ2= β 2.

£άν ή τέμνουσα ήτο παράλληλο; τ?ι διαμέτρω 2α, ήΟέ-�
λομεν έχει έπίσης

ΜΦ X  Μ Φ = α2.

�+�@6'�� *& ����2���/�0�'� �����1���������� ������ �������, �
'̀ �2� �	������'  εά ��7�"��	��� ���� ������ ��4e�� �����1…�d� �
������'  εών �'���A��7����#���� ����51� ����� ������2� ��� �

3���10��� KM*� 6��� ����������'� ����6�	� 6�� ��6��"��� �

���� �������� ���� �	��#���2� ��1����� h

303. Εντεύθεν ποριζόμεθα, μέθοδον τοΟ εΰρίσκειν δύο�

διαμέτρους συζυγείς, ����  γνωρίζωμεν την διεύθυνσιν τής 
ετέρας -I*]'�� ΑΨ, τάς ασύμπτωτους καί y'� σημεΐον τής 
καμπύλης. 	��� τοΰ γνωστού σημείου Μ αγομεν, (IC9�0�
τδν ασύμπτωτων, ΝΜΝ’ παράλληλον τή ΑΨ· ή ήμιδιάμε- 
τρος ΑΔ είναι μέση άνάλογος τών MIS , ΜΝ. Μετά τδν όρι- 
σμόν τής ΛΔ, ζευγνύομεν τδ κέντρον επί τδ μέσον II τής 
ΝΝ τή εδθεΐα ΑΧ, παραλλήλως δε ταύτή αγομεν ΔΘ, τέ- 
μνουσαν τήν άσόμπτωτον κατά τδ ®' τέλος, άγομεν ΘΒ 
παράλληλον τή ΑΔ, ήν περατούμεν έπΐ τήν ΑΧ κατά 
τδ Β. ίΐ συζυγής διάμετρος τής ΑΔ είναι ΑΒ.

Η αυτή ίδιότης χρησιμεύει πρδς ευρεσιν τών άζύνων�

γνωστών ούσών δύο διαμέτρων συζυγών. Τω όντι, τύτε 
γνωρίζομεν Ιν σημείον τής υπερβολής, κατασκευάζομεν τάς 
ασύμπτωτους, καί ευρίσκομεν τήν διεύθυνσιν τών άζύνων 
διχοτομοΰντες τάς τών ασύμπτωτων γωνίας, κ. τ. έ.

14*
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Οέτοντες ήδη τάς τιμά; ταύτας, παραλειπομένοιν τών�
τόνων ώ; πεοιττών, έν τη εζισώσει

(υ) α ψ — — — α 6 .

Λαμβάνομεν την εςίσωσιν τής υπερβολής έν ταϊς άσυ|Γ�

πτώτοις,

(Ό  χψ =  ϊ ( α2+ 62}·

Τδ τετράγωνον, ίσον -J-(οΓ-f -β2), καλείται (άγνωστ0·�
δ λόγος) 11���	�� ����7��	���  Παραστήσωμεν αυτά τφ [*�
ούτως ή προηγούμενη έζίσωσις καθίσταται

ι __  2
XV —  I* ·

��	�� �7+*/.'+0�'� *+J,� --=3*-J,� E:VeW� 6�>�@.J'� 1*'-'/��/}'� %@A� * � j � 7.!H�

P*])/(,� \I’Ow� FFj� *v�'� 1'� *+J,� -|+P3'� \I ‘� 0/*-86.7�2+0/'+�� *+I,� >L*-��8}�‰…��

*K@+I,�

307. ίίστωσαν χ  , ψ? καί χ d ψ , αί συντεταγμένα1�
δύο σημείων τής υπερβολής. Η έμφαίνουσα την έπιζεν'�
γνύουσαν ευθείαν τα σημεία ταϋτα έζίσωσις είναι,

Ψ' — Ψ"
ψ— Ψ' =  - — — (χ— χ ) .

X— χ

Αλλ’ έχομεν προσέτι τάς σχέσις,
r · * Ο ? ι )  __ 2

XV =Η· > XV — ί4
τή δ άφαιρέσει άπ’άλλήλων

χ'Ψ'— χ Τ = ° >  ·> χ'(ψ' — ψ") +  ψ''(χ'— χ") =  0·

δθεν ί ζ ± ' = _ £ ·
Χ—X X

Επομένως ή έξίσωσι; τής τεμνούυης τρέπεται είς

Ψ— Ψ'=— ^ Ι χ — χ')·
X

(1)
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HY� H\3�� U\KH��� HY� H�EE�\�� U\KH��� -��H�� ��� fY� �X\F3g

EC�H�� L3E3

2 (χ '— 1)> 3'χ* —  1), 4(χ' —  1), κ.τ έ.

Τότε, αί μεν τετμημέναι είσίν,
ί '2 '3 Λ

χ> χ > χ > · · · · χ * χ
HY� _̂ � F\XF<K*1�� �C��_Y� �UFV�C��*^CL*�� υπό HM�� U\KHB��
HLH�<C�*B�� �9� T�1� �T�EHB�� HK*� L�LJB��_1�_F-1TK*� HLH�<A�

C�*a*� �9�� ��9��� T�H���

°> (χ — ί). six'— 1). 3 ( χ — Ο» · ■ · · ν( χ ' ~ Ο -
9\Y�FCL*� ��� _1^H1� �La\F`CL*� HB*� �U1�Y*L1�*� WU �̂ HMJ�

HLH�<C�*B�� �9� T�1� HFh� L�WHFG� HB�� UL\1L-FC�*B*;
�V�UFCL*� 8H1�� αί C�*� HLHC�BC�*�1� EW*1EHKE1�πρόοδον�

<LaCLH	1!+�*� �î � H[1�� CF*Y_F�� �\-FC�*B*�� HY� _�� �C��_Y�
U\̂ F_F*� �\1XCBH1TM*� �Û �HFG� CB_L*^J� �\-FC�*B*�� Αρα, HY�

F\XF<K*1�� LC��_Y�� �UFV�C��*^CL*�� WU �̂ HB�� �9� T�3� HK*�

_1�_F-1TK*� HLH�<C�*a*�� L3E1*� ο! VF<Y\1XCF1� HK*�τετμη­
C�*a*� �3�� EWEHF1-F`E1*� �3� HLH�<C�*�1+�GH�1�

�� U\^H�E1�� �WHM�� �*LjY\HBHF�� FGE�� HFG� �\1XCFG� HK*�
_1�1\�ELa*� HB�� 9��� L��\C^]LH�1� T�HY� EW*�UL1�*� �U3� HB*�

UL\3UHaE1*� T��� B*� _� �\1XC^�� �GHK*� T�X3EH�H�1� YUL1\F�+� M��
�*�YVVF1��V^<F1��� �U3� HB*� UL\3UHaE1*� T�X:� 3*� �*H3� *Y� CLH�A�
�KCL*� �Û � HFG� EBC�L3FW� 9� L3�� H^� 9 � _1� �\1XCFG� KF1EC�*FW�

HLHCBC�*a*� �*�U\F^_a�<L1FCLH\1TB�� CLH��KCL*� YVVBVF_1�A�

_^ka�� _1� YU�EK*� HK*� �CCLEa*� HLHCBC�*F7*�� �VVY� H^HL��

HY�F\XF<K*1���C��_Y�H�WH3]F*H�1� �T\1�KJ�HFbJ�WUL\�FV1TF3���
FU �̂ HBJ� �9� T�3� HK*� EWEHF1-FWEK*� �U3� HY�� HLHCBC�*���
H�GH��� HLH�<C�*a*� UL\1L-FC�*F1��� �F1U^*� EW*Y<FCL*� HF�

�jB���XLK\BC��
)Qd� ��	�<��%'��� )�M���4� �� � 9����� NI7IO�"I�J����'���' �

�5�� ���'���'������� �	����)���� � Nll�
�UFVL3ULH�1� LbE�H1� \̂3E�1� HB*� ��E1*� HFG� EWEHMC�HFJ�

HFGHFW� HK*� VF<�\8�WF7*� �*� YVVF1�� V^<F1��� Lh\Lb*� �\1XC *̂��

m*�W(FG*HL��Lb�� HB�*� _L1T*WFC�*B*� _G*�C1*� �̀� L*̂ J� HK*� �CA
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Εστωσαν Α Γ = 1  και � � u 8 � � Εάν άζωμεν τάς αντί'�
στοιχουμένας τεταγμένας έν έκατέρα των ΰπερβοίών, κ«λέ'�
σωμεν δε Τ, τ, τά έμβαδά ΒΓΜΠ, Β 9� � 9" ευκόλως δει'�
κνύομεν, διά συλλογισμών όμοιων τοΐ; έν § 253, ότι

�� ; �< ; - � !
-  —  -------- , όΟεν Τ =  μ. όμ β.λχ.
τ 1
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313. Πρός άσκησιν έπονται προτάσεις τινε; άφορώσαι την�
υπερβολήν, ων η έπίλυσις καί ή διασκόπησις εΐσί ζητητέαι-

P ; � ¥ � � � � � � � � � � � � 	 " � � � � 9 P ; �[254] $ & � �� � # � . � �= � 	 �

2) .��� ������2� ���#"���� #��1�� ���� ����7��A��'� ����, �
���� �"�"�8"� #��� ��"� ����1���"� ��1��"�

Οί λογισμοί και ή διασκόπησις έκτελοΰνται ώς έν τή έλ'�
λείψει [254 (3)]. ΐί διά των γεωμετρικών τόπων έπίλυσιί�
τού προβλήματος άγει είς τήν κατασκευήν υπερβολής, άπο τοΰ�

κέντρου τής πρώτης καί τοΰ δοθέντος σημείου διερχομένης,�
και έχούσης τάς ασύμπτωτους αυτής παραλλήλους τοΊ;�
άξοσι τής προτεΟείσης.
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£ολη, η περιφέρεια �=H � ταυτίζεται τή � � , προς όρΟάς�
.I6/.-� επί τόν άξονα κατά τό σηαεΐον #�� ή δε •�9�� λαμ.-�
βανει Οέσιν προ; όρθάς έπί τν;ν ΛΑ*, διατηρούμενη αείποτε�
ίβη τή διαβατική άκτϊνι Τ\Έ. Η κάθετος ΑΛ , έν άποστάσει�
ούσα άπό τής κορυφής ίση ΑΕ, ήτοι τώ τεταρτημόρια) τής�
παραμέτρου, καλείται =��</�(����� � Ούτως έχομεν τό εξής�
θεώρημα’ a�� �+�� (;�� ��(7��� +��(��� ����7�<� (;�� +���) �
�7�/;��E+��(���&� 5��6(��� ('� �+�� (;�� =��</�(������ �+�) �
�(;��(�� ��(���

Αλλως, ευκόλως δεικνύεται δτι, έν τώ δριιο α =  ο° , η�
έτέρα των τής έλλείψεως διευΟετουσών καθίσταται ΑΑ.�
Τώ όντι, κατά § 210, γ καί δ όντων άμοιβαίως τών�
αποστημάτων του κέντρου τής έλλείψεως άπό των εστιών�
καί άπό των διευθετουσών, έχομεν γδ =  α.2. Καλέσωμεν�
δ' τό απόστημα τής κορυφής Α άπό τής έγγυτέρας αυτή�
διευθετούσης. %ομεν, γ =  α — ψπ, δ = α  +  δ'·�
επομένους

απ π
(α — ϊ π) (« +  ό ) =  α=, δΟεν δ =  τ-------■ =  ·' 2α — π π

2 ������
α

Οταν α =  <*> , λαμβάνομεν δ —  ψπ , δπερ δίδει τήν�

ευθείαν A�� &
322· Την εστίαν τή; παραβολής εύρίσκομεν καί αμέ­

σως, άναχωροΰντες άπό του δμισμοΰ αυτής [320], διά με­
θόδου όμοιας τή έν ταΐς προλαβούσαις δυο καμπύλαις.�
Εστωσαν χ , ψ, αί συντεταγμέναι τής ζητουμένης εστίας’�
χ, ψ, αί συντεταγμέναι σημείου τίνος τής παραβολής.�
Καλοϋμεν δ τό άπ άλλήλων απόστημα τών σημείων τού­
των, καί έχομ,εν

Η έςίοωαις ΐϋς ιεαραίνολίς δίδει ψ==ν,2πχ. Λοιπον,�
ΐνα δ2 ή συνέκθεσις λογική τής χ, πρεπει ψ ==0. H υπό­
δεσις αΰτη δίδει

δ2= )(2— 2χχ +  χ 2+ 2 π χ = χ 2 +  2(π— χ)χ + χ ' ■�
ΛΝΑΑΤΤ. ΓΕί»1ΕΤΡΐΑ. 15
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Αλλά EM — ΜΚ. ’ αοα,

Ψ2+ ( χ — 1 π)2= ( χ + Ι · π)''

όθεν συνάγομεν, μετά τάς άναγωγάς ,

� — 2 ̂ χ-

� �4.� - . .6 � �5#�-3��*,�� /# .� -,�� /#8�-3-�

327. ΐίστωσαν χ , ij/ καί �?'  ψ , αι συντεταγμένα! δυθ�
σημείων τής παραβολής. 11 εΕίσωσις τής έπιζευγνυούσης τ»�
σημεία ταϋτα ευθείας έσεται ύπο τήν μορφήν

J?�1�J;
ψ— ψ ' = - — τ,(χ— χ')·

Αλλ’ επειδή τά σημεία είσίν έπΐ τής παραβολής, έχομεν�

ψ -  =  2 π χ ' ,  ψ * * =  2 π χ " .

Κατά πρώτον λαμβάνομεν

ψ' a —  ψ’’2= 2 π ( χ ' — χ " ) ,  οΟεν f5- - - H
K� f �  V + Ϋ

Επομένως ή εξίσωσες τής τεμνοόσης καθίσταται

Οταν τό δεύτερον σημεϊον ταυτισθή τώ πρώτω, το*®�

χ = = Χ > κ*ί ψ = ψ , ή δέ τέμνουσα καθίσταται έ<p®"�
πτομένη. Ούτως εχομεν τήν έξίσωσιν έμφαινούσαν t1,v�
τελευταίαν ταύτην ευθείαν

Ψ— Ψ' — :τ(χ— /.') >�
Ψ

w άπλοποιοϋντες τή σχέσει ψ^π^δπχ^ ,

*:-� @!@"�*2�% �2!-f
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Επομένως λαμ,βάνομεν τήν έςίσωσιν τής καθέτου�

	B�� "�6 �"=�8 �6 �9 	 �6 ��=�:

Εκ ταύτης συνάγομεν τήν τιμήν τής υποκαθέτου (-χ. 138),

Π5= / . - χ ’= « ·
Λοιπόν, $; �&)R� �������!�� �� 2���������� ��	�	� �����6�� �

h49� ���� ��� ��	�����#����

333. (ΐχ . 138), Ε οϋσης τής έστίας τής παραβολής,

είοομεν οτι ΑΕ =  - ,  καί ΕΜ =  χ + γ π .  Διά τήν

κατά τό σημεΊον Μ εφαπτομένην ΜΤ, εχομεν .>� g �� � �
Επομένως ΤΕ— £ + * π · άρα, ΚΜ=ΕΤ , καί, κατά�
συνέπειαν, �  γωνία ΤΜΕ ΐσοΟται τή Ε'ΓΛί. Λοιπόν, #�� �� �
����7���'� �� #S�����#��� �������6�	� ����� ���� �5���� KM* �

����� ���� #�!� �������S��� �	�7��	���� ���	&M� "������A����

�&+0/'� ΜΗ παράλληλον τώ άξονι- ή γωνία ΡΜΗ ίσοΰ-�
ται τη ΕΤΜ. Αρα λέγομεν καί οτι, �� #S�����#��� � � �<

����6�	� "������ �4���� ����� ���� ���� ��2� ������2� ���� ���S�� �

7"������� �����Ž��A��� ��� �5��	'� KM*������ ���� �	�/��	��� �
���!���

Ενταύθα διακρίνομεν θεώρημα σύστοιχον τώ έν § 223, 
οπεο συνέπεια έστί του οτι, ή παραβολή είναι Ιλλειψι; ής 
ή ετέοα τών εστιών κεϊται εις τό άπειρον.

331. Εκ τών προηγουμένων συνάγομεν μέθοδον τοΰ γοά—�
φειν εφαπτομένην τής παραβολής άπο σημείου δοθέντος.

Πρώτον ύποθέσομεν δοθεν τό σημεΐον Μ (Σχ. 139) επί�
τής καμπύλης. Επιζευγνύομεν την διαβατικήν ακτίνα ΕΜ,�
^αμβάνομεν ΕΤ=ΕΜ , καί άγομεν τήν εΰΟεΐχν ΜΤ, ήτις�
είναι ή ζητουμένη εφαπτομένη.

Προς δείζιν, άγομεν τήν διευθετούσαν ΒΛ έν άποστάσει�
ΛΒ =  Α Ε = '-π ,  καί ΚΜ παράλληλον τώ άςονι μέ/ρι τού Κ.�
ε|Κ τής διευΟετούσης" ε!τα έπιζευγνύομεν τό σημεΐον τούτο

εστία Εκ τής φόσεως τής καμπύλης δήλον ότι ΚΜ =  ΕΜ,
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338. Εστω ψ =  δ χ —I— β η έζίσωσις ευθείας οίαςδηποτε�

Συνδυάζοντες αυτήν τή εξισώσει ψ 2 =  2 π χ τής παραβο1�
λής, πρός απαλοιφήν τής χ, λαμβάνομεν
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339. (Σχ. 143) έστω � ' ( ' διάμετρος, έν άποστάσει ψ�

από τοΰ άξονος. Διά τήν διάμετρον ταύτην έχομεν
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ότι αί ανεξάρτητοι άπό τής κλίσεως των συντεταγμένων�

^ιότητες κοιναί είσΐ πρό; τά διάφορα ταϋτα συστήματα.�
Λοιπόν ·

]ον« τά τετράγωνα τών πρό; τινα διάμετρον τεταγμένων�

εϊσί πρός άλληλα ως αί άντιστοιχοϋσαι τετμημέναι [316].
2°''· Καθ’όσον )30/J+'� κεΐται έπΐ τής παραβολής, ή έκτος,�

ή έντός αυτής, ή ποσότης ψ2— 2π 'χ  είναι μηδέν, Θετική,�
ή αρνητική [317].

3”· Εστω σ ό λόγος ημιτόνων, ίσος τώ συντελεστή τής χ �

έν τή εξισώσει τής εφαπτομένης’ έχομεν [327],

)( 237 )(

Η έξίσωσις δέ τής έφαπτομένης είναι

Ψ 'Ψ =π'(χ + χ ')»

καί ή τιμή τής ΰφαπτομένης [330] �H*H�=  2χ'.
Λοιπόν, ?) 7=��������� �������� #���� 9	��A����� ���� ��, �

����#"��� ��7� ����!��� ���� A��S���

342. Ευθείας δοθείσης έν τώ τής παραβολής έπιπέδω,�
έαν άξωμεν έφαπτομένην τής καμπόλης παράλληλον �� �
ευθεία ταύτή, καί τήν διάμετρον από του σημείου τής έπα-�
φής, ή έξίσωσις τής καμπύλης έν τώ δε τώ συστήματι άξό-�
νων εσεται ψ =  2 π χ  .

Α,ξωμεν, από σημείου τής δοθείσης ευθείας, δύο έφαπτο-�
μένας τής παραβολής. Εστωσαν χ , ψ , at τοΰ σημείου�

τούτου συντεταγυιεναι' έχομεν [331] πρός ορισμόν των�
συντεταγμένων των σημείων τή; έπαφής, τάς εξισώσεις,

ψ'’ =  2 π Υ ,  . R W f c '  +  x")·

II δεύτερα έμφαίνει τήν έπιζευγνύουσαν τά σημεία τής έπα-�
φϋς ευθείαν. II υπόθεσις έν αυτή ψ = 0 ,  δίδει χ  = —  χ  ,�
εξαγόμενον μη έξαρτώμενον άπό τής ψ , δεικνΰον δέ ύπαρ­
χον £ν τή παραβολή τό εϋρεΟέν ήδη Θεώρημα u  τε τή ελ­
λείψει καί τή υπερβολή [248, 290.] Λοιπόν, έν γένει’
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SLL�� (Σχ. �L�J�� �7%,� ΑΠΜ χο>ρίον παραβολικόν, άπο- 
^αμβανύμενον ύπό τής διαμέτρου PQ; καί τής τεταγμέ- 
νής ΜΠ παραλλήλου τής εφαπτομένης ΑΦ. Ζητείται εΰρεΐν 
τό έμβαδον αύτοϋ.

Εγγράφομεν τώ τάζω τής παραβολή; πολύγωνον, άπό των 
κορυφών τοΰ όποιου άγομεν τάς τεταγμένας Μ Π , Π Μ , 
κ.τ.ε., και τάς έφαπτομμένας ΜΤ, �� !4 '� �� �� �� �� �� �� � �

Αί έφαπτόμεναι αΰται συγκροτοΰσι, διά τών διαδοχικών 
τομών αυτών ΰπ’ άλληλων, τρίγωνα ���� �� �C���� �� �� �� �� � �

ατινα συγκρινοΰμεν τοί; συστοίχοιί τραπεζίοις �����
Q�� �� ��Q�"� � � � �

Από τοΰ σημείου Ρ, καί άπό τοΰ I μ,έσου τής χορδής cc� � �
άγομεν ΡΛ καί ΙΚ. πρός άρθάς επί τήν ΑΧΓ· έχομεν

$iQM9$c&� � � � � � � G� � � ^� $RhQM9V&� ��8-�/GW��G58���

� � %*U� B%�� ��� #$-!�� (A!2%*'(-/�� OSL�¦� 74-?3*'#-� B%� �

��W���� B�?� %*-�!:%1-�"13*-� AT W �bfm�� ?)!�� � � W � � � �

�)*7(%��� #?-� ?21� %*U� 7/'#$*4� Z� ?D,'#-� ZZZ� 2!)?""/"*- �

%@� ��P�� �D� 2!)?""/"*+� !:%/� (7#%!�� B�?'#%)*+� OSS�¦�� !$ �
B#�  !%?� %?� 7/'#$!� ��� ��� (A!2�1'#-!#� %#'*U7�-� !4%@- �
 !%?� %1� !4%1� 7/'#8*-�� �)!�� %1� 7/'#$*-� ��  #8%!�� #2$� %@+�
B�!'(%)*4� ���� @� B#� ��� $7*U%!#� ����� �)!�� %1� %)!2(6�*- �

B�2"*U-� #7%$� %*U� %)�30-*4�� 	'*$,+� B#� -:#%!�� B%��  !$� %B�

%)!2(6�*-� �� �� �� �� #$-!�� B�2"*U-� %*U� %)�30-*4� ƒ�}�ƒ��G �

 �%�(�� �)!�� %1� ?.)*�7'!�%0-� %)!2#6$,-� #$-!�� B�2"?7�*-� %*U �
!.)*$7'!%*+� %0-� %)�30-,-�� �� 2)B%!7�+� !U%/�� ?-#6?)%/%*+ �
*47!� %*U� ?*�.'*U�  !$� %*U� '#3(.*4+� %0-� 2"#4)0-� %*4� 2*"4Q

30-*4�� #$-!�� ?"/./+�  !$� B%!-� B� !)�.'1+� *U%*+�  !%!7%!.<$ �
'#$6,-� 2!-%1+� '#3(.*4+� B#B*'(-*4�� �*�21-�� 74-?3*'#- �

h¡�� %1� 2!)!9*"� 1-� 5,)$*-� ����� B2#)� #$-!�� %1� B)�*-� %*� �
2)0%*4� ?.)*$7'!%*+�� #$-!�� B�2"*U-� %*4� #D,%#)� *:� 5,Q

)$*4� ����� B)�*-� %*U� B#4%()*4� ?.)*$7'!%*+�� �)!�� %1� 5,F �

)$*-� ����� B�2"*U-� %*U� ����� $7*U%!�� B47$F%)�%/'*)$*�+
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HF �̀ LhXW<\YCCFW� H\1<K*FW� f���� fF� H\3<a*F*� f��� .v�!�

_W*YCL1� HK�U�\�VVBV^<\�CC^R� ������ FGH1*FJ� H37� CL*� W(F]�
Lbk�1� HF� �hH37�� M� _�� �YE1J� ��� H3/� BC1EW� HBJ� f��

Λοιπήν, �1� ����/�0	3��� ������  ΑΓ1Μ ���7��	� 1��! �
��	�������	�� ��7� �������2�6��#��2� ����00�0�"������ �
���� ���� ���6���"�#���  ���� ���

��	�� �+� f@-7-=+��>A'� 8(7.+'� �	•	H	�w� %@+�-0=-'+G/'+'� I@+� *�T�

f@-7-=+��>+K� *+,+I� �D� >-.� *3,� 8+765,� *+K*+I�� \8-7-�/�(�/.)3,� /@.�*+T�

�8�� ! .T w��/.'-�� f*+� �>*3NM�+7H�+'�*+4�@-7-��3�+&7%-7��+I� ��	"�

345. ϋπονται προβλήματά τινα προς άσκησιν.

1) .��� ������2� ���#����� #����'� 3������� #�����������<

/�0��� �"�"�!��

2) >A�	� ������ �  ( l)  $; § § 254 ��8  313 , ������	�' �

�S����6���	� $; � (RR����	�����	� ���� ����/�0���

3) >�6��� ����/�0	��7� ���#����'� �1��!�� "������	��� �

���� �6��� , ���� #��*M;'� 3��� ���� ��1� �6����� ���������� .

4) >�6�2� 3���10��� ��2������"�7�� ���#����'� �����	� �� �

"#���� �1��T��



����� ����� "X��

ΠΕΡΙ ΤΩΝ TOT ΚΩΝΟΤ ΚΑΙ TOT ΚΤΛΙΝΑΡΟΪ ΤΟΜΩΝ.

-3�#.� /+*./#.� $ � -#6-3-,�� -+*� /#��6�+*� -36-+*�

/# .� -+*� -,�� =�6-�4#�� -#S�+��

34G- Αί καμπύλαι τής δευτέρας τάξεως καλούνται προσέτι�
&:R$M*� �����!4 διότι τοιαΰται καμπύλαι προκύπτουσιν έπΐ�
κώνου έπιπέδω τεμνομένου, ώς έξη; δειχθ^σεται.

(ϊχ· 146) Τποθέτομεν τόν κώνον όρθόν, βάσιν κυκλικήν�
ζχοντα. Εστω MAN ή περί ής λόγος καμπύλη. Από τοϋ ά )-�
νο; Φ Φ του κώνου άγομεν επίπεδον ορθόν επί το τής τομτίς.�
Τό επίπεδον τοΰτο τεμεί την μέν κωνικήν έπιψάνειαν κατά�

δύο γεννήτριας αντιθέτους Ρ Ρ, ΤΤ  ̂ τό δότης τομής έπίπεδον�

κατά εϋθεΐαν, την ΑΧ, -̂ ν λαμβάνομεν ως άξονα των τετμη­
μένων. Την κάθετον ΑΨ, άγομένην επί τήν ΑΧ έν τώ αδτώ�
έπιπέδω MAN, λαμβάνομεν ώ; άξονα των τεταγμένων. Από�
οημείου, Μ, τ ί; τομής άγομεν την τεταγμένην MH. Καλού­
μ ε  Α Π = χ ,  Μ Π = ψ .  Πρόκειται εύρειν τ·ί]ν γενικήν�

οχέσιν χ καί ψ πρό; άλληλας συνδέουσαν.
ΤρεΊς περιπτώσεις διακριτέαι είσίν, έφ’ όσον τό ίχνος ΑΧ�

τοϋ τέμ.νοντος επιπέδου συμπίπτει τί) γεννήτρια Τ'Τ πρός�
τό αυτό μέρος τής κορυφές 2 πρός 8 καί ττ) Ρ Ρ, ί) κατά�
τό αντίθετον μέρος, ?ι είναι παράλληλον αΰτϋ.

347. ΠΕΡΙΠΤΩΣΙΣ 1*· (Σχ. 146) Από των σημείων�

A, Β, καθ’ ά τό ίχνος ΑΧ τέμνει τάς γεννήτριας ΣΡ, ΣΤ, 
άγομεν ΔΓ, ΒΔ, πρός όρθάς έπΐ τόν άξονα ΣΦ τοϋ κόρνου.�
Από του σημείου Π άγομεν τό επίπεδον ΕΖ κάθετον έπΐ�
τόν αυτόν άξονα, οπεο τέμνει τόν κώνον κατά κύκλον ΕΜΖ,�
διάμετρον έχοντα ΕΖ.

ΑΝΑΔΤΤ. ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ. 16
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διαμένει άτρεπτος. Εν τουτω δέ συνίστανται M(� ���	�	 �

ελλείψεις.
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352.� ^H�*� �̂ TK*F�� T�n� M�  VVL1(1J� _FXaE1� -a\1EHY��

 EF*H�1� <*aEH�3� �3� UVLW\Yn� ���� �&�� T�1� M� <a*3�� &� HFh�

H\1<K*FW� ��&�� _1^H1�� ��� L3*�1� �̂CL3]a*� Yja*� HMJ� �VVL3A�
(LaJ�� �&� H^� HK*�LEH1K*� �U^EHBC��� M� __� <a*3�� &� H^�EWCg

UVM\aC�� HMJ�UL\1L-FC�*BJ� WU �̂ HMJ�<L**MH\1�J� T�1�HFh�YjFA�
*FJ� HFh�TK*FW�� �F1U^*�� T�H�ETLWY]FCL*�H^� H\3<a*F*� ��&��

LbH�� Lh\3ETFCL*� H^� EBCLbF*� I�� Y<F*HLJ� U\^J� \̂XYJ� �Un� H^�
C�EF*� HMJ� �&� HM*� I��� &MVF*� _H1�� �̂ C�*� _\X^J� TK*FJ�� HM�
T1*MEL1� HMJ� I	� UL\3� HM*� I�� U�\�<^CL*FJ�� �ELH�1� 3EFJ�HK�
_FX�*H1�� H^� _L� Y<^CL*F*� _1Y� HMJ� ��� �U3UL_F*�� U\̂ J� \̂XYJ�
HK� 	I��� HLCLf� H^*� TK*F*� T�HY� HM*� _FXLbE�*� �VVL1(1*��
�F1U^*�� ����� }‚�u$&R&$‰� �S����6���	� #	1� 3����� ����������

8T� HMJ� z\GELaJ� HMJ� �VVL3(LaJ�� �&� �VYEEa*� L3*�1� ��:�

U\FE�H1� M� <a*3�� �&�� FjL3��� �\��� H^� H\3<a*F*� �&�� L3*�1�

�L3UFHL� _W*�H^*+� LUFC�*aJ�� H^� U\FB<FGCL*F*� Lj�<^CL*F*�

Fh_LC3��*� �j�3\LE1*� �U1_�-LH�1�
353. ΠΕΡΙΠΤΩΣΙΣ 2α· (Σχ. 147) 8THLVFh*HLJ� HYJ�

�`HYJ� T�H�ETLWYJ�� V�C�Y*FCL*� T�1� �GX1J

(��" �c.l!�@ �pll� ) � �t��

fM� EW<T\3EL1� HK*�^CF1a*�H\1<K*a*� �8��� �&��� T�1� HK*�
�t��� �9&�� V�C�Y*FCL*

ΕΓΙ

LUFC�*aJ

6"—� ` ` � 5a3	6 � ( 7 �
—— y ΠΖ —  ■
�� �

Ψ* =  — (2*χ +  χ2)·�

�F1U^*�� �� 3��	3�� ����� ����	� 2���/�0��

354. Τή συγκρίσει τής εόρεθείσης έξισώσεως πρός τήν�
έν § 257 (υ) τής υπερβολής, συνάγομεν ότι, δ πρώτ°*�
άξων τής επ! τοϋ κώνου υπερβολής είναι 2α, δ δεύτεροί�

2\Ζζη , κα! ή έκκεντρότης ίση δν^α' +  ζη .
�<F*HLJ� �dd� U\^J� \̂XYJ� HM� ���� Lh\3ETFCL*� LWT^VaJ�

IX2 =  .1*- 4- 4ζ2 —  4ζ (ζ —  η) 4α2 +  4ζη .
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358. ΙΙροκειμένου λόγοι» έφαρμόσαι υπερβολήν έπί κώνου�

δοθΐντος, κατασκευάζομεν το τρίγο»νον ΑΔΒ, οΰτινος &'()*-.�
εϊσίν ή οξεία γωνία Δ, ή πλευρά ΑΔ, ίση τώ των /)*�]'�
τής υπερβολής άποστήματι, καί ή πλευρά ΑΒ ΐση *]� πλα'�
γίω άςονι’ εΤτα άγομεν ίΦ πρός όοθάς επί τό μέσον τής ΕΔ. 
0 μέν ορθός κώνος, Ιχων ΣΦ ώς άξονα καί ΑΣ γεννήτριας�
ίσοΰται τώ δοΟέντι, τό δέ διά τής ΔΒ άγόμενον επίπεδον�

πρός όρΟάς τώ ΑΣΦ, τεμεΤ τον κώνον τοΰτον κατά την δο-�
θεΐσαν υπερβολήν.

Επειδή ή πλευρά ΑΒ έλάσσων είναι ΑΔ, τό τρίγο»νον ΑΔΒ 
τότε μόνον είναι δυνατόν, όταν ή ΑΒ δεν ήναι έλάσσων τής 
καθέτου All. Αλλά τό τρίγωνον AAU δίδει

All =  ΑΔ X  ήμ. ΑΔ1Ι= ΑΔ X  συν ΑΣΦ ·

αρ«, πρέπει νά έχωμεν
 ̂ ΛΒ

ΑΔ X  συν ΑΣΦ <ξ ΑΒ" όΟεν συν ΑΣΦ <ξ —  »ΑΔ

τοΰ σημείου μήν άποβάλλοντος την ισότητα. Αλλ έν ττ̂
ΑΒ

δοΟείση υπεοβολή, δ λόγος — ΐσοϋται τώ συνημίτονο»�
S� ‹� ��

τής περιεχομένης γωνίας υπό τής ασύμπτωτου καί τοΰ πρώτου�

άξονος [305]· άρα, καλοϋντες 0 την γωνίαν ταύτην, έχομεν,

συν ΑΣΦ συν 0 , όΟεν ΑΣΦ 0 καί 2ΑΣΦ 20 .

Λοιπόν, ����1�!�� �	�� �S����6���	� 	��� ����™� 	F��#���� ,�
A��� �� 1��� ���� �'��	��=#���� "������	��� ���	����#�� �

"����� �#�� ���	� #�A������ ���� &��� ���� �������	��H �

���	���		#����

359. ΠΕΡ1Γ1ΤΩΣΙΣ 3ν’· (Σχ. 148) Συνεπείς τών αυτών 
κατασκευών λαμβάνομεν καί αυΟις

ψ2 =  Ε ΓΙ χ  ΠΖ .

Επειδή ή ΑΧ παράλληλος έστί τή ΣΤ, έχομεν ΤΙΖ=ΑΙ== 2η 
τά δέ ομοια τρίγο»να ΑΕΠ, ΣΑΓ, δίδουσι τήν εξής αναλογίαν»�

έν V) εκχλέσαμεν ΑΣ =  δ ,
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ΕΠ : χ : : 2» : δ , εξ η;

επομένως, ή τνιν τομήν έμφαίνουσα έξίσωσις είναι

4η*

�F1U^*�� M� ���'��2� ����� 	���'� ������P��

360. U παράμετρος τής παραβολή; ταύτης ίσοϋται
4η_2�

1  ·
Απδ τοϋ μέσου τνίς ΑΓ άγομεν IIΘ πρδς ορθά; επί την ΑΧ.�
Τά δμοια τρίγωνα AH©, Α1ΙΣ, δίδουσιν’

�=� {� B� {� {� B� {� _ � δΟεν

Αρ«) Α,;> ε*ναι το τεταρτημόριον τής παραμέτρου' επομέ-�
νω; ni ����!��  Θ ειλ·«ι ?) έοτέα r^c ����������

Φανερόν ότι, ή εστία αυτή είναι ακριβώς τδ σημ.εΐον�
καθ’ ό έφάπτεται τής γραμ.μή; X X  ό μεταξύ τών γεννη­
τριών ΡΡ, 'Π \ γραφόμενος κύκλος, έφαπτόμενος τών τε�
γεννητριών τούτων καί τής X X .

361. Εάν άπδ τοϋ I, σημείου επαφής τής ΡΡ , άξωμεν ΙΑ�
παράλληλον τη ΑΓ, εξομεν, ΑΛ =  ΑΘ. Λοιπδν, ���� �	��, �
��������� �� ����� ����	� ��� ����!��  ��

362. Ενταύθα δεν χωρεΐ ή παρατήρησις ότι, αί διδό-�
μεναι παραβολαί ύπδ επιπέδων παραλλήλιον είσίν όμοιαι,�
διά *+'� λόγον ότι, �����	� ��� ��������8� �����1���	  ώσ�

���	�	�  Τούτο στηρίζεται εις τδ δ,τι, έν δυσί παραβολαΐς�

οίαισδήποτε, αί άπδ τών κορυφών άγόμεναι ευθεία!, εξίσου�
κλίνουσαι επί τους άξονας, είσίν αείποτε ανάλογοι. Την�

άπόδειξιν τής προτάσεως ταύτης παρελείπομεν ώς μή οΰσαν�

άναγκαίαν ενταύθα.
363. Ινα θέσο>μεν παραβολήν δοθεΐσαν επί κιονου δο-�

Οέντος, κατασκευάζομεν τδ ορθογώνιον τρίγωνον Ι1ΑΘ, οΰ-�
τινος γνωσταί είσίν ή πλευρά ΑΘ καί ή γωνία ΙΓΑΘ" είτα�

“γομεν 1ΙΣ πρδς ορθά; επί την ΑΠ, καί κατασκευάζομεν
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έμφαινούσας παραβολήν καί υπερβολήν. Επειδή ή παράμε­
τρος τής παραβολής είναι κατά βούλησιν, ποιοΰμεν αείποτε 
χρήσιν τής αυτής παραβολής. Αλλ’ ή υπερβολή διαφέρει έν 
έκαστη μερική περιπτώσει τής έξισώσεως (2).

Θέλομεν ίδεΐ, έν τέλει τοϋ επομένου §, οτι δύναταί τις 
ποιήσαι χρήσιν τής παραβολής καί τοΰ κύκλου, δπερ 
άπλούστερον.
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μενον τέμνει την επιφάνειαν καΟ �_ σύστημα γραμμών�
ευθειών, επεται ότι F� D�EM� � �E� � ����4� � * � �E� � � �E�F�

ΕντεΤ9εν συνάγομεν ότι, ΐνα γνωρίσωμεν έάν έπιφάνειά�
τις, ή; ή εξίσβΒη; είναι γνωστή, άνήκη rep γέκ£ΐ των κωνι­
κών /@�Z- ' / � ] ' � � πρέπει νά μεταθέσωμεν τ/ιν άρχίιν και νά�
έξισώσεομεν μηδενί τους συντελεστά; όλων τών όρων ών ό�
βαθμός είναι κατώτερος τοΰ βαθμού τή; μετασχηματισΟεί-�
ση; εξισώσεως, οπερ καθιστά ταύτην ομογενή. Εάν αι τίς�
συνθήκης εξισούσει; χορηγώσι τικά; πραγματικά; καί πε­
περασμένα; διά α, β, γ, [467], δήλον οτι ή επιφάνεια�
είναι κωνική. Τουναντίον δε, δεν είναι τοιαότη.

493. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ. Εφαρμέσωμεν τά προεκτεθέντα�
ει; εύοεσιν τή; εξισώσεως, πρός συντεταγμένα; ορθογωνίου;,�
τοΰ πλαγίου κώνου ράσιν έχοντο; τον κύκλον

Ο) ζ — 0, χ '-}-ψ2= Α .2.

Αί τής γεννήτρια; εξισώσει; εσονται

KMJ� X�V��G�W �PK6V 6�JH� ��V�A GWjK6V6CJ�

δηλουμένων χ, ψ', Ζ, τών συντεταγμένων τνίς κορυφή;.�
II υπ'.'εσι; ζ —Ο, είσαγομένη έν ται; έξισώσεσι (2) δίδει

χ =  χ — αζ', ψ — ψ'— gz'.

Φέροντε; τάς τιμά; ταυτα; έν τ5} δεύτερα τών έξισώσεοιν
(1), λαμβάνομεν

���� �� �� � % � � � � � & ' ( � ) ��

σχέσιν ϋπάρχουσαν μεταςυ τών παραμέτρων α, β. Τέλος,�
άπαλείφοντε; α καί β μεταξύ τών εξισώσεων (2), (3),�
ευρίσκομεν την έξίσωσιν

O]�G�K6�V�h4\� _� G Ĝ�\2�V�"GJJS�• �O‡GK6�V�B•\�V�PG�K‡�V�RGJ¦S�W ��f� K6�V�H· �

VI K6�GG �̂V�ζ'χ)2 + K�G#�— 6GRJP�= Α2 K6�V�ζ')2,

ήτι; είναι ή τοΰ ζητουμένου κώνου.
Ε·. τη πεοιπτώσει τοΰ ���CQ� � � �C L ,  ήτοι όταν η κορυφάΐ

X� SM;� JK
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