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ΠΕΡΙΛΗΨΗ

Αντικείμενο της παρούσας διατριβής είναι η εφαρμογή ενός αποτελέσματος της

Τοπικής Θεωρίας Διακλάδωσης, μιας υποπεριοχής της Μη Γραμμικής Συναρτη-

σιακής Ανάλυσης, σε ένα πρόβλημα υδάτινων κυμάτων.

Πιο συγκεκριμένα, στη διατριβή αποδεικνύεται η ύπαρξη σταθερών περιοδικών

οδευόντων υδάτινων κυμάτων πεπερασμένου βάθους υπό την επίδραση της βα-

ρύτητας και υπό την παρουσία στροβιλισμού, τα οποία είναι μη τετριμμένα και

έχουν μικρό πλάτος, αλλά συγκεκριμένη μορφή.

Στο πρώτο κεφάλαιο, παρουσιάζεται καταρχάς το πρόβλημα και το αποτέλε-

σμα που αποδεικνύεται. Εν συνεχεία, το πρόβλημα αυτό, που είναι αρχικά ένα

πρόβλημα ελεύθερου συνόρου, μετασχηματίζεται σε ένα πρόβλημα πάνω από ένα

σταθερό πεπερασμένο χωρίο για μία οιονεί-γραμμική ελλειπτική μερική διαφορική

εξίσωση δεύτερης τάξης με εν μέρει πλήρως μη γραμμικές συνοριακές συνθήκες

πρώτης τάξης.

Στο δεύτερο κεφάλαιο, αποδεικνύεται καταρχάς η ύπαρξη μίας μονοπαραμετρι-

κής οικογένειας τετριμμένων λύσεων του προβλήματος. Εν συνεχεία, το πρόβλη-

μα μεταφράζεται στη γλώσσα κατάλληλων χώρων και τελεστών και εφαρμόζεται

το Θεώρημα Crandall-Rabinowitz της τοπικής Θεωρίας Διακλάδωσης για να α-
ποδειχθεί ότι από μία συγκεκριμένη τιμή αυτής της παραμέτρου διακλαδώνεται

μία καμπύλη μη τετριμμένων λύσεων. Το δεύτερο κεφάλαιο ολοκληρώνεται με τη

μελέτη της μορφής των λύσεων αυτών.

Η εργασία αυτή στηρίχθηκε στο άρθρο των Constantin A., Strauss W.: Exact
Steady Periodic Water Waves with Vorticity, Comm. PureAppl. Math. 57,

481�527, 2004 [3] καθώς και στο βιβλίο του Constantin A.: Nonlinear water

waves with applications to wave-currents interactions and tsunamis, SIAM,
2011 [5].
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ABSTRACT

The subject matter of the present thesis is the application of a result of local
bifurcation theory, a sub�eld of Nonlinear Functional Analysis, to a problem
for water waves.

More precisely, in the thesis it is proven that there exist steady periodic
traveling water waves of �nite depth due to the impact of gravity and under
the presence of vorticity, which are non-trivial and of small amplitude, but of
a certain form.

In the �rst chapter, at �rst the problem and the obtained result are pre-
sented. Then, this problem, which is initially a free boundary problem, is
transformed into a problem over a �xed bounded domain for a quasi-linear el-
liptic partial di�erential equation of second order which has partly non-linear
�rst order boundary conditions.

In the second chapter, at �rst it is proven that there exists a one-parametric
family of trivial solutions of the problem. Then, the problem is translated into
the language of suitable spaces and operators and the Crandall-Rabinowitz
Theorem of local bifurcation theory is applied in order to prove that from a
certain value of this parameter bifurcates a curve of non-trivial solutions. The
second chapter is completed with a study of the form of these solutions.

This thesis was based on the article Constantin A., Strauss W.: Exact Steady
Periodic Water Waves with Vorticity, Comm. PureAppl. Math. 57, 481�527,
2004 [3] and the book Constantin A.: Nonlinear water waves with applications

to wave-currents interactions and tsunamis, SIAM, 2011 [5].
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2 ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ



ΚΕΦΑΛΑΙΟ1
Εισαγωγή

Το 1847 ο Stokes [17] μελέτησε τα περιοδικά κύματα νερού που ταξιδεύουν
με περιστροφική κίνηση και μερικές από τις μη γραμμικές προσεγγίσεις τους. Οι

πρώτες αυστηρές κατασκευές τέτοιων λύσεων, με χρήση σειρών, διατυπώθηκαν

τη δεκαετία του 1920 στο έργο των Nekrasov [16], Levi-Civita [13] και Struik
[18]. Αυτές οι κατασκευές ήταν τοπικές, υπό την έννοια ότι τα προφίλ των κυ-

μάτων ήταν σχεδόν επίπεδα. Κατασκευές των περιστροφικών κυμάτων μεγάλου

πλάτους επιχειρηθήκαν πρώτη φορά από τον Krasovskii [12] το 1961. Τα αποτε-
λέσματα αυτά βελτιώθηκαν σημαντικά από τους Keady και Norbury [11] το 1978,
χρησιμοποιώντας τις μεθόδους της θεωρίας ολικής διακλάδωσης. Λίγο αργότερα,

αποδείχθηκε από τους Toland [20] και McLeod ([14], [15]) ότι στην κλειστότητα
του συνεχούς (continuum) των λύσεων που βρέθηκαν στο [11], υπάρχουν κύματα
με σημεία στασιμότητας (stagnation points), δηλαδή σημεία όπου η κατακόρυφη
συνιστώσα του πεδίου ταχύτητας του ρευστού είναι μηδενική, ενώ η οριζόντια

συνιστώσα ισούται με την ταχύτητα του προφίλ του κύματος, στις κορυφές τους.

Στη φύση παρατηρούνται συνήθως κύματα με στροβιλισμό (περιστροφικά κύμα-

τα), όπως για παράδειγμα σε διατμητικά ρεύματα (τρεχούμενο νερό με ανομοιόμορ-

φη ταχύτητα). Επιπλέον, σε κάθε περιοχή όπου πνέει άνεμος, υπάρχει επιφανειακή

μετατόπιση του νερού. Η παραδοχή της μη περιστροφικής ροής είναι ακατάλληλη

για τέτοιες καταστάσεις, παρόλο που είναι κατάλληλη για κύματα που προχωρούν

σε ακίνητο νερό [10],[19]. Το 1802 ο Gerstner [8] κατασκεύασε ένα συγκεκρι-
μένο παράδειγμα περιοδικού κύματος που ταξιδεύει σε νερό άπειρου βάθους με

συγκεκριμένη μη μηδενική στροβιλότητα. Το 1934 η Dubreil-Jacotin [7] εξέτασε
το πρόβλημα της ύπαρξης σταθερών, περιοδικών, υδάτινων κυμάτων με γενική

στροβιλότητα και χρησιμοποιώντας δυναμοσειρές, κατασκεύασε λύσεις που είναι

κοντά σε μια επίπεδη επιφάνεια. Η ύπαρξη τέτοιων κυμάτων που είναι κανονικά

(διδιάστατα περιοδικά επιφανειακά κύματα που ταξιδεύουν με σταθερή ταχύτητα,

με μία κορυφή ανά περίοδο και ένα προφίλ που φθίνει από την κορυφή προς την

κοιλάδα) είναι ακόμα ένα αμφιλεγόμενο θέμα. Γενικά, έχει αποδειχθεί η ύπαρξη
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Κεφάλαιο 1 1.1. Η μαθηματική μοντελοποίηση του προβλήματος

πολλών τέτοιων κανονικών κυμάτων κατασκευάζοντας το ολικό συνεχές (global
continuum) κανονικών λύσεων με γενική στροβιλότητα. ΄Ενα μέρος αυτών των
αποτελεσμάτων που περιέχονται στα [3] και [5], ανακοινώθηκε στο [4].

1.1 Η μαθηματική μοντελοποίηση του προβλήμα-

τος

Εξετάζουμε το κλασικό πρόβλημα των κυμάτων που οδεύουν στην ελεύθερη

επιφάνεια νερού πάνω από έναν επίπεδο πυθμένα (�at bed). Στη μαθηματική
διατύπωση, το πρόβλημα είναι η εύρεση λύσεων της εξίσωσης Euler για το πεδίο
ταχύτητας (u, v) και το πεδίο πίεσης P , δεδομένων των σχετικών συνοριακών
συνθηκών, σε ένα άγνωστο πεδίο στο επίπεδο.

Το πρόβλημα των υδάτινων κυμάτων συνίσταται στην περιγραφή της κίνησης του

νερού υπό την επίδραση της βαρύτητας, σε περιοχή που οριοθετείται μεταξύ του

σταθερού πυθμένα και της ελεύθερης επιφάνειας που το χωρίζει από το κενό

(δηλαδή από ένα ρευστό του οποίου η πυκνότητα θεωρείται αμελητέα, όπως για

παράδειγμα ο αέρας
·
η ελεύθερη επιφάνεια είναι τότε η διεπιφάνεια αέρα-νερού).

Για το νερό -έτσι θα ονομάζουμε ενίοτε το υγρό(�uid)- και τη ροή (�ow) γίνονται
οι ακόλουθες παραδοχές:

1. Το νερό είναι ομογενές και μη ιξώδες (inviscid).

2. Το νερό είναι ασυμπίεστο.

3. Η ροή είναι μη περιστροφική.

4. Η επιφάνεια και ο πυθμένας μπορούν να παραμετροποιηθούν ως γραφικές

παραστάσεις πάνω από τη στάθμη του ήρεμου νερού.

5. Τα σωματίδια του νερού δε διαπερνούν τον πυθμένα.

6. Τα σωματίδια του νερού δε διαπερνούν την επιφάνεια.

7. Δεν υπάρχει επιφανειακή τάση και η εξωτερική πίεση είναι σταθερή.

8. Το νερό ηρεμεί στο άπειρο.

9. Το βάθος του νερού οριοθετείται πάντοτε από κάτω με μια μη αρνητική

σταθερά.
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Κεφάλαιο 1 1.1. Η μαθηματική μοντελοποίηση του προβλήματος

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ

α. Οι παραδοχές (1) και (2) υποδηλώνουν ότι η κίνηση του νερού διέπεται από

την ασυμπίεστη εξίσωση Euler στο εσωτερικό του πεδίου του.

β. Η παραδοχή (3) για την έλλειψη περιστροφικότητας είναι χρήσιμη, αλλά όχι

απαραίτητη. Στην παρούσα εργασία η (3) δεν απαιτείται.

γ. Η υπόθεση (4) αποκλείει το ενδεχόμενο τα κύματα να «σπάνε» (overhan-
ging waves).

δ. Οι υποθέσεις (5) και (6) παρέχουν τις συνοριακές συνθήκες στις εξισώσεις

Euler: η (5) συνεπάγεται ότι η κάθετη συνιστώσα της ταχύτητας πρέπει να
εξαφανίζεται στον πυθμένα, ενώ η (6) παρέχει μια (μη γραμμική) κινηματική

οριακή συνθήκη στην επιφάνεια.

Η κίνηση είναι πανομοιότυπη σε οποιαδήποτε κατεύθυνση παράλληλη προς τη

γραμμή κορυφής, δηλαδή το γράφημα της συνάρτησης y = η(t, x), οπότε αρκεί
να αναλυθεί μια διατομή της ροής που είναι κάθετη στις κορυφές των κυμάτων.

Επιλέγουμε καρτεσιανές συντεταγμένες (x, y), έτσι ώστε ο οριζόντιος άξονας x
να βρίσκεται στη διεύθυνση διάδοσης των κυμάτων, ο άξονας y να δείχνει κατα-
κόρυφα προς τα πάνω και η αρχή να βρίσκεται στη μέση στάθμη του νερού.

Στην αδιατάρακτη κατάσταση (χωρίς κύματα) η εξίσωση της επίπεδης επιφάνειας

είναι y = 0 και ο επίπεδος πυθμένας δίνεται από τη σχέση y = −d, για κάποιο
d > 0. Με την παρουσία κυμάτων, έστω y = η(t, x) η ελεύθερη επιφάνεια και
έστω (u(t, x, y), v(t, x, y)) το πεδίο ταχύτητας.

x

y
y = η(t, x)

−d

0

L

Από την παραδοχή (1), η ιδιότητα της ομογένειας του νερού συνεπάγεται την

εξίσωση διατήρησης της μάζας (mass conservation),

ux + vy = 0 (1.1)
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Κεφάλαιο 1 1.1. Η μαθηματική μοντελοποίηση του προβλήματος

Από την ιδιότητα του μη ιξώδους του νερού, εξάγεται ότι η εξίσωση της κίνησης

είναι η εξίσωση του Euler,{
ut + uux + vuy = −Px
vt + uvx + vvy = −Py − g

(1.2)

όπου P είναι η ατμοσφαιρική πίεση και g η βαρυτική σταθερά.

Η παραδοχή (7), συμβολίζοντας με Patm την ατμοσφαιρική πίεση, μετασχημα-
τίζεται στη μαθηματική έκφραση για τη δυναμική συνοριακή συνθήκη του προ-

βλήματος,

P = Patm στο y = η(t, x) (1.3)

Οι παραδοχές (5) και (6) συνεπάγονται τις κινηματικές συνοριακές συνθήκες του

προβλήματος,

v = ηt + uηx στο y = η(t, x) (1.4)

v = 0 στο y = −d (1.5)

Πράγματι, έστω Ht η υπερεπιφάνεια (εδώ: η καμπύλη) που δίνεται από τη σχέση

γ(t, x, y) = 0. ΄Εστω ότι η θέση κάθε σωματιδίου του νερού για κάθε χρόνο
t δίνεται ως P (t) = (x(t), y(t)). Τότε, ένα σωματίδιο ανήκει στην υπερεπι-
φάνεια Ht αν-ν γ(t, P (t)) = 0, ενώ παραμένει σε αυτή για κάθε χρόνο t αν-ν
d
dtγ(t, P (t)) = 0. Η τελευταία σχέση γράφεται αξιοποιώντας τον Κανόνα της

Αλυσίδας ως γt +
d
dtP (t) · ∇x,yγ = 0, όπου d

dtP (t) = (u, v) το διάνυσμα τα-
χύτητας του σωματιδίου. Για την παραδοχή (5), δηλαδή για το γεγονός ότι το

νερό δεν διαπερνά τον πυθμένα, θεωρούμε ως γ = y + d = 0, οπότε d
dtγ = 0 και

∇x,yγ = (0, 1), άρα από την παραπάνω σχέση εύκολα προκύπτει ότι v = 0 στο
y = −d. Ακριβώς αντίστοιχα, για την παραδοχή (6) θεωρούμε ως γ = y−η(t, x),
οπότε

d
dtγ = −ηt και ∇x,yγ = (−ηx, 1), άρα v = ηt + uηx στο y = η(t, x).

΄Εστω δοσμένο c > 0. Αναζητούμε περιοδικές λύσεις που ταξιδεύουν με τα-
χύτητα c, οπότε, η χωροχρονική εξάρτηση της ελεύθερης επιφάνειας, της πίεσης
και της ταχύτητας έχει τη μορφή (x− ct). Για ευκολία, θα θεωρήσουμε ότι η πε-
ρίοδος του κύματος είναι L. Το προφίλ η που αναπαριστά την ελεύθερη επιφάνεια

του νερού, ταλαντώνεται γύρω από την επίπεδη επιφάνεια y =
∫ L
0 η(x) dx = 0,

και τέλος η οριζόντια ταχύτητα u του ρευστού είναι μικρότερη από το c σε κάθε
σημείο.
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Κεφάλαιο 1 1.1. Η μαθηματική μοντελοποίηση του προβλήματος

Ορίζεται η σχετική συνάρτηση ροής (stream function) ως

ψx = −v , ψy = u− c

και ο στροβιλισμός ως

ω = vx − uy

Οπότε,

∆ψ = −ω

Υπό την προϋπόθεση ότι u < c εγγυόμαστε ότι υπάρχει συνάρτηση γ που καλείται
συνάρτηση στροβιλισμού, τέτοια ώστε

ω = γ(ψ), σε όλο το υγρό

Οπότε,

−∆ψ = γ(ψ) = ω = vx − uy

Η ροή μάζας στο x = x0, τη χρονική στιγμή t0 σε σχέση με την ομοιόμορφη ροή
ταχύτητας c δίνεται από τη σχέση∫ η(x0−ct0)

−d
[u(x0 − ct0, y)− c]dy

Οπότε, ορίζεται η σχετική ροή μάζας p0 ως

p0 =

∫ η(x)

−d
[u(x, y)− c]dy

το οποίο είναι ανεξάρτητο του x, λόγω των σχέσεων (1.4), (1.5).
Εφόσον u < c, τότε p0 < 0.
Η συνάρτηση ροής ψ προσδιορίζεται μοναδικά από μία σταθερά και λόγω των
σχέσεων (1.4), (1.5) είναι σταθερή στην ελεύθερη επιφάνεια και κατ΄ επέκταση

στον ελεύθερο πυθμένα. Επιλέγουμε ψ = 0 στην ελεύθερη επιφάνεια, οπότε
έχουμε ψ = −p0 στον επίπεδο πυθμένα, όπως θα δούμε παρακάτω. ΄Εστω

Γ(p) =

∫ p

0
γ(−s)ds

Η ελάχιστη τιμή Γmin της συνάρτησης Γ λαμβάνεται για p0 ≤ p ≤ 0.

΄Εστω Dη η κλειστότητα του συνόλου

Dη = {(x, y) ∈ R2|x ∈ R,−d < y < η(x)}
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Κεφάλαιο 1 1.1. Η μαθηματική μοντελοποίηση του προβλήματος

Για ακέραιο m ≥ 1 και α ∈ (0, 1), ένα χωρίο D ⊂ R2
είναι Cm+α

-χωρίο, αν

κάθε σημείο του συνόρου του, ∂D, έχει μια περιοχή στην οποία το ∂D είναι το
γράφημα μας συνάρτησης με Hoelder-συνεχείς m-τάξης παραγώγους, με εκθέτη
α.

Ορίζουμε για ακέραιο m ≥ 1, α ∈ (0, 1) και Cm+α
-χωρίο D, τον χώρο Cm+α

per

των συναρτήσεων f : D̄ −→ R με Hoelder-συνεχείς παραγώγους τάξης m, με
εκθέτη α και L-περιοδικότητα ως προς την x-μεταβλητή.
Ο συμβολισμός είναι εντελώς αντίστοιχος για την περίπτωση α = 0 και για Ho-
elder χώρους συναρτήσεων μίας μεταβλητής.

Το κύριο αποτέλεσμά μας είναι το εξής:

Θεώρημα 1.1.1. Δίνονται η ταχύτητα του κύματος c > 0, το μήκος κύματος
L και η ροή μάζας p0 < 0. Για σταθερά α ∈ (0, 1), έστω ότι η συνάρτηση
γ ∈ C1+α([0, p0]) ικανοποιεί τη συνθήκη

∫ 0

p0

[
4π2(p− p0)

2

L2
(2Γ(p)− 2Γmin)

1
2 + (2Γ(p)− 2Γmin)

3
2 ]dp < gp20 (1.0)

Αναζητούμε L-περιοδικές οδεύουσες λύσεις του προβλήματος (1.1)-(1.5) που ταξι-
δεύουν με ταχύτητα c και με σχετική ροή μάζας p0 και συνάρτηση στροβιλισμού
γ η οποία ικανοποιεί τη συνθήκη (1.0), για τις οποίες ισχύει u < c σε όλο το
υγρό.

Αποδεικνύεται ότι πράγματι υπάρχει ένα συνεκτικό σύνολο C τέτοιων λύσεων
(u, v, η) ∈ C2+α

per (D̄η)× C2+α
per (D̄η)× C3+α

per (R) με τις ακόλουθες ιδιότητες:
i) Το σύνολο λύσεων C περιέχει μία τετριμμένη λύση στρωτής ροής, δηλαδή με
η ≡ 0 και καμπύλες ροής παράλληλες στον πυθμένα.
Επιπροσθέτως, κάθε μη τετριμμένη λύση (u, v, η) ∈ C ικανοποιεί τις ακόλουθες
ιδιότητες:

ii) οι u, v, η είναι L−περιοδικές ως προς τη x−μεταβλητή.
iii) εντός κάθε περιόδου, το προφίλ του κύματος η έχει μοναδικό μέγιστο (κορυ-
φή) και μοναδικό ελάχιστο (κοιλάδα)· ας είναι η κορυφή του κύματος στο x = 0.
iv) οι u, η είναι συμμετρικές, ενώ η v αντισυμμετρική ως προς την ευθεία x = 0.
vi) ένα σωματίδιο νερού που βρίσκεται στο σημείο (x, y) με 0 < x < L

2 και

y > −d, έχει θετική κάθετη συνιστώσα ταχύτητας v > 0 και
vii) η′(x) < 0 για x ∈ (0, L2 ), δηλαδή το προφίλ κύματος είναι γνησίως φθίνουσα
συνάρτηση από την κορυφή στην κοιλάδα.
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1.2 Ισοδύναμη διατύπωση του προβλήματος

΄Οπως αναφέρθηκε στο κεντρικό αποτέλεσμα, αναζητούμε λύσεις της μορφής

L-περιοδικών οδευόντων κυμάτων. Στην περίπτωση αυτή το πρόβλημα (1.1)-(1.5)
απλοποιείται σημαντικά απαλείφοντας τον παράγοντα του χρόνου θεωρώντας τον

μετασχηματισμό (x− ct, y) → (x, y).
Τότε, το προηγούμενο σύστημα γράφεται ως

ux + vy = 0 (1.1){
(u− c)ux + vuy = −Px
(u− c)vx + vvy = −Py − g

(1.2)

P = Patm στο y = η(t, x) (1.3)

v = (u− c)ηx στο y = η(t, x) (1.4)

v = 0 στο y = −d (1.5)

Στο καινούριο σύστημα αναφοράς όπου η αρχή O(0, 0) κινείται στη διεύθυνση
της διάδοσης του κύματος με ταχύτητα c, το κύμα είναι στάσιμο(stationary) και
η ροή σταθερή (steady).

Σε αυτό το κινούμενο σύστημα αναφοράς, ορίζουμε τη συνάρτηση ροής (stre-
am function) ψ, θέτοντας

ψ = 0 στην ελεύθερη επιφάνεια

και απαιτώντας

ψx = −v , ψy = u− c (1.6)

Από τη σχέση (1.1) το
∫ L
0 v(ξ, y)dξ είναι ανεξάρτητο του y.

Πράγματι,

d

dy

∫ L

0
v(ξ, y)dξ =

∫ L

0
vy(ξ, y)dξ = −

∫ L

0
uξ(ξ, y)dξ = −u(L, y) + u(0, y) = 0

καθώς u είναι περιοδική ως προς την x μεταβλητή.

΄Αρα, για κάθε y1, y2 ∈ [−d, η(x)] ισχύει∫ L

0
v(ξ, y1)dξ =

∫ L

0
v(ξ, y2)dξ

9
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΄Αρα, ∫ L

0
v(ξ, y)dξ =

∫ L

0
v(ξ,−d)dξ (1.5)

=

∫ L

0
0dξ = 0

Από τη σχέση (1.6) η ψ είναι περιοδική ως προς x.

Πράγματι, είναι ψx = −v και ψy = u− c.

Οπότε,
∫ L
0 ψx(x, y)dx = −

∫ L
0 v(x, y)dx+ c(y).

΄Οπως ήδη αποδείξαμε,
∫ L
0 v(x, y)dx = 0

Αφού, c′(y) = u− c τότε,∫ y

−d
c′(s)ds =

∫ y

−d
[u(x, s)−c]ds+C, για κάθε y ∈ [−d, η(x)] και όπου C : σταθερά

΄Αρα,

ψ(x, y) =

∫ y

−d
[u(x, s)− c]ds+ C

΄Ομως, για y = η(x) επιλέγουμε ψ(x, η(x)) = 0.

΄Αρα,

C = −
∫ η(x)

−d
[u(x, y)− c]dy = −p0

Τελικά,

ψ(x, y) = −p0 +
∫ y

−d
[u(x, s)− c]ds

Εύκολα παρατηρούμε ότι ψ είναι L-περιοδική ως προς x μεταβλητή, εφόσον η u
είναι L-περιοδική ως προς x μεταβλητή.

Η εξίσωση της κίνησης (1.2) με τις αντίστοιχες συνοριακές συνθήκες (1.3)-(1.5)

μετασχηματίζονται σε {
ψyψxy − ψxψyy = −Px
−ψyψxx + ψxψxy = −Py − g

και 
ψx = −ψyηx στο y = η(x)
P = Patm στο y = η(x)
ψx = 0 στο y = −d
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Οι συναρτήσεις P , ψ, η απαιτείται να είναι L-περιοδικές και άρτιες ως προς την x
μεταβλητή. Για τη μελέτη στην παρούσα εργασία, επιλέγουμε L = 2π.
Παρακάτω θα δείξουμε ότι ω = γ(ψ) σε όλο το υγρό.
Οι παραπάνω συνθήκες συνόρου δείχνουν ότι η ψ είναι σταθερή στο y = η(x)
και στο y = −d.
Κανονικοποιούμε την ψ, επιλέγοντας ψ = 0 στο y = η(x).
Ως συνέπεια του ορισμού του p0 έχουμε ψ = −p0 στο y = −d.

΄Εστω ότι η κορυφή του κύματος βρίσκεται στο x = 0.

Από τον νόμο του Bernoulli, η ποσότητα

E =
(u− c)2 + v2

2
+ gy + P − Γ(−ψ)

είναι σταθερή σε όλο το υγρό, όπου

Γ(p) =

∫ p

0
γ(−s)ds, για p0 ≤ p ≤ 0

Στην έκφραση της E οι πρώτοι τέσσερις όροι που προστίθενται είναι το σύνολο
της μηχανικής ενέργειας της ροής.

(c− u)2 + v2

2
: κινητική ενέργεια

gy : δυναμική ενέργεια

P : ενέργεια της πίεσης του ρευστού που ασκείται σε ένα σωματίδιο

΄Οταν y = η(x),

P = Patm, από τη σχέση (1.3)

ψ = 0, από τον ορισμό της ψ

Γ(−ψ) = 0, από τον ορισμό της Γ

οπότε, η E όταν αποτιμάται στην ελεύθερη επιφάνεια είναι

E =
(u− c)2 + v2

2
+ gy + Patm

Οπότε, η συνοριακή συνθήκη (1.3) είναι ισοδύναμη της έκφρασης

ψ2
x + ψ2

y + 2g(y + d) = Q, στο y = η(x),

11
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όπου Q = 2(E − Patm + gd).

Η ποσότητα E και κατ΄ επέκταση το Q έχουν για κάθε ροή, μία σταθερή τιμή
που θα θεωρηθεί παράμετρος για την οικογένεια λύσεων που θα κατασκευάσουμε.

Από τα παραπάνω έχουμε πλέον το πρόβλημα
∆ψ = −γ(ψ) στο − d < y < η(x)
|∇ψ|2 + 2g(y + d) = Q στο y = η(x)
ψ = 0 στο y = η(x)
ψ = −p0 στο y = −d

(1.7)

για το οποίο αναζητούμε λύσεις στην κλάση των 2π-περιοδικών και άρτιων συ-

ναρτήσεων ως προς την x μεταβλητή.

Οι βασικές δυσκολίες σχετικά με το (1.7) είναι ο μη γραμμικός χαρακτήρας του

προβλήματος και το γεγονός ότι η ελεύθερη επιφάνεια του νερού y = η(x) είναι
άγνωστη. Η τελευταία δυσκολία αντιμετωπίζεται εισάγοντας ένα μετασχηματισμό

που εμπνεύστηκε η Dubreil-Jacotin [7].

Παρατηρούμε ότι η ψ είναι σταθερή και στην ελεύθερη επιφάνεια και στον πυθ-
μένα. Επιπλέον, η ψ είναι μία γνησίως φθίνουσα συνάρτηση ως προς y, από
υπόθεση.

Πράγματι, για τυχόν αλλά σταθεροποιημένο x0, έπεται από τον ορισμό της ψ,

ψ(x0, y1) > ψ(x0, y2), για κάθε y1 < y2

−p0 +
∫ y1

−d
[u(x0, s)− c]ds > −p0 +

∫ y2

−d
[u(x0, s)− c]ds, για κάθε y1 < y2∫ y1

−d
[u(x0, s)− c]ds−

∫ y2

−d
[u(x0, s)− c]ds > 0, για κάθε y1 < y2∫ y1

y2

[u(x0, s)− c]ds > 0, για κάθε y1 < y2∫ y2

y1

[c− u(x0, s)]ds > 0, για κάθε y1 < y2

όπου το τελευταίο ισχύει γιατί η ποσότητα c − u(x0, s) είναι παντού θετική στο
χωρίο [y1, y2].
Οπότε, για κάθε x, το ύψος h πάνω από τον πυθμένα είναι μια μονότιμη (single-
valued)συνάρτηση του ψ.
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Θέτουμε

q = x και p = −ψ

y = η(x)

y = −d−π π

p = 0

p = p0−π π

q = x

p = −ψ

και θεωρούμε τον μετασχηματισμό σε ένα μήκος κύματος, λόγω της περιοδι-

κότητας του φαινομένου. Το μετασχηματισμένο χωρίο είναι ορθογώνιο παραλλη-

λόγραμμο και είναι γνωστό.

Το αρχικό υπό μελέτη χωρίο

D̄η = {(x, y) ∈ R2 | − π ≤ x ≤ π και− d ≤ y ≤ η(x)}

μετασχηματίζεται στο

R̄ = {(q, p) | − π ≤ q ≤ π και 0 ≤ p ≤ −p0}

΄Εστω η συνάρτηση h(q, p) = y + d, που περιγράφει το ύψος από τον πυθμένα.

Θεωρούμε την απεικόνιση

(x, y) → (q, p) = (x,−ψ(x, y))

από το χωρίο D̄η στο χωρίο R̄, η οποία είναι αμφιμονοσήμαντη, και την αντίστροφή
της απεικόνιση από το R̄ στο D̄η

(q, p) → (x, y) = (q, h(q, p)− d)

Πράγματι, η P̄ : D̄η → R̄ με P̄ := (q, p), είναι η αντίστροφη της H̄ : R̄→ D̄η με

H̄ := (x, y) αφού για κάθε (x1, y1) ∈ D̄η

((x, y) ◦ (p, q))(x1, y1) = (x(q(x1, y1), p(x1, y1)), y(q(x1, y1), p(x1, y1)))

= (x(x1,−ψ(x1, y1)), y(x1,−ψ(x1, y1))) = (x1, h(x1,−ψ(x1, y1))− d) = (x1, y1)
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΄Αρα,

Id(x, y) = ((x, y) ◦ (q, p))(x, y), ∀(x, y) ∈ D̄η

Οπότε, από τον Κανόνα της Αλυσίδας, έχουμε

J(x,y)Id = J(q,p)H̄ J(x,y)P̄

⇐⇒
[
1 0
0 1

]
=

[
1 0
hq hp

] [
1 0

−ψx −ψy

]
Απ΄ όπου

hq − hpψx = 0 ⇐⇒ hq =
−ψx
ψy

=
v

u− c

−hpψy = 1 ⇐⇒ hp = − 1

ψy
= − 1

u− c

και ψx =
hq
hp

, ψy = − 1

hp

Ακόμα,

∂x =
∂

∂x
=
∂q

∂x

∂

∂q
+
∂p

∂x

∂

∂p

= ∂q − ψx∂p

= ∂q −
hq
hp
∂p

και

∂y =
∂

∂y
=
∂q

∂y

∂

∂q
+
∂p

∂y

∂

∂p

= −ψy∂p

=
1

hp
∂p

Επίσης,

∂q =
∂

∂q
=
∂x

∂q

∂

∂x
+
∂y

∂q

∂

∂y

= ∂x + hq∂y

= ∂x −
ψx
ψy
∂y

και

∂p =
∂

∂p
=
∂x

∂p

∂

∂x
+
∂y

∂p

∂

∂y

= hp∂y

= − 1

ψy
∂y
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Υπενθυμίζεται ότι ο στροβιλισμός ορίζεται ως

ω = vx − uy

Παραγωγίζοντας τη σχέση (1.2) παρατηρούμε ότι{
uyux + (u− c)uxy + vyuy + vuyy = −Pxy
uxvx + (u− c)vxx + vxvy + vvxx = −Pxy

Οπότε,

uyux + (u− c)uxy + vyuy + vuyy − uxvx − (u− c)vxx − vxvy − vvxy = 0

−ux(vx − uy)− vy(vx − uy)− ((u− c)vxx − (u− c)uxy + vvxy − vuyy) = 0

−(ux + vy)ω − (u− c)(
∂

∂x
ω)− v(

∂

∂y
ω) = 0,

απ΄ όπου ο πρώτος όρος είναι 0 λόγω της (1.1)

Τελικά,

(u− c)ωx + vωy = 0 (∗)

Παρατηρούμε ότι

∂qω = (∂x −
ψx
ψy
∂y)ω = (∂x −

v

c− u
∂y)ω

΄Ομως, λόγω της σχέσης (∗), η μερική παράγωγος του ω ως προς q είναι 0, οπότε
ω είναι συνάρτηση μόνο του p.
Τελικά,

ω = γ(−p) σε όλο το υγρό.

Τότε,

γ(−p) = γ(ψ) = ∂xv − ∂yu = (∂q −
hq
hp
∂p)(−

hq
hp

)− 1

hp
∂p(c−

1

hp
)

Οπότε το πρόβλημα (1.7), έπειτα από απλές πράξεις, μετασχηματίζεται στο
(1 + h2q)hpp − 2hphqhpq + h2phqq = −γ(−p)h3p στο p0 ≤ p ≤ 0

1 + h2q + (2gh−Q)h2p = 0 στο p = 0

h = 0 στο p = p0

(1.8)

με

hp > 0

και h 2π-περιοδική και άρτια ως προς την q μεταβλητή.
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Λήμμα 1. Το πρόβλημα (1.1)-(1.5) είναι ισοδύναμο με την (1.8).

Απόδειξη. Το γεγονός ότι το πρόβλημα (1.1)-(1.5) μετασχηματίζεται στο (1.8)

έχει ήδη αποδειχθεί, οπότε εκκρεμεί μόνο η αντίθετη κατεύθυνση.

΄Εστω

R = {(q, p) | 0 < q < 2π και 0 < p < −p0}

και h μία λύση του (1.8) τάξης C2
per(R̄) με hp > 0 σε όλο το R̄, όπου R̄ η κλει-

στότητα του R. Από την (1.8), η γ ∈ C[0, |p0|].

Ορίζουμε τις C1
per(R̄) συναρτήσεις

F (q, p) =
1

hp(q, p)
και G(q, p) = −hq(q, p)

hp(q, p)
(1.9)

Για τη συνάρτηση h ισχύει hqp = hpq, άρα

Fq + FpG−GpF = 0 στο R (1.10)

Πράγματι,

G = −Fhq = −hq(q, p)
hp(q, p)

Οπότε, παραγωγίζοντας ως προς p, έχουμε

Gp = −Fphq − Fhqp ⇐⇒ FGp = −FFphq − F 2hqp

΄Ομως, αφού F 2hqp =
1
h2p
hqp = −Fq, έχουμε

GpF = (−Fhq)Fp + Fq ⇐⇒ Fq + FpG−GpF = 0

Είναι θέμα απλής παρατηρήσης και αντικατάστασης από τη σχέση

(1 + h2q)hpp − 2hphqhpq + h2phqq = −γ(−p)h3p,

λόγω των (1.9), να αποκομίσουμε την

Gq +GGp + FFp = γ(−p) στο R (1.11)

Η ελεύθερη επιφάνεια δίνεται από τη σχέση η(x) = h(x, 0)− d.

Επιθυμούμε να ανακτήσουμε τη ψ.
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΄Εστω τυχόν και σταθεροποιημένο x0 ∈ R.

Θεωρούμε τη Σ.Δ.Ε. με την αρχική συνθήκη{
ψy(x0, y) = −F (x0,−ψ(x0, y)), ∀y ∈ (−d, η(x0))
ψ(x0, η(x0)) = 0

(1.12)

Εφόσον η F είναι λεία και 2π-περιοδική ως προς την q-μεταβλητή είναι και Lip-
schitz, άρα υπάρχει μοναδική τοπική λύση ψ(x0, y) της (1.12).
Επιπλέον, εφόσον hp > 0 ⇒ F ≥ δ > 0 σε όλο το R, για κάποιο δ > 0.
Εξάγεται -για όσο ορίζεται η ψ(x, y)-, ότι η εν λόγω συνάρτηση αυξάνει κατά ένα
βαθμό μεγαλύτερο του δ, όσο το y μειώνεται.
Πράγματι,

−ψy(x0, y) = F (x0,−ψ(x0, y)) > 0, ∀ − ψ = p ∈ [0, |p0|]
απ΄ όπου -ψ : αύξουσα

Οπότε, η (1.12) επιλύεται εως ότου ψ(x0, y) να γίνει ίση με −p0, όπου έχουμε
βρει κάποιο y0 < η(x0) τέτοιο ώστε ψ(x0, y(x0)) = −p0 > 0.
Αυτό σημαίνει ότι για κάθε x ∈ R μπορούμε να ορίσουμε ψ(x, y), σε κάποιο
διάστημα [y(x), η(x)] με y(x) < η(x).
Εφόσον η (1.12) έχει μοναδική τοπική λύση, έπεται ότι η ψ είναι περιοδική ως
προς x. Πράγματι,

αφού, F ∈ C1
per(R̄),

F (x0,−ψ(x0, y)) = F (x0 + 2π,−ψ(x0 + 2π, y))

F (x0,−ψ(x0, y)) = F (x0,−ψ(x0 + 2π, y))

ψ(x0, y) = ψ(x0 + 2π, y)

=⇒ ψ : 2π-περιοδική ως προς την x μεταβλητή

΄Οπως παρατηρήσαμε προηγούμενως, μπορούμε να βρούμε για σταθεροποιήμενο

και τυχόν x ∈ R κάποιο y(x) με y(x) < η(x) ώστε η ψ(x, y) να ορίζεται στο
διάστημα [y(x), η(x)].

Ισχυρισμός: y(x) = −d, ∀x ∈ R

Απόδειξη. Αρχικά, θα δείξουμε ότι

ψx(x, y) = −G(x,−ψ(x, y)), ∀y ∈ [y(x), η(x)] (1.13)
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Κεφάλαιο 1 1.2. Ισοδύναμη διατύπωση του προβλήματος

Θέτουμε

H(x, y) = −G(x,−ψ(x, y)), ∀y ∈ [y(x), η(x)]

Τότε, λόγω των σχέσεων (1.10) και (1.12) έχουμε

Hy = Gpψy = −GpF = −Fq − FpG = −Fq + FpH

Πράγματι,

∂

∂y
H(x, y) =

∂

∂y
{−G(x,−ψ(x, y))}

Οπότε, ενθυμούμενοι τον μετασχηματισμό x = q και −ψ(x, y) = p έχουμε

Hy = −∂G
∂q

∂q

∂y
− ∂G

∂p

∂p

∂y

΄Ομως, προφανώς
∂q
∂y = 0 και ψy = −F λόγω της (1.12), οπότε,

Hy = Gpψy = −GpF
(1.10)
= −Fq − FpG

H=−G
= −Fq + FpH

Επίσης, λόγω της (1.12) και της C1
-εξάρτησης της λύσης ψ από το x, έχουμε

ψxy =
∂

∂x
ψy = − ∂

∂x
F (x,−ψ(x, y)) x=q , −ψ=p

=

−∂F
∂q

∂q

∂x
− ∂F

∂p

∂p

∂x
= −Fq + Fpψx

Οπότε, οι H και ψx ικανοποιούν την ίδια διαφορική εξίσωση.

Από την αρχική συνθήκη της Σ.Δ.Ε. (1.12) ψ(x, η(x)) = 0, οπότε,

d

dx
ψ(x, η(x)) = 0

Δηλαδή,

d

dx
ψ(x, η(x)) =

∂ψ

∂x

dx

dx
+
∂ψ

∂y

dη(x)

dx
= 0

Δηλαδή,

ψx(x, η(x)) = −ψy(x, η(x))η′(x)
(1.12)
= F (x,−ψ(x, η(x)))η′(x)

Επιπλέον,

H(x, η(x)) = −G(x,−ψ(x, η(x))) = η′(x)F (x,−ψ(x, η(x)))

18



Κεφάλαιο 1 1.2. Ισοδύναμη διατύπωση του προβλήματος

λαμβάνοντας υπόψιν τις (1.9), δηλαδή το γεγονός ότι G = −hqF και τη σχέση
η(x) = h(q, 0)− d.
Τελικά, οι H και ψx ικανοποιούν την ίδια αρχική συνθήκη στο y = η(x), οπότε
H ≡ ψx και έχουμε αποδείξει την (1.13).

Η C1
-εξάρτηση του y(x) από το x, επιτρέπει να διαφορίσουμε τη σχέση

ψ(x, y(x)) = −p0

Οπότε,

d

dx
ψ(x, y(x)) = ψx(x, y(x)) + ψy(x, y(x))y

′(x) = 0

Λόγω των (1.12) και (1.13)

−G(x,−ψ(x, y(x)))− F (x,−ψ(x, y(x)))dy(x)
dx

= 0, για x ∈ R

−G(x, p0)− F (x, p0)
dy(x)

dx
= 0, για x ∈ R(∗∗)

Παρατηρούμε ότι G(x, p0) = 0 λόγω των (1.8) και (1.9).
Πράγματι,

h(q(x, y(x)), p(x, y(x))) = 0 λόγω της(1.8),

όπου q(x, y(x)) = x και p(x, y(x)) = −ψ(x, y(x)) = p0

Θέτω g(x) = h(q(x, y(x)), p(x, y(x))) = 0

Τότε,
dg

dx
= 0 ⇐⇒ ∂h

∂q

∂q

∂x

dx

dx
+
∂h

∂q

∂q

∂y

dy

dx
+
∂h

∂p

∂p

∂x

dx

dx
+
∂h

∂p

∂p

∂y

dy

dx
= 0

hq + hp(−ψx) + hp(−ψy)y′ = 0

hp>0⇐⇒ hq
hp

= ψx + ψyy
′ ψ=−p0

= 0 ⇐⇒ −G(q, p) = 0

G(q, p) = 0 για p(x, y(x)) = −ψ(x, y(x)) = p0

Παρατηρούμε ακόμη ότι F (x, p0) ≥ δ > 0 ∀x ∈ R.
Τελικά, από την (∗∗) ισχύει d

dxy(x) = 0.

Οπότε,

y(x) = y0, όπου y0 ∈ R

Μένει να δείξουμε ότι y0 = −d.
΄Εστω x0 = 0.
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Τότε,

η(0) + d = h(0, 0) =

∫ 0

p0

hp(0, p)dp =

∫ 0

p0

1

F (0, p)
dp

Θέτουμε p = −ψ(0, y).
Τότε,

ψ(x0, y) για x0 = 0

θεωρείται συνάρτηση μόνο της y-μεταβλητής και ολοκληρώνεται μεταξύ των άκρων

p0 = −ψ(0, y(0)) ⇐⇒ y(0) = y0 και 0 = −ψ(0, y(0)) ⇐⇒ y(0) = η(0)

Οπότε το παραπάνω ολοκήρωμα ισούται με∫ η(0)

y0

1

F (0,−ψ(0, y))
[−dψ(0, y)]

=

∫ η(0)

y0

1

F (0,−ψ(0, y))
[−dψ
dy
dy]

=

∫ η(0)

y0

1

F (0,−ψ(0, y))
[−ψydy]

ψy=−F
=

∫ η(0)

y0

1

F (0,−ψ(0, y))
F (0,−ψ(0, y))dy

=

∫ η(0)

y0

1dy = η(0)− y(0)

Τελικά, η(0) + d = η(0)− y0 ⇐⇒ y0 = −d.

Στοχεύουμε να αποδείξουμε ότι η ψ είναι λύση του (1.7).

Από την αρχική συνθήκη του Σ.Δ.Ε. γνωρίζουμε ότι ψ(x, y) = 0, για y = η(x)
και αποδείξαμε μόλις ότι ψ(x, y) = −p0, για y = −d.
Επίσης, εφόσον F = −ψy και G = −ψx και καθώς

∇ψ = (ψx, ψy) =⇒ |∇ψ|2 = ψ2
x + ψ2

y

έχουμε

F 2 +G2 = ψ2
x + ψ2

y = |∇ψ|2

Εκμεταλλευόμενοι τη συνοριακή συνθήκη της (1.8) στο p = 0, έχουμε

F 2 +G2 + 2(gh−Q) = 0, στο y = η(x)
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Λόγω των σχέσεων F 2 +G2 = |∇ψ|2 και h(q, p) = y + d, αποδείξαμε τη σχέση

|∇ψ|2 + 2g(y + d) = Q για y = η(x)

Διαφορίζουμε τη σχέση (1.12) ως προς y,

ψyy = −∂F
∂p

∂p

∂y
= Fpψy = Fp(−F )

Διαφορίζουμε τη σχέση (1.13) και ως προς x,

ψxx = −∂G
∂q

∂q

∂x
− ∂G

∂p

∂p

∂x
= −Gq −Gp(−ψx) = −Gq −GpG

Προσθέτοντας κατά μέλη τις δύο προηγούμενες σχέσεις,

∆ψ = ψxx + ψyy = −Gq −GGp − FFp
(1.11)
= −γ(ψ)

Τελικά,

∆ψ = −γ(ψ) σε όλο το υγρό.

Τελικά, η ψ είναι λύση του (1.7).
Θέτουμε

u = ψy + c και v = −ψx

Οπότε, μία (u, v, η) ∈ C1
per(D̄) × C1

per(D̄) × C2
per(R) είναι λύση για το αρχικό

πρόβλημα συνοριακών τιμών (1.1)-(1.5).

Σημείωση: Αν h ∈ C3+α
per (R̄), για κάποιο α ∈ (0, 1), τότε γ ∈ C1+α[0, |p0|] και

(u, v, η) ∈ C2+α
per (D̄)× C2+α

per (D̄)× C3+α
per (R).
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ2
Τοπική Διακλάδωση

Στο παρόν κεφάλαιο θα αποδείξουμε την ύπαρξη λύσεων μικρού πλάτους του

προβλήματος (1.1)-(1.5). Συγκεκριμένα, αποδεικνύουμε το ακόλουθο θεώρημα

Θεώρημα 2.0.1. Τοπική Διακλάδωση

΄Εστω c > 0, p0 < 0, α ∈ (0, 1) και γ μία C1+α
δοσμένη συνάρτηση, ορισμένη

στο [0, p0] που ικανοποιεί τη συνθήκη∫ 0

p0

[
4π2(p− p0)

2

L2
(2Γ(p)− 2Γmin)

1
2 + (2Γ(p)− 2Γmin)

3
2 ]dp < gp20

Αναζητούμε L-περιοδικές οδεύουσες λύσεις του προβλήματος (1.1)-(1.5) που ταξι-
δεύουν με ταχύτητα c και με σχετική ροή μάζας p0 και συνάρτηση στροβιλισμού
γ τέτοιες ώστε u < c σε όλο το υγρό.
Εφόσον η γ ικανοποιεί την παραπάνω συνθήκη, τότε υπάρχει μία C1

-καμπύλη Cloc
λύσεων μικρού πλάτους (u, v, η) στο χώρο C2+α

per (D̄η)× C2+α
per (D̄η)× C3+α

per (R).
Η καμπύλη λύσεων Cloc περιέχει ακριβώς μία τετριμμένη λύση (η ≡ 0) του
προβλήματος (1.1)-(1.5).

Το Θεώρημα θα αποδειχθεί με χρήση της Θεωρίας Τοπικής Διακλάδωσης.

Για να επιτευχθεί αυτό, θα πρέπει πρώτα να αποδείξουμε ότι το πρόβλημά μας

ικανοποιεί τις αντίστοιχες προϋποθέσεις. Στην επόμενη ενότητα παρουσιάζουμε

κάποιες προκαταρκτικές θεωρήσεις στην κατεύθυνση αυτή. Στη συνέχεια, στην

ενότητα (2.2) θα παρουσιάσουμε το Θεώρημα Crandall-Rabinowitz το οποίο και
θα εφαρμόσουμε.

2.1 Προκαταρκτικά

Εισάγουμε αρχικά, μία Hoelder παράμετρο α ∈ (0, 1) που αργότερα θα χρησι-
μοποιήσουμε για τις εκτιμήσεις Schauder.
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Η απαίτηση της ισχύος της ιδιότητας (1.0) για τη συνάρτηση γ (για L = 2π)

∫ 0

p0

[(p− p0)
2(2Γ(p)− 2Γmin)

1
2 + (2Γ(p)− 2Γmin)

3
2 ]dp < gp20,

εξασφαλίζει την ύπαρξη μιας ιδιοτιμής ττης γραμμικοποίησης (2.8) του προβλήμα-

τος (1.8), την οποία θα δώσουμε παρακάτω.

΄Οπως ορίστηκε στην προηγούμενη ενότητα,

Γ(p) =

∫ p

0
γ(−p)dp

με Γmin = min
p∈[p0,0]

Γ(p) ≤ 0.

Το αρχικό πρόβλημα ισοδυναμεί με το πρόβλημα εύρεσης μιας καμπύλης λύσεων

της οιονεί-γραμμικής εξίσωσης 2ης τάξης του ύψους h με μη γραμμικές συνοριακές
συνθήκες,

(1 + h2q)hpp − 2hphqhpq + h2phqq = −γ(−p)h3p, για p0 ≤ p ≤ 0 (2.1)

1 + h2q + (2gh−Q)h2p = 0, στο p = 0 (2.2)

h = 0, στο p = p0 (2.3)

Λήμμα 2. (Τετριμμένες Λύσεις) Οι τετριμμένες λύσεις (παράλληλες διατμη-

τικές ροές με επίπεδη επιφάνεια η ≡ 0) του προβλήματος (2.1)-(2.3) είναι οι
h(q, p) ≡ H(p), όπου

H(p) =

∫ p

0

1√
λ+ 2Γ(s)

ds+
Q− λ

2g
(2.4)

με λ τέτοιο ώστε 0 ≤ −2Γmin < λ < Q και το οποίο σχετίζεται με το Q μέσω
της (2.5).

Απόδειξη. Οι τετριμμένες λύσεις, δεν εξαρτώνται από το q.
Οπότε, η (2.1) μετσχηματίζεται στην εξίσωση

Hpp = −γ(−p)H3
p
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Θέτοντας Hp = U ,

Up = −γ(−p)U3

dU

dp
= −γ(−p)U3

1

U3
dU = −γ(−p)dp∫

1

U3
dU = −

∫ p̄

0
γ(−p)dp

−1

2

1

U2
+ c′ = −

∫ p̄

0
γ(−p)dp

1

U2
= 2c′ + 2

∫ p

0
γ(−s)ds, p0 < p < 0

U = (λ+ 2Γ(p))−
1
2 ,

όπου λ = 2c′, c′ ∈ R και p0 < p < 0

Εφόσον Γmin ≤ 0 και καθώς απαιτείται λ + 2Γ(p) ≥ 0, ∀p για να έχει νόημα η
Hp, έχουμε 0 ≤ −2Γmin < λ. Οπότε, έχουμε λύσεις της μορφής

Hp = [λ+ 2Γ(p)]−
1
2 , για λ > −2Γmin

Ολοκληρώνοντας την προτελευταία σχέση έχουμε

H(p) =

∫ p

0

1√
λ+ 2Γ(s)

ds+ c, c ∈ R

Η συνοριακή συνθήκη δίνει

H2
p (0) =

1

Q− 2gH(0)

1

λ+ 2Γ(0)
=

1

Q− 2gc

c =
Q− λ

2g
,

απ΄ όπου αποδεικνύεται η σχέση (2.4).

Από την συνοριακή συνθήκη (2.3) στην κοιλάδα (p = p0), η H(p0) = 0 γράφεται
ως

0 <

∫ 0

p0

1√
λ+ 2Γ(s)

ds =
Q− λ

2g
(2.5)
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η οποία σχέση προσφέρει τη σύνδεση μεταξύ του λ και του Q.

Τελικά, p0 < 0 και λ < Q.

Αποδεικνύεται αμέσως, ότι το λ δεν είναι μονότιμη συναρτήση του Q.
Για κάθε λ > −2Γmin, υπάρχει ένα μοναδικό Q(λ) που ικανοποιεί την (2.5).
Εφόσον,

Q = λ+ 2g

∫ 0

p0

1√
λ+ 2Γ(p)

dp

dQ

dλ
= 1− g

∫ 0

p0

(λ+ 2Γ(p))−
3
2dp, λ > 0

d2Q

dλ2
= −3g

2

∫ 0

p0

(λ+ 2Γ(p))−
5
2dp < 0

Οπότε, η συνάρτηση λ 7→ Q(λ) είναι κυρτή για λ > 0. Η ελάχιστη τιμή της Q
λαμβάνεται για λ0 > 0 κρίσιμο σημείο της Q (dQdλ (λ0) = 0),∫ 0

p0

(λ0 + 2Γ(p))−
3
2dp =

1

g
(2.6)

Για κάθε Q > Q(λ0) υπάρχει ακριβώς ένα λ > λ0 που ικανοποιεί την (2.5) και
για συγκεκριμένα Q > Q(λ0) υπάρχει ένα διαφορετικό λ που ικανοποιεί την (2.5)
και ανήκει στο διάστημα (−2Γmin, λ0).
Αξιοποιώντας την έκφραση για το c και τη σχέση (2.4) η H γράφεται ως

H(p) =

∫ p

p0

1√
λ+ 2Γ(s)

ds

Θα γραμμικοποιήσουμε το πρόβλημα (2.1)-(2.3) γύρω από τις τετριμμένες

λύσεις H(p).
Θέτουμε h(q, p) = H(p) + ϵm(q, p), ϵ > 0
Τότε,

hp = Hp + ϵmp ,

hpp = Hpp + ϵmpp ,

hq = ϵmq ,

hqq = ϵmqq ,

hpq = ϵmpq
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Οπότε, η (2.1) γράφεται ως εξής

Hpp + ϵmpp + ϵ2m2
qHpp + ϵ3m2

qmpp − 2(Hp + ϵmp)ϵ
2mqmpq

+H2ϵmqq + 2ϵ2mpHpmqq + ϵ3m2
pmqq

= −γ(−p)(H3
p + 3ϵH2

pmp + 3ϵ2Hpm
2
p + ϵ3m3

p)

Διατηρώντας μόνο τους όρους τάξης ϵ, καθώς οι όροι μεγαλύτερης τάξης τείνουν
γρηορότερα στο 0, έχουμε

Hpp + ϵH2
pmqq + o(ϵ2) = −γ(−p)(H3

p + 3ϵH2
pmp + o(ϵ2))

Δηλαδή,

Hpp + ϵ(mpp +H2
pmqq) = −γ(−p)H3

p + ϵ(−γ(−p)3H2
pmp)

΄Αρα,

mpp +H2
pmqq = −3γ(−p)H2

pmp

αφού Hpp = −γ(−p)H3
p , λόγω της (2.1).

Η συνοριακή συνθήκη (2.2) στην κορυφή (p = 0), διατυπώνεται ως εξής

1 + ϵ2m2
qq + (2g(H + ϵm)−Q)(Hp + ϵmp)

2 = 0

1 + 2gHH2
p + ϵ2gmH2

p −QH2
p + 4ϵgHHpmp − 2ϵHpmpQ+ o(ϵ2) = 0

απ΄ όπου

gH2
pm+ 2gHHpmp −QHpmp = 0, για p = 0

αφού 1 + 2gHH2
p −QH2

p = 0, λόγω της (2.2). ΄Αρα, η συνοριακή συνθήκη στο
p = 0, αξιοποιώντας το γεγονός ότι 2gH −Q = λ λόγω της (2.4) και Γ(0) = 0,
γράφεται ως

gm = λ
3
2mp

ενώ, από την συνοριακή συνθήκη στην κοιλάδα (p = p0), επειδή H(p0) = 0,
έχουμε ότι

m = 0

Τελικά, το γραμμικοποιήμενο πρόβλημα εκφράζεται ως

mpp +H2
pmqq = −3γ(−p)H2

pmp (2.7αʹ)

gm = λ
3
2mp, για p = p0 (2.7βʹ)

m = 0, για p = 0 (2.7γʹ)
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όπου m μία άρτια και 2π-περιοδική συνάρτηση ως προς την q-μεταβλητή.
Για τυχόν αλλά σταθεροποιημένο λ, ορίζουμε

αλ(p) = {λ+ 2Γ(p)}
1
2

Τότε,

Hp = {λ+ 2Γ(p)}−
1
2 =⇒ H2

p = α−2
λ

οπότε η (2.7) γράφεται στην αυτοπροσαρτημένη μορφή,

{α3
λmp}p + {αλmq}q = 0 (2.8αʹ)

α3
λmp = gm για p = 0, m = 0 για p = p0 (2.8βʹ)

όπου ικανοποιείται η 2π-περιοδικότητα και αρτιότητα ως προς την q-μεταβλητή.

Ισχυρισμός: ΄Εστω η συνάρτηση m ∈ C3,α
per (R̄), άρτια ως προς την q-μεταβλητή,

μία λύση του (2.7).

Τότε, η m μπορεί να αναπαρασταθεί ως σειρά Fourier και το Fourier ανάπτυγμά
της στον C2

per(R̄), είναι

m(q, p) =

∞∑
k=0

mk(p)cos(kq) (2.9)

όπου mk ∈ C3,α
per ([p0, 0]) οι συντελέστες Fourier,

m0 =
1

2π

∫ π

−π
m(q, p)dq

mk =
1

π

∫ π

−π
m(q, p)cos(kq)dq, για k ≥ 1

Απόδειξη. Θα αποδείξουμε ότι η σειρά
∑∞

k=0mk(p)cos(kq) συγκλίνει στον C
2
per(R̄).

Αρχικά, θα αποδείξουμε ότι η σειρά
∑∞

k=0m
′
k(p)cos(kq) συγκλίνει στον χώρο

Cper(R̄).
Πράγματι,

|m′
0(p)| =

∣∣∣∣ 12π
∫ π

−π
mp(q, p)dq

∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∫ π

−π
|mp(q, p)|dq

≤ 1

2π

∫ π

−π
||m||C1

per(R̄)dq ≤ ||m||C1
per(R̄)
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και

m′
k(p) =

1

π

∫ π

−π
mp(q, p)cos(kq)dq

=
1

kπ
[mp(q, p)sin(kq)]

π
−π −

1

kπ

∫ π

−π
mpq(q, p)sin(kq)dq

άρα, για N ≥ n ≥ 1 έχουμε∣∣∣∣∣
N∑
k=n

m′
k(p)cos(kq)

∣∣∣∣∣
2

≤

(
N∑
k=n

|m′
k(p)|

)2

=

(
N∑
k=n

1

kπ

∫ π

−π
mpq(q, p)sin(kq)dq

)2

≤

(
N∑
k=n

1

k

)2{
1

π

N∑
k=n

∫ π

−π
(mpq(q, p)sin(kq))

2 dq

}

≤ π2

6

1

π2

N∑
k=n

∫ π

−π
(mpq(q, p))

2dq

≤ 1

6

N∑
k=n

∫ π

−π
||m||2C2

per(R̄)dq ≤
1

6
||m||2C2

per(R̄)

N∑
k=n

∫ π

−π
dq

≤ 2π

6
||m||2C2

per(R̄) =
π

3
||m||2C2

per(R̄)

Εντελώς αντίστοιχα, ελέγχουμε ότι η σειρά
∑∞

k=0m
′′
k(p)cos(kq) συγκλίνει στον

χώρο Cper(R̄).
Επίσης, για τυχόν αλλά σταθεροποιημένο p ∈ [p0, 0], η σειρά

∑∞
k=0mk(p)cos(kq)

συγκλίνει στον L2[−π, π] στηνm(·, p). Από τα παραπάνω, η σειρά
∑∞

k=0mk(p)cos(kq)
συγκλίνει στον Cper(R̄) στο όριό της, οπότε m(q, p) =

∑∞
k=0mk(p)cos(kq).

Τέλος, παρατηρούμε ότι η σειρά
∑∞

k=0m
′
k(p)cos(kq) συγκλίνει υπό την έννοια

των κατανομών στην mp(q, p), καθώς η σειρά

∞∑
k=0

∫ 0

p0

∫ π

−π
m′
k(p)cos(kq)ϕ(q, p)dqdp

συγκλίνει απόλυτα για κάθε ϕ ∈ C∞
0 (R̄), γεγονός που μας επιτρέπει να θεω-

ρήσουμε την mp ως ακριβώς το όριό της.

Αντίστοιχα, η σειρά
∑∞

k=0m
′′
k(p)cos(kq) συγκλίνει υπό την έννοια των κατανο-

μών στην mpp(q, p), γεγονός που ολοκληρώνει τον ισχυρισμό.

29



Κεφάλαιο 2 2.1. Προκαταρκτικά

Λήμμα 3. (Πρόβλημα Ιδιοτιμών)

΄Εστω ότι ισχύει η (1.6), τότε υπάρχει λ∗ > −2Γmin στο οποίο αντιστοιχεί μία μη
μηδενική συνάρτηση m(q, p) η οποία είναι λύση του (2.7), άρτια και 2π-περιοδική
ως προς την q-μεταβλητή.

Απόδειξη. Αναζητούμε μια λύση της μορφής

m(q, p) =M(p) cos kq

Οπότε,

{α3
λ[M(p) cos kq]p}p + {αλ[M(p) cos kq]q}q = 0

{α3
λMp cos kq}p − {kαλM sin kq}q = 0

{αλMp}p cos kq − k2αλM cos kq = 0

{α3
λMp}p = k2αλM

όπου k ∈ Z, λόγω της 2π-περιοδικότητας των συναρτήσεων m(q, p) και cos kq
ως προς q. Οι αντίστοιχες συνοριακές συνθήκες είναι

α3
λMp = gM, για p = 0

M = 0, για p = p0

Για διαφορετικά k προκύπτουν διαφορετικές λύσεις, αλλά εμείς αναζητούμε λύσεις
με περίοδο 2π, οπότε αρκεί k = 1.
Θεωρούμε το πρόβλημα ελαχιστοποίησης

µ = µ(λ) = infR(ϕ), όπου

R(ϕ) = R(ϕ;λ) =
−gϕ2(0) +

∫ 0
p0
α3ϕ3pdp∫ 0

p0
αλϕ2dp

Η συνάρτηση µ είναι καλά ορισμένη, δηλαδή το ελάχιστο της ποσότητας R
υπάρχει και είναι πραγματικός αριθμός. Πράγματι, για λ ≥ −Γmin, έχουμε
ϵ(λ) = inf

p∈[0,p0]
α(p, λ) > 0 άρα

∫ 0

p0

α3ϕ2pdp+
4g2

ϵ4(λ)

∫ 0

p0

αϕ2dp ≥ ϵ3(λ)

∫ 0

p0

ϕ2pdp+
4g2

ϵ3(λ)

∫ 0

p0

ϕ2dp

≥
∫ 0

p0

2
(
ϵ
3
2ϕp

)( 1

ϵ
3
2

2gϕ

)
dp ≥ 4g

∫ 0

p0

ϕpϕdp = 2gϕ2(0)
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για κάθε ϕ ∈ H1(p0, 0) με ϕ(p0) = 0.
Τελικά, ∫ 0

p0

α3ϕ2pdp+
4g2

ϵ4(λ)

∫ 0

p0

αϕ2dp ≥ 2gϕ2(0)

από όπου παρατηρούμε ότι

R(ϕ;λ) =
−gϕ2(0) +

∫ 0
p0
α3ϕ3pdp∫ 0

p0
αλϕ2dp

≥
−gϕ2(0) + 2gϕ2(0)− 4g2

ϵ4(λ)

∫ 0
p0
αϕ2dp∫ 0

p0
αϕ2dp

=
gϕ2(0)∫ 0
p0
αϕ2dp

− 4g2

ϵ4(λ)

΄Αρα,

R(ϕ) ≥ − 4g2

ϵ4(λ)

καθώς ο πρώτος όρος είναι μη αρνητικός, για κάθε συνάρτηση ϕ ∈ H1(p0, 0) με
ϕ(p0) = 0. Τελικά,

µ = µ(λ) = infR(ϕ) ≥ − 4g2

ϵ4(λ)

Η συνάρτηση M(p) η οποία επιλύει το πρόβλημα ελαχιστοποίησης, είναι λεία και
ικανοποιεί το πρόβλημα Sturm-Liouville

{α3Mp}p = −µ(λ)αM

με τις αντίστοιχες συνοριακές συνθήκες. Η ύπαρξη της συνάρτησης M αποδει-

κνύεται αυστηρά στο [5](βλ. μετά την εξίσωση 3.15 εκεί).

Η µ είναι μια C1
-συνάρτηση του λ και α ∈ C2+α([p0, 0]), για λ ≥ −2Γmin.

Μία μη τετριμμένη λύσηM του (2.8) εξασφαλίζεται από την ύπαρξη μιας ιδιοτιμής
µ = −1 για το παραπάνω πρόβλημα, δηλαδή απαιτείται να

∃λ∗ ≥ −2Γmin : µ(λ∗) = −1

Ακολούθως, θα μελετήσουμε τη σχέση με την οποία εξαρτάται το µ από το λ.

Ισχυρισμός: Για λ ≥ g − 2Γmin, µ ≥ −1.
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Απόδειξη. ΄Εστω λ ≥ g − 2Γmin.
Τότε,

λ+ 2Γmin ≥ g

λ+ 2Γ(p) ≥ λ+ 2Γmin ≥ g

΄Αρα, αλ(p) = (λ+ 2Γ(p))
1
2 ≥ √

g, οπότε∫ 0

p0

(αλw
2 + α3

λw
2
p)dp ≥

√
g

∫ 0

p0

(w2 + gw2
p)dp

C − S
≥ 2

√
g
√
g

∫ 0

p0

wwpdp = g[w2]0p0 = gw2(0)

με w ̸≡ 0, w ∈ H1((p0, 0)), w(p0) = 0. Τότε,

−gw2(0) +
∫ 0
p0
α3
λw

2
pdp∫ 0

p0
αλw2dp

≥ −1

Τελικά, για κάθε 0 ̸≡ w ∈ H1((p0, 0)), με w(p0) = 0, R(w) ≥ −1, άρα µ ≥
−1.

Ο στόχος είναι να αποδειχθεί ότι υπάρχει λ∗ ώστε µ(λ∗) = −1. Αποδεικνύεται
ότι υπάρχουν λ τέτοια ώστε µ(λ) ≥ −1 και λ0 τέτοια ώστε µ(λ0) < −1, οπότε
λαμβάνοντας υπόψη τη συνέχεια της µ, έχουμε το ζητούμενο.

Ισχυρισμός 2: µ(−2Γmin) < −1

Απόδειξη. Για λ = −2Γmin και w(p) = p− p0 και λόγω της σχέσης (1.0),

µ(−2Γmin) ≤ R(w) =
−gp20(0) +

∫ 0
p0
α3
λ(p)dp∫ 0

p0
(p− p0)2αλdp

< −1

όπου αλ(p) =
√

2Γ(p)− 2Γmin.

Τελικά, ∃λ∗ : µ(λ∗) = −1.

Εφόσον υπάρχει λ∗ λύση του προβλήματος ιδιοτιμών, υπάρχει λ∗ > −2Γmin ώστε
μία μη μηδενική συνάρτησηm(q, p) να είναι λύση του (2.7), άρτια και 2π-περιοδική
ως προς την q-μεταβλητή.
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Παρατήρηση Η προηγούμενη απόδειξη μας δείχνει ότι η συνθήκη (1.0) είναι

μια ικανή συνθήκη για τον ισχυρισμό του Λήμματος 3, ότι το γραμμικοποιημένο

πρόβλημα έχει ιδιοτιμές. Για γενικεύσεις αυτής της συνθήκης, βλ. [3, Remark,
p. 495]και [5, Remark, p.51, Conclusion, p. 63]

Λήμμα 4. (Μονοτονία) Η µ(λ) είναι γνησίως αύξουσα συνάρτηση του λ, οπου-
δήποτε µ(λ) < 0.

Απόδειξη. Συμβολίζουμε με Lw = −(α3wp)p, τον διαφορικό τελεστή L επί της
w, όπου α = αλ(p) =

√
λ+ 2Γ(p).

Για κάθε λ, έστω w(p) = w(p;λ) να είναι η λύση του τυπικού προβλήματος
ιδιοτιμών

L(w) = µαw,

w(p0) = 0 και wp(0) = λ−
3
2 gw(0)

όπου µ = µ(λ) είναι η μικρότερη ιδιοτιμή.

Συμβολίζουμε με α̇ = ∂α
∂λ , οπότε α̇ =

∂
√
λ+2Γ(p)

∂λ = 1

2
√
λ+2Γ(p)

= 1
2α

Οπότε, διαφορίζοντας ως προς λ, τη σχέση L(w) = µαw έχουμε

∂

∂λ
(Lw) = ∂

∂λ
(µαw)

∂

∂λ
(−α3wp)p =

∂

∂λ
µ(αw) + µ

∂α

∂λ
w + µα

∂w

∂λ
∂

∂p

∂

∂λ
(−α3wp) = µ̇αw +

1

2α
µw + µαẇ

∂

∂p
(− 3

2α
α2wp − α3(

∂

∂λ

∂

∂p
w)) = µ̇αw +

µ

2α
w + µαẇ

(−3

2
αwp)

p
+ (−α3ẇp)p = µ̇αw +

µ

2α
w + µαẇ

Παρατηρώντας ότι Lẇ = (−α3ẇp)p,

Lẇ − (
3

2
αwp)

p
= µ̇αw +

µ

2α
w + µαẇ

Οι συνοριακές συνθήκες είναι

ẇp(0) = −3

2
λ−

5
2 gw(0) + λ−

3
2 gẇ(0),

ẇ(p0) = 0
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Παρακάτω συμβολίζεται με ( , ) το εσωτερικό γινόμενο στον L2[p0, 0].
Πολλαπλασιάζοντας τη σχέση Lw = µαw με ẇ έχουμε

ẇLw = ẇµαw

και πολλαπλασιάζοντας με w την Lẇ − (32αwp)p = µ̇αw + µ
2αw + µαẇ,

wLẇ − 3

2
(αwp)pw = µ̇αw2 +

µ

2α
w2 + µαẇw

Ολοκληρώνοντας την πρώτη σχέση ως προς p, έχουμε∫ 0

p0

ẇLwdp =
∫ 0

p0

µẇαwdp

(ẇ,Lw) = µ(ẇ, αw)

ενώ ολοκληρώνοντας τη δεύτερη ως προς p, έχουμε∫ 0

p0

wLẇdp− 3

2

∫ 0

p0

w(αwp)pdp =

∫ 0

p0

µ̇αw2 +
µ

2

1

α
w2dp+ µ

∫ 0

p0

αẇwdp

όπου λόγω της ακόλουθης σχέσης που προκύπτει με ολοκλήρωση κατά παράγο-

ντες,∫ 0

p0

w(αwp)pdp = [wαwp]
0
p0 −

∫ 0

p0

αw2
pdp = w(0)αwp(0)−

∫ 0

p0

αw2
pdp

έχουμε

(Lẇ, w)+ 3

2

∫ 0

p0

αw2
pdp−

3

2
αwpw |p=0= µ̇

∫ 0

p0

αw2dp+
µ

2

∫ 0

p0

1

α
w2dp+µ(αẇ, w)

Παρατηρούμε

(ẇ,Lw)− (Lẇ, w) =
∫ 0

p0

{−ẇ(α3wp)p + (α3ẇp)pw}dp

όπου∫ 0

p0

−ẇ(α3wp)p+(α3ẇp)pwdp = −[α3ẇwp − α3wẇp]
0

p0
= −α3ẇwp+α

3wẇp |p=0

΄Αρα,

(ẇ,Lw)− (Lẇ, w) = −α3ẇwp + α3wẇp |p=0
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Προσθέτοντας κατά μέλη τις σχέσεις,

(ẇ,Lw) = µ(ẇ, αw)

(Lẇ, w)+ 3

2

∫ 0

p0

αw2
pdp−

3

2
αwpw |p=0= µ̇

∫ 0

p0

αw2dp+
µ

2

∫ 0

p0

1

α
w2dp+µ(αẇ, w)

(ẇ,Lw)− (Lẇ, w) = −α3ẇwp + α3wẇp |p=0

έχουμε έπειτα από στοιχειώδεις πράξεις,

3

2

∫ 0

p0

αw2
pdp−

3

2
αwpw |p=0= µ̇

∫ 0

p0

αw2dp+

∫ 0

p0

µ

2α
w2dp+α3(ẇpw − ẇwp)|p=0

Η συνοριακή συνθήκη για p = 0, δίνει

−3

2
α(0)wp(0)w(0) = −3

2
λ

1
2 (λ−

3
2 gw(0)) = −3

2
λ−1gw2(0)

και

α3(0)ẇp(0)w(0)− α3(0)ẇ(0)wp(0)

= λ
3
2 (−3

2
λ−

5
2 gw(0) + λ−

3
2 gẇ(0))w(0)− λ

3
2 ẇ(0)(λ−

3
2 gw(0))

= −3

2
λ−1gw2(0) + gẇ(0)w(0)− gẇ(0)w(0)

= −3

2
λ−1gw2(0)

Τελικά,

3

2

∫ 0

p0

αw2
pdp = µ̇

∫ 0

p0

αw2dp+

∫ 0

p0

µ

2α
w2dp

µ̇

∫ 0

p0

αw2dp = −µ
∫ 0

p0

1

2α
w2dp+

3

2

∫ 0

p0

αw2
pdp

µ̇(αw,w) = −µ
∫ 0

p0

1

2α
w2dp+

3

2

∫ 0

p0

αw2
pdp

άρα µ̇ > 0, για κάθε λ με µ(λ) < 0.

Λήμμα 5. (Θέση του λ∗) Η λύση λ∗ ώστε µ(λ∗) = −1 είναι μοναδική και
επιπλέον, λ∗ < λ0.

Απόδειξη. Ο χώρος των λύσεων περιέχει τουλάχιστον ένα στοιχείο της μορφής

M(p) cos q.
Η M(p) είναι 0, για p = p0, από τη συνθήκη του άνω συνόρου.
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Υπενθυμίζεται ότι το λ0 είναι εκείνο για το οποίο Q(λ0) = Qmin.
Η τιμή λ∗ είναι μοναδική επειδή η µ είναι μονότονη σε κάθε διάστημα όπου µ < 0.
΄Αρα, λ∗ < λ0, αν µ(λ0) = 0.
Παρατηρούμε αρχικά,

R(

∫ p

p0

αλ0(s)ds;λ0) = 0

λόγω της (2.6).

Πράγματι,

R(

∫ p

p0

αλ0(s)ds;λ0) =
−g(

∫ 0
p0
α−3
λ0

(p)dp)
2
+
∫ 0
p0
α3
λ0
[ ∂∂p
∫ p
p0
α−3
λ0

(s)ds]
2
dp∫ 0

p0
αλ0(

∫ p
p0
α−3
λ0

(s)ds)
2
dp

=
−g 1

g2
+
∫ 0
p0
α−3
λ0

(p)dp∫ 0
p0
αλ0(

∫ p
p0
α−3
λ0

(s)ds)
2
dp

=
−1
g +

1
g∫ 0

p0
αλ0(

∫ p
p0
α−3
λ0

(s)ds)
2
dp

= 0

Εφόσον µ(λ0) = infR(ϕ, λ0) και R(
∫ p
p0
αλ0(s)ds;λ0) ≡ 0 έχουμε µ(λ0) ≤ 0.

Από την άλλη, για κάθε ϕ ∈ H1((p0, 0)), ϕ ̸≡ 0, με ϕ(p0) = 0, έχουμε

ϕ2(0) = (

∫ 0

p0

ϕp(p)dp)

2

= (

∫ 0

p0

α
3
2
λ0
ϕpα

− 3
2

λ0
dp)

2

≤
∫ 0

p0

α3
λ0ϕ

2
pdp

∫ 0

p0

α−3
λ0
ϕ2pdp

(2.6)
=

1

g

∫ 0

p0

α3
λ0ϕ

2
pdp

Τελικά,

−gϕ2(0) +
∫ 0

p0

α3
λ0ϕ

2
pdp ≥ 0

άρα, R(ϕ;λ0) ≥ 0, για κάθε ϕ ∈ H1((p0, 0)), ϕ ̸≡ 0, ϕ(p0) = 0.
Τελικά, µ(λ0) = 0 και άρα λ∗ < λ0.

2.2 Διακλάδωση

Για να αποδείξουμε το Θεώρημα 2.0.1 και συνεπώς το Θεώρημα 1.1.1, θα ε-

φαρμόσουμε το Θεώρημα Crandall-Rabinowitz [6] για διακλάδωση από μία απλή
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ιδιοτιμή. Αν L ένας γραμμικός τελεστής μεταξύ δύο χώρων Banach, θα συμβο-
λίζεται με N (L) ο πυρήνας και με R(L) η εικόνα του.

Θεώρημα 2.2.1. (Crandall-Rabinowitz) ΄Εστω X και Y χώροι Banach, I ένα
ανοικτό διάστημα του R που περιέχει το λ∗, και F : I × X −→ Y μία συνεχής
απεικόνιση με τις ακόλουθες ιδιότητες:

i. F(λ, 0) = 0, για κάθε λ ∈ I.

ii. Fλ, Fw, Fλw υπάρχουν και είναι συνεχείς.

iii. Οι N (Fw(λ∗, 0)) και Y/R(Fw(λ∗, 0)) είναι μονοδιάστατοι χώροι, με τον
πυρήνα να παράγεται από την w∗

.

iv. Fwλ(λ∗, 0)w∗ ̸∈ R(Fw(λ∗, 0))

Τότε, υπάρχει μία συνεχής, τοπική καμπύλη διακλάδωσης

{(λ(s), w(s)) : |s| < ϵ}

με ϵ > 0 αρκετά μικρό έτσι ώστε (λ(0), w(0)) = (λ∗, 0) και

{(λ,w) ∈ U : w ̸= 0,F(λ,w) = 0} = {(λ(s), w(s)) : 0 < |s| < ϵ}

για κάποια περιοχή U του (λ∗, 0) ∈ I ×X. Επιπλέον,

w(s) = sw∗ + o(s), στο X, |s| < ϵ

v. Αν Fww είναι και αυτή συνεχής, τότε η καμπύλη είναι τάξης C1
.

Στη συνέχεια γίνεται η κατάλληλη προεργασία για την εφαρμογή του Θεωρήμα-

τος Crandall-Rabinowitz.

΄Εστω το ορθογώνιο R := (0, 2π) × (p0, 0) και R̄ η κλειστή του θήκη. Επίσης,
έστω T := {p = 0} το άνω σύνορο του R̄ και B := {p = p0} το κάτω σύνορο
του R̄.
Ορίζουμε ακόμα, τους χώρους

X := {h ∈ C3+α
per (R̄) : h = 0 στο B, h άρτια και 2π-περιοδική},

Y := C1+α
per (R̄)× C2+α

per (T ),
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όπου "per": περιοδική και άρτια ως προς q. Εισάγουμε την συνάρτηση w ως
h(q, p) = H(p) + w(q, p), οπότε το μη γραμμικό σύστημα μερικών διαφορικών
εξισώσεων (2.1)-(2.3) γράφεται ως

(1 + w2
q)(Hpp + wpp)− 2wq(Hp + wp)wpq + (Hp + wp)

2wqq

+γ(−p)(Hp + wp)
3 = 0, στο R

1 + w2
q + (2g(H + w)−Q)(Hp + wp)

2 = 0, στο T

από κοινού με τον μηδενισμό στο B και την περιοδικότητα και αρτιότητα ως προς
την q-μεταβλητή.
Εισάγεται ο μη γραμμικός τελεστής F

F(λ,w) = (F1(λ,w),F2(λ,w))

για w ∈ X και λ ∈ I = (−2Γmin,∞) όπου

F1(λ,w) = (1 + w2
q)(Hpp + wpp)− 2wq(Hp + wp)wpq (2.10αʹ)

+(Hp + wp)
2wqq + γ(−p)(Hp + wp)

3

F2(λ,w) = 1 + w2
q + (2g(H + w)−Q)(Hp + wp)

2
(2.10βʹ)

Προφανώς F(λ, 0) ≡ 0, επειδή η H ικανοποιεί την εξίσωση (2.2).

Για να ελέγξουμε τη δεύτερη συνθήκη του θεωρήματος υπολογίζουμε τη Frèchet-
παράγωγο του τελεστή F . Οπότε για w = 0, εισάγεται ο γραμμικός τελεστής
Fw = (F1w,F2w), όπου

F1w(λ, 0) = ∂2p +H2
p∂

2
q + 3γ(−p)H2

p∂p στο R,

F2w(λ, 0) = 2(gλ−1 − λ
1
2∂p)|T

Πράγματι, έστω w0(p, q) = w(p0, q0).

Θεωρούμε τυχόν αλλά σταθεροποιημένο λr ∈ I. Παρακάτω, F(λr;w) = F(w)
για απλότητα στον συμβολισμό. Η Frèchet-παράγωγος του τελεστή F ως προς
w είναι ο γραμμικός τελεστής DF : I ×X −→ Y , για κάθε ”μικρή διαταραχή”
h, ∥h∥ −→

h→0
0 της w,

F(w0 + h) = F(w0) +DF(w0)h+ o(∥h∥)
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όπου o το μικρό-ο του h. ΄Αρα,

DF1(w0)(h) = F1(w0 + h)−F1(w0)

= {(1 + (w0 + h)2q)(Hpp + (w0 + h)pp)

−2(w0 + h)q(Hp + (w0 + h)p)(w0 + h)pq

+(Hp + (w0 + h)p)
2(w0 + h)qq + γ(−p)(Hp + (w0 + h)p)

3}
−{(1 + w0

2
q)(Hpp + w0pp)− 2w0q(Hp + w0p)w0pq

+(Hp + w0p)
2w0qq + γ(−p)(Hp + w0p)

3}
= (1 + w0

2
q)(Hpp + w0pp) + 2w0qhq(Hpp + w0pp) + (1 + w0

2
q)hpp

−2w0q(Hp + w0p)w0pq − 2hq(Hp + w0p)w0pq − 2w0qhpw0pq

+(Hp + w0p)
2w0qq + 2(Hp + w0p)w0qqhp + (Hp + w0p)

2hqq

+γ(−p)(Hp + w0p)
3 + 3γ(−p)(Hp + w0p)

2hp − (1 + w0
2
q)(Hpp + w0pp)

+2w0q(Hp + w0p)w0pq − (Hp + w0p)
2w0qq − γ(−p)(Hp + w0p)

3 + o(∥h∥)

Τελικά,

DF1(w0)(h) = 2w0qhq(Hpp + w0pp) + (1 + w0
2
q)hpp − 2hq(Hp + w0p)w0pq

−2w0qhpw0pq + 2(Hp + w0p)w0qqhp + (Hp + w0p)
2hqq + 3γ(−p)(Hp + w0p)

2hp

Τελικά, για w ≡ 0,

F1w(λ, 0)(h) = DF1(0)(h) = hpp +H2
phqq + 3γ(−p)H2

php στο R

Εντελώς αντίστοιχα,

DF2(w0)(h) = F2(w0 + h)−F2(w0)

= 1 + (w0q + hq)
2 + (2g(H0 + w0 + h)−Q)(Hp + w0p + hp)

2

−1− w0
2
q − (2g(H0 + w0)−Q)(Hp + w0p)

2

= 2w0qhq + (2g(H + w0)−Q)(Hp + w0p)
2 + 2gh(Hp + w0p)

2

+2(2g(H + w0)−Q)(Hp + w0p)hp − (2g(H + w0)−Q)(Hp + w0p)
2 + o(∥h∥)

= 2w0qhq + 2gh(Hp + w0p)
2 + 2(2g(H + w0)−Q)(Hp + w0p)hp + o(∥h∥)

Τελικά, για w ≡ 0,

DF2(0)(h) = 2ghH2
p + 2(2gH −Q)Hphp

όπου Hp(0) = λ−
1
2 και H(0) = Q−λ

2g , άρα

F2w(λ, 0)(h) = DF2(0)(h) = 2(gλ−1h− λ
1
2hp) στο T
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Το γραμμικό πρόβλημα ιδιοτιμών (2.7), ισοδυναμεί με την εύρεση εκείνων των λ,
για τα οποία ο πυρήνας του τελεστή F είναι μη τετριμμένος.
Λήμμα 6. (Πυρήνας) Για λ = λ∗, ο χώρος των λύσεων της (2.7) είναι μονοδι-
άστατος. Ισοδύναμα, ο πυρήνας του Fw(λ∗, 0) είναι μονοδιάστατος.

Απόδειξη. Σταθεροποιούμε λ = λ∗.
΄Ηδη γνωρίζουμε από τη σχέση (2.8) ότι υπάρχει το στοιχείο M(p) cos q του
χώρου N (Fw(λ∗, 0)). Αρκεί να αποδειχθεί η μοναδικότητα.
΄Εστω m ∈ N (Fw(λ∗, 0)).
΄Οπως αποδείχθηκε προηγουμένως, αν η περιοδική ως προς την q-μεταβλητή συ-
νάρτηση m(q, p) με το Fourier ανάπτυγμα στον C2

per(R̄),

∞∑
k=0

mk(p) cos kq

όπου

m0(p) =
1

2π

∫ π

−π
m(q, p)dq

mk(p) =
1

π

∫ π

−π
m(q, p) cos kqdq, k ≥ 1

είναι λύση του (2.7), τότε οι συντελεστές Fourier mk ικανοποιούν το πρόβλημα

(2.7) με τις συνοριακές συνθήκες.

Δηλαδή,

{∂p(α3∂p)− k2α}mk = 0,

(mk)p(0)− gλ−
3
2mk(0) = 0, mk(p0) = 0

Εφόσον λ = λ∗, η m1(p) είναι ένα σταθερό πολλαπλάσιο της M(p).
Για k ≥ 2 έχουμε

−gm2
k(0) +

∫ 0
p0
α3(∂pmk)

2dp∫ 0
p0
αm2

kdp
= −k2 < −1

λόγω της (2.7) που ικανοποιεί η mk. Ωστόσο, το λ
∗
είναι η ελάχιστη ιδιοτιμή

που είναι λύση στο πρόβλημα, άρα mk ≡ 0.
Για την περίπτωση που k = 0, από τη διαφορική εξίσωση έχουμε

∀p,
(
α3(m0)p

)
p
= 0

=⇒ α3(m0)p = A0, όπου A0 ∈ R

=⇒ m0(p) = A0

∫ p

p0

α−3(s, λ∗)ds+ c, p ∈ [p0, 0]
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όπου c = 0, λόγω της συνοριακής συνθήκης στο p = p0. Τέλος, από τη συνο-
ριακή συνθήκη στο p = 0 έχουμε

(m0)p(0)− gα−3m0(0) = 0

α3(m0)p(0)− gm0(0) = 0

A0 − gA0

∫ 0

p0

α−3(p, λ∗)dp = 0

A0

(
g

∫ 0

p0

α−3(p, λ∗)dp− 1

)
= 0

απ΄ όπου A0 = 0, διαφορετικά

1

g
=

∫ 0

p0

α−3(p, λ∗)dp

το οποίο αντίκειται στον τρόπο ορισμού του λ0.
Τελικά, η συνάρτηση m(q, p) είναι σταθερό πολλαπλάσιο της M(p) cos kq.

Λήμμα 7. (Εικόνα) Το ζεύγος (A,B), ανήκει στην εικόνα του τελεστή Fw(λ∗, 0)
αν και μόνο αν ικανοποιεί τη συνθήκη ορθογωνιότητας∫∫

R

Aα3ϕ∗dqdp+
1

2

∫
T

Bα2ϕ∗dq = 0 (2.11)

όπου η ϕ∗ παράγει τον πυρήνα του Fw(λ∗, 0).

Απόδειξη. Το (A,B) ανήκει στην εικόνα του τελεστή Fw(λ∗, 0) αν και μόνο
αν A := F1w(λ, 0)v και B := F2w(λ, 0)v, για κάποια v περιοδική ως προς q-
μεταβλητή με v = 0 στο B = {p = p0}. Δηλαδή,

A := α−3{α3vp}p + α−2vqq, στο R

B := 2(gα−2v − αvp) στο T

Η αναγκαιότητα της συνθήκης της ορθογωνιότητας έπεται πολλαπλασιάζοντας

τη μερική διαφορική εξίσωση με τον όρο α3ϕ∗ και κατόπιν ολοκληρώνοντας κατά
παράγοντες, λαμβάνοντας υπόψη την 2π-περιοδικότητα ως προς την q-μεταβλητή
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των συναρτήσεων v, ϕ∗. Πράγματι,∫∫
R

α3Aϕ∗dqdp =
∫∫
R

{(α3vp)p + αvqq}ϕ∗dqdp

=

∫ [
α3vpϕ

∗]p=0

p=p0
dq −

∫∫
R
α3vpϕ

∗
pdqdp+

∫
[αvqϕ

∗]q=πq=−π dp−
∫∫

R
αvqϕ

∗
qdqdp

=

∫ [
α3vpϕ

∗ − α3vϕ∗p
]p=0

p=p0
dq +

∫∫
R
(α3ϕp)pvdqdp

−
∫ [

αvqϕ
∗ − αvϕ∗q

]q=π
q=−π dp+

∫∫
R
αϕ∗qqvdqdp =

∫∫
R

{(α3ϕ∗p)p + αϕ∗qq}vdqdp

+

∫
T

{α3vpϕ
∗ − α3vϕ∗p}dq −

∫
B

{α3vpϕ
∗ − α3vϕ∗p}dq

΄Ομως, v = ϕ∗ = 0 στο B, οπότε το τελευταίο ολοκλήρωμα είναι ίσο με 0. Επίσης,
το πρώτο ολοκλήρωμα είναι επίσης 0, λόγω της μερικής διαφορικής εξίσωσης που

ικανοποιεί η ϕ∗.
Στο T , λόγω της σχέσης 2vp = (−α−1B + 2gα−3v)ϕ∗ καθώς και της (2.8)
ϕ∗p = α−3gϕ∗, έχουμε

2(vpϕ
∗ − vϕ∗p) = 2vpϕ

∗ − 2vϕ∗p = (2gα−3v − α−1B)ϕ∗ − 2v(α−3gϕ∗)

= 2vα−3gϕ∗ − α−1Bϕ∗ − 2vα−3gϕ∗

= −α−1Bϕ∗

Τελικά,∫
T

{α3vpϕ
∗ − α3vϕ∗p}dq =

1

2

∫
T

α3(−α−1Bϕ∗)dq = −1

2

∫
T

α2Bϕ∗dq

Το γεγονός ότι η συνθήκη είναι ικανή, το οποίο ολοκληρώνει το λήμμα, απο-

δεικνύεται αυστηρά στο [5](βλ.εν.3.1.2 σελ.57). Η απόδειξη απαιτεί επιχειρήματα

θεωρίας ελλειπτικών μερικών διαφορικών εξισώσεων δεύτερης τάξης (Θεώρημα

Λαξ-Μιλγραμ και εκτιμήσεις Σςηαυδερ) και είναι αρκετά πεπλεγμένη καθώς η

σχετική ςοερςιvιτψ ςονδιτιον δεν ικανοποιείται αυτόματα.

Από την ισχύ της (2.11) παρατηρούμε ότι η εικόνα του τελεστή Fw(λ∗, 0) είναι
ακριβώς ο πυρήνας, οπότε από τη λειότητα του τελεστή, η εικόνα είναι κλειστό

σύνολο. Προφανώς α(p, λ∗) > 0,∀p ∈ [p0, 0] οπότε η σχέση µ(λ
∗) = −1,
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εξασφαλίζει ότι M(0) ̸= 0. Παρατηρούμε τέλος, ότι το στοιχείο (0, cosq) /∈
R[Fw(λ∗, 0)]. Πράγματι,∫∫

R
0dqdp+

1

2

∫
T
cosqα2(0, λ∗)ϕ∗dq

= λ∗M(0)

∫
T
cos2qdq > 0

λαμβάνοντας υπόψη ότι α2(0, λ∗) = λ∗.
Τότε, για (A1,B1), (A2,B2) ∈ Y \R[Fw(λ∗, 0)],

(A1,B1)− c(A2,B2) ∈ R[Fw(λ∗, 0)]

για

c =

∫∫
RA1α

3ϕ∗dqdp+ 1
2

∫
T B1α

2ϕ∗dq∫∫
RA2α3ϕ∗dqdp+ 1

2

∫
T B2α2ϕ∗dq

∈ R

το οποίο είναι καλά ορισμένο, εφόσον έχουμε υποθέσει (A2,B2) /∈ R[Fw(λ∗, 0)].
Τελικά, το συμπλήρωμα της εικόνας του τελεστή έχει διάσταση 1, άρα ο χώρος
πηλίκο Y/R[Fw(λ∗, 0)] έχει διάσταση 1 και ο χώρος R[Fw(λ∗, 0)] έχει συνδι-
άσταση 1.

Απόδειξη του Θεωρήματος 2.0.1. Αποδεικνύουμε ότι ικανοποιούνται οι συνθήκες

(i)−(iv) του Crandall-Rabinowitz για λ = λ∗. Προφανώς, η (i) ισχύει λόγω της
σχέσης που ικανοποιεί η H. Η λειότητα του τελεστή είναι προφανής, άρα ισχύει
η (ii). Η (iii) αποδείχθηκε στα δύο προηγούμενα λήμματα, αφού αυτά οδήγησαν
στον συλλογισμό που παρουσιάσαμε μόλις πιο πάνω. Μένει να αποδειχθεί η (iv).
΄Εχουμε υπολογίσει ότι

Fw(λ, 0) = (∂2p +H2
p∂

2
q + 3γ(−p)H2

p∂p, 2(λ
−1g − λ

1
2∂p)|T ) (2.12)

όπου H2
p = α−2

, οπότε

Fwλ(λ, 0) = (−α−4∂2q − 3γα−4∂p, (−α−4g − 1

2
α−1∂p)|T ) (2.13)

Η συνθήκη (iv) απαιτεί ότι η Fwλ(λ, 0)ϕ∗ ≡ (A,B) ̸∈ R[Fw(λ∗, 0)]. Οπότε,
απαιτούμε η ποσότητα Ξ να μην είναι ταυτοτικά μηδέν, όπου

Ξ =

∫∫
R

α3ϕ∗(−α−4ϕ∗qq − 3γ(−p)α−4ϕ∗p)dqdp

+

∫
T

α2ϕ∗(−α−4gϕ∗ − (2α)−1ϕ∗p)dq
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Η ϕ∗(q, p) = M(p)cosq (με M ̸≡ 0) ικανοποιεί το Sturm-Liouville πρόβλημα με
µ = −1, 

{α3ϕ∗p}p + {αϕ∗q}q = 0 ⇐⇒ {α3ϕ∗p}p = αϕ∗,στο (p0, 0)

α3ϕ∗p = gϕ∗ στο p = 0

ϕ∗ = 0 στο p = p0

Λαμβάνοντας υπόψη τις σχέσεις αp = γ(−p)α−1
και τη μερική διαφορική εξίσωση

3α2αpϕ
∗
p + α3ϕ∗pp − αϕ∗ = 0

που ικανοποιεί η ϕ∗ στο R, η ποσότητα Ξ γράφεται ισοδύναμα

Ξ = −
∫∫
R

α−1ϕ∗ϕ∗qqdqdp− 3

∫∫
R

αpϕ
∗ϕ∗pdqdp

+

∫
T

α2ϕ∗(−α−4gϕ∗ − (2α)−1ϕ∗p)dq

Ολοκληρώνουμε κατά παράγοντες τον δεύτερο όρο της Ξ και λαμβάνοντας υπόψη
τη μερική διαφορική εξίσωση που ικανοποιεί η ϕ∗, έχουμε∫∫

R

αpϕ
∗ϕ∗pdqdp =

∫ π

−π

[
αϕ∗pϕ

∗]0
p0
dq −

∫∫
R

αϕ∗ϕ∗ppdpdq −
∫∫
R

α(ϕ∗p)
2dpdq

=

∫
T

αϕ∗ϕ∗pdq −
∫∫
R

α−2ϕ∗α3ϕ∗ppdpdq −
∫∫
R

α(ϕ∗p)
2dpdq

=

∫
T

αϕ∗ϕ∗pdq −
∫∫
R

α−2ϕ∗(−3αpα
2ϕ∗p + αϕ∗)dpdq −

∫∫
R

α(ϕ∗p)
2dpdq

=

∫
T

αϕ∗ϕ∗pdq + 3

∫∫
R

αpϕ
∗ϕ∗pdpdq −

∫∫
R

α−1ϕ∗2dpdq −
∫∫
R

α(ϕ∗p)
2dpdq

΄Αρα, ∫∫
R

αpϕ
∗ϕ∗pdqdp = −1

2

∫
T

αϕ∗ϕ∗pdq +
1

2

∫∫
R

α−1ϕ∗2dqdp

+
1

2

∫∫
R

α(ϕ∗p)
2dqdp
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Λόγω της συνοριακής συνθήκης στο T , ο τρίτος και τέταρτος όρος της Ξ συνδυ-
άζονται ως εξής∫

T

α2ϕ∗(−α−4gϕ∗ − (2α)−1ϕ∗p)dq = −
∫
T

α−2α3ϕ∗pϕ
∗dq − 1

2

∫
T

αϕ∗ϕ∗pdq

= −3

2

∫
T

αϕ∗ϕ∗pdq

Επίσης, λόγω του συνημιτόνου ϕqq = −ϕ.

Τελικά,

Ξ =

∫∫
R

α−1ϕ∗2 +
3

2

∫
T

αϕ∗ϕ∗pdq −
3

2

∫∫
R

α−1ϕ∗2dqdp

−3

2

∫∫
R

α(ϕ∗p)
2dqdp− 3

2

∫
T

αϕ∗ϕ∗pdq

= −1

2

∫∫
R

α−1ϕ∗2dqdp− 3

2

∫∫
R

αϕ∗p
2dqdp < 0

Από το Θεώρημα 2.2.1 συμπεραίνουμε την ύπαρξη μιας καμπύλης τοπικής δια-
κλάδωσης C0 του προβλήματος F(λ,w) = 0 ⇐⇒ (F1(λ,w),F2(λ,w)) = (0, 0),
όπου Fi όπως στις (2.10α΄)-(2.10β΄). Εφόσον, h = H +w και Hp > 0, σε όλο το
κλειστό χωρίο R̄, τότε hp > 0 στο R̄, για όλα τα (λ,w) ∈ C0 που είναι αρκετά
κοντά στο (λ∗, 0) ∈ R × X. Οπότε, μπορούμε να περιοριστούμε σε μια C1

κα-

μπύλη Cloc ⊂ C0 που περιέχει το (λ∗, 0), στην οποία hp > 0 σε όλο το R̄.
Η συζήτηση που έγινε στις Ενότητες 1.2, 2.1 μας επιτρέπει να περάσουμε από

τις λύσεις του προβλήματος F(λ,w) = 0, στις λύσεις του αρχικού προβλήματος
(1.1)-(1.5). Εφόσον h = H + w με H ∈ C3+α

per και καθώς u, v και η όπως ο-
ρίστηκαν στις προηγούμενες ενότητες, επάγεται η λειότητα της λύσης (u, v, η)
του προβλήματος (1.1)-(1.5) και το γεγονός ότι u < c σε όλο το υγρό.

Παρατήρηση Η τοπική διακλάδωση εφαρμόζεται αν και μόνο αν µ(−2Γmin) ≤
−1. Για περισσότερες λεπτομέρειες παραπέμπουμε στο [3, Propoposition 3.9] και
στο [5, �3.1.2, Conclusion].

2.3 Μορφή των λύσεων

Σε αυτή την ενότητα, αποδεικνύουμε ότι η καμπύλη τοπικής διακλάδωσης C0

διατηρεί τη μορφή των λύσεων που κληρονομήθηκε από την ιδιοσυνάρτηση του
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γραμμικοποιημένου προβλήματος στο σημείο διακλάδωσης (λ∗, 0).
΄Εστω Ω το ανοιχτό ορθογώνιο (0, π)× (p0, 0) που έχει το μισό μέγεθος του R,
με τα ακόλουθα σύνορα

∂Ωt = {(q, 0) : q ∈ (0, π)}
∂Ωb = {(q, p0) : q ∈ (0, π)}
∂Ωl = {(0, q) : p ∈ (p0, 0)}
∂Ωr = {(π, p) : p ∈ (p0, 0)}

Σημειώνουμε ότι h = 0 στο ∂Ωb για (λ
∗, 0) ∈ Cloc ⊂ R×X.

Αν h ∈ X έχουμε ότι η h(q, p) είναι μια άρτια και 2π-περιοδική συνάρτηση ως
προς q, με hq = 0 στο ∂Ωl ∪ ∂Ωr.
Αποδεικνύεται ότι ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις για κάθε σημείο στην καμπύλη

εκτός του σημείου διακλάδωσης (λ∗, 0),

hq < 0, στο Ω ∪ Ωt

hqp < 0, στο ∂Ωb

hqq < 0, στο ∂Ωl

hqq > 0, στο ∂Ωr

(2.14)

Στον πυθμένα έχουμε

hqqp(0, p0) < 0, hqqp(π, 0) > 0 (2.15)

ενώ στο δεξί άκρο

είτε hqq > 0, είτε hqqp < 0 (2.16)

με τις συνθήκες στο αριστερό άκρο να είναι οι ακριβώς αντίθετες. Οι παραπάνω

ανισοτικές σχέσεις ορίζουν ένα ανοιχτό σύνολο στο X.

Λήμμα 8. Οι ιδιότητες (2.14)-(2.16) ισχύουν σε μια μικρή περιοχή του (λ∗, 0)
στον χώρο R×C3+α

per (Ω̄) κατά μήκος της καμπύλης διακλάδωσης Cloc \ {(λ∗, 0)}
που παράγεται από το (λ∗, 0).

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι η ιδιοσυνάρτηση w∗(q, p) = M(p)cosq του γραμ-
μικοποιημένου προβλήματος που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή (λ∗, 0) ικανοποιεί τις
σχέσεις (2.14)-(2.16), καθώς M(p) > 0,για κάθε p ∈ (p0, 0] και M(p0) = 0,
M

′
(p0) > 0, εφόσον M(0) > 0 και M

′
(0) > 0. Πράγματι, τα παραπάνω προ-

κύπτουν από τη σχέση M
′
(0) = g(λ∗)−

3
2M(0) και το γεγονός ότι η M είναι μια

μη τετριμμένη λύση της γραμμικής μερικής διαφορικής εξίσωσης δεύτερης τάξης.

Η εναλλακτική της (2.16) ισχύει αφού w∗
qqp(0, 0) < 0 και wqq(π, 0) > 0.
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Από το Θεώρημα Crandall-Rabinowitz εξασφαλίσαμε την ύπαρξη μιας συνάρτη-
σης w, για ϵ > 0 αρκετά μικρό, κατά μήκος της καμπύλης Cloc τέτοια ώστε

w(q, p) = ϵM(p)cosq + o(ϵ) στον C3+α(Ω̄) (2.17)

όπου

M(p0) = 0, M
′
(0) = g(λ∗)−

3
2M(0) > 0, M

′
(p0) > 0 (2.18)

M(p) > 0, για κάθε p ∈ (p0, 0] (2.19)

Από τη σχέση (2.17) έχουμε
wq = −ϵM(p)sinq + o(ϵ), στον C2+α(Ω ∪ Ω̄)

wqp(q, p0) = −ϵM ′
(p0)sinq + o(ϵ), στον C1+α(∂Ω)

wqq(0, p) = −ϵM(p) + o(ϵ), στον C1+α(∂Ω)
wqq(π, q) = ϵM(p) + o(ϵ), στον C1+α(∂Ω)

wqqp(q, p) = −ϵM ′
(p)cosq + o(ϵ), στον Cα(Ω̄)

(2.20)

Θέτουμε l =
√
(π − q)2 + (p− p0)2 την απόσταση του σημείου (q, p) από το

κάτω άκρο (π, p0) του Ω.
Το ανάπτυγμα Taylor της wq, γύρω από το σημείο (π, p0) είναι

wq(q, p) = (q − π)(p− p0)wqqp(π, p0) +O(l3) (2.21)

καθώς

wq(π, p0) = wqq(π, p0) = wqp(π, p0)

= wqqq(π, p0) = wqpp(π, p0) = 0

αφού wq(q, p0) = 0, ∀q ∈ [0, π] και wq(π, p) = 0, ∀q ∈ [p0, 0].
Από τη (2.21) έχουμε

wqq(q, p) = (p− p0)wqqp(π, p0) +O(l2) (2.22)

και

wqp(q, p) = (q − π)wqqp(π, p0) +O(l2) (2.23)

Στο άνω άκρο (π, 0) του Ω εργαζομάστε αναλόγως. Εφόσον wq(π, p) = 0, για
κάθε p ∈ [p0, 0] και w(q, 0) μία άρτια και 2π-περιοδική συνάρτηση έχουμε

wq(π, 0) = wqp(π, 0) = wqqq(π, 0) = wqpp(π, 0) = 0

Οπότε, το ανάπτυγμα Taylor της wq, γύρω από το σημείο (π, 0) είναι

wq(q, p) = (q − π)wqq(π, 0) + (q − π)pwqqp(π, 0) +O(l21) (2.24)
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όπου l1 =
√
(q − π)2 + p2 η απόσταση του σημείου (q, p) από το (π, 0). ΄Αρα,

wqq(q, p) = wqq(π, 0) + pwqqp(π, 0) +O(l21) (2.25)

Θέλουμε να δείξουμε ότι η μορφή των λύσεων (2.14)-(2.16) ισχύει κατά μήκος της

Cloc\{(λ∗, 0)} σε μια μικρή περιοχή του (λ∗, 0). Για k > 0, έστω Ω(k) το σύνολο
των σημείων (q, p) ∈ Ω̄ τα οποία απέχουν απόσταση μεγαλύτερη ή ίση με 1

k από

κάθε γωνία του ορθογώνιου Ω. Από τις σχέσεις (2.18)-(2.20), συμπεραίνουμε ότι
υπάρχουν k1 ∈ N και ϵ1 > 0 τέτοια ώστε, για κάθε (λ,w) ∈ Cloc \ {(λ∗, 0)} που
βρίσκονται στην ϵ1-περιοχή του (λ∗, 0) ∈ R × C3+α(Ω̄), η (2.14) να ισχύει για
την w περιορισμένη στο Ω(k1). Πράγματι, wq(q, p) ≤ −Cq(π − q)(p − p0) στο
Ω(k1) για κάποιο C > 0, λαμβάνοντας υπόψη ότι wq = 0 για p = p0.

(0, p0) (π, p0)

(0, 0) (π, 0)

Ω(k)

Το συμπλήρωμα Ω(k1) στο (̄Ω) περιέχει τις τέσσερις μπάλες με κέντρο τις γωνίες
του ορθογωνίου Ω.
Για την κάτω γωνία (π, p0), από τη σχέση (2.18) έχουμε M

′
(p0) > 0, οπότε από

τη (2.19) έχουμε ότι η wqqp(π, p0) ≥ ϵ
2M

′
(p0) > 0 σε μια μικρή περιοχή του

(λ∗, 0) στο R × C3+α(Ω̄) κατά μήκος της Cloc \ {(λ∗, 0)} όπου ισχύει η (2.17).
Οπότε, από τις σχέσεις (2.21)-(2.23) εξασφαλίζουμε ότι υπάρχει k2 ∈ N αρκέτα
μεγάλο και ϵ2 > 0 αρκετά μικρό ώστε για κάθε (λ,w) ∈ Cloc \ {(λ∗, 0)} στην
ϵ2-περιοχή του (λ∗, 0) στο R × C3+α(Ω̄) το μοτίβο που περιγράφεται από τις
(2.14)-(2.16) να ισχύει σε μια

1
k2
-περιοχή του (π, p0) ∈ Ω̄. Αναλόγως, βρίσκουμε

k3 ∈ N και ϵ3 > 0 που αντιστοιχούν στη γωνία (0, p0) στο Ω.
Για τις άνω γωνίες του Ω, από τις σχέσεις (2.18)-(2.20) έχουμε ότι για όσο ισχύει
η (2.17) κατά μήκος της καμπύλης Cloc \ {(λ∗, 0)},

wqq(0, 0) ≤ − ϵ
2
M(0) < 0, wqq(π, 0) ≥

ϵ

2
M(0) > 0

wqqp(0, 0) ≥
ϵ

2
M

′
(0) > 0, wqqp(π, 0) ≤ − ϵ

2
M

′
(0) < 0

για ϵ αρκετά μικρό. Από τις σχέσεις (2.24), (2.25) συμπεραίνουμε ότι υπάρχει k4 ∈
N και ϵ4 > 0 τέτοια ώστε σε μια περιοχή του (λ∗0) στο R×C3+α(Ω̄), οι σχέσεις
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(2.14)-(2.16) να ισχύουν κατά μήκος της Cloc \ {(λ∗, 0)} για τον περιορισμό της
w σε μια 1

k4
-περιοχή του (π, 0) στο Ω̄.

Για το άνω άκρο (0, 0), βρίσκουμε αντιστοίχως k5 ∈ N και ϵ5 > 0.
Τέλος, για ϵ = min

i=1,...,5
{ϵi}, εκφράζουμε το Ω̄ ως Ω(k)∪[Ω̄−Ω(k)] με k = max

1,...,5
{ki}

από όπου λαμβάνουμε τον ισχυρισμό του λήμματος.

Θεώρημα 2.3.1. Κάθε λύση που αντιστοιχεί σε ένα σημείο της Cloc ικανοποιεί
τις ιδιότητες (i)− (v) του Θεωρήματος (1.1.1).

Απόδειξη. Ο ισχυρισμός προκύπτει από τις σχέσεις

hq =
v

u− c
, hp =

1

c− u

και το γεγονός ότι h = H+w, η(x) = h(q, 0)+d, λαμβάνοντας υπόψη τις σχέσεις
(2.14)-(2.16) που ικανοποιεί η w. Τότε, επειδή hq < 0 στο ∂Ωt, συμπεραίνουμε ότι
το προφίλ κάθε μη τετριμμένης λύσης είναι γνησίως φθίνον από την κορυφή στην

κοιλάδα. Οι υπόλοιπες ιδιότητες ακολουθούν από τις σχέσεις hq = v
u−c , hp =

1
c−u , εφόσον η h(·, p) είναι άρτια και 2π-περιοδική για κάθε σταθεροποιημένο
p ∈ [p0, 0].
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