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Περίληψη

Το ενδιαφέρον της παρούσας μεταπτυχιακής διατριβής επικεντρώνεται στην

έννοια της στατιστικής απόκλισης (divergence) και των εφαρμογών της στη
στατιστική συμπερασματολογία, εκτίμηση και έλεγχο υποθέσεων. Οι στατιστικές
αποκλίσεις αποτελούν μέτρα ψευδο-απόστασης μεταξύ κατανομών πιθανότητας,
τα οποία έχουν σχεδιαστεί και προσαρμοστεί ώστε να χρησιμοποιούνται στη μο-
ντελοποίηση, την ανάλυση και τη μελέτη προβλημάτων που σχετίζονται με τη
θεωρία πιθανοτήτων, τη μαθηματική στατιστική και άλλα συναφή επιστημονικά
πεδία.

Στο Κεφάλαιο 1 της μεταπτυχιακής διατριβής, πραγματοποιείται μια
ανασκόπηση των βασικών στατιστικών αποκλίσεων που έχουν προταθεί στη βι-
βλιογραφία. Αρχικά, ορίστηκε το μέτρο απόκλισης Kullback and Leibler (1951),
Kullback (1959), το οποίο αποτελεί ένα από τα βασικότερα μέτρα απόκλισης στη
Θεωρία Πληροφορίας. Στη συνέχεια, πραγματοποιείται μια αναφορά σε άλλα μέ-
τρα απόκλισης (divergence) που υπάρχουν, τα οποία αποτελούν ειδικές περιπτώ-
σεις μιας ευρείας κλάσης αποκλίσεων, γνωστή και ως οικογένεια φ- αποκλίσεων
(φ- divergence) που εισήχθηκε από τον Csiszár (1963, 1967) και ανεξάρτητα από
τους Ali and Silvey (1966), για την οποία δίνεται ο ορισμός και βασικές ιδιότητες.
Επιπλέον, παρουσιάζεται η Power Divergence Family των Cressie and Read
(1984), η οποία είναι μία από τις σημαντικότερες αποκλίσεις, καθώς ορίστηκε για
να μελετήσει υπάρχοντες χ2

πολυωνυμικούς ελέγχους καλής προσαρμογής. Το
Κεφάλαιο 1 ολοκληρώνεται με τον ορισμό της οικογένειας Density Power Diver-
gence των Basu et al. (1998), που αποτελεί κίνητρο και βασίζονται σε αυτή τα
επόμενα κεφάλαια.

Στο Κεφάλαιο 2 της μεταπτυχιακής διατριβής, δίνεται ανασκόπηση μεθόδων
στατιστικής συμπερασματολογίας που βασίζονται σε στατιστικές αποκλίσεις

μεταξύ του θεωρητικού αλλά άγνωστου πιθανοθεωρητικού μοντέλου που κυ-

βερνά τα δεδομένα και ενός εμπειρικού εκτιμητή του. Στο πλαίσιο αυτό, πραγ-
ματοποιείται μια ανασκόπηση μεθόδων εκτίμησης τύπου ελάχιστης απόκλισης που

γενικεύουν και επεκτείνουν την κλασική μέθοδο μέγιστης πιθανοφάνειας. Αναλυ-
τικότερα, χρησιμοποιείται η μέθοδος εκτίμησης που εισάγεται στους Basu et al.
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(1998), οι οποίοι ελαχιστοποιώντας την οικογένεια αποκλίσεων Density Power
Divergence, εισάγουν μια μέθοδο εκτίμησης τύπου ελάχιστης απόστασης, η οποία
οδηγεί κατά κανόνα σε εύρωστους (robust) εκτιμητές. Επιπλέον, μελετώνται οι
ιδιότητες των εκτιμητών αυτών, όπως η συνέπεια και η ασυμπτωτική κατανομή
τους, οι οποίες και αποδεικνύονται λεπτομερώς στο Κεφάλαιο 5, Παράρτημα.

ΤοΚεφάλαιο 3 της μεταπτυχιακής διατριβής επικεντρώνεται στην κατασκευή
και μελέτη στατιστικών τεστ για τον έλεγχο της απλής μηδενικής υπόθεσης

(H0 : θ = θ0 έναντι Hα : θ ̸= θ0) χρησιμοποιώντας την οικογένεια Density
Power Divergence. Συγκεκριμένα, ορίζεται η στατιστική συνάρτηση του τεστ και
προσδιορίζεται η ασυμπτωτική κατανομή της για τον έλεγχο της απλής μηδενικής

υπόθεσης. Το κεφάλαιο αυτό ολοκληρώνεται, μελετώντας τη Συνάρτηση Ισχύος,
που είναι ένα μέτρο αξιολόγησης της απόδοσης του προτεινόμενου ελέγχου, κα-
θώς και με τη μελέτη της ασυμπτωτικής κατανομής του στατιστικού ελέγχου της

απόκλισης Density Power Divergence, υπό μία ακολουθία τοπικών υποθέσεων.

Τέλος στον επίλογο, Κεφάλαιο 4 πραγματοποιείται μία σύντομη περιγραφή
ερευνητικών εργασιών, που αφορούν εφαρμογές της οικογένειας Density Power
Divergence σε προβλήματα παραμετρικής Συμπερασματολογίας, παραπέμποντας
στη σχετική βιβλιογραφία για περαιτέρω διεξοδική συζήτηση και μελέτη.
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Abstract

This Master Thesis is focused on the concept of statistical divergence and its
applications in statistical inference estimation and testing statistical hypothe-
ses. Statistical divergences are pseudo-distance measures between probability
distributions, designed and adapted for use in modeling, analysis and the study
of problems which appear in probability theory, mathematical statistics, and
other related scientific fields.

Chapter 1 of the thesis is devoted in a review of the main statistical di-
vergences proposed in the literature. This chapter begins with the definition
of the pioneer divergence measure introduced by Kullback and Leibler (cf.
Kullback and Leibler (1951), Kullback (1959)), which is one of the most fun-
damental divergence measures in Information Theory. In the sequel, some
other divergence measures are discussed, which are special cases of a broad
class of divergences, namely the φ-divergence family introduced by Csiszár
(1963, 1967) and independently by Ali and Silvey (1966). Some fundamen-
tal properties of Csiszár’s divergence are also discussed. Moreover, the Power
Divergence Family introduced by Cressie and Read (1984) is presented. This
is one of the most important divergence families, as it was defined in order
to study the existing polynomial chi-square (χ2) goodness-of-fit tests. Chap-
ter 1 concludes with the introduction of the Density Power Divergence family
introduced by Basu et al. (1998), which consists the basis for the subsequent
chapters.

Chapter 2, is reviewing methods of statistical inference which are based
on statistical divergences between the theoretical, but unknown, probabilistic
model which governs the data and its empirical estimator. In this context, a
review of minimum divergence-type estimation methods is presented, which
generalizes and extends the classical maximum likelihood method. Specifi-
cally, the estimation method introduced by Basu et al. (1998) is employed,
which minimizes the Density Power Divergence family and results in a ro-
bust minimum distance estimation method. Furthermore, the properties of
these estimators—such as consistency and their asymptotic distribution—are
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studied and their detailed proof is presented in Chapter 5, Appendix.

Chapter 3 focuses on the construction and analysis of statistical tests for
testing the simple null hypothesis (H0 : θ = θ0 versus Hα : θ ̸= θ0) by
using the Density Power Divergence family. In particular, the test statistic is
defined, and its asymptotic distribution is derived for testing the simple null
hypothesis. The chapter concludes with an analysis of the Power Function,
which is a measure of the effectiveness of the proposed test, along with the
study of the asymptotic distribution of the Density Power Divergence test
statistic under a sequence of local alternatives.

Finally, in the epilogue, Chapter 4, a brief overview of several recent research
articles is provided, which concerns applications of the Density Power Diver-
gence family to problems in parametric inference, citing the relevant literature
for a more detailed discussion and study.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ1
Μέτρα Απόκλισης

1.1 Εισαγωγή

Στη Μαθηματική Στατιστική σημαντικό ρόλο παίζει η ποσότητα κατά την

οποία μειώνεται η αβεβαιότητα πραγματοποίησης ενός γεγονότος. Η ποσότητα
αυτή ορίζεται ως ≪Πληροφορία≫ και έχει εισαχθεί στη βιβλιογραφία από τον

Fisher (1925). Στη στατιστική υπάρχουν διάφορα μέτρα πληροφορίας, τα οποία
ομαδοποιούνται στις εξής τρεις κατηγορίες: Μέτρα Απόκλισης (divergences), μέ-
τρα τύπου Fisher και μέτρα τύπου εντροπίας (βλέπε Ferentinos and Papaioannou
(1981)). Τα μέτρα απόκλισης (divergences) θα αποτελέσουν κύριο αντικείμενο
αυτής της διατριβής, καθώς είναι σημαντικά στη Θεωρία Πιθανοτήτων και στη Μα-
θηματική Στατιστική. Ως μέτρο απόκλισης (divergence) ορίζεται η διαφορά που
υπάρχει μεταξύ δύο κατανομών ή πληθυσμών στη στατιστική. Για παράδειγμα, ο
έλεγχος Kolmogorov-Smirnov βασίζεται σε ένα μέτρο απόκλισης μεταξύ της εμ-
πειρικής κατανομής και της αντίστοιχης συνάρτησης κατανομής. Επιπλέον, θεω-
ρούνται ένας τύπος στατιστικής απόστασης μεταξύ δύο κατανομών πιθανότητας

και όχι ως μέτρο απόστασης με τη συνήθη μετρική έννοια, καθώς δεν ικανοποιούν
απαραίτητα όλες τις ιδιότητες μιας ευκλείδειας μετρικής.

Ειδικότερα, μια συνάρτηση d : Rp × Rp −→ R ορίζεται ως ευκλείδεια μετρική
απόσταση μεταξύ των σημείων x = (x1, ..., xp)

t
και y = (y1, ..., yp)

t
του p-

διαστάτου Ευκλείδιου χώρου Rp 1, αν ικανοποιεί τις εξής τρεις ιδιότητες

1. Μη αρνητικότητα

d(x, y) ≥ 0, ∀x, y ∈ Rp, με ισότητα αν και μόνο αν x = y.

2. Συμμετρία

1
Βικιπαίδεια, Ευκλείδεια απόσταση, https://el.wikipedia.org/wiki/µµ_Œ, τελευταία

πρόσβαση: 26 Μαΐου 2025.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 1.2. Kullback Leibler Απόκλιση

d(x, y) = d(y, x), ∀x, y ∈ Rp.

3. Τριγωνική Ανισότητα

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), ∀x, y, z ∈ Rp.

Ωστόσο, αρκετά από τα μέτρα απόκλισης δεν ικανοποιούν την ιδιότητα της συμ-
μετρίας, ενώ κανένα από αυτά δεν ικανοποιεί την ιδιότητα της τριγωνικής ανισότη-
τας. Παρόλα αυτά, τα μέτρα απόκλισης αποτελούν εξαιρετικά χρήσιμα εργαλεία
για τη μέτρηση της διαφοράς μεταξύ δύο κατανομών πιθανότητας, ιδίως στη Θεω-
ρία Πληροφορίας, όπου και θα πραγματοποιηθεί στη συνέχεια, μια ανασκόπηση
των κυριότερων μέτρων απόκλισης (divergence).

1.2 Kullback Leibler Απόκλιση

Στην ενότητα αυτή θα ασχοληθούμε με το πιο ευρέως γνωστό μέτρο απόκλι-
σης (divergence), που είναι το μέτρο Kullback-Leibler. Η απόκλιση Kullback-
Leibler εμφανίστηκε πρώτη φορά από τους Kullback and Leibler (1951) και
μελετήθηκε αναλυτικότερα στο σύγγραμμα του Kullback (1959). Το μέτρο
απόκλισης Kullback-Leibler είναι ένας τύπος στατιστικής απόστασης, η οποία
υποδηλώνει το κατά πόσο διαφέρουν δύο πληθυσμοί ή οι αντίστοιχες συναρτή-

σεις πυκνότητας πιθανότητας.

1.2.1 Kullback Leibler Απόκλιση: Ορισμοί και Ιδιότητες

Στην υποενότητα αυτή θα παρουσιαστεί το μέτρο απόκλισης Kullback-Leibler.
Αρχικά θα διατυπωθεί ο ορισμός της απόκλισης Kullback-Leibler σε έναν
μετρήσιμο χώρο, καθώς στη βιβλιογραφία ο ορισμός της βασίζεται στη θεω-
ρία μέτρου. Χάριν πληρότητας δίνουμε τον ορισμό της έννοιας της απόλυτης
συνέχειας της θεωρίας μέτρου (βλέπε Billingsley (1995), σελ. 422).

Παρατήρηση 1.1. ΄Εστω ο μετρήσιμος χώρος (X ,A) και µ, ν δύο προσημα-
σμένα ή θετικά μέτρα στον χώρο (X ,A). Το μέτρο ν λέγεται ότι είναι απόλυτα
συνεχές ως προς το μέτρο µ αν για κάθε A ∈ A με µ(A) = 0 ισχύει ν(A) = 0
και συμβολίζεται με ν ≪ µ.

Διατυπώνουμε επίσης το θεώρημα των Radon-Nikodym παραγώγων στην
παρακάτω παρατήρηση (βλέπε Billingsley (1995), σελ. 419).
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 1.2. Kullback Leibler Απόκλιση

Παρατήρηση 1.2. ΄Εστω ο μετρήσιμος χώρος (X ,A) και Pθ ≪ µ, ∀θ, όπου
{Pθ}θ∈Θ μια παραμετρική οικογένεια μέτρων πιθανότητας, με Θ ένα υποσύνολο
του Rp, p ≥ 1. Για θ που ανήκει στον χώρο Θ, το θεώρημα των Radon-Nikodym
διατυπώνει ότι για ένα σ-πεπερασμένo μέτρο µ, υπάρχει μια f : X −→ [0,∞)
τέτοια ώστε

Pθ(A) =

∫
fθdµ.

Η συνάρτηση fθ =
dPθ(x)
dµ ονομάζεται Radon-Nikodym παράγωγος.

Βάσει των δύο αυτών παρατηρήσεων, μπορεί να οριστεί η στατιστική απόκλιση
των Kullback-Leibler των μέτρων πιθανότητας Pθ1 και Pθ2 ή των αντίστοιχων
Radon-Nikodym παραγώγων fθ1 και fθ2 , βασισμένη σε ένα πλήρως παραμετρικό
πλαίσιο (βλέπε Kullback (1959)) ως εξής.

Ορισμός 1.1. ΄Εστω ο μετρήσιμος χώρος (X ,A) και {Pθ}, θ ∈ Θ, μια
παραμετρική οικογένεια μέτρων πιθανότητας, με Θ να είναι ανοικτό υποσύνολο
του Rp, p ≥ 1. Για θ1, θ2 ∈ Θ, συμβολίζουμε με fθi, όπου i = 1, 2 τις Radon-

Nikodym παραγώγους των μέτρων Pθi, i = 1, 2, δηλαδή fθi = dPθ(x)
dµ , όπου µ

είναι ένα σ-πεπερασμένο μέτρο στον χώρο (X ,A) και Pθi ≪ µ, i = 1, 2. Η
ποσότητα

DKull(fθ1 , fθ2) = D0(θ1, θ2) =

∫
X
fθ1(x)ln

fθ1(x)

fθ2(x)
dµ(x), (1.1)

ονομάζεται μέτρο απόκλισης των Kullback-Leibler ή απόκλιση Kullback-Leibler.

΄Ομως χωρίς βλάβη της γενικότητας και για λόγους απλότητας, στην παρούσα
διατριβή δεν θα επεκταθούμε στον μετρήσιμο χώρο (X ,A) που αναφέρεται στον
παραπάνω ορισμό, αλλά τα ορίσματα και τα αποτελέσματα θα διατυπωθούν στην
πραγματική ευθεία ή τον Ευκλείδειο χώρο. Επιπλέον, επειδή στα επόμενα κε-
φάλαια θα αναπτυχθεί συμπερασματολογία με βάση στατιστικές αποκλίσεις, αυτές
θα διατυπωθούν με βάση το πραγματικό αλλά άγνωστο μοντέλο που περιγράφει

τα δεδομένα και την παραμετρική οικογένεια κατανομών που υιοθετείται για να

τα μοντελοποιήσει.

Επομένως, πριν δοθεί ο ορισμός της απόκλισης Kullback-Leibler στην πραγ-
ματική ευθεία, θα διατυπωθεί στην παρακάτω παρατήρηση η έννοια της ταυ-
τοποιήσιμης ή αναγνωρίσιμης (identifiable) παραμετρικής οικογένειας κατανομών
(βλέπε Lehmann and Casella (1998), σελ. 24).
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Παρατήρηση 1.3. Μια παραμετρική οικογένεια πυκνοτήτων {fθ}, με θ ∈
Θ λέγεται ότι είναι identifiable αν και μόνο αν για θ1, θ2 ∈ Θ με θ1 ̸= θ2
συνεπάγεται fθ1(x) ̸= fθ2(x).

Ορισμός 1.2. ΄Εστω μια τυχαία ποσότητα, η οποία περιγράφεται από την πραγ-
ματική αλλά άγνωστη πυκνότητα g. Λαμβάνοντας υπόψη ότι το πραγματικό
μοντέλο είναι άγνωστο, υιοθετείται μια identifiable παραμετρική οικογένεια
κατανομών fθ για να μοντελοποιήσει τα δεδομένα, όπου θ είναι μια παράμετρος,
θ ∈ Θ, με Θ να είναι ανοιχτό υποσύνολο του Rp, με p ≥ 1. Τότε ονομάζουμε
απόκλιση Kullback-Leibler μεταξύ των πυκνοτήτων g και fθ την ποσότητα

DKull(g, fθ) = D0(g, fθ) =

∫
R
g(x)ln

(
g(x)

fθ(x)

)
dx. (1.2)

Παρατήρηση 1.4. Ο ορισμός 1.2. εκτός από τη συνεχή περίπτωση καλύπτει
και τη διακριτή με τη μοναδική διαφορά, ότι το σύμβολο του ολοκληρώματος
αντικαθίσταται από εκείνο του αθροίσματος.

Μια πρώτη ιδιότητα της απόκλισης Kullback-Leibler, είναι αυτή της μη α-
ρνητικότητας με την ελάχιστη τιμή, να είναι η τιμή μηδέν και να επιτυγχάνεται
όταν ταυτίζονται οι δύο πυκνότητες g και fθ. Η μη αρνητικότητα της απόκλισης
Kullback-Leibler αποτελεί την πρώτη από τις τρεις ιδιότητες που χαρακτηρίζουν
την έννοια της ≪Απόστασης≫. Η δεύτερη ιδιότητα της Απόστασης είναι η συμ-
μετρία, όμως στην περίπτωση της απόκλισης Kullback-Leibler, η συμμετρία δεν
ικανοποιείται καθώς D0(g, fθ) ̸= D0(fθ, g). Μια πρώτη ιδέα για την αντιμετώπιση
αυτού του προβλήματος προέρχεται από τον Jeffreys (1946), που όρισε την από-
κλιση

J(g, fθ) = D0(g, fθ) +D0(fθ, g), (1.3)

η οποία είναι συμμετρική ως προς τα ορίσματά της.

Η προηγούμενη απόκλιση, αντίθετα από την Kullback-Leibler, ικανοποιεί την
ιδιότητα της συμμετρίας και ορίζεται ως J-Απόκλιση. ΄Ομως η τρίτη ιδιότητα της
Απόστασης, αυτή της Τριγωνικής Ανισότητας, δεν ικανοποιείται γενικά, ενώ μια
συζήτηση για την ικανοποίηση της τριγωνικής ιδιότητας παρατίθεται στους Liese
and Vajda (1987) και Vajda (2009) (βλέπε Zografos (2023), σελ. 297). ΄Ετσι
λοιπόν, οι αποκλίσεις δεν θεωρούνται Αποστάσεις με την έννοια της ≪Απόστα-
σης≫ στη μαθηματική βιβλιογραφία, αλλά θεωρούνται ως Στατιστικές Αποστά-
σεις.
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1.2.2 Ειδικές Περιπτώσεις Αποκλίσεων

Προηγουμένως, αναφερθήκαμε στην κυριότερη απόκλιση Kullback-Leibler.
Ωστόσο, στη βιβλιογραφία έχουν μελετηθεί και άλλα σημαντικά μέτρα απόκλισης,
τα οποία αποτελούν ειδικές περιπτώσεις της φ-απόκλισης, που θα παρουσιαστεί
αναλυτικότερα στην επόμενη ενότητα. Στην παρούσα υποενότητα, επιχειρείται
μια σύντομη ανασκόπηση κάποιων μέτρων αποκλίσεων (divergences). Η συμβολή
του Papaioannou στην Encyclopedia of Statistics, Papaioannou (1985), είναι
ιδιαίτερα σημαντική, καθώς παρέχει μια συνεκτική παρουσίαση και ανάλυση αυτών
των αποκλίσεων (divergences). Ακολουθεί, λοιπόν, μια συνοπτική ανασκόπηση
ορισμένων αποκλίσεων (divergences).

΄Ενα πρώτο μέτρο απόκλισης δημιουργείται από τον κλασικό χ2
έλεγχο καλής

προσαρμογής ή αλλιώς χ2
του Pearson (1900). Ο έλεγχος αυτός χρησιμοποιεί-

ται για κατηγορικά δεδομένα, είναι ένα κριτήριο που ποσοτικοποιεί τη συνολική
διαφορά μεταξύ των παρατηρούμενων και των αναμενόμενων συχνοτήτων. Η
απόκλιση chi-square, που εισήχθη από τον Pearson, δίνεται από τη σχέση

χ2 =
n∑
i=1

(ni − ei)
2

ei
, για ei = npi,

όπου pi είναι η πιθανότητα μία παρατήρηση να ανήκει στην i-οστή κατηγορία
δεδομένης μιας κατανομής, και ni είναι ο αριθμός των παρατηρήσεων που ανήκουν
στην i-οστή κατηγορία, i = 1, ..., n. Ο έλεγχος αυτός παρουσιάζεται από τον
Karl Pearson (Pearson (1900)). Ο Kagan (1963), γενικεύοντας το χ2

του

Pearson, ορίζει ως μέτρο απόκλισης στη συνεχή περίπτωση την ποσότητα

Dχ2(g, fθ) =

∫
R
fθ(x)

(
1− g(x)

fθ(x)

)2

dx, (1.4)

η οποία ονομάζεται chi-square divergence μεταξύ της g και fθ.

Επιπλέον, από τη συνεισφορά του Vajda (1973), ορίζεται το μέτρο απόκλισης

Dχα(g, fθ) =

∫
R
fθ(x)

∣∣∣∣1− g(x)

fθ(x)

∣∣∣∣α dx, (1.5)

όπου α ≥ 1.

Το μέτρο αυτό αποτελεί γενίκευση της παραπάνω απόκλισης και ονομάζεται

Vajda divergence ή χα -απόκλιση μεταξύ της g και fθ. Η ιδιαιτερότητα της
απόκλισης αυτής είναι η παράμετρος α, η οποία καθορίζει την ευαισθησία της
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απόκλισης. Συγκεκριμένα για α = 2 λαμβάνεται η απόκλιση του Kagan, ενώ για
α = 1 το total variation Saks (1937).

Η Hellinger distance εισήχθη ως έννοια το 1909 από τον Γερμανό μαθηματικό
Ernst Hellinger Hellinger (1909), είναι ένα στατιστικό μέτρο που χρησιμοποιείται
για να ποσοτικοποιήσει την ομοιότητα ή τη διαφορά μεταξύ δύο κατανομών πι-

θανότητας
2. Η Hellinger distance θεωρείται ειδική περίπτωση της φ-απόκλισης

και το μέτρο

DHe(g, fθ) =
1

2

∫
R

(√
g(x)−

√
fθ(x)

)2
dx (1.6)

ή ισοδύναμα

DHe(g, fθ) = 1−
∫
R

√
g(x)fθ(x)dx, (1.7)

ονομάζεται Hellinger divergence μεταξύ της g και fθ.

Μια απόκλιση που μπορεί να θεωρηθεί ως γενίκευση της Hellinger εμφανίζεται
από τη συνεισφορά του Matusita (1964). Η Matusita απόκλιση έχει εισαχθεί ως
ένας έλεγχος αξιολόγησης της ομοιότητας ή της διαφοράς μεταξύ δύο διαφορε-

τικών κατανομών. Η μορφή της είναι η εξής:

DM,α(g, fθ) =

∫
R
(gα(x)− fαθ (x))

1
α dx, 0 < α < 1 (1.8)

και ονομάζεται Matusita divergence μεταξύ της g και fθ.

Η απόκλιση αυτή συνδέεται με την Hellinger, όταν η παράμετρος α = 1/2.
Επίσης, στην εργασία του Matusita (1964) εισάγεται και το affinity δύο
συναρτήσεων πυκνότητας πιθανότητας με την απόκλιση

ρα(g, fθ) =

∫
R

(
gα(x)− f1−αθ (x)

)
dx. (1.9)

Μια άλλη σχετική απόσταση είναι η Bhattacharyya distance (βλέπε
Bhattacharyya (1943)), που ποσοτικοποιεί και αυτή την ≪ομοιότητα≫ δύο

συναρτήσεων πυκνότητας πιθανότητας. Σε αντίθεση με την Kullback-Leibler
που δεν ικανοποιεί τη συμμετρία, η απόσταση αυτή είναι συμμετρική, αλλά ούτε
και αυτή υπακούει στην τρίτη ιδιότητα των αποστάσεων, αυτής της τριγωνικής
ανισότητας. ΄Ετσι λοιπόν ορίζεται βάσει αυτής της απόστασης μια νέα απόκλιση
ως εξής

DBa(g, fθ) = −ln
(∫

R

√
g(x)fθ(x)dx

)
, (1.10)

2
Βικιπαίδεια, Hellinger distance, https://en.wikipedia.org/wiki/Hellinger_

distance, τελευταία πρόσβαση: 26 Μαΐου 2025.
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που ονομάζεται Bhattacharyya divergence μεταξύ της g και fθ.

Ακόμη ένα μέτρο απόκλισης, που εισήχθη από τον Rényi (1961) είναι η Rényi
απόκλιση (Rényi divergence). Είναι ένα μέτρο που αποτυπώνει την απόσταση
μεταξύ κατανομών. Η Rényi απόκλιση ορίζεται από τη σχέση

DR,α(g, fθ) =
1

α− 1
ln

(∫
R
g(x)αfθ(x)

1−αdx

)
, (1.11)

όπου α > 0 και α ̸= 1.

Το μέτρο αυτό σχετίζεται άμεσα με την Kullback-Leibler, καθώς στην
περίπτωση που α −→ 1 έχουμε

lim
α→1

DR,α(g, fθ) = DKull(g, fθ).

Η Rényi απόκλιση αποτελεί γενίκευση της Kullback-Leibler, προσφέροντας
μεγαλύτερη ευελιξία λόγω της παραμέτρου α, η οποία επιτρέπει την προσαρμογή
της ευαισθησίας σε συγκεκριμένες διαφορές μεταξύ των κατανομών, δηλαδή δίνει
μεγαλύτερη ή μικρότερη βαρύτητα σε διαφορετικές περιοχές των κατανομών.

1.3 Csiszár Φ-Απόκλιση

Η απόκλιση Kullback-Leibler που επινοήθηκε από τους Kullback and Leibler
(1951), αποτέλεσε ένα από τα σημαντικότερα μέτρα για τη θεωρία πληρο-
φοριών. ΄Οπως αναφέρθηκε και προηγουμένως, η απόκλιση Kullback-Leibler
ορίζεται ως ένας τύπος απόστασης στη στατιστική, που μετρά τη διαφορά μεταξύ
δύο κατανομών ή δύο συναρτήσεων πυκνότητας πιθανότητας. Για τον λόγο
αυτόν έχουν πραγματοποιηθεί διάφορες προσπάθειες γενίκευσης της απόκλισης

Kullback-Leibler ή του ορισμού μιας ευρείας κλάσης μέτρων απόκλισης. Μια από
τις σημαντικότερες ενέργειες εύρεσης μιας ευρείας κλάσης μέτρων απόκλισης εμ-

φανίστηκε μετά την απόκλιση Rényi από τον Csiszár (1963, 1967) και ανεξάρτητα
από τους Ali and Silvey (1966). Η απόκλιση που θα μας απασχολήσει στην
ενότητα αυτή θα είναι η φ -απόκλιση Csiszár. Συγκεκριμένα, ο Csiszár όρισε μία
γενική κλάση αποκλίσεων που βασίζεται σε μία κυρτή συνάρτηση φ. Ανάλογα
με την επιλογή της συνάρτησης φ, προκύπτουν διαφορετικά μέτρα απόκλισης,
συμπεριλαμβανομένων και αυτών που συζητήθηκαν στην προηγούμενη ενότητα.
Στις υποενότητες που ακολουθούν θα δοθεί ο ορισμός της απόκλισης και κάποιες

από τις ιδιότητές της.
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1.3.1 Φ-απόκλιση Csiszár: Ορισμός

Η φ -απόκλιση Csiszár ορίζει μια ευρεία κλάση μέτρων απόκλισης μεταξύ της
πραγματικής αλλά άγνωστης πυκνότητας και του παραμετρικού μοντέλου που

χρησιμοποιείται για την περιγραφή των δεδομένων. Ο ορισμός της διατυπώνεται
ως εξής:

Ορισμός 1.3. ΄Εστω μια τυχαία ποσότητα, η οποία περιγράφεται από την πραγ-
ματική αλλά άγνωστη πυκνότητα g. Λαμβάνοντας υπόψη ότι το πραγματικό
μοντέλο είναι άγνωστο, υιοθετείται μια identifiable παραμετρική οικογένεια
κατανομών fθ για να μοντελοποιήσει τα δεδομένα, όπου θ είναι μια παράμετρος,
θ ∈ Θ, με Θ να είναι ανοιχτό υποσύνολο του Rp, με p ≥ 1. Τότε ονομάζουμε
φ-απόκλιση Csiszár μεταξύ των πυκνοτήτων g και fθ την ποσότητα

Dφ(g, fθ) =

∫
R
fθ(x)φ

(
g(x)

fθ(x)

)
dx, φ ∈ Φ∗, (1.12)

όπου Φ∗
είναι η κλάση όλων των κυρτών συναρτήσεων φ(x), x ≥ 0, τέτοιων

ώστε στο x = 1, φ(1) = 0, στο x = 0, 0φ(0/0) = 0 και 0φ(ρ/0) = ρ lim
r→∞

φ(r)/r

(βλέπε Pardo (2006), σελ. 5).

Παρατήρηση 1.5. ΄Εστω φ ∈ Φ∗
είναι διαφορίσιμη στο 1 τότε η συνάρτηση

ψ(x) ≡ φ(x)− φ′(1)(x− 1),

επίσης ανήκει στην Φ∗
και έχει επιπλέον την ιδιότητα ότι ψ′(1) = 0. Αυτή η

ιδιότητα, μαζί με την κυρτότητα, συνεπάγεται ότι ψ(x) ≥ 0 για κάθε x ≥ 0.
Τότε,

Dψ(g, fθ) =

∫
R
fθ(x)

(
φ

(
g(x)

fθ(x)

)
− φ′(1)

(
g(x)

fθ(x)
− 1

))
dx

=

∫
R
fθ(x)φ

(
g(x)

fθ(x)

)
dx

= Dφ(g, fθ).

Δεδομένου ότι τα δύο μέτρα απόκλισης ταυτίζονται, μπορούμε να θεωρήσουμε
ότι το σύνολο Φ∗

είναι ισοδύναμο με το σύνολο

Φ = Φ∗ ∩ {φ : φ′(1) = 0}.

Για να είναι χρήσιμη σε στατιστικές εφαρμογές, η Φ∗
εμπλουτίζεται με την

πρόσθετη υπόθεση φ′(1) = 0. Η ιδιότητα φ′(1) = 0 διασφαλίζει ότι το
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μέτρο απόκλισης διατηρεί τις επιθυμητές ιδιότητες, όπως μη αρνητικότητα και
κυρτότητα, ενώ ταυτόχρονα απλοποιεί τον υπολογισμό και τη θεωρητική ανάλυση.

Από την παραπάνω παρατήρηση μπορούμε να δούμε ότι η Kullback-Leibler
απόκλιση μπορεί να ληφθεί για ψ(x) = xln(x)− x+1 ή για φ(x) = xln(x) τότε
ψ(x) = xln(x)− φ′(1)(x− 1).

Παρατήρηση 1.6. Η Dφ(g, fθ) ως απόκλιση δεν είναι συμμετρική. Οι Liese
and Vajda (1987), σελ. 14, όρισαν μια νέα συνάρτηση η οποία είναι κυρτή. Η
συνάρτηση αυτή είναι της μορφής

ψ(r) = φ(r) + rφ

(
1

r

)
, για r > 0,

τότε η Dψ(g, fθ) μπορεί να αποδοθεί ως συμμετρική και έχουμε ότι

Dψ(g, fθ) = Dψ(fθ, g) = Dφ(g, fθ) +Dφ(fθ, g).

Παρατήρηση 1.7. Για την απόκλιση Dφ(g, fθ) η τριγωνική ανισότητα δεν
ισχύει και άρα η Dφ(g, fθ) δεν μπορεί να θεωρηθεί απόσταση με τη συνήθη
έννοια της μετρικής (Ευκλείδεια απόσταση).

Στον παρακάτω πίνακα παρουσιάζονται οι βασικές αποκλίσεις που αναφέρθηκαν

στην Ενότητα 1.2. Ο πίνακας προέρχεται από το βιβλίο του Pardo (2006), βλέπε
σελ. 6, όπου καταγράφονται εκεί και άλλες σχετικές αποκλίσεις.

Φ-Συναρτήσεις Αποκλίσεις

xln(x)− x+ 1 Kullback-Leibler

(x− 1)ln(x), x > 0 j-Απόκλιση
1
2(x− 1)2 Pearson, Kagan

|1− x|α, α ≥ 1 χ-απόκλιση τάξης α Vajda
1
2(|1− x

1
2 |)2 Hellinger

|1− xα|
1
α , 0 < α < 1 Matusita

sng(α− 1)xα, α > 0 Affinity Matusita

Θα ήταν παράλειψη να μην αναφερθούμε σε μέτρα που δεν ανήκουν στις φ-
αποκλίσεις. Τέτοια μέτρα είναι οι αποκλίσεις Rényi και Bhattacharyya, τα οποία
δεν ανήκουν στις φ-αποκλίσεις. Ωστόσο, τα μέτρα αυτά μπορούν να εκφραστούν
μέσω της (h, φ) -απόκλισης

Dh
φ(g, fθ) = h(Dφ(g, fθ)), (1.13)
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όπου h είναι μια διαφορίσιμη αύξουσα πραγματική συνάρτηση στο [0, φ(0) +
lim
t→∞

f(t)/t] του [0,∞] και παρατίθενται στον παρακάτω πίνακα (βλέπε Pardo

(2006), σελ. 8).

Αποκλίσεις h(x) φ(x)

Rényi 1
r(r−1) ln(r(r − 1)x+ 1), r ̸= 0, 1 xr−r(x−1)−1

r(r−1)

Bhattacharay −ln(1− x) −x
1
2 + 1

2(x+ 1)

Αυτές οι αποκλίσεις ονομάζονται (h, φ)-Divergences και έχουν εισαχθεί στη βι-
βλιογραφία από την Menéndez et al. (1995).

1.3.2 Φ-απόκλιση Csiszár: Ιδιότητες

Σε αυτήν την υποενότητα θα επεκταθούμε σε κάποιες από τις σημαντικότερες

ιδιότητες των φ-αποκλίσεων. Το εύρος των ιδιοτήτων είναι τεράστιο, μια αναλυ-
τική μελέτη αυτών παρουσιάζεται από τον Vajda (1987, 1995). ΄Οπως αναφέρει
και ο Pardo (2006), είναι λογικό να απαιτούμε από μια απόκλιση την ιδιότητα
να αυξάνεται όταν οι δύο συναρτήσεις πυκνότητας αποκλίνουν μεταξύ τους. Η
ιδέα αυτή θα αποτελέσει την πρώτη πρόταση που αναφέρεται παρακάτω (Pardo
(2006), Proposition 1.1, σελ. 8).

Πρόταση 1.1. ΄Εστω ότι g και fθ είναι δύο συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότη-
τας και έστω φ ∈ Φ∗

διαφορίσιμη συνάρτηση στο t = 1. Τότε

0 ≤ Dφ(g, fθ) ≤ φ(0) + lim
r→∞

φ(r)

r
, (1.14)

όπου

Dφ(g, fθ) = 0, αν g(x) ≡ fθ(x) (1.15)

και

Dφ(g, fθ) = φ(0) + lim
r→∞

φ(r)

r
, αν S1 ∩ S2 = ∅. (1.16)

Αν φ είναι επίσης αυστηρά κυρτή συνάρτηση στο t = 1, τότε η (1.15) ισχύει
αν και μόνο αν g(x) ≡ fθ(x). Αν επιπλέον

φ(0) + lim
r→∞

φ(r)

r
<∞,

τότε η (1.16) ισχύει αν και μόνο αν S1 ∩ S2 = ∅, όπου Si, για, i = 1, 2, είναι
το σύνολο θετικότητας των συναρτήσεων πυκνότητας πιθανότητας g και fθ,
αντίστοιχα.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 1.3. Csiszár Φ-Απόκλιση

Απόδειξη. Η απόδειξη ακολουθεί πιστά την απόδειξη της Πρότασης 1.1 στη
μονογραφία Pardo (2006), σελ. 8. Μεταφέρεται εδώ χάριν πληρότητας της
παρουσίασης και παραπέμπουμε επίσης σε ανάλογη απόδειξη στον Αυλογιάρης

(2017), σελ. 36, σε περιβάλλον τοπικών αποκλίσεων.

Χρησιμοποιώντας τη μη αρνητικότητα της συνάρτησης ψ από την Παρατήρηση
1.5.

ψ(x) ≡ φ(x)− φ′(1)(x− 1), (1.17)

έχουμε Dψ(g, fθ) ≥ 0, επίσης από την Παρατήρηση 1.5. έχουμε ότι

Dψ(g, fθ) = Dφ(g, fθ).

Συνεπώς, Dφ(g, fθ) ≥ 0.

Είναι γνωστό ότι για κάθε κυρτή συνάρτηση φ, ισχύει (βλέπε Liese and Vajda,
1987, σελ. 210)

φ(t) ≤ φ(0) + t lim
r→∞

φ(r)

r
, t ≥ 0. (1.18)

Αν η φ είναι αυστηρά κυρτή συνάρτηση στο t0 ∈ (0,∞) τότε η (1.18) είναι
αυστηρά κυρτή συνάρτηση για όλα τα t > 0 και άρα χρησιμοποιώντας την (1.18)
και αντικαθιστώντας το t με g(x)/fθ(x) έχουμε

Dφ(g, fθ) =

∫
R
fθ(x)φ

(
g(x)

fθ(x)

)
dx

≤
∫
R
fθ(x)

(
φ(0) +

g(x)

fθ(x)
lim
r→∞

φ(r)

r

)
dx

=

∫
R

(
fθ(x)φ(0) + fθ(x)

g(x)

fθ(x)
lim
r→∞

φ(r)

r

)
dx

= φ(0)

∫
R
fθ(x)dx+ lim

r→∞

φ(r)

r

∫
R
g(x)dx

= φ(0) + lim
r→∞

φ(r)

r
.

Καθώς τα ολοκληρώματα
∫
R fθ(x)dx και

∫
R g(x)dx είναι ίσα με τη μονάδα από τον

ορισμό των συναρτήσεων πυκνότητας πιθανότητας, το πεδίο τιμών της Dφ(g, fθ)
είναι το

0 ≤ Dφ(g, fθ) ≤ φ(0) + lim
r→∞

φ(r)/r.

Είναι σαφές ότι αν g(x) ≡ fθ(x) =⇒ Dφ(g, fθ) = 0, από ιδιότητα της φ(·)
συνάρτησης όπου φ(g(x)/fθ(x)) = φ(1) = 0.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 1.3. Csiszár Φ-Απόκλιση

Στη συνέχεια, το σύνολο θετικότητας που αναφέρεται πιο πάνω είναι το σύνολο
των σημείων του πεδίου ορισμού όπου η αντίστοιχη συνάρτηση πυκνότητας είναι

διάφορη του μηδενός. Συγκεκριμένα με S1
c∩S2 θα συμβολίζουμε το σύνολο για

το οποίο η g(x) = 0 ενώ fθ(x) ̸= 0 και με S2
c ∩ S1 θα συμβολίζουμε το σύνολο

για το οποίο η g(x) ̸= 0 ενώ fθ(x) = 0.

΄Ετσι, αν S1 ∩ S2 = ∅ έχουμε

Dφ(g, fθ) =

∫
R
fθ(x)φ

(
g(x)

fθ(x)

)
dx

=

∫
S1

c∩S2

fθ(x)φ

(
g(x)

fθ(x)

)
dx+

∫
S1∩S2

c
fθ(x)φ

(
g(x)

fθ(x)

)
dx.

Για x ∈ S1
c ∩ S2 =⇒ g(x) = 0, το δεξί μέρος της παραπάνω εξίσωσης γίνεται

∫
S1

c∩S2

fθ(x)φ

(
g(x)

fθ(x)

)
dx =

∫
S1

c∩S2

fθ(x)φ

(
0

fθ(x)

)
dx

=

∫
S1

c∩S2

fθ(x)φ(0)dx

= φ(0)

∫
S1

c∩S2

fθ(x)dx

= φ(0),

όπου
∫
S1

c∩S2
fθ(x)dx = 1.

Ενώ για x ∈ S1 ∩ S2c =⇒ fθ(x) = 0, το δεξί μέρος της παραπάνω εξίσωσης
γίνεται

∫
S1∩S2

c
fθ(x)φ

(
g(x)

fθ(x)

)
dx =

∫
S1∩S2

c
0φ

(
g(x)

0

)
dx

0φ( ρ
0
) = ρ lim

r→∞

φ(r)

r=

∫
S1∩S2

c
g(x) lim

r→∞

φ(r)

r
dx

= lim
r→∞

φ(r)

r

∫
S1∩S2

c
g(x)dx

= lim
r→∞

φ(r)

r
,

όπου
∫
S1∩S2

c g(x)dx = 1.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 1.3. Csiszár Φ-Απόκλιση

Συνεπώς, συνδυάζοντας τις παραπάνω εξισώσεις, αν S1 ∩ S2 = ∅ έχουμε

Dφ(g, fθ) =

∫
R
fθ(x)φ

(
g(x)

fθ(x)

)
dx

=

∫
S1

c∩S2

fθ(x)φ

(
g(x)

fθ(x)

)
dx+

∫
S1∩S2

c
fθ(x)φ

(
g(x)

fθ(x)

)
dx

= φ(0) + lim
r→∞

φ(r)

r
.

Τώρα στην περίπτωση που η φ είναι αυστηρά κυρτή συνάρτηση στο t = 1, θα
δείξουμε ότι ισχύει η συνεπαγωγή Dφ(g, fθ) = 0 =⇒ g(x) ≡ fθ(x).

Δεδομένου ότι, η συνάρτηση φ είναι αυστηρά κυρτή στο t = 1 από τη σχέση
(1.17) η συνάρτηση ψ(·) εκφράζει την απόκλιση της φ(·) από την εφαπτομένη
της στο σημείο 1. Η φ(·) θα είναι αυστηρά κυρτή συνάρτηση πάνω από την
εφαπτομένη της σε κάθε σημείο t ̸= 1 και συνεπώς ψ(·) > 0. ΄Αρα έχουμε

ψ

(
g(x)

fθ(x)

)
> 0,

για g(x)/fθ(x) > 1 και για g(x)/fθ(x) < 1, όπου ψ ορίζεται από τη σχέση (1.17).

Αν Dφ(g, fθ) = Dψ(g, fθ) = 0 τότε g(x)/fθ(x) ≤ 1 ή g(x)/fθ(x) ≥ 1. Ας
υποθέσουμε πρώτα ότι g(x)/fθ(x) ≤ 1, είναι γνωστό ότι Dψ(g, fθ) = 0

Dψ(g, fθ) =

∫
R
fθ(x)ψ

(
g(x)

fθ(x)

)
dx

=

∫
R
fθ(x)

(
φ

(
g(x)

fθ(x)

)
− φ′(1)

(
g(x)

fθ(x)
− 1

))
dx

= Dφ(g, fθ)− φ′(1)

∫
R
fθ(x)

(
g(x)

fθ(x)
− 1

)
dx

= 0− φ′(1)

∫
R
fθ(x)

(
g(x)

fθ(x)
− 1

)
dx

= −φ′(1)

∫
R

(
g(x)

fθ(x)
− 1

)
dFθ(x)

όπου
dFθ(x)
dx = fθ(x) ισοδυναμεί με fθ(x)dx = dFθ(x) με Fθ(·) να είναι η αθροι-

στική συνάρτηση κατανομής της fθ(·).

Εφόσον η φ είναι αυστηρά κυρτή στο t = 1, πρέπει να ισχύει g(x) ≡ fθ(x) για
να ισχύει η ισότητα Dψ(g, fθ) = 0. ΄Ομοια αποτελέσματα μπορούν να προσδιορι-
στούν για την περίπτωση g(x)/fθ(x) ≥ 1.
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Στη συνέχεια, η αυστηρή κυρτότητα της φ στο t = 1 έχει ως συνέπεια την
αυστηρή ανισότητα στη σχέση (1.18), δηλαδή ότι

φ(t) < φ(0) + t lim
r→∞

φ(r)

r
, ∀t > 0,

Θεωρούμε τη συνάρτηση

l(t) = φ(0)− φ(t) + t lim
r→∞

φ(r)

r
, ∀t > 0,

όπου l(t) είναι θετική ∀t > 0.

Για x ∈ S1, συνεπάγεται ότι x είναι τέτοιο ώστε g(x) > 0, τότε t = g(x)
fθ(x)

> 0

και l
(
g(x)
fθ(x)

)
> 0.

Επομένως,

Dl(g, fθ) =

∫
R
fθ(x)l

(
g(x)

fθ(x)

)
dx

=

∫
R
fθ(x)

(
φ(0)− φ

(
g(x)

fθ(x)

)
+

g(x)

fθ(x)
lim
r→∞

φ(r)

r

)
dx

= −Dφ(g, fθ) + φ(0)

∫
R
fθ(x)dx+ lim

r→∞

φ(r)

r

∫
R
g(x)dx

= −Dφ(g, fθ) + φ(0) + lim
r→∞

φ(r)

r
,

επειδή
∫
R fθ(x)dx = 1 =

∫
R g(x)dx.

΄Ομως από τη σχέση (1.16) έχουμε

Dφ(g, fθ) = φ(0) + lim
r→∞

φ(r)

r
,

επομένως,

Dl(g, fθ) = 0 µε l

(
g(x)

fθ(x)

)
> 0.

Τότε, fθ(x) = 0 επειδή Dl(g, fθ) = 0 και l
(
g(x)
fθ(x)

)
> 0, συνεπάγεται x /∈ S2,

που ολοκληρώνει την απόδειξη.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 1.3. Csiszár Φ-Απόκλιση

Για την καλύτερη κατανόηση της πρότασης που ακολουθεί, θα ορίσουμε για
αυτήν το εξής: Με fθ1 θα συμβολίζουμε την αληθινή αλλά άγνωστη συνάρτηση
πυκνότητας και με fθ2 την πυκνότητα που χρησιμοποιούμε για να περιγράψουμε
το μοντέλο.

΄Εστω X1, X2, ..., Xn να είναι ένα δείγμα από την αληθή αλλά άγνωστη α-
θροιστική συνάρτηση κατανομής Fθ1 με θ1 ∈ Θ. ΄Εστω Fθ2 το μοντέλο που

υιοθετείται για να μοντελοποιήσει τα δεδομένα και fθi =
dFθi
dx (x) είναι η αντί-

στοιχη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, i = 1, 2. Υποθέτουμε ότι υπάρχει
ένας μετασχηματισμός T : R −→ R τέτοιος ώστε

Gθi(A) = Fθi
(
T−1(A)

)
, (1.19)

με A ⊆ R, και έστω

gθi(t) =
dGθi
dt

(t), fθi(x/t) =
dFθi
dGθi

(1.20)

όπου t συμβολίζονται οι τιμές του T .

Η επόμενη πρόταση εξετάζει τη συμπεριφορά των μέτρων απόκλισης υπό

μετασχηματισμούς δεδομένων. Συγκεκριμένα, όταν εφαρμόζουμε έναν μετασχη-
ματισμό που απλοποιεί τα δεδομένα, η απόκλιση μεταξύ των κατανομών μειώνεται,
καθώς μέρος της πληροφορίας μπορεί να χαθεί. Εντούτοις, αν ο μετασχηματισμός
T είναι επαρκής για τις κατανομές fθ1 και fθ2 , τότε διατηρείται η πλήρης πληρο-
φορία σχετικά με την απόσταση των κατανομών, και η απόκλιση παραμένει ίση
με την αρχική (Pardo (2006), Proposition 1.2, σελ. 11).

Πρόταση 1.2. ΄Εστω φ ∈ Φ∗
και Fθi , Gθi είναι δύο άγνωστες αθροιστικές

συναρτήσεις που ορίζονται από τις σχέσεις (1.19) και (1.20), τότε έχουμε

Dφ(gθ1 , gθ2) ≤ Dφ(fθ1 , fθ2).

Η ισότητα ισχύει αν T είναι επαρκής στατιστική συνάρτηση για τις συναρτήσεις
πυκνότητας πιθανότητας fθ1(x) και fθ2(x).

Απόδειξη. Η απόδειξη ακολουθεί πιστά την απόδειξη της Πρότασης 1.2 στη
μονογραφία Pardo (2006), σελ. 12. Μεταφέρεται εδώ χάριν πληρότητας της
παρουσίασης.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 1.3. Csiszár Φ-Απόκλιση

Για την απόκλιση Dφ(fθ1 , fθ2) έχουμε

Dφ(fθ1 , fθ2) =

∫
R
fθ2(x)φ

(
fθ1(x)

fθ2(x)

)
dx

=

∫
R

∫
R
fθ2(x/t)gθ2(t)φ

(
fθ1(x)

fθ2(x)

)
dtdx

=

∫
R
gθ2(t)

(∫
R
fθ2(x/t)φ

(
fθ1(x)

fθ2(x)

)
dx

)
dt.

Εφαρμόζοντας την Jensen’s ανισότητα για την κυρτή φ : R −→ R, προκύπτει

Dφ(fθ1 , fθ2) ≥
∫
R
gθ2(t)

(
φ

(∫
R
fθ2(x/t)

fθ1(x)

fθ2(x)
dx

))
dt. (1.21)

Παρατηρείτε ότι

Dφ(fθ1 , fθ2) ≥
∫
R
gθ2(t)

(
φ

(∫
R
fθ2(x/t)

fθ1(x)

fθ2(x)
dx

))
dt

=

∫
R
gθ2(t)

(
φ

(∫
R
fθ2(x/t)

dFθ1
(x)

dx
dFθ2

(x)

dx

dx

))
dt

=

∫
R
gθ2(t)

φ
∫

R
fθ2(x/t)

dFθ1
(x)dGθ1

(t)

dGθ1
(t)dt

dFθ2
(x)dGθ2

(t)

dGθ2
(t)dt

dx

 dt

=

∫
R
gθ2(t)

(
φ

(∫
R
fθ2(x/t)

fθ1(x/t)gθ1(t)

fθ2(x/t)gθ2(t)
dx

))
dt

=

∫
R
gθ2(t)

(
φ

(∫
R
fθ1(x/t)

gθ1(t)

gθ2(t)
dx

))
dt

=

∫
R
gθ2(t)

(
φ

(
gθ1(t)

gθ2(t)

∫
R
fθ1(x/t)dx

))
dt

= Dφ(gθ1 , gθ2).

Συνεπώς, προκύπτει η σχέση

Dφ(fθ1 , fθ2) ≥
∫
R
gθ2(t)φ

(
gθ1(t)

gθ2(t)

)
dt = Dφ(gθ1 , gθ2). (1.22)

Από την απόδειξη της ανισότητας Dφ(fθ1 , fθ2) ≥ Dφ(gθ1 , gθ2) προκύπτει ότι

fθ1(x)

fθ2(x)
=
fθ1(x/t)gθ1(t)

fθ2(x/t)gθ2(t)
.
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Επιπλέον, αν φ είναι αυστηρά κυρτή, η ισότητα ισχύει αν μόνο αν

fθ1(x)

fθ2(x)
=

∫
R
fθ2(x/t)

fθ1(x)

fθ2(x)
dx, για όλα τα x.

Τότε χρησιμοποιώντας το παραγοντικό θεώρημα, η ισότητα ισχύει αν το Τ είναι
επαρκές για κάθε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας fθ1(x) και fθ2(x).

Παρατήρηση 1.8. Είναι προφανές ότι αν η h των (h, φ)-Divergences είναι μια
διαφορίσιμη αύξουσα συνάρτηση τότε οι Προτάσεις 1.1 και 1.2, ικανοποιούνται
και για τις (h, φ)-Divergences (βλέπε Pardo (2006).

Το μέτρο απόκλισης του Csiszár, που παρουσιάστηκε, ορίζει μια ευρεία κλάση
αποκλίσεων η οποία περιλαμβάνει ως ειδικές περιπτώσεις ποικιλία αποκλίσεων που

είχαν εμφανιστεί στη βιβλιογραφία. Στη συνέχεια θα αναφερθούμε σε μία από
τις σημαντικότερες οικογένειες αποκλίσεων που ανήκει στις φ-αποκλίσεις, την
Power Divergence Family των Cressie and Read (1984).

1.3.3 Cressie and Read

Ακόμη μια απόκλιση που θεωρείται στη στατιστική από τις σημαντικότερες

οικογένειες αποκλίσεων, είναι η απόκλιση των Cressie and Read (1984). Η
οικογένεια αυτή είναι γνωστή ως Power Divergence Family και δίνεται από τη
σχέση

Dφ(λ)
(g, fθ) =

1

λ(λ+ 1)

(∫
R

g1+λ(x)

fθ
λ(x)

dx− 1

)
,−∞ < λ <∞, λ ̸= −1, 0,

(1.23)
και προκύπτει από την Csiszár φ -απόκλιση για

φ(λ)(x) =
xλ+1 − x− λ(x− 1)

λ(λ+ 1)
, λ ̸= −1, 0, x > 0.

Για λ = 0 η Power Divergence Family ταυτίζεται με την Kullback-Leibler
απόκλιση D(g, fθ), ενώ για λ = −1 η Power Divergence Family ταυτίζεται με
την Kullback-Leibler απόκλιση D(fθ, g). Η Dφ(λ)

είναι επίσης συνεχής ως προς

λ.

Η οικογένεια Power Divergence Family, ορίστηκε για να μελετήσει τους
υπάρχοντες πολυωνυμικούς ελέγχους καλής προσαρμογής τύπου χ2. Αυτή η
οικογένεια περιλαμβάνει ως ειδικές περιπτώσεις τον έλεγχο του Pearson χ2

για
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(λ −→ 1), τον λόγο πιθανοφανειών (log likelihood ratio test) για (λ −→ 0),
τροποποιημένες μορφές αυτών και τον έλεγχο Freeman-Tukey για (λ −→ −1/2).
Τα τελευταία χρόνια, έχουν δημοσιευθεί πολλά άρθρα στη στατιστική βιβλι-
ογραφία που χρησιμοποιούν την οικογένεια Power Divergence Family, για την
εξαγωγή ανταγωνιστικών εκτιμητών καθώς και στατιστικών τεστ. Για περισσό-
τερες πληροφορίες παραπέμπουμε στο βιβλίο του Pardo (2006).

1.4 Basu-Harris-Hjort-Jones Απόκλιση

Στην ενότητα αυτή θα αναφερθούμε σε ένα από τα πιο πρόσφατα μέτρα από-
κλισης, που προτάθηκε από μια διαδικασία εύρεσης μιας μεθοδολογίας εκτίμησης
παραμέτρων. Το μέτρο απόκλισης δημοσιεύτηκε στην εργασία των Basu-Harris-
Hjort-Jones, Basu et al. (1998), και αναφέρεται στην density power divergence
μεταξύ των g και fθ συναρτήσεων πυκνότητας. Αυτή η απόκλιση θα αναλυθεί
εκτενώς και θα αποτελέσει το κεντρικό αντικείμενο συζήτησης στο Κεφάλαιο 2.

Ορισμός 1.4. Η ποσότητα

dα(g, fθ) =

∫
R
{fθα+1(x)− (1 +

1

α
)g(x)fθ

α(x) +
1

α
gα+1(x)}dx, α > 0, (1.24)

ονομάζεται Basu-Harris-Hjort-Jones απόκλιση μεταξύ των g και fθ ή BHHJ
απόκλιση.

Η BHHJ απόκλιση εξαρτάται και ρυθμίζεται από την παράμετρο α. Η

παράμετρος α είναι θετική και όπως θα δούμε και στο Κεφάλαιο 2 το όριο της
απόκλισης BHHJ, για α −→ 0 ταυτίζεται με την Kullback-Leibler, ενώ για α −→ 1
ταυτίζεται με την L2 απόσταση (ή Ευκλείδεια απόσταση) μεταξύ των g και f .

Παρατήρηση 1.9. Η οικογένεια αποκλίσεων BHHJ από τη συνεισφορά των
Mattheou and Karagrigoriou (2010), μπορεί να γενικευτεί μέσω μιας κυρτής
συνάρτησης φα στο [0,∞). Ειδικότερα είναι:

dα(g, fθ) =

∫
R

{
fθ
α+1(x)−

(
1 +

1

α

)
g(x)fθ

α(x) +
1

α
gα+1(x)

}
dx

= Eg

(
gα(x)φα

(
fθ(x)

g(x)

))
=

∫
R
gα+1(x)φα

(
fθ(x)

g(x)

)
dx, α > 0,

όπου η φα πληροί τις συνθήκες φα(1) = 0, φ′
α(1) = 0, φ′′

α(1) ̸= 0, 0φα(
0
0) = 0

και 0φα(
u
0 ) = u lim

r→∞

φα(r)

r
για u > 0. Η γενικευμένη απόκλιση BHHJ δίνεται
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για φα ίση με

φα(u) = u(α+1) −
(
1 +

1

α

)
uα +

1

α
. (1.25)

Επιπλέον, η απόκλιση BHHJ αποτελεί ειδική περίπτωση της Bregman Diver-
gence που έχει τύπο

Dα(g, fθ) =

∫
R
{T (fθ(x))− T (g(x))− [fθ(x)− g(x)]T ′(g(x))}dx, α > 0,

όπου T κυρτή συνάρτηση και για T (u) = uα+1
προκύπτει η dα(g, f) (βλέπε Basu

et al. (2011), σελ 303).
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ2
Εκτίμηση τύπου Ελαχίστης
Απόστασης μέσω της Density
Power Divergence

Κατά τη διάρκεια των τελευταίων δεκαετιών, η εκτίμηση έχει αποτελέσει έναν
από τους κυριότερους στόχους στη Στατιστική. Στόχος της εκτίμησης είναι η
προσέγγιση των άγνωστων παραμέτρων ενός πληθυσμού, μιας κατανομής, βα-
σιζόμενη στα δεδομένα που συλλέγονται από την κατανομή αυτή. Συγκεκρι-
μένα, με την εισαγωγή των μέτρων αποκλίσεων ή στατιστικών αποστάσεων,
έχουν προταθεί διάφορες μεθοδολογίες εκτίμησης. Αρκετές εργασίες χρησι-
μοποιούν την οικογένεια των φ-αποκλίσεων, για να εισαχθούν μέθοδοι εκτίμησης
τύπου ελάχιστης απόστασης. Ο λόγος αξιοποίησης αυτών των αποκλίσεων είναι
ότι με την ελαχιστοποίηση της απόστασης παράγονται εκτιμητές ασυμπτωτικά

αποδοτικοί και αρκετοί από αυτούς παρουσιάζουν και καλές ιδιότητες ευρωστίας

(robustness). Μια οργανωμένη προσπάθεια παρουσίασης αυτών των εκτιμητών
επιχειρείται στη μονογραφία του Pardo (2006), Κεφάλαιο 5, όμως η συγκεκριμένη
ανάλυση επικεντρώνεται κυρίως σε διακριτά μοντέλα.

Η παρούσα διατριβή δεν θα εστιάσει το ενδιαφέρον της σε μεθόδους ε-
κτίμησης τύπου ελάχιστης απόστασης, χρησιμοποιώντας την οικογένεια των
φ -αποκλίσεων, αλλά χρησιμοποιώντας μια άλλη οικογένεια αποκλίσεων. Η
οικογένεια αποκλίσεων αυτή ονομάζεται Density Power Divergence για την οποία
πραγματοποιήθηκε μια αρχική αναφορά στο Κεφάλαιο 1 αυτής της διατριβής. Βά-
σει αυτής της απόκλισης θα παρουσιαστούν μέθοδοι στατιστικής συμπερασμα-

τολογίας που βασίζονται σε στατιστικές αποκλίσεις μεταξύ του άγνωστου πιθανο-

θεωρητικού μοντέλου που κυβερνά τα δεδομένα και της παραμετρικής οικογένειας

κατανομών που υιοθετείται για να τα μοντελοποιήσει. Στο πλαίσιο αυτό, θα γίνει
μια ανασκόπηση μεθόδων εκτίμησης τύπου ελάχιστης απόκλισης που γενικεύουν

και επεκτείνουν την κλασική μέθοδο μέγιστης πιθανοφάνειας.
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2.1 Density Power Divergence: Ορισμός και

Ιδιότητες

Σε αυτήν την ενότητα θα αναφερθούμε στην οικογένεια αποκλίσεων Den-
sity Power Divergence, η οποία εισήχθη στην εργασία των Basu et al. (1998).
Για τη διατύπωση του ορισμού της Density Power Divergence, θεωρούμε μια
παραμετρική οικογένεια κατανομών {Fθ, θ ∈ Θ ⊆ Rp} που εξαρτάται από μία
παράμετρο θ ∈ Θ ⊆ Rp, με αντίστοιχη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
{fθ, θ ∈ Θ ⊆ Rp}. Υποθέτουμε ακόμη ότι g είναι μία άλλη συνάρτηση πυκνότητας
πιθανότητας.

Ας θεωρήσουμε ότι υπάρχει ένα τυχαίο δείγμα X1, ..., Xn της X, το οποίο
περιγράφεται από την πραγματική αλλά άγνωστη πυκνότητα g. Λαμβάνοντας
υπόψη ότι το πραγματικό μοντέλο g είναι άγνωστο, υποθέτουμε ότι {fθ, θ ∈
Θ ⊆ Rp, p ≥ 1 } είναι μία ταυτοποιήσιμη (identifiable) παραμετρική οικογένεια
κατανομών, η οποία χρησιμοποιείται για την περιγραφή των παρατηρήσεων
{x1, ..., xn}. Στο πλαίσιο αυτό, ο ορισμός της Density Power Divergence
διατυπώνεται ως εξής:

Ορισμός 2.1. Η ποσότητα dα(g, fθ)

dα(g, fθ) =

∫
R
{fθ1+α(x)− (1 +

1

α
)g(x)fθ

α(x) +
1

α
g1+α(x)}dx, α > 0, (2.1)

ονομάζεται Density Power Divergence ή DPD απόκλιση μεταξύ των g και fθ
πυκνοτήτων.

Παρατηρούμε ότι η Density Power Divergence είναι άμεσα συνδεδεμένη με μια
θετική παράμετρο α. Οι Basu et al. (1998) κατασκεύασαν την οικογένεια αυτή
με τέτοιον τρόπο ώστε όταν η παράμετρος είναι μη αρνητική (α > 0), κατά την
ελαχιστοποίηση της απόκλισης αυτής, να παράγονται εκτιμητές που είναι εύρω-
στοι (robust), ενώ όταν η παράμετρος α τείνει στο μηδέν, η απόκλιση dα(g, fθ)
να συμπίπτει με την αντίστοιχη Kullback-Leibler, όπως θα δειχτεί αναλυτικά στις
επόμενες ενότητες.

Γενικά θα μας απασχολήσουν τιμές της παραμέτρου α που είναι μεταξύ του
μηδενός και του ένα, όπου για α −→ 1 συμπίπτει με την L2 απόσταση, δηλαδή την
Ευκλείδεια απόσταση d1(g, fθ) =

∫
X (g(x) − fθ(x))

2dx, καθώς η διαδικασία για
τιμές μεγαλύτερες της μονάδας γίνεται λιγότερο αποτελεσματική.

Μια πρώτη προσπάθεια των Basu et al. (1998) ήταν να δείξουν ότι η νέα
οικογένεια αποκλίσεων αποτελεί έναν τύπο στατιστικής απόστασης. Για να επι-
τευχθεί αυτό, αρκεί να δειχθεί ότι η dα(g, fθ) της σχέσης (2.1) είναι μη αρνητική
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με την ελάχιστη τιμή να επιτυγχάνεται, όταν οι δύο πυκνότητες ταυτίζονται,
g ≡ f . Η ιδιότητα αυτή παρουσιάζεται στο επόμενο θεώρημα, το οποίο προέρχε-
ται από το βιβλίο των Basu et al. (2011), Theorem 9.1, σελ. 301.

Θεώρημα 2.1. Για δύο συναρτήσεις πυκνότητας f και g, η ποσότητα dα(g, f)
είναι μια απόκλιση, μη αρνητική για όλα τα f , g και είναι μηδέν αν και μόνο
αν f ≡ g σχεδόν παντού.

Απόδειξη. Η απόδειξη ακολουθεί πιστά την απόδειξη του Θεωρήματος 9.1 του
βιβλίου των Basu et al. (2011), σελ. 301. Μεταφέρεται εδώ χάριν πληρότητας
της παρουσίασης.

Για α −→ 0, είναι γνωστό ότι η απόκλιση που ορίζεται από τη σχέση (2.1)
ταυτίζεται με την Kullback-Leibler, η οποία είναι μη αρνητική και ισούται με το
μηδέν εάν και μόνο αν g ≡ f .

Για α ∈ (0, 1] μπορούμε εύκολα να δείξουμε ότι η απόκλιση που ορίζεται από τη
σχέση (2.1) είναι μη αρνητική. Εφόσον, οι ποσότητες g και f είναι συναρτήσεις
πυκνότητας πιθανότητας, ισχύει g ≥ 0 και f ≥ 0 σχεδόν παντού. ΄Εστω χωρίς
βλάβη της γενικότητας ότι g > 0.

Βγάζοντας κοινό παράγοντα την ποσότητα g1+α(x)/a από τη σχέση (2.1)
έχουμε

dα(g, f) =

∫
R

1

α
g1+α(x)

{
α
f1+α(x)

g1+α(x)
− (α+ 1)

fα(x)

gα(x)
+ 1

}
dx.

Αν θέσουμε y = f(x)/g(x), όπου y ≥ 0, προκύπτει

dα(g, f) =

∫
R

1

α
g1+α(x)

{
αy1+α − (α+ 1)yα + 1

}
dx.

Για να δείξουμε ότι η απόκλιση dα(g, fθ) είναι μη αρνητική, θεωρούμε τη
συνάρτηση

Iα(y) = αy1+α − (1 + α)yα + 1, με y ≥ 0

και αρκεί να δείξουμε ότι η Iα(y) είναι μη αρνητική.

Παρατηρούμε ότι για y = 1 έχουμε Iα(1) = α − (α + 1) + 1 = 0 και είναι το
μοναδικό ελάχιστο, καθώς η Iα είναι αυστηρά μη αρνητική,

Πράγματι, παραγωγίζοντας τη Iα προκύπτει η σχέση

d

dy
Iα(y) = α(α+ 1)yα − (α+ 1)αyα−1,
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όπου

• Για y < 1 ισχύει
d

dy
Iα(y) < 0 =⇒ Iα(y) φθίνουσα

• Για y = 1 ισχύει Iα(y) = 0

• Για y > 1 ισχύει
d

dy
Iα(y) > 0 =⇒ Iα(y) αυξουσά

΄Αρα η συνάρτηση Iα είναι μη αρνητική, καθώς αρχικά είναι φθίνουσα και στη
συνέχεια αύξουσα, με ελάχιστη τιμή το μηδέν.

Επιπλέον, η δεύτερη παράγωγος της Iα(y) είναι

d2

(dy)2
Iα(y) = α(α+ 1)

[
yα−2(αy − (α− 1))

]
,

η οποία για α ∈ (0, 1] και y ≥ 0 είναι μη αρνητική, με αποτέλεσμα στο y = 1 να
επιτυγχάνει το μοναδικό ελάχιστό της, καθώς η Iα(y) είναι κυρτή συνάρτηση.

Δεδομένου ότι Iα ≥ 0 και 1αg
1+α(x) > 0 προκύπτει ότι και η απόκλιση dα(g, f)

είναι επίσης μη αρνητική, καθώς το ολοκλήρωμα μιας μη αρνητικής συνάρτησης εί-
ναι μη αρνητικό. Η ελάχιστη τιμή της απόκλισης, δηλαδή το μηδέν, επιτυγχάνεται
αν και μόνο αν οι δύο συναρτήσεις είναι ίσες, δηλαδή όταν f ≡ g.

2.1.1 Ελάχιστη Απόκλιση Kullback-Leibler (KLD) και Εκτι-
μητές Μέγιστης Πιθανοφάνειας (MLE)

΄Οπως αναφέρθηκε πιο πάνω, ένας από τους σημαντικότερους στόχους στη
Στατιστική Συμπερασματολογία είναι η εκτίμηση μιας ή περισσότερων άγνω-

στων παραμέτρων. Μια από τις δημοφιλέστερες και σημαντικότερες προσεγγί-
σεις, στην κατεύθυνση αυτή, είναι οι Εκτιμητές Μέγιστης Πιθανοφάνειας (Max-
imum Likelihood Estimator). Οι Εκτιμητές Μέγιστης Πιθανοφάνειας προκύ-
πτουν μεγιστοποιώντας τη συνάρτηση πιθανοφάνειας ή τον λογάριθμό της ως

προς την άγνωστη παράμετρο. ΄Ενα πλεονέκτημα αυτών των εκτιμητών είναι
ότι διαδραματίζουν σημαντικό ρόλο στην ανάπτυξη του log-likelihood ratio test.
Μολονότι οι Εκτιμητές Μέγιστης Πιθανοφάνειας μπορούν εύκολα να προσδιορι-
στούν, υπάρχουν περιπτώσεις που τα δεδομένα περιέχουν ακραίες τιμές (outliers),
με αποτέλεσμα οι εκτιμητές αυτοί να χάνουν την αποτελεσματικότητά τους. ΄Ενα
βασικό αποτέλεσμα, το οποίο θα αποτελέσει το κίνητρο, στην επόμενη ενότητα,
για την ανάπτυξη μεθόδου εκτίμησης τύπου ελάχιστης απόστασης, είναι ότι οι
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εκτιμητές που προκύπτουν από την ελαχιστοποίηση της Kullback-Leibler από-
κλισης ταυτίζονται με τους εκτιμητές που προκύπτουν από τη μεγιστοποίηση της

συνάρτησης πιθανοφάνειας.

΄Εστω ότι X1, ..., Xn είναι ένα τυχαίο δείγμα της X, το οποίο περιγράφεται
από την πραγματική αλλά άγνωστη πυκνότητα g. Λαμβάνοντας υπόψη ότι το
πραγματικό μοντέλο g είναι άγνωστο, υποθέτουμε ότι {fθ, θ ∈ Θ ⊆ Rp, p ≥ 1}
είναι μία ταυτοποιήσιμη (identifiable) παραμετρική οικογένεια κατανομών, η οποία
χρησιμοποιείται για την περιγραφή των παρατηρήσεων {x1, ..., xn}. Σε αυτήν την
περίπτωση, η συνάρτηση πιθανοφάνειας ορίζεται να είναι η από κοινού συνάρτηση
πυκνότητας πιθανότητας που βασίζεται στις περιθώριες κατανομές και έχει τη

μορφή

L(θ|x) = fθ(x) =

n∏
i=1

fθ(xi). (2.2)

Η L(θ|x) ονομάζεται συνάρτηση πιθανοφάνειας (likelihood function), και ο
λογάριθμος της συνάρτησης πιθανοφάνειας (log-likelihood function) ορίζεται

ln(L(θ|x)) = ln

(
n∏
i=1

fθ(xi)

)
=

n∑
i=1

ln (fθ(xi)) . (2.3)

Οι Εκτιμητές Μέγιστης Πιθανοφάνειας ορίζονται

θ̂MLE,n = argmax
θ∈Θ

{
L(θ|x)

}
(2.4)

ή

θ̂MLE,n = argmax
θ∈Θ

{
ln(L(θ|x))

}
(2.5)

και μπορούν να ληφθούν και από τη λύση της εξίσωσης

uθ(x) =
d

dθ

{
ln(L(θ|x))

}
= 0. (2.6)

Στη συνέχεια, θα δειχθεί ότι οι Εκτιμητές Μέγιστης Πιθανοφάνειας μπορούν να
προκύψουν μέσω της ελαχιστοποίησης του μέτρου απόκλισης Kullback-Leibler,
για μεγάλο μέγεθος δείγματος n.

Η Kullback-Leibler απόκλιση ανάμεσα στη συνάρτηση πυκνότητας g(x) και
την fθ(x) δίνεται από τη σχέση

DKull(g, fθ) =

∫
R
g(x)ln

(
g(x)

fθ(x)

)
dx

=

∫
R
g(x)ln(g(x))dx−

∫
R
g(x)ln(fθ(x))dx.
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Το ολοκλήρωμα
∫
R g(x)ln(g(x))dx μπορεί να αγνοηθεί, καθώς δεν εξαρτάται

από την παράμετρο θ. ΄Αρα, μπορούμε να ορίσουμε τον εκτιμητή βασισμένο στην
ελαχιστοποίηση της απόκλισης Kullback-Leibler ως εξής

θ̂Kull,n = argmin
θ∈Θ

DKull(g, fθ), (2.7)

θ̂Kull,n = argmin
θ∈Θ

{
−
∫
R
g(x)ln(fθ(x))dx

}
,

θ̂Kull,n = argmin
θ∈Θ

{
−
∫
R
ln(fθ(x))dG(x)

}
, (2.8)

όπου G είναι η συνάρτηση κατανομής που αντιστοιχεί στην g. Αν η G στη σχέση
(2.8) που είναι άγνωστη αντικατασταθεί από την εμπειρική συνάρτηση κατανομής
Gn, για μεγάλο n, έχουμε

θ̂Kull,n = argmin
θ∈Θ

{
−
∫
R
ln(fθ(x))dGn(x)

}
, (2.9)

ή

θ̂Kull,n = argmin
θ∈Θ

{
− 1

n

n∑
i=1

ln(fθ(xi))

}
. (2.10)

Επειδή ο όρος 1/n δεν επηρεάζει τη διαδικασία ελαχιστοποίησης, μπορεί να πα-
ραληφθεί και έτσι

θ̂Kull,n = argmax
θ∈Θ

{ n∑
i=1

ln(fθ(xi))

}
. (2.11)

Επομένως, παρατηρούμε ότι ο εκτιμητής μέγιστης πιθανοφάνειας δίνεται από

θ̂MLE,n = argmax
θ∈Θ

{
ln(L(θ|x))

}
Large n
≈ argmin

θ∈Θ

{
DKull(g, fθ)

}
= θ̂Kull,n.

(2.12)
Η ανάλυση αυτή, που διατυπώνεται και στους Castilla et al. (2018), επιβεβαιώνει
ότι ο εκτιμητής μέγιστης πιθανοφάνειας είναι μαθηματικά ισοδύναμος με τον ε-
κτιμητή που προκύπτει από την ελαχιστοποίηση της απόκλισης Kullback-Leibler,
όταν το δείγμα είναι αρκετά μεγάλο, n −→ ∞.
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2.2 Εκτιμητής Ελάχιστης Density Power Diver-
gence

Η μέθοδος εκτίμησης τύπου ελάχιστης απόστασης εκτιμά την παράμετρο που

μας ενδιαφέρει, ελαχιστοποιώντας την απόκλιση μεταξύ του θεωρητικού αλλά
άγνωστου μοντέλου και ενός παραμετρικού μοντέλου που χρησιμοποιείται για

να περιγράψει τα δεδομένα και σκιαγραφήθηκε πιο πάνω μέσω της απόκλισης

Kullback-Leibler. Μεταξύ των πρώτων εργασιών που ανέπτυξαν τη μέθοδο εκτί-
μησης τύπου ελάχιστης απόστασης ήταν η εργασία του Beran (1977). Ο Beran
χρησιμοποίησε την Hellinger απόσταση και βασιζόμενος στην πυκνότητα, ανέ-
πτυξε μια μέθοδο παραγωγής εκτιμητών για συνεχή μοντέλα με καλές ιδιότητες

ευρωστίας (robustness). Με κατάλληλες απλοποιήσεις, τα αποτελέσματα είναι
αποδεκτά και για διακριτά μοντέλα. Ωστόσο, τα αποτελέσματα αυτά συχνά χρειά-
ζονται χρήση μη παραμετρικών μεθόδων, όπως η εκτίμηση πυκνότητας με χρήση
πυρήνων (kernel density estimation). Στο βιβλίο των Basu et al. (2011), σελ.
74, αναφέρεται ότι η εργασία του Beran (1977) αποτέλεσε κίνητρο και για πολ-
λούς συγγραφείς, όπως οι Tamura and Boos (1986), Simpson (1987), Basu and
Lindsay (1994), Cao and Fraiman (1995) and Toma (2008). Επίσης, οιWu and
Karunamuni (2009) και οι Karunamuni and Wu (2009) επέκτειναν τη εργασία
του Beran (1977) σε ημιπαραμετρικά μοντέλα.

Στο πλαίσιο λοιπόν της εκτίμησης παραμέτρων, στην ενότητα που ακολου-
θεί θα αναφερθούμε στην ανάπτυξη εκτιμητών ελάχιστης Density Power Di-
vergence. Το βασικό πλεονέκτημα της συγκεκριμένης μεθόδου κατασκευής ε-
κτιμητών έγκειται στο γεγονός ότι δεν απαιτεί μη παραμετρική εξομάλυνση για

οποιαδήποτε τιμή του α και μπορεί να χρησιμοποιηθεί τόσο σε διακριτά όσο και σε
συνεχή μοντέλα. Η ιδέα παρουσιάζεται στη δημοσίευση των Basu et al. (1998), οι
οποίοι εισήγαγαν την οικογένεια πυκνοτήτων Density Power Divergence. Στην
υποενότητα που ακολουθεί θα περιγραφεί η ιδέα των Basu et al. (1998) για την
ανάπτυξη μεθοδολογίας εύρεσης εκτιμητών μέσω αυτής της οικογένειας αποκλί-
σεων.

2.2.1 Εκτιμητές τύπου Ελάχιστης Απόστασης μέσω της

Density Power Divergence

Η ιδέα της εκτίμησης που παρουσιάστηκε από τους Basu et al. (1998), ξε-
κινά από το γεγονός ότι οι εκτιμητές μέγιστης πιθανοφάνειας, συμπίπτουν με
τον εκτιμητή της παραμέτρου θ που ελαχιστοποιεί την Kullback-Leibler από-
κλιση μεταξύ του πραγματικού αλλά άγνωστου μοντέλου και της παραμετρικής
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οικογένειας κατανομών που υιοθετείται για να μοντελοποιήσει τα δεδομένα. Με
βάση αυτήν την ιδιότητα, οι Basu et al. (1998) ορίζουν μια οικογένεια αποκλίσεων
που περιέχει, ως ειδική περίπτωση, την Kullback-Leibler και επιπλέον, με την
ελαχιστοποίηση της Density Power Divergence να προκύπτουν εκτιμητές που
χαρακτηρίζονται από αποτελεσματικότητα ακόμη και στην περίπτωση ακραίων

παρατηρήσεων.

Η διαδικασία εκτίμησης που θα παρουσιαστεί αφορά τιμές της παραμέτρου

α στο διάστημα (0, 1], καθώς εκεί αρκετοί από τους εκτιμητές έχουν ισχυρές
ιδιότητες ευρωστίας (robustness) με μικρές απώλειες ασυμπτωτικής αποδοτικότη-
τας (asymptotic efficiency), συγκριτικά με τη μέθοδο μέγιστης πιθανοφάνειας.
Από την άλλη, τιμές μεγαλύτερες της μονάδας καθιστούν τη μέθοδο εξαιρετικά
αναποτελεσματική. Βάσει αυτών οι Basu et al. (1998) παρουσιάζουν μια μέθοδο
εκτίμησης τύπου ελάχιστης απόστασης.

Ας θεωρήσουμε λοιπόν μία παραμετρική οικογένεια κατανομών {fθ, θ ∈ Θ ⊆
Rp, p ≥ 1}, όπου μας ενδιαφέρει η εκτίμηση της θ δεδομένου ενός τυχαίου
δείγματος X1, ..., Xn, από την κατανομή G, η οποία είναι η πραγματική αλλά
άγνωστη κατανομή με αντίστοιχη συνάρτηση πυκνότητας g. Η παράμετρος θ
εκτιμάται ελαχιστοποιώντας το μέτρο απόκλισης (Density Power Divergence)
στον παραμετρικό χώρο Θ. Ο εκτιμητής αυτός είναι γνωστός ως Minimum
Density Power Divergence Estimator (MDPDE) και προκύπτει από τη σχέση

θ̂αn = argmin
θ∈Θ

dα(g, fθ). (2.13)

Είναι Fisher-συνεπής εκτιμητής, βλέπε Rao (1965), δηλαδή η μέθοδος εκτίμησης
για μεγάλο δείγμα θα δίνει την αληθινή τιμή της παραμέτρου.

Στη συνέχεια θα περιγραφεί η διαδικασία κατασκευής των MDPDE εκτιμητών
που ορίζονται στη σχέση (2.13).

Γνωρίζουμε από τη σχέση (2.1) ότι η Density Power Divergence είναι

dα(g, fθ) =

∫
R

{
fθ

1+α(x)−
(
1 +

1

α

)
g(x)fθ

α(x) +
1

α
g1+α(x)

}
dx

=

∫
R
fθ

1+α(x)dx−
∫
R

(
1 +

1

α

)
g(x)fθ

α(x)dx+

∫
R

1

α
g1+α(x)dx

Το τελευταίο ολοκλήρωμα
∫
R

1
αg

1+α(x)dx είναι ανεξάρτητο της παραμέτρου θ.
Εάν το αγνοήσουμε και αντικαταστήσουμε την άγνωστη κατανομή G με την
εμπειρική συνάρτηση κατανομής Gn, ο εκτιμητής MDPDE προκύπτει για μεγάλο
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μέγεθος δείγματος n να είναι

θ̂αn = argmin
θ∈Θ

dα(g, fθ) =

= argmin
θ∈Θ

{∫
R
fθ

1+α(x)dx−
∫
R

(
1 +

1

α

)
fθ
α(x)dGn(x)

}
= argmin

θ∈Θ

{∫
R
f1+αθ (x)dx−

(
1 +

1

α

)
1

n

n∑
i=1

fαθ (Xi)

}
.

Θεωρούμε τώρα την αντικειμενική συνάρτηση

Hα
n (θ) =

∫
R
f1+αθ (x)dx−

(
1 +

1

α

)
1

n

n∑
i=1

fαθ (Xi). (2.14)

Βάσει αυτής, ο εκτιμητής MDPDE μπορεί να ληφθεί από την ελαχιστοποίηση ως
προς θ της αντικειμενικής συνάρτησης

θαn = argmin
θ∈Θ

Hα
n (θ).

Φαίνεται λοιπόν ότι μπορούμε να ελαχιστοποιήσουμε την DPD ως προς την
παράμετρο θ, μέσω της Gn που είναι η εμπειρική συνάρτηση κατανομής.

Γενικά, όπως θα δούμε στην επόμενη ενότητα, υπό την υπόθεση ότι το μο-
ντέλο πληροί κατάλληλες συνθήκες διαφορισιμότητας και κανονικότητας (regu-
larity assumptions), ο εκτιμητής MDPDE που ορίζεται από την ελαχιστοποίηση
της αντικειμενικής συνάρτησης της (2.14), μπορεί να υπολογιστεί λύνοντας την
εξίσωση εκτίμησης∫

R
uθ(x)f

1+α
θ (x)dx− 1

n

n∑
i=1

uθ(Xi)f
α
θ (Xi) = 0, (2.15)

που είναι η παράγωγος της σχέσης (2.14), όπου uθ(x) = ∇lnfθ(x) είναι η
συνάρτηση σκορ (score function).

Αναφέρθηκε ότι για α −→ 0 η Density Power Divergence ταυτίζεται με την
απόκλιση Kullback-Leibler, δηλαδή ισχύει ότι:

d0(g, fθ) = lim
α→0

dα(g, f) =

∫
R
g(x)ln

(
g(x)

fθ(x)

)
dx.

Δεδομένης μιας οικογένειας πυκνοτήτων {fθ} αποδείχθηκε προηγουμένως ότι
η d0(g, fθ) ελαχιστοποιείται στον χώρο των παραμέτρων από τον Εκτιμητή
Μέγιστης Πιθανοφάνειας.

31



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 2.2. Εκτιμητής Ελάχιστης Density Power Divergence

Στη συνέχεια διατυπώνουμε ένα παράδειγμα, το οποίο δείχνει ότι για τιμές
της παραμέτρου α της Density Power Divergence κοντά στο μηδέν, ο εκτιμητής
MDPDE ταυτίζεται με τον Εκτιμητή Μέγιστης Πιθανοφάνειας.

Παράδειγμα 2.1. ΄Εστω ότι X1, ..., Xn είναι ένα τυχαίο δείγμα από την

Εκθ(θ), με άγνωστη παράμετρο θ > 0. ΄Εστω fθ(x) παριστά τη συνάρτηση
πυκνότητας της Εκθ(θ). Ο εκτιμητής MDPDE προκύπτει από τη λύση της
εξίσωσης (2.15), δηλαδή από την εξίσωση∫

R
uθ(x)f

1+α
θ (x)dx− 1

n

n∑
i=1

uθ(Xi)f
α
θ (Xi) = 0,

που για α −→ 0 γίνεται∫
R
uθ(x)fθ(x)dx− 1

n

n∑
i=1

uθ(Xi) = 0.

Λαμβάνοντας υπόψη ότι uθ(x) =
d
dθ
lnfθ(x) και fθ(x) = θe−θx, x > 0

0 =

∫
d

dθ
lnfθ(x)fθ(x)dx− 1

n

n∑
i=1

d

dθ
lnfθ(Xi)

=

∫ ∞

0

(
d

dθ
ln
(
θe−θx

))
θe−θxdx− 1

n

n∑
i=1

d

dθ
ln
(
θe−θXi

)
=

∫ ∞

0

(
1

θ
− x

)
θe−θxdx− 1

n

n∑
i=1

(
1

θ
−Xi

)

=

∫ ∞

0

(
1

θ
− x

)
fθ(x)dx− 1

n

n∑
i=1

(
1

θ
−Xi

)
=
1

θ
− E(X)− 1

θ
+

∑n
i=1Xi

n

=
1

θ
− 1

θ
− 1

θ
+

∑n
i=1Xi

n

και επομένως

θ̂ =
n

n∑
i=1

Xi

ή θ̂ =
1

X̄
.

Παρατηρούμε λοιπόν ότι ο εκτιμητής θ̂ = 1
X̄
που προκύπτει από τη λύση της

σχέσης (2.15), για τιμή του α −→ 0 ταυτίζεται με τον αντίστοιχο Εκτιμητή
Μέγιστης Πιθανοφάνειας.
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2.3 Ασυμπτωτική κατανομή των MDPDE

Είναι λογικό, μετά τον ορισμό των εκτιμητών, να διερευνηθούν οι ιδιότητές
τους. Σε αυτήν την ενότητα, θα μελετηθεί η συνέπεια και η ασυμπτωτική
κατανομή του εκτιμητή MDPDE που προκύπτει από την ελαχιστοποίηση της
Density Power Divergence.

Ας υποθέσουμε ότι η άγνωστη παράμετρος θ είναι p-διάστατη και έστω ότι το
παραμετρικό μοντέλο που μοντελοποιεί τα δεδομένα είναι {fθ, θ ∈ Θ ⊆ Rp, p ≥
1}. Ο εκτιμητής τύπου ελάχιστης απόστασης, μέσω της Density Power Diver-
gence, προκύπτει από τη λύση της εξίσωσης (2.15) μέσω ελαχιστοποίησης της
αντικειμενικής συνάρτησης (2.14).

΄Εστω iθ(x) = ∇(uθ(x)), όπου uθ(x) = ∇lnfθ(x), η συνάρτηση πληροφορίας
του μοντέλου. Αυτή η συνάρτηση σχετίζεται με τον πίνακα πληροφορίας Fisher,
ο οποίος, υπό κατάλληλες συνθήκες κανονικότητας, ορίζεται από την αρνητική
αναμενόμενη τιμή αυτής της ποσότητας και εκφράζει τη συνολική πληροφορία που

περιέχεται στα δεδομένα για τις άγνωστες παραμέτρους του μοντέλου. Επίσης,
έστω οι πίνακες J = J(θ0) και K = K(θ0) που ορίζονται

J(θ0) =

∫
uθ0(x)uθ0(x)

tf1+αθ0
(x)dx

+

∫
{iθ0(x)− αuθ0(x)uθ0(x)

t}{g(x)− fθ0(x)}fαθ0(x)dx (2.16)

και

K(θ0) =

∫
uθ0(x)u

t
θ0(x)f

2α
θ0 (x)g(x)dx− ξξt, (2.17)

με ξ =
∫
uθ0(x)f

α
θ0
(x)g(x)dx.

Στη συνέχεια θεωρούμε ότι ικανοποιούνται οι ακόλουθες συνθήκες κανονι-
κότητας, όπως αυτές διατυπώνονται στη μονογραφία των Basu et al. (2011),
σελίδα 304.

(Σ1): Οι κατανομές fθ έχουν κοινό σύνολο τιμών X , τέτοιο ώστε το X =
{x|fθ(x) > 0} να είναι ανεξάρτητο του θ. Η άγνωστη κατανομή G έχει επίσης
κοινό σύνολο το X , στο οποίο η αντίστοιχη πυκνότητα g είναι μεγαλύτερη του
μηδενός.

(Σ2): Υπάρχει ένα ανοιχτό υποσύνολο Ω του παραμετρικού χώρου Θ, το οποίο
περιέχει την παράμετρο θ0, που είναι η αληθής αλλά άγνωστη τιμή της θ, τέτοια
ώστε για σχεδόν όλα τα x ∈ X και όλα τα θ ∈ Ω η πυκνότητα fθ(x) να είναι
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τρεις φορές παραγωγίσιμη ως προς θ και οι τρίτης τάξης μερικοί παράγωγοι να
είναι συνεχείς ως προς θ.

(Σ3): Τα ολοκληρώματα
∫
fa+1
θ (x)dx και

∫
faθ (x)g(x)dx μπορούν να παραγω-

γηθούν τρεις φορές ως προς θ και οι παράγωγοι μπορούν να υπολογιστούν εντός
του ολοκληρώματος.

(Σ4): Ο πίνακας J(θ)p×p, με στοιχεία:

Jkl(θ) =
1

1 + α

(
Eg

[
∇kl

(∫
f1+αθ (x)dx−

(
1 +

1

α

)
fαθ (X)

)])
(2.18)

είναι θετικά ορισμένος, όπου Eg συμβολίζει την αναμενόμενη τιμή υπό την g.

(Σ5): Υπάρχει μια συνάρτηση Mjkl(x) τέτοια ώστε∣∣∣∣∣∇jkl

(∫
f1+αθ (x)dx+

(
1 +

1

a

)
fαθ (x)dx

) ∣∣∣∣∣ ≤Mjkl(x) (2.19)

για όλα τα θ ∈ Ω όπου Eg[Mjkl(X)] = mjkl <∞, ∀j, k, l.

Το επόμενο θεώρημα πηγάζει από τους Basu et al. (2011), Theorem 9.2, σελ.
304, μεταφέρεται πιστά από εκεί και αφορά τη συνέπεια και την ασυμπτωτική
κανονικότητα του MDPDE.

Θεώρημα 2.2. ΄Εστω ότι ισχύουν οι συνθήκες κανονικότητας (Σ1) − (Σ5).
Τότε

(i) Ο εκτιμητής ελάχιστης απόστασης MDPDE θ̂αn = (θ1n, ..., θpn)
t
είναι

συνεπής εκτιμητής του θ0 = (θ01, ..., θ0p)
t, δηλαδή, για κάθε ζ > 0, ισχύει

P (∥θn − θ0∥ < ζ) −−−→
n→∞

1,

όπου ∥·∥ είναι μία νόρμα στον χώρο Θ.

(ii) Το τυχαίο διάνυσμα
√
n(θ̂αn − θ0) έχει ασυμπτωτική πολυδιάστατη κανονι-

κή κατανομή, με μέση τιμή το μηδενικό διάνυσμα και πίνακα διακυμάνσεων-
συνδιακυμάνσεων J−1KJ−1, όπου J και K ορίζονται από τις σχέσεις (2.16)
και (2.17) αντίστοιχα.

Η απόδειξη ακολουθεί πιστά την απόδειξη του Θεωρήματος 9.2 του βιβλίου των
Basu et al. (2011), σελ. 304 και τις αποδείξεις των Theorem 1 και Theorem 2
των Leroy et al. (2016). Μεταφέρεται εδώ, λεπτομερώς παρουσιασμένη, χάριν
πληρότητας της παρουσίασης και βρίσκεται στο Κεφάλαιο 5 (Παράρτημα).
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ3
Ελεγχος Στατιστικών Υποθέσεων
Μέσω της Density Power
Divergence

Τα τελευταία χρόνια, η Στατιστική Θεωρία Πληροφοριών αποτελεί θεμελιώδες
εργαλείο για την ανάπτυξη μεθοδολογιών στη Μαθηματική Στατιστική και ει-

δικότερα στους ελέγχους Στατιστικών Υποθέσεων, οι οποίοι θα αποτελέσουν
κύριο αντικείμενο αυτού του κεφαλαίου (βλέπε Αυλογιάρης (2017)). Οι έλεγχοι
υποθέσεων στα μέτρα απόκλισης έκαναν την εμφάνιση τους, μεταξύ άλλων, στις
εργασίες των Cressie and Read (1984) και Zografos et al. (1990), με τη χρήση
των λ και φ-αποκλίσεων, αντίστοιχα, κατασκευάζοντας στατιστικά τεστ για
πολυωνυμικά δεδομένα. Επιπλέον, στη μονογραφία του Pardo (2006) παρατί-
θενται αναλυτικά αποτελέσματα για τους ελέγχους στατιστικών υποθέσεων, που
βασίζονται στην οικογένεια των φ-αποκλίσεων.

Το Κεφάλαιο 3 της παρούσας διατριβής, επικεντρώνεται στην κατασκευή
και μελέτη ενός παραμετρικού στατιστικού τεστ (one sample problem). Ανα-
λυτικότερα, ορίζεται η στατιστική συνάρτηση του τεστ και προσδιορίζεται η
ασυμπτωτική κατανομή της για τον έλεγχο της απλής μηδενικής υπόθεσης, χρησι-
μοποιώντας την οικογένεια Density Power Divergence, η οποία αναφέρθηκε
λεπτομερώς στο προηγούμενο Κεφάλαιο. Η εργασία των Basu et al. (2013)
αποτελεί μία από τις πρώτες προσεγγίσεις στην ανάπτυξη ελέγχων υποθέσεων

που βασίζονται στην Density Power Divergence.

Συνεπώς, στο κεφάλαιο αυτό θα πραγματοποιηθεί μία ανασκόπηση του έλεγχου
της απλής μηδενικής υπόθεσης, χρησιμοποιώντας την οικογένεια αποκλίσεων
(DPD).
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3.1 ΄Ελεγχος της απλής στατιστικής υπόθεσης

μέσω της DPD

Στην ενότητα αυτή, θα βασιστούμε στην εργασία των Basu et al. (2013),
η οποία αναφέρεται στον έλεγχο παραμετρικών υποθέσεων μέσω της Density
Power Divergence. ΄Εστω το τυχαίο δείγμα X1, ..., Xn, μεγέθους n, από την
ταυτοποιήσιμη (identifiable) παραμετρική οικογένεια κατανομών {fθ, θ ∈ Θ ⊆
Rp, p ≥ 1}. Ορίζουμε ως θ0 μία γνωστή τιμή της παραμέτρου και το ενδιαφέρον
μας θα επικεντρωθεί στον έλεγχο H0 : θ = θ0 έναντι Ha : θ ̸= θ0, με το
θ0 ∈ Θ γνωστό. Η Density Power Divergence, μεταξύ των fθ και fθ0 κατανομών,
ορίζεται ως εξής

dα(fθ, fθ0) =

∫ {
fα+1
θ0

(x)−
(
1 +

1

α

)
fαθ0(x)fθ(x) +

1

α
fα+1
θ (x)

}
dx. (3.1)

Κύρια ιδιότητα της απόκλισης αυτής είναι η μη αρνητικότητά της, dα(fθ, fθ0) ≥ 0,
με την ισότητα να ισχύει αν και μόνο αν fθ = fθ0 . Η απόκλιση dα(fθ, fθ0) εξαρτά-
ται από μια άγνωστη παράμετρο θ, και συνεπώς, για τον έλεγχο της μηδενικής
υπόθεσης, είναι λογικό να βασιστούμε στην εκτιμώμενη απόκλιση dβ(fθ̂α , fθ0),
που ορίζεται από τη σχέσηdβ(fθ̂α , fθ0) =

∫
{fβ+1
θ0

(x)− (1 + 1
β )f

β
θ0
(x)fθ̂α(x) +

1
β f

β+1

θ̂α
(x)}dx, α > 0,

dβ(fθ̂α , fθ0) =
∫
fθ̂α(x)ln

(
fθ̂α (x)

fθ0 (x)

)
dx, α −→ 0,

(3.2)
όπου θ̂α είναι ο εκτιμητής τύπου ελάχιστης απόκλισης με βάση την Density Power
Divergence (MDPDE) της παραμέτρου θ ∈ Θ. Επιπρόσθετα, παρατηρείται ότι η
εκτιμώμενη απόκλιση dβ(fθ̂α , fθ0) εξαρτάται από δύο διαφορετικές παραμέτρους,
ας τις ονομάσουμε, ρύθμισης, την α και την β. Η παράμετρος α είναι αυτή που
σχετίζεται με τη διαδικασία εκτίμησης της άγνωστης παραμέτρου θ με βάση την
DPD, ενώ η β είναι αυτή που χρησιμοποιείται για την κατασκευή του στατιστικού
ελέγχου, προκειμένου να ελεγχθεί η υπόθεση που μας ενδιαφέρει.

Ακόμη, είναι προφανές ότι μικρές τιμές της εκτιμώμενης απόκλισης dβ(fθ̂α , fθ0)
υποστηρίζουν την αποδοχή της μηδενικής υπόθεσης, σε αντίθεση με μεγάλες
τιμές της εκτιμώμενης απόκλισης dβ(fθ̂α , fθ0) που σηματοδοτούν την απόρριψη
της μηδενικής υπόθεσης. ΄Οταν η μηδενική υπόθεση δεν μπορεί να απορριφθεί,
τότε η fθ0 θα είναι η συνάρτηση πυκνότητας που διέπει, που κυβερνά τα δεδομένα.

Για να καθοριστούν οι τιμές εκείνες που οδηγούν στην απόρριψη της μη-

δενικής υπόθεσης, δηλαδή η κρίσιμη περιοχή, θα χρειαστεί να προσδιοριστεί η
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ασυμπτωτική κατανομή της dβ(fθ̂α , fθ0) υπό τη μηδενική υπόθεση. Για λόγους
πληρότητας, για να προσδιοριστεί αυτή, υποθέτουμε ότι ικανοποιούνται οι συν-
θήκες κανονικότητας, όπως αναφέρθηκαν στο Κεφάλαιο 2 της παρούσας δια-
τριβής.

Το επόμενο Θεώρημα προέρχεται από την εργασία των Basu et al. (2013),
Theorem 1, βλέπε σελ. 325, μεταφέρεται πιστά από εκεί και αφορά τον προσ-
διορισμό της ασυμπτωτικής κατανομής της απόκλισης dβ(fθ̂α , fθ0), που ορίστηκε
στη σχέση (3.2), υπό την μηδενική υπόθεση, όπως επίσης και την ασυμπτωτική
κατανομή του στατιστικού

Tβ(θ̂α, θ0) = 2ndβ(fθ̂α , fθ0), (3.3)

υπό την μηδενική υπόθεση, όπου θ̂α ο εκτιμητής MDPDE της θ.

Θεώρημα 3.1. ΄Εστω ότι ισχύουν οι συνθήκες κανονικότητας (Σ1) − (Σ5).
Τότε, υπό τη μηδενική υπόθεση H0 : θ = θ0, η ασυμπτωτική κατανομή της
Tβ(θ̂α, θ0) συμπίπτει με την κατανομή του

r∑
i=1

λα,βi (θ0)Z
2
i , (3.4)

όπου Zi είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές με τυπική κανονική κατανομή,

με Z2
i να έχουν χ

2
1 κατανομή και λ

α,β
i να είναι οι μη μηδενικές ιδιοτιμές του

πίνακα Aβ(θ0)J
−1
α (θ0)Kα(θ0)J

−1
α (θ0), όπου Aβ(θ0) = ∇2

θ

(
dβ(fθ̂α , fθ0)

)
θ=θ0

,

για θ = θ̂α και

r = rank

(
J−1
α (θ0)Kα(θ0)J

−1
α (θ0)Aβ(θ0)J

−1
α (θ0)Kα(θ0)J

−1
α (θ0)

)
= rank

(
Kα(θ0)J

−1
α (θ0)Aβ(θ0)J

−1
α (θ0)Kα(θ0)

)
,

Απόδειξη. Η απόδειξη ακολουθεί πιστά την απόδειξη του Theorem 1 στην
εργασία των Basu et al. (2013), σελ. 325. Μεταφέρεται εδώ χάριν πληρότητας
της παρουσίασης.

Θεωρούμε το ανάπτυγμα Taylor δεύτερης τάξης, της απόκλισης dβ(fθ, fθ0)
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γύρω από το θ0 ως συνάρτηση του θ̂α, το οποίο δίνεται από τη σχέση

dβ(fθ̂α , fθ0) = dβ(fθ0 , fθ0) +∇θ

(
dβ(fθ, fθ0)

)
θ=θ0

(θ̂α − θ0)+

+
1

2
(θ̂α − θ0)

t∇2
θ

(
dβ(fθ, fθ0)

)
θ=θ0

(θ̂α − θ0) + o
(
||θ − θ0||2

)
. (3.5)

Σύμφωνα με την ιδιότητα των αποκλίσεων, η οποία αναφέρεται στο Θεώρημα 2.1
αυτής της διατριβής, προκύπτει ότι η απόκλιση dβ(fθ0 , fθ0) = 0.

Επιπλέον,

(
∂

∂θj
dβ(fθ, fθ0)

)
θ=θ0

=

=

(
∂

∂θj

{∫
fβ+1
θ0

(x) +

(
1 +

1

β

)
fβθ0(x)fθ(x) +

1

β
fβ+1
θ (x)

}
dx

)
θ=θ0

Σ3=

(∫ {
∂

∂θj
fβ+1
θ0

(x)−
(
1 +

1

β

)
∂

∂θj
fβθ0(x)fθ(x) +

1

β

∂

∂θj
fβ+1
θ (x)

}
dx

)
θ=θ0

=

(∫ {
0−

(
1 +

1

β

)
fβθ0(x)

∂

∂θj
fθ(x) +

1

β

∂

∂θj
fβ+1
θ (x)

}
dx

)
θ=θ0

=

(∫ {
−
(
β + 1

β

)
fβθ0(x)

∂

∂θj
fθ(x) +

1

β
(β + 1)fβθ (x)

∂

∂θj
fθ(x)

}
dx

)
θ=θ0

= 0.

Συνεπώς,

∇θ

(
dβ(fθ, fθ0)

)
θ=θ0

= 0. (3.6)

Ακόμη, έχουμε ότι

∂

∂θk

∂

∂θj
dβ(fθ, fθ0) =
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=
∂

∂θk

∫ {
− (

β + 1

β
)fβθ0(x)

∂

∂θj
fθ(x) +

β + 1

β
fβθ (x)

∂

∂θj
fθ(x)

}
dx =

Σ3=

∫
−(
β + 1

β
)fβθ0(x)

∂

∂θk

∂

∂θj
fθ(x) +

β + 1

β
βfβ−1

θ (x)
∂

∂θk
fθ(x)

∂

∂θj
fθ(x)

+
β + 1

β
fβθ (x)

∂

∂θk

∂

∂θj
fθ(x)}dx,

και για θ = θ0 προκύπτει(
∂

∂θk

∂

∂θj
dβ(fθ, fθ0)

)
θ=θ0

=

∫
(β + 1)fβ−1

θ0
(x)

∂

∂θk
fθ(x)

∂

∂θj
fθ(x)dx.

Ορίζουμε ότι

αβjk(θ0) =

(
∂

∂θk

∂

∂θj
dβ(fθ, fθ0)

)
θ=θ0

,

οπότε ισχύει

αβjk(θ0) = (β + 1)

∫
fβ−1
θ0

(x)

(
∂

∂θk
fθ(x)

∂

∂θj
fθ(x)

)
θ=θ0

dx,

όπου αβjk(θ0) είναι στοιχεία του πίνακα Aβ(θ0) =
(
αβjk(θ0)

)
p×p

.

Επομένως, προκύπτει ότι

Aβ(θ0) = ∇2
θ

(
dβ(fθ, fθ0)

)
θ=θ0

. (3.7)

Χρησιμοποιώντας τη σχέση (3.5) και λαμβάνοντας υπόψιν τις σχέσεις (3.6)
και (3.7) προκύπτει

dβ(fθ̂α , fθ0) =
1

2
(θ̂α − θ0)

tAβ(θ0)(θ̂α − θ0) + o
(
||θ̂ − θ0||2

)
, (3.8)

ή

2ndβ(fθ̂α , fθ0) =
√
n(θ̂α − θ0)

tAβ(θ0)
√
n(θ̂α − θ0) + o

(
||θ̂ − θ0||2

)
. (3.9)

Επίσης, o
(
||θ̂ − θ0||2

)
= op(n

−1), βλέπε Basu et al. (2013), σελ. 325, υπό την

μηδενική υπόθεση H0.
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Συνεπώς,

Tβ(θ̂α, θ0) = 2ndβ(fθ̂α , fθ0) =
√
n(θ̂α − θ0)

tAβ(θ0)
√
n(θ̂α − θ0) + op(1).

Επίσης, με βάση το Θεώρημα 2.2 σχετικό με την ασυμπτωτική κανονικότητα του
MDPDE θ̂α, υπό την μηδενική υπόθεση H0, ισχύει ότι

√
n(θ̂α − θ0)

L−→ N(0, Jβ(θ0)
−1Kβ(θ0)Jβ(θ0)

−1).

΄Ετσι, η κατανομή της στατιστικής συνάρτησης Tβ(θ̂α, θ0) είναι η κατανομή της

τετραγωνικής μορφής του ασυμπτωτικά κανονικού τυχαίου διανύσματος
√
n(θ̂α−

θ0). Η κατανομή αυτή, με βάση το Πόρισμα 2.1 των Dik and de Gunst (1985)

ταυτίζεται με την κατανομή του

r∑
j=1

λα,βi Zi, όπου λ
α,β
1 , ..., λα,βr οι μη μηδενικές

ιδιοτιμές του πίνακα Aβ(θ0)J
−1
α (θ0)Kα(θ0)J

−1
α (θ0). Επιπλέον, το πλήθος των

μη μηδενικών ιδιοτιμών δίνεται από την εξίσωση

r = rank

(
J−1
α (θ0)Kα(θ0)J

−1
α (θ0)Aβ(θ0)J

−1
α (θ0)Kα(θ0)J

−1
α (θ0)

)
= rank

(
Kα(θ0)J

−1
α (θ0)Aβ(θ0)J

−1
α (θ0)Kα(θ0)

)
,

η οποία ισχύει από το Πόρισμα 8.3.3 του συγράμματος του Harville (2008).

Για λόγους πληρότητας διατυπώνεται το Πόρισμα 2.1 των Dik and de Gunst
(1985), στην επόμενη παρατήρηση.

Παρατήρηση 3.1. (Πόρισμα 2.1. Dik and de Gunst (1985)). ΄Εστω X μια q-
διάστατη τυχαία μεταβλητή που ακολουθεί πολυδιάστατη κανονική κατανομή με

μέση τιμή το μηδενικό διάνυσμα και πίνακα διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων
Σ, δηλαδή X ∼ Nq(0,Σ). ΄Εστω A ένας πραγματικός συμμετρικός πίνακας
τάξης q. ΄Εστω επίσης r = rank(ΣAΣ) και λ1, ..., λr οι μη αρνητικές ιδιοτιμές
του πίνακα AΣ. Τότε, η κατανομή της τετραγωνικής μορφής XtAX ταυτίζεται

με την κατανομή του

r∑
j=1

λiZ
2
i όπου Z1, ..., Zr ανεξάρτητες τυπικές κανονικές

κατανομές.

Μετά τον προσδιορισμό της ασυμπτωτικής κατανομής της στατιστικής

συνάρτησης Tβ(θ̂α, θ0) = 2ndβ(fθ̂α , fθ0), υπό τη μηδενική υπόθεση H0, ακολου-
θεί ο προσδιορισμός της κρίσιμης περιοχής. Η μηδενική υπόθεση H0 : θ = θ0
έναντι της εναλλακτικής Ha : θ ̸= θ0 απορρίπτεται, σε επίπεδο σημαντικότητας a
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(0 < a < 1), όταν Tβ(θ̂α, θ0) > c, όπου c το κρίσιμο σημείο που προσδιορίζεται
έτσι ώστε ο έλεγχος να έχει επίπεδο σημαντικότητας a. Η περιοχή απόρριψης
καθορίζεται από την πιθανότητα σφάλματος Τύπου I, η οποία ορίζεται ως εξής

a=P(Απόρριψη της H0|H0 Αληθής)=P (Tβ(θ̂α, θ0) > c|H0).

Επιπλέον, η πιθανότητα σφάλματος Τύπου II ορίζεται από τη σχέση

b=P(Αποδοχή της H0|Ha Αληθής)=P (Tβ(θ̂α, θ0) ≤ c|Ha).

Με βάση τα παραπάνω δεν είναι εφικτός ο προσδιορισμός της κρίσιμης περιοχής,
καθώς προαπαιτείται ο προσδιορισμός της κατανομής του γραμμικού συνδυασμού

χ2
τυχαίων μεταβλήτων με έναν βαθμό ελευθερίας.

Για να ξεπεραστεί το πρόβλημα αυτό, θα βασιστούμε στο Remark 3 της
δημοσίευσης των Basu et al. (2013), σελ. 326, και στη σχετική βιβλι-
ογραφία, όπου και προτείνονται εναλλακτικές στατιστικές συναρτήσεις, των
οποίων η κατανομή μπορεί ασυμπτωτικά να περιγραφεί ως γραμμικός συνδυα-
σμός ανεξάρτητων χ2

μεταβλητών. Συγκεκριμένα, προτείνονται τέσσερις διαδι-
κασίες για την προσέγγιση του κρίσιμου σημείου c, οι οποίες περιγράφονται στη
συνέχεια.

(α). Αρχικά, οι Basu et al. (2013) προτείνουν τη στατιστική συνάρτηση

T
(1)
β (θ̂α, θ0) =

Tβ(θ̂α, θ0)

λα,βmax
≡

r∑
i=1

λα,βi Z2
i

λα,βmax
,

όπου λα,βmax = max{λα,β1 , ..., λα,βr } (βλέπε Rao and Scott (1981)).

Υποθέτουμε, χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι η μεγαλύτερη ιδιοτιμή είναι η

λα,β1 και ότι οι ιδιοτιμές διατάσσονται ως εξής, λα,β1 > λα,β2 > ... > λα,βr . Τότε,
προκύπτει ότι

r∑
i=1

λα,βi Z2
i

λα,βmax
=
λα,β1 Z2

1 + ...+ λα,βr Z2
r

λα,β1

≤ λα,β1 (Z2
1 + ...+ Z2

r )

λα,β1

≤
r∑
i=1

Z2
i ,

δεδομένου ότι τα Zi είναι τυπικές κανονικές κατανομές, συμπεραίνεται ότι

r∑
i=1

Z2
i ∼ χ2

r .
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Επομένως, η μηδενική υπόθεση απορρίπτεται σε προσεγγιστικό επίπεδο σημα-

ντικότητας a, με βάση το στατιστικό T
(1)
β , για T

(1)
β (θ̂α, θ0) > χ2

r,α, με χ
2
r,a το

εκατοστιαίο σημείο της χ2
r κατανομής, το οποίο ορίζεται από τη σχέση

P (χ2
r ≥ χ2

r,a) = a.

(β). Μια άλλη διαφορετική προσέγγιση, εκείνη των ασυμπτωτικών tail prob-
abilities, διατυπώνεται με βάση τη στατιστική συνάρτηση

T
(2)
β (θ̂α, θ0) =

Tβ(θ̂α, θ0)

λ
α,β

,

όπου λ
α,β

= 1
r

r∑
i=1

λα,βi (βλέπε Satterthwaite (1946)).

Το στατιστικό T
(2)
β προσεγγίζεται από κατανομή χ2

με r βαθμούς ελευθερίας,
καθώς όπως φαίνεται η αναμενόμενη τιμή του είναι

E
(
T
(2)
β (θ̂α, θ0)

)
= E

(
Tβ(θ̂α, θ0)

λ
α,β

)
=
E
(
Tβ(θ̂α, θ0)

)
λ
α,β

, (3.10)

όπου

E
(
Tβ(θ̂α, θ0)

)
≃ E

(
r∑
i=1

λα,βi Z2
i

)
=

r∑
i=1

λα,βi E
(
Z2
i

)
,

και δεδομένου ότι Z2
i ακολουθεί χ

2
1, δηλαδή E

(
Z2
i

)
= 1, προκύπτει ότι η ανα-

μενόμενη τιμή του T
(2)
β (θ̂α, θ0) ισούται κατά προσέγγιση με

E
(
T
(2)
β (θ̂α, θ0)

)
=
E
(
Tβ(θ̂α, θ0)

)
λ
α,β

≃

r∑
i=1

λα,βi

1
r

r∑
i=1

λα,βi

= r = E(χ2
r). (3.11)

Επίσης, παρατηρείται ότι η διακύμανση του είναι

V ar
(
T
(2)
β (θ̂α, θ0)

)
= V ar

(
Tβ(θ̂α, θ0)

λ
α,β

)
=

1

(λ
α,β

)2
V ar

(
Tβ(θ̂α, θ0)

)
, (3.12)

όπου

V ar
(
Tβ(θ̂α, θ0)

)
≃ V ar

(
r∑
i=1

λα,βi Z2
i

)
=

r∑
i=1

(λα,βi )2V ar
(
Z2
i

)
,
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και δεδομένου ότι Z2
i ακολουθεί χ

2
1, δηλαδή V ar

(
Z2
i

)
= 2, προκύπτει ότι

V ar
(
Tβ(θ̂α, θ0)

)
≃ 2

r∑
i=1

(λα,βi )2.

Επομένως, η διακύμανση του T
(2)
β (θ̂α, θ0) ισούται κατά προσέγγιση με

V ar
(
T
(2)
β (θ̂α, θ0)

)
= V ar

(
Tβ(θ̂α, θ0)

λ
α,β

)
≃

2
r∑
i=1

(λα,βi )2

(λ
α,β

)2
,

όπου αν προσθεθεί και αφαιρεθεί στον αριθμητή η ποσότητα 2r(λ
α,β

)2, προκύπτει

2

r∑
i=1

(λα,βi )2

(λ
α,β

)2
= 2

r∑
i=1

(λα,βi )2 + r(λ
α,β

)2 − r(λ
α,β

)2

(λ
α,β

)2

= 2r + 2

r∑
i=1

(λα,βi )2 − r(λ
α,β

)2

(λ
α,β

)2

= 2r + 2

r∑
i=1

(λα,βi − λ
α,β

)2

(λ
α,β

)2
> 2r = V ar[χ2

r ].

Συνεπώς, η διακύμανση του στατιστικού T
(2)
β (θ̂α, θ0) είναι

V ar
(
T
(2)
β (θ̂α, θ0)

)
= 2r + 2

r∑
i=1

(λα,βi − λ
α,β

)2

(λ
α,β

)2
> 2r = V ar[χ2

r ]. (3.13)

Βάσει των σχέσεων (3.11) και (3.13), το στατιστικό προσεγγίζεται από κατανομή
χ2
με r βαθμούς ελευθερίας και η μηδενική υπόθεση απορρίπτεται σε προσεγγι-

στικό επίπεδο σημαντικότητας a, για T
(2)
β (θ̂α, θ0) > χ2

r,a, με χ
2
r,a το εκατοστιαίο

σημείο της χ2
r κατανομής, το οποίο ορίζεται

P (χ2
r ≥ χ2

r,a) = a.

(γ). Επιπλέον, οι Basu et al. (2013) αναφέρουν το στατιστικό

T
(3)
β (θ̂α, θ0) =

T
(2)
β (θ̂α, θ0)

να,β
=
Tβ(θ̂α, θ0)

να,βλ
α,β

,
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όπου η τιμή να,β μπορεί να υπολογιστεί, επιβάλλοντας την προϋπόθεση

V ar[T
(3)
β (θ̂α, θ0)] = 2E[T

(3)
β (θ̂α, θ0)], όπως ισχύει στην χ

2
κατανομή.

Η αναμενόμενη τιμή του στατιστικού T
(3)
β (θ̂α, θ0) είναι

E
(
T
(3)
β (θ̂α, θ0)

)
= E

T (2)
β (θ̂α, θ0)

να,β

 =
1

να,β
E
(
T
(2)
β (θ̂α, θ0)

)
≃ r

να,β

και η διακύμανση του είναι

V ar
(
T
(3)
β (θ̂α, θ0)

)
= V ar

T (2)
β (θ̂α, θ0)

να,β

 =
1

(να,β)2
V ar

(
T
(2)
β (θ̂α, θ0)

)
.

όπου με αντικατάσταση από τη σχέση (3.13), γράφεται ως εξής

V ar
(
T
(3)
β (θ̂α, θ0)

)
≃ 1

(να,β)2

2r + 2

r∑
i=1

(λα,βi − λ
α,β

)2

(λ
α,β

)2

 ,

ή ισοδύναμα

V ar
(
T
(3)
β (θ̂α, θ0)

)
≃ 2r

(να,β)2

1 +

r∑
i=1

(λα,βi − λ
α,β

)2

r(λ
α,β

)2

 .

Για να ισχύει η προϋπόθεση V ar[T
(3)
β (θ̂α, θ0)] = 2E[T

(3)
β (θ̂α, θ0)], η τιμή ν

α,β
θα

πρέπει να ισούται με

να,β = 1 +
r∑
i=1

(λα,βi − λ
α,β

)2

r(λ
α,β

)2
= 1 + CV 2({λα,βi }ri=1),

όπου CV είναι ο Συντελεστής Μεταβλητότητας (coefficient of variation). Τότε,
για μεγάλο μέγεθος δείγματος n, η ασυμπτωτική κατανομή του στατιστικού

T
(3)
β (θ̂α, θ0) προσεγγίζεται από την κατανομή χ

2
με r/να,β βαθμούς ελευθερίας.

Παρατηρείται ότι οι βαθμοί ελευθερίας του στατιστικού T
(3)
β (θ̂α, θ0) ενδέχεται

να μην είναι ακέραιος αριθμός. Για να αποφευχθεί αυτή η δυσκολία, μπορεί να
τροποποιηθεί το στατιστικό έτσι ώστε οι δύο πρώτες ροπές του να ταιριάζουν
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συγκεκριμένα με την κατανομή χ2
r αντί για οποιαδήποτε άλλη χ

2
κατανομή. Συγ-

κεκριμένα, έστω X = T
(2)
β (θ̂α, θ0), με μέση τιμή

E[X] = r = E[χ2
r ]

και διακύμανση

V ar[X] =
2
∑r

i=1(λ
α,β
i )2

(λ
α,β

)

2

= 2r + 2
r∑
i=1

(λα,βi − λ
α,β

)2

(λ
α,β

)2
= 2r + c.

΄Εστω Y = X−A
B όπου A, B σταθερές, τέτοιες ώστε να ισχύουν

E[Y ] = r,

V ar[Y ] = 2r.

Επομένως, έχουμε ότι

E(Y ) = E

(
X −A

B

)
=
E(X)−A

B
=
r −A

B

και

V ar(Y ) = V ar(
X −A

B
) =

1

B2
V ar(X) =

2r + c

B2

και άρα προκύπτει το σύστημα

r −A

B
= r (3.14)

2r + c

B2
= 2r, (3.15)

με λύσεις

A = r(1−B)

B =

√
1 +

c

2r
.

΄Ετσι, οι Basu et al. (2013) αναφέρουν μία τροποποίηση του στατιστικού

T
(3)
β (θ̂α, θ0), που δίνεται από

T
(4)
β (θ̂α, θ0) =

T
(2)
β (θ̂α, θ0))−A

B
,
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η οποία για μεγάλο μέγεθος δείγματος μπορεί να προσεγγιστεί από την κατανομή

χ2
r .

Εκτός από τις παραπάνω προσεγγίσεις, είναι δυνατόν να εξεταστούν πίνακες

της αθροιστικής κατανομής

r∑
i=1

aiZ
2
i στην περίπτωση μικρού r (βλέπε Solomon

(1960), Johnson and Kotz (1968), Eckler (1969) και Gupta (1963)). Οι προσεγ-
γίσεις αυτές στοχεύουν στη διευκόλυνση του υπολογισμού των ουρών πιθανότη-

τας (tail probabilities) γραμμικών συνδυασμών των μεταβλητών, που ακολουθούν
την κατανομή χ2. Στην επόμενη ενότητα θα αναφερθούμε σε μία προσέγγιση της
συνάρτησης ισχύος της Tβ(θ̂α, θ0) για τον έλεγχο της απλής μηδενικής υπόθεσης.

3.1.1 Συνάρτηση Ισχύος

Η ισχύς ενός ελέγχου στατιστικών υποθέσεων αποτελεί ένα κρίσιμο μέτρο για

την αξιολόγηση της απόδοσης του προτεινόμενου ελέγχου, καθώς εκφράζει την
πιθανότητα σωστής απόρριψης της μηδενικής υπόθεσης, δηλαδή την πιθανότητα

γn(θ) = Pθ(Tn ≥ Cn), για θ ̸= θ0,

όπου Tn είναι το στατιστικό και Cn το κρίσιμο σημείο.

Η ισχύς του στατιστικού ελέγχου, εξαρτάται από το μέγεθος της διαφοράς
μεταξύ της πραγματικής τιμής της παραμέτρου και της τιμής που ορίζεται από τη

μηδενική υπόθεση. ΄Οσο μεγαλύτερη είναι αυτή η διαφορά, τόσο υψηλότερη είναι
η ισχύς του ελέγχου. Είναι επίσης σημαντικό να αναφέρουμε ότι η ισχύς ισούται
με 1− b, όπου b είναι η πιθανότητα σφάλματος Τύπου II.

Το επόμενο θεώρημα προέρχεται από τους Basu et al. (2013), Theorem 5, σελ.
329, μεταφέρεται πιστά και αναφέρεται σε μια προσέγγιση της συνάρτησης ισχύος,
βάση της Tβ(θ̂α, θ0), για τον έλεγχο της απλής μηδενικής υπόθεσης H0 : θ = θ0.

Θεώρημα 3.2. ΄Εστω ότι ισχύουν οι συνθήκες κανονικότητας (Σ1) − (Σ5).
Τότε, μια προσέγγιση της συνάρτησης ισχύος του στατιστικού Tβ(θ̂α, θ0) για
την H0 : θ = θ0 έναντι της Ha : θ ̸= θ0 δίνεται από

γα,βn,a (θ
∗) ≃ 1− Φ

( √
n

σα,β(θ∗)

(
tα,βa
2n

− dβ(fθ∗ , fθ0)

))
, (3.16)

για θ∗ ̸= θ0, όπου t
α,β
a είναι το εκατοστιαίο σημείο της ασυμπτωτικής κατανομής

της Tβ(θ̂α, θ0) και σα,β(θ
∗) ορίζεται από τη σχέση (3.18), πιο κάτω.

46



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 3.1. ΄Ελεγχος της απλής στατιστικής υπόθεσης μέσω της DPD

Απόδειξη. Η απόδειξη ακολουθεί πιστά την απόδειξη του Theorem 5 στην
εργασία των Basu et al. (2013), σελ. 330. Μεταφέρεται εδώ χάριν πληρότητας
της παρουσίασης.

Αρχικά θα προσδιοριστεί η ασυμπτωτική κατανομή της εκτιμώμενης DPD
απόκλισης dβ(fθ̂α , fθ0) της απόκλισης dβ(fθ, fθ0). Για τον προσδιορισμό αυτής,

θεωρούμε το ανάπτυγμα Taylor πρώτης τάξης της dβ(θ̂α, θ0) γύρω από το

θ∗ = θ̂α, για θ
∗ ̸= θ0, το οποίο δίνεται από την σχέση

dβ(fθ̂α , fθ0) = dβ(fθ∗ , fθ0) +Bt
β(θ̂α − θ∗) + o(||θ̂α − θ∗||), (3.17)

όπου Bβ = (Bβ
1 , ..., B

β
p )t και B

β
j = ( ∂

∂θj
dβ(fθ, fθ0))θ=θ∗ .

Γνωρίζουμε ότι από το Θεώρημα 2.2

√
n(θ̂α − θ∗)

L−→ N(0, J−1
α (θ∗)Kα(θ

∗)J−1
α (θ∗))

και

√
no(||θ̂α − θ∗||) = op(1).

Τότε είναι προφανές ότι οι τυχαίες μεταβλητές
√
n(dβ(fθ̂α , fθ0)−dβ(fθ∗ , fθ0))

και Bt
β

√
n(θ̂α − θ∗) έχουν ίδιες ασυμπτωτικές κατανομές

√
n(dβ(fθ̂α , fθ0)− dβ(fθ∗ , fθ0))

L−→ N(0, σ2α,β(θ
∗)),

όπου

σ2α,β(θ
∗) = Bt

β(θ
∗)J−1

α (θ∗)Kα(θ
∗)J−1

α (θ∗)Bβ(θ
∗). (3.18)

Εφόσον προσδιορίστηκε η ασυμπτωτική κατανομή του εκτιμητή dβ(fθ̂α , fθ0)
της απόκλισης dβ(fθ, fθ0), μπορεί να προσδιοριστεί μια προσέγγιση της
συνάρτησης ισχύος, για θ∗ ̸= θ0.

Η συνάρτηση ισχύος προκύπτει από

γα,βn,a (θ) = P (Tβ(θ̂α, θ0) > tα,βa ) = P (2ndβ(fθ̂α , fθ0) > tα,βa ). (3.19)
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Βάσει της σχέσης (3.17) έχουμε

P

(
2ndβ(fθ̂α , fθ0)− 2ndβ(fθ∗ , fθ0) > tα,βa − 2ndβ(fθ∗ , fθ0)

)

= P

(
2ndβ(fθ̂α , fθ0)− 2ndβ(fθ∗ , fθ0)

σα,β(θ∗)
>
tα,βa − 2ndβ(fθ∗ , fθ0)

σα,β(θ∗)

)

= P

(
dβ(fθ̂α , fθ0)− dβ(fθ∗ , fθ0)

σα,β(θ∗)
>
tα,βa − 2ndβ(fθ∗ , fθ0)

2nσα,β(θ∗)

)

= P

(√
n
dβ(fθ̂α , fθ0)− dβ(fθ∗ , fθ0)

σα,β(θ∗)
>

√
n
tα,βa − 2ndβ(fθ∗ , fθ0)

2nσα,β(θ∗)

)

= 1− P

(√
n
dβ(fθ̂α , fθ0)− dβ(fθ∗ , fθ0)

σα,β(θ∗)
<

√
n
tα,βa − 2ndβ(fθ∗ , fθ0)

2nσα,β(θ∗)

)

= 1− P

(
Z <

√
n
tα,βa − 2ndβ(fθ∗ , fθ0)

2nσα,β(θ∗)

)
,

όπου Z
L−→ N(0, 1).

Συνεπώς, η συνάρτηση ισχύος προκύπτει από τη σχέση

γα,βn,a (θ
∗) ≃ 1− Φ

( √
n

σα,β(θ∗)

(
tα,βa
2n

− dβ(fθ∗ , fθ0)

))
, (3.20)

όπου Φ(x) η αθροιστική συνάρτηση κατανομής της τυπικής κανονικής κατανομής

και tα,βa το κρίσιμο σημείο που προσδιορίζεται από την πιθανότητα σφάλματος

Τύπου I

P (Tβ(θ̂α, θ0) > tα,βa ) = a.

Παρατήρηση 3.2. Σύμφωνα με τον Basu et al. (2013), σελ. 330, αν θ∗ ̸= θ0,
ο έλεγχος θεωρείται συνεπής αν η ισχύς του τείνει στο 1, καθώς το μέγεθος
του δείγματος αυξάνεται, δηλαδή αν

γn(θ) → 1, για κάθε θ ̸= θ0, καθώς n→ ∞.
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3.2 Τοπική Υπόθεση (local alternative)

΄Ενα τελευταίο συμπέρασμα που μελετάται στην εργασία των Basu et al. (2013),
είναι η ασυμπτωτική κατανομή του στατιστικού ελέγχου της Density Power Di-
vergence απόκλισης, υπό μια ακολουθία τοπικών υποθέσεων. Το θεώρημα που
δίνει την ασυμπτωτική κατανομή του Tβ(θ̂α, θ0), προέρχεται από την εργασία των
Basu et al. (2013), Theorem 4, σελ. 329, και μεταφέρεται πιστά από εκεί.

Θεώρημα 3.3. ΄Εστω ότι ισχύουν οι συνθήκες κανονικότητας (Σ1) − (Σ5).
Τότε, υπό τη μηδενική τοπική υπόθεση H1,n : θn = θ0 +

1√
n
d, όπου d είναι ένα

σταθερό διάνυσμα στον χώρο Rp, τέτοιο ώστε θn ∈ Θ ⊆ Rp, η ασυμπτωτική
κατανομή της Tβ(θ̂α, θ0) συμπίπτει με την κατανομή της

r∑
i=1

λα,βi (θ0)(Zi + wi)
2 + ξ,

όπου Zi είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές από τυπική κανονική κατανομή

με Z2
i να είναι χ

2
1 και λ

α,β
i (θ0) να είναι οι θετικές ιδιοτιμές του πίνακα

Aβ(θ0)J
−1
α (θ0)Kα(θ0)J

−1
α (θ0), w = (w1, ..., wr) και ξ να δίνονται από τις σχέ-

σεις

w = Λ−1
r RtStAβ(θ0)d,

ξ = dtAβ(θ0)d− wtΛrw,

όπου S είναι μια οποιαδήποτε ρίζα του πίνακα J−1
α (θ0)Kα(θ0)J

−1
α (θ0), Λr =

diag(λα,β1 (θ0), ..., λ
α,β
r (θ0)) και R είναι ο πίνακας των ορθοκανονικών ιδιοδιανυ-

σμάτων του.

Απόδειξη. Η απόδειξη ακολουθεί πιστά την απόδειξη του Theorem 4 στην
εργασία των Basu et al. (2013), σελ. 329. Μεταφέρεται εδώ χάριν πληρότητας
της παρουσίασης.

Μπορούμε να γράψουμε

√
n(θ̂α − θ0) =

√
n(θ̂α − θn) +

√
n(θn − θ0) =

√
n(θ̂α − θn) + d.

Κάτω από την τοπική υπόθεση H1,n έχουμε

√
n(θ̂α − θn)

L−−−→
n→∞

N(0, J−1
α (θ0)Kα(θ0)J

−1
α (θ0))
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και

√
n(θ̂α − θ0)

L−−−→
n→∞

N(d, J−1
α (θ0)Kα(θ0)J

−1
α (θ0)).

Επιπλέον, ξέρουμε ότι

Tβ(θ̂α, θ0) =
√
n(θ̂α − θ0)

tAβ(θ0)
√
n(θ̂α − θ0) + n o(||θ̂α − θ0||2).

Τότε η στατιστική συνάρτηση Tβ(θ̂α, θ0) έχει ίδια ασυμπτωτική κατανομή με την

τετραγωνική μορφή
√
n(θ̂α−θ0)tAβ(θ0)

√
n(θ̂α−θ0) και από το Πόρισμα 2.2. της

εργασίας των Dik and de Gunst (1985) προκύπτει η ασυμπτωτική κατανομή.

Για λόγους πληρότητας διατυπώνεται το Πόρισμα 2.2 των Dik and de Gunst
(1985).

Παρατήρηση 3.3. (Πόρισμα 2.2 Dik and de Gunst (1985)). ΄Εστω X μια
q-διάστατη τυχαία μεταβλητή που ακολουθεί πολυδιάστατη κανονική κατανομή,
με μέση τιμή το διάνυσμα d και πίνακα διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων Σ,
δηλαδή X ∼ Nq(d,Σ). ΄Εστω A ένας πραγματικός θετικά ορισμένος συμ-
μετρικός πίνακας, τάξης q. ΄Εστω επίσης r = rank(ΣAΣ) και λ1, ..., λr οι μη
αρνητικές ιδιοτιμές του πίνακα AΣ. Τότε η κατανομή της τετραγωνικής μορφής

XtAX ταυτίζεται με την κατανομή του
r∑
j=1

λj(Zj + wj)
2 + ξ, όπου Z1, ..., Zr

ανεξάρτητες τυπικές κανονικές κατανομές. Επίσης είναι

w = Λ−1RtStAd,

ξ = dtAd− wtΛw,

όπου Λ = diag(λ1, ..., λr), S είναι μια αυθαίρετη ρίζα του πίνακα Σ και R είναι
ο πίνακας των ιδιοδιανυσμάτων του StAS.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ4
Εφαρμογές της Density Power
Divergence

Στο κεφάλαιο αυτό, πραγματοποιείται μία σύντομη περιγραφή ορισμένων ση-
μαντικών ερευνητικών εργασιών, που αφορούν εφαρμογές της οικογένειας Den-
sity Power Divergence σε προβλήματα παραμετρικής Συμπερασματολογίας. Η
συζήτηση αυτών θα είναι συνοπτική, παραπέμποντας στη σχετική βιβλιογραφία
για περαιτέρω διεξοδική συζήτηση και μελέτη.

Παλινδρόμηση και Γενικευμένα Γραμμικά Μον-

τέλα

Στην Εφαρμοσμένη Στατιστική, η Παλινδρόμηση αποτελεί ένα από τα πιο δι-
αδεδομένα εργαλεία για τη διερεύνηση της σχέσης μεταξύ ενός συνόλου επε-
ξηγηματικών μεταβλητών και μιας εξαρτημένης μεταβλητής. Στην υπάρχουσα
βιβλιογραφία, οι εκτιμήσεις των παραμέτρων του μοντέλου Παλινδρόμησης βασί-
ζονται στους εκτιμητές Μέγιστης Πιθανοφάνειας, όμως σε περιπτώσεις μελέτης
μεγάλων συνόλων δεδομένων, η μέθοδος αυτή είναι ιδιαίτερα ασταθής σύμφωνα
με τους Durio and Isaia (2011), καθώς οι ακραίες τιμές μπορούν να προκαλέ-
σουν σημαντικά προβλήματα στις κλασικές στατιστικές μεθόδους. Συγκεκριμένα,
οι Durio and Isaia (2011) εξετάζουν τη χρήση του κριτηρίου Minimum Den-
sity Power Divergence (MDPD) ως ένα πρακτικό εργαλείο για την κατασκευή
παραμετρικών μοντέλων παλινδρόμησης για μεγάλα σύνολα δεδομένων, τα οποία
περιέχουν σημαντικό αριθμό ακραίων τιμών. Η εργασία τους ολοκληρώνεται με
την πραγματοποίηση προσομοιώσεων, οι οποίες επιβεβαιώνουν τα αποτελέσματά
τους.

Επίσης, μια άλλη εφαρμογή βασισμένη στο κριτήριο Minimum Density Power
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Divergence, η οποία προέρχεται από τους Ghosh and Basu (2015), αφορά τα
γενικευμένα γραμμικά μοντέλα. Τα γενικευμένα γραμμικά μοντέλα αποτελούν
ένα ιδιαίτερα σημαντικό εργαλείο στην ανάλυση πραγματικών δεδομένων, όπου η
σχέση μεταξύ ενός συνόλου επεξηγηματικών μεταβλητών και μιας εξαρτημένης

μεταβλητής ενδέχεται να μην είναι γραμμική ή οι κατανομές να μην είναι πάντο-
τε κανονικές. Ειδικότερα, οι Ghosh and Basu (2015) ανέπτυξαν μια εύρωστη
διαδικασία εκτίμησης για τα γενικευμένα γραμμικά μοντέλα, η οποία βασίζεται
στους εκτιμητές MDPD και μπορεί να παράγει εύρωστους (robust) εκτιμητές με
ελάχιστη απώλεια αποδοτικότητας. Η μέθοδος αυτή έχει χρησιμοποιηθεί επιτυχώς
σε εφαρμογές λογιστικής και Poisson παλινδρόμησης.

Ακόμη μία εφαρμογή της Density Power Divergence, η οποία προέρχεται από
την εργασία των Ghosh and Basu (2018), που ασχολήθηκαν με το μοντέλο
Παλινδρόμησης Αναλογικού Κινδύνου του Cox. Το μοντέλο του Cox είναι
ένα δημοφιλές εργαλείο για την ανάλυση της σχέσης μεταξύ μιας λογοκριμένης

μεταβλητής (διάρκεια ζωής) και άλλων σχετικών παραγόντων. Το ημιπαραμετρικό
μοντέλο του Cox χρησιμοποιείται ευρέως για τη μελέτη διάφορων τύπων δε-
δομένων, που προκύπτουν από εφαρμοσμένα πεδία, όπως η ιατρική και η βιολογία.
Ωστόσο, οι Ghosh and Basu (2018) επισημαίνουν ότι μια πλήρως παραμετρική
εκδοχή του μοντέλου Cox, εφόσον διατυπωθεί σωστά, μπορεί να προσφέρει βελτι-
ωμένη ερμηνεία και μεγαλύτερη ακρίβεια στην εκτίμηση των κινδύνων. Η πλήρως
παραμετρική εκδοχή του μοντέλου Cox βασίζεται στη μέθοδο Μέγιστης Πι-
θανοφάνειας, η οποία παρουσιάζει υψηλή ευαισθησία σε προβλήματα νοθευμένων
δεδομένων (data contamination). Οι Ghosh and Basu (2018) ανέπτυξαν μια εύ-
ρωστη διαδικασία για το παραμετρικό μοντέλο Cox, βασισμένη στους εκτιμητές
Minimum Density Power Divergence. Η διαδικασία που προτείνουν παράγει
ιδιαίτερα εύρωστες εκτιμήσεις σε δεδομένα τύπου (data contamination), με
ελάχιστη απώλεια αποδοτικότητας. Επιπλέον, οι εκτιμήσεις αυτές παρέχουν πιο
ακριβή αποτελέσματα σε σύγκριση με τις εκτιμήσεις που βασίζονται στη μέθοδο

πιθανοφάνειας, είτε στο ημιπαραμετρικό μοντέλο Cox, είτε σε υπάρχουσες εύρω-
στες εκδοχές του.

Ανάλυση Κύριων Συνιστωσών

Η Ανάλυση Κύριων Συνιστωσών (Principal Component Analysis - PCA)
αποτελεί βασικό εργαλείο στην Πολυδιάστατη Ανάλυση, το οποίο χρησιμοποιεί-
ται κυρίως για τη μείωση της διάστασης των δεδομένων. Ωστόσο, η PCA είναι
γνωστό ότι επηρεάζεται αρνητικά από την παρουσία ακραίων τιμών. Οι ευρωστοί
μέθοδοι PCA που χρησιμοποιούν την Μ-εκτίμηση, έχουν θεωρητικά οφέλη, αλλά
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η ευρωστία τους μειώνεται σημαντικά σε δεδομένα με μεγάλη διάσταση. Σε πρό-
σφατη εργασία των Roy et al. (2024), προτείνεται μια νέα εύρωστη μέθοδος Prin-
cipal Component Analysis, βασισμένη στους εκτιμητέςMinimum Density Power
Divergence Estimators. Η μέθοδος αυτή, γνωστή ως rPCAdpd, συνδυάζει
τα θεωρητικά πλεονεκτήματα των M-εκτιμητών, με τα οφέλη των εκτιμητών
τύπου ελαχίστης απόστασης της Density Power Divergence, προσφέροντας μια
ιδιαίτερα ευέλικτη και αποδοτική προσέγγιση. Το βασικό χαρακτηριστικό της
είναι η δυνατότητα της επιλογής της παραμέτρου α (robustness tuning param-
eter), η οποία επιτρέπει την ισορροπία μεταξύ ευρωστίας και αποδοτικότητας,
ανεξαρτήτως της διάστασης των δεδομένων. Η προτεινόμενη μέθοδος, όχι μόνο
διατηρεί υψηλό βαθμό ευρωστίας σε δεδομένα υψηλής διάστασης, αλλά και εξα-
σφαλίζει αυξημένη σταθερότητα και αξιοπιστία στις εκτιμήσεις των κύριων συνι-
στωσών, ακόμα και σε περιβάλλον με σημαντική παρουσία ακραίων παρατηρήσεων.

Κριτήριο Επιλογής Μοντέλων

Τα κριτήρια επιλογής μοντέλων παρέχουν στους στατιστικούς μία μέθοδο που

επιτρέπει την επιλόγη του καταλληλότερου μοντέλου μέσα από μια ευρεία συλ-

λογή πιθανών κατάλληλων μοντέλων. Η δημιουργία τέτοιων κριτηρίων βασίζεται
σε μέτρα απόκλισης μεταξύ του αγνώστου μοντέλου και καθενός εκ των δύο

ή περισσότερων υποψήφιων μοντέλων, τα οποία συνήθως περιγράφονται από τις
συναρτήσεις κατανομών πιθανότητας. Το πιο γνωστό κριτήριο επιλογής μοντέ-
λου είναι το φημισμένο Akaike Information Criterion (AIC), που προτάθηκε από
τον Akaike (1973) και βασίζεται στο μέτρο απόκλισης των Kullback-Leibler.
Μετά την πρωτοπόρα εργασία του Akaike, πλήθος ερευνητικών εργασιών έχουν
δημοσιευθεί στη βιβλιογραφία που σχετίζεται με την κατασκευή κριτηρίων επι-

λογής μοντέλου. Η εργασία των Mattheou et al. (2009), θεωρείται ως μία εφαρ-
μογή του μέτρου απόκλισης Density Power Divergence, καθώς αξιοποιεί το μέτρο
απόκλισης Density Power Divergence για την κατασκευή ενός νέου κριτηρίου
επιλογής μοντέλου, το κριτήριο Divergence Information Criterion (DIC).

Μοντέλα χρονοσειρών

Στην εργασία των Xiong and Zhu (2022), μελετάται μια εύρωστη μέθοδος εκτί-
μησης για μοντέλα χρονοσειρών με ακραίες τιμές. Ειδικότερα, οι Xiong and Zhu
(2022) στην ανάλυσή τους, αποδεικνύουν θεωρητικά ότι ο εκτιμητής MDPD για
τα NB-INGARCH μοντέλα είναι ισχυρά συνεπής (consistent) και η ασυμπτωτική
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κατανομή του είναι η κανονική, υπό τις κατάλληλες συνθήκες κανονικότητας.
Παράλληλα, μέσω εκτεταμένων προσομοιώσεων αποδεικνύεται η ευρωστία του
εκτιμητή σε σχέση με την κλασική μέθοδο Μέγιστης Πιθανοφάνειας, σε περιπτώ-
σεις που τα δεδομένα περιέχουν ακραίες τιμές. Μια άμεση εφαρμογή της μεθόδου
σε πραγματικά δεδομένα αποτελεί η μελέτη λοιμώξεων από καμπυλοβακτηρίωση

(campylobacteriosis) (βλέπε, Xiong and Zhu (2022)). Η ανάλυση δείχνει ότι
η MDPDE εκτίμηση προσφέρει σταθερότερα και πιο αξιόπιστα αποτελέσματα
σε σχέση με τις κλασικές μεθόδους, καθιστώντας την κατάλληλη επιλογή για
την ανάλυση χρονοσειρών καταμετρήσεων σε συνθήκες όπου υπάρχει πιθανότητα

ακραίων παρατηρήσεων.

Bayesian εκτίμηση

Η κλασική Bayesian εκτίμηση βασίζεται στην εκ των υστέρων (posterior)
κατανομή, η οποία προκύπτει από τον συνδυασμό της εκ των προτέρων (prior)
γνώσης με την πληροφορία που παρέχουν τα δεδομένα, σύμφωνα με τον τύπο του
Bayes. Παρόλο που αυτή η προσέγγιση θεωρείται ιδανική για την ενσωμάτωση σε
στατιστικά μοντέλα της υποκειμενικής γνώσης, ο κλασικός Bayesian εκτιμητής
μπορεί να αποδειχθεί εξαιρετικά ευαίσθητος στην παρουσία ακραίων τιμών (out-
liers) στα δεδομένα. Αυτή η ευαισθησία, περιορίζει τη χρησιμότητα των παρα-
δοσιακών Bayesian μεθόδων σε εφαρμογές όπου τα δεδομένα περιέχουν ακραίες
τιμές, όπως αναφέρουν οι Ghosh and Basu (2016).

Για την αντιμετώπιση αυτής της αδυναμίας, οι Ghosh and Basu (2016)
πρότειναν έναν εναλλακτικό εκτιμητή Bayes, o οποίος βασίζεται στη μέθοδοMin-
imum Density Power Divergence. Συγκεκριμένα, ανέπτυξαν μια εκ των υστέρων
πυκνότηταR(α) (R(α) -posterior density), η οποία αποτελεί μια τροποποίηση της
κλασικής εκ των υστέρων κατανομής. Η κατασκευή αυτή διατηρεί τη φιλοσοφία
του Bayesian υποδείγματος ενσωματώνοντας την πληροφορία από τις εκ των
προτέρων κατανομές, αλλά ταυτόχρονα ενισχύει σημαντικά την ευρωστία των
εκτιμητών. Ο εκτιμητής που βασίζεται στην R(α) -posterior κατανομή, εξισορ-
ροπεί την αποδοτικότητα και την ευρωστία, ελέγχοντας την επιρροή των ακραίων
τιμών μέσω της παραμέτρου α. Για μικρές τιμές του α, ο εκτιμητής πλησιάζει
τον κλασικό Bayes εκτιμητή. Αντίθετα, για μεγαλύτερες τιμές του α, ενισχύεται
η ευρωστία του εκτιμητή, μειώνοντας την ευαισθησία σε ακραίες παρατηρήσεις.
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Παράρτημα

Απόδειξη Θεωρήματος 2.2. Η απόδειξη ακολουθεί πιστά την απόδειξη του
Θεωρήματος 9.2 του βιβλίου των Basu et al. (2011), σελ. 304 και τις αποδείξεις
των Theorem 1 και Theorem 2 των Leroy et al. (2016). Μεταφέρεται εδώ χάριν
πληρότητας της παρουσίασης.

(i) Απόδειξη Συνέπειας του εκτιμητή MDPDE θ̂αn

Σκοπός είναι να δειχθεί ότι υπάρχει εκτιμητής, που προκύπτει από τη λύση της
εξίσωσης (2.15) και είναι (ασθενώς) συνεπής, δηλαδή ότι ισχύει

P (∥ θ̂αn − θ0∥ < ε) −→ 1,

όπου ∥·∥ είναι νόρμα στον Θ και θ0 είναι η αληθής αλλά άγνωστη τιμή της θ.

Για να αποδείξουμε την ύπαρξη μιας ακολουθίας λύσεων κατά πιθανότητα, θα
εξετάσουμε τη συμπεριφορά της αντικειμενικής συνάρτησης Hα

n (θ) που δίνεται
στην (2.14), πρώτα σε μία σφαίρα Qζ = {θ ∈ Θ ⊆ Rp : ||θ − θ0|| ≤ ζ} με
κέντρο θ0 και ακτίνα ζ. Θα δείξουμε ότι για κάθε επαρκώς μικρό ζ, κατά πι-
θανότητα, ισχύει ότι Hα

n (θ) > Hα
n (θ0) για όλα τα θ στην επιφάνεια Qζ , δηλαδή

το Hα
n (θ) έχει τοπικό ελάχιστο στο εσωτερικό της επιφάνειας Qζ . Δεδομένου

ότι η αντικειμενική συνάρτηση Hα
n (θ) είναι διαφορίσιμη, σε ένα τοπικό ελάχιστο

οι εξισώσεις (2.15) της Density Power Divergence οφείλουν να ικανοποιούνται.
Συνεπώς, θα προκύψει ότι για οποιοδήποτε ζ > 0, καθώς το n −→ ∞, η εξίσωση
εκτίμησης έχει λύση θ̂(ζ) εντός της Qζ .

Για να μελετήσουμε τη συμπεριφορά της Hα
n (θ) στην επιφάνεια της σφαίρας

Qζ , έστω το ανάπτυγμα σειράς Taylor της Hα
n (θ) γύρω από το θ0. Από τη

συνθήκη κανονικότητας (Σ2), για i = 1, . . . , n και ∀θ ∈ Θ, έχουμε

Hα
n (θ) = Hα

n (θ0) +

p∑
j=1

∇jH
α
n (θ)θ=θ0(θj − θ0j)
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+
1

2!

p∑
j=1

p∑
k=1

∇jkH
α
n (θ)θ=θ0(θj − θ0j)(θk − θ0k)

+
1

3!

p∑
j=1

p∑
k=1

p∑
l=1

∇jklH
α
n (θ

∗)(θj − θ0j)(θk − θ0k)(θl − θ0l),

όπου θ∗ ανήκει στο εσωτερικό της σφαίρας Qζ .

Θα διαιρέσουμε με (1 + α), καθώς παραγωγίζοντας την Hα
n (θ) προκύπτει η

ποσότητα (1 + α), την οποία θέλουμε να απαλείψουμε. Οπότε έχουμε

1

(1 + α)

[
Hα
n (θ0)−Hα

n (θ)

]
=

p∑
j=1

1

(1 + α)

(
−∇jH

α
n (θ)

)
θ=θ0

(θj − θ0j)

+
1

2

p∑
j=1

p∑
k=1

1

(1 + α)

(
−∇jkH

α
n (θ)

)
θ=θ0

(θj − θ0j)(θk − θ0k) (5.1)

+
1

6

p∑
j=1

p∑
k=1

p∑
l=1

1

(1 + α)

(
−∇jklH

α
n (θ

∗)

)
(θj − θ0j)(θk − θ0k)(θl − θ0l)

= S1 + S2 + S3.

Αναπτύσσοντας το άθροισμα S1, προκύπτει

S1 =

p∑
j=1

(θj − θ0j)

(1 + α)

(
− d

dθj

(∫
f1+αθ (x)dx−

(
1 + α

α

)
1

n

n∑
i=1

fαθ (Xi)

))
θ=θ0

,

όπου από τη συνθήκη κανονικότητας (Σ3) έχουμε ότι το ολοκλήρωμα∫
fa+1
θ (x)dx μπορεί να παραγωγιστεί ως προς θ και οι παράγωγοι μπορούν να

υπολογιστούν εντός του ολοκληρώματος.

΄Ετσι,

S1 =

p∑
j=1

(θj − θ0j)

(1 + α)

{
−

(∫
d

dθj
f1+αθ (x)dx−

(
1 + α

α

)
1

n

n∑
i=1

d

dθj
fαθ (Xi)

)
θ=θ0

}
,

και παραγωγίζοντας έχουμε

S1 =

p∑
j=1

(θj − θ0j)
1

(1 + α)

{
−
(∫

(1 + α)fαθ (x)
d

dθj
fθ(x)dx−

−
(
1 + α

α

)
1

n
α

n∑
i=1

fα−1
θ (Xi)

d

dθj
fθ(Xi)

)
θ=θ0

}
.
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Αν οι δύο όροι πολλαπλασιαστούν και διαιρεθούν με την fθ(x) και την fθ(Xi)
αντίστοιχα, έχουμε

S1 =

p∑
j=1

(θj − θ0j)
1

(1 + α)

{
−
(∫

(1 + α)f1+αθ (x)

d
dθj
fθ(x)

fθ(x)
dx−

− (1 + α)
1

n

n∑
i=1

fαθ (Xi)

d
dθj
fθ(Xi)

fθ(Xi)

)
θ=θ0

}
,

όπου
d
dθj
fθ(x)/fθ(x) =

d
dθj
lnfθ(x) = ujθ(x) και άρα το άθροισμα S1 γράφεται

S1 =

p∑
j=1

(θj − θ0j)

{
−
(∫

ujθ(x)f
1+α
θ (x)dx− 1

n

n∑
i=1

ujθ(Xi)f
α
θ (Xi)

)
θ=θ0

}
.

(5.2)

Αναπτύσσοντας το άθροισμα S2, προκύπτει

S2 =
1

2

p∑
j=1

p∑
k=1

(θj − θ0j)(θk − θ0k)
1

(1 + α)

{
−∇jk

(∫
f1+αθ (x)dx−

− 1 + α

α

1

n

n∑
i=1

fαθ (Xi)

)}
θ=θ0

=

=
1

2

p∑
j=1

p∑
k=1

(θj − θ0j)(θk − θ0k)
1

(1 + α)

{
− 1

n

n∑
i=1

∇jk

(∫
f1+αθ (x)dx−

− 1 + α

α
fαθ (Xi)

)}
θ=θ0

,

που ισοδύναμα μπορεί να εκφραστεί από τη σχέση

S2 =
1

2

p∑
j=1

p∑
k=1

(θj − θ0j)(θk − θ0k)

(1 + α)

{
− 1

n

n∑
i=1

∇jk

(∫
f1+αθ (x)dx− 1 + α

α
fαθ (Xi)

)

+ Eg

[
∇jk

(∫
f1+αθ (x)−

(
1 +

1

α

)
fαθ (X)

)]}
θ=θ0

+
1

2

p∑
j=1

p∑
k=1

(θj − θ0j)(θk − θ0k)
1

(1 + α)

{
− Eg

[
∇jk

(∫
f1+αθ (x)−

−
(
1 +

1

α

)
fαθ (X)

)]
θ=θ0

}
. (5.3)
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΄Ομοια, αναπτύσσοντας το άθροισμα S3, προκύπτει η σχέση

S3 =
1

6

p∑
j=1

p∑
k=1

p∑
l=1

(θj − θ0j)(θk − θ0k)(θl − θ0l)
1

(1 + α)

×
{
−∇jkl

(∫
f1+αθ (x)dx−

(
1 + α

α

)
1

n

n∑
i=1

fαθ (Xi)

)}
θ=θ∗

=

=
1

6

p∑
j=1

p∑
k=1

p∑
l=1

(θj − θ0j)(θk − θ0k)(θl − θ0l)

(1 + α)

×
(
− 1

n

) n∑
i=1

∇jkl

(∫
f1+αθ (x)dx−

(
1 + α

α

)
fαθ (Xi)

)
θ=θ∗

,

(5.4)

με θ∗ στο εσωτερικό της σφαίρας Qζ(θ0).

Βάσει των σχέσεων (5.2), (5.3) και (5.4) η αρχική σχέση (5.1) αναπτύσσεται
ως εξής:

1

(1 + α)
[Hα

n (θ0)−Hα
n (θ)] =

p∑
j=1

(θj − θ0j)

{
−
(∫

ujθ(x)f
1+α
θ (x)dx

− 1

n

n∑
i=1

ujθ(Xi)f
α
θ (Xi)

)
θ=θ0

}

+
1

2

p∑
j=1

p∑
k=1

(θj − θ0j)(θk − θ0k)

(1 + α)

{
− 1

n

n∑
i=1

∇jk

(∫
f1+αθ (x)dx

− 1 + α

α
fαθ (Xi)

)
+ Eg

[
∇jk

(∫
f1+αθ (x)dx

−
(
1 +

1

α

)
fαθ (X)

)]}
θ=θ0

(5.5)

+
1

2

p∑
j=1

p∑
k=1

(θj − θ0j)(θk − θ0k)

(1 + α)

{
− Eg

[
∇jk

(∫
f1+αθ (x)dx

−
(
1 +

1

α

)
fαθ (X)

)]
θ=θ0

}
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+
1

6

p∑
j=1

p∑
k=1

p∑
l=1

(θj − θ0j)(θk − θ0k)(θl − θ0l)

(1 + α)

×
(
− 1

n

) n∑
i=1

∇jkl

(∫
f1+αθ (x)dx−

(
1 + α

α

)
fαθ (Xi)

)
θ=θ∗

.

= L1 + L2 + L3 + L4.

Θα εξεταστεί ξεχωριστά η οριακή σύγκλιση του κάθε όρου Li, i = 1, ..., 4 του
δεξιού μέρους της εξίσωσης (5.5).

Για τον όρο L1, για κάθε j = 1, ..., p, έχουμε από τον Νόμο Μεγάλων Αριθμών,
για n −→ ∞, ότι(

1

n

n∑
i=1

ujθ(Xi)f
α
θ (Xi)

)
θ=θ0

P−→ Eg[ujθ0(X)fαθ0(X)].

και επομένως

−
{∫

ujθ(x)f
1+α
θ (x)dx− 1

n

n∑
i=1

ujθ(Xi)f
α
θ (Xi)

}
θ=θ0

P−→

P−→ −
{∫

ujθ0(x)f
1+α
θ0

(x)dx−
∫
ujθ0(x)f

α
θ0(x)g(x)dx

}
= − 1

1 + α
∇jdα(g(x), fθ(x))

∣∣∣∣
θ=θ0

= 0, (5.6)

με πιθανότητα να τείνει στο 1, αφού η αληθής τιμή της παραμέτρου θ0 οδηγεί στο
μοντέλο g.

Επομένως,

|L1| =

∣∣∣∣∣
p∑
j=1

(θj − θ0j)

{
−
(∫

ujθ(x)f
1+α
θ (x)dx− 1

n

n∑
i=1

ujθ(Xi)f
α
θ (Xi)

)
θ=θ0

}∣∣∣∣∣
≤

p∑
j=1

|θj − θ0j |
∣∣∣∣− (∫ ujθ0(x)f

1+α
θ0

(x)dx− 1

n

n∑
i=1

ujθ0(Xi)f
α
θ0(Xi)

)∣∣∣∣
<

p∑
j=1

|θj − θ0j |ζ2,

αφού λόγω της κατά πιθανότητα σύγκλισης (5.6) έχουμε ότι∣∣∣∣− (∫ ujθ0(x)f
1+α
θ0

(x)dx− 1

n

n∑
i=1

ujθ0(Xi)f
α
θ0(Xi)

)∣∣∣∣ < ζ2,
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με πιθανότητα να τείνει στη μονάδα. Επιπλέον, στη σφαίρα Qζ με κέντρο θ0 και
ακτίνα ζ ισχύει |θj − θ0j | < ζ και επομένως

|S1| = |L1| <
n∑
i=1

ζζ2 = pζ3, (5.7)

με πιθανότητα να τείνει στο 1.

Σχετικά με τον όρο L2, για κάθε (j, k) ∈ {1, ..., p}2, από τον Νόμο των
Μεγάλων Αριθμών έχουμε

−
{

1

(1 + α)

1

n

n∑
i=1

(
∇jk

(∫
f1+αθ (x)dx−

(
1 + α

α

)
fαθ (Xi)

)
θ=θ0

)}
P−→

P−→ −
{

1

(1 + α)
Eg

(
∇jk

(∫
f1+αθ (x)dx−

(
1 + α

α

)
fαθ (X)

)
θ=θ0

)}
=

= − 1

1 + α

(
Eg

[
∇kl

(∫
f1+αθ (x)dx−

(
1 +

1

α

)
fαθ (X)

)])
θ=θ0

= −Jjk(θ0),

(5.8)

όπου Jjk(θ0) ορίζεται στη σχέση (2.18).

΄Ετσι,

|L2| =

∣∣∣∣∣12
p∑
j=1

p∑
k=1

(θj − θ0j)(θk − θ0k)

(1 + α)

{

×
(
− 1

n

) n∑
i=1

∇jk

(∫
f1+αθ (x)dx− 1 + α

α
fαθ (Xi)

)

+ Eg

[
∇jk

(∫
f1+αθ (x)dx−

(
1 +

1

α

)
fαθ (X)

)]}
θ=θ0

∣∣∣∣∣
≤ 1

2

p∑
j=1

p∑
k=1

|(θj − θ0j)(θk − θ0k)|

×

∣∣∣∣∣ 1

(1 + α)

{
− 1

n

n∑
i=1

∇jk

(∫
f1+αθ0

(x)dx− 1 + α

α
fαθ0(Xi)

)

+ Eg

[
∇jk

(∫
f1+αθ0

(x)dx−
(
1 +

1

α

)
fαθ0(X)

)]}∣∣∣∣∣
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και επειδή η δεύτερη απόλυτη τιμή συγκλίνει κατά πιθανότητα στο 0, λόγω της
κατά πιθανότητα σύγκλισης (5.8) έχουμε ότι∣∣∣∣∣ 1

(1 + α)

{
− 1

n

n∑
i=1

∇jk

(∫
f1+αθ0

(x)dx− 1 + α

α
fαθ0(Xi)

)

+ Eg

[
∇jk

(∫
f1+αθ0

(x)−
(
1 +

1

α

)
fαθ0(X)

)]}∣∣∣∣∣ < ζ,

με πιθανότητα να τείνει στο 1. Επιπλέον, στη σφαίρα Qζ με κέντρο θ0 και ακτίνα
ζ έτσι ώστε |(θj − θ0j)(θk − θ0k)| < ζ2. ΄Ετσι,

|L2| ≤
1

2

p∑
j=1

p∑
k=1

ζ2ζ =
1

2
p2ζ3.

Για τον όρο L3, για κάθε (j, k) ∈ {1, ..., p}2, έχουμε

L3 =
1

2

p∑
j=1

p∑
k=1

(θj − θ0j)(θk − θ0k)

(1 + α)

{
− Eg

[
∇jk

(∫
f1+αθ (x)dx−

−
(
1 +

1

α

)
fαθ (X)

)]
θ=θ0

}
,

L3 =
1

2

p∑
j=1

p∑
k=1

(−Jjk)(θj − θ0j)(θk − θ0k),

και επομένως η L3 μπορεί να εκφραστεί ως διανυσματική μορφή

L3 =
1

2
(θ − θ0)

t(−J)(θ − θ0),

όπου J είναι ο πίνακας με στοιχεία Jjk που ορίζεται στη σχέση (2.18).

Ακολουθώντας τώρα πιστά την απόδειξη στη σελ. 305 των Basu et al. (2011),
επειδή ο πίνακας −J είναι συμμετρικός και αρνητικά ορισμένος λόγω της συν-
θήκης (Σ4), υπάρχει ορθογώνιος πίνακας Q τέτοιος ώστε

Qt(−J)Q = Λ =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λp

 ,
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όπου Λ διαγώνιος πίνακας με διαγώνια στοιχεία τις ιδιοτιμές του πίνακα −J οι
οποίες είναι αρνητικές και οι οποίες διατάσσονται ως εξής, λp ≤ λp−1 ≤ ... ≤
λ1 < 0. Επομένως, καθώς ο πίνακας μιας τετραγωνικής μορφής είναι συμμετρικός
και συνεπώς διαγωνιοποιήσιμος σε μία ορθοκανονική βάση, έχουμε

1

2

p∑
j=1

p∑
k=1

(−Jjk)(θj − θ0j)(θk − θ0k) =

p∑
j=1

λjξ
2
j ,

με

p∑
j=1

ξ2j =
p∑
j=1

(θj − θ0j)
2 = ζ2.

Ισχύει ότι

p∑
j=1

λjξ
2
j = λ1ξ1 + ...+ λpξp ≤ λ1

p∑
j=1

ξ2j = max(λj)ζ
2.

΄Ετσι,

|L3| =

∣∣∣∣∣12
p∑
j=1

p∑
k=1

(θj − θ0j)(θk − θ0k)

(1 + α)

{
− Eg

[
∇jk

(∫
f1+αθ (x)−

−
(
1 +

1

α

)
fαθ (X)

)]}∣∣∣∣∣ ≤ 1

2
max(λj)ζ

2 < 0.

Συνεπώς, στη σφαίρα Qζ με κέντρο θ0 και ακτίνα ζ έτσι ώστε |(θj − θ0j)(θk −
θ0k)| < ζ2, ισχύει ότι

|L3| <
1

2
max(λj)ζ

2

με πιθανότητα να τείνει στο 1.

Συνδυάζοντας τις L2 και L3, προκύπτει ότι |S2| = |L2 + L3| < (1/2)p2ζ3 +
1
2max(λj)ζ

2
και αποδεικνύεται ότι για ένα ζ0 και μία c θετική σταθερά, τέτοια

ώστε για κάθε ζ < ζ0, να έχουμε

|S2| <
1

2
p2ζ3 +

1

2
max(λj)ζ

2 = −cζ2 (5.9)

με πιθανότητα να τείνει στο 1.

Τέλος για τον όρο L4, ακολουθώντας τους Basu et al. (2011), σελ. 306
και Leroy et al. (2016), σελ. 102, για κάθε (j, k, l) ∈ {1, ..., p}3, και από την
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συνθήκη κανονικότητας (Σ5) έχουμε ότι

− 1

n

n∑
i=1

∇jkl

(∫
f1+αθ (x)dx−

(
1 + α

α

)
fαθ (Xi)

)
≤ − 1

n

n∑
i=1

Mjkl,

όπου από Νόμο Μεγάλων Αριθμών έχουμε

1

n

n∑
i=1

Mjkl
P−→ Eg(Mjkl) = mjkl <∞. (5.10)

Επομένως,

|L4| =

∣∣∣∣∣16
p∑
j=1

p∑
k=1

p∑
l=1

(θj − θ0j)(θk − θ0k)(θl − θ0l)

(1 + α)

×
(
− 1

n

) n∑
i=1

∇jkl

(∫
f1+αθ (x)dx−

(
1 + α

α

)
fαθ (Xi)

)
θ=θ∗

∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1

6

p∑
j=1

p∑
k=1

p∑
l=1

∣∣∣∣(θj − θ0j)(θk − θ0k)(θl − θ0l)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣− 1

(1 + α)

1

n

n∑
i=1

∇jkl

(∫
f1+αθ (x)dx−

(
1 + α

α

)
fαθ (Xi)

)
θ=θ∗

∣∣∣∣∣.

Επειδή, η δεύτερη απόλυτη τιμή συγκλίνει κατά πιθανότητα στο mjkl, λόγω της
σχέσης (5.10), έχουμε ότι∣∣∣∣∣− 1

(1 + α)

1

n

n∑
i=1

∇jkl

(∫
f1+αθ (x)dx−

(
1 + α

α

)
fαθ (Xi)

)
θ=θ∗

∣∣∣∣∣ < 2M,

με πιθανότητα να τείνει στο 1.

Επιπλέον, στη σφαίρα Qζ με κέντρο το θ0 και ακτίνα ζ έτσι ώστε |(θj −
θ0j)(θk − θ0k)(θl − θ0l)| < ζ3.

΄Ετσι,

|S3| = |L4| <
2

6

p∑
j=1

p∑
k=1

p∑
l=1

ζ3M =
2

6
p3ζ3M = bζ3, (5.11)

όπου b = p3M/3.
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Συνδυάζοντας τις σχέσεις (5.7), (5.9) και (5.11) προκύπτει ότι

1

(1 + α)

[
Hα
n (θ0)−Hα

n (θ)

]
< −cζ2 + (b+ s)ζ3,

όπου το −cζ2 + (b+ s)ζ3 < 0 αν και μόνο αν ζ < c
b+s .

Επομένως αν υποθέσουμε ότι ζ < c
b+s , προκύπτει ότι

1

(1 + α)

[
Hα
n (θ0)−Hα

n (θ)

]
< 0, ∀θ ∈ Qζ .

Ακολουθώντας πιστά την τεκμηρίωση στη μονογραφία των Basu et al. (2011),
σελ. 306, αν επιλεγεί τιμή ζ μικρότερη από το min(ζ0,

c
b+s), η πιθανότητα

P (∀θ ∈ Qζ , H
α
n (θ)−Hα

n (θ0) > 0)

τείνει στο 1, όταν το n −→ ∞. Επομένως υπάρχει θ̂αn το οποίο ανήκει στο
εσωτερικό της σφαίρας Qζ τέτοιο ώστε ||θ̂αn − θ|| < ζ και η Hα

n (θ) έχει τοπικό

ελάχιστο το θ̂αn , που ολοκληρώνει την απόδειξη.

Επομένως για επαρκώς μικρό ζ υπάρχει μια ακολουθία λύσεων θ̂αn = θ̂(ζ)
τέτοια ώστε: P (||θ̂αn − θ|| < ζ) −→ 1, όπου || · || αναπαριστά τη νόρμα του χώρου
Θ. Απομένει να δείξουμε ότι μπορούμε να προσδιορίσουμε μια τέτοια ακολουθία
ανεξάρτητα από το ζ. ΄Εστω θ∗ είναι μια ρίζα κοντά στο θ. Αυτή υπάρχει, επειδή
το όριο της ακολουθίας ριζών είναι επίσης ρίζα, λόγω της συνέχειας της Hα

n (θ)
ως συνάρτησης του θ. Τότε προφανώς, P (||θ̂∗ − θ|| < ζ) −→ 1 για όλα τα ζ > 0.
΄Ετσι ολοκληρώνεται η απόδειξη της ύπαρξης μιας ακολουθίας συνεπών λύσεων

της Density Power Divergence εξίσωσης εκτίμησης κατά πιθανότητα.

(ii) Ασυμπτωτική κανονικότητα του MDPDE θ̂αn

Τώρα θα παρουσιαστεί η απόδειξη της ασυμπτωτικής κανονικότητας του ε-
κτιμητή τύπου ελάχιστης απόστασης με βάση την Density Power Divergence
(MDPDE), που συμβολίζεται με θ̂αn , η οποία ακολουθεί πιστά τα βήματα της
απόδειξης των Basu et al. (2011), σελ. 306-307. Για να προσδιορισθεί η
ασυμπτωτική κατανομή του εκτιμητή θεωρούμε το ανάπτυγμα Taylor, γύρω από

το θ0, της H
α(j)
n (θ), με H

α(j)
n (θ) = ∂

∂θj
Hα
n (θ) και H

α
n (θ) =

∫
f1+αθ (x)dx− (1 +

1
α)

1
n

n∑
i=1

fαθ (Xi) να δίνεται από τη σχέση (2.14).
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Τότε

Hα(j)
n (θ) = Hα(j)

n (θ0) +

p∑
k=1

(θk − θ0k)H
α(jk)
n (θ)θ=θ0+

+
1

2

p∑
k=1

p∑
l=1

(θk − θ0k)(θl − θ0l)H
α(jkl)
n (θ∗),

όπου θ∗ ανήκει στο εσωτερικό της σφαίρας Qζ = {θ ∈ Θ ⊆ Rp : ||θ − θ0|| ≤ ζ}
με κέντρο θ0 και ακτίνα ζ. Επίσης H

α(jk)
n , H

α(jkl)
n είναι οι μερικοί παράγωγοι

δεύτερης και τρίτης τάξης της Hα
n .

Αντικαθιστώντας θ = θ̂αn ισχύει ότι

Hα(j)
n (θ̂αn) = 0

και επομένως

Hα(j)
n (θ̂αn) = Hα(j)

n (θ0) +

p∑
k=1

(θ̂k − θ0k)

{
Hα(jk)
n (θ0) +

1

2

p∑
l=1

(θ̂l − θ0l)H
α(jkl)
n (θ∗)

}

ή

Hα(j)
n (θ0) +

p∑
k=1

(θ̂k − θ0k)

{
Hα(jk)
n (θ0) +

1

2

p∑
l=1

(θ̂l − θ0l)H
α(jkl)
n (θ∗)

}
= 0

ή

−Hα(j)
n (θ0) =

p∑
k=1

(θ̂k − θ0k)

{
Hα(jk)
n (θ0) +

1

2

p∑
l=1

(θ̂l − θ0l)H
α(jkl)
n (θ∗)

}

και τελικά,

−
√
nHα(j)

n (θ0) =
√
n

p∑
k=1

(θ̂k − θ0k)

{
Hα(jk)
n (θ0) +

1

2

p∑
l=1

(θ̂l − θ0l)H
α(jkl)
n (θ∗)

}
.

(5.12)

Η σχέση (5.12) γράφεται σε διανυσματική μορφή

Tn = AnYn (5.13)
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ή ισοδύναμα

√
n


∂Hα

n (θ)
∂θ1

∣∣∣
θ=θ0

...
∂Hα

n (θ)
∂θp

∣∣∣
θ=θ0

 =

a11,n a12,n · · · a1p,n
...

. . . · · ·
...

ap1,n ap2,n · · · app,n

√
n

(θ̂1 − θ01)
...

(θ̂p − θ0p)


όπου

Tn = −
√
nHα(j)

n (θ0) = −
√
n

(
∂Hα

n (θ0)

∂θ1
, ...,

∂Hα
n (θ0)

∂θ1

)t
,

και An ∈ Rp×p να είναι ο πίνακας με στοιχεία ajk,n, με

ajk,n = Hα(jk)
n (θ)

∣∣∣∣
θ=θ0

+
1

2

p∑
l=1

(θ̂l − θ0l)H
α(jkl)
n (θ)

∣∣∣∣
θ=θ∗

.

Στόχος είναι να βρεθεί η ασυμπτωτική κατανομή του τυχαίου διανύσματος

Yn =
√
n(θ̂αn − θ0).

Γνωρίζουμε ότι από τη συνθήκη κανονικότητας (Σ5), έχουμε ότι H
α(jkl)
n (θ∗)

είναι φραγμένο και εφόσον ισχύει P (|θ̂l − θ0l| < α) −→ 0, συνεπάγεται ότι

1

2

p∑
l=1

(θ̂l − θ0l)H
α(jkl)
n (θ∗)

P−→ 0.

Ακόμη έχουμε δείξει στο πρώτο σκέλος της συνέπειας, με τη σύγκλιση της
σχέσης (5.8), ότι

Hα(jk)
n (θ0)

P−→ (1 + α)Jjk.

Επομένως

ajk,n = Hα(jk)
n (θ0) +

1

2

p∑
l=1

(θ̂l − θ0l)H
α(jkl)
n (θ∗)

P−→ (1 + α)Jjk

δηλαδή ο πίνακας An
P−→ A = (1+α)J με την έννοια της κατά στοιχείο σύγκλισης

και με πιθανότητα να τείνει στο 1.

Επιπλέον, από τη συνθήκη κανονικότητας (Σ4) γνωρίζουμε ότι ο πίνακας J
είναι θετικά ορισμένος και συνεπώς ο πίνακας J είναι αντιστρέψιμος. Εφόσον
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ο πίνακας J είναι αντιστρέψιμος, η λύση του συστήματος της σχέσης (5.13) ως
προς το διανύσμα Yn οδηγεί στη σχέση

Yn = A−1
n Tn. (5.14)

Στην συνέχεια θα δειχθεί ότι το τυχαίο διάνυσμα Tn =

−
√
n
(
∂Hα

n (θ0)
∂θ1

, ..., ∂H
α
n (θ0)
∂θp

)t
έχει πολυδιάστατη ασυμπτωτική κανονική

κατανομή με μέσο διάνυσμα το μηδενικό διάνυσμα και πίνακα διακυμάνσεων-
συνδιακυμάνσεων (1 + α)2K, όπου K δίνεται από τη σχέση (2.16). Το

αποτέλεσμα αυτό θα προκύψει κάνοντας χρήση του Κεντρικού Οριακού Θεω-

ρήματος. Από τη σχέση (2.13) και από το γεγονός ότι ο όρος 1
αg

1+α(x) είναι

ανεξάρτητος της θ, οι εκτιμητές MDPDE θ̂αn μπορούν να ληφθούν από την
παράγωγο της H(θ), εξισώνοντάς την με το μηδέν, όπου

H(θ) =

∫
f1+αθ (x)dx−

(
1 +

1

α

)∫
fαθ (x)g(x)dx. (5.15)

Παραγωγίζοντας τη σχέση (5.15) προκύπτει

Hj(θ) = ∇jH(θ) =
d

dθj

{∫
f1+αθ (x)dx−

(
1 +

1

α

)∫
fαθ (x)g(x)dx

}
,

όπου από την (Σ3) τα ολοκληρώματα μπορούν να παραγωγηθούν και έχουμε

Hj(θ) =

∫
d

dθj
f1+αθ (x)dx−

(
1 +

1

α

)∫
d

dθj
fαθ (x)g(x)dx

=

∫
(1 + α)fαθ (x)

d

dθj
fθ(x)dx−

(
1 + α

α

)∫
αfα−1

θ (x)g(x)
d

dθj
fθ(x)dx

= (1 + α)

{∫
fαθ (x)

d

dθj
fθ(x)dx−

∫
fα−1
θ (x)g(x)

d

dθj
fθ(x)dx

}
,

που αν πολλαπλασιαστεί και διαιρεθεί η ποσότητα fθ(x) στους δύο όρους
προκύπτει

Hj(θ) = (1 + α)

{∫
f1+αθ (x)

dfθ(x)

dθj

1

fθ(x)
dx−

∫
fαθ (x)g(x)

dfθ(x)

dθj

1

fθ(x)
dx

}
,

με
d
dθj
fθ(x)/fθ(x) = ∇jlnfθ(x) = ujθ(x).

Επομένως, προκύπτει

Hj(θ) = (1 + α)

{∫
ujθ(x)f

1+α
θ (x)dx−

∫
ujθ(x)f

α
θ (x)g(x)dx

}
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και οι εκτιμητές MDPDE θ̂αn προκύπτουν από τη λύση των εξισώσεων∫
ujθ(x)f

1+α
θ (x)dx−

∫
ujθ(x)f

α
θ (x)g(x)dx = 0, για j = 1, ..., p. (5.16)

΄Ομως

E(Tn) = Eg(
√
nHα(j)

n (θ0)) = 0

αφού λόγω της (5.16), για μεγάλα n,

Eg[H
α(j)
n (θ0)] =

1

n

n∑
i=1

{∫
ujθ0(x)f

1+α
θ0

(x)dx−

Eg

[
ujθ0(Xi)f

α
θ0(Xi)dx

]}
=

1

n

n∑
i=1

{∫
ujθ0(x)f

1+α
θ0

(x)dx−
∫
ujθ0(x)f

α
θ0(x)g(x)dx

}
= 0,

δεδομένου ότι η αληθής τιμή της παραμέτρου θ0 οδηγεί στο μοντέλο g.

Ο πίνακας διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων του τυχαίου διανύσματος Tn =

−
√
nH

α(j)
n (θ0) προκύπτει από τη σχέση

K(θ) = V arg

[
−
√
nHα(j)

n (θ0)

]
(5.18)

όπου H
α(j)
n (θ0)) = (1 + α)

{∫
uθ0(x)f

1+α
θ0

(x)dx− 1
n

∑n
i=1 uθ0(Xi)f

α
θ0
(Xi)

}
.

Ο όρος
∫
uθ0(x)f

1+α
θ0

(x)dx είναι σταθερός ως προς g και μπορεί να αγνοηθεί.
Τότε, ο πίνακας διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων, του Tn, σύμφωνα με τους Basu
et al. (2011), σελ. 307 είναι

K(θ0) = (1 + α)2
{∫

uθ0(x)u
t
θ0(x)f

2α
θ0 (x)g(x)dx−

−
(∫

uθ0(x)f
α
θ0(x)g(x)

)(∫
uθ0(x)f

α
θ0(x)g(x)

)t}
.

Επομένως, η ασυμπτωτική κατανομή του τυχαίου διανύσματος Tn είναι πολυδιά-
στατη κανονική

Tn = −
√
nHα(j)

n (θ0)
L−→ Np(0,K(θ0)).
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Τέλος, από την (5.14) έχουμε ότι

Yn = A−1
n Tn,

όπου

An
P−→ A = (1 + α)J,

Tn
L−→ Np(0,K(θ0))

και άρα το τυχαίο διάνυσμα

Yn =
√
n(θ̂αn − θ0)

L−→ Np(0, J
−1(θ0)K(θ0)J

−1(θ0))

εφόσον,

A−1(1 + α)2KA−1 = ((1 + α)J)−1(1 + α)2K((1 + α)J)−1 = J−1KJ−1,

που ολοκληρώνει την απόδειξη.
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