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Ε Ι Σ Α Γ Ω Γ Η

'Η μελέτη καί ακόμη πυό πολύ ή μαθηματικη' έπεξεργασια ενός φυσι- 

κοΟ έν γένει προβλη'ματος οδηγεί σχεδόν πάντοτε στη'ν επιλογή' ενός κα­

τάλληλου "μαθηματυκοΰ μοντέλου". Πολύ συχνά αύτό το' μαθηματικό' μοντέ­

λο στηρίζεται στη' θεώρηση Διαφορικών ’Εξισώσεων σέ κάθε μιά άπό τίς 

όποιες οΐ ά'γνωστες συναρτη'σεις καί οΐ παραγωγοί τους εμφανίζονται μέ 

διαφορετικές τιμές τοΰ όρίσματος. Οΐ έξυσώσεις αύτές είναι γνωστές ώς 

δ ι α φ ο ρ ι κ έ ς  ε ξ ι σ ώ σ ε ι ς  μ έ  έ κ τ ρ ε π ό μ ε ν α  

ό ρ ί σ μ α τ α  (differential equations with deviating arguments) καί 

συνιστοΰν μιά εύρεία κλάση μέσα στό γενυκώτερο σύνολο των σ υ ν α ρ ­

τ η σ ι α κ ώ ν  δ ι α φ ο ρ ι κ ώ ν  ε ξ ι σ ώ σ ε ω ν  (functional 

differential equations). Είδικώτερα άπό τίς εξισώσεις τοΰ τύπου αύτοϋ 

συχνότερα εμφανίζονται στις εφαρμογές οΐ δ ι α φ ο ρ ι κ έ ς  ε ξ ι ­

σ ώ σ ε ι ς  μ έ  υ σ τ ε ρ η μ έ ν α  ό ρ ί σ μ α τ α  (differential 

equations with retarded arguments), πού άποτελοΰν καί τό άντυκείμενο 

ερευνάς της διατρυβής αύτής.

Γιά διάφορα παραδείγματα προβλημάτων άπό τίς ’Εφαρμοσμένες ’Επι­

στήμες καί την Τεχνολογία πού όδηγοΰν σέ τέτοιου είδους δυαφορικές ε­

ξισώσεις παραπέμπομε στό βιβλίο τοΰ Driver [7], ’Ακόμη στις εργασίες
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των Kato and McLeod [193, Carr and Dyson [23, Lim [253, Pandolfi [31] 

και' Rao and Srinivasan [323 βρίσκεται ή μαθηματική έπεξεργασια και 

δια'φορες έπεκτα'σεις evo's προβλήματος πού προε'χυψε άπο' τήν μελέτη τής 

κινησεως των ηλεκτρικών σιδηροδρόμων καύ το όποιο οδηγεί σε' ενα υστε­

ρημένο δι,αφορικο' σύστημα.

wAv και στον κλάδο αύτο' εμφανίζονται εργασίες ηδη άπο το'ν 18- 

αΐ,ώνα (Βλ. El’sgol’ts and Norkin [ΐθ3),την τελευταία τριακονταετία 

ύπηρζε ενα αυξημένο ένδιαφε'ρον στη μελέτη των διαφορικών εξισώσεων 

μέ έκτρεπόμενα όρίσματα, που άποδεικνύεται άπο το μεγάλο άριθμο' δη­

μοσιεύσεων στή διεθνή Βιβλιογραφία. Δύο πολύ ενημερωτικά αρθρα άνα- 

σκοπησεως πάνω στά επιτεύγματα του κλάδου αύτοΰ είναι,γιά παράδειγμα, 

οΐ εργασίες των Myshkis [28] καί Corduneanu and Lakshmikantham [63.

Οΰ διαφορικές εξισώσεις μέ υστερημένα όρίσματα (και,γενοκώτερα, 

εκείνες μέ έκτρεπο'μενα όρίσματα) αποτελούν γενικεύσεις των συνήθων 

διαφορικών έξισώσεων, άφοϋ καί οΐ συνήθεις διαφορικές εξισώσεις μπο­

ρούν νά θεωρηθούν ώς εξισώσεις μέ έκτρεπο'μενα όρίσματα, που' όλα τά 

σημεία t τοϋ χρο'νου είναι καί σταθερά σημεία των όρισμάτων. 'Επομένως, 

είναι ενδιαφέρον, άπο' τη σκοπιά των σταθερών σημείων των όρισμα'των, νά 

δώσει κανείς συμπεράσματα, γιά τίς εξισώσεις αυτές, τά όποια να' είναι 

επεκτάσεις αντιστοίχων συμπερασμάτων που ισχύουν στις συνήθεις διαφο­

ρικές εξισώσεις. Μιά τέτοια προσπα'θεια καταβάλλεται έδώ καί καλύπτει 

το' μεγαλύτερο μέρος τής διατριβής αύτης.

’Ακριβέστερα ή έργασία αυτή χωρίζεται σε' τέσσερα Κεφάλαια.



Κεφάλαιο 0. ’Εκτός άπό τήν παράθεση των προκαταρκτικών έννοιών, 

εΐσάγεται ή γενικής μορφής διαφορική εξίσωση μέ έκτρεπόμενα όρίσματα 

τοΰ τύπου τοΰ Καραθεοδωρη

(*) χ' (t) = f(t ;χ1[σ11(ΐ)],. . . 5χ1^σ1ι„ (t)]i .. * · · ’xn^anm ^  ̂
1 n

κάτω άπό μιά πλήρως εμπεριστατωμένη τοποθέτηση τών βασικών προβλημάτων 

που μπορούν νά συνδεθοΰν μέ αύτή καί συγκεκριμένα τών προβλημάτων ά ρ- 

χ ι κ ώ ν ,  τ ε λ ι κ ώ ν ,  σ υ ν ο ρ ι α κ ώ ν ,  ό ρ ι κ ώ ν  καί ο ρ ι ­

α κ ώ ν  τιμών. 'Η πληρότητα μέ τήν όποια τοποθετούνται εδώ τά παραπά­

νω προβλήματα επιτρέπει νά υπαχθεί σ’αύτά, τό σύνολο δλων τών άναλόγων 

προβλημάτων πού εμφανίζονται στη βιβλιογραφία σχετικά μέ έξισώσεις της 

μορφής (*) (Βλ. π.χ. Norkin [29], El’sgol’ts [9], Zverkin, Kamenskii, 

Norkin and El’sgol’ts [41], Driver [7]).

Κεφαλαίο 1 . ’Εδώ αντιμετωπίζεται η ύπαρξη καί τό μονοσήμαντο 

προβλημάτων αρχικών τιμών γιά τήν έξίσωση

(Α) χ’(t) = f(t;x[a1(t)],...,χ[σ^(ΐ)])

καί άκόμη δίνονται άπαντη'σεις σέ ερωτήματα σχετικά μέ την έκταση τών 

λύσεων τέτοιων προβλημάτων. Κύριο δμως συμπέρασμα τοϋ κεφαλαίου αύτοΰ 

μπορεί να' θεωρηθεί έκεΐνο πού δίνεται στήν Παράγραφο 4 καί άναφέρεται 

στην έξάρτηση τών λύσεων άπό "μικρές διαταραχές" πού εμφανίζονται στις 

αρχικές τιμές η στη συνάρτηση f η, καί τό κυριώτερο, στά όρίσματα. Τό 

Θεώρημα 4.1 καθώς καί τό Πόρισμα 4.4 αποτελούν γενικεύσεις τών γνωστών 

συμπερασμάτων γιά τήν εξάρτηση τών λύσεων, πού άναφέρονται στίς συνή-



θευς κατά Καραθεοδωρή δυαφορυκές έξισώσευς (Βλ. π,χ, Παλαμύδης [31] 

καύ Hartman [15]),

Κεφάλαιο 2. Το Κεφάλαιο αύτό πραγματεύεται ένα πρόβλημα άουμ- 

πτωτυκης συμπεριφοράς στο γυά τό κατά Καραθεοδωρή υστερημένο δια­

φορικό σύστημα
I

(Β) x'(t) = Σ A.(t)f.(x[o(t)],...,χ[σ (t)]),
ΐ=1 1 1 1 k

που συγχρόνως είναι καύ πρόβλημα όρυακών τιμών (terminal value problem). 

Συγκεκριμένα μελεταται ή ύπαρξη καύ τό μονοσήμαντο γυά λύσεις χ του 

συστήματος (Β), που ικανοποιούν την οριακή' συνθηκη

lim x(t) - ζ. 
t~>—°°

Τά συμπεράσματα του Κεφαλαύου αύτοΰ γενικεύουν γνωστά συμπεράσματα,ό­

πως π.χ. εκείνα του Karakostas [17], δπου μελεταται ή ύπαρξη καύ τό 

μονοση'μαντο τέτοιων λύσεων γραμμικών συστημάτων. ’Ακόμη τό παραπάνω 

πρόβλημα σχετίζεται αμεσα και μέ τό γνωστό πρόβλημα άσυμπτωτυκής ΰσορ- 

ροπύας (asymptotic equilibrium) (Βλ. Cesari [3]).

Κεφάλαιο 3. ’Εδώ μελετώνταυ οΐ λύσεις τοΰ κατά Καραθεοδωρή υ­

στερημένου γραμμικού διαφορικού συστήματος
k

(L) x'(t) = Σ Ai(t)x[oi(t)].
i=l

Στις ΙΙαραγράφους 2 και 3 θεωρούνται προβλη'ματα άρχυκών η όρυακωυ 

τυμων σέ σταθερά σημεϋα των όρυσμάτων καύ αποδευκνύεταυ η ύπαρξη καυ 

τό μονοσήμαντο τοΰ τελεστοϋ έ ξ ε λ ύ ξ ε ω ς  (evolution) τοΰ συστη-

4



ματος (Ι,),με' τή βοήθευα τοϋ όπούου έπυτυγχάνεταυ παράσταση των λύσεων 

τοΰ συστήματος αύτοϋ, Τά συμπεράσματα των παραγράφων αυτών έπεκτεύνουν 

άντύστουχα συμπεράσματα της έργασύας τοΰ Karakostas L17]. ’Ακο'μη ή πα­

ράσταση τοΰ τελεστοϋ έξελύξεως, πού δύνεταυ σε σχέση με τά σταθερά ση­

μεία των όρυσμάτων, έπεκτεύνευ την έννουα της έξελύξεως γυά τά συνηθη 

δυαφορυκά συστήματα (Βλ. Conti [4]).

Στήν Παράγραφο 4 άποδευκνύονταυ δυάφσρες ΰδυο'τητες της έξελύξεως, 

που άλλες μέν εΖναυ φυσυκε'ς έπεκτάσευς ύδυοτητων που ΰσχύουν στά συνή­

θη διαφορικά συστη'ματα καύ άλλες έρμηνεύουν τύς δυαφορε'ς μεταξύ συνή­

θων καύ υστερημένων συστημάτων,πού βέβαυα όφεύλονταυ στην έπύδραση των 

υστερήσεων. Κάτυ τε'τουο π.χ. ευναυ το' γεγονός δτυ γυά τήν έξέλυξη τοϋ 

ΰστερημε'νου δυαφορυκοϋ συστήματος (L) ύπάρχουν έν γε'νευ "ΰδυάζσντα" ση- 

μεϋα, πράγμα πού δε' συμβαύνευ στά συνήθη δυαφορυκά συστήματα. ’Ακόμη 

στη'ν παράγραφο αύτη γενυκεύεταυ ό γνωστο'ς τύπος τοϋ Jacobi καύ ώς εφαρ­

μογή του δύνεταυ μυά συνθήκη γυά τη -σχεδόν παντοϋ-άντυστροφή της έξε­

λύξεως ένο'ς συστήματος της μορφής (L).

Στη'ν αράγραφο 5 μελεταταυ ή δυάσταση τοϋ χώρου των λύσεων προ­

βλημάτων άρχυκών η όρυακών τυμών σε' σταθερά σημεία των όρυσμάτων. "Ο­

πως άναφε'ρευ καύ ό Norkin [30], γυά το'ν έντοπυσμο' ΰποχώρων τοϋ χώρου 

δλων των λύσεων τοϋ συστήματος (L), οΰ όποΰου έχουν πεπερασμένη δυά­

σταση, άκολουθσϋνταυ στη δυεθνη βυβλυσγραφύα δύο τάσευς. 'Η πρώτη άνα- 

φέρεταυ σε ΰποχώρους λύσεων πού ΰκανοπουοϋν μυά άσυμπτωτυκη ΰδυοτητα 

καύ τό πεπεραομε'νο τΠς δυαστάσεως έπυτυγχάνεταυ κάτω άπο, γενυκά, πο-
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λυ περυορυστυκές συνθήκες, Σ’αΰτή τήν κατεύθυνση ανήκουν π .χ. οΰ εργασίες 

των Gyori [ll], Jarnic and Kurzweil [l6j καί Kozakiewicz [20], 'Η δεύ­

τερη τάση άποσκοπευ στη δυάσπαση τοΰ χώρου δλων τών λύσεων σέ ύποχώ- 

ρους πεπερασμένης δυαστάσεως. Προ'ς τήν κατεύθυνση αύτή εργάστηκαν οΰ 

Norkin [29], El’sgol’ts and Norkin [lO] καί άλλου. 'Η προσπάθευα πού 

γίνεται, στην παράγραφο αύτή συνδέεται, καί μέ τίς δύο κατευθύνσευς,ά- 

φοΰ άναφέρεταυ τοσο σέ χώρους λύσεων προβλημάτων όρυακών τυμών, δσο 

καί σέ χώρους λύσεων προβλημάτων άρχυκών τυμών, πού έχουν πεπερασμένη 

δυάσταση.

Στην Παράγραφο 6 δίνεται, παράσταση τών λύσεων τσΰ μή ομογενούς 

γραμμι-κοΰ συστήματος
k

(L1) x’(t)= Σ Α.(ΐ)χ[σ.(t)]+b(t),
i=l 1

ανάλογη μέ εκείνη τών συνήθων δυαφορυκών συστημάτων. Μέ τή βοήθευα 

τής παραστάσεως αύτής, στήν τελευταία παράγραφο 7 μελεταταυ ενα είδος 

ε ύ σ τ ά θ ε υ α ς  ύ π δ  σ υ ν θ ή κ η  (conditional stability) γυά 

το' σύστημα (L1) καί δίνονται, κρυτήρυα πού άναφέρονταυ στήν έξέλυξη τοϋ 

συστη'ματος (L). Συγκεκριμένα άποδευκνύονταυ κρυτήρυα γυά τήν ε ύσ τ ά- 

θ ε u α, τήν ά σ υ μ π τ ω τ υ κ ή  ε ύ σ τ ά θ ε υ α ,  τήν ό μ ο υ ο'- 

μ ο ρ φ η  ε ύ σ τ ά θ ε υ α  καί τήν ό μ ο υ ο ' μ ο ρ φ α  ά σ υ μ π τ ω ­

τ υ κ ή  ε ύ σ τ ά θ ε υ α .  Τά κρυτήρυα αύτά είναυ φυσυκές έπεκτάσευς 

άντυστοίχων κρυτηρίων, πού ΰσχύουν γυά τίς συνήθης δυαφορυκές έξυσώσευς 

(Βλ. Coppel [5]). ’Ακο'μη στήν παράγραφο αύτή εΰσάγεταυ ή έννουα τής σ χ ε ­

δ ό ν  ό μ ο υ ο ' μ ο ρ φ α  ά σ υ μ π τ ω τ υ κ ή ς  ε ύ σ τ ά θ ε υ α ς  

καυ ένα άντυ'στσυχο κρυτήρυο γυ’αύτη'ν.



Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  0

Π Ρ Ο Κ Α Τ Α Ρ Κ Τ Ι Κ Α

1. Βασικέε εννοιες καί όρισμοί

Σε δλη την έργασυα με' \ | θά συμβολίζομε μυά άπο' τυ'ς ύσοδύναμες 

στάθμες (norms) που μπορούν νά όρυσθοΰν στον χαρτεσυανό χώρο ]ΚΓ , δπου 

το' Κ  παρυστάνευ την πραγματυχη' εύθεύα IR η το' έπυ'πεδο των μυγαδυχών 

άρυθμών (Ε. ’Ακόμη στο' γραμμυχό χώρο B(A>Kr) των συνεχών καυ φραγμε'νων 

συναρτη'σεων με' κουνό πεδυ'ο όρυσμοΟ ενα υποσύνολο Α ένο'ς μετρυκοΰ χώρου 

xaC τυμές στό ΙΚΓ, όρύζομε την sup-στάθμη || || μέ τον τΰπο

|| h || Α = sup{ | h(ζ) j : z 6 Α}.

'θ χώρος Β(Α,Ι<Γ), ώς πρός τη'ν sup-στάθμη,είναυ γνωστό δτυ είναυ χώρος 

τοΰ Banach, δηλαδη είναυ χαυ πλη'ρης μετρυχός χώρος μέ τη μετρυχη' πού 

εΰσάγευ ή στάθμη αύτη'. Εΰδυχά, άν τό σύνολο Α εϊναυ συμπαγές, τότε ό
-ρ , , 3Γ ,χώρος Β(Α,Κ ) ταυτυζεταυ μέ τον χώρο C(A,K ) τών συνεχών συναρτη'σεων 

μέ κουνό πεδυο όρυσμοΰ τό Α χαύ τυμές στό ΙΚΓ. Στάθμη θά χρησυμοπουη- 

σομε άκόμη χαυ στον χώρο .Μ ^(Κ) τών rxr πυνάχων μέ στουχεΰα άπό τό Κ. 

Συγχεχρυμένα θά χρησυμοπουη'σομε την στάθμη || || , πού όρυ'ζεταυ συνη'θως



γυά τους γραμμικούς τελεστές καύ δύνεταυ άπο τόν τύπο

|| X || = sup{ |Xu[ : u 6]Kr καύ |u| =1}.

*Av u,u είναυ συναρτησευς με' DomuCIR καύ DomvC® καύ ακόμη 

ό π ρ α γ μ α τ υ κ ό ς  άρυθμός Τ G (Dom u ) Π (Dom ν ) είναυ τέτουος, ώστε υ(Τ) =

= ν(Τ), τότε χρησυμοπουοΰμε τό συμβολυσμό uTv γυά τη' συνάρτηση μέ τύπο

'u(t), αν t G (-“,Τ] Π Dom u

(uTv)(t) = <

^v(t), αν t 6 [T,+°°) Π Domv .

'Υποθέτομε γνωστές τύς κατά Lebesgue εννουες τοΰ μέτρου, της με- 

τρη'συμης καύ όλοκληρώσυμης συναρτησεως καύ θά έπεξηγησομε μερυκές σχε- 

τυκές έκφράσευς καύ συμβολυσμούς πού θά χρησυμοπουηθοϋν παρακάτω.

Θά λέμε δτυ ενας προτασυακός τύπος Ρ(χ) μέ σύνολο άναφορας ενα 

σύνολο Α, υποσύνολο της πραγματυκης εύθεύας 3R, ύ σ χ ύ ε υ  σ χ ε ­

δ ό ν  γ υ ά  κ ά θ ε  χβΑ η καύ σ χ ε δ ό ν  π α ν τ ο ΰ  σ τ ό Α  

τότε καύ μόνον τότε, αν τό σύνολο {χ 6 Α : >Ρ(χ.)} είναυ μηδενυκοΰ μέτρου

Μέ τό σύμβολο L(A,Kr) παρυστάνομε τό σύνολο δλων των όλοκληρωσύ- 

μων συναρτήσεων φ μέ τυμές στό ]Κ" τέτουες, ώστε τό σύνολο AtDomcp =

= (AUDomcp) - (AODomcp) νά εχευ μέτρο μηδέν.

"Αν I είναυ ένα δυάστημα της πραγματυκης εύθεύας, μυά συνάρτηση 

φ : I-*lKr θά λέγεταυ α π ο λ ύ τ ω ς  σ υ ν ε χ ή ς  πάνω στό I τότε 

καύ μόνο τότε, αν γυά κάθε ε>0 ύπάρχευ δ(ε)>0 τέτουο, ώστε γυά κάθε 

πεπερασμένη συλλογή ξένων άνουκτών ύποδυαστημάτων (ΐ^,τ^),



Τό σύνολο των απολύτως συνεχών συναρτήσεων φ : I -*]ΚΓ θά το συμβο­

λίζομε με AC(I^Kr). Είναυ φανερό δτυ το' σύνολο αύτό περυε'χεταυ στό 

σύνολο δλων τών όμουομόρφως συνεχών συναρτήσεων πάνω στό I.

Μυά συνάρτηση φ : I -*ΙΚΓ είναυ α π ο λ ύ τ ω ς  σ υ ν ε χ ή ς  

τ ο π u κ ά π ά ν ω  σ τ ό  I τότε καί μόνο τότε, αν γυά κάθε κλευ- 

στό ύποδυάστημα [α,β] τοΰ I ό περυορυσμός της φ πάνω στό [α,β] είναυ 

απολύτως συνεχής συνάρτηση.

Τό σύνολο τών απολύτως συνεχών τοπυκά συναρτήσεων θά τό συμβολί­

ζομε με' AC, (Ι,ΚΓ). loc
Είναυ φανερό τώρα δτυ ύσχύευ

AC( I »ΚΓ) d  AC (I^r)CC(I^r). loc

Άναφορυκά με' τή σχε'ση τών χώρων Α0([α,β]^ΚΡ) = AC, ([a^]JKr)loc
καί τοϋ χώρου Ε([α,β];ΚΓ) ύσχύευ τό έξης θεώρημα (Βλ. Warga [38]).

1.1. ΘΕΩΡΗΜΑ. "Αν φ 6 Α0([α,β] ,ΚΓ), τότε η φ είναι παραγω- 
γίσιμη σχεδόν παντού στό [α,β], φ G L( [α,β] ,κΓ) καί γυά τυχόν 
ΐ 6 [α,β] ίσχύευ

φ ( ΐ ) = φ( ϊ 0 ) + <p(s)ds γυά κάθε ΐ6[α,β].

‘Αντίστροφα, άν ψ6 L([a,B],Κ1) καί Ψ(ΐ) =
t
(Ks)ds, t 6 [α,β] τό-

t
τε Ψ 6 AC([α,β],ΚΓ) καί 

Ψ(τ) = ψ(ΐ) σχεδόν γιά κάθε τ6[α,β].
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θεωρούμε τώρα ένα σύνολο Λ,υποσύνολο τού καρτεσιανού χώρου ]Rx]a , 
καί θέτομε

Λ = ({t} χ]Κγ) (Ί Λ καί Λ = 0R χ (χ })ΠΛ. t χ

1.2. ΟΡΙΣΜΟΣ. Μιά συνάρτηση h : Λ -̂IKr’ είναι συνάρτηση 
"Καραθεοδωρή" τότε καί μόνο τότε, άν

1) ‘Ο περιορισμός b(t, ■) |Λ είναι συνεχής συνάρτηση γιά 
κάθε ΐ e pr Λ = (t SIR : (3 *G ΚΓ)(ΐ,χ) 6 Λ},

2) ‘Ο περιορισμός h(* ,χ) [ Λ είναι μετρήσιμη γιά κάθεX
χ G pr Λ = {χ GKr : (3 t G l)(t,x) G Λ} ,

3) ‘Υπάρχει συνάρτηση MGLCpr^A^R) τέτοια ώστε

|h(t,x) | <_M(t) γιά κάθε (t,x)GA.

Τό σύνολο τών συναρτήσεων Καραθεοδωρή πάνω στό Λ θά τό συμβολίζο­

με μέ Car(A). ’Ακόμη θά λέμε δτι μυά συνάρτηση Μ χαρακτηρίζει την 

hGCar(A) τότε καί μόνο τότε, αν ή Μ ικανοποιεί την συνθηκη (3) τοΰ πα­

ραπάνω όρισμοΰ.

1.3. ΟΡΙΣΜΟΣ. Ή  συνάρτηση h Ικανοποιεί τοπικά στό Λ 

τίς συνθήκες Καραθεοδωρή τότε καί μόνον τότε, άν γιά κάθε 
Ρ G Λ υπάρχει περιοχή U του Ρ τέτοια, ώστε δ περιορισμός
h|uf)A νά είναι συνάρτηση Καραθεοδωρή, δηλαδή (h | U Π Λ) e Car(UDA).

Τό σύνολο αύτών τών συναρτήσεων θά τό συμβολίζομε μέ Car. (Λ).loc



1.4. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ, α) ’Επευδή ό χώρος ]Rx]Kr είναυ τοπυκά συμπα­

γής, ή έννουα της "τοπυκά κατά Καραθεοδωρη συναρτήσεως" μπορεί νά δο­

θεί καύ μέ μυά άπο τύς ΰσοδύναμες καύ πολύ εύχρηστες προτάσευς:

(i) Γυά κάθε ΡβΛ ΰπάρχευ συμπαγές σύνολο WQlRx3Kr μέ Ρ 6 καύ

he Car(wnA).

(ii) Γυά κάθε PGA ύπάρχευ συμπαγές όρθογώνυο lGKxIRx]Kr μέ 

he Car((I x Κ) ΠΛ).

β) "Αν τό σύνολο Λ εϊναυ άνουκτο', το'τε ΰσχύευ: *Η συνάρτηση 

h 6 Car (Λ) τότε καύ μόνο τότε, αν γυά κάθε συμπαγές υποσύνολο W τοϋ

Λ ή heCar(W). (Βλ. Παλαμύδης [31]).

2. Διαφορική ί^ίσωση μέ έκτρεττόμενα. όρίσματα

Στή συνέχευα, θά δώσομε τη'ν έννουα της δυαφορυχης έζυσώσεως (συστή

ματος) μέ έκτρεπόμενα όρυ'σματα (differential equation with deviating 

arguments), άκολουθώντας τη'ν γενυκη θεώρηση που αναπτύχθηκε στό Σεμυ- 

νάρυο Δυαφορυχών Έξυσώσεων τοΰ Πανεπυστημυ'ου ’Ιωαννύνων (Βλ. Staikos 

[35]).

"Αν τό Ω είναυ ένα υποσύνολο τοϋ Καρτεσυανοΰ χώρου IRxlK111 καύ ή 

συνάρτηση f : Ω->-ΙΚη ΰκανοπουεϋ τυ'ς συνθήκες Καραθεοδωρη τοπυχά στό Ω, 

τότε κάθε έξυ'σωση της μορφής

δπου χ = (χ,,χ0,... ,χ ), m.,+rn +...+m =m καύ οΰ σ.. είναυ συνεχείς 1 2  n 1 2 η lj
πραγματυκές συναρτησευς, θά λέγεταυ δ υ α φ ο ρ υ κ η '  έ ξ υ ' σ ω σ η
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π ρ ώ τ η ς  τ ά ξ ε ω ς μ έ έ χ τ ρ ε π ό μ ε ν α  ό ρ ί σ μ α τ α  

τ ο ϋ  τ ύ π ο υ  τ ο ϋ  Κ α ρ α θ ε ο δ ω ρ η . .

Για λόγους συντομίας θέτομε

σ. = (σ.., σ . ...,σ.ΐ ιΐ ι2 im.1 i =1,2,...,η
χ. < σ. (t)> = (χ.[σ. (ΐ)],χ.[σ. (ΐ)],...,χ.[σ. (t)])ι ι  ΐ ιΐ ΐ ι2 ’ ΐ im.

/ »χαυ ακόμη

σ = (σ1,σ2,... , σ^), 

χ < σ(ΐ)> = (χ1<σ1(ΐ)>,χ2<σ2(ΐ)>,...,xn<Cfn(t)>) > 

οπότε f| εξίσωση (*) μπορεί να γραφεί σύντομα στην άπλη' μορφή'

(*) x'(t) =f(t, χ<σ(ΐ)>).

Στήν ειδική' περίπτωση δπου όλες οΰ συναρτη'σεις σ^  » (j = 1,2,... ,nw; 

i = 1,2,.. . ,η) συμπίπτουν με την ταυτοτικη συνάρτηση, ή εξίσωση (*) γί­

νεται μυά συνηθης χατά Καραθεοδωρη διαφορική έξίσωση.

Οι, διαφορές ΐ-σ„(ΐ) έχφράζουν τίς έχτροπε'ς (deviations) τών αντι­

στοίχων όρισμάτων σε' χάθε σημείο t. Οι έχτροπε'ς ανάλογα μέ τό πρόσημό 

τους διαχρίνονται σέ δυο Βασικούς τύπους. Συγκεκριμένα,αν

o..(t)<t γιά κάθε t,13

ή έκτροπη t-o,._.(t) ονομάζεται υ σ τ ε ρ η μ έ ν η  (retarded), ένώ 

αντίθετα,αν

t<a..(t) γιά κάθε t,“ 13

ονομάζεται π ρ ο ω θ η μ έ ν η  (advanced).



“Οταν στην εξίσωση (*) έμφανιζονται μόνο υστερημένες έκτροπός 

των όρισμάτων, τότε αύτη ονομάζεται δ ι α φ ο ρ ι κ ή  έ ξ ί α » d η 

με' υ σ τ ε ρ η μ έ ν α  ό ρ ύ σ μ α τ α  (differential equation with 

retarded arguments) η,άπλοΰστερα , υ σ τ ε ρ η μ έ ν η  δ ι α φ ο ρ ι ­

κή' έ ξ ί σ ω σ η  (retarded differential equation). ’Ανάλογα, δταν 

στη'ν έξίσωση (*) έμφανέζονται μόνο προωθημένες έκτροπές τών όρισμάτων, 

ή έξίσωση (*) ονομάζεται δ ι α φ ο ρ ι κ ή  έ ξ ί σ ω σ η  μ έ  π ρ ο ­

ω θ η μ έ ν α  ό ρ ί σ μ α τ α  (differential equation with advanced 

arguments) η π ρ ο ω θ η μ έ ν η  δ ι α φ ο ρ ι κ ή  έ ξ ί σ ω σ η

(advanced differential equation). Τέλος, η διαφορική έξίσωση (*) θά

λέμε δτι είναι μ ι κ τ ο 0 τ ύ π ο υ  (mixed type), δταν κάθε έκτρο­

πη που έμφανίζεται στη'ν (*) είναι υστερημένη η προωθημένη. Είναι φανε­

ρό δτι οΐ τρεις παραπάνω τύποι της διαφορικής έξισώσεως μέ έκτρεπόμε- 

να όρίσματα δέν καλύπτουν δλες τίς δυνατές περιπτώσεις γιά την μορφή 

(*).

Θεωρούμε τώρα μιά συνάρτηση χ = (χ^,χ^,...,χ ) μέ πεδίο ορισμού 

ένα διάστημα τής πραγματικής ευθείας καί τιμές στόν καρτεσιανό χώρο 

Κ η. 'Η συνάρτηση χ θά ονομάζεται λ υ σ η  τής (*),άν είναι τοπικά α­

πολύτως συνεχής καί γιά κάθε i = l,2,...,n υπάρχει μιά συνεχής έπέκταση 

τής έ’τσι, ώστε νά ισχύουν

σ. .(t) 6 Domu. , j = l,2,...,m.ij ι J ’ ’ ’ ι

(t,u<o(t)>)6 Ω γιά κάθε t 6 Domχ



x' (t) = f(t,u<:a(t)>) σχεδόν γιά ςλα τα t G Domx .

Την λύση χ θα την ονομάζομε γιά μεγαλύτερη σαφη'νεια καί u - λ ύ-

σ η, u = (υ^,υ^,...,û ) της (*) γιά νά δηλώσομε καί τίς έπεκτάσεις μέ­

σω τών όποιων αύτη χαρακτηρίζεται σαν λυση της (*).

Μιά λύση χ της (*) θά λέγεται π λ η' ρ η ς , αν αύτη είναι καί χ-λύση

της. Αύτο π.χ. συμβαίνει πάντοτε δταν Domx =ρΓ^Ω, δπου pr^ :]R χΊΚη ->1̂  

είναι η προβολή' τοΰ πρώτου παράγοντα.

Παρατηρούμε δτι στις συνήθεις (χωρίς έκτρεπο'μενα όρίσματα) δια­

φορικές έξισώσεις κάθε λύση χ, μέ τη' γνωστή' έννοια, είναι καί χ-λύ­

ση, σύμφωνα μέ τον παραπάνω ορισμό. 'Επομένως στίς συνήθεις διαφορι­

κές εξισώσεις κάθε λύση χ είναι καί πλη'ρης λύση.

"Εστω τώρα ενα σύνολο S, υποσύνολο τοΰ χώρου ]RxIKn καί ενα 

Τ G ρΓ^Ω.

Μιά συνάρτηση χ μέ πεδίο όρισμοΰ ενα διάστημα της πραγματικής ευ­

θείας καί τιμές στο χώρο Κ η θά λέμε δτι είναι λ ύ σ η  τ ο ΰ

π ρ ο β λ ή μ α τ ο ς  α ρ χ ι κ ώ ν  τ ι μ ώ ν  (*) - (Τ, S) τότε καί 

μόνο το'τε, αν max pr^ S = Τ = min Dom χ καί ή χ είναι u-λύση της (*) τέ­

τοια, ώστε οΐ συναρτήσεις νά ικανοποιούν τίς συνθήκες

(-°°,Τ)Γ) Domu. C  pr.S καί u . ( (-~,Τ] )C pr. .S, i = l,2,...,k. χ 1 ΐ * l+l ’

Τοτε τό ζεΰγος (T,S) η ακριβέστερα τά T,S ονομάζονται συνήθως α ρ χ ι ­

κ ά  δ ε δ ο μ έ ν α  ( i n i t i a l  d a t a )  τοΰ προβλήματος αρχικών 

τιμών (*)-(T,S).

Ανάλογα, μιά συνάρτηση χ δπως παραπάνω θά λέμε δτι είναι λ ύ -

14
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σ η  τ ο ϋ  π ρ ο β λ ή μ α τ ο ς  τ ε λ ι κ ώ ν  τ ι μ ώ ν  (*) - 

-(Τ, S) τότε καί μο'νον το'τε,αν max Dom χ = Τ = min pr S καί υπάρχει 

συνάρτηση φ με' G(cp)CS τέτοια ώστε ή χ νά είναι μιά φΤχ-λΰση της 

(*). "Οπως καί παραπάνω το ζεύγος (T,S) η ακριβέστερα τά T,S ονομά­

ζονται τ ε λ ι κ ά  δ ε δ ο μ έ ν α  (final data) τοΰ προβλη'ματος 

τελικών τιμών 0'{)-(T,S).

θεωρούμε τώρα τά σύνολα Ŝ , υποσύνολα του χώρου IRxIKn μέ 

max pr^ = min pr S2 . θά λέμε δτι μιά συνάρτηση χ είναι λ ύ ­

σ η  τ ο ΰ  π ρ ο β λ η ' μ α τ ο ς  σ υ ν ο ρ ι α κ ώ ν  τ ι μ ώ ν  

(*) - (Τ ,S ;Τ ,S ) το'τε καί μο'νο το'τε, αν Dom χ = [Τ ,Τ ] καί ή χ 

είναι λύση τοΰ προβλη'ματος αρχικών τιμών (!‘)-(T^,S^) καί του προβλή­

ματος τελικών τιμών (*)-(T ,S ). Τά διατεταγμένα ζεύγη (Τ^,Ξ^),(Τ^,S2) 

ονομάζονται σ υ ν ο ρ ι α κ ά  δ ε δ ο μ έ ν α  (boundary data)..

”Αν φ είναι μιά συνάρτηση το'τε το πρόβλημα αρχικών (π τελικών) 

τιμών (Λ)—(Τ,ΰ(φ)) συμβολίζεται άπλούστερα (*)-(Τ,φ). ’Ανάλογα αν 

Φ^5 φ2 είναι συναρτη'σεις το' προ'βλημα συνοριακών τιμών (*) — (Τ .̂G(φ^); 

T2,G(cp2)) συμβολίζεται (*)-(Τ1,φ1;Τ2>φ2).

”Αν TGpr^fi, μιά συνάρτηση χ θά λέμε δτι είναι δ ε ξ ι ά  τ ο ΰ  

Τ λ ύ σ η  της (Λ) το'τε καί μο'νο το'τε, αν Τ 6 Dom χ καί ό περιορισμός 

τΠς χ| [Τ,+°°) Π Dom χ είναι λύση τοΰ προβλη'ματος αρχικών τιμών 

(*)-(Τ,(-~,Τ] x3Kn).

’Ανάλογα, άν πάλι Τ 6 pr̂ ft μιά συνάρτηση χ θά λέμε δτι είναι ά- 

Ρ ί σ τ έ ρ ά  τ ο ΰ  Τ λ ύ σ η  της (*) τότε καί μόνο τότε, αν



Τ 6 Dom χ και 6 περυορυσμός της χ ((-°°>ΤΐΙ Π D°ro χ ευναυ λυση τοΰ προβλή­

ματος άρχυχών τυμών (* )-(Τ, [Τ,+°°) ).

"Εστω τώρα μυά συνάρτηση χ μυας πραγματυκης μεταβλητης με' τυμές 

στον χαρτεσυανό χώρο IKn χαύ J τυχόν δυάστημα μέ JCDomx. θά λέμε 

δτυ ή χ εδναυ λ ύ σ η  τ η ς  (*) π ά ν ω  σ τ ο  δ υ ά σ τ η μ α

J, τότε καύ μόνο τότε,αν ή συνάρτηση x|j εϊναυ λύση της (!ί). Αν ε­

πιπλέον τό δυάστημα J είναυ χλευστό άρυστερά χαύ ή x|j εϊναυ χαύ δεξυά 

τοΰ minJ λύση της (*), θά λέμε δτυ ή x είναυ χαύ δ ε ξ υ ά  λ ύ σ η  

π ά ν ω  σ τ ό  J τ η ς  (*). ’Ανάλογα, αν τό δυάστημα J είναυ χλευ­

στό δεξυά χαύ ή x|j εΐναυ χαύ άρυστερά τοΰ maxJ λύση της (*), θά λέμε 

δτυ ή χ είναυ χαύ ά ρ υ σ τ ε ρ ά  λ ύ σ η  π ά ν ω  σ τ ό  J τ η ς

(Λ). Τέλος θά λέμε δτυ ή συνάρτηση χ είναυ π λ η ρ η ς  λ ύ σ η  

τ η ς  (*) π ά ν ω  σ τ ό  δ υ ά σ τ η μ α  J τότε χαύ μόνο τότε,άν 

ό περυορυσμός της x|j είναυ πλη'ρης λύση της (*).

’'Εστω τώρα Τ G pr^ Ω χαύ χ μυά δεξυά τοΰ Τ λύση της (*)« Θεωροΰμε

τότε τη συλλογή'

3 χ = (SC]Rx]Kn : χ λύση τοΰ προβλήματος άρχυχών τυμών (*)-(T,S)}.

Είναυ φανερό δτυ § ί Ψ άφοΰ (-»,T]x]Kn e <3 . ”Αν τώρα § είναυ Ύ χ χ
ένα ψευδοελάχυστο (minimal) στουχεΰο της συλλογής τότε ή χ εϊναυ 

λύση τοΰ προβλη'ματος άρχυχών τυμών (*)-(T,S). "Ενα τέτουο ζεύγος άρ- 

χυχών δεδομένων, δηλαδη' τά Τ,S, όνομάζονταυ άχρυβέστερα ά ρ χ υ χ έ ς 

τ υ μ έ ς ( i n i t i a l  v a l u e s )  της λύσεως χ.

’Ανάλογα, στη'ν περύπτωση μυας άρυστερά τοΰ Τ λύσεως χ της (*),
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ορίζομε πάλι τήν συλλογή

s = {SC]RxKn : χ λΰση τοΰ προβλήματος τελικών τιμών (*)-(T,S)}^χ

καί αν S είναι ψευδοελάχιστο στοιχείο της συλλογής § , τα τελικά' δε­

δομένα τοΰ προβλήματος τελικών τιμών (*)-(T,S) ονομάζονται τ ε λ ι ­

κ έ ς  τ ι μ έ ς  ( f i n a l  v a l u e s )  της λΰσεως χ.

Τέλος στην περίπτωση που ή χ είναι μιά λΰση της (*) πάνω σ’ενα 

διάστημα [Τ^,Τ^], ονομάζομε σ υ ν ο ρ ι α κ έ ς  τ υ μ έ ς  (boundary 

valuer,) της. χ τά ζευ'γη (T^,S^) %οι'] f-'ίναι αρχικές καί τελικές

τιμές αντίστοιχα της χ.

Έκτο'ς άπό τά παραπάνω γενικά προβλήματα πού είναι καί άπό τά 

πιο' βασικά της ποιοτικής θεωρίας τών διαφορικών έξισώσεων, μεγάλο έν- 

διαφέρον παρουσιάζουν καί τά προβλήματα άσυμπτωτικης συμπεριφοράς καί 

εΐδικώτερα το π ρ ό β λ η μ α  ό ρ ι κ ώ ν  τ ι μ ώ ν .

’Έστω SC3Kn καί Τ Gpr^Ω . Μιά λΰση χ της διαφορικής έξισώσεως (*) 

θά λέμε δτι είναι λ ΰ σ η  τ ο ΰ  π ρ ο β λ ή μ α τ ο ς  ό ρ ι κ ώ ν  

τ ι μ ώ ν  (!’{)-(T,S) το'τε καί μόνο τότε, αν τό Τ είναι ακρο τοΰ δια­

στήματος Domx μέ T0Domx καί τέτοιο ώστε δλα τά σημεία συσσωρεΰσεως 

(όρικά σημεία) της λΰσεως χ στό Τ ανήκουν στό S.

Ειδικά αν S = {ξ} τό πρόβλημα τών όρικών τιμών (*)-(T,S) συμβολί­

ζεται άπλου'στερα μέ (*)-(Τ,ξ) καί ονομάζεται π ρ ό β λ η μ α  ο ρ ι ­

α κ ώ ν  τ ι μ ώ ν ,  άφοΰ τότε κάθε λΰση τοΰ προβλήματος αύτοΰ ικανο­

ποιεί την συνθήκη

lim x(t) = ξ . 
t->T

17



2.1, ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ. Ci) "Αν χ είναι μιά λύση της (*), το'τε γιά 

κάθε Τ 6 (Dom χ) - (sup Dom χ} ό περιορισμός της χ j [Τ,+°°) f] Dom χ είναι 

λύση τοΰ προβλήματος αρχικών τιμών (*)-(Τ,(-°°,Τ] χ]Κη), δηλαδη ή χ εί­

ναι καί δεξιά τοΰ Τ λύση της (*). ’Ανάλογά ό περιορισμός χ| (-°°,Τ)]Πθοπι χ 

είναι λύση τοΰ προβλήματος τελικών τιμών (*)-(Τ,[Τ,+«°) χΚη), δηλαδη 

ή χ είναι καί αριστερά τοΰ Τ λύση της (*).

Εΐδικώτερα αν ή λύση χ της (*) είναι πληρης το'τε γιά κάθε 

Τ G (Dom χ) - {inf Dom χ} ό περιορισμο'ς της χ | [Τ,+°°) Π Dom χ είναι λύση 

τοΰ προβλήματος αρχικών τιμών (*)-(Τ,χjDom^x), δπου Dom^x^i-00,!]Π Dom χ

καί αντίστοιχα ό περιορισμο'ς της x|[T,ro)f|Domx είναι λύση τοΰ προ-
/ + +βλήματος τελοκων τυμών (*)~(T5x (Dom^x), δπου Dom^x = (Dorn χ) Π [Τ,+°°).

(ii) Πρε'πει νά σημειωθεί έδω δτι αν χ είναι μιά μη πλη'ρης λύση 

της (*) το'τε μπορεί ό περιορισμός της x|j σέ κάποιο διάστημα JCDomx 

νά είναι πληρης λύση τής (*) πάνω στό J. Αύτό φαίνεται καθαρά στό πα­

ρακάτω παράδειγμα.

"Εστω τό υστερημένο διαφορικό σύστημα

18

xj(t) = x2(t)

x^(t) = -x1(t)+ (t3-2t2+13t-6)x2[o(t)]
( 1)

οπου o(t) = <
t-1 άν O^t < 1 ,
0 αν l<t<2,

t-2 αν 2 < t < +00.

"Av y είναι ή μονοση'μαντα ορισμένη λύση τοΰ προβλήματος αρχικών τιμών

x"+x'+(t3-2t2+13t-6)(t-2)(3-t)3 = Ο
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χ(2) - χ'(2) = Ο

τότε ή συνάρτηση χ=(χ^5̂ 2^’ °που

(t-l)2(l-‘+t), αν 0 4 t < 1

xl(t) - <J ο x2(t) = < 1

y’(t) ,

αν 1 <_ t < 2 

αν 2 < t < +00

t(l-t)" , αν 0£t < 1 

, άν 1 <_ ΐ < 2 

y(t) , άν 2 <_t < +°°

είναι, λύση του προβλήματος άρχυκών τυμών (Ι)-(Ο,φ), όπου <p(t)=(t,l), 

καύ μα'λυστα μη' πληρης. Άντύθετα ό περυορυσμός της στό δυά­

στημα [1,2] ευναυ πλήρης λύση.



Κ Ε Φ ΑΛ ΑΙ Ο  1

Δ Ι Α Φ Ο Ρ Ι Κ Ε Σ  Ε Ξ Ι Σ Ω Σ Ε Ι Σ  Μ Ε  

Υ Σ Τ Ε Ρ Η Μ Ε Ν Α  Ο Ρ Ι Σ Μ Α Τ Α

1. "ΥπαοΕη καί μονοσήμαντο

Στο κεφάλαυο αΰτο' θά ασχοληθούμε με' μυά εΰδυκη περίπτωση της έξυσώ- 

σεως (*) καύ συγκεκρυμένα με' τη'ν κατά Καραθεοδωρη υστερημένη δυαφορυ- 

χη έξυ'σωση

(A) x'(t) = f(t;x[o^(t)],x[o2(t)],...,χ[σ^(τ)]),

δ 7Γ ο υ έδώ το' πεδύο όρυσμοΟ Ω της f είναυ υποσύνολο τοϋ χώρου Ε χ (Κη)\

Θεωρούμε τώρα ένα σημεϋο Τ 6 ρι^Ω καύ συμβολύζομε μέ Ε(Τ) το' μυκρο'- 

τερο δυάστημα ιού περυε'χευ το Τ καύ τά σύνολα (δυαστηματα) (-^jTlORangio 

i = l,2,...,k, καύ το' όποϋο είναυ βέβαυα κλευστό δυάστημα. Στη'ν περύπτω- 

ση που οΰ συναρτησευς σ^, i = l,2,...,k είναυ αύξουσες έχομε δτυ

Ε(Τ) = [min σ.(Τ),Τ] . 
i 1

'Υποθέτομε τώρα δτυ γυά κάπουο Τ 6 ρΓ^Ω υσχύευ Ε(Τ)£ρΓ^Ω καύ έστω 

άκο'μη φ6 0(Ε(Τ)^ΚΠ) μέ
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(t; φ( t),. . . ,<p(t) ) 6 Ω γυά κάθε ΐ6Ε(Τ).

*Ετσυ τώρα εχευ εννουα το πρόβλημα άρχυχων τυμών (Α)-(Τ,φ). Γι’ 

αύτό το' προ'0λημα άρχιχων τυμων οΐ Karakostas, Sficas and Staikos [18] 
διετύπωσαν θεωρήματα ύπάρξεως χαυ μονοσημάντου, τά όποια είναυ πορίσμα­

τα στήν έργασυα αύτή άλλων θεωρημάτων που άναφέρονταυ σέ γενυχοΰ τύπου 

Συναρτησιακές Διαφορικές ’Εξισώσευς μέ 'Υστέρηση (Functional Dif­

ferential Equations with Delay). ’Αμέσως παραχάτω διατυπώνομε τά δυο 

αύτά θεωρήματα σέ μιά ελαφρά παραλλαγμένη μορφή πού έξυπηρετεϋ καλύτε­

ρα τούς σκοπούς της έργασίας αύτης.

1.1. ΘΕΩΡΗΜΑ (‘ Υπάρξεως) . "Αν υπάρχει β > Τ καί μιά περι­
οχή ν τοϋ σημείου (φ(Τ),... ,φ(Τ)) έν (]Kn)k μέ [Τ,β] χ ν£Ω, τό­
τε γιά κάποιο γ>Τ υπάρχει μιά λύση χ(·;φ,[Τ,γ]) έπί τοϋ δια­
στήματος [Τ,γ] τοΰ προβλήματος άρχικών τιμών (Α)-(Τ,φ).

1.2. ΘΕΩΡΗΜΑ (Μονοσημάντου). "Εστω ψ μιά μή άρνητική 
συνάρτηση, ορισμένη πάνω σ'ένα σύνολο Q = (Τ,η) χ [0,+°°), πού ι­
κανοποιεί τίς συνθήκες:

(C ) ψ(ΐ,Ο) - 0 Vte (Τ ,η) .

(0, ) Ή  συνάρτηση ψ(τ,τ) είναι μετρήσιμη στό σύνολο rQ
γιά κάθε re[o,+») καί άκόμη συνεχής καί αυζουσα στό Q γιά
κάθε te(T,n). 

(Cg) Γιά κάθε φραγμένο σύνολο Β, υποσύνολο τοΰ Q, υπάρχει



συνάρτηση Μβ ορισμένη στό (Τ,η) τέτοια,ώστε Φ(ϊ ,γ ) 4 Μβ(ΐ) 
γιά κάθε (t,r)6B, καί άκόμη γιά κάθε ^8(Τ,η) ή Μ_, είναι ό- 
λοκληρώσιμη πάνω στό (a,η).

(Ĉ ) Γιά κάθε b 6 (Τ,η) ή μόνη άπολύτως συνεχής συνάρτη­
ση ρ, ορισμένη έπί του [Τ,η), γιά τήν όποια ύπάρχει ή δεξιά 
παράγωγός της ρ|(Τ) καί ικανοποιεί τίς συνθήκες

ρ'(ΐ) = ψ(ΐ,ρ(ΐ)) σχεδόν παντοϋ πάνω στό (T,b), 
ρ'(Τ)=ρ(Τ)=0
Τ

είναι ή μηδενική συνάρτηση.
Έάν τώρα τό σύνολο Ω είναι άνοικτό καί γιά κάθε 

(t ,x ,... ,χ ), (t,y^,... ,ŷ ) στό Ω μέ t 6 (Τ,η) ισχύει

|f(t,x1,. . . ,xk)-f(t,y1,. . . ,yR) I ̂ (t,max|x..-y.. | ),

τότε γιά κάποιο γ G (Τ,η) υπάρχει τό πολύ μιά λύση χ(·;ψ5[Τ,γ]) 
του προβλήματος άρχικών τιμών (Α)-(Τ,φ).

2. Σταθερά σημεία των όρισμάτων

2.1. ΟΡΙΣΜΟΣ. "Αν g είναι μιά πραγματική συνάρτηση πραγμ­
ατικής μεταβλητής καί ω ένα σημείο συσσωρεύσεως τοϋ πεδίου 

ορισμού της, δηλαδή coe(Domg)d, θά λέμε ότι τό ω είναι (γ ε- 
ν ι κ ε υ μ έ ν ο )  σ τ α θ ε ρ ό  σ η μ ε ί ο  τής g τότε 
καί μόνο τότε, άν

lim g(t) = ω. 
t-no

22
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Στά επόμενα θά συμβολίζομε μέ “Κ  το' συ'νολο των κουνών σταθερών

σημείων τών όρυσμάτων σ, ,σ„,..·,σ, της (Α). Εύδυκά στην περίπτωση πού
k „ ,

το' σύνολο Ρ) (Doma.) είναυ ενα απέραντο άρυστερά δυάστημα τότε πάν-
• _1 1ι=1

τοτε , άφοΰ lim σ. (t) 4 lim t = -<*> γυά κάθε i = 1,2,...,k.
CO —00

’Έστω τώρα ω β ^  καί άκόμη δτυ ύσχύευ σ^(ί) ̂ ω γυά κά­

θε t ̂ ω καί γυά κάθε i = l,2,...,k. Αύτο' ύσχύευ π.χ. αν δλα τά ό­

ρίσματα σ ,σ ,... ,σ, είναυ αύξουσες συναρτησευς. Τότε είναυ φανερό 
1 2 k k

δτυ Ε(ω) = {ω}. ’Έτσυ στη'ν περίπτωση πού ω 6 Ρ) (Doma.) καί γυά Τ=ω
i = l 1

τό πρόβλημα άρχυκών τυμών της (Α) είναυ της μορφής (Α)-(ω,ξ), δπου 

ξ 6ΚΠ.
k k 

Στην περίπτωση τώρα πού ω6 Ρ) (Doma.) - P)Doma. καί άκόμη
i=l 1 i=l 1

ω 6JR, εχομε τό πρόβλημα της εΰρέσεως μιας λύσεως χ της (Α) μέ

lim x(t) = ξ, ζ 61Κη ,
t-KQ+0

δηλαδη εχομε τό πρόβλημα όρυακών τυμών (Α)-(ω,ξ). Τότε, έπευδη εχομε

lima.(t) = w γυά κάθε i = 1,2 ,. . . ,k, μπορούμε άντί τών σ., i = l,2,...,k
t-Hi) 1  ̂ 1
νά θεωρη'σσμε τίς συναρτη'σευς σ_̂ , i = l,2,...,k πού όρίζονταυ μέ τόν τύπο

σ. (t), άν t 6 Dom σ. ΐ ΐ
σ.(ΐ) = <[ (i = l,2,...,k)

ω, άν t = ω

καί πού είναυ συνεχείς έπεκτάσευς τών σ̂ . "Έτσυ τό παραπάνω πρόβλημα
A ^ Α

όρυακών τυμών άνάγεταυ στό πρόβλημα άρχυκών τυμών (Α)-(ω,ξ), όπου (Α) 

συμβολίζευ την έξυσωση



x'(t) = f(t;x[a1(t)],...,χ[σ^(ΐ) ])

καί f είναι μιά επέκταση τής f στο σύνολο Ωυ({ω}χΚη) πού είναι, καύ 

συνάρτηση Καραθεοδωρή.

’Απο τά θεωρήματα 1.1 καύ 1.2 μπορούμε νά πάρομε τά παρακάτω πο­

ρίσματα, πού βέβαια άναφέρονται στην περίπτωση πού τό κουνό σταθερό ση-
k

μεΰο των όρυσμάτων άνη'κει στό σύνολο f') Dom σ. . Τά πορίσματα αύτά δευχ-
ί 1 1

νουν δτυ, άπό πλευράς ύπάρξεως καί μονοσημάντου, οΰ δυαφορυκές έξυσώσευς 

μέ υστέρηση συμπερυφέρονταυ άνάλογα μέ τίς συνηθευς στά κουνά σταθερά 

σημεϋα τών όρυσμάτων.

k
2.2. ΠΟΡΙΣΜΑ. ”Αν . ω 6 %  Π( Ρ| Dom σ.) καί ξ 6Κη τέτοια ώ-

i = 1 1 ρ kστε, υπάρχει β>ω καί μιά περιοχή V τοΰ σημείου (ξ,... ,ς)6θΚ')
μέ [ω,β] χ V Ω, τότε γιά κάποιο γ>ω υπάρχει μιά λύση
χ(·;ξ,[ω,γ]) του προβλήματος άρχικών τιμών (Α)-(ω,ξ).

k
2.3. ΠΟΡΙΣΜΑ. "Εστω ω e Π ( Ρ) Dom σ.) καί ψ μιά συνάρτηση

ϊ=1 1
ορισμένη όπως στό θεώρημα 1.2. "Αν τό σύνολο Ω είναι ανοικτό 
Καί γιά κάθε (t;x1,x2,. . . ,xk), (t;ylSy2,.. . ,yk) στό Ω μέ ΐ6(ω,η) 
ισχύει

|f(t;xl5x2,...,xk)-f(t;y1,y2,...,yk>| <ty(t,max|xi~yiI),

τότε γιά κάθε ξ GKn καί γιά κάποιο γ, ω<γ<η υπάρχει τό πο­
λύ μιά λύση χ( · ;ξ,[ω,γ]) τοΰ προβλήματος άρχικών τιμών (Α)-(ω,ξ).

Είναι φανερό δτι ή περίπτωση δπου ω = -°» 6έν καλύπτεται άπό τά παρα-
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κάνω. Γι’αύτό τό λόγο, ή περίπτωση αΰτη θ’άντιμετωπισθεΐ ιδιαίτερα 

παρακάτω στό Κεφάλαιο 2.

3· “Εκταση των λύσεων

3.1. ΟΡΙΣΜΟΣ. Μιά λύση χ του προβλήματος αρχικών τιμών 
(Α)-(Τ,φ) όνομάζεται μ ή  έ π ε κ τ ά σ ι μ η  (δ ε £ ι ά) 
λ ύ σ η  τότε καί μόνον τότε, άν δέν υπάρχει άλλη λύση y 
τοϋ προβλήματος άρχικών τιμών (Α)-(Τ,φ) τέτοια ώστε
y | Dom x = x.

Μιά τέτοια λυση x (μή έπεκτάσιμη) τοΰ προβλήματος αρχικών τιμών 

(Α)-(Τ,φ) θά τή συμβολίζομε με' χ(·;Τ,φ).

Σχετικά με τις μη έπεκτάσιμες λύσεις ισχύουν οΐ παρακάτω προτάσεις,

3.2. ΠΡΟΤΑΣΗ. "Αν z είναι μιά λύση τοΰ προβλήματος άρ­
χικών τιμών (Α)-(Τ,φ),τότε υπάρχει μή έπεκτάσιμη λύση 
χ(·;Τ,φ) τέτοια ώστε χ( · ;Τ,φ) |Dom ζ = ζ.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ. Χωρίς βλάβη της γενικότητας,ΰποθε'τομε οτι ή ζ είναι έ- 

πεκτάσιμη λύση. Θεωροΰμε τότε τό σύνολο

3€ = {χ: X λύση τοΰ (Α)-(Τ-φ) με' Dom χ DDom ζ καί x|Domz = z},

διατεταγμένο μέ τη σχέση πού ορίζεται ώς έξης:

(Vx,y στό 3ε) x ^ y  <=> G(x)CG(y).

Τότε, αν Jt είναι έ'να γραμμικά διατεταγμένο υποσύνολο του 36, τό σύνο-
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λο G(x) όρύζευ μυά συνάρτηση που εύκολα προκύπτευ δτυ είναι, λυση
χβΛ

τοΰ προβλήματος άρχυκών τυμών (Α)-(Τ,φ) καύ μάλυστα στουχεΰο τοΰ συνό­

λου 3£ καύ άκόμη εΰδυκώτερα στουχεΰο της συλλογής JL. 'Επομένως, άπό 

τό λήμμα τοΰ Zorn ([36] ,σελ.10ν)τόσυνολο X  έχει- maximal στουχεϋα. Ευναυ 

φανερό τώρα δτι, ενα τέτουο maximal στουχεΰο είναι, καύ λυση τοΰ προβλη'- 

ματος άρχυκών τυμών (Α)-(Τ,φ) καύ μάλυστα μ η  έπεκτάσυμη πού ό περυορυ- 

σμός της πάνω στό Dom z ταυτύζεταυ με' τη λύση ζ. Δ

3.3. ΠΡΟΤΑΣΗ. “Αν χ = χ(·;Τ,φ) είναι μιά μή έπεκτάσυμη 
λύση τοϋ προβλήματος άρχυκών τυμών (Α)-(Τ,φ) καύ τό σύνολο
{(ΐ ;χ1,χ2,... ,χ̂ ) 6 Ω : t >=min Ε('Γ)} είναι άνουκτό ώς πρός τόν ύ-

τι 1c tποχώρο [min Ε(Τ) ,+«) * QK ) τότε τό πεδίο όρυσμοϋ της λύσε­
ως χ είναυ ένα άνοικτό δεξιά διάστημα.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ. ”Αν υποθέσομε Domx = [Τ,Τ],τότε άπό τό θεώρημα ΰπάρ- 

ξεως καύ άπό τό γεγονός δτυ τό σύνολο {(ΐ;χ^,. . . , χ ) 6 Ω : t >_min Ε(Τ)} 

είναυ άνουκτό ώς πρός τόν ύποχώρο [min Ε(Τ) , +<») χ 0ΚΠ , τό πρόβλημα 

άρχυκών τυμών (Α)-(Τ1?φΤχ) εχευ λύση χ·= χ( · ;φΤχ, [Τ ,γ]) , δπου Ύ >τ1· 

Αύτό δμως είναυ άτοπο άφοΰ ή χΤ^χ είναυ λύση τοΰ προβλήματος άρχυκών 

τυμών Α-(Τ,φ) καύ μάλυστα έπέκταση τής χ πού θεωρηθηκε άπ’άρχής μη έ­

πεκτάσυμη. Δ

3.4. ΘΕΩΡΗΜΑ. “Αν χ = χ(·;Ί\ψ) είναι μιά μή έπεκτάσιμη 
λύση τοΰ προβλήματος άρχικών τιμών (Α)-(Τ,φ) καί τό σύνολο
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{(t;x- ,xo5... ,x, ) 6 Ω : t ̂ min E(T) } είναι άνοικτό ώς πρός τόν ύ-1 2. Κ
η kτιοχώρο [min Ε(Τ) , +°°) χ (Κ ) , τότε γιά κάθε συμπαγές ύποσύνολο 

W του Ω υπάρχει t >Τ τέτοιο ώστε

(t,x(t), .,x(t)) 0W.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ. ’Από την προηγούμενη πρόταση 3.3 έστω [Τ,ΐ^) τό πεδίο 

όρισμοΰ τής μη έπεκτάσιμης λύσεως χ = χ(·;Τ,φ) καί έστω άκόμη δτι ι­

σχύει (t;x(t)....x(t)) 6W γιά κάθε t 8 [T,t ). Τότε υπάρχει συνάρτη­

ση Μ G L(pr W,]R), ή όποια χαρακτηρίζει τη'ν fSCar(W). Είναι δμως φα-
,+■

νερό δτι ή συνάρτηση M(t) = M(s)ds είναι ομοιόμορφα συνεχής πάνω

στό pr.,W. "Αρα,γιά κάθε ε > 0 ύπάρχει δ(ε) > 0 τε'τοιο ώστε γιά κάθε
t’
M(s)ds < ε.

1
ΐ',ΐ" έν [Tjtĵ ) με' 0<t"-t' <δ(ε) νά ΐσχυ'ει

1-
”Ετσι ΰποθε'τοντας, χωρίς Βλάβη τής γενικότητας, δτι ίσχυει καί 

{(t; φ(ΐ ) ,. . . ,<p( t) ) :t6E(T)}CW καί άκόμη θε'τοντας u = φΤχ έχομε
rt"

|x(t")-x(t')| <
t'

|f(s;u[a (s)],...,u[ok(s)])ds

<_j M(3)ds<ε 
t'

καί επομένως άπό τό κριτήριο τοΰ Cauchy υπάρχει τό lim x(t)=£,

t ? 1’Επειδή δμως τό σύνολο W είναι συμπαγε'ς ισχύει τότε

... ,ί·) 6 W.

’Αρα ή συνάρτηση
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'x(t), αν t 6 [T,t )

y(t) = <

l , αν t =

είναυ λύση τοΰ προβλη'ματος άρχυχών τυμών Α-(Τ,φ). ’Αλλά, άπό τό θεώρη­

μα ΰπάρξεως ή λύση y(t) μπορευ νά έπεχταθεϊ δεξυώτερα τοΰ πού εϊ_ 

ναυ ατοπο.

Τό θεώρημα ύπάρξεως γυά τό πρόβλημα άρχυχών τυμών (Α)-(Τ,φ) όπως 

δυατυπώθηχε προηγουμε'νως (Βλ. Θεώρ. 1.1.) μας έξασφαλύζευ τη'ν ύπαρξη 

λύσεως χ( · ;φ[ϊ,γ]), χωρυς νά δυνευ χαμμυά έχτυμηση γυά τόν άρυθμό γ.Με' 

τη' βοη'θευα δμως τοΰ προηγουμε'νου Θεωρήματος έχτάσεως Β.1!., μ π ο ρ ο ΰ μ ε  να 

έχομε μυά τε'τουα έχτυμηση πού δυνευ ή παραχάτω πρόταση.

3.5. ΠΡΟΤΑΣΗ. "Εστω 3>Τ καύ V μυά συμπαγής περιοχή 
τοϋ σημείου (φ(Τ),... ,φ(Τ)) e QKn)k μέ [Τ,β]χν£Ω. "Αν
W = {(ΐ;φ(ΐ),. . . ,<p(t) : t 6 Ε(Τ) } U ( [Τ ,β] χ V) καί Μ 6 L(E(T)U [Τ,β],Κ)/
είναι μυά συνάρτηση πού χαρακτηρίζει, τήν (f |w) e Car(W), τότε 
υπάρχει λύση χ(·;φ,[Τ,γ]) τοΰ προβλήματος αρχικών τιμών 
(Α)-(Τ,φ) μέ

γ = sup-jt >_Τ : Μ( s )ds <_b > καί b = dist( (φ(Τ),. .. ,φ(Τ)), 3V) > 0.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ. Δυνάμει τοΰ Θεωρη'ματος ’Υπάρξεως χαυ της Προτάσεως 3.2 

τοΰ παρόντος κεφαλαύου, θεωρούμε μυά μη' έπεχτάσυμη λύση χ = χ(·;Τ,φ] 

τοΰ προβλη'ματος άρχυχών τυμών (A)-(T,tp). "Εστω τότε δτυ ύσχύευ
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sup Dom χ . 

Θέτοντας τοτε φΤχ = u,εχομε γυά κάθε t 6 Dom χ

ft it 
j χ(τ)-φ(Τ) I < Ι-ρ̂ ο'ίιΓγτ ί’ο'ΐΊ ιιΓγτI f(s;u[a1(s)],...,u[o^(s)])jds 4 j M(s)ds4 b.

T T
Ετσι άποδειχτηκε δτυ

{(t ;u(t),. . . ,u(t)):t 6E(T)U Dom x}C W

to όποιο άντίχειται στό θεώρημα (έχτάσεως)3.4.

3.6. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ, θεωρούμε το' πρόβλημα άρχυκών τιυών (Α)-(Τ,φ)

καί συμβολίζομε μέ (Τ, φ) την συλλογή' δλων τών μη' έπεχτασίμων λύσεων

του. ”Αν το' συ'νολο {(t ;χ , . . . ,χ, ) 6 Ω :t^minE(T)} είναι ανοιχτό ώς1 κ
J o k  * * !/ fπΡος το'ν ύποχώρο [min Ε(Τ),+°°) x (Κ ) , το'τε λαμβάνοντας ΰπ δψη τη'ν 

προηγούμενη Πρόταση 3.5, συμπεραι'νομε δτι το' χοινο' πεδίο ορισμού τών 

λύσεων της συλλογής 36 (Τ,φ), δηλαδη' το σύνολο

Dom 3C (Τ,φ) = Π {Dom χ : χ S 3€ (Τ,φ) },

είναι ένα άνοιχτο' δεξιά διάστημα.

3.7. ΠΡΟΤΑΣΗ. "Αν W είναι ένα συμπαγές υποσύνολο τοϋ

 ̂καί τό σύνολο Ω : {(t;x ,.,.,χ, ) S ί! : t >.min Ε (min pr Vi)} είναι0 " 1 Κ ” j.

άνοικτό ώς πρός τόν ύποχώρο [min Ε (min pr^ W) ,+ro) x GKn)̂ , τότε 

ύπάρχει δ >0 τέτοιο ώστε γιά κάθε Τ S pr^W καί γιά κάθε 

Φ 6 C(Ε(Τ) ,Ω) νά ισχύει

[Τ,Τ+δ] CDom X  (Τ,φ).
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ΑΠΟΔΕΙΞΙΙ. ’Επειδή το σύνολο W είναι συμπαγές ύποσύνολο τοΰ ανοι­

κτού συνο'λου Ω^ ώς προς τον ύποχωρο [min Ε (min pr W-),+°°) Χ (Κη)\ ύπάρ- 

χει συμπαγε'ς σύνολο W, ώς πρός το'ν ΐ'διο ύποχωρο, πού να' περιε'χει το' W 

στο εσωτερικό' του ώς προ'ς το'ν ύποχωρο αύτό. ’Επειδή ή άπο'σταση τών δύο 

συμπαγών συνόλων W καί W είναι θετική, θεωρούμε τούς αριθμούς a > 0 καί 

b > 0 τε'τοιους ώστε τό σύνολο

Κ(Τ,φ) = [Τ,Τ+α] χ {(χ. . ,χ, ) 0 (Kn)k : (Vi = l,2,...,k) Ιχ.-φ(Τ)|<b}i. Κ 1 1 —

νά περιε'χεται στό εσωτερικό τοΰ W ώς πρός τον θεωρηθέντα παραπάνω ύπο- 

χώρο.

’’Εστω τώρα μιά θετική' συνάρτηση Μ 6 L(pr W,E), πού χαρακτηρίζει 

τη'ν f SCar(W)· ’Επειδή' ή συνάρτηση Μ,

M(t) =
t

M(s)ds
min pr^ W

είναι ομοιόμορφα συνεχη'ς πάνω στό συμπαγε'ς σύνολο pr W, θεωρούμε ένα 

δ>0 τε'τοιο ώστε γιά κάθε τ 6 pr W νά ισχύει

τ+δ
M(s )ds <_b. 

τ
’Αλλά άπό τη'ν προηγούμενη Πρόταση 3.5 συμπεραόνομε δτι κάθε λύση τοΰ 

προβλήματος άρχικών τιμών (Α)-(Τ,φ) ορίζεται τουλάχιστον πάνω στό διά­

στημα [Τ,Τ^], δπου

= sup<jt € [Τ,Τ+α] :| M(s)as<=bl 
Τ

καί έπομε'νως είναι φανερό δτι ισχύει



[T,T+6]C[T,T ],

πού άποδειχνύει το θεώρημα.

’Αναφέρομε τώρα ενα θεώρημα (Βλ. Lakshmikantham and Leela [24],p. 

43), το όποιο θά χρησιμοποιη'σομε στη'ν άπο'δειξη τοΰ επομένου θεωρήματος, 

που άναφέρεταυ έπισης στην έκταση των λύσεων της διαφορικής έξισώσεως 

(Α).
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3.8. ΘΕΩΡΗΜΑ. "Εστω ECIR2 καί w μιά μή άρνητική συνάρτη­
ση μέ w 6 Car(E). "Αν ζ e C(ft ,t +α],Ε) καί γιά κάθε te[tQ,t0+a]
ισχύει ή σχέση

| z(t+h)-z(t) | <_
t+h

w( s ,z(s))ds

γιά κάθε άρκσύντως μικρό h >0, μέ t+h6 [t0,t0+a], τότε γιά κά­
θε maximal λύση ζ τής διαφορικής έξισώσεως ζ’ = w(t,c) πού ο­
ρίζεται τουλάχιστο στό διάστημα [tQ,t0+a] καί ικανοποιεί τήν 
συνθήκη ζ(ί )>iz(t0) ισχύει

ζ(ΐ) >,z(t) γ ιά κάθε te[t ,t +α].

3.9. ΘΕΩΡΗΜΑ. "Εστω Q = [Τ ,Τ+α] χ [0 ,+«=) καί w μιά μή αρνη­
τική συνάρτηση, μέ wSCar(Q) καί τέτοια, ώστε κάποια maximal 
λύση ζ τής διαφορικής έξισώσεως ζ'=νΚΐ,ζ) μέ ζ(Τ) ̂ 0, ορίζεται 
τουλάχιστο σ'όλόκληρο τό διάστημα [Τ,Τ+α].

"Αν A = Ε(τ) U [τ,t] γιά κάθε t >τ, Α_, xGKn)ken καί γιάt ■— i+α
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κάθε συνάρτηση ζ, μέ z6C(AT+a,Kn) ίσχύει

|f(t;z[a1(t)],.,. ,ζ[σ^(ΐ)3) | ̂  w(t, || ζ ||Α ) γ ua κάθε te[T,T+a],

τότε κάθε μή έττεκτάσι,μη Λύση χ = χ(·;Τ,φ), μέ ΙΙφ|ΙΕ(Τ) £ζ(Τ)/θ- 
ρίζετοα τουλάχιστο στό διάστημα [Τ,Τ+α].

ΑΠΟΔΕΙΞΗ. Θεωρούμε μυά μη έπεκτάσυμη λΰση χ = χ(·;Τ,φ) δπου 

jj φ I ί ε(τ ) = και' ύποθέτομε δτυ Dom χ = [Τ,ΐ^), μέ t^<T+a.

Θά άποδευξομε πρώτα δτυ

If u || <.ζ(ΐ) γυά κάθε t 6 tT,t ),
At 1

δπου u = φΤχ.

Πρός τοΰτο, γυά τυχο'ν t G[T,t^) καυ γυά κάθε h > 0 μέ t+h 6 [T,t̂ )> θεωρού­

με ενα σημευο t* 6 Â _+j μέ || u ||Α = [u(t*) | . ’Έτσυ παυρνομε
t+h
rt*

II U II = IuCt*) I = u(t) + i 
t+h '

u(t) + | f(s;u[a;L(s)]5. . . ,u[a^(s)])ds

rt+h
< | u(t) ] +^ IfisjuCoj.is)], . . . ,u[ok(s)]|ds <

'Επομένως

t+h
w(s,||u|| )ds.

t+h
Hull

t+h
w(s,||u||A )ds 

s

καυ άπό τό Θεώρημα 3.4. προκυ'πτευ δτυ

||u|| 4 ζ(0 γυά κάθε te[T,t1).
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θεωρώντας τώρα μιά συνάρτηση Μ 6 L(CT ,T+a!!,]R) που χαρακτηρυζευ την
rt

weCarCQ) xctu άπο τά γεγονός δτυ ή συνάρτηση M(t) - M(s)ds cZvαυ

όμουόμορφα συνεχής πάνω στό [Τ,Τ+α], εχομε οτυ γυα κάθε ε>0 υπαρχευ

δ(ε) > 0 τέτοιο, ώστε γυά κάθε ΐ', tM μέ < δ(ε) νά ύσχΰευ
t"
M(s)ds < e.

I
”Αρα,λαμβάνοντας ύπ’δψη δτυ ή w εϊναυ καυ αϋξουσα ώς πρός την δεότερη

μεταβλητη' της, παίρνομε 
rt"(χ . Γ(t1 )-u(t") I <1 |f(s;u[o1(s)],. . . ,u[>k(s)]) |ds w(s,||u||A )
t’ t* 3

ds<_
s

f f

w(s ,ζ(ε) )ds <.
t’
M(s)ds < ε.

t* t'

’'Ετσυ, δπως καυ στην άπόδευξη τοΰ Θεωρήματος 3.3, προκύπτευ δτυ ύκάρχευ

τό lim x(t) καυ κατά συνέπευα ή λυση χ μπορεϋ νά έπεκταθεϋ δεξυώτερα 
t-tx

τοΟ σημείου που είναυ άτοπο.

3.10. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ. Θεωροΰμε δτυ η κατά Καραθεοδωρή δυαφορυκη ε­

ξίσωση (Α) παίρνευ τη'ν εΰδυκη μορφή' ενός υστερημένου γραμμυκοϋ δυαφορυ-

κοϋ συστήματος καυ συγκεκρυμμένα τοΰ συστη'ματος
k

x'(t)= Σ Α . (ΐ) χ [σ.(t)]+b(t), 
i=l 1 1

δπου βέβαυα ή n-δυάστατη δυανυσματυκη συνάρτηση b είναυ συνεχής πάνω 

στό δυάστημα [Τ,+°°) καυ οΰ συναρτη'σευς nxn πίνακος Α^, i = 1,2,. . , j]< 

είναυ μετρη'συμες πάνω στό υδυο δυάστημα.



"Ετσυ,αν έφαρμόσομε τό παραπάνω θεώρημα γυά τό γραμμυκό αύτό σύ­

στημα παύρνοντας
k

ντ(ΐ,ζ) = ( Σ || A. (t) || ) ζ + jb(t) | , 
i=l 1

τότε προκύπτευ δτυ κάθε μη έπεχτάσυμη λύση του συστη'ματος όρύζεταυ αέ 

ολόκληρο τό δυάστημα [Τ,+«>).

3.11. ΣΗΜΕΙΩΣΗ. Τά συμπεράσματα της παραγράφου αύτης είναυ <ρυ- 

συκές έπεκτάσευς συμπερασμάτων γνωστών στύς συνηθευς δυαφορυκές έξυσώ- 

σευς (Βλ. Hartman [15], Coppel [5]).

4. * Εξάρτηση των λύσεων

Στην παράγραφο αύτη' μελεταταυ ή εξάρτηση των λύσεων άπό "μυκρε'ς 

δυαταραχές" που μπορούν νά έμφανύζονταυ στύς άρχυκές τυμε'ς,ευτε

στη' συνάρτηση πού αποτελεί τό δευ'τερο μέλος της δυαφορυκης έξυσώσεως 

(Α), εΰ'τε,καύ τό κυρυώτερο, στά όρύσματα. Στό θεώρημα που ακολουθεί ή 

ύδέα καύ τά βήματα της άποδεύξεως είναυ παράλληλα μέ εκείνα τοΰ θεω- 

ρη'ματος 1.10 της [31],
ϊ ΤΙ k wΘεωρούμε ενα σύνολο Ω, υποσύνολο τοΰ 1 x (Κ ) , ένα σημείο ΤΘρΓ^Ω

» / » < 1 2 k /καύ τύς άκολουθύες των υστερημένων όρυσμάτων σ^, σ^,.,.,σ^,μέ νΘΙΊ,στο'

C(pr Ω,ϊΟ μέ

lima1 - α. κατά σημείο στό ργ.Ω (i = 1,2,. .. ,k). ν ι  1

’’Εστω τώρα τό σύνολο Ε(Τ) πού όρύζεταυ στην παράγραφο 1 μέσω των

34
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όρυσμάτων σ^,.,.,σ^ καυ άκόμη τά ανάλογα σύνολα Ε^(Τ), που όρύζονταυ
1 2  k > * μέσω των όρυσμάτων σ ,̂ σ ,... ,σ άντιστουχα γυά κάθε v6JN.

Θεωρούμε άκο'μη τό σύνολο
00

Ε(Τ) = Ε(Τ) U ( U  Ε (Τ)) 
ν=1 V

πού είναι ενα δυάστημα καυ μυά άκολουθύα συναρτήσεων φ̂ , ν 6Β στό 

C(E(T),]Kn) τέτουα ώστε νά ύσχύευ

lim = φ όμουομορφα πάνω στό Ε(Τ),

{(t;<p (t),...,q> (t)) :ΐ6Ε(Τ)}£Ω γυά κάθε ν6Ε,

{(t ;φ(ΐ) ,. . . , φ (t)) : t 6 E(T)}Cn.

"Εστω,τέλος, f , ν 611 μυά άκολουθύα συναρτήσεων στό Car^Qc(n) καυ οΰ 

άντι'στοιχες διαφορικές έξισώσεις

(Λ ) x'(t)=f (t · . . ,x[ak(t)]) .ν ν ν ν

4.1. ΘΕΩΡΗΜΑ. "Αν τό σύνολο Ω = {(t ;χ ,.. . ,χ, ) θ Ω :U X κ

: t 6 Ε(Τ) U [Τ,+°°)} εϊναι άνοικτό ώς πρός τόν ύποχωρο 
(Ε(Τ)U [τ,+~)) χ (Kn)k καί η άκολουθύα τών συναρτήσεων f^,vGU 
είναι τέτοια ώστε νά ισχύει ή συνθήκη

(C) lim sup I f (t ;χ ,. . . ,χ, )-f(t ;χ1 ,. . . ,χ, ) jdt = ΟV / Κ _L Κ
pr1K (xl’'-” xk)tpr2K

Υΐά κάθε συμπαγές σύνολο Κ, ύποσύνολο του Ω0 , τότε γιά κά­
θε άκολουθία χ , ν 6H μέ χ =χ (·;Τ,φ ) λύση τοΰ προβλήματοςV V V V
άρχικών τιμών (.Ο-ίΤ,ψ^) υπάρχει λύση χ = χ(·;Τ,φ) τοΰ προ­
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βλήματος αρχικών τιμών (Α)-(Τ,φ) καύ μιά ύπακολουθία χΚν
της xy τέτοια, ώστε

lim χ = χ σχεδόν τελικά ομοιόμορφα πάνω στό Domx,Κν
δηλαδή, γιά κάθε συμπαγές ύποδιάστημα I τοΰ Domx νά ισχύουν:

(i) IC Domx, τελικά γιά κάθε ν 61Ί,ΚV
(ii) lim χ, = x ομοιόμορφα πάνω στό I.ΚV

ΑΠΟΔΕΙΞΗ. Προχωροϋμε σε τρία βήματα

Βήμα 1. Θά αποδείξουμε δτι γιά κάποιο δ^ > 0 ύπάρχει μιά λύση y

τοϋ προβλήματος αρχικών τιμών (Α)-(Τ,φ) ορισμένη στο διάστημα [Τ,Τ+δ^]

καί μιά ύπακολουθία χ^ της χ^ τέτοια ώστε νά ισχύει
ν

1) [Τ,Τ+δ ICDomx, γιά κάθε v6U,0 κV
2) lim χ, = y ομοιόμορφα στό [Τ,Τ+δ ].Κ UV
Γιά τό σκοπό αύτό θεωροϋμε ενα συμπαγές σύνολο Vi υποσύνολο τοϋ 

συνόλου Ω^ τέτοιο, ώστε τά σύνολα

{(t;cp(t), . . . , φ (t)) :t6E(T)] καί {(t ;φ^(ΐ), . . . ,φ (t)) :ΐ6Ε(Τ)}, ν 6U

« α τι 1cνά άνη'κουν στό εσωτερικό τοϋ W ώς πρός τόν ύποχώρο (Ε(Τ) U [Τ,+°°)) χ (Κ )

Δυνάμει της Προτάσεως 3.7 της προηγούμενης παραγράφου, υπάρχει αριθ­

μός δ > 0 πού έξαρταται μόνο άπό τό συμπαγές σύνολο W τέτοιος, ώστε κά­

θε μη' έπεκτάσιμη λύση τοΰ προβλήματος αρχικών τιμών (Α)-(Τ,φ) νά ορίζε­

ται τουλάχιστον στό διάστημα [Τ,Τ+δ].

Θεωροϋμε καί ένα άλλο συμπαγές ύποσύνολο W τοΰ Ω^ τέτοιο, ώστε τό

W νά περιέχεται στό έσωτερικό τοΰ W ώς πρός τόν ύποχώρο
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(E(T)U[T,+°°)) x (Kn )̂  καυ θέτομε 21 - dist (W, 8W) > 0. ”Av M 6 L(pr>̂ W,]R)

είναυ μυά θετυχή συνάρτηση τε'τουα, ώστε ή Μ/2 νά χαραχτηρυζευ τη'ν 

fSCar(W), το'τε ύπάρχευ ν^ 6]Ν τέτοιο ώστε γυά κάθε t^, t στο δυάστη- 

μα [Τ,Τ+δ] νά ΰσχυευ

2 2
;up{ j f v (t; x1,. . . ,xk) | : (Vi = 1,2,. . . ,k) |χ,,-φ(Τ) J ^£}dt <J M(t)dt.

tl ti 
Πραγματυκά' χωρύς βλάβη της γενυχότητας,ύποθε'τομε δτυ ^1 <ΐ2 m '' έ'τσυ,

έπευδη' ΰσχυ'ευ 
t.

lim ν )

'2
M(t)dt.

'2
sup{|fv(t;x1 ,...,xk)-f(t;x1,. ..,xk)) : (Vi = 1,2,. . . ,k) |x_.-cp(T)

4 Aldt = 0

μπορούμε νά εκλέξομε ένα δείκτη νΑ G.W τε'τουο, ώστε γυά χάθε ν > νΛ νάJ — 0
εχομε 

t 2
sup{ I fv(t ;x1 , · · · ,xk )-f(t;x1 ,. . . ,xk) | : (Vi = 1,2,. . . ,k) | χ±-φ(Τ) | <_«.}d.t 4

*1

1 \ 2 ■ < 7 J M<

Ετσυ γυά χάθε v>_v παυρνομε 

t2
sup{ !fv(t;x1}. . . ,xk) | : (Vi = 1 ,2,.. . ,k) |χ^-φ(Τ) J 4 £.}dt 4

*1
t2
suPi!ίν(ΐ;χι9...,xk)-f(t;xl5...,xR)j : (Vi = 1,2,...,k)|χ.-φ(Τ)|<£}dt+ 

*1 
f 2 ' ' (±2 

+ j sup{ |f(t;x1,. . . ,xk) I : (Vi = l,2,...,k) |χ^-φ(ΓΓ) | 4 £}dt <_ M(t)dt

*1
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Μπορούμε τώρα νά εκλέξομε ένα δ̂  τέτοιο, ωστε 0 <δ^ <=δ Mat

Τ+δ0
M(s)ds _< 1/2.

θέτομε το'τε
Τ+δ

1θ = !  0 M(s)ds
2
Τ

καί παρατηρούμε δτι,έπειδη [Τ,Τ+δ^]χ{(χ1, . . . ,xv)e(]Kn)k: (Vi=l,. . . ,k)

χ^-φ(Τ) | 4 ^ ^  W C ^ Q, ισχύει

Ε(Τ,φ) -- [T,T+6q] χ {(χχ,. . . ,xk) 6 (3<n)k : (Vi = 1,2, .,k)|χ -φ(Τ)| Οθ}£Η.

’Εξ’αλλου έπειδή lim = ψ ομοιόμορφα κάνω στο' Ε(Τ), υπάρχει ν^ 6U μέ 

ν >ν τέτοιος, ιοστε για κάθε ν^ν^ νά ΐσχυ'ει

Ν V ?llE(T) ^ 3θ

όπο'τε, σύμφωνα μέ το' Θεώρημα 3.4 της προηγούμενης παραγράφου, γιά κάθε 

ν^ν^ οί λύσεις των προβλημάτων αρχικών τιμών (Α )-(Τ,φ ) ορίζονται δε­

ξιά τουλάχιστο μέχρι τό σύνορο τοϋ συμπαγούς συνόλου

R(T,q>) = {(t;x , . . ,χ. ) 6 Ε(Τ) χ (Kn)k : (Vi = 1,2,. . . ,k) |q>(t)-x. | < 3«}UR(T,cp)·1 K X

’Ακόμη γιά κάθε ν^ν^ καί γιά κάθε t β [Τ,Τ+δ^] ισχύει

ft ι ft
(ΐ)-φ^(Τ) | ̂  j Jfv(s;u^[c^(s)J,. . . ,u^[a^(s)J)jds M(s)ds<=2Q

δπου u = φ Tx , v v v
"Apa

|xv(t)-<p(T) | 4 |x (ΐ)-φ (Τ) | + |φ (Τ)-φ(Τ) | =<,2θ+θ = 3θ.
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Άποδεύχτηκε δηλαδη δτυ γυά κάθε ν>,ν οΰ συναρτησευς εζναυ όμσυό- 

μορφα φραγμένες πάνω στό δυάστημα [Τ,Τ+δ^]. Ισχυευ ομως γυά κάθε t,

t' στό [T,T+6q] οτ

Iχ (t)-x (t')| <ι Μ Μ 1 -
ft'
j M(s)ds

χαυ,έπευδη ή συνάρτηση Μ, M(t) = M(s)ds, ευναυ όμουομορφα συνεχής,

ού συναρτησευς χ^ εϊναυ ύσοσυνεχεΰς πάνω στό δυάστημα [Τ,Τ+δ^].

’Από τό θεώρημα του Ascoli ([37],οι:λ.237) συμπεραυνομε έπσμένως δ­

τυ ΰπάρχευ μυά ΰπαχολουθύα χ τής χ καύ μυά συνάρτηση y6C([T,T+6 ],Κ V uVΚΤ1 V » V) ετσο ωστε

lim χ^ -y όμουομορφα στό δυάστημα [Τ,Τ+δ^]. 
ν

Γυά νά όλοχληρώσομε τό "Βήμα 1" άπομένευ νά άκοδευξομε δτυ ή συνάρ­

τηση y είναυ λυση τοΰ προβλήματος άρχυχών τυμών (Α)-(Τ,φ). Θέτομε υ=φΤγ 

καύ παρατηροΰμε δτυ γυά κάθε ν 61Ί ύσχυευ

\  (t) = 9k (Τ) + 
ν ν

(s,uk [σ£ (s)],...,uk [σ£ (s)])ds
v "v v vι

οπότε, έπευδή ή συγχλυση 
it

sup λ { |f (t;x ,.. . ,x,)-f(t;x , . ,x,) | }dt = 0
J (χ x )6RT 1’·*·’ k' t

lim v )

συνεπάγεται την κατά σημεΰο σΰγχλυση

lim fk (t;uk [aj (t)],...,uk [ok (t)]) =ί(ΐ,υ[σ1(ΐ)],...,ul>k(t)]),

άπό τό θεώρημα συγχλυσεως του Lebesgue παύρνομε χαυ
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ft
y(t) = φ(Τ) + J f(s;u[a;](s)],...,u[ak(s)])ds,

T
δηλαδη δτυ η y είναυ λύση τοΰ προβλήματος,αρχικών τιμών (Α)-(Τ,φ).

Βήμα 2. “Αν Vi είναυ τό συμπαγε'ς σύνολο που θεωρήθηκε στό Βήμα 1., 

θά αποδείξομε δτυ ύπάρχευ μυά λύση ζ έπΰ ενός δυαστηματος [Τ,τ] τοϋ 

προβλήματος άρχυκών τυμών με'

[ rr , - L ' ] C D o m  ζ 5 ( τ ; ζ ( τ ) , . . .  , ζ ( τ ) )  6 θν;

καύ μυά ύπακολουθυα χΛ τής χ τετουα, ώστελ νν
1) [Τ,τ]ζΞθοιηχ, γυά κάθε νΘΙΊ,ΛV
2) lim χ, = ζ όμουόμορφα πάνω στό [Τ,τ].ΛV
Γυά τό σκοπό αύτό ύποθε'τομε δτυ ή λύση y που προκύπτευ άπό τό "Βή­

μα 1" είναυ τε'τουα ώστε γυά κάθε ΐ 6 [Τ,Τ+δ^] τό (ΐ ;y(t),... ,y(t)) εί- 

ναυ εσωτερικό σημεΰο τοΰ W ώς προ'ς τόν ύποχώρο (Ε(Τ) U [Τ,+°°)) χ (Κ ) . 

Οε'τομε τότε

Τ1 = Τ+δ0’ yi r y ’ Q1 = <T1;y1(T1),...,y1(T1))

και

χ ι , - - \  ■ ρΐν  = (τ ι>χΐ ν (τ ι ) ’ · · · > χΐ ν <τι ) ) · ν β 1 ) ·V
’Έτσυ άπό την υπόθεση πού κάναμε εχομε

Η>» Ρ1ν = Qx

καύ τό είναυ εσωτερικό σημεΰο τοϋ συνόλου W ώς πρός τόν ύποχώρο 

(E(T)U[Τ,+»)) χ CKn)k.

’Έτσυ συνεχίζοντας την δυαδυκασύα τοΰ "Βήματος 1" MaL λογω τής
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συμπαγότητας του W,μετά πεπερασμένο αριθμό βημάτων, έστω γ , ορίζονται

τά σημεία Τ μέ Ί\ = ̂ i-i+^o* i-l»2,...,r καί οι λύσεις

^1’̂ 2 ’' * ’ * r̂ π°^ Μ<*^ε ε^ναυ επέκταση της προηγούμενης της καί οι

ακολουθίες χ]_ν’χ2ν’‘ ' ,Xrv Μ“^ε ύπακολουθία τής προηγούμενης της

έτσι, ώστε νά ισχύει το' Q . νά είναι εσωτερικό' σημείο του W ως προς ’ γ -1
το'ν ύποχώρο (Ε(ϊ) U [Τ,+<»)) χ (Kn)k ένώ τό σημείο 6 W νά μην είναι

έσωτερικό σημείο. Θέτοντας έτσι y^^z, χ^ ~ xrv Ηα^
ν

τ = sup {t > Τ : (ΐ ; z (t),. . . , ζ (t)) 6 }

έχομε τό συμπέρασμα του "Βήματος 2".

Βημα 3. Στό βημα αύτό ολοκληρώνεται ή απόδειξη του θεωρήματος, 

θεωρώντας μιά ακολουθία συμπαγών συνόλων) υποσυνόλων τοΰ Ω^ τέτοιων,

ώστε τά σύνολα

{(t ;φ( t) ,. . . , Φ (t) ) : t 6 Ε(Τ)} καί {(t; φ (t),. . . ,q>v( t)) :t6E(T)}, ν 6Ε

νά ανήκουν στό έσωτερικό τοΰ V/ ώς πρός τόν ύποχώρο (Ε (Τ) U [Τ ;+*>) )χ (Κη)'< 

καί ακόμη γιά κάθε ν 6!Ν τό σύνολο W νά άνηκει στό έσωτερικό τοΰ συνό­

λου W j ώς πρός τόν ίδιο ύποχώρο. Στη συνέχεια χρησιμοποιώντας τό "Βη­

μα 2" γιά τά παραπάνω σύνολα προχωρούμε δπως ακριβώς στη'ν [31 ] . 4

4.2. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ. 'Η συνθηκη συγκλίσεως (C) γιά την ακολουθία 

συναρτη'σεων f που τίθεται στό παραπάνω θεώρημα μπορεί νά άντικαταστα- 

θεΐ καί άπό την έξης ισοδύναμη συνθηκη

(C1) lim sup |fv(t;xlV...,xk)-f(t;x1,...,χ )|dt =0
(x^ . . .3xk)6A
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γυά κάθε συμπαγε'ς όρθογώνυο I χ Δ υποσύνολο τοΰ Ω .

Πραγματυκά' αν ληφθευ Κ = Iχ Δ ή συνθήκη (C) προκύπτευ άμέσως άπο 

την (C1). Γυά το άντυστροφο παρατηρούμε δτυ λόγω της σνμιιαγο'τητας τοΰ 

Κ μπορούμε νά θεωρήσομε μυά πεπερασμένη κάλυψη του Κ άπο συμπαγή όρθο-
μ

γώνυα Ι^χΔ , ...,Ι χ Δ πού περυέχσνταυ στό Ω̂ . Τότε έπευδή pr^KC^jA
 ̂ μ ν=1μ

προφανώς ΰσχύευ

SUP ,(t;x ,...,χ )-f(t;x ,...,χ )| <:
(χ^.-.,χ^ρ^Κ ν 1 k I k

μ
£ Σ sup jfv(t;xl5...,xk)-f(t;x15...,xk)|

i-l (x, ,. . . ,χ. )6Δ.1 k ι
μ

οπότε άπό την pr KG I. προκύπτευ
i=l 1

| sup |fv(t;x1,...,xk)-f(t;x1,...,xk)|dt 4
J xk)epr2K
‘1 μ

4 Σ 
i = l

sup |fv(t;x1,...,xk)-f(t;x ,...,x )|dt.

1
'Επομένως χαυ ή συνθη'κη (C) προκύπτευ άμέσως άπό τη'ν (C ').

Στήν εΰδυκή περίπτωση πού ού άκολουθίες τών όρυσμάτων σ^,.,.,σ^ εί- 

ναυ δλες σταθερές τότε ή δυαφορυκη εξίσωση (Α ) γράφεταυ

(A') x’(t) = f (t;x[o (t)]s...,χ[σ (t)]).
V V χ κ

’Επίσης,αν τό σημεΰο Τ 6 ρΓ^Ω είναυ κουνό σταθερό σημείο τών υστε­

ρήσεων σ , ...,ok, δηλαδή Τ 6 ĵ C, τότε μπορούμε νά θεωρούμε τά προβλήμα­

τα άρχυκών τυμών

(Α)-(Τ,ξ) καί (Λ^)-(Τ,ξ ), ν eK
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δπου ξ 6Kn «at ξ , ν 6U είναι μυά άκολουθύα στό ]Κη .

Είναυ προφανές δτι, αν ύσχύευ έπύ πλέον lim = ξ , τοτε έφαρμόζεταυ το' 

προηγούμενο θεώρημα γυά αύτά τά προβλήματα άρχυκών τυμών.

Στην περύπτωση πού περυγράψαμε παραπάνω, δηλαδη πού τό Τ είναυ κου- 
νό σταθερό σημεΰο τών όρυσμάτων, μπορεΰ κανεύς νά δώσευ καύ ενα αλλο 

συμπέρασμα έξαρτησεως τών λύσεων, στό όποΰο έμφανυ'ζονταυ μεταβολές του 

κουνοΰ σταθερού σημεύου.
tr ΓΪ k’Έστω λουπόν Ω ένα υποσύνολο τοΰ χώρου 1χ(Κ ) καύ ω , ν 6U μυά

άκολουθύα στό 3<! μέ lim ω^ = ω . Τό ω είναυ φανερό δτυ άνηκευ καύ αύτό

στό σύνολο 3< . Θεωρούμε άκόμη yua άκολουθύα ξ , ν €Ε στό Κη με

lim ξ =ξ 6Κη καύ ύποθε'τομε δτυ ν

(ω;ξ,...,ξ) 6 Ω καύ (ω . ,ξν)6 Ω γυά κάθε ν6Κ.

’Έστω άκόμη δτυ τά όρύσιιατα σ_̂ , είναυ τέτουα, ώστε γυά κάθε i=l,2,...,k 

καύ κάθε ν 6Ε νά ύσχύευ

σ.(ΐ)>ω γυά κάθε t>u> . ΐ = ν = ν

4.3. ΠΟΡΙΣΜΑ. "Εστω τό σύνολο . Ω0 = {(ΐ,χ^,. . . ,χ ) 6 Ω:ΐ 6 [α,+«>)}
n kείναι άνοικτό ώς πρός τόν ύποχώρο [α,+°°) χΟκ ) , όπου ό Αριθ­

μός a είναι τέτοιος ώστε τό σύνολο {νβϊίιβ^ω } νά είναι ά- 
πέραντο. "Εστω άκόμη ότι ή άκολουθία συναρτήσεων f στό 
Car, (Ω) ικανοποιεί τήν συνθήκη (C) τοϋ Θεωρήματος 3.1.loc

"Αν χ , ν6Κ, χ = χ (·;ω ,ξ ), είναι μιά άκολουθία μή έπε-V V V V V
κτασίμων λύσεων τοϋ προβλήματος αρχικών τιμών ( ) —(ω »ξν)·
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τότε υπάρχει μή έπεκτάσιμη λύση χ=χ(·:ω,ξ) τοϋ προβλήματος 
αρχικών τιμών (Α)-(ω,ξ) καί μιά ύπακολουθία χ της χ τέτοιαΚ VVώστε νά ισχύει lim χ̂  = χ σχεδόν τελικά ομοιόμορφα πάνω

ν
στό Dom χ = [ω ,+°°)nDomx τελικά γιά όλους τούς δείκτες ω τπm
m ew.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΙ. Στην περίπτωση που τό σύνολο {ν 6Β :ω^4ω  ̂ είναι άπέρα- 

ντο μπορούμε νά θεωρη'σομε μιά ύπακολουθία ωλ της ω τέτοια ώστε νά ΐ-Λ VV
σχύει

ω <ω γιά κάθε ν 6Β.ΛV
Μάλιστα, επειδή lim ω^ = ω, χωρίς βλάβη της γενικότητας,ύποθέτομε ότι

ν
ισχύει

ω 6 Dora χ γιά κάθε v6U.ΛV
’’Ετσι έφαρμόζοντας τό Θεώρημα 4.1 γιά την ακολουθία χ^ . μέ Τ = ω καί

ν
Ε(Τ) = {ω} παίρνομε τό συμπέρασμα τοΰ πορίσματος.

’Απομένει λοιπόν ή περίπτωση πού τό σύνολο {v6U : ω^ ̂ ω} είναι πε­

περασμένο, οπότε, χωρίς βλάβη της γενικότητας,ύποθέτομε οτι

ω > ω γιά κάθε ν ΘΕ ν 1

καί προχωροΰμε την απόδειξη σέ δύο βήματα.

Βημα 1. Στό βημα αύτό θά αποδείξομε δτι υπάρχει δ^ > 0 καί η 6Μ τέ­

τοια, ώστε γιά κάθε m>=n ύπάρχει λυ'ση y της διαφορικής έζιοώσεως (Α) πά-
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/νω στό δυάστημα [ω ,ω+δ_] καύ ύπακολουθία χ τής χ τετοιες,ωστε m 0 r ν
υά ισχύει

lim χ = y ομοιόμορφα πάνω στό [ω ,ω+δ^ϋ. 
ν

Πράγματι' χωρίς,βλάβη τής γενικότητας, υποθέτομε δτι α ^ ω  για κά­

θε νΘΜ καί θεωρούμε ένα συμπαγές σύνολο W, ύποσύνολο τοΰ > τέτοιο, 

ώστε τά σημεία (ω,ξ,...,ξ) και' (ω ,ξ^,...,ξ^), ν 811 νά είναι εσωτερι­

κά του σημεία ώς πρός τον ύποχωρο [α,+“) χ 0Κη )̂ . Δυνάμει τής Προτάσε- 

ως 3.7, υπάρχει αριθμός δ>0 (που έζαρταται άπό τό W) τέτοιο, ωστε

[ω,ω+δ]£ϋθΓπ 3£ (ω ,ζ) και [ω ,ω +δ] GDom (ω ,ξ ), ν6ϊί.ν ν ν ν

’Ακόμη τό V/ μπορεί νά θεωρηθεί τέτοιο ώστε

{(t;x(t),...,x(t)):t6 [ω ,w+6]}CW. 
ν6Κ V

Εστω τώρα μιά συνάρτηση Η Θ L(pr^W,PO τέτοια ώστε ή Μ/2 νά χαρακτη-

ρύζει την f 6 Car, (W) καύ άκόμη ένας θετικός αριθμός δ. μέ δ < δ.loc υ υ
Θεωρούμε λοιπόν ένα (ρυσικό άριθμό vQ τέτοιον, ώστε γιά κάθε v >.Vq νά 

υαχΰει ω^<ω+δ0 καύ,δπως στην άπόδειξη τοΰ Θεωρήματος 1.3,παίρνομε Ο­

τι δλες οί λύσεις χ^ μέ ν > ν όρύζονται μέχρι τό δεζιά σύνορο τοΟ όρ- 

θογωνύου

[ω,ω+δ ] χ {(χ ..,χ ) eKn)k : (Vi = 1,2,.. . ,k) fx.-ξ \ <3θ}<Ξ W

οπού
ω+δ

1θ = 1 °M(s)ds.2
ω
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’Ακο'μη γυά κάθε t 6 [ω^,ω+δ ] εχομε

(s;x [σ,(s)],, .,χ [σ (s)])ds ν 1 ν k
t

< ί M(s)ds <_2θ

ν ν
καύ έπομένως ύπάρχευ η 61 τέτουο, ώστε γυά κάθε ν >_η νά ΰσχΰευ

1%(ΐ)-ξν! 4ΐ%(ΐ)~ξν ί + |ξν-ξ[ <2θ+θ = 3θ.

Θεωρούμε τώρα τυχόντα δεύκτη m>_n, οπότε,έπευδη Ιϊπιω =ω, τό σύνολο

{ν 6U : [ω ,io+6„]CIDom χ } είναυ απέραντο καύ έπομένως μπορούμε νά θε- m 0 ν
ωρησομε μυά ΰπακολουθύα χ της χ τέτουα, ώστε νά ύσχύευ

μν V

ω <=ω όλους τους δεΰκτες υ 61.μν m

’Έτσυ οΰ συναρτησευς

γν<ί)= <;

χ (ω ), αν t 6 [ω,ω ] μ m mν

χ (t) , αν t 6 [ω ,ω+δ.] μν m 0

V 63Ί

εΰναυ όμουο'μορφα φραγμένες καύ άκόμη γυά κάθε στό [ω^,ω+δ^]

ΰοχύευ

lyv(tl)_yv(t2)k M(s)ds

δηλαδη' οΰ συναρτησευς y , ν 611 εζναυ ύσοσυνεχευς πάνω στό δυάστημα

[ω^,ω+δ^]. Έπομένως άπό τό Θεώρημα του Ascoli, συμπεραύνομε δτυ ύ­

πάρχευ ύπακολουθύα y τής y καύ μυά συνάρτηση y 6 0([ω ,ω+δ Ί,Κη) μέr ν J m 0ν
(1) limy =y ομουομορφα πανω στο [ω ,ω+δ.]. Jr m 0ν



οπου

f ^σ1 (s)], .. . ,y [σ (s)])dE M(s)ds
v-*»

w i επομένως, λο'γω της (1), εφαρμόζοντας το' θεώρημα συγκλίσεως τοΰ 

Lebesgue, παίρνομε

y(t) = ζ+ f(s;y[o1(s) . . ,y[c;k(s)])ds, t 6 [α^,δ^.

Αηλαδη' ή συνάρτηση y είναι λυση της διαφορικής έξισώσεως (Δ) πάνω στο

διάστημα [ω ,ω+δΛ].m 0

Βήμα 2. 'Υποθε'τομε χωρίς βλάβη τής γενικο'τητας δτι ή ακολουθία 

ωυ είναι φθίνουσα. "Ετσι έφαρμόζοντας το' "Βήμα 1", παίρνομε δτι υ­

πάρχει ύπακολουθία χ, τής χ που συγκλίνει όμοιο'μορφα σε' μιά συνάρτη-1ν ν
ση-λυση τής διαφορικής έξισώσεως (Α) πάνω στό διάστημα [ω^,ω+δβ]. ’Ε­

παναλαμβάνοντας τόν ίδιο συλλογισμό άποδεικνυομε δτι υπάρχει μιά ύπα­

κολουθία χ^ τής που συγκλίνει ομοιόμορφα σε' μιά συνάρτηση-λυ'ση 

τΠς διαφορικής έξισώσεως (Α) πάνω στό διάστημα [ω^,ω+δ^] καί συνεχί­

ζοντας μέ τόν ιδιο τρόπο ορίζομε επαγωγικά τίς ακολουθίες:
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Χ11’ Χ12’ Χ135....’χΐν’" · ’ [ωι’ω+δ0]

Χ21’ Χ22 5 Χ235 ....’X2v»-,,J [ω2’ω+δ0]

Χνΐ’ χν2 ’ χν3 ..... ’χνν’···;

οπου κάθε μυά άπό τύς παραπάνω ακολουθίες ευναυ ύπακολουθία τής προη­

γούμενης της καύ συγκλύνευ όμουόμορφα πάνω στό δυάστημα που ευναυ ση- 

μευωμε'νο δύπλα της.

Είναυ τώρα προφανε'ς δτυ γυά κάθε t 6 [ω,ω+δ^] ή δυαγώνυος άκο-

λουθύα χ^ , χ^ = χ έχευ τελυκά έννουα καύ συγκλύνευ σχεδόν δμουό- 
ν ν

μορφα πρός μυά συνάρτηση y, που' είναυ λυση τής δυαφορυκής έξυσώσεως 

(Α) πάνω στο' δυάστημα [ω,ω+δβ], αρα καύ του προβλήματος άρχυκών τυμών 

(Α)-(ω,ξ).

ΙΙράγματυ’ άπό τη σχε'ση
rt

f, (s;y to (s)],...,y [o (=)])dt, t e U  ω+δ JΗ  (ί> = ίλ +V V V
VV

μεταβαύνοντας στο' ορυο, όπως καύ στό "Βήμα 1" έχομε
ft

y(t) = ξπ f(s;y[c(s)],...,y[o(s)])ds, t 6 [ω,ω+δ ]
ω

άφου lim = ω .
Λ _

”Ετσυ έφαρμόζοντας τό Θεώρημα 4.1 γυά Τ = ω+δ^ καύ Ε(Τ) = [ω ,ω+δ̂ ], 

δπου ω < ω+δΛ παύρνομε δτυ ύπάρχευ ύπακολσυθύα χ, τής χ, άρα καύ
νΓ= , ν „ν !

της χ χαύ μή έπεκτάσυμη λυση z τοΰ προβλήματος αρχυκών τυμών (Α)-(ω
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τέτουα, ωστε

lim χ, = ζ τελυκά σχεδόν όμουόμορφα πάνω στό Dom ζ .ΚV
Τέλος, είναυ προφανές δτυ η συνάρτηση χ=γω^ ζ είναυ λυση τοϋ προ­

βλήματος άρχυκών τυμών (Α)-(ω,ξ) που ύκανοπουεΰ το' συμπέρασμα τοΰ πο- 

ρύσματος. Α

4.4. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ. ”Αν τό σύνολο {ν 6U είναυ άπέραντο,

τότε,χωρυς βλάβη τής γενυκότητας, μπορούμε νά ύποθέσομε δτυ ύσχύευ ω^ω

γυά κάθε ν 6U καύ έτσυ άπό τό παραπάνω πόρυσμα μποροΰμε νά πάρομε δτυ

ή σύγκλυση lim χ, = χ ύσχύευ σχεδόν τελυκά όμουο'μορφα πάνω σέ όλόκλη- Κν
ρο τό Dom χ .

4.5. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ. ’Άς υποθέσομε τώρα δτυ ή άκολουθύα ω^ είναυ 

τέτουα ωστε ω^>.ω τελυκά γυά κάθε ν 6U καύ άκόμη δτυ ύπάρχευ άκολου­

θύα λύσεων yy, ν6Ε, μέ = y^( ■ ;ω,η^), τών προβλημάτων άρχυκών τυμών 

(Α')-(ω,η ) τέτουα, ώστε νά ύσχύευ τελυκά γυά κάθε ν 6If

y (ω ) = ξ .J V V V
Τότε έχομε

ων
ξν-ς = ην-ξ+| fv(t;yv[0l(t)],...,yv[ok(t)])dt. 

ω
Από τό γεγονός δμως δτυ lim ω^ = ω μποροΰμε νά έχομε τελυκά γυά κάθε 

veil, δπως καύ στήν άπόδευξη τοΰ "Βήματος 1" τοϋ Θεωρήματος 4.1, δτυ 

ύσχύευ
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ω ων
f v ( t i y J - ai ( t ) -*’ · · · >yv Cak( t ^ dt

ν
M(t)dt, t G [ω ,ω ], ν

ω ω
δπου Μ 6 L(pr̂ fi,E) καύ Μ/2 χαρακτηρίζευ την fGCar(W) με W κάπουο

συμπαγές ύποσύνολο W του συνο'λου Ω = {(t ;χ.. ,. . . ,χ ) G Ω : t >_ω} πού πε-U X κ
ρυέχευ τελυκά γυά κάθε ν 62Ί τά σύνολα

-,yv(t)) : t 6 Γω,ω^]} .

If Τ-, ΜΕταο εχομε

limν
ων

καί επομένως

f(t;y [σ (t)],...,ν [σ, (t)])dt = 0V X V κ

lim η = ξ ν ν
Θεωρώντας τώρα τη'ν ακολουθία συναρτήσεων { } , δπου

υ = y ω χ ν ν ν ν
έχομε δτυ το' συμπέρασμα του Θεωρήματος 4.1 ύσχύευ γυά τήν ακολουθία υ .ν

Ευδυκά στήν περίπτωση των συνήθων δυαφορυκών έξυσώσεων,δπου τά ό­

ρίσματα είναυ οΐ. ταυτοτυκές συναρτη'σευς, κάθε πραγματυκός άρυθμός μπο- 

ρεϋ νά θεωρηθεϋ σταθερό τους σημεΰο. ’Ακόμη κάθε (δεξυά) λύση χν μέ άρ- 

χυκές τυμές (ω^,ξ^) έπεκτείνεταυ καί άρυστερά τοΰ σημείου ω^ καί μάλυστα 

επευδη' 1ΐπιω^ = ω, ω 8 Dom χ^ τελυκά γυά δλους τούς δείκτες ν6Κ. ’'Ετσυ 

δυνάμευ τών δσων παρατηρήσαμε παραπάνω στό Πόρυσμα 4.3,ή σύγκλυση lim xy-x 

έπυτυγχάνεταυ γυά ολόκληρο τό Dom χ καί συνεπώς τό Πόρυσμα 4.3 μπορεί νά 

θεωρηθεΰ ως γενίκευση του γνωστού θεωρήματος έξαρτήσεως τών λύσεων πού 

υσχύευ γυά τίς συνηθευς δυαφορυκές έξυσωσευς (Βλ. Hartman [15]).
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Α Σ Υ Μ Π Τ Ω Τ Ι Κ Η  Σ Υ Μ Π Ε Ρ Ι Φ Ο Ρ Α  Σ Τ Ο

1 . Εισαγωγή.

’Έστω το κατά Καραθεοδωρη ύστερημένο δυαφορυκο' σύστημα 
£

(Β) x'(t) = Σ A.(t)f.(χ[σ (t)],...,χ[σ (t)]),
i=l 1 1 1 k °

δπου :

(ΐ) σ. , i = l,2,...,k υστερημένα όρύσματα.
_u

(ii) Α^, ΐ=1,2,. . . ,5, είναυ nxn πυ'νακες μέ στουχεϋα άπο' το' σώ­

μα ,ΊΚ και μετρη'συμου στο' δυάστημα (-“,ΐβ’,Ι.

(iii) i = l,2,...,Jl είναυ συνεχεϋς δυανυσματυχές συναρτησευς
« * β n kορυσμένες στο χώρο (.Κ )' .

Στο χεφάλαυο αύτο' θά μελετηθευ ή ύπαρξη χαυ' το μονοση'μαντο γυά τυ'ς 

λΰσευς τοΰ προβλήματος όρυαχών τυμών (Β)-(-«>,ξ), δπου ξβΚη , δηλαδη,χά- 

τω άπο' κατάλληλες ύποθέσευς, θά άποδευχθεΰ άφ’ένός δτυ ύπάρχευ λύση x 

τοΰ δυαφορυκοΰ συστήματος (Β) πού ύκανοπουεΰ τη' συνθηκη

lim x(t) = ξ,
t->~ οο



άφ’ετέρου oil ή λυση αύτη εί,ναι καύ μονοσήμαντα ορισμένη.

2. "Υπαρξη λύσεως τοΰ προβλήματος οριακών τιμών (Β)-(-«,ξ)

*Η άποδεικτιχη' μέθοδος γιά τη'ν ύπαρξη λύσεως στηρύζεται στο' γνω­

στό θεώρημα σταθερού σημεύου τοΰ Schauder [34].

2.1.ΘΕΩΡΗΜΑ (Schauder). "Εστω Ε ένσ.ς χώρος Banach καί 
X ένα μή κενό κυρτό καί κλειστό υποσύνολο τοϋ Ε. Έάν S ζϊ- 
ναι συνεχής συνάρτηση τοϋ X στόν εαυτό του καί τό σύνολο 
SX είναι σχετικά συμπαγές, τότε ή συνάρτηση S έχει τουλά­
χιστο ένα σταθερό σημείο, δηλαδή υπάρχει χ6Χ τέτοιο ώστε 
χ = Sx.

’0 συγχεχριμε'νος χώρος τοΰ Banach στόν όποιο θά άναφερθοΰμε είναι,

6 χώρος Β((-°°,Τ],]Κη), δλων των συνεχών χαύ φραγμένων διανυσματιχων συναρ- 

τη'σεων, ορισμένων στό διάστημα (-°°,Τ] καύ με' τιμές στό Κ11, εφοδιασμένος 

με' τη'ν συνηθη sup-norm |j |[ . ’Ακόμη θά χρειαστούμε ενα "χριτηριο συμπα- 

γότητας" γιά υποσύνολα τοΰ χώρου Β( (-°°,Τ],]Κη), που προχύπτει άπό τό 

γνωστό θεώρημα των Arzela - Ascoli χαύ δόθηχε άπό τόν Staikos [35]. Τό 

χριτηριο αύτό στηρύζεται χαύ στην έννοια της ΐσοσυγχλύσεως στό -«> γιά 

ένα υποσύνολο τοΰ χώρου Β( (-co, Τ ] ,Κη).

Τό σύνολο ονομάζεται ΐ σ ο σ υ γ χ λ ι ν ο ν  σ τ ό  -«> τότε 

χαύ μόνο τότε, αν δλα τά στοιχεία του (συναρτήσεις) συγχλύνουν έν Κη 

στό σημείο χαύ έπι'πλε'ον γιά χάθε ε > 0 υπάρχει ένα Τ' τέτοιο ώ­

στε γιά χάθε f 6 ^  νά ισχύει
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f(t)- lira f(s) l| <̂ ε γιά κάθε t <T'.

2.2. ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΣΥΜΠΑΓΟΤΗΤΑΣ. "Εστω ί" ένα ίσοσυνεχές 
καί ομοιόμορφα φραγμένο υποσύνολο του χώρου Β((-~,Τ],Κη). 
"Αν τό 3̂  είναι ίσοσυγηλίνον στό -«>, τότε είναι καί σχε­
τικά συμπαγές.

2.3. ΘΕΩΡΗΜΑ. "Αν ισχύει η συνθήκη
ζ

(C) Σ || A. (t) || dt < +<», 
ι=1

τότε, γιά κάθε ξ8Κη, ύτιάρχει λύση x του διαφορικού συστή­
ματος (Β) τέτοια, ώστε

lim x(t) = ξ . 
t"*00

ΑΠΟΔΕΙΞΗ. ”Εστω ξ = (ξ ,. .. ,ξη) 6ΚΠ. θέτομε τότε

Μ= max { [f (ζ ,. . . ,ζ ) | ,. . . , |f (ζ ,.. . ,ζ ) | },
....zk)eKn 1 1  k 1 1  k

δπου
n

Κ = X Β (ξ . ,γ) καί Β(ξ. ,r) = {w 61Κ : (w-ξ. | <,γ} 
ί=1 1 1

γοα κάποιο r > 0.

Χωρίς βλάβη της γενικο'τητας,ύποθε'τομε οτι Μ>0 καί έκλε'γομε ένα 

τέτοιο, ώστε

ίτ 1 Τ»(1) Σ || Ai(t)|| dt <̂—  .
J i=l



Στη συνέχευα θεωρούμε τον χώρο Banach Ε = Β( (-°°,Τ],]Κη) καυ άκόμη 

ενα ΰποσΰνολο X του Ε,

Χ= {χ8Ε: (γυά κάθε t <Τ) |χ(ΐ)-ξ| 4§> ·

Το σΟνολο X είναι, φανερό δτυ είναι, δυάφορο τοϋ χενοΰ καυ ακόμη 

κυρτό καέ κλει,στό.

Προχει,μένου νά όρέσομε τώρα μυά άπει,κόνυση S, που νά ΰκανοπουεΰ 

τές ύποθέσευς του θεωρήματος τοϋ Schauder, παρατηρούμε δτυ γυά όποι,α-

δηποτε συνάρτηση χ = (χ^,·..,χ ) 6 X καί γυά κάθε t <.Τ ΰσχύευ

| Xi( t )-^i I 4 max j x. (t )-ξ I = I x( t )-ζ I 4y<r.

Δηλαδη γυά κάθε t^T ύσχύευ x(t)6K καί έπομένως x[o^(t)] GK, i=l,2,... 

wApa

(2) If.UHa^t)],. . . ,x[ak(t)])| ytc* t < T καί i = 1,2,.. . ,k

καί επομένως, λόγω καί της συνθη'κης (Ο),τό ολοκλήρωμα
-t
A^(s)f\ (xCo^t)],...,χ[σ^(ί)])ds, i = 1,2 ,... ,£

— 00

υπάρχει, στο Κη. ”Ετσυ ό τύπος
H rt

y(t) = ξ + Σ A.(s)fi(xCo1(s)],...,x[ok(s)])ds
i=l '—00

όρίζευ μοά συνάρτηση S :Χ->Ε, γυά την οποία ΰσχυουν τά παρακάτω: 

a) SXCX.

Πράγματά παίρνοντας ύπ’δψη τά (1) «at (2),γοά κάθε συνάρτηση χβΧ 

καί γι,ά κάθε t <.Τ έχομε
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(Sx)(t)-£ Σ
i=l i—CO

A.(s)f.(χ[σ (s)],..·,xCo (s)])dsIX X J. K

z (t
Σ |A.(s)f.(xCo (s)],...,χ[σ (s)])ds|

i = l  J  1  1  1  k

4  Σ 
i=l

j| A. (s) I) If .(χ[σ ( s ) ] , . .. ,χ[σ (s)])ds1 1 X K

< M A.(s)i|ds<M^=f .

β) Το σύνολο SX ε£ναι σχετικά συμπαγε5«

Παρο'μουα με τό α) προκύπτει οτι γιά κάθε συνάρτηση χβΧ και γιά 

κάθε t 4 Τ ισχύει

|(Sx)(t)| 4  |ξ| + §

αρα καί

I! Sx||< |ξ| .

'Επομε'νως τό σύνολο SX είναι ενα ομοιόμορφα φραγμε'νο υποσύνολο τοΰ χώ­

ρου Ε. ’Ακόμη εχομε
Ζ ft

< Τ
Ζ ft

( S x H t M l ^ M  Σ ||A.(s)j|ds, t. 
i=l

που άποδεικνυει δτι το' σύνολο SX είναι ΐσοσυγκλινον στό -00. Τε'λος τό 

σύνολο SX είναι, καί ίσοσυνεχές, άφοΟ

I (Χ2
(Sx)(t )-(Sx)(t9) I ς

i=l
A.(s)||ds, t1 <t2 <T.
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"Αρα,μέ βάση τ<5 "κρυτήρυο συμπαγο'τητας" , που άναφέραμε παραπάνω, 

συμπεραίνομε δτυ το σύνολο SX είναι, σχετικά συμπαγές.

γ) 'Η συνάρτηση S είναι συνεχής.

“Εστω χ 6 Χ καί χ^ μοά τυχοΰσα ακολουθία στο' X με' || ||-limxv=x.

Το'τε έχομε

lim χ Γσ.(ΐ)] = χ[σ.(ΐ)], t < Τ καί j=l,2,...,k. ν "2 j —

’Ακο'μη λο'γω της (2) γuc£ δλους τους δεϋκτες ν καί γυά κάθε t <. Τ

εχομε
2, Ζ
Σ |Ai(t)fi(xvCo1(t)],. . . ,xv[ok(t)]) I £Μ Σ |[ Α (ΐ) || .

ί=1 ϊ=1

νΑρα, έψαρμο'ζοντας το' θεώρημα συγκλίσεως του Lebesgue, παίρνομε 
Ζ ft

lim Σ A.(s)f.(x [σ (s)],...,x [a,(s)])ds = ν J 1 i v 1 v k

Σ
i=l

A.(s)f.(x[a (s)],...,χ[σ, (s)])ds, t <_T.1 1 X κ —

’'Ετσυ,γυά κάθε t < Τ έχομε τήν κατά σημευο συ'γκλυση

lim (Sx ) (t) = (Sx)(t). 
v v

’Απομένευ ν’αποδείξομε δτυ

II I - lim Sx = Sx. μ μ v

Tua το' σκοπό αΰτο' θεωρούμε τυχοΰσα ύπακολουθία της Sx^ .

Λο'γω τη,ς σχετυκης συμπαγο'τητας τοϋ SX, ύπάρχευ ύπακολουθία υ^ της 

u καί ν 6 Ε τέτοι,α ώστεμ
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II |[~limux =y.

’ΑφοΟ π ομοιόμορφη σύγκλιση συνεπάγεται την σύγκλιση κατά σημείο προς 

την ίδια όριακη συνάρτηση, εχομε

y = Sx.

’Αποδείξαμε λοιπόν δτι ή απεικόνιση S ικανοποιεί τις υποθέσεις 

του θεωρη'ματος τοϋ Schauder καί επομένως υπάρχει συνάρτηση χ 6 Χ με'

X = Sx, δηλαδη
£ ft

x(t) = 5+ Σ I A^(s)f^(x[o1(s)],. . . ,x[ok(s)])ds, t^T.
i=l '

— CO

"Αρα ή x είναι μιά λύση τοΰ προβλη'ματος οριακών τιμών (Β)-(-<=°,ξ) πά­

νω στό διάστημα (~°°,Τ].

2.4. ΣΗΜΕΙΩΣΗ. *Η ύπαρξη λύσεως ένός προβλήματος οριακών τι­

μών είναι πρόβλημα στενά συνδεδεμένο μέ έκεϊνο της άσυμπτωτικης ισορ­

ροπίας (asymptotic equilibrium). Μεταξύ πολλών ερευνητών πού ασχολή­

θηκαν μέ τό πρόβλημα αύτό άναφέρομε τούς Hallam, Ladas and Lakshmikantham

[14], Ladas and Lakshmikantham [23] καί A.R. Mitchelland R.W. Mitchell 

[26], ’Εξ άλλου ό Hallam στην [13] μελετά ενα πρόβλημα οριακών τιμών 

γιά συνη'θεις διαφορικές εξισώσεις χρησιμοποιώντας μιά άρχη συγκρίσεως.

3. Μονοσήμαντο xnc λύσεως τοΰ προβλήματος οριακών
τιμών (Β)-(-°°,ξ)

Στό προηγούμενο εδάφιο εΐ'δαμε δτι κάτω από την συνθηκη (C ) τό



πρόβλημα οριακών τιμών (Β)-(-°°,ξ), δηλαδη το πρόβλημα
£x'(.t) = Σ A.(t)fi(xCa1 (t)],. . . ,x[ok(t)], ti t 0 

i=l 1

lim x(t) = ξ
Ί;-)~οο

εχει λύση. To μονοσήμαντο της λύσεως εξασφαλίζεται άπό μια συνθηκη του 

Lipschitz γυά τίς συναρτήσεις i = 1,2, Σ υ γ κ ε κ ρ ι μ έ ν α  ισχύει το' 
θεώρημα :

3.1. ΘΕΩΡΗΜΑ. "Αν ισχύει ή συνθήκη (C) καί γιά όποιο- 
δήποτε φραγμένο υποσύνολο Β τοϋ χώρου (Kn)k υπάρχουν σταθε­
ρές L. (Β), i = 1,2,... ,2 τέτοιες, ώστε γιά κάθε (χ ,.,.,χ ),I k
Cy 1 ,... ,yk) στό Β νά ισχύει

k(C2) !f.(x1 ,...,xk)-f.(y1 ,...,yk)| <L (Β) Σ |x.-y.|, i =1,2,...
j = l J J

τότε τό πρόβλημα οριακών τιμών (Β)-(-®,ξ) έχει άκριβώς μιά 
λύση πάνω σ'ενα διάστημα τής μορφής (-«,Τ].

ΑΠΟΔΕΙΞΗ. "Εστω δτι το πρόβλημα έχει τις λύσεις χ καί y πού ορί­

ζονται τουλάχιστο στο διάστημα (-«,τ), Τότε λο'γω της σχέσεως

lim x(t) = lim γ(ί)=ξ,
- £ -> — 00 CO

άν θεωρη'σομε ένα ε > Ο, υπάρχει < τ τέτοιο ώστε

|χ(Ό|<|ξ|+ε καί |y(t) | < |ξ|+ε, t < t .

'Ορίζομε το'τε τά σύνολο
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Β = { ( ζ  , .  . . , ζ  ) 6]ΚΠ : | ζ .  | 4  | ξ | + ε } ,

οποτε εχομε

x(t)6 B, y(t) 6 Β, χ[σ^(ί)]6 Β χαύ γ[σΛΐ)]6 Β (j=l,2, .,k) γοά χάθε

’Ακόμη θεωρούμε τος σταθερε'ς L^(B), i = . 1 , 2 που ίκανοπουοϋν τη 

συνθηκη (C|), οπότε λόγω της συνθηκης (C) υπάρχει, t < t^ τέτουο ώστε

ft 1J II A^(s) I j ds γοά κάθε t<t^, i = l,2,...,i,
—00

δπου

L = Σ L . (B) . 
i = l 1

”Ετσυ αν θεωρη'σομε ενα Τ < t^ καί ορίσομε την συνάρτηση 

ρCt) = sup{ |x(s)-y(s) I: s 6 (-°°,t] , t6(-«>,T3,

τότε λόγω των συνθηκών (C) χαί (C·̂ ) εχομε γυά χάθε t G 

ft I
|x(t)-y(t)| = ξ+ Σ A.(s)f.(χ[σ1(s)],...

J i=l 1 1

. . .,x[a^(s)]ds~5- Α.(s)f.(vto1(s)l,...,y[o, (s)]ds ι ι ' 1 k

I
4 Σ 
i=l

Ai(s)|fi(x[o1(s)],...,xCak(s)]-fi(y[o1(s)]s.. .
o

. . . ,yCok(s)])]ds

I ft ]<
4 Σ || A_.(s) || Li(B) Σ |χ[σ. (s)]-y[a. (s)] |ds 
i=P 1 1 j = l

i=l

I ft θ ^
.kp(t) Σ L.(B) || A. (s) || ds < kp(t) Σ ^(Β)=θρ(ΐ).

<_·. 1 I 1 i=i
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δπου θ < 1.

’'Ετσι, άποδείχτηκε δτι

|x(t)-y(t) I <θρ(ΐ) γιά κάθε te(-»,T]

οπότε ισχύει και ρ(ΐ)<_θρ(Τ), δηλαδη ρ(Τ)=0,ποΰ άποδείΉνύει δτι

x(t) =y(t) γι,ά κάθε ΐΘ(-°°,Τ]. Δ

3.2. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ. Επειδή το -» είναι κοινο (γενικευμένο) στα­

θερό σημείο γιά τα ορίσματα,παρατηρούμε δτι τά προηγούμενα θεωρήματα 

είναι, αντίστοιχα με' τά Πορίσματα 2.2, 2.3 του Κεφαλαίου 1, πού άναφε'- 

ρονται σε' ύπαρξη καί μονοσήμαντο λύσεων προβλημάτων αρχικών τιμών σε 

σταθερά σημεία των όρισμάτων.

3.3. Π.ΑΡΑΤΙ-ΙΡΗΣΗ. Τά δυο θεωρήματα του κεφαλαίου αύτοϋ μπορούν

νά αποδειχτούν με' τελείως παράλληλη διαδικασία γιά όποιοδηποτε κοινο'

(γενικευμε'νο) σταθερό' σημείο ω των όρισμάτων σ_̂ , i = l,2,...,k, άρκεί

ή συνθη'κη (C) τοΰ Θεωρη'ματος 2.3 νά άντικατασταθεί με' τη'ν συνθη'κη
ο

(C')
ω



Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  3

Γ Ρ Α Μ Μ Ι Κ Α  Σ Υ Σ Τ Η Μ Α Τ Α

1 . Εισαγωγή

’Αντυκευμενο του κεφαλαίου αύτοϋ είναυ ή μελε'τη των λυ'σεων τοΰ

κατά Καραθεοδωρη υστερημένου δυαφορυκοΰ συστήματος
k(L) x'(t)= Σ A^(t)x[a^(t)]
i = l

καί τοΰ προσηρτημένου του συστήματος
k

(L') x'(t)= Σ Α.(ΐ)χ[σ.(t)]+b(t),
i=l 1 1

δπου η συνάρτηση b με τυμές στο' Κη είναυ τοπυκά ολοκληρώσιμη πάνω σ’

ενα δυάστημα J καί οΰ συναρτησευς Α^,.,.,Α^ παίρνουν τυμές στο' χώρο

Μ  (30 των η χ η πυνάχων μέ στουχευα άπό τό Κ  καί είναυ μετρησυμες ηχη
πάνω στό J. ’Επίσης οΰ συναρτησευς σ^, i = l,2,...,k έχουν κουνό κεδώ 

δρυσμοΰ τό δυάστημα J, παίρνουν τυμές σ’αύτό καί ϋκανοπουοΰν μυά ασθε­

νή συνθηκη μονοτονίας σέ σχέση μέ τό σύνολο των κουνων (γενυκευμέ- 

νων) σταθερών τους σημείων, δηλαδη δτυ γυά κάθε ω 6?ζ ύσχυευ

σ^(ΐ)>.ω γυά κάθε ΐ >_ω (ΐ = 1,2,. . . ,k).

Είναυ φανερό δτυ ή τελευταία αύτη συνθη'κη συνεπάγεταυ δτυ τό άρυστερό
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ακρο του διαστήματος J είναι κοινό (γενικευμένο) σταθερό σημείο των 

όρισμάτων i = l,2,.,.,k.

'Η ύπαρξη λύσεων γιά τά προβλήματα αρχικών τιμών (L)-(ω,ξ) και 

CLT)—(ω9ξ), δπου we^vflJ, προκύπτει σάν άμεσο συμπέρασμα των Πορισμά­

των 2.2 καί 2.3 του Κεφαλαίου 0. ’Ανάλογα, αν u)6 3£C-J ή ύπαρξη καί 

τό μονοσήμαντο των προβλημάτων οριακών τιμών (Ιθ-(ω,ξ) καί (L' )-(ω,ξ) 

προκύπτουν άπό τά Θεωρήματα 1.3 καί 2.1 του Κεφαλαίου 2 (Βλ. Παρατήρη­

ση, 3.3, Κεφάλαιο 2), κάτω βέβαια άπό κατάλληλη συνθήκη "μικρότητας" 

γιά τούς πίνακες Α^, i = l,2,...,k.

Μεταξύ άλλων, στο κεφάλαιο αύτό δίνεται εκπεφρασμένη παράσταση 

των (δεξιά) λύσεων τοΰ προβλήματος αρχικών ή οριακών τιμών (ί)-(ω,ξ) 

δπου ωείϋ καί ξ 6]Κη, πού παρέχει τή δυνατότητα νά ληφθοϋν αρκετά 

συμπεράσματα γιά τίς λύσεις αύτές. Τά συμπεράσματα αύτά είναι κατά κα­

νόνα ανάλογα μέ έκεΐνα πού ισχύουν στά κατά Καραθεοδωρή συνήθη συστή­

ματα. ’Εξάλλου γιά k = 2 καί a^(t)=t, tGJ, η παράσταση των λύσεων 

αύτών οδηγεί στή μορφή πού δόθηκε άπό τον Karakostas [17].

Χάρη συντομίας,είναι χρήσιμο νά εΐσάγομε γιά τά επόμενα τούς πα­

ρακάτω συμβολισμούς γιά τό σύστημα (L) πού ταξινομούν τίς λύσεις σε 

σχέση μέ τά σταθερά σημεία των όρισμάτων. Οι συμβολισμοί αυτοί μπορούν 

νά αποδοθούν εξίσου καλά καί γιά τά γενικώτερα συστήματα (Α) καί (Β) 

πού θεωρήθηκαν στά Κεφάλαια 0 καί 2 αντίστοιχα. Συγκεκριμένα, θέτομε

X  = ϋ{χ(·;ω,ξ) : ω 6 Α καί ξ 6Κη}, A C &

})Α - U {χ( · ;Τ,φ) : Τ 8 Α καί φ 6 C(E(T),Kn) } , ACJ-9<: .
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Εΐδικώτερα, αν ωβ3<1 καί TSJ-J<1 , αντί των K0U' ^{τ}’ θέτομε

πud άπλά 0£ καί 3£„· 0) 1

2. * Κ έΕέλιΕη (evolution) γραμμικού συστήματος

Στά συνη'θη γραμμικά διαφορικά συστήματα κάθε λύση έκφράζεται με' 

τη βοη'θεια μιας συναρτη'σεως ~ πίνακα (δυο πραγματικών μεταβλητών) που 

ονομάζεται έξε;λιξη (evolution) του συστήματος. 'Η ιδέα της εΰρέσεως 

ενός τελεστή' (δχι κατ’ανάγκη πίνακα) που' νά εκφράζει τις λυ'σεις ενός 

ΰστερημε'νου διαφορικού συστη'ματος άπασχο'λησε αρκετούς έρευνητε'ς (Βλ. 

π.χ. Hale [12], Bellman and Cooke- [l]). Ειδικά όμως γιά τίς ^ - λ ύ ­

σεις (δηλαδη' τίς λύσεις πού ανήκουν στο τ0  ̂συστήματος (L)

δπως θά άποδειχθεΐ στά έπόμενα ισχύει κάτι ανάλογο μέ τίς λύσεις ενός 

συνήθους διαφορικού συστήματος. Δηλαδη οΐ j-λύσεις μπορούν νά πα-

ρασταθοϋν μέ τη' βοήθεια ενός τελεστοϋ-πίνακα πού μάλιστα διατηρεί αρ­

κετές από τίς ιδιότητες τοϋ πίνακα-έξέλιξη ενός συνήθους διαφορυκοΰ 

συστη'ματος.

2.1. ΟΡΙΣΜΟΣ. Μιά συνάρτηση-πίνακα Ε μέ τιμές στό χώ­
ρο -Μ. QK) ονομάζεται - έ Ε έ λ ι ξ η  (evolution)
τοΰ συστήματος (L) τότε καί μόνο τότε, άν

DomE= {(ΐ,ω) : ω 6^ Π  J καί t 6 jn[u),“)}

καί γιά κάθε ισχύουν
(i) Ε(ω,ω)=Ι ,
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a k(ii) —  Ε(ΐ,ω) = Σ A.(t)E(a.(t),w) σχεδόν γιά κάθε t 6 Jll[ω,®).9t i=i a i

’Από τίς (ί) καί (ii) είναι, φανερό δτυ,γι,ά κάθε ω θ ^ Π α  καί 

ξ 6ΚΠ, ή συνάρτηση Ε(·,ω)ξ είναι, λύση του προβλήματος άρχοκων τι,μώυ 

(Ε)-(ω,ξ) καί μάλυστα πάνω σ’όλόκληρο τό δι,άστημα J Π[ω,<”).

Πρόθεση μας στά αμέσως επόμενα είναυ νά αποδείξομε την ύπαρξη 

έξελίξεως-πίνακα γι,ά τό σύστημα (L) καί νά δώσομε μυά άναλυτυκη έκφρα­

ση' του. Τά βήματα καί ή ιδέα της άποδείξεως γιά την ύπαρξη είναι, πα­

ράλληλα με' έκεϋνα της [17]. ΙΙρίν δι,απι,στώσομε τη'ν ύπαρξη μυας3£ρ q j- 

-έξελίξεως του συστήματος (L) θά αποδείξομε πρώτα τη'ν μ ο ν α δ υ- 

κ ό τ η τ ά  της.

”Ας υποθέσομε λουπόν οτι Ε^, Ε^ είναι, ^-έξελίξει,ς του συ-

στη'ματος (L), οπότε είναι, φανερό δτι, Dom Ε^ = Dorn , καί ας θεωρη'σο- 

με τυχόν ζεύγος (ω,ί) 6 Dorn Ε^ = DomΕ^. Τότε δπως άναφε'ραμε καί παρα­

πάνω of, συναρτήσεις Ε^(·,ω)ξ καί Ε^ί',ωΚ είναι, λύσει,ς τοΰ προ­

βλήματος άρχι,κων τι,μών (Ιί)-(ω,ξ). 'Επομένως, λόγω τοΰ μονοσημάντου των 

λύσεων του προβλήματος αύτοΰ, ΰσχύει,

Ε (ΐ,ω)ξ = Ε (ΐ,ω)ξ 

καί, έπει,δη τό ξ είναι, όπουοδηποτε στουχεΰο στό ]ΚΠ, εχομε

Ε^ίΐ,ω) = E^(t ,ω).

Θεωρούμε τώρα την ακολουθία συναρτησεων-πίνακα

ZV(<A.>, <σ.>), ν = 0,1,2,...ω ι ι
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με πεδίο όρισμοΰ το' σύνολο JilCw,”) καί που οΐ όρου της ορίζονται 

επαγωγικά με' τους τυπους

Ζ°(<Α.>, <σ.>) = I ω ι ι n><n

Μ ^  ^  \ )_1Ζ ( <Α.>,<σ.>)(t) = Σ I A. (s) ' Ζ ( <Α. >, <σ . >) [σ . (s) ]ds, ν = 1,2,...ω ι ι . J 3 ω 1 1 3
-1 ~ ω

δπου το' άθροισμα που' παρουσιάζεται στο'ν τελευταίο τυπο έχει kV προσθε­

τέους .

2.2. ΘΕΩΡΗΜΑ. ‘Υπάρχει ή 3 ^ η j-έξέλι£η του συστήματος

(L) καί δίνεται άπό τόν τύπο

(1) Ε(ΐ,ω)= Σ ZV( <Α,>,<σ.>)(t).„ ω ι ’ ι ν=0
'Επί πλέον γιά κάθε t, ω ισχύει

(2) || Ε(ΐ,ω) jl^exp Σ
ϊ=1

A .(s) | ds.ι 11

ΑΠΟΔΕΙΞΗ. Στο συ'νολο δλων των συνεχών συναρτησεων-πινάκων πάνω 

στο' διάστημα JflCaj,00) καί μέ τιμές στο' χώρο 0 0 , ορίζομε το'ν τε-Π ΧΠ
λεστη' Τ μέ τυ'πο

k(TF)(t) = I + Σ A.(s)F[a.(s)Jds.nxn . . I ι ιi = l J ω
Εύκολα μπορούμε νά διαπιστώσομε δτι

k rt
(3) II (Τ Inxn)(t)|!4exP Σ

ΐ = 1 - ω
καί

A_̂ (s) j| ds, ν = 0,1,2,. . .
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(4) || (TVI y )(t)-(TV_1I χ )(t)||<^rf Σ " nxn n*n v·
ω

A^(s) || ds ] , v = 1,2,...

δπου T°=0 και TV = T(TV"’1)· nxn
"Εχσυ, αν θεωρήσομε δύο τυχόντες φυσυκούς άρυθμούς λ καί μ, τότε λαμ- 

βάνοντας ΰπ’όψη την (*+) καί την άνυσότητα

ll(TP+XV „ )(t,-(Tl'Inx„)<t)!! il!<T,,n:Inxn)(t)-<T',+X'llnxn)(t)ll +·''

ΙΙ(Τμ+1ΐη,η)<ΐ)-(ΐμΐ„χ„)(ί)Ιΐ

μπορούμε να' άποδείζομε δτυ

\μ+ι_ Ε ||A.(s)||dE

~1·~1 " (μ;ι)-,--------exp I A±(s) j} ds.
ω

’Από την άνυσότητα αύτη προκύπτει, άμεσως δτο γι,ά τυχόν t 6 JilCiO,1»)

ή ακολουθία (TVI )(t), ν = 1,2,... είναι, βασι,κη', οπότε λόγω της nxn
πληρότητας του χώρου Λ,ν, (]Κ), είναυ καί συγκλίνουσα. "Αν Ε(ΐ,ω) εΖ-πχη
ναυ τό opto της ακολουθίας αύτης τότε λόγω καί της (3) ΐ,σχύει,

E(t,ω) = lim (TVI )(t) σχεδόν ομοιόμορφα γυά κάθε teJΠ[ω,oo). πχπV-KO
"Ετσυ εφαρμόζοντας τό θεώρημα συγκλίσεως τοΰ Lebesgue παίρνομε

k f
· Σ J i=l J

k ft
E(t ,ω) = I + Σ A. (s)E(o. (s) ,oj)ds.nxn . „ ι x

ω

”Αρα, σχεδόν γι,ά κάθε tejDCu),00) υπάρχει, ή ως προς t παραγωγός τοϋ 

Ε(ΐ,ω) καί ΰκανοποι,εΰ την συνθηκη (ii) τοϋ όρι,σμοΰ της ^ ̂.-έξελί-

ξεως. ’Ακόμη τό Ε(ΐ,ω) εχευ τη'ν μορφή (1), άφοΰ
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(5)

γι,α κάθε t 6 J Π[ω,οο) καί v = l,25,., .

Τε'λοε άπό τόν τυπο (4) αν λάβομε ΰπ’οψη καό το'ν τύπο (5) προκύ­

πτει αμέσως ή σχε'ση (2). Α

2.4. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ. 1. Το' συ'νηθες κατά Καραθεοδωρη δοαφοροκό 

σύστημα

χ’ (ΐ) = A(t)x(t)

μπορεϋ νά ληφθεΐ άπό το' σύστημα (L), σάν μερυκη' περυιχτωση, γυά k = 1, 

Α^ = Α καί σ^ την ταυτοτυκη' συνάρτηση. Eivat τότε εύκολο νά δι,απυστώ-

σομε οτυ ό τόπος (1) μας δίνει,

λ  λ  '·
E(t·"' =Inxr,+ « V ^ t A(t1)A(t2)dt2dt1+...+

t/l

ω ω ω ω ω
m-1

A(t1)A(t0)...A(t )dt .1 1  m m

δηλαδή εχομε τόν γνωστό τΰπο γυά την έξε'λυξη συνήθους δύαφοροκοΰ συ­

στήματος (Βλ. Conti [4])· Εύδυκώτερα αν ή συνάρτηση-πόνακας Α του πα 

ραπάνω συστήματος είναι, σταθερή ό τύπος αύτός γίνεται,

,1 
- JE(t,ω) - Ιηχη + Α

/*ΐ Λ ■tC 1 •tΓ 2 dt^tA dt2dt^+.. .+A
m-1

dt . . .dt^dt„ +. .. m 2 1
ω ω ω ω ω

= I + Σ Am = e(t-“)A.η*η „ m-m=l
Παρατηρούμε ότυ λόγω της (ϋ) τοΰ’Ορι,σμοΟ 2.1, καί στίς δυ'ο παραπάνω
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περυπτώσευς 6 πίνακας έξε'λυξη ε£ναυ ενας βασυχός πίνακας τοΰ συνήθους 

γραμμυκοΰ συστήματος.

2. ’Ανάλογη παράσταση με αύτη που δώσαμε παραπάνω γυά τηυ έζελυ— 

ξη του συνήθους δϋαφορυκοΰ συστη'ματος μπορούμε νά πάρομε από τον τύ­

πο (1) καί γυά τη'ν X^pjj-έξέλι,ξη του συστήματος (L). ’Εδώ θά περυορυ- 

στοΰμε γυά περυσσότερη απλότητα στό σύστημα

(L) χ*(t) = A1(t)x(t)+A2(t)x[o(t)]

που μελετά ό Karakostas [ 17] . " Η j-έξε'λυξη τοΟ συστήματος αύτοΰ

δίνεται άπό τον τυπο

Ε(ΐ,ω) =1 +ηχη
rt ft 
Ai(ti)dti+j A;

rt r1
<-tl)dtl+j Al(tl̂ J

:ι
Al(t2)dt2dtl +

ω ω ω ω

rh rt o(t1)
+

,
W , A2(t2)dt2dt1+ A2 t̂l')j A1(t2)dt2dt1 +

ω ω ω ω

•t ait L> (t- Λ tf m-1
+ A2(t1) A?(t2)dt2at;L+ ..tj Al(tl) A (t )dt ...dt. 1 m m  1
ω ω ω ω ω

•t Λ f̂ m-2 ftm-l rt fo(ti>
+

,
W , • A (t )J 1 m-1 j A (t )dt ...dt.+ A (t.) 2 m  m 1 J 2 1 J

ω ω ω ω ω ω
σ(ΐ )m-1

A_(t )dt ...dt +. 2 m m  1
ω

Παρατηρούμε δτι ό τύπος αυτός οπως αναμε'νεταυ, γυά Α =Α καί A =0 ,_L Α Π ΧΠ
δίνευ τόν τΰπο της προηγούμενης Παρατηρησεως 1.
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3 . Γενικευμένη έ£έλι£η γραμμικού συστήματος

"Οπως άναφέραμε στην εΰοαγωγη του κεφαλαίου, το άρυστερό άκρο 

·· τοϋ δυαστηματος J είναι, holvo (γενι,χευμένο) σταθερό σημείο των ορυσμά- 

των, χωρίς να άνηκευ κατ’ανάγκη στο δι,άστημα J. Στην παράγραφο αύτη 

θά άσχοληθοΟμε μέ την επέκταση της έξελέξεως, ώστε αύτή νά όρίζεταυ 

καί σέ τέτουα σταθερά σημεία, δηλαδή σέ σημεία τοΰ συνόλου :R-J.

”Αν u)6$C-J τότε τό πρόβλημα οριακών τι,μών (Ι,)-(ω,ξ) εχει, λύ­

ση μονοση'μαντα όρυσμένη, κάτω από τίς γνωστές άπό τό Κεψάλαυο 2 συν­

θήκες μυκρότητας γυά τούς πίνακες Α^, i = l,2,...,k. 'Επομένως είναι, 

φυσυκό, δπως έγινε καί στά προβλήματα άρχυκων τυμών, νά άναζητη'σομε 

τη'ν εύρεση μιας j-έξελίξεως πού νά έκφράζευ καί τίς λύσευς τοΰ προ­

βλήματος οριακών τιμών (ί)-(ω,ξ) καί πού νά είναι επέκταση της γνωστής 

j-έξελίξεως. Γι,ά τό σκοπό αυτό δίνομε τον παρακάτω ορισμό.

3.1. ΟΡΙΣΜΟΣ. Mlcx συνάρτηση-ττίνακα Ε μέ τυμές στό χώ­

ρο J4, (Κ) ονομάζεται. Χ - έ ξ έ λ ι ς η  τοϋ συστήματοςnxn
(L ) τότε καί μόνο τότε, αν

Dom Ε = {(ΐ,ω) : ω 8^  καί t 6 (J U {ω}) Π [ω,00)}

καί γιά κάθε ω 6&  ισχύουν 

(χ) Ε(ω,ω) =InXn,

5 ~ k(ii) — - Ε(ΐ,ω) = Σ A. (ΐ )Ε(σ. (t) ,ω) σχεδόν γιά κάθε teJD(w,“).οΐ , , X Xι=1

Είναι, φανερό δτυ 3£^-έξέλιξη Ε είναι έπέκταση τής
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ξεως Ε του συστήματος (L).

Γυά την απόδειξη ύπάρξεως της -έξελίξεως για το' σύστημα (L) 

ορίζομε, όπως καί γυά τη'ν -έξέλυξη τη'ν ακολουθία συναρτη'σεων-

-πυνακα

με πεδίο όρυσμοΰ το' σύνολο (J U {ω}) Π [ω,°°) καί πού οΰ όρου της όρί- 

ζονταυ πάλυ έπαγωγυκά με' τους τυπους

Ζ°(<Λ.> , <σ . >) = I ω ι ι .n*n
k Γ

Ζ̂ ( <Α^> , <σ>) (t) = Σ̂ J A_.(s)-Ẑ  (<Ai> , <σί> ) [ο_. (s) ]ds, ν=1,2,..

3.2. ΘΕΩΡΗΜΑ. "Αν γιά κάθε a)e3fc-J ισχύει
k ί

■Σ J ί  = 1 ; ·

k  <  ,(C) Σ ||A.(t)||dt<00»ι+ω
τότε υπάρχει μιά μοναδική 3£^-έΕ;έλι£η Ε του συστήματος 

(L) καί δίνεται άτιό τόν τύπο

00 ~νΕ(ΐ,ω) = Σ Ζ (<Α.>,<σ.>)(ΐ).λ ω ι ι ν=0
'Επιπλέον γιά κάθε t, ω ίσχ,ύει 

k ft
|| Ε(ΐ,ω) j| 4 exp Σ j| A. (s) [| ds.

i = l > 1

ΑΠΟΔΕΙΞΗ. Λόγω της συνθηκης (C) ή άπόδευξη του θεωρήματος γυά την 

ύπαρξη 3£^-έξελυξεως του συστη'ματος (L) προχωράευ βήμα πρός βήμα με' 

τόν υδιο τρόπο όπως καί έκευνη τοϋ θεωρήματος 2.2. Παρόμουα μέ την πε­
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-έξελίξεως τοΰ συστήματος (L), επειδή ακριβώς ή συνθηκη (C) εξασφαλί­

ζει καί το μονοση'μαντο των λύσεων τοΰ προβλήματος οριακών τιμών 

(ΐ)-(ω,ξ).

3.3. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ. Ή  ύπαρξη 3Ε^ -έξελύξεως όπως προαναφέραμε 

εχει άμεση σχε'ση με' το' προ'βλημα οριακών τιμών. ’Ιδιαίτερα, άν λάβει 

κανείς ΰπο'ψη δτι το' inf J είναι ενα κοινο' (γενικευμε'υο) σταθερό' ση­

μείο όποιωνδη'ποτε υστερημένων όρισμάτων, ή συνάρτηση E(’,infJ) α­

ποκτά ιδιαίτερη σημασία άκο'μη καί στην περίπτωση των συνήθων διαφορι­

κών εξισώσεων, άφοΰ μέ αύτη' εκφράζονται οΐ λύσεις τοΰ δριακοΰ (αριστε­

ρά) προβλη'ματος.

4. 'Ιδιότητες της έΕελίζεως

Στην παράγραφο αύτη' θά δοΰμε ορισμένες ιδιότητες της έξελίξεως, 

πού μας δίνουν σημαντικές πληροφορίες γιά τίς λύσεις του χώρου .

Χάρη συντομίας καί προκειμένου νά μη διακρίνομε χωριστά τίς περιπτώ­

σεις της ^ρ^-έξελίξεως καί της GC^-έξελίξεως, εΐσάγομε την έν­

νοια της γενικευμένης έξελίξεως £ του συστη'ματος (L) πού ορίζεται νά 

είναι ή Χ^,^-έξέλιξη Ε, δταν δεν ισχύει ή συνθη'κη ( Ο ,  κ α ί  ή 

-έξέλιξη Ε, δταν ισχύει ή συνθη'κη (C). Στά έπο'μενα τη'ν γενικευμένη ε­

ξέλιξη Ε θά την άναφέρομε άπλά εξέλιξη 6 .
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4.1. ΘΕΩΡΙ-IMA. Γιά κάθε ζεϋγος σταθερών σημείων ωχ, α>2



72

στό %  , μέ ω1 4 ω2 κα  ̂ Υ L°L tejO[to2,«>) ισχύει

(6) Ε(t,ω2)Ε (ω̂,ω̂) = Ε (t,ω̂).

ΑΙΙΟΔΕΙΞΗ. Θεωρούμε τυχόν ξ 6ΚΠ καί τη λύση χ = χ(*;ω^,ξ) τοϋ 

προβλήματος (L)-(u> ,ξ). Τότε εχομε

(7) x(t) = Ε (t ,ω )ζ, t 6 J Π [ω^ °°).

’Άρα

χ(ω2;ωι5ξ) = 6 (α^,ω^ξ

καί έπομένως

6 (ΐ-,ω2>χ(ω2;ω1,ζ) = Ε (±,ω^)Ε (α^,ω^ξ, t 6 jOCd^,®0)

δηλαδη

(8) χ(ί;ω2,χ(ω2;ω1,ξ)) = Ε (ΐ,ω ) Ε (ω ,ω^ξ, tejflio) ,»).

'Η σχε'ση (8) δμως δίνει, λο'γω τοϋ μονοσήμαντου, τόν περιορισμό τής 

λυσεως χ = χ(·;ω^}ξ) πάνω στό διάστημα jn[<jJ0,°°). "Ετσι άπό τη σχε'­

ση (8), σε' συνδυασμό' με' την (7), παίρνομε

ε(ί,ω1)ξ = £(t,u>2)£ (ω2,ω1)ξ, ΐ G J Π[ω2,»>).

’Επειδή όμως ή σχέση αύτη' ισχύει γιά κάθε ξ 61<η προκύπτει άμέσως ή 

σχέση (6) πού άποδεικνύει τό θεώρημα. Α

Τό θεώρημα αΰτό,στό όποιο άναφερόμαστε αρκετά συχνά στά παρακά­

τω, γενικεύει γνωστή' ΐδιο'τητα της έξελίξεως γιά τά συνη'θη γραμμικα' 

συστη'ματα (Βλ. π.χ. Conti [4], Kuntzmann [21]).
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4.2. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕ. ’Επαγωγικά προκύπτει- αμέσως δτυ αν ω̂ ,ω̂ ,·.·

. .. ,ω είναι, σημεία στ<5 'fC  , μέ ω. <ω <...<ω , τότε γιά κάθε tGjDCu) ,00)? ^ ^ —  V V

ΐ ̂ ) “ £ C *t j  ̂̂  · · · ζ, ·

4.3. ΠΟΡΙΣΜΑ. "Αν α̂ , ω2 άνήκουν στό $ L , ω1 < ω2 καί Ακό­

μη £(ω ,ω )~0 , τότε γ ιά κάθε ω e5C μέ ω^ω. καί γιά κάθε2 1 Π ΧΠ 1
χ e 30 ισχύειCl)

x(t)=0 γιά κάθε t e

ΑΠΟΔΕΙΞΗ. ’Επειδή' ω_<ω^, από τό προηγούμενο θεώρημα προκύπτει ΰτι 

6 (ω2,ω) =£ (ω2 ,ω1) S (ωι5ω).

Η *Αρα

ε(ω2’“) = 0ηχη·

'Επομένως, έπειδη γιά κάθε χ ΐ σ χ ΰ ε ι

χ (t) = 6 (t ,ω2)£(ω ,ω)χ(ω), t 6 J Π [ω2,«),

προκύπτει, αμέσως τό συμπέρασμα τοΰ πορίσματος. £

Γιά παράδειγμα άναφέρομε έδώ την εξίσωση

χ1(ΐ) = 5t3x[o(t)], t 6 [-!,“)

οπου

'5

σ(ΐ) = <
Vi7, αν ΐ β [-1,0) 

t/3, αν t 6[0,»).



Το παραπάνω πόρυσμα έψαρμόζεταυ γυά ω^ = -1, ω^ = 0 καί επομένως κάθε 

λύση στο μηδενίζεταυ στό δυάστημα [θ,°°), δπως π.χ. ή λύση

χ(t) =
t , αν t 6 [-1,0)

0 , αν t 6 [0 .

’Εξ άλλου τό παραπάνω πόρυσμα είίναυ γενίκευση ενός συμπεράσματος 

των Winston and Yorke [39], που άναφέρεταυ σε' μυά πολύ εύδυκη περίπτω­

ση γραμμυκης δυαφορυκης έξυσώσεως πρώτης τάξεως.

4.4. ΣΗΜΕΙΩΣΗ. Μετά τό παραπάνω πόρυσμα καί στην περίπτωση πού

sup J =°°, μπορούμε, δταν μελετάμε προβλήματα άναφερόμενα στη συμπερυφο-

ρά των %*, -λύσεων στό νά περυσρυζόμαστε στίς ..-λύσευς,^  Α-Οίω,00;
δταν τό ω e'k. εδναυ τέτοιο, ώστε <5 (ω,ω')=0 γυά κάθε ω' στό 7C ,ηχη
με ω’ <ω καί τούτο γυατί ού λύσευς τοΰ χώρου «, ω) θά ταυτί-

ζονταυ στό δυάστημα [ω,°°) με' τη' μηδενυκη λύση, δηλαδη οΰ λύσευς αύτες 

θά παρουσυάζουν την εΰκόνα τοΰ παρακάτω σχήματος

'Ιδιάζοντα σημεία. Είναυ φανερό δτυ αν ω τότε det ζ (ω,ω)

καί επομένως λόγω της συνεχείας της έξελίξεως ΰσχύευ καί det£(t,io) ?! 0 

γυά κάθε t σέ μυά δεξυά περυοχή τού ω. Στά συνηθη δυαφορυκά συστήματα
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κάτι τέτοιο γιά την περίπτωση των ύστερημένων διαφορικών συστημάτων, 

δπως προκύπτει από τό επόμενο παράδειγμα.

4.5. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ, θεωρούμε τό ύστερημε'νο διαφορικό σύστημα

Είναι φανερό δτι τό 0 είναι κοινό σταθερό σημείο των όρισμάτων του 

συστήματος· ’Ακόμη γιά την έξέλιξη τοΰ συστήματος αύτοΰ ΐσχΰει
ο ■? -η Ο +-

’Από τά παραπάνω οδηγούμαστε στη διάκριση των σημείιον μηδενισμού

4.6. ΟΡΙΣΜΟΣ. "Ενα σημείο c6 J, θά είναι ί δ ι ά ζ ο ν
σ η μ ε ι ο (singular point) ώς πρός τό σταθερό σημείο
ix>eJC τότε καί μόνο τότε άν ό πίνακας £(τ,ω) είναι ίδιάζων.

Στην αντίθετη περίπτωση τό σημείο τ θά Λέγεται μ ή
ί δ ι ά ζ ο ν  σ η μ ε ί ο  (nonsingular point) ώς πρός 
τό ω .

x̂ (t) =x2 (t)
ΐ Θ[0,π/3).

XjCt) = -

’’Ετσι γιά t =~|· έχομε det 6  (-̂ , 0) = 0. A

η δχι της όρίζουσας της έξελίξεως σύμφωνα με τόν παρακάτω ορισμό.
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4.7. ΠΡΟΤΑΣΗ. "Αν τ είναι ρίζα μιας λύσεως χ από τό χώ­
ρο X  μέ χ(ω)?!θ, τότε τό σημείο τ είναι ίδιάζον σημείοω
ώς πρός τό ωθ^Ι.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ. "Οπως είναι, γνωστό η λύση χ γράφεται

x(t) = £(t ,ω)χ(ω) 

οπότε, έπειδη χ(τ)=0, έχομε

£(τ,ω)χ(ω) = 0

καί,έπειδη' χ(ω)/0, ισχύει

det ζ- (τ ,ω) = 0 . Δ

Με τό ΙΤαράδειγμα 4-.5 άποδείχτηκε δτυ γενικά υπάρχουν ΐδιάζοντα 

σημεία, ώς προς ένα σταθερό σημείο των όρισμάτων ένός συστήματος τής 

μορφής (L). Στο παράδειγμα αύτό τό ίδιάζον σημείο δεν είναι σταθερό 

σημείο των όρισμάτων του. Θά περι'μενε κανείς δτι τά σταθερά σημεία θά 

?ίταν μη' ΐδιάζοντα σημεία τής έξελι'ξεως, δπως συμβαίνει στά συνηθη δια­

φορικά συστήματα δπου κάθε σημείο είναι καί σταθερό σημείο των όρισμά­

των καί άκόμη δε'ν υπάρχουν ΐδιάζοντα σημεία. Αύτό δμως δε'ν συμβαίνει 

δπως προκύπτει από τό παρακάτω παράδειγμα.

4.8. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. "Εστω τό σύστημα

x'(t) = tx [o(t)]+2 3/t x0[a(t)]
(Σ) l . l  ^

x^(t)=4t x1(t)+/t'7 x2[a(t)]
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δπου t 6 [-1,°°) καί

σ(ΐ). = <
/t, αν -1 <_t < 0

αν 0 < t < 00.

Είναι φανερό δτι έχομε ={-1,0}. ’Ακόμη παρατηρούμε ό'τι η συνάρτηση

^(t3 ,t̂ ) , αν -1 <t < 0

(0,0), αν 0 <_t <

είναι λυ'ση τοϋ προβλη'ματος αρχικών τιμών (Σ)-(-Ι,ξ), μέ ξ = (-1,-1). 

’Επειδή' δμως ΐσχυ'ει χ(0) =0, λαμβάνοντας ύπ’όψη τη'ν ΙΙρο'ταση 4.7,συμπε- 

ραίνομε δτι

det 6 (0,-1) = 0

παρά τό γεγονός δτι 0 6^1 .

Σχετικά μέ τά ΐδιάζοντα σημεία που είναι συγχρόνως καί σταθερά 

σημεία των όρισμάτων ΐσχΰει τό παρακάτω πόρισμα.

4.9. ΠΟΡΙΣΜΑ. "Αν ω ,ω άνήκουν στό καί τό ω2 είναι 
ίδιάζον ώς πρός τό ω , τότε γιά κάθε ω μ έ  ω<=ω ισχύει

det £ (ί,ω) =0 γιά κάθε t 6 J Γ)[ω ,<*).

Ειδικά τό ω2 είναι καί ϊδιάζον σημείο ώς πρός κάθε σταθερό σημείο στό 

σύνολο Π(-«,ω^).
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ΑΠΟΔΕΙΞΗ. ’Επευδη ω.<ω^ <ω , γυά κάθε tejflCu^,00) έχομε 

<S(t ,ω) = 6 (t ,ο̂ ) £ (ω2 ,ω̂ ) £ (ω̂  ,ω)

καύ έπομένως

det & (t ,ω) = det £ (t ,α^)clet (u^jt^MetS· (ω^,ω).

’Αλλά το' ω είναυ ύδυάζον ώς προ'ς τό ω̂ , δηλαδή ύσχύευ det <S (α^,ω,^Ο,

καυ έπομένως τό πο'ρυσμα εΰναυ φανερό'.

τύπος τοϋ Jacobi. "Ενα εύλογο ερώτημα που αναφύεται,, άμε'σως 

μετά τά παραπάνω, ε£ναυ αν ΰσχύευ ό τύπος του Jacobi γυά τά ύστερημέ- 

να γραμμυκά δυαφορυκά συστήματα η, αν οχυ στήν ΰδυα μορφή πού ΰσχύευ 

στά συνη'θη συστήματα, το'τε πώς μπορεϋ νά έκφραστεΰ ή παραγωγός της 

όρυ'ζουσας της έζελυ'ξεως. Πρυν άποδευ'ξομε το' έπο'μενο θεώρημα πού δυνευ 

τήν μορφή του τύπου του Jacobi γυά το' σύστημα (L) θά δώσομε μερυκούς 

συμβολυσμούς χάρη συντομύας καύ άπλουστεύσεως των τύπων πού ακολουθούν.

Ετσυ αν ζ  = (e^), οπου i,j=l,...,n, ευναυ ή εζέλυξη τοϋ (L), τό­

τε γυά i = l,...,k καύ ρ ,λ = 1,2,. . . ,η θε'τομε

en (t,s) .. e (t,s) In

ep l ( o . ( t ) , s )

e.\+L,l<t>s)

e, , (t,s)λ-1,η

epn(0i<t)’s)

eA+l,n(t's)

λ- γραμμή

\^nl(t,s) 

'Ακο'μη γυά κάθε i=l,2,...,k θέτομε

e (t, s) rm
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J/. (ΐ,ω) = (det Ν^(ΐ,ω))1 ρΛ
καιί

^(ΐ,<σ(ΐ)>,ω) = diag(^V^(t ,ω),.. . ,Λ^(ΐ,ω)) 

Λ  (t) =diag(A^(t),...,A^(t)).

4.10. ΘΕΩΡΗΜΑ. Γιά την εξέλιξη <f, του συστήματος (L) 
ισχύει ό τύπος

(D) at (dot ζ  ( ΐ , ω ) )  = t r ( A  (t,<o(t)> ,ω))

σ χ εδό ν  γ ι ά  κάθε ΐ  e J Γ) [ω ,°° ) .

ΑΠΟΔΕΙΞΗ. Είναι φανερό δτυ σχεδόν γιά κάθε t 6J Π [ω , co) ισχύει

/ ^ ell<t-“) · ■3Teln<t>“)\

( 9) (d e t£  ( t ,ω ) ) - det
β21(ΐ,ω)

+ . . .

e ( ΐ , ω )  nn

e. ( ΐ ,ω )  In

+ det

e (ΐ,ω) n-ln

It enl<t"") · —  e (t,ω) 9t nn

Από την γνωστή δμως ιδιότητα τοϋ όρισμοΰ τής έξελίξεως έχομε
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—  <5(ί,ω) = Σ A. (t) 6 (σ.(ΐ),ω)

δηλαδη
i=l

k n (r).—  e = Ζ Σ a (t)e („ (t),»),
r=l μ = 1 J

δπου A (t) = ( a ^  (t)).r i]
’Αντυκαθυστοΰμε τώρα την τελευταία σχέση στη σχέση (9) καί παίρνομε

k η
ί  \  ? Σ ? 4 ^(t)e (σ Η ) ή
/ r-Ι μ-1 r-Ι μ=1 I

- (det <5 (t,ω))-detot
e (t,ω) e2n(t’“)

. . . e (ί,ω)nn

β12(ΐ,ω) • · · ε (ΐ ,ω) In

,+ det e , .(t,ω)n-1,1 e (t,io) n-l,n

k n k n («ί
Σ Σ a (t)e .(σ (ΐ),ω)... Σ Σ a1 '(t)e (σ (t),̂ /

,Γ-1 μ = 1 ημ r=l ν=1 m  μη Γ 1

k η (γ ) (γ )= Σ Σ a (t)det Ν (ί,ω) + ... + _ι ·, 1μ μΐr=l μ=1

k η r (γ )+ Σ Σ a (t)det Ν (ί,ω) =, ημ μηr=l μ=1 Κ Η

= Σ Σ a!^(t)det u[r.\t ,ω) -
r=l i=l,j=l 13 ^
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= Σ t r C A ^ C t , ω ) )

r = l

= tr(A(t)-JV(t,<a(t)>iw)). A

4 11 Π Α Ρ Α Τ Η Ρ Η Σ Ε Ι Σ .  ( Ε υ δ υ κ έ ς  π ε ρ ϋ π τ ώ σ ε υ ς  τ ο ΰ  τ ύ π ο υ  τ ο ΰ  J a c o b i ) .

1) Τ ο  σ ύ σ τ η μ α  (L) γο<* k = 1, = Α  KaL' σ ^ τ η ' ν  τ α υ τ ο τ ο χ η  σ υ ν ά ρ τ η σ η

ά ν ά γ ε τ α υ  σ τ ο  σ ύ ν η θ ε ς  δ υ α φ ο ρ υ κ ο  σ ύ σ τ η μ α .

χ · ( ΐ )  = A ( t ) x ( t )

γ υ ά  το' ό π ο ϋ ο  έ χ ο μ ε  βί - h κ α ύ

<5( t  ,ω),  αν ρ = λ

ν\  ( ΐ , ω )  = <

κ α ι  ε π ο μ έ ν ω ς



Προκύπτει δηλαδή για' 6 = Ε ό γνωστό'ς τύπος του Jacobi, για τά συνη'θη 

διαφορικά συστήματα.

2) Γιά k = 2, σ^ τη'ν ταυτοτικη' συνάρτηση και α^-ο το σύστημα (L) 

παίρνει την μορφή

(L) x’(t) =A1(t)x(t)+A2(t)x[o(t)].

Το'τε είναι φανερό' δτι ό πίνακας _Λ^(ΐ,ω) είναι ό ίδιος δπως ακριβώς 

καί στην περίπτωση (1). "Ετσι εχομε

J)f (t ><a(t)> ,ω) = diag(J/^(t ,ω) t ,ω))

j4(t) =diag(A1(t),A2(t))

καί έπομένως 

~  (det d (ΐ,ω)) = tr(A (t) 'J/(t ,<o(t )> ,ω) ) =σ L

= tr(A1(t)^1(t ,ω) ) + triA^OJV^t ,ω)) =

= (tr A1 (t))det 6  (ΐ,ω)+ Σ a^(t)det (t.w).
P-l

Θέτομε τώρα

R(t,o(t),u>) = Σ a^\t)det (t,u>)
ρ=1

«αί συμβολίζομε μέ τό σύνολο των ΐδιαζόντων σημείων ώς πρός τό

ω γιά τό σύστημα (L).

4.12. ΘΕΩΡΗΜΑ. "Αν στό σύστημα (L) οί συνάρτησε ις-τιί- 
νακα Α^ καί είναι συνεχείς καί γιά κάθε t 6 ̂  ισχύει

82
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R(t,σ(t),ω) £ Ο

τ ό τ ε ,  ή σ υ νά ρ τη σ η -π ί ν α κ α  ί - ( ·  ,ω) άντ ι ,  σ τ ρ έ φ ε τ α ι  σ χ ε δ ό ν  γυά  

κάθε t e j DCo),”).

ΑΠΟΔΕΙΞΗ. “Εστω s ένα σημείο συσσωρεύσεως τοΰ IP , τό όποΰο λό-ω.
γω της συνεχείας της έξελίξεως είναι, επίσης ΰδυάζον σημείο ώς πρός τό 

ω, δηλαδη s β . ’Επευδη οΰ συναρτήσεις πίνακα ε^ναυ συνεχε£ς9

οί λύσεις τοΰ διαφορικού συστη'ματος (L) είναι παραγωγίσιμες στό 

u Π[ω,=°) καί τό u δ go ισχύει καί για' τη'ν det ζ, (ΐ,ω) ώς πρός τη'ν με- 

ταβλητη t. ”Αρα μεταξύ δύο ριζών της det ζ, (ΐ,ω) υπάρχει, πάντα μία 
£

ρίζα της —  (det (5 (ΐ,ω)). "Ετσι τό σημείο s θά είναι, δριο ριζών τής
3 , , / ·—  (det C  (ί,ω) καί έπομε'νως λόγω καί της συνεχείας της πού προκύπτει σ ΐ
άπό τον αντίστοιχο τύπο τοΰ Jacobi

(10) —  (det ζ. (t ,ω)) = (tr Λ (t)) det ζ- (t,ω) + R(t,a(t),ω)d*C -L

θά εχομε

(det <S (s,io)) = 0.σ t

’Αλλά τότε ό τύπος (10) δίνει R(s,a(s),aj) =0 πού αντίκειται στην υ­

πόθεση τοΰ θεωρήματος, άφοϋ s 8 D3 . A

4.13. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ. Ή  υπόθεση τοΰ προηγουμένου θεωρήματος

(ν t e y > ) R(t,a(t),<o) Φ 0ω

δεν είναι, κενη'. Αυτό φαίνεται άπό τό σύστημα του Παραδείγματος 4·. 5.
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Στο παράδειγμα αύτό έ'χομε, γι,ά κάθε t G [0,it/3)

trAj(.t)=0 κα£ det6 (t ,0) - cos 2t 

χαί έπομενως από τον τΰπο (10) προκύπτει

R(t,o(t),0) - -2 sin 2t.

"Ετσι έχομε 3^ - {̂ } καί μάλιστα

Κ(ί >ΰΦ > ° )  =-2*0.

Εξ άλλου γιά τη διαφορική' εξίσωση

x'(t)=5t x[o(t)], t 6 [-!,«)

οπου

o(t) =

5/tT, αν ΐ 6 [-1,0 )

ΐ/3 , αν t 6 [Ο,«Ο

υπάρχει ένα ολόκληρο διάστημα χαί μάλιστα το' στο' όποιο η

στοιχη έξελιξη στο' σταθερό' σημείο -1, που είναι, ή συνάρτηση

t5, αν t 6 [-l,0)

0 , αν t e [Ο,1»)

δεν άντιστρε'ψεται,. Αύτο είναι φανερό δτι οφείλεται, στό δτυ 

R(t,c(t),-l) =0 γιά κάθε t 6 = {0}.

4.14. ΠΡΟΤΑΣΗ. Γιά κάθε ω ,̂ στό μέ ω _̂ < ω2 κα  ̂
κάθε t 6 J Π[ω^,"5) ισχύει

αντί-

γ ιά



R(t,o(t),ω2)’det £  (ω2,ω^) = R(t,σ(ΐ),ω^),

ΑΠΟΔΕΙΞΗ. ’Από τον τΰπο του Jacobi γυά τό σύστημα (£) παίρνομε

(11) ^  (det <t (t,ω)) = (tr Α^( t)) det ζ.· (t ,ω1) + Rit^itJjU^)

οπότε λόγω τοΰ τύπου (6) της ΙΙροτάσεως 4.1 γυά κάθε tSjOCw^j00) 
ισχύει

[det (5 (ί,ω2)·£ (ω2,ω1)] = (tr A^it)) det (6 (ί,ω2)<Ξ (ω2 »ω1)) + Η(ί,σ(ΐ),ω1) 

καί άρα

det 2  (ω2 ,ω^) · —  (det£ (t ) = (tr A^t)) · det <5 (t ,u>2) - det (5 (u>2 ,ω ) +

+ Κ(ΐ,σ(ΐ),ω ).

’Αλλά άπό τον τύπο πάλι τοΰ Jacobi εχομε

—  (det £  (ΐ ,ω2 )) = (tr Α^( t)) det ζ , (t ,ω2) + R(t ,σ(ΐ) ,ω2).

’Από τούς δυο τελευταίους τύπους προκύπτει αμέσως ο τύπος (11). A

5. Διάσταση τοΰ χώρου X  -------- ί-------  ω

'0 διανυσματικός χώρος δλων των λυ'σεων τοΰ συστήματος (L) είναι 

έν γε'νει άπειρου διαστάσεως. Παρά τό γεγονός αύτό, αρκετοί ερευνητές 

άσχολήθηκαν μέ τό πρόβλημα τής εΰρέσεως ύποχώρων τοΰ χώρου δλων των 

λύσεων μέ πεπερασμένη διάσταση. Πρός την κατεύθυνση αύτη έργάστηκε ό 

Kurzweill [22] μελετώντας καί τη διάσταση τοΰ ύποχώρου των λύσεων 

γραμμικού συστήματος έκθετικά φραγμένων σέ ένα διάστημα τής μορφής 

(-°°,α). ’Ακόμη γιά γραμμικές διαφορικές εξισώσεις 2°-S τάξεως ο Norkin

85
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[29] έδωσε τέτοια παραδείγματα ύποχώρων διαστάσεως 2, ’Επίσης ό Zverkin

[40] ασχολήθηκε μέ τη' διάσταση του χώρου των λύσεων γυά διαφορο-δια- 

φορικά συστήματα. Τέλος στο' ίδιο πρόβλημα άναφέρονται καί οΐ εργασίες 

των Kozakiewicz [20], Norkin [30], καί El’sgol’c and Norkin [10],

Συμπεράσματα σχετικά μέ τη διάσταση προκύπτουν εύκολα μέ τη' βοή­

θεια τής έζελίξεως. "Ετσι, π.χ. εχομε τη'ν προ'ταση .

5.1. ΠΡΟΤΑΣΗ. "Αν ω 6 ^, τότε ό διανυσματικός χώρος % L)
ύπεράνω του Κ των λύσεων του προβλήματος άρχικών ή οριακών 

τιμών (Ε)-(ω,ξ) εχει διάσταση η.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ. Γιά κα'θε x 6 εχομε x(t) = ί- (t ,ω)χ(ω) χαι έπομένως, 

αν ,χ2 ,. . . ,χ̂  είναι λύοεις στο' καί c1,c2,...,c σταθερές στο' Κ, 

θα' ισχύει

(c-1xl+c2x2+. . .+c^x^)(t) = £ (t ,ω)(ο1χ1(ω)+ο2χ2(ω) + ,, ,c^c^(w)).

’Από τή σχέση αΰτή προκύπτει δτι οΐ λύσεις χ^,.,.,χ είναι γραμμικά 

ανεξάρτητες, αν καί οΐ αρχικές τους τιμές χ^ω) ,χ2(ω)),. . . ,χ^(ω) εί­

ναι γραμμικά ανεξάρτητες. ’Επειδή λοιπόν ό χώρος ]Κη έχει διάσταση η,

θά υπάρχουν η γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις u.,u0,...,u στον 3ί1 2  η ω
πού τά διανύσματα ιι̂ (ω) ,ιι2(ω),. . . ,μ^ίω) είναι επίσης γραμμικά ανε­

ξάρτητα. Θεωρούμε τώρα καί μιά όποιαδήποτε λύση χ τοϋ συστήματος (L). 

Είναι φανερό δτι ή αρχική τη£ τομή χ(ω) γράφεται στή μορφή

x(oj) = c1u1(ω) I c0u0(ω) +. . . Ι-c u (ω)1 1  2 2 η η
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καύ ακόμη λο'γω τής γραμμικότητας του (L) δτυ η συνάρτηση 0 1̂1̂ +02^+..

...+c u είναι λύση τοϋ προβλήματος (ΐΟ-(ω,χ(ω)), Αρα,λόγω τοΰ μο- n η
νοσημάντου των λύσεων τοΰ προβλήματος αΰτοΰ,θα εχομε

X = ClU 1+C2U2+...+CnUn ,

πού σημαίνει δτι τά u^,u2,...,un άποτελοΰν μιά βάση τοΰ 3£ω· Δ

.2. ΠΡΟΤΑΣΗ. Γιά κάθε σταθερό σημείο ω e %  καί κάθε
τ 6 >ΐη(ω“) μέ 6 (τ,ω)?ί0 , ή κάθετη τομή (cross-section)n*n
τοΰ %  στό σημείο τ, δηλαδή τό σύνολο ω

3£ω(τ) = (χ(τ) : χ 6 3&ω>,

είναι διανυσματικός ύιχοχώρος τοΰ 1Κη μέ διάσταση ίση μέ τό 
rank <5 (τ ,ω).

ΑΠΟΔΕΙΞΗ. Τό δτι τό σύνολο 36 (τ) είναι διανυσματικός ύποχώροςω
τοΰ Κη είναι προφανές. ”Αν τώρα θεωρη'σομε την γραμμική απεικόνιση 

φ : ]Κη ->·]Κη μέ τύπο

φ(ξ) = 6 (τ ,ω)ξ

είναι γνωστό από την Γραμμική ’’Αλγεβρα [27], δτι ό διανυσματικός χώ­

ρος φΟΚΠ) =3^ (τ) εχει διάσταση ίση μέ τό rank ζ, (τ,ω). Δ ω

’Άν τό τ είναι μη ίδιάζον σημείο ώς προς τό ω, τότε r a n k  <5 (τ ,ω)=η

καί έπομένως 2C (τ)~ΙΚη. Αύτό σημαίνει δτι γιά κάθε ζ 6ΙΚΠ ύπάρχει λύ­ω
ση χ 6 %  τέτοια ώστε χ(τ)·-ξ. ’Ακριβέστερα ισχύει ή παρακάτω πρόταση, ω



5.3. ΠΡΟΤΑΣΗ. "Αν τ είναι ένα μή ίδιάζον σημείο ώς 
πρός τό 0)6^ ,  τότε γιά κάθε ξ βκπ ή συνάρτηση τιού δίνεται 
άπό τόν τύπο

x(t) = £ (ΐ,ω)6  1(τ,ω)ζ,

είναι ή μοναδική λύση άπό τόν χώρο X  , γιά τήν οποία ί-ω
σχύει χ(τ) = ξ.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ. Είναι φανερό δτι ή συνάρτηση χ είναι λύση τοϋ προβλή­

ματος (L)-(u),£ 1(τ,ω)ξ) με' χ(τ)=ζ. ”Αν ΰποθεσομε τώρα δτι χ 6 3^  

καί ισχύει χ(τ)=ξ, τότε

x(t) = <2·(ΐ,ω)χ(ω),

"Αρα tj = χ(τ ) = £  (τ ,ω)χ(ω) καί έπομένως χ(ω) = £  ^(τ,ω)ξ. "Ετσι, αν
f * it — 1λάβομε ΰπ’δψη τό μονοσήμαντο των λύσεων τοϋ προβλήματος (Ιί)-(ω,ζ, (τ,ω

συμπεραίνομε χ = χ καί ή πρόταση άποδείχτηκε. Δ

5.4. ΠΡΟΤΑΣΗ. "Αν τό τ είναι ίδιάζον σημείο ώς πρός τό
ω 6 ^  , τότε γιά κάθε ζ,θ.% (τ) υπάρχουν άπειρες λύσεις x e %ω ω
τέτοιες ώστε χ(τ) = ζ.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ. ’Έστω ζ θ Χ ω (τ) . Τότε είναι φανερό δτι υπάρχει λΰση 

χ 6 μέ χ(τ) = ζ. Δηλαδη τό ώς πρός ζ αλγεβρικό σύστημα

£(τ,ω)ξ = ζ

έχει λυση. ’Αλλά det ό  (τ,ω)=0 καί έπομένως τό αλγεβρικό αύτό



σύστημα έχει άπειρες λύσεις το όποιο καί άποδειχνύει τη'ν πρόταση, k

”Αν τό ΐδιάζον σημείο τ (ώς πρός τό ω) είναι, συγχρόνως και ση­

μείο τοΰ , τότε δλες οΐ λύσεις που καταλήγουν άπό αριστερά στό ση­

μείο (τ,ζ), μέ ζ 6 (τ), συνεχίζονται, δεξιά τοΰ σημείου αύτοΰ σέω
μιά μόνο λύση, την μοναδική' λύση τοΰ προβλήματος (L) — (τ,ζ). "Ετσι οΐ 

λύσεις σέ ένα σταθερό σημείο τ των όρισμάτων που' είναι καί ΐδιάζον 

σημείο ώς πρός τό ωβ3\ παρουσιάζουν την εικόνα τοΰ έπομένου σχήματος

’Αντίθετα,στην περίπτωση που τό ΐδιάζον σημείο τ δεν 

, τά γραφήματα των λύσεων παρουσιάζουν στό σημείο (τ,ζ) 

τοΰ παρακάτω σχήματος

Στη'ν περίπτωση τοΰ πρώτου σχήματος τό διάστημα J H [ t ,u)) λέγεται δ ι ά ­

σ τ η μ α  έ π α φ η ς  (interval of adherence) των λύσεων τοΰ συστή­

ματος (L). 'Ο δρος "διάστημα έπαφης" εμφανίζεται στό βιβλίο τοΰ NorJcin 

[29] πού μελετάει παρόμοια θέματα σέ γραμμικές εξισώσεις 2- τάξεως. 

’Ακόμη ό El’sgol’ts [8 ] δίνει λύσεις πού ταυτίζονται σέ κάποιο διάστημα.

άυηχει στό 

τη'ν εικόνα
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’Ανάλογα, στην περίπτωση τοΐ) δευτέρου σχη'ματος τό ΰδυάζον (ώς πρός

τό ω) μη' σταθερό σημείο τ των όρυσμάτων λέγεται, τότε καί σ η μ ε ί ο

ε π α φ ή ς  (point of adherence) των λύσεων.

’Ακόμη παρατηρούμε δτυ αν ω = inf J , ω' G 3·\ Π J καί χ ευναυ μυά

λύση τοΰ προβλήματος άρχυκών τυμών (L)-(io',C), μέ ξ 6 %  (ω'), τότεω
ύσχυουν:

α) ”Α ν τ ό ω’ ε ί ν α ι ,  μ ή ύ δ u ά ζ ο ν ώ ς π ρ ό ς

τ ό  ω, τ ό τ ε υ π ά ρ χ ε ι ,  μ ι ά μ ο ν α δ υ κ ή  λ υ σ η

σ τ ό  X  , ι ο υ' ε υ ν α υ  έ π έ κ τ α σ η  τ ή ς  χ π ρ ό ς  τά ω
ά ρ υ σ τ ε ρ ά .

β) "Α ν τ ό  ω' ε ύ ν α υ  ΰ δ υ ά ζ ο ν  ώ ς  π ρ ό ς  τ ό  

ω, τ ό τ ε υ π ά ρ χ ο υ ν  ά π ε υ ρ ε ς  λ υ σ ε υ ς  σ τ ό  3Gω
που' ε υ ν α υ  έ π ε κ τ ά σ ε υ ς  τ ή ς  χ π ρ ό ς  τ ά  ά ρ υ ­

σ τ ε ρ ά .

Πραγματυκά αν ΰπάρχευ λυ'ση y 6 ̂  μέ γ(ω') = χ(ω') αυτή είναυ 

καί επέκταση τής χ πρός τά άρυστερά άφοΟ ω' eKfl J. ”Ετσυ τά παραπά­

νω συμπεράσματα (α) καί (β) προκύπτουν αμέσως άπό τίς Προτάσευς 5.3 

καί 5.4 άντυστουχα. Τέλος, έπυσημαίνομε δτυ στίς συνηθευς δυαφορυκές 

έξυσώσευς δέν παρουσυάζεταυ ή περίπτωση (β), γυατί τότε εύναυ γνωστό 

άπό τόν τόπο τοΰ Jacobi δτυ det E(t,s) t 0 γυά κάθε t, s καί έπομέ­

νως δέν υπάρχουν καν ύδυάζοντα σημεΰα.

5.5. ΠΡΟΤΑΣΗ. "Αν ω ’ ζ,'Κ είναι £διάζον σημείο ώς πρός 
τό ω 6 ^  καύ ισχύει, 6 (ω',ω) ^ 0  , τότε ό δυανυσματ ικός χώροςΠ ΧΠ
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,Χ (Jη [ω' ,“)) - {χ! jfl [ω' ,°°) : χ 6 36 } ω ω
έχει διάσταση ίση μέ τό rank <S (ω' ,ω),

ΑΠΟΔΕΙΞΗ. Σύμφωνα μέ την Πρόταση 5.2 ή κάθετη τομη 3S (ω1) εΖ-ω
ναι διανυοματικός χώρος μέ διάσταση ίση μέ το rank <H (ω',ω). ’Επει­

δή' δμως, λο'γω του μουοσημάντου, ό χώρος 36 (jf)[(o','»)) ταυτίζεται μέω
το'ν χώρο των λύσεων τοΰ προβλη'ματος (L)-(io' ,χ(ω' )) μέ χ G 06 , έχομεω
το' συμπέρασμα μέ το'ν ί'διο ακριβώς τρόπο δπως καί' στη'ν Προ'ταση 5.1. Δ

5.6. ΠΟΡΙΣΜΑ. "Αν ω. ,ω_,....ω , εϋναι σημεία του ^  μέ1 2  η+1
ωΐ < ω2 <-■ ·<ωηΐ-1 κα  ̂ YL°(' Κ(̂ ε i r l?2,...,n ισχύει, ^
t °nxn και' άκόμη ότι τό ω^+1 είναι ΐδιάζον ώς πρός τό οκ ,
τότε ό διανυσματ ικός χώρος 36 (JΠ lω . ,·«)) ε ίναι μηδενικός.ω^ η+1

ΑΠΟΔΕΙΞΗ. 'Υποθέτομε δτι ό χώρος 36. (J ΠΕω -,,00)) δεν είναιω^ n+i
μηδενικο'ς καί επομένως δλοι οΐ χώροι 36^ (jflCtiK,00)), i = l,2,...,n

είναι επίσης μη' μηδενικοί. ’Επειδή' το ω. είναι ΐδιάζον ώς προ'ς τό1+1
ω. ισχύει dim 36 (J Π [ω. ,“)) > dim %  (J Π ί ω. ,°°)) γιά κάθε1 0) ̂ X (λ) ̂ Ιτΐ
i =1,2,,,η. ”Αρα

dim 36 > n + dim 36 (J Π [ω ,00) ) > η ,ω, =  ω1 η+11 1
πού είναι ατοπο λόγω τής Προτάσεως 5.1.
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6· Μή ομογενή γραμμικά συστήματα

Στην παράγραφο αύτη θά ασχοληθούμε με' το' μη' ομογενές γραμμικό' 

σύστημα (L1), δπως αύτο' ορίστηκε στην εισαγωγή τοΰ κεφαλαίου. Εΐδικώ- 

τερα θά δοΰμε πώς μποροΰν νά προκΰψουν οΰ λύσεις τοΰ συνόλου τ°ΰ

συστη'ματος (L1) άπό τίς αντίστοιχες λύσεις τοΰ συστήματος (L).

Εύναι φανερό δτι αν ω 6 R  , ξ 6Κη καί y, ζ είναι λύσεις των προ­

βλημάτων (αρχικών η οριακών τιμών) (Ιι)-(ω,ξ) καί (ΐ,')-(ω,Ο) αντίστοι­

χα, τότε ή συνάρτηση χ = y+z εύναι λύση τοΰ προβλήματος (L1)-(ω,ξ).'Ε­

πομένως τό πρόβλημα πού τίθεται αμέσως είναι ή εύρεση λύσεως ζ τοΰ 

προβλήματος (L1)-(ω,0). Γιά τό σκοπό αύτό διακρίνομε, δπως καί γιά 

την εύρεση της έξελίξεως του συστη'ματος (L), δύο περιπτώσεις.

Στην περίπτωση πού ωΘ-’ίνΠιΙ, σέ αναλογία μέ την Παράγραφο 2, θεω- 

ροΰμε την ακολουθία των διανυσματικών συναρτήσεων

zV( <Α. > , <σ. >), ν = 0,1,2,...ω ΐ ΐ

μέ πεδίο όρισμοΰ τό σύνολο jfl[u),«0 καί πού οΐ ό'ροι της ορίζονται έ-

παγωγικα με τους τυπους
,4-

Λ iLb(s)dsz°(<A.>,<o.>)(t) =ω τ ι

k ft
zV(<A.>,<o.>)(t)= Σ j A.(s)zV (<A. >, <σ. >)[σ. (s)]ds, v=l,2,..ω l i J 3 ω 1 1 Di-1 J ω

6.1. ΘΕΩΡΗΜΑ. "Αν τότε υπάρχει λύση τοϋ προ­

βλήματος αρχικών τιμών (L·’ )-(ω,ο) καί δίνεται άπό τόν τύπο
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ζ(ΐ) = Σ ζΙη(<Α.>,<σ.>)(ΐ). „ ω ι ι m=o

ΑΠΟΔΕΙΞΗ. Στο σύνολο δλο}ν των συνεχών διανυσματικων συναρτήσεων 

πάνω στο' διάστημα ιΐΠ[ω,«>) καύ μέ τιμές στο' ]ΚΠ μέ ζ(ω) =0 ορίζομε 

το'ν τελεστή' μέ τύπο
k ft 

(Τφ)(ΐ)= Σ I A.(s)cp(s)ds + b(s)ds.

”Ετσι θέτοντας B(t) =

ά  J A*u : . . . .  Jω ω

b(s)ds, άποδεικνύομε, όπως ακριβώς καί στο'
■t

ω
Θεώρημα 2.2, δτι το' lim (Τ Β) υπάρχει κατα' σημείο στό διάστημα

m-*x>
J Γϊ Εω,-) καί ορίζει μια' συνάρτηση z λυση του προβλήματος αρχικών τι­

μών (Ε')-(ω,Ο) που έχει τη μορφή του συμπεράσματος. Δ

Στην περίπτωση που ορίζομε αντίστοιχα τη'ν ακολουθία των

διανυσματιχών συναρτήσεων

zV(<A. >, <σ. >) , ν = 0,1,2,... ω ι ι

μέ πεδίο όρισμοϋ τό σύνολο (J U {ω})Π[ω,®) καί πού οΐ δροι της ορί­

ζονται έπαγωγικά μέ τούς τύπους

b(s)dsz°(<Λ . > , <σ . >) (t) ~ω ι ι

k
ζ (<Α.>,<σ.>) (t) = Σ ω ι ι .

3-1 ,

ft
A.(s)zV ·*·(<Α.>,<σ.>)[ο ,(s)]ds, ν = 1,2,. 3 ω ι ΐ ]

ω
’Εντελώς ανάλογα, μέ τό προηγούμενο θεώρημα, άποδεικνύεται καί 

τό παρακάτω.
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6.2. ΘΕΩΡΗΜΑ. "Αν γιά τό ioeiC-J ισχύει, ή συνθήκη (C) 
(τοϋ Θεωρήματος 3,2) καί επί πλέον

(C ') I j b ( ξ ) I ds <
> +ω

τότε υπάρχει λύση τοϋ προβλήματος οριακών τιμών (Ι/)-(ω,0) 
καί δίνεται άπό τόν τύπο

co

z(t) = Σ ζ,™( <Α. > ,<σ . >) (t). 
ra=0

Σημειώνομε τέλος δτι το' μονοσήμαντο των λύσεων του προβλήματος 

(άρχικων η οριακών τιμών) ( L T)—(α>,0) ισχύει δπως είναι ηδη γνωστό άπό 

τό Πόρισμα 2.3 τοΰ Κεφαλαίου 0 καί άπό τό θεώρημα 3.1 (Βλ. καί Παρα­

τήρηση 3.3) τοϋ Κεφαλαίου 2.

7. Εύστάθεια

Στη'ν παράγραφο αύτή θά διαπραγματευτούμε τήν ε υ σ τ ά θ ε ι α  

ύ π ό σ υ ν θ ή κ η  (conditional stability) των λύσεων των συστημά­

των (L) καί (L·1). 'Η μελέτη της ευστάθειας των λύσεων αυτών καί ή λή­

ψη συμπερασμάτων άναλόγων με εκείνα που ισχύουν στά συνήθη διαφορικά 

συστήματα επιτυγχάνονται χάρη στήν εύρεση της έξελίξεως καί τίς ιδιό­

τητες της πού άναφέρθηκαν στήν Παράγραφο 4. Στά παρακάτω, σε ορισμένες 

προτάσεις δέν θά δώσομε αποδείξεις καί συγκεκριμένα σέ αύτές πού οί 

αποδείξεις τους είναι τελείως παράλληλες μέ εκείνες πού ισχύουν στά 

συνήθη γραμμικά διαφορικά συστήματα.
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'Υποθέτομε εδώ ότι γυά κάθε i = l,2,...,k οΐ συναρτησεις-πίνακα

Δ , τά όρύσματα σ. και ή συνάρτηση b ορίζονται σέ ενα απέραντο δεξιά ι ι
διάστημα J της πραγματικής εύθειας, όπο'τε, σύμφωνα με τη'ν ΙΙαρατήρηση 

3.10 τοΰ Κεφαλαίου 0, κάθε μιά λύση τοΰ συστήματος (L) η (L’) εχει πε­

δίο όρισμοΟ ένα επίσης απέραντο δεξιά διάστημα.

Δίνομε τώρα τούς παρακάτω ορισμούς εύστάθειας ύπ<5 συνθηκη όπου 

c o S ^ H j  καί ACiRnj.

7.1. ΟΡΙΣΜΟΙ. (1) Μιά λύση χ εΐνα,ι %  ~ ε 6 σ τ α -ω
θ ή ς τότε καί μόνο τότε, άν ω 6 Doin χ καί, γιά κάθε ε>0, 

υπάρχει δ > 0  τέτοιο, ώστε γ ιό. κάθε λύση yG %  νά ισχύει

|χ(ω)-γ(ω)!< δ —■> ]χ(ΐ)-y(t) | <:ε γιά κάθε ΐ6[ω,°°).

(ii) Μιά λύση χ είναι %  -- ά σ υ μ π τ ω τ ι κ ά ε ύ -ω
σ τ α θ ή ς τότε καί μόνο τότε, άν αύτη είναι %  -εύσταθήςω
καί επιπλέον υπάρχει δ0 > 0 τέτοιο ώστε γιά κάθε λύση y 69^ 

νά ισχύει

|χ(ω)-γ(ω) j <:6q ="> lim |x(t)-y(t)| =0.
’t-Χ»

(iii) Μιά λύση χ είναι 96^ - - ο μ ο ι ό μ ο ρ φ α  ε ύ σ τ α ­

θ ή ς  ώ ς  π ρ ό ς  jR τότε καί μόνο τότε, άν ω 6 Dora χ καί γιά

κάθε ε > 0  υπάρχει δ > 0  τέτοιο, ώστε γιά κάθε y 6 %  καί γιά
(.0

κάθε aj'eJxfij μέ ω' >;ω νά ισχύει

|χ(ω' )-y(u>' ) I < δ =-> ]x(t)-y(t)| <= ε γ ιά κάθε ΐ>ω'.
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Civ) Ηιά λύση χ είναι %  - ό μ ο ι ό μ ο ρ φ α  ά σ υ μ -  

π τ ω τ ι κ ά  ε υ σ τ α θ ή ς  ώ ς  π ρ ό ς  Τ\. τότε καί μόνο τό­
τε, άν αύτή είναι QC -ομοιόμορφα εύσταθής (ώς πρός Vi ) καίω
άκόμη υπάρχουν δ > ο καί γιά κάθε ε>0 ένα Τ = Τ(ε)>0 τέτοια,

ώστε γιά κάθε y e καί ω' e-RflJ μέ ω! >__ω νά ισχύει

I χ(ω1 ) —y(ω' ) j <= δ => | x(t)-y(t) | < ε γ ΐά κάθε ΐ>ω'+Τ.

(ν) Μιά λύση x είναι %  - σ χ ε δ ό ν  ό μ ο ι ό μ ο ρ .  φ αω '
ά σ υ μ π τ ω τ ι κ ά  ε ύ σ τ α θ ή ς  ώ ς  π ρ ό ς !R τότε καί μό­
νο τότε άν αύτή είναι 3£ -ομοιόμορφα εύσταθής καί άκόμη ύ-

(λ)

πάρχουν > 0 καί, γιά κάθε ε>0 καί ω’ 6 0 J μέ ω' >.ω, ένα
Τ=τ(ε,ω’)>0 τέτοια ώστε γιά κάθε λύση y e %  νά ισχύει

|χ(ω')-γ(ω') I £δ =-> |x(t)-y(t) I <Γε γιά κάθε ΐ>„ω'+Τ.

(vi) Τό σύστημα (L' ) θά λέγεται %  - ε ύ σ τ α θ έ ς ,ω
X  - ά σ υ μ π τ ω τ ι κ ά  ε ύ σ τ α θ έ ς ,  Ϊ  - ό μ ο ι ό μ ο ρ -ω ω
Φ α ε ύ σ τ α θ έ ς  ώ ς  π ρ ό ς  - ό μ ο ι ό μ ο ρ φ αω
ά σ υ μ π τ ω τ ι κ ά  ε ύ σ τ θ έ ς  ώ ς  π ρ ό ς 1<C κ α ί  06ω - 
σ χ ε δ ό ν  ό μ ο ι ό μ ο ρ φ α  ά σ υ μ π τ ω τ ι κ ά  ε ύ σ τ α ­
θ έ ς  ώ ς  π ρ ό ς Κ  τότε καί μόνο τότε, άν κάθε λύση του
πού ορίζεται στό ω είναι %  -εύσταθής, %  -άσυμπτωτικά εύ-ω ω

σταθής, 36 -όμοιόμορφα εύσταθής ώς πρός :R , 36 -ομοιόμορφα10 W
άσυμπτωτικά εύσταθής ώς πρός -R , jt̂ -σχεδόν όμοιόμορφα ά­
συμπτωτικά εύσταθής ώς πρός , άντίστοιχα.



(vii) Τό σύστημα CL') θά λέγεται 3S ~ ε ύ σ τ α θ έ ς ,
%  - ά σ υ μ π τ ω τ ι κ ά  ε ύ σ τ α θ έ ς ,  3GA - ο μ ο ι ό μ ο ρ ­
φ α  ε ύ σ τ α θ έ ς  ώ ς  π ρ ό ς  - ό μ ο  ι ό μ ο ρ φ α
ά σ υ μ π τ ω τ ι κ ά  ε ύ σ τ α θ έ ς  ώ ς  π ρ ό ς  1< , ,-σχε- 
δ ό ν ο μ ο ι ό μ ο ρ φ α  ά σ υ μ π τ ω τ ι κ ά  ε ύ σ τ α θ έ ς  

ώ ς π ρ ό ς 'Κ , τότε καί μόνο τότε, αν γιά κάθε ω 8 Α τό 
σύστημα αύτό είναι %  -εύσταθές, 0& -άσυμπτωτικά εύσταθές,

ω ω

X  -ομοιόμορφα εύσταθές ώς πρός ΊΚ , 36 -ομοιόμορφα άσυμπτω-
ω ω

τικά εύσταθές ώς πρός 3< , 3£ -σχεδόν ομοιόμορφα άσυμπτωτι-
ω

κά εύσταθές ώς πρός 3<1 .

7 . 2 .  Σ Η Μ Ε Ι Ω Σ Η ,  Ο ΐ  παραπάνω ο ρ ι σ μ ο ί ,  ( ί )  έως ( ΐ ν ) ,  δόθηκαν με 

πρότυπο το υς  κ λ α σ ικ ο ύ ς  ο ρ ισ μ ο ύ ς  ε υ σ τ ά θ ε ι α ς  κατά L y a p y n o v  γ ι ά  τ ί ς  συνή­

θ ε ι ς  δ ια φ ο ρ ι κ έ ς  έ ξ ι σ ω σ ε ι ς  ( Β λ .  C o p p e l  [ 5  ] ) .  ’’Ε τ σ ι  ο ΐ  ο ρ ι σ μ ο ί  α υ τ ο ί  

ο δ η γο ύ ν σ τ ο ύ ς  α ν τ ί σ τ ο ι χ ο υ ς  ο ρ ισ μ ο ύ ς  πού ά ν α φ έ ρ ο ν τ α ι  σ τ ί ς  σ υ ν ή θ ε ι ς  δ ια­

φ ορ ικ ές έ ξ ι σ ω σ ε ι ς ,  άφοΰ έ κ ε ϊ  όλα τά σ η μ ε ί α  τ ο ΰ  J  ε ί ν α ι  κ α ί  στα θερά ση­

μ ε ί α  των ό ρ ισ μ ά τ ω ν .  Ε ί ν α ι  φανερό,  άπό τούς  ο ρ ισ μ ο ύ ς  πού δόθηκαν έδώ,

ο τ ι  ή %  - ο μ ο ι ό μ ο ρ φ η  ε υ σ τ ά θ ε ι α  ώς πρός 1R. σ υ ν ε π ά γ ε τ α ι  τ ή ν  -3S - ε ύ σ τ ά -  
ω ω

θ ε ι α  και'  ή 3C - ο μ ο ιό μ ο ρ φ α  ά σ υ μ π τω τ ικ ή  ε υ σ τ ά θ ε ι α  ώς πρός ~fC. , τ ή ν  j £  -  
ω ω

- ά σ υ μ π τ ω τ ι κ ή  ε υ σ τ ά θ ε ι α .  Γ ε ν ι κ ά  τ ό  α ν τ ί σ τ ρ ο φ ο  δ έν  ι σ χ ύ ε ι , ά λ λ ά  π ρ έ π ε ι  

νά σ ημ ειώ σομε  ό τ ι  α ύ τό  σ υ μ β α ί ν ε ι  ό τ α ν  τ ό  σ ύ ν ο λ ο  { ω '  g 3 ^ D J  : ω' > ω}  

ε ί ν α ι  (ά ν ω )  φραγμένο .  " Ε τ σ ι  έχ ομ ε  έδώ μ ι ά  δ ια φ ορ ο π οί η σ η  άπό τ ή ν  π ε ρ ί ­

πτωση των συνήθων δυαφορικων εξ ισ ωσε ων που ο φ ε ί λ ε τ α ι  σ το  ο τ ι  ε κ ε ί  το  

σ ύ ν ο λ ο  α ύ τό  ε ί ν α ι  π ά ν τ ο τ ε  μή φραγμένο.
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'Η  %  - σ χ ε δ ό ν  ομοιόμορφη ε υ σ τ ά θ ε ι α  ώς πρός Κ . ,  που ε ΐ σ ά γ ε τ α ι  μέ 
ω '

τ ο ν  ο ρ ισ μ ό  ( ν ) ,  ε 2 ν α ι  φανερό δ τ ι  σ υ ν ε π ά γ ε τ α ι  τη'ν 36 -ο μ ο ι ό μ ο ρ φ η  εύστά-
ω

θ ε ι α  ώς προς κ α ί  τ η ν  36 - ά σ υ μ π τ ω τ ι κ η  ε υ σ τ ά θ ε ι α ,  ένω α ν τ ί θ ε τ α  προκυ-
ω

π τ ε ι  άπό τ η ν  - ο μ ο ι ό μ ο ρ φ α  ά σ υ μ π τω τι κ η  ε υ σ τ ά θ ε ι α .  Παρακάτω δ ί ν ο μ ε  έ -

να πα ρά δε ιγ μα  που δ ε ί χ ν ε ι  δ τ ι  ή - σ χ ε δ ό ν  ομοιόμορφα  ά συ μ π τ ω τ ικ η  ε ύ -(λ)
σ τ ά θ ε ι α  ώς πρός δε ν  σ υ ν ε π ά γ ε τ α ι  τη 'ν 3£ - ο μ ο ι ό μ ο ρ φ α  ά σ υ μ π τω τι κ η  ε ύ -to
στα θε υα .

Π Α Ρ Α Δ Ε Ι Γ Μ Α .  "Εστω ή δ ια φ ο ρ ι κ ή  εξ ίσ ωση

( Δ )  χ '  = - ( l o g  t + 1 )  x + f ( t ) , t  > 1

δπου f  :Ε -> ·Ε .  συνεχη'ς σ υ ν ά ρ τη σ η .  'Η  λυση τοΰ  προ βλήματος ( Δ1) — ( ε , ξ ) ,  

οπου ( Δ ' )  ή ά ν τ ί σ τ ο ι χ η  ο μ ο γ ε ν ή ς  έξ ίσ ω ο η  της ( Δ ) ,  s > l  κ α ί  ξ 6]R , δ ί ν ε ­

τ α ι  άπό τ ο ν  τύπο

x ( t )  = Ct “ ( t _ S > .

Παρατηρούμε τ ό τ ε  δ τ ι  υ π ά ρ χ ε ι  δ^ = 1 κ α ί  γ ι ά  κάθε ε > 0  μέ ε < 1  ένα Τ ( ε , ε )  

= | τ ( ε , ε )  — s| , τ έ τ ο ι α  ώστε

| χ  ( s ) | = | ξ j < 1 =̂ > | x ( t )  | <_ ε γ ι ά  κάθε t  > _ s + T ( e , s ) ,

δπου τ ( ε , ε )  = τ ε ί ν α ι  λυση τ η ς  έξ ισώσεως τ Τ S -  ~  · Δηλαδη' ή εξ ίσωση 

( Δ 1) ε ί ν α ι  3 6 ^ -σ χ ε δ ό ν  ομοιόμορφα ά σ υ μ π τω τι κ ά  εύσταθη'ς.  ’ Α ν τ ί θ ε τ α  ή δ ια ­

φ ορι κή  εξ ίσ ωση  ( Δ 1) δ εν  ε ί ν α ι  3 G - ο μ ο ι ό μ ο ρ φ α  ά σ υ μ π τω τ ικ ά  εύσταθη'ς . Πραγ­

μ α τ ι κ ά  αν ή τ α ν ,  θά ύπί ΐρχε ένα δ^ > 0 κ α ί  γ ι ά  κάθε ε > 0 ένα Τ  = Τ ( ε ) > 0  

τ έ τ ο ι α  ώστε



|x(s)j <=6q => |x(t) J < ε γιά κάθε t καί s μέ t>.s>. 1.

Τότε δμως δπως καί παραπάνω θά καταλήγαμε δτυ

jx(t)| <̂ ε γιά κάθε t ̂ s+T

(τ-s) ^0δπου δμως Τ= | χ—s j καί τ λΰση της έξισώσεως τ =—  . Δηλαδή

το' Τ είναι συνάρτηση, ό’χι μόνο τοΰ ε, αλλά καί τοΰ s που αποκλείει 

την 36 -όμοιόμορφα άσυμπτωτικη' εύστάθεια της (Δ1).

7.3. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ. Είναι γνωστό άπό τήν Παράγραφο 6 δτι αν χ, 

y είναι τυχοΰσες λύσεις άπό τόν χώρο 0ί τοΰ συστήματος (L’), τότε 

υπάρχουν λύσεις ζ καί w των προβλημάτων (L)-(to,x(u))) καί (L)-(io,y(to))

αντίστοιχα τέτοιες,ώστε

χ = ζ+φ καί y = w+φ , 

δπου φ ή λυ'ση του προβλήματος (L')-(u>,0). ’Έτσι έχομε γιά κάθε ΐ 6 [ω,«)

]x(t)-y(t)j = Iz(t)-w(t)| 

δπου είναι γνωστό δτι ή συνάρτηση z-w είναι λΰση άπό τόν χώρο 36ω
τοΰ συστήματος (L). 'Επομένως είναι φανερό δτι ό χαρακτηρισμός τοΰ

συστήματος (L·1 ) μέ όποιοδη'ποτε άπό τά παραπάνω είδη ευστάθειας, συμπε-

ραίνεται μόνο άπό τό άντίστοιχο είδος εύστάθειας της μηδενικης λΰσεως

τοϋ συστήματος (L).

Διατυπώνομε τώρα τό παρακάτω θεώρημα που χαρακτηρίζει την 3£ -ω
-ευστάθεια τοΰ συστήματος (L1) μέσω της αντίστοιχης έξελίξεως τοΰ συ­

στήματος (L) κατ’αναλογία μέ δσα ΐσχΰουν στά συνήθη γραμμικά διαφορι-
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κα συστήματα.

7.4, ΘΕΩΡΗΜΑ. Τό σύστημα (L' ) είναι. %  -εύσταθές, τό-ω
τε καί μόνο τότε, αν υπάρχει σταθερά Μ>0 τέτοια ώστε νά 

ίσχύει 

|| E(t,ω) || <= Μ γιά κάθε tetw,")·

7.5. ΠΟΡΙΣΜΑ. “Αν τό σύστημα (L1 ) είναι %  -εύσταθέςω
τότε είναι καί X  -εύσταθές, όπου Α = {ω' e^flj : ω' < ω}.Δ —

ΑΠΟΔΕΙΞΗ. "Εστω ω' 6 Α. Τότε είναι γνωστό δτι γιά κάθε t £ [ω,»>) 

ισχύει

Ε(ΐ,ω') =Ε(t,ω)Ε(ω,ω').
W ΑΑρα

|| Ε( t ,ω' ) || < || Ε (t, ω) || || Ε(ω,ω· ) ||

καί έπομένως, αν λάβομε ΰπ’δψπ καί την 3£ -εύστάθεια τοΰ (L'), εχομεω

ί| Ε(τ,ω' ) II 4 Μ II Ε(ω,ω') || γιά κάθε τ 6 [ω,°°).

"Ετσι,άν θέσομε

Η' = max{ || Ε(ω,ω')||, sup || Ε(ΐ,ω')|| },
te[u>',ω]

ισχύει

||Ε(ΐ,ω')||<.Μ' γιά κάθε t 6 [ω' ,°°),

που σημαίνει δτι το σύστημα (L1) είναι καί 35 ,-εύσταθές καί έπομένως
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καί 3S -ευσταθές, άφοΰ τό ω' 6 Λ είναι τυχόν. Α Α

7.6. ΠΟΡΙΣΜΑ. "Αν τό σύστημα (L' ) είναι .X -εύσταθές
καί άκόμη κάθε ω' 6^ μέ ω' >ω είναι μη ΐδιάζον ώς πρός τό
ω, τότε τό σύστημα (L1 ) είναι καί Χ^^-εύσταθές.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ. Λόγω τοΰ προηγουμένου πορίσματος άρκεΐ νά δειχτεί δτι

τό (L') είναι 30̂ ..,-., ^-ευσταθές. ”Εστω λοιπόν οι1 6 :R μέ ω' >ω.Χ Π  (ω,“)
Τότε, έπειδη τό ω' είναι μη ΐδιάζον ώς πρός τό ω, άπό τη' σχέση

Ε(ΐ,ω) = Ε(ΐ,ω')Ε(ω' ,ω), t 6 [ω* ,»)

προκύπτει

E(t ,ω)Ε 1(ω’,ω) = Ε(ί,ω).

'Οπότε τό συμπέρασμα είναι φανερό, άφοΰ

|| Ε(t ,ω1 ) || <̂ Μ 1 , t 6 [ω! ,”) 

δπου Μ’ =Μ|| Ε 1 (ω ’ ,oj ) j | . Α

7.7. ΘΕΩΡΗΜΑ. Τό σύστημα (L' ) είναι X  -άσυμπτωτικάω
εύσταθές τότε καί μόνο τότε, άν

lim 11 E(t,ω)11 = 0 .
-£-Χ°

7.8. ΠΟΡΙΣΜΑ. "Αν τό σύστημα (L' ) είναι X  -άσυμπτωτι-
(λ)

κά εύσταθές καί άκόμη κάθε ω' μέ ω' > ω είναι μή ΐδιάζον
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ώς πρός τό ω, τότε τό σύστημα (L* ) είναι καί X „ -άσυμ- 

πτωτικά εύσταθές,

ΑΠΟΔΕΙΞΗ. Παρατηρούμε πρώτα δτι γιά κάθε ω 6 3\ Γ) J ισχύει

lim Ε (t, ω) =0 <==> lim II Ε (t , ω) 11 = 0 .η^η " 1t-χ»
’Έτσι έπειδη για κάθε ω 6^  Π J με' ω^ω και t >_ω εχομε

Ε(ΐ,ω) =Ε(ΐω)Ε(ω,ω),

civ λά3ομε ΰπ’δψη το' παραπάνω Θεώρημα 7.7, παίρνομε δτι

lim E(t ,ω) = 0 -> lim E(t ,ώ) = 0 => lim II E(t ,ώ) || = 0 .nxn ’ nxn " 5 11*t;-Ko -£~x» -ĵ-κο

"Αρα, άν το' σύστημα (L’) είναι 3G -άσυμπτωτικά εύσταθε'ς, το'τε είναι καίω
Χ^-άσυμπτωτικά εύσταθε'ς, δπου A = {ω e3< Π J : ω.<ω), άφοΰ είναι γνωστό 

άπό το Πόρισμα '7.5 δτι τό σύστημα (L·1 ) είναι καί 36 -εύσταθές.

’Έστω τώρα τυχο'ν ω1 6 ^ Π  J με' ω1 >_ω. Το'τε έπειδη' το' ω' είναι μη'

ίδιάζον ώς προς το' ω έχομε άπό τό Πόρισμα 7.6 δτι τό σύστημα (L1 ) εί­

ναι καί 36 -εύσταθές. ’Ακόμη έπειδη' ή σχε'ση det Ε(ω* ,ω) t 0 συνεπά­

γεται Ε(ω',ω)?!0 . "Ετσι άπό τόν τύποnxn

Ε(t ,ω) = E(t ,ω' )Ε(ω* ,ω), t^u)'

παίρνομε

lim Ε(ΐ,ω) -0 = > lim Ε(ΐ,ω') =0 => lim || Ε (t, ω1 ) 11 = 0,nxn . nxn  ̂ 11 11 ’ΐ;-Χ» *£-χχι -£->co

δηλαδή δτι το σύστημα (L1 ) είναι 3c. -άσυμπτωτικά εύσταθε'ς, δπου 

Β = (ω1 eiCflj : ω1 ^ω). 'Επομε'νως εχομε τελικά δτι τό σύστημα (L1 ) εί-
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ναι Χ^,ρ^,-άσυμ πτωτικά εύσταθές ,

7.9. ΘΕΩΡΗΜΑ. Τό σύστημα (L') εϋναι Χ^-όμοιόμορφα εύ­
σταθές ώς πρός τότε καί μόνο τότε, αν υπάρχει σταθερά 
Μ τέτοια, ώστε

11 Ε( t, ω') 11 < Μ γυά κάθε ω' 6 Π J κα ί ί μέ t > ω ' > ω .

7.10. ΠΟΡΙΣΜΑ. "Αν τό σύστημα (L' ) εϋναι ^-ομοιόμορ­
φα εύσταθές ώς πρός Ί<., τότε είναι καί -ομοιόμορφα εύ­
σταθές ώς πρός , όπου Α = {ω' ejRflJ: ω'<_ω}.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ. ’Έστω ω’ 6 Α. Τότε για κάθε t >_ω ισχύει

E(t,ω1) = Ε(ΐ,ω)Ε(ω,ω’ )

καύ έπομένως

|[ E(t ,ω’ ) if < || Ε(ΐ ,ω) || ·|[ Ε(ω,ω')|| .

’Αλλά, άπό το θεώρημα 3.2 τοϋ Κεφαλαίου 3, εχομε
k ftk Γ,,Ε (t ,ω1 ) 11 εχρ Σ 11 A. (s) 11 d.
τ - i J 1

οποτε
k

' ||Ε(ΐ,ω')||<. exp Σ || A. (s) || ds γυά κάθε t 6 [ω' ,ω].
i=l J, 1 ω'

’Έτσι, αν λάβομε ύπ’δψη και την Οί^-όμοιόμορφη ευστάθεια ώς προ'ς 

τοϋ (L'), παίρνομε
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k (ω
|| E(t ,ω' ) |] <= M exp Σ || A. (s) || ds γυά κάθε t 6 [oj,°°),

i’ 1

δπου Μ μυά σταθερά πού έξασφαλυζεταυ άπό τό Θεώρημα 7.9,

“Ετσυ, γυά

Μ , - max exp Σ 
ω 1=1

k Γω kII "II A (s) (I ds, exp Σ || A. (s) || ds*l 
τ-1 1 Jω' 1 1 ω'

παυρνομε καυ

Ε(ΐ3ω' )[| Μ t γυά κάθε t β [ω* ,

Ε^ναυ φανερό τώρα δτυ

|| Ε(t ,ώ) || < Μ , γυά κάθε ω 6 3χίΊ J καυ t με t 2ΐω >_ω' ,

δηλαδη τό σύστημα (I.’ ) είναυ καύ 36̂ ,-όμουόμορφα εύσταθές ώς πρός

αφοΰ από τό Πόρυσμα 7.5 εχομε καυ την 36 ,-εύστάθευα τοΰ (L1) γυά κά-ω'
θε με' ω' <_ω. ' Επομένως, έπευδη' τό ω1 6 Α ε£ναυ τυχόν,τό σύστη­

μα (L’ ) εϊναυ 36^-όμουόμορφα εύσταθές ώς πρός % ,  k

7.11. ΠΟΡΙΣΜΑ. "Αν τό σύστημα (L1 ) etvau -όμουόμορ-ω
φα εύσταθές ώς τχρός 3Κ καί έτχί πλέον κάθε ω' SjRfiJ μέ

ω' >ω είναι μή ίδιάζον ώς πρός τό ω,τότε τό σύστημα (L ’ )

ζΖναι καί 3 6 ^ η^-όμουόμορφα εύσταθές ώς πρός 3̂ . .

ΑΠΟΔΕΙΞΗ. ’’Εχοντας ύπ’δψη τό προηγούμενο Πόρυσμα 7.9,άρκεϋ νά ά-

ποδευξομε δτυ τό σύστημα (L·') είναυ Χ^-όμουόμορφα εύσταθές ώς πρός

J\ , δπου Β = (ω! eJZ Π J : ω' >.ω ·̂ ECvau φανερό άπό τό πόρυσμα 7.6 δτυ

τό σύστημα (L1) είναυ καύ %  -εύσταθές. ”Ετσυ πλέον τό πόρυσμα γύνε-Β
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ται φανερό άπό τόν ορισμό της 36^-όμοιόμσρφης εύστάθειας ώς πρός jRl. A

0ά αποδείξομε τώρα ενα θεώρημα που δίνει μιά ΐκανη καί αναγκαία

συνθηκη ώστε τό σύστημα (L* ) νά είναι. 06 -σχεδόν ομοιόμορφα άσυμπτω-ω
τικά εύσταθές. Στό θεώρημα αύτό καθώς καί στά έπόμενα θα' υποθέτομε το

σύνολο {ωΤ S^RflJ : ω' >̂ ω} μη φραγμένο. 'Η υπόθεση αύτη είναι ούσιώ-

δης,άφοϋ, όπως τονίσαμε καί στη Σημείωση 7.2,όταν τό συ'νολο αύτό είναι

φραγμένο τότε, ή -άσυμπτωτικη εύστάθει,α συνεπάγεται την 06- -σχε-ω ω
δον όμοιόμοροη άσυμπτωτικη' εύστάθεια ώς πρός καί τη'ν 06 -όμοιόμορ-ω
ψη άσυμπτωτι.κη' εύστάθεια ώς πρός .

7.12. ΘΕΩΡΗΜΑ. "Εστω δτι, τό °° είναι σημείο συσσωρεύσε-

ως τοϋ συνόλου των σταθερών σημείων των όρι.σμάτων καί 

άκόμη ότι θ είναι ένας άριθμός μέ 0<θ<1. Τό σύστημα (L' ) 

είναι 36 -σχεδόν όμοιόμορφα άσυμπτωτικά εύσταθές ώς πρός ω 
τότε καί μόνο τότε, άν υπάρχουν μιά σταθερά Μ >0 καί 

μιά αύξουσα συνάρτηση m:J-KN(J{0} μέ limm(t)= » τέτοιες,
t;-x»

ώστε γιά κάθε ω’ καί t μέ t _> ω1 >.ω νά ισχύει

(12) II Ε(ΐ,ω’ ) II <, Μ «m(t) .

ΑΠΟΔΕΙΞΗ. "Εστω, πρώτα, δτι τό σύστημα (L’) είναι 36 -σχεδόν ό-ω
μσιόμορφα άσυμπτωτικά εύσταθε'ς ώς πρός 1<1 . Τότε είναι γνωστό δτι ή

μηδενικη λύση τοΰ συστήματος (L) είναι 36 -σχεδόν όμοιόμορφα εύστα-ω
θης ώς πρός . ’Έτσι, σύμφωνα μέ τόν'Ορισμό 7.1 (ν), ύπάρχει 6Q > 0
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καύ,γυά κάθε ε >0 καύ w'S’RflJ μέ ω' > ω, ένα Τ=Τ(ε,ω')>0 τέτουα,

ώστε γυά κάθε λυση χ 6 3C του συστήματος (L) νά ΰσχυευω

j χ(ω’ ) | < 6q = > | χ(ΐ) | = |Ε(ΐ,ω')χ(ω')[ < ε γυά κάθε t ̂ ω' +Τ( ε ,ω1 ).

’Έτσυ,θέτοντας ε = θδ0 καί Τ(ω*) = Τ(θδ^ ,ω'),εχομε

I! E(t ,ω' ) ι! < θ γιά κάθε ί^ω'+Τ(ω').

’’Εστω τοίρα τυχόν coe^Nilj μέ ω>.ω καί μυά αύξουσα ακολουθία στα­

θερών σημείων ω^, ν 6Ε μέ = ώ καί lim ω^ = », γυά την οποία χωρίς 

βλάβη τίϊs γενυκότητας υποθέτομε δτι

ω -ω > Τ(ω ) = Τ . ν+1 ν ν ν

’Έτσυ γυά τυχο'ν t > ώ υπάρχει, ένας μοναδοκός μη άρνητοκός άκέραυος

m = m(t) τέτσυος, ώστε

(13) ω , < t < ω ,,m+1 — m+2

οπότε έχομε

II Ε(ΐ,Γο)|| < j| E(t ,ωιη+1) Ι| t|i E(a,m+1’wm>ll ·*·ΙΙ Ε(ω2,ω)|| ·

’Αλλά τότε άπό την (12) παίρνομε

|| Ε(α>ν+ι5ω ) || <__ θ γυά κάθε ν 6ΙΊ

καί ακόμη άπό την -όμουόμορψη εύστάθευα ώς πρός '•Js. του (L1),ω

II E(t»“m+i) II4 Μ

δπου Μ μυά σταθερά που εξασφαλίζεται, άπό τό Θεώρημα 7.9.

’Άρα



lim m(t) = 00 
t-χ»

’Αντύστροφα, τώρα, υποθέτομε δτυ γυά κάθε ω’ gTnPIJ καύ t μέ

δπου γυά τιίν αύζουσα συνάρτηση m προκύπτευ εύκολα άπο' την (13) δτυ

E(t ,ω' ) II <_ Μ θm(t)

δπου Μ μυά θετυκη σταθερά καύ ή αύξουσα συνάρτηση m : J ->3ί ε£ναυ τέ- 

τουα, ώστε limm(t)= “ . Ευναυ τότε φανερό' δτυ ΰσχΰευ καύ
t-Η»

|| Ε (t, ω' ) 11 _< Μ γυά κάθε ω' GlRflJ καύ t μέ t >_ω' >̂ ω,

δηλαδη το σύστημα (L1) ευναυ καύ 36 -όμουομορφα εύσταθές ώς προς 3̂. ·ω
'Επυπλέον, άν χ θ Χ  καύ δ =1, το'τε γυά κάθε ε μέ 0 <ε<Μ καύ io'GlvflJ,ω υ
μέ ω' >_ω καύ |χ(ω')| <_1, εχομε

|x(t)| = | E(t ,ω’ )χ(ω1 ) | <_ || Ε(ΐ,ω')|| <_ Μ θm(t)

’Αλλά το'τε γυά

Τ(ε,ω1 ) = 1+ sup J t : m(t) =
log
log θ +1? -ω’

εύκολα προκύπτευ δτυ

|χ(ΐ)|<=ε γυά κάθε t 1 +Τ(ε ,ω* )

πού σημαύνευ δτυ τδ σύστημα (L·1) ευναυ 36-σχεδόν όμουομορφα άσυμπτω-ω
τυκά εύσταθές ώς προ'ς . Α

7.13. ΠΟΡΙΣΜΑ. "Αν τ ό  σύστημα (L·1) ε ί ν α ι  X  - σ χ ε δ ό ν



ομοιόμορφα άσυμπτωτικά εύσταθές ώς πρός 3< , τότε είναι καί 

Χ^-σχεδόν ομοιόμορφα άσυμπτωτικά εύσταθές ώς πρός 3<1 , όπου 

A = {ω' 6 Π J : ω' < ω} .
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ΑΠΟΔΕΙΞΗ. "Εστω ω' 6 Α. Τοτε είναι γνωστό οτι ισχύει

|| E(t ,ω’ ) || < | j Ε (t, ω) 11 Ι|Ε(ω,ω’)|| γιά κάθε t 6 [ω5~)

οπότε λαμβάνοντας ύπ’δψη τό προηγούμενο Θεώρημα 7.11 παίρνομε

Ι| Ε(ί,ω’ ) || < || Ε(ω,ω’ ) || · Μ θ™(  ̂̂ για' κα'θε tetu,®).

’Ακολουθώντας τώρα τη'ν ί'δια διαδικασία δπως καί στο' Πόρισμα 7.10 παίρ­

νομε τελικά

11 Ε (t s ώ) 11 <. Η , θ ™ ^  γιά κάθε Se^fiJ καί t με' ΐ>̂ ώ>__ω'

σπου
Γ k (ω k Γω

Μ , = max i Μ exp Σ (| A. (s) 11 ds , exp
*■ i=1 L·

Z j |[ Aj_(s> IldE 
/.\t

καυ m(t) = <
m(t), av t >=ω

0 , av t 6 [ω',ω)

'Επομένως το σύστημα (L·' ) είναι καί -σχεδο'ν όμοιόμορφα ασυμπτω-

τικά εύσταθές ώς προς ;R. , δηλαδή καί Χ^-σχεδόν ομοιόμορφα ασυμπτω-

τικά εύσταθές ώς πρός , άφοϋ τό ω' είναι τυχόν σημείο τοϋ Α. Δ

’Ακριβώς ανάλογα μέ τό Πόρισμα 7.11 προκύπτει τώρα καί τό παρα­

κάτω
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7.14. ΠΟΡΙΣΜΑ. "Αν τό σύστημα (L') είναι GC -σχεδόνω
ομοιόμορφα άσυμπτωτικά εύσταθές ώς πρός *R καί επί πλέον 

κάθε ω' μέ ω' > ω είναι μή ίδιάζον ώς πρός τό ω, τό­

τε τό σύστημα (L1 ) είναι καί 3 ^ ^  ̂ -σχεδόν ομοιόμορφα ά ­

συμπτωτικά εύσταθές ώς πρός Is .

7.15. ΘΕΩΡΗΜΑ. "Εστω ότι τό σύνολο Π J είναι r-πυκ-

νό υποσύνολο τοϋ J , όπου r>0. Τό σύστημα (L') είναι %  -(λ)
-ομοιόμορφα άσυμπτωτικά εύσταθές ώς πρός "R τότε καί μόνο 

τότε, αν υπάρχουν σταθερές Μ >0 καί α >0 τέτοιες, ώστε γιά

κάθε ω’ e^flJ καί t μέ ΐ_>ω' >_ω νά ισχύει

|| Ε (t, ω1 ) | J 4 M e “a(t'u).

ΑΠΟΔΕΙΞΗ. "Αν ισχύει ή καραπάνω σχέοη τότε με τη'ν ίδια ακριβώς 

διαδικασία, δπως καί στά συνηθη διαφορικά συστήματα, άποδεικνΰεται 

δτι τδ σύστημα (L1) είναι 3^-όμοιόμορφα άσυμπτωτικά εύσταθές ώς 

πρός "3<C .

’Αντίστροφα, αν το' σύστημα (Lf ) είναι ^^-όμοιόμσρφα άσυμπτωτι­

κά εύσταθές ώς προς τοτε αύτο' εζναι καί 3C -σχεδόν ομοιόμορφα ά­

συμπτωτικά εύσταθές ώς πρός"^. ’Έτσι γιά θ = 1/2, άπδ τό θεώρημα 7.

12, ύπάρχουν σταθερά Μ* >0 καί αΰξουσα συνάρτηση m : J+BUiO}, μέ

limm(t) = °» τέτοια, ώστε γιά κάθε ω1 e!KHj καί t μέ t >=ω' >̂ ω νά
τ-)-00
ΐσχΰει

!! Ε (ΐ , ω' ) 11 < M'(i)m(t).
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’Αλλά επειδή το σύνολο 3\ Π J είναι r-πυκνό ύποσύνολο τρυ J, μπορού­

με να εκλέξομε ενα αριθμό λ=λ(Τ)? με λ > 3, δπου Τ=Τ(δ^) είναι 6

άριθμός του'Ορισμού 7,1 (iv) γιά ε = δ /2 καί χωρίς βλάβη τής γενι-J
κότητας την ακολουθία ω , ν 6ϊί άπο' το' σύνολο jR Π J ετσι, ώστε ω^ = ω' 

καί

Τ < ω - ω < λρ γιά κάθε ν 6Β. ν+1 ν

’Ακόμη, οπως προκύπτει καί άπό τη'ν άπόδειξη τοΰ προηγουμένου θεωρήμα­

τος (Βλ. σχέση (13)), ή συνάρτηση m μπορεί νά ληφθεΐ ετσι ωστε γιά 

κάθε t ̂ ω 1 νά ισχύει

t < ω ,, Ν  ̂m(t)+2
καί επομένως

t-ω1 =ί-ω. < ω , , -ω„ < (πι(ί) + 1)λΓ.1 m(t)+2

γτι * ** / — lor̂ (l/2) t .. *Τοτε ομως, για a = -- **-:----  και Μ = 2Μ1 , παίρνομελΓ

|| E(t ,ω») j| < 2M’e α(m(t)ί Χ) < Μ e α ΐ̂ ω  ̂ γιά κάθε t >̂ ω’ . Δ

7.16. ΣΗΜΕΙΩΣΗ. Στά προηγούμενα τά διάφορα κριτήρια ευστάθει­

ας γιά τό σύστημα (L1) δόθηκαν μέσω τής έξελίξεως Ε τοΰ συστήματος 

(L), σέ σχέση μέ τό σύνολο °που ωβ’ΚΓΚί. "Ενα σχετικό πρόβλη­

μα είναι νά δοθούν ανάλογα κριτήρια καί γιά τό σύνολο j> οταν

inf J £5J , άφοϋ οΐ ιδιότητες τής έξελίξεως Ε πού χρησιμοποιήθηκαν ισχύ­

ουν καί γιά την γενικευμένη εξέλιξη ί . ’Ιδιαίτερη σημασία άποκτα τό
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πρόβλημα αύτο δταν inf J = γι,ατί τότε σχετίζεται, μέ το πρόβλημα 

της άσυμπτωτυκης ισορροπίας (asymptotic, equilibrium), που άποτελευ 

ενα άπό τους άμεσα μελλοντικούς ερευνητικούς μας στόχους,



Β Ι Β Λ Ι Ο Γ Ρ Α Ο Ι Α

[1] R. BELLMAN and K.L. COOKE. D i f f e r e n t i a l - D i f f e r e n c e  E q u a t i o n s .  

Academic Press, New York, San Francisco, London, 1963.

[2] J. CARR and J. DYSON. The matrix functional differential equation

(χ) = A^(λχ) +Bv_(χ). L e c t u r e  N o t e s  i n  M a t h e m a t i c s .  O r d i n a r y  a n d  

P a r t i a l  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s  (415), Springer-Verlag, 1974.
[3] L.CESARI. A s y m p t o t i c  B e h a v i o r  a n d  S t a b i l i t y  P r o b l e m s  i n  O r d i n a r y  

D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s . Springer-Verlag, Berlin, Gottingen, 

Heidelberg, 1963.

[4] R. CONTI. L i n e a r  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s  a n d  C o n t r o l . Academic 
Press, London and New York, 1976.

[5] Vi.A. COPPEL. S t a b i l i t y  a i t d  A s y m p t o t i c  B e h a v i o r  o f  D i f f e r e n t i a l  

E q u a t i o n s , Heath Mathematical Monogaraphs, Boston, 1965.

[6] C. CORDUNEANU and V. LAKSHMIKANTHAM. Equations with unbounded 

delay: A survey. J .  N o n l i n e a r  A n a l . , 4(1980), 831-877.
[7] R.D. DRIVER. O r d i n a r y  a n d  D e l a y  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s } Springer- 

Verlag, New York, Heidelberg, Berlin, 1976.

[8] L.E. EL’SGOL’TS. Problem of adherence of solutions of differential 

equations with deviating argument (Russian), T r u d y  S e m .  T e o r .



113

D i f f e r e n t i a l . U r a v n e n i i s  O t k l o n .  A v g w n e n t o r n 3 U n i v .  D r u z b y  N a r o d o v  

P a t r i c a  L w n u m b y t, 3(1965), 249-251,

[9] L.E. EL’SGOL’TS. I n t r o d u c t i o n  t o  t h e  T h e o r y  o f  D i f f e r e n t i a l

E q u a t i o n s  w i t h  D e v i a t i n g  A r g w n e n t s . Holden Day Inc., San Francisco, 

London, Amsterdam, 1966.

[10] L.E. EL’SGOL’TS and S.B. NORKIN. I n d r o d u e t i o n  t o  t h e  T h e o r y  a n d  

A p p l i c a t i o n  o f  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s  w i t h  D e v i a t i n g  A r g u m e n t s, 
Academic Press, New York, 1973.

[11] I.GYORI. On asymptotically ordinary functional differential 

equations. C o l l o q u i a  M a t h e m a t i c a  S o c i e t a t i s  J a n o s  B o l y a i, 15, 

North-Holland, 1977.

[12] J. HALE. T h e o r y  o f  F u n c t i o n a l  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s . Springer- 
-Verlag, New York, Heidelberg, Berlin, 1976.

[13] T.G. HALLAM. A comparison principle for terminal value problems 

in ordinary differential equations. T r a n s .  A m e r .  M a t h .  S o c ., 169 

(1972), 49-57.

[14] T.G. HALLAM, G. LADAS and V. LAKSHMIKANTHAM. On the asymptotic 

behavior of functional differential equations. S I A M  J .  M a t h .

A n a l . , 3(1972), 58-64.
[15] P. HARTMAN. O r d i n a r y  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s , John Wiley & Sons, 

Inc., New York, London-Syndney, 1964.

[16] J. JARNIK and J. KURZWEIL. On Ryabov’s special solutions of 

functional differential equations. C o l l o q u i a  M a t h e m a t i c a  S o c i e ­

t a t i s  J a n o s  B o l y a i, 15, North-Holland, 1977.



[17] G. KARAKOSTAS. Expression of solutions of linear differential 

equations of retarded type. B o l l .  U n - M a t .  l t a l . · , 17 A (1980) ,428-435.

[18] G. KARAKOSTAS, Y.G. SFICAS and V.A. STAIKOS. On the basic theory 

of initial value problems for delay differential equations .

('Yiio δημοσίευση).

[19] Τ. KATO and J.B. McLEOD. The functional-differential equation

y1 (x) = ay(Xx)+by(x). B u l l .  A r t i e r .  M a t h . ·  S e e . , 77(1971), 891-937.

[20] E. KOZAKIEWICZ. On the asymptotic behavior of positive solutions 

of two differential inequalities with retarded argument. C o Z Z o q u i - a  

M a t h e m a t i a a  S o c i e t a t i s  J d n o s  B o l y a i , 15, North-HoJland, 1977.

[21] J. KUNTZKANN. S y s t e r n e s  D i f f e r e n t i e l s . Hertmann Collection Methodes, 

Paris, 1967.

[22] J. KURZWEIL. On solutions of nonautonomous linear delayed dif­

ferential equations which are defined and exponentially bounded . 

for t ->■-». C a s o p i s  P e s t .  M a t h . , 96(1971), 229-238.

[23] G. LADAS and V. LAKSHMIKANTHAM. Asymptotic equilibrium of ordinary 

differential systems. A p p l i c a b l e  A n a l . , 5(1975), 33-39.

[24] V. LAKSHMIKANTHAM and S. LEELA. D i f f e r e n t i a l  a n d  I n t e g r a l  

I n e q u a l i t i e s . T h e o r y  a n d  A p p l i c a t i o n s . Vol. I,Academic Press,
New York and London, 1969.

[25] E.-B. LIM. Asymptotic behavior of solutions of the functional 

differential equation x1 (t) = Ax(Xt)+Bx(t), λ>0. J .  M a t h .  A n a l .

A p p I . j 55(1978), 794-806.

114



115

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[26]

[33]

A.R. MITCHELL and R.W. MITCHELL. Asymptotic equilibrium of 

ordinary differential systems in a Banach space. M a t h .  S y s t e m s  

T h e o r y , 9(1976), 308-314.
Σ. ΜΠΟΖΑΠΑΛΙΔΗ. Γραμμική "Αλγεβρα, Μέρος A, ’Ιωάννινα, 1979.

A.D. MYSHKIS. On certain problems in the theory of differential 

equations with deviating argument. R u s s i a n  M a t h .  S u r v e y s , 32:2 

(1977), 181-213.

S.B. NORKIN. D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s  o f  t h e  S e c o n d  O r d e r  w i t h  

R e t a r d e d  A r g u m e n t . Providence, Amer. Math. Soc., 1972.
S.B. NORKIN. Decomposition of the space of solutions of retarded 

differential equations and the oscillation of solutions. C o l l o q u i a  

M a t h o m a t i o a  S o c i e t a t i s  J a n o s  B o l y a i , 15, North Holland, 1977.
II. ΠΑΛΑΜΙΔΗ. Συμβολή στη μελέτη των τοπολογιών ιδιοτήτων και 

της άσυμπτωτικης συμπεριφοράς των λύσεων διαφορικών συστημάτων 

κατά Καραθεοδωρη. Διδακτορική' Διατριβή, ’Ιωάννινα, 1979.

L. PANDOLFI. Some observations on the asymptotic behavior of the 

solutions of the equation χ = Α(ΐ)χ(λΐ)+Β(ΐ)χ(ΐ), λ>0. J .  M a t h .  

A n a l .  A p p I., 67(1979), 483-489.

G.P. RAO and T. 5RINIVASAN. An optimal method of solving dif­

ferential equations characterizing the dynamics of a current 

collection system for an electric locomotive, J .  I n s t .  M a t h s  

A p p l i e s , 25(1980), 329-342.
J.SCHAUDER. Der fixpunktsatz in funktionalraumen. S t u d i a  M a t h . ,



2(1930), 171-180.

[35] V.A, STAIKQS. D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s  w i t h  D e v i a t i n g  A r g u m e n t s -  

- O s o i l l a t i o n  T h e o r y , (unpublished manuscripts).

[36] B.A. ΠΆΓΚΟΥ. Μαθήματα Μαθημα.τυχης ’Αναλύσεως, Μέρος I, Βασυκαέ 

Γνώσευς. ’ΐωα'ννυνα 1971.

[37] Β.Α. ΣΤΑΙΚΟΥ. Μαθήματα Μαθηματυκης ’Αναλύσεως, Μέρος II, Συγκλυ- 

συς-Συνέχευα. ’ Ιωα'ννυνα 1974.

[38] J. WARGA. O p t i m a l  C o n t r o l  o f  D i f f e r e n t i a l  a n d  F u n c t i o n a l  E q u a t i o n s .  

Academic Press, New York, 1972.

[39] E. WINSTON and J.A. YORKE. Linear delay differential equations 

whose solutions become identically zero. R e v .  R o u m .  M a t h .  F u r e s  

e t  A p p I ., 14(1969), 885-887.

[40] A.M. ZVERKIN. Pointwise completeness of systems with delay. 

D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s , 9(1975), 329-333.

[41] A.M. ZVERKIN, G.A. KAMENSKII, S.B. NORKIN and L.E. EL’SGOL’TS. 

Differential equations with a perturbed argument. R u s s i a n  M a t h .  

S u r v e y s , 17(1962), 61-146.

116


