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Περίληψη

Μελετάμε μερικά κλασικά αποτελέσματα σε πλήρεις επιφάνειες με σταθερή κα-

μπυλότητα Gauss σε τρισδιάστατους χώρους μορφής, χρησιμοποιώντας μια σύγ-
χρονη προσέγγιση.
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Abstract

We study some classical results on complete surfaces with constant Gauss
curvature in 3-dimensional space forms, using a modern approach.
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Κεφάλαιο 0
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Εισαγωγή

Στόχος της διπλωματικής εργασίας είναι η μελέτη της καμπυλότητας Gauss επι-
φανειών σε χώρους μορφής με χαμηλή συνδιάσταση. Ειδικότερα μελετάμε πλήρεις

επιφάνειες σε τρισδιάστατους χώρους μορφής, χρησιμοποιώντας σύγχρονη προ-

σέγγιση. Εξετάζουμε την περίπτωση των επιφανειών με σταθερή καμπυλότη-

τα Gauss στη σφαίρα S3, στον Ευκλείδειο χώρο R3
και στον υπερβολικό χώρο

H3
. Αποδεικνύουμε την ύπαρξη μιας σύμμορφης αναπαράστασης για ισόπεδες

επιφάνειες στον υπερβολικό χώρο H3
. Αποδεικνύουμε το Θεώρημα Hartman-

Nirenberg για ισόπεδες επιφάνειες στον Ευκλείδειο χώρο R3
. Επιπλέον, μελε-

τάμε την αναπαράσταση των Bianchi-Spivak για ισόπεδες επιφάνειες στη σφαίρα
S3. Αποδεικνύουμε το Θεώρημα του Hilbert, δηλαδή ότι δεν υπάρχουν πλήρεις
επιφάνειες με σταθερή αρνητική καμπυλότητα Gauss, στον Ευκλείδειο χώρο R3

ή στη σφαίρα S3. Το ίδιο αποδεικνύεται για πλήρεις επιφάνειες στον υπερβολικό
χώρο H3

με καμπυλότητα Gauss K < −1. Τέλος εξετάζονται οι γενικεύσεις των
ανωτέρω υπό ασθενέστερες προϋποθέσεις.





ΚΕΦΑΛΑΙΟ1
Προκαταρτικά

Σε αυτό το κεφάλαιο θα ορίσουμε την έννοια των διαφορίσιμων πολυπτυγμάτων

και στη συνέχεια θα παρουσιάσουμε στοιχεία από τη θεωρία των ισομετρικών

εμβαπτίσεων και των επιφανειών Riemann, τα οποία είναι απαραίτητα για την
απόδειξη των κύριων αποτελεσμάτων ([6],[7],[16]).

1.1 Διαφορίσιμα Πολυπτύγματα

Ορισμός 1.1.1. ΄Ενα n-διάστατο διαφορίσιμο πολύπτυγμαMn
είναι ένας τοπο-

λογικός χώρος Hausdorff με αριθμήσιμη βάση για την τοπολογία του, ο οποίος
πληροί τις ακόλουθες ιδιότητες,

(i) Υπάρχει οικογένεια ανοικτών υποσυνόλων {Uα}α∈I του Mn
, τέτοια ώστε

∪α∈IUα = Mn
και αντίστοιχων ομοιομορφισμών ϕα : Uα ⊂ Mn → ϕα(Uα) ⊂

Rn, όπου ϕα(Uα) είναι ανοικτό υποσύνολο του Rn. Το ζεύγος (Uα, ϕα) ονο-
μάζεται χάρτης ή σύστημα συντεταγμένων του Mn

.

(ii) Για κάθε α, β ∈ I, με Uα ∩ Uβ ̸= Ø, η απεικόνιση

ϕα ◦ ϕ−1
β : ϕβ(Uα ∩ Uβ) ⊂ Rn → ϕα(Uα ∩ Uβ) ⊂ Rn

είναι C∞
- διαφορίσιμη. Η οικογένεια {(Uα, ϕα)}α∈I καλείται άτλαντας του Mn

.

(iii) Η οικογένεια χαρτών {(Uα, ϕα)}α∈I είναι μεγιστοτική, δηλαδή αν (U, ϕ)
είναι ένας χάρτης τέτοιος ώστε ϕ ◦ ϕ−1

α , ϕα ◦ ϕ−1
να είναι C∞

- διαφορίσιμες

απεικονίσεις για κάθε α ∈ I, τότε ο χάρτης (U, ϕ) ανήκει στην οικογένεια
{(Uα, ϕα)}α∈I .

Το σύνολο TpM των εφαπτόμενων διανυσμάτων σε ένα σημείο p ∈ Mn
, ονο-

μάζεται εφαπτόμενος χώρος τουM στο σημείο p. Είναι γνωστό ότι δέχεται δομή
R-γραμμικού χώρου διάστασης dimTpM = dimMn = n.
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Κεφάλαιο 1 1.1. Διαφορίσιμα Πολυπτύγματα

Ορισμός 1.1.2. ΄Ενα διαφορίσιμο πολύπτυγμαM διάστασης n καλείται προσα-
νατολίσιμο, αν υπάρχει άτλας {(Uα, ϕα)}α∈I ώστε για κάθε α, β ∈ I με Uα∩Uβ ̸=
∅ να ισχύει det d(ϕα ◦ ϕ−1

β ) > 0 στο ϕβ(Uα ∩ Uβ), όπου d(ϕα ◦ ϕ−1
β ) είναι το

διαφορικό της απεικόνισης ϕα ◦ ϕ−1
β .

΄Ενας άτλαντας όπως παραπάνω καλείται προσανατολισμός. ΄Ενας προσανα-

τολισμός του M επάγει ένα προσανατολισμό σε κάθε εφαπτόμενο χώρο. Κάθε

συνεκτικό, διαφορίσιμο και προσανατολίσιμο πολύπτυγμα, δέχεται ακριβώς δύο

προσανατολισμούς. Επιπλέον ένα πολύπτυγμα καλείται προσανατολισμένο, αν ε-

ίναι προσανατολίσιμο και έχουμε επιλέξει έναν προσανατολισμό.

Ορισμός 1.1.3. ΄Εστω M ένα n-διάστατο διαφορίσιμο πολύπτυγμα. Η εφα-
πτόμενη δέσμη TM του M , ορίζεται ως εξής:

TM = ∪p∈MTpM = {(p, v) : p ∈M,v ∈ TpM}. (1.1)

Είναι γνωστό ότι η εφαπτόμενη δέσμη TM είναι ένα διαφορίσιμο πολύπτυγμα

διάστασης 2n. Η φυσική προβολή π : TM →M , με π(p, v) = p, είναι διαφορίσιμη
απεικόνιση.

Ορισμός 1.1.4. ΄Ενα διαφορίσιμο διανυσματικό πεδίο X ενός διαφορίσιμου πο-
λυπτύγματος M , είναι μια διαφορίσιμη απεικόνιση X :M → TM με την ιδιότητα
π ◦X = I, όπου I είναι η ταυτοτική απεικόνιση του M .

Συμβολίζουμε με X(M) το σύνολο των διαφορίσιμων διανυσματικών πεδίων
του M και με C∞(M) το σύνολο των διαφορίσιμων συναρτήσεων f :M → R.

Ορισμός 1.1.5. Μια γραμμική συνοχή στο διαφορίσιμο πολύπτυγμα M είναι

μια απεικόνιση ∇ : X(M)×X(M) → X(M), (X,Y ) 7→ ∇XY η οποία ικανοποιεί
τις παρακάτω ιδιότητες:

(i) ∇X1+X2Y = ∇X1Y +∇X2Y

(ii) ∇fXY = f∇XY

(iii) ∇X(Y1 + Y2) = ∇XY1 +∇XY2

(iv) ∇X(fX) = (Xf)Y + f∇XY ,

για κάθε X,X1, X2, Y, Y1, Y2 ∈ X(M) και f ∈ C∞(M). Το διανυσματικό
πεδίο ∇XY καλείται συναλλοίωτη παράγωγος του Y στη διεύθυνση X, ως προς
τη συνοχή ∇.

Ορισμός 1.1.6. ΄Εστω M ένα n-διάστατο διαφορίσιμο πολύπτυγμα. ΄Ενα τα-
νυστικό πεδίο τύπου (r, 1) του M είναι μια απεικόνιση,
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Κεφάλαιο 1 1.1. Διαφορίσιμα Πολυπτύγματα

T : X(M)× · · · × X(M)︸ ︷︷ ︸
r

→ X(M)

η οποία είναι C∞(M)-γραμμική ως προς κάθε μεταβλητή της, ενώ ένα τανυστικό
πεδίο τύπου (r, 0) στο M είναι μια απεικόνιση

T : X(M)× · · · × X(M)︸ ︷︷ ︸
r

→ C∞(M)

η οποία είναι C∞(M) γραμμική ως προς κάθε μεταβλητή της.

Ορισμός 1.1.7. ΄ΕστωX ∈ X(M) και T ένα (r, s)-τανυστικό πεδίο τουM, s =
0, 1. Η συναλλοίωτη παράγωγος του τανυστικού πεδίου T στη διεύθυνση του X
είναι το (r, s)-τανυστικό πεδίο ∇XT που ορίζεται ως εξής :

(∇XT )(X1, ..., Xr) =∇X(T (X1, ..., Xr))

−
r∑
i=1

T (X1, ..., Xi−1,∇XXi, Xi+1, ..., Xr),

όπου θέτουμε ∇X(T (X1, ..., Xr)) = X(T (X1, ..., Xr), αν s = 0.

Πρόταση 1.1.1. ΄Εστω A,B τανυστικά πεδία τύπου (1,1) ενός πολυπτύγματος
M . Τότε ισχύει

∇X(A ◦B) = (∇XA) ◦B +A ◦ (∇XB),

για κάθε X ∈ X(M).

Απόδειξη. ΄Εχουμε για κάθε X,Y ∈ X(M) :

(∇X(A ◦B))(Y ) = ∇X((A ◦B)(Y ))− (A ◦B)(∇XY )

= (∇XA(B(Y ))−A(B(∇XY ))

= (∇XA)(B(Y )) +A(∇XB(Y ))−A(B(∇XY ))

= (∇XA) ◦B(Y ) +A ◦ (∇XB)(Y ).

Ορισμός 1.1.8. Μια μετρική Riemann ⟨., .⟩ ενός διαφορίσιμου πολυπτύγματος
M είναι ένα τανυστικό πεδίο τύπου (2, 0), το οποίο είναι συμμετρικό και θετικά
οριστικό, δηλαδή για κάθε X ∈ X(M) και p ∈ M ισχύει ότι ⟨X,X⟩(p) ≥ 0 και
⟨X,X⟩(p) = 0 αν και μόνο αν Xp = 0.
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Κεφάλαιο 1 1.1. Διαφορίσιμα Πολυπτύγματα

΄Ενα διαφορίσιμο πολύπτυγμα M το οποίο είναι εφοδιασμένο με μία μετρική

Riemann καλείται πολύπτυγμα Riemann.

Πρόταση 1.1.2. Για δοθείσα μετρική Riemann ⟨., .⟩ ενός πολυπτύγματος M ,
υπάρχει μοναδική συνοχή ∇ η οποία πληροί τις παρακάτω ιδιότητες:

(i) ∇XY −∇YX = [X,Y ]

(ii) X⟨Y, Z⟩ = ⟨∇XY,Z⟩+ ⟨Y,∇XZ⟩,

για κάθε X,Y, Z ∈ X(M).

Αυτή η μοναδική συνοχή∇ ονομάζεται συνοχή Levi-Civitá του πολυπτύγματος
(M, ⟨, ⟩).

Θεωρούμε ένα χάρτη (U, ϕ) του n-διάστατου πολυπτύγματος M με συντεταγ-
μένες (x1, . . . , xn) και καμπύλη c : I → M με c(I) ⊂ U . Αφού τα τοπικά πεδία
∂
∂xi
αποτελούν βάση του εφαπτόμενου χώρου σε κάθε σημείο του U , υπάρχουν

μοναδικές διαφορίσιμες συναρτήσεις Γkij : U → R, 1 ≤ i, j, k ≤ n, έτσι ώστε

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
=

n∑
k=1

Γkij
∂

∂xk
.

Οι συναρτήσεις Γkij ονομάζονται σύμβολα Christoffel της συνοχής ∇, ως προς
τον χάρτη (U, ϕ). Επιπρόσθετα ορίζουμε τις συναρτήσεις gij ∈ C∞(U) με

gij = ⟨ ∂

∂xi
,
∂

∂xj
⟩, 1 ≤ i, j ≤ n.

Η μετρική Riemann επάγει μια τετραγωνική μορφή σε κάθε εφαπτόμενο χώρο
TpM , σε κάθε σημείο p ∈ M , η οποία καλείται πρώτη θεμελιώδη μορφή και
δίνεται ως,

⟨v, v⟩ =
n∑

i,j=1

gijv
ivj ,

όπου v =
∑n

i=1 v
i ∂
∂xi

|p ∈ TpM.

Ο πίνακας της πρώτης θεμελιώδους μορφής ως προς τη βάση { ∂
∂x1

|p, . . . , ∂
∂xn |p}

του εφαπτόμενου χώρου TpM είναι ο συμμετρικός και θετικά οριστικός πίνακας

(gij) στο p. Με (g
ij) συμβολίζουμε τον αντίστροφο πίνακα του (gij), δηλαδή

(gij) = (gij)
−1
.

Αποδεικνύεται ότι ισχύει η παρακάτω ταυτότητα του Christoffel
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Κεφάλαιο 1 1.2. Ισομετρικές εμβαπτίσεις

Γkij =
1

2

n∑
m=1

gkm(−gij,m + gjm,i + gmi,j), (1.2)

η οποία εκφράζει τα σύμβολα Christoffel της συνοχής Levi-Civitá ως προς ένα
χάρτη σε σχέση με τις συνιστώσες της μετρικής και των παραγώγων των πρώτης

τάξης. Στη σχέση (1.2) το σύμβολο gij,m δηλώνει τη μερική παράγωγο ∂gij/∂x
m
.

΄Εστω V ένας n-διάστατος R-διανυσματικός χώρος εφοδιασμένος με εσωτερικό
γινόμενο ⟨., .⟩.

Ορισμός 1.1.9. ΄Ενας γραμμικός μετασχηματισμός A : V → V που πληροί
την ιδιότητα ⟨Ax,Ay⟩ = ⟨x, y⟩ για κάθε x, y ∈ V καλείται ορθογώνιος μετασχη-
ματισμός.

Ορισμός 1.1.10. Ονομάζουμε σχεδόν μιγαδική δομή J ενός διανυσματικού
χώρου V έναν γραμμικό μετασχηματισμό J : V → V , με την ιδιότητα J ◦ J =
−IdV , όπου IdV είναι η ταυτοτική απεικόνιση στο διανυσματικό χώρο V .

Κάθε προσανατολίσιμο, διδιάστατο πολύπτυγμα Riemann M δέχεται ένα τα-

νυστικό πεδίο J τύπου (1, 1), όπου σε κάθε σημείο p ∈ M επάγει τον γραμμικό

μετασχηματισμό Jp : TpM → TpM , ο οποίος είναι σχεδόν μιγαδική δομή και
ορθογώνιος μετασχηματισμός. Ο μετασχηματισμός Jp είναι η στροφή στον εφα-
πτόμενο χώρο TpM κατά γωνία ±π/2.

1.2 Ισομετρικές εμβαπτίσεις

΄ΕστωM και N3
δύο διαφορίσιμα πολυπτύγματα διάστασης 2 και 3 αντίστοιχα.

Ορισμός 1.2.1. ΄Εστω f : M → N3
μια διαφορίσιμη απεικόνιση. ΄Ενα δια-

φορίσιμο διανυσματικό πεδίο κατά μήκος της f είναι μια διαφορίσιμη απεικόνιση
V :M → N3

, η οποία σε κάθε p ∈M , αντιστοιχεί ένα διάνυσμα Vp ∈ Tf(p)N
3
.

Με X(f) συμβολίζουμε το σύνολο των διαφορίσιμων διανυσματικών πεδίων
κατά μήκος της f . Αν Y ∈ X(N3), τότε Y ◦ f ∈ X(f). Επιπλέον, για κάθε
X ∈ X(M), ορίζεται ένα διαφορίσιμο διανυσματικό πεδίο κατά μήκος της f , το
οποίο συμβολίζεται με df(X) και το οποίο στο τυχόν σημείο p ∈ M αντιστοιχεί

το διάνυσμα dfp(Xp).

Πρόταση 1.2.1. ΄Εστω f : M → N3
είναι μια διαφορίσιμη απεικόνιση όπου

M , N δύο διαφορίσιμα πολυπτύγματα διάστασης 2 και 3 αντίστοιχα. Υποθέτουμε
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Κεφάλαιο 1 1.2. Ισομετρικές εμβαπτίσεις

ότι το πολύπτυγμα N3
είναι πολύπτυγμα Riemann εφοδιασμένο με τη συνοχή

Levi-Civitá ∇. Τότε υπάρχει μοναδική απεικόνιση

∇f : X(M)× X(f) → X(f), (X,V ) 7→ ∇f
XV,

η οποία ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες:

(i) ∇f
X1+X2

V = ∇f
X1
V +∇f

X2
V

(ii) ∇f
uXV = u∇f

XV

(iii) ∇f
X(V1 + V2) = ∇f

XV1 +∇f
XV2

(iv) ∇f
X(uV ) = (Xu)V + u∇f

XV

(v) ∇f
X(Y ◦ f) = ∇df(X)Y

(vi) df([X,Y ]) = ∇f
Xdf(Y )−∇f

Y df(X)

(vii) X(⟨V1, V2⟩) = ⟨∇f
XV1, V2⟩+ ⟨V1,∇f

XV2⟩,

για X,Y,X1, X2 ∈ X(M), Y ∈ X(N3), V, V1, V2 ∈ X(f), u ∈ C∞(M).

Για λόγους απλούστευσης του συμβολισμού θα γράφουμε από εδώ και στο εξής

∇f = ∇.

Ορισμός 1.2.2. ΄Εστω (M, ⟨., .⟩) και N3
πολυπτύγματα Riemann διάστασης 2

και 3 αντίστοιχα. Μια διαφορίσιμη απεικόνιση f : M → N3
καλείται ισομετρική

εμβάπτιση αν για κάθε p ∈M ισχύουν:

(i) Το διαφορικό dfp : TpM → Tf(p)N
3
είναι 1-1 και

(ii) ⟨dfp(v), dfp(w)⟩f(p) = ⟨v, w⟩p, για κάθε v, w ∈ TpM .

Ορισμός 1.2.3. Δύο ισομετρικές εμβαπτίσεις f, g : M → N3
καλούνται γε-

ωμετρικώς ισότιμες (congruent), αν υπάρχει ισομετρία τ του N3
, τέτοια ώστε

g = τ ◦ f .

΄Εστω f : (M, ⟨., .⟩) → N3
μια ισομετρική εμβάπτιση. Για κάθε p ∈ M , ο

εφαπτόμενος χώρος Tf(p)N
3
αναλύεται σε ορθογώνιο ευθύ άθροισμα

Tf(p)N
3 = dfp(TpM)⊕ (dfp(TpM))⊥,

όπου (dfp(TpM))⊥ είναι το ορθοσυμπλήρωμα του διδιάστατου υποχώρου dfp(TpM)
στον τριδιάστατο χώρο Tf(p)N

3
. Ο διανυσματικός χώρος (dfp(TpM))⊥ καλείται

κάθετος χώρος της εμβάπτισης f στο σημείο p και συμβολίζεται με T⊥
p f .

12



Κεφάλαιο 1 1.2. Ισομετρικές εμβαπτίσεις

΄Ενα κάθετο διαφορίσιμο διανυσματικό πεδίο της f , είναι ένα διαφορίσιμο δια-
νυσματικό πεδίο ξ : M → N3

κατά μήκος της f , τέτοια ώστε για τυχαίο σημείο
p ∈M να ισχύει ξp ∈ T⊥

p f για κάθε p ∈M .

Συμβολίζουμε με X⊥(f) το σύνολο των κάθετων διαφορίσιμων διανυσματικών
πεδίων της f . Γνωρίζουμε ότι αν το N3

είναι προσανατολίσιμο πολύπτυγμα, τότε

το διαφορίσιμο πολύπτυγμα M είναι προσανατολίσιμο μόνο αν υπάρχει μοναδιαίο
κάθετο διαφορίσιμο διανυσματικό πεδίο ξ της f .

Κάθε διάνυσμα v ∈ Tf(p)N
3
αναλύεται μονοσήμαντα ως εξής,

v = dfp(v
⊥) + dfp(v

⊤),

όπου v⊤ ∈ TpM και v⊥ ∈ T⊥
p f . Ως συνέπεια έχουμε ότι για κάθε X ∈ X(f),

υπάρχουν μοναδικά διανυσματικά πεδία X⊤ ∈ X(M) και X⊥ ∈ X(f), τέτοια ώστε

X = df(X⊤) +X⊥.

Για τυχόντα X,Y ∈ X(M) έχουμε,

∇Xdf(Y ) = df((∇Xdf(Y ))⊤) + (∇Xdf(Y ))⊥, (1.3)

όπου (∇Xdf(Y ))⊤ ∈ X(M) και (∇Xdf(Y ))⊥ ∈ X(f). Είναι γνωστό ότι

(∇Xdf(Y ))⊤ = ∇XY,

όπου ∇ είναι η συνοχή Levi-Civitá του πολυπτύγματος Riemann M .

Ορίζουμε τώρα την παρακάτω C∞
-διγραμμική και συμμετρική απεικόνιση

α : X(M)× X(M) → X⊥(f)

(X,Y ) 7→ α(X,Y ) := (∇Xdf(Y ))⊥.

Η απεικόνιση α ονομάζεται δεύτερη θεμελιώδης μορφή της εμβάπτισης f . Σύμ-
φωνα με τα παραπάνω η σχέση (1.3) λαμβάνει την μορφή

∇Xdf(Y ) = df(∇XY ) + α(X,Y ),

η οποία καλείται τύπος του Gauss.

Για X ∈ X(M) και ξ ∈ X⊥(f) με ∥ξ∥ = 1, ισχύει

∇Xξ = df((∇Xξ)
⊤), (1.4)

13



Κεφάλαιο 1 1.2. Ισομετρικές εμβαπτίσεις

όπου (∇Xξ)
⊤ ∈ X(M).

Το τανυστικό πεδίο Aξ : X(M) → X(M) τύπου (1,1) που ορίζεται ως εξής

X 7→ AξX := (∇Xξ)
⊤,

καλείται τελεστήςWeingarten ή τελεστής σχήματος της f ως προς τη διεύθυνση
του ξ. Τότε ισχύει,

⟨AξX,Y ⟩ = ⟨α(X,Y ), ξ⟩,

για κάθε X,Y X(M). Γνωρίζουμε ότι ο A είναι ένα αυτοπροσαρτημένο τανυστικό
πεδίο, δηλαδή, ισχύει ⟨AX,Y ⟩ = ⟨X,AY ⟩, για κάθε X,Y ∈ X(M).

Το τανυστικό πεδίο II τύπου (2,0) με II(X,Y ) = ⟨AξX,Y ⟩ καλείται δεύτερη
θεμελιώδη μορφή στη διεύθυνση ξ. Χάριν συντομίας θα γράφουμε Aξ = A.

Οι ιδιοτιμές k1 ≥ k2 του τελεστή σχήματος A ονομάζονται κύριες καμπυλότη-
τες της f , ενώ τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα σε κάθε σημείο p ∈M ονομάζονται
κύριες διευθύνσεις της f στο p. Είναι γνωστό ότι οι κύριες καμπυλότητες k1 ≥ k2
είναι συνεχείς συναρτήσεις.

Η μέση καμπυλότητα της εμβάπτισης f είναι η συνάρτηση

H =
trA

2
=

1

2
(k1 + k2).

Η εξωτερική καμπυλότητα της εμβάπτισης f είναι η συνάρτηση

Kext = detA = k1k2.

΄Εστω χάρτης (U, ϕ) του διδιάστατου πολυπτύγματος M , με συντεταγμένες
(x1, x2). Ορίζουμε τις ακόλουθες συναρτήσεις,

E = ⟨ ∂

∂x1
,
∂

∂x1
⟩ = g11

F = ⟨ ∂

∂x1
,
∂

∂x2
⟩ = ⟨ ∂

∂x2
,
∂

∂x1
⟩ = g12

G = ⟨ ∂

∂x2
,
∂

∂x2
⟩ = g22,

οι οποίες ονομάζονται θεμελιώδη ποσά πρώτης τάξης ως προς το χάρτη (U, ϕ).
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Επίσης ορίζουμε τις συναρτήσεις,

e = II(
∂

∂x1
,
∂

∂x1
)

f = II(
∂

∂x1
,
∂

∂x2
) = II(

∂

∂x2
,
∂

∂x1
)

g = II(
∂

∂x2
,
∂

∂x2
),

οι οποίες ονομάζονται θεμελιώδη ποσά δεύτερης τάξης ως προς το χάρτη (U, ϕ).

Είναι γνωστό ότι η μέση καμπυλότητα και η εξωτερική καμπυλότητα δίνονται

αντίστοιχα ως,

H =
Eg +Ge− 2Ff

2(EG− F 2)
, Kext =

eg − f2

EG− F 2
. (1.5)

1.3 Επιφάνειες Riemann

Ορισμός 1.3.1. Μια επιφάνεια Riemann M , είναι ένας τοπολογικός χώρος H-
ausdorff με αριθμήσιμη βάση για την τοπολογία του ο οποίος πληροί τις ακόλουθες
ιδιότητες,

(i) Υπάρχει οικογένεια ανοικτών υποσυνόλων {Uα}α∈I του M , τέτοια ώστε
∪α∈IUα =M και αντίστοιχων ομοιομορφισμών ϕα : Uα ⊂ M → ϕα(Uα), όπου
ϕα(Ua) είναι ανοικτό υποσύνολο του σώματος C των μιγαδικών αριθμών. Το
ζεύγος (Ua, ϕα) ονομάζεται μιγαδικός χάρτης ή σύστημα συντεταγμένων του
M .

(ii) Για κάθε α, β ∈ I , με Uα ∩ Uβ ̸= Ø, η μιγαδική απεικόνιση ϕα ◦ ϕ−1
β :

ϕβ(Uα ∩ Uβ) ⊂ C → ϕα(Uα ∩ Uβ) ⊂ C είναι ολόμορφη.

(iii) Η οικογένεια μιγαδικών χαρτών {(Uα, ϕα)}α∈I είναι μεγιστοτική, δηλαδή
αν (U, ϕ) είναι ένας μιγαδικός χάρτης τέτοιος ώστε ϕ ◦ ϕ−1

α , ϕα ◦ ϕ−1
να είναι

ολόμορφες για κάθε α ∈ I, τότε ο (U, ϕ) ανήκει στην οικογένεια {(Uα, ϕα)}α∈I .

Αν μια οικογένεια {(Uα, ϕα)}α∈I πληροί τις ιδότητες (i) και (ii) καλείται μιγα-
δικός άτλαντας του M , αν επιπλέον ισχύει και η ιδιότητα (iii) τότε η οικογένεια
αυτή καλείται μιγαδική δομή του M .

15



Κεφάλαιο 1 1.3. Επιφάνειες Riemann

Ορισμός 1.3.2. ΄ΕστωM επιφάνεια Riemann και ανοικτό υποσύνολοW ⊂M .
Μια συνάρτηση f : W → C λέγεται ολόμορφη αν για κάθε μιγαδικό χάρτη
ϕ : U → C του M με U ∩W ̸= Ø, η συνάρτηση f ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩W ) → C είναι
ολόμορφη επί του ανοικτού συνόλου ϕ(U ∩W ) ⊂ C.

Πρόταση 1.3.1. Κάθε επιφάνεια Riemann M είναι ένα προσανατολίσιμο διδι-

άστατο πολύπτυγμα.

Απόδειξη. ΄ΕστωM μια επιφάνεια Riemann και (U, ϕ), (V, ψ) δύο μιγαδικοί χάρ-
τες του M με συντεταγμένες (x, y), (u, v) αντίστοιχα και U ∩ V ̸= Ø. Από τον
Ορισμό 1.3.1 έχουμε ότι η απεικόνιση ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ), με
ψ ◦ ϕ−1(x, y) = (u(x, y), v(x, y)) = u(x, y) + iv(x, y), είναι ολόμορφη. Δηλα-
δή είναι διαφορίσιμη και ικανοποιεί τις εξισώσεις Cauchy-Riemann ux = vy και
uy = −vx. Η ορίζουσα του Ιακωβιανού πίνακα της ψ ◦ϕ−1

είναι det d(ψ ◦ϕ−1) =
u2x + u2y > 0. Συνεπώς το M είναι προσανατολίσιμο.

Πρόταση 1.3.2. Κάθε προσανατολισμένο διδιάστατο πολύπτυγμα Riemann γίνε-
ται κατά φυσικό τρόπο επιφάνεια Riemann.

Απόδειξη. ΄Εστω (M, ⟨, ⟩) διδιάστατο προσανατολίσιμο διαφορίσιμο πολύπτυγμα
Riemann. Γνωρίζουμε ότι [4] γύρω από κάθε σημείο του πολυπτύγματος υπάρχει
ένα σύστημα ισόθερμων συντεταγμένων. ΄Εστω p ∈ M . Θεωρούμε γύρω από
το p χάρτες (U, ϕ) και (V, ψ) του προσανατολισμού με συντεταγμένες (x, y) και
(u, v) αντίστοιχα, ώστε

⟨ ∂
∂x
,
∂

∂y
⟩ = 0, ⟨ ∂

∂x
,
∂

∂x
⟩ = ⟨ ∂

∂y
,
∂

∂y
⟩ = E (1.6)

⟨ ∂
∂u
,
∂

∂v
⟩ = 0, ⟨ ∂

∂u
,
∂

∂u
⟩ = ⟨ ∂

∂v
,
∂

∂v
⟩ = Ẽ (1.7)

Στο ανοικτό και μη κενό σύνολο U ∩ V ισχύει,

∂

∂x
=
∂u

∂x

∂

∂u
+
∂v

∂x

∂

∂v
,
∂

∂y
=
∂u

∂y

∂

∂u
+
∂v

∂y

∂

∂v
.

Επομένως από τις σχέσεις (1.6) και (1.7) έχουμε,

∂u

∂x

∂u

∂y
+
∂v

∂x

∂v

∂y
= 0,

(
∂u

∂x

)2

+

(
∂v

∂x

)2

=
E

Ẽ
,

(
∂u

∂y

)2

+

(
∂v

∂y

)2

=
E

Ẽ
.
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Εφόσον οι χάρτες (U, ϕ) και (V, ψ) ανήκουν στον ίδιο προσανατολισμό, η απει-
κόνιση ψ ◦ϕ−1 : ϕ(U ∩V ) → ψ(U ∩V ) έχει θετική Ιακωβιανή ορίζουσα, δηλαδή,

∂u

∂x

∂v

∂y
− ∂v

∂x

∂u

∂y
> 0.

΄Ετσι από τα παραπάνω έχουμε ux = vy και uy = −vx. ΄Αρα, η απεικόνιση ψ◦ϕ−1

ικανοποιεί τις εξισώσεις Cauchy-Riemann. Επομένως η ψ ◦ ϕ−1
είναι ολόμορφη

και έτσι το M καθίσταται επιφάνεια Riemann.

Από εδώ και στο εξής όταν αναφερόμαστε σε έναν μιγαδικό χάρτη (U, z) με
μιγαδική συντεταγμένη z = x + iy θα εννοούμε έναν χάρτη (U, ϕ) του ίδιου
προσανατολισμού του M με συντεταγμένες (x, y) έτσι ώστε

⟨ ∂
∂x
,
∂

∂y
⟩ = 0, ⟨ ∂

∂x
,
∂

∂x
⟩ = ⟨ ∂

∂y
,
∂

∂y
⟩ = E,

ή ισοδύναμα η μετρική Riemann στο U γράφεται στη μορφή

⟨., .⟩ = E(dx2 + dy2) = E|dz|2.

Υπενθυμίζουμε ότι για κάθε διδιάστατο προσανατολίσιμο πολύπτυγμα Rie-
mann M , ορίζεται ένα τανυστικό πεδίο J : X(M) → X(M) τύπου (1,1), τέτοιο
ώστε για κάθε p ∈M , η απεικόνιση Jp : TpM → TpM είναι η στροφή κατά γωνία
π/2. Το τανυστικό πεδίο J καλείται σχεδόν μιγαδική δομή του M . Από εδώ και
στο εξής όταν αναφερόμαστε σε επιφάνεια Riemann, θα εννοούμε ζεύγος (M,J),
αποτελούμενο από ένα συνεκτικό και προσανατολισμένο διδιάστατο πολύπτυγμα

Riemann, μαζί με την σχεδόν μιγαδική δομή J επ΄ αυτού.

Ο εφαπτόμενος χώρος του πολυπτύγματος M μπορεί να γίνει διανυσματικός

χώρος πάνω από το σώμα των μιγαδικών αριθμών C, ορίζοντας το βαθμωτό πολ-
λαπλασιασμό ως

(λ+ iµ)v = λv + µJv,

για κάθε λ, µ ∈ R και v ∈ TpM . ΄Ετσι ορίζεται ο μιγαδικοποιημένος εφαπτόμενος
χώρος TpM

C
και αντίστοιχα η μιγαδοποιημένη εφαπτόμενη δέσμη TMC

. Ακόμη

επεκτείνουμε C-γραμμικά τη σχεδόν μιγαδική δομή J στον C-διανυσματικό χώρο
TpMC

. Δηλαδή για κάθε p ∈M έχουμε την απεικόνιση

Jp : TpM
C → TpM

C

ώστε

J(v + iw) = Jv + iJw.
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Οι ιδιοτιμές της σχεδόν μιγαδικής δομής J είναι οι μιγαδικόι αριθμοί i,−i. Ο
ιδιοχώρος που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή i είναι:

TpM
(1,0) = {v − iJv : v ∈ TpM},

ενώ ο ιδιοχώρος που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή −i είναι:

TpM
(0,1) = {v + iJv : v ∈ TpM}.

Σε κάθε σημείο του M ισχύει ότι

TpM
C = TpM

(1,0) ⊕ TpM
(0,1).

Η μιγαδοποιημένη εφαπτόμενη δέσμη TMC
διασπάται ανάλογα ως

TMC = TM (1,0) ⊕ TM (0,1).

Το σύνολο των διαφορίσιμων διανυσματικών πεδίων της δέσμης TMC
συμβο-

λίζεται με Γ(TMC), ενώ το σύνολο των διαφορίσιμων συναρτήσεων f :M → C,
συμβολίζεται με C∞(M,C).

Ορισμός 1.3.3. ΄Ενα μιγαδικό τανυστικό πεδίο τύπου (r,1) του M είναι μια

απεικόνιση

T : Γ(TMC)× · · · × Γ(TMC)︸ ︷︷ ︸
r

→ Γ(TMC),

η οποία είναι C∞(M,C)-γραμμική ως προς κάθε μεταβλητή της. ΄Ενα μιγαδικό
τανυστικό πεδίο τύπου (r, 0) είναι μια απεικόνιση

T : Γ(TMC)× · · · × Γ(TMC)︸ ︷︷ ︸
r

→ C∞(M,C),

η οποία είναι C∞(M,C)-γραμμική ως προς κάθε μεταβλητή της.

Ορίζουμε τώρα τις ακόλουθες προβολές

π′ : TMC → TM (1,0), π′(w) =
1

2
(w − iJw),

π′′ : TMC → TM (0,1), π′′(w) =
1

2
(w + iJw).
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Για κάθε w ∈ TpM
C
ισχύει w = π′(w) + π′′(w). Συνεπώς για κάθε τανυστικό

πεδίο Φ τύπου (2,0) και τυχαία διανύσματα v, w ∈ TpM
C
θα έχουμε,

Φ(v, w) = Φ(π′(v) + π′′(v), π′(w) + π′′(w))

= Φ(π′(v), π′(w)) + Φ(π′(v), π′′(w))

+ Φ(π′′(v), π′(w)) + Φ(π′′(v), π′′(w)).

Συνεπώς ισχύει

Φ = Φ(2,0) +Φ(1,1) +Φ(0,2),

όπου τα τανυστικά πεδία Φ(2,0),Φ(1,1),Φ(0,2)
ορίζονται ως εξής

Φ(2,0)(v, w) = Φ(π′(v), π′(w))

Φ(1,1)(v, w) = Φ(π′(v), π′′(w)) + Φ(π′′(v), π′(w))

Φ(0,2)(v, w) = Φ(π′′(v), π′′(w)).

Ορισμός 1.3.4. ΄Εστω T, S δύο μιγαδικά τανυστικά πεδία τουM τύπου (r, 0), (s, 0)
αντίστοιχα. Το τανυστικό γινόμενο T ⊗S είναι το (r+s, 0) τανυστικό πεδίο που
ορίζεται ως

T ⊗ S(X1, . . . , Xr+s) = T (X1, . . . , Xr)S(Xr+1, . . . , XXs),

με X1, . . . , Xr+s ∈ Γ(TMC).

΄Εστω M ένα προσανατολίσιμο πολύπτυγμα και (U, z) ένας μιγαδικός χάρτης
με μιγαδική συντεταγμένη z = x+ iy. Στο U ορίζονται τα (1,0)-τανυστικά πεδία
dx, dy : X(U) → C∞(U) τα οποία τα επεκτείνουμε σε μιγαδικά τανυστικά πεδία
C, ώστε dx, dy : Γ(TU) → C∞(U,C).

Ορίζουμε τώρα το (1,0)-τανυστικό πεδίο dz : Γ(TUC) → C∞(U,C) με dz =
dx+ idy και το συζυγές του dz̄ : Γ(TUC) → C∞(U,C) με dz̄ = dx− idy.

Οι τελεστές Wirtinger ορίζονται ως

∂

∂z
=

1

2
(
∂

∂x
− i

∂

∂y
),

∂

∂z̄
=

1

2
(
∂

∂x
+ i

∂

∂y
).

Παρατηρούμε ότι ισχύουν τα εξής:

dz(
∂

∂z
) = 1, dz(

∂

∂z̄
) = 0, dz̄(

∂

∂z
) = 0, dz̄(

∂

∂z̄
) = 1.
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Τα διανύσματα
∂
∂z |p,

∂
∂z̄ |p αποτελούν βάση του μιγαδικοποιημένου εφαπτόμενου

χώρου TpM
C
για κάθε p ∈M . Επίσης παρατηρούμε ότι

∂

∂z
|p ∈ T (1,0)

p M,
∂

∂z̄
|p ∈ T (1,0)

p M.

Κάθε (1,0) μιγαδικό τανυστικό πεδίο Φ γράφεται ως,

Φ = Φ(1,0) +Φ(0,1),

με

Φ(1,0) = Φ(
∂

∂z
)dz,Φ(0,1) = Φ(

∂

∂z̄
)dz̄.

Επιπλέον κάθε (2,0) μιγαδικό τανυστικό πεδίο Φ γράφεται ως

Φ = Φ(2,0) +Φ(1,1) +Φ(0,2)

με

Φ(2,0) = Φ(
∂

∂z
,
∂

∂z
)dz,

Φ(1,1) = Φ(
∂

∂z
,
∂

∂z̄
)dz ⊗ dz̄ +Φ(

∂

∂z̄
,
∂

∂z
)dz̄ ⊗ dz,

Φ(0,2) = Φ(
∂

∂z̄
,
∂

∂z̄
)dz̄.

Κάθε τανυστικό πεδίο Φ τύπου (r, 0) καλείται r-διαφορικό αν τοπικά γράφεται
ως

Φ = f(z) dz ⊗ · · · ⊗ dz︸ ︷︷ ︸
r

= f(z)dzr,

όπου (U, z) είναι μιγαδικός χάρτης και f ∈ C∞(U,C).

Το r-διαφορικό Φ = f(z)dzr καλείται ολόμορφο, αν η συνάρτηση f είναι ο-
λόμορφη.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ2
Ζεύγη Codazzi και διαφορικό
του Hopf

΄Εστω M3(c) ένα απλά συνεκτικό και πλήρες 3-άστατο πολύπτυγμα Riemann
με σταθερή καμπυλότητα τομής c = −1, 0, 1. Ο χώρος μορφής M3(c) είναι ο
υπερβολικός χώρος H3

αν c = −1, ο Ευκλείδειος χώρος R3
αν c = 0, ή η

μοναδιαία σφαίρα S3 αν c = 1.

Θεωρούμε μια ισομετρική εμβάπτιση f : (Σ, ⟨., .⟩) → M3(c), όπου Σ είναι
μια επιφάνεια Riemann εφοδιασμένη με την επαγώμενη μετρική ⟨., .⟩ και πρώτη
θεμελιώδη μορφή I.

΄Εστω N το μοναδιαίο κάθετο κατά μήκος της Σ που είναι συμβατό με τον
προσανατολισμό.

Γνωρίζουμε ότι η δεύτερη θεμελιώδης μορφή II δίνεται ως

II(X,Y ) = −⟨∇̄XN, df(Y )⟩, X, Y ∈ X(Σ),

όπου ∇̄ είναι η συνοχή της Πρότασης 1.2.1.

Συμβολίζουμε με K την καμπυλότητα Gauss του πολυπτύγματος (Σ, ⟨·, ·⟩),
είναι γνωστό ότι η εμβάπτιση f : Σ → M3(c) ικανοποιεί τις παρακάτω εξισώσεις:

Εξίσωση Gauss: K = Kext + c.

Εξίσωση Mainardi - Codazzi: (∇XA)Y = (∇YA)X, για κάθε X,Y ∈
X(Σ), όπου ∇ είναι η συνοχή Levi - Civita του πολυπτύγματος (Σ, ⟨·, ·⟩).

Το Θεώρημα Bonnet υποστηρίζει ότι αν (Σ, ⟨·, ·⟩) ένα απλά συνεκτικό πο-
λύπτυγμα Riemann και A αυτοπροσαρτημένο (1,1) τανυστικό πεδίο του Σ, οι
εξισώσεις Gauss και Mainardi-Codazzi επαρκούν για την ύπαρξη μιας εμβάπτι-
σης ψ : (Σ, ⟨·, ·⟩) → M3(c), με τελεστή σχήματος το δοθέντα A. Επιπλέον αυτή
η εμβάπτιση είναι μοναδική ως προς γεωμετρική ισοτιμία.
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Κεφάλαιο 2 2.1. Θεμελιώδη ζεύγη

Παρατηρούμε ότι η εξίσωση Mainardi-Codazzi δεν εξαρτάται από τον περιβάλ-
λοντα χώρο.

2.1 Θεμελιώδη ζεύγη

Στην ενότητα αυτή ορίζουμε την εξωτερική και μέση καμπυλότητα σε ένα ευ-

ρύτερο πλαίσιο.

Ορισμός 2.1.1. ΄Ενα θεμελιώδες ζεύγος σε μια προσανατολισμένη επιφάνεια

Σ είναι ένα ζεύγος πραγματικών τετραγωνικών μορφών (I, II) στην επιφάνεια Σ,
όπου I είναι μια μετρική Riemann.

Για κάθε θεμελιώδες ζεύγος (I, II) ορίζουμε τον τελεστή σχήματος A του
ζεύγους ως το (1,1) τανυστικό πεδίο A για το οποίο ισχύει

II(X,Y ) = I(AX,Y ) (2.1)

για κάθε X,Y ∈ X(Σ).

Από τη σχέση (2.1) γίνεται σαφές ότι η τετραγωνική μορφή II καθορίζε-
ται πλήρως από την τετραγωνική μορφή I και το τανυστικό πεδίο A. ΄Αρα ένα
θεμελιώδες ζεύγος στο πολύπτυγμα Σ ορίζεται από μια μετρική Riemann στο
πολύπτυγμα Σ και ένα αυτοπροσαρτημένο τανυστικό πεδίο τύπου (1,1).

Ορίζουμε τη μέση καμπυλότητα, την εξωτερική καμπυλότητα του ζεύγους

(I, II) αντίστοιχα ως τις συναρτήσεις

H =
1

2
trA, Kext = detA.

΄Εστω (U, ϕ) χάρτης του πολυπτύγματος Σ με συντεταγμένες (x, y) ώστε

I = Edx2 + 2Fdxdy +Gdy2, II = edx2 + 2fdxdy + gdy2. (2.2)

Τότε η μέση καμπυλότητα και η εξωτερική καμπυλότητα του ζεύγους δίνονται

αντίστοιχα από τις σχέσεις:

H =
Eg +Ge− 2Ff

2(EG− F 2)
, K =

eg − f2

(EG− F 2)
. (2.3)

Οι κύριες καμπυλότητες ενός ζεύγους είναι οι ιδιοτιμές k1 ≥ k2 του τανυστικού
πεδίου A. Εύκολα διαπιστώνουμε ότι

k1 = H +
√
H2 −K, k2 = H −

√
H2 −K.
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Κεφάλαιο 2 2.2. Διαφορικό του Hopf και ζεύγη Codazzi

Ορισμός 2.1.2. Το ζεύγος (I, II) καλείται ομφαλικό στο σημείο p ∈ Σ αν
ισχύει IIp = λIdp για κάποιο λ ∈ R.

Πρόταση 2.1.1. ΄Εστω p ∈ Σ. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(i) Το ζεύγος (I, II) είναι ομφαλικό στο p.

(ii) Οι κύριες καμπυλότητες είναι ίσες στο p.

(iii) Ap = λIdp, όπου λ ∈ R και Id : TpΣ → TpΣ είναι ταυτοτική απεικόνιση.

(iv) Αν (H2 −K)(p) = 0.

Απόδειξη. Από τον Ορισμό 2.1.3 το σημείο p είναι ομφαλικό αν

IIp = λIdp,

ή ισοδύναμα Ap = λIdp. Με τη σειρά του αυτό είναι ισοδύναμο με την ισότητα
k1(p) = k2(p), ή (H

2 −K)(p) = 0.

2.2 Διαφορικό του Hopf και ζεύγη Codazzi

Ορίζουμε το διαφορικό Hopf ενός θεμελιώδους ζεύγους (I, II) ως το (2,0)
μέρος του τανυστικού πεδίου II ως προς τη μετρική Riemann I.

Θεωρούμε σύστημα ισόθερμων συντεταγμένων (U, ϕ) γύρω από το p, με μιγα-
δική συντεταγμένη z = x+ iy. Τότε η μετρική γράφεται ⟨·, ·⟩ = E(dx2 + dy2) =
E|dz|2.

Επεκτείνουμε C-γραμμικά την δεύτερη θεμελιώδη μορφή IIp : TpM × TpM →
R ως μια C-διγραμμική και συμμετρική απεικόνιση IIp : TpMC × TpM

C → C.

Αυτή η επέκταση αναλύεται ως

IIp = II(2,0)p + II(1,1)p + II(0,2)p ,

για κάθε p ∈M , όπου

II(2,0)p (v, w) = IIp(π
′(v), π′(w)),

II(1,1)p (v, w) = IIp(π
′(v), π′′(w)) + IIp(π

′′(v), π′(w)),
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Κεφάλαιο 2 2.2. Διαφορικό του Hopf και ζεύγη Codazzi

II(0,2)p (v, w) = IIp(π
′′(v), π′′(w)),

για τυχόντα διανύσματα v, w ∈ TpM
C
. Χάριν απλότητας συμβολίζουμε τους

τελεστές Wirtinger ∂ = ∂/∂z, ∂̄ = ∂/∂z̄. ΄Ετσι εντός του U είναι:

II(2,0) = II(∂, ∂)dz × dz = II(∂, ∂)dz2,

II(1,1) = II(∂, ∂̄)dz ⊗ dz̄ + II(∂̄, ∂, )dz̄ ⊗ dz,

II(0,2) = II(∂̄, ∂̄)dz̄ × dz̄ = II(∂̄, ∂̄)dz̄2.

Ορισμός 2.2.1. Το τετραγωνικό διαφορικό Q = II(2,0) καλείται διαφορικό του
Hopf.

Θα γράφουμε συνήθως Q = qdz2, όπου q = II(∂, ∂).

Στο προηγούμενο κεφάλαιο ορίσαμε τους τελεστές Wirtinger { ∂
∂z ,

∂
∂z̄}, οι ο-

ποίοι αποτελούν βάση του εφαπτόμενου χώρου (TpM)C για κάθε p ∈ U .

Επίσης για το ίδιο σύστημα συντεταγμένων έχουμε ότι:

I = 2λ|dz|2, II = qdz2 + 2λH|dz|2 + q̄dz̄2, (2.4)

όπου λ = E/2. Πράγματι, αφού

H =
Eg +Ge− 2Ff

2(EG− F 2)

και λόγω της σχέσης (2.4) έχουμε ότι H = f/λ, ή ισοδύναμα f = λH. Συνεπώς
έχουμε,

II = qdz2 + 2λH|dz|2 + q̄dz̄2.

Πρόταση 2.2.1. Το διαφορικό του Hopf qdz2 δεν εξαρτάται από την επιλεγμένη
παράμετρο z.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι z = x+iy. Τότε dz = dx+idy. ΄Εστω μια άλλη παράμετρος
z̃ = x̃+ iỹ. Τότε έχουμε ότι

∂z̃ =
∂

∂z̃
=
∂z

∂z̃

∂

∂z
=
∂z

∂z̃
∂z.
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Κεφάλαιο 2 2.2. Διαφορικό του Hopf και ζεύγη Codazzi

Συνεπώς,

II(2,0) = II(∂z̃, ∂z̃)dz̃
2

= II(
∂z

∂z̃
∂z,

∂z

∂z̃
∂z)dz̃

2

=
∂z

∂z̃
II(∂z, ∂z)dz̃

2

= II(∂z, ∂z)dz
2.

΄Αρα το διαφορικό του Hopf qdz2 δεν εξαρτάται από την επιλεγμένη παράμετρο.

Λήμμα 2.2.1. Το θεμελιώδες ζεύγος (I, II) είναι ομφαλικό στο σημείο p ∈ Σ
αν και μόνο αν Q(p) = 0.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι το θεμελιώδες ζεύγος (I, II) είναι ομφαλικό στο p ∈
Σ. Τότε από Πρόταση 2.1.1 έχουμε (H2 −K)(p) = 0 .

΄Ομως στο σημείο p ισχύει,

K =
eg − f2

EG− F 2
= −|q|2 − λ2H2

λ2
,

ή ισοδύναμα,

2H2 + |q|2 = 0,

στο p. ΄Αρα, H = 0 και |q| = 0. Αφού Q(p) = q(p)dz2 και q(p) = 0, έχουμε
Q(p) = 0.

Ορισμός 2.2.2. ΄Ενα θεμελιώδες ζεύγος (I, II) με τελεστή σχήματος A, κα-
λείται ζεύγος Codazzi αν ισχύει

(∇XA)Y = (∇YA)X,

για κάθε X,Y ∈ X(Σ), όπου ∇ είναι η συνοχή Levi - Civitá ως προς τη μετρική
Riemann I.

Λήμμα 2.2.2. ΄Εστω (I, II) θεμελιώδες ζεύγος με τελεστή σχήματος A και
(U, ϕ) ισόθερμο σύστημα συντεταγμένων με παραμέτρους (x, y), z = x+ iy και
I = 2λ|dz|2. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

(i) ⟨∂, ∂⟩ = ⟨∂̄, ∂̄⟩ = 0, ⟨∂, ∂̄⟩ = λ,

(ii) A∂ = H∂ + q
λ ∂̄,

(iii) ∇∂∂ = λz
λ ∂ και ∇∂̄ ∂̄ = λz̄

λ ∂̄.
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Κεφάλαιο 2 2.2. Διαφορικό του Hopf και ζεύγη Codazzi

Απόδειξη. (i). Γνωρίζουμε ότι

∂

∂z
=

1

2
(
∂

∂x
− i

∂

∂y
),

∂

∂z̄
=

1

2
(
∂

∂x
+ i

∂

∂y
).

Επίσης, από τη σχέση (2.4) έχουμε,

⟨∂x, ∂x⟩ = ⟨∂y, ∂y⟩ = 2λ, ⟨∂x, ∂y⟩ = 0.

΄Αρα,

⟨∂, ∂⟩ = 1

4
⟨ ∂
∂x

− i
∂

∂y
,
∂

∂x
− i

∂

∂y
⟩

=
1

4
{⟨∂x, ∂x⟩ − 2i⟨∂x, ∂y⟩ − ⟨∂y, ∂y⟩}

= 0.

Προφανώς ⟨∂̄, ∂̄⟩ = 0. Επιπλέον,

⟨∂, ∂̄⟩ = 1

4
⟨ ∂
∂x

− i
∂

∂y
,
∂

∂x
+ i

∂

∂y
⟩

=
1

4
{⟨∂x, ∂x⟩+ ⟨∂y, ∂y⟩}

= λ.

(ii). Υπάρχουν μιγαδικές συναρτήσεις a, b ∈ C∞(U,C) ώστε

A∂ = a∂ + b∂̄

και άρα

A∂̄ = ā∂̄ + b̄∂.

Επιπλέον η μιγαδική συνάρτηση q γράφεται ως

q = ⟨A∂, ∂⟩ = ⟨a∂ + b∂̄, ∂⟩ = a⟨∂, ∂⟩+ b⟨∂̄, ∂⟩.

΄Αρα από το (i) έχουμε ⟨A∂, ∂⟩ = bλ. Συνεπώς, q = bλ.

Επιπλέον έχουμε

⟨A∂, ∂̄⟩ = a⟨∂, ∂̄⟩+ b⟨∂̄, ∂̄⟩,
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Κεφάλαιο 2 2.2. Διαφορικό του Hopf και ζεύγη Codazzi

ή ισοδύναμα ⟨A∂, ∂̄⟩ = aλ. Επομένως

⟨A∂, ∂̄⟩ = 1

4
⟨A∂x − iA∂y, ∂x + i∂y⟩

=
1

4
{⟨A∂x, ∂y⟩+ i⟨A∂x, ∂y⟩ − i⟨A∂y, ∂x⟩+ ⟨A∂y, ∂y⟩}

= ⟨A∂, ∂̄⟩ = 1

4
{⟨A∂x, ∂x⟩+ ⟨A∂y, ∂y⟩} =

1

2
(e+ g).

Από σχέση (2.4) έχουμε,

H =
⟨A∂, ∂̄⟩
λ

,

ή ισοδύναμα,

⟨A∂, ∂̄⟩ = λH.

Επειδή ⟨A∂, ∂̄⟩ = aλ, βρίσκουμε a = H. Επομένως,

A∂ = H∂ +
q

λ
∂̄.

(iii). Θέτουμε
∇∂∂ = u∂ + û∂̄

Επειδή ⟨∂̄, ∂̄⟩ = 0, έχουμε

0 = ⟨û∂̄, ∂̄⟩ = ⟨u∂ + û∂̄ − u∂, ∂̄⟩ = ⟨∇∂∂, ∂̄⟩ − ⟨u∂, ∂̄⟩,

ή ισοδύναμα

⟨∇∂∂, ∂̄⟩ = u⟨∂, ∂̄⟩,

ή

∂⟨∂, ∂̄⟩ − ⟨∂,∇∂ ∂̄⟩ = uλ.

Επομένως,

uλ = λz − ⟨∂,∇∂̄∂⟩ = λz −
1

2
∂̄⟨∂, ∂⟩.

΄Αρα, u = λz/λ. Αφού 0 = ⟨∂, ∂⟩, τότε

0 = u⟨∂, ∂⟩ = ⟨u∂, ∂⟩ = ⟨u∂ + û∂̄ − û∂̄, ∂⟩ = ⟨∇∂∂ − û∂̄, ∂⟩,

ή ισοδύναμα

⟨∇∂∂, ∂⟩ = û⟨∂̄, ∂⟩,

ή

1

2
∂⟨∂, ∂⟩ = ûλ.
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Κεφάλαιο 2 2.2. Διαφορικό του Hopf και ζεύγη Codazzi

΄Αρα, û = 0 και επομένως

∇∂∂ =
λz
λ
.

Προφανώς

∇∂̄ ∂̄ =
λz̄
λ
∂̄.

Πρόταση 2.2.2. ΄Εστω (I, II) ένα θεμελιώδες ζεύγος και έστω (U, ϕ) ισόθερμο
σύστημα συντεταγμένων με παραμέτρους (x, y), z = x+iy και I = 2λ|dz|2. Τότε
το ζεύγος (I, II) είναι ζεύγος Codazzi αν και μόνο αν qz̄ = λHz.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι το ζεύγος (I, II) είναι ζεύγος Codazzi. Τότε

(∇∂̄A)∂ = (∇∂A)∂̄,

ή

∇∂̄A∂ −A(∇∂∂) = ∇∂A∂̄ −A(∇∂̄∂),

ή ισοδύναμα, ∇∂̄A∂ = ∇∂A∂̄ + A([∂̄, ∂]). ΄Αρα, ∇∂̄A∂ = ∇∂A∂̄. Λόγω του
Λήμματος 2.2.2 (ii) αυτή γράφεται,

∇∂(H∂̄ + b̄∂) = ∇∂̄(H∂ + b∂̄),

όπου b = q/λ, ή

Hz∂̄ +H∇∂ ∂̄ + b̄z∂ + b̄∇∂∂ = Hz̄∂ +H∇∂ ∂̄ + bz̄∂̄ + b∇∂̄ ∂̄,

ή

Hz∂̄ + b̄z∂ + b̄∇∂∂ = Hz̄∂ + bz̄∂̄ + b∇∂̄ ∂̄. (2.5)

΄Ετσι από το Λήμμα 2.2.2 η σχέση (2.5) γίνεται:

Hz∂̄ + (
q̄

λ
)z +

q̄

λ

λz
λ
∂ = Hz̄∂ + (

q

λ
)z̄∂̄ +

q

λ

λz̄
λ
∂̄,

ή ισοδύναμα

Hz∂̄ +
q̄zλ− q̄λz

λ2
∂ +

q̄

λ

λz
λ
∂ = Hz̄∂ +

qz̄λ− qλz̄
λ2

∂̄ +
q

λ

λz̄
λ
∂̄.

Συνεπώς, το ζεύγος είναι ζεύγος Codazzi αν και μόνο αν

Hz =
qz̄
λ

− qλz
λ2

+
qλz̄
λ2

,

ή ισοδύναμα qz̄ = λHz.
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Κεφάλαιο 2 2.2. Διαφορικό του Hopf και ζεύγη Codazzi

Από την Πρόταση 2.2.2 προκύπτει η ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 2.2.3. Το διαφορικό του Hopf είναι ολόμορφο αν και μόνο αν η μέση
καμπυλότητα του είναι σταθερή.

Θεώρημα 2.2.1. (Hopf) ΄Εστω (I, II) ένα ζεύγος Codazzi σε μια τοπολογική
σφαίρα. Αν η μέση καμπυλότητα είναι σταθερή τότε το ζεύγος (I, II) είναι ολικά
ομφαλικό.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι (I, II) είναι ένα ζεύγος Codazzi σταθερής μέσης κα-
μπυλότητας H τότε από την Πρόταση 2.2.3 έχουμε ότι qz̄ = 0, δηλαδή το δια-
φορικό του Hopf Q = qdz2 είναι ολόμορφο. Από το Θεώρημα Riemann-Roch
προκύπτει ότι σε μια τοπολογική σφαίρα το μόνο ολόμορφο τετραγωνικό διαφο-

ρικό είναι το τετριμμένο. Συνεπώς Q = 0 και άρα από Λήμμα 2.2.1 έχουμε ότι
(I, II) είναι ολικά ομφαλικό.

΄Οταν αυτό το αποτέλεσμα εφαρμοστεί για ισομετρικές εμβαπτίσεις επιφανειών

σε χώρο μορφής M3(c) μας λέει ουσιαστικά ότι μια τοπολογική σφαίρα σταθερής
μέσης καμπυλότητας στον M3(c) πρέπει να είναι ολικά ομφαλική.

Κλείνοντας αυτό το κεφάλαιο αξίζει να σημειωθεί ότι οι U. Abresch, H. Rosen-
berg ([1],[2]) έχουν επεκτείνει το θεώρημα του Hopf για επιφάνειες εμβαπτισμένες
σε 3-διάστατα ομογενή πολυπτύγματα με 4-διάστατη ομάδα ισομετρίας. Ορίζουν

αντίστοιχα ένα τετραγωνικό ολόμορφο διαφορικό, το οποίο τους επιτρέπει να

χαρακτηρίζουν τις σφαίρες σταθερής μέσης καμπυλότητας, ως επιφάνειες εκ πε-

ριστροφής.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ3
Επιφάνειες με θετική σταθερή
καμπυλότητα Gauss

΄Εστω διδιάστατο πολύπτυγμα Riemann Σ εφοδιασμένο με μια πλήρη μετρική
Riemann I σταθερής καμπυλότητας Gauss K > 0. Είναι γνωστό ότι αν το
πολύπτυγμα Σ είναι απλά συνεκτικό τότε το Σ είναι ισομετρικό με την συνήθη

σφαίρα S2(r) ακτίνας r = 1/
√
K.

Στόχος αυτού του κεφαλαίου είναι να αποδείξουμε το Θεώρημα του Liebmann
που λέει ότι αν Σ ένα προσανατολίσιμο διδιάστατο πολύπτυγμα Riemann με στα-
θερή θετική καμπυλότητα Gauss και ψ : Σ → M3(c) είναι μια ισομετρική εμβάπτι-
ση, τότε η εικόνα ψ(Σ) είναι ολικά ομφαλική.

Αξίζει να τονιστεί ότι από την εξίσωση Gauss, μια επιφάνεια με σταθερή κα-
μπυλότητα Gauss πρέπει να έχει και σταθερή εξωτερική καμπυλότητα. Στον
Ευκλείδειο χώρο R3

οι δύο αυτές καμπυλότητες συμπίπτουν, ενώ στη σφαίρα S3
και στον υπερβολικό χώρο H3

διαφέρουν κατά μια σταθερά. Επιπρόσθετα, αν η

καμπυλότητα Gauss είναι θετική τότε η εξωτερική καμπυλότητα της επιφάνειας
είναι επίσης θετική στον υπερβολικό χώρο H3

και τον Ευκλείδειο χώρο R3
. Ω-

στόσο, αν η καμπυλότητα Gauss K είναι θετική στη σφαίρα S3, τότε η εξωτερική
καμπυλότητα της επιφάνειας είναι θετική μόνο αν K > 1.

3.1 Το Θεώρημα του Liebmann

Θεώρημα 3.1.1. ΄Εστω (I, II) ένα ζεύγος Codazzi σε ένα διδιάστατο προσα-
νατολίσιμο πολύπτυγμα Riemann Σ με θετική σταθερή εξωτερική καμπυλότητα.
Τότε το τανυστικό πεδίο II είναι μια μετρική Riemann και το (2,0)-μέρος του
I σε σχέση με τη μετρική Riemann II είναι ολόμορφη τετραγωνική μορφή.
Επιπλέον, αν Σ είναι μια τοπολογική σφαίρα τότε το ζεύγος (I, II) είναι ολικά
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ομφαλικό.

Απόδειξη. Από υπόθεση έχουμε ότι Kext = k1k2 > 0, όπου k1, k2 είναι οι κύριες
καμπυλότητες του Σ. Μπορούμε να προσανατολίσουμε την επιφάνεια Σ ώστε

k1, k2 > 0.

Ισχυρισμός 1 : Το τανυστικό πεδίο II με αυτόν τον προσανατολισμό είναι
μετρική Riemann.

Απόδειξη του Ισχυρισμού 1: Γνωρίζουμε ότι II(X,Y ) = ⟨AX,Y ⟩, για κάθε
X,Y ∈ X(Σ), όπου A είναι ο τελεστής σχήματος του ζεύγους (I, II). ΄Εστω

X = x1e1 + x2e2, Y = y1e1 + y2e2,

όπου {e1, e2} είναι ορθομοναδιαίο πλαίσιο ως προς τη μετρική I και Aei = kiei,
για i = 1, 2. Τότε

AX = k1x1e1 + k2x2e2, AY = k1y1e1 + k2y2e2.

΄Αρα,

⟨AX,Y ⟩ = k1x1y1 + k2x2y2.

Παρατηρούμε ότι ⟨AX,X⟩ = k1x
2
1+ k2x

2
2 ≥ 0, αφού k1, k2 > 0. Επιπλέον ισχύει

⟨AX,X⟩ = 0 μόνο αν x1 = x2 = 0 και έτσι ολοκληρώνεται η απόδειξη του
ισχυρισμού 1.

΄Εστω z μια τοπική σύμμορφη παράμετρος για την II. Τότε έχουμε (όμοια με
την Ενότητα 2.2 του Κεφαλαίου 2) ότι

I = Pdz2 + 2λ|dz|2 + P̄ dz̄2, II = 2ρ|dz|2.

Τα σύμβολα Christoffel της συνοχής Levi - Civitá της μετρικής Riemann I
ως προς την παράμετρο z δίνονται από τις σχέσεις

∇∂∂ = Γ1
11∂ + Γ2

11∂̄, ∇∂ ∂̄ = Γ1
12∂ + Γ2

12∂̄.

Θέτουμε D = λ2 − |P |2.

Ισχυρισμός 2:
Dz
2D = Γ1

11 + Γ2
12.

Απόδειξη του Ισχυρισμού 2: ΄Εχουμε

Dz = ∂(λ2 − |P |2) = 2λλz − ∂(PP̄ ),

ή

Dz = 2λλz − PzP̄ − PP̄z.
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Επιπλέον

λz = ∂I(∂, ∂̄) = ∂⟨∂, ∂̄⟩ = ⟨∇∂∂, ∂̄⟩+ ⟨∂,∇∂ ∂̄⟩
= ⟨Γ1

11∂ + Γ2
11∂̄, ∂̄ + ⟨∂,Γ1

12∂ + Γ2
12∂̄⟩

= Γ1
11⟨∂, ∂̄⟩+ Γ2

11⟨∂̄, ∂⟩+ Γ1
12⟨∂, ∂⟩+ Γ2

12⟨∂, ∂̄⟩
= (Γ1

11 + Γ2
12)I(∂, ∂̄) + Γ2

12I(∂̄, ∂̄) + Γ1
12I(∂, ∂)

= (Γ1
11 + Γ2

12)λ+ Γ2
12P̄ + Γ1

12P.

΄Αρα,

λz = (Γ1
11 + Γ2

12)λ+ Γ2
12P̄ + Γ1

12P.

Επιπλέον

Pz = ∂I(∂, ∂) = ∂⟨∂, ∂⟩ = 2⟨∇∂∂, ∂⟩ = 2⟨Γ1
11∂ + Γ2

11∂̄, ∂⟩
= 2(Γ1

11⟨∂, ∂⟩+ Γ2
11⟨∂̄, ∂⟩).

Συνεπώς,

Pz = 2(Γ1
11P + Γ2

11λ).

Ομοίως

P̄z = ∂I(∂̄, ∂̄) = ∂⟨∂̄, ∂̄⟩ = 2⟨∇∂ ∂̄, ∂̄⟩ = 2⟨Γ1
12∂ + Γ2

12∂̄, ∂̄⟩
= 2(Γ1

12⟨∂, ∂̄⟩+ Γ2
12⟨∂̄, ∂̄⟩).

΄Αρα P̄z = 2(Γ1
12λ+ Γ2

12P̄ ). ΄Εχοντας υπόψη τους παραπάνω υπολογισμούς προ-
κύπτει ότι

Dz = 2λλz − PzP̄ − PP̄z

= 2λ
(
(Γ1

11 + Γ2
12)λ+ Γ2

11P̄ + Γ1
12P

)
− 2P̄ (Γ1

11 + Γ2
11)− 2P (Γ1

12λ+ Γ2
12P̄ )

= (Γ1
11 + Γ2

12)2λ
2 + 2Γ2

11P̄ λ+ 2Γ1
12Pλ− 2Γ1

11PP̄ − 2Γ2
11P̄ λ− 2PΓ1

12λ

− 2Γ2
12PP̄ .

Επομένως,

Dz = (Γ1
11 + Γ2

12)2λ
2 − 2(Γ1

11 + Γ2
12)|P |2 = 2(Γ1

11 + Γ2
12)D,

και έτσι αποδείξαμε τον ισχυρισμό 2.

Ισχυρισμός 3:
ρz
ρ = Γ1

11 − Γ2
12.

Απόδειξη του Ισχυρισμού 3: Γνωρίζουμε ότι οι εξισώσεις Mainardi - Codazzi
είναι:
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ez̄ − fz = eΓ1
12 + f(Γ2

12 − Γ1
11)− gΓ2

11),

fz̄ − gz = eΓ1
22 + f(Γ2

22 − Γ1
12 − gΓ2

12).

΄Ομως στην περίπτωσή μας έχουμε ότι e = g = 0 και f = ρ. Η πρώτη εξίσωση
ισοδύναμα γράφεται ως ρz = ρ(Γ2

12 − Γ1
11), και έτσι αποδείξαμε τον Ισχυρισμό 3.

Από τη δεύτερη σχέση στην (2.3) προκύπτει ότι

Kext =
−ρ2

PP̄ − λ2
,

ή ισοδύναμα

Kext =
ρ2

D
.

Επειδή Kext είναι σταθερή, αν παραγωγίσουμε ως προς την μεταβλητή z έχουμε
ότι

2ρzρD − ρ2Dz = 0,

ή

2ρzρD = ρ2Dz.

΄Αρα,

2ρz
ρ

=
Dz

D
. (3.1)

Ισχυρισμός 4 : Γ1
12 = 0.

Απόδειξη του Ισχυρισμού 4: ΄Εχουμε ότι ⟨A∂̄, ∂̄⟩ = 0. Παραγωγίζουμε ως
προς την μεταβλητή z και έχουμε

0 = ⟨∇∂A∂̄, ∂̄⟩+ ⟨A∂̄,∇∂ ∂̄⟩ = ⟨(∇∂A)∂ +A∇∂ ∂̄, ∂̄⟩+ ⟨A∂̄,∇∂ ∂̄⟩
= Γ1

12⟨A∂, ∂̄⟩+ Γ1
12⟨A∂̄, ∂⟩.

΄Ετσι 2ρΓ1
12 = 0 και επομένως αποδείξαμε τον Ισχυρισμό 4.

Ισχυρισμός 5: Pz̄ = 0.

Απόδειξη του Ισχυρισμού 5: ΄Εχουμε

Pz̄ = ∂̄I(∂, ∂) = ∂̄⟨∂, ∂⟩ = 2⟨∇∂∂, ∂⟩. (3.2)

Παραγωγίζοντας την ισότητα ⟨A∂, ∂⟩ = 0 ως προς z̄ έχουμε

0 = ⟨∇∂̄A∂, ∂⟩+ ⟨A∂,∇∂̄∂⟩ = ⟨∇∂̄A∂, ∂⟩+ ⟨A∂,Γ1
21∂ + Γ1

21∂̄⟩
= Γ1

21⟨A∂, ∂⟩+ Γ1
21⟨A∂̄, ∂⟩+ Γ1

21⟨A∂, ∂⟩+ Γ1
21⟨A∂, ∂̄⟩.
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΄Αρα, Γ2
21 = 0. Από την σχέση (3.1) και από τους ισχυρισμούς 2 και 3 παίρνουμε

ότι Γ1
11 − Γ2

12 = Γ1
11 + Γ2

12. ΄Αρα, Γ
2
12 = 0. ΄Ετσι, σύμφωνα με όλα τα παραπάνω

έχουμε ότι

∇∂̄∂ = Γ1
21∂ + Γ2

21∂̄ = 0.

Τέλος από την σχέση (3.2) παίρνουμε ότι Pz̄ = 0 και άρα απεδείχθει ο Ισχυρισμός
5.

Σύμφωνα με τα παραπάνω το (2,0)-μέρος της I σε σχέση με τη μετρική Rie-
mann II είναι ολόμορφη τετραγωνική μορφή.

Αν τώρα Σ είναι μια τοπολογική σφαίρα και επειδή το μόνο ολόμορφο τε-

τραγωνικό διαφορικό σε μια τοπολογική σφαίρα είναι το τετριμμένο, έχουμε ότι

Pdz2 = 0. Επομένως σύμφωνα με το Θεώρημα 2.2.1 έχουμε ότι το ζεύγος (I, II)
είναι ολικά ομφαλικό.

Τώρα θα διατυπώσουμε και θα αποδείξουμε το Θεώρημα του Liebmann.

Θεώρημα 3.1.2 (Liebmann). ΄Εστω Σ ένα προσανατολίσιμο διδιάστατο πλήρες
πολύπτυγμα Riemann με σταθερή θετική καμπυλότητα Gauss. Αν ψ : Σ →
M3(c) είναι μια ισομετρική εμβάπτιση, τότε η εικόνα ψ(Σ) είναι ολικά ομφαλική.

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι από το Θεώρημα Gauss-Bonnet προκύπτει ότι Σ
είναι τοπολογική σφαίρα, επειδή K > 0. Από την εξίσωση Gauss λαμβάνουμε ότι
Kext > −c. Αν c ≤ 0, τότε από το Θεώρημα 3.1.1. προκύπτει το συμπέρασμα.
Υποθέτουμε ότι c = 1.

Αρχικά μελετάμε την περίπτωση όπου η εμβάπτιση ψ : Σ → S3 έχει σταθερή
καμπυλότητα Gauss K ∈ (0, 1].

Γνωρίζουμε ότι από την εξίσωση Gauss έχουμε ότι K = Kext + 1, όπου
Kext = k1k2 και k1, k2 είναι οι κύριες καμπυλότητες. Είναι προφανές ότιKext > 0
αν K > 1.

Εξετάζουμε την περίπτωση όπου K ∈ (0, 1) και άρα k1k2 < 0. Προφανώς
είναι k1 ̸= k2 σε κάθε σημείο της επιφάνειας Σ, δηλαδή η επιφάνεια ψ(Σ) δεν έχει
ομφαλικά σημεία.

Το Θεώρημα Δείκτη του Poincare υποστηρίζει ότι η χαρακτηριστική Euler -
Poincare είναι το άθροισμα των δεικτών των ιδιαζώντων σημείων διανυσματικών
πεδίων της επιφάνειας Σ. ΄Ετσι η χαρακτηριστική Euler - Poincare της επιφάνειας
Σ είναι X(Σ) = 0, διότι η επιφάνεια Σ δεν έχει ομφαλικά σημεία.

Από την υπόθεση έχουμε ότι K(I) > 0.
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Το Θεώρημα Gauss-Bonnet υποστηρίζει ότι κάθε συμπαγής προσανατολισμένη
επιφάνεια Σ με θετική καμπυλότητα Gauss και χαρακτηριστική Euler-Poincare
X(Σ) ισχύει ότι ∫∫

Σ
K dσ = 2πX(Σ). (3.3)

΄Εχουμε ότι η καμπυλότητα Gauss K > 0. ΄Αρα∫∫
Σ
K dσ > 0. (3.4)

Από τις σχέσεις (3.3), (3.4) προκύπτει ότι X(Σ) > 0, ή

X(Σ) = 2 = X(S2). (3.5)

΄Αρα η επιφάνεια Σ είναι ομοιομορφική με την S2.

Επομένως X(Σ) = 0. Αυτό έρχεται σε αντίφαση με τη σχέση (3.5), δηλαδή
με το γεγονός ότι η επιφάνεια Σ είναι ομοιομορφική με την S2.

΄Αρα δείξαμε ότι αν 0 < K ≤ 1 τότε K = 1 και επομένως από την εξίσωση
Gauss λαμβάνουμε k1k2 = 0. ΄Εστω p ένα μη ομφαλικό σημείο. Τότε γύρω από
αυτό το σημείο υπάρχουν τοπικές παράμετροι (u, v) που δίνονται από τις γραμμές
καμπυλότητας. ΄Ετσι μπορούμε να γράψουμε

I = Edu2 +Gdv2, II = k1Edu
2 + k2Gdv

2.

Αφού p είναι μη ομφαλικό σημείο γύρω από το p έχουμε ότι k1 ̸= k2. Συνεπώς
μπορούμε να υποθέσουμε ότι γύρω από το p ισχύει k1 = 0 και k2 ̸= 0. ΄Ετσι
έχουμε

I = Edu2 +Gdv2, II = k2Gdv
2.

Γνωρίζουμε ότι οι εξισώσεις Mainardi-Codazzi είναι

ez̄ − fz = eΓ1
12 + f(Γ2

12 − Γ1
11)− gΓ2

11, (3.6)

fz̄ − gz = eΓ1
22 + f(Γ2

22 − Γ1
12)− gΓ2

12. (3.7)

Στην περίπτωσή μας e = f = 0, g = k2G και

(gij) =

(
E 0
0 G

)
.

΄Ετσι

(gij) = (gij)
−1 =

(
1
E 0
0 1

G

)
.
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Γνωρίζουμε ότι τα σύμβολα Christoffel δίνονται από την σχέση (1.2). ΄Αρα,

Γ2
11 =

1

2

2∑
m=1

g2m(−g11,m + g1m,1 + gm1,1).

Επομένως,

Γ2
11 =

Ev
2G

.

Σύμφωνα με τα παραπάνω η (3.6) γίνεται:

0 = −k2G
Ev
2G

,

ή ισοδύναμα k2Ev = 0. ΄Ομως k2 ̸= 0, αρα Ev = 0. Συνεπώς η συνάρτηση E δεν
εξαρτάται απο το v. Από τη σχέση (1.2) έχουμε ότι

Γ2
12 =

1

2

2∑
m=1

g2m(−g12,m + g2m,1 + gm1,2).

΄Αρα, Γ2
12 =

Gu
2G . ΄Ετσι η (3.7) γίνεται:

−(k2G)u = −k2G
Gu
2G

,

ή ισοδύναμα

2(k2)uG+ 2k2Gu − k2Gu = 0.

Δηλαδή,

2(k2)uG+ k2Gu = 0.

΄Αρα, (k22G)u = 0. Επομένως η συνάρτηση k22G δεν εξαρτάται από το u. Συνεπώς
έχουμε

I = (
√
E(u)du)2 + (

√
Gdv)2.

Θεωρούμε νέες παραμέτρους û, v̂ που ορίζονται ως

û =

∫ √
E(u)du, v̂ =

∫
k2
√
Gdv.

Τότε, dû =
√
E(u)du και dv̂ = k2

√
Gdv. ΄Ετσι βρίσκουμε ότι

I = dû2 +
1

k22
dv̂2, II =

1

k2
dv̂2.
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Χάριν απλότητας γράφουμε u = û, v = v̂. Από το ΄Εξοχο Θεώρημα γνωρίζουμε
ότι

−EK = (Γ2
12)u − (Γ2

11)v + Γ1
12Γ

2
11 + Γ2

12Γ
2
12 − Γ1

11Γ
2
12 − Γ2

11Γ
2
22. (3.8)

΄Ομως,

(gij) =

(
1 0
0 1

k22

)
.

΄Ετσι,

(gij) =

(
1 0
0 k22

)
.

΄Ομως, από τη σχέση (1.2) έχουμε

Γ2
12 =

1

2

2∑
m=1

g2m(−g12,m + g2m,1 + gm1,2)

και επομένως Γ2
12 =

1
2k

2
2(

1
k2

2
)u. Επίσης, από τη σχέση (1.2) έχουμε

Γ2
11 =

1

2

2∑
m=1

g2m(−g11,m + g1m,1 + gm1,1).

΄Αρα, Γ2
11 = 0. Επιπλέον,

Γ1
11 =

1

2

2∑
m=1

g1m(−g11,m + g1m,1 + gm1,1).

΄Αρα, Γ1
11 = 0. Θέτουμε επίσης w = k22. ΄Ετσι, σύμφωνα με τα παραπάνω, η (3.8)

γίνεται

−1 =
1

2
(w(

1

w
)u)u + (

1

2
w(

1

w
)u)

2

=
1

2
wu(

1

w
)u +

1

2
w(

1

w
)uu +

1

4
w2(−wu

w2
)2

=
1

2
wu(−

wu
w2

) +
1

2
w(−wu

w2
)u +

1

4
w2(

w2
u

w4
)

= −w
2
u

2w
− w

2
(
wu
w2

)u +
w2
u

4w2

= −w
2
u

4w
− w

2
(
wuuw

2

w4
− 2wuw

w4
)

= −w
2
u

4w
− wuu

2w
+
w2
u

w2
,
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ή ισοδύναμα

2w2
u

4w2
− wuu

2w
= −1. (3.9)

Ισχυριζόμαστε ότι

|k2|(
1

|k2|
)uu = −1. (3.10)

Πράγματι παρατηρούμε ότι αν w = k22, τότε |k2| = w
1
2 . ΄Ετσι αρκεί να δείξουμε

ότι:

−w
1
2 (

1

w
1
2

)uu = 1.

΄Ομως,

−w
1
2 (

1

w
1
2

)uu = −1

2
w

1
2 (
wu

w
3
2

)u

= −1

2
w

1
2 (
wuuw

3
2 − 3

2wuw
1
2wu

w3
)

= −1

2
(
wuu

w
3
2

− 3w2
u

4w
5
2

)w
1
2

= −wuu
2w

+
3w2

u

w2
= 1,

λόγω της σχέσης (3.9). Συνεπώς αποδείξαμε τη σχέση (3.10). Από το Θεώρημα

Bonnet-Myers γνωρίζουμε ότι η επιφάνεια Σ είναι συμπαγής. Τότε είτε η επι-
φάνεια Σ είναι ολικά ομφαλική είτε υπάρχει ένα μη ομφαλικό σημείο ώστε η k2
να έχει μέγιστο ή ελάχιστο. Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση 1/|k2| έχει ένα θετικό
τοπικό ελάχιστο. Αφού κάθε λύση της πραγματικής εξίσωσης h′′(t) + h(t) = 0
δεν έχει θετικό τοπικό ελάχιστο, τότε από τη σχέση (3.10) έχουμε αντίφαση.

΄Αρα η επιφάνεια ψ(Σ) είναι μια ολικά ομφαλική σφαίρα.

Αν K > 1, τότε γνωρίζουμε ότι η εξωτερική καμπυλότητα θα είναι θετική.
΄Ετσι το αποτέλεσμα έπεται από το Θεώρημα 3.1.1.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ4
Ισόπεδες επιφάνειες στον
Ευκλείδειο χώρο

΄Εστω μια ισομετρική εμβάπτιση ψ : Σ → R3
, όπου Σ είναι ισόπεδη επιφάνεια.

Από την εξίσωση Gauss έχουμε ότι οι κύριες καμπυλότητες πληρούν την ισότητα
k1k2 = 0. Για τη συνέχεια συμβολίζουμε με ΣU το εσωτερικό του συνόλου
των ομφαλικών σημείων και με ΣN το σύνολο των μη ομφαλικών σημείων της
εμβάπτισης ψ.

Παρατηρούμε ότι η κλειστή θήκη του συνόλου ΣU ∪ΣN είναι ολόκληρη η επι-
φάνεια Σ. ΄Ετσι μελετάμε τα δύο υποσύνολα ανεξάρτητα με στόχο την κατανόηση

της γεωμετρίας της εικόνας ψ(Σ).

Το σύνολο ΣU αποτελείται από ομφαλικά σημεία όπου οι κύριες καμπυλότητες
είναι μηδέν. Επομένως, κάθε συνεκτική συνιστώσα του συνόλου ψ(ΣU ) περιέχε-
ται σ΄ ένα επίπεδο του R3

. Για τη συνέχεια θα εστιάσουμε την προσοχή μας στη

μελέτη του ΣN .

4.1 Το Θεώρημα Hartman-Nirenberg

Λήμμα 4.1.1. ΄Εστω c μια γραμμή καμπυλότητας που περιέχεται στο σύνολο
ΣN και η οποία αντιστοιχεί στη μηδενική κύρια καμπυλότητα. Τότε η εικόνα ψ(c)
είναι ένα ευθύγραμμο τμήμα στον R3

που δεν περιέχει κανένα ομφαλικό σημείο.

Επιπλέον, αν η επιφάνεια Σ είναι πλήρης και c είναι μια γραμμή καμπυλότητας
που ενώνει σημείο με κύρια καμπυλότητα 0 με ένα μη-ομφαλικό σημείο p0 ∈ c,
τότε ψ(c) είναι ευθεία γραμμή του Ευκλείδειου χώρου R3

χωρίς ομφαλικό σημείο.

Απόδειξη. Γνωρίζουμε ότι K = 0 = k1k2. ΄Ομως σε κάθε σημείο του ΣN είναι
k1 ̸= k2. Χωρίς βλάβη γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι k1 = 0 και άρα
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k2 ̸= 0 στο ΣN . Εργαζόμενοι όπως στην απόδειξη του Θεωρήματος 3.1.2, ομοίως
συμπεραίνουμε ότι υπάρχουν τοπικές συντεταγμένες (u, v) τέτοιες ώστε

I = Edu2 +Gdv2, II = k2Gdv
2.

΄Οπως και στην απόδειξη του Θεωρήματος 3.1.2, από τις εξισώσεις Mainardi-
Codazzi έχουμε ότι Ev = 0 και (k22G)u = 0. Κάνοντας τώρα την ίδια αλλαγή
μεταβλητής με αυτή της απόδειξης του Θεωρήματος 3.1.2 παίρνουμε,

I = du2 +
1

k22dv
2
, II =

1

k2
dv2.

Επειδή e = 0, οι τύποι του Gauss είναι οι εξής:

ψuu = Γ1
11ψu + Γ2

11ψv, (4.1)

ψuv = Γ1
12ψu + Γ2

12ψv + fN,

ψvu = Γ1
21ψu + Γ2

21ψv + fN,

ψvv = Γ1
22ψu + Γ2

22ψv + gN.

Αφού

(gij) =

(
1 0
0 1

k22

)
,

τότε

(gij) =

(
1 0
0 k22

)
.

Γνωρίζουμε από την (1.2) ότι

Γ1
11 =

1

2

2∑
m=1

g1m(−g11,m + g1m,1 + gm1,1).

΄Αρα Γ1
11 = 0. Επίσης,

Γ2
11 =

1

2

2∑
m=1

g2m(−g11,m + g1m,1 + gm1,1).

΄Αρα Γ2
11 = 0. Από τη σχέση (4.1) έχουμε ψuu = 0. ΄Αρα οι καμπύλες, a(u) =

ψ(u, v0), οι οποίες είναι παραμετρικοποιημένες με το μήκος τόξου ικανοποιούν
a′′(u) = 0. Επομένως οι παραμετρικές καμπύλες v = v0 είναι ευθύγραμμα τμήματα
στον Ευκλείδειο χώρο R3

. Δηλαδή η καμπύλη a(u) είναι τμήμα ευθείας του R3
.
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Από το ΄Εξοχο Θεώρημα έχουμε ότι

−EK = (Γ2
12)u − (Γ2

11)v + Γ1
12Γ

2
11 + Γ2

12Γ
2
12 − Γ1

11Γ
2
12 − Γ2

11Γ
2
22.

΄Οπως και στη απόδειξη του Θεωρήματος 3.1.2 βρίσκουμε ότι

EK = −|k2|
(

1

|k2|

)
uu

.

Επειδή η επιφάνεια Σ είναι ισόπεδη και k2 ̸= 0, η προηγούμενη σχέση ισοδυνάμως
γράφεται

0 =

(
1

|k2|

)
uu

. (4.2)

΄Εστω ότι υπάρχει ένα πρώτο ομφαλικό σημείο u0 καθώς u → u0. Τότε k2 → 0.
Αυτό όμως έρχεται σε αντίφαση με τη σχέση (4.2). Συνεπώς η καμπύλη a(u) δεν
έχει ομφαλικό σημείο.

Αν τώρα έχουμε ότι ψ είναι πλήρης εμβάπτιση, εφόσον οι γεωδαισιακές του R3

είναι ευθείες τότε a(u) πρέπει να είναι ευθεία γραμμή, χωρίς ομφαλικά σημεία.

Παρατήρηση 4.1.1. Από το παραπάνω λήμμα παρατηρούμε ότι αν ψ : Σ → R3

είναι μια ισομετρική, όπου Σ είναι μια ισόπεδη πλήρης επιφάνεια και p1, p2 είναι
δύο μη ομφαλικά σημεία με αντίστοιχες ευθείες γραμμές r1, r2 που σχετίζονται
με την μηδενική καμπυλότητα, τότε r1 = r2 ή δεν τέμνονται. Αν δεν ίσχυε αυτό,
θα υπήρχε ένα μοναδικό σημείο p ∈ r1∩r2 που να ικανοποιεί ότι δύο διαφορετικές
διευθύνσεις (που σχετίζονται με r1, r2) είναι κύριες διευθύνσεις με μηδενικές
κύριες καμπυλότητες. Δηλαδή τότε το σημείο p θα είναι ομφαλικό, που έρχεται
σε αντίθεση με το γεγονός ότι r1 δεν περιέχει ομφαλικό σημείο.

Θεώρημα 4.1.1. (Hartman-Nirenberg) ΄Εστω Σ μια ισόπεδη, πλήρης επιφάνεια
και ψ : Σ → R3

μια ισομετρική εμβάπτιση. Τότε η εικόνα ψ(Σ) είναι ένας ορθός

κύλινδρος υπεράνω μιας επίπεδης καμπύλης που ορίζεται για όλες τις τιμές της

παραμέτρου μήκους τόξου της.

Απόδειξη. Περνώντας στο καθολικό κάλυμμα της επιφάνειας Σ, μπορούμε να υ-

ποθέσουμε ότι η επιφάνεια Σ είναι απλά συνεκτική. ΄Αρα, η Σ είναι μια πλήρης

απλά συνεκτική ισόπεδη επιφάνεια και έτσι είναι ισομετρική με τον Ευκλείδειο

χώρο R2
. Λόγω αυτού εργαζόμαστε στον R2

αντί για την επιφάνεια Σ. Αν ψ
είναι ολικά ομφαλική τότε η εικόνα της είναι ένα επίπεδο. Υποθέτουμε ότι υπάρχει

ένα μη ομφαλικό σημείο p0 ∈ R2
. Από το Λήμμα 4.1.1 έχουμε ότι υπάρχει μια

γραμμή καμπυλότητας c0 ⊆ R2
που διέρχεται από το p0 τέτοια ώστε ψ(c0) να

είναι ευθεία.
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Αφού ψ(c0) είναι γεωδαισιακή του R3
, τότε c0 είναι γεωδαισιακή της επιφάνειας

Σ και άρα c0 είναι ευθεία στο επίπεδο R2
.

Μετατοπίζοντας ενδεχομένως την c0 μέσω ισομετρίας του R2
, μπορούμε να

υποθέσουμε ότι c0 είναι μια κατακόρυφη ευθεία γραμμή. Θα δείξουμε ότι η εικόνα
μέσω της ψ κάθε κατακόρυφης γραμμής r ⊆ R2

είναι ευθεία γραμμή στο R3
.

΄Εστω r ⊆ R2
μια κατακόρυφη γραμμή διαφορετική της c0 που περιέχει ένα μη

ομφαλικό σημείο p1. ΄Εστω c1 ⊆ R2
η αντίστοιχη γραμμή καμπυλότητας τέτοια

ώστε ψ(c1) να είναι ευθεία γραμμή. Με όμοιο συλλογισμό όπως πριν για το c1
προκύπτει ότι c1 είναι ευθεία γραμμή στο επίπεδο R2

. Επιπλέον, c1 πρέπει να είναι
κατακόρυφη γιατί διαφορετικά θα τέμνει την c0, που έρχεται σε αντίφαση με την
Παρατήρηση 4.1.1. ΄Ετσι r = c1 και η εικόνα είναι μια ευθεία γραμμή.

΄Εστω τώρα r ⊆ R3
να είναι μια κατακόρυφη γραμμή που περιέχεται στο εσωτε-

ρικό του συνόλου των ομφαλικών σημείων ΣU ⊆ R2
. Αφού r είναι γεωδαισιακή

του R3
τότε ψ(r) είναι γεωδαισιακή στο ψ(ΣU ). Αφού ψ(ΣU ) είναι τμήμα επι-

πέδου, τότε ψ(r) είναι ευθεία γραμμή. Αν r ⊆ R2
είναι κατακόρυφη γραμμή που

δεν είναι όπως στις προηγούμενες συνθήκες, τότε r είναι το όριο των κατακόρυ-
φων γραμμών rn στις παραπάνω συνθήκες. Αφού ψ(rn) είναι ευθεία γραμμή για
κάθε n, τότε ψ(r) είναι ευθεία γραμμή.

Συνέπεια όλων των ανωτέρω, ως προς τις συνήθεις συντεταγμένες (x, y) στο
R2
η εμβάπτιση ψ παραμετρικοποιείται ως

ψ(x, y) = a(x) + yb(x).

Η καμπύλη ψ(x0, y) είναι μια ευθεία γραμμή με μοναδιαίο εφαπτόμενο διάνυσμα
b(x0) = b0. ΄Ετσι έχουμε

1 = ⟨ψx, ψx⟩ = ⟨a′(x), a′(x)⟩+ 2y⟨a′(x), b′(x)⟩+ y2⟨b′(x), b′(x)⟩, (4.3)

0 = ⟨ψx, ψy⟩ = ⟨a′(x), b(x)⟩+ y⟨b′(x), b(x)⟩, (4.4)

1 = ⟨ψy, ψ − y⟩ = ⟨b(x), b(x)⟩. (4.5)

Από την (4.3) έχουμε ότι

1 = y2⟨b′(x), b′(x)⟩+ ⟨a′(x), a′(x)⟩+ 2y⟨a′(x), b′(x)⟩+ ⟨a′(x), a′(x)⟩.

΄Αρα,

⟨b′(x), b′(x)⟩ = 0, ⟨a′(x), b′(x)⟩ = 0, ⟨a′(x), a′(x)⟩ = 1.

Συνεπώς, b′(x) = 0. Επομένως b(x) είναι σταθερό μοναδιαίο διάνυσμα έστω b0.
Η εικόνα των κατακόρυφων γραμμών στο R2

είναι παράλληλες ευθείες στο R3
.
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Από τη σχέση (4.4) λαμβάνουμε,

0 = ⟨a′(x), b0⟩.

Ολοκληρώνοντας τώρα την τελευταία σχέση παίρνουμε,

⟨a(x)− a(x0), b0⟩ = 0.

Αυτό σημαίνει ότι η καμπύλη a(x) περιέχεται σε επίπεδο κάθετο στο διάνυσμα
b0.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ5
Το μοντέλο των τετρανίων για τη
σφαίρα S3

5.1 Τα Τετράνια

Ο προσφορότερος τρόπος για να περιγράψουμε ρητά τις ισόπεδες επιφάνειες

στη σφαίρα S3 είναι να θεωρήσουμε την 3-σφαίρα ως το σύνολο των μονάδων
τετρανίων (quartenions) [14].

Τα τετράνια αποτελούν γενίκευση των μιγαδικών αριθμών, που προκύπτουν από

την πρόσθεση των βασικών στοιχείων i, j, k σε πραγματικούς αριθμούς, όπου τα
i, j, k ικανοποιούν τη σχέση

i2 = j2 = k2 = ijk = −1. (5.1)

Ο πολλαπλασιασμός είναι προσεταιριστικός, αλλά όχι μεταθετικός. Κάθε τετράνιο

αποτελεί γραμμικό συνδιασμό των βασικών τετρανίων 1, k, j, k.

Πιο αναλυτικά, ξεκινάμε με την ταύτιση του R4
με τον χώρο H των τετρανίων

με τον τυπικό τρόπο, δηλαδή, το x = (x1, x2, x3, x4) θεωρείται ως τετράνιο x =
x1 + ix2 + jx3 + kx4. Από τη σχέση (5.1) προκύπτει ότι

ij = k, jk = i, ki = j

ji = −k, kj = −i, ik = −j
ii = −1, jj = −1, kk = −1.

Με αυτό τον τρόπο η μοναδιαία 3-σφαίρα S3 ⊆ R4
θεωρείται ως ο χώρος

των μοναδιαίων τετρανίων, δηλαδή τετρανίων x με μοναδιαίο μήκος ∥x∥ = 1.
Σημειώνουμε ότι η σφαίρα S2 δίνεται ως S2 = S3 ∩ {x1 = 0}.

΄Εστω x, y ∈ H με

x = x1 + ix2 + jx3 + kx4, y = y1 + iy2 + jy3 + ky4.
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Τότε

xy = (x1 + ix2 + jx3 + kx4)(y1 + iy2 + jy3 + ky4)

= x1y1 + ix1y2 + jx1y3 + kx1y4 + ix2y1 − x2y2 + kx2y3 − jx2y4

+ jx3y1 − kx3y2 − x3y3 + ix3y4 + kx4y1 + jx4y2 − ix4y3 − x4y4,

ή ισοδύναμα

xy =(x1y1 − x2y2 − x3y3 − x4y4) + i(x1y2 + x2y1 + x3y4 − x4y3)

+ j(x1y3 − x2y4 + x3y1 + x4y2) + k(x1y4 + x2y3 − x3y2 + x4y1). (5.2)

΄Εστω x, y, w ∈ H με

x = x1+ ix2+ jx3+ kx4, y = y1+ iy2+ jy3+ ky4, w = w1+ iw2+ jw3+ kw4.

Τότε από τη σχέση (5.2) έχουμε

(xy)w ={(x1y1 − x2y2 − x3y3 − x4y4)w1 − (x1y2 + x2y1 + x3y4 − x4y3)w2

− (x1y3 − x2y4 + x3y1 + x4y2)w3 − (x1y4 + x2y3 − x3y2 + x4y1)w4}
+ i{(x1y1 − x2y2 − x3y3 − x4y4)w2 + (x1y2 + x2y1 + x3y4 − x4y3)w1

+ (x1y3 − x2y4 + x3y1 + x4y2)w4 + (x1y4 + x2y3 − x3y2 + x4y1)w3}
+ j{(x1y1 − x2y2 − x3y3 − x4y4)w3 + (x1y2 + x2y1 + x3y4 − x4y3)w4

+ (x1y3 − x2y4 + x3y1 + x4y2)w2 + (x1y4 + x2y3 − x3y2 + x4y1)w2}
+ k{(x1y1 − x2y2 − x3y3 − x4y4)w4 + (x1y2 + x2y1 + x3y4 − x4y3)w3

+ (x1y3 − x2y4 + x3y1 + x4y2)w2 + (x1y4 + x2y3 − x3y2 + x4y1)w1},

ή

(xy)w ={(w1y1 − w2y2 − w3y3 − w4y4)x1 − (w1y2 + w2y1 + w3y4 − w4y3)x2

− (w1y3 − w2y4 + w3y1 + w4y2)x3 − (w1y4 + w2y3 − w3y2 + w4y1)x4}
+ i{(w1y1 − w2y2 − w3y3 − w4y4)x2 − (w1y2 + w2y1 + w3y4 − w4y3)x1

− (w1y3 − w2y4 + w3y1 + w4y2)x4 − (w1y4 + w2y3 − w3y2 + w4y1)x3}
+ j{(w1y1 − w2y2 − w3y3 − w4y4)x3 − (w1y2 + w2y1 + w3y4 − w4y3)x4

− (w1y3 − w2y4 + w3y1 + w4y2)x1 − (w1y4 + w2y3 − w3y2 + w4y1)x2}
+ k{(w1y1 − w2y2 − w3y3 − w4y4)x4 − (w1y2 + w2y1 + w3y4 − w4y3)x3

− (w1y3 − w2y4 + w3y1 + w4y2)x2 − (w1y4 + w2y3 − w3y2 + w4y1)x1}.

Δηλαδή

(xy)w = x(yw). (5.3)
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Επιπλέον

∥xy∥2 = (x1y1 − x2y2 − x3y3 − x4y4)
2 + (x1y2 + x2y1 + x3y4 − x4y3)

2

+ (x1y3 − x2y4 + x3y1 + x4y2)
2 + (x1y4 + x2y3 − x3y2 + x4y1)

2,

ή

∥xy∥2 =(x1y1)
2 + (x2y2)

2 + (x3y3)
2 + (x4y4)

2 − 2x1y1x2y2x3y3x4y4

+ 2x1y2x2y1 − 2x3y4x4y3 + (x1y2)
2 + (x2y1)

2 + (x3y4)
2 + (x4y3)

2

+ 2x1y2x2y1x3y4x4y3 + 2x1y2x2y1 − 2x3y4x4y3 + (x1y3)
2 + (x2y4)

2

+ (x3y1)
2 + (x4y2)

2 + 2x1y3x2y4x3y1x4y2 − 2x1y3x2y4

+ 2x3y1x4y2 + (x1y4)
2 + (x2y3)

2 + (x3y2)
2 + (x4y1)

2

− 2x1y4x2y3x3y2x4y1 + 2x1y4x2y3 − 2x3y2x4y1.

΄Αρα

∥xy∥2 =
4∑
i=1

(xiyi)
2 =

4∑
i=1

(xi)
2

4∑
i=1

(yi)
2 = ∥x∥2∥y∥2,

ή

∥xy∥ = ∥x∥ · ∥y∥. (5.4)

Επίσης παρατηρούμε ότι

1x = (1 + i0 + j0 + k0)(x1 + ix2 + jx3 + kx4) = x (5.5)

και

x1 = (x1 + ix2 + jx3 + kx4)(1 + i0 + j0 + k0) = x. (5.6)

Ορίζουμε το συζυγές του τετρανίου x ως το τετράνιο

x̄ = x1 − ix2 − jx3 − kx4.

Παρατηρούμε ότι αν x ∈ S3 τότε x̄ ∈ S3. Επιπρόσθετα έχουμε

xx̄ =(x1x1 − x2x2 − x3x3 − x4x4) + i(−x1x2 + x2x1 − x3x4 + x4x3)

+ j(−x1x3 + x2x4 + x3x1 − x4x2) + k(−x1x4 − x2x3 + x3x2 + x4x1).

΄Αρα,

xx̄ = x̄x = ∥x∥2. (5.7)
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Από την (5.7) προκύπτει ότι

x−1 =
x̄

∥x∥2
,

για κάθε x ̸= 0. Τότε από την ισότητα (xy)−1 = y−1x−1
προκύπτει xy = ȳx̄.

Επειδή x+ y = x̄+ ȳ έχουμε

(x+ y)(x̄+ ȳ) = ∥x+ y∥2,

ή ισοδύναμα

∥x∥2 + xȳ + yx̄+ ∥y∥2 = ∥x∥2 + 2⟨x, y⟩+ ∥y∥2,

όπου ⟨·, ·⟩ είναι το σύνηθες εσωτερικό γινόμενο στον R4 = H. ΄Ετσι δείξαμε την
εξής ιδιότητα των τετρανίων

xȳ + yx̄ = 2⟨x, y⟩.

Επιπλέον για κάθε x, y, a ∈ H ισχύει

⟨ax, ay⟩ = ∥a∥2⟨x, y⟩, ⟨xa, ya⟩ = ∥a∥2⟨x, y⟩. (5.8)

Πράγματι,

2⟨ax, ay⟩ = (ax)(ay) + (ay)(ax) = axȳā+ ayx̄ā = a(xȳ + yx̄)ā = 2a⟨x, y⟩ā
= 2∥a∥2⟨x, y⟩.

Πρόταση 5.1.1. Η σφαίρα S3 με το συνηθισμένο γινόμενο των τετρανίων
λαμβάνει με φυσικό τρόπο δομή ομάδας Lie.

Απόδειξη. Αρχικά αποδεικνύουμε ότι η σφαίρα S3 με το συνηθισμένο γινόμενο
των τετρανίων είναι ομάδα. ΄Εστω x ∈ S3, y ∈ S3. Τότε λόγω της σχέσης (5.4)
έχουμε ότι ∥xy∥ = 1, δηλαδή xy ∈ S3.

Λόγω της σχέσης (5.3) έχουμε ότι ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα. Από

τις σχέσεις (5.5) και (5.6) έχουμε ότι το 1 ∈ S3 είναι το ουδέτερο στοιχείο της
σφαίρας S3. Επιπρόσθετα από τη σχέση (5.7) συμπεραίνουμε ότι το αντίστροφο
στοιχείο του x ∈ S είναι το συζυγές x̄ ∈ S3. Επιπλέον από την (5.2) προκύπτει
ότι η απεικόνιση · : S3 × S3 → S3, (x, y) 7→ xy είναι διαφορίσιμη. Επομένως ο
χώρος S3 με το συνηθισμένο γινόμενο των τετρανίων είναι ομάδα Lie.
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Κάθε τετράνιο x = x1 + x2i+ x3j + x4k ∈ S3 μπορούμε να το ταυτίσουμε με
τον πίνακα 

x1 −x2 −x3 −x4
x2 x1 −x4 x3
x3 x4 x1 −x2
x4 −x3 x2 x1

 .

Παρατηρούμε ότι οι απεικονίσεις x 7→ xa και x 7→ ax είναι ισομετρίες της σφαίρας
S3 εφοδιασμένη με τη συνήθη μετρική.

΄Εχουμε ότι για κάθε x, y, a ∈ S3. Τότε από την (5.8)

⟨x, y⟩ = ∥a∥⟨x, y⟩ = ⟨ax, ay⟩.

΄Εχουμε ότι ⟨x, y⟩ = ⟨ax, ay⟩ = ⟨xa, ya⟩.

5.2 Hopf fibration

Στόχος αυτής της ενότητας είναι να εισάγει την Hopf fibration. Πρόκειται
για μια απεικόνιση ζωτικής σημασίας για την περιγραφή ισόπεδων επιφανειών στη

σφαίρα S3.

Ορίζουμε την απεικόνιση

Ad(x)y := xyx̄,

όπου x, y ∈ S3. Τότε η Hopf fibration είναι η απεικόνιση

h : S3 → S2,

με

h(x) = Ad(x)i = xix̄.

΄Εστω, p = ip2 + jp3 + kp4 ένα σημείο της S2 = S3 ∩ {x1 = 0}. Η ίνα του p είναι
το σύνολο

h−1(p) = {x = x1 + ix2 + jx3 + kx4 ∈ S3 : h(x) = p}.

Παρατηρούμε ότι η ισότητα h(x) = p ισοδύναμα γράφεται xix̄ = p. Δηλαδή,
x = −pxi. ΄Ομως,

ipx = ((−p2x2 − p3x3 − p4x4) + i(p2x1 + p3x4 − p4x3)

+ j(−p2x4 + p3x1 + p4x2) + k(p2x3 − p3x2 + p4x1))i

= −(p2x1 + p3x4 − p4x3) + i(−p2x2 − p3x3 − p4x4)

+ j(p2x3 − p3x2 + p4x1)− k(−p2x4 + p3x1 + p4x2).
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΄Αρα,

x1 + ix2 + jx3 + kx4 =(p2x1 + p3x4 − p4x3)

− i(−p2x2 − p3x3 − p4x4)

− j(p2x3 − p3x2 + p4x1)

+ k(−p2x4 + p3x1 + p4x2).

Συνεπώς,

x1 = p2x1 + p3x4 − p4x3,

x2 = p2x2 + p3x3 + p4x4,

x3 = −p2x3 + p3x2 − p4x1,

x4 = −p2x4 + p3x1 + p4x2.

΄Ετσι σύμφωνα με τα παραπάνω παίρνουμε ότι

h−1(p) = {x1 + ix2 + jx3 + kx4 ∈ S3 : −p4x1 + p3x2 − (1 + p2)x3 = 0,

p4x2 + p3x1 − (1 + p2)x4 = 0},

αν p2 ̸= −1.

Δηλαδή, συμπεραίνουμε ότι η ίνα h−1(p) είναι μέγιστος κύκλος της S3.

Επιπλέον,

h−1(−i) = {jx3 + kx4 ∈ S3 : x3, x4 ∈ R, x23 + x24 = 1}.

Για κάθε ξ ∈ S3 ορίζεται η skew Hopf fibration ως η απεικόνιση

hξ(x) := Ad(x)ξ : S3 → S2.

Τότε οι ίνες h−1
ξ (p), p ∈ S2, εξακολουθούν να είναι μέγιστοι κύκλοι της σφαίρας

S3.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ6
Ισόπεδες επιφάνειες στη σφαίρα S3

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζουμε βασικά στοιχεία της θεωρίας επιφανειών

στη μοναδιαία σφαίρα S3. Θα ξεκινήσουμε περιγράφοντας τις θεμελιώδεις εξι-
σώσεις επίπεδων επιφανειών ως προς ασυμπτωτικές παραμέτρους. Επιπλέον, θα

παρουσιάσουμε την κατασκευή Bianchi-Spivak ισόπεδων επιφανειών στην S3 και
θα περιγράψουμε μια τελειοποίηση αυτής της μεθόδου μέσω της αναπαράστασης

Kitagawa ([10], [14]).

6.1 Ασυμπτωτικές παράμετροι

Γενικά οι θεμελιώδεις εξισώσεις μιας ισόπεδης επιφάνειας στη σφαίρα S3 δύνα-
ται να μελετηθούν καλύτερα μέσω παραμέτρων των οποίων οι καμπύλες συντε-

ταγμένων είναι ασυμπτωτικές καμπύλες της επιφάνειας.

Ορισμός 6.1.1. Μια κανονική επιφανειακή καμπύλη c : I → Σ, όπου το I είναι
διάστημα, καλείται ασυμπτωτική καμπύλη (ή ασυμπτωτική γραμμή) της επιφάνειας

Σ αν για το διάνυσμα ταχύτητάς της c′(t) ισχύει ότι II(c′(t)) = 0 για κάθε t ∈ I.

Επειδή η επιφάνεια είναι ισόπεδη, από την εξίσωση Gauss έχουμε ότι η εξωτε-
ρική καμπυλότητα είναι k1k2 = −1. Στο παρακάτω θεώρημα αποδεικνύουμε ότι
υπάρχουν συντεταγμένες Tchebyscheff γύρω από κάθε σημείο. Δηλαδή υπάρ-
χουν τοπικές παράμετροι (u.v) τέτοιες ώστε οι παραμετρικές καμπύλες να είναι
ασυμπτωτικές καμπύλες αμφότερες με παράμετρο το μήκος τόξου.

Θεώρημα 6.1.1. ΄Εστω (I, II) ένα ζεύγος Codazzi σε επιφάνεια Σ με σταθερή
και αρνητική εξωτερική καμπυλότητα. Τότε υπάρχουν τοπικές συντεταγμένες

(u, v) και μια λεία συνάρτηση w(u, v) με τιμές στο (0, π) τέτοια ώστε

I = du2 + 2coswdudv + dv2, II = 2
√
−Kextsinwdudv. (6.1)
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Επιπλέον ιχύουν τα ακόλουθα:

1. Αν η επιφάνεια Σ είναι απλά συνεκτική τότε υπάρχουν ολικές συναρτήσεις

u, v : Σ → R τέτοιες ώστε (u, v) να είναι συντεταγμένες που πληρούν τα ανωτέρω
σε μια περιοχή κάθε σημείου.

2. Αν η επιφάνεια Σ είναι απλά συνεκτική και η μετρική I είναι πλήρης, τότε
η προηγούμενη απεικόνιση (u, v) : Σ → R2

είναι ολικός διαφορομορφισμός.

Απόδειξη. Θεωρούμε τοπικές συντεταγμένες (ολικές αν η επιφάνεια Σ είναι απλά

συνεκτική) τέτοιες ώστε,

I = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2, II = 2fdudv, f > 0.

Τα σύμβολα Christoffel Γkij της συνοχής Levi-Civitá της επαγόμενης μετρικής
σε σχέση με τις παραμέτρους (x, y) δίνονται ως εξής:

∇ ∂
∂x

∂

∂x
= Γ1

11

∂

∂x
+ Γ2

11

∂

∂y
,

∇ ∂
∂x

∂

∂y
= Γ1

12

∂

∂x
+ Γ2

12

∂

∂y
,

∇ ∂
∂y

∂

∂y
= Γ1

22

∂

∂x
+ Γ2

22

∂

∂y
.

Χάριν συντομίας γράφουμε ∂x = ∂/∂x, ∂y = ∂/∂y και θέτουμε D = EG−F 2
.

Ισχυρισμός 1:
Du
2D = Γ1

11 + Γ2
12 και

Dv
2D = Γ2

22 + Γ1
12.

Απόδειξη του Ισχυρισμού 1: ΄Εχουμε,

Dx = ExG+ EGx − 2FFx.

Οι παράγωγοι των θεμελιωδών ποσών πρώτης τάξης είναι

Ex = ∂x⟨∂x, ∂x⟩
= 2⟨∇∂x∂x, ∂x⟩
= 2⟨Γ1

11∂x + Γ2
11∂y, ∂x⟩

= 2Γ1
11⟨∂x, ∂x⟩+ 2Γ2

11⟨∂y, ∂x⟩
= 2Γ1

11E + 2Γ2
11F, (6.2)
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Gx = ∂x⟨∂y, ∂y⟩
= 2⟨∇∂x∂y, ∂y⟩
= 2⟨Γ1

12∂x + Γ2
12∂y, ∂y⟩

= 2Γ1
12⟨∂x, ∂y⟩+ 2Γ2

12⟨∂y, ∂y⟩
= 2Γ1

12F + 2Γ2
12G, (6.3)

και

Fx = ∂x⟨∂x, ∂y⟩
= ⟨∇∂x∂x, ∂y⟩+ ⟨∂x,∇∂x∂y⟩
= ⟨Γ1

11∂x + Γ2
11∂y, ∂y⟩+ ⟨∂x,Γ1

12∂x + Γ2
12∂y⟩

= Γ1
11⟨∂x, ∂y⟩+ Γ2

11⟨∂y, ∂y⟩+ Γ1
12⟨∂x, ∂x⟩+ Γ2

12⟨∂x, ∂y⟩
= Γ1

11F + Γ2
11G+ Γ1

12E + Γ2
12F. (6.4)

΄Ετσι με χρήση των σχέσεων (6.2), (6.3) και (6.4) έχουμε ότι

Dx = ExG+ EGx − 2FFx

= (Γ1
11E + Γ2

11F )2G+ 2E(Γ1
12F + 2Γ2

12G)

− 2F (Γ1
11F + Γ2

11G+ Γ1
12E + Γ2

11F ),

ή ισοδύναμα

Dx = 2Γ1
11EG+ 2Γ2

12EG− 2Γ1
11F

2 − 2Γ2
12F

2

= 2EG(Γ1
11 + Γ2

12)− 2F 2(Γ1
11 + Γ2

12)

= 2(Γ1
11 + Γ2

12)(EG− F 2)

= 2(Γ1
11 + Γ2

12)D.

΄Αρα

Dx

2D
= Γ1

11 + Γ2
12.

Ομοίως έχουμε

Dy

2D
= Γ2

22 + Γ1
12.

΄Ετσι αποδείξαμε τον Ισχυρισμό 1.

Ισχυρισμός 2:
fx
f = Γ1

11 − Γ2
12 και

fy
f = Γ2

22 − Γ1
12.
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Απόδειξη του Ισχυρισμού 2: Γνωρίζουμε ότι οι εξισώσεις Mainardi-Codazzi
είναι:

ey − fx = eΓ1
12 + f(Γ2

12 − Γ1
11)− gΓ2

11, (6.5)

fy − gx = eΓ1
22 + f(Γ2

22 − Γ1
12)− gΓ2

12. (6.6)

΄Ομως e = g = 0. ΄Αρα οι σχέσεις (6.5) και (6.6) ισοδυνάμως γράφονται,

−fx = f(Γ2
12 − Γ1

11), fy = f(Γ2
22 − Γ1

12),

ή

fx
f

= Γ1
11 − Γ2

12,
fy
f

= Γ2
22 − Γ1

12.

΄Ετσι αποδείξαμε τον Ισχυρισμό 2.

Εφόσον

Kext =
eg − f2

EG− F 2
,

έχουμε ότι

k1k2 = −f
2

D
.

Λόγω της υπόθεσης k1k2 είναι μια αρνητική σταθερά.

Ισχυρισμός 3: 0 = −fx
f + Dx

D = 2Γ2
12, 0 = −fy

f +
Dy

D = 2Γ1
12.

Απόδειξη του Ισχυρισμού 3: Αρχικά από τους Ισχυρισμούς 1 και 2 έχουμε ότι

− fu
f

+
Du

D
= −Γ1

11 + Γ2
12 + Γ1

11 + Γ2
12 = 2Γ2

12,

− fv
f

+
Dv

D
= −Γ2

22 + Γ1
12 + Γ2

22 + Γ1
12 = 2Γ1

12.

΄Ετσι το μόνο που απομένει για να ολοκληρωθεί η απόδειξη είναι να δείξουμε

ότι Γ2
12 = Γ1

12 = 0. Επειδή ⟨A∂x, ∂x⟩ = 0, έχουμε

0 = ∂y⟨A∂x, ∂x⟩
= ⟨∇∂yA∂x, ∂x⟩+ ⟨A∂u,∇∂y∂x⟩
= ⟨(∇∂yA)∂x +A∇∂y∂x, ∂x⟩+ ⟨A∂x,∇∂y∂x⟩
= ⟨A∇∂y∂x, ∂x⟩+ ⟨A∂x,∇∂y∂x⟩
= ⟨A∇∂x∂y, ∂x⟩+ ⟨A∂x,∇∂y∂x⟩
= ⟨Γ1

12∂x + Γ2
12∂y, ∂x⟩+ ⟨A∂x,Γ1

12∂x + Γ2
12∂y⟩

= Γ1
12⟨A∂x, ∂x⟩+ Γ2

12⟨A∂y, ∂x⟩+ Γ1
12⟨A∂x, ∂x⟩+ Γ2

12⟨A∂x, ∂y⟩
= 4Γ2

12f.
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Αφού f > 0, λαμβάνουμε Γ2
12 = 0.

Ομοίως επειδή ⟨A∂y, ∂y⟩ = 0, έχουμε,

0 = ∂x⟨A∂y, ∂y⟩
= ⟨∇∂xA∂y, ∂y⟩+ ⟨A∂y,∇∂x∂y⟩
= ⟨(∇∂xA)∂y, ∂y⟩+ ⟨A∇∂x∂y, ∂y⟩+ ⟨A∂y,∇∂x∇y⟩
= ⟨Γ1

12∂x + Γ2
12∂y, ∂y⟩+ ⟨A∂y,Γ1

12∂x + Γ2
12∂y⟩

= Γ1
12⟨A∂x, ∂y⟩+ Γ2

12⟨A∂y, ∂y⟩+ Γ1
12⟨A∂y, ∂x⟩+ Γ2

12⟨A∂y, ∂y⟩
= 4Γ1

12f.

Αφού f > 0, έχουμε ότι Γ1
12 = 0. Συνεπώς αποδείξαμε τον Ισχυρισμό 3.

Ισχυρισμός 4: Ey = 0 = Gx.

Απόδειξη του Ισχυρισμού 4: Από τον Ισχυρισμό 3 προκύπτει ότι ∇∂x∂y = 0.
Επίσης, από τη σχέση (6.3) και τον Ισχυρισμό 3 έχουμε ότι Gx = 0. Επιπλέον

Ey = ∂y⟨∂x, ∂x⟩ = 2⟨∇∂y∂x, ∂x⟩ = 2⟨∇∂x∂y, ∂x⟩ = 0.

΄Αρα Ey = 0 και έτσι αποδείξαμε τον Ισχυρισμό 4.

Θεωρώντας νέες τοπικές συντεταγμένες

u =

∫ √
E(x)dx, v =

∫ √
G(y)dy,

έχουμε

I = du2 + 2Fdudv + dv2, II = 2fdudv.

Γνωρίζουμε ότι η εξωτερική καμπυλότητα είναι

Kext =
eg − f2

EG− F 2
.

΄Αρα σύμφωνα με τα παραπάνω γίνεται

k1k2 = − f2

1− F 2
,

ή

1 = F 2 − f2

k1k2
.
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΄Ομως από την υπόθεση γνωρίζουμε ότι Kext είναι σταθερή και Kext = k1k2 < 0.
΄Αρα

1 = F 2 + (
f√

−k1k2
)2.

Τότε υπάρχει μια λεία συνάρτηση w τέτοια ώστε

F = cosw και
f√

−k1k2
= sinw,

ή ισοδύναμα

f =
√

−k1k2 sinw.

Από την εξίσωση Gauss προκύπτει ότι k1k2 = −1 και επομένως f = sinw. ΄Ετσι
έχουμε ότι

I = du2 + 2 coswdu+ dv2, II = 2 sinwdudv,

με 0 < w < π, αφού 1− F 2 > 0.

΄Οταν η επιφάνεια Σ είναι απλά συνεκτική τότε έχουμε ότι η απεικόνιση (u, v) :
Σ → R2

είναι τοπικός διαφορομορφισμός.

Ορίζουμε τη νέα μετρική Riemann

III = du2 − 2 coswdudv + dv2.

Παρατηρούμε ότι

I + III = 2(du2 + dv2).

Επομένως du2 + dv2 είναι μια πλήρης ισόπεδη μετρική όταν η μετρική I είναι
πλήρης. ΄Ετσι η απεικόνιση (u, v) : (Σ, du2 + dv2) → R2

είναι τοπική ισομετρία

και επομένως ολικός διαφορομορφισμός.

Θεώρημα 6.1.2. ΄Εστω Σ μια επιφάνεια και ψ : Σ → M3(c) μια ισομετρική
εμβάπτιση με σταθερή αρνητική εξωτερική καμπυλότητα. Τότε οι ασυμπτωτικές

καμπύλες της εμβάπτισης ψ έχουν σταθερή στρέψη τ με τ2 = −Kext σε σημεία

που η καμπυλότητα της ολοκληρωτικής καμπύλης δεν μηδενίζεται. Επιπλέον, δύο

ασυμπτωτικές καμπύλες που διέρχονται από τυχόν σημείο έχουν στρέψεις 1,−1
αν έχουν μη μηδενική καμπυλότητα σε αυτό το σημείο.

Απόδειξη. Από το Θεώρημα 6.1.1 γνωρίζουμε ότι υπάρχουν τοπικές συντεταγ-

μένες (u, v), έτσι ώστε η επαγόμενη μετρική και η δεύτερη θεμελιώδης μορφή
της να γράφονται στη μορφή (6.1). Ως προς αυτές τις παραμέτρους, οι καμπύλες

συντεταγμένων είναι οι ασυμπτωτικές καμπύλες της εμβάπτισης.
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΄Εστω η παραμετρική καμπύλη α(u) = ψ(u, v0). Η παράμετρος u είναι παράμε-
τρος μήκος τόξου για την καμπύλη α και επίσης II(a′(u)) = 0. ΄Αρα

⟨∇α′(u)α
′(u), N(u, v0)⟩ = 0,

όπου N είναι μοναδιαίο κάθετο της εμβάπτισης ψ και ∇ είναι η συνοχή Levi -
Civitá της σφαίρας S3.

Επομένως, αν υποθέσουμε ότι η καμπυλότητα της καμπύλης α(u) δεν μηδενίζε-
ται στο u = u0, τότε το διάνυσμα N(u0, v0) είναι το δεύτερο κάθετο διάνυσμα
στο u = u0 και το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα της καμπύλης a(u) είναι το διάνυ-
σμα N(u, v0) × α′(u). Το σύμβολο × συμβολίζει το εξωτερικό γινόμενο στον
εφαπτόμενο χώρο της σφαίρας S3. Αν γράψουμε

N(u, v0)× α′(u) = a(u)dψ(∂u) + b(u)dψ(∂v),

για κατάλληλες συναρτήσεις a, b, τότε η στρέψη τ(u) του a(u) είναι

τ(u) = −⟨∇α′(u)N(u, v0), N(u, v0)× α′(u)⟩
= −⟨∇α′(u)N(u, v0), a(u)dψ(∂u) + b(u)dψ(∂v)⟩
= −a(u)⟨∇α′(u)N(u, v0), dψ(∂u)⟩ − b(u)⟨∇α′(u)N(u, v0), dψ(∂v)⟩
= a(u)⟨N(u, v0),∇∂udψ(∂u)⟩+ b(u)⟨N(u, v0),∇∂udψ(∂v)⟩.

΄Ετσι από τον τύπο του Gauss έχουμε

τ(u) = b(u)⟨N(u, v0),∇∂udψ(∂v)⟩.

Συνεπώς από τη σχέση (6.1) έχουμε

τ(u) = b(u)
√

−k1k2 sinw. (6.7)

΄Ομως,

0 = ⟨N(u, v0)× α′(u), ∂u⟩ = ⟨a(u)dψ(∂u) + b(u)dψ(∂v), dψ(∂u)⟩.

΄Ετσι από τη σχέση (6.1) παίρνουμε a(u) + b(u) cosw = 0. Επίσης από τη σχέση
(6.1) λαμβάνουμε

sinw = ⟨N(u, v0)× α′(u), ∂v⟩ = a(u) cosw + b(u).

Από τις δύο προηγούμενες σχέσεις προκύπτει ότι

sinw = −b(u) cos2w + b(u) = b(u)(1− cos2w) = b(u) sin2w,
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ή ισοδύναμα

b(u) =
1

sinw
.

΄Ετσι η σχέση (6.7) γίνεται

τ(u) =
√
−k1k2.

Εργαζόμενοι ομοίως μπορούμε να δείξουμε ότι η στρέψη της παραμετρικής κα-

μπύλης β(v) = ψ(u0, v) είναι τ(v) = −
√
−k1k2, με N(u0, v) να είναι το δεύτερο

κάθετο διάνυσμα της καμπύλης β(v).

Λήμμα 6.1.1. Υπό τις υποθέσεις του Θεωρήματος 6.1.1 και ως προς το σύστημα

συντεταγμένων του Θεωρήματος 6.1.1 έχουμε ότι wuv = 0.

Απόδειξη. Από το ΄Εξοχο Θεώρημα έχουμε ότι

−EK = (Γ2
12)u − (Γ2

11)v + Γ1
12Γ

2
11 + Γ2

12Γ
2
12 − Γ1

11Γ
2
12 − Γ2

11Γ
2
22 (6.8)

΄Ομως,

(gij) =

(
E F
F G

)
=

(
1 cosw

cosw 1

)
,

οπότε

(gij) = (gij)
−1 =

1

sin2w

(
1 − cosw

− cosw 1

)
.

Λόγω της (1.2) έχουμε

Γ2
12 =

1

2

2∑
m=1

g2m(−g12,m + g2m,1 + gm1,2)

=
1

2

(
− cosw

sin2w
(−g12,1 + g21,1 + g11,2) +

1

sin2w
(−g12,2 + g22,1 + g21,2)

)
= 0.

Επίσης,

Γ2
11 =

1

2

2∑
m=1

g2m(−g11,m + g1m,1 + gm1,1)

=
1

2

(
− cosw

sin2w
(−g11,1 + g11,1 + g11,1) +

1

sin2w
(−g11,2 + g12,1 + g21,1)

)
=

wu
sinw

.
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Επομένως,

(Γ2
11)v =

wuv sinw − wu coswwv

sin2w
.

Επιπλέον,

Γ1
12 =

1

2

2∑
m=1

g1m(−g12,m + g2m,1 + gm1,2)

=
1

2

(
1

sin2w
(−g12,1 + g21,1 + g11,2)−

cosw

sin2w
(−g12,2 + g22,1 + g21,2)

)
= 0.

Τέλος,

Γ2
22 =

1

2

2∑
m=1

g2m(−g22,m + g2m,2 + gm2,2)

=
1

2

(
− cosw

sin2w
(−g22,1 + g21,2 + g12,2) +

1

sin2w
(−g22,2 + g22,2 + g22,2)

)
= − cosw

2 sin2w
2 sinwwv

= −coswwv
sinw

.

΄Ετσι σύμφωνα με τα παραπάνω, η σχέση (6.8) γράφεται ισοδύναμα

0 =
wu coswwv

sin2w
− wuv sinw

sin2w
− wu coswwu

sin2w
= − wuv

sinw
.

Και αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.

Παρατήρηση 6.1.1. Το Λήμμα 6.1.1 μας λέει ουσιαστικά ότι η γωνιακή συ-

νάρτηση w επαληθεύει την ομογενή κυματική εξίσωση και επομένως είναι της
μορφής

w(u, v) = w1(u) + w2(v),

όπου w1, w2 είναι λείες πραγματικές συναρτήσεις.

Στο σημείο αυτό ας επισημάνουμε ότι καθώς οι ισόπεδες επιφάνειες στη σφαίρα

S3 περιγράφονται από την κυματική εξίσωση (η οποία είναι υπερβολικού τύπου),
αποδεικνύεται ότι οι ισόπεδες επιφάνειες στην S3 δεν είναι εν γένει αναλυτικές
επιφάνειες.
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Οι συντεταγμένες Tschebyscheff (Τ-συντεταγμένες από εδώ και στο εξής) ε-
ίναι απαραίτητες για την τοπική μελέτη ισόπεδων επιφανειών. Είναι σημαντικό

να κατανοήσουμε πότε είναι ολικά διαθέσιμες σε μια επιφάνεια ώστε να αναπτυ-

χθεί μια ολική θεωρία. ΄Εχουμε ότι οποιαδήποτε απλά συνεκτική πλήρης ισόπεδη

επιφάνεια στην S3 έχει Τ-συντεταγμένες που ορίζονται ολικά.

Αποδεικνύεται ότι οι απλά συνεκτικές ισόπεδες επιφάνειες στην S3 δεν δια-
θέτουν γενικά ολικές Τ-συντεταγμένες, αλλά αντ΄ αυτού, δέχονται μια ολικώς

ορισμένη Tschebyscheff εμβάπτιση. Με άλλα λόγια, μπορούμε να θεωρήσουμε
απεικόνιση (u, v) από την επιφάνεια στο R2

που να επαληθεύει όλες τις ιδιότη-

τες των Τ-συντεταγμένων εκτός από το γεγονός ότι μπορεί να μην είναι 1-1. Η

ύπαρξη αυτής της Τ-εμβάπτισης είναι αρκετή για να αντιμετωπίσει σε ολικό ε-

πίπεδο τις μη πλήρεις επίπεδες επιφάνειες στην S3. Τέλος, έχει αποδειχθεί ότι οι
Τ-συντεταγμένες είναι ολικά ορισμένες σε οποιαδήποτε (όχι απαραίτητα πλήρη)

απλά συνεκτική πραγματικά αναλυτική (real analytic) ισόπεδη επιφάνεια στην S3.

6.2 Πρώτα παραδείγματα ισόπεδων επιφανειών

στη σφαίρα S3

Ο πιο απλός τρόπος για να κατασκευάσουμε ισόπεδες επιφάνειες στη σφαίρα

S3 είναι μέσω της Hopf fibration.

Στην Ενότητα 5.2 του Κεφαλαίου 5 ορίσαμε την Hopf fibration ως h : S3 → S2
με h(x) = xix̄. ΄Ενας ισοδύναμος τρόπος της Hopf fibration είναι ο εξής:

Θεωρώντας τη σφαίρα S3 ως

S3 = {(z1, z2) ∈ C× C : |z1|2 + |z2|2 = 1}.

Τότε η Hopf fibration δίνεται ως η απεικόνιση

h(z1, z2) =
z1
z2
.

Πρόταση 6.2.1. Αν c είναι μια κανονική καμπύλη στη σφαίρα S2, τότε η
αντίστροφη εικόνα h−1(c) είναι ισόπεδη επιφάνεια στη σφαίρα S3.

Απόδειξη. ΄Εστω c ένας κύκλος. Θα δείξουμε ότι h−1(c) είναι γινόμενο δύο
κύκλων. Πράγματι, εφόσον c είναι κύκλος τότε

h−1(c) = h−1({z : |z| = R}) = {(z1, z2) : |z1|2 + |z2|2 = 1 και

∣∣∣∣z1z2
∣∣∣∣ = R}.
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΄Ετσι έχουμε το ακόλουθο σύστημα,

|z1|2 + |z2|2 = 1,

∣∣∣∣z1z2
∣∣∣∣ = R,

από το οποίο προκύπτει ότι

|z1| =
R√

1 +R2
, |z2| =

1√
1 +R2

.

΄Ετσι έχουμε ότι h−1(c) είναι γινόμενο δύο κύκλων S1( R√
1+R2

)×S1( 1√
1+R2

) αν

c είναι κύκλος. ΄Αρα σε αυτή την περίπτωση h−1(c) είναι μια ισόπεδη επιφάνεια.

Υποθέτουμε τώρα ότι η c είναι κανονική καμπύλη στη σφαίρα S2. Για κάθε
σημείο q ∈ h−1(c), μπορούμε να θεωρήσουμε έναν κύκλο c̃ της σφαίρας S2 με
επαφή δεύτερης τάξης στο σημείο h(q) με την καμπύλη c (δηλαδή, οι παράγωγοι
έως δεύτερης τάξης συμφωνούν). Τότε οι ίνες h−1(c) και h−1(c̃) έχουν επαφή
τάξης δύο στο σημείο q.

Αφού η ίνα h−1(c̃) είναι ισόπεδη επιφάνεια και επειδή από το ΄Εξοχο Θεώρη-
μα έχουμε ότι η καμπυλότητα Gauss εξαρτάται μόνο από παραγώγους δεύτερης
τάξης, θα έχουμε ότι το σημείο q θα είναι ένα ισόπεδο σημείο της ίνας h−1(c).
΄Αρα η ίνα h−1(c) είναι ισόπεδη επιφάνεια στην S3.

Στην απόδειξη της Πρότασης 6.2.1 είδαμε πως αν c είναι κύκλος τότε

h−1(c) = S1(
R√

1 +R2
)× S1(

1√
1 +R2

).

Αυτοί οι τόροι ονομάζονται Clifford τόροι.

Αφού οι αντίστροφες εικόνες της Hopf fibration είναι γεωδαισιακές της S3,
αποδεικνύεται ότι h−1(c) έχει γενικά την τοπολογία ενός κυλίνδρου. Αυτός είναι
και ο λόγος που αυτές οι επιφάνειες ονομάζονται κύλινδροι Hopf. Επιπλέον, αν
η επιλεγμένη κανονική καμπύλη c στην S3 είναι κλειστή, ο κύλινδρος Hopf που
προκύπτει h−1(c) είναι συμπαγής και έχει την τοπολογία ενός τόρου. ΄Ετσι καλε-
ίται τόρος Hopf. Επιπρόσθετα, αν c είναι εμφυτευμένη (embedded), ο κύλινδρος
(ή τόρος) Hopf που προκύπτει είναι εμφυτευμένη. Αυτό περιέχει μια μεγάλη οι-
κογένεια ισόπεδων τόρων και πλήρων ισόπεδων κυλίνδρων στην S3, μερικοί από
τους οποίους είναι στη πραγματικότητα εμφυτευμένοι. Τέλος, οι ισόπεδες αυτές

επιφάνειες μπορούν να υπολογιστούν ρητά όταν γνωρίζουμε την καμπύλη c της
σφαίρας S2.
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6.3 Η κατασκευή των Bianchi-Spivak ισόπεδων
επιφανειών στη S3

΄Εστω ψ : Σ → S3 μια εμβάπτιση και N να είναι το μοναδιαίο κάθετο της.

Από το Θεώρημα 6.1.1 έχουμε ότι υπάρχουν συντεταγμένες (u1, u2) τέτοιες
ώστε,

I = du21 + 2coswdu1du2 + du22, II = 2
√
−Ksinwdu1du2.

Από την Παρατήρηση 6.1.1 έχουμε ότι w(u1, u1) = w(u1) + w(u2).

Θέτουμε, ei =
∂
∂ui
και ni = N × dψ(ei). Τότε έχουμε,

∇eidψ(ei) = kini

∇eini = −kidψ(ei) + τiN

∇eiN = −τini.

Από το Θεώρημα 6.1.2 έχουμε ότι τ1 = 1 και τ2 = −1, όπου τi είναι η στρέψη
της αντίστοιχης ασυμπτωματικής καμπύλης όταν η καμπυλότητα της καμπύλης δεν

μηδενίζεται. Σε κάθε περίπτωση οι συναρτήσεις ki και τi είναι καλά ορισμένες αν
η καμπυλότητα της καμπύλης μηδενίζεται σε κάποια σημεία. Υπολογίζουμε τις

καμπυλότητες ki(ui).

Γράφουμε ∇e1e1 = ae1 + be2 για κατάλληλες συναρτήσεις a, b.

Αφού k1n1 = ∇e1e1, τότε

k1 = ⟨∇e1e1, n1⟩
= ⟨ae1 + be2, n1⟩
= a⟨e1, n1⟩+ b⟨e2, n1⟩
= b⟨e2, N × e1⟩
= b sinw.

Επειδή n1 = N × e1, τότε ⟨e1, n1⟩ = 0. ΄Εχουμε ότι

⟨∇e1e1, e1⟩ = 0,

ή ισοδύναμα

0 = ⟨ae1 + be2, e1⟩
= a⟨e1, e1⟩+ b⟨e2, e1⟩
= a+ b cosw. (6.9)
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Επίσης,

⟨∇e1e1, e2⟩ = e1⟨e1, e2⟩ = −w′
1 sinw.

Επιπλέον έχουμε ότι

⟨∇e1e1, e2⟩ = ⟨ae1 + be2, e2⟩
= a⟨e1, e2⟩+ b⟨e2, e2⟩
= a cosw + b.

΄Αρα

a cosw + b = w′
1 sinw. (6.10)

΄Ετσι από τις σχέσεις (6.9) και (6.10) παίρνουμε

b = − w′
1

sinw
, a =

w′
1 cosw

sinw
.

Επομένως,

k1(u1) = b sinw = −w′
1(u1).

Εργαζόμενοι ομοίως βρίσκουμε ότι k2(u2) = w′
2(u2). ΄Ετσι από τους υπολογι-

σμούς των ki, i = 1, 2 έχουμε ότι οι ασυμπτωτικές καμπύλες α(u1) = ψ(u1, u2)
έχουν καμπυλότητα και στρέψη που δεν εξαρτάται από το u2. Το ίδιο ισχύει και
για τις ασυμπτωτικές καμπύλες β(u2) = ψ(u1, u2).

Παίρνοντας τώρα μια άλλη ασυμπτωτική καμπύλη ᾱ(u1) = ψ(u1, u2), τότε
για τις καμπύλες α(u1), ᾱ(u1) ισχύει ότι η καμπυλότητα και η στρέψη τους δεν
εξαρτάται από το u2. ΄Ομως πιο πάνω δείξαμε ότι έχουν την ίδια στρέψη και την ίδια
καμπυλότητα. Συνεπώς αυτές οι δύο ασυμπτωτικές καμπύλες είναι γεωμετρικώς

ισότιμες. Ομοίως για την ασυμπτωτική καμπύλη β(u2), αν υπόθέσουμε ότι β̄(u2)
είναι μια άλλη ασυμπτωτική καμπύλη, τότε έχουμε ότι οι καμπύλες β(u2), β̄(u2)
είναι γεωμετρικώς ισότιμες. ΄Ετσι δείξαμε την παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 6.3.1. ΄Ολες οι ασυμπτωτικές καμπύλες u1 7→ ψ(u1, u2) είναι γεω-
μετρικώς ισότιμες. Αντίστοιχα, όλες οι ασυμπτωτικές καμπύλες u2 7→ ψ(u1, u2)
γεωμετρικώς ισότιμες.

Ορισμός 6.3.1. Αν G είναι μια ομάδα Lie, τότε ένα διανυσματικό πεδίο X ∈
X(G) καλείται αριστερώς αναλλοίωτο αν για κάθε g ∈ G Lg∗X = X ◦Lg. ΄Οπου
με Lg συμβολίζουμε τις αριστερές μεταφορές, δηλαδή Lg(h) = gh.

Ομοίως ορίζεται και το δεξιώς αναλλοίωτο διανυσματικό πεδίο.
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Λήμμα 6.3.1. ΄Εστω G είναι μια ομάδα Lie εφοδιασμένη με μετρική ⟨, ⟩. Αν
X,Y, είναι αριστερώς αναλλοίωτα διανυσματικά πεδία της G, τότε ισχύει

∇XY =
1

2
[X,Y ].

Απόδειξη. Οι ολοκληρωτικές καμπύλες του διανυσματικού πεδίου X είναι αριστε-
ρώς αναλλοίωτες 1-παραμετρική υποομάδα. Δηλαδή ∇XX = 0. Συνεπώς

0 = ∇X+YX + Y = ∇XX +∇XY +∇YX +∇Y Y = ∇XY +∇YX.

΄Ομως,

∇XY −∇YX = [X,Y ].

΄Αρα,

0 = 2∇XY − [X,Y ],

ή

∇XY =
1

2
[X,Y ].

΄Εστω

X1 = (0, 1, 0, 0), X2 = (0, 0, 1, 0), X3 = (0, 0, 0, 1).

΄Εχουμε ότι

X1 =


0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

 , X2 =


0 0 −1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 −1 0 0

 , X3 =


0 0 0 −1
0 0 −1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

 .

Τότε έχουμε

[X1, X2] = X1X2 −X2X1 =


0 0 0 −1
0 0 −1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

−


0 0 0 1
0 0 1 0
0 −1 0 0
−1 0 0 0

 = 2X3.

Ομοίως δείχνουμε ότι [X2, X3] = 2X1, [X3, X1] = 2X2. Συνολικά έχουμε

[X1, X2] = 2X3, [X2, X3] = 2X1, [X3, X1] = 2X2. (6.11)
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Επιπλέον έχουμε

X1 ×X2 = X3, X2 ×X3 = X1, X3 ×X1 = X2.

Αν συμβολίσουμε με X̃i το αριστερά αναλλοίωτο διανυσματικό πεδίο στη σφαίρα

S3 που επεκτείνει τα Xi, τότε

X̃1 × X̃2 = X̃3, X̃2 × X̃3 = X̃1, X̃3 × X̃1 = X̃2,

όπου το εξωτερικό γινόμενο × σε κάθε εφαπτόμενο χώρο ορίζεται ως προς τη
συνήθη μετρική ⟨ , ⟩ της S3 και με το συνήθη προσανατολισμό της S3.

Ας είναι c μια καμπύλη στη σφαίρα S3 με παράμετρο το μήκος τόξου. Το
μοναδιαίο εφαπτόμενο διάνυσμα t της c που δίνεται από

t(s) =
3∑
i=1

fi(s) · X̃i(c(s)), (6.12)

όπου

3∑
i=1

f2i = 1. (6.13)

Προφανώς

3∑
i=1

fif
′
i = 0.

Με ∇ συμβολίζουμε τη συνοχή Levi Civitá της S3. Τότε για κάθε διανυσματικό
πεδίο

∑
j hj(s) · X̃j(c(s)) κατά μήκος της c έχουμε

D

ds

 3∑
j=1

hj(s) · X̃j(c(s))

 =

3∑
j=1

h′j(s) · X̃j(c(s)) +

3∑
j=1

hj(s)
D

ds
X̃j(c(s))

=

3∑
j=1

h′j(s) · X̃j(c(s)) +

3∑
j=1

hj(s)

3∑
i=1

fi(s)∇X̃i
X̃j(c(s)).

Από Λήμμα 6.3.1 έχουμε ότι

∇X̃i
X̃j =

1

2
[X̃i, X̃j ].
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΄Αρα από την παραπάνω σχέση και τη σχέση (6.11), λαμβάνουμε

D

ds

 3∑
j=1

hj(s) · X̃j(c(s))

 =
3∑
j=1

h′j(s) · X̃j(c(s))

+ [(f2(s)h3(s)− f3(s)h2(s))X̃1(c(s))

+ (f3(s)h1(s)− f1(s)h3(s))X̃2(c(s)))

+ (f1(s)h2(s)− f2(s)h1(s))X̃3(c(s))]. (6.14)

΄Ετσι έχουμε

Dt(s)

ds
=

3∑
i=1

f ′i · X̃i. (6.15)

Η καμπυλότητα k (= k1) της καμπύλης c δίνεται ως

k =

√√√√ 3∑
i=1

(f ′i)
2. (6.16)

Το κύριο κάθετο διάνυσμα n της καμπύλης c δίνεται ως

n =
1

k

3∑
i=1

f ′i · X̃i. (6.17)

Επιπλέον, το δεύτερο κάθετο διάνυσμα b της καμπύλης c δίνεται ως

b = t× n =
1

k
·

(
3∑
i=1

fi · X̃i

)
×

 3∑
j=1

f ′j · X̃j


=

1

k

3∑
i,j=1

fifj
′( ˜Xi × X̃j)

=
1

k

(
f2f

′
3 − f3f

′
2)X̃1 + (f3f

′
1 − f !f ′3)X̃2 + (f1f

′
2 − f2f

′
1)X̃3

)
=

1

k

3∑
i=1

giX̃i. (6.18)
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΄Ομως,

Db(s)

ds
=

1

k

D

ds

(
3∑
i=1

gi · X̃i

)
− k′

k2

3∑
i=1

gi · X̃i

=
1

k

(
(f2g3 − g2f3)X̃1 + (f3g1 − g3f1)X̃2 + (f1g2 − g1f2)X̃3 +

3∑
i=1

g′iX̃i

)

− k′

k

3∑
i=1

giX̃i,

δηλαδή

Db(s)

ds
=
1

k

(
(f2g3 − g2f3)X̃1 + (f3g1 − g3f1)X̃2 + (f1g2 − g1f2)X̃3

)
+

3∑
i=1

(gi
k

)′
X̃i.

Αλλά

f2g3 − g2f3 = f2(f1f
′
2 − f2f

′
1)− f3(f3f

′
1 − f1f

′
3)

= f1(f2f
′
2 + f3f

′
3)− f ′1(f

2
2 + f23 ).

΄Ομως από τη σχέση (6.13) έχουμε

f2g3 − g2f3 = f1(−f1f ′1)− f ′1(1− f21 ) = −f1.

Ομοίως αποδεικνύεται ότι

f3g1 − g3f1 = f ′2, f1g2 − g1f2 = f ′3.

Συνεπώς έχουμε

Db(s)

ds
=

−
∑3

i=1 f
′
i · X̃i

k
+

3∑
i=1

(gi
k

)′
· X̃i,

όπου με χρήση της σχέσης (6.17) έχουμε

Db(s)

ds
= −n+

3∑
i=1

(gi
k

)′
· X̃i. (6.19)
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Θεώρημα 6.3.1. Αν c είναι μια καμπύλη της S3 η οποία έχει στρέψη τ = 1,
τότε το δεύτερο κάθετο b είναι αριστερώς αναλλοίωτο κατά μήκος της c, δηλαδή

b(s) = Lc(s)c(o)−1∗b(0).

Αν η καμπύλη c έχει στρέψη τ = −1, τότε το δεύτερο κάθετο b είναι δεξιώς
αναλλοίωτο κατά μήκος της c.

Απόδειξη. Από τους τύπους Frenet γνωρίζουμε ότι

Db(s)

ds
= −τn.

Αφού τ = 1, τότε από τη σχέση (6.19) έχουμε(gi
k

)′
= 0,

συνεπώς gi/k είναι σταθερό. Εφόσον X̃i είναι αριστερώς αναλλοίωτα και gi/k
είναι σταθερά, τότε από τη σχέση (6.18) έχουμε ότι και το δεύτερο κάθετο b είναι
αριστερώς αναλλοίωτο.

Αν η στρέψη της καμπύλης c είναι τ = −1, τότε θεωρούμε την απεικόνιση

f : S3 → S3, f(x) = x−1.

΄Εστω γ : R → S3 καμπύλη με γ(0) = p ∈ S3 και γ′(0) = v ∈ TpS3. Το διαφορικό
dfp : TpS3 → TpS3, είναι

dfpv = (f ◦ γ)′(0).

΄Ομως

(f ◦ γ)(t) = f(γ(t)) = γ−1(t) = γ(−t).

΄Ετσι

(f ◦ γ)′(0) = −c′(0) = −v.

Δηλαδή

dfpv = −v.

Επομένως η απεικόνιση f αντιστρέφει τον προσανατολισμό. ΄Ετσι έχουμε ότι το
δεύτερο κάθετο διάνυσμα της καμπύλης f ◦ c είναι το διάνυσμα −dfpb. Συνεπώς,
f ◦ c έχει στρέψη τ = 1 αν και μόνο αν η καμπύλη c έχει στρέψη τ = −1.
Επομένως έχουμε το ζητούμενο.
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Θεώρημα 6.3.2. Η ισόπεδη εμβάπτιση ψ(u1, u2) μπορεί να ανακτηθεί ως προς
τις ασυμπτωτικές καμπύλες ψ(u1, 0), ψ(0, u2) ως

ψ(u1, u2) = ψ(u1, 0) · ψ(0, 0)−1 · ψ(0, u2).

Απόδειξη. ΄Εστω Au1 να είναι η μοναδική ισομετρία της σφαίρας S3 με

Au1(ψ(0, u2)) = ψ(u1, u2),

για κάθε u2.

Θεωρούμε την οικογένεια των αριστερών μεταφορών

{Bu1} = {Lψ(u1,0)ψ(0,0)−1},

η οποία απεικονίζει το σημείο ψ(0, 0) στο σημείο ψ(u1, 0). Από το Θεώρημα
6.3.1, το διαφορικό Bu1∗ απεικονίζει το δεύτερο κάθετο διάνυσμα b(0) της u1 7→
ψ(u1, 0) στο u1 = 0 στο δεύτερο κάθετο διάνυσμα b(u1) στο u1. Συνεπώς, το
διαφορικό Bu1∗ απεικονίζει το εφαπτόμενο επίπεδο αυτής της καμπύλης στο 0 στο
εφαπτόμενο επίπεδο της u1. ΄Αρα μπορούμε να γράψουμε

t(u1) = cos θ(u1) ·Bu1∗t(0)− sin θ(u1) ·Bu1∗n(0),

όπου θ(u1) είναι η γωνία από το t(u1) στο Bu1∗t(0). Χωρίς βλάβη γενικότητας
μπορούμε να υποθέσουμε ότι ψ(0, 0) = 1 ∈ S3. Τότε από τη σχέση (6.12) έχουμε
ότι

f1 = cos θ(u1), f2 = − sin θ(u1), f3 = 0.

Συνεπώς από τη σχέση (6.15) έχουμε

Dt

du1
= −θ(u1)′(sin θ(u1) ·Bu1∗t(0) + cos θ(u1) ·Bu1∗n(0)) = −θ(u1)′ · n(u1).

΄Ομως

Dt

du1
= − ∂w

∂u1
n(u1).

Συγκρίνοντας τις δύο τελευταίες σχέσεις έχουμε ότι

w′(u1) = θ′(u1).

΄Αρα

w(u1) = θ(u1) + w(0).

΄Ετσι έχουμε ότι το Bu1∗ απεικονίζει το εφαπτόμενο διάνυσμα της καμπύλης u2 7→
ψ(0, u2) για u2 = 0 στο εφαπτόμενο διάνυσμα της καμπύλης u2 7→ ψ(u1, u, 2)
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για u2 = 0. Επιπλέον οι καμπύλες u2 7→ ψ(u1, u, 2) είναι ασυμπτωτικές. Τα
εφαπτόμενα επίπεδα στο u2 = 0 συμπίπτουν με τα εφαπτόμενα επίπεδα της ασυμ-
πτωτικής καμπύλης u1 7→ ψ(u1, 0) στο 0 και u1 αντίστοιχα. ΄Ετσι τα δεύτερα
κανονικά διανύσματα στο u2 = 0 είναι τα δεύτερα κανονικά διανύσματα b(0) και
b(u1) της καμπύλης u1 7→ ψ(u1, u2). Επομένως η Bu1∗t(0) παίρνει το δεύτερο
κάθετο διάνυσμα της καμπύλης u2 7→ ψ(0, u2) (στο u2 = 0) στο δεύτερο κάθετο
της καμπύλης u2 7→ ψ(u1, u2) (στο u2 = 0). ΄Αρα έχουμε ότι η απεικόνιση Bu1
πρέπει να είναι η ισομετρία Au1 , δηλαδή Au1 είναι πράγματι αριστερή μεταφορά.

΄Ετσι έχουμε ότι η ισομετρική εμβάπτιση ψ μπορεί να γραφεί ως

ψ(u1, u2) = ψ(u1, 0) · ψ(0, 0)−1 · ψ(0, u2).

Για να αποδείξουμε το αντίστροφο του Θεωρήματος 6.3.2 πρέπει να προβούμε

σε κάποιες παρατηρήσεις. Οι ασυμπτωτικές καμπύλες μιας ισόπεδης επιφάνειας

έχουν στρέψη ±1 στα σημεία όπου η καμπυλότητα των καμπυλών δεν είναι μηδέν.
΄Ετσι κάποιος μπορεί να σκεφτεί ότι μια ισόπεδη επιφάνεια μπορεί να περιγρα-

φεί ως γινόμενο δύο καμπυλών, η μια με στρέψη 1 και η άλλη με στρέψη −1,
χρησιμοποιώντας την περιγραφή του Θεωρήματος 6.3.2. Αυτό ουσιαστικά είναι

αληθές, αλλά οι ασυμπτωτικές καμπύλες θα μπορούσαν να έχουν σημεία όπου η

καμπυλότητά τους να είναι μηδέν.

Για λόγους απλούστευσης υποθέτουμε ότι ψ(0, 0) = 1, α(u1) = ψ(u1, 0) και
β(u2) = ψ(0, u2). Τότε από το Θεώρημα 6.3.2 έχουμε ότι το μοναδιαίο κάθετο
διάνυσμα της εμβάπτισης ψ δίνεται ως

N(u1, u2) = α(u1)ζ0β(u2),

όπου ζ0 = N(0, 0) ∈ S3, αφού 0 = ⟨ψ(0, 0), N(0, 0)⟩ = ⟨1, ζ0⟩.

Επιπλέον,

0 = ⟨ψu1 , N⟩ = ⟨α′β, αζ0β⟩ = ⟨α′, αζ0⟩,

0 = ⟨ψu2 , N⟩ = ⟨αβ′, αζ0β⟩ = ⟨β′, ζ0β⟩.

Λήμμα 6.3.2. ΄Εστω v ∈ S3 και ζ0 ∈ S2. Τότε ισχύει ⟨v, vζ0⟩ = 0.

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι

⟨v, vζ0⟩ = ⟨vζ0, vζ0ζ0⟩ = ⟨vζ0,−vζ0ζ̄0⟩ = −⟨vζ0, v∥ζ0∥2⟩ = −⟨vζ0, v⟩,
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ή ισοδύναμα

⟨v, vζ0⟩+ ⟨vζ0, v⟩ = 0.

΄Αρα

⟨v, vζ0⟩ = 0.

Πρόταση 6.3.2. ΄Εστω ζ0 ∈ S2 ⊆ S3 και γ(s) μια καμπύλη στην S3 με
παράμετρο το μήκος τόξου.

(i) Αν ⟨γ′, γζ0⟩ = 0, τότε γ(s) έχει στρέψη τ = 1 στα σημεία όπου η καμπυ-
λότητα της καμπύλης γ(s) δεν μηδενίζεται.

(ii) Αν ⟨γ′, ζ0γ⟩ = 0, τότε γ(s) έχει στρέψη τ = −1 στα σημεία όπου η
καμπυλότητα της καμπύλης γ(s) δεν μηδενίζεται.

Απόδειξη. (i). Υποθέτουμε ότι ⟨γ′, γζ0⟩ = 0. Παραγωγίζοντας αυτή τη σχέση
έχουμε

0 = ⟨∇γ′γ
′, γζ0⟩+ ⟨γ′, γ′ζ0⟩ (6.20)

Λόγω του Λήμματος 6.3.2 έχουμε

⟨γ′, γ′ζ0⟩ = 0, ⟨γ, γζ0⟩ = 0.

Συνεπώς γζ0 είναι ορθογώνιο προς τα γ, γ
′, ∇γ′γ

′. ΄Ετσι αν ∇γ′γ
′ ̸= 0, τότε το

δεύτερο κάθετο διάνυσμα της καμπύλης γ είναι το γζ0. Επιπλέον το κύριο κάθετο
της καμπύλης γ είναι το −γ′ζ0. ΄Αρα έχουμε ότι b = γζ0 και n = −γ′ζ0. ΄Ετσι
από τις εξισώσεις Frenet έχουμε

b′ = −τn,

δηλαδή

τ = −⟨b′, n⟩ = −⟨∇γ′γζ0,−γ′ζ0⟩ = ⟨γ′ζ0, γ′ζ0⟩ = 1.

΄Αρα τ = 1. Ομοίως εργαζόμαστε και στην περίπτωση (ii).

΄Εστω γ να είναι καμπύλη που ικανοποιεί τη σχέση ⟨γ′, γζ0⟩ = 0. Τότε η
καμπύλη γ̄ ικανοποιεί την περίπτωση (ii) στην Πρόταση 6.3.2. Αυτό ισχύει διότι

0 = ⟨γ′, γζ0⟩ = ⟨γ̄′, ¯γζ0⟩ = ⟨γ̄′, ζ̄0γ̄⟩ = −⟨γ̄′, ζ0γ̄⟩.

Παραπάνω χρησιμοποιήσαμε ότι ζ̄0 = −ζ0, επειδή ζ0 ∈ S2.
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Θεώρημα 6.3.3. ΄Εστω ζ0 ∈ S2. Θεωρούμε δύο κανονικές καμπύλες α(u1), β(u2)
αμφότερες με παράμετρο το μήκος τόξου που ικανοποιούν

⟨α′, αζ0⟩ = 0, ⟨β′, βζ0⟩ = 0, (6.21)

με α(0) = 1 = β(0) και

α(u1)α
′(u1) ̸= β(u2)β

′(u2). (6.22)

Τότε η απεικόνιση ψ(u1, u2) = α(u1)β(u2) είναι ισόπεδη εμβάπτιση με μοναδιαίο
κάθετο το διανυσματικό πεδίο N(u1, u2) = α(u1)ζ0β(u2),

Απόδειξη. ΄Εστω οι κανονικές καμπύλες α(u1), β(u2) έχουν παράμετρο το μήκος
τόξου. Τότε από τη σχέση (6.21) και λόγω της Πρότασης 6.3.2 έχουμε ότι οι

καμπύλες α, β έχουν στρέψη 1 και −1 αντίστοιχα. ΄Αρα β̄ έχει στρέψη τ = 1.

Εφαρμόζοντας το Θεώρημα 6.3.1 για την καμπύλη α βρίσκουμε ότι το επίπεδο
ταλάντωσης της α στο u1 συμπίπτει με το επίπεδο ταλάντωσης της καμπύλης
u2 7→ α(u1)β(u2) στο u2 = 0. ΄Ετσι αυτά τα επίπεδα ταλάντωσης συμπίπτουν με
τον εφαπτομενικό χώρο της επιφάνειας M = {α(u1)β(u2)}.

Εφαρμόζοντας τώρα το Θεώρημα 6.3.1 για τις καμπύλες u2 7→ α(u1)β(u2)
με στρέψη τ = 1 βρίσκουμε ότι ο εφαπτομενικός χώρος της επιφάνειας M σε

κάθε σημείο α(ũ1)β(ũ2) συμπίπτει με τα επίπεδα ταλάντωσης των παραμετρικών
καμπυλών u1 7→ α(u1)β(ũ2) στο u1 = ũ1 και u2 7→ α(ũ1)β(u2) στο u2 = ũ2.
΄Αρα αυτές οι παραμετρικές καμπύλες είναι ασυμπτωτικές καμπύλες. ΄Επομένως

από το Θεώρημα 6.1.2 έχουμε ότι η επιφάνεια M έχει εξωτερική καμπυλότητα

Kext = −1. Τότε από την εξίσωση Gauss έχουμε K = Kext + c = 0. ΄Ομως η
απεικόνιση ψ είναι εμβάπτιση αν και μόνο αν ψu1 ̸= ±ψu2 . Παρατηρούμε ότι

ψu1(u1, u2) = α′(u1)β(u2), ψu2(u1, u2) = α(u1) ¯β′(u2).

Αν ψu1(u1, u2) = ±ψu2(u1, u2). Τότε α′(u1) ¯β(u2) = ±α(u1)β′(u2), δηλαδή
ισοδύναμα έχουμε ¯α(u1)α

′(u1) = ±β′(u2)β(u2). Αυτό όμως έρχεται σε αντίφαση
με τη σχέση (6.22). ΄Ετσι έχουμε ότι η απεικόνιση ψ είναι εμβάπτιση και εφόσον
K = 0 είναι και ισόπεδη.

6.4 Η αναπαράσταση Kitagawa

Ο Kitagawa έδωσε μια γεωμετρική κατασκευή που επιτρέπει την κατασκευή
καμπύλης με στρέψη −1 ή 1 χωρίς να λύσει την αντίστοιχη διαφορική εξίσωση.
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Ορίζουμε, την μοναδιαία εφαπτόμενη δέσμη US2 της σφαίρας S2 ως

US2 = {(x, y) ∈ S2 × S2 : ⟨x, y⟩ = 0}.

΄Εστω τώρα ξ0 ∈ S2 ορθογώνιο τόσο στο 1 όσο και στο i. Τότε μπορούμε να
ορίσουμε την απεικόνιση,

π : S3 → US2

με

π(x) = (Ad(x)i, Ad(x)ξ0).

Παρατηρούμε ότι

⟨Ad(x)i, Ad(x)ξ0⟩ = ⟨xix̄, xξ0x̄⟩ = ⟨i, ξ0⟩ = 0,

λόγω της υπόθεσής μας. ΄Ετσι δείξαμε ότι

π(S3) = US2.

Στο σημείο αυτό υπενθυμίζουμε τον ορισμό της απεικόνισης κάλυψης [11].

Ορισμός 6.4.1. ΄Εστω M , M̃ δύο συνεκτικά πολυπτύγματα. Μια απεικόνιση

π : M̃ →M καλείται απεικόνιση κάλυψης (και το ζεύγος (M̃, π) χώρος κάλυψης
του M) αν και μόνο αν,

(i) Η απεικόνιση π είναι διαφορίσιμη και επί.

(ii) Για κάθε σημείο p ∈M υπάρχει μια περιοχή U του σημείου p τέτοια ώστε,

π−1(U) = ∪iŨi,

όπου τα Ũi ειναι ανοικτά, συνεκτικά, Ũi ∩ Ũj = ∅ για i ̸= j και τέτοια ώστε
π|Ũi

: Ũi → U να είναι διαφορομορφισμός.

Λόγω του Ορισμού 6.4.1 και της Ενότητας 5.2 του Κεφαλαίου 5 παρατηρούμε

ότι η απεικόνιση π : S3 → US2 είναι απεικόνιση κάλυψης. Μια άλλη παρατήρηση
για την απεικόνιση π είναι ότι ισχύει για κάθε x ∈ S3, π(x) = π(−x).

΄Εστω τώρα c μια κανονική καμπύλη στην S2 με c∗ = c′

||c′|| . Ορίζουμε την
καμπύλη

ĉ = (c,
c′

||c′||
)

της US2.
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Εφόσον η απεικόνιση π είναι απεικόνιση κάλυψης ισχύει η ιδιότητα ανύψωσης
των τόξων και άρα υπάρχει μια κανονική καμπύλη a στην S3 τέτοια ώστε π◦a = ĉ.
΄Ετσι έχουμε ότι h(a) = c. Γνωρίζουμε ότι aā = 1, άρα ā′a = −āa′. Επιπλέον,
aiā = c. Επομένως c′ = a′iā+ aiā′. Επίσης π(a) = ĉ. ΄Αρα aiā = c′

||c′|| , δηλαδή

aiā =
1

||c′||
(a′iā+ aiā′),

ή ισοδύναμα

ai =
1

||c′||
(a′i− aiāa′).

Τότε έχουμε

⟨a′, aξ0⟩ =
1

||c′||
{⟨a′, a′i⟩ − ⟨a′, aiāa′⟩}

=
1

||c′||
{⟨1, i⟩ − ⟨1, aiā⟩}

=
1

||c′||
⟨a, ai⟩

=
1

||c′||
⟨1, i⟩

= 0.

Δηλαδή η καμπύλη a της σφαίρας S3 έχει στρέψη 1 σε σημεία που η καμπυλότη-
τα δεν είναι μηδέν. Και αντίστροφα, όποια κανονική καμπύλη a της σφαίρας S3
ικανοποιεί τη συνθήκη ⟨a′, aξ0⟩ = 0 μπορεί να κατασκευαστεί με την παραπάνω
διαδικασία. Αυτή η κατασκευή μας λέει επίσης ότι η καμπύλη a(u) πρέπει απαρα-
ίτητα να είναι μια ασυμπτωτική καμπύλη του κυλίνδρου Hopf, που ανήκει στη μη
τετριμμένη ασυμπτωτική οικογένεια, δηλαδή, σε αυτήν που δεν αποτελείται από

της ίνες της Hopf fibration (μέγιστοι κύκλοι).

΄Εστω τώρα c μια καμπύλη της σφαίρας S3. Ο Kitagawa όρισε την ασυμπτωτική
ανύψωση της c να είναι οποιαδήποτε από αυτές τις μη τετριμμένες ασυμπτωτικές
καμπύλες της επιφάνειας h−1(c).

Αυτή η έννοια είναι καλά ορισμένη μόνο αν λάβουμε υπόψιν ότι δύο τέτοιες

ασυμπτωτικές καμπύλες διαφέρουν μόνο ως προς μια αριστερή ή δεξιά μεταφορά

της S3 λόγω των αποτελεσμάτων Bianchi-Spivak. Χρησιμοποιώντας αυτά τα απο-
τελέσματα, ο Kitagawa μπόρεσε να δώσει μια γενική μέθοδο για την κατασκευή
ισόπεδων επιφανειών στην S3.
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Θεώρημα 6.4.1. (Αναπαράσταση Kitagawa) ΄Εστω c1(u), c2(u) δύο κανονικές
καμπύλες στην S2, με cj(0) = i, c′j(0) = ξ0 για κάποιο ξ0 ∈ S3 ορθογώνιο τόσο
με το 1 όσο και με το i (για κάθε j = 1, 2) και που επαληθεύουν την συνθήκη

k1(u) ̸= k2(u),

για κάθε u, v όπου εδώ τα k1, k2 είναι οι γεωδαισιακές καμπυλότητες των κα-
μπυλών c1(u) και c2(u) αντίστοιχα. ΄Εστω π : S3 → US3 να είναι η απεικόνιση
κάλυψης

π(x) = (Ad(x)i, Ad(x)ξ0).

Θεωρούμε τώρα καμπύλες a1(u), a2(u) της σφαίρας S3 αμφότερες με παράμετρο
το μήκος τόξου που ικανοποιούν

π(aj) = (cj ,
c′j

||c′j ||
).

Ορίζουμε τις απεικονίσεις

Φ(u, v) = a1(u)ā2(v), N(u, v) = a1(u)ξ0ā2(v)

σε ένα ορθογώνιο R στο (u, v)-επίπεδο.

Αν Σ είναι απλά συνεκτική επιφάνεια και Ψ : Σ → Ψ(Σ) = R είναι μια
εμβάπτιση, τότε f = Φ◦Ψ είναι μια ισόπεδη επιφάνεια στη σφαίρα S3 με μοναδιαίο
κάθετο N ◦ Ψ. Σε αυτή την περίπτωση η απεικόνιση Ψ είναι μια συντεταγμένη
Tsebyscheff εμβάπτισης και η γωνιακή συνάρτηση αυτής της ισόπεδης επιφάνειας
είναι

w(u, v) = cot−1 k1(u)− cot−1 k2(u).

Αντίστροφα, κάθε αναλυτική ισόπεδη επιφάνεια στη σφαίρα S3 κατασκευάζεται με
αυτό τον τρόπο για κάποιο ξ0.

Το αντίστροφο ισχύει τοπικά, αλλά και για πλήρεις ισόπεδες επιφάνειες με

φραγμένη μέση καμπυλότητα. Επιπλέον σε αυτές τις περιπτώσεις η απεικόνιση

Ψ μπορεί να θεωρηθεί ότι είναι 1-1 και έτσι (u, v) αποτελεί ολικά ορισμένες T−
παραμέτρους.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ7
Ισόπεδες επιφάνειες στον
υπερβολικό χώρο H3

Στο κεφάλαιο αυτό ορίζουμε το μοντέλο Lorentz-Minkowski για τον υπερ-
βολικό χώρο H3

και στη συνέχεια παρουσιάζουμε αποτελέσματα για ισόπεδες

επιφάνειες στον υπερβολικό χώρο H3
.

7.1 Το μοντέλο Lorentz-Minkowski για τον υπερ-
βολικό χώρο H3

Στην ενότητα αυτή θα ορίσουμε το Lorentz-Minkowski μοντέλο L4
όπου ο

υπερβολικός 3-χώρος H3
περιγράφεται ως μια συνεκτική συνιστώσα ενός δίχωνου

υπερβολικού παραβολοειδές.

Ο χώρος Lorentz-Minkowski L4
είναι ο διανυσματικός χώρος R4

εφοδιασμένος

με το (μη θετικώς οριστικό) εσωτερικό γινόμενο ⟨·, ·⟩ με

⟨x, y⟩ = −x0y0 + x1x2 + x2y2 + x3y3,

όπου x = (x0, x1, x2, x3) και y = (y0, y1, y2, y3)

΄Ετσι ο υπερβολικός 3-χώρος περιγράφεται ως το υποπολύπτυγμα του R4

H3 = {x ∈ R4 : ⟨x, x⟩ = −1, x0 > 0},

εφοδιασμένο με την επαγόμενη μετρική, η οποία είναι μετρική Riemann με κα-
μπυλότητα τομής -1.

Το σύνολο

N3
+ = {x ∈ R4 : ⟨x, x⟩ = 0, x0 > 0},
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καλείται ο θετικός μηδενικός κώνος (null cone) του χώρου Lorentz-Minkowski
L4
.

΄Ενα διάνυσμα x ∈ L4
καλείται space like, time like ή null like αν ⟨x, x⟩ > 0,

⟨x, x⟩ < 0, ⟨x, x⟩ = 0 αντίστοιχα.

Θεωρούμε τώρα την ακόλουθη σχέση ισοδυναμίας ∼ στον κώνο N3
+. Τα x, y ∈

N3
+ καλούνται ισοδύναμα (δηλαδή x ∼ y) αν και μόνο αν υπάρχει λ > 0 τέτοιο
ώστε x = λy.

Πρόταση 7.1.1. Ο χώρος πηλίκο N3
+/∼ είναι ομοιομορφικός με τη σφαίρα S2.

Απόδειξη. Αν x = (x0, x1, x2, x3) ∈ N3
+, τότε ισχύει

x20 = x21 + x22 + x23. (7.1)

Ορίζουμε την απεικόνιση f : N3
+/∼ → S2 ⊆ R3

με

f([x]) = (
x1
x0
,
x2
x0
,
x3
x0

).

Εφόσον [x] ∈ N3
+/∼ τότε x0 > 0.

Παρατηρούμε επιπλέον ότι αν x, y ∈ N3
+/∼ με x = (x0, x1, x2, x3), y =

(y0, y1, y2, y3) και [x] = [y]. Τότε υπάρχει λ > 0 τέτοιο ώστε x = λy. ΄Αρα

f([x]) = (
x1
x0
,
x2
x0
,
x3
x0

)

= (
λx1
λx0

,
λx2
λx0

,
λx3
λx0

)

= (
y1
y0
,
y2
y0
,
y3
y0

)

= f([y]).

Συνεπώς η απεικόνιση f είναι καλά ορισμένη. Προφανώς η f είναι συνεχής.

΄Εστω τώρα x, y ∈ N3
+/∼ με x = (x0, x1, x2, x3) και y = (y0, y1, y2, y3) και

f([x]) = f([y]). Θα δείξουμε ότι υπάρχει λ > 0 τέτοιο ώστε x = λy.

΄Εστω

f([x]) = f([y]),

ή ισοδύναμα (
x1
x0
,
x2
x0
,
x3
x0

)
=

(
y1
y0
,
y2
y0
,
y3
y0

)
.
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΄Ετσι έχουμε ότι 
x1
x0

= y1
y0

x2
x0

= y2
y0

x3
x0

= y3
y0

.

΄Ετσι παρατηρούμε ότι υπάρχει λ = x0/y0 > 0 τέτοιο ώστε x = λy. Συνεπώς

[x] = [y].

Δηλαδή η απεικόνιση f είναι 1-1.

΄Εστω w = f([x]) με w = (w1, w2, w3). Τότε (w1, w2, w3) = (x1x0 ,
x2
x0
, x3x0 ).

Συνεπώς, f−1 = (w1x0, w2x0, w3x0). ΄Ετσι παρατηρούμε ότι

3∑
i=1

w3
i =

x21 + x22 + x23
x20

.

Λόγω της σχέσης (7.1) προκύπτει ότι ∥w∥ = 1. ΄Αρα w ∈ S2. Συνεπώς η
συνάρτηση f είναι επί. Τέλος, βλέπουμε ότι η συνάρτηση f−1

είναι συνεχής.

΄Ετσι έχουμε ότι ο χώρος N3
+/∼ είναι ομοιομομορφικός με την S2.

Παρατήρηση 7.1.1. Η παραπάνω πρόταση ουσιαστικά μας λέει ότι κάτω από

αυτή την ταύτιση ο χώρος N3
+/R+

είναι τοπολογική σφαίρα. Επίσης κληρονομεί

μια φυσική σύμμορφη δομή και μπορεί να θεωρηθεί ως το (ideal boundary) S2∞
του υπερβολικού χώρου H3

.

Θεωρούμε το χώρο Lorentz-Minkowski L4
ως το χώρο των 2× 2 Ερμητιανών

πινάκων Herm(2), ταυτίζοντας το (x0, x1, x2, x3) ∈ L4
με τον πίνακα,(

x0 + x3 x1 + ix2
x1 − ix2 x0 − x3

)
. (7.2)

Κάτω από αυτή την ταύτιση το εσωτερικό γινόμενο του L4
μπορεί να δοθεί από

την ισότητα, ⟨m,m⟩ = −det (m) για όλα τα m ∈ Herm(2). Τότε H3
είναι

ένα υποσύνολο {m ∈ Herm(2) : det (m) = 1}. Η δράση του SL(2,C) σε
αυτούς τους Ερμητιανούς πίνακες ορίζεται από τη σχέση g · m = gmg∗, όπου
g ∈ SL(2,C), g∗ = ḡt.

Παρατήρηση 7.1.2. (1) Αυτή η δράση αφήνει το H3
αμετάβλητο. Πράγματι,
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είναι

⟨g ·m, g ·m⟩ = −det(g ·m)

= −det(gmg∗)

= −det(g) det(m) det(ḡt)

= −det(m)

= −1,

για κάθε m ∈ Herm(2).

(2) Η δράση αυτή διατηρεί το εσωτερικό γινόμενο.

(3) Η δράση αυτή είναι μεταβατική.

Γνωρίζουμε ότι ο πυρήνας της δράσης ρ : SL(2,C) × H3 → H3
με ρ(g,m) =

g ·m = gmg∗ είναι

Kerρ = {g ∈ SL(2,C) : ρ(g,m) = m, για κάθε m ∈ H3}.

΄Ετσι έχουμε ότι ο πυρήνας της παραπάνω δράσης είναι {±I2} ⊆ SL(2,C) και
PSL(2,C) = SL(2,C)/ {±I2} μπορεί να θεωρηθεί ως στοιχείο ταυτότητας της
ειδικής ομάδας Lorentzian SO(1, 3). ΄Οπου I2 είναι ο μοναδιαίος 2× 2 πίνακας.

Ο χώρος N3
+ θεωρείται ως ο χώρος των θετικά ημιορισμένων 2×2 Ερμητιανών

πινάκων ορίζουσας μηδέν και τα στοιχεία του μπορούν να γραφούν ως ww̄t, όπου
w̄t = (w1, w2) είναι ένα μη-μηδενικό διάνυσμα στο χώρο C2

που ορίζεται μοναδικά

μέχρι και τον πολλαπλασιασμό με έναν μιγαδικό αριθμό z, όπου ∥z∥ = 1. Η
απεικόνιση

ww̄t 7→ [(w1, w2)] ∈ CP1

γίνεται απεικόνιση πηλίκο του N3
+ στην S2∞ και ταυτίζει το S2∞ στο CP1

.

΄Ετσι, η φυσική δράση του SL(2,C) στο S2∞ είναι η δράση του SL(2,C) στο
CP1

από τον μετασχηματισμό Mobius.

7.2 Αναπαράσταση ισόπεδων εμβαπτίσεων στον

υπερβολικό χώρο H3

΄Εστω Σ μια επιφάνεια και ψ : Σ → H3
μια εμβάπτιση με μοναδιαίο κάθετο η.

Τότε η εικόνα της απεικόνισης ψ + η περιέχεται στον κώνο N3
+, αφού

⟨ψ,ψ⟩ = −1, ⟨η, η⟩ = 1, ⟨ψ, η⟩ = 0.
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Επομένως, μπορούμε να ορίσουμε την θετική υπερβολική απεικόνιση Gauss της
εμβάπτισης ως εξής:

G+ = [ϕ+ η] : Σ → S2∞ ≡ N3
+/R+.

΄Ομοια ορίζεται και η αρνητική υπερβολική απεικόνιση Gauss της εμβάπτισης ως
εξής:

G− = [ψ − η] : Σ → S2∞ ≡ N3
+/R+.

Παρατηρούμε ότι γενικά και οι δύο υπερβολικές απεικονίσεις Gauss δεν σχετίζο-
νται μεταξύ τους.

΄Εστω p ∈ Σ και γ(t) μια προσανατολισμένη γεωδαισιακή στο H3
τέτοια ώστε

γ(0) = ψ(p) και γ′(0) = η(0). Τότε G+(p) (ανάλογα G−(p)) μπορεί να θεωρηθεί
ως η τομή της γεωδαισιακής γ(t) και του S2∞ όταν t→ ∞ (t→ −∞).

΄Εστω Σ ισόπεδη επιφάνεια και ψ : Σ → H3
ισομετρική εμβάπτιση. Συνεπώς

από την εξίσωση Gauss, έχουμε ότι k1k2 = 1. ΄Ετσι, μπορούμε να επιλέξουμε
ένα μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα στην Σ τέτοιο ώστε, k1 και k2 να είναι θετικά, ή
ισοδύναμα, η δεύτερη θεμελιώδης μορφή είναι μετρική Riemann.

Πρόταση 7.2.1. ΄Εστω Σ μια επιφάνεια και ψ : Σ → H3
μια ισόπεδη εμβάπτιση

με μοναδιαίο κάθετο η. Αν θεωρήσουμε την Σ ως επιφάνεια Riemann με σύμμορ-
φη δομή που επάγεται από την II, τότε οι απεικονίσεις ψ+η, ψ−η : Σ → N3

+ είναι

σύμμορφες. Ειδικότερα, οι υπερβολικές απεικονίσεις Gauss G+, G− : Σ → S2∞
είναι σύμμορφες για την II.

Απόδειξη. ΄Εστω p ∈ σ και {e1, e2} μια ορθοκανονική βάση στο p τέτοια ώστε

dη(e1) = −k1e1, dη(e2) = −k2e2.

Θα δείξουμε ότι οι ψ + η, ψ − η : Σ → N3
+ είναι σύμμορφες απεικονίσεις. Θα το

δείξουμε αρχικά για την απεικόνιση ψ + η .

Στο p έχουμε ότι

II(e1, e1) = k1, II(e1, e2) = 0, II(e2, e2) = k2.

΄Ετσι,

⟨d(ψ + η)(e1), d(ψ + η)(e1)⟩ = ⟨d(ψ(e1), d(ψ(e1)⟩+ 2⟨d(ψ(e1), d(η(e1)⟩
+ ⟨η(e1), η(e1)⟩

= 1− 2k1 + k21

= (1− k1)
2.

83



Κεφάλαιο 77.2. Αναπαράσταση ισόπεδων εμβαπτίσεων στον υπερβολικό χώρο H3

Επιπλέον,

⟨d(ψ + η)(e2), d(ψ + η)(e2)⟩ = ⟨dψ(e2), dψ(e2)⟩+ 2⟨d(ψ(e2), d(η(e2)⟩
+ ⟨η(e2), η(e2)⟩

= 1− 2k2 + k22

= (1− k2)
2.

Τέλος,

⟨d(ψ + η)(e1), d(ψ + η)(e2)⟩ =⟨d(ψ(e1), d(ψ(e2)⟩+ ⟨d(ψ(e1), d(η(e2)⟩
+ ⟨η(e1), ψ(e2)⟩+ ⟨η(e1), η(e2)⟩.

Συνεπώς,

⟨d(ψ + η)(e1), d(ψ + η)(e2)⟩ = 0.

΄Αρα η ψ + η είναι σύμμορφη στο p αν και μόνο αν

(1− k1)
2

k1
=

(1− k2)
2

k2
. (7.3)

Η ισότητα αυτή ισχύει αφού k1k2 = 1. Συνεπώς η σχέση (7.3) ικανοποιείται στην
επιφάνεια Σ. ΄Ετσι η απεικόνιση ψ + η είναι μια σύμμορφη απεικόνιση. Για την
απεικόνιση ψ − η θα έχουμε ότι:

⟨d(ψ − η)(e1), d(ψ − η)(e1)⟩ = ⟨dψ(e1), dψ(e1)⟩ − 2⟨dψ(e1), dη(e1)⟩
+ ⟨dη(e1), dη(e1)⟩

= 1 + 2k1 + k21

= (1 + k1)
2,

⟨d(ψ − η)(e2), d(ψ − η)(e2)⟩ = ⟨dψ(e2), dψ(e2)⟩ − 2⟨dψ(e2), dη(e2)⟩
+ ⟨dη(e2), dη(e2)⟩

= 1 + 2k2 + k22

= (1 + k2)
2

και τέλος

⟨d(ψ − η)(e1), d(ψ − η)(e2)⟩ = ⟨dψ(e1), dψ(e2)⟩ − ⟨dψ(e1), dη(e2)⟩
− ⟨dη(e1), dψ(e2)⟩+ ⟨dη(e1), dη(e2)⟩.
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Δηλαδή

⟨d(ψ − η)(e1), d(ψ − η)(e2)⟩ = 0.

΄Αρα η ψ − η είναι σύμμορφη στο p αν και μόνο αν

(1 + k1)
2

k1
=

(1 + k2)
2

k2
.

Η ισότητα αυτή ισχύει αφού k1k2 = 1. ΄Αρα η απεικόνιση ψ − η είναι σύμμορφη
στην Σ.

΄Εστω Σ μια απλά συνεκτική ισόπεδη επιφάνεια και ψ : Σ → H3
μια ισομετρική

εμβάπτιση με μοναδιαίο κάθετο η. Από την Πρόταση 7.2.1 έχουμε ότι G+ : Σ →
S2∞ ≡ CP1

είναι σύμμορφη. ΄Αρα υπάρχουν ολόμορφες συναρτήσεις A,B τέτοιες
ώστε G+ = [ψ + η] = [(A,B)].

Τότε,

ψ + η = R1

(
A
B

)
(Ā, B̄) = R1

(
AĀ AB̄
ĀB BB̄

)
,

για κάποια θετική λεία συνάρτηση R1.

Ομοίως, αφού G− : Σ → S2∞ ≡ CP1
είναι σύμμορφη, υπάρχουν ολόμορφες

συναρτήσεις C,D τέτοιες ώστε G− = [ψ − η] = [(C,D)].

Τότε,

ψ − η = R2

(
C
D

)
(C̄, D̄) = R1

(
CC̄ CD̄
C̄D DD̄

)
,

για κάποια θετική λεία συνάρτηση R2.

Θέτουμε

g =

(
A C
B D

)
.

Τότε έχουμε

ψ + η = g

(
R1 0
0 0

)
g∗

ψ − η = g

(
0 0
0 R2

)
g∗. (7.4)

΄Ετσι, ψ = g

(
R1 0
0 0

)
g∗ − η. ΄Αρα,

2η = g

(
R1 0
0 0

)
g∗ − g

(
0 0
0 R2

)
g∗ = g

(
R1 0
0 −R2

)
g∗.
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Συνεπώς

η =
1

2
g

(
R1 0
0 −R2

)
g∗.

Επιπλέον,

ψ =
1

2
g

(
R1 0
0 R2

)
g∗.

Επομένως,

ψ =
1

2
g

(
R1 0
0 R2

)
g∗,

η =
1

2
g

(
R1 0
0 −R2

)
g∗. (7.5)

Αφού, ⟨ψ,ψ⟩ = −1 έχουμε

1 =
1

4
det

(
g

(
R1 0
0 R2

)
g∗
)

=
1

4
R1R2|det(g)|2. (7.6)

Καθώς | det(g)| ≠ 0 και det(g) είναι ολόμορφη (άρα είναι σύμμορφη), θα υπάρχει
μια καλά ορισμένη ολόμορφη συνάρτηση h1 στην επιφάνεια Σ τέτοια ώστε

h1 =
√

det(g).

΄Ετσι, αντικαθιστώντας τα A,B,C,D με τα A/h1, B/h1, C/h1, D/h1 αντίστοιχα
θα έχουμε ότι det(g) = 1. Συνεπώς, από τη σχέση (7.6) παίρνουμε ότι

R2 =
4

R1
.

Με όλα αυτά έχουμε,

g−1gz =

(
D −C
−B A

)(
A′ C ′

B′ D′

)
=:

(
a11 a12
a21 −a11

)
(7.7)

και επομένως,

(ψ + η)z = g

((
a11 a12
a21 −a22

)(
R1 0
0 0

)
+

(
(R1)Z 0

0 0

))
g∗. (7.8)

Παρατηρούμε ότι

⟨ψ + η, ψ + η⟩ = ⟨ψ,ψ⟩+ ⟨ψ, η⟩+ ⟨η, ψ⟩+ ⟨η, η⟩ = −1 + 1 = 0.
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΄Αρα,

⟨ψ + η, ψ + η⟩ = 0.

Συνεπώς,

⟨(ψ + η)z, ψ + η⟩ = 0.

Από τη σχέση (7.7) έχουμε ότι

(ψ + η)z = g

((
a11R1 0
a21R1 0

)
+

(
(R1)Z 0

0 0

))
g∗,

ή

(ψ + η)z =

(
a11R1 +R1 0
a21R1 0

)
g∗.

΄Ομως,

ψ + η = g

(
R1 0
0 0

)
g∗.

΄Αρα,

0 = ⟨(ψ + η)z, ψ + η⟩ = R1(R1)z +R2
1a11,

ή

a11 +
(R1)z
R1

= 0. (7.9)

΄Ετσι, η συνάρτηση h2 = log(R1) είναι ολόμορφη. Δηλαδή, υπάρχει μια μη-
μηδενική ολόμορφη συνάρτηση h3 στην Σ τέτοια ώστε

R1 = eh2 = 2|h3|2.

Επομένως, αντικαθιστώντας ξανά τα A,B,C,D από τα A/h3, B/h3, C/h3, D/h3,
αντίστοιχα, έχουμε από τη σχέση (7.5) ότι

ψ = gg∗, η = g

(
1 0
0 −1

)
g∗. (7.10)

Επιπλέον, από τη σχέση (7.9) η ολόμορφη συνάρτση a11 που δίνεται από τη σχέση
(7.7) μηδενίζεται ταυτοτικά.

Με όλα αυτά μπορούμε να βρούμε μια ολόμορφη συνάρτηση g : Σ → SL(2,C)
που δίνεται από τον τύπο

g =

(
A C
B D

)
, (7.11)
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τέτοια ώστε η εμβάπτιση ψ και το μοναδιαίο κάθετο η να προκύψει από τη σχέση
(7.10). Επιπλέον, οι υπερβολικές απεικονίσεις Gauss δίνονται από

G+ =
A

B
∈ S2∞, G− =

C

D
∈ S2∞. (7.12)

Επίσης, η g ικανοποιεί

g−1dg =

(
0 ω
θ 0

)
,

όπου ω, θ είναι ολόμορφες 1-μορφές στην επιφάνεια Σ.

΄Εστω, ότι υπάρχει μια άλλη ολόμορφη απεικόνιση g0 : Σ → SL(2,C) τέτοια
ώστε

ψ = g0g
∗
0, η = g0

(
1 0
0 −1

)
g∗0.

Τότε, από τη σχέση (7.10) έχουμε, g0g
∗
0 = gg∗. ΄Αρα, g−1g0(g

−1g0)
∗ = I2, όπου

I2 δηλώνει τον ταυτικό 2× 2 πίνακα. Επομένως,

g−1g0 =

(
p q̄
−q p̄

)
, (7.13)

για κάποιες μιγαδικές συναρτήσεις p, q τέτοιες ώστε |p|2 + |q|2 = 1. Αφού, g, g0
είναι ολόμορφες συναρτήσεις τότε p, q πρέπει να είναι σταθερές. Επιπλέον, αφού

g

(
1 0
0 −1

)
g∗ = g0

(
1 0
0 −1

)
g∗0, έχουμε ότι το q πρέπει να μηδενιστεί ταυτοτικά.

΄Ετσι, από τη σχέση (7.13) έχουμε

g0 = g

(
eiϕ 0
0 e−iϕ

)
,

με ϕ ∈ R.

Συγκεκριμένα, το g0 ικανοποιεί επίσης τη σχέση (7.12) και

g−1
0 dg0 =

(
0 e−2iϕ

e2iϕ 0

)
. (7.14)

΄Ετσι, λαμβάνουμε την παρακάτω αναπαράσταση των ισόπεδων ισομετρικών εμ-

βαπτίσεων στον υπερβολικό χώρο H3
μέσω ολόμορφων δεδομένων.

Θεώρημα 7.2.1 (Σύμμορφη Αναπαράσταση). (i) ΄Εστω Σ μια απλά συνεκτική
επιφάνεια και ψ : Σ → H3

μια ισόπεδη ισομετρική εμβάπτιση με μοναδιαίο κάθετο

η. Θεωρούμε τη Σ ως επιφάνεια Riemann με τη σύμμορφη δομή που ορίζεται
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από τη δεύτερη θεμελιώδη μορφή. Τότε, υπάρχει μια ολόμορφη απεικόνιση g :
Σ → SL(2,C) και δύο ολόμορφες 1-μορφές ω, θ με |ω| > |θ| τέτοιες ώστε,

ψ = gg∗, η = g

(
1 0
0 −1

)
g∗ (7.15)

και

g−1dg =

(
0 ω
θ 0

)
. (7.16)

Επιπλέον, οι υπερβολικές απεικονίσεις Gauss δίνονται από τις σχέσεις (7.11) και
(7.12). Αν g0 : Σ → SL(2,C) είναι μια άλλη ολόμορφη απεικόνιση με τις παρα-
πάνω συνθήκες τότε

g0 = g

(
eiϕ 0
0 e−iϕ

)
,

για μια πραγματική σταθερά ϕ.

Επίσης, η επαγόμενη μετρική και η δεύτερη θεμελιώδης μορφή δίνονται ως

I = ωθ + (|ω|2 + |θ|2) + ω̄θ̄, II = |ω|2 − |θ|2. (7.17)

(ii) Αντίστροφα, έστω Σ μια επιφάνεια Riemann και g : Σ → SL(2,C) μια
ολόμορφη απεικόνιση τέτοια ώστε

g−1dg =

(
0 ω
θ 0

)
,

για κάποιες 1-μορφές ω, θ με |ω| > |θ|. Τότε, ψ = gg∗ είναι μια ισόπεδη εμβάπτι-
ση στον H3

με το μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό πεδίο να δίνεται από τη σχέση

(7.15). Επιπλέον, η επαγόμενη μετρική και η δεύτερη θεμελιώδη μορφή δίνονται

από τη σχέση (7.17).

Απόδειξη. (i). Θα υπολογίσουμε την επαγόμενη μετρική και τη δεύτερη θεμελι-
ώδη μορφή της εμβάπτισης.

΄Ετσι, αν πάρουμε μια τοπική σύμμορφη παράμετρο z και γράψουμε

ω = ω1dz, θ = θ1dz,

τότε από τις σχέσεις (7.15) και (7.16) έχουμε

ψz = g

(
0 ω1

θ1 0

)
g∗, ηz = g

(
0 ω1

θ1 0

)(
1 0
0 −1

)
g∗.
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Συνεπώς,

⟨ψz, ψz⟩ = ω1θ1,

⟨ψz, ψz̄⟩ =
1

2
(|ω1|2 + |θ1|2),

⟨ψz,−ψz⟩ = 0,

⟨ψz,−ψz̄⟩ =
1

2
(|ω1|2 − |θ1|2).

΄Αρα,

I = ωθ + (|ω|2 + |θ|2) + ω̄θ̄, II = |ω1|2 − |θ1|2.

Παρατηρούμε ότι εφόσον |ω| > |θ| τότε η II είναι θετικώς οριστική.

Το ζεύγος (ω, θ) που δίνεται από το παραπάνω θεώρημα ονομάζεται στοιχείο
Weierstrass που σχετίζεται με την ισόπεδη εμβάπτιση. Τα ω, θ είναι μοναδικά ως
προς πολλαπλασιασμό με έναν μοναδιαίο μιγαδικό αριθμό p με τον εξής τρόπο,
(pω, p̄θ). Ειδικότερα, τα ωθ, |ω|, |θ| είναι μοναδικά.

Παρατήρηση 7.2.1. Αφού |ω| > 0 προκύπτει ότι το G−
είναι τοπικός διαφορο-

μορφισμός, επειδή (G−)′(z) ̸= 0 σε κάθε σημείο. Αυτό παρατηρήθηκε για πρώτη
φορά από τον L. Bianchi[3]. Αυτό που απέδειξε στην πραγματικότητα είναι ότι
η απεικόνιση G− 7→ G+

είναι ολόμορφη και έδωσε μια αναπαράσταση ισόπεδων

εμβαπτίσεων χρησιμοποιώντας την Ευκλείδεια ισοτιμία σφαιρών.

Χρησιμοποιώντας την παραπάνω σύμμορφη αναπαράσταση, δίνουμε μια νέα α-

πόδειξη της ταξινόμισης των πλήρων ισόπεδων επιφανειών στον υπερβολικό χώρο

H3
, που δόθηκε από τους Volkov και Vladimitrova [15].

Θεώρημα 7.2.2. ΄Εστω Σ να είναι μια πλήρης ισόπεδη επιφάνεια και ψ : Σ →
H3
μια ισομετρική εμβάπτιση. Τότε ψ(Σ) είναι είτε ωρόσφαιρα είτε το σύνολο

των σημείων σε σταθερή απόσταση από μια γεωδαισιακή στον H3
.

Απόδειξη. Αντικαθιστώντας την επιφάνεια με το καθολικό κάλλυμα της επιφάνειας

Σ, μπορούμε να υποθέσουμε ότι η επιφάνεια Σ είναι απλά συνεκτική. Επομένως,
με τη σύμμορφη δομή που καθορίζεται από τη δεύτερη θεμελιώδη μορφή, η επι-

φάνεια Σ πρέπει να είναι αμφιολομορφική είτε με το μοναδιαίο δίσκο D είτε στο
μιγαδικό επίπεδο C.

Αν (ω, θ) είναι στοιχεία Weierstrass που σχετίζονται με την εμβάπτιση, τότε
από τη σχέση (7.17) και αφού |ω| > |θ| έχουμε,

I ≤ 4|ω|2.
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΄Ετσι, 4|ω|2 είναι μια σύμμορφη πλήρης ισόπεδη μετρική στην επιφάνεια Σ. ΄Αρα,
η επιφάνεια Σ με αυτή την μετρική πρέπει να είναι ισομμετρική με το Ευκλείδειο
επίπεδο. Συγκεκριμένα, η επιφάνεια Σ είναι σύμμορφη με το C.

Από την άλλη, το μέτρο της ολόμορφης συνάρτησης θ/ω είναι μικρότερο από
ένα στην επιφάνεια Σ ≡ C. ΄Ετσι, η συνάρτηση θ/ω είναι μια μιγαδική σταθερά
c0 με |c0| < 1.

Επειδή, ω ̸= 0 μπορούμε να θεωρήσουμε μια τοπική σύμμορφη παράμετρο z
τέτοια ώστε ω = dz. Από τη σχέση (7.16), πρέπει να βρούμε μια ολόμορφη
εμβάπτιση

g =

(
A C
B D

)
∈ SL(2,C),

που ικανοποιεί

g−1gz =

(
0 1
c0 0

)
,

ή ισοδύναμα, (
A′ C ′

B′ D′

)
=

(
c0C A
c0D B

)
.

΄Ετσι, τα A,B,C,D είναι λύσεις της διαφορικής εξίσωσης X ′′ = c0X.

Αν c0 = 0 οι λύσεις από την προηγούμενη Σ.Δ.Ε. είναι X(z) = a + bz για
κατάλληλες σταθερές a, b ∈ C.

Σε μια τέτοια περίπτωση

g = m0

(
1 z
0 1

)
,

όπου m0 είναι ένας σταθερός πίνακας στον SL(2,C.

΄Αρα, η ισόπεδη εμβάπτιση, μέχρι μια ισομετρία m0ψm
∗
0, δίνεται από

ψ(z) =

(
1 z
0 1

)(
1 0
z̄ 1

)
=

(
1 + |z|2 z

z̄ 1

)
.

Αφού, η τελευταία συντεταγμένη του πίνακα είναι σταθερή, έχουμε από τη σχέση

(7.2) ότι ψ0 +ψ3 = 1. Δηλαδή, ψ(Σ) βρίσκεται σε μια ωρόσφαιρα και ψ(Σ) είναι
ολόκληρη ωρόσφαιρα, λόγω της πληρότητας.

Αν c0 ̸= 0 οι λύσεις της Σ.Δ.Ε. πριν είναι

X(z) = ae
√
c0z + be−

√
c0z
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για κατάλληλες σταθερές a, b ∈ C. Σε μια τέτοια περίπτωση

g = m0

(
4
√

c0
4 e−

√
c0z

−1
4√4c0

e−√
c0z

4
√

c0
4 e

√
c0z

1
4√4c0

e
√
c0z

)
,

όπου m0 είναι ένας σταθερός πίνακας στην SL(2,C). Τότε, μέχρι μια ισομετρία,
η ισόπεδη εμβάπτιση δίνεται από

ψ(z) =
1

2|c1|

(
(|c1|2 + 1)e−c1z− ¯c1z (|c1|2 − 1)e−c1z+ ¯c1z

(|c1|2 − 1)ec1z− ¯c1z (|c1|2 + 1)ec1z+ ¯c1z

)
,

όπου c1 =
√
c0.

Η επιφάνεια, που δίνεται από τα σημεία των οποίων η απόσταση από τις γεω-

δαισιακές (
es 0
0 s−s

)
,

είναι μια σταθερά R > 0, μπορεί να παραμετρικοποιηθεί από

F (s, t) =

(
coshRes sinhReit

sinhRe−it coshRe−s

)
.

΄Ετσι, ψ(z) βρίσκεται σε μια επιφάνεια F (s, t) για R = arcsinh(1−|c1|2
2|c1| ), δηλαδή

όπως θέλαμε να δείξουμε.

Η σύμμορφη αναπαράσταση είναι ένα χρήσιμο εργαλείο και μπορεί να χρησιμο-

ποιηθεί για τη διερεύνηση της γεωμετρικής συμπεριφοράς ισόπεδων εμβαπτίσεων.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ8
Επιφάνειες με σταθερή αρνητική
καμπυλότητα Gauss

Στόχος αυτού του κεφαλαίου είναι να αποδείξουμε το Θεώρημα του Hilbert,
το οποίο μας λέει ότι δεν υπάρχει πλήρης εμβάπτιση με αρνητική σταθερή καμπυ-

λότητα Gauss και αρνητική εξωτερική καμπυλότητα στον υπερβολικό χώρο H3,
στον Ευκλείδειο χώρο R3

ή στη σφαίρα S3.

΄Εστω Σ μια επιφάνεια εφοδιασμένη με μια πλήρης μετρική Riemann I με αρ-
νητική σταθερή καμπυλότητα Gauss K < 0. Αν Σ είναι απλά συνεκτική, τότε Σ
είναι ισομετρική με τον υπερβολικό χώρο H2(K) με την ίδια σταθερή καμπυλότητα
K, όπως προκύπτει από το Θεώρημα Cartan-Hadamard.

Από την εξίσωση Gauss, μια επιφάνεια με αρνητική σταθερή καμπυλότητα
Gauss πρέπει επίσης να έχει αρνητική σταθερή εξωτερική καμπυλότητα στον Ευ-
κλείδειο χώρο R3

και στη σφαίρα S3 (όταν c = 0, c = 1 αντίστοιχα). Επιπλέον,
αν η καμπυλότητα Gauss K < −1 στον υπερβολικό χώρο H3

τότε, η εξωτερική

καμπυλότητα είναι επίσης αρνητική.

8.1 Το Θεώρημα του Hilbert

Θεώρημα 8.1.1 (Hilbert). ΄Εστω Σ μια πλήρης επιφάνεια με αρνητική στα-
θερή Gauss K. Τότε, δεν υπάρχει ισομετρική εμβάπτιση f : Σ → M3(c) με
K < −1 όταν c = −1.

Απόδειξη. Από το Θεώρημα 6.1.1. γνωρίζουμε ότι, υπάρχουν ολικές παράμετροι

(u, v) ορισμένες στο επίπεδο R2
τέτοιες ώστε,

I = du2 + 2 coswdudv + dv2, II = 2
√

−k1k2 sinwdudv
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και 0 < w < π.

Από το ΄Εξοχο Θεώρημα έχουμε ότι

−EK = (Γ2
12)u − (Γ2

11)v + Γ1
12Γ

2
11 + Γ2

12Γ
2
12 − Γ1

11Γ
2
12 − Γ2

11Γ
2
22.

΄Οπως και στην απόδειξη του Λήμματος 6.1.1. θα έχουμε ότι

EK = − wuv
sinw

,

ή

k1k2 + c = − wuv
sinw

,

ή

wuv = −(k1k2 + c) sinw, (8.1)

με c0 = −(k1k2 + c) > 0.

Επομένως, το θεώρημα θα αποδειχθεί αν δείξουμε ότι δεν υπάρχει λύση στο

επίπεδο R2
της διαφορικής εξίσωσης wuv = c0 sinw με 0 < w(u, v) < π.

Αφού, η συνάρτηση (wuv)v είναι θετική, έχουμε ότι η συνάρτηση wu(u, v) είναι
αύξουσα ως προς v. ΄Αρα,

wu(u, v) > wu(u, 0), για κάθε v > 0.

Ολοκληρώνοντας την παραπάνω ανίσωση έχουμε,

w(b, v)− w(a, v) =

∫ b

a
wu(u, v)du >

∫ b

a
wu(u, 0) = w(b, 0)− w(a, 0), (8.2)

με a < b και v > 0. Αφού η συνάρτηση wu δεν μπορεί να μηδενιστεί, μπορο-
ύμε να υποθέσουμε ότι wu(0, 0) ̸= 0. Επιπλέον, w(−u,−v) επίσης ικανοποιεί
τη διαφορική εξίσωση (8.1). ΄Αρα, μπορούμε να υποθέσουμε ότι wu(0, 0) > 0,
αντικαθιστώντας τη συνάρτηση w(u, v) από τη συνάρτηση w(−u,−v), αν είναι
απαραίτητο.

΄Εστω, αριθμοί u1, u2, u3 ∈ R τέτοιοι ώστε 0 < u1 < u2 < u3 και wu(u, 0) > 0,
για κάθε u ∈ [0, u3]. Ορίζουμε,

ϵ := min{w(u3, 0)− w(u2, 0), w(u1, 0)− w(0.0)} > 0.

Με χρήση της σχέσης (8.2) έχουμε,

w(u1, v)− w(0, v) > ϵ, w(u3, v)− w(u2, v) > ϵ,
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για κάθε v > 0. Συνεπώς,

ϵ < w(u, v) < π − ϵ αν u ∈ [u1, u2], v ≥ 0,

επειδή 0 < w(u, v) < π. Ολοκληρώνοντας στο ορθογώνιο [u1, u2]×[0, v] έχουμε,

w(u2, v)− w(u1, v)− w(u2, 0) + w(u1, 0) =

∫ v

0

∫ u2

u1

wuvdudv =

= c0

∫ v

0

∫ u2

u1

sinwdudv > c0

∫ v

0

∫ u2

u1

sin ϵdudv = c0(u2 − u1)v sin ϵ.

΄Αρα,

w(u2, v)− w(u1, v) > w(u2, 0)− w(u1, 0) + c0(u2 − u1)v sin ϵ.

Επομένως,

w(u2, v)− w(u1, v) → ∞, όταν v → ∞.

Αυτό έρχεται σε αντίφαση με το γεγονός ότι 0 < w(u, v) < π.

Το Θεώρημα Hilbert υποστηρίζει ότι το υπερβολικό επίπεδο H2
δεν μπορεί να

εμβαπτιστεί ισομετρικά στον Ευκλείδειο χώρο R3
.

Είναι γνωστό ότι ο υπερβολικός χώρος Hk
μπορεί να εμβαπτιστεί ισομετρι-

κά στον Ευκλείδειο χώρο R2k
, αλλά δεν μπορεί να εμβαπτιστεί ισομετρικά στον

R2k−2
. ΄Ενα σημαντικό πρόβλημα είναι αν ο Hk

μπορεί να εμβαπτιστεί ισομε-

τρικά στον Ευκλείδειο χώρο R2k−1
, δηλαδή αν το Θεώρημα Hilbert μπορεί να

γενικευτεί για n > 2.

Για να ολοκληρώσουμε τη μελέτη πλήρων επιφανειών στο χώρο μορφής M3(c)
με σταθερή αρνητική καμπυλότητα GaussK, πρέπει να εξετάσουμε την περίπτωση
όπου K ∈ [−1, 0] για επιφάνειες στον υπερβολικό χώρο H3

.

Ας εξετάσουμε το μοντέλο του H3
όπως στο Κεφάλαιο 7. Τότε η απεικόνιση

Ψ που δίνεται από,

Ψ : H3 → B(0, 1) ⊆ R3

(x0, x1, x2, x3) 7→
1

1 + x0
(x1, x2, x3)

είναι ολικά γεωδαισιακή, όπου B(0, 1) είναι η ανοικτή μοναδιαία μπάλα στον Ευ-
κλείδειο χώρο R3

. Δηλαδή, η εικόνα μιας γεωδαισιακής στον H3
είναι ένα ευ-

θύγραμμο τμήμα στην μπάλα B(0, 1) ⊆ R3
.
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΄Ετσι, αν η Σ είναι μια επιφάνεια στον H3
με σταθερή καμπυλότητα Gauss

K = −1 τότε Ψ(Σ) ⊂ R3
είναι μια Ευκλείδεια ισόπεδη επιφάνεια.

Επομένως, η μελέτη του μπορεί να γίνει μέσω της τοπικής μελέτης ισόπεδων

επιφανειών στον Ευκλείδειο χώρο R3
.

Υπάρχει, μια μεγάλη οικογένεια πλήρων επιφανειών στον H3
με K = −1 με

την τοπολογία μιας συμπαγούς επιφάνειας από τη οποία αφαιρείται ένας δίσκος.

Η περίπτωση πλήρων επιφανειών στον υπερβολικό χώρο H3
με σταθερή κα-

μπυλότητα Gauss K ∈ (−1, 0) έχει μελετηθεί επαρκώς.
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