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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

 

Στθν παροφςα εργαςία υπολογίςτθκαν οι ενεργειακζσ κζςεισ των υψθλά διεγερμζνων 

καταςτάςεων Rydberg 3sns και 3snd n≥20 του ατόμου του Mg κακϊσ και των ςτοιχείων πίνακα 

τθσ διφωτονικισ διζγερςισ τουσ από τθ κεμελιϊδθ κατάςταςθ του ατόμου. Τα δεδομζνα αυτά 

είναι απαραίτθτα για τθν ολοκλιρωςθ ενόσ κεωρθτικοφ μοντζλου μζςω του οποίου κα 

αναλυκοφν πειραματικά δεδομζνα που καταγράφθκαν ςτο εργαςτιριο Ατομικισ και Μοριακισ 

Φυςικισ του Τμιματοσ Φυςικισ του Ρανεπιςτθμίου Ιωαννίνων. Για τον υπολογιςμό υιοκετικθκε 

ζνα παραμετρικό δυναμικό που είναι διακζςιμο ςτθν βιβλιογραφία και περιγράφει τθν 

αλλθλεπίδραςθ του κάκε θλεκτρονίου ςκζνουσ με το διπλά φορτιςμζνο ιόν Mg+2. Αρχικά 

επιλφκθκε αρικμθτικά θ εξίςωςθ Schrödinger για το δυναμικό αυτό για να λθφκεί θ 

κυματοςυνάρτθςθ του μθ-διεγερμζνου θλεκτρονίου ςκζνουσ (Mg+ 3s). Μζςω δε αυτισ τθσ 

κυματοςυνάρτθςθσ υπολογίςτθκαν οι ενεργειακοί όροι που αντιπροςωπεφουν τθν 

αλλθλεπίδραςθ των δφο θλεκτρονίων ςκζνουσ (3s και n, =0,2). Οι όροι αυτοί προςτζκθκαν ςτο 

παραμετρικό δυναμικό και θ εξίςωςθ Schrödinger επιλφκθκε εκ νζου για κάκε κατάςταςθ n του 

δεφτερου θλεκτρονίου ςκζνουσ. Τζλοσ, οι ενεργειακζσ κζςεισ και οι κυματοςυναρτιςεισ που 

υπολογίςτθκαν μζςω αυτισ τθσ διαδικαςίασ χρθςιμοποιικθκαν ωσ δεδομζνα ειςόδου κατά τθν 

εφαρμογι τθσ μεκόδου Dalgarno-Lewis, μζςω τθσ οποίασ προζκυψαν τα διπολικά ςτοιχεία 

πίνακα διφωτονικισ διζγερςθσ των διεγερμζνων καταςτάςεων από τθ κεμελιϊδθ κατάςταςθ. Οι 

λόγοι των υπολογιςμζνων ςτοιχείων πίνακα για μετάβαςθ ςε καταςτάςεισ 3snd ωσ προσ αυτά για 

μεταβάςεισ ςε 3sns βρίςκονται ςε καλι ποιοτικι ςυμφωνία με τα πειραματικά δεδομζνα τθσ 

βιβλιογραφίασ. 
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1. ΕΙΑΓΩΓΗ 

 

1.1 Τπολογιςμοί ατομικών ενεργειακών επιπέδων και ρυθμών μεταβάςεων και ο 

ςκοπόσ τησ παρούςασ εργαςίασ. 

 

Η κεωρθτικι μελζτθ τθσ δομισ των ατόμων, δθλαδι ο υπολογιςμόσ των καταςτάςεων και 

τθσ αντίςτοιχθσ ενζργειασ τουσ, μπορεί να επιτευχκεί μζςω τθσ επίλυςθσ τθσ διαφορικισ 

εξίςωςθσ Schrödinger. Ωςτόςο, είναι γνωςτό, ότι για άτομα με περιςςότερα από ζνα θλεκτρόνια 

το πρόβλθμα είναι αρκετά περίπλοκο, γιατί εκτόσ από τθν αλλθλεπίδραςθ κάκε θλεκτρονίου με 

τον πυρινα υπάρχει και θ αλλθλεπίδραςθ μεταξφ των θλεκτρονίων. Λόγω τθσ τελευταίασ, το 

πρόβλθμα δεν εμφανίηει ςφαιρικι ςυμμετρία, οπότε και δεν μπορεί να διαχωριςτεί θ 

κυματοςυνάρτθςθ ςε ζνα ακτινικό και ζνα γωνιακό μζροσ όπωσ ςτο άτομο του Υδρογόνου. Ωσ 

αποτζλεςμα θ εξίςωςθ Schrödinger δεν μπορεί να επιλυκεί επακριβϊσ. Ζτςι, είναι απαραίτθτθ θ 

εφαρμογι διάφορων προςεγγιςτικϊν μεκόδων, όπωσ θ μζκοδοσ αυτοςυνεποφσ πεδίου (self-

consistent Field), Hartree-Fock, μζκοδοσ μεταβολϊν, κεωρία διαταραχϊν κ.α. [1+. Οι προςεγγίςεισ 

που μποροφν να γίνουν εξαρτϊνται από το μζγεκοσ και τθν περιπλοκότθτα του εκάςτοτε ατόμου, 

κακϊσ και τθσ θλεκτρονιακισ διάταξθσ που ενδιαφζρει. 

Εκτόσ από τα ενεργειακά επίπεδα ενόσ ατόμου, ενδιαφζρει ιδιαίτερα και θ 

αλλθλεπίδραςι του με τθν θλεκτρομαγνθτικι ακτινοβολία που οδθγεί, μεταξφ άλλων, και ςτισ 

μεταβάςεισ μεταξφ καταςτάςεων. Για παράδειγμα, υποκζτοντασ μεταβάςεισ ενόσ θλεκτρονίου, θ 

απορρόφθςθ κάποιου αρικμοφ φωτονίων μπορεί να προκαλζςει τθ μετάβαςθ του θλεκτρονίου 

αυτοφ από μία αρχικι κατάςταςθ χαμθλότερθσ ενζργειασ ςε μια διεγερμζνθ υψθλότερθσ 

ενζργειασ. Επίςθσ, οι διεγερμζνεσ καταςτάςεισ ζχουν κάποιο χρόνο ηωισ και αποδιεγείρονται 

προσ άλλεσ χαμθλότερθσ ενζργειασ, εκπζμποντασ ζνα ι περιςςότερα φωτόνια. Η πικανότθτα 

κάκε μετάβαςθσ (είτε κατά τθν απορρόφθςθ είτε κατά τθν εκπομπι) εξαρτάται από τα λεγόμενα 

ςτοιχεία πίνακα. Τα τελευταία είναι ολοκλθρϊματα που εμπλζκουν τθν κυματοςυνάρτθςθ τθσ 

αρχικισ και τθσ τελικισ κατάςταςθσ και ζναν τελεςτι που περιγράφει τον μθχανιςμό που 

προκαλεί τθ μετάβαςθ (οι ιδιότθτεσ του οποίου οδθγοφν ςτουσ λεγόμενουσ κανόνεσ επιλογισ 

που κακορίηουν ποιεσ μεταβάςεισ είναι επιτρεπτζσ). Συνεπϊσ, θ πρόβλεψθ τθσ πικανότθτασ 

μετάβαςθσ απαιτεί τθ γνϊςθ του μθχανιςμοφ και των κυματοςυναρτιςεων των καταςτάςεων 

που ενδιαφζρουν (και των αντίςτοιχων ενεργειϊν τουσ που προςδιορίηονται και αυτζσ κατά τθν 

επίλυςθ τθσ εξίςωςθσ Schrödinger). Σιμερα το πρόβλθμα τθσ πρόβλεψθσ αυτισ ςυνεχίηει να ζχει 

μεγάλο ενδιαφζρον και πολλζσ εφαρμογζσ[2]. 
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Πταν θ ακτινοβολία με τθν οποία διεγείρονται τα θλεκτρόνια βρίςκεται ςτθ φαςματικι 

περιοχι του ορατοφ/υπεριϊδουσ θ διζγερςθ αφορά τα θλεκτρόνια των εξωτερικϊν ςτιβάδων του 

ατόμου, δθλαδι τα θλεκτρόνια ςκζνουσ (οι ενζργειεσ των θλεκτρονίων των κλειςτϊν ςτοιβάδων 

απαιτοφν ςυνικωσ ακτίνεσ Χ). Επιπλζον, ευκολότερο να μελετθκοφν είναι τα άτομα που 

διακζτουν ζνα θλεκτρόνιο ςκζνουσ, εκείνα δθλαδι που ανικουν ςτθν ομάδα τον αλκαλίων. Σε 

αυτά το εξωτερικό θλεκτρόνιο κινείται εντόσ του ελκτικοφ δυναμικοφ που δθμιουργεί ο πυρινασ 

και του δυναμικοφ που δθμιουργοφν τα υπόλοιπα θλεκτρόνια των κλειςτϊν φλοιϊν, οι οποίοι 

είναι ςφαιρικά ςυμμετρικοί. Ζτςι, το πρόβλθμα παρουςιάηει ςφαιρικι ςυμμετρία με αποτζλεςμα 

θ εξίςωςθ Schrödinger να μπορεί να απλουςτευτεί. Ριο ςυγκεκριμζνα, δίνεται θ δυνατότθτα 

περιγραφισ των παραπάνω αλλθλεπιδράςεων μζςω ςφαιρικά ςυμμετρικϊν (ακτινικϊν) 

παραμετρικϊν δυναμικϊν, εντόσ των οποίων κινείται το εξωτερικό θλεκτρόνιο *17,3+. Με αυτόν 

τον τρόπο θ εξίςωςθ Schrödinger μπορεί να διαχωριςτεί ςε ζνα γνωςτό γωνιακό μζροσ και ζνα 

ακτινικό το οποίο μπορεί να επιλυκεί αρικμθτικά. 

Η μζκοδοσ των παραμετρικϊν δυναμικϊν μπορεί να γενικευτεί και ςτθν περίπτωςθ των 

αλκαλικϊν γαιϊν, δθλαδι ατόμων που διακζτουν δφο θλεκτρόνια s ςτθν εξωτερικι ςτιβάδα. Για 

τισ δζςμιεσ καταςτάςεισ που ενδιαφζρουν εδϊ και ςτισ οποίεσ ζνα θλεκτρόνιο ςκζνουσ είναι 

υψθλά διεγερμζνο, θ αλλθλεπίδραςθ αυτοφ του διεγερμζνου θλεκτρονίου με τον πυρινα και 

τουσ κλειςτοφσ φλοιοφσ εξακολουκεί να ζχει ςφαιρικι ςυμμετρία. Επιπλζον, το μθ-διεγερμζνο 

θλεκτρόνιο s είναι ςφαιρικά ςυμμετρικό. Το πρόβλθμα εδϊ είναι θ αναπαράςταςθ μζςω 

ακτινικϊν όρων δυναμικισ ενζργειασ τθσ αλλθλεπίδραςθσ των δφο θλεκτρονίων και των 

φαινομζνων εναλλαγισ. 

Στο εργαςτιριο Ατομικισ και Μοριακισ Φυςικισ του Τμιματοσ Φυςικισ του 

Ρανεπιςτθμίου Ιωαννίνων ζχουν καταγραφεί πειραματικά φάςματα υψθλά διεγερμζνων 

καταςτάςεων του Mg και του Sr υπό τθν παρουςία ςτατικοφ θλεκτρικοφ πεδίου. Η κεωρθτικι 

ανάλυςθ και αναπαραγωγι των φαςμάτων αυτϊν απαιτεί τθ (ςχετικι) γνϊςθ των ςτοιχείων 

πίνακα απουςία πεδίου. Για τον λόγο αυτόν ςτθν παροφςα εργαςία ζχουμε αναπτφξει μια 

μζκοδο αρικμθτικισ επίλυςθσ τθσ εξίςωςθσ Schrödinger για τα άτομα που διακζτουν δφο 

θλεκτρόνια ςκζνουσ και τθν εφαρμόηουμε ςτο άτομο του Μαγνθςίου. Συγκεκριμζνα, κεωροφμε 

τθν μετάβαςθ του ενόσ θλεκτρονίου ςκζνουσ από τθ κεμελιϊδθ κατάςταςθ του ατόμου ςε μια 

υψθλά διεγερμζνθ, με τθν απορρόφθςθ δφο φωτονίων. Οι κανόνεσ επιλογισ των διπολικϊν 

μεταβάςεων προβλζπουν ότι ςε μια διφωτονικι μετάβαςθ από μία αρχικι κατάςταςθ s το 

θλεκτρόνιο μπορεί να διεγερκεί ςε τελικζσ καταςτάςεισ s και d. Κατϋ αρχιν, λοιπόν, επιλφεται θ 

εξίςωςθ Schrödinger ϊςτε οι υπολογιςμζνεσ ενζργειεσ αυτϊν των διεγερμζνων καταςτάςεων να 
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αναπαράγουν τισ αντίςτοιχεσ πειραματικζσ που υπάρχουν ςτθν βιβλιογραφία. Ζπειτα, 

χρθςιμοποιοφνται οι υπολογιςμζνεσ κυματοςυναρτιςεισ για να υπολογιςτοφν τα ςτοιχεία πίνακα 

των προαναφερκζντων διφωτονικϊν μεταβάςεων και τελικά ο ηθτοφμενοσ λόγοσ αυτϊν των 

ςτοιχείων πίνακα για τισ δφο ςειρζσ καταςτάςεων 3sns και 3snd. 

 

1.2 To άτομο του Μαγνηςίου 

 

 Το άτομο του Μαγνθςίου ανικει ςτισ αλκαλικζσ γαίεσ και ο ατομικόσ του αρικμόσ ιςοφται 

με Z=12. H κεμελιϊδθσ θλεκτρονιακι διάταξι του είναι 1s
2
2s

2
2p

6
3s

2, δθλαδι διακζτει δφο 

κλειςτοφσ φλοιοφσ και δφο θλεκτρόνια ςκζνουσ. Επειδι το Μαγνιςιο είναι ςχετικά ελαφρφ 

άτομο, θ αλλθλεπίδραςθ spin-τροχιάσ είναι αςκενισ και μποροφμε να περιγράψουμε τισ 

καταςτάςεισ των δφο θλεκτρονίων ςκζνουσ μζςω τθσ ςφηευξθσ L-S. Tα θλεκτρόνια που ανικουν 

ςε κλειςτοφσ φλοιοφσ δεν ςυμμετζχουν ςτισ ςτροφορμζσ του ατόμου. Ωσ γνωςτόν, ςτθ ςφηευξθ L-

S ο φαςματοςκοπικόσ ςυμβολιςμόσ είναι 2S+1
LJ, όπου L είναι ο κβαντικόσ αρικμόσ τθσ ολικισ 

τροχιακισ ςτροφορμισ, S είναι ο κβαντικόσ αρικμόσ του ολικοφ ςπιν και J είναι ο κβαντικόσ 

αρικμόσ τθσ ολικισ ςτροφορμισ. Η κεμελιϊδθσ κατάςταςθ γράφεται ωσ 3s
2
 

1
S0 (για λόγουσ 

απλότθτασ παραλείπονται οι κλειςτοί φλοιοί). Ο ςυνδυαςμόσ του κανόνα επιλογισ ΔS=0 των 

διπολικϊν μεταβάςεων ςε ςυνδυαςμό με τθν απλι (S=0) κεμελιϊδθ κατάςταςθ οδθγεί ςτο 

ςυμπζραςμα ότι μόνον οι απλζσ δζςμιεσ καταςτάςεισ 3sn 1
LJ=L=

 μποροφν να διεγερκοφν 

ικανοποιθτικά. Επιπλζον, για τισ καταςτάςεισ με n~30 για τισ οποίεσ ενδιαφερόμαςτε εδϊ ακόμθ 

και τα μικρά φαινόμενα τθσ αλλθλεπίδραςθσ spin-τροχιάσ και ο ενεργειακόσ διαχωριςμόσ απλϊν 

(S=0) και τριπλϊν (S=1) καταςτάςεων μποροφν προςεγγιςτικά να αγνοθκοφν, οπότε και 

αναφερόμαςτε απλϊσ ςτισ ςειρζσ 3sn (1
L με L=). 

Στθν παροφςα εργαςία ενδιαφερόμαςτε για τισ διφωτονικζσ μεταβάςεισ ns3s3
22 
ω  

(θ διαφορά ενζργειασ μεταξφ αρχικισ και τελικισ κατάςταςθσ είναι διπλάςια τθσ ενζργειασ ω 

κάκε φωτονίου που απορροφάται), όπωσ φαίνεται ςτο ςχιμα 1. Ππωσ είπαμε και παραπάνω, οι 

κανόνεσ επιλογισ των διπολικϊν μεταβάςεων προβλζπουν ότι ο κβαντικόσ αρικμόσ τθσ τροχιακισ 

ςτροφορμισ μπορεί να πάρει τισ τιμζσ =0 (s καταςτάςεισ) και =2 (d καταςτάςεισ). Ζτςι, είναι 

απαραίτθτο να υπολογιςτοφν οι ενζργειεσ και οι κυματοςυναρτιςεισ των ςειρϊν των διάκριτων 

καταςτάςεων 3sns και 3snd για κάκε τιμι του κφριου κβαντικοφ αρικμοφ n=3,4,5…~40. 

Ρρζπει να τονιςτεί ότι οι ςειρζσ 3sns 1
S0 και 3snd 1

D2 δεν ζχουν τελείωσ ξεκάκαρο 

«χαρακτιρα», αλλά υπάρχει ανάμειξθ μεταξφ των διατάξεων αυτϊν με διπλά διεγερμζνεσ 

διατάξεισ ίδιασ ςυμμετρίασ. Συγκεκριμζνα, οι ςειρζσ αυτζσ διαταράςςονται ςε μεγαλφτερο βακμό 
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από τισ καταςτάςεισ 1
S0 και 1

D2, αντίςτοιχα, τθσ διάταξθσ 3p
2. Η κατάςταςθ 3p

2
 

1
S0 ζχει 

παρατθρθκεί πειραματικά [4,5] και θ κζςθ τθσ ςθμειϊνεται ςτο ενεργειακό διάγραμμα του 

ςχιματοσ 1. Ραρόλο που βρίςκεται λίγο πάνω από το πρϊτο κατϊφλι ιονιςμοφ του Mg (3s1/2) 

διαταράςςει τθ ςειρά 3sns ςτο ςφνολο τθσ *6]. Ωςτόςο, από τα δεδομζνα τθσ βιβλιογραφίασ 

φαίνεται ότι οι καταςτάςεισ 3sns που επθρεάηονται περιςςότερο από αυτιν είναι εκείνεσ που 

βρίςκονται ενεργειακά χαμθλότερα. Ρράγματι, ςφμφωνα με το NIST (National institute of stand-

ards and technology, [7]), θ κατάςταςθ που διαταράςςεται περιςςότερο είναι θ κεμελιϊδθσ 3s
2
 

1
S0 που περιζχει 7% χαρακτιρα 3p

2. 

 

Σχήμα 1 Ενεργειακό διάγραμμα του ατόμου του Mg και το ιόντοσ του Mg
+
. 

 

Οι υψθλότερα διεγερμζνεσ καταςτάςεισ 3sns διαταράςςονται επίςθσ από τθν 3p
2
 

1
S0 αλλά ςε 

πολφ μικρότερο ποςοςτό και για τισ καταςτάςεισ με n>20 που μασ ενδιαφζρουν, αυτό το ποςοςτό 

ανάμειξθσ είναι τόςο μικρό που μπορεί με καλι προςζγγιςθ να αγνοθκεί. Επιπλζον, τα χαμθλά 

μζλθ τθσ ςειράσ 3sns αναμειγνφονται ελαφρϊσ και με τθ διάταξθ 3d
2
 

1
S0 (θ 3s4s περιζχει 2% 

ποςοςτό τθσ 3d
2,ενϊ θ 3s5s περιζχει 1%). Συνεπϊσ και αυτι θ ανάμειξθ μπορεί να αγνοθκεί τόςο 

για τθ κεμελιϊδθ κατάςταςθ όςο και για τισ καταςτάςεισ 3sns με n>20. 

Ο διαταράκτθσ 3p2 1D τθσ ςειράσ 3snd δεν ζχει βρεκεί πειραματικά. Θεωρθτικά [8,9] 

αναμζνεται να είναι πάνω από το πρϊτο κατϊφλι ιονιςμοφ αλλά κοντφτερα ςε αυτό από τθν 

αντίςτοιχθ κατάςταςθ 1
S. Και εδϊ θ ςειρά 3snd διαταράςςεται ςτο ςφνολό τθσ και μάλιςτα ςε 

πιο ζντονο βακμό από ότι θ ςειρά 3sns από τθν ίδια διάταξθ ςυμμετρίασ 1S. Για αυτόν τον λόγο ο 

διαταράκτθσ δεν μπορεί να χαρακτθριςτεί από ζνα καλά κακοριςμζνο επίπεδο [10]. Τα πιο 

διαταραγμζνα μζλθ τθσ ςειράσ 3snd είναι και εδϊ τα χαμθλότερα διεγερμζνα (3≤n≤18), με τα 
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πρϊτα ζξι (n=3-8) να περιζχουν το 50% του ςυνολικοφ χαρακτιρα 3p
2
 
1
D [11]. Αυτό ςυμφωνεί και 

με τα δεδομζνα του NIST [7], όπου φαίνεται ότι θ κατάςταςθ 3s3d περιζχει ποςοςτό του 

διαταράκτθ 22% και θ 3s4d ποςοςτό 13%, ενϊ ςθμειϊνονται ποςοςτά μζχρι και τθν 3s8d. Για n>8 

το ποςοςτό είναι μικρότερο του 1% [12]. Επακόλουκα, για n≥20, θ διαταραχι αυτι είναι πολφ 

μικρι και μπορεί με καλι προςζγγιςθ να αγνοθκεί. 

 Συμπεραςματικά, οι υψθλά διεγερμζνεσ καταςτάςεισ 3sns και 3snd με n≥20 μποροφν να 

κεωρθκοφν αδιατάρακτεσ και το μόνο ανθςυχθτικό ςτοιχείο ςτθν παροφςα εργαςία είναι το μθ-

αμελθτζο ποςοςτό ανάμειξθσ τθσ 3p
2
 

1
S ςτθ κεμελιϊδθ κατάςταςθ που είναι θ αρχικι 

κατάςταςθ των διεγζρςεων που κζλουμε να μελετιςουμε. Ρρζπει όμωσ να τονιςτεί ότι θ 

πικανότθτα διφωτονικισ διζγερςθσ των επιπζδων 3sns και 3snd από μία διάταξθ 3p
2 μπορεί να 

αποδειχκεί ότι είναι αμελθτζα γιατί, μεταξφ άλλων, απαιτεί τθν «ταυτόχρονθ» πραγματοποίθςθ 

μεταβάςεων και από τα δφο θλεκτρόνια ςκζνουσ. Πμωσ το (κατ’ απόλυτθ τιμι) μζγεκοσ των 

ςτοιχείων πίνακα που περιγράφουν τισ διφωτονικζσ μεταβάςεισ ns3s3
22 
ω =0,2 μπορεί να 

επθρεαςτεί από το ποςοςτό του χαρακτιρα 3s
2 ςτθ κεμελιϊδθ κατάςταςθ. Από τθν άλλθ, ο 

λόγοσ των ςτοιχείων πίνακα dT̂s3 n / sT̂s3 n ( T̂ είναι ο τελεςτισ που προκαλεί τθν μετάβαςθ), 

αναμζνεται να είναι ανεξάρτθτοσ του ποςοςτοφ αυτοφ και άρα ακριβζςτεροσ και περιςςότερο 

αξιόπιςτοσ. 

Πταν ζνα από τα δφο θλεκτρόνια ςκζνουσ είναι διεγερμζνο ςε μία κατάςταςθ πολφ 

μεγάλου n, τα ενεργειακά επίπεδα δίνονται από τθ ςχζςθ Rydberg 

 
2

Mg

Mg

n

n
v

Ryd
IPE  . (1) 

Στθν (1) με IPMg ςυμβολίηουμε το δυναμικό ιονιςμοφ του Mg ςτο οποίο ςυγκλίνει θ ςειρά (εδϊ το 

πρϊτο, 3s1/2), RydMg είναι θ ςτακερά Rydberg του Mg και vn ο ενεργόσ κβαντικόσ αρικμόσ που 

αντικακιςτά τον κφριο κβαντικό αρικμό n που εμφανίηεται ςτθν παρόμοια ςχζςθ των 

υδρογονοειδϊν. Ο ενεργόσ κβαντικόσ αρικμόσ ιςοφται με vn=n-μ, όπου θ παράμετροσ μ 

ονομάηεται κβαντικι ατζλεια και αποτελεί μζτρο τθσ ειςχϊρθςθσ του θλεκτρονίου ςκζνουσ ςτθν 

περιοχι του ιόντοσ. Η τιμι τθσ μειϊνεται δραςτικά με τθν αφξθςθ του κβαντικοφ αρικμοφ τθσ 

ςτροφορμισ . Ωσ ςυνάρτθςθ του n (δθλαδι τθσ ενζργειασ) παραμζνει πρακτικά αμετάβλθτθ και 

ςυγκλίνει ςε μια ςτακερι τιμι κοντά ςτο κατϊφλι [13], αλλά για τισ χαμθλά διεγερμζνεσ 

καταςτάςεισ (όπου θ ςχζςθ Rydberg ιςχφει μόνον προςεγγιςτικά) ι/και όταν υπάρχει ανάμειξθ 

διατάξεων μπορεί να μεταβάλλεται ιςχυρά. Συνολικά, για κάκε άτομο (και κεωρϊντασ ότι μόνον 

ζνα θλεκτρόνιο ςκζνουσ είναι διεγερμζνο) θ ςυμπεριφορά τθσ κβαντικισ ατζλειασ ςυναρτιςει 
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του κφριου κβαντικοφ αρικμοφ είναι χαρακτθριςτικι κάκε ςειράσ δεδομζνου . Στο Σχιμα 2, 

βλζπουμε αυτι τθ ςυμπεριφορά ςφμφωνα με τα πειραματικά δεδομζνα τθσ αναφοράσ [13], για 

τισ ςειρζσ 3sn 1
S, 1

P, 1
D και 1

F (=L) του Mg. Τα περιςςότερα από τα δεδομζνα αυτά που 

αφοροφν ςτισ καταςτάςεισ με 6<n<53 (εκτόσ από τισ καταςτάςεισ 1
S όπου 7<n<25) 

χρθςιμοποιικθκαν για τθν ακριβι εφρεςθ τθσ κζςθσ του κατωφλίου 3s1/2. Από τθν ανάλυςθ αυτι 

προςδιορίςτθκαν και οι τιμζσ τθσ κβαντικισ ατζλειασ ςτο κατϊφλι ιονιςμοφ για κάκε τιμι του . 

Οι τιμζσ αυτζσ δίνονται ςτον πίνακα 1. 

 

 

Σχήμα 2. Πεηρακαηηθές ηηκές ηες θβαληηθής αηέιεηας ζσλαρηήζεη ηοσ θύρηοσ θβαληηθού αρηζκού ζύκθωλα κε ηοσς Rafiq et al [13]. 

 

Πίνακασ 1. Τιμζσ τθσ κβαντικισ ατζλειασ για κάκε αρικμό τροχιακισ ςτροφορμισ 

ςτο όριο ιονιςμοφ όπωσ βρζκθκαν από τουσ Rafiq et al [13]. 

Καταστάσεις (1
L) Κβαντική ατέλεια μ κατωφλίου ιονισμοφ 

3sns 1.526(2) 

3snp 1.046(2) 

3snd 0.602(2) 

3snf 0.049(2) 

 

Επικεντρϊνοντασ τϊρα τθν προςοχι μασ ςτισ ςειρζσ 3sn 1S και 1D που μασ ενδιαφζρουν, 

ςτο ςχιμα 3 ξαναςχεδιάηουμε τισ τιμζσ τισ κβαντικισ ατζλειασ ςυναρτιςει του κφριου κβαντικοφ 

αρικμοφ, προςκζτοντασ αυτι τθ φορά και τα δεδομζνα του NIST [7] για τα χαμθλότερα 

ενεργειακά επίπεδα που λείπουν από τουσ Rafiq et al [13+ (δθλαδι τα μζλθ n=3-7 τθσ ςειράσ 1
S 

ςτο ςχιμα 3(b) και τα μζλθ n=3-8 τθσ ςειράσ 1
D ςτο ςχιμα 3(a)). Επιπλζον, ζχουν προςτεκεί και 

τα ςφάλματα τθσ κβαντικισ ατζλειασ. Ραρατθροφμε ότι κακϊσ αυξάνεται ο κφριοσ κβαντικόσ 

αρικμόσ θ κβαντικι ατζλεια τθσ ςειράσ 1
S αρχικά μειϊνεται απότομα, για n=7 παίρνει τθν 

ελάχιςτθ τιμι τθσ και ζπειτα αυξάνεται ελαφρά και τελικά ςτακεροποιείται (εντόσ ςφάλματοσ). 
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Από τθν άλλθ, όπωσ φαίνεται ςτο ςχιμα 3(a), θ ςειρά 1
D παρουςιάηει αντίκετθ ςυμπεριφορά, 

δθλαδι για n=3-18 θ τιμι τθσ μ=2 αυξάνεται πρακτικά μονότονα με τθν αφξθςθ του n και 

ςταδιακά ςυγκλίνει ςτθ ςτακερι τιμι του πίνακα 1. 

 

Σχήμα 3. Κβαληηθή αηέιεηα ζσλαρηήζεη ηοσ θύρηοσ θβαληηθού αρηζκού γηα ηης ζεηρές (a) 1D2 (n=3-8 [7]) θαη (b) 1S0 (n=3-7 [7]) 

ζύκθωλα κε ηοσς Rafiq et al [13] καδί κε ηα ζθάικαηα ηωλ κεηρήζεωλ. 

 

Είναι τζλοσ κατ’ αρχιν αξιοπερίεργο ότι, αντίκετα με τισ άλλεσ ςειρζσ, θ ςειρά 1
S είναι 

καταγραμμζνθ μόνον μζχρι το n=25. Η εξιγθςθ του γεγονότοσ αυτοφ φαίνεται ςτο ςχιμα 4 που 

δείχνει ζνα τμιμα του φάςματοσ ιονιςμοφ του Mg μετά από τθ διφωτονικι διζγερςθ των 

επιπζδων 3sns και 3snd [13]. Ραρατθροφμε ότι τα μζλθ τθσ ςειράσ 1S με κφριο κβαντικό αρικμό n 

βρίςκονται πάρα πολφ κοντά ςτα μζλθ τθσ ςειράσ 1
D με κφριο κβαντικό αρικμό (n-1). Αυτό 

οφείλεται ςτο ότι θ κβαντικι ατζλεια των καταςτάςεων ns διαφζρει ςχεδόν κατά μία μονάδα από 

εκείνεσ των καταςτάςεων nd όπωσ μποροφμε να δοφμε και ςτον πίνακα 1. Επίςθσ, οι φαςματικζσ 

γραμμζσ των μελϊν 3sns ζχουν πολφ μικρι ζνταςθ ςε ςχζςθ με τισ αντίςτοιχεσ των μελϊν 3s(n-

1)d και για μεγάλεσ τιμζσ του n οι πρϊτεσ «ςυγχωνεφονται» με τισ δεφτερεσ (οι καταςτάςεισ 3sns 

δεν φαίνονται ςτο ςχιμα 4 για n>20). 
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Σχήμα 4. Σκήκα ηοσ θάζκαηος ηοσ Mg. Δηθωηοληθή δηέγερζε 3s2 → 3sn(s+d) όπως θαηαγράθεθε από ηοσς Rafiq et al [13]. 

 

Η κεωρθτικι μεκοδολογία που αναπτφςςεται ςτθν παροφςα εργαςία ζχει ωσ ςκοπό τθν 

εφαρμογι τθσ για τον ποςοτικό υπολογιςμό τθσ ςχετικισ ζνταςθσ των παραπάνω φαςματικϊν 

γραμμϊν ([ dT̂s3 n / sT̂s3 n ]2). Για τθν εφρεςθ αυτισ τθσ ςχετικισ ζνταςθσ απαιτείται ο 

υπολογιςμόσ των ςτοιχείων πίνακα τθσ διζγερςθσ, που με τθ ςειρά τουσ απαιτοφν τθ γνϊςθ τθσ 

ενζργειασ και των ακτινικϊν κυματοςυναρτιςεων του διεγερμζνου θλεκτρονίου. Εδϊ 

προςπακοφμε να υπολογίςουμε τισ ακτινικζσ κυματοςυναρτιςεισ που αναπαράγουν το 

παραπάνω δζςμιο φάςμα, δθλαδι τθ ςυμπεριφορά τθσ κβαντικισ ατζλειασ ωσ προσ το n όπωσ 

αυτι φαίνεται ςτο ςχιμα 3, τουλάχιςτον για n≥20. Στισ ενότθτεσ που ακολουκοφν περιγράφουμε 

με λεπτομζρεια το κεωρθτικό μοντζλο, τθν αρικμθτικι του επίλυςθ και τα αποτελζςματά που 

προζκυψαν από τθν εφαρμογι του. 
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2. ΘΕΩΡΗΣΙΚΟ ΜΟΝΣΕΛΟ 

 

2.1 Πολυ-ηλεκτρονιακά άτομα: Εξίςωςη Schrödinger, ενεργειακή δομή & 

παραμετρικά κεντρικά δυναμικά 

 

Για τον υπολογιςμό των ενεργειακϊν επιπζδων των πολυθλεκτρονιακϊν ατόμων και 

ιόντων (που ζχουν Ν≥2 θλεκτρόνια) είναι αναγκαία θ λφςθ τθσ εξίςωςθσ Schrödinger Ĥ Ψ=ΕΨ, 

όπου Ε και Ψ αναφζρονται ςτθ ςυνολικι ενζργεια και κυματοςυνάρτθςθ του ατόμου. Ο δε 

τελεςτισ τθσ Χαμιλτονιανισ Ĥ  γράφεται ςε ατομικζσ μονάδεσ (a.u., e=me==1) ωσ, 

    ...
1

2

1ˆ 2  


ii

i

i

ji iji ii

i sr
rr

Z
H





  (2) 

όπου Ζ είναι το πυρθνικό φορτίο, ri είναι θ απόςταςθ του i-οςτοφ θλεκτρονίου από τον πυρινα 

και rij =|ri – rj| είναι θ απόςταςθ μεταξφ των θλεκτρονίων i και j. Ο πρϊτοσ όροσ τθσ (2) 

αναφζρεται ςτο άκροιςμα των (τελεςτϊν των) κινθτικϊν ενεργειϊν όλων των θλεκτρονίων του 

ατόμου. Ο δεφτεροσ όροσ περιγράφει τθν θλεκτροςτατικι ζλξθ του κάκε θλεκτρονίου i από τον 

πυρινα, ενϊ ο τρίτοσ όροσ τθν θλεκτροςτατικι άπωςθ μεταξφ των θλεκτρονίων. Ο τζταρτοσ όροσ 

αναφζρεται ςτθ ςφηευξθ spin-τροχιάσ για κάκε θλεκτρόνιο, ενϊ ζχουν παραλθφκεί όροι μικρισ 

ςυνειςφοράσ όπωσ θ λεγόμενθ αλλθλεπίδραςθ spin-spin κ.α. Στθν πράξθ ακόμθ και ο όροσ τθσ 

ςφηευξθσ spin-τροχιάσ παραλείπεται κατ’ αρχιν από τθν Ĥ  και λαμβάνεται υπ’ όψιν 

προςεγγιςτικά μζςω τθσ κεωρίασ των διαταραχϊν [1]. Υπάρχουν δε περιπτϊςεισ (όπωσ πχ οι 

καταςτάςεισ ενόσ υψθλά διεγερμζνου θλεκτρονίου που μασ ενδιαφζρουν ςτθν παροφςα 

εργαςία) όπου οφτε αυτό το προςεγγιςτικό βιμα είναι αναγκαίο, διότι τότε ο όροσ αυτόσ οδθγεί 

ςε αμελθτζεσ μετατοπίςεισ των ενεργειακϊν επιπζδων. 

Είναι γνωςτό ότι θ εξίςωςθ Schrödinger με τθν Χαμιλτονιανι (2) δεν μπορεί να επιλυκεί 

επακριβϊσ και απαιτείται θ εφαρμογι προςεγγιςτικϊν μεκόδων. Μια από αυτζσ είναι θ 

προςζγγιςθ κεντρικοφ πεδίου [14] όπου ο μθ-κεντρικόσ όροσ των απϊςεων μεταξφ των 

θλεκτρονίων αντικακίςταται εν μζρει από κεντρικά δυναμικά και κεωροφμε ότι κάκε θλεκτρόνιο 

κινείται εντόσ κεντρικοφ δυναμικοφ που δθμιουργεί ο πυρινασ και τα υπόλοιπα (N-1) θλεκτρόνια. 

Η διαδικαςία αυτι οδθγεί ςτθν εφρεςθ τθσ ενζργειασ και τθσ κυματοςυνάρτθςθσ κάκε 

θλεκτρονίου (από τισ οποίεσ υπολογίηονται και οι Ε και Ψ). Στθ ςυνζχεια μζςω τθσ κεωρίασ των 

διαταραχϊν υπολογίηονται και οι τελικζσ διορκϊςεισ των μεγεκϊν αυτϊν που οφείλονται ςτισ 

εναπομείναςεσ θλεκτρονιακζσ απϊςεισ και τθ ςφηευξθ spin-τροχιάσ. Ρροφανϊσ, θ παραπάνω 

διαδικαςία λαμβάνει υπόψθ και τθν Απαγορευτικι Αρχι του Pauli που οδθγεί ςτθν οικοδόμθςθ 
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διατάξεων των θλεκτρονίων, όπου κάκε θλεκτρόνιο βρίςκεται ςε μία κατάςταςθ κφριου 

κβαντικοφ αρικμοφ n και κβαντικοφ αρικμοφ τθσ τροχιακισ ςτροφορμισ . Στισ διατάξεισ τα 

θλεκτρόνια κατανζμονται ςε φλοιοφσ (που περιλαμβάνουν θλεκτρόνια ίδιου n) και υποφλοιοφσ 

(που περιλαμβάνουν θλεκτρόνια ίδιου n και ). Λαμβάνοντασ υπ’ όψιν και το spin των 

θλεκτρονίων, θ χωρθτικότθτα των υποφλοιϊν είναι ίςθ με 2(2+1) και των φλοιϊν ίςθ με 2n
2 [1]. 

Αποδεικνφεται ότι κάκε ςυμπλθρωμζνοσ (ι κλειςτόσ) φλοιόσ και υποφλοιόσ δεν ςυνειςφζρει ςτθ 

ςτροφορμι του ατόμου, θ οποία κακορίηεται αποκλειςτικά από τα εξωτερικά θλεκτρόνια, 

δθλαδι τα θλεκτρόνια ςκζνουσ. Επιπλζον, υπάρχουν πολλζσ περιπτϊςεισ όπου το ενδιαφζρον 

επικεντρϊνεται μόνον ςτισ διατάξεισ όπου διεγερμζνα είναι αποκλειςτικά τα θλεκτρόνια 

ςκζνουσ. Αποδεικνφεται τότε ότι για τα θλεκτρόνια αυτά θ πυρθνικι ζλξθ μαηί με τισ 

αλλθλεπιδράςεισ με τα θλεκτρόνια των αδρανϊν και «παγωμζνων» κλειςτϊν φλοιϊν και 

υποφλοιϊν μποροφν να αντικαταςτακοφν από τα λεγόμενα κεντρικά παραμετρικά δυναμικά, 

δθλαδι δυναμικά για τα οποία επιλζγεται μία κατάλλθλθ αναλυτικι μορφι θ οποία όμωσ 

εξαρτάται από ζνα ςφνολο παραμζτρων που πρζπει να προςδιοριςτοφν. Αυτι θ προςεγγιςτικι 

μζκοδοσ ζχει εφαρμοςτεί κυρίωσ και με μεγάλθ επιτυχία ςτισ διατάξεισ *…+n των ατόμων των 

Αλκαλίων *15+ με ζνα θλεκτρόνιο ςκζνουσ (*…+ ςυμβολίηει τουσ κλειςτοφσ φλοιοφσ και 

υποφλοιοφσ). Αγνοϊντασ τθν ενζργεια όλων των (υπο)φλοιϊν, θ ενζργεια και θ 

κυματοςυνάρτθςθ του θλεκτρονίου ςκζνουσ (άρα και του ατόμου) ςτθν κατάςταςθ n 

υπολογίηονται μζςω μιασ μονοθλεκτρονιακισ εξίςωςθσ Schrödinger, όπου θ (2) αντικακίςταται 

από μία μονοθλεκτρονιακι Χαμιλτονιανι που γράφεται ωσ, 

  rUH ;
2

1ˆ
core

2

a  (3) 

με Ucore(a;r) το κεντρικό δυναμικό που εξαρτάται από το ςφνολο των παραμζτρων a={  
1a ,  

2a ,

 
3a ,…}. Αποδεικνφεται ότι θ εξάρτθςθ των παραμζτρων από το  οδθγεί ςε καλφτερθ ςυμφωνία 

μεταξφ υπολογιςμζνων και πειραματικϊν ενεργειακϊν επιπζδων. Ο κφριοσ περιοριςμόσ που 

τίκεται για τθ μορφι του Ucore είναι ότι κοντά ςτον πυρινα (r→0) κα πρζπει να ςυμπεριφζρεται 

ωσ –Ζ/r, ενϊ ςε μακρινζσ αποςτάςεισ (r→∞) κα πρζπει να ζχει τθ μορφι –Ζeff/r, όπου Ζeff=Ν-1 

είναι το ενεργό φορτίο του ιόντοσ [14] που «βλζπει» το θλεκτρόνιο ςκζνουσ (Ζeff=1 για ουδζτερα 

άτομα, Ζeff=2 για απλά φορτιςμζνα ιόντα κλπ). Η μζκοδοσ μπορεί να εφαρμοςτεί με δφο τρόπουσ. 

Κατά τον πρϊτο οι παράμετροι προςδιορίηονται από πρϊτεσ αρχζσ, δθλαδι χωρίσ τθ χριςθ 

πειραματικϊν δεδομζνων, πχ μζςω τθσ κεωρίασ μεταβολϊν [1]. Κατά τον δεφτερο θμι-εμπειρικό 

τρόπο που κα ακολουκιςουμε εδϊ, οι παράμετροι επιλζγονται ζτςι ϊςτε να αναπαραγάγουν 
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όςο το δυνατόν πιςτότερα τα πειραματικά ενεργειακά επίπεδα. Στθν περίπτωςθ αυτι ενδιαφζρει 

κυρίωσ ο υπολογιςμόσ των κυματοςυναρτιςεων που μποροφν ςτθ ςυνζχεια να χρθςιμοποιθκοφν 

για τον υπολογιςμό άλλων παρατθριςιμων μεγεκϊν όπωσ πχ. ο χρόνοσ ηωισ των καταςτάςεων 

και θ ενεργόσ διατομι διζγερςισ τουσ. 

 

2.2 Ϊτομα με δύο ηλεκτρόνια ςθένουσ: Οι δέςμιεσ καταςτάςεισ Rydberg των 

Αλκαλικών Γαιών 

 

Η παραπάνω μζκοδοσ του παραμετρικοφ δυναμικοφ μπορεί και ζχει επεκτακεί και για 

δφο θλεκτρόνια ςκζνουσ ζξω από κλειςτοφσ (υπο)φλοιοφσ [24,15]. Τυπικό παράδειγμα 

αποτελοφν οι Αλκαλικζσ Γαίεσ που ςχθματίηουν τθν 2θ ομάδα ςτοιχείων του περιοδικοφ πίνακα 

και των οποίων θ κεμελιϊδθσ διάταξθ είναι τθσ μορφισ *…+ngs
2 (ng=2,3,4,5 και 6 για τα Be, Mg, 

Ca, Sr και Ba, αντίςτοιχα). Η Χαμιλτονιανι ςτθν περίπτωςθ αυτι γράφεται ωσ, 

    
12

2core

2

21core

2

1

1
;

2

1
;

2

1ˆ
r

rUrUH   aa  (4) 

και αποτελείται από δφο ςφαιρικά ςυμμετρικζσ μονοθλεκτρονιακζσ Χαμιλτονιανζσ και τον όρο 

1/r12 που περιγράφει τθν άπωςθ μεταξφ των θλεκτρονίων ςκζνουσ. Το δυναμικό Ucore(a;ri) 

περιγράφει τθν αλλθλεπίδραςθ αυτϊν των θλεκτρονίων τόςο με τον πυρινα όςο και με τα 

υπόλοιπα Ν-2 θλεκτρόνια. Κοντά ςτον πυρινα τείνει και εδϊ ςτθ μορφι –Ζ/ri, ενϊ ςε μακρινζσ 

αποςτάςεισ ςτθν μορφι –Ζeff/ri, με Ζeff =Ν-2. 

Μζςω τθσ (4) μποροφμε να χειριςτοφμε προςεγγιςτικά τα άτομα των Αλκαλικϊν Γαιϊν με 

περίπου τον ίδιο τρόπο που μποροφμε να χειριςτοφμε και το άτομο του He (Ucore(ri)=–Ζ/ri 

παντοφ ςτο χϊρο), οπότε και μποροφμε να υπολογίςουμε τισ κυματοςυναρτιςεισ και τισ 

ενεργειακζσ κζςεισ των διατάξεων *…+n11n22. Το πρόβλθμα όμωσ ςυνεχίηει να είναι ςχετικά 

περίπλοκο. Ρρϊτον, διότι τϊρα ζχουμε να κάνουμε με δφο μθ-διακρίςιμα θλεκτρόνια, οπότε και 

πρζπει, τουλάχιςτον επί τθσ αρχισ, να κεωριςουμε και φαινόμενα εναλλαγισ. Δεφτερον, κα 

πρζπει να θ ςυνολικι κυματοςυνάρτθςθ να είναι αντιςυμμετρικι. Τρίτον, ο μθ-ςφαιρικά 

ςυμμετρικόσ όροσ 1/r12 δθμιουργεί προβλιματα ςτθ λφςθ των ςχετικϊν εξιςϊςεων αλλά είναι 

υπεφκυνοσ και για τθν εμφάνιςθ του φαινομζνου τθσ αλλθλεπίδραςθσ διατάξεων (όπου πολλζσ 

διατάξεισ με διαφορετικά ποςοςτά θ κάκε μία ςυμμετζχουν ςτθν κυματοςυνάρτθςθ μιασ 

κατάςταςθσ) [4-6 και 8-12]. Κάτω όμωσ από ςυγκεκριμζνεσ ςυνκικεσ το πρόβλθμα επιδζχεται 

περαιτζρω απλοποίθςθσ. Συγκεκριμζνα, αυτό μπορεί να ςυμβεί όταν θ αλλθλεπίδραςθ 
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διατάξεων μπορεί να αγνοθκεί, ζςτω και προςεγγιςτικά, και ο βακμόσ διζγερςθσ των δφο 

θλεκτρονίων είναι πολφ άνιςοσ (n2>>n1). 

Η πρϊτθ από τισ παραπάνω ςυνκικεσ μασ επιτρζπει να εργαςτοφμε με μία μόνο διάταξθ. 

Στθν παροφςα εργαςία ενδιαφερόμαςτε για τισ δζςμιεσ διατάξεισ όπου μόνο το ζνα θλεκτρόνιο 

είναι διεγερμζνο, δθλαδι τθσ μορφισ *…+ngsn (n1=ng, 1=s, n2=n, 2=) αν και κατά το παρελκόν θ 

μεκοδολογία που κα αναπτυχκεί παρακάτω ζχει εφαρμοςτεί και ςε περιπτϊςεισ με δφο 

διεγερμζνα θλεκτρόνια [16]. Σφμφωνα με τθ δεφτερθ ςυνκικθ (n>>ng) το δεφτερο θλεκτρόνιο 

βρίςκεται ςε μια υψθλά διεγερμζνθ κατάςταςθ και θ πολφ άνιςθ διζγερςθ των δφο θλεκτρονίων 

μασ επιτρζπει να αγνοιςουμε τθν αντιςυμμετρικοποίθςθ τθσ κυματοςυνάρτθςθσ. Επίςθσ, το 

δεφτερο θλεκτρόνιο “βλζπει” ζνα ςφαιρικά ςυμμετρικό ιόν *…+ngs φορτίου Ν-1. Η ςφαιρικι 

ςυμμετρία του ιόντοσ προζρχεται εδϊ τόςο από τουσ κλειςτοφσ (υπό)φλοιοφσ όςο και από το 

γεγονόσ ότι το άλλο θλεκτρόνιο ςκζνουσ καταλαμβάνει ζνα ςφαιρικά ςυμμετρικό τροχιακό s. 

Συνεπϊσ, το πρόβλθμα προςομοιάηει αρκετά με αυτό των Αλκαλίων, οπότε και ακολουκοφμε τα 

δφο κφρια παρακάτω βιματα: 

(I) Υπολογίηουμε τθ ενζργεια και τθν ακτινικι κυματοςυνάρτθςθ του ιόντοσ *…+ngs που είναι 

ιςοθλεκτρονιακό των Αλκαλίων, δθλαδι του θλεκτρονίου ngs χωρίσ τθν παρουςία του άλλου 

θλεκτρονίου n. Η Χαμιλτονιανι είναι τθσ μορφι τθσ (3) και θ αντίςτοιχθ ακτινικι εξίςωςθ Schrö-

dinger (όπου θ ακτινικι κυματοςυνάρτθςθ δίνεται μζςω τθσ ςχζςθσ R=r
-1

P) γράφεται ωσ, 

     0;
2

1
1ss10core2

1

2









 

 rPErU
dr

d
gg nna . (5) 

Οι παράμετροι του δυναμικοφ Ucore(a;ri) είναι επιλεγμζνεσ ζτςι ϊςτε να αναπαραγάγουν τα 

ενεργειακά επίπεδα του ιόντοσ, τόςο για τθν κατάςταςθ ngs όςο και για ζνα μεγάλο αρικμό 

καταςτάςεων n11. 

(ΙΙ) Επιλφουμε τθν ακτινικι εξίςωςθ Schrödinger για το δεφτερο θλεκτρόνιο n λαμβάνοντασ υπ’ 

όψιν φαινόμενα εναλλαγισ και τον όρο 1/r12. Κατά τα πρότυπα τθσ χριςθσ του πολυπολικοφ 

αναπτφγματοσ αυτοφ του όρου ςτο άτομο του He [21], εδϊ τον αντικακιςτοφμε με δφο ςφαιρικά 

ςυμμετρικοφσ όρουσ: 

    2d2pen

12

1
rUrU

r
 . (6) 

Το δυναμικό Upen, που ονομάηεται και ολοκλιρωμα Hartree, λαμβάνει υπόψθ τθν ειςχϊρθςθ τθσ 

κυματοςυνάρτθςθσ του εξωτερικοφ θλεκτρονίου ςτον χϊρο που καταλαμβάνει το θλεκτρόνιο ngs 

και γράφεται ωσ, 
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. (7) 

Ρροφανϊσ ςτθν (7) χρθςιμοποιείται θ κυματοςυνάρτθςθ που προςδιορίςτθκε μζςω τθσ (5). Πςο 

για τον λεγόμενο διπολικό όρο Ud, αυτόσ γράφεται ςτθ μορφι, 

    2ccutoff4

2

d
2d ;

2
rrf

r

a
rU   (8) 

όπου ad θ διπολικι πολωςιμότθτα του ιόντοσ *…+ngs. Η τιμι που χρθςιμοποιοφμε μπορεί να 

προζρχεται είτε από υπολογιςμοφσ είτε από μετριςεισ. Επειδι θ μορφι 4

2d 2/ ra  είναι 

αςυμπτωτικι και ιςχφει αυςτθρά ςε μεγάλεσ αποςτάςεισ απαιτείται θ χριςθ τθσ ςυνάρτθςθσ 

αποκοπισ  2ccutoff ;rrf   που μθδενίηει τον όρο αυτόν ςτο όριο r2→0 [17]. Για τθ ςυνάρτθςθ 

αποκοπισ υπάρχουν αρκετζσ υποψιφιεσ αναλυτικζσ ςυναρτιςεισ που μποροφν να επιλεγοφν. 

Πποια μορφι και να επιλεγεί όμωσ, κα εξαρτάται οπωςδιποτε παραμετρικά από μία ακτίνα 

αποκοπισ 
cr . Στθν πράξθ ςυνδζουμε τθν ακτίνα αυτι με τθ μζςθ τιμι τθσ ακτίνασ του 

θλεκτρονίου ngs που χρθςιμεφει ωσ αρχικι μασ επιλογι. Ζχουμε δθλαδι ότι, 

    1

0

1

2

1ss1c drrrPrr
gg

nn 


 
   (9) 

και θ παράμετροσ που πρζπει να προςδιοριςτεί με κάποιο κριτιριο είναι πλζον θ β. Υπάρχουν 

και περιπλοκότερεσ και πικανόν ακριβζςτερεσ μορφζσ για τον διπολικό όρο μεταξφ των δφο 

θλεκτρονίων ςκζνουσ *15+, αλλά αυτόσ τθσ ςχζςθσ (8) κεωρείται πολφ ικανοποιθτικόσ για υψθλά 

διεγερμζνεσ καταςτάςεισ και μεγάλθ διαφορά διζγερςθσ μεταξφ των δφο θλεκτρονίων ςκζνουσ. 

Επιπρόςκετα, θ ςυνκικθ n>>ng αναμζνεται να οδθγεί ςε πολφ αςκενι ζωσ αμελθτζα 

φαινόμενα εναλλαγισ. Ραρ’ όλα αυτά λαμβάνουμε τουλάχιςτον κατ’ αρχιν τα φαινόμενα αυτά 

υπ’ όψιν μζςω του όρου [14], 
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. (10) 

Εάν χρθςιμοποιθκεί θ (10) ωσ ζχει θ δυναμικι ενζργεια του θλεκτρονίου n κα εξαρτάται από τθν 

κυματοςυνάρτθςι του Pn τθν οποία προςπακοφμε να προςδιορίςουμε. Η λφςθ τθσ αντίςτοιχθσ 

ακτινικισ εξίςωςθσ δυςκολεφει πολφ. Για τον λόγο αυτόν χρθςιμοποιοφμε μία επαναλθπτικι 

διαδικαςία, κατά τθν οποία ςε κάκε κφκλο το δυναμικό εναλλαγισ γράφεται ωσ, 
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. (11) 



 15 

Ορίηοντασ λοιπόν τθ ςυνολικι δυναμικι ενζργεια κάκε κφκλου k ωσ, 

            2ex2d2pen2core2tot ;; rUArUrUrUrU kk

  a  (12) 

λφνουμε τθν ακτινικι εξίςωςθ Schrödinger για τον κφκλο k+1, 

   
       0
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1
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2tot2
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  rPE
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dr
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 (13) 

και θ διαδικαςία επαναλαμβάνεται ζωσ ότου ςτακεροποιθκεί θ ενζργεια  1k

nE   εντόσ κάποιασ 

προκακοριςμζνθσ ακρίβειασ. Αξίηει να τονιςτεί ότι ςτθν (12) ζχουμε ειςάγει μία ακόμθ 

παράμετρο A με τθν οποία μποροφμε να αυξομειϊνουμε τθν ιςχφ του όρου εναλλαγισ, διότι 

από τθ μία, όπωσ προαναφζρκθκε, αναμζνουμε αςκενι ι αμελθτζα φαινόμενα εναλλαγισ για τισ 

καταςτάςεισ Rydberg και, από τθν άλλθ, ζχει αποδειχκεί ότι υπάρχουν περιπτϊςεισ όπου οι 

εξιςϊςεισ (10)-(13) υπερεκτιμοφν το φαινόμενο και οδθγοφν ςε μθ-αποδεκτά αποτελζςματα [14]. 

Σθμειϊνουμε ότι για A0, οι κυματοςυναρτιςεισ διαδοχικϊν επιπζδων n, (n+1), (n+2) κλπ δεν 

είναι ορκογϊνιεσ (παρ’ όλο που μποροφν να είναι κανονικοποιθμζνεσ) οπότε και κα πρζπει να 

ορκωγονοποιθκοφν με κάποια διαδικαςία. Η ανάπτυξθ τθσ αρικμθτικισ μεκόδου που υλοποιεί 

το παραπάνω μοντζλο, κακϊσ και θ επιλογι παραμζτρων, ςυναρτιςεων αποκοπισ, διαδικαςιϊν 

εκκίνθςθσ των κφκλων, ορκογωνοποίθςθσ κλπ, κα αναπτυχκοφν ςτο επόμενο κεφάλαιο. Να 

ςθμειωκεί τζλοσ ότι μποροφμε κατά περίπτωςθ να αγνοιςουμε αλλθλεπιδράςεισ spin-τροχιάσ 

και τθν αντιςυμμετρικοποίθςθ εάν ο κβαντικόσ αρικμόσ n είναι αρκετά μεγάλοσ. 

 

2.3 Διφωτονικέσ Μεταβάςεισ 

 

Γνωρίηουμε ότι κατά τθν αλλθλεπίδραςθ ενόσ ατόμου με θλεκτρομαγνθτικι ακτινοβολία 

το άτομο μπορεί να απορροφιςει ζναν αρικμό φωτονίων και να μεταβεί από μία κατάςταςθ 

χαμθλότερθσ ενζργειασ Ψi, ςε μία κατάςταςθ υψθλότερθσ ενζργειασ Ψf. Αποδεικνφεται ότι ο 

ρυκμόσ μετάβαςθσ είναι ανάλογοσ τθσ λεγόμενθσ ενεργοφ διατομισ τθσ ζ, που με τθ ςειρά τθσ 

είναι ανάλογθ του τετραγϊνου του μζτρου του ςτοιχείου πίνακα [1], 

 iffiM  T̂  (14) 

όπου T̂  είναι ο τελεςτισ που αντιςτοιχεί ςτον μθχανιςμό που είναι υπεφκυνοσ για τθν μετάβαςθ. 

Από τουσ διάφορουσ όρουσ αλλθλεπίδραςθσ ατόμου/ακτινοβολίασ που μποροφν να 

προκαλζςουν μεταβάςεισ, ο διπολικόσ όροσ είναι ο ιςχυρότεροσ [18]. Εάν χρθςιμοποιθκεί το 

μοντζλο των δφο θλεκτρονίων ςκζνουσ για τισ Αλκαλικζσ Γαίεσ που αναπτφχκθκε προθγουμζνωσ 

και αγνοθκεί θ δυνατότθτα διζγερςθσ των θλεκτρονίων των εςϊτερων (υπο)φλοιϊν, ο 



 16 

αντίςτοιχοσ διπολικόσ τελεςτισ για τθν απορρόφθςθ ενόσ φωτονίου γράφεται ωσ 

 21
ˆ rrεd  , με ε το μοναδιαίο διάνυςμα τθσ πόλωςθσ του φωτόσ. Ειδικά όμωσ για 

διεγζρςεισ ενόσ μόνο θλεκτρονίου ςκζνουσ από τθ κεμελιϊδθ κατάςταςθ που ενδιαφζρουν εδϊ, 

δθλαδι για μεταβάςεισ του τφπου *…+ngs
2 → *…+ngsn, ο όροσ 1rε   που αφορά ςτο θλεκτρόνιο 

ςκζνουσ που δεν διεγείρεται μπορεί να αγνοθκεί. Φυςικά, αυτι θ δεφτερθ προςζγγιςθ ιςχφει 

αυςτθρά όταν μπορεί να αγνοθκεί και θ αλλθλεπίδραςθ διατάξεων, οπότε και δεν χρειάηεται να 

λθφκοφν υπ’ όψθ και διατάξεισ με δφο διεγερμζνα θλεκτρόνια. 

Ππωσ αναφζρκθκε προθγουμζνωσ, λόγω τθσ πολφ διαφορετικισ διζγερςθσ των δφο 

θλεκτρονίων (n>>ng) και του ότι το μθ-διεγερμζνο θλεκτρόνιο καταλαμβάνει ζνα ςφαιρικά 

ςυμμετρικό τροχιακό, κεωροφμε ότι μποροφμε να αγνοιςουμε τθ λεπτι υφι και τθν 

αντιςυμμετρικοποίθςθ τθσ κυματοςυνάρτθςθσ των δφο θλεκτρονίων (παρ’ όλο που κατά των 

υπολογιςμό των κυματοςυναρτιςεων ζχουμε πικανϊσ ςυμπεριλάβει τθ δυναμικι ενζργεια λόγω 

εναλλαγισ). Λαμβάνοντασ υπ’ όψθ και τισ παραπάνω προςεγγίςεισ, το πρόβλθμα ανάγεται ςτισ 

μεταβάςεισ ενόσ θλεκτρονίου (χωρίσ spin). Αντί των ατομικϊν κυματοςυναρτιςεων Ψ μποροφμε 

να χρθςιμοποιιςουμε τισ κυματοςυναρτιςεισ υ του θλεκτρονίου αυτοφ, οπότε και το ςτοιχείο 

πίνακα τθσ μετάβαςισ του από τθν αρχικι κατάςταςθ υi ςτθν τελικι κατάςταςθ f  γράφεται ωσ, 

 iffiM  T̂  (15) 

με rεrεd  2
ˆ . Θα υποκζςουμε εδϊ ότι θ ακτινοβολία είναι γραμμικά πολωμζνθ κατά τθ 

διεφκυνςθ z, οπότε αυτόσ ο τελεςτισ τθσ μετάβαςθσ γράφεται ωσ, 

 
0
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2/1

3

4
cosT̂ Yrrz 











  (16) 

με mY  να δθλϊνει μία ςφαιρικι αρμονικι. Στθν πράξθ αποδεικνφεται ότι εάν θ δυναμικι 

ενζργεια που χρθςιμοποιικθκε για τον υπολογιςμό των υ περιζχει διπολικοφσ όρουσ τθσ μορφισ 

(8) το ακτινικό μζροσ του τελεςτι τθσ (16) πρζπει να μεταβλθκεί ςφμφωνα με τον παρακάτω 

κανόνα: 

 
   








 rrf

r

a
rr ;1 ccutoff3

d 
, (17) 

όπου ad(φ) είναι θ δυναμική διπολικι πολωςιμότθτα του ατόμου υπολογιςμζνθ ςτθ ςυχνότθτα φ 

τθσ μετάβαςθσ και θ ςυνάρτθςθ αποκοπισ είναι θ ίδια με αυτι που χρθςιμοποιικθκε για τον 

υπολογιςμό των υ και με κατάλλθλθ επιλογι τθσ ακτίνασ αποκοπισ [33]. Οι επιλογζσ που ζχουν 

γίνει ςτθν εργαςία μασ κα αναφερκοφν ςτθν παρουςίαςθ των αποτελεςμάτων. Ρροσ το παρόν 



 17 

όμωσ και για λόγουσ απλοφςτευςθσ, παρακάτω κα ςυνεχίςουμε να χρθςιμοποιοφμε μόνον το r 

αντί για τθν αντικατάςταςθ (17).  

 Σφμφωνα με τθ κεωρία διαταραχϊν δεφτερθσ τάξθσ [19], θ (15) ιςχφει και για μεταβάςεισ 

δφο φωτονίων, αλλά τότε θ «αρχικι» κατάςταςθ είναι ςτθν πραγματικότθτα μια ενδιάμεςθ 

δυνθτικι (virtual) κατάςταςθ υi=υv, θ οποία κατά κανόνα δεν αντιςτοιχεί ςε πραγματικι 

κατάςταςθ του θλεκτρονίου. Η υv ικανοποιεί τθν εξίςωςθ Dalgarno-Lewis, που είναι μία 

διαφορικι εξίςωςθ Schrödinger με πθγι [19,20], 

   gErU  T̂
2

1
vv

2 







  (18) 

όπου 

   0

0s

1s YrPrn
gngg

ψ  (19) 

είναι θ κυματοςυνάρτθςθ τθσ κεμελιϊδουσ (πραγματικά αρχικισ) κατάςταςθσ του θλεκτρονίου 

ςκζνουσ που πραγματοποιεί τθν μετάβαςθ,  rU  είναι ζνα κατάλλθλο ςφαιρικά ςυμμετρικό 

δυναμικό (όπωσ πχ αυτό τθσ (12)) και 

 
2

v

gn

g

EE
EE





  (20) 

είναι θ ενζργεια τθσ δυνθτικισ κατάςταςθσ (ενζργεια Eg τθσ κεμελιϊδουσ ςυν τθν ενζργεια ενόσ 

φωτονίου). Ππωσ δείχνει και θ δεφτερθ ιςότθτα τθσ (20), θ ενζργεια αυτι είναι ίςθ με το μιςό τθσ 

διαφοράσ μεταξφ τθσ ενζργειασ En τθσ τελικισ κατάςταςθσ υf=|n> και τθσ Eg (ιςχφει δθλαδι ότι 

En – Eg = 2φ). Γίνεται φανερό ότι θ εξίςωςθ Dalgarno-Lewis πρζπει να λυκεί για κάκε μία τελικι 

κατάςταςθ. 

Για τθν απλοποίθςθ και επίλυςθ τθσ εξίςωςθσ Dalgarno-Lewis αναπτφςςουμε τθ δυνθτικι 

κατάςταςθ ωσ, 

  







m

m

m YPr
,

1

v

1

v


  (21) 

και αντικακιςτοφμε τθν ζκφραςθ αυτι ςτθν (18), οπότε χρθςιμοποιϊντασ και τθν (19) ζχουμε, 

  
      0

0s

0

1

2/1

,

1

vv22

2

3

4

2

1

2

1
YrPYrYPE

r
rU

r gn

m

m

m 






































. (22) 

Στθ ςυνζχεια, δρϊντασ ςτθ παραπάνω εξίςωςθ από αριςτερά με τον τελεςτι   
*

ο

ο

m
Yd 

(dΩ=sinθdθdθ) προκφπτει ότι, 

  
   

s

1

vv2

οο

2

2

o

ooo2

1

2

1
gn

m

m rPAPE
r

rU
r





















  (23) 
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με τον γωνιακό παράγοντα να γράφεται ωσ, 

  
oo

ο

ο

o

o 012/1

0

0

0

1

*
2/1

3

1

3

4
m

mm
dYYYA 


 








  . (24) 

Για τθ δεφτερθ ιςότθτα τθσ (24) χρθςιμοποιικθκε ότι   2/10

0 4


 Y  και θ ορκογωνιότθτα των 

ςφαιρικϊν αρμονικϊν, ενϊ ζχουμε ειςάγει και το γνωςτό ςφμβολο δij του Kronecker. Από τθν (22) 

που οδθγεί ςτο ολοκλιρωμα (24) προκφπτουν δθλαδι οι κανόνεσ επιλογισ,  

 1  & 0m  (25) 

που περιορίηουν τισ δυνατζσ τιμζσ των ο και mο. Για τισ επιτρεπτζσ τιμζσ ο=1 και mο=0 θ (23) 

μπαίνει ςτθν τελικι τθσ μορφι, 

    
s2/1

1

v10v22

2

3

11

2

1
gnrPPE

r
rU

r














 . (26) 

Η λφςθ  1

v10P  τθσ (26) περιγράφει ζνα «κφμα-p» που κα πρζπει να κακετοποιθκεί ωσ προσ όλεσ τθσ 

κυματοςυναρτιςεισ των ςυμπλθρωμζνων υποφλοιϊν p (εάν υπάρχουν). Η λεπτομζρεια αυτι κα 

ςυηθτθκεί ςτο επόμενο κεφάλαιο μαηί με τθν αρικμθτικι λφςθ τθσ (26). Η ςυνολικι δυνθτικι 

κατάςταςθ γράφεται ωσ 

   0

1

1

v10

1

v YPr . (27) 

Γράφοντασ τϊρα τθν τελικι κατάςταςθ ωσ, 

 m

nf YPr 
1  (28) 

το ηθτοφμενο ςτοιχείο πίνακα (15) (για τον ίδιο προφανϊσ τελεςτι τθσ μετάβαςθσ (16)), δίνεται 

από τθ ςχζςθ, 

 
 

 


drrPPAdVM
ffn

m

nnnm  ,

1

v10

*

vvs
T̂T̂2   (29) 

όπου ο νζοσ γωνιακόσ παράγοντα γράφεται ωσ, 

   







  dYYYA mm


0

1

*0

1

2/1

3

4
. (30) 

Κάνοντασ χριςθ των ιδιοτιτων των ςφαιρικϊν αρμονικϊν κακϊσ και τθν κεωρία των 3j-symbols 

[14], προκφπτουν οι ίδιοι κανόνεσ επιλογισ (25). Ζτςι, κατά τθν διφωτονικι μετάβαςθ με 

γραμμικά πολωμζνο φωσ ζχουμε κατ’ αρχιν ότι m=0. Ρροκφπτει επίςθσ ότι από μία αρχικι 

κατάςταςθ ngs μποροφν να διεγερκοφν τελικζσ καταςτάςεισ με =0 ι 2, δθλαδι καταςτάςεισ ns 

και nd. Σκοπόσ τθσ παροφςασ εργαςίασ είναι ο υπολογιςμόσ και θ ςφγκριςθ των δφο αυτϊν 

ςτοιχείων πίνακα για μια εκτεταμζνθ περιοχι τιμϊν του n ςτθν περιοχι n~30. 
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3. ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΗ ΕΠΙΛΤΗ 

 

3.1 Αριθμητική επίλυςη τησ ακτινικήσ εξίςωςησ Schrödinger 

 

Η γενικι μορφι τθσ ακτινικισ εξίςωςθσ Schrödinger που απαιτείται να λυκεί ςτθν 

παροφςα εργαςία γράφεται ωσ, 

     0
2

1
2

2









 rPErU

dr

d
eff . (31) 

όπου 

    
 

22

1

r
rUrUeff





 (32) 

είναι το ενεργό δυναμικό. Ο μόνοσ περιοριςμόσ που τίκεται για τθ μορφι τθσ ακτινικισ 

δυναμικισ ενζργειασ U(r) είναι ότι κοντά ςτον πυρινα (r→0) κα πρζπει να ςυμπεριφζρεται ωσ –

Ζ/r, (με Ζ το πλιρεσ πυρθνικό φορτίο) ενϊ ςε μακρινζσ αποςτάςεισ (r→∞) κα πρζπει να ζχει 

επίςθσ τθ μορφι δυναμικοφ Coulomb –Ζeff/r, με Ζeff το ενεργό φορτίο του ιόντοσ που «βλζπει» το 

θλεκτρόνιο ςτθν κατάςταςθ που περιγράφεται από τθν κυματοςυνάρτθςθ P(r). Εδϊ 

ενδιαφερόμαςτε για τισ δζςμιεσ καταςτάςεισ που υποςτθρίηει θ U(r) και ωσ αποτζλεςμα τθσ 

αναμενόμενθσ ςυμπεριφοράσ τθσ ςε μακρινζσ αποςτάςεισ, θ ενζργεια Ε<0 (που κα πρζπει να 

προςδιοριςτεί μαηί με τθν αντίςτοιχθ P(r)) μπορεί πάντα να γραφεί ςτθν μορφι του τφπου του 

Rydberg (ςε ατομικζσ μονάδεσ), 

 
2

2

2v

Z
E

eff
  (33) 

όπου εδϊ θ ενζργεια Ε=0 αντιςτοιχεί ςτο κατϊφλι ιονιςμοφ. Στθν (33) v είναι ο ενεργόσ 

κβαντικόσ αρικμόσ ο οποίοσ εδϊ κεωρείται ωσ μία ςυνεχήσ μεταβλητή. Για ζνα δεδομζνο 

ενεργειακό επίπεδο με κφριο κβαντικό αρικμό n ιςχφει ότι n =n-, με  τθν κβαντικι ατζλεια. Για 

μία ςειρά επιπζδων ςτακεροφ , θ  είναι ςυνικωσ ςτακερι ι μεταβάλλεται αργά κοντά ςτο 

κατϊφλι ωσ ςυνάρτθςθ τθσ ενζργειασ (ι του v) και μόνον για τα χαμθλά μζλθ τθσ ςειράσ μπορεί 

να εμφανίηει δραςτικζσ μεταβολζσ. Συνεπϊσ, παρόλο που ο v δεν είναι ακζραιοσ ακολουκεί 

γενικά τθ ςυμπεριφορά του n και θ κζςθ των ενεργειακϊν επιπζδων είναι με καλι προςζγγιςθ 

περιοδικι ωσ προσ αυτόν με περίοδο μονάδα, ακόμθ και κοντά ςτο κατϊφλι όπου το φάςμα είναι 

πολφ πυκνό. Η χριςθ λοιπόν του v αντί τθσ Ε μασ επιτρζπει τθν προςεγγιςτικι αλλά αρκετά 

ακριβι πρόβλεψθ των τιμϊν εκκίνθςθσ για τισ κζςεισ των ενεργειακϊν επιπζδων, κακϊσ και τθ 

λφςθ τθσ (31) για πολφ μεγάλεσ τιμζσ του n. 
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Η (31) είναι μία δευτεροβάκμια διαφορικι εξίςωςθ οπότε και θ λφςθ τθσ απαιτεί δφο 

αρχικζσ ςυνκικεσ, μία για τθν P(r) και μία για τθν παράγωγό τθσ dP/dr=P'(r). Εφόςον 

ενδιαφερόμαςτε για δζςμιεσ καταςτάςεισ, θ P(r) πρζπει να μθδενίηεται ςτον μθδζν και το άπειρο 

[21], 

   00 P  &   0rP . (34) 

Στθν πράξθ, θ εκκίνθςθ τθσ αρικμθτικισ επίλυςθσ τθσ (31) με τθ ςυνκικθ P(0)=0 και ανεξάρτθτα 

τθσ αρχικισ ςυνκικθσ για τθν P'(r) οδθγεί ςτθν μθδενικι λφςθ για κάκε τιμι τθσ ακτίνασ r. 

Συνεπϊσ πρζπει να εκκινιςουμε από μία τιμι rinit>0 και να χρθςιμοποιιςουμε τθν αναμενόμενθ 

ςυμπεριφορά τθσ P(r) για μικρζσ τιμζσ του r που, λόγω τθσ επικράτθςθσ του φυγόκεντρου όρου 

ςτθν περιοχι αυτι, γράφεται ωσ, 

   1

0





 rrP
r

 (35) 

και μασ δίνει και τθ ςυμπεριφορά τθσ πρϊτθσ παραγϊγου      rrP
r

1
0




. Ακόμθ και ςτθν 

περίπτωςθ αυτι όμωσ, αποδεικνφεται ςτθν πράξθ ότι θ αρικμθτικι ολοκλιρωςθ τθσ (31) από το 

μθδζν ζωσ το «άπειρο» εμφανίηει αςτάκειεσ και αντί να ζχουμε μθδενιςμό τθσ P(r) ςε μεγάλεσ 

αποςτάςεισ ζχουμε αντίκετα τον απειριςμό τθσ. Αυτό ςυμβαίνει διότι θ (31) ζχει δφο λφςεισ, οι 

οποίεσ για r→∞ γράφονται ωσ, 

   









 

rZ
rP

eff

r

exp~   (36) 

λόγω τθσ επικράτθςθσ του όρου τθσ Ε ςε μεγάλεσ αποςτάςεισ. Πλεσ οι αρικμθτικζσ μζκοδοι 

επίλυςθσ τθσ (31) οδθγοφνται «αυτόματα» προσ τθ λφςθ μεγαλφτερου πλάτουσ (που αντιςτοιχεί 

ςτο κετικό πρόςθμο) [14]. Για να αποφφγουμε αυτζσ τθσ αςτάκειεσ τθν επιλφουμε και προσ τισ 

δφο κατευκφνςεισ («προσ τα ζξω»-outward και «προσ τα μζςα»-inward) και οι δφο λφςεισ 

ςυγκρίνονται και θ ςυνζχειά τουσ ελζγχεται ςε κάποια ακτίνα ςυνταιριάςματοσ rmatch. Στθν 

πραγματικότθτα θ απαιτοφμενθ ςυνζχεια τόςο τθσ P(r) όςο και τθσ P'(r) ςυγχωνεφονται ςτθ 

ςυνζχεια τθσ λογαρικμικισ παραγϊγου τθσ κυματοςυνάρτθςθσ, d[log(P)]/dr=P'(r)/P(r). Τζλοσ, οι 

αρχικζσ ςυνκικεσ τθσ «προσ τα ζξω» ολοκλιρωςθσ βαςίηονται ςτθν (35) και τθσ «προσ τα μζςα» 

ολοκλιρωςθσ (από κάποια αρχικι ακτίνα rmax>rmatch) ςτθν (36), προφανϊσ χρθςιμοποιϊντασ το 

αρνθτικό πρόςθμο. 

Μετά από κάποιουσ πειραματιςμοφσ καταλιξαμε ςτισ παρακάτω επιλογζσ για τισ ακτίνεσ 

και τισ αρχικζσ ςυνκικεσ των μθ-κανονικοποιθμζνων ςυναρτιςεων  rP
~

 και των πρϊτων 
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παραγϊγων τουσ  rP
~

. Η ακτίνα εκκίνθςθσ rinit τθσ «προσ τα ζξω» επίλυςθσ δίνεται από τθ 

ςχζςθ, 

 1

1

stinit
 rr  με 7

st 10r ατομικζσ μονάδεσ. (37) 

Για =0 ζχουμε stinit rr  . Η επιλογι τθσ (37) λαμβάνει υπ’ όψθ ότι για >0 ο φυγόκεντροσ όροσ 

αυξάνεται ςε μζγεκοσ κακϊσ μεγαλϊνει ο κβαντικόσ αρικμόσ , οπότε και θ κυματοςυνάρτθςθ 

αποκτά ςθμαντικό πλάτοσ ςε όλο και μεγαλφτερεσ αποςτάςεισ. Επακόλουκα και θ αρικμθτικι 

ολοκλιρωςθ μπορεί να ξεκινιςει από μεγαλφτερεσ αποςτάςεισ stinit rr   ϊςτε να μειωκεί ο 

χρόνοσ εκτζλεςισ τθσ. Πςο για τισ αρχικζσ μθ-κανονικοποιθμζνεσ ςυναρτιςεισ, θ (34) βρζκθκε να 

είναι ιςοδφναμθ (δίνει τθν ίδια λογαρικμικι παράγωγο) με τισ ακόλουκεσ αρχικζσ ςυνκικεσ, 

   initinitout

~
rrP   &   )1(

~
initout  rP . (38) 

Η ακτίνα rmatch μζχρι τθν οποία πραγματοποιείται θ «προσ τα ζξω» επίλυςθ γράφεται ωσ, 

      rcr mmatch  (39) 

όπου r+ είναι θ ακτίνα του πλζον απομακρυςμζνου κλαςικοφ ςθμείου αντιςτροφισ που 

υπολογίηεται (αρικμθτικά) ωσ θ μεγαλφτερθ πραγματικι ρίηα τθσ εξίςωςθσ, 

   0 ErUeff  (40) 

και αντιςτοιχεί ςτθ δεδομζνθ τιμι τθσ ενζργειασ όπου πραγματοποιείται θ επίλυςθ. Πςο για τον 

παράγοντα cm, αυτόσ επιλζχκθκε να είναι ελαφρά μεγαλφτεροσ από τθν μονάδα (cm=1.01) ϊςτε 

να είναι ςίγουρο ότι ςτθν ακτίνα rmatch θ out

~
P  δεν ταλαντϊνεται πλζον (δεν ζχει άλλουσ κόμβουσ). 

Η ακτίνα εκκίνθςθσ rmax τθσ «προσ τα μζςα» επίλυςθσ επιλζγεται ζτςι ϊςτε θ 

κυματοςυνάρτθςθ  maxin

~
rP  να είναι μικρότερθ κατά ζναν παράγοντα ι=10

-10 ςε ςχζςθ με τθν 

 rPin

~
όπωσ αυτό προβλζπεται από τθν (39). Η απαίτθςθ αυτι οδθγεί ςτθ ςχζςθ, 

      λlogmax  

effZ
rr


 . (41) 

Οι αντίςτοιχεσ αρχικζσ ςυνκικεσ (ιςοδφναμεσ με τθν ζκφραςθ (38)) για τισ μθ-κανονικοποιθμζνεσ 

ςυναρτιςεισ γράφονται ωσ, 

   1
maxin

rP  &  
v

Z
rP

eff


maxin . (42) 

Για κάκε λφςθ τθσ (31) ςτα διαςτιματα *rinit → rmatch+ (εφρεςθ out

~
P , out

~
P ) και *rmax → rmatch]  

(
in

~
P ,

in

~
P ) ορίηουμε τθ ςυνάρτθςθ, 
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matchout

matchin

matchout

matchout
matchin
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~

;
~

;
~

;
~

;
~

sign
rP

rP

rP

rP
rPf








  (43) 

μζςω τθσ οποίασ ελζγχεται θ ςφγκλιςθ. Συγκεκριμζνα, κάκε ρίηα τθσ ςυνάρτθςθσ f(ν) μασ δίνει 

και τθ κζςθ νn ενόσ ενεργειακοφ επιπζδου με κφριο κβαντικό αρικμό n και με τθν αντίςτοιχθ 

κυματοςυνάρτθςθ να ζχει n--1 κόμβουσ ςτο διάςτθμα [rinit, rmax] (εξαιρουμζνων των άκρων). Ο 

δε παράγοντασ με το πρόςθμο ςτον οριςμό (43) ειςάγεται ϊςτε θ f(ν) να μθν υφίςταται αλλαγζσ 

προςιμου ςτουσ πικανοφσ απειριςμοφσ τθσ, οι οποίοι διαφορετικά δεν κα μποροφςαν να 

διακρικοφν από τισ πραγματικζσ ρίηεσ κατά τθν αρικμθτικι μζκοδο αναηιτθςισ τουσ. Εν γζνει, θ 

ςυνάρτθςθ θ f(ν) ζχει αρκετζσ ρίηεσ και ψάχνουμε να βροφμε εκείνθ που αντιςτοιχεί ςτθν 

κατάςταςθ ενδιαφζροντοσ. Συνεπϊσ, αναηθτοφμε τθν ρίηα γφρω από το ςθμείο για το οποίο κα 

ιςχφει v=n-μ,exp όπου το μ,exp αντιςτοιχεί ςτθν πειραματικι κβαντικι ατζλεια ςτο όριο ιονιςμοφ 

(που ςτθν περίπτωςι μασ δίνεται ςτον πίνακα 1). 

Τζλοσ, από τθ ςτιγμι που το επικυμθτό (ςφμφωνα με τον αναμενόμενο αρικμό κόμβων) 

επίπεδο (n,) ζχει βρεκεί, θ ςυνολικι κυματοςυνάρτθςθ κανονικοποιείται μζςω τθσ ςχζςθσ, 

    rP
C

rPn

~1
  (44) 

όπου ο παράγοντασ κανονικοποίθςθσ δίνεται από το ολοκλιρωμα  

  
 
 

  drrP
rP

rP
drrPC

r

r

r

r

 









max

match

match

init

2

in

matchin

matchout2

out

2 ~
~

~
~

 (45) 

που υπολογίηεται αρικμθτικά και περιλαμβάνει και το ταίριαςμα πλατϊν και προςιμου μεταξφ 

εξωτερικοφ και εςωτερικοφ τμιματοσ μζςω τθσ αντικατάςταςθσ, 

  
 
 

 rP
rP

rP
rP

rr
in

matchin

matchout
in

~
~

~
~

match




. (46) 

Να αναφζρουμε τζλοσ ότι θ αρικμθτικι επίλυςθ τθσ ακτινικισ εξίςωςθσ Schrödinger 

πραγματοποιείται με αλγόρικμουσ μεταβλθτοφ βιματοσ [22] που υπερτεροφν κατά πολφ ςε 

ςχζςθ με αυτοφσ του ςτακεροφ βιματοσ. Αντίςτοιχοι είναι και οι αλγόρικμοι ολοκλιρωςθσ, όπωσ 

και θ αρικμθτικι εφρεςθ των ριηϊν [23]. 
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3.2 Ακτινική εξίςωςη Schrödinger για το ιόν Mg+ & τη θεμελιώδη του κατάςταςη 

 

Η επίλυςθ τθσ (31) ςτθν περίπτωςθ του Mg+ ακολουκεί τα βιματα που περιγράφθκαν 

παραπάνω. Στθ κζςθ τθσ δυναμικισ ενζργειασ U(r), χρθςιμοποιοφμε τθν αναλυτικι παραμετρικι 

ςχζςθ *15], 

      );(
2

a22
1

;
4

cpa

2

a

core
31 rrf

r

a
reeZ

r
rU c

rr 
 


a  (47) 

 

μζςω τθσ οποίασ προςομοιάηουμε τουσ κλειςτοφσ φλοιοφσ και υποφλοιοφσ του Mg2+. Η (47) 

ενςωματϊνει τθν επικυμθτι ςυμπεριφορά για το Mg+ με ατομικό αρικμό Ζ=12 και Ζeff=2, ενϊ με 

αcp=0.49 ατομικζσ μονάδεσ ςυμβολίηεται θ πειραματικά μετρθμζνθ διπολικι πολωςιμότθτα του 

Mg2+. Για τθ ςυνάρτθςθ αποκοπισ );( c rrf  , που εξαρτάται από τθν ακτίνα αποκοπισ 
cr  θ οποία 

διαφοροποιείται ανάλογα με τον κβαντικό αρικμό τθσ τροχιακισ ςτροφορμισ, ζχουμε 

χρθςιμοποιιςει δφο εκφράςεισ. Η πρϊτθ, που προτείνεται ςτθ βιβλιογραφία *17], γράφεται ωσ, 

 

6

c1);(
c1



















 r

r

errf . (48) 

Η χριςθ τθσ μορφισ αυτισ προκάλεςε κάποιεσ αςτάκειεσ ςτθ λφςθ τθσ (31) (κυρίωσ για τισ 

καταςτάςεισ του ατόμου) και για τον λόγο αυτόν χρθςιμοποιικθκε και θ δεφτερθ μορφι, 

 

 
 12

c

12

6

c2 );(




rr

r
rrf



  (49) 

 

που δεν προκάλεςε προβλιματα παρ’ όλο που ζχει παρόμοια ςυμπεριφορά με αυτι τθσ (48) (γι’ 

αυτό άλλωςτε και επιλζχκθκε). Οι τιμζσ τθσ ακτίνασ αποκοπισ 
cr είναι διαφορετικζσ για κακεμία 

από τισ δφο ςυναρτιςεισ. Επίςθσ, κατά τον ζλεγχο τθσ (47) παρατθριςαμε ότι ζπρεπε και οι 

παράμετροι a1-3 να μεταβλθκοφν λίγο ςε ςχζςθ με αυτζσ που δίνονται ςτθν αναφορά [24], ϊςτε 

να επιτευχκεί καλφτερθ ακρίβεια τόςο για τθν ενεργειακι κζςθ τθσ κεμελιϊδουσ κατάςταςθσ 3s 

για τθν οποία ενδιαφερόμαςτε εδϊ, όςο και για τισ κζςεισ των διεγερμζνων καταςτάςεων n του 

ιόντοσ γενικά. Μάλιςτα απαιτικθκε θ διαφοροποίθςθ των παραμζτρων για =2 και =3 ενϊ ςτθν 

αναφορά *24] το ςετ ιταν κοινό για αυτζσ τισ δφο τιμζσ του . Οι παράμετροι a και οι ακτίνεσ 

αποκοπισ για τθν κάκε ςυνάρτθςθ αποκοπισ ςτισ οποίεσ τελικά καταλιξαμε δίνονται ςτουσ 

Ρίνακεσ 2 και 3 αντίςτοιχα. 
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Πίνακασ 2. Οη ζηαζερές a ποσ τρεζηκοποηούληαη ζηο παρακεηρηθό δσλακηθό Ucore(a;r), ζτέζε (47). 

 a1 a2 a3 

0 4.51367 11.81954 2.97141 

1 4.71475 10.71581 2.59888 

2 2.99158 7.69976 4.32245 

≥3 2.99158 7.69976 7.89890 

 

Πίνακασ 3 Οη ζηαζερές 
cr ποσ τρεζηκοποηούληαη ζηο παρακεηρηθό δσλακηθό Ucore(a;r), γηα ηης ζσλαρηήζεης αποθοπής (48) θαη (49). 

 

c
r

 

 1f  2
f  

0 1.44631 1.47496 

1 1.70990 1.69 

2 1.73093 1.791 

≥3 2.07712 2.345 

 

Οι παραπάνω παράμετροι εγγυϊνται ότι θ λφςθ τθσ (31) για τθ κεμελιϊδθ κατάςταςθ του 

Mg+ αναπαράγει με μεγάλθ ακρίβεια τθν πειραματικι τιμι (v3s=1.90253 [7], ενϊ ο υπολογιςμόσ 

ξεκινά με αρχικι τιμι τθν v=1.5), και με οποιαδιποτε ςυνάρτθςθ αποκοπισ ((48) ι (49)). Από τθ 

λφςθ αυτι ζχουμε πλζον διακζςιμθ και τθν αντίςτοιχθ κυματοςυνάρτθςθ  rP

s3
 που είναι 

ςχεδιαςμζνθ ςτο Σχιμα 5. 

 

Σχήμα 5. Η ακηινική κσμαηοζσνάρηηζη ηης θεμελιώδοσς καηάζηαζης ηοσ Mg
+
, 



sP3
. 
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Η  rP

s3
 εμπλζκεται ςτον υπολογιςμό των όρων δυναμικισ ενζργειασ του επόμενου βιματοσ που 

αφορά ςτισ καταςτάςεισ 3sn. Συγκεκριμζνα, υπολογίηουμε το ολοκλιρωμα Hartree δθλαδι το 

απωςτικό δυναμικό Upen χρθςιμοποιϊντασ τον οριςμό (7) και το αποτζλεςμα του υπολογιςμοφ 

φαίνεται ςτο Σχιμα 6. Σθμειϊςτε ότι το κάτω όριο του πρϊτου ολοκλθρϊματοσ είναι το μθδζν 

αλλά αντικακίςταται από το rinit, ενϊ το άνω όριο του δεφτερου ολοκλθρϊματοσ είναι το άπειρο 

αλλά αντικακίςταται από το rmax. 

 

Σχήμα 6. Το δσναμικό Upen. 

 

Η γνϊςθ τθσ  rP

s3  απαιτείται και για τον υπολογιςμό τθσ δυναμικισ ενζργειασ εναλλαγισ Uex 

και το κζμα αυτό κα ςυηθτθκεί λεπτομερζςτερα παρακάτω. Τζλοσ, υπολογίςτθκε και θ μζςθ τιμι 

τθσ ακτίνασ ςτθν κατάςταςθ 3s του ιόντοσ, 

   11

2

1s3s31

max

init

)( drrrPr

r

r


 =2.78414 ατομικζσ μονάδεσ (50) 

θ οποία κα χρθςιμοποιθκεί για τον οριςμό τθσ ακτίνασ αποκοπισ για τθ ςυνάρτθςθ δυναμικισ 

ενζργειασ Ud (δείτε τθ ςχζςθ (9) όπου θ ακτίνα 
s31r  πολλαπλαςιάηεται με μια παράμετρο β θ 

οποία είναι διαφορετικι για κάκε  αλλά παραμζνει ςτακερι για το ςφνολο των καταςτάςεων 

μιασ ςειράσ). 
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3.3 Ακτινική εξίςωςη Schrödinger για τισ καταςτάςεισ 3sn του Mg 

 

Εφόςον ζχει υπολογιςτεί θ κυματοςυνάρτθςθ του ιόντοσ και τα επιμζρουσ δυναμικά 

μπορεί τϊρα να επιλυκεί θ ακτινικι εξίςωςθ Schrödinger ωσ προσ τθν κυματοςυνάρτθςθ Pn και 

τθν αντίςτοιχθ ενζργεια μιασ διεγερμζνθσ κατάςταςθσ 3sn του εξωτερικοφ θλεκτρονίου. Η κφρια 

διαδικαςία επίλυςθσ είναι ίδια με αυτιν που περιγράφθκε παραπάνω, με τισ όποιεσ 

διαφοροποιιςεισ να αφοροφν ςτο δυναμικό εναλλαγισ Uex. Συγκεκριμζνα, κατά τθν εκκίνθςθ τθσ 

λφςθσ θ ςυνολικι ακτινικι δυναμικι ενζργεια γράφεται ωσ, 

            rUArUrUrUrU 0

exdpencore

0

tot ;;   a  (51) 

με το αρχικό δυναμικό «εναλλαγισ» να δίνεται από τθ ςχζςθ, 

   
  3

1

22

2

30

ex
4

)(3


















r

rP
rU s


 (52) 

που περιζχει μόνον τθν κυματοςυνάρτθςθ του ιόντοσ. Μετά τθν πρϊτθ λφςθ ξεκινά θ 

επαναλθπτικι διαδικαςία που περιγράφθκε ςτο προθγοφμενο κεφάλαιο (δείτε ςχζςεισ (10)-(12)). 

Για τθν ςυνάρτθςθ αποκοπισ του όρου Ud χρθςιμοποιικθκε θ ςχζςθ (49) θ οποία, ςε αντίκεςθ 

με τθν (48), δεν δθμιοφργθςε κανζνα πρόβλθμα αςτάκειασ. Οι ςτακερζσ β και A επιλζγονται με 

κριτιριο τθν πιςτότερθ αναπαραγωγι του ενεργειακοφ φάςματοσ τθν εκάςτοτε ςειράσ 3sn 

ςτακεροφ  και μεταβλθτοφ n. Ρεριςςότερεσ πλθροφορίεσ κα δοκοφν για κάκε ςειρά ξεχωριςτά 

ςτθ ςυηιτθςθ των αποτελεςμάτων του επόμενου κεφαλαίου. 

Υπενκυμίηουμε ότι λόγω τθσ εξάρτθςθσ τθσ δυναμικισ ενζργειασ από τθ ίδια τθν 

κυματοςυνάρτθςθ μζςω του όρου   rU k

ex
 (ςχζςθ (10)), οι κυματοςυναρτιςεισ διαδοχικϊν 

επιπζδων 3sn, 3s(n+1), 3s(n+2) κλπ δεν είναι ορκογϊνιεσ (παρ’ όλο που μποροφν να είναι 

κανονικοποιθμζνεσ). Ραρακζτουμε παρακάτω τθ διαδικαςία ορκοκανονονικοποίθςθσ τθσ 

κυματοςυνάρτθςθσ τθσ κατάςταςθσ n, ωσ προσ όλεσ τισ χαμθλότερα διεγερμζνεσ και ιδθ 

ορκοκανονικοποιθμζνεσ κυματοςυναρτιςεισ από κάποιον αρχικό κφριο κβαντικό αρικμό nο ζωσ 

και τον αρικμό n-1. Θα χρθςιμοποιιςουμε τον ςυμβολιςμό nP  για μία κανονικοποιημζνη αλλά 

μη-ορθογώνια κυματοςυνάρτθςθ και τον ςυμβολιςμό nP  για μία ορκοκανονικοποιθμζνθ 

κυματοςυνάρτθςθ. Σε κάκε βιμα k τθσ επαναλθπτικισ διαδικαςίασ που οδθγεί ςτθν λφςθ τθσ 

 k

nP  , θ αντίςτοιχι τθσ ορκοκανονικι κυματοςυνάρτθςθ γράφεται ωσ 
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 (53) 

όπου οι λεγόμενοι πολλαπλαςιαςτζσ Lagrange [25] δίνονται από τα ολοκλθρϊματα, 

    
 drPPc k

ni

k

in  . (54) 

Επακόλουκα, για τον υπολογιςμό του όρου εναλλαγισ τθσ επόμενθσ επανάλθψθσ 

χρθςιμοποιείται θ  k

nP   αντί για τθν  k

nP  , οπότε, αντί τθσ (10), ζχουμε, 
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 (55) 

και θ διαδικαςία επαναλαμβάνεται με τον τρόπο αυτόν μζχρι και τθ ςφγκλιςθ που κεωρείται ότι 

ζχει επιτευχκεί όταν ο ενεργόσ κβαντικόσ αρικμόσ  1k

n  ςτακεροποιθκεί ωσ προσ κάποιο 

δεκαδικό του ψθφίο (ςυγκεκριμζνα ςτο τζταρτο). Μετά τθν τελευταία λφςθ τθσ εξίςωςθσ Schrö-

dinger όπου ζχει επιτευχκεί θ ςφγκλιςθ, θ (53) χρθςιμοποιείται για μια τελευταία φορά και μαηί 

με τθν ενζργεια ςϊηεται και θ τελικι κυματοςυνάρτθςθ nP . Ο λόγοσ για τον οποίο 

κανονικοποιοφμε κατά τθ διαδικαςία τθσ λφςθσ και όχι μετά από αυτιν είναι ότι θ 

ορκοκανονικοποίθςθ επθρεάηει τθν τελικι τιμι τθσ ενζργειασ. Το μειονζκτθμά τθσ είναι όμωσ 

είναι ότι θ εφρεςθ τθσ nP  απαιτεί τθν γνϊςθ όλων των προθγουμζνων κυματοςυναρτιςεων οnP -

1nP  ςυνεπϊσ για κάκε δεδομζνο ςετ παραμζτρων (όπωσ θ β και θ A) απαιτείται θ λφςθ για το 

ςφνολο των καταςτάςεων τθσ ςειράσ, από τθ χαμθλότερθ δυνατι (που πικανόν να μθ μασ 

ενδιαφζρει) ωσ και τθν υψθλότερθ που ενδιαφζρει. 

 

3.4 Αριθμητική επίλυςη τησ ακτινικήσ εξίςωςησ Dalgarno-Lewis 

 

Η ακτινικι εξίςωςθ Dalgarno-Lewis (26) απαιτεί για τθ λφςθ τθσ τθ γνϊςθ (i) τθσ 

κυματοςυνάρτθςθσ 
s3s PP

gn   και τθσ ενζργειασ s3E , (ii) τισ ενζργειεσ nE  των τελικϊν 

καταςτάςεων n≈20-40 και =0,2 για τθν εφρεςθ (μαηί με τθν s3E ) τθσ ςυχνότθτασ φ (ςχζςθ (20)) 

και (iii) τισ αντίςτοιχεσ κυματοςυναρτιςεισ nP  για τον υπολογιςμό των τελικϊν ςτοιχείων πίνακα 

(29). Για τον τελεςτι r ςτο δεξιό μζλοσ τθσ (26) υιοκετείται θ αντικατάςταςθ (17). Στθ κζςθ τθσ 

δυναμικισ ενζργειασ  rU  υιοκετικθκε αρχικά θ (12) και θ ίδια επαναλθπτικι διαδικαςία όπωσ 

και για τθ λφςθ τθσ εξίςωςθσ Schrödinger για τισ καταςτάςεισ 3sn (αυτι τθ φορά με κριτιριο 

ςφγκλιςθσ τθ ςτακεροποίθςθ των ςτοιχείων πίνακα (29)). Ραρατθρικθκε όμωσ ότι όροσ 
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εναλλαγισ δεν επθρεάηει το τελικό αποτζλεςμα και για τον λόγο αυτόν δεν χρθςιμοποιικθκε 

τελικά, ζτςι ϊςτε να επιταχυνκεί θ λφςθ τθσ (26). Τζλοσ, κάκε λφςθ  1

v10P  κακετοποιείται ωσ προσ 

τθν 
p2P που αντιςτοιχεί ςτον κλειςτό υποφλοιό 2p, όπου δεν μπορεί να πραγματοποιθκεί 

μετάβαςθ από τθν 3s, αλλά θ παραμετρικι δυναμικι ενζργεια  rU  ςτθν (26) υποςτθρίηει αυτό 

το ενεργειακό επίπεδο. Η κακετοποίθςθ αυτι επιτυγχάνεται ωσ εξισ: 

    
p2

1

v10

1

v10 cPPP  ,  
 drPPc p2

1

v10
. (56) 

Επιπλζον, εφόςον θ ποιότθτα τθσ 
p2P  που παράγεται μζςω τθσ  rU  δεν μπορεί να ελεγχκεί, ςτθ 

κζςθ τθσ χρθςιμοποιείται θ αντίςτοιχθ κυματοςυνάρτθςθ που υπολογίςτθκε μζςω του 

προγράμματοσ των Hermann-Skilmann [29]. Στοιχεία για το πρόγραμμα αυτό κα δοκοφν ςτθν 

επόμενθ ενότθτα. 

Ρρζπει να τονιςτεί ςτο ςθμείο αυτό ότι το πρόγραμμα επίλυςθσ τθσ (26) δεν αναπτφχκθκε 

ςτθν παροφςα εργαςία αλλά προχπιρχε και απλϊσ χρθςιμοποιικθκε με τισ παραπάνω ςυνκικεσ 

και ςτοιχεία ειςόδου. Η μεκοδολογία λφςθσ διαφζρει από αυτι που περιγράφθκε παραπάνω για 

τθν εξίςωςθ Schrödinger και θ οποία ςτθν περίπτωςθ τθσ εξίςωςθσ Dalgarno-Lewis ςυναντά 

πολλζσ δυςκολίεσ, κυρίωσ με τισ απαιτοφμενεσ αρχικζσ ςυνκικεσ [19]. Ρολφ περιλθπτικά, το 

διακζςιμο πρόγραμμα βαςίηεται ςτθ διάκριτθ αναπαράςταςθ των διαφόρων τελεςτϊν ςτθ βάςθ 

που αποτελείται από Ν ιδιοδιανφςματα του τελεςτι τθσ κζςθσ (discrete variable representation, 

DVR [26]). Το πλεονζκτθμα τθσ αναπαράςταςθσ αυτισ είναι ότι οι όροι δυναμικισ ενζργειασ 

αναπαρίςταται από διαγϊνιουσ πίνακεσ <ri|U|rj>≈U(ri)δij. Ριο ςυγκεκριμζνα, χρθςιμοποιείται θ 

εκδοχι τθσ DVR με το όνομα Fourier Grid Method (FGM) που ςυςχετίηει τθν παραπάνω βάςθ με 

επίπεδα κφματα ςτον χϊρο των ορμϊν [22], οπότε και ο τελεςτισ τθσ κινθτικισ ενζργειασ 

 22

2
1 /ˆ drdK  , γράφεται ωσ, 
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222
. (56b) 

O υπολογιςμόσ πραγματοποιείται ςτο ακτινικό διάςτθμα *0,R+, με R=N·Δr, για το οποίο δεν 

απαιτείται να δοκοφν ςαφείσ αρχικζσ ςυνκικεσ, μια και οι ςυνκικεσ (34) απλϊσ υπονοοφνται ςτα 

άκρα του διαςτιματοσ αυτοφ. Ακόμθ, ζχει αποδειχκεί ότι για καλφτερθ ακρίβεια υπολογιςμοφ ςε 

ςυνδυαςμό με ςχετικά μικρό χρόνο επίλυςθσ απαιτείται και θ αλλαγι μεταβλθτισ [27], 

 r(x)=Rx
k, 0≤x≤1 & k≥2. (58) 
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O νζοσ τελεςτισ τθσ κινθτικισ ενζργειασ  22

2
1 /ˆ dxdK x   ζχει πάλι τθν μορφι (57) με τθ 

αντικατάςταςθ Δr→Δx, όπου Δx=1/(Ν-1) (τα ςθμεία xi είναι ιςαπζχοντα). Μετά από όλα τα 

παραπάνω το πρόβλθμα ανάγεται ςε ζνα γραμμικό ςφςτθμα εξιςϊςεων που ςε μορφι πινάκων 

γράφεται ωσ, 

  
WAy

1

v10   (59) 

και ζχει λφςθ το διάνυςμα-ςτιλθ  1

v10y  τθσ βοθκθτικισ ςυνάρτθςθσ  1

v10y  που ςυνδζεται με τθν 

   rP 1

v10
 μζςω τθσ ςχζςθσ           xyxkxrP k 1

v10

2/12/11

v10

 . Τα ςτοιχεία του πίνακα Α και του 

διανφςματοσ ςτιλθσ W δίνονται από τισ ςχζςεισ, 
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και 
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i

k

ii xrPxrrf
xr

a
xrxkRW s3ccutoff3

d2/132/32 ;1
3

1








  

. (61) 

Τζλοσ, τα ςτοιχεία πίνακα που αφοροφν δφο κυματοςυναρτιςεισ 1P και 2P  που είναι γνωςτζσ ςτα 

Ν επιλεγμζνα ςθμεία και ζναν τελεςτι  rg  που είναι ςυνάρτθςθ τθσ ακτίνασ, ανάγονται ςε 

απλά ακροίςματα τθσ μορφισ, 
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122

1

0

21

12

0

21 . (62) 

Μετά από αρκετζσ δοκιμζσ, βρζκθκε ότι για k=3 και Ν=1024 τα αποτελζςματα 

ςτακεροποιοφνται (δεν μεταβάλλονται με αφξθςθ των δφο αυτϊν παραμζτρων). Η μζγιςτθ 

ακτίνα R επιλζγεται όπωσ και θ ακτίνα rmax για τθ λφςθ τθσ εξίςωςθσ Schrödinger (βλζπε 

ςχζςεισ(39)-(41)) χρθςιμοποιϊντασ τθν ενζργεια Εv. Για τθ δυναμικι διπολικι πολωςιμότθτα 

ad(φ) χρθςιμοποιικθκε θ τιμι 33.8 ατομικζσ μονάδεσ τθσ βιβλιογραφίασ [28] και για τθ 

ςυνάρτθςθ αποκοπισ θ ςχζςθ (49). Η επιλογι τθσ ακτίνασ αποκοπισ ςε αυτι τθν εργαςία κα 

ςυηθτθκεί εκτενζςτερα παρακάτω.
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4. ΑΠΟΣΕΛΕΜΑΣΑ - ΤΖΗΣΗΗ 

 

4.1 Κυματοςυνάρτηςη  rP

s3
 του ιόντοσ και  rP s3

 του ατόμου. 

 

Η διαδικαςία επίλυςθσ τθσ εξίςωςθσ Schrödinger για τθν εφρεςθ τθσ κυματοςυνάρτθςθσ 

και τθσ αντίςτοιχθσ ενεργειακισ ιδιοτιμισ αφορά ςτθν επιλογι των κατάλλθλων 

πολλαπλαςιαςτικϊν παραγόντων για τθν ακτίνα αποκοπισ και το δυναμικό εναλλαγισ αλλά και 

ςτθν επιλογι τθσ ςυνάρτθςθσ αποκοπισ που κα επιφζρει πιο ςτακερά και ακριβι αποτελζςματα. 

Ωςτόςο, ειδικά για τθν βαςικι κατάςταςθ του ατόμου, δθλαδι για τθν κυματοςυνάρτθςθ P3s(r), 

πρζπει τόςο θ ενζργεια τθσ κατάςταςθσ 3s
2 να είναι ςε καλι ςυμφωνία με το πείραμα όςο και θ 

μορφι τθσ κυματοςυνάρτθςθσ να είναι θ ακριβζςτερθ δυνατι (εάν εξαιρζςουμε βεβαίωσ τθν 

κατά 7% ανάμειξι τθσ με τθν κατάςταςθ 3p
2 [7+). Αυτό είναι ςθμαντικό διότι κεωροφμε 

διφωτονικζσ μεταβάςεισ όπου θ 3s
2 είναι θ αρχικι κατάςταςθ, ςυνεπϊσ θ P3s(r) και θ Ε3s είναι 

απαραίτθτεσ τόςο για τον υπολογιςμό τθσ δυνθτικισ κατάςταςθσ κατά τθν επίλυςθ τθσ εξίςωςθσ 

Dalgarno-Lewis, αλλά και για τον υπολογιςμό τθσ ενζργειασ αυτισ (ςχζςεισ (18) και (20)). 

Για τον υπολογιςμό τθσ P3s(r) του ατόμου χρθςιμοποιοφμε το παραμετρικό δυναμικό που 

δίνεται από τθν ςχζςθ (47), και ωσ ςυνάρτθςθ αποκοπισ τθν ςχζςθ (48) με τισ ςτακερζσ να 

δίνονται αντίςτοιχα από τουσ Ρίνακεσ 2 και 3. Στθν ολικι δυναμικι ενζργεια δεν ςυνειςφζρει ο 

όροσ εναλλαγισ *14+. Συνεπϊσ, για τθν αναπαραγωγι τθσ πειραματικισ ενζργειασ τθσ 

ςυγκεκριμζνθσ κατάςταςθσ από τθν εξίςωςθ Schrödinger αρκεί να μεταβάλουμε μόνον τθ 

ςτακερά β. Η πειραματικι τιμι τθσ κβαντικισ ατζλειασ για τθν κατάςταςθ 3s
2 ςφμφωνα με τα 

δεδομζνα του NIST [7+ ιςοφται με μ3s=1.66607. Η ςτακερά που δίνει ακριβϊσ αυτιν τθν τιμι 

ιςοφται με β=1.3326. 

Οι ακτινικζσ κυματοςυναρτιςεισ των δφο ιςοδφναμων θλεκτρονίων μίασ διάταξθσ ns
2 

αναμζνεται να είναι ίδιεσ, όμωσ αυτό είναι κάτι που εν γζνει δεν ςυμβαίνει ςε μεκόδουσ όπωσ θ 

παροφςα όπου γίνεται διαχωριςμόσ «εςωτερικοφ» και «εξωτερικοφ» θλεκτρονίου. Αυτό που μασ 

ενδιαφζρει εδϊ είναι θ αξιοπιςτία τθσ κυματοςυνάρτθςθσ του «εξωτερικοφ» θλεκτρονίου. Για να 

τθν ελζγξουμε χρθςιμοποιιςαμε τον κϊδικα Herman-Skillman [29] που παρότι ζχει δθμιουργθκεί 

αρκετά χρόνια πριν εξακολουκεί να κεωρείται ςχετικά αξιόπιςτοσ για τισ κεμελιϊδεισ και τισ 

χαμθλά διεγερμζνεσ καταςτάςεισ. Βαςίηεται ςτθν κεωρία του αυτοςυνεποφσ πεδίου (Self-

consistent Field) και αποτελεί ζναν κϊδικα για τον υπολογιςμό των κυματοςυναρτιςεων κάκε 

ενόσ θλεκτρονίου ςε ζνα πολυθλεκτρονιακό ατόμο ι ιόν. Ο κϊδικασ ζχει αναπτυχκεί ϊςτε να 

λφνει τισ εξιςϊςεισ Hartree-Fock προςεγγιςτικά, χρθςιμοποιϊντασ ςυναρτιςεισ οριηουςϊν (Har-
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tree-Fock-Slater method). Συγκεκριμζνα, θ κυματοςυνάρτθςθ που περιγράφει το 

πολυθλεκτρονιακό άτομα αντικακίςταται από μια ορίηουςα slater και αποτελεί μια καλι 

προςζγγιςθ για άτομα με κλειςτοφσ φλοιοφσ. Στθν περίπτωςθ υπολογιςμοφ κυματοςυναρτιςεων 

για άτομα θ ιόντα με μθ-ςυμπλθρωμζνουσ φλοιοφσ τα φαινόμενα εναλλαγισ λαμβάνονται υπ’ 

όψθ κατά προςζγγιςθ. 

Ωσ ζνα πρϊτο βιμα ελζγχου όμωσ χρθςιμοποιιςαμε το ςυγκεκριμζνο πρόγραμμα για τον 

υπολογιςμό των καταςτάςεων 3s3s, 3s3p και 3s3d, και οι αντίςτοιχεσ κυματοςυναρτιςεισ 3s 

φαίνονται ςτο ςχιμα 7. Σθμειϊνεται ότι για τθν 3s3s το πρόγραμμα παράγει μόνον μία κοινι 

κυματοςυνάρτθςθ 3s. 

 

 

Σχήμα 7. Η κορθή ηωλ θσκαηοζσλαρηήζεωλ 3s, όπως παράγοληαη από ηολ θώδηθα ηωλ Herman-Skillman θαηά ηολ σποιογηζκό ηωλ 

θαηαζηάζεωλ 3s3s (καύρε θακπύιε), 3s3p (θόθθηλε θακπύιε) θαη 3s3d (κπιε θακπύιε). 

 

Στο ςχιμα παρατθροφμε αρχικά ότι οι κυματοςυναρτιςεισ διαφζρουν μεταξφ τουσ παρ’ 

όλο που αναφζρονται ονομαςτικά ςτο ίδιο τροχιακό, γεγονόσ που αναμζνεται όταν αλλάηουν τα 

χαρακτθριςτικά του άλλου θλεκτρονίου ςκζνουσ (υπολογιςμόσ τφπου «relaxed core» [14]). 

Ραρατθροφμε όμωσ ότι οι τρεισ κυματοςυναρτιςεισ μθδενίηονται για τισ ίδιεσ τιμζσ του r. Επίςθσ 

για αποςτάςεισ κοντά ςτο μθδζν (r<1.5 a.u.), οι λοβοί τουσ εμφανίηονται ςτισ ίδιεσ περίπου 

κζςεισ. Ωςτόςο γενικά το (κατ’ απόλυτθ τιμι) φψοσ των λοβϊν τουσ είναι διαφορετικό. Η 

κατάςταςθ 3s3d αντιςτοιχεί ςτο μικρότερο φψοσ από όλεσ ενϊ ςτο μεγαλφτερο φψοσ αντιςτοιχεί 

θ κατάςταςθ 3s3p. Στθ τελευταία περίπτωςθ μάλιςτα θ κυματοςυνάρτθςθ φκίνει πιο γριγορα 

από ότι οι άλλεσ δφο για r→∞. 

Σε ζνα δεφτερο βιμα ελζγχου, ςτο ςχιμα 8, βλζπουμε τισ κυματοςυναρτιςεισ 3s, όπωσ 

παράγονται από τον κϊδικα των Herman-Skillman κατά τον υπολογιςμό τθσ κατάςταςθσ 3s3s 

αλλά και από τθν παροφςα μεκοδολογία για το άτομο και το ιόν. Και εδϊ οι κόμβοι όλων των 
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κυματοςυναρτιςεων πρακτικά ςυμπίπτουν. Το πλάτοσ των λοβϊν όμωσ τθσ κυματοςυνάρτθςθσ 

του ιόντοσ είναι μεγαλφτερο από τα αντίςτοιχα των δφο κυματοςυναρτιςεων του ατόμου. 

Επιπλζον, θ κυματοςυνάρτθςθ του ιόντοσ φκίνει πιο γριγορα προσ το μθδζν για r→∞ (λόγω του 

μεγαλφτερου ενεργοφ φορτίου του διπλά φορτιςμζνου ιόντοσ και τον υπολογιςμό τθσ 

κυματοςυνάρτθςθσ απουςία απϊςεων μεταξφ των θλεκτρονίων ςκζνουσ). 

 

Σχήμα 8. Οη θσκαηοζσλαρηήζεης P3s(r) ηοσ αηόκοσ όπως παράγοληαη από ηολ θώδηθα ηωλ Herman-Skillman θαηά ηολ σποιογηζκό 

ηες θαηάζηαζες 3s3s (καύρε θακπύιε) θαη θαηά ηελ παρούζα εργαζία (θόθθηλε θακπύιε), ζσγθρηλόκελες κε ηελ θσκαηοζσλάρηεζε 

ηοσ ηόληος, P3s
+(r) επίζες ηες παρούζας εργαζίας (κπιε θακπύιε).  

 

Από τθν άλλθ, θ κυματοςυνάρτθςθ 3s τθσ κατάςταςθσ 3s3s του ατόμου του μαγνθςίου που 

προκφπτει από τθν παροφςα μεκοδολογία ςυμφωνεί ικανοποιθτικά με τθν αντίςτοιχθ που είναι 

υπολογιςμζνθ από τον κϊδικα Herman-Skillman. Οι λοβοί των δφο ςυναρτιςεων ζχουν πρακτικά 

το ίδιο πλάτοσ και για αποςτάςεισ κοντά ςτο μθδζν (r<1.5 a.u.) εμφανίηονται και ςτισ ίδιεσ 

περίπου κζςεισ (ακτίνεσ). Η κφρια διαφορά των δφο ςυναρτιςεων επικεντρϊνεται ςτισ κζςεισ του 

εξϊτερου και πιο ζντονου λοβοφ (2.5<r<5 a.u.), όπου ο λοβόσ τθσ κυματοςυνάρτθςθσ Herman-

Skillman εμφανίηεται ςε ελαφρά μικρότερθ ακτίνα. Τζλοσ, για r>5 οι δφο κυματοςυναρτιςεισ 

φκίνουν εκκετικά κατά τον ίδιο τρόπο (λόγω του ίδιου ενεργοφ φορτίου ςτουσ δφο 

υπολογιςμοφσ). Ρεραιτζρω, πιο ποςοτικι ςφγκριςθ μεταξφ τουσ μπορεί να πραγματοποιθκεί 

μζςω τθσ ςφγκριςθσ των ςτοιχείων πίνακα διφωτονικισ διζγερςθσ, τα οποία, όπωσ κα δοφμε 

παρακάτω, κα υπολογιςτοφν χρθςιμοποιϊντασ και τισ δφο κυματοςυναρτιςεισ. 

 

4.2 Η ςειρά 1S 

 

Στο παρόν εδάφιο, παρουςιάηουμε τα αποτελζςματα που αφοροφν ςτον προςδιοριςμό 

των κυματοςυναρτιςεων και των αντίςτοιχων ιδιοτιμϊν τουσ για το ςφνολο των καταςτάςεων 

3sns, με τιμζσ του κφριου κβαντικοφ αρικμοφ n=4-40. Για όλθ τθν ςειρά (εκτόσ τθσ κατάςταςθσ 3s, 
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όπωσ αναφζρκθκε προθγουμζνωσ) χρθςιμοποιοφμε τθ ςυνάρτθςθ αποκοπισ που δίνεται από τθν 

ςχζςθ (49) και τισ ςτακερζσ που δίνονται από τουσ Ρίνακεσ 2 και 3. Για τισ καταςτάςεισ n=4-40 

πρζπει να ςυμπεριλθφκεί και ο όροσ εναλλαγισ και να βρεκεί ζνασ ςυνδυαςμόσ των ςτακερϊν 

A, β που κα δίνει τόςο τθ ςωςτι ςυμπεριφορά τθσ κβαντικισ ατζλειασ ωσ ςυνάρτθςθ του n, όςο 

και τθν τιμι τθσ κβαντικισ ατζλειασ κοντά ςτο κατϊφλι ιονιςμοφ που φαίνεται ςτον πίνακα 1. 

Σφμφωνα με τα πειραματικά δεδομζνα του ςχιματοσ 3, θ τιμισ τθσ κβαντικισ ατζλειασ κα 

πρζπει αρχικά να μειϊνεται με τθν αφξθςθ του κφριου κβαντικοφ αρικμοφ, ζπειτα να φτάνει ςε 

ζνα ελάχιςτο και τζλοσ για μεγάλα n να ςτακεροποιείται. Ζπειτα από δοκιμζσ, παρατθρικθκε ότι 

αν δεν ςυμπεριλθφκεί ο όροσ εναλλαγισ ςτο ολικό δυναμικό θ ςυμπεριφορά τθσ κβαντικισ 

ατζλειασ είναι ακριβϊσ αντίκετθ από το πείραμα, δθλαδι θ τιμισ τθσ αυξάνεται με τθν αφξθςθ 

του κφριου κβαντικοφ αρικμοφ και ζπειτα ςτακεροποιείται. Επιπλζον, χρθςιμοποιϊντασ μια 

ςτακερά A κοντά ςτθν μονάδα (δθλαδι αν ςυμπεριλάβουμε εξ ολοκλιρου τα φαινόμενα 

εναλλαγισ) θ κβαντικι ατζλεια ζχει τιμζσ απαράδεκτα μεγάλεσ (>1.7) ανεξάρτθτα από τθν 

επιλογι του παράγοντα β. Συγκεκριμζνα, για τιμζσ A>0.1 θ κβαντικι ατζλεια ςυναρτιςει του n 

ακολουκεί τθν αναμενόμενθ μορφι, όμωσ οι τιμζσ είναι μεγαλφτερεσ από τισ αντίςτοιχεσ τιμζσ 

ςτο όριο ιονιςμοφ (>1.6). Επομζνωσ, θ ςυνειςφορά του δυναμικοφ εναλλαγισ πρζπει να είναι 

μικρι (A<0.1) ϊςτε τα αποτελζςματα να βρίςκονται ςε μία κατ’ αρχιν ςυμφωνία με το πείραμα. 

Από τθν άλλθ, ο διπολικόσ όροσ αποκόπτεται και τείνει ςτο μθδζν για ακτίνεσ μικρότερεσ 

τθσ ακτίνασ αποκοπισ. Με τθν αφξθςθ του πολλαπλαςιαςτικοφ παράγοντα β θ ακτίνα αποκοπισ 

μεγαλϊνει και το πλάτοσ και θ ςθμαςία του διπολικοφ δυναμικοφ μικραίνει. Αυξάνοντασ, λοιπόν, 

τθν β βλζπουμε ότι θ τιμι τθσ κβαντικισ ατζλειασ μειϊνεται ϊςπου για β≈3 φτάνει κοντά ςε 

τιμζσ που αναμζνονται από το πείραμα *13]. 

Το ςχιμα 9, δείχνει τθν κβαντικι ατζλεια ςυναρτιςει του κφριου κβαντικοφ αρικμοφ. Η 

κόκκινθ καμπφλθ αφορά ςτισ καταςτάςεισ για κφριο κβαντικό αρικμό n=3-7 από τα 

αποτελζςματα του NIST [7+ ενϊ τα υπόλοιπα ςθμεία είναι τα πειραματικά δεδομζνα από τθν 

αναφορά *13+ μαηί με τα ςφάλματά τουσ. Η μαφρθ καμπφλθ είναι τα αποτελζςματα που 

προκφπτουν από τθν παροφςα μεκοδολογία με τουσ πολλαπλαςιαςτικοφσ παράγοντεσ να είναι 

ίςοι με β=3.15 και A=0.085. 
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Σχήμα 9. Η θβαληηθή αηέιεηα ζσλαρηήζεη ηοσ θύρηοσ θβαληηθού αρηζκού γηα ηε ζεηρά 1S ηοσ Μg. Η θόθθηλε θακπύιε αθορά ζηα 

πεηρακαηηθά δεδοκέλα (n=3-7 απο ηο NIST [7] ηα σπόιοηπα από [13]). Η καύρε θακπύιε είλαη ηα αποηειέζκαηα ηοσ παρόληος 

σποιογηζκού. 

 

Στήμα 10. Η ζσλάρηεζε ιάζοσς γηα ηελ ζεηρά 1S0 ποσ ειατηζηοποηείηαη γηα β =3.15 θαη A=0.085. 

 

Για τθν εφρεςθ των τιμϊν των δφο παραμζτρων χρθςιμοποιιςαμε τθν ακόλουκθ ςυνάρτθςθ 

λάκουσ, 
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 . (63) 

που ορίηεται μζςω των πειραματικϊν και υπολογιςμζνων κβαντικϊν ατελειϊν για το εφροσ 

ενεργειακϊν επιπζδων από ni ζωσ nf (εδϊ από n=19-25). Στθν πράξθ, υπολογίςαμε τθν ςειρά 

ειςάγοντασ διάφορουσ ςυνδυαςμοφσ ςφμφωνα με τα παραπάνω και επιλζχκθκε αυτόσ επειδι 

ελαχιςτοποιεί αυτιν τθν ςυνάρτθςθ λάκουσ όπωσ φαίνεται και ςτο Σχιμα 10. 

Ραρατθροφμε ότι για μικρά n οι υπολογιςμζνεσ τιμζσ ταυτίηονται με τισ πειραματικζσ. Για 

μεγάλα n θ τιμι τθσ κβαντικισ ατζλειασ ςχεδόν ςτακεροποιείται, δθλαδι ςτο διάςτθμα 30<n<40 

υπάρχει μια μικρι αφξθςθ ςτθν κβαντικι ατζλεια περίπου ςτο πζμπτο δεκαδικό ψθφίο για κάκε 

αφξθςθ του κφριου κβαντικοφ αρικμοφ κατά μία μονάδα. Αυτό μποροφμε να το δοφμε και ςτο 
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παράρτθμα ςτον πίνακα (4) όπου καταγράφονται οι υπολογιςμζνεσ τιμζσ τθσ κβαντικισ ατζλειασ 

ωσ προσ το n. 

 

4.3 Η ςειρά 1D 

 

Για τον υπολογιςμό των κυματοςυναρτιςεων που αφοροφν ςτθ ςειρά 1D χρθςιμοποιοφμε 

το Ucore(r) με τθν ςυνάρτθςθ αποκοπισ να δίνεται από τθν ςχζςθ (49) και τισ ςτακερζσ που 

δίνονται ςτουσ Ρίνακεσ 2 και 3. Για τθν ςυγκεκριμζνθ ςειρά απαιτείται επίςθσ ζνασ ςυνδυαςμόσ 

από τισ παραμζτρουσ β και Α που κα δίνει τόςο τθν αναμενόμενθ ςυμπεριφορά τθσ κβαντικισ 

ατζλειασ ςυναρτιςει του κφριου κβαντικοφ αρικμοφ όςο και τθν αναμενόμενθ τιμι τθσ ςτο όριο 

του ιονιςμοφ. 

Αρχικά εξετάςαμε πόςο ςθμαντικι είναι θ ςυνειςφορά του όρου εναλλαγισ. Στθν 

περίπτωςθ όπου μθδενίςουμε τον όρο παρατθροφμε ότι θ μορφι τθσ κβαντικισ ατζλειασ με τον 

κφριο κβαντικό αρικμό ζχει αντίκετθ ςυμπεριφορά από τθν αναμενόμενθ, δθλαδι αντί να 

 

Στήμα 11. Η ζσλάρηεζε ιάζοσς γηα ηελ ζεηρά 1D2 ποσ ειατηζηοποηείηαη γηα ζσληειεζηή ηες αθηίλας αποθοπής ίζο κε β=1.09. 

 

αυξάνεται με τθν αφξθςθ του n, μειϊνεται. Επιπλζον, θ τιμι τθσ κβαντικισ ατζλειασ είναι αρκετά 

μικρότερθ από τθν πειραματικι(~0.32). Με τθν αφξθςθ του παράγοντα Α, βλζπουμε ότι θ 

κβαντικι ατζλεια ζχει τθν αναμενόμενθ ςυμπεριφορά και καταλιγουμε ςτο ςυμπζραςμα ότι ο 

όροσ εναλλαγισ πρζπει να ςυμμετζχει εξ ολοκλιρου ςτο ολικό δυναμικό (Α=1). 

Αν κζςουμε τθν πολλαπλαςιαςτικι ςτακερά του 
cr  ίςθ με τθν μονάδα, θ κβαντικι 

ατζλεια παίρνει τιμζσ λίγο παραπάνω από εκείνεσ ςτο όριο ιονιςμοφ που δίνονται ςτον Ρίνακα 2. 

Από τθν άλλθ, αν αυξιςουμε τθν ςτακερά β≈3 τότε παρατθροφμε ότι θ κβαντικι ατζλεια για τθν 

περιοχι ενδιαφζροντοσ ζχει τιμζσ λίγο χαμθλότερεσ, περίπου ςτο μ≈0.40. Επομζνωσ, θ ςτακερά 

β πρζπει να αυξθκεί και να πάρει τιμζσ γφρω από το β=1.1. Υπολογίςτθκαν αρκετά ςετ ςε αυτι 
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τθν περιοχι και επιλζχκθκε θ ςτακερά β=1.09, διότι αυτι είναι θ τιμι που ελαχιςτοποιεί τθν 

ςυνάρτθςθ λάκουσ για τισ τιμζσ του κφριου κβαντικοφ αρικμοφ n=20-40, όπωσ βλζπουμε και ςτο 

Σχιμα 11. 

 

Σχήμα 12. Η θβαληηθή αηέιεηα ζσλαρηήζεη ηοσ θύρηοσ θβαληηθού αρηζκού γηα ηελ ζεηρά 1D, όπως σποιογίζηεθαλ ζηελ παρούζα 

εργαζία (καύρε θακπύιε) θαη ηα πεηρακαηηθά δεδοκέλα n=3-8 από ηο NIST [7] θαη n=9-40 από [13] (θόθθηλε θακπύιε). 

 

Στο Σχιμα 12 βλζπουμε τθν κβαντικι ατζλεια ςυναρτιςει του κφριου κβαντικοφ αρικμοφ για τθν 

ςειρά 1
D. Η κόκκινθ καμπφλθ για n=3-8 είναι τα πειραματικά δεδομζνα από το NIST ενϊ τα 

υπόλοιπα αφοροφν τα πειραματικά δεδομζνα από τθν αναφορά *13] μαηί με το ςφάλμα κάκε 

τιμισ. Η μαφρθ καμπφλθ είναι τα αποτελζςματα όπωσ υπολογίςτθκαν από τθν παροφςα εργαςία. 

Ππωσ φαίνεται, για μικρζσ τιμζσ του n υπάρχει μεγάλθ διαφορά μεταξφ πειραματικϊν και 

υπολογιςμζνων τιμϊν τθσ κβαντικισ ατζλειασ. Αυτό εξθγείται και από το γεγονόσ ότι θ περιοχι 

αυτι είναι ιδιαίτερα διαταραγμζνθ από τθν κατάςταςθ 3p
2
 

1
D2. Η πειραματικι καμπφλθ 

αυξάνεται απότομα μζχρι να πάρει μια ςτακερι τιμι περίπου ςτο n=20 και ζπειτα. Από τθν άλλθ, 

θ κεωρθτικι καμπφλθ παρουςιάηει μια μικρι αφξθςθ ωσ το n=10 ενϊ για τισ υπόλοιπεσ τιμζσ του 

κφριου κβαντικοφ αρικμοφ υπάρχει μια αφξθςθ τθσ κβαντικισ ατζλειασ ςτο τρίτο δεκαδικό 

ψθφίο, όπωσ μπορεί πιο εφκολα να παρατθρθκεί από τον πίνακα (5) ςτο παράρτθμα. 

 

4.4 τοιχεία πίνακα 

 

 Για τον υπολογιςμό των ςτοιχείων πίνακα χρειαηόμαςτε τθν κυματοςυνάρτθςθ τθσ 

κεμελιϊδουσ P3s, τισ τελικζσ κυματοςυναρτιςεισ Pn κακϊσ και τισ ενζργειεσ τουσ. Αρχικά 

εξετάςαμε τθν ακρίβεια τθσ μεκόδου υπολογιςμοφ των ςτοιχείων πίνακα μεταβάλλοντασ τουσ 

αρικμοφσ k και N (ςχζςεισ (60)-(62)). Ζπειτα, από δοκιμζσ παρατθριςαμε ότι δεν υπάρχουν 

διαφορζσ αν κζςουμε το k=4 ι k=3, και καμία διαφορά με τθν αλλαγι τθσ τιμισ του N για 
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N≥1024. Συνεπϊσ όλα τα αποτελζςματα ζχουν υπολογιςτεί κζτοντασ k=3 και N=1024. Ακόμθ, 

επειδι υπάρχει μια φαινομενικά μικρι διαφοροποίθςθ μεταξφ τθσ κυματοςυνάρτθςθσ τθσ 

κεμελιϊδουσ που ζχει υπολογιςτεί μζςω τθσ παροφςασ μεκοδολογίασ και μζςω του κϊδικα 

Herman-Skillman, όπωσ είδαμε και ςτο ςχιμα 8, τα ςτοιχεία πίνακα υπολογίηονται δφο φορζσ 

χρθςιμοποιϊντασ τθν αντίςτοιχθ κάκε φορά αρχικι ςυνάρτθςθ P3s. 

Ξεκινιςαμε τον υπολογιςμό των ςτοιχείων πίνακα χωρίσ να κάνουμε τθν αντικατάςταςθ 

(17), δθλαδι με τον διπολικό τελεςτι τθσ μετάβαςθσ να είναι ίςοσ με rg(r)=r (g(r)=1). Στο ςχιμα 

13 φαίνεται ο λόγοσ των ςτοιχείων πίνακα για τθ διφωτονικι διζγερςθ ςτισ καταςτάςεισ nd ωσ 

προσ αυτά για τισ καταςτάςεισ ns. Χρθςιμοποιικθκε θ ςυνάρτθςθ P3s που υπολογίςτθκε με τθν 

παροφςα μεκοδολογία. Για να επιτευχκεί θ διαίρεςθ ςθμείο-προσ-ςθμείο χρθςιμοποιικθκε 

παρεμβολι μεταξφ των υπολογιςμζνων ςθμείων. Βλζπουμε, ότι τα δφο είδθ ςτοιχείων πίνακα 

είναι διαφορετικοφ προςιμου και, το κυριότερο, προβλζπεται ότι τα ςτοιχεία πίνακα για 

διεγζρςεισ ςτισ καταςτάςεισ ns είναι μεγαλφτερα από αυτά ςτισ καταςτάςεισ nd. Αυτό είναι 

τελείωσ αντίκετο με ότι ζχει καταγραφεί πειραματικά (ςχιμα 4).  

 

Σχήμα 13. Ο ιόγος ηωλ δηθωηοληθώλ ζηοητείωλ πίλαθα <3s|T(2)|nd>/<3s|T(2)|ns> ζσλαρηήζεη ηες ελέργεηας, τωρίς ηε τρήζε ηες 

αληηθαηάζηαζες (17).  

Η παρατιρθςθ αυτι φαίνεται να επιβεβαιϊνει τθν άποψθ που βρίςκουμε ςτθ βιβλιογραφία ότι 

αν ειςάγουμε διπολικοφσ όρουσ και τθ ςυνάρτθςθ αποκοπισ για τον υπολογιςμό των 

κυματοςυναρτιςεων κα πρζπει να τουσ ειςάγουμε και κατά τον υπολογιςμό των ςτοιχείων 

πίνακα [30,31]. Αυτό βζβαια ζπρεπε να επιβεβαιωκεί και με νζουσ υπολογιςμοφσ όπου κα 

χρθςιμοποιείται και θ αντικατάςταςθ (17). 

Το πρϊτο βιμα κατά το υπολογιςμό με τθν αντικατάςταςθ (17) είναι θ επιλογι τθσ 

ακτίνασ αποκοπισ. Σφμφωνα με τθν βιβλιογραφία κα πρζπει να επιλεγεί θ μζςθ τιμι των 

αντίςτοιχων ακτίνων των καταςτάςεων που εμπλζκονται ςτθν μετάβαςθ [31+. Εδϊ ζχουμε δφο 

μεταβάςεισ, μία από τθν 3s ςτθν δυνθτικι κατάςταςθ |np> και μία από αυτιν τθν κατάςταςθ ςτισ 

τελικζσ καταςτάςεισ ns και nd. Ο ςυντελεςτισ για τθν κατάςταςθ 3s είναι β=1.3326 και για τισ 
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καταςτάςεισ nd είναι β=1.09. Ο ςυντελεςτισ β~3 των καταςτάςεων ns είναι τόςο μεγάλοσ που 

ακυρϊνει τθν αντικατάςταςθ (17) (δθλαδι ςχεδόν μθδενίηει τον διπολικό όρο) και 

επανερχόμαςτε ςτθν προθγοφμενθ απαράδεκτθ περίπτωςθ του ςχιματοσ 13. Τζλοσ, δυςτυχϊσ 

για τισ καταςτάςεισ np δεν υπιρξε κάποιοσ ςυνδυαςμόσ των πολλαπλαςιαςτικϊν ςυντελεςτϊν 

που να δϊςει τθν ςωςτι ςυμπεριφορά των ενεργειακϊν επιπζδων με τθν ενζργεια, οπότε και δεν 

κατορκϊςαμε να προςδιορίςουμε τον αντίςτοιχο ςυντελεςτι β. Από τον πίνακα 3 όμωσ 

παρατθροφμε ότι οι ακτίνεσ για τισ (ιοντικζσ) καταςτάςεισ np και nd είναι πολφ παρόμοιεσ. 

Αποφαςίςαμε λοιπόν να χρθςιμοποιιςουμε τθν μζςθ τιμι του ςυντελεςτι τθσ ςειράσ 
1
D και τθσ 

κεμελιϊδουσ 3s, δθλαδι β=1.21. 

Τα αποτελζςματα των υπολογιςμϊν που περιλαμβάνουν τθν αντικατάςταςθ (17) 

φαίνονται ςτα ςχιματα 14-16. Ο υπολογιςμόσ των ςτοιχείων πίνακα πραγματοποιείται για όλεσ 

τισ τελικζσ καταςτάςεισ όπου οι κυματοςυναρτιςεισ τουσ είναι διακζςιμεσ από τον κϊδικα που 

αναπτφχκθκε εδϊ, αλλά τα αποτελζςματα των γραφθμάτων αφοροφν ςτισ καταςτάςεισ με κφριο 

κβαντικό αρικμό n=20-40 (ςτο παράρτθμα βρίςκονται αναλυτικά οι πίνακεσ με όλα τα δεδομζνα, 

πίνακεσ (6)-(7)). Στα ςχιματα 14 και 15 βλζπουμε τα ςτοιχεία πίνακα ςυναρτιςει του ενεργοφ 

κβαντικοφ αρικμοφ v. Ο λόγοσ που χρθςιμοποιοφμε τον v είναι γιατί κζλουμε να ελζγξουμε ότι τα 

ςτοιχεία πίνακα είναι πράγματι ανάλογα του παράγοντα bv  με b=-3/2, όπωσ αναμζνεται [32]. Στο 

ςχιμα 14, βλζπουμε τα ςτοιχεία πίνακα των μεταβάςεων ςτισ καταςτάςεισ ns. Ραρατθροφμε ότι 

χρθςιμοποιϊντασ τθν P3s του κϊδικα Herman-Skillman τα ςτοιχεία πίνακα είναι 30% μικρότερα 

από εκείνα που ζχουν υπολογιςτεί με τθν παροφςα μεκοδολογία, που είναι αναμενόμενο 

εφόςον οι τιμζσ των ςτοιχείων πίνακα είναι μικρότερεσ τθσ μονάδασ. Πμωσ και οι δφο καμπφλεσ 

ζχουν τθν αναμενόμενθ μορφι, ο εκκζτθσ παίρνει τθν τιμι b=-1.75, δθλαδι θ απόκλιςθ είναι τθσ 

τάξθσ περίπου του 17% αντίςτοιχα, από τθν αναμενόμενθ τιμι.  

 

Σχήμα 14 ηοητεία πίλαθα ζσλαρηήζεη ηοσ ελεργού θβαληηθού αρηζκού γηα ηελ κεηάβαζε 3s2 ζε 3sns, τρεζηκοποηώληας ως αρτηθή 

θαηάζηαζε ηελ θσκαηοζσλάρηεζε 3s ποσ προθύπηεη από ηολ θώδηθα Herman-Skillman (καύρε θακπύιε) θαη ηελ θσκαηοζσλάρηεζε 

ποσ προθύπηεη από ηελ παρούζα εργαζία (θόθθηλε θακπύιε). 
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Σχήμα 15. ηοητεία πίλαθα ζσλαρηήζεη ηοσ ελεργού θβαληηθού αρηζκού γηα ηελ κεηάβαζε 3s2 ζε 3snd, τρεζηκοποηώληας ως αρτηθή 

θαηάζηαζε ηελ θσκαηοζσλάρηεζε ποσ προθύπηεη από ηολ θώδηθα Herman-Skillman (καύρε θακπύιε) θαη ηελ θσκαηοζσλάρηεζε 

ποσ προθύπηεη από ηελ παρούζα εργαζία (θόθθηλε θακπύιε). 

 

Στο ςχιμα 15, βλζπουμε τα ςτοιχεία πίνακα των μεταβάςεων ςτισ καταςτάςεισ nd για τα δφο 

ςφνολα υπολογιςμϊν (Herman Skillman και παροφςα εργαςία). Ππωσ φαίνεται ςτο ςχιμα, τα 

ςτοιχεία πίνακα με αρχικι κατάςταςθ τθν Herman Skillman είναι και εδϊ μικρότερα, κατά 

περίπου 2%. Ρροςαρμογι ςτθ ςχζςθ ςτακερά bv δίνει b=1.43 και για τα δφο ςφνολα, θ απόκλιςθ 

τθσ οποίασ είναι τθσ τάξθσ 5%. 

Από τα ςχιματα 14 και 15, παρατθροφμε τϊρα ότι τα ςτοιχεία πίνακα διζγερςθσ ςτισ 

τελικζσ καταςτάςεισ ns και nd ζχουν το ίδιο πρόςθμο και ότι τα τελευταία ζχουν (πολφ) 

μεγαλφτερεσ τιμζσ. Αυτι θ ςυμπεριφορά ςυμφωνεί με τα πειραματικά δεδομζνα. Το γεγονόσ ότι 

υπάρχει διαφοροποίθςθ ςτα ςτοιχεία πίνακα που προκφπτουν από τισ δφο αρχικζσ καταςτάςεισ, 

δείχνει ότι και ο λόγοσ των ςτοιχείων πίνακα   dT̂s3 2 n /   sT̂s3 2 n  κα είναι διαφορετικόσ. Αυτό 

μποροφμε να το δοφμε ςτο ςχιμα 16, όπου ζχει υπολογιςτεί ο λόγοσ αυτόσ. Η διαφοροποίθςθ 

του λόγου για τισ δφο αρχικζσ καταςτάςεισ P3s είναι τθσ τάξθσ του 23%, ποςοςτό που πρζπει να 

κεωρθκεί ίςο με τθν απροςδιοριςτία τθσ παροφςασ μεκόδου. Σθμειϊνεται, ότι ο λόγοσ των 

ςτοιχείων πίνακα για τισ ςυγκεκριμζνεσ μεταβάςεισ είναι πιο αξιόπιςτοσ από τα ίδια τα ςτοιχεία 

που υπολογίηονται για μια ςειρά, γιατί, όπωσ ζχει αναφερκεί, με τον υπολογιςμό του λόγου 

απαλλαςςόμαςτε από το ποςοςτό τθσ 3p
2
 
1
S0 ςτθ κεμελιϊδθ κατάςταςθ. 
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Σχήμα 16. Ο ιόγος ηωλ ζηοητείωλ πίλαθα <3s|T(2)|nd>/<3s|T(2)|ns> ζσλαρηήζεη ηες ελέργεηας τρεζηκοποηώληας ως αρτηθή θαηάζηαζε 

ηελ θσκαηοζσλάρηεζε 3s Herman Skillman (καύρε θακπύιε) θαη ηελ θσκαηοζσλάρηεζε P3s ηες παρούζας εργαζίας (θόθθηλε 

θακπύιε). 

Τζλοσ, τα διφωτονικά ςτοιχεία πίνακα αντικατοπτρίηουν τισ μονοφωτονικζσ μεταβάςεισ 

<vp|T
(1)

|ns> και <vp|T
(1)

|nd>. Είναι γνωςτό ότι οι μεταβάςεισ p→d είναι ιςχυρότερεσ από τισ 

μεταβάςεισ p→s, γεγονόσ που ζχει να κάνει με τουσ λεγόμενουσ «propensity rules»[33+. Οι 

κανόνεσ αυτοί δεν αφοροφν το γωνιακό τμιμα τθσ κυματοςυνάρτθςθσ αλλά το ακτινικό και δεν 

αποδεικνφονται αυςτθρά. Επίςθσ προβλζπουν ποιοτικά τθ ςυμπεριφορά των ςτοιχείων πίνακα 

και των εξαρτϊμενων από αυτά μεγεκϊν, αλλά δεν μποροφν να προςφζρουν ποςοτικζσ 

προβλζψεισ. Από τθν άλλθ, φαίνεται ότι θ ποςοτικι πρόβλεψθ του ςχιματοσ 16 ςυμφωνεί 

ποιοτικά με το ςχιμα 4, ειδικά αν ςυνυπολογιςτεί το γεγονόσ ότι ςτο τελευταίο οι καταςτάςεισ ns 

δεν παρατθροφνται πειραματικά για n>20, ενϊ είναι πικανόν να υφίςτανται και φαινόμενα 

κορεςμοφ. 
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ΤΜΠΕΡΑΜΑΣΑ 

 

 Στθν παροφςα εργαςία αναπτφξαμε μια μεκοδολογία για τον υπολογιςμό 

κυματοςυναρτιςεων και των αντίςτοιχων ιδιοτιμϊν τθσ ενζργειασ για άτομα με δφο θλεκτρόνια 

ςκζνουσ και τθν εφαρμόςαμε ςτο άτομο του Μαγνθςίου. Συγκεκριμζνα, θ μεκοδολογία βαςίηεται 

ςτθν χριςθ ακτινικϊν παραμετρικϊν δυναμικϊν, όπου θ δυναμικι ενζργεια ςτθν εξίςωςθ Schrö-

dinger αντικακίςταται από κακαρά ακτινικοφσ όρουσ ζτςι, ϊςτε να είναι εφκολθ θ αρικμθτικι 

επίλυςθ. Χρθςιμοποιιςαμε το παραμετρικό δυναμικό που δίνεται ςτθν αναφορά *24], 

διαφοροποιϊντασ κάποιεσ από τισ παραμζτρουσ ϊςτε να επιτφχουμε καλφτερθ ακρίβεια ςτθν 

αναπαραγωγι των πειραματικϊν ενεργειακϊν επιπζδων. Το πρόβλθμα αρικμθτικισ επίλυςθσ τθσ 

εξίςωςθσ Schrödinger χωρίςτθκε ςε δυο μζρθ: το πρϊτο αφορά ςτον υπολογιςμό τθσ 

κυματοςυνάρτθςθσ του ιόντοσ,  rP

s3
, ενϊ το δεφτερο αφορά ςτθν αναπαραγωγι του φάςματοσ 

των ενεργειακϊν επιπζδων ςφμφωνα με τθν αναφορά *13], ςυγκεκριμζνα ςτον υπολογιςμό των 

κυματοςυναρτιςεων και των ενεργειϊν των καταςτάςεων 3sn, =0,2 με n≤40. Για να το 

επιτφχουμε αυτό, ειςαγάγαμε δφο πολλαπλαςιαςτικοφσ παράγοντεσ με τουσ οποίουσ ελζγχαμε 

τθν ςυνειςφορά των φαινομζνων εναλλαγισ κακϊσ και τα διπολικά φαινόμενα. Για τθν ςειρά 1
S, 

θ αναπαραγωγι των ενεργειακϊν επιπζδων είναι ςε ςυμφωνία με τα αντίςτοιχα τθν αναφοράσ 

[13+, ενϊ για τθν ςειρά 1D, τα μικρότερα μζλθ τθσ διαφοροποιοφνται, που πικανϊν να ςχετίηεται 

με τθν ανάμιξθ διατάξεων, κακϊσ ςφμφωνα με τθν βιβλιογραφία, όλθ θ ςειρά διαταράςςεται ςε 

ζντονο βακμό και ςυγκεκριμζνα οι καταςτάςεισ για n≤18 [11].  

 Στθν ςυνζχεια, ζχοντασ ςτθν διάκεςθ μασ τισ κυματοςυναρτιςεισ υπολογίςαμε τα 

ςτοιχεία πίνακα για τισ διφωτονικζσ μεταβάςεισ ns3s3
22 
ω  (=0 & 2 και n=20-40), δθλαδι τα 

  dT̂s3 2 n και   sT̂s3 2 n , με  2T̂  να ςυμβολίηει τον διπολικό τελεςτι τθσ διφωτονικισ 

μετάβαςθσ. Στθ πράξθ, αντί για αυτόν τον τελεςτι εφαρμόηουμε μία ιςοδφναμθ διαδικαςία 

εφρεςθσ τθσ δυνθτικισ κατάςταςθσ ςτθν οποία «διεγείρεται» θ κεμελιϊδθσ και οι μεταβάςεισ 

περιγράφονται τελικά από τα μονοφωνικά ςτοιχεία πίνακα μεταξφ τθσ δυνθτικισ και των τελικϊν 

καταςτάςεων. Για τον υπολογιςμό των ςτοιχείων πίνακα είναι απαραίτθτθ θ μορφι τθσ 

κυματοςυνάρτθςθ P3s τθσ κεμελιϊδουσ, κι ζτςι για τον ζλεγχο τθσ αξιοπιςτίασ τθσ μεκόδου, 

υπολογίςαμε δφο ςφνολα αποτελεςμάτων: ζνα χρθςιμοποιϊντασ τθν κυματοςυνάρτθςθ που 

προζκυψε από τθν παροφςα μεκοδολογία και ζνα χρθςιμοποιϊντασ αυτι που προκφπτει μζςω 

του κϊδικα Herman-Skillman [29]. Τα ςτοιχεία πίνακα που υπολογίςτθκαν για διεγζρςεισ ςε 

καταςτάςεισ ns είναι μεγαλφτερα κατά 30% όταν γίνεται χριςθ τθσ κεμελιϊδουσ κατάςταςθσ από 
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τθν παροφςα εργαςία, ενϊ τα ςτοιχεία πίνακα για διεγζρςεισ ςε καταςτάςεισ nd είναι πρακτικά 

τα ίδια. 

 Τζλοσ, υπολογίςαμε τον λόγο των ςτοιχείων πίνακα   dT̂s3 2 n /   sT̂s3 2 n , 

χρθςιμοποιϊντασ ξανά τισ δφο κυματοςυναρτιςεισ, P3s, και βρικαμε ότι καταρχιν βρίςκεται ςε 

μια ποιοτικι ςυμφωνία με το πείραμα. Συγκεκριμζνα, τα ςτοιχεία πίνακα για διεγζρςεισ ςτισ 

καταςτάςεισ nd είναι κατά πολφ μεγαλφτερα από εκείνα ςε καταςτάςεισ ns. Ππωσ ιταν 

αναμενόμενο, υπάρχει διαφορά ςτον λόγο χρθςιμοποιϊντασ ωσ αρχικι κατάςταςθ τθν μορφι 

που προκφπτει χρθςιμοποιϊντασ τθν Herman-Skillman, κατά ζνα ποςοςτό τθσ τάξθσ 23%, εφόςον 

υπιρχε διαφοροποίθςθ των επιμζρουσ ςτοιχείων πίνακα. Επιπλζον, ο λόγοσ των ςτοιχείων 

πίνακα είναι μεγαλφτεροσ ςε ςχζςθ με τα πειραματικά δεδομζνα τθσ αναφοράσ *13+. Αυτι θ 

διαφοροποίθςθ, των αποτελεςμάτων τθσ παροφςασ εργαςίασ με το πείραμα, μπορεί να 

ερμθνευτεί, αρχικά, ςθμειϊνοντασ ότι ςτα πειραματικά δεδομζνα δεν παρατθρικθκαν τα 

ςτοιχεία πίνακα για n>20 ςτθν ςειρά 1
S, ϊςτε να είναι ξεκάκαρθ θ τιμι του λόγου των ςτοιχείων 

πίνακα, και ζπειτα πρζπει να διερευνθκεί θ ςυνειςφορά των διπολικϊν φαινομζνων όπου 

φάνθκε ότι τα αποτελζςματα είναι αρκετά ευαίςκθτα όταν ςυμπεριλαμβάνεται είτε εξ 

ολοκλιρου είτε εν μζρει, ο διπολικόσ όροσ. 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑΣΑ 

 

Πίνακασ 4. Αποηειέζκαηα γηα ηελ ζεηρά 1S. 
 

ns states 

n μ 
v E (au) 

20 1.52724 18.4728 -0.00147 

21 1.52735 19.4726 -0.00132 

22 1.52745 20.4725 -0.00119 

23 1.52754 21.4725 -0.00108 

24 1.52763 22.4724 -0.00099 

25 1.52771 23.4723 -0.00091 

26 1.52779 24.4722 -0.00083 

27 1.52786 25.4721 -0.00077 

28 1.52793 26.4721 -0.00071 

29 1.52799 27.472 -0.00066 

30 1.52805 28.472 -0.00062 

31 1.5281 29.4719 -0.00058 

32 1.52815 30.4718 -0.00054 

33 1.5282 31.4718 -0.0005 

34 1.52825 32.4717 -0.00047 

35 1.5283 33.4717 -0.00045 

36 1.52834 34.4717 -0.00042 

37 1.52838 35.4716 -0.0004 

38 1.52842 36.4716 -0.00038 

39 1.52845 37.4715 -0.00036 

40 1.52849 38.4715 -0.00034 

Πίνακασ 5. Αποηειέζκαηα γηα ηελ ζεηρά 1D. 

nd states 

n μ v E (au) 

20 0.597254 19.4027 -0.00133 

21 0.598816 20.4012 -0.0012 

22 0.600273 21.3997 -0.00109 

23 0.601636 22.3984 -0.001 

24 0.602914 23.3971 -0.00091 

25 0.604116 24.3959 -0.00084 

26 0.605248 25.3948 -0.00078 

27 0.606318 26.3937 -0.00072 

28 0.60733 27.3927 -0.00067 

29 0.608289 28.3917 -0.00062 

30 0.6092 29.3908 -0.00058 

31 0.610067 30.3899 -0.00054 

32 0.610893 31.3891 -0.00051 

33 0.61168 32.3883 -0.00048 

34 0.612446 33.3876 -0.00045 

35 0.613164 34.3868 -0.00042 

36 0.613852 35.3861 -0.0004 

37 0.61451 36.3855 -0.00038 

38 0.615143 37.3849 -0.00036 

39 0.615749 38.3843 -0.00034 

40 0.616333 39.3837 -0.00032 
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Πίνακασ 6. ηοητεία πίλαθα γηα ηελ κεηάβαζε <3s|T(2)|ns>. 

s 

v H-S Present method 

19.4726 0.44248 0.57356 

20.4725 0.40211 0.52354 

21.4725 0.3677 0.48063 

22.4724 0.33797 0.44329 

23.4723 0.31218 0.41081 

24.4722 0.28962 0.38218 

25.4721 0.26969 0.35681 

26.4721 0.252 0.33419 

27.472 0.23621 0.31392 

28.472 0.22204 0.29566 

29.4719 0.20927 0.27916 

30.4718 0.1977 0.26415 

31.4718 0.1872 0.25049 

32.4717 0.17762 0.238 

33.4717 0.16883 0.22651 

34.4717 0.16077 0.21594 

35.4716 0.15334 0.20619 

36.4716 0.1465 0.19719 

37.4715 0.14015 0.18881 

38.4715 0.13425 0.18103 
 

Πίνακασ 7. ηοητεία πίλαθα γηα ηελ κεηάβαζε <3s|T(2)|nd>. 

d 

v H-S Present method 

20.4012 11.1315 11.32132 

21.3997 10.38881 10.56647 

22.3984 9.72757 9.89433 

23.3971 9.1356 9.29255 

24.3959 8.60292 8.75102 

25.3948 8.12144 8.2615 

26.3937 7.68448 7.81722 

27.3927 7.28635 7.41239 

28.3917 6.92224 7.04216 

29.3908 6.58826 6.70256 

30.3899 6.28091 6.38998 

31.3891 5.99727 6.10153 

32.3883 5.73483 5.83463 

33.3876 5.49193 5.58759 

34.3868 5.26557 5.35736 

35.3861 5.05467 5.1416 

36.3855 4.85779 4.94256 

37.3849 4.67356 4.75522 

38.3843 4.50106 4.57958 

39.3837 4.33911 4.41498 
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