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Περίληψη

Το αντικείμενο αυτής της μεταπτυχιακής διατριβής είναι η μελέτη των χώρων

Hardy στο μοναδιαίο δίσκο. Αρχικά παρουσιάζονται οι βασικές έννοιες της θεω-
ρίας των αρμονικών συναρτήσεων και της Ανάλυσης Fourier στο μοναδιαίο δίσκο.
Επίσης, εισάγεται η έννοια της υποαρμονικής συνάρτησης και αποδεικνύεται το

Θεώρημα Κυρτότητας του Hardy. Στη συνέχεια εισάγεται η έννοια της προ-
σεγγιστικής μονάδας και αποδεικνύονται κάποια γενικά αποτελέσματα σχετικά με

αυτές. ΄Επειτα εισάγουμε τους χώρους Hardy στο μοναδιαίο δίσκο και μελετάμε
κάποια βασικά αποτελέσματα σχετικά με αυτούς. Στο τέλος, παρουσιάζουμε την

απόδειξη του Wolff για το διάσημο Θεώρημα Corona.
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Abstract

The subject of this master thesis is the study of Hardy Spaces in the unit disc.
At first the basic notions of the theory of harmonic functions and Fourier
Analysis in the unit disc are presented. Also, the notion of subharmonic
function is introduced and the Convexity Theorem of Hardy is proven. In
continue the notion of approximate identity is introduced and some general
results concernig them are proven. Afterwards we introduce the Hardy spaces
in the unit disc and study some basic results about them. At the end, we give
Wolff’s proof of the famous Corona Theorem.
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Εισαγωγή

Σκοπός αυτής της εργασίας είναι η παρουσίαση της βασικής θεωρίας των χώρων

Hardy στον ανοιχτό μοναδιαίο δίσκο D. Υπάρχουν δύο κλάσεις χώρων Hardy
στο D. Αυτή των αρμονικών συναρτήσεων την οποία συμβολίζουμε με hp(D) και
η κλάση των ολόμορφων συναρτήσεων την οποία συμβολίζουμε με Hp(D).

Στο πρώτο κεφάλαιο λοιπόν θα ξεκινήσουμε παρουσιάζοντας τη βασική θεωρία

των αρμονικών συναρτήσεων σε ένα domain του C, δηλαδή συναρτήσεων τάξης
C2
που ικανοποιούν την εξίσωση του Laplace, μιας και αυτές εμφανίζονται στον

ορισμό της κλάσης hp(D). Επίσης, θα παρουσιάσουμε κάποια βασική θεωρία
της Ανάλυσης Fourier. Κυρίως για τα επόμενα κεφάλαια θα χρειαστούμε τους
ορισμούς των συνετελεστών Fourier για συναρτήσεις του L1(T) και για μιγαδικά
Borel μέτρα στο μοναδιαίο κύκλο T καθώς και κάποιες βασικές ιδιότητες αυτών.
Θα κλείσουμε το πρώτο κεφάλαιο με την απόδειξη του Θεωρήματος Κυρτότητας

του Hardy το οποίο θεωρείται ως η αφετηρία της θεωρίας των χώρων Hardy.
Σύμφωνα με το Θεώρημα αυτό η συνάρτηση log(∥Fr∥p), 0 < p < ∞ είναι μία

αύξουσα κυρτή συνάρτηση τύπου log r, για F ολόμορφη συνάρτηση στο δίσκο
DR = {z : |z| < R}, όπου R > 0.

Στο δεύτερο κεφάλαιο ξεκινάμε εισάγοντας τα ολοκληρώματα Poisson για συ-
ναρτήσεις του L1(T) και στη συνέχεια και για μιγαδικά Borel μέτρα στο T και
αποδεικνύουμε κάποιες βασικές σχέσεις από τις οποίες δίνονται αυτά και οι οποίες

θα χρησιμοποιηθούν στη μετέπειτα θεωρία. Στη συνέχεια περνάμε στην έννοια

της προσεγγιστικής μονάδας στο T η οποία αποτελεί την κεντρική έννοια του
κεφαλαίου. Θα αποδείξουμε κάποια γενικά αποτελέσματα σχετικά με αυτές, αλλά

κυρίως για τη θεωρία των χώρων Hardy παρακάτω μας ενδιαφέρουν τα πορίσματα
τους. Για παράδειγμα, από το Πόρισμα 2.18 έχουμε ότι το ολοκλήρωμα Poisson



Κεφάλαιο 0

ενός µ ∈ M(T) ικανοποιεί την ισότητα

∥µ∥ = sup
0≤r<1

∥Ur∥1 = lim
r→1

∥Ur∥1.

Από αυτό, μόλις εισάγουμε τους χώρους Hardy, άμεσα θα συμπεράνουμε ότι το
ολοκλήρωμα Poisson του µ είναι στοιχείο του h1(D). Αντίστοιχα ισχύει ότι το
ολοκλήρωμα Poisson μιας συνάρτησης του Lp(T), 1 ≤ p ≤ ∞ είναι στοιχείο του
hp(D). (βλ. Θεώρημα 3.4)

Στο τρίτο κεφάλαιο αφού αποδείξουμε πρώτα ένα αποτέλεσμα για αναπαράσταση

αρμονικών συναρτήσεων μέσω σειρών θα περάσουμε στη συνέχεια στον ορισμό

των χώρων Hardy. Η κλάση hp(D) ορίζεται ως το σύνολο των αρμονικών συ-
ναρτήσεων U στο D ώστε ∥U∥p <∞, p ∈ (0,+∞], όπου

∥U∥p = sup
0≤r<1

(
1

2π

∫ 2π

0
|U(reiθ)|p dθ

)1/p

, αν p ∈ (0,+∞)

και

∥U∥∞ = sup
z∈D

|U(z)|, αν p = +∞.

Στη συνέχεια θα περάσουμε στην απόδειξη κάποιων πολύ βασικών θεωρημάτων

αναπαράστασης για τους χώρους hp(D) μέσω του ολοκληρώματος Poisson. Στα
θεωρήματα αυτά θα μελετήσουμε το αντίστροφο του Θεωρήματος 3.4. Δηλαδή,
ξεκινώντας με μία αρμονική συνάρτηση στην κλάση hp(D) θα δείξουμε ότι μπορεί
να αναπαρασταθεί ως η συνέλιξη του πυρήνα Poisson με κατάλληλη συνάρτηση ή
μιγαδικό Borel μέτρο στο T. Για παράδειγμα, στο Θεώρημα 3.6 αποδεικνύουμε
ότι για U ∈ h∞(D) υπάρχει μοναδική u ∈ L∞(T) τέτοια ώστε

U(reiθ) =
1

2π

∫ π

−π
Pr(e

i(θ−t))u(eit) dt

και ∥U∥∞ = ∥u∥∞. Αντίστοιχα αποτελέσματα αποδεικνύονται στα Θεωρήματα
3.7 και 3.9 για τις κλάσεις hp(D), 1 < p <∞ και για την h1 αντίστοιχα.

Επίσης, κάποια από τα βασικά θέματα του κεφαλαίου αποτελούν η μελέτη των

ακτινικών ορίων για συναρτήσεις του hp(D), 1 ≤ p ≤ ∞, όπου θα αποδείξουμε
τα ολοκληρώματα Poisson μιας συνάρτησης του L1(T) και ενός µ ∈ M(T) έχουν
ακτινικά όρια σχεδόν παντού στο T. Τότε, χρησιμοποιώντας τα αποτέλεσματα
αυτά σε συνδυασμό με τα θεωρήματα αναπαράστασης, άμεσα θα συμπεράνουμε

ότι οι συναρτήσεις στην κλάση hp(D), 1 ≤ p ≤ ∞, έχουν ακτινικά όρια σχεδόν
παντού στο T.
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Κεφάλαιο 0

Το επόμενο θέμα στη συνέχεια θα είναι ο ορισμός των χώρων Hardy στο T
και η παρουσίαση κάποιων θεωρημάτων αναπαράστασης για συναρτήσεις του

Hp(D), 1 ≤ p ≤ ∞. Σημειώνουμε ότι για τη περίπτωση p = 1 για τον χαρα-
κτηρισμό των χώρων H1(D) που θα δοθεί (βλ. Θεώρημα 3.28) θα χρειαστούμε
ένα αποτελέσμα της Θεωρίας Μέτρου το οποίο οφείλεται στους F. και M. Riesz
και σύμφωνα με το οποίο κάθε αναλυτικό μέτρο (βλ. Ορισμό 3.26) είναι απόλυτα
συνεχές ως προς το μέτρο Lebesgue. (βλ. Θεώρημα 3.27) Για το Θεώρημα των
F. και M. Riesz θα δοθεί μία απόδειξη με χρήση θεωρίας χώρων Hardy.

Στο υπόλοιπο του κεφαλαίου θα παρουσιάσουμε διάφορα αποτελέσματα για τον

χώρο Hardy H1(D), θα αποδείξουμε ένα Θεώρημα διάσπασης μέσω της προβολής
Riesz, συγκεκριμένα ότι για 1 < p <∞ ισχύει

Lp(T) = Hp(T)⊕Hp
0 (T),

και τέλος θα αποδείξουμε το Θεώρημα Κανονικής Παραγοντοποίσης. Σημειώνου-

με ότι στο τελευταίο κεφάλαιο θα χρειαστούμε συγκεκριμένα ένα Λήμμα που προ-

κύπτει από το Θεώρημα αυτό και σύμφωνα με το οποίο για f ∈ H1(D) υπάρχουν
συναρτήσεις g, h ∈ H2(D) ώστε f = gh και ισχύει ότι ∥f∥1 = ∥g∥22 = ∥h∥22.

Τέλος, στο 4ο κεφάλαιο θα παρουσιάσουμε έναν εναλλακτικό τρόπο απόδειξης

του διάσημου Corona Theorem το οποίο μας πιστοποιεί ότι ο ανοιχτός μονα-
διαίος δίσκος είναι πυκνός (στην ασθενή * τοπολογία) στο M (το σύνολο των

πολλαπλασιαστικών συναρτησοειδών από τον H∞(D) στο C). Αναλυτικότερα,
το πρόβλημα που θα μελετήσουμε είναι η περιγραφή της κλειστότητας του συ-

νόλου {δa : a ∈ D}, όπου δa(f) = f(a), στην ασθενή * τοπολογία. Με άλλα
λόγια, αν ταυτίσουμε το D με το σύνολο {δa : a ∈ D}, τι μπορούμε να πούμε για
το M\ D, όπου D είναι η κλειστότητα του D στην ασθενή * τοπολογία; ΄Οπως
ήδη αναφέραμε το Corona Theorem μας λέει ότιM\ D = ∅. Το Θεώρημα αυτό
αποδείχθηκε πρώτα από τον Carleson το 1962. Στην παρούσα εργασία θα παρου-
σιάσουμε μία εναλλακτική απόδειξη η οποία οφείλεται στον Tom Wolff. Πριν την
παρουσίαση της απόδειξης όμως θα κάνουμε πρώτα μία εισαγωγή στο θέμα και θα

αποδείξουμε πρώτα κάποια προκαταρκτικά αποτελέσματα τα οποία θα χρεαστο-

ύν για την απόδειξη. Συγκεκριμένα, θα αποδείξουμε ένα αποτέλεσμα δυϊκότητας

(βλ. Θεώρημα 4.3), θα αποδείξουμε τον τύπο του Riesz (βλ. Θεώρημα 4.4) και
θα κάνουμε μία σύντομη αναφορά στην εξίσωση d-bar. Επίσης, θα αποδειχθεί μία
αναδιατύπωση του Θεωρήματος Corona πάνω στην οποία θα στηριχτεί η απόδειξη
του Θεωρήματος.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ1
Προκαταρκτικά

1.1 Βασική Θεωρία Αρμονικών Συναρτήσεων

Ορισμός 1.1. Καλούμε domain ένα ανοιχτό και συνεκτικό υποσύνολο του C.

� Για παράδειγμα το C είναι ένα domain. ΄Ενα άλλο παράδειγμα, το οποίο
θα συναντήσουμε συχνά παρακάτω, αποτελεί ο ανοιχτός μοναδιαίος δίσκος

D = {z ∈ C : |z| < 1} του οποίου το σύνορο είναι ο μοναδιαίος κύκλος
T = {z ∈ C : |z| = 1}.

Σημειώνουμε πως σε ό,τι ακολουθήσει θα χρησιμοποιούμε τους συμβολισμούς

D(z0, r) = {z ∈ C : |z − z0| < r} και D(z0, r) = {z ∈ C : |z − z0| ≤ r}

για ανοιχτούς και κλειστούς δίσκους αντίστοιχα.

Ορισμός 1.2. Μία complex valued συνάρτηση f ορισμένη σε ένα domain D
του C καλείται αρμονική αν είναι τάξης C2

και ικανοποιεί την ∆f ≡ 0 στο D,
όπου ∆ είναι η Λαπλασιανή,

∆f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
.

� Σημειώνουμε ότι για τη Λαπλασιανή ισχύει η σχέση:

∆f = 4
∂2f

∂z∂z
,

όπου

∂f

∂z
=

1

2

(
∂f

∂x
− i

∂f

∂y

)
και

∂f

∂z
=

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
.
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Κεφάλαιο 1 1.1. Βασική Θεωρία Αρμονικών Συναρτήσεων

Σημείωση 1.3. Ισχύει ότι μία μιγαδική συνάρτηση είναι αρμονική ⇐⇒
το πραγματικό και το φανταστικό της μέρος είναι πραγματικές αρμονικές συναρ-

τήσεις.

Πρόταση 1.4. Αν f(z) = u(x, y) + iv(x, y) είναι μία ολόμορφη συνάρτηση σε
ένα domain D, τότε οι συναρτήσεις u και v είναι αρμονικές στο D.

Απόδειξη. Αφού η f είναι ολόμορφη ισχύουν οι εξισώσεις Cauchy-Riemann:

ux = vy και vx = −uy.

Τώρα, από τη Μιγαδική Ανάλυση, είναι γνωστό ότι τα πραγματικά και φανταστικά

μέρη ολόμορφων συναρτήσεων έχουν μερικές παραγώγους οποιασδήποτε τάξης

συνεχείς στο D.

΄Ετσι, παραγωγίζοντας ως προς x τις εξισώσεις C −R, θα έχουμε

uxx = vyx και vxx = −uyx.

Ενω, αν τις παραγωγίσουμε ως προς y, τότε θα πάρουμε

uxy = vyy και vxy = −uyy.

Τότε, από το Λήμμα του Schwarz, έχουμε

−uyy = vxy = vyx = uxx =⇒ uxx + uyy = 0

και

vyy = uxy = uyx = −vxx =⇒ vxx + vyy = 0.

Συνεπώς, οι συναρτήσεις u(x, y) και v(x, y) είναι αρμονικές στο domain D.

Σημείωση 1.5. Μία ολόμορφη συνάρτηση ορισμένη σε ένα domain D, με
βάση τη Πρόταση 1.4 και τη Σημείωση 1.3, είναι μία μιγαδική αρμονική συνάρ-
τηση.

Θεώρημα 1.6. Αν f είναι ολόμορφη συνάρτηση σε ένα ανοιχτό σύνολο G ⊂ C,
και αν η f δεν έχει ρίζες στο G, τότε η log |f | είναι αρμονική συνάρτηση στο G.

Απόδειξη. Για κάθε δίσκο D ⊂ G υπάρχει ολόμορφη συνάρτηση g στο D ώστε
f = eg. Αν u = ℜg, τότε από την Πρόταση 1.4 έχουμε ότι η u είναι αρμονική
στο D. Είναι |f | = eu =⇒ log |f | = u. ΄Αρα, η log |f | είναι αρμονική σε κάθε
δίσκο στο G και άρα είναι αρμονική στο G.
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Κεφάλαιο 1 1.1. Βασική Θεωρία Αρμονικών Συναρτήσεων

Ορισμός 1.7. ΄Εστω u μία πραγματική αρμονική συνάρτηση σε ένα domain D.
Μία πραγματική συνάρτηση v(x, y) θα λέγεται ότι είναι μία αρμονική συζυ-
γής της u στο D αν η συνάρτηση f(x+ iy) = u(x, y)+ iv(x, y) είναι ολόμορφη
στο D.

Σημείωση 1.8. Από την ολομορφία της f , λόγω της Πρότασης 1.4, έχουμε ότι
η αρμονική της συζυγής v είναι επίσης αρμονική συνάρτηση. Επίσης, αν q είναι
μία άλλη αρμονική συζυγής της u στο D, τότε οι συναρτήσεις u+ iv και u+ iq
είναι ολόμορφες στο D και έχουν τα ίδια πραγματικά μέρη. ΄Αρα, διαφέρουν κατά
μία σταθερά. Συνεπώς, αν η u έχει μία αρμονική συζυγή στο D, τότε αυτή είναι
μοναδική εκτός μιας προσθετικής σταθεράς.

Πρόταση 1.9. Αν u είναι αρμονική συνάρτηση σε ένα απλά συνεκτικό domain
D, τότε υπάρχει ολόμορφη συνάρτηση στο D της οποίας το πραγματικό μέρος
είναι η u.

Απόδειξη. Θέτουμε

g(z) = ux(z)− iuy(z) := U(z) + iV (z), z ∈ D.

Τότε

Ux − Vy = uxx − (−uyy) = uxx + uyy = 0. (αφού η u είναι αρμονική στο D.)

Αφού οι μεικτές παράγωγοι της u(z) είναι συνεχείς στο D, έχουμε ότι

Uy + Vx = (ux)y + (−uy)x = 0.

Επομένως, η g ικανοποιεί τις εξισώσεις Cauchy-Riemann και αφού οι Ux, Uy, Vx
και Vy είναι συνεχείς έπεται ότι η g είναι ολόμορφη στο D. ΄Εστω τώρα z0 ∈ D
και θέτουμε

F (z) =

∫ z

z0

g(ζ) dζ.

Η F είναι ολόμορφη στο D με F ′(z) = g(z) = ux(z)− iuy(z). Είναι

F ′(z) =
∂

∂x
ℜF (z)− i

∂

∂y
ℜF (z)

=⇒ ux =
∂

∂x
ℜF (z) και −uy = − ∂

∂y
ℜF (z).

Αφού λοιπόν οι u(z) και ℜF (z) έχουν τις ίδιες μερικές παραγώγους στο D έπεται
ότι

ℜF (z) = u(z) + c, όπου c είναι πραγματική σταθερά.

9



Κεφάλαιο 1 1.1. Βασική Θεωρία Αρμονικών Συναρτήσεων

΄Ετσι, η συνάρτηση f(z) = F (z)− c είναι ολόμορφη στο D (αφού η F είναι) με

ℜf(z) = ℜF − c = u(z)− c+ c = u(z).

Πρόταση 1.10. Μία αρμονική συνάρτηση είναι άπειρες φορές διαφορίσιμη.

Απόδειξη. ΄Εστω u αρμονική συνάρτηση στο ανοιχτό σύνολο G και z0 ∈ G.
΄Εστω r > 0 ώστε D(z0, r) ⊂ G. Τότε, από την Πρόταση 1.9, υπάρχει συνάρτηση
f ολόμορφη στο D(z0, r) ώστε u = ℜf . (Ο D(z0, r) είναι απλά συνεκτικό
σύνολο.) Τώρα, από τη Μιγαδική Ανάλυση, γνωρίζουμε ότι αν μία συνάρτηση

είναι διαφορίσιμη σε ένα domain D, τότε είναι άπειρες φορές διαφορίσιμη σε αυτό.
΄Ετσι, με βάση αυτό, η f είναι άπειρες φορές διαφορίσιμη στο D(z0, r). ΄Αρα, και
το πραγματικό μέρος της f , δηλαδή η u, είναι επίσης άπειρες φορές διαφορίσιμη
συνάρτηση.

Θεώρημα 1.11. ΄Εστω u αρμονική συνάρτηση ορισμένη στο απλά συνεκτικό
domain D, z0 ∈ D, και C ο κύκλος |z−z0| = r που βρίσκεται μέσα στο D. Τότε

u(z0) =
1

2π

∫ 2π

0
u(z0 + reit) dt.

Απόδειξη. ΄Εστω f ολόμορφη συνάρτηση στο D ώστε u = ℜf . Από το Θεώρημα
Μέσης Τιμής του Gauss έχουμε

f(z0) =
1

2π

∫ 2π

0
f(z0 + reit) dt.

Οπότε,

u(z0) = ℜf(z0) =
1

2π

∫ 2π

0
ℜf(z0 + reit) dt =

1

2π

∫ 2π

0
u(z0 + reit) dt.

Για την απόδειξη της επόμενης πρότασης θα χρειαστούμε το ακόλουθο αποτέλε-

σμα.

▶ ΄Εστω u συνεχής συνάρτηση σε ένα domain του C. Τότε αν η u ικανοποιεί
την ακόλουθη ιδιότητα:
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∀z0 ∈ D και ∀r > 0 ώστε D(z0, r) ⊂ D ισχύει:

u(z0) =
1

2π

∫ π

−π
u(z0 + reit) dt,

τότε είναι αρμονική συνάρτηση στο D.

Πρόταση 1.12. ΄Εστω {un} ακολουθία αρμονικών συναρτήσεων σε ένα do-
main D. Αν un → u ομοιόμορφα στα συμπαγή υποσύνολα του D, τότε η u είναι
αρμονική συνάρτηση στο D.

Απόδειξη. ΄Εστω z0 ∈ D και έστω D(z0, r) ⊂ D. Τότε, αφού οι un είναι αρμο-
νικές συναρτήσεις στο D, από το Θεώρημα 1.11 έχουμε ότι

un(z0) =
1

2π

∫ π

−π
un(z0 + reit) dt. (1.1)

Τότε, αφού un → u ομοιόμορφα στα συμπαγή υποσύνολα του D (και άρα και στο
κύκλο κέντρου z0 και ακτίνας r > 0), παίρνοντας όριο ως προς n στην (1.1) και
κάνοντας αλλαγή σειράς μεταξύ ορίου και ολοκληρώματος (λόγω της ομοιόμορφης

σύγκλισης), θα έχουμε

u(z0) =
1

2π

∫ π

−π
u(z0 + reit) dt.

Επομένως, η συνάρτηση u είναι αρμονική στο D.

Θεώρημα 1.13. (Αρχή Μοναδικότητας) ΄Εστω u και v αρμονικές συναρτήσεις
σε ένα domain D του C. Αν u = v σε ένα μη κενό ανοιχτό υποσύνολο U του D,
τότε u = v στο D.

Απόδειξη. Χωρίς περιορισμό της γενικότητας υποθέτουμε ότι v = 0.

Θέτουμε

g = ux − iuy.

Η g είναι ολόμορφη στο D και g = 0 στο U αφού u = 0 στο U . Τότε, από την
Αρχή Μοναδικότητας για ολόμορφες, έπεται ότι g = 0 στο D.

Επομένως,

ux = 0 και uy = 0 στο D.

΄Αρα, η u είναι σταθερή στο D και αφού u = 0 στο U ⊂ D έπεται ότι η σταθερά
είναι 0, δηλαδή u = 0 στο D.
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Συνεχίζουμε με την Αρχή Μεγίστου - Ελαχίστου Μέτρου για αρμονικές συναρ-

τήσεις. Για την απόδειξη της θα χρειαστούμε την αντίστοιχη αρχή για ολόμορφες

συναρτήσεις την οποία και υπενθυμίζουμε πρώτα:

▶ ΄Εστω f(z) ολόμορφη συνάρτηση στο domain D. Αν υπάρχει z0 ∈ D τέτοιο
ώστε |f(z)| ≤ |f(z0)|, ∀z ∈ D, τότε η f είναι σταθερή στο D και επομένως ισχύει
f(z) = f(z0),∀z ∈ D.

Θεώρημα 1.14. (Αρχή Μεγίστου - Ελαχίστου Μέτρου) ΄Εστω u αρμονική και
μη σταθερή συνάρτηση σε ένα domain D. Τότε η u δεν έχει τοπικά μέγιστα (ή
ελάχιστα) στο D.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι η u έχει τοπικό μέγιστο σε κάποιο σημείο z0 = x0+iy0 ∈ D.
Τότε υπάρχει r > 0 ώστε

u(z) ≤ u(z0),∀z ∈ D(z0, r).

Επίσης, από την Πρόταση 1.9, υπάρχει ολόμορφη συνάρτηση f στο D(z0, r) ώστε

u = ℜf στο D(z0, r).

΄Εστω g = ef . Η g είναι ολόμορφη στο D(z0, r). Επίσης, για z = x + iy στο
D(z0, r), έχουμε

|g(z)| = eu ≤ eu(x0,y0) = |g(z0)|.

Επομένως, από την Αρχή Μεγίστου Μέτρου για ολόμορφες συναρτήσεις, έπεται

ότι η g είναι σταθερή στο D(z0, r).

Ειδικότερα,

ef(z) = g(z) = g(z0) = ef(z0).

΄Αρα,

f(z)− f(z0)

2πi
∈ Z, ∀z ∈ D(z0, r).

Αφού η f είναι συνεχής έπεται ότι η f είναι σταθερή στο δίσκο D(z0, r). Από το
Θεώρημα Μοναδικότητας έχουμε τότε ότι η f είναι σταθερή στο D. ΄Αρα, u = ℜf
σταθερή στο D, άτοπο. Συνεπώς, η u δεν έχει τοπικό μέγιστο στο D.

Πρόταση 1.15. ΄Εστω u αρμονική και μη σταθερή συνάρτηση στο R2
. Τότε

η u δεν είναι ούτε άνω ή κατω φραγμένη.

Απόδειξη. Υπάρχει συνάρτηση f ολόμορφη στο C τέτοια ώστε

u(x, y) = ℜf(x+ iy),∀(x, y) ∈ R2.
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΄Εστω ότι υπάρχει σταθερά M τέτοια ώστε

u(x, y) ≤M, ∀(x, y) ∈ R2.

Για z = x + iy ∈ C, έστω g(z) = ef(z). Τότε |g(x + iy)| = eu(x,y) ≤ eM .
΄Αρα, η g είναι ακέραια και φραγμένη συνάρτηση. Επομένως, από το Θεώρημα του
Liouville, έχουμε ότι η g είναι σταθερή. ΄Αρα, η f είναι σταθερή και άρα και η u
επίσης, άτοπο. Συνεπώς, η u δεν είναι άνω φραγμένη.

1.2 Βασικά Στοιχεία Ανάλυσης Fourier

Θα ξεκινήσουμε αρχικά αναφέροντας εν συντομία κάποια εισαγωγικά στοιχεία για

χώρους συναρτήσεων και χώρους ακολουθιών.

Με m := dθ
2π θα συμβολίζουμε το μέτρο Lebesgue στο T, κανονικοποιημένο ώστε

m(T) = 1.

Αν g είναι μία συνάρτηση στο T και αν η f ορίζεται στο R ως f(t) = g(eit),
τότε η f είναι περιοδική συνάρτηση με περίοδο 2π. Και αντίστροφα, αν f είναι
συνάρτηση στο R με περίοδο 2π, τότε υπάρχει συνάρτηση g στο T ώστε f(t) =
g(eit). Συνεπώς, μπορούμε να ταυτίζουμε συναρτήσεις στο T με 2π περιοδικές
συναρτήσεις στο R. ΄Ετσι, θα λέμε ότι η g είναι ολοκληρώσιμη στο T αν η f είναι
ολοκληρώσιμη σε κάθε διάστημα μήκους 2π, θα λέμε ότι η g είναι συνεχής στο
T αν η f είναι συνεχής στο R κλπ.

΄Εστω f μετρήσιμη συνάρτηση στο T και ας είναι

∥f∥p =
(

1

2π

∫ π

−π
|f(eit)|pdt

)1/p

.

΄Εστω επίσης

∥f∥∞ = inf
M>0

{M : |{eit : |f(eit)| > M}| = 0}.

Οι χώροι Lebesgue Lp(T), 0 < p ≤ ∞, ορίζονται ως εξής:

Lp(T) = {f : ∥f∥p <∞}.

Αν 1 ≤ p ≤ ∞, τότε ο Lp(T) είναι χώρος Banach. Ειδικότερα, ο L2(T), εφοδια-
σμένος με το εσωτερικό γινόμενο

⟨f, g⟩ = 1

2π

∫ π

−π
f(eit)g(eit) dt

13
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είναι χώρος Hilbert. Σημειώνουμε ότι το ολοκλήρωμα που ορίζει το εσωτερικό
γινόμενο υπάρχει καθότι από την ανισότητα Cauchy-Schwarz έχουμε∫ π

−π
|f |||g| ≤

(∫ π

−π
|f |2

)1/2(∫ π

−π
|g|2

)1/2

<∞.
(
αφού f, g ∈ L2(T).

)
Ισχύει ότι

L∞(T) ⊂ Lp(T) ⊂ L1(T),∀p ∈ (1,∞).

Τώρα, μία συνεχής συνάρτηση στο T, που είναι συμπαγές σύνολο, είναι φραγμένη.
Ο χώρος όλων των συνεχών συναρτήσεων στο T, C(T), μπορεί να θεωρηθεί ως
υπόχωρος του L∞(T). Σε αυτή την περίπτωση το maximum λαμβάνεται και
έχουμε

∥f∥∞ = max
eit∈T

|f(eit)|.

Ο C(T) είναι πλήρης ως προς τη sup-νόρμα και έτσι είναι χώρος Banach.

Δύο σημαντικές ιδιότητες του L1(T) είναι οι ακόλουθες:

1. Αν f ∈ L1(T) και τ ∈ T, τότε fτ (t) = f(t− τ) ∈ L1(T) και ∥fτ∥1 = ∥f∥1.

2. Η L1
-valued συνάρτηση τ 7→ fτ είναι συνεχής στο T, δηλαδή για f ∈ L1(T)

και τ0 ∈ T ισχύει
lim
τ→τ0

∥fτ − fτ0∥1 = 0.

Απόδειξη της 2. Φανερά ισχύει αν η f είναι συνεχής. Είναι γνωστό ότι
ο χώρος C(T) είναι πυκνός στον L1(T). ΄Εστω λοιπόν αυθαίρετη συνάρτηση
f ∈ L1(T) και ε > 0. Τότε υπάρχει g ∈ C(T) ώστε ∥f − g∥1 < ε

2 . ΄Εχουμε

∥fτ − fτ0∥1 ≤ ∥fτ − gτ∥1 + ∥gτ − gτ0∥1 + ∥gτ0 − fτ0∥1
= ∥(f − g)τ∥1 + ∥gτ − gτ0∥1 + ∥(g − f)τ0∥1
≤ ε+ ∥gτ − gτ0∥1

Συνεπώς, lim sup
τ

∥fτ −fτ0∥1 < ε, όπου το ε > 0 ήταν αυθαίρετο, και άρα έχουμε

το ζητούμενο.

Ορισμός 1.16. ΄Ενα τριγωνομετρικό πολυώνυμο είναι ένα πεπερασμένο

άθροισμα της μορφής

f(t) = a0 +
n∑

k=1

(ak cos kt+ bk sin kt), t ∈ R,

όπου a0, aj και bj , 1 ≤ j ≤ n, είναι μιγαδικοί αριθμοί.
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Με χρήση της ταυτότητας του Euler τα τριγωνομετρικά πολυώνυμα γράφονται
και στην εξής μορφή:

f(t) =

n∑
k=−n

cke
ikt.

Αν fn(t) = eint, n ∈ Z, τότε

⟨fn, fm⟩ = 1

2π

∫ π

−π
ei(n−m)t dt =

{
1, n = m

0, n ̸= m.

΄Ετσι, το {eint : n ∈ Z} είναι ορθοκανονικό σύνολο στον L2(T), το οποίο είναι
γνωστό ως το τριγωνομετρικό σύστημα.

Borel μέτρα στο T

Ορισμός 1.17. 1. ΄Ενα υποσύνολο του T καλείται Borel σύνολο αν πε-
ριέχεται στη Borel σ-άλγεβρα, τη μικρότερη σ-άλγεβρα υποσυνόλων του T
που περιέχει όλα τα ανοιχτά τόξα του T.

2. ΄Ενα μέτρο στο μετρήσιμο χώρο (T,B(T)) (με B(T) συμβολίζουμε τη Borel
σ-άλγεβρα στο T) λέγεται Borel μέτρο στο T.

Περνάμε εν συνεχεία στο σύνολο των μιγαδικών Borel μέτρων του T το οποίο θα
συμβολίζουμε μεM(T) και μεM+(T) θα συμβολίζουμε το σύνολο των θετικών
μέτρων στοM(T). Αποδεικνύεται ότι κάθε μέτρο στοM(T) είναι πεπερασμένο.
Ο χώρος M(T) εφοδιασμένος με τη νόρμα ∥µ∥ = |µ|(T), όπου |µ|(T) είναι η
κύμανση του µ, είναι χώρος Banach.

Υπενθυμίζουμε ότι η κύμανση του µ ενός Borel E ⊂ T είναι

|µ|(E) = sup

{ m∑
n=1

|µ(En)| : {E1, . . . , Em} μετρήσιμη διαμέριση του E
}
,

όπου λέγοντας ότι το {E1, . . . , Em} είναι μετρήσιμη διαμέριση του E εννοούμε

ότι τα En είναι ξένα Borel υποσύνολα του E με

m⋃
n=1

En = E.

Επίσης, για τη κύμανση του µ ισχύει ότι είναι το μικρότερο θετικό Borel μέτρο
ώστε:

|µ(E)| ≤ |µ|(E), για κάθε Borel σύνολο E ⊂ T.
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Ακόμη, θα μας χρεαστεί η κανονικότητα των Borel μέτρων µ στο T: Αφού ο T
είναι συμπαγής χώρος Hausdorff, κάθε Borel μέτρο µ στο T είναι κανονικό με την
έννοια ότι κάθε θετικό μέτρο µj στη διάσπαση Hahn-Jordan του µ ικανοποιεί:

inf{µj(G) : G ⊃ E,G ανοιχτό} = sup{µj(F ) : F ⊂ E,F κλειστό}.

Για κάθε µ ∈ M(T), το γραμμικό συναρτησοειδές

ℓµ : C(T) → C, ℓµ(f) =
∫
T
fdµ

είναι φραγμένο. Η νόρμα του ℓµ ορίζεται ως

∥ℓµ∥ := sup{|ℓµ(f)| : f ∈ C(T), ∥f∥∞ ≤ 1}

και ισχύει ∥ℓµ∥ = ∥µ∥.

Θεώρημα 1.18. (Θεώρημα Αναπαράστασης Riesz) Αν ℓ είναι φραγμένο γραμ-
μικό συναρτησοειδές στο C(T), τότε ℓ = ℓµ, για μοναδικό µ ∈ M(T).

Σε κάθε f ∈ L1(T) αντιστοιχεί ένα Borel μέτρο dµ(eit) = 1
2πf(e

it) dt. Προφανώς
έχουμε ∥µ∥ = ∥f∥1 και έτσι η απεικόνιση

L1(T) → M(T), f 7→ 1

2π
f(eit) dt

είναι ισομετρική εμφύτευση του L1(T) με τιμές στοM(T).

Χώροι ακολουθιών

Για μια ακολουθία μιγαδικών αριθμών x = (xn)n∈Z, έστω

∥x∥p =
( ∞∑

n=−∞
|xn|p

)1/p

, αν p ∈ (0,∞)

και

∥x∥∞ = sup
n∈Z

|xn|.

Τότε, για 0 < p ≤ ∞, ορίζουμε

ℓp(Z) = {x : ∥x∥p <∞}

και

c0(Z) = {x ∈ ℓ∞(Z) : lim
|n|→∞

|xn| = 0}.
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Αν 1 ≤ p ≤ ∞, τότε ο ℓp(Z) είναι χώρος Banach και c0(Z) είναι κλειστός
υπόχωρος του ℓ∞(Z). Ο χώρος ℓ2(Z), εφοδιασμένος με το εσωτερικό γινόμενο

⟨z, w⟩ =
∞∑

n=−∞
znwn,

είναι χώρος Hilbert.

1.2.1 Συντελεστές Fourier στο T

Ορισμός 1.19. ΄Εστω f ∈ L1(T). Τότε ο n-οστός συντελεστής Fourier
της f ορίζεται ως

f̂(n) =
1

2π

∫ π

−π
f(eit)e−int dt, n ∈ Z.

Η διπλή ακολουθία f̂ = (f̂(n))n∈Z καλείται ο μετασχηματισμός Fourier
της f .

΄Εχοντας ορίσει τους συντελεστές Fourier της f ορίζουμε και τη σειρά Fourier
της ως εξής:

∞∑
n=−∞

f̂(n)eint.

Στη σειρά αυτή το n απειρίζεται και προς τα δεξιά και προς τα αριστερά.

Ορισμός 1.20. ΄Εστω f ολοκληρώσιμη συνάρτηση στο T και έστω η σειρά
Fourier της f :

∞∑
n=−∞

f̂(n)eint.

Ορίζουμε το N-οστό μερικό άθροισμα της f να είναι η έκφραση

SNf(x) =

N∑
k=−N

f̂(k)eikx.

Λέμε ότι η σειρά Fourier συγκλίνει στην f στο σημείο x αν

SNf(x) → f(x), καθώς N → ∞.
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Σημείωση. Μετά από πράξεις βλέπουμε ότι

snf(x) =
1

2π

∫ π

−π
f(t)Dn(x− t) dt, n ∈ N0,

όπου Dn(t) :=
n∑

k=−n

eikt είναι ο πυρήνας του Dirichlet.

Στο επόμενο θεώρημα αναφέρουμε, χωρίς απόδειξη, κάποιες βασικές ιδιότητες

του συντελεστή Fourier.

Θεώρημα 1.21. ΄Εστω f, g ∈ L1(T), τότε

1. ̂(f + g)(n) = f̂(n) + ĝ(n).

2. Για κάθε a ∈ C ισχύει (̂af)(n) = af̂(n).

3. Αν f είναι η μιγαδική συζυγής της f , τότε f̂(n) = f̂(−n).

Ισχύει

|f̂(n)| ≤ 1

2π

∫ π

−π
|f(eit)| dt, n ∈ Z,

δηλαδή

f̂ ∈ ℓ∞(Z) με ∥f̂∥∞ ≤ ∥f∥1.

΄Αρα, ο μετασχηματισμός Fourier

L1(T) → ℓ∞(Z), f 7→ f̂

είναι μία γραμμική απεικόνιση με νόρμα το πολύ 1. (στην πραγματικότητα είναι
ίση με 1 αν πάρουμε τη σταθερή συνάρτηση με τιμή 1.)

Θεώρημα 1.22. (Λήμμα Riemann-Lebesgue) Για κάθε f ∈ L1(T),

lim
|n|→∞

f̂(n) = 0.

Απόδειξη. Εξ ορισμού είναι f̂(n) =
1

2π

∫ π

−π
f(ϕ)e−inϕ dϕ, n ∈ Z.

Κάνοντας την αλλαγή μεταβλητής ϕ = θ + π
n είναι

f̂(n) =
1

2π

∫ π

−π
f(θ +

π

n
)e−in(θ+π

n
) dθ = − 1

2π

∫ π

−π
f(θ +

π

n
)e−inθ dθ.
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΄Ετσι,

4πf̂(n) =

∫ π

−π

(
f(θ)− f

(
θ +

π

n

))
e−inθ dθ

=⇒ 4π|f̂(n)| ≤
∫ π

−π

∣∣f(θ)− f
(
θ +

π

n

)∣∣ dθ.
Αν η f είναι συνεχής, τότε |f(θ)− f(θ + π

n)| → 0, όταν |n| → ∞.

΄Αρα,

f̂(n) → 0, |n| → ∞.

Για την περίπτωση μιας αυθαίρετης συνάρτησης f ∈ L1(T), αν ε > 0 υπάρχει
g ∈ C(T) ώστε ∥f − g∥1 < ε.

Γράφουμε

f̂(n) = ĝ(n) + (f̂ − g)(n).

Αφού η g είναι συνεχής από την αρχική περίπτωση έχουμε ĝ(n) → 0, |n| → ∞.

Επίσης,

|(f̂ − g)(n)| ≤ ∥f − g∥1 < ε.

Επομένως,

lim sup
n

|f̂(n)| ≤ ε,

όπου το ε > 0 ήταν αυθαίρετο, και έχουμε το ζητούμενο.

Θεώρημα 1.23. (Μοναδικότητα στον L1(T)) ΄Εστω f ∈ L1(T) και υποθέτουμε
ότι f̂(n) = 0,∀n ∈ Z, τότε f = 0 σχεδόν παντού.

Απόδειξη. ΄Εστω f ∈ L1(T) με f̂(n) = 0, ∀n ∈ Z. Τότε∫ π

−π
f(t)g(t) dt = 0, για κάθε τριγωνομετρικό πολυώνυμο g. (1.2)

Θα δείξουμε ότι το παραπάνω ισχύει για τυχούσα συνεχή συνάρτηση στο T. ΄Εστω
λοιπόν g ∈ C(T). Τα τριγωνομετρικά πολυώνυμα είναι πυκνά στο C(T). ΄Αρα,
υπάρχει ακολουθία τριγωνομετρικών πολυωνύμων {fj} ώστε ∥fj − g∥∞ → 0.
΄Ετσι, με βάση αυτό (εδώ μας αρκεί μόνο η κατά σημείο σύγκλιση), το Θεώρημα

Κυριαρχημένης Σύγκλισης και την σχέση (1.2) έχουμε∫ π

−π
f(t)g(t) dt = lim

j

∫ π

−π
f(t)fj(t) dt = 0.
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΄Εστω τώρα ότι g = XA, όπου A ⊂ T μετρήσιμο. Τότε, από Πόρισμα του
Θεωρήματος Luzin, υπάρχει ακολουθία gj ∈ C(T) με |gj | ≤ 1 και lim

j
gj(t) =

XA(t) σχεδόν παντού. ΄Αρα, από το Θεώρημα Κυριαρχημένης Σύγκλισης, έχουμε∫ π

−π
f(t)XA(t) dt = lim

j

∫ π

−π
f(t)gj(t) dt = 0,

δηλαδή ∫
A
f(t) dt = 0 =⇒ f = 0 σ.π.

Σημείωση 1.24. Η απεικόνιση F : L1(T) → c0 με F(f) = f̂ δεν είναι επί.

Εξήγηση. Αν υποθέσουμε αντίθετα ότι είναι επί, τότε θα υπάρχει c > 0 ώστε

∥f̂∥∞ ≥ c∥f∥1,∀f ∈ L1(T).

Παίρνουμε ως f τον πυρήνα του Dirichlet

Dn(x) :=

n∑
k=−n

eikx.

΄Ομως, για n ∈ N, είναι ∥D̂n∥∞ = 1, δηλαδή θα έχουμε ότι

1 ≥ c∥Dn∥1,

το οποίο είναι άτοπο αφού για τον Dn είναι γνωστό ότι ∥Dn∥1 → ∞, καθώς το
n→ ∞.

Θεώρημα 1.25. (Θεώρημα του Parseval) Για κάθε συνάρτηση f ∈ L2(T),
ισχύει

∥f∥2 =
∑
n∈Z

|f̂(n)|2.

Επίσης,

lim
N→∞

∥∥∥∥f −
N∑

n=−N

f̂(n)eint
∥∥∥∥ = 0.

Από το Θεώρημα του Parseval έπεται ότι

1. Το σύνολο {eint : n ∈ Z} είναι ορθοκανονική βάση του L2(T), και
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2. Η σειρά Fourier

∞∑
n=−∞

f̂(n)eint συγκλίνει στην f στην νόρμα του L2(T).

Θεώρημα 1.26. (Riesz-Fischer) Υποθέτουμε ότι {an}, n ∈ Z, είναι μία ακο-
λουθία μιγαδικών αριθμών με ∑

n∈Z
|an|2 <∞.

Τότε υπάρχει μοναδική συνάρτηση f ∈ L2(T) με f̂(n) = an,∀n ∈ Z.

Απόδειξη. ΄Εστω gn(t) =
n∑

k=−n

ake
ikt
. Η (gn) είναι ακολουθία Cauchy στον

L2(T). Αυτό διότι για m < n, είναι

∥gn − gm∥22 =
∑

m<|k|≤n

|ak|2 → 0, όταν m,n→ ∞.

΄Ομως, ο L2(T) είναι πλήρης, άρα υπάρχει συνάρτηση f ∈ L2(T) ώστε

∥gn − f∥2 → 0, όταν n→ ∞.

Γράφουμε

2πf̂(n) =

∫ π

−π
f(t)e−int dt

=

∫ π

−π
(f(t)− gN (t))e−int dt+

∫ π

−π
gN (t)e−int dt.

Για το πρώτο ολοκλήρωμα είναι:∣∣∣∣ ∫ π

−π
(f(t)− gN (t))e−int dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ π

−π
|f(t)− gN (t)| dt ≤ 2π∥f − gN∥2.

Για το δεύτερο ολοκλήρωμα:∫ π

−π
gN (t)e−int dt = 2πĝN (n).

Αν |n| < N , τότε ĝN (n) = an. Επομένως, για |n| < N έχουμε

|2πf̂(n)− 2πĝN (n)| ≤ 2π∥f − gN∥2.

Συνεπώς, αφήνοντας το N → ∞, παίρνουμε f̂(n) = an,∀n ∈ Z. Η μοναδικότητα
έπεται άμεσα από το Θεώρημα 1.23.
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Συνεχίζουμε με την επέκταση του ορισμού του μετασχηματιμού Fourier για Borel
μέτρα στο κύκλο. ΄Εχουμε συγκεκριμένα:

Ορισμός 1.27. ΄Εστω µ ∈ M(T). Ο n-οστός συντελεστής Fourier του
µ ορίζεται ως

µ̂(n) =

∫
T
e−int dµ(eit), n ∈ Z,

και ομετασχηματισμός Fourier του µ είναι η διπλή ακολουθία µ̂ = (µ̂(n))n∈Z.

Αν θεωρήσουμε τον L1(T) ως υπόχωρο τουM(T) εύκολα βλέπουμε ότι οι δύο
ορισμοί ταυτίζονται.

Δηλαδή, αν

dµ(eit) =
1

2π
f(eit) dt, όπου f ∈ L1(T),

τότε

µ̂(n) =

∫
T
e−int dµ(eit) =

1

2π

∫
T
f(eit)e−int dt = f̂(n), n ∈ Z.

Λήμμα 1.28. ΄Εστω µ ∈ M(T). Τότε

µ̂ ∈ ℓ∞(Z) και ∥µ̂∥∞ ≤ ∥µ∥.

Απόδειξη. ∀n ∈ Z έχουμε

|µ̂(n)| =
∣∣∣∣ ∫

T
e−int dµ(eit)

∣∣∣∣ ≤ ∫
T
|e−int| d|µ|(eit) =

∫
T
d|µ|(eit) = |µ|(T) = ∥µ∥.

Επομένως, ∥µ̂∥∞ ≤ ∥µ∥.

Με βάση το Λήμμα 1.28 ο μετασχηματισμός Fourier

M(T) → ℓ∞(Z), µ 7→ µ̂

είναι μία γραμμική απεικόνιση με νόρμα το πολύ 1. (στην πραγματικότητα είναι
ίση με 1.) .

1.2.2 Τριγωνομετρικές Σειρές

Κάθε σειρά της μορφής
∞∑

n=−∞
ane

int
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καλείται τριγωνομετρική σειρά. ΄Αρα, οι σειρές Fourier ολοκληρώσιμων συ-
ναρτήσεων είναι ειδική περίπτωση των τριγωνομετρικών σειρών, όπου οι συντελε-

στές της σειράς ταυτίζονται με τους συντελεστές Fourier κάποιας ολοκληρώσιμης
συνάρτησης.

Σημειώνουμε ότι το αντίστροφο δεν ισχύει. Δηλαδή υπάρχει παράδειγμα τριγω-

νομετρικής σειράς η οποία δεν είναι σειρά Fourier κάποιας συνάρτησης του L1(T).
(βλ. [1], [20].) Επίσης, αναφέρουμε στο σημείο αυτό ότι με χρήση της ταυτότητας

του Euler οι τριγωνομετρικές σειρές γράφονται ως:

a0 +
∞∑
n=1

(
an cos(nt) + bn sin(nt)

)
.

΄Ενα σημαντικό παράδειγμα αποτελεί ο πυρήνας Poisson

Pr(e
it) =

1− r2

1 + r2 − 2r cos t
, 0 ≤ r < 1.

Για κάθε σταθεροποιημένο 0 ≤ r < 1, Pr ∈ C∞(T) ⊂ L1(T) και κάνοντας χρήση
του τύπου για την άθροιση άπειρης γεωμετρικής σειράς παίρνουμε

Pr(e
it) =

∞∑
n=−∞

r|n|eint.

Πράγματι, για z = reiθ, έχουμε

Pr(e
it) =

1− r2

1 + r2 − 2r cos t
=

1− |z|2

|1− z|2
=

1− z + z − zz

|1− z|2

=
(1− z) + z(1− z)

(1− z)(1− z)
=

1

1− z
+

z

1− z

=
∞∑
n=0

zn +
∞∑
n=1

zn =
∞∑

n=−∞
r|n|eint.

Μετά από πράξεις βλέπουμε ότι

Pr(e
i(θ−t)) = ℜ

(
eit + z

eit − z

)
.

΄Ετσι, για σταθεροποιημένο eit ∈ T ο πυρήνας Poisson είναι το πραγματικό μέρος
της ολόμορφης συνάρτησης

z 7→ eit + z

eit − z
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και επομένως είναι αρμονική συνάρτηση στο D.

Επίσης, μία άλλη ιδιότητα που έχει ο πυρήνας Poisson και την οποία θα χρεια-
στούμε παρακάτω είναι η ακόλουθη: Για κάθε σταθεροποιημένο δ > 0, ισχύει

lim
j

(
sup

δ≤|t|≤π
|Pr(e

it)|
)
= 0.

Πράγματι, για δ ≤ |t| ≤ π είναι Pr(e
it) ≤ 1− r2

1 + r2 − 2r cos δ
. ΄Αρα,

sup
δ≤|t|≤π

|Pr(e
it)| ≤ 1− r2

1 + r2 − 2r cos δ
=⇒ 0 ≤ lim

r→1−

(
sup

δ≤|t|≤π
|Pr(e

it)|
)
≤ 0.

Επομένως, για σταθεροποιημένο δ > 0 ισχύει

lim
r→1−

(
sup

δ≤|t|≤π
|Pr(e

it)|
)
= 0.

Συνεχίζουμε με ένα αποτέλεσμα πάνω στην απόλυτη σύγκλιση τριγωνομετρικών

σειρών.

Πρόταση 1.29. Αν

∞∑
n=−∞

|an| <∞, τότε η τριγωνομετρική σειρά
∞∑

n=−∞
ane

int

συγκλίνει ομοιόμορφα σε μία συνεχή 2π-περιοδική συνάρτηση.

Απόδειξη. Από την υπόθεση έχουμε

∞∑
n=−∞

|aneinx| =
∞∑

n=−∞
|an| <∞,

δηλαδή η παραπάνω σειρά συγκλίνει απόλυτα και άρα θα συγκλίνει και απλά σε

μία συνάρτηση f η οποία είναι 2π-περιοδική. ΄Εστω

sN (x) =

N∑
n=−N

ane
inx

τα μερικά αθροίσματα. Τότε

|f(x)− sN (x)| =
∣∣∣∣ ∑
|n|>N

ane
inx

∣∣∣∣ ≤ ∑
|n|>N

|an|.
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Δηλαδή,

sup
x∈R

|f(x)− sN (x)| ≤
∑

|n|≥N

|an|.

΄Εχουμε όμως ότι

∞∑
n=−∞

|an| < ∞, άρα αν αφήσουμε το N → ∞ θα έχουμε∑
|n|>N

|an| → 0. Επομένως, sup
x∈R

|f(x)− sN (x)| → 0, για N → ∞, και άρα η σειρά

∞∑
n=−∞

ane
inx
συγκλίνει ομοιόμορφα στην f στο R. Η συνάρτηση f είναι συνεχής

ως το ομοιόμορφο όριο των συνεχών συναρτήσεων sN (x).

Επομένως, αφού
∞∑

n=−∞
r|n| <∞, 0 ≤ r < 1,

από την Πρόταση 1.29 έχουμε ότι η τριγωνομετρική σειρά

∞∑
n=−∞

r|n|eint

συγκλίνει ομοιόμορφα στον Pr, δηλαδή για σταθεροποιημένο r < 1 τα μερικά της
αθροίσματα συγκλίνουν ομοιόμορφα στον Pr.

Για κάθε n ∈ Z, είναι

P̂r(n) =
1

2π

∫ π

−π
Pr(e

it)e−int dt =
1

2π

∫ π

−π

( ∞∑
m=−∞

r|m|eimt

)
e−int dt.

΄Ομως, από την Πραγματική Ανάλυση, γνωρίζουμε ότι η ομοιόμορφη σύγκλιση

επιτρέπει την εναλλαγή σειράς μεταξύ άθροισης και ολοκλήρωσης, άρα

P̂r(n) =

∞∑
m=−∞

r|m|
(

1

2π

∫ π

−π
ei(m−n)tdt

)
= r|n|.

Συνεπώς, έχουμε

Pr(e
it) =

∞∑
n=−∞

r|n|eint =

∞∑
n=−∞

P̂r(n)e
int,

δηλαδή ο πυρήνας Poisson είναι ίσος με τη σειρά Fourier του σε κάθε σημείο του
μοναδιαίου κύκλου T.
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1.2.3 Συνέλιξη στο T

΄Εστω f, g ∈ L1(T). Τότε, από το Θεώρημα του Tonelli, έχουμε∫ π

−π

(∫ π

−π
|f(eiτ )g(ei(t−τ))| dτ

)
dt =

∫ π

−π
|f(eiτ )|

(∫ π

−π
|g(ei(t−τ))| dt

)
dτ

=

(∫ π

−π
|f(eiτ )| dτ

)(∫ π

−π
|g(eis)| ds

)
.

΄Αρα, αφού f, g ∈ L1(T), έχουμε∫ π

−π

(∫ π

−π
|f(eiτ )g(ei(t−τ))| dτ

)
dt <∞

=⇒
∫ π

−π
|f(eiτ )g(ei(t−τ))| dτ < ∞, για σ.κ. eit ∈ T. ΄Ετσι, ορίζουμε τη

συνέλιξη δύο συναρτήσεων f, g ∈ L1(T) ως εξής:

(f ∗ g)(eit) = 1

2π

∫ π

−π
f(eiτ )g(ei(t−τ)) dτ , σχεδόν για κάθε eit ∈ T.

Ο παραπάνω υπολογισμός μας δείχνει ότι η f ∗ g ∈ L1(T) με

∥f ∗ g∥1 ≤ ∥f∥1∥g∥1.

Για παράδειγμα ισχύει ότι snf(x) = f ∗Dn. Επίσης, θέτοντας

σN (f)(x) =
s0f(x) + · · ·+ sN−1f(x)

N

έχουμε

σN (f)(x) =
f ∗D0 + · · ·+ f ∗DN−1(x)

N
= (f ∗ FN )(x),

όπου FN (x) =
D0(x)+···+DN−1(x)

N είναι ο πυρήνας του Fejer.

Θεώρημα 1.30. ΄Εστω f, g ∈ L1(T). Τότε f̂ ∗ g(n) = f̂(n)ĝ(n).

Απόδειξη. Εξ ορισμού είναι

f̂ ∗ g(n) = 1

2π

∫ π

−π
(f ∗ g)(eit)e−int dt

=
1

2π

∫ π

−π

(
1

2π

∫ π

−π
f(eiτ )g(ei(t−τ)) dτ

)
e−int dt.
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Τότε, από το Θεώρημα του Fubini, έχουμε

f̂ ∗ g(n) = 1

2π

∫ π

−π
f(eiτ )e−inτ

(
1

2π

∫ π

−π
g(ei(t−τ))e−in(t−τ) dt

)
dτ

=

(
1

2π

∫ π

−π
f(eiτ )e−inτ dτ

)(
1

2π

∫ π

−π
g(eiθ)e−inθ dθ

)
= f̂(n)ĝ(n).

Εν συνεχεία αναφέρουμε κάποες βασικές ιδιότητες της συνέλιξης.

Για κάθε f, g, h ∈ L1(T) και a ∈ C ισχύουν τα ακόλουθα:

1. μεταθετικότητα: f ∗ g = g ∗ f

2. προσεταιριστικότητα: f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h

3. επιμεριστικότητα: f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h

4. ομογένεια: f ∗ (ag) = (af) ∗ g = a(f ∗ g).

Δηλαδή, ο L1(T) εφοδιασμένος με την πράξη της συνέλιξης είναι μία μεταθετική
άλγεβρα Banach 1.

Για παράδειγμα ένας τρόπος απόδειξης για το 1. είναι ο εξής:

Χρησιμοποιώντας το Θεώρημα 1.30 έχουμε

(̂f ∗ g)(n) = f̂(n)ĝ(n) = ĝ(n)f̂(n) = (̂g ∗ f)(n).

Τότε, από το Θεώρημα Μοναδικότητας στον L1(T), έπεται ότι

f ∗ g = g ∗ f.

Με παρόμοιο τρόπο μπορούν να αποδειχτούν και οι υπόλοιπες ιδιότητες.

Λήμμα 1.31. ΄Εστω f ∈ L1(T) και ϕ(t) = eint για κάποιον ακέραιο n. Τότε

(ϕ ∗ f)(t) = f̂(n)eint.
1
Μία μιγαδική άλγεβρα Banach είναι μία άλγεβρα A πάνω από το σώμα C των μιγαδικών

αριθμών εφοδιασμένη με μία νόρμα ∥ · ∥ ώστε η (A, ∥ · ∥) να είναι χώρος Banach και να ισχύει

∥xy∥ ≤ ∥x∥∥y∥, ∀x, y ∈ A.
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Απόδειξη. Είναι

(ϕ ∗ f)(t) = 1

2π

∫ π

−π
f(τ)ein(t−τ) dτ = eint

1

2π

∫ π

−π
f(τ)e−inτ dτ = f̂(n)eint.

Πόρισμα 1.32. Αν f ∈ L1(T) και k(t) =
N∑

n=−N

ane
int
, τότε

(k ∗ f)(t) =
N∑

k=−N

anf̂(n)e
int.

Η ανισότητα του Young.

Θεώρημα 1.33. (Ανισότητα Young) ΄Εστω f ∈ Lr(T), g ∈ Ls(T), 1 ≤ r, s ≤
∞ και 1r +

1
s ≥ 1. ΄Εστω 1

p = 1
r +

1
s − 1. Τότε

f ∗ g ∈ Lp(T) και ∥f ∗ g∥p ≤ ∥f∥r∥g∥s.

Πόρισμα 1.34. ΄Εστω f ∈ Lp(T), 1 ≤ p ≤ ∞, και έστω g ∈ L1(T). Τότε

f ∗ g ∈ Lp(T) και ∥f ∗ g∥p ≤ ∥f∥p∥g∥1.

Πόρισμα 1.35. ΄Εστω f ∈ Lp(T) και g ∈ Lq(T), όπου q είναι ο συζυγής
εκθέτης του p. Τότε η (f ∗ g)(eit) είναι καλά ορισμένη για κάθε eit ∈ T,

f ∗ g ∈ C(T) και ∥f ∗ g∥∞ ≤ ∥f∥p∥g∥q.

Συνέλιξη για Borel μέτρα στο T.

Συνεχίζουμε με την επέκταση του ορισμού της συνέλιξης για Borel μέτρα στο T.

΄Εστω µ, ν ∈ M(T) και ορίζουμε Λ : C(T) → C με τύπο

Λ(ϕ) =

∫
T

∫
T
ϕ
(
ei(t+τ)

)
dµ(eit) dν(eiτ ), ϕ ∈ C(T).

Η απεικόνιση Λ είναι γραμμική και ικανοποεί

|Λ(ϕ)| ≤
∫
T

∫
T
|ϕ(ei(t+τ))| d|µ|(eit) d|ν|(eiτ ) ≤ ∥ϕ∥∞

∫
T
d|µ|(eit)

∫
T
d|ν|(eiτ ),

δηλαδή

|Λ(ϕ)| ≤ ∥µ∥∥ν∥∥ϕ∥∞ =⇒ ∥Λ∥ ≤ ∥µ∥∥ν∥.
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Συνολικά, λοιπόν, έχουμε ότι το Λ είναι φραγμένο γραμμικό συναρτησοειδές στο
χώρο C(T). ΄Ετσι, από το Θεώρημα Αναπαράστασης του Riesz, υπάρχει μοναδικό
Borel μέτρο, το οποίο συμβολίζουμε με µ ∗ ν, και καλούμε συνέλιξη των µ και
ν, τέτοιο ώστε

Λ(ϕ) =

∫
T
ϕ(eit) d(µ ∗ ν)(eit), ϕ ∈ C(T), και ∥Λ∥ = ∥µ ∗ ν∥.

Επομένως, το µ ∗ ν ορίζεται έτσι ώστε∫
T
ϕ(eit) d(µ ∗ ν)(eit) =

∫
T

∫
T
ϕ
(
ei(t+τ)

)
dµ(eit) dν(eiτ ),∀ϕ ∈ C(T)

και αφού ∥Λ∥ ≤ ∥µ∥∥ν∥ έχουμε την ανισοτική σχέση ∥µ ∗ ν∥ ≤ ∥µ∥∥ν∥.

Θεώρημα 1.36. ΄Εστω µ, ν ∈ M(T). Τότε µ̂ ∗ ν(n) = µ̂(n)ν̂(n), n ∈ Z.

Απόδειξη. Σταθεροποιούμε n ∈ Z και θέτουμε ϕ(eit) = e−int
στην ισότητα∫

T
ϕ(eit) d(µ ∗ ν)(eit) =

∫
T

∫
T
ϕ(ei(t+τ)) dµ(eit) dν(eiτ ), ∀ϕ ∈ C(T).

Τότε, έχουμε

µ̂ ∗ ν(n) =
∫
T

∫
T
e−in(t+τ) dµ(eit) dν(eiτ ) =

∫
T
e−int dµ(eit)

∫
T
e−inτ dν(eiτ ),

δηλαδή

µ̂ ∗ ν(n) = µ̂(n)ν̂(n), n ∈ Z.

Θεώρημα 1.37. ΄Εστω µ ∈ M(T) και f ∈ L1(T). ΄Εστω επίσης

dν(eit) = f(eit) dt.

Τότε το µ ∗ ν είναι απόλυτα συνεχές ως προς το μέτρο Lebesgue και ισχύει

d(µ ∗ ν)(eit) =
(∫

T
f(ei(t−τ)) dµ(eiτ )

)
dt.

Απόδειξη. ∀ϕ ∈ C(T) έχουμε∫
T
ϕ(eit) d(µ ∗ ν)(eit) =

∫
T

∫
T
ϕ(ei(t+τ)) dµ(eit) dν(eiτ )

=

∫
T

∫
T
ϕ(ei(t+τ)) dµ(eit)f(eiτ ) dτ =

∫
T
ϕ(eis)

(∫
T
f(ei(s−t)) dµ(eit)

)
ds.
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΄Ετσι, από τη μοναδικότητα του Θεωρήματος Αναπαράστασης του Riesz, έχουμε

d(µ ∗ ν)(eis) =
(∫

T
f(ei(s−t)) dµ(eit)

)
ds.

1.3 Το Θεώρημα Κυρτότητας του Hardy

Σκοπός μας για αυτή την ενότητα είναι η απόδειξη του Θεωρήματος Κυρτότητας

του Hardy το οποίο θεωρείται ως η αφετηρία της θεωρίας των χώρων Hardy.
Είναι απαραίτητο όμως πρώτα να παρουσιάσουμε (κυρίως χωρίς αποδείξεις) τη

βασική θεωρία των υποαρμονικών συναρτήσεων.

1.3.1 ΄Ανω Ημισυνεχείς Συναρτήσεις

Ορισμός 1.38. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος.

1. Λέμε ότι μία συνάρτηση u : X → [−∞,∞) είναι άνω ημισυνεχής αν
το σύνολο {x ∈ X : u(x) < c} είναι ανοιχτό στο X, για κάθε c ∈ R.

2. Μία συνάρτηση v : X → (−∞,∞] θα λέγεται κάτω ημισυνεχής αν η
−v είναι άνω ημισυνεχής.

Σημειώνουμε ότι μία πραγματική συνάρτηση είναι συνεχής ανν είναι άνω και κάτω

ημισυνεχής.

Πρόταση 1.39. ΄Εστω u : X → [−∞,∞) μία συνάρτηση σε έναν τοπολογικό
χώρο X. Τότε η u είναι άνω ημισυνεχής αν και μόνον αν

∀x ∈ X και για κάθε δίκτυο xa → x =⇒ lim sup
a

u(xa) ≤ u(x).

Απόδειξη. Για το ευθύ: ΄Εστω x ∈ X και δίκτυο xa → x. Σταθεροποιούμε c με
u(x) < c. Το σύνολο

U = {y : u(y) < c}

είναι ανοιχτό. (λόγω της άνω ημισυνέχειας της u.) Συνεπώς, αφού x ∈ U και
λόγω της συγκλίσης του δικτύου xa στο x, υπάρχει a0 έτσι ώστε

xβ ∈ U,∀β ≥ a0.
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Τότε, αφού το xβ ∈ U,∀β ≥ a0, ισχύει ότι u(xβ) < c,∀β ≥ a0, και έχουμε

lim sup
a

u(xa) = inf sup
β≥a

u(xβ) ≤ sup
β≥a0

u(xβ) ≤ c,∀c > u(x).

Επομένως, lim sup
a

u(xa) ≤ u(x).

Για το αντίστροφο: ΄Εστω c ∈ R. Θεωρούμε το σύνολο

F = {x ∈ X : u(x) ≥ c}

και έστω {ya} δίκτυο στο F με ya → x στον X. Αφού το {ya} είναι δίκτυο στο
F ισχύει ότι u(ya) ≥ c,∀a.

΄Ετσι,

c ≤ lim sup
a

u(ya) ≤ u(x).

Δηλαδή, το x ∈ F και άρα το F είναι κλειστό. Επομένως, το σύνολο

{x ∈ X : u(x) < c}

είναι ανοιχτό για κάθε c ∈ R και συνεπώς η u είναι άνω ημισυνεχής.

Πρόταση 1.40. ΄Εστω u άνω ημισυνεχής συνάρτηση σε έναν τοπολογικό χώρο
X, και έστω K συμπαγές υποσύνολο του X. Τότε υπάρχει x0 ∈ K τέτοιο ώστε

u(x) ≤ u(x0),∀x ∈ K.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ K. Τότε x ∈ X. ΄Αρα, u(x) < ∞ και άρα θα υπάρχει

φυσικός αριθμός n0 ώστε u(x) < n0.

Επομένως,

K ⊂
∞⋃
n=1

{x ∈ X : u(x) < n}.

΄Ομως, λόγω της άνω ημισυνέχειας της u, κάθε σύνολο {x ∈ X : u(x) < n} είναι
ανοιχτό, και άρα αυτά τα σύνολα αποτελούν ανοιχτό κάλυμμα του συμπαγούς

συνόλου K. ΄Ετσι, το K θα έχει πεπερασμένο υποκάλυμμα:

K ⊂
N⋃

n=1

{x ∈ X : u(x) < n}.

΄Αρα, για κάθε x ∈ K ισχύει u(x) ≤ N =⇒ sup
x∈K

u(x) ≤ N .
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΄Εστω M = sup
x∈K

u(x). Αφού η u είναι άνω ημισυνεχής τα σύνολα

{
x ∈ K : u(x) < M − 1

n

}
είναι ανοιχτά και άρα τα συμπληρώματα τους

Fn =
{
x ∈ K : u(x) ≥M − 1

n

}
είναι κλειστά σύνολα. Επομένως, κάθε Fn είναι συμπαγές σύνολο. (ως κλειστό

υποσύνολο του συμπαγούς K.) Επίσης, ισχύουν Fn ̸= ∅ και Fn+1 ⊂ Fn, για

n ≥ 1. ΄Αρα,
∞⋂
n=1

Fn = {x ∈ K : u(x) =M} ≠ ∅.

Συνεπώς, υπάρχει τουλάχιστον ένα x0 ∈ K ώστε u(x0) = M , δηλαδή για κάθε
x ∈ K ισχύει u(x) ≤M = u(x0).

Επίσης, σημειώνουμε ότι οι άνω ημισυνεχείς συναρτήσεις μπορούν να προσεγγι-

στούν κατά σημείο στα συμπαγή σύνολα από μία φθίνουσα ακολουθία συνεχών

συναρτήσεων. Συγκεκριμένα, ισχύει:

Θεώρημα 1.41. ΄ΕστωG ανοιχτό υποσύνολο του C και έστω u : G→ [−∞,∞)
άνω ημισυνεχής στο G. Τότε, αν K ⊂ G είναι συμπαγές, υπάρχει ακολουθία
συνεχών συναρτήσεων un : K → R, n ≥ 1, τέτοια ώστε u1 ≥ u2 ≥ · · · ≥ u στο
K και

lim
n
un(z) = u(z),∀z ∈ K.

1.3.2 Υποαρμονικές Συναρτήσεις

Ορισμός 1.42. ΄Εστω G ⊂ C ανοιχτό. Μία συνάρτηση u : G → [−∞,∞)
λέγεται υποαρμονική αν είναι άνω ημισυνεχής και για κάθε z ∈ G υπάρχει
rz > 0 με

D(z, rz) ⊂ G,

έτσι ώστε

u(z) ≤ 1

2π

∫ 2π

0
u(z + reiθ) dθ, όταν r < rz.

Συνεχίζουμε τώρα με την Αρχή Μεγίστου σύφμωνα με την οποία μία υποαρμονική

συνάρτηση σε ένα domain δεν μπορεί να λαμβάνει μέγιστη τιμή εκτός και αν είναι
σταθερή. Συγκεκριμένα:
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Θεώρημα 1.43. ΄Εστω D ⊂ C domain και u υποαρμονική συνάρτηση στο D.
Τότε, αν υπάρχει z0 ∈ D, τέτοιο ώστε

u(z) ≤ u(z0), ∀z ∈ D,

η συνάρτηση u είναι σταθερή.

Θεώρημα 1.44. ΄Εστω u άνω ημισυνεχής συνάρτηση σε ένα domain D με
τιμές στο [−∞,∞). Τότε η u είναι υποαρμονική αν και μόνο αν για κάθε δίσκο ∆
με ∆ ⊂ D, και κάθε συνεχή συνάρτηση v στο ∆ και αρμονική στο ∆, η συνθήκη

u ≤ v στο ∂∆ =⇒ u ≤ v στο ∆.

Συνεχίζουμε παραθέτοντας χωρίς απόδειξη έναν χαρακτηρισμό για τις υποαρμο-

νικές συναρτήσεις.

Θεώρημα 1.45. ΄Εστω ανοιχτό G ⊂ C και έστω u : G → [−∞,∞) άνω
ημισυνεχής. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

1. Η u είναι υποαρμονική στο G.

2. Για κάθε φραγμένο υπο-domainD μεD ⊂ G και κάθε αρμονική συνάρτηση
v στο D, αν

lim sup
z→ζ
z∈D

(u(z)− v(z)) ≤ 0,∀ζ ∈ ∂D,

τότε u(z) ≤ v(z).

3. Αν z ∈ G και D(z,R) ⊂ G, τότε

u(z + reiθ) ≤ 1

2π

∫ π

−π

R2 − r2

R2 + r2 − 2Rr cos(θ − t)
u(z +Reit) dt,

για κάθε 0 ≤ r < R και κάθε θ.

Παίρνοντας r = 0 στο 3. του Θεωρήματος 1.45 έχουμε το παρακάτω Πόρισμα.

Πόρισμα 1.46. (Global Submean Inequality) Αν u είναι υποαρμονική συνάρ-
τηση σε ένα ανοιχτό σύνολο G του C, και αν

D(z, r) ⊂ G,

τότε

u(z) ≤ 1

2π

∫ 2π

0
u(z + reiθ) dθ.
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Θεώρημα 1.47. ΄Εστω T συμπαγής τοπολογικός χώρος και έστω D ⊂ C
ανοιχτό. Υποθέτουμε ότι u : D × T → [−∞,∞) έχεις τις ακόλουθες ιδιότητες:

1. Η u είναι άνω ημισυνεχής στο D × T .

2. Για κάθε σταθεροποιημένο t ∈ T , ut(z) = u(z, t), z ∈ D, σαν συνάρτηση
του z, είναι υποαρμονική στο D.

΄Εστω u(z) = sup
t∈T

ut(z). Τότε η u είναι υποαρμονική στο D.

Θεώρημα 1.48. ΄Εστω (X,A, µ) χώρος μέτρου, µ ≥ 0, µ(X) < ∞ και έστω
D ⊂ C ανοιχτό. Υποθέτουμε ότι u : D × X → [−∞,∞) έχεις τις ακόλουθες
ιδιότητες:

1. Η u είναι μετρήσιμη στο D ×X.

2. Για κάθε σταθεροποιημένο t ∈ X, u(z, t), σαν συνάρτηση του z, είναι
υποαρμονική στο D.

3. Για κάθε z ∈ D υπάρχει rz > 0 ώστε D(z, rz) ⊂ D με

sup
D(z,rz)×X

u(w, t) <∞.

΄Εστω u(z) =

∫
X
u(z, t) dµ(t), z ∈ D. Τότε η u είναι υποαρμονική στο D.

Απόδειξη. Υποθέτουμε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι το µ είναι μέτρο πιθα-
νότητας. Θα δείξουμε αρχικά ότι η u είναι άνω ημισυνεχής συνάρτηση στο D.
Σταθεροποιούμε z ∈ D και θέτουμε

Mz = sup
D(z,rz)×X

u(w, t).

Από την υπόθεση 3. έχουμε u(z) ≤ Mz < ∞. Αφού λοιπόν η u είναι άνω
φραγμένη στοD μπορούμε να υποθέσουμε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι u ≤ 0
στο D ×X.

Τότε, κάνοντας χρήση του Λήμματος Fatou, έχουμε

Mz − u(z) =

∫
X
(Mz − u(z, t)) dµ(t) ≤

∫
X
(Mz − lim sup

w→z
u(w, t)) dµ(t)

=

∫
X
lim inf
w→z

(Mz − u(w, t)) dµ(t) ≤ lim inf
w→z

∫
X
(Mz − u(w, t)) dµ(t)

= lim inf
w→z

(Mz − u(w)) =Mz − lim sup
w→z

u(w).
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Αφού το Mz <∞ μπορεί να απλοποιηθεί και έτσι έχουμε

lim sup
w→z

u(w) ≤ u(z), z ∈ D.

΄Αρα, η u είναι άνω ημισυνεχής στο D.

Συνεχίζουμε δείχνοντας ότι η u ικανοποιεί την submean inequality.

΄Εστω r < rz. Τότε είναι

Mz −
1

2π

∫ π

−π
u(z + reiθ) dθ =

1

2π

∫ π

−π
Mz dθ −

1

2π

∫ π

−π
u(z + reiθ) dθ

=
1

2π

∫ π

−π
(Mz − u(z + reiθ)) dθ

=
1

2π

∫ π

−π

{∫
X
(Mz − u(z + reiθ, t)) dµ(t)

}
dθ

=

∫
X

{
1

2π

∫ π

−π
(Mz − u(z + reiθ, t)) dθ

}
dµ(t)

≤
∫
X
(Mz − u(z, t)) dµ(t) =Mz − u(z).

Επομένως, για κάθε r < rz ισχύει

u(z) ≤ 1

2π

∫ π

−π
u(z + reiθ) dθ

και άρα αφού η u είναι και άνω ημισυνεχής στο D με u(z) <∞ εξ ορισμού έπεται
ότι η u είναι υποαρμονική στο D.

Από το ακόλουθο αποτέλεσμα έπεται ότι οι υποαρμονικές συναρτήσεις είναι ολο-

κληρώσιμες πάνω στους κύκλους.

Πρόταση 1.49. ΄Εστω u υποαρμονική συνάρτηση σε ένα domain D ⊂ C και
υποθέτουμε ότι η u δεν είναι ταυτοτικά ίση με −∞. Τότε, για

D(z, r) ⊂ D,

έχουμε

1

2π

∫ 2π

0
u(z + reiθ) dθ > −∞.
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Πρόταση 1.50. ΄Εστω v υποαρμονική συνάρτηση στο DR ⊂ C, και έστω
επίσης

u(r) =
1

2π

∫ π

−π
v(reiθ) dθ, r ∈ [0, R).

Τότε η u είναι αύξουσα συνάρτηση του r.

Απόδειξη. ΄Εστω 0 ≤ r1 < r2 < R. Θα δείξουμε ότι u(r1) ≤ u(r2).

Το DR είναι ανοιχτό υποσύνολο του C, η v είναι άνω ημισυνεχής στο DR (ως

υποαρμονική εκεί) και το ∂D(0, r2) είναι συμπαγές υποσύνολο του DR, άρα από

το Θεώρημα 1.41 υπάρχει ακολουθία συνεχών συναρτήσεων στο ∂D(0, r2) τέτοια
ώστε:

u1 ≥ · · · ≥ un ≥ · · · ≥ v και lim
n
un(z) = v(z),∀z ∈ ∂D(0, r2).

Τώρα, για κάθε n, θα συμβολίζουμε επίσης με un τη συνεχή συνάρτηση στο

D(0, r2), που είναι αρμονική στο D(0, r2) και η οποία ταυτίζεται με την αρχική

un στο ∂D(0, r2). Τότε, αφού η v είναι υποαρμονική στο DR και για τον δίσκο

D(0, r2) με D(0, r2) ⊂ DR και την συνεχή συνάρτηση un στο D(0, r2) και
αρμονική στο D(0, r2) έχουμε τη συνθήκη v ≤ un στο ∂D(0, r2) από το Θε-
ώρημα 1.44 έπεται ότι v ≤ un στο D(0, r2). ΄Αρα, θα είναι και v ≤ un στο
∂D(0, r1) ⊂ D(0, r2).

΄Ετσι, έχουμε ότι

u(r1) =
1

2π

∫ π

−π
v(r1e

iθ) dθ ≤ 1

2π

∫ π

−π
un(r1e

iθ) dθ.

΄Ομως, η un είναι αρμονική στο D(0, r2) και ο κύκλος ∂D(0, r1) ⊂ D(0, r2), άρα
από το Θεώρημα 1.11 έχουμε

1

2π

∫ π

−π
un(r1e

iθ) dθ = un(0).

΄Επειτα, κάνοντας ξανά εφαρμογή του Θεωρήματος 1.11, έχουμε

un(0) =
1

2π

∫ π

−π
un(r2e

iθ) dθ.

Δηλαδή,

u(r1) ≤
1

2π

∫ π

−π
un(r2e

iθ) dθ =⇒ u(r1) ≤ lim
n

1

2π

∫ π

−π
un(r2e

iθ) dθ.
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Συνεπώς, από το Θεώρημα Μονότονης Σύγκλισης, έχουμε

u(r1) ≤
1

2π

∫ π

−π
v(r2e

iθ) dθ = u(r2).

Θεώρημα 1.51. ΄Εστω {un}n≥1 υποαρμονικές συναρτήσεις σε ένα ανοιχτό

σύνολο G στο C, και υποθέτουμε ότι u1 ≥ u2 ≥ · · · στο G. Τότε u := limun
είναι υποαρμονική συνάρτηση στο G.

Απόδειξη. Για κάθε a ∈ R ισχύει ότι

{z : u(z) < a} =
⋃
n

{z : un(z) < a}.

΄Ομως, οι (un)n≥1 ως υπαρμονικές είναι άνω ημισυνεχείς και άρα κάθε σύνολο

{z : un(z) < a}

είναι ανοιχτό. Συνεπώς, για κάθε a ∈ R το σύνολο {z : u(z) < a} είναι ανοιχτό
(ως ένωση ανοιχτών συνόλων) και άρα η u είναι άνω ημισυνεχής συνάρτηση.

Τώρα, αν D(z, r) ⊂ G, τότε για κάθε n ≥ 1 από την global submean inequality
έχουμε

un(z) ≤
1

2π

∫ 2π

0
un(z + reiθ) dθ.

Αφήνουμε το n→ ∞ και εφαρμόζουμε το Θεώρημα Μονότονης Σύγκλισης ώστε

u(z) ≤ 1

2π

∫ 2π

0
u(z + reiθ) dθ.

Επομένως, η u είναι υποαρμονική στο G.

1.3.3 Ακτινικές Υποαρμονικές Συναρτήσεις

Ορισμός 1.52. Μία υποαρμονική συνάρτηση u στο δίσκο DR καλείται ακτι-

νική αν

u(z) = u(|z|), ∀z ∈ DR.
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Χρησιμοποιώντας το Θεώρημα 1.47 μπορούμε δοθέντος μιας υποαρμονικής συ-
νάρτησης σε ένα δίσκο να δημιουργήσουμε μία ακτινική υποαρμονική συνάρτηση

παίρνοντας το supremum της πάνω από κάθε κύκλο.

Πόρισμα 1.53. ΄Εστω u υποαρμονική συνάρτηση στο DR και έστω επίσης

u(z) = sup
θ
u(|z|eiθ).

Τότε η u είναι ακτινική υποαρμονική συνάρτηση στο DR.

Επίσης, χρησιμοποιώντας το Θεώρημα 1.48, μπορούμε δοθέντος μιας υποαρμο-
νικής συνάρτησης σε ένα δίσκο να δημιουργήσουμε μία ακτινική υποαρμονική

συνάρτηση παίρνοντας τον ολοκληρωτικό της μέσο πάνω από κάθε κύκλο.

Πόρισμα 1.54. ΄Εστω u υποαρμονική συνάρτηση στο δίσκο DR και έστω ε-

πίσης

u(z) =
1

2π

∫ π

−π
u(zeiθ) dθ, z ∈ DR.

Τότε η u είναι ακτινική υποαρμονική συνάρτηση στο δίσκο DR.

1.3.4 Λογαριθμική Κυρτότητα

Ορισμός 1.55. Λέμε ότι μία συνάρτηση u(r) είναι κυρτή συνάρτηση τύπου
log(r) αν η u ικανοποιεί:

u(r) ≤ log r2 − log r

log r2 − log r1
u(r1) +

log r − log r1
log r2 − log r1

u(r2), όταν r1 < r < r2,

όπου τα r, r1 και r2 ανήκουν στο πεδίο ορισμού της u.

Το ακόλουθο αποτέλεσμα χαρακτηρίζει όλες τις ακτινικές υποαρμονικές συναρ-

τήσεις.

Θεώρημα 1.56. ΄Εστω u : DR → [−∞,∞) ακτινική συνάρτηση, και υπο-
θέτουμε ότι u ̸≡ −∞. Τότε η u είναι υποαρμονική συνάρτηση στο DR αν και

μόνο αν η u(r) είναι αύξουσα κυρτή συνάρτηση τύπου log(r), 0 < r < R, με
lim
r→0

u(r) = u(0).

Θεώρημα 1.57. (Hardy) ΄Εστω F ολόμορφη συνάρτηση στο δίσκο DR και

έστω 0 < p < ∞. Τότε η log(∥Fr∥p) είναι αύξουσα κυρτή συνάρτηση τύπου
log r.
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Απόδειξη. Είναι

∥Fr∥pp =
1

2π

∫ π

−π
|F (reiθ)|p dθ.

Από την υπόθεση του Θεωρήματος έχουμε ότι η F είναι ολόμορφη στο δίσκο
DR. ΄Αρα, η |F |p είναι υποαρμονική στο DR και από την Πρόταση 1.50 έπεται ότι
η ∥Fr∥p είναι αύξουσα συνάρτηση του r. Τώρα, αφού η |F |p είναι υποαρμονική
στο DR, από το Πόρισμα 1.54, η ∥Fr∥p είναι ακτινική συνάρτηση. ΄Αρα, από το
Θεώρημα 1.56, η ∥Fr∥p είναι κυρτή συνάρτηση τύπου log r.

Σταθεροποιούμε λ ∈ R. Αφού η F είναι ολόμορφη στο DR, η v(z) = |z|λ|F (z)|p
είναι υποαρμονική συνάρτηση στο DR \ {0} και ισχύει

u(r) :=
1

2π

∫ π

−π
v(reiθ) dθ =

rλ

2π

∫ π

−π
|F (reiθ)|p dθ = rλ∥Fr∥pp.

Σταθεροποιούμε r, r1 και r2 με 0 < r1 < r < r2 < R. Τότε, αφού η v(z) είναι
υποαρμονική συνάρτηση στο DR \ {0}, από το Πόρισμα 1.54 και Θεώρημα 1.56,
έπεται ότι η u(r) είναι κυρτή συνάρτηση τύπου log r.

΄Αρα,

u(r) ≤ log r2 − log r

log r2 − log r1
u(r1) +

log r − log r1
log r2 − log r1

u(r2).

Θέτουμε

m1 =
log r2 − log r

log r2 − log r1
και m2 =

log r − log r1
log r2 − log r1

.

Ισχύει

r = rm1
1 rm2

2 .

Τώρα, από την ανισότητα αριθμητικού - γεωμετρικού μέσου, έχουμε

u(r1)
m1u(r2)

m2 ≤ m1u(r1) +m2u(r2)

με την ισότητα να ισχύει ανν u(r1) = u(r2). Επιλέγουμε λ ώστε u(r1) = u(r2)
και έτσι έχουμε ισότητα στην ανισότητα ΑΜ-ΓΜ:

m1u(r1) +m2u(r2) = u(r1)
m1u(r2)

m2 = rλ(∥Fr1∥pp)m1(∥Fr2∥pp)m2 .

΄Αρα, από την u(r) ≤ m1u(r1) +m2u(r2), έχουμε

rλ∥Fr∥pp ≤ rλ(∥Fr1∥pp)m1(∥Fr2∥pp)m2

=⇒ p log(∥Fr∥p) ≤ m1 log(∥Fr1∥pp) +m2 log(∥Fr2∥pp).
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Επομένως,

log(∥Fr∥p) ≤
log r2 − log r

log r2 − log r1
log(∥Fr1∥p) +

log r − log r1
log r2 − log r1

log(∥Fr2∥p).
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ2
Μέσοι Abel-Poisson

2.1 Μέσοι Abel-Poisson για σειρές Fourier

Ορισμός 2.1. ΄Εστω f ∈ L1(T) και ας είναι επίσης

U(reiθ) =
1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)f(t) dt,∀reθ ∈ D.

Η συνάρτηση U που ορίζεται στο D καλείται το ολοκλήρωμα Poisson της f .

Μερικές φορές για το ολοκλήρωμα Poisson της f θα χρησιμοποιούμε το συμβο-
λισμό U = P [f ].

Θεώρημα 2.2. ΄Εστω συνάρτηση f ∈ L1(T). Τότε το ολοκλήρωμα Poisson
της f είναι αρμονική συνάρτηση στο D.

Απόδειξη. Το ολοκλήρωμα Poisson της f είναι

P [f ](reiθ) =
1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)f(t) dt =

1

2π

∫ π

−π

∞∑
n=−∞

r|n|ein(θ−t)f(t) dt.

Από την Πρόταση 1.29 έχουμε ότι η τριγωνομετρική σειρά
∞∑

n=−∞
r|n|eint συγκλίνει

ομοιόμορφα και επομένως μπορούμε να γράψουμε ότι

P [f ](reiθ) =
∞∑

n=−∞
r|n|

1

2π

∫ π

−π
einθe−intf(t) dt =

∞∑
n=−∞

r|n|f̂(n)einθ.
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Κάθε r|n|einθ είναι αρμονική συνάρτηση, άρα η

n∑
k=−n

r|k|f̂(k)eikθ είναι μία ακο-

λουθία αρμονικών συναρτήσεων η οποία συγκλίνει ομοιόμορφα στην

∞∑
n=−∞

r|n|f̂(n)einθ.

Από την Πρόταση 1.12 έπεται ότι το ολοκλήρωμα Poisson της f είναι αρμονική
συνάρτηση στο D.

Σημειώνουμε ότι το παραπάνω αποτέλεσμα ισχύει γενικότερα για μία συνάρτηση

f ∈ Lp(T), όπου το 1 ≤ p ≤ ∞. Συγκεκριμένα έχουμε το ακόλουθο θεώρημα.

Θεώρημα 2.3. ΄Εστω συνάρτηση f ∈ Lp(T), 1 ≤ p ≤ ∞, και έστω

u(reiθ) =
1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)f(t) dt, 0 ≤ r < 1, θ ∈ [−π, π].

Τότε η u(z) είναι αρμονική συνάρτηση στο D. Επίσης, αν p <∞, έχουμε∫ π

−π
|u(reit)|pdt ≤

∫ π

−π
|f(t)|p dt,∀r < 1

και αν p = ∞ ισχύει
|u(z)| ≤ ∥f∥∞, ∀z ∈ D.

Απόδειξη. ΄Εστω συνάρτηση f ∈ Lp(T), 1 ≤ p ≤ ∞. Γνωρίζουμε ότι

Lp(T) ⊂ L1(T), ∀p ∈ (1,+∞].

Επομένως, η f ∈ L1(T) και έτσι από το Θεώρημα 2.2 έχουμε άμεσα ότι το
ολοκλήρωμα Poisson της f , δηλαδή η u(z), είναι αρμονική συνάρτηση στο D.

΄Εστω p <∞. Τότε, κάνοντας χρήση της ανισότητας Minkowski, παίρνουμε

∥u(reiθ)∥p ≤
1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)∥f∥p dt = ∥f∥p

1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t) dt = ∥f∥p

=⇒
∫ π

−π
|u(reit)|pdt ≤

∫ π

−π
|f(t)|p dt,∀r < 1.

Η ανισότητα |u(z)| ≤ ∥f∥∞ όταν p = ∞ είναι φανερή.
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Θεώρημα 2.4. ΄Εστω ∑
n∈Z

|an| <∞

και έχουμε έτσι μία απόλυτα συγκλίνουσα σειρά Fourier

g(θ) =
∑
n∈Z

ane
inθ.

Τότε για κάθε f ∈ L1(T) ισχύει

(f ∗ g)(θ) =
∑
n∈Z

anf̂(n)e
inθ.

Απόδειξη. ΄Εχουμε

f(θ − ϕ)g(ϕ) = f(θ − ϕ)
∑
n∈Z

ane
inϕ =

∑
n∈Z

ane
inϕf(θ − ϕ).

΄Αρα, ∫
T
f(θ − ϕ)g(ϕ) dϕ =

∫
T
lim
N

N∑
n=−N

ane
inϕf(θ − ϕ) dϕ.

Η

∑
n∈Z

ane
inϕf(θ − ϕ) είναι μία σειρα συναρτήσεων του L1(T) η οποία είναι συ-

γκλίνουσα και φραγμένη κατά σημείο από τη συνάρτηση |f(θ − ϕ)|
∑
n∈Z

|an| η

οποία είναι ολοκληρώσιμη αφού η f ∈ L1(T) και
∑
n∈Z

|an| < ∞. Επομένως, από

το Θεώρημα Κυριαρχημένης Σύγκλισης του Lebesgue, θα έχουμε

∫
T
f(θ − ϕ)g(ϕ) dϕ = lim

N

N∑
n=−N

∫
T
ane

inϕf(θ − ϕ) dϕ = 2π
∑
n∈Z

anf̂(n)e
inθ.

Δηλαδή,

(f ∗ g)(θ) =
∑
n∈Z

anf̂(n)e
inθ, ∀f ∈ L1(T).
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Παρατήρηση. Αν

∑
n∈Z

f̂(n)einθ είναι η σειρά Fourier μιας συνάρτησης f του

L1(T), τότε εφαρμόζοντας το Θεώρημα 2.4 με

g(θ) = Pr(θ) =
∞∑

n=−∞
r|n|einθ

θα έχουμε

(f ∗ Pr)(θ) =
∑
n∈Z

f̂(n)r|n|einθ.

Δηλαδή, το ολοκλήρωμα Poisson της f δίνεται από τη σχέση

P [f ](reiθ) =
∑
n∈Z

f̂(n)r|n|einθ,∀reiθ ∈ D.

΄Εστω {Fr}0≤r<1 οικογένεια συναρτήσεων στο T. Ορίζουμε F (reit) = Fr(e
it).

΄Εστω µ ∈ M(T). Τότε είναι

(Pr ∗ µ)(eiθ) =
∫
T

1− r2

1 + r2 − 2r cos(θ − t)
dµ(eit).

Το παραπάνω ολοκλήρωμα καλείται το ολοκλήρωμα Poisson του µ.

Τώρα, έχουμε ότι

P̂r ∗ µ(n) = P̂r(n)µ̂(n) = r|n|µ̂(n), n ∈ Z.

΄Αρα, η σειρά Fourier της συνέλιξης Pr ∗ µ είναι

∞∑
n=−∞

µ̂(n)r|n|einθ.

Αυτά τα αθροίσματα καλούνται μέσοι Abel-Poisson της σειράς Fourier

∞∑
n=−∞

µ̂(n)einθ.

Περνάμε τώρα σε ένα θεώρημα το οποίο μας δείχνει τη σχέση μεταξύ των μέσων

Abel-Poisson του µ και του ολοκληρώματος Poisson του.
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Θεώρημα 2.5. ΄Εστω µ ∈ M(T) και έστω

U(reiθ) = (Pr ∗ µ)(eiθ) =
∫
T

1− r2

1 + r2 − 2r cos(θ − t)
dµ(eit).

Τότε U(reiθ) =
∞∑

n=−∞
µ̂(n)r|n|einθ. Η σειρά είναι απόλυτα και ομοιόμορφα συ-

γκλίνουσα στα συμπαγή υποσύνολα του D και η U είναι αρμονική στο D.

Απόδειξη. Αφού |µ̂(n)r|n|einθ| = |µ̂(n)|r|n| ≤ ∥µ∥r|n|, 0 ≤ r < 1, έπεται ότι

∞∑
n=−∞

|µ̂(n)r|n|einθ| <∞,

δηλαδή η παραπάνω σειρά είναι απόλυτα συγκλίνουσα και από το Θεώρημα του

Weierstrass προκύπτει ότι είναι και ομοιόμορφα συγκλίνουσα στα συμπαγή υπο-
σύνολα του D. Σταθεροποιούμε 0 ≤ r < 1 και θ. Τότε

U(reiθ) =

∫
T

1− r2

1 + r2 − 2r cos(θ − t)
dµ(eit) =

∫
T

( ∞∑
n=−∞

r|n|ein(θ−t)

)
dµ(eit).

Αφού η σειρά είναι ομοιόμορφα συγκλίνουσα και αφού η |µ| είναι πεπερασμένο
θετικό Borel μέτρο στο T μπορούμε να εναλλάξουμε τη σειρά άθροισης και ολο-
κλήρωσης. ΄Ετσι,

U(reiθ) =

∞∑
n=−∞

(∫
T
e−intdµ(eit)

)
r|n|einθ =

∞∑
n=−∞

µ̂(n)r|n|einθ.

Το ότι η U είναι αρμονική στο D αποδεικνύεται όπως στο Θεώρημα 2.2:

Κάθε r|n|einθ είναι αρμονική συνάρτηση και έχουμε επίσης τη σειρά

∞∑
n=−∞

µ̂(n)r|n|einθ

η οποία, όπως είδαμε, είναι ομοιόμορφα συγκλίνουσα στα συμπαγή υποσύνολα

του D. ΄Αρα, από τη Πρόταση 1.12, αυτή είναι αρμονική και έτσι έχουμε ότι η U
είναι αρμονική στο D.
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Στη περίπτωση που το μέτρο µ είναι απόλυτα συνεχές ως προς το μέτρο Lebesgue,
δηλαδή

dµ(eit) =
1

2π
u(eit) dt με u ∈ L1(T),

τότε

U(reiθ) =
1

2π

∫ π

−π

1− r2

1 + r2 − 2r cos(θ − t)
u(eit) dt =

∞∑
n=−∞

û(n)r|n|einθ,

όπου η σειρά είναι απόλυτα και ομοιόμορφα συγκλίνουσα στα συμπαγή υποσύνολα

του D και η U είναι αρμονική στο D. (Ο παραπάνω τύπος αποδείχθηκε και με
ευθύ τρόπο στο Θεώρημα 2.4.)

2.2 Προσεγγιστικές Μονάδες στο T

Ορισμός 2.6. ΄Εστω {Φj} ⊂ L1(T) με το j να ανήκει σε κάποιο συγκεκριμένο
συνολο. Η οικογένεια συναρτήσεων {Φj} καλείται προσεγγιστική μονάδα
στο T αν ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες:

1. Για κάθε j,
1

2π

∫ π

−π
Φj(e

it) dt = 1.

2. CΦj = sup
j

(
1

2π

∫ π

−π
|Φj(e

it)| dt
)
<∞.

3. Για κάθε σταθεροποιημένο δ, 0 < δ < π, lim
j

∫
δ≤|t|≤π

|Φj(e
it)| dt = 0.

Σε περίπτωση που είναι Φj(e
it) ≥ 0, ∀j και ∀eit ∈ T, τότε η {Φj} καλείται θετική

προσεγγιστική μονάδα.

Για την περίπτωση μίας θετικής προσεγγιστικής μονάδας παρατηρούμε ότι

CΦj = sup
j

(
1

2π

∫ π

−π
|Φj(e

it)| dt
)

= sup
j

(
1

2π

∫ π

−π
Φj(e

it) dt

)
= 1 <∞,

δηλαδή η ιδιότητα 2 του ορισμού 2.6 έπεται από την ιδιότητα 1.

Σημειώνουμε πως σε ό,τι ακολουθήσει το συγκεκριμένο σύνολο στο οποίο το j
θα ανήκει θα είναι το N ή το [0, 1). ΄Ετσι, το lim

j
θα σημαίνει είτε lim

n→∞
ή lim

r→1−
.
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Παράδειγμα 2.7. Ο πυρήνας Poisson

Pr(e
it) =

1− r2

1 + r2 − 2r cos θ
=

∞∑
n=−∞

r|n|eint, 0 ≤ r < 1

είναι μία θετική προσεγγιστική μονάδα.

Απόδειξη. 1) Για κάθε 0 ≤ r < 1 είναι

1

2π

∫ π

−π
Pr(t) dt =

1

2π

∫ π

−π

∞∑
n=−∞

r|n|eint dt.

΄Ομως, από την Πρόταση 1.29, έχουμε ότι η τριγωνομετρικη σειρά
∞∑

n=−∞
r|n|eint

συγκλίνει ομοιόμορφα. ΄Ετσι, μπορούμε να εναλλάξουμε τη σειρά άθροισης και

ολοκλήρωσης, και έχουμε

1

2π

∫ π

−π
Pr(t) dt =

∞∑
n=−∞

r|n|
1

2π

∫ π

−π
eint dt = 1.

2) Ο Pr, 0 ≤ r < 1, είναι μη αρνητικός, άρα |Pr| = Pr. Επομένως, έχουμε

1

2π

∫ π

−π
|Pr(t)| dt = 1,∀0 ≤ r < 1 =⇒ sup

0≤r<1

(
1

2π

∫ π

−π
|Pr(t)| dt

)
= 1 <∞.

3) Για κάθε δ > 0:∫
δ≤|t|≤π

Pr(t) dt =

∫ −δ

−π
Pr(t) dt+

∫ π

δ
Pr(t) dt = 2

∫ π

δ
Pr(t) dt.

Ισχύει 1−2r cos t+ r2 = (1− r)2+2r(1− cos t) ≥ (1− r)2+2r(1− cos δ) = cδ,

για δ ≤ |t| ≤ π. Επομένως, Pr(t) ≤ 1−r2

cδ
, για δ ≤ |t| ≤ π.

΄Αρα, ∫ π

δ
Pr(t) dt ≤

1− r2

cδ
(π − δ) → 0, καθώς r → 1.

Συνεπώς,

lim
r→1

∫
δ≤|t|≤π

Pr(t) dt = 0.
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Σημείωση. ΄Ενα άλλο παράδειγμα προσεγγιστικής μονάδας το οποίο απλώς

σημειώνουμε και το οποίο συναντήσουμε παρακάτω αποτελεί η οικογένεια των

συναρτήσεων

Fr(e
it) =

(1 + r)2(1− r)t sin t

(1 + r2 − 2r cos t)2
, 0 ≤ r < 1, t ∈ [−π, π].

Επίσης, για την Fr σημειώνουμε ότι για σταθεροποιημένο δ > 0, 0 < δ < π,
ισχύει

lim
r→1−

(
sup

δ≤|t|≤π
|Fr(e

it)|
)
= 0.

Πρόταση 2.8. Για μία προσεγγιστική μονάδα στο T ισχύει lim
j

Φ̂j(n) = 1.

Απόδειξη. Σταθεροποιούμε n ∈ Z. Λόγω της συνέχειας της e−int
στο 0 έχουμε

δοθέντος ε > 0 ότι υπάρχει δ > 0 ώστε |e−int − 1| < ε,∀t ∈ [−δ, δ]. ΄Ετσι,
κάνοντας χρήση της ιδιότητας 1. από τον ορισμό 2.6, έχουμε

Φ̂j(n)− 1 =
1

2π

∫ π

−π
Φj(e

it)e−int dt− 1

2π

∫ π

−π
Φj(e

it) dt

=
1

2π

∫ π

−π
Φj(e

it)(e−int − 1) dt.

Τότε, κάνοντας χρήση της ιδιότητας 2. από τον ορισμό 2.6, παίρνουμε

|Φ̂j(n)− 1| ≤ 1

2π

(∫ δ

−δ
+

∫
δ<|t|≤π

)
|Φj(e

it)||e−int − 1| dt

≤ εCΦj +
1

π

∫
δ<|t|≤π

|Φj(e
it)| dt.

Από το 3. του ορισμού 2.6 καθώς το j μεγαλώνει το τελευταίο ολοκλήρωμα τείνει
στο μηδέν. Επομένως, υπάρχει jε ώστε

|Φ̂j(n)− 1| ≤ (CΦj + 1)ε, ∀j > jε.

΄Αρα, πράγματι lim
j

Φ̂j(n) = 1.

Θεώρημα 2.9. ΄Εστω {Φj} προσεγγιστική μονάδα στο T και έστω f ∈ C(T).
Τότε, για κάθε j, η Φj ∗f ∈ C(T) με ∥Φj ∗f∥∞ ≤ CΦj∥f∥∞ και επιπλέον ισχύει
lim
j

∥Φj ∗ f − f∥∞ = 0, δηλαδή η Φj ∗ f συγκλίνει ομοιόμορφα στην f στο T.
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Απόδειξη. Από το Πόρισμα 1.35 για κάθε j η Φj ∗ f ∈ C(T) και ισχύει

∥Φj ∗ f∥∞ ≤ ∥Φj∥1∥f∥∞ ≤ CΦj∥f∥∞.

Αφού η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο T (ως συνεχής στο συμπαγές T), δο-
θέντος ε > 0, υπάρχει δ = δ(ε) > 0 τέτοιο ώστε |f(eit1) − f(eit2)| < ε, όταν
|t1 − t2| < δ. ΄Ετσι, για κάθε t,

|(Φj ∗ f)(eit)− f(eit)| =
∣∣∣∣ 12π

∫ π

−π
Φj(e

iτ )f(ei(t−τ)) dτ − 1

2π

∫ π

−π
Φj(e

iτ )f(eit) dτ

∣∣∣∣
≤ 1

2π

(∫ −δ

−π
+

∫ δ

−δ
+

∫ π

δ

)
|Φj(e

iτ )||f(ei(t−τ))− f(eit)| dτ

≤ εCΦj +
2∥f∥∞
2π

∫
δ≤|τ |≤π

|Φj(e
iτ )| dτ.

Τώρα, από το 3. του ορισμού 2.6, μπορούμε να επιλέξουμε j(ε) αρκετά μεγάλο
ώστε

1

π

∫
δ≤|τ |≤π

|Φj(e
iτ )| dτ < ε,∀j > j(ε).

΄Ετσι, για κάθε j > j(ε) και για κάθε t, έχουμε

|(Φj ∗ f)(eit)− f(eit)| < εCΦj + ε∥f∥∞ = ε(∥f∥∞ + CΦj ).

΄Αρα, πράγματι lim
j

∥Φj ∗ f − f∥∞ = 0.

Εφαρμογή. (Θεώρημα Fejer στον Lp(T)) Αν 1 ≤ p <∞ και f ∈ Lp(T), τότε
∥σn(f)− f∥p → 0, για n→ ∞.

Απόδειξη. ΄Εστω p <∞ και ε > 0. Λόγω της πυκνότητας του χώρου C(T) στους
χώρους Lp(T), 1 ≤ p <∞, έχουμε ότι υπάρχει g ∈ C(T) ώστε ∥f − g∥p ≤ ε.

Είναι τότε

∥σn(f)− f∥p ≤ ∥σn(f − g)∥p + ∥σn(g)− g∥p + ∥g − f∥p
≤ ∥f − g∥p∥Fn∥1 + ∥σn(g)− g∥∞ + ∥g − f∥p
≤ 2ε+ ∥σn(g)− g∥∞

Από το Θεώρημα 2.9 έχουμε ∥σn(g)−g∥∞ → 0. Επομένως, για n αρκετά μεγάλο,
είναι ∥σn(f)− f∥p ≤ 3ε.
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Πρόταση 2.10. ΄Εστω u ∈ C(T) και έστω επίσης

U(reiθ) =


1

2π

∫ π

−π

1− r2

1 + r2 − 2r cos(θ − t)
u(eit) dt, 0 ≤ r < 1

u(eiθ), r = 1.

Τότε

1. Η U είναι συνεχής στο D.

2. Η U είναι αρμονική στο D.

3. Για κάθε 0 ≤ r < 1, ∥Ur∥∞ ≤ ∥u∥∞.

Απόδειξη. Αφού C(T) ⊂ L1(T) από το Θεώρημα 2.2 έχουμε ότι η U είναι αρμο-
νική στο D. ΄Αρα, ως αρμονική έχουμε εξ ορισμού ότι η U είναι συνεχής στο D.
Επίσης, από το Θεώρημα 2.9 (παίρνοντας για προσεγγιστική μονάδα τον πυρήνα
Poisson), έχουμε ότι, καθώς το r → 1, η Ur συγκλίνει ομοιόμορφα στη u και
ισχύει

∥Ur∥∞ = ∥Pr ∗ u∥∞ ≤ CPr∥u∥∞ = ∥u∥∞.

΄Εστω f ∈ C(T). Τότε, για το ολοκλήρωμα Poisson της f , έχουμε∣∣∣∣ 12π
∫ π

−π
Pr(θ − t)f(t) dt

∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)|f(t)| dt ≤ sup

T
|f |.

΄Αρα, αν

F (reiθ) =

{
1
2π

∫ π
−π Pr(θ − t)f(eit) dt, 0 ≤ r < 1

f(eiθ), r = 1
,

τότε

sup
D

|F | = sup
T

|f |. (2.1)

Θα εξετάσουμε πρώτα την περίπτωση που η f είναι τυχόν τριγωνομετρικό πολυ-
ώνυμο, δηλαδή

f(eiθ) =
N∑

n=−N

ane
inθ.

Τότε, από το Πόρισμα 1.32, είναι

F (reiθ) =
N∑

n=−N

anP̂r(n)e
inθ =

N∑
n=−N

anr
|n|einθ.
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΄Αρα, η F είναι συνεχής στο D.

Τώρα, για τη περίπτωση μιας συνεχούς συνάρτησης u στο T θα χρησιμοποιήσουμε
το γεγονός ότι τα τριγωνομετρικά πολυώνυμα είναι πυκνά στο C(T). ΄Εστω
λοιπόν u ∈ C(T). Τότε θα υπάρχει ακολουθία τριγωνομετρικών πολυωνύμων fk
ώστε

sup
T

|fk − u| → 0, καθώς k → ∞.

Και τότε, αν

(Fk)(re
iθ) =

{
1
2π

∫ π
−π Pr(θ − t)fk(e

it) dt, 0 ≤ r < 1

fk(e
iθ), r = 1

,

κάνοντας χρήση της (2.1) θα έχουμε

sup
D

|U − Fk| = sup
T

|fk − u| → 0, καθώς k → ∞.

Από την αρχική περίπτωση των τριγωνομετρικών πολυωνύμων έπεται ότι η (Fk)
είναι συνεχής στο D και επομένως η U είναι συνεχής στο D ως ομοιόμορφο όριο
συνεχών συναρτήσεων.

Θεώρημα 2.11. ΄Εστω {Φj} προσεγγιστική μονάδα στο T. Υποθέτουμε ότι
για κάθε j, {Φj} ⊂ L∞(T), και ότι η {Φj} ικανοποιεί την ιδιότητα:

lim
j

(
sup

0<δ≤|t|≤π
|Φj(e

it)|
)
= 0.

΄Εστω επίσης f ∈ L1(T) και υποθέτουμε ότι η f είναι συνεχής στο eit0 ∈ T. Τότε
δοθέντος ε > 0 υπάρχουν j(ε, t0) και δ = δ(ε, t0) > 0 τέτοια ώστε:∣∣(Φj ∗ f)(eit)− f(eit0)

∣∣ < ε, αν j > j(ε, t0) και |t− t0| < δ.

Ειδικότερα, lim
j
(Φj ∗ f)(eit0) = f(eit0).

Απόδειξη. Αφού Φj ∈ L∞(T) και f ∈ L1(T), από το Πόρισμα 1.35, η συνέλιξη
(Φj∗f)(eit) είναι καλά ορισμένη για κάθε eit ∈ T. Η f είναι συνεχής στο eit0 ∈ T,
άρα εξ ορισμού δοθέντος ε > 0 υπάρχει δ(ε, t0) τέτοιο ώστε για |η − t0| < 2δ να
ισχύει

|f(eiη)− f(eit0)| < ε.
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Τότε, για |t− t0| < δ, έχουμε

|(Φj ∗ f)(eit)− f(eit0)| =
∣∣∣∣ 12π

∫ π

−π
Φj(e

iτ )f(ei(t−τ)) dτ − 1

2π

∫ π

−π
Φj(e

iτ )f(eit0) dτ

∣∣∣∣
≤ 1

2π

(∫ −δ

−π
+

∫ δ

−δ
+

∫ π

δ

)
|Φj(e

iτ )||f(ei(t−τ))− f(eit0)| dτ

≤ εCΦj +
1

2π

∫
δ≤|τ |≤π

|Φj(e
iτ )|

(
|f(ei(t−τ))|+ |f(eit0)|

)
dτ

≤ εCΦj +
(

sup
δ≤|t|≤π

|Φj(e
it)|

)(
∥f∥1 + |f(eit0)|

)
.

Τώρα, αφού

lim
j
( sup
0<δ≤|t|≤π

|Φj(e
it)|) = 0,

μπορούμε να επιλέξουμε j(ε, t0) αρκετά μεγάλο ώστε

sup
δ≤|t|≤π

|Φj(e
it)| < ε, για j > j(ε, t0).

΄Ετσι, για j > j(ε, t0) και για |t− t0| < δ, έχουμε∣∣(Φj ∗ f)(eit)− f(eit0)
∣∣ ≤ (∥f∥1 + |f(eit0)|+ CΦj )ε.

Παίρνοντας για προσεγγιστική μονάδα στο Θεώρημα 2.11 τον πυρήνα Poisson,
για τον οποίο ισχύει η ιδιότητα: Για κάθε σταθεροποιημένο δ > 0,

lim
j

(
sup

δ≤|t|≤π
|Φj(e

it)|
)
= 0,

έχουμε το ακόλουθο Πόρισμα.

Πόρισμα 2.12. ΄Εστω συνάρτηση u ∈ L1(T) και έστω

U(reiθ) =
1

2π

∫ π

−π

1− r2

1 + r2 − 2r cos(θ − t)
u(eit) dt.

Υποθέτουμε επίσης ότι η u είναι συνεχής στο eit0 ∈ T. Τότε η U είναι αρμονική
στο D και ισχύει

lim
r→1

U(reit0) = u(eit0).
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Θεώρημα 2.13. ΄Εστω {Φj} θετική προσεγγιστική μονάδα στο T. Υποθέτουμε
ότι για κάθε j η Φj ∈ L∞(T) και ότι η {Φj} ικανοποιεί την ιδιότητα:

lim
j

(
sup

0<δ≤|t|≤π
Φj(e

it)
)
= 0.

΄Εστω επίσης πραγματική συνάρτηση f ∈ L1(T) τέτοια ώστε lim
t→t0

f(eit) = +∞.
Τότε, δοθέντος M > 0, υπάρχει j(M, t0) και δ = δ(M, t0) > 0, τέτοιο ώστε

(Φj ∗ f)(eit) > M , για j > j(M, t0) και |t− t0| < δ.

Ειδικότερα, lim
j
(Φj ∗ f)(eit0) = +∞.

Απόδειξη. Αφού Φj ∈ L∞(T) και f ∈ L1(T), από το Πόρισμα 1.35 έχουμε ότι η
συνέλιξη (Φj ∗f)(eit) είναι καλά ορισμένη για κάθε eit ∈ T. Για την f γνωρίζουμε
ότι

lim
t→t0

f(eit) = +∞.

΄Αρα, δοθέντος M > 0, υπάρχει δ = δ(M, t0) > 0 τέτοιο ώστε για |η − t0| < 2δ
να ισχύει f(eiη) > 2M . Τότε, για |t− t0| < δ, έχουμε

(Φj ∗ f)(eit) =
1

2π

∫ π

−π
Φj(e

iτ )f(ei(t−τ)) dτ

=
1

2π

(∫ −δ

−π
+

∫ δ

−δ
+

∫ π

δ

)
Φj(e

iτ )f(ei(t−τ)) dτ

≥ 2M

2π

∫ δ

−δ
Φj(e

iτ ) dτ − 1

2π

∫
δ≤|τ |≤π

Φj(e
iτ )|f(ei(t−τ))| dτ

=
2M

2π

∫ π

−π
Φj(e

it)dt− 1

2π

∫
δ≤|τ |≤π

Φj(e
iτ )(2M + |f(ei(t−τ))|) dτ

≥ 2M − sup
δ≤|τ |≤π

Φj(e
iτ )(2M + ∥f∥1).

Επίσης, γνωρίζουμε ότι ισχύει

lim
j

(
sup

0<δ≤|t|≤π
Φj(e

it)
)
= 0.

΄Αρα, μπορούμε να επιλέξουμε j(M, t0) αρκετά μεγάλο ώστε

sup
δ≤|τ |≤π

Φj(e
iτ )(2M + ∥f∥1) < M , για j > j(M.t0).
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΄Ετσι, για j > j(M, t0) και για |t− t0| < δ, ισχύει πράγματι ότι

(Φj ∗ f)(eit) > M.

Πόρισμα 2.14. ΄Εστω u πραγματική συνάρτηση στον L1(T) και έστω

U(reiθ) =
1

2π

∫ π

−π

1− r2

1 + r2 − 2r cos(θ − t)
u(eit) dt.

Υποθέτουμε επίσης ότι lim
t→t0

u(eit) = +∞. Τότε η U είναι αρμονική στο D και
ισχύει

lim
r→1

U(reit0) = +∞.

2.3 Ασθενής * σύγκλιση μέτρων

Ορισμός 2.15. Μία μιγαδική συνάρτηση f σε έναν τοπικά συμπαγή χώρο
Hausdorff X λέμε ότι μηδενίζεται στο άπειρο αν για κάθε ε > 0 υπάρχει
συμπαγές σύνολο K ⊂ X τέτοιο ώστε |f(x)| < ε,∀x /∈ K.

Την κλάση των συνεχών συναρτήσεων στο X που μηδενίζονται στο άπειρο θα τη
συμβολίζουμε με C0(X).

Ορισμός 2.16. ΄ΕστωX τοπικά συμπαγής χώρος Hausdorff. Αν µ και µn, n ≥
1, είναι μιγαδικά κανονικά Borel μέτρα στο X, τότε λέμε ότι το µn συγκλίνει στο
µ στην ασθενή * τοπολογία αν

lim
n→∞

∫
X
ϕdµn =

∫
X
ϕdµ,∀ϕ ∈ C0(X).

Θεώρημα 2.17. ΄Εστω {Φj} προσεγγιστική μονάδα στο T και έστω µ ∈ M(T).
Τότε, για κάθε j,

Φj ∗ µ ∈ L1(T) με ∥Φj ∗ µ∥1 ≤ CΦj∥µ∥ και ∥µ∥ ≤ sup
j

∥Φj ∗ µ∥1.

Επίσης, τα μέτρα

dµj(e
it) = (Φj ∗ µ)(eit)

dt

2π

συγκλίνουν στο dµ(eit) στην ασθενή * τοπολογία, δηλαδή

lim
j

1

2π

∫ π

−π
ϕ(eit)(Φj ∗ µ)(eit) dt =

∫
T
ϕ(eit) dµ(eit),∀ϕ ∈ C(T).
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Απόδειξη. Από το Θεώρημα 1.37 έχουμε ότι η συνέλιξη Φj ∗ µ ∈ L1(T) με:

∥Φj ∗ µ∥1 ≤ ∥Φj∥1∥µ∥ ≤ CΦj∥µ∥,∀j.

΄Εστω ϕ ∈ C(T) και ορίζουμε ψ(eit) = ϕ(e−it). Τότε ψ ∈ C(T) και από το
Θεώρημα Fubini έχουμε

1

2π

∫ π

−π
ϕ(eit)(Φj ∗ µ)(eit) dt =

1

2π

∫ π

−π
ϕ(eit)

(∫
T
Φj(e

i(t−τ)) dµ(eiτ )

)
dt

=

∫
T

(
1

2π

∫ π

−π
Φj(e

i(t−τ))ϕ(eit) dt

)
dµ(eiτ )

=

∫
T

(
1

2π

∫ π

−π
Φj(e

i(−τ−s))ϕ(e−is) ds

)
dµ(eiτ )

=

∫
T

(
1

2π

∫ π

−π
Φj(e

i(−τ−s))ψ(eis) ds

)
dµ(eiτ )

=

∫
T
(Φj ∗ ψ)(e−iτ ) dµ(eiτ ). (†)

Τώρα, αφού η {Φj} είναι προσεγγιστική μονάδα και η ψ ∈ C(T), από το Θεώρημα
2.9 έχουμε ότι (Φj∗ψ)(e−iτ ) συγκλίνει ομοιόμορφα στο ψ(e−iτ ) στο T. Συνεπώς,
λόγω της ομοιόμορφης σύγκλιση και αφού η |µ| είναι πεπερασμένο θετικό Borel
μέτρο, παίρνοντας όριο ως προς j στην (†), έχουμε

lim
j

1

2π

∫ π

−π
ϕ(eit)(Φj ∗ µ)(eit) dt =

∫
T
ψ(e−iτ ) dµ(eiτ ) =

∫
T
ϕ(eiτ ) dµ(eiτ ).

Τέλος, έχουμε∣∣∣∣ 12π
∫ π

−π
ϕ(eit)(Φj ∗ µ)(eit) dt

∣∣∣∣ ≤ ∥ϕ∥∞ sup
j

∥Φj ∗ µ∥1.

Τότε, παίρνοντας όριο ως προς j, προκύπτει∣∣∣∣ ∫
T
ϕ(eiτ ) dµ(eiτ )

∣∣∣∣ ≤ ∥ϕ∥∞ sup
j

∥Φj ∗ µ∥1, ∀ϕ ∈ C(T).

Από το Θεώρημα Αναπαράστασης του Riesz έπεται ότι

∥µ∥ ≤ sup
j

∥Φj ∗ µ∥1.
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Παίρνοντας για προσεγγιστική μονάδα στο Θεώρηα 2.17 τον πυρήνα Poisson και
κάνοντας χρήση του Θεωρήματος 2.5 έχουμε το παρακάτω Πόρισμα.

Πόρισμα 2.18. ΄Εστω µ ∈ M(T) και έστω

U(reiθ) =

∫
T

1− r2

1 + r2 − 2r cos(θ − t)
dµ(eit).

Τότε η συνάρτηση U είναι αρμονική στο D και ∥µ∥ = sup
0≤r<1

∥Ur∥1 = lim
r→1

∥Ur∥1.

Επίσης, τα μέτρα

dµr(e
it) =

1

2π
U(reit) dt

συγκλίνουν στο dµ(eit), καθώς r → 1−, στην ασθενή * τοπολογία, δηλαδή

lim
r→1−

∫
T
ϕ(eit) dµr(e

it) =

∫
T
ϕ(eit) dµ(eit), ∀ϕ ∈ C(T).

Πόρισμα 2.19. (Θεώρημα Μοναδικότητας) ΄Εστω µ ∈ M(T). Υποθέτουμε
ότι ∫

T
Pr(θ − t) dµ(eit) = 0, ∀reiθ ∈ D.

Τότε µ = 0.

Απόδειξη. Θέτουμε

U(reiθ) =

∫
T
Pr(θ − t) dµ(eit).

Από το Πόρισμα 2.18 γνωρίζουμε ότι ισχύει

∥µ∥ = sup
0≤r<1

∥Ur∥1.

΄Ομως, από την υπόθεση έπεται ότι ∥Ur∥1 = 0. ΄Αρα, ∥µ∥ = 0 και αφού η κύμανση
του µ είναι νόρμα έχουμε τελικά ότι µ = 0.

Πόρισμα 2.20. (Θεώρημα Μοναδικότητας) ΄Εστω µ ∈ M(T). Υποθέτουμε
ότι µ̂(n) = 0,∀n ∈ Z. Τότε µ = 0.

Απόδειξη. Ορίζουμε

U(reiθ) =

∫
T
Pr(θ − t) dµ(eit).
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Τότε, από το Θεώρημα 2.5, ισχύει ότι

U(reiθ) =

∞∑
n=−∞

µ̂(n)r|n|einθ, ∀reiθ ∈ D.

΄Ομως, για κάθε ακέραιο n, ισχύει µ̂(n) = 0. ΄Αρα, U(reiθ) = 0, για κάθε
reiθ ∈ D. Τότε, από το Πόρισμα 2.19, έχουμε ότι µ = 0.

Παρατήρηση. Χρησιμοποιώντας το Πόρισμα 2.20 μπορεί να δοθεί μία εναλλα-
κτική απόδειξη του Θεωρήματος Μοναδικότητας στον L1(T):

Ορίζουμε μέτρο µ στο T τέτοιο ώστε

µ(E) =

∫
E
f(eit) dt,

δηλαδή dµ = fdt. Εξ υποθέσεως του Θεωρήματος Μοναδικότητας στον L1(T)
έχουμε ∫

T
f(eit)e−int dt = 0,

δηλαδή

µ̂(n) =

∫
T
e−int dµ(eit) = 0, ∀n ∈ Z.

Τότε, από το Πόρισμα 2.20, έπεται ότι µ = 0 και άρα f = 0 σχεδόν παντού.

Σημείωση. ΄Ενας εναλλακτικός τρόπος απόδειξης του Πορίσματος 2.20 είναι ο
εξής:

Αν p είναι τριγωνομετρικό πολυώνυμο, τότε λόγω της υπόθεσης έχουμε
∫
T p dµ =

0. Αφού τα τριγωνομετρικά πολυώνυμα είναι πυκνά στο C(T), έπεται ότι αν
f ∈ C(T), τότε

∫
T f dµ = 0. ΄Εστω τώρα ανοιχτό U ⊂ T. Τότε υπάρχει αύξουσα

ακολουθία (fn)n∈N μη αρνητικών συναρτήσεων στο C(T) με fn → XU . Τότε,

από το Θεώρημα Φραγμένης Σύγκλισης
1
, έχουμε∫

T
fn dµ→

∫
T
XU dµ = µ(U).

΄Ομως είναι
∫
T fn dµ = 0, άρα µ(U) = 0. Αν µ = µ+ − µ− είναι η διάσπαση

Jordan του µ, τότε µ+(U) = µ−(U). Αφού τα Borel μέτρα στο T είναι κανονικά
έπεται ότι µ+ = µ−. Επομένως, µ = 0.

1
΄Εστω {fn} μία ομοιόμορφα φραγμένη ακολουθία μετρήσιμων συναρτήσεων σε έναν χώρο

πεπερασμένου μέτρου (X,A, µ) η οποία συγκλίνει κατά σημείο σχεδόν παντού σε μία συνάρτηση
f . Τότε

∫
X
fn dµ →

∫
X
f dµ και

∫
X
|fn − f | dµ → 0, καθώς n → ∞.
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2.4 Σύγκλιση στη νόρμα του Lp(T), 1 ≤ p ≤ ∞

Θεώρημα 2.21. ΄Εστω {Φj} προσεγγιστική μονάδα στο T και έστω f ∈ Lp(T),
1 ≤ p < ∞. Τότε, για κάθε j, Φj ∗ f ∈ Lp(T), με ∥Φj ∗ f∥p ≤ CΦj∥f∥p και
επιπλέον ισχύει lim

j
∥Φj ∗ f − f∥p = 0.

Απόδειξη. Από το Θεώρημα 1.34 έχουμε ότι η συνέλιξη Φj ∗ f ∈ Lp(T) και

∥Φj ∗ f∥p ≤ ∥Φj∥1∥f∥p ≤ CΦj∥f∥p,∀j. (2.2)

Σταθεροποιούμε ε > 0. Τότε, δοθέντος f ∈ Lp(T), υπάρχει ϕ ∈ C(T), ώστε
∥f − ϕ∥p < ε. (Ισχύει ότι ο χώρος C(T) είναι πυκνός στον Lp(T), 1 ≤ p <∞.)

΄Αρα,

∥Φj ∗ f − f∥p = ∥Φj ∗ (f − ϕ)− (f − ϕ) + (Φj ∗ ϕ− ϕ)∥p
≤ ∥Φj ∗ (f − ϕ)∥p + ∥f − ϕ∥p + ∥Φj ∗ ϕ− ϕ∥p.

΄Ομως, λόγω της (2.2), έχουμε ότι ∥Φj ∗ (f − ϕ)∥p ≤ CΦj∥f − ϕ∥p.

΄Ετσι,

∥Φj ∗ f − f∥p ≤ CΦj∥f − ϕ∥p + ∥f − ϕ∥p + ∥Φj ∗ ϕ− ϕ∥p
= (1 + CΦj )∥f − ϕ∥p + ∥Φj ∗ ϕ− ϕ∥p
≤ (1 + CΦj )ε+ ∥Φj ∗ ϕ− ϕ∥∞.

Τώρα, αφού η {Φj} είναι προσεγγιστική μονάδα και η ϕ ∈ C(T), από το Θεώρημα
2.9, ισχύει ότι

lim
j

∥Φj ∗ ϕ− ϕ∥∞ = 0.

Συνεπώς, υπάρχει j(ε) τέτοιο ώστε

∥Φj ∗ ϕ− ϕ∥∞ < ε,∀j > j(ε).

΄Ετσι,

∥Φj ∗ f − f∥p ≤ (2 + Cϕj
)ε, όταν j > j(ε),

δηλαδή

lim
j

∥Φj ∗ f − f∥p = 0.
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Πόρισμα 2.22. ΄Εστω u ∈ Lp(T), 1 ≤ p <∞, και έστω

U(reiθ) =
1

2π

∫ π

−π

1− r2

1 + r2 − 2r cos(θ − t)
u(eit) dt.

Τότε η U είναι αρμονική στο D, sup
0≤r<1

∥Ur∥p = lim
r→1

∥Ur∥p = ∥u∥p και

lim
r→1

∥Ur − u∥p = 0.

Θεώρημα 2.23. ΄Εστω {Φj} προσεγγιστική μονάδα στο T και έστω επίσης
f ∈ L∞(T). Τότε, για κάθε j, η συνέλιξη Φj ∗ f ∈ C(T) με

∥Φj ∗ f∥∞ ≤ CΦj∥f∥∞ και ∥f∥∞ ≤ sup
j

∥Φj ∗ f∥∞.

Επίσης, η Φj ∗ f συγκλίνει στην f στην ασθενή * τοπολογία, δηλαδή

lim
j

∫ π

−π
ϕ(eit)(Φj ∗ f)(eit) dt =

∫ π

−π
ϕ(eit)f(eit) dt,∀ϕ ∈ L1(T).

Απόδειξη. Από το Πόρισμα 1.35 έχουμε ότι η συνέλιξη Φj ∗ f ∈ C(T) και για
κάθε j ισχύει

∥Φj ∗ f∥∞ ≤ ∥Φj∥1∥f∥∞ ≤ CΦj∥f∥∞.

΄Εστω ϕ ∈ L1(T) και έστω ψ(eit) = ϕ(e−it). Τότε, από το Θεώρημα Fubini,
έχουμε∫ π

−π
ϕ(eit)(Φj ∗ f)(eit) dt =

∫ π

−π
ϕ(eit)

(∫ π

−π
Φj(e

i(t−τ))f(eiτ ) dτ

)
dt

=

∫ π

−π

(∫ π

−π
Φj(e

i(t−τ))ϕ(eit) dt

)
f(eiτ ) dτ

=

∫ π

−π

(∫ π

−π
Φj(e

i(−τ−s))ψ(eis) ds

)
f(eiτ ) dτ.

Δηλαδή, ∫ π

−π
ϕ(eit)(Φj ∗ f)(eit) dt =

∫ π

−π
(Φj ∗ ψ)(e−τ )f(eiτ ) dτ. (2.3)

Από το Θεώρημα 2.21 έχουμε ότι η (Φj ∗ ψ)(e−iτ ) συγκλίνει στο ψ(e−iτ ) στον
L1(T).
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Παίρνοντας όριο ως προς j στην (2.3) και αφού η f είναι φραγμένη έχουμε

lim
j

∫ π

−π
ϕ(eit)(Φj ∗ f)(eit) dt =

∫ π

−π
ψ(e−iτ )f(eiτ ) dτ.

Επομένως,

lim
j

∫ π

−π
ϕ(eit)(Φj ∗ f)(eit) dt =

∫ π

−π
ϕ(eit)f(eit) dt.

Τέλος, έχουμε∣∣∣∣ 12π
∫ π

−π
ϕ(eit)(Φj ∗ f)(eit) dt

∣∣∣∣ ≤ sup
j

∥Φj ∗ f∥∞∥ϕ∥1, ∀ϕ ∈ L1(T).

Τότε, παίρνοντας όριο ως προς j, προκύπτει∣∣∣∣ 12π
∫ π

−π
ϕ(eit)f(eit) dt

∣∣∣∣ ≤ sup
j

∥Φj ∗ f∥∞∥ϕ∥1,∀ϕ ∈ L1(T).

Από το Θεώρημα Αναπαράστασης του Riesz έπεται ότι

∥f∥∞ ≤ sup
j

∥Φj ∗ f∥∞.

Πόρισμα 2.24. ΄Εστω u ∈ L∞(T) και έστω επίσης

U(reiθ) =
1

2π

∫ π

−π

1− r2

1 + r2 − 2r cos(θ − t)
u(eit) dt.

Τότε η συνάρτηση U είναι φραγμένη και αρμονική στο D και ισχύει

sup
0≤r<1

∥Ur∥∞ = lim
r→1

∥Ur∥∞ = ∥u∥∞.

Επιπλέον, καθώς r → 1, το Ur συγκλίνει στη u στην ασθενή * τοπολογία, δηλαδή

lim
r→1−

∫ π

−π
ϕ(eit)U(reit) dt =

∫ π

−π
ϕ(eit)u(eit) dt,∀ϕ ∈ L1(T).
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ3
Αρμονικές συναρτήσεις στο
μοναδιαίο δίσκο

3.1 Αναπαράσταση αρμονικών συναρτήσεων με

σειρές

Θα συμβολίζουμε με DR τον ανοιχτό δίσκο κέντρου 0 και ακτίνας R > 0, δηλαδή
DR = {z : |z| < R}.

Θεώρημα 3.1. ΄Εστω U αρμονική συνάρτηση στο DR. Τότε, για κάθε n ∈ Z,
η ποσότητα

an =
ρ−|n|

2π

∫ π

−π
U(ρeit)e−int dt, 0 < ρ < R,

είναι ανεξάρτηση του ρ και ισχύει U(reiθ) =

∞∑
n=−∞

anr
|n|einθ. Η συνάρτηση

V (reiθ) =

∞∑
n=−∞

−i sign(n)anr|n|einθ είναι η μοναδική αρμονική συζυγής της U

ώστε V (0) = 0. Οι παραπάνω σειρές είναι απόλυτα και ομοιόμορφα συγκλίνουσες
στα συμπαγή υποσύνολα του DR.

Απόδειξη. Υποθέτουμε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι η U είναι πραγματική
στο DR. ΄Εστω

G(z) =
∂U

∂x
(z)− i

∂U

∂y
(z).

Η U , ως αρμονική στο DR, ικανοποιεί την εξίσωση του Laplace, δηλαδή

Uxx + Uyy = 0.
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΄Αρα,

∂2U

∂x2
= −∂

2U

∂y2
,

δηλαδή

(ℜG)x = (ℑG)y.

Επίσης, εύκολα βλέπουμε ότι

(ℑG)x = −(ℜG)y.

Επομένως, το πραγματικό και φανταστικό μέρος της G ικανοποιούν τις εξισώσεις
Cauchy-Riemann και άρα η G είναι ολόμορφη στο DR.

΄Εστω τώρα

F (z) = U(0) +

∫
[0,z]

G(w) dw.

Αφού το DR είναι κυρτό η F είναι καλά ορισμένη. ΄Εστω H = ℜF . Τότε
H(0) = U(0) και ℑF (0) = 0. Είναι

F ′(z) = G(z) =
∂U

∂x
(z)− i

∂U

∂y
(z).

Από τις εξισώσεις C −R έχουμε

F ′(z) =
∂H

∂x
(z)− i

∂H

∂y
(z).

΄Αρα,

∂U

∂x
(z)− i

∂U

∂y
(z) =

∂H

∂x
(z)− i

∂H

∂y
(z)

=⇒ ∂(U −H)

∂x
(z) = 0 και

∂(U −H)

∂y
(z) = 0,

και αφού H(0) = U(0) έπεται ότι U = H ⇐⇒ U = ℜF . Γράφουμε V = ℑF
και έχουμε F = U + iV με V (0) = 0. Αφού η F είναι αναλυτική στο DR έχει

μοναδική αναπαράσταση σε δυναμοσειρά

F (reiθ) =

∞∑
n=0

cnr
neinθ με

∞∑
n=0

|cn|rn <∞, ∀r < R. (3.1)

΄Ετσι,

U(reiθ) = ℜF (reiθ) = ℜ
{ ∞∑

n=0

cnr
neinθ

}
=

∞∑
n=−∞

anr
|n|einθ,
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όπου

an =


cn/2, n > 0

c0, n = 0

c−n/2, n < 0.

Επιπλέον, ∀m ∈ Z και 0 < r < R ισχύει

r−|m|

2π

∫ π

−π
U(reit)e−imtdt =

r−|m|

2π

∫ π

−π

( ∞∑
n=−∞

anr
|n|eint

)
e−imtdt

= r−|m|
∞∑

n=−∞
anr

|n|
(

1

2π

∫ π

−π
ei(n−m)tdt

)
= am.

Τέλος, έχουμε

V (reiθ) = ℑF (reiθ) = ℑ
{ ∞∑

n=0

cnr
neinθ

}

=
1

2i

∞∑
n=1

cnr
neinθ − 1

2i

∞∑
n=1

cnr
ne−inθ =

∞∑
n=−∞

−i sign(n)anr|n|einθ.

Η συνθήκη (3.1) εξασφαλίζει την απόλυτη και ομοιόμορφη σύγκλιση της παρα-
πάνω σειράς στα συμπαγή υποσύνολα του DR.

Για m = 0 έχουμε το παρακάτω Πόρισμα το οποίο αποτελεί ειδική περίπτωση
του Θεωρήματος 1.11. Το ξεχωρίζουμε διότι παρακάτω θα χρησιμοποιηθεί στη
συγκεκριμένη μορφή.

Πόρισμα 3.2. ΄Εστω U αρμονική συνάρτηση στο DR. Τότε

U(0) =
1

2π

∫ π

−π
U(reiθ) dθ,∀r, 0 ≤ r < R.

Το συζυγές ολοκλήρωμα Poisson

΄Εστω µ ∈ M(T) και U το ολοκλήρωμα Poisson του µ, δηλαδή

U(reiθ) =

∫
T

1− r2

1 + r2 − 2r cos(θ − t)
dµ(eit).

Τότε από το Θεώρημα 2.5 γνωρίζουμε ότι

U(reiθ) =
∞∑

n=−∞
µ̂(n)r|n|einθ.
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Συνεπώς, από το Θεώρημα 3.1, η αρμονική συζυγής της U δίνεται από

V (reiθ) =
∞∑

n=−∞
−i sign(n)µ̂(n)r|n|einθ.

Επίσης, από το Θέωρημα 3.1, γνωρίζουμε ότι η σειρά

∞∑
n=−∞

−i sign(n)µ̂(n)r|n|einθ

είναι ομοιόμορφα συγκλίνουσα. ΄Ετσι, θα έχουμε

V (reiθ) =

∫
T

( ∞∑
n=−∞

−i sign(n)r|n|ein(θ−t)

)
dµ(eit).

Θέτουμε

Qr(e
it) =

∞∑
n=−∞

−i sign(n)r|n|eint.

Αυτή η συνάρτηση καλείται ο συζυγής πυρήνας Poisson. Μετά από πράξεις
μπορούμε να δούμε ότι

Qr(e
it) =

2r sin t

1 + r2 − 2r cos t
.

Επομένως, η αρμονική συζυγής της U δίνεται από το ολοκλήρωμα

V (reiθ) =

∫
T

2r sin(θ − t)

1 + r2 − 2r cos(θ − t)
dµ(eit)

το οποίο είναι γνωστό ως το συζυγές ολοκλήρωμα Poisson.

Αν dµ = f dm, όπου f ∈ L1(T), θα χρησιμοποιούμε το συμβολισμό Qf για το
συζυγές ολοκλήρωμα Poisson.
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3.2 Χώροι Hardy στο D

Θα συμβολίζουμε με h(D) την οικογένεια όλων των μιγαδικών αρμονικών συναρ-
τήσεων στο D, δηλαδή

h(D) = {f : D → C : f αρμονική}.

Για U ∈ h(D), θέτουμε

∥U∥p = sup
0≤r<1

∥Ur∥p = sup
0≤r<1

(
1

2π

∫ 2π

0
|U(reiθ)|pdθ

)1/p

, αν p ∈ (0,+∞),

και

∥U∥∞ = sup
z∈D

|U(z)|, αν p = +∞.

Ορίζουμε την κλάση Hardy των αρμονικών συναρτήσεων στον ανοιχτό μοναδιαίο
δίσκο:

hp(D) = {U ∈ h(D) : ∥U∥p <∞}, όπου p ∈ (0,+∞].

Αν η U είναι αρμονική συνάρτηση και 0 < p ≤ ∞, τότε η συνάρτηση |U |p είναι
υποαρμονική και άρα η συνάρτηση r 7→ ∥Ur∥p είναι αύξουσα για 0 ≤ r < 1.
Επίσης, από την Αρχή Μεγίστου, έχουμε ότι και η συνάρτηση r 7→ ∥Ur∥∞ είναι
αύξουσα. Επομένως, για p ∈ (0,+∞], ισχύει ότι ∥U∥p = lim

r→1
∥Ur∥p.

Πρόταση 3.3. Ο hp(D), 1 ≤ p ≤ ∞, είναι γραμμικός χώρος με νόρμα.

Απόδειξη. ΄Εστω συναρτήσεις U1, U2 ∈ h(D). Από την ανισότητα Minkowski
έχουμε

∥(U1 + U2)r∥p ≤ ∥(U1)r∥p + ∥(U2)r∥p.

Τότε, παίρνοντας sup ως προς 0 ≤ r < 1, θα έχουμε

∥U1 + U2∥p ≤ ∥U1∥p + ∥U2∥p.

Αφού, προφανώς, η ∥ · ∥hp είναι ομογενής και ∥U∥hp = 0 =⇒ U ≡ 0, έπεται ότι
για 1 ≤ p ≤ ∞, ο hp(D) είναι γραμμικός χώρος.

Επίσης, με χρήση της ανισότητας Holder, βλέπουμε ότι

h∞(D) ⊂ hq(D) ⊂ hp(D), αν 0 < p < q <∞.
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Θα συμβολίζουμε με H(D) την οικογένεια των ολόμορφων συναρτήσεων στο D,
δηλαδή

H(D) = {f : D → C : f ολόμορφη}.

Από το εισαγωγικό κεφάλαιο γνωρίζουμε ότι κάθε ολόμορφη συνάρτηση ορισμένη

σε ένα domain είναι μία μιγαδική αρμονική συνάρτηση. ΄Εχουμε έτσι τον εγκλει-
σμό

H(D) ⊂ h(D).

Θεωρούμε τώρα την κλάση Hardy των ολόμορφων συναρτήσεων στον ανοιχτό
μοναδιαίο δίσκο:

Hp(D) = {F ∈ H(D) : ∥F∥p <∞}, 0 < p ≤ ∞.

Προφανώς, Hp(D) ⊂ hp(D). Ο χώρος Hardy Hp(D), 1 ≤ p ≤ ∞, είναι γραμμι-
κός χώρος με νόρμα και ισχύει ότι

H∞(D) ⊂ Hq(D) ⊂ Hp(D), αν 0 < p < q <∞.

Από τα Πορίσματα 2.18, 2.22 και 2.24 έχουμε άμεσα το ακόλουθο Θεώρημα.

Θεώρημα 3.4. ΄Εστω 1 ≤ p ≤ ∞. Αν u ∈ Lp(T), τότε U = P ∗ u ∈ hp(D)
και ∥U∥p = ∥u∥p. Αν µ ∈ M(T), τότε U = P ∗ µ ∈ h1(D) και ∥U∥1 = ∥µ∥.

3.3 Αναπαράσταση Poisson συναρτήσεων του h∞(D)

Θεωρούμε το σύνολο h(D) = {U : ∆U = 0, για |z| < R, για κάποιο R > 1}.
Σημειώνουμε ότι η σταθερά R εξαρτάται από τη U .

Λήμμα 3.5. ΄Εστω U ∈ h(D). Τότε

U(reiθ) =
1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)U(eit) dt.

Απόδειξη. Αφού U ∈ h(D), υπάρχει R > 1 ώστε η U να είναι αρμονική στο DR.

΄Ετσι, από το Θεώρημα 3.1 με ρ = 1, για κάθε reiθ ∈ DR, έχουμε

U(reiθ) =

∞∑
n=−∞

anr
|n|einθ,

όπου

an =
1

2π

∫ π

−π
U(eit)e−int dt, n ∈ Z.
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Ειδικότερα, ∀reiθ ∈ D ⊂ DR, έχουμε

U(reiθ) =

∞∑
n=−∞

(
1

2π

∫ π

−π
U(eit)e−int dt

)
r|n|einθ.

Σταθεροποιούμε r και θ. Η U , ως συνεχής στο T, είναι φραγμένη στο T. Τότε,
η απόλυτη και ομοιόμορφη σύγκλιση της σειράς

∞∑
n=−∞

r|n|ein(θ−t)U(eit),

σαν συνάρτηση του t (από την Πρόταση 1.29), μας επιτρέπει να εναλλάξουμε τη
σειρά άθροισης και ολοκλήρωσης. ΄Ετσι,

U(reiθ) =
1

2π

∫ π

−π

( ∞∑
n=−∞

r|n|ein(θ−t)

)
U(eit) dt.

Συνεπώς, έχουμε τελικά ότι,

U(reiθ) =
1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)U(eit) dt.

Στο επόμενο αποτέλεσμα, το οποίο οφείλεται στον Fatou, θα δούμε ότι η παρα-
πάνω αναπαράσταση ισχύει για μία μεγαλύτερη υποκλάση της h(D), συγκεκριμένα
για την h∞(D) ⊃ h(D). (Μία συνάρτηση U του h(D) είναι αρμονική σε κάποιο
δίσκο DR όπου το R > 1 και άρα θα είναι συνεχής στο D και συνεπώς φραγμένη.)

Πριν περάσουμε όμως στην διατύπωση και απόδειξη του Θεωρήματος Fatou α-
ναφέρουμε πρώτα ένα αποτέλεσμα της Συναρτησιακής Ανάλυσης το οποίο θα

χρησιμοποιηθεί:

− Αν X είναι διαχωρίσιμος χώρος Banach, τότε ο χώρος (BX∗ , w∗) είναι συμπα-
γής μετρικοποιήσιμος, όπου BX∗ = {x∗ ∈ X∗ : ∥x∗∥ ≤ 1}.

Θεώρημα 3.6. (Fatou) ΄Εστω U ∈ h∞(D). Τότε υπάρχει μοναδική u ∈ L∞(T)

τέτοια ώστε U(reiθ) =
1

2π

∫ π

−π
Pr

(
ei(θ−t)

)
u(eit) dt και ∥U∥∞ = ∥u∥∞.

Απόδειξη. Θέτουμε

Un(z) = U
(
(1− 1

n
)z
)
, n ≥ 2.
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Η Un ορίζεται στο δίσκο {z : |z| < n
n−1}. ΄Ετσι, αφού

n
n−1 > 1, έχουμε ότι η Un

είναι αρμονική συνάρτηση σε ένα δίσκο κέντρου 0 και ακτίνας > 1, δηλαδή Un ∈
h(D). Τότε, με εφαρμογή του Λήμματος 3.5, έχουμε την παρακάτω ολοκληρωτική
αναπαράσταση για τη Un:

U
(
(1− 1

n
)z
)
=

1

2π

∫ π

−π

1− r2

1 + r2 − 2r cos(θ − t)
Un(e

it) dt,∀z = reiθ ∈ D.

Αφήνουμε το n→ ∞. Τότε U
(
(1− 1

n)z
)
→ U(reiθ). Ορίζουμε

Λn : L1(T) → C, με Λn(f) =
1

2π

∫ π

−π
f(eit)Un(e

it) dt, n ≥ 2.

΄Εχουμε

|Λn(f)| ≤ ∥Un∥∞∥f∥1 ≤ ∥U∥∞∥f∥1.

Από την υπόθεση όμως η U ∈ h∞(D), άρα ∥U∥∞ < ∞. Επίσης, αφού η f ∈
L1(T), ισχύει ∥f∥1 <∞. Συνεπώς, |Λn(f)| <∞. ΄Ετσι, κάθε Λn είναι φραγμένο

γραμμικό συναρτησοειδές στον L1(T) με ∥Λn∥ ≤ ∥U∥∞.

Τώρα, είναι γνωστό ότι ο L1(T) είναι διαχωρίσιμος χώρος και L1(T)∗ = L∞(T).
΄Αρα, η BL∞(T) με την ασθενή * τοπολογία είναι συμπαγής μετρικοποιήσιμος

χώρος. Επομένως, λόγω αυτού του γεγονότος, η Λn έχει συγκλίνουσα υπακο-

λουθία στην ασθενή * τοπολογία, δηλαδή υπάρχει φραγμένο γραμμικό συναρτη-

σοειδές Λ στον L1(T) και υπακολουθία Λnk
τέτοια ώστε

lim
k→∞

Λnk
(f) = Λ(f), ∀f ∈ L1(T).

Για σταθεροποιημένο z = reiθ, θέτουμε

fz(e
it) = Pr

(
ei(θ−t)

)
=

1− r2

1 + r2 − 2r cos(θ − t)
,

η οποία σαν συνάρτηση του t ανήκει στον L1(T). ΄Εχουμε τότε

Λ(fz) = lim
k→∞

Λnk
(fz) = lim

k→∞

1

2π

∫ π

−π

1− r2

1 + r2 − 2r cos(θ − t)
Unk

(eit) dt.

Και κάνοντας χρήση της ολοκληρωτικής αναπαράστασης που προέκυψε από το

Λήμμα 3.5 θα έχουμε

Λ(fz) = lim
k→∞

U
(
(1− 1

nk
)reiθ

)
= U(reiθ).
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΄Επειτα, από το Θεώρημα Αναπαράστασης του Riesz, υπάρχει u ∈ L∞(T) ώστε

Λ(f) =
1

2π

∫ π

−π
f(eit)u(eit) dt,∀f ∈ L1(T).

Επιλέγοντας για f την fz θα έχουμε

U(reiθ) =
1

2π

∫ π

−π
Pr

(
ei(θ−t)

)
u(eit) dt.

Τέλος, από το Πόρισμα 2.24, ισχύει ∥U∥∞ = sup
0≤r<1

∥Ur∥∞ = ∥u∥∞.

3.4 Αναπαράσταση Poisson συναρτήσεων του hp(D),
1 < p < ∞

Το ακόλουθο αποτέλεσμα, το οποίο προκύπτει με απόδειξη ανάλογη αυτής του

Θεωρήματος 3.6, μας δίνει έναν τρόπο αναπαράστασης για συναρτήσεις του hp(D),
1 < p < ∞, μέσω του ολοκληρώματος Poisson και αποτελεί ουσιαστικά μία
γενίκευση του Λήμματος 3.5 και του θεωρήματος 3.6, διότι h(D) ⊂ h∞(D) ⊂
hp(D).

Θεώρημα 3.7. ΄Εστω U ∈ hp(D), 1 < p < ∞. Τότε υπάρχει μοναδική u ∈

Lp(T) τέτοια ώστε U(reiθ) =
1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)u(eit) dt και ∥U∥p = ∥u∥p.

Απόδειξη. Θεωρούμε την οικογένεια συναρτήσεων

Un(t) = U
(
(1− 1

n
)eit

)
, n ≥ 2.

Αφού η U ∈ hp(D) έχουμε ότι η {Un} είναι φραγμένη ακολουθία στον Lp(T).
΄Ομως, ο Lq(T) είναι διαχωρίσιμος και ισχύει ότι Lq(T)∗ = Lp(T), όπου q είναι
ο συζυγής εκθέτης του p. ΄Αρα, η BLp(T) με την ασθενή * τοπολογία είναι

συμπαγής μετρικοποιήσιμος χώρος και επομένως η {Un} θα έχει συγκλίνουσα
υπακολουθία. Υποθέτουμε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι συγκλίνει σε κάποια

συνάρτηση u ∈ Lp(T), δηλαδή

lim
n

∫ π

−π
g(t)Un(t) dt =

∫ π

−π
g(t)u(t) dt,∀g ∈ Lq(T).
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(Για απλότητα στο συμβολισμό εξακολουθούμε να χρησιμοποιούμε το σύμβολο

Un και για την υπακολουθία.)

Παίρνοντας ως g(t) = Pr(θ − t) θα έχουμε∫ π

−π
Pr(θ − t)Un(t) dt→

∫ π

−π
Pr(θ − t)u(t) dt.

Τώρα, για κάθε n ∈ N η U
(
(1 − 1

n)z
)
είναι αρμονική συνάρτηση στο δίσκο

{z : |z| < n
n−1}, δηλαδή είναι στοιχείο του χώρου h(D). Τότε, από το Λήμμα 3.5,

έχουμε ότι

U
(
(1− 1

n
)reiθ

)
=

1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)U

(
(1− 1

n
)eit

)
dt.

Επομένως,

U
(
(1− 1

n
)reiθ

)
→ 1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)u(t) dt.

΄Ομως,

lim
n
U
(
(1− 1

n
)reiθ

)
= U(reiθ),

άρα από τη μοναδικότητα του ορίου έπεται ότι

U(reiθ) =
1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)u(t) dt.

Τέλος, από το Πόρισμα 2.22, ισχύει ∥U∥p = sup
0≤r<1

∥Ur∥p = ∥u∥p.

Σημείωση 3.8. Από τα Θεωρήματα 3.6 και 3.7 έχουμε ότι για 1 < p ≤ ∞ το
ολοκλήρωμα Poisson της u, P [u], από τον Lp(T) στον hp(D) είναι ένας ισομορ-
φισμός χώρων με νόρμα. ΄Ομως, ο Lp(T), για 1 < p ≤ ∞, είναι χώρος Banach.
΄Αρα, ο hp(D), 1 < p ≤ ∞, είναι χώρος Banach.

Παρατήρηση. Αν U ∈ h2(D), τότε από το Θεώρημα 3.7 σε συνδυασμό με το
Θεώρημα 2.4, υπάρχει μοναδική συνάρτηση u ∈ L2(T) ώστε:

U(reiθ) =
1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)u(eit) dt =

∞∑
n=−∞

û(n)r|n|einθ, ∀reiθ ∈ D.

΄Επειτα, από τον τύπο του Parseval, έχουμε

1

2π

∫ π

−π
|U(reiθ)|2 dθ =

∞∑
n=−∞

|û(n)|2r2|n|

70



Κεφάλαιο 3 3.4. Αναπαράσταση Poisson συναρτήσεων του hp(D), 1 < p <∞

Τώρα, από την Πραγματική Ανάλυση, είναι γνωστό ότι:

− Υποθέτουμε ότι fn → f ομοιόμορφα σε κάποιο σύνολο E σε έναν μετρικό
χώρο. ΄Εστω y σ.σ. του E, και υποθέτουμε ότι lim

t→y
fn(t) = An, n ∈ N. Τότε η

{An} συγκλίνει, και lim
t→y

f(t) = lim
n
An. Δηλαδή,

lim
t→y

lim
n
fn(t) = lim

n
lim
t→y

fn(t).

΄Αρα, λόγω της ομοιόμορφης σύγκλισης της σειράς

∞∑
n=−∞

|û(n)|2r2|n|,

από το παραπάνω αποτέλεσμα, θα έχουμε

lim
r→1

lim
n

n∑
k=−n

|û(k)|2r2|k| = lim
n

lim
r→1

n∑
k=−n

|û(k)|2r2|k|

= lim
n

n∑
k=−n

|û(k)|2 =
∞∑

n=−∞
|û(n)|2.

Επομένως,

1

2π

∫ π

−π
|U(eiθ)|2 dθ =

∞∑
n=−∞

|û(n)|2

=⇒
(

1

2π

∫ π

−π
|U(eiθ)|2 dθ

)1/2

=

( ∞∑
n=−∞

|û(n)|2
)1/2

.

Συνεπώς, έχουμε ότι ∥U∥2 = ∥û∥2 = ∥u∥2. (την 2η ισότητα την έχουμε από την
ταυτότητα του Parseval.)
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3.5 Αναπαράσταση Poisson συναρτήσεων του h1(D)

Θεώρημα 3.9. ΄Εστω U ∈ h1(D). Τότε υπάρχει μοναδικό µ ∈ M(T) ώστε

U(reiθ) =

∫
T
Pr(θ − t) dµ(eit) και ∥U∥1 = ∥µ∥.

Απόδειξη. ΄Εστω U ∈ h1(D). Τότε η οικογένεια των συναρτήσεων

Un(t) = U
(
(1− 1

n
)eit

)
, n ≥ 2

είναι φραγμένη στον L1(T). ΄Αρα, η οικογένεια των μέτρων

dµn(e
it) = U

(
(1− 1

n
)eit

) dt
2π

είναι φραγμένη στονM(T). ΄Ομως, ο C(T) είναι διαχωρίσιμος χώρος και ισχύει
C(T)∗ = M(T). ΄Αρα, η BM(T) με την ασθενή * τοπολογία είναι συμπαγής

μετρικοποιήσιμος χώρος. Συνεπώς, υπάρχει υπακολουθία rk = (1 − 1
nk
)k της

(1− 1
n)n ώστε το µrk να συγκλίνει ασθενώς * σε ένα μέτρο µ ∈ M(T).

Δηλαδή,

1

2π

∫ π

−π
g(eit)U(rke

it) dt→ 1

2π

∫ π

−π
g(eit) dµ(eit),∀g ∈ C(T).

Παίρνοντας ως g(eit) = Pr(θ − t) ∈ C(T) θα έχουμε

1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)U(rke

it) dt→ 1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t) dµ(eit).

Τώρα, η U
(
(1− 1

n)e
it
)
∈ h(D), και από το Λήμμα 3.5 έχουμε,

U(rrke
iθ) =

1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)U(rke

it) dt.

Επομένως, έχουμε ότι U(rrke
iθ) → P [µ]. ΄Ομως, U(rrke

iθ) → U(reiθ).

΄Αρα,

U(reiθ) = P [µ].

Για τη μοναδικότητα: ΄Εστω ότι υπάρχουν µ1, µ2 ∈ M(T) ώστε:

U(reiθ) =

∫
T
Pr(θ − t) dµ1(e

it) =

∫
T
Pr(θ − t) dµ2(e

it).
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΄Αρα, ∫
T
Pr(θ − t) d(µ1 − µ2)(e

it) = 0.

Θέτουμε ν = µ1 − µ2 και έχουμε ότι το ν ικανοποιεί∫
T
Pr(θ − t) dν(eit) = 0, ∀0 < r < 1 και eiθ ∈ T.

Επομένως, από το Θεώρημα 2.5, έχουμε

0 = ν̂(0) +
∞∑
k=1

rk
(
eiktν̂(k) + e−iktν̂(−k)

)
.

Τότε, λόγω της μοναδικότητας των συντελεστών στο ανάπτυγμα της δυναμοσει-

ράς, παίρνουμε

ν̂(0) = 0 και ∀k ≥ 1 ότι eiktν̂(k) + e−iktν̂(−k) = 0.

Από τη μοναδικότητα των συντελεστών ενός τριγωνομετρικού πολυωνύμου έπεται

ότι

ν̂(k) = ν̂(−k) = 0.

΄Ετσι, έχουμε ν̂(n) = 0, ∀n ∈ Z. Συνεπώς, από το Θεώρημα Μοναδικότητας
(Πόρισμα 2.20), έχουμε ότι το ν είναι το μηδενικό μέτρο, δηλαδή µ1 = µ2.

Τέλος, από το Πόρισμα 2.18 ισχύει ∥U∥1 = sup
0≤r<1

∥Ur∥1 = ∥µ∥.

Σημείωση 3.10. Από το Θεώρημα 3.9 έχουμε ότι το ολοκλήρωμα Poisson του
µ δρα ως ισομετρικός ισομορφισμός από τοM(T) στον h1(D). Γνωρίζουμε ότι ο
M(T) με τη νόρμα ∥µ∥ = |µ|(T) ότι είναι χώρος Banach. ΄Αρα, ο h1(D) είναι
χώρος Banach.

΄Εστω τώρα μη αρνητική αρμονική συνάρτηση U στο DR. Τότε από το Πόρισμα

3.2 ισχύει

U(0) =
1

2π

∫ π

−π
U(reiθ) dθ =

1

2π

∫ π

−π
|U(reθ)| dθ,∀0 ≤ r < R.

΄Αρα, η U ∈ h1(D). Επομένως, μπορούμε να εφαρμόσουμε το Θεώρημα 3.9 το
οποίο θα μας δώσει ένα μέτρο του οποίου το ολοκλήρωμα Poisson είναι η U . Στη
συγκεκριμένη περίπτωση είναι

dµn(e
it) = U

(
(1− 1

n
)eit

) dt
2π

τα οποία είναι θετικά και άρα το ασθενές όριο dµ είναι επίσης θετικό. Καταλήξαμε
έτσι στο ακόλουθο αποτέλεσμα.
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Θεώρημα 3.11. (Herglotz) ΄Εστω U θετική αρμονική συνάρτηση στο D. Τότε
υπάρχει μοναδικό πεπερασμένο θετικό Borel μέτρο µ στο T ώστε

U(reiθ) =

∫
T
Pr(θ − t) dµ(eit).

Σημείωση 3.12. Γνωρίζουμε ότι το ολοκλήρωμα Poisson ενός µ ∈ M+(T)
ότι είναι μία θετική αρμονική συνάρτηση στο D. Το Θεώρημα του Herglotz που
μόλις αποδείξαμε μας πιστοποιεί ότι ισχύει και το αντίστροφο.

Θεώρημα 3.13. (Kolmogorov-Smirnov) Αν f ∈ H(D) και ℜf ∈ h1(D), τότε
f ∈ Hp(D), ∀p ∈ (0, 1).

Απόδειξη. Από το Θεώρημα του Herglotz έπεται ότι μία πραγματική αρμονική συ-
νάρτηση ανήκει στον h1(D) ανν είναι ίση με τη διαφορά δύο θετικών αρμονικών
συναρτήσεων. ΄Ετσι, υποθέτουμε ότι ℜf > 0. Χρησιμοποιώντας την τριγωνομε-
τρική μορφή της f έχουμε ότι

ℜfp ≥ |f |p cos
(pπ
2

)
.

΄Ετσι,

1

2π

∫ π

−π
|f(reiθ)|p dθ ≤ 1

cos
(pπ

2

) 1

2π

∫ π

−π
ℜ
{
f(reiθ)p

}
dθ

=
1

cos
(pπ

2

)ℜ{f(0)p} <∞

=⇒ sup
0≤r<1

(
1

2π

∫ π

−π
|f(reiθ)|p dθ

)1/p

<∞.

Συνεπώς, η f ∈ Hp(D), ∀p ∈ (0, 1).

Η ανισότητα του Harnack

Πόρισμα 3.14. (Ανισότητα του Harnack) ΄Εστω U θετική αρμονική συνάρτη-
ση στο D. Τότε, για κάθε reiθ ∈ D, ισχύει

1− r

1 + r
U(0) ≤ U(reiθ) ≤ 1 + r

1− r
U(0).
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Απόδειξη. Αφού η U είναι θετική αρμονική συνάρτηση στο D από το Θεώρημα
3.11 η U είναι το ολοκλήρωμα Poisson ενός πεπερασμένου θετικού μέτρου µ.
Παρατηρούμε ότι

Pr(t) =
1− r2

1 + r2 − 2r cos t
≤ 1− r2

1 + r2 − 2r
=

1 + r

1− r

και

Pr(t) =
1− r2

1 + r2 − 2r cos t
≥ 1− r2

1 + r2 + 2r
=

1− r

1 + r
.

΄Αρα, αφού για κάθε θ και t ισχύει

1− r

1 + r
≤ 1− r2

1 + r2 − 2r cos(θ − t)
≤ 1 + r

1− r

και αφού dµ ≥ 0 θα έχουμε

1− r

1 + r

∫
T
dµ(eit) ≤

∫
T

1− r2

1 + r2 − 2r cos(θ − t)
dµ(eit) ≤ 1 + r

1− r

∫
T
dµ(eit).

Τώρα, από το γεγονός ότι η U είναι το ολοκλήρωμα Poisson του µ, έπεται ότι

U(0) =

∫
T
dµ(eit).

Συνεπώς, έχουμε

1− r

1 + r
U(0) ≤ U(reiθ) ≤ 1 + r

1− r
U(0).

Εύκολα μπορούμε να δούμε ότι η ίδια ανισότητα ισχύει για οποιοδήποτε δίσκο στη

θέση του D:

Πόρισμα 3.15. ΄Εστω u θετική αρμονική συνάρτηση στο D(a,R). Τότε, για
κάθε a+ reit ∈ D(a,R), ισχύει:

R− r

R+ r
u(a) ≤ u(a+ reit) ≤ R+ r

R− r
u(a).

Απόδειξη. ΄Εστω v(z) = u(a+Rz). Η v είναι αρμονική στο D. Παρατητούμε ότι

v

(
r

R
eit

)
= u(a+ reit).
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Τότε, από το Πόρισμα 3.14, έχουμε

1− r/R

1 + r/R
u(a) ≤ v

(
r

R
eit

)
≤ 1 + r/R

1− r/R
u(a).

Δηλαδή,

R− r

R+ r
u(a) ≤ u(a+ reit) ≤ R+ r

R− r
u(a).

Εφαρμογή. Κάνοντας χρήση της ανισότητας του Harnack μπορεί να δοθεί
μία εναλλακτική απόδειξη της Πρότασης 1.15 σύφμωνα με την οποία κάθε αρ-
μονική συνάρτηση στο C η οποία είναι άνω (ή κάτω) φραγμένη είναι σταθερή.
Συγκεκριμένα η απόδειξη έχει ως εξής:

Αρκεί να δείξουμε ότι κάθε θετική αρμονική συνάρτηση u είναι σταθερή.
΄Εστω z = reiθ, 0 ≤ r < 1, και R > r. Εφαρμόζουμε την ανισότητα του Harnack
στη u στο D(0, R) και έχουμε

u(z) ≤ R+ r

R− r
u(0).

Αφήνουμε το R → ∞. Τότε u(z) ≤ u(0). ΄Αρα, η u λαμβάνει μέγιστη τιμή στο
0. Επομένως, από την Αρχή Μεγίστου, η u είναι σταθερή.

3.6 Ακτινικά όρια συναρτήσεων του hp(D), 1 ≤
p ≤ ∞

Ορισμός 3.16. Λέμε ότι μία συνάρτηση f έχει ακτινικό όριο ℓ στο eiθ0 ∈ T
αν

lim
r→1

f(reiθ0) = ℓ.

Πριν περάσουμε στα αποτελέσματα αυτής της ενότητας θα αναφερθούμε αρχικά

σε κάποια αποτελέσματα της προχωρημένης Θεωρίας Μέτρου τα οποία θα μας

χρειαστούν.

� Αν f ∈ L1
R([a, b]), η συνάρτηση F : [a.b] → R με F (x) =

∫ x

a
f dλ είναι

απόλυτα συνεχής.
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� Μία συνάρτηση f : [a, b] → R είναι απόλυτα συνεχής αν και μόνο αν είναι
διαφορίσιμη σχεδόν παντού, f ′ ∈ L1([a, b]) και ισχύει:

f(x)− f(a) =

∫ x

a
f ′ dλ, για κάθε x ∈ [a, b].

Πρόταση 3.17. ΄Εστω u ∈ L1(T) και έστω

U(reiθ) =
1

2π

∫ π

−π

1− r2

1 + r2 − 2r cos(θ − t)
u(eit) dt.

Τότε

lim
r→1

U(reiθ) = u(eiθ), για σχεδόν κάθε eiθ ∈ T. (3.2)

Απόδειξη. Από το Θεώρημα του Lebesgue έχουμε

lim
t→0

1

2t

∫ θ+t

θ−t
u(eis) ds = u(eiθ), για σχεδόν κάθε eiθ ∈ T.

θα δείξουμε ότι η (3.2) ισχύει σε ένα τέτοιο σημείο. Υποθέτουμε ότι θ = 0.

Θέτουμε

U(x) =
∫ x

−π
u(eit) dt, x ∈ [−π, π].

Τότε αφού η u ∈ L1(T) έχουμε ότι η U είναι απόλυτα συνεχής. Τότε, κάνοντας
παραγοντική ολοκλήρωση, έχουμε

2πUr =

∫ π

−π

1− r2

1 + r2 − 2r cos t
u(eit) dt

=

∫ π

−π

1− r2

1 + r2 − 2r cos t
U ′(t) dt

=

[
1− r2

1 + r2 − 2r cos t
U(t)

]π
−π

−
∫ π

−π

∂

∂t

{
1− r2

1 + r2 − 2r cos t

}
U(t) dt

=
1− r

1 + r
U(π) +

∫ π

−π

(1− r2)2r sin t

(1 + r2 − 2r cos t)2
U(t) dt

=
1− r

1 + r
U(π) + 2r

1 + r

∫ π

−π

(1 + r)2(1− r)t sin t

(1 + r2 − 2r cos t)2
· U(t)− U(−t)

2t
dt.

Ισχύει

U(t)− U(−t)
2t

=
1

2t

∫ t

−t
u(eis) ds.
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Τότε παίρνοντας όριο καθώς το t → 0 και χρησιμοποιώντας την ισότητα που
έχουμε από το Θεώρημα του Lebesgue για θ = 0 έχουμε

lim
t→0

U(t)− U(−t)
2t

= u(1).

Δηλαδή, η συνάρτηση

Ψ(eit) =

{
U(t)−U(−t)

2t , 0 < |t| ≤ π

u(1), t = 0

είναι συνεχής στο t = 0 και ισχύει Ψ(e−it) = Ψ(eit). Η οικογένεια των συναρ-
τήσεων

Fr(e
it) =

(1 + r)2(1− r)t sin t

(1 + r2 − 2r cos t)2

είναι θετική προσεγγιστική μονάδα στο T. Τότε, από το Θεώρημα 2.11, έχουμε

lim
r→1

(Fr ∗Ψ)(ei0) = Ψ(ei0) = u(1).

Τότε

lim
r→1

Ur = lim
r→1

1

2π

{
1− r

1 + r
U(π) + 2r

1 + r

∫ π

−π
Fr(e

it)
U(t)− U(−t)

2t
dt

}
= lim

r→1

1

2π

∫ π

−π
Fr(e

it)Ψ(e−it) dt

= lim
r→1

(Fr ∗Ψ)(1) = u(1).

Επίσης, έχουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα.

Θεώρημα 3.18. (Fatou) ΄Εστω µ ∈ M(T) και έστω επίσης

U(reiθ) =

∫
T
Pr(θ − t) dµ(eit).

Τότε lim
r→1

U(reiθ) = 2πµ′(eiθ), για σχεδόν κάθε eiθ ∈ T.

Απόδειξη. Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε ότι θ = 0. Θέτουμε

U(x) = µ({eis : s ∈ [−π, x)}), x ∈ [−π, π).

78



Κεφάλαιο 3 3.6. Ακτινικά όρια συναρτήσεων του hp(D), 1 ≤ p ≤ ∞

Κάνοντας παραγοντική ολοκλήρωση έχουμε

U(r) =

∫
T
Pr(−t) dµ(eit)

=
1− r

1 + r
U(π)−

∫ π

−π

∂

∂t
(Pr(−t))U(t) dt

=
1− r

1 + r
U(π) + 2r

1 + r

∫ π

−π

(1 + r)2(1− r)t sin t

(1 + r2 − 2r cos t)2
· U(t)− U(−t)

2t
dt.

Θέτουμε

f(t) =
U(t)− U(−t)

2t
− µ′(1) =

1

2t

∫ t

−t
dµ(eis)− µ′(1).

΄Εστω

Fr(t) =
(1 + r)2(1− r)t sin t

(1 + r2 − 2r cos t)2
, 0 ≤ r < 1, t ∈ [−π, π].

Η οικογένεια των συναρτήσεων Fr είναι θετική προσεγγιστική μονάδα στο T.

΄Εχουμε

lim
r→1

U(r) = lim
r→1

2r

1 + r

∫ π

−π
Fr(t)(f(t) + µ′(1)) dt

= lim
r→1

2r

1 + r

∫ π

−π
Fr(t)f(t) dt+ 2πµ′(1).

Ισχύει

lim
t→0

f(t) = 0.

΄Αρα, για ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε |f(t)| < ε όταν |t| < δ. Υποθέτουμε
ότι δ < π. Τότε είναι∣∣∣∣ ∫ π

−π
Fr(t)f(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ δ

−δ
Fr(t)|f(t)| dt+

∫
δ<|t|≤π

Fr(t)|f(t)| dt

≤ ε

∫ δ

−δ
Fr(t) dt+ max

t∈[−π,π]
|f(t)|

∫
δ<|t|≤π

Fr(t) dt

≤ 2πε+ 2π max
t∈[−π,π]

|f(t)| sup
δ<|t|≤π

Fr(t).

Για την Fr είναι γνωστό ότι

lim
r→1

(
sup

δ<|t|≤π
Fr(t)

)
= 0.
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Επομένως, για κάθε ε > 0, έχουμε ότι

0 ≤ lim inf
r→1

∣∣∣∣ ∫ π

−π
Fr(t)f(t) dt

∣∣∣∣ ≤ lim sup
r→1

∣∣∣∣ ∫ π

−π
Fr(t)f(t) dt

∣∣∣∣ ≤ 2πε.

΄Αρα, lim
r→1

U(r) = 2πµ′(1).

Παρατήρηση. Χρησιμοποιώντας το Θεώρημα του Fatou μπορεί να δοθεί μία
εναλλακτική απόδειξη του ότι ο πυρήνας Poisson μιας συνεχούς συνάρτησης στο
T επεκτείνεται συνεχώς στο D. Στη Πρόταση 2.10 είναι dµ = u dm. ΄Ετσι, για
w ∈ T, έχουμε

µ′(w) = lim
t→0+

1

m(e−itw, eitw)

∫
[e−itw,eitw]

u(ζ) dm(ζ) = u(w).

΄Αρα, από το Θεώρημα του Fatou, έχουμε

lim
r→1

U(reiθ) = 2πµ′(w) = 2πu(w)

⇐⇒ lim
r→1

1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)u(eit) dt = u(eit).

Πόρισμα 3.19. ΄Εστω U ολόμορφη συνάρτηση στο D. Τα ακόλουθα είναι
ισοδύναμα.

1. 0 < |U(z)| ≤ 1 στο D, U(0) > 0 και |U(ζ)| = 1 σχεδόν παντού στο T.

2. Υπάρχει μοναδικό µ ≥ 0 στο T, µ ⊥ m, τέτοιο ώστε:

U(z) = exp

{
−
∫
T

eit + z

eit − z
dµ(eit)

}
, z ∈ D.

Απόδειξη. (2) =⇒ (1) ΄Εχουμε

U(z) = exp

{
−
∫
T

eit + z

eit − z
dµ(eit)

}
, z ∈ D.

΄Αρα,

|U(z)| = exp

{
−
∫
T
Pr(θ − t) dµ(eit)

}
, z ∈ D.
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Αφού το µ ≥ 0 έπεται ότι το ολοκλήρωμα Poisson P [µ](z) είναι μη αρνητικό για
κάθε z ∈ D. ΄Αρα, |U(z)| ≤ 1 στο D. Επίσης, αφού µ ⊥ m =⇒ dµ

dm = 0 σχεδόν
παντού στο T και από το Θεώρημα του Fatou ισχύει

lim
r→1

P ∗ µ(reit) = 2π
dµ

dm
(eit) m σ.π. στο T.

Επομένως, |U(ζ)| = exp 0 = 1 σ.π. στο T.

(1) =⇒ (2) Η u = − log |U | είναι θετική αρμονική συνάρτηση στο D. ΄Αρα, από
το Θεώρημα του Herglotz, υπάρχει μοναδικό µ ∈ M+(T) ώστε

log |U | = −P [µ].

΄Ετσι,

|U | = exp
{
− P [µ]

}
=

∣∣∣∣ exp{−
∫
T

eit + z

eit − z
dµ(eit)

}∣∣∣∣.
Επομένως,

U = c exp

{
−
∫
T

eit + z

eit − z
dµ(eit)

}
, |c| = 1.

Τώρα, από το Θεώρημα του Fatou, γνωρίζουμε ότι

lim
r→1

P [µ] = lim
r→1

− log |U(reiθ)| = 2π
dµ

dm
(eit) σ.π. στο T.

΄Ομως, σ.π. στο T είναι U(eiθ) = 1 (υπόθεση), άρα

lim
r→1

P [µ] = 0 =⇒ dµ

dm
(eit) = 0 σ.π. στο T

και έτσι το µ ⊥ m.

Σημείωση. Οι συναρτήσεις που ικανοποιούν τις συνθήκες (1) ή (2) καλούνται
singular inner functions.

Το επόμενο Θέωρημα αποτελεί μία επέκταση του Θεωρήματος 3.18:

Θεώρημα 3.20. ΄Εστω µ Borel μέτρο στο T και θέτουμε F (θ) =
∫ θ

0
dµ(t).

Η συνάρτηση F είναι φραγμένης κύμανσης και έτσι έχει πεπερασμένη παράγωγο
σε σχεδόν κάθε σημείο θ. ΄Εστω θ1 ένα τέτοιο σημείο, δηλαδή σημείο στο οποίο
η F ′(θ1) υπάρχει και είναι πεπερασμένη. Θέτουμε u να είναι το ολοκλήρωμα
Poisson του µ. Τότε u(z) → F ′(θ1), καθώς z → eiθ1 μη εφαπτομενικά.
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� Το παραπάνω σημαίνει ότι για κάθε c > 0 ισχύει u(z) → F ′(θ1), καθώς
z = reiθ → eiθ1 εντός του χωρίου {reiθ : |θ − θ1| < c(1− r)}.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι θ1 = 0 και επίσης ότι F ′(0) = 0. [Διαφορετικά
θεωρούμε το μέτρο dµ(t)− F ′(0) dt και τη συνάρτηση

F1(θ) =

∫ θ

0
dµ(t)−

∫ θ

0
F ′(0) dt =

∫ θ

0
dµ(t)− F ′(0)θ.

Τότε F ′
1(θ) = F ′(θ)−F ′(0) και έτσι για θ = 0 είναι F ′

1(0) = 0. ΄Αρα, αναγόμαστε
στην αρχική περίπτωση που υποθέτουμε.]

Αφού η F ′(0) = 0 δοθέντος ε > 0 έχουμε ότι υπάρχει δ > 0 ώστε |F (t)| < ε|t|,
για |t| < δ. Τώρα, κοιτάμε τα r κοντά στο 1 τέτοια ώστε αν reiθ είναι στο
{reiθ : |θ| < c(1− r)}, τότε |θ| < δ

4 , δηλαδή έστω c(1− r) < δ
4 . ΄Εχουμε

u(reiθ) =
1

2π

∫
δ<|t|≤π

Pr(θ − t) dµ(t) +
1

2π

∫ δ

−δ
Pr(θ − t) dµ(t).

Για το πρώτο ολοκλήρωμα: ΄Εχουμε

1

2π

∫
δ<|t|≤π

Pr(θ − t) dµ(t) ≤ sup
|t|>δ

Pr(t)
1

2π

∫ π

−π
dµ(t).

΄Ομως, καθώς r → 1, ισχύει sup
|t|>δ

Pr(t) → 0. ΄Ετσι, το πρώτο ολοκλήρωμα γίνεται

μικρό για |θ| < δ
4 .

Για το δεύτερο ολοκλήρωμα: Γράφουμε

1

2π

∫ δ

−δ
Pr(θ − t) dµ(t) =

1

2π

∫ δ

−δ
Pr(θ − t)F ′(t) dt

≤ C sup
|t|>δ

Pr(t) +
1

2π

∫ δ

−δ
P ′
r(t− θ)F (t) dt.

Οπότε, αρκεί να μελετήσουμε το ολοκλήρωμα

I =
1

2π

∫ δ

−δ
P ′
r(t− θ)F (t) dt

το οποίο για θ > 0 γράφουμε ως:

I =
1

π

(∫ 0

−δ
+

∫ 2θ

0
+

∫ δ

2θ

)
(1− r2)r sin(t− θ)

(1 + r2 − 2r cos(θ − t))2
F (t) dt.
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Θα μελετήσουμε τον κάθε όρο του παραπάνω αθροίσματος ξεχωριστά. Για τον

1ο όρο χρησιμοποιώντας ότι |F (t)| ≤ ε(θ − t) και κάνοντας αλλαγή μεταβλητής
(θέτοντας το θ − t ως t) έχουμε∣∣∣∣ 1π

∫ 0

−δ

(1− r2)r sin(t− θ)

(1 + r2 − 2r cos(θ − t))2
F (t) dt

∣∣∣∣ ≤ ε

π

∫ θ+δ

θ

(1− r2)r sin t

(1 + r2 − 2r cos t)2
t dt

≤ ε

π

∫ π

0

(1− r2)r sin t

(1 + r2 − 2r cos t)2
t dt

=
ε

2π

∫ π

0
P ′
r(−t)t dt.

Κάνοντας άλλη μία φορά ολοκλήρωση κατά παράγοντες βλέπουμε τελικά ότι ο

1ος όρος είναι ≤ ε

2

(
1 + Pr(θ − π)

)
.

Για τον 2ο όρο χρησιμοποιώντας ότι 1 + r2 − 2r cos t ≥ (1− r)2, |F (t)| < εt και
|θ − t| < θ έχουμε

1

π

∣∣∣∣ ∫ 2θ

0

(1− r2)r sin(t− θ)

(1 + r2 − 2r cos(θ − t))2
F (t) dt

∣∣∣∣ ≤ 1

π

∫ 2θ

0

(1− r)(1 + r)rθ

(1− r)4
εt dt.

Τότε, κάνοντας χρήσης της |θ| ≤ c(1− r), έχουμε

1

π

∫ 2θ

0

(1− r)(1 + r)rθ

(1− r)4
εt dt ≤ 8εθ3

π(1− r)3
≤ 8εc3

π
.

Για τον 3ο όρο χρησιμοποιώντας ότι |F (t)| < εt ≤ 2ε(t− θ) έχουμε∣∣∣∣ 12π
∫ δ

2θ
P ′
r(θ − t)F (t) dt

∣∣∣∣ ≤ ε

π

∫ δ

2θ
P ′
r(t− θ)(t− θ) dt

=
ε

π

∫ δ−θ

θ
P ′
r(t)t dt

≤ ε

π

∫ π

0
P ′
r(t)t dt

= εPr(π) +
ε

π

∫ π

0
Pr(t) dt

= ε
1− r2

(1 + r)2
+ ε

≤ 2ε.
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Μελέτη ακτινικών ορίων στον hp(D),1 ≤ p ≤ ∞.

Σχετικά με τη περίπτωση των ακτινικών ορίων συναρτήσεων του hp(D), 1 ≤ p ≤
∞, έχουμε τα ακόλουθα:

� Αν U ∈ hp(D), 1 < p < ∞, τότε από το Θεώρημα 3.7 υπάρχει μοναδική
συνάρτηση u ∈ Lp(T) ώστε η U να είναι το ολοκλήρωμα Poisson της u. Για
p > 1 ισχύει Lp(T) ⊂ L1(T). ΄Αρα, η u ∈ L1(T) και από την Πρόταση 3.17
γνωρίζουμε ότι το ολοκλήρωμα Poisson μιας ολοκληρώσιμης συνάρτησης
στο T έχει ακτινικά όρια σχεδόν παντού στο T.

� Αν η U ∈ h∞(D), τότε από το Θεώρημα Fatou (Θεώρημα 3.6) υπάρχει
μοναδική συνάρτηση u ∈ L∞(T) ώστε η U να είναι το ολοκλήρωμα Poisson
της u. ΄Ομως, ισχύει ότι L∞(T) ⊂ L1(T), και άρα τα ακτινικά όρια της U
υπάρχουν σχεδόν παντού στο T. (από την Πρόταση 3.17.)

� Αν η U ∈ h1(D), τότε από το Θεώρημα 3.9 υπάρχει μοναδικό µ ∈ M(T)
ώστε η U να είναι το ολοκλήρωμα Poisson του µ. ΄Ομως, από το Θεώρημα
του Fatou (Θεώρημα 3.18) γνωρίζουμε ότι το ολοκλήρωμα Poisson ενός
µ ∈ M(T) έχει ακτινικά όρια σχεδόν παντού στο T.

3.7 Αναπαράσταση συναρτήσεων του Hp(D), 1 ≤
p ≤ ∞.

Ορισμός 3.21. Οι χώροι Hardy στο T ορίζονται ως:

Hp(T) = {f ∈ Lp(T) : f̂(−1) = f̂(−2) = · · · = 0}, 1 ≤ p ≤ ∞.

΄Εστω F ∈ Hp(D). Τότε F ∈ hp(D), 1 < p ≤ ∞. Επομένως, από το Θεώρημα
3.7 σε συνδυασμό με το Θεώρημα 2.4, υπάρχει μοναδική συνάρτηση f ∈ Lp(T)
τέτοια ώστε

F (z) =

∞∑
n=−∞

f̂(n)r|n|einθ =

∞∑
n=0

f̂(n)zn +
−1∑

n=−∞
f̂(n)z−n, z = reiθ.

Από το Θεώρημα 3.1 έχουμε ότι

f̂(n) =
r−|n|

2π

∫ π

−π
F (reit)e−int dt.
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΄Ετσι, για n ≤ −1, είναι

f̂(n) =
r−|n|

2πi

∫
|z|=r

F (z)z|n+1| dz, 0 < r < 1.

Τότε, από το Θεώρημα του Cauchy, έχουμε f̂(n) = 0, για κάθε ακέραιο n ≤ −1.

Αντίστροφα έστω συνάρτηση f ∈ Lp(T), 1 < p ≤ ∞, με f̂(n) = 0, για κάθε
ακέραιο n ≤ −1.

Θέτουμε

F (z) =
1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)f(eit) dt.

Τότε, από το Θεώρημα 3.4, γνωρίζουμε ότι η F ∈ hp(D) και είναι

F (z) =

∞∑
n=0

f̂(n)zn αφού f̂(n) = 0, για n ≤ −1, n ∈ Z.

Επομένως, η F είναι ολόμορφη συνάρτηση και άρα F ∈ Hp(D).

Επομένως, έχουμε τα ακόλουθα δύο θεωρήματα.

Θεώρημα 3.22. ΄Εστω F ολόμορφη συνάρτηση στο D. Τότε F ∈ Hp(D),
1 < p <∞, ανν υπάρχει f ∈ Hp(T) τέτοια ώστε

F (reiθ) =
1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)f(eit) dt.

Η συνάρτηση f είναι μοναδική και F (z) =
∞∑
n=0

f̂(n)zn. Επίσης,

lim
r→1

∥Fr − f∥p = 0 και επομένως ∥F∥p = ∥f∥p.

Ακόμη, έχουμε F ∈ H2(D) ⇐⇒ f ∈ H2(T) και σε αυτή την περίπτωση

∥F∥2 = ∥f∥2 =
( ∞∑

n=0

|f̂(n)|2
)1/2

.

− Θα δούμε ότι το Θεώρημα 3.22 ισχύει και για p = 1.
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Θεώρημα 3.23. ΄Εστω F ολόμορφη συνάρτηση στο D. Τότε F ∈ H∞(D) ανν
υπάρχει f ∈ H∞(T) τέτοια ώστε

F (reiθ) =
1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)f(eit) dt.

Η συνάρτηση f είναι μοναδική και F (z) =

∞∑
n=0

f̂(n)zn. Επίσης, η Fr συγκλίνει

στην f στην ασθενή * τοπολογία, καθώς r → 1, και έτσι ∥F∥∞ = ∥f∥∞.

Γινόμενα Blaschke

Θεώρημα 3.24. Αν {zn}n∈N είναι η ακολουθία των ριζών μιας συνάρτησης

f ∈ Hp(D), p > 0, τότε ικανοποιείται η συνθήκη Blaschke:

∞∑
n=1

(1 − |zn|) < ∞.

Αντίστροφα, αν μία ακολουθία {zn} ⊂ D ικανοποιεί τη συνθήκη Blaschke, τότε
το γινόμενο

B(z) =
∞∏
n=1

zn − z

1− znz

|zn|
zn

συγκλίνει στο D, η συνάρτηση B είναι ολόμορφη στο D, και έχει τις ακόλουθες
ιδιότητες:

1. Η ακολουθία των ριζών της B, συμπεριλαμβανομένων των επαναλήψεων
για τις πολλαπλότητες των ριζών, ταυτίζεται με την ακολουθία {zn}.

2. |B(z)| ≤ 1, για z ∈ D.

3. |B(eiθ)| = 1 σχεδόν παντού.

Σημειώνουμε ότι αν zn = 0, τότε κάνουμε τη σύμβαση |zn|
zn

= −1. Η συνάρτηση
B καλείται γινόμενο Blaschke.

Θεώρημα 3.25. (Riesz) ΄Εστω f ∈ Hp(D), f ̸≡ 0, και έστω B το γινόμενο
Blaschke που σχηματίζεται από τις ρίζες της f στο D. Τότε υπάρχει συνάρτηση
g ∈ Hp(D) χωρίς ρίζες στο D τέτοια ώστε f = Bg και ∥f∥p = ∥g∥p.

Αναλυτικά Μέτρα στο T.

Ορισμός 3.26. ΄Ενα μέτρο µ ∈ M(T) καλείται αναλυτικό αν:

µ̂(n) =

∫
T
e−int dµ(eit) = 0,∀n ≤ −1, n ∈ Z.
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Θεώρημα 3.27. (F. και M. Riesz) ΄Εστω µ ∈ M(T) αναλυτικό μέτρο. Τότε
το µ είναι απόλυτα συνεχές ως προς το μέτρο Lebesgue.

Απόδειξη. ΄Εστω µ ∈ M(T) με µ̂(n) = 0, για n < 0. Θέτουμε F (reiθ) = P [µ],
για 0 ≤ r < 1. Από το Θεώρημα 2.5 γνωρίζουμε ότι

F (reiθ) =

∞∑
n=−∞

µ̂(n)rneinθ =

∞∑
n=0

µ̂(n)rneinθ

και άρα η F είναι ολόμορφη στο D. Από το Θεώρημα 3.4 γνωρίζουμε ότι η
F ∈ h1(D) και άρα αφού είναι και ολόμορφη έχουμε άμεσα ότι F ∈ H1(D). Από
το Θεώρημα του Riesz γράφουμε τότε F (z) = B(z)G(z), όπου B(z) είναι ένα
γινόμενο Blaschke και G ∈ H1(D) χωρίς ρίζες στο D. ΄Αρα, υπάρχει ολόμορφη
συνάρτηση f στο D ώστε f =

√
G. Φανερά, η f ∈ H2(D). (αφού G ∈ H1(D).)

Θέτουμε

F (eiθ) = B(eiθ)f(eiθ)2.

Η F (eit) ∈ L1(T). Τώρα,∫ π

−π
|F (reiθ)− F (eiθ)| dθ ≤

∫ π

−π
|B(reiθ)−B(eiθ)||f(eiθ)|2 dθ

+

∫ π

−π
|B(reiθ)|f(reiθ)2 − f(eiθ)2| dθ.

Για το πρώτο ολοκλήρωμα από το Θεώρημα Κυριαρχημένης Σύγκλισης ισχύει ότι

lim
r→1

∫ π

−π
|B(reiθ)−B(eiθ)||f(eiθ)|2 dθ = 0.

Για το δεύτερο ολοκλήρωμα:∫ π

−π
|B(reiθ)||f(reiθ)2 − f(eiθ)2| dθ ≤

∫ π

−π
|f(reiθ)2 − f(eiθ)2| dθ

≤
(∫ π

−π
|f(reiθ)− f(eiθ)|2 dθ

)1/2(∫ π

π
|f(reiθ) + f(eiθ)|2 dθ

)1/2

Αφού η f ∈ H2(D) έχουμε ότι(∫ π

π
|f(reiθ) + f(eiθ)|2 dθ

)1/2

≤ c,
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όπου c είναι μία σταθερά ανεξάρτητη του r. Επίσης, από το Θεώρημα 3.22, έχουμε
ότι ∫ π

−π
|f(reiθ)− f(eiθ)|2 dθ → 0, καθώς το r → 1.

Συνεπώς, ∫ π

−π
|F (reiθ)− F (eiθ)| dθ → 0, καθώς r → 1.

Από το Πόρισμα 2.18 έχουμε ότι το F (reiθ) dθ συγκλίνει στο dµ(θ) στην ασθενή *
τοπολογία. Επίσης, F (reiθ) dθ συγκλίνει ασθενώς * στο F (eiθ) dθ. ΄Αρα, dµ(θ) =
F (eiθ) dθ, όπου η F (eiθ) ∈ L1(T), και επομένως το µ είναι απόλυτα συνεχές ως
προς το μέτρο Lebesgue.

Χρησιμοποιώντας τώρα το Θεώρημα 3.27 θα δείξουμε ότι το Θεώρημα 3.22 ισχύει
και για p = 1:

΄Εστω F ∈ H1(D). Τότε F ∈ h1(D) και επομένως από το Θεώρημα 3.9 σε
συνδυασμό με το Θεώρημα 2.5 υπάρχει μοναδικό µ ∈ M(T) έτσι ώστε:

F (reiθ) =

∫
T
Pr(θ − t) dµ(eit) =

∞∑
n=−∞

µ̂(n)r|n|einθ.

Επίσης, από το Πόρισμα 2.18, γνωρίζουμε ότι τα μέτρα
1

2π
F (reiθ) dθ συγκλίνουν

στην ασθενή * τοπολογία στο µ καθώς το r → 1. ΄Ετσι, για κάθε n ≤ −1, έχουμε

lim
r→1

1

2π

∫ π

−π
F (reiθ)e−inθ dθ =

∫
T
e−inθ dµ(eiθ) = µ̂(n).

΄Ομως, η συνάρτηση F είναι ολόμορφη. Επομένως, από το Θεώρημα του Cauchy,
έχουμε

1

2π

∫ π

−π
F (reiθ)e−inθ dθ =

rn

2πi

∫
|z|=r

F (z)z−(n+1) dz = 0.

΄Αρα, µ̂(n) = 0,∀n ≤ −1, n ∈ Z. ΄Ετσι, αφού µ ∈ M(T), το µ είναι απόλυτα
συνεχές ως προς το μέτρο Lebesgue. (από το Θεώρημα 3.27.) Τότε, από το
Θεώρημα Radon-Nikodym, υπάρχει συνάρτηση f ∈ L1(T) τέτοια ώστε

dµ(eit) = f(eit)
dt

2π
.

Συνεπώς,

F (reiθ) =
1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)f(eit) dt με f̂(n) = µ̂(n) = 0, ∀n ≤ −1,
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δηλαδή με f ∈ H1(T).

Αντίστροφα, έστω f ∈ H1(T). Τότε, από το Θεώρημα 2.4 σε συνδυασμό με το
Πόρισμα 2.22, η συνάρτηση

F (reiθ) =
1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)f(eit) dt =

∞∑
n=0

f̂(n)zn, z = reiθ,

αναπαριστά ένα στοιχείο του H1(D) και η Fr συγκλίνει στην f στη νόρμα του
L1(T), καθώς r → 1.

Συνεπώς, έχουμε το ακόλουθο Θεώρημα.

Θεώρημα 3.28. ΄Εστω F ολόμορφη συνάρτηση στο D. Τότε F ∈ H1(D) ανν
υπάρχει μοναδική συνάρτηση f ∈ H1(T) τέτοια ώστε

F (z) =
1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)f(eit) dt =

∞∑
n=0

f̂(n)zn, ∀z = reiθ ∈ D.

Η σειρά είναι ομοιόμορφα συγκλίνουσα στα συμπαγή υποσύνολα του D. Επίσης,

lim
r→1

∥Fr − f∥1 = 0 και ∥F∥1 = ∥f∥1.

Πληρότητα των χώρων Hardy Hp(D),1 ≤ p ≤ ∞.

Θα δείξουμε αρχικά ότι για 1 ≤ p ≤ ∞ ο Hp(T) είναι κλειστός υπόχωρος του
Lp(T). Πράγματι:

΄Εστω {fn} ⊂ Hp(T) με fn → f στον Lp(T). ΄Εχουμε τότε

1

2π

∫ π

−π
|fn(t)− f(t)| dt ≤

(
1

2π

∫ π

−π
|fn(t)− f(t)|p dt

)1/p

→ 0.

΄Αρα,

1

2π

∫ π

−π
|fn(t)− f(t)| dt→ 0.

Τότε, f̂n(k) → f̂(k) ομοιόμορφα για όλα τα k ∈ Z. (στη συγκεκριμένη περίπτωση
μας αρκεί η κατά σημείο σύγκλιση.) ΄Ομως, {fn} ⊂ Hp(T), άρα

f̂n(k) = 0, ∀k ∈ Z, k ≤ −1.

Επομένως,

f̂(k) = 0, ∀k ∈ Z, k ≤ −1.
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Με άλλα λόγια f ∈ Hp(T) γεγονός το οποίο μας δείχνει ότι οHp(T), 1 ≤ p ≤ ∞,
είναι κλειστός υπόχωρος του Lp(T). Ο Lp(T), 1 ≤ p ≤ ∞, είναι χώρος Banach,
άρα ο Hp(T) ως κλειστός υπόχωρος του είναι επίσης χώρος Banach. Από τα
Θεωρήματα 3.22, 3.23 και 3.28 έχουμε ότι οι χώροι Hp(D) και Hp(T) (1 ≤ p ≤
∞) είναι ισομετρικά ισόμορφοι και άρα αφού ο Hp(T) είναι χώρος Banach θα
είναι και ο Hp(D) επίσης. (για 1 ≤ p ≤ ∞.)

Μελέτη ακτινικών ορίων στον Hp(D),0 < p ≤ ∞.

Σχετικά με την περίπτωση των ακτινικών ορίων συναρτήσεων του Hp(D), για
1 ≤ p ≤ ∞, αφού Hp(D) ⊂ hp(D), έχουμε άμεσα ότι τα ακτινικά τους όρια
υπάρχουν σχεδόν παντού στο T. Μάλιστα, μπορούμε να δείξουμε ότι το ακτινικό
όριο είναι στοιχείο του Hp(T), 1 ≤ p ≤ ∞, σχεδόν παντού στο T.

Θεώρημα 3.29. ΄Εστω 1 ≤ p ≤ ∞. Τότε, για κάθε f ∈ Hp(D) το ακτινικό
όριο lim

r→1
f(reit) := bf ∈ Hp(T) υπάρχει σχεδόν παντού στο T.

Απόδειξη. Γράφουμε την f ως σειρά Taylor,

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n, z ∈ D.

Για f ∈ Hp(D), 1 < p ≤ ∞, η οικογένεια (fr)0<r<1 είναι φραγμένη στον L
p(T).

Τότε, χρησιμοποιώντας ένα επιχείρημα ασθενούς συμπάγειας, θα έχουμε ότι υ-

πάρχει ακολουθία rk → 1 τέτοια ώστε η frk να συγκλίνει ασθενώς σε ένα όριο
bf ∈ Lp(T).

Ειδικότερα,

f̂rk(n) → b̂f(n), ∀n ∈ Z.

Η σειρά

f(reit) =
∞∑
n=0

anr
neint

είναι ομοιόμορφα συγκλίνουσα. ΄Αρα, f̂r(n) = anr
n, n ≥ 0 και f̂r(n) = 0, για

n < 0. Επομένως, (̂bf)(n) = an, n ≥ 0 και (̂bf)(n) = 0, για n < 0. Το τελευταίο
μας δείχνει ότι bf ∈ Hp(T) και είναι fr(eit) = bf ∗ Pr, 0 < r < 1. ΄Ετσι,

lim
r→1

∥fr − bf∥p = 0.

Για p = 1 θεωρούμε τον L1(T) ως υπόχωρο του M(T) και εργαζόμαστε όπως
παραπάνω με τη μόνη διαφορά να είναι ότι υπάρχει ένα μέτρο bf ∈ M(T) με
(b̂f)(n) = an, n ≥ 0 και (b̂f)(n) = 0, για n < 0.
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Θα δούμε τώρα ότι και για p ∈ (0, 1) ισχύει ότι τα ακτινικά όρια συναρτήσεων
στον Hp(D) υπάρχουν σχεδόν παντού στο T.

Για την απόδειξη του παραπάνω θα χρειαστούμε το παρακάτω Λήμμα. Στην α-

πόδειξη του λήμματος θα χρησιμοποιήσουμε το παρακάτω αποτέλεσμα το οποίο

θα αποδείξουμε παρακάτω. (βλ. Θεώρημα 3.34)

▶ Για F ∈ Hp(D), 0 < p ≤ ∞, και z ∈ D, ισχύει

|F (z)| ≤ (1− |z|)−1/p∥F∥Hp . (∗)

Λήμμα 3.30. Αν f ∈ Hp(D), p > 0, τότε υπάρχουν συναρτήσεις g και h χωρίς
ρίζες στο D τέτοιες ώστε f = g + h, με ∥g∥p ≤ ∥f∥p και ∥h∥p ≤ ∥f∥p.

Απόδειξη. Υποθέτουμε αρχικά ότι f ̸≡ 0 σε μία περιοχή G του D και η f έχει
τουλάχιστον μία ρίζα στο D. Τότε ο αριθμός των ριζών της f είναι πεπερασμένος.

[΄Εστω αντίθετα ότι είναι άπειρος. Θέτουμε τότε A να είναι το σύνολο των άπειρων
ριζών {zn} της f στο D. Τότε η {zn} θα έχει συγκλίνουσα υπακολουθία στο
D, έστω {zkn}, η οποία συγκλίνει σε κάποιο z0 ∈ G. Ισχύει ότι f(zkn) → f(z0)
και f(zkn) = 0. ΄Αρα, f(z0) = 0, δηλαδή το z0 είναι ρίζα της f στο D. ΄Εχουμε
λοιπόν ότι το z0 είναι σ.σ. του A στο G. Απο το Θεώρημα Μοναδικότητας έπεται
ότι η f είναι ταυτοτικά μηδέν στο G, άτοπο.] Ας είναι a1, . . . , am οι ρίζες της f .
΄Εστω

A(z) =
m∏
k=0

z − ak
1− akz

.

Θέτουμε

g =
(A− 1)f

2A
και h =

(A+ 1)f

2A
.

Τότε φανερά f = g + h. Οι g και h δεν έχουν ρίζες στο D αφού |A| < 1 στο
D και η f

A δεν έχει ρίζες στο D. Οι A − 1, A + 1 και f/A είναι ολόμορφες σε
περιοχή του D και αφού |A| = 1 στο T, έχουμε |g| ≤ |f | και |h| ≤ |f | στο T.

Για μία αυθαίρετη f , έστω fn(z) = f(rnz), όπου rn οποιαδήποτε ακολουθία που
τείνει στο 1. Από την αρχική περίπτωση γράφουμε fn = gn + hn, όπου οι gn και
hn έχουν τις επιθυμητές ιδιότητες. Τώρα, αφού

∥gn∥p ≤ ∥fn∥p ≤ ∥f∥p και ∥hn∥p ≤ ∥fn∥p ≤ ∥f∥p,

από την (∗) έχουμε ότι οι {gn} και {hn} είναι φραγμένες στα συμπαγή υποσύνολα
του D. ΄Αρα, οι {gn} και {hn} έχουν υπακολουθίες οι οποίες συγκλίνουν ομοι-
όμομρφα στα συμπαγή υποσύνολα σε ολόμορφες συναρτήσεις g και h αντίστοιχα.
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Τότε από το Θεώρημα του Hurwitz 1 η g είτε δεν έχει ρίζες ή g ≡ 0 και το ίδιο
ισχύει και για την h. ΄Ομως, δεν μπορεί να είναι g ≡ 0 και f = g+ h. Διότι τότε
f = h, δηλαδή είτε η f δεν έχει ρίζες ή f ≡ 0, άτοπο.

Πρόταση 3.31. ΄Εστω f ∈ Hp(D), 0 < p ≤ ∞. Τότε τα ακτινικά όρια
f∗(e

iθ) = lim
r→1

f(reiθ) υπάρχουν σχεδόν παντού στο T.

Απόδειξη. Για 1 ≤ p ≤ ∞ η απόδειξη έχει ήδη γίνει. ΄Εστω f ∈ Hp(D) και
1
2 < p ≤ 1. Από το Λήμμα 3.30 μπορούμε να υποθέσουμε ότι η f δεν έχει ρίζες

στο D. Τότε η συνάρτηση g = f1/2 είναι καλά ορισμένη και εύκολα μπορούμε να
δούμε ότι g ∈ H2p(D). Τότε, αφού το 2p > 1, έχουμε ότι η συνάρτηση g έχει
ακτινικά όρια σχεδόν παντού στο T και άρα και η f = g2 επίσης. Με παρόμοιο
τρόπο γίνεται αναγωγή της περίπτωσης p > 1/4 στην p > 1/2 κλπ.

Σύγκλιση κατά μέσο στη συνοριακή συνάρτηση

Θεώρημα 3.32. ΄Εστω f ∈ Hp(D), 0 < p < ∞. Τότε σχεδόν παντού στο T
ισχύει

lim
r→1

1

2π

∫ π

−π
|f(reiθ)− f∗(e

iθ)|p dθ = 0.

Απόδειξη. Από τα Θεωρήματα 3.22 και 3.28 γνωρίζουμε ήδη ότι για κάθε p ≥ 1
ισχύει lim

r→1
∥fr − f∗∥p = 0. ΄Εστω τώρα 1

2 ≤ p ≤ 1. Από το Λήμμα 3.30

μπορούμε να υποθέσουμε ότι η f δεν έχει ρίζες στο D. Θεωρούμε τη συνάρτηση
g(z) =

√
f(z). Σημειώνουμε ότι η g είναι καλά ορισμένη αφού η f δεν έχει ρίζες

στο D. Τότε, κάνοντας χρήση της ανισότητας Cauchy-Schwarz, έχουμε

∥fr − f∗∥pp =
∫ π

−π
|f(reiθ)− f∗(e

iθ)|p dθ

=

∫ π

−π
|g(reiθ)− g∗(e

iθ)|p |g(reiθ) + g∗(e
iθ)|p dθ

≤
(∫ π

−π
|g(reiθ)− g∗(e

iθ)|2p dθ
)1/2(∫ π

−π
|g(reiθ) + g∗(e

iθ)|2p dθ
)1/2

.

Αφού η g ∈ H2p(D) έχουμε ότι(∫ π

−π
|g(reiθ) + g∗(e

iθ)|2p dθ
)1/2

≤ c,

1
Αν {fn} είναι μία ακολουθία ολόμορφων συναρτήσεων χωρίς ρίζες στο D τέτοια ώστε

fn → f ομοιόμορφα στα συμπαγή υποσύνολα του D, τότε η f δεν έχει ρίζες στο D εκτός αν
μηδενίζεται ταυτοτικά.
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όπου c είναι μία σταθερά ανεξάρτητη του r.

Επίσης, αφού το 2p ≥ 1, ισχύει ότι(∫ π

−π
|g(reiθ)− g∗(e

iθ)|2p dθ
)1/2

→ 0, καθώς το r → 1.

΄Αρα, lim
r→1

∥fr−f∗∥pp = 0, δηλαδή το αποτέλεσμα ισχύει για p ≥ 1/2. Με παρόμοιο

τρόπο θέτουμε g =
√
f και κάνουμε αναγωγή της περίπτωσης p ≥ 1/4 στην

p ≥ 1/2 κλπ.

3.8 Ο χώρος Hardy H1(D)

Θεώρημα 3.33. ΄Εστω F ∈ H1(D) και έστω επίσης f ∈ H1(T) οι συνοριακές
τιμές της F . Τότε

F (z) =
1

2π

∫ π

−π

f(eit)

1− e−itz
dt,∀z ∈ D.

Απόδειξη. Σταθεροποιούμε z ∈ D. Επιλέγουμε r ώστε 1+|z|
2 < r < 1. Τότε το

z είναι εσωτερικό σημείο του κύκλου {|ζ| = r} (αφού |z| < 1+|z|
2 < r) και από

τον ολοκληρωτικό τύπο του Cauchy έχουμε

F (z) =
1

2πi

∫
|ζ|=r

F (ζ)

ζ − z
dζ =

1

2π

∫ π

−π

F (reit)

reit − z
reit dt. (3.3)

Τότε, χρησιμοποιώντας την
1+|z|
2 < r, εύκολα βλέπουμε ότι∣∣∣∣ reit

reit − z

∣∣∣∣ ≤ 1

r − |z|
≤ 2

1− |z|
.

Επομένως, αφήνοντας το r → 1 και χρησιμοποιώντας ότι η Fr συγκλίνει στην f
στην L1(T) νόρμα, από το Θεώρημα Φραγμένης Σύγκλισης, έχουμε

lim
r→1

1

2π

∫ π

−π

F (reit)

reit − z
reit dt =

1

2π

∫ π

−π

f(eit)

eit − z
eit dt.

Επομένως, παίρνοντας όριο καθώς το r → 1 στην (3.3), καταλήγουμε στην

F (z) =
1

2π

∫ π

−π

f(eit)

1− e−itz
dt.
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Θεώρημα 3.34. Για F ∈ Hp(D), 0 < p ≤ ∞, και z ∈ D, ισχύει

|F (z)| ≤ (1− |z|)−1/p∥F∥Hp .

Απόδειξη. Για F ∈ Hp(D) με 0 < p < ∞ και F όχι ταυτοτικά μηδέν ισχύει
F (z) = B(z)H(z), όπου B είναι το γινόμενο Blaschke που σχηματίζεται από
τις ρίζες της F στο D και H μη μηδενική συνάρτηση με ∥F∥p = ∥H∥p. ΄Εστω
A(z) ολόμορφη συνάρτηση τέτοια ώστε H(z) = exp{A(z)}. Θέτουμε G(z) =
exp{pA(z)}. Τότε είναι |G(z)| = |H(z)|p και άρα ∥G∥1 = ∥H∥pp = ∥F∥pp. Αφού
G ∈ H1(D) από το Θεώρημα 3.33 έχουμε

G(z) =
1

2π

∫ π

−π

G(eit)

eit − z
eit dt.

΄Ετσι,

|F (z)|p ≤ |H(z)|p = |G(z)| ≤ 1

1− |z|
1

2π

∫ π

−π
|G(eit)| dt,

δηλαδή

|F (z)|p ≤ (1− |z|)−1∥F∥pp =⇒ |F (z)| ≤ (1− |z|)−1/p∥F∥p.

Πόρισμα 3.35. Κάθε F ∈ H1(D) είναι το ολοκλήρωμα Poisson της συνορια-
κής της συνάρτησης F (eit).

Απόδειξη. ΄Εστω συνάρτηση F ∈ H1(D) και 0 < s < 1. Γνωρίζουμε ότι για
z = reiθ ∈ D ισχύει

F (sreiθ) =
1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)F (seit) dt.

Αφήνουμε το s → 1. Είναι γνωστό ότι lim
s→1

∥F (seit) − F (eit)∥1 = 0 και αφού ο

πυρήνας Poisson είναι φραγμένη συνάρτηση στο T παίρνουμε τελικά ότι

F (reiθ) =
1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)F (eit) dt.

Δηλαδή, η F είναι το ολοκλήρωμα Poisson των συνοριακών της τιμών.

Ορισμός.Το ολοκλήρωμα Poisson-Stieltjes μιας συνάρτησης f η οποία είναι
φραγμένης κύμανσης στο [−π, π] ορίζεται ως

PS[f ](reiθ) =
1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t) df(t).
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Θεώρημα 3.36. Αν f ∈ H1(D) και αν η συνοριακή της συνάρτηση είναι
σχεδόν παντού ίση με μία συνάρτηση φραγμένης κύμανσης, τότε η f έχει απόλυτα
συνεχή επέκταση στο D. (δηλαδή συνεχή επέκταση η οποία είναι απόλυτα συνεχής
συνάρτηση στο T.)

Απόδειξη. ΄Εστω ότι f∗ = g, όπου η g είναι συνάρτηση φραγμένης κύμανσης
στο [−π, π] και f∗ είναι η συνοριακή συνάρτηση της f . Αφού η f ∈ H1(D)
γνωρίζουμε ότι η f είναι η ίση με το ολοκλήρωμα Poisson των συνοριακών της
τιμών, δηλαδή f = P [f∗] = P [g]. Θέτουμε

h(reiθ) :=
∂f

∂θ
=

∂

∂θ
P [g].

Τότε είναι γνωστό ότι

h(reiθ) = PS[g](reiθ)− g(π)− g(−π)
2π

Pr(θ + π),

όπου PS[g] είναι το ολοκλήρωμα Poisson-Stieltjes της g. Η h ∈ H1
και τότε

h = P [h∗]. ΄Αρα, h = PS[F ], όπου

F (θ) =

∫ θ

0
h∗(e

it) dt.

Επομένως, έχουμε ότι

∂f

∂θ
= h = PS[F ](reiθ) =

∂

∂θ

{
1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)F (t) dt

}

=⇒ f(reiθ) =
1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)F (t) dt+ c,

όπου c είναι μία σταθερά.

Θεώρημα 3.37. (Θεώρημα Μοναδικότητας) ΄Εστω F ∈ H1(D) και υποθέτουμε
ότι για κάποιο σύνολο E με |E| > 0 ισχύει F (eiθ) = 0, για θ ∈ E. Τότε F (z) ≡ 0.

Απόδειξη. Αν |E| = 2π, τότε F = 0 σ.π. στο T. Επομένως, από το Θεώρημα
3.33 είναι F (z) ≡ 0 στο D. Υποθέτουμε έτσι ότι 0 < |E| < 2π. Υποθέτουμε
επίσης ότι η F δεν είναι ταυτοτικά ίση με 0 και θα καταλήξουμε σε άτοπο. Χωρίς
βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε F (0) ̸= 0. Για 0 ≤ r < 1 θέτουμε

U(reiθ) =
1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)u(eit) dt,
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όπου

u(eit) =

{
1
|E| , αν e

it ∈ E
−1

2π−|E| , αν e
it ∈ T \ E.

Τότε
−1

2π − |E|
≤ U(reθ) ≤ 1

|E|
,∀reiθ ∈ D.

Θεωρούμε επίσης την αρμονική συζυγή V της U , δηλαδή

V (reiθ) =
1

2π

∫ π

−π
Qr(θ − t)u(eit) dt.

΄Ετσι, exp(U + iV ) ∈ H∞(D). [Η F = U + iV είναι ολόμορφη στο D και
άρα η exp(U + iV ) είναι ολόμορφη στο D (ως σύνθεση ολόμορφων). Επίσης,
είδαμε ότι υπάρχουν σταθερές M1 και M2 τέτοιες ώστε M1 ≤ U(reiθ) ≤ M2.

΄Αρα, eM1 ≤ eU ≤ eM2 και συνεπώς η exp (U + iV ) είναι φραγμένη αναλυτική
συνάρτηση στο D.] Τότε, η

GN (z) = F (z) exp{N(U(z) + iV (z))} ∈ H1(D), ∀N ∈ Z, N ≥ 1.

Αφού λοιπόν η GN ∈ H1(D) από το Θεώρημα 3.33 έχουμε

F (0) = GN (0) =
1

2π

∫ π

−π
GN (eit) dt.

΄Ομως, για t ∈ E είναι GN (eit) = 0, αφού από υπόθεση έχουμε ότι F (eit) = 0,
για t ∈ E. ΄Αρα, είναι

F (0) =
1

2π

∫
T−\E

GN (eit) dt.

΄Ετσι, για κάθε ακέραιο N ≥ 1, είναι

|F (0)| ≤ 1

2π

∫
T\E

|GN (eit)| dt = 1

2π
exp

{
− N

2π − |E|

}∫
T\E

|F (eit)| dt.

Επομένως, αφήνοντας το N → ∞, έχουμε F (0) = 0, άτοπο.

Λήμμα 3.38. ΄Εστω F ολόμορφη συνάρτηση στο D και υποθέτουμε ότι

ℜF (z) > 0,∀z ∈ D.

Τότε το lim
r→1

F (reiθ) υπάρχει και είναι πεπερασμένο για σχεδόν κάθε eiθ ∈ T.
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Απόδειξη. ΄Εστω

G(z) =
1− F (z)

1 + F (z)
, z ∈ D.

Τότε, για κάθε z ∈ D, είναι |G(z)| < 1. Επίσης, η G είναι ολόμορφη στο D
(ως πηλίκο ολόμορφων). ΄Αρα, η G ∈ H∞(D) και επομένως το ακτινικό όριο
G(eiθ) = lim

r→1
G(reiθ) υπάρχει για σχεδόν κάθε eiθ ∈ T. Θέτουμε

F (eiθ) = G(eiθ) + 1, eiθ ∈ T.

Αν το σύνολο {θ : F (eiθ) = 0} είχε θετικό μέτρο Lebesgue, τότε από το Θεώρημα
Μοναδικότητας θα είχαμε F ≡ 0 στο D, δηλαδή G(eiθ) = −1. Αυτό όμως είναι
άτοπο διότι στο D είναι |G(z)| < 1. Επομένως, το lim

r→1
G(reiθ) = −1 μπορεί να

συμβαίνει το πολύ σε ένα σύνολο μέτρου Lebesgue 0. ΄Ετσι, στο συμπλήρωμα
αυτού του συνόλου το

lim
r→1

F (reiθ) = lim
r→1

1−G(reiθ)

1 +G(reiθ)
=

1−G(eiθ)

1 +G(eiθ)

υπάρχει και είναι πεπερασμένο για σχεδόν κάθε eiθ ∈ T.

Θεώρημα 3.39. ΄Εστω µ ∈ M(T) και έστω

V (reiθ) =
1

2π

∫
T

2r sin(θ − t)

1 + r2 − 2r cos(θ − t)
dµ(eit).

Τότε το lim
r→1

V (reiθ) υπάρχει και είναι πεπερασμένο για σχεδόν κάθε eiθ ∈ T.

Απόδειξη. Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε ότι το µ είναι θετικό Borel
μέτρο στο T. Θεωρούμε τη συνάρτηση

F (z) =
1

2π

∫
T

eit + z

eit − z
dµ(eit), z ∈ D.

Τότε

ℜ{F (z)} =
1

2π

∫
T
ℜ
{
eit + z

eit − z

}
dµ(eit) =

1

2π

∫
T
Pr(θ − t) dµ(eit)

και λόγω της υπόθεσης ότι το µ είναι θετικό μέτρο έχουμε ότι

ℜ{F (z)} > 0,∀z ∈ D.

΄Αρα, αφού η F είναι και ολόμορφη στο D, από το Λήμμα 3.38, το όριο lim
r→1

F (reiθ)

υπάρχει και είναι πεπερασμένο για σχεδόν κάθε eiθ ∈ T. Ειδικότερα, το όριο
lim
r→1

V (reiθ) υπάρχει και είναι πεπερασμένο για σχεδόν κάθε eiθ ∈ T.
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Ο μετασχηματισμός Hilbert στο T.

Ορισμός 3.40. Ομετασχηματισμός Hilbert μιας συνάρτησης f ∈ L1(T)
σε ένα σημείο eiθ ∈ T ορίζεται ως:

f̃(eiθ) = lim
ε→0

1

π

∫
ε≤|θ−t|≤π

f(eit)

2 tan( θ−t
2 )

dt = lim
ε→0

1

π

∫
ε<|t|<π

f(ei(θ−t))

2 tan( t2)
dt,

όταν το όριο υπάρχει.

Αφού η 2 tan( t2) είναι περιττή συνάρτηση μπορούμε να γράψουμε τον f̃ και ως
εξής:

f̃(eiθ) = lim
ε→0

1

π

∫ π

ε

f(ei(θ−t))− f(ei(θ+t))

2 tan( t2)
dt.

Πρόταση 3.41. Αν μία συνάρτηση f φραγμένης κύμανσης στο [−π, π] έχει
πεπερασμένη παράγωγο στο σημείο θ ∈ (−π, π), τότε

lim
r→1−

1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)f ′(t) dt = f ′(θ).

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι θ = 0 και f ′(θ) = 0. Για |t| > δ είναι∣∣∣∣ ∂∂tPr(e
it)

∣∣∣∣ ≤ c(δ)(1− r).

΄Αρα,

lim sup
r→1−

∫
|t|>δ

∣∣∣∣ ∂∂tPr(e
it)

∣∣∣∣|f(t)| dt = 0.

Τότε, από το παραπάνω και την σχέση

PS[f ](reiθ) =
f(π)− f(−π)

2π
Pr(θ + π) +

1

2π

∫ π

−π
P ′(r, θ − t)f(t) dt,

έπεται ότι

lim sup
r→1−

|PS[f ](r)| ≤ lim sup
r→1−

1

2π

∫ δ

−δ

∣∣∣∣ ∂∂tPr(e
it)

∣∣∣∣|f(t)| dt,∀δ > 0.

Τότε από την
∣∣t ∂∂tPr(e

it)
∣∣ ≤ 2Pr(e

it), |t| ≤ π, έχουμε ότι

lim sup
r→1−

|PS[f ](r)| ≤ lim sup
r→1−

1

π

∫ δ

−δ
Pr(e

it)

∣∣∣∣f(t)t
∣∣∣∣ dt
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και αφού
f(t)
t → 0, καθώς t→ 0, έχουμε ότι

lim
r→1

PS[f ](r) = 0.

Λήμμα 3.42. Αν θ είναι σημείο Lebesgue μιας f ∈ L1(T), τότε

lim sup
r→1

1

2π

∫ π

−π
Pr(e

it)|f(θ + t)− f(θ)| dt = 0.

Απόδειξη. Αφού το θ είναι σημείο Lebesgue της f έχουμε ότι

lim
t→0

1

t

∫ t

0
|f(θ + x)− f(θ)| dx = 0.

Θέτουμε

u(t) =

∫ t

0
|f(θ + x)− f(θ)| dx,

και άρα έχουμε

lim
t→0

u(t)

t
= 0,

δηλαδή u′(0) = 0. Εφαρμόζοντας την Πρόταση 3.41 με την u στη θέση της f και
θ = 0 έχουμε

lim sup
r→1−

1

2π

∫ π

−π
Pr(e

it)u′(t) dt = u′(0) = 0,

δηλαδή

lim sup
r→1−

1

2π

∫ π

−π
Pr(e

it)|f(θ + t)− f(θ)| dt = 0.

Από το ακόλουθο θεώρημα έπεται ότι το όριο του ορισμού 3.40 υπάρχει σχεδόν
παντού στο T.

Θεώρημα 3.43. Αν f ∈ L1(T), τότε τα ακόλουθα όρια υπάρχουν και είναι ίσα
(σχεδόν παντού):

lim
r→1

V (reiθ) και lim
ε→0+

1

π

∫ π

ε

f(θ − t)− f(θ + t)

2 tan( t2)
dt,

όπου V (reiθ) είναι η αρμονική συζυγής του P [f ].
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Απόδειξη. Για θ σημείο Lebesgue της f θα δείξουμε ότι

lim
r→1−

{
V (reiθ)− 1

2π

∫ π

1−r

f(θ − t)− f(θ + t)

tan( t2)
dt

}
= 0.

Γράφουμε

V (reiθ)− 1

2π

∫ π

1−r

f(θ − t)− f(θ + t)

tan( t2)
dt = I1 + I2,

όπου

I1(r) =
1

2π

∫ 1−r

0
Qr(e

it)(f(θ − t)− f(θ + t)) dt

και

I2(r) =
1

2π

∫ π

1−r

(
Qr(e

it)− 1

tan( t2)

)
(f(θ − t)− f(θ + t)) dt.

Κάνοντας χρήση της |t| ≤ 1− r έχουμε ότι

|Qr(e
it)| ≤ 2(1− r)

(1− r)2
=

2

1− r
.

Τότε

|I1(r)| ≤
1

2π

∫ 1−r

0
|Qr(e

it)||f(θ − t)− f(θ + t)| dt

≤ 1

π(1− r)

∫ 1−r

0
|f(θ − t)− f(θ + t)| dt→ 0,

καθώς το r → 1, αφού το θ είναι σημείο Lebesgue. Τώρα, είναι γνωστό ότι
ο πυρήνας Poisson με τον συζυγή του πυρήνα συνδέονται μέσω της παρακάτω
σχέσης

Qr(e
it)− 1

tan( t2)
= − 1− r

tan( t2)

Pr(e
it)

1 + r
,

απ΄ όπου έπεται ότι∣∣∣∣Qr(e
it)− 1

tan( t2)

∣∣∣∣ ≤ cPr(e
it), όπου c είναι μία σταθερά.

΄Αρα,

|I2(r)| ≤
c

2π

∫ π

−π
Pr(e

it)|f(θ − t)− f(θ + t)| dt.

Αφού το θ είναι σημείο Lebesgue, από το Λήμμα 3.42, έπεται ότι I2(r) → 0,
καθώς r → 1.
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Είναι γνωστό ότι ο μετασχηματισμός Hilbert απεικονίζει τον L1(T) στον Lp(T),
για κάθε p < 1, αλλά όχι στον L1(T). ΄Αρα, γενικά το ολοκλήρωμα Poisson
του f̃ δεν έχει νόημα. ΄Ομως, αν υποθέσουμε ότι f̃ ∈ L1(T), τότε ισχύει ότι
P [f̃ ] = Q[f ]:

Θεώρημα 3.44. Αν f ∈ L1(T) και f̃ ∈ L1(T), τότε P [f̃ ] = Q[f ].

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι η f παίρνει πραγματικές τιμές. Θεωρούμε τη συνάρ-
τηση g = P [f ] + iQ[f ]. Προφανώς, η g ∈ H(D) και ℜg = P [f ] ∈ h1(D). ΄Ετσι,
από το Θεώρημα των Kolmogorov-Smirnov έχουμε ότι g ∈ Hp(D), για p < 1.
Επίσης, από την υπόθεση, η συνοριακή συνάρτηση της g:

g∗(e
iθ) = lim

r→1
g(reiθ) = lim

r→1
(P [f ](reiθ) + iQ[f ](reiθ)) = f + if̃

ανήκει στον L1(T). ΄Αρα, από το Θεώρημα του Smirnov 2, έχουμε ότι η g ∈
H1(D). Τότε, από το Πόρισμα 3.35, η g είναι το ολοκλήρωμα Poisson της συνο-
ριακής της συνάρτησης: g = P [g∗]. Δηλαδή,

P [f ] + iQ[f ] = P [g∗] = P [f + if̃ ] = P [f ] + iP [f̃ ],

και επομένως P [f̃ ] = Q[f ].

Θα χρειαστούμε το ακόλουθο Θεώρημα.

Θεώρημα 3.45. ΄Εστω f ∈ Lp(T), 1 < p <∞. Τότε

1. f̃ ∈ Lp(T) και υπάρχει σταθερά cp τέτοια ώστε:

∥(Qf)r∥p ≤ ∥f̃∥p ≤ cp∥f∥p.

2. Qf = P f̃ και lim
r→1

∥(Qf)r − f̃∥p = 0.

Το ακόλουθο Λήμμα μας δείχνει τη σχέση μεταξύ των συντελεστών Fourier μιας
συνάρτησης του Lp(T), 1 < p < ∞, και των συντελεστών Fourier του μετασχη-
ματισμού Hilbert αυτής.

Λήμμα 3.46. ΄Εστω f ∈ Lp(T), 1 < p <∞. Τότε

̂̃
f(n) = −i sign(n)f̂(n), n ∈ Z.

2
΄Εστω f ∈ Hp(D). Αν p′ > p και f(eiθ) ∈ Lp′(T), τότε f ∈ Hp′(D).
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Απόδειξη. Από το Θεώρημα 3.45 γνωρίζουμε ότι

Qf = P f̃. (3.4)

Από το Θεώρημα 2.4 έχουμε ότι

(Pf)(z) = f̂(0) +

∞∑
n=1

f̂(−n)zn +

∞∑
n=1

f̂(n)zn, z ∈ D (3.5)

και επίσης είναι γνωστό ότι

(Qf)(z) = i
∞∑
n=1

f̂(−n)zn − i
∞∑
n=1

f̂(n)zn, z ∈ D. (3.6)

Επομένως, από την (3.4), λόγω των (3.5) και (3.6), είναι

i
∞∑
n=1

f̂(−n)zn − i
∞∑
n=1

f̂(n)zn =
̂̃
f(0) +

∞∑
n=1

̂̃
f(−n)zn +

∞∑
n=1

̂̃
f(n)zn.

Επομένως,

̂̃
f(0) = 0,

̂̃
f(−n) = if̂(−n), και ̂̃f(n) = −if̂(n), n ≥ 1,

δηλαδή ̂̃
f(n) = −i sign(n)f̂(n), n ∈ Z.

3.9 Η προβολή Riesz P+

Ορισμός 3.47. Ο τελεστής

P+ : L2(T) → H2(T), f 7→
∞∑
n=0

f̂(n)eint

καλείται προβολή Riesz.

Θεώρημα 3.48. ΄Εστω 1 < p < ∞. Τότε η P+ μπορεί να οριστεί με ανάλογο

τύπο από τον Lp(T) στον Hp(T). Επίσης, για κάθε f ∈ Lp(T) ισχύει

P̂+f(n) = f̂(n), n ≥ 0.
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Απόδειξη. ΄Εστω

f =

N∑
k=−M

f̂(k)eikt

ένα τριγωνομετρικό πολυώνυμο.

Τότε

P+f =

N∑
k=0

f̂(k)eikt.

Θέτουμε τώρα

g = f̂(0) + f + if̃ .

Τότε, από το Θεώρημα 3.45, η g ∈ Lp(T) και ∥g∥p ≤ cp∥f∥p.

Είναι

ĝ(n) = f̂(0) + f̂(n) + i
̂̃
f(n)

= f̂(0) + f̂(n) + sign(n)f̂(n).

΄Αρα,

ĝ(n) =

{
2f̂(n), n ≥ 0

0, n < 0.

Δηλαδή, 2P+f = g και είναι

∥2P+f∥p ≤ cp∥f∥p =⇒ ∥P+f∥p ≤
cp
2
∥f∥p.

Η φραξιμότητα του P+ στον L
p(T) έπεται από την πυκνότητα του συνόλου των

τριγωνομετρικών πολυωνύμων στον Lp(T).

Επίσης, για f ∈ Lp(T), υπάρχει ακολουθία τριγωνομετρικών πολυωνύμων fn
ώστε

∥fn − f∥p → 0, n→ ∞.

΄Ετσι,

∥P+fn − P+f∥p ≤
cp
2
∥fn − f∥p → 0

=⇒ P+fn → P+f στον L
p(T).

Σταθεροποιούμε ℓ ∈ Z, ℓ ≥ 0. Τότε

P̂+f(ℓ) = lim
n
P̂+fn(ℓ) = lim

n
f̂n(ℓ) = f̂(ℓ).
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Πόρισμα 3.49. ΄Εστω 1 < p <∞. Τότε

Lp(T) = Hp(T)⊕Hp
0 (T).

Απόδειξη. ΄Εστω f ∈ Hp(T) ∩Hp
0 (T). Θα δείξουμε ότι f ≡ 0.

Αφού f ∈ Hp(T) είναι f̂(n) = 0, για n < 0. Από την άλλη μεριά, γράφουμε

f = g, όπου g ∈ Hp
0 (T).

Τότε ĝ(n) = 0, για n ≤ 0.

Είναι

f̂(n) = ĝ(n) = ĝ(−n) = 0, για n ≥ 0.

΄Αρα, f̂(n) = 0,∀n ∈ Z, και από το Θεώρημα Μοναδικότητας στον L1(T) έπεται
ότι f ≡ 0.

΄Ετσι,

Hp(T) ∩Hp
0 (T) = {0}.

΄Εστω συνάρτηση f ∈ Lp(T). Θέτουμε g = P+f . Τότε, από το Θεώρημα 3.48, η
g ∈ Hp(T). Θέτουμε επίσης h = f − g. Τότε

ĥ(n) = f̂(n)− P̂+f(n) = f̂(n)− f̂(n) = 0, n ≥ 0.

΄Αρα,

ĥ(n) = ĥ(−n) = 0, n ≤ 0 =⇒ h ∈ Hp
0 (T) =⇒ h ∈ Hp

0 (T).

Γράφουμε

f = P+f + (f − P+f).

Είδαμε ότι P+f ∈ Hp(T) και h = f −P+f ∈ Hp
0 (T) και σε συνδυασμό με το ότι

Hp(T) ∩Hp
0 (T) = {0}

έχουμε

Lp(T) = Hp(T)⊕Hp
0 (T).
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3.10 Το Θεώρημα Κανονικής Παραγοντοποίησης

Θεώρημα 3.50. ΄Εστω F ∈ Hp(D), 0 < p ≤ ∞, F ̸≡ 0, και έστω f(eit) =
lim
r→1

F (reit), όταν το όριο υπάρχει. Τότε∫ π

−π

∣∣ log |f(eit)|∣∣ dt <∞

δηλαδή η log |f(eit)| ∈ L1(T).

Απόδειξη. Υποθέτουμε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι p < ∞ και F (0) ̸= 0.
Για κάθε x > 0 ισχύει log+ x ≤ x, όπου log+ x = max(log x, 0), x > 0. ΄Αρα,

p log+ |F (reiθ)| ≤ |F (reiθ)|p

=⇒ p

∫ π

−π
log+ |F (reiθ)| dθ ≤

∫ π

−π
|F (reiθ)|p dθ ≤ 2π∥F∥pp

=⇒ 1

2π

∫ π

−π
log+ |F (reiθ)| dθ ≤ ∥F∥pp

p
≤ C,

όπου C είναι μία σταθερά. Τώρα, είναι

1

2π

∫ π

−π

∣∣ log |F (reiθ)|∣∣ dθ = 2
1

2π

∫ π

−π
log+ |F (reiθ)| dθ− 1

2π

∫ π

−π
log |F (reiθ)| dθ.

Λόγω της υποαρμονικότητας της log |F | έχουμε ότι

log |F (0)| ≤ 1

2π

∫ π

−π
log |F (reiθ)| dθ.

Συνεπώς,

1

2π

∫ π

−π

∣∣ log |F (reiθ)|∣∣ dθ ≤ 2C − log |F (0)|,

και τότε από το Λήμμα Fatou έπεται ότι log |f(eit)| ∈ L1(T).

Θεώρημα 3.51. (Κανονικής Παραγοντοποίησης) ΄Εστω f ∈ Hp(D), 0 < p ≤
∞, με την f να μην είναι ταυτοτικά μηδέν. Τότε η f παραγοντοποιείται κατά
μοναδικό τρόπο ως:

f = BSh,

όπου B είναι το γινόμενο Blaschke που σχηματίζεται από τις ρίζες της f ,

S(z) = exp

{
−
∫
T

eit + z

eit − z
dσ(eit)

}
, z ∈ D,
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είναι μία singular inner function με το σ να είναι πεπερασμένο, θετικό και κάθετο
Borel μέτρο στο T, και

h(z) = exp

{
1

2π

∫ 2π

0

eit + z

eit − z
log |f(eit)| dt

}
.

Επίσης, η h ∈ Hp(D) και ∥f∥p = ∥h∥p.

Απόδειξη. ΄Εστω

h(z) = exp

{
1

2π

∫ 2π

0

eit + z

eit − z
log |f(eit)| dt

}
, z ∈ D.

Η h είναι ολόμορφη συνάρτηση στο D και είναι

|h(reiθ)| = exp

{
1

2π

∫ 2π

0
Pr(θ − t) log |f(eit)| dt

}

=⇒ log |h(reiθ)| = 1

2π

∫ 2π

0
Pr(θ − t) log |f(eit)| dt.

Επίσης, είναι γνωστό ότι

log |f(reiθ)| ≤ 1

2π

∫ 2π

0
Pr(θ − t) log |f(eit)| dt.

΄Αρα, log |f(reiθ)| ≤ log |h(reiθ)|. Δηλαδή, log |f(z)| ≤ log |h(z)|, z ∈ D. Από
την Πρόταση 3.17 είναι lim

r→1
log |h(reiθ)| = log |f(eiθ)|, για σχεδόν κάθε eiθ ∈ T.

Τώρα, από την

|h(reiθ)|p ≤ 1

2π

∫ 2π

0
Pr(θ − t)|f(eit)|p dt

έπεται ότι h ∈ Hp(D) με ∥h∥p ≤ ∥f∥p και από την |f(z)| ≤ |h(z)|, z ∈ D, έχουμε
ότι ∥f∥p ≤ ∥h∥p. ΄Αρα, ∥f∥p = ∥h∥p. Θέτουμε ϕ = f

h . Αφού η h δεν έχει ρίζες
στο D, η ϕ είναι ολόμορφη στο D. Αφού |f(z)| ≤ |h(z)|, για κάθε z ∈ D, η
ϕ ∈ H∞(D) με lim

r→1
|ϕ(reiθ)| = 1. Λόγω του Θεωρήματος του Riesz γράφουμε

ϕ = BS, όπου B είναι το γινόμενο Blaschke που σχηματίζεται από τις ρίζες της ϕ
στο D και η S ∈ H∞(D) και δεν έχει ρίζες στο D. Τότε η U = − log |S(z)| είναι
θετική αρμονική συνάρτηση στο D και από το Θεώρημα του Herglotz υπάρχει
θετικό Borel μέτρο µ στο T τέτοιο ώστε

log |S(reiθ)| = −
∫
T
Pr(θ − t) dσ(t).
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Είναι lim
r→1

log |S(reiθ)| = 0 και από το Θεώρημα του Fatou γνωρίζουμε ότι

lim
r→1

log |S(reiθ)| = −2πσ′(eiθ), για σχεδόν όλα τα eiθ ∈ T.

Επομένως, σ′(eiθ) = 0, για σχεδόν όλα τα eiθ ∈ T και άρα το σ είναι κάθετο ως
προς το μέτρο Lebesgue. Είναι

ℜ{logS(z)} = ℜ
{
−
∫
T

eit + z

eit − z
dσ(t)

}

=⇒ υπάρχει σταθερά c : logS(z) = −
∫
T

eit + z

eit − z
dσ(t) + ic

=⇒ S(z) = eic exp

{
−
∫
T

eit + z

eit − z
dσ(t)

}
.

΄Αρα, τελικά η f γράφεται ως f = ϕh = BSh με τα B,S και h όπως στη
διατύπωση του θεωρήματος. (Το eic θα απορροφηθεί από το γινόμενο Blaschke.)

Στο Θεώρημα Κανονικής Παραγοντοποίησης, η συνάρτηση BS καλείται το εσω-
τερικό μέρος της f και η h καλείται το εξωτερικό μέρος της f . Αυτός
είναι και ο λόγος που το Θεώρημα Κανονικής Παραγοντοποίησης καλείται και

εσωτερική-εξωτερική παραγοντοποίηση της f .

Ορισμός 3.52. Μία συνάρτηση u ∈ H∞(D) καλείται εσωτερική αν

|u(ζ)| = 1 σ.π. στο T.

Ορισμός 3.53. Μία ολόμορφη συνάρτηση h : D → C καλείται εξωτερική αν
υπάρχει μία real-valued συνάρτηση f στο D που είναι ολοκληρώσιμη ως προς το
μέτρο Lebesgue τέτοια ώστε

h(z) = exp

{∫
T

eit + z

eit − z
f(eit) dm(eit)

}
,∀z ∈ D.

Λήμμα 3.54. ΄Εστω f ∈ H1(D). Τότε υπάρχουν συναρτήσεις g, h ∈ H2(D)
τέτοιες ώστε f = gh και ισχύει ότι

∥f∥1 = ∥g∥22 = ∥h∥22.
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Απόδειξη. ΄Εστω f ∈ H1(D). Από το Θεώρημα Κανονικής Παραγοντοποίησης η
f γράφεται ως f = f1f2, όπου f1 είναι μία singular εσωτερική συνάρτηση και f2
είναι εξωτερική συνάρτηση. Είναι γνωστό (από το ίδιο Θεώρημα) ότι f2 ∈ H1(D)
και ∥f∥1 = ∥f2∥1. Θέτουμε

g = f1f
1/2
2 και h = f

1/2
2 .

Τότε φανερά f = gh και g2, h2 ∈ H1(D), δηλαδή g, h ∈ H2(D).

[Πράγματι,

sup
0≤r<1

1

2π

∫ 2π

0
|g(reiθ)|2 dθ = sup

0≤r<1

1

2π

∫ 2π

0
|f1(reiθ)|2|f2(reiθ)| dθ

≤ sup
0≤r<1

1

2π

∫ 2π

0
|f2(reiθ)| dθ = ∥f2∥1 = ∥f∥1 <∞,

δηλαδή g2 ∈ H1(D) και παρόμοια δείχνουμε ότι h2 ∈ H1(D).]
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ4
Corona Theorem

4.1 Εισαγωγή

Ο χώρος H∞(D) εκτός από χώρος Banach είναι επίσης μία μεταθετική άλγεβρα
Banach με μοναδιαίο στοιχείο. Οι ιδιότητες ∥fg∥∞ ≤ ∥f∥∞∥g∥∞ και f · 1 = f
είναι φανερές.

Θα συμβολίζουμε μεM την οικογένεια των πολλαπλασιαστικών συναρτησοειδών

ϕ : H∞(D) → C, δηλαδή για f1, f2 ∈ H∞(D), λ1, λ2 ∈ C, έχουμε

ϕ(λ1f1 + λ2f2) = λ1ϕ(f1) + λ2ϕ(f2)

και

ϕ(f1f2) = ϕ(f1)ϕ(f2).

΄Ενα φανερό παράδειγμα στοιχείων τουM αποτελούν τα συναρτησοειδή εκτίμησης

ϕζ , ζ ∈ D, με ϕζ(f) = f(ζ).

Πρόταση 4.1. Το σύνολο M περιέχεται στην κλειστή μοναδιαία μπάλα του

H∞(D)∗.

Απόδειξη. ΄Εστω f ∈ H∞(D), και λ ∈ C με |λ| > ∥f∥. Τότε το στοιχείο
e−λ−1f είναι αντιστρέψιμο, ώστε ϕ(e−λ−1f) ̸= 0, δηλαδή ϕ(f) ̸= λ. Επομένως,
|ϕ(f)| ≤ ∥f∥, ∀f ∈ H∞(D). ΄Ετσι, το ϕ είναι συνεχές με ∥ϕ∥ ≤ 1. Καθώς
∥e∥ = 1 και ϕ(e) = 1, έχουμε ότι ∥ϕ∥ = 1.
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Πρόταση 4.2. ΤοM είναι ασθενώς * συμπαγές υποσύνολο της BH∞(D)∗ .

Απόδειξη. ΄Εστω {ϕa}a∈A ένα δίκτυο πολλαπλασιαστικών συναρτησοειδών στο
M το οποίο συγκλίνει στην ασθενή * τοπολογία της BH∞(D)∗ σε ένα ϕ ∈
BH∞(D)∗ . Θα δείξουμε ότι το ϕ είναι πολλαπλασιαστικό. Για f1, f2 ∈ H∞(D)
και λ1, λ2 ∈ C είναι

ϕ(λ1f1 + λ2f2) = lim
a
ϕa(λ1f1 + λ2f2) = lim

a
(λ1ϕa(f1) + λ2ϕa(f2))

= λ1ϕ(f1) + λ2ϕ(f2)

και

ϕ(f1f2) = lim
a
ϕa(f1f2) = lim

a
(ϕa(f1)ϕa(f2)) = lim

a
ϕa(f1) lim

a
ϕa(f2)

= ϕ(f1)ϕ(f2).

΄Αρα, ϕ ∈ M και έτσι το M είναι ασθενώς * κλειστό υποσύνολο της BH∞(D)∗ .

΄Ομως, η BH∞(D)∗ είναι συμπαγές σύνολο. Συνεπώς, το M είναι ασθενώς *

συμπαγές υποσύνολο της BH∞(D)∗ .

Το πρόβλημα που θα μελετήσουμε είναι η περιγραφή της κλειστότητας του D
στην ασθενή * τοπολογία. Το Corona Theorem που θα αποδείξουμε σε αυτό
το κεφάλαιο μας πιστοποιεί ότι D = M, όπου D είναι η κλειστότητα του D στην
ασθενή * τοπολογία.

4.2 ΄Ενα αποτέλεσμα δυϊκότητας

΄Εστω X χώρος Banach με δυϊκό χώρο X∗
, E κλειστός υπόχωρος του X με

ορθογώνιο συμπλήρωμα E⊥ = {f ∈ X∗ : f(e) = 0, ∀e ∈ E} και X∗/E⊥
ο

χώρος πηλίκο του X∗
με το E⊥

. Η νόρμα του X∗/E⊥
ορίζεται από τον τύπο

∥ϕ∥X∗/E⊥ = inf
f∈E⊥

∥ϕ+ f∥.

Θεώρημα 4.3. Αν ϕ ∈ X∗
, τότε ∥ϕ∥X∗/E⊥ = sup

x∈E,∥x∥≤1
|ϕ(x)|.

Απόδειξη. Για f ∈ E⊥
και x ∈ E με ∥x∥ ≤ 1, έχουμε

|ϕ(x)| = |ϕ(x) + f(x)| ≤ ∥ϕ+ f∥

110



Κεφάλαιο 4 4.3. Ο τύπος του Riesz και η εξίσωση d-bar

=⇒ sup
x∈E,∥x∥≤1

|ϕ(x)| ≤ ∥ϕ+ f∥ =⇒ sup
x∈E,∥x∥≤1

|ϕ(x)| ≤ ∥ϕ∥X∗/E⊥ .

Από το Θεώρημα Hahn-Banach υπάρχει ψ ∈ X∗
με ∥ψ∥ = sup

x∈E,∥x∥≤1
|ϕ(x)| και

ψ = ϕ στο E. ΄Αρα, το στοιχείο f = ψ − ϕ ∈ E⊥
και είναι

∥ϕ∥X∗/E⊥ ≤ ∥ϕ+ f∥ = ∥ψ∥ = sup
x∈E,∥x∥≤1

|ϕ(x)|.

4.3 Ο τύπος του Riesz και η εξίσωση d-bar

Θεώρημα 4.4. (Riesz formula) ΄Εστω u συνάρτηση τάξης C2
σε μία περιοχή

του D. Τότε

1

2π

∫∫
D
∆u(z) log

1

|z|
dx dy =

1

2π

∫ π

−π
u(eiθ) dθ − u(0).

Απόδειξη. ΄Εστω z = x+ iy = reiθ, x, y ∈ R, r ≥ 0, και 0 ≤ θ < 2π. Για r > 0
θέτουμε v(r, θ) = u(reiθ). Είναι γνωστό ότι η Λαπλασιανή της u σε πολικές
συντεταγμένες δίνεται από τον παρακάτω τύπο:

∆u =
1

r

∂

∂r

(
r
∂v

∂r

)
+

1

r2
∂2v

∂θ2
.

Είναι ∫∫
D
∆u log

1

|z|
dx dy = lim

ε→0

∫∫
ε<|z|<1

∆u log
1

|z|
dx dy

= lim
ε→0

∫ 2π

0

∫ 1

ε
∆u log

1

r
r dr dθ.

Αρχικά, παρατηρούμε ότι

∫ 2π

0

∂2v

∂θ2
dθ =

∂v

∂θ
(r, 2π)− ∂v

∂r
(r, 0) = 0.
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Υπολογίζουμε∫ 1

ε

1

r

∂

∂r

(
r
∂v

∂r

)
log

1

r
r dr =

[
− r log r

∂v

∂r

]1
ε

+

∫ 1

ε
r
∂v

∂r

∂ log r

∂r
dr

= ε log ε
∂v

∂r
(ε, θ) +

∫ 1

ε

∂v

∂r
dr

= ε log ε
∂v

∂r
(ε, θ) + v(1, θ)− v(ε, θ).

Τώρα, αφού η
∂v
∂r (ε, θ) είναι φραγμένη καθώς το ε→ 0 και lim

ε→0
ε log ε = 0, έχουμε

ότι

lim
ε→0

(∫ 2π

0
ε log ε

∂v

∂r
(ε, θ) dθ

)
= 0.

΄Αρα,

1

2π

∫∫
D
∆u log

1

|z|
dx dy =

1

2π

∫ 2π

0
(v(1, θ)−v(0, θ)) dθ = 1

2π

∫ 2π

0
u(eiθ) dθ−u(0).

Θεώρημα 4.5. ΄Εστω u συνάρτηση με συμπαγή φορέα τάξης C∞
στο C.

Τότε η εξίσωση
∂w

∂z
= u έχει C∞

λύση στο C.

4.4 Μία ισοδύναμη μορφή του Corona Theorem

Το ακόλουθο θεώρημα αποτελεί μία αναδιατύπωση του Θεωρήματος Corona.

Στην απόδειξη του θα χρησιμοποιηθούν τα παρακάτω αποτελέσματα:

� Αν A είναι μία μεταθετική μιγαδική άλγεβρα με μονάδα, τότε κάθε γνήσιο
ιδεώδες της A περιέχεται σε κάποιο maximal ιδεώδες.

� Αν A είναι μία μεταθετική μιγαδική άλγεβρα Banach με μοναδιαίο στοιχείο,
τότε κάθε maximal ιδεώδες M της A είναι ο πυρήνας κάποιου ϕ ∈ M.
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Θεώρημα 4.6. Το D είναι πυκνό στοM ανν ∀f1, . . . , fn ∈ H∞(D) με

|f1(z)|2 + · · ·+ |fn(z)|2 ≥ δ > 0, z ∈ D, (4.1)

υπάρχουν συναρτήσεις g1, . . . , gn ∈ H∞(D) με

n∑
j=1

fj(z)gj(z) = 1, z ∈ D. (4.2)

Απόδειξη. Για το ευθύ:

Αν f1, . . . , fn ∈ H∞(D), δ > 0, τέτοια ώστε
n∑

j=1

|fj |2 ≥ δ, τότε είναι και

n∑
j=1

|ϕ(fj)|2 ≥ δ, ∀ϕ ∈ M,

και υποθέτουμε ότι το 1 δεν ανήκει στο ιδεώδες που παράγεται από τα f1, . . . , fn,
δηλαδή στο

A = {f1g1 + · · ·+ fngn : g1, . . . , gn ∈ H∞(D)}.

Τότε το A είναι γνήσιο ιδεώδες. ΄Αρα, υπάρχει maximal ιδεώδες M και ϕ0 ∈ M
ώστε A ⊂ M = kerϕ0. Δηλαδή, υπάρχει ϕ0 ∈ M ώστε ϕ0(fj) = 0, για
j = 1, . . . , n. Τότε για την περιοχή{

ϕ ∈ M : |ϕ(fj)| <
√
δ

n
, j = 1, . . . , n

}
του ϕ0 ισχύει {

ϕ ∈ M : |ϕ(fj)| <
√
δ

n
, j = 1, . . . , n

}
∩ D = ∅.

Διότι διαφορετικά θα υπήρχε z ∈ D ώστε |ϕz(fj)| <
√

δ
n , j = 1, . . . , n.

Τότε
n∑

j=1

|ϕz(fj)|2 < δ,

άτοπο. ΄Ομως, αφού το D είναι πυκνό στοM, η παραπάνω τομή θα έπρεπε να είναι
μη κενή και άρα έχουμε καταλήξει σε άτοπο. Επομένως, το 1 ανήκει στο ιδεώδες
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που παράγεται από τα f1, . . . , fn και άρα υπάρχουν συναρτήσεις g1, . . . , gn ∈
H∞(D) ώστε

n∑
j=1

fj(z)gj(z) = 1, z ∈ D.

Για το αντίστροφο:

΄Εστω ότι το D δεν είναι πυκνό στοM. Τότε υπάρχει ϕ0 ∈ M και βασική περιοχή

V του ϕ0,

V = {ϕ ∈ M : |ϕ(fk)− ϕ0(fk)| <
√
ε, k = 1, . . . , n},

όπου ε > 0 και fk ∈ H∞(D), k = 1, . . . , n, ώστε δa /∈ V , ∀a ∈ D, όπου δa(f) =
f(a). Δηλαδή, για κάθε a ∈ D υπάρχει k ∈ {1, . . . , n} : |fk(a)− ϕ0(fk)| ≥

√
ε.

Τότε
n∑

k=1

|fk(a)− ϕ0(fk)|2 ≥
√
ε
2
= ε.

Επομένως, λόγω υπόθεσης, υπάρχουν συναρτήσεις g1, . . . , gn ∈ H∞(D) τέτοιες
ώστε

n∑
k=1

(fk − ϕ0(fk))gk ≡ 1.

Τότε

1 = ϕ0(1) =

n∑
k=1

(ϕ0(fk)− ϕ0(fk))ϕ0(gk) = 0,

το οποίο προφανώς είναι άτοπο.

4.5 Απόδειξη του Corona Theorem

Θεώρημα 4.7. (Corona Theorem) Το D είναι πυκνό στοM.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι ισχύει η συνθήκη (4.1). Θα δείξουμε ότι ισχύει η
(4.2) και, υποθέτοντας ότι 0 < δ < 1, με

|gj(z)| ≤
129n2

δ4
, z ∈ D. (4.3)
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Θα το δείξουμε με την επιπρόσθετη υπόθεση ότι οι f1, . . . , fn είναι ολόμορφες
και φραγμένες από το 1 στο D(0, 1 + η), για κάποιο η > 0.

Πράγματι: Δοθέντος των f1, . . . , fn ∈ H∞(D) με

|f1|2 + · · ·+ |fn|2 ≥ δ > 0,

θεωρούμε τις fr,k(z) = fk(rz), r < 1. Οι fr,k είναι ολόμορφες στο {z : |z| < 1
r}

και υποθέτουμε ότι μπορούν να βρεθούν συναρτήσεις gr,k ∈ H∞(D) με

∥gr,k∥∞ ≤ 129n2

δ4

τέτοιες ώστε

fr,1gr,1 + · · ·+ fr,ngr,n = 1.

Από το Θεώρημα του Montel υπάρχει τότε ακολουθία (rℓ) με rℓ → 1 ώστε
grl,k → gk ομοιόμορφα στα συμπαγή υποσύνολα του D. Είναι τότε

∥gk∥∞ = ∥ lim
ℓ
grℓ,k∥∞ = lim

ℓ
∥grℓ,k∥∞ ≤ 129n2

δ4

και

f1g1 + · · ·+ fngn = 1.

Θέτουμε

hj(z) =
f j

|f1|2 + · · ·+ |fn|2
, j = 1, . . . , n.

Τότε η hj , 1 ≤ j ≤ n, είναι τάξης C∞
, και ισχύει

n∑
j=1

fjhj =
n∑

j=1

|fj |2

|f1|2 + · · ·+ |fn|2
= 1 στο D(0, 1 + η).

΄Εστω wjk λείες συναρτήσεις στο D(0, 1 + η) ώστε

∂wj,k

∂z
= hj

∂hk
∂z

, j, k = 1, . . . , n.

Θέτουμε gj = hj +
n∑

k=1

(wjk − wkj)fk, 1 ≤ j ≤ n. Τότε

n∑
j=1

fjgj =

n∑
j=1

fjhj +

n∑
j,k=1

fjfk(wjk − wkj) = 1.
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Επίσης, στο D(0, 1 + η) είναι

∂gj
∂z

=
∂hj
∂z

+
n∑

k=1

(
∂wjk

∂z
−
∂wkj

∂z

)
fk +

n∑
k=1

(wjk − wkj)
∂fk
∂z

=
∂hj
∂z

+
n∑

k=1

(
hj
∂hk
∂z

− hk
∂hj
∂z

)
fk

=
∂hj
∂z

+ hj

n∑
k=1

∂hk
∂z

fk −
∂hj
∂z

n∑
k=1

hkfk

= hj
∂

∂z

( n∑
k=1

hkfk

)
= 0.

΄Εστω u λεία συνάρτηση στο δίσκο D(0, 1 + η) και έστω συνάρτηση w ώστε

∂w

∂z
= u. (4.4)

Τώρα, αν w0 είναι λύση της (4.4) σε μία περιοχή D του D, τότε κάθε λύση της
(4.4) στο D έχει τη μορφή w = w0 + P , όπου ∂P

∂z = 0 στο D, δηλαδή η P είναι
ολόμορφη στο D. ΄Ετσι, με D οποιαδήποτε περιοχή του D, έχουμε

inf{∥w∥∞ :
∂w

∂z
= u στο D} = inf{∥w0 + P∥∞ : P ολόμορφη στο D}.

΄Εστω τώρα X = L1(T) και F = H1
0 = {f ∈ H1(T) : f̂(0) = 0}. Είναι

F⊥ = {f ∈ X∗ : ⟨f, g⟩ = 0,∀g ∈ F}

= {f ∈ X∗ :
1

2π

∫ π

−π
f(eit)g(eit) dt = 0, ∀g ∈ F}.

Τότε, χρησιμοποιώντας ότι

H1
0 (T) = spanL1(T){eint : n ≥ 1},

[Αφού f ∈ H1
0 (T) έχουμε ότι f ∈ L1(T) με f̂(n) = 0, για n ≤ 0, n ∈ Z. Από το

Θεώρημα του Fejer για τους χώρους Lp(T) έχουμε ∥σn(f)− f∥1 → 0, καθώς το
n→ ∞. ΄Ομως,

σn(f) =

n∑
k=−n

(
1− |k|

n+ 1

)
f̂(k)eikx =

n∑
k=1

(
1− |k|

n+ 1

)
f̂(k)eikx,
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δηλαδή σn(f) ∈ span{eint : n ≥ 1}. ΄Αρα, η f ∈ spanL1(T){eint : n ≥ 1}. Το
αντίστροφο είναι φανερό.]

έχουμε

F⊥ = {f ∈ L∞(T) :
1

2π

∫ π

−π
f(eit)e−int dt = 0,∀n ≤ −1}

= {f ∈ L∞(T) : f̂(n) = 0,∀n ≤ −1}
= H∞(T).

Δηλαδή,

inf{∥w∥∞ :
∂w

∂z
= u στο D} = ∥w0∥,

όπου w0 είναι η κλάση του w0 στο L
∞(T)/H∞(T). Τότε, από το Θεώρημα 4.3,

έχουμε

∥w0∥L∞(T)/H∞(T) = ∥w0∥X∗/F⊥ = sup
F

∣∣∣∣ 12π
∫ π

−π
w0(e

iθ)F (eiθ) dθ

∣∣∣∣,
όπου F ∈ H1

0 με ∥F∥1 ≤ 1.

Υποθέτουμε ότι η F είναι ολόμορφη σε μία περιοχή του D. Τότε, από τον τύπο
του Riesz, έχουμε∫ 2π

0
w0(e

iθ)F (eiθ) dθ =

∫∫
D
∆(w0F ) log

1

|z|
dx dy + 2π(w0F )(0).

Είναι F (0) = 0 και

∆(w0F ) = 4
∂2

∂z∂z
(w0F ) = 4

∂

∂z

(
F
∂w0

∂z

)
= 4

∂

∂z
(uF ) = 4uF ′ + 4F

∂u

∂z
.

΄Αρα, χρειάζεται να εκτιμήσουμε την ποσότητα:

2

π

∣∣∣∣ ∫∫
D
uF ′ log

1

|z|
dx dy +

∫∫
D
F
∂u

∂z
log

1

|z|
dx dy

∣∣∣∣,
για κάθε F ∈ H1

0 , ∥F∥1 ≤ 1, και u = hj
∂hk
∂z .

Θα συνεχίσουμε με κάποιες ανισότητες:

Για h ∈ H2(D) ισχύει∫∫
D
|h′(z)|2 log 1

|z|
dx dy =

π

2
(∥h∥22 − |h(0)|2) ≤ π

2
∥h∥22. (4.5)
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[Θα εφαρμόσουμε το Θεώρημα 4.4 με u = |h|2. Παρατηρούμε πρώτα ότι

∆u = 4|h′|2.

Πράγματι: Αρχικά είναι

∂(hh)

∂z
= h

∂h

∂z
+
∂h

∂z
h =

∂h

∂z
h,

διότι

∂h

∂z
=

(
∂h

∂z

)
= 0 = 0.

Τότε

∂

∂z

(
∂h

∂z
h

)
=
∂h

∂z

∂h

∂z
=
∂h

∂z

(
∂h

∂z

)
= |h′|2,

και επομένως ∆u = 4|h′|2. Τότε, από το Θεώρημα 4.4, έχουμε

1

2π

∫∫
D
4|h′|2 log 1

|z|
dx dy =

1

2π

∫ 2π

0
|h(eiθ)|2 dθ − |h(0)|2,

δηλαδή ∫∫
D
|h′(z)|2 log 1

|z|
dx dy =

π

2
(∥h∥22 − |h(0)|2) ≤ π

2
∥h∥22.

Για τη γενική περίπτωση, έστω hr(z) = h(rz), 0 < r < 1. Τότε από την αρχική
περίπτωση είναι

∥hr∥22 = |h(0)|2 + 2

π

∫∫
D
r2|h′(rz)|2 log 1

|z|
dA(z),

όπου dA(z) = dx dy. Θέτουμε u = rz. Τότε είναι

∥hr∥22 = |h(0)|2 + 2

π

∫∫
rD

|h′(u)|2 log r

|u|
dA(u).

Αφήνουμε το r → 1. Τότε από το Θεώρημα Μονότονης Σύγκλισης έχουμε

∥h∥22 = |h(0)|2 + 2

π

∫∫
D
|h′(u)|2 log 1

|u|
dA(u)

=⇒
∫∫

D
|h′(z)|2 log 1

|z|
dx dy =

π

2
(∥h∥22 − |h(0)|2) ≤ π

2
∥h∥22.]
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Αν f ∈ H∞(D), g ∈ H2(D), τότε∫∫
D
|gf ′|2 log 1

|z|
dx dy ≤ 2π∥g∥22∥f∥2∞. (4.6)[

Είναι gf ′ = (gf)′ − g′f . ΄Αρα,

|gf ′|2 = |(gf)′ − g′f |2 ≤ 2(|(gf)′|2 + |g′f |2)
≤ 2{|(gf)′|2 + ∥f∥2∞|g′|2}.

Χρησιμοποιώντας τη σχέση (4.5) έχουμε τότε∫∫
D
|gf ′|2 log 1

|z|
dx dy ≤ 2

∫∫
D
|(gf)′|2 log 1

|z|
dx dy + 2

∫∫
D
∥f∥2∞|g′|2 log 1

|z|
dx dy

≤ π∥gf∥22 + π∥f∥2∞∥g∥22 ≤ 2π∥f∥2∞∥g∥22.
]

Αν F ∈ H1(D), f1, f2 ∈ H∞(D), τότε∫∫
D
|Ff ′1f ′2| log

1

|z|
dx dy ≤ 2π∥F∥1∥f1∥∞∥f2∥∞. (4.7)[

Γράφουμε F = g1g2 με g1, g2 ∈ H2(D) και ∥g1∥22 = ∥g2∥22 = ∥F∥1. Τότε, από
την ανισότητα Cauchy-Schwarz και χρησιμοποιώντας την σχέση (4.6), έχουμε∫∫

D
|g1g2f ′1f ′2| log

1

|z|
dx dy ≤

(∫∫
D
|g1f ′1|2 log

1

|z|
dx dy

)1/2(∫∫
D
|g2f ′2|2 log

1

|z|
dx dy

)1/2

≤ (2π∥g1∥22∥f1∥2∞)1/2(2π∥g2∥22∥f2∥2∞)1/2

= 2π∥g1∥2∥g2∥2∥f1∥∞∥f2∥∞ = 2π∥F∥1∥f1∥∞∥f2∥∞.
]

Για F ∈ H1(D) και f ∈ H∞(D) ισχύει∫∫
D
|F ′f ′| log 1

|z|
dx dy ≤ 2π∥F∥1∥f∥∞. (4.8)[

Γράφουμε F = g1g2 με g1, g2 ∈ H2(D) και ∥g1∥22 = ∥g2∥22 = ∥F∥1. ΄Ετσι,∫∫
D
|F ′f ′| log 1

|z|
dx dy ≤

∫∫
D
|g′1g2f ′| log

1

|z|
dx dy +

∫∫
D
|g1g′2f ′| log

1

|z|
dx dy.

Για το πρώτο ολοκλήρωμα, κάνοντας χρήση της ανισότητας Cauchy-Schwarz και
χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (4.5) και (4.6), θα έχουμε∫∫

D
|g′1g2f ′| log

1

|z|
dx dy ≤

(∫∫
D
|g′1|2 log

1

|z|
dx dy

)1/2(∫∫
D
|g2f ′|2 log

1

|z|
dx dy

)1/2

≤
(
π

2
∥g1∥22

)1/2

(2π∥g2∥22∥f∥2∞)1/2.
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Για το δεύτερο ολοκλήρωμα, παρόμοια ισχύει∫∫
D
|g1g′2f ′| log

1

|z|
dx dy ≤

(
π

2
∥g2∥22

)1/2(
2π∥g1∥22∥f∥2∞

)1/2
.

Επομένως,∫∫
D
|F ′f ′| log 1

|z|
dx dy ≤ π∥g1∥2∥g2∥2∥f∥∞ + π∥g1∥2∥g2∥2∥f∥∞

= 2π∥g1∥2∥g2∥2∥f∥∞ = 2π∥F∥1∥f∥∞.
]

Θέτουμε

ϕ =
1∑n

j=1 |fj |2

και έτσι είναι

hk = fkϕ, για k = 1, . . . , n.

΄Ετσι,

∂hk
∂z

=
∂fk
∂z

ϕ+ fk
∂ϕ

∂z
= f

′
kϕ+ fk

∂ϕ

∂z
.

΄Ομως,

∂ϕ

∂z
= −ϕ2

n∑
j=1

fj
∂f j
∂z

= −ϕ2
n∑

j=1

fjf
′
j ,

και άρα

∂hk
∂z

= ϕf
′
k − ϕ2fk

n∑
j=1

fjf
′
j .

Παίρνουμε ως u το hj
∂hk
∂z . Τότε είναι

u = hj
∂hk
∂z

= f jϕ

(
ϕf

′
k − ϕ2fk

n∑
i=1

fif
′
i

)

= ϕ2f jf
′
k − ϕ3f jfk

n∑
i=1

fif
′
i.

Μετά από πράξεις, προκύπτει ότι

∂u

∂z
= f jf

′
k(−2)ϕ3

n∑
m=1

f ′mfm − ϕ3f jfk

n∑
m=1

|f ′m|2 + 3ϕ4f jfk

∣∣∣∣ n∑
m=1

fmf
′
m

∣∣∣∣2.
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− Με χρήση της σχέσης (4.8) μπορούμε να εκτιμήσουμε το ολοκλήρωμα∫∫
D
uF ′ log

1

|z|
dx dy.

Θα προκύψει ότι ∣∣∣∣ ∫∫
D
uF ′ log

1

|z|
dx dy

∣∣∣∣ < c(n)

δ3
,

όπου η σταθερά c εξαρτάται μόνο από το n.

− Με χρήση της σχέσης (4.7) μπορούμε να εκτιμήσουμε το ολοκλήρωμα∫∫
D
F
∂u

∂z
log

1

|z|
dx dy.

Θα προκύψει ότι ∣∣∣∣ ∫∫
D
F
∂u

∂z
log

1

|z|
dx dy

∣∣∣∣ < c(n)

δ4
,

όπου η σταθερά c εξαρτάται και πάλι μόνο από το n.

Αναλυτικά:

Χρησιμοποιώντας ότι |fj | ≤ 1, ∀j, |ϕ| ≤ 1
δ , και την ανισοτική σχέση (4.8) έχουμε∣∣∣∣ ∫∫

D
uF ′ log

1

|z|
dx dy

∣∣∣∣ ≤ 1

δ2

∫∫
D
|F ′f ′k| log

1

|z|
dx dy +

1

δ3

n∑
k=1

∫∫
D
|F ′f ′k| log

1

|z|
dx dy

≤ 1

δ2
2π∥F∥1∥fk∥∞ +

1

δ3
n2π∥F∥1∥fk∥∞

≤ 2π

δ2
+

2πn

δ3
<

2π(n+ 1)

δ3

και χρησιμοποιώντας την ανισοτική σχέση (4.7) θα έχουμε∣∣∣∣ ∫∫
D
F
∂u

∂z
log

1

|z|
dx dy

∣∣∣∣ ≤ 2

δ3

∫∫
D
|F ||f ′k|

n∑
m=1

|f ′m|

+
1

δ3

∫∫
D
|F |

n∑
m=1

|f ′m|2 + 3

δ4

∫∫
D
|F |

n∑
m=1

|f ′m|2

≤ 2

δ3
n
(
2π∥F∥1∥fk∥∞∥fm∥∞

)
+

1

δ3
n
(
2π∥F∥1∥fm∥2∞

)
+

3

δ4
n(2π∥F∥1∥fm∥2∞)

≤ 4πn

δ3
+

2πn

δ3
+

6πn

δ4
<

4πn

δ4
+

2πn

δ4
+

6πn

δ4
=

12πn

δ4
.
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Συνεπώς,∣∣∣∣4 ∫∫
D
uF ′ log

1

|z|
dx dy + 4

∫∫
D
F
∂u

∂z
log

1

|z|
dx dy

∣∣∣∣ < 4

(
2π(n+ 1)

δ3
+

12πn

δ4

)
< 4

(
2π(n+ 1)

δ4
+

12πn

δ4

)
≤ 4 · 16πn

δ4
=

64πn

δ4
.

΄Αρα, μπορούμε να βρούμε wjk ώστε

∥wjk∥∞ <
64n

δ4
.

Αφού gj = hj +
n∑

k=1

(wjk − wkj)fk

=⇒ ∥gj∥∞ ≤ ∥hj∥∞ +
n∑

k=1

(∥wjk∥∞ + ∥wkj∥∞)

<
1

δ
+ n · 2 · 64n

δ4
=

1

δ
+

128n2

δ4
<

1

δ4
+

128n2

δ4
≤ 129n2

δ4
.
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