
ΓΕΩΡΓΙΟΣ ΡΟΤΣΟΠΟΤΛΟΣ

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΓΝΩΣΗ ΚΑΙ ΕΜΠΕΙΡΙΚΗ ΕΠΙΣΤΗΜΟΛΟΓΙΑ
ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Με τον Καντ ξεκινούν οι σύγχρονες προσπάθειες για να διατυπωθούν με 
ακρίβεια διακρίσεις όπως α ρποη - α ροδίβποπ, αναλυτικό-συνθετικό κλπ. 
Η διάκριση α ρποπ - 9. ρ08ίθΠ0Π είναι επιστημολογικού χαρακτήρα* αφορά 
την προέλευση και τη θεμελίωση μιας ομάδας προτάσεων (λ.χ. των προτάσε
ων της αριθμητικής). Για τον Καντ, αν και δεν είναι σαφές ότι η γνώση 
πρωταρχίζει με την εμπειρία, εν τούτοις το ερώτημα είναι αν η γνώση προ
έρχεται από την εμπειρία1. Ειδικά σχετικά με τις προτάσεις των μαθηματικών, 
θεμελιώδες αίτημα του Καντ είναι η άποψη ότι οι προτάσεις των μαθηματι
κών αποτελούν παραδειγματικό είδος προτάσεων που είναι ανεξάρτητες από την 
εμπειρία γενικά. Η γνώση που μας παρέχουν τα μαθηματικά, κατά τον 
Καντ, είναι 8. ρποπ γνώση δεδομένου ότι οι μαθηματικές αλήθειες είναι 
αναγκαίες και καθολικές - και το πιο σημαντικό - προκύπτουν με τη διαμε- 
σολάβηση των εποπτειών του χώρου και του χρόνου (είναι δηλαδή συνθετι
κές & ρποπ προτάσεις)2. Έκτοτε, οι θέσεις του Καντ για την απριορικό- 
τητα των μαθηματικών αποτελούν χαρακτηριστικές απόψεις τόσο των μα
θηματικών όσο και των φιλοσόφων γενικά - εκτός από μερικές αξιοσημεί
ωτες περιπτώσεις που θα μας απασχολήσουν πιο κάτω. Οι θέσεις του 
Καντ για τα μαθηματικά αποτελούν γενικά αμφιλεγόμενα ζητήματα της 
φιλοσοφίας* όμως, ειδικά η άποψή του ότι τα μαθηματικά ε̂ίναι α ρΐΊΟ- 
Π είναι βαθιά ριζωμένα στη φιλοσοφική και στην προφιλοσοφική παιδεία. 
Είναι αξιοσημείωτο ότι οι λεγόμενες ιστορικές σχολές των μαθηματικών 
(λογικισμός, φορμαλισμός κλπ .), η καθεμιά τους για δικούς της λόγους. 
Θεωρούν ότι τα μαθηματικά είναι α ρποπ επιστήμη3 - σε αντίθεση

1. Βλ. I. Καντ: Η Κριτική του καθαρού Λόγου, 1787, μετ. Α. Γιανναρά, Παπαζή- 
σης, Αθήνα 1976. Στη δεύτερη έκδοση της Κριτικής διαβάζουμε:

«Αλλά ακόμα και αν κάθε γνώση μας πρωταρχίζει με την εμπειρία (ΐϊΐίί (Ιθγ Ερίαΐΐτ* 
ηιη£), αυτό δεν σημαίνει ότι καθεμιά πηγάζει από την εμπειρία (αιΐδ (Ιθγ ΕΓία1ΐπΐιΐ£))» (Β1), 
Βλ. επιπλέον I. Καντ: Προλεγόμενα σε κάθε μελλοντική μεταφυσική, 1783, μετ. Γ. Τζ<*- 
βάρα, Δωδώνη, Αθήνα 1982 (Κεφάλαιο: Η δυνατότητα των καθαρών μαθηματικών),

2. Όπ. π., Η Κριτική, Β14-17. ί
3. Βλ. Δ. Αναπολιτάνος: Εισαγωγή στη φιλοσοφία των Μαθηματικών, Νεφέλη»,,φρ;, 

θήνα 1985, αντίστοιχα κεφάλαια της ιστορίας των φιλοσοφικών απόψεων των,
τικών*
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με τις φυσικές επιστήμες οι οποίες αποτελούν πρότυπα εμπειρικών επι
στημών. Είναι πραγματικά εύλογο να θεμελιώσουμε τις φυσικές επιστή
μες στις αισθητηριακές μας εμπειρίες και στις αιτιακές σχέσεις που προ- 
καλεί η ύπαρξη των υλικών αντικειμένων και των μεταξύ τους αλληλεπι
δράσεων. Αλλά εξίσου εύλογο φαίνεται αρχικά να θεμελιώσουμε τις αρι
θμητικές προτάσεις ανεξάρτητα από τις εμπειρίες μας του υλικού κόσμου. 
Γιατί πραγματικά, πώς συνδέεται το γεγονός ότι το πλήθος των πρώτων 
αριθμών είναι άπειρο με την εμπειρία μας του υλικού κόσμου;

Από τους συγχρόνους φιλοσόφους σχεδόν ο μόνος που επεξεργάστη
κε ως ένα βαθμό ένα πρόγραμμα για μια εμπειριστική επιστημολογία των 
μαθηματικών είναι ο 3. δ. ΜίΠ1. Η προσπάθειά του να στηρίξει τα μαθη
ματικά στην εμπειρία των υλικών αντικειμένων προσέκρουσε στην κρι
τική του Φρέγκε2 και αυτό έκανε τις απόψεις του Μίΐΐ πολύ λίγο συμπαθη
τικές ακόμα και σε χαρακτηριστικά εμπειρικούς κύκλους (όπως λ.χ. οι λο- 
γικοθετικιστές). Μια κριτική στήριξη ενός εμπειριστικού προγράμμα
τος για τη μαθηματική γνώση θα μπορούσε να αρχίσει με την κριτική του 
απριοριστικού μοντέλου της μαθηματικής γνώσης και να συνεχίζει με μια

1. Βλ. «Γ.8. ΜΠ1: Α δγδίβπι οί Εο ί̂ο, 1843. ειδικά 1)00& II, οΙιαρίβΓδ 5,6. Στο ση
μείο αυτό μπορούν να σημιουργηθούν παρεξηγήσεις - σπεύδω να τις προλάβω. Στη νεό
τερη φιλοσοφική παράδοση (αγγλόφωνη κυρίως) η διατύπωση μιας εμπειριστικής επι
στημολογίας των μαθηματικών αποτελεί πρόταση του (^ιιίηβ (στο «Τ\νο Όο^ηίαδ οί Εηΐ- 
ρίποίδΐη-», στο Γγοπι α Εο ί̂οαΙ Ροίηί οί Υίβ\ν, 1953 και Κεφ. 10 του ΡΜΙοδορΙιγ οί Εο- 
£ΐο, ΡΓβηίίοβ-ΗαΙΙ, 1970) και, στη συνέχεια, του Ρυίηαπι («Τΐιαί ίδ ΜαίΙιβιηαίίοαΙ 
ΤπιίΜ», στο ΡΜΙοδορΜοαΙ ΡαρβΓδ, νοί. 1, 1975). Με τον I. Εα&αίοδ (ΡΓ00ίδ αηά Κβ- 
ίϋίαίίοηδ, Οαπίβπά^β υΡ , 1976) γίνεται επίσης μια τέτοια πρόταση· σε όλες αυτές τις 
περιπτώσεις δεν είναι ιδιαίτερα σαφής η κατεύθυνση που πρέπει να ακολουθηθεί για ένα 
εμπειριστικό πρόγραμμα στα μαθηματικά.

Μια κεντρική θέση του (^ιιίηβ (από τον οποίο ξεκίνησε η κίνηση αυτή) είναι η κα
τάργηση της διάκρισης αναλυτικό-συνθετικό (βλ. «Τ\νο ϋο^ηααδ...», όπ.π.). Η θέση αυ
τή αποτελεί κριτική στο λογικοθετικιστικό πρόγραμμα και ειδικά στις απόψεις του Κ. 
ΟαΓηαρ για τη γλώσσα και τη (λογική) αλήθεια. Με την κατάργηση της βασικής αυτής 
διάκρισης η θέση των μαθηματικών και της λογικής πρέπει να επαναπροσδιοριστεί. Για 
τον ΟαΓηαρ οι μαθηματικές αλήθειες είναι αναλυτικές προτάσεις. Για τον (2ιΐίη6, η μαθη
ματική γνώση πρέπει να θεωρηθεί κατ’ αυστηρή αναλογία προς τη γνώση που αποκομί
ζουμε στη θεωρητική φυσική:

«Τα μαθηματικά και η λογική υποστηρίζονται από την παρατήρηση μόνο με τον 
έμμεσο τρόπο με τον οποίο υποστηρίζονται από την παρατήρηση οι πιο γενικές πλευρές 
της φυσικής επιστήμης. Δηλαδή ως συμμετέχοντα σε ένα οργανωμένο όλον, το οποίο στις 
εμπειρικές του παρυφές συμφωνεί με την παρατήρηση», (σ. 100, ΡΜΙοδορΙιγ οί Εθ£ίθ)

2. Βλ. Ο. ΡΓθ£θ: Τα Θεμέλια της Αριθμητικής, 1884, μετάφραση-εισαγωγή Γ.
Ρουσόπουλου, Νεφέλη, Αθήνα 1987. Ειδικά §§ 6,7,8,9,10,16,23 και 25. Συναφείς συγ
κρίσεις στο βιβλίο του Μ. Κθδηίΐί: Ργθ£0 αηά ίίιβ ΡΜΙοδορΙιγ οί Μαίΐιβιηαίίοδ, (ϋοΓηβΠ 
υΡ , 1980, σσ. 135-57 και στο ϋ . ΟίΠίβδ: Ργθ̂ θ, ϋβάβΜηά αηά Ρβαηο οη ίίιβ Εουηάα- 
ίίοηδ οί Απίίιπιβίίο, Υαη Οοι^υιη, 1983. ■.·■■·
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θετική πρόταση για το συγκεκριμένο τρόπο θεμελίωσης της μαθηματι
κής γνώσης στα πλαίσια, του εμπειρισμού. Δεν θα αρκούσε, συνεπώς, να 
περιοριστούμε στη διατύπωση μερικών παρατηρήσεων σχετικά με την α
νεπάρκεια του μαθηματικού απριορισμού. Πρέπει να διατυπώσουμε ταυ
τόχρονα μια θετική πρόταση για το μαθηματικό εμπειρισμό. Η πρόταση 
αυτή μπορεί να λάβει μια ασθενή μορφή: αρκεί να κατασκευάσουμε ένα 
επιχείρημα σύμφωνα με το οποίο τα μαθηματικά θεμελιώνονται στην υ
λική πραγματικότητα ή προέρχονται από αυτήν. Το εγχείρημα αυτό δι
ευκολύνεται κάπως από το γεγονός ότι δεν ενδιαφέρει να θεμελιώσουμε το 
επιχείρημα για όλες τις μαθηματικές θεωρίες που γνωρίζουμε· αρκεί να 
γίνει για μια περιοχή των μαθηματικών απο την οποία μπορούν να προ- 
κύψουν τα υπόλοιπα μαθηματικά. Τέτοια μορφή έχουν τα επιχειρήματα 
που θα εξετάσουμε πιο κάτω.

Ο τρόπος με τον οποίο προχωρώ είναι ο εξής: πρώτα, αναφέρομαι 
στην άποψη του ΜίΠ για τη θεμελίωση της μαθηματικής γνώσης και στην 
κριτική που άσκησε σ’ αυτόν ο Φρέγκε, ώστε να λάβουμε μια σαφέστερη 
ιδέα των απόψεων και των προβλημάτων του Μίΐΐ. Κατόπιν, αναφέρομαι 
στο θετικό πρόγραμμα που διατύπωσε ο ΚίίοΙίθΓ. Η κριτική στάση που 
τηρώ απέναντι στον ΚίίοΙίθΓ δεν ισοδυναμεί με απόρριψη των απόψεών 
του - πράγμ,α που ελπίζω θα φανεί άλλωστε και στις προγραμματικές α
πόψεις που διατυπώνω προς το τέλος του άρθρου.

1. Ο ΜΙΙΑ ΚΑΙ ΟΙ ΑΠΟΨΕΙΣ ΤΟΤ ΓΙΑ ΤΗΝ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ

Η φιλοσοφία της αριθμητικής που ανέπτυξε ο Μίΐΐ είναι αρκετά δύ
σκολο να περιγράφει. Ο ΜίΠ διατυπώνει την εύλογη διαίσθηση ότι η 
εμπειρία του υλικού κόσμου είναι αρκετά πλούσια ώστε, όπως ακριβώς 
μπορεί να στηρίξει τις θετικές επιστήμες κατ’ ανάλογο τ^όπο μπορεί να 
στηρίξει την αριθμητική. Με την έννοια αυτή, η κυρίαρχη ιδέα που αμπ- 
νέει το πρόγραμμα του ΜίΠ δεν είναι γνήσια επινόηση του ίδιου του Οΐ11· 
τη συναντάμε με τη μια ή την άλλη μορφή στις προσπάθειες αναγωγής του 
κόσμου της νόησης στον υλικό κόσμο. Για τον ΜίΠ, δεν υπάρχει άλλη πρα
γματικότητα πέρα από αυτήν των υλικών αντικειμένων. Οι μαθηματικές 
αλήθειες της στοιχειώδους αριθμητικής λ.χ. είναι επαγωγικές γενικεύσεις 
πραγματικών γεγονότων του υλικού κόσμου. Τα αξιώματα προκύπτουν 
επίσης επαγωγικά από την υλική υποδομή του κόσμου. Έτσι, οι υπαρκ
τικές προτάσεις βεβαιώνουν κάποια υλικά γεγονότα. Τα μαθηματικά έτσι 
δεν είναι παρά μια γενική θεωρία των υλικών αντικειμένων και του κόσμοι: 
«τρία βότσαλα σε δύο χωριστά κουτ'ά και τρία βότσαλα στο ίδιο κουτί 
δεν προκαλούν την ίδια εντύπωση στις αισθήσεις μας: και ο ισγυρισΐΑ0£
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ότι αυτά τα ίδια βότσαλα μπορούν να προκαλέσουν ένα ορισμένο είδος εν
τύπωσης ή κάποιο άλλο με κατάλληλες αλλαγές στις θέσεις τους μας εί
ναι γνωστός, όμως δεν ταυτίζεται με αυτόν παραπάνω. Πρόκειται για μια 
αλήθεια που τη μαθαίνουμε νωρίς-νωρίς και με τη συνεχή εμπειρία - είναι 
μια επαγωγική αλήθεια. Τέτοιες αλήθειες αποτελούν το θεμέλιο της επι
στήμης των αριθμών. Οι θεμελιώδεις αρχές αυτής της επιστήμης στηρί
ζονται στη μαρτυρία των αισθήσεων»1.

Και συνεχίζει:
((Σε κάθε βήμα αριθμητικού ή αλγεβρικού υπολογισμού υπάρχει μια πρα
γματική επαγωγή, ένα λογικό συμπέρασμα γεγονότων από γεγονότα. Αυ
τό που αποκρύπτει τον επαγωγικό χαρακτήρα είναι η καθολικότητα και 
η γενικότητα της γλώσσας που χρησιμοποιούμε. Όλοι οι αριθμοί είναι 
αριθμοί κάποιων πραγμάτων· δεν υπάρχουν αφηρημένοι αριθμοί. Το «δέ
κα» πρέπει να σημαίνει δέκα σώματα, δέκα ήχους, δέκα χτύπους, κοκ. Ό 
μως οι αριθμοί αν και πρέπει να είναι αριθμοί κάποιων πραγμάτων μπο
ρεί να είναι αριθμοί οποιωνδήποτε πραγμάτων. Οι προτάσεις λοιπόν που 
αφορούν τους αριθμούς έχουν την ιδιομορφία ότι είναι προτάσεις που α
φορούν οποιαδήποτε πράγματα - κάθε αντικείμενο, κάθε ύπαρξη, οποιον
δήποτε είδους γνωρίζουμε στην εμπειρία μας»1.

Τα προβλήματα που αντιμετωπίζει μια τέτοια άποψη για τα μαθη
ματικά δεν είναι κυρίως ο περιορισμένος χαρακτήρας των μαθηματικών 
θεωριών που μπορεί να καλύψει. Δεν πρόκειται δηλαδή για το ότι οι από
ψεις του Μίΐΐ περιορίζονται να καλύψουν φιλοσοφικά τη στοιχειώδη αριθ
μητική και την άλγεβρα αφήνοντας ανοιχτό το ζήτημα σχετικά με την θε
ωρία των συνόλων, τη σύγχρονη ανάλυση κλπ. Τα αποτελέσματα φαίνο
νται πενιχρά γιατί από ένα σημείο και μετά - στην περιοχή της αριθμητι
κής λ.χ. - δεν βρίσκουμε πειστική την αντιστοιχία μεταξύ υλικού, εμπει
ρικού κόσμου και των μαθηματικών. Τα μαθηματικά δεν είναι σε θέση να 
«σώσουν» τα φαινόμενα· δεν υπάρχουν παρατηρησιακά δεδομένα τα οποία 
αν γνωρίζαμε θα μας επέτρεπαν να απαντήσουμε ανοιχτά ερωτήματα της 
στοιχειώδους αριθμητικής (λ.χ. την εικασία του ΟοΙάΒαοΙι)2. Από την άλ
λη πλευρά, δεν υπάρχουν φυσικά φαινόμενα που παραμένουν ανεξήγητα 
εξαιτίας ανοιχτών προβλημάτων στα μαθηματικά. Έτσι, αν λ.χ. απορρί- 
ψουμε την υπόθεση του συνεχούς3 μας φαίνεται δύσκολο να πιστέψουμε

1. Μΐΐΐ, όπ. π., σσ. 168-9.
2. Σύμφωνα με την εικασία του Οοΐάαοΐι κάθε άρτιος αριθμός εκτός του δύο γρά

φεται ως άθροισμα δύο πρώτων αριθμών. Η τιμή αλήθειας αυτής της πρότασης δεν μας 
είναι γνωστή.

3. Τπόθεση που διατύπωσε ο Ο. Οαηίοι*. Έχοντας αποδείξει προηγουμένως ότι η 
δύναμη του συνόλου των φυσικών αριθμών (λ) είναι μικρότερη από τη δύναμη του συνό-
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ότι αυτό θα επηρεάσει τα φυσικά φαινόμενα και τις θεωρίες μας για αυτά. 
Ακόμα, αν το σύμπαν αποδειχτεί ότι αποτελείται από πεπερασμένο αλλά 
πολύ μεγάλο αριθμό αντικειμένων, θα νόμιζε κανείς ότι μπορούμε να μι
λάμε παρόλα αυτά στην αριθμητική για το λ', λ' κ. ο.κ.

2. Η ΚΡΙΤΙΚΗ ΤΟΤ ΦΡΕΓΚΕ

Μπορούμε να λάβουμε μια σαφέστερη ιδέα των δυνατοτήτων, των α
δυναμιών και του εύρους των θέσεων του ΜίΠ αναφερόμενοι στην κριτι
κή που άσκησε στις θέσεις του ο Φρέγκε1. Χωρίς να αναφερθούμε με τρό
πο ουσιαστικό στο θεμελιωτικό πρόγραμμα του Φρέγκε2 μπορούμε να 
πούμε ότι οι απόψεις του ΜίΠ επικρίνονται σε τρία επίπεδα. Η κριτική 
του Φρέγκε συνοψίζεται στον ισχυρισμό ότι ο εμπειρισμός δεν μπορεί να 
αποτελέσ&ι ικανοποιητικό θεμέλιο των αριθμητικών προτάσεων γιατί δεν 
μπορεί να ερμηνεύσει τον αντικειμενικό χαρακτήρα τους. Ο Φρέγκε ξεκι
νάει με την προϋπόθεση ότι οι αριθμητικές προτάσεις αποτελούν αντικει
μενική γνώση οπότε η θεμελίωση της μαθηματικής γνώσης συμβαδίζει με 
τη διασφάλιση της αντικειμενικότητας των αριθμητικών προτάσεων. Πρώ
τα-πρώτα, λοιπόν, ο Φρέγκε επικρίνει το νατουραλισμό του Μΐ11· τα μα
θηματικά αντικείμενα, οι φυσικοί αριθμοί λ.χ., δεν είναι πραγματικά αντι
κείμενα αλλά εξισώνονται από τον ΜίΠ με τις φυσικές ιδιότητες των συλ
λογών υλικών αντικειμένων3. Η κριτική του Φρέγκε στο σημείο αυτό ε
πισημαίνει τη φαινομενική απλοϊκότητα του γεγονότος ότι μια ορισμένη 
υλική πραγματικότητα επάγει μια αντίστοιχη αριθμητική κατηγόρηση. 
Το πρόβλημα που αντιμετωπίζουμε κατά τον Φρέγκε είναι ότι μια ορισμέ
νη υλική πραγματικότητα δεν οδηγεί αφεαυτής και με μοναδικό τρόπο στη 
διατύπωση της αριθμητικής πρότασης. ;Αναφορικά με την ίδια υλική πρα
γματικότητα, ένα ζευγάρι μπότες λ.χ., μπορούμε εξίσου ορθά να πούμε 
«ένα ζευγάρι μπότες» ή «δύο μπότες»3. Για τις προτάσεις που εγκλείουν 
αριθμητικές λέξεις δεν μπορούμε να ρωτήσουμε απλώς «πόσα;» αλλά μάλ
λον «πόσα Ρ;». Έτσι, μπορούμε να αριθμήσουμε χρησιμοποιώντας ως Ρ 
το κατηγόρημα «ζευγάρι μπότες» ή το κατηγόρημα «μπότα», οπότε μια 
ορισμένη υλική πραγματικότητα χαρακτηρίζεται με διαφορετικές αριθμη
τικές προτάσεις. Η άποψη αυτή που Φρέγκε αποτελεί πρόβλημα για την

λου των πραγματικών αριθμών (λ4), υπέθεσε ότι το λ ακολουθεί αμέσως μετά από το λο. 
Ο Οτοβάβΐ έδειξε ότι η υπόθεση του συνεχούς είναι συνεπής με τα αξιώματα της συνολο
θεωρίας ζίο, ενώ ο Οοΐΐβη έδειξε ότι είναι ανεξάρτητη από τα αξιώματα της συνοθεωρίας.

1. Βλ. ΡΓβ£β: Τα θεμέλια..., όπ. π., σημ. 5.
2. Όπ.π., Εισαγωγή.
3. Όπ.π., § 9,10.
4. Όπ.π., § 22.
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αριθμητική του Μΐΐΐ: πώς γίνεται μια ορισμένη υλική πραγματικότητα να 
έχει ταυτόχρονα διαφορετικές ιδιότητες; Το επιχείρημα αυτό επισημαίνει 
ότι η χοντρική άποψη σύμφωνα με την οποία σε μια υλική πραγματικότητα 
αντιστοιχίζουμε μια αριθμητική πραγματικότητα αντιμετωπίζει προβλήματα.

Συναφές με αυτό είναι το δεύτερο πρόβλημα που αντιμετωπίζει ο α
ριθμητικός εμπειρισμός του Μίΐΐ. Είναι το πρόβλημα των ((μεγάλων αρι
θμών», το οποίο ο Φρέγκε χρησιμοποιεί και εναντίον της καντιανής φιλο
σοφίας των μαθηματικών1. Αν βασιστούμε στην έννοια της αντιστοιχίας 
μεταξύ υλικής και αριθμητικής πραγματικότητας είναι δύσκολο - αν όχι 
αδύνατο - να συνεχίσουμε να μιλάμε για τους μεγάλους φυσικούς αριθμούς 
(και το μηδέν) στα πλαίσια των απόψεων του Μΐΐΐ. Διότι, για να μιλή
σουμε για τον αριθμό 10000 λ.χ. πρέπει προηγουμένως να έχουμε εμπει
ρία μιας συλλογής υλικών αντικειμένων (που είναι μάλιστα διευθετημένη 
έτσι: 9 9 9 9 + 1 !) ·  Το γενικότερο ζήτημα που αφορά συνεπώς η διαμαρ
τυρία του Φρέγκε είναι ότι αν απαιτήσουμε μια τέτοια αντιστοιχία τότε 
δεν πρόκειται να φτάσουμε ποτέ στο αφηρημένο επίπεδο των συγχρόνων 
μαθηματικών.

Τα προβλήματα της αριθμητικής του Μίΐΐ φτάνουν στο αποκορύ
φωμά τους όταν αναφερθούμε στον επαγωγικό χαρακτήρα των αριθμητι
κών νόμων. Ποιος είναι ο χαρακτήρας, το δί&Ιπδ, μιας στοιχειώδους σχέ
σης, όπως λ.χ. ( (3 + 2 = 5 » ; Κατά τον Φρέγκε, ο Μίΐΐ συγχέει τις εφαρ
μογές των αριθμητικών νόμων με το δί&Ιιΐδ και το χαρακτήρα τους2: με 
την πρώτη ευκαιρία που αντιμετωπίζουμε το γεγονός ότι τρεις σταγόνες 
υδραργύρου όταν ενωθούν με δύο σταγόνες υδραργύρου δεν δίνουν πέντε 
σταγόνες, θα σπεύσουμε να αμφισβητήσουμε την αλήθεια της πρότασης 
« 3 + 2 = 5 » ;  Για τον Φρέγκε, οι αριθμητικές προτάσεις δεν αποτελούν ε
παγωγικές γενικεύσεις υλικών καταστάσεων, όπως ισχυρίζεται ο Μίΐΐ. 
Αλλά, από ένα σημείο και μετά, τα γενικότερα φιλοσοφικά συστήματα των 
Φρέγκε και ΜΠ1 έρχονται σε ουσιαστική αντίθεση μεταξύ τους ώστε δεν 
είναι δυνατή πια καμιά επικοινωνία.

Μια φιλοσοφική θεμελίωση των μαθηματικών πρέπει να σεβαστεί 
και τελικά να ερμηνεύσει με ικανοποιητικό τρόπο δύο τουλάχιστο χαρα
κτηριστικά σημεία των μαθηματικών και της μαθηματικής δραστηριό
τητας. Το πρώτο αφορά τον αντικειμενικό χαρακτήρα των μαθηματικών 
προτάσεων, ενώ το δεύτερο αφορά τη χρησιμότητα και αποτελεσματικό- 
τητα των μαθηματικών στις φυσικές επιστήμες και στην καθημερινή μας 
ζωή. Το πρώτο σημείο δεν είναι αναγκαίο να ερμηνευτεί στα περιοριστε

ί .  Όπ. π., § 7,8.
2. Όπ. π., § 14.
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κά πλαίσια της πλατωνικής φιλοσοφίας των μαθηματικών. Δεν ισοδυ- 
ναμεί με την προϋπόθεση μιας αντικειμενικής πραγματικότητας αφηρη- 
μένων μαθηματικών οντοτήτων, όπως λ.χ. οι αριθμοί, τα σύνολα κλπ1. Η 
ερμηνεία του μπορεί να συμβαδίζει με την αναγνώριση της μαθηματικής 
δραστηριότητας ως ανθρώπινης δραστηριότητας που έχει σημασία και α
ποτελεσματικότατα. Τα χαρακτηριστικά αυτά αντανακλώνται στο δεύ
τερο σημείο που ανάφερα πιο πάνω. Πώς εξηγείται ότι οι προτάσεις των 
μαθηματικών είναι χρήσιμες και αποτελεσματικές; κανείς δεν μπορεί να 
μην εκπλαγεί από την «απροσδόκητη αποτελεσματικότατα των μαθημα
τικών στις φυσικές επιστήμες»2.

Η αρχική ευλογοφάνεια του πλατωνισμού ως φιλοσοφίας των μαθη
ματικών προκύπτει από το γεγονός ότι αναγνωρίζει πως οι μαθηματικέ£ 
προτάσεις είναι προτάσεις με τιμές αλήθειας: οι μαθηματικές προτάσεις 
που μας ενδιαφέρουν είναι αληθείς προτάσεις. Αλλά αυτή η διαίσθηση, αν 
και πολύ σημαντική, δεν είναι ωστόσο αρκετά ισχυρή για να μας κάνει να 
προσδεθούμε στο άρμα του πλατωνισμού και να δεχτούμε ότι οι αληθείς 
προτάσεις των μαθηματικών περιγράφουν μια αντικειμενική πραγματι
κότητα αφηρημένων οντοτήτων.

Ο εμπειρισμός τύπου ΜίΠ - αλλά και γενικότερα, ο εμπειρισμός - 
αναφορικά με τις μαθηματικές προτάσεις, στηρίζεται στη βασική διαί
σθηση ότι η θεμελίωση των μαθηματικών πρέπει να γίνει σε συνδυασμό με 
τη θεμελίωση των φυσικών επιστημών και η κοινή αυτή θεμελίωση συν
δέεται με την αναγνώριση της αισθητηριακής και εμπειρικής προέλευσης 
της γνώσης. Η αποκατάσταση μιας μορφής αντιστοιχίας μεταξύ υλικής 
και αριθμητικής πραγματικότητας, είναι αλήθεια, έχει το πλεονέκτημα 
ότι θα μπορούσε να καλύψει τα δύο σημεία που ανάφερα προηγουμένως. 
Μολονότι θεωρούμε ότι ο συγκεκριμένος τρόπος του ΜίΠ δεν καταφέρνει 
τελικά το αποτέλεσμα που ζητάμε, εντούτοις πρόκειται για ένρί γόνιμο προ
σανατολισμό και μια κατεύθυνση που οπόσχεται πολλά στα χέρια του Κ ί- 
ίοΙίθΓ. Το πρόσθετο στοιχείο που εισάγει ο ΚΐίοΙίθΓ είναι η σαφής αναγνώ
ριση ότι τα μαθηματικά περιγράφουν τα δομικά χαρακτηριστικά του κό
σμου μας, χαρακτηριστικά τα οποία εκδηλώνονται στη συμπεριφορά και 
στους χειρισμούς των κατοίκων του κόσμου. Δεν πρόκειται συνεπώς για 
μια απευθείας «ανάγνωση» των δομικών χαρακτηριστικών του υλικού κό
σμου αλλά για μια διαμεσολαβημένη σχέση του κόσμου μέσω των κατοί
κων του.

1. Βλ. Γ. Ρουσόπουλου: Η κριτική των κλασικών μαθηματικών από τον ΒΐΌίπνθΓ 
και τη σχολή του ιντουισιονισμού, Διδακτορική διατριβή, Γιάννινα 1986, >.εφ. 1, 2.

2. Βλ. Ε.ννί^ηβΓ, «ΊΊιβ ϋηΓβαδοηαΜβ Είίθοίίνθηβδδ οί ΜαΙΙΐθΐηαΙίοδ ίη ίίιβ Να 
ΙιίΓαΙ δοίβηοβδ», στο 8γιηιηβίπθ8 αηά Κβίΐβοϋοηδ, 1959, ΜΙΤ Ρ γ653, Ο απιΒ ηά^βΙ
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3. Ο ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟΣ ΕΜΠΕΙΡΙΣΜΟΣ ΤΟΤ ΚΙΤΟΗΕΚ

Η προσπάθεια του ΚίίοΙίθΓ να θεμελιώσει, τη μαθηματική γνώση στο 
πλαίσιο του εμπειρισμού, χαρακτηρίζεται από δύο συνιστώσες1. Η πρώ
τη αφορά την κριτική των επιστημολογικών προσπαθειών που διατυπώ
θηκαν ως τώρα για τη μαθηματική γνώση2. Η δεύτερη συνιστώσα αφορά 
το καθαρά θετικό επιχείρημα κατασκευής μ* ας ορθολογικής αναδόμησης 
της μαθηματικής γνώσης που στηρίζεται όμως στην αισθητηριακή εμπει
ρία3. Ουσιαστική σημασία για το πρόγραμμα του ΚίίοΙίθΓ έχει η αναγνώ
ριση της μαθηματικής πραγματικότητας - η οποία δεν είναι άλλη από την 
υλική πραγματικότητα εννοούμενη ως σύνολο υλικών αντικειμένων και 
πρακτικών των υποκειμένων καθώς και των μεταξύ τους αλληλεπιδράσε
ων. Οι σχέσεις μεταξύ υποκειμένων και αντικειμένων του κόσμου εγγρά
φονται, κατά τον ΚίίοΙίθΓ, ως μαθηματική ιστορικότητα. Η αναγνώριση 
της ιστορικής διάστασης της μαθηματικής γνώσης και της μαθηματικής 
πρακτικής αποτελεί ουσιαστική συνεισφορά του Ε&ΐίαίοδ στη φιλοσοφι
κή θεμελίωση των μαθηματικών4. Η θέση του ΚίίοΙίθΓ είναι ακόμα ισχυ
ρότερη: διατύπωση μιας εμπειριστικής επιστημολογίας των μαθηματι
κών προϋποθέτει την αναγνώριση της ιστορικότητας των μαθηματικών. 
Δεν ενδιαφερόμαστε απλώς να συσχετίσουμε στο μαθηματικό πεδίο τα ι
στορικά προβλήματα και τις λύσεις τους, να δείξουμε την ιστορική εξέλι
ξη γένεσης και ανάπτυξης των μαθηματικών ιδεών. Επιπλέον, ισχυρίζε
ται ο ΚίΙοίιβΓ, η ιστορική συνιστώσα των μαθηματικών συνεισφέρει στη 
διαμόρφωση της μαθηματικής επιστημολογίας που ενδιαφερόμαστε να 
διατυπώσουμε5.

Η ιστορικότητα των μαθηματικών εκδηλώνεται κατά τον ΚίίοΙίθΓ 
ως αλληλουχία μαθηματικών πρακτικών. Η μαθηματική γνώση που μια 
ορισμένη στιγμή χαρακτηρίζει τη μαθηματική πρακτική, προέρχεται από 
τη γνώση που παρέχουν οι εγγυήτριες πηγές και οι μαθηματικές αυθε
ντίες (υπό τη μορφή των δασκάλων, βιβλίων και περιοδικών, βιβλιοθη
κών και γενικότερης οργάνωσης της κοινωνίας). Μέσω των πηγών και 
των αυθεντιών μεταφερόμαστε στη γνώση των προηγουμένων πηγών και

1. Ρ. ΚίίοΙίθΓ: ΤΙιθ ΝαίιΐΓβ οί Μαίΐιβιηαΐίοαΐ Κηο\ν1θά£θ, ΟχίοΓά υΡ , ΟχίοΓά 
1983 (Η Φύση, παρακάτω).

2. Όπ. π., Κεφ. 2, 3, 4, σσ. 36-87.
3. Όπ. π., Κεφ. 4, 6, σσ. 88-148 και Εισαγωγή.
4. Βλ. I. ί.α1ί£ΐίθ8: Ρι·οοί$ αηά Κβίηίαίίοη8, Οαιη&πά^β ϋ Ρ  1976.
5. ΚίίοΙίθΓ: Η φύση, σ. 5.
«Για να κατανοήσουμε την επιστημολογική τάξη των μαθηματικών πρέπει να κα

τανοήσουμε την ιστορική τάξη (καθώς θα γίνει σαφές παρακάτω, αυτό δεν σημαίνει α
κριβώς ότι η επιστημολογική τάξη είναι η ιστορική τάξη).»



αυθεντιών. Η ορθολογική συνεπώς ανασυγκρότηση της μαθηματικής γνώ
σης αντιμετωπίζει ένα διπλό πρόβλημα: ένα πρόβλημα αρχών / προέλευ
σης και ένα πρόβλημα εξέλιξης / ανάπτυξης της μαθηματικής γνώσης1. 
Αναφορικά με το πρώτο πρόβλημα, οι αρχές της μαθηματικής γνώσης 
τοποθετούνται σε κάποιο πρωτο-πολιτισμό και έχουν άμεση αισθητηρια
κή προέλευση. Οι πρωτο-άνθρωποι γνωρίζουν το περιβάλλον τους, τους 
χειρισμούς και τα αντικείμενα του κόσμου τους μέσω αισθητηριακών δε
δομένων. Η μαθηματική γνώση, υποτυπώδης στην αρχή, εξελίσσεται και 
αναπτύσσεται από τις ταπεινές αυτές αρχές φτάνοντας στο τρομερό οικο
δόμημα των συγχρόνων μαθηματικών2. Η μετάβαση από το στάδιο ανά
πτυξης της μαθηματικής γνώσ/)ς 8 στο στάδιο 3' αποτελεί το δεύτερο πρό
βλημα, το πρόβλημα της ανάπτυξης της μαθηματικής γνώσης. Η λεπτο
μερειακή συζήτηση αυτού του προβλήματος, που είναι άλλωστε κατ’ ε
ξοχήν ιστορικό πρόβλημα, θα απαιτούσε την εξέταση μεγάλης ομάδας ι
στορικών περιπτώσεων. Ο ΚίίοΙιβΓ περιορίζεται ενδεικτικά στη μελέτη 
της ανάπτυξης μιας ορισμένης περιοχής των μαθηματικών: της ανάπτυ
ξης της ανάλυσης από το λογισμό των απειροστών του 17ου αιώνα3.

Η εξέλιξη των μαθηματικών πρακτικών συνδέεται άμεσα με τη φύ
ση της μαθηματικής πραγματικότητας4. Για τον ΚιΙοΙιθι*, όπως ήδη αν
φέρθηκε, τα μαθηματικά περιγράφουν το σύνολο του υλικού κόσμου - τα 
υλικά αντικείμενα και τις δυνατότητες χειρισμού τους από μας. Δεν πε
ριοριζόμαστε ωστόσο από τις πραγματικές δυνατότητες που έχουμε αλλά 
προχωράμε σε εξιδανικεύσεις των δυνατοτήτων μας. Ο χαρακτήρας των 
εξιδανικεύσεων είναι υπεύθυνος για το δημιουργικό στοιχείο που διέπει 
τα μαθηματικά και τη μαθηματική δραστηριότητα γενικά. Με βάση τις 
γενικές αυτές παρατηρήσεις μπορούμε να πούμε ότι το πρόγραμμα του 
ΚίίοΙίθΓ προσφέρει μια εμπειριστική επιστημολογία της μαθηματικής 
γνώσης αποφεύγοντας το χοντροκομμένο ανιστορικό εμπειρισμό του ΜΠ1,

1. Όπ.π., σσ. 5-6 και σσ. 225-6.
2. Όπ.π., σ. 148:
«Ο κεντρικός ισχυρισμός που διατυπώνω είναι ότι η πρωτο-γνώση των μαθηματι

κών αποκτάται από το χειρισμό (πιαηίριιίαϋοη) του κόσμου και την παρατήρηση των
χειρισμών. Από τις ταπεινές αυτές αρχές, τα μαθηματικά αναπτύχθηκαν στο εντυπωσια
κό σώμα της σύγχρονης θεωρίας».

3. Όπ.π., Κεφ. 10, σσ. 229-72.
4. Όπ.π., σ. 96:
«Μια πλήρης ερμηνεία των αρχών της μαθηματικής γνώσης θα εξηγούσε το περιε

χόμενο των προτάσεων δείχνοντας ότι οι προτάσεις με περιεχόμενο ό*τι θεωρούμε ότι 
έχουν ως περιεχόμενο οι μαθηματικές προτάσεις, μπορούμε να τις γνωρίζουμε βάσει των 
αισθήσεων. Το κύριο εγχείρημα, να εξηγήσουμε τις αρχές της μαθηματικής γνώσης είναι 
να δώσουμε μια εικόνα της μαθηματικής πραγματικότητας που θα συμφωνεί με τη Θ&Μ3 
ότι η μαθηματική γνώση μπορεί να προέρχεται από τις αισθήσεις]».
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Πρόκειται, για εμπειριστική θεμελίωση, στο βαθμό που η μαθηματική 
γνώση έχει τις αρχές της στην αισθητηριακή εμπειρία των χειρισμών και 
των δραστηριοτήτων των ανθρωπίνων υποκειμένων1. Επιπλέον, το επιχεί
ρημα του ΚίίοΙίθΓ διατηρεί τον αντικειμενικό χαρακτήρα των μαθημα
τικών προτάσεων και ερμηνεύει την αποτελεσματικότητά τους στις φυσι
κές επιστήμες, στο βαθμό που ιχυρίζεται ότι τα μαθηματικά περιγράφουν 
/αντανακλούν την υλική πραγματικότητα.

Μπορούμε να το δηλώσουμε προκαταβολικά: η ερμηνεία του ΚίίοΙίθΓ 
αποτελεί τεράστιο βήμα σε σχέση με την επιστημολογία της αριθμητικής 
του ΜίΠ. Παρόλα αυτά, στο τελευταίο μέρος, θα ήθελα να δείξω ότι

α) το εμπειριστικό πρόγραμμα του ΚίίοΙίθΓ δεν είναι θεμελιωμένο ε- 
παρκώς* ιδιαίτερα, η ιστορική συνιστώσα που επικαλείται δεν πρόκει 
ται ναλύ σει το πρόβλημά του. Επιπλέον, θα ήθελα να ισχυριστώ ότι

β) μια ικανοποιητική σύλληψη των μαθηματικών και της μαθηματικής 
πρακτικής δεν καλύπτεται πλήρως από τον ιστορικό χαρακτήρα των 
εξιδανικεύσεων που προτείνει ο ΚίΙοΙιβΓ. Έτσι, για την αντιμετώπιση 
των ζητημάτων που προκύπτουν προτείνω

γ) να συλλάβουμε τόσο τις μαθηματικές θεωρίες όσο και τους νόμους των 
φυσικών επιστημών σε μια κοινή βάση. Σ’ αυτήν οι μαθηματικές θεω
ρίες και οι φυσικοί νόμοι διαμεσολαβούνται από τα μοντέλα, στα πλαί
σια των οποίων οι μαθηματικές θεωρίες και οι φυσικοί νόμοι αληθεύουν.

ί 1· Ρουσόπουλος

1. Όπ. π., σ. 117:
«Παρατηρούμε τους εαυτούς μας και τους άλλους να εκτελούν ορισμένες πρακτικές 

όπου συλλέγουν, συσχετίζουν κλπ* με αυτόν τον τρόπο αναγνωρίζουν ότι τέτοιες πρακτι
κές υπάρχουν. Αυτό μας παρέχει υποτυπώδη γνώση, πρωτογνώση, αν θέλετε. Νομίζω 
ότι το γεγονός ότι έχουμε γνώση αυτών των πρακτικών δεν εμφανίζει επιστημολογικά 
προβλήματα».

2. Εδώ ταιριάζει να αναφερθεί μια ομάδα εργασιών οι οποίες ακολουθούν τη γενι
κή κατεύθυνση που χάραξε ο (^ιιίΐΐθ (βλ. σημ. 4 πιο πάνω). Η φιλοσοφική άποψη που υ
ποστηρίζουν είναι ένας μαθηματικός ρεαλισμός (πλατωνισμός), δεδομένου ότι η άποψή 
τους χαρακτηρίζεται από την πεποίθηση ότι υπάρχουν αφηρημένες μαθηματικές οντό
τητες. Στην περίπτωση του Μ. 81θίηθΓ (ΜαΙΙΐθΐηαϋοαΙ Κηο\ν1βά£6, Οοπίθΐΐ ϋΡ , 1975) 
και της Ρ. Μαάά^ («ΡβΓοβρίίοη αηά Μαίϊΐθΐηαίίοαΐ Τηίυίίίοη», ΤΙιθ ΡΜ1. Κθνΐθ\ν, 89 
(1980), σσ. 163-96) οι οντότητες αυτές είναι σύνολα, και γι’ αυτό ο ρεαλισμός τους ονο
μάζεται «συνολοθεωρητικός ρεαλισμός». Ο Μ. Κβδηΐΐί («ΜαΙΙιβπιαίχοα] Κηο\νΐ6ά§6 
αηά ΡαίίβΓη Κθοο^ηίίίοη», Οαηαάίαη ^υι*ηα1 οΐ ΡΜ1., 5(1975), σσ. 25-39) δέχεται 
ότι οι αφηρημένες οντότητες είναι δομές (ραΙΙθΓηδ). Οι απόψεις του παρουσιάζουν ενδια
φέρουσα ομοιότητα με τις απόψεις του ΚίίοΙίθΓ που εξετάζουμε ε§ώ. Σχετικά πρβλ. Ο. 
Ηοιίδδοροιιΐοδ, «ϋοθδ ΜαΙΙιβιηαΙίοδ άβδοη&β Ιίιβ \νοΓΐά?» (αδημοσίευτο).
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4. ΤΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ΤΟΤ ΚΙΤΟΗΕ&
Το εμπειριστικό πρόγραμμα της μαθηματικής γνώσης στηρίζεται, 

όπως ήδη αναφέρθηκε1, σε δύο βασικές θέσεις. Η πρώτη αφορά την ανα
γνώριση του ιστορικού χαρακτήρα της μαθηματικής γνώσης και πρακτι
κής. Η δεύτερη αφορά το χαρακτήρα της μαθηματικήςπ ραγματικότητας 
και της σχέσης με τον υλικό κόσμο και τα ανθρώπινα υποκείμενα. Η πρώ
τη θέση χωρίζεται σε δύο επιμέρους θέσεις: το πρόβλημα του ιστορικού 
χαρακτήρα της μαθηματικής γνώσης αντιμετωπίζει ένα πρόβλημα αρ
χών /προέλευσης και ένα πρόβλημα ανάπτυξης /εξέλιξης. Αμέσως παρα
κάτω θα αναφερθούμε στο διπλό αυτό πρόβλημα της ιστορικότητας της 
μαθηματικής γνώσης. Χωρίς να αμφισβητούμε καθόλου τη σημασία της 
ιστορικότητας των μαθηματικών, νομίζουμε ότι η σημασία της συνδέε
ται με το πρόβλημα της εξέλιξης /ανάπτυξης της μαθηματικής γνώσης. 
Αλλά είναι το πρόβλημα των αρχών της μαθηματικής γνώσης που είναι 
κεντρικό για το επιχείρημα του ΚίίοΙίθΓ - δεδομένου ότι σ’ αυτό στηρί
ζεται η αισθητηριακή προέλευση της μαθηματικής γνώσης. Ας δούμε α
ναλυτικά τον ισχυρισμό του ΚίίοΙίθΓ σχετικά με την πρώτη θέση.

Για τον ΚίίοΙίθΓ μία ικανοποιητική εξήγηση των ζητημάτων της θε
ωρίας της γνώσης πρέπει να λάβει υπόψη της δύο παράγοντες: σύμφωνα 
με τον πρώτο, μιλώντας για τη γνώση μιας ομάδας προτάσεων πρέπει να 
μιλάμε αναφορικά με κάποιο υποκείμενο X. Σύμφωνα με το δεύτερο πα
ράγοντα, όταν αποδίδουμε στο υποκείμενο X γνώση μιας πρότασης Ρ, τό
τε πρέπει να αποδώσουμε στο X την πεποίθηση Ρ και βέβαια πρέπει να 
δεχτούμε ότι η πρόταση Ρ είναι αληθής2. Πρόκειται δηλαδή για μια ψυχο- 
λογιστική θεωρία στο βαθμό που λαμβάνει υπόψη τη διαδικασία σχημα
τισμού καταλλήλων πεποιθήσεων και πίστεων του οποκειμένου. Από τα 
προηγούμενα γίνεται σαφές ότι αποδίδοντας στο υποκείμενο X γνώση της 
πρότασης Ρ, πέρα από τις διαδικασίες που είναι υπεύθυνές για το σχημα
τισμό των πεποιθήσεων σχετικά με την πρόταση Ρ, οι διαδικασίες αυτές 
πρέπει να εξασφαλίζουν την ορθή γνώση. Συνεπώς, μιλάμε για εγγυήσεις 
που εξασφαλίζουν στο υποκείμενο X την ορθή πεποίθηση σχετικά με μια 
πρόταση. Το σχήμα που προσπαθούμε να διατυπώσουμε μπορεί να απο
δοθεί με τον τύπο:

το υποκείμενο X γνωρίζει την πρόταση Ρ όταν και μόνο η Ρ είναι 
αληθής
το υποκείμενο X έχει την πεποίθηση /πίστη Ρ και σχηματίζει την 
πεποίθηση αυτή μέσω διαδικασιών που αποτελούν εγγύηση της ορ- 
θότητάς της.

.. 1. Βλ. 3, σ. 7, πιο πάνω. ’
2. ΚίΙοίιβΓ, Η φύση. σ. 17 και Κεφ. 1, σσ. 13-35,
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Στην εκδοχή αυτή, λοιπόν, η γνώση είναι μια διαδικασία που συνδέεται με 
τις πεποιθήσεις των υποκειμένων και τις σχετικές εγγυήσεις. Πρόκειται 
τις πεποιθήσεις των υποκειμένων και τις σχετικές εγγυήσεις. Πρόκειται 
για ένα πολύπλοκο δίκτυο διασυνδέσεων προς όλες τις κατευθύνσεις. Σε 
ένα τέτοιο πλαίσιο είναι εύλογο να αναρωτηθούμε για τις συνθήκες υπό 
τις οποίες θα αποδώσουμε στο υποκείμενο X γνώση του πυθαγορείου θε
ωρήματος λ.χ. Μια δεδομένη χρονική στιγμή Τ, το υποκείμενο X δεν 
γνωρίζει την πρόταση αυτή, ενώ μια άλλη στιγμή Τ' γνωρίζει την πρό
ταση αυτή. Οι μηχανισμοί που εμπλέκονται στη διαδικασία αυτή είναι πο
λύπλοκοι και συνδέονται τόσο με προσωπικούς παράγοντες (λ.χ. το μαθη
ματικό υπόβαθρο του X τη στιγμή Τ), όσο και με γενικότερα κοινωνικούς 
οι οποίοι αποτελούν περισσότερο ή λιγότερο αυθεντικούς παράγοντες εγ
γύησης της ορθότητας της γνώσης. Ασφαλώς, σ’ όλα αυτά δεν υπάρχει 
τίποτα το χαρακτηριστικά ή αποκλειστικά μαθηματικό* αντίθετα, πρό
κειται για μια γενικότερη διαδικασία που χαρακτηρίζει το δίκτυο της γνώ
σης. Με το δίκτυο αυτό όμως μεταφερόμαστε από μια πηγή /αυθεντία σε 
άλλη πηγή/αυθεντία μετακινούμενοι προς τα πίσω: οι τωρινές πηγές δι- 
κτυώνονται προς προηγούμενες και ο ΚίΙοΙίθΓ υποθέτει ότι το τελικό ση
μείο αυτής της αναγωγής είναι η αισθητηρική γνώση μκ. ς πρωτο-κοινω- 
νίας. Η άμεση αισθητηριακότητα των δεδομένων της πρωτο-κοινωνίας 
αποτελεί ένα είδος εγγύησης της ορθότητας των πεποιθήσεοον που σχημα
τίζουν τα μέλη της πρωτο-κοινωνίας.
α) Αν τώρα μπορούμε να ισχυριστούμε ότι οι πρωτο-άνθρωποι μαθαίνουν 
υποτυπώδη μαθηματικά στηριζόμενοι στην εμπειρία τους τότε η άποψη 
ότι η μαθηματική γνώση είναι μη απριοριστική, δηλ. εμπειρική, μπορεί να 
στηριχτεί. Ταυτόχρονα, σύμφωνα με την άποψη αυτή, οι πρωτο-άνθρω- 
ποι δεν γενικεύουν κατά τον τρόπο που υπέδειξε ο Μίΐΐ - δηλαδή, δεν σχη
ματίζουν τις έννοιες των αριθμών λ.χ. από τις συγκεκριμένες συλλογές 
υλικών αντικειμένων - αλλά έχουν άμεση αισθητηριακή γνώση των δρα
στηριοτήτων και των χειρισμών τους πάνω στα υλικά αντικείμενα και αυ
τές τις λειτουργίας εξιδανικεύουν. Μεταξύ αυτών πρέπει αναμφισβήτητα 
να περιλάβουμε την αρίθμηση σάκων, ζώων, τη μέτρηση χωραφιών, τη 
ουλλογή αντικειμένων σε ένα όλον, την αντιστοίχηση κλπ. Οι πρακτι
κές αυτές, όταν τις φανταστούμε μακριά από τις συγκεκριμένες συνθήκες 
όπου εμφανίζονται, δίνουν λαβή σε παραδειγματικές μαθηματικές πρακτι
κές, όπως η αρίθμηση, η αντιστοιχία, το ζεύγος, το σύνολο κλπ.1.

1. Όπ.π., σσ. 107-12 και συγκεκριμένα σ. 110:
«Μια κεντρική ιδέα μου είναι να αντικαταστήσω τις έννοιες των αφηρημένων μαθη

ματικών οντοτήτων, έννοιες όπως «συλλογή» με την έννοια ενός είδους μαθηματικής δρα
στηριότητας, όπως λ.χ. το «συλλέγειν».)



Αρχικά φαίνεται εύλογο να θεωρήσουμε - στα πλαίσια του επι
χειρήματος του ΚίίοΙίθΓ - μια πρωτο-κοινωνία όπου τα στοιχειώδη μαθη
ματικά που αναπτύσσει προέρχονται από την άμεση αισθητηριακή εμπει
ρία. Αλλά η ευλογοφάνεια αυτή δεν είναι επιχείρημα υπέρ της αισθητηρι
ακής προέλευσης των μαθηματικών. Η δυσκολία δεν είναι ότι είναι αδύ
νατο ή πολύ λίγο είλογο να δεχτούμε ότι οι άνθρωποι κατέφυγαν σε αι
σθητηριακά δεδομένα για να στηρίξουν τις μαθηματικές τους πεποιθήσεις. 
Οι μαθηματικές ιδέες πολύ πιθανόν εξελίχθηκαν, όπως και οι ιδέες μας 
στην ιατρική λ.χ., μέσω της παρατήρησης. Το πρόβλημα είναι ότι θεωρού
με δυνατό να κατασκευάσουμε ένα μοντέλο που θα μπορούσε να χαρακτη
ρίσει την πρωτο-κοινωνία και τα πρωτο-μαθηματικά της. Δεν μπορούμε 
να το κάνουμε χωρίς να προδώσουμε τις επιστημολογικές προτιμήσεις 
μας (τον εμπειρισμό, εν προκειμένω), γιατί δεν έχουμε στη διάθεσή μας 
κανένα αρχιμήδειο· τόπο αρχών της μαθηματικής γνώσης όπως απαιτεί 
ο ΚίίοΙίθΓ. Αν παρόλα αυτά επιμείνουμε, αυτό που κάνουμε είναι να μετα
φέρουμε κατά την κατασκευή του μοντέλου ως δεδομένα αυτά που θα έ
πρεπε να προκύψουν από αυτό1.

Ανεξάρτητα από το γεγονός ότι δεν έχουμε καταφέρει να πραγμα
τευτούμε ικανοποιητικά το πρόβλημα των αρχών - οπότε, το επιχείρημα 
του ΚίίοΙίθΓ για μια εμπειριστική θεμελίωση της μαθηματικής γνώσης 
καταρρέει - το πρόβλημα σχετικά με την ανάπτυξη /εξέλιξη των μαθημα
τικών διατηρεί τη σημασία του. Μπορούμε να εξετάσουμε τη μετάβαση 
της γνώσης από το στάδιο δ στο στάδιο δ' και να αναρωτηθούμε γία τη 
λογική της εξέλιξης των μαθηματικών ιδεών. Είναι αναγκαίο να καταφύ
γουμε στην εμπειρία και τις εμπειρικές πρακτικές για να εξηγήσουμε την 
ανάπτυξη της μαθηματικής γνώσης; Τέτοια ερωτήματα εμφανίζονται συ
χνά όταν εξετάζουμε τη σχέση ανάμεσα σε ένα ορισμένο φυσικό φαινόμε
νο και τη μαθηματική θεωρία που προκύπτει μέσω αφαιρέσεων από αυτό2. 
Θα συμπεράνουμε τότε όπως ο Ροίηο&Γθ ότι

«η έννοια αυτή [το συνεχές] δημιουργήθηκε ολοκληρωτικά από τη
νόησή μας αλλά είναι το πείραμα που έδωσε την αφορμή γ ι’ αυτό»3, 

ή έχουμε κάποια εναλλακτική λύση να προτείνουμε; Ανεξάρτητα από το

Μαθηματική γνώση 481

1. Η δυσκολία να μιλήσουμε και να χαρακτηρίσουμε με κάποιο τρόπο την πρωτο- 
γνώση των μαθηματικών εκδηλώσεων και στον ΚίίοΙίθΓ· ο ίδιος δεν λέει τίποτα σχετικά 
με αυτήν. Πώς θα φανταστούμε την πρωτο-κοινωνία στην κατάσταση που μας ενδιαφέ
ρει; πώς θα ξεκινήσουμε για να κατασκευάσουμε το μοντέλο της πρωτογνώσης; Αν κα
νείς παρατηρήσει ότι εδώ γίνεται λόγος μόνο για μια μεταφορική εικόνα τότε το επιχεί
ρημα του ΚίίοΙίβΓ για την αισθητηριακή προέλευση της μαθηματικής γνώσης καταρρέει.

2. Αυτά τα ζητήματα ο ΚίίοΙίθΓ τα πραγματεύεται στο Κεφ. 10. Βλ. επίσης και 
Ιια&αίοβ, όπ.π.

3. Βλ. Η. Ροίηοατέ, δοίβηοβ αη<1 Η^ροίΐιβδίδ, ΌονβΓ 1956, σ.22.
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πόσο τυπική περίπτωση είναι αυτή που συζητά ο Ροίηο&Γβ, το ζήτημα 
που αντιμετωπίζει ο ΚίΙοίιβΓ είναι διαφορετικό. Ο ΚίΙοίιβΓ δεν θέτει το 
φρεγκεανό ερώτημα «Πώς, πού θεμελιώνεται η μαθηματική γνώση;» αλ
λά το ερώτημα «Πώς αναπτύσσεται ιστορικά η μαθηματική γνώση;» Μια 
ικανοποιητική απάντηση στο δεύτερο ερώτημα, αν και συνδέεται με το 
επιστημολογικό ερώτημα των αρχών και της προέλευσης της γνώσης από 
την εμπειρία, εντούτοις έχει αυτόνομη σημασία και μπορεί να προχωρήσει 
χωρίς να έχουμε απαντήσει προηγουμένως το πρώτο ερώτημα. Όμως και 
ο ΚίΙοίιβΓ στρέφεται τελικά προς τη φύση της μαθηματικής πραγματικότη
τας για να δώσει μια ικανοποιητική απάντηση στο ερώτημα τωναρχών1.

β) Ο ΚίΙοίιβΓ ενδιαφέρεται να αποφύγει τον σκόπελο του πλατωνι
σμού και του εμπειρισμού του Μίΐΐ. Ο ρεαλιστικός χαρακτήρας του εμπει
ρισμού του ΚίΙοίιβΓ δεν είναι οντολογικού τύπου: δεν ισχυρίζεται την α
ντικειμενικότητα κάποιων αφηρημένων μαθηματικών οντοτήτων. Η α
ντικειμενικότητα στο φιλοσοφικό πρόγραμμα του ΚίοΙίΓβΓ εκφράζεται με 
την πρόταση:

1) τα μαθηματικά περιγράφουν τη δομή της πραγματικότητας2.
Δεν είναι όμως σαφές αν ο ΚίοΙιΙβΓ εννοεί την πρόταση (1) κυριολεκτικά 
ή μεταφορικά. Για να δούμε τη σημασία της πρότασης (1) μπορούμε να 
αναφερθούμε στο παράδειγμα που συζητάει ο Εάάίη^ίοη για τις δυνατές 
καταστάσεις του ατόμου και τη δομή της ομάδας στην άλγεβρα3. Τώρα η 
υπόδειξη του ΚίίοΙιβΓ είναι ότι με βάση την πρόταση (1), μια δομή ομά
δας βρίσκεται εγκαθιδρυμένη στη ατομική φυσική πραγματικότητα; Ή  
μήπως πρέπει να μιλήσουμε για μια ινστρουμενταλιστική άποψη, σύμ
φωνα με την οποία χρησιμοποιώντας τη θεωρία των ομάδων ως εργαλείο, 
πετυχαίνουμε μια ικανοποιητική περιγραφή της πραγματικότητας; Και 
στις δύο περιπτώσεις, για να χρησιμοποιηθεί η θεωρία των ομάδων στην 
παραπάνω περίπτωση χρειάζεται να εισαχθούν προηγουμένως στο επί
πεδο της περιγραφής της φυσικής πραγματικότητας ορισμένες εξιδανι- 
κεύσεις και απλοποιήσεις και μόνο τότε μπορούμε να μιλήσουμε για πε
ριγραφή της πραγματικότητας από τη δομή της ομάδας4. Μπορούμε όμως

1. Βλ. σ. 177, σημ. 4.
2. ΚίίοΙίθΓ, Η φύση σ. 107:
«Τα μαθηματικά μελετούν δομές που αντανακλώνται στις ιδιότητες των φυσικών 

πραγμάτων.»
3. Πρβλ. Α. Εάάίη§ίοη «ΤΚθ ΤΙιθογ  ̂οί Οοπρδ» στο Τϊιβ \ΥογΜ οί Μαίΐΐθΐηαίίοδ, 

νοί. III, βά. 3. Νβλνπιαη, Εοηάοη 1956, σσ. 1558-76. Επιπλέον, βλ. Ν. ΟδαΦννπ̂ Μ: 
Ηο\ν ίΐιβ ίι8ΐ\νδ οί Ρ1ιγδίθδ Ηβ, ΟΙαΓθηάοη, Οχίοι*ά 1983,θδδαγδ 2,3 (Οι νόμοι,πιο κάτω).

4. Το μημείο αυτό είναι κεντρικό για το όλο επιχείρημα που αναπτύσσεται παρα
κάτω (γ). Βλ. ακόμα, ΟαΓίννπο’Μ, όπ.π., Θ3δ3.γ 7 και το άρθρο του Ο, ,ΪΟδβρΙΐ, «ΤΗβ 
Μαη^ δοίβηοβδ αηά ίΐιβ οηολΥοΓίά», ΧοιίΓηαΙ οί ΡΜΙοδορΙιγ, 77(1980), σσ. 773-91.
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να πούμε, αυστηρά μιλώντας, ότι μια πρόταση που προκύπτει στη θεωρία 
των ομάδων - έστω Α - είναι αληθής στην περίπτωση της ατομικής πρα
γματικότητας; Αυστηρά μιλώντας, η πρόταση Α είναι ψευδής* είναι όμως 
αληθής αναφορικά με την εξιδανικευμένη κατάσταση στο επίπεδο στο «μον
τέλο» - αν έτσι ονομάσουμε την εξιδανικευμένη κατάσταση που προκύπτει 
από την ατομική φυσική πραγματικότητα —και είναι ψευδής μιλώντας αυ
στηρά — και πρέπει να μιλήσουμε αυστηρά:

Ο ΚίίοΙίθΓ δεν θεωρεί την πραγματικότητα με μια στενή έννοια: η 
πραγματικότητα είναι ασφαλώς τα υλικά αντικείμενα, αλλά επιπλέον οι 
ανθρώπινες δραστηριότητες μεταξύ ανθρώπων και οι αλληλεπιδράσεις με
ταξύ ανθρώπων και αντικειμένων. Ο φυσικός κόσμος επιτρέπει κάποιες 
αλληλεπιδράσεις μεταξύ των στοιχείων που τον συγκροτούν καθώς και 
κάποιους χειρισμούς στα όντα που τον κατοικούν. Οι αμοιβαίες δραστη
ριότητες μας οδηγούν να ανακαλύψουμε τις μαθηματικές δομές που βρί
σκονται εγκαθιδρυμένες στο φυσικό κόσμο. Έ τσι ο Κίί,οΙίθΓ συνδέει τη 
δομ,ή της φυσικής πραγματικότητας με τη δομή των ανθρωπίνων δραστη
ριοτήτων: ό,τι η πραγματικότητα μας επιτρέπει να κάνουμε αντανακλά
ται στους χειρισμούς και τις δραστηριότητές μας. Έτσι, η αριθμητική 

«οφείλει την αλήθειά της στη δομή του κόσμου και ταυτόχρονα η α
ριθμητική είναι αληθής εξαιτίας των κατασκευαστικών μας δραστη- 
ριοτήτων»1.

Κατόπιν, ο ΚίίοΙίθΓ επεκτείνει την έννοια των κατασκευαστικών δραστη
ριοτήτων προς την κατεύθυνση των εξιδανικευμένων/ιδεατών δραστηρι
οτήτων. Έ τσι τα μαθηματικά γίνονται η επιστήμη των εξ ιδανικευμένων 
πρακτικών. Αφού όμως πρόκειται για εξιδανικεύσεις, προς ποια κατεύ
θυνση εξιδανικεύουμε2; Η κατεύθυνση που παίρνουν οι εξιδανικεύσεις εί
ναι αποτέλεσμα συμβάσεων (δΐίραΐ&ΐίοηδ) που κάνουμε για το σκοπό 
αυτό. Η θέση του ΚίίοΙίθΓ τώρα γίνεται: ;

«Οι αληθείς μαθηματικές προτάσεις είναι αληθείς εξαιτίας των συμ
βάσεων που εμείς οι ίδιοι διατυπώνουμε* αυτές καθορίζουν τις συν
θήκες αλήθειας των κατηγορημάτων. Αλλά τα κατηγορήματα στην 
πραγματικότητα δεν ικανοποιούνται από τίποτα απολύτως* ικανο
ποιούνται όμως προσεγγιστικά από τις πράξεις που εκτελούμε (και 
από τις φυσικές πράξεις)»3.

1. ΚιΙοΙιθγ: Η φύση, σσ. 108-9.
2. Το πρόβλημα είναι τεράστιο. Ο ΚίΙοΙιβΓ αναφέρεται εν συντομία στις δυνατότη

τες που έχουμε να μιλήσουμε για τη θεωρία των ιδανικών αερίων και τη θεωρία των αε
ρίων κατά ναη άθΓ\ν3.αΐ8. Το πρόβλημα όμως εμφανίζεται πιο απειλητικό όταν εξετά
ζουμε τις εξιδανιμεύσεις των κλασικών και το̂ ν ιντουισιονιστικών μαθηματίκών. (Για 
το ζήτημα των διαφορετικών εξιδανικεύσεων και τις συνέπειες βλ. Ρουσόπουλος: Η κρι
τική... όπ. π., κεφ. 3 και 10). .........  : . ,·-

3. Κίίοΐΐβΐ·: Η φύση, σ. 110.
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Ένα εύλογο ερώτημα που προκύπτει από τη διατύπωση αυτή είναι αν 
διαγράφεται ιστορικά ένα συνεπές σύνολο συμβάσεων το οποίο τηρούμε. 
Ακόμα πιο εύλογο είναι το ερώτημα που αφορά τον υποτιθέμενο εμπει
ρισμό της θεωρίας του ΚίίοΙίθΓ: δεν θα έπρεπε να μιλάμε υπό τις προϋπο
θέσεις αυτές για συμβατισμό αφού εμείς οι ίδιοι θέτουμε τις συμβάσεις με 
βάση τις οποίες εξιδανικεύουμε και κάνουμε μαθηματικά; Η κατάσταση 
θυμίζει ως ένα βαθμό τις αντίστοιχες απόψεις του Ροίηο&Γθ για τη φύση 
της γεωμετρίας1. Για τον Ροίηο&Γβ, η ευκλείδεια και οι μη ευκλείδειες γε
ωμετρίες είναι ασφαλώς άψογες μαθηματικές κατασκευές. Το ερώτημα για 
την ορθή γεωμετρία από μαθηματική άποψη δεν έχει καμιά θέση στα πλαί
σια του συμβατισμού του ΡοίηοθΧΘ. Η ευκλείδεια γεωμετρία καθώς και οι 
άλλες γεωμετρίες είναι αληθείς ως θεωρίες, όμως η ευκλείδεια είναι η πιο 
βολική (πιοδί οοηνβηίβηί). Το κριτήριο με βάση το οποίο επιλέγουμε 
την ευκλείδεια γεωματρία ως την πιο βολική δικαιολογείται γιατί αυτή 

«συμφωνεί σε μεγάλο βαθμό με τις ιδιότητες των φυσικών στερεών, 
δηλαδή τα σώματα που μπορούμε να μετρήσουμε και να συγκρίνου
με μεταξύ τους με τη βοήθεια των αισθήσεών μας»2.

Ο ΚίίοΙίθΓ προσφέρει επίσης ένα κριτήριο που παρουσιάζει κάποια ομοι
ότητα με την άποψη του Ροίηο&Γθ. Οι συμβάσεις που εισάγουμε δεν είναι 
αυθαίρετες αλλά
(2) «πρέπει να είναι κατάλληλα συνδεδεμένες με τα φαινόμενα που προ

σπαθούμε να εξιδανικεύσουμε»3.
Η πρόταση (2) μας οδηγεί στις κατάλληλες επιλογές μας για τις συμβά
σεις που εισάγουμε. Κάποιο ποσοστό ανησυχίας όμως παραμένει: τι γ ί
νεται λ.χ. με τις αντιρρήσεις όλων εκείνων που ισχυρίζονται ότι οι δικές 
τους συμβάσεις — ίσα-ίσα αυτές μάλιστα— συνδέονται με τα φαινόμενα 
που προσπαθούμε να εξιδανικεύσουμε; Το παράδειγμα που προσφέρεται 
στην περίπτωση αυτή είναι τα ιντουισιονιστικά μαθηματικά σε αντίθεση 
με τα κλασικά μαθηματικά. Η αντίθεση μεταξύ τους δεν είναι της τάξε- 
ως της αντίθεσης μεταξύ ευκλείδειας και μη ευκλείδειας γεωμετρίας. 
Στα ιντουισιονιστικά μαθηματικά δεχόμαστε μια μη κλασική σημασιο
λογία, διαφορετική από αυτή που δεχόμαστε στα κλασικά μαθηματικά. 
Οι εξιδανικεύσεις που εισάγνται στις δύο περιπτώσεις είναι διαφορετι
κές και δεν υπάρχει τρόπος να συμβιβαστούν μεταξύ τους4. Για τον Κί- 
ίοΙίθΓ, το κριτήριο που διατυπώνει η πρόταση (2) είναι τελικά ιστορικά 
καθορισμένο· προκύπτει από την ιστορική και συγκεκριμένη ανάπτυξη /

1. ΡοίηοαΓθ, όπ.π., κεφ. 3.
2. Όπ.π., σ. 50.
3. ΚίίοΙίθΓ: Η φύση, σ. 161.
4. Πρβλ. Ρουσόπουλος: Η κριτική, όπ.π., κεφ. 3.
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εξέλιξη των μαθηματικών μέχρι σήμερα. Αυτό σημαίνει ότι αν αναλάβου
με μια ιστορική μελέτη της εξέλιξης των μαθηματικών από το στάδιο 8 
στο στάδιο δ', τότε οι εξ ιδανικεύσεις που ανακαλύπτουμε διαπιστώνουμε 
ότι ικανοποιούν το κριτήριο (2). Οι μαθηματικές πεποιθήσεις της κοινό
τητας στο στάδιο δ' μπορούν να θεωρηθούν συνδεδεμένες με τα φαινόμε
να που εξιδανικεύουμε όταν προκύπτουν μέσα σε εύλογα πλαίσια πρακτι
κής της μαθηματικής δραστηριότητας τα οποία αντλούνται από τις πεποι
θήσεις της κοινωνίας στο προηγούμενο στάδιο δ. Ακόμα και η πρωτο-κοι- 
νωνία έχει μαθηματικές πεποιθήσεις που, σύμφωνα με τον ΚίίοΙιβΓ εί
ναι θεμελιωμένες στην άμεση αισθητηριακή εμπειρία1. Τπ5 αυτούς τους 
όρους, ο ΚίίοΙιβΓ ισχυρίζεται ότι

«οι εξιδανικεύσεις που προσφέρθηκαν στην ιστορία των μαθηματι
κών ικανοποιούν τη συνθήκη (2)»2.

Στο τελευταίο κεφάλαιο του βιβλίου του ο ΚίίοΙιβΓ δείχνει ότι η εξέλιξη 
των μαθηματικών, από το λογισμό του ΕβίΒηίζ και του Νεύτωνα ως την 
αριθμητικοποίηση της ανάλυσης από τον \νβίβΓδίΓα88, ακολούθησε το 
πρότυπο μιας ρεαλιστικής, ορθολογικής ανάπτυξης στα πλαίσια της μα
θηματικής δραστηριότητας. Οι μαθηματικοί δεν κινήθηκαν από κάποιο 
επιστημολογικό ενδιαφέρον να αποκαταστήσουν τη μαθηματική γνώση 
ως & ρποπ γνώση — όπως εσφαλμένα θεωρούσε ο Φρέγκε — αλλά εν
διαφέρθηκαν να λύσουν τεχνικά κυρίους προβλήματα της επιστήμης τους 
χρησιμοποιώντας μεθόδους και τεχνικές που τους φάνηκαν χρήσιμα και 
αναγκαία εργαλεία για τον σκοπό αυτό3.

Συμπερασματικά, η θεωρία του ΚίίοΙιβΓ διαπερνάται από το ιστο
ρικό στοιχείο και προς τις δύο κατευθύνσεις: πρόκειται για μια επιστημο
λογική θεωρία που προκύπτει από τη μελέτη της ιστορικής τάξης των μα
θηματικών και της μαθηματικής πρακτικής, και για την επιβεβαίωσή της 
χρειάζεται να αναφερθεί ξανά στην ιστορική εμπειρία των μαθηματικών. 
Ο συμβατισμός που διέπει το πρόγραμμα ΚίίοΙιβΓ είναι τελικά ιστορικής 
φύσεως: οι άνθρωποι κάνουν μαθηματικά εξιδανικεύοντας σε ένα κλασικό 
και ρεαλι,στικό πλαίσιο και αυτό έκαναν πάντοτε, γιατί σε τελευταία ανά
λυση τα μαθηματικά αντανακλούν τη δομή του πραγματικού κόσμου.

Μπορούμε τώρα να διατυπώσουμε με ακρίβεια το δεύτερο πρόβλημα 
που αντιμετωπίζει το πρόγραμμα του ΚίίοΙιβΓ σχετικά με τη μαθηματι

1. ΚίίοΙιβΓ: Η φύση, σσ. 225-6:
«Ενα σύνολο μαθηματικών πεποιθήσεων είναι άμεσα εγγυημένοό,ταν τα μέλη τού 

είναι εγγυημένα μέσω των αισθητηριακών δεδομένων».
2. Όπ. π., σ. 161.
3. ΙΙρβλ. Ρ. ΚίίοΙιβΓ, «Ργ6£θ, ΌβάβΜικΙ αηά ίίιβ ΡΜΙόάορΙι^ οί ΜάίΜιΉ£ίί$>&

στο: ΡΓβ£β δ^ηίΐιβδίζβά, βάδ, 1. Ηα&ραΓβηία αη<υ. Ηίηϋΐίΐία, Εβίάβΐ 1986,



186 Γ. Ρουσόπουλος

κή πραγματικότητα και τις εξιδανικεύσεις. Ενδιαφερόμαστε στα πλαίσια 
του προγράμματος αυτού να διατυπώσουμε μια εμπειριστική επιστημο
λογία της μαθηματικής γνώσης και να ισχυριστούμε ότι οι αληθείς μαθη
ματικές προτάσεις είναι & ροδίβποπ αλήθειες, αλήθειες που έχουν υπό
βαθρο τον υλικό κόσμο των αντικειμένου και των πρακτικών μας.

Το ότι οι μαθηματικές προτάσεις είναι αληθείς προτάσεις μπορούμε 
να το διατυπώσουμε και με τον ισχυρισμό ότι οι μαθηματικές προτάσεις 
περιγράφουν τη δομή του υλικού κόσμου. Ο χαρακτηρισμός αυτός προσ
δίδει στα μαθηματικά το χαρακτήρα ρεαλιστικής, αντικειμενικής και τε
λικά αποτελεσματικής επιστήμης. Όμως τα μαθηματικά, καθώς αναγνω
ρίζουμε αμέσως, δεν περιορίζονται στη μελέτη των φυσικών πρακτικών· 
ειδάγουν ένα τεράστιο απόθεμα εξιδανικεύσεων, μελετώντας έτσι εξιδα- 
νικευμένες, όχι φυσικές πρακτικές. Ο εξιδανικευτικός χαρακτήρας των 
συγχρόνων, ειδικά, μαθηματικών συνδέεται ουσιαστικά με το δημιουργικό 
χαρακτήρα των μαθηματικών: τα μαθηματικά δεν θα μπορούσαν να προ
χωρήσουν και να αναπτυχθούν χωρίς τα μεγάλα όρια εξιδανίκευσης που 
υπεισέρχονται σε όλες τις βαθμίδες ανάπτυξης και δημιουργίας, το πρό
βλημα που δημιουργείται από την αναγνώριση των παραπάνω απόψεων 
είναι διπλό.

(ί) Οι εξιδανικεύσεις που εισάγουν αποτελούν συμβάσεις προς μια 
ορισμένη κατεύθυνση. Το εύλογο ερώτημα που δημιουργείται είναι: πώς 
δικαιολογείται η αντικειμενικότητα των μαθηματικών, δεδομένου ότι οι 
εξιδανικεύσεις που εισάγουμε είναι ζήτημα συμβάσεων; Η απάντηση του 
ΚίίοΙιβΓ καλύπτει μόνο μερικά το ερώτημα: οι συμβάσεις που εισάγονται 
δεν είναι ούτε αυθαίρετες, ούτε α ρποπ* είναι ιστορικά θεμελιωμένες, 
καθώς το μαρτυρά η συγκεκριμένη ανάπτυξη των μαθηματικών ιδεών1. 
Μένει όμως ουσιαστικά χωρίς απάντηση το ερώτημα που αφορά τις αμ
φιλεγόμενες και τις μελλοντικές συμβάσεις: πώς θα αποφασίσουμε για 
τις εξιδανικεύσεις και τις συμβάσεις που προτείνει ο ιντουισιονισμός για 
τα μαθηματικά, τη στιγμή που αυτές βρίσκονται σε καταφανή αντίθεση 
με τις συμβάσεις και τις εξιδανικεύσεις των κλασικών μαθηματικών; δι
καιολογούνται, τελικά, οι συμβάσεις των ιντουισιονιστικών μαθηματι
κών;

(π) Η αδυναμία να απαντήσουμε στην ιντουισιονιστική πρόκλη - 
ση συνδέεται ήδη με το δεύτερο μέρος του προβλήματος. Είναι φανερό ότι 
στο πρόγραμμά του ο ΚίίοΙίΘΓ δεν μπορεί να επιτρέψει ταυτόχρονα τις ε- 
ξιδανικεύσεις των κλασικών και των ιντουισιονιστικών μαθηματικών, ενώ 
συγχρόνως δέχεται ότι τα μαθηματικά περιγράφουν την υλική πραγματι
κότητα. Πραγματικά, ανεξάρτητα από την ιντουισιονιστική πρόκληση,

1. ΚίΙοίιβΓ: Η Φύση, σ. 161 και σσ. 225-6.
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πώς είναι δυνατόν τα μαθηματικά, από τη μια μεριά, να περιγράφουν την 
υλική πραγματικότητα ενώ από την άλλη να μελετούν εξιδανικευμένες 
πρακτικές; Αν νοήσουμε τα μαθηματικά σύμφωνα με την πρώτη απαίτη
ση, τότε περιορίζονται αισθητά ως δραστηριότητα και επιπλέον, η απαί
τηση αυτή έρχεται σε αντίθεση με την ιστορική ανάπτυξη των μαθηματι
κών. Αν όμο̂ ς νοήσουμε τα μαθηματικά σύμφωνα με τη δεύτερη απαίτη
ση, τότε δεν μπορούμε να πούμε ότι τα μαθηματικά περιγράφουν την υλι
κή πραγματικότητα. Αν συνεπώς οι μαθηματικές προτάσεις έχουν αντι
κειμενικό χαρακτήρα, όπως άλλωστε δεχόμαστε, αυτός πρέπει να αναζη
τηθεί αλλού, όχι στο γεγονός ότι περιγράφουν την υλική πραγματικότητα.

γ) Αξίζει τον κόπο να εξετάσουμε ακόμα μια φορά τις σχέσεις του 
τριγώνου <φυσική επιστήμη, μαθηματικά, υλική πραγματικότηταΰ, ενό- 
ψει των δυσκολιών που αντιμετωπίσαμε προηγουμένως όταν απαιτούμε 
αντικειμενικότητα από τις μαθηματικές προτάσεις. Συνήθως προσπαθού
με να λύσουμε προβλήματα της φιλοσοφικής θεμελίωσης της μαθηματι
κής γνώσης και της γνώσης των φυσικών επιστημών στα πλαίσια ενός ε
πιστημονικού ρεαλισμού, προσεγγίζοντας τα δύο ζεύγη <μαθηματικά, υ
λική πραγματικότητας και <φυσικές επιστήμες, υλική πραγματικότητας 
στη βάση ενός κοινού προγράμματος1. Αναγνωρίζουμε ως κοινό στοιχείο 
το υλικό υπόβαθρο—αντικείμενα της καθημερινής .εμπειρίας μας, αντι
κείμενα μεγάλου μεγέθους, θεωρητικές οντότητες κλπ. Το πρόβλημα εμ
φανίζεται όταν προσπαθούμε να επεκτείνουμε το ρεαλιστικό χαρακτήρα 
αναφορικά με τις προτάσεις και τις θεωρίες. Το πρόβλημα αφορά το δία- 
ίιΐΒ των θεωριών που διατυπώνουμε σχετικά με την πραγματικότητα και 
συνδέεται τόσο με την περίπτωση των φυσικών επιστημών όσο και των 
μαθηματικών.

Αν ξεκινήσουμε από τη συνήθη διάκριση στη φυσική μεταξύ φαινο
μενολογικών και θεμελιωδών νόμων και αδιαφορήσουμε γ*ά το γεγονός 
ότι συχνά η διάκριση αυτή θεωρείται ισοδύναμη με τη διάκριση παρατή- 
ρηση-θεωρία2, τότε μπορούμε να πούμε ότι οι φαινομενολογικοί νόμοι πε

1. Πρβλ. Ρ. ΒθηαοθΓδίίί, «ΜαΙΙιβπιαΙίοαΙ Τηιίϊι», «Ιουπιαΐ οί ΡΜΙοδορΙιγ, 70 
(1973), σσ. 661-79 για το αίτημα να συμβιβάσουμε το ρεαλισμό στα μαθηματικά και 
στη φυσική.

2. Η διάκριση φαινομενολογικοί-θεμελιώδεις νόμοι στο Εηογο1ορβάΐθ ϋίοίίοηαΓΥ 
οί Ρ1ιγ8ίθ8, ΡβΓ^απιοη Ργθ33, ΟχίοΓά 1964, σ. 108:

«Μια φαινομενολογική θεωρία αναφέρεται σε παρατηρούμενα φαινόμενα μέσω εξι
σώσεων, αλλά δεν εξετάζει βαθιά τη θεμελιώδη σημασία τους».
Πρβλ. ΟαΓί\νπ£ΐιί: Οι νόμοι, σ. 2.

«Για το φυσικό-αλλά όχι για το φιλόσοφο -η διάκριση φαινομενολογικό- θεμελιώδες 
(θεωρητικό) δεν συνδέεται με τη διάκριση παρατηρήσιμο-μη παρατηρήσιμο. Οι όροι 
μάλλον διαχωρίζουν τους νόμους που απλώς περιγράφουν».
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ριγράφουν γενικά με ακρίβεια τις υλικές καταστάσεις που αποσκοπούν να 
περιγράφουν. Σε αντίθεση με αυτούς, οι θεμελιώδεις νόμοι—που υποτί
θεται ότι εξηγούν τις υλικές καταστάσεις και τα φαινόμενα, σκοπεύοντας 
στην αλήθεια—δεν περιγράφουν την πραγματικότητα1. Αυστηρά μιλώντας, 
οι θεμελιώδεις νόμοι της φυσικής επιστήμης είναι ψευδείς προτάσεις ανα
φορικά με την πραγματικότητα2. Οι θεμελιώδεις νόμοι της φυσικής, μο
λονότι ψευδείς, είναι χρήσιμες κατασκευές μέσα σε κατάλληλα πλαίσια. 
Αυτό γίνεται σαφέστερο όταν αναλογιστούμε ότι η σημασία των θεμελι
ωδών νόμων συναρτάται με την ύπαρξη των μοντέλων που χρησιμοποι
ούμε ως βοηθητική γέφυρα με την πραγματικότητα. Η περιγραφή ενός 
φαινομένου, στην περίπτωση αυτή, απαιτεί την κατασκευή ενός μοντέλου 
(ή περισσότερων) με βάση το οποίο το φαινόμενο υπάγεται σε μια θεωρία. 
Με αυτή την έννοια, οι θεμελιώδεις νόμοι της φυσικής είναι αληθείς αναφο
ρικά με τις οντότητες του μοντέλου και περιγράφουν τη συμπεριφορά των 
οντοτήτων του μοντέλου. Τα μοντέλα δεν είναι ισοδύναμα προς τη θεωρία, 
στα πλαίσια της ίδιας θεωρίας μπορούν να χρησιμοποιηθούν αντιφατικά 
μεταξύ τους μοντέλα για την προσέγγιση της ίδιας πραγματικότητας3.

Τα μαθηματικά, με τη γενικότερη έννοια των κλασικών και μη κλα
σικών θεωριών, συμπεριφέρονται ανάλογα προς τους θεμελιώδεις νόμους 
στη φυσική επιστήμη. Τα μαθηματικά και οι εξιδανικεύσεις που εισάγου
με έχουν κοινό υπόβαθρο με τους Θεμελιώδεις νόμους: τον υλικό κόσμο των 
αντικειμένων και των χειρισμών τους από τους ανθρώπους. Αλλά το α
ντικείμενο μελέτης των μαθηματικών, όπως σωστά διατυπώνει η άποψη

1. Θα ήταν αδύνατο να περιγράφει κανείς το επιχείρημα αυτό με δύο λόγια χωρίς 
να το διαστρεβλώσει. Η παρακάτω παραπομπή ίοστόσο εκθέτει, όσο σύντομα γίνεται, 
μέρος του προβλήματος:

«Το παράδειγμα του νόμου του ΟοΐιΙοιηΙ) επεξηγεί το γενικό επιχείρημα. Μερικές 
σημαντικές ιδιότητες των φυσικών αντικειμένων-όπως οι τροχιές και οι δυναμικές και 
κινητικές τους ενέργειες-δεν περιγράφονται ορθά από τις εξισώσεις που χαρακτηρίζουν 
οποιαδήποτε από τα τέσσερα γνωστά δυναμικά πεδία. Καμιά από αυτές δεν περιγράφε
ται ορθά επειδή κάθε φορά που οι αρχικές συνθήκες του νόμου ικανοποιούνται η τελική 
συμπεριφορά του σωματιδίου μπορεί να στρεβλωθεί από την εφαρμογή των άλλων πε
δίων. Αν οι νόμοι του πεδίου αναγνωστούν ως εξής: υπό ορισμένες συνθήκες κάποιες άλ
λες συνθήκες προκύπτουν, τότε οι νόμοι δεν είναι γενικά αληθείς». (Ο. «Γοδβρίι, «Τίιβ 
Πΐ3.ηγ δβίβηοθδ...», όπ. π., σ. 774).

2. 0αι·1\νΓ!£ΐι1: Οι νόμοι, σσ. 138-51 και I. ΗαοΜη^: ΚβρΓβδθηίίη^ αηά ΙηίθΓ- 
νβηίη£, ΟαπιΙ)π<ΐ£β υ Ρ  1983, σσ. 215-9.

3. ΟαΓίλνποΜ: Οι νόμοι, σ. 158:
«Διαφορετικά και μεταξύ τους ασυμβίβαστα μοντέλα χρησιμοποιούνται για δια

φορετικούς σκοπούς* αυτό όμως προσθέτει παρά αφαιρεί από τη δομή της θεωρίας». 
Αν και η έννοια των μοντέλων παρουσιάζεται εδώ κάπως δογματικά, και όχι με ιδιαίτε
ρη σαφήνεια, θα πρέπει να πούμε ότι δεν πρέπει να συγχέεται με τη μαθηματική θεωρία 
των μοντέλων (Μοάβΐ ΤϊΐβθΓγ).



Μαθηματική γνώση

του ΚίΙοΙίΘΓ, δεν είναι ακριβώς οι φυσικοί χειρισμοί που οι άνθρωποι ε
πιτελούν στο πλαίσιο των δραστηριοτήτων τους αλλά μάλλον οι εξιδανι- 
κευμένοι χειρισμοί. Η δομή του κλασικού συνεχούς λ.χ. και η δομή του 
συνεχούς των ιντουισιονιστικών μαθηματικών του ΒΓθυ\νθΓ έχουν κοινό 
τελικό αναφερόμενο τους φυσικούς χειρισμούς που οι άνθρωποι επιτελούν 
όταν μετρούν διάφορα φυσικά μεγέθη. Δεν αποσκοπούν όμως να περιγρά
φουν ακριβώς την πραγματικότητα αυτών των χειρισμών. Εξιδανικεύ- 
ουν με διαφορετικούς τρόπους την κατάσταση των χειρισμών εισάγοντας 
διαφορετικά μοντέλα μαθηματικής πρακτικής1. Ασφαλώς, μπορούμε να 
κινητοποιήσουμε ποικίλα μοντέλα —τρόπους εξιδανίκευσης— όπως ακρι
βώς μπορούσε να μιλήσουμε για τη θεωρία των ιδανικών αερίων και για 
τη θεωρία των αερίων κατά ναπ (Ιθγ Λνδί&ΐδ. Μπορούμε ακόμα να εισαγά
γουμε διαφορετικά σημασ:ολογικά μοντέλα, αν θεωρούμε ότι με τον τρό
πο αυτό κάποιο πρόβλημα φωτίζεται καλύτερα. Ο ΒθΓΠ8ΐγ8 ήδη από το 
19352 προτείνει ότι το ιντουισιονιστικό μοντέλο της αριθμ,ητικής είναι κα
ταλληλότερο από το κλασικό* αντίθετα, η αριθμητικοποίηση της ανάλυ
σης κατά τα κλασικά πρότυπα είναι προτιμότερη από αυτή που γίνεται 
στα πλαίσια του ιντου.σιονισμού. Η άποψη του ΒθΓΠ&γδ μπορεί να απο
τελεί προσωπική και μόνο άποψη* το ουσιώδες είναι ότι έχουμε στη διά
θεσή μας δυνατότητες επιλογής και αυτό σημαίνει ότι μπορούμε να κατα
σκευάσουμε μοντέλα που κρίνουμε ότι θα μπορούσαν να μας βοηθήσουν 
στην αντιμετώπιση προβλημάτων.

Τα σύγχρονα μαθηματικά δεν χαρακτηρίζονται βέβαια από μια μο
ριακή και βαθμιαία αντιμετώπιση των προβλημάτων τους αλλά μάλλον 
από μια συνολική, ολιστική (Ιιοΐίδΐίο) αντιμετώπιση διαμόρφωσης συ
νεκτικής και ενοποιημένης θεωρίας. Πραγματικά, στη σύγχρονη ιστορία 
των μαθηματικών έχουμε λίγα και διακριτικά μοντέλα άρθρωσης της μα
θηματικής πρακτικής3. Καθένα από αυτά προσπαθεί να διαμορφώσει ένα 
συνολικό πρόγραμμα μαθηματικών και μαθηματικής πρακτικής. Θεωρεί 
ασφαλώς ότι το δικό του πρόγραμμα είναι ορθό ενώ τα αντίπαλα εσφαλμέ
να. Αυτή η εξουσιαστική/αποκλειστική λογική που εμφανίζεται στη δια
μόρφωση των προγραμμάτων δεν συμφωνεί με το γενικότερο πρόγραμμα

1. Πρβλ. Ρουσόπουλος: Η κριτική, κεφ. 3.
2. Βλ. Ρ. ΒβΓΠ3.γ3, «Οη ΡΙ&ΙοηΙδίη», στο ΒβηαοθΓ&ίί-Ραίηαπι (βάδ), Ρΐιίΐοδορίιχ 

Οί Μαίΐιβπιαίίοδ, Οαιη&πά^β ιιρ 1983, σ. 275.
3. Μπορεί κανείς να αναφέρει ορισμένα τέτοια προγράμματα, όπως: λογικισμός 

(ΡΓ6£β-Κΐΐ8δβ11), νεο-λογικισμός (ί}ηίηθ), φορμαλισμός (Οηττγ), περατοκρατισμός 
|(ΒίΜ?>®Γΐ), αυστηρός περατοκρατισμός (\νπ£ηΙ), ιντουισιονισμός (Βγοιι^θγ, Βίδΐΐορ)

((ΐρρερίντουισιονισμός (ΤβδΘηίη-ΥοΙρΐη). Όμως η κύρια αντίθεση αφορά τελικά τον ιντρω- 
ίσιονισμό από τη μια μεριά και την κλασική σύλληψη των μαθηματικών από την άλλ7|̂



που προτείνω εδώ. Η κύρια έμφαση τώρα είναι η δημιουργία πληθώρας 
μοντέλων που μπορούμε να διατυπώσουμε με σκοπό την πλατύτερη με
λέτη ενός προβλήματος1. Κάθε φορά που διατυπώνουμε ένα μοντέλο για 
τη μελέτη κάποιου προβλήματος δεν είναι αναγκαίο να θεωρούμε ως ανα
γκαίο να το επεκτείνουμε σε συνολικό, περιεκτικό πρόγραμμα που καλύ
πτει (όλη;) τη μαθηματική πρακτική. Η τάση προς μια ενοποίηση των 
μαθηματικών θεωριών και των διαφορετικών μαθηματικών πρακτικών 
δημιουργεί μια ψευδή εντύπωση ειρηνικής συνύπαρξης και απάλειψης των 
μεταξύ τους διαφορών, ενώ ταυτόχρονα διεκδικεί για τον εαυτό της την 
απόλυτη ορθότητα2.

Οι απόψεις μερικών φιλοσόφων που αναφέραμε σχετικά με τους θε
μελιώδεις νόμους της φυσικής επιστήμης δείχνουν ότι χρειαζόμαστε μια 
πιο λεπτή και επεξεργασμένη άποψη για τον επιστημονικό ρεαλισμό. Σύμ
φωνα με τα παραπάνω, απαιτείται διαμεσολάβηση του ζεύγους <θεμελι
ώδεις νόμοι, υλική πραγματικότητα» μέσω καταλλήλων μαθηματικών 
κατασκευών, τα μοντέλα. Ασφαλώς, η άποψη αυτή δεν είναι ίσως τόσο 
σαφής όσο θα απαιτούνταν γ,α τους σκοπούς μας. Σε γενικές γραμμές ό
μως βρίσκεται σε συμφωνία με βασικές σκέψεις που ήδη διατυπώθηκαν 
κατά την εξέταση του εμπειριστικού προγράμματος-ΚίίοΙίθΓ. Ο ΚίίοΙίθΓ 
όπως είδαμε, απαιτώντας ένα ρεαλισμό από τις μαθηματικές θεωρίες δέ
χεται έμμεσα το ρεαλισμό των θεωριών στη φυσική (που εμείς όμως επι
κρίναμε). Έτσι, στα πλαίσια μιας κατά βάση συμφωνίας μεταξύ μαθη
ματικού ρεαλισμού και ρεαλισμού των φυσικών θεωριών, θεωρεί ότι τα 
μαθηματικά περιγράφουν την υλική πραγματικότητα—όπως άλλωστε και 
οι θεωρίες της φυσικής. Πέρα από αυτή την άποψη, το επιχείρημαπου 
διατύπωσε σχετικά με τις εξιδανικεύσεις και τη μαθηματική πρακτική 
αποτελεί γνήσια πρόοδο. Μετά απο αυτά, το εύλογο βήμα που πρότεινα 
ήταν να συνδέσουμε την ορθή αυτή διαίσθηση του ΚίίοΙίθΓ με την άποψη 
της θΒΓί\νπ£ΐιί αναφορικά με το 8ί&ίιΐ8 των θεμελιωδών νόμων της φυ
σικής. Ένα πλεονέκτημα αυτής της απόψεως είναι ότι αναγνωρίζει και 
στηρίζει τη στενή σχέση μεταξύ μαθηματικών και φυσικών θεωριών μέ
σω των θεωρητικών μοντέλων. Το μειονέκτημά της είναι ότι έρχεται σε 
αντίθεση με όλους όσους πρεσβεύουν ένα ρεαλισμό σύμφωνα με τον οποίο

1. Πρβλ. Τ. ΗαοΜη^, όπ. π., σ. 218:
«το ιδεώδες της επιστήμης δεν είναι η ενότητα αλλά η απόλυτη πληθώρα».

2. Πρβλ. ΒθΓΠ8ΐγδ, όπ. π., σ. 263 και Α. Ηθγίίιΐ£: ΙηΙαίΙίοηίδΐη, αη ΙηίΓοάιιοίί- 
ίίοη, ΝογΙΙι Ηοΐΐαηά, ΑπίδΙθΓίΙαιη 1956 σεχτικά με την αντίθεση ιντουισιονισμού και 
κλασικών μαθηματικών. Επίσης, βλ. Ρουσόπουλος: Η κριτική, κεφ. 7.



σε τελευταία ανάλυση τόσο οι νόμοι της φυσικής όσο και των μαθηματι
κών περιγράφουν αληθώς την υλική πραγματικότητα1.

Μαθηματική γνώση Ιθ ΐ

1. Τελικά δεν επρότεινα καμιά λύση στο επιστημολογικό πρόβλημα που άλλωστε 
αποτελεί μέρος το προβλήματος που συζητά το παρόν άρθρο. Πώς γνωρίζουμε τις μαθη
ματικές προτάσεις; Αρκεί να αναφερθούμε στην αισθητηριακή εμπειρία για τη θεμελί- 
ωσή τους ή θα χρειαζόταν να ζητήσουμε την συνεισφορά του νοητικού στοιχείου (όπως 
λ.χ. στον 01ιθΓΠ8ΐίγ υπό τη μορφή των έμφυτων ιδεών); Ο ΚίΙοΙίθΓ καθώς και άλλοι, 
τείνουν προς μια αριστοτελική λύση σύμφωνα με την οποία έχουμε αισθητηριακή εμπει
ρία των μαθηματικών δομών μέσω συγκεκριμένων αντικειμένων στα οποία «εγγρά
φονται». Αλλά, όπως ισχυρίστηκα, μια τέτοια άποψη, εύλογη καθώς είναι κατ’ αρχήν, 
δεν μπορεί να θεωρηθεί περισσότερη εύλογη με το να αναχθούμε σε ένα προϊστορικό κοι
νωνικό περιβάλλον. Το πρόβλημα παραμένει ακέραιο. Από την άλλη, αν κανείς προχω
ρούσε προς την κατεύθυνση του 01ιοιη8ΐίγ, το ερώτημα που προβάλλει είναι τώρα: πού 
θα σταματήσουμε: πού θα σύρουμε τα όρια μεταξύ έμφυτων και μη ιδεών; Γιατί για τον 
Οΐοπΐδ1ίγ, αυτό που είναι ουσιαστικό στο αριθμητικό σύστημα είναι ότι από το κάθε βή
μα περνάμε στο αμέσως επόμενο (αυτή είναι η βασική διαίσθηση που χαρακτηρίζει το 
σύστημα των φυσικών αριθμών). Το αριθμητικό σύστημα τότε θεωρείται κατ’ αναλογία 
προς το γλωσσικό, το οπτικό, το νευρικό κλπ., ως αυτόνομη και παράλληλη με αυτά λει
τουργία. Βλ. Ν. (Τ1ιοπΐδ1ίγ: Κιιΐθδ αηά ΚθρΓθδβηΙαίίοηδ, ΒΙαοΙτννΘίΙ, ΟχίοΓά 1980, 
σσ. 38-9.

Παραμερίζω λοιπόν το όλο ζήτημα (λόγω της δυσκολίας του) προτιμώντας, όπως 
ο Γι&Ιίαίοδ, να υποκρίνοναι ότι δεν υφίσταται πιεστικά. Ταυτόχρονα, προτείνω να συ
γκεντρώσουμε το ενδιαφέρον μας στην ιστορική μελέτη ανάπτυξης/εξέλιξης των μαθη
ματικών ιδεών-κάτι που θα μας βοηθούσε πολύ στην κατανόηση των μαθηματικών πρα
κτικών. Προς αυτή την κατεύθυνση κινείται και το πρόσφατο βιβλίο του Μ. ΗαΙΙθΙΙ: 
Οαηίοπαη 8 θ ί ΤΙιθογ^ αηά ΙίίπιΗαΙίοη οί 8 ιζθ, ΟΙαΓθηάοη ΡΓβδδ, ΟχίοΓά 1984, καθώς 
και τα άρθρα του «Το\ναΓάδ α ΤΙιθογυ οί ΜαΙΙιβιηαΙίοαΙ ΚβρβαΓεΙι Ρ γο^γ8ιπιπιθ8» (Ι,ΙΙ), 
Βήΐίδΐι ΙοιίΓηαΙ ίοΓ Ιϊιβ ΡΜΙοδορΙιγ οί 8οίβηοβ 30 (1979), σσ. 1-25 και 135-59.

Στους καθηγητές κ.κ. Μ.Α.Ε. Όυπϊΐηβί του Νβτν Οοΐΐβ^β, ΟχίοΓά και Ε.Ι. Μπιτσάκη 
του Παν /μίου Ιωαννίνων, που είχαν την καλοσύνη να σχολιάσουν προηγούμενες μορφές 
α^τού του άρθρου, τους ευχαριστώ και από αυτήν εδώ τη θέση.
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ΜΑΤ Η ΕΜ ΑΤΙ Ο ΑΕ ΚΝΟλΥΕΕΟΟΕ ΑΝΟ ΕΜ ΡΙΚΙ0Ι3Τ  
ΕΡΙ3ΤΕΜΟΕΟΟΥ

ραΓ

ΟβΟΓ£β Κοίΐδδοροηΐοδ

ΤΜβ ραρβΓ δβίδ Ιο βχαιηίηβ α Γβοβηί βίίοΓί ίο\ναΓά αη βΓηρίηοί- 
δί βρίδίβπιοΐο^γ οί ιηαίΐιβιηαίίοδ. ΜίΠ Ιιαδ ίπ β ά  ίη Ιίιβ ραδί Ιο \νοΓΐί 
οη ί δυοίι α άβίαϋβά ρΓΟ^Γαιη αηά ίο  .(ιΐδΐίίγ ιηα ίΐιβ ιηα ίίοα ΐ 1αιο\ν1θά- 
£β οη ίίιβ  βαδίδ οί ίηά ιιο ίίνβ  §βηβΓα1ίζαίίοη οί βχρβπβηίία ΐ άαία, β ι ι ί  
Ιιίδ βίίοΓίδ η ΐθ ί Λνίίΐι α Ιοί οί Γβδίδίαηοβ ϊγοπι Ργθ^θ, απιοη§ οίΙιβΓδ.

ΚίίοΙίθΓ5δ θίίοΓίδ—ίο 1)θ οοηδίάβΓβά ΙιβΓβ—χηαΓίί α δψηίίίοαηί 
πιουθ ίοχναΓά ίίιβ δαηιβ ίαΓ§βί, ίΐιαί οί ]πδίίίγίη$ ιηαίΐιβιηαίίοαΐ &ηο\ν- 
Ιβά^β αίοη^ \νίί!ι οίΚβΓ ίοΓΠΐδ οί δοίθηίίίίο 1αιο\ν1βά§β. Ρο11ο\νίη§ 
ίΐΐθ §βηβΓα1 άΐΓθοίίοη οί (^ιιίηβ’ δ ρΜΙοδορΙιγ, ΚίίοΙίθΓ άββηΐδ ίίιβ Μ - 
δίοποαΐ ΟΓάβΓ νβΓγ ίηιροΓίαηί ίο\ναΓά ίίιβ βχρίαηαίίοη Ιιβ δββΐίδ. Μα- 
ίΐιβηχαίίοαΐ 1αιο\ν1βά§β, αδ ηαηοΐι αδ αηγ οίΙιβΓ Μηά οί 1αιο\ν1βά§β, ίδ 
Μδίοποαίΐγ δίίααίβά \νίίΜη δοοίβίγ: ίη ί Ιιίδ δβηδβ, ΚίίοΙιβΓ’ δ βίίοΓί ίδ α 
§βηυίηβ αάναηοβ ονβΓ ΜίΙΓδ αΜδίοηοαΙ βπιρίΓίοίδπι. ΤΙιβ οίΙιβΓ ία- 
οίοΓ ίΐιαί οΙιαΓαοίβπζβδ ΚίίοΙιβΓ’ δ αίίβηιρί ίδ ίίιβ τβαΐίδί δίαηοβ \ν”ίί1ι 
Γβδρβοί ίο ίίιβ οοηδίίίιιίΐοη οί ιηαίΐιβπιαίίοαΐ τβαΐίίγ. Ηίδ νίβ^ροίηί 
ίδ ηοί ίΐιαί οί α ρΐαίοηίδίίο οηίο1ο§γ βυί ταίΙιβΓ ίΐιαί οί α τβαΐίδηι (ογ 
δοίβηίίίίο Γβαΐίδηι). Τα1άη§ ίηίο αοοοηηί βοίΐι ίίιβ οοηδίίίηίίοη οί ίίιβ 
\νοΓΐά αηά ίίιβ ρΐιγδίοαΐ αοίίνίίίβδ ίΐιαί ρβορίβ ρβΓίοΓπι υηάβΓ ναηοηδ 
οίΓουπίδίαηοβδ, ΚίίΙιβΓ αίίαίηδ α νίβ\ν οί ηιαίΐιβπιαίίοδ αδ αη ίάβαΐί- 
ζίη§ ρΓαοίίοβ ραΓ βχοβίίβηοβ. ΤΙιβ ρΓοΜβηι ίΐιβη ίΐιαί ίΜδ ρ&ρβΓ βχα- 
ιηίηβδ ίδ \ν1ιβί1ιβΓ ΚίίοΙιβΓ ίδ αΜβ ίο Ιιοΐά 1>οί1ι οη ίο Μδ βιηρίίίοίδί 
ρΜΙοδορΙιγ οί ιηαίΐιβηιαίίοδ αηά ίο Μδ νίβ\ν οί ιηαίΐΐθπιαίίοδ αδ αη 
ίάβα1ίζίη§ ρΓαοίίοβ. I αΓ§ιιβ ίΐιαί ίίιβ Γβαΐίδί αίίίίυάβ ίηνοίνβά ίη ίίιβ 
ίίΓδί ροδίίίοη ίδ αί ίβηδίοη \νίί1ι ίίιβ ίάβαΐίζίη^ αίίίίηάβ βχρΓβδδβά ίη 
ίίιβ δβοοηά ροδίίίοη. ΤΜδ άοβδ ηοί δ1ιο\ν γβί ίΐιαί αη θΐηρίποΐδί ρΜ- 
Ιοδορίιγ οί ιηαίΐιβιηαίίοδ ίδ ηοί ροδδίΜβ; ίί δίηιρίγ άίδροδβδ οί δοπιβ 
άίίίίοιιΐίίβδ αοοοπιραηγίη^ οηβ δΐιοΐι δρβοίίίο βίίοΓί.

ϋηίνβΓδίΙγ οί Ιοαηηίηα


