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Περιληψη

Ο κεντρικός στόχος της παρούσας διατριβής είναι η παρουσίαση και η ανάλυ-
ση σε ϐάθος έξι προβληµάτων που σχετίζονται µε ισχυρές κλίκες σε διάφορες
κλάσεις γραφηµάτων. Μελετάµε την υπολογιστική πολυπλοκότητα των προβλη-
µάτων αυτών που συναντώνται στην σύγχρονη ϐιβλιογραφία. Πιο συγκεκριµένα,
η διατριβή αποτελείται από πέντε κεφάλαια. Στο πρώτο κεφάλαιο αναφέρονται
εισαγωγικές έννοιες της ϑεωρίας γραφηµάτων και ορισµοί σχετικοί µε την έννοια
της υπολογιστικής πολυπλοκότητας. Στο δεύτερο κεφάλαιο δίνεται η διατύπωση
των έξι προβληµάτων, καθώς, και οι εφαρµογές τους σε άλλους κλάδους των
µαθηµατικών και της κοινωνίας. Το τρίτο κεφάλαιο περιέχει την ανάλυση της
υπολογιστικής πολυπλοκότητας των πέντε εκ των έξι προβληµάτων σε ορισµένες
κλάσεις γραφηµάτων. Στο τέταρτο κεφάλαιο αναλύεται η υπολογιστική πολυ-
πλοκότητα του τελευταίου προβλήµατος στις κλάσεις γραφηµάτων του τρίτου
κεφαλαίου, συµπεριλαµβανοµένου ενός αλγορίθµου που λύνει το πρόβληµα σε
πολυωνυµικό χρόνο στην κλάση των cographs και την απόρριψη της εικασίας
του Zaare-Nahandi µέσω αντιπαραδειγµάτων. Τέλος, στο πέµπτο κεφάλαιο πα-
ϱουσιάζουµε τα συµπεράσµατα αυτής της διατριβής.
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Abstract

The main goal of this study is the presentation and in-depth analysis of
six problems related to strong cliques in various classes of graphs. We study
the computational complexity of these problems encountered in the modern
literature. More specifically, the study consists of five chapters. In the first
chapter we introduce introductory concepts of graph theory and definitions
related to the concept of computational complexity. In the second chapter,
we give the formulation of the six problems related to strong cliques, as well
as their applications in other branches of mathematics and society. The third
chapter contains the analysis of the computational complexity of five of the
six problems in certain graph classes. In the fourth chapter, we analyze
the computational complexity of the last problem in the graph classes of the
third chapter, including an algorithm that solves the problem in polynomial
time in the class cographs, and we reject the conjecture of Zaare-Nahandi by
giving some counterexamples. Finally, in the fifth chapter, we present the
conclusions of this study.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ1
Εισαγωγη

1.1 Θεωρία γραφηµάτων

Η ϑεωρία γραφηµάτων (ή ϑεωρία γράφων) είναι ένα πεδίο των διακριτών µαθη-
µατικών που ασχολείται µε την µελέτη γραφηµάτων, τα οποία αποτελούν µαθη-
µατικές δοµές που χρησηµοποιούνται στην αναπαράσταση των σχέσεων µεταξύ
κάθε δύο στοιχείων ενός συνόλου. ΄Ενα γράφηµα σε αυτό το πλαίσιο αποτελείται
από κορυφές (επίσης, γνωστές και ως κόµβοι ή σηµεία) που συνδέονται µε ακµές
(επίσης, γνωστές και ως συνδέσεις ή γραµµές).

Ορισµός 1.1.1. ΄Ενα γράφηµα (Graph) 𝐺 είναι ένα 𝜁εύγος 𝐺 � �𝑉,𝐸�, όπου
𝑉 είναι το πεπερασµένο σύνολο κορυφών και 𝐸 είναι ένα σύνολο που αποτελείται
από διµελή σύνολα κορυφών, υποσύνολα του 𝑉 , τα οποία εκφράζουν τις ακµές
του γραφήµατος. Το σύνολο των κορυφών συµβολίζεται ως 𝑉 �𝐺� και το σύνολο
των ακµών ως 𝐸�𝐺�.

Η ϑεωρία γραφηµάτων χρησηµοποιείται για την επίλυση προβληµάτων που
µπορούν να αναπαρασταθούν µε ένα γράφηµα. ΄Ενα τέτοιο πολύ γνωστό πα-
ϱάδειγµα είναι το πρόβληµα των γεφυρών του Konigsberg, το οποίο µοντελο-
ποιήθηκε και εν συνεχεία επιλύθηκε από τον Leonard Euler το 1736. ΄Εκτοτε,
προβλήµατα της καθηµερινότητας µοντελοποιούνται σε γραφήµατα ώστε να ε-
πιλυθούν στη συνέχεια, όπως για παράδειγµα η αναπαράσταση ατόµων που
είναι συνδεµένοι στο διαδίκτυο από δεδοµένους δροµολογητές (routers). Το
παράδειγµα αυτό µπορεί να αναπαρασταθεί σε γράφηµα ϑέτοντας ένα κόµβο
για κάθε δροµολογητή, ένα κόµβο για κάθε άτοµο και µια ακµή µεταξύ δρο-
µολογητή και ατόµου, εάν το άτοµο είναι συνδεµένο στο διαδίκτυο από αυτό
τον δροµολογητή. Η ϑεωρία γραφηµάτων χρησηµοποιείται στην επιστήµη των
υπολογιστών (π.χ. στη δοµή του συνδέσµου ενός ιστότοπου), στη γλωσσολογία
(π.χ. δενδροειδής δοµή του συντακτικού), στη χηµεία (π.χ. η ϕυσική µορφή
ενός µορίου, όπου οι κορυφές αντιπροσωπεύουν άτοµα και οι ακµές δεσµούς),
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στη ϐιολογία (π.χ. η µελέτη αποδηµητικών πουλιών, όπου οι κορυφές αντιπρο-
σωπεύουν τις περιοχές µετανάστευσης και οι ακµές τις διαδροµές µεταξύ των
περιοχών αυτών), στις κοινωνικές επιστήµες (π.χ. η ϕιλία µεταξύ ανθρώπων,
όπου οι κορυφές αντιπροσωπεύουν τους ανθρώπους και οι ακµές την ύπαρξη
ϕιλίας), στα µαθηµατικά (π.χ. ῾῾µεταθετική άλγεβρα᾿᾿ (commutative algebra) )
κ.α.

Ορισµός 1.1.2. ∆ύο κορυφές ενός γραφήµατος 𝐺 ονοµάζονται γειτονικές ή
γείτονες, αν υπάρχει ακµή στο 𝐺 που να τις συνδέει.

Η ακµή ενός γραφήµατος συµβολίζεται ως 𝑒 � �𝑥, 𝑦�, όπου 𝑥 και 𝑦 είναι οι
κόµβοι που συνδέει, και ονοµάζονται άκρα της ακµής 𝑒. Οι ακµές µπορεί να
έχουν προσανατολισµό, δηλαδή, να έχουν µια µορφή τόξου, από τον ένα κόµβο
στον άλλο, ή να µην έχουν προσανατολισµό, δηλαδή, να έχουν µορφή ευθύγραµ-
µου τµήµατος ή καµπύλης. Σε µια ακµή 𝑒 � �𝑥, 𝑦� που έχει προσανατολισµό
(ή ϕορά ή κατεύθυνση) από τον κόµβο 𝑥 προς τον κόµβο 𝑦, ο 𝑥 καλείται αρχή
της ακµής, ενώ ο 𝑦 καλείται πέρας της ακµής.

Τα γραφήµατα χωρίζονται σε δύο κατηγορίες σύµφωνα µε το είδος των ακµών
τους :

(a.) σε κατευθυνόµενα και

(b.) σε µη-κατευθυνόµενα.

Ορισµός 1.1.3. ΄Ενα γράφηµα 𝐺 � �𝑉,𝐸� ονοµάζεται κατευθυνόµενο, αν το
σύνολο των ακµών 𝐸 είναι διατεταγµένο, δηλαδή, οι ακµές του γραφήµατος είναι
ασύµµετρες ή, αλλιώς, έχουν προσανατολισµό.

Ορισµός 1.1.4. ΄Ενα γράφηµα 𝐺 � �𝑉,𝐸� ονοµάζεται µη-κατευθυνόµενο, αν
το σύνολο των ακµών 𝐸 δεν είναι διατεταγµένο, δηλαδή, οι ακµές είναι συµµετρι-
κές ή, αλλιώς, δεν έχουν προσανατολισµό.

Παράδειγµα 1.1.5. Παρακάτω το γράφηµα αριστερά είναι µη-κατευθυνόµενο,
ενώ, το γράφηµα δεξιά είναι κατευθυνόµενο.

Σχόλιο 1.1.6. Θα µας απασχολήσουν µόνο γραφήµατα που είναι µη-κατευθυνόµενα
σε αυτή την εργασία.
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1.2 Βασικοί ορισµοί

Σε αυτή την ενότητα, ϑα δωθούν µερικοί ϐασικοί ορισµοί που ϑα ϐοηθήσουν
στην κατανόηση/απόδειξη των ϐιβλιογραφικών αποτελεσµάτων που ϑα ειπωθο-
ύν στα επόµενα κεφάλαια. Θα ξεκινήσουµε αρχικά µε τον ορισµό της γειτονίας,
αφού στην προηγούµενη ενότητα είδαµε πότε δυο κορυφές ονοµάζονται γειτονι-
κές.

Ορισµός 1.2.1. Οι παρακάτω ορισµοί έχουν σχέση µε την έννοια της γειτονιάς.

(a.) Σε ένα γράφηµα 𝐺, το σύνολο των γειτόνων µιας κορυφής 𝑣 " 𝑉 �𝐺� ονο-
µάζεται γειτονιά του 𝑣 στο γράφηµα 𝐺, συµβολίζεται ως 𝑁𝐺�𝑣��ή 𝑁�𝑣�,
εάν είναι ξεκάθαρο σε ποιό γράφηµα ανήκει το 𝑣� και ορίζεται ως

𝑁𝐺�𝑣� � r𝑢 " 𝑉 �𝐺�¶�𝑣, 𝑢� " 𝐸�𝐺�x.

(b.) Το σύνολο των γειτόνων µιας κορυφής 𝑣 " 𝑉 µαζί µε την κορυφή 𝑣 ονο-
µάζεται κλειστή γειτονιά του 𝑣 στο γράφηµα 𝐺, συµβολίζεται ως 𝑁𝐺�𝑣��ή
𝑁�𝑣�� και ορίζεται ως

𝑁𝐺�𝑣� � 𝑁𝐺�𝑣� < r𝑣x.

(c.) Αν για µια κορυφή 𝑣 " 𝑉 �𝐺�, ισχύει ότι, 𝑁�𝑣� � o, τότε, η 𝑣 ονοµάζεται
αποµονωµένη.

(d.) Αν 𝑁�𝑣� � 𝑉 �𝐺�, τότε, λέµε ότι η 𝑣 είναι καθολική.

(e.) Γειτονιά ενός συνόλου κορυφών 𝑋 N 𝑉 �𝐺� είναι το σύνολο όλων των
κόµβων που ανήκουν στο 𝑉 �𝐺� ¯𝑋 και έχουν τουλάχιστον ένα γείτονα στο
𝑋. Συµβολίζεται ως 𝑁𝐺�𝑋��ή 𝑁�𝑋�� και ορίζεται ως

𝑁𝐺�𝑋� � �
𝑣"𝑋

𝑁𝐺�𝑣� ¯𝑋.

Αρκετές ϕορές δύο γραφήµατα µπορούν να έχουν κοινές ιδιότητες και, συ-
νεπώς, υπάρχει κάποια σχέση µεταξύ τους. Θα δούµε, αρχικά, πότε δύο γρα-
ϕήµατα ονοµάζονται ισόµορφα.

Ορισµός 1.2.2. ∆ύο γραφήµατα 𝐺 και 𝐻 µε το ίδιο πλήθος κορυφών, ονο-
µάζονται ισοµορφικά ή ισόµορφα, αν υπάρχει µια, ¨1-1¨ και επι, συνάρτηση
𝑓 � 𝑉 �𝐺�� 𝑉 �𝐻�, τέτοια ώστε, να ισχύει :

�¾𝑢, 𝑣 " 𝑉 �𝐺�� � �𝑢, 𝑣� " 𝐸�𝐺�� �𝑓�𝑢�, 𝑓�𝑣�� " 𝐸�𝐻�.

Το γεγονός ότι τα 𝐺 και 𝐻 είναι ισόµορφα συµβολίζεται ως 𝐺 	 𝐻.
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Ορισµός 1.2.3. Οι παρακάτω ορισµοί έχουν σχέση µε τον ϐαθµό των κορυφών
ενός γραφήµατος 𝐺.

(a.) Βαθµός µιας κορυφής 𝑣 " 𝑉 �𝐺�, σε ένα γράφηµα 𝐺, είναι το πλήθος των
ακµών στο 𝐺 που έχουν ως άκρο τους, την κορυφή 𝑣. Συµβολίζεται ως
𝑑𝐺�𝑣��ή 𝑑𝑒𝑔𝐺�𝑣�� και ισχύει ότι

𝑑𝐺�𝑣� � ¶𝑁𝐺�𝑣�¶.

(b.) Ο µικρότερος (αντίστοιχα, µεγαλύτερος) από τους ϐαθµούς των κορυφών του
γραφήµατος 𝐺 συµβολίζεται ως 𝛿�𝐺� (αντίστοιχα, Δ�𝐺�).

(c.) Το 𝐺 καλείται 𝑘�κανονικό, αν ισχυεί ότι : 𝛿�𝐺� � Δ�𝐺� � 𝑘.

(d.) Εάν το 𝐺 είναι 𝑘�κανονικό, για κάποιο 𝑘 ακέραιο, τότε, το γράφηµα 𝐺
καλείται κανονικό.

(e.) Το γράφηµα 𝐺 καλείται κυβικό, αν το 𝐺 είναι 3-κανονικό, ενώ, καλείται
υποκυβικό, αν Δ�𝐺� & 𝑘.

Για να καταλάβουµε καλύτερα τις σχέσεις µεταξύ δυο γραφηµάτων ϑα ορίσου-
µε τις έννοιες του υπογραφήµατος και επαγώµενου υπογραφήµατος.

Ορισµός 1.2.4. ΄Εστω δύο γραφήµατα 𝐻 και 𝐺. Λέµε ότι το γράφηµα 𝐻 είναι
υπογράφηµα του γραφήµατος 𝐺, αν µπορούµε να πάρουµε το γράφηµα 𝐻 από το
𝐺 αφαιρώντας κάποιες κορυφές και κάποιες ακµές του, δηλαδή, 𝑉 �𝐻� N 𝑉 �𝐺�
και 𝐸�𝐻� N 𝐸�𝐺�. Στην περίπτωση αύτη γράφουµε 𝐻 N 𝐺.

Ορισµός 1.2.5. ΄Εστω δύο γραφήµατα 𝐻 και 𝐺. Λέµε ότι το γράφηµα 𝐻 ε-
ίναι επαγόµενο υπογράφηµα του γραφήµατος 𝐺, αν µπορούµε να πάρουµε το
γράφηµα 𝐻 από το 𝐺 αφαιρώντας κάποιες κορυφές και τις προσκείµενες σε αυτές
ακµές του, δηλαδή, 𝑉 �𝐻� N 𝑉 �𝐺� και

�¾𝑢, 𝑣 " 𝑉 �𝐻�� � �𝑢, 𝑣� " 𝐸�𝐻�� �𝑢, 𝑣� " 𝐸�𝐺�.

Η έννοια του επαγόµενου γραφήµατος είναι µια ειδική κατηγορία του υπο-
γραφήµατος, δηλαδή αν το 𝐻 είναι επαγόµενο υπογράφηµα του 𝐺, τότε το 𝐻
είναι υπογράφηµα του 𝐺. Από τους ορισµούς του επαγώµενου υπογραφήµατος
και των ισόµορφων γραφηµάτων µπορούµε να δώσουµε τον ορισµό των K-free
γραφηµάτων, όπου K είναι ένα γράφηµα.

Ορισµός 1.2.6. ΄Εστω δύο γραφήµατα 𝐺 και 𝐻. Το 𝐺 καλείται H-free, αν το 𝐺
δεν περιέχει επαγόµενο υπογράφηµα ισόµορφο µε το 𝐻.
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∆ύο µεγάλες κατηγορίες υπογραφηµάτων είναι οι κλίκες και τα ανεξάρτητα
σύνολα. Τις κλίκες µπορούµε να τις ϕανταστούµε ως ένα σύνολο κορυφών, έτσι
ώστε, όλοι οι κόµβοι να είναι γείτονες µεταξύ τους και τα ανεξάρτητα σύνολα ως
ένα σύνολο κορυφών, έτσι ώστε, κάθε κορυφή να είναι αποµονωµένη.

Ορισµός 1.2.7. Κλίκα (Clique) είναι ένα υποσύνολο κορυφών ενός γραφήµα-
τος, έτσι ώστε, κάθε δύο κορυφές, της κλίκας, να είναι γειτονικές.
Μια κλίκα καλείται µεγιστοτική (maximal) όταν δεν υπάρχει κορυφή στο γράφη-
µα, έξω από την κλίκα, ώστε να είναι γειτονική µε όλες τις κορυφές της κλίκας.
Μια κλίκα ονοµάζεται µέγιστη (maximum) εάν δεν υπάρχει άλλη κλίκα µε
περισσότερες κορυφές.

Ορισµός 1.2.8. Μια κορυφή ονοµάζεται simplicial, αν αυτή µαζί µε την γειτονιά
της αποτελούν κλίκα. Μια κλίκα που αποτελείται από την κλειστή γειτονία µιας
τέτοιας κορυφής ονοµάζεται simplicial κλίκα.

Παράδειγµα 1.2.9. Στο παρακάτω γράφηµα, οι κλίκες είναι οι r1x, r2x, r3x,
r4x, r5x, r1, 2x, r2, 3x, r2, 4x, r3, 4x, r4, 5x, r1, 5x και r2, 3, 4x. Από αυτές οι
r1, 2x, r4, 5x, r1, 5x και r2, 3, 4x είναι µεγιστοτικές, ενώ η κλίκα r2, 3, 4x είναι
µέγιστη. Επίσης, η κορυφή 3 είναι simplicial και, συνεπώς, η µεγιστοτική κλίκα
r2, 3, 4x είναι simplicial.
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Ορισµός 1.2.10. Ανεξάρτητο σύνολο (Independent Set) είναι ένα υποσύνο-
λο κορυφών ενός γραφήµατος, έτσι ώστε, κάθε δύο κορυφές του ανεξάρτητου
συνόλου να µην είναι γειτονικές µεταξύ τους.
΄Ενα ανεξάρτητο σύνολο καλείται µεγιστοτικό (maximal) όταν δεν υπάρχει κο-
ϱυφή στο γράφηµα, έξω από το ανεξάρτητο σύνολο, ώστε να είναι µη-γειτονική µε
όλες τις κορυφές του ανεξάρτητου συνόλου.
΄Ενα ανεξάρτητο σύνολο ονοµάζεται µέγιστο (maximum) εάν δεν υπάρχει άλλο
ανεξάρτητο σύνολο µε περισσότερες κορυφές.
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Παράδειγµα 1.2.11. Στο γράφηµα που µας δίνεται παρακάτω, τα ανεξάρτητα
σύνολα είναι τα r1x, r2x, r4x, r1, 4x, r2, 4x και r3x, εκ των οποίων τα r1, 4x,
r2, 4x και r3x είναι µεγιστοτικά, ενώ τα r1, 4x και r2, 4x είναι µέγιστα.

1
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Τρείς µεγάλες κατηγορίες γραφηµάτων είναι τα µονοπάτια, οι κύκλοι και τα
πλήρη γραφήµατα. Τα µονοπάτια µπορούµε να τα ϕανταστούµε σαν κορυφές
οι οποίες ενώνονται διαδοχικά και τους κύκλους σαν µονοπάτια όπου η πρώτη
και η τελευταία κορυφή είναι γειτονικές. Τα πλήρη γραφήµατα µπορούµε να
τα ϕανταστούµε ως µια τεράστια κλίκα αποτελούµενη από όλες τις κορυφές του
γραφήµατος.

Ορισµός 1.2.12. Μονοπάτι (Path) είναι ένα γράφηµα, όπου, το σύνολο κορυ-
ϕών του αποτελεί µια ακολουθία κόµβων r𝑣1, ..., 𝑣𝑛x, από έναν αρχικό κόµβο 𝑣1
σε έναν τελικό 𝑣𝑛, έτσι ώστε, κάθε κόµβος της ακολουθίας να συνδέεται µε τον
επόµενό του µέσω ακµής. ΄Ενα µονοπάτι στο οποίο οι µόνες ακµές που υπάρχουν,
είναι αυτές που συνδέουν τους διαδοχικούς κόµβους, ονοµάζεται άχορδο. ΄Ενα
άχορδο µονοπάτι που αποτελείται από 𝑛�κόµβους, µε 𝑛 ' 2, συµβολίζεται ως 𝑃𝑛

και ορίζεται ως

𝑃𝑛 � rr𝑣1, ..., 𝑣𝑛x¶�𝑣𝑖, 𝑣𝑖�1� " 𝐸�𝐺�,¾𝑖 " r1, ..., 𝑛 � 1xx.

Παράδειγµα 1.2.13. ΄Ενα άχορδο µονοπάτι πέντε κορυφών, 𝑃5, είναι το παρα-
κάτω.

1 2 3 4 5

Ορισµός 1.2.14. Κύκλος (Cycle) είναι ένα µονοπάτι r𝑣1, ..., 𝑣𝑛 � 1x όπου ο
αρχικός και ο τελικός κόµβος ταυτίζονται. ΄Ενας άχορδος κύκλος είναι ένα άχορ-
δο µονοπάτι, όπου ο αρχικός και ο τελικός κόµβος ταυτίζονται. ΄Ενας άχορδος
κύκλος που αποτελείται από 𝑛�κόµβους, µε 𝑛 ' 3, συµβολίζεται ως 𝐶𝑛 και ορίζε-
ται ως

𝐶𝑛 � 𝑃𝑛�1 � rr𝑣1, ..., 𝑣𝑛�1x¶�𝑣𝑖, 𝑣𝑖�1� " 𝐸�𝐺�,¾𝑖 " r1, ..., 𝑛xx,

όπου, 𝑣1 � 𝑣𝑛�1.
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Σχόλιο 1.2.15. Από εδώ και στο εξής, κάθε ϕορά που ϑα αναφερόµαστε σε
κύκλους ή µονοπάτια, ϑα εννοούµε άχορδους κύκλους ή άχορδα µονοπάτια,
αντίστοιχα.

Παράδειγµα 1.2.16. ΄Ενας κύκλος τεσσάρων κορυφών, 𝐶4, είναι ο παρακάτω.
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Ορισµός 1.2.17. ΄Ενα γράφηµα 𝐺 λέγεται πλήρες γράφηµα (complete gra-
ph) αν κάθε δύο κορυφές του συνόλου κορυφών του είναι γειτονικές, δηλαδή το
𝑉 �𝐺� � r𝑣1, ..., 𝑣𝑛x αποτελεί κλίκα. ΄Ενα πλήρες γράφηµα 𝑛�κόµβων, µε 𝑛 ' 1,
συµβολίζεται ως 𝐾𝑛.

Σχόλιο 1.2.18. Ο κύκλος 𝐶3 καλείται τρίγωνο και είναι ισόµορφος µε το πλήρες
γράφηµα 𝐾3.

Σε αυτό το σηµείο είναι καλό να δωθεί ο όρισµος των συνεκτικών γραφη-
µάτων, καθώς, όλα τα γραφήµατα µε τα οποία ϑα ασχοληθούµε, στην συνέχεια,
ϑεωρούµε ότι είναι συνεκτικά.

Ορισµός 1.2.19. ΄Ενα γράφηµα λέγεται συνεκτικό αν για κάθε δύο κορυφές
του γραφήµατος υπάρχει µονοπάτι που να τις συνδέει.

΄Αλλη µια κατηγορία γραφηµάτων είναι τα γραφήµατα εκείνα, όπου, το σύνολο
κορυφών τους χωρίζεται σε δυο υποσύνολα, 𝐴 και𝐵, και για κάθε δύο γειτονικές
κορυφές ισχύει ότι η µια κορυφή ανήκει στο 𝐴 και η άλλη κορυφή στο 𝐵. Τα
γραφήµατα αυτά ονοµάζονται διµερή και παρακάτω δίνεται ο ορισµός τους.

Ορισµός 1.2.20. ΄Ενα γράφηµα 𝐺 ονοµάζεται διµερές γράφηµα (bipartite
graph), εάν το σύνολο των κορυφών του µπορεί να διαµεριστεί σε δύο σύνολα
κορυφών 𝐴 και 𝐵, ξένα µεταξύ τους, �𝐴=𝐵 � o�, έτσι ώστε, κάθε ακµή του 𝐺 να
συνδέει ένα στοιχείο του 𝐴 µε ένα στοιχείο του 𝐵 (∆εν υπάρχει ακµή που συνδέει
στοιχείο του 𝐴 µε στοιχείο του 𝐴 ή ακµή που συνδέει στοιχείο του 𝐵 µε στοιχείο
του 𝐵). Το Ϲεύγος �𝐴,𝐵� ονοµάζεται διαµέριση του 𝐺.

Εάν, τώρα, σ΄ ένα διµερές γράφηµα 𝐺, µε διαµέριση �𝐴,𝐵�, κάθε κορυφή του
𝐴 είναι γειτονική µε όλες τις κορυφές του 𝐵, τότε, λέµε ότι το 𝐺 είναι πλήρες
διµερές γράφηµα (complete bipartite graph), συµβολίζεται µε 𝐾𝑚,𝑛, όπου 𝑚
και 𝑛 είναι τα µεγέθη των συνόλων 𝐴 και 𝐵, αντίστοιχα.
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Παράδειγµα 1.2.21. Τα σχήµατα παρακάτω αποτελούν διµερή γραφήµατα και
µάλιστα το τρίτο σχήµα (δεξιά) αποτελεί πλήρες διµερές γράφηµα.

∆ύο άλλες σηµαντικές κατηγορίες γραφηµάτων, µε τις οποίες ϑα ασχοληθούµε
πιο αναλυτικά αργότερα στην εργασία, είναι τα chordal γραφήµατα και τα line
γραφήµατα. Οι ορισµοί τους δίνονται παρακάτω.

Ορισµός 1.2.22. ΄Ενα chordal γράφηµα είναι ένα γράφηµα στο οποίο όλοι οι
(άχορδοι) κύκλοι, που περιέχονται στο γράφηµα, είναι µεγέθους µικρότερου ή ίσου
µε 3. Αυτό σηµαίνει ότι κάθε κύκλος τεσσάρων ή περισσότερων (' 4) κορυφών,
που περιέχεται στο γράφηµα, έχει µια χορδή (chord), δηλαδή µια ακµή που δεν
είναι µέρος του κύκλου, αλλά συνδέει δύο µη-διαδοχικές κορυφές του κύκλου.

Παράδειγµα 1.2.23. Το πρώτο σχήµα (αριστερά), δεν αποτελεί chordal γράφη-
µα, καθώς περιέχει (άχορδο) κύκλο µήκους 4, ενώ το δεύτερο σχήµα (δεξιά)
αποτελεί chordal γράφηµα, καθώς δεν υπάρχει (άχορδος) κύκλος µε µέγεθος
µεγαλύτερο ή ίσο του 4.

Ορισµός 1.2.24. Το line γράφηµα ενός γραφήµατος 𝐺 � �𝑉,𝐸� συµβολίζεται
ως 𝐿�𝐺�, έχει ως σύνολο κορυφών το σύνολο ακµών του 𝐺, δηλαδή, 𝑉 �𝐿�𝐺�� �
𝐸�𝐺�, και δύο κορυφές στο 𝐿�𝐺� είναι γειτονικές αν και µόνο αν οι αντίστοιχες
ακµές στο 𝐺 έχουν κοινό άκρο, δηλαδή, 𝐸�𝐿�𝐺�� � r�𝑥, 𝑦�¶¾𝑥 � �𝑎, 𝑏�, 𝑦 �
�𝑏, 𝑐� " 𝐸�𝐺�, 𝑎, 𝑏, 𝑐 " 𝑉 �𝐺� και 𝑎 j 𝑐x.

Παράδειγµα 1.2.25. Το πρώτο (αριστερά) γράφηµα, είναι ένα γράφηµα 𝐺, ενώ
το δεύτερο γράφηµα (δεξιά) αποτελεί το line γράφηµα του 𝐿�𝐺�.
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𝐺 𝐿�𝐺�

Θεώρηµα 1.2.26. (Roussopoulos [64] και Lehot [48]) Υπάρχει ένας αλγόριθµος
γραµµικού χρόνου, άρα πολυωνυµικού χρόνου, που ελέγχει, αν ένα δεδοµένο
γράφηµα 𝐺 είναι (ισοµορφικό προς) το line γράφηµα κάποιου γραφήµατος 𝐻 και,
αν πράγµατι είναι, υπολογίζει ένα γράφηµα 𝐻 , τέτοιο ώστε, 𝐺 	 𝐿�𝐻�.

Σε αυτό το σηµείο ϑα ορίσουµε κάποιες πράξεις µεταξύ γραφηµάτων.

Ορισµός 1.2.27. ΄Εστω ένα γράφηµα 𝐺 � �𝑉,𝐸�. Το γράφηµα 𝐺 ονοµάζεται
συµπλήρωµα ή συµπληρωµατικό του γραφήµατος 𝐺, εάν το σύνολο των κορυ-
ϕών του, 𝑉 �𝐺�, ταυτίζεται µε το σύνολο 𝑉 �𝐺� (δηλαδή, 𝑉 �𝐺� � 𝑉 �𝐺�), ενώ δύο
κορυφές στο 𝐺 είναι γειτονικές, εάν δεν είναι γειτονικές στο γράφηµα 𝐺, δηλαδή
𝐸�𝐺� � r𝑒 � �𝑥, 𝑦�¶𝑒 � 𝐸�𝐺�x.

Ορισµός 1.2.28. ΄Εστω δύο γραφήµατα 𝐺 και 𝐻 ξένα µεταξύ τους ως προς
τα σύνολα κορυφών τους, δηλαδή 𝑉 �𝐺� = 𝑉 �𝐻� � o. Ως ξένη ένωση των
γραφηµάτων 𝐺 και 𝐻 καλούµε το γράφηµα µε σύνολο κορυφών τις κορυφές των
𝐺 και 𝐻 , σύνολο ακµών τις ακµές των 𝐺 και 𝐻 , συµβολίζεται ως 𝐺 � 𝐻 και
ορίζεται ως

𝐺 �𝐻 � �𝑉 �𝐺� < 𝑉 �𝐻�, 𝐸�𝐺� < 𝐸�𝐻��.

Η συνάρτηση 𝑘�χρωµατισµός και η έννοια του ταιριάσµατος είναι δυο πολύ
σηµαντικά εργαλεία που ϑα χρησηµοποιηθούν στις αποδείξεις των επόµενων
κεφαλαίων, οπότε εδώ ϑα ήταν καλό να δούµε τους ορισµούς τους.

Ορισµός 1.2.29. Για ένα 𝑘 ϑετικό ακέραιο, ένας 𝑘�χρωµµατισµός ενός γρα-
ϕήµατος 𝐺 είναι µια συνάρτηση 𝑐 � 𝑉 �𝐺�� r1, 2, ..., 𝑘x, τέτοια ώστε, 𝑐�𝑢� j 𝑐�𝑣�
όταν �𝑢, 𝑣� " 𝐸�𝐺�, ¾𝑢, 𝑣 " 𝑉 �𝐺�.

Ορισµός 1.2.30. ΄Ενα υποσύνολο ακµών 𝑀 του συνόλου ακµών ενός γραφήµα-
τος 𝐺 (𝑀 N 𝐸�𝐺�), καλείται ταίριασµα (matching), εάν ανά δύο οι ακµές του
𝑀 , δεν έχουν κοινό άκρο.
΄Ενα ταίριασµα 𝑀 στο γράφηµα 𝐺 ονοµάζεται µεγιστοτικό (maximal match-
ing), εάν δεν είναι γνήσιο υποσύνολο κάποιου άλλου ταιριάσµατος του γραφήµα-
τος.
΄Ενα ταίριασµα 𝑀 στο γράφηµα 𝐺 ονοµάζεται µέγιστο (maximum matching),
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εάν περιέχει τον µεγαλύτερο δυνατό αριθµό ακµών.
Τέλειο ταίριασµα (perfect matching) είναι ένα ταίριασµα 𝑀 στο γράφηµα 𝐺
στο οποίο κάθε κορυφή του 𝑉 �𝐺� είναι άκρο σε µια ακµή του 𝑀 .

Ορισµός 1.2.31. ΄Ενα γράφηµα 𝐺 λέγεται equimatchable, αν όλα τα µέγιστα
ταιριάσµατα του 𝐺 έχουν το ίδιο µέγέθος.

Παράδειγµα 1.2.32. Τα ταιριάσµατα του παρακάτω 𝐶4 κύκλου είναι τα r1, 2x,
r2, 3x, r3, 4x, r1, 4x, rr1, 2x, r3, 4xx και rr1, 4x, r2, 3xx. Από αυτά τα rr1, 2x, r3, 4xx
και rr1, 4x, r2, 3xx είναι µέγιστα και τέλεια. Επειδή και τα δύο µέγιστα ταιρι-
άσµατα έχουν ίδιο µέγεθος, δηλαδή 2, το 𝐺 είναι equimatchable.
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Σε αυτό το σηµείο ϑα δώσουµε κύριους ορισµούς και προτάσεις που ϑα µας
ϐοηθήσουν να καταλάβουµε τα προβλήµατα µε τα οποία ϑα ασχοληθούµε στην
συνέχεια. Αρχικά ϑα ξεκινήσουµε µε τον πιο σηµαντικό ορισµό, τον ορισµό της
ισχυρής κλίκας.

Ορισµός 1.2.33. Ισχυρή κλίκα (Strong clique) καλείται µια κλίκα 𝐶, που
τέµνει κάθε µεγιστοτικό ανεξάρτητο σύνολο 𝐼, δηλαδή, η 𝐶 έχει κοινή κορυφή µε
κάθε µεγιστοτικό ανεξάρτητο σύνολο 𝐼, �𝑉 �𝐶�=𝑉 �𝐼� j o�. Αντίστοιχα, ισχυρό
ανεξάρτητο σύνολο (strong independent set) καλείται ένα ανεξάρτητο σύνολο
που τέµνει κάθε µεγιστοτική κλίκα.

Παράδειγµα 1.2.34. Για να καταλάβουµε καλύτερα την έννοια τις ισχυρής
κλίκας υποθέτουµε τον κύκλο 𝐶4, όπως ϕαίνεται στο γράφηµα παρακάτω. Τα
µεγιστοτικά ανεξάρτητα σύνολα του γραφήµατος είναι τα r1, 3x και r2, 4x και οι
µεγιστοτικές κλίκες του γραφήµατος είναι οι r1, 2x, r1, 4x, r2, 3x και r2, 4x. Οι
κλίκες αυτές είναι όλες ισχυρές, καθώς, τέµνουν και τα δύο µεγιστοτικά ανεξάρ-
τητα σύνολα του γραφήµατος.

1

2 3

4

5

10



Παράδειγµα 1.2.35. Τώρα, ένα άλλο παράδειγµα, είναι να υποθέσουµε τον
κύκλο 𝐶5, όπως ϕαίνεται παρακάτω. Μπορούµε να δούµε ότι, τα µεγιστοτικά
ανεξάρτητα σύνολα του είναι τα r1, 3x, r1, 4x, r2, 4x, r2, 5x και r3, 5x. Οι µεγι-
στοτικές κλίκες του γραφήµατος είναι οι r1, 2x, r2, 3x, r3, 4x, r4, 5x και r1, 5x,
δηλαδή, οι ακµές του γραφήµατος. Καµία τους δεν είναι ισχυρή, καθώς, καµία
δεν τέµνει όλα τα µεγιστοτικά ανεξάρτητα σύνολα του γραφήµατος.
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Από τον όρισµο της ισχυρής κλίκας (αντίστοιχα, ισχυρού ανεξάρτητου συ-
νόλου) γίνεται αντιληπτό το παρακάτω γεγονός.

Πρόταση 1.2.36. Μια ισχυρή κλίκα 𝐶 (αντίστοιχα, ισχυρό ανεξάρτητο σύνολο
𝐼 ) είναι µεγιστοτική κλίκα (αντίστοιχα, µεγιστοτικό ανεξάρτητο σύνολο).

Απόδειξη. ΄Εστω µια κλίκα 𝐶 η οποία είναι ισχυρή, αλλά δεν είναι µεγιστοτική.
Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχε κοµβός που δεν ανήκει στην 𝐶 και είναι γειτονικός µε
όλους τους κόµβους της 𝐶. Επιλέγοντας τον κόµβο αυτό, µπορεί να δηµιουρ-
γηθεί ένα ανεξάρτητο σύνολο 𝐼

¬ που δεν τέµνεται από την 𝐶. Αυτό σηµαίνει
ότι η 𝐶 δεν είναι ισχυρή, το οποίο είναι άτοπο, αφού υποθέσαµε ότι η 𝐶 είναι
ισχυρή. Αντίστοιχα, αποδεικνύειται ότι ένα ισχυρό ανεξάρτητο σύνολο 𝐼 είναι
µεγιστοτικό. �

Η έννοια του κυρίαρχου συνολού είναι πολύ σηµαντική στην απόδειξη του,
εάν µια κλίκα είναι ισχυρή.

Ορισµός 1.2.37. ΄Εστω µια κλίκα 𝐶 σε ένα γράφηµα 𝐺 και έστω ένα σύνολο
𝑆 N 𝑉 �𝐺� ¯ 𝐶.
Λέµε ότι η κλίκα 𝐶 κυριαρχείτε από το σύνολο 𝑆 ή το σύνολο 𝑆 κυριαρχεί
την κλίκα 𝐶, εάν ισχύει ότι 𝐶 N 𝑁𝐺�𝑆�.
΄Ενα σύνολο 𝐷 καλείται κυρίαρχο σύνολο (dominating set) αν κάθε κόµβος
του 𝑉 �𝐺� ¯𝐷 έχει τουλάχιστον ένα γείτονα στο 𝐷.
Εάν το 𝐷 είναι ανεξάρτητο σύνολο, τότε, το 𝐷 καλείται κυρίαρχο ανεξάρτητο
σύνολο (dominating independent set).
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Λήµµα 1.2.38. (Hujdurović και συνεργάτες του [44]) Μια κλίκα 𝐶 σε ένα γρα-
ϕηµα 𝐺 δεν είναι ισχυρή, αν και µόνο αν, η 𝐶 κυριαρχείτε από ένα ανεξάρτητο
σύνολο 𝐼 N 𝑉 �𝐺�¯𝐶.

∆υο πολύ σηµαντικές κατηγορίες γραφηµάτων είναι τα καλά-καλυπτόµενα
γραφήµατα και τα localizable γραφήµατα. Οι ορισµοί τους είναι οι εξής :

Ορισµός 1.2.39. ΄Εστω ένα γράφηµα 𝐺 � �𝑉,𝐸�. Το γράφηµα 𝐺 ονοµάζεται
καλά-καλυπτόµενο (well-covered), αν όλα τα µεγιστοτικά ανεξάρτητα σύνολα
του γραφήµατος είναι του ίδιου µεγέθους.

Ορισµός 1.2.40. ΄Εστω ένα γράφηµα 𝐺 � �𝑉,𝐸�. Το γράφηµα 𝐺 ονοµάζεται
localizable, αν το 𝐺 µπορεί να διαµεριστεί από ισχυρές κλίκες.

Ορισµός 1.2.41. Παρακάτω δίνονται οι ορισµοί κάποιων αριθµητικών ποσο-
τήτων.

(a.) 𝜒�𝐺� = χρωµατικός αριθµός, είναι ο µικρότερος ακέραιος αριθµός 𝑘, ώστε,
να υπάρχει 𝑘�χρωµµατισµός στο γράφηµα 𝐺,

(b.) 𝜒
¬
�𝐺� = χρωµατικός δείκτης, είναι ο µικρότερος αριθµός ταιριασµάτων στο

𝐺, ώστε, η ένωση τους να είναι ίση µε το 𝐸�𝐺�,

(c.) 𝜔�𝐺� = αριθµός κλίκας, είναι το πλήθος των κορυφών της µέγιστης κλίκας
στο 𝐺,

(d.) 𝛼�𝐺� = αριθµός ανεξαρτησίας, είναι το πλήθος των κορυφών του µέγιστου
ανεξάρτητου συνόλου στο 𝐺,

(e.) 𝑖�𝐺� = αριθµός ανεξάρτητης κυριαρχίας, είναι το µέγεθος του µικρότερου
κυρίαρχου ανεξάρτητου συνόλου στο 𝐺 και

(f.) 𝜃�𝐺� = αριθµός καλυψής από κλίκες, είναι ο ελάχιστος αριθµός κλικών
που διαµερίζουν το 𝑉 �𝐺�.

Πρόταση 1.2.42. Είναι γνωστό από την ϐιβλιογραφία της ϑεωρίας γραφηµάτων,
ότι, για κάθε γράφηµα 𝐺 ισχύουν τα ακόλουθα για τις παραπάνω αριθµητικές
ποσότητες :

(i.) 𝜒
¬
�𝐺� � 𝜒�𝐿�𝐺��,

(ii.) 𝛼�𝐺� � 𝜔�𝐺�,

(iii.) 𝜃�𝐺� � 𝜒�𝐺�,
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(iv.) 𝜒�𝐺� ' 𝜔�𝐺� και

(v.) 𝜃�𝐺� ' 𝛼�𝐺�.

Από τα παραπάνω προκύπτει η ακόλουθη ανισότητα :

𝑖�𝐺� & 𝛼�𝐺� & 𝜃�𝐺�.

Σχόλιο 1.2.43. ΄Ενα γράφηµα 𝐺 είναι καλά-καλυπτόµενο, αν και µόνο, αν
𝑖�𝐺� � 𝛼�𝐺�.

Σε αυτό το σηµείο είναι καλό να δωθούν µερικοί ορισµοί για την καλύτερη
κατανόηση των localizable γραφηµάτων.

Ορισµός 1.2.44. Για ένα ϑετικό ακέραιο 𝑘, λέµε ότι ένα γράφηµα 𝐺 είναι k-
localizable, εάν υπάρχει διαµέριση του 𝑉 �𝐺� σε 𝑘 ισχυρές κλίκες.

Ορισµός 1.2.45. ΄Ενα γράφηµα 𝐺 λέγεται ότι είναι ηµι-τέλειο (semi-perfect),
αν 𝜃�𝐺� � 𝛼�𝐺�, δηλαδή, εάν υπάρχει µια συλλογή από 𝛼�𝐺��κλίκες που
διαµερίζουν το σύνολο των κορυφών του. Μια τέτοια συλλογή ϑα αναφέρεται ως
κάλυψη 𝛼�κλικών (𝛼�clique cover) του 𝐺.

Σχόλιο 1.2.46. Το 𝐺 είναι ηµι-τέλειο, αν και µόνο αν, έχει µια κάλυψη α-
κλικών, ενώ, το 𝐺 είναι 𝛼�𝐺��localizable, αν και µόνο αν, έχει µια κάλυψη
𝛼�κλικών στην οποία κάθε κλίκα είναι ισχυρή.

Στο ακόλουθο ϑεώρηµα αποτυπώνονται αρκετοί ισοδύναµοι ϕορµαλισµοί των
localizable γραφηµάτων.

Θεώρηµα 1.2.47. (Hujdurović και άλλοι [44]) Για κάθε γράφηµα𝐺 τα ακόλουθα
είναι ισοδύναµα.

(a.) Το 𝐺 είναι localizable.

(b.) Το 𝐺 είναι 𝛼�𝐺��localizable (ισοδύναµα, το 𝐺 έχει µια κάλυψη 𝛼�κλικών
στην οποία κάθε κλίκα είναι ισχυρή).

(c.) Το𝐺 έχει µια κάλυψη𝛼�κλικών και κάθε κλίκα σε κάθε κάλυψη𝛼�κλικών
του 𝐺 είναι ισχυρή.

(d.) Το 𝐺 είναι καλά-καλυπτόµενο και ηµι-τέλειο.

(e.) 𝑖�𝐺� � 𝜃�𝐺�.
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Ορισµός 1.2.48. ΄Ενα γράφηµα 𝐺 είναι τέλειο (perfect), αν ισχύει 𝜒�𝐻� �
𝜔�𝐻�, για κάθε επαγόµενο υπογράφηµα 𝐻 του 𝐺.

∆εδοµένου ότι το συµπληρωµατικό γράφηµα 𝐺 είναι τέλειο κάθε ϕορά που
το 𝐺 είναι τέλειο [52], κάθε τέλειο γράφηµα 𝐺 είναι, επίσης, ηµι-τέλειο. Η
ακόλουθη συνέπεια του Θεωρήµατος 1.2.47 ϑα είναι χρήσιµη.

Πόρισµα 1.2.49. ΄Ενα τέλειο γράφηµα 𝐺 είναι καλά-καλυπτόµενο, αν και µόνο
αν, το 𝐺 είναι localizable.

1.3 Υπολογιστική πολυπλοκότητα

Στο επόµενο κεφάλαιο ϑα γίνει αναφορά στα έξι προβλήµατα στα οποία ϐασίζε-
ται η εργασία, αλλά πριν γίνει αυτό είναι καλό να δούµε κάποιους ορισµούς που
ϑα µας ϐοηθήσουν στην κατανόηση της έννοιας υπολογιστικής πολυπλοκότητας.
΄Οπως έχει προαναφερθεί στην προηγούµενη ενότητα, η ϑεωρία γραφηµάτων έχει
ως στόχο την επίλυση προβληµάτων τα οποία µπορούν να αναπαρασταθούν µε
κάποιο γράφηµα. Για την επίλυση τέτοιων προβληµάτων χρειάζονται αποδοτικοί
αλγόριθµοι.

Ορισµός 1.3.1. ∆οθέντος ενός προβλήµατος, ως αλγόριθµος ορίζεται µια καλά
προσδιορισµένη διαδικάσια, η οποία παρέχει τις οδηγίες συµφωνα µε τις οποίες τα
δεδοµένα του προβλήµατος µετασχηµατίζονται και συνδυάζονται για να προκύψει
η λύση του προβλήµατος. Οι οδηγίες οφείλουν να είναι πεπερασµένες, αυστηρά
καθορισµένες και εκτελέσιµες σε πεπερασµένο χρόνο.

΄Ενας αλγόριθµος είναι σηµαντικό να είναι αποδοτικός και ως προς τον χρόνο
εκτελεσής του, αλλά και ως προς τον χώρο µνήµης που χρειάζεται. Παρακάτω
ϑα εστιάσουµε κατά κύριο λόγο στην αποδοτικότητα του αλγορίθµου ως προς
τον χρόνο εκτέλεσης του, δηλαδή, ϑέλουµε οι αλγόριθµοι να εκτελούνται γρήγο-
ϱα. Συνεπώς, είναι σηµαντικό σε αυτό το σηµείο να δώσουµε τον ορισµό της
υπολογιστικής πολυπλοκότητας ενός αλγορίθµου.

Ορισµός 1.3.2. Εστω 𝑀 µια ντετερµινιστική µηχανή Turing που τερµατίζει σε
κάθε είσοδο. Ο χρόνος εκτέλεσης ή η υπολογιστική πολυπλοκότητα της 𝑀
είναι η συνάρτηση 𝑓 � N � N, όπου 𝑓�𝑛� είναι το µέγιστο πλήθος ϐηµάτων που
είναι δυνατόν να πραγµατοποιήσει η 𝑀 όταν το µήκος της εισόδου της είναι 𝑛.

Συνεπώς, η υπολογιστική πολυπλοκότητα ενός αλγόριθµου εξαρτάται από τον
αριθµό επαναλήψεών του και από το µέγεθος εισόδου. Για τον υπολογισµό της
υπολογιστικής πολυπλοκότητας χρησιµοποιούµε την ασυµπτωτική ανάλυση.
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Ορισµός 1.3.3. ΄Εστω 𝑓 και 𝑔 δύο συναρτήσεις από το σύνολο N στο σύνολο R.
Ορίζουµε 𝑓�𝑛� � 𝑂�𝑔�𝑛�� , αν υπάρχουν ακέραιοι 𝑐 % 0 και 𝑛0 ' 0, τέτοιοι ώστε,
για κάθε 𝑛 ' 𝑛0 να ισχύει

𝑓�𝑛� & 𝑐 � 𝑔�𝑛�.

Παράδειγµα 1.3.4. ΄Εστω αλγόριθµος µε υπολογιστική πολυπλοκότητα 𝑓�𝑛� �
9𝑛

3
�2𝑛

2
�𝑛�3. Λέµε ότι η πολυπλοκότητα του αλγορίθµου είναι ασυµπτωτικά

το πολυ 𝑛
3 , δηλαδή 𝑓�𝑛� � 𝑂�𝑛

3
�.

Γενικά, οι χρόνοι αναζήτησης τείνουν να αυξάνονται εκθετικά σε συνάρτηση
µε το µέγεθος της εισόδου 𝑛. ∆ηλαδή αν το µέγεθος εισόδου αυξηθεί κατά ένα,
ο αριθµός των ϐηµάτων αυξάνεται πολλαπλάσια. Θα ϑέλαµε έναν αλγόριθµο µε
καλύτερη ιδιότητα κλιµάκωσης.

΄Εστω ένας αλγόριθµος που έχει την ακόλουθη ιδιότητα : Υπάρχουν σταθερές
𝑐 % 0 και 𝑑 % 0 και 𝑘 ' 0, έτσι ώστε, για κάθε είσοδο µεγέθους 𝑛, ο χρόνος
εκτέλεσης ϕράσσεται από 𝑐 � 𝑛

𝑑
� log

𝑘
𝑛 στοιχειώδη υπολογιστικά ϐήµατα. Αν

ισχύει αυτό το όριο ως προς το χρόνο εκτέλεσης για κάποια 𝑐 και 𝑑, τότε, λέµε ότι
ο αλγόριθµος έχει πολυωνυµικό χρόνο εκτέλεσης ή ότι είναι ένας αλγόριθµος
πολυωνυµικού χρόνου. Τέτοιου είδους αλγόριθµοι είναι πολύ πιο γρήγοροι
από αυτούς όπου ο χρόνος εκτέλεσης τους αυξάνεται εκθετικά, πράγµα που τους
κάνει πιο αποδοτικούς. Οπότε µπορούµε να πούµε ότι ένας αλγόριθµος είναι
αποδοτικός, αν έχει πολυωνυµικό χρόνο εκτέλεσης.

Τα προβλήµατα απόφασης, µε τα οποία ϑα ασχοληθούµε και στην συνέχεια,
χωρίζονται σε κλάσεις σύµφωνα µε τον χρόνο που χρειάζονται για να επιλυθο-
ύν. Μια τέτοια κλάση προβληµάτων είναι αυτά που µπορούν να επιλυθούν σε
πολυωνυµικό χρόνο.

Ορισµός 1.3.5. Τα προβλήµατα απόφασης για τα οποία έχει ϐρεθεί πολυωνυµι-
κός αλγόριθµος που να τα λύνει, ανήκουν στην κλάση προβληµάτων P.

Πολλά προβλήµατα όµως δεν είναι εύκολο να λυθούν µε αποδοτικό τρόπο,
δηλαδή, δεν είναι εύκολο να ϐρεθεί πολυωνυµικός αλγόριθµος, που να τα λύνει.
Παρακάτω ϑα αναλύσουµε µια τεχνική η οποία µας ϐοηθάει να χαρακτηρίσου-
µε υπολογιστικά δύσκολα προβλήµατα. Η τεχνική αυτή είναι να συγκρίνουµε
τη σχετική δυσκολία διαφορετικών προβληµάτων, δηλαδή, ϑα ϑέλαµε να διατυ-
πώσουµε µε τυπικό τρόπο προτάσεις όπως ῾῾Το πρόβληµα 𝑋 είναι τουλάχιστον
εξίσου δύσκολο µε το πρόβληµα 𝑌 ᾿᾿. Αυτό ϑα το επιτύχουµε µέσω της έννοιας
της αναγωγής.

Ορισµός 1.3.6. Λέµε ότι το πρόβληµα 𝑋 ανάγεται πολυωνυµικά στο πρόβλη-
µα 𝑌 , αν κάθε στιγµιότυπο του 𝑋 µπορεί να λυθεί χρησηµοποιώντας :
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(a.) πολυωνυµικό πλήθος υπολογιστικών ϐηµάτων και

(b.) πολυωνυµικό πλήθος κλήσεων της τεχνικής που λύνει το πρόβληµα 𝑌 .

Η µέθοδος αυτή ονοµάζεται πολυωνυµική αναγωγή και συµβολίζουµε την πο-
λυωνυµική αναγωγή του προβλήµατος 𝑋 στο προβληµα 𝑌 ως: 𝑋&𝑃𝑌 .

Το γεγονός ότι το πρόβληµα 𝑋 µπορεί να αναγθεί στο πρόβληµα 𝑌 σηµαίνει
ότι το 𝑋 είναι εξίσου δύσκολο µε το 𝑌 όσον αφορά την επίλυση στιγµιοτύπων
του σε πολυωνυµικό χρόνο. Την αναγωγή αυτή µπορούµε να την ϕανταστούµε
ως εξής : ΄Εστω ένα µαύρο κουτί που ϑα µπορούσε να λύσει στιγµιότυπα ενός
προβλήµατος απόφασης 𝑌 . ΄Εστω στιγµιότυπα ενός προβλήµατος απόφασης 𝑋,
τα οποία επιθυµούµε να λύσουµε. Μετατρέπουµε τα στιγµιότυπα του 𝑋 σε στιγ-
µιότυπα του 𝑌 σε πολυωνυµικο χρόνο και τα παιρνάµε στο µαύρο κουτί, ώστε,
να τα επιλύσει. Από τις λύσεις που ϑα µας δώσει το κουτί για τα στιγµιότυπα
του προβλήµατος 𝑌 , ϑα µπορούµε να ϐρούµε τις λύσεις για τα στιγµιότυπα του
προβλήµατος 𝑋.

Θεώρηµα 1.3.7. Εάν ισχύει ότι 𝑋&𝑃𝑌 και το πρόβληµα 𝑌 µπορεί να λυθεί σε
πολυωνυµικό χρόνο, τότε, µπορούµε να πούµε ότι και το πρόβληµα 𝑋 µπορεί να
λυθεί σε πολυωνυµικό χρόνο.

΄Αλλες πέντε µεγάλες κλάσεις προβληµάτων είναι οι κλάσεις των NP προ-
ϐληµάτων, των NP-πλήρη (NP-Complete) προβληµάτων, των NP-δύσκολων (NP-
Hard) προβληµάτων, των co-NP προβληµάτων και των co-NP-πλήρη (co-NP-
Complete) προβληµάτων. Οι ορισµοί τους δίνονται παρακάτω.

Ορισµός 1.3.8. Τα προβλήµατα απόφασης για τα οποία δεν έχει ϐρεθεί, ακόµη,
πολυωνυµικός αλγόριθµος που να τα λύνει, αλλά πιθανές λύσεις των στιγµιο-
τύπων τους, µπορούν να επαληθευτούν σε πολυωνυµικό χρόνο, ανήκουν στην
κλάση των NP προβληµάτων.

Παρατήρηση 1.3.9. Είναι εύκολο κάποιος να δεί ότι : P N NP.

Ορισµός 1.3.10. ΄Ενα πρόβληµα 𝑌 λέµε ότι είναι NP-πλήρες, αν ισχύουν τα
παρακάτω:

(i.) 𝑌 " NP

(ii.) 𝑋&𝑃𝑌 , ¾𝑋 " NP.

Απο τα παραπάνω συµπερένεται ότι :
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Θεώρηµα 1.3.11. ΄Εστω ένα πρόβληµα 𝑌 που είναι NP-πλήρες. Τότε, το 𝑌
µπορεί να λυθεί σε πολυωνυµικό χρόνο, αν και µόνο αν, P � NP.

Από ένα πρόβληµα 𝑌 που είναι NP-πλήρες, µπορούµε να δείξουµε ότι ένα
άλλο πρόβληµα 𝑋 είναι, επίσης, NP-πλήρες ως εξής :

(i.) ∆είχνουµε ότι το 𝑋 ανήκει στην κλάση NP.

(ii.) Επιλέγουµε το πρόβληµα 𝑌 που είναι NP-πλήρες.

(iii.) Αποδεικνύουµε ότι : 𝑌 &𝑃𝑋.

∆ηλαδή:

Θεώρηµα 1.3.12. Αν το πρόβληµα 𝑌 είναι NP-πλήρες και το 𝑋 είναι ένα
πρόβληµα της κλάσης NP µε την ιδιότητα 𝑌 &𝑃𝑋, τότε, το 𝑋 είναι NP-πλήρες.

Ορισµός 1.3.13. ΄Ενα πρόβληµα 𝑌 λέµε ότι είναι NP-δύσκολο, εάν ισχύουν τα
παρακάτω:

(i.) 𝑌 � NP

(ii.) 𝑋&𝑃𝑌 , ¾𝑋 " NP

Ορισµός 1.3.14. ΄Ενα πρόβληµα 𝑌 λέµε ότι είναι co-NP, εάν το συµπλήρωµα
του προβλήµατος 𝑌 , το 𝑌 , είναι µέλος της κλάσης των NP προβληµάτων ή, αλ-
λιώς, µπορούν να απορριφθούν σε πολυωνυµικό χρόνο, πιθανές λύσεις για τα
στιγµιοτύπα του 𝑌 .

Ορισµός 1.3.15. ΄Ενα πρόβληµα 𝑌 λέµε ότι είναι co-NP-πλήρες, εάν το συ-
µπλήρωµα του, 𝑌 , είναι NP-πλήρες, δηλαδή, ισχύουν τα παρακάτω:

(i.) 𝑌 " NP

(ii.) 𝑋&𝑃𝑌 , ¾𝑋 " NP
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ2
Εξι (υπολογιστικα) προβληµατα
σχετικα µε ισχυρες κλικες

΄Οπως είδαµε και στο προηγούµενο κεφάλαιο, µια ισχυρή κλίκα σε ένα γράφη-
µα 𝐺 είναι µια κλίκα που τέµνει κάθε µεγιστοτικό ανεξάρτητο σύνολο του 𝐺.
Αντικαθιστώντας το γράφηµα𝐺 µε το συµπλήρωµά του, 𝐺, οι ισχυρές κλίκες του
𝐺 αντιστοιχούνται στα ισχυρά ανεξάρτητα σύνολα του 𝐺, δηλαδή, ανεξάρτητα
σύνολα που τέµνουν κάθε µέγιστη κλίκα στο 𝐺. Οι έννοιες των ισχυρών κλι-
κών και των ισχυρών ανεξάρτητων συνόλων έπαιξαν σηµαντικό ϱόλο στη µελέτη
τέλειων γραφηµάτων και των υποκλάσεων τους (ϐλέπε, π.χ., [6,7,13,39,55]). Ε-
πιπλέον, διάφορες άλλες κλάσεις γραφηµάτων που µελετήθηκαν στη ϐιβλιογρα-
ϕία µπορούν να προσδιοριστούν από ιδιότητες που περιλαµβάνουν την έννοια
της ισχυρής κλίκας (ϐλέπε, π.χ., [9, 10, 24, 44, 46, 54]). Σε ορισµένες περι-
πτώσεις, οι ισχυρές κλίκες µπορούν να ϑεωρηθούν ως µια γενίκευση τέλειων
ταιριασµάτων: η µετατροπή οποιουδήποτε κανονικού τρίγωνο-free γραφήµατος
στο συµπλήρωµα του line γραφήµατος του αντιστοιχεί κάθε τέλειο ταίριασµα σε
µια ισχυρή κλίκα (ϐλέπε, [8,57] για εφαρµογές αυτής της παρατήρησης).

Στην εργασια µας, αναφέρουµε προόδους σχετικά µε την υπολογιστική πο-
λυπλοκότητα ορισµένων προβληµάτων που σχετίζονται µε ισχυρές κλίκες στα
γραφήµατα. ∆ίνουµε ιδιαίτερη προσοχή στις κλάσεις των γραφηµάτων, των ο-
ποίων το σύνολο κορυφών µπορεί να διαµεριστεί σε ισχυρές κλίκες. Αυτά τα
γραφήµατα, όπως είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, ονοµάζονται localizable,
ονοµασία που δώθηκε από τους Yamashita και Kameda [72] το 1999 και ϑα
δούµε στην συνέχεια, την περαιτέρω µελέτη τους από τον Hujdurović και τους
συνεργάτες του [44] το 2018. Τα localizable γραφήµατα σχηµατίζουν µια πλο-
ύσια κλάση καλά-καλυπτόµενων γραφηµάτων, δηλαδή, γραφηµάτων στα οποία
όλα τα µέγιστα ανεξάρτητα σύνολα έχουν το ίδιο µέγεθος. Επιπλέον, τα locali-
zable γραφήµατα και τα καλά-καλυπτόµενα γραφήµατα συµπίπτουν εντός της
κλάσης των τέλειων γραφηµάτων (ϐλέπε, π.χ., [44]). Τα καλά-καλυπτόµενα γρα-
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ϕήµατα εισήχθησαν από τον Plummer [60] το 1970 και έχουν µελετηθεί εκτενώς
στη ϐιβλιογραφία (δείτε, π.χ., τις έρευνες των Plummer [61] και Hartnell [37]).
Υπάρχουν λίγα αποτελέσµατα πολυπλοκότητας σχετικά µε προβλήµατα που α-
ϕορούν ισχυρές κλίκες είναι διαθέσιµα στη ϐιβλιογραφία. Ο Zang [74] έδειξε
ότι είναι co-NP-πλήρες να ελεγθεί, εάν µια δεδοµένη κλίκα σε ένα γράφηµα
είναι ισχυρή, και ο Hoàng [40] καθιέρωσε την NP-δυσκολία του ελέγχου, ε-
άν ένα δεδοµένο γράφηµα περιέχει κάποια ισχυρή κλίκα. Ο Hujdurović και
τους συνεργάτες του [44] έδειξαν ότι η αναγνώριση localizable γραφηµάτων ε-
ίναι NP-δύσκολο, ακόµη και στην κλάση των καλά-καλυπτόµενων γραφηµάτων
των οποίων τα συµπληρώµατα είναι localizable. Αλγόριθµοι αναγνώρισης loca-
lizable γραφηµάτων, πολυωνυµικού χρόνου, είναι γνωστοί για διάφορες κλάσεις
γραφηµάτων, όπως των τρίγωνο-free γραφηµάτων, των 𝐶4-free γραφηµάτων και
των line γραφηµάτων (ϐλέπε, Ενότητα 4.1, για µια επισκόπηση). Από τα αποτε-
λέσµατα του Hoàng [39] και των Burlet και Fonlupt [13] συνεπάγεται η ύπαρξη
ενός αλγορίθµου, πολυωνύµου χρόνου, για τον προσδιορισµό, εάν σε κάθε επα-
γόµενο υπογράφηµα ενός δεδοµένου γραφήµατος, 𝐺, κάθε κορυφή ανήκει σε
µια ισχυρή κλίκα. Από την άλλη πλευρά, από όσα γνωρίζουµε, η πολυπλοκότη-
τα της αναγνώρισης αρκετών κλάσεων γραφηµάτων που σχετίζονται µε ισχυρές
κλίκες είναι γενικά ανοιχτή. Συγκεκριµένα, αυτό ισχύει για : (𝑖) το πρόβληµα α-
ναγνώρισης των ισχυρά τέλειων γραφηµάτων [6,7], που εισήγαγε ο Berge, όπου,
στα γραφήµατα αυτά, κάθε επαγόµενο υπογράφηµα τους έχει ένα ισχυρό ανε-
ξάρτητο σύνολο, (𝑖𝑖) το πρόβληµα προσδιορισµού, εάν κάθε ακµή ενός δεδοµένου
γραφήµατος περιέχεται σε µια ισχυρή κλίκα ή, ισοδύναµα, το πρόβληµα ανα-
γνώρισης γενικά διαµερίσιµων γραφηµάτων (ϐλέπε, π.χ., [46,54,56]) και (𝑖𝑖𝑖) το
πρόβληµα αναγνώρισης CIS γραφηµάτων, που ορίζονται ως γραφήµατα, όπου,
κάθε µεγιστοτική κλίκα είναι ισχυρή, ή, ισοδύναµα, γραφήµατα στα οποία κάθε
µεγιστοτικό ανεξάρτητο σύνολο είναι ισχυρό (ϐλέπε, π.χ., [9,11,24,35,71]).

Στην εργασια µας, αναφέρουµε αρκετές προόδους σχετικά µε την υπολογι-
στική πολυπλοκότητα έξι προβληµάτων απόφασης που σχετίζονται µε ισχυρές
κλίκες. Τα προβλήµατα δηλώνονται επισήµως ως εξής :

ΙΣΧΥΡΗ ΚΛΙΚΑ. (Strong Clique)
Είσοδος : ΄Ενα γράφηµα 𝐺 και µια κλίκα 𝐶 στο 𝐺.
Ερώτηση: Είναι η 𝐶 ισχυρή κλίκα ;

Παράδειγµα 2.0.1. ΄Εστω µας δίνεται το παρακάτω γράφηµα και έστω και η
κλίκα 𝐶 που αποτελείται από τις κορυφές r1, 2x. Η απάντηση στο πρόβληµα
Ισχυρη Κλικα, για την κλίκα 𝐶, αποκτάται εξακριβώνοντας, αρχικά, ότι η 𝐶 είναι
µεγιστοτική, το οποίο µπορούµε να δούµε ότι ισχύει. ΄Επειτα, ϐρίσκουµε τα
µεγιστοτικά ανεξάρτητα σύνολα του γραφήµατος τα οποία είναι δύο, τα r1, 3x
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και r2, 3x. Η κλίκα 𝐶 τέµνει και τα δύο µεγιστοτικά ανεξάρτητα σύνολα, οπότε
η 𝐶 είναι ισχυρή. Συνεπώς, το πρόβληµα Ισχυρη Κλικα πρέπει να επιστρέψει την
απάντηση: ναι.

1

2 3

4

5

ΥΠΑΡΞΗ ΙΣΧΥΡΗΣ ΚΛΙΚΑΣ. (Strong Clique Existence)
Είσοδος : ΄Ενα γράφηµα 𝐺.
Ερώτηση: Υπάρχει στο 𝐺 ισχυρή κλίκα ;

Παράδειγµα 2.0.2. Στο γράφηµα που µας δίνεται, για το πρόβληµα Υπαρξη
Ισχυρης Κλικας, ϐρίσκουµε αρχικά όλα τα µεγιστοτικά του ανεξάρτητα σύνολα
τα οποία είναι τα r1, 3x, r1, 4x, r2, 4x, r2, 5x και r3, 5x και τις µεγιστοτικές
του κλίκες οι οποίες είναι τα r1, 2x, r2, 3x, r3, 4x, r4, 5x και r5, 1x. ΄Επειτα,
ελέγχουµε, εάν κάποια από τις µεγιστοτικές κλίκες τέµνει όλα τα µεγιστοτικά
ανεξάρτητα σύνολα. Στο γράφηµα µας δεν υπάρχει τέτοια µεγιστοτική κλίκα,
οπότε, δεν υπάρχει στο γράφηµα ισχυρή κλίκα και, συνεπώς, το πρόβληµα
Υπαρξη Ισχυρης Κλικας πρέπει να επιστρέψει την απάντηση: όχι.
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ΚΑΛΥΜΜΑ ΚΟΡΥΦΩΝ ΑΠΟ ΙΣΧΥΡΕΣ ΚΛΙΚΕΣ. (Strong Clique Vertex Co-
ver)
Είσοδος : ΄Ενα γράφηµα 𝐺.
Ερώτηση: Περιέχεται κάθε κορυφή του 𝐺 σε µια ισχυρή κλίκα ;

Παράδειγµα 2.0.3. Με δεδοµένο το γράφηµα παρακάτω, για να λύσουµε το
πρόβληµα Καλυµµα Κορυφων απο Ισχυρες Κλικες, προσδιορίζουµε όλα τα µεγι-
στοτικά του ανεξάρτητα σύνολα τα οποία είναι τα r1, 4x, r2, 4x και r3x και τις

21



µεγιστοτικές του κλίκες οι οποίες είναι οι r1, 2, 3x και r3, 4x. Παρατηρούµε ότι,
και οι δύο µεγιστοτικές κλίκες τέµνουν όλα τα µεγιστοτικά ανεξάρτητα σύνολα
του γραφήµατος, οπότε είναι ισχυρές. Ελέγχουµε, τώρα, µια-µια τις κορυφές αν
είναι µέλη κάποιας ισχυρής κλίκας. Οι κορυφές 1 και 2 ανήκουν στην ισχυρή
κλίκα r1, 2, 3x, η κορυφή 4 ανήκει στην ισχυρή κλίκα r3, 4x και η κορυφή 3
ανήκει και στις δύο ισχυρής κλίκες του γραφήµατος. Εποµένως, κάθε κορυφή
του γραφήµατος µας ανήκει σε µια ισχυρή κλίκα του γραφήµατος και, συνεπώς,
το πρόβληµα Καλυµµα Κορυφων απο Ισχυρες Κλικες πρέπει να επιστρέψει την
απάντηση: ναι.

1

2 3
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ΚΑΛΥΜΜΑ ΑΚΜΩΝ ΑΠΟ ΙΣΧΥΡΕΣ ΚΛΙΚΕΣ. (Strong Clique Edge Cover)
Είσοδος : ΄Ενα γράφηµα 𝐺.
Ερώτηση: Περιέχεται κάθε ακµή του 𝐺 σε µια ισχυρή κλίκα ;

Παράδειγµα 2.0.4. Τώρα, καλούµαστε να επιλύσουµε το πρόβληµα Καλυµµα
Ακµων απο Ισχυρες Κλικες, στο παρακάτω γράφηµα. Τα µεγιστοτικά ανεξάρτητα
σύνολα του γραφήµατος είναι τα r1, 3x, r1, 4x, r2, 5x και r3, 5x και οι µεγιστο-
τικές του κλίκες είναι οι r1, 2x, r2, 3, 4x, r4, 5x και r1, 5x. Οι κλίκες r1, 2x και
r4, 5x παρατηρούµε ότι δεν είναι ισχυρές, καθώς, δεν τέµνουν τα µεγιστοτικά
ανεξάρτητα σύνολα r3, 5x και r1, 3x, αντίστοιχα. Οι κλίκες r2, 3, 4x και r1, 5x
τέµνουν όλα τα µεγιστοτικά ανεξάρτητα σύνολα του γραφήµατος, οπότε είναι
ισχυρές. Ελέγχουµε, τώρα, τις ακµές του γραφήµατος, αν ανήκουν σε κάποια
ισχυρή κλίκα, δηλαδή, εάν τα άκρα κάθε ακµής ϐρίσκονται σε κοινή ισχυρή
κλίκα. Η ακµή �1, 2�, όπως και η �4, 5�, δεν ανήκουν σε κάποια ισχυρή κλίκα,
καθώς, δεν υπάρχει ισχυρή κλίκα που να περιέχει και τις δύο κορυφές του.
Συνεπώς, δεν περιέχεται κάθε ακµή του γραφήµατος σε µια ισχυρή κλίκα στο
γράφηµα, άρα, το πρόβληµα Καλυµµα Ακµων απο Ισχυρες Κλικες πρέπει να
επιστρέψει την απάντηση: όχι.
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∆ΙΑΜΕΡΙΣΗ ΣΕ ΙΣΧΥΡΕΣ ΚΛΙΚΕΣ. (Strong Clique Partition)
Είσοδος : ΄Ενα γράφηµα 𝐺 και µια διαµέριση του συνόλου κορυφών του σε
κλίκες.
Ερώτηση: Είναι κάθε κλίκα, στη διαµέριση, ισχυρή ;

Παράδειγµα 2.0.5. ΄Εστω µας δίνεται το γράφηµα παρακάτω µαζί µε µια δια-
µέριση του συνόλου κορυφών του σε κλίκες, 𝐷 � rr1, 2, 3x, r4, 5xx. Καλούµα-
στε, λοιπόν, να επιλύσουµε το πρόβληµα ∆ιαµεριση σε Ισχυρες Κλικες. Αρχικά,
προσδιορίζουµε όλα τα µεγιστοτικά ανεξάρτητα σύνολα του γραφήµατος. Αυτά
είναι τα r1, 5x, r2, 4x και r3, 5x. ΄Επειτα, ελέγχουµε εάν οι κλίκες της διαµέρισης
είναι µεγιστοτικές. Μπορούµε να δούµε ότι πράγµατι είναι, αφού δεν υπάρχει
άλλη κορυφή στο γράφηµα που να είναι κοινός γείτονας των κορυφών τους.
Σε αυτό το σηµείο, παρατηρούµε ότι και η δύο κλίκες της διαµέρισης τέµνουν
όλα τα µεγιστοτικά ανεξάρτητα σύνολα του γραφήµατος, άρα, οι κλίκες αυτές
είναι ισχυρές. Συνεπώς, το πρόβληµα ∆ιαµεριση σε Ισχυρες Κλικες πρέπει να
επιστρέψει την απάντηση: ναι.
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ΥΠΑΡΞΗ ∆ΙΑΜΕΡΙΣΗΣ ΣΕ ΙΣΧΥΡΕΣ ΚΛΙΚΕΣ. (Strong Clique Partition Exi-
stence ή Localizability)
Είσοδος : ΄Ενα γράφηµα 𝐺.
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Ερώτηση: Μπορεί το σύνολο κορυφών του 𝐺 να διαµεριστεί σε ισχυρές κλίκες ;

Παράδειγµα 2.0.6. Με δεδοµένο το γράφηµα, που µας δώθηκε παρακάτω, για
να λύσουµε το πρόβληµα Υπαρξη ∆ιαµερισης σε Ισχυρες Κλικες, χρειάζεται να ϕτι-
άξουµε µια διαµέριση από ισχυρές κλίκες, που να καλύπτουν όλες τις κορυφές
του γραφήµατος, µε κάθε κορυφή να ανήκει σε µόνο µια κλίκα της διαµέρισης.
Προσδιορίζουµε όλα τα µεγιστοτικά ανεξάρτητα σύνολα του γραφήµατος, τα ο-
ποία είναι τα r3x, r1, 4x και r2, 5x, και τις µεγιστοτικές του κλίκες, οι οποίες
είναι οι r1, 2, 3x, r1, 5x, r2, 4x και r3, 4, 5x. Βλέπουµε ότι οι κλίκες r1, 5x και
r2, 4x δεν τέµνουν το µεγιστοτικό ανεξάρτητο σύνολο r3x, οπότε δεν είναι ισχυ-
ϱές. Αντίθετα, οι r1, 2, 3x και r3, 4, 5x τέµνουν όλα τα µεγιστοτικά ανεξάρτητα
σύνολα του γραφήµατος και, εποµένως, είναι ισχυρές. Επιλέγοντας να προ-
σθέσουµε µια από τις δύο ισχυρές κλίκες στην διαµέριση µας, παρατηρούµε ότι
πρέπει να αφήσουµε την άλλη απέξω, καθώς, και οι δύο κλίκες έχουν µια κοινή
κορυφή, την 3. ΄Ετσι, η διαµέρισή µας ϑα αποτελείται αναγκαστικά από µια
κλίκα. Από το γεγονός αυτό, συνεπάγεται ότι δύο κορυφές του γραφήµατος δεν
ϑα καλύπτονται από την ισχυρή κλίκα της διαµερισής µας. Εποµένως, δεν µπο-
ϱεί το σύνολο κορυφών του γραφήµατος να διαµεριστεί σε ισχυρές κλίκες και,
οπότε, το πρόβληµα Υπαρξη ∆ιαµερισης σε Ισχυρες Κλικεςπρέπει να επιστρέψει
την απάντηση: όχι.
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Συνοπτικά, τα έξι προβλήµατα µε τα οποία ϑα ασχοληθούµε είναι :

Ισχυρη Κλικα
Είσοδος : ΄Ενα γράφηµα 𝐺 και µια κλίκα 𝐶 στο 𝐺.
Ερώτηση: Είναι η 𝐶 ισχυρή κλίκα ;

Υπαρξη Ισχυρης Κλικας
Είσοδος : ΄Ενα γράφηµα 𝐺.
Ερώτηση: Υπάρχει στο 𝐺 ισχυρή κλίκα ;
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Καλυµµα Κορυφων απο Ισχυρες Κλικες
Είσοδος : ΄Ενα γράφηµα 𝐺.
Ερώτηση: Περιέχεται κάθε κορυφή του 𝐺 σε µια ισχυρή κλίκα ;

Καλυµµα Ακµων απο Ισχυρες Κλικες
Είσοδος : ΄Ενα γράφηµα 𝐺.
Ερώτηση: Περιέχεται κάθε ακµή του 𝐺 σε µια ισχυρή κλίκα ;

∆ιαµεριση σε Ισχυρες Κλικες
Είσοδος : ΄Ενα γράφηµα 𝐺 και µια διαµέριση του συνόλου κορυφών του
σε κλίκες.
Ερώτηση: Είναι κάθε κλίκα, στη διαµέριση, ισχυρή ;

Υπαρξη ∆ιαµερισης σε Ισχυρες Κλικες
Είσοδος : ΄Ενα γράφηµα 𝐺.
Ερώτηση: Μπορεί το σύνολο κορυφών του 𝐺 να διαµεριστεί σε ισχυρές
κλίκες ;

2.1 Ορισµένες εφαρµογές σχετικές µε ισχυρές κλίκες

Τα localizable γραφήµατα αποτελούν µια υποκλάση των καλά-καλυπτόµενων
γραφηµάτων. Αυτό κάνει την επιλυσή του προβλήµατος Υπαρξη ∆ιαµερισης σε
Ισχυρες Κλικες σε πολυωνυµικό χρόνο ιδιαίτερα σηµαντική, καθώς τα καλά-
καλυπτόµενα γραφήµατα έχουν εφαρµογές στην µεταθετική άλγεβρα (commuta-
tive algebra), όπου, συνήθως, αναφέρονται ως µη-αναµειγµένα (unmixed) γρα-
ϕήµατα [38,58,70]. Πιο συγκεκριµένα, το να είναι ένα γράφηµα καλά-καλυπτό-
µενο, είναι ισοδύναµο µε το γεγονός, ότι, ένα simplicial σύµπλεγµα (simplicial
complex) των ανεξάρτητων συνόλων του γραφήµατος να είναι αγνό (pure) και γε-
νικεύει την αλγεβρικά ορισµένη έννοια ενός γραφήµατος Cohen-Macaulay [17].
Επίσης, τα καλά-καλυπτόµενα γραφήµατα έχουν εφαρµογές σε κατανεµηµένα
συστήµατα (distributed systems) [72] και σχετίζονται µε το γενικευµένο παιχνίδι
του Kayles [29,30], ένα παιχνίδι δύο ατόµων, που παίζεται µε ένα γράφηµα. Οι
δύο παίκτες, εναλλάξ, αφαιρούν µια κορυφή µαζί µε όλους τους γείτονές της
και ο παίκτης που ϑα αφαιρέσει την τελευταία κορυφή κερδίζει. Για περαιτέρω
έρευνα πάνω στα καλά-καλυπτόµενα γραφήµατα, αναφερόµαστε στις έρευνες
των Plummer [61] και Hartnell [37].
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ3
Αναλυση των πρωτων πεντε
προβληµατων

Στο προηγούµενο κεφάλαιο έγινε αναφορά στα έξι προβλήµατα, που σχετίζο-
νται µε ισχυρές κλίκες, για τα οποία ϑα αναλύσουµε την υπολογιστική τους
πολυπλοκότητα σε ορισµένες κλάσεις γραφηµάτων. Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα α-
σχοληθούµε µε τα πρώτα πέντε προβλήµατα, τα Ισχυρη Κλικα, Υπαρξη Ισχυρης
Κλικας, Καλυµµα Κορυφων απο Ισχυρες Κλικες, Καλυµµα Ακµων απο Ισχυρες
Κλικες και ∆ιαµεριση σε Ισχυρες Κλικες. Ας δούµε, αρχικά, ορισµένες κλάσεις
γραφηµάτων, στις οποίες, στιγµιότυπα των προβληµάτων, αυτών, επιλύονται σε
πολυωνυµικό χρόνο.

3.1 Πολυωνυµική πολυπλοκότητα

Σε αυτό το σηµείο, ϑα δώσουµε τον ορισµό ενός προβλήµατος που σχετίζεται
µε ισχυρές κλίκες και που ϑα µας ϐοηθήσει στην εύρεση της υπολογιστικής
πολυπλοκότητας των προβληµάτων µας, στη συνέχεια.

ΕΠΕΚΤΑΣΗ ΣΕ ΙΣΧΥΡΗ ΚΛΙΚΑ. (Strong Clique Extension)
Είσοδος : ΄Ενα γράφηµα 𝐺 και µια κλίκα 𝐶 στο 𝐺.
Ερώτηση: ΄Εχει το 𝐺 µια ισχυρή κλίκα 𝐶

¬, τέτοια ώστε, 𝐶 N 𝐶
¬·

Το πρόβληµα Επεκταση σε Ισχυρη Κλικα γενικεύει, κατά κάποιο τρόπο, την
πρώτη εικόνα των πέντε αυτών προβληµάτων, που αναλύουµε σε αυτό το κε-
ϕάλαιο, και αυτό ϕαίνεται από το ακόλουθο λήµµα.

Λήµµα 3.1.1. [45] ΄Εστω ότι 𝒢 είναι µια κλάση γραφηµάτων, έτσι ώστε, η Επε-
κταση σε Ισχυρη Κλικα να είναι επιλύσιµη σε πολυωνυµικό χρόνο σε γραφήµατα
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στο 𝒢. Τότε, κάθε ένα από τα προβλήµατα Ισχυρη Κλικα, Υπαρξη Ισχυρης Κλικας,
Καλυµµα Κορυφων απο Ισχυρες Κλικες, Καλυµµα Ακµων απο Ισχυρες Κλικες και
∆ιαµεριση σε Ισχυρες Κλικες είναι επιλύσιµο σε πολυωνυµικό χρόνο σε γραφήµατα
που ανήκουν στο 𝒢.

Απόδειξη. ΄Εστω 𝐺 ένα γράφηµα από την κλάση 𝒢 και έστω 𝐶 να είναι µια κλίκα
στο 𝐺. Είναι σαφές ότι, η 𝐶 είναι µια ισχυρή κλίκα στο 𝐺, αν και µόνο αν, η
𝐶 είναι µια µεγιστοτική κλίκα και το 𝐺 περιέχει µια ισχυρή κλίκα 𝐶

¬, τέτοια
ώστε, 𝐶 N 𝐶

¬. Εποµένως, η δοκιµή, αν η 𝐶 είναι ισχυρή, µπορεί να γίνει
σε πολυωνυµικό χρόνο, ελέγχοντας, εάν η 𝐶 είναι µεγιστοτική και, αν, η 𝐶
µπορεί να επεκταθεί σε µια ισχυρή κλίκα. Το πρόβληµα Υπαρξη Ισχυρης Κλικας
είναι ισοδύναµο µε τον καθορισµό, εάν η κενή κλίκα µπορεί να επεκταθεί σε
κάποια ισχυρή κλίκα. Οµοίως, το πρόβληµα Καλυµµα Κορυφων απο Ισχυρες
Κλικες (αντίστοιχα, το πρόβληµα Καλυµµα Ακµων απο Ισχυρες Κλικες) µπορεί
να λυθεί σε πολυωνυµικό χρόνο απλά ελέγχοντας, αν κάθε κλίκα µεγέθους ένα
(αντίστοιχα, δύο) µπορεί να επεκταθεί σε ισχυρή κλίκα. Τέλος, δεδοµένου ότι το
πρόβληµα Ισχυρη Κλικα είναι επιλύσιµο σε πολυωνυµικό χρόνο, σε γραφήµατα
στο 𝒢, το πρόβληµα ∆ιαµεριση σε Ισχυρες Κλικες µπορεί, επίσης, να λυθεί σε
πολυωνυµικό χρόνο σε γραφήµατα στο 𝒢, ελέγχοντας, αν κάθε µία από τις
κλίκες, στη δοσµένη διαµέριση, είναι ισχυρή. �

3.1.1 𝐶4-free γραφήµατα

΄Οπως έχουµε δει απο το πρώτο κεφάλαιο, ένα γράφηµα 𝐺 καλείται H-free,
όπου 𝐻 ένα γράφηµα, αν το 𝐺 δεν περιέχει επαγόµενο υπογράφηµα ισόµορφο
µε το 𝐻. Συνεπώς, ένα γράφηµα 𝐺 είναι 𝐶4-free γράφηµα, αν δεν περιέχει
επαγόµενο κύκλο µεγέθους 4.

Λήµµα 3.1.2. [44] Μια κλίκα σε ένα 𝐶4-free γράφηµα είναι ισχυρή, αν και µόνο
αν, είναι simplicial.

Απόδειξη. Είναι εύκολο να δούµε ότι, σε κάθε γράφηµα, κάθε simplicial κλίκα
είναι ισχυρή. Για την αντίστροφη κατεύθυνση, έστω 𝐶 είναι µια ισχυρή κλίκα σε
ένα 𝐶4-free γράφηµα. Υποθέτουµε, για αντίφαση, ότι η 𝐶 δεν είναι simplicial.
Στη συνέχεια, κάθε κορυφή της 𝐶 έχει έναν γείτονα στο 𝑉 �𝐺�¯𝐶, δηλαδή, το
𝑁𝐺�𝐶� κυριαρχεί την 𝐶. ΄Εστω 𝐼 να είναι ένα ελαχιστοτικό σύνολο κορυφών
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στο 𝑁𝐺�𝐶�, που κυριαρχεί την 𝐶. Υποστηρίζουµε ότι το 𝐼 είναι ένα ανεξάρτητο
σύνολο στο 𝐺. Θεωρούµε ότι, υπάρχει ένα Ϲεύγος �𝑥, 𝑦� γειτονικών κορυφών στο
𝐼. Επειδή το 𝐺 είναι 𝐶4-free, οι γειτονιές των 𝑥 και 𝑦 στη 𝐶 είναι συγκρίσιµες,
δηλαδή, είτε, 𝑁𝐺�𝑥� = 𝐶 N 𝑁𝐺�𝑦� = 𝐶, είτε, 𝑁𝐺�𝑦� = 𝐶 N 𝑁𝐺�𝑥� = 𝐶. Χωρίς
ϐλάβη της γενικότητας, υποθέτουµε ότι 𝑁𝐺�𝑥� = 𝐶 N 𝑁𝐺�𝑦� = 𝐶. Τώρα, ϑα
µπορούσαµε να αφαιρέσουµε το 𝑥 από το 𝐼 για να αποκτήσουµε ένα υποσύνολο
του 𝑁𝐺�𝐶� που κυριαρχεί τη 𝐶 και περιέχεται πλήρως εντός του 𝐼, το οποίο
έρχεται σε αντίθεση, µε το γεγονός ότι, το 𝐼 είναι ελαχιστοτικό. Αυτό δείχνει
ότι, το 𝐼 είναι ανεξάρτητο σύνολο, όπως ισχυριστήκαµε. Η επέκταση του 𝐼, σε
ένα αυθαίρετο µεγιστοτικό ανεξάρτητο σύνολο του 𝐺, αποδίδει ένα µεγιστοτικό
ανεξάρτητο σύνολο ξένο από την 𝐶, αντίθετο µε το γεγονός ότι, η 𝐶 είναι µια
ισχυρή κλίκα. Η αποκτούµενη αντίφαση ολοκληρώνει την απόδειξη ότι η 𝐶 είναι
simplicial. �

Ως άµεση εφαρµογή του Λήµµατος 3.1.1 και του Λήµµατος 3.1.2 παρατηρο-
ύµε ότι, όλα τα παραπάνω προβλήµατα είναι επιλύσιµα σε πολυωνυµικό χρόνο
στην κλάση των 𝐶4-free γραφηµάτων.

Πρόταση 3.1.3. [45] Το πρόβληµα Επεκταση σε Ισχυρη Κλικα είναι επιλύσιµο
σε πολυωνυµικό χρόνο στην κλάση των 𝐶4-free γραφηµάτων.

Απόδειξη. ΄Οπως ϕαίνεται στο Λήµµα 3.1.2, µια κλίκα σε ένα 𝐶4-free γράφηµα
είναι ισχυρή, αν και µόνο αν, είναι simplicial, δηλαδή, αν αποτελείται από
µια κορυφή και όλους τους γείτονές της. Εποµένως, στην κλάση των 𝐶4-free
γραφηµάτων, το πρόβληµα Επεκταση σε Ισχυρη Κλικα ανάγεται στο πρόβληµα
της δοκιµής, εάν µια δεδοµένη κλιίκα περιέχεται σε µια simplicial κλίκα. Αφού
οι simplicial κλίκες ενός γραφήµατος µπορούν να καταγραφούν σε πολυωνυµικό
χρόνο, έπεται, η πολυωνυµική σε χρόνο επίλυση του προβλήµατος Επεκταση σε
Ισχυρη Κλικα στην κλάση των 𝐶4-free γραφηµάτων. �

Από το Λήµµα 3.1.1 και τη Πρόταση 4.1.19 καταλήγουµε στο εξής πόρισµα.

Πόρισµα 3.1.4. [45] Κάθε ένα από τα προβλήµατα Ισχυρη Κλικα, Υπαρξη Ισχυ-
ρης Κλικας, Καλυµµα Κορυφων απο Ισχυρες Κλικες, Καλυµµα Ακµων απο Ισχυρες
Κλικες και ∆ιαµεριση σε Ισχυρες Κλικες είναι επιλύσιµο σε πολυωνυµικό χρόνο
στην κλάση των 𝐶4-free γραφηµάτων.

Από το γεγονός ότι, η κλάση των chordal γραφηµάτων είναι υποκλάση των
𝐶4-free γρφηµάτων και από το Πόρισµα 3.1.4, καταλήγουµε στο παρακάτω συ-
µπέρασµα.
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Πόρισµα 3.1.5. [45] Κάθε ένα από τα προβλήµατα Ισχυρη Κλικα, Υπαρξη Ισχυ-
ρης Κλικας, Καλυµµα Κορυφων απο Ισχυρες Κλικες, Καλυµµα Ακµων απο Ισχυρες
Κλικες και ∆ιαµεριση σε Ισχυρες Κλικες είναι επιλύσιµο σε πολυωνυµικό χρόνο
στην κλάση των chordal γραφηµάτων.

3.1.2 Line γραφήµατα και συµπληρώµατα των line γραφηµάτων

Οι σχέσεις µεταξύ ισχυρών κλικών και ταιριασµάτων έχουν ήδη χρησιµοποι-
ηθεί σε µια σειρά έργων που µελετούν ιδιότητες line γραφηµάτων και των συ-
µπληρωµάτων τους [8,10,44,50,57]. Μια τέτοια περίπτωση είναι ο αλγόριθµος
που δόθηκε από τους Levit και Milanic [50], ο οποίος σε πολυωνυµικό χρόνο
επιλύει το πρόβληµα Καλυµµα Ακµων απο Ισχυρες Κλικες για την κλάση των line
γραφηµάτων.

΄Ενα παρόµοιο αποτέλεσµα είναι, επίσης, το αποτέλεσµα του Boros και των
συνεργατών του [10], που έδωσαν έναν αλγόριθµο πολυωνυµικού χρόνου, για να
ελέγξει, εάν, ένα δεδοµένο line γράφηµα είναι CIS, δηλαδή, αν κάθε µεγιστοτική
κλίκα σε ένα line γράφηµα είναι ισχυρή. ∆εδοµένου ότι, η κλάση των CIS
γραφηµάτων είναι κλειστή ως προς το συµπλήρωµα, αυτό το αποτέλεσµα δίνει,
επίσης, έναν αλγόριθµο πολυωνυµικού χρόνου για το ίδιο πρόβληµα στην κλάση
των συµπληρωµάτων των line γραφηµάτων.

Τώρα, ϑα δείξουµε ότι το πρόβληµα Επεκταση σε Ισχυρη Κλικα είναι επιλύσι-
µο σε πολυωνυµικό χρόνο στην κλάση των line γραφηµάτων και των συµπληρω-
µάτων τους.

Αρχικά, ας διατυπώσουµε κάποιους ορισµούς εννοιών που σχετίζονται µε τα
line γραφήµατα ή τα συµπληρώµατα τους.

Ορισµός 3.1.6. Με δεδοµένο ένα γράφηµα 𝐺, συµβολίζουµε µε :

a 𝒯𝐺 το σύνολο r𝐸�𝑇 �¶𝑇 είναι ένα τρίγωνο στο 𝐺x,

a 𝒮𝐺 το σύνολο όλων των αστέρων του 𝐺, δηλαδή, σύνολα ακµών της µορφής
𝐸�𝑣� � r𝑒 " 𝐸�𝐺�¶𝑣 είναι ένα άκρο της 𝑒x, για 𝑣 " 𝑉 �𝐺� και

a ℳ𝐺 το σύνολο όλων των µεγιστοτικών συνόλων της οικογενείας 𝒯𝐺 < 𝒮𝐺.

Η ακόλουθη παρατήρηση είναι άµεση συνέπεια των παραπάνω ορισµών.
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Παρατήρηση 3.1.7. Για κάθε γράφηµα 𝐺 χωρίς αποµονωµένες κορυφές, ι-
σχύουν τα εξής :

(1.) 𝑒 είναι µια ακµη του 𝐺� 𝑒 είναι µια κορυφή του 𝐿�𝐺�� 𝑒 είναι µια
κορυφή του 𝐿�𝐺�.

(2.) . Για κάθε 𝐹 N 𝐸�𝐺�, έχουµε ότι :

a 𝐹 είναι µια κλίκα στο 𝐿�𝐺�� 𝐹 N 𝐸�𝑣�, για κάποια 𝑣 " 𝑉 �𝐺�, ή
𝐹 " 𝒯𝐺.

a 𝐹 είναι µια µεγιστοτική κλίκα στο 𝐿�𝐺�� 𝐹 είναι ένα µεγιστοτικό
ανεξάρτητο σύνολο στο 𝐿�𝐺�� 𝐹 "ℳ𝐺.

a 𝐹 είναι ένα ανεξάρτητο σύνολο στο 𝐿�𝐺�� 𝐹 είναι µια κλίκα στο
𝐿�𝐺�� 𝐹 είναι ένα ταίριασµα στο 𝐺.

a 𝐹 είναι ένα µεγιστοτικό ανεξάρτητο σύνολο στο 𝐿�𝐺�� 𝐹 είναι µια
µεγιστοτική κλίκα στο 𝐿�𝐺�� 𝐹 είναι ένα µεγιστοτικό ταίρισµα στο
𝐺.

a 𝐹 είναι µια ισχυρή κλίκα στο 𝐿�𝐺�� 𝐹 είναι ένα σύνολο στο ℳ𝐺

που τέµνει κάθε µεγιστοτικό ταίρισµα στο 𝐺.

a 𝐹 είναι µια ισχυρή κλίκα στο 𝐿�𝐺�� 𝐹 είναι ένα µεγιστοτικό τα-
ίριασµα στο 𝐺 που τέµνει κάθε σύνολο στο ℳ𝐺.

Θεώρηµα 3.1.8. [45] Το πρόβληµα Επεκταση σε Ισχυρη Κλικα είναι επιλύσιµο
σε πολυωνυµικό χρόνο στην κλάση των line γραφηµάτων.

Απόδειξη. ΄Εστω 𝐺 ένα line γράφηµα και έστω 𝐶 να είναι µια κλίκα στο 𝐺.
Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 1.2.26, µπορούµε να υπολογίσουµε σε γραµµικό
χρόνο ένα γράφηµα 𝐻, τέτοιο ώστε : 𝐺 	 𝐿�𝐻�. Επίσης, υπολογίζουµε σε
πολυωνυµικό χρόνο, το σύνολο ℳ𝐻 . ∆εδοµένου ότι, κάθε ισχυρή κλίκα σε
ένα γράφηµα είναι µεγιστοτική και οι µεγιστοτικές κλίκες του 𝐺 αντιστοιχούν
ακριβώς στα στοιχεία του ℳ𝐻 , αρκεί να δείξουµε ότι, υπάρχει ένας αλγόριθµος
πολυωνυµικού χρόνου για να ελέγξουµε, αν ένα δεδοµένο 𝐶

¬
"ℳ𝐻 αντιστοιχεί

σε µια ισχυρή κλίκα 𝐶
¬
𝐺 στο 𝐺. Στη συνέχεια, για να ελέγξουµε, αν η 𝐶

περιέχεται σε µια ισχυρή κλίκα, αρκεί να ελέγξουµε αν, υπάρχει οποιοδήποτε
𝐶
¬
"ℳ𝐻 , ώστε : 𝐶 N 𝐶

¬
𝐺, αντιστοιχεί σε µια ισχυρή κλίκα.

΄Εστω 𝐶
¬
" ℳ𝐻 . Τότε, το 𝐶

¬ είναι ένα σύνολο ακµών στο 𝐻 και πρέπει να
ελέγξουµε, αν το 𝐶

¬ τέµνει κάθε µεγιστοτικό ταίριασµα στο 𝐻.
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Υποθέτουµε αρχικά ότι 𝐶 ¬ " 𝒯𝐻 . Τότε, το 𝐶
¬ είναι το σύνολο ακµών ενός

τριγώνου 𝑇 στο𝐻. ∆εν είναι δύσκολο να δούµε ότι, το𝐻 περιέχει ένα µεγιστοτικό
ταίριασµα, ξένο µε το 𝐶

¬, αν και µόνο αν, 𝐻 � 𝐶
¬ περιέχει ένα ταίριασµα που

῾῾χτυπά᾿᾿ τουλάχιστον δύο κορυφές του 𝑇 . Αυτό είναι µια τοπική ιδιότητα, που
µπορεί εύκολα να ελεγχθεί σε πολυωνυµικό χρόνο, για παράδειγµα, εξετάζοντας
όλα τα Ϲεύγη ξένων ακµών στο 𝐻 � 𝐶

¬, που συνδέουν το 𝑉 �𝑇 � µε το υπόλοιπο
γράφηµα.

Ας υποθέσουµε, τώρα, ότι 𝐶 ¬ " 𝒮𝐻 . Τότε, υπάρχει µια κορυφή 𝑣 " 𝑉 �𝐻�,
τέτοια ώστε : 𝐶 ¬ � 𝐸�𝑣�. Το 𝐸�𝑣� τέµνει κάθε µεγιστοτικό ταίριασµα στο 𝐻, αν
και µόνο αν, κάθε µεγιστοτικό ταίριασµα στο 𝐻 ῾῾χτυπά᾿᾿ το 𝑣. Αυτό αποτυνχάνει,
αν και µόνο αν, 𝐻 � 𝑣 περιέχει ένα ταίριασµα που ῾῾χτυπά᾿᾿ όλες τις κορυφές
στο 𝑁𝐻�𝑣�. Υπάρχει µια τυπική αναγωγή αυτού του προβλήµατος σε ένα στιγ-
µιότυπο του προβλήµατος Ταιριασµα Μεγιστου-Βαρους (Maximum-Weight Ma-
tching problem) στο 𝐻 � 𝑣: σε κάθε ακµή 𝑒 του 𝐻 � 𝑣 εκχωρούµε ϐάρος
𝑤�𝑒� � ¶𝑒=𝑁𝐻�𝑣�¶ και επαληθεύουµε, αν, το 𝐻 � 𝑣 έχει ένα ταίριασµα ϐάρους
τουλάχιστον ¶𝑁𝐻�𝑣�¶. ∆εδοµένου ότι το πρόβληµα Ταιριασµα Μεγιστου-Βαρους
είναι επιλύσιµο σε πολυωνυµικό χρόνο (από τον Edmonds [25]), το ϑεώρηµα
αποδείχθηκε. �

Από το Λήµµα 3.1.1 και το Θεώρηµα 3.1.8 καταλήγουµε στο εξής πόρισµα.

Πόρισµα 3.1.9. [45] Τα προβλήµατα Ισχυρη Κλικα, Υπαρξη Ισχυρης Κλικας,
Καλυµµα Κορυφων απο Ισχυρες Κλικες, Καλυµµα Ακµων απο Ισχυρες Κλικες και
∆ιαµεριση σε Ισχυρες Κλικες είναι επιλύσιµα σε πολυωνυµικό χρόνο στην κλάση
των line γραφηµάτων.

Τώρα, ϑα ασχοληθούµε µε τα συµπληρώµατα των line γραφηµάτων.

Θεώρηµα 3.1.10. [45] Το πρόβληµα Επεκταση σε Ισχυρη Κλικα είναι επιλύσιµο
σε πολυωνυµικό χρόνο στην κλάση των συµπληρωµάτων των line γραφηµάτων.

Απόδειξη. ΄Εστω 𝐺 το συµπλήρωµα ενός line γραφήµατος και έστω 𝐶 να είναι
µια κλίκα στο 𝐺. Αρχικά, υπολογίζουµε το συµπλήρωµα του 𝐺 και, έπειτα,
χρησιµοποιούµε το Θεώρηµα 1.2.26, για να υπολογίσουµε, σε γραµµικό χρόνο,
ένα γράφηµα 𝐻, τέτοιο ώστε : 𝐺 	 𝐿�𝐻�. Τότε, η 𝐶 αντιστοιχεί σε ένα ταίριασµα
𝐶𝐻 στο 𝐻 και, από την Παρατήρηση 3.1.7, µας αρκεί να ελέγξουµε ,αν το 𝐻
περιέχει ένα ταίριασµα𝑀 , έτσι ώστε : 𝐶𝐻 N𝑀 , και𝑀 να τέµνει κάθε σύνολο στο
ℳ𝐻 , όπου το ℳ𝐻 είναι το σύνολο, που περιέχει όλα τα µεγιστοτικά τρίγωνα και
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µεγιστοτικά αστέρια του 𝐻. Ανάγουµε, το πρόβληµα αυτό, σε ένα στιγµιότυπο
του προβλήµατος Ταιριασµα Μεγιστου-Βαρους στο𝐻 ¬, όπου𝐻

¬ είναι το γράφηµα,
που λαµβάνεται διαγράφοντας από το 𝐻 όλες τις ακµές, που δεν είναι στο 𝐶𝐻

και µοιράζονται ένα άκρο µε κάποια ακµή του 𝐶𝐻 (καθώς, καµία τέτοιου είδους
ακµή δεν µπορεί να είναι µέρος ενός ταιριάσµατος που περιέχεται στο 𝐶𝐻 ).

Πριν εξηγήσουµε την αναγωγή, ϑα δείξουµε ότι για κάθε ταίριασµα 𝑀 στο 𝐻
¬,

που τέµνει κάθε σύνολο στο ℳ𝐻 , ισχύει ότι : 𝐶𝐻 N 𝑀 . Πράγµατι, αν 𝑒 " 𝐶𝐻 ,
τότε, υπάρχει ένα σύνολο 𝑆 "ℳ𝐻 , τέτοιο ώστε : 𝑒 " 𝑆. Επιπλέον, η κατασκευή
του 𝐻

¬ υποδηλώνει ότι 𝑆 = 𝐸�𝐻
¬
� � 𝑒 και, εποµένως, το 𝑀 µπορεί µόνο να

τέµνει 𝑆 στο 𝑒. Αυτό συνεπάγεται ότι 𝑒 " 𝑀 . ∆εδοµένου ότι το 𝑒 " 𝐶𝐻 ήταν
αυθαίρετο, έχουµε ότι 𝐶𝐻 N𝑀 , όπως ισχυριστήκαµε.

Η αναγωγή είναι η ακόλουθη. Υπολογίζουµε το σύνολο ℳ𝐻 και εκχωρούµε
σε κάθε ακµή 𝑒 " 𝐸�𝐻

¬
� ϐάρος 𝑤�𝑒�, το οποίο δηλώνει τον αριθµό των συνόλων

στο ℳ𝐻 , που περιέχουν την 𝑒. Πρέπει να λάβουµε υπόψην ότι, κανένα σύνολο
στο ℳ𝐻 , δεν περιέχει δύο ακµές από το ίδιο ταίριασµα. Εποµένως, για κάθε
ταίριασµα 𝑀 στο 𝐻

¬, ο συνολικός αριθµός των συνόλων στο ℳ𝐻 , που διασταυ-
ϱώνονται από κάποια ακµή του 𝑀 , είναι ίσος µε το συνολικό ϐάρος του 𝑀 .
Συνεπώς, το 𝐻

¬ περιέχει ένα ταίριασµα, που περιέχει το 𝐶𝐻 , το οποίο διασταυ-
ϱώνεται µε κάθε σύνολο του ℳ𝐻 , αν και µόνο αν, το 𝐻

¬ περιέχει ένα ταίριασµα,
που τέµνει κάθε σύνολο του ℳ𝐻 , αν και µόνο αν, το 𝐻

¬ περιέχει ένα ταίρια-
σµα του συνολικού ϐάρους τουλάχιστον (ισοδύναµα, ακριβώς) 𝑘 , όπου, 𝑘 είναι
το µέγεθος του ℳ𝐻 . Η συνάρτηση ϐάρους, 𝑤�𝑒�, µπορεί να υπολογιστεί σε
πολυωνυµικό χρόνο και το πρόβληµα Ταιριασµα Μεγιστου-Βαρους είναι, επίσης,
επιλύσιµο από πολυωνυµικό χρόνο, εποµένως, το ϑεώρηµα ισχύει. �

Από το Λήµµα 3.1.1 και το Θεώρηµα 3.1.10 καταλήγουµε στο εξής πόρισµα.

Πόρισµα 3.1.11. [45] Τα προβλήµατα Ισχυρη Κλικα, Υπαρξη Ισχυρης Κλικας,
Καλυµµα Κορυφων απο Ισχυρες Κλικες, Καλυµµα Ακµων απο Ισχυρες Κλικες και
∆ιαµεριση σε Ισχυρες Κλικες είναι επιλύσιµα σε πολυωνυµικό χρόνο στην κλάση
των συµπληρωµάτων των line γραφηµάτων.

3.1.3 Γραφήµατα µε µικρό µέγιστο ϐαθµό

Σε αυτό το σηµείο ϑα εξετάσουµε την υπολογιστική πολυπλοκότητα των πέντε
προβληµάτων, µε τα οποία ασχολούµαστε σε αυτή την ενότητα, σε γραφήµατα
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µικρού µέγιστου ϐαθµού. Η προσέγγιση µας ϑα είναι παρόµοια µε αυτή που
χρησηµοποιήσαµε προηγουµένως, για την κλάση των 𝐶4-free γραφηµάτων, την
κλάση των line γραφηµάτων και την κλάση των συµπληρωµάτων των line γραφη-
µάτων, δείχνοντας ότι το πρόβληµα Επεκταση σε Ισχυρη Κλικα είναι επιλύσιµο σε
πολυωνυµικό χρόνο σε οποιαδήποτε κλάση γραφηµάτων οριοθετηµένου ϐαθµο-
ύ και, πιο γενικά, σε οποιαδήποτε κλάση γραφηµάτων µε οριοθετηµένο αριθµό
κλίκας.

Πρόταση 3.1.12. [45] Για κάθε ϑετικό ακέραιο 𝑘, το πρόβληµα Επεκταση σε
Ισχυρη Κλικα είναι επιλύσιµο σε πολυωνυµικό χρόνο στην κλάση γραφηµάτων µε
αριθµό κλίκας το πολύ 𝑘.

Απόδειξη. ΄Εστω ένας ϑετικός ακέραιος 𝑘 και έστω 𝐺 να είναι ένα δεδοµένο
γράφηµα µε αριθµό κλίκας το πολύ 𝑘. ∆εδοµένου ότι το 𝑘 είναι µια σταθερά,
οι 𝑂�¶𝑉 �𝐺�¶

𝑘
� µεγιστοτικές κλίκες του 𝐺 µπορούν να απαριθµηθούν σε πο-

λυωνυµικό χρόνο. Εποµένως, αρκεί να δειίξουµε ότι το πρόβληµα Ισχυρη Κλικα
µπορεί να λυθεί σε πολυωνυµικό χρόνο. Πράγµατι, αν συµβαίνει αυτό, τότε, ένας
αποτελεσµατικός αλγόριθµος για τη εξέταση, αν µια δεδοµένη κλίκα µπορεί να
επεκταθεί σε µια ισχυρή, µπορεί να επιτευχθεί ελέγχοντας αν οποιαδήποτε από
τις µεγιστοτικές κλίκες του 𝐺, που περιέχει τη δεδοµένη κλίκα, είναι ισχυρή.
Από το Λήµµα 1.2.38, µια κλίκα 𝐶 στο 𝐺 δεν είναι ισχυρή, αν και µόνο αν,
κυριαρχείται από ένα ανεξάρτητο σύνολο 𝐼 N 𝑉 �𝐺�¯𝐶. Ωστόσο, αν αυτό συµ-
ϐαίνει, τότε, κάθε ελαχιστοτικό σύνολο 𝐼0 N 𝐼, που κυριαρχεί την 𝐶, περιέχεται
στο 𝑁𝐺�𝐶� και περιέχει το πολύ 𝑘 κορυφές. Συνεπώς, για να ελεγχθεί, αν η
𝐶 είναι ισχυρή, αρκεί να απαριθµήσουµε όλα τα 𝑂�¶𝑉 �𝐺�¶

𝑘
� υποσύνολα του

𝑁𝐺�𝐶� µεγέθους το πολύ 𝑘 και να ελέγξουµε, αν οποιοδήποτε από αυτά είναι
ανεξάρτητο και κυριαρχεί την 𝐶. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη. �

Από την Πρόταση 3.1.12 και το Λήµµα 3.1.1 καταλήγουµε στο ακόλουθο
πόρισµα.

Πόρισµα 3.1.13. [45] Για κάθε ϑετικό ακέραιο αριθµό 𝑘, κάθε ένα από τα προ-
ϐλήµατα Ισχυρη Κλικα, Υπαρξη Ισχυρης Κλικας, Καλυµµα Κορυφων απο Ισχυρες
Κλικες, Καλυµµα Ακµων απο Ισχυρες Κλικες και ∆ιαµεριση σε Ισχυρες Κλικες
είναι επιλύσιµο σε πολυωνυµικό χρόνο στην κλάση των γραφηµάτων µε αριθµό
κλίκας το πολύ 𝑘.

∆εδοµένου ότι κάθε γράφηµα µε µέγιστο ϐαθµό το πολύ 𝑘, έχει αριθµό κλίκας
το πολύ 𝑘�1, από την Πρόταση 3.1.12 και το Πόρισµα 3.1.13 καταλήγουµε στο
εξής συµπέρασµα.
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Πόρισµα 3.1.14. [45] Για κάθε µη-αρνητικό ακέραιο αριθµό 𝑘, κάθε ένα από
τα προβλήµατα Ισχυρη Κλικα, Υπαρξη Ισχυρης Κλικας, Καλυµµα Κορυφων απο
Ισχυρες Κλικες, Καλυµµα Ακµων απο Ισχυρες Κλικες και ∆ιαµεριση σε Ισχυρες
Κλικες είναι επιλύσιµο σε πολυωνυµικό χρόνο στην κλάση των γραφηµάτων µε
µέγιστο ϐαθµό το πολύ 𝑘.

3.1.4 Cographs

Cographs (ή 𝑃4-free γραφήµατα) είναι τα γραφήµατα που µπορούν να δη-
µιουργηθούν από αποµονωµένες κορυφές µε ξένη ένωση και πράξεις συµπλήρω-
σης. Αυτή η δηµιουργία µπορεί να αναπαρασταθεί από ένα δενδροδιάγραµµα,
γνωστό ως cotree, του οποίου τα ϕύλλα αντιστοιχούν στις κορυφές του cogra-
ph, ενώ οι υπόλοιποι κόµβοι του cotree παίρνουν τις τιµές 0 ή 1, αν υπάρχουν
πράξεις ξένης ένωσης ή πράξεις συµπλήρωσης, µεταξύ των παιδιών τους, α-
ντίστοιχα.

Παράδειγµα 3.1.15. Για να καταλάβουµε καλύτερα την έννοια των cographs,
µπορούµε να δούµε τον κύκλο 𝐶4 (1ο σχήµα) και το αντίστοιχο cotree του (2ο
σχήµα). Κάθε ϕύλλο του cotree µπορούµε να δούµε ότι αντιστοιχεί σε µια
κορυφή του 𝐶4. Επίσης, µπορούµε να δούµε ότι, τα παιδία κάθε κορυφής του
cotree που έχει την τιµή 1, είναι γείτονες στο 𝐶4, ενώ, τα παιδία κάθε κορυφής
του cotree που έχει την τιµή 0, δεν είναι γείτονες στο 𝐶4.
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𝑣1

𝑣2 𝑣3

𝑣4

Το cograph 𝐶4

1

0 0

𝑣1 𝑣3 𝑣2 𝑣4

Το cotree του cograph 𝐶4

Στο έργο του, ο Corneil απέδειξε κάποιες ιδιότητες που ισχύουν στα cographs
και, οι οποίες, ϕαίνονται στην ακόλουθη παρατήρηση.

Παρατήρηση 3.1.16. [22] ΄Εστω 𝐺 είναι ένα cograph. Τότε,

a το cotree του γραφήµατος 𝐺 µπορεί να κατασκευαστεί σε χρόνο 𝑂�𝑛�𝑚�.

a µια µεγιστοτική κλίκα του 𝐺 µπορεί να ϐρεθεί σε χρόνο 𝑂�𝑛�.

a κάθε µεγιστοτική κλίκα 𝐶 στο γράφηµα 𝐺 είναι ισχυρή κλίκα στο 𝐺.

Με ϐάση, την Παρατήρηση , µπορεί να αποδειχθεί το ακόλουθο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 3.1.17. Το πρόβληµα Επεκταση σε Ισχυρη Κλικα είναι επιλύσιµο σε
πολυωνυµικό χρόνο στην κλάση των cographs.

Απόδειξη. ΄Εστω 𝐺 ένα cograph και έστω 𝐶 µια κλίκα στο 𝐺. Από την Παρα-
τήρηση 3.1.4, µας αρκεί να ϐρούµε µια µεγιστοτική κλίκα 𝐶

¬ που να περιέχει
την 𝐶. Γνωρίζουµε ότι µπορούµε να επεκτείνουµε µια κλίκα σε µια µεγιστοτική
κλίκα, σε πολυωνυµικό χρόνο, εποµένως, µπορεί να επεκταθεί η κλίκα 𝐶 σε µια
µεγιστοτική κλίκα 𝐶

¬, τέτοια ώστε, 𝐶 N 𝐶
¬, σε πολυωνυµικό χρόνο και, συνεπώς,

το ϑεώρηµα απεδείχθει. �

Από το Θεώρηµα 3.1.17 και το Λήµµα 3.1.1 καταλήγουµε στο εξής πόρισµα.
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Πόρισµα 3.1.18. Κάθε ένα από τα προβλήµατα Ισχυρη Κλικα, Υπαρξη Ισχυρης
Κλικας, Καλυµµα Κορυφων απο Ισχυρες Κλικες, Καλυµµα Ακµων απο Ισχυρες
Κλικες και ∆ιαµεριση σε Ισχυρες Κλικες είναι επιλύσιµο σε πολυωνυµικό χρόνο
στην κλάση των cographs.

3.2 Μη-πολυωνυµικη πολυπλοκότητα

΄Εχοντας δει ορισµένες κλάσεις γραφηµάτων, όπου, τα πέντε προβλήµατα, Ι-
σχυρη Κλικα, Υπαρξη Ισχυρης Κλικας, Καλυµµα Κορυφων απο Ισχυρες Κλικες,
Καλυµµα Ακµων απο Ισχυρες Κλικες και ∆ιαµεριση σε Ισχυρες Κλικες είναι ε-
πιλύσιµα σε πολυωνυµικό χρόνο, ήρθε η στιγµή, να δούµε µια κλάση γρα-
ϕηµάτων, πιο συγκεκριµένα των ασθενώς chordal γραφηµάτων, στην οποία, η
επιλυσή των προβληµάτων µας δεν γίνεται σε πολυωνυµικό χρόνο.

3.2.1 Ασθενώς chordal γραφήµατα

Μια σηµαντική υποκλάση τέλειων γραφηµάτων που γενικεύει την τάξη των
chordal γραφηµάτων είναι η κλάση των ασθενώς chordal γραφηµάτων (weakly
chordal graphs). ΄Ενα γράφηµα 𝐺 είναι ασθενώς chordal, αν ούτε το 𝐺, ούτε το
συµπλήρωµα του περιέχουν επαγόµενο κύκλο µήκους µεγαλύτερου ή ίσου του
5.

Ο Zang [74], για να δείξει ότι είναι co-NP-πλήρες το πρόβληµα πιστοποίησης,
αν ένα δεδοµένο ανεξάρτητο σύνολο σε ένα γράφηµα είναι ισχυρό, χρησιµοπο-
ίησε µια αναγωγή από το πρόβληµα ικανοποιησηµότητας, 3-SAT. Η είσοδος στο
πρόβληµα 3-SAT είναι ένα σύνολο λογικών µεταβλητών 𝑋 � r𝑥1, ..., 𝑥𝑛x και µια
συλλογή προτάσεων 𝒞 � r𝐶1, ..., 𝐶𝑚x. Κάθε πρόταση αποτελείται από ακριβώς
τρία στοιχεία, όπου, κάθε στοιχείο είναι, είτε µία από τις λογικές µεταβλητές
(π.χ. 𝑥𝑖), είτε η άρνηση της (π.χ. 𝑥𝑖). Ο στόχος είναι να προσδιοριστεί, αν η
ϕόρµουλα Φ � 0

𝑚
𝑖�1𝐶𝑖 ικανοποιείται, δηλαδή, αν υπάρχει µια εκχώρηση αληθε-

ίας στις 𝑛� λογικές µεταβλητές, ώστε, να καθιστά όλες τις προτάσεις ταυτόχρονα
αληθείς. Η αναγωγή παράγει από ένα δεδοµένο στιγµιότυπο 𝐼 του προβλήµατος
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3-SAT, ένα ασθενώς chordal γράφηµα 𝐺�𝐼�, έτσι ώστε, το 𝐺�𝐼� να µην είναι
καλά-καλυπτόµενο, αν και µόνο αν, η Φ ικανοποιείται. Πιο συγκεκριµένα, δε-
δοµένης µιας εισόδου �𝑋, 𝒞� για το πρόβληµα 3-SAT, που αντιπροσωπεύει µια
ϕόρµουλα Φ, κατασκευάζεται ένα γράφηµα 𝐺 � 𝐺�𝑋, 𝒞�, µε σύνολο κορυφών
𝑉 �𝐺� � 𝐶 < 𝐿, όπου, οι κορυφές του συνόλου 𝐶 � r𝑐1, ..., 𝑐𝑚x, αντιστοιχούν
στις προτάσεις της συλλογής 𝒞 και αποτελούν µια κλίκα στο γράφηµα 𝐺, ενώ,
οι κορυφές του συνόλου 𝐿 � r𝑥1, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛x, αντιστοιχούν στις λογικές µετα-
ϐλητές του συνόλου 𝑋 και τις αρνήσεις τους, έτσι ώστε, για κάθε 𝑖 " 1, ..., 𝑛, οι
κορυφές 𝑥𝑖 και 𝑥𝑖 είναι γειτονικές. Επίσης, για κάθε κορυφή 𝑐𝑖 " 𝐶 και κάθε
κορυφή ℓ " 𝐿, υπάρχει η ακµή �𝑐𝑖, ℓ� στο γράφηµα 𝐺, αν και µόνο αν, η πρότα-
ση 𝐶𝑖 περιέχει τη µεταβλητή ℓ. ∆εν υπάρχουν άλλες ακµές στο γράφηµα. Στην
αποδειξή του, ο Zang χρησηµοποίησε µια παρόµοια κατασκεύη µε αυτή που
περιγράφτηκε παραπάνω, αλλά στηρίχτηκε στο συµπλήρωµα του γραφήµατος,
αντί του ίδιου του γραφήµατος. ∆εδοµένου ότι, η κλάση των ασθενώς chordal
γραφηµάτων είναι κλειστή υπό τη λήψη συµπληρωµάτων, η απόδειξη του Zang
δείχνει τα επακόλουθα.

Θεώρηµα 3.2.1. [45] Το πρόβληµα Ισχυρη Κλικα είναι co-NP-πλήρες στην κλάση
των ασθενώς chordal γραφηµάτων.

Τώρα, ϑα δείξουµε ότι, µετά από κατάλληλες τροποποιήσεις της παραπάνω α-
ναγωγής µπορεί να καθοριστεί η NP-δυσκολία των προβληµάτων Υπαρξη Ισχυρης
Κλικας, Καλυµµα Κορυφων απο Ισχυρες Κλικες και ∆ιαµεριση σε Ισχυρες Κλικες
στην κλάση των ασθενώς chordal γραφηµάτων.

Θεώρηµα 3.2.2. [45] Τα προβλήµατα Υπαρξη Ισχυρης Κλικας και Καλυµµα
Κορυφων απο Ισχυρες Κλικες είναι NP-δύσκολα στην κλάση των ασθενώς chordal
γραφηµάτων. Το πρόβληµα ∆ιαµεριση σε Ισχυρες Κλικες είναι co-NP-πλήρες, τόσο
γενικά, όσο και, για ασθενώς chordal γραφήµατα.

Απόδειξη. Χρησιµοποιούµε µια µικρή τροποποίηση της παραπάνω αναγωγής.
Κατ άρχάς, οφείλουµε να σηµειώσουµε ότι το πρόβληµα 3-SAT παραµένει NP-
πλήρες σε περιπτώσεις που ικανοποιούν τις ακόλουθες υποθέσεις :

(i.) ∆εν υπάρχει πρόταση που να περιέχει ένα Ϲευγάρι της µορφής r𝑥𝑖, 𝑥𝑖x.
Πράγµατι, αν υπάρχει πρόταση που να περιέχει και το 𝑥𝑖 και 𝑥𝑖, τότε, η
πρόταση αυτή ικανοποιείται πάντα και µπορεί να αφαιρεθεί από το σιγµι-
ότυπο, ώστε, να αποκτήθει ένα άλλο ισοδύναµο.

(ii.) Κάθε µεταβλητή εµφανίζεται σε τουλάχιστον µια πρόταση. Πράγµατι, αν
κάποια µεταβλητή ℓ δεν εµφανίζεται σε καµία πρόταση, τότε, µπορούµε

38



να ϑέσουµε την µεταβλητή ψευδή και να αφαιρέσουµε κάθε πρόταση που
περιέχει την άρνηση της για να αποκτηθεί ένα νέο ισοδύναµο στιγµιότυπο.

(iii.) ∆εν υπάρχει µεταβλητή 𝑥𝑖, τέτοια ώστε, κάθε πρόταση να περιέχει, είτε τη
𝑥𝑖, είτε τη 𝑥𝑖. Πράγµατι, στιγµιότυπα που έχουν µια µεταβλητή 𝑥𝑖, τέτοια
ώστε, κάθε πρόταση να περιέχει, είτε τη 𝑥𝑖, είτε τη 𝑥𝑖 µπορούν να λυθούν
σε πολυωνυµικό χρόνο, λύνοντας δύο στιγµιότυπα του προβλήµατος 2-
SAT, που αντιστοιχούν στη ανάθεση της 𝑥𝑖 σε αληθή (αντίστοιχα, ψευδή).
Τα στιγµιότυπα αποκτόνται από την αφαίρεση όλων των προτάσεων που
περιέχουν τη 𝑥𝑖 (αντίστοιχα, τη 𝑥𝑖) και τη διαγραφή της 𝑥𝑖 (αντίστοιχα, της
𝑥𝑖) από όλες τις προτάσεις που την περιέχουν. Το πρόβληµα 2-SAT ορίζεται
παρόµοια µε το πρόβληµα 3-SAT, εκτός από το ότι κάθε πρόταση περιέχει
δύο µεταβλητές. Το πρόβληµα 2-SAT είναι επιλύσιµο σε γραµµικό χρόνο
[4,27].

Μπορούµε λοιπόν να υποθέσουµε ότι µας δίνεται ένα στιγµιότυπο 𝐼 του 3-SAT
που ικανοποιεί τις υποθέσεις (i) - (iii).

΄Εστω 𝑋, 𝒞, Φ, 𝐺, 𝐶 � r𝑐1, ..., 𝑐𝑚x και 𝐿 � r𝑥1, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛x, όπως ορίστη-
καν παραπάνω.

Η υπόθεση (i) υποδηλώνει ότι καµία από τις κλίκες r𝑥𝑖, 𝑥𝑖x στο 𝐺 δεν περι-
έχεται στη γειτονιά µιας κορυφής της 𝐶. ∆εδοµένου ότι το 𝑁𝐺�r𝑥𝑖, 𝑥𝑖x� είναι
µια κλίκα, συνεπάγεται ότι κάθε r𝑥𝑖, 𝑥𝑖x είναι ισχυρή στο 𝐺.

Αναδιατυπώνοντας την παρατήρηση του Zang [74] στο πλαίσιο µας, ισχυρι-
Ϲόµαστε ότι η ϕόρµουλα Φ ικανοποιείται, αν και µόνο αν, η κλίκα 𝐶 δεν είναι
ισχυρή. Πράγµατι, αφενός, οι µεταβλητές του 𝐿, που έχουν οριστεί ως αληθής
σε µια ικανοποιητική αποτίµιση, σχηµατίζουν ένα ανεξάρτητο σύνολο, ξένο µε τη
𝐶, που κυριαρχεί τη 𝐶, και ισχύει το Λήµµα 1.2.38. Από την άλλη, αν το 𝐶 δεν
είναι ισχυρό, τότε, κάθε µεγιστοτικό ανεξάρτητο σύνολο 𝐼, που είναι ξένο µε τη
𝐶, αναγκαστικά περιέχει ακριβώς από µια µεταβλητή, από κάθε Ϲεύγος r𝑥𝑖, 𝑥𝑖x.
Ορίζοντας όλες τις µεταβλητές του 𝐼 ως αληθής, ϐλέπουµε ότι η Φ ικανοποιείται.

Εποµένως, κάθε µία από τις κλίκες της διαµέρισης r𝐶, r𝑥1, 𝑥1x, ..., r𝑥𝑛, 𝑥𝑛xx
του 𝑉 �𝐺� είναι ισχυρή, αν και µόνο αν, η 𝐶 είναι ισχυρή, αν και µόνο αν, δεν
ικανοποιείται ηΦ. Συνεπώς, δείξαµε µέχρι στιγµής ότι το πρόβληµα ∆ιαµεριση σε
Ισχυρες Κλικες είναι NP-δύσκολο στην κλάση των ασθενώς chordal γραφηµάτων.
Τώρα, το γεγονός ότι, το πρόβληµά µας είναι co-NP (σε οποιαδήποτε κλάση
γραφηµάτων) προκύπτει από την παρατήρηση ότι, µια σύντοµη πιστοποίηση
ενός όχι στιγµιοτύπου αποτελείται από ένα Ϲεύγος �𝐾, 𝐼�, όπου η 𝐾 είναι µία
από τις κλίκες στη διαµέριση και το 𝐼 είναι ένα µεγιστοτικό ανεξάρτητο σύνολο,
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ξένο µε την 𝐾.

Ακολούθως, ϑα αποδειξούµε ότι το πρόβληµα Καλυµµα Κορυφων απο Ισχυρες
Κλικες είναι NP-δύσκολο στην κλάση των ασθενώς chordal γραφηµάτων. Παρα-
τηρούµε ότι κάθε κορυφή ℓ " 𝐿 περιέχεται σε µια ισχυρή κλίκα (συγκεκριµένα
το 𝐾2 που περιέχει τη µεταβλητή ℓ και την άρνηση της). Επιπλέον, ϑα δείξουµε,
τώρα, ότι δεν υπάρχει ισχυρή κλίκα του 𝐺 που να περιέχει, και µια κορυφή από
το 𝐿 και µια κορυφή από τη 𝐶. ΄Εστω Κ είναι µια τέτοια κλίκα, µε ℓ " 𝐿 =𝐾
και 𝑐𝑖 " 𝐶 = 𝐾. Ας συµβολίσουµε µε ℓ την άρνηση της µεταβλητής ℓ. Από
τα παραπάνω, προκύπτει ότι, το rℓ, ℓx αποτελεί ισχυρή κλίκα και, µάλιστα, η
µεταβλητή ℓ δεν ανήκει στην 𝐾. Εποµένως 𝐾 = 𝐿 � rℓx. Από την υπόθεση
(iii) στο στιγµιότυπο του 3-SAT, υπάρχει µια πρόταση 𝑐𝑗 που δεν περιέχει, ούτε
την ℓ, ούτε την ℓ.Τότε, το 𝑐𝑗 j 𝑐𝑖 και το σύνολο 𝐼 � rℓ, 𝑐𝑗x είναι ένα ανεξάρτητο
σύνολο, ξένο µε την 𝐾, που κυριαρχεί την 𝐾. Από το Λήµµα 1.2.38, η 𝐾 δεν
είναι ισχυρή.

Γνωρίζουµε ότι κάθε κορυφή ℓ " 𝐿 περιέχεται σε µια ισχυρή κλίκα και,
δεδοµένου ότι δεν υπάρχει κλίκα του 𝐺, που να είναι ισχυρή και να περιέχει
µια κορυφή από το 𝐿 και µια κορυφή από τη 𝐶, µια κορυφή στη 𝐶 περιέχεται σε
µια ισχυρή κλίκα, αν και µόνο αν, το 𝐶 είναι ισχυρό. Εποµένως, κάθε κορυφή
του 𝐺 περιέχεται σε µια ισχυρή κλίκα, αν και µόνο αν, η 𝐶 είναι ισχυρή, το
οποίο, όπως αναφέρθηκε παραπάνω, ισοδυναµεί µε τη µη-ικανοποίηση της Φ.
Συνεπώς, αποδείξαµε ότι το πρόβληµα Καλυµµα Κορυφων απο Ισχυρες Κλικες
είναι NP-δύσκολο στην κλάση των ασθενώς chordal γραφηµάτων.

Αποµένει να δείξουµε ότι το πρόβληµα Υπαρξη Ισχυρης Κλικας είναι NP-
δύσκολο στην κλάση των ασθενώς chordal γραφηµάτων. Για το σκοπό αυτό,
επιλέγουµε το γράφηµα 𝐺, που κατασκευάστηκε όπως παραπάνω, και το τρο-
ποποιούµε σε ένα γράφηµα 𝐺

¬ προσθέτοντας τέσσερις νέες κορυφές 𝑢𝑖, 𝑣𝑖, 𝑢𝑖, 𝑣𝑖,
για κάθε 𝑖 " r1, ..., 𝑛x, και τις ακµές �𝑥𝑖, 𝑢𝑖�, �𝑥𝑖, 𝑣𝑖� , �𝑢𝑖, 𝑣𝑖�, �𝑢𝑖, 𝑢𝑖�, �𝑢𝑖, 𝑣𝑖�,
�𝑣𝑖, 𝑢𝑖�, �𝑢𝑖, 𝑣𝑖�, �𝑥𝑖, 𝑢𝑖� και �𝑥𝑖, 𝑣𝑖� (ϐλ. Σχήµα 3.1).

∆εν είναι δύσκολο να δούµε ότι, το προκύπτον γράφηµα 𝐺
¬ είναι ασθενώς

chordal. ∆εδοµένου ότι καµία από τις καινούργιες κορυφές δεν είναι γειτονική
µε οποιαδήποτε κορυφή της 𝐶, το γεγονός ότι η 𝐶 δεν είναι ισχυρή, αν και µόνο
αν, η Φ ικανοποιείται παραµένει έγκυρο για το 𝐺

¬. Επιπλέον, µε τη χρήση του
Λήµµατος 1.2.38 µπορούµε να επιβεβαιωθούµε ότι κάθε µεγιστοτική κλίκα του
𝐺
¬, εκτός από τη 𝐶, δεν είναι ισχυρή:

a Η ιδιότητα του 𝐺 να µην έχει ισχυρή κλίκα η οποία να περιέχει και µια
κορυφή από 𝐿 και µια κορυφή από τη 𝐶, κληρονοµείται στο 𝐺

¬.
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Σχήµα 3.1: Μετατροπή του γραφήµατος 𝐺 στο γράφηµα 𝐺
¬.

a Για κάθε 𝑖 " r1, ..., 𝑛x, η κλίκα r𝑥𝑖, 𝑥𝑖x δεν είναι ισχυρή, επειδή κυριαρ-
χείται από το ανεξάρτητο σύνολο r𝑣𝑖, 𝑣𝑖x.

a Για κάθε 𝑖 " r1, ..., 𝑛x, η κλίκα r𝑥𝑖, 𝑢𝑖, 𝑣𝑖x δεν είναι ισχυρή, επειδή κυ-
ϱιαρχείται από το ανεξάρτητο σύνολο r𝑐𝑗 , 𝑢𝑖x, όπου, 𝐶𝑗 είναι µια πρόταση
που περιέχει τη µεταβλητή 𝑥𝑖 (σηµειώνουµε ότι µια τέτοια πρόταση υπάρ-
χει από την υπόθεση (ii)). Λόγω συµµετρίας και η κλίκα r𝑥𝑖, 𝑢𝑖, 𝑣𝑖x δεν
είναι ισχυρή.

a Για κάθε 𝑖 " r1, ..., 𝑛x, η κλίκα r𝑢𝑖, 𝑢𝑖, 𝑣𝑖x δεν είναι ισχυρή, αφού κυριαρ-
χείται από το ανεξάρτητο σύνολο r𝑥𝑖, 𝑣𝑖x. Λόγω συµµετρίας και η κλίκα
r𝑢𝑖, 𝑢𝑖, 𝑣𝑖x δεν είναι ισχυρή.

Εποµένως, το𝐺
¬ περιέχει µια ισχυρή κλίκα, αν και µόνο αν, η 𝐶 είναι ισχυρή, το

οποίο είναι ισοδύναµο µε την µη-ικανοποίηση του Φ. Συνεπώς, αποδείξαµε ότι
το πρόβληµα Υπαρξη Ισχυρης Κλικας είναι NP-δύσκολο στην κλάση των ασθενώς
chordal γραφηµάτων. �
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ4
Υπολογιστικη πολυπλοκοτητα του
προβληµατος Υπαρξη ∆ιαµερισης
σε Ισχυρες Κλικες

Στο προγούµενο κεφάλαιο είδαµε την υπολογιστική πολυπλοκότητα των προ-
ϐληµάτων Ισχυρη Κλικα, Υπαρξη Ισχυρης Κλικας, Καλυµµα Κορυφων απο Ισχυρες
Κλικες, Καλυµµα Ακµων απο Ισχυρες Κλικες και ∆ιαµεριση σε Ισχυρες Κλικες
στις κλάσεις των 𝐶4-free γραφηµάτων, των line γραφηµάτων, των συµπληρω-
µάτων των line γραφηµάτων, των γραφηµάτων µε µικρό µέγιστο ϐαθµό, των
cograph και των ασθενώς chordal γραφηµάτων.

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα ασχοληθούµε µε το τελευταίο πρόβληµα, το Υπαρξη
∆ιαµερισης σε Ισχυρες Κλικες, δίνοντας την υπολογιστική του πολυπλοκότητα
σε διάφορες κλάσεις γραφηµάτων, όπως την κλάση των line γραφηµάτων, την
κλάση των συµπληρωµάτων των line γραφηµάτων, την κλάση των υποκυβικών
γραφηµάτων κ.α..

4.1 Πολυωνυµικοί αλγόριθµοι για το πρόβληµα σε κλάσεις
γραφηµάτων

Το γεγονός ότι το πρόβληµα αναγνώρισης localizable γραφηµάτων είναι NP-
δύσκολο µας δίνει κίνητρο να ερευνήσουµε τις κλάσεις γραφηµάτων όπου η
αναγνώριση αυτή µπορεί να επιτευχθεί σε πολυωνυµικό χρόνο.

Αρχικά, συνοψίζουµε, εν συντοµία, γνωστά αποτελέσµατα από τη ϐιβλιογρα-
ϕία, που οδηγούν αµέσως σε κλάσεις γραφηµάτων, στις οποίες, η αναγνώριση
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localizable γραφηµάτων µπορεί να γίνει σε πολυωνυµικό χρόνο. Για τους ο-
ϱισµούς των παρακάτω κλάσεων γραφηµάτων και για περαιτέρω πληροφορίες,
παραπέµπουµε στα [12,31].

Από το Πόρισµα 1.2.49, ένα ηµι-τέλειο γράφηµα είναι localizable, αν και
µόνο αν, το γράφηµα είναι καλά-καλυπτόµενο. Εποµένως, αν υπάρχει χαρακτη-
ϱισµός για τα καλά-καλυπτόµενα γραφήµατα µέσα σε κάποια κλάση ηµι-τέλειων
γραφηµάτων, ο ίδιος χαρακτηρισµός ισχύει και για τα localizable γραφήµατα
στην ίδια κλάση. Αυτό σηµαίνει ότι η αναγνώριση localizable γραφηµάτων µπο-
ϱει να γίνει σε πολυωνυµικό χρόνο σε κλάσεις ηµι-τέλειων γραφηµάτων, όπου, η
αναγνώριση καλά-καλυπτόµενων γραφηµάτων µπορεί να γίνει σε πολυωνυµικό
χρόνο. Παραδείγµατα τέτοιων κλάσεων γραφηµάτων είναι τα τέλεια γραφήµατα
µε οριοθετηµένο ϐαθµό [16] και τα claw-free τέλεια γραφήµατα [68, 69]. Τα
καλά-καλυπτόµενα chordal γραφήµατα χαρακτηρίστηκαν από τον Prisner και
τους συνεργάτες του [62], ως εξής. ΄Εδειξαν ότι ένα chordal γράφηµα είναι
καλά-καλυπτόµενο, αν και µόνο αν, κάθε κορυφή του ανήκει σε µια µοναδική
simplicial κλίκα. (Θυµίζουµε, µια κλίκα είναι simplicial, αν αποτελείται από
µια κορυφή και όλους τους γειτονές της.) Στην ίδια εργασία, απέδειξαν ότι η
ίδια συνθήκη χαρακτηρίζει αν simplicial γραφήµατα είναι καλά-καλυπτόµενα,
δηλαδή, γραφήµατα στα οποία κάθε κορυφή ϐρίσκεται σε µια simplicial κλίκα
είναι καλά-καλυπτόµενα, αν και µόνο αν, κάθε κορυφή ϐρίσκεται σε µια µο-
ναδική simplicial κλίκα. ∆εδοµένου ότι, κάθε simplicial κλίκα είναι ισχυρή,
συνεπάγεται ότι, localizable simplicial γραφήµατα µπορούν να αναγνωριστούν,
επίσης, σε πολυωνυµικό χρόνο. Ο χαρακτηρισµός που έδωσε ο Prisner και οι
συνεργάτες του για τα καλά-καλυπτόµενα chordal γραφήµατα γενικεύθηκε αρ-
γότερα από τους Dean και Zito, όπου, έδειξαν στο [ [23], Θεώρηµα 4.2] ότι ένα
𝐶4-free ηµι-τέλειο γράφηµα 𝐺 είναι καλά-καλυπτόµενο, αν και µόνο αν, κάθε
ελάχιστο κάλυµµα κλικών 𝒞 του 𝐺 είναι µια διαµέριση του συνόλου κορυφών
του και κάθε κλίκα του 𝒞 περιέχει µια simplicial κλίκα. ∆εν είναι δύσκολο να
δούµε ότι αυτή η συνθήκη είναι ισοδύναµη µε την προϋπόθεση ότι κάθε κορυφή
ϐρίσκεται σε µια µοναδική simplicial κλίκα.

Από το Θεώρηµα 1.2.47, ένα γράφηµα είναι localizable, αν και µόνο αν, συ-
µπίπτει ο αριθµός ανεξάρτητης κυριαρχίας µε τον αριθµό καλυψής από κλίκες.
Εποµένως, η κλάση των localizable γραφηµάτων µπορεί να αναγνωριστεί σε πο-
λυωνυµικό χρόνο σε οποιαδήποτε κλάση γραφηµάτων στην οποία αυτές οι δύο
παράµετροι είναι πολυωνυµικά υπολογίσιµες. Παραδείγµατα τέτοιων κλάσεων
γραφηµάτων είναι η κλάση των circular-arc γραφηµάτων [18, 42] και οποια-
δήποτε κλάση τέλειων γραφηµάτων για τα οποία το πρόβληµα της ανεξάρτητης
κυριαρχίας επιλύεται πολυωνυµικά [33], όπως για παράδειγµα τα distance-
hereditary γραφήµατα [19] (τα οποία είναι γραφήµατα µε κλίκες που έχουν
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πλάτος το πολύ 3 [32]), και τα cocomparability γραφήµατα [47]. Σηµειώστε,
επίσης, ότι η καλή-καλυψηµότητα των cocomparability γραφηµάτων είναι ισο-
δύναµη µε µια γνωστή (και πολυωνυµικά επαληθεύσιµη) ιδιότητα ενός παρα-
γόµενου µερικώς ταξινοµηµένου συνόλου. Για ένα γράφηµα 𝐺, ας συµβολίσου-
µε µε 𝑃𝐺 το σύνολο όλων των µερικών ταξινοµίσεων (posets) µε ϐάση το σύνολο
𝑉 �𝐺� στο οποίο δύο διακεκριµένα στοιχεία είναι µη-συγκρίσιµα, αν και µόνο
αν, είναι γείτονες στο 𝐺. ΄Ενα γράφηµα 𝐺 είναι cocomparability, αν και µόνο
αν, 𝑃𝐺 j o. ΄Ενα cocomparability γράφηµα 𝐺 είναι καλά-καλυπτόµενο, αν
και µόνο αν, κάποια µερική ταξινόµιση στο 𝑃𝐺 είναι ϐαθµολογηµένη (graded)
(δηλαδή, όλες οι µεγιστοτικές αλυσίδες του είναι του ίδιου µεγέθους), δηλαδή,
αν και µόνο αν, όλες οι µερικές ταξινοµήσεις στο 𝑃𝐺 είναι ϐαθµολογηµένες.

Τέλος, ας σηµειώσουµε ότι από την ταξινόµηση των καλά-καλυπτόµενων κυβι-
κών γραφηµάτων, από τον Campbell και τους συνεργάτες του [15], συνεπάγεται
η ταξινόµηση των localizable κυβικών γραφηµάτων. Η κλάση των localizable
κυβικών γραφηµάτων αποτελείται από µια µη-πεπερασµένη (άπειρη) οικογένεια
επίπεδων κυβικών γραφηµάτων µαζί µε τρία µικρά γραφήµατα (𝐾4, 𝐾3,3 και
𝐶6).

Συνοψίζουµε τις παραπάνω παρατηρήσεις στο ακόλουθο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 4.1.1. [44] Το πρόβληµα Υπαρξη ∆ιαµερισης σε Ισχυρες Κλικες µπορεί
να επιλυθεί σε πολυωνυµικό χρόνο σε καθεµία από τις ακόλουθες κλάσεις γραφη-
µάτων: κυβικά γραφήµατα, ηµι-τέλεια 𝐶4-free γραφήµατα, cocomparability γρα-
ϕήµατα, τέλεια γραφήµατα µε οριοθετηµένο ϐαθµό, claw-free τέλεια γραφήµατα,
simplicial γραφήµατα και γραφήµατα µε οριοθετηµένο πλάτος κλίκας.

Τα αποτελέσµατα αυτής της ενότητας επιτρέπουν την επέκταση της παραπάνω
λίστας, προσθέτοντας σε αυτές, τις κλάσεις των τρίγωνο-free γραφηµάτων και των
line γραφηµάτων και αντικαθιστώντας την κλάση των ηµι-τέλειων 𝐶4-free γρα-
ϕηµάτων µε, την υπερκλάση της, την κλάση των 𝐶4-free γραφηµάτων. Αρχικά,
ϑα ασχοληθούµε µε την κλάση των line γραφηµάτων.

4.1.1 Line γραφήµατα

Ας υποθέσουµε ένα γράφηµα 𝐻 � �𝑉𝐻 , 𝐸𝐻� και έστω 𝐺 � 𝐿�𝐻� να είναι
το line γράφηµα του 𝐻. Το line γράφηµα του γραφήµατος 𝐻 είναι καλά-
καλυπτόµενο, αν και µόνο αν, το γράφηµα 𝐻 είναι equimatchable, δηλάδη, αν
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όλα τα µεγιστοτικά ταιριάσµατα του 𝐺 έχουν το ίδιο µέγεθος. Η ερώτηση για
τον χρονικό προσδιορισµό των equimatchable γραφηµάτων διατυπώθηκε από
τον Grünbaum [34] το 1974, ενώ τον ίδιο χρόνο, τα equimatchable γραφήµα-
τα µελετήθηκαν από τον Lewin [51] και τον Lesk µε τους συνεργάτες του [49],
µε τον δεύτερο να αποδεικνύει ότι τα equimatchable γραφήµατα µπορούν να
αναγνωριστούν σε πολυωνυµικό χρόνο. ∆εδοµένου ότι, κάθε localizable γράφη-
µα είναι καλά-καλυπτόµενο, κάθε γράφηµα, του οποίου το line γράφηµα είναι
localizable, είναι equimatchable. Επιπλέον, επειδή τα line γραφήµατα των δι-
µερών γραφηµάτων είναι τέλεια (ϐλέπε, για παράδειγµα, [66]) και, συνεπώς,
ηµι-τέλεια, από το Πόρισµα 1.2.49 συνεπάγεται ότι το line γράφηµα ενός διµε-
ϱούς γραφήµατος 𝐻 είναι localizable, αν και µόνο αν, είναι καλά-καλυπτόµενο,
ή ισοδύναµα, αν το 𝐻 είναι equimatchable. Ο Lesk και οι συνεργάτες του [49]
χαρακτηρίσαν equimatchable διµερή γραφήµατα ως εξής.

Θεώρηµα 4.1.2. [44] ΄Ενα συνεκτικό διµερές γράφηµα 𝐻 , µε µια διαµέριση του
συνόλου κορυφών του σε δύο ανεξάρτητα σύνολα 𝑉 �𝐻� � 𝑈 <𝑊 µε ¶𝑈¶ & ¶𝑊 ¶,
είναι equimatchable, αν και µόνο αν, για κάθε 𝑢 " 𝑈 , υπάρχει ένα µη-κενό
σύνολο 𝑋 N 𝑁�𝑢�, έτσι ώστε : ¶𝑁�𝑋�¶ & ¶𝑋¶.

Λαµβάνοντας υπόψη ένα γράφηµα 𝐻, λέµε ότι µια κορυφή 𝑣 " 𝑉 �𝐻� είναι
ισχυρή αν κάθε µεγιστοτικό ταίριασµα του 𝐻 καλύπτει το 𝑣. Ο παραπάνω
χαρακτηρισµός έχει την ακόλουθη συνέπεια.

Λήµµα 4.1.3. [44] ΄Ενα συνεκτικό διµερές γράφηµα 𝐻 είναι equimatchable, αν
και µόνο αν, έχει µια διαµέριση του συνόλου των κορυφών του σε δύο ανεξάρτητα
σύνολα 𝑉 �𝐻� � 𝑈 <𝑊 , έτσι ώστε, όλες οι κορυφές του 𝑈 να είναι ισχυρές.

Απόδειξη. Αρχικά, ϑα δείξουµε ότι µια κορυφή 𝑢 " 𝑉 �𝐻� σε ένα διµερές γράφη-
µα 𝐻 είναι ισχυρή, αν και µόνο αν, υπάρχει ένα µη-κενό σύνολο 𝑋 N 𝑁�𝑢�,
έτσι ώστε, ¶𝑁�𝑋�¶ & ¶𝑋¶. Αυτό ισοδυναµεί µε την απόδειξη ότι η κορυφή 𝑢
δεν είναι ισχυρή, αν και µόνο αν, ¶𝑁�𝑋�¶ % ¶𝑋¶ για όλα τα µη-κενά σύνολα
𝑋 N 𝑁�𝑢�, το οποίο είναι, περαιτέρω, ισοδύναµο µε το ¶𝑁𝐻�𝑢�𝑋�¶ ' ¶𝑋¶ για
όλα τα µη-κενά σύνολα𝑋 N 𝑁𝐻�𝑢�. Από το Θεώρηµα του Hall [36], αυτό ισοδυ-
ναµεί µε την ύπαρξη ενός ταιριάσµατος 𝑀 στο γράφηµα 𝐻 � 𝑢, έτσι ώστε, κάθε
κορυφή του 𝑁𝐻�𝑢� να αποτελεί άκρο µιας ακµής στο 𝑀 . Αυτό µε τη σειρά του
ισοδυναµεί µε το γεγονός ότι το 𝐻 περιέχει ένα µεγιστοτικό ταίριασµα που δεν
καλύπτει το 𝑢, δηλαδή, ότι το 𝑢 δεν είναι ισχυρό στο 𝐻, όπως ισχυριστήκαµε.
΄Εστω 𝐻 είναι ένα συνεκτικό διµερές γράφηµα. Ας υποθέσουµε, αρχικά, ότι το
𝐻 είναι equimatchable και καθορίζουµε µια διαµέριση του συνόλου κορυφών
του σε δύο ανεξάρτητα σύνολα 𝑉 �𝐻� � 𝑈 < 𝑊 , µε ¶𝑈¶ & ¶𝑊 ¶. Από το Θε-
ώρηµα 4.1.2, συνεπάγεται ότι, για όλα τα 𝑢 " 𝑈 , υπάρχει ένα µη-κενό σύνολο
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(αʹ) (ϐʹ) (γʹ)

Σχήµα 4.1: Οι τρεις τύποι κρεµαστών υπογραφηµάτων. Τα σκιασµένα τρίγωνα
αντιπροσωπεύουν ένα κρεµαστό τρίγωνο, ένα τρίγωνο που περιέχεται σε ένα κρε-
µαστό διαµάντι και ένα τρίγωνο που περιέχεται σε ένα κρεµαστό 𝐾4, αντίστοιχα.

𝑋 N 𝑁�𝑢�, έτσι ώστε, ¶𝑁�𝑋�¶ & ¶𝑋¶. Με την παραπάνω ισοδυναµία, όλες οι
κορυφές του 𝑈 είναι ισχυρές. Αντίστροφα, τώρα, υποθέτουµε ότι το 𝐻 είναι ένα
συνεκτικό διµερές γράφηµα µε µια διαµέριση του συνόλου κορυφών του σε δύο
ανεξάρτητα σύνολα 𝑉 �𝐻� � 𝑈 <𝑊 , έτσι ώστε, όλες οι κορυφές του 𝑈 να είναι ι-
σχυρές. Από την παραπάνω ισοδυναµία, για όλα τα 𝑢 " 𝑈 , υπάρχει ένα µη-κενό
σύνολο 𝑋 N 𝑁�𝑢�, έτσι ώστε, ¶𝑁�𝑋�¶ & ¶𝑋¶. ΄Εστω 𝑀 είναι ένα µεγιστοτικό
ταίριασµα του 𝐻. Από την παραδοχή του 𝑈 , κάθε κορυφή του 𝑈 αποτελεί άκρο
µιας ακµής του 𝑀 . Αυτό σηµαίνει ότι ¶𝑈¶ � ¶𝑀¶ & ¶𝑊 ¶. Συνεπώς, από το
Θεώρηµα 4.1.2, το 𝐻 είναι equimatchable. �

΄Οπως επισηµάνθηκε παραπάνω, το line γράφηµα κάθε equimatchable διµε-
ϱούς γραφήµατος είναι localizable. Στη συνέχεια, ϑα δείξουµε ότι τα γραφήµα-
τα, των οποίων τα line γραφήµατα είναι localizable, δεν διαφέρουν πολύ από
τα equimatchable διµερή γραφήµατα. Για να περιγράψουµε το αποτέλεσµα,
χρειαζόµαστε µερικούς ορισµούς.

Ορισµός 4.1.4. [44]∆ιαµάντι (Diamond) είναι το γράφηµα µε κορυφές r𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑x,
όπου οι κορυφές 𝑎 και 𝑑 είναι οι αιχµές (tips) του, και οι ακµές του είναι οι :
r�𝑎, 𝑏�, �𝑎, 𝑐�, �𝑏, 𝑐�, �𝑏, 𝑑�, �𝑐, 𝑑�x. ΄Εστω 𝑇 είναι ένα τρίγωνο σε ένα γράφηµα 𝐻
και έστω τα r𝑎, 𝑏, 𝑐x να είναι οι κορυφές του Τ. Λέµε ότι το 𝑇 είναι :

a ένα κρεµαστό τρίγωνο (pendant triangle) του 𝐻 , αν 𝑑𝐻�𝑎� � 𝑑𝐻�𝑏� �
2 $ 𝑑𝐻�𝑐� (Σχηµα 4.1αʹ),

a περιέχεται σε ένα κρεµαστό διαµάντι (pendant diamond) εάν το 𝐻 έχει
ένα υπογράφηµα µε κορυφές r𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑x προκαλώντας ένα διαµάντι µε αιχ-
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µές 𝑎 και 𝑑, έτσι ώστε, 𝑑𝐻�𝑎� � 2 και 𝑑𝐻�𝑏� � 𝑑𝐻�𝑐� � 3 & 𝑑𝐻�𝑑� (Σχηµα
4.1βʹ) και

a περιέχεται σε ένα κρεµαστό 𝐾4 (pendant 𝐾4) εάν το 𝐻 έχει ένα υπο-
γράφηµα µε κορυφές r𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑x προκαλώντας ένα 𝐾4, έτσι ώστε, 𝑑𝐻�𝑎� �
𝑑𝐻�𝑏� � 𝑑𝐻�𝑐� � 3 $ 𝑑𝐻�𝑑� (Σχηµα 4.1γʹ).

Οποιαδήποτε διαµάντια και𝐾4 γραφήµατα, όπως παραπάνω, ϑα αναφέρονται
ως κρεµαστά διαµάντια και κρεµαστά 𝐾4 (του 𝐻 ), αντίστοιχα. Τα κρεµαστά
τρίγωνα, τα κρεµαστά διαµάντια και τα κρεµαστά 𝐾4 του 𝐻 ϑα αναφέρονται εν
συντοµία ως κρεµαστά υπογραφήµατα. Σηµειώστε ότι, αν ένα γράφηµα 𝐻 έχει
κρεµαστό υπογράφηµα, τότε, το 𝐻 δεν είναι ισόµορφο µε οποιοδήποτε γράφηµα
από το σύνολο r𝐾3,𝐾4, διαµάντιx. Επιπλέον, κάθε κρεµαστό υπογράφηµα του
𝐻 έχει µια µοναδική ϱίζα (root), δηλαδή, µια κορυφή που συνδέει το κρεµαστό
υπογράφηµα µε το υπόλοιπο γράφηµα. Συµβολίζουµε µε 𝑅W�𝐻�, 𝑅��𝐻� και
𝑅��𝐻� τα σύνολα των ϱιζών όλων των κρεµαστών τριγώνων, των κρεµαστών
διαµαντιών και των κρεµαστών 𝐾4 του 𝐻, αντίστοιχα.

Ορισµός 4.1.5. [44] Κρεµαστή µείωση (pendant reduction) του 𝐻 είναι το
γράφηµα που λαµβάνεται από το 𝐻 , διαγράφοντας από το 𝐻 , όλες τις κορυφές,
που δεν αποτελούν ϱίζες των κρεµαστών υπογραφηµάτων του.

Ο χαρακτηρισµός των localizable line γραφηµάτων δίνεται από το ακόλουθο
ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 4.1.6. [44] ΄Εστω 𝐻 να είναι ένα συνεκτικό γράφηµα και έστω 𝐺 �

𝐿�𝐻�. Τότε, το 𝐺 είναι localizable, αν και µόνο αν, ισχύει ένα από τα ακόλουθα:

(1.) Το 𝐻 δεν είναι ισόµορφο µε οποιοδήποτε γράφηµα από το σύνολο r𝐾3,𝐾4,
διαµάντιx και η κρεµαστή µείωση του, 𝐹 , είναι ένα συνεκτικό διµερές γράφη-
µα µε διαµέριση του συνόλου των κορυφών του σε δύο ανεξάρτητα σύνολα
𝑈 και 𝑊 , έτσι ώστε :

(a.) 𝑅��𝐻� <𝑅��𝐻� N 𝑈 ,

(b.) 𝑅W�𝐻� N𝑊 , και

(c.) κάθε κορυφή 𝑢 " 𝑈 ¯𝑅��𝐻� είναι ισχυρή στο γράφηµα 𝐹��𝑁𝐹 �𝑢�=
𝑅W�𝐻��.

(2.) Το 𝐻 είναι ισόµορφο, είτε µε το 𝐾3, είτε µε το 𝐾4.

Πριν αποδείξουµε το Θεώρηµα 4.1.6, ας δούµε δύο από τις συνέπειές του.
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Πόρισµα 4.1.7. [44] ΄Εστω 𝐻 είναι ένα συνεκτικό τρίγωνο-free γράφηµα και
έστω 𝐺 � 𝐿�𝐻�. Τότε, το 𝐺 είναι localizable, αν και µόνο αν, το 𝐻 είναι ένα
equimatchable διµερές γράφηµα.

Απόδειξη. Αν το Η είναι τρίγωνο-free γράφηµα, τότε, η κρεµαστή µείωση του,
ισούται µε το 𝐻 και 𝑅W�𝐻� � 𝑅��𝐻� � 𝑅��𝐻� � o. ΄Ετσι, η υπόθεση του
πορίσµατος είναι άµεσο επακόλουθο του Θεώρηµατος 4.1.6 και του Λήµατος
4.1.3. �

Πόρισµα 4.1.8. [44] Υπάρχει ένας αλγόριθµος πολυωνυµικού χρόνου για το
πρόβληµα του προσδιορισµού, αν ένα δεδοµένο line γράφηµα είναι localizable.

Απόδειξη. ΄Εστω 𝐺 είναι ένα line γράφηµα. ∆εδοµένου ότι ένα γράφηµα 𝐻, έτσι
ώστε, 𝐺 � 𝐿�𝐻�, µπορεί να υπολογιστεί σε γραµµικό χρόνο [48,64], µπορούµε
να υποθέσουµε ότι γνωρίζουµε το 𝐻. Επιπλέον, επειδή το 𝐺 είναι localizable, αν
και µόνο αν, κάθε συνιστώσα του 𝐺 είναι localizable, µπορούµε να υποθέσουµε
ότι το 𝐺 (και εποµένως το 𝐻 ) είναι συνεκτικό. Μπορούµε, επίσης, να υπο-
ϑέσουµε ότι το 𝐻 δεν είναι ισόµορφο µε οποιοδήποτε γράφηµα από το σύνολο
r𝐾3,𝐾4, διαµάντιx.

Εφαρµόζουµε το Θεώρηµα 4.1.6. Υπολογίζουµε τα κρεµαστά υπογραφήµατα
του 𝐻, τα σύνολα 𝑅W�𝐻�, 𝑅��𝐻� και 𝑅��𝐻� των ϱιζών τους, και η κρεµαστή
µείωση 𝐹 του 𝐻. Αν το 𝐹 δεν είναι συνεκτικό και διµερές, τότε, επειδή το 𝐻 δεν
είναι ισόµορφο, είτε µε το𝐾3, είτε µε το𝐾4, απο το Θεώρηµα 4.1.6, συνεπάγεται
ότι, το 𝐺 δεν είναι localizable. Ως εκ τούτου, υποθέτουµε ότι το 𝐹 είναι ένα
συνεκτικό διµερές γράφηµα, µε διαµέριση του συνόλου των κορυφών του σε δύο
ανεξάρτητα σύνολα 𝑈 και 𝑊 . Υπό αυτές τις υποθέσεις, για να επαληθεύσουµε,
αν το 𝐿�𝐻� είναι localizable, αρκεί µόνο να επαληθεύσουµε, αν υπάρχει µέρος
της διµέρισης του 𝐹 , ας πούµε το 𝑈 , ικανοποιώντας τις ακόλουθες συνθήκες :

(a.) 𝑅��𝐻� <𝑅��𝐻� N 𝑈 ,

(b.) 𝑅W�𝐻� = 𝑈 � o, και

(c.) κάθε κορυφή 𝑢 " 𝑈 ¯ 𝑅��𝐻� είναι ισχυρή στο γράφηµα 𝐹 � �𝑁𝐹 �𝑢� =
𝑅W�𝐻��.

΄Ολοι οι παραπάνω υπολογισµοί καθώς και η επαλήθευση των συνθηκών (α.)
και (ϐ.) µπορούν να πραγµατοποιηθούν σε γραµµικό χρόνο. Αποµένει µόνο
να επιβεβαιωθεί ότι η συνθήκη (γ.) µπορεί να ελεγθεί σε πολυωνυµικό χρόνο.
Παρατηρούµε ότι µια κορυφή 𝑢 " 𝑈 ¯ 𝑅��𝐻� δεν είναι ισχυρή στο γράφηµα
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𝐹
¬
� 𝐹 � �𝑁𝐹 �𝑢� = 𝑅W�𝐻��, αν και µόνο αν, το 𝐹

¬ έχει ένα ταίριασµα 𝑀 ,
έτσι ώστε, κάθε γείτονας του 𝑢 να είναι προσπίπτων µε κάποια ακµή του 𝑀 . Η
ύπαρξη ενός τέτοιου ταιριάσµατος µπορεί να προσδιοριστεί από έναν υπολογι-
σµό µέγιστου ταιριάσµατος στο (διµερές) υπογράφηµα του 𝐹

¬, που προκαλείται
από τις κορυφές που απέχουν ένα ή δύο κόµβους από το 𝑢. ΄Ετσι, η συνθήκη (γ.)
µπορεί να επαληθευτεί σε πολυωνυµικό χρόνο, πραγµατοποιώντας 𝑂�¶𝑈¶� υπο-
λογισµούς διµερών ταιριασµάτων, το οποίο, είναι γνωστό ότι, µπορεί να επιλυθεί
σε πολυώνυµικο χρόνο (ϐλέπε, παράδειγµα, [41]). �

Στο υπόλοιπο αυτής της ενότητας, αποδεικνύουµε το Θεώρηµα 4.1.6. Αυ-
τό ϑα γίνει µέσω µιας ακολουθίας ληµµάτων. Το πρώτο µας λήµµα δίνει µια
µετάφραση της ιδιότητας ότι το 𝐺 � 𝐿�𝐻� είναι localizable στο γράφηµα 𝐻.
Θυµηθείτε ότι µια κορυφή 𝑣 " 𝑉 �𝐻� λέµε ότι είναι ισχυρή, αν κάθε µεγιστοτικό
ταίριασµα του 𝐻 καλύπτει το 𝑣. Λέµε ότι ένα τρίγωνο 𝑇 σε ένα γράφηµα 𝐻 είναι
ισχυρό, αν κάθε µεγιστοτικό ταίριασµα του 𝐻 περιέχει µια ακµή του 𝑇 . Μια
αποσύνθεση (decomposition) ενός γραφήµατος 𝐻 είναι ένα σύνολο ℱ από
υπογραφήµατα του 𝐻, έτσι ώστε, κάθε ακµή του 𝐻 να εµφανίζεται ακριβώς σε
ένα υπογράφηµα που ϐρίσκεται στο ℱ (επίσης λέµε ότι το ℱ αποσυνθέτει το 𝐻 ).

Λήµµα 4.1.9. [44] ΄Εστω 𝐺 � 𝐿�𝐻�. Τότε, το 𝐺 είναι localizable, αν και µόνο
αν, το 𝐻 περιέχει ένα ανεξάρτητο σύνολο 𝑆 από ισχυρές κορυφές και ένα σύνολο
𝒯 από ισχυρά τρίγωνα που αποσυνθέτουν το 𝐻 � 𝑆.

Απόδειξη. ΄Εστω ένα γράφηµα 𝐻 και ας υποθέσουµε ότι το line γράφηµα του,
𝐺 � 𝐿�𝐻�, είναι localizable. ΄Ετσι, οι κορυφές του 𝐺 µπορούν να διαµεριστο-
ύν σε 𝑘 � 𝛼�𝐺� ισχυρές κλίκες 𝐶1, ..., 𝐶𝑘. Υπενθυµίζούµε ότι κάθε ισχυρή
κλίκα είναι µεγιστοτική. Κάθε µεγιστοτική κλίκα στο 𝐺 αντιστοιχεί, είτε σε ένα
τρίγωνο στο 𝐻, είτε σε ένα αστέρι του 𝐻, δηλαδή, σε ένα σύνολο ακµών της
µορφής 𝐸�𝑣� � r𝑒 " 𝐸�𝐻� � 𝑣 είναι ένα άκρο του 𝑒x, για κάποια 𝑣 " 𝑉 �𝐻�
(στην περίπτωση αυτή λέµε ότι το 𝐸�𝑣� είναι το αστέρι µε κέντρο του το 𝑣). Ας
υποθέσουµε ότι οι κλίκες 𝐶1, ..., 𝐶𝑘¬ , αντιστοιχούν στα τρίγωνα 𝑇1, ..., 𝑇𝑘¬ του
𝐻 και ότι οι κλίκες 𝐶𝑘¬�1, ..., 𝐶𝑘 αντιστοιχούν στα αστέρια 𝑆𝑘¬�1, ..., 𝑆𝑘 του 𝐻,
αντίστοιχα. ∆εδοµένου ότι, οι κλίκες 𝐶1, ..., 𝐶𝑘 αποτελούν διαµέριση του 𝑉 �𝐺�,
και 𝐺 � 𝐿�𝐻�, συνεπάγεται ότι τα τρίγωνα 𝑇1, ..., 𝑇𝑘¬ και αστέρια 𝑆𝑘¬�1, ..., 𝑆𝑘

αποτελούν µια διαµέριση του συνόλου ακµών του 𝐻. ΄Εστω 𝑖 και 𝑗 είναι δύο
διακριτά στοιχεία από το σύνολο r𝑘

¬
� 1, ..., 𝑘x και έστω 𝑣𝑖,𝑣𝑗 είναι τα κέντρα των

αστεριών 𝑆𝑖 και 𝑆𝑗 , αντίστοιχα, δηλαδή, 𝑆𝑖 � 𝐸�𝑣𝑖� και 𝑆𝑗 � 𝐸�𝑣𝑗�. Επειδή
τα 𝑆𝑖 και 𝑆𝑗 είναι ξένα µεταξύ τους, συνεπάγεται ότι τα 𝑣𝑖 και 𝑣𝑗 µη-γειτονικά.
Συνεπώς, τα κέντρα των αστεριών 𝑆𝑘¬�1, ..., 𝑆𝑘 αποτελούν ένα ανεξάρτητο σύνο-
λο, ας πούµε 𝑆, του 𝐻. Επειδή, για κάθε 𝑖 � r1, ..., 𝑘

¬
x και 𝑗 � r𝑘

¬
� 1, ..., 𝑘x,

50



το τρίγωνο 𝑇𝑖 είναι ξένο µε το αστέρι 𝑆𝑗 � 𝐸�𝑣𝑗�, από τον ορισµό του 𝐸�𝑣𝑗�
συνεπάγεται ότι το 𝑣𝑗 δεν είναι κορυφή του 𝑇𝑖. Αυτό σηµαίνει ότι, για κάθε
𝑖 � r1, ..., 𝑘

¬
x , το τρίγωνο 𝑇𝑖 είναι υπογράφηµα του 𝐻 � 𝑆. ∆εδοµένου ότι

το σύνολο r𝑇1, ..., 𝑇𝑘¬ , 𝑆𝑘¬�1, ..., 𝑆𝑘x αποτελεί µια διαµέριση του συνόλου ακµών
του 𝐻, κάθε ακµή του 𝐻 � 𝑆 ανήκει σε ένα µοναδικό τρίγωνο 𝑇𝑖. Συνεπώς, τα
τρίγωνα 𝑇1, ..., 𝑇𝑘¬ είναι υπογραφήµατα του 𝐻�𝑆, που αποσυνθέτουν το 𝐻�𝑆.
∆εδοµένου ότι κάθε µεγιστοτικό ανεξάρτητο σύνολο του 𝐺, τέµνει κάθε ισχυρή
κλίκα 𝐶1, ..., 𝐶𝑘, συµπεραίνουµε ότι, κάθε µεγιστοτικό ταίριασµα στο 𝐻, τέµνει
κάθε τρίγωνο 𝑇𝑖 και κάθε αστέρι 𝑆𝑗 για 𝑖 � 1, ..., 𝑘

¬ και 𝑗 � 𝑘
¬
� 1, ..., 𝑘, δηλαδή,

κάθε τρίγωνο 𝑇𝑖 είναι ισχυρό και κάθε κορυφή στο 𝑆 είναι ισχυρή.

Αντίστροφα, ας υποθέσουµε ότι το 𝐻 περιέχει ένα ανεξάρτητο σύνολο 𝑆 από
ισχυρές κορυφές και ένα σύνολο 𝒯 ισχυρών τριγώνων που αποσυνθέτουν το
𝐻 � 𝑆. Κάθε τρίγωνο στο 𝒯 αντιστοιχεί σε µια κλίκα στο 𝐺 � 𝐿�𝐻� και κάθε
αστέρι µε κέντρο 𝑠 " 𝑆 αντιστοιχεί, επίσης, σε µια κλίκα στο 𝐺. Αυτό µας
δίνει σαφώς µια διαµέριση του συνόλου κορυφών του 𝐺 σε κλίκες 𝐶1, ..., 𝐶𝑘.
Επιπλέον, δεδοµένου ότι κάθε µεγιστοτικό ταίριασµα στο 𝐻 καλύπτει το 𝑆 και
περιέχει µια ακµή από κάθε τρίγωνο στο 𝒯 , προκύπτει ότι, κάθε µεγιστοτικό
ανεξάρτητο σύνολο του 𝐺, τέµνει κάθε µεγιστοτική κλίκα 𝐶1, ..., 𝐶𝑘, και έτσι,
κάθε µία από αυτές τις κλίκες είναι ισχυρή. Καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι,
το 𝐺 είναι localizable. �

Λαµβάνοντας υπόψη ένα γράφηµα 𝐻, έτσι ώστε, το 𝐿�𝐻� να είναι localizable,
ένα Ϲεύγος �𝑆, 𝒯 �, τέτοιο ώστε, το 𝑆 να είναι ένα ανεξάρτητο σύνολο ισχυρών κο-
ϱυφών του𝐻 και το 𝒯 να είναι ένα σύνολο ισχυρών τριγώνων, που αποσυνθέτουν
το 𝐻 � 𝑆, ϑα αναφέρεται ως line-localizability πιστοποιητής του 𝐻.

Το επόµενο λήµµα χαρακτηρίζει ισχυρά τρίγωνα σε ένα γράφηµα 𝐻. ΄Ενας
ταύρος (bull) είναι ένα γράφηµα µε κορυφές r𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒x και ακµές r�𝑎, 𝑏�,
�𝑏, 𝑐�, �𝑐, 𝑑�, �𝑏, 𝑒�, �𝑐, 𝑒�x, όπως ϕαίνεται στο σχήµα παρακάτω.

𝑎

𝑏 𝑐

𝑑

𝑒

΄Ενα τρίγωνο 𝑇 , του 𝐻, λέµε ότι περιέχεται σε έναν ταύρο, αν υπάρχει ένα
υπογράφηµα του 𝐻, ισόµορφο µε έναν ταύρο που περιέχει το 𝑇 , ως υπογράφη-
µα.
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Λήµµα 4.1.10. [44] Για κάθε τρίγωνο 𝑇 , σε ένα συνεκτικό γράφηµα 𝐻 τάξης
τουλάχιστον 4, οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναµες :

(1.) Το 𝑇 είναι ισχυρό στο 𝐻.

(2.) Το 𝑇 δεν περιέχεται σε κανένα ταύρο.

(3.) Το 𝑇 είναι, είτε ένα κρεµαστό τρίγωνο, είτε περιέχεται σε ένα κρεµαστό
διαµάντι ή σε ένα κρεµαστό 𝐾4.

Απόδειξη. ΄Εστω ένα γράφηµα 𝐻 και έστω 𝑇 είναι ένα τρίγωνο στο 𝐻. Το 𝑇 δεν
είναι ισχυρό, αν και µόνο αν, υπάρχει ένα ταίριασµα 𝑀 στο 𝐻, που δεν περιέχει
καµία ακµή του 𝑇 και καλύπτει τουλάχιστον δύο κορυφές του 𝑇 . ΄Ενα ελαχι-
στοτικό ταίριασµα, µε τέτοιες ιδιότητες, αποτελείται από δύο ακµές , µε καθέ
µια από αυτές προσκείµενη σε µια κορυφή του 𝑇 , και ως εκ τούτου σχηµατίζει
έναν ταύρο µε το 𝑇 . Εποµένως, το 𝑇 δεν είναι ισχυρό, αν και µόνο αν, το 𝑇
περιέχεται σε έναν ταύρο.

Αν το 𝑇 είναι, είτε ένα κρεµαστό τρίγωνο, είτε περιέχεται σε ένα κρεµαστό
διαµάντι ή σε ένα κρεµαστό 𝐾4, τότε, το 𝑇 δεν περιέχεται σε κανένα ταύρο.
Αντίστροφα, ας υποθέσουµε ότι, το 𝑇 δεν περιέχεται σε κανένα ταύρο και, έστω,
το 𝑈 να είναι το σύνολο των κορυφών του Τ, που έχουν έναν γείτονα έξω από
το 𝑇 . Αν ¶𝑈¶ & 1, τότε, το 𝑇 είναι ένα κρεµαστό τρίγωνο. Αν ¶𝑈¶ � 2, τότε,
επειδή το 𝑇 δεν περιέχεται σε κανένα ταύρο, υπάρχει µια µοναδική κορυφή
έξω από το 𝑇 που αποτελεί γείτονα των κορυφών του 𝑈 , και ως εκ τούτου το 𝑇
περιέχεται σε ένα κρεµαστό διαµάντι. Οµοίως, αν ¶𝑈¶ � 3, τότε, το 𝑇 περιέχεται
σε ένα κρεµαστό 𝐾4. Αυτό αποδεικνυεί την ισοδυναµία των δύο τελευταίων
συνθηκών. �

Το επόµενο λήµµα δείχνει ότι, µε εξαίρεση δύο µικρών περιπτώσεων, τα ι-
σχυρά τρίγωνα στο 𝐻 είναι ανά δύο ξένα ως προς τις ακµές µεταξύ τους (ϑα
αναφέρονται ως ακµές-ξένα, για συντοµία).

Λήµµα 4.1.11. [44] ΄Εστω𝐻 είναι ένα συνεκτικό γράφηµα, που δεν είναι ισόµορ-
ϕο, ούτε µε το 𝐾4, ούτε µε το διαµάντι. Τότε, οποιαδήποτε δύο ισχυρά τρίγωνα στο
𝐻 είναι ακµές-ξένα.

Απόδειξη. ΄Εστω 𝐻 είναι ένα συνεκτικό γράφηµα και, έστω, ένα Ϲεύγος 𝑇 �

r𝑎, 𝑏, 𝑐x και 𝑇 ¬ � r𝑎, 𝑏, 𝑑x ισχυρών τριγώνων, στο 𝐻, που µοιράζονται µια ακµή
(την �𝑎, 𝑏�). Από το Λήµµα 4.1.10, καθένα από τα 𝑇 και 𝑇

¬ είναι, είτε ένα
κρεµαστό τρίγωνο, είτε περιέχεται σε ένα κρεµαστό διαµάντι ή σε ένα κρεµαστό
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𝐾4. ∆εδοµένου ότι κάθε ένα από τα 𝑇 και 𝑇 ¬ έχει το πολύ µια κορυφή ϐαθµού
2, κανένα από αυτά δεν µπορεί να είναι ένα κρεµαστό τρίγωνο. Ας υποθέσουµε
πρώτα ότι ένα από αυτά, ας πούµε το 𝑇 , περιέχεται σε ένα κρεµαστό διαµάντι.
Τότε, το σύνολο κορυφών αυτού του διαµαντιού είναι ακριβώς r𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑x, και
η µόνη δυνατότητα που αποµένει για το 𝑇

¬ είναι να περιέχεται, επίσης, σε ένα
κρεµαστό διαµάντι. Επειδή, το 𝐻 είναι συνεκτικό, συµπεραίνουµε ότι, το 𝐻
είναι ισόµορφο µε ένα διαµάντι σε αυτήν την περίπτωση. Αν το 𝑇 περιέχεται
σε ένα κρεµαστό 𝐾4, τότε, οµοίως, το σύνολο κορυφών, αυτού του 𝐾4, είναι
ακριβώς r𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑x και η µόνη εναποµένουσα δυνατότητα για το 𝑇

¬ είναι να
περιέχεται, επίσης, σε ένα κρεµαστό 𝐾4, και, ως εκ τούτου, 𝐻 	 𝐾4, σε αυτήν
την περίπτωση. �

΄Εστω𝐻 είναι ένα συνεκτικό γράφηµα που δεν είναι ισόµορφο µε οποιοδήποτε
γράφηµα από το σύνολο r𝐾3,𝐾4, διαµάντιx. Θυµηθείτε ότι, η κρεµαστή µείω-
ση του 𝐻 είναι το γράφηµα, που λαµβάνεται από το 𝐻, διαγράφοντας από το
𝐻, όλες τις µη-ϱίζες των κρεµαστών υπογραφηµάτων του. Το επόµενο λήµµα
καθορίζει κάποιες απαραίτητες συνθήκες, ώστε το 𝐿�𝐻� να είναι localizable.

Λήµµα 4.1.12. [44] ΄Εστω 𝐻 είναι ένα συνεκτικό γράφηµα, µη ισόµορφο µε
κάποιο γράφηµα από το σύνολο r𝐾3,𝐾4, διαµάντιx, έτσι ώστε, το 𝐿�𝐻� να είναι
localizable και έστω �𝑆, 𝒯 � να είναι ένας line-localizability πιστοποιητής του 𝐻.
Τότε :

(1.) Το 𝒯 είναι το σύνολο όλων των ισχυρών τριγώνων του 𝐻.

(2.) 𝑅W�𝐻� = 𝑆 � o.

(3.) 𝑅��𝐻� <𝑅��𝐻� N 𝑆.

(4.) Η κρεµαστή µείωση 𝐹 του 𝐻 είναι ένα συνεκτικό διµερές γράφηµα µε δια-
µέριση του συνόλου κορυφών του r𝑆, 𝑉 �𝐹 � ¯ 𝑆x.

Απόδειξη. Θεωρούµε τα 𝐻, 𝑆 και 𝒯 να είναι όπως στην υπόθεση του λήµµατος.
Συµβολίζουµε µε 𝒯W το σύνολο των κρεµαστών τριγώνων του 𝐻, µε 𝒯� το σύνολο
των τριγώνων του 𝐻 που περιέχονται σε ένα κρεµαστό διαµάντι και µε 𝒯� το
σύνολο των τριγώνων του𝐻 που περιέχονται σε ένα κρεµαστό𝐾4. Από το Λήµµα
4.1.10, κάθε ισχυρό τρίγωνο του 𝐻 ανήκει σε ένα (και έπειτα σε ακριβώς ένα)
από τα σύνολα 𝒯W, 𝒯� και 𝒯�. Επιπλέον, από το Λήµµα 4.1.11, οποιαδήποτε
δύο τρίγωνα στο σύνολο 𝒯W < 𝒯� < 𝒯� είναι ακµές-ξένα.

Από το Λήµµα 4.1.10, για να δείξουµε τη υπόθεση �1.�, πρέπει να δείξουµε
ότι 𝒯 � 𝒯W < 𝒯� < 𝒯�. ∆εδοµένου ότι κάθε τρίγωνο στο 𝒯 είναι ισχυρό, έχουµε
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ότι 𝒯 N 𝒯W < 𝒯� < 𝒯�. Θα αποδείξουµε την αντίστροφη κατέυθυνση, δηλαδή,
ότι 𝒯W < 𝒯� < 𝒯� N 𝒯 , σε τρία ϐήµατα. Στην πορεία, ϑα αποδείξουµε, επίσης,
τις παραπάνω υποθέσεις �2.� και �3.�.

Αρχικά, έστω 𝑇 � r𝑎, 𝑏, 𝑐x " 𝒯W είναι ένα κρεµαστό τρίγωνο µε ϱίζα την
κορυφή 𝑐. Σηµειώστε ότι, καµία από τις κορυφές 𝑎 και 𝑏 δεν είναι ισχυρή.
Εποµένως, r𝑎, 𝑏x = 𝑆 � o και, κατά συνέπεια, υπάρχει ένα ισχυρό τρίγωνο
𝑇
¬
" 𝒯 , τέτοιο ώστε, r𝑎, 𝑏x N 𝑇

¬. ∆εδοµένου ότι, το 𝑇 είναι το µοναδικό τρίγωνο
του 𝐻, που περιέχει την ακµή �𝑎, 𝑏�, συµπεραίνουµε ότι 𝑇 ¬ � 𝑇 και ως εκ
τούτου 𝑇 " 𝒯 . Αυτό σηµαίνει ότι 𝒯W N 𝒯 . Επιπλέον, επειδή το 𝑇 " 𝒯 , έχουµε
ότι 𝑇 = 𝑆 � o και, κατά συνέπεια, 𝑐 � 𝑆. Αυτό αποδεικνύει την υπόθεση �2.�,
δηλαδή, ότι δεν υπάρχει ϱίζα κρεµαστού τριγώνου στο 𝑆.

΄Εστω 𝑇 � r𝑎, 𝑏, 𝑐x " 𝒯� είναι ένα τρίγωνο που περιέχεται σε ένα κρεµαστό
διαµάντι µε ϱίζα την κορυφή 𝑑, έτσι ώστε, 𝑑𝐻�𝑎� � 2 και 𝑑𝐻�𝑏� � 𝑑𝐻�𝑐� � 3.
∆εδοµένου ότι η κορυφή 𝑎 δεν είναι ισχυρή, έχουµε ότι 𝑎 � 𝑆. Επειδή το 𝑆
είναι ανεξάρτητο σύνολο, µια κορυφή εκ των 𝑏 και 𝑐, ας πούµε η 𝑏, δεν ανήκει
στο 𝑆. Από αυτό συνεπάγεται ότι η ακµή �𝑎, 𝑏� περιέχεται σε κάποιο τρίγωνο
𝑇
¬
" 𝒯 . Και πάλι, επειδή το 𝑇 είναι το µόνο τρίγωνο που περιέχει την ακµή

�𝑎, 𝑏�, συµπεραίνουµε ότι 𝑇 ¬ � 𝑇 και ως εκ τούτου 𝑇 " 𝒯 . Αυτό σηµαίνει ότι,
𝒯� N 𝒯 . Από το Λήµµα 4.1.11, τα ισχυρά τρίγωνα του 𝐻 είναι ανά δύο ακµές-
ξένα, εποµένως, το τρίγωνο r𝑏, 𝑐, 𝑑x δεν είναι ισχυρό. Από αυτό συνεπάγεται ότι
𝑑 " 𝑆, επειδή διαφορετικά η ακµή �𝑏, 𝑑� ϑα ήταν µια ακµή του 𝐻 � 𝑆 που δεν
καλύπτεται από κανένα τρίγωνο του 𝒯 .

Τώρα, έστω 𝑇 � r𝑎, 𝑏, 𝑐x " 𝒯� είναι ένα τρίγωνο που περιέχεται σε ένα
κρεµαστό 𝐾4 µε ϱίζα την κορυφή 𝑑 και 𝑑𝐻�𝑎� � 𝑑𝐻�𝑏� � 𝑑𝐻�𝑐� � 3. Ας
υποθέσουµε, για αντίφαση, ότι 𝑇 � 𝒯 . Επειδή το 𝑆 είναι ανεξάρτητο σύνολο,
περιέχει το πολύ µια κορυφή του 𝑇 . Μπορούµε, λοιπόν, να υποθέσουµε ότι
r𝑎, 𝑏x = 𝑆 � o. ΄Εστω 𝑇

¬ είναι το τρίγωνο στο 𝒯 που καλύπτει την ακµή �𝑎, 𝑏�.
Επειδή 𝑇 � 𝒯 , συµπεραίνουµε ότι, 𝑇

¬
j 𝑇 και, εποµένως, 𝑇

¬
� r𝑎, 𝑏, 𝑑x.

∆εδοµένου ότι, τα ισχυρά τρίγωνα του 𝐻 είναι ανά δύο ακµές-ξένα και το 𝑇 είναι
ένα ισχυρό τρίγωνο που µοιράζεται την ακµή �𝑎, 𝑏� µε το 𝑇

¬, συνεπάγεται ότι, το
𝑇
¬ δεν είναι ισχυρό, σε αντίθεση µε το γεγονός ότι 𝑇 ¬ " 𝒯 . Αυτό σηµαίνει ότι,

𝒯� N 𝒯 . ΄Οπως παραπάνω, χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι τα ισχυρά τρίγωνα
του 𝐻 είναι ανά δύο ακµές-ξένα, συνεπάγεται ότι, για να καλύψουµε την ακµή
�𝑎, 𝑑�, πρέπει 𝑑 " 𝑆. Οι παραπάνω δύο παράγραφοι αποδεικνύουν την υπόθεση
�3.�, δηλαδή, ότι η ϱίζα κάθε κρεµαστού διαµαντιού ή το 𝐾4 είναι στο 𝑆.

Τέλος, ϑα αποδείξουµε την υπόθεση �4.�. ΄Εστω 𝐹 είναι η κρεµαστή µείωση
του 𝐻. Επειδή το 𝐻 είναι συνεκτικό και η διαφορά του 𝐹 από το 𝐻 είναι οι κο-
ϱυφές των κρεµαστών υπογραφηµάτων του, που δεν είναι ϱίζες, συµπεραίνουµε
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ότι το 𝐹 είναι συνεκτικό. ∆εδοµένου ότι, το 𝒯 είναι το σύνολο όλων των ισχυρών
τριγώνων του 𝐻 και 𝑇 =𝑆 � o, για όλα τα 𝑇 " 𝒯 , προκύπτει ότι 𝑆 N 𝑉 �𝐹 �, και
πιο συγκεκριµένα, το 𝑆 είναι ένα ανεξάρτητο σύνολο του 𝐹 . Αρκεί λοιπόν, να
δείξουµε ότι το σύνολο 𝑉 �𝐹 �¯𝑆 είναι ανεξάρτητο. ΄Εχουµε ότι 𝑉 �𝐹 � � 𝑍<ℛW,
όπου το 𝑍 είναι το σύνολο κορυφών του𝐻 που δεν περιέχονται σε κάποιο ισχυρό
τρίγωνο. Ας υποθέσουµε, για αντίφαση, ότι υπάρχει µια ακµή �𝑢, 𝑣� " 𝐸�𝐻�
που συνδέει δύο κορυφές του 𝑉 �𝐹 � ¯ 𝑆. Τότε, το �𝑢, 𝑣� είναι µια ακµή του
γραφήµατος 𝐻 � 𝑆. Αν r𝑢, 𝑣x = 𝑍 j o, τότε, το �𝑢, 𝑣� ϑα ήταν µια ακµή του
𝐻 �𝑆 που δεν περιέχεται σε κάποιο τρίγωνο στο 𝒯 , σε αντίθεση µε την υπόθεση
για το 𝒯 . ΄Ετσι, έχουµε r𝑢, 𝑣x N ℛW, και, συνεπώς, τα 𝑢 και 𝑣 είναι γειτονικές
ϱίζες δύο κρεµαστών τριγώνων. Επειδή το �𝑢, 𝑣� είναι µια ακµή του 𝐻 � 𝑆,
περιέχεται σε κάποιο τρίγωνο 𝑇 " 𝒯 , το οποίο είναι σαφώς αδύνατο, λόγω του
χαρακτηρισµού για τα ισχυρά τρίγωνα, που υπόθηκε από το Λήµµατος 4.1.10.
Αυτή η αντίφαση αποδεικνύει την υπόθεση �4.�. �

Τώρα, τα έχουµε όλα έτοιµα για να αποδείξουµε τον προανακοινωθέντα χαρα-
κτηρισµό, για τα localizable line γραφήµατα, τον οποίο επαναλαµβάνουµε εδώ
για ευκολία.

Θεώρηµα 4.1.6. (Επαναδιατύπωση) ΄Εστω 𝐻 είναι ένα συνεκτικό γράφηµα και
έστω 𝐺 � 𝐿�𝐻�. Τότε, το 𝐺 είναι localizable, αν και µόνο αν, ισχύει ένα από τα
ακόλουθα:

(1.) Το 𝐻 δεν είναι ισόµορφο µε οποιοδήποτε γράφηµα από το σύνολο r𝐾3,𝐾4,
διαµάντιx και η κρεµαστή µείωση του, 𝐹 , είναι ένα συνεκτικό διµερές γράφη-
µα µε διαµέριση του συνόλου των κορυφού του σε δύο ανεξάρτητα σύνολα
𝑈 και 𝑊 , έτσι ώστε :

(a.) 𝑅��𝐻� <𝑅��𝐻� N 𝑈 ,

(b.) 𝑅W�𝐻� N𝑊 , και

(c.) κάθε κορυφή 𝑢 " 𝑈 ¯𝑅��𝐻� είναι ισχυρή στο γράφηµα 𝐹��𝑁𝐹 �𝑢�=
𝑅W�𝐻��.

(2.) Το 𝐻 είναι ισόµορφο, είτε µε το 𝐾3, είτε µε το 𝐾4.

Απόδειξη. ΄Εστω 𝐺 � 𝐿�𝐻� είναι localizable και έστω �𝑆, 𝒯 � είναι ένας line-
localizability πιστοποιητής του 𝐻. Ας υποθέσουµε ότι, το 𝐻 δεν είναι ισόµορφο
µε κάποιο από τα 𝐾3 ή 𝐾4. ∆εδοµένου ότι, το line γράφηµα του διαµαντιού δεν
είναι localizable, το 𝐻 δεν είναι, επίσης, ισόµορφο µε το διαµάντι. ΄Εστω 𝐹 να
είναι η κρεµαστή µείωση του𝐻. Από την κατασκευή, έχουµεℛW�𝐻�<ℛ��𝐻�<
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ℛ��𝐻� N 𝑉 �𝐹 �. Από το Λήµµα 4.1.12, το 𝐹 είναι ένα συνεκτικό διµερές
γράφηµα µε διαµέριση του συνόλου κορυφών του r𝑆, 𝑉 �𝐹 � ¯ 𝑆x. Από το ίδιο
λήµµα συνεπάγεται ότι, ℛ��𝐻� <ℛ��𝐻� N 𝑆 και ℛW�𝐻� N 𝑉 �𝐹 � ¯ 𝑆. ΄Ετσι,
ϑέτοντας 𝑊 ¬

� 𝑁𝐹 �𝑢�=ℛW�𝐻� και 𝐹 ¬ � 𝐹 �𝑊
¬, πρέπει να δείξουµε µόνο ότι

κάθε κορυφή 𝑢 " 𝑆 ¯ℛ��𝐻� είναι ισχυρή στο γράφηµα 𝐹
¬ και ϑα καταλήξουµε

σστο επιθυµητό συµπέρασµα, λαµβάνοντας 𝑈 � 𝑆 και 𝑊 � 𝑉 �𝐹 � ¯ 𝑆. Ας
υποθέσουµε, για αντίφαση, ότι υπάρχει µια κορυφή 𝑢 " 𝑆 ¯ ℛ��𝐻� που δεν
είναι ισχυρή στο γράφηµα 𝐹

¬. Τότε, υπάρχει ένα µεγιστοτικό ταίριασµα 𝑀
¬

του 𝐹
¬, τέτοιο ώστε, η 𝑢 να µην είναι προσκείµενη µε κάποια ακµή του 𝑀

¬.
∆εδοµένου ότι, 𝑢 " 𝑆, η κορυφή 𝑢 είναι ισχυρή στο𝐻, δηλαδή, κάθε µεγιστοτικό
ταίριασµα του 𝐻 καλύπτει το 𝑢. Ωστόσο, τώρα, ϑα δείξουµε ότι το 𝑀

¬ περιέχεται
σε ένα µεγιστοτικό ταίριασµα του 𝐻 που δεν καλύπτει το 𝑢. Επειδή 𝑢 " 𝑆
και ℛW�𝐻� N 𝑉 �𝐹 � ¯ 𝑆, η κορυφή 𝑢 δεν είναι η ϱίζα κρεµαστού τριγώνου
του 𝐻. Επιπλέον, επειδή 𝑢 � ℛ��𝐻�, δεν είναι, επίσης, ϱίζα κρεµστού 𝐾4.
΄Εστω 𝒟 είναι το (ενδεχοµένως κενό) σύνολο των κρεµαστών διαµαντιών στο 𝐻
που έχουν ως ϱίζα την 𝑢. Για κάθε κρεµαστό διαµάντι 𝐷 " 𝒟, έστω 𝑒𝐷 είναι η
ακµή του 𝐷 που σχηµατίζει ένα τρίγωνο µε την 𝑢. Για κάθε κορυφή 𝑤 " 𝑊

¬,
έστω 𝑇𝑤 � r𝑇1, ..., 𝑇𝑘x είναι το σύνολο των κρεµαστών τριγώνων του 𝐻 µε ϱίζα
την 𝑤, έστω 𝑇𝑖 � r𝑤, 𝑎𝑖, 𝑏𝑖x, και έστω 𝑀𝑤 � r�𝑤, 𝑎1�x < r�𝑎𝑖, 𝑏𝑖� � 2 & 𝑖 & 𝑘x.
Σηµειώστε ότι το 𝑀𝑤 είναι ένα ταίριασµα στο 𝐻. ΄Εστω

𝑀 �𝑀
¬
< r𝑒𝐷 � 𝐷 " 𝒟x < �

𝑤"𝑊 ¬

𝑀𝑤.

Τότε, το 𝑀 είναι ένα ταίριασµα στο 𝐻 που καλύπτει όλους τους γείτονες του
𝑢. Εποµένως, το 𝑀

¬ περιέχεται σε ένα µεγιστοτικό ταίριασµα του 𝐻 που δεν
καλύπτει το 𝑢, σε αντίθεση µε το γεγονός ότι το 𝑢 είναι ισχυρό στο 𝐻. Αυτό
συµπληρώνει την απόδειξη της µιας κατεύθυνσης.

Για την αντίστροφη κατεύθυνση, ας υποθέσουµε ότι ισχύει µια από τις προ-
τάσεις �1.� και �2.�, στην υπόθεση του ϑεώρηµατος. Αν το 𝐻 είναι ισόµορφο µε
ένα από τα 𝐾3 και 𝐾4, τότε, το line γράφηµα του 𝐻 είναι localizable. Ας υπο-
ϑέσουµε, τώρα, ότι η συνθήκη �1.� ισχύει, δηλαδή, το 𝐻 δεν είναι ισόµορφο µε
οποιοδήποτε γράφηµα του συνόλου r𝐾3,𝐾4, διαµάντιx και η κρεµαστή µείω-
σης της, 𝐹 , είναι ένα συνεκτικό διµερές γράφηµα µε µια διαµέριση του συνόλου
των κορυφών της σε δύο ανεξάρτητα σύνολα 𝑈 και 𝑊 , έτσι ώστε, οι συνθήκες
(𝑎)-(𝑐) να ισχύουν. ΄Εστω 𝒯 είναι το σύνολο όλων των ισχυρών τριγώνων του 𝐻.
Θα δείξουµε ότι το Ϲεύγος �𝑈, 𝒯 � είναι ένας line-localizability πιστοποιητής του
𝐻, και, συνεπώς, το 𝐺 είναι localizable, από το Λήµµα 4.1.9. Με άλλα λόγια,
πρέπει να δείξουµε ότι το 𝑈 είναι ένα ανεξάρτητο σύνολο από ισχυρές κορυφές
στο 𝐻 και ότι το 𝒯 είναι ένα σύνολο από ισχυρά τρίγωνα που αποσυνθέτουν το
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𝐻 � 𝑈 . Από το Λήµµα 4.1.10, το 𝒯 ισούται µε το σύνολο που περιέχει όλα
τα κρεµαστά τρίγωνα, όλα τα τρίγωνα που περιέχονται σε κάποιο κρεµαστό δια-
µάντι και όλα τα τρίγωνα που περιέχονται σε κάποιο κρεµαστό 𝐾4. Σηµειώστε
ότι µε το Λήµµα 4.1.11, οποιαδήποτε δύο ισχυρά τρίγωνα στο 𝐻 είναι ακµές-
ξένα. Συνεπώς, το γεγονός ότι το 𝐹 είναι διµερές και ότι ισχύουν οι ιδιότητες �𝑎�
και �𝑏� συνεπάγεται ότι το 𝒯 αποσυνθέτει το 𝐻 �𝑈 . Είναι σαφές ότι, το 𝑈 είναι
ένα ανεξάρτητο σύνολο στο 𝐻. Αποµένει, λοιπόν, να δείξουµε ότι, κάθε κορυφή
𝑢 " 𝑈 είναι ισχυρή στο 𝐻. Ας υποθέσουµε, για αντίφαση, ότι κάποιο 𝑢 " 𝑈
δεν είναι ισχυρό στο 𝐻. Τότε, υπάρχει ένα µεγιστοτικό ταίριασµα 𝑀 του 𝐻
που δεν καλύπτει το 𝑢. Υπάρχουν δύο περιπτώσεις. Ας υποθέσουµε, πρώτα, ότι
𝑢 " 𝑈 ¯ ℛ��𝐻�. Από την ιδιότητα �𝑐�, η κορυφή 𝑢 είναι ισχυρή στο γράφηµα
𝐹
¬
� 𝐹 � �𝑁𝐹 �𝑢� = 𝑅W�𝐻��. Συνεπάγεται ότι, το ταίριασµα 𝑀

¬
� 𝑀 = 𝐸�𝐹

¬
�

καλύπτει όλες τις κορυφές στο 𝑁𝐹 �𝑢� = 𝑅W�𝐻�, οι οποίες είναι ακριβώς οι γε-
ίτονες του 𝑢 στο 𝐹

¬. Η επέκταση του 𝑀
¬ σε ένα µεγιστοτικό ταίριασµα του 𝐹

¬,
που δεν καλύπτει το 𝑢, δείχνει ότι, το 𝑢 δεν είναι ισχυρό στο 𝐹

¬, το οποίο είναι
άτοπο. Ας υποθέσουµε, τώρα, ότι 𝑢 " ℛ��𝐻�. ΄Εστω 𝐷 είναι ένα κρεµαστό 𝐾4

του 𝐻 µε σύνολο κορυφών r𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑢x και µε ϱίζα τη 𝑢. Εφόσον, η 𝑢 δεν κα-
λύπτεται από το 𝑀 , το ταίριασµα 𝑀 καλύπτει το πολύ δύο από τις κορυφές από
το r𝑎, 𝑏, 𝑐x. Προσθέτοντας στο 𝑀 την ακµή που συνδέει το 𝑢 µε µια ακάλυπτη
κορυφή του r𝑎, 𝑏, 𝑐x, οδηγούµαστε σε ένα ταίριασµα του 𝐻 που περιέχει πλήρως
το 𝑀 , το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε το γεγονός ότι το 𝑀 είναι µεγιστοτικό.
Αυτό συµπληρώνει την απόδειξη. �

Από το Θεώρηµα 4.1.6, επέρχεται το ακόλουθο πόρισµα.

Πόρισµα 4.1.13. [45] Το πρόβληµα Υπαρξη ∆ιαµερισης σε Ισχυρες Κλικες στην
κλάση των line γραφηµάτων ανήκει στην κλάση P.

4.1.2 Υποκυβικά και κυβικά γραφήµατα

Ο καθορισµός της πολυπλοκότητας του προβλήµατος Υπαρξη ∆ιαµερισης σε
Ισχυρες Κλικες στην κλάση των 𝐾4-free γραφηµάτων, ή και γενικότερα σε ο-
ποιαδήποτε κλάση γραφηµάτων µε οριοθετηµένο αριθµό κλίκας, είχε δηλωθεί
ως ανοικτό Ϲήτηµα στο [44]. Επίσης, δεν γνωρίζουµε τυχόν αποτελέσµατα πο-
λυπλοκότητας για αυτό το πρόβληµα σε κλάσεις γραφηµάτων µε οριοθετηµένο
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µέγιστο ϐαθµό. Αυτό έρχεται σε αντίθεση µε το γεγονός ότι υπάρχει ένας αλ-
γόριθµος, γραµµικού χρόνου, για την αναγνώριση καλά-καλυπτόµενων γρα-
ϕηµάτων µε οριοθετηµένο µέγιστο ϐαθµό, λόγω του Caro και των συνεργατών
του [16]. ΄Ενα αποτέλεσµα για τα καλά-καλυπτόµενα υποκυβικά γραφήµατα
δόθηκε από Ramey [63].

Η δοµή των γραφηµάτων µε µέγιστο ϐαθµό το πολύ δύο είναι τόσο περιορι-
σµένη, ώστε, ένας αλγόριθµος πολυωνυµικού χρόνου για το πρόβληµα Υπαρξη
∆ιαµερισης σε Ισχυρες Κλικες είναι άµεσος. Στη συνέχεια, αποδεικνύουµε ότι,
το πρόβληµα είναι, επίσης, επιλύσιµο σε πολυωνυµικό χρόνο στην, πιο γενική,
κλάση υποκυβικών γραφηµάτων. Αρχίζουµε µε ένα λήµµα.

Λήµµα 4.1.14. [45] ΄Εστω ότι𝐺 � �𝑉,𝐸� είναι ένα συνεκτικό υποκυβικό γράφη-
µα που περιέχει µια ισχυρή κλίκα 𝐶 µεγέθους 3. Αν υπάρχει ισχυρή κλίκα 𝐶

¬ στο
𝐺, τέτοια ώστε, 𝐶 j 𝐶

¬ και 𝐶 = 𝐶
¬
j o, τότε, το 𝐺 είναι localizable, αν και µόνο

αν, 𝐺 	 𝑃2 � 𝑃3.

Απόδειξη. Ας είναι τα 𝐺, 𝐶 και 𝐶 ¬ όπως περιγράφονται στην υπόθεση.

(
) Είναι εύκολο να επαληθεύσουµε ότι το 𝐺 είναι localizable, αν 𝐺 	

𝑃2 � 𝑃3.

(�) Ας υποθέσουµε ότι το 𝐺 είναι localizable. ΄Εστω 𝒞 είναι µια διαµέριση
του 𝑉 σε ισχυρές κλίκες και έστω 𝐶 � r𝑎, 𝑏, 𝑐x.

Ας υποθέσουµε πρώτα ότι ¶𝐶 ¬¶ � 3. Αν ¶𝐶=𝐶
¬
¶ � 1, τότε, η κορυφή του 𝐶=𝐶

¬

ϑα έχει ϐαθµό τουλάχιστον 4, το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε την υπόθεση ότι
το 𝐺 είναι υποκυβικό. Ως εκ τούτου, ¶𝐶 =𝐶

¬
¶ � 2. Μπορούµε, χωρίς ϐλάβη της

γενικότητας, να υποθέσουµε ότι 𝐶 = 𝐶
¬
� r𝑎, 𝑏x. ΄Εστω 𝑑 η εναποµείναντα κο-

ϱυφή του 𝐶
¬. Αν δεν υπάρχουν άλλες κορυφές στο 𝐺, τότε, το 𝐺 είναι ισόµορφο

µε το γράφηµα διαµάντι (diamond graph ή 𝐾4) µείον µια ακµη, το οποίο δεν
είναι localizable. Εφόσον, το 𝐺 είναι συνεκτικό µε Δ�𝐺� � 3, προκύπτει ότι,
ένα από τα 𝑐 και 𝑑 έχει έναν γείτονα διαφορετικό από τα 𝑎 και 𝑏. Αν τα 𝑐 και 𝑑
είναι γειτονικά, τότε 𝐺 	 𝐾4, το οποίο αντιτίθεται µε την υπόθεση ότι η 𝐶 είναι
ισχυρή κλίκα. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, µπορούµε να υποθέσουµε ότι µια
κορυφή 𝑥 είναι ο γείτονας του 𝑐, διαφορετική από τις 𝑎 και 𝑏. Αν τα 𝑥 και 𝑑
είναι µη-γειτονικά, τότε, µπορούµε να επεκτείνουµε το σύνολο r𝑑, 𝑥x σε ένα µε-
γιστοτικό ανεξάρτητο σύνολο 𝐼, στο 𝐺, έτσι ώστε, 𝐼 =𝐶 � o, το οποίο έρχεται σε
αντίθεση µε την υπόθεση ότι η 𝐶 είναι ισχυρή κλίκα. Συνεπώς, τα 𝑥 και 𝑑 είναι
γειτονικά. Μία από τις κλίκες 𝐶 και 𝐶 ¬ πρέπει να περιέχεται στη 𝒞, αφού είναι
οι µόνες ισχυρές κλίκες που περιέχουν τις κορυφές 𝑎 και 𝑏. Είναι ξεκάθαρο
τώρα ότι µία από τις κλίκες r𝑐, 𝑥x και r𝑑, 𝑥x πρέπει να ανήκει στη 𝒞. Αν το 𝐺
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έχει περισσότερες από 5 κορυφές, τότε, το 𝐺 είναι συνεκτικό µε Δ�𝐺� � 3 και
το 𝑥 έχει ένα γείτονα 𝑦 διαφορετικό από τα 𝑐 και 𝑑. Είναι αδιαµφισβήτητο ότι, το
𝑦 και το 𝑎 είναι µη-γειτονικά, αφού το 𝑎, ήδη, έχει ϐαθµό 3. Αλλά, τώρα, κάθε
µεγιστικό ανεξάρτητο σύνολο στο 𝐺 που περιέχει το σύνολο r𝑎, 𝑦x είναι ξένο µε
τις δύο κλίκες r𝑐, 𝑥x και r𝑑, 𝑥x , το οποίο, είναι αντίθετο µε την παραδοχή ότι,
µια από αυτές είναι στη 𝒞 και ως εκ τούτου είναι ισχυρή. ΄Ετσι, το 𝐺 έχει ακριβώς
5 κορυφές, και είναι προφανές ότι 𝐺 	 𝑃2 � 𝑃3.

Ας υποθέσουµε ότι, τώρα, ¶𝐶 ¬¶ � 2. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, µπορούµε
να υποθέσουµε ότι 𝐶 = 𝐶

¬
� r𝑎x και 𝐶 ¬ � r𝑎, 𝑑x. Υσχυριζόµαστε ότι, το 𝑑 έχει

ϐαθµό τουλάχιστον 2. ΄Εστω το 𝑑 έχει ϐαθµό 1. Τότε, η µόνη ισχυρή κλίκα
που περιέχει 𝑑 είναι 𝐶 ¬, εποµένως, πρέπει να περιέχεται στη 𝒞. Αυτό σηµαίνει
ότι το 𝐶 � 𝒞. Εποµένως, οι κορυφές 𝑏 και 𝑐 πρέπει να περιέχονται σε ισχυρές
κλίκες διάφορες της 𝐶. Από το πρώτο µέρος της απόδειξης, προκύπτει ότι,
τα 𝑏 και 𝑐 περιέχονται σε ισχυρές κλίκες µεγέθους 2 (διαφορετικά ϑα έχουµε
δύο ισχυρά τρίγωνα µε µη-κενή την τοµής). ΄Εστω τα σύνολα r𝑏, 𝑥x και r𝑐, 𝑦x
είναι ισχυρές κλίκες που περιέχουν τα 𝑏 και 𝑐, αντίστοιχα. ∆εδοµένου ότι, το
𝐶 είναι µια ισχυρή κλίκα στο 𝐺, προκύπτει ότι τα 𝑥 και 𝑦 είναι γειτονικά.
Ωστόσο, ένα µεγιστοτικό ανεξάρτητο σύνολο που περιέχει τα 𝑎 και 𝑥 δεν µπορεί
να διασταυρωθεί r𝑐, 𝑦x, αντίθετα µε την υπόθεση ότι η r𝑐, 𝑦x είναι µια ισχυρή
κλίκα. Η προκύπτουσα αντίφαση καθιερώνει τον ισχυρισµό µας ότι, το 𝑑 έχει
ϐαθµό τουλάχιστον 2.

Παρατηρούµε ότι, το 𝑑 δεν µπορεί να είναι γείτονας µε το 𝑏 ή το 𝑐, αφού
𝐶
¬
� r𝑎, 𝑑x είναι ισχυρή κλίκα. ΄Εστω ότι 𝑥 είναι ένας γείτονας του 𝑑 διάφορος

του 𝑎. ∆εδοµένου ότι, το r𝑎, 𝑑x είναι µια ισχυρή κλίκα στο 𝐺, προκύπτει ότι
το 𝑥 είναι γείτονας και του 𝑏 και του 𝑐. Αν το 𝑑 έχει τρίτο γείτονα 𝑦, τότε, το
𝑦 ϑα έπρεπε να είναι γείτονας και µε τους δύο 𝑏 και 𝑐, το οποίο έρχεται σε
αντίθεση µε την υπόθεση ότι Δ�𝐺� & 3. Εποµένως, το 𝑑 δεν έχει άλλο γείτονα
και, δεδοµένου ότι, το 𝐺 είναι συνεκτικό, ακολουθεί ότι, το 𝐺 είναι και πάλι
ισόµορφο µε το 𝑃2 � 𝑃3. �

Είµαστε, πλέον, έτοιµοι να διατυπώσουµε το κύριο αποτέλεσµα αυτής της
ενότητας.

Θεώρηµα 4.1.15. [45] Το πρόβληµα Υπαρξη ∆ιαµερισης σε Ισχυρες Κλικες ε-
ίναι επιλύσιµο σε πολυωνυµικό χρόνο στην κλάση των υποκυβικών συνεκτικών
γραφηµάτων.

Απόδειξη. ΄Εστω 𝐺 � �𝑉,𝐸� είναι ένα υποκυβικό γράφηµα. ∆εδοµένου ότι,
ένα γράφηµα είναι localizable, αν και µόνο αν, κάθε ένα από τα συνεκτικά του
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συστατικά είναι localizable, µπορούµε να υποθέσουµε, χωρίς ϐλάβη της γενι-
κότητας, ότι το 𝐺 είναι συνεκτικό και µη-τετριµµένο. Επειδή ο µέγιστος ϐαθµός
του 𝐺 είναι το πολύ 3, µπορούµε να ϐρούµε όλες τις ισχυρές κλίκες του 𝐺 σε
πολυωνυµικό χρόνο (πρέπει να ελέγξουµε όλα τα υποσύνολα µεγέθους το πολύ
3 και τα υποσύνολα που επάγονται από τις γειτονιές τους). Αν υπάρχει ισχυ-
ϱή κλίκα µεγέθους 4, τότε, 𝐺 	 𝐾4, εποµένως είναι localizable. ∆ιαφορετικά,
όλες οι ισχυρές κλίκες στο 𝐺 είναι µεγέθους 2 ή 3. Αν υπάρχει ισχυρή κλίκα
µεγέθους 3 µε µη-κενή τοµή µε άλλη ισχυρή κλίκα στο 𝐺, τότε, από το Λήµµα
4.1.14, το 𝐺 είναι localizable, αν και µόνο αν, 𝐺 	 𝑃2 � 𝑃3.

Ως εκ τούτου, µπορούµε να υποθέσουµε, από τώρα και στο εξής, ότι κάθε
ισχυρή κλίκα µεγέθους 3 είναι ξένη µε κάθε άλλη ισχυρή κλίκα στο 𝐺. Επο-
µένως, αν 𝐺 είναι localizable, τότε, κάθε ισχυρή κλίκα µεγέθους 3 περιέχεται σε
κάθε διαµέριση του 𝑉 σε ισχυρές κλίκες. ∆ηµιουργούµε, τώρα, ένα νέο γράφη-
µα 𝐺

¬ από τις κορυφές του 𝐺 που δεν ανήκουν σε ισχυρές κλίκες µεγέθους 3.
∆ύο κορυφές του 𝐺

¬ είναι γειτονικές, αν σχηµατίζουν µια ισχυρή κλίκα µεγέθους
2 στο 𝐺. Αν υπάρχει ένα τέλειο ταίριασµα 𝑀 στο 𝐺

¬, τότε, αυτό το ταίριασµα
µαζί µε όλες τις ισχυρές κλίκες µεγέθους 3 του 𝐺 αποτελούν µια διαµέριση
του 𝑉 σε ισχυρές κλίκες. Οµοίως, αν υπάρχει µια διαµέριση του 𝑉 σε ισχυρές
κλίκες, τότε, είναι ξεκάθαρο ότι το σύνολο των κλικών µεγέθους 2 στη διαµέριση
αυτή αποτελεί ένα τέλειο ταίριασµα στο 𝐺

¬. Εποµένως, το 𝐺 είναι localizable,
αν και µόνο αν, το 𝐺

¬ περιέχει ένα τέλειο ταίριασµα. Η επαλήθευση, του αν το
𝐺
¬ περιέχει ένα τέλειο ταίριασµα, µπορεί να γίνει σε πολυωνυµικό χρόνο (ϐλέπε

για παράδειγµα [26]). �

Στην περίπτωση των κυβικών (δηλαδή, των 3�κανονικών) γραφηµάτων, το
αποτέλεσµα του Θεωρήµατος 4.1.15 µπορεί να ενισχυθεί σε µια πλήρη κατη-
γοροποιηση. Αυτό µπορεί να προκύψει χρησιµοποιώντας την κατηγοροποίηση
των καλώς-καλυπτόµενων κυβικών γραφηµάτων, που οφείλεται στον Campbell
και τους συνεργάτες του [15]. Ο κατάλογος αποτελείται από τρεις απειρώσιµες
οικογένειες µαζί µε έξι εξαιρετικά γραφήµατα. Ελέγχοντας καθένα από τα γρα-
ϕήµατα στη λίστα, αν είναι localizable, µπορεί να προκύψει η κατηγοροποιηση
των localizable κυβικών γραφηµάτων που δίνονται από το Θεώρηµα 4.1.16. Για
έναν ακέραιο 𝑛 ' 2, υποδηλώνουµε µε 𝐹𝑛 το γράφηµα που προκύπτει ως εξής :
παίρνουµε έναν κύκλο 𝑣1𝑣2...𝑣𝑛𝑣1 µήκους 𝑛 (αν 𝑛 � 2, τότε, 𝑣1𝑣2𝑣1 είναι ένας
κύκλος µήκους δύο µε δύο παράλληλες ακµές), αντικαταστούµε κάθε κορυφή
𝑣𝑖 του κύκλου µε τις κορυφές 𝑥𝑖, 𝑥

¬

𝑖, 𝑦𝑖, 𝑦
¬

𝑖, 𝑧𝑖, 𝑧
¬

𝑖 που επάγουν το γράφηµα 𝐹
(ϐλέπε Σχήµα 4.2αʹ). Αντικαθιστούµε κάθε ακµή �𝑣𝑖, 𝑣𝑖 � 1� (𝑖 � 1, ..., 𝑛�1) του
κύκλου µε µια ακµή �𝑥𝑖, 𝑥

¬

𝑖 � 1� και την ακµή �𝑣𝑛, 𝑣1� µε την άκµη �𝑥𝑛, 𝑥
¬

1�
(δείτε το Σχήµα 4.2βʹ για παράδειγµα).
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(αʹ) Το γράφηµα 𝐹 .

(ϐʹ) Το γράφηµα 𝐹4.

(γʹ) Κυβικά localizable γραφήµατα: 𝐾3,3, 𝐾4, 𝐶6, και µια άπειρη οικογένεια r𝐹𝑛¶𝑛 '
2x.

Θεώρηµα 4.1.16. [45] ΄Εστω 𝐺 είναι ένα συνεκτικό κυβικό γράφηµα. Τότε, το
𝐺 είναι localizable, αν και µόνο αν, το𝐺 είναι ισόµορφο µε ένα από τα γραφήµατα
του συνόλου r𝐾3,3,𝐾4, 𝐶6x < r𝐹𝑛¶𝑛 ' 2x (ϐλέπε Σχήµα 4.1.18).

∆ίνουµε εδώ µια σύντοµη άµεση απόδειξη του Θεωρήµατος 4.1.16 και ϑα την
ενισχύσουµε περαιτέρω προσθέτοντας την ιδιότητα ότι κάθε κορυφή του 𝐺 πε-
ϱιέχεται σε µια ισχυρή κλίκα. Αρχικά, αναπτύσσουµε µια ιδιότητα των ισχυρών
κλικών σε γενικά κανονικά γραφήµατα.

Λήµµα 4.1.17. [45] ΄Εστω 𝑟 ' 1 και έστω το 𝐺 είναι ένα συνεκτικό r-κανονικό
γράφηµα. Τότε, το 𝐺 έχει µια ισχυρή κλίκα µεγέθους δύο, αν και µόνο αν,
𝐺 	 𝐾𝑟,𝑟.

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι το 𝐺 είναι ένα συνεκτικό r-κανονικό γράφηµα
και έστω r𝑢, 𝑣x είναι µια ισχυρή κλίκα στο 𝐺. ∆εδοµένου ότι, η κλίκα r𝑢, 𝑣x
είναι ισχυρή, είναι µια µεγιστοτική κλίκα και, ως εκ τούτου, δεν περιέχεται σε
κανένα τρίγωνο. ΄Εστω 𝐴 να είναι το σύνολο των γειτόνων του 𝑢 εκτός του 𝑣,
και έστω 𝐵 να είναι το σύνολο των γειτόνων του 𝑣 εκτός του 𝑢. Από τον ορισµό,
έχουµε ότι 𝐴=𝐵 � o. Υσχυριζόµαστε ότι κάθε κορυφή του 𝐴 είναι γειτονική µε

61



κάθε κορυφή του 𝐵. Υποθέτουµε, για αντίφαση, ότι κάποια κορυφή 𝑥 " 𝐴 δεν
είναι γειτονική µε κάποια κορυφή 𝑦 " 𝐵. Τότε, επεκτείνοντας το σύνολο r𝑥, 𝑦x
σε ένα µεγιστοτικό ανεξάρτητο σύνολο στο 𝐺, οδηγούµαστε σε ένα µεγιστοτικό
ανεξάρτητο που δεν περιέχει κανένα από τα 𝑢, 𝑣, το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε
την υπόθεση ότι το r𝑢, 𝑣x είναι µια ισχυρή κλίκα. Εποµένως, κάθε κορυφή του𝐴
είναι γειτονική µε κάθε κορυφή του 𝐵, όπως ισχυριστήκαµε. Επειδή το 𝐺 είναι
r-κανονικό, 𝑁�𝑢� � 𝐴< r𝑣x και 𝑁�𝑣� � 𝐵< r𝑢x, έχουµε ότι ¶𝐴¶ � ¶𝐵¶ � 𝑟� 1.
Η συνεκτικότητα του 𝐺 και το γεγονός ότι το 𝐺 είναι r-κανονικό υποδηλώνει ότι
𝐺 	 𝐾𝑟,𝑟. Η αντίστροφη κατεύθυνση είναι άµεση. �

Θεώρηµα 4.1.18. [45] ΄Εστω 𝐺 είναι ένα συνεκτικό κυβικό γράφηµα. Τότε, οι
ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναµες :

(1.) Το 𝐺 είναι localizable.

(2.) Κάθε κορυφή του 𝐺 περιέχεται σε µια ισχυρή κλίκα.

(3.) Το 𝐺 είναι ισόµορφο µε ένα από τα γραφήµατα στο σύνολο r𝐾3,3,𝐾4, 𝐶6x<
r𝐹𝑛¶𝑛 ' 2x (ϐλέπε Σχήµα ).

Απόδειξη. Από τον ορισµό των localizable γραφηµάτων είναι γνωστό ότι κάθε
κορυφή ενός localizable γραφήµατος περιέχεται σε µια ισχυρή κλίκα. Συνεπώς,
η πρόταση �1.� συνεπάγεται τη πρόταση �2.�.

Είναι, επίσης, εύκολο να ελέγξουµε ότι κάθε ένα από τα γραφήµατα στο
σύνολο r𝐾3,3,𝐾4, 𝐶6x<r𝐹𝑛¶𝑛 ' 2x είναι localizable. Πράγµατι, κάθε ακµή του
𝐾3,3 είναι µια ισχυρή κλίκα, στο 𝐾4 ολόκληρο το σύνολο των κορυφών είναι µια
ισχυρή κλίκα, σε καθένα από τα υπόλοιπα γραφήµατα κάθε κορυφή περιέχεται
σε ένα µοναδικό τρίγωνο και όλα αυτά τα τρίγωνα είναι ισχυρά. Συνεπώς, η
πρόταση �3.� συνεπάγεται τη πρόταση �1.�.

Τέλος, ϑα δείξουµε ότι από την πρόταση �2.� συνεπάγεται η πρόταση �3.�.
∆εδοµένου ότι το 𝐺 είναι συνεκτικό κυβικό γράφηµα, δεν µπορεί να περιέχει
κλίκα µεγέθους 5 ή ισχυρή κλίκα µεγέθους 1. Εάν υπάρχει ισχυρή κλίκα
µεγέθους 2 στο 𝐺, τότε από το Λήµµα 4.1.17, 𝐺 	 𝐾3,3. Αν υπάρχει ισχυρή
κλίκα µεγέθους 4, στο 𝐺, τότε, 𝐺 	 𝐾4, αφού το 𝐺 είναι κυβικό.

Ας υποθέσουµε, τώρα, ότι κάθε κορυφή του 𝐺 ανήκει σε µια ισχυρή κλίκα
µεγέθους 3. ΄Εστω 𝐶1 � r𝑥1, 𝑦1, 𝑧1x να είναι µια ισχυρή κλίκα στο 𝐺. Και οι
τρεις κορυφές του 𝐶1 δεν µπορούν να έχουν έναν κοινό γείτονα, αλλιώς το 𝐶1 δεν
ϑα είναι ισχυρή κλίκα. Ας υποθέσουµε ότι δύο κορυφές του 𝐶1, έστω οι 𝑥1 και
𝑦1, έχουν έναν κοινό γείτονα, έστω τον 𝑤, έξω από το 𝐶1. ΄Εστω 𝑤

¬
j 𝑧1 ο άλλος
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γείτονας του 𝑤. ∆εδοµένου ότι, η µοναδική κλίκα µεγέθους 3 που περιέχει το
𝑤 είναι η r𝑥1, 𝑦1, 𝑤x, προκύπτει ότι η r𝑥1, 𝑦1, 𝑤x είναι µια ισχυρή κλίκα. Αν το
𝑤
¬ δεν είναι γειτονικό µε το 𝑧1, τότε, ένα µεγιστοτικό ανεξάρτητο σύνολο στο 𝐺,

που περιέχει το r𝑤
¬
, 𝑧1x, ϑα ήταν ξένο µε τη r𝑥1, 𝑦1, 𝑤x, το οποίο είναι αντίθετο

µε το γεγονός ότι η r𝑥1, 𝑦1, 𝑤x είναι ισχυρή κλίκα. Αυτό σηµαίνει ότι το 𝑤
¬ είναι

γείτονας του 𝑧1. Ωστόσο, στην περίπτωση αυτή, η κορυφή 𝑤
¬ δεν ανήκει σε

κανένα τρίγωνο στο 𝐺, το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε την υπόθεση ότι κάθε
κορυφή του 𝐺 ανήκει σε µια ισχυρή κλίκα µεγέθους 3. Αυτό δείχνει ότι, δεν
υπάρχουν δύο κορυφές του 𝐶1 που να έχουν έναν κοινό γείτονα έξω από το 𝐶1.

Εάν οι γείτονες των 𝑥1, 𝑦1, 𝑧1, εκτός του 𝐶1, σχηµατίζουν ένα ανεξάρτητο
σύνολο 𝑆, τότε, κάθε µεγιστοτικό ανεξάρτητο σύνολο στο 𝐺, που περιέχει το 𝑆,
ϑα είναι ξένο µε το 𝐶1, πράγµα που είναι άτοπο. Ας υποθέσουµε τώρα ότι 𝑦¬1
και 𝑧¬1 είναι οι αποµείνων γείτονες των 𝑦1 και 𝑧1 και ότι 𝑦¬1 είναι γείτονας του
𝑧
¬

1. ∆εδοµένου ότι κάθε κορυφή ανήκει σε ένα τρίγωνο, έπεται ότι τα 𝑦
¬

1 και 𝑧¬1
έχουν έναν κοινό γείτονα, έστω τον 𝑥¬1. Αν 𝑥1 είναι γείτονας του 𝑥

¬

1, τότε, 𝐺 	 𝐶6.
Εποµένως, µπορούµε να υποθέσουµε ότι τα 𝑥1 και 𝑥¬1 δεν είναι γειτονικά. Από
τα παραπάνω, προκύπτει ότι, για κάθε ισχυρή κλίκα 𝐶 � r𝑢, 𝑣, 𝑤x στο 𝐺,
υπάρχουν κορυφές 𝑢

¬, 𝑣¬, 𝑤¬, έτσι ώστε, �𝑣, 𝑣
¬
�, �𝑤,𝑤

¬
� " 𝐸, r𝑢

¬
, 𝑣
¬
, 𝑤

¬
x είναι

ισχυρή κλίκα και το 𝑢 δεν είναι γείτονας του 𝑢
¬.

΄Εστω 𝑥
¬

2 είναι ο αποµείνων γείτονας του 𝑥1. Εφόσον, το 𝑥
¬

2 ανήκει σε µια
ισχυρή κλίκα, προκύπτει ότι υπάρχουν κορυφές 𝑦

¬

2 και 𝑧
¬

2, έτσι ώστε, 𝐶2 �

r𝑥
¬

2, 𝑦
¬

2, 𝑧
¬

2x να είναι ισχυρή κλίκα. Το γεγονός ότι το𝐺 είναι κυβικό, συνεπάγεται
ότι, r𝑦¬2, 𝑧

¬

2x = r𝑥1, 𝑦1, 𝑧1, 𝑥
¬

1, 𝑦
¬

1, 𝑧
¬

1x � o. ΄Εστω τα 𝑦2 και 𝑧2 είναι οι αποµείνων
γείτονες των 𝑦

¬

2 και 𝑧¬2, αντίστοιχα. Τότε, χρησιµοποιώντας το ίδιο επιχείρηµα,
όπως παραπάνω, αντικαθιστώντας το 𝐶 µε το 𝐶2, µπορούµε εύκολα να δούµε ότι
τα 𝑦2 και 𝑧2 είναι γειτονικά και ότι έχουν έναν κοινό γείτονα, δηλαδή, το 𝑥2. Αν
το 𝑥2 είναι γειτονικό µε το 𝑥

¬

1, τότε, 𝐺 	 𝐹2. Αν τα 𝑥2 και 𝑥¬1 δεν είναι γειτονικά,
τότε, έστω το 𝑥

¬

3 να είναι ο αποµείνων γείτονας του 𝑥2 και επαναλαµβάνουµε
το ίδιο επιχείρηµα όπως πριν. Εφόσον το γράφηµα είναι πεπερασµένο και
συνεκτικό, προκύπτει ότι για κάποιο 𝑛, ϑα έχουµε ότι το 𝑥𝑛 είναι γειτονικό µε
το 𝑥

¬

1, εποµένως, 𝐺 	 𝐹𝑛. �

Ολοκληρώνουµε την υποενότητα σηµειώνοντας ότι, όπως παρατηρείται στο
[43], η ισοδυναµία µεταξύ των προτάσεων �1.� και �2.�, στο Θεώρηµα 4.1.18,
δεν µπορεί να γενικευθεί σε αυθαίρετα κανονικά γραφήµατα. ΄Ενα µικρό 8-
κανονικό αντιπαράδειγµα δίνεται από το line γράφηµα του 𝐾6. Επιπροσθέτως,
στο [43] µη-localizable κανονικά γραφήµατα κατασκευάζονται, έτσι ώστε, κάθε
µεγιστοτική κλίκα να είναι ισχυρή.
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4.1.3 Τρίγωνο-free γραφήµατα και 𝐶4-free γραφήµατα

΄Εστω 𝐺 είναι ένα τρίγωνο-free γράφηµα χωρίς αποµονωµένες κορυφές. Ε-
πειδή το 𝐺 είναι τρίγωνο-free και δεν έχει αποµονωµένες κορυφές, το 𝐺 είναι
localizable, αν και µόνο αν, το 𝐺 έχει µια διαµέριση του συνόλου των κορυφών
του σε ισχυρές κλίκες µεγέθους δύο.

Πρόταση 4.1.19. [44] Για ένα τρίγωνο-free γράφηµα 𝐺, χωρίς µεµονωµένες
κορυφές, οι ακόλουθες ιδιότητες είναι ισοδύναµες :

(1.) Το 𝐺 είναι localizable.

(2.) Το 𝐺 έχει ένα τέλειο ταίριασµα στο οποίο κάθε ακµή είναι µια ισχυρή κλίκα.

(3.) Το 𝐺 έχει ένα τέλειο ταίριασµα, και κάθε ακµή κάθε τέλειου ταιριάσµατος
στο 𝐺 είναι µια ισχυρή κλίκα.

Απόδειξη. ∆εδοµένου ότι το 𝐺 είναι ένα τρίγωνο-free γράφηµα και δεν έχει α-
ποµονωµένες κορυφές, κάθε ισχυρή κλίκα στο 𝐺 είναι µεγέθους δύο. Οι συνε-
παγωγές �3.�� �2.�� �1.� ισχύουν για όλα τα γραφήµατα. Η πρώτη συνεπα-
γωγή είναι προφανής και η δεύτερη προέρχεται από τον ορισµό των localizable
γραφηµάτων. Ας υποθέσουµε, τώρα, ότι το 𝐺 είναι localizable. Από το Θεώρη-
µα 1.2.47, το 𝐺 έχει µια κάλυψη 𝛼�κλικών και κάθε κλίκα σε κάθε κάλυψη
𝛼�κλικών στο 𝐺 είναι ισχυρή. ΄Εστω 𝒞 � r𝐶1, ..., 𝐶𝛼�𝐺�x είναι µια κάλυψη
𝛼�κλικών στο 𝐺. Επειδή κάθε κλίκα 𝐶𝑖 είναι ισχυρή, κάθε 𝐶𝑖 έχει µέγεθος
2, δηλαδή, το 𝒞 είναι τέλειο ταίριασµα στο 𝐺. Συνεπώς, 𝛼�𝐺� � ¶𝒞¶ � ¶𝑉 �𝐺�¶

2
.

Αντίστροφα, αν 𝑀 είναι ένα τέλειο ταιρισµα στο 𝐺, τότε, το 𝑀 είναι µια κάλυψη
𝛼�κλικών στο 𝐺, και, εποµένως, επειδή κάθε κλίκα σε κάθε κάλυψη 𝛼�κλικών
είναι ισχυρή, κάθε ακµή του 𝑀 είναι µια ισχυρή κλίκα. �

Η Πρόταση 4.1.19 και το Πόρισµα 1.2.49 οδηγούν στον χαρακτηρισµό των
καλά-καλυπτόµενων γραφηµάτων στην κλάση των τρίγωνο-free ηµι-τέλειων γρα-
ϕηµάτων από τους Dean και Zito [23] (Θεωρήµα 4.3). Από αλγοριθµική όψη,
η Πρόταση 4.1.19 υποδηλώνει την ύπαρξη ενός αλγορίθµου πολυωνυµικού
χρόνου για τον έλεγχο, αν ένα δεδοµένο τρίγωνο-free γράφηµα είναι localizable:
Μετά την αφαίρεση των αποµονωµένων κορυφών, µπορεί κανείς να χρησιµο-
ποιήσει τον αλγόριθµο του Edmonds [25] για να ελέγξει, αν το γράφηµα έχει
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τέλειο ταίριασµα και, αν ϐρεθεί ένα τέλειο ταίριασµα, κάθε µια από τις ακµές
του ελέγχεται, αν είναι µια ισχυρή κλίκα. ∆εν είναι δύσκολο να δούµε ότι, µια
ακµή �𝑢, 𝑣� σε ένα τρίγωνο-free γράφηµα 𝐺 είναι µια ισχυρή κλίκα, αν και µόνο
αν, κάθε κορυφή του 𝑁�𝑢� είναι γείτονας κάθε κορυφής στο 𝑁�𝑣�.

Σχόλιο 4.1.20. [44] Οι δύο ισοδύναµες ιδιότητες χαρακτηρισµού αναγνώρισης
localizable γραφηµάτων στην κλάση των τρίγωνο-free γραφηµάτων, χωρίς απο-
µονωµένες κορυφές, εµφανίστηκαν στην ϐιβλιογραφία σε διάφορα κείµενα. Για
παράδειγµα, όπως αποδείχθηκε ανεξάρτητα απο τους Staples [ [67], Θεώρηµα
1.11] το 1975 και Favaron [28] το 1982, οι δύο ιδιότητες χαρακτηρίζουν, επακρι-
ϐώς, την κλάση των πολύ καλά-καλυπτόµενων γραφηµάτων (very well-covered).
[΄Ενα γράφηµα καλείται πολύ καλά-καλυπτόµενο, αν δεν έχει αποµονωµένες
κορυφές και κάθε µεγιστοτικό ανεξάρτητο σύνολο του είναι µεγέθους ¶𝑉 �𝐺�¶

2
).

Σαφώς, αν ένα γράφηµα 𝐺 έχει ένα τέλειο ταίριασµα, τέτοιο ώστε, κάθε ακ-
µή του να είναι ισχυρή κλίκα, τότε, το 𝑉 �𝐺� µπορεί να διαµεριστεί σε ισχυρές
κλίκες και, έτσι, το 𝐺 είναι localizable. Συνεπώς, κάθε πολύ καλά-καλυπτόµενο
γράφηµα είναι localizable. Η συνθήκη �2.� είχε, επίσης, µελετηθεί, στο πλαίσιο
της µεταθετικής άλγεβρας, από τους Benedetti και Varbaro [5].

Ας στραφούµε τώρα στον χαρακτηρισµό 𝐶4-free γραφηµάτων. Γνωρίζουµε ότι
στα 𝐶4-free γραφήµατα µια κλίκα είναι ισχυρή, αν και µόνο αν, είναι simplicial,
από το Λήµµα 3.1.2. Ας δούµε, τώρα, πότε ένα γράφηµα στην κλάση των 𝐶4-free
είναι localizable.

Θεώρηµα 4.1.21. [44] ΄Ενα 𝐶4-free γράφηµα 𝐺 είναι localizable, αν και µόνο
αν, κάθε κορυφή του 𝐺 ϐρίσκεται σε µια µοναδική simplicial κλίκα.

Απόδειξη. Από το Λήµµα 3.1.2, το 𝐺 είναι localizable, αν και µόνο αν, το σύνο-
λο κορυφών του µπορεί να διαµεριστεί σε simplicial κλίκες. Αυτή η συνθήκη
ικανοποιείται, σαφώς, αν κάθε κορυφή ϐρίσκεται σε µια µοναδική simplicial
κλίκα.

Ας υποθέσουµε τώρα ότι το 𝑉 �𝐺� διαµερίζεται σε simplicial κλίκες 𝐶1, ...,
𝐶𝑘. Αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε 𝑣 " 𝐶𝑖, η κλίκα 𝐶𝑖 είναι η µόνη simplicial
κλίκα που περιέχει το 𝑣. Αυτό είναι προφανές, αν το 𝑣 είναι simplicial κορυφή
(στην περίπτωση αυτή, το 𝐶𝑖 είναι η µόνη µεγιστοτική κλίκα που περιέχει 𝑣).
Ας υποθέσουµε, τώρα, ότι το 𝑣 δεν είναι simplicial κορυφή και ότι το 𝐶

¬ είναι
µια simplicial κλίκα που περιέχει το 𝑣, έτσι ώστε, 𝐶 ¬ j 𝐶𝑖. ΄Εστω 𝑣

¬
" 𝐶

¬ είναι
µια κορυφή, έτσι ώστε, 𝑁�𝑣

¬
� � 𝐶

¬. ΄Εστω µια simplicial κλίκα 𝐶𝑗 , τέτοια ώστε,
𝑣
¬
" 𝐶𝑗 . ΄Εχουµε ότι 𝑗 j 𝑖, γιατί διαφορετικά ϑα έχουµε 𝐶𝑖 N 𝑁�𝑣

¬
� � 𝐶

¬,
το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε το γεγονός ότι η 𝐶𝑖 και η 𝐶

¬ είναι ξεχωριστές
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µεγιστοτικές κλίκες. ∆εδοµένου ότι, το𝐶𝑗 είναι µια µεγιστοτική κλίκα, η κορυφή
𝑣 έχει µια µη-γειτονική κορυφή στο 𝐶𝑗 , ας πούµε την 𝑣

¬¬. ΄Οµως, τώρα, οι
κορυφές 𝑣 και 𝑣¬¬ σχηµατίζουν ένα Ϲευγάρι µη-γειτονικών κορυφών που είναι
γείτονες του 𝑣

¬, το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε το γεγονός ότι η γειτονιά του 𝑣
¬

είναι µια κλίκα. Με αυτό δείχνουµε ότι το 𝐶𝑖 είναι η µοναδική simplicial κλίκα
που περιέχει την 𝑣 και ολοκληρώνεται η απόδειξη. �

∆εδοµένου ότι, το σύνολο των simplicial κλίκων σε ένα γράφηµα µπορεί να
υπολογιστεί σε πολυωνυµικό χρόνο, από το Θεώρηµα 4.1.21, συνεπάγεται η
ύπαρξη ενός αλγορίθµου, πολυωνύµου χρόνου, ο οποίος προσδιορίζει, αν ένα
δεδοµένο 𝐶4-free γράφηµα είναι localizable.

Πόρισµα 4.1.22. [45] Το πρόβληµα Υπαρξη ∆ιαµερισης σε Ισχυρες Κλικες στην
κλάση των 𝐶4-free γραφηµάτων επιλύεται σε πολυωνυµικό χρόνο.

Επιπλέον, δεδοµένου ότι στην κλάση των ηµι-τέλειων γραφηµάτων, τα locali-
zable γραφήµατα συµπίπτουν µε τα καλά-καλυπτόµενα, το Θεώρηµα 4.1.21 γε-
νικεύει τους προαναφερθέντες χαρακτηρισµούς των καλώς-καλυπτόµενων γρα-
ϕηµάτων στις τάξεις των chordal και των 𝐶4-free γραφηµάτων, από τους Prisner
και τους συνεργάτες του [62] και τους Dean και Zito [23], αντίστοιχα.

4.1.4 Cographs

Από την ϐιβλιογραφία, γνωρίζουµε ότι η κλάση των cographs είναι υποκλάση
της κλάσης των cocomparability γραφηµάτων. Για τα cocomparability γρα-
ϕήµατα, από το Θεώρηµα 4.1.1, γνωρίζουµε ότι το πρόβληµα Υπαρξη ∆ιαµερισης
σε Ισχυρες Κλικες µπορεί να επιλυθεί σε πολυωνυµικό χρόνο και, µάλιστα, σε
χρόνο 𝑂�𝑛 �𝑚

2
�. ΄Αµεσο πόρισµα αυτών είναι το εξής.

Πόρισµα 4.1.23. Το πρόβληµα Υπαρξη ∆ιαµερισης σε Ισχυρες Κλικες είναι επι-
λύσιµο σε πολυωνυµικό χρόνο στην κλάση των cographs.

Παράδειγµα 4.1.24. ΄Εχοντας ως δεδοµένο το παρακάτω cograph 𝐺 (1ο σχήµα),
µπορούµε να δούµε ότι κάθε ακµή του γραφήµατος αποτελεί µεγιστοτική (και,
αντίστοιχα, ισχυρή) κλίκα στο γράφηµα. Επιλέγουµε, τυχαία, µια τέτοια κλίκα,
ας υποθέσουµε την κλίκα 𝐶1 � r𝑣2, 𝑣3x, την προσθέτουµε σε ένα, αρχικά, κενό
σύνολο 𝒮�𝐺� και, στη συνέχεια, την αφαιρούµε από το γράφηµα. Το αποµείνον
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γράφηµα, 𝐺¬ (3ο σχήµα), έχει ως µοναδική µεγιστοτική κλίκα, την µοναδική
ακµή του, 𝐶2 � r𝑣1, 𝑣4x, η οποία είναι και µεγιστοτική κλίκα στο 𝐺. Προ-
σθέτοντάς την στο σύνολο 𝒮�𝐺� και αφαιρώντας την από το γράφηµα 𝐺

¬, το 𝐺
¬

έχει ῾ἁδειάσει᾿᾿ και το σύνολο 𝒮�𝐺� � r𝐶1, 𝐶2x αποτελεί πλέον διαµέριση του
𝐺 σε µεγιστοτικές και, συνεπώς, σε ισχυρές κλίκες. Οπότε, το cograph 𝐺 είναι
localizable.

𝑣1

𝑣2 𝑣3

𝑣4

𝐺

𝑣1

𝑣2 𝑣3

𝑣4 𝑣1 𝑣4

𝐺
¬

𝐺 localizable

Παράδειγµα 4.1.25. Το παρακάτω cograph 𝐺 (1ο σχήµα), µπορούµε να δούµε
ότι, έχει ως µεγιστοτικές / ισχυρές κλίκες, το τρίγωνο 𝐶1 � r𝑣1, 𝑣2, 𝑣3x και την
ακµή 𝐶2 � r𝑣3, 𝑣4x. Για να είναι το 𝐺 localizable, ϑα πρέπει να υπάρχει µια
διαµέριση του𝐺, που να περιέχει και τις δυο µεγιστοτικές του κλίκες. Αυτό είναι
άτοπο, καθώς, επιλέγοντας, τυχαία, µια από αυτές τις κλίκες, ας υποθέσουµε
την κλίκα 𝐶2 � r𝑣3, 𝑣4x, αν την αφαιρούµε από το γράφηµα 𝐺, η µοναδική
µεγιστοτική κλίκα στο καινούργιο γράφηµα 𝐺

¬ (3ο σχήµα), είναι η µοναδική
ακµή του, 𝐶3 � r𝑣1, 𝑣2x, η οποία δεν είναι µεγιστοτική κλίκα στο 𝐺. Αντίστοιχα,
επιλέγοντας, τώρα, την µεγιστοτική κλίκα 𝐶1 � r𝑣1, 𝑣2, 𝑣3x, και αφαιρώντας την
από το γράφηµα 𝐺, δηµιουργείται το νέο γράφηµα 𝐺

¬¬ (5ο σχήµα), µε µοναδική
κορυφή - κλίκα, την 𝐶4 � r𝑣4x, η οποία δεν είναι µεγιστοτική κλίκα στο 𝐺.
Συνεπώς, το cograph 𝐺 δεν είναι localizable.

𝑣1

𝑣2 𝑣3

𝑣4

𝐺

𝑣1

𝑣2 𝑣3

𝑣4 𝑣1

𝑣2

𝐺
¬

𝑣1

𝑣2 𝑣3

𝑣4 𝑣4

𝐺
¬¬

𝐺 όχι localizable

Σε αυτό το σηµείο ϑα δώσουµε έναν αλγόριθµο που αναγνωρίζει localizable
cographs σε χρόνο 𝑂�𝑛 �𝑚�.
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ: Αναγνώριση localizable cographs.
Είσοδος: ΄Ενα συνεκτικό cograph 𝐺 � �𝑉 �𝐺�, 𝐸�𝐺��.
΄Εξοδος: Απάντηση, ναι ή όχι, στο πρόβληµα Υπαρξη ∆ιαµερισης σε Ισχυρες Κλι-
κες.
Βήµα 1: Ορίζουµε 𝐺¬ � 𝐺.
Βήµα 2: ∆ηµιουργούµε ένα νέο κενό σύνολο 𝒮�𝐺�.
Βήµα 3: Επιλέγουµε µια τυχαία µεγιστοτική κλίκα 𝐶 από το 𝐺

¬.
Βήµα 4: Αν η 𝐶 δεν είναι µεγιστοτική στο 𝐺, τότε, το 𝐺 δεν µπορεί να διαµερι-
στεί σε ισχυρές κλίκες, ο αλγόριθµος επιστρέφει την απάντηση όχι και τερµατίζει,
αλλιώς, συνεχίζει στο Βήµα 5.
Βήµα 5: Προσθέτουµε στο 𝒮�𝐺� την κλίκα 𝐶.
Βήµα 6: Θεωρούµε 𝐺¬ � 𝐺

¬
�𝐶, δηλαδή, αφαιρούµε τις κορυφές της κλίκας 𝐶

και όλες τις προσκείµενες σε αυτές ακµές από το 𝐺
¬.

Βήµα 7: Αν 𝐺
¬
� o, τότε, υπάρχει διαµέριση του 𝐺 σε ισχυρές κλίκες, το

𝒮�𝐺�, ο αλγόριθµος επιστρέφει την απάντηση ναι και τερµατίζει, αλλιώς, επα-
ναλαµβάνεται η διαδικασία από το Βήµα 3.

Για την απόδειξη της εγκυρότητας του αλγορίθµου παραθέτουµε και απο-
δεικνύουµε την παρακάτω πρόταση, µε την οποία αποδεικνύουµε ότι η τυχαία
επιλογή (µεγιστοτικών) κλικών στο Βήµα 3 δεν επιρρεάζει το αποτέλεσµα του
αλγορίθµου, δηλαδή, εάν υπάρχει, ή όχι, διαµέριση του γραφήµατος σε ισχυρές
κλίκες.

Πρόταση 4.1.26. ΄Εστω𝐺 είναι ένα συνεκτικό cograph. Τότε, το αποτέλεσµα του
αλγορίθµου αναγνώρισης localizable cographs είναι ανεξάρτητο από την τυχαία
επιλογή κλικών στο Βήµα 3 του αλγορίθµου.

Απόδειξη. ΄Εστω 𝐺 ένα συνεκτικό cograph. Τρέχοντας τον αλγόριθµο παραπάνω
ϑα επιστραφεί, είτε η απάντηση ναι, είτε η απάντηση όχι, για το πρόβληµα
Υπαρξη ∆ιαµερισης σε Ισχυρες Κλικες.

΄Εστω ο αλγόριθµος επέστρεψε την απάντηση: ναι. Τότε, το αποτέλεσµα του
αλγορίθµου είναι το σύνολο 𝒮�𝐺� � r𝑀1, ...,𝑀𝑘x, µε 𝑘 &

𝑛
2
�

¶𝑉 �𝐺�¶

2
, που

αποτελεί µια διαµέριση του γραφήµατος 𝐺 σε ισχυρές κλίκες.

΄Εστω, τώρα, ο αλγόριθµος επέστρεψε την απάντηση: όχι. Τότε, τα αποτε-
λέσµατα του αλγορίθµου είναι το σύνολο 𝒮�𝐺� � r𝑀1, ...,𝑀𝑘x, µε 𝑘 &

𝑛
2
�

𝑉 �𝐺�

2
, που αποτελείται από ισχυρές - µεγιστοτικές κλίκες του 𝐺, αλλά δεν απο-
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τελεί διαµέριση του 𝐺 σε ισχυρές κλίκες, και το σύνολο κορυφών 𝑋 � 𝐺
¬
� r𝑥 "

𝑉 �𝐺�¶𝑥 � 𝑀𝑖,¾𝑖 � r1, ..., 𝑘xx, που αποτελείται από κορυφές του γραφήµατος
𝐺, οι οποίες δεν ανήκουν σε κάποια ισχυρή κλίκα του 𝒮�𝐺�.

Ισχυριζόµαστε ότι δεν υπάρχει διαµέριση του 𝐺 σε ισχυρές κλίκες. Ας υπο-
ϑέσουµε, για αντίφαση, ότι, οι κλίκες 𝑀 ¬

1, 𝑀
¬

2,..., 𝑀
¬

𝑘¬ , αποτελούν µια διαµέριση
του 𝐺 σε ισχυρές κλίκες. ΄Εστω αυτή η διαµέριση είναι η 𝒮 ¬�𝐺� � r𝑀

¬

1, ...,𝑀
¬

𝑘¬x,
όπου, ¶𝒮 ¬�𝐺�¶ � 𝑘

¬
' 𝑘. Επειδή, το 𝒮 ¬�𝐺� είναι διαµέριση του 𝐺 σε ισχυρές

κλίκες, πρέπει όλα τα µεγιστοτικά ανεξάρτητα σύνολα του 𝐺 να είναι µεγέθους
𝑘
¬.

΄Οµως, αν 𝑘 $ 𝑘
¬, µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα µεγιστοτικό ανεξάρτητο

σύνολο, 𝐼1, µεγέθους 𝑘, που να περιέχει µια ακριβώς κορυφή από κάθε κλίκα
𝑀𝑖 του συνόλου 𝒮�𝐺�, για 𝑖 � r1, ..., 𝑘x, το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε το
γεγονός ότι το µέγεθος κάθε µεγιστοτικού ανεξάρτητου συνόλου του 𝐺 είναι 𝑘¬.

΄Εστω, τώρα, 𝑘 � 𝑘
¬. Επειδή το 𝒮 ¬�𝐺� αποτελεί διαµέριση του 𝐺 σε ισχυρές

κλίκες, κάθε κορυφή του 𝑋 ανήκει σε τουλάχιστον ένα µεγιστοτικό ανεξάρτητο
σύνολο µεγέθους 𝑘¬. Επιλέγουµε µια τυχαία κορυφή 𝑥 " 𝑋. Η 𝑥 ανήκει σε ένα
µεγιστοτικό ανεξάρτητο σύνολο, 𝐼2, µεγέθους 𝑘

¬. Οι υπόλοιπες �𝑘
¬
�1��κορυφές

του 𝐼2 ανήκουν, είτε σε κάποιες από τις κλίκες 𝑀
¬

𝑖, για 𝑗 � r1, ..., 𝑘x, είτε στο
σύνολο 𝑋. Αυτό, όµως, σηµαίνει ότι, υπάρχει τουλάχιστον µια κλίκα του 𝒮�𝐺�
που δεν έχει κοινή κορυφή µε το µεγιστοτικό ανεξάρτητο σύνολο 𝐼2. ΄Εστω, η
κλίκα αυτή είναι η 𝑀

¬

𝑝. Τότε, η 𝑀
¬

𝑝 δεν είναι ισχυρή, το οποίο είναι άτοπο,
καθώς, κάθε µεγιστοτική κλίκα στο 𝐺 είναι ισχυρή.

Εποµένως, καταλήξαµε στο συµπέρασµα ότι, εάν δεν µπορεί να διαµεριστεί
το 𝐺 σε ισχυρές κλίκες, ο αλγόριθµος δεν πρόκειται να δώσει ως αποτέλεσµα µια
διαµέριση του 𝐺 σε ισχυρές κλίκες, ανεξάρτητα από την επιλογή των κλικών.

Συνοψίζοντας, αποδείξαµε ότι η τυχαία επιλογή κλικών στο Βήµα 3 του αλ-
γορίθµου, δεν πρόκειται να επιρρεάσει το αποτέλεσµα του αλγορίθµου για την
ύπαρξη, ή µη, διαµέρισης του 𝐺 σε ισχυρές κλίκες. �

Θεώρηµα 4.1.27. Το πρόβληµα Υπαρξη ∆ιαµερισης σε Ισχυρες Κλικες είναι επι-
λύσιµο σε 𝑂�𝑛 �𝑚� χρόνο στην κλάση των cographs.

Απόδειξη. Θα χρησηµοποιήσουµε τον αλγόριθµο αναγνώρισης localizable co-
graphs, που περιγράφεται παραπάνω. Η ορθότητα του αλγορίθµου έπεται από
τη Πρόταση 4.1.26. Για την ανάλυση του χρόνου, του αλγορίθµου, ϑεωρούµε
ότι η είσοδος του αλγορίθµου είναι ένα συνεκτικό cograph 𝐺, µε 𝑛 κορυφές
και 𝑚 ακµές. Τα Βήµα 3 και Βήµα 4 χρειάζονται 𝑂�𝑛� χρόνο, για να υλοποι-
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ηθούν, έχοντας το cotree του γραφήµατος, ενώ, το Βήµα 6 απαιτεί 𝑂�𝑛 � 𝑚�
χρόνο, διότι, κατασκευάζουµε νέο cotree, που αντιστοιχεί στο νέο γράφηµα 𝐺

¬.
΄Ολα τα υπόλοιπα ϐήµατα, σε µια επανάληψη του αλγορίθµου, ϑα χρειαστούν
𝑂�1� χρόνο, αφού, χρησιµοποιούνται κλασικές δοµές δεδοµένων για την ανα-
παράσταση των συνόλων. Οι συνολικές επαναλήψεις του αλγορίθµου είναι το
πολύ 𝑛

2
, καθώς, σε κάθε επανάληψη διαγράφουµε τουλάχιστον µια ακµή από το

γράφηµα 𝐺
¬. Εποµένως, ο συνολικός χρόνος είναι 𝑂�𝑛

2
� �𝑛 �𝑚�� � 𝑂�𝑛 �𝑚�,

αφού, το 𝐺 είναι συνεκτικό και 𝑚 ' 𝑛 � 1. �

4.2 Υπολογιστικά όρια (δυσκολία) του προβλήµατος

΄Εχοντας κάνει αναφορά σε κλάσεις γραφηµάτων που δέχονται πολυωνυµική
επίλυση, ήρθε η ώρα να αναφερθούµε και σε κλάσεις γραφηµάτων που δεν έχει
ϐρεθεί πολυωνυµικός αλγόριθµος.

4.2.1 Ασθενώς chordal γραφήµατα

΄Οπως και στο προηγούµενο κεφάλαιο, ϑα αναφερθούµε αρχικά στα ασθενώς
chordal γραφήµατα. Οι Chvátal και Slater [21] και οι Sankaranarayana και
Stewart [65] απέδειξαν το ακόλουθο αποτέλεσµα.

Θεώρηµα 4.2.1. [45] Το πρόβληµα αναγνώρισης καλά-καλυπτόµενων γραφη-
µάτων είναι co-NP-πλήρες, ακόµη και για ασθενώς chordal γραφήµατα.

∆εδοµένου ότι, τα ασθενώς chordal γραφήµατα είναι τέλεια, το Πόρισµα
1.2.49 υποδηλώνει ότι ένα ασθενώς chordal γράφηµα είναι καλά-καλυπτόµενο,
αν και µόνο αν, είναι localizable. ΄Ετσι, το Θεώρηµα 4.2.1 αποδίδει τα παρα-
κάτω.

Θεώρηµα 4.2.2. [45] Το πρόβληµα Υπαρξη ∆ιαµερισης σε Ισχυρες Κλικες είναι
co-NP-πλήρες στην κλάση των ασθενώς chordal γραφηµάτων.
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Από τα αποτελέσµατα του Prisner και των συνεργατών του [62], προκύπτει ότι
τα localizable γραφήµατα µπορούν να αναγνωριστούν σε πολυωνυµικό χρόνο
µέσα στην κλάση των chordal γραφηµάτων (και, γενικότερα, στην κλάση των
𝐶4-free γραφηµάτων [44]).

Και οι δύο αποδείξεις του Θεωρήµατος 4.2.1, από τα [21,65], ϐασίζονται σε
µια αναγωγή από το πρόβληµα 3-SAT, όπως ακριβώς περιγράφηκε στην Υποε-
νότητα 3.2.1.

(Επαναδιατύπωση) Η είσοδος στο πρόβληµα 3-SAT είναι ένα σύνολο λογι-
κών µεταβλητών 𝑋 � r𝑥1, ..., 𝑥𝑛x και µια συλλογή προτάσεων 𝒞 � r𝐶1, ..., 𝐶𝑚x.
Κάθε πρόταση αποτελείται από ακριβώς τρία στοιχεία, όπου, κάθε στοιχείο είναι,
είτε µία από τις λογικές µεταβλητές (π.χ. 𝑥𝑖), είτε η άρνηση της (π.χ. 𝑥𝑖). Ο
στόχος είναι να προσδιοριστεί, αν η ϕόρµουλα Φ � 0

𝑚
𝑖�1𝐶𝑖 ικανοποιείται, δηλα-

δή, αν υπάρχει µια εκχώρηση αληθείας στις 𝑛� λογικές µεταβλητές, ώστε, να
καθιστά όλες τις προτάσεις ταυτόχρονα αληθείς. Η αναγωγή παράγει από ένα
δεδοµένο στιγµιότυπο 𝐼 του προβλήµατος 3-SAT, ένα ασθενώς chordal γράφηµα
𝐺�𝐼�, έτσι ώστε, το 𝐺�𝐼� να µην είναι καλά-καλυπτόµενο, αν και µόνο αν, η Φ
ικανοποιείται. Πιο συγκεκριµένα, δεδοµένης µιας εισόδου �𝑋, 𝒞� για το πρόβλη-
µα 3-SAT, που αντιπροσωπεύει µια ϕόρµουλα Φ, κατασκευάζεται ένα γράφηµα
𝐺 � 𝐺�𝑋, 𝒞�, µε σύνολο κορυφών 𝑉 �𝐺� � 𝐶<𝐿, όπου, οι κορυφές του συνόλου
𝐶 � r𝑐1, ..., 𝑐𝑚x, αντιστοιχούν στις προτάσεις της συλλογής 𝒞 και αποτελούν µια
κλίκα στο γράφηµα 𝐺, ενώ, οι κορυφές του συνόλου 𝐿 � r𝑥1, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛x,
αντιστοιχούν στις λογικές µεταβλητές του συνόλου 𝑋 και τις αρνήσεις τους, έτσι
ώστε, για κάθε 𝑖 " 1, ..., 𝑛, οι κορυφές 𝑥𝑖 και 𝑥𝑖 είναι γειτονικές. Επίσης, για
κάθε κορυφή 𝑐𝑖 " 𝐶 και κάθε κορυφή ℓ " 𝐿, υπάρχει η ακµή �𝑐𝑖, ℓ� στο γράφη-
µα 𝐺, αν και µόνο αν, η πρόταση 𝐶𝑖 περιέχει τη µεταβλητή ℓ. ∆εν υπάρχουν
άλλες ακµές στο γράφηµα. Τότε, το Φ ικανοποιείται, αν και µόνο αν, το 𝐺 δεν
είναι καλά-καλυπτόµενο [21,65].

Το Θεώρηµα 3.2.2 υποδηλώνει ότι οι προφανείς επιβεβαιώσεις, για ναι-στιγµιότυπα
του προβλήµατος αναγνώρισης localizable γραφηµάτων, πιθανότατα, δεν µπο-
ϱούν να επαληθευτούν σε πολυωνυµικό χρόνο, αφήνοντας ασαφές το κύρος της
ιδιότητας µέλους του προβλήµατος Υπαρξη ∆ιαµερισης σε Ισχυρες Κλικες στο NP
(ή στο co-NP).
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4.2.2 Συµπληρώµατα των line γραφηµάτων και γραφήµατα µε α-
ϱιθµό ανεξαρτησίας 𝑘

Σε αυτό το σηµείο, ϑα ασχοληθουµέ µε την κλάση των συµπληρωµάτων των
line γραφηµάτων. Μια άµεση συνέπεια του γεγονότος ότι το πρόβληµα ∆ιαµε-
ριση σε Ισχυρες Κλικες είναι επιλύσιµο σε πολυωνυµικό χρόνο στην κλάση των
συµπληρωµάτων των line γραφηµάτων είναι η ακόλουθη.

Πόρισµα 4.2.3. [45] Το πρόβληµα Υπαρξη ∆ιαµερισης σε Ισχυρες Κλικες στην
κλάση των συµπληρωµάτων των line γραφηµάτων ανήκει στην κλάση NP.

Σε αντίθεση µε το Πόρισµα 3.1.11, ϑα δείξουµε ότι το πρόβληµα Υπαρξη
∆ιαµερισης σε Ισχυρες Κλικες είναι NP-πλήρες στην κλάση των συµπληρωµάτων
των line γραφηµάτων. Η απόδειξη ϐασίζεται στα ακόλουθα.

Λήµµα 4.2.4. [45] ΄Εστω 𝑘 ' 2 να είναι ακέραιος αριθµός και έστω 𝐺 να είναι
ένα τρίγωνο-free 𝑘�κανονικό γράφηµα. Τότε, το 𝐺 είναι 𝑘�ακµές-χρωµατίσιµο,
αν και µόνο αν, το 𝐿�𝐺� είναι localizable.

Απόδειξη. Αρχικά, παρατηρούµε ότι, αφού το 𝐺 είναι 𝑘�κανονικό, ισχύει ότι :
𝜒
¬
�𝐺� ' 𝑘. Συγκεκριµένα, το 𝐺 είναι 𝑘�ακµές-χρωµατίσιµο, αν και µόνο αν,

𝜒
¬
�𝐺� � 𝑘. ∆εδοµένου ότι, το 𝐺 δεν έχει κορυφές ϐαθµού 0 ή 1, δεν υπάρχουν

δύο αστέρια του 𝐺, που να είναι συγκρίσιµα ως προς την έγκλειση συνόλων,
πράγµα που σηµαίνει ότι οι µεγιστοτικές κλίκες του 𝐿�𝐺� είναι ακριβώς τα
αστέρια του 𝐺. ∆εδοµένου ότι, το 𝐺 είναι 𝑘�κανονικό, οι µεγιστοτικές κλίκες
του 𝐿�𝐺� είναι µεγέθους 𝑘 και συνεπώς το 𝐿�𝐺� είναι ένα καλά-καλυπτόµενο
γράφηµα µε αριθµό ανεξαρτησίας 𝑘. Από το Θεώρηµα 1.2.47 προκύπτει ότι, το
𝐿�𝐺� είναι localizable, αν και µόνο αν, 𝜃�𝐿�𝐺�� � 𝑘. Η υπόθεση του λήµµατος
προκύπτει, τώρα, από το γεγονός ότι 𝜃�𝐿�𝐺�� � 𝜒�𝐿�𝐺�� � 𝜒

¬
�𝐺� είναι ο

χρωµατικός δείκτης του 𝐺. �

Θεώρηµα 4.2.5. [45] Για κάθε ακέραιο αριθµό 𝑘 ' 3, το πρόβληµα Υπαρξη
∆ιαµερισης σε Ισχυρες Κλικες είναι NP-πλήρες στην κλάση των συµπληρωµάτων
των line γραφηµάτων των τρίγωνο-free 𝑘�κανονικών γραφηµάτων.

Απόδειξη. Το γεγονός ότι το πρόβληµα είναι NP, προκύπτει από το Πόρισµα
4.2.3. Οι Cai και Ellis έδειξαν στο [14] ότι για κάθε 𝑘 ' 3, είναι NP-πλήρες
ο προσδιορισµός, αν ένα δεδοµένο τρίγωνο-free 𝑘�κανονικό γράφηµα είναι
𝑘�ακµές-χρωµατίσιµο. ΄Ετσι, αν 𝑘 ' 3 και το 𝐺 είναι ένα δεδοµένο τρίγωνο-free
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𝑘�κανονικό γράφηµα, το Λήµµα 4.2.4 υποδηλώνει ότι το 𝐺 είναι 𝑘�ακµές-
χρωµατίσιµο, αν και µόνο αν, το συµπλήρωµα του line γραφηµάτος του είναι
localizable. Το ϑεώρηµα απεδείχθει. �

Κλείνουµε αυτή την υποενότητα µε ορισµένες παρατηρήσεις σχετικά µε το
Θεώρηµα 4.2.5. Το γεγονός ότι ο έλεγχος ενός δεδοµένου συµπληρώµατος ενός
line γραφήµατος, αν είναι localizable, είναι NP-πλήρες, έρχεται σε αντίθεση µε
το γεγονός ότι η γενικότερη ιδιότητα της καλής-καλυψηµότητας µπορεί να επα-
ληθευτεί σε πολυωνυµικό χρόνο στην κλάση των συµπληρωµάτων των line γρα-
ϕηµάτων. Πράγµατι, για να εξακριβωθεί αν το 𝐿�𝐺� είναι καλά-καλυπτόµενο,
αρκεί να υπολογίσουµε το 𝐺 (χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 1.2.26), να υπολο-
γίσουµε το ℳ𝐺 (ϐλέπε Ορισµό 3.1.6) και να ελέγξουµε αν όλα τα σύνολα ℳ𝐺

έχουν το ίδιο µέγεθος.

Το Θεώρηµα 4.2.5 έχει επίσης την ακόλουθη συνέπεια.

Θεώρηµα 4.2.6. [45] Για κάθε ακέραιο αριθµό 𝑘 ' 3, το πρόβληµα Υπαρξη
∆ιαµερισης σε Ισχυρες Κλικες είναι NP-πλήρες στην κλάση των γραφηµάτων µε
αριθµό ανεξαρτησίας 𝑘.

Απόδειξη. ΄Οπως σηµειώνεται στην απόδειξη του Λήµµατος 4.2.4, αν το 𝐺 είναι
ένα τρίγωνο-free 𝑘�κανονικό γράφηµα, τότε, το 𝐿�𝐺� έχει αριθµό ανεξαρτησίας
𝑘, (𝛼�𝐺� � 𝑘). Εποµένως, η NP-δυσκολία του προβλήµατος προκύπτει από το
Θεώρηµα 4.2.5. Το γεγονός οτί ανήκει στο NP, προκύπτει από το ότι, για κάθε
καθορισµένο 𝑘, το πρόβληµα Ισχυρη Κλικα είναι επιλύσιµο σε πολυωνυµικό
χρόνο στην κλάση των γραφηµάτων µε αριθµό ανεξαρτησίας 𝑘. Πράγµατι, για
να ελεγχθεί, αν µια δεδοµένη κλίκα 𝐶, σε ένα τέτοιο γράφηµα 𝐺, είναι ισχυρή,
χρειάζεται µόνο να απαριθµήσουµε όλα τα 𝑂�¶𝑉 �𝐺�¶

𝑘
� µεγιστοτικά ανεξάρτητα

σύνολα του 𝐺 και να δοκιµάσουµε, αν η 𝐶 τέµνει το καθένα από αυτά. Συνεπώς,
µια διαµέριση του συνόλου κορυφών του 𝐺 σε 𝑘 ισχυρές κλίκες µπορεί να
εξακριβωποιηθεί σε πολυωνυµικό χρόνο. �

Η εκφώνιση του Θεωρήµατος 4.2.6 είναι έξυπνη µε την έννοια ότι, τα locali-
zable γραφήµατα µε αριθµό ανεξαρτησίας το πολύ δύο είναι αναγνωρίσιµα σε
πολυωνυµικό χρόνο. Πράγµατι, χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 1.2.47 δεν είναι
δύσκολο να δούµε ότι ένα γράφηµα µε αριθµό ανεξαρτησίας δύο είναι localiza-
ble, αν και µόνο αν, το συµπλήρωµα του είναι ένα διµερές γράφηµα, χωρίς απο-
µονωµένες κορυφές. Τέλος, παρατηρούµε ότι, το αποτέλεσµα του Θεωρήµατος
4.2.6 έρχεται σε αντίθεση µε το γεγονός ότι, για κάθε καθορισµένο 𝑘, ο έλεγχος,
αν ένα δεδοµένο γράφηµα 𝐺 µε 𝛼�𝐺� ' 𝑘 είναι καλά-καλυπτόµενο, µπορεί να
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γίνει σε πολυωνυµικό χρόνο, απλά µε την απαρίθµηση όλων των 𝑂�¶𝑉 �𝐺�¶
𝑘
�

ανεξάρτητων συνόλων και συγκρίνοντας τα µεταξύ τους, ανα δύο, ως προς το
µεγεθός τους. Συγκεκριµένα, αν δεν ισχύει P = NP, κανείς δεν µπορεί να επιτυ-
χεί µια ταυτόχρονη ενίσχυση του Θεωρήµατος 4.2.2 και του Θεωρήµατος 4.2.6,
η οποία ϑα απεδείκνυε τη δυσκολία της αναγνώρισης localizable γραφηµάτων
µέσα στην κλάση των ασθενώς chordal γραφηµάτων µε οριοθετηµένο αριθµό
ανεξαρτησίας. Πράγµατι, η παραπάνω παρατήρηση µαζί µε το Πόρισµα 1.2.49
υποδηλώνει ότι αυτό το πρόβληµα είναι επιλύσιµο σε πολυωνυµικό χρόνο.

4.2.3 Αντιπαραδείγµατα σε µια εικασία των Zaare-Nahandi

Στο [73], ο Zaare-Nahandi έθεσε την ακόλουθη εικασία (ϑυµηθείτε ότι ένα
γράφηµα 𝐺 λέµε ότι είναι ηµι-τέλειο εάν 𝜃�𝐺� � 𝛼�𝐺�).

Εικασία 1. [73] ΄Εστω 𝐺 είναι ένα 𝑘�µερές καλά-καλυπτόµενο γράφηµα, στο
οποίο όλες οι µεγιστοτικές κλίκες έχουν µέγεθος 𝑘. Τότε, το 𝐺 είναι ηµι-τέλειο.

Η εικασία, αυτή, µπορεί ισοδύναµα να επαναδιατυπωθεί, για τα localizable
γραφήµατα, ως εξής.

Εικασία 2. [44] ΄Εστω 𝐺 είναι ένα localizable co-καλά-καλυπτόµενο γράφηµα,
δηλαδή, το 𝐺 είναι καλά-καλυπτόµενο. Τότε, το 𝐺 είναι localizable.

Πρόταση 4.2.7. [44] Οι Εικασίες 1 και 2 είναι ισοδύναµες.

Απόδειξη. Αρχικά, ϑα αποδείξουµε ότι η Εικασία 1 συνεπάγει την Εικασία 2. Ας
υποθέσουµε την εγκυρότητα της Εικασίας 1. ΄Εστω το 𝐺 να είναι ένα localizable
co-καλά-καλυπτόµενο γράφηµα. Από το Θεώρηµα 1.2.47, αυτό ισοδυναµεί µε
την εξής υπόθεση: τα 𝐺 και 𝐺 είναι καλά-καλυπτόµενα και 𝜃�𝐺� � 𝛼�𝐺�.
΄Εστω 𝑘 � 𝛼�𝐺�. Τότε, 𝜒�𝐺� � 𝑘, εποµένως, το 𝐺 είναι ένα 𝑘�µερές καλά-
καλυπτόµενο γράφηµα, στο οποίο όλες οι µεγιστοτικές κλίκες έχουν µέγεθος 𝑘.
Από την Εικασία 1, το 𝐺 είναι ηµι-τέλειο, δηλαδή, 𝜃�𝐺� � 𝛼�𝐺�. Συνεπώς,
επειδή το 𝐺 είναι καλά-καλυπτόµενο, το 𝐺 είναι localizable από το Θεώρηµα
1.2.47. ΄Ετσι, η Εικασία 2 ισχύει.

Αντίστροφα, η Εικασία 2 συνεπάγει την Εικασία 1. Ας υποθέσουµε την
εγκυρότητα του Εικασία 2. ΄Εστω το 𝐺 είναι ένα 𝑘�µερές καλά-καλυµµένο
γράφηµα, στο οποίο όλες οι µεγιστοτικές κλίκες έχουν µέγεθος 𝑘. Τότε, 𝜒�𝐺� �
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𝜔�𝐺� � 𝑘 και όλα τα µεγιστοτικά ανεξάρτητα σύνολα του 𝐺 έχουν µέγεθος 𝑘.
Από αυτές τις συνθήκες συνεπάγεται ότι 𝜃�𝐺� � 𝛼�𝐺� και ότι τα 𝐺 και 𝐺 είναι
καλά-καλυπτόµενα. Από το Θεώρηµα 1.2.47, αυτό ισοδυναµεί µε το εξής : το
𝐺 είναι ένα localizable co-καλά-καλυπτόµενο γράφηµα. Από την Εικασία 2
συνεπάγεται ότι το 𝐺 είναι localizable και από το Θεώρηµα 1.2.47, το 𝐺 είναι
ηµι-τέλειο. ΄Ετσι, η Εικασία 1 ισχύει. �

Στη συνέχεια, ϑα απορρίψουµε την Εικασία 1 µε δύο διαφορετικούς τρόπους.

Πρώτος τρόπος: Θα δώσουµε µια µη-πεπερασµένη οικογένεια αντιπαρα-
δειγµάτων, που δείχνουν ότι ακόµη και η ακόλουθη εικασία, η οποία είναι
συνέπεια των Εικασιών 1 και 2, αποτυγχάνει.

Εικασία 3. [44] ΄Εστω 𝐺 είναι ένα localizable co-καλά-καλυπτόµενο γράφηµα.
Τότε, το 𝐺 έχει µια ισχυρή κλίκα.

Θεώρηµα 4.2.8. [44] Η Εικασία 3 είναι ψευδής. Κατά συνέπεια, οι Εικασίες 1
και 2 είναι ψευδείς.

Απόδειξη. ΄Εστω 𝐶 να είναι ένας περιττός κύκλος µήκους τουλάχιστον 5, και
έστω το 𝐺 είναι η κορώνα (corona) του 𝐶, δηλαδή, το γράφηµα που λαµβάνεται
από το 𝐶 προσθέτοντας σε αυτό ¶𝑉 �𝐶�¶ νέες κορυφές, κάθε µια γειτονική σε
διαφορετική κορυφή του κύκλου (και δεν υπάρχουν άλλες ακµές στο 𝐺) [για
παράδειγµα, το παρακάτω γράφηµα].

Κάθε ένα από τα ¶𝑉 �𝐶�¶�σύνολα 𝑁�𝑣�, όπου 𝑣 " 𝑉 �𝐺�¯𝑉 �𝐶�, είναι µια si-
mplicial (συνεπώς, και ισχυρή) κλίκα στο 𝐺. Αυτές οι κλίκες είναι ανά δύο ξένες
µεταξύ τους και η ένωση τους κάνει το 𝑉 �𝐺�. Εποµένως, το 𝐺 είναι localizable.
∆εδοµένου ότι κάθε µεγιστοτική κλίκα του 𝐺 έχει µέγεθος 2, συµπεραίνουµε ότι
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Σχήµα 4.3: ΄Ενα παράδειγµα του µετασχηµατισµού𝐺� 𝐺
¬. Τα σκιαγραφηµένα

τρίγωνα αποτελούν τις simplicial κλίκες του 𝐺
¬ (που διαµερίζουν το 𝑉 �𝐺

¬
�).

το𝐺 είναι co-καλά-καλυπτόµενο. Υσχυριζόµαστε ότι το𝐺 δεν έχει ισχυρή κλίκα,
κάτι που ισοδυναµεί µε το να δηλώσουµε ότι το 𝐺 δεν έχει ισχυρό ανεξάρτητο
σύνολο. Αυτό ισχύει επειδή κάθε ισχυρό ανεξάρτητο σύνολο στο 𝐺 ϑα πρέπει να
περιέχει µια κορυφή από καθεµία από τις ακµές του 𝐶 (καθώς, αυτές οι ακµές
είναι όλες οι µεγιστοτικές κλίκες στο 𝐺). Ωστόσο, επειδή το 𝐶 δεν είναι διµερές,
δεν υπάρχει ανεξάρτητο σύνολο του 𝐺 που να χτυπά όλες τις ακµές του 𝐶. �

∆εύτερος τρόπος: Θα δείξουµε ότι όχι µόνο υπάρχουν localizable co-καλά-
καλυπτόµενα γραφήµατα των οποίων τα συµπληρώµατα δεν είναι localizable,
αλλά είναι, επίσης, δύσκολο να προσδιοριστεί αν το συµπλήρωµα ενός δεδο-
µένου localizable co-καλά-καλυπτόµενου γραφήµατος είναι localizable.

Θεώρηµα 4.2.9. [44] ∆οθέντος ενός localizable co-καλά-καλυπτόµενου γρα-
ϕήµατος 𝐺, είναι NP-δύσκολο να προσδιοριστεί, αν το 𝐺 είναι localizable.

Απόδειξη. Για την απόδειξη του ϑεωρήµατος ϑα κάνουµε µια αναγωγή στο πρόβλη-
µα του 3-Χρωµατισµου σε τρίγωνο-free γραφήµατα, το οποίο είναι NP-δύσκολο
[53]. ∆οθέντος ενός τρίγωνο-free γραφήµατος 𝐺, ϑα κατασκευάσουµε από το
𝐺 ένα localizable co-καλά-καλυπτόµενο γράφηµα 𝐺

¬, έτσι ώστε, το 𝐺 να είναι
3-χρωµατίσιµο, αν και µόνο αν, το 𝐺 είναι localizable.

Το γράφηµα 𝐺
¬ λαµβάνεται από το 𝐺 µετά από δύο ϐήµατα. Πρώτα, κάθε

ακµή του 𝐺 εκτείνεται σε ένα τρίγωνο µε µια µοναδική νέα κορυφή. ΄Εστω
το 𝐺1 είναι το γράφηµα που προκύπτει. ΄Επειτα, σε κάθε κορυφή 𝑣, του 𝐺1,
προστίθενται δύο νέες κορυφές, ας τις πούµε 𝑣

¬ και 𝑣¬¬, όπου, είναι γειτονικές
µεταξύ τους και είναι, επίσης, γειτονές του 𝑣. ΄Ετσι, λαµβάνουµε το γράφηµα
𝐺
¬. ΄Ενα παράδειγµα της αναγωγής ϕαίνεται στο Σχήµα 4.3.
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∆εδοµένου ότι, υπάρχει ένα σύνολο από ¶𝑉 �𝐺1�¶-simplicial κλίκες που δια-
µερίζουν το 𝑉 �𝐺

¬
�, το γράφηµα 𝐺

¬ είναι localizable. ∆εδοµένου ότι το 𝐺 είναι
τρίγωνο-free, κάθε µεγιστοτική κλίκα του 𝐺

¬ έχει µέγεθος 3, και συνεπώς, το 𝐺
¬

είναι co-καλά-καλυµµένο. Για να συµπληρώσουµε την απόδειξη, ϑα δείξουµε
ότι το 𝐺 είναι 3-χρωµατίσιµο, αν και µόνο αν, το συµπλήρωµα του 𝐺

¬ είναι lo-
calizable. Ας υποθέσουµε ότι το 𝐺 είναι 3-χρωµατίσιµο και έστω 𝑐 είναι ένας
3-χρωµατισµός του 𝐺. Επεκτείνουµε το 𝑐 σε έναν 3-χρωµατισµό 𝑐

¬ του 𝐺
¬. Οι

χρωµατικές κλάσεις του 𝑐
¬ ορίζουν µια διαµέριση του 𝑉 �𝐺

¬
� σε τρία ανεξάρτητα

σύνολα, και ισοδύναµα, µια διαµέριση του συνόλου κορυφών του συµπληρώµα-
τος του 𝐺

¬ σε τρεις κλίκες, ας πούµε τις 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3. Επειδή όλες οι µεγιστοτικές
κλίκες του 𝐺

¬ έχουν µέγεθος 3, κάθε χρωµατική κλάση περιέχει µια κορυφή
από κάθε µεγιστοτική κλίκα του 𝐺, πράγµα που σηµαίνει ότι κάθε 𝐶𝑖 είναι µια
ισχυρή κλίκα στο συµπλήρωµα του 𝐺

¬. Εποµένως, το συµπλήρωµα του 𝐺
¬ είναι

localizable. Αντιστρόφως, επειδή 𝛼�𝐺
¬
� � 𝜔�𝐺

¬
� � 3, αν το συµπλήρωµα του

𝐺
¬ είναι localizable, τότε, έχει µια διαµέριση του συνόλου των κορυφών του σε

3 ισχυρές κλίκες, και εποµένως, το 𝐺
¬ είναι 3-χρωµατίσιµο. Αλλά, τότε, το 𝐺

είναι, επίσης, 3-χρωµατίσιµο, ως επαγόµενο υπογράφηµα του 𝐺
¬. �

Από την απόδειξη του Θεώρηµατος 4.2.9 προκύπτει ότι, αν το 𝐺 είναι ένα ο-
ποιοδήποτε τρίγωνο-free γράφηµα µε χρωµατικό αριθµό τουλάχιστον 4, τότε,
το γράφηµα 𝐺

¬, που λαµβάνεται από το 𝐺 όπως στην παραπάνω απόδειξη
(ϐλέπε Σχήµα 4.3), είναι ένα localizable co-καλά-καλυπτόµενο γράφηµα µε µη-
localizable συµπλήρωµα. Υπάρχουν πολλές γνωστές κατασκευές τρίγωνο-free
γραφηµάτων µε υψηλό χρωµατικό αριθµό, (ϐλέπε, π.χ. [2,59,75]).

Θα ϑέλαµε, επίσης, να επισηµάνουµε ότι στο [73] ο Zaare-Nahandi ισχυ-
ϱίστηκε ότι, το πρόβληµα του προσδιορισµού, αν ένα δεδοµένο ηµι-τέλειο γράφη-
µα είναι καλά-καλυπτόµενο είναι πολυωνυµικά επιλύσιµο. Ωστόσο, ένας, πο-
λυωνυµικού χρόνου, αλγόριθµος πιστοποίησης, αν ένα δεδοµένο ηµι-τέλειο
γράφηµα είναι καλά-καλυπτόµενο, ϑα σήµαινε ότι 𝑃 � 𝑁𝑃 . Αυτό οφείλεται
στο γεγονός ότι, το πρόβληµα αναγνώρισης καλά-καλυπτόµενων ασθενώς chor-
dal γραφηµάτων είναι co-NP-πλήρες και κάθε ασθενώς chordal γράφηµα είναι,
τέλειο και ως εκ τούτου, ηµι-τέλειο.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ5
Συµπερασµατα - Επεκτασεις

5.1 Πίνακας υπολογιστικών πολυπλοκοτήτων των έξι
προβληµάτων

Σε αυτήν την εργασία έγινε µια λεπτοµερή παρουσίαση της υπολογιστικής πο-
λυπλοκότητας έξι προβληµάτων αποφάσεων που σχετίζονται µε ισχυρές κλίκες
σε γραφήµατα, µε έµφαση στις κλάσεις των 𝐶4-free γραφηµάτων, των line γρα-
ϕηµάτων και των συµπληρωµάτων τους, των chordal και των ασθενώς chordal
γραφηµάτων, των υποκυβικών γραφηµάτων, των κυβικών γραφηµάτων και των
. Τα αποτελέσµατά µας, που συνοψίζονται στον Πίνακα 5.1, αφήνουν ανοιχτή
την κατάσταση της υπολογιστικής πολυπλοκότητας του προβλήµατος Καλυµµα
Ακµων απο Ισχυρες Κλικες, όχι µόνο για γενικά γραφήµατα (που είναι ένα γνω-
στό ανοιχτό πρόβληµα, ϐλέπε π.χ. [1, 10,46]) αλλά και, επίσης, για την κλάση
των ασθενώς chordal γραφηµάτων. Ως ένα επακόλουθο της µελέτης, του Huj-
durović και των συνεργατών του [45], πάνω στις ισχυρές κλίκες στην κλάση των
συµπληρωµάτων των line γραφηµάτων, είναι ότι το πρόβληµα Υπαρξη ∆ιαµερι-
σης σε Ισχυρες Κλικες είναι NP-πλήρης στην κλάση των γραφηµάτων µε αριθµό
ανεξαρτησίας 𝑘, για κάθε 𝑘 ' 3. Επίσης, µε ϐάση τις ιδιότητες των localizable
γραφηµάτων, ο Hujdurović και οι συνεργάτες του [43], απορρίψανε µια εικασία
των Zaare-Nahandi σχετικά µε 𝑘�µερή καλά-καλυπτόµενα γραφήµατα, όπου,
όλες οι µέγιστες κλίκες τους είναι µεγέθους 𝑘.
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ΙΚ ΥΙΚ ΚΚαΙΚ ΚΑαΙΚ ∆σΙΚ Υ∆σΙΚ
γενικά coNPπ

[74]
NPδ
[40]

NPδ
[45]

; coNPπ
[45]

coNPπ
[44]

𝐶4-free γρα-
ϕήµατα

P [45] P [45] P [45] P [45] P [45] P [45]

chordal γρα-
ϕήµατα

P [45] P [45] P [45] P [3] P [45] P [44,
62]

ασθενώς
chordal γρα-
ϕήµατα

coNPπ
[74]

NPδ
[45]

NPδ
[45]

; coNPπ
[45]

coNPπ
[44]

line γρα-
ϕήµατα

P [45] P [45] P [45] P [50] P [45] P [44]

συµπληρώµατα
line γραφη-
µάτων

P [45] P [45] P [45] P [45] P [45] NPπ
[45]

υποκυβικά
γραφήµατα

P [45] P [45] P [45] P [45] P [45] P [45]

κυβικά γρα-
ϕήµατα

P [45] P [45] P [45] P [45] P [45] P [45]

διαµάντι-free coNPπ
[20]

coNPπ
[20]

coNPπ
[20]

coNPπ
[20]

coNPπ
[20]

coNPδ
[20]

cographs P Πορ.
4.1.23

P Πορ.
4.1.23

P Πορ.
4.1.23

P Πορ.
4.1.23

P Πορ.
4.1.23

P Θε-
ώρ.4.1.27

Πίνακας 5.1: Σύνοψη των αποτελεσµάτων της υπολογιστικής πολυπλοκότητας
για τα έξι προβλήµατα που σχετίζονται µε τις ισχυρές κλίκες σε διάφορες κατη-
γορίες γραφηµάτων. Συµβολίζουµε ως: a ΙΚ το πρόβληµα Ισχυρη Κλικα, a ΥΙΚ το
πρόβληµα Υπαρξη Ισχυρης Κλικας, a ΚΚαΙΚ το πρόβληµα Καλυµµα Κορυφων απο
Ισχυρες Κλικες, a ΚΑαΙΚ το πρόβληµα Καλυµµα Ακµων απο Ισχυρες Κλικες, a
∆σΙΚ το πρόβληµα ∆ιαµεριση σε Ισχυρες Κλικες και a Υ∆σΙΚ το πρόβληµα Υπαρξη
∆ιαµερισης σε Ισχυρες Κλικες. Επίσης, συµβολίζουµε ως: a P την πολυωνυµική
επιλυσιµότητα, a NPπ � NP-πλήρες, a coNPπ � co-NP-πλήρες και a NPδ �
NP-δύσκολο. Τα αποτελέσµατα για την κλάση των cographs απεδείχθησαν σε
αυτήν την εργασία.

5.2 Κατευθύνσεις για µελλοντική έρευνα

Κλείνοντας την εργασία, ως ϕυσικό ερώτηµα για µελλοντική έρευνα, ϑα ήταν
ενδιαφέρον να πραγµατοποιήσουµε µια πιο λεπτοµερή µελέτη της πολυπλο-
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κότητας των έξι προβληµάτων που σχετίζονται µε ισχυρές κλίκες σε γραφήµατα
µε οριοθετηµένο αριθµό ανεξαρτησίας, 𝛼�𝐺� � 𝑘, όπου, 𝑘 ' 2. Επιπλεόν,
είναι ενδιαφέρον να πραγµατοποιηθεί έρευνα για την εύρεση της πολυωνυµι-
κής πολυπλοκότητας των έξι προβληµάτων σε όλα τα H-free γραφήµατα, όπου,
𝐻 είναι τα γραφήµατα µε το πολύ τέσσερις κορυφές. Παραδείγµατα τέτοιων
γραφηµάτων είναι τα claw-free γραφήµατα, τα paw-free γραφήµατα, τα δια-
µάντι-free (diamond-free) γραφήµατα και τα 4𝑃1-free γραφήµατα. Σε αυτό το
σηµείο, να αναφέρουµε ότι τα πέντε από τα έξι προβλήµατα που σχετίζονται µε
ισχυρές κλίκες έχουν µελετηθεί στην κλάση των διαµάντι-free γραφηµάτων, από
τον Chiarelli και τους συνεργάτες του [20], χαρακτηρίζοντας τα προβλήµατα Ι-
σχυρη Κλικα, Υπαρξη Ισχυρης Κλικας, Καλυµµα Κορυφων απο Ισχυρες Κλικες και
∆ιαµεριση σε Ισχυρες Κλικες co-NP-πλήρη και το πρόβληµα Υπαρξη ∆ιαµερισης
σε Ισχυρες Κλικες co-NP-δύσκολο.
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