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Εισαγωγή

Η γλώσσα των Μαθηµατικών, αλλά και η εσωτερική δοµή και ο τρόπος προσέγγισης των Μα-
ϑηµατικών εννοιών άλλαξαν στα µέσα του Εικοστού αιώνα, ακολουθώντας µια ϕυσική εξελικτική
διαδικασία. Αρχικά οι S. Eilenberg και S. Mac Lane, εµπνεόµενοι από διάφορα προβλήµατα της
Αλγεβρικής Τοπολογίας και της Θεωρίας Αναπαραστάσεων, εισήγαγαν την έννοια της κατηγορίας
το 1945, αλλά ήταν οι ιδέες του Grothendieck, οι οποίες κατέδειξαν για πρώτη ϕορά τη σπουδια-
ότητα της Θεωρίας Κατηγοριών είτε αυτόνοµα είτε σε διάφορα πλαίσια. Η Θεωρία Κατηγοριών,
αποτελεί σε ένα πρώτο επίπεδο µία γλώσσα οµογενοποίησης ορισµένων ϕαινοµενικά εντελώς δια-
ϕορετικών µαθηµατικών δοµών. Σε ένα δεύτερο επίπεδο η έννοια της κατηγορίας µας ϐοηθάει στον
εντοπισµό «κρυµµένων» πληροφοριών σε διάφορες µαθηµατικές δοµές καθώς και στην επινόηση
του κατάλληλου εννοιολογικού πλαισίου τυποποίησης ενός Μαθηµατικού προβλήµατος µε σκοπό
την επίλυσή του. Από την άλλη πλευρά η κατηγορική ϑεώρηση πολλών µαθηµατικών εννοιών
απετέλεσε το σηµαντικότερο ϐήµα για την επινόηση και ανάπτυξη σπουδαίων ϑεωριών, όπως για
παράδειγµα η Οµολογική ΄Αλγεβρα, οι οποίες συνέβαλαν αποφασιστικά στην επίλυση σηµαντικών
προβληµάτων. Αλλάζοντας κανείς λίγο την προοπτική µε την οποία µελετάει κάποια δοµή, όπως
για παράδειγµα έναν τοπολογικό χώρο, ή ακόµα και ένα γράφηµα, µπορεί να παρατηρήσει πολ-
λές οµοιότητες µεταξύ αυτών των δοµών. Για παράδειγµα, πολλές ϕορές δεν είναι σηµαντική η
µελέτη ενός αντικειµένου αυτού καθ΄ αυτού, αλλά η µελέτη των αλληλεπιδράσεών του (µορφισµών)
µε άλλα αντικείµενα. Οι παραπάνω διαδικασίες είναι πολύ σηµαντικές για την κατανόηση και
επίλυση µαθηµατικών προβληµάτων σε διάφορες περιοχές των Μαθηµατικών, από την Αλγεβρική
Τοπολογία και τη Θεωρία Αναπαραστάσεων µέχρι την Θεωρία Αριθµών και Αλγεβρική Γεωµετρία.

Ωστόσο για την ανάπτυξη µίας ουσιώδους ϑεωρίας είναι σηµαντικό να εστιάζουµε και στις
εφαρµογές της. Προς αυτή την κατεύθυνση, παρατηρούµε ότι κατηγορίες ειδικού τύπου, όπως για
παράδειγµα οι αβελιανές κατηγορίες, αποτελούν σηµαντικό πεδίο µελέτης, καθώς πολλές ϐασικές
µαθηµατικές δοµές µπορούµε να τις δούµε ως αβελιανές κατηγορίες ή ως µέρη µιας αβελιανής
κατηγορίας από τη µια πλευρά και από την άλλη πλευρά οι αβελιανές κατηγορίες συνιστούν
το καταλληλότερο εννοιολογικό πλαίσιο για την ανάπτυξη άλλων ϑεωριών, όπως για παράδειγµα
η Οµολογικής ΄Αλγεβρα. Τη σπουδαιότητα αυτών των κατηγοριών υπέδειξε ο Grothendieck σε
ένα διάσηµο άρθρο του το 1957, ϐλέπε [7], το οποίο έµεινε γνωστό ως Tohoku paper, και στο
οποίο, µε σκοπό την ανάπτυξη της συνοµολογικής ϑεωρίας σχηµάτων στην Αλγεβρική Γεωµετρία,
τυποποίησε τα ϐασικά αξιώµατα τα οποία µία κατηγορία οφείλει να ικανοποιεί για να έχει «καλή
συµπεριφορά». ∆ύο από τα σηµαντικότερα παραδείγµατα αβελιανών κατηγοριών είναι τα εξής :

• Εάν R είναι ένας δακτύλιος, τότε η κατηγορία των αριστερών R-προτύπων είναι αβελιανή
κατηγορία, ιδιαίτερα η κατηγορία όλων των αβελιανών οµάδων είναι αβελιανή κατηγορία.

• ΕάνX είναι ένας τοπολογικός χώρος, τότε η κατηγορία όλων των sheaves αβελιανών οµάδων
επί του X, αποτελεί µία αβελιανή κατηγορία.

Οι παραπάνω αβελιανές κατηορίες, όπως απέδειξε ο Grothendieck, έχουν την επιπρόσθετη ιδιό-
τητα ότι έχουν αρκετά ενέσιµα αντικείµενα, γεγονός καθοριστικής σηµασίας για τη µελέτη τους.
Ωστόσο όπως µπορεί κανείς να δει µελετώντας ϐαθύτερα προβλήµατα Οµολογικής ΄Αλγεβρας µε
ϱίζες στην Αλγεβρική Γεωµετρία και στην Ευσταθή Αλγεβρική Τοπολογία, σε πολλές περιπτώσεις η

1



2

έννοια της αβελιανής κατηγορίας είναι σχετικά περιορισµένη και υπάρχει ανάγκη επέκτασης της
µελέτης ενός προβλήµατος σε γενικότερο πλαίσιο. Με ϐάση την ανάγκη ϑεµελίωσης της δυϊκότη-
τας που ϕέρει το όνοµά του στην Αλγεβρική Γεωµετρία, ο Grothendieck περιέγραψε το κατάλληλο
πλαίσιο ανάπτυξής της : την έννοια της παραγόµενης κατηγορίας η οποία αποτελεί το σηµαντικό-
τερο παράδειγµα τριγωνισµένης κατηγορίας. Η υλοποίηση του προγράµµατος του Grothendieck
ανατέθηκε στον µαθητή του J.L. Verdier, ο εισήγαγε την έννοια των τριγωνισµένων κατηγοριών
στην διδακτορική του διατριβή. Ουσιαστικά µία τριγωνισµένη κατηγορία T είναι µία προσθετική
κατηγορία, µαζί µε έναν αυτοµορφισµό Σ: T Ñ T , ο οποίος ονοµάζεται translation συναρτητής,
και µία συλλογή διαγραµµάτων της µορφής

X ÝÑ Y ÝÑ Z ÝÑ ΣpXq

τα οποία ονοµάζονται διακεκριµένα τρίγωνα και ικανοποιούν κάποια αξιώµατα. Αυτά τα διακεκρι-
µένα τρίγωνα, µαζί µε τα αξιώµατά τους, αποτελούν ουσιαστικά το ανάλογο των σύντοµων ακριβών
ακολουθιών σε µια αβελιανή κατηγορία.

Μετά το 1990 παρατηρήθηκε ωστόσο, ότι διάφορες κλάσεις τριγωνισµένων κατηγοριών, όπως
για παράδειγµα οι συµπαγώς παραγόµενες κατηγορίες, είναι ιδιαίτερα χρήσιµες, καθώς τότε, για
παράδειγµα, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε δύο πολύ σηµαντικά ϑεωρήµατα, το Θεωρήµατα
Αναπαραστασιµότητας του Brown και το Θεώρηµα τοπικοποίησης του Thomason, τα οποία α-
ποδείχτηκαν από τον Neeman, ϐλέπε [17]. Με την έννοια συµπαγώς παραγόµενη κατηγορία,
εννοούµε µία τριγωνισµένη κατηγορία, η οποία έχει άπειρα συνγινόµενα (coproducts) και ένα
σύνολο από συµπαγείς γεννήτορες. Θυµίζουµε ότι συµπαγή αντικείµενα σε µία κατηγορία T
η οποία έχει άπειρα συνγινόµενα είναι εκείνα τα αντικείµενα X, για τα οποία κάθε µορφισµός
X Ñ

²
iPI Yi, αναλύεται µέσω ενός πεπερασµένου συνγινοµένου. Επίσης ϑα λέµε ότι ένα σύνολο

αντικειµένων S της T είναι ένα σύνολο γεννητόρων της T αν ένα αντικείµενο X είναι το µηδενι-
κό αν δεν υπάρχει µη-µηδενικό µορφισµός από ένα αντικέιµενο του συνόλου S στο X. Μερικά
σηµαντικά ικά παραδείγµατα συµπαγών παραγόµενων κατηγοριών είναι τα εξής :

• Η ευσταθής οµοτοπική κατηγορία των spectra στην Αλγεβρική Τοπολογία.

• Η παραγόµενη κατηγορία ενός δακτυλίου.

• Η ευσταθής κατηγορία ενός Quasi-Frobenius δακτυλίου, για παράδειγµα της οµάδας άλ-
γεβρας µιας πεπερασµένης οµάδας.

• Η παραγόµενη κατηγορία DpQcohXq, όπου X είναι ένα seperated noetherian scheme, και
µε QcohX υποδηλώνουµε την κατηγορία των quasi-coherent sheaves υπεράνω του X.

Ωστόσο στη µελέτη των παραπάνω κατηγοριών, εκτός της τελευταίας, γίνεται συνήθως εκτετα-
µένη χρήση προβολικών αναλύσεων, καθώς µελετώνται κατηγορίες οι οποίες έχουν αρκετά προ-
ϐολικά αντικείµενα. Ο Krause ωστόσο παρατήρησε ότι η οµοτοπική κατηγορία των ενέσιµων
αξίζει µεγαλύτερης προσοχής. Ο λόγος που έφτασε σε αυτό το συµπέρασµα, είναι το γεγονός
ότι στις εφαρµογές εµφανίζονται συχνότερα αβελιανές κατηγορίες µε αρκετά ενέσιµα αντικείµε-
να, αλλά όχι κατ΄ ανάγκην µε αρκετά προβολικά αντικείµενα. ΄Ενα από τα κύρια αποτελέσµατα
της ϑεµελιώδους εργασίας [7] του Grothendieck πιστοποιεί ότι η κατηγορία QcohX έχει αρκετά
ενέσιµα αντικείµενα. Ιδιαίτερα ο Grothendieck έδειξε ότι κάθε αβελιανή κατηγορία µε ακριβή
ευθέα όρια και ένα σύνολο γεννητόρων έχει αρκετά ενέσµαι αντικείµενα και µάλιστα µε έναν οι-
κονοµικό τρόπο (injective envelopes). ΄Εκτοτε οι κατηγορίες αυτές είναι γνωστές ως κατηγορίες
Grothendieck. Με ϐάση τις παραπάνω πληροφορίες ο Krause δηµοσίευσε ένα σηµαντικό άρθρο,
ϐλέπε [13], στο οποίο εισήγαγε την έννοια της µη ϕραγµένης ευσταθούς παραγόµενης κατηγορίας
µιας τοπικά Noetherian κατηγορίας του Grothendieck, µε σκοπό νε µελετήσει την οµολογική
συµπεριφορά και πολυπλοκότητα σχηµάτων της Noether X µε ϐάση την κατηγορία QcohX των
quasi-coherent sheaves υπεράνω του X η οποία είναι τοπικά Noetherian κατηγορία του Gro-
thendieck. Σηµειώνουµε ότι η κατηγορία αυτή δεν έχει αρκετά προβολικά αντικείµενα και µελέτη
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παραγόµενων κατηγοριών που διαδραµατίζουν σηµαντικό ϱόλο στην ανάλυση του X ήταν εφικτή
µόνο στο ϕραγµένο επίπεδο και µόνο για κάποιες υποκατηγορίες της QcohX.

Ο ϐασικός στόχος της διατριβής είναι η παρουσίαση των ϐασικών αποτελεσµάτων της ερ-
γασίας του Krause, τα οποία αποτελούν και τα κύρια αποτελέσµατα της παρούσης διατριβής.
Τα αποτελέσµατα του Krause δείχνουν ότι η κατάλληλη κατηγορία για τη µελέτη γεωµετρικών
ιδιοτήτων ενός σχήµατος της Noether X δεν είναι η παραγόµενη κατηγορία DpQcohXq, αλλά η ο-
µοτοπική κατηγορία KpInj-Xq συµπλόκων ενέσιµων αντικειµένων τηςQcohX, καθώς και η πλήρης
υποκατηγορία της SpXq η οποία αποτελείται από τα ακυκλικά σύµπλοκα Ιδιαίτερα αποδεικνύεται
ότι η τριγωνισµένη κατηγορία KpInj-Xq είναι συµπαγώς παραγόµενη και η πλήρης υποκατηγορία
των συµπαγών αντικειµένων της ταυτίζεται µε την ϕραγµένη παραγόµενη κατηγορία των coherent
sheaves υπεράνω του X. Επιπρόσθετα η τριγωνισµένη κατηγορία SpXq είναι επίσης συµπαγώς
παραγόµενη και η πλήρης υποκατηγορία των συµπαγών αντικειµένων της ταυτίζεται µε την κατη-
γορία ιδιοµορφιών του σχήµατοςX, η τελευταία, η οποία περιγράφεται ως η κατηγορία πηλίκο µε
την έννοια του Verdier της ϕραγµένης παραγόµενης κατηγορίας των coherent sheaves ως προς
την κατηγορία των τέλειων (perfect) συµπλόκων, καθορίζει την (γεωµετρική) πολυπλοκότητα των
ιδιοµορφιών του σχήµατοςX. Για τους παραπάνω λόγους η κατηγορία SpXq καλείται η ευσταθής
παραγόµενη κατηγορία του σχήµατος της Noether, και η µελέτη της αποτελεί κεντρικό στόχο
της διατριβής. Επίσης δίνονται εφαρµογές στην µελέτη της δυϊκότητας του Grothendieck και στην
µελέτη των προσεγγίσεων Gorenstein.

Αναλυτικότερα, τα παραπάνω κύρια αποτελέσµατα αποτελέσµατα αποδεικνύονται στο γενικό-
τερο πλαίσιο των τοπικά Noetherian κατηγοριών του Grothendieck και έχουν ως εξής :

΄Εστω A µία τοπικά Noetherian κατηγορία του Grothendieck και Inj-A η πλήρης υποκατηγο-
ϱία της, η οποία αποτελείται από όλα τα ενέσιµα αντικείµενα της A. Με KpInj-Aq συµβολίζουµε
την οµοτοπική κατηγορία συµπλόκων ενέσιµων αντικειµένων. Το πρώτο ϐασικό Θεώρηµα του
Krause, το οποίο παίζει ουσιώδη ϱόλο στην απόδειξη των επόµενων αποτελεσµάτων του είναι το
εξής.

Θεώρηµα 0.0.1. Εάν A είναι µία τοπικά Noetherian κατηγορία του Grothendieck, τότε η τριγωνι-

σµένη κατηγορία KpInj-Aq είναι συµπαγώς παραγόµενη και επάγεται µία ισοδυναµία KcpInj-Aq �
ÝÑ

DbpnoethAq, όπου noethA είναι η πλήρης υποκατηγορία της A, η οποία αποτελείται από τα noe-
therian αντικείµενα.

Το παραπάνω αποτέλεσµα µας δείχνει ότι µπορούµε να σκεφτόµαστε την κατηγορία KpInj-Aq,
ως την «συµπαγώς παραγόµεµη ολοκλήρωση» της κατηγορίας DbpnoethAq.

Η ευσταθής παραγόµενη κατηγορία SpAq ορίστηκε από τον Krause ως η πλήρη υποκατη-
γορία της KpInj-Aq, η οποία αποτελείται από τα ακυκλικά σύµπλοκα.

Η Πρόταση 3.5.7 µας δίνει την ύπαρξη µίας localization ακολουθίας

SpAq I
ÝÑ KpInj-Aq Q

ÝÑ DpAq,

και εποµένως έχουµε µία ισοδυναµία

KpInj-Aq{SpAq �
ÝÑ DpAq.

Στη συνέχεια µπορεί κανείς να πάρει µερικά πολύ σηµαντικά αποτελέσµατα, εάν υποθέσει ότι
η κατηγορία DpAq είναι συµπαγώς παραγόµενη. Αυτή η υπόθεση δεν ϑα πρέπει να ϑεωρείται
περιοριστική, όπως µπορεί κανείς να δει και από το Λήµµα 3.6.6. ΄Ενα σηµαντικό παράδειγµα
τέτοιας συµπαγούς παραγόµενης κατηγορίας, είναι η DpQcohXq, όπου X είναι ένα seperated
noetherian scheme, ϐλέπε [17].

Το δεύτερο ϐασικό αποτέλεσµα της εργασίας του Krause, και της παρούσης διατριβής, είναι
το παρακάτω:

Θεώρηµα 0.0.2. ΄ΕστωA µία τοπικά Noetherian κατηγορία του Grothendieck, για την οποία ισχύει
ότι η κατηγορία DpAq είναι συµπαγώς παραγόµενη.
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1. Για την ακολουθία :

SpAq I
ÝÑ KpInj-Aq Q

ÝÑ DpAq,

έχουµε ότι οι κανονικοί συναρτητές I,Q έχουν αριστερούς συζυγείς Iλ, Qλ και δεξιούς συζυγείς
Iρ, Qρ αντίστοιχα. Εποµένως η παραπάνω ακολουθία, επάγει ένα recollement:

SpAq KpInj-Aq DpAq

2. Η ακολουθία

DpAq QλÝÝÑ KpInj-Aq IλÝÑ SpAq,

είναι µία localization ακολουθία. Εποµένως η SpAq είναι συµπαγώς παραγόµενη και ο συ-
ναρτητής Iλ �Qρ επάγει (µε ακρίβεια προς ευθέων αθροιστέων) µία ισοδυναµία :

DbpnoethAq{DcpAq �
ÝÑ ScpAq.

Το παραπάνω αποτέλεσµα οδηγεί σε διάφορες σηµαντικές εφαρµογές, µία από τις οποίες
αφορά την δυϊκότητα Grothendieck. Ουσιαστικά το συζυγές Ϲευγάρι συναρτητών Rf� και f !,
οι οποίοι εγκαθιστούν την δυϊκότητα Grothendieck για έναν µορφισµό f : X Ñ Y, µεταξύ δύο
schemes, µπορεί να επεκταθεί σε ένα Ϲευγάρι συζυγών συναρτητών µεταξύ των KpInj-Xq και
KpInj-Yq.

Θεώρηµα 0.0.3. ΄Εστω f : X Ñ Y ένας µορφισµός µεταξύ δύο seperated noetherian schemes.
Συµβολίζουµε µε Rf� : DpQcohXq Ñ DpQcohYq τον δεξιό παραγόµενο συναρτητή ευθέας εικόνας

και µε f ! τον δεξιό συζυγή του. Τότε υπάρχει ένα συζυγές Ϲευγάρι συναρτητών pR̂f�, f̂ !q, οι οποίοι
κάνουν τα παρακάτω διαγράµµατα µεταθετικά.

DpQcohXq DpQcohYq

KpInj-Yq KpInj-Xq

Rf�

Qλ

R̂f�

Q

DpQcohYq DpQcohXq

KpInj-Yq KpInj-Xq

f !

Qρ

f̂ !

Q

Το παραπάνω Θεώρηµα είναι πιο γενικό, και δεν οφείλεται στο γεγονός ότι ο συναρτητής f�
προέρχεται από τον µορφισµό f : XÑ Y. Αυτό που ουσιαστικά χρειαζόµαστε, είναι οι συναρτητές
f�, και ο δεξιά παραγόµενος συναρτητής Rf� να διατηρούν τα συνγινόµενα.

Μία δεύτερη σηµαντική εφαρµογή, αφορά Gorrenstein ενέσιµες προσεγγίσεις και συνοµολο-
γία Tate. Αρχικά εάν υποθέσουµε ότι A είναι µία τοπικά noetherian Grothendieck κατηγορία,
και η DpAq είναι συµπαγώς παραγόµενη, τότε το recollement

SpAq KpInj-Aq DpAq ,

επάγει τον συναρτητή Gorenstein ενέσιµης ανάλυσης:

T : A can
ÝÝÑ DpAq Iλ�Qρ

ÝÝÝÝÑ SpAq Z0

ÝÝÑ A

όπου A συµβολίζει την ευσταθή κατηγορία πηλίκο τα ενέσιµα αντικείµενα. Για κάθε αντικείµενο
A στην A, η Gorenstein ενέσιµη ανάλυση A Ñ TA, είναι η δυική έννοια των maximal Cohen-
Macaulay αναλύσεων, οι οποίες ϐασίζονται στις προβολικές αναλύσεις.

Στη συνέχεια αφού ορίσουµε την Tate συνοµολογία, κάνοντας χρήση ενέσιµων αναλύσεων
µπορούµε µε τη ϐοήθεια ενός Θεωρήµατος να παρατηρήσουµε την σύνδεση των Gorenstein ε-
νέσιµων αναλύσεων µε τηνTate συνοµολογία. Για να οριστεί η συνοµολογία Tate χρειάζονται
κάποιες ϐοηθητικές έννοιες. Ξανά υποθέτουµε ότι A είναι µία τοπικά noetherian Grothendie-
ck κατηγορία , και η DpAq είναι συµπαγώς παραγόµενη. Καταρχάς περνάµε από την ευσταθή
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κατηγορία SpAq στην πλήρη υποκτηγορία της T pAq η οποία περιέχει όλα ταtotally ακυκλικά σύ-
µπλοκα. ΄Ενα αντικείµενο στην A καλείται εξ ορισµού Gorenstein ενέσιµο, εάν είναι της µορφής
KerpX0 Ñ X1q για κάποιο X της T pAq. Τότε υπάρχει ένας αριστερός συζυγής Gλ της κανονικής
έγκλισης G : T pAq Ñ KpInj-Aq, και εποµένως µπορούµε να ϑεωρούµε το αντικείµενο GλiA, ως
την πλήρη ενέσιµη ανάλυση του A. Εποµένως είµαστε σε ϑέση τώρα να ορίσουµε τις οµάδες Tate
συνοµολογίας xExtpA,Bq � Hn HomApA,GλiBq,

για κάθε δύο αντικείµενα A,B στην A και n P Z.
Για να γίνει αντιληπτή και η προαναφερθέντα σύνδεση, ορίζουµε ως X την κλάση όλων των

αντικείµενων A της A για τα οποία το xExt�ApA, -q µηδενίζεται, και µε Y την κλάση όλως των
Gorenstein ενέσιµων αντικειµένων στην A. Τότε παίρνουµε το παρακάτω σηµαντικό Θεώρηµα.

Θεώρηµα 0.0.4. ΄Εστω A µία τοπικά Noetherian κατηγορία του Grothendieck και υποθέτουµε ότι
η DpAq είναι συµπαγώς παραγόµενη. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα.

1. X � tA P A|Ext1ApA,Bq � 0 για κάθε B P Yu.

2. Y � tB P A|Ext1ApA,Bq � 0 για κάθε A P X u.

3. Για κάθε αντικείµενο A στην A υπάρχουν ακριβείς ακολουθίες

0 ÝÑ YA ÝÑ XA ÝÑ A ÝÑ 0 και 0 ÝÑ A ÝÑ Y A ÝÑ XA ÝÑ 0

στην A, όπου τα XA, X
A ανήκουν στην X και τα YA, Y A ανήκουν στην Y.

4. X X Y � Inj-A.


 
 


Η διατριβή είναι συνθετικού χαρακτήρα και οι ϐασικές πηγές στις οποίες ϐασίστηκε το κείµενο
που ακολουθεί είναι το ϐασικό άρθρο του Krause [13], τα αποτελέσµατα του Yao στο άρθρο
του [25], καθώς και κάποια αποτελέσµατα των Bökstedt και Neeman στο άρθρο τους [2].

Η διατριβή έχει οργανωθεί σε τέσσερα κεφάλαια και σε αδρές γραµµές είναι χωρισµένη σε δύο
µέρη. Στο πρώτο µέρος, το οποίο αποτελείται από τα κεφάλαια 1 και 2, αναπτύσσεται η ϐασική
ϑεωρία αβελιανών κατηγοριών και τοπικοποίησης, δίνοντας έµφαση στην ανάπτυξη της ϑεωρίας
τριγωνισµένων και παραγόµενων κατηγοριών. Στο δεύτερο µέρος, το οποία από τα κεφάλαια 3
και 4, αναφέρονται κάποια µη τετριµµένα αποτελέσµατα των Bökstedt, Neeman και Yao και κυ-
ϱίως αναπτύσσονται τα αποτελέσµατα του Krause σχετικά µε την ευσταθή παραγόµενη κατηγορία
µίας τοπικά noetherian Grothendieck κατηγορίας, καθώς και αναφέρονται δύο πολύ σηµαντικές
εφαρµογές αυτών. Στο τέλος του κειµένου παρατίθεται περίληψη, ϐιβλιογραφία και ευρετήριο.

Κεφάλαιο 1: Το πρώτο κεφάλαιο έχει εισαγωγικό χαρακτήρα και δίνονται οι ορισµοί των εν-
νοιών της κατηγορίας, του συναρτητή µεταξύ δύο κατηγοριών καθώς και της ϐασικής έννοια της
συζυγίας δύο συναρτητών. Περιγράφεται επίσης η κατασκευή της τοπικοποίησης µια κατηγο-
ϱίας ως προς µία κλάση µορφισµών. Στη συνέχεια αναλύονται µερικά ϐασικά χαρακτηριστικά
των αβελιανών κατηγοριών, καθώς και ειδικότερα των κατηγοριών Grothendieck. Κλείνοντας το
κεφάλαιο, µελετούµε πιο εξειδικευµένα την τοπικοποίηση µίας αβελιανής κατηγορίας.

Κεφάλαιο 2: Στο τρίτο κεφάλαιο ορίζουµε τη ϐασική έννοια της τριγωνισµένης κατηγορίας και
παραθέτουµε µερικές ϐασικές ιδιότητές του. Στη συνέχεια αποδεικνύουµε ότι η τοπικοποίηση
µίας τριγωνιοσµένης κατηγορίας είναι και αυτή τριγωνισµένη κατηγορία και δίνουµε την έννοια
της τοπικοποίησης Verdier. Στη συνέχεια µε ορίζουµε την πολύ ϐασική έννοια της οµοτοπικής κα-
τηγορίας των συµπλόκων, η οποία αποτελεί ϐασικό παράδειγµα τριγωνισµένης κατηγορίας καθώς
και την έννοια των παραγόµενων κατηγοριών, οι οποίες είναι ουσιαστικά µια τοπικοποίηση της
οµοτοπικής κατηγορίας των συµπλόκων, ως προς την λεγόµενη κλάση των ψευδο-ισοµορφισµών.
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Κεφάλαιο 3: Στο τρίτο κεφάλαιο ορίζουµε αρχικά την έννοια της Bousfield τοπικοποίησης
και αποδεικνύουµε µερικές ϐασικές χρήσιµες Προτάσεις, οι οποίες είναι απαραίτητες για τις lo-
calization ακολουθίες οι οποίες ϑα αναφερθούν στη συνέχεια. Επίσης παρουσιάζουµε ένα µη
τετριµµένο αποτέλεσµα το οποίο µας δείχνει ότι µπορούµε να ορίζουµε δεξιά παραγόµενους συ-
ναρτητές, µεταξύ των µη ϕραγµένων παραγόµενων κατηγοριών εάν η αρχικές µας κατηγορίες είναι
κατηγορίες Grothendieck. Γίνεται επίσης η απόδειξη µίας σηµαντικής ισοδυναµίας παραγόµε-
νων κατηγοριών, την οποία χρειαζόµαστε για µια ειδικότερη περίπτωση κατηγοριών στη συνέχεια.
Τέλος κλείνουµε το κεφάλαιο παραθέτοντας ένα ϐασικό αποτέλεσµα, το οποίο µας λέει ότι η υπό
κάποιες προϋποθέσεις η οµοτοπική κατηγορία των ενέσιµων είναι συµπαγώς παραγόµενη, και
αποδεικνύουµε την ύπαρξη ενός recollement.

Κεφάλαιο 4: Στο τέταρτο κεφάλαιο, κάνοντας χρήση των αποτελεσµάτων του προηγούµενου
κεφαλαίου είµαστε σε ϑέση να ορίσουµε την ευσταθή παραγόµενη κατηγορία µίας τοπικά noethe-
rian Grothendieck κατηγορίας και αποδεικνύουµε ένα πολύ σηµαντικό ϑεώρηµα, το οποίο ισχύει
µε την προϋπόθεση ότι η παραγόµενη κατηγορία είναι συµπαγώς παραγόµενη. Τέλος αναλύου-
µε δύο πολύ σηµαντικές εφαρµογές. Η πρώτη αφορά την κατασκευή παραγόµενων συναρτητών
µεταξύ των οµοτοπικών κατηγοριών των ενέσιµων αντικειµένων, και σχολιάζεται περεταίρω µία
ειδική περίπτωση από την Αλγεβρική Γεωµετρία. Η δεύτερη αφορά τον ορισµό των εννοιών των
Gorenstein ενέσιµων αναλύσεων και των οµάδων συνοµολογίας Tate και δίνεται έµφαση στον
τρόπο σύνδεσης αυτών των δύο εννοιών.
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Κεφάλαιο 1

Στοιχεία Αβελιανών Κατηγοριών

Στο παρόν κεφάλαιο ϑα εισαγάγουµε τη ϐασική έννοια των κατηγοριών και ιδιαιτέρως των αβελια-
νών κατηγοριών οι οποίες αποτελούν ένα καλύτερο έναυσµα για ανάπτυξη µίας ϐαθύτερης ϑεωρί-
ας. Θα δώσουµε επίσης την έννοια των κατηγοριών Grothendieck, οι οποίες ϑα µας απασχολήσουν
ιδιαιτέρως σε όλη τη διάρκεια της εργασίας, καθώς και την ϐασική έννοια της τοπικοποίησης, και
τον τρόπο κατασκευής της.

1.1 Κατηγορίες

Η Θεωρία κατηγοριών είναι ένας σύγχρονος κλάδος των µαθηµατικών ο οποίος προσπαθεί να
γενικεύσει όλα τα µαθηµατικά σε όρους κατηγοριών.Κάνοντας το αυτό προσπαθεί να αποκαλύψει
ϐαθύτερα αποτελέσµατα καθώς και να ϐρει οµοιότητες σε ϕαινοµενικά διαφορετικές περιοχές των
µαθηµατικών.Η απαρχή της Θεωρίας Κατηγοριών έγινε από τους Samuel Eilenberg και Saunders

Mac Lane το 1945, στο επιστηµονικό τους άρθρο µε τίτλο, General theory of natural equivalences,
δες [4] .

Ορισµός 1.1.1. Μια κατηγορία(category) C αποτελείται από τα εξής :

(i) Μία κλάση ObpCq αντικειµένων της C

(ii) ΄Ενα σύνολο HomCpX,Y q, του οποίου τα στοιχεία ονοµάζονται µορφισµοί f : X ÝÑ Y από
το X στο Y για κάθε διατεταγµένο Ϲεύγος pX,Y q αντικειµένων της C

(iii) Μία σύνθεση

� : HomCpX,Y q � HomCpY, Zq ÝÑ HomCpX,Zq, pf, gq ÞÝÑ g � f

για κάθε διατεταγµένη τριάδα pX,Y, Zq αντικειµένων της C

έτσι ώστε να ισχύουν τα παρακάτω:

(C1)
HomCpX,Y q

£
HomCpX

1, Y 1q � H, όταν pX,Y q � pX 1, Y 1q.

(C2) Εάν f : X ÝÑ Y , g : Y ÝÑ Z και h : Z ÝÑ W µορφισµοί, τότε ισχύει η προσεταιριστική
ιδιότητα :

h � pg � fq � ph � gq � f

(C3) Για κάθε αντικείµενο X υπάρχει ο ταυτοτικός µορφισµός (identity morphism)

1X : X ÝÑ X

τέτοιος ώστε f�1X � f και 1X�g � g για όλους τους µορφισµούς f : X ÝÑ Y και g : Z ÝÑ X

9
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Σχόλιο 1.1.2. Ο ταυτοτικός µορφισµός ενός αντικειµένου X ϑα συµβολίζεται επίσης και idX .

Σχόλιο 1.1.3. Εάν X είναι ένα αντικείµενο µίας κατηγορίας C τότε πολλές ϕορές αντί να γρά-
ϕουµε X P ObpCq ϑα γράφουµε απλά X P C.

Παράδειγµα 1.1.4. 1. Η κατηγορία Set. Τα αντικείµενα της κατηγορίας Set είναι τα σύνολα.
΄Αν X και Y είναι δύο σύνολα τότε ορίζουµε HomSetpX,Y q να είναι το σύνολο όλων των
απεικονίσεων που ορίζονται στο σύνολο X και παίρνουν τιµές στο σύνολο Y . Η σύνθεση
µορφισµών είναι η συνήθης σύνθεση απεικονίσεων.

2. Η κατηγορία Top. Τα αντικείµενα της κατηγορίας Top είναι οι τοπολογικοί χώροι. ΄Αν X
και Y είναι δύο τοπολογικοί χώροι τότε ορίζουµε HomToppX,Y q να είναι το σύνολο όλων
των συνεχών απεικονίσεων που ορίζονται στο χώρο X και παίρνουν τιµές στο χώρο Y . Η
σύνθεση µορφισµών είναι η συνήθης σύνθεση συνεχών απεικονίσεων.

3. Η κατηγορία Grp. Τα αντικείµενα της κατηγορίας Grp είναι οι οµάδες. ΄Αν X και Y είναι
δύο οµάδες τότε ορίζουµε HomGrppX,Y q να είναι το σύνολο όλων των οµοµορφισµών της
οµάδας X στην οµάδα Y . Η σύνθεση µορφισµών είναι η συνήθης σύνθεση οµοµορφισµών.

4. Η κατηγορία Ab. Τα αντικείµενα της κατηγορίας Ab είναι οι αβελιανές οµάδες. ΄Αν X
και Y είναι δύο αβελιανές οµάδες τότε ορίζουµε HomAbpX,Y q να είναι το σύνολο όλων
των οµοµορφισµών της οµάδας X στην οµάδα Y . Η σύνθεση µορφισµών είναι η συνήθης
σύνθεση οµοµορφισµών.

5. Η κατηγορία Ring. Τα αντικείµενα της κατηγορίας Ring είναι οι δακτύλιοι. ΄Αν X και Y
είναι δύο δακτύλιοι τότε ορίζουµε HomRingpX,Y q να είναι το σύνολο όλων των οµοµορφι-
σµών του δακτυλίου X στην δακτύλιο Y . Η σύνθεση µορφισµών είναι η συνήθης σύνθεση
οµοµορφισµών δακτυλίων.

6. Η κατηγορία R-Mod. Τα αντικείµενα της κατηγορίας R-Mod είναι τα αριστερά πρότυπα
υπεράνω ενός δακτυλίου R. ΄Αν X και Y είναι δύο αριστερά R-πρότυπα τότε ορίζουµε
HomR-ModpX,Y q να είναι το σύνολο όλων των οµοµορφισµών R-προτύπων από το αριστερό
R-πρότυπο X στο αριστερό R-πρότυπο Y . Η σύνθεση µορφισµών είναι η συνήθης σύνθεση
οµοµορφισµών αριστερών R-προτύπων.

Συνεχίζουµε δίνοντας τον ορισµό της δυϊκής κατηγορίας µίας τυχαίας κατηγορίας C

Ορισµός 1.1.5. ∆οθέντος µίας τυχαίας κατηγορίας C ορίζουµε την δυϊκή της κατηγορία
(opposite category) Cop ως εξής :

(i) Τα αντικείµενα της κατηγορίας Cop ταυτίζονται µε τα αντικείµενα της C, δηλαδή ObpCq �
ObpCopq

(ii) Το σύνολο των µορφισµών HomCoppX,Y q ταυτίζεται µε το HomCpY,Xq

(iii) Η σύνθεση δύο µορφισµών f : X ÝÑ Y και g : Y ÝÑ Z , g �op f ορίζεται ως η σύνθεση f � g
στην C

Σχόλιο 1.1.6. Από τα παραπάνω είναι προφανές ότι pCopqop � C

Σχόλιο 1.1.7. Η δυνατότητα να σχετίζουµε σε κάθε κατηγορία C την δυϊκή της κατηγορία C µας
επιτρέπει να δυϊκοποιούµε κάθε έννοια ή πρόταση στην κατηγορία C σε µία αντίστοιχη έννοια η
πρόταση στην κατηγορία Cop.

Ορισµός 1.1.8. Μία κατηγορία C1 καλείται υποκατηγορία (subcategory) µίας κατηγορίας C όταν
ισχύουν τα ακόλουθα:

( i) ObpC1q � ObpCq
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( ii) HomC1pX,Y q � HomCpX,Y q

( iii) Η σύνθεση µορφισµών στην C1 είναι η επαγόµενη από την C

( iv) Οι ταυτοτικοί µορφισµοί µεταξύ των αντικειµένων της C1 είναι επίσης ταυτοτικοί µορφισµοί στην
C

Σχόλιο 1.1.9. ΄Οταν η C1 είναι υποκατηγορία της C, συµβολίζουµε C1 � C.

Ορισµός 1.1.10. Μια υποκατηγορία C1 της κατηγορίας C καλείται πλήρης (full) αν για κάθε
Ϲευγάρι pX,Y q αντικειµένων της C1 έχουµε HomC1pX,Y q � HomCpX,Y q.

Παράδειγµα 1.1.11. 1. Η κατηγορία Ab είναι µία πλήρης υποκατηγορία της κατηγοριας Grp.

2. Αν C είναι η κατηγορία που έχει ως αντικείµενα σύνολα και µορφισµούς τις «1-1» απεικονί-
σεις µεταξύ συνόλων τότε η C είναι υποκατηγορία της Set αλλά δεν είναι πλήρης υποκατη-
γορία της.

Ορισµός 1.1.12. Μία κατηγορία ϑα καλείται µικρή (small), όταν η κλάση των αντικειµένων της
και των µορφισµών της είναι στην πραγµατικότητα σύνολο.

Σε µια κατηγορία υπάρχουν κάποια ειδικά αντικείµενα τα οποία έχουν κάποιες επιπλέον
ιδιότητες.Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν τα αντικείµενα που ικανοποιούν κάποια ιδιότητα
του ακόλουθου ορισµού.

Ορισµός 1.1.13. ΄Εστω C µια κατηγορία και έστω ένα αντικείµενο της X

1. Το αντικείµενο X ϑα καλείται αρχικό αντικείµενο (initial object), εάν το σύνολο
HomCpX,Y q έχει µόνο ένα στοιχείο για κάθε αντικείµενο Y .

2. Το αντικείµενο X ϑα καλείται τελικό αντικείµενο (terminal object), εάν το σύνολο
HomCpY,Xq έχει µόνο ένα στοιχείο για κάθε αντικείµενο Y .

3. Το αντικείµενο X ϑα καλείται µηδενικό αντικείµενο (zero object), εάν το X είναι ταυτό-
χρονα και αρχικό και τελικό αντικείµενο.

1.1.1 Συναρτητές

Εώς τώρα έχουµε δώσει κάποιους ϐασικούς ορισµούς για το τι είναι µια κατηγορία και κάποια
ϐασικά στοιχεία της που ϑα τα χρειαστούµε αργότερα. Ωστόσο όπως αναφέρουν οι Samuel Eilenberg

και Saunders Mac Lane στο επιστηµονικό τους άρθρο µε τίτλο, General theory of natural equivalences

όταν κάποιος δηµιουργεί ένα νέο αφηρηµένο αντικείµενο µε ένα συγκεκριµένο τρόπο από ήδη
υπάρχοντα αντικείµενα, είναι ϑεµιτό να σκέφτεσαι την κατασκευή των αντίστοιχων απεικονίσεων
µεταξύ αυτών των αντικειµένων ως αδιαίρετο µέρος του ορισµού τους. Γι΄ αυτό το λόγο προχωράµε
στον ορισµό ενός συναρτητή(functor) µεταξύ δύο κατηγοριών.

Ορισµός 1.1.14. ΄Εστω C και C1 δύο κατηγορίες. ΄Ενας συναλλοίωτος συναρτητής (covariant
functor)
(αντίστοιχα αντισυναλλοίωτος συναρτητής (contravariant functor)) F : C ÝÑ C1 αποτελείται
από τα ακόλουθα:

(α) Μία απεικόνιση F : ObpCq ÝÑ ObpC1q

(ϐ) Μία απεικόνιση F : HomCpX,Y q ÝÑ HomC1pF pXq, F pY qq για κάθε δύο αντικείµενα X, Y
στην C

(Αντίστοιχα F : HomCpX,Y q ÝÑ HomC1pF pY q, F pXqq)

έτσι ώστε να ισχύουν :



12 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΒΕΛΙΑΝΩΝ ΚΑΤΗΓΟΡΙΩΝ

1. F p1Xq � 1F pXq για κάθε αντικείµενο X της C

2. F pg � fq � F pgq � F pfq για αντικείµενα X, Y και Z στην C και µορφισµούς f : X ÝÑ Y ,
g : Y ÝÑ Z (αντίστοιχα F pg � fq � F pfq � F pgq)

Σχόλιο 1.1.15. Από εδώ και πέρα όταν ϑα αναφέρουµε έναν συναρτητή ϑα εννοούµε συνναλλοί-
ωτο συναρτητή.

Παράδειγµα 1.1.16. 1. Ο ταυτοτικός συναρτητής(identity functor): ΄Εστω C µια κατηγο-
ϱία. Τότε µπορούµε να ορίσουµε τον συναρτητή

1C : C ÝÑ C

που ορίζεται ως η ταυτότητα στα αντικείµενα και στους µορφισµούς της C, δηλαδή

1CpXq � X και 1Cpfq � f

για κάθε αντικείµενο X και κάθε µορφισµό f : X ÝÑ Y .

2. Ο συναρτητής έγκλισης(inclusion functor): ΄Εστω C µια κατηγορία και C1 µία υποκατη-
γορία της. Τότε µπορούµε να ορίσουµε τον συναρτητή

i : C1 ÝÑ C

που ορίζεται ως
ipXq � X και ipfq � f

για κάθε αντικείµενο X και κάθε µορφισµό f : X ÝÑ Y στην C1.

3. Ο λησµονικός συναρτητής (forgetful functor): ΄Εστω C µια κατηγορία και Set η κατηγο-
ϱία των συνόλων. Τότε µπορούµε να ορίσουµε τον συναρτητή

F : C ÝÑ Set

που στέλνει κάθε αντικείµενο X της C στον εαυτό του, «ξεχνόντας» όµως την υπάρχουσα
δοµή του και κάθε µορφισµό µεταξύ δύο αντικειµένων της κατηγορίας στην επαγόµενη
απεικόνιση µεταξύ συνόλων.
Για παράδειγµα έστω F : Top ÝÑ Set ο συναρτητής ο οποίος στέλνει κάθε τοπολογικό
χώρο στο υποκείµενο σύνολό του, και κάθε συνεχή απεικόνιση στην αντίστοιχη απεικόνιση
συνόλων. Τότε ο F είναι όντως όπως ορίστηκε παραπάνω ένας λησµονικός συναρτητής.

4. Ο συναρτητής HomC pX, -q: ΄Εστω C µία κατηγορία και X ένα αντικείµενό της. Τότε
µπορούµε να ορίσουµε τον συναρτητή

HomCpX, -q : C ÝÑ Set

που ορίζεται ως

HomCpX, -qpY q � HomCpX,Y q και HomCpX, -qpfq � HomCpX, fq � fX�

όπου
fX� : HomCpX,Y

1q ÝÑ HomCpX,Y
2q, fX� phq � f � h

για κάθε αντικείµενο Y , Y 1 , Y 2 και µορφισµό f : Y 1 ÝÑ Y 2.
Ο παραπάνω συναρτητής HomCpX, -q είναι συναλλοίωτος συναρτητής.
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5. Οµοίως µπορούµε να ορίσουµε τον συναρτητή HomCp-, Xq: ΄Εστω C µία κατηγορία και X
ένα αντικείµενό της. Τότε µπορούµε να ορίσουµε τον συναρτητή

HomCp-, Xq : C ÝÑ Set

που ορίζεται ως

HomCp-, XqpY q � HomCpY,Xq και HomCp-, Xqpfq � HomCpf,Xq � f�X

όπου
f�X : HomCpY

1, Xq ÝÑ HomCpY
2, Xq, f�Xphq � h � f

για κάθε αντικείµενο Y , Y 1 , Y 2 και µορφισµό f : Y 1 ÝÑ Y 2

Ο παραπάνω συναρτητής HomCp-, Xq είναι αντισυναλλοίωτος συναρτητής.

Ορισµός 1.1.17. ΄Εστω I ένα µερικώς διατεταγµένο σύνολο το οποίο είναι κατευθυνόµενο (δηλαδή
κάθε Ϲεύγος αντικειµένων του έχει άνω ϕράγµα), και ϑεωρούµε το I σαν µια κατηγορία I η οποία
έχει ως αντικείµενα τα αντικείµενα του συνόλου I και ως µορφισµούς εκείνους που επάγονται από
τη σχέση διάταξης στο I. ΄Εστω επιπλέον C µία τυχαία κατηγορία. Τότε ένας συναρτητής T : I Ñ C

ϑα καλείται ευθύ σύστηµα(direct system) στην C, ενώ ένας συναρτητής T 1 : Iop Ñ C ϑα καλείται
αντίστροφο σύστηµα(inverse system) στην C.

Ορισµός 1.1.18. Σύµφωνα µε τον Ορισµό 1.1.14 έχουµε µία απεικόνιση

F : HomCpX,Y q ÝÑ HomC1pF pXq, F pY qq

για κάθε Ϲευγάρι X,Y αντικειµένων µιας κατηγορίας C

1. Ο F καλείται πιστός (faithful) αν η παραπάνω απεικόνιση είναι «1-1».

2. Ο F καλείται πλήρης (full) αν η παραπάνω απεικόνιση είναι «επί».

3. Ο F καλείται πλήρης και πιστός (fully faithful) αν η παραπάνω απεικόνιση είναι «1-1» και
«επί».

1.1.2 Φυσικοί µετασχηµατισµοί

Ορισµός 1.1.19. ΄Εστω C και C1 δύο κατηγορίες και S, T : C ÝÑ C1 δύο συναρτητές. Υποθέτουµε
ότι για κάθε αντικείµενο X της C υπάρχει ένας µορφισµός ηX : SpXq ÝÑ T pXq στην C1, τέτοιος
ώστε για κάθε µορφισµό f : X ÝÑ X 1 στην C το διάγραµµα

SpXq T pXq

SpX 1q T pX 1q

Spfq

ηX

T pfq

ηX1

είναι µεταθετικό. Τότε η κλάση των µορφισµών η � tηX : SpXq ÝÑ T pXqu που παίρνει τιµές πάνω
από τα αντικείµενα της κατηγορίας C , καλείται ϕυσικός µετασχηµατισµός (natural transfor-
mation) από τον T στον S.

Ορισµός 1.1.20. Εάν στον παραπάνω ορισµό 1.1.19 οι µορφισµοί ηX : SpXq ÝÑ T pXq είναι
ισοµορφισµοί για κάθε αντικείµενο X της κατηγορίας C, τότε η η : S ÝÑ T καλείται ϕυσικός
ισοµορφισµός (natural isomorphism), και οι συναρτητές S και T καλούνταιϕυσικά ισόµορφοι
συναρτητές (naturally isomorphic functors), και ϑα τους συµβολίζουµε ως T � S.



14 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΒΕΛΙΑΝΩΝ ΚΑΤΗΓΟΡΙΩΝ

Σχόλιο 1.1.21. Υπάρχει η έννοια του ισοµορφισµού δύο κατηγοριών. ΄Ενας συναρτητής S : CÑ
C1 είναι ισοµορφισµός κατηγοριών αν υπάρχει T : C1 ÝÑ C τέτοιος ώστε S � T pXq � X και
T � SpY q � Y για κάθε αντικείµενο X P C και Y P C1 , και οµοίως για τους µορφισµούς. Παρόλ΄
αυτά στην εφαρµογή κάτι τέτοιο σπάνια συµβαίνει και αυτή η έννοια ισοµορφισµού είναι πολύ
περιοριστική. Στην πραγµατικότητα υπάρχουν πολλαπλά παραδείγµατα κατηγοριών οι οποίες
έχουν ουσιαστικά την ίδια δοµή, αλλά υπάρχει µία «1-1» αντιστοιχία µεταξύ των κλάσεων ισοδυνα-
µίας των αντικειµένων αντί µεταξύ των ίδιων των αντικειµένων. Γι΄ αυτό εισάγουµε την παρακάτω
σηµαντική ηπιότερη έννοια.

Ορισµός 1.1.22. ΄Εστω C,C1 δύο κατηγορίες. ΄Ενας συναρτητής S : C ÝÑ C1 καλείται ισοδυνα-
µία κατηγοριών (equivalence of categories) αν υπάρχει συναρτητής T : C1 ÝÑ C και ϕυσικοί
ισοµορφισµοί α : S � T ÝÑ 1C, β : T � S ÝÑ 1C1 . Σε αυτήν την περίπτωση γράφουµε S : C

�
ÝÑ C1

και λέµε ότι ο συναρτητής S είναι ψευδο-αντίστροφος (quasi-inverse) του T .

Συχνά η παρακάτω περιγραφή της ισοδυναµίας είναι πιο χρήσιµη:

Πρόταση 1.1.23. ΄Ενας συναρτητής S : C ÝÑ C1 είναι ισοδυναµία κατηγοριών αν και µόνο αν
είναι πλήρης και πιστός και κάθε αντικείµενο της κατηγορίας C1 είναι ισόµορφο µε ένα αντικείµενο
της µορφής SpXq όπου X P C

Παράδειγµα 1.1.24. ΄Εστω R1, . . . , Rn δακτύλιοι και R1�� � ��Rn το ευθύ γινόµενο δακτυλίων.
Τότε υπάρχει µία ισοδυναµία

Mod-R1 � � � � �ModRn ÝÑ Mod-R1 � � � � �Rn,

η οποία δίνεται από τον τύπο pM1, . . . ,Mnq ÞÑM1 � � � � �Mn.

Στη συνέχεια δίνουµε τον ορισµό των συζυγών συναρτητών. Οι συζυγείς συναρτητές παίζουν
ένα µεγάλο ϱόλο στην Θεωρία Κατηγοριών και η συζυγία µεταξύ δύο κατηγοριών είναι κατά κάποιο
τρόπο «συγγενής» µε την ισοδυναµία κατηγοριών που αναφέρθηκε παραπάνω 1.1.22.

Ορισµός 1.1.25. ΄Εστω δύο κατηγορίες C και D και δύο συναρτητές L : C ÝÑ D και R : D ÝÑ C.
Λέµε ότι ο R είναι δεξιά συζυγής (right adjoint) του L (και αντίστοιχα ο L αριστερά συζυγής
(left adjoint) του T ) εάν υπάρχει ένας ϕυσικός ισοµορφισµός

η : HomCp-, Rp-qq ÝÑ HomDpLp-q, -q

συναρτητών Cop � D ÝÑ Ab, δηλαδή για κάθε Ϲεύγος αντικειµένων C P C, D P D υπάρχει ένας
ισοµορφισµός

ηC,D : HomCpC,RpDqq ÝÑ HomDpLpCq, Dq (1.1)

ο οποίος είναι ϕυσικός στο C και στο D, δηλαδή για κάθε µορφισµό f : C Ñ C 1 στην C και κάθε
µορφισµό g : D Ñ D1 στην D τα παρακάτω διαγράµµατα είναι µεταθετικά :

HomCpC
1, RpDqq HomDpLpC

1q, Dq

HomCpC,RpDqq HomDpLpCq, Dq

HomCpf,RpDqq

ηC1,D

HomDpLpfq,Dq

ηC,D

HomCpC,RpDqq HomDpLpCq, Dq

HomCpC,RpD
1qq HomDpLpCq, D

1q

HomCpC,Rpgqq

ηC,D

HomDpLpCq,gq

ηC,D1
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Πρόταση 1.1.26. Εάν οι R και R1 είναι και οι δύο δεξιά συζυγείς ενός συναρτητή L : CÑ D, τότε
οι R και R1 είναι ϕυσικά ισόµορφοι. (Οµοίως εάν οι L και L1 είναι και οι δύο αριστερά συζυγείς ενός
συναρτητή R : DÑ C, τότε οι L και L1 είναι ϕυσικά ισόµορφοι.)

Με λίγα λόγια από την παραπάνω πρόταση 1.1.26, έχουµε ότι ένας δεξιά συζυγής (και αντί-
στοιχα ένας αριστερά συζυγής), ορίζονται ως προς ϕυσική ισοµορφία κατά µοναδικό τρόπο.

Σχόλιο 1.1.27. Θέτοντας στη σχέση 1.1 όπου C � RpDq πέρνουµε ένα µορφισµό

ξD � ηRpDq,Dp1RpDqq : L � T pDq Ñ D

και από τη ϕυσικότητα στο D συνεπάγεται ότι παίρνουµε έναν ϕυσικό µετασχηµατισµό

ξ : L �RÑ 1D (1.2)

Κατά δυϊκό τρόπο υπάρχει ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός

ζ : 1C Ñ R � L (1.3)

ο οποίος δίνεται από τον τύπο

ζC � η�1
C,LpCqp1LpCqq : C Ñ R � LpCq

Σχόλιο 1.1.28. Οι ϕυσικοί µετασχηµατισµοί ξ και ζ χαρακτηρίζουν τη συζυγία δύο συναρτητών
R,L καθώς ο ϕυσικός µετασχηµατισµός η της 1.1.25 µπορεί να κατασκευαστεί από οποιονδήποτε
από τους δύο.Αυτό γίνεται ως εξής :

ηC,Dpαq � ξD � Spαq για α : C Ñ T pDq, (1.4)

η�1
C,Dpβq � T pBq � ζC για β : SpCq Ñ D. (1.5)

Η παρακάτω Πρόταση µας δείχνει πως κατασκευάζεται ο η δοθέντος του ϕυσικού µετασχηµατισµού
ξ πιο αναλυτικά.

Πρόταση 1.1.29. ΄Εστω L : C Ñ D και R : D Ñ C δύο συναρτητές, και έστω ότι δίνεται ένας
ϕυσικός ισοµορφισµός ξ : S � T Ñ 1D. Ορίζουµε

ηC,D : HomCpC,RpDqq ÝÑ HomDpLpCq, Dq

ώς ηC,Dpαq � ξD � Spαq. Εάν ο ηC,D είναι ισοµορφισµός για κάθε C P C και D P D, τότε ο η κάνει
τον R δεξί συζυγή του L.

Απόδειξη. Αρκεί να δειχτεί ότι ο η είναι ϕυσικός στο C και στο D. ΄Εστω f : C Ñ C 1 ένας
µορφισµός στην C. Τότε έχουµε ότι το παρακάτω διάγραµµα

HomCpC
1, RpDqq HomDpLpC

1q, Dq

HomCpC,RpDqq HomDpLpCq, Dq

HomCpf,RpDqq

ηC1,D

HomDpLpfq,Dq

ηC,D

είναι µεταθετικό, καθώς αν έχουµε το µορφισµό α : C 1 Ñ T pDq από τη µία κατεύθυνση το α-
πεικονίζει στο ηC,D � HomCpf,RpDqqpαq � ηC,Dpα � fq � ξD � Spα � fq, και απ την άλλη στο
HomDpLpfq, Dq � ηC1,Dpαq � ηC1,Dpαq � Spfq � ξD � Spαq � Spfq � ξD � Spα � fq. ΄Αρα ο η είναι
ϕυσικός στο C.
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Τώρα ϑα δείξουµε ότι ο η είναι ϕυσικός και στο D. ΄Εστω ένας µορφισµός β : D Ñ D1 στην D.
Τότε το διάγραµµα

HomCpC,RpDqq HomDpLpCq, LpRpDqqq HompLpCq, Dq

HomCpC,RpD
1qq HomDpLpCq, LpRpD

1qqq HomDpLpCq, D
1q

HomCpC,Rpβqq

Sp�q

HomDpLpCq,LpRpβqqq

ξD

HomDpSpCq,βq

Sp�q ξD1

είναι µεταθετικό καθώς το πρώτο τετράγωνο είναι µεταθετικό εύκολα ενώ το δεύτερο είναι µετα-
ϑετικό λόγω της υπόθεσης ότι ο ξ είναι ϕυσικός ισοµορφισµός.΄Αρα ο η είναι ϕυσικός και στο
D. �

Βάζοντας στην 1.4 όπου α � ζC και στην 1.5 όπου β � ξD παίρνουµε την ακόλουθη Πρόταση:

Πρόταση 1.1.30. ΄Εστω R δεξί συζυγής του L : CÑ D. Τότε

ξSpCq � SpζCq � 1SpCqT pξDq � ζT pDq � 1T pDq. (1.6)

Ορισµός 1.1.31. Οι ϕυσικοί µετασχηµατισµοί ξ, ζ των σχέσεων 1.2 και 1.3 ονοµάζονται συνµονά-
δα (counit) και µονάδα (unit) του συζυγούς Ϲεύγους L,R, αντίστοιχα

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον και χρησιµότητα για τα επόµενα κεφάλαια παρουσιάζουν κατηγορίες οι
οποίες έχουν ως αντικείµενα συναρτητές και ως µορφισµούς ϕυσικούς µετασχηµατισµούς.

Ορισµός 1.1.32. ΄Εστω I µία µικρή κατηγορία και C µία τυχαία κατηγορία. Μπορούµε να ορίσου-
µε µία νέα κατηγορία η οποία ϑα συµβολίζεται µε FunpI,Cq και ϑα καλείται κατηγορία συναρτη-
τών(functor category), η οποία ϑα έχει ως αντικείµενα τους συναρτητές από την κατηγορία I στην
κατηγορία C και ως µορφισµούς τους ϕυσικούς µετασχηµατισµούς µεταξύ αυτών ων συναρτητών.

Παρατήρηση 1.1.33. Εύκολα ϕαίνεται ότι οι κατηγορίες συναρτητών είανι όντως κατηγορίες
καθώς είναι ϕανερό πως συνθέτουµε δύο ϕυσικούς µετασχηµατισµούς και ότι αυτή η σύνθεση
είναι προσεταιρστική, καθώς και ότι για κάθε συναρτητή T : I Ñ C υπάρχει επίσης ο ταυτοτικός
µετασχηµατισµός 1T : T Ñ T .

Σχόλιο 1.1.34. Το σύνολο όλων των ϕυσικών µετασχηµατισµών S Ñ T ϑα συµβολίζεται NatpS, T q
και η υπόθεση ότι η I είναι µικρή είναι ουσιώδης έτσι ώστε το παραπάνω να είναι όντως σύνο-
λο. Είναι γενικός κανόνας ότι µία κατηγορία συναρτητών FunpI,Cq κληρονοµεί όλες τις «καλές»
ιδιότητες της κατηγορίας C και αυτό είναι µεγάλης σηµασίας όπως ϑα δούµε.

Τελειώνοντας τη συγκεκριµένη παράγραφο ϑα δώσουµε έναν πολύ σηµαντικό ορισµό. Θα
δώσουµε την έννοια του αναπαραστάσιµου συναρτητή. Αυτή η έννοια είναι πολύ σηµαντική κα-
ϑώς µας επιτρέπει να δίνουµε αναπαραστάσεις µίας αφηρηµένης κατηγορίας σε ποιο γνωστές
δοµές, όπως είναι αυτή της κατηγορίας όλων τον συνόλων, µε σκοπό να αποκωδικοποιήσουµε όσο
περισσότερη πληροφορία αυτής της αφηρηµένης κατηγορίας.

Ορισµός 1.1.35. ΄Εστω C µία τοπικά µικρή κατηγορία και F : CÑ Ab ένας συναρτητής. Θα λέµε
ότι ο συναρτητής F είναι αναπαριστάσιµος (representable) , αν και µόνο αν ο F είναι ϕυσικά
ισόµορφος µε έναν συναρτητή HompX, -q, όπου X είναι ένα αντικείµενο της C.

1.1.3 Τοπικοποίηση κατηγοριών

Η έννοια της τοπικοποίησης πηγάζει από διάφορα προβλήµατα, ένα από τα οποία είναι η
τοπικοποίηση σε ένα πρώτο ιδεώδες ενός µεταθετικού δακτυλίου. Στην τοπολογία υπάρχει ακόµα
ένα παράδειγµα τοπικοποίησης µέσω της µελέτης των sheaves αβελιανών οµάδων πάνω από έναν
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τοπολογικό χώρο. Στην πραγµατικότητα µπορούµε να γενικεύσουµε τα παραπάνω µιλώντας για
τοπικοποίηση µια κατηγορίας ως προς µια κλάση µορφισµών της.
Καταρχάς ϑα αναφέρουµε τι εννοούµε λέγοντας ότι ϑέλουµε να τοπικοποιήσουµε µία κατηγορία
ως προς µία κλάση µορφισµών της.

Ορισµός 1.1.36. ΄Εστω C κατηγορία και S µία τυχαία κλάση µορφισµών της. Θα καλούµε τοπι-
κοποίηση(localization) της κατηγορίας C ως προς την κλάση µορφισµών S µία κατηγορία CrS�1s
µαζί µε έναν συναρτητή Q : C ÝÑ CrS�1s έτσι ώστε να ισχύουν τα παρακάτω:

1. ο Qpsq είναι ισοµορφισµός για κάθε µορφισµό s P S

2. για κάθε κατηγορία B και συναρτητή F : C ÝÑ B τέτοιο ώστε ο F psq να είναι ισοµορφισµός για
κάθε µορφισµό s P S υπάρχει µοναδικός συναρτητήςG : CrS�1s ÝÑ B έτσι ώστε το παρακάτω
διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

C B

CrS�1s

F

Q
G

Πρόταση 1.1.37. Η παραπάνω κατηγορία CrS�1s εφόσον υπάρχει είναι µοναδική ως προς ισοδυ-
ναµία κατηγοριών.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι υπάρχουν δύο Ϲευγάρια pA, Qq και pA1, Q1q που ικανοποιούν τις υποθέσεις
του ορισµού 1.1.36. Τότε λόγω της οικουµενικής ιδιότητας ϑα υπήρχαν συναρτητές G : A Ñ A1

και H : A1 Ñ A έτσι ώστε το παρακάτω διάγραµµα να είναι µεταθετικο :

C A

A1

Q

Q1

G

H

Από τη µεταθετικότητα του διαγράµµατος έχουµε ότιQ1 � pG�Hq�Q1 καθώς καιQ � pH �Gq�Q.
Εποµένως παίρνουµε το παρακάτω µεταθετικό διάγραµµα:

C A

A

Q

Q

idA

H�G

όπου idA είναι ο ταυτοτικός συναρτητής στην A. Από τη µοναδικότητα της παραγοντοποίησης
έχουµε ότιH�G � idA. Ανάλογα παίρνουµε καιG�H � idA1 . ΄Αρα οιH καιG είναι ισοµορφισµοί
κατηγοριών. �

Η ύπαρξη µιας τέτοιας κατηγορίας εξασφαλίζεται ακόµα και όταν η κλάση µορφισµών S είναι
τυχαία, δες [14] (Θεώρηµα 1.1.1.). Ωστόσο όταν είναι τυχαία αυτή η κλάση µορφισµών είναι πολύ
δύσκολο να πούµε οτιδήποτε για την CrS�1s. Γι΄ αυτό το λόγω ϑα συγκεντρωθούµε από εδώ και
πέρα σε ειδικού τύπου κλάσεις µορφισµών, έτσι ώστε να µπορούµε να δώσουµε µία πιο ξεκάθαρη
περιγραφή των µορφισµών της κατηγορίας CrS�1s.

Ορισµός 1.1.38. ΄Εστω C µία κατηγορία και S µία κλάση µορφισµών της. Η S ϑα καλείται
τοπικοποιούσα κλάση(localizing classs), εάν ικανοποιούνται οι ακόλουθες ιδιότητες

(LC1) Για κάθε αντικείµενο M της C, ο ταυτοτικός µορφισµός 1M του M ανήκει στην S.
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(LC2) Εάν s, t είναι µορφισµοί στην S, τότε η σύνθεση είναι επίσης στην S.

(LC3) (LC3a) Για κάθε Ϲεύγος f : M Ñ N και s : LÑ N µε s P S, υπάρχει µορφισµός g : K Ñ L
και t : K ÑM µε t P S έτσι ώστε το διάγραµµα

K L

M N

g

t s

f

να είναι µεταθετικό.

(LC3b) Για κάθε Ϲεύγος f : N Ñ M και s : N Ñ L µε s P S, υπάρχει µορφισµός g : L Ñ K
και t : M Ñ K µε t P S έτσι ώστε το διάγραµµα

K L

M N

g

t s

f

να είναι µεταθετικό.

(LC4) ΄Εστω f, g : M Ñ N δύο µορφισµοί. Τότε υπάρχει µορφισµός s P S τέτοιος ώστε s � f � s � g
αν και µόνο αν υπάρχει µορφισµός t P S τέτοιος ώστε f � t � g � t.

Η παρακάτω Πρόταση ϑα δοθεί χωρίς απόδειξη, καθώς είναι σχετικά τετριµένη και οφείλεται
στις ιδιότητες µιας τοπικοποιούσας κλάσης, δες [14](Παράδειγµα 1.3.1.).

Πρόταση 1.1.39. ΄Εστω C µια κατηγορία και S µία τοπικοποιούσα κλάση µορφισµών της. Τότε
αν CrS�1s είναι η τοποκοποίηση της C ως προς την S τότε κάθε µορφισµός στην CrS�1s µπορεί να
αναπαρασταθεί ως Qpsq�1 �Qpfq όπου s P S.

Σκοπός µας όταν ορίσαµε την τοπικοποιούσα κλάση ήταν να καταφέρουµε να δώσουµε µία
προσιτή περιγραφή των µορφισµών στην κατηγορία CrS�1s έτσι ώστε να µπορούµε να κάνουµε
πιο εύκολα ορισµένους υπολογισµούς. Η παρακάτω έννοια επιτυγχάνει ακριβώς αυτό τον σκοπό
µας.

Ορισµός 1.1.40. ΄Εστω C µια κατηγορία και S µία τοπικοποιούσα κλάση µορφισµών της. ΄Ενα
αριστερό roof(left roof) µεταξύ δύο αντικειµένων της M και N είναι ένα διάγραµµα

L

M N

�
s f

όπου s P S. (Το σύµβολο � δηλώνει ότι ο µορφισµός ανήκει στην S).

Ορισµός 1.1.41. Αν

L

M N

�
s f

K

M N

�
t g

είναι δύο αριστερά roofs, λέµε ότι αυτά είναι ισοδύναµα (equivalent left roofs) αν υπάρχει ένα
αντικείµενο H στην C και µορφισµοί p : H Ñ L και q : H Ñ N έτσι ώστε το παρακάτω διάγραµµα

L

M H N

K

�
s f

p

q
t

�
g
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να είναι µεταθετικό και s � p � t � q P S.

Σχόλιο 1.1.42. Ο λόγος που η ισοδυναµία αριστερών roof ορίστηκε έτσι στον ορισµό 1.1.41 είναι
ο παρακάτω:
Εάν

L

M N

�
s f

K

M N

�
t g

είναι δύο ισοδύναµα αριστερά roofs τότε Qpp � sq � Qppq �Qpsq είναι ισοµορφισµός στην CrS�1s.
Εφόσον επίσης Qpsq είναι ισοµορφισµός, έχουµε και ότι Qpsq είναι ισοµορφισµός. Οµοίως και ο
Qpqq είναι ισοµορφισµός. ΄Αρα έχουµε ότι :

Qpfq �Qpsq�1 � Qpfq �Qppq �Qppq�1 �Qpsq�1 � Qpf � pq �Qps � pq�1

� Qpg � qq �Qpt � qq�1 � Qpgq �Qpqq �Qpqq�1 �Qptq�1 � Qpgq �Qptq�1

Λήµµα 1.1.43. Η παραπάνω σχέση του ορισµού 1.1.41 είναι µία σχέση ισοδυναµίας.

Απόδειξη. • (Ανακλαστική)
Προφανώς το διάγραµµα

L

M L N

L

�
s f

idL

idLs
�

f

είναι µεταθετικό. Αυτό µας δείχνει ότι το αριστερό roof είναι ισοδύναµο µε τον εαυτό του.

• (Συµµετρική)
Εάν τα αριστερά roof

L

M N

�
s f

K

M N

�
t g

είναι ισοδύναµα τότε από τον ορισµό 1.1.41 παίρνουµε ένα µεταθετικό διάγραµµα

L

M H N

K

�
s f

p

q
t

�
g

όπου s � p � t � q P S. Τότε προφανώς και το διάγραµµα

K

M H N

L

�
t g

p

q
s
�

f
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είναι µεταθετικό και ισχύει t � q � s � p P S.
Εποµένως και το

K

M N

�
t g

είναι ισοδύναµο µε το
L

M N

�
s f

• (Μεταβατική)
΄Εστω ότι το αριστερό roof

L

M N

�
s f

είναι ισοδύναµο µε το
K

M N

�
t g

και το τελευταίο είναι ισοδύναµο µε το

H

M N

�
u h

Τότε παίρνουµε τα µεταθετικά διαγράµµατα

L

M H N

K

�
s f

p

q
t

�
g

και
K

M Q N

H

�
t g

r

vu
�

h

όπου s � p � t � q P S και u � v � t � r P S. Θεωρώντας τους µορφισµούς s � p : P Ñ M
και t � r : Q Ñ M εφόσον t � r P S παίρνουµε από την (LC3a) ότι υπάρχει ένα αντικείµενο
R και µορφισµοί z : RÑ P και a : RÑ Q όπου z P S και το διάγραµµα

R Q

P M

�z

a

t�r

s�p
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να είναι µεταθετικό. Τώρα ϑεωρούµε τους µορφισµούς b � q�z : RÑ K και c � r�a : RÑ
K. Προφανώς έχουµε ότι

t � b � t � q � z � t � r � a � t � c

΄Αρα από την (LC4) παίρνουµε ότι υπάρχει ένα αντικείµενο T και µορφισµός w : T Ñ R
στην S έτσι ώστε b � w � c � w.
Ορίζουµε τώρα x � p � z � w και y � v � a � w.
Θα δείξουµε ότι το παρακάτω διάγραµµα είναι µεταθετικό :

L

M T N

H

�
s f

x

y
u

�

h

Καταρχάς έχουµε ότι :

s � x � s � p � z �w � t � q � z �w � t � b �w � t � c �w � t � r � a �w � u � v � a �w � u � y

Επίσης :

h � y � h � v �a �w � g � r �a �w � g � c �w � g � b �w � g � q � z �w � f � p � z �w � f �x

Τέλος ο µορφισµός s � x � u � y ανήκει στην S καθώς οι µορφισµοί s � p, z, w ανήκουν στην
S. ΄Αρα δείξαµε ότι το αριστερό roof

L

M N

�
s f

είναι ισοδύναµο µε το
H

M N

�
u h

�

Στη συνέχεια ϑα προσπαθήσουµε να ορίσουµε την σύνθεση δύο αριστερών roof.

Πρόταση 1.1.44. ΄Εστω ότι έχουµε τα παρακάτω αριστερά roof µεταξύ των αντικειµένων M και
N , καθώς και µεταξύ των N και P αντίστοιχα :

L

M N

�
s f

K

N P

�
t g

Τότε λόγω του (LC3a) υπάρχει ένα αντικείµενο U και µορφισµοί u : U Ñ L και h : U Ñ K έτσι ώστε
το διάγραµµα:

U

L K

M N P

�
u h

�
s f

�
t g



22 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΒΕΛΙΑΝΩΝ ΚΑΤΗΓΟΡΙΩΝ

να είναι µεταθετικό. Από το παραπάνω διάγραµµα παίρνουµε το αριστερό roof

U

M P

�
s�u g�h

Τότε η κλάση ισοδυναµίας του παραπάνω αριστερού roof ισχυριζόµαστε ότι είναι ανεξάρτητη από
την επιλογή των U, u και h.Επιπλέον, αυτή η κλάση ισοδυναµίας εξαρτάται µόνο από τις κλάσεις
ισοδυναµίας του πρώτου και του δεύτερου αριστερού roof.

Απόδειξη. Αρχικά ϑα ελέγξουµε την εξάρτηση ως προς το πρώτο αριστερό roof. ΄Εστω ότι το
αριστερό roof

L1

M N

�
s1 f 1

είναι ισοδύναµο µε το πρώτο αριστερό roof, δηλαδή υπάρχει ένα αντικείµενο V και µορφισµοί
v : V Ñ L και v1 : V Ñ L1 έτσι ώστε το διάγραµµα

L

M V N

L1

�
s f

v

v1

s1
�

f 1

να είναι µεταθετικό και s � v � s1 � v1 P S. Τότε υπάρχει ένα αντικείµενο U 1 και µορφισµοί
u1 : U 1 Ñ L1 και h1 : U 1 Ñ K όπου ο u1 ανήκει στην S έτσι ώστε το διάγραµµα

U 1

L1 K

M N P

�
u1 h1

�
s1 f 1

�
t g

να είναι µεταθετικό. Από αυτό παίρνουµε το αριστερό roof

U 1

M P

�
s1�u1 g�h1

Θα δείξουµε ότι το παραπάνω αριστερό roof είναι ισοδύναµο µε το αντίστοιχο αριστερό roof όπως
ορίστηκε στην υπόθεση.
χρησιµοποιώντας την (LC3a) δύο ϕορές παίρνουµε ότι υπάρχουν αντικείµενα W και W 1 και
µορφισµοί w : W Ñ V και w1 : W 1 Ñ V που ανήκουν στην S και µορφισµοί a : W Ñ U και
a1 : W 1 Ñ U 1 έτσι ώστε τα διαγράµµατα

W U

V L

a

�w u�

v

W 1 U 1

V L1

a1

�w1 u1�

v1
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να είναι µεταθετικά. Αν χρησιµοποιήσουµε την (LC3a) άλλη µία ϕορά ϐλέπουµε ότι υπάρχει ένα
αντικείµενο R και µορφισµοί r : R Ñ W και r1 : R Ñ W 1 που ανήκουν στην S έτσι ώστε το
διάγραµµα

R W

W 1 V

r
�

�r1 w�

�

w1

να είναι µεταθετικό. Από τα παραπάνω έχουµε ότι

t � h � a � r � f � u � a � r � f � v � w � r � f 1 � v1 � w1 � r1 � f 1 � u1 � a1 � r1 � t � h1 � a1 � r1

΄Αρα από την (LC4) έχουµε ότι υπάρχει ένα αντικείµενο Q και µορφισµός q : QÑ R στην S τέτοιος
ώστε :

h � a � r � q � h1 � a1 � r1 � q

Ορίζουµε τώρα b � a � r � q : Q Ñ U και b1 � a1 � r1 � q : Q Ñ U 1. Θα δείξουµε τότε ότι το
διάγραµµα

U

M Q P

U 1

�
s�u g�h

b

b1
s�u1

�

g�h1

είναι µεταθετικό.
Καταρχάς :

s � u � b � s � u � a � r � q � s � v � w � r � q � s1 � v1 � w1 � r1 � q

� s1 � u1 � a1 � r1 � q � s1 � u1 � b1

και ανήκει στην S καθώς οι s1 � v1, w1 και r1 ανήκουν στην S.
Επίσης g � h � b � g � h1 � b1 λόγω του τρόπου ορισµού του q και κατά συνέπεια των b και b1.
∆είξαµε δηλαδή ότι τα παραπάνω αριστερά roofs είναι ισοδύναµα.
Τώρα ϑα ϑα ελέγξουµε την εξάρτηση ως προς το δεύτερο αριστερό roof.
΄Εστω το αριστερό roof

K 1

N P

�
t1 g1

το οποίο είναι ισοδύναµο µε το δεύτερο αριστερό roof, δηλαδή υπάρχει ένα αντικείµενο V και
µορφισµοί v : V Ñ K και v1 : V Ñ K 1 έτσι ώστε το διάγραµµα

K

N V P

K 1

�
t g

v

v1

t1
�

g1

να είναι µεταθετικό και t � v � t1 � v1 να ανήκει στην S.
Από την (LC3a) παίρνουµε ότι υπάρχει ένα αντικείµενο U και µορφισµοί u : U Ñ L στην S και
a : U Ñ V έτσι ώστε το διάγραµµα

U V

L N

a

�u t�v�

f
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να είναι µεταθετικό. Εποµένως το διάγραµµα

U

L K

M N P

�
u v�a

�
s f

�
t g

είναι µεταθετικό και από αυτό παίρνουµε το αριστερό roof

U

L P

�
s�u g�v�a

Οµοίως και το διάγραµµα

U

L K 1

M N P

�
u v1�a

�
s f

�
t1 g1

είναι µεταθετικό και από αυτό παίρνουµε το αριστερό roof

U

L P

�
s�u g1�v1�a

το οποίο παρατηρούµε ότι είναι το ίδιο µε το παραπάνω αριστερό roof καθώς g � v � g1 � v1 λόγω
της µεταθετικότητας του διαγράµµατος 1.1.3.
΄Αρα η κλάση ισοδυναµίας της «σύνθεσης» αριστερών roof είναι ανεξάρτητη της επιλογής του δεύ-
τερου roof. �

Σχόλιο 1.1.45. Από την παραπάνω πρόταση 1.1.44 έπεται ότι µπορούµε να ορίσουµε καλά µία
απεικόνιση από το γινόµενο του συνόλου των κλάσεων ισοδυναµίας των αριστερών roof µεταξύ του
M και του N , µε το συνόλο των κλάσεων ισοδυναµίας των αριστερών roof µεταξύ του N και του
P στο συνόλο των κλάσεων ισοδυναµίας των αριστερών roof µεταξύ του M και του P . Αυτόν τον
χάρτη ϑα τον ονοµάζουµε σύνθεση αριστερών roofs(composition of left roofs).

Πρόταση 1.1.46. Η σύνθεση αριστερών roof όπως ορίστηκε στο σχόλιο 1.1.45 είναι προσεταιρι-
στική.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι έχουµε τα αριστερά roofs

U

M N

�
s f

V

N P

�
u g

Z

P Q

�
v h
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Τότε µε επαναλαµβανόµενη χρήση του (LC3a) παίρνουµε το µεταθετικό διάγραµµα

W

X Y

U V Z

M N P Q

�
w m

�
x k

�
y l

�
s f

�
u g

�
v h

Τότε από τη µία η σύνθεση των δύο πρώτων αριστερών roof αναπαρίσταται από το

X

M P

�
s�x g�k

και στη συνέχεια η σύνθεσή του µε το τρίτο αναπαρίσταται από το

W

M Q

�
s�x�w h�l�m

Από την άλλη αν συνθέσουµε πρώτα τα δύο τελευταία αριστερά roofs, η σύνθεση αναπαρίσταται
από το

Y

N Q

�
u�y h�l

και στη συνέχεια η σύνθεσή του µε το πρώτο αναπαρίσταται από το

W

M Q

�
s�x�w h�l�m

Παρατηρούµε δηλαδή ότι µε όποια σειρά και αν συνθέσουµε παίρνουµε το ίδιο αποτέλεσµα οπότε
η σύνθεση είναι προσεταιριστική. �

Για κάθε αντικείµενο M της κατηγορίας C ϑα συµβολίζουµε µε idM την κλάση ισοδυναµίας
του αριστερού roof

M

M M

�
idM idM

Πρόταση 1.1.47. Εάν έχουµε ένα αριστερό roof της µορφής

L

M N

�
s f

και φ είναι η κλάση ισοδυναµίας του, τότε η σύνθεση της φ µε την idM ισούται µε φ και η σύνθεση
της idN µε την φ ισούται µε φ.
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Απόδειξη. Καταρχάς η idM εκπροσωπείται από το αριστερό roof

M

M M

�
idM idM

Τότε από τη µία, συνθέτοντας µε το αριστερό roof

L

M N

�
s f

παίρνουµε το µεταθετικό διάγραµµα

L

M L

M M N

�
s idL

�
idM idM

�
s f

το οποίο µε τη σειρά του µας δίνει το αριστερό roof

L

M N

�
idM�s f�idL

το οποίο ανήκει στην φ
. Από την άλλη συνθέτοντας µε το idN παίρνουµε το µεταθετικό διάγραµµα

L

L N

M N N

�
idN f

�
s f

�
idN idN

το οποίο µας δίνει το αριστερό roof

L

M N

�
s�idN idN�f

το οποίο ανήκει και αυτό στην φ. �

Πόρισµα 1.1.48. Τα αντικείµενα της κατηγορίας C µε τις κλάσεις ισοδυναµίας των αριστερών roofs
ως µορφισµούς σχηµατίζουν µία κατηγορία την οποία ϑα τη συµβολίζουµε µε CS .

Σκοπός µας στη συνέχεια ϑα είναι να ορίσουµε έναν κατάλληλο συναρτητή Q και να αποδεί-
ξουµε ότι η παραπάνω κατηγορία CS µαζί µε τον συναρτητή Q αποτελούν την τοπικοποίηση της
κατηγορίας C ως προς την τοπικοποιούσα κλάση S. Ξεκινάµε ορίζοντας τον Q:
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Πρόταση 1.1.49. Εάν ορίσουµε µία διαδικασία Q από την κατηγορία C στην CS η οποία στέλνει
κάθε αντικείµενο στον εαυτό του και κάθε µορφισµό f : M Ñ N στην κλάση ισοδυναµίας των
αριστερών roof τα οποία εκπροσωπούνται από το

M

M N

�
idM f

τότε η Q είναι ένας συναρτητής από την C στην CS .

Απόδειξη. Καταρχάς προφανώς QpidM q � idM για κάθε αντικείµενο M . ΄Εστω ένας άλλος µορ-
ϕισµός g : N Ñ P . Η σύνθεση των κλάσεων ισοδυναµίας των Qpgq και Qpfq αντιστοιχεί στο
µεταθετικό διάγραµµα

M

M N

M N P

�
idM f

�
idM f

�
idN g

το οποίο µας δίνει το αριστερό roof

M

M P

�
idM g�f

είναι δηλαδή ίσο µε το Qpg � fq. �

Πρόταση 1.1.50. Ο συναρτητής Q όπως ορίστηκε στην 1.1.49 στέλνει µορφισµούς της κατηγορίας
C που ανήκουν στην κλάση S σε ισοµορφισµούς στην κατηγορία CS .

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο µορφισµός s : M Ñ N ανήκει στην S. Τότε η κλάση ισοδυναµίας του
αριστερό roof

M

N M

�
s idM

είναι δεξί αντίστροφος του Qpsq καθώς η σύνθεσή τους δίνεται από το µεταθετικό διάγραµµα

M

M M

M N M

�
idM idM

�
idM s

�
s idM

το οποίο µας δίνει το αριστερό roof

M

M M

�
idM idM
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δηλαδή τον ταυτοτικό µορφισµό στο M .
Από την άλλη η κλάση ισοδυναµίας αυτού του αριστερού roof είναι και αριστερός του αντίστροφος
καθώς αρχικά παίρνουµε το µεταθετικό διάγραµµα

M

M M

N M N

�
idM idM

�
s idM

�
idM s

το οποίο µας δίνει το αριστερό roof

M

N N

�
s s

Αυτό όµως ανήκει στην ίδια κλάση ισοδυναµίας µε τον ταυτικό µορφισµό του M καθώς το διά-
γραµµα

M

N M N

N

�
s s

idM

s
idN

�

idN

είναι µεταθετικό και ο µορφισµός idN � s � s � idM ανήκει στην S.
΄Αρα ο µορφισµός Qpsq είναι ισοµορφισµός. �

Πρόταση 1.1.51. Για κάθε κατηγορία B και συναρτητή F : C ÝÑ B τέτοιο ώστε ο F psq να είναι
ισοµορφισµός για κάθε µορφισµό s P S υπάρχει µοναδικός συναρτητής G : CS ÝÑ B έτσι ώστε το
παρακάτω διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

C B

CS

F

Q
G

Απόδειξη. Ορίζουµε µια διαδικασία G που στέλνει κάθε αντικείµενο M της CS στο αντικείµενο
F pMq της B και σε κάθε µορφισµό φ ο οποίος αναπαρίσταται από το αριστερό roof

L

M N

�
s f

στο µορφισµό Gpφq � F pfq � F psq�1.
Αρχικά ϑα δείξουµε ότι αυτή η διαδικασία είναι καλά ορισµένη.
΄Εστω δύο ισοδύναµα αριστερά roof µεταξύ των αντικειµένων M και N

L

M N

�
s f

K

M N

�
t g
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Τότε υπάρχει ένα αντικείµενο U της C και µορφισµοί u : U Ñ L και v : U Ñ K έτσι ώστε το
διάγραµµα

L

M U N

K

�
s f

u

v
t

�
g

να είναι µεταθετικό και s � u � t � v P S. ΄Αρα έχουµε επίσης ότι F pfq � F puq � F pgq � F pvq και
F psq � F puq � F ptq � F pvq. Εφόσον s � u P S, ο F psq � F puq είναι ισοµορφισµός από υπόθεση.
Επίσης και ο F psq είναι ισοµορφισµός. ΄Αρα παίρνουµε ότι και ο F puq είναι ισοµορφισµός. Οµοίως
παίρνουµε ότι και ο F pvq είναι ισοµορφισµός. ΄Αρα:

F puq�1 � F psq�1 � F pvq�1 � F ptq�1

και τέλος έχουµε:

F pfq � F psq�1 � F pfq � F puq � F puq�1 � F psq�1

� F pgq � F pvq � F pvq�1 � F ptq�1 � F pgq � F ptq�1

Εποµένως ξεκινώντας από αριστερά roof τα οποία ανήκουν στην ίδια κλάση ισοδυναµίας καταλή-
γουµε στον ίδιο µορφισµό στην κατηγορία B. Οπότε ο G είναι καλά ορισµένος.
Τώρα ϑα δείξουµε ότι ο G είναι στην πραγµατικότητα συναρτητής από την κατηγορία CS στην
κατηγορία B.
Καταρχάς εύκολα έχουµε ότι GpidM q � F pidM q � F pidM q

�1 � F pidM q � idF pMq.
΄Εστω τώρα δύο µορφισµοί φ : M Ñ N και ψ : N Ñ P οι οποίοι αναπαριστάνονται από τα αριστερά
roof

L

M N

�
s f

K

N P

�
t g

Τότε παίρνουµε το µεταθετικό διάγραµµα

U

L K

M N P

�
u h

�
s f

�
t g

και άρα η σύνθεση ψ � φ αναπαρίσταται από το αριστερό roof

U

M P

�
s�u g�h

Επίσης έχουµε ότι :
Gpψq �Gpφq � F pgq � F ptq�1 � F pfq � F psq�1

Αλλά από το παραπάνω µεταθετικό διάγραµµα παίρνουµε ότι F pfq �F puq � F ptq �F phq, δηλαδή
F ptq�1 � F pfq � F phq � F puq�1. ΄Αρα έχουµε ότι :

Gpψq �Gpφq � F pgq � F phq � F puq�1 � F psq�1 � F pg � hq � F ps � uq�1 � Gpψ � φq
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΄Αρα όντως ο G είναι ένας συναρτητής από την κατηγορία CS στην κατηγορία B.
Προφανώς από τον ορισµό του συναρτητή G παίρνουµε ότι G �Q � F .
Αποµένει να αποδείξουµε την µοναδικότητα του συναρτητή G. ΄Εστω ένας ακόµα σναρτητής
H : CS Ñ B για τον οποίο ισχύει H �Q � F . Τότε προφανώς HpMq � F pMq � GpMq για κάθε
αντικείµενο M P CS .
Επίσης αν φ : M Ñ N είναι ένας µορφισµός στην CS ο οποίος αναπαρίσταται από το αριστερό
roof

L

M N

�
s f

δηλαδή έχουµε ότι φ � Qpfq �Qpsq�1. Τότε :

Hpφq � HpQpfqq �HpQpsqq�1 � F pfq � F psq�1 � GpQpfqq �GpQpsqq�1 � Gpφq.

΄ΑραH � G και οG : CS Ñ B είναι ο µοναδικός συναρτητής για τον οποίο ισχύει ότιG�Q � F . �

Πόρισµα 1.1.52. Η κατηγορία CS µαζί µε τον συναρτητή Q αποτελούν την τοπικοποίηση της κατη-
γορίας C ως προς την τοπικοποιούσα κλάση µορφισµών S, δηλαδή CrS�1s � CS

Τώρα ϑα δώσουµε ένα χρήσιµο λήµµα το οποίο µας ϐοηθά να έχουµε µία καλύτερη αναπα-
ϱάσταση κάποιων µορφισµών ως προς ένα κοινό µορφισµό s της κλάσης µορφισµών S. Αυτό το
λήµµα είναι το ανάλογο της αναγωγής κλασµάτων σε κοινό παρανοµαστή.

Λήµµα 1.1.53. ΄Εστω

Li

M N

�
si fi

αριστερά roofs που αναπαριστούν µορφισµούς φi : M Ñ N , 1 ¤ i ¤ n, στην CrS�1s. Τότε υπάρχει
ένα αντικείµενο L στην C, ένας µορρφισµός s στην S και µορφισµοί gi : LÑ N στην C έτσι ώστε τα
αριστερά roofs

L

M N

�
s gi

να αναπαριστούν τους φi για κάθε 1 ¤ i ¤ n.

Απόδειξη. Η απόδειξη ϑα γίνει µε επαγωγή στο n. Εάν n � 1. δεν έχουµε να αποδείξουµε κάτι .
΄Εστω n ¡ 1 και ότι υπάρχει αντικείµενο K, µορφισµός t P S και hi, 1 ¤ i ¤ n � 1, τέτοιοι ώστε
τα αριστερά roofs

K

M N

�
t hi

να αναπαριστούν του φi για κάθε 1 ¤ i ¤ n � 1. Λόγω του (LC3) υπάρχει ένα µεταθετικό
διάγραµµα

U Ln

K M

u1

�u sn�

�

t
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όπου ο u ανήκει στην S. Τότε το διάγραµµα

K

M U N

U

�
t hiu

idUs
�

hi�u

είναι µεταθετικό και άρα τα αριστερά roofs

U

M N

�
s hi�u

αναπαριστούν τον φi για κάθε 1 ¤ i ¤ n� 1. Επίσης και το διάγραµµα:

Ln

M U N

U

�
sn fn

u1

idUs
�

fn�u
1

είναι µεταθετικό, και άρα το αριστερό roof

U

M N

�
s fn�u

1

αναπαριστά τον µορφισµό φn. ΄Αρα για L � U , gi � hi � u για 1 ¤ i ¤ n � 1, και gn � hn � u
1

έχουµε το συµπέρασµα. �

Σχόλιο 1.1.54. Σε αυτή την παράγραφο µιλήσαµε για το τι είναι τα αριστερά roof και ϐγάλαµε
κάποια αποτελέσµατα µε ϐάση αυτά. Ωστόσο ο λόγος που τα ονοµάσαµε αριστερά roof και
όχι απλά roof είναι ότι υπάρχει και µία άλλη έννοια, η έννοια των δεξιών roof. Αυτή η έννοια
είναι δυϊκή των αριστερών roof και πηγαίνοντας από µια κατηγορία στη δυϊκή της απεικονίζονται
αριστερά roof σε δεξιά roof και αντίστροφα. Τα αποτελέσµατα που ϐγάλαµε ισχύουν κατά δυϊκό
τρόπο και για τα δεξιά roof.

Ορισµός 1.1.55. ΄Εστω C µια κατηγορία και S µία τοπικοποιούσα κλάση µορφισµών της. ΄Ενα
δεξιό roof(right roof) µεταξύ δύο αντικειµένων της M και N είναι ένα διάγραµµα

L

M N

g

�
t

όπου t P S.

1.1.4 Τοπικοποίηση υποκατηγοριών

Σε αυτή την υποπαράγραφο ϑα δείξουµε ότι ξεκινώντας από µία υποκατηγορία C1 µίας κατηγορίας
C και παίρνοντας κάποια κατάλληλη κλάση µορφισµών της η οποία είναι τοπικοποιούσα, τότε
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µπορούµε να «δούµε» τοπικοποίηση της C1 ως υποκατηγορία τη τοπικοίησης της C. Ας πάρουµε
όµως τα πράγµατα µε τη σειρά:
΄Εστω C µία κατηγορία και C1 µία υποκατηγορία της. ΄Εστω επίσης S µία τοπικοποιούσα κλάση
µορφισµών της C. Υποθέτουµε τότε ότι SC1 � S XMorpC1q, (MorpC1q είναι όλοι οι µορφισµοί της
υποκαρηγορίας C1), σχηµατίζει µία τοπικοποιούσα κλάση µορφισµών της C1. Τότε έχουµε έναν
ϕυσικό συναρτητή C1rS�1

C1 s Ñ CrS�1s. Αυτός ο συναρτητής απεικονίζει ένα αντικείµενο της C1

στον εαυτό του, και έναν µορφισµός της C1rS�1
C1 s, ο οποίος αναπαρίσταται από ένα αριστερό roof:

L

M N

�
s f

στην κλάση ισοδυναµίας του ίδιου roof στην CrS�1s.

Πρόταση 1.1.56. ΄Εστω C µία κατηγορία, S µία τοπικοποιούσα κλάση µρφισµών της και C1 µία
πλήρης υποκατηγορία της. Υποθέτουµε επίσης ότι τα ακόλουθα ικανοποιούνται :

( i) Η SC1 � S XMorpC1q, είναι µία τοπικοποιούσα κλάση µορφισµών στην C1.

( ii) Για κάθε µορφισµό s : M Ñ N , όπου s P S καιM είναι αντικείµενο της C1, υπάρχει µορφισµός
u : P Ñ N , τέτοιος ώστε να ισχύει s � u P S και το P είναι αντικείµενο της C1.

Τότε ο ϕυσικός συναρτητής C1rS�1
C1 s Ñ CrS�1s είναι πλήρης και πιστός.

Απόδειξη. ΄ΕστωM καιN δύο αντικείµενα της κατηγορίας C1. Πρέπει να δείξουµε ότι η απεικόνιση

HomC1rS�1

C1
spM,Nq Ñ HomCrS�1spM,Nq

είναι «1-1» και «επί».
Πρώτα ϑα δείξουµε ότι είναι «1-1». ΄Εστω δύο αριστερά roof:

L

M N

�
s f

K

M N

�
t g

τα οποία αναπαριστούν µορφισµούς στην C1rS�1
C1 s τα οποία ανήκουν στην ίδια κλάση ισοδυναµίας

αριστερών roof στην CrS�1s. ΄Αρα έχουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα αριστερών roofs:

L

M U N

K

�
s f

u

v
t

�
g

όπου το U ανήκει στην C και s � u � v � t P S. Λόγω της ιδιότητας (ii) της υπόθεσης, υπάρχει
αντικείµενο V της κατηγορίας C1 και µορφισµός w : V Ñ U , τέτοιος ώστε να ισχύει s � u � w �
t � v � w. ΄Αρα παίρνουµε το µεταθετικό διάγραµµα:

L

M V N

K

�
s f

u�w

v�w
t

�
g
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Συνεπώς τα παραπάνω αριστερά roofs ανήκουν και στην ίδια κλάση ισοδυναµίας στην C1rS�1
C1 s.

Τώρα ϑα δείξουµε ότι είναι και «επί». ΄Εστω

L

M N

�
s f

ένα αριστερό roof, το οποίο αναπαριστά έναν µορφισµό φ στο HomCrS�1spM,Nq. Λόγω της (ii)
πάλι, έχουµε ότι υπάρχει αντικείµενο U της υποκατηγορίας C1 και µορφισµός u : U Ñ L στην S,
τέτοιος ώστε s � u P S. ΄Αρα έχουµε το µεταθετικό διάγραµµα:

L

M U N

U

�
s f

u

idU
s�u

�

f�u

το οποίο µας δείχνει ότι το αριστερό roof:

U

M N

�
s�u f�u

επίσης αναπαριστά τον µορφισµό φ. Από την άλλη όµως, ορίζει επίσης και έναν µορφισµό µεταξύ
τουM και του N στην C1rS�1

C1 s, ο οποίος απεικονίζεται στον φ. ΄Αρα η παραπάνω απεικόνιση είναι
και «επί». �

1.2 Αβελιανές Κατηγορίες

΄Εως τώρα έχουµε δώσει την έννοια της κατηγορίας χωρίς να έχουµε υποθέσει κάποιες επιπλέον
συνθήκες να ισχύουν. Αυτό δε µας έχει επιτρέψει να ϐγάλουµε έως τώρα κάποια ιδιαίτερα απο-
τελέσµατα. Στην πραγµατικότητα πάντως οι περισσότερες κατηγορίες τις οποίες κανείς συναντά
στα πλαίσια της ϑεωρίας δακτυλίων είναι αβελιανές κατηγορίες. Πολλά αποτελέσµατα και κατα-
σκευές στην κατηγορία R-Mod των αριστερών R-προτύπων υπεράνω ενός δακτυλίου R, έχουν τα
αντίστοιχά τους και σε άλλες περιοχές. Το πλαίσιο των αβελιανων κατηγοριών είναι το κατάλληλο
έτσι ώστε να µπορέσουµε να γενικεύσουµε πολλά από αυτά τα αποτελέσµατα και τις κατασκευές
που έχουµε από τη ϑεωρία προτύπων.

Ορισµός 1.2.1. Μία κατηγορία C ονοµάζεται προπροσθετική (preadditive) εάν κάθε σύνολο
HomCpC,C

1q έχει τη δοµή αβελιανής οµάδας και η σύνθεση

� : HomCpX,Y q � HomCpY,Zq ÝÑ HomCpX,Zq, pf, gq ÞÝÑ g � f

είναι διγραµµική. ∆ηλαδή αν f, f 1 P HomCpX,Y q και g, g1 P HomCpY,Zq τότε ισχύει :

g � pf � f 1q � g � f � g � f 1

pg � g1q � f � g � f � g1 � f

Ορισµός 1.2.2. Εάν C και C1 είναι δύο προπροσθετικές κατηγορίες, τότε ένας συναρτητής
T : CÑ C1 καλείται προσθετικός(additive) εάν για κάθε µορφισµό f, f 1 : X Ñ Y ισχύει :

T pf � f 1q � T pfq � T pf 1q
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Παράδειγµα 1.2.3. 1. Η κατηγορία Ab των αβελιανών οµάδων είναι προπροσθετική κατηγο-
ϱία καθώς το σύνολο HomCpX,Y q µπορεί να πάρει κανονικά δοµή προσθετικής οµάδας :
για f, g P HomCpX,Y q ϑέτουµε ως f�g : X Ñ Y τον οµοµορφισµό οµάδων που ορίζεται ως
pf � gqpxq � fpxq � gpxq. Εύκολα ϐλέπουµε ότι η σύνθεση µορφισµών είναι διγραµµική.

2. Εάν A είναι ένας δακτύλιος τότε η κατηγορία C η οποία έχει ένα στοιχείο � και HomCp�, �q
είναι προπροσθετική κατηγορία καθώς η σύνθεση µορφισµών είναι ο πολλαπλασιασµός
στοιχείων του A και η δοµή οµάδας του HomCp�, �q είναι αυτή της αντίστοιχης προσθετικής
οµάδας του A.

3. Εάν C είναι µία προπροσθετική κατηγορία και C1 είναι µία υποκατηγορία της, τότε η C1 είναι
και αυτή προπροσθετική εάν για κάθε δύο αντικείµενο X,Y P C1 το σύνολο HomC1pX,Y q
είναι υποοµάδα του HomCpX,Y q.

Σχόλιο 1.2.4. Στη συνέχεια της παραγράφου όπου ϑα αναφέρουµε µία κατηγορία ϑα εννοούµε
προπροσθετική κατηγορία για την οποία ϑα υπάρχει µηδενικό αντικείµενο.

Ορισµός 1.2.5. ΄Εστω µία κατηγορία C και ένας µορφσιµός f : A Ñ B µεταξύ δύο αντικειµένων
της.

• Ο f ϑα καλείται µονοµορφισµός(monomorphism) εάν για κάθε µορφισµό ξ : X Ñ A για
το οποίο ισχύει f � ξ � 0 συνεπάγεται ότι ξ � 0.

• Ο f ϑα καλείται επιµορφισµός (epimorphism) εάν για κάθε µορφισµό η : B Ñ X για το
οποίο ισχύει η � f � 0 συνεπάγεται ότι η � 0.

• Ο f ϑα καλείται ισοµορφισµός (isomorphism) εάν υπάρχει ένας µορφισµός g : B Ñ A έτσι
ώστε να ισχύει f � g � 1B και g � f � 1A.

Εύκολα ϐλέπουµε από τον παραπάνω ορισµό ότι :

Πρόταση 1.2.6. Κάθε ισοµορφισµός είναι ταυτόχρονα και µονοµορφισµός και επιµορφισµός.

Ορισµός 1.2.7. Μία υποκατηγορία C1 µίας κατηγορία C, ϑα καλείται αυστηρά πλήρης (strictly
full), εάν είναι πλήρης και επιπλέον ισχύει, ότι αν ένα αντικείµενο ανήκει στην C1 και αυτό είναι
ισόµορφο µε κάποιο άλλο αντικείµενο, τότε και το άλλο αντικείµενο ϑα ανήκει στην C1.

Ορισµός 1.2.8. ∆ύο µονοµορφισµοί ϑα είναι ισοδύναµοι (equivalent) εάν υπάρχει ισοµορφισµός
γ : AÑ A1 τέτοιος ώστε α1 � γ � α, δηλαδή το παρακάτω διάγραµµα να είναι µεταθετικό.

A B

A1

α

γ
α1

Ορισµός 1.2.9. Μία κλάση ισοδυναµίας µονοµορφισµών στο αντικείµενο B ϑα καλείται υποαντι-
κείµενο (subobject) του B και ϑα συµβολίζουµε ένα υποαντικείµενο µέσω κάποιου αναπαριστάσι-
µου µονοµορφισµού της κλάσης ισοδυναµίας.

Ορισµός 1.2.10. Μία οικογένεια pCiqI υποαντικειµένων ενός αντικειµένου C ϑα καλείται ευθέα
(direct), εάν το I γίνεται κατευυνόµενο σύνολο αν κανείς ορίσει i ¤ j όταν Ci � Cj .

Ορισµός 1.2.11. Εάν α : AÑ B και α : A1 Ñ B είναι δύο υποαντικείµενα του B, τότε γράφουµε
A � A1 εάν υπάρχει µορφισµός γ : AÑ A1 τέτοιος ώστε να ισχύει α1 � γ � α δηλαδή το παρακάτω
διάγραµµα να είναι µεταθετικό.

A B

A1

α

γ
α1
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Σχόλιο 1.2.12. Παρατηρούµε ότι στον ορισµό 1.2.11 ο µορφσιµός γ είανι στην πραγµατικότητα
µονοµορφισµός.

Σχόλιο 1.2.13. Κατά δυικό τρόπο ορίζονται τα αντικείµενα πηλίκα.

Ορισµός 1.2.14. Μία κατηγορία C ϑα καλείται τοπικά µικρή (locally small), εάν η κλάση των
υποαντικειµένων κάθε αντικειµένου είναι στην πραγµατικότητα σύνολο.

Ορισµός 1.2.15. ΄Ενας πυρήνας (kernel) ενός µορφισµού α : A Ñ B είναι ένας µορφισµός
κ : K Ñ A τέτοιος ώστε :

1. α � κ � 0

2. για κάθε µορφισµό ξ : X Ñ A µε α : ξ � 0, υπάρχει µοναδικός µορφισµός γ : X Ñ K τέτοιος
ώστε ξ � κ � γ

A

K B

X

ακ

0

ξ

γ

0

η απόδειξη της παρακάτω Πρότασης είναι απλή και ϑα την παραλείψουµε, δες [23] (Πρόταση
2.2.).

Πρόταση 1.2.16. Οποιοιδήποτε δύο πυρήνες ενός µορφισµού αναπαριστούν το ίδιο υποαντικείµενο.

Ορισµός 1.2.17. ΄Ενας συνπυρήνας (cokernel) ενός µορφισµού α : AÑ B είναι ένας µορφισµός
κ1 : B Ñ K 1 τέτοιος ώστε :

1. κ1 � α � 0

2. για κάθε ξ : B Ñ X µε ξ � α � 0 υπάρχει µοναδικός µορφισµός γ : K 1 Ñ X τέτοιος ώστε
ξ � γ � κ1

B

A K 1

X

κ1 ξ
α

0

0

γ

Πρόταση 1.2.18. Οποιοιδήποτε δύο συνπυρήνες ενός µορφισµού αναπαριστούν το ίδιο αντικείµενο
πηλίκο.

Παρατήρηση 1.2.19. Από τους ορισµούς 1.2.15 και 1.2.17 ϕαίνεται απευθείας ότι κάθε πυρήνας
είναι µονοµορφισµός και κάθε συνπυρήνας είναι επιµορφισµός.Επίσης από τις προτάσεις 1.2.16
και 1.2.18 ϐλέπουµε την µοναδικότητα του πυρήνα και του συνπυρήνα (όποτε υπάρχουν), οπότε
µπορούµε να γράφουµε κ � kerα και K � Kerα για έναν πυρήνα κ : K Ñ A ενός µορφισµού α
και κ1 � cokerα και K � Cokerα για έναν συνπυρήνα κ1 : B Ñ K1 ενός µορφισµού α.

Οι επόµενη πρόταση αποδεικνύεται άµεσα και µας δείχνει έναν πιο εύκολο τρόπο να ελέγχουµε
πότε ένας µορφισµός είναι µονοµορφισµός ή επιµορφισµός.

Πρόταση 1.2.20. ΄Ενας µορφισµός α είναι µονοµορφισµό αν και µόνο αν Kerα � 0 και επιµορφι-
σµός αν και µόνο αν Cokerα � 0.
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Πρόταση 1.2.21. Εάν ο α είναι ο πυρήνας ενός µορφισµού και ο Cokerα υπάρχει, τότε
α � ker pcokerαq.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο α : A Ñ B είναι ο πυρήνας του γ : B Ñ C. Τότε παίρνουµε ότι γ � α � 0.
Αλλά επειδή από τον ορισµό του συνπηρήνα κάθε άλλος µορφισµός που µηδενίζει τον α αναλύεται
µοναδικά µέσω του συνπηρήνα,υπάρχει µοναδικός β τέτοιος ώστε β � cokerα � γ. ΄Εστω τώρα
ένας µορφισµός ξ : X Ñ B τέτοιος ώστε cokerα � ξ � 0. Τότε ϑα ισχύει και β � cokerα � ξ � 0.
΄Αρα γ � ξ � 0. ΄Οµως ο α είναι πυρήνας του γ. ΄Αρα υπάρχει µοναδικός µορφισµός ζ : X Ñ A
τέτοιος ώστε α � ζ � ξ. Με λίγα λόγια αποδείξαµε ότι α � ker pcokerαq. �

Αφού δώσαµε του ορισµούς του πυρήνα και του συνπυρήνα καθώς και κάποιες ϐασικές προ-
τάσεις ϑα προχωρήσουµε δίνοντας τους ορισµούς δύο πολύ ϐασικών εννοιών. Του γινοµένου και
του συνγινοµένου, οι οποίες αποτελούν γενικεύσεις των ήδη γνωστών εννοιών από τη µελέτη της
ϑεωρίας προτύπων.

Ορισµός 1.2.22. ΄Εστω pCiqiPI µία οικογένεια αντικειµένων µίας κατηγορίας C. ΄Ενα γινόµενο
(product) αυτής της οικογένειας είναι ένα αντικείµενο C µαζί µε κάποιους µορφισµούς πi : C Ñ
Cipi P Iq, έτσι ώστε για κάθε αντικείµενο X και µορφισµούς ξi : X Ñ Cipi P Iq να υπάρχει ένας
µοναδικός µορφισµός ξ : X Ñ C για τον οποίο να ισχύει πi � ξ � ξi για κάθε i P I.

Ορισµός 1.2.23. ΄Εστω pCiqiPI µία οικογένεια αντικειµένων µίας κατηγορίας C. ΄Ενα συνγινό-
µενο (coproduct) αυτής της οικογένειας είναι ένα αντικείµενο C µαζί µε κάποιους µορφισµούς
ιi : Ci Ñ Cpi P Iq, έτσι ώστε για κάθε αντικείµενοX και µορφισµούς ζi : Ci Ñ Xpi P Iq να υπάρχει
ένας µοναδικός µορφισµός ζ : C Ñ X για τον οποίο να ισχύει ιi � ζ � ζi για κάθε i P I.

Παρατήρηση 1.2.24. Το γινόµενο και το συνγινόµενο εφόσον ικανοποιούν µία οικουµενική ι-
διότητα, εύκολα µπορούµε να δείξουµε ότι είναι µοναδικά (όταν υπάρχουν) ως προς ισοµορφισµό.
Το γινόµενο ϑα συµβολίζεται ως

±
iPI Ci και το συνγινόµενο ως

²
iPI Ci (ή ως `iPICi). Οι κανο-

νικοί µορφισµοί πi : C Ñ Ci ϑα ονοµάζονται προβολές(projections) και οι κανονικοί µορφισµοί
ιi : Ci Ñ C ϑα ονοµάζονται ενέσεις(injections).

Παρατήρηση 1.2.25. Από τους ορισµούς 1.2.22 και 1.2.23 µπορούµε να πάρουµε τις παρακάτω
σχέσεις για το γινόµενο και το συνγινόµενο µίας οικογένειας αντικειµένων της κατηγορίας C:

HompX,
¹
iPI

Ciq �
¹
iPI

HompX,Ciq, (1.7)

Homp
º
iPI

Ci, Xq �
¹
iPI

HompCi, Xq (1.8)

Σχόλιο 1.2.26. ΄Οταν έχουµε µία οικογένεια pCiqiPI για την οποία ισχύει Ci � C για κάθε i P I,
όπου C είναι ένα συγκεκριµένο αντικείµενο της κατηγορίας C, τότε το γινόµενο της οικογένειας
(αν υπάρχει) ϑα το συµβολίζουµε CI και το συνγινόµενο αντίστοιχα CpIq.

Πρόταση 1.2.27. Κάθε γινόµενο µονοµορφισµών είναι µονοµορφισµός και κάθε συνγινόµενο επι-
µορφισµών είναι επιµορφισµός.

Απόδειξη. ∆ες [23] (Πρόταση 3.1.). �

Θεώρηµα 1.2.28. ΄Εστω pCiq1¤i¤n µία πεπερασµένη οικογένεια αντικειµένων µίας προπροσθετι-
κής κατηγορίας C. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Το δοθέν σύνολο αντικειµένων έχει ένα συνγινόµενο.

2. Το δοθέν σύνολο αντικειµένων έχει ένα γινόµενο.

3. Υπάρχει ένα αντικείµενο C της κατηγορίας C και µορφισµοί ιi : Ci Ñ C, πi : C Ñ Ci,
1 ¤ i ¤ n τέτοιοι ώστε να ισχύουν :
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(αʹ)
°n
i�1 ιi � πi � 1X ,

(ϐʹ) πi � ιj �

"
0 εάν i � j
1Xi εάν i � j

Επίσης το γινόµενο και το συνγινόµενο της παραπάνω οικογένειας είναι κανονικά ισοµορφικά.

Απόδειξη. ∆ες [20] (Θεώρηµα 1.2.). �

Ορισµός 1.2.29. Μία προπροσθετική κατηγορία C ϑα ονοµάζεται προσθετική (additive) όταν για
κάθε Ϲεύγος αντικειµένων της X,Y υπάρχει το συνγινόµενο X ` Y .

Σχόλιο 1.2.30. Από το ϑεώρηµα 1.2.28 έχουµε ότι µία προσθετική κατηγορία είναι µία προπρο-
σθετική κατηγορία στην οποία υπάρχουν τα πεπερασµένα γινόµενα και συνγινόµενα.

Παράδειγµα 1.2.31. 1. Η κατηγορία Ab των αβελιανών οµάδων είναι µία προσθετική κα-
τηγορία. Πράγµατι αν X,Y είναι δύο αντικείµενά της τότε αν ϑεωρήσουµε το καρτεσια-
νό γινόµενο X

±
Y όπου η πρόσθεση είναι κατά συντεταγµένη και p : X

±
Y Ñ X και

q : X
±
Y Ñ Y οι ϕυσικές προβολές, τότε παρατηρούµε ότι τα X

±
Y , p και q ορίζουν ένα

γινόµενο των X και Y .

2. Η κατηγορία R-Mod είναι µία προσθετική κατηγορία καθώς από τη ϑεωρία προτύπων γνωρί-
Ϲουµε ότι υπάρχει το γινόµενο και το συνγινόµενο µίας οικογένειας αριστερών R-προτύπων.

Πριν προχωρήσουµε, δίνοντας των ορισµό της Αβελιανής κατηγορίας, ϑα δώσουµε τον ορισµό
των συµπαγών αντικειµένων τα οποία παίζουν ένα πολύ σηµαντικό ϱόλο στη Θεωρία κατηγοριών,
καθώς αποτελούν ένα χρήσιµο και ϐοηθητικό εργαλείο για την ανάπτυξη εκτενούς ϑεωρίας.

Ορισµός 1.2.32. ΄Εστω C µία κατηγορία η οποία είναι συνπλήρης. Θα λέµε ότι ένα αντικείµενο X
της C είναι συµπαγές (compact), εάν κάθε µορφισµόςX Ñ

²
iPI Yi, όπου pYiqiPI είναι µία τυχαία

οικογένεια αντικειµένων της C, αναλύεται µέσω ενός πεπερασµένου γινοµένου. ∆ηλαδή υπάρχουν
µορφισµοί X Ñ

²
kPK Yk και

²
kPK Yk Ñ

²
iPI Yi, όπου K πεπερασµένο υποσύνολο του I, έτσι

ώστε το παρακάτω διάγραµµα να είναι µεταθετικό.

X
²
iPI Yi

²
kPK Yk

Παρατήρηση 1.2.33. ΄Ενας ισοδύναµος Ορισµός των συµπαγών αντικειµένων είναι ο εξής :
΄Εστω C µία κατηγορία η οποία είναι συνπλήρης. Το αντικείµενο X ϑα είναι συµπαγές αν και
µόνο αν ο συναρτητής HomCpX, -q διατηρεί τα συνγινόµενα.

Μπορούµε τώρα να δώσουµε τον ορισµό µίας Αβελιανής κατηγορίας. Στη συνέχεια τις δια-
τριβής ϑα µας απασχολήσουν ιδιαίτερα τέτοιου είδους κατηγορίες καθώς όπως ϑα δούµε έχουν
πολλές καλές ιδιότητες και ισχύουν γι αυτές πολλές γενικεύσεις γνωστών ιδιοτήτων από τη ϑεωρία
προτύπων.

Ορισµός 1.2.34. Μία κατηγορία A ϑα είναι αβελιανή (abelian) εάν ισχύουν τα παρακάτω:

A1. Η A είναι προπροσθετική.

A2. Κάθε πεπερασµένη οικογένεια αντικειµένων της A έχει ένα γινόµενο (και συνγινόµενο).

A3. Κάθε µορφισµός έχει έναν πυρήνα και έναν συνπυρήνα.

A4. Κάθε µορφισµός α έχει µία ανάλυση α � γ � β, όπου ο β είναι ένας συνπυρήνας και ο γ είναι
ένας πυρήνας
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Σχόλιο 1.2.35. Το αξίωµα A4 µπορεί να αντικατασταθεί από ένα άλλο αξίωµα A4’.
΄Εστω καταρχάς µία κατηγορία A η οποία ικανοποιεί τα A1, A2, A3. ΄Εστω τώρα ένας µορφισµός
α : B Ñ C. Υπάρχει τότε µία κανονική ανάλυση του µορφισµού όπως ϕαίνεται απο το παρακάτω
διάγραµµα:

Kerα B C Cokerα

Coker pkerαq Ker pcokerαq

kerα α

λ

cokerα

α1

µ

όπου ο µορφισµός α1 παίρνεταιως εξής : α � kerα � 0 άρα υπάρχει µοναδικός µορφισµός
β : Coker pkerαq Ñ C έτσι ώστε α � β � λ. Τότε παίρνουµε ότι cokerα � β � λ � 0. ΄Οµως ο λ
είναι επιµορφισµός. ΄Αρα cokerα � β � 0. ΄Αρα υπάρχει µοναδικό µορφισµός α1 : Coker pkerαq Ñ
Ker pcokerαq τέτοιος ώστε β � α � µ.
Τώρα µπορούµε να διατυπώσουµε το αντίστοιχο αξίωµα:
A4’. Ο µορφισµός α1 : Coker pkerαq Ñ Ker pcokerαq είναι ισοµορφισµός για κάθε µορφισµό α.

Θα δείξουµε τώρα την ισοδυναµία των αξιωµάτων A4 και A4’. Καταρχάς είναι προφανές ότι
το αξίωµα A4 επάγεται άµεσα από το A4’. ΄Εστω τώρα ότι ισχύουν τα αξιώµατα A1, A2, A3 και
το A4. Τότε από την πρόταση 1.2.21 έχουµε ότι β � coker pker βq και γ � ker pcoker γq. Επίσης
έχουµε ότι καθώς ο γ είναι µονοµορφισµός ότι ker β � kerα και επειδή ο β είναι επιµορφισµός
ότι coker γ � cokerα. ΄Αρα συνολικά παίρνουµε ότι Coker pkerαq � Ker pcokerαq.

Πρόταση 1.2.36. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και α ένας µορφισµός της. Τότε ισχύουν τα
παρακάτω:

1. Εάν ο α είναι µονοµορφισµός και επιµορφισµός τότε ο α είναι ισοµορφισµός.

2. Εάν ο α είναι µονοµορφισµός τότε α � ker pcoker aq.

3. Εάν ο α είναι επιµορφισµός τότε α � coker pker aq.

Απόδειξη. Καταρχάς για το 1. εφόσον ο α είναι µονοοµορφισµός και επιµορφισµός παίρνοµε ότι
kerα � 0 και cokerα � 0. ΄Αρα έχουµε και ότι ker β � 0 και coker γ � 0 από την παραπάνω
συζήτηση. Τότε β � coker 0 και γ � ker 0. ΄Αρα ο β και ο γ είναι ισοµορφισµοί και επειδή α � γ�β
και ο α είναι ισοµορφισµός.
Για το 2. εφόσον ο α είναι µονοµορφισµός kerα � 0 και άρα β � coker 0. ΄Αρα ο β είναι
ισοµορφισµός και επειδή α � γ � β µε τον γ να είναι ένας πυρήνας παίρνουµε ότι και ο α είναι
ένας πυρήνας. ΄Αρα από την πρόταση 1.2.21 έχουµε το Ϲητούµενο. Οµοίως αποδεικνύεται και το
3. �

Ορισµός 1.2.37. Για κάθε µορφισµό α : A Ñ B ορίζουµε την εικόνα (image) του α ως Imα �
Ker pcoker aq και την συνεικόνα (coimage) του α ως Coimα � Coker pker aq.

Σχόλιο 1.2.38. Σύµφωνα µε τον ορισµό 1.2.37 η (A4’) είναι ισοδύναµη µε το να πούµε ότι ο
α1 : CoimαÑ Imα είναι ισοµορφισµός για κάθε µορφισµό α.

Παρατήρηση 1.2.39. Σύµφωνα µε τον παραπάνω ορισµό 1.2.37 κάθε µορφισµός α έχει µία
ανάλυση της µορφής

A Imα Bα1 γ

όπου ο α1 είναι επιµορφισµός και ο γ είναι µονοµορφισµός.

Παρατήρηση 1.2.40. ΄Εστω C ένα αντικείµενο της κατηγορία C και pCiqI µία οικογένεια υποπα-
ντικειµένων του. Οι µονοµορφισµοί Ci Ñ C µας δίνουν έναν µορφισµό α :

²
I Ci Ñ C. Η εικόνα

του α καλείται άθροισµα των υποαντικειµένων pCiq και συµβολίζεται µε
°
I Ci (ή C1�� � ��Cn εάν
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η οικογένεια είναι πεπερασµένη). Εάν ο α είναι µονοµορφισµός το άθροισµα καλείται ευθύ και η
οικογένεια των υποαντικειµένων pCiq ονοµάζεται ανεξάρτητη. Σε αυτή την περίπτωση µπορούµε
να πάρουµε έναν ισοµορφισµό

²
I Ci �

°
I Ci.

Σχόλιο 1.2.41. ΄Οταν το A1 είναι ένα υποαντικείµενο του A ϑα συµβολίζουµε A{A1 το αντικείµενο
πηλίκο Coker pA1 Ñ Aq του A. Αν A1 είναι ένα υποαντικείµενο του A ϑα συµβολίζουµε µε αpA1q
την εικόνα του µορφισµού A1 ÝÑ A

α
ÝÑ B. Επίσης αν B1 είναι ένα υποαντικείµενο του B ϑα

συµβολίζουµε µε α�1pB1q τον πυρήνα του µορφισµού A α
ÝÑ B ÝÑ B{B1.

΄Ενας από τα προτερήµατα των αβελιανών κατηγοριών είναι ότι κανείς µπορεί να δουλέψει µε
ακριβείς ακολουθίες σχεδόν µε τον ίδιο τρόπο που δουλεύει κανείς και στη ϑεωρία προτύπων.

Ορισµός 1.2.42. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και pCiqiPI µία οικογένεια αντικειµένων της.
Μία ακολουθία

� � � Ci�1 Ci Ci�1 � � �
αi�1 αi

ϑα λέγεται ακριβής (exact) στο Ci όταν Imαi�1 � Kerαi και συνολικά ϑα λέγεται ακριβής ακο-
λουθία αν αυτό ισχύει για κάθε Ci µε i P I.

Ορισµός 1.2.43. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και M,L,N αντικείµενά της. Η ακριβής
ακολουθία

0 L M N 0α β

ϑα ονοµάζεται σύντοµη ακριβής ακολουθία ( short exact sequence).

Ορισµός 1.2.44. Σε µία κατηγορία όπου υπάρχει η έννοια της σύντοµης ακριβής ακολουθίας ένα
extension ενός αντικειµένου N κατά ένα αντικείµενο L ϑα λέγεται οποιοδήποτε αντικείµενο M
«χωράει» σε µία σύντοµη ακριβή ακολουθία :

0 L M N 0

Ορισµός 1.2.45. Αν έχουµε δύο σύντοµες ακριβείς ακολουθίες

0 L M N 0α β

και

0 L1 M 1 N 1 0α1 β1

ϑα λέµε ότι υπάρχει ένας ισοµορφισµός ακολουθιών ( isomorphism of sequences) εάν υπάρ-
χουν ισοµορφισµοί f, g, h έτσι ώστε το παρακάτω διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

0 L M N 0

0 L1 M 1 N 1 0

α

f

β

g h

α1 β1

Ορισµός 1.2.46. Μία ακριβής ακολουθία

0 L M N 0α β

ϑα ονοµάζεται ακριβής διασπάσιµη ακολουθία ( split exact sequence), εάν ισχύει οποιαδήποτε
από τις ακόλουθες ιδιότητες :

1. Υπάρχει ένας µορφισµός φ : M Ñ L τέτοιος ώστε φ � α � 1L.

2. Υπάρχει ένας µορφισµός ψ : N ÑM τέτοιος ώστε β � ψ � 1N .
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3. Υπάρχει ένας ισοµορφισµός ακολουθιών µε την ακολουθία

0 ÝÑ L
ι
ÝÑ L`N

π
ÝÑ N ÝÑ 0

όπου ι και π είναι οι κανονική ένεση και προβολή αντίστοιχα του συνγινοµένου L
²
N .

Πρόταση 1.2.47. Οι ιδιότητες του ορισµού 1.2.46 είναι ισοδύναµες.

Απόδειξη. Καταρχάς εύκολα ϐλέπουµε ότι η ιδιότητα 3) συνεπάγεται τις άλλες δύο. Από την 3)
έχουµε ότι υπάρχει ένας ισοµορφισµός g τέτοιος ώστε το παρακάτω διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

0 L M N 0

0 L L`N N 0

α

1L

β

g 1N

ι π

΄Εχουµε το αποτέλεσµα απλά παίρνοντας φ � π � g και ψ � ι � g όπου π και ι είναι οι αντίστοιχες
προβολές και ενέσεις.
Τώρα ϑα δείξουµε ότι η 1) συνεπάγεται την 3). ΄Εστω ότι υπάρχει µορφισµός φ : M Ñ L τέτοιος
ώστε φ � α � 1L. Από του µορφισµούς φ : M Ñ L και β : M Ñ N µπορούµε να κατασκευάζουµε
έναν µορφισµό g : M Ñ L

²
N λόγω του 1.2.22. Θα δείξουµε ότι το παρακάτω διάγραµµα είναι

µεταθετικό :

0 L M N 0

0 L L`N N 0

α

1L

β

g 1N

ι π

Για το πρώτο τετράγωνο έχουµε ότι : από την κατασκευή του g έχουµε ότι πL � g � φ. Αλλά τότε :

πL � g � α � φ � α ùñ πL � g � α � 1L

ùñ ιL � πL � g � α � ιL � 1L ùñ g � α � ιL

Οµοίως αποδεικνύεται και η µεταθετικότητα του δευτέρου τετραγώνου.
Τέλος ο g είναι ισοµορφισµός καθώς είναι µονοµορφισµός και επιµορφισµός :
΄Εστω f : X ÑM τέτοιος ώστε g �f � 0. Τότε έχουµε ότι πN �g �f � 0 και από τη µεταθετικότητα
του δεύτερου τετραγώνου έχουµε ότι 1N � β � f � 0. Αλλά ο 1N είναι µονοµορφισµός. ΄Αρα
β � f � 0. Επίσης από την ακρίβεια της πρώτης σύντοµης ακολουθίας έχουµε ότι ο β είναι
επιµορφισµός. ΄Αρα f � 0. ΄Αρα όντως ο g είναι µονοµορφισµός. ΄Οµοια αποδεικνύεται και ότι ο
g είναι επιµορφισµός.
΄Αρα αποδείχτηκε η ιδιότητα 3).
΄Οµοια αποδεικνύεται και ότι η 2) συνεπάγεται την 3). �

Ορισµός 1.2.48. ΄Εστω T : AÑ B ένας προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής µεταξύ αβελιανών
κατηγοριών. Ο T ϑα λέγεται αριστερά ακριβής (left exact), όταν ξεκινώντας από την σύντοµη
ακριβής ακολουθία

0 L M N 0α β

στην κατηγορία A, παίρνουµε την ακριβής ακολουθία

0 T pLq T pMq T pNq
T pαq T pβq

στην κατηγορία B. Αντίστοιχα ϑα λέγεται δεξιά ακριβής (right exact), όταν παίρνουµε την ακριβή
ακολουθία

T pLq T pMq T pNq 0
T pαq T pβq

Τέλος ϑα λέγεται ακριβής (exact), όταν παίρνουµε την ακριβή ακολουθία

0 T pLq T pMq T pNq 0
T pαq T pβq
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Ορισµός 1.2.49. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και. ΄Ενα αντικείµενο C ϑα καλείται προβο-
λικό (projective) εάν ο συναρτητής HompC, -q : A Ñ Ab είναι ακριβής, και ϑα καλείται ενέσιµο
(injective) εάν ο συναρτητής Homp-, Cq : Aop Ñ Ab είναι ακριβής.

Ορισµός 1.2.50. Μία κατηγορία C ϑα λέµε ότι έχει αρκετά ενέσιµα (enough injectives), όταν
κάθε αντικείµενό της είναι υποαντικείµενο ενός ενέσιµου αντικειµένου της. Θα λέµε επίσης ότι έχει
αρκετά προβολικά (enough projectives), όταν κάθε αντικείµενό της είναι αντικείµενο πηλίκο
ενός προβολικού αντικειµένου της.

Παράδειγµα 1.2.51. 1. Το αντικείµενο
±
iPI Ci είναι ενέσιµο αν και µόνο αν κάθε αντικείµενο

Ci, i P I είναι ενέσιµο . Αυτό µπορεί να ϕανεί από τη σχέση 1.7.

2. Το αντικείµενο
²
iPI Ci είναι προβολικό αν και µόνο αν κάθε αντικείµενο Ci, i P I είναι

προβολικό. Αυτό µπορεί να ϕανεί από τη σχέση 1.8.

Σχόλιο 1.2.52. Στη συνέχεια της παραγράφου οι κατηγορίες στις οποίες ϑα αναφερόµαστε ϑα
είναι αβελιανές.

Ορισµός 1.2.53. ΄Εστω δύο µορφισµοί της κατηγορίας A, α1 : C1 Ñ C και α2 : C2 Ñ C. ΄Ενα
pullback των µορφισµών α1 και α2 ϑα είναι ένα αντικείµενο P µαζί µε µορφισµούς π1 : P Ñ C1

και π2 : P Ñ C2 έτσι ώστε να ισχύουν τα παρακάτω:

1. α1 � π1 � α2 � π2,

2. Για κάθε αντικείµενο X και µορφισµούς ξ1 : X Ñ C1 και ξ2 : X Ñ C2 µε α1 � ξ1 � α2 � ξ2,
υπάρχει µοναδικός µορφισµός γ : X Ñ P τέτοιος ώστε π1 � γ � ξ1 και π2 � γ � ξ2.

X

P C2

C1 C

ξ1

ξ2

γ

π1

π2

α2

α2

Επίσης Το διάγραµµα

P C2

C1 C

π1

π2

α2

α2

καλείται pullback διάγραµµα(pullback diagramm).

Ορισµός 1.2.54. ΄Εστω δύο µορφισµοί της κατηγορίας A, β1 : C Ñ C1 και β2 : C Ñ C2. ΄Ενα
pushout των µορφισµών β1 και β2 ϑα είναι ένα αντικείµενο Q µαζί µε µορφισµούς ι1 : C1 Ñ Q και
ι2 : C2 Ñ Q έτσι ώστε να ισχύουν τα παρακάτω:

1. ι1 � β1 � ι2 � β2,

2. Για κάθε αντικείµενο X και µορφισµούς ζ1 : C1 Ñ X και ζ2 : C2 Ñ X µε ζ1 � β1 � ζ2 � β2,
υπάρχει µοναδικός µορφισµός δ : QÑ X τέτοιος ώστε δ � ι1 � ζ1 και δ � ι2 � ζ2.

C C1

C2 Q

X

β1

β2 ι1
ζ1

ι2

ζ2

δ
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Επίσης το διάγραµµα

C C1

C2 Q

β1

β2 ι1

ι2

καλείται pushout διάγραµµα(pushout diagramm).

Η απόδειξη της επόµενης Πρότασης είναι άµεση και παραλείπεται, καθώς το pullback και το
pushout ικανοποιούν µία οικουµενική ιδιότητα.

Πρόταση 1.2.55. Το pullback και το pushout είναι µοναδικά ως προς ισοµορφισµό.

Παράδειγµα 1.2.56. 1. Οι πυρήνες είναι ειδικές περιπτώσεις pullback και οι συνπυρήνες εί-
ναι ειδικές περιπτώσεις pushout. Εάν έχουµε έναν µορφισµό α : AÑ B τότε το διάγραµµα

P 0

A B

π

α

είναι διάγραµµα pullback αν και µόνο αν P � Kerα. Και το διάγραµµα

A B

0 Q

α

ι

είναι διάγραµµα pushout αν και µόνο αν Q � Cokerα.

2. Τα πεπερασµένα γινόµενα είναι περιπτώσεις pullback καθώς το διάγραµµα

C1

±
C2 C2

C1 0

π1

π2

είναι διάγραµµα pullback.

Πρόταση 1.2.57. ΄Εστω ένα διάγραµµα pullback όπως στον ορισµό 1.2.53

P C2

C1 C

π1

π2

α2

α2

Τότε ισχύουν τα παρακάτω:

1. Αν ο α1 είναι µονοµορφισµός, τότε είναι µονοµορφισµός και ο π2.

2. Αν ο α1 είναι επιµορφισµός, τότε είναι επιµορφισµός και ο π2.

3. Αν ο α1 είναι πυρήνας του µορφισµού β : B Ñ C, τότε ο π2 είναι πυρήνας του β � α2.

Απόδειξη. ∆ες [23] (Πρόταση 5.1.). �
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1.2.1 Generators και Cogenerators

Σε αυτή την υποενότητα ϑα µιλήσουµε για generators και cogenerators οι οποίοι ϑα παίξουν
µεγάλο ϱόλο στη συνέχεια της διατριβής καθώς και γενικότερα στη ϑεωρία κατηγοριών καθώς µε
τη ϐοήθειά τους ϑα οριστούν οι κατηγορίες Grothendieck για τις οποίες ϑα γίνει πιο λεπτοµερής
συζήτηση στην επόµενη ενότητα.

Πρόταση 1.2.58. ΄Εστω δύο αβελιανές κατηγορίες A και A1 και ένας προσθετικός ακριβής συναρ-
τητής T : AÑ A1. Ο T είναι πιστός αν και µόνο αν T pCq � 0 για κάθε µη µηδενικό αντικείµενο της
κατηγορίας A.

Απόδειξη. ΄Εστω πρώτα ότι ο T είναι πιστός και T pCq � 0. Τότε T p1Cq � 1T pCq � 0. Αλλά λόγω
του ορισµού 1.1.18 έχουµε ότι 1C � 0. ΄Αρα C � 0
΄Εστω τώρα ότι T pCq � 0 συνεπάγεται ότι C � 0. Εφόσον ο T είναι προσθετικός αρκεί να δειχτεί
ότι αν ένας µορφισµός α της κατηγορίας A είναι µη µηδενικός τότε και T pαq � 0. ΄Εστω δηλαδή
ένας τέτοιος α � 0. Τότε Imα � 0 και άρα και T pImαq � 0. Αλλά ο T είναι ακριβής. ΄Αρα
T p=αq � ImT pαq. ΄Αρα T pαq � 0. �

Ορισµός 1.2.59. ΄Ενα αντικείµενο C της κατηγορίας C ϑα λέµε ότι είναι γεννήτορας της C εάν ο
συναρτητής HompC, -q είναι πιστός, και ϑα λέµε ότι είναι συνγεννήτορας της C εάν ο συναρτητής
Homp-, Cq είναι πιστός.

Πρόταση 1.2.60. ΄Εστω ότι η κατηγορία C έχει συνγινόµενα. Εάν ο U είναι ένας γεννήτορας, τότε
για κάθε αντικείµενο C υπάρχει ένας επιµορφισµός U pIq Ñ C όπου I ένα σύνολο δεικτών.

Απόδειξη. Θέτουµε I � HompU,Cq και ορίζουµε φ : U pIq �
²
αPI Uα Ñ C να είναι ο µορφισµός

τον οποίο παίρνουµε από την καθολική ιδιότητα του συνγινοµένου όπου α : Uα Ñ C για κάθε
α P I. Θα δείξουµε ότι ο φ είναι επιµορφισµός. ΄Εστω ένας µη µηδενικό µορφισµός γ : C Ñ C 1.
Εφόσον ο U είναι generator HompU, γq � 0. ΄Αρα υπάρχει µοµρφισµός α : U Ñ C τέτοιος ώστε
γ � α � 0. ΄Αρα γ � φ � 0. ∆ηλαδή ο φ είναι επιµορφισµός. �

Πρόταση 1.2.61. ΄Εστω ότι η κατηγορία C έχει γινόµενα. Εάν ο V είναι ένας συνγεννήτορας, τότε
για κάθε αντικείµενο C υπάρχει ένας µονοµορφισµός C Ñ V I όπου I ένα σύνολο δεικτών.

Απόδειξη. ∆υϊκή της απόδειξη της πρότασης 1.2.60. �

Ως αποτέλεσµα της πρότασης 1.2.58 παίρνουµε εύκολα τις παρακάτω προτάσεις :

Πρόταση 1.2.62. ΄Ενα προβολικό αντικείµενο P ϑα είναι γεννήτορας αν και µόνο αν υπάρχει ένας
µη µηδενικό µορφισµός P Ñ C για κάθε αντικείµενο C � 0.

Πρόταση 1.2.63. ΄Ενα ενέσιµο αντικείµενο E ϑα είναι συνγεννήτορας αν και µόνο αν υπάρχει
ένας µη µηδενικό µορφισµός C Ñ E για κάθε αντικείµενο C � 0.

Πρόταση 1.2.64. Εάν η κατηγορία C έχει έναν γεννήτορα, τότε η C είναι τοπικά µικρή.

Απόδειξη. ∆ες [23] (Πρόταση 6.6.). �

Παράδειγµα 1.2.65. ΄Εστω η κατηγορία των δεξιών A προτύπων Mod-A. ΄Ενα πρότυπο M είναι
γεννήτορας της Mod-A αν και µόνο αν ο A είναι ευθύς αθροιστής κάποιου ευθέους αθροίσµατος
αντιγράφων του M , όπως εύκολα ϕαίνεται από την πρόταση 1.2.60.

Εκτός από το να µιλάµε για έναν γεννήτορα µίας κατηγορίας C µπορούµε να µιλήσουµε και
για µία οικογένεια από γεννήτορες. Παρ΄ όλα αυτά ϑα δούµε ότι σε κάποιες κατηγορίες υπάρχουν
οι δύο έννοιες είναι ισοδύναµες.

Ορισµός 1.2.66. Μία οικογένεια pUiqI αντικειµένων της αβελιανής κατηγορίας A ϑα λέµε ότι είναι
µία οικογένεια γεννητόρων(family of generators) της A, εάν για κάθε µη µηδενικός µορφισµό
α : B Ñ C στην A, υπάρχει µορφισµός β : Ui Ñ B για κάθε i P I, τέτοιος ώστε α : β � 0.
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Παρατήρηση 1.2.67. Εάν η αβελιανή κατηγορία A έχει συνγινόµενα τότε ο παραπάνω ορισµός
1.2.66 είναι προφανώς ισοδύναµος µε το να πούµε ότι το αντικείµενο

²
I Ui είναι γεννήτορας.

Παρατήρηση 1.2.68. Από τα παραπάνω εύκολα ϐλέπουµε ότι αν εξασφαλίσουµε την ύπαρξη
µίας οικογένειας προβολικών γεννητόρων για µία κατηγορία C παίρνουµε και ότι η C έχει αρκετά
προβολικά.

Σχόλιο 1.2.69. Η παραπάνω συζήτηση που έγινε για τους γεννήτορες µπορεί κατά δυϊκό τρόπο
να γίνει και για συνγεννήτορες και να πάρουµε τα δυϊκά αποτελέσµατα.

1.2.2 ΄Ορια και Συνόρια

Τα όρια και τα συνόρια ϐρίσκονται στην καρδιά της ϑεωρίας κατηγοριών και είναι ένα ϐασικό
εργαλείο για την κατασκευή νέων αντικειµένων και νέων συναρτητών.

Ορισµός 1.2.70. ΄Εστω C µία προπροσθετική κατηγορία και I µία µικρή κατηγορία. Σκοπός
µας είναι να ορίσουµε το «όριο» ενός συναρτητή F : I Ñ C. Εάν X είναι ένα αντικείµενο της
κατηγορίας C και αν έχουµε ένα µορφισµό αi : X Ñ F για κάθε i P ObpIq, τότε η οικογένεια pαiq
ϑα καλείται συµβατή (complatible), αν για κάθε µορφισµό λ : iÑ j στην κατηγορία I έχουµε ότι
αj � F pλq � αi.

F piq

X F pjq

F pλq
αi

αj

Ορισµός 1.2.71. ΄Ενα όριο (limit), του συναρτητή F : I Ñ C είναι ένα αντικείµενο limÐÝF στην
κατηγορία C µαζί µε µία συµβατή οικογένεια µορφισµών πi : limÐÝF Ñ F piq, τέτοια ώστε για κάθε
άλλη συµβατή οικογένεια µορφισµών ξi : X Ñ F piq να υπάρχει µοναδικός µορφισµός ξ : X Ñ
limÐÝF piq µε πi � ξ � ξi.

X limÐÝF

F piq

ξ

ξi
πi

Ορισµός 1.2.72. ΄Ενα συνόριο (colimit), του συναρτητή F : I Ñ C είναι ένα αντικείµενο limÝÑF
στην κατηγορία C µαζί µε µία συµβατή οικογένεια µορφισµών ψi : F piq Ñ limÝÑF , τέτοια ώστε
για κάθε άλλη συµβατή οικογένεια µορφισµών ζi : F piq Ñ Y να υπάρχει µοναδικός µορφισµός
ζ : limÝÑF piq Ñ Y µε ξ � ψi � ζi.

limÝÑF Y

F piq

ζ

ψi ζi

Ορισµός 1.2.73. Μία κατηγορία C ϑα καλείται πλήρης (complete), εάν το όριο limÐÝF υπάρχει
για κάθε συναρτητή F : I Ñ C µε I µικρή κατηγορία, και ϑα λέγεται συνπλήρης (cocomplete),
εάν το συνόριο limÝÑF υπάρχει για κάθε συναρτητή F : I Ñ C µε I µικρή κατηγορία.

Πρόταση 1.2.74. Εάν µία κατηγορία C είναι πλήρης, τότε το όριο limÐÝ µπορεί να ϑεωρηθεί ως
συναρτητής FunpI,Cq Ñ C για κάθε µικρή κατηγορία I.

Απόδειξη. ΄Εστω δύο συναρτητές F,G : I Ñ C, και η : F Ñ G ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός.
Τότε παίρνουµε µία συµαβατή οικογένεια µορφισµών limÐÝF Ñ F piq Ñ Gpiq. Από τον ορισµό
όµως του ορίου για το limÐÝG έχουµε ότι η παραπάνω οικογένεια αναλύεται µέσω ενός µοναδικού
µορφισµού limÐÝF Ñ limÐÝG. Αυτόν τον µορφισµό τον συµβολίζουµε ως limÐÝ η. Εύκολα µπορεί να
δειχτεί ότι οι απεικονίσεις F Ñ limÐÝF και η Ñ limÐÝ η δίνουν έναν συναρτητή FunpI,Cq Ñ C. �
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Ανάλογο αποτέλεσµα έχουµε και για τα συνόρια :

Πρόταση 1.2.75. Εάν µία κατηγορία C είναι συνπλήρης, τότε το συνόριο limÝÑ µπορεί να ϑεωρηθεί
ως συναρτητής FunpI,Cq Ñ C για κάθε µικρή κατηγορία I.

Ορισµός 1.2.76. ΄Εστω I ένα κατευθυνόµενο σύνολο. Το συνόριο του ευθέους συστήµατοςF : I Ñ
C καλείται ευθύ όριο (direct limit), ενώ το όριο του αντίστροφου συστήµατος F : Iop Ñ C καλείται
αντίστροφο όριο (inverse limit).

Παράδειγµα 1.2.77. 1. ΄Εστω ότι I είναι µια µικρή κατηγορία η οποία έχει ως µορφισµούς
µόνο του ταυτοτικούς. Τότε δεν υπάρχουν περιοριστικές συνθήκες έτσι ώστε µία οικογένεια
µορφισµών να είναι συµβατή. ΄Αρα εύκολα ϐλέπουµε ότι limÐÝF �

±
iPI F piq και limÝÑF �²

iPI F piq.

2. Τα pullbacks και τα pushouts είναι και αυτά ειδικές περιπτώσεις ορίων και συνορίων αντί-
στοιχα. ΄Εστω κατηγορία I η οποία έχει τρία αντικείµενα i, j, k και από µορφισµούς τους
ταυτοτικούς καθώς και τους µορφισµούς που ϕαίνονται στο παρακάτω διάγραµµα:

i

k

j

΄Εστω επίσης και ο συναρτητής F : I Ñ C. Τότε έχουµε το µεταθετικό διάγραµµα

limÐÝF F piq

F pjq F pkq

το οποίο στην πραγµατικότητα είναι ένα διάγραµµα pullback. Οµοίως µπορούµε να
δούµε και τα pushout σαν συνόρια.

Σχόλιο 1.2.78. Είναι δυνατόν να κατασκευάσουµε τα όρια και τα συνόρια από γινόµενα και
πυρήνες καθώς και από συνγινόµενα και συνπυρήνες αντίστοιχα. Ως αποτέλεσµα έχουµε το
παρακάτω πόρισµα.

Πόρισµα 1.2.79. Μία αβελιανή κατηγορία είναι πλήρης αν και µόνο αν έχει γινόµενα και είναι
συνπλήρης αν και µόνο αν έχει συνγινόµενα.

Πρόταση 1.2.80. ΄Εστω C µια συνπλήρης αβελιανή κατηγορία και F : I Ñ C ένας συναρτητής.
Εάν αi : F piq Ñ C είναι µία συµβατή οικογένεια µορφισµών που µας δίνει α : limÝÑF Ñ C τότε
Imα �

°
Imαi.

Απόδειξη. ∆ες Stenstrom (Πόρισµα 8.5.). �

Ορισµός 1.2.81. ΄Εστω C και C1 δύο προπροσθετικές κατηγορίες. ΄Ενας συναρτητής T : C Ñ C1

λέµε ότι διατηρεί όρια (preserves limits), εάν για κάθε συναρτητή F : I Ñ C, όπου η I είναι
µικρή κατηγορία και το limÐÝF υπάρχει, έχουµε ότι T plimÐÝF q � limÐÝpT � F q και ο T µεταφέρει
τους κανονικούς µορφισµούς limÐÝF Ñ F piq σε κανονικούς µορφσιµούς limÐÝpT � F q Ñ T � F piq.
Αντίστοιχα λέµε ότι ένας συναρτητής T : C Ñ C1 διατηρεί συνόρια (preserves colimits), εάν ο
συναρτητής T op : Cop Ñ C1op το διατηρεί ως όριο του F op : Iop Ñ Cop.
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Παράδειγµα 1.2.82. Οι συναρτητές HompC, -q : C Ñ Ab και Homp-, C 1q : Cop Ñ Ab διατηρούν
τα όρια. Εύκολα από τον ορισµό του ορίου και του συνορίου έχουµε:

HomCpC, limÐÝDiq � limÐÝHomCpC,Diq

HomCplimÝÑCi, Dq � limÝÑHomCpCi, Dq

Σχόλιο 1.2.83. Λόγω του σχολίου 1.2.78, έχουµε εύκολα και ότι ο T διατηρεί όρια αν και µόνο
αν διατηρεί γινόµενα και πυρήνες.

Εδώ ϑα πρέπει να αναφέρουµε µία σηµαντική πρόταση σχετικά µε τους συζυγείς συναρτητές :

Πρόταση 1.2.84. ΄Ενας δεξί συζυγής συναρτητής διατηρεί τα όρια, ενώ ένας αριστερά συζυγής
διατηρεί τα συνόρια.

Απόδειξη. ΄Εστω ο συναρτητής R ο οποίος είναι δεξής συζυγής του συανρτητή L : C Ñ D, και
F : I Ñ D ένας συναρτητής για τον οποίο υπάρχει το limÐÝF στην D. Επειδή ο R είναι δεξί
συζυγής του L, έχουµε ότι για ένα τυχαίο αντικείµενο C της κατηγορίας C ισχύει :

HompC,RplimÐÝF qq � HompLpCq, limÐÝF q

Αλλά επιπλέον ένας µορφισµός LpCq Ñ limÐÝF αντιστοιχεί σε µία συµβατή οικογένεια µορφισµών
LpCq Ñ F piq.Τότε λόγω της ϕυσικότητας της συζυγίας αντιστοιχεί και σε µία οικογένεια µορφι-
σµών C Ñ RpF piqq. ΄Αρα το RplimÐÝF q έχει την οικουµενική ιδιότητα που ορίζει το limÐÝRF . Και
άρα έχουµε το Ϲητούµενο RplimÐÝF q � limÐÝRF .
Οµοίως αποδεικνύεται και ότι ένας αριστερά συζυγής συναρτητής διατηρεί τα συνόρια. �

Λόγω της παραπάνω πρότασης και 1.2.84 και από το 1. του παραδείγµατος 1.2.77 απευθείας
παίρνουµε και τη παρακάτω πρόταση:

Πρόταση 1.2.85. ΄Ενας δεξί συζυγής συναρτητής διατηρεί τα γινόµενα, ενώ ένας αριστερά συζυγής
διατηρεί τα συνγινόµενα.

Ο παρακάτω ορισµός είναι απαραίτητος καθώς ϑα χρησιµοποιηθεί στον ορισµό των κατηγοριών
Grothendieck.

Ορισµός 1.2.86. Θα λέµε ότι το όριο του συναρτητή F : I Ñ C είναι πεπερασµένο (finite), εάν
η κατηγορία I έχει µόνο πεπερασµένα αντικείµενα και µορφισµούς.

Πρόταση 1.2.87. ΄Εστω T : A Ñ A1 ένας προσθετικός συναρτητής µεταξύ δύο αβελιανών κατη-
γοριών A και A1. Οι ακόλουθες ιδιότητες του T είναι ισοδύναµες :

1. Ο T είναι αριστερά ακριβής.

2. Ο T διατηρεί τους πυρήνες.

3. Ο T διατηρεί τα πεπερασµένα όρια.

Απόδειξη. ∆ες [23] (Πρόταση 8.6.). �

Πρόταση 1.2.88. ΄Εστω T : A Ñ A1 ένας προσθετικός συναρτητής µεταξύ δύο αβελιανών κατη-
γοριών A και A1. Οι ακόλουθες ιδιότητες του T είναι ισοδύναµες :

1. Ο T είναι δεξιά ακριβής.

2. Ο T διατηρεί τους συνπυρήνες.

3. Ο T διατηρεί τα πεπερασµένα συνόρια.
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Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν τα όρια και τα συνόρια σε κατηγορίες συναρτητών. Σκοπός
µας είναι να δούµε τι συµβαίνει όταν έχουµε µία τέτοια κατηγορία και αν ϕτάσουµε σε ένα σηµα-
ντικό αποτέλεσµα για το πότε τα όρια και τα συνόρια ϑεωρούµενα ως συναρτητές όπως είδαµε στις
προτάσεις 1.2.74 και 1.2.75.

Πρόταση 1.2.89. ΄Εστω C µία πλήρης κατηγορία και J µία µικρή κατηγορία. Τότε η κατηγορία
FunpJ ,Cq είναι επίσης πλήρης και αν F : I Ñ FunpJ ,Cq είναι ένας συναρτητής, τότε το limÐÝF είναι
µία σύνθεση συναρτητων :

J FunpI,Cq C
F 1 limÐÝ

Απόδειξη. ΄Εστω I µία µικρή κατηγορία και F : I Ñ FunpJ ,Cq ένας συναρτητής. Για κάθε
αντικείµενο j της κατηγορίας J ορίζουµε έναν συναρτητή Fj : I Ñ C ως εξής :

Fjpiq � F piqpjq

Fjpλq � F pλqj

όπου λ µορφισµός της κατηγορίας I.
΄Ενας µορφισµός µ : j Ñ j1 µας δίνει έναν ϕυσικό µετασχηµατισµό µ1 : Fj Ñ Fj1 , ο οποίος ορίζεται
ως :

µ1i � F piqpµq : Fjpiq Ñ Fj1piq

Τότε το όριο limÐÝF είναι ένας συναρτητής J Ñ C ο οποίος δίνετα από

plimÐÝF qpjq � limÐÝFj

plimÐÝF qpµq � limÐÝµ
1

Από αυτή την κατασκευή µπορούµε να αντιστοιχίσουµε στο συναρτητή F : I Ñ FunpJ ,Cq έναν
νέο συναρτητή F 1 : J Ñ FunpI,Cq, ο οποίος ορίζεται ως εξής :

F 1pjq � Fj

F 1pµq � µ1

�

Παρατήρηση 1.2.90. ∆ουλεύοντας όπως στην πρόταση 1.2.89, εύκολα µπορεί να δειχτεί ότι
υπάρχουν ισοµορφισµοί κατηγοριών :

FunpI,FunpJ ,Cqq � FunpI � J ,Cq � FunpJ ,FunpI,Cqq

Επίσης αν ο συναρτητής F 2 : I � J Ñ C αντιστοιχεί στον F (όπως αντιστοιχεί ο F 1), εύκολα
παίρνουµε και ότι :

limÐÝ
J
plimÐÝ

I
F q � limÐÝ

I�J
F 2 � limÐÝ

I
plimÐÝ

J
F 1q

Κάνοντας χρήση της πρότασης 1.2.89 και της παρατήρησης 1.2.90 εύκολα παίρνουµε την
παρακάτω πρόταση:

Πρόταση 1.2.91. Ο συναρτητής limÐÝ : FunpJ ,Cq Ñ C διατηρεί τα όρια.

Την παραπάνω διαδικασία την οποία την κάναµε για όρια, µπορούµε κατά δυϊκό τρόπο να την
κάνουµε και για τα συνόρια και να πάρουµε το παρακάτω δυϊκό αποτέλεσµα της πρότασης 1.2.91
το οποίο ϑα το χρειαστούµε ιδιαίτερα όταν ϑα µιλήσουµε για κατηγορίες Grothendieck.

Πρόταση 1.2.92. Ο συναρτητής limÝÑ : pJ ,Cq Ñ C διατηρεί τα συνόρια.
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Σχόλιο 1.2.93. Λόγω των παραπάνω προτάσεων 1.2.91 και 1.2.92, και επειδή τα γινόµενα και
τα συνγινόµενα µπορούν να κατασκευαστούν από όρια και συνόρια αντίστοιχα, όπως είδαµε στο
παράδειγµα 1.2.77, ϐλέπουµε ότι οι συναρτητές limÐÝ και limÝÑ διατηρούν τα γινόµενα και τα συνγι-
νόµενα αντίστοιχα.

Ορισµός 1.2.94. ΄Εστω A µία συνπλήρης αβελιανή κατηγορία και C ένα αντικείµενό της. Μία οι-
κογένεια pCiqiPI υποαντικειµένων του C λέµε ότι είναι ευθύς (direct), εάν το I γίνεται διατεταγµένο
σύνολο εάν κανείς ορίσει i ¤ j όταν Ci � Cj .

Σχόλιο 1.2.95. Το ευθύ όριο limÝÑCi µίας ευθέας οικογένειας pCiq υποαντικειµένων του C δεν
είναι γενικά υποαντικείµενο του C, εκτός και αν τα ευθέα όρια διατηρούν τους µονοµορφισµούς.
Υπάρχει ωστόσο ένας κανονικός µορφισµός α : limÝÑCi Ñ C, και Imα �

°
Ci λόγω της πρότασης

1.2.80. Ισχύει επίσης και η παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 1.2.96. Εάν pCiqI είναι µία ευθέα οικογένεια υποαντικεµένων του C, τότε το ευθύ όριο
του ευθέους συστήµατος pC{Ciq αντικειµένων πηλίκων είνιαι C{

°
Ci.

Απόδειξη. Η ακριβής ακολουθία 0 ÝÑ Ci ÝÑ C ÝÑ C{Ci ÝÑ 0 µας δίνει στο ευθύ όριο µία ακριβή
ακολουθία

limÝÑCi C limÝÑC{Ci
α

λόγω της πρότασης 1.2.92. ΄Αρα limÝÑC{Ci � C{ Imα � C{
°
Ci. �

1.3 Κατηγορίες Grothendieck

Ορισµός 1.3.1. Μία αβελιανή κατηγορία C καλείται κατηγορία Grothendieck (Grothendieck
category), όταν ισχύουν τα παρακάτω:

1. Η C είναι συνπλήρης.

2. Τα ευθέα όρια είναι ακριβή στην C µε την παρακάτω έννοια :
Αν

0 Ai Bi Ci 0

είναι ακριβής ακολουθία για κάθε i P I τότε η ακολουθία :

0 limÝÑAi limÝÑBi limÝÑCi 0

είναι επίσης ακριβής.

3. Η C έχει έναν γεννήτορα.

Σχόλιο 1.3.2. Σύµφωνα µε την πρόταση 1.2.92 τα συνόρια είναι δεξιά ακριβή. Οπότε τα ευθέα
όρια είναι ακριβή εάν και µόνο αν διατηρούν τους µονοµορφισµούς.

Παράδειγµα 1.3.3. 1. Εάν R είναι ένας δακτύλιος τότε η Mod-R είναι κατηγορία Grothen-
dieck.

2. Εάν I είναι µία µικρή προπροσθετική κατηγορία, τότε η κατηγορία συναρτητών C �
HompIop,Abq είναι κατηγορία Grothendieck, καθώς τα συνόρια στην κατηγορία C µπο-
ϱούν να υπολογιστούν «κατά σηµείο», οπότε η ακρίβεια των ευθέων ορίων στην Ab µας δίνει
την ακρίβεια στην C.



1.3. ΚΑΤΗΓΟΡΙΕΣ GROTHENDIECK 49

1.3.1 Ενέσιµα envelopes

Στη συνέχεια αυτής της ενότητας όλες µας οι κατηγορίες ϑα είναι αβελιανές. Σκοπός µας ϑα είναι
να δείξουµε ότι αν ένα αντικείµενο µπορούµε να το εγκλίσουµε σε ένα ενέσιµο αντικείµενο, τότε
αυτό µπορούµε να το κάνουµε µε έναν ελαχιστικό κατά µία έννοια τρόπο.

Λήµµα 1.3.4. ΄Εστω α : X Ñ X 1 ένας µορφισµός. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Για κάθε υποαντικείµενο Y του X,αν ισχύει α�1pY q � 0 τότε Y � 0.

2. Εάν f : X Ñ Z είναι ένας µορφισµός τέτοιος ώστε ker pf � αq � kerα, τότε ο f είναι µονοµορ-
ϕισµός.

Απόδειξη. ΄Εστω πρώτα ότι ισχύει το 1). ΄Εστω Y ένα υποαντικείµενο του X τέτοιο ώστε α�1pY q �
0. Εάν Y � 0, τότε ο κανονικός µορφισµός p : X Ñ X{Y δεν είναι µονοµορφισµός. ΄Οµως
ker pp � αq � kerα, το οποίο είναι άτοπο λόγω της υπόθεσης.
΄Οτι το 2) συνεπάγεται το 1) είναι προφανές. �

Ορισµός 1.3.5. Θα λέµε ότι ένας µονοµορφισµός α : X 1 Ñ X είναι ένα ουσιώδες exten-
sion(essential extension), του αντικειµένου X 1 εάν ο µορφισµός α ικανοποιεί οποιαδήποτε από
τις δύο ισοδύναµες ιδιότητες του λήµµατος 1.3.4.

Ορισµός 1.3.6. ΄Εστω µία κατηγορία C. Θα λέµε ότι ένα υποαντικείµενο X 1 του αντικειµένου X
είναι ουσιώδες (essential), εάν η κανονική έγκλιση X 1 Ñ X είναι ουσιώδες extension του X 1.

Παρατήρηση 1.3.7. ΄Ενας άλλος ισοδύναµος ορισµός για το τι είναι ένα ουσιώδες υποαντικείµενο
είναι ο εξής :
Το υποαντικείµενο X 1 του αντικειµένου X είναι ουσιώδες εάν X 1XX2 � 0 για κάθε µη µηδενικό
υποαντικείµενο X2 του X.
Επίσης παίρνουµε και ισοδύναµα ότι ένας µονοµορφισµός α : X Ñ Y είναι ουσιώδες extension
εάν Imα είναι ουσιώδες υποαντικείµενο του Y .

Απόδειξη. Προφανής από τον ορισµό του ουσιώδους υποαντικειµένου. �

Σχόλιο 1.3.8. ΄Ενα ουσιώδες extension ϑα καλείται µερικές ϕορές και ουσιώδης µονοµορφισµός.
΄Ενα ουσιώδες υποαντικείµενο καλείται συχνά και µεγάλο(large).

Πρόταση 1.3.9. ΄Εστω δύο µονοµορφισµοί u : X Ñ Y και v : Y Ñ Z. Τότε ο v � u είναι ουσιώδης
µονοµορφισµός αν και µόνο αν και ο u και ο v είναι ουσιώδης µονοµορφισµοί.

Απόδειξη. ΄Εστω πρώτα ότι ο u και ο v είναι ουσιώδης µονοµορφισµοί και f : Z Ñ T ένας µορφι-
σµός τέτοιος ώστε ο f � v � u να είναι µονοµορφισµός. Τότε επειδή ο u είναι ουσιώδης και λόγω
του λήµµατος 1.3.4 έχουµε ότι ο f � v ειναι µονοµορφισµός. Πάλι επειδή ο v είναι µονοµορφι-
σµός και λόγω του λήµµατος 1.3.4 έχουµε ότι ο f µονοµορφισµός. ΄Αρα ο v � u είναι ουσιώδης
µονοµορφισµός.
΄Εστω τώρα ότι ο v � u ουσιώδης µονοµορφισµός και έστω f : Z Ñ T ένας µορφισµός τέτοιος ώστε
f � v να είναι µονοµορφισµός. Τότε ο f � v � u είναι µονοµορφισµός. Και επειδή ο v � u ουσιώδης
µονοµορφισµός και λόγω του λήµµατος 1.3.4 παίρνουµε ότι ο f είναι µονοµορφισµός. ΄Αρα και ο
v είναι ουσιώδης µονοµορφισµός. Μένει να δείξουµε ότι και ο u είναι ουσιώδης µονοµορφισµός.
΄Εστω Y 1 υποαντικείµενο του Y τέτοιο ώστε u�1pY 1q � 0 και h : Z Ñ Z{vpY 1q ο κανονικός επιµορ-
ϕισµός. Τότε ο h � v � u είναι µονοµορφισµός και άρα ο h είναι µονοµορφισµός. ΄Αρα vpY 1q � 0,
δηλαδή και Y 1 � 0. ΄Αρα λόγω του λήµµατος 1.3.4 και ο u είναι ουσιώδης µονοµορφισµός. �

Ορισµός 1.3.10. ΄Εστω X 1 ένα υποαντικείµενο ενός αντικειµένου X. ΄Ενα αντικείµενο X2 ϑα
καλείται ένα συµπλήρωµα(complement) του X 1 εάν X 1XX2 � 0 και τοX 1�X2 είναι ουσιώδες
υποαντικείµενο του X. Τότε ϑα λέµε επίσης ότι και το X είναι συµπληρώσιµο(complemented).
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Λήµµα 1.3.11. ΄Εστω C µία κατηγορία Grothendieck. Τότε κάθε υποαντικείµενο X 1 ενός αντικει-
µένου X είναι συµπληρώσιµο. Επίσης κάθε συµπλήρωµα του X 1 περιέχεται σε ένα µέγιστο.

Απόδειξη. ∆ες [20] (Λήµµα 10.5.). �

Ορισµός 1.3.12. ΄Ενας ενέσιµος ϕάκελος (injective envelope) ενός αντικειµένουX είναι ένας
ουσιώδης µονοµορφισµός X Ñ E όπου το E είναι ενέσιµο αντικείµενο.

Λήµµα 1.3.13. Εάν α : X Ñ E είναι ένας µονοµορφισµός και E είναι ένα ενέσιµο αντικείµενο,
τότε για κάθε ουσιώδη µονοµορφισµό β : X Ñ Y υπάρχει ένας µονοµορφισµός γ : Y Ñ E τέτοιος
ώστε γ � β � α.

Απόδειξη. Εφόσον το E είναι ενέσιµο αντικείµενο υπάρχει µορφισµός γ : Y Ñ E µε γ � β � α.
Αρκεί να δειχτεί ότι ο γ είναι µονοµορρφισµός. Ker γX Imβ � Ker γ � β � Kerα � 0. ΄Αρα επειδή
ο β είναι ουσιώδης ker γ � 0 και ο γ είναι µονοµορφισµός. �

Τώρα ϑα δείξουµε ότι ένας ενέσιµος ϕάκελος ενός αντικειµένου ορίζεται κατά µοναδικό τρόπο
ως προς ισοµορφισµό. Οπότε από εδώ και πέρα ϑα είναι λογικό να µιλάµε για τον ενέσιµο
ϕάκελο ενός αντικειµένου όταν αυτός υπάρχει. Αυτόν τον ενέσιµο ϕάκελο του αντικειµένου X
ϑα τον συµβολίζουµε µε EpXq. Προφανώς το αντικείµενο X ϑα το ϑεωρούµε υποαντικείµενο του
αντικειµένου EpXq.

Πρόταση 1.3.14. Εάν α : X Ñ E και α1 : X Ñ E1 είναι ενέσιµοι ϕάκελοι του X, τότε υπάρχει
ένας ισοµορφισµός γ : E Ñ E1 τέτοιος ώστε γ � α � α1.

Απόδειξη. Λόγω του λήµµατος 1.3.13 υπάρχει ένας µονοµορφισµός γ � E Ñ E1 τέτοιος ώστε
γ � α � α1 και ο γ είναι ουσιώδης λόγω του λήµµατος 1.3.9. Ο γ είναι µάλιστα ισοµορφισµός
καθώς και το αντικείµενο E1 είναι ενέσιµο (καθώς ο 1E1 : E1 Ñ E1 είναι µονοµορφισµός και άρα
υπάρχει γ1 : E Ñ E1 τέτοιος ώστε γ1 � γ � 1E1 ). �

Πρόταση 1.3.15. ΄Ενα αντικείµενο E είναι ενέσιµο αν και µόνο αν κάθε ουσιώδης µονοµορφισµός
του E είναι ισοµορφισµός.

Απόδειξη. ∆ες [23] (Πρόταση 2.4., Κεφάλαιο 5). �

Πρόταση 1.3.16. ΄Εστω C µία κατηγορία Grothendieck. Εάν το X είναι υποαντικείµενο κάποιου
ενέσιµου αντικειµένου E, τότε το X έχει έναν ενέσιµο ϕάκελο.

Απόδειξη. ΄Εστω Y ένα µέγιστο συµπλήρωµα του X στο E και E1 ένα µέγιστο συµπλήρωµα του
Y , το οποίο περιέχει το X. Θα δείξουµε ότι το X είναι ουσιώδης υποαντικείµενο του E1 και το E1

είναι ενέσιµο.
Καταρχάς ϑα δείξουµε ότι όντως το X είναι ουσιώδης υποαντικείµενο του E1. ΄Εστω X 1 ένα
µη µηδενικό υποαντικείµενο του E1 τέτοιο ώστε X 1 X X � 0. Τότε X 1 X Y � 0 καθώς X 1

υποαντικείµενο του E1 και άρα έχουµε ότι το X 1� Y είναι ένα συµπλήρωµα του X το οποίο είναι
µεγαλύτερο από το Y , πράγµα άτοπο. ΄Αρα το X είναι ουσιώδης υποαντικείµενο του E1.
Τώρα ϑα δείξουµε ότι το E1 είναι ενέσιµο. ΄Εστω f : E1 Ñ T ένας ουσιώδης µονοµορφισµός.
Τότε καθώς του E είναι ενέσιµο, υπάρχει µορφισµός g : T Ñ E τέτοιος ώστε ο g � f να είναι
µονοµορφισµός. Τότε λόγω του λήµµατος 1.3.4 έχουµε ότι ο g είναι µονοµορφισµός. ΄Αρα το gpT q
είναι ένα υποαντικείµενο του E το οποίο περιέχει το E1 και το E1 είναι ουσιώδης υποαντικείµενο
του gpT q. Τότε όµως εύκολα παίρνουµε ότι gpT q X Y � 0. Επειδή όµως το E1 είναι ένα E1 ένα
µέγιστο συµπλήρωµα του Y έχουµε ότι gpT q � E1. ΄Αρα ο f είναι ισοµορφισµός. ΄Αρα λόγω της
πρότασης 1.3.15 το E1 είναι ενέσιµο. �

Γνωρίζουµε από τη ϑεωρία προτύπων ότι ένα αριστερό R-πρότυπο E είναι ένα ενέσιµο αν
και µόνο αν κάθε οµοµορφισµός A Ñ E, όπου A είναι ένα δεξί ιδεώδες του R, µπορεί να
επεκταθεί στον R. Ανάλογο αποτέλεσµα ισχύει και για τα ενέσιµα αντικείµενα σε µία κατηγορία
Grothendieck.
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Πρόταση 1.3.17. ΄Εστω C µία κατηγορία Grothendieck και µία οικογένεια γεννητόρων της pUiqI .
΄Ενα αντικείµενο της E είναι ενέσιµο αν και µόνο αν για κάθε µονοµορφισµό α : C Ñ Ui και
µορφισµό φ : C Ñ E, υπάρχει φ1 : Ui Ñ E τέτοιος ώστε φ1 � α � φ.

Το ακόλουθο αποτέλεσµα είναι ένα πολύ σηµαντικό ϑεώρηµα στη ϑεωρία των αβελιανών κα-
τηγοριών και γενικότερα στην οµολογική άλγεβρα.

Θεώρηµα 1.3.18. Αν C είναι µία κατηγορία Grothendieck τότε η C έχει αρκετά ενέσιµα αντικείµενα
και άρα κάθε αντικείµενό της έχει έναν ενέσιµο ϕάκελο.

1.3.2 Πεπερασµένα παραγόµενα αντικείµενα

Ορισµός 1.3.19. ΄Εστω C µία κατηγορία Grothendieck. ΄Ενα αντικείµενο της C ϑα καλείται
πεπερασµένα παραγόµενο (finitely generated), εάν ισχύει το παρακάτω: ΄Οποτε C �

°
Ci για

µία ευθέα οικογένεια υποαντικειµένων pCiq του C, τότε υπάρχει i0 τέτοιο ώστε C � Ci0 .

Λήµµα 1.3.20. ΄Εστω 0 ÝÑ C 1 ÝÑ C ÝÑ C2 ÝÑ 0 µία ακριβής ακολουθίας σε µία κατηγορία
Grothendieck. Τότε :

1. Εάν το C είναι πεπερασµένα παραγόµενο, τότε είναι και το C2.

2. Εάν τα C 1 και C2 είναι πεπερασµένα παραγόµενα, τότε είναι και το C.

Απόδειξη. 1) ΄Εστω ότι το C2 γράφεται ως ευθέα ένωση C2 �
°
C2
i . Κάθε C2

i µπορεί να γραφεί
ως C2

i � Ci{C
1 για κάποιο µοναδικό υποαντικείµενο C 1 του C µε C 1 � Ci. Τότε η οικογένεια Ci

είναι επίσης ευθέα, άρα C � Ci0 για κάποιο i0. ΄Αρα C2 � Ci0{C
1 � C 1

i0
.

2) ΄Εστω ότι το C γράφεται ως ευθέα ένωση C �
°
Ci. Τότε το γεγονός ότι το C 1 είναι πεπερασµένα

παραγόµενο µας δίνει λόγω του 1) ότι C 1 � Ci0 για κάποιο i0. ΄Αρα C2 �
°
i¥i0

pCi{C
1q, και

επειδή το C2 είναι πεπερασµένα παραγόµενο έχουµε ότι C2 � Ci1{C
1 για κάποιο i1.. Εύκολα

από το 5-λήµµα παίρνουµε ότι C � Ci1 . �

Ως άµεση συνέπεια του παραπάνω λήµµατος παίρνουµε κατευθείαν το παρακάτω πόρισµα:

Πόρισµα 1.3.21. ΄Εστω C µία κατηγορία Grothendieck. Τότε :

1. Κάθε πεπερασµένο ευθύ άθροισµα πεπερασµένα παραγόµενων αντικειµένων είναι πεπερασµέ-
να παραγόµενο.

2. Κάθε πεπερασµένο άθροισµα πεπερασµένα παραγόµενων υποαντικειµένων είναι πεπερασµένα
παραγόµενο.

Παραπάνω αναφέραµε στη απόδειξη του 2) στο λήµµα 1.3.20 ότι επειδή το C 1 είναι πεπερα-
σµένα παραγόµενο, τότε C 1 � Ci0 για κάποιο i0. Πιο γενικά ισχύει το παρακάτω:

Λήµµα 1.3.22. ΄Εστω C µία κατηγορία Grothendieck. ΄Ενα αντικείµενο C είναι πεπερασµένα
παραγόµενο αν για κάθε οικογένεια υποαντικειµένων Di ενός αντικειµένου D, κάθε µορφφισµός
C Ñ

°
Di αναλύεται µέσω κάποιου Dk.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το C είναι πεπερασµένα παραγόµενο. Τότε αν α : C Ñ
°
Di, Imα είναι

πεπεαρσµένα παραγόµενα λόγω του 1) του λήµµατος 1.3.20. Τότε όµως:

Imα � ImαX
¸
Di �

¸
ImαXDi

και άρα η Imα περιέχεται σε κάποιο Dk.
Το αντίστροφο είναι προφανές. �

Πρόταση 1.3.23. ΄Ενα αντικείµενοC είναι πεπερασµένα παραγόµενο αν και µόνο αν ο συναρτητής
HomCpC, -q : CÑ Ab διατηρεί τις ευθύς ενώσεις.
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Απόδειξη. Ακριβέστερα η πρόταση µας λέει ότι το C είναι πεπερασµένα παραγόµενο αν και µόνο
αν ο κανονικός οµοµορφισµός

Φ: limÝÑHompC,Diq Ñ HompC,
¸
Diq

είναι ισοµορφισµός για κάθε ευθέα οικογένεια Di υποαντικειµένων κάθε αντικειµένου D. Ε-
ϕόσον ο HomCpC, -q διατηρεί τους µονοµορφισµούς και τα ευθέα όρια είναι ακριβή, ο Φ είναι
µονοµορφισµός. Αν λάβουµε υπόψιν τον ορισµό τον ευθέων ορίων στην Ab, ϐλέπουµε ότι ο Φ
είναι επιµορφισµός αν και µόνο αν κάθε µορφισµός C Ñ

°
Di αναλύεται µέσω κάποιου Dk, το

οποίο όµως από το λήµµα 1.3.22 ισχύει αν και µόνο αν το C είναι πεπερασµένα παραγόµενο. �

Ορισµός 1.3.24. Μία κατηγορία C ϑα λέµε ότι είναι τοπικά πεπερασµένα παραγόµενη (locally
finitely generated) εάν έχει µία οικογένεια πεπερασµένων παραγόµενων generators.

Λήµµα 1.3.25. ΄Εστω C µία τοπικά πεπερασµένα παραγόµενη κατηγορία. Εάν α : B Ñ C εί-
ναι ένας επιµορφισµός και το C είναι πεπερασµένα παραγόµενο, τότε υπάρχει ένα πεπερασµένα
παραγόµενο υποαντικείµενο B1 του B τέτοιο ώστε αpB1q � C.

Πρόταση 1.3.26. Μία κατηγορία Grothendieck C είναι τοπικά πεπερασµένα παραγόµενη αν και
µόνο αν κάθε αντικείµενο της είναι ένωση πεπερασµένων παραγόµενων υποαντικειµένων του.

Απόδειξη. ΄Εστω GiiPI ένα σύνολο γεννητόρων πεπερασµένων παραγόµενων αντικειµένων. Τό-
τε για κάθε αντικείµενο C P C έχουµε C �

°
Im pαq όπου το α τρέχει πάνω από όλους τους

α : Gi Ñ C για i P I, καθώς αν δεν ίσχυε, ο κανονικός µορφισµός φ : C Ñ C{
°

Im pαq ϑα ήταν
ένας µη µηδενικός µορφισµός για τον οποίο δε ϑα υπήρχε α : Gi Ñ C µε φ : α � 0, πράγµα
άτοπο. Από το λήµµα 1.3.20 έχουµε και ότι κάθε Im pαq είναι πεπερασµένα παραγόµενο αντικεί-
µενο.
Αντίστροφα έστω U ένας τυχαίος γεννήτορας της C. Τότε το U µπορεί να γραφεί ως ένωση πεπε-
ϱασµένα παραγόµενων αντικειµένων U �

°
i Vi και εύκολα ϐλέπουµε ότι τα Vi αποτελούν µία

οικογένεια γεννητόρων της C. �

Ορισµός 1.3.27. ΄Ενα αντικείµενο C της κατηγορία C ϑα λέγεται τοπικά αναπαριστάσιµο
(locally presented), εάν είναι πεπερασµένα παραγόµενο και κάθε επιµορφισµός B Ñ C, όπου
το B είναι πεπερασµένα παραγόµενο, έχει έναν πεπερασµένα παραγόµενο πυρήνα.

Πρόταση 1.3.28. ΄Εστω ότι η κατηγορία C είναι τοπικά πεπερασµένα παραγόµενη. ΄Ενα αντικείµε-
νο C είναι πεπερασµένα αναπαριστάσιµο αν και µόνο αν ο συναρτητής HompC, -q διατηρεί τα ευθέα
όρια.

Απόδειξη. ∆ες [23] (Πρόταση 3.4., Κεφάλαιο 5). �

1.3.3 Τοπικά Noetherian κατηγορίες

Ορισµός 1.3.29. ΄Ενα lattice είναι ένα µερικώς διατεταγµένο σύνολο στο οποίο κάθε Ϲεύγος
αντικειµένων έχει ένα ελάχιστο άνω ϕράγµα και ένα µέγιστο κάτω ϕράγµα.

Σχόλιο 1.3.30. Εάν έχουµε µία κατηγορία C και ένα αντικείµενό της τότε µπορούµε να µιλάµε
για το lattice LpCq των υποαντικειµένων της, όπου η διάταξη ϑα είναι η προφανής που επάγεται
από την σχέση υποαντικειµένων.

Στη συνέχεια της παραγράφου όταν µιλάµε για µια κατηγορία C ϑα ϑεωρούµε ότι είναι κατη-
γορία Grothendieck.

Ορισµός 1.3.31. ΄Εστω C µία κατηγορία Grothendieck. ΄Ενα αντικείµενο της C ϑα καλείται
noetherian εάν το latice LpCq των υποαντικειµένων του είναι noetherian.



1.3. ΚΑΤΗΓΟΡΙΕΣ GROTHENDIECK 53

Σχόλιο 1.3.32. ΄Ενα lattice λέγεται noetherian εάν δεν υπάρχει άπειρη αυστηρώς αύξουσα α-
λυσίδα στοιχείων του. ∆ηλαδή ο παραπάνω ορισµός 1.3.31 είναι ισοδύναµος µε το να πούµε ότι
αν

� � � � Cn�1 � Cn � Cn�1 � . . .

είναι µία αλυσίδα υποαντικειµένων του C τότε υπάρχει n0 έτσι ώστε Ck � C για κάθε k ¥ n0.

Πρόταση 1.3.33. ΄Εστω 0 ÝÑ C 1 ÝÑ C ÝÑ C2 ÝÑ 0 µία ακριβής ακολουθία στην κατηγορία C. Τότε
το αντικείµενο C είναι noetherian αν και µόνο αν τα C 1 και C2 είναι noetherian.

Πρόταση 1.3.34. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία. ΄Ενα αντικείµενο C είναι noetherian αν και
µόνο αν κάθε υποαντικείµενό του είναι πεπερασµένα παραγόµενο.

Απόδειξη. Πρώτα παρατηρούµε ότι κάθε noetherian αντικείµενο είναι πεπερασµένα παραγόµενο,
καθώς εάν ισχύει C �

°
iPI Ci για µία ευθέα οικογένεια υποαντικειµένων Ci , τότε αυτή η ευθέα

οικογένεια έχει µέγιστο στοιχείο Ci0 . ΄Αρα C � Ci0 και το C είναι πεπερασµένα παραγόµενο. Από
την πρόταση 1.3.33 παίρνουµε τότε ότι εφόσον το C είναι notherian τότε και κάθε υποαντικείµενο
του είναι notherian, άρα και πεπερασµένα παραγόµενο.
Αντίστροφα, έστω ότι κάθε υποαντικείµενο του C είναι πεπερασµένα παραγόµενο και

C0 � C1 � C2 � . . .

µία αυστηρώς αύξουσα άπειρη αλυσίδα υποαντικειµένων του. Αυτή είναι µία ευθέα οικογένεια
υποαντικειµέων της ένωσης

°
i Ci, η οποία αφού είναι πεπερασµένα παραγόµενη ως υποαντικεί-

µενο του C ϑα ισούται µε κάποιο Ck. Καταλήξαµε σε άτοπο άρα το C πρέπει αν είναι noethe-
rian. �

Ορισµός 1.3.35. Η κατηγορία C ϑα ονοµάζεται τοπικά noetherian (locally noetherian) αν έχει
µία οικογένεια noetherian γεννητόρων.

Σχόλιο 1.3.36. ΄Οταν η κατηγορία C έχει µία οικογένεια noetherian γεννητόρων τότε κάθε αντικεί-
µενο της είναι µία ευθέα ένωση noetherian υποαντικειµένων, και κάθε πεπερασµένα παραγόµενα
αντικείµενο είναι noetherian.

Πρόταση 1.3.37. ΄Εστω ότι η κατηγορία C είναι τοπικά πεπερασµένα παραγόµενη και έχει αρκετά
ενέσιµα αντικείµενα. Τότε η C είναι τοπικά noetherian αν και µόνο αν κάθε συνγινόµενο ενέσιµων
αντικειµένων είναι ενέσιµο αντικείµενο.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι η κατηγορία C είναι τοπικά noetherian, και έστω pEiqI µία οικογένεια ενέσι-
µων αντικειµένων. Τότε λόγω της πρότασης 1.3.17 για να δείξουµε ότι το αντικείµενο

²
I Ei αρκεί

να ϑεωρήσουµε ένα µονοµορφισµό α : B Ñ C noetherian αντικειµένων και να επεκτείνουµε κάθε
µορφισµό φ : B Ñ

²
I Ei στο C. Αλλά εφόσον το B είναι πεπερασµένα παραγόµενο, η εικόνα του

φ είναι και αυτή πεπερασµένα παραγόµενη και άρα περιέχεται σε ένα συνγινόµενο
²
J Ei όπου το

J είναι πεπερασµένο υποσύνολο του I. Αλλά ένα πεπερασµένο συνγινόµενο ενέσιµων είναι πάντα
ενέσιµο, και άρα µπορούµε να επεκτείνουµε τον φ σε έναν µορφισµό C :

²
J Ei. ΄Αρα µπορούµε

να τον επεκτείνουµε και σε έναν µορφισµό C :
²
J Ei :

²
I Ei.

΄Εστω τώρα ότι κάθε συνγινόµενο ενέσιµων αντικειµένων είναι ενέσιµο. Θα δείξουµε ότι κάθε
πεπερασµένα παραγόµενο αντικείµενο είναι noetherian. ΄Εστω

C1 � C2 � C3 � . . .

µία αύξουσα αλυσίδα υποαντικειµένων του C, και ϑέτουµε Ei � EpC{Ciq. Για κάθε Cn και j ¤ n
ϑέτουµε φnj : Cn Ñ Ej να συµβολίζει τη σύνθεση των κανονικών µορφισµών Cn Ñ C Ñ C{Cj Ñ
Ej . Για κάθε n , αυτοί οι φnj µας δίνουν έναν µορφισµό φn : Cn Ñ

²8
1 Ej . Η οικογένεια

pφnq είναι συµβατή και εποµένως µας δίνει έναν µορφισµό φ :
°
n Cn Ñ

²8
1 Ej . Από υπόθεση

το αντικείµενο
²8

1 Ej είναι ενέσιµο. ΄Αρα ο φ επεκτείνεται σε έναν µορφισµό φ1 : C Ñ
²8

1 Ej .
Αλλά εφόσον το C είναι πεπερασµένα παραγόµενο, ο φ1 αναλύεται µέσω ενός πεπερασµένου
συνγινοµένου E1

²
� � �

²
Em. ΄Αρα Cn � Cm για n ¥ m. �



54 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΒΕΛΙΑΝΩΝ ΚΑΤΗΓΟΡΙΩΝ

Κάνοντάς ένα παρόµοιο επιχείρηµα όπως το πρώτο σκέλος της παραπάνω απόδειξης παίρνουµε
και το εξής πόρισµα:

Πόρισµα 1.3.38. Εάν η κατηγορία C είναι τοπικά noetherian, τότε κάθε ευθέα ένωση ενέσιµων
αντικειµένων είναι ενέσιµη.

Σχόλιο 1.3.39. Μπορεί να δειχτεί ακόµη πιο γενικά ότι κάθε ευθύ όριο ενέσιµων αντικειµένων
είναι ενέσιµο σε µία τοπικά noetherian κατηγορία.

1.4 Τοπικοποίηση αβελιανών κατηγοριών

Σκοπός αυτής της παραγράφου είναι να δείξουµε ότι αν ξεκινήσουµε µε µία αβελιανή κατηγορία
A και ϑεωρήσουµε µία τοπικοποιούσα κλάση µορφισµών της S, τότε η κατηγορία ArS�1s ϑα είναι
και αυτή αβελιανή. Αρχικά ϑα δείξουµε ότι αν η A είναι προσθετική κατηγορία τότε και η ArS�1s
έχει ϕυσική δοµή προσθετικής κατηγορία έτσι ώστε ο συναρτητής τοπικοποίησης Q : AÑ ArS�1s
να είναι προσθετικό συναρτητής.
Καταρχάς εφόσον είµαστε σε προσθετική κατηγορία µπορούµε να αντικαταστήσουµε την pLC4q
ιδιότητα µιας τοπικοπιούσας κλάσης µε τη ακόλουθη ιδιότητα :

(LC4’) ΄Εστω f : M Ñ N ένας µορφισµός . Τότε υπάρχει µορφισµός s στην S έτσι ώστε s � f � 0
αν και µόνο αν υπάρχει t στην S τέτοιος ώστε f � t � 0

Λήµµα 1.4.1. ΄Εστω M , N δύο αντικείµενα της προσθετικής κατηγορίας A και φ,ψ δύο µορφισµοί
που ανήκουν στον HomArS�1spM,Nq. Τότε λόγω του λήµµατος 1.1.53 υπάρχουν ένα αντικείµενο
L στην A, ένας µορφισµός s P S και µορφισµοί f, g : M Ñ N τέτοιοι ώστε οι µορφισµοί φ καιψ να
αναπαριστούνται από τα αριστερά roofs

L

M N

�
s f

L

M N

�
s g

αντίστοιχα. Τότε ο µορφισµός M Ñ N που καθορίζεται απο το αριστερό roof

L

M N

�
s f�g

εξαρτάται µόνο από τους φ καιψ, δηλαδή είναι ανεξάρτητος από την επιλογή των L, s, f και g.

Απόδειξη. ∆ες [14] (Λήµµα 2.1.1.). �

Εποµένως µπορούµε να συµβολίσουµε τον µορφισµό που καθορίζει από το αριστερό roof

L

M N

�
s f�g

ως φ � ψ. Χρησιµοποιώντας το παραπάνω λήµµα, εύκολα µπορούµε να δείξουµε ,εργαζόµενοι
όπως στην παράγραφο της Τοπικοποίησης Κατηγοριών, ότι αν ορίσουµε µια διαδικασία που αντι-
στοιχεί σε κάθε Ϲεύγος µορφισµών φ, ψ P HomArS�1spM,Nq τον µορφισµό φ� ψ, όπως ορίστηκε
παραπάνω, τότε αυτή η πράξη µας είναι µεταθετική. Επίσης εύκολα µπορεί να δειχτεί ότι αν συµ-
ϐολίσουµε µε 0 τον µορφισµό εκείνο στον HomArS�1spM,Nq που αναπαρίσταται από το αριστερό
roof :

M

M N

�
idM 0
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τότε το 0 είναι ουδέτερο στοιχείο στον HomArS�1spM,Nq.Είναι προφανές ότι αν ένα µορφισµός φ
αναπαρίσταται από ένα αριστερό roof

L

M N

�
s f

τότε ο αντίστροφος µορφισµός του φ αναπαρίσταται από το αριστερό roof

L

M N

�
s �f

΄Αρα έχουµε δώσει έως τώρα στον HomArS�1spM,Nq δοµή αβελιανής οµάδας.
Επιπλέον αν M,N,P τρία αντικείµενα της κατηγορίας A, τότε εύκολα µπορεί αν δειχτεί ότι η
σύνθεση :

� : HomArS�1spM,Nq � HomArS�1spN,P q ÝÑ HomArS�1spM,P q, pf, gq ÞÝÑ g � f

είναι διγραµµική. ΄Αρα έχουµε ως τώρα δώσει την κατηγορία ArS�1s δοµή προπροσθετικής κα-
τηγορίας. Για να δείξουµε ότι η κατηγορία αυτή έχει δοµή προσθετικής οµάδας µένει να δείξουµε
ότι έχει µηδενικό στοιχείο και ότι υπάρχουν τα πεπερασµένα συνγινόµενα.
Αρχικά το µηδενικό αντικείµενο στην ArS�1s είναι το µηδενικό αντικείµενο 0 της A. Αυτό ϕαί-
νεται ϑεωρώντας έναν ενδοµορφισµό του 0 στην στην ArS�1s. Αυτός ϑα αναπαριστάται τότε από
ένα αριστερό roof

M

0 0
�

s 0

Τότε επειδή το παρακάτω διάγραµµα :

M

0 M 0

0

�
s 0idM

s
id0

�

0

είναι µεταθετικό αυτός ο µορφισµός αναπαρίσταται επίσης από το αριστερό roof

0

0 0

�
id0 0

Αυτό το αριστερό roof επίσης αναπαριστά τον µηδενικό µορφισµό. ΄Αρα ο µόνος ενδοµορφισµός
του 0 στην ArS�1s είναι ο µηδενικό µορφισµός και άρα το 0 είναι το µηδενικό στοιχείο στην
ArS�1s.
Τέλος αν M,N είναι δύο αντικείµενα της κατηγορίας ArS�1s, ορίζουµε το ευθύ του άθροισµα
M

²
N ως το ευθύ άθροισµα αυτών των αντικειµένων στην A. Οι κανονικές προβολές και ενέσεις

στην ArS�1s ϑα είναι οι µορφισµοί που αντιστοιχούν στους ανάλογους µορφισµούς στην A.
Από τα παραπάνω είναι ξεκάθαρο ότι η ArS�1s παίρνει δοµή προσθετικής κατηγορίας.

Θεώρηµα 1.4.2. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία και S µία τοπικοποιούσα κλάση µορφισµών
της. Τότε υπάρχει µία προσθετική κατηγορία ArS�1s και ένας προσθετικός συναρτητής Q : A ÝÑ
ArS�1s έτσι ώστε να ισχύουν τα παρακάτω:
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1. ο Qpsq είναι ισοµορφισµός για κάθε µορφισµό s P S

2. για κάθε κατηγορία προσθετική κατηγορία B και προσθετικό συναρτητή F : C ÝÑ B τέτοιο
ώστε ο F psq να είναι ισοµορφισµός για κάθε µορφισµό s P S υπάρχει µοναδικός προσθετικός
συναρτητής G : ArS�1s ÝÑ B έτσι ώστε το παρακάτω διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

A B

ArS�1s

F

Q
G

Απόδειξη. Λόγω της προηγούµενης συζήτησης σε αυτή την παράγραφο µένει µόνο να αποδείξουµε
την ύπαρξη ενός προσθετικού συναρτητήQ : A ÝÑ ArS�1s καθώς και την ύπαρξη ενός µοναδικού
G : CrS�1s ÝÑ B που να µας κάνει το διάγραµµα του ϑεωρήµατος µεταθετικό.
΄Εστω f, g : M Ñ N δύο µορφισµοί στην A. Τότε οι µορφισµοί που αντιστοιχούν σε αυτούς, Qpfq
και Qpgq, στην κατηγορία ArS�1s αναπαρίστανται από αριστερά roof :

M

M N

�
idM f

M

M N

�
idM g

αντίστοιχα. ΄Αρα ο µορφισµός Qpfq �Qpgq αναπαρίσταται από το αριστερό roof :

M

M N

�
idM f�g

΄Αρα Qpfq �Qpgq � Qpf � gq. ΄Αρα ο συναρτητής πηλίκο Q : A ÝÑ ArS�1s είναι προσθετικός.
΄Εστω τώρα ότι B µία προσθετική κατηγορία και F : A Ñ B ένας προσθετικός συναρτητής έτσι
ώστε ο F psq να είναι ισοµορφισµός για κάθε s P S. Τότε γνωρίζουµε την ύπαρξη ενός συναρτητή
G : ArS�1s ÝÑ B για τον οποίο να ισχύει F � G �Q, από την παράγραφο για την Τοπικοποίηση
κατηγοριών. Αρκεί να δειχτεί ότι ο G είναι και προσθετικός. Καταρχάς GpMq � F pMq για κάθε
αντικείµενοM της A. Επίσης αν φ είναι ένας µορφισµός από τοM στο N ο οποίος αναπαρίσταται
από το αριστερό roof

L

M N

�
s f

έχουµε ότι Gpφq � F pfq � F psq�1.
Εάν τώρα φ και ψ είναι δύο µορφισµοί στην ArS�1s µεταξύ των M και N από το λήµµα 1.1.53
αυτοί αναπαρίστανται από αριστερά roofs :

L

M N

�
s f

L

M N

�
s g

Το άθροισµα τους φ� ψ αναπαρίσταται τότε από το αριστερό roof

L

M N

�
s f�g
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΄Αρα έχουµε ότι :

Gpφ� ψq � F pf � gq � F psq�1 � F pfq � F psq�1 � F pgq � F psq�1 � Gpφq �Gpφq

΄Αρα ο G είναι προσθετικός.
Η απόδειξη της µοναδικότητας είναι ίδια µε την απόδειξη της µοναδικότητας σε µία τυχαία κατη-
γορία C. �

Στη συνέχεια ϑα δώσουµε κάποιους χαρακτηρισµούς των µηδενικών µορφισµών στις τοπικο-
ποιήσεις.

Λήµµα 1.4.3. ΄Εστω φ : M Ñ N ένας µορφισµός στην ArS�1s ο οποίος αναπαρίσταται από το
αριστερό roof :

L

M N

�
s f

Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

( i) φ � 0.

( ii) Υπάρχει t P S τέτοιο ώστε f � t � 0.

( iii) Υπάρχει t P S τέτοιο ώστε t � f � 0.

Απόδειξη. Καταρχάς λόγω της (LC4’) οι συνθήκες (ii) και (iii) είναι ισοδύναµες.
΄Εστω ότι ισχύει η συνθήκη (i). Τότε 0 � Qpfq �Qpsq�1, και άρα Qpfq � 0. ΄Αρα το αριστερό roof:

L

L N

�
idL f

αναπαριστά τον µηδενικό µορφισµό στο HomArS�1spL,Nq. Ο µηδενικός µορφισµός ανάµεσα στο
L και στο N όµως αναπαρίσταται και απο το αριστερό roof:

L

L N

�
idL 0

΄Αρα αυτά τα αριστερά roof είναι ισοδύναµα, δηλαδή υπάρχει αντικείµενο U στηνA και µορφισµός
t : U Ñ L τέτοιος ώστε το παρακάτω διάγραµµα να είναι µεταθετικό και t P S:

L

L U N

L

�
idL f

t

t
idL

�

0

Αυτό σηµαίνει όµως ότι f � t � 0. Αντίστροφα αν ισχύει η συνθήκη (ii), έχουµε ότι f � t � 0 και
άρα Qpfq �Qptq � 0. ΄Αρα επειδή t P S, Qpfq � 0 και φ � Qpfq �Qpsq�1 � 0. �

Πόρισµα 1.4.4. ΄Εστω f : M Ñ N ένας µορφισµός στην κατηγορία A. Τότε τα ακόλουθα είναι
ισοδύναµα:

( i) Qpfq � 0.
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( ii) Υπάρχει t P S τέτοιο ώστε t � f � 0.

( iii) Υπάρχει t P S τέτοιο ώστε f � t � 0.

Απόδειξη. Ο µορφισµός Qpfq αναπαρίσταται από το αριστερό roof:

M

M N

�
idM f

Και άρα το συµπέρασµά έπεται άµεσα από το λήµµα 1.4.3. �

Πόρισµα 1.4.5. ΄Εστω M ένα αντικείµενο της κατηγορίας A. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

( i) QpMq � 0.

( ii) Υπάρχει ένα αντικείµενο N της κατηγορίας A τέτοιο ώστε ο µηδενικό µορφισµός από το N στο
M να ανήκει στην S.

( iii) Υπάρχει ένα αντικείµενοN της κατηγορίας A τέτοιο ώστε ο µηδενικό µορφισµός από τοM στο
N να ανήκει στην S.

Απόδειξη. Καταρχάς ϐλέπουµε ότι οι συνθήκες (ii) και (iii) είναι ισοδύναµες απλά περνώντας στην
δυϊκή κατηγορία.
΄Εστω ότι QpMq � 0. Αυτό συνεπάγεται ότι QpidM q � 0. ΄Αρα από το πόρισµα 1.4.4 έχουµε ότι
υπάρχει µορφισµός s P S, s : N ÑM τέτοιος ώστε s � idM � s � 0. ΄Αρα ισχύει η συνθήκη (ii).
΄Εστω τώρα αντίστροφα ότι ισχύει η συνθήκη (ii) και άρα ο µηδενικός µορφισµός QpNq Ñ QpMq
είναι ισοµορφισµός. ΄Αρα ϑα πρέπει QpMq � QpNq � 0. �

Τέλος λόγω των παραπάνω αποτελεσµάτων παίρνουµε το παρακάτω χρήσιµο λήµµα:

Λήµµα 1.4.6. ΄Εστω f : M Ñ N ένας µορφισµός στην κατηγορία A. Τότε :

( i) Εάν ο f είναι µονοµορφισµός, τότε και ο Qpfq είναι µονοµορφισµός.

( ii) Εάν ο f είναι επιµορφισµός, τότε και ο Qpfq είναι επιµορφισµός.

Απόδειξη. Καταρχάς περνώντας στην δυϊκή κατηγορία ϐλέπουµε ότι οι (i) και (ii) είναι ισοδύναµες.
΄Αρα αρκεί να αποδείξουµε την (i). ΄Εστω φ : L Ñ N ένας µορφισµός στην ArS�1s τέτοιος ώστε
Qpfq � φ � 0. Τότε ο µορφισµός φ αναπαρίσταται από ένα αριστερό roof:

U

L M

�
s g

και άρα έχουµε ότι φ � Qpgq �Qpsq�1. Αυτό µας δίνει ότι :

0 � Qpfq � φ � Qpfq �Qpgq �Qpsq�1 � Qpf � gq �Qpsq�1

∆ηλαδή έχουµε ότι Qpf � gq � 0. Από το πόρισµα 1.4.4 όµως τότε έχουµε ότι υπάρχει t P S τέτοιο
ώστε f � g � t � 0. Εφόσον όµως από την υπόθεση ο f είναι µονοµορφισµός έχουµε ότι g � t � 0.
Λόγω του πορίσµατος 1.4.4 πάλι, παίρνουµε ότι Qpgq � 0. ΄Αρα φ � Qpgq � Qpsq�1 � 0 και ο
Qpfq είναι µονοµορφισµός. �

Στη συνέχεια της παραγράφου ϑα δείξουµε ότι εάν η κατηγορία A είναι αβελιανή τότε και η
ArS�1s ϑα είναι αβελιανή.
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Λήµµα 1.4.7. ΄Εστω φ : M Ñ N ένας µορφισµός στην κατηγορία ArS�1s. Τότε ο φ έχει έναν
πυρήνα και έναν συνπυρήνα.

Απόδειξη. Καταρχάς ο µορφισµός φ αναπαρίσταται από ένα δεξιό roof:

L

M N
f �

s

΄Αρα φ � Qpsq�1 �Qpfq. Εφόσον ο Qpsq είναι ισοµορφισµός ο α �K Ñ M είναι πυρήνας του φ
αν και µόνο αν είναι πυρήνας του Qpfq. Επειδή η A είναι αβελιανή, ο µορφισµός f : M Ñ N
έχει έναν πυρήνα k : K Ñ M στην κατηγορία A. Ισχυριζόµαστε τώρα ότι ο α � Qpkq : K Ñ M
είναι ένας πυρήνας του Qpfq στην ArS�1s.
΄Εστω ψ : P Ñ M ένας µορφισµός στην ArS�1s τέτοιος ώστε Qpfq � ψ � 0. Τότε ο ψ µπορεί να
αναπαρασταθεί από ένα αριστερό roof:

U

P M

�
t g

και ψ � Qpgq �Qptq�1. ΄Αρα :

0 � Qpfq � ψ � Qpfq �Qpgq �Qptq�1 � Qpf � gq �Qptq�1

και άρα Qpf � gq � 0. Από το πόρισµα 1.4.4 έχουµε ότι υπάρχει µορφισµός v : V Ñ U , µε v P S
τέτοιος ώστε f � g � v � 0. ΄Αρα λόγω της ιδιότητας των πυρήνων ο µορφισµός g � v µπορεί να
αναλυθεί µοναδικά µέσω του πυρήνα. ΄Αρα υπάρχει µοναδικός µορφισµός w : W Ñ k τέτοιος
ώστε k �w � g �v. ΄Αρα έχουµε ότι Qpkq �Qpwq � Qpgq �Qpvq, και Qpgq � Qpkq �Qpwq �Qpvq�1.
΄Αρα:

ψ � Qpgq �Qptq�1 � Qpkq �Qpwq �Qpvq�1 �Qptq�1 � α �Qpwq �Qpvq�1 �Qptq�1

΄Αρα ο ψ αναλύεται µέσω του α : K ÑM .
Μένει να δείξουµε ότι αυτή η ανάλυση είναι µοναδική. ΄Εστω ότι ο ψ έχει δύο αναλύσεις, δηλαδή
ψ � α � h � α � h1. Τότε έχουµε ότι α � ph � h1q � 0. Εφόσον ο πυρήνας k : K Ñ M είναι
µονοµορφισµός έχουµε από το λήµµα 1.4.6 ότι και ο α είναι µονοµορφισµός. ΄Αρα h � h1 και η
ανάλυση είναι µοναδική.
΄Αρα ο α : K ÑM είναι ο πυρήνας του Qpfq.
Παιρνόντας στη δυϊκή κατηγορία παίρνουµε ανάλογα την ύπαρξη ενός συνπυρήνα. �

Για να αποδείξουµε ότι η κατηγορία ArS�1s είναι αβελιανή µένει να δείξουµε ότι αν έχουµε
έναν µορφισµό της, φ : M Ñ N , και πάρουµε την κανονική του ανάλυση:

Ker φ M N Coker φ

Coimφ Imφ

χ φ

α

ρ

φ1

β

τότε ο µορφισµός φ1 : CoimφÑ Imφ ϑα πρέπει αν είναι ισοµορφισµός.
΄Εστω ότι ο φ αναπαρίσταται από ένα αριστερό roof:

L

P M

�
s f
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∆ηλαδή έχουµε ότι φ � Qpfq �Qpsq�1. Εφόσον όµως η A είναι αβελιανή έχουµε ένα µεταθετικό
διάγραµµα:

Ker f L N Coker f

Coim f Im f

k f

a

c

f 1

b

όπου ο f 1 : Coim f Ñ Im f είναι ισοµορφισµός. Αν σε αυτό το µεταθετικό διάγραµµα δράσει ο Q
τότε παίρνουµε το µεταθετικό διάγραµµα:

Ker f L N Coker f

Coim f Im f

Qpkq Qpfq

Qpaq

Qpcq

Qpf 1q

Qpbq

όπου ο Qpf 1q είναι ισοµορφισµός. Λόγω της απόδειξης του λήµµατος 1.4.7 ϐλέπουµε ότι ο
Qpkq : Ker f Ñ L είναι ένας πυρήνας του Qpfq και ο Qpcq : N Ñ Coker f είναι ένας συνπυρήνας
του Qpfq. ΄Αρα και ο Qpaq : L Ñ Coim f είναι µία συνεικόνα του Qpfq, και ο Qpbq : Im f Ñ N
είναι µία εικόνα του Qpfq.
Εφόσον φ � Qpfq � Qpsq�1, και s P S προφανώς έχουµε ότι ο Qpcq : N Ñ Coker f είναι ένας
συνπυρήνας του φ : M Ñ N . ΄Αρα µπορούµε να γράφουµε Coker φ � Coker f και ρ � Qpcq. Αυτό
µε τη σειρά του µας δίνει ότι ο Qpbq : Im f Ñ N είναι ένας πυρήνας του ρ : N Ñ Coker φ, και άρα
µπορούµε να γράφουµε Imφ � Im f και β � Qpbq. Τέλος εφόσον φ � Qpfq�Qpsq�1, ο µορφισµός
Qpsq�Qpkq : Ker f ÑM είναι ένας πυρήνας του φ , και άρα µπορούµε να γράφουµεKer φ � Ker f
και χ � Qpsq � Qpkq. Ανάλογα πάλι έχουµε ότι ο Qpaq � Qpsq�1 : M Ñ Coim f είναι ένας
συνπυρήνας του χ, και άρα µπορούµε να γράφουµε ότι Coimφ � Coim f και α � Qpaq �Qpsq�1.
Το παραπάνω µας δίνει τότε ότι :

Qpfq �Qpsq�1 � φ � β � φ1 � α � Qpbq � φ1 �Qpaq �Qpsq�1

και άρα:
Qpbq � φ1 �Qpaq � Qpfq � Qpbq �Qpf 1q �Qpaq

΄Οµως ο Qpbq είναι µονοµορφισµός και ο Qpaq είναι επιµορφισµός. ΄Αρα φ1 � Qpf 1q, και ο φ1 είναι
ισοµορφισµός.

Θεώρηµα 1.4.8. ΄ΕστωA µία αβελιανή κατηγορία και S µία τοπικοποιούσα κλάση µορφισµών της.
Τότε η τοπικοποίηση ArS�1s είναι µία αβελιανή κατηγορία επίσης και ο συναρτητής τοπικοποίησης
Q : AÑ ArS�1s είναι ακριβής.

Απόδειξη. λόγω της προηγούµενης συζήτησης έχουµε ότι όντως η ArS�1s είναι αβελιανή κατηγο-
ϱία. Οπότε µας µένει µόνο να δείξουµε ότι ο συναρτητής Q είναι ακριβής.
΄Εστω

L M N
f g

µία ακριβής ακολουθία στην κατηγορία A. Θέλουµε να δείξουµε ότι και η ακολουθία

QpLq QpMq QpNq
Qpfq Qpgq

είναι ακριβής. Καταρχάς προφανώς Qpgq �Qpfq � 0. ΄Εστω ότι i : Im f Ñ N είναι µία εικόνα του
f και k : Ker g Ñ N ένας πυρήνας του g. Λόγω της συζήτησης που προηγήθηκε, για να δείξουµε
ότι ο φ1 είναι ισοµορφισµός, έχουµε ότι και ο Qpiq : Im f Ñ N είναι µία εικόνα του Qpfq και ότι
ο Qpkq : Ker g Ñ N ένας πυρήνας του Qpgq. ΄Αρα η ακρίβεια της πρώτης ακολουθίας µας δίνει
απευθείας την ακρίβεια της δεύτερης ακολουθίας. �



1.4. ΤΟΠΙΚΟΠΟΙΗΣΗ ΑΒΕΛΙΑΝΩΝ ΚΑΤΗΓΟΡΙΩΝ 61

1.4.1 Thick υποκατηγορίες

Ορισµός 1.4.9. Μία µη τετριµµένη πλήρης υποκατηγορία B, µίας αβελιανής κατηγορία A ϑα
καλείται thick , εάν για κάθε σύντοµη ακριβής ακολουθία :

0 M 1 M M2 0

της κατηγορίας A, το αντικείµενο M ανήκει στην κατηγορία B αν και µόνο αν και το M 1 και το M2

είναι αντικείµενα της B.

Λήµµα 1.4.10. ΄Εστω B µία thick υποκατηγορία της αβελιανής κατηγορίας A. Τότε :

( i) Η B είναι µία αυστηρά πλήρης υποκατηγορία της A.

( ii) Η B είναι αβελιανή.

( iii) Κάθε υποαντικείµενο και κάθε αντικείµενο πηλίκο ενός αντικειµένου της κατηγορίας B, ανήκει
επίσης στην B.

( iv) Κάθε extension οποιοδήποτε δύο αντικειµένων της κατηγορίας B ανήκει επίσης στην B.

Απόδειξη. Η απόδειξη των (i), (iii) και (iv) είναι προφανής.
Για το (ii), έστωM και N δύο αντικείµενα της υποκατηγορίας B. Τότε έχουµε την σύντοµη ακριβή
ακολουθία :

0 M M `N N 0

στην κατηγορία A. ΄Αρα τοM
²
N ανήκει επίσης στην B από την υπόθεση. Επίσης αν f : M Ñ N

είναι ένας µορφισµός στην B, είναι προφανώς και ένας µορφισµός στην A. Η A όµως είναι
αβελιανή και άρα ο πυρήνας του, ο συνπυρήνας του, η εικόνα του και η συνεικόνα του υπάρχουν
στην A, και επειδή η B είναι thick υποκατηγορία της, εύκολα ϐλέπουµε ότι αυτά τα αντικείµενα
ανήκουν και στην B. ΄Αρα αναπαριστούν τις ίδιες έννοιες σχετικά µε τον µορφισµό f και στην B.
΄Αρα έχει την ίδια κανονική ανάλυση ο f στην B και άρα όντως τελικά η B είναι αβελιανή. �

Λήµµα 1.4.11. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και S µία τοπικοποιούσα κλάση µορφισµών της.
Τότε η πλήρης υποκατηγορία B της A, η οποία περιέχει όλα τα αντικείµενα M της A τα οποία είναι
ισόµορφα µε το 0 στην ArS�1s, είναι thick.

Απόδειξη. ΄Εστω
0 M 1 M M2 0

µία σύντοµη ακριβής ακολουθία στην A. Τότε εφόσον ο Q : A Ñ ArS�1s είναι ακριβής, τότε και
η ακολουθία :

0 QpM 1q QpMq QpM2q 0

είναι ακριβής στην ArS�1s. ΄Εστω ότι το αντικείµενο M ανήκει στην B. Τότε QpMq � 0 και άρα
λόγω ακρίβειας της παραπάνω ακολουθίας έχουµε ότι και QpM 1q � 0 και QpM2q � 0, και άρα
τα M 1 και M2 ανήκουν στην B.
Αντίστροφα εάν τα M 1 και M2 ανήκουν στην B, έχουµε ότι QpM 1q � 0 και QpM2q � 0, και άρα
πάλι λόγω ακρίβειας της ακολουθίας έχουµε ότι QpMq � 0, και άρα το αντικείµενο M ανήκει
στην B. ΄Αρα η B είναι thick υποκατηγορία της A. �

Σχόλιο 1.4.12. ΄Εως τώρα είδαµε ότι αν έχουµε µία τοπικοποιούσα κλάση µορφισµών µίας αβε-
λιανής κατηγορίας τότε µπορούµε να ϐρούµε µία thick υποκατηγορία της. Ωστόσο αυτό που ϑα
µας απασχολήσει περισσότερο και στα επόµενα κεφάλαια και η σηµασία των thick υποκατηγο-
ϱιών ϑα ϕανεί στο επόµενο λήµµα, καθώς ξεκινώντας από µία thick υποκατηγορία, µπορούµε να
ϐρούµε µία τοπικοποιούσα κλάση µορφισµών. ΄Εστω B µία thick υποκατηγορία της αβελιανής
κατηγορίας A. Θα συµβολίζουµε µε SB την κλάση όλων των µορφισµών f : M Ñ N για τους
οποίους ο Ker f και ο Coker f ανήκουν στην B.
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Λήµµα 1.4.13. Η κλάση SB µορφισµών της αβελιανής κατηγορίας A είναι µία τοπικοποιούσα
κλάση µορφισµών.

Απόδειξη. Καταρχάς εάν Aop είναι η δυϊκή κατηγορία της A, η πλήρης υποκατηγορία της Aop η
οποία αποτελείται από όλα τα αντικείµενα τηςB είναι ισοµορφική µε την δυϊκή κατηγορία της B,
οπότε µπορούµε να τη συµβολίζουµε µε Bop. ΄Αρα µπορούµε να επιχειρηµατολογούµε κατά δυϊκό
τρόπο.
Θα ελέγξουµε τώρα τις ιδιότητες που πρέπει αν ισχύουν ώστε µία κλάση µορφισµών να είναι
τοπικοποιούσα.
Προφανώς η pLC1q ισχύει για την κλάση µορφισµών SB.
Θα δείξουµε τώρα ότι η pLC2q ισχύει. ΄Εστω s και t δύο µορφισµοί στην SB για του οποίους
ορίζεται η σύνθεση s� t. Ισχύει όµως ότι Ker s � t � t�1pIm tXKer sq, και άρα παίρνουµε την εξής
σύντοµη ακριβή ακολουθία :

0 ÝÑ Ker t ÝÑ Ker s � t ÝÑ Im tX Ker s ÝÑ 0

Από τον ορισµό όµως της SB, ο Ker s ανήκει στη B. Εφόσον η B είναι thick, από το (iii) του
λήµµατος 1.4.10 παίρνουµε ότι Im t X Ker s ανήκει στην B. Επειδή η B είναι thick έχουµε ότι
Ker s � t ανήκει στην B. Κατά δυϊκό τρόπο παίρνουµε ότι ο Coker s � tq ανήκει στην B και άρα ο
s � t ανήκει στην SB.
Τώρα ϑα δείξουµε ότι ισχύει η pLC3aq. ΄Εστω f : M Ñ N ένας µορφισµός στην A και s : P Ñ N
ένας µορφισµός στην SB. ΄Εστω επίσης p και q οι ϕυσικές προβολές του M ` N στον πρώτο και
δεύτερο παράγοντα αντίστοιχα. ΄Εστω επίσης i : M Ñ M ` P και j : P Ñ M ` P οι κανονικοί
µονοµορφισµοί. Τότε κατασκευάζουµε το διάγραµµα :

Q P

M N

g

t s

f

όπου Q είναι το pullback των M και P υπεράνω του N , δηλαδή ο πυρήνας του µορφισµού
f � p � s � q : M ` P Ñ N . ΄Εστω m : Q Ñ M ` P η κανονική έγκλιση. Ισχυριζόµαστε ότι
ο t ανήκει στην SB. Καταρχάς t � p � m και άρα Ker t � 0 ` P X Ker f � p� s � q, δηλαδή
Ker t � 0 ` Ker s. ΄Οµως επειδή η B είναι thick και το 0 ` Ker s είναι ισόµορφο µε το Ker s,
παίρνουµε ότι ο Ker t ανήκει στην B.
΄Εστω τώρα L � Im pf � p� s � qq. Εφόσον f � pf � p � s � qq � i και s � pf � p � s � qq � j
έχουµε ότι Im f � L και Im s � L. ΄Αρα το παραπάνω διάγραµµα µπορεί αν αντικατασταθεί από
το διάγραµµα:

Q P

M L

g

t s

f

Προφανώς επειδή η B είναι thick και L � N , ο συνπυρήνας του µορφισµού s � P Ñ L ανήκει
στην B. ΄Εστω ότι r : M Ñ Coker t ο ϕυσικός µορφισµός. Τότε r � t � 0 και άρα r � p �m � 0.
΄Αρα ο µορφισµός r � p ϑα πρέπει να αναλύεται µέσω του συνπυρήνα του m ο οποίος είναι ο L
καθώς είµαστε σε αβελιανή κατηγορία. ΄Αρα υπάρχει µορφισµός r1 : L Ñ Coker t τέτοιος ώστε να
ισχύει r � p � r1 � pf � p� s � qq. Επίσης επειδή και ο p και ο r είναι επιµορφισµοί, είναι και ο r1

επιµορφισµός. Λόγω της µεταθετικότητας των ανάλογων διαγραµµάτων έχουµε ότι :

0 � r � p � j � r1 � f � p� s � qq � j � r1 � s

΄Αρα ο r1 ϑα πρέπει αν αναλύεται µέσω του Coker s και από εκεί ϐλέπουµε ότι ο Coker t είναι
αντικείµενο πηλίκο του Coker s. ΄Αρα επειδή ο Coker s ανήκει στην B και η B είναιthick, έχουµε
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και ότι ο Coker t ανήκει στην B. Συνόλικά δηλαδή έχουµε ότι ο t ανήκει στην SB και άρα
αποδείχτηκε η pLC3aq. Περνώντας στην δυϊκή κατηγορία παίρνουµε ότι ισχύει και η pLC3bq.
Τέλος ϑα δείξουµε ότι ισχύει και η pLC4’q. ΄Εστω πρώτα ένας µορφισµός t στην SB έτσι ώστε να
ισχύει t � f � 0. ΄Αρα Im f � Ker t. ΄Αρα επειδή Ker t ανήκει στην B και η B είναι thick, έχουµε
ότι Im f ανήκει στην B. Αλλά η Im f είναι ισόµορφη µε το M{Ker f , και άρα M{Ker f ανήκει
στην B. ΄Αρα ϐρήκαµε έναν µορφισµό s, την κανονική έγκλιση Ker f Ñ M , η οποία ανήκει στην
SB λόγω του ότι το M{Ker f ανήκει στην B, για τον οποίο ισχύει ότι f � s � 0. Κατά δυϊκό τρόπο
παίρνουµε και το γεγονός ότι αν υπάρχει s P SB τέτοιος ώστε f � s � 0, ϑα υπάρχει t P SB τέτοιος
ώστε t � f � 0. ΄Αρα ισχύει και η pLC4’q. �

Πρόταση 1.4.14. ΄Εστω B µία thick υποκατηγορία της αβελιανής κατηγορίας A. Η B τότε είναι
η thick κατηγορία όλων των αντικειµένων της κατηγορίας A τα οποία είναι ισόµορφα µε το 0 στην
κατηγορία ArS�1

B s.

Απόδειξη. ΄Εστω M αντικείµενο της κατηγορίας B. Τότε ο µορφισµός M Ñ 0 έχει πυρήνα ίσο µε
M και συνπυρήνα 0. ΄Αρα ϑα ανήκει στην SB, και άρα παιρνόντας στην κατηγορία ArS�1

B s αυτός
γίνεται ισοµορφισµός. ΄Αρα το M είναι ισόµορφο µε το 0 στην κατηγορία ArS�1

B s.
΄Εστω τώρα ένα αντικείµενο M το οποίο είανι ισόµορφο µε το 0 στην κατηγορία ArS�1

B s. ΄Αρα ο
ταυτοτικός µορφισµός του M ο οποίος αναπαρίσταται στην από ένα αριστερό roof:

M

M M

�
idM idM

ϑα πρέπει να ίσο µε το µηδενικό µορφισµό ο οποίος αναπαρίσταται από το αριστερό roof:

M

M M

�
idM 0

΄Αρα υπάρχει µορφισµός u : U Ñ M µε u P SB έτσι ώστε το παρακάτω διάγραµµα να είναι
µεταθετικό :

M

M U M

M

�
idM idMu

u
idM

�

0

΄Αρα ο u είναι ο µηδενικός µορφισµός, και επειδή ο συνπυρήνας του είναι το M , έχουµε ότι το M
ανήκει στη B. �

Σχόλιο 1.4.15. Λόγω της παραπάνω πρότασης, ϑα µπορούµε να συµβολίζουµε την κατηγορία
ArS�1

B s και ως A{B και ϑα την καλούµε την κατηγορία πηλίκο της A ως προς την thick υποκα-
τηγορία B.





Κεφάλαιο 2

Στοιχεία Τριγωνισµένων
Κατηγοριών

2.1 Τριγωνισµένες κατηγορίες

Ορισµός 2.1.1. ΄Εστω T µία προσθετική κατηγορία και Σ: T Ñ T ένας προσθετικός συναρτητής,
ο οποίος είναι αυτοµορφισµός στην κατηγορία T . Θα καλούµε τον Σ tanslation συναρτητή στην
T . Θα κάνουµε επίσης χρήση του συµβολισµού ΣnpXq � Xrns για κάθε n P Z.

Ορισµός 2.1.2. ΄Ενα τρίγωνο (triangle) στην κατηγορία T ϑα είναι ένα διάγραµµα:

X Y Z ΣpXq

Σχηµατικά ένα τρίγωνο αναπαρίσταται ως :

Z

X Y

r1s

Ορισµός 2.1.3. ΄Ενας µορφισµός µεταξύ τριγώνων είναι ένα µεταθετικό διάγραµµα της µορφής :

X Y Z ΣpXq

X 1 Y 1 Z 1 ΣpX 1q

u v w Σpuq

΄Ενας µορφισµός τριγώνων ϑα είναι ισοµορφισµός τριγώνων αν και µόνο αν οι u, v και w είναι
ισοµορφισµοί.

Ορισµός 2.1.4. Μία τριγωνισµένη κατηγορία (triangulated category), είναι µία προσθετική
κατηγορία µαζί µε έναν translation συναρτητή Σ, η οποία εφοδιάζεται µε µία οικογένεια τριγώνων,
τα οποία ϑα καλούνται διακεκριµένα (distinguished) τρίγωνα, έτσι ώστε να ισχύουν οι ακόλουθες
ιδιότητες :

(TR1.a) Κάθε τρίγωνο το οποίο είναι ισόµορφο µε ένα διακεκριµένο τρίγωνο, είναι και αυτό διακε-
κριµένο.

65



66 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΤΡΙΓΩΝΙΣΜΕΝΩΝ ΚΑΤΗΓΟΡΙΩΝ

(TR1.b) Για κάθε αντικείµενο X της κατηγορίας T , το τρίγωνο :

0

X X

r1s

idX

είναι διακεκριµένο.

(TR1.c) Για κάθε µορφισµό f : M Ñ N στην T , υπάρχει ένα διακεκριµένο τρίγωνο :

Z

X Y

r1s

f

(TR2) Το τρίγωνο :

Z

X Y

r1s

h

f

g

είναι διακεκριµένο αν και µόνο αν και το τρίγωνο

ΣpXq

Y Z

r1s

�Σpfq

g

h

είναι διακεκριµένο.

(TR3) ΄Εστω ένα διάγραµµα:

X Y Z ΣpXq

X 1 Y 1 Z 1 ΣpX 1q

u v Σpuq

στο οποίο οι γραµµές είναι διακεκριµένα τρίγωνα και το πρώτο τετράγωνο είναι µεταθετικό.
Τότε υπάρχει µορφισµός w : Z Ñ Z 1 τέτοιος ώστε το διάγραµµα:

X Y Z ΣpXq

X 1 Y 1 Z 1 ΣpX 1q

u v w Σpuq

να είναι µορφισµός διακεκριµένων τριγώνων.
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(TR4) ΄Εστω f , g και h � g � f µορφισµοί στην T . Τότε το διάγραµµα:

X Y Z 1 ΣpXq

X Z Y 1 ΣpXq

Y Z X 1 ΣpY q

f

idX

a

g ΣpidXq

h

f

b

idZ Σpfq

g c

στο οποίο οι γραµµές είναι διακεκριµένα τρίγωνα, µπορεί να συµπληρωθεί σε ένα διάγραµµα:

X Y Z 1 ΣpXq

X Z Y 1 ΣpXq

Y Z X 1 ΣpY q

Z 1 Y 1 X 1 ΣpZ 1q

f

idX

a

g u ΣpidXq

h

f

b

idZ v Σpfq

g

a

c

b idX1 Σpaq

u v w

στο οποίο και οι τέσσερις γραµµές είναι διακεκριµένα τρίγωνα και τα κάθετα ϐέλη είναι µορ-
ϕισµοί τριγώνων.

Σχόλιο 2.1.5. Η ιδιότητα (TR2) καλείται αξίωµα στροφής τριγώνων, και η ιδιότητα (TR4) καλείται
οκταεδρικό αξίωµα.

Ορισµός 2.1.6. ΄Εστω δύο τριγωνισµένες κατηγορίες T και T 1. ΄Ενα προσθετικό συναρτητής
F : T Ñ T 1 ϑα καλείται ϐαθµωτός (graded), εάν οι συναρτητές Σ � F και F � Σ είναι ισόµορφοι.

΄Εστω F : T Ñ T 1 ένας ϐαθµωτός συναρτητής και η ο ισοµορφισµός από τον συναρτητή F �Σ
στον Σ � F . Εάν έχουµε ένα τρίγωνο:

Z

X Y

r1s

h

f

g

στην κατηγορία T , τότε εφαρµόζοντας τον F , παίρνουµε ένα διάγραµµα:

F pXq F pY q F pZq F pΣpXqq ΣpF pXqq
F pfq F pgq F phq ηX

και άρα ένα τρίγωνο:

F pZq

F pXq F pY q

r1s

ηX�F phq

F pfq

F pgq
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Θα λέµε ότι ο F απεικονίζει το πρώτο τρίγωνο στο δεύτερο.
Εάν είχαµε ένα µορφισµό τριγώνων:

X Y Z ΣpXq

X 1 Y 1 Z 1 ΣpX 1q

u v w Σpuq

εφαρµόζοντας τον F παίρνουµε το µεταθετικό διάγραµµα:

F pXq F pY q F pZq F pΣpXqq ΣpF pXqq

F pX 1q F pY 1q F pZ 1q F pΣpX 1qq ΣpF pX 1qq

F puq F pvq F pwq

ηX

F pΣpuqq ΣpF puqq

ηX1

και γράφοντας τα δύο τελευταία τετράγωνα ως ένα, παίρνουµε ένα µορφισµό τριγώνων.

Ορισµός 2.1.7. ΄Εστω δύο τριγωνισµένες κατηγορίες T και T 1. ΄Ενας ϐαθµωτός συναρτητής
F : T Ñ T 1 ϑα καλείται ακριβής (exact), εάν ο F απεικονίζει διακεκριµένα τρίγωνα σε διακεκρι-
µένα τρίγωνα.

Ορισµός 2.1.8. ΄Εστω δύο τριγωνισµένες κατηγορίες T και T 1. ΄Εστω επίσης δύο ακριβείς συ-
ναρτητές F και G µεταξύ των T και T 1. ΄Ενα ϕυσικός µετασχηµατισµός ω : F Ñ G ϑα καλείται
ϐαθµωτός (graded), εάν το διάγραµµα:

F pΣpXqq T pΣpXqq

GpΣpXqq GpΣpXqq

ωΣpXq

ηF,X

T pωXq

ηG,X

είναι µεταθετικό για κάθε αντικείµενοX της κατηγορίας T . Σε αυτή την περίπτωση για κάθε τρίγωνο :

Z

X Y

r1s

παίρνουµε ένα µεταθετικό διάγραµµα:

F pXq F pY q F pZq F pΣpXqq ΣpF pXqq

GpXq GpY q GpZq GpΣpXqq ΣpGpXqq

ωX ωY ωZ

ηF,X

ωΣpXq ΣpωXq

ηG,X

και γράφοντας τα δύο τελευταία τετράγωνα ως ένα, παίρνουµε έναν µορφισµό τριγώνων. Επειδή οι
συναρτητές F και G είναι ακριβείς, ο µορφισµός είναι µορφισµός διακεκριµένων τριγώνων.

Αρχικά ϑα αναφέρουµε µία σηµαντική ιδιότητα του συναρτητή translation.

Πρόταση 2.1.9. ΄Εστω T µία τριγωνισµένη κατηγορία. Τότε ο συναρτητής translation Σ διατηρεί
τα γινόµενα και τα συνγινόµενα
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Απόδειξη. Ο λόγος που ο Σ διατηρεί τα γινόµενα και τα συνγινόµενα είναι ουσιαστικά το γεγονός
ότι ο Σ έχει αντίστροφο τον Σ�1. ΄Αρα έχει έναν δεξί και έναν αριστερό συζυγή, τον Σ�1. ΄Αρα
υπάρχουν ϕυσικοί ισοµορφισµοί

HompΣX,Y q � HompX,Σ�1Y q

και
HompX,ΣY q � HompΣ�1X,Y q

΄Ενας συναρτητής όµως που έχει έναν αριστερό συζυγή, διατηρεί τα γινόµενα, και ένας συναρτητής
που έχει έναν δεξί συζυγή, διατηρεί τα συνγινόµενα, λόγω της πρότασης 1.2.85. Ο Σ εφόσον έχει
και τα δύο, διατηρεί και τα γινόµενα και τα συνγινόµενα. �

Παρατήρηση 2.1.10. ΄Εστω T µία τριγωνισµένη κατηγορία. Τότε και η δυϊκή της κατηγορία T op

µπορεί να πάρει δοµή τριγωνισµένης κατηγορίας ορίζοντας τον συναρτητή translation στην T op

να είναι ο αντίστροφος του Σ, δηλαδή ο Σ�1. Εάν το τρίγωνο:

Z

X Y

r1s

h

f

g

είναι διακεκριµένο στην T , τότε το τρίγωνο:

X

Z Y

r1s

Σ�1phq

g

f

ϑα είναι διακεκριµένο στην T op.

Απόδειξη. ∆ες [14] (Λήµµα 1.2.2. Κεφάλαιο 2). �

Ορισµός 2.1.11. ΄Εστω T µία τριγωνισµένη κατηγορία και H ένας συναρτητής από την T σε
κάποια αβελιανή κατηγορία A. Ο συναρτητής H ϑα καλείται οµολογικός (homological), εάν για
κάθε διακεκριµένο τρίγωνο :

Z

X Y

r1s

h

f

g

η ακολουθία :

HpXq HpY q HpZq
Hpfq Hpgq

είναι ακριβής στην αβελιανή κατηγορία A.

Παρατήρηση 2.1.12. Λόγω του αξιώµατος (TR2) ένα διακεκριµένο τρίγωνο

Z

X Y

r1s

h

f

g
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µας δίνει ένα άπειρο διάγραµµα:

� � � X Y Z ΣpXq � � �
Σ�1phq f g h Σpfq

όπου η σύνθεση δύο οποιονδήποτε συνεχόµενων µορφισµών είναι ίση µε 0, καθώς:
Εάν έχουµε το διάγραµµα:

X X 0 ΣX

X Y Z ΣX

idX

idX f

f g

λόγω της (TR2) οι γραµµές είναι διακεκριµένα τρίγωνα, και άρα λόγω του (TR3) υπάρχει u : 0 Ñ Z
τέτοιος ώστε το παρακάτω διάγραµµα να είναι µορφισµός τριγώνων:

X X 0 ΣX

X Y Z ΣX

idX

idX f u

f g

Τότε επειδή ο u πρέπει να είναι ο µηδενικός µορφισµός, λόγω της µεταθετικότητας του δευτέρου
τετραγώνου έχουµε ότι g � f � 0. Λόγω της (TR2) παίρνουµε ότι και οποιοιδήποτε άλλη σύνθεση
διαδοχικών µορφισµών ϑα είναι ίση µε 0.

΄Αρα αν ο H : T Ñ A είναι ένας οµολογικός συναρτητής, τότε παίρνουµε µία άπειρη ακριβή
ακολουθία αντικειµένων της A:

� � � HpXq HpY q HpZq HpΣpXqq � � �
HpΣ�1phqq Hpfq Hpgq Hphq HpΣpfqq

Παρατήρηση 2.1.13. ΄Ενας οµολογικός συναρτητής της τριγωνισµένης κατηγορίας T op καλεί-
ται συνοµολογικός (cohomological) της T . ΄Αρα, ένας συνοµολογικός συναρτητής είναι ένας
αντισυναλλοίωτος συναρτητής H : T Ñ A τέτοιος ώστε για κάθε διακεκριµένο τρίγωνο:

Z

X Y

r1s

h

f

g

η ακολοθία :

HpZq HpY q HpXq
Hpgq Hpfq

είναι ακριβής στην αβελιανή κατηγορία A.

Λήµµα 2.1.14. ΄Εστω T µία τριγωνισµένη κατηγορία και U ένα αντικείµενό της.Τότε ισχύουν τα
εξής :

• Ο συναρτητής HompU, -q είναι οµολογικός.

• Ο συναρτητής Homp-, Uq είναι συνοµολογικός.

Απόδειξη. Για το 1):
΄Εστω ένα διακεκριµένο τρίγωνο:

Z

X Y

r1s

h

f

g
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Θέλουµε να δείξουµε ότι η ακολουθία :

HompU,Xq HompU, Y q HompU,Zq
f� g�

είναι ακριβής. Ξέρουµε ότι g� � f� � 0
΄Εστω µορφισµός u P HompU, Y q, ο οποίος απεικονίζεται στο µηδενικό µορφισµό του HompU,Zq.
Μπορούµε να ϑεωρήσουµε ένα µεταθετικό διάγραµµα:

U U 0 ΣU

X Y Z ΣX

idU

u 0

f g

όπου το µεσαίο τετράγωνο είναι µεταθετικό και οι γραµµές είναι διακεκριµένα τρίγωνα. Λόγω του
αξιώµατος (TR2), κάνοντας στροφή και στα δύο τρίγωνα παίρνουµε το διάγραµµα:

U 0 ΣU ΣU

Y Z ΣX ΣpY q

u 0

�idU

Σu

g �Σf

όπου οι γραµµές είναι διακεκριµένα τρίγωνα, και λόγω του (TR3), µπορούµε να το συµπληρώ-
σουµε σε µορφισµό διακεκριµένων τριγώνων :

U 0 ΣU ΣU

Y Z ΣX ΣpY q

u 0

�idU

Σv Σu

g �Σf

Κάνοντας πάλι αντίθετη στροφή στα τρίγωνα παίρνουµε το µορφισµό διακεκριµένων τριγώνων:

U U 0 Σ

X Y Z ΣX

idU

v u 0 Σv

f g

΄Αρα επειδή το πρώτο τετράγωνο είναι µεταθετικό, ισχύει ότι u � f�v � f�pvq. ΄Αρα κατασκευάσαµε
έναν µορφισµό v P HompU,Xq ο οποίος απεικονίζεται στον u P HompU, Y q.
Η απόδειξη του 2) γίνεται προφανώς κατά δυϊκό τρόπο. �

Λήµµα 2.1.15. ΄Εστω ένας µορφισµός διακεκριµένων τριγώνων:

X Y Z ΣpXq

X 1 Y 1 Z 1 ΣpX 1q

u v w Σpuq

Τότε εάν δύο από τους µορφισµούς u, v και w είναι ισοµορφισµοί, τότε είναι και ο τρίτος.

Απόδειξη. Κάνοντας στροφή των τριγώνων µπορούµε να υποθέσουµε ότι ο u και ο v είναι ισοµορ-
ϕισµοί. Μπορούµε τότε να παρουµε το εξής µεταθετικό διάγραµµα εφαρµόζοντας τον συναρτητή
HompZ 1, -q :

HompZ 1, Xq HompZ 1, Y q HompZ 1, Zq HompZ 1,ΣXq HompZ 1,ΣY q

HompZ 1, X 1q HompZ 1, Y 1q HompZ 1, Z 1q HompZ 1,ΣX 1q HompZ 1,ΣY 1q

u� v� w� Σpuq� Σpvq�
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στο οποίο και οι δύο γραµµές είναι ακριβείς και οι κάθετοι µορφισµοί είναι ισοµορφισµοί, εκτός
ίσως από τονw�. Από το 5-λήµµα παίρνουµε όµως ότι και αυτός είναι ισοµορφισµός. ΄Αρα υπάρχει
α : Z 1 Ñ Z τέτοιος ώστε w�pαq � w � α � idZ1 .
Οµοίως εφαρµόζοντας τον συναρτητή Homp-, Zq στον αρχικό µορφισµό τριγώνων, παίρνουµε το
ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

HompΣpY 1q, Zq HompΣpX 1q, Zq HompZ 1, Zq HompY 1, Zq HompX 1, Zq

HompSipY q, Zq HompΣpXq, Zq HompZ,Zq HompY,Zq HompX,Zq

Σpvq� Σpuq� w� v� u�

στο οποίο και οι δύο γραµµές είναι ακριβείς και όλοι οι κάθετοι µορφισµοί είναι ισοµορφισµοί,
εκτός ίσως από τον µορφισµό w�. Από το 5-λήµµα όµως, και αυτός είναι ισοµορφισµός. ΄Αρα
υπάρχει β : Z 1 Ñ Z τέτοιος ώστε w�pβq � β � w � idZ . Συνολικά τότε έχουµε ότι :

β � β � pw � αq � pβ � wq � α � α

΄Αρα ο w είναι ισοµορφισµός. �

Παρατήρηση 2.1.16. Λόγω του λήµµατος 2.1.15 έχουµε ότι στον ακόλουθο µοορφισµό διακε-
κριµένων τριγώνων:

X Y Z ΣpXq

X Y Z 1 ΣpXq

f

idX idY w ΣpidXq

f

τα οποία έχουν ϐάση τον µορφισµό f : X Ñ Y , ο µορφισµός w : Z Ñ Z 1 είναι ισοµορφισµός.
΄Αρα η τρίτη πλευρά του τριγώνου καθορίζεται µε ακρίβεια ισοµορφισµού, χωρίς όµως αυτός ο
ισοµορφισµός να είναι µοναδικός. Θα την καλούµε έναν κώνο (cone) του f .

Λήµµα 2.1.17. ΄Εστω ένα διακεκριµένο τρίγωνο :

Z

X Y

r1s

f

Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

( i) Ο f είναι ισοµορφισµός.

( ii) Z � 0.

Απόδειξη. ϑεωρούµε τον ακόλουθο µορφισµό τριγώνων:

X X 0 ΣpXq

X Y Z ΣpXq

idX

idX f

f

Εάν Z � 0, τότε ο πρώτος και ο τρίτος κάθετος µορφισµός είναι ισοµορφισµοί. ΄Αρα και ο δέυτερος,
ο f , είναι ισοµορφισµός.
Αντίστροφα εάν ο f : X Ñ Y είναι ισοµορφισµός, ο πρώτος και ο δεύτερος κάθετος µορφισµός
είναι ισοµορφισµοί. ΄Αρα και ο τρίτος είναι ισοµορφισµός. ∆ηλαδή το Z είναι ισόµορφο µε το 0,
δηλαδή Z � 0 �
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΄Οπως αναφέραµε και νωρίτερα ο κώνος ενός µορφισµού είναι µοναδικός ως προς ισοµορφισµό,
αλλά εν γένει ο ισοµορφισµός αυτός δεν είναι µοναδικός, κάτι που δηµιουργεί κάποια προβλήµατα
στην ανάπτυξη της ϑεωρίας των τριγωνισµένων κατηγοριών. Ωστόσο στη συνέχεια ϑα αναφέρουµε
κάποιες περιπτώσεις στις οποίες αυτός ο ισοµορφισµός είναι µοναδικός. Η επόµενη πρόταση είναι
στην πραγµατικότητα µία «ϐελτίωση» του αξιώµατος pTR3q.

Πρόταση 2.1.18. ΄Εστω

X Y Z ΣpXq
f g h

και

X 1 Y 1 Z 1 ΣpX 1q
f 1 g1 h1

δύο διακεκριµένα τρίγωνα και v : Y Ñ Y 1 ένας µορφισµός. Τότε έχουµε το ακόλουθο διάγραµµα:

X Y Z ΣpXq

X 1 Y 1 Z 1 ΣpX 1q

f

u

g

v

h

w Σpuq

f 1 g1 h1

και τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

( i) g1 � v � f � 0.

( ii) Υπάρχει µορφισµός u έτσι ώστε το πρώτο τετράγωνο του διαγράµµατος να είναι µεταθετικό.

( iii) Υπάρχει µορφισµός w έτσι ώστε το δεύτερο τετράγωνο του διαγράµµατος να είναι µεταθετικό.

( iv) Υπάρχουν µορφισµοί u και w έτσι ώστε το διάγραµµα να είναι µορφισµός τριγώνων.

Εάν οι παραπάνω ιδιότητες ικανοποιούνται και επίσης ισχύει ότι HompX,Z 1r�1sq � 0, τότε ο µορ-
ϕισµός u είναι µοναδικός.

Απόδειξη. Επειδή ο συναρτητής HompX, -q είναι οµολογικός παίρνουµε την ακόλουθη ακριβή
ακολουθία :

HompX,Z 1r�1sq HompX,X 1q HompX,Y 1q HompX,Z 1q
f 1� g1�

΄Αρα εάν g1 � v � f � 0 παίρνουµε και ότι :

g1� � pv � fq � 0g1 � v � f � 0

΄Αρα v � f P Ker g1� � Im f 1� και υπάρχει u : X Ñ X 1 τέτοιος ώστε :

v � f � f 1�puq � f 1 � u

΄Αρα η ιδιότητα (i) συνεπάγεται την (ii).
Επίσης λόγω της ακρίβειας της παραπάνω ακολουθίας, εάν HompX,Z 1r�1sq � 0, τότε ο u είναι
µοναδικός.
Αντίστροφα, έστω ότι ισχύει η (ii), τότε :

g1 � v � f � g1 � f 1 � u � 0

καθώς g1 � f 1 � 0. ΄Αρα η (ii) συνεπάγεται την (i).
Η ισοδυναµία της ιδιότητας (i) µε την (iii) αποδεικνύεται ανάλογα. Τέλος η (iv) προφανώς συνεπά-
γεται την (ii), ενώ η (ii) συνεπάγεται την (iv) λόγω του (TR3). �



74 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΤΡΙΓΩΝΙΣΜΕΝΩΝ ΚΑΤΗΓΟΡΙΩΝ

Πόρισµα 2.1.19. ΄Εστω:

X Y Z ΣpXq
f g h

ένα διακεκριµένο τρίγωνο για το οποίο ισχύει HompX,Zr�1sq � 0. Τότε :

( i) Εάν :

X Y Z 1 ΣpXq
f g1 h1

είναι ένα άλλο διακεκριµένο τρίγωνο µε ϐάση τον µορφισµό f : X Ñ Y , τότε υπάρχει ένας
µοναδικός ισοµορφισµός u : Z Ñ Z 1 τέτοιος ώστε το διάγραµµα:

X Y Z ΣpXq

X Y Z 1 ΣpXq

f

idX

g

idY

h

u idΣpXq

f g1 h1

να είναι ισοµορφισµός τριγώνων.

( ii) Εάν :

X Y Z ΣpXq
f g h1

είναι ένα άλλο διακεκριµένο τρίγωνο, τότε h1 � h.

Απόδειξη. (i) Θεωρούµε το διάγραµµα:

X Y Z ΣX

X Y Z 1 ΣX

f

idX

g

idY

h

idΣX

f g1 h1

όπου το πρώτο τετράγωνο είναι µεταθετικό. λόγω της (TR3) έχουµε τότε ότι µπορούµε να το
συµπληρώσουµε σε ένα µορφισµό διακεκριµένων τριγώνων:

X Y Z ΣX

X Y Z 1 ΣX

f

idX

g

idY

h

w idΣX

f g1 h1

Λόγω του λήµµατος 2.1.15 έχουµε όµως ότι ο w είναι ισοµορφισµός. Επίσης εφόσον έχουµε ότι
HompX,Zr�1sq � 0, παίρνουµε ότι HompX,Z 1r�1sq � 0. ΄Αρα λόγω της πρότασης 2.1.18 ο w
είναι µοναδικός.
(ii) Θεωρούµε το διάγραµµα:

X Y Z ΣX

X Y Z 1 ΣX

f g

idY

h

f g h1

Ο ταυτοτικός µορφισµός idX : X Ñ X ικανοποιεί τότε την ιδιότητα (ii) της πρότασης 2.1.18. ΄Αρα,
λόγω της 2.1.18, έχουµε έναν µορφισµο τριγώνων:

X Y Z ΣX

X Y Z 1 ΣX

f

u

g

idY

h

w Σu

f g h1

Λόγω της µοναδικότητας που παίρνουµε πάλι από την πρόταση 2.1.18, πρέπει να ισχύει u � idX
και w � idZ . ΄Αρα h � h1. �
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2.1.1 Τοπικοποίηση τριγωνισµένων κατηγοριών

Ορισµός 2.1.20. ΄Εστω T µία τριγωνισµένη κατηγορία και S µία τοπικοποιούσα κλάση µορφισµών
της. Η S ϑα είναι συµβατή µε την τριγωνική δοµή (compatible with triangulation), εάν
ικανοποιούνται τα παρακάτω:

(LT1) Για κάθε µορφισµό s, ο s ανήκει στην S αν και µόνο αν ο Σpsq ανήκει στη S.

(LT2) το διάγραµµα

X Y Z ΣpXq

X 1 Y 1 Z 1 ΣpX 1q

s t Σpsq

στο οποίο οι γραµµές είναι διακεκριµένα τρίγωνα, το πρώτο τετράγωνο είναι µεταθετικό και οι
µορφισµοί s και t ανήκουν στην S, µπορεί να συνµπληρωθεί σε έναν µορφισµό τριγώνων:

X Y Z ΣpXq

X 1 Y 1 Z 1 ΣpX 1q

s t p Σpsq

µε τον µορφισµό p να ανήκει στην S.

Σχόλιο 2.1.21. ΄Εστω T µία τριγωνισµένη κατηγορία και S µία τοπικοποιούσα κλάση µορφισµών
της συµβατή µε την τριγωνική δοµή. ΄Εστω επίσης Q : T Ñ T rS�1s ον συναρτητής πηλίκο. Τότε
για κάθε µορφισµό s P S, ο µοορφισµός pQ � Σqpsq � QpΣpsqq είναι ισοµορφισµός. ΄Αρα ο
συναρτητής Q � Σ αναλύεται µέσω του T rS�1s, και άρα µπορούµε να πάρουµε το ακόλουθο
µεταθετικό διάγραµµα συναρτητών :

T T

T rS�1s T rS�1s

Σ

Q Q

ΣS

Προφανώς ο ΣS είναι έναν αυτοµορφισµός της κατηγορίας T rS�1s. Στη συνέχεια κάνοντας κατά-
χρηση του συµβολισµού ϑα γράφουµε τον συναρτητή ΣS απλά ως Σ.

Σχόλιο 2.1.22. Θα δείξουµε στη συνέχεια ότι η κατηγορία T rS�1s µπορεί να πάρει δοµή τρι-
γωνισµένης κατηγορίας. Για να µιλήσουµε για τριγωνισµένη κατηγορία πρέπει προφανώς πρώρα
να αναφέρουµε ποιος ϑα είναι ο συναρτητής translation, ποια ϑα είναι τα διακεκριµένα τρίγωνα
και στη συνέχεια να αποδείξουµε ότι όντως η κατηγορία µας εφοδιασµένη µε αυτά λαµβάνει δοµή
τριγωνισµένης κατηγορίας.
Ο συναρτητής translation ϑα είναι ο παραπάνω συναρτητής ΣS , ενώ ένα τρίγωνο:

Z

X Y

r1s

της κατηγορίας T rS�1s ϑα είναι διακεκριµένο αν υπάρχει διακεκριµένο τρίγωνο:

W

U V

r1s
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της κατηγορίας T , και ένας ισοµορφισµός τριγώνων:

U V W ΣpUq

X Y Z ΣpXq

a b c Σpaq

στην T rS�1s.

Θεώρηµα 2.1.23. ΄Εστω T µία τριγωνισµένη κατηγορία και S µία τοπικοποιούσα κλάση µορφισµών
της, η οποία είναι συµβατή µε την τριγωνική δοµή. Τότε η κατηγορία T rS�1s έχει δοµή τριγωνισµένης
κατηγορίας και ο ϕυσικός συναρτητής Q : T Ñ T rS�1s είναι ακριβής.

Απόδειξη. Πρώτα ϑα αποδείξουµε ότι η κατηγορία Q : T Ñ T rS�1s µαζί µε τον συναρτητή ΣS
και διακεκριµένα τρίγωνα όπως αυτά ορίστηκαν στο σχόλιο 2.1.22 είναι τριγωνισµένη.
Προφανώς από τον τρόπον που ορίστηκαν τα διακεκριµένα τρίγωνα κάθε τρίγωνο ισόµορφο µε ένα
διακεκριµένο τρίγωνο είναι διακεκριµένο και άρα ισχύει η (TR1a).
Επίσης προφανώς και το τρίγωνο:

X X 0 ΣX
idX

είναι διακεκριµένο στην T rS�1s καθώς είναι ισόµορφο µε τον εαυτό του σαν διακεκριµένο τρίγωνο
της κατηγορίας T , και άρα ισχύει η (TR1b). ΄Εστω f : X Ñ Y ένας µορφισµός στην T rS�1s. Τότε
ο f µπορεί να αναπαρασταθεί από ένα αριστερό roof:

U

X Y

�
s g

όπου ο µορφισµός s ανήκει στη S. Εφόσον η T είναι τριγωνσµένη κατηγορία, υπάρχει διακεκρι-
µένο τρίγωνο:

U Y U ΣU
g v w

µε ϐάση τον µορφισµό g : U Ñ Y . Θεωρούµε τότε το διάγραµµα:

U Y V ΣpUq

X Y V ΣpXq

Qpgq

Qpsq

Qpvq

idY

Qpwq

idV ΣpQpsqq

f Qpvq ΣpQpsqq�Qpwq

Αυτό είναι προφανώς ισοµορφισµός τριγώνων στην T rS�1s. ΄Αρα το τρίγωνο:

X Y V ΣX
f Qpvq ΣpQpsqq�Qpwq

είναι ένα διακεκριµένο τρίγωνο στην T rS�1s µε ϐάση τον µορφισµό f : X Ñ Y , και η (TR1c)
ικανοποιείται.
Η ιδιότητα (TR2) έπεται άµεσα από τον τρόπο ορισµού των διακεκριµένων τριγώνων στην T rS�1s.
Για την (TR3), µπορούµε να υποθέσουµε ότι και τα δύο διακεκριµένα τρίγωνα προέρχονται από
διακεκριµένα τρίγωνα στην T , δηλαδή ότι στο διάγραµµα:

X Y Z ΣpXq

X 1 Y 1 Z 1 ΣpX 1q

Qpfq

φ

Qpgq

ψ

Qphq

Σpφq

Qpf 1q Qpg1q Qph1q

(2.1)
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οι γραµµές είναι διακεκριµένα τρίγωνα στην T rS�1s και το πρώτο τετράγωνο είναι µεταθετικό. Οι
µορφισµοί φ και ψ µπορούν να αναπαρασταθούν από τα αριστερά roof:

U

X X 1

�
s u

και :
V

Y Y 1

�
t v

αντίστοιχα. ΄Αρα έχουµε το διάγραµµα:

X Y

U V

X 1 Y 1

f

� s

u

� t

v

f 1

(2.2)

Θεωρούµε τώρα τους µορφισµούς f � s : U Ñ Y και t : V Ñ Y . Εφόσον η S είναι τοπικοποιούσα
κλάση, οι παραπάνω µορφισµοί µπορούν να συµπληρωθούν σε ένα µεταθετικό διάγραµµα:

U 1 V

U Y

a

�t1 t�

f�s

στην T . Από την άλλη, έχουµε το µεταθετικό διάγραµµα:

U

X U 1 X 1

U 1

�
s u

t1 �

idU1
s�t1

�

u�t1

και άρα το πάνω roof είναι ισοδύναµο µε το κάτω. ΄Αρα µπορούµε να αναπαραστήσουµε τον φ µε
το αριστερό roof:

U 1

X X 1

�
s�t1 u�t1

και το ανάλογο του παραπάνω διαγράµµατος 2.2 είναι το :

X Y

U 1 V

X 1 Y 1

f

a

� s�t1

u�t1

� t

v

f 1
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όπου f � s � t1 � a � t, και άρα το πάνω τετράγωνο είναι µεταθετικό. Αλλάζοντας τα ονόµατα των
αντικειµένων και των µορφισµών, µπορούµε να υποθέσουµε ότι είχαµε το παρακάτω διάγραµµα:

X Y

U 1 V

X 1 Y 1

f

a

� s

u

� t

v

f 1

(2.3)

από την αρχή µε το πάνω τετράγωνο να είναι µεταθετικό στην T .
Λόγω της αναπαράστασης των µορφισµών φ και ψ, έχουµε ότι φ � Qpuq � Qpsq�1 και ψ �
Qpvq � Qptq�1. Εφόσον το πρώτο τετράγωνο στο αρχικό µας διάγραµµα 2.1 ήταν µεταθετικό,
έχουµε ότι ψ �Qpfq � Qpf 1q � ψ και άρα:

Qpvq �Qptq�1 �Qpfq � Qpf 1q �Qpuq �Qpsq�1

δηλαδή:
Qpvq �Qptq�1 �Qpfq �Qpsq � Qpf 1q �Qpuq

Από την άλλη, η µεταθετικότητα του πάνω τετραγώνου του διαγράµµατος 2.3 µας δίνει ότι Qpfq �
Qpsq � Qpf � sq � Qpt � aq � Qptq �Qpaq, και άρα:

Qpvq �Qpaq � Qpf 1q �Qpuq

και άρα το κάτω τετράγωνο του διαγράµµατος 2.3 είναι µεταθετικό στην T rS�1s. Αυτό συνεπάγεται
ότι υπάρχει µορφισµός r : U2 Ñ U , µε r P S τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι
µεταθετικό :

U

U U2 Y 1

U

�
idU v�a� r

r�
idU

�

f 1�u

Λόγω της µεταθετικότητας έχουµε πιο συγκεκριµένα ότι :

v � a � r � f 1 � u � r

Επίσης το δίαγραµµα:

U

X U2 X 1

U2

�
s u� r

idU2s�r
�

u�r

είναι µεταθετικό στη T , οπότε ο φ µπορεί επίσης να αναπαρασταθεί από το αριστερό roof:

U2

X X 1

�
s�r u�r
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και µπορούµε να αντικαταστήσουµε το παραπάνω διάγραµµα 2.3, µε το διάγραµµα:

X Y

U2 V

X 1 Y 1

f

a�r

� s�r

u�r

� t

v

f 1

στο οποίο και τα δύο τετράγωνα είναι µεταθετικά στην T .
Αλλάζοντας ονόµατα στα αντικείµενα και στους µορφισµούς όπως πριν, µπορούµε να ϑεωρήσουµε
ότι είχαµε το παρακάτω διάγραµµα, στο οποίο και τα δύο τετράγωνα είναι µεταθετικά στην T , από
την αρχή:

X Y

U V

X 1 Y 1

f

a

� s

u

� t

v

f 1

(2.4)

΄Εστω τώρα ένα διακεκριµένο τρίγωνο στην T µε ϐάση τον µορφισµό a : U Ñ V :

W

U V

r1s

f

Τότε το διάγραµµα 2.4 µπορεί να ϑεωρηθεί ως µέρος του µεγαλύτερου διαγράµµατος :

X Y Z ΣpXq

U V W ΣpUq

X 1 Y 1 Z 1 ΣpX 1q

f g h

a

� s

u

� t

v

� Σpsq

Σpuq

f 1 g1 h1

(2.5)

όπου οι γραµµές είναι διακεκριµένα τρίγωνα στην T . λόγω της (LT2), υπάρχει µορφισµός
p : W Ñ Z, µε a P S, ο οποίο συµπληρώνει το πάνω µέρος του διαγράµµατος 2.5 σε ένα µορφισµό
διακεκριµένων τριγώνων στην T . Επίσης λόγω του (TR3), υπάρχει µορφισµός w : W Ñ Z 1, ο ο-
ποίος συµπληρώνει το κάτω µέρος του διαγράµµατος 2.5 σε έναµορφισµό διακεκριµένων τριγώνων
στην T . ΄Αρα παίρνουµε το διάγραµµα:

X Y Z ΣpXq

U V W ΣpUq

X 1 Y 1 Z 1 ΣpX 1q

f g h

a

� s

u

� t

v

� p

w

� Σpsq

Σpuq

f 1 g1 h1

(2.6)
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στο οποίο όλα τα τετράγωνα είναι µεταθετικά. ΄Εστω χ : Z Ñ Z 1, ένας µορφισµός ο οποίος
αναπαρίσταται από το αριστερό roof:

W

Z Z 1

�
p w

Τότε το διάγραµµα 2.6 µπορούµε να το δούµε ως έναν µορφισµό:

X Y Z ΣpXq

X 1 Y 1 Z 1 ΣpX 1q

Qpfq

φ

Qpgq

ψ

Qphq

χ Σpφq

Qpf 1q Qpg1q Qph1q

διακεκριµένων τριγώνων στην T rS�1s. ΄Αρα αποδείξαµε την (TR3).
Μένει να δειχτεί ότι ικανοποιείται το οκταεδρικό αξίωµα (TR4). ΄Εστω ένας µορφισµός φ : X Ñ Y
ο οποίος αναπαρίσταται από το αριστερό roof:

U

X Y

�
s f

και ψ : Y Ñ Z ένας µορφισµός ο οποίος αναπαρίσταται από το αριστερό roof:

V

Y Z

�
t g

Τότε η σύνθεσή τους αναπαρίσταται από το διάγραµµα:

W

U V

X Y Z

�
s1 f 1

�
s f

�
t g

ή πιο απλά από το αριστερό roof:

W

X Z

�
s�s1 g�f 1

Από το µεταθετικό διάγραµµα:

U

X W Y

W

�
s f

� s1

idW
s�s1

�

f�s1
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ϐλέπουµε ότι το πάνω roof είναι ισοδύναµο µε το κάτω, και άρα ο φ αναπαρίσταται από το αριστερό
roof:

W

X Y

�
s�s1 f�s1

΄Αρα αφού αλλάξουµε ονόµατα στα αντικείµενα και στου µορφισµούς, µπορούµε να υποθέσουµε
ότι :

(i) Ο µορφισµός φ : X Ñ Y αναπαρίσταται από το αριστερό roof:

U

X Y

�
s f

(ii) Ο µορφισµός ψ : Y Ñ Z αναπαρίσταται από το αριστερό roof:

V

Y Z

�
t g

(iii) Ο µορφισµός χ � ψ � φ : X Ñ Z αναπαρίσταται από το διάγραµµα:

U

U V

X Y Z

�
idU f 1

�
s f

�
t g

ή πιο απλά από το αριστερό roof:

U

X Z

�
s g�f 1

Θέτουµε h � g � f 1 και W � Z. Εφόσον η T είναι τριγωνισµένη κατηγορία µπορούµε να
κατασκευάσουµε ένα οκταεδρικό διάγραµµα το οποίο καθορίζεται από τους µορφισµούς f 1, g και
h:

U V W 1 ΣpUq

U Z V 1 ΣpUq

V Z U 1 ΣpV q

W 1 V 1 U 1 ΣpW 1q

f 1

idU g u1 ΣpidU q

h

f 1 idZ v1 Σpf 1q

g

idU1

u1 v1 w

στην κατηγορία T . Η εικόνα αυτού του οκταεδρικού διαγράµµατος στην T rS�1s είναι της ίδιας
µορφής.
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Τώρα ϑεωρούµε το αρχικό µέρος του οκταεδρικού διαγράµµατος :

X Y Z 1 ΣpXq

X Z Y 1 ΣpXq

Y Z X 1 ΣpY q

φ

idX ψ ΣpidXq

χ

φ idZ Σpφq

ψ

(2.7)

στην T rS�1s. Τότε πάνω µέρος του:

X Y Z 1 ΣpXq

X Z Y 1 ΣpXq

φ

idX ψ ΣpidXq

χ

µπορούµε να το επεκτείνουµε σε ένα διάγραµµα:

X Y Z 1 ΣpXq

U V W 1 ΣpUq

U Z V 1 ΣpUq

X Z Y 1 ΣpXq

φ

Qpf 1q

idU

Qpsq

Qpgq

Qptq

Qpu1q idΣpUq

ΣpQpsqq

Qphq

Qpsq idZ ΣpQpsqq

χ

στο οποίο το πάνω και το κάτω τετράγωνο της πρώτης στήλης είναι µεταθετικά στην T rS�1s λόγω
της κατασκευής µας. Η µεσσαία γραµµή είναι ο µορφισµός διακεκριµένων τριγώνων ο οποίος
προέρχεται από το παραπάνω οκτάεδρο. Εφόσον ήδη αποδείξαµε ότι ισχύει η ιδιότητα (TR3)
στην T rS�1s, µπορούµε να συµπληρώσουµε την πάνω και την κάτω γραµµή µε µορφισµούς
α : W 1 Ñ Z 1 και β : V 1 Ñ Y 1 και να πάρουµε το διάγραµµα:

X Y Z 1 ΣpXq

U V W 1 ΣpUq

U Z V 1 ΣpUq

X Z Y 1 ΣpXq

φ

Qpf 1q

idU

Qpsq

Qpgq

Qptq

Qpu1q

α

idΣpUq

ΣpQpsqq

Qphq

Qpsq idZ β ΣpQpsqq

χ

στην T rS�1s, στο οποίο και οι τρεις γραµµές είναι µορφισµοί διακεκριµένων τριγώνων. Τώρα
παρατηρούµε ότι στην απόδειξη του λήµµατος 2.1.15 δεν χρησιµοποιήθηκε το οκταεδρικό αξίω-
µα, οπότε µπορούµε να το χρησιµοποιήσουµε στο παραπάνω διάγραµµα και να πάρουµε ότι οι
µορφισµοί α και β είναι ισοµορφισµοί στην T rS�1s.
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Οµοίως µπορούµε να επεκτείνουµε το κάτω µέρος του διαγράµµατος 2.7:

X Z Y 1 ΣpXq

Y Z X 1 ΣpY q

χ

φ idZ Σpφq

ψ

στο διάγραµµα:
X Z Y 1 ΣpXq

U Z V 1 ΣpUq

V Z U 1 ΣpV q

Y Z X 1 ΣpY q

χ

Qphq

Qpf 1q

Qpsq

idZ

idZ

Qpv1q

β

Σpf 1q

ΣpQpsqq

Qpgq

Qptq idZ ΣpQptqq

ψ

΄Οπως προηγουµένως , υπάρχει γ : X 1 Ñ U 1 ο οποίος συµπληρώνει το παραπάνω διάγραµµα στο :

X Z Y 1 ΣpXq

U Z V 1 ΣpUq

V Z U 1 ΣpV q

Y Z X 1 ΣpY q

χ

Qphq

Qpf 1q

Qpsq

idZ

idZ

Qpv1q

β

Σpf 1q

ΣpQpsqq

Qpgq

Qptq idZ γ ΣpQptqq

ψ

και ο γ είναι ισοµορφισµός. Ορίζουµε τώρα:

u � β �Qpu1q � α�1v � γ �Qpv1q � β�1w � T pαq �Qpw1q � γ�1

Τότε η µεταθετικότητα του διαγράµµατος :

W 1 V 1 U 1 ΣpW 1q

Z 1 Y 1 X 1 ΣpZ 1q

Qpu1q

α

Qpv1q

β

Qpw1q

γ Σpαq

u v w

µας δείχνει ότι η δεύτερη γραµµή είναι διακεκριµένο τρίγωνο στην T rS�1s. Τέλος αν συνοψίσουµε
τα παραπάνω αποτελέσµατα, παίρνουµε το οκταεδρικό διάγραµµα:

X Y Z 1 ΣpXq

X Z Y 1 ΣpXq

Y Z X 1 ΣpY q

Z 1 Y 1 X 1 ΣpZ 1q

φ

idX ψ u ΣpidXq

χ

φ idZ v Σpφq

ψ

idX1

u v w
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στην T rS�1s. ΄Αρα αποδείχτηκε και η ιδιότητα (TR4) στην T rS�1s.
΄Αρα η T rS�1s είναι τριγωνισµένη κατηγορία.
Τέλος µένει να δείξουµε ότι ο συναρτητήςQ : T Ñ T rS�1s είναι ακριβής. Είδαµε ότι ο συναρτητής
Q � Σ αναλύεται µέσω της T rS�1s και έχουµε ότι Q � Σ � Σ � Q. ΄Αρα ο Q είναι ϐαθµωτός. Το
γεγονός ότι ο ο Q απεικονίζει διακεκριµένα τρίγωνα σε διακεκριµένα τρίγωνα, έπεται απευθείας
από τον τρόπο ορισµού των διακεκριµένων τριγώνων στη T rS�1s.
΄Αρα ο Q είναι ακριβής. �

Θεώρηµα 2.1.24. ΄Εστω T και T 1 δύο τριγωνισµένες κατηγορίες και F : T Ñ T 1 ένας ακριβής
συναρτητής. ΄Εστω S µία τοπικοποιούσα κλάση µορφισµών της T , η οποία είναι συµβατή µε την
τριγωνική δοµή τέτοια ώστε να ισχύει ότι ο Qpsq είναι ισοµορφισµός για κάθε µορφισµό s P S. Τότε
υπάρχει ένας µοναδικός συναρτητής FS : T rS�1s Ñ T 1 έτσι ώστε το διάγραµµα συναρτητών :

T

T rS�1s T 1

Q F

FS

να είναι µεταθετικό. Ο συναρτητής FS : T rS�1s Ñ T 1 είναι επίσης ακριβής.

Απόδειξη. Η ύπαρξη και η µοναδικότητα του συναρτητή FS έπεται από το ϑεώρηµα 1.4.2. Μένει
να αποδείξουµε ότι ο FS είναι ακριβής.
Καταρχάς ϑα δείξουµε ότι ο FS είναι ϐαθµωτός. ΄Εχουµε ότι :

Σ � FS �Q � Σ � F και FS � Σ �Q � FS �Q � Σ � F � Σ

και άρα οι συναρτητές Σ � FS �Q και FS �Σ �Q είναι ισόµορφοι καθώς ο F είναι ακριβής. ΄Εστω
η ο ισοµορφισµός από τον F � Σ στον Σ � F . τότε για κάθε αντικείµενο X της κατηγορίας T
ο µορφισµός ηX : pF � ΣqpXq Ñ pΣ � F qpXq είναι ισοµορφισµός. Επίσης, για κάθε µορφισµό
f : X Ñ Y της κατγηγορίας T , το διάγραµµα:

pF � ΣqpXq pF � ΣqpY q

pΣ � F qpXq pΣ � F qpY q

pF�Σqpfq

ηX ηY

pΣ�F qpfq

είναι µεταθετικό. Εφόσον τα αντικείµενα της κατηγορίας T rS�1s είναι τα ίδια µε τα αντικείµενα
της κατηγορίας T , για κάθε αντικέιµενο X, έχουµε τον ισοµορφισµό ηX : pFS � ΣqpXq Ñ pΣ �
FSqpXq. Επίσης εάν φ : X Ñ Y είναι ένας µορφισµός στην T rS�1s ο οποίος αναπαρίσταται από
το αριστερό roof:

U

X Y

�
s g

έχουµε, λόγω της µεταθετικότητας του παραπάνω διαγράµµατος, ότι :

pΣ � F qpsq � ηU � ηX � pF � Σqpsq

και ότι :
pΣ � F qpgq � ηU � ηY � pF � Σqpgq

Η πρώτη σχέση µας δίνει ότι :

pΣ � FSqpQpsqq � ηU � ηX � pFS � ΣqpQpsqq
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και επειδή ο Qpsq είναι ισοµορφισµός, παίρνουµε ότι :

ηU � pFS � ΣqpQpsq�1q � pΣ � FSqpQpsq
�1q � ηX

Συνολικά από τα παραπάνω παίρνουµε ότι :

ηY � pFS � Σqpφq � ηY � pFS � ΣqpQpgq �QpSq�1q � ηY � pFS � ΣqpQpgqq � pFS � ΣqpQpsq�1q �

pΣ � FSqpQpgqq � ηU � pFS � ΣqpQpsq�1q � pΣ � FSqpQpgqq � pΣ � FSqpQpsq
�1q � ηX �

pΣ � FSqpQpgq �Qpsq
�1q � ηX � pΣ � FSqpφq � ηX

δηλαδή το παρακάτω διάγραµµα είναι µεταθετικό :

pFS � ΣqpXq pFS � ΣqpY q

pΣ � FSqpXq pΣ � FSqpY q

pFS�Σqpφq

ηX ηY

pΣ�FSqpφq

΄Αρα ο η µας δίνει έναν ισοµορφισµό από τον FS � Σ στον Σ � FS , και άρα ο συναρτητής FS είναι
ϐαθµωτός.
Τώρα ϑα δείξουµε ότι απεικονίζει διακεκριµένα τρίγωνα σε διακεκριµένα τρίγωνα. ΄Εστω ένα
διακεκριµένο τρίγωνο της T rS�1s:

Z

X Y

r1s

Από τον ορισµός των διακεκριµένων τριγώνων στην T rS�1s υπάρχει διακεκριµένο τρίγωνο της T :

W

U V

r1s

και ισοµορφισµός τριγώνων:

U V W ΣpUq

X Y Z ΣpXq

a b c Σpaq

στην T rS�1s. Εφαρµόζοντας τον FS σε αυτό το µεταθετικό διάγραµµα, παίρνουµε το µεταθετικό
διάγραµµα:

FSpUq FSpV q FSpW q FSpΣpUqq

FSpXq FSpY q FSpZq FSpΣpXqq

FSpaq FSpbq FSpcq FSpΣpaqq

Επειδή όµως αποδείξαµε ότι ο FS είναι ϐαθµωτός, µπορούµε να επεκτείνουµε το παραπάνω
µεταθετικό διάγραµµα, στο µεταθετικό διάγραµµα:

F pUq F pV q F pW q F pΣpUqq ΣpF pUqq

FSpXq FSpY q FSpZq FSpΣpXqq ΣpFSpXqq

FSpaq FSpbq FSpcq

ηU

FSpΣpaqq ΣpFSpaqq
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και ενώνοντας τα δύο τελευταία τετράγωνα παίρνουµε το ισοµορφισµό τριγώνων:

F pUq F pV q F pW q ΣpF pUqq

FSpXq FSpY q FSpZq ΣpFSpXqq

FSpaq FSpbq FSpcq ΣpFSpaqq

Επειδή όµως ο F είναι ακριβής, το πάνω τρίγωνο είναι διακεκριµένο στην T 1. ΄Αρα και το κάτω
είναι διακεκριµένο τρίγωνο στην T 1. ΄Αρα ο FS είναι ακριβής συναρτητής. �

Ανάλογο αποτέλεσµα µε το παραπάνω ισχύει και για οµολογικούς και συνοµολογικούς συ-
ναρτητές συναρτητές.

Θεώρηµα 2.1.25. ΄Εστω T µία τριγωνισµένη κατηγορία, A µία αβελιανή κατηγορία και F : T Ñ
A ένας οµολογικός συναρτητής. ΄Εστω S µία τοπικοποιούσα κλάση µορφισµών της T , η οποία
είναι συµβατή µε την τριγωνική δοµή τέτοια ώστε να ισχύει ότι ο Qpsq είναι ισοµορφισµός για κάθε
µορφισµό s P S. Τότε υπάρχει ένας µοναδικός συναρτητής FS : T rS�1s Ñ A έτσι ώστε το διάγραµµα
συναρτητών :

T

T rS�1s A

Q F

FS

να είναι µεταθετικό. Ο συναρτητής FS : T rS�1s Ñ A είναι επίσης οµολογικός.

Απόδειξη. Η ύπαρξη και η µοναδικότητα του συναρτητή FS έπεται από το ϑεώρηµα 1.4.2. Μένει
να αποδείξουµε ότι ο FS είναι οµολογικός.
΄Εστω ένα διακεκριµένο τρίγωνο της T rS�1s:

W

U V

r1s

Από τον ορισµό των διακεκριµένων τριγώνων στην T rS�1s έχουµε ότι υπάρχει διακεκριµένο τρί-
γωνο της T :

W

U V

r1s

και ισοµορφισµός τριγώνων:

U V W ΣpUq

X Y Z ΣpXq

a b c Σpaq

στην T rS�1s. Εφαρµόζοντας τον FS σε αυτό το µεταθετικό διάγραµµα, παίρνουµε το µεταθετικό
διάγραµµα:

F pUq F pV q FSpW q

FSpXq FSpY q FSpZq

FSpaq FSpbq FSpcq
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Επειδή ο F είναι οµολογικός, η πάνω σειρά είναι ακριβής στην A. ΄Αρα λόγω της µεταθετικότητας,
και η κάτω σειρά είναι ακριβής. ΄Αρα ο FS είναι οµολογικός. �

2.1.2 Τριγωνισµένες υποκατηγορίες

Ορισµός 2.1.26. ΄Εστω T µία τριγωνισµένη κατηγορία και T 1 µία πλήη υποκατηγορίας της για την
οποία ισχύουν τα εξής :

(TS1) Το µηδενικό αντικείµενο ανήκει στην T 1.

(TS2) Εάν X, Y είναι δύο αντικείµενα της T 1, τότε και το X ` Y ανήκει στην T 1.

(TS3) ΄Ενα αντικείµενο X ανήκει στην T 1 αν και µόνο αν το ΣX ανήκει επίσης στην T 1.

(TS4) Για κάθε δύο αντικείµενα X και Y στην T 1 και µορφισµό f : X Ñ Y , υπάρχει αντικείµενο Z
της T 1, έτσι ώστε το τρίγωνο :

Z

X Y

r1s

να είναι διακεκριµένο στην T .

Τότε η T 1 ϑα καλείται πλήρης τριγωνισµένη υποκατηγορία (full triangulated subcategory)
της T .

Πρόταση 2.1.27. ΄Εστω T µία τριγωνισµένη κατηγορία, S µία τοπικοποιούσα κλάση µορφισµών
της συµβατή µε την τριγωνική δοµή και T 1 µία πλήρης τριγωνισµένη υποκατηγορία της T . ΄Εστω
επίσης ότι ισχύουν τα ακόλουθα:

( i) Η ST 1 � S XMorpT q είναι τοπικοποιούσα κλάση µορφισµών της T 1.

( ii) Για κάθε µορφισµό s : X Ñ Y , όπου s P S και X αντικείµενο της T 1, υπάρχει µορφισµός
u : Z Ñ Y τέτοιος ώστε s � u P S και το αντικείµενο Z να ανήκει στην T 1.

Τότε η ST 1 είναι συµβατή µε την τριγωνική δοµή της T 1, και η T 1rS�1
T 1 s είναι πλήρης τριγωνισµένη

υποκατηγορία της T rS�1s.

Απόδειξη. Προφανώς η ST 1 είναι συµβατή µε την τριγωνική δοµή. ΄Αρα λόγω του ϑεωρήµατος
2.1.24 η ϕυσική ένθεση της T 1 στην T µας δίνει έναν ακριβή συναρτητή ι από την τριγωνισµένη
κατηγορία T 1rS�1

T 1 s στην T rS�1s. Προφανώς ο ι είναι ταυτότητα ως προς τα αντικείµενα, και
λόγω της πρότασης 1.1.56, είναι επίσης πλήρης και πιστός. ΄Αρα η T 1rS�1

T 1 s είναι µία πλήρης
προσθετική υποκατηγορία της T rS�1s.
Μένει να δείξουµε µόνο ότι η T 1rS�1

T 1 s είναι πλήρης τριγωνισµένη κατηγορία. ΄Εστω ένα διακεκρι-
µένο τρίγωνο:

Z

X Y

r1s

στην T 1rS�1
T 1 s. Τότε είναι επίσης και διακεκριµένο τρίγωνο στην κατηγορία T rS�1s, καθώς ο ι

είναι ακριβής. Αντίστροφα εάν έχουµε ένα διακεκριµένο τρίγωνο:

Z

X Y

r1s

f
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στην T rS�1s, µε όλες τις κορυφές του να ανήκουν στην T 1rS�1
T 1 s, τότε υπάρχει ένα διακεκριµένο

τρίγωνο:
Z 1

X Y

r1s

f

στην T 1rS�1
T 1 s. ΄Αρα έχουµε το διάγραµµα:

X Y Z ΣpXq

X Y Z 1 ΣpXq

f

idX idY idΣpXq

f

το οποίο µπορεί να συµπληρωθεί στον ισοµορφισµό τριγώνων:

X Y Z ΣpXq

X Y Z 1 ΣpXq

f

idX idY idΣpXq

f

στην T rS�1s λόγω του λήµµατος 2.1.15. Εφόσον η T 1rS�1
T 1 s είναι πλήρης υποκατηγορία, ο

παραπάνω είναι ισοµορφισµός τριγώνων στην T 1rS�1
T 1 s. ΄Αρα το πάνω τρίγωνο είναι διακεκριµένο

στην T 1rS�1
T 1 s. �

Τώρα ϑα δώσουµε έναν πολύ σηµαντικό Ορισµό, τον ορισµό των thick υποκατηγοριών τριγω-
νισµένων κατηγοριών, οι οποίες παίζουν πολύ σηµαντικό ϱόλο στην κατασκευή τοπικοποιήσεων.
Οπότε, από εδώ και πέρα όταν ϑα µιλάµε για thick υποκατηγορία µίας τριγωνισµένης κατηγορίας,
ϑα έχουµε στο πίσω µέρος του µυαλού µας τον παρακάτω ορισµό, και όχι τον Ορισµό 1.4.9.

Ορισµός 2.1.28. Μία υποκατηγορία T 1 µία τριγωνισµένης κατηγορίας T , ϑα καλείται thick , εάν
η T 1 είναι τριγωνισµένη και περιέχει όλα τους ευθείς αθροιστές των αντικειµένων της.

Παρατήρηση 2.1.29. Είναι δυνατόν κανείς να κάνει και µία διαφορετική τοπικοποίηση τριγω-
νισµένων κατηγοριών η οποία ονοµάζεται Verdier τοπικοποίηση . Για το πως γίνεται ακριβώς
αυτή η κατασκευή, µπορεί κανείς να δει το δεύτερο κεφάλαιο του ϐιβλίου του Neeman [18]. Ε-
µείς τώρα ϑα δώσουµε µία σύντοµη αναφορά µερικών αποτελεσµάτων και εννοιών, τις οποίες ϑα
χρησιµοποιήσουµε στη συνέχεια, χωρίς να δώσουµε συγκεκριµένες αποδείξεις τις οποίες κανείς
µπορεί εύκολα να ϐρει στο προαναφερθέν ϐιβλίο του Neeman.

Ορισµός 2.1.30. ΄Εστω F : D Ñ T ένας τριγωνισµένος συναρτητής. Ο πυρήνας (kernel) του F
ορίζεται να είναι η πλήρης υποκατηγορία C της D, της οποίας τα αντικείµενα απεικονίζινται µέσω
του F σε αντικείµενα τα οποία είναι ισόµορφα µε το 0 στην T .

Θεώρηµα 2.1.31. (Verdier) ΄Εστω T µία τριγωνισµένη κατηγορία και S � T µία τριγωνισµένη
υποκατηγορία της (όχι αναγκαστικά thick). Τότε υπάρχει ένα οικουµενικός συναρτητής F : T Ñ T 1,
µε S � ker pF q. Με άλλα λόγια, υπάρχει µία τριγωνισµένη κατηγορία T {S, και ένας τριγωνισµένος
συναρτητής Funiv : T Ñ T {S, έτσι ώστε η S να είναι ο πυρήνας του Funiv, και ο Funiv να είναι
οικουµενικός ως προς αυτή την ιδιότητα. ∆ηλαδή, αν ο F : T Ñ T 1 είναι τριγωνισµένος και ο
πυρήνας του περιέχει την S, τότε αναλύεται µοναδικά ως :

T FunivÝÝÝÝÑ T {S ÝÑ T 1.

Η κατηγορία πηλίκο T {S, καλείται το πηλίκο Verdier (Verdier quotient), της T ως προς την S.
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Παρατήρηση 2.1.32. Στο Θεώρηµα 2.1.31 παρόλο που δεν υποθέτουµε ότι η S είναι thick,
µπορεί να αποδειχθεί ότι ο πυρήνας του F είναι η πλήρη υποκατηγορία της T , η οποία αποτελείται
από ευθύς αθροιστέους στην T , αντικειµένων της S.

Παρατήρηση 2.1.33. Η απόδειξη του Θεωρήµατος 2.1.31 γίνεται σε πολλά µικρά ϐήµατα και η
διαδικασία είναι παρόµοια µε αυτής την οποία ακολουθήσαµε όταν κατασκευάσαµε τον συναρτητή
τοπικοποίσηης. Στην περίπτωση της Verdier τοπικοποίησης αυτό που κάνει κανείς αρχικά είναι να
ϑέσει αρχικά µία κατηγορίαMorS για την οποία εξ ορισµού ισχύει ότι ένας µορφισµός f : X Ñ Y
ανήκει σε αυτήν, αν και µόνο αν στο διακεκριµένο τρίγωνο της κατηγορίας T :

X
f
ÝÑ Y ÝÑ Z ÝÑ ΣX,

το αντικείµενο Z ανήκει στην S.
Μπορεί κανείς να δει επίσης, ότι ένας τριγωνισµένος συναρτητής F στέλνει ένα αντικείµενο Z στο
µηδενικό αντικείµενο αν και µόνο αν στέλνει το διακεκριµένο τρίγωνο

X
f
ÝÑ Y ÝÑ Z ÝÑ ΣX,

σε ένα τρίγωνο ισόµορφο µε την εικόνα του διακεκριµένου τριγώνου

X
1
ÝÑ X ÝÑ 0 ÝÑ ΣX,

στην T 1.

2.2 Η κατηγορία των συµπλόκων

Ορισµός 2.2.1. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία. ΄Ενα ϐαθµωτό (graded) A-αντικείµενο είναι
µία οικογένεια X
 � pXn, n P Zq αντικειµένων της κατηγορίας A. Το αντικείµενο Xn καλείται
οµογενής συνιστώσα (homogeneous componenent) ϐαθµού n του X
.

Ορισµός 2.2.2. ΄ΕστωX
 καιX
 δύο ϐαθµωτά αντικείµενα µίας προσθετικής κατηγορίαςA. Τότε η
συλλογή µορφισµών f
 � tfn : Xn Ñ Y n�p, n P Zqu ϑα καλείται ϐαθµωτός µορφισµός (graded
morphism) ϐαθµού p. Το σύνολο όλων των ϐαθµωτών µορφισµών ϐαθµού p ϑα συµβολίζεται µε
HomppX
, Y 
q.

Αφού δώσαµε αυτούς του δύο ϐασικούς ορισµούς ϑα προχωρήσουµε ορίζοντας το ποια ϑα
αποκαλούµε συναλυσιδωτά σύµπλοκα και ποιοι ϑα είναι οι µορφισµοί µεταξύ των συµπλόκων µε
απώτερο σκοπό να ορίσουµε την κατηγορία των συµπλόκων.

Ορισµός 2.2.3. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία.

1. ΄Ενα Ϲεύγος pX
, d
q ενός ϐαθµωτού αντικειµένου X
 και ενός ϐαθµωτού µορφισµού dX
 P
Hom�1pX
, X
q, τέτοιου ώστε dXn�1 � d

X
n � 0 για όλα τα n P Z, καλείται αλυσιδωτό

σύµπλοκο (chain complex) αντικειµένων της A. Ο µορφισµός dXn καλείται διαφορικό
(differential) του συµπλόκου.

2. ΄Ενα Ϲεύγος pX
, d
q ενός ϐαθµωτού αντικειµένου X
 και ενός ϐαθµωτού µορφισµού d
X P
Hom1pX
, X
q, τέτοιου ώστε dnX � dn�1

X � 0 για όλα τα n P Z, καλείται συναλυσιδωτό
σύµπλοκο (cochain complex) αντικειµένων της A. Ο µορφισµός dnX καλείται διαφορικό
(differential) του συµπλόκου.

Παρατήρηση 2.2.4. ΄Ενα αλυσιδωτό σύµπλοκοX
 παριστάνεται από ένα διάγραµµα της µορφής:

� � � Xn�1 Xn Xn�1 � � �
dXn�1 dXn

ενώ ένα συναλυσιδωτό σύµπλοκο X
 παριστάνεται από ένα διάγραµµα της µορφής:

� � � Xn�1 Xn Xn�1 � � �
dn�1
X dnX
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Σχόλιο 2.2.5. Στη συνέχεια της διατριβής όταν ϑα µιλάµε για ένα σύµπλοκο ϑα εννοούµε ένα
συναλυσιδωτό σύµπλοκο, εκτός και αν αναφέρεται διαφορετικά.

Ορισµός 2.2.6. ΄Εστω δύο σύµπλοκα pX
, d
Xq και pY 
, d
Y q, A-αντικειµένων. ΄Ενας µορφι-
σµός συµπλόκων (morphism of complexes) f
 : pX
, d
Xq Ñ pY 
, d
Y q, είναι ένας ϐαθµωτός
µορφισµός f
 P Hom0pX
, Y 
q τέτοιος ώστε να ισχύει :

f
 � d
X � d
Y � f



δηλαδή το διάγραµµα:

� � � Xn�1 Xn Xn�1 � � �

� � � Y n�1 Y n Y n�1 � � �

dn�1
X

fn�1

dnX

fn fn�1

dn�1
Y dnY

να είναι µεταθετικό.

Σχόλιο 2.2.7. Στη συνέχεια της διατριβής όταν το διαφορικό ενός συµπλόκου, εάν εννοείται
πιο είναι ϑα παραλείπεται στο συµβολισµό ενός µορφισµού συµπλόκων. ∆ηλαδή ϑα γράφουµε
απλούστερα f
 : X
 Ñ Y 
.

Μπορούµε τώρα να ορίσουµε την κατηγορία των συµπλόκων.

Ορισµός 2.2.8. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία. Καλούµε κατηγορία των συµπλόκων
(category of complexes) και συµβολίζουµε µε CpAq την κατηγορία που ορίζεται ως εξής :

( i) Τα αντικείµενα της CpAq είναι σύµπλοκα από αντικείµενα της A.

( ii) Οι µορφισµοί της CpAq είναι οι µορφισµοί συµπλόκων όπως ορίστηκαν στον ορισµό 2.2.6 και
συµβολίζουµε µε HomCpAqpX


, Y 
q την κλάση µορφισµών ανάµεσα σε δύο αντικείµενα X
,
Y 
.

( iii) Για δύο µορφισµούς συµπλόκων f
 : X
 Ñ Y 
, g
 : Y 
 ÝÑ Z
, ορίζεται η σύνθεση :

� : HomCpAqpX

, Y 
q � HomCpAqpY


, Z
q Ñ HomCpAqpX

, Z
q, pf
, g
q ÞÝÑ g
 � f


να είναι ο ϐαθµωτός µορφισµός g
 � f
 �
 
gn � fn, n P Z

(
.

Παρατήρηση 2.2.9. Εύκολα ϕαίνεται ότι όντως η CpAq όπως ορίστηκε στον 2.2.8 είναι κατηγορία.
Πιο συγκεκριµένα για κάθε αντικείµενο X
 ο ταυτοτικός µορφισµός idX
 : X
 Ñ X
 είναι ο
ϐαθµωτός µορφισµός 1X
 �

 
idXn : Xn Ñ Xn, n P Z

(
.

Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι η κατηγορία CpAq έχει δοµή προσθετικής κατηγορίας. Καταρχάς
µπορούµε πού εύκολα να δούµε ότι η CpAq έχει δοµή προπροσθετικής κατηγορίας, δηλαδή ότι
κάθε σύνολο HomCpAqpX


, Y 
q έχει δοµή αβελιανής οµάδας. Γι΄ αυτό, αρκεί να ορίσουµε για δύο
ϐαθµωτούς µορφισµούς f
1 ,f
2 P HomCpAqpX


, Y 
q,

f
1 � f
2 �
 
fn1 � fn2 , n P Z

(
και πολύ εύκολα αποδεικνύεται ότι η σύνθεση είναι διγραµµική.
Επίσης προφανώς το µηδενικό αντικείµενο της CpAq είναι το σύµπλοκο:

� � � 0 0 � � �

Τέλος εάν έχουµε δύο σύµπλοκα X
 και U
 ορίζουµε το σύµπλοκο X
 ` U
, όπου

pX
 ` U
qn � Xn ` Un και dnX`U � dnX ` dnY : Xn ` Un Ñ Xn�1 ` Un�1
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για κάθε n P Z
Το X
 ` U
 είναι όντως το ευθύ άθροισµα των αντικειµένων X
 και Y 
, µαζί µε τους ϕυσικούς
µορφισµούς iX : X
 Ñ X
`U
, iY : Y 
 Ñ X
`U
, pX : X
`U
 Ñ X
 και pY : X
`U
 Ñ Y 
,
οι οποίοι ικανοποιούν τα εξής :

pX � iX � idX , pY � iY � idY και iX � pX � iY � pY � idX
`U


΄Αρα έχουµε την εξής πρόταση:

Πρόταση 2.2.10. Η κατηγορία CpAq είναι προσθετική κατηγορία.

Σχόλιο 2.2.11. Εφόσον έχουµε ότι η κατηγορία CpAq είναι προσθετική, και η A είναι επίσης
προσθετική, ϑα ορίζουµε µεταξύ τους έναν προσθετικό συναρτητή C
Ορίζουµε τον συναρτητή C : AÑ CpAq ως εξής :

CpXqn �

#
X εάν n � 0

0 εάν n � 0
και dCpXq � 0

για κάθε αντικείµενο X της A, και :

Cpfqn �

#
f εάν n � 0

0 εάν n � 0

για κάθε µορφισµό f : X Ñ Y στην κατηγορία A.
Το επόµενο λήµµα ϑα µας δείξει ότι αυτός ο συναρτητής είναι πλήρης και πιστός. Οπότε ϑα
µπορούµε να «δούµε» την A ως πλήρη υποκατηγορία της CpAq. Πιο συγκεκριµένα ϑα έχουµε ότι
η A είναι ισόµορφη µε την πλήρη υποκατηγορία της CpAq, η οποία αποτελείται από τα σύµπλοκα
X
, για τα οποία Xk � 0 για κάθε k � 0.

Λήµµα 2.2.12. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία. Ο συναρτητής C : AÑ CpAq είναι πλήρης και
πιστός.

Απόδειξη. Για να δείξουµε ότι ο συναρτητής C είναι πλήρης και πιστός, αρκεί να δείξουµε ότι η
απεικόνιση:

F : HomApX,Y q Ñ HomCpAqpCpXq,CpY qq

για κάθε αντικείµενο X και Y είναι «1-1» και «επί».
Καταρχάς από τον τρόπο ορισµού του C προφανώς η F είναι «επί», καθώς ένας µορφισµός f
, από
το CpXq στο CpY q ϑα είναι της µορφής:

� � � 0 X0 0 � � �

� � � 0 Y 0 0 � � �

0

f�1

0

f0
f1

0 0

΄Οµως ο µοναδικός µορφισµός 0 Ñ 0 είναι ο µηδενικός, και άρα fk � 0 για κάθε k � 0. ΄Αρα
προφανώς αυτός ο µορφισµός f
 είναι εικόνα του f0 : X0 Ñ Y 0.
Επίσης, και εφόσον έχουµε δείξει ότι ο F είναι επί, για δύο µορφισµούς Cpfq,Cpgq : CpXq Ñ
CpY q, µε Cpfq � Cpgq, πάλι λόγω της παραπάνω αναπαράστασης ενός µορφισµού ϑα πρέπει να
ισχύει f0 � g0. ΄Οµως f0 � f και g0 � g, άρα είναι ο F και «1-1».
΄Αρα ο C είναι πλήρης και πιστός. �

Γενικότερα ϑα µας απασχολήσουµε σύµπλοκα τα οποία είναι κάποιου ειδικού τύπου. Παρα-
δείγµατος χάρη ϑα ϑέλουµε να µιλάµε για σύµπλοκα τα οποία είναι ϕραγµένα κατά µία έννοια.
Γι΄ αυτό το λόγω προχωράµε στον ακόλουθο ορισµό:
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Ορισµός 2.2.13. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία και CpAq η κατηγορία των συµπλόκων η
οποία αντιστοιχεί στην A. Θα λέµε για ένα σύµπλοκο X
 ότι :

1. Είναι άνω ϕραγµένο (bounded from above), εάν υπάρχει n0 P Z, τέτοιο ώστε Xn � 0
για κάθε n ¥ n0. Θα συµβολίζουµε µε C�pAq την πλήρη υποκατηγορία της CpAq, η οποία
αποτελείται από τα παραπάνω σύµπλοκα.

2. Είναι κάτω ϕραγµένο (bounded from below), εάν υπάρχει n0 P Z, τέτοιο ώστε Xn � 0
για κάθε n ¤ n0. Θα συµβολίζουµε µε C�pAq την πλήρη υποκατηγορία της CpAq, η οποία
αποτελείται από τα παραπάνω σύµπλοκα.

3. Είναι ϕραγµένο (bounded ), εάν είναι ταυτόχρονα άνω και κάτω ϕραγµένο. Θα συµβολί-
Ϲουµε µε CbpAq την πλήρη υποκατηγορία της CpAq, η οποία αποτελείται από τα παραπάνω
σύµπλοκα.

Σχόλιο 2.2.14. Προφανώς οι πλήρεις υποκατηγορίες C�pAq,C�pAq και CbpAq, όπως αυτές ορί-
στηκαν στον ορισµό 2.2.13, είναι προσθετικές. Εάν δε µας ενδιαφέρει για ποια από αυτές ακριβώς
ϑέλουµε να µιλήσουµε ϑα χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό C�pAq.

Πριν προχωρήσουµε στην επόµενη ενότητα ϑα ορίσουµε έναν translation συναρτητή στην
κατηγορία CpAq, τον οποίο ϑα αναφέρουµε και στην επόµενη παράγραφο στην οποία σκοπός µας
ϑα είναι να δείξουµε ότι η λεγόµενη οµοτοπική κατηγορίας των συµπλόκων είναι τριγωνισµένη.

Ορισµός 2.2.15. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία και CpAq η κατηγορία των συµπλόκων.
Ορίζουµε τον translation συναρτητή Σ: CpAq Ñ CpAq, ως τον συναρτητή ο οποίος δρα ως εξής :

• Σε κάθε σύµπλοκο X
 αντιστοιχεί το σύµπλοκο ΣpX
q για το οποίο :

ΣpX
qn � Xn�1 και dnΣpX
q � �dn�1
X

για κάθε n P Z.

• Σε κάθε µορφισµό συµπλόκων f
 : X
 Ñ Y 
 αντιστοιχεί τον µορφισµό Σpf
q : ΣpX
q Ñ
ΣpY 
q ο οποίος δίνεται από τον τύπο :

Σpf
qn � fn�1

για κάθε n P Z.

Σχόλιο 2.2.16. Προφανώς ο συναρτητής Σ: CpAq Ñ CpAq, όπως ορίστηκε στον ορισµό 2.2.15
είναι αυτοµορφισµός της κατηγορίας CpAq. Συχνά ϑα χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό ΣppX
q �
X
rps, όπου X
rps είναι το σύµπλοκο X
 , το οποίο έχει «µετατεθεί» προς τα αριστερά p ϕορές.

2.3 Η οµοτοπική κατηγορία των συµπλόκων

Μία από τις πιο ϐασικές έννοιες της Οµολογικής ΄Αλγεβρας είναι η οµοτοπία. Σκοπός µας είναι
να ορίσουµε την οµοτοπική κατηγορία των συµπλόκων, καθώς όπως ϑα δούµε αυτή η κατηγορία
µπορεί να πάρει τη δοµή τριγωνισµένης κατηγορίας. Αυτό που ϑα κάνουµε στη συνέχεια, ϑα είναι
να ξεκινάµε από µία προσθετική κατηγορία A, να περνάµε τότε στην κατηγορία των συµπλόκων,
όπως δείξαµε στην προηγούµενη παράγραφο, CpAq, και στη συνέχεια να περνάµε στην οµοτοπική
κατηγορία των συµπλόκων, όπως αυτή ϑα αποκαλείται.
Στη συνέχεια της παραγράφου ϑεωρούµε δεδοµένο ότι έχουµε µία προσθετική κατηγορία A και
έχουµε κατασκευάσει την κατηγορία των συµπλόκων CpAq.Καταρχάς δίνουµε τον ορισµό της
έννοιας της οµοτοπίας.
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Ορισµός 2.3.1. ΄Εστω f
 : X
 Ñ Y 
 ένας µορφισµός της κατηγορίας CpAq. Τότε ϑα λέµε ό-
τι ο f
 είναι οµοτοπικός µε το µηδέν (homotopic to zero), εάν υπάρχει µορφισµός h
 P
Hom�1pX
, Y 
q τέτοιος ώστε :

f
 � d
Y � h

 � h
 � d
X

∆ιαγραµµατικά:

� � � Xn�1 Xn Xn�1 � � �

� � � Y n�1 Y n Y n�1 � � �

dn�1
X

fn�1

dnX

fn
hn

fn�1

hn�1

dn�1
Y

dnY

Η απεικόνιση h
 καλείται τότε οµοτοπία (homotopy).

Σχόλιο 2.3.2. Το σύνολο όλων των µορφισµών στο HomCpAqpX

, Y 
q, οι οποίοι είναι οµοτοπικοί

µε το µηδέν ϑα το συµβολίζουµε µε HtpX
, Y 
q.

Λήµµα 2.3.3. Για κάθε δύο σύµπλοκα X
, Y 
 της κατηγορίας CpAq, το υποσύνολο HtpX
, Y 
q
είναι µία υποοµάδα της αβελιανής οµάδας HomCpAqpX


, Y 
q.

Απόδειξη. Προφανώς καταρχάς, ο µηδενικός µορφισµός ανήκει στο HtpX
, Y 
q. ΄Εστω f
, g
 P
HtpX
, Y 
q. ΄Αρα υπάρχουν οµοτοπίες h
, k
 P Hom�1pX
, Y 
q, τέτοιες ώστε να ισχύει f
 �
d
Y � h


 � h
 � d
X και g
 � d
Y � k

 � k
 � d
X . ΄Αρα προσθέτοντας κατά µέλη, έχουµε ότι :

f
 � g
 � d
Y � ph

 � k
q � ph
 � k
q � d
X

∆ηλαδή ο µορφισµός f
 � g
 είναι οµοτοπικός µε το µηδέν. ΄Αρα το HtpX
, Y 
q είναι κλειστό ως
προς την πρόσθεση.
Επίσης, για κάθε µορφισµό f
 P HtpX
, Y 
q, έχουµε ότι :

�f
 � d
Y � p�h

q � p�h
q � d
X

και άρα ο �f
 είναι οµοτοπικός µε το µηδέν.
΄Αρα HtpX
, Y 
q είναι µία υποοµάδα της αβελιανής οµάδας HomCpAqpX


, Y 
q. �

Ορισµός 2.3.4. Θα λέµε ότι δύο µορφισµοί f
, g
 : X
 Ñ Y 
 είναι οµοτοπικοί (homotopic), εάν
ο µορφισµός f
 � g
 P HtpX
, Y 
q και ϑα γράφουµε f � g.

Σχόλιο 2.3.5. Προφανώς η σχέση �, όπως ορίστηκε στον ορισµό 2.3.4, είναι µία σχέση ισοδυνα-
µίας στο HomCpAqpX


, Y 
q.

Λήµµα 2.3.6. ΄Εστω X
, Y 
 και Z
 τρία σύµπλοκα A-αντικειµένων και f
 : X
 Ñ Y 
 και
g
 : Y 
 Ñ Z
 δύο µορφισµοί συµπλόκων. Εάν ένας εκ των δύο µορφισµών f
, g
 είναι οµοτο-
πικός µε το µηδέν, τότε και ο g
 � f
 είναι οµοτοπικός µε το µηδέν.

Απόδειξη. ΄Εστω ένας µορφισµός f
 P HtpX
, Y 
q, δηλαδή οµοτοπικός µε το µηδέν. Τότε υπάρχει
µία οµοτοπία h
 P Hom�1pX
, Y 
q τέτοια ώστε f
 � d
Y � h


 � h
 � d
X . ΄Αρα:

g
 � f
 � g
 � dY 
 � h
 � g
 � h
 � dX
 � dZ
 � g

 � h
 � g
 � h
 � dX


όπου g
 � h
 P Hom�1pX
, Z
q. ΄Αρα ο g
 � h
 οµοτοπία και άρα ο g
 � f
 είναι οµοτοπικός µε το
µηδέν.
Οµοίως αποδεικνύεται και αν υποθέσουµε ότι ο g
 είναι οµοτοπικός µε το µηδέν. �

Με ϐάση τα παραπάνω, είµαστε σε ϑέση τώρα να ορίσουµε την οµοτοπική κατηγορία των
συµπλόκων, µίας προσθετικής κατηγορίας A.
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Ορισµός 2.3.7. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία. Καλούµε οµοτοπική κατηγορία των συ-
µπλόκων (homotopic category of complexes) και συµβολίζουµε µε KpAq την κατηγορία που
ορίζεται ως εξής :

( i) Τα αντικείµενα της KpAq είναι σύµπλοκα από αντικείµενα της A.

( ii) Για δύο αντικείµενα X
, Y 
 στην KpAq, το σύνολο των µορφισµών από το X
 στο Y 
 είναι η
αβελιανή οµάδα:

HomKpAqpX

, Y 
q :� HomCpAqpX


, Y 
q{HtpX
, Y 
q

( iii) Για δύο µορφισµούς συµπλόκων f
 : X
 Ñ Y 
, g
 : Y 
 ÝÑ Z
 στην KpAq, ορίζεται η
σύνθεση :

� : HomKpAqpX

, Y 
q � HomKpAqpY


, Z
q Ñ HomKpAqpX

, Z
q, pf
, g
q ÞÝÑ g
 � f


η οποία επάγεται κατά ϕυσικό τρόπο από την απεικόνιση σύνθεσης στην CpAq.

Παρατήρηση 2.3.8. Η κατηγορία KpAq, όπως ορίστηκε στον ορισµό 2.3.7 είναι καλά ορισµένη
καθώς:

1. Η απεικόνιση σύνθεσης είναι καλά ορισµένη λόγω του λήµµατος 2.3.6.

2. Προφανώς οι ιδιότητες (C1) και (C2) ικανοποιούνται. Επίσης ικανοποιείται και η (C3) καθώς
για κάθε αντικείµενο X
, ο ταυτοτικός µορφισµός idX
 : X
 Ñ X
 στην KpAq , είναι η
κλάση ισοδυναµίας του ταυτοτικού µορφισµού idX
 : X
 Ñ X
 στην CpAq.

Σχόλιο 2.3.9. Για τη κατηγορία KpAq έχουµε επίσης τα ακόλουθα:

1. Η KpAq είναι προπροσθετική, καθώς για κάθε δύο αντικείµενά της X
 και Y 
, το σύνολο
HomKpAqpX


, Y 
q είναι αβελιανή οµάδα και η σύνθεση είναι διγραµµική ,καθώς: ανX
, Y 


και Z
 είναι τρία σύµπλοκα A-αντικειµένων, από το λήµµα 2.3.6 η απεικόνιση σύνθεσης
pg
, f
q ÞÝÑ g � f από το HomCpAqpX


, Y 
q � HomCpAqpY

, Z
q στο HomCpAqpX


, Z
q,
µας δίνει µία διγραµµική απεικόνιση από το HomKpAqpX


, Y 
q � HomKpAqpY

, Z
q στο

HomKpAqpX

, Z
q, έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

HomCpAqpX

, Y 
q � HomCpAqpY


, Z
q HomCpAqpX

, Z
q

HomKpAqpX

, Y 
q � HomKpAqpY


, Z
q HomKpAqpX

, Z
q

2. Υπάρχει µηδενικό αντικείµενο στην KpAq και είναι το µηδενικό αντικείµενο της CpAq, δη-
λαδή το σύµπλοκο:

� � � 0 0 � � �

3. Για κάθε δύο αντικείµενα της KpAq, ορίζουµε το ευθύ τους άθροισµα, όπως στην κατηγορία
CpAq. Επίσης οι κανονικές προβολές και ενέσεις είναι απλά οι κλάσεις οµοτοπίας των
αντίστοιχων µορφισµών στην CpAq.

΄Αρα λόγω του παραπάνω σχολίου, έχουµε απευθείας το παρακάτω λήµµα:

Λήµµα 2.3.10. Η κατηγορία KpAq είναι µία προσθετική κατηγορία.

Στην προηγούµενη παράγραφο και ειδικότερα στον ορισµό 2.2.15 ορίσαµε έναν συναρτητή
translation Σ: CpAq Ñ CpAq. Σκοπός µας είναι να δείξουµε ότι αυτός ο συναρτητής µας δίνει
έναν translation συναρτητή στην προσθετική κατηγορία KpAq. Για να συµβεί αυτό, αρκεί να
δείξουµε ότι αυτός ο συναρτητής µας δίνει έναν ισοµορφισµό από τον HomKpAqpX


, Y 
q στον
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HomKpAqpΣpX

q,ΣpY 
qq. ∆ηλαδή πρέπει για κάθε µορφισµό f
, ο οποίος είναι οµοτοπικός µε το

µηδέν, και ο Σpf
q να είναι οµοτοπικός µε το µηδέν. Με λίγα λόγια αποδεικνύοντας το παρακάτω
λήµµα έχουµε κατασκευάσει έναν translation συναρτητή στην κατηγορία KpAq, το οποίο κάνοντας
κατάχρηση του συµβολισµού ϑα τον συµβολίζουµε και αυτόν µε Σ.

Λήµµα 2.3.11. ΄Εστω f
 : X
 Ñ Y 
 ένας µορφισµός συµπλόκων. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύ-
ναµα:

1. Ο µορφισµός f
 είναι οµοτοπικός µε το µηδέν.

2. Ο µορφισµός Σpf
q είναι οµοτοπικός µε το µηδέν.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο µορφισµός f
 είναι οµοτοπικός µε το µηδέν. Τότε υπάρχει οµοτοπία h P
Hom�1pX
, Y 
q τέτοια ώστε f
 � d
Y � h
 � h
 � d
X . Η οµοτοπία h όµως δίνεται από µία
οικογένεια µορφισµών hp : Xp Ñ Y p�1, και µπορεί να ερµηνευτεί επίσης ως ένας µορφισµός
k P Hom�1pΣpX
q,ΣpY 
qq. ΄Αρα παίρνουµε ότι :

Σpf
qp � f pp�1q � dpY � h
p�1 � hp�2 � dp�1

X � �dp�1
ΣpY q � k

p � kp�1 � dpΣpXq

για κάθε p P Z. ΄Αρα ο Σpf
q είναι οµοτοπικός µε το µηδέν, µε οµοτοπία �k.
Το αντίστροφο αποδεικνύεται ανάλογα. �

΄Οπως είχαµε τις έννοιες των πλήρων υποκατηγοριών της CpAq των ϕραγµένων συµπλόκων,
έτσι έχουµε και στην κατηγορία KpAq τις ανάλογες έννοιες :

Ορισµός 2.3.12. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία και KpAq η οµοτοπική κατηγορία των συ-
µπλόκων η οποία αντιστοιχεί στην A. Θα λέµε για ένα σύµπλοκο X
 ότι :

1. Είναι άνω ϕραγµένο (bounded from above), εάν υπάρχει n0 P Z, τέτοιο ώστε Xn � 0
για κάθε n ¥ n0. Θα συµβολίζουµε µε K�pAq την πλήρη υποκατηγορία της KpAq, η οποία
αποτελείται από τα παραπάνω σύµπλοκα.

2. Είναι κάτω ϕραγµένο (bounded from below), εάν υπάρχει n0 P Z, τέτοιο ώστε Xn � 0
για κάθε n ¤ n0. Θα συµβολίζουµε µε K�pAq την πλήρη υποκατηγορία της KpAq, η οποία
αποτελείται από τα παραπάνω σύµπλοκα.

3. Είναι ϕραγµένο (bounded ), εάν είναι ταυτόχρονα άνω και κάτω ϕραγµένο. Θα συµβολί-
Ϲουµε µε KbpAq την πλήρη υποκατηγορία της KpAq, η οποία αποτελείται από τα παραπάνω
σύµπλοκα.

Σχόλιο 2.3.13. Προφανώς οι παραπάνω πλήρης υποκατηγορίες της KpAq, είναι προσθετικές και
αµετάβλητες ως προς τον συναρτητή Σ.

Παρατήρηση 2.3.14. ΄Οπως είχαµε τον πλήρη και πιστό συναρτητή C : A Ñ CpAq, έτσι µπο-
ϱούµε να κατασκευάσουµε και έναν πλήρη και πιστό συναρτητή K : A Ñ KpAq. Και άρα ϑα
µπορούµε να «δούµε» την A ως µία πλήρης υποκατηγορία της KpAq, η οποία όπως ϑα δούµε ϑα
περιέχει όλα τα σύµπλοκα X
 για τα οποία ϑα ισχύει Xp � 0 για κάθε p P Z.
΄Εστω H : CpAq Ñ KpAq ο ϕυσικός συναρτητής, ο οποίος είναι ταυτότητα στα αντικείµενα και
αντιστοιχεί µορφισµούς συµπλόκων στην κατηγορία CpAq, στις κλάσεις οµοτοπίας τους στην κα-
τηγορία KpAq. Προφανώς ο H είναι ένας προσθετικός συναρτητής , ο οποίος µετατίθεται µε τους
συναρτητές translation. Ορίζουµε τώρα τον K ως τον προσθετικό συναρτητή:

K � H � C : AÑ KpAq

Λήµµα 2.3.15. Ο συναρτητής K : AÑ KpAq είναι πλήρης και πιστός.
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Απόδειξη. ΄Εστω X και Y δύο αντικείµενα της κατηγορίας A. Τότε τα KpXq και KpY q είναι
σύµπλοκα για τα οποία ισχύει KpXqp � KpY qp � 0 για κάθε p � 0. ΄Αρα κάθε µορφισµός που
ανήκει στο Hom�1pKpXq,KpY qq πρέπει να είναι ο µηδενικός. ΄Αρα HtpKpXq,KpY qq � 0 και άρα
HomKpAqpKpXq,KpY qq � HomCpAqpKpXq,KpY qq. ΄Αρα το αποτέλεσµα ακολουθεί απευθείας από
το λήµµα 2.2.12. �

Σηµαντικό ϱόλο στην ανάπτυξη της ϑεωρίας, όταν η κατηγορία A για την οποία µιλάµε είναι
αβελιανή, παίζουν οι συναρτητές συνοµολογίας από την κατηγορία των συµπλόκων µε αντικείµενα
της A στην αβελιανή κατηγορία A. Αυτοί οι συναρτητές είναι το ανάλογων των αντίστοιχων συναρ-
τητών, τους οποίους συναντά κανείς και στη µελέτη της ϑεωρίας προτύπων. Προχωράµε δίνοντας
τον ορισµό τους :

Ορισµός 2.3.16. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία. Για κάθε p P Z, ορίζουµε έναν συναρτητή
Hp : CpAq Ñ A ως εξής :

• Για κάθε σύµπλοκο X
 της κατηγορίας CpAq ορίζουµε :

HppX
q � Ker dpX{ Im dp�1
X

• Εάν f
 : X
 Ñ Y 
 είναι ένας µορφισµός συµπλόκων επειδή f
 �d
X � d
Y � f

, παίρνουµε ότι

fppKer dpXq � Ker dpY καθώς και ότι fppIm dp�1
X q � Im dp�1

Y . ΄Αρα ο f
 επάγει έναν µορφισµό :

Hpf
q : HpX
q Ñ HpY 
q

Οι συναρτητές Hp, p P Z καλούνται συναρτητές συνοµολογίας (cohomology functors).

Παρατήρηση 2.3.17. Οι συναρτητές συνοµολογίας από τον τρόπο ορισµό τους, εύκολα είναι
προσθετικοί. Επίσης :

HppΣpX
qq � Ker dpΣpXq{ Im dp�1
ΣpXq � Ker dp�1

X { Im dpX � Hp�1pX
q

και HppΣpfqq � Hp�1pfq. ΄Αρα:
Hp � H0 � Σp

για κάθε p P Z. Οπότε ϑα είναι αρκετό να µελετήσουµε το συναρτητή H0 : CpAq Ñ A.

Λήµµα 2.3.18. ΄Εστω f
, g
 : X
 Ñ Y 
 δύο οµοτοπικοί µορφισµοί συµπλόκων.Τότε Hppf
q �
Hppgq για κάθε p P Z.

Απόδειξη. Λόγω της παρατήρησης 2.3.17, είναι αρκετό να αποδείξουµε ότι H0pf
q � H0pg
q.
΄Εστω h η οµοτοπία για την οποία έχουµε:

f0 � g0 � d�1
Y � h0 � h1 � d0

X

Αυτή η σχέση µας δίνει ότι αν περιορίσουµε τον f0 � g0 στον Ker d0
X , τότε ισούται µε d�1

Y � h0.
΄Αρα η εικόνα του f0 � g0 : Ker d0

X Ñ Y 0 περιέχεται στην εικόνα του d�1
Y . ΄Αρα ο µορφισµός

H0pf
 � g
q : H0pX
q Ñ H0pY 
q είναι ο µηδενικός. ΄Αρα επειδή ο H0 είναι προσθετικός έχουµε
ότι H0pf
q � H0pg
q. �

Παρατήρηση 2.3.19. Λόγω του παραπάνω λήµµατος 2.3.18, έχουµε ότι οι συναρτητές Hp �
CpAq Ñ A µας δίνουν συναρτητές Hp � KpAq Ñ A, οι οποίοι είναι προσθετικοί και για τους
οποίους επίσης ισχύει ότι Hp � H0 � Σp για κάθε p P Z.

Σχόλιο 2.3.20. Στη συνέχεια όταν µιλάµε για έναν µορφισµό f
 : X
 Ñ Y 
, ϑα τον συµβολίζουµε
πολλές ϕορές απλά ως f , χωρίς να υπάρχει σύγχυση για το αν είναι µορφισµός αντικειµένων ή
συµπλόκων.
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Σκοπός µας είναι, όπως αναφέραµε και στην αρχή της παραγράφου, να δώσουµε στην οµοτοπι-
κή κατηγορία των συµπλόκων δοµή τριγωνισµένης κατηγορίας. Για να καταφέρουµε να ορίσουµε
ποια ϑα είναι τα διακεκριµένα µας τρίγωνα είναι απαραίτητο πρώτα να µιλήσουµε για τον κώνο
ενός µορφισµού.

Παρατήρηση 2.3.21. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία. ΄Εστω επίσης f : X
 Ñ Y 
 ένας
µορφισµός συµπλόκων στην C�pAq. Ορίζουµε ένα ϐαθµωτό αντικείµενο C
f ως εξής :

Cnf � Xn�1 ` Y n

για κάθε n P Z. Επίσης ορίζουµε dnCf : Cnf Ñ Cn�1
f ως εξής :

dnCf �

�
�dn�1

X 0
fn�1 dnY

�
για κάθε n P Z. ΄Αρα έχουµε:

dn�1
Cf

� dnCf �

�
�dn�2

X 0
fn�2 dn�1

Y

� �
�dn�1

X 0
fn�1 dnY

�
�

�
dn�2
X dn�1

X 0
�fn�2dn�1

X � dn�1
Y fn�1 dn�1

Y dnY

�
� 0

΄Αρα το dCf είναι ένα διαφορικό και το pC
f , dCf q είναι ένα σύµπλοκο στην C�pAq.

Ορισµός 2.3.22. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία και επίσης f : X
 Ñ Y 
 ένας µορφισµός
συµπλόκων στην C�pAq. Τότε το σύµπλοκο pC
f , dCf q όπως ορίστηκε στην παρατήρηση 2.3.21,
καλείται κώνος του µορφισµού (cone of the morphism) f .

Παρατήρηση 2.3.23. ΄Εστω C
f ο κώνος του µορφισµού f : X
 Ñ Y 
.

• Θεωρούµε τον ϐαθµωτό µορφισµό if : Y 
 Ñ C
f ο οποίος δίνεται από τους inf � iY n : Y n Ñ
Cnf για κάθε n P Z. Τότε :

dnCf � i
n
f �

�
�dn�1

X 0
fn�1 dnY

� �
0

idY n

�
�

�
0
dnY

�
� in�1

f � dnY

για κάθε n P Z. ∆ηλαδή ο if : Y 
 Ñ C
f είναι ένας µορφισµός συµπλόκων στην C�pAq.

• Θεωρούµε τον ϐαθµωτό µορφισµό pf : C
f Ñ ΣpX
q ο οποίος δίνεται από τους pnf �

pXn�1 : Cnf Ñ Xn�1 για κάθε n P Z. Τότε :

pn�1
f � dnCf �

�
idXn�2 0

� ��dn�1
X 0

fn�1 dnY

�
�

�
�dn�1

X 0
�
� dnΣpX
q � p

n
f

για κάθε n P Z. ∆ηλαδή ο pnf : Cnf Ñ Xn�1 είναι ένας µορφισµός συµπλόκων στην C�pAq.

Αφού δώσαµε και τους ορισµούς των µορφισµών συµπλόκων if και pf , είµαστε έτοιµοι να
ορίσουµε µία σηµαντική κλάση τριγώνων στην C�pAq, η οποία ϑα µας ϐοηθήσει να ορίσουµε στη
συνέχεια τα διακεκριµένα τρίγωνα στην κατηγορία K�pAq.

Ορισµός 2.3.24. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία. ΄Εστω επίσης f : X
 Ñ Y 
 ένας µορφισµός
στην C�pAq. Τότε το διάγραµµα:

C
f

X
 Y 


r1s

pf

f

if

καλείται το standard τρίγωνο (standard trinagle) στην C�pAq, το οποίο αντιστοιχεί στον f .
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Λήµµα 2.3.25. ΄Εστω ένα διάγραµµα στην κατηγορία C�pAq:

X
 Y 


X

1 Y 


1

f

u v

g

το οποίο είναι µεταθετικό ως προς οµοτοπία. Τότε υπάρχει ένας µορφισµός w : C
f Ñ C
g τέτοιος ώστε
το διάγραµµα:

X
 Y 
 C
f ΣpX
q

X

1 Y 


1 C
g ΣpX

1 q

f

u

if

v

pf

w Σpuq

f ig pg

να είναι µεταθετικό ως προς οµοτοπία.
Επίσης αν το πρώτο διάγραµµα είναι µεταθετικό στην C�pAq, τότε και το δεύτερο είναι µεταθετικό
στην C�pAq.

Απόδειξη. Λόγω της υπόθεσης, έχουµε ότι ο µορφισµός v � f : X
 Ñ Y 

1 είναι οµοτοπικός µε τον

µορφισµό g � u : X
 Ñ Y 

1 . ΄Αρα υπάρχει ϐαθµωτός µορφισµός h : X
 Ñ Y 


1 ϐαθµού -1, τέτοιος
ώστε :

g � u� v � f � dY1
� h� h � dX

Ορίζουµε τώρα w : C
f Ñ C
g ως εξής :

wn �

�
un�1 0
�hn�1 vn

�
για κάθε n P Z. Θα δείξουµε ότι ο w είναι µορφισµός συµπλόκων και ότι κάνει το Ϲητούµενο
διάγραµµα µεταθετικό ως προς οµοτοπία.
Αρχικά έχουµε:

dnCg � w
n �

�
�dn�1

X1
0

gn�1 dnY1

� �
un�1 0
�hn�1 vn

�
�

�
�dn�1

X1
un�1 0

gn�1un�1 � dnY1
hn�1 dnY1

vn

�
�

�
�un�2dn�1

X 0
vn�1fn�1 � hn�2dn�1

X vn�1dnY

�
�

�
un�2 0
�hn�2 vn�1

� �
�dn�1

X 0
fn�1 dnY

�
� wn�1 � dnCf

για κάθε n P Z. ΄Αρα dCg � w � w � dCf , και ο w είναι µορφισµός συµπλόκων.
Επίσης έχουµε ότι :

wn � inf �

�
un�1 0
�hn�1 vn

� �
0

idY n

�
�

�
0
vn

�
� ing � v

n

για κάθε n P Z. ΄Αρα w � if � ig � v, και το δεύτερο τετράγωνο είναι µεταθετικό ως προς οµοτοπία.
Τέλος έχουµε ότι :

un�1 � pnf �
�
un�1 0

�
�

�
idXn�1 0

� � un�1 0
�hn�1 vn

�
� png � w

n

για κάθε n P Z. ΄Αρα u � pf � pg � w, και το τελευταίο τετράγωνο είναι µεταθετικό ως προς
οµοτοπία.
Τέλος αν το πρώτο διάγραµµα είναι µεταθετικό, τότε έχουµε ότι h � 0 και το αποτέλεσµα έπεται
όπως παραπάνω. �

Σκοπός της επόµενης παρατήρησης και του λήµµατος που ακολουθεί, είναι να καταλάβουµε
καλύτερα το αντικείµενο ΣpX
q ϐλέποντας ουσιαστικά µε τι είναι ισόµορφο. Αυτό ϑα µας ϐοηθήσει
αργότερα στην απόδειξη του ότι η οµοτοπική κατηγορία, έχει δοµή τριγωνισµένης κατηγορίας.
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Παρατήρηση 2.3.26. • ΄Εστω f : X
 Ñ Y 
 ένας µορφισµός συµπλόκων. Τότε όπως είδαµε
παραπάνω έχουµε τον µορφισµό if : Y 
 Ñ C
f . ΄Εστω τώρα D


f ο κώνος του µορφισµού if .
Τότε :

Dnf � Y n�1 ` Cnf � Y n�1 `Xn�1 ` Y n

για κάθε n P Z, και το διαφορικό του είναι :

dnDf �

�
�dn�1

Y 0
in�1
f dnCf

�
�

���dn�1
Y 0 0
0 �dn�1

X 0
idY n�1 fn�1 dnY

��
• ορίζουµε ένα ϐαθµωτό µορφισµό α : ΣpX
q Ñ D


f ως εξής :

αn �

���fn�1

idXn�1

0

��
για κάθε n P Z. Ο α είναι µορφισµός συµπλόκων καθώς:

dnDf � α
n �

���dn�1
Y 0 0
0 �dn�1

X 0
idY n�1 fn�1 dnY

�����fn�1

idXn�1

0

�� �

��dn�1
Y fn�1

�dn�1
X

0

��
�

��fn�2dn�1
X

�dn�1
X

0

�� � �

���fn�2

idXn�2

0

�� dn�1
X � αn�1 � dnΣpX
q

για κάθε n P Z.

• Ορίζουµε έναν ϐαθµωτό µορφισµό β : D

f Ñ ΣpX
q ως εξής :

β �
�
0 idXn�1 0

�
για κάθε n P Z. Τότε ο β είναι µορφισµός συµπλόκων καθώς:

dnΣpX
q � β
n � �dn�1

X

�
0 idXn�1 0

�
�

�
0 �dn�1

X 0
�

�
�
0 idXn�2 0

����dn�1
Y 0 0
0 �dn�1

X 0
idY n�1 fn�1 dnY

�� � βn�1 � dnDf

για κάθε n P Z.

Με ϐάση την παραπάνω παρατήρηση 2.3.26 ϑα αποδείξουµε το ακόλουθο λήµµα:

Λήµµα 2.3.27. Ο µορφισµός α : ΣpX
q Ñ D

f , όπως ορίστηκε στην παρατήρηση 2.3.26, είναι ένας

ισοµορφισµός στην οµοτοπική κατηγορία των συµπλόκων.

Απόδειξη. Για να δειχτεί ότι ο α είναι ισοµορφισµός στην οµοτοπική κατηγορία των συµπλόκων,
είναι αρκετό να δειχτεί ότι υπάρχει µορφισµός β : D


f Ñ ΣpX
q, έτσι ώστε οι συνθέσεις α � β και
β � α να είναι οµοτοπικές µε τον αντίστοιχο ταυτοτικό µορφισµό.
Θα δείξουµε ο µορφισµός β : D


f Ñ ΣpX
q, όπως ορίστηκε στην παρατήρηση 2.3.26 ικανοποιεί
τις παραπάνω συνθήκες.
Καταρχάς :

βn � αn �
�
0 idXn�1 0

����fn�1

idXn�1

0

�� � idXn�1
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για κάθε n P Z, δηλαδή β � α � idΣpX
q.
Από την άλλη ορίζουµε τον ϐαθµωτό µορφισµό h : D


f Ñ D

f , ϐαθµού -1 ως εξής :��0 0 idY n

0 0 0
0 0 0

��
για κάθε n P Z. Θα δείξουµε ότι dDf � h� h � dDf � idD
f � α � β και άρα ο α � β : D


f Ñ D

f , ϑα

είναι οµοτοπικός µε τον ταυτοτικό µορφισµό του D

f . ΄Αρα ϑα έχουµε αποδείξει το Ϲητούµενο.

Για κάθε n P Z έχουµε:

dn�1
Df

� hn � hn�1 � dnDf

�

���dnY 0 0
0 �dnX 0

idY n fn dn�1
Y

����0 0 idY n
0 0 0
0 0 0

���

��0 0 idY n�1

0 0 0
0 0 0

�����dn�1
Y 0 0
0 �dn�1

X 0
idY n�1 fn�1 dnY

��
�

��0 0 �dnY
0 0 0
0 0 idY n

���

��idY n�1 fn�1 dnY
0 0 0
0 0 0

�� �

��idY n�1 fn�1 0
0 0 0
0 0 idY n

��
�

��idY n�1 0 0
0 idXn�1 0
0 0 idY n

���

��0 �fn�1 0
0 idXn�1 0
0 0 0

�� � idDnf � αn � βn

�

Τέλος από τα παραπάνω παίρνουµε το ακόλουθο λήµµα:

Λήµµα 2.3.28. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία και f : X
 Ñ Y 
 ένας µορφισµός συµπλόκων.
Τότε το διάγραµµα:

Y 
 C
f ΣpX
q ΣpY 
q

Y 
 C
f D

f ΣpY 
q

if

idY 


pf

idC

f

�Σpfq

α idΣpY 
q

if iif pif

είναι µεταθετικό ως προς οµοτοπία.

Απόδειξη. Καταρχάς, το τρίτο τετράγωνο είναι µεταθετικό καθώς:

pnif � a
n �

�
idY n�1 0 0

����fn�1

idXn�1

0

�� � �fn�1 � �Σpfqn

για κάθε n P Z.
Από την άλλη:

βn � inif �
�
0 idXn�1 0

��� 0 0
idXn�1 0

0 idY n

�� �
�
idXn�1 0

�
� pnf

για κάθε n P Z. ΄Αρα β�iif � pf . ΄Οµως από το λήµµα 2.3.27 ο µορφισµός α� pf � α�β�iif είναι
οµτοπικός µε τον iif , και άρα και το δεύτερο τετράγωνο είναι µεταθετικό ως προς οµοτοπία. �

Τώρα αφού έχουµε ορίσει έναν transalation συναρτητή Σ στην οµοτοπική κατηγορία των
συµπλόκων όπως είδαµε στο λήµµα 2.3.11, είµαστε σε ϑέση να και µία κλάση διακεκριµένων
τριγώνων τα οποία µαζί µε τον συναρτητή Σ ϑα δίνουν στην οµοτοπική κατηγορία των συµπλόκων
δοµή τριγωνισµένης κατηγορίας. Προχωράµε απευθείας δίνοντας τον ορισµό τους :
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Ορισµός 2.3.29. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία και K�pAq η αντίστοιχη οµοτοπική κατηγορία
των συµπλόκων. ΄Εστω Σ ο αντίστοιχος συναρτητής translation. Θα λέµε •τοι ένα τρίγωνο :

Z


X
 Y 


r1s

h

f

g

στην K�pAq είναι διακεκριµένο αν είναι ισόµορφο µε την εικόνα ενός standard στην K�pAq.

Πρώτα δίνουµε ένα απαραίτητο λήµµα:

Λήµµα 2.3.30. ΄Εστω X
 ένα σύµπλοκο αντικειµένων της προσθετικής κατηγορίας A. Τότε ο
κώνος C
idX


του ταυτοτικού µορφισµού idX
 , είναι ισόµορφος µε το 0 στην K�pAq.

Απόδειξη. Καταρχάς C
idX

� ΣpX
q `X
. Θα δείξουµε ότι για τον µορφισµό h : C
idX


Ñ C
idX


ϐαθµού -1, ο οποίος ορίζεται ως :

hn �

�
0 idXn
0 0

�
για κάθε n P Z, ισχύει dC
 � h � h � dC
 � idC
 (όπου C
 � C
idX


). ΄Αρα ϑα έχουµε αποδείξει το
Ϲητούµενο.
Για κάθε n P Z έχουµε:

dn�1
C � hn � hn�1 � dnC �

�
�dnX 0
idXn dn�1

X

� �
0 idXn
0 0

�
�

�
0 idXn�1

0 0

� �
�dn�1

X 0
idXn�1 dnX

�
�

�
0 �dnX
0 idXn

�
�

�
idXn�1 dnX

0 0

�
�

�
idXn�1

0 idXn

�
� idnC

�

Η απόδειξη ότι όντως η K�pAq είναι τριγωνισµένη κατηγορία, ϑα γίνει σταδιακά αποδεικνύο-
ντας στα επόµενα λήµµατα την ισχύ των αξιωµάτων (TR1) - (TR4).

Λήµµα 2.3.31. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία. Για την κατηγορία K�pAq, µαζί µε τον tran-
slation συναρτητή Σ και την κλάση διακεκριµένων τριγώνων, όπως αυτά ορίστηκαν στον ορισµό
2.3.29, ισχύουν τα αξιώµατα (TR1a), (TR1b) και (TR1c).

Απόδειξη. Καταρχάς το αξίωµα (TR1a), προφανώς ισχύει απευθείας από τον τρόπο ορισµού των
διακεκριµένων τριγώνων.
Για το (TR1b), λόγω του λήµµατος 2.3.30, το παρακάτω διάγραµµα:

X
 X
 0 ΣpX
q

X
 X
 C
idX

ΣpX
q

idX


idX
 idX
 0 idΣpX
q

idX


είναι µεταθετικό στην K�pAq και οι κάθετοι µορφισµοί είναι ισοµορφισµοί. Εφόσον η κάτω γραµ-
µή είναι η εικόνα ενός standard τριγώνου και επειδή ισχύει η (TR1a), και η πάνω γραµµή είναι
διακεκριµένο τρίγωνο.
Τέλος η (TR1c) προφανώς ισχύει, καθώς αν έχουµε έναν µορφισµό συµπλόκων f : X
 Ñ Y 
, αρ-
κεί να πάρουµε τον κώνο του στην C�pAq και στην συνέχεια την εικόνα του επαγώµενου standard
τριγώνου. Προφανώς αυτή η εικόνα µας δίνει ένα διακεκριµένο τρίγωνο στην K�pAq µε ϐάση τον
µορφισµό f . �
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Σχόλιο 2.3.32. Στη συνέχεια, όταν ϑα έχουµε ένα µορφισµό α : X
 Ñ Y 
 στην C�pAq, τότε την
εικόνα αυτού του µορφισµού στην K�pAq, δηλαδή την κλάση οµοτοπίας αυτού του µορφισµού,
ϑα την συµβολίζουµε µε rαs.

Λήµµα 2.3.33. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία. Για την κατηγορία K�pAq, µαζί µε τον tran-
slation συναρτητή Σ και την κλάση διακεκριµένων τριγώνων, όπως αυτά ορίστηκαν στον ορισµό
2.3.29, ισχύει το αξιώµα (TR2).

Απόδειξη. ΄Εστω ένα διακεκριµένο τρίγωνο στην K�pAq:

Z


X
 Y 


r1s

h

f

g

Από των ορισµό των διακεκριµένων τριγώνων, υπάρχει ένα standard τρίγωνο στην C�pAq:

C
α

U
 V 


r1s

pα

α

iα

του οποίου η εικόνα στην K�pAq είναι ισόµορφη µε το αρχικό µας τρίγωνο, δηλαδή υπάρχει ένας
ισοµορφισµός τριγώνων:

X
 Y 
 Z
 ΣpX
q

U
 V 
 C
α ΣpU
q

f

u

g

v

h

w Σpuq

rαs riαs rpαs

στην K�pAq. Λόγω των ληµµάτων 2.3.27 και 2.3.28, η εικόνα του τριγώνου:

ΣpU
q

V 
 C
α

r1s

�Σpαq

iα

pα

είναι ισόµορφη µε την εικόνα ενός standard τριγώνου στην K�pAq. ΄Αρα είναι ένα διακεκριµένο
τρίγωνο στην K�pAq. ΄Αρα το µεταθετικό διάγραµµα:

Y 
 Z
 ΣpX
q ΣpY 
q

V 
 C
α ΣpU
q ΣpV 
q

g

v

h

w

�Σpfq

Σpuq Σpvq

riαs rpαs �Σprαsq

είναι στην πραγµατικότητα ισοµορφισµός τριγώνων στην K�pAq και άρα, εφόσον το κάτω τρίγωνο
είναι διακεκριµένο, από το (TR1a) και το πάνω τρίγωνο είναι διακεκριµένο στην K�pAq.
Μένει τώρα να αποδείξουµε και το αντίστροφο. ΄Εστω δηλαδή ότι το τρίγωνο:

ΣpX
q

Y 
 Z


r1s

�Σpfq

f

h
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είναι διακεκριµένο στην K�pAq. Από τον ορισµό τότε, έχουµε ότι υπάρχει ένα standard τρίγωνο:

C
α

U
 V 


r1s

pα

α

iα

τέτοιο ώστε η εικόνα του να είναι ισόµορφη µε το παραπάνω τρίγωνο. ΄Αρα υπάρχει ένας ισοµορ-
ϕισµός τριγώνων στην K�pAq:

Y 
 Z
 ΣpX
q ΣpY 
q

U
 V 
 C
α ΣpU
q

g

u

h

v

�Σpfq

w Σpuq

rαs riαs rpαs

Θεωρούµε τώρα τον µορφισµό Σ�2pαq : Σ�2pU
q Ñ Σ�2pV 
q και το επαγόµενο διακεκριµένο
τρίγωνο αυτού του µορφισµού, λόγω της (TR2b):

C
Σ�2pαq

Σ�2pU
q Σ�2pV 
q

r1s

pΣ�2pαq

Σ�2pαq

iΣ�2pαq

Στην πραγµατικότητα ο κώνος C
Σ�2pαq, του µορφισµού Σ�2pαq, είναι ο Σ�2pC
αq καθώς από τη
µία :

CnΣ�2pαq � Σ�1pU
qn ` Σ�2pV 
qn � Un�1 ` V n�2 � Σ�2pC
αq

για κάθε n P Z και απ την άλλη:

dnCΣ�2pαq
�

�
�dn�1

Σ�2pU
q 0

Σ�2pαqn�1 dnΣ�2pV 
q

�
�

�
�dn�1

U 0
αn�1 dn�2

V

�
� dnΣ�2pC
αq

΄Αρα το τρίγωνο:

Σ�2pC
αq

Σ�2pU
q Σ�2pV 
q

r1s

Σ�2prpαsq

Σ�2pαq

Σ�2priαsq

είναι διακεκριµένο στην K�pAq. Εφαρµόζοντας τον Σ�2 στον παραπάνω ισοµορφισµό τριγώνων,
ϐλέπουµε ότι το τρίγωνο:

Σ�2pX
q

Σ�2pY 
q Σ�2pZ
q

r1s

�Σ�1pfq

Σ�2pgq

Σ�2phq
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είναι διακεκριµένο στην K�pAq. ΄Αρα λόγω του πρώτου µέρους της απόδειξης και το τρίγωνο:

Σ�1pY 
q

Σ�2pZ
q Σ�1pX
q

r1s

�Σ�1pgq

Σ�2phq

Σ�1pfq

είναι διακεκριµένο. Κάνοντας στροφή του τριγώνου άλλες τέσσερις ϕορές παίρνουµε µε το ίδιο
επιχείρηµα, ότι και το τρίγωνο:

Z


X
 Y 


r1s

h

f

g

είναι διακεκριµένο στην K�pAq.
΄Αρα αποδείχτηκε το αξίωµα (TR2) �

Λήµµα 2.3.34. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία. Για την κατηγορία K�pAq, µαζί µε τον tran-
slation συναρτητή Σ και την κλάση διακεκριµένων τριγώνων, όπως αυτά ορίστηκαν στον ορισµό
2.3.29, ισχύει το αξιώµα (TR3).

Απόδειξη. ΄Εστω ένα διάγραµµα στην K�pAq:

X
 Y 
 Z
 ΣpX
q

X

1 Y 


1 Z

1 ΣpX


1 q

του οποίου οι γραµµές είναι διακεκριµένα τρίγωνα και το πρώτο τετράγωνο είναι µεταθετικό. Τότε
επειδή οι γραµµές είναι διακεκριµένα τρίγωνα, υπάρχουν standard τρίγωνα:

C
α

U
 V 


r1s

α

και
C
β

U

1 V 


1

r1s

β

τέτοια ώστε η εικόνα τους στην K�pAq να είναι ισόµορφη µε τα αντίστοιχα παραπάνω διακεκριµένα
τρίγωνα. ΄Αρα υπάρχουν µορφισµοί συµπλόκων u : U
 Ñ U


1 και v : V 
 Ñ V 

1 έτσι ώστε η εικόνα

του διαγράµµατος :
U
 V 
 C
α ΣpU
q

U

1 V 


1 C
β ΣpU

1 q

α

u v Σpuq

β
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στην K�pAq να είναι ισόµορφη µε το παραπάνω διάγραµµα. Λόγω του λήµµατος 2.3.25, υπάρχει
µορφισµός συµπλόκων w : C
α Ñ C
β, τέτοιος ώστε το διάγραµµα:

U
 V 
 C
α ΣpU
q

U

1 V 


1 C
β ΣpU

1 q

α

u v w Σpuq

β

να είναι µεταθετικό ως προς οµοτοπία. Επειδή όµως όπως αναφέραµε η εικόνα του δεύτερου
διαγράµµατος στην K�pAq είναι ισόµορφη µε το πρώτο διάγραµµα, ϑα υπάρχει και µορφισµός
Z
 Ñ Z


1 ο οποίος συµπληρώνει το πρώτο διάγραµµα σε ένα µορφισµό τριγώνων στην K�pAq:

X
 Y 
 Z
 ΣpX
q

X

1 Y 


1 Z

1 ΣpX


1 q

΄Αρα ισχύει το αξίωµα (TR3). �

Πριν προχωρήσουµε στην απόδειξη της ισχύς του οκταεδρικού αξιώµατος, ϑα δώσουµε µία
διαφορετική περιγραφή των διακεκριµένων τριγώνων, όπως αυτά ορίστηκαν στον ορισµό 2.3.29,
καθώς ϑα µας χρειαστεί για την απόδειξή του.

Λήµµα 2.3.35. ΄Εστω f : X
 Ñ Y 
 ένας µορφισµός στην K�pAq και α : X
 Ñ Y 
 ένας µορφισµός
σµπλόκων, ο οποίος αναπαριστά τον f . Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

( i) Το τρίγωνο :

Z


X
 Y 


r1s

f

είναι διακεκριµένο.

( ii) Υπάρχει ένας ισοµορφισµός u : Z
 Ñ C
α έτσι ώστε το διάγραµµα:

X
 Y 
 Z
 ΣpX
q

X
 Y 
 C
α ΣpX
q

f

idX
 idY 
 u idΣpX
q

f riαs rpαs

να είναι ισοµορφισµός τριγώνων.

Απόδειξη. Καταρχάς προφανώς το (ii) συνεπάγεται το (i), εξ ορισµού των διακεκριµένων τριγώνων
στην K�pAq.
Αντίστροφα, έστω ότι ισχύει το (i). Η εικόνα του τριγώνου:

C
α

X
 Y 


r1s

α
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εξ ορισµού είναι διακεκριµένο τρίγωνο στην K�pAq. ΄Αρα έχουµε ένα διάγραµµα:

X
 Y 
 Z
 ΣpX
q

X
 Y 
 C
α ΣpX
q

f

idX
 idY 
 idΣpX
q

f riαs rpαs

στο οποίο και οι δύο γραµµές είναι διακεκριµένα τρίγωνα και το πρώτο τετράγωνο είναι µεταθετικό
στην K�pAq. Εφόσον όµως έχουµε ήδη αποδείξει το (TR3), το παραπάνω διάγραµµα µπορεί να
συµπληρωθεί σε ένα µορφισµό τριγώνων:

X
 Y 
 Z
 ΣpX
q

X
 Y 
 C
α ΣpX
q

f

idX
 idY 
 idΣpX
q

f riαs rpαs

Επειδή επίσης το λήµµα 2.1.15 δεν εξαρτάται από το αξίωµα (TR4), ο παραπάνω µορφισµός
τριγώνων είναι στην πραγµατικότητα ισοµορφισµός τριγώνων. �

Λήµµα 2.3.36. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία. Για την κατηγορία K�pAq, µαζί µε τον tran-
slation συναρτητή Σ και την κλάση διακεκριµένων τριγώνων, όπως αυτά ορίστηκαν στον ορισµό
2.3.29, ισχύει το αξιώµα (TR4).

Απόδειξη. ΄Εστω f : X
 Ñ Y 
, g : Y 
 Ñ Z
 και h � g �f τρεις µορφισµοί στην K�pAq. Θεωρούµε
το διάγραµµα:

X
 Y 
 Z

1 ΣpX
q

X
 Z
 Y 

1 ΣpX
q

Y 
 Z
 X

1 ΣpY 
q

f

idX
 g idΣpX
q

h

f idZ
 Σpfq

g

στο οποίο οι γραµµές είναι διακεκριµένα τρίγωνα και τα τετράγωνα στην πρώτη σειρά είναι µετα-
ϑετικά. Λόγω του λήµµατος 2.3.35, υπάρχουν µορφισµοί συµπλόκων a : X
 Ñ Y 
, b : Y 
 Ñ Z


και c � b � a, οι οποίοι αναπαριστούν τους f , g και h αντίστοιχα, τέτοιοι ώστε τα παρακάτω τρία
τρίγωνα:

Z

1

X
 Y 


r1s

f

X

1

Y 
 Z


r1s

g

Y 

1

X
 Z


r1s

h

να είναι ισόµορφα µε τις εικόνες των αντίστοιχων standard τριγώνων:

C
a

X
 Y 


r1s

a

C
b

Y 
 Z


r1s

b

C
c

X
 Z


r1s

c
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και οι ισοµορφισµοί δίνονται από τους ταυτοτικούς µορφισµούς των X
, Y 
 και Z
. ΄Αρα το
παραπάνω διάγραµµα είναι ισόµορφο µε την εικόνα του διαγράµµατος :

X
 Y 
 C
a ΣpX
q

X
 Z
 C
c ΣpX
q

Y 
 Z
 C
b ΣpY 
q

a

idX


ia

b

pa

idΣpX
q

c

a

ic

idZ


pc

Σpfq

b ib pb

του οποίου τα τετράγωνα στην πρώτη σειρά είναι µεταθετικά.
Στην απόδειξη του λήµµατος 2.3.25, κατασκευάσαµε µορφισµούς u : C
a Ñ C
c και v : C
c Ñ C
b οι
οποίοι δίνονται από τους τύπους :

un �

�
idXn�1 0

0 bn

�
, vn �

�
an�1 0

0 idZn

�
για κάθε n P Z, οι οποίοι συµπληρώνουν το διάγραµµα µας, σε ένα µεταθετικό διάγραµµα:

X
 Y 
 C
a ΣpX
q

X
 Z
 C
c ΣpX
q

Y 
 Z
 C
b ΣpY 
q

a

idX


ia

b

pa

u idΣpX
q

c

a

ic

idZ


pc

v Σpfq

b ib pb

Αρκεί να δειχτεί τώρα ότι το τρίγωνο:

C
b

C
a C
c

r1s

Σpriasq�rpbs

rus

rvs

είναι διακεκριµένο στην K�pAq, καθώς αν πάρουµε την εικόνα στην K�pAq του µεταθετικού
διαγράµµατος :

X
 Y 
 C
a ΣpX
q

X
 Z
 C
c ΣpX
q

Y 
 Z
 C
b ΣpY 
q

C
a C
c C
b ΣpC
aq

a

idX


ia

b

pa

u idΣpX
q

c

a

ic

idZ


pc

v Σpfq

b

ia

ib

ic

pb

idC

b

Σpiaq

u v Σpiaq�pb

όλες οι γραµµές ϑα είναι διακεκριµένα τρίγωνα και οι κάθετοι µορφισµοί, µορφισµοί τριγώνων.
Οπότε ϑα έχει αποδειχτεί το (TR4).
Για να αποδείξουµε ότι όντως είναι διακεκριµένο τρίγωνο στην K�pAq, είναι αρκετό να συµπλη-
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ϱώσουµε το διάγραµµα:

C
a C
c C
b ΣpC
aq

C
a C
c C
u ΣpC
aq

u

idC
a

v

idC
c

Σpiaq�pb

idΣpC
aq

u iu pu

σε ένα διάγραµµα:

C
a C
c C
b ΣpC
aq

C
a C
c C
u ΣpC
aq

u

idC
a

v

idC
c

Σpiaq�pb

ω idΣpC
aq

u iu pu

το οποίο να είναι µεταθετικό ως προς οµοτοπία και ο ω να µας δίνει έναν ισοµορφισµό στην K�pAq,
καθώς τότε ϑα είχαµε ότι η εικόνα της πάνω γραµµής στην K�pAq είναι εάν τρίγωνο ισόµορφο
µε την εικόνα ενός standard τριγώνου στην K�pAq, και άρα εξ ορισµού ϑα είναι διακεκριµένο
τρίγωνο.
Σκοπός µας είναι να ορίσουµε έναν κατάλληλο µορφισµό συµπλόκων ω : C
b Ñ C
u. Καταρχάς ϑα
δούµε µια ακριβέστερη περιγραφή των συµπλόκων C
b και C
u και των διαφορικών τους, έτσι ώστε
να ορίσουµε τον ω.
C
b � ΣpY 
q ` Z
 και έχει διαφορικό:

dnCb �

�
�dn�1

Y 0
bn�1 dnZ

�
για κάθε n P Z.
Επίσης C
u � ΣpC
aq ` C
c � Σ2pX
q ` ΣpY 
q ` ΣpY 
q ` Z
 και έχει διαφορικό:

dnCu �

�
�dn�1

Ca
0

un�1 dnCc

�
�

����
dn�2
X 0 0 0

�an�2 �dn�1
Y 0 0

idXn�2 0 �dn�1
X 0

0 bn�1 cn�1 dnZ

����
για κάθε n P Z. Ορίζουµε τώρα τον µορφισµό συµπλόκων ω : C
b Ñ C
u ως:

ωn �

����
0 0

idY n�1 0
0 0
0 idnZ

����
για κάθε n P Z. Θα δείξουµε πρώτα ότι όντως ο ω είναι µορφισµός συµπλόκων:

ωn�1 � dnCb �

����
0 0

idY n�2 0
0 0
0 idn�1

Z

�����
�dn�1

Y 0
bn�1 dnZ

�
�

����
0 0

�dn�1
Y 0
0 0

bn�1 dnZ

����

�

����
dn�2
X 0 0 0

�an�2 �dn�1
Y 0 0

idXn�2 0 �dn�1
X 0

0 bn�1 cn�1 dnZ

����
����

0 0
idY n�1 0

0 0
0 idnZ

���� � dnCu � ω
n

για κάθε n P Z.
Τώρα ϑα δείξουµε ότι για αυτόν τον µορφισµό ω το δεύτερο και το τρίτο τετράγωνο του διαγράµ-
µατος είναι µεταθετικά ως προς οµοτοπία.
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Το τρίτο τετράγωνο είναι µεταθετικό καθώς:

pnu � ω
n �

�
idXn�2 0 0 0

0 idY n�1 0 0

�����
0 0

idY n�1 0
0 0
0 idnZ

����
�

�
0 0

idY n�1 0

�
�

�
0

idY n�1

� �
idY n�1 0

�
� Σpiaq

n � pnb

για κάθε n P Z.
Τώρα ϑα δείξουµε ότι το δεύτερο τετράγωνο είναι µεταθετικό ως προς οµοτοπία και ϑα έχουµε
τελειώσει την απόδειξη. Ορίζουµε έναν ϐαθµωτό µορφισµό h : C
c Ñ C
u ϐαθµού -1 ως εξής :

����
idXn�1 0

0 0
0 0
0 0

���� , n P Z

Τότε από τη µία έχουµε:

ωn � vn � inu �

����
0 0

idY n�1 0
0 0
0 idnZ

�����
an�1 0

0 idZn

�
�

����
0 0
0 0

idXn�1 0
0 idnZ

����

�

����
0 0

an�1 0
0 0
0 idnZ

�����

����
0 0
0 0

idXn�1 0
0 idnZ

���� �

����
0 0

an�1 0
�idXn�1 0

0 0

����
για κάθε n P Z. Από την άλλη:

dn�1
Cu

hn � hn�1dnCc

�

����
dn�1
X 0 0 0

�an�1 �dnY 0 0
idXn�1 0 �dnX 0

0 bn cn dn�1
Z

����
����
idXn�1 0

0 0
0 0
0 0

�����

����
idXn�2 0

0 0
0 0
0 0

�����
�dn�1

X 0
cn�1 dnZ

�

�

����
idXn�1 0
�an�1 0
idXn�1 0

0 0

�����

����
�idXn�1 0

0 0
0 0
0 0

���� �

����
0 0

�an�1 0
idXn�1 0

0 0

����
για κάθε n P Z. ΄Αρα ωn � vn � inu � dn�1

Cu
hn � hn�1dnCc για κάθε n P Z, δηλαδή ω � v � iu �

dC
uh�hdC
c . ΄Αρα όπως ϑέλαµε ο µορφισµός ω � v είναι οµοτοπικός µε τον iu, και άρα το δεύτερο
τετράγωνο είναι µεταθετικό ως προς οµοτοπία.
Τέλος µας µένει να δείξουµε ότι ο µορφισµός ω : C
b Ñ C
u είναι ισοµορφισµός στην K�pAq. Θα
ορίσουµε γι αυτό το λόγο ένα ϐαθµωτό µορφισµό θ : C
u Ñ C
b ϐαθµού 0, ως εξής :

θn �

�
0 idY n�1 an�1 0
0 0 0 idnZ

�
, n P Z
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Τότε ο θ είναι µορφισµός συµπλόκων καθώς:

θn�1 � dnCu �

�
0 idY n�2 an�2 0
0 0 0 idn�1

Z

�����
dn�2
X 0 0 0

�an�2 �dn�1
Y 0 0

idXn�2 0 �dn�1
X 0

0 bn�1 cn�1 dnZ

����
�

�
0 �dn�1

Y �an�2dn�1
X 0

0 bn�1 cn�1 dnZ

�
�

�
0 �dn�1

Y �dn�1
Y an�1 0

0 bn�1 bn�1an�1 dnZ

�
�

�
�dn�1

Y 0
bn�1 dnZ

� �
0 idY n�1 an�1 0
0 0 0 idnZ

�
� dnCb � θ

n

για κάθε n P Z. Επίσης ισχύει ότι :

θn � ωn �

�
0 idY n�1 an�1 0
0 0 0 idnZ

�����
0 0

idY n�1 0
0 0
0 idnZ

���� �

�
idY n�1 0

0 idnZ

�
� idnCb

για κάθε n P Z. ΄Αρα θ � ω � idCb .
Επίσης ισχύει και ότι :

ωn � θn �

����
0 0

idY n�1 0
0 0
0 idnZ

�����
0 idY n�1 an�1 0
0 0 0 idnZ

�
�

����
0 0 0 0
0 idY n�1 an�1 0
0 0 0 0
0 0 0 idnZ

����
για κάθε n P Z. Θέλουµε να δείξουµε ότι ο ω � θ είναι οµοτοπικός τον idCu , καθώς τότε ο θ ϑα
ναι ισοµορφισµός στην K�pAq. Γι αυτό το λόγο, ορίζουµε έναν ϐαθµωτό µορφισµό χ : C


u Ñ C

u

ϐαθµού -1 ως εξής :

χn �

����
0 0 idXn�1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

���� , n P Z

Τότε παίρνουµε ότι :

dn�1
Cu

� χn � χn � dnCu �

����
dn�1
X 0 0 0

�an�1 �dnY 0 0
idXn�1 0 �dnX 0

0 bn cn dn�1
Z

����
����

0 0 idXn�1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

����

�

����
0 0 idXn�1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

����
����
dn�2
X 0 0 0

�an�2 �dn�1
Y 0 0

idXn�2 0 �dn�1
X 0

0 bn�1 cn�1 dnZ

����

�

����
0 0 idXn�1 0
0 0 �an�1 0
0 0 idXn�1 0
0 0 0 0

�����

����
idXn�2 0 �idXn�1 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

���� �

����
idXn�2 0 0 0

0 0 �an�1 0
0 0 idXn�1 0
0 0 0 0

����
για κάθε n P Z. ΄Αρα dCu � χ � χ � dCu � idCu � ω � θ. ∆ηλαδή ο ω � θ είναι οµοτοπικός µε τον
idCu και το αξίωµα (TR4) αποδείχηκε. �

Από τα παραπάνω λήµµατα 2.3.31, 2.3.33 2.3.34 και 2.3.36, παίρνουµε το παρακάτω ϑεώ-
ϱηµα, το οποίο ήταν και ο στόχος αυτής της παραγράφου.



2.3. Η ΟΜΟΤΟΠΙΚΗ ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ ΤΩΝ ΣΥΜΠΛΟΚΩΝ 111

Θεώρηµα 2.3.37. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία. Η προσθετική κατηγορία K�pAq, εφοδια-
σµένη µε τον translation συναρτητή Σ και την κλάση διακεκριµένων τριγώνων, όπως αυτά ορίστηκαν
στον ορισµό 2.3.29, είναι τριγωνισµένη κατηγορία.

Τέλος ϑα δώσουµε ένα σηµαντικό αποτέλεσµα στην περίπτωση που η αρχική κατηγορία µας
A δεν είναι απλώς προσθετική, αλλά είναι αβελιανή.

Θεώρηµα 2.3.38. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία. Τότε ο συναρτητής H0 : K�pAq Ñ A είναι
ένας συνοµολογικός συναρτητής.

Απόδειξη. Αρκεί να δειχτεί ότι για κάθε διακεκριµένο τρίγωνο:

Z


X
 Y 


r1s

h

f

g

στην K�pAq, η ακολουθία :

H0pY 
q H0pZ
q H0pΣpX
qq
H0pgq H0phq

είναι ακριβής στην A. ΄Εστω a : X
 Ñ Y 
 ένας µορφισµός συµπλόκων, ο οποίος αναπαριστά τον
f και έστω:

C
a

X
 Y 


r1s

pa

a

ia

το αντίστοιχο standard τρίγωνο. Τότε υπάρχει ένας ισοµορφισµός τριγώνων στην K�pAq:

X
 Y 
 Z
 ΣpX
q

X
 Y 
 C
a ΣpX
q

f

idX


g

idY 


h

u idΣpX
q

f rias rpas

όπου το κάτω τρίγωνο είναι η εικόνα του παραπάνω standard τριγώνου στηνK�pAq. Εφαρµόζοντας
τον συναρτητή H0 παίρνουµε το παρακάτω µεταθετικό διάγραµµα:

H0pY 
q H0pZ
q H0pΣpX
qq

H0pY 
q H0pC
aq H0pΣpX
qq

H0pgq

idH0pY 
q

H0phq

H0puq idH0pΣpX
qq

H0piaq H0ppaq

στην A, στο οποίο οι κάθετοι µορφισµοί είναι ισοµορφισµοί. Οπότε αρκεί να δείξουµε ότι η
ακολουθία

H0pY 
q H0pC
aq H0pΣpX
qq
H0piaq H0ppaq

είναι ακριβής.
Θεωρούµε το αντικείµενο C0

a � X1 ` Y 0 και το υποαντικείµενό του Im d0
X ` Y 0. Προφανώς

καταρχάς το Im d�1
Ca

είναι υποαντικείµενο του Im d0
X`Y

0. Θεωρούµε τον µορφισµό χ : X0`Y 0 Ñ

Im d0
X ` Y 0 που ορίζεται ως :

χ �

�
d0
X 0

�a0 0

�
�

�
d0
X 0
0 idY 0

�
�

�
0 0
a0 idY 0

�
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Εάν επίσης έχουµε τον µορφισµό ψ : X0 ` Y 0 Ñ X0 ` Y �1 που ορίζεται ως :

ψ �

�
idX0 0

0 0

�
εύκολα ϐλέπουµε ότι χ � d�1

Ca
� ψ. ΄Αρα ο χ επάγει τον µηδενικό µορφισµό από το X0 ` Y 0 στο

πηλίκο Im d0
X ` Y 0{ Im d�1

Ca
. ΄Αρα οι µορφισµοί :�

d0
X 0
0 idY 0

�
και

�
0 0
a0 idY 0

�
επάγουν τον ίδιο µορφισµό από το X0 ` Y 0 στο Im d0

X ` Y 0{ Im d�1
Ca

. ΄Αρα:

p0` Y 0q � Im d�1
Ca

� Im d0
X ` Y 0

Λόγω της παραπάνω σχέσης παίρνουµε ότι :

Ker d0
Ca X pIm d0

X ` Y 0q � Ker d0
Ca X pp0` Y 0q � Im d�1

Ca
q � p0` Ker d0

Y q � Im d�1
Ca

΄Οµως Ker d0
Ca
XpIm d0

X`Y
0q είναι ακριβώς ο πυρήνας του H0ppaq, και p0`Ker d0

Y q� Im d�1
Ca

είναι
η εικόνα του H0piaq. ΄Αρα αποδείξαµε ότι είναι ίσα και άρα η ακολουθία µας είναι ακριβής. �

Ως πόρισµα του παραπάνω ϑεωρήµατος παίρνουµε το ακόλουθο:

Πόρισµα 2.3.39. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία, και ένα διακεκριµένο τρίγωνο στην K�pAq:

Z


X
 Y 


r1s

h

f

g

Τότε η ακολουθία :

� � � HppX
q HppY 
q HppZ
q Hp�1pX
q � � �
Hppfq Hppgq Hpphq

είναι ακριβή στην A.

Παρατήρηση 2.3.40. Η παραπάνω ακριβής ακολουθία καλείται µακρά ακριβής ακολουθία
της συνοµολογίας (long exact sequence of cohomology), του διακεκριµένου τριγώνου:

Z


X
 Y 


r1s

h

f

g

2.4 Παραγόµενες κατηγορίες

Η έννοια των παραγόµενων κατηγοριών µίας αβελιανής κατηγορίας A είναι µία κατασκευή της
οµολογικής άλγεβρας, και εισήχθηκε από του Alexander Grothendieck και τον µαθητή του Jean
Louis Verdier λίγο µετά το 1960. Η ϐασική ϑεωρία αναπτύχθηκε στην εργασία του Jean Louis
Verdier και δηµοσιεύτηκε τελικά το 1996. Απαραίτητα στοιχεία για την ανάπτυξη της ϑεωρίας,
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αποτελούν οι έννοιες των τριγωνισµένων κατηγοριών, καθώς και της τοπικοποίησης µιας κατη-
γορίας. Σκοπός µας είναι να παρουσιάσουµε αυτή την κατασκευή καθώς και µερικές ϐασικές
ισότητες.
Σκοπός µας ϑα είναι, ξεκινώντας από µία αβελιανή κατηγορία A, αφού ϑεωρήσουµε την οµοτο-
πική κατηγορία των συµπλόκων K�pAq η οποία όπως δείξαµε στην προηγούµενη παράγραφο, µε
κατάλληλο τρόπο, µπορεί να αποκτήσει τη δοµή τριγωνισµένης κατηγορίας, να κάνουµε τοπικο-
ποίηση ως προς µία συγκεκριµένη κλάση µορφισµών. ΄Αρα ϑα πρέπει πρώτα να «δούµε» ποιους
µορφισµούς της K�pAq, ϑέλουµε να «κάνουµε» ισοµορφισµούς.

Ορισµός 2.4.1. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία. ΄Ενας µορφισµός συµπλόκων f : X
 Ñ Y 


ϑα καλείται ψευδο-ισοµορφισµός (quasi-isomorphism), εάν οι µορφισµοί Hppfq : HppX
q Ñ
HppY 
q, είναι ισοµορφισµοί για κάθε p P Z.

Παρατήρηση 2.4.2. 1. Καταρχάς λόγω του λήµµατος 2.3.18 εάν ένας µορφισµός f : X
 Ñ
Y 
 είναι ψευδο-ισοµορφισµός, και ο µορφισµός g : X
 Ñ Y 
 είναι οµοτοπικός µε τον f , ο
g ϑα είναι επίσης ψευδο-ισοµορφισµός. ΄Αρα κάνοντας κατάχρηση της γλώσσας, ϑα λέµε ότι
ένας µορφισµός στην K�pAq είναι ψευδο-ισοµορφισµός, εάν όλοι οι εκπρόσωποί του είναι
ψευδο-ισοµορφισµοί.

2. Θα συµβολίζουµε τη κλάση όλων των ψευδο-ισοµορφισµών στην K�pAq, ως S�

Πριν αποδείξουµε ότι η κλάση µορφισµών S� των ψευδο-ισοµορφισµών στην K�pAq είναι
συµβατή µε την τριγωνική δοµή της K�pAq, είναι απαραίτητο να δώσουµε ένα ϐασικό ορισµό και
ένα λήµµα:

Ορισµός 2.4.3. ΄Ενα αντικείµενοX
 της κατηγορίας K�pAq ϑα καλείται ακυκλικό (acyclic), εάν
HppX
q � 0 για κάθε p P Z.

Λήµµα 2.4.4. ΄Εστω ένα µορφισµός f : X
 Ñ Y 
 στην K�pAq. τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Ο µορφισµός f είναι ψευδο-ισοµορφισµός.

2. Ο κώνος C
f του µορφισµού f είναι ακυκλικός.

Απόδειξη. ΄Εστω καταρχάς ένα διακεκριµένο τρίγωνο µε ϐάση τον f :

Z


X
 Y 


r1s

f

Τότε λόγω του πορίσµας τος 2.3.39, παίρνουµε µία µακρά ακριβή ακολουθία της συνοµολογίας :

� � � HppX
q HppY 
q HppZ
q Hp�1pX
q Hp�1pY 
q � � �
Hppfq Hp�1pfq

Εάν ο f είναι ψευδο-ισοµορφισµός, οι µορφισµοί Hppfq και Hp�1pfq είναι ισοµορφισµοί για κάθε
p P Z , και άρα HppZ
q � 0 για κάθε p P Z. ΄Αρα το σύµπλοκο Z
 είναι ακυκλικό. Αντίστροφα,
εάν το σύµπλοκο Z
 είναι ακυκλικό, έχουµε ότι HppZ
q � 0 για κάθε p P Z. ΄Αρα, ο Hppfq είναι
ισοµορφισµός για κάθε p P Z. ∆ηλαδή ο f είναι ψευδο-ισοµορφισµός. �

Πρόταση 2.4.5. Η κλάση S�, όλων των ψευδο-ισοµορφισµών στη K�pAq, είναι µία τοπικοποιούσα
κλάση µορφισµώς συµβατή µε την τριγωνική δοµή της K�pAq.
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Απόδειξη. Αρχικά ϑα αποδείξουµε ότι η κλάση S� είναι µία τοπικοποιούσα κλάση µορφισµών.
Πρέπει γι αυτό το λόγο να ελέγξουµε τη ισχύ των ιδιοτήτων (LC1)-(LC4).
Εύκολα ϐλέπουµε ότι για κάθε σύµπλοκο X
, ο µορφισµός idX
 είναι ψευδο-ισοµορφισµός, κα-
ϑώς το 0
 είναι κώνος του ταυτοτικού µορφισµού, και αυτό είναι προφανώς ακυκλικό. ΄Αρα το
συµπέρασµα έπεται από το λήµµα 2.4.4. ΄Αρα ικανοποιείται η (LC1).

Εάν s και t είναι δύο ψευδο-ισοµορφισµοί,τότε οι Hppsq και Hpptq είναι ισοµορφισµοί για κάθε
p P Z. ΄Αρα οι µορφισµοί Hpps � tq � Hppsq � Hpptq είναι επίσης ισοµορφισµοί για κάθε p P Z.
΄Αρα ο s � t ανήκει στην κλάση S�, και αποδείξαµε ότι ικανοποιείται και η (LC2).

Θεωρούµε τώρα δύο µορφισµούς s
 : X
 Ñ Y 
 και f
 : Z
 Ñ Y 
, όπου ο µορφισµός s


ανήκει στην κλάση S�. Εποµένως έχουµε ένα διάγραµµα:

Z


X
 Y 


f

s

Μπορούµε να κατασκευάσουµε ένα διακεκριµένο τρίγωνο:

U


X
 Y 


r1s

p

s

i

µε ϐάση τον ψευδο-ισοµορφισµό s
. Επειδή ο s είναι ψευδο-ισοµορφισµός, από το λήµµα 2.4.4
έχουµε ότι το αντικείµενο U
 είναι ακυκλικό και από το αξίωµα (TR2), κάνοντας στροφή του
παραπάνω διακεκριµένου τριγώνου, παίρνουµε το διακεκριµένο τρίγωνο:

ΣpX
q

Y 
 U


r1s

�Σpsq

i

p

Επίσης µπορούµε να ϑεωρήσουµε ένα διακεκριµένο τρίγωνο µε ϐάση τον µορφισµό i � f :

V 


Z
 U


r1s

u

i�f

Από τα παραπάνω ϕτιάχνουµε το µεταθετικό διάγραµµα

Z
 U
 V 
 ΣpZ
q

Y 
 U
 ΣpX
q ΣpY 
q

i�f

f idU


u

Σpvq

i p �Σpsq

Λόγω της (TR3), µπορούµε να το συµπληρώσουµε το παραπάνω διάγραµµα, σε ένα µορφισµό
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διακεκριµένων τριγώνων:

Z
 U
 V 
 ΣpZ
q

Y 
 U
 ΣpX
q ΣpY 
q

i�f

f idU


u

v Σpvq

i p �Σpsq

Εφόσον το U
 είναι ακυκλικό, λόγω του λήµµατος 2.4.4, ο u είναι ψευδο-ισοµορφισµός. ΄Αρα εάν
εφαρµόσουµε τον Σ�1 στο τελευταίο µεταθετικό τετράγωνο και ϑέσουµε:

W 
 � V 
r�1s, t � ur�1s και g � �vr�1s

τότε παίρνουµε ένα µεταθετικό διάγραµµα:

W 
 Z


X
 Y 


t

g f

s

στο οποίο οι µορφισµοί s και t ανήκουν στην S�. ΄Αρα αποδείξαµε την (LC3a). Κατά δυικό τρόπο
µπορούµε εύκολα να αποδείξουµε ότι ισχύει και η (LC3b).
Τώρα ϑα δειχτεί ότι ισχύει και η (LC4’). ∆ηλαδή ϑέλουµε να δείξουµε ότι αν f �X
 Ñ Y 
 είναι
ένας µορφισµός, τότε ισχύει ότι s � f � 0 για κάποιον ψευδο-ισοµορφισµό s, αν και µόνο αν
υπάρχει ψευδο-ισοµορφισµός t, έτσι ώστε f � t � 0.
΄Εστω ότι s � f � 0. Τότε µπορούµε να ϑεωρήσουµε το διάγραµµα:

X
 0 ΣpX
q ΣpX
q

Y 
 Z
 U
 ΣpY 
q

f

�idΣpX
q

Σpfq

s i p

όπου η πρώτη γραµµή είναι το διακεκριµένο τρίγωνο που προκύπτει κάνοντας στροφή του δια-
κεκριµένου τριγώνου που έχει ως ϐάση τον idX
 , και η δεύτερη γραµµή, είναι το διακεκριµένο
τρίγωνο που έχει ως ϐάση τον s. Λόγω του (TR3), αυτό το διάγραµµα µπορεί να συµπληρωθεί σε
έναν µορφισµό διακεκριµένων τριγώνων:

X
 0 ΣpX
q ΣpX
q

Y 
 Z
 U
 ΣpY 
q

f �v

�idΣpX
q

Σpfq

s i p

΄Αρα λόγω της µεταθετικότητας παίρνουµε ότι f � pr�1s � vr�1s. Εφόσον ο s είναι ψευδο-
ισοµορφισµός, το αντικείµενο U
 είναι ακυκλικό. ΄Αρα αν ϑεωρήσουµε το διακεκριµένο τρίγωνο:

V 


X
 U
r�1s

r1s

t

vr�1s

µε ϐάση τον µορφισµό vr�1s, ϐλέπουµε ότι ο t είναι ψευδο-ισοµορφισµός λόγω του λήµµατος
2.4.4. Επίσης λόγω της παρατήρησης 2.1.12 ισχύει και ότι vr�1s � t � 0. ΄Αρα δείξαµε ότι
υπάρχει µορφισµός t P S�, τέτοιος ώστε :

f � t � pr�1s � vr�1s � t � 0
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Αντίστροφα, εάν f � t � 0, µπορούµε να ϑεωρήσουµε το διάγραµµα:

X
 Y 
 U
 ΣpX
q

0 Z
 Z
 0

t

u

f

idZ


όπου η πρώτη γραµµή είναι το διακεκριµένο τρίγωνο µε ϐάση τον µορφισµό t, και η δεύτερη
γραµµή είναι το διακεκριµένο τρίγωνο που προκύπτει κάνοντας στροφή του διακεκριµένου τρι-
γώνου µε ϐάση τον ταυτοτικό µορφισµό idZ
 . Λόγω της (TR3) µπορούµε να συµπληρώσουµε το
παραπάνω διάγραµµα σε έναν µορφισµό διακεκριµένων τριγώνων:

X
 Y 
 U
 ΣpX
q

0 Z
 Z
 0

t

u

f v

idZ


΄Αρα λόγω της µεταθετικότητας έχουµε ότι f � v � u. Εφόσον ο t είναι ψευδο-ισοµορφισµός, το
V 
 είναι ακυκλικό. ΄Αρα αν ϑεωρήσουµε το διακεκριµένο τρίγωνο:

W 


V 
 Z


r1s

v

s

το οποίο έχει ϐάση τον µορφισµό v, ϐλέπουµε πάλι λόγω του λήµµατος 2.4.4, ότι s είναι ψευδο-
ισοµορφισµός. Επίσης ισχύει και εδώ s � v � 0. ΄Αρα ϐρήκαµε µορφισµό s P S� τέτοιο ώστε να
ισχύει :

s � f � s � v � u � 0

΄Αρα αποδείχτηκε και η ισχύ της (LC4), και άρα δείξαµε ότι όντως η κλάση µορφισµών S� είναι
τοπικοποιούσα.
Μένει να δείξουµε ότι είναι συµβατή και µε την τριγωνική δοµή. Προφανώς καταρχάς, αν s P S�,
δηλαδή ο s είναι ψευδο-ισοµορφισµός, τότε και ο Σpsq είναι ψευδο-ισοµορφισµός, και άρα ανήκει
στην S�. ΄Αρα ισχύει η (LT1).
Από την άλλη, έστω ένας µορφισµός διακεκριµένων τριγώνων:

X
 Y 
 Z
 ΣpX
q

X

1 Y 


1 Z

1 ΣpX


1 q

s t u Σpsq

όπου οι µορφισµοί s και t είναι ψευδο-ισοµορφισµοί. ΄Αρα τότε εφαρµόζοντας τον H, πάιρνουµε
για κάθε p P Z ένα µεταθετικό διάγραµµα:

HppX
q HppY 
q HppZ
q Hp�1pX
q Hp�1pY 
q

HppX

1 q HppY 


1 q HppZ

1 q Hp�1pX


1 q Hp�1pY 

1 q

Hppsq Hpptq Hppuq Hp�1psq Hp�1ptq

όπου οι Hppsq,Hpptq,Hp�1psq και Hp�1ptq είναι ισοµορφισµοί. ΄Αρα από το five lemma, και ο
Hppuq είναι ισοµορφισµός. Εφόσον p P Z είναι τυχάιο, ο u είναι ψευδο-ισοµορφισµός. ΄Αρα ισχύει
και η (LT2), και αποδείχτηκε το Ϲητούµενο. �
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Τώρα είµαστε σε ϑέση να ορίσουµε την παραγόµενη κατηγορία µίας αβελιανής κατηγορίας A.

Ορισµός 2.4.6. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορίας και KpAq η οµοτοπική κατηγορία των συµπλό-
κων η οποία αντιστοιχεί στην A. Τότε η τοπικοποίηση της KpAq ως προς την κλάση µορφισµών S�,
όλων των ψευδο-ισοµορφισµών, καλείται παραγόµενη κατηγορία (derived category) της A και
συµβολίζεται µε DpAq.

Παρατήρηση 2.4.7. 1. Η παραγόµενη κατηγορία DpAq µιας αβελιανής κατηγορίας A είναι
τριγωνισµένη κατηγορία. ΄Οπως είδαµε η οµοτοπική κατηγορία των συµπλόκων KpAq είναι
τριγωνισµένη, και επίσης δείξαµε ότι η κλάση µορφισµών S� είναι συµβατή µε την τριγωνική
δοµή της KpAq. ΄Αρα λόγω του ϑεωρήµατος 2.1.23 παίρνουµε το παραπάνω.

2. ΄Εστω όπως είπαµε DpAq η παραγόµενη κατηγορία µίας αβελιανής κατηγορίας A. Τότε
ϑα συµβολίζουµε µε D�pAq την πλήρη υποκατηγορίας της A η οποία αποτελείται από τα
σύµπλοκα τα οποία είναι ϕραγµένα από πάνω. Αντίστοιχα ϑα συµβολίζουµε µε D�pAq
την πλήρη υποκατηγορίας της A η οποία αποτελείται από τα σύµπλοκα τα οποία είναι
ϕραγµένα από κάτω, και µε DbpAq την πλήρη υποκατηγορίας της A η οποία αποτελείται
από τα ϕραγµένα σύµπλοκα. Θα χρησιµοποιούµε και για τις παραγόµενες κατηγορίες, τον
συµβολισµό D�pAq, εάν δεν µας ενδιαφέρει για ποια από τις τρεις παραπάνω υποκατηγορίες
συγκεκριµένα µιλάµε.

3. Εξ ορισµού ο συνοµολογικός συναρτητήςH0 : KpAq Ñ A, απεικονίζει ψευδο-ισοµορφισµούς
της κατηγορίας KpAq σε ισοµορφισµούς της κατηγορίας A. ΄Αρα λόγω του δυϊκού του
ϑεωρήµατος 2.1.25, επάγεται και ένας συνοµολογικός συναρτητής από την DpAq στην A, ο
οποίος επίσης ϑα συµβολίζεται µε H0.

Σχόλιο 2.4.8. Την κλάση όλων των ψευδο-ισοµορφισµών στην CpAq ϑα την συµβολίζουµε µε S̃�.

Προφανώς, ανάµεσα στις κατηγορίες C�pAq, K�pAq και D�pAq υπάρχουν οι κανονικούς συ-
ναρτητές :

C�pAq K�pAq D�pAq

Επίσης, κάθε ψευδο-ισοµορφισµό s της κατηγορίας C�pAq, επάγει έναν ισοµορφισµό στην D�pAq.
΄Αρα από τον ορισµό 1.1.36 έχουµε ότι η παραπάνω σύνθεση συναρτητών αναλύεται µέσω της
τοποικοποίησης C�pAqrS̃��1s. ∆ηλαδή έχουµε το παρακάτω µεταθετικό διάγραµµα:

C�pAq K�pAq

C�pAqrS̃��1s D�pAq

Q̃ Q

ι

Θεώρηµα 2.4.9. Ο συναρτητής ι : C�pAqrS̃��1s Ñ D�pAq είναι ισοµορφισµός κατηγοριών.

Απόδειξη. Καταρχάς προφανώς ο ι είναι ταυτότητα στα αντικείµενα.
΄Εστω X
 και Y 
 δύο αντικείµενα της C�pAq και f, g : X
 Ñ Y 
 δύο οµοτοπικοί µορφισµοί. Θα
δείξουµε ότι Q̃pfq � Q̃pgq.
Καταρχάς έχουµε ένα µεταθετικό ως προς οµοτοπία διάγραµµα:

X
 Y 


X
 Y 


f

idX
 idY 


g
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Από την απόδειξη του λήµµατος 2.3.25, έχουµε ότι υπάρχει ένας µορφισµός u : Cbful Ñ Cbgul,
τέτοιος ώστε το διάγραµµα:

Y 
 Cbful

Cbgul

if

ig
u

να είναι µεταθετικό στην C�pAq και :

un �

�
idXn�1 0
�hn�1 idY n

�
για κάθε n P Z. Λόγω πάλι του λήµµατος 2.3.25, για το µεταθετικό διάγραµµα:

Y 
 C
f

Y 
 C
g

if

idY 
 u

ig

ϐλέπουµε ότι υπάρχει ένας µορφισµός v : DbfulÑ Dbgul, τέτοιος ώστε το διάγραµµα:

Dbful Y bul

Dbgul

Pif

v

pig

να είναι µεταθετικό στην C�pAq και

vn �

��idY n�1 0 0
0 idXn�1 0
0 �hn�1 idY n

��
για κάθε n P Z. ΄Αρα αν α και β οι µορφισµοί που ορίστηκαν στην παρατήρησα 2.3.26 παίρνουµε
τα παρακάτω:

βng � v
n �

�
0 idXn�1 0

���idY n�1 0 0
0 idXn�1 0
0 �hn�1 idY n

�� �
�
0 idXn�1 0

�
� βnf

για κάθε n P Z. ΄Αρα βg �v � βf στην C�pAq. Αυτό µε τη σειρά του µας δίνει ότι βgr�1s �vr�1s �
βf r�1s και :

Q̃pβgr�1sq � Q̃pvr�1sq � Q̃pβf r�1sq

Λόγω του λήµµατος 2.3.27, οι µορφισµοί βf r�1s : D

f r�1s Ñ X
 και βgr�1s : D


gr�1s Ñ X
 είναι
ισοµορφισµοί στην οµοτοπική κατηγορία των συµπλόκων. ΄Αρα είναι και ψευδο-ισοµορφισµοί.
΄Αρα οι µορφισµοί Q̃pβf r�1sq και Q̃pβgr�1sq είναι ισοµορφισµοί στην C�pAqrS̃��1s. Από την
απόδειξη του λήµµατος 2.3.27, έχουµε ότι βf r�1s �αf r�1s � idX
 και βgr�1s �αgr�1s � idX
 .
΄Αρα:

Q̃pβf r�1sq � Q̃pαf r�1sq � idX
 και Q̃pβgr�1sq � Q̃pαgr�1sq � idX


οπότε :
Q̃pαf r�1sq � Q̃pβf r�1sq�1 και Q̃pαgr�1sq � Q̃pβgr�1sq�1

΄Αρα από τα παραπάνω καταλήσουµε στο ότι :

Q̃pvr�1sq � Q̃pαf r�1sq � Q̃pαgr�1sq
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Επίσης, από το λήµµα 2.3.28 το διάγραµµα:

ΣpX
q ΣpY 
q

D

f

�Σpfq

αf
pif

είναι µεταθετικό στην C�pAq. Εφαρµόζοντας τον Σ�1 και αλλάζοντας τα πρόσηµα των µορφισµών,
παίρνουµε το µεταθετικό διάγραµµα:

X
 Y 


D

f r�1s

f

αf r�1s
�pif r�1s

στην C�pAq. ΄Αρα f � �pif r�1s � αf r�1s.
Οµοίως παίρνουµε και ότι g � �pig r�1s � αgr�1s. ΄Αρα συνολικά:

Q̃pfq � �Q̃ppif r�1sq � Q̃pαf r�1sq

� �Q̃ppig r�1sq � Q̃pvr�1sq � Q̃pαf r�1sq � �Q̃ppig r�1sq � Q̃pαgr�1sq � Q̃pgq

Εφόσον Q̃pfq � Q̃pgq, ο ϕυσικός συναρτητής πηλίκο Q̃ : C�pAq Ñ C�pAqrS̃��1s αναλύεται µέσω
της κατηγορίας K�pAq. ΄Αρα παίρνουµε το ακόλουθο διάγραµµα:

C�pAq K�pAq

C�pAqrS̃��1s D�pAq

Q̃ Q
φ

ι

στο οποίο το τετράγωνο και το πάνω αριστερά τρίγωνο είναι µεταθετικά. ΄Οµως εφόσον ο πάνω συ-
ναρτητής C�pAq Ñ K�pAq είναι ταυτότητα στα αντικέιµενα και «επί» στους µορφισµούς, αναγκα-
στικά και το κάτω δεξιά τρίγωνο ϑα είναι µεταθετικό. Επίσης εφόσον ο συναρτητής φ απεικονίζει
ψευδο-ισοµορφισµούς σε ισοµορφισµούς, λόγω της οικουµενικής ιδιότητας της τοπικοποίησης,
ϑα αναλύεται µέσω της κατηγορίας D�pAq. ΄Αρα ϑα έχουµε ένα µεταθετικό διάγραµµα:

K�pAq D�pAq

D�pAq C�pAqrS̃��1s

Q

Q
φ

ψ

ι

΄Αρα Q � ι � ψ � Q και από την οικουµενική ιδιότητα της τοπικοποίησης παίρνουµε ότι ι � ψ �
idD�pAq. Ενώνοντας τα παραπάνω δύο διαγράµµατα, παίρνουµε το µεταθετικό διάγραµµα:

C�pAq K�pAq D�pAq

C�pAqrS̃��1s D�pAq C�pAqrS̃��1s

Q̃ Q
φ

Q

φ

ι ψ

ι

Λόγω της οικουµενικής ιδιότητας της τοπικοποίησης ξανά. αυτή τη ϕορά για την C�pAqrS̃��1s,
παίρνουµε ότι ψ � ι � idC�pAqrS̃��1s. ΄Αρα ο ι είναι ισοµορφισµός κατηγοριών. �





Κεφάλαιο 3

Τοπικοποίηση Bousfield και
Recollements

3.1 Τοπικοποίηση Bousfield

΄Εως τώρα έχουµε ασχοληθεί µε την κατασκευή της τοπικοποίησης µίας κατηγορίας ως προς ένα
σύνολο. ΄Οταν κάνουµε αυτήν την κατασκευή δεν µπορούµε να αποφανθούµε µε ϐεβαιότητα το
κατά πόσο «µεγάλη» είναι η καινούρια µας κατηγορία. Ωστόσο όπως ϑα δούµε και σε αυτήν την
παράγραφο εάν υπάρχει ένας δεξιός συζυγής του κανονικού συναρτητή τοπικοποίησης, τότε η
καινούρια κατηγορία µπορεί κατά ϕυσιολογικό τρόπο να ϑεωρηθεί ως υποκατηγορία της αρχικής
µας κατηγορίας. Σε αυτή την παράγραφο ϑα µελετήσουµε τις συνέπειες της ύπαρξης αυτού του
δεξιού συζυγή και τα αποτελέσµατα τα οποία ϑα αναφέρουµε µπορούν να ϐρεθούν στο ϐιβλίο του
Neeman [18].
Ξεκινάµε λοιπόν δίνοντας τον πρώτο ϐασικό Ορισµό, όπου ορίζουµε την έννοια της Bousfield
τοπικοποίησης.

Ορισµός 3.1.1. ΄Εστω T µία τριγωνισµένη κατηγορία µε µικρά Hom-σύνολα. ΄Εστω επίσης S
µία thick υποκατηγορία της. Θα λέµε ότι υπάρχει ένας Bousfield συναρτητής τοπικοποίησης
(Bousfield localisation functor) για το Ϲευγάρι S � T , όταν υπάρχει ένας δεξιός συζυγής του
κανονικού συναρτητή

F : T Ñ T {S.

Καλούµε αυτόν τον συζυγή συναρτητή, Bousfield συναρτητή τοπικοποίησης και τον συµβολίζουµε
µε G : T Ñ T {S.

Λήµµα 3.1.2. ΄Εστω ότι υπάρχει ένας Bousfield συναρτητής τοπικοποίησης για το Ϲευγάρι S � T .
΄Εστω s ένα αντικείµενο στην S, και t ένα αντικείµενο στην T {S, δηλαδή αντικείµενο και της
κατηγορίας T . ΄Ολοι οι µορφισµοί sÑ Gt είναι µηδενικοί.

Απόδειξη. Λόγω της συζυγίας των συναρτητών F,G έχουµε έναν ισοµορφισµό

HomT ps,Gtq � HomT {SpFs, tq,

για κάθε αντικείµενο t στην T {S και s στην S. Αλλά εφόσον s P S, έχουµε ότι Fs � 0, και άρα
το συµπέρασµα είναι άµεσο από τον παραπάνω ισοµορφισµό. �

Συνεχίζουµε δίνοντας ακόµη δύο ϐασικούς ορισµούς οι οποίοι χαρακτηρίζουν ορισµένα αντι-
κείµενα.

Ορισµός 3.1.3. ΄Εστω S µία κλάση αντικειµένων στην κατηγορία T . ΄Ενα αντικείµενο t της
T ϑα καλείται S-τοπικό (S-local) , εάν για κάθε αντικείµενο s στην S, ο µορφισµός s Ñ t

121
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είναι ο µηδενικός. Εάν επιπλέον η S δεν είναι απλώς µία κλάση αντικειµένων, αλλά µία thick
υποκατηγορία, και αν υπάρχει ένας Bousfield συναρτητή τοπικοποίησης για το Ϲευγάρι S � T , τότε
ουσιαστικά το Λήµµα 3.1.2, αποδεικνύει ότι για κάθε t P T , το αντικείµενο Gt είναι S-τοπικό.

Κατά δυικό τρόπο ορίζονται και τα S-συντοπικά αντικείµενα.

Ορισµός 3.1.4. ΄Εστω S µία κλάση αντικειµένων σε µία τριγωνιµένη κατηγορία T . ΄Ενα αντικείµε-
νο t της T ϑα καλείται S-συντοπικό (S-colocal) , εάν για κάθε αντικείµενο s στην S, ο µορφισµός
tÑ s είναι ο µηδενικός.

Λήµµα 3.1.5. ΄Εστω T µία τριγωνισµένη κατηγορία και S � T µία τριγωνισµένη υποκατηγροία
της. ΄Εστω t ένα S-τοπικό αντικείµενο στην T . Τότε ο ϕυσικός χάρτης

φ : HomT px, tq Ñ HomT {SpFx, F tq,

είναι ισοµορφισµός για κάθε αντικείµενο x στην T .

Απόδειξη. ΄Ενας µορφισµός FxÑ Ft στην T {S, αναπαρίσταται από ένα αριστερό roof

x1

x t
�

α

όπου a P MorS , (δες 2.1.33 και [18]). Για να δείξουµε ότι ο φ είναι Επί, πρέπει να δείξουµε ότι
υπάρχει ένας µορφισµός xÑ t στην T , ο οποίος ανήκει στην κλάση ισοδυναµίας του παραπάνω
αριστερού roof. Εφόσον ο a PMorS υπάρχει ένα διακεκριµένο τρίγωνο

s ÝÑ x1
α
ÝÑ x ÝÑ Σs

όπου το αντικείµενο s είναι στην S. Εφαρµόζοντας σε αυτό το διακεκριµένο τρίγωνο τον συνοµο-
λογικό συναρτητή HomT p-, tq, παίρνουµε µία ακριβή ακολουθία αβελιανών οµάδων:

HomT pΣs, tq ÝÑ HomT px, tq
HomT pα,tq
ÝÝÝÝÝÝÝÑ HomT px

1, tq ÝÑ HomT ps, tq.

Εφόσον και το s και το Σs ανήσουν στην S, και το t είναι S-τοπικό, οι οµάδες HomT ps, tq και
HomT pΣs, tq είναι µηδενικές. ΄Αρα ο χάρτης HomT pα, tq είναι ισοµορφισµός, και άρα υπάρχει
ένας µορφισµός xÑ t στην T , ο οποίος κάνει το παρακάτω τετράγωνο µεταθετικό.

x1 t

x t

α 1

Εποµένως έχουµε το παρακάτω µεταθετικό διάγραµµα:

x1

x x1 t

x

�
α 1

α
1

�

το οποίο µας δείχνει ότι ο παραπάνω µορφισµός x Ñ t ανήκει στην κλάση ισοδυναµίας του
αριστερού roof

x1

x t
�

α
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και άρα ο φ είναι Επί.
Τώρα πρέπει να δείξουµε ότι ο φ είναι και 1-1. ΄Εστω ένας µορφισµός x Ñ t στον πυρήνα του
φ, δηλαδή ο µορφισµός αυτός γίνεται µηδενικός στην T {S. Εποµένως υπάρχει ένα µεταθετικό
διάγραµµα.

x

x w t

x

�
1

α

α
1

�

0

΄Αρα υπάρχει µορφισµός α : w Ñ x, ο οποίος ανήκει στο MorS , τέτοιος ώστε η σύνθεσή του µε
τον xÑ t να είναι ο µηδενικός µορφισµός. ΄Αρα εφαρµόζωντας στο διακεκριµένο τρίγωνο

w
α
ÝÑ x ÝÑ z

Σ
ÝÑ w,

τον συνοµολογικό συναρτητή HomT p-, tq, ϐλέπουµε ότι εφόσον η σύνθεση w Ñ x Ñ t είναι ο
µηδενικό µορφισµός, ϑα πρέπει ο x Ñ t να αναλύεται µέσω του z. Το z όµως ανήκει στην S,
εφόσον ο α ανήκει στο MorS . ΄Αρα ο µορφισµός xÑ t γράφεται και ως

xÑ z Ñ t.

Αλλά το t είναι S-τοπικό και άρα η παραπάνω σύνθεση είναι ο µηδενικός µορφισµός. �

Παρατήρηση 3.1.6. Εάν υποθέσουµε την υπάρξη ένας Bousfield συναρτητή τοπικοποίησης για
το Ϲευγάρι S � T , τότε έχουµε µία συζυγία συναρτητών pF,Gq . Εφόσον ο τα αντικείµενα της T
και της T {S είναι ουσιαστικά τα ίδια, ένα αντικείµενο t της T , ϑα το ϑεωρούµε και αντικείµενο
της T {S και δε ϑα γράφουµε Ft.

Λήµµα 3.1.7. ΄Εστω ότι υπάρχει ένας Bousfield συναρτητής τοπικοποίησης για το Ϲευγάρι S � T ,
και t ένα αντικείµενο της T . Τότε ο κανονικός χάρτης της µονάδας της συζυγίας ηt : t Ñ Gt είναι
ισοµορφισµός στην T {S.

Απόδειξη. Καταρχάς ϑα διατυπώσουµε πιο λεπτοµερώς αυτό που ϑέλουµε να αποδείξουµε. Από
τη συζυγία των συναρτητών pF,Gq, έχουµε έναν ϕυσικό µετασχηµατισµό, την µονάδα της συζυγίας

η : 1 Ñ GF.

Για κάθε αντικείµενο t στην T , η µονάδα της συζυγίας µας δίνει έναν µορφισµό στην T , tÑ GFt.
Εµέις ϑέλουµε να αποδείξουµε ότι αυτός ο µορφισµός γίνεται ισοµορφισµός στην T {S. Με άλλα
λόγια, ϑέλουµε να δείξουµε ότι ο

Fη : F Ñ FGF,

είναι ισοµορφισµός. Επιπλέον έχουµε και τη συνµονάδα της συζυγίας

ε : FGÑ 1.

Είναι γνωστό ότι η σύνθεση
F

Fη
ÝÝÑ FGF

εF
ÝÝÑ F, (3.1)

είναι πάντα η ταυτότητα. ∆ηλαδή ο Fη έχει πάντα έναν αριστερό αντίτροφο. Εµείς ϑέλουµε να
δείξουµε ότι ο αριστερός του αντίστροφος, είναι και δεξιός του αντίστροφος.
΄Εστω αντικείµενα x, t στην T . Από τη συζυγία έχουµε ότι ισχύει :

HomT {SpFx, F tq � HomT px,GFtq.

Ο ϕυσικός χάρτης που οφείλεται στην µονάδα, στέλνει τον µορφισµό f : FxÑ Ft στη σύνθεση

x
ηxÝÑ GFx

Gf
ÝÝÑ GFt.
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Από την άλλη όµως, έχουµε ότι το GFt είναι S-τοπικό, λόγω του Λήµµατος 3.1.2. ΄Αρα λόγω του
Λήµµατος 3.1.5, έχουµε ότι

HomT {SpFx, FGtq � HomT px,GFtq.

Από τους παραπάνω ισοµορφισµούς έχουµε ότι

HomT {SpFx, F tq � HomT {SpFx, FGtq,

και αυτός ο ισοµορφισµός επάγεται στέλνοντας τον µορφισµό f : FxÑ Ft στην σύνθεση

Fx
FηxÝÝÑ FGFx

FGf
ÝÝÝÑ FGFt.

Από την ϕυσικότητα της συνµονάδας ε : FGÑ 1 έχουµε τώρα ένα µεταθετικό διάγραµµα

FGFx FGFt

Fx Ft

FGf

εFx εFt

f

.

Εποµένως η σύνθεση

Fx
FηxÝÝÑ FGFx

FGf
ÝÝÝÑ FGFt

εFtÝÝÑ,

είναι ίση µε τη σύνθεση

Fx
FηxÝÝÑ FGFx

εFxÝÝÑ FGFt
f
ÝÑ .

Καθώς όµως η σύνθεση 3.1 είναι ο ταυτοτικός µορφισµός, η δεύτερη σύνθεση παραπάνω είναι
απλά ο µορφισµός f : FxÑ Ft. Εποµένως, συνθέτωντας µε τον εFt : FGFtÑ Ft παίρνουµε τον
αντίστροφο του ισοµορφισµού

HomT {SpFx, F tq � HomT {SpFx, FGtq.

Εποµένως ο εFt είναι ισοµορφισµός. Αλλά, από τη σύνθεση 3.1, εFt � Fηt � 1, και άρα ο Fηt ϑα
πρέπει είναι το αµφίπλευρο αντίστροφο του εFt. ΄Αρα και ο Fηt είναι ισοµορφισµός. �

Πρόταση 3.1.8. ΄Εστω ότι η S είναι µία thick υποκατηγορία της T , και έστω ότι υπάρχει ένας
Bousfield συναρτητής τοπικοποίησης για το Ϲευγάρι S � T . ΄Εστω επίσης ένα αντικείµενο t στην T .
Τότε στο διακεκριµένο τρίγωνο

tS ÝÑ t
ηtÝÑ Gt ÝÑ ΣtS ,

το αντικείµενο Gt είναι S-τοπικό, ενώ το αντικείµενο tS ανήκει στην S.

Απόδειξη. Καταρχάς το γεγονός ότι το Gt είναι S-τοπικό το αποδείξαµε στο Λήµµα 3.1.2. Επίσης
από το Λήµµα 3.1.7, ο µορφισµός ηt είναι ισοµορφισµός στην T {S. Τότε όµως από την Πρόταση
2.1.35 στο ϐιβλίο του Neeman [18], η τρίτη κορυφή του τριγώνου ϑα πρέπει να είναι ευθύς
αθροιστέος ενός αντικειµένου της S. Αλλά η S είνα thick, οπότε περιέχει όλους τους ευθύς
αθροιστέους των αντικειµένων της, και άρα το tS ανήκει στην S. �

Πόρισµα 3.1.9. ΄Εστω ότι η S είναι µία thick υποκατηγορία της T , και έστω ότι υπάρχει ένας
Bousfield συναρτητής τοπικοποίησης για το Ϲευγάρι S � T . ΄Εστω επίσης ένα αντικείµενο t στην T
το οποίο είναι S-τοπικό. Τότε ο µορφισµός tÑ Gt είναι ισοµορφισµός στην T .

Απόδειξη. ΄Εστω t ένα S-τοπικό αντικείµενο. Από την Πρόταση 3.1.8, στο διακεκριµένο τρίγωνο

tS ÝÑ t
ηtÝÑ Gt ÝÑ ΣtS ,
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το αντικείµενο tS ανήκει στην S. Εποµένως ο µορφισµός tS Ñ t πρέπει να είναι ο µηδενικός,
καθώς το t είναι S-τοπικό. Αλλά τότε πρέπει να ισχύει Gt � t`ΣtS . Από το Λήµµα 3.1.2 έχουµε
όµως ότι και το Gt είναι S-τοπικό. ΄Αρα ο µορφισµός

ΣtS Ñ Gt � t` ΣtS

είναι ένας µορφισµός από ένα αντικείµενο της S σε ένα S-τοπικό αντικείµενο. ΄Αρα πρέπει να
είναι ο µηδενικός µορφισµός. Αλλά αυτός είναι η κανονική έγκλιση ενός ευθέως αθροίσµατος,
οπότε το tS ϑα πρέπει να είναι ισόµορφο µε το 0, και άρα ο ηt : tÑ Gt είναι ισοµορφισµός. �

Πριν προχωρήσουµε παρακάτω οφείλουµε να δώσουµε µερικούς ορισµούς.

Ορισµός 3.1.10. ΄Εστω T µία τριγωνισµένη κατηγορία και S µία κλάση αντικειµένων στην T . Τότε
η κατηγορία KS ορίζεται να είναι η πλήρης υποκατηγορία όλων των S-τοπικών αντικειµένων της T .
∆ηλαδή

KS � tx P T |@s P S,HomT ps, xqu.

Κατά δυικό τρόπο ορίζουµε και την πλήρη υποκατηγορία όλων των S-συντοπικών αντικειµένων
της T .

Ορισµός 3.1.11. ΄Εστω T µία τριγωνισµένη κατηγορία και S µία κλάση αντικειµένων στην T . Τότε
η κατηγορία SK ορίζεται να είναι η πλήρης υποκατηγορία όλων των S-συντοπικών αντικειµένων της
T . ∆ηλαδή

SK � tx P T |@s P S,HomT px, squ.

Το επόµενο Λήµµα είναι προφανές, αλλά απαραίτητο, καθώς ϑέλουµε να δουλεύουµε σε thick
υποκατηγορίες µίας τριγωνισµένης κατηγορίας.

Λήµµα 3.1.12. ΄Εστω S µία κλάση αντικειµένων µίας τριγωνισµένης κατηγορίας T . Τότε και οι δύο
υποκατηγορίες KS και SK, είναι thick υποκατηγορίες της T . Εάν επιπλέον η T είναι συνπλήρης,
τότε η KS είναι τοπικοποιούσα , ενώ εάν η T είναι πλήρης, τότε η SK είναι συντοπικοποιούσα.

Θεώρηµα 3.1.13. ΄Εστω T µία τριγωνισµένη κατηγορία και S µία thick υποκατηγορία της. Τότε
ένας Bousfield συναρτητής τοπικοποίησης υπάρχει για το Ϲευγάρι S � T αν και µόνο αν, για κάθε
αντικείµενο t στην T , υπάρχει ένα διακεκριµένο τρίγωνο στην T

tS ÝÑ t ÝÑtKSu t ÝÑ ΣtS ,

όπου το tS ανήκει στην S και το tKSut ανήκει στην KS.

Απόδειξη. ΄Εστω καταρχάς ότι υπάρχει ένας Bousfield συναρτητής τοπικοποίησης υπάρχει για το
Ϲευγάρι S � T . Τότε από την Πρόταση 3.1.8, έχουµε απευθείας το Ϲητούµενο.
΄Εστω τώρα ότι για κάθε αντικείµενο t στην T , υπάρχει ένα διακεκριµένο τρίγωνο

tS ÝÑ t
α
ÝÑtKSu t ÝÑ ΣtS ,

όπου το tS ανήκει στην S και το tKSut ανήκει στην KS. Εφόσον tS P S, ο µορφισµός α ανήκει στο
MorS και άρα γίνεται ισοµορφισµός στην T {S. ΄Αρα

HomT {Spx, tq � HomT {Spx,tKSu tq.

Από την άλλη, το αντικείµενο tKSut είναι S-τοπικό και άρα από το Λήµµα 3.1.5 έχουµε ότι

HomT {Spx,tKSu tq � HomT px,tKSu tq.

Συνδυάζοντας τις παραπάνω δύο ισοδυναµίες έχουµε ότι

HomT {Spx, tq � HomT px,tKSu tq.
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Εποµένως εάν ορίσουµε το αντικείµενο Gt να είναι το tKSut, έχουµε έναν ϕυσικό ισοµορφισµό

HomT {Sp-, tq � HomT p-, Gtq.

Εποµένως το αντικείµενο Gt �tKSu t είναι µοναδικό ως προς κανονικό ισοµορφισµό, και ο G
επεκτείνεται σε έναν συναρτητή, ο οποίος είναι δεξιός συζυγής του F . �

Πόρισµα 3.1.14. ΄Εστω S µία thick υποκατηγορία της τριγωνισµένης κατηγορίας T , και έστω ότι
υπάρχει ένας Bousfield συναρτητής τοπικοποίησης για το Ϲευγάρι S � T . Τότε υπάρχει επίσης ένας
Bousfield συναρτητής τοπικοποίησης για το Ϲευγάρι tKSuop � T op, και

tKSuK � S.

Απόδειξη. Εφόσον υπάρχει ένας Bousfield συναρτητής τοπικοποίησης για το Ϲευγάρι S � T , το
Θεώρηµα 3.1.13 µας λέει ότι για κάθε t P T υπάρχει ένα διακεκριµένο τρίγωνο

tS ÝÑ t ÝÑtKSu t ÝÑ ΣtS ,

όπου tS P S και tKSut P
K S. Αλλά εφόσον η S κατά προφανές λόγο εµπεριέχεται στην tKSuK,

µπορούµε να δούµε το tS ως αντικείµενο της tKSuK, και το δυικό του Θεωρήµατος 3.1.13, µας
λέει ότι υπάρχει ένας αριστερός συζυγής για τον κανονικό συναρτητή

U : T Ñ T {KS.

∆ηλαδή υπάρχει ένας Bousfield συναρτητής τοπικοποίησης για το Ϲευγάρι tKSuop � T op. Συµ-
ϐολίζουµε αυτόν τον συναρτητή ως

L : T {KS Ñ T .

Τώρα για κάθε αντικείµενο t στην T , έχουµε ένα διακεκριµένο τρίγωνο στην T

LUt ÝÑ t ÝÑ c ÝÑ ΣLUt,

όπου c PK S και LUt P tKSuK. Αλλά παραπάνω το ταυτίσαµε αυτό το διακεκριµένο τρίγωνο, µε
το διακεκριµένο τρίγωνο

tS ÝÑ t ÝÑtKSu t ÝÑ ΣtS .

Εποµένως έχουµε ότι το LUt � tS ανήκει στην S � tKSuK, για κάθε t.
Είµαστε τώρα έτοιµοι να αποδείξουµε ότι ισχύει και tKSuK � S. ΄Εστω t P tKSuK, δηλαδή το t
είναι KS-συνοτπικό. Από το δυικό του Πορίσµατος 3.1.9 έχουµε ότι ο µορφισµός LUt Ñ t είναι
ισοµορφισµός. ΄Αρα λόγω των παραπάνω t P S και συνολικά tKSuK � S. �

Θεώρηµα 3.1.15. ΄Εστω S µία thick υποκατηγορία της τριγωνισµένης κατηγορίας T , και έστω ότι
υπάρχει ένας Bousfield συναρτητής τοπικοποίησης για το Ϲευγάρι S � T . Τότε η υποκατηγορία
KS � T είναι ισοδύναµη µε την T {S. Ακριβέστερα, η σύνθεση

KS inc
ÝÝÑ T F

ÝÑ T {S,

είναι µία ισοδυναµία κατηγοριών.

Απόδειξη. Καταρχάς το γεγονός ότι η σύνθεση των

KS inc
ÝÝÑ T F

ÝÑ T {S,

είναι πλήρης και πιστός συναρτητής, οφείλεται απευθείας στο Λήµµα 3.1.5, καθώς εκεί αποδεί-
ξαµε ότι για κάθε x P T και y PK S,

HomT px, yq � HomT {Spx, yq
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και προφανώς το ίδιο ισχύει και όταν x PK S � S. Οπότε οι µορφισµοί µεταξύ των S-τοπικών
αντικειµένων, είναι οι ίδιοι στην T και στην T {S.
Επίσης κάθε αντικείµενο t της T {S είναι ισόµορφο µε ένα αντικείµενο στην KS, καθώς στο Λήµµα
3.1.7, αποδείξαµε ότι ο ηt : t Ñ Gt είναι πάντα ισοµορφισµός στην T {S και στο Λήµµα 3.1.2
αποδείξαµε ότι Gt PK S. �

Παρατήρηση 3.1.16. ΄Εστω S µία thick υποκατηγορία της τριγωνισµένης κατηγορίας T , και έστω
ότι υπάρχει ένας Bousfield συναρτητής τοπικοποίησης για το Ϲευγάρι S � T . Τότε το Θεώρηµα
3.1.15 µας δείχνει ότι η κατηγορία T {S µπορεί αν εµφυτευθεί ως µία πλήρης υποκατηγορία της
T , γεγονός που είναι πολύ σηµαντικό. Η σηµασία αυτής της παρατήρησης έγκειται στο γεγονός
ότι εάν οι κατηγορία T έχει µικρά Hom-σύνολα, τότε ϑα πρέπει το ίδιο να ισχύει και για την T {S.

Πρόταση 3.1.17. ΄Εστω S µία thick υποκατηγορία της τριγωνισµένης κατηγορίας T .Υποθέτουµε
ότι η T έχει µικρά Hom-σύνολα. ΄Ενας Bousfield συναρτητής τοπικοποίησης υπάρχει για το Ϲευγάρι
S � T αν και µόνο αν η κανονική έγκλιση S Ñ T έχει έναν δεξιό συζυγή.

Απόδειξη. Εάν ένας Bousfield συναρτητής τοπικοποίησης υπάρχει για το Ϲευγάρι S � T , τότε
από το Πόρισµα 3.1.14, η κανονική προβολή T Ñ T {KS έχει έναν αριστερό συζυγή, ο οποίος
εµφυτεύει την T {KS ως S � tKSuK � T . ∆ηλαδή η εµφύτευση S � T έχει έναν δεξιό συζυγή
T Ñ T {KS.
Υποθέτουµε τώρα ότι η κανονική έγκλιση I : S Ñ T έχει έναν δεξιό συζυγή J : T Ñ S. Για κάθε
αντικείµενο t στην T , ϑεωρούµε την µονάδα της συζυγίας IJtÑ t και συµπληρώουµε αυτόν τον
µορφισµό σε ένα διακεκριµένο τρίγωνο

IJt ÝÑ t ÝÑ z ÝÑ ΣIJt.

Προφανώς καταρχάς IJt P S. Τώρα λόγω της συζυγία έχουµε ότι

HomT pIx, tq � HomSpx, Jtq � HomT pIx, IJtq,

όπου η ισότητα HomSpx, Jtq � HomT pIx, IJtq έπεται από το γεγονός ότι η S είναι µία πλήρης
υποκατηγορία της T , και άρα ο I είναι πλήρης και πιστός. Εφαρµόζοντας τώρα στο παραπάνω
διακεκριµένο τρίγωνο τον συναρτητή HomT pIx, -q, παίρνουµε µία µακρά ακριβής ακολουθία
αβελιανών οµάδων

� � � HomT pIx, Ijtq HomT pIx, tq HomT pIx, zq � � � .

Εποµένως για κάθε x P S ϑα πρέπει να ισχύει HomT pIx, zq � 0. ∆ηλαδή z PK S. Εποµένως
έχουµε ένα διακεκριµένο τρίγωνο

tS ÝÑ t ÝÑtKSu t ÝÑ ΣtS ,

όπου tS � Ijt P S και tKSut � z PK S. ΄Αρα από το Θεώρηµα 3.1.13 παίρνουµε ότι υπάρχει ένας
Bousfield συναρτητής τοπικοποίησης για το Ϲευγάρι S � T . �

Παρατήρηση 3.1.18. Η σηµασία των αποτελεσµάτων αυτής της παραγράφου ϑα ϕανεί αργότερα,
όταν ϑα εισάγουµε τις έννοιες της localization ακολουθίας και του recollement, καθώς η ύπαρξη
ενός Bousfield συναρτητή τοπικοποίησης και ενός Bousfield συναρτητή συντοπικοποίησης οδηγεί
σε µία εκτενής ϑεωρία.

3.2 Παραγόµενοι συναρτητές

Η ύπαρξη παραγόµενων συναρτητών και η µελέτη αυτών, αποτελεί ένα κεντρικό ϑέµα της οµολο-
γικής ΄Αλγεβρας. ΄Οταν κανείς δουλεύει για παράδειγµα στην Κατηγορία των προτύπων πάνω από
ένα δακτύλιο, τότε κανείς µπορεί να αναπτύξει αριστερούς και δεξιούς παραγόµενους συναρτητές
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από τους συναρτητές Hom και
Â

στην πρώτη ή στην δεύτερη µεταβλητή. Για το πως γίνεται αυτή
η κατασκευή µπορεί κανείς να δει το ϐιβλίο του Bland [1]. Οι παραγόµενοι συναρτητές παίζουν
όµως και ένα πολύ σηµαντικό ϱόλο στη Θεωρία κατηγοριών, καθώς πολλά αποτελέσµατα µπορούν
να γενικευτούν σε τυχαίες κατηγορίες. Σκοπός αυτής της παραγράφου, δεν είναι να δοθεί µία
εκτενής παρουσίαση των παραγόµενων συναρτητών και σηµαντικά µεν, ϐασικά δε, αποτελέσµατα
τα οποία µπορεί κανείς να συναντήσει σε ϐιβλία ή σηµειώσεις που αναφέρουν κατηγορίες και πα-
ϱαγόµενους συναρτητές. Σκοπός µας πάντως είναι να αποδείξουµε ένα πιο µοντέρνο και όχι τόσο
τετριµµένο αποτέλεσµα, το οποίο µας λέει ότι υπό κάποιες προϋποθέσεις µπορούµε να ορίσουµε
τον παραγόµενο συναρτητή ενός συναρτητή F στις µη ϕραγµένες παραγόµενες κατηγορίες.
Θα ξεκινήσουµε λοιπόν δίνοντας µερικούς ϐασικούς ορισµούς, αλλά και µερικά ϐασικά αποτε-
λέσµατα, των οποίων η απόδειξη ϑα παραλειφθεί καθώς µπορεί να ϐρεθεί στις σηµειώσεις του
Milisic [14].

Πρόταση 3.2.1. ΄Εστω A και B δύο αβελιανές κατηγορίες και έστω F : A Ñ B ένας προσθετικός
συναρτητής. Τότε κατά ϕυσικό τρόπο, υπάρχει ένας συναρτητής KpF q : K�pAq Ñ K�pBq, ο οποίος
είναι ακριβής συναρτητής τριγωνισµένων κατηγοριών.

Στη συνέχεια της παραγράφου ϑα συµβολίζουµε µε Q : KpAq Ñ DpAq τον κανονικό συναρτητή
τοπικοποίησης, από την οµοτοπική κατηγορία των συµπλόκων στην παραγόµενη κατηγορία.

Θεώρηµα 3.2.2. ΄Εστω F : A Ñ B ένας ακριβής συναρτητής µεταξύ αβελιανών κατηγοριών.
Τότε υπάρχει ένας µοναδικός ακριβής συναρτητής DpF q : D�pAq Ñ D�pBq µεταξύ τριγωνισµένων
κατηγοριών, έτσι ώστε το παρακάτω διάγραµµα να είναι µεταθετικό.

K�pAq K�pBq

D�pAq D�pBq

KpF q

QA QB

DpF q

Επίσης ο Dpfq ικανοποιεί τη συνθήκη

Σ � DpF q � DpF q � Σ,

όπου Σ είναι οι ανάλογοι translation.

Ορισµός 3.2.3. ΄Εστω F : AÑ B ένας ακριβής συναρτητής µεταξύ αβελιανών κατηγοριών. ΄Ενας
δεξιός παραγόµενος συναρτητής (right derived functor) του F αποτελέιται από έναν ακριβή
συναρτητή RF : D�pAq Ñ D�pBq και έναν ϐαθµωτό µορφισµό συναρτητών εF : QB � KpF q Ñ
RF �QA µε την ακόλουθη οικουµενική ιδιότητα :

(RD1) ΄Εστω G : D�pAq Ñ D�pBq ένας ακριβλης συναρτητής και ε : QB � KpF q Ñ G � QA ένας
ϐαθµωτός µορφισµός συναρτητών. Τότε υπάρχει µοναδικός ϐαθµωτός µορφισµός συναρτητών
η : RF Ñ G, έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό.

RF �QA

QB � KpF q

G �QA

η�QA

εF

ε

Ορισµός 3.2.4. ΄Εστω A και B δύο αβελιανές κατηγορίες και έστω F : A Ñ B ένας προσθετι-
κός συναρτητής. Μία πλήρης υποκατηγορία R της A ϑα καλείται right adapted για τον F , εάν
ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες :
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(AR1) Το µηδενικό αντικείµενο ανήκει στην R.

(AR2) Εάν τα αντικείµενα M και N ανήκουν στην R, τότε και το M `N ανήκει στην R.

(AR3) Για κάθε αντικείµενοM στην A, υπάρχει ένα αντικείµενο R στην R, και ένας µονοµορφισµός
i : M Ñ R.

(AR4) Εάν το R είναι ένα ακυκλικό σύµπλοκο στην K�pRq, τότε το KpF qpRq είναι επίσης ακυκλικό.

Παρατήρηση 3.2.5. Προφανώς οι δύο πρώτες συνθήκες του Ορισµού 3.2.4, υποδηλώνουν ότι η
R είναι µία πλήρης προσθετική κατηγορία της A

Θεώρηµα 3.2.6. ΄Εστω F : A Ñ B ένας προσθετικός συναρτητής µεταξύ αβελιανών κατηγοριών.
΄Εστω ότι υπάρχει µία υποκατηγορία R της A, η οποία είναι right adapted για τον F . Τότε υπάρχει
ένας παραγόµενος συναρτητής RF : D�pAq Ñ D�pBq του F .

Το επόµενο Θεώρηµα είναι γνωστό εδώ και πολλά χρόνια, αλλά όπως ϑα δούµε και στη συνέ-
χεια, υπάρχει µία καλύτερη µορφή του.

Θεώρηµα 3.2.7. ΄ΕστωA µία αβελιανή κατηγορία η οποία έχει αρκετά ενέσιµα. Τότε ο προσθετικός
συναρτητής F : AÑ B έχει έναν δεξιό παραγόµενο συναρτητή RF : D�pAq Ñ D�pBq.

Σχόλιο 3.2.8. Σε αυτή την παράγραφο µιλήσαµε για δεξιούς παραγόµενους συναρτητές. Ωστόσο
παρόµοια πράγµατα ισχύουν και για αριστερούς παραγόµενους συναρτητές, οι οποίοι ορίζονται
κατά δυικό τρόπο.

3.2.1 Παραγόµενοι συναρτητές µεταξύ µη ϕραγµένων παραγόµενων κα-
τηγοριών

Στην προηγούµενη παράγραφο αναφέραµε µερικά γενικά στοιχεία παραγόµενων συναρτητών, τα
οποία για πολλά χρόνια ήταν γνωστά στους µαθηµατικούς. Ωστόσο στο Θεώρηµα 3.2.7 είδαµε την
ύπαρξη ενός δεξιού παραγόµενου συναρτητή στα πλαίσια των κάτω ϕραγµένων παραγόµενων κα-
τηγοριών. Ωστόσο ο Spaltenstein [22] και ξεχωριστά οι Marcel Bokstedt και Amnon Neeman [2]
απέδειξαν την ύπαρξη παραγόµενων συναρτητών σε µη ϕραγµένες παραγόµενες κατηγορίες κά-
τω από κάποιες σχετικά ασθενής υποθέσεις. Σε αυτή την παράγραφο ϑα ακολουθήσουµε την
πορεία της απόδειξης των Bokstedt και Neeman, οι οποίοι δεν γνώρισαν την ύπαρξη του ίδιου
αποτελέσµατος από τον Spaltenstein πέντε χρόνια νωρίτερα από την δηµοσίευση του δικού τους
άρθρου. ΄Οταν το έµαθαν, το άρθρο τους ήταν έτοιµο να δηµοσιευθεί και µε κάποιες αµφιβολίες
αποφάσισαν τελικά να το εκδώσουν, καθώς η πορεία της απόδειξης είναι διαφορετική και σχετικά
πιο εύκολη. Η ευκολία της οφείλεται στο γεγονός ότι κοιτούσαν το πρόβληµα από την σκοπιά
της αλγεβρικής τοπολογίας και η µελέτη των οµοτοπικών συνορίων και ορίων στην παραγόµενη
κατηγορία ήταν καθοριστική.

Παρατήρηση 3.2.9. ΄Εστω T µια πλήρης τριγωνισµένη κατηγορία και έστω µία ακολουθία αντι-
κειµένων και µορφισµών στην T

� � � ÝÑ X3
µ3ÝÑ X2

µ2ÝÑ X1
µ1ÝÑ X0 (3.2)

΄Εστω επίσης ν :
±
iPNXi Ñ

±
iPNXi να είναι ο µορφισµός ο οποίος επάγεται στο δεύτερο γινόµενο

από τους µορφισµούς µi�1 : Xi�1 Ñ Xi. ∆ηλαδή ισχύει pi � ν � µi�1 � pi�1, όπου pi είναι η
κανονική προβολή του γινοµένου στο Xi. Τον µορφισµό 1 � ν ϑα τον ονοµάζουµε 1 � shift.
Είµαστε τώρα έτοιµοι να δώσουµε τον ορισµό του οµοτοπικού ορίου

Ορισµός 3.2.10. ΄Εστω T µία πλήρης τριγωνισµένη κατηγορία. ΄Εστω tXi, i P Nu µία ακολουθία
αντικειµένων στην T όπως ορίστηκε στην Παρατήρηση 3.2.9. Το οµοτοπικό όριο (homotopy
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limit) της παραπάνω ακολουθίας ορίζεται να είναι η µοναδική, ως προς µη µοναδικό ισοµορφισµό,
τρίτη κορυφή του διακεκριµένου τριγώνου

holimpXiq
β
ÝÑ

¹
iPN

1�shift
ÝÝÝÝÝÑ

¹
iPN

ÝÑ ΣpholimpXiqq.

Παρατήρηση 3.2.11. ΄Εστω A µία πλήρης αβελιανή κατηγορία για την οποία ισχύει ότι κάθε
οικογένεια επιµορφισµών της επάγει έναν επιµορφισµό στο γινόµενο. ΄Εστω X ένα αντικείµενο
της παραγόµενης κατηγορίαςDpAq. ΄Εστω επίσης όπως και στην παρατήρηση 3.2.9 µία ακολουθία
συµπλόκων στην DpAq

� � � ÝÑ X3
µ3ÝÑ X2

µ2ÝÑ X1
µ1ÝÑ X0,

µαζί µε µια οικογένεια µορφισµών X Ñ Xi για κάθε i P N, οι οποίοι είναι συµβατοί µε τους
µορφισµούς της ακολουθίας. Τότε αυτή η οικογένεια συµβατών µορφισµών ορίζει έναν µορφισµό
α : X Ñ

±
iPNXi, τον οποίο όταν τον συνθέσουµε µε τον 1 � shift µας δίνει τον µηδενικό

µορφισµό. Εποµένως υπάρχει ένας µορφισµός γ : X Ñ holimpXiq µε β � γ � α. Υποθέτουµε
τώρα ότι για κάθε n P Z , ο µορφισµός HnpXq Ñ HnpXiq είναι τελικά ισοµορφισµός. Τότε ο
γ : X Ñ holimpXiq είναι ισοµορφισµός στην DpAq. Για να δούµε γιατί ισχύει αυτό εργαζόµαστε
ως εξής : Υποστηρίζουµε αρχικά ότι η ακόλουθη ακολουθία είναι ακριβής για κάθε n P Z.

0 ÝÑ HnpXq
Hnpαq
ÝÝÝÝÑ Hnp

¹
iPN

Xiq
Hnp1�shiftq
ÝÝÝÝÝÝÝÝÑ Hnp

¹
iPN

Xi ÝÑ 0.

Λόγω των υποθέσεων για την A, η συνοµολογία µετατίθεται µε τα γινόµενα και εποµένως ο µορ-
ϕισµός Hnpαq είναι ένας µορφισµός στο γινόµενο

±
iPZ H

npXiq, ο οποίος επάγεται από τους
µορφισµού HnpXq Ñ HnpXiq. ΄Οµως µόνο πεπερασµένοι από αυτούς τους µορφισµούς δεν είναι
ισοµορφισµοί, εποµένως ο Hnpαq είναι µονοµορφισµός.
Θεωρούµε τώρα ένα αντίστροφο σύστηµα

� � � ÝÑ HnpX3q ÝÑ HnpX2q ÝÑ HnpX1q ÝÑ HnpX0q.

Λόγω της υπόθεσης µας, ότι για κάθε n P Z ο µορφισµός HnpXq Ñ HnpXiq είναι τελικά ισοµορ-
ϕισµός, παίρνουµε ότι τελικά αυτή ακολουθία σταθεροποιείται στα αριστερά στο HnpXq. Οπότε
οι µορφισµοί HnpXq Ñ HnpXiq αποτελούν ένα αντίστροφο όριο για το παραπάνω αντίστροφο
σύστηµα. Εποµένως η εικόνα του HnpAq είναι ο πυρήνας του Hnp1� shiftq.
Τέλος επειδή όπως αναφέραµε, η παραπάνω ακολουθία σταθεροποιείται στα αριστερά στο HnpXq,
έχουµε ότι τελικά οι µορφισµοί του αντίστροφου συστήµατος είναι τελικά επιµορφισµοί. Τό-
τε κάνοντας χρήση του Λήµµατος 66 στο ϐιβλίο του Murfet Derived categories, έχουµε ότι ο
Hnp1� shiftq είναι επιµορφισµός. Οπότε πράγµατι η παραπάνω ακολουθία είναι ακριβής.
Παίρνοντας την µακρά ακριβή ακολουθία στη συνοµολογία για το αρχικό µας διακεκριµένο τρίγω-
νο, σύµφωνα µε το οποίο ορίστηκε το οµοτοπικό όριο, καθώς και από το γεγονός ότι οHnp1�shiftq
είναι επιµορφισµός, ϐλέπουµε απευθείας, λόγω της ακρίβειας της παραπάνω ακολουθίας, ότι
HnpXq � HnpholimpXiqq για κάθε n P Z. Οπότε επειδή είµαστε στην παραγόµενη κατηγορία
DpAq ο µορφισµός γ είναι ισοµορφισµός.

Πρόταση 3.2.12. ΄Εστω A µία πλήρης αβελιανή κατηγορία µε ακριβή γινόµενα και αρκετά ενέσι-
µα. Τότε κάθε αντικείµενο στην DpAq είναι ψευδο-ισοµορφικό µε ένα σύµπλοκο ενέσιµων αντικει-
µένων.

Απόδειξη. ΄Εστω ένα τυχαίο αντικείµενο X στην DpAq. Τότε είναι γνωστό ότι η DpAq έχει µία
ϕυσική t-stucture, όπως µπορεί κανείς να δει και στις σηµειώσεις του Milisic. Συµβολίζουµε µε
X¥n τον truncation του X πάνω από διάσταση n, ο οποίος ορίζεται ως εξής

� � � ÝÑ 0 ÝÑ Cokerpdn�1
X q ÝÑ Xn�1 dn�1

XÝÝÝÑ Xn�2 ÝÑ � � � .
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Οπότε υπάρχει ένας ϕυσικός µορφισµός X Ñ X¥n, ο οποίος είναι ισοµορφισµός στην συνοµο-
λογία στις ϑέσεις µεγαλύτερες του n, και το X¥n µηδενίζεται στις ϑέσεις ¤ n. Εποµένως, εφόσον
η A έχει αρκετά ενέσιµα και το σύµπλοκο X¥n είναι κάτω ϕραγµένο, υπάρχει ένας ψευδο-
ισοµορφισµός X¥n Ñ In, όπου το In είναι ένα σύµπλοκο ενέσιµων αντικειµένων, το οποίο είναι
κάτω ϕραγµένο. Εποµένως για κάθε n ¤ 0 έχουµε ένα διάγραµµα:

X¥n�1 X¥n

In�1 In

Εποµένως από αυτό το διάγραµµα επάγεται ένας µορφισµός In�1 Ñ In στην παραγόµενη κατη-
γορία. ΄Οµως καθώς τα In είναι κάτω ϕραγµένα σύµπλοκα ενέσιµων αντικειµένων, µπορούµε να
πάρουµε έναν chain map, ο οποίος επάγει τον παραπάνω µορφισµό In�1 Ñ In στην παραγόµενη
κατηγορία. Οπότε µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα µεταθετικό διάγραµµα συµπλόκων:

� � � X¥n � � � X¥�2 X¥�1 X¥0

� � � In � � � I�2 I�1 I0

Τότε υπάρχει ένα επαγόµενος µορφισµός στα οµοτοπικά όρια holimpX¥nq Ñ holimpInq, λόγω
του παρακάτω µορφισµού δικαεκριµένων τριγώνων

holimpX¥nq
±
n¤0X

¥n
±
n¤0X

¥n ΣpholimpX¥nqq

holimpInq
±
n¤0 In

±
n¤0 In ΣpholimpInqq

β

1�shift

1�shift

Παίρνοντας την µακρά ακολουθία στη συνοµολογία, και λόγω των υποθέσεων της κατηγορίας A,
έχουµε ότι ο β είναι ψευδο-ισοµορφισµός. Επιπλέον από την Παρατήρηση 3.2.11 έχουµε και ότι ο
µορφισµός α : X � limÐÝX

¥n Ñ holimpX¥nq είναι ψευδο-ισοµορφισµός. ΄Αρα και η σύνθεση β �α
είναι ψευδο-ισοµορφισµός, και αποδείξαµε το Ϲητούµενο καθώς το holimpInq είναι εκ κατασκευής
ένα σύµπλοκο ενέσιµων αντικειµένων. �

Σχόλιο 3.2.13. Η παραπάνω πρόταση είναι πολύ σηµαντική γιατί πριν τη δηµοσιέυση αυτού
του αποτελέσµατος, ήταν γνωστό ότι κανείς µπορούσε να κατασκευάσει για κάθε αντικείµενο
της κατηγορίας DpAq έναν ψευδο-ισοµορφισµό προς ένα σύµπλοκο ενέσιµων αντικειµένων, αλλά
µπορούσε να το κάνει αυτό µόνο κάτω από αυστηρές προϋποθέσεις για την κατηγορία A, όπως
µπορείς να δει κανείς και στο άρθρο του Hartshorne [9].

Παρατήρηση 3.2.14. Αν κανείς παρατηρήσει την πορεία της απόδειξης της Πρότασης 3.2.12 ϑα
δει ότι ισχύει κάτι περισσότερο από αυτό που ξεκινήσαµε να αποδεικνύουµε. Στην πραγµατικότητα
λοιπόν ισχύει το εξής.
Εάν K είναι µία συντοπικοποιούσα υποκατηγορία της DpAq, η οποία παράγεται από τα κάτω
ϕραγµένα σύµπλοκα ενέσιµων αντικειµένων της A. ∆ηλαδή η K είναι µία πλήρης υποκατηγορία
, η οποία περιέχει τα κάτω ϕραγµένα σύµπλοκα ενέσιµων αντικειµένων, και είναι κλειστή ως
προς τα ευθέα γινόµενα και τον σχηµατισµό τριγώνων. Τότε κάθε αντικείµενο της DpAq είναι
ψευδο-ισοµορφικο µε ένα αντικείµενο της K.

Κάνοντας χρήση της παραπάνω Παρατήρησης 3.2.14 και µερικών αποτελεσµάτων τα οποία
παρατέθηκαν στην παράγραφο της τοπικοποίησης Bousfield, είµαστε σε ϑέση να αποδείξουµε µία
πολύ σηµαντική Πρόταση, η οποία ϐοηθά στην κατασκευή παραγόµενων συναρτητών.
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Πρόταση 3.2.15. ΄Εστω A µία πλήρης αβελιανή κατηγορία µε ακριβή γινόµενα και αρκετά ενέσι-
µα. Τότε εάνKpIq συµβολίζει την µικρότερη συντοπικοποιούσα κατηγορία τηςKpAq, η οποία περιέχει
τα κάτω ϕραγµένα σύµπλοκα ενέσιµων αντικειµένων της A, έχουµε ότι η σύνθεση συνατητών

KpIq
inc
ÝÝÑ KpAq can

ÝÝÑ DpAq

είναι µία ισοδυναµία κατηγοριών.

Απόδειξη. Καταρχάς ϑέλουµε να δείξουµε για κάθε αντικείµενο X και Y της Kpiq, ότι

HomKpIqpX,Y q � HomDpAqppcan � incqX, pcan � incqY q.

Αυτόν τον ισοµορφισµό τον παίρνουµε απευθείας από το Λήµµα 3.1.5, εάν ϑέσουµε S την πλήρη
υποκατηγορία των ακυκλικών συµπλόκων, και αιτιολογήσουµε γιατί τα αντικείµενα της KpIq είναι
S-τοπικά. Στην πραγµατικότητα η KpIq αποτελέιται από όλα τα S-τοπικά αντικείµενα, καθώς τα
κάτω ϕραγµένα σύµπλοκα είναι S-τοπικά, και κάνοντας χρήση του Λήµµατος 3.1.12 έχουµε το
Ϲητούµενο λόγο του τρόπου ορισµού της KpIq. Εποµένως µένει να αποδείξουµε ότι κάθε σύµπλοκο
στην DpAq είναι ψευδο-ισοµορφικό µε ένα αντικείµενο της KpIq. Αυτό όµως είναι ακριβώς η
δήλωση της Παρατήρησης 3.2.14, και άρα αποδείχτηκε το Ϲητούµενο. �

Παρατήρηση 3.2.16. Η σπουδαιότητα της πρότασης 3.2.15, έγκειται στο γεγονός ότι µας επιτρέ-
πει να κατασκευάζουµε παραγόµενους συναρτητές κάτω από σχετικά ελαφρές προϋποθέσεις για
την κατηγορία A. Αυτό συµβαίνει καθώς µπορούµε να κοιτάµε την DpAq ως υποκατηγορία της
KpAq, και εκεί τα πράγµατα είναι πολύ πιο διαχειρίσιµα. ΄Ενα σηµαντικό Θεώρηµα το οποίο ϑα
χρησιµοποιήσουµε και στη συνέχεια είναι το παρακάτω καθώς µιλάει για Grothendieck κατηγο-
ϱίες τις οποίες ϑα χρησιµοποιούµε κατά κόρων στη συνέχεια της εργασίας. Η ισχύς του, οφείλεται
στο γεγονός ότι οι κατηγορίες Grothendieck έχουν αρκετά ενέσιµα.

Θεώρηµα 3.2.17. ΄ΕστωA µία κατηγορία Grothendieck και B µία αβελιανή κατηγορία. Τότε κάθε
προσθετικός συναρτητής F : AÑ B έχει έναν δεξιά παραγόµενο συναρτητή.

3.3 Μία ισοδυναµία παραγόµενων κατηγοριών

Το αποτέλεσµα αυτής της παραγράφου οφείλεται στον Donguyan Yao στο επιστηµονικό του άρ-
ϑρο [25]. Κύριος στόχος του άρθρου ήταν να µελετήσει την παρακάτω ερώτηση:
΄ΕστωA µία αβελιανή κατηγορία και B µία thick υποκατηγορία της. ΄ΕστωDbpBq να συµβολίζει την
παραγόµενη κατηγορία των συνοµολογικά ϕραγµένων συµπλόκων αντικειµένων της κατηγορία B,
και DbBpAq να συµβολίζει την παραγόµενη κατηγορία των συνοµολογικά ϕραγµένων συµπλόκων
αντικειµένων της κατηγορία A µε συνοµολογία στην B. Το ερώτηµα που µας απασχολεί είναι το
εάν η έγκλιση της κατηγορία B στην A, παράγει µία ισοδυναµία κατηγοριών από την DbpBq στην
DbBpAq.
Για το εν λόγω ερώτηµα υπάρχουν δύο συνθήκες που µας δίνουν ϑετική απάντηση, µε την κύρια
διαφορά της δεύτερης από την πρώτη συνθήκη, να είναι η υπόθεση ύπαρξης αρκετών ενέσιµων
στην κατηγορία A.
Αρχικά ϑα δώσουµε κάποιους ορισµούς µερικών ϐασικών εννοιών για την διατύπωση του πρώτου
ϑεωρήµατος.

Ορισµός 3.3.1. ΄ΕστωA, µία αβελιανή κατηγορία καιA,B δύο αντικείµενά της. Μία n-extension
από το αντικείµενο B στο A είναι µία ακριβής ακολουθία στην A:

E :� 0 B E1 E2 � � � En A 0 .

΄Ενας µορφισµός µεταξύ δύο n-extension από το αντικείµενο B στο A, είναι ένας µορφισµός συ-
µπλόκων, στον οποίο οι µορφισµοί στα αντικείµενα B και A είναι οι ταυτοτικοί.
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΄Εστω E και F δύο n-extension από το B στο A. Τα E, F ϑα καλούνται παρόµοια, εάν υπάρχει
ένα µεταθετικό διάγραµµα:

0 B E1 E2 � � � En A 0

0 B F 1 F 2 � � � Fn A 0

idB idA

. ΄Εστω E και F δύο n-extension από το B στο A. Τα E, F ϑα καλούνται ισοδύναµα εάν υπάρχουν
n-extension G0 � E,G1, Gr, Gr�1 � F , για κάποιο ακέραιο r P Z, έτσι ώστε τα Gi, Gi�1 να
είναι παρόµοια για κάθε 0 ¤ i ¤ r. Αυτή η σχέση είναι µία σχέση ισοδυναµίας και η Yoneda
n-extension, που συµβολίζεται ως y ExtnApA,Bq ορίζεται ως το σύνολο όλων των n-extension από
το B στο A, πηλίκο την παραπάνω σχέση ισοδυναµίας.

Μπορούµε τώρα να περάσουµε στην διατύπωση ενός πρώτου κριτηρίου, το οποίο ϑα µας δώσει
µία απάντηση για το ερώτηµα που τέθηκε στην αρχή της παραγράφου.

Θεώρηµα 3.3.2. ΄ΕστωA µία αβελιανή κατηγορία και B µία tηιςκ υποκατηγορία της. ΄Εστω επίσης
i : B Ñ A, να συµβολίζει την κανονική έγκλιση. Τότε ο i µας δίνει µία ισοδυναµία παραγόµενων
κατηγοριών DbpBq Ñ DbBpAq αν και µόνο αν για κάθε αντικείµενα A,B της B και κάθε n P Z,
ισχύει :

y ExtnApA,Bq � y ExtnApiA, iBq.

Για την απόδειξη του ϑεωρήµατος 3.3.2, ϑα χρειαστούµε πρώτα ένα λήµµα. Εάν A είναι ένα
αντικείµενο της κατηγορίας A, τότε ϑα συµβολίζουµε µε Arks, το αλυσιδωτό σύµπλοκο:

� � � 0 A 0 � � � .

µε το αντικείµενο A να ϐρίσκεται στην ϑέση k.

Λήµµα 3.3.3. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και B µία tηιςκ υποκατηγορία της. ΄Εστω επίσης
δύο αντικείµενα της κατηγορίας B, A και B, και δύο ακέραιοι k, l P Z.

(ι) Εάν k   l, τότε
HomDbpBqpArks, Brlsq � 0 � HomDbBpAq

pArks, Brlsq.

(ιι) Εάν k � l τότε

HomDbpBqpArks, Brlsq � HomBpA,Bq � HomDbBpAq
pArks, Brlsq.

(ιιι) Εάν k ¡ l τότε
HomDbpBqpArks, Brlsq � Extk�lB pA,Bq,

και
HomDbBpAq

pArks, Brlsq � Extk�lA pA,Bq.

Απόδειξη. ΄Εστω ένας µορφισµός f : Arks Ñ Brls στην DbBpAq. Εφόσον είµαστε στην παραγόµενη
κατηγορία µπορούµε να υποθέσουµε ότι ο f αναπαρίσταται από ένα αριστερό roof:

E

Arks Brls

� .

΄Εστω ο truncation:

τ¤kE � � � � Ek�1 ker dk 0 � � � .
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Τότε ο κανονικός µορφισµός τ¤kE Ñ E είναι ψευδο-ισοµορφισµός. ΄Αρα ο f µπορεί να αναπα-
ϱασταθεί και από το αριστερό roof:

τ¤kE

Arks Brls

�
.

΄Αρα όταν αναπαριστούµε έναν µορφισµό f µε ένα αριστερό roof

E

Arks Brls

� .

µπορούµε να υποθέτουµε ότι Ei � 0 για κάθε i ¡ k.

(ι) ΄Εστω k   l. Τότε ένας µορφισµός f : Arks Ñ Brls, αναπαρίσταται από ένα αριστερό roof

E

Arks Brls

� .

µε Ei � 0 για κάθε i ¡ k. ΄Αρα ο µορφισµός E Ñ Brls είναι ο µηδενικός και άρα ο f είναι
ο µηδενικό µορφισµός.

(ιι) ΄Εστω k ¥ l και ότι µορφισµός f : Arks Ñ Brls αναπαρίσταται από ένα αριστερό roof

E

Arks Brls

� .

µε Ei � 0 για κάθε i ¡ k. ΄Εστω επίσης :

τ¥lE � � � � El{ Impdl�1q El�1 � � � Ek 0 � � � .

Τότε ο µορφισµός E Ñ τ¥lE είναι ένας ψευδο-ισοµορφισµός και οι µορφισµοί συµπλόκων
E Ñ Arks και E Ñ Brls αναλύονται µέσω του E Ñ τ¥lE. ΄Αρα ο f µπορεί να αναπαρα-
σταθεί από το αριστερό roof

τ¥lE

Arks Brls

�
.

΄Αρα για ένα µορφισµό f από το Arks στο Brls στην κατηγορία HomDbpBq (ή στην HomDbBpAq
)

µε k ¥ l, µπορούµε να υποθέσουµε ότι ότι ο f αναπαρίσταται από ένα αριστερό roof

E

Arks Brls

� .

µε Ei � 0 όταν i R rl, ks, και χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέτουµε ότι
l � 0.
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Τώρα στην περίπτωση που ισχύει k � l, ένας µορφισµός f P HomDbpBqpAr0s, Br0sq, µπορεί
να αναπαρασταθεί ως :

Er0s

Ar0s Br0s

�
a b .

Και άρα ο f αντιστοιχεί στον µορφισµό b � a�1 P HomBpA,Bq. Εάν ο f έχει µία άλλη
αναπαράσταση:

E1r0s

Ar0s Br0s

�
a1 b1 .

τότε ϑα υπάρχει σύµπλοκο F και ένα µεταθετικό ως προς οµοτοπία διάγραµµα:

Er0s

Ar0s F Br0s

E1r0s

�
a b

c

c1

a1
�

b1

Με παρόµοια επιχειρήµατα όπως παραπάνω, µπορούµε να υποθέσουµε ότι F � F r0s για
κάποια αντικείµενο F . ΄Αρα η µεταθετικότητα ως προς οµοτοπία του παραπάνω διαγράµµα-
τος γίνεται αυστηρή µεταθετικότητα, και άρα έχουµε b � a�1 � b1 � pa1q�1. ΄Αρα η παραπάνω
αντιστοίχιση του f σε έναν µορφισµό b � a�1 P HomBpA,Bq, µας δίνει έναν καλά ορισµένο
συναρτητή HomDpBqpAr0s, Br0sq Ñ HomBpA,Bq, ο οποίος προφανώς έχει τον συναρτητή
έγκλισης HomBpA,Bq Ñ HomDbpBqpAr0s, Br0sq ως αντίστροφο. ΄Αρα έχουµε ότι :

HomDbpBqpAr0s, Br0sq � HomBpA,Bq.

Οµοίως παίρνουµε και ότι :

HomDbBpAq
pAr0s, Br0sq � HomBpA,Bq.

(ιιι) ΄Εστω k ¡ l. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι l � 0. ΄Εστω ότι ο µορφισµός
f P HomDbpBqpArks, Br0sq αναπαρίσταται από το αριστερό roof

E

Arks Br0s

� .

µε Ei � 0 εάν i R r0, ks. ΄Εστω F 1 να είναι το pushout του διαγράµµατος

E1 F 1

E0 B

.

Καθώς το F 1 είναι το pushout του παραπάνω διαγράµµατος µπορούµε να πάρουµε ένα
καινούριο σύµπλοκο E1

� B ÝÑ F 1 ÝÑ E2 ÝÑ � � � ÝÑ Ek και έναν ψευδο-ισοµορφισµό
E

�
ÝÑ E1. Εφόσον οι µορφισµοί Arks ÐÝ E και E ÝÑ Br0s µπορούν να αναλυθούν µέσω
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του E ÝÑ E1, παίρνουµε ότι ο µορφισµός f µπορεί να αναπαρασταθεί και από το αριστερό
roof

E1

Arks Br0s

�

΄Αρα εφόσον ο µορφισµός E1 ÝÑ �Arks είναι ψευδο-ισοµορφισµός, κατασκευάσαµε ένα
extension

0 B F 1 E2 � � � Ek A 0 .

Υποθέτουµε τώρα ότι δύο extension

E � 0 B E1 E2 � � � Ek A 0

F � 0 B F 1 F 2 � � � F k A 0 .

τα οποία προέρχονται από τον f µε την παραπάνω διαδικασία.
Εφόσον ο f αναπαρίσταται από τα αριστερά roof

E

Arks Br0s

� .

και
F

Arks Br0s

� .

υπάρχει σύµπλοκο G και µεταθετικό διάγραµµα ως προς οµοτοπία

E

Arks G Br0s

F

�
p

q�

.

Και εδώ πέρα µπορούµε να υποθέσουµε ότι Gi � 0 αν i R r0, ks. Η αυστηρή µεταθετικότητα
του αριστερού µέρους του παραπάνω διαγράµµατος είναι προφανής. Μένει να κάνουµε
και το δεξί µέρος του παραπάνω διαγράµµατος αυστηρή µεταθετικότητα, τροποποιώντας
κατάλληλα τον µορφισµό q.
Λόγω της οµοτοπικής µεταθετικότητας του δεξιού µέρους, έχουµε µία οποτοπία από τοG στο
Br0s. Πιο συγκεκριµένα έχουµε ένα µορφισµό D : G1 Ñ B, τέτοιον ώστε D � d0 � p0 � q0.
Ορίζουµε τώρα τον µορφισµό συµλόκων q1 : GÑ F ως εξής :

G0 G1 G2 � � � Gk

B F 1 F 2 � � � F k

d0

p0 q1�δ0�D q2 qk

δ0

.

Το παραπάνω διάγραµµα είναι όντως µορφισµός συµπλόκων καθώς:

pq1 � δ0 �Dq � δ0 � q1 � δ0 � δ0 �D � δ0 � δ0 � q0 � δ0 � pp0 � q0q � δ0 � p0.
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Ο q1 επιπλέον όπως ορίστηκε είναι και ψευδο-ισοµορφισµός. ΄Αρα αν αντικαταστήσουµε τον
µορφισµό q µε τον q1, έχουµε ακόµα οµοτοπική µεταθετικότητα στο παραπάνω διάγραµµα.
΄Αρα µπορούµε να υποθέσουµε ότι p0 � q0 και άρα το παραπάνω διάγραµµα γίνεται αυστηρά
µεταθετικό.
΄Εστω τώρα H1 το pushout του διαγράµµατος :

G1 H1

G0 B

.

Τότε παίρνουµε ένα νέο σύµπλοκο:

G1
� B ÝÑ H1 ÝÑ G2 ÝÑ � � � ÝÑ Gk,

και έναν ψευδο-ισοµορφισµό G �
ÝÑ G1 µέσω του οποίου µπορούν να αναλυθούν οι µορφι-

σµοί p και q. ΄Αρα έχουµε ένα µεταθετικό διάγραµµα:

E

Arks G1 Br0s

F

�

�

,

το οποίο µας δίνει δύο µορφισµούς extension:

B E1 � � � Ek A

B H1 � � � Gk A

B F 1 � � � F k A

idB

idB

idA

idA

.

΄Αρα καταφέραµε να αντιστοιχίσουµε καλώς ένα extension για κάθε µορφισµό f . ΄Αρα
παίρνουµε έναν καλά ορισµένο συναρτητή Φ: HomDbpBqpArks, Br0sq Ñ y ExtnApA,Bq.
΄Εστω τώρα ένα extension 0 ÝÑ B ÝÑ E1 ÝÑ � � � ÝÑ Ek ÝÑ A ÝÑ 0. Μπορούµε τότε να
πάρουµε έναν µορφισµό f : Arks Ñ Br0s, ο οποίος αναπαρίσταται από το αριστερό roof

E

Arks Br0s

� ,

όπου E � 0 ÝÑ B ÝÑ E1 ÝÑ � � � ÝÑ Ek. ΄Αρα εύκολα πήραµε και τον αντίστροφο
συναρτητή του Φ και έτσι κατασκευάσαµε έναν ισοµορφισµό:

HomDbpBqpArks, Br0sq � y ExtnApA,Bq.

Οµοίως παίρνουµε και ότι :

HomDbBpAq
pArks, Br0sq � y ExtnApA,Bq.

�
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Είµαστε πλέον σε ϑέση να δώσουµε την απόδειξη του ϑεωρήµατος 3.3.2.

Απόδειξη. ΄Εστω καταρχάς ότι ο i : DbpBq Ñ DbBpAq είναι ισοδυναµία κατηγοριών. Τότε ο i ϑα
είναι πλήρης και πιστός. Πιο συγκεκριµένα, έχουµε ότι :

y ExtnApA,Bq � HomDbpBqpArks, Br0sq ÝÑ �HomDbBpAq
pArks, Br0sq � y ExtnBpA,Bq.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι για δύο αντικείµενα της κατηγορίας B, τα A και B και για k ¥ 0,
έχουµε ότι y ExtnBpA,Bq � y ExtnApA,Bq.•
Για να δείξουµε ο i : DbpBq Ñ DbBpAq είναι ισοδυναµία, πρέπει να δείξουµε ότι :

(1) για κάθε δύο αντικείµενα E και F της κατηγορίας DbpBq

i : HomDbpBqpE,F q
�
ÝÑ HomDbBpAq

pE,F q

(2) για κάθε αντικείµενο E της κατηγορίας DbBpAq, υπάρχει ένα αντικείµενο F της κατηγορίας
DbpBq, και ένας ισοµορφισµός στην DbBpAq µεταξύ των E και F .

Για την απόδειξη του (1), εφόσον η κατηγορία B είναι αβελιανή, κάθε συνοµολογικά ϕραγµένο
σύµπλοκο είναι ψευδο-ισοµορφικό µε ένα αυστηρά ϕραγµένο σύµπλοκο, και άρα µπορούµε να
υποθέσουµε ότι τα E και F είναι αυστηρά ϕραγµένα.
Καταρχάς για το (1), πρέπει απλά να δείξουµε ότι όταν E � Arks για κάποιο αντικείµενο A της
κατηγορίας B, και το F είναι τυχαίο, έχουµε ότι :

i : HomDbpBqpArks, F q ÝÑ �HomDbBpAq
pArks, F q.

Για να δείξουµε γιατί η παραπάνω δήλωσή µας ισχύει ϑα χρησιµοποιήσουµε επαγωγή ως προς
το µήκος του E. Υποθέτουµε ότι Ei � 0 για i R rk, ls. Τότε έχουµε ένα τρίγωνο στην DbpBq και
DbBpAq οµοίως, το : σ¥k�1E ÝÑ E ÝÑ Ekrks, όπου :

σ¥k�1
� � � � ÝÑ 0 ÝÑ Ek�1 ÝÑ � � � ÝÑ El ÝÑ 0 ÝÑ � � � .

΄Αρα για κάθε αντικείµενο F της κατηγορίας DbpBq, έχουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα,
όπου οι γραµµές είναι ακριβείς :

� � � HomDbpBqpE
krks, F q HomDbpBqpE,F q HomDbpBqpσ

¥k�1E,F q � � �

� � � HomDbBpAq
pEkrks, F q HomDbBpAq

pE,F q HomDbBpAq
pσ¥k�1E,F q � � �

Τότε το συµπέρασµα ϐγαίνει άµεσα µε χρήση του five-lemma και της επαγωγής.
Με ανάλογο τρόπο, απλά αυτή τη ϕορά κάνοντας την παραπάνω διαδικασία για το αντικείµενο
F , ϐλέπουµε ότι για την συνθήκη (1), αρκεί να δείξουµε ότι για τυχαία αντικέιµενα A,B της
κατηγορίας B και ακεραίους k, l P Z, έχουµε έναν ισοµορφισµό:

HomDbpBqpArks, Brlsq � HomDbBpAq
pArks, Brlsq.

Το οποίο όµως ισχύει λόγω της υπόθεσης αλλά και του λήµµατος 3.3.3.
Για να αποδείξουµε τώρα την υπόθεση (2), έστω E ένα αντικείµενο της κατηγορίας DbBpAq. Πάλι
µπορούµε να υποθέσουµε ότι το E είναι αυστηρά ϕραγµένο καθώς η A είναι αβελιανή. Θα
χρησιµοποιήσουµε και εδώ επαγωγή ως προς το µήκος του E.
΄Εστω E � Arks, για κάποιο αντικείµενο A της κατηγορίας A. Εφόσον HkpEq � A P B, έχουµε
απευθείας ότι E P DbpBq. ΄Εστω τώρα ότι το αντικείµενο E έχει µήκος δύο, δηλαδή είναι της
µορφής:

E � � � � ÝÑ Ek ÝÑ dEk�1 ÝÑ � � � .
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Τότε τα αντικείµενα HkpEq � Kerpdq και Hk�1pEq � Cokerpdq ανήκουν στην κατηγορία B. ΄Εστω
ότι το αντικείµενο E1 είναι ο κώνος του µορφισµού Kerpdqrks Ñ E. Τότε έχουµε ένα τρίγωνο στην
κατηγορία DbBpAq:

E1r�1s ÝÑ Kerpdqrks ÝÑ E.

Εφόσον Hk�1pEq � Cokerpdq, έχουµε έναν ψευδο-ισοµορφισµό q : E1 Ñ Cokerpdqrk � 1s, και
µπορούµε να ϑεωρήσουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα στην DbBpAq, στο οποίο οι γραµµές
είναι διακεκριµένα τρίγωνα:

Cokerpdqrks Kerpdqrks conepj � q�1q

E1r�1s Kerpdqrks E

j�q�1

�q�1 � �

j

Από το (1), καθώς ο συναρτητής :

i : HomDbpBqpCokerpdqrks,Kerpdqrksq
�
ÝÑ HomDbBpAq

pCokerpdqrks,Kerpdqrksq

είναι πλήρης και άρα ο µορφισµός j � q�1 είναι ένας µορφισµός στην κατηγορία DbpBq. ΄Αρα το
αντικείµενο conepj � q�1q είναι στην DbpBq, και άρα και το E καθώς είναι ισόµορφα.
Υποθέτουµε τώρα ότι αν ένα αντικείµενο E της κατηγορίας DbBpAq είναι τέτοιο ώστε Ei � 0 όταν
i P rk, ls και l � k ¤ n, τότε το E ϑα είναι ισόµορφο στην κατηγορία DbBpAq µε σύµπλοκο στην
DbpBq. ΄Εστω F αντικείµενο της DbBpAq, µε F i � 0 όταν i P rk, ls και l� k � n� 1. Συµβολίζουµε
µε

F 1
� � � � ÝÑ 0 ÝÑ F k ÝÑ Kerpdk�1q ÝÑ 0 ÝÑ � � �

, όπου dk�1 είναι το boundary map του F , και F 2 � F {F 1. Τότε έχουµε ένα διακεκριµένο τρίγωνο
στην DbBpAq:

F 1 ÝÑ F ÝÑ F 2.

µε τα F 1 και F 2 να είναι ισόµορφα µε σύµπλοκα της κατηγορίαςDbpBq, καθώς έχουν µήκος γνήσια
µικρότερο του n, και λόγω της επαγωγικής υπόθεσης. Χρησιµοποιώντας το ίδιο επιχείρηµα µε
παραπάνω, λόγω του (1), έχουµε ότι και το F είναι ισόµορφο στην κατηγορία DbBpAq µε κάποιο
σύµπλοκο στην DbpBq. �

3.4 Βασικές ιδιότητες της οµοτοπικής κατηγορίας των ενέ-
σιµων

Στη συνέχεια της εργασίας ϑα ασχοληθούµε µε µία συγκεκριµένη µορφή κατηγορίας. Από εδώ
και πέρα ϑα συµβολίζουµε µε A µία τοπικά noetherian Grothendieck κατηγορία. Με λίγα λόγια
η A είναι µία αβελιανή Grothendieck κατηγορία και έχει ένα σύνολο A0 noetherian αντικειµένων
τα οποία παράγουν την A. Αυτό σηµαίνει, και λόγω της Πρότασης 1.2.60, ότι κάθε αντικείµενο
της κατηγορίας A είναι πηλίκο ενός συνγινοµένου αντικειµένων του συνόλου γεννητόρων A0. Θα
συµβολίζουµε µε noethA, την πλήρη υποκατηγορία των noetherian αντικειµένων της κατηγορίας
A, και µε Inj-A την πλήρη υποκατηγορία των ενέσιµων αντικειµένων της A.
Επίσης όπως είδαµε και στην προηγούµενη υποενότητα, η κανονική έγκλιση noethA Ñ A µας
δίνει έναν πλήρη και πιστό συναρτητή

DbpnoethAq ÝÑ DpAq

ο οποίος ταυτίζει την DbpnoethAq, µε την πλήρη υποκατηγορία αντικειµένων X της DpAq, για τα
οποία ισχύει ότι το HnX είναι noetherian για κάθε n P Z καιHnX � 0 σχεδόν για όλα τα n P Z.
Σκοπός αυτής της ενότητας είναι να µελετήσει µερικές από τις ϐασικές ιδιότητες της κατηγορίας
οµοτοπικής κατηγορίας KpInj-Aq, οι οποίες µας είναι απαραίτητες για τη συνέχεια. Ξεκινάµε
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λοιπόν µε κάποιες ϐασικές παρατηρήσεις, οι οποίες ϑα µας ϐοηθήσουν για την απόδειξη του
τελευταίας πρότασης αυτής της παραγράφου, η οποίο µας δίνει µια σηµαντική ισοδυναµία κατη-
γοριών.

Λήµµα 3.4.1. ΄Εστω A ένα αντικείµενο της κατηγορίας A και ϑα συµβολίζουµε µε iA µία ενέσιµη
ανάλυσή του. Τότε ο κανονικός χάρτης :

HomKpAqpiA,Xq ÝÑ HomKpAqpA,Xq (3.3)

είναι ισοµορφισµός για κάθε αντικείµενο X της κατηγορίας KpAq. Επίσης, το αντικείµενο iA είναι
συµπαγές στην KpInj-Aq εάν το A είναι noetherian.

Απόδειξη. Συµβολίζουµε καταρχάς για κάθε n P Z, µε σ¥nX τον truncation

pσ¥nXqp �

#
Xp, εάν p ¥ n.

0, εάν p   n.
(3.4)

Συµπληρώνουµε τον µορφισµό AÑ iA σε ένα διακεκριµένο τρίγωνο

aA ÝÑ A ÝÑ iA ÝÑ ΣpaAq

Το αντικείµενο aA είναι ακυκλικό καθώς είναι κώνος του µορφισµού, ο οποίος είναι ψευδο-
ισοµορφισµός, εξ ορισµού της ενέσιµης ανάλυσης. Επίσης έχουµε ότι :

HomKpAqpaA,Xq � HomKpAqpaA, σ
¥�1Xq

καθώς το aA είναι συγκεντρωµένο σε δείκτες ¥ �1, αφού είναι κώνος του µορφισµού A Ñ iA.
΄Οµως από γνωστό ϑεώρηµα, όταν ένα σύµπλοκο είναι ακυκλικό και συγκεντρωµένο σε µη αρνη-
τικούς ϐαθµούς, τότε οποιοσδήποτε µορφισµός προς ένα ενέσιµο αντικείµενο είναι οµοτοπικός µε
το 0. ΄Αρα

HomKpAqpaA,Xq � 0

΄Αρα αφήνοντας τον συναρτητήHomKpAqp�, Xq να δράσει στο διακεκριµένο µας τρίγωνο, ϐλέπουµε
ότι

HomKpAqpiA,Xq � HomKpAqpA,Xq.

Τέλος υποθέτουµε ότι το A είναι noetherian. Τότε το A είναι συµπαγές αντικείκενο στην A καθώς
η A είναι τοπικά noetherian, και άρα συµπαγές και σαν σύµπλοκο συγκεντρωµένο στη ϑέση
µηδέν στην κατηγορία KpAq. Τέλος ο ισοµορφισµός 3.3 µας δείχνει απευθείας εξ ορισµού των
συµπαγών αντικειµένων ότι το iA είναι συµπαγές αντικείµενο της κατηγορίας KpInj-Aq. �

Λήµµα 3.4.2. ΄Εστω X ένα µη µηδενικό αντικείµενο της κατηγορίας KpInj-Aq. Τότε υπάρχει ένα
noetherian αντικείµενο A στην A, τέτοιο ώστε HomKpAqpA,Σ

nXq � 0 για κάποιο n P Z.

Απόδειξη. Υποθέτουµε αρχικά ότι HnX � 0 για κάποιο n. Τότε µπορούµε να επιλέξουµε ένα noe-
therian αντικείµενοA και έναν µορφισµόAÑ ZnX ο οποίος µας δίνει ένα µη µηδενικό µορφισµό
A Ñ HnX. Αυτό ισχύει καθώς έχουµε υποθέσει ότι έχουµε ένα σύνολο noetherian γεννητόρων
και λόγω της Πρότασης 1.2.60. ΄Αρα ϐρήκαµε ένα µη µηδενικό στοιχείο στον HomKpAqpA,Σ

nXq.
Υποθέτουµε τώρα ότι HnX � 0 για κάθε n P Z. Εφόσον υποθέσαµε ότι το σύµπλοκο X είναι ακυ-
κλικό, είναι γνωστό ότι µπορούµε να επιλέξουµε n P Z τέτοιο ώστε ο πυρήνας ZnX να µην είναι
ενέσιµος. Τότε από την Πρόταση 1.3.17, µπορούµε να επιλέξουµε ένα noetherian αντικείµενο
A, έτσι ώστε Ext1ApA,Z

nXq � 0, καθώς αν δεν ίσχυει αυτό το αντικείµενο ZnX ϑα ταν ενέσιµο.
΄Οµως από της σηµειώσεις του Milisic [14] (Πρόταση 2.11 , Κεφάλαιο 5) ισχύει ότι :

HomKpAqpA,Σ
n�1ZnXq � Ext1ApA,Z

nXq.

΄Αρα HomKpAqpA,Σ
n�1Xq � 0. �
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Ορισµός 3.4.3. Μία τριγωνισµένη κατηγορία T ϑα καλείται συµπαγώς παραγόµενη compa-
ctly generated , εάν υπάρχει ένα σύνολο T0 συµπαγών αντικειµένων, τέτοιο ώστε αν ισχύει
HomT pX,Σ

nY q � 0 για κάθε X P T0 και n P Z, να συνεπάγεται ότι Y � 0 για κάθε αντικεί-
µενο Y στην T .

Τώρα είµαστε σε ϑέση να δώσουµε την ϐασική Πρόταση αυτής της παραγράφου, η οποία
µας δίνει µία πολύ σηµαντική ισοδυναµία της οµοτοπικής κατηγορίας των συµπαγών ενέσιµων
αντικειµένων και την ϕγαγµένη παραγόµενη κατηγορία των noetherian.

Πρόταση 3.4.4. ΄Εστω A µία τοπικά noetherian Grothendieck κατηγορία, και έστω KcpInj-Aq να
συµβολίζει την πλήρη υποκατηγορία των συµπαγών αντικειµένων στην KpInj-Aq. Τότε έχουµε ότι :

(1) η τριγωνισµένη κατηγορία KpInj-Aq είναι συµπαγώς παραγόµενη,

(2) ο κανονικός συναρτητής KpAq Ñ DpAq µας δίνει µία ισοδυναµία

KcpInj-Aq �
ÝÑ DbpnoethAq. (3.5)

Απόδειξη. Από το Λήµµα 3.4.2 έχουµε ότι για κάθε µη µηδενικό αντικείµενο X της κατηγορίας
KpInj-Aq, υπάρχει ένα noetherian αντικείµενο A της κατηγορίας A και ένα n P Z έτσι ώστε να
ισχύει HomKpAqpA,Σ

nXq � 0. Τότε όµως λόγω του ισοµορφισµού 3.3, έχουµε ότι υπάρχει ένα
αντικείµενο iA της κατηγορίας KpInj-Aq, καθώς το iA είναι η ενέσιµη ανάλυση του A, τέτοιο ώστε
να ισχύει HomKpAqpiA,Σ

nXq � 0. Επίσης από το Λήµµα 3.4.1 έχουµε ότι εφόσον το A είναι
noertherian, το iA είναι συµπαγές στην KpInj-Aq. ΄Αρα αποδείξαµε ότι η KpInj-Aq είναι συµπαγώς
παραγόµενη και έχει ουσιαστικά ως γεννήτορες το σύνολο που παράγεται παίρνοντας τις ενέσιµες
αναλύσεις των noetherian γεννητόρων της κατηγορίας A.
Είναι γνωστό ότι όταν έχουµε µία αβελιανή κατηγορία µε αρκετά ενέσιµα, όπως δηλαδή και στην
περιπτωσή µας, υπάρχει µία ισοδυναµία K�pInj-Aq Ñ D�pAq. Αυτή η ισοδυναµία καταρχάς
περιορίζεται σε µια ισοδυναµία των αντίστοιχων ϕραγµένων υποκατηοριων KbpInj-Aq Ñ DbpAq.
Θέλουµε τώρα να δούµε η παραπάνω ισοδυναµία τι µας δίνει όταν περιοριστούµε στην υποκα-
τηγορία DbpnoethAq. Εφόσον περιοριζόµαστε στα noetherian αντικείµενα της κατηγορίας A,
παρατηρούµε ότι η κατηγορία DbpnoethAq ταυτίζεται µε τη thick υποκατηγορία της KbpInj-Aq,
που παράγεται από τις ενέσιµες αναλύσεις των noetherian αντικειµένων της A. ΄Οµως λόγω του
Λήµµατος 2.2 στο άρθρο του A. Neeman [16] έχουµε ότι αυτή η κατηγορία είναι η KcpInj-Aq. ΄Αρα
αποδείξαµε την ισοδυναµία των KcpInj-Aq και DbpnoethAq. �

Τελειώνοντας αυτή την παράγραφο, αξίζει να αναφερθεί κάιτι ακόµα. Από την παραπάνω ισο-
δυναµία 3.5 ϐλέπουµε ότι έχουµε έναν συναρτητή DbpnoethAq Ñ KpInj-Aq, ο οποίος ταυτίζει την
DbpnoethAq µε την πλήρη υποκατηγορία των συµπαγών αντικειµένων. Με άλλα λόγια, ϐλέπου-
µε ότι η κατασκευή της κατηγορίας KpInj-Aq, λύνει ένα πρόβληµα ολοκλήρωσης της κατηγορίας
DbpnoethAq, το οποίο ϑα προσπαθήσουµε να εξηγήσουµε µε µία αναλογία.
Η κατηγορία A είναι µία ολοκλήρωση της κατηγορίας noethA, µε την ακόλουθη έννοια :

• Η A είναι µία προσθετική κατηγορία µε filtered colimits.

• Η κανονική έγκλιση noethA Ñ A ταυτίζει την noethA µε την πλήρη υποκατηγορία των
πεπερασµένα αναπαριστώµενων αντικειµένων.

• Η A είναι η µικρότερη υποκατηγορία που περιέχει όλα τα πεπερασµένα αναπαριστώµενα
αντικείµενα και είναι κλειστή ως προς τον σχηµατισµό των filtered colimits.

Ανάλογα έχουµε τα ακόλουθα για την T � KpInj-Aq:
• Η T είναι µία τριγωνισµένη κατηγορία µε συνγινόµενα.

• Ο συναρτητής DbpnoethAq Ñ T ταυτίζει την DbpnoethAq µε την πλήρη υποκατηγορία των
συµπαγών αντικειµένων.

• Η T είναι η µικρότερη υποκατηγορία που περιέχει όλα τα συµπαγή αντικείµενα και είναι
κλειστή ως προς τον σχηµατισµό τριγώνων και συνγινοµένων.
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3.5 Localization sequences

Σκοπός αυτής της παραγράφου είναι να δωθεί ο ορισµός και να παρουσιαστούν κάποια ϐασικά
στοιχεία των localization ακολουθιών. Αυτές οι ακολουθίες και τα ϐασικά τους χαρακτηριστικά
είχαν µελετηθεί ήδη από τον J.L. Verdier, στην εργασία του [24] το 1996. Με τη ϐοήθειά τους ϑα
ορίσουµε την έννοια των recollement στην επόµενη παράγραφο. Επίσης σε αυτή την παράγραφο
ϑα αναφερθούν ορισµένες πολύ χρήσιµες προτάσεις για την µελέτη συζηγών συναρτητών και ϑα
κλείσουµε την παράγραφο αποδεικνύοντας την ύπαρξη µία σηµαντικής localization ακολουθίας.

Ξεκινάµε λοιπόν σταθεροποιώντας όπως και στην προηγούµενη παράγραφο µία τοπικά noe-
therian Grothendieck κατηγορία A. ΘΑ συµβολίζουµε µε KacpAq την πλήρη υποκατηγορία όλων
των ακυκλικών συµπλόκων στην KpAq και ορίζουµε :

KacpInj-Aq � KpInj-Aq X KacpAq

Η ϐασική µας πρόταση σε αυτή την παράγραφο όπως ήδη αναφέραµε, µας λέει ότι οι κανονικοί
συναρτητές :

I : KacpInj-Aq
inc
ÝÝÑ KpInj-AqκαιQ : KpInj-Aq inc

ÝÝÑ KpAq can
ÝÝÑ DpAq,

σχηµατίζουν µία localization ακολουθία :

KacpInj-Aq
I
ÝÑ KpInj-Aq Q

ÝÑ DpAq. (3.6)

Ας αρχίσουµε λοιπόν δίνοντας τον ορισµό των localization ακολουθιών.

Ορισµός 3.5.1. Θα λέµε ότι µια ακολουθία

T 1
F
ÝÑ T

G
ÝÑ T 2

ακριβών συναρτητών µεταξύ τριγωνισµένων κατηγοριών είναι µία localization ακολουθία (loca-
lization sequence), εάν ισχύουν τα ακόλουθα.

(L1) Ο συναρτητής F έχει έναν δεξί συζηγή Fp : T Ñ T 1, και ικανοποιεί τη συνθήκη: Fp�F � IdT 1 .

(L2) Ο συναρτητής G έχει έναν δεξί συζηγή Fp : T 2 Ñ T , και ικανοποιεί τη συνθήκη: G � Gp �
IdT2 .

(L3) ΄Εστω X ένα αντικείµενο στην T . Τότε GX � 0 αν και µόνο αν X � FX 1 για κάποιο
αντικείµενο X 1 στην T 1.

Αντίστοιχα η ακολουθία pF,Gq συναρτητών καλείται colocalization ακολουθία (colocalization
sequence), εάν η ακολουθία pF op, Gopq των αντίθετων συναρτητών είναι localization ακολουθία.

Το επόµενο Λήµµα που ϑα δώσουµε είναι ευρέως γνωστό και το µεγαλύτερο µέρος της από-
δειξης µπορεί κανείς να το ϐρει στο ϐιβλίο του A. Neeman µε τίτλο Triangulated categories στο
κεφάλαιο 9 µε τίτλο Bousfield localization.

Λήµµα 3.5.2. ΄Εστω T µία τριγωνισµένη κατηγορία και S µία thick υποκατηγορία της. Τότε τα
ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Η ακολουθία S inc
ÝÝÑ T can

ÝÝÑ T {S είναι µία localization ακολουθία.

(2) Ο συναρτητής έγλισης S T
ÝÑ έχει ένα δεξί συζηγή.

(3) Ο συναρτητής πηλίκο T T
ÝÑ {S έχει ένα δεξί συζηγή.
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Απόδειξη. Καταρχάς η συνθήκη (1) συνεπάγεται απευθείας τις συνθήκες (2) και (3) εξ ορισµού της
localization ακολουθίας. Από την άλλη οι συνθήκες (2) και (3) συνεπάγονται την συνθήκη (1). Αυτό
ισχύει καθώς ο συναρτητής inc είναι πλήρης και πιστός, αφού η S είναι πλήρης υποκατηγορία της
T , και άρα η µονάδα της συζηγίας pinc, incρq είναι ϕυσικός ισοµορφισµός, ε : IdS

�
ÝÑ incρ � inc,

και άρα ικανοποιείται η (L1). Επίσης ο συναρτητής canp είναι πλήρης και πιστός, λόγω της
Παρατήρησης 3.1.16. ΄Αρα η συνµονάδα της συζηγίας pcan, canρq είναι ϕυσικός ισοµορφισµός,
η : can � canρ

�
ÝÑ IdT {S, και άρα ικανοποιείται η (L2). Τέλος η συνθήκη (L3) ικανοποιείται,

απευθείας από την κατασκευή της κατηγορίας T {S.
Λόγω των παραπάνω µένει µόνο να δείξουµε ότι οι συνθήκες (1) και (2) είναι ισοδύναµες, το οποίο
όµως ισχύει από την Πρόταση 3.1.17. �

Σκοπός µας είναι να κατασκευάσουµε αριστερούς και δεξιούς συζηγείς για συναρτητές οι
οποίοι ξεκινάνε από µία συµπαγώς παραγόµενη αβελιανή κατηγορία. Βασικό µας εργαλείο ϑα
είναι η επόµενη πολύ ϐασική Πρόταση, που οφείλεται στον Neeman. Ωστόσο ϑεωρούµε σκόπιµο
εδώ πέρα να αναφέρουµε ένα πολύ σηµαντικό Θεώρηµα το οποίο οφείλεται στον Neeman, το
Θεώρηµα αναπαραστασιµότητας του Brown.

Θεώρηµα 3.5.3. ΄Εστω T µία συµπαγώς παραγόµενη τριγωνισµένη κατηγορία. ΄Εστω επίσης
H : T op Ñ Ab ένας αντισυνοµολογικός συναρτητής. Υποθέτουµε ότι ο ϕυσικός χάρτης :

Hp
º
λPΛ

tλq Ñ
º
λPΛ

Hptλq

είναι ισοµορφισµός για όλα τα µικρά συνγινόµενα στην T . Τότε ο H είναι αναπαριστάσιµος.

Απόδειξη. ∆ες [17] (Θεώρηµα 3.1). �

Πρόταση 3.5.4. ΄Εστω F : S Ñ T ένας ακριβής συναρτητής µεταξύ τριγωνισµένων κατηγοριών,
και έστω ότι η κατηγορία S είναι συµπαγώς παραγόµενη. Τότε έχουµε :

(1) Υπάρχει ένας δεξιός συζηγής T Ñ S αν και µόνο αν ο F διατηρεί όλα τα συνγινόµενα.

(2) Υπάρχει ένας αριστερός συζηγής T Ñ S αν και µόνο αν ο F διατηρεί όλα τα γινόµενα.

Απόδειξη. Για το (1) έχουµε: ΄Εστω t ένα αντικείµενο στην T , και ϑεωρούµε τον συναρτητή στην
S:

s ÞÑ HomT pF psq, tq

Αυτός ο συναρτητής είναι αντισυνοµολογικός και στέλνει συνγινόµενα σε γινόµενα. ΄Αρα έχουµε:

HomT pF p
º
λPΛ

sλq, tq � HomT p
º
λPΛ

F psλq, tq �
¹
λPΛ

HomT pF psλq, tq.

καθώς η πρώτη ισότητα ισχύει λόγω της υπόθεσης και η δεύτερη λόγω του ότι ο συναρτητής στέλνει
συνγινόµενα σε γινόµενα. ΄Αρα από το Θεώρηµα αναπαράστασης του Brown 3.5.3, έχουµε ότι ο
συναρτητής F είναι αναπαριστάσιµος. ΄Αρα υπάρχει ένα αντικείµενο Gptq της κατηγορίας S, έτσι
ώστε να ισχύει :

HomT pF psq, tq � HomSps,Gptqq.

Αυτός ο συναρτητής G : T Ñ S είναι ο δεξιός συζηγής του F . Το αντίστροφο ισχύει λόγω της
Πρότασης 1.2.84.
Για το (2) η διαδικασία της απόδειξης είναι παρόµοια και γίνεται χρήση του δεύτερου Θεωρήµατος
αναπαραστασιµότητας του Brown το οποίο ϐρίσκεται στο ϐιβλίο του Neeman [18], Θεώρηµα 8.6.1.

�

Προχωράµε δίνοντας ακόµα ένα χρήσιµο αποτέλεσµα το οποί ϑα το χρησιµοποιήσουµε στη
συνέχεια
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Πρόταση 3.5.5. ΄Εστω T µία συµπαγώς παραγόµενη τριγωνισµένη κατηγορία και S0 ένα σύνολο
αντικειµένων στην T . Συµβολίζουµε µε U την πλήρη υποκατηγορία αντικειµένων Y στην T για τα
οποία ισχύει Hom T pΣnX,Y q � 0 για όλα τα αντικείµενα X του συνόλου S0 και για κάθε n P Z.
Τότε ο συναρτητής έγκλισης U Ñ T έχει έναν αριστερό συζηγή.

Απόδειξη. Εφόσον η κατηγορία T είναι συµπαγώς παραγόµενη, η τοπικοποιούσα υποκατηγορία S
η οποία παράγεται από το σύνολο S0 είναι καλά παραγόµενη. Από τον Neeman όµως και το ϐιβλίο
του Triangulated categogories έχουµε ότι εφόσον η S είναι καλά παραγόµενη, ικανοποιούνται
η υποθέσεις του Θεωρήµατος αναπαραστασιµότητας του Brown και παίρνουµε ότι ο συναρτητή
έγκλισης S Ñ T έχει έναν δεξιό συζηγή. Τότε από το Λήµµα 3.5.2 παίρνουµε µία localization
ακολουθία S inc

ÝÝÑ T can
ÝÝÑ T {S. Τότε κάνοντας χρήση του Θεωρήµατος 9.1.16 στο ϐιβλίο του

Neeman Triangulated categogories, ϐλέπουµε ότι ο δεξιός συζηγής του κανονικού συναρτητή
T Ñ T {S, ταυτίζει την κατηγορία T {S µε την U . �

Υπάρχει ακόµα ένα χρήσιµο κριτήριο για το τι συµβαίνει όταν ένας αριστερός συζηγής διατηρεί
τη συµπάγεια και οφείλεται στον Neeman στο άρθρο του [17].

Λήµµα 3.5.6. ΄Εστω F : S Ñ T ένας ακριβής συναρτητής µεταξύ συµπαγών παραγόµενων τριγω-
νισµένων κατηγορών, ο οποίος έχει έναν δεξί συζηγή G. Τότε ο F διατηρεί τη συµπάγεια αν και µόνο
αν ο G διατηρεί τα συνγινόµενα.

Απόδειξη. Υποθέτουµε αρχικά ότι ο G διατηρεί τα συνγινόµενα. ΄Εστω ένα συµπαγές αντικείµενο
s στην S. Τότε :

Hom T pF psq,
º
λPΛ

xλq � HomSps,Gp
º
λPΛ

xλqq

� HomSps,
º
λPΛ

Gpxλqq καθώς ο G διατηρεί τα συνγινόµενα

�
º
λPΛ

HomSps,Gpxλqq επειδή το s είναι συµπαγές

�
º
λPΛ

HomT pF psq, xλq,

και άρα το F psq είναι συµπαγές στην T .
Αντίστροφα, εφόσον η S είναι συµπαγώς παραγόµενη, υπάρχει ένα σύνολο S0 συµπαγών γεννη-
τόρων, και υποθέτουµε ότι για κάθε αντικείµενο s του S0, το αντικείµενο F psq είναι συµπαγές.
΄Εστω

²
λPΛ xλ ένα συνγινόµενο στην T . Τότε για κάθε αντικείµενο s του S0 έχουµε:

Homps,Gp
º
λPΛ

xλqq � HompF psq,
º
λPΛ

xlq λόγω συζηγίας

�
º
λPΛ

HompF psq, xλq καθώς το F psq είναι συµπαγές

�
º
λPΛ

Homps,Gpxλqq λόγω συζηγίας

� Homps,
º
λPΛ

Gpxλqq καθώς το s είναι συµπαγές.

Με άλλα λόγια, ο ϕυσικός χάρτης º
λPΛ

Gpxλq Ñ Gp
º
λPΛ

xλq

µας δίνει έναν ϕυσικό µετασχηµατισµό

φ : HomSp-,
º
λPΛ

Gpxλqq Ñ HomSp-, Gp
º
λPΛ

xλqq,
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και ο φpsq είναι ισοµορφισµός για κάθε αντικείµενο s του συνόλου S0. Αλλά τότε αν πάρουµε το
διακεκριµένο τρίγωνο: º

λPΛ

Gpxλq Ñ Gp
º
λPΛ

xλq Ñ Z Ñ Σp
º
λPΛ

Gpxλqq

για το αντικείµενο Z ϑα έχουµε ότι Homps, Zq � 0 για κάθε αντικείµενο s του S0. Εφόσον όµως
το S0 είναι σύνολο γεννητόρων, ϑα πρέπει να ισχύει Z � 0 και άρα παίρνουµε ότι ο µορφισµόςº

λPΛ

Gpxλq Ñ Gp
º
λPΛ

xλq

είναι ισοµορφισµός, δηλαδή ο G διατηρεί τα συνγινόµενα. �

Προχωράµε τώρα στην κύρια Πρόταση αυτής της παραγράφου, η οποία ϑα µας δώσει την
localization ακολουθία, για την οµοτοπική κατηγορία των ενέσιµων.

Πρόταση 3.5.7. ΄Εστω A µία τοπικά noetherian Grothendieck κατηγορία. Τότε οι κανονικοί
συναρτητές KacpInj-Aq Ñ KpInj-Aq και KpInj-Aq Ñ DpAq σχηµατίζουν µία localization ακολουθία :

KacpInj-Aq
I
ÝÑ KpInj-Aq Q

ÝÑ DpAq. (3.7)

Απόδειξη. Γνωρίζουµε καταρχάς από την Πρόταση 3.4.4, ότι η κατηγορίαKpInj-Aq είναι συµπαγώς
παραγόµενη. Αυτή την ιδιότητα της κατηγορίας KpInj-Aq, την χρειαζόµαστε καθώς ϑα κάνουµε
χρήση της Πρότασης 3.5.4. Η έγκλιση J : KpInj-Aq Ñ KpAq διατηρεί τα γινόµενα, και άρα από
την Πρόταση 3.5.4, έχει έναν αριστερό συζηγή Jλ και ισχύει ότι Jλ � J � IdKpInj-Aq, καθώς η
κανονική έγκλιση J είναι πλήρης και πιστός συναρτητής. Από το Λήµµα 3.5.2, παίρνουµε µία
localization ακολουθία :

K
inc
ÝÝÑ KpAq JλÝÑ KpInj-Aq,

όπου K συµβολίζει τον πυρήνα του συναρτητή Jλ. ΄Αρα

HomKpAqpX,Y q�0 για κάθε X στην K και Y στην KpInj-Aq.

΄Αρα η K είναι υποκατηγορία της KacA και παίρνουµε το παρακάτω µεταθετικό διάγραµµα ακρι-
ϐών συναρτητών :

K KpAq KpInj-Aq

KacpAq KpAq DpAq

inc

inc IdKpAq

Jλ

F

inc can

όπου ο συναρτητής F επάγεται από τον κανονικό συναρτητή KpAq Ñ DpAq. Επίσης ισχύει ότι
F � Q καθώς:

Q � can � J � F � Jλ � J � F � IdKpInj-Aq.

Ο F διατηρεί τα συνγινόµενα και άρα πάλι λόγω της Πρότασης 3.5.4, έχει έναν δεξί συζηγή Fp.
Εφόσον ο J είναι δεξιός συζηγής για τον Jλ και ο Fp είναι δεξιός συζηγής του F , παίρνουµε ότι ο
συναρτητής J � Fp είναι δεξιός συζηγής του κανονικού συναρτητή KpAq Ñ DpAq. ΄Αρα ο J � Fp,
από την Πρόταση 3.1.17, είναι πλήρης και πιστός και άρα έχουµε pF �Jλq�pJ�Fpq � IdDpAq. ΄Αρα
και επειδή Jλ �J � IdKpInj-Aq, παίρνουµε ότι F �Fp � IdDpAq. Από την άλλη, ο KacpInj-Aq είναι ο
πυρήνας του F , και άρα από το Λήµµα 3.5.2 έχουµε ότι ο η 3.7 είναι localization ακολουθία. �

Κλείνοντας την Παράγραφο, παραθέτουµε ορισµένες σηµαντικές παρατηρήσεις, οι οποίες ϑα
χρησιµοποιηθούν στη συνέχεια και είναι άµεσες συνέπειες της Πρότασης 3.5.7.

Παρατήρηση 3.5.8. ΄Εστω Jλ : KpAq Ñ KpInj-Aq, να είναι ο αριστερός συζυγής της κανονικής
έγκλισης KpInj-Aq Ñ KpAq. Τότε η σύνθεση Q � Jλ είναι ϕυσικά ισόµορφη µε τον κανονικό
συναρτητή KpAq Ñ DpAq.
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Παρατήρηση 3.5.9. Ο δεξιός συζυγής Qρ του συναρτητή Q, επάγει µία ισοδυναµία

DbpnoethAq �
ÝÑ KcpInj-Aq,

η οποία είναι ένα quasi-inverse για την ισοδυναµία KcpInj-Aq Ñ DbpnoethAq, η οποία επάγεται
από τον Q.

3.6 ΄Ενα recollement

Στην προηγούµενη παράγραφο αποδείξαµε ότι η ακολουθία

KacpInj-Aq
I
ÝÑ KpInj-Aq Q

ÝÑ DpAq (3.8)

είναι µία localization ακολουθία. Σκοπός αυτής της παραγράφου είναι να δοθεί ένα κριτήριο έτσι
ώστε από την παραπάνω ακολουθία να επάγεται ένα recollement

KacpInj-Aq KpInj-Aq DpAq

Οφείλουµε όµως αρχικά να δώσουµε τον ορισµό της έννοιας του recollement, πριν προχωρή-
σουµε στο κύριο µέρος αυτής της παραγράφου.

Ορισµός 3.6.1. Θα λέµε ότι µια ακολουθία

T 1 ÝÑ T ÝÑ T 2 (3.9)

ακριβών συναρτητών µεταξύ τριγωνισµένων κατηγοριών επάγει ένα recollement :

T 1 T T 2

εάν η ακολουθία 3.9 είναι ταυτόχρονα µία localization και colocalization ακολουθία.

Στην προηγούµενη παράγραφο στην Πρόταση 3.5.7, αποδείξαµε ότι η ακολουθία 3.8 είναι µία
localization ακολουθία. Για να αποδείξουµε λοιπόν ότι αυτή η ακολουθία επάγει ένα recollement
υπό κάποιες συνθήκες, είναι απαραίτητο να εξετάσουµε το πότε αυτή η ακολουθία είναι και µία
colocalization ακολουθία. Προχωράµε δίνοντας ένα απαραίτητο Λήµµα, το οποίο ϑα χρειαστεί για
την απόδειξη του ϐασικού ϑεωρήµατος αυτής της παραγράφου.

Λήµµα 3.6.2. ΄Εστω A µία τοπικά noetherian Grothendieck κατηγορία. Τότε ένα συµπαγές αντι-
κείµενο στην DpAq, ανήκει και στην DbpnoethAq.
Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι το αντικείµενο X είναι συµπαγές στην DpAq. Χρειάζεται να δείξουµε
ότι το αντικείµενο HnX είναι noetherian για κάθε n P Z, και ότι HnX � 0 σχεδόν παντού.
Καταρχάς για κάθε ενέσιµο αντικείµενο E στην A, έχουµε έναν ισοµορφισµό:

HomDpAqpX,Eq � HomApH
0X,Eq.

΄Αρα επειδή υποθέσαµε ότι το X είναι συµπαγές στην DpAq, παίρνουµε ότι ο συναρτητής
HomApH

0X, -q διατηρεί τα συνγινόµενα στην Inj-A. ΄Αρα το H0X είναι συµπαγές στην A και άρα
και noetherian καθώς η A είναι τοπικά noetherian.
Τώρα σταθεροποιούµε για κάθε n P Z έναν ενέσιµο ϕάκελο HnX Ñ EpHnXq, και ϑεωρούµε τον
επαγόµενο µορφισµό, εξ ορισµού του γινοµένου µίας οικογένεια αντικειµένων, :

a : X Ñ
¹
nPZ

Σ�nEpHnXq

στην DpAq. ΄Οµως ο κανονικός µορφισµόςº
nPZ

Σ�nEpHnXq Ñ
¹
nPZ

Σ�nEpHnXq,

είναι ισοµορφισµός στην DpAq, και άρα ο µορφισµός a αναλύεται µέσω ενός πεπερασµένου αριθ-
µού παραγόντων του γινοµένου

±
nPZ Σ�nEpHnXq. ΄Αρα, HnX � 0 σχεδόν παντού. �
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Θεώρηµα 3.6.3. ΄Εστω A µία τοπικά noetherian grothendieck κατηγορία, και υποθέτουµε ότι η
DpAq είναι συµπαγώς παραγόµενη. Τότε ο κανονικός συναρτητής Q : KpInj-Aq Ñ DpAq έχει έναν
αριστερό συζηγή, και άρα η ακολουθία

KacpInj-Aq
I
ÝÑ KpInj-Aq Q

ÝÑ DpAq

είναι µία colocalization ακολουθία.

Απόδειξη. ΄Εστω K η τοπικοποιούσα υποκατηγορία της KpInj-Aq, η οποία παράγεται από όλα τα
συµπαγή αντικείµενα X της κατηγορίας KpInj-Aq για τα οποία ισχύει ότι το QX είναι συµπαγές
στην DpAq. Ισχυριζόµαστε ότι ο Q|K : K Ñ DpAq είναι ισοδυναµία. Καταρχάς παρατηρούµε ότι
και η K και η DpAq, είναι συµπαγώς παραγόµενες. Επίσης από το Λήµµα 3.6.2, έχουµε ότι :

DcpAq � DbpnoethAq,

όπου DcpAq συµβολίζει την πλήρη υποκατηγορία των συµπαγών αντικειµένων στην DpAq, και από
την Πρόταση 3.4.4, έχουµε ότι ο συναρτητής Q επάγει µία ισοδυναµία:

KcpInj-Aq �
ÝÑ DbpnoethAq.

΄Αρα οQ επάγει µία ισοδυναµία µεταξύ των υποκατηγοριών των συµπαγών αντικειµένων στηνK και
στην DpAq, καθώς υποθέσαµε ότι το QX είναι συµπαγές στην DpAq, όταν το X ανήκει στο σύνολο
που παράγει την K. Επειδή όµως η κατηγορίες K και DpAq είναι συµπαγώς παραγόµενες, και
αποδείξαµε την ισοδυναµία των αντίστοιχων υποκατηγοριών τους που αποτελούνται από συµπαγή
αντικείµενα, παίρνουµε ότι ο Q|K είναι ισοδυναµία, καθώς ο Q διατηρεί τα συνγινόµενα.
Εποµένως µπορούµε να σταθεροποιήσουµε έναν αριστερό συζηγή L : DpAq Ñ K του συναρτητή
Q|K. υποστηρίζουµε τώρα ότι η σύνθεση:

DpAq L
ÝÑ K inc

ÝÝÑ KpInj-Aq,

είναι ένας αριστερός συζηγής του Q. Για να αιτιολογήσουµε τον ισχυρισµό µας, ϑεωρούµε για
κάθε αντικείµενο X της DpAq και κάθε αντικείµενο Y της KpInj-Aq, το ϕυσικό χάρτη:

αX,Y : HomKpInj-AqpLX, Y q ÝÑ HomDpAqpQLX,Y q
sim
ÝÝÑ HomDpAqpX,QY q,

ο οποίος επάγεται από τον Q. Τότε ξέρουµε καταρχάς από την Πρόταση 3.4.4, ότι όταν τα αντι-
κείµενα X,Y είναι συµπαγή, τότε ο παραπάνω ϕυσικό χάρτης είναι ισοµορφισµός. Σκοπός µας
είναι να δείξουµε ότι είναι ισοµορφισµός και για τυχαία X,Y . Σταθεροποιούµε καταρχάς ένα
συµπαγές αντικείµενοX. Τότε τα αντικείµενα Y , για τα οποία ο χάρτης aX,Y είναι ισοµορφισµός,
σχηµατίζουν µία τριγωνισµένη κατηγορία, για την οποία ισχύει ότι είναι κλειστή κάτω από των
σχηµατισµό συνγινοµένων, καθώς τοX είναι συµπαγές, και περιέχει όλα τα συµπαγή αντικείµενα
Y , λόγω της Πρότασης 3.4.4. ΄Αρα ο aX,Y είναι ισοµορφισµός για όλα τα Y , καθώς η KpInj-Aq
είναι συµπαγώς παραγόµενη. Με ανάλογο τρόπο και σταθεροποιώντας ένα συµπαγές αντικείµενο
Y στην KpInj-Aq, παίρνουµε ότι ο χάρτης aX,Y είναι ισοµορφισµός για όλα τα X, καθώς και η
DpAq είναι συµπαγώς παραγόµενη. ΄Αρα ο Q έχει έναν αριστερό συζυγή, και από το Λήµµα 3.5.2,
έχουµε ότι οι συναρτητές I και Q σχηµατίζουν µία colocalization ακολουθία. �

Ως άµεσο αποτέλεσµα του παραπάνω Θεωρήµατος 3.6.3, αλλά και της Πρότασης 3.5.7, παίρ-
νουµε το παρακάτω Πόρισµα, το οποία µας δίνει την ύπαρξη ενός recollement.

Πόρισµα 3.6.4. ΄Εστω A µία τοπικά noetherian Grothendieck κατηγορία και υποθέτουµε ότι η
κατηγορία DpAq είναι συµπαγώς παραγόµενη. Τότε η ακολουθία :

KacpInj-Aq
I
ÝÑ KpInj-Aq Q

ÝÑ DpAq,

επάγει ένα recollement:

KacpInj-Aq KpInj-Aq DpAq .
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΄Ενα άµεσο αποτέλεσµα της ύπαρξης του συγκεκριµένου recollement είναι το παρακάτω Πό-
ϱισµα.

Πόρισµα 3.6.5. ΄Εστω A µία τοπικά noetherian Grothendieck κατηγορία και υποθέτουµε ότι η
κατηγορία DpAq είναι συµπαγώς παραγόµενη. Τότε το γινόµενο ακυκλικών συµπλόκων ενέσιµων
αντικειµένων της A είναι ακυκλικό.

Απόδειξη. Το γεγονός ότι το γινόµενο ακυκλικών συµπλόκων ενέσιµων αντικειµένων της A είναι
ακυκλικό, οφείλεται στην ύπαρξη ενός δεξιού συζυγή του συναρτητή I : KacpInj-Aq Ñ KpInj-Aq.
Καθώς η KpInj-Aq είναι συµπαγώς παραγόµενη, και λόγω της Πρότασης 3.5.4, αυτός ο δεξιός
συζυγής ϑα διατηρεί τα γινόµενα, οπότε παίρνουµε και το Ϲητούµενο. �

Τελειώνοντας αυτή την παράγραφο, και για να δείξουµε ότι η απαίτηση της κατηγορίας DpAq
να είναι συµπαγώς παραγόµενη δεν είναι υπερβολική, ϑα δώσουµε ένα Κριτήριο για την κατηγορία
A, έτσι ώστε η DpAq να είναι η συµπαγώς παραγόµενη.

Λήµµα 3.6.6. ΄Εστω A µία τοπικά noetherian Grothendieck κατηγορία. Υποθέτουµε ότι υπάρχει
ένα σύνολο A0 αντικειµένων της A, τα οποία είναι συµπαγή, εάν ϑεωρηθούν ως αντικείµενα της
DpAq. Εάν το A0 παράγει την A, τότε η DpAq είναι συµπαγώς παραγόµενη από το A0.

Η απόδειξη του παραπάνω Λήµµατος 3.6.6, είναι άµεση µε χρήση του παρακάτω Λήµµατος.

Λήµµα 3.6.7. ΄Εστω A µία τοπικά noetherian Grothendieck κατηγορία και σταθεροποιούµε ένα
σύνολο γεννητόρωνA0. ΄ΕστωX ένα σύµπλοκο στηνA, τέτοιο ώστεH0X � 0. Τότε υπάρχει κάποιο
αντικείµενο A του συνόλου A0 τέτοιο ώστε να ισχύει :

HomKpAqpA,Xq�0 και HomDpAqpA,Xq�0 .

Απόδειξη. Επιλέγουµε ένα αντικείµενο A του συνόλου A0 και ένα µορφισµό A Ñ Z0X, τέτοιο
ώστε η σύνθεσή του µε τον µορφισµό ZnX Ñ HnX να είναι µη µηδενική. Αυτό µας δίνει ένα µη
µηδενικό στοιχείο στην

H0pHomApA,Xqq � HomKpAqpA,Xq.

Το δεύτερο συµπέρασµα είναι άµεση συνέπεια του πρώτου, καθώς για κάθε αντικείµενο A στην
A ισχύει ότι

HomDpAqpA,Xq � HomKpAqpA, iXq,

και H0piXq � H0X. �



Κεφάλαιο 4

Η Ευσταθής Παραγόµενη
Κατηγορία και Εφαρµογές

4.1 Η ευσταθής παραγόµενη κατηγορία

Σκοπός αυτού του κεφαλαίου είναι ο Ορισµός της ευσταθούς παραγόµενης κατηγορίας µίας το-
πικά noetherian Grothendieck κατηγορίας και η απόδειξη του γεγονότος ότι αυτή η κατηγορία
είναι συµπαγώς παραγόµενη. Τα αποτελέσµατα αυτά οφείλονται στον Krause [13] και είναι η
ϐάση πολλών εφαρµογών που ϑα µελετήσουµε στη συνέχεια.
Ξεκινάµε λοιπόν σταθεροποιώντας µία τοπικά noetherian Grothendieck κατηγορία A και υπο-
ϑέτοντας ότι η κατηγορία DpAq είναι συµπαγώς παραγόµενη. ∆ίνουµε λοιπόν τονΟρισµό της
σταθερούς παραγόµενης κατηγορίας.

Ορισµός 4.1.1. Η ευσταθής παραγόµενη κατηγορία (stable derived category) SpAq είναι εξ
ορισµού η πλήρης υποκατηγορία της KpAq, η οποία σχηµατίζεται από όλα τα ακυκλικά σύµπλοκα
των ενέσιµων αντικειµένων στην A. Η πλήρης υποκατηγορία των συµπαγών αντικειµένων συµβολί-
Ϲεται µε ScpAq.

Βασικό µας εργαλείο σε αυτή την παράγραφο ϑα είναι η localization (colocalization) ακολουθία
:

KacpInj-Aq
I
ÝÑ KpInj-Aq Q

ÝÑ DpAq.

Εποµένως ϑα κάνουµε χρήση του γεγονότος ότι οι συναρτητές I,Q έχουν αριστερούς συζυγείς
Iρ, Qρ και δεξιούς συζηγείς Iλ, Qλ, καθώς όπως αποδείξαµε στο Πόρισµα 3.6.4, η παραπάνω
ακολουθία επάγει ένα recollement. Επίσης ορίζουµε και τον συναρτητή σταθεροποίησης µε τη
ϐοήθεια των παραπάνω συναρτητών.

Ορισµός 4.1.2. Ο συναρτητής ευστάθειας (stabilization functor), είναι εξ ορισµού η σύνθεση :

S : DpAq Iλ�Qρ
ÝÝÝÝÑ SpAq.

Ξεκινάµε λοιπόν δίνοντας το παρακάτω χρήσιµο Λήµµα.

Λήµµα 4.1.3. ΄Εστω A µία τοπικά noetherian Grothendieck κατηγορία και υποθέτουµε ότι η DpAq
είναι συµπαγώς παραγόµενη. Τότε οι συναρτητές Qλ, Qρ : DpAq Ñ KpInj-Aq εισάγουν έναν ϕυσικό
µετασχηµατισµό η : Qλ Ñ Qρ, και ο η είναι ισοµορφισµός όταν περιοριστεί στα συµπαγή αντικείµενα
της DpAq.

Απόδειξη. Εφόσον η ακολουθία

KacpInj-Aq
I
ÝÑ KpInj-Aq Q

ÝÑ DpAq,
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είναι colocalization ακολουθία, έχουµε έναν ϕυσικό ισοµορφισµό µ : IdDpAq
�
ÝÑ Q � Qλ. Ο

ϕυσικός µετασχηµατισµός
Qλ �Q ÝÑ IdKpInj-Aq ÝÑ Qρ �Q,

επάγει για κάθε αντικείµενο X στην DpAq, έναν ϕυσικό χάρτη

ηX : QλX
QλpµXq
ÝÝÝÝÝÑ Qλ � pQ �QλqX ÝÑ pQρ �Qq �QλX

Qρpµ
�1
X q

ÝÝÝÝÝÑ QρX.

Παρατηρούµε επίσης ότι ο ϕυσικός µετασχηµατισµός Qpηq επάγει έναν ισοµορφισµό:

Q �Qλ
�
ÝÑ Q �Qρ,

καθώς η αρχική µας ακολουθία είναι και localization ακολουθία, και δηλαδή έχουµε έναν ισο-
µορφισµό Q �Qρ � IdDpAq.
Θα δείξουµε τώρα ότι ο η, όταν περιοριστεί στην κατηγορία DcpAq είναι ισοµορφισµός. Ξέρουµε
από την Πρόταση 3.4.4, ότι ο Q επάγει µία ισοδυναµία

KcpInj-Aq �
ÝÑ DbpnoethAq.

Από την άλλη έχουµε ότι
QλpD

cpAqq � KcpInj-Aq,
καθώς ένας αριστερός συζυγής διατηρεί τη συµπάγεια εάν ο δεξιός συζυγής διατηρεί τα συνγινό-
µενα λόγω του Λήµµατος 3.5.6. Επίσης ισχύει ότι

QρpD
cpAqq � KcpInj-Aq,

εφόσον DcpAq � DbpnoethAq, λόγω του Λήµµατος 3.6.2, και

QρpD
bpnoethAqq � KcpInj-Aq,

λόγω της Παρατήρησης 3.5.9. Εποµένως ο ϕυσικός µετασχηµατισµός η|DcpAq είναι ισοµορφισµός.
�

Πρόταση 4.1.4. ΄Εστω A µία τοπικά noetherian Grothendieck κατηγορία, και υποθέτουµε ότι η
DpAq είναι συµπαγώς παραγόµενη. Τότε έχουµε µία localization ακολουθία

DpAq QλÝÝÑ KpInj-Aq IλÝÑ SpAq, (4.1)

η οποία επάγει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµµα:

DcpAq DbpnoethAq DbpnoethAq{DcpAq

DcpAq KcpInj-Aq ScpAq

DpAq KpInj-Aq SpAq

inc

Qρ|DbpnoethAq�

can

F

inc inc inc

Qλ Iλ

Απόδειξη. Καταρχάς έχουµε από το Θεώρηµα 3.6.3, ότι η ακολουθία 4.1 είναι µία localization
ακολουθία.
Αποµένει να αιτιολογήσουµε , γιατί το διάγραµµα είναι µεταθετικό. Καταρχάς ξέρουµε από το
Λήµµα 3.5.6, ότι ένας αριστερός συζυγής διατηρεί τη συµπάγεια αν και µόνο αν ο δεξιός του
συζυγής διατηρεί τα συνγινόµενα. Γνωρίζουµε όµως ότι οι κανονικοί συναρτητές Q, I διατηρούν
τα συνγινόµενα, οπότε οι συναρτητές Qλ, Iλ διατηρούν τη συµπάγεια, και αυτό εξηγεί την µετα-
ϑετικότητα των κάτω τετραγώνων του διαγράµµατος.
Παρατηρούµε επίσης ότι

DcpAq � DbpnoethAq,
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λόγω του Λήµµατος 3.6.2, και ότι ο Qρ|DbpnoethAq είναι quasi � inverse του Q|KcpInj-Aq, λόγω
της Παρατήρησης 3.5.9. Η µεταθετικότητα του πάνω αριστερά τετραγώνου οφείλεται στο Λήµµα
4.1.3, καθώς δείξαµε ότι όταν περιοριζόµαστε στα συµπαγή αντικείµενα της κατηγορίας DpAq, οι
συναρτητές Qλ και Qρ είναι ϕυσικά ισόµορφοι.
Τέλος, καθώς η 4.1 είναι µία localization ακολουθία, έχουµε ότι Iλ �Qλ � 0. Εποµένως λόγω της
µεταθετικότητας των τετραγώνων που ήδη έχουµε αιτιολογήσει, παίρνουµε ότι η σύνθεση:

DcpAq inc
ÝÝÑ DbpnoethAq ÝÑ KcpInj-Aq ÝÑ ScpAq inc

ÝÝÑ SpAq

είναι ίση µε 0, και άρα και η σύνθεση:

DbpnoethAq ÝÑ KcpInj-Aq ÝÑ ScpAq

είναι ίση µε 0. Εποµένως ο F ο οποίος αναγράφεται στο διάγραµµα είναι εξ ορισµού ο µοναδικός,
ως προς ισοµορφισµό, συναρτητής, ο οποίος οφείλεται στις ιδιότητες της τοπικοποίησης, ο οποίος
κάνει το πάνω δεξιά τετράγωνο µεταθετικό. �

Με τη ϐοήθεια της Πρότασης 4.1.4, ϐλέπουµε ότι η ευσταθής παραγόµενη κατηγορία SpAq
είναι µία τοπικοποίηση της οµοτοπικής κατηγορίας KpInj-Aq. Το γεγονός αυτό έχει µερικές εν-
διαφέρουσες συνέπειες τις οποίες αναφέρουµε παρακάτω.

Πριν προχωρήσουµε στις εν λόγω συνέπειες είναι απαραίτητο να αναφέρουµε ένα Θεώρηµα το
οποίο οφείλεται στη δουλειά των Neeman, Ravenel, Thomason, Trobaugh, Yao, το παίζει µεγάλο
ϱόλο στην Κ-ϑεωρία και πρόκειται ουσιαστικά για ένα Θεώρηµα τοπικοποίησης. Το Θεώρηµα
δηµοσιευτηκε στο άρθρο του Neeman [16].

Θεώρηµα 4.1.5. ΄Εστω C µία τριγωνισµένη κατηγορία η οποία είναι κλειστή ως προς τον σχηµα-
τισµό µικρών συνγινοµένων. ΄Εστω Cc η πλήρης υποκατηγορία των συµπαγών αντικειµένων της C.
Υποθέτουµε ότι η Cc είναι µικρή κατηγορία, και ότι η µικρότερη τοπικοποιούσα κατηγορία της C, η
οποία περιέχει την Cc, είναι ολόκληρη η C. ΄Εστω R να είναι ένα υποσύνολο αντικειµένων της Cc,
κλειστό ως προς τον suspension συναρτητή. ΄Εστω R, η µικρότερη τοπικοποιούσα υποκατηγορία
της C, η οποία περιέχει το R. Τέλος έστω T � C{R. Τότε η ακολουθία των ακριβών συναρτητών

RÑ CÑ T ,

επάγει, όταν περιοριστούµε στα συµπαγή αντικείµενα, µία ακολουθία συναρτητών

Rc Ñ Cc Ñ T c.

Υπάρχει δηλαδή ένας επαγόµενος συναρτητής

Cc{Rc
F
ÝÑ T c.

Ο συναρτητής F είναι πλήρης και πιστός, και ταυτίζει την Cc{Rc µε την υποκατηγορία της T c, της
οποία η epaisse κλειστότητα είναι όλη η T c. Με άλλα λόγια, κάθε αντικείµενο στην T c είναι ένας
ευθύς αθροιστέος κάποιου αντικειµένου στην Cc{Rc.

Η απόδειξη του παραπάνω Θεωρήµατος παραλείπεται και µπορεί να ϐρεθεί στο παραπάνω
αναφερόµενο άρθρο του Neeman. Είµαστε τώρα σε ϑέση να δώσουµε δύο Πορίσµατα της Πρότασης
4.1.4.

Πόρισµα 4.1.6. Η ευσταθής παραγόµενη κατηγορία SpAq είναι συµπαγώς παραγόµενη, και ο
συναρτητής ευστάθειας Iλ �Qρ : DpAq Ñ SpAq επάγει µία ισοδυναµία :

F : DbpnoethAq{DcpAq �
ÝÑ ScpAq.
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Απόδειξη. Γνωρίζουµε καταρχάς από την Πρόταση 3.4.4, ότι η KcpInj-Aq είναι συµπαγώς παρα-
γόµενη. Αυτή η ιδιότητα µεταφέρεται και στην κατηγορία SpAq, καθώς ο συναρτητής Iλ διατηρεί
τη συµπάγεια, όπως ήδη έχουµε αναφέρει, και διατηρεί τα συνγινόµενα ως αριστερός συζηγής.
Εποµένως µεταφέρει ένα σύνολο συµπαγών γεννητόρων της κατηγορίας KpAq σε ένα σύνολο συ-
µπαγών γεννητόρων στην κατηγορία SpAq.
Για να αποδείξουµε την Ϲητούµενη ισοδυναµία, ϑα κάνουµε χρήση του παραπάνω ϑεωρήµατος
4.1.5. Καταρχάς αν ϑέσουµε όπου C � KpInj-Aq, ϐλέπουµε ότι οι σχετικές υποθέσεις του Θεω-
ϱήµατος ικανοποιούνται. Σκοπός µας είναι να ϑέσουµε ένα κατάλληλο σύνολο R αντικειµένων
της KcpInj-Aq, έτσι ώστε η µικρότερη τοπικοποιούσα υποκατηγορία που παράγεται από το R να
είναι µια υποκατηγορία της KcpInj-Aq, η οποία ϑα είναι ισοδύναµη µε την DpAq. Αρκεί γι αυτό
το λόγο να ϑεωρήσουµε ότι το σύνολο R αποτελείται από τα συµπαγή αντικείµενα της KpInj-Aq,
τα οποία ανήκουν στην εικόνα του συναρτητή Qλ. Τότε εφόσον ο Qλ διατηρεί τη συµπάγεια και
τα συνγινόµενα ,όπως είδαµε και στην απόδειξη της Πρότασης 4.1.4, αλλά και το γεγονός ότι η
DpAq είναι συµπαγώς παραγόµενη, µας δείχνουν ότι ο Qλ ταυτίζει την DpAq µε την τοπικοποιού-
σα υποκατηγορία της KpInj-Aq η οποία παράγεται από τα αντικείµενα του συνόλου R, όπως αυτό
ηή το έχουµε ϑέσει. Εποµένως οι απαιτήσεις του Θεωρήµατος 4.1.5 ικανοποιούνται, και άρα η
ακολουθία

DpAq ÝÑ KpInj-Aq ÝÑ SpAq

µας δίνει µία ακολουθία
DcpAq ÝÑ KcpInj-Aq ÝÑ ScpAq

και άρα και µία ισοδυναµία, ως προς ευθύς παράγοντες,

KcpInj-Aq{DcpAq sim
ÝÝÑ ScpAq

. Από την Πρόταση 3.4.4 ξέρουµε όµως ότι KcpInj-Aq � DbpnoethAq, και άρα πήραµε την
Ϲητούµενη ισοδυναµία. Για να είµαστε και ακόµη πιο ακριβής, ο συναρτητής F είναι πλήρης και
πιστός, και κάθε αντικείµενο της κατηγορίας ScpAq είναι ευθύς παράγοντας ενός αντικειµένου
στην εικόνα του F . �

Το δεύτερο Πόρισµα οφείλεται κατά µεγάλο ϱόλο στην µεταθετικότητα του διαγράµµατος της
Πρότασης 4.1.4 και µας δίνει ουσιαστικά µία ιδιότητα του συναρτητή ευστάθειας Iλ �Qρ

Πόρισµα 4.1.7. Η σύνθεση

A can
ÝÝÑ DpAq Iλ�Qρ

ÝÝÝÝÑ SA,

διατηρεί όλα τα συνγινόµενα και µηδενίζει τα αντικείµενα της AX DcpAq.

Απόδειξη. Καταρχάς το γεγονός ότι η σύνθεση της υπόθεσης µηδενίζει όλα τα αντικείµενα στο
A X DcpAq, οφείλεται απευθείας στην µεταθετικότητα του διαγράµµατος της Πρότασης 4.1.4,
καθώς και στο γεγονός ότι Iλ � Qλ � 0. Θα δείξουµε τώρα ότι ο συναρτητής Iλ � Qρ διατηρεί
όλα τα συνγινόµενα. Καταρχάς παρατηρούµε ότι ο συναρτητής Qρ στέλνει ένα αντικείµενο της
κατηγορίας A σε µια ενέσιµη ανάλυση. Αυτό ισχύει καθώς ο συναρτητής Q � Qρ είναι ϕυσικά
ισόµορφος µε τον συναρτητή IdDpAq. ΄Ενα συνγινόµενο ενέσιµων αναλύσεων είναι και πάλι ενέσιµη
ανάλυση, και ο Iλ ως αριστερός συζηγής διατηρεί τα συνγινόµενα, οπότε έχουµε το Ϲητούµενο. �

Κλείνοντας αυτή την παράγραφο δίνουµε τον ορισµό της ευσταθούς συνοµολογιακής οµάδας,
ο οποίος γίνεται µε τη ϐοήθεια του συναρτητή σταθεροποιήσης.

Ορισµός 4.1.8. ΄Εστω S : DpAq Ñ SpAq,ο συναρτητής ευστάθειας. Τότε ορίζουµε για δύο αντικεί-
µεναX,Y της κατηγορίας DpAq και για κάθε n P Z, την ευσταθή συνοµολογιακή οµάδα (stable
derived group):

ExtnApX,Y q � HomKpAqpSX,Σ
npSY qq.
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4.2 Επεκτείνοντας παραγόµενους συναρτητές

΄Οπως είδαµε και στο Θεώρηµα 3.2.17, ένας προσθετικός συναρτητής F : AÑ B µεταξύ δύο τοπι-
κά noetherian Grothendieck κατηγοριών µας δίνει ένα δεξί παραγόµενο συναρτητή RF : DpAq Ñ
DpBq. Σε αυτή την παράγραφο ϑα επεκτείνουµε αυτόν τον συναρτητή σε έναν συναρτητή
R̂F : KpInj-Aq Ñ KpInj-Bq και ϑα µελετήσουµε τον δεξιό και αριστερό του συζυγή. Ως εφαρµογή
αυτών, ϑα ϑεωρήσουµε ως F , την ευθέα εικόνα ενός συναρτητή f� : QcohX Ñ QcohY, ο οποίος
αντιστοιχεί σε ένα µορφισµό f : XÑ Y µεταξύ noetherian schemes.
Στην υπόλοιπη παράγραφο ϑα κάνουµε χρήση των παραπάνω δύο συναρτητών :

J : KpInj-Aq inc
ÝÝÑ KpAq και Q : KpInj-Aq inc

ÝÝÑ KpAq can
ÝÝÑ DpAq,

και δε ϑα αλλάζουµε τον συµβολισµό ακόµη και όταν µιλάµε για τους αντίστοιχους συναρτητές
που αντιστοιχούν στην κατηγορία B. Επίσης ϑα κάνουµε χρήση του γεγονότος ότι και οι δύο
συναρτητές έχουν αριστερό και δεξιό συζηγή, όπως αποδείξαµε και στις προηγούµενες παραγρά-
ϕους. Επιπλέον στοιχεία Αλγεβρικής Γεωµετρίας µέρος των οποίων ϑα χρησιµοποιήσουµε χωρίς
απόδειξη µπορεί κανείς να ϐρει στο ϐιβλίο του Hartshorne [8].
Ξεκινάµε λοιπόν διατυπώνοντας το παρακάτω ϐασικό Θεώρηµα:

Θεώρηµα 4.2.1. ΄Εστω F : A Ñ B ένας προσθετικός συναρτητής µεταξύ δύο τοπικά noetherian
Grothendieck κατηγοριών. Υποθέτουµε επίσης ότι οι κατηγορίες DpAq και DpBq είναι συµπαγώς
παραγόµενες. Τότε η σύνθεση

R̂F : KpInj-Aq J
ÝÑ KpAq KpF q

ÝÝÝÑ KpBq JλÝÑ KpInj-Bq,

κάνει το παρακάτω διάγραµµα µεταθετικό.

DpAq DpBq

KpInj-Aq KpInj-Bq

RF

Qρ

R̂F

Q

Επιπλέον ισχύουν τα ακόλουθα:

(1) Εάν ο F διατηρεί τα συνγινόµενα, τότε ο R̂F διατηρεί τα συνγινόµενα και άρα έχει έναν δεξιό
συζυγήpR̂F qρ.

(2) Εάν οι συναρτητές F και RF διατηρούν τα συνγινόµενα, τότε ο RF έχει έναν δεξιό συζυγή
pRF qρ, ο οποίος κάνει τα παρακάτω διαγράµµατα µεταθετικά.

DpAq DpBq

KpInj-Aq KpInj-Bq

RF

Qλ

R̂F

Q

DpBq DpAq

KpInj-Bq KpInj-Aq

pRF qρ

Qρ

pR̂F qρ

Q

Απόδειξη. Καταρχάς η σύνθεση

KpAq JλÝÑ KpInj-Aq Q
ÝÑ DpAq,

είναι ϕυσικά ισόµορφη µε τον κανονικό συναρτητή KpAq Ñ DpAq, από την Παρατήρηση 3.5.8.
Προφανώς, ο συναρτητής J � Qρ είναι ο δεξιός του συζυγής. Αν συµβολίσουµε µε RF τον δεξί
παραγόµενο συναρτητή του F , έχουµε ότι

RF � Q � Jλ � KpF q � J �Qρ.

Εφόσον όµως ορίσαµε τον R̂F ως R̂F � Jλ � KpF q � J , παίρνουµε ότι RF � Q � R̂F � Qρ, και
άρα δείξαµε τη µεταθετικότητα του πρώτου διαγράµµατος.
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(1) ΄Εστω ότι ο F διατηρεί τα συνγινόµενα. Τότε και ο KpF q διατηρεί τα συνγινόµενα. Ο J ως
συναρητής έγκλισης και ο Jλ ως αριστερός συζυγής, διατηρούν και αυτοί τα συνγινόµενα,
οπότε έχουµε και ότι ο R̂F διατηρει τα συνγινόµενα. Τέλος, έφοσον ο R̂F διατηρεί τα
συνγινόµενα και η KpInj-Aq είναι συµπαγώς παραγόµενη, παίρνουµε από την Πρόταση
3.5.4, ότι ο R̂F έχει έναν δεξιό συζυγή pR̂F qρ.

(2) ΄Εστω ότι οι συναρτητές F και RF διατηρούν τα συνγινόµενα. τότε ξανά λόγω της Πρότασης
3.5.4 έχουµε ότι ο RF έχει έναν δεξιό συζυγή. Τώρα ϑα δείξουµε το αριστερό διάγραµµα
της υπόθεσης είναι µεταθετικό. ∆ηλαδή αρκεί να δείξουµε ότι

Q � R̂F �Qλ � Q � R̂F �Qρ.

Τότε από το Λήµµα 4.1.3, έχουµε έναν ϕυσικό µετασχηµατισµόQλ Ñ Qρ, ο οποίος επάγεται
από τον ϕυσικό µετασχηµατισµόQλ�QÑ Qρ�Q. Τώρα εφαρµόζουµε τον συναρτητήQ�R̂F
και παίρνουµε ένα ϕυσικό µετασχηµατισµό

µ : Q � R̂F �Qλ Ñ Q � R̂F �Qρ.

Στο Λήµµα 4.1.3, δείξαµε επίσης ότι ο ϕυσικός µετασχηµατισµός Qλ Ñ Qρ είναι ισοµορ-
ϕισµός όταν περιοριζόµαστε στα συµπαγή αντικείµενα της DpAq. Εφόσον ο F διατηρεί τα
συνγινόµενα, από το (1) έχουµε ότι ο R̂F διατηρεί και αυτός τα συνγινόµενα. ΄Αρα επειδή
και ο κανονικός συναρτητής Q και ο Qλ, ως αριστερός συζυγής, διατηρούν τα σινγινόµενα,
έχουµε ότι ο Q � R̂F �Qλ διατηρεί τα συνγινόµενα. Επειδή αποδείξαµε την µεταθετικότητα
του πρώτου διαγράµµατος και υποθέσαµε ότι και ο RF διατηρεί τα συνγινόµενα, παίρνουµε
και ότι ο �R̂F � Qρ, διατηρεί τα συνγινόµενα. Εποµένως έχουµε δύο συναρτητές οι οποίοι
διατηρούν τα συνγινόµενα, είναι ισόµορφοι όταν περιοριζόµαστε στα συµπαγή αντικείµενα,
και η DpAq είναι συµπαγώς παραγόµενη. ΄Αρα παίρνουµε ότι ο µ είναι ισοµορφισµός. Προ-
ϕανώς ο συναρτητής Q � pR̂F qρ �Qρ είναι ένας δεξιός συζυγής του Q � R̂F �Qλ � RF . Γι
αυτό το λόγω και το δεξιά διάγραµµα είναι µεταθετικό.

�

Στη συνέχεια, ϑεωρούµε το ακόλουθο διάγραµµα:

KpInj-Aq KpInj-Bq

DpAq DpBq

R̂F

Q Q

RF

και αναρωτιόµαστε κάτω υπό ποιες προϋποθέσεις είναι µεταθετικο. Το παρακάτω Λήµµα µας
δίνει µια ξεκάθαρη εικόνα για το πότε παίρνουµε τη Ϲητούµενη µεταθετικότητα.

Λήµµα 4.2.2. ΄Εστω F : A Ñ B ένας προσθετικός συναρτητής µεταξύ δύο τοπικά noetherian
Grothendieck κατηγοριών. Υποθέτουµε επίσης ότι οι κατηγορίες DpAq και DpBq είναι συµπαγώς
παραγόµενες. Τότε υπάρχει ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός Q � R̂F Ñ RF � Q, ο οποίος είναι
ισοµορφισµός αν και µόνο αν ο συναρτητής KpF q στέλνει κάθε ακυκλικό σύµπλοκο ενέσιµων αντι-
κειµένων σε ένα ακυκλικό σύµπλοκο.

Απόδειξη. Από την Πρόταση 3.5.7, έχουµε µία localization ακολουθία

KacpInj-Aq
I
ÝÑ KpInj-Aq Q

ÝÑ DpAq.

΄Εστω X ένα αντικείµενο στην KpInj-Aq και ϑεωρούµε το διακεκριµένο τρίγωνο

pI � IρqX ÝÑ X ÝÑ pQρ �QqX ÝÑ ΣpI � IρqX,
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στην KpInj-Aq. Εφαρµόζοντας τον συναρτητή Q � R̂F στο παραπάνω διακεκριµένο τρίγωνο, και
επειδή ισχύει ότι Q � R̂F �Qρ � RF , από το Θεώρηµα 4.2.1, παίρνουµε έναν χάρτη

pQ � R̂F qX Ñ pRF �QqX.

Προφανώς αυτός ο χάρτης είναι ισοµορφισµός αν και µόνο αν ο συναρτητής Q � R̂F µηδενίζει το
αντικείµενο pI �IρqX. Με λίγα λόγια είναι ισοµορφισµός αν και µόνο αν pQ�R̂F �I �IρqX � 0 για
κάθε X στην KpInj-Aq. Εάν το X δεν είναι ακυκλικό, τότε το παραπάνω προφανώς ισχύει καθώς
pI � IρqX � 0. Εάν είναι ακυκλικό, τότε εφόσον ϑα πρέπει να ισχύει Q � pR̂F � I � IρqX � 0,
παίρνουµε ότι το αντικέιµενο pR̂F � I � IρqX ϑα πρέπει να είναι ακυκλικό στην KpInj-Bq. ΄Αρα ϑα
πρέπει ο KpF q να στέλνει ακυκλικά σύµπλοκα ενέσιµων σε ακυκλικά σύµπλοκα. �

΄Ενα απλό παράδειγµα το οποίο διευκρινίζει καλύτερα το παραπάνω Λήµµα, είναι το εξής :

Παράδειγµα 4.2.3. Θεωρούµε k ένα σώµα και Λ � krts{pt2q. Αν πάρουµε τον συναρτητή

F : Mod-Λ Ñ Mod-k,X ÞÑ HomΛpk,Xq,

παρατηρούµε ότι το ακόλουθο διάγραµµα

KpInj-Λq KpInj-kq

DpMod-Λq DpMod-kq

R̂F

Q Q�

RF

δεν είναι µεταθετικό, καθώς αν πάρουµε ως X το ακυκλικό σύµπλοκο

X � � � �
t
ÝÑ Λ

t
ÝÑ Λ

t
ÝÑ Λ

t
ÝÑ � � �

στην KpInj-Λq, έχουµε ότι QX � 0 και pR̂F qX � 0.

΄Οπως αναφέραµε και στην αρχή της παραγράφου τώρα ϑα ειδικευτούµε σε ένα συγκεκριµένο
παράδειγµα από την Αλγεβρική Γεωµετρία. Θεωρούµε γι αυτό το λόγω έναν µορφισµό f : XÑ Y

µεταξύ seperated noetherian schemes. ΄Εστω τότε f� : QcohX Ñ QcohY τον συναρτητή της
ευθέας εικόνας. Θεωρούµε γνωστό ότι ο δεξιός παραγόµενος συναρτητής Rf� : DpQcohXq Ñ
DpQcohYq διατηρεί τα συνγινόµενα, το οποίο µπορεί κανείς να δει στο άρθρο του A. Neeman [17]
(Λήµµα 1.4). Εποµένως από το Θεώρηµα 4.2.1, ϐλέπουµε ότι ο συναρτητής Rf� καθώς και ο
δεξιός του συζυγής Grothendieck δυικότητας f !, επεκτείνονται σε συναρτητές µεταξύ των κατηγο-
ϱιών KpInj-Xq και KpInj-Yq. Μεταφράζοντας το Θεώρηµα 4.2.1 σε όρους Αλγεβρικής Γεωµετρίας
παίρνουµε το παρακάτω αποτέλεσµα.

Θεώρηµα 4.2.4. ΄Εστω f : X Ñ Y ένας µορφισµός µεταξύ δύο seperated noetherian schemes.
Συµβολίζουµε µε Rf� : DpQcohXq Ñ DpQcohYq τον δεξιό παραγόµενο συναρτητή ευθέας εικόνας

και µε f ! τον δεξιό συζυγή του. Τότε υπάρχει ένα συζυγές Ϲευγάρι συναρτητών pR̂f�, f̂ !q, οι οποίοι
κάνουν τα παρακάτω διαγράµµατα µεταθετικά.

DpQcohXq DpQcohYq

KpInj-Yq KpInj-Xq

Rf�

Qλ

R̂f�

Q

DpQcohYq DpQcohXq

KpInj-Yq KpInj-Xq

f !

Qρ

f̂ !

Q

Στην πραγµατικότητα όµως, έχουµε για την παραπάνω περίπτωση µορφισµών ένα καλύτερο
αποτέλεσµα το οποίο οφείλεται στον Neeman και το παραθέτουµε παρακάτω.
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Θεώρηµα 4.2.5. ΄Εστω f : X Ñ Y ένας µορφισµός µεταξύ δύο seperated noetherian schemes.
Τότε ο συναρτητής R̂f� στέλνει ακυκλικά σύµπλοκα σε ακυκλικά σύµπλοκα. Εποµένως έχουµε ένα
συζυγές Ϲευγάρι συναρτητών µεταξύ των κατηγοριών SpQcohXq και SpQcohXq, οι οποίοι κάνουν τα
ακόλουθα διαγράµµατα µεταθετικά.

SpQcohXq KpInj-Xq DpQcohXq

SpQcohYq KpInj-Yq DpQcohYq

I

Sf�

Q

R̂f� Rf�

I Q

SpQcohYq KpInj-Yq DpQcohYq

SpQcohXq KpInj-Xq DpQcohXq

Sf !

Iρ

f̂ !

Qρ

f !

Iρ Qρ

Απόδειξη. Αρκεί να αποδείξουµε τη µεταθετικότητα του πάνω διαγράµµατος, καθώς τότε ϑα έπεται
και η µεταθετικότητα του κάτω διαγράµµατος, καθώς το κάτω διάγραµµα δηµιουργείται παίρνο-
ντας δεξιούς συζυγείς.
Καταρχάς ο συναρτητής R̂f� στέλνει ακυκλικά σύµπλοκα σε ακυκλικά σύµπλοκα, και άρα η
µεταθετικότητα του αριστερού τετραγώνου είναι τετριµµένη από τον τρόπο ορισµού του Sf�. Το
γεγονός ότι ο R̂f� στέλνει ακυκλικά σύµπλοκα σε ακυκλικά σύµπλοκα, οφείλεται στην µεταθε-
τικότητα του αριστερού διαγράµµατος του Θεωρήµατος 4.2.4. Καθώς αν δεν ίσχυε ϑα υπήρχε
ακυκλικό σύµπλοκο στην KpQcohXq, δηλαδή σύµπλοκο το οποίο στην DpQcohXq ϑα ήταν ισό-
µορφο µε το µηδενικό σύµπλοκο, Το οποίο από τη µία ο συναρτητής Rf� ϑα το έστελνε στο
µηδενικό σύµπλοκο της DpQcohYq, και απ την άλλη η σύνθεση Q � R̂f� �Q ϑα το έστελνε σε ένα
µη µηδενικό σύµπλοκο.
Οπότε µένει να αποδειχτεί η µεταθετικότητα του διαγράµµατος

KpInj-Xq KpInj-Yq

DpQcohXq DpQcohYq

R̂f�

Q Q

Rf�

Θα αποδειχτεί η µεταθετικότητα του παραπάνω διαγράµµατος κάνοντας χρήση του Λήµµατος
4.2.2. Οπότε αρκεί να δείξουµε ότι ο f� στέλνει ένα ακυκλικό σύµπλοκοX ενέσιµων αντικειµένων
σε ένα ακυκλικό σύµπλοκο. Η ερώτησή µας είναι τοπική στο Y, οπότε µπορούµε να υποθέσουµε
ότι το Y είναι affine. Καλύπτουµε καταρχάς τοX µε ένα πεπερασµένο αριθµό από affines. Τότε ο
f� µπορεί να υπολογιστεί κάνοντας χρήση της Cech συνοµολογίας στο κάλυµµα. Εάν υπάρχουν
n ανοιχτά σύνολα στο κάλυµµα, τότε για κάθε quasi-coherent sheaf A έχουµε ότι

Rn�1f�A � 0.

Τώρα ϑεωρούµε X ένα ακυκλικό σύµπλοκο ενέσιµων sehaves στο X. Τότε η ακολουθία

0 ÝÑ X0 ÝÑ X1 ÝÑ X2 ÝÑ � � �

είναι µία ενέσιµη ανάλυση του πυρήνα A του µορφισµού X0 Ñ X1. Αν εφαρµόζουµε τον
f�, η ακολουθία υπολογίζει το Rif�A για εµάς, το οποίο µηδενίζει όταν i ¥ n � 1. ΄Αρα το
f�X είναι ακυκλικό σε ϐαθµού µεγαλύτερους του n, αλλά κάνοντας shifting ϐλέπουµε ότι είναι
ακυκλικό παντού. Οπότε καλύπτετε η υπόθεση του λήµµατος 4.2.2 και παίρνουµε την επιθυµητή
µεταθετικότητα του διαγράµµατος. �

Στη συνέχεια αυτής της παραγράφου ϑα µελετήσουµε για έναν ακριβή συναρτητή F : AÑ B,
µία επέκταση L̂F του αριστερού παραγόµενου συναρτητή LF : DpAq Ñ DpBq. Για να το κα-
ταφέρουµε αυτό χρειαζόµαστε κάποιες υποθέσεις. ΄Οπως και νωρίτερα υποθέτουµε ότι A και B
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είναι τοπικά noetherian Grothendieck κατηγορίες. ΄Εστω f : noethA Ñ noethB ένας προσθετι-
κός συναρτητής. Τότε υπάρχει, ως προς ισοµορφισµό , ένας µοναδικός συναρτητής f� : A Ñ B,
ο οποίος επεκτείνει τον f και διατηρεί τα filtered συνόρια. Αυτός ο συναρτητής έχει έναν δεξιό
συζυγή f� : B Ñ A αν και µόνο αν ο f είναι δεξιά ακριβής. Παρατηρούµε ότι ο f είναι ακριβής
αν και µόνο αν ο f� είναι ακριβής και δηλαδή αν και µόνο αν ο f� στέλνει ενέσιµα αντικείµενα
σε ενέσιµα αντικείµενα.

Θεώρηµα 4.2.6. ΄Εστω A και B δύο τοπικά noetherian Grothendieck κατηγορίες έτσι ώστε να
ισχύει επιπλέον ότι οι DpAq και DpBq είναι συµπαγώς παραγόµενες. ΄Εστω επίσης f : noethA Ñ
noethB ένας ακριβής συναρτητής. Τότε ο συναρτητής R̂f� έχει έναν αριστερό συζυγή L̂f�, ο οποίος
επάγει έναν συναρτητή Sf�, ο οποίος κάνει το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικό.

KcpInj-Aq DbpnoethAq

SpAq KpInj-Aq DpAq

KcpInj-Bq DbpnoethBq

SpBq KpInj-Bq DpBq

�

Dbpfq
I

Sf�

Q

L̂f�

Lf�

�

I Q

(4.2)

Εάν ο Rf� διατηρεί τα συνγινόµενα, τότε, επιπλέον, και το παρακάτω διάγραµµα είναι µεταθετικό.

DbpnoethAq{DcpAq KcpInj-Aq DcpAq

SpAq KpInj-Aq DpAq

DbpnoethBq{DcpBq KcpInj-Bq DcpBq

SpBq KpInj-Bq DpBq

FA

Dbpfq

Sf�

Iλ

L̂f�

Qλ

Lf�

FB

Iλ Qλ

(4.3)
Παρατηρούµε και ότι οι συναρτητές FA και FB επάγουν, ως προς ευθείς παράγοντες, ισοδυναµίες
στις πλήρης υποκατηγορίες των συµπαγών αντικειµένων στην SpAq και SpBq αντίστοιχα. Εποµένως,
ο συναρτητής Dbpfq καθορίζει τον συναρτητή Sf�.

Απόδειξη. Καταρχάς η ακρίβεια του f συνεπάγεται την ακρίβεια του f�. Εποµένως επειδή, όπως
είναι γνωστό, όταν αριστερός συζυγής είναι ακριβής, τότε ο δεξιός του συζυγής διατηρεί τα ενέσιµα
αντικείµενα, παίρνουµε ότι ο f� στέλνει ενέσιµα αντικείµενα σε ενέσιµα αντικείµενα. Εποµένως
παίρνουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα.

KpInj-Bq KpBq

KpInj-Aq KpAq

J

R̂f� Kpf�q

J

(4.4)

Αυτό το διάγραµµα είναι µεταθετικό καθώς για ένα αντικείµενο X στην KpInj-Bq έχουµε ότι το
pKpf�q � JqX ανήκει στην KpInj-Aq. Εποµένως pJ � JλqppKpf�q � JqXq � pKpf�q � JqX, και άρα
pJ � R̂f�qX � pKpf�q � JqX.
Επίσης επειδή ο f� ως δεξιός συζυγής διατηρεί τα γινόµενα, έχουµε και ότι ο R̂f� διατηρεί τα
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γινόµενα και άρα παίρνουµε από την Πρόταση 3.5.4 έναν αριστερό του συζυγή, τον οποίο τον
συµβολίζουµε µε L̂f�. Παίρνουµε τότε το διάγραµµα

KpAq KpInj-Aq DpAq

KpBq KpInj-Bq DpBq

Jλ

Kpf�q

Q

L̂f� Lf�

Jλ Q

το οποίο ισχυριζόµαστε ότι είναι µεταθετικό. Καταρχάς το αριστερό τετράγωνο είναι µεταθετικό,
καθώς προκύπτει από το παραπάνω µεταθετικό διάγραµµα (4.4) , παίρνοντας αριστερούς συζυγείς.
Το εξωτερικό τετράγωνο είναι µεταθετικό, καθώς η σύνθεση Q � Jλ είναι ϕυσικά ισόµορφη µε
τον κανονικό συναρτητή KpAqDpAq, λόγω της παρατήρησης 3.5.8, και ο Lf� είναι ο αριστερός
παραγόµενος συναρτητής του f�.
Μένει να αποδείξουµε τη µεταθετικότητα του δεξιού τετραγώνου. Γι αυτό το λόγο ϑα κάνουµε
χρήση του γεγονότος ότι Jλ � J � IdKpInj-Aq. Συµβολίζουµε µε can τους κανονικού συναρτητές
από την οµοτοπική κατηγορία στην παραγόµενη, τόσο για την A όσο και για την B χωρίς να
υπάρχει σύγχυση. Θέλουµε µε λίγα λόγια να δείξουµε ότι can � J � L̂f� � Lf� � can � J .
∆ουλεύοντας στο πρώτο µέρος και κάνοντας χρήση της µεταθετικότητας του αριστερού και του
εξωτερικού τετραγώνου παίρνουµε:

can � J � L̂f� � can � J � L̂f� � Jλ � J � can � J � Jλ � Kpf
�q � J

� Lf� � can � J � Jλ � J � Lf� � can � J

Λόγω της µεταθετικότητας του δεξιού τετραγώνου εύκολα ϐλέπουµε τώρα ότι ο L̂f� στέλνει ακυ-
κλικά σύµπλοκα σε ακυκλικά, οπότε µπορούµε να ορίσουµε τον συναρτητή Sf�, ο οποίος κάνει
το ανάλογο τετράγωνο στο διάγραµµα (4.4) µεταθετικό. Τέλος από το Λήµµα 3.5.6, παρατηρούµε
ότι ο L̂f� διατηρεί τη συµπάγεια καθώς ο δεξιός του συζυγής R̂f� διατηρεί τα συνγινόµενα. Επο-
µένως κάθε τετράγωνο του διαγράµµατος (4.4) είναι µεταθετικό.
Υποθέτουµε τώρα επιπλέον ότι οRf� διατηρεί τα συνγινόµενα. Κάνουµε χρήση ξανά του γεγονότος
ότι ένας ένας αριστερός συζυγής διατηρεί τη συµπάγεια αν και µόνο αν ο δεξιός του συζυγής δια-
τηρεί τη συνγινόµενα από το Λήµµα 3.5.6. Εποµένως, οι συναρτητές Lf� και L̂f� διατηρούν τη
συµπάγεια. Παρατηρούµε επίσης ότι ο Qλ ταυτίζει την DpAq µε την τοπικοποιούσα υποκατηγορία
της KpInj-Aq η οποία παράγεται από

DcpAq � DbpnoethAq � KcpInj-Aq � KpInj-Aq

όπως είδαµε και στην απόδειξη του Πορίσµατος 4.1.6. Φυσικά το ίδιο συµβαίνει και για την
κατηγορία B. Επίσης παίρνουµε το ακόλουθο διάγραµµα

SpAq KpInj-Aq DpAq

SpBq KpInj-Bq DpBq
S

Iλ

L̂f� Lf�

Qλ

Iλ Qλ

(4.5)

του οποίου το δεξιό τετράγωνο είναι µεταθετικό καθώς ισχύουν οι προυποθέσεις του Λήµµατος
4.2.2 και αν πάρουµε σε αυτό το διάγραµµα τους αριστερούς συζυγείς, παίρνουµε την επιθυµητή
µεταθετικότητα. Ως τώρα µε λίγα λόγια έχουµε καταφέρει να αποδείξουµε τη µεταθετικότητα του
δεξιού κύβου στο διάγραµµα(4.3).
Επιστρέφοντας στο διάγραµµα (4.5), οι οριζόντιες ακολουθίες είναι localization ακολουθίες λόγω
του Θεωρήµατος 3.6.3, και ο L̂f� επάγει έναν συναρτητή S : SpAq Ñ SpBq, ο οποίος κάνει το
αριστερό τετράγωνο µεταθετικό. Επίσης ισχύει ότι :

S � S � Iλ � I � Iλ � L̂f
� � I � Iλ � I � Sf

� � Sf�.
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Οι συναρτητές FA και FB επάγονται από τον ανάλογο συναρτητή Iλ, έτσι ώστε να κάνουν την πάνω
και κάτω έδρα του αριστερού κύβου του διαγράµµατος (4.3) µεταθετικές, και η µεταθετικότητα
Sf� � FA � FB � Dbpfq ϐγαίνει εύκολα κάνοντας χρήση του γεγονότος οι υπόλοιπες έδρες του
διαγράµµατος είναι µεταθετικές, και ότι ο συναρτητής KcpInj-Aq Ñ DbpnoethAq{DcpAq είναι
συναρτητής τοπικοποίησης. Εποµένως το διάγραµµα (4.3) είναι µεταθετικό. �

Παρατήρηση 4.2.7. ΄Εστω f : X Ñ Y ένας µορφισµός µεταξύ noetherian schemes και υποθέ-
τουµε ότι ο f� είναι ακριβής. Τότε ο Sf� είναι ο αριστερός συζυγής του Sf�, ο οποίος εµφανίζεται
στο Θεώρηµα 4.2.5. Στην πραγµατικότητα το συγκεκριµένο Θεώρηµα µας δείχνει ότι ορισµένα
κοµµάτια του Θεωρήµατος 4.2.6 µπορούν να γενικευτούν. Για παράδειγµα, το δεξιό τετράγω-
νο στο διάγραµµα (4.5) δεν χρειάζεται κάποια υπόθεση για τον µορφισµό f , έτσι ώστε να είναι
µεταθετικό, καθώς είναι απλώς ο αριστερός συζυγής ενός διαγράµµατος του Θεωρήµατος 4.2.5.

Στη συνέχεια ϑα µελετήσουµε την έγκλιση X Ñ Y ενός ανοιχτού subscheme. Σε αυτή
την περίπτωση, το συζυγές Ϲευγάρι συναρτητών f� και f� µεταξύ των QcohpXq και QcohpYq,
περιορίζεται σε ένα συζυγές Ϲευγάρι συναρτητών µεταξύ των Inj-X και Inj-Y, όπως κανείς µπορεί
να δει στην εργασία του P. Gabriel [6] Κεφάλαιο (VI). Επίσης ισχύει ότι f� � f� � IdQcohpX.
Εποµένως µπορούµε να ταυτίσουµε τους συναρτητές R̂f� � f� και L̂f� � f�. Παρατηρούµε
εδώ, ότι και οι δύο συναρτητές στέλνουν ακυκλικά σύµπλοκα σε ακυκλικά σύµπλοκα. Αυτό είναι
προφανές για τον συναρτητή f�, καθώς είναι ακριβής, ενώ την ιδιότητα αυτή του συναρτητή f�
τη ϐλέπουµε είτε από το Θεώρηµα 4.2.5, είτε κοιτάζοντας τον δεξιό συζυγή του δεξιού τετραγώνου
του διαγράµµατος (4.5). Για κάθε sheaf A στην QcohY, ϑα συµβολίζουµε µε SuppA το support
του A. Παρατηρούµε ότι ο f� µηδενίζει το A αν και µόνο αν το SuppA περιέχεται στο Y{X. Στην
πραγµατικότητα ο ϕυσικός χάρτης AÑ pf� � f

�qA επάγει µία split ακριβή ακολουθία

0 ÝÑ A1 ÝÑ A ÝÑ pf� � f
�qA ÝÑ 0,

εάν το A είναι ενέσιµο. Πιο συγκεκριµένα το support του A1 περιέχεται στο Y{X ενώ το support
του pf� � f�qA στο X.
Στη συνέχεια σταθεροποιούµε ένα σύµπλοκοX στηνKpInj-Yq. Το support τουX είναι εξ ορισµού:

SuppX �
¤
nPZ

SuppXn,

όπου το X υποθέτουµε ότι είναι οµοτοπικά ελάχιστο. Θα συµβολίζουµε XX � pf� � f
�qX, και

τότε ο ϕυσικός χάρτης X Ñ XX επάγει ένα διακεκριµένο τρίγωνο

XY{X ÝÑ X ÝÑ XX ÝÑ ΣpXY{Xq, (4.6)

στην KpInj-Yq, όπου το support του XY{X περιέχεται στο Y{X.

Λήµµα 4.2.8. ΄Εστω Y ένα seperated noetherian scheme και f : X Ñ Y η κανονική έγκλιση
ενός ανοιχτού subscheme. Εάν X είναι ένα σύµπλοκο στην KpInj-Yq, τότε f�X � 0 αν και µόνο
αν το support του X περιέχεται στο Y{Y.

Απόδειξη. Λόγω της συζήτησης που προηγήθηκε έχουµε ότι f�pXY{Xq � 0. Εποµένως f�X �
0 αν και µόνο αν ο πρώτος µορφισµός του τριγώνου (4.6) είναι ισοµορφισµός. Αυτό δηλαδή
συµβαίνει αν και µόνο αν το support του X περιέχεται στο Y{Y, καθώς το support του XY{X
περιέχεται στο Y{Y. �

Είναι γνωστό ότι ο f� επάγει µία ισοδυναµία:

DpQcohYq{DY{XpQcohYq
�
ÝÑ DpQcohXq,

όπου DY{XpQcohYq συµβολίζει την πλήρη υποκατηγορία όλως των συµπλόκων στην DpQcohYq,
των οποίων το support της συνοµολογίας περιέχεται στοY{X. Μπορούµε να πάρουµε ένα ανάλογο
αποτέλεσµα για τις KpInj-Yq και SpQcohYq εάν ορίσουµε:

KY{XpInj-Yq � tX P KpInj-Yq|SuppX � Y{Xu,
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SY{XpQcohYq � tX P QcohY|SuppX � Y{Xu.

Πρόταση 4.2.9. ΄Εστω Y ένα seperated noetherian scheme και f : X Ñ Y η κανονική έγκλιση
ενός ανοιχτού subscheme. Τότε ο f� επάγει τις ισοδυναµίες :

KpInj-Yq{KY{XpInj-Yq
�
ÝÑ KpInj-Xq,

SpQcohYq{SY{XpQcohYq
�
ÝÑ SpQcohXq.

Απόδειξη. ΄Εχουµε ότι f� � f� � IdQcohpX, και η συγκεκριµένη ισοδυναµία κατά προφανή τρό-
πο µεταφέρεται και στα σύµπλοκα ενέσιµων αντικειµένων. Από την άλλη, έχουµε για κάθε X
στην KpInj-Yq έναν ϕυσικό χάρτη X Ñ pf� � f

�qX , ο οποίος επάγει έναν ισοµορφισµό στην
KpInj-Yq{KY{X, λόγω του Λήµµατος 4.2.8. Αυτός ο ισοµορφισµός µας δίνει την πρώτη ισοδυνα-
µία.
Η δεύτερη ισοδυναµία έπεται από την πρώτη, καθώς οι συναρτητές f� και f� περιορίζονται σε
συναρτητές µεταξύ των SpQcohYq και SpQcohXq. Αυτό ισχύει για τον f� απευθείας, καθώς είναι
ακριβής, ενώ ισχύει για τον f� λόγω του Θεωρήµατος 4.2.5. �

Θα δώσουµε τώρα έναν πιο λεπτοµερή σχηµατισµό της Πρότασης 4.2.9 . Ο συναρτητής R̂f� �
f� : KpInj-Xq Ñ KpInj-Yq έχει έναν αριστερό και έναν δεξιό συζυγή. Εποµένως ο R̂f� µας δίνει
ένα recollement

KpInj-Xq KpInj-Yq KY{XpInj-Yq .

Αυτό το recollement είναι συµβατό µε το recollement

SpQcohYq KpInj-Yq DpQcohYq ,

και παίρνουµε το ακόλουθο διάγραµµα.

SpQcohXq KpInj-Xq DpQcohXq

SpQcohYq KpInj-Yq DpQcohYq

SY{XpQcohYq KY{XpInj-Yq DY{XpQcohYq

Σε αυτό το διάγραµµα, κάθε γραµµή και κάθε στήλη είναι ένα recollement. Επίσης, το διά-
γραµµα είναι µεταθετικό αν κανείς περιοριστεί στα ϐέλη που κοιτούν αριστερά και δεξιά. ΄Ολες οι
υπόλοιπες σχέσεις µεταθετικότητας προκύπτουν παίρνοντας αριστερούς και δεξιούς συζυγείς.
Η πρόταση 4.2.9 µας λέει ακριβώς το πότε η έγκλιση ενός subscheme επάγει µία ισοδυναµία
στην ευσταθή παραγόµενη κατηγορία. Κλείνοντας αυτή την παράγραφο δίνουµε ακόµη δύο α-
ποτελέσµατα. Ο Orlov στο άρθρο του [19], παρατήρησε ότι η ευσταθής παραγόµενη κατηγορία
ενός noetherian scheme εξαρτάται µόνο στα σηµεία ιδιοµορφίας. Αυτό το αποτέλεσµα µπορεί να
επεκταθεί στην µη ϕραγµένη ευσταθή παραγόµενη κατηγορία, κάνοντας µία εντελώς διαφορετική
απόδειξη.

Πόρισµα 4.2.10. ΄Εστω Y ένα seperated noetherian scheme πεπερασµένης διάστασης Krull.
Εάν f : XÑ Y συµβολίζει την κανονική έγκλιση ενός ανοιχτού subsceme το οποίο περιέχει όλα τα
σηµεία ιδιοµορφίας του Y, τότε ο Sf� : SpQcohY Ñ SpQcohXqq είναι µάι ισοδυναµία κατηγοριών.

Απόδειξη. Εφαρµόζοντας την Πρόταση 4.2.9, αρκεί να δειχτεί ότι SY{XpQcohYq � 0. Αυτό όµως
είναι προφανές από τις υποθέσεις του Πορίσµατος. �

Τέλος αναφέρουµε το προαναφερθέν αποτέλεσµα του Orlov το οποίο είναι η Πρόταση 1.14 στο
ανάλογο άρθρο του [19], το οποίο όµως µπορεί να έρθει ως άµεση συνέπεια, αν κανείς περιορίσει
την ισοδυναµία Sf� στα συµπαγή αντικείµενα λόγω του Θεωρήµατος 4.2.6.
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Πόρισµα 4.2.11. ΄Εστω Y ένα seperated noetherian scheme πεπερασµένης διάστασης Krull.
Εάν f : XÑ Y συµβολίζει την κανονική έγκλιση ενός ανοιχτού subsceme το οποίο περιέχει όλα τα
σηµεία ιδιοµορφίας του Y, τότε ο Sf� επάγει (ως προς ευθείς παράγοντες) µία ισοδυναµία

DbpcohYq{Dperf pcohYq
�
ÝÑ DbpcohXq{Dperf pcohXq.

4.3 Gorenstein ενέσιµες προσεγγίσεις και συνοµολογία Tate

Σταθεροποιούµαι καταρχάς σε αυτή την παράγραφο µία τοπικά noetherian Grothendieck κατηγο-
ϱία A, και υποθέτουµε ότι η παραγόµενη κατηγορία DpAq είναι συµπαγώς παραγόµενη. Σκοπός
αυτής της παραγράφου είναι να µελετήσουµε την κατηγορία των πλήρη ενέσιµων αναλύσεων. Γι
αυτό το λόγο ϑα αναθέτουµε σε κάθε σύµπλοκο ενέσιµων µία πλήρη ανάλυση. Αυτή η διαδικασία
αποδίδει Gorenstein ενέσιµες προσεγγίσεις και οµάδες Tate συνοµολογίας για τα αντικειµενα
στην A. Ενώ ο κλασσικός ορισµός της συνοµολογίας Tate ϐασίζεται στις πλήρης προβολικές α-
ναλύσεις η προσέγγιση που ϑα ακολουθήσουµε ϑα χρησιµοποιεί αναλύσεις από ενέσιµα , αλλά
ϑα είναι ουσιαστικά η ίδια µε την κλασσική περίπτωση. Μία άλλη πτυχή αυτής της παραγράφου
ϑα είναι η σύνδεση της ευσταθούς παραγόµενης κατηγορίας SpAq µε την ευσταθή κατηγορία A
πηλικό τα ενέσιµα αντικείµενα, η οποία ϑα δούµε αργότερα πως ακριβώς ορίζεται.
Τα αποτελέσµατα αυτής της παραγράφου οφείλονται στον Krause [13], και όπως αναφέρει ο ίδιος,
παρόλο που τα περισσότερα αποτελέσµατα αυτής της παραγράφου είναι κλασσικά, ϕαίνονται να
είναι καινούρια κάτω από τη συγκεκριµένη τοποθέτηση και τη συγκεκριµένη γενικότητα. Ξεκι-
νάµε λοιπόν δίνοντας µερικούς ϐασικούς ορισµούς, οι οποίοι ϑα χρησιµοποιηθούν στη συνέχεια
της παραγράφου.

Ορισµός 4.3.1. ΄ΕστωA µία κατηγορία, όπως αυτή ορίστηκε στην αρχή της παραγράφου. Η ευστα-
ϑή κατηγορία (stable category)A , ορίζεται ως η κατηγορία που προκύπτει από την A ταυτίζοντας
δύο µορφισµούς όταν η διαφορά τους αναλύεται µέσω ενός ενέσιµου αντικειµένου. ∆οθέντων δύο
αντικειµένων A,B στην A ϑα γράφουµε :

HomApA,Bq � HomApA,Bq.

Παρατήρηση 4.3.2. Ο συναρτητής

KpInj-Aq Ñ A, X ÞÑ Z0X � KerpX0 Ñ X1q,

µας παρέχει µία σύνδεση µεταξύ των σταθερών κατηγοριών SpAq και A. Πιο συγκεκριµένα,
µπορούµε να πάρουµε µία σαφής περιγραφή του συναρτητή ευστάθειας

S : A can
ÝÝÑ DpAq Iλ�Qρ

ÝÝÝÝÑ SpAq

εφόσον η A ικανοποιεί κάποια κατάλληλη Gornestein συνθήκη.

Ορισµός 4.3.3. ΄Ενα σύµπλοκοX στην A ϑα καλείται πλήρως ακυκλικό (totally acyclic), εάν
οι HomApA,Xq και HomApX,Aq είναι ακυκλικά σύµπλοκα αβελιανών οµάδων για κάθε αντικείµε-
νο A στην Inj-A. Θα συµβολίζουµε µε KtacpInj-Aq την πλήρη υποκατηγορία των totally ακυκλικών
συµπλοκών στην KpInj-Aq.

Ο επόµενος ορισµός οφείλεται στους E. E. Enochs και O. M. G. Jenda και στο άρθρο τους [5].

Ορισµός 4.3.4. Θα καλούµε ένα αντικείµενο A στην A Gorenstein ενέσιµο (Gorenstein inje-
ctive), εάν είναι της µορφής Z0X, όπου X είναι ένα αντικείµενο της κατηγορίας KtacpInj-Aq. Θα
συµβολίζουµε µε GInj-A την πλήρη υποκατηγορία όλων των Gorenstein ενέσιµων αντικειµένων.

Λήµµα 4.3.5. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και X,Y δύο αντικείµενα στην KpInj-Aq. Υποθέ-
τουµε ότι HnpXq � 0 για κάθε n ¡ 0 και ότι το Y totally ακυκλικό. Τότε ο κανονικός χάρτης

σX,Y : HomKpInj-AqpX,Y q Ñ HomApZ
0X,Z0Y q,

είναι 1-1 και επί.
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Απόδειξη. Σταθεροποιούµαι καταρχάς έναν µορφισµό α : Z0X Ñ Z0Y στην κατηγορία A. Σκο-
πός µας είναι να επεκτείνουµε αυτόν τον µορφισµό σε ένα µορφισµό συµπλόκων α1 : X Ñ Y .
Το να επεκτείνουµε αυτόν τον µορφισµό όµως στους ϑετικούς ϐαθµούς είναι εύκολο µε κλασσική
οµολογική άλγεβρα, καθώς το X είναι σύµπλοκο ενέσιµων και έχει συνοµολογία 0 σε ϑετικούς
ϐαθµούς. Από την άλλη µπορούµε να επεκτείνουµε τον µορφισµό και σε αρνητικούς ϐαθµούς κα-
ϑώς το Y είναι totally ακυκλικό και εποµένως το HomApX

0, Y q είναι ακυκλικό σύµπλοκο. Οπότε
µπορεί να επεκταθεί ο µορφισµός στο ϐαθµό -1, και επαγωγικά κατασκευάζουµε τον µορφισµό
συµπλόκων α1. Εποµένως ο σX,Y είναι Επί. ΄Εστω τώρα φ : X Ñ Y ένας µορφισµός συµπλόκων
τέτοιος ώστε ο Z0φ να αναλύεται µέσω ενός ενέσιµου αντικειµένου, δηλαδή να είναι µηδενικός
στην A. Με παρόµοιο επιχείρηµα µπορούµε να κατασκευάσουµε µία οµοτοπία X Ñ Y και
εποµένως ο φ είναι µηδενοτοπικός. Εποµένως είναι και 1-1, άρα είναι πλήρης και πιστός. �

Συµβολίζουµε µε GInj-A την πλήρη υποκατηγορία της A, η οποία αποτελείται από τα αντι-
κείµενα της GInj-A. Είναι γνωστό ότι η GInj-A είναι µία Frobenius κατηγορία, ως προς την
κλάσητων ακριβών ακολουθιών από την A. Με σεβασµό ως προς αυτή την δοµή ακρίβειας, ένα
αντικείµενα A στην GInj-A είναι προβολικό αν και µόνο αν είναι ενέσιµο αν και µόνο αν ανήκει
στην Inj-A. Εποµένως και η GInj-A έχει µία τριγωνισµένη δοµή. Η στροφή στέλνει ένα αντικείµενο
A στον συνπυρήνα ΣA ενός µονοµορφισµού A Ñ E, όπου το E είναι ενέσιµο αντικείµενο. Τα
διακεκριµένα τρίγωνα επάγονται από τις ακριβές ακολουθίες στην A.

Πρόταση 4.3.6. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία . Τότε ο συναρτητής

KtacpInj-Aq Ñ GInj-A, X ÞÑ Z0X,

είναι µία ισοδυναµία τριγωνισµένων κατηγοριών.

Απόδειξη. Πρέπει να δείξουµε καταρχάς ότι ο συναρτητής είναι πλήρης και πιστός και επί ως
προς την κλάση ισοµορφισµών των αντικειµένων. Προφανώς όµως είναι επί ως προς την κλάση
ισοµορφισµών των αντικειµένων από τον Ορισµό της GInj-A. Επίσης είναι πλήρης και πιστός από
το Λήµµα 4.3.5. Τέλος πρέπει να δείξουµε ότι απεικονίζει διακεκριµένα τρίγωνα, σε διακεκριµένα
τρίγωνα. ΄Ενα διακεκριµένο τρίγωνο συµπλόκων, προέρχεται όµως, µε ακρίβεια ισοµορφισµού,
από µία ακολουθία συµπλόκων, η οποία είναι split exact σε κάθε ϐαθµό. Εποµένως όταν εφαρ-
µόσουµε τον Z0, παίρνουµε µία ακριβή ακολουθία στην A και άρα ένα διακεκριµένο τρίγωνο στην
A. �

Το επόµενο Λήµµα που ϑα δώσουµε είναι πολύ σηµαντικό καθώς µας παρέχει την ύπαρξη των
πλήρων ενέσιµων αναλύσεων, όπως ϑα τις ορίσουµε παρακάτω.

Λήµµα 4.3.7. ΄Εστω A µία τοπικά noetherian Grothendieck κατηγορία και υποθέτουµε ότι η DpAq
είναι συµπαγώς παραγόµενη. Τότε ο συναρτητής έγκλισης

G : KpInj-Aq Ñ KtacpInj-Aq,

έχει έναν αριστερό συζυγή :
Gλ : KtacpInj-Aq Ñ KpInj-Aq.

Απόδειξη. Καταρχάς η κανονική έγκλιση I : KacpInj-AqKpInj-Aq, έχει έναν αριστερό συζυγή Iλ από
το Θεώρηµα 3.6.3. Εποµένως αρκεί να δείξουµε ότι η κανονική έγκλιση KtacpInj-Aq Ñ KacpInj-Aq
έχει έναν αριστερό συζυγή. ΄ΕστωE το συνγινόµενο ενός αντιπροσωπευτικού συνόλου που περιέχει
όλα τα indecomposable ενέσιµα αντικείµενα στην A. Εξ ορισµού τότε, η KtacpInj-Aq αποτελείται
από όλα τα αντικείµενα X στην KacpInj-Aq για τα οποία ο

HomK Inj-AqpΣ
nE,Xq � HomKac Inj-AqpIλpΣ

nEq, Xq

µηδενίζει για κάθε n P Z. Η κατηγορία Kac Inj-Aq είναι συµπαγώς παραγόµενη λόγω του Πορί-
σµατος 4.1.6, και µπορούµε να εφαρµόσουµε την Πρόταση 3.5.5, και να πάρουµε έναν αριστερό
συζυγή της έγκλισης KtacpInj-Aq Ñ KacpInj-Aq. �
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∆ίνουµε τώρα τον Ορισµό των πλήρων ενέσιµων αναλύσεων.

Ορισµός 4.3.8. ΄Εστω ένα αντικείµενο A στη A και iA µία ενέσιµη ανάλυσή του. Καλούµε τον
ϕυσικό χάρτη

iAÑ GλiA

µία πλήρη ενέσιµη ανάλυση (complete injective resolution) του A. Εάν εφαρµόσουµε τον
συναρτητή Z0 σε αυτό τον χάρτη, τότε παίρνουµε µία Gorenstein ενέσιµη προσέγγιση του A.

Θεώρηµα 4.3.9. ΄Εστω A µία τοπικά noetherian Grothendieck κατηγορία και υποθέτουµε ότι η
DpAq είναι συµπαγώς παραγόµενη. Τότε η έγκλιση GInj-AÑ A έχει έναν αριστερό συζυγή

T : AÑ GInj-A.

Εποµένως για κάθε αντικείµενο A στην A έχουµε ένα ϕυσικό χάρτη AÑ TA, ο οποίος επάγει έναν
ισοµορφισµό

HomApTA,Bq
�
ÝÑ HomApA,Bq για κάθε B P GInj-A.

Απόδειξη. Σταθεροποιούµε ένα αντικείµενο A στην A και επιλέγουµε µία ενέσιµη ανάλυσή του
iA. Θέτουµε επίσης

TA � Z0pGλiAq,

και αυτό επάγει έναν συναρτητή T : A Ñ GInj-A. ΄Εστω επίσης ένα αντικείµενο B στην GInj-A
και σταθεροποιούµε ένα tottaly ακυκλικό σύµπλοκο tB για το οποίο ισχύει Z0tB � B. Ο
ϕυσικός χάρτης iAÑ GλiA επάγει έναν χάρτη AÑ TA ο οποίος κάνει το ακόλουθο διάγραµµα
µεταθετικό.

HomKpInj-AqpGλiA, tBq HomKpInj-AqpiA, tBq

HomApTA,Bq HomApA,Bq

�

Z0 Z0

Οι κάθετοι χάρτες είναι ισοµορφισµοί λόγω του Λήµµατος 4.3.5, και άρα συµπεραίνουµε ότι ο T
είναι ο αριστερός συζυγής της έγκλισης GInj-AÑ A. �

Στη συνέχεια ϑα χρησιµοποιήσουµε τις πλήρης ενέσιµες αναλύσεις για να ορίσουµε Tate
συνοµολογικές οµάδες για τα αντικείµενα της κατηγορίας A.

Ορισµός 4.3.10. ∆οθέντων αντικειµένων A,B στην A και n P Z, ορίζουµε την Tate συνοµολογι-
κή οµάδα (Tate cohomology group), ως :

xExtnApA,Bq � Hn HomApA,GλiBq.

Παρατήρηση 4.3.11. Εφόσον η συνηθισµένη συνοµολογία Tate ορίζεται µέσω πλήρων προβο-
λικών αναλύσεων ϑα ήταν πιο σωστό να ονοµάσουµε αυτή τη συνοµολογιακή ϑεωρία ως ενέσιµη
Tate συνοµολογία, αλλά εφόσον στην συγκεκριµένη εργασία δε ϑα αναφερθούµε ιδιαιτέρως στην
πιο κλασσική προβολική Tate συνοµολογία, δεν ϑα υπάρχει σύγχυση.

Παρατηρούµε ότι η Tate συνοµολογία είναι ϕυσική και στο A και στο B, καθώς οι πλήρεις
ενέσιµες αναλύσεις είναι functorial. Επίσης ο ϕυσικός µορφισµός iB Ñ GλiB επάγει έναν
µορφισµό σύγκρισης :

ExtnApA,Bq Ñ
xExtnApA,Bq.

΄Οπως ϑα δούµε και στην παρακάτω Πρόταση, υπάρχει ένας εναλλακτικός τρόπος περιγραφής της
Tate συνοµολογίας, ο οποίος ϐασίζεται στον αριστερό συζυγή T : AÑ GInj-A.

Πρόταση 4.3.12. ∆οθέντων αντικειµένων A,B στην A και n P Z, υπάρχει ένας ϕυσικός ισοµορφι-
σµός xExtnApA,Bq � HomApA,Σ

npTBqq.
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Απόδειξη. ΄Εχουµε ότι :

Hn HomApA,GλiBq � HomKpAqpA,Σ
npGλiBqq

� HomKpAqpiA,Σ
npGλiBqq � HomApA,Σ

npTBqq,

όπου η δεύτερη ισοδυναµία ισχύει λόγω του Λήµµατος 3.4.1, ενώ η τρίτη λόγω του Λήµµατος
4.3.5. �

Παρατήρηση 4.3.13. Επίσης υπάρχει ένας πιο κατανοητός τρόπος ορισµού της Tate συνοµολο-
γίας σε αντικείµενα της DpAq , ο οποίος κάνει χρήση της σύνθεσης

U : DpAq Gλ�Qρ
ÝÝÝÝÑ KtacpInj-Aq.

Οπότε, ορίζουµε για αντικείµενα X,Y της κατηγορίας DpAq και n P Z

xExtnApX,Y q � HomKpAqpUX,Σ
npUY qq.

Παρατηρούµε καταρχάς ότι αυτός ο ορισµός µας είναι συµβατός µε τον αρχικό ορισµό της Tate
συνοµολογίας 4.3.10. ΄Οταν λέµε συµβατός εννοούµε ότι, αν πάρουµε ένα αντικείµενο στην A και
το δούµε ως σύµπλοκο συγκεντρωµένο στη ϑέση 0, η Tate συνοµολογία του ϑα είναι η ίδια. Αυτό
έπεται από το γεγονός ότι το αντικείµενο QrX είναι απλά µία ενέσιµη ανάλυση του αντικειµένου
X0, όταν το X είναι συγκεντρωµένο στη ϑέση 0. Οπότε στη συνέχεια, εάν µας είναι πιο ϐολικό,
ϑα χρησιµοποιούµε έναν από τους εναλλακτικούς ορισµούς της Tate συνοµολογίας.

Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι µία ακριβής ακολουθία στην κατηγορία A, επάγει µία µακρά
ακριβή ακολουθία στην Tate συνοµολογία. Γι αυτό το λόγω αποδεικνύουµε πρώτα το ακόλουθο
ϐοηθητικό Λήµµα.

Λήµµα 4.3.14. Ο αριστερός συζυγής T : AÑ GInj-A έχει τις ακόλουθες ιδιότητες :

(1) Μία ακριβής ακολουθία 0 Ñ A1 Ñ AÑ A2 Ñ 0 στην A επάγει ένα διακεκριµένο τρίγωνο

TA1 Ñ TAÑ TA2 Ñ ΣpTA1q στην GInj-A.

(2) ΄Εστω A,B δύο αντικείµενα της A και n P Z. Τότε ο ϕυσικός χάρτης A Ñ TA επάγει έναν
ισοµορφισµό xExtnApTA,Bq � xExtnApA,Bq.

Απόδειξη. (1) Εφόσον η ακολουθία 0 Ñ A1 Ñ A Ñ A2 Ñ 0 είναι ακριβής στην A, παίρνουµε
ένα διακεκριµένο τρίγωνο A1 Ñ A Ñ A2 Ñ ΣpA1q στην DpAq. ΄Οµως όπως είδαµε στην
απόδειξη του Θεωρήµατος 4.3.9, ο ακριβής συναρτητής Z0 �Gλ �Qρ µας υπολογίζει τον T ,
οπότε αν εφαρµόσουµε αυτόν τον ακριβή συναρτητή στο παραπάνω διακεκριµένο τρίγωνο,
παίρνουµε το διακεκριµένο τρίγωνο στην GInj-A

pZ0 �Gλ �QρqA
1 Ñ pZ0 �Gλ �QρqAÑ pZ0 �Gλ �QρqA

2 Ñ ΣppZ0 �Gλ �QρqA
1q.

(2) Εφόσον ο T είναι αριστερός συζυγής της κανονικής έγκλισης GInj-AÑ A έχουµε ότι ισχύει
η ισοδυναµία

HomApTA, TBq � HomApA, TBq,

η οποία µας δίνει και το Ϲητούµενο.
�
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Πρόταση 4.3.15. ΄Εστω 0 Ñ B1 Ñ B Ñ B2 Ñ 0 µία ακριβής ακολουθία στην A. Τότε για κάθε
αντικείµενο A και C στην A, έχουµε τις ακόλουθες µακριές ακριβείς ακολουθίες

� � � Ñ xExtnApA,B1q Ñ xExtnApA,Bq Ñ xExtnApA,B2q

Ñ xExtn�1

A pA,B1q Ñ xExtn�1

A pA,Bq Ñ xExtn�1

A pA,B2q Ñ � � �

και

� � � Ñ xExtnApB2, Cq Ñ xExtnApB,Cq Ñ xExtnApB1, Cq

Ñ xExtn�1

A pB2, Cq Ñ xExtn�1

A pB,Cq Ñ xExtn�1

A pB1, Cq Ñ � � � .

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι άµεση εφαρµόζοντας του συνοµολογιακούς συναρτητές HomApTA, -q
και HomAp- .TCq στο διακεκριµένο τρίγωνο του (1) στο Λήµµα 4.3.14, και στη συνέχεια κάνοντας
χρήση του (2) του ίδιου Λήµµατος. �

Στη συνέχεια ϑα υπολογίσουµε την Tate συνοµολογία των Gorenstein ενέσιµων αντικειµένων.

Πρόταση 4.3.16. ΄Εστω A,B δύο αντικείµενα στην A και υποθέτουµε ότι το B είναι Gorenstein
ενέσιµο. Τότε ο χάρτης σύγκρισης

ExtnApA,Bq Ñ
xExtnApA,Bq

είναι ισοµορφισµός για n ¡ 0 και επάγει έναν ισοµορφισµό

HomApA,Bq
�
ÝÑ xExt0ApA,Bq για n � 0.

Απόδειξη. Καταρχάς, εφόσον το B είναι Gorenstein ενέσιµο, έχουµε ότι TB � B. Για n � 0 το
συµπέρασµα είναι προφανές καθώς ισχύει η ισοδυναµία

xExtnApA,Bq � HomApA,Σ
npTBqq.

Για n � 1, επιλέγουµε µία ακριβή ακολουθία 0 Ñ B Ñ E Ñ ΣB Ñ 0, µε το E να είναι ενέσιµο
και εφαρµόζουµε τον συναρτητή HomApA, -q. Τότε παίρνουµε την µακριά ακριβή ακολουθία

0 Ñ HomApA,Bq Ñ HomApA,Eq Ñ HomApA,ΣBq

Ñ Ext1ApA,Bq Ñ Ext1ApA,Eq Ñ � � �

΄Οµως επειδή το E είναι ενέσιµο Ext1ApA,Eq � 0, και άρα ο Ext1ApA,Bq είναι ισόµορφος µε τον
συνπυρήνα του HomApA,Eq ÝÑ HomApA,ΣBq. Αλλά ο συνπυρήνας του παραπάνω µορφισµού
είναι ακριβώς ο HomApA,ΣBq, λόγω του τρόπου ορισµού της ευσταθούς κατηγορίας A. ΄Οµως

HomApA,ΣBq �
xExt1ApA,Bq καθώς το B είναι Gorenstein ενέσιµο. Για n ¡ 1 απλώς κάνουµε

dimension shift. �

Στη συνέχεια ϑέλουµε να περιγράψουµε τα αντικείµενα A της κατηγορία A για τα οποία οxExt�ApA, -q µηδενίζει.

Πρόταση 4.3.17. Για ένα αντικείµενο A στη A, τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα.

(1) xExt�ApA, -q � 0.

(2) xExt0ApA,Aq � 0.

(3) xExt�Ap-, Aq � 0.
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(4) Ext1ApA,Bq � 0 για κάθε B P GInj-A.

(5) HomApA,Bq � 0 για κάθε B P GInj-A.

Απόδειξη. Καταρχάς το γεγονός ότι τα (1) και (3) είναι ισοδύναµα µε το (2) είναι προφανές.
Επίσης το (1) συνεπάγεται το (4) καθώς για B Gorenstein ενέσιµο από την προηγούµενη Πρόταση
έχουµε ότι ο xExt1Ap-, Bq µπορεί να υπολογιστεί µέσω του Ext1Ap-, Bq. Εποµένως η συνεπαγωγή
ϐγαίνει απευθείας.
Το (4) συνεπάγεται το (5) καθώς από τον εναλλακτικό Ορισµό της Tate συνοµολογίας έχουµε ότι
HomApA,ΣBq � 0 για κάθε B P GInj-A, και άρα HomApA,Bq � 0 για κάθε B P GInj-A.
Τέλος το (5) συνεπάγεται το (1) καθώς xExt�Ap-, -q � H� HomApT -, T -q, και εποµένως εάν ισχύει η
ιδιότητα (5) ϑα έχουµε σε κάθε ϑέση του συµπλόκου 0, και άρα ϑα έχουµε και παντού συνοµολογία
0, εποµένως xExt�ApA, -q � 0. �

Ορίζουµε

X � tA P A|Ext1ApA,Bq � 0 για κάθε B P GInj-Au και Y � GInj-A

Θεώρηµα 4.3.18. ΄Εστω A µία τοπικά noetherian Grothendiec κατηγορία και υποθέτουµε ότι η
DpAq είναι συµπαγώς παραγόµενη. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα.

(1) Κάθε αντικείµενο A στην A ανήκει σε ακριβείς ακολουθίες

0 Ñ YA Ñ XA Ñ AÑ 0 και 0 Ñ AÑ Y A Ñ XA Ñ 0

της κατηγορίας A, όπου τα XA, X
A ανήκουν στην X και τα YA, Y A ανήκουν στην Y.

(2) Ο χάρτης A ÞÑ XA επάγει έναν δεξιό συζυγή της έγκλισης X Ñ A.

(3) Ο χάρτης A ÞÑ Y A επάγει έναν αριστερό συζυγή της έγκλισης Y Ñ A.

(4) X X Y � Inj-A.

Απόδειξη. (1) Σταθεροποιούµε ένα αντικείµενο A στην A και µία πλήρη ενέσιµη ανάλυση

iAÑ GλiA � yA.

Συµπληρώνουµε αυτόν τον µορφισµό τότε, σε ένα διακεκριµένο τρίγωνο

iAÑ yAÑ xAÑ ΣpiAq, (4.7)

στην KpInj-Aq και εποµένως έχουµε µία ακολουθία 0 Ñ iA Ñ yA Ñ xA Ñ 0 συµπλόκων,
η οποία είναι split exact σε κάθε ϐαθµό. Εφαρµόζοντας τώρα τον Z0 : KpInj-Aq Ñ A
παίρνουµε µία ακριβή ακολουθία

0 ÝÑ A
α
ÝÑ Y A

β
ÝÑ XA ÝÑ 0

στηνA. Προφανώς το Y A ως ο πυρήνας ενός totally ακυκλικού συµπλοκου είναι Gornestein
ενέσιµο αντικείµενο. Από την άλλη όµως ο xExt�Apα, -q είναι ισοµορφισµός και άρα οxExt�ApXA, -q είναι µηδενικός. ΄Αρα λόγω της Πρότασης 4.3.17 το XA ανήκει στην X . Η
άλλη ακριβής ακολουθία του Θεωρήµατος, προκύπτει κάνοντας στροφή του τριγώνου 4.7
µε παρόµοια επιχειρηµατολογία.

(2) Θεωρούµε την ακριβής ακολουθία

0 ÝÑ YA
µ
ÝÑ XA

ν
ÝÑ A ÝÑ 0,
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και ϑέλουµε να δείξουµε ότι ο HomApX, νq είναι 1-1 και Επί για κάθε X στην X . Για να
το δούµε αυτό, ϑεωρούµε φ : X Ñ A έναν µορφισµό µε το X να ανήκει στην X . Αυτός
ο µορφισµός αναλύεται µέσω του ν καθώς Ext1ApX,YAq � 0. Εποµένως ο HomApX, νq
είναι Επί. Για να δείξουµε τώρα ότι ο HomApX, νq είναι 1-1, ϑεωρούµε έναν µορφισµό

ψX Ñ XA, για τον οποί υπάρχει µία ανάλυση X φ1

ÝÑ E
φ2

ÝÑ A µε το E να είναι ενέσιµο.
Εφόσον το E ανήκει στην X ως ενέσιµο, υπάρχει µία ανάλυση φ2 � ν �χ. Εποµένως έχουµε
ν�pψ�χ�φ1q � 0, και άρα ο ψ�χ�φ1 πρέπει να αναλύεται µέσω του µ. Εποµένως, ο ψ�χ�φ1

αναλύεται µέσω ενός ενέσιµου αντικειµένου καθώς HomApX,YAq � 0. ΄Αρα ο ψ αναλύεται
µέσω ενός ενέσιµου αντικειµένου και εποµένως η εικόνα του µέσω του HomApX, νq είναι ο
µηδενικό µορφισµός. ΄Αρα ο HomApX, νq είναι και 1-1.

(3) Θεωρούµε την ακριβής ακολουθία

0 ÝÑ A
α
ÝÑ Y A

β
ÝÑ XA ÝÑ 0,

και ϑέλουµε να δείξουµε ότι ο HomApα, Y q είναι 1-1 και Επί για κάθε Y στην Y. Αυτό όµως
είναι προφανές κοιτάζοντας την µακριά ακριβή ακολουθία στην Tate συνοµολογία, καθώς
HomAp-, Y q �

xExt0Ap-, Y q και ο xExt�ApXA, -q είναι ο µηδενικός.

(4) Προφανώς η Inj-A περιέχεται στην X X Y. ΄Εστω τώρα A ένα αντικείµενο στην X X Y.
Εποµένως

HomApA,Aq �
xExt0ApA,Aq � 0.

΄Αρα ο ταυτοτικός µορφισµός A Ñ A αναλύεται µέσω ενός ενέσιµου αντικειµένου, και άρα
το A είναι ενέσιµο.

�

Παρατήρηση 4.3.19. Οι δακτύλιοι και τα schemes Gorenstein, παίζουν ένα σηµαντικό ϱόλο στις
εφαρµογές και έχουν πολλές ενδιαφέρουσες οµολογικές ιδιότητες. Εποµένως είναι σηµαντικό να
σχηµατίσουµε µία ιδιότητα Gorenstein για µία τοπικά locally noetherian κατηγορία A. Γι αυτό
το λόγο ξεκινάµε δίνοντας κάποιο ϐοηθητικό συµβολισµό. Θα συµβολίζουµε µε Σ8A την πλήρη
υποκατηγορία των αντικείµένων A στην A τα οποία ανήκουν σε µία ακριβή ακολουθία

� � � Ñ E2 Ñ E1 Ñ E0 Ñ AÑ 0,

όπου τα En είναι ενέσιµα για κάθε n P Z.

Ορισµός 4.3.20. Θα λέµε ότι ένα αντικείµενο A έχει την ενέσιµη Gorenestein ιδιότητα
(injective Gorenstein property), εάν οι ισοδύναµες συνθήκες της επόµενης Πρότασης 4.3.21
ικανοποιούνται.

Πρόταση 4.3.21. ΄Εστω A µία τοπικά noetherian Grothendieck κατηγορία και υποθέτουµε ότι η
DpAq είναι συµπαγώς παραγόµενη. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα.

(1) Ext1ApA,Bq � 0 για κάθε A P Inj-A και B P Σ8A.

(2) Κάθε ακυκλικό σύµπλοκο στην Inj-A είναιtotally ακυκλικό.

(3) GInj-A � Σ8A.

(4) Ο S : A can
ÝÝÑ DpAq Iλ�Qρ

ÝÝÝÝÑ SpAq µηδενίζει όλα τα ενέσιµα αντικείµενα.

(5) Ο S επάγει µία ισοδυναµία GInj-AÑ SpAq.
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Απόδειξη. Καταρχάς, οι ιδιότητες (1)-(3) είναι µία προς µία ισοδύναµες, καθώς ισχύει ότι

ExtnApA,Z
0Y q � HomKpAqpA,Σ

nY q � HnpHomApA, Y qq,

όπου A αντικείµενο της A και Y είναι ένα ακυκλικό σύµπλοκο ενέσιµων αντικειµένων. (Ο πρώτος
ισοµορφισµός ισχύει µόνο για n ¥ 1).
Τώρα ϑα δείξουµε ότι οι σχέσεις (1)-(3) είναι ισοδύναµες µε την (4). Καταρχάς παρατηρούµε ότι ο
συναρτητής Iλ µηδενίζει ακριβώς εκείνα τα αντικείµενα X της KpInj-Aq για τα οποία ισχύει ότι

HomKpInj-AqpX,Y q � 0,

για κάθε ακυκλικό σύµπλοκο Y της KpInj-Aq. Ισχύει όµως ότι οι συναρτητές can και Iλ είναι
πιστοί , οπότε παίρνουµε την ισοδυναµία των συνθηκών.
Το γεγονός ότι η (5) συνεπάγεται την (4) είναι προφανές, οπότε µένει να αποδείξουµε ότι οι
συνθήκες (1)-(4) συνεπάγονται την (5).
Στην Πρόταστη 4.3.6 ήδη είδαµε ότι η

SpAq Ñ GInj-A, X ÞÑ Z0X,

είναι µία ισοδυναµία καθώς από την (2) κάθε ακυκλικό σύµπλοκο στην Inj-A είναι πλήρως α-
κυκλικό. ΄Οµως από την (4) ο S µηδενίζει όλα τα ενέσιµα και άρα επάγει έναν συναρτητή
A Ñ SpAq. Η σύνθεσή του µε τον συναρτητή Z0 : SpAq Ñ GInj-A είναι ο δεξιός συζυγής της
έγκλισης GInj-A Ñ A την οποία κατασκευάσαµε στο Θεώρηµα 4.3.9. Εποµένως έχουµε ότι
pZ0 � SqA � A για κάθε αντικείµενο A στην GInj-A. �

Πόρισµα 4.3.22. ΄Εστω A µία τοπικά noetherian Grothendieck κατηγορία και υποθέτουµε ότι η
DpAq είναι συµπαγώς παραγόµενη. Εάν η A έχει την ενέσιµη Gorenstein ιδιότητα, τότε η σύνθεση

GInj-A inc
ÝÝÑ A can

ÝÝÑ DpAq Iλ�Qρ
ÝÝÝÝÑ SpAq Z0

ÝÝÑ GInj-A,

είναι ϕυσικά ισόµορφη µε την κανονική προβολή GInj-AÑ GInj-A.

Παρατήρηση 4.3.23. Είµαστε τώρα σε ϑέση να περιγράψουµε τον σταθεροποιητή συναρτητή
S : A Ñ SpAq, όταν η A έχει την ενέσιµη Gorenstein ιδιότητα. Θα χρησιµοποιήσουµε γι αυτό
τον αριστερό συζυγή T : A Ñ GInj-A της έγκλισης GInj-A Ñ A. Για κάθε αντικείµενο A στην
A, επιλέγουµε ένα ακυκλικό σύµπλοκο X ενέσιµων αντικειµένων τέτοιο ώστε Z0X � TA. Τότε
SA � X.



Παράρτηµα Αʹ

Περίληψη - Abstract

Περίληψη. Ο κεντρικός στόχος της παρούσης ∆ιατριβής είναι η παρουσίαση της κατασκευής
της µη ϕραγµένης ευσταθούς παραγόµενης κατηγορίας µία τοπικά Noetherian κατηγορίας του
Grothendieck και η ανάλυση µερικών εφαρµογών αυτής της κατασκευής στην Αλγεβρική Γεωµε-
τρία και την Θεωρία Αναπαραστάσεων. Η ∆ιατριβή αποτελείται από τέσσερα Κεφάλαια. Στο πρώτο
Κεφάλαιο αναλύουµε µερικά ϐασικά στοιχεία από τη Θεωρία Αβελιανών Κατηγοριών, δίνοντας
έµφαση στην Θεωρία τοπικοποίησης τέτοιων κατηγοριών. Στο δεύτερο Κεφάλαιο εισάγουµε την
έννοια των τριγωνισµένων κατηγοριών, και αναλύσουµε τη ϐασική ϑεωρία των οµοτοπικών και
παραγόµενων κατηγοριών. Το τρίτο Κεφάλαιο είναι αφιερωµένο στην παρουσίαση ορισµένων µη
τετριµµένων αποτελεσµάτων, τα οποία ϑα χρειαστούµε στη συνέχεια, και ειδικότερα εισάγουµε τις
έννοιες των localization sequences και του recollement. Στο τελευταίο Κεφάλαιο της διατριβής
παρουσιάζουµε την κατασκευή της ευσταθούς παραγόµενης κατηγορίας, αναλύοντας περαιτέρω
µία εφαρµογή στην Αλγεβρική Γεωµετρία και περιγράφοντας µία κατασκευή Gorenstein ενέσιµων
προσεγγίσεων και συνοµολογίας Tate.

Abstract. The principal aim of this thesis is to present the construction of the unboun-
ded stable derived category of a locally noetherian Grothendieck category and to analyse some
applications in Algebraic Geometry and Representation Theory. The thesis consists of four
chapters. In the first chapter we analyse some basic elements of Abelian Categories, empha-
sizing on the Localization Theory of such categories. In the second chapter we introduce the
notion of trinagulated categories, and we analyse the basic theory of homotopical and derived
categories. The third chapter is devoted to the presentation of some non-trivial results about
Category Theory that we shall need in the sequel and more specifically we introduce the i-
mportant concepts of localization sequences and recollement. In the last chapter we present
the constuction of the stable derived category, analysing further an application from Alge-
braic Geometry and describing a consruction of Gorenstein injective approximations and Tate
cohomology.
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