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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Βασικές έννοιες συναρτησιακής ανάλυσης

Στην παράγραφο αυτή αναφέρουµε ορισµένες έννοιες από τη Συναρτησιακή Ανάλυση,
τις οποίες χρειαζόµαστε στη συνέχεια.

Σηµείωση 1.1. Συµβολίζουµε µε R το σύνολο των πραγµατικών αριθµών και µε N το
σύνολο των ϕυσικών αριθµών. Επιπλέον συµβολίζουµε µε (E, d) το µετρικό χώρο που
αποτελείται από το σύνολο E και τη µετρική d, µε C(A,B) συµβολίζουµε το σύνολο
όλων των συνεχών συναρτήσεων µε πεδίο ορισµού το A και πεδίο τιµών το B, µε
BC(A,B) συµβολίζουµε το σύνολο όλων των ϕραγµένων συναρτήσεων που ανήκουν
στο C(A,B), και µε C2(A,B) συµβολίζουµε το σύνολο όλων των συναρτήσεων που
είναι δύο ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµες µε πεδίο ορισµού το A και πεδίο τιµών το B.
Επίσης, ϑεωρούµε τη στάθµη ‖·‖A, που κατά κύριο λόγο χρησιµοποιούµε παρακάτω,
σύµφωνα µε τον τύπο

‖x‖A := sup
s∈A
|x(s)|.

Ορισµός 1.2 ([89]). Μια ακολουθία (xn)n∈N σε ένα µετρικό χώρο (E, d) ονοµάζεται
ϐασική ακολουθία ή ακολουθία του Cauchy (Cauchy sequence) αν για κάθε ε > 0
υπάρχει ϕυσικός αριθµός n0(ε) τέτοιος ώστε να ισχύει d(xn, xm) < ε για όλους τους
ϕυσικούς αριθµούς n,m ≥ n0(ε).

Ορισµός 1.3 ([89]). ΄Ενας µετρικός χώρος (E, d) ονοµάζεται πλήρης (complete) αν
κάθε ϐασική ακολουθία στοιχείων του E συγκλίνει εντός του E.

Ορισµός 1.4 ([74]). Ας είναι (E, d) ένας µετρικός χώρος καιX ⊆ E. Κάλυψη (cover)
C του συνόλου X ονοµάζεται µια συλλογή υποσυνόλων του E, τέτοια ώστε X ⊆ ∪C.

Ορισµός 1.5 ([74]). Μια συλλογή συνόλωνA ονοµάζεται υποκάλυψη (subcover) µιας
κάλυψης C του (E, d) αν η A είναι κάλυψη του E και επιπλέον A ⊆ C.

Ορισµός 1.6 ([74]). ΄Εστω S υποσύνολο ενός µετρικού χώρου (E, d). Μια κάλυψη C
του S ονοµάζεται ανοιχτή (open) στον E αν κάθε A ∈ C είναι ανοικτό υποσύνολο του
E.
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Ορισµός 1.7 ([74]). Ας είναι (E, d) ένας µετρικός χώρος και X ⊆ E. Το σύνολο X
ονοµάζεται συµπαγές (compact) αν κάθε ανοικτή κάλυψη του X έχει πεπερασµένη
υποκάλυψη.

Ορισµός 1.8 ([47]). Σταθµητός διανυσµατικός χώρος (normed vector space) (E, ‖·‖)
ονοµάζεται ένας διανυσµατικός χώρος E εφοδιασµένος µε µια στάθµη ‖ · ‖.

Ορισµός 1.9 ([89]). ΄Ενας πλήρης σταθµητός διανυσµατικός χώρος ονοµάζεται χώρος
Banach (Banach space).

Σηµείωση 1.10 ([89]). Επισηµαίνουµε ότι ο χώρος C(A,R) είναι χώρος Banach
εφοδιασµένος µε τη στάθµη ‖ · ‖A. Ακόµη, ο χώρος BC([0,+∞),R) είναι ένας χώρος
Banach εφοδιασµένος µε τη στάθµη ‖ · ‖[0,+∞).

Ορισµός 1.11 ([89]). Υποθέτουµε ότι E είναι ένας µετρικός χώρος και r : E → X
είναι µια συνεχής συνάρτηση µε X ⊆ E. Η συνάρτηση r καλείται retraction αν και
µόνο αν r(x) = x για κάθε x ∈ X. Σε αυτή την περίπτωση, το σύνολο X ονοµάζεται
retract του E.

Ορισµός 1.12 ([89]). ΄Ενα υποσύνολο X ενός διανυσµατικού χώρου E ονοµάζεται
κυρτό (convex) αν για τυχόντα x, y ∈ X και τυχόν t ∈ [0, 1] ισχύει ότι tx+(1−t)y ∈ X.

Ορισµός 1.13 ([89]). ΄Ενα υποσύνολο X ενός µετρικού χώρου E ονοµάζεται σχετικά
συµπαγές ή προσυµπαγές (relatively compact ή precompact) αν η ϑήκη (closure) X
του X είναι συµπαγές σύνολο.

Ορισµός 1.14 ([39]). Η συνάρτηση f : X → Y λέγεται πλήρως συνεχής (completely
continuous) αν είναι συνεχής και για κάθε ϕραγµένο υποσύνολο S του X το σύνολο
f(S) είναι σχετικά συµπαγές.

Σηµείωση 1.15. ΄Εστω µια συνεχής συνάρτηση f : X → Y . Αν το σύνολο f(X) είναι
σχετικά συµπαγές σύνολο, τότε η εικόνα οποιουδήποτε ϕραγµένου υποσυνόλου του
X είναι επίσης σχετικά συµπαγές σύνολο, εποµένως η συνάρτηση f είναι πλήρως
συνεχής.

Ορισµός 1.16 ([89]). ΄Εστω E ένας χώρος Banach. Κώνος (cone) εντός του E ονο-
µάζεται ένα µη κενό και κλειστό σύνολο K ⊆ E τέτοιο ώστε

(i) κu+ λv ∈ K, για όλα τα u, v ∈ K και όλα τα κ, λ ≥ 0

(ii) u,−u ∈ K συνεπάγεται u = 0.

Ορισµός 1.17 ([67]). ΄Εστω E ένας χώρος Banach, K ένας κώνος στο E και α : K →
[0,+∞) µια απεικόνιση. Η α λέγεται κοίλο ϑετικό συναρτησοειδές (concave positive
functional) αν

• η α είναι συνεχής, και

• α(λx+(1−λy)) ≥ λα(x)+(1−λ)α(y), για όλα τα x, y ∈ K και όλα τα λ ∈ [0, 1].
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Οµοίως, έστω E ένας χώρος Banach, K ένας κώνος στο E και β : K → [0,+∞)
µια απεικόνιση. Η β λέγεται κυρτό ϑετικό συναρτησοειδές (convex positive functio-
nal) αν

• η β είναι συνεχής, και

• β(λx+(1−λy)) ≤ λβ(x)+(1−λ)β(y), για όλα τα x, y ∈ K και όλα τα λ ∈ [0, 1].

Ορισµός 1.18 ([52]). ΄Εστω (E, d) ένας µετρικός χώρος,X ⊆ E, I ένα σύνολο δεικτών
και (fa)a∈I µια οικογένεια συναρτήσεων ορισµένων στο X. Η οικογένεια (fa)a∈I
ονοµάζεται οµοιόµορφα ϕραγµένη (uniformly bounded) αν υπάρχει µια σταθερά c >
0 τέτοια ώστε |fa(x)| ≤ c για όλα τα x ∈ X και όλα τα a ∈ I.

Ορισµός 1.19 ([52]). ΄Εστω (E, d) ένας µετρικός χώρος,X ⊆ E, I ένα σύνολο δεικτών
και (fa)a∈I µια οικογένεια συναρτήσεων ορισµένων στο X. Η οικογένεια (fa)a∈I
ονοµάζεται ισοσυνεχής (equicontinuous) αν, για κάθε ε > 0, υπάρχει δ > 0 τέτοιο
ώστε για όλα τα x, y ∈ X µε d(x, y) < δ και όλα τα a ∈ I, ισχύει ότι |fa(x)−fa(y)| < ε.

Ορισµός 1.20 ([11]). ΄Εστω U ένα σύνολο πραγµατικών συναρτήσεων, οι οποίες είναι
ορισµένες στο [0,+∞). Το σύνολο U ονοµάζεται ισοσυγκλίνον (equiconvergent) στο
+∞ αν όλες οι συναρτήσεις που ανήκουν στο U συγκλίνουν εντός του R όταν η
ανεξάρτητη µεταβλητή τους τείνει στο +∞ και, επιπλέον, για κάθε ε > 0, υπάρχει
T ≡ T (ε) > 0 τέτοιο ώστε, για όλες τις συναρτήσεις u που ανήκουν στο U , ισχύει
|u(t)− lims→+∞u(s)| < ε για όλα τα t ≥ T .

Ορισµός 1.21 ([72]). ΄Εστω K ένας κώνος σε ένα χώρο Banach E. ΄Ενα συναρτη-
σοειδές α : K → R ονοµάζεται αύξον (increasing) στο K αν α(x) ≤ α(y), για κάθε
x, y ∈ K µε x . y, όπου µε . συµβολίζουµε τη µερική διάταξη που επάγεται στο
χώρο Banach από τον κώνο K, δηλαδή

x . y αν και µόνο αν y − x ∈ K.

Ορισµός 1.22 ([67]). ΄Εστω I ⊆ R ϕραγµένο και f, g ∈ C(I,R). Ορίζουµε τη σχέση
� ως

f � g αν και µόνο αν f(t) ≤ g(t), για κάθε t ∈ I

και τη σχέση ≺ ως

f ≺ g αν και µόνο αν f(t) < g(t), για κάθε t ∈ I.

Ορισµός 1.23 ([67]). ΄Εστω I ⊆ R ϕραγµένο και A ∈ C(C(I,R), C(I,R)). Λέµε ότι
ο τελεστής A ικανοποιεί την

• ιδιότητα (P1) αν και µόνο αν για κάθε x, y ∈ C(I,R) και για κάθε t ∈ [0, 1],
ισχύει

(1− t)A(x) + tA(y) � A((1− t)x+ ty).

• ιδιότητα (P2) αν και µόνο αν για κάθε x, y ∈ C(I,R) και για κάθε t ∈ [0, 1],
ισχύει

A((1− t)x+ ty) � (1− t)A(x) + tA(y).
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• ιδιότητα (P3) αν και µόνο αν

Ax(t) ≥ 0, για κάθε x ∈ C(I,R) και για κάθε t ∈ [0, 1].

Προκειµένου να αποδείξουµε ότι ένας τελεστής είναι πλήρως συνεχής χρησιµο-
ποιούµε κατά περίπτωση τα επόµενα δύο ϑεωρήµατα.

Θεώρηµα 1.24 (Arzela-Ascoli [52]). Ας είναι X,Ω µετρικοί χώροι, Y ένα συµπαγές
υποσύνολο του X και M µια οικογένεια συνεχών συναρτήσεων ορισµένων στο Y µε
τιµές στο Ω, δηλαδή M ⊆ C(Y,Ω). Η οικογένεια M είναι σχετικά συµπαγής στο
C(Y,Ω) αν και µόνο αν ηM είναι οµοιόµορφα ϕραγµένη και ισοσυνεχής.

Θεώρηµα 1.25 (Avramescu [11]). Ας είναι E ένας χώρος συναρτήσεων. Υποθέτουµε
ότι ο E είναι χώρος Banach και επίσης ότι U είναι ένα ισοσυνεχές και οµοιόµορφα
ϕραγµένο υποσύνολο του E. Αν το U είναι ισοσυγκλίνον στο +∞ τότε είναι και σχετικά
συµπαγές.

Σηµείωση 1.26. Στα προβλήµατα που µελετάµε σε αυτήν την διατριβή, αν το πε-
δίο ορισµού της Ϲητούµενης λύσης είναι συµπαγές, τότε εφαρµόζουµε το Θεώρηµα
Arzela-Ascoli. Στην αντίθετη περίπτωση, εφαρµόζουµε το Θεώρηµα Avramescu.

1.2 Η έννοια της υστερηµένης διαφορικής εξίσωσης

Σε ορισµένα από τα επόµενα κεφάλαια αυτής της διατριβής µελετάµε συναρτησιακές
διαφορικές εξισώσεις, οπότε στην παρούσα παράγραφο δίνουµε κάποιες σχετικές
ϐασικές έννοιες.

Ας είναι t ∈ [0, 1], r ∈ (0,+∞) και χ µια πραγµατική συνεχής συνάρτηση ορι-
σµένη τουλάχιστον στο διάστηµα [t− r, t]. Με το συµβολισµό χt εννοούµε τη συνάρ-
τηση που ανήκει στο σύνολο C([−r, 0],R) και για κάθε t ∈ [0, 1], ορίζεται ως

χt(s) := χ(t+ s), για κάθε − r ≤ s ≤ 0.

Μια διαφορική εξίσωση στην οποία εµφανίζεται η ποσότητα χt καλείται υστερη-
µένη διαφορική εξίσωση ή διαφορική εξίσωση µε υστέρηση.

΄Ενα γενικό παράδειγµα υστερηµένης διαφορικής εξίσωσης δεύτερης τάξης είναι
η

x′′(t) + f(t, xt) = 0, για κάθε t ∈ [0, 1],

όπου f είναι µια πραγµατική συνάρτηση ορισµένη στο σύνολο [0, 1]× C([−r, 0],R).
Με τον όρο λύση αυτής της διαφορικής εξίσωσης εννοούµε µια συνάρτηση x ∈
C([−r, 1],R) η οποία είναι συνεχώς παραγωγίσιµη στο διάστηµα [0, 1]. Η διαφορική
εξίσωση µε υστέρηση συνοδεύεται και από µια αρχική συνθήκη η οποία αναφέρεται
όχι σε ένα συγκεκριµένο σηµείο της πραγµατικής ευθείας αλλά σε ολόκληρο το δι-
άστηµα [−r, 0]. Θεωρούµε, λοιπόν, µια δεδοµένη συνάρτηση φ ∈ C([−r, 0],R) και
την αρχική συνθήκη

x(t) := φ(t), για κάθε − r ≤ t ≤ 0.
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Τέτοιας µορφής διαφορικές εξισώσεις ϑα µελετηθούν σε επόµενα κεφάλαια, παρόλα
αυτά για λόγους πληρότητας στο σηµείο αυτό αναφέρουµε ότι η λύση αυτής της
διαφορικής εξίσωσης, συνοδευόµενης από κατάλληλες συνοριακές συνθήκες, είναι
της µορφής

x(t) =

{
φ(t), για κάθε t ∈ [−r, 0]

x(0) + x′(0)t−
∫ t
0

∫ s
0
f(r, xr)dr, για κάθε t ∈ [0, 1].

Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση x είναι συνεχής, αφού x(0) = φ(0). Στην περίπτω-
ση που το διάστηµα ορισµού της λύσης της διαφορικής εξίσωσης είναι το [0,+∞)
προκύπτουν ανάλογα αποτελέσµατα.

Για τη ϐασική ϑεωρία των διαφορικών εξισώσεων µε υστέρηση παραπέµπουµε στα
ϐιβλία των Diekmann, Van Gils, Verduyn Lunel και Walther [25], Driver [26], και
Hale και Verduyn Lunel [36].

1.3 Το αντικείµενο της διατριβής

Σε αυτή την παράγραφο παρουσιάζουµε το γενικό πρόβληµα που µελετάµε στην
παρούσα διατριβή δίνοντας µια συνοπτική περιγραφή των µεθοδολογιών που εφαρ-
µόζονται για την αντιµετώπισή του. Θα ασχοληθούµε συνολικά µε τέσσερις µεθοδο-
λογίες κάθε µια από τις οποίες αναπτύσσουµε αναλυτικά σε καθένα από τα επόµενα
τέσσερα κεφάλαια.

Σκοπός της παρούσας διατριβής είναι η µελέτη ύπαρξης ϑετικής λύσης για προ-
ϐλήµατα συνοριακών τιµών. Παρότι τα προβλήµατα που παρουσιάζονται είναι δεύτε-
ϱης τάξης, οι µεθοδολογίες µπορούν να εφαρµοστούν µε τις κατάλληλες τροποποι-
ήσεις και σε προβλήµατα οποιασδήποτε τάξης.

Ασχολούµαστε µε διαφορικές εξισώσεις της γενικής µορφής

x′′(t) + f(t, xt) = 0 (1.1)

ή της γενικής µορφής
x′′(t) + f(t, xt, x

′(t)) = 0. (1.2)

Μαζί µε αυτές ϑεωρούµε συνοριακές συνθήκες, όπως για παράδειγµα

• x0 = φ και ax(1) + bx′(1) = 0, a, b ∈ [0,+∞)

ή

• x0 = φ και limt→+∞x
′(t) = ξ ∈ R

όπου φ : [−r, 0]→ [0,+∞), µε r ∈ (0,+∞). Στην περίπτωση που r = 0, οπότε έχου-
µε συνήθη διαφορική εξίσωση, οι συνοριακές συνθήκες µπορούν, για παράδειγµα,
να είναι της µορφής

• x(0) = 0 και x′(1) = ax′(0), a > 1

ή
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• x(0) = 0 και limt→+∞x
′(t) = ξ ∈ R.

Το Ϲεύγος της διαφορικής εξίσωσης µαζί µε τις εκάστοτε ϑεωρούµενες συνορια-
κές συνθήκες αποτελεί ένα πρόβληµα συνοριακών τιµών. Το σκεπτικό µας για την
επίλυση του προβλήµατος συνοριακών τιµών είναι να ϐρούµε έναν τελεστή τα σταθε-
ϱά σηµεία του οποίου είναι ακριβώς οι λύσεις του προβλήµατος. Για το σκοπό αυτό
ϑεωρούµε ένα χώρο Banach, η στάθµη του οποίου καθορίζεται, µεταξύ άλλων, από
τη µορφή της διαφορικής εξίσωσης που έχουµε ϑεωρήσει.

Υπάρχει µια µεγάλη ποικιλία ϑεωρηµάτων σταθερού σηµείου τα οποία µπορο-
ύν να χρησιµοποιηθούν στα πλαίσια της µεθοδολογίας που µόλις περιγράψαµε.
Στη συγκεκριµένη διατριβή ασχολούµαστε µε το Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου του
Schauder, το Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου του Krasnoselskii, το Θεώρηµα Σταθερού
Σηµείου των Avery-Henderson, καθώς και µε δύο τροποποιήσεις του Θεωρήµατος
Σταθερού Σηµείου των Leggett-Williams.

Στη συνέχεια παραθέτουµε αυτά τα τέσσερα ϑεωρήµατα.

Θεώρηµα 1.27 (Schauder [69, 80]). ΄ΕστωE ένας χώρος Banach καιX ένα µη κενό,
κυρτό και κλειστό υποσύνολο του E. Αν T είναι µια συνεχής απεικόνιση του X στον
εαυτό του και το T (X) είναι σχετικά συµπαγές, τότε η απεικόνιση T έχει τουλάχιστον
ένα σταθερό σηµείο.

Θεώρηµα 1.28 (Krasnoselskii [46, 68]). Ας είναι E ένας χώρος Banach εφοδια-
σµένος µε µια στάθµη ‖ · ‖ και K ένας κώνος εντός του E. Υποθέτουµε ότι Ω1, Ω2 είναι
ανοικτά υποσύνολα του E, µε 0 ∈ Ω1 ⊂ Ω1 ⊂ Ω2 και έστω T : K ∩

(
Ω2\Ω1

)
→ K ένας

πλήρως συνεχής τελεστής τέτοιος ώστε

( i) ‖Tu‖ ≤ ‖u‖, u ∈ K ∩ ∂Ω1, και ‖Tu‖ ≥ ‖u‖, u ∈ K ∩ ∂Ω2

ή

(ii) ‖Tu‖ ≥ ‖u‖, u ∈ K ∩ ∂Ω1, και ‖Tu‖ ≤ ‖u‖, u ∈ K ∩ ∂Ω2

Τότε ο T έχει ένα σταθερό σηµείο εντός του K ∩
(
Ω2\Ω1

)
.

Θεώρηµα 1.29 (Avery-Henderson [6, 72]). Ας είναι E ένας πραγµατικός χώρος Ba-
nach εφοδιασµένος µε µια στάθµη ‖ · ‖ και K ένας κώνος εντός του E. Ορίζουµε το
σύνολο

K(ψ, d) := {x ∈ K : ψ(x) < d},

όπου ψ είναι ένα µη αρνητικό συναρτησοειδές ορισµένο στον κώνο K και d > 0.
Θεωρούµε α και γ αύξοντα, µη αρνητικά, συνεχή συναρτησοειδή του K, και θ ένα
µη αρνητικό, συνεχές συναρτησοειδές του K µε θ(0) = 0 τέτοια ώστε, για κάποιο
c > 0 και Θ > 0, γ(x) ≤ θ(x) ≤ α(x) και ‖x‖ ≤ Θγ(x), για όλα τα x ∈ K(γ, c).
Επιπλέον, υποθέτουµε ότι υπάρχει ένας πλήρως συνεχής τελεστής T : K(γ, c) → K
και 0 < a < b < c τέτοια ώστε

θ(λx) ≤ λθ(x), για 0 ≤ λ ≤ 1 και x ∈ ∂K(θ, b),

και
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( i) γ(Tx) > c, για όλα τα x ∈ ∂K(γ, c),

( ii) θ(Tx) < b, για όλα τα x ∈ ∂K(θ, b),

( iii) K(α, a) 6= ∅ και α(Tx) > a, για όλα τα x ∈ ∂K(α, a),

ή

(iv) γ(Tx) < c, για όλα τα x ∈ ∂K(γ, c),

(v) θ(Tx) > b, για όλα τα x ∈ ∂K(θ, b),

(vi) K(α, a) 6= ∅ και α(Tx) < a, για όλα τα x ∈ ∂K(α, a).

Τότε ο τελεστής T έχει τουλάχιστον δύο σταθερά σηµεία x1 και x2 που περιέχονται στο
K(γ, c) τέτοια ώστε

a < α(x1) και θ(x1) < b,

και
b < θ(x2) και γ(x2) < c.

Θεώρηµα 1.30 (Leggett-Williams [53, 67]). Ας είναι E ένας χώρος Banach εφοδια-
σµένος µε µια στάθµη ‖ · ‖ και K ένας κώνος εντός του E. Ορίζουµε τα σύνολα

Kε1 := {x ∈ K : ‖x‖ ≤ ε1}, για ε1 > 0

και
S(β, ε2, ε3) := {x ∈ K : ε2 ≤ β(x) και ‖x‖ ≤ ε3},

για ε3 > ε2 > 0 και οποιοδήποτε κοίλο ϑετικό συναρτησοειδές β ορισµένο στον κώνο
K, µε β(x) ≤ ‖x‖.

Υποθέτουµε ότι c ≥ b > a > 0, α είναι ένα κοίλο ϑετικό συναρτησοειδές µε α(x) ≤
‖x‖ και T : Kc → K είναι ένας πλήρως συνεχής τελεστής, τέτοιος ώστε

( i) {x ∈ S(α, a, b) : α(x) > a} 6= ∅, και α(Tx) > a αν x ∈ S(α, a, b),

( ii) Tx ∈ Kc αν x ∈ S(α, a, c),

( iii) α(Tx) > a, για όλα τα x ∈ S(α, a, c) µε ‖Tx‖ > b.

Τότε ο τελεστής T έχει τουλάχιστον ένα σταθερό σηµείο στο S(α, a, c).

Θεώρηµα 1.31 (Πρώτη τροποποίηση του Leggett-Williams [67]). ΄Εστω I ⊆ R και E
ο χώρος Banach BC(I,R) εφοδιασµένος µε τη στάθµη

‖x‖I := supt∈I |x(t)|, για κάθε x ∈ BC(I,R).

Υποθέτουµε ότι

• K είναι ένας κώνος στο E και για κάθε ε > 0 ϑεωρούµε το σύνολο

Kε := {x ∈ K : ‖x‖I ≤ ε}
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• 0 < a < b < c < d είναι πραγµατικοί αριθµοί

• T : Kd → K είναι πλήρως συνεχής

• α είναι ένα κοίλο ϑετικό συναρτησοειδές και β είναι ένα κυρτό ϑετικό συναρτη-
σοειδές τέτοια ώστε α(x) ≤ β(x), για κάθε x ∈ K

και ορίζουµε
Kα,β(a, b) := {x ∈ K : α(x) ≥ a και β(x) ≤ b}.

Αν

(i) intKd(Kα,β(a, b)∩Kc) 6= ∅ (δηλαδή το εσωτερικό τουKα,β(a, b)∩Kc όσον αφορά
το Kd είναι µη κενό) και για κάθε x ∈ Kα,β(a, b) ∩Kc ισχύει ότι

β(Tx) < b, α(Tx) > a

( ii) Tx ∈ Kd για κάθε x ∈ Kα,β(a, b) ∩Kd

( iii) β(Tx) < b και α(Tx) > a, για κάθε x ∈ Kα,β(a, b) ∩Kd µε ‖Tx‖I > c

τότε ο τελεστής T έχει τουλάχιστον ένα σταθερό σηµείο

y ∈ intKd(Kα,β(a, b) ∩Kd)

δηλαδή α(y) > a, β(y) < b και ‖y‖I ≤ d.

Θεώρηµα 1.32 (∆εύτερη τροποποίηση του Leggett-Williams [67]). ΄Εστω I ⊆ R
ϕραγµένο και E ο χώρος Banach BC(I,R) εφοδιασµένος µε τη στάθµη

‖x‖I := supt∈I |x(t)|, για κάθε x ∈ BC(I,R).

Υποθέτουµε ότι

• K είναι ένας κώνος στο E και για κάθε ε > 0 ϑεωρούµε το σύνολο

Kε := {x ∈ K : ‖x‖I ≤ ε}

• 0 < c < d είναι πραγµατικοί αριθµοί

• T : Kd → K είναι πλήρως συνεχής

• A είναι ένας τελεστής που ικανοποιεί τις ιδιότητες (P1) και (P3), και B είναι ένας
τελεστής που ικανοποιεί τις ιδιότητες (P2) και (P3), τέτοιοι ώστε A(x) � B(x), για
κάθε x ∈ K

• u, v ∈ C(I, [0,+∞)) µε u ≺ v

και ορίζουµε
KA,B(u, v) := {x ∈ K : u � A(x) και B(x) � v}.

Αν
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( i) intKd(KA,B(u, v)∩Kc) 6= ∅ (δηλαδή το εσωτερικό τουKA,B(u, v)∩Kc όσον αφορά
το Kd είναι µη κενό) και για κάθε x ∈ KA,B(u, v) ∩Kc ισχύει ότι

B(Tx) ≺ v και u ≺ A(Tx)

( ii) Tx ∈ Kd για κάθε x ∈ KA,B(u, v) ∩Kd

( iii) B(Tx) ≺ v και u ≺ A(Tx), για κάθε x ∈ KA,B(u, v) ∩Kd µε ‖Tx‖I > c

τότε ο τελεστής T έχει τουλάχιστον ένα σταθερό σηµείο

y ∈ intKd(KA,B(u, v) ∩Kd)

δηλαδή u ≺ A(y), B(y) ≺ v και ‖y‖I ≤ d.

Παρακάτω παρουσιάζουµε χωριστά για το κάθε ϑεώρηµα τη µεθοδολογία που
ακολουθούµε.

΄Οσον αφορά το Θεώρηµα του Schauder (Θεώρηµα 1.27) είναι σηµαντικό να έχου-
µε κατά νου ότι

• ο τελεστής T ορίζεται σε ένα µη κενό, κλειστό και κυρτό υποσύνολο X του
χώρου Banach,

• η εικόνα του συνόλου X ϐρίσκεται ολόκληρη µέσα στο X, δηλαδή για κάθε
x ∈ X πρέπει Tx ∈ X,

• ο τελεστής είναι συνεχής και

• η εικόνα του X µέσω του τελεστή T είναι σχετικά συµπαγές σύνολο.

Για το Θεώρηµα του Krasnoselskii (Θεώρηµα 1.28) εργαζόµαστε σε ένα κώνο K
και είναι σηµαντικό να έχουµε κατά νου ότι

• ο τελεστής T ορίζεται µέσα σε ένα σύνολο της µορφήςK∩
(
Ω2\Ω1

)
, όπου Ω1,Ω2

είναι ανοικτά υποσύνολα του E, µε 0 ∈ Ω1 ⊂ Ω1 ⊂ Ω2,

• η εικόνα του συνόλου K ∩
(
Ω2\Ω1

)
ϐρίσκεται µέσα στον κώνο K,

• ο τελεστής T είναι πλήρως συνεχής και

• ο τελεστής T ικανοποιεί µια από τις συνθήκες (i) και (ii) που αναφέρθηκαν στο
εν λόγω ϑεώρηµα.

Σηµείωση 1.33. Οι συνθήκες (i) και (ii) του Θεωρήµατος 1.28 στη ϐιβλιογραφία,
(ϐλέπε [50]), αναφέρονται συχνά ως διασταλτική µορφή (expansive form) και συ-
σταλτική µορφή (compressive form) αντίστοιχα.

Σηµείωση 1.34. Αν περιοριστούµε στο χώρο E = R2, η γεωµετρική ερµηνεία του
Θεωρήµατος 1.28 δίνεται από τα παρακάτω σχήµατα.



10 Θετικές λύσεις προβληµάτων συνοριακών τιµών

Ω1

Ω2

συσταλτική µορφή

Ω1

Ω2

διασταλτική µορφή

Στο Θεώρηµα των Avery-Henderson (Θεώρηµα 1.29) εργαζόµαστε σε έναν κώνο
K ο οποίος ϐρίσκεται εντός ενός χώρου Banach, και είναι σηµαντικό να έχουµε κατά
νου ότι

• ο τελεστής T ορίζεται στο σύνολο K(γ, c),

• ο τελεστής T στέλνει το σύνολο K(γ, c) µέσα στον κώνο K και

• ο τελεστής T ικανοποιεί είτε τις συνθήκες (i), (ii) και (iii) είτε τις συνθήκες (iv),
(v) και (vi).
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Σηµείωση 1.35. Στο Θεώρηµα των Avery-Henderson (Θεώρηµα 1.29) η στάθµη που
εµφανίζεται στα συµπεράσµατα των Θεωρηµάτων 1.27 και 1.28 αντικαθίσταται από
δύο συναρτησοειδή.

Σηµείωση 1.36. Σε αντίθεση µε τα Θεωρήµατα 1.27 και 1.28, τα οποία µας δίνουν
τουλάχιστον ένα σταθερό σηµείο, το Θεώρηµα των Avery-Henderson (Θεώρηµα 1.29)
µας δίνει τουλάχιστον δύο σταθερά σηµεία.

Στο Θεώρηµα των Leggett-Williams (Θεώρηµα 1.30) εργαζόµαστε επίσης σε ένα
κώνο K εντός ενός χώρου Banach. Εκτός από το αρχικό ϑεώρηµα, ϑα ασχοληθούµε
και µε δύο τροποποιήσεις αυτού του ϑεωρήµατος. Για την εφαρµογή της πρώτης
τροποποίησης, είναι σηµαντικό να έχουµε κατά νου ότι

• εργαζόµαστε στο χώρο Banach των ϕραγµένων συνεχών συναρτήσεων,

• ο τελεστής T είναι πλήρως συνεχής,

• ο τελεστής T ορίζεται στο σύνολο Kd,

• ο τελεστής T απεικονίζει το Kd µέσα στον κώνο K,

• υπάρχουν ένα α, κοίλο, και ένα β, κυρτό, ϑετικό συναρτησοειδές τέτοια ώστε
να ικανοποιούν τη σχέση α(x) ≤ β(x), για κάθε x ∈ K και

• ο τελεστής T ικανοποιεί τις συνθήκες (i), (ii) και (iii) που αναφέρονται στο εν
λόγω ϑεώρηµα.

Για την εφαρµογή της δεύτερης τροποποίησης, είναι σηµαντικό να έχουµε κατά νου
ότι

• εργαζόµαστε στο χώρο Banach των ϕραγµένων συνεχών συναρτήσεων,

• το σύνολο I είναι ϕραγµένο υποσύνολο του R,

• ο τελεστής T είναι πλήρως συνεχής,

• ο τελεστής T ορίζεται στο σύνολο Kd,

• ο τελεστής T απεικονίζει το Kd µέσα στον κώνο K,

• υπάρχει ένας τελεστής A, που να ικανοποιεί τις ιδιότητες (P1) και (P3), και
ένας τελεστής B, που να ικανοποιεί τις ιδιότητες (P2) και (P3), τέτοιοι ώστε
A(x) � B(x), για κάθε x ∈ K,

• υπάρχουν u, v ∈ C(I, [0,+∞)) τέτοια ώστε u ≺ v και

• ο τελεστής T ικανοποιεί τις συνθήκες (i), (ii) και (iii) που αναφέρονται στο εν
λόγω ϑεώρηµα.

Σηµείωση 1.37. Στο Θεώρηµα 1.31, το συναρτησοειδές β που παίρνει τη ϑέση της
στάθµης του Θεωρήµατος 1.30 παρατηρούµε ότι είναι κυρτό όπως και η στάθµη.
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Σηµείωση 1.38. Παρατηρώντας το Θεώρηµα του Krasnoselskii (Θεώρηµα 1.28) και
το Θεώρηµα των Leggett-Williams (Θεώρηµα 1.30), διαπιστώνουµε ότι στη ϑέση της
στάθµης που εµφανίζεται στο Θεώρηµα 1.28, η οποία είναι ένα κυρτό συναρτησοει-
δές, στο Θεώρηµα 1.30 εµφανίζεται το κοίλο συναρτησοειδές α. Αυτό έχει σαν επα-
κόλουθο, το αποτέλεσµα των Leggett-Williams, και συνεπώς των τροποποιήσεων του,
να µην είναι επέκταση του Θεωρήµατος του Krasnoselskii, αφού δεν περιλαµβάνει
το τελευταίο ως ειδική περίπτωση.

Σηµείωση 1.39. Το Θεώρηµα 1.31 µπορεί να επεκταθεί και σε ϑεωρήµατα που
εξασφαλίζουν την ύπαρξη τουλάχιστον δύο ή και περισσότερων σταθερών σηµείων,
προσθέτοντας σε αυτό επιπλέον οµάδες συνθηκών, παρόµοιες µε τις συνθήκες (i), (ii)
και (iii) του εν λόγω ϑεωρήµατος.

1.4 Εφαρµογές προβληµάτων συνοριακών τιµών

Σε αυτήν την παράγραφο, παρουσιάζουµε µια ποικιλία προβληµάτων συνοριακών
τιµών που συναντώνται σε διάφορες πρακτικές εφαρµογές.

Παράδειγµα 1.40 ([1, 45]). Κατά τη µελέτη της ασταθούς ϱοής ενός αερίου µέσω
ενός πορώδους µέσου,το οποίο είναι αρχικά γεµάτο µε αέριο σε οµοιόµορφη πίεση,
η πίεση στην επιφάνεια της εκροής ξαφνικά µειώνεται και στη συνέχεια διατηρείται
στη νέα χαµηλότερη πίεση. Η ασταθής ισοθερµική ϱοή του αερίου περιγράφεται από
µια µη-γραµµική µερική διαφορική εξίσωση, η οποία τελικά µετασχηµατίζεται στο
ακόλουθο πρόβληµα συνοριακών τιµών

w′′(t) +
2t

(1− αw(t))
1
2

w′(t) = 0 (1.3)

w(0) = 1, w(+∞) = 0, (1.4)

όπου α είναι µια σταθερά που σχετίζεται µε τις ϕυσικές παραµέτρους του προβλήµα-
τος.

Παράδειγµα 1.41 ([1, 66]). Στην ανάλυση της απόδοσης στερεών προωθητικών ϱου-
κετών, κρίθηκε αναγκαίο να µετρηθεί µε ακρίβεια η κατανοµή των πυκνοτήτων των
τοπικών ηλεκτρονίων και ιόντων στην στήλη καπνού της εξάτµισης. Η αναλυτική δια-
δικασία για την ερµηνεία των µετρήσεων του καθετήρα οδηγεί στην ακόλουθη συνήθη
διαφορική εξίσωση για την επίλυση της συγκέντρωσης των ϕορτισµένων ειδών

1 + ε

1 + β

N

R

d2N

dη2
+ f

dN

dη
= 0, (1.5)

η οποία συνοδεύεται από τις εξής συνοριακές συνθήκες

N(0) = 0, N(+∞) = 1. (1.6)

Εδώ N είναι η κανονικοποιηµένη πυκνότητα των ϕορτισµένων ειδών, ε, β, R είναι
σταθερές που σχετίζονται µε τις παραµέτρους του ϕυσικού προβλήµατος και f είναι
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µια συνάρτηση, η οποία σχετίζεται µε τη ϱοή γύρω από τον καθετήρα. Η συνάρτηση
f δίνεται από τη λύση µιας άλλης µη γραµµικής συνήθους διαφορικής εξίσωσης

d3f

dη3
+ f

d2f

dη2
+

1

2

[
1−

(
df

dη

)2]
= 0 (1.7)

µε συνοριακές συνθήκες

f(0) =
df(0)

dη
= 0,

df(+∞)

dη
= 1. (1.8)

Επειδή οι λύσεις του προβλήµατος (1.7), (1.8) είναι γνωστές [73], η συνάρτηση f
που εµφανίζεται στην εξίσωση (1.5) µπορεί να υπολογισθεί ως µια συνάρτηση του
η. ΄Αρα εδώ έχουµε το πρόβληµα απείρου διαστήµατος (1.5), (1.6), όπου στην (1.5)
ο συντελεστής f υπολογίζεται από το πρόβληµα µη ϕραγµένου διαστήµατος (1.7),
(1.8).

Παράδειγµα 1.42 ([1, 76]). Κατά την ανάλυση της µεταφοράς µάζας σε έναν πε-
ϱιστρεφόµενο δίσκο µέσα σε ένα µη-Νευτώνειο ϱευστό, εµφανίζεται το ακόλουθο
πρόβληµα µη ϕραγµένου διαστήµατος

d2C

ds2
+

1

9

[(
7 + 5n

2 + 2n

)
+

6

5

]
dC

ds
= 0, C(0) = 0, C(+∞) = C+∞ (1.9)

όπου n και C+∞ είναι κάποιες ϕυσικές σταθερές.

Παράδειγµα 1.43 ([1, 76]). Στη µελέτη της µεταφοράς ϑερµότητας στην ακτινική
ϱοή µεταξύ παράλληλων κυκλικών δίσκων, εµφανίζεται το ακόλουθο πρόβληµα µη
ϕραγµένου διαστήµατος

d2f

dη2
+ η2

df

dη
− 3αηf = 0, f(0) = 1, f(+∞) = 0 (1.10)

όπου α είναι µια ϕυσική σταθερά.

Παράδειγµα 1.44 ([1, 76]). Στην ανάλυση του προβλήµατος αλλαγής ϕάσης στερεών
µε ϑερµοκρασία εξαρτώµενη της ϑερµικής αγωγιµότητας η, η κατανοµή της ϑερµο-
κρασίας θ µπορεί να ϐρεθεί ϑεωρώντας το ακόλουθο πρόβληµα απείρου διαστήµατος

d

dη

[
(1 + βθ)

dθ

dη

]
+ 2η

dθ

dη
= 0, θ(0) = 0, θ(+∞) = 1 (1.11)

όπου β είναι µια ϕυσική σταθερά.

Παράδειγµα 1.45 ([1]). Στη µελέτη της ϕυσικής του πλάσµατος εµφανίζεται το α-
κόλουθο πρόβληµα συνοριακών τιµών{

d2u
dt2

= t
2
(e

u
t − e−ut )− t

αβ3 e
− t
β

u(0) = 0, u′(+∞) = 0,
(1.12)

όπου α και β είναι ϑετικοί παράµετροι. Ο Gregus [31] έχει δείξει ότι το πρόβληµα
1.12 έχει µοναδική λύση αν β ≤ e.



14 Θετικές λύσεις προβληµάτων συνοριακών τιµών

Παράδειγµα 1.46 ([1]). Θεωρούµε το παραµορφωµένο σχήµα της µεµβράνης ενός
καλύµµατος το οποίο υποβάλλεται σε µια οµοιόµορφη κατακόρυφη πίεση P και είτε
σε µια ακτινική µετατόπιση είτε σε µια ακτινική πίεση στο σύνορο. Υποθέτουµε ότι
το κάλυµµα είναι ϱηχό, οι εντάσεις είναι µικρές, η πίεση P είναι µικρή και το µη
παραµορφωµένο σχήµα της µεµβράνης είναι ακτινικά συµµετρικό και περιγράφεται
σε κυλινδρικές συντεταγµένες µε τη σχέση z = C(1−r2), όπου η µη παραµορφωµένη
ακτίνα είναι r = 1 και C > 0 είναι το ύψος στο κέντρο του καλύµµατος. Το µοντέλο
που προτείνεται από τον Dickey [23, 24] προϋποθέτει ότι για κάθε ακτινικά συµµε-
τρική παραµορφωµένη κατάσταση, η (κλιµακωτή) ακτινική πίεση Sr ικανοποιεί τη
διαφορική εξίσωση

r2S ′′r + 3rS ′r =
λ2r2

2
+
βνr2

Sr
− r2

8S2
r

, (1.13)

τη συνθήκη κανονικότητας

Sr(r) ϕραγµένο όταν r → 0+, (1.14)

και τη συνοριακή συνθήκη

b1S
′
r(1) + b0Sr(1) = A, (1.15)

όπου λ, β, b0 και b1 είναι ϑετικές σταθερές. Το πρόβληµα 1.13, 1.14 και 1.15 µετα-
σχηµατίζεται στο ακόλουθο πρόβληµα απείρου διαστήµατος

u′′ = 1
t3

[
λ2

8
− 1

32u2
+ βν

4u

]
u(t) ϕραγµένη όταν t→ +∞
a0u(1)− a1u′(1) = A,

(1.16)

όπου a0 = b0 και a1 = 2b1.

Παράδειγµα 1.47 ([1]). Το 1927, ο Thomas [81] και ο Fermi [30] ανεξάρτητα, ε-
ξήγαγαν το ακόλουθο πρόβληµα για τον καθορισµό του ηλεκτρικού δυναµικού σε
ένα αποµονωµένο ουδέτερο άτοµο{

x′′ − t− 1
2x

3
2 = 0

x(0) = 1, limt→+∞x(t) = 0.
(1.17)

Παράδειγµα 1.48 ([36]). Κάτω από κατάλληλες υποθέσεις, η εξίσωση

x′(t) =
N∑
i=0

Aix(t− Ti)

είναι ένα κατάλληλο µοντέλο για την περιγραφή του αποχρωµατισµού ενός δείκτη
(χρωµατισµένο υγρό) κατά την ϱοή του µέσα σε ένα δίκτυο σωληνώσεων. Μια ε-
ϕαρµογή στη κυκλοφορία στον ανθρώπινο οργανισµό επισηµασµένης λευκωµατίνης,
όπως κυκλοφορεί από τη ϱοή του αίµατος µέσω των διαµέσων υγρών και πίσω στην
κυκλοφορία του αίµατος, µελετήθηκε από τους Bailey και Reeve [15, 16]. Ο Boffi και
ο Scozzafava [18, 19] αντιµετώπισαν αυτή την εξίσωση σε προβλήµατα µεταφορών.
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Παράδειγµα 1.49 ([36]). Σε µια προσπάθεια να περιγράψουν την εξάπλωση της
ιλαράς σε µια µητροπολιτική περιοχή, ο London και ο Yorke [62] ϑεώρησαν την
εξίσωση

S ′(t) = −β(t)S(t)[2γ + S(t− 14)− S(t− 12)] + γ

όπου S(t) είναι ο αριθµός των ευπαθών ατόµων σε χρόνο t, γ είναι το ποσοστό κατά το
οποίο τα άτοµα εισάγονται στον πληθυσµό, β(t) είναι µια συνάρτηση χαρακτηριστική
του πληθυσµού και ένα άτοµο που εκτίθεται σε χρόνο t είναι µολυσµένο κατά το
χρονικό διάστηµα [t− 14, t− 12].

Παράδειγµα 1.50 ([36]). Στην ανάλυση της ϐλεννόρροιας, ο Cooke και ο Yorke [22]
µελέτησαν την εξίσωση

I ′(t) = g
(
I(t− L1)

)
− g
(
I(t− L2)

)
όπου το I αναπαριστά τον αριθµό των µολυσµένων ατόµων και g είναι µια µη αρνητική
συνάρτηση που µηδενίζεται έξω από ένα συµπαγές διάστηµα.

Μια πιο γενική εξίσωση που περιγράφει την εξάπλωση της νόσου λαµβάνοντας
υπόψη την εξάρτηση από τη ηλικία δόθηκε από τους Cooke [21], Hoppenstadt και
Waltman [38]. ΄Αλλες εξισώσεις που εµφανίζονται στη ϑεωρία των επιδηµιών µπο-
ϱούµε να ϐρούµε στο Waltman [83]. Για άλλα µοντέλα στις ϐιοϊατρικές επιστήµες,
αναφορές γίνονται στο [17]. Ο Grossberg [32, 33] αντιµετώπισε ενδιαφέρουσες δια-
ϕορικές εξισώσεις στη ϑεωρία της µάθησης.

Παράδειγµα 1.51 ([36]). Η εξίσωση

x′(t) =

∫ t

t−r
a(t− u)g(x(u))du

αντιµετωπίστηκε από τον Ergen [29] στη ϑεωρία ενός κυκλοφορούντος καυσίµου µέσα
σε έναν πυρηνικό αντιδραστήρα, και µελετήθηκε εκτενώς από τους Levin και Nohel
[54]. Σε αυτό το µοντέλο, το x είναι η πυκνότητα των νετρονίων. Είναι επίσης ένα
καλό µοντέλο για τη µελέτη της έντασης της ιξωδοελαστικότητας x σε µια διάσταση
µε a τη συνάρτηση χαλάρωσης [36].





Κεφάλαιο 2

Θεώρηµα Schauder

2.1 Εισαγωγή

Η ασυµπτωτική ϑεωρία των διαφορικών εξισώσεων µε υστέρηση, αλλά και των συ-
νήθων διαφορικών εξισώσεων, είναι ένα αντικείµενο που απασχολεί µεγάλο µέρος
ερευνητών. Σε αυτή τη ϑεωρία, ένα ενδιαφέρον πρόβληµα είναι η µελέτη ύπαρξης
λύσεων µε προκαθορισµένη ασυµπτωτική συµπεριφορά για διαφορικές εξισώσεις µε
υστέρηση καθώς και για συνήθεις διαφορικές εξισώσεις. Ενδεικτικά αναφέρουµε τις
εργασίες των Kusano και Trench [48, 49], Liu [57], Mustafa και Rogovchenko [75],
Philos [77], Philos, Sficas και Staikos [78], Philos και Staikos [79], Yan [86], Yan
και Liu [87], Yin [88], και Zhao [90]. Ενδιαφέρον παρουσιάζει επίσης η ύπαρξη
λύσεων µε προκαθορισµένη συµπεριφορά, οι οποίες είναι ορισµένες σε ολόκληρο
το διάστηµα ορισµού της διαφορικής εξίσωσης. Τα συµπεράσµατα των εργασιών
[48, 49, 57, 75, 86, 87, 88, 90] αφορούν αυτό το αντικείµενο. Για δεύτερης τάξης
µη γραµµικές συνήθεις ή µε υστέρηση διαφορικές εξισώσεις, το πρόβληµα ύπαρξης
λύσεων σε ολόκληρο το διάστηµα ορισµού της διαφορικής εξίσωσης, συνήθως µετα-
σχηµατίζεται σε ένα πρόβληµα ύπαρξης λύσεων προβλήµατος συνοριακών τιµών στην
πραγµατική ηµιευθεία, όπως συµβαίνει για παράδειγµα στα [57, 86, 87, 88, 90].

Σε αυτό το κεφάλαιο ασχολούµαστε µε την ύπαρξη λύσεων ενός προβλήµατος
συνοριακών τιµών στην ηµιευθεία για δεύτερης τάξης, µη γραµµικές διαφορικές
εξισώσεις µε υστέρηση. Παρουσιάζουµε επίσης ένα συµπέρασµα για την περίπτωση
δεύτερης τάξης, µη γραµµικής, συνήθους διαφορικής εξίσωσης, το οποίο είναι πολύ
κοντά στα συµπεράσµατα που δίνονται στα [57, 86, 87, 88, 90]. Τα συµπεράσµατα
του παρόντος κεφαλαίου αντλήθηκαν από την εργασία [69].

Ας είναι r ≥ 0. Θεωρούµε τη Συνθήκη Συνέχειας (Driver[26], σελ. 290):

f(t, χt, χ
′(t)) είναι συνεχής ως προς τη µεταβλητή t ∈ [0,+∞) (C)

για κάθε δοσµένη συνάρτηση χ ∈ C([−r,+∞),R) η οποία

είναι συνεχώς παραγωγίσιµη στο διάστηµα [0,+∞).

Θεωρούµε τη δεύτερης τάξης, υστερηµένη και µη γραµµική διαφορική εξίσωση

x′′(t) + f(t, xt, x
′(t)) = 0, (2.1)

17
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όπου f είναι µια πραγµατική συνάρτηση ορισµένη στο [0,+∞)× C([−r, 0],R)× R,
η οποία ικανοποιεί τη Συνθήκη Συνέχειας (C).

Ενδιαφερόµαστε για λύσεις της (2.1) ορισµένες σε ολόκληρο το διάστηµα [0,+∞).
Με τον όρο λύση στο [0,+∞) της (2.1), εννοούµε µια συνάρτηση x ∈ C([−r,+∞),R)
η οποία είναι δύο ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµη στο διάστηµα [0,+∞) και ικανοποιεί
την εξίσωση (2.1) για όλα τα t ≥ 0. Ειδικότερα ϑα εξετάσουµε την ύπαρξη ϑετικών
λύσεων αυτής της διαφορικής εξίσωσης.

Η διαφορική εξίσωση (2.1) είναι δεύτερης τάξης, συνεπώς χρειαζόµαστε δύο συν-
ϑήκες για την επίλυσή της. Θεωρούµε, λοιπόν, την αρχική συνθήκη

x0 = φ (2.2)

ή, ισοδύναµα,
x(t) = φ(t), για όλα τα − r ≤ t ≤ 0, (2.3)

όπου φ ∈ C([−r, 0],R) είναι δοσµένη συνάρτηση. Υποθέτουµε ακόµη ότι

φ(0) = 0.

Επιπλέον, ϑεωρούµε και τη συνθήκη της µορφής

limt→+∞x
′(t) = ξ, (2.4)

όπου ξ είναι ένας δοσµένος πραγµατικός αριθµός. Αξίζει να αναφέρουµε ότι η (2.4)
συνεπάγεται τη σχέση

limt→+∞
x(t)

t
= ξ.

Οι εξισώσεις (2.1), (2.2), (2.4) συνθέτουν ένα πρόβληµα συνοριακών τιµών στην η-
µιευθεία. Με τον όρο λύση της διαφορικής εξίσωσης µε υστέρηση (2.1), στο διάστηµα
[0,+∞), που ικανοποιεί τις συνθήκες (2.2) και (2.4) εννοούµε τη λύση του προβλήµα-
τος συνοριακών τιµών (2.1), (2.2), (2.4).

Στην ακόλουθη πρόταση µετασχηµατίζουµε το πρόβληµα συνοριακών τιµών (2.1),
(2.2), (2.4) σε πρόβληµα ύπαρξης σταθερού σηµείου για έναν ολοκληρωτικό τελεστή.

Πρόταση 2.1. Μια συνάρτηση x ∈ C([−r,+∞),R) η οποία είναι συνεχώς παραγω-
γίσιµη στο διάστηµα [0,+∞) είναι λύση του προβλήµατος συνοριακών τιµών (2.1),
(2.2), (2.4) αν και µόνον αν

x(t) =

{
φ(t), για − r ≤ t ≤ 0

ξt+
∫ +∞
0

min{t, s}f(s, xs, x
′(s))ds, για t ≥ 0.

(2.5)

Απόδειξη. ΄Εστω x µια συνάρτηση στο C([−r,+∞),R), η οποία είναι συνεχώς παρα-
γωγίσιµη στο διάστηµα [0,+∞).

Υποθέτουµε πρώτα ότι η x ικανοποιεί την ολοκληρωτική εξίσωση (2.5). Τότε
προφανώς η συνθήκη (2.3) επαληθεύεται. Επίσης, παραγωγίζοντας την (2.5) για
t ≥ 0, έχουµε

x′(t) = ξ +

∫ +∞

t

f(s, xs, x
′(s))ds, για κάθε t ≥ 0,
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το οποίο συνεπάγεται ότι limt→+∞x
′(t) = ξ, δηλαδή, η συνθήκη (2.4) ικανοποιείται.

Παραγωγίζοντας ακόµη µία ϕορά έχουµε

x′′(t) = −f(t, xt, x
′(t)), για όλα τα t ≥ 0,

το οποίο σηµαίνει ότι η x είναι λύση της διαφορικής εξίσωσης (2.1) στο διάστηµα
[0,+∞). ΄Αρα, η x είναι λύση του προβλήµατος συνοριακών τιµών (2.1), (2.2), (2.4).

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι η x είναι λύση του προβλήµατος συνοριακών τιµών
(2.1), (2.2), (2.4). Από την (2.3) έχουµε ότι x(t) = φ(t) για όλα τα − r ≤ t ≤ 0.
Επιπλέον, ολοκληρώνοντας την εξίσωση (2.1) για t ≥ 0 παίρνουµε

x′(t) = x′(0)−
∫ t

0

f(s, xs, x
′(s))ds, για όλα τα t ≥ 0,

και συνεπώς, λαµβάνοντας υπόψη τη συνθήκη (2.4), έχουµε

ξ = x′(0)−
∫ +∞

0

f(s, xs, x
′(s))ds

δηλαδή

x′(0) = ξ +

∫ +∞

0

f(s, xs, x
′(s))ds.

΄Αρα, για όλα τα t ≥ 0 έχουµε

x′(t) =

[
ξ +

∫ +∞

0

f(s, xs, x
′(s))ds

]
−
∫ t

0

f(s, xs, x
′(s))ds

= ξ +

∫ +∞

t

f(s, xs, x
′(s))ds.

Κάνοντας ακόµα µία ολοκλήρωση για t ≥ 0 και λαµβάνοντας υπόψη τη σχέση x(0) =
φ(0) = 0, έχουµε ότι

x(t) = x(0) + ξt+

∫ t

0

[∫ +∞

θ

f(s, xs, x
′(s))ds

]
dθ

= ξt+

∫ t

0

[∫ t

θ

f(s, xs, x
′(s))ds+

∫ +∞

t

f(s, xs, x
′(s))ds

]
dθ

= ξt+

∫ t

0

∫ t

θ

f(s, xs, x
′(s))dsdθ + t

∫ +∞

t

f(s, xs, x
′(s))ds

= ξt+

∫ t

0

sf(s, xs, x
′(s))ds+ t

∫ +∞

t

f(s, xs, x
′(s))ds.

΄Αρα η συνάρτηση x ικανοποιεί τη σχέση (2.5).

2.2 Θεώρηµα ύπαρξης λύσης για το ΠΣΤ

Το ϐασικό συµπέρασµα αυτού του κεφαλαίου είναι το ακόλουθο ϑεώρηµα, στο οποίο
παρουσιάζονται κατάλληλες συνθήκες τέτοιες ώστε το πρόβληµα συνοριακών τιµών
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(2.1), (2.2), (2.4) να έχει τουλάχιστον µια λύση. Για την απόδειξη του ϑεωρήµατος,
χρησιµοποιούµε το Θεώρηµα του Schauder 1.27.

Σύµφωνα µε τη Σηµείωση 1.10, ο χώρος BC([0,+∞),R), εφοδιασµένος µε τη
στάθµη

‖u‖[0,+∞), για όλες τις u ∈ BC([0,+∞),R),

είναι ένας χώρος Banach. ∆εδοµένου ότι εργαζόµαστε για συναρτήσεις ορισµένες στο
[0,+∞), ϑα χρησιµοποιήσουµε το Θεώρηµα του Avramescu 1.25.

Θεώρηµα 2.2. Υποθέτουµε ότι

|f(t, ψ, z)| ≤ F (t, |ψ|, |z|), για όλα τα (t, ψ, z) ∈ [0,+∞)× C([−r, 0],R)× R, (2.6)

όπου F είναι µια µη αρνητική, πραγµατική συνάρτηση ορισµένη στο

[0,+∞)× C([−r, 0], [0,+∞))× [0,+∞),

η οποία ικανοποιεί τη Συνθήκη Συνέχειας (C). Υποθέτουµε ότι, για κάθε t ≥ 0, η
συνάρτηση F (t, ·, ·) είναι αύξουσα στο C([−r, 0], [0,+∞)) × [0,+∞) υπό την έννοια
ότι F (t, ψ, z) ≤ F (t, ω, v) για κάθε ψ, ω ∈ C([−r, 0], [0,+∞)) µε ψ ≤ ω (δηλαδή
ψ(s) ≤ ω(s) για όλα τα − r ≤ s ≤ 0) και για κάθε z, v ∈ [0,+∞) µε z ≤ v.

΄Εστω ότι υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός c µε c > |ξ| τέτοιος ώστε∫ +∞

0

F (t, ηt, c)dt ≤ c− |ξ|, (2.7)

όπου η συνάρτηση η ∈ C([−r,+∞), [0,+∞)) εξαρτάται από τα φ, c και ορίζεται ως

η(t) =

{
|φ(t)|, για − r ≤ t ≤ 0

ct, για t ≥ 0.
(2.8)

Τότε το πρόβληµα συνοριακών τιµών (2.1), (2.2), (2.4) έχει τουλάχιστον µια λύση x
τέτοια ώστε

(−c+ |ξ|+ ξ)t ≤ x(t) ≤ (c− |ξ|+ ξ)t, για κάθε t ≥ 0 (2.9)

και
− c+ |ξ|+ ξ ≤ x′(t) ≤ c− |ξ|+ ξ, για κάθε t ≥ 0. (2.10)

Απόδειξη. ΄Εστω E το σύνολο όλων των συναρτήσεων του C([−r,+∞),R), οι οποίες
έχουν ϕραγµένες συνεχείς παραγώγους στο διάστηµα [0,+∞). Το σύνολο E είναι
ένας χώρος Banach εφοδιασµένος µε τη στάθµη ∦ · ∦ που ορίζεται ως [36]

∦ u ∦:= max{max−r≤t≤0|u(t)|, supt≥0|u′(t)|}, για όλα τα u ∈ E.

΄Εστω ακόµη X το σύνολο που περιέχει όλες τις συναρτήσεις x ∈ E τέτοιες ώστε

x(t) = φ(t), για όλα τα − r ≤ t ≤ 0 (2.11)
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και
|x′(t)| ≤ c, για κάθε t ≥ 0. (2.12)

Είναι εύκολο να αποδείξουµε ότι το σύνολο X είναι µη κενό, κυρτό και κλειστό
υποσύνολο του E.

Θεωρούµε µια αυθαίρετη συνάρτηση x ∈ X. Από την υπόθεση γνωρίζουµε ότι
φ(0) = 0, οπότε από τη σχέση (2.11) συνεπάγεται ότι x(0) = 0. ΄Αρα από τη σχέση
(2.12) έχουµε ότι

|x(t)| ≤ ct, για όλα τα t ≥ 0. (2.13)

Από τις σχέσεις (2.8), (2.11) και (2.13), παίρνουµε

|x(t)| ≤ η(t), για κάθε t ≥ −r.

Παρατηρούµε ότι

|xt(s)| = |x(t+ s)| ≤ η(t+ s) = ηt(s), για κάθε − r ≤ s ≤ 0 και t ≥ 0,

εποµένως
|xt| ≤ ηt, για όλα τα t ≥ 0. (2.14)

Επιπλέον αν λάβουµε υπόψη µας τις σχέσεις (2.14) και (2.12) και την υπόθεση ότι
για κάθε t ≥ 0 η συνάρτηση F (t, ·, ·) είναι αύξουσα στο C([−r, 0], [0,+∞))× [0,+∞),
παρατηρούµε ότι,

F (t, |xt|, |x′(t)|) ≤ F (t, ηt, c), για κάθε t ≥ 0.

Επιπλέον, η σχέση (2.6) συνεπάγεται ότι

|f(t, xt, x
′(t))| ≤ F (t, |xt|, |x′(t)|), για κάθε t ≥ 0,

άρα
|f(t, xt, x

′(t))| ≤ F (t, ηt, c), για κάθε t ≥ 0. (2.15)

Επίσης από την υπόθεση (2.7) έχουµε ότι∫ +∞

0

F (t, ηt, c)dt <∞ (2.16)

και εποµένως, από τη σχέση (2.15) παίρνουµε ότι∫ +∞

0

|f(t, xt, x
′(t))|dt <∞. (2.17)

Η σχέση (2.17) ισχύει για κάθε x ∈ X, άρα το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ +∞

0

f(t, xt, x
′(t))dt υπάρχει στο R.

΄Αρα η απεικόνιση

(Tx)(t) =

{
φ(t), για − r ≤ t ≤ 0

ξt+
∫ +∞
0

min{t, s}f(s, xs, x
′(s))ds, για t ≥ 0.
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ορίζει µια απεικόνιση µε πεδίο ορισµού το X και πεδίο τιµών το C([−r,+∞),R).
Στη συνέχεια αποδεικνύουµε ότι αυτή η απεικόνιση ικανοποιεί τις υποθέσεις του
Θεωρήµατος του Schauder (Θεώρηµα 1.27) [80].

Πρώτα δείχνουµε ότι ο τελεστής T απεικονίζει το σύνολοX στον εαυτό του, δηλαδή
ότι TX ⊆ X. ΄Εστω ένα τυχαίο x ∈ X. Παρατηρούµε ότι

(Tx)(t) = φ(t), για κάθε − r ≤ t ≤ 0. (2.18)

Επίσης, για κάθε t ≥ 0,

|(Tx)′(t)− ξ| =
∣∣∣∣∫ +∞

t

f(s, xs, x
′(s))ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ +∞

t

|f(s, xs, x
′(s))|ds

και εποµένως, λόγω της σχέσης (2.15) ισχύει ότι

|(Tx)′(t)− ξ| ≤
∫ +∞

t

F (s, ηs, c)ds, για κάθε t ≥ 0. (2.19)

Χρησιµοποιώντας την υπόθεση (2.7), από τη σχέση (2.19) παίρνουµε ότι

|(Tx)′(t)− ξ| ≤ c− |ξ|, για κάθε t ≥ 0, (2.20)

το οποίο συνεπάγεται ότι

|(Tx)′(t)| ≤ c, για κάθε t ≥ 0. (2.21)

Από τον ορισµό του συνόλου X και τις σχέσεις (2.18) και (2.21) συνεπάγεται ότι
Tx ∈ X. Αποδείξαµε δηλαδή ότι για το τυχαίο x ∈ X ισχύει Tx ∈ X, δηλαδή
TX ⊆ X.

Στη συνέχεια αποδεικνύουµε ότι το σύνολο TX είναι σχετικά συµπαγές. Λαµ-
ϐάνοντας υπόψη το γεγονός ότι κάθε συνάρτηση x ∈ X ικανοποιεί τη σχέση (2.18)
καθώς και τον ορισµό της στάθµης ∦ · ∦, καταλήγουµε στο συµπέρασµα πως αρκεί
να αποδείξουµε ότι το σύνολο

U = {((Tx)′([0,+∞)) : x ∈ X}

είναι σχετικά συµπαγές ως προς το χώρο Banach BC([0,+∞),R). Για κάθε συνάρ-
τηση x ∈ X χρησιµοποιώντας τη σχέση (2.19) παίρνουµε

|(Tx)′(t)| ≤ |ξ|+
∫ +∞

t

F (s, ηs, c)ds ≤ |ξ|+
∫ +∞

0

F (s, ηs, c)ds, για κάθε t ≥ 0.

΄Αρα, µε τη ϐοήθεια της σχέσης (2.16), έχουµε ότι το σύνολο U είναι οµοιόµορφα
ϕραγµένο. Σηµειώνουµε εδώ ότι, αν στη ϑέση της σχέσης (2.16) χρησιµοποιήσουµε τη
σχέση (2.7), τότε από τη σχέση (2.21) καταλήγουµε στο ίδιο συµπέρασµα. Επιπλέον,
η σχέση (2.19) µαζί µε τη σχέση (2.16) δίνουν ότι

limt→+∞(Tx)′(t) = ξ.
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Χρησιµοποιώντας ξανά τις σχέσεις (2.16) και (2.19), διαπιστώνουµε ότι το σύνολο U
είναι ισοσυγκλίνον στο +∞. Ας είναι ε > 0. Για κάθε συνάρτηση x ∈ X και για κάθε
t1, t2 ∈ R µε 0 ≤ t1 ≤ t2, έχουµε

|(Tx)′(t1)− (Tx)′(t2)| =
∣∣∣∣∫ t2

t1

f(s, xs, x
′(s))ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ t2

t1

|f(s, xs, x
′(s))|ds

≤
∫ t2

t1

F (s, ηs, c)ds.

΄Αρα, λόγω της σχέσης (2.16), έχουµε ότι υπάρχει r > 0 τέτοιο ώστε για t1 ≥ r και t2 ≥
r ισχύει ότι |

∫ t2
t1
F (s, ηs, c)ds| < ε, δηλαδή υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για |t1− t2| < δ

ισχύει ότι |
∫ t2
t1
F (s, ηs, c)ds| < ε. Συνεπώς το σύνολο U είναι ισοσυνεχές. Εποµένως,

από το Θεώρηµα του Avramescu (Θεώρηµα 1.25) το σύνολο U είναι σχετικά συµπαγές
στο σύνολο BC([0,+∞),R).

Τώρα, αποδεικνύουµε πως η απεικόνιση T είναι συνεχής. ΄Εστω x ∈ X µια
συνάρτηση και (x[ν])ν≥1 µια ακολουθία συναρτήσεων του X µε

∦ · ∦ −limν→+∞x
[ν] = x.

΄Εχουµε ότι

limν→+∞x
[ν](t) = x(t) οµοιόµορφα για τα t ∈ [−r,+∞)

και
limν→+∞(x[ν])′(t) = x′(t) οµοιόµορφα για τα t ∈ [0,+∞).

Επιπλέον, η σχέση (2.15) δίνει ότι

|f(t, x
[ν]
t , (x

[ν])′(t))| ≤ F (t, ηt, c), για κάθε t ≥ 0 και για όλα τα ν ≥ 1.

Συνεπώς, από την (2.16) και εφαρµόζοντας το Θεώρηµα Κυριαρχούµενης Σύγκλισης
του Lebesgue, για t ≥ 0 έχουµε

limν→+∞

∫ +∞

0

min{t, s}f(s, x[ν]s , (x
[ν])′(s))ds =

∫ +∞

0

min{t, s}f(s, xs, x
′(s))ds.

Αυτό, µαζί µε τη σχέση (2.18) εξασφαλίζουν την κατά σηµείο σύγκλιση

limν→+∞(Tx[ν])(t) = (Tx)(t), για όλα τα t ≥ −r. (2.22)

Αρκεί λοιπόν να εξασφαλίσουµε ότι η σύγκλιση αυτή είναι επίσης ∦ · ∦-σύγκλιση,
δηλαδή ότι

∦ · ∦ −limν→+∞Tx
[ν] = Tx.

Για να το αποδείξουµε αυτό, ϑεωρούµε µια τυχαία υπακολουθία (Tx[µν ])ν≥1 της
(Tx[ν])ν≥1. Από το γεγονός ότι το σύνολο TX είναι σχετικά συµπαγές συνεπάγε-
ται ότι υπάρχει µια υπακολουθία (Tx[µλν ])ν≥1 της (Tx[µν ])ν≥1 η οποία συγκλίνει προς
µια συνάρτηση u ∈ E ως προς τη στάθµη ∦ · ∦, δηλαδή

∦ · ∦ −limν→+∞Tx
[µλν ] = u.
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Από τη σχέση αυτή παίρνουµε και την κατά σηµείο σύγκλιση

limν→+∞(Tx[µλν ])(t) = u(t), για κάθε t ≥ −r.

΄Οµως από τη σχέση (2.22) έχουµε ότι

limν→+∞(Tx[µλν ])(t) = Tx(t), για κάθε t ≥ −r.

΄Αρα από τη µοναδικότητα του ορίου προκύπτει ότι Tx(t) = u(t) για κάθε t ≥ −r,
δηλαδή Tx = u. Οπότε

∦ · ∦ −limν→+∞Tx
[µν ] =∦ · ∦ −limν→+∞Tx

[µλν ] = Tx.

΄Αρα κάθε υπακολουθία της (Tx[ν])ν≥1 συγκλίνει στο ίδιο όριο Tx. Εποµένως

∦ · ∦ −limν→+∞Tx
[ν] = Tx.

Συνεπώς η απεικόνιση T είναι συνεχής.
Τέλος από το Θεώρηµα του Schauder (Θεώρηµα 1.27) συµπεραίνουµε ότι υπάρχει

τουλάχιστον ένα x ∈ X τέτοιο ώστε x = Tx, δηλαδή

x(t) =

{
φ(t), για − r ≤ t ≤ 0

ξt+
∫ +∞
0

min{t, s}f(s, xs, x
′(s))ds, για t ≥ 0.

Από την Πρόταση 2.1, η συνάρτηση x είναι λύση του προβλήµατος συνοριακών τιµών
(2.1), (2.2), (2.4).

Ακόµη, επειδή x ∈ X και x = Tx, από τη σχέση (2.20) έχουµε ότι η λύση x
ικανοποιεί την

|x′(t)− ξ| ≤ c− |ξ|, για κάθε t ≥ 0.

Αυτό σηµαίνει ότι η λύση x ικανοποιεί τη σχέση (2.10). Επιπλέον, αφού x(0) =
φ(0) = 0, η σχέση (2.9) προκύπτει από τη σχέση (2.10).

Σηµείωση 2.3. Υποθέτουµε ότι ξ > 0. Τότε οι σχέσεις (2.9) και (2.10) γίνονται

(−c+ 2ξ)t ≤ x(t) ≤ ct, για κάθε t ≥ 0 (2.23)

και
− c+ 2ξ ≤ x′(t) ≤ c, για κάθε t ≥ 0 (2.24)

αντίστοιχα. Επιπλέον, µαζί µε την υπόθεση ότι c > ξ, υποθέτουµε και ότι c < 2ξ.
΄Αρα έχουµε ότι 0 < ξ < c < 2ξ. Τότε η σχέση (2.23) συνεπάγεται ότι η λύση x είναι
ϑετική στο διάστηµα (0,+∞) και τέτοια ώστε limt→+∞x(t) = +∞. Επίσης, από τη
σχέση (2.24) συνεπάγεται ότι x′(t) > 0 για κάθε t ≥ 0 και εποµένως η λύση x είναι
γνησίως αύξουσα στο διάστηµα [0,+∞).

Με ανάλογο τρόπο, στην περίπτωση όπου 2ξ < −c < ξ < 0, παρατηρούµε ότι η
λύση x είναι αρνητική στο διάστηµα (0,+∞), τέτοια ώστε limt→+∞x(t) = −∞, και
γνησίως ϕθίνουσα στο διάστηµα [0,+∞).
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2.3 Εφαρµογές

Σε αυτήν την παράγραφο παραθέτουµε κάποιες εφαρµογές του Θεωρήµατος 2.2.
Αρχικά, ϑεωρούµε τη δεύτερης τάξης, µη γραµµική, συνήθη διαφορική εξίσωση

x′′(t) + g(t, x(t), x′(t)) = 0 (2.25)

όπου g είναι µια συνεχής πραγµατική συνάρτηση ορισµένη στο σύνολο [0,+∞)×R2.
Ενδιαφερόµαστε για λύσεις της εξίσωσης (2.25) ορισµένες σε ολόκληρο το διάστη-

µα [0,+∞). Μαζί µε την εξίσωση (2.25) ϑεωρούµε την αρχική συνθήκη

x(0) = 0 (2.26)

καθώς και τη συνθήκη (2.4). Για το πρόβληµα συνοριακών τιµών (2.25), (2.26), (2.4),
το Θεώρηµα 2.2 διαµορφώνεται ως εξής :

Υποθέτουµε ότι

|g(t, y, z)| ≤ G(t, |y|, |z|), για όλα τα (t, y, z) ∈ [0,+∞)× R2,

όπουG είναι µια µη αρνητική, συνεχής και πραγµατική συνάρτηση ορισµένη στο σύνολο
[0,+∞) × [0,+∞)2. Υποθέτουµε πως για κάθε t ≥ 0 η συνάρτηση G(t, ·, ·) είναι
αύξουσα στο [0,+∞)2 υπό την έννοια ότιG(t, y, z) ≤ G(t, w, v) για κάθε (y, z), (w, v) ∈
[0,+∞)2 µε y ≤ w, z ≤ v. ΄Εστω ότι υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός c µε c > |ξ|
τέτοιος ώστε ∫ +∞

0

G(t, ct, c)dt ≤ c− |ξ|.

Τότε το πρόβληµα συνοριακών τιµών (2.25), (2.26), (2.4) έχει τουλάχιστον µία λύση x
που ικανοποιεί τις σχέσεις (2.9) και (2.10).

Στη συνέχεια, ϑεωρούµε την ακόλουθη δεύτερης τάξης, µη γραµµική διαφορική
εξίσωση µε υστέρηση

x′′(t) + h(t, x(t− T1(t)), . . . , x(t− Tm(t)), x′(t)) = 0, (2.27)

όπου m είναι ένας ϕυσικός αριθµός, h είναι µια συνεχής πραγµατική συνάρτηση
ορισµένη στο σύνολο [0,+∞) × Rm+1, και Tj (j = 1, . . . ,m) είναι µη αρνητικές,
συνεχείς, πραγµατικές συναρτήσεις ορισµένες στο διάστηµα [0,+∞) µε

maxj=1,...,msupt≥0Tj(t) = r.

Λύση στο διάστηµα [0,+∞), της διαφορικής εξίσωσης µε υστέρηση (2.27) είναι
µία συνάρτηση x ∈ C([−r,+∞),R), η οποία είναι δύο ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµη
στο [0,+∞) και ικανοποιεί την εξίσωση (2.27) για όλα τα t ≥ 0. Μαζί µε τη διαφορική
εξίσωση (2.27), ϑεωρούµε την αρχική συνθήκη (2.3) καθώς και τη συνθήκη (2.4).

Θέλοντας να συσχετίσουµε τις διαφορικές εξισώσεις (2.1) και (2.27), για κάθε
(t, ψ, z) ∈ [0,+∞)× C([−r, 0],R)× R, ορίζουµε

f(t, ψ, z) = h(t, ψ(−T1(t)), . . . , ψ(−Tm(t)), z)
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΄Αρα το Θεώρηµα 2.2 στην περίπτωση του προβλήµατος συνοριακών τιµών (2.27),
(2.3), (2.4), διαµορφώνεται ως εξής :

Υποθέτουµε ότι, για όλα τα (t, y1, . . . , ym, z) ∈ [0,+∞)× Rm+1, ισχύει

|h(t, y1, . . . , ym, z)| ≤ H(t, |y1|, . . . , |ym|, |z|),

όπου H είναι µια µη αρνητική, συνεχής και πραγµατική συνάρτηση ορισµένη στο σύνο-
λο [0,+∞)× [0,+∞)m+1. Υποθέτουµε πως για κάθε t ≥ 0 η συνάρτησηH(t, ·, . . . , ·, ·)
είναι αύξουσα στο [0,+∞)m+1 υπό την έννοια ότι

H(t, y1, . . . , ym, z) ≤ H(t, w1, . . . , wm, v)

για κάθε (y1, . . . , ym, z), (w1, . . . , wm, v) ∈ [0,+∞)m+1 µε y1 ≤ w1, . . . , ym ≤ wm, z ≤
v. ΄Εστω ότι υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός c µε c > |ξ| τέτοιος ώστε∫ +∞

0

H(t, ρ1(t), . . . , ρm(t), c)dt ≤ c− |ξ|,

όπου, για κάθε j ∈ {1, . . . ,m}, η συνάρτηση ρj ∈ C([0,+∞), [0,+∞)) εξαρτάται από
τα φ, c και ορίζεται ως

ρj(t) =

{
|φ(t− Tj(t))|, αν 0 ≤ t ≤ Tj(t)

c(t− Tj(t)), αν t ≥ Tj(t).

Τότε το πρόβληµα συνοριακών τιµών (2.27), (2.3), (2.4) έχει τουλάχιστον µία λύση x
που ικανοποιεί της σχέσεις (2.9) και (2.10).

Ας ϑεωρήσουµε τώρα τις δεύτερης τάξης, µη γραµµικές διαφορικές εξισώσεις
τύπου Emden-Fowler

x′′(t) + a(t)|x(t)|γsgn
(
x(t)

)
+ b(t)|x′(t)|βsgn

(
x′(t)

)
= 0 (2.28)

και

x′′(t) + a(t)|x(t− r)|γsgn
(
x(t− r)

)
+ b(t)|x′(t)|βsgn

(
x′(t)

)
= 0, (2.29)

όπου a, b είναι συνεχείς πραγµατικές συναρτήσεις ορισµένες στο διάστηµα [0,+∞),
και γ, β είναι ϑετικοί πραγµατικοί αριθµοί.

Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 2.2 και πιο συγκεκριµένα την πρώτη εφαρµογή που
παρουσιάσαµε σε αυτήν την παράγραφο, για το πρόβληµα συνοριακών τιµών (2.28),
(2.26), (2.4) καταλήγουµε στο εξής συµπέρασµα:

΄Εστω ότι υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός c µε c > |ξ| τέτοιος ώστε

cγ
∫ +∞

0

tγ|a(t)|dt+ cβ
∫ +∞

0

|b(t)|dt ≤ c− |ξ|. (2.30)

Τότε το πρόβληµα συνοριακών τιµών (2.28), (2.26), (2.4) έχει τουλάχιστον µια λύση
που ικανοποιεί τις σχέσεις (2.9) και (2.10).

Επιπλέον, εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 2.2, και ειδικότερα τη δεύτερη εφαρµογή
που παρουσιάσαµε σε αυτήν την παράγραφο, για το πρόβληµα συνοριακών τιµών
(2.29), (2.3), (2.4) καταλήγουµε στο εξής συµπέρασµα:
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΄Εστω ότι υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός c µε c > |ξ| τέτοιος ώστε∫ r

0

|φ(t− r)|γ|a(t)|dt+ cγ
∫ +∞

r

(t− r)γ|a(t)|dt+ cβ
∫ +∞

0

|b(t)|dt ≤ c− |ξ|. (2.31)

Τότε το πρόβληµα συνοριακών τιµών (2.29), (2.3), (2.4) έχει τουλάχιστον µια λύση x
που ικανοποιεί τις σχέσεις (2.9) και (2.10).

Θέτουµε ξ = 1, γ = 2, β = 1, a(t) =
1

3(t+ 1)4
, για κάθε t ≥ 0, και b(t) =

1

6(t+ 1)2
, για κάθε t ≥ 0. Τότε η ανίσωση (2.30) γίνεται

c2
∫ +∞

0

t2

3(t+ 1)4
dt+ c

∫ +∞

0

1

6(t+ 1)2
dt ≤ c− 1.

από την οποία προκύπτει ότι
3

2
≤ c ≤ 6.

Για c = 3
2
, προκύπτει ότι το πρόβληµα συνοριακών τιµών{

x′′(t) + 1
3(t+1)4

[x(t)]2sgn
(
x(t)

)
+ 1

6(t+1)2
x′(t) = 0

x(0) = 0, limt→+∞x
′(t) = 1

έχει τουλάχιστον µια λύση x η οποία ικανοποιεί τις σχέσεις

t

2
≤ x(t) ≤ 3t

2
και

1

2
≤ x′(t) ≤ 3

2
, για κάθε t ≥ 0. (2.32)

Στη συνέχεια, ϑέτουµε r = 1, φ(t) = t, για κάθε −1 ≤ t ≤ 0, ξ = 1, γ = 2, β = 1
a(t) = 6

13(t+1)4
, για κάθε t ≥ 0, και b(t) = 1

6(t+1)2
, για κάθε t ≥ 0. Σε αυτή την

περίπτωση η σχέση (2.31) γίνεται∫ 1

0

6(t− 1)2

13(t+ 1)4
dt+ c2

∫ +∞

1

6(t− 1)2

13(t+ 1)4
dt+ c

∫ +∞

0

1

6(t+ 1)2
dt ≤ c− 1.

από την οποία προκύπτει ότι
3

2
≤ c ≤ 28

3
.

Για c = 3
2
, προκύπτει ότι το πρόβληµα συνοριακών τιµών{

x′′(t) + 6
13(t+1)4

[x(t− 1)]2sgn
(
x(t− 1)

)
+ 1

6(t+1)2
x′(t) = 0

x(t) = t για καθε − 1 ≤ t ≤ 0, limt→+∞x
′(t) = 1

έχει τουλάχιστον µια λύση x η οποία ικανοποιεί τις ανισότητες (2.32).





Κεφάλαιο 3

Θεώρηµα Krasnoselskii

3.1 Εισαγωγή

Προβλήµατα συνοριακών τιµών σε µη ϕραγµένα διαστήµατα εµφανίζονται συχνά κα-
τά τη µοντελοποίηση ϕυσικών διεργασιών. Τέτοια προβλήµατα προκύπτουν, για πα-
ϱάδειγµα, κατά τη µελέτη της γραµµικής ελαστικότητας, στις ϱοές υγρών και σε
προβλήµατα µηχανικής (ϐλέπε [1, 34, 58] και τις αναφορές που υπάρχουν εκεί). Μια
ενδιαφέρουσα επισκόπηση προβληµάτων µη ϕραγµένου διαστήµατος, µε αναφορές
σε διάφορα παραδείγµατα, ιστορική αναδροµή και ποικίλες µεθόδους επίλυσης, έχει
γίνει από τους Agarwal και O’Regan [1]. Ειδικότερα για προβλήµατα συνοριακών
τιµών στην ηµιευθεία παραπέµπουµε στις εργασίες [14, 20, 34, 56, 57, 58, 64, 69,
70, 86, 87, 88, 90].

Για τη ϐασική ϑεωρία των διαφορικών εξισώσεων µε υστέρηση, παραπέµπουµε στα
ϐιβλία των Diekmann [25], και των Hale και Lunel [36]. ΄Οσον αφορά προβλήµατα αρ-
χικών τιµών, παραπέµπουµε στη µονογραφία των Lakshmikantham και Leela [51],
ενώ όσον αφορά προβλήµατα συνοριακών τιµών, παραπέµπουµε στις µονογραφίες
των Azbelev, Maksimov και Rakhmatullina [12], και Azbelev και Rakhmatullina
[13].

Σε αυτό το κεφάλαιο ασχολούµαστε µε την ύπαρξη µη αρνητικών λύσεων προβλη-
µάτων συνοριακών τιµών στην ηµιευθεία για δεύτερης τάξης, µη γραµµικές διαφο-
ϱικές εξισώσεις µε υστέρηση. Επίσης, παρουσιάζουµε τα συµπεράσµατα που προ-
κύπτουν για την αντίστοιχη συνήθη διαφορική εξίσωση. Τα αποτελέσµατα του πα-
ϱόντος κεφαλαίου αντλήθηκαν από την εργασία [68].

Ας είναι r ≥ 0. Θεωρούµε τη Συνθήκη Συνέχειας (Driver[26], σελ. 290):

f(t, χt) είναι συνεχής ως προς τη µεταβλητή t ∈ [0,+∞) (Ĉ)
για κάθε δοσµένη συνάρτηση χ ∈ C([−r,+∞),R).

Θεωρούµε τη µη γραµµική, υστερηµένη διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης

x′′(t) + f(t, xt) = 0, (3.1)

όπου f είναι µια πραγµατική συνάρτηση ορισµένη στο σύνολο [0,+∞)×C([−r, 0],R),
η οποία ικανοποιεί τη Συνθήκη Συνέχειας (Ĉ).

29
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Ενδιαφερόµαστε για λύσεις της διαφορικής εξίσωσης µε υστέρηση (3.1) ορισµένες
σε ολόκληρο το διάστηµα [0,+∞). Με τον όρο λύση στο [0,+∞) της (3.1), εννοούµε
µια συνάρτηση x ∈ C([−r,+∞),R) η οποία είναι δύο ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµη
στο διάστηµα [0,+∞) και ικανοποιεί την εξίσωση (3.1) για όλα τα t ≥ 0. Ειδικότερα
ϑα εξετάσουµε την ύπαρξη µη–αρνητικών λύσεων αυτής της διαφορικής εξίσωσης.

Η διαφορική εξίσωση µε υστέρηση (3.1) είναι δεύτερης τάξης, συνεπώς χρειαζόµα-
στε δύο συνθήκες για την επίλυσή της. Θεωρούµε, λοιπόν, την αρχική συνθήκη

x0 = φ (3.2)

ή, ισοδύναµα,
x(t) = φ(t), για όλα τα − r ≤ t ≤ 0, (3.3)

όπου φ ∈ C([−r, 0],R) είναι δοσµένη, και επιπλέον υποθέτουµε ότι

φ(0) = 0.

Επίσης, ϑεωρούµε και τη συνθήκη

limt→+∞x
′(t) = ξ, (3.4)

όπου ξ είναι ένας δοσµένος πραγµατικός αριθµός. Αξίζει να αναφέρουµε ότι η (3.4)
συνεπάγεται τη σχέση

limt→+∞
x(t)

t
= ξ. (3.5)

Οι εξισώσεις (3.1), (3.2), (3.4) συνθέτουν ένα πρόβληµα συνοριακών τιµών στην
ηµιευθεία. Με τον όρο λύση της διαφορικής εξίσωσης µε υστέρηση (3.1) στο διάστηµα
[0,+∞), που ικανοποιεί τις συνθήκες (3.2) και (3.4) εννοούµε τη λύση του προβλήµα-
τος συνοριακών τιµών (3.1), (3.2), (3.4).

Θεωρούµε τώρα την αντίστοιχη συνήθη διαφορική εξίσωση

x′′(t) + g(t, x(t)) = 0, (3.6)

όπου g είναι µια συνεχής, πραγµατική συνάρτηση, ορισµένη στο σύνολο [0,+∞)×R
και εστιάζουµε την προσοχή µας µόνο σε λύσεις της εξίσωσης (3.6) που ορίζονται σε
ολόκληρο το διάστηµα [0,+∞). Μαζί µε τη διαφορική εξίσωση (3.6), ϑεωρούµε την
αρχική συνθήκη

x(0) = 0 (3.7)

καθώς και τη συνθήκη (3.4). Σε αυτή την ειδική περίπτωση, το πρόβληµα συνοριακών
τιµών (3.1), (3.2), (3.4) µετασχηµατίζεται στο πρόβληµα συνοριακών τιµών (3.6), (3.7),
(3.4).

Η διαφορική εξίσωση (3.1) είναι µια γενική µορφή διαφορικής εξίσωσης, η οποία
περιλαµβάνει ως ειδικές περιπτώσεις τη συνήθη διαφορική εξίσωση (3.6), εξισώσεις
µε πολλές υστερήσεις, καθώς και διάφορους άλλους τύπους ολοκληροδιαφορικών
εξισώσεων µε υστέρηση, όπως για παράδειγµα την εξίσωση

x′′(t) + g

(
t,

∫ 0

−r
x(t+ s)ds

)
= 0.
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Σε αυτό το κεφάλαιο, εξετάζουµε την περίπτωση της διαφορικής εξίσωσης (3.6) καθώς
και τη δεύτερης τάξης, µη γραµµική διαφορική εξίσωση µε υστέρηση

x′′(t) + h(t, x(t− T1(t)), . . . , x(t− Tm(t))) = 0, (3.8)

όπουm είναι ένας ϑετικός ακέραιος αριθµός, h είναι µια συνεχής πραγµατική συνάρ-
τηση ορισµένη στο σύνολο [0,+∞) × Rm, και Tj (j = 1, . . . ,m) είναι µη αρνητικές,
συνεχείς, πραγµατικές συναρτήσεις ορισµένες στο διάστηµα [0,+∞) µε

maxj=1,...,msupt≥0Tj(t) = r.

Λύση στο διάστηµα [0,+∞) της διαφορικής εξίσωσης µε υστέρηση (3.8) είναι µία
συνάρτηση x ∈ C([−r,+∞),R), η οποία είναι δύο ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµη
στο διάστηµα [0,+∞) και ικανοποιεί την εξίσωση (3.8) για όλα τα t ≥ 0. Μαζί µε
τη διαφορική εξίσωση (3.8), ϑεωρούµε και την αρχική συνθήκη (3.3) καθώς και τη
συνθήκη (3.4).

Προκειµένου να συσχετίσουµε τις διαφορικές εξισώσεις (3.1) και (3.8), για κάθε
(t, ψ) ∈ [0,+∞)× C([−r, 0],R), επιλέγουµε

f(t, ψ) = h(t, ψ(−T1(t)), . . . , ψ(−Tm(t))).

Στην ακόλουθη πρόταση παρουσιάζουµε την ολοκληρωτική εξίσωση, τα σταθερά
σηµεία της οποίας είναι ακριβώς οι λύσεις του προβλήµατος συνοριακών τιµών (3.1),
(3.2), (3.4).

Πρόταση 3.1. Μια συνάρτηση x ∈ C([−r,+∞),R) είναι λύση του προβλήµατος συ-
νοριακών τιµών (3.1), (3.2), (3.4) αν και µόνον αν

x(t) =

{
φ(t), για − r ≤ t ≤ 0

ξt+
∫ +∞
0

min{t, s}f(s, xs)ds, για t ≥ 0.
(3.9)

Απόδειξη. ΄Εστω x µια συνάρτηση στο C([−r,+∞),R).
Υποθέτουµε πρώτα ότι η x ικανοποιεί την ολοκληρωτική εξίσωση (3.9). Τότε η

συνθήκη (3.3) ή ισοδύναµα η (3.2) επαληθεύονται. Επίσης, παραγωγίζοντας την
(3.9) για t ≥ 0, έχουµε

x′(t) = ξ +

∫ +∞

t

f(s, xs)ds, για κάθε t ≥ 0,

από το οποίο έπεται ότι limt→+∞x
′(t) = ξ, δηλαδή, η συνθήκη (3.4) ικανοποιείται.

Παραγωγίζοντας την προηγούµενη σχέση ακόµη µία ϕορά έχουµε

x′′(t) = −f(t, xt), για όλα τα t ≥ 0,

το οποίο σηµαίνει ότι η x είναι λύση της διαφορικής εξίσωσης (3.1) στο διάστηµα
[0,+∞). ΄Αρα, η x είναι λύση του προβλήµατος συνοριακών τιµών (3.1), (3.2), (3.4).
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Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι η x είναι λύση του προβλήµατος συνοριακών τιµών
(3.1), (3.2), (3.4). Από την (3.3) έχουµε ότι x(t) = φ(t) για όλα τα − r ≤ t ≤ 0.
Επιπλέον, ολοκληρώνοντας την εξίσωση (3.1) στο [0, t] για t ≥ 0 παίρνουµε

x′(t) = x′(0)−
∫ t

0

f(s, xs)ds, για όλα τα t ≥ 0 (3.10)

και συνεπώς, λαµβάνοντας υπόψη τη συνθήκη (3.4), έχουµε

ξ = x′(0)−
∫ +∞

0

f(s, xs)ds

δηλαδή,

x′(0) = ξ +

∫ +∞

0

f(s, xs)ds.

΄Αρα, για όλα τα t ≥ 0, από τη σχέση (3.10) έχουµε

x′(t) =

[
ξ +

∫ +∞

0

f(s, xs)ds

]
−
∫ t

0

f(s, xs)ds

= ξ +

∫ +∞

t

f(s, xs)ds.

Κάνοντας ακόµα µία ολοκλήρωση για t ≥ 0 και λαµβάνοντας υπόψη πως x(0) =
φ(0) = 0, έχουµε ότι

x(t) = x(0) + ξt+

∫ t

0

[∫ +∞

θ

f(s, xs)ds

]
dθ

= ξt+

∫ t

0

[∫ t

θ

f(s, xs)ds+

∫ +∞

t

f(s, xs)ds

]
dθ

= ξt+

∫ t

0

∫ t

θ

f(s, xs)dsdθ + t

∫ +∞

t

f(s, xs)ds

= ξt+

∫ t

0

sf(s, xs)ds+ t

∫ +∞

t

f(s, xs)ds.

΄Αρα η συνάρτηση x ικανοποιεί τη σχέση (3.9).
Εποµένως η απόδειξη της πρότασης έχει ολοκληρωθεί.

Στο προηγούµενο κεφάλαιο µελετήσαµε την ύπαρξη λύσεων του προβλήµατος
συνοριακών τιµών (3.1), (3.2), (3.4) χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα σταθερού σηµείου
του Schauder (Θεώρηµα 1.27). Σηµειώνουµε ότι στο προηγούµενο κεφάλαιο, η
δεύτερης τάξης, µη γραµµική διαφορική εξίσωση µε υστέρηση είναι πιο γενική από
εκείνη που µελετάµε σε αυτό το κεφάλαιο, καθώς ο µη γραµµικός όρος περιλαµβάνει
και την παράγωγο της άγνωστης συνάρτησης. Ακόµη, όπως ϑα δούµε παρακάτω, τα
αποτελέσµατα που λαµβάνουµε σε αυτό το κεφάλαιο µπορούν να εγγυηθούν την
ύπαρξη περισσότερων της µίας µη αρνητικών λύσεων.
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Σκοπός µας σε αυτό το κεφάλαιο είναι να εξασφαλίσουµε την ύπαρξη µη αρ-
νητικών λύσεων του προβλήµατος συνοριακών τιµών (3.1), (3.2), (3.4). Υποθέτουµε
ότι

φ(t) ≥ 0, για κάθε t ∈ [−r, 0], και ξ ≥ 0.

Από την Πρόταση 3.1, κάθε λύση του προβλήµατος συνοριακών τιµών (3.1), (3.2),
(3.4) ικανοποιεί τη σχέση (3.9). Εποµένως, µπορούµε εύκολα να οδηγηθούµε στο
ακόλουθο αποτέλεσµα:

Υποθέτουµε ότι

f(t, ψ) ≥ 0, για κάθε (t, ψ) ∈ [0,+∞)× C([−r, 0], [0,+∞)). (3.11)

Τότε κάθε µη αρνητική λύση του προβλήµατος συνοριακών τιµών (3.1), (3.2), (3.4)
ικανοποιεί τις σχέσεις

x(t) ≥ ξt, για κάθε t ≥ 0 (3.12)

και
x′(t) ≥ ξ, για κάθε t ≥ 0. (3.13)

Το κύριο αποτέλεσµα του κεφαλαίου εξασφαλίζει κατάλληλες συνθήκες για να έχει
το πρόβληµα συνοριακών τιµών (3.1), (3.2), (3.4) τουλάχιστον µια µη αρνητική λύση.
Στην παράγραφο 3.3 παρουσιάζουµε δύο Πορίσµατα (Πορίσµατα 3.9 και 3.10 του
Θεωρήµατος 3.2, για το πρόβληµα συνοριακών τιµών (3.6), (3.7), (3.4) καθώς και για
το πρόβληµα συνοριακών τιµών (3.8), (3.3), (3.4). Επιπλέον, εφαρµόζουµε το Θε-
ώρηµα 3.2, αλλά και τα Πορίσµατα 3.9 και 3.10, στη δεύτερης τάξης, µη γραµµική
(συνήθη ή µε υστέρηση) διαφορική εξίσωση τύπου Emden-Fowler. Την απόδειξη του
Θεωρήµατος 3.2 την παραθέτουµε στην παράγραφο 3.2 και στην τελευταία παράγρα-
ϕο 3.3 παρουσιάζουµε ένα συγκεκριµένο παράδειγµα.

3.2 Θεώρηµα ύπαρξης λύσης για το ΠΣΤ

Θεώρηµα 3.2. Υποθέτουµε ότι ισχύει η σχέση (3.11). Επίσης, υποθέτουµε ότι, για
κάθε t ≥ 0, η συνάρτηση f(t, ·) είναι αύξουσα στο C([−r, 0], [0,+∞)) υπό την έννοια
ότι f(t, ψ) ≤ f(t, ω) για κάθε ψ, ω ∈ C([−r, 0], [0,+∞)) µε ψ ≤ ω (δηλαδή ψ(s) ≤
ω(s) για όλα τα − r ≤ s ≤ 0).

΄Εστω ότι υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός c µε c ≥ ‖φ‖[−r,0] και c > ξ τέτοιο
ώστε ∫ +∞

0

f(t, ηt)dt ≤ c− ξ, (3.14)

όπου η συνάρτηση η ∈ C([−r,+∞), [0,+∞)) εξαρτάται από το c και ορίζεται ως

η(t) =

{
c, για − r ≤ t ≤ 0

c(t+ 1), για t ≥ 0.
(3.15)

Επίσης, υποθέτουµε ότι υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός b > 0 µε b 6= c τέτοιος ώστε,
για κάποιο σταθερό t0 > 0, να ισχύει η σχέση∫ +∞

0

min{t0, t}f(t, ζt)dt ≥ b(t0 + 1)− ξt0, (3.16)
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όπου η συνάρτηση ζ ∈ C([−r,+∞), [0,+∞)) εξαρτάται από τα φ, b και ορίζεται ως

ζ(t) =

{
φ(t), για − r ≤ t ≤ 0

bmin{t, 1}, για t ≥ 0.
(3.17)

Επιπλέον, στην περίπτωση όπου b > c, υποθέτουµε ότι ισχύει η σχέση∫ +∞

0

f(t, εt)dt < +∞, (3.18)

όπου η συνάρτηση ε ∈ C([−r,+∞), [0,+∞)) εξαρτάται από το b και ορίζεται ως

ε(t) =

{
b, για − r ≤ t ≤ 0

b(t+ 1), για t ≥ 0.
(3.19)

Τότε το πρόβληµα συνοριακών τιµών (3.1), (3.2), (3.4) έχει τουλάχιστον µια µη αρνητική
λύση x τέτοια ώστε

x(t) ≥
[
supM≥0

x(M)

M + 1

]
min{t, 1}, για κάθε t ≥ 0 (3.20)

και

min{c, b} ≤ supt≥0
x(t)

t+ 1
≤ max{c, b}. (3.21)

Η απόδειξη του Θεωρήµατος 3.2 είναι ϐασισµένη στο Θεώρηµα του Krasnoselskii
(Θεώρηµα 1.28, ϐλέπε [35, 46]).

΄Εστω E το σύνολο όλων των συναρτήσεων y ∈ C([0,+∞),R) µε την ιδιότητα
y(t) = O(t) για t → +∞, δηλαδή υπάρχει ένας ϑετικός, πραγµατικός αριθµός Λ
τέτοιος ώστε |y(t)| ≤ Λt για t → +∞. Το σύνολο E είναι ένας πραγµατικός χώρος
Banach εφοδιασµένος µε τη στάθµη ‖ · ‖∗ που ορίζεται ως

‖y‖∗ := supt≥0
|y(t)|
t+ 1

, για κάθε y ∈ E.

Επίσης, ϑεωρούµε το σύνολο

P := {y ∈ E : y(t) ≥ 0, για κάθε t ∈ [0,+∞), y(0) = 0}.

Το σύνολο P είναι ένας κώνος µέσα στο E. Επιπλέον, για κάθε συνάρτηση y ∈ P,
συµβολίζουµε µε x τη συνάρτηση του συνόλου C([−r,+∞), [0,+∞)) που ορίζεται ως

x(t) =

{
φ(t), για − r ≤ t ≤ 0

y(t), για t ≥ 0.
(3.22)

Για να αποδείξουµε το Θεώρηµα 3.2 ϑα κάνουµε χρήση της ακόλουθης πρόταση.
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Πρόταση 3.3. Υποθέτουµε ότι ισχύει η σχέση (3.11). Επίσης, υποθέτουµε ότι, για κάθε
t ≥ 0, η συνάρτηση f(t, ·) είναι αύξουσα στο C([−r, 0], [0,+∞)).

΄Εστω d ένας ϑετικός, πραγµατικός αριθµός µε d ≥ ‖φ‖[−r,0] τέτοιος ώστε∫ +∞

0

f(t, θt)dt < +∞, (3.23)

όπου η συνάρτηση θ ∈ C([−r,+∞), [0,+∞)) ορίζεται ως

θ(t) =

{
d, για − r ≤ t ≤ 0

d(t+ 1), για t ≥ 0.
(3.24)

Ορίζουµε, ακόµη, το σύνολο

Ω := {y ∈ E : ‖y‖∗ < d}.

Τότε η απεικόνιση T : P ∩ Ω→ C([0,+∞), [0,+∞)) που για κάθε t ≥ 0 ορίζεται ως

(Ty)(t) = ξt+

∫ +∞

0

min{t, s}f(s, xs)ds

= ξt+

∫ t

0

sf(s, xs)ds+ t

∫ +∞

t

f(s, xs)ds (3.25)

είναι καλά ορισµένη για κάθε y ∈ P ∩ Ω, ορίζει έναν πλήρως συνεχή τελεστή και,
επιπλέον, ισχύει ότι T (P ∩ Ω) ⊆ P.

Απόδειξη. ΄Εστω y ∈ P ∩ Ω. Τότε

0 ≤ y(t) ≤ d(t+ 1), για κάθε t ≥ 0.

Επειδή ισχύει ότι d ≥ ‖φ‖[−r,0], έχουµε ότι

0 ≤ φ(t) ≤ d, για κάθε − r ≤ t ≤ 0.

΄Αρα, λαµβάνοντας υπόψη τις σχέσεις (3.22) και (3.24), ϐρίσκουµε ότι

0 ≤ x(t) ≤ θ(t), για κάθε t ≥ −r

και συνεπώς
0 ≤ xt ≤ θt, για κάθε t ≥ 0.

Σηµειώνουµε ότι, αφού φ(0) = 0 = y(0), η συνάρτηση x είναι συνεχής στο διάστηµα
[−r,+∞). Εποµένως, χρησιµοποιώντας την υπόθεση (3.11), καθώς και το γεγονός
ότι, για κάθε t ≥ 0, η συνάρτηση f(t, ·) είναι αύξουσα στο C([−r, 0], [0,+∞)), έχουµε
ότι

0 ≤ f(t, xt) ≤ f(t, θt), για κάθε t ≥ 0. (3.26)

Από τις σχέσεις (3.23) και (3.26) συνεπάγεται ότι∫ +∞

0

f(t, xt)dt < +∞, για κάθε y ∈ P ∩ Ω. (3.27)
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Επίσης, από τη σχέση (3.27), διαπιστώνουµε ότι η απεικόνιση

T : P ∩ Ω→ C([0,+∞), [0,+∞)),

που ορίζεται από τον τύπο (3.25), είναι καλά ορισµένη για κάθε y ∈ P ∩ Ω. Θα
δείξουµε ότι T (P ∩ Ω) ⊆ P. Παρατηρούµε ότι, για κάθε y ∈ P ∩ Ω, η συνάρτηση Ty
είναι µη αρνητική στο διάστηµα [0,+∞) και ότι (Ty)(0) = 0. Επίσης από τις σχέσεις
(3.23) και (3.26), για κάθε y ∈ P ∩ Ω και για κάθε t ≥ 0, παρατηρούµε ότι

(Ty)(t)

t+ 1
= ξ

t

t+ 1
+

∫ +∞

0

min{t, s}
t+ 1

f(s, xs)ds

≤ ξ +

∫ +∞

0

f(s, xs)ds ≤ ξ +

∫ +∞

0

f(s, θs)ds.

΄Αρα, έχουµε ότι

(Ty)(t)

t+ 1
≤ N, για κάθε t ≥ 0, (3.28)

όπου

N = ξ +

∫ +∞

0

f(s, θs)ds. (3.29)

Από τις σχέσεις (3.11) και (3.23) προκύπτει ότι το N είναι ένας µη αρνητικός, πραγ-
µατικός αριθµός. ΄Αρα, (Ty)(t) = O(t) για κάθε t ≥ 0, και εποµένως (Ty)(t) = O(t)
για t → +∞. Συνεπώς, για κάθε y ∈ P ∩ Ω συνεπάγεται ότι Ty ∈ P, δηλαδή,
T (P ∩ Ω) ⊆ P.

Στη συνέχεια, αποδεικνύουµε ότι το σύνολο T (P ∩ Ω) είναι σχετικά συµπαγές.
Επειδή εργαζόµαστε στο διάστηµα [0,+∞), ϑα χρησιµοποιήσουµε το Θεώρηµα του
Avramescu (Θεώρηµα 1.25). Λαµβάνοντας υπόψη τον ορισµό της στάθµης ‖·‖∗ αρκεί
να αποδείξουµε ότι το σύνολο

U :=

{
u : υπάρχει y ∈ P ∩ Ω τέτοιο ώστε u(t) =

(Ty)(t)

t+ 1
για t ≥ 0

}

είναι σχετικά συµπαγές στο χώρο Banach E. Παρατηρούµε ότι, λόγω της σχέσης
(3.28), το σύνολο U είναι οµοιόµορφα ϕραγµένο. Επίσης, από τη σχέση (3.26), για
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κάθε y ∈ P ∩ Ω και για κάθε t ≥ 0, παίρνουµε ότι∣∣∣∣[(Ty)(t)

t+ 1

]′∣∣∣∣ =
|(t+ 1)(Ty)′(t)− (Ty)(t)|

(t+ 1)2

=
1

(t+ 1)2

∣∣∣(t+ 1)
[
ξ +

∫ +∞

t

f(s, xs)ds
]

−
[
ξt+

∫ t

0

sf(s, xs)ds+ t

∫ +∞

t

f(s, xs)ds
]∣∣∣

=
1

(t+ 1)2

∣∣∣ξ − ∫ t

0

sf(s, xs)ds+

∫ +∞

t

f(s, xs)ds
∣∣∣

≤ 1

(t+ 1)2

[
ξ +

∫ t

0

sf(s, xs)ds+

∫ +∞

t

f(s, xs)ds
]

=
ξ

(t+ 1)2
+

1

t+ 1

∫ t

0

s

t+ 1
f(s, xs)ds+

1

(t+ 1)2

∫ +∞

t

f(s, xs)ds

≤ ξ +

∫ t

0

f(s, xs)ds+

∫ +∞

t

f(s, xs)ds

= ξ +

∫ +∞

0

f(s, xs)ds ≤ ξ +

∫ +∞

0

f(s, θs)ds

και συνεπώς ∣∣∣∣[(Ty)(t)

t+ 1

]′∣∣∣∣ ≤ N, για κάθε t ≥ 0, (3.30)

όπου η µη αρνητική και πραγµατική σταθεράN ορίζεται από τη σχέση (3.29). Χρησι-
µοποιώντας τη σχέση (3.30), εφαρµόζουµε το Θεώρηµα Μέσης Τιµής και καταλήγου-
µε στο ότι ∣∣∣∣(Ty)(t1)

t1 + 1
− (Ty)(t2)

t2 + 1

∣∣∣∣ ≤ N |t1 − t2|, για κάθε t1, t2 ≥ 0.

Εποµένως το σύνολο U είναι ισοσυνεχές. Ακόµη, από τη σχέση (3.26) ξανά έχουµε
ότι, ∣∣∣∣(Ty)(t)

t+ 1
− ξ
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ξt+
∫ +∞
0

min{t, s}f(s, xs)ds

t+ 1
− ξ
∣∣∣∣

=
| − ξ +

∫ +∞
0

min{t, s}f(s, xs)ds|
t+ 1

≤
ξ +

∫ +∞
0

min{t, s}f(s, xs)ds

t+ 1

≤
ξ +

∫ +∞
0

min{t, s}f(s, θs)ds

t+ 1
,

δηλαδή,∣∣∣∣(Ty)(t)

t+ 1
− ξ
∣∣∣∣ ≤ ξ +

∫ +∞
0

min{t, s}f(s, θs)ds

t+ 1
, για κάθε t ≥ 0. (3.31)
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΄Οµως, από τις σχέσεις (3.4), (3.5) και (3.23), έχουµε ότι

limt→+∞
ξ +

∫ +∞
0

min{t, s}f(s, θs)ds

t+ 1
= limt→+∞

[
ξ +

∫ +∞

0

min{t, s}f(s, θs)ds
]′

= limt→+∞

∫ +∞

0

f(s, θs)ds = 0.

΄Αρα από τη σχέση (3.31), προκύπτει ότι, το σύνολο U είναι ισοσυγκλίνον στο +∞.
Εποµένως, από το Θεώρηµα του Avramescu (Θεώρηµα 1.25) συµπεραίνουµε ότι

το σύνολο U είναι ένα σχετικά συµπαγές σύνολο στο χώρο E. ΄Αρα το σύνολο T (P∩Ω)
είναι σχετικά συµπαγές στο χώρο E. Τέλος, αποδεικνύουµε ότι η απεικόνιση T είναι
συνεχής στο διάστηµα [0,+∞). ΄Εστω y ∈ P ∩ Ω µια συνάρτηση και (y[ν])ν≥1 µια
ακολουθία συναρτήσεων του P ∩ Ω µε

‖ · ‖∗ − limν→+∞y
[ν] = y.

΄Εχουµε ότι
limν→+∞y

[ν](t) = y(t) οµοιόµορφα για τα t ≥ 0.

Επίσης, για κάθε ν ∈ N, ορίζουµε

x[ν](t) =

{
φ(t), για − r ≤ t ≤ 0

y[ν](t), για t ≥ 0.

Ακόµη,
‖ · ‖[−r,0]—limν→+∞x

[ν]
t = xt, για κάθε t ≥ 0.

Επιπλέον, από τη σχέση (3.26), έχουµε ότι

0 ≤ f(t, x
[ν]
t ) ≤ f(t, θt), για κάθε t ≥ 0 και για κάθε ν ≥ 1.

Λαµβάνοντας υπόψη αυτή τη σχέση, καθώς και τη σχέση (3.23), εφαρµόζουµε το
Θεώρηµα Κυριαρχούµενης Σύγκλισης του Lebesgue και, για t ≥ 0, έχουµε,

limν→+∞

∫ +∞

0

min{t, s}f(s, x[ν]s )ds =

∫ +∞

0

min{t, s}f(s, xs)ds.

Αυτό εξασφαλίζει την κατά σηµείο σύγκλιση

limν→+∞(Ty[ν])(t) = (Ty)(t), για όλα τα t ≥ 0. (3.32)

Αρκεί λοιπόν να εξασφαλίσουµε ότι η σύγκλιση αυτή είναι επίσης ‖ · ‖∗—σύγκλιση,
δηλαδή ότι

‖ · ‖∗—limν→+∞Ty
[ν] = Ty.

Για να το αποδείξουµε αυτό, ϑεωρούµε µια τυχαία υπακολουθία (Ty[µν ])ν≥1 της
(Ty[ν])ν≥1. Επειδή το σύνολο T (P ∩ Ω) είναι σχετικά συµπαγές, υπάρχει µια υ-
πακολουθία (Ty[µλν ])ν≥1 της (Ty[µν ])ν≥1 η οποία συγκλίνει σε µια συνάρτηση u ∈ E
ως προς τη στάθµη ‖ · ‖∗ , δηλαδή

‖ · ‖∗—limν→+∞Ty
[µλν ] = u.
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Από τη σχέση αυτή παίρνουµε και την κατά σηµείο σύγκλιση

limν→+∞(Ty[µλν ])(t) = u(t), για κάθε t ≥ 0.

΄Οµως από τη σχέση (3.32) έχουµε και ότι

limν→+∞(Ty[µλν ])(t) = Ty(t), για κάθε t ≥ 0.

΄Αρα, από τη µοναδικότητα του ορίου, προκύπτει ότι Ty(t) = u(t), για κάθε t ≥ 0,
δηλαδή Ty = u. Οπότε

‖ · ‖∗—limν→+∞Ty
[µν ] = ‖ · ‖∗—limν→+∞Ty

[µλν ] = Ty.

΄Αρα κάθε υπακολουθία της (Ty[ν])ν≥1 συγκλίνει στο ίδιο όριο Ty. Εποµένως

‖ · ‖∗—limν→+∞Ty
[ν] = Ty.

Συνεπώς η απεικόνιση T είναι συνεχής.
Επειδή το σύνολο T (P ∩ Ω) είναι σχετικά συµπαγές και η απεικόνιση T είναι

συνεχής, από την Παρατήρηση 1.15 έχουµε ότι η απεικόνιση T είναι πλήρως συνεχής.

Στη συνέχεια παραθέτουµε την απόδειξη του Θεωρήµατος 3.2.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 3.2. ΄Εστω

d := max{c, b}.

Παρατηρούµε ότι το d είναι ένας ϑετικός, πραγµατικός αριθµός µε d ≥ ‖φ‖[−r,0].
΄Εστω, ακόµη, θ η συνάρτηση µέσα στο σύνολο C([−r,+∞), [0,+∞)), που ορίζεται
από τη σχέση (3.24). Συµπεραίνουµε ότι,

θ = η αν c > b και θ = ε αν b > c,

όπου οι συναρτήσεις η και ε εξαρτώνται από τα c και d, αντίστοιχα, και ορίζονται από
τις σχέσεις (3.15) και (3.19), αντίστοιχα. Από τη σχέση (3.14) έχουµε ότι∫ +∞

0

f(t, ηt)dt < +∞. (3.33)

Λαµβάνοντας υπόψη τη σχέση (3.33) αν c > b, και τη σχέση (3.18) αν b > c, κατα-
λήγουµε στο ότι η (3.23) ισχύει. Θέτουµε

Ω2 := {y ∈ E : ‖y‖∗ < d}.

Το σύνολο Ω2 είναι ανοικτό και ϕραγµένο υποσύνολο του χώρου E. Από την Πρόταση
3.3, η απεικόνιση T που ορίζεται από τον τύπο (3.25), είναι καλά ορισµένη για κάθε
y ∈ P ∩ Ω2, και ορίζει µια πλήρως συνεχή απεικόνιση από το σύνολο P ∩ Ω2 µέσα
στο σύνολο P.
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Αρχικά αποδεικνύουµε ότι

‖Ty‖∗ ≤ ‖y‖∗, για κάθε y ∈ P ∩ Ω2 µε ‖y‖∗ = c. (3.34)

Πραγµατικά, έστω y ∈ P ∩ Ω2 µε ‖y‖∗ = c. Τότε

0 ≤ y(t) ≤ c(t+ 1), για κάθε t ≥ 0.

Επειδή c ≥ ‖φ‖[−r,0] έχουµε, ακόµη, ότι

0 ≤ φ(t) ≤ c, για κάθε − r ≤ t ≤ 0.

΄Αρα, από τις σχέσεις (3.15) και (3.22), έχουµε ότι

0 ≤ x(t) ≤ η(t), για κάθε t ≥ −r,

το οποίο συνεπάγεται ότι

0 ≤ xt ≤ ηt, για κάθε t ≥ 0.

Εποµένως, χρησιµοποιώντας την υπόθεση (3.11), καθώς και το γεγονός ότι, για κάθε
t ≥ 0, η συνάρτηση f(t, ·) είναι αύξουσα στο C([−r, 0], [0,+∞)), παρατηρούµε ότι

0 ≤ f(t, xt) ≤ f(t, ηt), για κάθε t ≥ 0.

΄Αρα, για κάθε t ≥ 0, έχουµε ότι

(Ty)(t)

t+ 1
= ξ

t

t+ 1
+

∫ +∞

0

min{t, s}
t+ 1

f(s, xs)ds

≤ ξ +

∫ +∞

0

f(s, xs)ds ≤ ξ +

∫ +∞

0

f(s, ηs)ds.

Συνεπώς, από τη σχέση (3.14), έχουµε ότι

(Ty)(t)

t+ 1
≤ c, για κάθε t ≥ 0,

το οποίο δίνει ότι
‖Ty‖∗ = supt≥0

(Ty)(t)

t+ 1
≤ c = ‖y‖∗

και εποµένως η σχέση (3.34) ισχύει.
Τώρα, ορίζουµε το σύνολο

K := {y ∈ E : y(0) = 0 και y(t) ≥ min{t, 1}‖y‖∗ για t ≥ 0}.

Το σύνολο K είναι ένας κώνος µέσα στο χώρο E µε K ⊆ P. Πραγµατικά, έστω µια
ακολουθία συναρτήσεων (y[ν])ν≥1 ⊆ K και µια συνάρτηση y ∈ E τέτοια ώστε

‖ · ‖∗ − limν→+∞y
[ν] = y.
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Από τη τελευταία σχέση για το κατά σηµείο όριο της (y[ν])ν≥1 έχουµε

limν→+∞y
[ν](t) = y(t), για κάθε t ≥ 0.

Επειδή y[ν] ∈ K για κάθε ν ≥ 1 ισχύει ότι

y(t) = limν→+∞y
[ν](t) ≥ limν→+∞[min{t, 1}‖y[ν]‖∗] = min{t, 1}‖y‖∗

για κάθε t ≥ 0. Ακόµη, αφού y[ν](0) = 0 συνεπάγεται ότι y(0) = 0. Εποµένως, η
συνάρτηση y ∈ K και συνεπώς το σύνολο K είναι κλειστό στο E. Επίσης, για κάθε
x, y ∈ K και για κάθε κ, λ ≥ 0 έχουµε ότι

(κx+ λy)(0) = κx(0) + λy(0) = 0.

Επιπλέον, έχουµε ότι

(κx+ λy)(t) = κx(t) + λy(t) ≥ κmin{t, 1}‖x‖∗ + λmin{t, 1}‖y‖∗
= min{t, 1}[κ‖x‖∗ + λ‖y‖∗]
≥ min{t, 1}[‖κx+ λy‖∗]

για κάθε t ≥ 0. ΄Αρα, κx + λy ∈ K. Τέλος, αν y,−y ∈ K τότε, αφού K ⊆ P, έχουµε
ότι

y(t) ≥ 0, για κάθε t ≥ 0 και (−y)(t) ≥ 0, για κάθε t ≥ 0.

Εποµένως, y(t) = 0 για κάθε t ≥ 0, δηλαδή y = 0. Συνεπώς, το σύνολο K είναι ένας
κώνος µέσα στο E.

Στη συνέχεια, αποδεικνύουµε ότι T (P ∩ Ω2) ⊆ K. ΄Εστω µια συνάρτηση y ∈
P ∩ Ω2. Παρατηρούµε ότι (Ty)(0) = 0. Ακόµη, για κάθε t,M ≥ 0, έχουµε ότι,

t ≥

{
t

M+1
M, για 0 ≤ t ≤ 1

1
M+1

M, για t ≥ 1.

Αυτό σηµαίνει ότι,

t ≥ min{t, 1}
M + 1

M, για κάθε t,M ≥ 0. (3.35)

Επιπλέον, έχουµε ότι, αν t,M, s ≥ 0, τότε

min{t, s} ≥

{
t

M+1
min{M, s}, για 0 ≤ t ≤ 1

1
M+1

min{M, s}, για t ≥ 1.

΄Αρα, ισχύει η σχέση

min{t, s} ≥ min{t, 1}
M + 1

min{M, s}, για κάθε t,M, s ≥ 0. (3.36)
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Λαµβάνοντας υπόψη την υπόθεση (3.11) και χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (3.35) και
(3.36), παρατηρούµε ότι, για κάθε t,M ≥ 0,

(Ty)(t) = ξt+

∫ +∞

0

min{t, s}f(s, xs)ds

≥ ξ
min{t, 1}
M + 1

M +
min{t, 1}
M + 1

∫ +∞

0

min{M, s}f(s, xs)ds

= min{t, 1}
{ 1

M + 1

[
ξM +

∫ +∞

0

min{M, s}f(s, xs)ds
]}

= min{t, 1}(Ty)(M)

M + 1
.

Εποµένως,

(Ty)(t) ≥ min{t, 1}supM≥0
(Ty)(M)

M + 1
, για κάθε t ≥ 0,

δηλαδή,
(Ty)(t) ≥ min{t, 1}‖Ty‖∗, για κάθε t ≥ 0.

Συνεπώς, Ty ∈ K για κάθε y ∈ P ∩ Ω2.
Στο επόµενο ϐήµα αποδεικνύουµε ότι

‖Ty‖∗ ≥ ‖y‖∗, για κάθε y ∈ K ∩ Ω2 µε ‖y‖∗ = b. (3.37)

Πραγµατικά, έστω y ∈ K ∩ Ω2 µε ‖y‖∗ = b. Τότε

y(t) ≥ min{t, 1}‖y‖∗, για κάθε t ≥ 0.

Συνεπώς, επειδή ισχύει ότι ‖y‖∗ = b, έχουµε ότι,

y(t) ≥ bmin{t, 1}, για κάθε t ≥ 0.

΄Αρα, λαµβάνοντας υπόψη τις σχέσεις (3.17) και (3.22), παρατηρούµε ότι,

x(t) ≥ ζ(t) ≥ 0, για κάθε t ≥ −r,

το οποίο δίνει ότι
xt ≥ ζt ≥ 0, για κάθε t ≥ 0.

Εποµένως, χρησιµοποιώντας την υπόθεση (3.11), καθώς και το γεγονός ότι, για κάθε
t ≥ 0, η συνάρτηση f(t, ·) είναι αύξουσα στο C([−r, 0], [0,+∞)), έχουµε ότι

f(t, xt) ≥ f(t, ζt) ≥ 0, για κάθε t ≥ 0.

΄Αρα, από την υπόθεση (3.16), προκύπτει ότι

supt≥0
(Ty)(t)

t+ 1
≥ (Ty)(t0)

t0 + 1

=
1

t0 + 1

[
ξt0 +

∫ +∞

0

min{t0, s}f(s, xs)ds
]

≥ 1

t0 + 1

[
ξt0 +

∫ +∞

0

min{t0, s}f(s, ζs)ds
]

≥ 1

t0 + 1

(
ξt0 + [b(t0 + 1)− ξt0]

)
= b,
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δηλαδή,
‖Ty‖∗ ≥ b = ‖y‖∗.

Συνεπώς, ισχύει η σχέση (3.37).
Τέλος, έστω ότι,

a := min{c, b}.

Προφανώς ισχύει ότι, 0 < a < d. Επίσης, ϑεωρούµε το ανοικτό και ϕραγµένο σύνολο
Ω1 του χώρου E που ορίζεται ως

Ω1 := {y ∈ E : ‖y‖∗ < a}.

Είναι προφανές ότι η µηδενική συνάρτηση του χώρου E ανήκει στο σύνολο Ω1 και
ότι, Ω1 ⊂ Ω2. Από τις σχέσεις (3.34), (3.37) και λαµβάνοντας υπόψη ότι Ω1 ⊂ Ω2

καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι,

‖Ty‖∗ ≥ ‖y‖∗, y ∈ K ∩ ∂Ω1, και ‖Ty‖∗ ≤ ‖y‖∗, u ∈ P ∩ ∂Ω2, (3.38)

αν c > b, και

‖Ty‖∗ ≤ ‖y‖∗, y ∈ P ∩ ∂Ω1, και ‖Ty‖∗ ≥ ‖y‖∗, u ∈ K ∩ ∂Ω2, (3.39)

αν b > c. Αυτό σηµαίνει ότι η απεικόνιση T ικανοποιεί είτε τη σχέση (3.38) είτε τη
σχέση (3.39). Από το Θεώρηµα του Krasnoselskii (Θεώρηµα 1.28), η απεικόνιση
T έχει ένα σταθερό σηµείο µέσα στο K ∩ (Ω2\Ω1). Εποµένως, υπάρχει ένα y ∈
K ∩ (Ω2\Ω1) τέτοιο ώστε, y = Ty, δηλαδή,

y(t) = ξt+

∫ +∞

0

min{t, s}f(s, xs)ds, για κάθε t ≥ 0. (3.40)

Επειδή η συνάρτηση y ∈ K, έχουµε ότι

y(t) ≥ min{t, 1}‖y‖∗, για κάθε t ≥ 0. (3.41)

Επίσης, επειδή y ∈ Ω2\Ω1, ισχύει ότι,

a ≤ ‖y‖∗ ≤ d. (3.42)

Τώρα, από τις σχέσεις (3.22) και (3.40), η συνάρτηση x ικανοποιεί τη σχέση (3.9)
και εποµένως, από τη Πρόταση 3.1, η x είναι µη αρνητική λύση του προβλήµατος
συνοριακών τιµών (3.1), (3.2), (3.4). Επιπλέον, επειδή ισχύει ότι x(t) = y(t) για κάθε
t ≥ 0, παρατηρούµε ότι οι σχέσεις (3.41) και (3.42) συµπίπτουν µε τις σχέσεις (3.20)
και (3.21), αντίστοιχα.

Σηµείωση 3.4. Επειδή ισχύει ότι x(0) = φ(0) = 0, η σχέση (3.12) είναι συνέπεια της
σχέσης (3.13).

Σηµείωση 3.5. ΄Εστω ότι ξ > 0. Τότε, κάθε µη αρνητική λύση x του προβλήµα-
τος συνοριακών τιµών (3.1), (3.2), (3.4) είναι ϑετική στο διάστηµα (0,+∞), γνησίως
αύξουσα στο διάστηµα [0,+∞) και ικανοποιεί την limt→+∞x(t) = +∞.
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Σηµείωση 3.6. Υποθέτουµε ότι ξ > 0. Τότε η ανισότητα (3.16) ισχύει αυτόµατα αν
b ≤ ξ t0

t0+1
, γιατί τότε έχουµε ότι b < ξ και εποµένως, b < c.

Σηµείωση 3.7. Η ανισότητα (3.16) µπορεί ισοδύναµα να γραφεί και ως∫ t0

0

tf(t, ζt)dt+ t0

∫ +∞

t0

f(t, ζt)dt ≥ b(t0 + 1)− ξt0.

Σηµείωση 3.8. Από τη σχέση (3.20) και από την πρώτη ανισότητα της σχέσης (3.21)
συνεπάγεται ότι η λύση x ικανοποιεί τη σχέση

x(t) ≥ min{c, b}min{t, 1}, για κάθε t ≥ 0.

3.3 Εφαρµογές

Εξειδικεύοντας το Θεώρηµα 3.2 στην περίπτωση του προβλήµατος συνοριακών τιµών
(3.6), (3.7), (3.4), παίρνουµε το ακόλουθο πόρισµα.

Πόρισµα 3.9. Υποθέτουµε ότι

g(t, y) ≥ 0, για κάθε t ≥ 0 και για κάθε y ≥ 0.

Επίσης, υποθέτουµε ότι, για κάθε t ≥ 0, η συνάρτηση g(t, ·) είναι αύξουσα στο [0,+∞)
υπό την έννοια ότι g(t, y) ≤ g(t, w) για κάθε y, w µε 0 ≤ y ≤ w.

΄Εστω ότι υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός c µε c > ξ τέτοιος ώστε∫ +∞

0

g(t, c(t+ 1))dt ≤ c− ξ.

Επίσης, υποθέτουµε ότι υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός b > 0 µε b 6= c τέτοιος ώστε,
για κάποιο σταθερό t0 > 0, να ισχύει η σχέση∫ +∞

0

min{t0, t}g(t, bmin{t, 1})dt ≥ b(t0 + 1)− ξt0.

Επιπλέον, στην περίπτωση όπου b > c, υποθέτουµε ότι ισχύει η σχέση∫ +∞

0

g(t, b(t+ 1))dt < +∞.

Τότε το πρόβληµα συνοριακών τιµών (3.6), (3.7), (3.4) έχει τουλάχιστον µια µη αρνητική
λύση x τέτοια ώστε να ικανοποιεί τις σχέσεις (3.20) και (3.21).

Οµοίως, εξειδικεύοντας το Θεώρηµα 3.2 στην περίπτωση του προβλήµατος συνο-
ϱιακών τιµών (3.8), (3.3), (3.4), παίρνουµε το ακόλουθο πόρισµα.

Πόρισµα 3.10. Υποθέτουµε ότι

h(t, y1, . . . , ym) ≥ 0, για κάθε t ≥ 0 και για κάθε y1 ≥ 0, . . . , ym ≥ 0.
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Υποθέτουµε, ακόµη, ότι για κάθε t ≥ 0, η συνάρτηση h(t, ·, . . . , ·) είναι αύξουσα στο
[0,+∞)m υπό την έννοια ότι h(t, y1, . . . , ym) ≤ h(t, w1, . . . , wm, ) για κάθε (y1, . . . , ym),
(w1, . . . , wm) µε 0 ≤ y1 ≤ w1, . . . , 0 ≤ ym ≤ wm. ΄Εστω ότι υπάρχει ένας πραγµατικός
αριθµός c µε c ≥ ‖φ‖[−r,0] και c > ξ τέτοιος ώστε∫ +∞

0

h(t, ρ1(t), . . . , ρm(t))dt ≤ c− ξ,

όπου, για κάθε j ∈ {1, . . . ,m}, η συνάρτηση ρj ∈ C([0,+∞), [0,+∞)) εξαρτάται από
το c και ορίζεται ως

ρj(t) =

{
c, αν 0 ≤ t ≤ Tj(t)

c(t− Tj(t) + 1), αν t ≥ Tj(t).

Επίσης, υποθέτουµε ότι υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός b µε b > 0 και b 6= c τέτοιος
ώστε, για κάποιο σταθερό t0 > 0, να ισχύει η σχέση∫ +∞

0

min{t0, t}h(t, σ1(t), . . . , σm(t))dt ≥ b(t0 + 1)− ξt0,

όπου, για κάθε j ∈ {1, . . . ,m}, η συνάρτηση σj ∈ C([0,+∞), [0,+∞)) εξαρτάται από
τα φ, b και ορίζεται ως

σj(t) =

{
φ(t− Tj(t)), αν 0 ≤ t ≤ Tj(t)

bmin{t− Tj(t), 1}, αν t ≥ Tj(t).

Επιπλέον, στην περίπτωση όπου b > c, υποθέτουµε ότι ισχύει η σχέση∫ +∞

0

h(t, τ1(t), . . . , τm(t))dt < +∞,

όπου, για κάθε j ∈ {1, . . . ,m}, η συνάρτηση τj ∈ C([0,+∞), [0,+∞)) εξαρτάται από
το b και ορίζεται ως

τj(t) =

{
b, αν 0 ≤ t ≤ Tj(t)

b(t− Tj(t) + 1), αν t ≥ Tj(t).

Τότε το πρόβληµα συνοριακών τιµών (3.8), (3.3), (3.4) έχει τουλάχιστον µία λύση x
που ικανοποιεί της σχέσεις (3.20) και (3.21).

Στη συνέχεια, εφαρµόζουµε το Θεώρηµα 3.2, και συγκεκριµένα τα Πορίσµατα 3.9
και 3.10, στις δεύτερης τάξης, µη γραµµικές συνήθεις ή µε υστέρηση, διαφορικές
εξισώσεις τύπου Emden-Fowler.

Θεωρούµε τις δεύτερης τάξης, µη γραµµικές διαφορικές εξισώσεις τύπου Emden-
Fowler

x′′(t) + p(t)|x(t)|γsgn
(
x(t)

)
= 0 (3.43)

και
x′′(t) + p(t)|x(t− r)|γsgn

(
x(t− r)

)
= 0, (3.44)
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όπου p είναι µια µη αρνητική, συνεχής πραγµατική συνάρτηση ορισµένη στο διάστη-
µα [0,+∞), και γ είναι ένας ϑετικός πραγµατικός αριθµός.

Για το πρόβληµα συνοριακών τιµών (3.43), (3.7), (3.4), το Θεώρηµα 3.2, και
συγκεκριµένα το Πόρισµα 3.9, παίρνει την ακόλουθη µορφή:

΄Εστω ότι υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός c µε c > ξ τέτοιος ώστε

cγ
∫ +∞

0

(t+ 1)γp(t)dt ≤ c− ξ.

Επίσης, υποθέτουµε ότι υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός b > 0 µε b 6= c τέτοιος ώστε,
για κάποιο σταθερό t0 > 0, να ισχύει η σχέση

bγ
∫ +∞

0

min{t0, t}(min{t, 1})γp(t)dt ≥ b(t0 + 1)− ξt0.

Τότε το πρόβληµα συνοριακών τιµών (3.43), (3.7), (3.4) έχει τουλάχιστον µια λύση x
που ικανοποιεί τις σχέσεις (3.20) και (3.21).

Οµοίως, για το πρόβληµα συνοριακών τιµών (3.44), (3.3), (3.4), το Θεώρηµα 3.2,
και συγκεκριµένα το Πόρισµα 3.10, παίρνει την ακόλουθη µορφή:

΄Εστω ότι υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός c µε c ≥ ‖φ‖[−r,0] και c > ξ τέτοιος
ώστε

cγ
[ ∫ r

0

p(t)dt+

∫ +∞

r

(t− r + 1)γp(t)dt

]
≤ c− ξ.

Επίσης, υποθέτουµε ότι υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός b > 0 µε b 6= c τέτοιος ώστε,
για κάποιο σταθερό t0 > 0, να ισχύει η σχέση∫ r

0

min{t0, t}[φ(t−r)]γp(t)dt+bγ
∫ ∞
r

min{t0, t}(min{t−r, 1})γp(t)dt ≥ b(t0+1)−ξt0.

Τότε το πρόβληµα συνοριακών τιµών (3.44), (3.3), (3.4) έχει τουλάχιστον µια λύση x
που ικανοποιεί τις σχέσεις (3.20) και (3.21).

Ολοκληρώνουµε αυτήν την παράγραφο µε ένα συγκεκριµένο αριθµητικό πα-
ϱάδειγµα. Θεωρούµε την διαφορική εξίσωση του τύπου Emden-Fowler

x′′(t) + p(t)[x(t)]2sgn
(
x(t)

)
= 0, (3.45)

όπου p είναι µια µη αρνητική, συνεχής πραγµατική συνάρτηση ορισµένη στο διάστη-
µα [0,+∞).

Εφαρµόζοντας το Πόρισµα 3.9 στο πρόβληµα συνοριακών τιµών (3.45), (3.7),
(3.4), καταλήγουµε στο ακόλουθο συµπέρασµα:

΄Εστω ότι υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός c µε c > ξ τέτοιος ώστε

c2
∫ +∞

0

(t+ 1)2p(t)dt ≤ c− ξ. (3.46)

Επίσης, υποθέτουµε ότι υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός b > 0 µε b 6= c τέτοιος ώστε,
για κάποιο σταθερό t0 > 0, να ισχύει η σχέση

b2
∫ +∞

0

min{t0, t}(min{t, 1})2p(t)dt ≥ b(t0 + 1)− ξt0. (3.47)
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Τότε το πρόβληµα συνοριακών τιµών (3.45), (3.7), (3.4) έχει τουλάχιστον µια λύση x
που ικανοποιεί τις σχέσεις (3.20) και (3.21).

Αν ϑέσουµε

ξ := 1, p(t) :=
1

36
e−t, για κάθε t ≥ 0,

τότε η σχέση (3.46) ισχύει αν και µόνον αν ισχύει ότι

6

5
≤ c ≤ 6.

Σηµειώνουµε ότι ο αριθµός c πρέπει να είναι µεγαλύτερος από το ξ = 1. Επίσης,
παρατηρούµε ότι, αν επιλέξουµε t0 := 1, τότε η σχέση (3.47) ικανοποιείται αν και
µόνον αν ισχύει

είτε 0 < b ≤
2[6−

√
15(2 + e−1)]

2− 5e−1
ή b ≥

2[6 +
√

15(2 + e−1)]

2− 5e−1
.

Σηµειώνουµε ακόµα ότι ο αριθµός b πρέπει να είναι ϑετικός. Μπορούµε λοιπόν, για
παράδειγµα, να επιλέξουµε είτε

c =
6

5
και b =

2[6−
√

15(2 + e−1)]

2− 5e−1
,

ή

c = 6 και b =
2[6 +

√
15(2 + e−1)]

2− 5e−1
.

΄Ετσι καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι το πρόβληµα συνοριακών τιµών

x′′(t) +
1

36
e−t[x(t)]2sgn

(
x(t)

)
= 0, x(0) = 0, limt→+∞x

′(t) = 1,

έχει τουλάχιστον δύο µη αρνητικές λύσεις x1 και x2 τέτοιες ώστε

x1(t) ≥
[
supM≥0

x1(M)

M + 1

]
min{t, 1}, x2(t) ≥

[
supM≥0

x2(M)

M + 1

]
min{t, 1}

για κάθε t ≥ 0, και

2[6−
√

15(2 + e−1)]

2− 5e−1
≤ supt≥0

x1(t)

t+ 1
≤ 6

5
,

6 ≤ supt≥0
x2(t)

t+ 1
≤

2[6 +
√

15(2 + e−1)]

2− 5e−1
.





Κεφάλαιο 4

Θεώρηµα Avery–Henderson

4.1 Εισαγωγή

΄Οπως αναφέραµε και στα προηγούµενα κεφάλαια, τα τελευταία χρόνια, έχει πα-
ϱατηρηθεί µεγάλο ενδιαφέρον όσον αφορά την εύρεση συνθηκών οι οποίες µας εγ-
γυώνται την ύπαρξη ϑετικών λύσεων για προβλήµατα συνοριακών τιµών συνήθων
διαφορικών εξισώσεων, καθώς και διαφορικών εξισώσεων µε υστέρηση. Ειδικά για
διαφορικές εξισώσεις µε υστέρηση µπορούµε να αναφέρουµε µεταξύ άλλων τις ερ-
γασίες [40, 44, 55, 61, 71]. Το Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου του Krasnoselskii
(Θεώρηµα 1.28) [35, 46] είναι ένα ευρέως χρησιµοποιούµενο εργαλείο για την ε-
ύρεση τέτοιων συνθηκών, ενώ το ίδιο ϑεώρηµα, µε επανειληµµένες εφαρµογές του,
µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την ύπαρξη περισσότερων από µια ϑετικών λύσεων
(ϐλέπε [27, 28, 40, 43, 63, 84, 85]). Υπάρχουν όµως άλλα ϑεωρήµατα, τα οποία
χωρίς να χρειάζονται επανειληµµένες εφαρµογές τους, µε µία και µόνο εφαρµογή
τους, µας δίνουν συνθήκες που εξασφαλίζουν την ύπαρξη περισσοτέρων από µια ϑε-
τικές λύσεις, για παράδειγµα το Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου των Leggett-Williams
(Θεώρηµα 1.30) [41, 53] και το Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου των Avery-Henderson
(Θεώρηµα 1.29) [6].

Σε αυτό το κεφάλαιο, χρησιµοποιούµε το Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου των Avery-
Henderson (Θεώρηµα 1.29) ([6, 60, 61]) για να µελετήσουµε ένα πρόβληµα συνορια-
κών τιµών. ΄Αλλες εργασίες που χρησιµοποιούν αυτό το ϑεώρηµα είναι, για παράδειγ-
µα, οι [5, 37, 59, 60, 61]. Τα συµπεράσµατα του παρόντος κεφαλαίου αντλήθηκαν
από την εργασία [72].

Θεωρούµε την υστερηµένη διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης

(p(t)x′(t))′ + f(t, xt) = 0, για κάθε t ∈ [0, 1], (4.1)

όπου f : [0, 1]×C([−r, 0], [0,+∞))→ [0,+∞) και p : [0, 1]→ (0,+∞) είναι συνεχείς
συναρτήσεις και η συνάρτηση p είναι αύξουσα και παραγωγίσιµη. Προφανώς 0 <∫ 1

0
1
p(s)

ds < +∞. Επίσης, ϑεωρούµε την αρχική συνθήκη

x0 = φ (4.2)

ή, ισοδύναµα,
x(t) = φ(t), για όλα τα − r ≤ t ≤ 0, (4.3)

49
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όπου φ ∈ C([−r, 0], [0,+∞)) είναι γνωστή συνάρτηση. Υποθέτουµε ακόµη ότι

φ(0) = 0.

Μαζί µε την εξίσωση (4.1) ϑεωρούµε και τη συνοριακή συνθήκη

ax(1) + bp(1)x′(1) = 0, (4.4)

όπου a, b ∈ R.
Οι σχέσεις (4.1), (4.2), (4.4) συνθέτουν ένα πρόβληµα συνοριακών τιµών στο δι-

άστηµα [0, 1]. Με τον όρο λύση του προβλήµατος συνοριακών τιµών (4.1), (4.2), (4.4)
εννοούµε µια συνάρτηση x ∈ C([−r, 1],R) τέτοια ώστε η x′′ να υπάρχει στο διάστη-
µα [0, 1], η x να ικανοποιεί τη συνθήκη (4.4) και για µια δοσµένη συνάρτηση φ να
ικανοποιεί την εξίσωση (4.1) και τη συνθήκη (4.2).

Σκοπός µας σε αυτό το κεφάλαιο είναι να παρουσιάσουµε ικανές συνθήκες για
την ύπαρξη ϑετικών λύσεων του προβλήµατος συνοριακών τιµών (4.1), (4.2), (4.4),
στηριζόµενοι στο Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου των Avery-Henderson (Θεώρηµα 1.29,
ϐλέπε [6, 60, 61]). Σχετικές είναι και οι εργασίες [3, 40]. Χρησιµοποιώντας αυτό
το ϑεώρηµα, δείχνουµε ότι το πρόβληµα συνοριακών τιµών (4.1), (4.2), (4.4) έχει
τουλάχιστον δύο ϑετικές λύσεις, οι οποίες πληρούν κάποιες συγκεκριµένες ιδιότητες.

Στη συνέχεια, παραθέτουµε τρεις υποθέσεις, καθώς επίσης και µια σειρά ληµ-
µάτων, τα οποία είναι απαραίτητα για τα ϑεωρήµατα που παρουσιάζουµε στην ε-
πόµενη παράγραφο.

(H1) Ορίζουµε P : [0, 1]→ [0,+∞) και A : [0, 1]→ R ως

P (t) :=

∫ t

0

1

p(s)
ds, για κάθε t ∈ [0, 1]

και

A(t) := a

∫ 1

t

1

p(s)
ds+ b, για κάθε t ∈ [0, 1].

Υποθέτουµε ότι, για τις σταθερές a, b και τις συναρτήσεις A,P ισχύει

A(0) = aP (1) + b 6= 0 και aA(0) = a(aP (1) + b) ≤ 0.

Σηµείωση 4.1. Η υπόθεση (H1) είναι ισοδύναµη µε τις

a 6= − b

P (1)
και min

{
0,− b

P (1)

}
≤ a ≤ max

{
0,− b

P (1)

}
.

Τώρα, για κάθε φ ∈ C([−r, 0], [0,+∞)) µε φ(0) = 0, ϑεωρούµε τον τελεστή T :
C([−r, 1],R)→ C([−r, 1],R) ο οποίος ορίζεται ως

(Tx)(t) :=

{
φ(t), για κάθε − r ≤ t ≤ 0∫ 1

0
G(t, s)f(s, xs(·;φ))ds, για κάθε 0 ≤ t ≤ 1,
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όπου

G(t, s) :=
1

A(0)

{
P (t)A(s), 0 ≤ t ≤ s ≤ 1

P (s)A(t), 0 ≤ s ≤ t ≤ 1.

Η συνάρτηση G(t, s), που ορίζουµε παραπάνω, είναι η συνάρτηση Green του αν-
τίστοιχου οµογενούς προβλήµατος συνοριακών τιµών, δηλαδή του προβλήµατος

(p(t)x′(t))′ = 0, x(0) = 0, ax(1) + bp(1)x′(1) = 0.

Ο τελεστής T είναι µια καλά ορισµένη απεικόνιση αφού προφανώς Tx ∈ C([−r, 1],R)
για κάθε x ∈ C([−r, 1],R).

Λήµµα 4.2. Μια συνάρτηση x ∈ C([−r, 1],R) είναι λύση του προβλήµατος συνορια-
κών τιµών (4.1), (4.2), (4.4) αν και µόνον αν η συνάρτηση x είναι σταθερό σηµείο του
τελεστή T .

Απόδειξη. ΄Εστω x µια συνάρτηση στο C([−r, 1],R).
Υποθέτουµε, πρώτα, ότι η συνάρτηση x είναι λύση του προβλήµατος συνοριακών

τιµών (4.1), (4.2), (4.4). Τότε έχουµε ότι

(p(t)x′(t))′ = −f(t, xt), για κάθε t ∈ [0, 1],

και ολοκληρώνοντας στο [0, t] για t ∈ [0, 1] έχουµε,

p(t)x′(t)− p(0)x′(0) = −
∫ t

0

f(s, xs)ds, για κάθε t ∈ [0, 1],

άρα και για t = 1,

p(1)x′(1)− p(0)x′(0) = −
∫ 1

0

f(s, xs)ds,

οπότε παίρνουµε τη σχέση

bp(1)x′(1) = bp(0)x′(0)−
∫ 1

0

bf(s, xs)ds. (4.5)

΄Εχουµε,

x′(t) =
p(0)x′(0)

p(t)
− 1

p(t)

∫ t

0

f(s, xs)ds, για κάθε t ∈ [0, 1],

οπότε ολοκληρώνοντας στο [0, t] για t ∈ [0, 1] έχουµε,

x(t)− x(0) =

∫ t

0

p(0)x′(0)

p(s)
ds−

∫ t

0

1

p(s)

∫ s

0

f(r, xr)drds, για κάθε t ∈ [0, 1],

άρα και για t = 1,

x(1)− x(0) =

∫ 1

0

p(0)x′(0)

p(s)
ds−

∫ 1

0

1

p(s)

∫ s

0

f(r, xr)drds.
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΄Οµως από το γεγονός ότι φ(0) = 0 και ότι η λύση x είναι συνεχής στο µηδέν έπεται
ότι x(0) = 0. Εποµένως η τελευταία σχέση γίνεται,

x(1) =

∫ 1

0

p(0)x′(0)

p(s)
ds−

∫ 1

0

1

p(s)

∫ s

0

f(r, xr)drds,

από την οποία παίρνουµε τη σχέση

ax(1) = ap(0)x′(0)

∫ 1

0

1

p(s)
ds−

∫ 1

0

a

p(s)

∫ s

0

f(r, xr)drds. (4.6)

Τώρα,από τις σχέσεις (4.5), (4.6) και τη συνοριακή συνθήκη (4.4) παίρνουµε ότι,

(aP (1) + b)p(0)x′(0) =

∫ 1

0

bf(s, xs)ds+

∫ 1

0

a

p(s)

∫ s

0

f(r, xr)drds,

δηλαδή,

x′(0) =
1

A(0)p(0)

(∫ 1

0

(
bf(s, xs) +

a

p(s)

∫ s

0

f(r, xr)dr

)
ds

)
.

Εποµένως,

x(t) =
1

A(0)

(∫ 1

0

(
bf(s, xs) +

a

p(s)

∫ s

0

f(r, xr)dr

)
ds

)
P (t)

−
∫ t

0

1

p(s)

∫ s

0

f(r, xr)drds.

΄Εχουµε, ∫ 1

0

a

p(s)

∫ s

0

f(r, xr)drds =

∫ 1

0

∫ s

0

a

p(s)
f(r, xr)drds

=

∫ 1

0

∫ 1

r

a

p(s)
f(r, xr)dsdr

=

∫ 1

0

(∫ 1

r

a

p(s)
ds

)
f(r, xr)dr

=

∫ 1

0

(A(r)− b)f(r, xr)dr,

συνεπώς, ∫ 1

0

bf(s, xs)ds+

∫ 1

0

a

p(s)

∫ s

0

f(r, xr)drds =

∫ 1

0

A(r)f(r, xr)dr.
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Ακόµη, ∫ t

0

1

p(s)

∫ s

0

f(r, xr)drds =

∫ t

0

∫ s

0

1

p(s)
f(r, xr)drds

=

∫ t

0

∫ t

r

1

p(s)
f(r, xr)dsdr

=

∫ t

0

(∫ t

r

1

p(s)
ds

)
f(r, xr)dr.

Συνδυάζοντας τα παραπάνω προκύπτει ότι,

x(t) =
1

A(0)
P (t)

∫ 1

0

A(s)f(s, xs)ds−
∫ t

0

(∫ t

s

1

p(r)
dr

)
f(s, xs)ds

=
1

A(0)

∫ 1

t

P (t)A(s)f(s, xs)ds+
1

A(0)

∫ t

0

P (t)A(s)f(s, xs)ds

−
∫ t

0

(∫ t

s

1

p(r)
dr

)
f(s, xs)ds.

Επιπρόσθετα,

1

A(0)

∫ t

0

P (t)A(s)f(s, xs)ds−
∫ t

0

(∫ t

s

1

p(r)
dr

)
f(s, xs)ds

=
1

A(0)

∫ t

0

(∫ t

0

1

p(r)
dr

)(
a

∫ 1

s

1

p(r)
dr + b

)
f(s, xs)ds

− 1

A(0)

∫ t

0

(
a

∫ 1

0

1

p(r)
dr + b

)(∫ t

s

1

p(r)
dr

)
f(s, xs)ds

=
1

A(0)

∫ t

0

[(∫ t

0

1

p(r)
dr

)(
a

∫ 1

s

1

p(r)
dr + b

)

−

(
a

∫ 1

0

1

p(r)
dr + b

)(∫ t

s

1

p(r)
dr

)]
f(s, xs)ds.

΄Οµως,(∫ t

0

1

p(r)
dr

)(
a

∫ 1

s

1

p(r)
dr + b

)
−

(
a

∫ 1

0

1

p(r)
dr + b

)(∫ t

s

1

p(r)
dr

)

=a

∫ t

0

1

p(r)
dr

∫ 1

s

1

p(r)
dr + b

∫ t

0

1

p(r)
dr − a

∫ t

s

1

p(r)
dr

∫ 1

0

1

p(r)
dr − b

∫ t

s

1

p(r)
dr

=b

∫ s

0

1

p(r)
dr + a

(∫ t

0

1

p(r)
dr

∫ 1

s

1

p(r)
dr −

∫ t

s

1

p(r)
dr

∫ 1

0

1

p(r)
dr

)
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Ακόµη, ∫ t

0

1

p(r)
dr

∫ 1

s

1

p(r)
dr −

∫ t

s

1

p(r)
dr

∫ 1

0

1

p(r)
dr

=

∫ t

0

1

p(r)
dr

∫ 1

s

1

p(r)
dr −

∫ t

s

1

p(r)
dr

∫ 1

0

1

p(r)
dr

+

∫ t

0

1

p(r)
dr

∫ s

0

1

p(r)
dr −

∫ t

0

1

p(r)
dr

∫ s

0

1

p(r)
dr

=

∫ t

0

1

p(r)
dr

∫ 1

0

1

p(r)
dr −

∫ t

s

1

p(r)
dr

∫ 1

0

1

p(r)
dr −

∫ t

0

1

p(r)
dr

∫ s

0

1

p(r)
dr

=

∫ s

0

1

p(r)
dr

∫ 1

0

1

p(r)
dr −

∫ t

0

1

p(r)
dr

∫ s

0

1

p(r)
dr

=

∫ s

0

1

p(r)
dr

∫ 1

t

1

p(r)
dr

=P (s)

∫ 1

t

1

p(r)
dr.

΄Αρα, (∫ t

0

1

p(r)
dr

)(
a

∫ 1

s

1

p(r)
dr + b

)
−

(
a

∫ 1

0

1

p(r)
dr + b

)(∫ t

s

1

p(r)
dr

)

=bP (s) + aP (s)

∫ 1

t

1

p(r)
dr

=P (s)A(t).

Εποµένως,

1

A(0)

∫ t

0

P (t)A(s)f(s, xs)ds−
∫ t

0

(∫ t

s

1

p(r)
dr

)
f(s, xs)ds

=
1

A(0)

∫ t

0

P (s)A(t)f(s, xs)ds.

Συνεπώς,

x(t) =
1

A(0)

∫ 1

t

P (t)A(s)f(s, xs)ds+
1

A(0)

∫ t

0

P (s)A(t)f(s, xs)ds,

για κάθε t ∈ [0, 1]. ∆ηλαδή (Tx)(t) = x(t) για κάθε t ∈ [0, 1]. Από τη συνθήκη (4.3)
έχουµε ότι x(t) = φ(t) για κάθε t ∈ [−r, 0]. ΄Αρα, (Tx)(t) = x(t) για κάθε t ∈ [−r, 0].
Κατά συνέπεια, (Tx)(t) = x(t) για κάθε t ∈ [−r, 1] άρα Tx = x. Εποµένως, η
συνάρτηση x είναι ένα σταθερό σηµείο του τελεστή T .

Αντίστροφα, έστω x ένα σταθερό σηµείο του τελεστή T . Τότε ισχύει ότι

x(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s, xs)ds, για κάθε t ∈ [0, 1].
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Παραγωγίζοντας τη τελευταία σχέση παίρνουµε ότι,

x′(t) =

∫ 1

0

d

dt
G(t, s)f(s, xs)ds

=
1

A(0)

∫ t

0

P (s)
d

dt
A(t)f(s, xs)ds+

1

A(0)

∫ 1

t

A(s)
d

dt
P (t)f(s, xs)ds

=
1

A(0)

∫ t

0

− a

p(t)
P (s)f(s, xs)ds+

1

A(0)

∫ 1

t

1

p(t)
A(s)f(s, xs)ds.

Εποµένως,

p(t)x′(t) = − 1

A(0)

∫ t

0

aP (s)f(s, xs)ds+
1

A(0)

∫ 1

t

A(s)f(s, xs)ds,

και παραγωγίζοντας ξανά παίρνουµε ότι,

(p(t)x′(t))′ = −aP (t)f(t, xt)

A(0)
− A(t)f(t, xt)

A(0)

= −(A(t) + aP (t))f(t, xt)

A(0)

= −A(0)f(t, xt)

A(0)
= −f(t, xt)

για κάθε t ∈ [0, 1]. ΄Αρα η συνάρτηση x ικανοποιεί την εξίσωση (4.1). Ακόµη,
x(t) = T (x) = φ(t) για κάθε t ∈ [−r, 0], άρα ικανοποιείται η συνθήκη (4.3), δηλαδή
η συνθήκη (4.2). Τέλος, από τις παραπάνω σχέσεις έχουµε ότι

ax(1) + bp(1)x′(1) = 0,

οπότε ικανοποιείται και η συνοριακή συνθήκη (4.4), δηλαδή η συνάρτηση x είναι
λύση του προβλήµατος συνοριακών τιµών (4.1), (4.2), (4.4).

Σε αυτό το σηµείο ορίζουµε το σύνολο

K := {x ∈ C([−r, 1],R) : x(t) ≥ 0, t ∈ [−r, 1], x|[0,1] είναι
δύο ϕορές παραγωγίσιµη, αύξουσα και κοίλη},

το οποίο είναι ένας κώνος στο C([−r, 1],R). Πραγµατικά, έστω µια ακολουθία συ-
ναρτήσεων (x[ν])ν≥1 εντός του K και µια συνάρτηση x ∈ C([−r, 1],R) τέτοια ώστε

‖ · ‖[−r,1] − limν→+∞x
[ν] = x.

Από τη τελευταία σχέση συνεπάγεται ότι

limν→+∞x
[ν](t) = x(t), για κάθε t ∈ [−r, 1].

Επειδή x[ν] ∈ K για κάθε ν ≥ 1, ισχύει ότι x[ν](t) ≥ 0 για κάθε t ∈ [−r, 1] και για
κάθε ν ≥ 1, εποµένως x(t) ≥ 0 για κάθε t ∈ [−r, 1]. Επίσης, ισχύει ότι (x[ν])′(t) ≥ 0
και (x[ν])′′(t) ≤ 0 για κάθε t ∈ [0, 1] αφού x[ν] ∈ K για κάθε ν ≥ 1. Ακόµη, ισχύει ότι

limν→+∞(x[ν])′(t) = x′(t), για κάθε t ∈ [0, 1]
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και
limν→+∞(x[ν])′′(t) = x′′(t), για κάθε t ∈ [0, 1].

Εποµένως, ισχύει ότι

x′(t) ≥ 0 για κάθε t ∈ [0, 1] και x′′(t) ≤ 0 για κάθε t ∈ [0, 1],

από το οποίο συνεπάγεται ότι η συνάρτηση x είναι αύξουσα και κοίλη στο διάστηµα
[0, 1], οπότε x ∈ K και συνεπώς το σύνολο K είναι κλειστό στο C([−r, 1],R). Τώρα,
για κάθε x, y ∈ K και για κάθε κ, λ ≥ 0, έχουµε ότι

(κx+ λy)(t) = κx(t) + λy(t) ≥ 0, για κάθε t ∈ [−r, 1],

(κx+ λy)′(t) = κx′(t) + λy′(t) ≥ 0, για κάθε t ∈ [0, 1],

(κx+ λy)′′(t) = κx′′(t) + λy′′(t) ≤ 0, για κάθε t ∈ [0, 1],

΄Αρα, κx+ λy ∈ K. Τέλος, αν x,−x ∈ K τότε έχουµε ότι

x(t) ≥ 0, για κάθε t ∈ [−r, 1], και (−x)(t) ≥ 0, για κάθε t ∈ [−r, 1].

Εποµένως, x(t) = 0 για κάθε t ∈ [−r, 1], δηλαδή x = 0. Συνεπώς, το σύνολο K είναι
ένας κώνος µέσα στο C([−r, 1],R).

Λήµµα 4.3 ([44]). ΄Εστω x : [0, 1]→ R µια µη αρνητική, αύξουσα και κοίλη συνάρτη-
ση. Τότε, x(t) ≥ t‖x‖[0,1], για κάθε t ∈ [0, 1].

Απόδειξη. Για κάθε t ∈ [0, 1], επειδή η συνάρτηση x είναι µη αρνητική, αύξουσα και
κοίλη, έχουµε

x(t) = x((1− t)0 + t) ≥ (1− t)x(0) + tx(1) ≥ tx(1) = t‖x‖[0,1].

Θεωρούµε τώρα, 0 < r1 ≤ r2 ≤ r3 ≤ 1 και τα ακόλουθα συναρτησοειδή

γ(x) = x(r1), για κάθε x ∈ K,

θ(x) = x(r2), για κάθε x ∈ K,
α(x) = x(r3), για κάθε x ∈ K.

Τα α, γ είναι µη αρνητικά, αύξοντα και συνεχή συναρτησοειδή ως προς τον κώνο K,
και το θ είναι µη αρνητικό και συνεχές συναρτησοειδές στο K µε θ(0) = 0. Επίσης,
ισχύει ότι

γ(x) ≤ θ(x) ≤ α(x), για κάθε x ∈ K, (4.7)

επειδή κάθε συνάρτηση x ∈ K είναι αύξουσα στο [0, 1]. Επιπλέον, για κάθε x ∈ K,
από το Λήµµα 4.3 έχουµε ότι γ(x) = x(r1) ≥ r1‖x‖[0,1]. ΄Αρα ισχύει η σχέση

‖x‖[0,1] ≤
1

r1
γ(x), για κάθε x ∈ K. (4.8)

Από τον ορισµό του συναρτησοειδούς θ παρατηρούµε ότι

θ(λx) = λθ(x), για κάθε 0 ≤ λ ≤ 1 και για κάθε x ∈ K.

Σε αυτό το σηµείο αναφέρουµε τις ακόλουθες υποθέσεις :
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(H2) Υπάρχει σταθεράM > 0, συνεχής συνάρτηση u : [0, 1]→ [0,+∞) και συνάρτη-
ση L : [0,+∞) → [0,+∞), η οποία είναι αύξουσα στο διάστηµα [0,M ], τέτοια
ώστε για κάθε t ∈ [0, 1] και για κάθε y ∈ C([−r, 0], [0,+∞)) να ισχύει

f(t, y) ≤ u(t)L(‖y‖[−r,0]),

και

L(M)

∫ 1

0

G(r2, s)u(s)ds < Mr2.

(H3) Υπάρχουν σταθερές δ ∈ (0, 1), η1, η3 ∈ (0,+∞), και συναρτήσεις τ : [0, 1] →
[0, r], συνεχής v : [0, 1]→ [0,+∞) και αύξουσα w : [0,+∞)→ [0,+∞) τέτοιες
ώστε για κάθε t ∈ X και για κάθε y ∈ C([−r, 0], [0,+∞)) να ισχύει

f(t, y) ≥ v(t)w (y (−τ(t))) ,

όπου
X := {t ∈ [0, 1] : δ ≤ t− τ(t) ≤ 1},

sup{v(t) : t ∈ X} > 0,

w(ηi)

∫
X

G(ri, s)v(s)ds >
ηi
δ
, για κάθε i ∈ {1, 3},

0 < η3 < Mδr2 < η1,

και M όπως είναι ορισµένο στην υπόθεση (H2).

Λήµµα 4.4. Υποθέτουµε ότι ισχύει η (H1). Τότε

( i) A(t)
A(0)

> 0, για κάθε t ∈ [0, 1].

( ii) A′(t)
A(0)
≥ 0, για κάθε t ∈ [0, 1].

( iii) (Tx)(t) ≥ 0, για κάθε t ∈ [0, 1] και για κάθε x ∈ K.

( iv) (Tx)′(t) ≥ 0, για κάθε t ∈ [0, 1] και για κάθε x ∈ K.

(v) T (K) ⊆ K.

Απόδειξη. (i) Για κάθε t ∈ [0, 1], λόγω και της σχέσης aA(0) ≤ 0, παίρνουµε ότι

A(t)

A(0)
=
a
∫ 1

t
1
p(s)

ds+ b

A(0)

=
a

A(0)

∫ 1

t

1

p(s)
ds+

b

A(0)

≥ a

A(0)

∫ 1

0

1

p(s)
ds+

b

A(0)

=
a
∫ 1

0
1
p(s)

ds+ b

A(0)
= 1.

Εποµένως, A(t)
A(0)

> 0, για κάθε t ∈ [0, 1].
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(ii) Από την υπόθεση (H1) έχουµε ότι a
A(0)

≤ 0. Αυτό σε συνδυασµό µε το ότι
p(t) > 0, για κάθε t ∈ [0, 1], δίνει ότι, για κάθε t ∈ [0, 1], έχουµε

A′(t)

A(0)
=
− a
p(t)

A(0)
= − a

A(0)

1

p(t)
≥ 0.

(iii) Από τον ορισµό του τελεστή T , έχουµε

(Tx)(t) =
A(t)

A(0)

∫ t

0

P (s)f(s, xs)ds+ P (t)

∫ 1

t

A(s)

A(0)
f(s, xs)ds, για t ∈ [0, 1].

Επιπλέον, αν x ∈ K τότε xt ≥ 0, για κάθε t ∈ [0, 1], οπότε από τον ορισµό της
συνάρτησης f έχουµε ότι f(t, xt) ≥ 0, για κάθε t ∈ [0, 1]. ΄Αρα χρησιµοποιώντας
το (i) καταλήγουµε στο ότι (Tx)(t) ≥ 0, για κάθε t ∈ [0, 1] και για κάθε x ∈ K.

(iv) Από τον ορισµό του τελεστή T , για κάθε t ∈ [0, 1], έχουµε ότι

(Tx)′(t) =A′(t)

∫ t

0

1

A(0)
P (s)f(s, xs)ds+ A(t)

1

A(0)
P (t)f(t, xt)

+ P ′(t)

∫ 1

t

1

A(0)
A(s)f(s, xs)ds− P (t)

1

A(0)
A(t)f(t, xt)

=
A′(t)

A(0)

∫ t

0

P (s)f(s, xs)ds+ P ′(t)

∫ 1

t

A(s)

A(0)
f(s, xs)ds.

΄Αρα, χρησιµοποιώντας τα (i) και (ii), το ότι f(t, xt) ≥ 0, για κάθε t ∈ [0, 1] και
για κάθε x ∈ K, και το ότι P ′(t) = 1

p(t)
> 0, για κάθε t ∈ [0, 1], συµπεραίνουµε

ότι (Tx)′(t) ≥ 0, για κάθε t ∈ [0, 1] και για κάθε x ∈ K.

(v) ΄Εστω µια συνάρτηση x ∈ K. Από το (iii) και το γεγονός ότι (Tx)(t) = φ(t) ≥ 0,
για κάθε t ∈ [−r, 0] συνεπάγεται ότι (Tx)(t) ≥ 0, για κάθε t ∈ [−r, 1]. Επίσης,
από το (iv), συµπεραίνουµε ότι η συνάρτηση Tx|[0,1] είναι αύξουσα. Τέλος, για
x ∈ K συνεπάγεται ότι xt ≥ 0, για κάθε t ∈ [0, 1]. Εποµένως για κάθε t ∈ [0, 1],
από τα (i), (ii), από τον ορισµό της f και από την υπόθεση (H1) έχουµε ότι,

(Tx)′′(t) =
A′′(t)

A(0)

∫ t

0

P (s)f(s, xs)ds+
A′(t)

A(0)
P (t)f(t, xt)

+ P ′′(t)

∫ 1

t

A(s)

A(0)
f(s, xs)ds− P ′(t)

A(t)

A(0)
f(t, xt),

όµως,
A′′(t)

A(0)
=

a

A(0)

p′(t)

p2(t)
≤ 0

και

P ′′(t) = − p
′(t)

p2(t)
≤ 0,
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αφού η συνάρτηση p είναι αύξουσα, και επιπλέον, ισχύει ότι,

P ′(t)A(t)− A′(t)P (t) = a
1

p(t)

∫ t

0

1

p(s)
ds+

(
a

∫ 1

t

1

p(s)
ds+ b

)
1

p(t)

=
a

p(t)

∫ 1

0

1

p(s)
ds+

b

p(t)
=
A(0)

p(t)
.

΄Αρα,

−(P ′(t)A(t)− A′(t)P (t))

A(0)
f(t, xt) = − A(0)

p(t)A(0)
f(t, xt)

= −f(t, xt)

p(t)
≤ 0.

Εποµένως, (Tx)′′(t) ≤ 0 για κάθε t ∈ [0, 1] και συνεπώς η Tx είναι κοίλη. ΄Αρα,
Tx ∈ K, δηλαδή T (K) ⊆ K.

4.2 Θεώρηµα ύπαρξης λύσης για το ΠΣΤ

Θεώρηµα 4.5. Υποθέτουµε ότι ισχύουν οι υποθέσεις (H1)−(H3) και ότι ‖φ‖[−r,0] < M .
Τότε το πρόβληµα συνοριακών τιµών (4.1), (4.2), (4.4) έχει τουλάχιστον δύο λύσεις
x1, x2, οι οποίες είναι κοίλες και αύξουσες στο διάστηµα [0, 1], ϑετικές στο διάστηµα
[−r, 1] και τέτοιες ώστε να ισχύει

x1(r3) >
η3
δ
, x1(r2) < Mr2, x2(r2) > Mr2 και x2(r1) <

η1
δ
.

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι ο τελεστής T είναι πλήρως συνεχής. Αρχικά δείχνουµε ότι
το σύνολο T (K), είναι σχετικά συµπαγές. Πράγµατι, λαµβάνοντας υπόψη το γεγονός
ότι κάθε συνάρτηση x ∈ K, για την οποία x(t) = φ(t) για κάθε t ∈ [−r, 0], ικανοποιεί
τη σχέση (Tx)(t) = φ(t) για κάθε t ∈ [−r, 0], καταλήγουµε στο συµπέρασµα πως
αρκεί να αποδείξουµε ότι το σύνολο

U = {((Tx)([0, 1]) : x ∈ K}

είναι σχετικά συµπαγές στο χώρο Banach C([0, 1],R). Χρησιµοποιούµε το Θεώρηµα
των Arzela-Ascoli (Θεώρηµα 1.24), γιατί δουλεύουµε σε ένα χώρο Banach συναρ-
τήσεων ορισµένων στο συµπαγές σύνολο [0, 1]. ΄Εστω, λοιπόν, ένα x ∈ K. Τότε
υπάρχει ένα c1 > 0 τέτοιο ώστε ‖x‖[0,1] ≤ c1. Ακόµη, η συνάρτηση φ είναι ορισµένη
σε συµπαγές σύνολο άρα υπάρχει ένα c2 > 0 τέτοιο ώστε ‖φ‖[−r,0] ≤ c2. Εποµένως,
για τη συνάρτηση xt(·, φ) ισχύει ότι, ‖xt(·, φ)‖[−r,0] ≤ c3, όπου c3 = max{c1, c2}.
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Τότε, λαµβάνοντας υπόψη τη συνθήκη (H2) έχουµε ότι

|(Tx)(t)| =
∫ 1

0

G(t, s)f(s, xs(·;φ))ds

=
A(t)

A(0)

∫ t

0

P (s)f(s, xs(·;φ))ds+ P (t)

∫ 1

t

A(s)

A(0)
f(s, xs(·;φ))ds

≤ A(0)

A(0)

∫ t

0

P (1)f(s, xs(·;φ))ds+ P (1)

∫ 1

t

A(0)

A(0)
f(s, xs(·;φ))ds

= P (1)

∫ 1

0

f(s, xs(·;φ))ds

≤ P (1)L(c3)

∫ 1

0

u(s)ds,

από όπου συνεπάγεται ότι ‖Tx‖[0,1] ≤ P (1)L(c3)
∫ 1

0
u(s)ds < +∞, αφού η συνάρτηση

u είναι συνεχής άρα και ολοκληρώσιµη. Συνεπώς το σύνολο U είναι οµοιόµορφα
ϕραγµένο.

΄Εστω επίσης x ∈ K, ε > 0 και t1, t2 ∈ R τέτοια ώστε 0 ≤ t1 ≤ t2. Ισχύει ότι∫ 1

0

f(s, xs(·;φ))ds ≤ L(c3)

∫ 1

0

u(s)ds < +∞.

Θέτουµε ε1 := ε∫ 1
0 f(s,xs(·;φ))ds

. Υποθέτουµε ότι
∫ 1

0
f(s, xs(·;φ))ds 6= 0. Η συνάρτηση

G(t, ·) είναι οµοιόµορφα συνεχής, οπότε για το ε1, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε αν
|t1 − t2| < δ να έχουµε ότι

|G(t2, ·)−G(t1, ·)| < ε1.

Εποµένως

|Tx(t1)− Tx(t2)| ≤
∫ 1

0

|G(t2, ·)−G(t1, ·)|f(s, xs(·;φ))ds

<

∫ 1

0

ε1f(s, xs(·;φ))ds

=

∫ 1

0

ε∫ 1

0
f(s, xs(·;φ))ds

f(s, xs(·;φ))ds

= ε,

δηλαδή το σύνολο U είναι ισοσυνεχές.
΄Αρα σύµφωνα µε το Θεώρηµα 1.24, το σύνολο U είναι σχετικά συµπαγές, επο-

µένως και το σύνολο T (K) είναι σχετικά συµπαγές.
Στο επόµενο ϐήµα αποδεικνύουµε πως ο τελεστής T είναι συνεχής στο διάστηµα

[0, 1]. ΄Εστω x ∈ K µια συνάρτηση και (x[ν])ν≥1 µια ακολουθία συναρτήσεων του K
µε

‖ · ‖[0,1] − limν→+∞x
[ν] = x.
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Ισχύει ότι
limν→+∞x

[ν](t) = x(t) οµοιόµορφα για τα t ∈ [0, 1].

Επιπλέον, η υπόθεση (H2) εξασφαλίζει ότι η ακολουθία συναρτήσεων f(t, x
[ν]
t (·;φ))

είναι ϕραγµένη από µια ολοκληρώσιµη συνάρτηση, για κάθε t ∈ [0, 1]. Λαµβάνοντας
αυτό υπόψη, εφαρµόζουµε το Θεώρηµα Κυριαρχούµενης Σύγκλισης του Lebesgue
και για t ∈ [0, 1] έχουµε,

limν→+∞

∫ 1

0

G(t, s)f(s, x[ν]s (·;φ))ds =

∫ 1

0

G(t, s)f(s, xs(·;φ))ds.

Αυτό εξασφαλίζει την κατά σηµείο σύγκλιση

limν→+∞(Tx[ν])(t) = (Tx)(t), για όλα τα t ∈ [0, 1]. (4.9)

Αρκεί λοιπόν να εξασφαλίσουµε ότι η σύγκλιση αυτή είναι επίσης ‖ · ‖[0,1]-σύγκλιση,
δηλαδή ότι

‖ · ‖[0,1] − limν→+∞Tx
[ν] = Tx.

Για να το αποδείξουµε αυτό, ϑεωρούµε µια τυχαία υπακολουθία (Tx[µν ])ν≥1 της
(Tx[ν])ν≥1. Επειδή το T (K) είναι σχετικά συµπαγές ως προς το χώρο C([0, 1],R),
συνεπάγεται ότι υπάρχει υπακολουθία (Tx[µλν ])ν≥1 της (Tx[µν ])ν≥1 η οποία συγκλίνει
σε µια συνάρτηση m ∈ C([0, 1],R) ως προς τη στάθµη ‖ · ‖[0,1], δηλαδή

‖ · ‖[0,1] − limν→+∞Tx
[µλν ] = m.

Από τη σχέση αυτή παίρνουµε και την κατά σηµείο σύγκλιση

limν→+∞(Tx[µλν ])(t) = m(t), για κάθε t ∈ [0, 1].

΄Οµως από τη σχέση (4.9) έχουµε και ότι

limν→+∞(Tx[µλν ])(t) = Tx(t), για κάθε t ∈ [0, 1].

΄Αρα από τη µοναδικότητα του ορίου προκύπτει ότι Tx(t) = m(t) για κάθε t ∈ [0, 1],
δηλαδή Tx = m. Οπότε

‖ · ‖[0,1] − limν→+∞Tx
[µν ] = ‖ · ‖[0,1] − limν→+∞Tx

[µλν ] = Tx.

΄Αρα κάθε υπακολουθία της (Tx[ν])ν≥1 συγκλίνει στο ίδιο Tx. Εποµένως

‖ · ‖[0,1] − limν→+∞Tx
[ν] = Tx.

Συνεπώς η απεικόνιση T είναι συνεχής. ΄Αρα, από την Παρατήρηση 1.15, η απει-
κόνιση T είναι πλήρως συνεχής.

Τώρα ας είναι a, b, c σταθερές τέτοιες ώστε c = η1
δ
, b = Mr2 και a = η3

δ
. Από

το Λήµµα 4.4 έχουµε ότι T : K(γ, c) → K. ΄Εστω, ακόµη, ένα x ∈ ∂K(γ, c). Τότε
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γ(x) = x(r1) = c και εποµένως ‖x‖[0,1] ≥ c. Από την υπόθεση (H3) και το γεγονός
ότι η συνάρτηση x είναι αύξουσα στο διάστηµα [0, 1], παίρνουµε ότι

γ(Tx) = (Tx)(r1)

=

∫ 1

0

G(r1, s)f(s, xs)ds

≥
∫
X

G(r1, s)f(s, xs)ds

≥
∫
X

G(r1, s)v(s)w (xs (−τ(s))) ds

=

∫
X

G(r1, s)v(s)w (x (s− τ(s))) ds

≥
∫
X

G(r1, s)v(s)w(x(δ))ds.

Επίσης, από την υπόθεση (H3), τον τρόπο που ορίστηκε ο κώνος K και το Λήµµα
4.3, έχουµε ότι

γ(Tx) ≥
∫
X

G(r1, s)v(s)w(δ‖x‖[0,1])ds

≥ w(δc)

∫
X

G(r1, s)v(s)ds

= w(η1)

∫
X

G(r1, s)v(s)ds

>
η1
δ

= c.

Αυτό σηµαίνει ότι η συνθήκη (i) του Θεωρήµατος 1.29 ικανοποιείται.
Τώρα, έστω ένα x ∈ ∂K(θ, b). Τότε θ(x) = x(r2) = b και εποµένως από το Λήµµα

4.3 έχουµε ότι

‖x‖[0,1] ≤
1

r2
x(r2) =

1

r2
b = M.

Επιπλέον, από την υπόθεση έχουµε ότι ‖φ‖[−r,0] < M , άρα ισχύει ότι ‖x‖[−r,1] < M .
Τώρα, από την υπόθεση (H2), έχουµε ότι

θ(Tx) = (Tx)(r2)

=

∫ 1

0

G(r2, s)f(s, xs)ds

≤
∫ 1

0

G(r2, s)u(s)L(‖xs‖[−r,0])ds

<

∫ 1

0

G(r2, s)u(s)L(M)ds

= L(M)

∫ 1

0

G(r2, s)u(s)ds < Mr2 = b.
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Εποµένως, η συνθήκη (ii) του Θεωρήµατος 1.29 επίσης ικανοποιείται.
Ορίζουµε τη συνάρτηση y : [−r, 1] → R ως y(t) = a

2
. Τότε y ∈ K ως σταθερή και

α(y) = a
2
< a, άρα K(α, a) 6= ∅. Επίσης, έστω ένα x ∈ ∂K(α, a). Τότε έχουµε ότι

α(x) = x(r3) = a και εποµένως ‖x‖[0,1] ≥ a. Τώρα, όπως και για το συναρτησοειδές
γ, έχουµε ότι

α(Tx) ≥ w(η3)

∫
X

G(r3, s)v(s)ds >
η3
δ

= a.

Συνεπώς, η συνθήκη (iii) του Θεωρήµατος 1.29 ικανοποιείται.
Τέλος, εφαρµόζουµε το Θεώρηµα 1.29 και έχουµε το Ϲητούµενο αποτέλεσµα.

Σηµείωση 4.6. Οι λύσεις x1, x2 του Θεωρήµατος 4.5 είναι και οι δύο αύξουσες στο
διάστηµα [0, 1]. ΄Αρα, στην ειδική περίπτωση όπου r1 = r2 = r3 = 1, έχουµε ότι
xi(rj) = xi(1) = ‖xi‖[0,1], i = 1, 2, j = 1, 2, 3.

Με ϐάση την Παρατήρηση 4.6, έχουµε το ακόλουθο πόρισµα του Θεωρήµατος
4.5.

Πόρισµα 4.7. Υποθέτουµε ότι ισχύουν οι υποθέσεις (H1)− (H3) για r1 = r2 = r3 = 1
και ότι ‖φ‖[−r,0] < M . Τότε το πρόβληµα συνοριακών τιµών (4.1), (4.2), (4.4) έχει
τουλάχιστον δύο λύσεις x1, x2, οι οποίες είναι κοίλες και αύξουσες στο διάστηµα [0, 1],
ϑετικές στο διάστηµα [−r, 1] και τέτοιες ώστε να ισχύει

η3
δ
< ‖x1‖[0,1] < M < ‖x2‖[0,1] <

η1
δ
.

Ολοκληρώνουµε αυτήν την παράγραφο, παραθέτοντας την ειδική µορφή που λαµ-
ϐάνουν τα παραπάνω συµπεράσµατα για το αντίστοιχο σύνηθες πρόβληµα συνορια-
κών τιµών.

Υποθέτουµε ότι r = 0. Τότε [−r, 0] = {0}, άρα το πρόβληµα συνοριακών τιµών
(4.1), (4.2), (4.4) παίρνει την ακόλουθη µορφή

(p(t)x′(t))′ + f(t, x(t)) = 0, για κάθε t ∈ [0, 1], (4.10)

x(0) = 0, (4.11)

ax(1) + bp(1)x′(t) = 0, (4.12)

όπου f : [0,+∞) × [0,+∞) → [0,+∞) και p : [0, 1] → (0,+∞) είναι συνεχείς
συναρτήσεις, επιπλέον η συνάρτηση p είναι αύξουσα και παραγωγίσιµη και a, b ∈ R.
Σηµειώνουµε ότι η εξίσωση (4.10) είναι ισοδύναµη µε την εξής µορφή

(p(t)x′(t))′ + f(t, xt(0)) = 0, για κάθε t ∈ [0, 1].

Το Λήµµα 4.2 σε αυτή την περίπτωση, διαµορφώνεται ως εξής

Λήµµα 4.8. Μια συνάρτηση x ∈ C([0, 1],R) είναι λύση του προβλήµατος συνοριακών
τιµών (4.10), (4.11), (4.12) αν και µόνον αν η συνάρτηση x είναι σταθερό σηµείο του
τελεστή T : C([0, 1],R)→ C([0, 1],R), µε

(Tx)(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s, x(s))ds, για κάθε 0 ≤ t ≤ 1,

όπου G είναι ορισµένη στην Παράγραφο 4.1.
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Οι υποθέσεις (H2), (H3), για την ειδική περίπτωση όπου r = 0, διαµορφώνονται
ως εξής

(H ′2) Υπάρχει αριθµός M > 0, συνεχής συνάρτηση u : [0, 1] → [0,+∞) και µια
συνάρτηση L : [0,+∞)→ [0,+∞), η οποία είναι αύξουσα στο διάστηµα [0,M ],
έτσι ώστε

f(t, y) ≤ u(t)L(y), για κάθε t ∈ [0, 1] και για κάθε y ∈ [0,+∞),

L(M)

∫ 1

0

G(r2, s)u(s)ds < Mr2.

(H ′3) Υπάρχουν σταθερές δ ∈ (0, 1), η1, η3 > 0 και συναρτήσεις v : [0, 1] → [0,+∞)
συνεχής και w : [0,+∞)→ [0,+∞) αύξουσα, τέτοιες ώστε

f(t, y) ≥ v(t)w(y), για κάθε t ∈ Z := [δ, 1] και για κάθε y ∈ [0,+∞)

και
w(ηi)

∫
Z

G(ri, s)v(s)ds >
ηi
δ
, για κάθε i ∈ {1, 3},

όπου 0 < η3 < Mδr2 < η1, και M όπως είναι ορισµένο στην υπόθεση (H ′2).

Εποµένως, έχουµε τα ακόλουθα αποτελέσµατα, τα οποία είναι ανάλογα µε το
Θεώρηµα 4.5 και το Πόρισµα 4.7.

Θεώρηµα 4.9. Υποθέτουµε ότι ισχύουν οι υποθέσεις (H1), (H
′
2), (H

′
3). Τότε το πρόβλη-

µα συνοριακών τιµών (4.10), (4.11), (4.12) έχει τουλάχιστον δύο λύσεις x1, x2, οι οποίες
είναι κοίλες, αύξουσες και ϑετικές συναρτήσεις στο διάστηµα [0, 1] και τέτοιες ώστε να
ισχύει

x1(r3) >
η3
δ
, x1(r2) < Mr2, x2(r2) > Mr2 και x2(r1) <

η1
δ
.

Πόρισµα 4.10. Υποθέτουµε ότι ισχύουν οι υποθέσεις (H1), (H
′
2), (H

′
3) για r1 = r2 =

r3 = 1. Τότε το πρόβληµα συνοριακών τιµών (4.10), (4.11), (4.12) έχει τουλάχιστον δύο
λύσεις x1, x2, οι οποίες είναι κοίλες, αύξουσες και ϑετικές συναρτήσεις στο διάστηµα
[0, 1] και τέτοιες ώστε να ισχύει

η3
δ
< ‖x1‖[0,1] < M < ‖x2‖[0,1] <

η1
δ
.

4.3 Εφαρµογές

Θεωρούµε το πρόβληµα συνοριακών τιµών

(etx′(t))′ + e
t+5
20
x(t− 1

2
) = 0, για κάθε t ∈ [0, 1], (4.13)

x(t) = φ(t) := |t|, για κάθε t ∈ [−1

2
, 0], (4.14)

x(1)− 2ex′(1) = 0. (4.15)
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Προφανώς, η συνάρτηση f(t, y) := e
(t+5)y

20 είναι ϑετική στο [0, 1]×C([−1
2
, 0], [0,+∞)),

η συνάρτηση φ είναι ϑετική στο [−1
2
, 0] και η συνάρτηση p(t) := et είναι ϑετική και

αύξουσα στο [0, 1]. Επίσης έχουµε a = 1 και b = −2 άρα P (t) = 1− e−t και A(t) =
e−t − e−1 − 2, για κάθε t ∈ [0, 1], A(0) = −(1 + e−1) 6= 0, aA(0) = −(1 + e−1) ≤ 0,
άρα ικανοποιείται η υπόθεση (H1). Επίσης,

G(t, s) =

{
− (1−e−t)(e−s−e−1−2)

1+e−1 , 0 ≤ t ≤ s ≤ 1

− (1−e−s)(e−t−e−1−2)
1+e−1 , 0 ≤ s ≤ t ≤ 1.

Θεωρούµε r1 = 1
3
, r2 = 1

2
και r3 = 2

3
. Ορίζουµε L(t) = e0.3t, για κάθε t ∈ [0,+∞)

και u(t) = 1, για κάθε t ∈ [0, 1].
΄Εχουµε

f(t, y) = e
(t+5)y

20 ≤ e0.3y ≤ e
0.3‖y‖

[− 1
2 ,0] = u(t)L(‖y‖[− 1

2
,0]),

για κάθε t ∈ [0, 1] και για κάθε y ∈ C([−1
2
, 0], [0,+∞)). Ακόµη, προκειµένου να

ικανοποιείται η υπόθεση (H2) αρκεί να υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός M > 0
τέτοιος ώστε

L(M)

∫ 1

0

G(r2, s)u(s)ds < Mr2,

δηλαδή,

e0.3M
e−0.5 − e−1.5 + 2e−1

1 + e−1
< M.

Παρατηρούµε ότι η ανισότητα ισχύει για M = 2, εποµένως ικανοποιείται και η
υπόθεση (H2).

Επίσης, ϑεωρούµε δ = 1
5
, τ(t) = 1

2
και v(t) = 1, για κάθε t ∈ [0, 1], και w(t) =

e0.25t, για κάθε t ∈ [0,+∞). Τότε, X =
[

7
10
, 1
]
και οι ανισότητες στην υπόθεση (H3)

παίρνουν τη µορφή

e0.25η1
(1− e− 1

3 )(1.3e−1 − e−0.7 + 0.6)

1 + e−1
> 5η1

και

e0.25η3
(1− e− 2

3 )(1.3e−1 − e−0.7 + 0.6)

1 + e−1
> 5η3

αντίστοιχα. Οι δύο τελευταίες σχέσεις ισχύουν για η1 = 29 και η3 = 0.004, εποµένως
ικανοποιείται και η υπόθεση (H3).

Τέλος, είναι προφανές ότι 0 < η3 = 0.004 < Mδr2 = 0.2 < η1 = 29 και ότι
‖φ‖[− 1

2
,0] < 2, και µε εφαρµογή του Θεωρήµατος 4.5 προκύπτει ότι το πρόβληµα

συνοριακών τιµών (4.13), (4.14), (4.15) έχει τουλάχιστον δύο κοίλες και αύξουσες στο
διάστηµα [0, 1] και ϑετικές στο διάστηµα [−1

2
, 1] λύσεις x1, x2, τέτοιες ώστε

x1

(
2

3

)
> 0.02, x1

(
1

2

)
< 1, x2

(
1

2

)
> 1, x2

(
1

3

)
< 145.

Στη συνέχεια, ϑεωρούµε το πρόβληµα συνοριακών τιµών

x′′(t) +

(
x(t)− 4

5

)5

+ 1 = 0, για κάθε t ∈ [0, 1], (4.16)
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x(0) = 0, (4.17)

2x′(1)− x(1) = 0. (4.18)

Προφανώς, η συνάρτηση f(t, y) :=
(
y − 4

5

)5
+ 1 είναι ϑετική συνάρτηση στο σύνολο

[0, 1] × [0,+∞) και η συνάρτηση p(t) := 1 είναι ϑετική και αύξουσα στο διάστηµα
[0, 1]. Επίσης έχουµε ότι a = −1 και b = 2 άρα P (t) = t και A(t) = t + 1, για
κάθε t ∈ [0, 1], A(0) = 1 6= 0, aA(0) = −1 ≤ 0, άρα ικανοποιείται η υπόθεση (H1).
Επίσης,

G(t, s) =

{
t(s+ 1), 0 ≤ t ≤ s ≤ 1

s(t+ 1), 0 ≤ s ≤ t ≤ 1.

Θεωρούµε r1 = 2
5
, r2 = 3

5
και r3 = 4

5
. Ορίζουµε L(t) =

(
t − 4

5

)5
+ 1, για κάθε

t ∈ [0,+∞) και u(t) = 1, για κάθε t ∈ [0, 1].
΄Εχουµε

f(t, y) ≤ u(t)L(y), για κάθε t ∈ [0, 1] και για κάθε y ∈ [0,+∞).

Ακόµη, προκειµένου να ικανοποιείται η υπόθεση (H ′2) αρκεί να υπάρχει ένας πραγ-
µατικός αριθµός M > 0 τέτοιος ώστε

L(M)

∫ 1

0

G(r2, s)u(s)ds < Mr2,

δηλαδή, ((
M − 4

5

)5

+ 1

)
18

25
<

3

5
M.

Παρατηρούµε ότι η ανισότητα ισχύει για M = 1.5, εποµένως ικανοποιείται και η
υπόθεση (H ′2).

Θεωρούµε δ = 9
10
, v(t) = 1, για κάθε t ∈ [0, 1], και w(t) =

(
t− 4

5

)5
+ 1, για κάθε

t ∈ [0,+∞). Τότε, Z =
[

9
10
, 1
]
και οι ανισότητες στην υπόθεση (H ′3) παίρνουν τη

µορφή ((
η1 −

4

5

)5

+ 1

)
29

250
>

10

9
η1

και ((
η3 −

4

5

)5

+ 1

)
29

125
>

10

9
η3.

αντίστοιχα. Οι δύο τελευταίες σχέσεις ισχύουν για η1 = 3 και η3 = 0.1, εποµένως
ικανοποιείται και η υπόθεση (H ′3).

Τέλος, είναι προφανές ότι 0 < η3 = 0.1 < Mδr2 = 0.81 < η1 = 3 και µε
εφαρµογή του Θεωρήµατος 4.9 προκύπτει ότι το πρόβληµα συνοριακών τιµών (4.16),
(4.17), (4.18) έχει τουλάχιστον δύο κοίλες, αύξουσες και ϑετικές στο διάστηµα [0, 1]
λύσεις x1, x2, τέτοιες ώστε

x1

(
3

4

)
>

1

9
, x1

(
1

2

)
<

9

10
, x2

(
1

2

)
>

9

10
, x2

(
1

4

)
<

10

3
.



Κεφάλαιο 5

Θεώρηµα Leggett–Williams

5.1 Εισαγωγή

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζουµε δύο τροποποιήσεις του Θεωρήµατος σταθερού
σηµείου των Leggett-Williams (Θεώρηµα 1.30) [53], που δηµοσιεύτηκε το 1979, κα-
ϑώς και δύο εφαρµογές αυτών των αποτελεσµάτων σε ένα πρόβληµα οριακών τιµών
και σε ένα πρόβληµα συνοριακών τιµών για συνήθεις διαφορικές εξισώσεις. Η εκδοχή
του Θεωρήµατος σταθερού σηµείου των Leggett-Williams (Θεώρηµα 1.30) που χρησι-
µοποιείται περισσότερο παρέχει συνθήκες που εξασφαλίζουν την ύπαρξη τουλάχιστον
τριών σταθερών σηµείων. Ωστόσο, αυτή η εκδοχή του ϑεωρήµατος είναι µόνο µια ε-
πέκταση του αρχικού αποτελέσµατος, που παρουσιάζεται στην ίδια εργασία από τους
συγγραφείς, το οποίο µε τη σειρά του είναι µια τροποποίηση, αλλά όχι µια αληθι-
νή επέκταση, του Θεωρήµατος του Krasnoselskii (Θεώρηµα 1.28), όπως αναφέραµε
και στην Παρατήρηση 1.38. Το αρχικό αποτέλεσµα παρουσιάζει συνθήκες οι οποίες
εξασφαλίζουν την ύπαρξη τουλάχιστον ενός σταθερού σηµείου, όπως και το Θεώρη-
µα του Krasnoselskii (Θεώρηµα 1.28). Οι διαφορές µεταξύ των δύο ϑεωρηµάτων
έχουν να κάνουν µε το σύνολο µέσα στο οποίο ϐρίσκεται το σταθερό σηµείο. ΄Οπως
αναφέραµε και στην Παρατήρηση 1.38, στο Θεώρηµα του Krasnoselskii (Θεώρηµα
1.28), το σύνολο αυτό είναι της µορφής {x : a ≤ ‖x‖ ≤ b}, όπου a, b ∈ (0,+∞),
ενώ στο Θεώρηµα των Leggett-Williams (Θεώρηµα 1.30), το σύνολο είναι της µορφής
{x : a ≤ α(x) και ‖x‖ ≤ b}, όπου a, b ∈ (0,+∞) και α ένα κατάλληλο συναρτησοει-
δές. Παρόλο που οι δύο αυτές προσεγγίσεις δεν είναι εύκολα συγκρίσιµες, η χρήση
του συναρτησοειδούς α, το οποίο από τον ορισµό του δε µπορεί να συµπίπτει µε τη
στάθµη, επιτρέπει πιο εύκολους υπολογισµούς και πιο ευέλικτα αποτελέσµατα. Σε
αυτό το γενικό πλαίσιο, παρόλο που η ουσία των δύο αυτών Θεωρηµάτων, και πολλών
άλλων που ϐασίζονται σε αυτά, είναι λίγο – πολύ η ίδια, είναι µάλλον προτιµότερο να
χρησιµοποιούµε το Θεώρηµα των Leggett-Williams (Θεώρηµα 1.30).

Σε αυτό το κεφάλαιο, ακολουθώντας τις ιδέες που παρουσιάζονται στα [4, 8, 9, 10],
καθώς και στα [2, 50, 89], το σύνολο {x : a ≤ α(x) και ‖x‖ ≤ b} αντικαθίσταται
από το σύνολο {x : a ≤ α(x) και β(x) ≤ b}, όπου β είναι ένα κατάλληλο συναρ-
τησοειδές. Αυτή η τροποποίηση είναι µια επέκταση του αρχικού Θεωρήµατος των
Leggett-Williams (Θεώρηµα 1.30), επειδή το συναρτησοειδές β µπορεί να συµπίπτει
µε τη στάθµη. ΄Ενα τέτοιο αποτέλεσµα µπορούµε να ϐρούµε στο [7]. Επιπλέον, πη-

67
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γαίνοντας ένα ϐήµα παραπέρα, το σύνολο {x : a ≤ α(x) και ‖x‖ ≤ b} αντικαθίσταται
από το σύνολο {x : u � A(x) και B(x) � v}, όπου A,B είναι τελεστές και u, v είναι
συναρτήσεις. Για την απόδειξη αυτών των αποτελεσµάτων χρησιµοποιούµε το Fixed
Point Index. Τα αποτελέσµατα του παρόντος κεφαλαίου αντλήθηκαν από την εργασία
[67].

Αφού δοθούν τα δυο αυτά αποτελέσµατα, παρουσιάζεται η εφαρµογή τους σε ένα
πρόβληµα οριακών τιµών και σε ένα πρόβληµα συνοριακών τιµών, και τα δύο για
δεύτερης τάξης διαφορικές εξισώσεις. Αυτά τα προβλήµατα εµφανίζονται στη ϐιβλιο-
γραφία, για παράδειγµα το πρόβληµα οριακών τιµών µελετάται στα [65, 82, 90] και
το πρόβληµα συνοριακών τιµών µελετάται στο [42]. Στο πρόβληµα οριακών τιµών, εν-
διαφερόµαστε για µη–αρνητικές λύσεις ορισµένες σε ένα µη ϕραγµένο υποδιάστηµα
του [0,+∞), ενώ στο πρόβληµα συνοριακών τιµών ενδιαφερόµαστε για µη–αρνητικές
λύσεις στο [0, 1].

5.2 Αποδείξεις των Θεωρηµάτων 1.31 και 1.32

΄Εστω I ⊆ R ένα τυχαίο διάστηµα και S ⊆ R ένα τυχαίο σύνολο.

Λήµµα 5.1 (Fixed Point Index [2, 89]). ΄Εστω Q µια retract ενός χώρου Banach E.
Για κάθε ανοικτό σύνολο U του Q και κάθε πλήρως συνεχή απεικόνιση A : U → Q
η οποία δεν έχει σταθερά σηµεία στο ∂U (δηλαδή το σύνορο του U ), υπάρχει ένας
ακέραιος αριθµός i(A,U,Q) που ικανοποιεί τα ακόλουθα

(i) αν A : U → U είναι µια σταθερή απεικόνιση, τότε i(A,U,Q) = 1.

( ii) αν U1 και U2 είναι ξένα και ανοικτά υποσύνολα του U τέτοια ώστε η A να µην
έχει σταθερά σηµεία στο U\(U1∪U2), τότε i(A,U,Q) = i(A,U1, Q)+ i(A,U2, Q),
όπου i(A,Uk, Q) = i(A|Uk, Uk, Q), k = 1, 2.

( iii) αν I είναι ένα συµπαγές διάστηµα στο R και h : I × U → Q είναι µια συνεχής
απεικόνιση µε σχετικά συµπαγή εικόνα τέτοια ώστε h(λ, x) 6= x για κάθε (λ, x) ∈
I × ∂U , τότε το i(h(λ, ·), U,Q) είναι καλά ορισµένο και ανεξάρτητο του λ.

( iv) αν i(A,U,Q) 6= 0, τότε η A έχει τουλάχιστον ένα σταθερό σηµείο στο U .

(v) αν η Q1 είναι µια συστολή στο σύνολο Q και A(U) ⊂ Q1, τότε i(A,U,Q) =
i(A,U ∩Q1, Q1), όπου i(A,U ∩Q1, Q1) = i(A|U ∩Q1, U ∩Q1, Q1).

(vi) αν V είναι ένα ανοικτό σύνολο στο U και η A δεν έχει σταθερά σηµεία στο U\V ,
τότε i(A,U,Q) = i(A, V,Q).

Τώρα, αποδεικνύουµε το Θεώρηµα 1.31

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι x ∈ ∂(intKd(Kα,β(a, b) ∩ Kd)) είναι σταθερό σηµείο του
τελεστή T . Τότε

α(x) = a ή β(x) = b. (5.1)
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Επίσης, προφανώς είτε ισχύει ότι

x ∈ Kα,β(a, b) ∩Kc

είτε ισχύει ότι
‖x‖I > c.

• Αν x ∈ Kα,β(a, b) ∩Kc τότε σύµφωνα µε την υπόθεση (i), έχουµε ότι

β(x) = β(Tx) < b και α(x) = α(Tx) > a,

το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε τη σχέση (5.1).

• Αν ‖x‖I > c τότε
‖Tx‖I = ‖x‖I > c,

και σύµφωνα µε την υπόθεση (iii), έχουµε ότι

β(Tx) < b και α(Tx) > a,

το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε τη σχέση (5.1).

΄Αρα ο τελεστής T δεν έχει σταθερά σηµεία στο ∂
(
intKd(Kα,β(a, b) ∩Kd)

)
.

Επειδή intKd(Kα,β(a, b) ∩ Kc) 6= ∅, διαλέγουµε x0 ∈ intKd(Kα,β(a, b) ∩ Kc) και
ορίζουµε την απεικόνιση

h : [0, 1]× intKd(Kα,β(a, b) ∩Kd)→ Kd

ως h(t, x) = (1− t)Tx+ tx0. Η h είναι συνεχής και το σύνολο

h
(

[0, 1]× intKd(Kα,β(a, b) ∩Kd)
)

είναι σχετικά συµπαγές.
Υποθέτουµε ότι υπάρχει

(t, x) ∈ [0, 1]× ∂
(
intKd(Kα,β(a, b) ∩Kd)

)
τέτοιο ώστε h(t, x) = x. Τότε

α(x) = a ή β(x) = b.

• Αν ‖Tx‖I > c τότε από την υπόθεση (iii) έχουµε ότι

β(Tx) < b και α(Tx) > a,

άρα

– αν α(x) = a τότε

α(x) = α(h(t, x)) = α((1− t)Tx+ tx0)

≥ (1− t)α(Tx) + tα(x0) > (1− t)a+ ta

= a

το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε το γεγονός ότι α(x) = a.
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– αν β(x) = b τότε

β(x) = β(h(t, x)) = β((1− t)Tx+ tx0)

≤ (1− t)β(Tx) + tβ(x0) < (1− t)b+ tb

= b

το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε το γεγονός ότι β(x) = b.

• Αν ‖Tx‖I ≤ c τότε

‖x‖I = ‖h(t, x)‖I = ‖(1− t)Tx+ tx0‖I
≤ (1− t)‖Tx‖I + t‖x0‖I < (1− t)c+ tc

= c,

εποµένως από την υπόθεση (i)

β(Tx) < b και α(Tx) > a,

άρα

– αν α(x) = a τότε

α(x) = α(h(t, x)) = α((1− t)Tx+ tx0)

≥ (1− t)α(Tx) + tα(x0) > (1− t)a+ ta

= a

το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε το γεγονός ότι α(x) = a.

– αν β(x) = b τότε

β(x) = β(h(t, x)) = β((1− t)Tx+ tx0)

≤ (1− t)β(Tx) + tβ(x0) < (1− t)b+ tb

= b

το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε το γεγονός ότι β(x) = b.

Συµπερασµατικά, για κάθε

(t, x) ∈ [0, 1]× ∂ (intKd(Kα,β(a, b) ∩Kd))

ισχύει ότι h(t, x) 6= x. Εποµένως, από το Λήµµα 5.1, έχουµε ότι

i (T, intKd(Kα,β(a, b) ∩Kd), Kd) = i (x0, intKd(Kα,β(a, b) ∩Kd), Kd) = 1.

΄Αρα, ο τελεστής T έχει τουλάχιστον ένα σταθερό σηµείο y ∈ intKd(Kα,β(a, b) ∩Kd),
δηλαδή

α(y) > a, β(y) < b, ‖y‖I ≤ d.
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Τώρα, αποδεικνύουµε το Θεώρηµα 1.32

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι x ∈ ∂ (intKd(KA,B(u, v) ∩Kd)) είναι ένα σταθερό σηµείο
του τελεστή T . Τότε

Ax(t0) = u(t0) ή Bx(t0) = v(t0), για κάποιο t0 ∈ I. (5.2)

Επίσης, προφανώς είτε ισχύει ότι

x ∈ KA,B(u, v) ∩Kc

είτε ισχύει ότι ‖x‖I > c.

• Αν x ∈ KA,B(u, v) ∩Kc τότε σύµφωνα µε την υπόθεση (i), έχουµε ότι

B(x) = B(Tx) ≺ v και u ≺ A(Tx) = A(x),

το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε τη σχέση (5.2).

• Αν ‖x‖I > c τότε
‖Tx‖I = ‖x‖I > c,

τότε σύµφωνα µε την υπόθεση (iii), έχουµε ότι

B(Tx) ≺ v και u ≺ A(Tx),

το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε τη σχέση (5.2).

΄Αρα ο τελεστής T δεν έχει σταθερά σηµεία στο ∂ (intKd(KA,B(u, v) ∩Kd)).
Επειδή intKd(KA,B(u, v) ∩Kc) 6= ∅, επιλέγουµε ένα x0 ∈ intKd(KA,B(u, v) ∩Kc)

και ορίζουµε την απεικόνιση

h : [0, 1]× intKd(KA,B(u, v) ∩Kd)→ Kd

ως
h(t, x) = (1− t)Tx+ tx0.

Η απεικόνιση h είναι συνεχής και το σύνολο

h
(

[0, 1]× intKd(KA,B(u, v) ∩Kd)
)

είναι σχετικά συµπαγές.
Υποθέτουµε ότι υπάρχει

(t, x) ∈ [0, 1]× ∂ (intKd(KA,B(u, v) ∩Kd))

τέτοιο ώστε h(t, x) = x. Τότε

Ax(t0) = u(t0) ή Bx(t0) = v(t0), για κάποιο t0 ∈ I.
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• Αν ‖Tx‖I > c τότε από την υπόθεση (iii), έχουµε ότι

B(Tx) ≺ v και u ≺ A(Tx),

άρα

– αν Ax(t0) = u(t0) τότε

A(x) = A(h(t, x)) = A((1− t)Tx+ tx0)

� (1− t)A(Tx) + tA(x0) � (1− t)u+ tu

= u

το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε το γεγονός ότι Ax(t0) = u(t0).

– αν Bx(t0) = v(t0) τότε

B(x) = B(h(t, x)) = B((1− t)Tx+ tx0)

� (1− t)B(Tx) + tB(x0) ≺ (1− t)v + tv

= v

το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε το γεγονός ότι Bx(t0) = v(t0).

• Αν ‖Tx‖I ≤ c τότε

‖x‖I = ‖h(t, x)‖I = ‖(1− t)Tx+ tx0‖I
≤ (1− t)‖Tx‖I + t‖x0‖I < (1− t)c+ tc

= c,

εποµένως, από την υπόθεση (i) έχουµε ότι

B(Tx) ≺ v και u ≺ A(Tx),

άρα

– αν Ax(t0) = u(t0) τότε

A(x) = A(h(t, x)) = A((1− t)Tx+ tx0)

� (1− t)A(Tx) + tA(x0) � (1− t)u+ tu

= u

το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε το γεγονός ότι Ax(t0) = u(t0).

– αν Bx(t0) = v(t0) τότε

B(x) = B(h(t, x)) = B((1− t)Tx+ tx0)

� (1− t)B(Tx) + tB(x0) ≺ (1− t)v + tv

= v

το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε το γεγονός ότι Bx(t0) = v(t0).
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Συµπερασµατικά, για κάθε

(t, x) ∈ [0, 1]× ∂ (intKd(KA,B(u, v) ∩Kd))

ισχύει ότι h(t, x) 6= x. Εποµένως, από το Λήµµα 5.1, έχουµε ότι

i (T, intKd(KA,B(u, v) ∩Kd), Kd) = i (x0, intKd(KA,B(u, v) ∩Kd), Kd) = 1.

΄Αρα, ο τελεστής T έχει τουλάχιστον ένα σταθερό σηµείο y ∈ intKd(KA,B(u, v) ∩Kd),
δηλαδή

u ≺ A(y), B(y) ≺ v, ‖y‖I ≤ d.

5.3 Εφαρµογή του Θεωρήµατος 1.31 σε ένα ΠΣΤ

΄Εστω J ένα µη ϕραγµένο διάστηµα στο [0,+∞). Το σύνολο

BC2(J, [0,+∞)) := {x ∈ C2(J, [0,+∞)) : x είναι ϕραγµένη }

εφοδιασµένο µε τη στάθµη ‖x‖J , για κάθε x ∈ BC2(J, [0,+∞)), είναι ένας χώρος
Banach. Ψάχνουµε για συναρτήσεις x ∈ BC2(J, [0,+∞)) που ικανοποιούν τη δε-
ύτερης τάξης διαφορική εξίσωση

x′′(t) + f(t, x(t)) = 0, t ∈ J (5.3)

καθώς και την συνοριακή συνθήκη

lim
t→+∞

x(t) = ξ, (5.4)

όπου ξ ∈ [0,+∞), f : J × [0,+∞)→ [0,+∞) είναι συνεχής και∫ +∞

t

∫ +∞

s

f(σ, y(σ)) dσ ds ≤ ξ, για κάθε t ∈ J και για κάθε y ∈ BC2(J, [0,+∞)).

ϑεωρούµε το σύνολο

K := {x ∈ BC2(J, [0,+∞)) : x(t) ≥ 0, x′(t) ≥ 0 και x′′(t) ≤ 0, για κάθε t ∈ J},

το οποίο είναι ένας κώνος µέσα στο BC2(J, [0,+∞)). Πραγµατικά, έστω µια ακο-
λουθία συναρτήσεων (x[ν])ν≥1 ⊆ K και µια συνάρτηση x ∈ BC2(J, [0,+∞)) τέτοια
ώστε

‖ · ‖J − limν→+∞x
[ν] = x.

Από τη τελευταία σχέση συνεπάγεται και το κατά σηµείο όριο

limν→+∞x
[ν](t) = x(t), για κάθε t ∈ J.
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Επειδή x[ν] ∈ K για κάθε ν ≥ 1 ισχύει ότι x[ν](t) ≥ 0 για κάθε t ∈ J και για κάθε
ν ≥ 1, εποµένως x(t) ≥ 0 για κάθε t ∈ J . Επίσης, ισχύει ότι (x[ν])′(t) ≥ 0 και
(x[ν])′′(t) ≤ 0 για κάθε t ∈ J αφού x[ν] ∈ K για κάθε ν ≥ 1. Ακόµη, ισχύει ότι

limν→+∞(x[ν])′(t) = x′(t), για κάθε t ∈ J

και
limν→+∞(x[ν])′′(t) = x′′(t), για κάθε t ∈ J.

Εποµένως

x′(t) ≥ 0, για κάθε t ∈ J και x′′(t) ≤ 0, για κάθε t ∈ J,

δηλαδή, x ∈ K και συνεπώς το σύνολο K είναι κλειστό στο BC2(J, [0,+∞)). Τώρα,
για κάθε x, y ∈ K και για κάθε κ, λ ≥ 0 έχουµε ότι

(κx+ λy)(t) = κx(t) + λy(t) ≥ 0, για κάθε t ∈ J,

(κx+ λy)′(t) = κx′(t) + λy′(t) ≥ 0, για κάθε t ∈ J,

(κx+ λy)′′(t) = κx′′(t) + λy′′(t) ≤ 0, για κάθε t ∈ J,

΄Αρα, κx+ λy ∈ K. Τέλος, αν x,−x ∈ K τότε έχουµε ότι

x(t) ≥ 0, για κάθε t ∈ J και (−x)(t) ≥ 0, για κάθε t ∈ J.

Εποµένως, x(t) = 0 για κάθε t ∈ J , δηλαδή x = 0. Συνεπώς, το σύνολο K είναι ένας
κώνος µέσα στο BC2(J, [0,+∞)).

Λήµµα 5.2. ΄Εστω ε > 0. Μια συνάρτηση x ∈ Kε είναι λύση του προβλήµατος
οριακών τιµών (5.3), (5.4) αν και µόνον αν η x είναι ένα σταθερό σηµείο του τελεστή
T : Kd → C(J, [0,+∞)) που ορίζεται ως

(Ty)(t) := ξ −
∫ +∞

t

∫ +∞

s

f(σ, y(σ))dσds, t ∈ J.

Λήµµα 5.3. ΄Εστω ε > 0. Ο τελεστής T είναι ένας πλήρως συνεχής τελεστής και
απεικονίζει το σύνολο Kε µέσα στον κώνο K.

Θεώρηµα 5.4. ΄Εστω r1, r2 ∈ J , µε r1 < r2, και 0 < a < b < c < d, µε d ≥ ξ.
Επίσης, ορίζουµε τα συναρτησοειδή α(x) = x′(r2), για κάθε x ∈ K, και β(x) = x′(r1),
για κάθε x ∈ K. Υποθέτουµε ότι για κάθε x ∈ Kα,β(a, b) ∩ Kc καθώς και για κάθε
x ∈ Kα,β(a, b) ∩Kd µε ‖Tx‖J > c, ισχύει ότι,∫ +∞

r1

f(s, x(s))ds < b και

∫ +∞

r2

f(s, x(s))ds > a.

Τότε το πρόβληµα οριακών τιµών (5.3), (5.4), έχει τουλάχιστον µια λύση y τέτοια ώστε

y′(r2) > a, y′(r1) < b, ‖y‖J ≤ d.
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Απόδειξη. Προφανώς το α είναι ένα κοίλο και ϑετικό συναρτησοειδές και το β είναι
ένα κυρτό και ϑετικό συναρτησοειδές τέτοια ώστε

α(x) ≤ β(x), για κάθε x ∈ K.

Εύκολα διαπιστώνουµε ότι κάθε συνάρτηση x ∈ K µε

x(t) = λt, για κάθε t ∈ [r1, r2],

όπου λ ∈ (a, b), και τέτοια ώστε ‖x‖J < c, ανήκει στο σύνολο intKd(Kα,β(a, b) ∩Kc),
αφού α(x) = x′(r2) = λ > a και β(x) = x′(r1) = λ < b. Ακόµη,

β(Tx) = (Tx)′(r1) =

∫ +∞

r1

f(s, x(s))ds < b

και

α(Tx) = (Tx)′(r2) =

∫ +∞

r2

f(s, x(s))ds > a,

άρα η υπόθεση (i) του Θεωρήµατος 1.31 ικανοποιείται. Οµοίως, και η υπόθεση
(iii) του Θεωρήµατος 1.31 ικανοποιείται. Επιπλέον, από το Λήµµα 5.3 έχουµε ότι
T (Kd) ⊆ K, εποµένως, για να ικανοποιείται και η υπόθεση (ii) του Θεωρήµατος 1.31
αρκεί ‖Tx‖J ≤ d για κάθε x ∈ Kα,β(a, b) ∩Kd. Από την υπόθεση έχουµε ότι d ≥ ξ,
άρα ισχύει ότι

‖Tx‖J = supt∈J |(Tx)(t)| = supt∈J

∣∣∣∣ξ − ∫ +∞

t

∫ +∞

s

f(σ, x(σ))dσds

∣∣∣∣ ≤ ξ ≤ d.

Εποµένως,
Tx ∈ Kd, για κάθε x ∈ Kα,β(a, b) ∩Kd.

Συνεπώς, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 1.31, το πρόβληµα οριακών τιµών (5.3), (5.4) έχει
τουλάχιστον µια λύση y τέτοια ώστε

y′(r2) > a, y′(r1) < b, ‖y‖J ≤ d.

Πόρισµα 5.5. Το πρόβληµα οριακών τιµών

x′′(t) +
1

t3 + x(t)
= 0, για κάθε t ∈ [1,+∞), (5.5)

lim
t→+∞

x(t) = 2. (5.6)

έχει τουλάχιστον µια µη αρνητική λύση y τέτοια ώστε

y′(3) >
1

20
, y′(2) <

1

6
, ‖y‖[1,+∞) ≤ 2.
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Απόδειξη. Εφαρµόζουµε το Θεώρηµα 5.4, για r1 = 2, r2 = 3, a = 1
20
, b = 1

6
, c = 1,

d = 2 και ξ = 2. Παρατηρούµε ότι, για κάθε t ∈ [1,+∞) και x ∈ Kd, ισχύει∫ +∞

t

∫ +∞

s

1

σ3 + x(σ)
dσds ≤

∫ +∞

t

∫ +∞

s

1

σ3
dσds =

1

2t
≤ 2 = ξ,

και για κάθε x ∈ Kd, έχουµε ότι∫ +∞

2

1

s3 + x(s)
ds ≤

∫ +∞

2

1

s3
ds <

1

6

και ∫ +∞

3

1

s3 + x(s)
ds ≥

∫ +∞

3

1

s3 + 2
ds >

1

20
.

Συνεπώς, από το Θεώρηµα 5.4, το πρόβληµα οριακών τιµών (5.5), (5.6) έχει τουλάχι-
στον µια µη αρνητική λύση y τέτοια ώστε

y′(3) >
1

20
, y′(2) <

1

6
, ‖y‖[1,+∞) ≤ 2.

5.4 Εφαρµογή του Θεωρήµατος 1.32 σε ένα ΠΣΤ

Θεωρούµε το δεύτερης τάξης πρόβληµα συνοριακών τιµών

x′′(t)− f(t, x(t)) = 0, για κάθε t ∈ [0, 1], (5.7)

x(0) = 0, x′(1) = ax′(0) (5.8)

όπου f : [0, 1]× [0,+∞)→ [0,+∞) είναι συνεχής και a > 1. Ορίζουµε το σύνολο,

K := {x ∈ C([0, 1], [0,+∞)) : x(t) ≥ 0, για t ∈ [0, 1], και x′(t) ≥ 0, για t ∈ [0, 1]}.

το οποίο είναι ένας κώνος µέσα στο C([0, 1], [0,+∞))

Λήµµα 5.6. ΄Εστω ε > 0. Μια συνάρτηση x ∈ Kε είναι λύση του προβλήµατος
συνοριακών τιµών (5.7), (5.8) αν και µόνον αν η x είναι ένα σταθερό σηµείο του τελεστή
T : Kε → C([0, 1], [0,+∞)) που ορίζουµε ως

(Ty)(t) :=
t

a− 1

∫ 1

0

f(s, y(s))ds+

∫ t

0

∫ s

0

f(σ, y(σ))dσds, για κάθε t ∈ [0, 1].

Λήµµα 5.7. ΄Εστω ε > 0. Ο τελεστής T είναι ένας πλήρως συνεχής τελεστής και
απεικονίζει το σύνολο Kε µέσα στον κώνο K.

Θεώρηµα 5.8. ΄Εστω u, v ∈ C([0, 1], [0,+∞)) µε u ≺ v, u′(t) ≥ 0, για κάθε t ∈ [0, 1],
και v′(t) ≥ 0, για κάθε t ∈ [0, 1]. Επίσης ορίζουµε τους τελεστές A,B ως

A(x) = B(x) = x′, για κάθε x ∈ K,
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και έστω 0 < c < d, µε

supt∈[0,1](Tx)(t) ≤ d, για κάθε x ∈ KA,B(u, v) ∩Kd. (5.9)

Υποθέτουµε ότι για κάθε x ∈ KA,B(u, v)∩Kc καθώς και για κάθε x ∈ KA,B(u, v)∩Kd

µε ‖Tx‖[0,1] > c, ισχύει

u(t) <
1

a− 1

∫ 1

0

f(s, x(s))ds+

∫ t

0

f(s, x(s))ds < v(t), για κάθε t ∈ [0, 1]. (5.10)

Τότε το πρόβληµα συνοριακών τιµών (5.7), (5.8) έχει τουλάχιστον µια λύση y τέτοια
ώστε

u ≺ y′, y′ ≺ v και ‖y‖[0,1] ≤ d.

Απόδειξη. Η υπόθεση (ii) του Θεωρήµατος 1.32 ικανοποιείται λόγω της σχέσης (5.9),
και η υπόθεση (iii) του Θεωρήµατος 1.32 ικανοποιείται λόγω της σχέσης (5.10). Είναι
εύκολο να δούµε ότι intKd(KA,B(u, v) ∩Kc) 6= ∅, αφού, κάθε συνάρτηση x ∈ K µε

x(t) =

∫ t

0

λ(s)ds

όπου u(t) < λ(t)−λ(0) < v(t) για κάθε t ∈ [0, 1], και τέτοια ώστε ‖x‖[0,1] < c, ανήκει
στο σύνολο intKd(KA,B(u, v) ∩ Kc). Από το γεγονός αυτό και από τη σχέση (5.10)
διαπιστώνουµε ότι ικανοποιείται και η υπόθεση (i) του Θεωρήµατος 1.32.

Συνεπώς, εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 1.32, έχουµε ότι το πρόβληµα συνοριακών
τιµών (5.7), (5.8) έχει τουλάχιστον µια λύση y τέτοια ώστε

u ≺ y′, y′ ≺ v και ‖y‖[0,1] ≤ d.

Σηµείωση 5.9. Η συνάρτηση λ υπάρχει για το λόγο ότι, από την υπόθεση του Θεω-
ϱήµατος 5.8, έχουµε τη γνήσια σχέση u ≺ v, δηλαδή u(t) < v(t) για κάθε t ∈ [0, 1].

Πόρισµα 5.10. Το πρόβληµα συνοριακών τιµών

x′′(t)− (1 + sin2(x(t))) = 0, t ∈ [0, 1], (5.11)

x(0) = 0, x′(1) = 2x′(0). (5.12)

έχει τουλάχιστον µία µη αρνητική λύση y τέτοια ώστε

t < y(t) < t2 + 2t, για κάθε t ∈ [0, 1]

και

‖y‖[0,1] ≤ 3.
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Απόδειξη. Εφαρµόζουµε το Θεώρηµα 5.8, για c = 1, d = 3, u(t) = 1, t ∈ [0, 1], και
v(t) = 2(t+ 1), t ∈ [0, 1]. Παρατηρούµε ότι, για κάθε t ∈ [0, 1], ισχύει ότι

1 <

∫ 1

0

(1 + sin2(x(s)))ds+

∫ t

0

(1 + sin2(x(s)))ds

και ∫ 1

0

(1 + sin2(x(s)))ds+

∫ t

0

(1 + sin2(x(s)))ds < 2(t+ 1).

Επίσης, για κάθε x ∈ Kd, έχουµε ότι∫ t

0

∫ s

0

(1 + sin2(x(σ)))dσds < 2

∫ t

0

∫ s

0

dσds = t2 ≤ 1, για κάθε t ∈ [0, 1],

και

t

∫ 1

0

(
1 + sin2(x(s))

)
ds < 2t

∫ 1

0

ds = 2t ≤ 2, για κάθε t ∈ [0, 1],

άρα
sup
t∈[0,1]

Tx(t) ≤ 3 = d.

Συνεπώς, εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 5.8, έχουµε ότι το πρόβληµα συνοριακών τιµών
(5.11), (5.12), έχει τουλάχιστον µία µη αρνητική λύση y τέτοια ώστε

t < y(t) < t2 + 2t, για κάθε t ∈ [0, 1], και ‖y‖[0,1] ≤ 3.
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Περίληψη

Στη διατριβή αυτή σκοπός µας είναι να µελετήσουµε την ύπαρξη λύσης προβληµάτων
συνοριακών τιµών, αλλά όχι και την επίλυσή τους. Θέλουµε να εξασφαλίσουµε ότι
υπάρχει τουλάχιστον µία ή τουλάχιστον ένας αριθµός µη αρνητικών λύσεων.

Υπάρχουν προβλήµατα συνοριακών τιµών για τα οποία µπορούµε να ϐρούµε λύση
και άλλα που δεν µπορούν να επιλυθούν και για τα οποία εφαρµόζουµε προσεγγιστι-
κές µεθόδους. Για τα προβλήµατα συνοριακών τιµών που δεν µπορούν να επιλυθούν,
προκειµένου να εφαρµοστούν οι προσεγγιστικές µέθοδοι, πρέπει πρώτα να έχουµε
εξασφαλίσει την ύπαρξη λύσης.

Στην παρούσα διατριβή, περιγράφουµε τις τεχνικές που µπορούµε να χρησιµο-
ποιήσουµε έτσι ώστε µε τη χρήση ϑεωρηµάτων σταθερού σηµείου να εξασφαλίσουµε
την ύπαρξη µη αρνητικών, και κατά περίπτωση ϑετικών, λύσεων προβληµάτων συνο-
ϱιακών τιµών.

Η διατριβή αποτελείται από πέντε κεφάλαια και τη ϐιβλιογραφία. Στο πρώτο κε-
ϕάλαιο αναφέρουµε έννοιες από τη Συναρτησιακή Ανάλυση τις οποίες χρειαζόµαστε
στη συνέχεια. Επίσης αναφέρονται τα τέσσερα ϑεωρήµατα σταθερού σηµείου που
επιλέγουµε να εφαρµόσουµε καθώς και οι µεθοδολογίες συνοπτικά, τις οποίες ανα-
πτύσσουµε αναλυτικά σε καθένα από τα επόµενα κεφάλαια. Τέλος παρουσιάζουµε
εφαρµογές σε ϕυσικά προβλήµατα.

Το καθένα από τα επόµενα κεφάλαια αναφέρεται αντίστοιχα στο Θεώρηµα Στα-
ϑερού Σηµείου του Schauder, στο Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου του Krasnoselskii,
στο Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου των Avery–Henderson και στο Θεώρηµα Σταθερού
Σηµείου των Leggett–Williams. Σε κάθε ένα κεφάλαιο αναπτύσσεται αναλυτικά η µε-
ϑοδολογία που χρησιµοποιούµε για την εφαρµογή του συγκεκριµένου ϑεωρήµατος
και δίνονται συγκεκριµένα αριθµητικά παραδείγµατα που εξασφαλίζουν την εφαρ-
µοσιµότητα των ϑεωρητικών συµπερασµάτων. Ιδιαίτερη έµφαση δίνεται στην παρου-
σίαση των συµπερασµάτων µε ενιαίο τρόπο σε όλα τα κεφάλαια και στη µεταξύ τους
διασύνδεση.

Τέλος παραθέτουµε έναν εκτενή κατάλογο εργασιών και ϐιβλίων σχετικών µε το
αντικείµενο της διατριβής, από όπου έχουµε αντλήσει τα συµπεράσµατα που παρου-
σιάζονται εδώ.
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Abstract

In this thesis, our goal is to study the existence of solutions for boundary value
problems. It should be noted that we are not interested in finding solutions, only
in studying their existence. We want to ensure that there is at least one or at least
a number of solutions.

There are boundary value problems which can be solved and others which can
not be solved, for which we can apply approximation techniques. For those boun-
dary value problems which can not be solved, we must first ensure the existence
of solutions.

In this thesis, we describe the techniques which can be used in order to ensure
the existence of non–negative, and in certain cases positive, solutions for boundary
value problems, using fixed point theorems.

The thesis consists of five chapters and the bibliography. In the first chapter,
we mention some concepts in Functional Analysis which we need in the process.
We also mention the four fixed point theorems we chose to apply and the metho-
dologies used in the next chapters. Finally, we present some applications of the
results in Natural Sciences.

Each one of the remaining chapters, refers respectively to the fixed point
theorem of Schauder, the fixed point theorem of Krasnoselskii, the fixed point
theorem of Avery–Henderson and the fixed point theorem of Leggett–Williams. In
each chapter we present in detail the methodology used in order to apply the
specific fixed point theorem and we provide specific numerical applications of the
theoretical results. Special attention is paid to presenting the results in a unified
way throughout the whole thesis and pointing out the relations between them.

Finally we present a detailed list of the papers and books we used in this
thesis.
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