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Εισαγωγή

Η µελέτη των κατηγοριών αποτελεί ένα ισχυρό εργαλείο των σύγχρονων µαθηµατικών το οποίο
επιτρέπει την επίλυση προβληµάτων χρησιµοποιώντας µία «υψηλότερη ϑεώρηση». Ο πρώτος ορι-
σµός της κατηγορίας, του συναρτητή και του ϕυσικού µετασχηµατισµού, εισήχθηκε στο διάστηµα
1942-1945 από τον Samuel Eilenberg και τον Saunders Mac Lane, µε σκοπό να χρησιµοποιηθεί
στη µελέτη προβληµάτων της αλγεβρικής τοπολογίας.

΄Εκτοτε, η Θεωρία Κατηγοριών έχει επεκταθεί ϱαγδαία ϐρίσκοντας εφαρµογές σε κλάδους των
µαθηµατικών όπως η ανάλυση (π.χ. συναρτησιακή ανάλυση, διαφορικές εξισώσεις), η άλγεβρα
(π.χ. αλγεβρική γεωµετρία, ϑεωρία αριθµών), η αλγεβρική τοπολογία, η διαφορική γεωµετρία
και η µαθηµατική ϕυσική (ϑεωρία υπερχορδών). Στα πρώτα της ϐήµατα η ϑεωρία κατηγοριών
αναπτύχθηκε από κοινού µε την Οµολογική ΄Αλγεβρα εφοδιάζοντας η µία την άλλη µε νέες ιδέες,
νέα εννοιολογικά πλαίσια, ανοιχτά προβλήµατα, και νέα αποτελέσµατα. Αποκορύφωµα αυτής της
κοινής πορείας ϑεωρείται η εργασία [26] του Grothendieck στην οποία µε χρήση κατηγορικών
εργαλείων αποδεικνύεται η ύπαρξη αρκετών ενέσιµων αντικειµένων σε κατηγορίες από sheaves,
αποτέλεσµα ϑεµελιώδους σηµασίας στην Αλγεβρική Γεωµετρία. Από την άλλη πλευρά ϑεµέλιο
της Οµολογικής ΄Αλγεβρας αποτελεί το ϐιβλίο ‘‘Homological Algebra’’ [18] των Cartan-Eilenberg
το οποίο δηµοσιεύτηκε το 1956, και στο οποίο αναπτύσσονται µε σύγχρονη µορφή τα ϐασικά
στοιχεία και αποτελέσµατα της οµολογικής ϑεωρίας σε κατηγορίες προτύπων υπεράνω ενός δα-
κτυλίου. Με την ανάπτυξη της ϑεωρίας κατηγοριών η σύγχρονη οµολογική άλγεβρα αναπτύχθηκε
περαιτέρω µέσω της έννοιας της παραγόµενης κατηγορίας µιας αβελιανής κατηγορίας, έννοια η
οποία εισήχθηκε από τον Grothendieck και αναπτύχθηκε από τον µαθητή του, Verdier.

Οι κατηγορίες προτύπων ή γενικότερα οι αβελιανές κατηγορίες οι οποίες έχουν πεπερασµένη
οµολογική διάσταση µπορεί να ϑεωρηθεί ότι συµπεριφέρονται σχετικά οµαλά και τα στοιχεία τους
έχουν εύκολα περιγράψιµη οµολογική δοµή. Αξίζει εδώ να σηµειώσουµε ότι οι περισσότερες από
τις έννοιες που ϑα αναλυθούν στη συνέχεια της διατριβής είναι τετριµµένες στην περίπτωση κατη-
γοριών πεπερασµένης οµολογικής διάστασης. Για τον λόγο αυτό ϑα στρέψουµε το ενδιαφέρον µας
στις κατηγορίες µε άπειρη οµολογική διάσταση οι οποίες, σ΄ αυτό το πλαίσιο, παρουσιάζουν περισ-
σότερο ενδιαφέρον και έχουν πλουσιότερη δοµή. Η κατηγορία η οποία µε κάποιον τρόπο µετράει
το κατά πόσον µια αβελιανή κατηγορία A απέχει από το να έχει κανονική, και εποµένως εύκολα
περιγράψιµη, οµολογική συµπεριφορά είναι η λεγόµενη κατηγορία ιδιοµορφιών (singularity
category) DsgpAq της A. Η ορολογία προέρχεται από τη γεωµετρία, όπου η έννοια του ιδιό-
µορφου σηµείου έχει µεγάλη σηµασία. Σε κάθε σηµείο p ενός γεωµετρικού αντικειµένου, π.χ.
ενός αλγεβρικού πολυπτύγµατος, αντιστοιχεί ένας (τοπικός) δακτύλιος Rp του οποίου η οµολογική
συµπεριφορά αντανακλά σηµαντικές γεωµετρικές ιδιότητες γύρω από το p. ΄Ετσι ένα σηµείο είναι
κανονικό αν ο δακτύλιος Rp έχει πεπερασµένη ολική οµολογική διάσταση, ισοδύναµα όπως ϑα
δούµε, αν η κατηγορία ιδιοµορφιών της κατηγορίας των Rp-προτύπων είναι τετριµµένη.

Κεντρικό πρόβληµα της διατριβής αποτελεί η µελέτη ϐασικών ιδιοτήτων κατηγοριών ιδιοµορ-
ϕιών. Γενικά η µελέτη κατηγοριών ιδιοµορφιών είναι δύσκολη, καθώς οι κατηγορίες αυτές δεν
είναι «κανονικές», µε την έννοια ότι τα αντικείµενα και οι µορφισµοί αυτών δεν έχουν εύχρηστη
περιγραφή, και εποµένως η ανάλυση της ϐαθύτερης δοµής τους είναι πολύπλοκη. Σε προσπά-
ϑεια προσπέλασης αυτού του προβλήµατος, ϑα δούµε ότι υπό ορισµένες συνθήκες, η κατηγορία
ιδιοµορφιών είναι ισοδύναµη µε µία ευσταθή κατηγορία, η περιγραφή της οποίας είναι σχετικά

1



2 ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ

απλή. Με αυτόν τον τρόπο, το πρόβληµα περιγραφής της κατηγορίας ιδιοµορφιών ανάγεται σε
ένα περισσότερο προσιτό πρόβληµα.

Η διατριβή χωρίζεται σε αδρές γραµµές σε δύο µέρη.
Μέρος Α. Το πρώτο µέρος της διατριβής, το οποίο αποτελείται από τα Κεφάλαια 1-4, είναι

αφιερωµένο στην ανάπτυξη των απαραίτητων εργαλείων και την περιγραφή του κατάλληλου υπό-
ϐαθρου για τον ορισµό της κατηγορίας ιδιοµορφιών ενός δακτυλίου ή γενικότερα µιας αβελιανής
κατηγορίας. Αυτή η διαδικασία περιλαµβάνει την ανάπτυξη των ϐασικών στοιχείων της ϑεωρίας
κατηγοριών, ιδιαίτερα της ϑεωρίας τοπικοποίησης, και της οµολογικής άλγεβρας, ιδιαίτερα των
αβελιανών και τριγωνισµένων κατηγοριών. Για τον σκοπό αυτό ϑα ακολουθήσουµε κυρίως, µεταξύ
άλλων, τον D. Milicic στο [39] αλλά και τον C. Weibel στο [53].

Σηµείο εκκίνησης αποτελεί µία αβελιανή κατηγορία A. Οι αβελιανές κατηγορίες αποτελούν
µια ευρεία κλάση κατηγοριών η οποία περιλαµβάνει κατηγορίες όπως η κατηγορία των αβελιανών
οµάδων Ab, η κατηγορία των δεξιών (ή αριστερών) R-προτύπων υπεράνω ενός δακτυλίου R και η
κατηγορία όλων των sheaves αβελιανών οµάδων σε έναν τοπολογικό χώρο X. Χαρακτηριστικό των
αβελιανών κατηγοριών είναι ότι επιτρέπουν τη µελέτη ιδιοτήτων ακρίβειας, διαµέσου της έννοιας
της ακριβούς ακολουθίας, και ως αποτέλεσµα έχουν πλούσια δοµή. Στη συνέχεια κατασκευάζουµε
διαδοχικά τις εξής κατηγορίες :
‚ Την κατηγορία συµπλόκων ChpAq της A.
‚ Την οµοτοπική κατηγορία συµπλόκων KpAq της A.
‚ Την παραγόµενη κατηγορία DpAq της A, η οποία ορίζεται ως η τοπικοποίηση της KpAq

ως προς την κλάση S των ηµι-ισοµορφισµών συµπλόκων, δηλαδή των µορφισµών συµπλόκων οι
οποίοι επάγουν ισοµορφισµούς στη συνοµολογία. Σχηµατικά: DpAq “ KpAqrS´1s.

Σηµειώνουµε ότι η διαδικασία σχηµατισµού της οµοτοπικής κατηγορίας συνίσταται στη ϑεώ-
ϱηση ότι ένας µορφισµός στην κατηγορία συµπλόκων ChpAq ο οποίος είναι οµοτοπικός µε τον
µηδενικό µετατρέπεται µε τυπικό τρόπο (τοπικοποίηση) σε µηδενικό µορφισµό στην KpAq, και
η διαδικασία σχηµατισµού της παραγόµενης κατηγορίας συνίσταται στη ϑεώρηση ότι ένας ηµι-
ισοµορφισµός στην οµοτοπική κατηγορία KpAq µετατρέπεται µε τυπικό τρόπο (τοπικοποίηση) σε
ισοµορφισµό στην παραγόµενη κατηγορία DpAq.

Μία από τις χρησιµότερες δοµικές ιδιότητες της οµοτοπικής και της παραγόµενης κατηγορίας
συµπλόκων είναι ότι αποτελούν τριγωνισµένες κατηγορίες. Η έννοια της τριγωνισµένης κατη-
γορίας εισήχθηκε από τους Grothendieck και Verdier στις αρχές της δεκαετίας του 1960, ως το
κατάλληλο εννοιολογικό πλαίσιο για την ανάπτυξη της Οµολογικής ΄Αλγεβρας και ιδιαίτερα της
συνοµολογικής ϑεωρίας σχηµάτων στην Αλγεβρική Γεωµετρία. ΄Ετσι ο Verdier στη διδακτορική
του διατριβή, αναπτύσσει την έννοια της τριγωνισµένης κατηγορίας µε κύριο παράδειγµα αυτό
της παραγόµενης κατηγορίας (ϐλ. [52]) µιας αβελιανής κατηγορίας. Περίπου την ίδια περίοδο ο
Puppe, όρισε µια ασθενέστερη εκδοχή της έννοιας της τριγωνισµένης κατηγορίας, ϐλέπε [46], ως
το κατάλληλο εννοιολογικό πλαίσιο µελέτης της ευσταθούς οµοτοπικής κατηγορίας στην Αλγεβρι-
κή Τοπολογία. Η ϑεωρία των τριγωνισµένων κατηγοριών ϐρήκε αρχικά εφαρµογή στην αλγεβρική
γεωµετρία και στην αλγεβρική τοπολογία, ενώ σήµερα η χρήση της έχει επεκταθεί σε ποικίλους
κλάδους των µαθηµατικών.

Μία προσθετική κατηγορία C καλείται τριγωνισµένη, αν είναι εφοδιασµένη µε έναν προσθε-
τικό αυτοµορφισµό Σ και µία κλάση διαγραµµάτων της µορφής A ÝÑ B ÝÑ C ÝÑ ΣA, τα
οποία καλούνται διακεκριµένα τρίγωνα, η οποία ικανοποιεί µια σειρά αξιωµάτων, ϐλέπε τα αξιώ-
µατα pTR1q-pTR4q στον Ορισµό 3.1.7. Τα διακεκριµένα τρίγωνα ουσιαστικά παίζουν τον ϱόλο
των ακριβών ακολουθιών στις τριγωνισµένες κατηγορίες και τα αξιώµατα τυποποιούν ανάλογες
ιδιότητες ακριβών ακολουθιών σε µια αβελιανή κατηγορία.

Μέρος Β. Το δεύτερο και κύριο µέρος της διατριβής, το οποίο αποτελείται από τα Κεφάλαια 5
και 6, είναι αφιερωµένο στην ανάπτυξη της ϑεωρίας του Ragnar-Olaf Buchweitz, η οποία παρα-
τίθεται στην (αδηµοσίευτη) εργασία [17] και στην οποία ορίζεται η κατηγορία ιδιοµορφιών DbpRq
ενός προσεταιριστικού δακτυλίου R ο οποίος είναι αριστερά και δεξιά Noetherian, καθώς και σε
κατάλληλες γενικεύσεις της. Θεωρούµε την κατηγορία των πεπερασµένα παραγόµενων δεξιών R-
προτύπων την οποία και συµβολίζουµε µε mod-R. Στη συνέχεια, η κατηγορία ιδιοµορφιών DbpRq
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ορίζεται ως η κατηγορία πηλίκο (µε την έννοια του Verdier):

DbpRq “ DbpRq{DbperfpRq

όπου µε DbpRq συµβολίζουµε τη ϕραγµένη παραγόµενη κατηγορία της mod-R, ενώ µε DbperfpRq

την πλήρη υποκατηγορία της DbpRq η οποία αποτελείται από τα σύµπλοκα τα οποία είναι ηµι-
ισοµορφικά µε σύµπλοκα από πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά R-πρότυπα.

Στη ϑεωρία του Buchweitz σηµαντικό ϱόλο διαδραµατίζει η έννοια του maximal Cohen-
Macaulay R-προτύπου, καθώς, υπό προϋποθέσεις, αυτά ακριβώς τα πρότυπα µπορούν να πε-
ϱιγράψουν πλήρως (µε ακρίβεια προβολικής ευστάθειας) την κατηγορία ιδιοµορφιών του R. Η
µοναδική προϋπόθεση που απαιτείται για τον δακτύλιο R για να είναι ακριβής αυτή η περιγρα-
ϕή, εκτός από το να είναι αριστερά και δεξιά δακτύλιος της Noether, είναι να έχει πεπερασµένη
αριστερά και δεξιά ενέσιµη διάσταση σαν πρότυπο υπεράνω του εαυτού του, µία ιδιότητα που
κατά τον Buchweitz καλείται ισχυρά Gorenstein. Σε αυτό το πλαίσιο ορίζουµε ένα maximal
Cohen-Macaulay πρότυπο ως εξής :

Ορισµός. ΄Εστω R ένας αριστερά και δεξιά δακτύλιος της Noether ο οποίος είναι ισχυρά
Gorenstein µε την έννοια του Buchweitz. Τότε ένα πεπερασµένα παραγόµενο δεξιό R-πρότυπο M
καλείται maximal Cohen-Macaulay (MCM εν συντοµία) αν-ν ExtnpM,Rq “ 0 για κάθε n ě 1.

Η έννοια του maximal Cohen-Macaulay προτύπου αποτελεί γενίκευση της έννοιας του προβο-
λικού προτύπου, γενίκευση η οποία είναι κρίσιµης σηµασίας όταν ο δακτύλιος έχει άπειρη οµο-
λογική διάσταση: από την µια πλευρά, κάθε προβολικό πρότυπο είναι maximal Cohen-Macaulay
και από την άλλη πλευρά, αν ο δακτύλιος έχει πεπερασµένη ολική οµολογική διάσταση, κάθε
maximal Cohen-Macaulay πρότυπο είναι προβολικό.

Συµβολίζουµε µε MCMpRq την κατηγορία των MCM R-προτύπων και µε PpRq την υποκατηγο-
ϱία της mod-R η οποία αποτελείται από όλα τα προβολικά R-πρότυπα. Η PpRq είναι µία πλήρης
υποκατηγορία της MCMpRq και µπορούµε έτσι να ορίσουµε την προβολικά ευσταθή κατηγορία
MCMpRq “ MCMpRq{PpRq, η οποία έχει ως αντικείµενα MCM πρότυπα, και ως µορφισµούς,
κλάσεις προβολικής ισοδυναµίας οµοµορφισµών MCM προτύπων, όπου δύο οµοµορφισµοί κα-
λούνται προβολικά ισοδύναµοι αν η διαφορά τους αναλύεται µέσω ενός προβολικού προτύπου.
Εφαρµόζοντας το κύριο ϑεώρηµα ενός άρθρου των Α. Μπεληγιάννη και Ν. Μαρµαρίδη ( [11, The-
orem 2.12.]), προκύπτει ότι η ευσταθής κατηγορία MCMpRq είναι µία τριγωνισµένη κατηγορία
µε µία δοµή διακεκριµένων τριγώνων τα οποία επάγονται από ακριβείς ακολουθίες προτύπων τα
οποία είναι maximal Cohen-Macaulay.

Συµβολίζοντας, τέλος, µε APCpRq την πλήρη υποκατηγορία της οµοτοπικής κατηγορίας KpRq
η οποία έχει ως αντικείµενα ακυκλικά (ή ακριβή) σύµπλοκα από πεπερασµένα παραγόµενα προ-
ϐολικά δεξιά R-πρότυπα αποδεικνύουµε, ως ένα από τα κεντρικά αποτελέσµατα της διατριβής το
ακόλουθο Θεώρηµα του Buchweitz:

Θεώρηµα( [17, Theorem 4.4.1.]): Αν R είναι ένας αριστερά και δεξιά δακτύλιος της Noether
ο οποίος είναι ισχυρά Gorenstein (κατά τον Buchweitz), τότε υπάρχει ένα µεταθετικό (µε ακρίβεια
ισοδυναµίας κατηγοριών) διάγραµµα τριγωνισµένων κατηγοριών :

MCMpRq

ιR

��
APCpRq

Ω0

@@

σď0

// DbpRq

(1)

στο οποίο όλοι οι εµπλεκόµενοι συναρτητές αποτελούν ισοδυναµίες τριγωνισµένων κατηγοριών.

΄Ενα ϕυσικό ερώτηµα το οποίο προκύπτει είναι αν το παραπάνω διάγραµµα και τα συµπερά-
σµατα του Buchweitz µπορούν να γενικευθούν και αν ναι, σε ποιον ϐαθµό. Θεωρώντας µία πιο
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σύγχρονη προσέγγιση στις κατηγορίες ιδιοµορφιών µπορούµε να ορίσουµε γενικότερα την κατη-
γορία ιδιοµορφιών µίας αβελιανής κατηγορίας A η οποία έχει αρκετά προβολικά αντικείµενα, ως
το πηλίκο (κατά Verdier):

DsgpAq “ DbpAq{KbpprojAq

όπου µε KbpprojAq συµβολίζουµε την πλήρη υποκατηγορία των τέλειων συµπλόκων της A, δηλα-
δή την κατηγορία η οποία έχει ως αντικείµενα αυτά που ϐρίσκονται στην εικόνα της σύνθεσης των
συναρτητών : KbpprojAq ÝÑ KbpAq ÝÑ DbpAq, αλλά και τα ισόµορφά τους. Στη συνέχεια, χρησι-
µοποιώντας ορισµούς και αποτελέσµατα κυρίως από το άρθρο των Α. Μπεληγιάννη και I. Reiten,
ϐλ. [12], ορίζουµε τα Gorenstein προβολικά αντικείµενα της A, ως αυτά ακριβώς τα αντικείµενα
που εµφανίζονται σαν συνπυρήνες σε ένα ακριβές σύµπλοκο από προβολικά αντικείµενα της A,
το οποίο παραµένει ακριβές αν εφαρµόσουµε τον συναρτητή HomAp´, P q για κάθε προβολικό P .

Συµβολίζουµε µε GprojA την προβολικά ευσταθή κατηγορία των Gorenstein προβολικών αν-
τικειµένων της A και µε KACpprojpAqq την οµοτοπική κατηγορία ακυκλικών συµπλόκων από
προβολικά αντικείµενα της A. Σ΄ αυτό το πλαίσιο η αβελιανή κατηγορία A καλείται κατηγορία
Gorenstein, αν κάθε αντικείµενο της έχει µια πεπερασµένη ανάλυση ϕραγµένου µήκους από αν-
τικείµενα τα οποία είναι Gorenstein προβολικά. Σηµαντικό παράδειγµα κατηγορίας Gorenstein
αποτελεί η κατηγορία (πεπερασµένα παραγόµενων) προτύπων υπεράνω ενός ισχυρά Gorenstein
δακτυλίου.

Το ακόλουθο Θεώρηµα αποτελεί γενίκευση του Θεωρήµατος του Buchweitz:
Θεώρηµα. Για κάθε αβελιανή κατηγορία Gorenstein A, υπάρχει ένα µεταθετικό (µε ακρίβεια

ισοδυναµίας κατηγοριών) διάγραµµα τριγωνισµένων κατηγοριών :

GprojA

ιA

��
KACpprojAq

Ω0

??

σď0

// DsgpAq

και στο οποίο όλοι οι εµπλεκόµενοι συναρτητές αποτελούν ισοδυναµίες τριγωνισµένων κατηγοριών.

Σηµειώνουµε ότι, µε ϐάση την τελευταία προσέγγιση, η ϑεωρία του Buchweitz µπορεί να
εφαρµοσθεί σε γενικότερα πλαίσια. Ενδεικτικά αναφέρουµε το ακόλουθο παράδειγµα εµφάνισης
κατηγοριών ιδιοµορφιών στη Μεταθετική ΄Αλγεβρα και στην Αλγεβρική Γεωµετρία :

΄Εστω X ένα Noetherian scheme πεπερασµένης διάστασης Krull το οποίο είναι είτε αφφινικό
είτε ηµι-προβολικό υπεράνω ενός σώµατος. Η κατηγορία ιδιοµορφιών τουX ορίζεται ως το πηλίκο
(µε την έννοια του Verdier):

DsgpXq “ DbpcohXq{perfpXq

όπου µε perfpXq συµβολίζουµε την τριγωνισµένη υποκατηγορία της DbpcohXq η οποία αποτε-
λείται από σύµπλοκα τα οποία είναι ισόµορφα στην DbpcohXq µε ένα κάτω ϕραγµένο σύµπλοκο
από locally free sheaves. Η κατηγορία ιδιοµορφιών DsgpXq περιγράφει τη δοµή των ιδιόµορ-
ϕων σηµείων του X, δηλαδή τον ιδιάζοντα τόπο (singular locus) του X, και µε ϐάση τη ϑεωρία
του Buchweitz σε αρκετές περιπτώσεις αυτή η κατηγορία επιδέχεται περιγραφής µέσω maximal
Cohen-Macaulay αντικειµένων.

‚ ‚ ‚

Η διατριβή είναι συνθετικού χαρακτήρα και έχει ως κύριο στόχο την παρουσίαση του κεντρικού
ϑεωρήµατος του άρθρου του R.-O. Buchweitz [17], καθώς και κάποιων γενικεύσεών του. Για
τον λόγο αυτό, για τον συµβολισµό και τους ορισµούς των κύριων εννοιών που εµφανίζονται στη
διατριβή ακολουθούµε το άρθρο [17]. Επιπλέον, έχουν χρησιµοποιηθεί σηµαντικά συµπεράσµατα
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από το άρθρο των Α. Μπεληγιάννη και Ν. Μαρµαρίδη [11] και το άρθρο των M. Auslander και R.-
O. Buchweitz [3]. Για τον ορισµό των εισαγωγικών εννοιών αναφορικά µε τη ϑεωρία τριγωνισµένων
κατηγοριών κύρια πηγή αποτέλεσε η προσέγγιση του D. Millicic στο [39] αλλά και το ϐιβλίο του
C. Weibel [53] καθώς και το ϐιβλίο των M. Kashiwara και P. Schapira [33].

Η διατριβή έχει οργανωθεί σε έξι κεφάλαια.
Στο πρώτο κεφάλαιο, το οποίο έχει εισαγωγικό χαρακτήρα, αρχικά παραθέτουµε τα ϐασικά

στοιχεία ϑεωρίας προτύπων υπεράνω ενός προσεταιριστικού δακτυλίου καθώς και τα ϐασικά στοι-
χεία ϑεωρίας κατηγοριών τα οποία ϑα χρειαστούµε στη συνέχεια. Ιδιαίτερα ορίζουµε την έννοια
της κατηγορίας, του (συναλλοίωτου ή/και αντισυναλλοίωτου) συναρτητή µεταξύ κατηγοριών, και
του ϕυσικού µορφισµού µεταξύ συναρτητών. Κατασκευάζουµε γινόµενα και συν-γινόµενα αντι-
κειµένων και επικεντρωνόµαστε στη σηµαντική κλάση των προσθετικών κατηγοριών. Εισάγοντας
τον πυρήνα και τον συνπυρήνα ενός µορφισµού, αναλύουµε συνθήκες ακρίβειας σε µια προσθε-
τική κατηγορία οι οποίες µας οδηγούν στην έννοια της αβελιανής κατηγορίας. Εξέχουσα κλάση
αβελιανών κατηγοριών αποτελούν οι κατηγορίες προτύπων. Ολοκληρώνουµε ορίζοντας pullbacks
και pushouts µορφισµών και µελετώντας τα ενέσιµα και τα προβολικά αντικείµενα µίας αβελιανής
κατηγορίας.

Το δεύτερο κεφάλαιο έχει ως στόχο τη µελέτη της τοπικοποίησης µίας κατηγορίας A ως προς
µία κλάση µορφισµών S. ∆ίνουµε αρχικά τον ορισµό της τοπικοποίησης µέσω µίας καθολικής
ιδιότητας και διατυπώνουµε τα απαραίτητα αξιώµατα που πρέπει να πληροί µία κλάση µορφισµών
για να καλείται τοπικοποιούσα κλάση. Τοπικοποιούσες κλάσεις µορφισµών επιτρέπουν σηµαντικά
καλύτερη περιγραφή της δοµής της κατηγορίας τοπικοποίησης. Ορίζουµε αριστερά και δεξιά
roofs µεταξύ αντικειµένων της κατηγορίας A καθώς και µία πράξη σύνθεσης επί αυτών έτσι ώστε
µε αυτά τα δεδοµένα να ορίζεται µια κατηγορία, η κατηγορία κλασµάτων, η οποία αποδεικνύουµε
ότι αποτελεί την τοπικοποίηση της A ως προς την κλάση µορφισµών S. Στη συνέχεια, ορίζουµε
την έννοια της τοπικοποιούσας υποκατηγορίας, και ολοκληρώνουµε το κεφάλαιο µελετώντας την
τοπικοποίηση µίας αβελιανής κατηγορίας η οποία και αποδεικνύουµε ότι αποτελεί επίσης µία
αβελιανή κατηγορία.

Στο τρίτο κεφάλαιο γίνεται µία εισαγωγή στη ϑεωρία των τριγωνισµένων κατηγοριών. Αναλύ-
ουµε τα αξιώµατα που πληροί µία κλάση διακεκριµένων τριγώνων σε µία τριγωνισµένη κατηγορία
και ορίζουµε ακριβείς συναρτητές µεταξύ τριγωνισµένων κατηγοριών. Σηµειώνουµε τις συνθή-
κες που απαιτούνται για να καλείται µία τοπικοποιούσα κλάση συµβατή µε τον τριγωνισµό και
αποδεικνύουµε το κύριο ϑεώρηµα του κεφαλαίου το οποίο εξασφαλίζει ότι η τοπικοποίηση µίας
τριγωνισµένης κατηγορίας ως προς µία τοπικοποιούσα κλάση συµβατή µε τον τριγωνισµό, είναι
µία τριγωνισµένη κατηγορία. Τέλος, εξετάζουµε εν συντοµία την περίπτωση µίας τριγωνισµένης
αβελιανής κατηγορίας.

Στο τέταρτο κεφάλαιο κατασκευάζουµε διαδοχικά την κατηγορία συµπλόκων µίας προσθετι-
κής κατηγορίας και στη συνέχεια την αντίστοιχη οµοτοπική κατηγορία συµπλόκων. Ορίζοντας τον
κώνο ενός µορφισµού συµπλόκων, σχηµατίζουµε µία κλάση τριγώνων η οποία αποδεικνύουµε ότι
εφοδιάζει την οµοτοπική κατηγορία συµπλόκων µε µία τριγωνική δοµή. Επιπλέον, δίνουµε τον
ορισµό ενός ηµι-ισοµορφισµού και δείχνουµε ότι η κλάση όλων των ηµι-ισοµορφισµών στην οµο-
τοπική κατηγορία είναι µία τοπικοποιούσα κλάση. Θεωρώντας την τοπικοποίηση της οµοτοπικής
κατηγορίας συµπλόκων ως προς την κλάση των ηµι-ισοµορφισµών κατασκευάζουµε την παραγό-
µενη κατηγορία και µελετάµε την τριγωνική της δοµή. Κλείνουµε ορίζοντας ολικά παραγόµενους
συναρτητές µεταξύ αβελιανών κατηγοριών.

Το πέµπτο κεφάλαιο είναι αφιερωµένο στον ορισµό και στις ϐασικές ιδιότητες των maximal
Cohen-Macaulay προτύπων υπεράνω ενός δακτυλίου, στο πλαίσιο της εργασίας [17] του Buchw-
eitz, δηλαδή στο πλαίσιο των πεπερασµένα παραγόµενων προτύπων υπεράνω ενός δακτυλίου της
Noether, ο οποίος έχει πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση ως ένα αριστερό και δεξιό πρότυπο υπε-
ϱάνω του εαυτού του. Κατασκευάζουµε την προβολικά ευσταθή κατηγορία των maximal Cohen
Macaulay προτύπων και εφαρµόζοντας τη ϑεωρία προσέγγισης των Auslander-Buchweitz η οποία
αναπτύσσεται στο [3], δείχνουµε ότι κάθε πεπερασµένα παραγόµενο πρότυπο µπορεί να προσεγ-
γισθεί από ένα maximal Cohen-Macaulay και από ένα πεπερασµένα παραγόµενο πρότυπο µε
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πεπερασµένη προβολική διάσταση. Ολοκληρώνουµε το κεφάλαιο αναλύοντας την τριγωνική δοµή
της ευσταθούς κατηγορίας των maximal Cohen Macaulay προτύπων.

Στο έκτο κεφάλαιο παρουσιάζεται το κεντρικό ϑεώρηµα της διατριβής, το ϑεώρηµα του Bu-
chweitz. Ορίζεται η κατηγορία ιδιοµορφιών ενός δακτυλίου R και η οµοτοπική κατηγορία των
ακυκλικών συµπλόκων από πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά πρότυπα. Υπό την προϋπόθεση
ότι ο δακτύλιος R είναι ισχυρά Gorenstein, αποδεικνύουµε ότι υπάρχει µία τριγωνική ισοδυναµία
µεταξύ των παραπάνω δύο κατηγοριών και της προβολικά ευσταθούς κατηγορίας των maximal
Cohen-Macaualay προτύπων. Τέλος, εισάγοντας την έννοια ενός Gorenstein προβολικού αντικει-
µένου, επιχειρούµε µία γενίκευση των παραπάνω συµπερασµάτων στα πλαίσια µίας αβελιανής
κατηγορίας µε αρκετά προβολικά αντικείµενα.
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Κεφάλαιο 1

Στοιχεία Θεωρίας Κατηγοριών

Το παρόν κεφάλαιο έχει εισαγωγικό χαρακτήρα και ως κύριο στόχο τη ϑεµελίωση συµβολισµού και
την υπενθύµιση ορισµένων ϐασικών ϑεωρηµάτων και προτάσεων από τη ϑεωρία κατηγοριών. Για
τον λόγο αυτόν, οι απόδειξεις ϑα παραλειφθούν, ενώ για περισσότερα παραπέµπουµε στο ϐιβλίο
των M. Kashiwara and P. Schapira [33] αλλά και στο ϐιβλίο του Weibel [53] τα οποία µαζί µε το
ϐιβλίο του Bland [14] και των Enochs-Jenda [22], αποτελούν τις κύριες πηγές του κεφαλαίου.

1.1 Πρότυπα

Σε αυτήν την ενότητα ϑα παρουσιαστούν συνοπτικά ορισµένα στοιχεία ϑεωρίας προτύπων. Για
εισαγωγικές έννοιες από την ϑεωρία οµάδων, την ϑεωρία δακτυλίων και γενικότερα περισσότερες
λεπτοµέρειες όσον αφορά τα ακόλουθα, ϐλ. [14] και [20]. Αρχικά, παραθέτουµε τον ορισµό ενός
δεξιού R-προτύπου:

Ορισµός 1.1.1. ΄Εστω R ένας προσεταιριστικός δακτύλιος (όχι απαραίτητα µεταθετικός ή µε µο-
νάδα). Μία προσθετική αβελιανή οµάδα pM,`q καλείται δεξιό R-πρότυπο (right R-module) ή
ένα δεξιό πρότυπο πάνω από τον R, αν είναι εφοδιασµένη µε µία απεικόνιση

M ˆR ÝÑM

pm, rq ÞÝÑ mr

η οποία καλείται δεξιά δράση, έτσι ώστε να ισχύουν οι ακόλουθες συνθήκες :

1. pm1 `m2qr “ m1r `m2r για κάθε m1,m2 PM και r P R.

2. mpr1 ` r2q “ mr1 `mr2 για κάθε m PM και r1, r2 P R.

3. mprsq “ pmrqs για κάθε m PM και r, s P R.

Αν ο δακτύλιος R έχει µονάδα, απαιτούµε να ικανοποιείται και η παρακάτω συνθήκη:

4. m1R “ m για κάθε m PM .

Σχόλιο 1.1.2. Τα πρότυπα που ικανοποιούν την συνθήκη 4. καλούνται πρότυπα µε µονάδα
(unital modules) και στα πλαίσια της συγκεκριµένης διατριβής όλα τα πρότυπα ϑα ϑεωρούνται εκ
των προτέρων ότι έχουν µονάδα, εκτός αν δηλωθεί το αντίθετο.

7
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∆υϊκά, ορίζεται και η έννοια ενός αριστερού R-προτύπου:

Ορισµός 1.1.3. ΄Εστω R ένας προσεταιριστικός δακτύλιος (όχι απαραίτητα µεταθετικός ή µε µονά-
δα). Μία προσθετική αβελιανή οµάδα pM,`q καλείται αριστερό R-πρότυπο (left R-module) ή
ένα αριστερό πρότυπο πάνω από τον R, αν είναι εφοδιασµένη µε µία απεικόνιση

RˆM ÝÑM

pr,mq ÞÝÑ rm

η οποία καλείται αριστερή δράση, έτσι ώστε να ισχύουν οι ακόλουθες συνθήκες :

1. rpm1 `m2q “ rm1 ` rm2 για κάθε m1,m2 PM και r P R.

2. pr1 ` r2qm “ r1m` r2m για κάθε m PM και r1, r2 P R.

3. prsqm “ rpsmq για κάθε m PM και r, s P R.

Αν ο δακτύλιος R έχει µονάδα, απαιτούµε να ικανοποιείται και η παρακάτω συνθήκη:

4. 1Rm “ m για κάθε m PM .

Για αρκετά παραδείγµατα αριστερών και δεξιών προτύπων ϐλ. [20, §10.1] και [14, §1.4].

Σχόλιο 1.1.4. Συχνά ϑα γράφουµε RM συµβολίζοντας ότι το M είναι ένα αριστερό R-πρότυπο
και δυϊκά, ϑα γράφουµε MR συµβολίζοντας ότι το M είναι ένα δεξιό R-πρότυπο.

Στη συνέχεια, µε R ϑα συµβολίζουµε έναν προσεταιριστικό δακτύλιο µε µονάδα. Θα εξετάσου-
µε µόνο την περίπτωση των δεξιών R-προτύπων καθώς οι αντίστοιχοι ορισµοί και τα αντίστοιχα
αποτελέσµατα για τα αριστερά R-πρότυπα είναι δυϊκά και συχνά ϑα καλούµε τα δεξιά πρότυπα
απλά ως πρότυπα.

Ορισµός 1.1.5. ΄Εστω M ένα δεξιό R-πρότυπο. ΄Ενα µη κενό υποσύνολο N του M καλείται
υποπρότυπο του M αν:

1. Το σύνολο N αποτελεί µία υποοµάδα της προσθετικής οµάδας M .

2. Για κάθε x P N και για κάθε r P R, ισχύει : xr P N .

Συχνά ϑα γράφουµε N ĎM για το υποπρότυπο N του M .

Ορισµός 1.1.6. ΄Εστω M ένα δεξιό R-πρότυπο, N ένα υποπρότυπο του M και S ένα υποσύνολο
του N . Θα λέµε ότι το το S είναι ένα σύνολο γεννητόρων του N ή ότι το N παράγεται από το S, αν
κάθε στοιχείο x P N µπορεί να γραφεί (όχι απαραίτητα µοναδικά) ως x “

řn
i`1 xiri, όπου xi P S

και ri P R για κάθε i “ 1, 2, ..., n. Σε αυτήν την περίπτωση, γράφουµε N “
ř

S xR.
Το N καλείται πεπερασµένα παραγόµενο αν το S είναι ένα πεπερασµένο σύνολο.

Σχόλιο 1.1.7. ΄Αµεσα ϐλέπουµε ότι κάθε R-πρότυποM έχει τουλάχιστον ένα σύνολο γεννητόρων,
το ίδιο το σύνολο M .

Με µία ανάλογη κατασκευή µε αυτήν που χρησιµοποιείται για την δηµιουργία µίας οµάδας
πηλίκο ή ενός δακτυλίου πηλίκο, µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα πρότυπο πηλίκο.

Ορισµός 1.1.8. ΄Εστω M ένα δεξιό R-πρότυπο και N ένα υποπρότυπο του M . Ορίζουµε το πρό-
τυπο πηλίκο (quotient module) Μ/Ν του M ως προς το υποπρότυπό του N , εφοδιάζοντας την
οµάδα πηλίκο M{N µε µία δεξιά δράση:

M{N ˆR ÝÑM{N

pm`N, rq ÞÝÑ pm`Nqr “ mr `N

Το πρότυπο πηλίκο M{N είναι ένα δεξιό R-πρότυπο.



1.1. ΠΡΟΤΥΠΑ 9

Για τη µεταφορά πληροφορίας µεταξύ δύο προτύπων απαραίτητο είναι να ορίσουµε την έννοια
ενός οµοµορφισµού προτύπων.

Ορισµός 1.1.9. ΄Εστω M και N δύο δεξιά R-πρότυπα. Μία απεικόνιση f : M ÝÑ N καλείται
οµοµορφισµός δεξιών R-προτύπων αν:

1. fpm1 `m2q “ fpm1q ` fpm2q για κάθε m1,m2 PM .

2. fpmrq “ fpmqr για κάθε m PM και για κάθε r P R.

Ορισµός 1.1.10. ΄Εστω f : M ÝÑ N ένας οµοµορφισµός δεξιών R-προτύπων. Τότε :

• Ο f καλείται µονοµορφισµός αν-ν η συνάρτηση f είναι 1´ 1.

• Ο f καλείται επιµορφισµός αν-ν η συνάρτηση f είναι επί.

• Ο f καλείται ισοµορφισµός αν-ν η συνάρτηση f είναι 1´ 1 και επί. Σε αυτήν την περίπτωση
ϑα λέµε ότι τα πρότυπα M και N είναι ισόµορφα και ϑα γράφουµε M – N .

Τέλος, ένας οµοµορφισµός δεξιών R-προτύπων f : M ÝÑ M συχνά ϑα καλείται ένας ενδοµορ-
ϕισµός του M και στην περίπτωση που ο f είναι ισοµορφισµός, καλείται ένας αυτοµορφισµός του
M .

Για παραδείγµατα µορφισµών προτύπων ϐλ. [20, §10.2] και [14, Section 1.5].
Ορίζουµε στη συνέχεια την έννοια ενός δακτυλίου της Noether καθώς αυτού του είδους οι

δακτύλιοι ϑα χρησιµοποιηθούν για τη µελέτη της κατηγορίας ιδιοµορφιών.

Ορισµός 1.1.11. ΄Εστω M ένα δεξιό R-πρότυπο. Θα λέµε ότι το M ικανοποιεί τη συνθήκη
αύξουσας αλυσίδας (ascending chain condition) αν για κάθε ακολουθία υποπροτύπων του M :

M1 ĎM2 ĎM3 ¨ ¨ ¨ ĎMn0 Ď ¨ ¨ ¨

υπάρχει n0 P N έτσι ώστε Mn “ Mn0
για κάθε n ě n0. ΄Ενα R-πρότυπο M το οποίο ικανοποιεί τη

συνθήκη αύξουσας αλυσίδας καλείται πρότυπο της Noether (Noetherian module).

Ορισµός 1.1.12. ΄Ενας δακτύλιος R καλείται αριστερός (αντίστοιχα δεξιός) δακτύλιος της
Noether αν ο δακτύλιος R αποτελεί ένα αριστερό (αντίστοιχα δεξιό) πρότυπο της Noether υπεράνω
του εαυτού του. Σε αυτήν την περίπτωση συχνά ϑα λέµε ότι ο R είναι αριστερά (αντίστοιχα δεξιά)
Noetherian.

Αν ο R είναι αριστερός και δεξιός δακτύλιος της Noether, ϑα καλείται απλώς δακτύλιος της
Noether (ή Noetherian).

Σηµαντικές κατασκευές στα πλαίσια της ϑεωρίας προτύπων όπως το ευθύ γινόµενο προτύπων
και το ευθύ άθροισµα προτύπων ϑα παρουσιαστούν στην επόµενη παράγραφο. Ολοκληρώνου-
µε την ενότητα µε τον ορισµό του τανυστικού γινοµένου προτύπων. Αρχικά παραθέτουµε µία
εισαγωγική έννοια.

Ορισµός 1.1.13. ΄Εστω M ένα δεξιό R-πρότυπο και N ένα αριστερό R-πρότυπο. Αν G είναι
µία προσθετική αβελιανή οµάδα, µία απεικόνιση (αβελιανών οµάδων) ρ : M ˆ N ÝÑ G καλείται
R-ισσόροπη (R-balanced) αν:

1. ρpx1 ` x2, yq “ ρpx1, yq ` ρpx2, yq για κάθε x1, x2 PM , y P N .

2. ρpx, y1 ` y ` 2q “ ρpx, y1q ` ρpx, y2q για κάθε x PM , y1, y2 P N .

3. ρpxr, yq “ ρpx, ryq για κάθε x PM , y P N , r P R.

Ορισµός 1.1.14. ΄Εστω M ένα δεξιό R-πρότυπο και N ένα αριστερό R-πρότυπο. ΄Ενα Ϲεύγος
pT, ρq όπου T είναι µία προσθετική αβελιανή οµάδα και ρ : M ˆ N ÝÑ T είναι µία R-ισόρροπη
απεικόνιση, καλείται ένα τανυστικό γινόµενο (tensor product) του MR µε το RN αν ικανοποιεί
την εξής καθολική ιδιότητα :
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• Για κάθε προσθετική αβελιανή οµάδα G και για κάθε R-ισόρροπη απεικόνιση ρ1 : M ˆN ÝÑ

G, υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός οµάδων f : T ÝÑ G έτσι ώστε f ˝ ρ “ ρ1, δηλαδή το
ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

M ˆN
ρ //

ρ1

""

T

fD !

��
G

Σχόλιο 1.1.15. Αν pT, ρq και pT 1, ρq είναι δύο τανυστικά γινόµενα των R-προτύπων MR και RN ,
προκύπτει ότι υπάρχει ένας ισοµορφισµός οµάδων T „

ÝÑ T 1 (ϐλ. [14, Proposition 2.3.2.].)
Για δύο τυχαία R-πρότυπα MR και RN υπάρχει πάντα ένα τανυστικό γινόµενο του MR µε

το RN . Για µία κατασκευή του τανυστικού γινοµένου ϐλ. [14, Proposition 2.3.3.]. Στο εξής
ϑα συµβολίζουµε αυτό το τανυστικό γινόµενο µε M bR N , ενώ για την R-ισόρροπη απεικόνιση
ρ : M ˆN ÝÑM bR N ϑα γράφουµε: ρppx, yqq “ xb y για κάθε x PM , y P N .

Παραθέτουµε ορισµένες ϐασικές ιδιότητες του τανυστικού γινοµένου:

Πρόταση 1.1.16. ΄Εστω MR και RN δύο R-πρότυπα και το τανυστικό τους γινόµενο M bR N .
Τότε, για την απεικόνιση

ρ : M ˆN ÝÑM bR N

µε
px, yq ÞÝÑ xb y

ισχύουν τα ακόλουθα:

1. px1 ` x2q b y “ x1 b y ` x2 b y για κάθε x1, x2 PM , y P N .

2. xb py1 ` y2q “ xb y1 ` xb y2 για κάθε x PM , y1, y2 P N .

3. xr b y “ xb ry για κάθε x PM , y P N , r P R.

4. xb 0N “ 0MbRN “ 0M b Y για κάθε x PM , y P N .

Επιπλέον : 0MbRN “ 0M b 0N .

5. Το σύνολο
J “ txb y PM bR N |x PM,y P Nu

αποτελεί ένα σύνολο γεννητόρων του M bR N και κάθε στοιχείο του M bR N µπορεί να
γραφεί στην µορφή

n
ÿ

i“1

nipxi b yiq

όπου ni P Z για i “ 1, 2, ...,m.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλ. [14, Proposition 2.3.3.]. �

Πρόταση 1.1.17. Αν το M είναι ένα δεξιό R-πρότυπο, τότε υπάρχει ένας ισοµορφισµός δεξιών
R-προτύπων M bR R –M .

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλ. [14, Proposition 2.3.3.]. �

Για παραδείγµατα τανυστικού γινοµένου ϐλ. [14, §2.3].
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1.2 Κατηγορίες

Η παρούσα ενότητα αποτελεί µία εισαγωγή στη ϑεωρία κατηγοριών. Θα οριστούν οι έννοιες της
κατηγορίας και ενός συναρτητή κατηγοριών, καθώς και ϐασικές ιδιότητες και ϑεωρήµατα. Για
λόγους συντοµίας, ϑα προσπεραστούν τα συνολοθεωρητικά προβλήµατα τα οποία εµφανίζονται
στον ορισµό µίας κατηγορίας ϑεωρώντας εκ των προτέρων ότι ϐρισκόµαστε σε ένα κατάλληλο
σύµπαν (universe). Για µία εισαγωγή στο κατάλληλο συνολοθεωρητικό πλαίσιο ϐλ. [33, §1.1],
ενώ για µία πιο αυστηρή αξιωµατική ϑεµελίωση της έννοιας του σύµπαντος ϐλ. [1]. Οι ορισµοί
και τα ϑεωρήµατα που ακολουθούν προέρχονται από τον Bland [14, §3.1], τους Kashiwara και
Schapira [33], αλλά και από τους Enochs και Jenda [22, §1.3.]. Αρχικά, λοιπόν, παραθέτουµε
τον ορισµό µίας κατηγορίας.

Ορισµός 1.2.1. Μία κατηγορία (category) C αποτελείται από τα ακόλουθα:

1. Μία κλάση obpCq η οποία καλείται κλάση αντικειµένων.

2. Για κάθε X,Y P obpCq υπάρχει ένα σύνολο HomCpX,Y q το οποίο καλείται το σύνολο µορ-
ϕισµών f : X ÝÑ Y από το X στο Y , έτσι ώστε

HomCpX,Y q X HomCpX
1, Y 1q “ H

για κάθε X,X 1, Y, Y 1 P obpCq µε X ‰ X 1 και Y ‰ Y 1.

3. Για κάθε X,Y, Z P obpCq υπάρχει µία απεικόνιση :

HomCpX,Y q ˆ HomCpY, Zq ÝÑ HomCpX,Zq

pf, gq ÝÑ g ˝ f

η οποία καλείται η απεικόνιση σύνθεσης ή απλά σύνθεση, και έχει τις παρακάτω ιδιότητες :

(α΄) Η σύνθεση είναι προσεταιριστική, δηλαδή για f P HomCpX,Y q, g P HomCpY, Zq,
h P HomCpZ,W q ισχύει ph ˝ gq ˝ f “ h ˝ pg ˝ fq.

(ϐ΄) Για κάθεX P obpCq υπάρχει ένας ταυτοτικός µορφισµός 1X P HomCpX,Xq έτσι ώστε
f ˝ 1X “ f για κάθε f P HomCpX,Y q και 1X ˝ g “ g για κάθε g P HomCpY,Xq.

΄Ενα στοιχείο της κλάσης αντικειµένων obpCq καλείται ένα αντικείµενο της C ενώ για X,Y P C,
ένα στοιχείο του συνόλου µορφισµών HomCpX,Y q καλείται ένας µορφισµός (από τοX στο Y ) στην
C.

Παράδειγµα 1.2.2. Παραδείγµατα κατηγοριών αποτελούν οι κατηγορίες Set , Ab, Top των οποίων
τα αντικείµενα είναι αντίστοιχα σύνολα, αβελιανές οµάδες και τοπολογικοί χώροι, ενώ οι µορφισµοί
είναι συναρτήσεις, οµοµορφισµοί οµάδων και συνεχείς συναρτήσεις.

Παραθέτουµε ως παράδειγµα µία ακόµη επιπλέον κατηγορία η οποία ϑα αποτελέσει αντικεί-
µενο µελέτης :

Παράδειγµα 1.2.3. Για κάθε δακτύλιο R, συµβολίζουµε µε Mod-R την κατηγορία των δεξιών
R-προτύπων, η οποία ορίζεται ως εξής :

• Τα αντικείµενα της Mod-R είναι τα δεξιά R-πρότυπα.

• Οι µορφισµοί της Mod-R είναι οι οµοµορφισµοί δεξιών R-προτύπων, δηλαδή για τυχόν
A,B P Mod-R ϑέτουµε HomMod-RpA,Bq “ HomRpA,Bq.

Θα συµβολίζουµε µε EndRpMq τον δακτύλιο των ενδοµορφισµών R-προτύπων ενός δεξιού R-
προτύπουM και µε AutRpMq την οµάδα των αυτοµορφισµών τουM . Τέλος, ϑα συµβολίζουµε µε
mod-R την πλήρη υποκατηγορία τηςMod-R η οποία αποτελείται από πεπερασµένα παραγόµενα
δεξιά R-πρότυπα. ∆υϊκά, ορίζεται και η κατηγορία R-Mod των αριστερών R-προτύπων τα αντι-
κείµενα της οποίας είναι τα αριστερά R-πρότυπα και οι µορφισµοί αυτής είναι οι οµοµορφισµοί
αριστερών R-προτύπων.
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Ο ακόλουθος ορισµός επιτρέπει έναν χαρακτηρισµό των µορφισµών σε µία κατηγορία.

Ορισµός 1.2.4. ΄Εστω C µία κατηγορία, X,Y P obpCq και f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός από το X
στο Y . Τότε :

1. Ο f καλείται µονοµορφισµός αν για κάθε Ϲεύγος µορφισµών g1, g2 : Z ÝÑ X στην C µε
f ˝ g1 “ f ˝ g2 ισχύει g1 “ g2.

2. Ο f καλείται επιµορφισµός αν για κάθε Ϲεύγος µορφισµών g1, g2 : Y ÝÑ Z στην C µε
g1 ˝ f “ g2 ˝ f ισχύει g1 “ g2.

3. Ο f καλείται ισοµορφισµός αν υπάρχει ένας µορφισµός g P HomCpY,Xq έτσι ώστε f˝g “ 1Y
και g ˝ f “ 1X . Ο µορφισµός g, ο οποίος είναι µοναδικός, καλείται ο αντίστροφος του f και
ϑα συµβολίζεται µε f´1.

Συχνά, ϑα συµβολίζουµε έναν ισοµορφισµό f : X ÝÑ Y ως f : X
„
ÝÑ Y . Τέλος, αν X

„
ÝÑ Y είναι

ένας ισοµορφισµός, λέµε ότι τα αντικείµενα X και Y είναι ισόµορφα και γράφουµε X – Y .

Σχόλιο 1.2.5. ΄Ενας ενδοµορφισµός µίας κατηγορίας C είναι ένας µορφισµός f P HomCpX,Xq
όπου X P obpCq. ΄Ενας αυτοµορφισµός της C είναι ένας ενδοµορφισµός ο οποίος είναι και
ισοµορφισµός.

Παρατήρηση 1.2.6. Αν C είναι µία κατηγορία, µπορούµε να ορίσουµε τη δυϊκή κατηγορία, η
οποία συµβολίζεται µε Cop, ϑέτοντας :

obpCopq “ obpCq

και
HomCoppX,Y q “ HomCpY,Xq

Εύκολα ϐλέπουµε ότι ένας µορφισµός f : X ÝÑ Y σε µία κατηγορία C είναι µονοµορφισµός αν-ν
ο f είναι επιµορφισµός στη δυϊκή κατηγορία Cop.

Ορισµός 1.2.7. Αν C είναι µία κατηγορία, τότε µία κατηγορίαD καλείται υποκατηγορία (subcategory)
της C αν ικανοποιούνται οι ακόλουθες συνθήκες :

1. Κάθε αντικείµενο της D είναι αντικείµενο της C, δηλαδή D Ď C.

2. Για οποιαδήποτε αντικείµενα X,Y της D ισχύει HomDpX,Y q Ď HomCpX,Y q.

3. Η σύνθεση µορφισµών στην D συµπίπτει µε τη σύνθεση µορφισµών στην C.

4. Για κάθε X P obpDq, ο ταυτοτικός µορφισµός 1X : X ÝÑ X στην D είναι ο ίδιος µε τον
ταυτοτικό µορφισµό 1X : X ÝÑ X στην C.

Συχνά, ϑα γράφουµε D Ď C συµβολίζοντας ότι η D είναι µία υποκατηγορία της C.

Ορισµός 1.2.8. ΄Εστω C µία κατηγορία και D Ď C µία υποκατηγορία αυτής.

• Η D καλείται µία πλήρης (full) υποκατηγορία της C αν για κάθε X,Y P obpDq ισχύει
HomDpX,Y q “ HomCpX,Y q.

• Η D καλείται κορεσµένη ή αυστηρά πλήρης (strictly full) υποκατηγορία της C αν είναι
πλήρης και κάθε αντικείµενο X P C το οποίο είναι ισόµορφο µε ένα αντικείµενο της D ανήκει
στην D.

Παράδειγµα 1.2.9. Η κατηγορία των αβελιανών οµάδων Ab και η κατηγορία των συµπαγών τοπο-
λογικών χώρων είναι πλήρεις υποκατηγορίες της κατηγορίας των οµάδων Grp και της κατηγορίας
των τοπολογικών χώρων Top αντίστοιχα.
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Ορισµός 1.2.10. ΄Ενα διάγραµµα σε µία κατηγορία C είναι µία οικογένεια συµβόλων τα οποία
αναπαριστούν µορφισµούς της C και µία οικογένεια ϐελών µεταξύ αυτών των συµβόλων τα οποί-
α αναπαριστούν µορφισµούς αυτών των αντικειµένων. Η έννοια ενός µεταθετικού διαγράµµατος
ορίζεται µε τον ϕυσικό τρόπο.

Για περισσότερα παραδείγµατα κατηγοριών ϐλ. [14, §3.1] και [33, Examples 1.2.4.].

Ορισµός 1.2.11. ΄Εστω C µία κατηγορία.

1. ΄Ενα αντικείµενο P P obpCq καλείται αρχικό αντικείµενο της C, αν για κάθε X P obpCq, το
σύνολο µορφισµών HomCpP,Xq έχει ένα µοναδικό στοιχείο. Συχνά ένα αρχικό αντικείµενο
της C συµβολίζεται µε ∅C. ΄Αµεσα προκύπτει ότι αν τα P1 και P2 είναι δύο αρχικά αντικείµενα
µίας κατηγορίας, υπάρχει ένας µοναδικός ισοµορφισµός P1 – P2.

2. ΄Ενα αντικείµενο P P obpCq καλείται τελικό αντικείµενο της C αν για κάθε X P obpCq, το
σύνολο µορφισµών HomCpX,P q έχει ένα µοναδικό στοιχείο. Συχνά, ένα τελικό αντικείµενο
της C συµβολίζεται µε ptC.

3. ΄Ενα αντικείµενο P P obpCq καλείται µηδενικό αντικείµενο της C αν είναι αρχικό και τελικό
αντικείµενο της C. ΄Ενα µηδενικό αντικείµενο της C ϑα συµβολίζεται απλώς µε 0 και για κάθε
X,Y P obpCq ο µορφισµός ο οποίος αποκτάται ως η σύνθεση των µορφισµών X ÝÑ 0 ÝÑ Y
ϑα συµβολίζεται επίσης µε 0: X ÝÑ Y . ΄Αµεσα, η σύνθεση ενός οποιουδήποτε µορφισµού
f : Y ÝÑ Z µε τον µηδενικό µορφισµό 0: X ÝÑ Y είναι ο µηδενικός µορφισµός 0: X ÝÑ Z.

Παράδειγµα 1.2.12. Το µηδενικό πρότυπο 0 είναι ένα µηδενικό αντικείµενο στην κατηγορία
Mod-R. Για περισσότερα παραδείγµατα ϐλ. [33, Examples 1.2.7., 1.2.9.].

Συνεχίζουµε µε τον ορισµό συναρτητών µεταξύ κατηγοριών.

Ορισµός 1.2.13. ΄Εστω C και D δύο κατηγορίες. ΄Ενας συναλλοίωτος συναρτητής F : C ÝÑ D
αποτελείται από µία απεικόνιση F : obpCq ÝÑ obpDq και από απεικονίσεις

FX,Y : HomCpX,Y q ÝÑ HomDpF pXq, F pY qq

για κάθε X,Y P obpCq έτσι ώστε :

1. F pg ˝ fq “ F pgq ˝ F pfq για κάθε f : X ÝÑ Y , g : Y ÝÑ Z όπου X,Y, Z P obpCq.

2. F p1Xq “ 1F pXq για κάθε X P obpCq.

Συχνά, για λόγους συντοµίας ϑα καλούµε έναν συναλλοίωτο συναρτητή απλά ως συναρτητή.

Παρόµοια, ορίζεται και η έννοια ενός αντισυναλλοίωτου συναρτητή.

Ορισµός 1.2.14. ΄Εστω C καιD δύο κατηγορίες. ΄Ενας αντισυναλλοίωτος συναρτητήςF : C ÝÑ D
αποτελείται από µία απεικόνιση F : obpCq ÝÑ obpDq και από απεικονίσεις

FX,Y : HomCpX,Y q ÝÑ HomDpF pY q, F pXqq

για κάθε X,Y P obpCq έτσι ώστε :

1. F pg ˝ fq “ F pfq ˝ F pgq για κάθε f : X ÝÑ Y , g : Y ÝÑ Z όπου X,Y, Z P obpCq.

2. F p1Xq “ 1F pXq για κάθε X P obpCq.

Σχόλιο 1.2.15. Η σύνθεση συναρτητών ορίζεται κατά τον προφανή τρόπο. ΄Ετσι, για τυχούσες
κατηγορίες C, C1, και C2 και συναρτητές F : C ÝÑ C1, G : C1 ÝÑ C2, η σύνθεση G ˝ F : C ÝÑ C2
είναι ο συναρτητής ο οποίως ορίζεται ως pG ˝ F qpXq “ GpF pXqq για κάθε X P obpCq και
pG ˝ F qpfq “ GpF pfqq για κάθε µορφισµό f στην C.
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Παράδειγµα 1.2.16. ΄Εστω C µία µικρή (δηλαδή η κλάση των αντικειµένων της είναι σύνολο)
κατηγορία και ένα αντικείµενο X P obpCq.

1. Ορίζουµε έναν συναλλοίωτο συναρτητή HomCpX,´q : C ÝÑ Set ως εξής :

• Στα αντικείµενα: HomCpX,´qpMq “ HomCpX,Mq για κάθε M P obpCq.
• Στους µορφισµούς: Αν f : M ÝÑ N είναι ένας µορφισµός στην C, τότε ϑέτουµε :

HomCpX,´qpfq “ HomCpX, fq “ f˚ : HomCpX,Mq ÝÑ HomCpX,Nq

όπου f˚ ο µορφισµός που δίνεται από: f˚pφq “ f ˝ φ για κάθε φ P HomCpX,Mq.

2. ∆υϊκά, ορίζεται και ο αντισυναλλοίωτος συναρτητής HomCp´, Xq : C ÝÑ Set ως εξής :

• Στα αντικείµενα: HomCp´, XqpMq “ HomCpM,Xq για κάθε M P obpCq.
• Στους µορφισµούς: Για κάθε µορφισµό f : M ÝÑ N στην C ϑέτουµε :

HomCp´, Xqpfq “ HomCpf,Xq “ f˚ : HomCpN,Xq ÝÑ HomCpM,Xq

όπου f˚ ο µορφισµός που δίνεται από: f˚pφq “ φ ˝ f για κάθε φ P HomCpN,Xq.

Παράδειγµα 1.2.17. Παραθέτουµε ορισµένα επιπλέον παραδείγµατα συναρτητών, ενώ για πε-
ϱισσότερα ϐλ. [14, §3.1].

1. Για κάθε κατηγορία C υπάρχει ο ταυτοτικός συναρτητής IdC : C ÝÑ C.

2. Θεωρούµε την κατηγορία των οµάδων Grp και την κατηγορία των αβελιανών οµάδων Ab.
Μπορούµε να ορίσουµε έναν συναρτητή F : Grp ÝÑ Ab ϑέτοντας F pGq “ G{G1, όπου µε
G1 συµβολίζουµε την παράγωγο υποοµάδα της G, δηλαδή την υποοµάδα της G η οποία
παράγεται από όλους τους µεταθέτες της G. Τότε, εύκολα ϐλέπουµε ότι ο F είναι ένας
συναλλοίωτος συναρτητής.

3. Θεωρούµε την κατηγορία των τοπολογικών χώρων Top και την κατηγορία των αβελιανών
οµάδων Ab. Ορίζουµε έναν συναρτητή F : Top ÝÑ Ab ϑέτοντας F pXq “ HnpX,Gq, την
n-οστή οµάδα συνοµολογίας του τοπολογικού χώρου X µε συντελεστές στην G. Ο F είναι
ένας αντισυναλλοίωτος συναρτητής.

4. ΄Εστω C η κατηγορία των επεκτάσεων Galois ενός σώµατος k που είναι πεπερασµένης διάστα-
σης. Τότε µπορούµε να ορίσουµε έναν συναρτητή F : C ÝÑ Grp ϑέτοντας F pKq “ GpK{kq,
την οµάδα Galois του K υπεράνω του σώµατος k. Προκύπτει ότι ο F είναι ένας αντισυναλ-
λοίωτος συναρτητής.

Ορισµός 1.2.18. ΄Εστω C, D δύο κατηγορίες και F : C ÝÑ D ένας συναρτητής µεταξύ αυτών.

1. Ο συναρτητής F καλείται πιστός (faithful) αν η απεικόνιση HomCpX,Y q ÝÑ HomDpX,Y q
είναι 1-1.

2. Ο συναρτητής F καλείται πλήρης (full) αν η απεικόνισηHomCpX,Y q ÝÑ HomDpX,Y q είναι
επί.

3. Ο συναρτητής F καλείται πλήρης και πιστός (fully faithful) αν η απεικόνιση
HomCpX,Y q ÝÑ HomDpX,Y q είναι 1-1 και επί.

4. Ο συναρτητής F καλείται επί µε ακρίβεια ισοµορφισµού (essentially surjective), αν για
κάθε αντικείµενο Y P obpDq υπάρχει ένα X P obpCq και ένας ισοµορφισµός F pXq

„
ÝÑ Y .

Σχόλιο 1.2.19. Οι ιδιότητες που αναφέρονται στον παραπάνω ορισµό διατηρούνται από την σύν-
ϑεση συναρτητών.
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Συνεχίζουµε ορίζοντας το γινόµενο και την ένωση κατηγοριών :

Ορισµός 1.2.20. Θεωρούµε µία οικογένεια κατηγοριών tCiuiPI όπου I είναι ένα σύνολο δεικτών.

1. Η κατηγορία γινόµενο
ś

iPI Ci ορίζεται ως εξής :

obp
ź

iPI

Ciq “
ź

iPI

obpCiq

Homś

iPI CiptXiui, tYiuiq “
ź

iPI

HomCipXi, Yiq

2. Η κατηγορία ξένη ένωση
š

iPI Ci ορίζεται ως εξής :

obp
ž

iPI

Ciq “ tpX, iq | i P I,X P obpCiqu

Homš

iPI CippX, iq, pY, jqq “

#

HomCipX,Y q αν i “ j

∅ αν i ‰ j

Αν το I έχει δύο στοιχεία, για παράδειγµα I “ t1, 2u ϑα συµβολίζουµε την κατηγορία γινόµενο µε
C1 ˆ C2 και την κατηγορία ξένη ένωση C1 \ C2.

Σχόλιο 1.2.21. ΄Ενας συναρτητής F : C1 ˆ C2 ÝÑ C3 καλείται δισυναρτητής. Ισοδύναµα, για
X1 P obpC1q και X2 P obpC2q, οι F pX1,´q : C2 ÝÑ C3 και F p´, X2q : C1 ÝÑ C3 είναι συναρτητές.
Επιπλέον, αν f : X1 ÝÑ Y1 είναι ένας µορφισµός στην C1 και g : X2 ÝÑ Y2 είναι ένας µορφισµός
στην C2, το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό :

F pX1, X2q
F pX1,gq//

F pf,X2q

��

F pX1, Y2q

F pf,Y2q

��
F pY1, X2q

F pY1,gq // F pY1, Y2q

Παράδειγµα 1.2.22. Αν C είναι µία κατηγορία, και Cop η αντίστοιχη δυϊκή, τότε υπάρχει έ-
νας δισυναρτητής HomCp´,´q : Cop ˆ C ÝÑ Set. Αν R είναι µία k-άλγεβρα, τότε υπάρχουν οι
δισυναρτητές :

HomRp´,´q : pMod-Rqop ˆMod-R ÝÑ Mod-k

και
p´ bR ´q : Mod-Rop ˆMod-R ÝÑ Mod-k

Ορισµός 1.2.23. ΄Εστω C µία κατηγορία και X, Y , Z αντικείµενα της C. ∆ύο µονοµορφισµοί
f : Y ÝÑ X και g : Z ÝÑ X που καταλήγουν στο X ϑα καλούνται ισόµορφοι, αν υπάρχει ένας
ισοµορφισµός h : Y ÝÑ Z έτσι ώστε f “ g˝h. Για κάθε αντικείµενοX P obpCq η κλάση ισοµορφίας
ενός µονοµορφισµού που καταλήγει στο X καλείται ένα υποαντικείµενο του X.

∆υϊκά, δύο επιµορφισµοί f : X ÝÑ Y και g : X ÝÑ Z µε αρχή το X ϑα καλούνται ισόµορφοι,
αν υπάρχει ένας ισοµορφισµός h : Y ÝÑ Z έτσι ώστε g “ h ˝ f . Για κάθε αντικείµενο X P obpCq η
κλάση ισοµορφίας ενός επιµορφισµού µε αρχή το X καλείται ένα πηλίκο του X.

Θα ορίσουµε στην συνέχεια µορφισµούς µεταξύ συναρτητών.

Ορισµός 1.2.24. ΄Εστω C και D δύο κατηγορίες και F,G : C ÝÑ D δύο συναρτητές. ΄Ενας ϕυσι-
κός µετασχηµατισµός (natural transformation) η : F ÝÑ G είναι µία οικογένεια µορφισµών

η “ tηX : F pXq ÝÑ GpXquXPobpCq
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έτσι ώστε για κάθε µορφισµό f : X ÝÑ Y στην C, το διάγραµµα:

F pXq
ηX //

F pfq

��

GpXq

Gpfq

��
F pY q

ηY // GpY q

να είναι µεταθετικό, δηλαδή ηY ˝ F pfq “ Gpfq ˝ ηX .
∆ύο συναρτητές F,G : C ÝÑ D καλούνται ϕυσικά ισοδύναµοι (naturally equivalent) ή ϕυ-

σικά ισόµορφοι, αν υπάρχουν ϕυσικοί µετασχηµατισµοί η : F ÝÑ G και σ : G ÝÑ F έτσι ώστε
σ ˝ η “ IdF και η ˝ σ “ IdG όπου µε IdF και IdG συµβολίζουµε τους ταυτοτικούς ϕυσικούς µετασχη-
µατισµούς των συναρτητών F και G αντίστοιχα. Τότε οι ϕυσικοί µετασχηµατισµοί η και σ καλούνται
ϕυσικοί ισοµορφισµοί ή ϕυσική ισοδυναµία (natural equivalence).

Παρατήρηση 1.2.25. Στη συνέχεια της διατριβής, ϑα συναντήσουµε συχνά διαγράµµατα στα
οποία τα σύµβολα ϑα αναπαριστούν κατηγορίες και τα ϐέλη ϑα αναπαριστούν συναρτητές µεταξύ
κατηγοριών. Κάνοντας κατάχρηση του συµβολισµού, ϑα λέµε ότι το διάγραµµα µετατίθεται, εάν
µετατίθεται µε ακρίβεια ισοµορφισµού συναρτητών.

Σχόλιο 1.2.26. Αν C είναι µία κατηγορία, ϑα συµβολίζουµε µε IdC : C ÝÑ C τον ταυτοτικό
συναρτητή στην C και µε EndpIdCq το σύνολο ενδοµορφισµών του ταυτοτικού συναρτητή IdC.

Ορισµός 1.2.27. ΄Ενας συναρτητής F : C ÝÑ D καλείται ισοδυναµία κατηγοριών, αν υπάρχει
ένας συναρτητήςG : D ÝÑ C και ισοµορφισµοί συναρτητών α : G˝F

„
ÝÑ IdC και β : F ˝G

„
ÝÑ IdD.

Σε αυτήν την περίπτωση ϑα λέµε ότι οι C καιD είναι ισοδύναµες κατηγορίες και ϑα γράφουµε C – D.
Επιπλέον, ϑα γράφουµε F : C „

ÝÑ D και ϑα λέµε ότι οι συναρτητές F και G είναι ηµι-αντίστροφοι
(quasi-inverse) και ότι ο G είναι ένας ηµι-αντίστροφος του F .

Σχόλιο 1.2.28. Χάριν σύµβασις, συχνά ϑα καλούµε έναν ηµι-αντίστροφο G του F , απλώς έναν
αντίστροφο του F .

Η ακόλουθη πρόταση δίνει ένα σηµαντικό κριτήριο το οποίο εξασφαλίζει ότι ένας συναρτητής
κατηγοριών αποτελεί ισοδυναµία κατηγοριών.

Πρόταση 1.2.29. ΄Ενας συναρτητής κατηγοριών F : C ÝÑ D είναι ισοδυναµία κατηγοριών αν-ν ο
F είναι πλήρης και πιστός και επί µε ακρίβεια ισοµορφισµού.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλ. [33, Proposition 1.3.13.]. �

Το παρακάτω πόρισµα µας επιτρέπει να ϑεωρούµε την εµβάπτιση µίας κατηγορίας σε µία
άλλη, µε ακρίβεια ισοµορφισµού ως µία πλήρη υποκατηγορία.

Πόρισµα 1.2.30. ΄ΕστωF : C ÝÑ D ένας πλήρης και πιστός συναρτητής. Τότε υπάρχει µία πλήρης
υποκατηγορία D0 της D και µία ισοδυναµία κατηγοριών F 1 : C „

ÝÑ D0 έτσι ώστε ο συναρτητής F να
είναι ισόµορφος µε τον ι ˝ F 1, όπου ι : D0 ÝÑ D είναι ο συναρτητής εµβάπτισης.

Απόδειξη. Η απόδειξη προκύπτει άµεσα χρησιµοποιώντας την παραπάνω πρόταση και ϑέτοντας
ως D0 την πλήρη υποκατηγορία της D η οποία έχει ως αντικείµενα εικόνες αντικειµένων της C
µέσω του συναρτητή F . �

Τέλος, ορίζουµε την έννοια των συζυγών συναρτητών µεταξύ κατηγοριών :

Ορισµός 1.2.31. ΄Εστω L : C ÝÑ D και R : D ÝÑ C δύο συναρτητές. Το Ϲεύγος pL,Rq καλείται
ένα συζυγές Ϲεύγος συναρτητών αν υπάρχει ένας ισοµορφισµός δισυναρτητών : Cop ˆD ÝÑ Set

HomDpLp´q,´q – HomCp´, Rp´qq

Τότε λέµε ότι ο L είναι ένας αριστερά συζυγής (left adjoint) του συναρτητή R, ή ότι ο R είναι ένας
δεξιά συζυγής (right adjoint) του L. Ο παραπάνω ισοµορφισµός καλείται ισοµορφισµός συζυγίας.
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Σχόλιο 1.2.32. Προκύπτει ότι (ϐλ. [33, Theorem 1.5.3.]) αν L : C ÝÑ D και R : D ÝÑ C είναι
δύο συναρτητές και ο L (αντίστοιχα ο R) έχει έναν δεξιά (αντίστοιχα αριστερά) συζυγή, τότε αυτός
ο συζυγής συναρτητής είναι µοναδικός µε ακρίβεια (µοναδικού) ισοµορφισµού.

1.3 Προσθετικές κατηγορίες

Στόχος της παρούσας ενότητας είναι να αναπτυχθεί το κατάλληλο υπόβαθρο για τον ορισµό µίας
προσθετικής κατηγορίας. Αρχικά, ϑα ορίσουµε την έννοια του γινοµένου και του συν-γινοµένου
αντικειµένων στα πλαίσια της Θεωρίας Κατηγοριών.

Ορισµός 1.3.1. ΄Εστω C µία κατηγορία και tXiui P I ένα σύνολο αντικειµένων της A. Τότε, ένα
γινόµενο (product) αυτών των αντικειµένων είναι ένα αντικείµενο

ź

iPI

Xi P C

εφοδιασµένο µε µορφισµούς

pi :

˜

ź

iPI

Xi

¸

ÝÑ Xi

για κάθε i P I, οι οποίοι καλούνται κανονικές προβολές, έτσι ώστε να ικανοποιείται η παρακάτω
καθολική ιδιότητα :

• Για κάθε αντικείµενο Y P obpCq εφοδιασµένο µε µορφισµούς fi : Y ÝÑ Xi, για κάθε i P I,
υπάρχει ένας µοναδικός µορφισµός

pfiqiPI : Y ÝÑ
ź

iPI

Xi

έτσι ώστε τα διαγράµµατα :

Y

fi ##

pfiqiPI // Xi

ś

iPI Xi

pi

OO

να είναι µεταθετικά για κάθε i P I.

Στην περίπτωση που έχουµε γινόµενο δύο αντικειµένων, ο ορισµός παίρνει την ακόλουθη
µορφή:

Ορισµός 1.3.2. ΄Εστω C µία κατηγορία και X1, X2 δύο αντικείµενα της C. ΄Ενα γινόµενο
(product) των X1 και X2 είναι ένα αντικείµενο X το οποίο συµβολίζεται µε X1 ˆ X2 µαζί µε έ-
να Ϲεύγος µορφισµών π1 : X1 ˆ X2 ÝÑ X1 και π2 : X1 ˆ X2 ÝÑ X2 τα οποία ικανοποιούν την
παρακάτω καθολική ιδιότητα :

• Για κάθε αντικείµενο Y της C και για κάθε Ϲεύγος µορφισµών f1 : Y ÝÑ X1 και f2 : Y ÝÑ X2

υπάρχει ένας µοναδικός µορφισµός f : Y ÝÑ X1 ˆX2 έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να
είναι µεταθετικό :

Y
f1

zz
f

��

f2

$$
X1 X1 ˆX2π1

oo
π2

// X2

Ο µοναδικός µορφισµός f καλείται το γινόµενο των µορφισµών f1 και f2 και συµβολίζεται µε
ă f1, f2 ą, ενώ οι µορφισµοί π1 και π2 καλούνται κανονικές προβολές.
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Παρατήρηση 1.3.3. Από τον ορισµό του, το γινόµενο αν υπάρχει, είναι µοναδικό µε ακρίβεια µο-
ναδικού ισοµορφισµού και για τον λόγο αυτόν συχνά ϑα αναφερόµαστε σε ένα γινόµενο γράφοντας
«το γινόµενο».

Σχόλιο 1.3.4. Το γινόµενο αντικειµένων αποτελεί εδική περίπτωση ενός ορίου, µία έννοια η οποία
δεν ϑα χρησιµοποιηθεί στην συνέχεια της παρούσας διατριβής και για αυτόν τον λόγο ο ορισµός
της ϑα παραλειφθεί. Για περισσότερα παραπέµπουµε στο [33, §2].

Παράδειγµα 1.3.5. Στην κατηγορία Set των συνόλων, το γινόµενο µε την παραπάνω έννοια, είναι
το γνωστό καρτεσιανό γινόµενο. ∆οσµένου µία οικογένεια συνόλων Xi, όπου i P I, το γινόµενο
αυτών ορίζεται ως :

ź

iPI

Xi “ tpxiqiPI |xi P Xi,@i P Iu

µε κανονικές προβολές πj :
ś

iPI Xi ÝÑ Xj όπου πjppxiqiPIq “ xj . Αντίστοιχα, για κάθε σύνολο
Y εφοδιασµένο µε µία οικογένεια συναρτήσεων fi : Y ÝÑ Xi, το γινόµενο αυτών f ορίζεται ως :
f : Y ÝÑ

ś

iPI Xi όπου fpyq “ pfipyqqiPI .
Στην κατηγορία των τοπολογικών χώρων, το γινόµενο µίας οικογένειας τοπολογικών χώρων

είναι το καρτεσιανό γινόµενο αυτών, εφοδιασµένο µε µία τοπολογία η οποία καλείται τοπολογία
γινόµενο και αποτελεί την ασθενέστερη τοπολογία στην οποία όλες οι συναρτήσεις προβολών είναι
συνεχείς.

Στην κατηγορία των οµάδων, το γινόµενο είναι το ευθύ γινόµενο οµάδων που δίνεται από το
καρτεσιανό γινόµενο αυτών ορίζοντας τον πολλαπλασιασµό κατά επί µέρους στοιχείο.

Ακολουθεί ένα επιπλέον παράδειγµα από την κατηγορία προτύπων:

Παράδειγµα 1.3.6. ΄Εστω ∆ ένα σύνολο δεικτών και έστω tMαuαP∆ µία οικογένεια δεξιών
R-προτύπων. Αν ϑεωρήσουµε το καρτεσιανό γινόµενο

ź

αP∆

Mα “ tpxαq|α P ∆, xa PMα, @α P ∆u

και ορίσουµε µία πρόσθεση:
pxαq ` pyαq “ pxα ` yαq

για κάθε pxαq, pyαq P
ś

αP∆Mα και µία δεξιά δράση:

pxαqr “ pxαrq

για κάθε pxαq P
ś

αP∆Mα και για κάθε r P R, εύκολα ϐλέπουµε ότι το Ϲεύγος p
ś

αP∆Mα,`q
αποτελεί αβελιανή οµάδα η οποία µε την παραπάνω δράση αποκτά δοµή δεξιού R-προτύπου. Για
κάθε β P ∆ ορίζουµε µία απεικόνιση

πβ :
ź

αP∆

Mα ÝÑMβ

µε
πβppxαqq “ xβ

για κάθε pxαq P
ś

∆Mα, η οποία είναι προφανώς ένας επιµορφισµός.
Τότε, το Ϲεύγος p

ś

αP∆Mα, tπβuβP∆qαποτελεί ένα γινόµενο µε την κατηγορική έννοια της
οικογένειας tMαuαP∆. Στην περίπτωση των προτύπων το γινόµενο αυτό καλείται ευθύ γινόµενο.
Λαµβάνοντας υπόψιν την µοναδικότητα του ευθέος γινοµένου µε ακρίβεια ισοµορφισµού, συχνά,
ϑα ϑεωρούµε ότι το ευθύ γινόµενο µίας οικογένειας προτύπων έχει την παραπάνω µορφή.

∆υϊκά, ορίζεται και η έννοια του συν-γινοµένου αντικειµένων:
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Ορισµός 1.3.7. ΄Εστω C µία κατηγορία και tXjuj P J ένα σύνολο αντικειµένων της A. Τότε, ένα
συν-γινόµενο (coproduct) αυτών των αντικειµένων είναι ένα αντικείµενο

ž

jPJ

Xj P C

εφοδιασµένο µε µορφισµούς
ij : Xj ÝÑ

ž

jPJ

Xj

για κάθε i P I, οι οποίοι καλούνται κανονικές εγκλείσεις, έτσι ώστε να ικανοποιείται η παρακάτω
καθολική ιδιότητα :

• Για κάθε αντικείµενο Y P obpCq εφοδιασµένο µε µορφισµούς fj : Xj ÝÑ Y , για κάθε j P J ,
υπάρχει ένας µοναδικός µορφισµός

f “
ž

jPJ

fj :
ž

jPJ

Xj ÝÑ Y

έτσι ώστε τα διαγράµµατα :

Xj

fj //

ij

##

Y

š

jPJ Xj

f

OO

να είναι µεταθετικά για κάθε j P J .

Στην περίπτωση που έχουµε συν-γινόµενο δύο αντικειµένων, ο ορισµός παίρνει την ακόλουθη
µορφή:

Ορισµός 1.3.8. ΄Εστω C µία κατηγορία και X1, X2 δύο αντικείµενα της C. ΄Ενα συν-γινόµενο
(coproduct) των X1 και X2 είναι ένα αντικείµενο X το οποίο συµβολίζεται µε X1

š

X2 µαζί µε
ένα Ϲεύγος µορφισµών ι1 : X1 ÝÑ X1

š

X2 και ι2 : X2 ÝÑ X1

š

X2 τα οποία ικανοποιούν την
παρακάτω καθολική ιδιότητα :

• Για κάθε αντικείµενο Y της C και για κάθε Ϲεύγος µορφισµών f1 : X1 ÝÑ Y και f2 : X2 ÝÑ Y
υπάρχει ένας µοναδικός µορφισµός f : X1

š

X2 ÝÑ Y έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να
είναι µεταθετικό :

Y

X1

f1

::

ι1 // X1

š

X2

f

OO

X2
ι2oo

f2

dd

Οι µορφισµοί ι1 και ι2 καλούνται κανονικές εγκλείσεις.

Παρατήρηση 1.3.9. Από τον ορισµό του, το συν-γινόµενο αν υπάρχει, είναι µοναδικό µε ακρί-
ϐεια µοναδικού ισοµορφισµού και για τον λόγο αυτόν συχνά ϑα αναφερόµαστε σε ένα γινόµενο
γράφοντας «το συν-γινόµενο».

Σχόλιο 1.3.10. Ανάλογα µε το γινόµενο, το συν-γινόµενο αντικειµένων αποτελεί εδική περίπτωση
ενός συν-ορίου (colimit), για περισσότερα παραπέµπουµε στο [33, §2].

Παράδειγµα 1.3.11. Το συν-γινόµενο ανάλογα µε το πλαίσιο στο οποίο ϐρισκόµαστε µπορεί να
έχει αρκετά διαφορετικές µορφές :



20 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ ΚΑΤΗΓΟΡΙΩΝ

• Στην κατηγορία των συνόλων Set, το συν-γινόµενο είναι η ξένη ένωση µε τις απεικονίσεις ij
να είναι οι απεικονίσεις έγκλεισης.

• Στην κατηγορία των οµάδων, το συν-γινόµενο είναι το ελεύθερο γινόµενο οµάδων.

• Στην κατηγορία Ab των αβελιανών οµάδων (και στην κατηγορία των προτύπων όπως ϑα
δούµε σε επόµενο παράδειγµα), το συν-γινόµενο αποτελείται από τα στοιχεία του ευθέος
γινοµένου τα οποία έχουν µόνο πεπερασµένους το πλήθος µη µηδενικούς όρους. Ως α-
ποτέλεσµα, ταυτίζεται µε το ευθύ γινόµενο στην περίπτωση που έχουµε πεπερασµένους το
πλήθος παράγοντες.

• Στην κατηγορία των τοπολογικών χώρων, τα συν-γινόµενα είναι ξένες ενώσεις χώρων µε
τοπολογία την τοπολογία ξένης ένωσης, δηλαδή τα ανοιχτά σύνολα είναι αυτά ακριβώς τα
σύνολα τα οποία είναι ανοιχτά σε κάθε έναν από τους χώρους.

Στην περίπτωση της κατηγορίας προτύπων το συν-γινόµενο είναι ακριβώς το εξωτερικό ευθύ
άθροισµα προτύπων:

Παρατήρηση 1.3.12. ΄Εστω ∆ ένα σύνολο δεικτών και έστω tMαuαP∆ µία οικογένεια δεξιών
R-προτύπων. ΄Εστω tMαuαP∆ µία οικογένεια R-προτύπων και

ś

αP∆Mα το ευθύ γινόµενο αυτής.
Θέτουµε :

à

αP∆

Mα “ tpxβq P
ź

αP∆

Mα|xβ “ 0, @β P ∆, εκτός από πεπερασµένο πλήθοςu

Εύκολα προκύπτει ότι το
À

αP∆Mα είναι ένα υποπρότυπο του
ś

αP∆Mα.
Για κάθε β P ∆, ορίζουµε έναν µονοµορφισµό προτύπων

iβ : Mβ ÝÑ
à

αP∆

Mα

µε iβpxq “ pxαq, όπου:

xα “

#

0 ανα ‰ β

x ανα “ β

Τότε, το Ϲεύγος p
À

αP∆Mα, tiβuβP∆q αποτελεί ένα συν-γινόµενο της οικογένειας tMαuαP∆, το
οποίο καλείται εξωτερικό ευθύ άθροισµα.

Λαµβάνοντας υπόψιν την µοναδικότητα του ευθέος αθροίσµατος µε ακρίβεια ισοµορφισµού,
συχνά, ϑα ϑεωρούµε ότι το ευθύ άθροισµα µίας οικογένειας προτύπων έχει την παραπάνω µορφή.

Ορισµός 1.3.13. Μία κατηγορία C ϑα καλείται υποπροσθετική (pre-additive) αν για κάθε Ϲεύγος
αντικειµένων X,Y P obpCq το σύνολο µορφισµών HomCpX,Y q είναι µία αβελιανή οµάδα και η
σύνθεση µορφισµών

HomCpY,Zq ˆ HomCpX,Y q ÝÑ HomCpX,Zq

είναι διγραµµική. Με άλλα λόγια, για κάθε f, f1, f2 P HomCpX,Y q και για κάθε g, g1, g2 P

HomCpY,Zq ισχύει :

g ˝ pf1 ` f2q “ g ˝ f1 ` g ˝ f2 και pg1 ` g2q ˝ f “ g1 ˝ f ` g2 ˝ f

Ορισµός 1.3.14. Μία κατηγορία C ϑα καλείται προσθετική (additive) αν ικανοποιούνται οι
ακόλουθες συνθήκες :

• Η κατηγορία C είναι υποπροσθετική.

• Η κατηγορία C έχει ένα µηδενικό αντικείµενο.

• Για κάθε Ϲεύγος αντικειµένων X,Y στην C υπάρχει το γινόµενο και το συν-γινόµενο αυτών
στην C.
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Σχόλιο 1.3.15. Προκύπτει ότι σε κάθε προσθετική κατηγορία, τα πεπερασµένα γινόµενα και
συν-γινόµενα ταυτίζονται. Εφόσον οι κατηγορίες οι οποίες εµφανίζονται στην παρούσα διατριβή ϑα
είναι σχεδόν πάντα προσθετικές, ϑα καλούµε από δω και στο εξής το συν-γινόµενο µίας οικογένειας
αντικειµένων tXiuiPI ευθύ άθροισµα και ϑα το συµβολίζουµε µε :

à

iPI

Xi

Οι συναρτητές µεταξύ προσθετικών κατηγοριών συχνά ϑα έχουν την ακόλουθη ιδιότητα :

Ορισµός 1.3.16. ΄Εστω C και D δύο προσθετικές κατηγορίες. ΄Ενας συναρτητής F : C ÝÑ D
καλείται προσθετικός (additive) αν για κάθε f, g P HomCpX,Y q, ισχύει F pf`gq “ F pfq`F pgq.

Σχόλιο 1.3.17. Στη συνέχεια της διατριβής, συχνά ϑα υποθέτουµε εκ των προτέρων ότι ένας
συναρτητής F : C ÝÑ D µεταξύ δύο προσθετικών κατηγοριών είναι προσθετικός εκτός και αν
δηλωθεί το αντίθετο.

1.4 Αβελιανές Κατηγορίες

Ολοκληρώνουµε το εισαγωγικό κεφάλαιο µε µία ενότητα η οποία αφιερώνεται στον ορισµό και στη
µελέτη ϐασικών ιδιοτήτων των αβελιανών κατηγοριών. Αρχικά ϑα οριστεί η έννοια µίας αβελιανής
κατηγορίας. Για τον σκοπό αυτόν ϑα χρειαστούµε τα ακόλουθα:

Ορισµός 1.4.1. ΄Εστω f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός σε µία προσθετική κατηγορία C. Ο πυρήνας
(kernel) του f είναι ένα αντικείµενοK της C µαζί µε έναν µορφισµό k : K ÝÑ X έτσι ώστε f ˝k “ 0
και να ικανοποιείται η παρακάτω καθολική ιδιότητα :

• Για κάθε µορφισµό u : U ÝÑ X µε f ˝u “ 0, υπάρχει ένας µοναδικός µορφισµός h : U ÝÑ K
έτσι ώστε u “ k ˝ h, δηλαδή το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό :

Y

X

f

??

K
koo

0

OO

U

h

__

u

gg 0

WW

Συχνά ϑα συµβολίζουµε το αντικείµενο πυρήνα ενός µορφισµού f : X ÝÑ Y µε Kerf και τον
αντίστοιχο µορφισµό µε kerf : Kerf ÝÑ X.

Σχόλιο 1.4.2. Από την καθολική ιδιότητα του ορισµού, προκύπτει ότι ο kerf , αν υπάρχει, εί-
ναι ένας µοναδικός (µε ακρίβεια ϕυσικής ισοδυναµίας) µονοµορφισµός και ο µορφισµός f είναι
µονοµορφισµός αν-ν Kerf “ 0.

Η δυϊκή έννοια είναι αυτή του συνπυρήνα ενός µορφισµού.

Ορισµός 1.4.3. ΄Εστω f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός σε µία προσθετική κατηγορία C. Ο συνπυρή-
νας (cokernel) του f είναι ένα αντικείµενο C της C µαζί µε έναν µορφισµό c : Y ÝÑ C έτσι ώστε
c ˝ f “ 0 και να ικανοποιείται η παρακάτω καθολική ιδιότητα :
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• Για κάθε µορφισµό v : Y ÝÑ V µε v ˝f “ 0, υπάρχει ένας µοναδικός µορφισµός h : C ÝÑ V
έτσι ώστε v “ h ˝ c, δηλαδή το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό :

Y

c

��
v

��

X

f

??

0

''

0 // C

h

��
V

Συχνά ϑα συµβολίζουµε το αντικείµενο συνπυρήνα ενός µορφισµού f : X ÝÑ Y µε Cokerf και τον
αντίστοιχο µορφισµό µε cokerf : Y ÝÑ Cokerf .

Σχόλιο 1.4.4. Από την καθολική ιδιότητα του ορισµού, προκύπτει ότι ο cokerf , αν υπάρχει
είναι ένας µοναδικός (µε ακρίβεια ϕυσικής ισοδυναµίας) επιµορφισµός και ο µορφισµός f είναι
επιµορφισµός αν-ν Cokerf “ 0.

Τέλος, ορίζουµε τις ακόλουθες έννοιες :

Ορισµός 1.4.5. ΄Εστω C µία προσθετική κατηγορία και f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην C.
• Αν ο µορφισµός cokerf : Y ÝÑ Cokerf έχει έναν πυρήνα στην A, αυτός καλείται η εικόνα

(image) του f και συµβολίζεται µε Imf . Συµβολίζουµε µε imf : Imf ÝÑ Y τον µονοµορφισµό
από την εικόνα.

• Αν ο µορφισµός kerf : Kerf ÝÑ X έχει έναν συνπυρήνα στηνA, αυτός καλείται η συνεικόνα
(coimage) του f και συµβολίζεται µε Coimf . Συµβολίζουµε µε coimf : X ÝÑ Coimf τον
επιµορφισµό στην συνεικόνα.

Παράδειγµα 1.4.6. Θεωρούµε έναν δακτύλιο R και την κατηγορία των δεξιών R-προτύπων
Mod-R. Για έναν οµοµορφισµό προτύπων f : M ÝÑ N στην Mod-R οι πυρήνες και οι συν-
πυρήνες (µε την κατηγορική έννοια) ορίζονται ως εξής :

• Ο πυρήνας του f είναι το αντικείµενο Kerf “ tm PM | fpmq “ 0u.

• Η εικόνα του f είναι το αντικείµενο Imf “ tfpmq |m PMu.

• Ο συνπυρήνας του f είναι το πρότυπο πηλίκο N{ Imf .

Παρατήρηση 1.4.7. Υποθέτουµε ότι C είναι µία προσθετική κατηγορία στην οποία όλοι οι µορ-
ϕισµοί έχουν πυρήνες και συνπυρήνες. Τότε, κάθε µορφισµός f : X ÝÑ Y στην C δηµιουργεί ένα
διάγραµµα Kerf

kerf
ÝÑ X

f
ÝÑ Y

cokerf
ÝÑ Cokerf . Αφού f ˝ kerf “ 0, ο f αναλύεται µέσω του Coimf

µε έναν µορφισµό φ : Coimf ÝÑ Y . Οµοίως, εφόσον cokerf ˝ φ ˝ coimf “ cokerf ˝ f “ 0 και
ο coimf ως µορφισµός στον συνπυρήνα είναι επιµορφισµός, ϑα έχουµε cokerf ˝ φ “ 0, άρα ο f
αναλύεται µέσω του Imf µε έναν µορφισµό f̃ : Coimf ÝÑ Imf . Προκύπτει δηλαδή το ακόλουθο
µεταθετικό διάγραµµα:

Kerf
kerf // X

f //

coimf

��

Y
cokerf // Cokerf

Coimf
f̃

//

φ

<<

Imf

imf

OO

(1.1)
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Χρησιµοποιώντας αυτό το διάγραµµα ϑα ορίσουµε την έννοια της αβελιανής κατηγορίας.

Ορισµός 1.4.8. Μία προσθετική κατηγορία C ϑα καλείται αβελιανή (abelian) αν πληροί τις ακό-
λουθες συνθήκες :

1. Κάθε µορφισµός στην C έχει έναν πυρήνα και έναν συνπυρήνα.

2. Για κάθε µορφισµό f , ο επαγόµενος µορφισµός f̃ : Coimf ÝÑ Imf είναι ισοµορφισµός.

Σχόλιο 1.4.9. Συχνά, ϑα συµβολίζουµε µε A µία αβελιανή κατηγορία.

Παράδειγµα 1.4.10. Παραθέτουµε ορισµένα παραδείγµατα αβελιανών κατηγοριών :

1. Η κατηγορία Ab όλων των αβελιανών οµάδων είναι µία αβελιανή κατηγορία. Η κατηγο-
ϱία όλων των πεπερασµένα παραγόµενων αβελιανών οµάδων καθώς και η κατηγορία των
πεπερασµένων αβελιανών οµάδων είναι επίσης αβελιανές κατηγορίες.

2. Η υποκατηγορία Ab των ελεύθερων αβελιανών οµάδων δεν είναι αβελιανή κατηγορία.

3. Αν X είναι ένας τοπολογικός χώρος, τότε η κατηγορία όλων των sheaves αβελιανών οµάδων
στον X είναι µία αβελιανή κατηγορία.

Ακολουθεί ένα ακόµη παράδειγµα στα πλαίσια της ϑεωρίας προτύπων το οποίο ϑα είναι ιδιαί-
τερα χρήσιµο στη συνέχεια.

Παράδειγµα 1.4.11. Θεωρούµε έναν δακτύλιο R και την κατηγορία των δεξιών R-προτύπων
Mod-R. Η κατηγορία Mod-R είναι αβελιανή και η ιδιότητα 2 του παραπάνω ορισµού προκύπτει
άµεσα από το ϑεώρηµα ισοµορφισµών R-προτύπων.

Από την άλλη πλευρά, η κατηγορίαmod-R των πεπερασµένα παραγόµενων δεξιώνR-προτύπων
δεν είναι γενικά αβελιανή, καθώς ο πυρήνας ενός οµοµορφισµού µεταξύ δύο πεπερασµένα παρα-
γόµενων πρότυπων δεν είναι απαραίτητα πεπερασµένα παραγόµενο πρότυπο. Προκύπτει ωστόσο
ότι η mod-R είναι µία αβελιανή κατηγορία αν-ν ο R είναι ένας δακτύλιος της Noether. Οι δακτύ-
λιοι οι οποίοι ϑα µελετηθούν στη συνέχεια πληρούν αυτήν τη συνθήκη, είναι δηλαδή αριστερά και
δεξιά Noetherian.

΄Ενα σηµαντικό χαρακτηριστικό µίας αβελιανής κατηγορίας είναι ότι προδίδει νόηµα στον
ορισµό ακριβών ακολουθιών.

Ορισµός 1.4.12. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία. Μία ακολουθία

¨ ¨ ¨ // An´1 fn´1

// An
fn // An`1 fn`1

// ¨ ¨ ¨

αντικειµένων και µορφισµών της A καλείται ακριβής ακολουθία (exact sequence) αν

imfn´1 “ kerfn

για κάθε n P Z. Ως αποτέλεσµα, η σύνθεση fn˝fn´1 : An´1 ÝÑ An`1 είναι ο µηδενικός µορφισµός.
Μία ακριβής ακολουθία της µορφής

0 // A
f // B

g // C // 0

στην A καλείται σύντοµη ακριβής ακολουθία (short exact sequence).

Στη συνέχεια ορίζουµε την έννοια ενός ακριβή συναρτητή µεταξύ αβελιανών κατηγοριών.
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Ορισµός 1.4.13. Θεωρούµε δύο αβελιανές κατηγορίες C, D. ΄Ενας συναλλοίωτος συναρτητής
F : C ÝÑ D καλείται αριστερά ακριβής (left exact) αν για κάθε σύντοµη ακριβή ακολουθία

0 // A
f // B

g // C // 0

η ακολουθία

0 // F pAq
F pfq // F pBq

F pgq // F pCq

είναι ακριβής στην A. ∆υϊκά, ο F καλείται δεξιά ακριβής (right exact) αν η ακολουθία

F pAq
F pfq // F pBq

F pgq // F pCq // 0

είναι ακριβής στην A.
Από την άλλη πλευρά, αν ο F : C ÝÑ D είναι ένας αντισυναλλοίωτος συναρτητής, ο F καλείται

αριστερά ακριβής αν για κάθε σύντοµη ακριβή ακολουθία

0 // A
f // B

g // C // 0

η ακολουθία

0 // F pCq
F pgq // F pBq

F pfq // F pAq

είναι ακριβής στην A. ∆υϊκά, ο F καλείται δεξιά ακριβής αν η ακολουθία

F pCq
F pgq // F pBq

F pfq // F pAq // 0

είναι ακριβής στην A.
Αν ο F είναι αριστερά και δεξιά ακριβής, τότε καλείται ακριβής (exact).

Ως ένα παράδειγµα παραθέτουµε την ακόλουθη χρήσιµη πρόταση:

Παράδειγµα 1.4.14. Αν C είναι µία αβελιανή κατηγορία, για κάθε αντικείµενο A της C οι συνα-
τητές HomApA,´q : A ÝÑ Ab και HomAp´, Aq : A ÝÑ Ab είναι αριστερά ακριβείς.

Συνεχίζουµε ορίζοντας γενικότερα σε µία τυχαία κατηγορία την έννοια ενός pullback και ενός
pushout, σύµφωνα µε τους Enochs-Jenda στο [22, Definition 1.3.19.], ενώ ϑα αναφέρουµε ένα
σηµαντικό κριτήριο στην περίπτωση που η κατηγορία είναι αβελιανή.

Ορισµός 1.4.15. ΄Εστω C µία κατηγορία, A,B,C αντικείµενα της C και f : A ÝÑ B, g : A ÝÑ C
µορφισµοί στην C. Τότε το pushout των µορφισµών f και g στην C είναι ένα αντικείµενο D µαζί µε
µορφισµούς h : B ÝÑ D και k : C ÝÑ D έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι ακόλουθες συνθήκες :

1. Το διάγραµµα

A
f //

g

��

B

h
��

C
k // D

είναι µεταθετικό.
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2. ΑνD1 είναι ένα αντικείµενο της C και k1 : C ÝÑ D1, h1 : B ÝÑ D1 µορφισµοί στην C έτσι ώστε
k1 ˝ g “ h1 ˝ f , τότε υπάρχει µοναδικός µορφισµός u : D ÝÑ D1 έτσι ώστε το διάγραµµα:

A
f //

g

��

B

h

��
h1

��

C
k

//

k1

''

D

u

��
D1

(1.2)

να είναι µεταθετικό.

Το διάγραµµα (1.2) καλείται διάγραµµα pushout.

∆υϊκά ορίζουµε ένα διάγραµµα pullback.

Ορισµός 1.4.16. ΄Εστω C µία κατηγορία, A,B,C αντικείµενα της C και f : A ÝÑ C, g : B ÝÑ C
µορφισµοί στην C. Τότε το pullback των µορφισµών f και g στην C είναι ένα αντικείµενο P µαζί µε
µορφισµούς h : P ÝÑ A και k : P ÝÑ B έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι ακόλουθες συνθήκες :

1. Το διάγραµµα

P
h //

k
��

A

f

��
B

g
// C

είναι µεταθετικό.

2. Αν P 1 είναι ένα αντικείµενο της C και k1 : P 1 ÝÑ B, h1 : P 1 ÝÑ A µορφισµοί στην C έτσι ώστε
f ˝ h1 “ g ˝ k1, τότε υπάρχει µοναδικός µορφισµός v : P 1 ÝÑ P έτσι ώστε το διάγραµµα:

P 1

k1

��

h1

''

v

��
P

k

��

h // A

f

��
B

g
// C

(1.3)

να είναι µεταθετικό.

Το διάγραµµα (1.3) καλείται διάγραµµα pullback.
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Σχόλιο 1.4.17. Προφανώς, τα διαγράµµατα pullback και pushout δεν υπάρχουν πάντα για µία
τυχαία κατηγορία C. Από την καθολική ιδιότητα στον ορισµό τους, ωστόσο, προκύπτει ότι αν
υπάρχουν, τότε είναι µοναδικά µε ακρίβεια ισοµορφισµού.

Παράδειγµα 1.4.18. Οι κατασκευές αυτές έχουν σηµαντική χρησιµότητα σε ένα µεγάλο εύρος
κατηγοριών. Αναφέρουµε ενδεικτικά ότι, στην αλγεβρική τοπολογία, το pushout χρησιµοποιείται
στο ϑεώρηµα Seifert-van Kampen για την εύρεση της πρωταρχικής οµάδας ενός τροχιακά συνε-
κτικού χώρου X, υπό ορισµένες συνθήκες. Ακολουθούν ορισµένα παραδείγµατα από pullbacks
και pushouts.

1. Στην κατηγορία των συνόλων, ένα pullback των συναρτήσεων συνόλων f : X ÝÑ Z και
g : Y ÝÑ Z δίνεται από το σύνολο X ˆZ Y Ď X ˆ Y , όπου:

X ˆZ Y “ tpx, yq P X ˆ Y | fpxq “ gpyqu

µαζί µε τους περιορισµούς των συναρτητών προβολής π1 : XˆY ÝÑ X και π2 : XˆY ÝÑ Y
στο X ˆZ Y .

2. Στην κατηγορία των προτύπων Mod-R, αν οι µορφισµοί f : A ÝÑ C και g : του Ορισµού
1.4.16 είναι οµοµορφισµοί προτύπων, τότε το πρότυπο

P “ tpb, aq P B ‘A | gpbq “ fpaqu

µαζί µε τους αντίστοιχους οµοµορφισµούς προβολής είναι ένα pullback των f και g.

3. Θεωρώντας πάλι την κατηγορία Mod-R, αν οι µορφισµοί f : A ÝÑ B και g : A ÝÑ C του
Ορισµού 1.4.15 είναι οµοµορφισµοί προτύπων, µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα pushout
των f και g ϑέτοντας D “ pC ‘ Bq{K, όπου K “ tpgpaq ´ fpaqq | a P Au. Οι µορφισµοί
h : B ÝÑ D και k : C ÝÑ D ορίζονται ως hpbq “ p0, bq `K και kpcq “ pc, 0q `K.

Στην περίπτωση των αβελιανών κατηγοριών έχουµε µία πιο εύχρηστη περιγραφή των pullbacks
και pushouts:

Πρόταση 1.4.19. Θεωρούµε µία αβελιανή κατηγορία A και ένα µεταθετικό διάγραµµα:

A
fb //

fc
��

B

gb

��
C

gc // D

(1.4)

µορφισµών στην A. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Το διάγραµµα (1.4) είναι ένα διάγραµµα pullback αν-ν η ακολουθία

0 // A
fb‘fc // B ‘ C

gc´gb // D

είναι ακριβής.

2. Το διάγραµµα (1.4) είναι ένα διάγραµµα pushout αν-ν η ακολουθία

A
fb‘fc // B ‘ C

gc´gb // D // 0

είναι ακριβής.

3. Το διάγραµµα (1.4) είναι και ένα διάγραµµα pullback και ένα διάγραµµα pushout αν-ν η
ακολουθία

0 // A
fb‘fc // B ‘ C

gc´gb // D // 0

είναι ακριβής. Σε αυτήν την περίπτωση το (1.4) ϑα καλείται δι-καρτεσιανό τετράγωνο
(bicartesian square).
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Ολοκληρώνουµε το εισαγωγικό κεφάλαιο παραθέτοντας τους ορισµούς ενός ενέσιµου και ενός
προβολικού αντικειµένου µίας αβελιανής κατηγορίας A ακολουθώντας τους [53] και [32]. ΄Αξια
αναφοράς είναι η περίπτωση κατά την οποία η κατηγορία A είναι η mod-R (αντίστοιχα R-mod),
δηλαδή η κατηγορία των δεξιών (αντίστοιχα αριστερών) προτύπων πάνω από έναν δακτύλιο R (για
περισσότερα ϐλ. [14]). Τα ενέσιµα αντικείµενα εισήχθηκαν για πρώτη ϕορά σε αυτό το πλαίσιο
από τον R. Baer ο οποίος όρισε την έννοια ενός ενέσιµου προτύπου το 1940, πολύ πριν επινοηθεί
η δυϊκή έννοια των προβολικών.

Ορισµός 1.4.20. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία. ΄Ενα αντικείµενο I της A καλείται ενέσιµο
(injective) αν ικανοποιεί την εξής καθολική ιδιότητα :

• Για κάθε µονοµορφισµό f : X ÝÑ Y και για κάθε µορφισµό α : X ÝÑ I στην A, υπάρχει
ένας µορφισµός β : Y ÝÑ I έτσι ώστε α “ β ˝ f , όπως ϕαίνεται στο παρακάτω διάγραµµα:

0 // X
f //

α

��

Y

D β

��
I

Παράδειγµα 1.4.21. Ευθύς αµέσως παραθέτουµε δύο παραδείγµατα από την ϑεωρία προτύπων
(ϐλ. [14, §5.2.]).

• Αν V είναι ένας διανυσµατικός χώρος πάνω από έναν δακτύλιο διαίρεσης D, τότε το V
αποτελεί ένα ενέσιµο D-πρότυπο.

• Το σώµα Q των ϱητών αριθµών είναι ένα ενέσιµο Z-πρότυπο.

Σχόλιο 1.4.22. Προκύπτει ότι αν tIαuαPI είναι µία οικογένεια ενέσιµων αντικειµένων, τότε το
ευθύ γινόµενο

ś

αPI Iα είναι επίσης ένα ενέσιµο αντικείµενο.

Ορισµός 1.4.23. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία. Θα λέµε ότι η A έχει αρκετά ενέσιµα
αντικείµενα αν για κάθε αντικείµενο X της A υπάρχει ένας µονοµορφισµός X ÝÑ I, όπου το I
είναι ένα ενέσιµο αντικείµενο.

Στην συνέχεια της διατριβής, οι κύριες κατηγορίες οι οποίες ϑα χρησιµοποιηθούν για την
εξαγωγή των κεντρικών αποτελεσµάτων ϑα έχουν αρκετά ενέσιµα αντικείµενα.

Παράδειγµα 1.4.24. Κύρια παραδείγµατα κατηγοριών οι οποίες έχουν αρκετά ενέσιµα αντικεί-
µενα αποτελούν οι κατηγορίες mod-R και R-mod των δεξιών και αντίστοιχα αριστερών προτύπων
πάνω από έναν δακτύλιο R. ΄Ενα άλλο παράδειγµα αποτελεί και η κατηγορία SheavespXq των
sheaves σε έναν τοπολογικό χώρο X (ϐλ. [53, Example 2.3.12]).

Η ακόλουθη πρόταση αποτελεί έναν ισοδύναµο χαρακτηρισµό των ενέσιµων αντικειµένων.

Πρόταση 1.4.25. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και I ένα αντικείµενο της A. Τότε, το I είναι
ενέσιµο αν-ν ο αντισυναλλοίωτος συναρτητής

HomA p´, Iq : C ÝÑ Ab

είναι ακριβής, δηλαδή για κάθε σύντοµη ακριβή ακολουθία

0 // X // Y // Z // 0

στην A, η ακολουθία των αβελιανών οµάδων

0 // HomA pZ, Iq // HomA pY, Iq // HomA pX, Iq // 0

είναι ακριβής.
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Απόδειξη. Η απόδειξη προκύπτει εύκολα µε χρήση της καθολικής ιδιότητας ενός ενέσιµου αντι-
κειµένου. �

Ακολουθεί ο ορισµός των προβολικών αντικειµένων σε µία αβελιανή κατηγορία A. Η έννοια
αυτή εµφανίστηκε για πρώτη ϕορά στο [18] όπου εισάγεται ο ορισµός ενός προβολικού προτύπου.

Ορισµός 1.4.26. ΄ΕστωA µία αβελιανή κατηγορία. ΄Ενα αντικείµενοP τηςA καλείταιπροβολικό
(projective) αν ικανοποιεί την εξής καθολική ιδιότητα :

• Για κάθε επιµορφισµό f : X ÝÑ Y και για κάθε µορφισµό α : P ÝÑ Y στην A, υπάρχει ένας
µορφισµός β : P ÝÑ X έτσι ώστε α “ f ˝ β, όπως ϕαίνεται στο παρακάτω διάγραµµα:

P

D β

��

α

��
X

f // Y // 0

Παράδειγµα 1.4.27. Στην περίπτωση των προτύπων, τα περισσότερα παραδείγµατα προβολικών
προτύπων αποτελούν τα ελεύθερα πρότυπα (για περισσότερα ϐλ. [14, §5.3.]). Συγκεκριµένα, κάθε
επίπεδο πρότυπο είναι προβολικό και προκύπτει (ϐλ. [53, Proposition §2.2.1]) ότι ένα R-πρότυπο
είναι προβολικό αν-ν είναι ευθύς αθροιστέος ενός ελεύθερου R-προτύπου.

• ΄Οµοια µε την περίπτωση των ενέσιµων, αν V είναι ένας διανυσµατικός χώρος πάνω από έναν
δακτύλιο διαίρεσης D, τότε το V είναι ένα προβολικό D-πρότυπο.

• Ο n ˆ n δακτύλιος πινάκων MnpRq είναι προβολικό αντικείµενο σαν ένα MnpRq-πρότυπο
και σαν ένα R-πρότυπο.

Ορισµός 1.4.28. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία. Θα λέµε ότι η A έχει αρκετά προβολικά
αντικείµενα αν για κάθε αντικείµενο X της A υπάρχει ένας επιµορφισµός P ÝÑ X, όπου το P
είναι ένα προβολικό αντικείµενο.

Παράδειγµα 1.4.29. Η κατηγορία A των πεπερασµένων αβελιανών οµάδων αποτελεί παράδειγµα
κατηγορίας η οποία δεν έχει προβολικά αντικείµενα.

∆υϊκά µε την περίπτωση των ενέσιµων υπάρχει ο παρακάτω ισοδύναµος χαρακτηρισµός των
προβολικών αντικειµένων:

Πρόταση 1.4.30. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και P ένα αντικείµενο της A. Τότε, το P είναι
προβολικό αν-ν ο συναλλοίωτος συναρτητής

HomA pP,´q : C ÝÑ Ab

είναι ακριβής, δηλαδή για κάθε σύντοµη ακριβή ακολουθία

0 // X // Y // Z // 0

στην A, η ακολουθία των αβελιανών οµάδων

0 // HomA pP,Xq // HomA pP, Y q // HomA pP,Zq // 0

είναι ακριβής.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλ. [53, Lemma 2.2.3.]. �

Το παρακάτω λήµµα προκύπτει άµεσα από τον ορισµό ενός ενέσιµου και ενός προβολικού
αντικειµένου
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Λήµµα 1.4.31. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και X ένα αντικείµενο της A. Τότε τα ακόλουθα
είναι ισοδύναµα:

1. Το X είναι ένα ενέσιµο αντικείµενο της A.

2. Το X είναι ένα προβολικό αντικείµενο της δυϊκής κατηγορίας Aop.

Περισσότερα συµπεράσµατα σχετικά µε τα ενέσιµα και τα προβολικά αντικείµενα, καθώς και
οι ορισµοί ενέσιµων και προβολικών αναλύσεων, ϑα παρουσιαστούν στο τέταρτο κεφάλαιο.
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Κεφάλαιο 2

Τοπικοποίηση

2.1 Τοπικοποίηση Κατηγοριών

Η ϐασική ιδέα της τοπικοποίησης είναι δεδοµένης µίας κατηγορίας C και µίας κλάσης µορφι-
σµών S, η κατασκευή µίας νέας κατηγορίας CrS´1s στην οποία οι µορφισµοί της S να είναι
αντιστρέψιµοι, αν είναι δυνατόν µε καθολικό τρόπο. Αρχικά, παραθέτουµε ένα παράδειγµα από
τη µεταθετική άλγεβρα, όπου η τοπικοποίηση παίρνει την ακόλουθη απλούστερη µορφή. Για
περισσότερες λεπτοµέρειες ϐλ. [22, 2.2 Localization].

΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος και S Ď R ένα πολλαπλασιαστικά κλειστό υποσύνολο του
R (δηλαδή, 1 P S και αν a, b P S ùñ ab P S). Θεωρούµε το σύνολο B “ tpr, sq : r P R, s P Su
και ορίζουµε µία σχέση επί του B ως εξής : Θα γράφουµε pr, sq „ pr1, s1q, αν-ν υπάρχει u P S µε
uprs1 ´ r1sq “ 0R. Εύκολα ϐλέπουµε ότι αυτή η σχέση είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του B.
Τότε, η τοπικοποίηση του R ως προς S, η οποία συµβολίζεται µε S´1R, είναι το σύνολο όλων
των κλάσεων ισοδυναµίας των pr, sq µε r P R και s P S, δηλαδή S´1R “ B{ „.

Επιπλέον, αν συµβολίσουµε µε r{s την κλάση ισοδυναµίας του στοιχείου pr, sq, µπορούµε να
ορίσουµε πρόσθεση και πολλαπλασιασµό στο S´1R ως εξής :

r{s` r1{s1 “ prs1 ` r1sqss1

pr{sqpr1{s1q “ prr1{ss1q

Προκύπτει ότι αυτές οι πράξεις είναι καλώς ορισµένες και εφοδιάζουν το S´1R µε µία δοµή
µεταθετικού δακτυλίου µε µονάδα. Η απεικόνιση

f : R ÝÑ S´1R

r ÞÝÑ
r

1

είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων ο οποίος στέλνει στοιχεία του S σε αντιστρέψιµα στοιχεία του
S´1R και ικανοποιεί την εξής καθολική ιδιότητα :

Για κάθε µεταθετικό δακτύλιο R1 και για κάθε οµοµορφισµό δακτυλίων g : R ÝÑ R1 τέτοιον
ώστε το στοιχείο gpsq να είναι αντιστρέψιµο για κάθε s P S, υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός
δακτυλίων h : S´1R ÝÑ R1 έτσι ώστε g “ h˝f , δηλαδή το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό :

R
f //

g

!!

S´1R

D ! h

��
R1

31
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Παράδειγµα 2.1.1. Η ουσιώδης χρησιµότητα της τοπικοποίησης ϕαίνεται ευθύς αµέσως αν ϑε-
ωρήσουµε για παράδειγµα τον δακτύλιο R “ Z των ακεραίων και το πολλαπλασιαστικά κλειστό
υποσύνολό του, S “ Z r t0Ru. Τότε άµεσα ϐλέπουµε ότι η τοπικοποίηση S´1Z είναι ισόµορφη
µε το σώµα Q των ϱητών αριθµών.

Παράδειγµα 2.1.2. Αν R είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος και P ένα πρώτο ιδεώδες του R, τότε
προκύπτει ότι το S “ RrP είναι ένα πολλαπλασιαστικά κλειστό υποσύνολο του R. Σε αυτήν την
περίπτωση, η τοπικοποίηση S´1R συµβολίζεται ως RP και καλείται η τοπικοποίηση του R στο P .

Παράδειγµα 2.1.3. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος και Mod-R η κατηγορία των δεξιών
R-προτύπων. Αν S Ď R είναι ένα πολλαπλασιαστικά κλειστό υποσύνολο του R, τότε

S´1R “ t r{s | r P R και s P S u

είναι η τοπικοποίηση του R ως προς S. Για κάθε δεξιό R-πρότυπο M η τοπικοποίηση του M ως
προς S ορίζεται ως

S´1M “ tm{s | m PM και s P S u

(ϐλ. [36, 2.9. Example: Localization of modules]). Μέσω του οµοµορφισµού δακτυλίων R ÝÑ

S´1R κάθε δεξιό S´1R-πρότυπο M µετατρέπεται σε ένα δεξιό R-πρότυπο και η κατηγορία
Mod-S´1R αποτελεί µία πλήρη υποκατηγορία της Mod-R.

Χρησιµοποιώντας λοιπόν τα παραπάνω σαν έναυσµα, είµαστε σε ϑέση να ορίσουµε την έννοια
της τοπικοποίησης για µία τυχούσα κατηγορία ως προς µία κλάση µορφισµών.

Ορισµός 2.1.4. ΄Εστω A µία κατηγορία και S µία κλάση µορφισµών στην A. Μία τοπικοποίηση
της A ως προς S καλείται µία κατηγορία ArS´1s και ένας συναρτητής Q : A ÝÑ ArS´1s έτσι ώστε
να πληρούνται οι ακόλουθες ιδιότητες :

1. Ο µορφισµός Qpsq είναι ισοµορφισµός για κάθε s P S.

2. Για κάθε κατηγορία B και για κάθε συναρτητή F : A ÝÑ B τέτοιον ώστε ο µορφισµός F psq
να είναι ισοµορφισµός για κάθε s P S, υπάρχει µοναδικός (µε ακρίβεια ϕυσικού ισοµορφισµού
συναρτητών) συναρτητής G : ArS´1s ÝÑ B έτσι ώστε F “ G ˝ Q, δηλαδή το ακόλουθο
διάγραµµα συναρτητών είναι µεταθετικό :

A
Q //

F

""

ArS´1s

D ! G

��
B

Από τον ορισµό της, η τοπικοποίηση είναι µοναδική µε την παρακάτω έννοια :

Πρόταση 2.1.5. Η τοπικοποίηση µίας κατηγορίας A ως προς µία κλάση µορφισµών S, αν υπάρχει,
είναι µοναδική µε ακρίβεια ισοδυναµίας κατηγοριών.

Απόδειξη. ΄Εστω pC, Qq και pC1, Q1q δύο Ϲεύγη που ικανοποιούν τις συνθήκες µίας τοπικοποίησης
της κατηγορίας A ως προς την κλάση S. Τότε, λόγω της καθολικής ιδιότητας (ιδιότητα 2 του
Ορισµού 2.1.4) υπάρχουν συναρτητές G : C ÝÑ C1 και H : C1 ÝÑ C έτσι ώστε Q1 “ G ˝ Q και
Q “ H ˝Q1. Το παρακάτω διάγραµµα συναρτητών, είναι δηλαδή µεταθετικό :

A
Q //

Q1

��

C

G

yyC1

H

88
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Συνεπώς, έχουµε: Q “ H˝Q1 “ H˝pG˝Qq “ pH˝Gq˝Q και αποκτούµε το ακόλουθο µεταθετικό
διάγραµµα:

A
Q //

Q

��

C

C

H˝G

EE

IdC

88

όπου IdC είναι ο ταυτοτικός συναρτητής στην κατηγορία C. Από την ιδιότητα 2 πάλι, ϑα υπάρχει
ένας ϕυσικός ισοµορφισµός συναρτητών µεταξύ των H ˝G και IdC, δηλαδή H ˝G – IdC.
Ανάλογα, έχουµε: Q1 “ G ˝Q “ G ˝ pH ˝Q1q “ pG ˝Hq ˝Q1 και το διάγραµµα

A
Q1 //

Q1

��

C1

C1
G˝H

EE
IdC1

88

είναι µεταθετικό. ΄Αρα, G ˝H – IdC1 και οι κατηγορίες C και C1 είναι ισοδύναµες. �

Σχόλιο 2.1.6. Στα παρακάτω, όταν ϑεωρούµε µία κατηγορία A και την τοπικοποίηση αυτής
ArS´1s, µε Q συνήθως ϑα συµβολίζουµε τον συναρτητή Q : A ÝÑ ArS´1s του Ορισµού 2.1.4, ο
οποίος καλείται συναρτητής τοπικοποίησης της A ως προς S.

Παρατήρηση 2.1.7. Σε αυτό το σηµείο, είναι ϕυσικό κάποιος να αναρωτηθεί για την ύπαρξη της
τοπικοποίησης ArS´1s για µία τυχαία κατηγορία ως προς µία αυθαίρετη κλάση µορφισµών. Το
Ϲήτηµα αυτό, το οποίο είναι ουσιαστικά συνολοθεωρητικής ϕύσεως, δεν ϑα µας απασχολήσει ιδιαί-
τερα καθώς στην περίπτωση που η κατηγορία A είναι µικρή (δηλαδή η κλάση των αντικειµένων
της είναι ένα σύνολο) ή όταν η κλάση µορφισµών S είναι σύνολο, η τοπικοποίηση πάντα υπάρχει.
Για µία σκιαγράφηση της απόδειξης, ϐλ. [39, Theorem 1.1.1] ή [25, Chapter ΙΙΙ. §2]. Τέλος, αξίζει
να αναφέρουµε ότι στην περίπτωση που η κατηγορία A ή η κλάση S δεν είναι σύνολα, προκύπτει
ένα ευαίσθητο συνολοθεωρητικό Ϲήτηµα, καθώς δεν γνωρίζουµε, για παράδειγµα, αν η κλάση
µορφισµών HomArS´1spA,Bq είναι σύνολο (ϐλ. [53, Set-Theoretic Remark 10.3.3.]).

΄Οπως αναφέρθηκε, στα πλαίσια της παρούσας διατριβής, η τοπικοποίηση της A ως προς την
κλάση µορφισµών S, εκτός και αν αναφέρεται διαφορετικά, πάντοτε ϑα υποθέτουµε ότι υπάρχει.
Ωστόσο, χωρίς επιπλέον πληροφορία, ακόµα και στην περίπτωση που οι A και S είναι σύνολα,
είναι δύσκολο να προβούµε σε περαιτέρω συµπεράσµατα για την ArS´1s. Για τον λόγο αυτό ϑα
επικεντρωθούµε σε ένα συγκεκριµένο είδος κλάσεων µορφισµών οι οποίες επιτρέπουν µία πιο
πλουσιότερη περιγραφή της τοπικοποίησης.

Ορισµός 2.1.8. Μία κλάση µορφισµών S σε µία κατηγορία A καλείται τοπικοποιούσα κλάση
(localizing class) αν ικανοποιεί τις ακόλουθες συνθήκες :

pLC1q : Για κάθε αντικείµενο M στην A, ο ταυτοτικός µορφισµός 1M : M ÝÑM ανήκει στην S.

pLC2q : Αν οι s, t είναι δύο µορφισµοί στην S, η σύνθεσή τους s ˝ t είναι επίσης στην S.

pLC3q : paq Για οποιοδήποτε Ϲεύγος µορφισµών f : M ÝÑ N και s : L ÝÑ N µε s P S, υπάρχουν
µορφισµοί g : K ÝÑ L και t : K ÝÑ M µε t P S, έτσι ώστε το παρακάτω διάγραµµα να
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είναι µεταθετικό :

K
g //

t

��

L

s

��
M

f
// N

pbq Για οποιοδήποτε Ϲεύγος µορφισµών f : N ÝÑ M και s : N ÝÑ L µε s P S, υπάρχουν
µορφισµοί g : L ÝÑ K και t : M ÝÑ K µε t P S, έτσι ώστε το παρακάτω διάγραµµα να
είναι µεταθετικό :

K L
goo

M

t

OO

N

s

OO

f
oo

pLC4q : Αν f, g : M ÝÑ N είναι µορφισµοί στην A, τότε οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναµες :

1. Υπάρχει µορφισµός s : N ÝÑ X µε s P S, έτσι ώστε s ˝ f “ s ˝ g.

2. Υπάρχει µορφισµός t : Y ÝÑM µε t P S, έτσι ώστε f ˝ t “ g ˝ t.

Οι συνθήκες pLC3aq και pLC3bq καλούνται και Συνθήκες Ore (π.χ. ϐλ. [31, Lemma 7.11]
ή [53, Definition 10.3.4]), από τον Νορβηγό µαθηµατικό Øystein Ore, ο οποίος εισήγαγε ανάλογες
συνθήκες για δακτυλίους το 1931 (ϐλ. [45]).

Σχόλιο 2.1.9. Αν A είναι µία κατηγορία και S µία τοπικοποιούσα κλάση µορφισµών στην A,
συχνά, για να δηλώσουµε ότι ένας µορφισµός s : X ÝÑ Y σε ένα διάγραµµα ανήκει στην S, ϑα
χρησιµοποιούµε το σύµβολο „ γράφοντας : X

s
„
// Y

Σχόλιο 2.1.10. Βλέπουµε εύκολα, ότι αν η S είναι µία τοπικοποιούσα κλάση στην A, η S είναι
επίσης µία τοπικοποιούσα κλάση στην δυϊκή κατηγορία Aop.

Παρατήρηση 2.1.11. Αν A είναι µία κατηγορία και S µία οικογένεια ισοµορφισµών στην A η
οποία ικανοποιεί τις συνθήκες pLC1q και pLC2q, τότε, η S προκύπτει ότι είναι µία τοπικοποιούσα
κλάση στην A. Πράγµατι, ελέγχοντας αν η S ικανοποιεί τις υπόλοιπες συνθήκες του Ορισµού
2.1.8 έχουµε:

pLC3q : paq ΄Εστω οι µορφισµοί f : M ÝÑ N και s : L ÝÑ N µε s P S. Θέτοντας K “ M, t “ 1M
και g “ s´1 ˝ f , έχουµε άµεσα ότι ο g είναι ένας µορφισµός στην A και ακόµη, αφού
η S ικανοποιεί την pLC1q, έπεται ότι t P S. ΄Ετσι, έχουµε s ˝ g “ s ˝ s´1 ˝ f “ f “ f ˝ t
και η pLC3aq ικανοποιείται.

pbq ΄Εστω τώρα οι µορφισµοί f : N ÝÑM και s : N ÝÑ L . Θέτοντας K “M, t “ 1M και
g “ f ˝ s´1, προκύπτει όπως πριν ότι ο g είναι ένας µορφισµός στην A και t P S ενώ
g ˝ s “ f ˝ s´1 ˝ s “ f “ t ˝ f .

pLC4q : ΄Εστω f, g : M ÝÑ N µορφισµοί στην A. Υποθέτουµε ότι υπάρχει µορφισµός s : N ÝÑ X
µε s P S, έτσι ώστε s ˝ f “ s ˝ g. Τότε, αφού ο s είναι ισοµορφισµός έχουµε:

s´1 ˝ s ˝ f “ s´1 ˝ s ˝ g ðñ f “ g ðñ f ˝ 1M “ g ˝ 1M

Οµοίως, αν t : Y ÝÑM είναι ένας µορφισµός µε t P S έτσι ώστε f ˝ t “ g ˝ t, τότε

f ˝ t ˝ t´1 “ g ˝ t ˝ t´1 ðñ f “ g ðñ 1N ˝ f “ 1N ˝ g
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Λόγω της pLC1q, οι ταυτοτικοί µορφισµοί 1M και 1N ανήκουν στην S και συνεπώς η S
πληροί την ιδιότητα pLC4q,

Εποµένως η S είναι µία τοπικοποιούσα κλάση στην A.

Η τοπικοποιούσα κλάση µορφισµών S, ουσιαστικά αποτελεί µία γενίκευση του πολλαπλασια-
στικά κλειστού υποσυνόλου S ενός δακτυλίου R που χρησιµοποιήθηκε στην αρχή του κεφαλαίου
για την τοπικοποίηση στην µεταθετική περίπτωση. ΄Ετσι, µία τοπικοποιούσα κλάση συχνά κα-
λείται και πολλαπλασιαστικό σύστηµα (multiplicative system) (για παράδειγµα ϐλ. [52, §2.1.1]
και [28, §3]). Ακολουθώντας τον Milicic στο [39], στα παρακάτω ϑα διατηρηθεί η ονοµασία «τοπι-
κοποιούσα κλάση» για την S.

2.2 Κλάσµατα

Σκοπός της συγκεκριµένης ενότητας είναι δοσµένου µίας κατηγορίας A και µίας τοπικοποιούσας
κλάσης S, η κατασκευή µίας κατηγορίας η οποία ϑα είναι ισοδύναµη µε την τοπικοποίησηArS´1s

της A ως προς S και για τους µορφισµούς της οποίας ϑα έχουµε µία εύχρηστη περιγραφή.
Μία τέτοια κατηγορία, εισάγεται από τους Gabriel και Zisman στο [24] και καλείται κατηγορία

κλασµάτων (category of fractions), αν και η ιδέα της αντιστροφής στοιχείων είναι ακόµη παλαιότε-
ϱη, για παράδειγµα ϐλ. [45]. Οι µορφισµοί σε αυτήν τη νέα κατηγορία είναι κλάσεις ισοδυναµίας
διαγραµµάτων που καλούνται κλάσµατα (fractions) και µεταξύ αυτών ορίζονται σχέσεις οι οποίες
δηµιουργούν έναν «λογισµό κλασµάτων» (calculus of fractions).

Στα πλαίσια της συγκεκριµένης διατριβής, ϑα χρησιµοποιηθεί µία ελαφρώς διαφορετική ορο-
λογία, σύµφωνα µε τους [39] και [25] η οποία και ϑεµελιώνεται στην συνέχεια.

Ορισµός 2.2.1. ΄Εστω A µία κατηγορία και S µία τοπικοποιούσα κλάση µορφισµών στην A. Για
M,N P obpAq, ένα αριστερό roof µεταξύ των M και N καλείται ένα διάγραµµα της µορφής
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όπου s P S, το οποίο και ϑα συµβολίζεται µε ps, fq.
∆υϊκά, ορίζουµε ένα δεξιό roof µεταξύ των M και N ως ένα διάγραµµα της µορφής
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όπου t P S, το οποίο και ϑα συµβολίζουµε µε pg, tq.

΄Οπως αναφέρθηκε, ένα αριστερό (αντίστοιχα δεξιό) roof συχνά καλείται και ένα αριστερό (αν-
τίστοιχα δεξιό) κλάσµα, για παράδειγµα ϐλ. [53].

Παρατήρηση 2.2.2. Βλέπουµε ότι µεταβαίνοντας από την A στην δυϊκή κατηγορία Aop ένα
αριστερό roof:
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µεταξύ των M και N , µετατρέπεται σε δεξιό roof µεταξύ των N και M :
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Λόγω αυτής της δυϊκότητας, λοιπόν, µπορούµε να επικεντρωθούµε για την ώρα µόνο στη µελέτη
των αριστερών roofs.

Ορισµός 2.2.3. ΄Εστω A µία κατηγορία και :
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δύο αριστερά roofs µεταξύ των αντικειµένων M και N της A. Τότε, ϑα λέµε ότι τα δύο παραπάνω
roofs είναι ισοδύναµα και ϑα γράφουµε ps, fq „ pt, gq, αν υπάρχει αντικείµενο H P obpAq και
µορφισµοί p : H ÝÑ L και q : H ÝÑ K έτσι ώστε το διάγραµµα:
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να είναι µεταθετικό και επιπλέον s ˝ p “ t ˝ q P S.

Το ακόλουθο λήµµα δικαιολογεί την ονοµασία «σχέση ισοδυναµίας» που δόθηκε στην παρα-
πάνω σχέση.

Λήµµα 2.2.4. Η σχέση „ µεταξύ αριστερών roofs που ορίστηκε στον Ορισµό 2.2.3, είναι µία σχέση
ισοδυναµίας.

Απόδειξη. Θα εξετάσουµε αν η σχέση είναι ανακλαστική, συµµετρική και µεταβατική.
Ανακλαστική: Θεωρώντας το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:
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ϐλέπουµε άµεσα ότι ps, fq „ ps, fq, δηλαδή κάθε αριστερό roof είναι ισοδύναµο µε τον εαυτό του
και η σχέση είναι ανακλαστική.
Συµµετρική: ΄Εστω ότι το αριστερό roof:
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είναι ισοδύναµο µε το :
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Τότε ϑα υπάρχει ένα µεταθετικό διάγραµµα της µορφής:
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το οποίο και άµεσα εξασφαλίζει ότι και το αριστερό roof:
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είναι ισοδύναµο µε το :
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΄Ετσι, ps, fq „ pt, gq ùñ pt, gq „ ps, fq και η σχέση είναι συµµετρική.
Μεταβατική: Υποθέτουµε ότι τα αριστερά roofs:
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είναι ισοδύναµα, όπως και τα :
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΄Εχουµε δηλαδή ps, fq „ pt, gq και pt, gq „ pu, hq. Τότε, υπάρχουν αντικείµενα P,Q P obpAq και
µορφισµοί

p : P ÝÑ L, q : P ÝÑ K

r : Q ÝÑ K, v : Q ÝÑ H

έτσι ώστε τα ακόλουθα διαγράµµατα
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να είναι µεταθετικά µε s ˝ p “ t ˝ q P S και u ˝ v “ t ˝ r P S. Θεωρούµε τους µορφισµούς
s ˝ p : P ÝÑ M και t ˝ r : Q ÝÑ M . Εφόσον t ˝ r P S, από την συνθήκη pLC3aq του Ορισµού
2.1.8, ϑα υπάρχει R P obpAq και µορφισµοί z : R ÝÑ P και α : R ÝÑ Q µε z P S έτσι ώστε το
παρακάτω διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

R
α

//

„z

��

Q

„ t˝r

��
P

s˝p
// M

Στην συνέχεια, ϑέτουµε b “ q ˝ z : R ÝÑ K και c “ r ˝ α : R ÝÑ K. Από την µεταθετικότητα των
παραπάνω διαγραµµάτων έχουµε:

t ˝ b “ t ˝ q ˝ z “ s ˝ p ˝ z “ t ˝ r ˝ a “ t ˝ c

΄Αρα, από την pLC4q, αφού t P S, υπάρχει T P obpAq και w : T ÝÑ R στην S έτσι ώστε b˝w “ c˝w.
Τώρα, ϑέτουµε x “ p ˝ z ˝ w : T ÝÑ L και y “ v ˝ α ˝ w : T ÝÑ H. Τότε :

s ˝ x “ s ˝ p ˝ z ˝ w “ t ˝ r ˝ α ˝ w “ u ˝ v ˝ α ˝ w “ u ˝ y

Αφού οι µορφισµοί s ˝ p, z, w ανήκουν στην S, έχουµε s ˝ x “ u ˝ y P S. Επιπλέον,

h ˝ y “ h ˝ v ˝ α ˝ w “ g ˝ r ˝ α ˝ w “ g ˝ c ˝ w “ c ˝ b ˝ w “ g ˝ q ˝ z ˝ w “ f ˝ p ˝ z ˝ w “ f ˝ x
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δηλαδή το διάγραµµα:
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είναι µεταθετικό. Εποµένως τα roofs:
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είναι ισοδύναµα, συνεπώς ps, fq „ pu, gq και η σχέση είναι µεταβατική. �

Σχόλιο 2.2.5. Συχνά ϑα συµβολίζουµε την κλάση ισοδυναµίας του αριστερού roof ps, fq ως προς
την σχέση ισοδυναµίας „ µε f{s.

Παρατήρηση 2.2.6. Χωρίς επιπλέον συνθήκες, η κλάση ισοδυναµίας f{s αριστερών roofs δεν
αποτελεί απαραίτητα ένα σύνολο. Σύµφωνα µε τον Weibel στο [53], µία συνθήκη για την τοπικο-
ποιούσα κλάση S η οποία εξασφαλίζει ότι η κλάση f{s είναι ένα σύνολο είναι η ακόλουθη:

Μία τοπικοποιούσα κλάση S σε µία κατηγορία A καλείται «τοπικά µικρή από τα αριστερά»
(‘‘locally small on the left’’), αν για κάθε αντικείµενο M υπάρχει ένα σύνολο µορφισµών SM στην
S οι οποίοι καταλήγουν στο M , έτσι ώστε για κάθε µορφισµό M1 ÝÑ M στην S, υπάρχει ένας
µορφισµός M2 ÝÑ M1 στην A έτσι ώστε η σύνθεση M2 ÝÑ M1 ÝÑ M να ανήκει στην SM .
Αν η S λοιπόν, είναι τοπικά µικρή από τα αριστερά, τότε η κλάση f{s είναι πάντοτε ένα σύνολο
(ϐλ. [53, 10.3.6]).

Από δω και στο εξής, ϑα ϑεωρούµε ότι πληρούνται οι αναγκαίες συνθήκες ώστε η παραπάνω
κλάση µορφισµών να αποτελεί πάντοτε ένα σύνολο.

Ανάλογα, ορίζουµε µία σχέση στα δεξιά roofs για την οποία χάριν σύµβασης ϑα χρησιµοποιή-
σουµε τον ίδιο συµβολισµό.

Ορισµός 2.2.7. ΄Εστω A µία κατηγορία και :
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δύο δεξιά roofs µεταξύ των αντικειµένων M και N της A. Τότε, ϑα λέµε ότι τα δύο παραπάνω roofs
είναι ισοδύναµα και ϑα γράφουµε pf, sq „ pg, tq, αν υπάρχει αντικείµενοH P obpAq και µορφισµοί
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p : L ÝÑ H και q : K ÝÑ H έτσι ώστε το διάγραµµα:
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να είναι µεταθετικό και επιπλέον p ˝ s “ q ˝ t P S.

Λήµµα 2.2.8. Η παραπάνω σχέση µεταξύ δύο δεξιών roofs είναι µία σχέση ισοδυναµίας.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του Λήµµατος 2.2.4. �

Σχόλιο 2.2.9. Συχνά, ϑα συµβολίζουµε την κλάση ισοδυναµίας του δεξιού roof pg, tq ως προς την
σχέση ισοδυναµίας „ µε t{g.

Παρατήρηση 2.2.10. Παρόµοια µε την περίπτωση των αριστερών roofs, δεν είναι απαραίτητο η
κλάση ισοδυναµίας t{g δεξιών roofs να είναι σύνολο. Ωστόσο, εισάγοντας µία συνθήκη για την
τοπικοποιούσα κλάση S, απαιτώντας η τελευταία να είναι «τοπικά µικρή από τα δεξιά» µπορούµε
να παραβλέψουµε το συγκεκριµένο πρόβληµα στα πλαίσια της παρούσας διατριβής. Η συνθήκη
αυτή, είναι δυϊκή της συνθήκης που αναφέρθηκε στην Παρατήρηση 2.2.6 και εξασφαλίζει ότι η
κλάση ισοδυναµίας t{g αποτελεί ένα σύνολο. Για περισσότερες λεπτοµέρειες ϐλ. [53, 10.3.6].

Στη συνέχεια, ϑα ορίσουµε µία σύνθεση στις κλάσεις ισοδυναµίας των roofs αναλύοντας αρχικά
µόνο την περίπτωση των αριστερών roofs.

Ορισµός 2.2.11. ΄Εστω:
L

f

��
„

s

~~
M N

ένα αριστερό roof µεταξύ των M και N και :
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ένα αριστερό roof µεταξύ των N και P . Από την συνθήκη pLC3aq υπάρχει αντικείµενο U P obpAq
και µορφισµοί h : U ÝÑ K και u : U ÝÑ L µε u P S έτσι ώστε το διάγραµµα:
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να είναι µεταθετικό. Ως σύνθεση λοιπών των δύο αυτών αριστερών roofs ορίζουµε το παρακάτω
αριστερό roof µεταξύ των M και P :
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g˝h
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s˝u

~~
M P

Πρόταση 2.2.12. Η κλάση ισοδυναµίας pg ˝hq{ps˝uq της σύνθεσης δύο αριστερών roofs ps, fq και
pt, gq, είναι ανεξάρτητη της επιλογής των U , u και h και εξαρτάται µόνο από τις κλάσεις ισοδυναµίας
f{s και g{t των δύο roofs.

Απόδειξη. Αρχικά, ϑα εξετάσουµε την εξάρτηση στο πρώτο αριστερό roof. ΄Εστω:
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ένα ισοδύναµο roof µε το :
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Τότε ϑα υπάρχει αντικείµενο V P obpAq και µορφισµοί v : V ÝÑ L, v1 : L ÝÑ L1 έτσι ώστε το
παρακάτω διάγραµµα να είναι µεταθετικό :
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Χρησιµοποιώντας, λοιπόν την pLC3aq, συνθέτοντας τα αριστερά roofs:
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προκύπτει το µεταθετικό διάγραµµα:
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ενώ συνθέτοντας τα αριστερά roofs:
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αποκτούµε το :
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Θα δείξουµε ότι τα αριστερά roofs:
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είναι ισοδύναµα. Εφαρµόζοντας την pLC3aq δύο ϕορές κατάλληλα, ϐρίσκουµε αντικείµενα W,W 1

και καθώς και µορφισµούς α : W ÝÑ U , α1 : W 1 ÝÑ U 1 και w : W ÝÑ V , w1 : W 1 ÝÑ V µε
w,w1 P S, έτσι ώστε τα παρακάτω διαγράµµατα να είναι µεταθετικά:

W 1 α //

w „

��

U

u„
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V

v
// L

W 1 α1 //

„w1

��

U 1

„ u1

��
V

v
// L1

Χρησιµοποιώντας ξανά την ιδιότητα pLC3aq, ϐλέπουµε ότι υπάρχει ένα αντικείµενο R και µορφι-
σµοί
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r : R ÝÑW , r1 : R ÝÑW 1 µε r, r1 P S έτσι ώστε το διάγραµµα:

R
r //

r1 „

��

W

w„

��
W 1

w1
// V

να µετατίθεται. Τώρα, αφού s1, u1, w1, r1 P S, τότε και ο µορφισµός

s ˝ u ˝ α ˝ r “ s ˝ v ˝ w ˝ r “ s1 ˝ v1 ˝ w1 ˝ r1 “ s1 ˝ u1 ˝ α1 ˝ r1

ανήκει στην S. Επιπλέον,

t ˝ h ˝ α ˝ r “ f ˝ u ˝ α ˝ r “ f ˝ v ˝ w ˝ r “ f 1 ˝ v1 ˝ w1 ˝ r1 “ f 1 ˝ u1 ˝ α1 ˝ r1 “ t ˝ h1 ˝ α1 ˝ r

και από την ιδιότητα pLC4q, ϑα υπάρχει ένα αντικείµενο Q και ένας µορφισµός r : Q ÝÑ R µε
r P S, έτσι ώστε h ˝ α ˝ r ˝ q “ h1 ˝ α1 ˝ r1 ˝ q. Θέτοντας τώρα b “ α ˝ r ˝ q : Q ÝÑ U και
b1 “ α1 ˝ r1 ˝ q1 : Q ÝÑ U 1, έχουµε ότι και ο µορφισµός

s ˝ u ˝ b “ s ˝ u ˝ αr ˝ q “ s1 ˝ u1 ˝ α1 ˝ r1 ˝ q “ s1 ˝ u1 ˝ b1

ανήκει στην S και g ˝ h ˝ b “ g ˝ h1 ˝ b1, δηλαδή το διάγραµµα:

U

„

s˝u

~~

g˝h

��
M Q

b

OO

b1

��

P

U 1

g˝h1

??

s1˝u1

„

``

είναι µεταθετικό. ΄Αρα τα αριστερά roofs s ˝ u, g ˝ h και s1 ˝ u1, g ˝ h1 είναι ισοδύναµα. Οµοίως,
ελέγχουµε την εξάρτηση στο δεύτερο αριστερό roof (ϐλ. [39, σελ. 14]). Βλέπουµε εποµένως ότι η
σύνθεση δύο αριστερών roofs είναι καλώς ορισµένη στις κλάσεις ισοδυναµίας και είναι ανεξάρτητη
από την επιλογή των U, u και h. �

Σχόλιο 2.2.13. Η παραπάνω διαδικασία που περιγράψαµε ουσιαστικά ορίζει µία απεικόνιση στις
παρακάτω κλάσεις :
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Η ονοµασία λοιπόν «σύνθεση αριστερών roofs» χρησιµοποιείται χάριν σύµβασης και αποτελεί κα-
τάχρηση της γλώσσας. Συνεπώς, µπορούµε να συµβολίσουµε την σύνθεση των αριστερών roofs
του Ορισµού 2.2.11 µε

pg{tq ˝ pf{sq “ pg ˝ hq{ps ˝ uq

∆υϊκά, ορίζεται και η σύνθεση δύο δεξιών roofs.
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Ορισµός 2.2.14. ΄Εστω:
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ένα δεξιό roof µεταξύ των M και N και :
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ένα δεξιό roof µεταξύ των N και P . Από την συνθήκη pLC3bq υπάρχει αντικείµενο U P obpAq και
µορφισµοί h : L ÝÑ U και u : K ÝÑ U µε u P S έτσι ώστε το διάγραµµα:
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να είναι µεταθετικό. Ως σύνθεση λοιπών των δύο αυτών δεξιών roofs ορίζουµε το παρακάτω δεξιό
roof µεταξύ των M και P :
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__

ενώ ϑα γράφουµε pt{gq ˝ ps{fq “ pu ˝ tq{ph ˝ fq.

Επιστρέφοντας τώρα στη µελέτη των αριστερών roofs και έχοντας ορίσει µία πράξη σύνθεσης
σε αυτά, µπορούµε να ορίσουµε µία κατηγορική δοµή µε τον εξής τρόπο:

• Τα αντικείµενα της νέας κατηγορίας είναι τα αντικείµενα της A.

• ΄Ενας µορφισµός µεταξύ δύο αντικειµένωνM και N ϑα είναι η κλάση ισοδυναµίας f{s ενός
αριστερού roof της µορφής:
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Αυτό ϑεµελιώνεται στο παρακάτω ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 2.2.15. Τα αντικείµενα της A µε µορφισµούς τις κλάσεις ισοδυναµίας από αριστερά
roofs σχηµατίζουν µία κατηγορία την οποία και συµβολίζουµε µε Al

S .
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Απόδειξη. Από την προηγούµενη συζήτηση, έχουµε ορίσει µία πράξη σύνθεσης µεταξύ των αρι-
στερών roofs η οποία και ϑα δείξουµε ότι είναι προσεταιριστική:
΄Εστω M,N,P,Q P obpAq. Θεωρούµε τα παρακάτω αριστερά roofs:

U

f

  
„

s

~~
M N

V

g

��
„

u

~~
N P

Z

h

��
„

v

��
P Q

Εφαρµόζοντας την pLC3aq επανειληµµένα τρεις ϕορές προκύπτει ένα διάγραµµα της µορφής:

W

„

w

~~

m

  
X

„

x

~~

k

  

Y

„

y

~~

l

��
U

„

s

~~

f

��

V

„

u

~~

g

  

Z

„

v

��

h

��
M N P Q

από το οποίο και ϐλέπουµε ότι η σύνθεση pg{uq ˝ pf{sq αναπαριστάται από το αριστερό roof:

X

g˝k

  
„

s˝x

~~
M P

και η σύνθεση ph{vq ˝ ppg{uq ˝ pf{sqq “ ph{vq ˝ ppg ˝ kq{ps ˝ xqq αναπαριστάται από το αριστερό
roof:

W

h˝l˝m

  
„

s˝x˝w

~~
M Q

Ανάλογα, η συνθεση ph{vq ˝ pg{uq αναπαριστάται από το αριστερό roof:

Y

h˝l

��
„

u˝y

��
N Q

και η σύνθεση pph{vq ˝ pg{uqq ˝ pf{sq “ pph ˝ lq{pu ˝ yqq ˝ pf{sq αναπαριστάται από το αριστερό
roof:

W

h˝l˝m

  
„

s˝x˝w

~~
M Q
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Εποµένως έχουµε ph{vq ˝ ppg{uq ˝ pf{sqq “ pph{vq ˝ pg{uqq ˝ pf{sq και η σύνθεση είναι προσεται-
ϱιστική.

Μένει να ορίσουµε έναν ταυτοτικό µορφισµό στην Al
S . Θεωρούµε το αριστερό roof:

M

1M

  

1M
„

~~
M M

και ϐλέπουµε ότι για ένα τυχόν αριστερό roof

L

f

��
„

s

~~
M N

το παρακάτω διάγραµµα:

L

1L

  

s
„

~~
M

1M

  

1M
„

~~

L

f

��

s
„

~~
M M N

είναι µεταθετικό. Συµπεραίνουµε εποµένως ότι pf{sq ˝ p1M{1M q “ 1M{1M . Ανάλογα, και το
διάγραµµα:

L

f

��

1L
„

��
L

f

��

s
„

~~

L

1N

��

1N
„

��
M N N

είναι µεταθετικό και συνεπώς έχουµε ότι p1N{1N q ˝ pf{sq “ f{s. ΄Ετσι, για κάθε στοιχείο M P

obpAl
Sq, η κλάση ισοδυναµίας 1M{1M αποτελεί τον ταυτοτικό µορφισµό του M στην Al

S . �

Λαµβάνοντας υπόψιν την έννοια της µοναδικότητας που δόθηκε στην τοπικοποίηση από την
Πρόταση 2.1.5, το παρακάτω ϑεώρηµα µας επιτρέπει να περιγράψουµε µέσω της Al

S την τοπικο-
ποίηση µίας τυχούσας κατηγορίας A ως προς µία τοπικοποιούσα κλάση S.

Θεώρηµα 2.2.16. Η κατηγορία Al
S αποτελεί µία τοπικοποίηση της A ως προς την κλάση S.

Απόδειξη. Αρχικά ϑα ορίσουµε έναν συναρτητή Q από την κατηγορία A στην Al
S ως εξής :

• Για κάθε M P obpAq ϑέτουµε QpMq “M , δηλαδή ο Q είναι η ταυτότητα στα αντικείµενα.
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• Για κάθε µορφισµό f : M ÝÑ N στην A, ϑέτουµε ως Qpfq την κλάση ισοδυναµίας του
αριστερού roof:

M

f

  
„

1M

~~
M N

δηλαδή Qpfq “ f{1M .

Ευθύς αµέσως, εξετάζουµε αν ο Q αποτελεί έναν συναρτητή κατηγοριών.
ΟQ διατηρεί τον ταυτοτικό µορφισµό 1M : M ÝÑM για κάθε αντικείµενοM , αφούQp1M q “

1M{1M , δηλαδή η εικόνα Qp1M q του 1M είναι η κλάση ισοδυναµίας του αριστερού roof:

M

1M

  
„

1M

~~
M M

που αποτελεί τον ταυτοτικό µορφισµό στο M στην Al
S .

Ο Q διατηρεί τη σύνθεση των µορφισµών, αφού αν ϑεωρήσουµε δύο µορφισµούς
f : M ÝÑ N και g : N ÝÑ P στην A, αποκτούµε ένα µεταθετικό διάγραµµα της µορφής:

M

f

  

1M
„

~~
M

f

  

1M
„

~~

N

g

  

1N
„

~~
M N P

∆ηλαδή η σύνθεση Qpgq ˝Qpfq αναπαριστάται µε το αριστερό roof:

M

g˝f

  
„

1M

~~
M P

καιQpgq˝Qpfq “ pg{1N q˝pf{1M q “ pg˝fq{1M . Επιπλέον, οQpg˝fq είναι η κλάση ισοδυναµίας
του αριστερού roof:

M

g˝f

  
„

1M

~~
M P

δηλαδή Qpg ˝ fq “ pg ˝ fq{1M “ Qpgq ˝Qpfq και ο Q είναι ένας συναρτητής : A ÝÑ Al
S .

΄Εστω τώρα ένας µορφισµός s : M ÝÑ N µε s P S και η εικόνα του, Qpsq, η οποία αναπαρι-
στάται µε το αριστερό roof

M

s

  
„

1M

~~
M N
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Από το µεταθετικό διάγραµµα:

M

1M

  

1M
„

~~
M

s

  

1M
„

~~

M

1M

  

s
„

~~
M N M

ϐλέπουµε ότι p1M{sq ˝ Qpsq “ p1M{sq ˝ ps{1M q “ 1M{1M , δηλαδή η κλάση ισοδυναµίας του
αριστερού roof:

M

s
„

~~

1M

  
N M

είναι ένας δεξιός αντίστροφος του Qpsq. Συνθέτοντας µε την αντίθετη σειρά:

M

1M

  

1M
„

~~
M

s
„

~~

1M

  

M

1M
„

~~

s

  
N M M

προκύπτει το αριστερό roof:
M

s

  
„

s

~~
N N

΄Εχουµε δηλαδή ότι Qpsq ˝ p1M{sq “ ps{1M q ˝ p1M{sq “ s{s. Από το παρακάτω µεταθετικό
διάγραµµα:

M

„

s

~~

s

  
N M

1M

OO

s

��

N

N

1N

>>

1N

„

``

ϐλέπουµε ότι τα αριστερά roofs ps, sq και p1N , 1N q είναι ισοδύναµα, συνεπώς οι κλάσεις ισοδυ-
ναµίας τους είναι ίσες και Qpsq ˝ p1M{sq “ 1N{1N . ΄Αρα η κλάση ισοδυναµίας του αριστερού
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roof:
M

s
„

~~

1M

  
N M

είναι ο αντίστροφος µορφισµός του Qpsq στην Al
S και έτσι για κάθε s P S ο Qpsq είναι ένας

ισοµορφισµός στην Al
S .

Μένει να δείξουµε ότι ηAl
S ικανοποιεί την καθολική ιδιότητα της τοπικοποίησης τηςA ως προς

S. ΄Εστω B µία κατηγορία και F : A ÝÑ B ένας συναρτητής, ώστε ο F psq να είναι ισοµορφισµός
για κάθε s P S. Θα κατασκευάσουµε έναν συναρτητή G : Al

S ÝÑ B ο οποίος ϑα δείξουµε στη
συνέχεια πως αποτελεί µοναδική ανάλυση του F µέσω της Al

S . Ορίζουµε τον G ως εξής :

• Για κάθε αντικείµενο M της Al
S , ϑέτουµε GpMq “ F pMq.

• Για έναν µορφισµό φ “ f{s : M ÝÑ N στην Al
S ο οποίος αναπαριστάται µε το αριστερό roof

L

f

��
„

s

~~
M N

ϑέτουµε Gpφq “ F pfq ˝ F psq´1.

Απαραίτητη προϋπόθεση είναι να ελέγξουµε αν ο G είναι καλώς ορισµένος, δηλαδή αν διατηρεί
τις κλάσεις ισοδυναµίας των αριστερών roofs. Για τυχόν M,N P obpAq ϑεωρούµε δύο ισοδύναµα
roofs µεταξύ των M και N :

L

f

��
„

s

~~
M N

K

g

  
„

t

~~
M N

Εξ ορισµού, υπάρχει ένα αντικείµενο U και µορφισµοί u : U ÝÑ L και v : U ÝÑ K έτσι ώστε το
παρακάτω διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

L

„

s

~~

f

  
M U

u

OO

v

��

N

K

g

>>

t

„

``

µε s ˝ u “ t ˝ v P S. Από το τελευταίο, προκύπτει ότι

F pfq ˝ F puq “ F pf ˝ uq “ F pg ˝ vq “ F pgq ˝ F pvq (2.1)

και οµοίως
F psq ˝ F puq “ F ptq ˝ F pvq (2.2)
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Αφού s˝v P S, έχουµε ότι ο F psq˝F puq είναι ισοµορφισµός από την υπόθεσή για τον F . Για τον ίδιο
λόγο και ο F psq είναι ένας ισοµορφισµός. Συµπεραίνουµε, λοιπόν, ότι ο F puq είναι ισοµορφισµός.
Ανάλογα, ο F pvq είναι ισοµορφισµός αφού οι F ptq ˝ F pvq και F ptq είναι ισοµορφισµοί. Από την
(2.2) έτσι, έχουµε F puq´1 ˝ F psq´1 “ F pvq´1 ˝ F ptq´1 και τελικά χρησιµοποιώντας την (2.1)
προκύπτει ότι

F pfq ˝ F psq´1 “ F pfq ˝ F puq ˝ F puq´1 ˝ F psq´1

“ F pgq ˝ F pvq ˝ F pvq´1 ˝ F ptq´1 “ F pgq ˝ F ptq´1

Εποµένως ο G, όπως ορίστηκε, διατηρεί τα αριστερά roofs και όπως ϑα δείξουµε στην συνέχεια,
αποτελεί έναν συναρτητή από την Al

S στην B.
Αρχικά, ο G απεικονίζει ταυτοτικούς µορφισµούς στην Al

S σε ταυτοτικούς µορφισµούς στην B
για κάθε M P obpAl

Sq, διότι η εικόνα της κλάσης του αριστερού roof

M

1M

  
„

1M

~~
M M

µέσω του G είναι Gp1M{1M q “ F p1M q ˝ F p1M q
´1 “ 1M{1M .

΄Εστω φ “ f{s : M ÝÑ N και ψ “ g{t : N ÝÑ P δύο µορφισµοί στην Al
S οι οποίοι προσδιο-

ϱίζονται αντίστοιχα από τα αριστερά roofs:

L

f

��
„

s

~~
M N

K

g

  
„

t

~~
N P

Συνθέτοντας, αποκτούµε ένα µεταθετικό διάγραµµα της µορφής

U

h

  

u
„

��
L

f

��

s
„

~~

K

g

  

t
„

~~
M N P

και συµπεραίνουµε ότι η σύνθεση ψ ˝ φ αναπαριστάται από το αριστερό roof:

U

g˝h

��
„

s˝u

~~
M P

δηλαδή Gpψ ˝ φq “ F pg ˝ hq ˝ F ps ˝ uq´1. Ακόµη, από τον ορισµό του G, έχουµε:

Gpψq ˝Gpφq “ F pgq ˝ F ptq´1 ˝ F pfq ˝ F psq´1

Από το παραπάνω µεταθετικό διάγραµµα ϐλέπουµε ότι F pfq ˝ F puq “ F ptq ˝ F phq και λόγω του
ότι οι F ptq και F puq είναι ισοµορφισµοί ϑα ισχύει F ptq´1 ˝F pfq “ F phq ˝F puq´1. ΄Ετσι, έχουµε:

Gpψq ˝Gpφq “ F pgq ˝ F phq ˝ F puq´1 ˝ F psq´1 “ F pg ˝ hq ˝ F ps ˝ uq´1 “ Gpψ ˝ φq
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Προκύπτει ότι οG διατηρεί και την σύνθεση µορφισµών, εποµένως είναι ένας συναρτητήςAl
S ÝÑ B.

Για κάθεM P obpAq, έχουµε: pG˝QqpMq “ GpQpMqq “ GpMq “ F pMq και αν f : M ÝÑ N
είναι ένας µορφισµός στην A, τότε

pG ˝Qqpfq “ GpQpfqq “ Gpf{1M q “ F pfq ˝ F p1M q
´1 “ F pfq

άρα G ˝Q “ F .
Τέλος, ϑα αποδείξουµε την µοναδικότητα του συναρτητή G. ΄Εστω H : Al

S ÝÑ B ένας συ-
ναρτητής έτσι ώστε H ˝ Q “ F . Τότε, HpMq “ HpQpMqq “ F pMq “ GpQpMqq “ GpMq για
κάθε M P obpAl

Sq. Αν τώρα φ : M ÝÑ N ένας µορφισµός στην Al
S ο οποίος αναπαριστάται µε το

αριστερό roof:
L

f

��
„

s

~~
M N

έχουµε φ “ Qpfq ˝Qpsq´1 και

Hpφq “ HpQpfq ˝Qpsq´1q “ pH ˝Qqpfq ˝ pH ˝Qqpsq´1 “ F pfq ˝ F psq´1

“ GpQpfqq ˝GpQpsqq´1 “ GpQpfq ˝Qpsq´1q “ Gpφq

Συνεπώς ο συναρτητής G είναι µοναδικός. Συµπεραίνουµε δηλαδή ότι το Ϲεύγος pAl
S , Qq είναι η

τοπικοποίηση της A ως προς την τοπικοποιούσα κλάση S. δηλαδή ArS´1s “ Al
S . �

Ως τώρα στην κατασκευή της τοπικοποίησης της A ως προς µία τοπικοποιούσα κλάση S,
χρησιµοποιήθηκαν µόνο αριστερά roofs. ΄Ενα εύλογο ερώτηµα το οποίο προκύπτει είναι τι ϑα
συµβεί στην περίπτωση που ϑεωρήσουµε δεξιά roofs για την δηµιουργία της νέας κατηγορίας.

Θεώρηµα 2.2.17. Τα αντικείµενα της A µε µορφισµούς τις κλάσεις ισοδυναµίας από δεξιά roofs,
ορίζουν µία κατηγορία την οποία και συµβολίζουµε µε Ar

S .

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του Θεωρήµατος 2.2.15. �

Για την νέα αυτήν κατασκευή, ανάλογα µε την Al
S µπορούµε επίσης να ορίσουµε έναν συ-

ναρτητή Q : A ÝÑ Ar
S ο οποίος ορίζεται ως η ταυτότητα στα αντικείµενα και για κάθε µορφισµό

f : M ÝÑ N , ο µορφισµός Qpfq ισούται µε την κλάση ισοδυναµίας του δεξιού roof:

N

M

f

>>

N

„

1N

``

δηλαδή Qpfq “ 1N{f .

Θεώρηµα 2.2.18. Η κατηγορίαAl
S µαζί µε τον συναρτητήQ : A ÝÑ Ar

S αποτελεί µία τοπικοποίηση
της A ως προς την κλάση S.

Απόδειξη. ΄Οπως και στην περίπτωση των αριστερών roofs, δυϊκά, ο Qpsq είναι ισοµορφισµός για
κάθε µορφισµό s : M ÝÑ N στην S. Μένει να δείξουµε ότι η Ar

S ικανοποιεί την καθολική
ιδιότητα της τοπικοποίησης. Η πορεία που ϑα ακολουθήσουµε είναι ακριβώς ανάλογη µε αυτήν
στην απόδειξη του Θεωρήµατος 2.2.16. ΄Εστω B µία τυχούσα κατηγορία και F : A ÝÑ B ένας
συναρτητής κατηγοριών έτσι ώστε ο F psq να είναι ισοµορφισµός για κάθε s P S. Ορίζουµε έναν
συναρτητή G από την Ar

S στην B ως εξής :

• Για κάθε M P obpAr
Sq, ϑέτουµε GpMq “ F pMq.



52 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΤΟΠΙΚΟΠΟΙΗΣΗ

• Αν φ “ s{f : M ÝÑ N ένας µορφισµός στην Ar
S ο οποίος αναπαριστάται από το δεξιό roof:

L

M

f

>>

N

„

s

__

ϑέτουµε Gpφq “ F psq´1 ˝ F pfq.

Αρχικά, είναι απαραίτητο να ελέγξουµε αν ο G είναι καλώς ορισµένος, δηλαδή αν διατηρεί τις
κλάσεις ισοδυναµίας. Για τον σκοπό αυτόν ϑεωρούµε δύο ισοδύναµα δεξιά roofs µεταξύ δύο
αντικειµένων M και N :

L

M

f

>>

N

„

s

__ K

M

g

>>

N

„

t

``

Λόγω της ισοδυναµίας, ϑα υπάρχει ένα αντικείµενο U και µορφισµοί u : L ÝÑ U και v : K ÝÑ U
έτσι ώστε το παρακάτω διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

L

u

��
M

g

  

f

>>

U N

„

t

~~

s
„

``

K

v

OO

όπου u ˝ s “ v ˝ t P S. Από τη µεταθετικότητα έχουµε:

F puq ˝ F psq “ F pu ˝ sq “ F pv ˝ tq “ F pvq ˝ F ptq (2.3)

και παρόµοια :
F puq ˝ F pfq “ F pvq ˝ F pgq (2.4)

Λόγω του ότι οι F puq ˝ F psq και F psq είναι ισοµορφισµοί, ο F puq είναι ισοµορφισµός και ανά-
λογα, από το ότι οι F ptq ˝ F pvq και F ptq είναι ισοµορφισµοί συµπεραίνουµε ότι και ο F pvq έιναι
επίσης ισοµορφισµός. Εποµένως, από την (2.4), έχουµε F psq´1 ˝ F puq´1 “ F ptq´1 ˝ F pvq´1 και
χρησιµοποιώντας την (2.3):

F psq´1 ˝F pfq “ F psq´1 ˝F puq´1 ˝F puq ˝F pfq “ F ptq´1 ˝F pvq´1 ˝F pvq ˝F ptq “ F ptq´1 ˝F pgq

και ο G είναι καλώς ορισµένος.
Στη συνέχεια, εξετάζουµε αν ο G είναι πράγµατι ένας συναρτητής :
Ο G απεικονίζει ταυτοτικούς µορφισµούς στην Ar

S σε ταυτοτικούς µορφισµούς στην B, αφού
η εικόνα της κλάσης του δεξιού roof:

M

M

1M

>>

M

„

1M

``
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είναι Gp1M{1M q “ F p1M q
´1 ˝ F p1M q “ 1M{1M .

΄Εστω φ “ s{f : M ÝÑ N και ψ “ t{g : N ÝÑ P δύο µορφισµοί οι οποίοι προσδιορίζονται
από τα δεξιά roofs:
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f
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N
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s
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g
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P

„

t

``

Χρησιµοποιώντας την ιδιότητα pLC3bq, αποκτούµε ένα µεταθετικό διάγραµµα της µορφής:
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και εποµένως η σύνθεση ψ ˝ φ αναπαριστάται από ένα δεξιό roof:
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Από τον τρόπο που ορίστηκε ο G, έχουµε Gpψq ˝Gpφq “ F ptq´1 ˝F pgq ˝F psq´1 ˝F pfq, ενώ από
τη µεταθετικότητα του παραπάνω διαγράµµατος, F phq ˝ F psq “ F puq ˝ F pgq και αφού οι F puq
και F psq είναι ισοµορφισµοί έχουµε: F pgq ˝ F psq´1 “ F puq´1 ˝ F phq. ΄Ετσι,

Gpψq ˝Gpφq “ F ptq´1 ˝ F puq´1 ˝ F phq ˝ F pfq “ F pu ˝ tq´1 ˝ F ph ˝ fq “ Gpψ ˝ φq

και ο G διατηρεί τους µορφισµούς, συνεπώς είναι ένας συναρτητής : Ar
S ÝÑ B.

Για κάθε M P obpAr
Sq, έχουµε pG ˝ QqpMq “ GpQpMqq “ GpMq “ F pMq ùñ G ˝ Q “ F

στα αντικείµενα. Επιπλέον, για κάθε µορφισµό f : M ÝÑ N ο οποίος αναπαριστάται µε ένα δεξιό
roof της µορφής:
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έχουµε pG ˝Qqpfq “ GpQpfqq “ Gp1N{fq “ F p1N q
´1 ˝ F pfq “ F pfq ùñ G ˝Q “ F και στους

µορφισµούς.
Τέλος, ϑα δείξουµε την µοναδικότητα του συναρτητή G. ΄Εστω H : Ar

S ÝÑ B ένας συναρτητής
ώστε H ˝Q “ F . Τότε, για κάθεM P obpAr

Sq ισχύει HpMq “ HpQpMqq “ F pMq “ GpQpMqq “
GpMq, ενώ αν φ : M ÝÑ N είναι ένας µορφισµός στην Ar

S ο οποίος αναπαριστάται µε το δεξιό
roof:
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έχουµε φ “ Qpsq´1 ˝Qpfq και

Hpφq “ HpQpsq´1 ˝Qpfqq “ pH ˝Qqpsq´1 ˝ pH ˝Qqpfq “ F psq´1 ˝ F pfq

“ GpQpsqq´1 ˝GpQpfqq “ GpQpsq´1 ˝Qpfqq “ Gpφq

Συµπεραίνουµε δηλαδή ότι H “ G άρα ο G είναι µοναδικός. �

Παρατήρηση 2.2.19. Συνοψίζοντας, έχουµε δείξει ότι αν ϑεωρήσουµε µία κατηγορία A και µία
τοπικοποιούσα κλάση S, χρησιµοποιώντας είτε αριστερά, είτε δεξιά roofs, οι κατηγορίες Al

S και
Ar
S αντίστοιχα, αποτελούν µία τοπικοποίηση της A. Συµβολίζοντας µε Ql και Qr τους συναρτητές

τοπικοποίησης των Al
S και Ar

S αντίστοιχα, σύµφωνα µε την Πρόταση 2.1.5, υπάρχει ένας µοναδι-
κός συναρτητής F : Al

S ÝÑ Ar
S ο οποίος αποτελεί ισοδυναµία κατηγοριών, έτσι ώστε το παρακάτω

διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

A
Qr //

Ql

��

Ar
S

Al
S

D !F

>>

Για την τοπικοποίηση µίας κατηγορίας A ως προς µία τοπικοποιούσα κλάση S, προκύπτει έτσι
ένα µεταθετικό διάγραµµα:
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στο οποίο τα ϐέλη είναι ισοδυναµίες κατηγοριών. Αν συµβολίσουµε µε Q τον συναρτητή τοπικο-
ποίησης της ArS´1s, αποκτούµε ένα µεταθετικό διάγραµµα:
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Ql
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Το παραπάνω συµπέρασµα είναι ιδιαίτερα χρήσιµο διότι µας επιτρέψει να περιγράψουµε
την κατηγορία ArS´1s µε τη ϐοήθεια είτε αριστερών είτε δεξιών roofs. ΄Ετσι, ένας µορφισµός
φ : M ÝÑ N στην τοπικοποίηση της A ως προς S µπορεί να ϑεωρηθεί ως ένα αριστερό roof
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και τότε φ “ f{s. Θεωρώντας το µεταθετικό διάγραµµα:
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άµεσα ϐλέπουµε ότι φ “ pf{1Lq ˝ p1L{sq “ Qpfq ˝Qpsq´1 όπου Q ο συναρτητής τοπικοποίησης
και τότε λέµε ότι ο φ αναπαριστάται µε ένα αριστερό κλάσµα. ∆υϊκά, αναπαριστώντας τον φ µε
ένα δεξιό roof, για φ “ s{f , ανάλογα προκύπτει ότι φ “ Qpsq´1 ˝ Qpfq. Χρησιµοποιώντας, έτσι
την κατασκευή των roofs γίνεται πλέον εύκολα ξεκάθαρο ότι κάθε µορφισµός στην τοπικοποίηση
µπορεί να ϑεωρηθεί ως ένα αριστερό ή ένα δεξιό κλάσµα, δικαιολογώντας έτσι τον συµβολισµό που
αναφέρθηκε στην αρχή της παρούσας ενότητας. Το παρακάτω λήµµα εξασφαλίζει ότι η γραφή αυτή
είναι µοναδική, αφού δύο ισοδύναµα roofs «διατηρούν» τα κλάσµατα στην ArS´1s.

Λήµµα 2.2.20. ΄Εστω: A µία κατηγορία, S µία τοπικοποιούσα κλάση στηνA καιQ : A ÝÑ ArS´1s

ο συναρτητής τοπικοποίησης της A. Αν φ : M ÝÑ N είναι ένας µορφισµός στην ArS´1s ο οποίος
αναπαριστάται µε τα ισοδύναµα αριστερά roofs
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τότε ισχύει
Qpfq ˝Qpsq´1 “ Qpgq ˝Qptq´1

Απόδειξη. Αφού τα δυο αριστερά roofs είναι ισοδύναµα, ϑα υπάρχει αντικείµενοH και µορφισµοί
p : H ÝÑ L και q : H ÝÑ K έτσι ώστε το παρακάτω διάγραµµα:
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να είναι µεταθετικό και s ˝ p P S. Λόγω του τελευταίου, ο µορφισµός Qps ˝ pq “ Qpsq ˝Qppq είναι
ένας ισοµορφισµός στην ArS´1s. Αφού ο Qpsq είναι επίσης ισοµορφισµός, και ο Qppq ϑα είναι
ισοµορφισµός. Οµοίως, αφού οι Qpt ˝ qq “ Qptq ˝Qpqq και Qptq είναι ισοµορφισµοί, και ο Qpqq
ϑα είναι ισοµορφισµός. ΄Ετσι έχουµε:

Qpfq ˝Qpsq´1 “ Qpfq ˝Qppq ˝Qppq´1 ˝Qpsq´1

“ Qpf ˝ pq ˝Qps ˝ pq´1

“ Qpg ˝ qq ˝Qpt ˝ qq´1

“ Qpgq ˝Qpqq ˝Qpqq´1 ˝Qptq´1 “ Qpgq ˝Qptq´1 �
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Με αυτήν την ορολογία, η κατηγορία ArS´1s καλείται και κατηγορία κλασµάτων (category of
fractions) της A ως προς S (ϐλ. [24, Chapter Ι]).

2.3 Υποκατηγορίες και Τοπικοποίηση

Συχνά στη µελέτη της δοµής κατηγοριών, είναι χρήσιµο να συγκρίνουµε την τοπικοποίηση µίας
κατηγορίας A ως προς µία κλάση µορφισµών S, µε τις τοπικοποιήσεις υποκατηγοριών της A.

΄Εστω λοιπόν µία κατηγορίαA και B µία υποκατηγορία αυτής. Αν η S είναι µία τοπικοποιούσα
κλάση στην A και η SB “ S XMorpBq είναι µία τοπικοποιούσα κλάση στην B, άµεσα προκύπτει
ένας ϕυσικός συναρτητής i : BrS´1

B s ÝÑ ArS´1s ο οποίος ορίζεται ως εξής :

• Στα αντικείµενα της B ως ο ταυτοτικός συναρτητής : ipMq “M για κάθε M P obpBq.

• Για κάθε µορφισµό φ “ f{s : M ÝÑ N στην BrS´1
B s ο οποίος αναπαριστάται µε το αριστερό

roof:
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f
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M N

ϑέτουµε ipφq “ f{s, δηλαδή την κλάση ισοδυναµίας του ίδιου roof στην ArS´1s.

Η παρακάτω πρόταση περιγράφει ορισµένες συνθήκες κάτω από τις οποίες ο συναρτητής i εµφυ-
τεύει την BrS´1

B s στην ArS´1s ως µία πλήρη υποκατηγορία.

Πρόταση 2.3.1. ΄Εστω A µία κατηγορία, S µία τοπικοποιούσα κλάση µορφισµών στην A και B µία
πλήρης υποκατηγορία της A. Υποθέτουµε ότι ικανοποιούνται οι παρακάτω συνθήκες :

1. Η SB “ S XMorpBq είναι µία τοπικοποιούσα κλάση στην B.

2. Για κάθε µορφισµό s : N ÝÑ M µε s P S και M P obpBq, υπάρχει u : P ÝÑ N έτσι ώστε
s ˝ u P S και P P obpBq.

Τότε ο ϕυσικός συναρτητής i : BrS´1
B s ÝÑ ArS´1s είναι πλήρης και πιστός.

Απόδειξη. ΄Εστω M,N P obpBq. Θα δείξουµε ότι η κανονική απεικόνιση

HomBrS´1
B s
pM,Nq ÝÑ HomArS´1spM,Nq

είναι 1-1 και επί. Αρχικά, αποδεικνύουµε ότι είναι 1-1. ΄Εστω φ, ψ : M ÝÑ N δύο µορφισµοί
στην BrS´1

B s οι οποίοι αναπαριστώνται αντίστοιχα από τα αριστερά roofs
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και επιπλέον ισχύει ipφq “ ipψq. ΄Εχουµε έτσι ipφq “ ipψq ùñ f{s “ g{t, δηλαδή τα δύο roofs
είναι ισοδύναµα στην ArS´1s. Θα υπάρχει, εποµένως, ένα αντικείµενο U της A και µορφισµοί
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u : U ÝÑ L και v : U ÝÑ K έτσι ώστε το διάγραµµα
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να είναι µεταθετικό και s ˝ u “ t ˝ v P S. Από τη συνθήκη 2, ϑεωρώντας τον µορφισµό s ˝ u “
t˝v : U ÝÑM , ϑα υπάρχει V P obpBq και µορφισµός w : V ÝÑ U έτσι ώστε s˝u˝w “ t˝v˝w P S.
Βλέπουµε εποµένως εύκολα, ότι στην B το διάγραµµα:
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είναι µεταθετικό και κατά συνέπεια τα δύο παραπάνω αριστερά roofs είναι ισοδύναµα στην BrS´1
B s.

Συνεπώς f{s “ g{t ùñ φ “ ψ και η απεικόνιση είναι 1-1.
Μένει να δειξουµε ότι είναι και επί. ΄Εστω ένας µορφισµός φ “ f{s : M ÝÑ N στην

HomArS´1spM,Nq ο οποίος αναπαριστάται µε το αριστερό roof
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Από τη συνθήκη 2 πάλι, ϑεωρώντας τον µορφισµό s : L ÝÑM στην S, προκύπτει η ύπαρξη ενός
U P obpBq και ενός µορφισµού u : U ÝÑ L στην S έτσι ώστε s ˝ u P S. ΄Εχουµε εποµένως το
µεταθετικό διάγραµµα:
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από το οποίο ϐλέπουµε πως το αριστερό roof

U

f˝u

  
„

s˝u

~~
M N

είναι ισοδύναµο µε το αρχικό, άρα pf ˝ uq{ps ˝ uq “ f{s “ φ. ΄Οµως, εφόσον U P obpBq, το
παραπάνω roof ορίζει και έναν µορφισµό pf ˝ uq{ps ˝ uq µεταξύ των M και N στην BrS´1

B s και
ippf ˝ uq{ps ˝ uqq “ pf ˝ uq{ps ˝ uq “ φ. Εποµένως η απεικόνιση είναι και επί. �

Σύµφωνα µε την παραπάνω πρόταση µπορούµε να ϑεωρήσουµε την BrS´1
B s σαν µία πλήρης

υποκατηγορία της ArS´1s όταν πληρούνται οι απαραίτητες προϋποθέσεις. Αντίστοιχα προκύπτει
και η δυϊκή πρόταση:

Πρόταση 2.3.2. ΄Εστω A µία κατηγορία, S µία τοπικοποιούσα κλάση µορφισµών στην A και B µία
πλήρης υποκατηγορία της A. Υποθέτουµε ότι ικανοποιούνται οι παρακάτω συνθήκες :

1. Η SB “ S XMorpBq είναι µία τοπικοποιούσα κλάση στην B.

2. Για κάθε µορφισµό s : M ÝÑ N µε s P S και M P obpBq, υπάρχει u : N ÝÑ P έτσι ώστε
s ˝ u P S και P P obpBq.

Τότε ο ϕυσικός συναρτητής i : BrS´1
B s ÝÑ ArS´1s είναι πλήρης και πιστός.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης της Πρότασης 2.3.1. �

Σχόλιο 2.3.3. Ακολουθώντας την ορολογία του [53, Definition 10.3.12 ], γενικά, όταν ο ϕυσικός
συναρτητής i : BrS´1

B s ÝÑ ArS´1s των Προτάσεων 2.3.1 και 2.3.2 είναι πλήρης και πιστός, τότε
η B καλείται τοπικοποιούσα υποκατηγορία της A.

΄Αµεση συνέπεια των τελευταίων δύο προτάσεων αποτελεί το παρακάτω πόρισµα.

Πόρισµα 2.3.4. ΄Εστω A µία κατηγορία, S µία τοπικοποιούσα κλάση µορφισµών στην A και B µία
τοπικοποιούσα υποκατηγορία της A. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Αν για κάθε A P A υπάρχει µορφισµός s : A ÝÑ X µε X P obpBq και s P S, τότε ο ϕυσικός
συναρτητής i : BrS´1

B s ÝÑ ArS´1s είναι ισοδυναµία κατηγοριών.

2. Αν για κάθε A P A υπάρχει µορφισµός t : X ÝÑ A µε X P obpBq και t P S, τότε ο ϕυσικός
συναρτητής i : BrS´1

B s ÝÑ ArS´1s είναι ισοδυναµία κατηγοριών.

Απόδειξη. Εφόσον η B είναι µία τοπικοποιούσα υποκατηγορία της A, ο ϕυσικός συναρτητής
i : BrS´1

B s ÝÑ ArS´1s είναι πλήρης και πιστός. Θα δείξουµε ότι σε κάθε µία από τις ακόλουθες
περιπτώσεις ο i είναι και επί µε ακρίβεια ισοµορφισµού, δηλαδή για κάθε A P obpAq υπάρχει ένα
X P obpBq και ένας ισοµορφισµός ipXq „

ÝÑ A.

1. Γνωρίζουµε ότι για κάθε αντικείµενο A P obpAq υπάρχει ένα αντικείµενο X P obpBq και
ένας µορφισµός s : A ÝÑ X µε s P S. Τότε, το αριστερό roof

A

1A
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„

s

��
X A

αναπαριστά έναν µορφισµό 1A{s : X ÝÑ A στην ArS´1s ο οποίος, αφού s P S, είναι
ισοµορφισµός. Εφόσον ο i είναι πλήρης και πιστός και επί µε ακρίβεια ισοµορφισµού, ϑα
είναι ισοδυναµία κατηγοριών (ϐλ. [33, Proposition 1.3.13.])
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2. Παρόµοια, για κάθε A P obpAq υπάρχει ένα X P obpBq και ένας µορφισµός t : X ÝÑ A µε
t P S. Τότε, το αριστερό roof

X

1X

  
„

t

��
A X

αναπαριστά έναν ισοµορφισµό 1X{t : A
„
ÝÑ X στην ArS´1s και ο i είναι επί µε ακρίβεια

ισοµορφισµού και συνεπώς ισοδυναµία κατηγοριών.

�

Η µελέτη της τοπικοποίησης µίας υποκατηγορίας ϑα είναι ιδιαίτερα χρήσιµη σε επόµενο κε-
ϕάλαιο, όταν αναπτυχθεί η ϑεωρία της οµοτοπικής και της παραγόµενης κατηγορίας. Προς το
παρόν, παραθέτουµε ένα παράδειγµα από τον Weibel στο [53, Example 10.3.16 ].

Παράδειγµα 2.3.5. ΄Εστω Ρ ένας δακτύλιος και S µία τοπικοποιούσα κλάση στονR. ΑνMod-R εί-
ναι η κατηγορία των δεξιών R-προτύπων ϑεωρούµε την συλλογή Σ όλων των µορφισµώνM ÝÑ N
στην Mod-R έτσι ώστε ο µορφισµός S´1M ÝÑ S´1N να είναι ισοµορφισµός. Τότε, εύκολα ϐλέ-
πουµε ότι η Σ είναι µία τοπικοποιούσα κλάση στην Mod-R και η Mod-S´1R (ϐλ. Παράδειγµα
2.1.3) είναι µία τοπικοποιούσα υποκατηγορία της Mod-R. Αφού για κάθε δεξιό R´πρότυπο M
ο ϕυσικός µορφισµός M ÝÑ S´1M ανήκει στην κλάση Σ, ικανοποιείται η συνθήκη 1 του παρα-
πάνω πορίσµατος. Συµβολίζοντας έτσι µε ΣX τον περιορισµό της Σ στην Mod-S´1R, αποκτούµε
µία ισοδυναµία κατηγοριών Mod-S´1RrΣ´1

X s – Mod-RrΣ´1s. Παρατηρώντας ότι κάθε µορφι-
σµός στην ΣX είναι ισοµορφισµός στην Mod-S´1R, έχουµε Mod-S´1RrΣ´1s – Mod-S´1R και
συνεπώς:

Mod-S´1R – Mod-RrΣ´1s

2.4 Τοπικοποίηση Αβελιανών Κατηγοριών

Το τελευταίο µέρος αυτού του κεφαλαίου ϑα αφιερωθεί σε κάποιες σηµαντικές εφαρµογές της
τοπικοποίησης σε µία αβελιανή κατηγορία. Αρχικά, ϑα αναφέρουµε συνοπτικά ορισµένα συµπε-
ϱάσµατα από την γενικότερη περίπτωση µίας προσθετικής κατηγορίας για αναλυτικότερη µελέτη
των οποίων ϐλέπε [39, Chapter 1].

Υποθέτουµε ότι η A είναι µία προσθετική κατηγορία και S είναι µία τοπικοποιούσα κλάση
µορφισµών στην A. Σκοπός µας είναι να δώσουµε στην τοπικοποίηση ArS´1s µία ϕυσική δο-
µή προσθετικής κατηγορίας, έτσι ώστε ο συναρτητής τοπικοποίησης Q : A ÝÑ ArS´1s να είναι
προσθετικός. Θα ξεκινήσουµε ορίζοντας µία διµελή πράξη µεταξύ των µορφισµών της ArS´1s.
Λόγω του ότι οι µορφισµοί αυτοί αποτελούν κλάσµατα κατ΄ αναλογίαν µε την πρόσθεση κλασµάτων
στο σώµα Q των ϱητών αριθµών, είναι απαραίτητη η ανάπτυξη µίας διαδικασίας «εύρεσης κοινού
παρονοµαστή». Για τον σκοπό αυτό ϑα χρειαστούµε το ακόλουθο Λήµµα για την απόδειξη του
οποίου ϐλ. [39, 1.3.5. LEMMA.].

Λήµµα 2.4.1. ΄Εστω φi “ fi{si : M ÝÑ N , 1 ď i ď n µορφισµοί στην ArS´1s οι οποίοι αναπαρι-
στώνται αντιστοιχα από τα αριστερά roofs:
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Τότε υπάρχει αντικείµενο L P obpAq και µορφισµοί gi : L ÝÑ N και s : L ÝÑ M µε s P S, έτσι
ώστε το αριστερό roof

L
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��
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s

~~
M N

να αναπαριστά τον µορφισµό φi για κάθε 1 ď i ď n, δηλαδή gi{s “ fi{si για κάθε 1 ď i ď n.

Αυτή η κατασκευή είναι ουσιώδης σηµασίας στον ορισµό µίας «πρόσθεσης» στα roofs, όπως
ϕαίνεται στη συνέχεια :

Ορισµός 2.4.2. ΄Εστω M,N δύο αντικείµενα της A και φ, ψ : M ÝÑ N δύο µορφισµοί στην
ArS´1s. Από το Λήµµα 2.4.1, υπάρχουν L P obpAq και µορφισµοί f, g : L ÝÑ N και s : L ÝÑ M
µε s P S έτσι ώστε οι µορφισµοί αυτοί να αναπαριστώνται αντίστοιχα από τα αριστερά roofs:
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δηλαδή φ “ f{s και ψ “ g{s. Τότε, ορίζουµε µία διµελή σχέση στις κλάσεις ισοδυναµίας των
αριστερών roofs

HomArS´1spM,Nq ˆ HomArS´1spM,Nq ÝÑ HomArS´1spM,Nq

pφ, ψq ÝÑ φ` ψ

όπου µε φ` ψ συµβολίζουµε τον µορφισµό µε αντιπρόσωπο το αριστερό roof:
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Ορίζουµε δηλαδή:
pf{sq ` pg{sq “ pf ` gq{s

Παρατήρηση 2.4.3. Είναι ϕυσικά απαραίτητο να ελέγξουµε αν η πρόσθεση η οποία µόλις ο-
ϱίστηκε είναι καλώς ορισµένη, δηλαδή ο µορφισµός φ ` ψ : M ÝÑ N είναι ανεξάρτητος των
επιλογών των L, s, f και g. Για τον έλεγχο αυτής της ιδιότητας ϐλ. [39, 2.1.1. LEMMA.].

Πρόταση 2.4.4. ΑνA είναι µία προσθετική κατηγορία και S µία τοπικοποιούσα κλάση, η τοπικοποί-
ησηArS´1s είναι επίσης µία προσθετική κατηγορία έτσι ώστε το σύνολο µορφισµώνHomArS´1spM,Nq
να έχει τη δοµή προσθετικής αβελιανής οµάδας µε πράξη αυτήν που περιγράφεται στον Ορισµό 2.4.2.

Απόδειξη. Θα αναφέρουµε περιληπτικά την πορεία που ακολουθούµε για την ολοκλήρωση της
απόδειξης, ενώ για περισσότερες λεπτοµέρειες ϐλέπε [39, σελ.28´ 34].

Αρχικά, δείχνουµε ότι για δύο τυχαία αντικείµενα M,N στην A, το σύνολο HomArS´1spM,Nq
µε την πράξη πρόσθεσης που ορίστηκε παραπάνω αποκτά δοµή προσθετικής αβελιανής οµάδας.
Η πράξη αυτή είναι δηλαδή µεταθετική και προσεταιριστική ενώ ως ουδέτερο στοιχείο ϑέτουµε τον
µορφισµό 0{1M , ο οποίος αναπαριστάται από το αριστερό roof:
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Θεωρώντας έναν µορφισµό φ “ f{s P HomArS´1spM,Nq ο οποίος αναπαριστάται µε το αριστερό
roof:
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ϐλέπουµε ότι pf{sq ` pp´fq{sq “ f ´ f{s “ 0{s. ΄Ετσι, ο αντίστροφος του f{s είναι ο µορφισµός
p´fq{s ο οποίος αναπαριστάται µε το αριστερό roof:
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και άρα γράφουµε: ´pf{sq “ p´fq{s. Στην συνέχεια, αποδεικνύουµε ότι η σύνθεση

HomArS´1spM,Nq ˆ HomArS´1spN,P q ÝÑ HomArS´1spM,P q

είναι διγραµµική, ενώ το µηδενικό αντικείµενο της ArS´1s ταυτίζεται µε το µηδενικό αντικείµενο
της A.

Τέλος, ϑεωρώντας δύο αντικείµενα M και N στην ArS´1s ορίζουµε το ευθύ άθροισµά τους
M ‘N στην ArS´1s ως το ευθύ άθροισµα αυτών των αντικειµένων στην A.

�

Συνοψίζοντας, όσον αφορά την τοπικοποίηση µίας προσθετικής κατηγορίας ως προς µία τοπι-
κοποιούσα κλάση S, ισχύει το ακόλουθο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 2.4.5. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία και S µία τοπικοποιούσα κλάση στην A. Τότε,
υπάρχει µία προσθετική κατηγορία ArS´1s και ένας προσθετικός συναρτητής Q : A ÝÑ ArS´1s

έτσι ώστε :

1. Το Qpsq είναι ένας ισοµορφισµός για κάθε s P S.

2. Για κάθε προσθετική κατηγορία B και για κάθε προσθετικό συναρτητή F : A ÝÑ B τέτοιον
ώστε ο µορφισµός F psq να είναι ισοµορφισµός για κάθε s P S, υπάρχει µοναδικός (µε ακρίβεια
ϕυσικού ισοµορφισµού συναρτητών) προσθετικός συναρτητής G : ArS´1s ÝÑ B έτσι ώστε
F “ G ˝Q, δηλαδή το ακόλουθο διάγραµµα συναρτητών είναι µεταθετικό :

A
Q //

F

""

ArS´1s

D ! G

��
B

Η κατηγορία ArS´1s είναι µοναδική µε ακρίβεια ισοδυναµίας κατηγοριών.

Παραθέτουµε στη συνέχεια ένα λήµµα το οποίο χαρακτηρίζει τους µηδενικούς µορφισµούς
στην τοπικοποίηση.

Λήµµα 2.4.6. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία, S µία τοπικοποιούσα κλάση στην A και φ “
f{s : M ÝÑ N ένας µορφισµός στην ArS´1s. Τότε, οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναµες :

1. Ο φ είναι ο µηδενικός µορφισµός φ “ 0.
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2. Υπάρχει ένας µορφισµός g P S έτσι ώστε f ˝ g “ 0.

3. Υπάρχει ένας µορφισµός g P S έτσι ώστε g ˝ f “ 0.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο µορφισµός φ αναπαριστάται µε ένα αριστερό roof

L

f

��
„

s

~~
M N

Αρχικά, υποθέτουµε ότι φ “ 0. Τότε, Qpfq ˝ Qpsq´1 “ φ “ 0 και αφού ο µορφισµός Qpsq
είναι ισοµορφισµός, προκύπτει Qpfq “ 0. ΄Αρα, από τον ορισµό του συναρτητή τοπικοποίησης Q,
έχουµε

f{1L “ Qpfq “ 0{1L

όπου 0: L ÝÑ N το ουδέτερο στοιχείο της προσθετικής οµάδας HomArS´1spL,Nq. Τα δύο παρα-
κάτω αριστερά roofs είναι, δηλαδή, ισοδύναµα
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Θα υπάρχει έτσι ένα αντικείµενο U στην A και ένας µορφισµός g : U ÝÑ L ώστε το παρακάτω
διάγραµµα να είναι µεταθετικό
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και g ˝ 1L “ g P S. ΄Αµεσα, f ˝ g “ 0 και ο ισχυρισµός 2 ικανοποιείται.
Αντίστροφα, έστω τώρα ότι υπάρχει ένας µορφισµός g P S έτσι ώστε f ˝ g “ 0.. Τότε, εφαρµό-

Ϲοντας τον συναρτητή τοπικοποίησης Q, έχουµε Qpfq ˝ Qpgq “ 0 και αφού g P S, ο µορφισµός
Qpgq είναι ισοµορφισµός. ΄Αρα, Qpfq “ 0 και συνεπώς φ “ Qpfq ˝Qpsq´1 “ 0.

∆είξαµε έτσι ότι οι ισχυρισµοί 1 και 2 είναι ισοδύναµοι. Λόγω της συνθήκης pLC4q εύκολα
προκύπτει ότι οι ισχυρισµοί 2 και 3 είναι επίσης ισοδύναµοι, ολοκληρώνοντας την απόδειξη. �

Παραθέτουµε στη συνέχεια δύο άµεσα πορίσµατα.

Πόρισµα 2.4.7. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία, S µία τοπικοποιούσα κλάση στην A και
f : M ÝÑ N ένας µορφισµός στην A. Τότε, οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναµες :

1. Ισχύει Qpfq “ 0.

2. Υπάρχει ένας µορφισµός s P S έτσι ώστε f ˝ s “ 0.

3. Υπάρχει ένας µορφισµός s P S έτσι ώστε s ˝ f “ 0.
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Απόδειξη. Η απόδειξη προκύπτει άµεσα από το Λήµµα 2.4.6 ϑέτοντας φ “ f{1M , δηλαδή τον
µορφισµό που αναπαριστάται µε το αριστερό roof
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�

Πόρισµα 2.4.8. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία, S µία τοπικοποιούσα κλάση στην A και ένα
αντικείµενο M P obpAq. Τότε οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναµες :

1. Ισχύει QpMq “ 0.

2. Υπάρχει ένα αντικείµενο N P obpAq έτσι ώστε ο µηδενικός µορφισµός N ÝÑ M να ανήκει
στην κλάση S.

3. Υπάρχει ένα αντικείµενο N P obpAq έτσι ώστε ο µηδενικός µορφισµός M ÝÑ N να ανήκει
στην κλάση S.

Απόδειξη. Υποθέτουµε αρχικά ότι QpMq “ 0. Τότε, αφού το M “ QpMq είναι το µηδενικό
στοιχείο της κατηγορίας ArS´1s, ϑα έχουµε και Qp1M q “ 0. ΄Αρα, από το Πόρισµα 2.4.7 υπάρχει
ένας µορφισµός s : N ÝÑM µε s P S έτσι ώστε : 1M ˝ s “ 0 ùñ s “ 0.

Αντίστροφα, έστω ότι ο µηδενικός µορφισµόςN ÝÑM ανήκει στην κλάση S. Τότε ο µηδενικός
µορφισµός QpNq ÝÑ QpMq είναι ένας ισοµορφισµός στην ArS´1s. Αυτό άµεσα συνεπάγεται ότι
QpNq “ QpMq “ 0.

∆είξαµε εποµένως ότι οι ισχυρισµοί 1 και 2 είναι ισοδύναµοι. Ακριβώς ανάλογα αποδεικνύεται
και ότι οι ισχυρισµοί 1 και 3 είναι επίσης ισοδύναµοι. �

Από τα παραπάνω αποτελέσµατα προκύπτει, τελικώς, το ακόλουθο λήµµα:

Λήµµα 2.4.9. ΄ΕστωA µία προσθετική κατηγορία, S µία τοπικοποιούσα κλάση στηνA καιQ : A ÝÑ ArS´1s

ο συναρτητής τοπικοποίησης. Αν f : M ÝÑ N είναι ένας µορφισµός στην A, τότε ισχύουν τα ακό-
λουθα:

1. Αν ο µορφισµός f είναι µονοµορφισµός, τότε και ο µορφισµός Qpfq είναι µονοµορφισµός.

2. Αν ο µορφισµός f είναι επιµορφισµός, τότε και ο µορφισµός Qpfq είναι επιµορφισµός.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο µορφισµός f είναι µονοµορφισµός και φ : L ÝÑ M ένας µορφισµός στην
ArS´1s έτσι ώστε Qpfq ˝ φ “ 0. Θα δείξουµε ότι φ “ 0. Ο φ ϑα αναπαριστάται µε ένα αριστερό
roof
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και τότε φ “ Qpgq ˝Qpsq´1. ΄Ετσι, έχουµε

0 “ Qpfq ˝ φ “ Qpfq ˝Qpgq ˝Qpsq´1 “ Qpf ˝ gq ˝Qpsq´1

και αφού ο Qpsq είναι ισοµορφισµός, άµεσα Qpf ˝ gq “ 0. Σύµφωνα µε το Πόρισµα 2.4.7, ϑα
υπάρχει ένας µορφισµός s P S έτσι ώστε f ˝g ˝s “ 0. Εφόσον ο f είναι µονοµορφισµός, g ˝s “ 0.
Εφαρµόζοντας το Πόρισµα 2.4.7 ακόµη µία ϕορά, προκύπτει ότι g{1M “ 0, δηλαδή, Qpgq “ 0.
΄Ετσι, φ “ Qpgq ˝Qpsq´1 “ 0 και ο Qpfq είναι µονοµορφισµός.

Η απόδειξη του δεύτερου ισχυρισµού είναι δυϊκή. �
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Στη συνέχεια ϑα επικεντρωθούµε στην περίπτωση που η κατηγορία A είναι αβελιανή. Είναι
ϕυσικό να αναρωτηθούµε αν, όπως µε την προσθετικότητα, η τοπικοποίηση διατηρεί την δοµή της
αβελιανής κατηγορίας. Για τον σκοπό αυτόν ϑα χρειαστούµε το ακόλουθο:

Λήµµα 2.4.10. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και S µία τοπικοποιούσα κλάση στην A. Κάθε
µορφισµός φ : M ÝÑ N στην ArS´1s έχει πυρήνα και συνπυρήνα.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο µορφισµός φ αναπαριστάται από ένα δεξιό roof της µορφής
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΄Εχουµε δηλαδή φ “ Qpsq´1 ˝Qpfq και εφόσον ο Qpsq είναι ένας ισοµορφισµός, ένας µορφισµός
kerφ : Kerφ ÝÑ M είναι ένας πυρήνας του φ αν-ν είναι ένας πυρήνας του Qpfq. Αφού η A
είναι αβελιανή, ο µορφισµός f : M ÝÑ L έχει έναν πυρήνα kerf : Kerf ÝÑ M στην A. Θα
δείξουµε ότι ο Qpkerfq : Kerf ÝÑ M είναι ένας πυρήνας του Qpfq στην ArS´1s. ΄Αµεσα έχουµε
Qpfq ˝Qpkerfq “ Qpf ˝ kerfq “ 0. ΄Εστω τώρα ψ “ g{t : P ÝÑM ένας µορφισµός στην ArS´1s

έτσι ώστε Qpfq ˝ ψ “ 0. Τότε ο ψ µπορεί να αναπαρασταθεί µε ένα αριστερό roof
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δηλαδή, ψ “ Qpgq ˝Qptq´1. ΄Εχουµε εποµένως

Qpfq ˝ ψ “ 0 ùñ Qpfq ˝Qpgq ˝Qptq´1 “ 0 ùñ Qpf ˝ gq ˝Qptq´1 “ 0 ùñ Qpf ˝ gq “ 0

διότι ο Qptq είναι ισοµορφισµός. Τώρα χρησιµοποιώντας το Πόρισµα 2.4.7 για τον µορφισµό
f ˝g : U ÝÑ L, προκύπτει ότι υπάρχει ένας µορφισµός v : V ÝÑ U µε v P S έτσι ώστε f ˝g˝v “ 0.
Από την καθολική ιδιότητα του πυρήνα, ϑα υπάρχει µοναδικός µορφισµός w : V ÝÑ Kerf έτσι
ώστε kerf ˝ w “ g ˝ v όπως ϕαίνεται στο παρακάτω µεταθετικό διάγραµµα:

V

D !w

}}

g˝v

��
Kerf

kerf // M

Αφού το v P S, είναι ισοµορφισµός, από την µεταθετικότητα έχουµε:

Qpkerfq ˝Qpwq “ Qpgq ˝Qpvq ùñ Qpgq “ Qpkerfq ˝Qpwq ˝Qpvq´1

Εποµένως, ψ “ Qpgq ˝ Qptq´1 “ Qpkerfq ˝ Qpwq ˝ Qpvq´1 ˝ Qptq´1, δηλαδή ο µορφισµός ψ
αναλύεται µέσω του Qpkerfq : Kerf ÝÑM όπως ϕαίνεται στο παρακάτω µεταθετικό διάγραµµα:

P

Qpwq˝Qpvq´1
˝Qptq´1

}}

ψ

��
Kerf

Qpkerfq // M
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Μένει να δείξουµε την µοναδικότητα της ανάλυσης. Για τον σκοπό αυτόν υποθέτουµε ότι ψ “
Qpkerfq˝α “ Qpkerfq˝β για δύο µορφισµούς α, β : P ÝÑ K. Αφού ο πυρήνας kerf : Kerf ÝÑM
είναι µονοµορφισµός και ο Qpkerfq : Kerf :ÝÑ M είναι επίσης µονοµορφισµός (ϐλέπε Λήµµα
2.4.9). ΄Ετσι :

ψ “ Qpkerfq ˝ α “ Qpkerfq ˝ β ùñ Qpkerfq ˝ pα´ βq “ 0 ùñ α “ β

Κατά συνέπεια η παραπάνω ανάλυση του ψ είναι µοναδική και ο Qpkerfq είναι ένας πυρήνας
του Qpfq. Θεωρώντας την δυϊκή κατηγορία Aop στην ϑέση της A, από το παραπάνω αποτέλεσµα
προκύπτει και η ύπαρξη ενός συνπυρήνα για τον φ. �

Το παραπάνω λήµµα µας επιτρέπει να επεκτείνουµε την Πρόταση 4.1.14 στην περίπτωση που
έχουµε µία αβελιανή κατηγορία.

Θεώρηµα 2.4.11. ( [39, 2.2.2. THEOREM.]) ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και S µία τοπικο-
ποιούσα κλάση στην A. Τότε η τοπικοποίηση ArS´1s είναι επίσης µία αβελιανή κατηγορία και ο
συναρτητής τοπικοποίησης Q : A ÝÑ ArS´1s είναι ακριβής.

Απόδειξη. Θεωρούµε έναν µορφισµό φ : M ÝÑ N στην ArS´1s. Τότε, από το Λήµµα 2.4.10, ο φ
ϑα έχει έναν πυρήνα, έστω kerφ : Kerφ ÝÑM και έναν συνπυρήνα, έστω cokerφ : N ÝÑ Cokerφ.
Θα συµβολίζουµε έναν συνπυρήνα του kerφ µε coimφ : M ÝÑ Coimφ και αντίστοιχα έναν πυρήνα
του cokerφ µε imφ : Imφ ÝÑ N . Αφού φ ˝ kerφ “ 0, ο φ ϑα αναλύεται µέσω του coimφ µε έναν
µορφισµό ψ : Coimφ ÝÑ N . Οµοίως, εφόσον

cokerφ ˝ φ “ cokerφ ˝ ψ ˝ coimφ “ 0

και ο coimφ ως συνπυρήνας είναι επιµορφισµός, ϑα έχουµε cokerφ˝ψ “ 0, άρα ο ψ ϑα αναλύεται
µέσω του imφ µε έναν µορφισµό φ̃ : Coimφ ÝÑ Imφ. Προκύπτει δηλαδή το ακόλουθο µεταθετικό
διάγραµµα:

Kerφ
kerφ // M

φ //

coimφ

��

N
cokerφ // Cokerφ

Coimφ
φ̃

//

ψ

<<

Imφ

imφ

OO

(2.5)

Αρκεί να δείξουµε ότι ο φ̃ : Coimφ ÝÑ Imφ είναι ένας ισοµορφισµός στην ArS´1s. ΄Εστω ότι ο φ
αναπαριστάται από το αριστερό roof

L

f

��
„

S

~~
M N

δηλαδή φ “ Qpfq ˝ Qpsq´1. Αφού η κατηγορία A είναι αβελιανή, έχουµε ένα µεταθετικό διά-
γραµµα

Kerf
kerf // L

f //

coimf

��

N
cokerf // Cokerf

Coimf
f̃

// Imf

imf

OO
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στην A, στο οποίο ο f̃ : Coimf ÝÑ Imf είναι ισοµορφισµός. Εφαρµόζοντας τον συναρτητή Q
αποκτούµε ένα µεταθετικό διάγραµµα στην ArS´1s:

Kerf
Qpkerfq // L

Qpfq //

Qpcoimfq

��

N
Qpcokerfq // Cokerf

Coimf
Qpf̃q

// Imf

Qpimfq

OO

(2.6)

Σύµφωνα µε το επιχείρηµα που χρησιµοποιήθηκε στην απόδειξη του Λήµµατος 2.4.10 και το
δυϊκό του, προκύπτει ότι ο µορφισµός Qpkerfq : Kerf ÝÑ L είναι ένας πυρήνας του Qpfq και ο
µορφισµός Qpcokerfq : N ÝÑ Cokerf είναι ένας συνπυρήνας του Qpfq. Παρόµοια, ο µορφισµός
Qpcoimfq : L ÝÑ Coimf είναι µία συνεικόνα του Qpfq και ο µορφισµός Qpimfq : imf ÝÑ N
είναι µία εικόνα του Qpfq.

Αφού φ “ Qpfq ˝ Qpsq´1 και ο Qpsq είναι ένας ισοµορφισµός στην ArS´1s, µπορούµε να
υποθέσουµε ότι ο µορφισµός Qpcokerfq : N ÝÑ Cokerf είναι ένας συνπυρήνας του µορφισµού
φ : M ÝÑ N , δηλαδή ϑέτουµε Cokerφ “ Cokerf και cokerφ “ Qpcokerfq. Συνεπώς, ο µορφισµός
Qpimfq : Imf ÝÑ N , ϑα είναι ένας πυρήνας του cokerφ : N ÝÑ Cokerφ, δηλαδή ϑέτουµε Imφ “
Imf και imφ “ Qpimfq.

Τέλος, εφόσον ο Qpkerfq : Kerf ÝÑ L είναι ένας πυρήνας του Qpfq, και ο Qpsq είναι ένας
ισοµορφισµός στην ArS´1s, ο µορφισµόςQpsq˝Qpkerfq : Kerf ÝÑM ϑα είναι ένας πυρήνας του
Qpfq ˝Qpsq´1 “ φ. Μπορούµε έτσι να ϑέσουµε Kerφ “ Kerf και kerφ “ Qpsq ˝Qpkerfq. ∆υϊκά,
ο µορφισµός Qpcoimfq ˝ Qpsq´1 : M ÝÑ Coimf είναι ένας συνπυρήνας του kerφ και µπορούµε
να ϑέσουµε Coimφ “ Coimf και coimφ “ Qpcoimfq ˝Qpsq´1.

Από τα παραπάνω και το µεταθετικό διάγραµµα (2.5) ϐλέπουµε ότι

Qpfq ˝Qpsq´1 “ φ “ imφ ˝ φ̃ ˝ coimφ “ Qpimfq ˝ φ̃ ˝Qpcoimfq ˝Qpsq´1

΄Αρα συνθέτοντας από τα δεξιά µε τον µορφισµό Qpsq, προκύπτει ότι

Qpfq “ Qpimfq ˝ φ̃ ˝Qpcoimfq (2.7)

΄Οµως, από το µεταθετικό διάγραµµα (2.6), έχουµε

Qpfq “ Qpimfq ˝Qpf̃q ˝Qpcoimfq (2.8)

Από τις σχέσεις (2.7) και (2.8) άµεσα ϐλέπουµε ότι

Qpimfq ˝ φ̃ ˝Qpcoimfq “ Qpimfq ˝Qpf̃q ˝Qpcoimfq

Αφού ο µορφισµός Qpimfq είναι µονοµορφισµός έχουµε

φ̃ ˝Qpcoimfq “ Qpf̃q ˝Qpcoimfq

και οµοίως, αφού ο Qpcoimfq είναι επιµορφισµός, προκύπτει τελικά ότι

φ̃ “ Qpf̃q

Αφού ο f̃ είναι ένας ισοµορφισµός, και ο Qpf̃q “ φ̃ είναι επίσης ένας ισοµορφισµός και η κατη-
γορία ArS´1s είναι αβελιανή.

Μένει να δείξουµε την ακρίβεια του συναρτητή Q : A ÝÑ ArS´1s. ΄Εστω

0 // M
f // N

g // P // 0
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µία σύντοµη ακριβής ακολουθία στην A. Θα δείξουµε ότι και η ακολουθία

0 // QpMq
Qpfq // QpNq

Qpgq // QpP q // 0 (2.9)

είναι ακριβής. Αρχικά, ο f είναι µονοµορφισµός και ο g επιµορφισµός, ο Qpfq ϑα είναι επίσης
µονοµορφισµός και ο Qpgq ανάλογα επιµορφισµός (ϐλέπε Λήµµα 2.4.9). ΄Αµεσα, αφού g ˝ f “ 0,
έχουµε Qpgq ˝ Qpfq “ Qpg ˝ fq “ 0 ενώ αν ο imf : N ÝÑ Imf είναι µία εικόνα του µορφισµού
f , προκύπτει ότι και ο Qpimfq : N ÝÑ Imf είναι µία εικόνα του µορφισµού Qpfq. Ανάλογα, αν
ο kerg : Kerg ÝÑ N είναι ένας πυρήνας του µορφισµού g, και ο Qpkergq : Kerg ÝÑ N είναι ένας
πυρήνας του Qpgq και εξασφαλίζεται η ακρίβεια της ακολουθίας (2.9). �

Είδαµε ότι η τοπικοποίηση µίας κατηγορίας A ως προς µία τοπικοποιούσα κλάση S, κα-
τασκευάστηκε από την A «προσθέτοντας» περισσότερους µορφισµούς (δηλαδή «αντίστροφους» σε
αυτούς της κλάσης S). Ωστόσο, στην περίπτωση που η κατηγορία A είναι αβελιανή, µπορούµε
να ακολουθήσουµε µία διαφορετική προσέγγιση για την κατασκευή της τοπικοποίησης. Σε αυτήν
την περίπτωση, η ArS´1s αποκτάται ϑεωρώντας την υποκατηγορία T των αντικειµένων της A τα
οποία αποτελούν το µηδενικό αντικείµενο στην τοπικοποίηση και δηµιουργώντας στην συνέχεια
την υποκατηγορία πηλίκο A{T . Στα παρακάτω περιγράφουµε ενδεικτικά αυτήν την διαδικασία,
ενώ για περισσότερες λεπτοµέρειες ϐλ. [39, Chapter 1, §2.2] και [7, Chapter 5, §2].

Ξεκινάµε εισάγοντας µία ϐασική έννοια στο πλαίσιο των αβελιανών κατηγοριών, αυτήν της
thick υποκατηγορίας.

Ορισµός 2.4.12. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και T µία πλήρης υποκατηγορία της A. Η T
καλείται µία thick (ή Serre) υποκατηγορία, αν για κάθε σύντοµη ακριβή ακολουθία :

0 // M 1 // M // M2 // 0

στην A, το M είναι αντικείµενο της T αν-ν τα M 1 και M2 είναι αντικείµενα της T .
Συχνά, τα αντικείµενα της T καλούνται και αντικείµενα στρέψης ( torsion objects).

Σχόλιο 2.4.13. Προφανώς, µία thick υποκατηγορία T περιέχει το µηδενικό στοιχείο, αφού για
κάθε αντικείµενοM P obpT q ο ταυτοτικός µορφισµός 1M : M ÝÑM ανήκει στην T και συνεπώς,
από την σύντοµη ακριβή ακολουθία

0 // M
1M // M // 0 // 0

έχουµε M P obpT q ùñ 0 P obpT q.

Συνεχίζουµε µε κάποιες πολύ χρήσιµες ιδιότητες µίας thick υποκατηγορίας.

Λήµµα 2.4.14. ΄Εστω A µία κατηγορία και T µία thick υποκατηγορία της. Τότε ισχύουν τα ακό-
λουθα:

1. Η T είναι µία αυστηρά πλήρης υποκατηγορία της A.

2. Η T είναι αβελιανή.

3. Κάθε υποαντικείµενο και κάθε πηλίκο ενός αντικειµένου στην T είναι στην T .

4. Οποιαδήποτε επέκταση δύο αντικειµένων στην T είναι στην T .

Απόδειξη. ΄Εστω A µία κατηγορία και T µία thick υποκατηγορία της.

1. Θεωρούµε έναν ισοµορφισµό i : N ÝÑ M στην A µε M P obpT q και τη σύντοµη ακριβή
ακολουθία :

0 // N
i // M // 0 // 0

Αφού η T είναι thick, έχουµεM P obpT q ùñ N P obpT q. ΄Αρα, η T είναι αυστηρά πλήρης.
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3. Αν M P T και M 1 είναι ένα υποαντικείµενο του M στην A, ϑεωρώντας τη σύντοµη ακριβή
ακολουθία :

0 // M 1 i // M // M2 // 0

στην A, αφού η T είναι thick, ϑα έχουµε M 1 P T . Οµοίως, µε την χρήση της παραπάνω
ακριβούς ακολουθίας ϐλέπουµε και ότιM2 P T και άρα πηλίκα αντικειµένων της T ανήκουν
στην T .

4. ΄Αµεσα, αν έχουµε µία σύντοµη ακριβή ακολουθία

0 // M 1 i // M // M2 // 0

στην A και τα αντικείµενα M 1 και M2 ανήκουν στην T , τότε και η επέκταση M αυτών εξ
ορισµού είναι στην T .

2. ΄Εστω f : M ÝÑ N ένας µορφισµός στην T . Θεωρώντας τον f σαν έναν µορφισµό στην A
η οποία είναι αβελιανή, ϑα υπάρχουν ο πυρήνας, η εικόνα, ο συνπυρήνας και η συνεικόνα
του f στην A. Αφού η T είναι thick, είναι κλειστή στους πυρήνες και στα πηλίκα, άρα
αυτά ϑα είναι και αντικείµενα της T . Συµπεραίνουµε ότι το παρακάτω ακριβές µεταθετικό
διάγραµµα λοιπόν της A:

Kerf
kerf // M

f //

coimf

��

N
cokerf // Cokerf

Coimf
f̃

//

<<

Imf

imf

OO

είναι ένα ακριβές µεταθετικό διάγραµµα στην T και επειδή ο f̃ είναι ισοµορφισµός, η
κατηγορία T έπεται ότι είναι αβελιανή. �

Ο κύριος λόγος που εισήχθηκε η έννοια της thick υποκατηγορίας ϑα γίνει εµφανής ευθύς αµέ-
σως, καθώς ϑα χρησιµοποιηθεί για την δηµιουργία µίας τοπικοποιούσας κλάσης σε µία αβελιανή
κατηγορία.

Λήµµα 2.4.15. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και S µία τοπικοποιούσα κλάση στην A. Θεω-
ϱούµε την πλήρη υποκατηγορία B της A η οποία αποτελείται από όλα τα αντικείµεναM στην A που
είναι ισόµορφα µε το 0 στην ArS´1s. Τότε η B είναι thick.

Απόδειξη. ΄Εστω

0 // M 1 i // M // M2 // 0

µία σύντοµη ακριβής ακολουθία στην A µε M P obpBq. Αφού ο συναρτητής Q : A ÝÑ ArS´1s

είναι ακριβής, έπεται ότι η ακολουθία

0 // QpM 1q
i // QpMq // QpM2q // 0

είναι ακριβής στην ArS´1s. Λαµβάνοντας υπόψιν ότι M P obpBq ùñ QpMq “ 0, λόγω ακρίβειας
άµεσα συµπεραίνουµε ότι QpM 1q “ QpM2q “ 0. Συνεπώς τα αντικείµενα M 1 και M2 ανήκουν
στην B. Από την άλλη πλευρά, αν τα M 1,M2 P obpBq, τότε QpM 1q “ QpM2q “ 0 και εποµένως
από την παραπάνω σύντοµη ακριβή ακολουθία έπεται ότι QpMq “ 0, δηλαδή ότι M P obpBq.
΄Αρα, η B είναι µία thick υποκατηγορία της A. �

Ορισµός 2.4.16. ΄Εστω T µία thick υποκατηγορία της A. Θα συµβολίζουµε µε ST την κλάση
όλων των µορφισµών f : M ÝÑ N έτσι ώστε τα αντικείµενα Kerf και Cokerf να είναι αντικείµενα
της T .
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Λήµµα 2.4.17. Η κλάση ST των µορφισµών στην A είναι µία τοπικοποιούσα κλάση.

Απόδειξη. Αποδεικνύεται εύκολα ότι η ST πληροί τις συνθήκες pLC1q´ pLC4q του ορισµού 2.1.8.
Για λεπτοµέρειες ϐλ. [39, 2.2.5. LEMMA.]. �

Παρατήρηση 2.4.18. ∆ιατηρώντας τον παραπάνω συµβολισµό, έστω A µία αβελιανή κατηγορία
και T µία thick υποκατηγορία της. Θεωρούµε ένα αντικείµενο M της T και τον µορφισµό
M ÝÑ 0, ο πυρήνας του οποίου είναι το M και ο συνπυρήνας το 0. Εξ ορισµού δηλαδή, αυτός ο
µορφισµός ανήκει στην ST και αφού η τελευταία είναι µία τοπικοποιούσα κλάση, το M ϑα είναι
ισόµορφο µε το 0 στην ArS´1

T s. Αντίστροφα, αν το M είναι ισόµορφο µε το 0 στην ArS´1
T s, το

αριστερό roof:
M

1M

  
„

1M

~~
M M

που αναπαριστά τον ταυτοτικό µορφισµό στο M , πρέπει να είναι ισοδύναµο µε το αριστερό roof:

M

1M

  
„

0

~~
M M

το οποίο αναπαριστά τον µηδενικό µορφισµό στο Μ. Θα υπάρχει, εποµένως, αντικείµενο U και
µορφισµός u : U ÝÑM έτσι ώστε το παρακάτω διάγραµµα να είναι µεταθετικό

M

„

1M

~~

1M

  
M U

u

OO

u

��

M

M

0

>>

1M

„

``

και επιπλέον 1M ˝ u “ u P ST . Από τη µεταθετικότητα έχουµε: 1M ˝ u “ 0 ˝ u ùñ u “ 0. Ο u
εποµένως είναι ένας µηδενικός µορφισµός και άρα ο συνπυρήνας του είναι το M . Αφού u P ST ,
εξ ορισµού ο συνπυρήνας του,M P ob T . Καταλήγουµε εποµένως ότι ένα αντικείµενο ανήκει στην
T αν-ν είναι ισόµορφο µε το 0 στην ArS´1

T s. Αυτό, λαµβάνοντας υπόψιν και το Λήµµα 2.4.15
αποτελεί την αφορµή για τον παρακάτω ορισµό.

Ορισµός 2.4.19. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και T µία thick υποκατηγορία της. Χρησιµο-
ποιώντας τον συµβολισµό του Verdier στο [52, 2.2.10], ονοµάζουµε την τοπικοποίηση ArS´1

T s της A
ως προς την κλάση µορφισµών ST , κατηγορία πηλίκο της A ως προς την thick υποκατηγορία T
και ϑα την συµβολίζουµε µε A{T :

ArS´1
T s “ A{T

Ο συναρτητής τοπικοποίησης Q : A ÝÑ A{T σε αυτό το πλαίσιο καλείται και συναρτητής πηλίκο.

Κλείνουµε το παρόν κεφάλαιο µε µία πρόταση η οποία προκύπτει ως εφαρµογή της ϑεωρίας
που αναπτύχθηκε έως τώρα.

Πρόταση 2.4.20. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και B, C δύο thick υποκατηγορίες της. Τότε
ισχύουν τα ακόλουθα:
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1. Η πλήρης υποκατηγορία B X C είναι µία thick υποκατηγορία της A.

2. Ο ϕυσικός συναρτητής B{pB X Cq ÝÑ A{C είναι πλήρης και πιστός.

Απόδειξη. Θεωρούµε µία αβελιανή κατηγορία A και έστω B, C δύο thick υποκατηγορίες της.

1. ΄Εστω µια ακριβής ακολουθία στην A:

0 // M 1 i // M // M2 // 0

Αν τα M 1,M2 είναι αντικείµενα της B X C, εφόσον οι υποκατηγορίες B και C είναι thick,
έχουµε: M 1,M2 P obpBq ùñ M P obpBq και οµοίως M 1,M2 P obpCq ùñ M P obpCq και
συνεπώς τοM είναι αντικείµενο της BXC. Αντίστροφα, αν τοM είναι αντικείµενο της BXC,
έχουµε M P obpBq ùñM 1,M2 P obpBq και M P obpCq ùñM 1,M2 P obpCq. Εποµένως τα
M 1,M2 είναι αντικείµενα της B X C και η B X C είναι thick υποκατηγορία της A.

2. ΄Εστω f ένας µορφισµός στην B ο οποίος ανήκει και στην SC. Τότε, αφού ο f είναι ένας
µορφισµός στην B και η τελευταία είναι thick, από το Λήµµα 2.4.14, έπεται ότι τα αντικεί-
µενα Cokerf και Kerf ϑα ανήκουν στην B. ΄Οµως, ο f είναι και µορφισµός στην SC, άρα
εξ ορισµού τα αντικείµενα Cokerf και Kerf ϑα ανήκουν και στην C. Από τις δύο παραπάνω
προτάσεις συµπεραίνουµε άµεσα ότι τα αντικείµενα Cokerf και Kerf ανήκουν στην B X C.
Παρατηρούµε δηλαδή ότι οποιοσδήποτε µορφισµός στην B ο οποίος ανήκει και στην SC,
ανήκει επίσης και στην SBXC. Λόγω αυτού, ο ϕυσικός συναρτητής έγκλεισης j : B ÝÑ A{C
ϑα αναλύεται µέσω του συναρτητή i : B{pB X Cq ÝÑ A{C.
Θεωρούµε τώρα δύο αντικείµενα M και N στην B και ϑα δείξουµε ότι η απεικόνιση:

HomB{pBXCqpM,Nq ÝÑ HomA{CpM,Nq

είναι ισοµορφισµός.
΄Εστω φ “ f{s : M ÝÑ N ένας µορφισµός στην B{pB X Cq έτσι ώστε ipφq “ 0. Ο φ ϑα
αναπαριστάται µε ένα αριστερό roof

L

f

��
„

s

~~
M N

όπου L P obpBq, s : L ÝÑ M ένας µορφισµός στην SBXC και f : L ÝÑ N ένας µορφισµός
στην B. Λόγω του ότι ipφq “ 0, γνωρίζουµε από το Πόρισµα 2.4.7 ότι υπάρχει ένας µορφι-
σµός t : K ÝÑ L ο οποίος ανήκει στην SC, άρα και στην SBXC όπως δείξαµε παραπάνω,
έτσι ώστε f ˝ t “ 0. Από τον ορισµό της SBXC τότε, προκύπτει ότι το αντικείµενο Cokert
ανήκει στην κατηγορία BX C, ενώ η B ως thick υποκατηγορία, είναι κλειστή στους πυρήνες
και το αντικείµενο Imt ανήκει στην B. Από τον ορισµό, πάλι, έχουµε ότι ο µονοµορφι-
σµός imt : Imt ÝÑ L ανήκει στην SBXC. Χρησιµοποιώντας το Πόρισµα 2.4.7 ξανά, εφόσον
f ˝ u “ 0, συµπεραίνουµε ότι Qpfq “ 0, άρα φ “ Qpfq ˝Qpsq´1 “ 0 και ο µορφισµός :

HomB{pBXCqpM,Nq ÝÑ HomA{CpM,Nq

είναι µονοµορφισµός.

΄Εστω τώρα ψ “ f{s : M ÝÑ N ένας µορφισµός στην A{C ο οποίος αναπαριστάται µε το
αριστερό roof

L

f

��
„

s

~~
M N
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όπου L P A, s P SC και f : L ÝÑ N ένας µορφισµός στηνA. ΘέτουµεK “ L{pKersXKerfq
και έστω q : L ÝÑ K η κανονική προβολή. Αφού ο q είναι επιµορφισµός, ϑα έχουµε
q “ coimq “ cokerpkerqq. Τότε, από την καθολική ιδιότητα του συνπυρήνα όπως ϕαίνεται
στο παρακάτω διάγραµµα:

Kerq
α // L

q //

s

��

K

D ! t

~~
M

ϑα υπάρχει µορφισµός t : K ÝÑM έτσι ώστε s “ t˝q και ανάλογα ϑα υπάρχει g : K ÝÑ N
µε f “ g ˝ q. ΄Εχουµε δηλαδή το παρακάτω µεταθετικό διάγραµµα:

L

„

s

~~

f

  
M L

1L

OO

q

��

N

K

g

>>

t

„

``

Από την σχέση s “ t˝q, εφόσον ο q είναι επιµορφισµός, εύκολα ϐλέπουµε ότι Imt “ Ims και
επίσης Cokert “ Cokers . Λαµβάνοντας υπόψιν ότι ο πυρήνας Kert της t : K ÝÑ M είναι
ένα πηλίκο του Kers, έπεται ότι ο µορφισµός t ανήκει επίσης στην SC. ΄Ετσι, ο µορφισµός
ψ µπορεί εξαρχής να αναπαρασταθεί µε το αριστερό roof:

K

g

  
„

t

~~
M N

και το K µπορεί να ταυτισθεί µε το L ϑεωρώντας ότι Kerf X Kers “ 0. Θεωρούµε τώρα τις
κανονικές εγκλείσεις i : M ÝÑ M ‘ N και j : N ÝÑ M ‘ N . Μέσω του µονοµορφισµού
i˝s‘j˝f : L ÝÑM‘N µπορούµε να ϑεωρήσουµε το L σαν ένα υποαντικείµενο τουM‘N .
Αφού M,N P obpBq και η υποκατηγορία B είναι thick, ϑα ισχύει και M ‘N P obpBq ùñ
L P obpBq. Το παραπάνω αριστερό roof αναπαριστά, δηλαδή, έναν µορφισµό στην B{pB X Cq
του οποίου η εικόνα µέσω του i είναι ο ψ. Συνεπώς, ο Ϲητούµενος οµοµορφισµός οµάδων
είναι ισοµορφισµός. �

Σχόλιο 2.4.21. Με τα δεδοµένα της παραπάνω πρότασης, µπορούµε να ϑεωρήσουµε την κατη-
γορία πηλίκο B{pB X Cq ως µία πλήρη υποκατηγορία της A{C.
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Κεφάλαιο 3

Τριγωνισµένες Κατηγορίες

3.1 Τριγωνισµένες Κατηγορίες

Η έννοια της τριγωνισµένης κατηγορίας εισήχθηκε από τους Puppe και Verdier την ίδια περίπου
χρονική περίοδο (µέσα του 1960), αλλά σε ανεξάρτητες δηµοσιεύσεις. Ο Puppe, ορίζει στο [46] την
τριγωνισµένη κατηγορία χρησιµοποιώντας ως κύριο παράδειγµα την οµοτοπική κατηγορία, ενώ ο
Verdier στη διδακτορική του διατριβή, η οποία δηµοσιεύτηκε αρκετά αργότερα, αναπτύσσει την
έννοια της τριγωνισµένης κατηγορίας µε κύριο παράδειγµα αυτό µίας παραγόµενης κατηγορίας
(ϐλ. [52]). Οι δύο αυτές έννοιεςθα µελετηθούν στο επόµενο κεφάλαιο και για τον λόγο αυτόν προς
το παρόν ϑα παραλείψουµε επιπλέον παραδείγµατα τριγωνισµένων κατηγοριών.

Η ϑεωρία των τριγωνισµένων κατηγοριών ϐρήκε αρχικά εφαρµογή στην αλγεβρική γεωµετρία
και στην αλγεβρική τοπολογία, ενώ σήµερα η χρήση της έχει επεκταθεί σε ποικίλους κλάδους των
µαθηµατικών όπως στη µεταθετική άλγεβρα, στη διαφορική γεωµετρία (κατηγορίες Fukaya), στη
ϑεωρία αναπαραστάσεων (derived and stable module categories), στην ανάλυση (για παράδειγµα
ϐλ. [49]).

΄Αλλες εφαρµογές αυτής της ϑεωρίας εµφανίζονται και ιδιαίτερα πρόσφατα σε κλάδους όπως
η symplectic geometry και πιο συγκεκριµένα από τον Kontsevich στο [35] για τον ορισµό της
mirror symmetry. Τέλος, ενδεικτικά αναφέρουµε και το άρθρο του Keller, ϐλ. [34], στο οποίο
αναπτύσσεται ένα άλλο παράδειγµα τριγωνισµένων κατηγοριών, αυτό των cluster categories, στο
πλαίσιο της ϑεωρίας των cluster algebras, η οποία εισήχθηκε από τους S. Fomin και A. Zelevinsky
περίπου το 2000.

Το παρόν κεφάλαιο περιλαµβάνει αρχικά τον ορισµό και ϐασικές ιδιότητες µιας τριγωνισµένης
κατηγορίας, ενώ στη συνέχεια εξετάζεται η τοπικοποίηση τριγωνισµένων κατηγοριών. Η πορεία
που ϑα ακολουθηθεί ϐασίζεται στον Milicic στο [39] και είναι σύµφωνη µε τον Verdier (ϐλ. [52]).

Ορισµός 3.1.1. ΄Εστω C µία προσθετική κατηγορία. ΄Ενας συναρτητής µεταφοράς (translation
functor ή shift functor) στην C είναι ένας προσθετικός συναρτητής Σ: C ÝÑ C ο οποίος αποτελεί
έναν αυτοµορφισµό της C. Για ένα τυχαίο X P obpCq, ϑέτουµε ΣnX “ ΣnpXq, για κάθε n P Z.

Σχόλιο 3.1.2. Στη ϐιβλιογραφία, συχνά, για τον συναρτητή µεταφοράς χρησιµοποιείται και ο
συµβολισµός Xrns “ ΣnX.

Ορισµός 3.1.3. ΄Εστω C είναι µία προσθετική κατηγορία και Σ: C ÝÑ C ένας συναρτητής µεταφο-
ϱάς. ΄Ενα τρίγωνο στην C είναι ένα διάγραµµα µορφισµών στην C της µορφής

X // Y // Z // ΣX

73
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Το παραπάνω τρίγωνο ϑα αναπαριστάται σχηµατικά ως

Z

r1s

��
X // Y

ZZ

Σχόλιο 3.1.4. Το r1s στο παραπάνω διάγραµµα συµβολίζει ότι ο µορφισµός από το Z καταλήγει
στην εικόνα ΣX του X µέσω του συναρτητή µεταφοράς.

Σχόλιο 3.1.5. Αν f : X ÝÑ Y είναι ένας µορφισµός σε µία προσθετική κατηγορία C, τότε ένα
τρίγωνο στην C της µορφής:

Z

r1s

��
X

f // Y

ZZ

καλείται τρίγωνο µε ϐάση τον µορφισµό f .

Στη συνέχεια ορίζουµε µορφισµούς µεταξύ αυτών των τριγώνων.

Ορισµός 3.1.6. ΄Εστω

Z

r1s

��

Z 1

r1s

��
X // Y

ZZ

X 1 // Y 1

ZZ

δύο τρίγωνα σε µία προσθετική κατηγορία C. ΄Ενας µορφισµός τριγώνων είναι ένα µεταθετικό
διάγραµµα:

X //

u

��

Y //

v

��

Z //

w

��

ΣX

Σu

��
X 1 // Y 1 // Z 1 // ΣX 1

Θα λέµε ότι ο παραπάνω µορφισµός τριγώνων είναι ένας ισοµορφισµός τριγώνων αν οι µορφισµοί
u, v και w είναι ισοµορφισµοί.

Επικεντρώνουµε το ενδιαφέρον µας σε µία συγκεκριµένη κλάση τέτοιων τριγώνων.

Ορισµός 3.1.7. ΄Εστω C µία προσθετική κατηγορία και Σ: C ÝÑ C ένας συναρτητής µεταφοράς.
Ορίζουµε µία κλάση τριγώνων στην C, τα στοιχεία της οποίας ϑα χαρακτηρίζονται ως διακεκριµένα
τρίγωνα, και ικανοποιούν τα παρακάτω αξιώµατα :

pTR1q paq Οποιοδήποτε τρίγωνο που είναι ισόµορφο µε ένα διακεκριµένο τρίγωνο, είναι ένα διακε-
κριµένο τρίγωνο.

pbq Για κάθε X P obpCq, το
0

r1s

��
X

1X // X

ZZ
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είναι ένα διακεκριµένο τρίγωνο.

pcq Για οποιονδήποτε µορφισµό f : X ÝÑ Y στην C, υπάρχει ένα διακεκριµένο τρίγωνο

Z

r1s

��
X

f // Y

ZZ

όπου Z είναι ένα αντικείµενο της C.

pTR2q Αν το τρίγωνο

Z

r1s
h

��
X

f // Y

g

ZZ

είναι διακεκριµένο, τότε και τα τρίγωνα

ΣX

´Σf

r1s

��

Y

g

r1s

��
Y

g // Z

h

ZZ

Σ´1Z
´Σ´1h // X

f

ZZ

είναι διακεκριµένα.

pTR3q Για ένα οποιοδήποτε διάγραµµα της µορφής

X //

u

��

Y //

v

��

Z // ΣX

Σu

��
X 1 // Y 1 // Z 1 // ΣX 1

όπου οι γραµµές είναι διακεκριµένα τρίγωνα και το πρώτο τετράγωνο µεταθετικό, υπάρχει ένας
µορφισµός w : Z ÝÑ Z 1 έτσι ώστε το διάγραµµα

X //

u

��

Y //

v

��

Z //

Dw

��

ΣX

Σu

��
X 1 // Y 1 // Z 1 // ΣX 1

να είναι ένας µορφισµός διακεκριµένων τριγώνων.
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pTR4q ΄Εστω f : X ÝÑ Y , g : Y ÝÑ Z και h “ g˝f : X ÝÑ Z µορφισµοί στην C. Τότε το διάγραµµα

X
f //

1X

��

Y
a //

g

��

Z 1 // ΣX

Σ1X

��
X

h //

f

��

Z
b //

1Z

��

Y 1 // ΣX

Σf

��
Y

g // Z
c // X 1 // ΣY

όπου οι γραµµές είναι διακεκριµένα τρίγωνα µπορεί να συµπληρωθεί σε ένα διάγραµµα

X
f //

1X

��

Y
a //

g

��

Z 1 //

u

��

ΣX

Σ1X

��
X

h //

f

��

Z
b //

1Z

��

Y 1 //

v

��

ΣX

Σf

��
Y

g //

a

��

Z
c //

b

��

X 1 //

1X1

��

ΣY

Σa

��
Z 1

u // Y 1
v // X 1

w // ΣZ 1

όπου όλες οι τέσσερις οριζόντιες γραµµές είναι διακεκριµένα τρίγωνα και οι κάθετες στήλες
σχηµατίζουν µορφισµούς τριγώνων.

Παρατήρηση 3.1.8. Το αξίωµα pTR2q καλείται και αξίωµα της στροφής τριγώνων (turning of
triangles axiom) διότι τα δύο νέα διακεκριµένα τρίγωνα προκύπτουν αντίστοιχα µε µία δεξιόστρο-
ϕη και µία αριστερόστροφη «περιστροφή» του αρχικού. Επιπλέον, το αξίωµα pTR4q καλείται και
αξίωµα του οκτάεδρου (the octahedral axiom) καθώς αναπαριστάται µε το παρακάτω διάγραµµα
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οκτάεδρο:
Y 1

r1s

��

v

$$
Z 1

u

HH

r1s
xx

X 1

r1s

~~

w

r1soo

X
h //

f

!!

Z

88

WW

Y

TT

g

DD

Το αρχικό διάγραµµα αποτελείται από τρία διακεκριµένα τρίγωνα. Το αξίωµα pTR4q εξασφα-
λίζει την ύπαρξη των µορφισµών u, v και w σχηµατίζοντας ένα νέο διακεκριµένο τρίγωνο και
ολοκληρώνοντας το οκτάεδρο.

Παρατήρηση 3.1.9. Σύµφωνα µε τους Kashiwara και Schapira στο [33, Remark 10.1.8.], ο
µορφισµός w στο αξίωµα pTR3q δεν είναι µοναδικός, και για µία προσπάθεια επίλυσης αυτού του
προβλήµατος ϐλ. [16].

Παρατήρηση 3.1.10. Η παραπάνω εκδοχή, pTR4q, του αξιώµατος του οκταέδρου ακολουθεί
τους Kashiwara και Schapira, ϐλ. [33, Definition 10.1.6.] και είναι αυτή που ϑα χρησιµοποιηθεί
στα πλαίσια της παρούσας διατριβής. Ωστόσο, στην ϐιβλιογραφία, υπάρχουν ισοδύναµες εκδοχές
αυτού του αξιώµατος, για παράδειγµα ϐλ. [43, Proposition 1.4.6.]. Για λόγους για λόγους πληρό-
τητας, λοιπόν, παραπέµπουµε τον αναγνώστη και σε ένα άρθρο του Jørgensen, ϐλ. [31, Remark
3.2.], όπου περιγράφονται δύο τέτοιες εκδοχές.

Χρησιµοποιώντας τα παραπάνω είµαστε πλέον σε ϑέση να ορίσουµε την έννοια της τριγω-
νισµένης κατηγορίας στην οποία τα διακεκριµένα τρίγωνα «αντικαθιστούν» κατά κάποιον τρόπο
(ϐλ. [31, §3.]) τις ακριβείς ακολουθίες µίας αβελιανής κατηγορίας. Ωστόσο, υπάρχει µία ϐασική
διαφορά µεταξύ αυτών των δύο κατηγοριών : Ο χαρακτηρισµός µίας κατηγορίας ως αβελιανή ϐασί-
Ϲεται µία καθαρά εσωτερική ιδιότητα της κατηγορίας. Από την άλλη πλευρά, για να χαρακτηριστεί
µία κατηγορία ως τριγωνισµένη απαιτείται η ύπαρξη ενός συναρτητή µεταφοράς και µία δοµή δια-
κεκριµένων τριγώνων η οποία ικανοποιεί τα παραπάνω αξιώµατα. Πολλές ϕορές, µία προσθετική
κατηγορία, µπορεί να έχει παραπάνω από µία τριγωνισµένες δοµές, όπως ϑα δούµε στο Κεφάλαιο
6, συνεπώς ο χαρακτηρισµός µίας κατηγορίας ως τριγωνισµένη είναι κυρίως εξωτερικός.

Ορισµός 3.1.11. Μία τριγωνισµένη κατηγορία είναι µία προσθετική κατηγορία C, εφοδιασµένη
µε έναν προσθετικό αυτοµορφισµό Σ και µία κλάση διακεκριµένων τριγώνων η οποία ικανοποιεί τα
αξιώµατα pTR1q-pTR4q.

Παρατήρηση 3.1.12. Σύµφωνα µε τον Neeman, ϐλ. [43, Remark 1.1.3.], στον παραπάνω ορι-
σµό δεν είναι απαραίτητο να υποθέσουµε ότι η κατηγορία C είναι προσθετική, αλλά αρκεί να
υποθέσουµε ότι η C είναι µία pointed κατηγορία, δηλαδή ότι έχει ένα µηδενικό αντικείµενο και
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ότι τα σύνολα µορφισµών είναι αβελιανές οµάδες. Σε αυτήν την περίπτωση, οι υπόλοιπες συνθή-
κες που απαιτούνται για να είναι η C µία προσθετική κατηγορία, προκύπτουν από τα αξιώµατα
pTR1q-pTR3q.

΄Οπως αναφέρθηκε, το κυριότερο παράδειγµα τριγωνισµένης κατηγορίας ϑα αναλυθεί στο ε-
πόµενο κεφάλαιο. Προς το παρόν, παραθέτουµε ένα τέτοιο παράδειγµα, ενώ για περισσότερα
ϐλ. [7, Chapter 6, §1.2].

Παράδειγµα 3.1.13. ΄Εστω C “ Veck η κατηγορία των διανυσµατικών χώρων πάνω από ένα σώµα
k. Θεωρούµε ότι ο συναρτητής µεταφοράς Σ είναι η ταυτότητα, δηλαδή Σ “ 1C και ορίζουµε µια
κλάση διακεκριµένων τριγώνων ως εξής :

΄Ενα τρίγωνο στην C καλείται διακεκριµένο αν είναι ισόµορφο µε ένα τρίγωνο της µορφής

W ‘ U

r1s
w

��
U ‘ V

u // V ‘W

v

ZZ

όπου οι απεικονίσεις u, v, w δίνονται από τις παρακάτω εγκλείσεις και προβολές :

u “ U ‘ V
p 0 1 q // V

p 1
0 q // V ‘W

v “ V ‘W
p 0 1 q // W

p 1
0 q // W ‘ U

w “W ‘ U
p 0 1 q // U

p 1
0 q // U ‘ V

Εύκολα διαπιστώνουµε ότι αυτή η κλάση τριγώνων πράγµατι ικανοποιεί τα αξιώµατα pTR1q-
pTR4q και συνεπώς εφοδιάζει την C µε τη δοµή µίας τριγωνισµένης κατηγορίας.

3.2 Συναρτητές σε Τριγωνισµένες Κατηγορίες

Σκοπός αυτής της ενότητας είναι ο ορισµός συναρτητών οι οποίοι ϑα είναι συµβατοί µε ϕυσικό
τρόπο µε τον συναρτητή µεταφοράς µίας τριγωνισµένης κατηγορίας και επίσης ϑα «διατηρούν» την
τριγωνική δοµή της κατηγορίας αυτής.

Ορισµός 3.2.1. ΄Εστω C και D δύο τριγωνισµένες κατηγορίες. ΄Ενας προσθετικός συναρτητής
F : C ÝÑ D καλείται ϐαθµωτός (graded), αν οι συναρτητές Σ˝F καιF ˝Σ είναι ϕυσικά ισοδύναµοι.

Σχόλιο 3.2.2. Στον παραπάνω ορισµό χρησιµοποιήσαµε, κάνοντας κατάχρηση του συµβολισµού,
το σύµβολο Σ και για τους δύο αυτοµορφισµούς : ΣC : C ÝÑ C και ΣD : D ÝÑ D των τριγωνισµέ-
νων κατηγοριών C και D αντίστοιχα. Στη συνέχεια, ϑα διατηρήσουµε αυτόν τον συµβολισµό χάριν
σύµβασης.

Λήµµα 3.2.3. ΄Εστω C, D δύο τριγωνισµένες κατηγορίες και F : C ÝÑ D ένας ϐαθµωτός συναρτη-
τής. Τότε ο F απεικονίζει διακεκριµένα τρίγωνα της C σε διακεκριµένα τρίγωνα τηςD και µορφισµούς
τριγώνων στην C σε µορφισµούς τριγώνων στην D.

Απόδειξη. Αν ϑεωρήσουµε ένα διακεκριµένο τρίγωνο

Z

r1s
h

��
X

f // Y

g

ZZ
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στην C και εφαρµόσουµε τον ϐαθµωτό συναρτητή F : C ÝÑ D αποκτούµε ένα διάγραµµα της
µορφής

F pXq
F pfq // F pY q

F pgq // F pZq
F phq // F pΣXq

ηX // ΣF pXq

στο οποίο ο µορφισµός ηX : F pΣXq ÝÑ ΣF pXq είναι ισοµορφισµός. Προκύπτει δηλαδή ένα
τρίγωνο

F pZq

r1s

ηX˝F phq

��
F pXq

F pfq // F pY q

F pgq

ZZ

Επιπλέον, αν ϑεωρήσουµε έναν µορφισµό τριγώνων

X //

u

��

Y //

v

��

Z //

w

��

ΣX

Σu

��
X 1 // Y 1 // Z 1 // ΣX 1

εφαρµόζοντας τον F παίρνουµε το µεταθετικό διάγραµµα

F pXq //

F puq

��

F pY q //

F pvq

��

F pZq //

F pwq

��

F pΣXq

F pΣuq

��

ηX // ΣF pXq

ΣF puq

��
F pX 1q // F pY 1q // F pZ 1q // F pΣX 1q

ηX1 // ΣF pX 1q

το οποίο χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι οι ηX και ηX1 είναι ισοµορφισµοί αποτελεί έναν µορφισµό
τριγώνων. �

Είµαστε πλέον σε ϑέση να ορίσουµε έναν συναρτητή ο οποίος διατηρεί την τριγωνική δοµή.

Ορισµός 3.2.4. ΄Εστω C,D δύο τριγωνισµένες κατηγορίες. ΄Ενας ϐαθµωτός συναρτητήςF : C ÝÑ D
καλείται ακριβής, αν απεικονίζει διακεκριµένα τρίγωνα σε διακεκριµένα τρίγωνα.

΄Ενας ακριβής συναρτητής ο οποίος αποτελεί ισοδυναµία κατηγοριών καλείται ισοδυναµία τρι-
γωνισµένων κατηγοριών και οι κατηγορίες αυτές ισοδύναµες τριγωνισµένες κατηγορίες.

Στον παραπάνω ορισµό διατηρήσαµε την ορολογία του Milicic στο [39]. Αναφέρουµε πλη-
ϱοφοριακά ότι ένας συναρτητής ο οποίος πληροί τις συνθήκες του Ορισµού 3.2.4 καλείται και
τριγωνισµένος (ϐλ. [33, Definition 10.1.9]).

Παραθέτουµε στη συνέχεια δύο παραδείγµατα από τους Kashiwara και Schapira (ϐλ. [33,
Remark 10.1.10]).

Παράδειγµα 3.2.5. Αν C είναι µία τριγωνισµένη κατηγορία, καλούµε ένα τρίγωνο

Z

r1s
h

��
X

f // Y

g

ZZ



80 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΤΡΙΓΩΝΙΣΜΕΝΕΣ ΚΑΤΗΓΟΡΙΕΣ

στην C αντι-διακεκριµένο, αν το τρίγωνο

Z

r1s
´h

��
X

f // Y

g

ZZ

είναι διακεκριµένο. Τότε, εύκολα ϐλέπουµε ότι αυτή η κλάση αντι-διακεκριµένων τριγώνων ικα-
νοποιεί τα αξιώµατα pTR1q-pTR4q εφοδιάζοντας, έτσι, την κατηγορία C µε µία τριγωνισµένη δοµή.
Αν συµβολίσουµε αυτήν την τριγωνισµένη κατηγορία µε Cant, προκύπτει ότι οι κατηγορίες C και
Cant είσαι ισοδύναµες τριγωνισµένες κατηγορίες.

Παράδειγµα 3.2.6. ΄Εστω C µία τριγωνισµένη κατηγορία και ι : C ÝÑ Cop ο συναλλοίωτος συ-
ναρτητής στην δυϊκή κατηγορία Cop. Θέτουµε Σop “ Σ´1 ˝ ι´1 και καλούµε ένα τρίγωνο

Z

r1s
h

��
X

f // Y

g

ZZ

στην Cop διακεκριµένο, αν το τρίγωνο

X

r1s
h

��
Z

g // Y

f

ZZ

είναι ένα διακεκριµένο τρίγωνο στην C. Τότε, προκύπτει ότι η κατηγορία Cop εφοδιασµένη µε αυτήν
την κλάση διακεκριµένων τριγώνων αποκτά δοµή τριγωνισµένης κατηγορίας. Για περισσότερες
λεπτοµέρειες ϐλ. [39, Chapter 1, §1.2.].

Ορισµός 3.2.7. ΄Εστω C, D δύο τριγωνισµένες κατηγορίες και F,G : C ÝÑ D δύο ακριβείς συναρ-
τητές µεταξύ αυτών. ΄Ενας ϕυσικός µετασχηµατισµός συναρτητώνw : F ÝÑ G καλείται ϐαθµωτός,
αν το διάγραµµα

F pΣXq
ηF,X //

ωΣX

��

ΣF pXq

ΣωX

��
GpΣXq

ηG,X // ΣGpXq

είναι µεταθετικό για κάθε X P obpCq.

Παρατήρηση 3.2.8. Στην περίπτωση που οι συνθήκες του Ορισµού 3.2.7 ικανοποιούνται, για
κάθε διακεκριµένο τρίγωνο

Z

r1s
h

��
X

f // Y

g

ZZ
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εφαρµόζοντας τους ϐαθµωτούς συναρτητές F , G, αποκτούµε ένα µεταθετικό διάγραµµα

F pXq //

ωX

��

F pY q //

ωY

��

F pZq //

ωZ

��

F pΣXq

ωΣX

��

ηX // ΣF pXq

ΣωX

��
GpXq // GpY q // GpZq // GpΣXq

η1X // ΣGpXq

Χρησιµοποιώντας ότι οι µορφισµοί ηX και η1X είναι ισοµορφισµοί, το παραπάνω διάγραµµα απο-
τελεί έναν µορφισµό τριγώνων. Αφού οι συναρτητές F και G είναι ακριβείς, αυτός ο µορφισµός
είναι ένας µορφισµός διακεκριµένων τριγώνων.

Εφαρµόζοντας τον αυτοµορφισµό Σ: C ÝÑ C µίας τριγωνισµένης κατηγορίας C σε ένα διακε-
κριµένο τρίγωνο

Z

r1s
h

��
X

f // Y

g

ZZ

προκύπτει µία µεγάλη ακολουθία µορφισµών της µορφής:

. . .
Σ´1h // X

f // Y
g // Z

h // ΣX
Σf // . . .

Λήµµα 3.2.9. ΄Εστω

Z

r1s
h

��
X

f // Y

g

ZZ

ένα διακεκριµένο τρίγωνο. Τότε η σύνθεση δύο οποιωνδήποτε διαδοχικών µορφισµών στο τρίγωνο
ισούται µε 0, δηλαδή

g ˝ f “ f ˝ h “ Σf ˝ h “ 0

Απόδειξη. Το αξίωµα της στροφής τριγώνου pTR2q του Ορισµού 3.1.7 επιτρέπει ένα είδος «συµ-
µετρίας» µεταξύ των τριών πλευρών ενός διακεκριµένου τρίγωνου, δηλαδή χρησιµοποιώντας την
στροφή τριγώνου παρατηρούµε ότι αρκεί να δείξουµε το Ϲητούµενο µόνο για ένα Ϲεύγος διαδο-
χικών πλευρών σε ένα τυχόν τρίγωνο. Στην προκειµένη περίπτωση λοιπόν, ϑα αποδείξουµε ότι
g ˝ f “ 0. Στο παρακάτω διάγραµµα

X
1X //

1X

��

X //

f

��

0 // ΣX

Σ1X

��
X

f
// Y

g
// Z // ΣX

ϐλέπουµε από το αξίωµα pTR1q, ότι η πρώτη σειρά είναι ένα διακεκριµένο τρίγωνο. Εφόσον από
υπόθεση η δεύτερη σειρά είναι επίσης ένα διακεκριµένο τρίγωνο, λόγω του αξιώµατος pTR3q ϑα
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υπάρχει ένας µορφισµός u : 0 ÝÑ Z ο οποίος συµπληρώνει το παραπάνω διάγραµµα σε έναν
µορφισµό διακεκριµένων τριγώνων

X
1X //

1X

��

X //

f

��

0 //

u

��

ΣX

Σ1X

��
X

f
// Y

g
// Z // ΣX

Από τη µεταθετικότητα του µεσαίου τετραγώνου συµπεραίνουµε ότι g ˝ f “ 0. �

Η παρακάτω παρατήρηση προέρχεται από τον Murfet, ϐλ. [42, Remark 7.].

Παρατήρηση 3.2.10. ΄Εστω C µία προσθετική κατηγορία, A µία αβελιανή κατηγορία καθώς και
ένας προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής F : C ÝÑ A. Τότε, για κάθε τρίγωνο της µορφής

Z

r1s
h

��
X

f // Y

g

ZZ

χρησιµοποιώντας το αξίωµα pTR2q µπορούµε να κατασκευάσουµε την παρακάτω ακολουθία µορ-
ϕισµών στην C

. . .
Σ´1h // X

f // Y
g // Z

h // ΣX
Σf // . . . (3.1)

όπου κάθε διαδοχική τριάδα µορφισµών (µε κατάλληλη αλλαγή των προσήµων) αποτελεί ένα
τρίγωνο. Εφαρµόζοντας στην συνέχεια τον F αποκτούµε ένα διάγραµµα:

. . .
F pΣ´1hq // F pXq

F pfq // F pY q
F pgq // F pZq

F phq // F pΣXq
F pΣfq // . . . (3.2)

για το οποίο από το Λήµµα 3.2.9 ισχύει F pgq˝F pfq “ F pg˝fq “ 0 για δύο τυχαίους διαδοχικούς
µορφισµούς. Στο επόµενο κεφάλαιο, ϑα δούµε ότι αυτό το διάγραµµα αποτελεί ένα σύµπλοκο
αντικειµένων της A.

Στους επόµενους δύο ορισµούς ακολουθούµε τον συµβολισµό του Neeman στο [43, Definition
1.1.7] και [43, Remark 1.1.8] αντίστοιχα.

Ορισµός 3.2.11. ΄Εστω C µία προσθετική κατηγορία και A µία αβελιανή κατηγορία. ΄Ενας προ-
σθετικός συναρτητής F : C ÝÑ A καλείται οµολογιακός συναρτητής (homological functor) αν
για κάθε διακεκριµένο τρίγωνο

Z

r1s
h

��
X

f // Y

g

ZZ

η παρακάτω ακολουθία :

F pXq
F pfq // F pY q

F pgq // F pZq

είναι ακριβής στην A.
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Σχόλιο 3.2.12. Αν ο συναρτητής F : C ÝÑ A της Παρατήρησης 3.2.10 είναι οµολογιακός, το
διάγραµµα (3.2) άµεσα αποτελεί µία µεγάλη ακριβή ακολουθία.

∆υϊκά, ορίζεται η έννοια του συνοµολογιακού συναρτητή.

Ορισµός 3.2.13. ΄Εστω C µία προσθετική κατηγορία καιA µία αβελιανή κατηγορία. ΄Ενας προσθε-
τικός συναρτητής F : C ÝÑ A καλείται συνοµολογιακός συναρτητής (cohomological functor)
αν για κάθε διακεκριµένο τρίγωνο

Z

r1s
h

��
X

f // Y

g

ZZ

η παρακάτω ακολουθία :

F pZq
F pgq // F pY q

F pfq // F pXq

είναι ακριβής στην A.

3.3 Βασικές Ιδιότητες Τριγωνισµένων Κατηγοριών

Σκοπός αυτής της ενότητας είναι η ανάπτυξη των εργαλείων που ϑα χρησιµοποιηθούν στη συνέχεια
στην τοπικοποίηση µίας τριγωνισµένης κατηγορίας. Τα αποτελέσµατα που ϑα παρουσιαστούν
δεν εξαρτώνται από το αξίωµα του οκτάεδρου pTR4q, αλλά απαιτούν µόνο να ικανοποιούνται τα
αξιώµατα pTR1q ´ pTR3q. Για τον λόγο αυτόν ϑα είναι ιδιαίτερα χρήσιµα σε περιπτώσεις όπου ϑα
χρειαστεί να επαληθεύσουµε το pTR4q γνωρίζοντας την ισχύ των υπολοίπων αξιωµάτων.

Γενικά, αν C είναι µία προσθετική κατηγορία, εφοδιασµένη µε έναν συναρτητή µεταφοράς Σ
και µία κλάση διακεκριµένων τριγώνων η οποία ικανοποιεί τα αξιώµατα pTR1q ´ pTR3q, τότε η
C καλείται µία προ-τριγωνισµένη (pretriangulated) κατηγορία. Παρόµοια µε την περίπτωση των
τριγωνισµένων κατηγοριών µπορούµε έτσι να ορίσουµε την έννοια ενός ακριβή συναρτητή, ενός
οµολογιακού συναρτητή και ενός συνοµολογιακού συναρτητή. Η ορολογία αυτή εισάγεται από
τον Verdier στο [52, Chapitre ΙΙΙ, §2.2.12.]. Με αυτόν τον τρόπο ϐλέπουµε ότι το αξίωµα pTR4q
διαφοροποιείται από τα υπόλοιπα. Στα πλαίσια της παρούσας διατριβής ϑα ασχοληθούµε µόνο
µε τριγωνισµένες κατηγορίες, ενώ για µία προσέγγιση, σύµφωνη µε τον παραπάνω διαχωρισµό,
ϐλ. [43].

Βλέπουµε ότι στην Παρατήρηση 3.2.10 αν εφαρµόσουµε τον συναρτητή

HomCpU,´q : C ÝÑ Ab

στην ακολουθία (4.2), προκύπτει ένα διάγραµµα της µορφής

. . . // HomCpU,Xq
f˚ // HomCpU, Y q

g˚ // HomCpU,Zq
h˚ // HomCpU,ΣXq

Σf˚ // . . .

Η παρακάτω πρόταση δείχνει ότι το διάγραµµα αυτό αποτελεί συγκεκριµένα µία µεγάλη α-
κριβή ακολουθία.

Πρόταση 3.3.1. ΄Εστω C µία τριγωνισµένη κατηγορία και Ab η κατηγορία των αβελιανών οµάδων.
Τότε ο συναλλοίωτος συναρτητής HomCpU,´q : C ÝÑ Ab είναι ένας οµολογιακός συναρτητής.
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Απόδειξη. ΄Εστω
Z

r1s
h

��
X

f // Y

g

ZZ

ένα διακεκριµένο τρίγωνο στην C. Θα δείξουµε ότι η παρακάτω ακολουθία αβελιανών οµάδων
είναι ακριβής

HomCpU,Xq
f˚ // HomCpU, Y q

g˚ // HomCpU,Zq

Από το παραπάνω σχόλιο, γνωρίζουµε ότι ισχύει Imf˚ Ă Kerg˚, έτσι µένει να δείξουµε ότι Kerg˚ Ă
Imf˚. ΄Εστω u : U ÝÑ Y ένας µορφισµός µε u P Kerg˚ , δηλαδή g˚puq “ 0 ùñ g ˝ u “ 0.
Θεωρούµε το ακόλουθο διάγραµµα το οποίο εύκολα ϐλέπουµε ότι είναι µεταθετικό

U //

u

��

0 //

��

ΣU
´1ΣU // ΣU

Σu

��
Y

g
// Z

h
// ΣX

´Σf
// ΣY

(3.3)

Από το αξίωµα pTR0q, το τρίγωνο
0

r1s

��
U

1U // U

ZZ

είναι διακεκριµένο ενώ σύµφωνα µε το pTR2q και το τρίγωνο

ΣU

r1s
´1ΣU

��
U // 0

ZZ

ϑα είναι επίσης διακεκριµένο, συνεπώς η πρώτη γραµµή του διαγράµµατος (3.3) είναι ένα διακε-
κριµένο τρίγωνο. Επιπλέον, πάλι από το pTR2q, εφαρµόζοντας το αξίωµα της στροφής τριγώνων
στο αρχικό τρίγωνο

Z

r1s
h

��
X

f // Y

g

ZZ

αποκτούµε το διακεκριµένο τρίγωνο

ΣX

r1s

´Σf

��
Y

g // Z

h

ZZ
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που αποτελεί τη δεύτερη γραµµή του διαγράµµατος. Χρησιµοποιώντας λοιπόν το αξίωµα pTR3q
προκύπτει η ύπαρξη ενός µορφισµού v : U ÝÑ X έτσι ώστε το διάγραµµα

U //

u

��

0 //

��

ΣU
´1ΣU //

Σv

��

ΣU

Σu

��
Y

g
// Z

h
// ΣX

´Σf
// ΣY

να αποτελεί έναν µορφισµό διακεκριµένων τριγώνων. Λόγω της µεταθετικότητας του δεξιού τε-
τραγώνου, έχουµε Σu “ Σf ˝ Σv ùñ u “ f ˝ v “ f˚pvq, δηλαδή u P Imf˚ και εποµένως
Kerg˚ Ă Imf˚. �

Πρόταση 3.3.2. ΄Εστω C µία τριγωνισµένη κατηγορία. Τότε ο αντισυναλλοίωτος συναρτητής
HomCp´, Uq : C ÝÑ Ab είναι ένας συνοµολογιακός συναρτητής.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης της Πρότασης 3.3.1. �

Το ακόλουθο λήµµα αποτελεί ένα αντίστοιχο του five lemma για τριγωνισµένες κατηγορίες.

Λήµµα 3.3.3. ΄Εστω

X //

u

��

Y //

v

��

Z //

w

��

ΣX

Σu

��
X 1 // Y 1 // Z 1 // ΣX 1

ένας µορφισµός διακεκριµένων τριγώνων. Αν δύο από τους τρεις µορφισµούς u, v και w είναι
ισοµορφισµοί, τότε και ο τρίτος είναι επίσης ισοµορφισµός.

Απόδειξη. Θα εξετάσουµε µόνο την περίπτωση στην οποία οι u και v είναι ισοµορφισµοί καθώς οι
υπόλοιπες προκύπτουν από αυτήν χρησιµοποιώντας το αξίωµα της στροφής τριγώνων.

Εφαρµόζοντας τον συναρτητή HomCpZ
1,´q στο παραπάνω διάγραµµα προκύπτει το ακόλουθο

µεταθετικό διάγραµµα:

HomCpZ
1, Xq //

u˚

��

HomCpZ
1, Y q //

v˚

��

HomCpZ
1, Zq //

w˚

��

HomCpZ
1,ΣXq

Σu˚

��

// HomCpZ
1,ΣY q

Σv˚

��
HomCpZ

1, X 1q // HomCpZ
1, Y 1q // HomCpZ

1, Z 1q // HomCpZ
1,ΣX 1q // HomCpZ

1,ΣY 1q

του οποίου οι γραµµές λόγω της Πρότασης 3.3.1 είναι ακριβείς, ενώ από υπόθεση, οι µορφισµοί
u˚, v˚, Σu˚ και Σv˚, είναι ισοµορφισµοί. Από το γνωστό five lemma στην κατηγορία των αβελιανών
οµάδων, άµεσα συµπεραίνουµε ότι και ο w˚ είναι ένας ισοµορφισµός. Θα υπάρχει, εποµένως ένας
µορφισµός α : Z 1 ÝÑ Z έτσι ώστε w˚pαq “ w ˝ α “ 1Z1 .

Παρόµοια, εφαρµόζοντας τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή HomCp´, Zq αποκτούµε το µεταθε-
τικό διάγραµµα

HomCpΣY
1, Zq //

Σv˚

��

HomCpΣX
1, Zq //

Σu˚

��

HomCpZ
1, Zq //

w˚

��

HomCpY
1, Zq

v˚

��

// HomCpX
1, Zq

u˚

��
HomCpΣY,Zq // HomCpΣX,Zq // HomCpZ,Zq // HomCpY, Zq // HomCpX,Zq
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όπου πάλι όλες οι γραµµές είναι ακριβείς και οι µορφισµοί Σv˚, Σu˚, v˚ και u˚ είναι ισοµορ-
ϕισµοί. Χρησιµοποιώντας το five lemma ακόµη µία ϕορά προκύπτει και ότι ο w˚ είναι ένας
ισοµορφισµός. Θα υπάρχει, άρα, ένας µορφισµός β : Z 1 ÝÑ Z έτσι ώστε w˚pβq “ β ˝ w “ 1Z .
΄Εχουµε έτσι : β “ β˝1Z1 “ β˝pw˝αq “ pβ˝wq˝α “ 1Z ˝α “ α. Θέτοντας w1 “ α “ β ϐλέπουµε
ότι ο µορφισµός w1 είναι ένας αριστερός και δεξιός αντίστροφος του w, συνεπώς ο τελευταίος είναι
ισοµορφισµός. �

Σχόλιο 3.3.4. ΄Εστω δύο διακεκριµένα τρίγωνα

Z

r1s

��

Z 1

r1s

��
X

f // Y

ZZ

X
f // Y

ZZ

µε ϐάση τον µορφισµό f : X ÝÑ Y . Χρησιµοποιώντας το αξίωµα pTR3q, ϑα υπάρχει ένας µορφι-
σµός w : Z ÝÑ Z 1 ο οποίος συµπληρώνει το παρακάτω διάγραµµα

X
f //

1X

��

Y //

1Y

��

Z //

Dw

��

ΣX

Σ1X

��
X

f // Y // Z 1 // ΣX

σε έναν µορφισµό διακεκριµένων τριγώνων. Σύµφωνα µε το παραπάνω λήµµα, ο µορφισµός w
είναι ισοµορφισµός, συνεπώς η τρίτη κορυφή ενός διακεκριµένου τριγώνου είναι µοναδική µε
ακρίβεια ισοµορφισµού. Κατ΄ αναλογία µε την κατηγορία των συµπλόκων όπως ϑα δούµε στο
επόµενο κεφάλαιο, ϑα καλούµε αυτήν την κορυφή έναν κώνο του µορφισµού f .

Σε αυτό το σηµείο, είναι ϕυσικό κάποιος να αναρωτηθεί αν ο κώνος αποτελεί έναν συναρτητή:
MorpCq ÝÑ C, όπου µε MorpCq συµβολίζουµε την κατηγορία των µορφισµών της C. Η απάντηση
είναι αρνητική καθώς αν f : X ÝÑ Y και g : Y ÝÑ Z είναι δύο µορφισµοί στην C, η κατασκευή
του κώνου δεν είναι συµβατή µε τη σύνθεση µορφισµών. Συµβολίζοντας δηλαδή µε conepfq και
conepgq τους αντίστοιχους µορφισµούς στον κώνο, δεν ισχύει απαραίτητα conepg ˝ fq “ conepgq ˝
conepfq. Για µία ασθενέστερη συνθήκη, ϐλ. [7, Chapter 6, §2.1].
Λήµµα 3.3.5. ΄Εστω C µία τριγωνισµένη κατηγορία και

Z

r1s

��
X

f // Y

ZZ

ένα διακεκριµένο τρίγωνο στην C. Τότε οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναµες :

1. Ο µορφισµός f είναι ισοµορφισµός.

2. Για τον κώνο Z του f ισχύει Z “ 0.

Απόδειξη. Από το αξίωµα pTR1q, το τρίγωνο

0

r1s

��
X

1X // X

ZZ
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είναι διακεκριµένο στην C, συνεπώς το διάγραµµα

X
1X //

1X

��

X //

f

��

0 //

��

ΣX

Σ1X

��
X

f // Y // Z // ΣX

αποτελεί έναν µορφισµό διακεκριµένων τριγώνων.
Αν ο µορφισµός f είναι ισοµορφισµός, από το Λήµµα 3.3.3 προκύπτει ότι και ο µορφισµός

0 ÝÑ Z είναι ισοµορφισµός, δηλαδή Z “ 0.
Αντίστροφα, αν Z “ 0, ο µορφισµός 0 ÝÑ Z είναι ισοµορφισµός, εποµένως από το Λήµµα

3.3.3 και ο µορφισµός f είναι ισοµορφισµός. �

Το παρακάτω λήµµα, του οποίου η απόδειξη παραλείπεται, επιτρέπει την «πρόσθεση» διακε-
κριµένων τριγώνων.

Λήµµα 3.3.6. Αν

Z

r1s
h

��

Z 1

r1s
h1

��
X

f // Y

g

ZZ

X 1
f 1 // Y 1

g1

ZZ

είναι δύο διακεκριµένα τρίγωνα σε µία τριγωνισµένη κατηγορία C, τότε και το τρίγωνο

Z ‘ Z 1

r1s
h‘h1

��
X ‘X 1

f‘f 1 // Y ‘ Y 1

g‘g1

ZZ

είναι διακεκριµένο.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλ. [39, 1.4.7. LEMMA.]. �

Για λόγους πληρότητας αναφέρουµε ότι ισχύει και το αντίστροφο του παραπάνω λήµµατος, το
οποίο και παραθέτουµε ευθύς αµέσως.

Λήµµα 3.3.7. ΄Εστω

Z

r1s
h

��

Z 1

r1s
h1

��
X

f // Y

g

ZZ

X 1
f 1 // Y 1

g1

ZZ

δύο τρίγωνα σε µία τριγωνισµένη κατηγορία C. Τότε, αν το τρίγωνο «ευθύ άθροισµα»

Z ‘ Z 1

r1s
h‘h1

��
X ‘X 1

f‘f 1 // Y ‘ Y 1

g‘g1

ZZ
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είναι διακεκριµένο, και τα δύο αρχικά τρίγωνα είναι επίσης διακεκριµένα.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλ. [43, Proposition 1.2.3.]. �

Συνδυάζοντας τα δύο παραπάνω λήµµατα, ϐλέπουµε πως τα ευθέα αθροίσµατα αλλά και οι ευ-
ϑείς αθροιστέοι διακεκριµένων τριγώνων είναι διακεκριµένα τρίγωνα. Ακολουθούν δύο πορίσµατα
τα οποία ϑα χρησιµοποιηθούν στο επόµενο κεφάλαιο.

Πόρισµα 3.3.8. ΄Εστω C µία τριγωνισµένη κατηγορία, i : X ÝÑ X ‘ Y η ϕυσική έγκλειση και
p : X ‘ Y ÝÑ Y η ϕυσική προβολή. Τότε το τρίγωνο

Y

r1s
0

��
X

i // X ‘ Y

p

ZZ

είναι διακεκριµένο.

Απόδειξη. Από το αξίωµα pTR1q τα τρίγωνα

0

r1s

��

0

r1s

��
X

1X // X

ZZ

Y
1Y // Y

ZZ

είναι διακεκριµένα, ενώ από το αξίωµα στροφής τριγώνων, το τρίγωνο

Y

r1s

��
0 // Y

1Y

ZZ

είναι επίσης διακεκριµένο. Συνεπώς, χρησιµοποιώντας το Λήµµα 3.3.6, προκύπτει το διακεκρι-
µένο τρίγωνο

Y

r1s
0

��
X

i // X ‘ Y

p

ZZ

�

Για το παραπάνω πόρισµα, παρατηρούµε ότι ισχύει και το ακόλουθο αντίστροφο:

Πόρισµα 3.3.9. ΄Εστω (T1):
Y

r1s
0

��
X

u // Z

v

ZZ

(T1)
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ένα διακεκριµένο τρίγωνο. Τότε, υπάρχει ένας ισοµορφισµός φ : X‘Y
„
ÝÑ Z έτσι ώστε το διάγραµµα

X
i //

1X

��

X ‘ Y
p //

φ „

��

Y
0 //

1Y

��

ΣX

1ΣX

��
X

u
// Z

v
// Y

0 // ΣX

να έιναι ένας ισοµορφισµός διακεκριµένων τριγώνων.

Απόδειξη. Από το Πόρισµα 3.3.8 προκύπτει ότι και το τρίγωνο (T2)

Y

r1s
0

��
X

i // X ‘ Y

p

ZZ

(T2)

είναι διακεκριµένο και εφαρµόζοντας το αξίωµα της στροφής τριγώνων αποκτούµε το διακεκριµένο
τρίγωνο:

X ‘ Y

r1s

p

��
Σ´1Y

0 // X

i

ZZ

Χρησιµοποιώντας πάλι το αξίωµα της στροφής τριγώνων για το δοθέν διακεκριµένο τρίγωνο (T1),
προκύπτει το διακεκριµένο τρίγωνο

Z

r1s
v

��
Σ´1Y

0 // X

u

ZZ

Παρατηρούµε έτσι ότι στο διάγραµµα

Σ´1Y
0 //

1Σ´1X

��

X
i //

1X

��

X ‘ Y
p //

D φ

��

Y

1Y

��
Σ´1Y

0
// X

u
// Z

v // Y

οι δύο οριζόντιες γραµµές είναι διακεκριµένα τρίγωνα και το αριστερό τετράγωνο µεταθετικό,
συνεπώς από το αξίωµα pTR3q, ϑα υπάρχει ένας µορφισµός φ : X‘Y ÝÑ Z έτσι ώστε το παραπάνω
διάγραµµα να συµπληρώνεται σε έναν µορφισµό διακεκριµένων τριγώνων. Από το Λήµµα 3.3.3,
ο µορφισµός φ ϑα είναι ισοµορφισµός. Βλέπουµε συνεπώς ότι το διάγραµµα

X
i //

1X

��

X ‘ Y
p //

φ „

��

Y
0 //

1Y

��

ΣX

1ΣX

��
X

u
// Z

v
// Y

0 // ΣX
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είναι ένας ισοµορφισµός µεταξύ των διακεκριµένων τριγώνων (T1) και (T2), αποδεικνύοντας το
Ϲητούµενο. �

Σχόλιο 3.3.10. Με αφορµή το παραπάνω πόρισµα και τον ορισµό της διασπάσιµης ακριβούς
ακολουθίας που ϑα δοθεί στη συνέχεια, ένα διακεκριµένο τρίγωνο στο οποίο ένας από τους τρεις
µορφισµούς είναι ο µηδενικός καλείται διασπάσιµο.

Ολοκληρώνουµε την παρούσα ενότητα εξετάζοντας τους µονοµορφισµούς και τους επιµορφι-
σµούς των τριγωνισµένων κατηγοριών.

Θεωρούµε µία τριγωνισµένη κατηγορία C και αντικείµεναX,Y P obpCq. ΄Εστω i : X ÝÑ X‘Y
η κανονική έγκλειση και p : X ‘ Y ÝÑ X η κανονική προβολή. Προφανώς ισχύει p ˝ i “ 1X και
έτσι αν έχουµε i ˝ α “ 0 για κάποιον µορφισµό α : Z ÝÑ X,τότε α “ p ˝ i ˝ α “ 0 και συνεπώς
ο i είναι µονοµορφισµός. Ανάλογα, αν β ˝ p “ 0 για κάποιον µορφισµό β : X ÝÑ Z 1, ϑα έχουµε
β “ β ˝ p ˝ i “ 0 και ο p συνεπώς είναι επιµορφισµός. Η παρακάτω πρόταση ϑα δείξει ότι όλοι
οι µονοµορφισµοί και οι επιµορφισµοί αντίστοιχα σε µία τριγωνισµένη κατηγορία είναι ακριβώς
αυτής της µορφής.

Πρόταση 3.3.11. ΄Εστω C µία τριγωνισµένη κατηγορία και αντικείµενα X,Y P obpCq. Τότε :

1. Αν f : X ÝÑ Y είναι ένας µονοµορφισµός στην C, υπάρχει ένα αντικείµενο Z P obpCq και
ένας ισοµορφισµός φ : X ‘ Z

„
ÝÑ Y έτσι ώστε f “ φ ˝ i, όπου i : X ÝÑ X ‘ Z η ϕυσική

έγκλειση.

X
f //

i

��

Y

X ‘ Z

Dφ

„

<<

2. Αν f : X ÝÑ Y είναι ένας επιµορφισµός στην C, υπάρχει ένα αντικείµενο Z P obpCq και ένας
ισοµορφισµός ψ : X

„
ÝÑ Y ‘Z έτσι ώστε f “ p˝ψ, όπου p : Y ‘Z ÝÑ Y η ϕυσική προβολή.

X
f //

Dψ

„

""

Y

Y ‘ Z

p

OO

Απόδειξη. Θεωρούµε µία τριγωνισµένη κατηγορία C.

1. ΄Εστω
Z

r1s
h

��
X

f // Y

g

ZZ

ένα τρίγωνο µε ϐάση τον µονοµορφισµό f : X ÝÑ Y . Από το Λήµµα 3.2.9, έχουµε f ˝
Σ´1h “ 0 και αφού ο f είναι µονοµορφισµός, προκύπτει ότι h “ 0. Τότε, από το Πόρισµα
3.3.9, υπάρχει ένας ισοµορφισµός φ : X ‘ Z

„
ÝÑ Y ο οποίος συµπληρώνει το παρακάτω
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διάγραµµα:

X
i //

1X

��

X ‘ Z
p //

φ „

��

Z
0 //

1Z

��

ΣX

1ΣX

��
X

f
// Y

g
// Z

0 // ΣX

σε έναν ισοµορφισµό διακεκριµένων τριγώνων. Από τη µεταθετικότητα του διαγράµµατος
ϐλέπουµε ότι ισχύει f “ φ ˝ i.

2. Παρόµοια, αν f : X ÝÑ Y είναι ένας επιµορφισµός στην C και

Z

r1s
h

��
X

f // Y

g

ZZ

ένα τρίγωνο µε ϐάση αυτόν, από το Λήµµα 3.2.9, έχουµε g ˝ f “ 0. Λαµβάνοντας υπόψιν
ότι ο f είναι ένας επιµορφισµός προκύπτει g “ 0. Χρησιµοποιώντας το αξίωµα στροφής
τριγώνου αποκτούµε το τρίγωνο

Y

r1s
0

��
Σ´1Z

´Σ´1h // X

f

ZZ

και από το Πόρισµα 3.3.9 υπάρχει ένας ισοµορφισµός ψ̃ : Σ´1Z ‘ Y
„
ÝÑ X ο οποίος

συµπληρώνει το παρακάτω διάγραµµα:

Σ´1Z
i //

Σ´1Z

��

Σ´1Z ‘ Y
p //

ψ̃

„

��

Y
0 //

1Y

��

Z

1Z

��
Σ´1Z

´Σ´1h

// X
f

// Y
0 // Z

σε έναν ισοµορφισµό διακεκριµένων τριγώνων. Θέτοντας ψ “ ψ̃´1 : X
„
ÝÑ Σ´1Z ‘ Y η

απόδειξη ολοκληρώνεται.

�

3.4 Τοπικοποίηση Τριγωνισµένων Κατηγοριών

Πολλές από τις έννοιες που παρουσιάζονται σε αυτήν την ενότητα εισήχθηκαν από τον Verdier ο
οποίος στο [52] αναπτύσσει την ϑεωρία της τοπικοποίησης επικεντρώνοντας στα πλαίσια µίας τρι-
γωνισµένης κατηγορίας. Ακολουθώντας και πάλι τον Milicic στο [39], ϑα εξειδικεύσουµε ορισµένα
αποτελέσµατα του πρώτου κεφαλαίου στην περίπτωση που η κατηγορία είναι τριγωνισµένη.

Σκοπός είναι η απόδειξη του κεντρικού ϑεωρήµατος του κεφαλαίου, το οποίο εξασφαλίζει πότε
η τοπικοποίηση µίας τριγωνισµένης κατηγορίας ως προς µία τοπικοποιούσα κλάση µορφισµών
είναι επίσης τριγωνισµένη κατηγορία. Για την απάντηση σε αυτό το ερώτηµα αρκεί να εισάγουµε
την παρακάτω συνθήκη για την κλάση µορφισµών.
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Ορισµός 3.4.1. ΄Εστω C µία τριγωνισµένη κατηγορία. Μία τοπικοποιούσα κλάση S στην C ϑα λέµε
ότι είναι συµβατή µε τον τριγωνισµό, αν έχει τις ακόλουθες ιδιότητες :

pLT1q Για κάθε µορφισµό s, ισχύει : s P S, αν-ν Σs P S

pLT2q Κάθε µεταθετικό διάγραµµα της µορφής

X //

s

��

Y //

t

��

Z // ΣX

Σs

��
X 1 // Y 1 // Z 1 // ΣX 1

στο οποίο οι γραµµές είναι διακεκριµένα τρίγωνα και s, t P S, µπορεί να συµπληρωθεί σε έναν
µορφισµό τριγώνων:

X //

s

��

Y //

t

��

Z //

p

��

ΣX

Σs

��
X 1 // Y 1 // Z 1 // ΣX 1

µε p P S.

Παρατήρηση 3.4.2. Θεωρούµε τον συναρτητή τοπικοποίησης Q : C ÝÑ CrS´1s της C ως προς
S. Από την ιδιότητα pLT1q, αφού για οποιονδήποτε µορφισµό s P S, ισχύει Σs P S, ο µορφισµός
pQ ˝ Σqpsq “ QpΣsq ϑα είναι ισοµορφισµός. Από την καθολική ιδιότητα της τοπικοποίησης (ϐλ.
Ορισµός 2.1.4), ο συναρτητής Q ˝ Σ ϑα αναλύεται µέσω του Q, όπως ϕαίνεται στο παρακάτω
µεταθετικό διάγραµµα συναρτητών.

C
Q //

Σ

��

CrS´1s

ΣS

��
C

Q // CrS´1s

Στα παρακάτω, κάνοντας κατάχρηση του συµβολισµού ϑα γράφουµε απλώς Σ για τον αυτοµορφι-
σµό ΣS της CrS´1s.

Είµαστε πλέον σε ϑέση να ορίσουµε µία κλάση διακεκριµένων τριγώνων στην τοπικοποίηση
της C ως προς S.

Ορισµός 3.4.3. ΄Εστω C µία τριγωνισµένη κατηγορία και S µία τοπικοποιούσα κλάση στην C. ΄Ενα
τρίγωνο

Z

r1s
h

��
X

f // Y

g

ZZ

στην CrS´1s καλείται διακεκριµένο αν είναι ισόµορφο µε την εικόνα ενός διακεκριµένου τρίγωνου
της C µέσω του συναρτητή τοπικοποίησης Q : C ÝÑ CrS´1s. Υπάρχει δηλαδή, ένα διακεκριµένο
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τρίγωνο

W

r1s
w

��
U

u // V

v

ZZ

στην C και ένας ισοµορφισµός τριγώνων

U
Qpuq //

„a

��

V
Qpvq //

„

b

��

W
Qpwq //

„c

��

ΣU

„

Σa

��
X

f // Y
g // Z

h // ΣX

στην CrS´1s.

Σχόλιο 3.4.4. Από τον παραπάνω ορισµό προκύπτει άµεσα ότι αν ϑεωρήσουµε ένα διακεκριµένο
τρίγωνο στην C, τότε η εικόνα του µέσω του συναρτητή τοπικοποίησης Q, είναι ένα διακεκριµένο
τρίγωνο στην CrS´1s.

Εφοδιάζοντας την κατηγορία CrS´1s µε τα διακεκριµένα τρίγωνα που µόλις ορίστηκαν προ-
κύπτει το κύριο ϑεώρηµα της παρούσας ενότητας :

Θεώρηµα 3.4.5. Αν C είναι µία τριγωνισµένη κατηγορία και S µία τοπικοποιούσα κλάση στην C
συµβατή µε τον τριγωνισµό, τότε η κατηγορία CrS´1s είναι τριγωνισµένη.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε ότι η κατηγορία CrS´1s είναι τριγωνισµένη εξετάζοντας αν η δοµή
διακεκριµένων τριγώνων που ορίσαµε παραπάνω, πράγµατι ικανοποιεί τα αξιώµατα pTR1q´pTR4q
του Ορισµού 3.1.7.

pTR1aq: ΄Εστω (T1) ένα τρίγωνο

Z

r1s

��
X // Y

ZZ

(T1)

της CrS´1s το οποίο είναι ισόµορφο µε ένα διακεκριµένο τρίγωνο (T2):

Z 1

r1s

��
X 1 // Y 1

ZZ

(T2)

της CrS´1s. Αφού το τρίγωνο (T2) είναι διακεκριµένο, ϑα είναι ισόµορφο στην CrS´1s µε την εικόνα
ενός διακεκριµένου τριγώνου της C. Συνεπώς, και το τρίγωνο (T1) είναι ισόµορφο στην CrS´1s

µε την εικόνα ενός διακεκριµένου τριγώνου της C και άρα εξ ορισµού αποτελεί ένα διακεκριµένο
τρίγωνο στην CrS´1s.
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pTR1bq: Για κάθε αντικείµενο X P obpCrS´1sq, το τρίγωνο

0

r1s

��
X

1X // X

ZZ

είναι διακεκριµένο στην C άρα και η εικόνα του στην CrS´1s:

0

r1s

��
X

Qp1Xq // X

ZZ

µέσω του συναρτητή τοπικοποίησης Q ϑα είναι ένα διακεκριµένο τρίγωνο.
pTR1cq: ΄Εστω φ “ f{s : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην CrS´1s. ΄Οπως έχουµε δείξει, ο φ µπορεί
να αναπαρασταθεί µε ένα αριστερό roof

L

f

��
„

s

��
X Y

Αφού η C είναι µία τριγωνισµένη κατηγορία και f : X ÝÑ Y είναι ένας µορφισµός στην C, ϑα
υπάρχει ένα διακεκριµένο τρίγωνο

K

r1s
h

��
L

f
// Y

g

ZZ

στην C µε ϐάση τον f . Εφαρµόζουµε τον συναρτητή Q στο παραπάνω τρίγωνο και ϑεωρούµε το
διάγραµµα

L
Qpfq //

Qpsq „

��

Y
Qpgq //

Qp1Y q

��

K
Qphq //

Qp1Kq

��

ΣL

ΣQpsq „

��
X

φ
// Y

Qpgq
// K
pΣQpsqq˝Qphq

// ΣX

στην CrS´1s, το οποίο άµεσα ϐλέπουµε ότι είναι µεταθετικό και αποτελεί έναν ισοµορφισµό τρι-
γώνων. Εξ΄ ορισµού, λοιπόν, το

K

r1s

pΣQpsqq˝Qphq

��
X

φ
// Y

Qpgq

ZZ
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είναι ένα διακεκριµένο τρίγωνο στην CrS´1s µε ϐάση τον µορφισµό φ και το αξίωµα pTR1cq
ικανοποιείται.

pTR2q: ΄Εστω

X

r1s
h

��
Y

f
// Z

g

ZZ

ένα διακεκριµένο τρίγωνο στην CrS´1s. Τότε, ϑα υπάρχει ένας ισοµορφισµός τριγώνων

U
Qpαq //

a „

��

V
Qpβq //

b

„

��

W
Qpγq //

c „

��

ΣU

Σa

„

��
X

f // Y
g // Z

h // ΣX

στην CrS´1s, όπου το
W

r1s

γ

��
U

α
// V

β

ZZ

είναι ένα διακεκριµένο τρίγωνο στην C. Αφού η C είναι µία τριγωνισµένη κατηγορία, από το
αξίωµα pTR2q και τα τρίγωνα

ΣU

´Σα
r1s

��

V

β

r1s

��
V

β // W

γ

ZZ

Σ´1W
´Σ´1γ // U

α

ZZ

είναι διακεκριµένα στην C. Θεωρώντας τις εικόνες τους στην CrS´1s, προκύπτουν οι ακόλουθοι
ισοµορφισµοί τριγώνων

V
Qpβq //

b

„

��

W
Qpγq //

c „

��

ΣU
´QpΣαq //

Σa

„

��

ΣV

Σb

„

��
Y

g // Z
h // ΣX

´Σf // ΣY

και

Σ´1W
´QpΣ´1γq //

Σ´1c

„

��

U
Qpαq //

a „

��

V
Qpβq //

b

„

��

W

c „

��
Σ´1Z

´Σ´1h // X
f // Y

g // Z
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στην CrS´1s, από τους οποίους συµπεραίνουµε και ότι τα

ΣX

´Σf

r1s

��

Y

g

r1s

��
Y

g // Z

h

ZZ

Σ´1Z
´Σ´1h // X

f

ZZ

είναι διακεκριµένα τρίγωνα στην CrS´1s.

pTR3q: Θεωρούµε ένα µεταθετικό διάγραµµα

X //

��

Y //

��

Z // ΣX

��
X 1 // Y 1 // Z 1 // ΣX 1

(3.4)

στην CrS´1s στο οποίο οι οριζόντιες γραµµές είναι διακεκριµένα τρίγωνα και το αριστερό τετράγωνο
είναι µεταθετικό. Θα δείξουµε ότι υπάρχει ένας µορφισµός : Z ÝÑ Z 1 ο οποίος συµπληρώνει το
παραπάνω διάγραµµα σε έναν µορφισµό διακεκριµένων τριγώνων.

Εξ ορισµού, ϑα υπάρχουν διακεκριµένα τρίγωνα στην C

W

h
r1s

��

W 1

h1

r1s

��
U

f // V

g

ZZ

U 1
f 1 // V 1

g1

ZZ

και ισοµορφισµοί τριγώνων

U //

„

��

V //

„

��

W //

„

��

ΣU

„

��
X // Y // Z // ΣX

(3.5)

και
U 1 //

„

��

V 1 //

„

��

W 1 //

„

��

ΣU 1

„

��
X 1 // Y 1 // Z 1 // ΣX 1

(3.6)

στην CrS´1s. Χρησιµοποιώντας τους ισοµορφισµούς τριγώνων (3.5) και (3.6), από το διάγραµµα
(3.4) αποκτούµε στην CrS´1s ένα διάγραµµα της µορφής

U
Qpfq //

φ

��

V
Qpgq //

ψ

��

W
Qphq // ΣU

Σφ

��
U 1

Qpf 1q // V 1
Qpg1q // W 1

Qph1q // ΣU 1

(3.7)
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στο οποίο το αριστερό τετράγωνο είναι µεταθετικό. Το πρόβληµα πλέον ανάγεται στην εύρεση ενός
µορφισµού W ÝÑW 1 ο οποίος µετατρέπει το παραπάνω διάγραµµα σε έναν µορφισµό τριγώνων
στην CrS´1s. ΄Εστω ότι οι µορφισµοί φ και ψ αναπαριστώνται αντίστοιχα µε τα αριστερά roofs

L

u

  
„

s

��
U U 1

K

v

  
„

t

��
V V 1

δηλαδή φ “ u{s και ψ “ v{t. Προκύπτει έτσι ένα διάγραµµα

U
f // V

L

„s

OO

u

��

K

„ t

OO

v

��
U 1

f 1 // V 1

(3.8)

Θεωρούµε τώρα τους µορφισµούς f ˝ s : L ÝÑ V και t : K ÝÑ V . Αφού η S είναι µία τοπικο-
ποιούσα κλάση, από την συνθήκη pLC3aq του Ορισµού 2.1.8, υπάρχει ένα αντικείµενο L1 P obpCq
και µορφισµοί α : L1 ÝÑ K και t1 : L1 ÝÑ L µε t1 P S, έτσι ώστε το παρακάτω διάγραµµα να είναι
µεταθετικό

L1
α //

t1 „

��

K

t„

��
L

f˝s
// V

Προκύπτει ένα µεταθετικό διάγραµµα

L

„

s

��

u

  
U L1

t1

OO

1L1

��

U 1

L1

u˝t1

>>

s˝t1

„

__

από το οποίο συµπεραίνουµε ότι u{s “ pu ˝ t1q{ps ˝ t1q, δηλαδή ο µορφισµός φ µπορεί να αναπα-
ϱασταθεί µε το αριστερό roof

L1

u˝t1

  
„

s˝t1

��
U U 1
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και την ϑέση του διαγράµµατος (3.8) παίρνει το

U
f // V

L1

„s˝t1

OO

u˝t1

��

α // K

„ t

OO

v

��
U 1

f 1 // V 1

(3.9)

Μετονοµάζοντας λοιπόν τα αντικείµενα και τους µορφισµούς µπορούµε εξ΄ αρχής να αντικαταστή-
σουµε το διάγραµµα (3.8) µε το

U
f // V

L

„s

OO

u

��

α // K

„ t

OO

v

��
U 1

f 1 // V 1

(3.10)

στο οποίο το άνω τετράγωνο είναι µεταθετικό. ΄Εχουµε φ “ Qpuq ˝Qpsq´1 και ψ “ Qpvq ˝Qptq´1.
Από την µεταθετικότητα του πρώτου τετραγώνου στο διάγραµµα (3.7) έχουµε

Qpf 1q ˝ φ “ ψ ˝Qpfq ùñ Qpf 1q ˝Qpuq ˝Qpsq´1 “ Qpvq ˝Qptq´1 ˝Qpfq

ùñ Qpf 1q ˝Qpuq “ Qpvq ˝Qptq´1 ˝Qpfq ˝Qpsq

Επιπλέον, από την µεταθετικότητα του άνω τετραγώνου στο διάγραµµα (3.10) έχουµε

Qpfq ˝Qpsq “ Qptq ˝Qpαq

και αντικαθιστώντας στην παραπάνω σχέση προκύπτει :

Qpf 1q ˝Qpuq “ Qpvq ˝Qptq´1 ˝Qptq ˝Qpαq “ Qpvq ˝Qpαq

Για τα αριστερά roofs

L

f 1˝u

  
„

1L

��
L V 1

L

v˝α

  
„

1L

��
L V 1

έχουµε f 1 ˝ u{1L “ Qpf 1q˝Qpuq˝Qp1Lq
´1 “ Qpvq˝Qpαq˝Qp1Lq

´1 “ v ˝ α{1L στην CrS´1s, άρα
είναι ισοδύναµα. Θα υπάρχει έτσι ένα αντικείµενο L2 P obpCq και ένας µορφισµός r : L2 ÝÑ L
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έτσι ώστε το παρακάτω διάγραµµα να είναι µεταθετικό

L

„

1L

~~

f 1˝u

  
L L2

r

OO

r

��

V 1

L

v˝α

>>

1L

„

``

και 1L ˝ r “ r P S. Συνεπώς, s ˝ r P S και ϐλέπουµε ότι το διάγραµµα

L

„

s

~~

u

  
U L2

r

OO

1L2

��

U 1

L2

u˝r

>>

s˝r

„

``

είναι µεταθετικό. Εποµένως ισχύει φ “ u{s “ pu ˝ rq{ps ˝ rq και ο µορφισµός φ µπορεί επίσης να
αναπαρασταθεί από το roof

L2

u˝r

  
„

s˝r

~~
U U 1

Την ϑέση του διαγράµµατος (3.10) παίρνει αυτήν την ϕορά το

U
f // V

L2

„s˝r

OO

u˝r

��

α˝r // K

„ t

OO

v

��
U 1

f 1 // V 1

(3.11)

στο οποίο από τα παραπάνω και τα δύο τετράγωνα µετατίθενται. Μετονοµάζοντας λοιπόν τους
µορφισµούς και τα αντικείµενα, σε αυτό το σηµείο έχουµε αποδείξει την ύπαρξη ενός µορφισµού
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α : L ÝÑ K έτσι ώστε τα δύο τετράγωνα του παρακάτω διαγράµµατος να είναι µεταθετικά στην C

U
f // V

L

„s

OO

u

��

α // K

„ t

OO

v

��
U 1

f 1 // V 1

(3.12)

΄Εστω τώρα ένα διακεκριµένο τρίγωνο

M

r1s

γ

��
L

α
// K

β

ZZ

στην C µε ϐάση τον µορφισµό α : L ÝÑ K. Τότε το διάγραµµα (3.12) µπορεί να επεκταθεί στο

U
f // V

g // W
h // ΣU

L

s „

OO

α //

u

��

K

t „

OO

β //

v

��

M
γ // ΣL

Σs „

OO

Σu

��
U 1

f 1 // V 1
g1 // W 1 h1 // ΣU 1

του οποίου οι οριζόντιες γραµµές είναι διακεκριµένα τρίγωνα στην C. Αφού η κλάση S είναι συµβα-
τή µε τον τριγωνισµό, από την ιδιότητα pLT2q του Ορισµού 3.4.1 υπάρχει µορφισµός p : W ÝÑM
µε p P S ο οποίος συµπληρώνει τις δύο πρώτες γραµµές του παραπάνω διαγράµµατος σε έναν
µορφισµό διακεκριµένων τριγώνων στην C. Παρόµοια, από το αξίωµα pTR3q υπάρχει µορφισµός
w : M ÝÑ W 1 ο οποίος συµπληρώνει τις δύο τελευταίες γραµµές του διαγράµµατος σε έναν
µορφισµό διακεκριµένων τριγώνων στην C. Συνεπώς έχουµε κατασκευάσει το διάγραµµα

U
f // V

g // W
h // ΣU

L

s „

OO

α //

u

��

K

t „

OO

β //

v

��

M
γ //

p „

OO

w

��

ΣL

Σs „

OO

Σu

��
U 1

f 1 // V 1
g1 // W 1 h1 // ΣU 1

(3.13)
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στο οποίο όλα τα τετράγωνα είναι µεταθετικά. Τότε το αριστερό roof

M

w

!!
„

p

~~
W W 1

αναπαριστά έναν µορφισµό χ “ w{p : W ÝÑW 1 στην CrS´1s ο οποίος συµπληρώνει το διάγραµ-
µα (3.7) στο

U
Qpfq //

φ

��

V
Qpgq //

ψ

��

W
Qphq //

χ

��

ΣU

Σφ

��
U 1

Qpf 1q // V 1
Qpg1q // W 1

Qph1q // ΣU 1

Τώρα, από την µεταθετικότητα του διαγράµµατος (3.13), έχουµε

χ ˝Qpgq “ Qpwq ˝Qppq´1 ˝Qpgq “ Qpwq ˝Qpβq ˝Qptq´1 “ Qpg1q ˝Qpvq ˝Qptq´1 “ Qpg1q ˝ ψ

και

Qph1q ˝ χ “ Qph1q ˝Qpwq ˝Qppq´1

“ QpΣuq ˝Qpγq ˝Qppq´1

“ QpΣuq ˝QpΣsq´1 ˝Qphq

“ Σ
`

Qpuq ˝Qpsq´1
˘

˝Qphq

“ Σφ ˝Qphq

Εποµένως το παραπάνω διάγραµµα είναι µεταθετικό και συνεπώς αποτελεί έναν µορφισµό διακε-
κριµένων τρίιγώνων στην CrS´1s, ολοκληρώνοντας την απόδειξη του αξιώµατος pTR3q.

pTR4q: ΄Εστω φ “ f{s : X ÝÑ Y και ψ “ g{t : Y ÝÑ Z δύο µορφισµοί στην CrS´1s οι οποίοι
αναπαριστώνται αντίστοιχα από τα αριστερά roofs

U

f

��
„

s

~~
X Y

V

g

��
„

t

��
Y Z

Τότε, από την συνθήκη pLC3aq του Ορισµού 2.1.8, υπάρχει ένα αντικείµενο W P obpCq και
µορφισµοί f 1 : W ÝÑ V και s1 : W ÝÑ U µε s1 P S έτσι ώστε το παρακάτω διάγραµµα να είναι
µεταθετικό :

W

f 1

  

s1

„

~~
U

f

  

s
„

~~

V

g

��

t
„

~~
X Y Z

(3.14)
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Η σύνθεση ψ ˝ φ αναπαριστάται από το αριστερό roof

W

g˝f 1

  
„

s˝s1

~~
X Z

και ψ ˝ φ “ g{t ˝ f{s “ pg ˝ f 1q{ps ˝ s1q. ΄Εχουµε ήδη δείξει ότι η κατηγορία CrS´1s πληροί το
αξίωµα pTR1cq, άρα ϑα υπάρχουν διακεκριµένα τρίγωνα

Z

r1s

��
X

φ
// Y

ZZ X 1

r1s

��
Y

ψ
// Z

ZZ Y 1

r1s

��
X

ψ˝φ
// Z

ZZ

στην CrS´1s µε ϐάση τους µορφισµούς φ, ψ και ψ ˝ φ αντίστοιχα. Θα δείξουµε ότι το παρακάτω
διάγραµµα στην CrS´1s

X
φ //

1X

��

Y //

ψ

��

Z 1 // ΣX

Σ1X

��
X

ψ˝φ //

φ

��

Z //

1Z

��

Y 1 // ΣX

Σφ

��
Y

ψ // Z // X 1 // ΣY

(3.15)

µπορεί να συµπληρωθεί σε ένα διάγραµµα οκτάεδρο.
Θεωρούµε τους µορφισµούς f 1 : W ÝÑ V , g : V ÝÑ Z και g ˝ f 1 : W ÝÑ Z στην C. Αφού η C
είναι µία τριγωνισµένη κατηγορία, από το αξίωµα pTR1aq, ϑα υπάρχουν διακεκριµένα τρίγωνα

U 1

r1s

��
W

f
// V

ZZ W 1

r1s

��
V

g
// Z

ZZ V 1

r1s

��
W

g˝f 1
// Z

ZZ

στην C, µε ϐάση τους f 1, g και g ˝ f 1, αντίστοιχα. Συνεπώς, στο παρακάτω διάγραµµα

W
f 1 //

1W

��

V //

g

��

U 1 // ΣW

Σ1W

��
W

g˝f 1 //

f 1

��

Z //

1Z

��

V 1 // ΣW

Σf 1

��
V

g // Z // W 1 // ΣV
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στο οποίο οι οριζόντιες γραµµές είναι διακεκριµένα τρίγωνα, λόγω του αξιώµατος pTR4q, ϑα υ-
πάρχουν µορφισµοί u1 : U 1 ÝÑ V 1, v1 : V 1 ÝÑW 1 και w1 : W 1 ÝÑ ΣU 1 έτσι ώστε στο διάγραµµα

W
f 1 //

1W

��

V //

g

��

U 1 //

u1

��

ΣW

Σ1W

��
W

g˝f 1 //

f 1

��

Z //

1Z

��

V 1 //

v1

��

ΣW

Σf 1

��
V

g //

��

Z //

��

W 1 //

1W 1

��

ΣV

��
U 1

u1 // V 1
v1 // W 1 w1 // ΣU 1

όλες οι οριζόντιες γραµµές να είναι διακεκριµένα τρίγωνα και οι κάθετες στήλες να σχηµατίζουν
µορφισµούς τριγώνων. Εφαρµόζοντας τον συναρτητή τοπικοποίησης Q : C ÝÑ CrS´1s ϑεωρούµε
την εικόνα του παραπάνω διαγράµµατος στην CrS´1s:

W
Qpf 1q //

Qp1W q

��

V //

Qpgq

��

U 1 //

Qpu1q

��

ΣW

ΣQp1W q

��
W

Qpgq˝Qpf 1q //

Qpf 1q

��

Z //

Qp1Zq

��

V 1 //

Qpv1q

��

ΣW

ΣQpf 1q

��
V

Qpgq //

��

Z //

��

W 1 //

Qp1W 1 q

��

ΣV

��
U 1

Qpu1q // V 1
Qpv1q // W 1

Qpw1q // ΣU 1

(3.16)

Το διάγραµµα στην CrS´1s που αποτελείται από τις δύο πρώτες γραµµές του (3.15):

X
φ //

1X

��

Y //

ψ

��

Z 1 // ΣX

Σ1X

��
X

ψ˝φ // Z // Y 1 // ΣX
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χρησιµοποιώντας το διάγραµµα (3.16) επεκτείνεται στο :

X
φ // Y // Z 1 // ΣX

W
Qpf 1q //

Qps˝s1q „

OO

1W

��

V //

Qpgq

��

Qptq „

OO

U 1 //

Qpu1q

��

ΣW

ΣQps˝s1q „

OO

Σ1W

��
W

Qpg˝f 1q //

Qps˝s1q „

��

Z //

1Z

��

V 1 // ΣW

ΣQps˝s1q „

��
X

ψ˝φ // Z // Y 1 // ΣX

όπου όλες οι γραµµές είναι διακεκριµένα τρίγωνα στην CrS´1s. Από την µεταθετικότητα του
διαγράµµατος (3.14) έχουµε:

φ ˝Qps ˝ s1q “ Qpfq ˝Qpsq´1 ˝Qpsq ˝Qps1q “ Qpfq ˝Qps1q “ Qptq ˝Qpf 1q

και επίσης, αφού ψ ˝ φ “ g ˝ f 1{s ˝ s1, συµπεραίνουµε ότι :

ψ ˝ φ ˝Qps ˝ s1q “ Qpg ˝ f 1q ˝Qps ˝ s1q´1 ˝Qps ˝ s1q “ Qpg ˝ f 1q

∆ηλαδή στο παραπάνω διάγραµµα και τα τρία τετράγωνα της πρώτης κάθετης στήλης είναι µετα-
ϑετικά. Εφόσον έχουµε ήδη δείξει ότι η κατηγορία CrS´1s πληροί το αξίωµα pTR3q, ϑα υπάρχει
µορφισµός α : U 1 ÝÑ Z 1 στην CrS´1s, έτσι ώστε οι δύο πρώτες οριζόντιες γραµµές να συµπλη-
ϱώνονται σε έναν µορφισµό διακεκριµένων τριγώνων. Παρόµοια, ϑα υπάρχει ένας µορφισµός
β : V 1 ÝÑ Y 1 στην CrS´1s, έτσι ώστε οι δύο τελευταίες οριζόντιες γραµµές να συµπληρώνονται
σε έναν µορφισµό διακεκριµένων τριγώνων. Εφόσον το Λήµµα 3.3.3, όπως αναφέραµε, είναι
ανεξάρτητο του αξιώµατος pTR4q, προκύπτει ότι οι µορφισµοί α και β είναι ισοµορφισµοί.

X
φ // Y // Z 1 // ΣX

W
Qpf 1q //

Qps˝s1q „

OO

1W

��

V //

Qpgq

��

Qptq „

OO

U 1 //

Qpu1q

��

α „

OO

ΣW

ΣQps˝s1q „

OO

Σ1W

��
W

Qpg˝f 1q //

Qps˝s1q „

��

Z //

1Z

��

V 1 //

β „

��

ΣW

ΣQps˝s1q „

��
X

ψ˝φ // Z // Y 1 // ΣX
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Παρόµοια, το διάγραµµα στην CrS´1s που αποτελείται από τις δύο τελευταίες γραµµές του (3.15):

X
ψ˝φ //

φ

��

Z //

1Z

��

Y 1 // ΣX

Σφ

��
Y

ψ // Z // X 1 // ΣY

χρησιµοποιώντας πάλι το διάγραµµα (3.16) επεκτείνεται στο :

X
ψ˝φ // Z // Y 1 // ΣX

W
Qpg˝f 1q //

Qps˝s1q „

OO

Qpf 1q

��

Z //

1Z

��

1Z

OO

V 1 //

Qpv1q

��

β „

OO

ΣW

ΣQps˝s1q „

OO

ΣQpf 1q

��
V

Qpgq //

Qptq „

��

Z //

1Z

��

W 1 //

γ „

��

ΣV

ΣQps˝s1q „

��
Y

ψ // Z // X 1 // ΣY

όπου όλες οι γραµµές είναι διακεκριµένα τρίγωνα στην CrS´1s. ΄Εχουµε

ψ ˝Qptq “ Qpgq ˝Qptq´1 ˝Qptq “ Qpgq

άρα από το αξίωµα pTR3q, ϑα υπάρχει µορφισµός γ : W 1 ÝÑ X 1 ο οποίος συµπληρώνει τις δύο
τελευταίες γραµµές του διαγράµµατος σε έναν µορφισµό διακεκριµένων τριγώνων στην CrS´1s.
Λόγω του Λήµµατος 3.3.3 ο γ είναι ισοµορφισµός. Θέτουµε :

u “ β ˝Qpu1q ˝ α´1 : Z 1 ÝÑ Y 1

v “ γ ˝Qpv1q ˝ β´1 : Y 1 ÝÑ X 1

w “ Σα ˝Qpw1q ˝ γ´1 : X 1 ÝÑ ΣZ 1

Τότε, από το µεταθετικό διάγραµµα

U 1
Qpu1q //

α „

��

V 1
Qpv1q //

β „

��

W 1
Qpw1q //

γ „

��

ΣU 1

Σα

„

��
Z 1

u // Y 1
v // X 1

w // ΣZ 1

στην CrS´1s προκύπτει ότι το τρίγωνο

X 1

r1s
w

��
Z 1

u // Y 1

v

ZZ
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είναι διακεκριµένο. Τελικώς, έχουµε κατασκευάσει ένα διάγραµµα:

X
φ //

1X

��

Y //

ψ

��

Z 1 //

u

��

ΣX

Σ1X

��
X

ψ˝φ //

φ

��

Z //

1Z

��

Y 1 //

v

��

ΣX

Σφ

��
Y

ψ //

��

Z //

��

X 1 //

1Z1

��

ΣY

��
Z 1

u // Y 1
v // X 1

w // ΣZ 1

που συµπληρώνει το (3.15) σε ένα διάγραµµα οκτάεδρο και στο οποίο όλες οι οριζόντιες γραµµές
είναι διακεκριµένα τρίγωνα και οι κάθετες στήλες µορφισµοί διακεκριµένων τριγώνων στην CrS´1s.

�

Πόρισµα 3.4.6. ΄Εστω C µία τριγωνισµένη κατηγορία και S µία τοπικοποιούσα κλάση στην C
συµβατή µε τον τριγωνισµό. Τότε, ο συναρτητής τοπικοποίησης Q : C ÝÑ CrS´1s είναι ακριβής.

Απόδειξη. Η απόδειξη προκύπτει άµεσα καθώς από το παραπάνω ϑεώρηµα η κατηγορία CrS´1s

είναι τριγωνισµένη και όπως αναφέρθηκε στο Σχόλιο 3.4.4, ο Q απεικονίζει διακεκριµένα τρίγωνα
στην C σε διακεκριµένα τρίγωνα στην CrS´1s. �

Το παρακάτω ϑεώρηµα αποδίδεται στον Verdier ο οποίος στο [52] αναπτύσσει την έννοια της
τοπικοποίησης στο πλαίσιο µίας τριγωνισµένης κατηγορίας.

Θεώρηµα 3.4.7. ΄Εστω C και D δύο τριγωνισµένες κατηγορίες και F : C ÝÑ D ένας ακριβής
προσθετικός συναρτητής. Αν S είναι µία τοπικοποιούσα κλάση στην C συµβατή µε τον τριγωνισµό
έτσι ώστε για κάθε s P S το F psq να είναι ισοµορφισµός στην D, τότε υπάρχει µοναδικός (µε
ακρίβεια ϕυσικού ισοµορφισµού συναρτητών) προσθετικός συναρτητής FS : CrS´1s ÝÑ D έτσι ώστε
το παρακάτω διάγραµµα συναρτητών να είναι µεταθετικό.

C
Q //

F

!!

CrS´1s

D ! FS

��
D

Ο συναρτητής FS : CrS´1s ÝÑ D είναι ακριβής.

Απόδειξη. Η ύπαρξη ενός προσθετικού συναρτητή FS έτσι ώστε F “ FS ˝Q καθώς και η µοναδι-
κότητά του µε ακρίβεια ϕυσικού ισοµορφισµού συναρτητών προκύπτουν από το Θεώρηµα 2.4.5,
εποµένως παραµένει να δείξουµε ότι ο συναρτητής FS είναι ακριβής. Αρχικά ϑα εξετάσουµε αν ο
FS είναι ϐαθµωτός. Λόγω της µεταθετικότητας, έχουµε

Σ ˝ FS ˝Q “ Σ ˝ F (3.17)

και σύµφωνα µε την Παρατήρηση 3.4.2: Σ ˝Q “ Q ˝ Σ, άρα

FS ˝ Σ ˝Q “ FS ˝Q ˝ Σ “ F ˝ Σ (3.18)
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Αφού ο F είναι ένας ακριβής συναρτητής, είναι ϐαθµωτός και άρα εξ ορισµού (Ορισµός 3.2.1)
ϑα υπάρχει ένας ϕυσικός ισοµορφισµός συναρτητών η : Σ ˝ F

„
ÝÑ F ˝ Σ. ∆ηλαδή, για κάθε

X P obpCq, η απεικόνιση ηX : pF ˝ ΣqpXq ÝÑ pΣ ˝ F qpXq είναι ισοµορφισµός και για κάθε
µορφισµό f : X ÝÑ Y στην C το διάγραµµα

pF ˝ ΣqpXq
pF˝Σqpfq //

ηX „

��

pF ˝ ΣqpY q

ηY „

��
pΣ ˝ F qpXq

pΣ˝F qpfq // pΣ ˝ F qpY q

είναι µεταθετικό.
Εφόσον τα αντικείµενα της CrS´1s είναι τα αντικείµενα της C, από τις σχέσεις (3.17) και (3.18),

ο ισοµορφισµός ηX για κάθε X P obpCq παίρνει την µορφή:

ηX : pFS ˝ ΣqpXq
„
ÝÑ pΣ ˝ FSqpXq

Θεωρούµε τώρα έναν µορφισµό φ “ f{s : X ÝÑ Y στην CrS´1s ο οποίος αναπαριστάται µε το
αριστερό roof

U

f

��
„

s

~~
X Y

Για τους µορφισµούς f : U ÝÑ Y και s : U ÝÑ Y στην C, λόγω του ότι ο η είναι ϕυσικός
ισοµορφισµός συναρτητών, προκύπτουν τα ακόλουθα µεταθετικά διαγράµµατα

pF ˝ ΣqpUq
pF˝Σqpfq //

ηU „

��

pF ˝ ΣqpY q

ηY „

��
pΣ ˝ F qpUq

pΣ˝F qpfq // pΣ ˝ F qpY q

pF ˝ ΣqpUq
pF˝Σqpsq //

ηU „

��

pF ˝ ΣqpXq

ηX „

��
pΣ ˝ F qpUq

pΣ˝F qpsq // pΣ ˝ F qpXq

΄Ετσι έχουµε
pΣ ˝ F qpfq ˝ ηU “ ηY ˝ pF ˝ Σqpfq (3.19)

και
pΣ ˝ F qpsq ˝ ηU “ ηX ˝ pF ˝ Σqpsq (3.20)

Από την (3.19) προκύπτει

pΣ ˝ FSqpQpfqq ˝ ηU “ ηY ˝ pFS ˝Q ˝ Σqpfq “ ηY ˝ pFS ˝ ΣqpQpfqq (3.21)

ενώ από την (3.20)

pΣ ˝ FSqpQpsqq ˝ ηU “ ηX ˝ pFS ˝Q ˝ Σqpsq “ ηX ˝ pFS ˝ ΣqpQpsqq

ùñ ηU ˝ pFS ˝ ΣqpQpsq´1q “ pΣ ˝ FSqpQpsq
´1q ˝ ηX (3.22)

Θα δείξουµε στη συνέχεια ότι το διάγραµµα

pFS ˝ ΣqpXq
pFS˝Σqpφq //

ηX „

��

pFS ˝ ΣqpY q

ηY „

��
pΣ ˝ FSqpXq

pΣ˝FSqpφq // pΣ ˝ FSqpY q
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είναι µεταθετικό. Αντικαθιστώντας τις (3.21) και (3.22) προκύπτει :

ηY ˝ pFS ˝ Σqpφq “ ηY ˝ pFS ˝ ΣqpQpfq ˝Qpsq´1q

“ ηY ˝ pFS ˝ ΣqpQpfqq ˝ pFS ˝ ΣqpQpsq´1q

“ pΣ ˝ FSqpQpfqq ˝ ηU ˝ pFS ˝ ΣqpQpsq´1q

“ pΣ ˝ FSqpQpfqq ˝ pΣ ˝ FSqpQpsq
´1q ˝ ηX

“ pΣ ˝ FSqpQpfq ˝Qpsq
´1qs ˝ ηX

“ pΣ ˝ FSqpφq ˝ ηX

Εποµένως η απεικόνιση η επάγει έναν ϕυσικό ισοµορφισµό συναρτητών µεταξύ των Σ ˝ FS και
FS ˝ Σ και άρα ο FS είναι ένας ϐαθµωτός συναρτητής. Μένει να δείξουµε ότι είναι και ακριβής.
Για τον σκοπό αυτόν, έστω

Z

r1s

��
X // Y

ZZ

ένα διακεκριµένο τρίγωνο στην CrS´1s. Εξ ορισµού, ϑα υπάρχει ένα διακεκριµένο τρίγωνο

W

r1s

��
U // V

ZZ

στην C και ένας ισοµορφισµός διακεκριµένων τριγώνων

U //

a „

��

V //

b

„

��

W //

c „

��

ΣU

Σa

„

��
X // Y // Z // ΣX

στην CrS´1s. Εφαρµόζοντας τον ϐαθµωτό συναρτητή FS και λαµβάνοντας υπόψιν ότι FSpQpXqq “
F pXq για κάθε αντικείµενο X P obpCq, αποκτούµε ένα µεταθετικό διάγραµµα

F pUq //

FSpaq

„

��

F pV q //

FSpbq

„

��

F pW q //

FSpcq

„

��

F pΣUq

FSpΣaq

„

��

// ΣF pUq

ΣFSpaq

„

��
FSpXq // FSpY q // FSpZq // FSpΣXq // ΣFSpXq

στην CrS´1s. Λόγω του ότι οι οριζόντιοι µορφισµοί στο τελευταίο τετράγωνο είναι ισοµορφισµοί,
το διάγραµµα µπορεί να πάρει την ακόλουθη µορφή

F pUq //

FSpaq

„

��

F pV q //

FSpbq

„

��

F pW q //

FSpcq

„

��

ΣF pUq

ΣFSpaq

„

��
FSpXq // FSpY q // FSpZq // ΣFSpXq
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Εφόσον ο F είναι ένας ακριβής συναρτητής, η πρώτη γραµµή του διαγράµµατος αποτελεί ένα
διακεκριµένο τρίγωνο στην D. Ο παραπάνω ισοµορφισµός τριγώνων, τότε, συνεπάγεται πως και
η κάτω γραµµή του διαγράµµατος αποτελεί ένα διακεκριµένο τρίγωνο στην D. Ο συναρτητής FS
είναι εποµένως ακριβής. �

Στην περίπτωση που η κατηγορία A είναι αβελιανή αποκτούµε την ακόλουθη εκδοχή του
παραπάνω ϑεωρήµατος.

Θεώρηµα 3.4.8. ΄Εστω C µία τριγωνισµένη κατηγορία, A µία αβελιανή κατηγορία και F : C ÝÑ A
ένας οµολογιακός συναρτητής. Αν S είναι µία τοπικοποιούσα κλάση στην C συµβατή µε τον τριγω-
νισµό έτσι ώστε για κάθε s P S το F psq να είναι ισοµορφισµός στην A, τότε υπάρχει µοναδικός (µε
ακρίβεια ϕυσικού ισοµορφισµού συναρτητών) προσθετικός συναρτητής FS : CrS´1s ÝÑ A έτσι ώστε
το παρακάτω διάγραµµα συναρτητών να είναι µεταθετικό.

C
Q //

F

!!

CrS´1s

D ! FS

��
A

Ο συναρτητής FS : CrS´1s ÝÑ A είναι οµολογιακός.

Απόδειξη. ΄Οπως προηγουµένως, η ύπαρξη και η µοναδικότητα ενός προσθετικού συναρτητή FS
έτσι ώστε F “ FS ˝ Q προκύπτει από το Θεώρηµα 2.4.5 και µένει να δείξουµε ότι ο FS είναι
συνοµολογιακός. ΄Εστω

Z

r1s

��
X // Y

ZZ

ένα διακεκριµένο τρίγωνο στην CrS´1s. Τότε, ϑα υπάρχει ένα διακεκριµένο τρίγωνο

W

r1s

��
U // V

ZZ

στην C και ένας ισοµορφισµός διακεκριµένων τριγώνων

U //

a „

��

V //

b

„

��

W //

c „

��

ΣU

Σa

„

��
X // Y // Z // ΣX

στην CrS´1s. Εφαρµόζοντας τον συναρτητή FS αποκτούµε το επίσης µεταθετικό διάγραµµα

F pUq //

FSpaq

„

��

F pV q //

FSpbq

„

��

F pW q

FSpcq

„

��
FSpXq // FSpY q // FSpZq
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στην A, στο οποίο τα κάθετα ϐέλη είναι ισοµορφισµοί. Αφού ο συναρτητής F είναι από υπόθεση
οµολογιακός, η πάνω σειρά είναι µία ακριβής ακολουθία στην A. Εποµένως, λόγω ισοµορφισµού,
η κάτω σειρά ϑα είναι επίσης ακριβής και ο συναρτητής FS είναι συνοµολογιακός. �

3.5 Τριγωνισµένες Υποκατηγορίες

Θα εξετάσουµε πότε µια υποκατηγορία µίας τριγωνισµένης κατηγορίας κληρονοµεί µε ϕυσικό
τρόπο την τριγωνισµένη δοµή. Αρχικά, παραθέτουµε έναν ορισµό για τον οποίον ϐλ. [39, Chapter
2. §1.7.].

Ορισµός 3.5.1. ΄Εστω C µία τριγωνισµένη κατηγορία και D µία αυστηρά πλήρης προσθετική υπο-
κατηγορία της C. Τότε η D καλείται µία πλήρης τριγωνισµένη υποκατηγορία της C, αν ισχύουν
τα ακόλουθα:

1. ΣD “ D δηλαδή ένα αντικείµενο X ανήκει στην D αν-ν το ΣX ανήκει επίσης στην D.

2. Για οποιαδήποτε αντικείµενα X,Y P obpDq και µορφισµό f : X ÝÑ Y στην D, υπάρχει
αντικείµενο Z P obpDq και ένα διακεκριµένο τρίγωνο

Z

r1s

��
X

f // Y

ZZ

µε ϐάση τον f στην D.

Η συνθήκη 2 του παραπάνω ορισµού έχει την ακόλουθη άµεση συνέπεια (ϐλ. [42, Definition
16]).

Παρατήρηση 3.5.2. ΄Εστω
Z

r1s

��
X

f // Y

ZZ

ένα διακεκριµένο τρίγωνο στην C µε ϐάση τον µορφισµό f : X ÝÑ Y όπου X,Y P obpDq. Τότε,
αν η συνθήκη 2 του Ορισµού 3.5.1 ισχύει για την υποκατηγορία D, ϑα υπάρχει ένα αντικείµενο
Z 1 P obpDq και ένα διακεκριµένο τρίγωνο

Z 1

r1s

��
X

f // Y

ZZ

µε ϐάση τον µορφισµό f . Σύµφωνα µε το Σχόλιο 3.3.4, ο κώνος ενός διακεκριµένου τριγώνου µε
ϐάση τον µορφισµό f είναι µοναδικός µε ακρίβεια ισοµορφισµού. ΄Αρα, το αντικείµενο Z της C
ϑα είναι ισόµορφο µε το αντικείµενο Z 1 της D και αφού η D είναι αυστηρά πλήρης υποκατηγορία
της C, ϑα ισχύει και Z P D. Σε αυτήν την περίπτωση, ϑα λέµε ότι η κατηγορία D είναι κλειστή
στους κώνους µορφισµών pmapping conesq.
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Παρατήρηση 3.5.3. Θεωρούµε µία τριγωνισµένη κατηγορία C και µια τριγωνισµένη υποκατηγο-
ϱία της D . Ο συναρτητής έγκλεισης i : D ÝÑ C είναι προσθετικός και συνεπώς διατηρεί τα ευθέα
αθροίσµατα. Εποµένως η D είναι κλειστή στα ευθέα αθροίσµατα στοιχείων της C.

Από την συνθήκη 1 του παραπάνω ορισµού, ο αυτοµορφισµός Σ στην C περιορίζεται σε έναν
αυτοµορφισµό στην D. Θα λέµε λοιπόν ότι ένα τρίγωνο είναι διακεκριµένο στην D αν η εικόνα του
στην C µέσω του συναρτητή έγκλεισης είναι ένα διακεκριµένο τρίγωνο της C. Εύκολα ϐλέπουµε
έτσι ότι η D είναι µία τριγωνισµένη κατηγορία. Ο συναρτητής i επιπλέον, είναι ακριβής, καθώς εξ
ορισµού απεικονίζει διακεκριµένα τρίγωνα της D, σε διακεκριµένα τρίγωνα της C.

Παρατήρηση 3.5.4. Χρησιµοποιώντας το αξίωµα της στροφής τριγώνων καθώς και την συνθήκη
ΣD “ D, προκύπτει άµεσα ότι αν

Z

r1s

��
X

f // Y

ZZ

είναι ένα διακεκριµένο τριγωνο στην D και οποιαδήποτε δύο από τα X,Y, Z είναι αντικείµενα της
D, τότε και το τρίτο είναι επίσης αντικείµενο της D.

Η παρακάτω πρόταση αποτελεί µία εκδοχή της Πρότασης 2.3.1 στην περίπτωση που η κατη-
γορία C είναι τριγωνισµένη.

Πρόταση 3.5.5. ΄Εστω C µία τριγωνισµένη κατηγορία, S µία τοπικοποιούσα κλάση µορφισµών στην
C συµβατή µε τον τριγωνισµό και D µία πλήρης τριγωνισµένη υποκατηγορία της C. Υποθέτουµε ότι
ικανοποιούνται οι παρακάτω συνθήκες :

• Η SD “ S XMorpDq είναι µία τοπικοποιούσα κλάση στην D.

• Για κάθε αντικείµενοX P obpDq και µορφισµό s : Y ÝÑ X µε s P S, υπάρχει ένα αντικείµενο
Z P obpDq και ένας µορφισµός u : Z ÝÑ Y έτσι ώστε s ˝ u P S.

Τότε η κλάση SD είναι συµβατή µε τον τριγωνισµό τηςD και ηDrS´1
D s είναι µία πλήρης τριγωνισµένη

υποκατηγορία της CrS´1s.

Απόδειξη. Αφού η S είναι συµβατή µε τον τριγωνισµό, και η SD “ S XMorpDq ϑα είναι επίσης
συµβατή µε τον τριγωνισµό. Συνεπώς, από το Θεώρηµα 3.4.5, οι κατηγορίες CrS´1s και DrS´1

D s

είναι τριγωνισµένες. Θεωρούµε τον µορφισµό Q ˝ i : D ÝÑ CrS´1s όπου i : D ÝÑ C η ϕυσική
έγκλειση και Q : C ÝÑ CrS´1s ο συναρτητής τοπικοποίησης. Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 3.4.7,
ϑα υπάρχει ένας µοναδικός (µε ακρίβεια ϕυσικού ισοµορφισµού συναρτητών) προσθετικός και
ακριβής συναρτητής j : DrS´1

D s ÝÑ CrS´1s έτσι ώστε το παρακάτω διάγραµµα να είναι µεταθετικό.

D
QD //

Q˝i

!!

DrS´1
D s

j

��
CrS´1s

Λόγω µεταθετικότητας για κάθε αντικείµενο X P obpDq ισχύει jpXq “ jpQDpXqq “ QpipXqq “
QpXq “ X, άρα ο j είναι η ταυτότητα στα αντικείµενα, ενώ εφόσον ικανοποιούνται οι συνθήκες
της Πρότασης 2.3.1, ο j ϑα είναι πλήρης και πιστός. Η DrS´1

D s είναι εποµένως µία πλήρης
προσθετική υποκατηγορία της CrS´1s. Μένει να δείξουµε ότι είναι και µία πλήρης τριγωνισµένη
υποκατηγορία.
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Αφού τα αντικείµενα της DrS´1
D s είναι τα αντικείµενα της D και η D είναι µία πλήρης τριγω-

νισµένη υποκατηγορία της C, έχουµε

X P obpDrS´1
D sq ô X P obpDq ô ΣX P obpDq ô ΣX P obpDrS´1

D sq

δηλαδή ΣDrS´1
D s “ DrS´1

D s.
΄Εστω τώρα δύο αντικείµενα X,Y P obDrS´1

D s και φ : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην DrS´1
D s.

Θα δείξουµε ότι υπάρχει ένα αντικείµενο Z P obpDrS´1
D sq έτσι ώστε το

Z

r1s

��
X

φ // Y

ZZ

να είναι ένα διακεκριµένο τρίγωνο στην DrS´1
D s. ΄Εστω ότι φ “ f{s και αναπαριστάται από ένα

αριστερό roof
L

f

��
„

s

��
X Y

Εφόσον η D είναι µία τριγωνισµένη υποκατηγορία της C και f : L ÝÑ Y ένας µορφισµός στην D,
ϑα υπάρχει ένα διακεκριµένο τρίγωνο

W

r1s
h

��
L

f // Y

g

ZZ

στην D µε ϐάση τον f και ο κώνοςW ανήκει στην D. Εφαρµόζοντας τον συναρτητή τοπικοποίησης
QD : D ÝÑ DrS´1

D s, αποκτούµε ένα διάγραµµα

L
QDpfq //

QDpsq

„

��

Y
QDpgq //

1Y

„

��

W

1W

„

��

QDphq // ΣL

ΣQDpsq

„

��
X

φ
// Y

QDpgq
// W

pΣQDpsqq˝QDphq
// ΣX

στην DrS´1
D s το οποίο άµεσα ϐλέπουµε ότι αποτελεί έναν ισοµορφισµό τριγώνων. Συνεπώς το

τρίγωνο
W

r1s

pΣQDpsqq˝QDphq

��
X

φ // Y

QDpgq

ZZ

είναι διακεκριµένο στην DrS´1
D s και ϑέτοντας Z “W προκύπτει το Ϲητούµενο. �
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Ανάλογα, ισχύει και η ακόλουθη δυϊκή πρόταση.

Πρόταση 3.5.6. ΄Εστω C µία τριγωνισµένη κατηγορία, S µία τοπικοποιούσα κλάση µορφισµών στην
C συµβατή µε τον τριγωνισµό και D µία πλήρης τριγωνισµένη υποκατηγορία της C. Υποθέτουµε ότι
ικανοποιούνται οι παρακάτω συνθήκες :

• Η SD “ S XMorpDq είναι µία τοπικοποιούσα κλάση στην D.

• Για κάθε αντικείµενοX P obpDq και µορφισµό s : X ÝÑ Y µε s P S, υπάρχει ένα αντικείµενο
Z P obpDq και µορφισµός u : Y ÝÑ Z έτσι ώστε u ˝ s P S.

Τότε η κλάση SD είναι συµβατή µε τον τριγωνισµό τηςD και ηDrS´1
D s είναι µία πλήρης τριγωνισµένη

υποκατηγορία της CrS´1s.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης της Πρότασης 3.5.5. �

Ολοκληρώνουµε την ενότητα ορίζοντας την έννοια του πυρήνα ενός ακριβή συναρτητή τρι-
γωνισµένων κατηγοριών και ορισµένες ϐασικές ιδιότητες. Για τους ακόλουθους ορισµούς και
προτάσεις ϐλ. [43, Chapter 2.1].

Ορισµός 3.5.7. ΄Εστω C, D δύο τριγωνισµένες κατηγορίες και F : C ÝÑ D ένας συναρτητής
τριγωνισµένων κατηγοριών. Ο πυρήνας του F ορίζεται ως η αυστηρά πλήρης υποκατηγορία C1 της
C της οποίας τα αντικείµενα απεικονίζονται στο µηδενικό αντικείµενο της D µέσω του F . ∆ηλαδή:

obpC1q “ tX P obpCq|F pXq “ 0u

Λήµµα 3.5.8. ΄Εστω F : C ÝÑ D ένας ακριβής συναρτητής τριγωνισµένων κατηγοριών. Τότε, ο
πυρήνας C1 του F είναι µία τριγωνισµένη υποκατηγορία της D.

Απόδειξη. Εύκολα ϐλέπουµε ότι :

X P obpC1q ô F pXq “ 0 ô ΣF pXq “ 0 ô F pΣXq “ 0 ô ΣX P obpC1q

δηλαδή η C1 είναι κλειστή στον συναρτητή µεταφοράς Σ.
΄Εστω τώρα

Z

r1s

��
X // Y

ZZ

ένα διακεκριµένο τρίγωνο στην C έτσι ώστε Q,U P obpC1q, δηλαδή F pXq “ F pY q “ 0. Εφόσον το
τρίγωνο

F pZq

r1s

��
F pXq // F pY q

ZZ

είναι διακεκριµένο στην κατηγορία D, έχουµε F pZq “ 0 και συνεπώς Z P obpC1q.
Η C1 είναι εποµένως µία τριγωνισµένη υποκατηγορία της C. �

Ο ακόλουθος ορισµός οφείλεται κυρίως στον Verdier (ϐλ. [52]):
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Ορισµός 3.5.9. ΄Εστω C µία τριγωνισµένη κατηγορία. Μία πλήρης τριγωνισµένη υποκατηγορία D
της C καλείται thick αν ικανοποιεί την ακόλουθη συνθήκη: Για κάθε X,Y P obpCq έτσι ώστε το
αντικείµενο X ‘ Y να είναι ισόµορφο µε ένα αντικείµενο της D, τότε τα X και Y είναι ισόµορφα µε
αντίστοιχα αντικείµενα της D.

Στην περίπτωση, δηλαδή, που η D είναι µία αυστηρά πλήρης τριγωνισµένη υποκατηγορία της C,
η D καλείται thick αν περιέχει όλους τους ευθείς αθροιστέους των αντικειµένων της.

Ο παραπάνω ορισµός αποτελεί µία προσέγγιση στην έννοια της thick υποκατηγορίας µίας
τριγωνισµένης κατηγορίας C ανάλογη της περίπτωσης στην οποία η C είναι αβελιανή (ϐλ. Ορισµός
2.4.12). Παρατηρούµε ότι η κύρια ιδιότητα της υποκατηγορίας C1, δηλαδή το να είναι «κλειστή
στις επεκτάσεις» παραµένει σταθερή στους δύο ορισµούς. Αν η C είναι µια αβελιανή τριγωνισµένη
κατηγορία, ο παραπάνω ορισµός συµφωνεί µε τον Ορισµό 2.4.12 και στη συνέχεια δεν ϑα γίνεται
διάκριση µεταξύ αυτών.

Πρόταση 3.5.10. ΄Εστω F : C ÝÑ D ένας ακριβής συναρτητής τριγωνισµένων κατηγοριών. Τότε,
ο πυρήνας C1 του F είναι µία thick υποκατηγορία της C.

Απόδειξη. ΄Εστω X,Y P obpCq έτσι ώστε X ‘ Y P C1. Αφού ο συναρτητής F είναι προσθετικός,
έχουµε

F pX ‘ Y q “ F pXq ‘ F pY q

άρα αν το F pX ‘ Y q είναι ισόµορφο µε το µηδενικό αντικείµενο στην D, τα F pXq και F pY q είναι
επίσης ισόµορφα µε το µηδενικό αντικείµενο στην D ως ευθείς αθροιστέοι του. Ως αποτέλεσµα, η
C1 είναι µία thick τριγωνισµένη υποκατηγορία της C. �

3.6 S-ενέσιµα και S-προβολικά Αντικείµενα

Η ενότητα αυτή αποτελεί µία εφαρµογή της ϑεωρίας η οποία αναπτύχθηκε ως τώρα. Στόχος
είναι να κατασκευάσουµε δύο πλήρεις υποκατηγορίες της τοπικοποίησης µίας τριγωνισµένης
κατηγορίας.

Ορισµός 3.6.1. ΄Εστω C µία τριγωνισµένη κατηγορία, S µία τοπικοποιούσα κλάση στην C συµβατή
µε τον τριγωνισµό και Q : C ÝÑ CrS´1s ο συναρτητής τοπικοποίησης. ΄Ενα αντικείµενο X στην C
καλείται S-µηδενικό (S-null) αν QpXq “ 0.

Ορισµός 3.6.2. ΄Εστω C µία τριγωνισµένη κατηγορία και S µία τοπικοποιούσα κλάση στην C
συµβατή µε τον τριγωνισµό.

• ΄Ενα αντικείµενο I στην C καλείται S-ενέσιµο (S-injective) αν HomCpM, Iq “ 0 για κάθε
S-µηδενικό αντικείµενο M της C. Θα συµβολίζουµε µε I την πλήρη υποκατηγορία της C που
αποτελείται από όλα τα S-ενέσιµα αντικείµενα.

• ΄Ενα αντικείµενο P στην C καλείται S-προβολικό (S-projective) αν HomCpP, Iq “ 0 για
κάθε S-µηδενικό αντικείµενο M της C. Θα συµβολίζουµε µε P την πλήρη υποκατηγορία της
C που αποτελείται από όλα τα S-προβολικά αντικείµενα.

Σχόλιο 3.6.3. Προφανώς οι κατηγορίες I και P είναι αυστηρά πλήρεις υποκατηγορίες της C.

Παρατηρούµε ότι η S είναι επίσης µία τοπικοποιούσα κλάση συµβατή µε τον τριγωνισµό στην
δυϊκή κατηγορία Cop. Χρησιµοποιώντας το Πόρισµα 2.4.8 ϐλέπουµε εύκολα ότι ένα αντικείµενο
είναι S-µηδενικό στην C αν-ν είναι S-µηδενικό στην Cop. ΄Ετσι, τα S-ενέσιµα αντικείµενα της C
είναι S-προβολικά στην Cop και αντίστροφα. Αυτή η δυϊκότητα µας επιτρέπει να επικεντρωθού-
µε µόνο στην µελέτη των S-ενέσιµων αντικείµενων και χρησιµοποιώντας την κατηγορία Cop να
εξάγουµε τα αντίστοιχα συµπεράσµατα και για τα S-προβολικά αντικείµενα.

Λήµµα 3.6.4. ΄Εστω C µία τριγωνισµένη κατηγορία και S µία τοπικοποιούσα κλάση στην C συµβατή
µε τον τριγωνισµό. Τότε :
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• Η κατηγορία I είναι µία πλήρης τριγωνισµένη υποκατηγορία της C.

• Η κατηγορία P είναι µία πλήρης τριγωνισµένη υποκατηγορία της C.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε τα παραπάνω, ϑα επικεντρωθούµε µόνο στην απόδειξη της S-ενέσιµης
περίπτωσης καθώς η S-προβολική προκύπτει δυϊκά.

Αρχικά, δείχνουµε ότι η I είναι µια προσθετική υποκατηγορία της C. ΄Αµεσα, το µηδενικό
αντικείµενο της C ανήκει στην I καθώς HomCpM, 0q “ 0 για κάθε S-µηδενικό αντικείµενο M της
C. Επιπλέον, για δύο αντικείµενα I, J P obpIq, έχουµε:

HomCpM, I ‘ Jq “ HomCpM, Iq ` HomCpM,Jq “ 0

για οποιοδήποτε S-µηδενικό αντικείµενο M της C. Εποµένως, I ‘ J P obpIq και η I είναι µία
πλήρης προσθετική υποκατηγορία της C.

Γνωρίζουµε ότι το αντικείµενο QpΣMq είναι ισόµορφο µε το ΣQpMq, εποµένως QpΣMq “
0 ô ΣQpMq “ 0 ô QpMq “ 0, δηλαδή το M είναι S-µηδενικό αν-ν το ΣM είναι S-µηδενικό.
΄Ετσι, αν I P obpIq είναι ένα S-ενέσιµο αντικείµενο στην C, έχουµε:

HomCpM,ΣIq “ HomCpΣ
´1M, Iq “ 0

για κάθε S-µηδενικό αντικείµενο M της C. Συνεπώς αν I P obpIq ùñ ΣI P obpIq και ανάλογα
ϐλέπουµε ότι ισχύει και το αντίστροφο. Εποµένως η κατηγορία I είναι κλειστή στον αυτοµορφισµό
Σ.

΄Εστω τώρα f : I ÝÑ J ένας µορφισµός στην I και

K

r1s

��
I // J

ZZ

ένα διακεκριµένο τρίγωνο µε ϐάση τον f . Τότε, ανM είναι ένα S-µηδενικό αντικείµενο στην C, από
την Πρόταση 3.3.1 γνωρίζουµε ότι ο συναρτητής HomCpM,´q : C ÝÑ Ab είναι ένας οµολογιακός
συναρτητής. ΄Ετσι, από την σύντοµη ακριβή ακολουθία

HomCpM, Iq // HomCpM,Jq // HomCpM,Kq

αφού HomCpM, Iq “ HomCpM,Jq “ 0, συµπεραίνουµε ότι HomCpM,Kq “ 0 και το K είναι
S-ενέσιµο ολοκληρώνοντας την απόδειξη. �

Στα παρακάτω ϑέτουµε SI “ S XMorpIq και SP “ S XMorpPq.

Λήµµα 3.6.5. ΄Εστω C µία τριγωνισµένη κατηγορία και S µία τοπικοποιούσα κλάση στην C συµβατή
µε τον τριγωνισµό. Τότε :

• Οποιοσδήποτε µορφισµός στην SI είναι ισοµορφισµός.

• Οποιοσδήποτε µορφισµός στην SP είναι ισοµορφισµός.

Απόδειξη. ΄Οπως προηγουµένως, ϑα εξετάσουµε µόνο την S-ενέσιµη περίπτωση. ΄Εστω s : I ÝÑ J
ένας µορφισµός στην SI . Αφού η I είναι µία πλήρης τριγωνισµένη υποκατηγορία της C ϑα
υπάρχει ένα αντικείµενο K P obpIq και ένα διακεκριµένο τρίγωνο

K

r1s

��
I

s
// J

ZZ
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στην I µε ϐάση τον s. Εφαρµόζοντας τον συναρτητή τοπικοποίησης Q : C ÝÑ CrS´1s στο παρα-
πάνω διακεκριµένο τρίγωνο αποκτούµε το διακεκριµένο τρίγωνο

QpKq

r1s

��
QpIq

Qpsq
// QpJq

ZZ

στην CrS´1s. Αφού s P SI “ S X MorpIq, τότε s P S. ΄Ετσι, ο Qpsq είναι ένας ισοµορφισµός
και συνεπώς από το Λήµµα 3.3.5 έχουµε QpKq “ 0. Εξ ορισµού, λοιπόν, το αντικείµενο K
είναι S-µηδενικό και αφού είναι και S-ενέσιµο, ϑα ισχύει HomCpK,Kq “ 0, δηλαδή K “ 0.
Χρησιµοποιώντας άλλη µία ϕορά το παραπάνω λήµµα προκύπτει ότι ο s είναι ισοµορφισµός. �

Πρόταση 3.6.6. ΄Εστω C µία τριγωνισµένη κατηγορία και S µία τοπικοποιούσα κλάση στην C
συµβατή µε τον τριγωνισµό. Τότε :

• Η κλάση SI είναι µία τοπικοποιούσα κλάση συµβατή µε τον αυτοµορφισµό µεταφοράς Σ στην
I.

• Η κλάση SP είναι µία τοπικοποιούσα κλάση συµβατή µε τον αυτοµορφισµό µεταφοράς Σ στην
P.

Απόδειξη. Από την Παρατήρηση 2.1.11 και το παραπάνω Λήµµα, προκύπτει άµεσα ότι η SI είναι
µία τοπικοποιούσα κλάση στην I και αντίστοιχα η SP είναι µία τοπικοποιούσα κλάση στην P. �

Λήµµα 3.6.7. ΄Εστω δύο αντικείµενα M, I P obpCq µε το I να είναι S-ενέσιµο. Τότε, για κάθε
µορφισµό s : I ÝÑM στην S, υπάρχει ένας µορφισµός t : M ÝÑ I έτσι ώστε t ˝ s “ 1I .

Απόδειξη. ΄Εστω
N

r1s

��
I

s
// M

ZZ

ένα διακεκριµένο τρίγωνο στην C µε ϐάση τον s. Τότε, εφαρµόζοντας τον συναρτητή τοπικοποίησης
Q : C ÝÑ CrS´1s, αποκτούµε ένα διακεκριµένο τρίγωνο

QpNq

r1s

��
QpIq

Qpsq
// QpMq

ZZ

στην CrS´1s. Εφόσον ο Qpsq είναι ισοµορφισµός, από το Λήµµα 3.3.5,, προκύπτει ότι QpNq “ 0
και το N είναι έτσι S-µηδενικό. Από την Πρόταση 3.3.2, ο συναρτητής HomCp´, Iq : C ÝÑ Ab
είναι συνοµολογιακός, άρα υπάρχει µία σύντοµη ακριβής ακολουθία :

HomCpN, Iq // HomCpM, Iq // HomCpI, Iq
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Αφού HomCpN, Iq “ 0, ο µορφισµός

HomCpM, Iq ÝÑ HomCpI, Iq

f ÞÝÑ f ˝ s

είναι ισοµορφισµός. Συνεπώς, ϑα υπάρχει µορφισµός t : M ÝÑ I έτσι ώστε t ˝ s “ 1I . �

Παρατήρηση 3.6.8. Από το παραπάνω Λήµµα, οι συνθήκες της Πρότασης 3.5.6 ικανοποιούνται
και ο ϕυσικός συναρτητής IrS´1

I s ÝÑ CrS´1s ταυτίζει την IrS´1
I s µε µία πλήρης τριγωνισµένη

υποκατηγορία της CrS´1s. Αφού, σύµφωνα µε το Λήµµα 3.6.5, κάθε µορφισµός στην SI , είναι
ισοµορφισµός στην I, η τοπικοποίηση IrS´1

I s ουσιαστικά ταυτίζεται µε την I. Η I, έτσι λοιπόν,
µπορεί να ϑεωρηθεί (µε ακρίβεια ισοδυναµίας κατηγοριών) ως µία πλήρης τριγωνισµένη κατηγορία
της CrS´1s. Ακριβώς ανάλογα, η P µπορεί επίσης να ταυτιστεί µε µία πλήρης τριγωνισµένη
κατηγορία της CrS´1s.

Θεωρούµε τώρα δύο τριγωνισµένες κατηγορίες C και D και F : C ÝÑ D, G : D ÝÑ C ένα
συζυγές Ϲεύγος ακριβών συναρτητών. ΄Εχουµε δηλαδή, HomCpGpNq,Mq “ HomDpN,F pMqq για
κάθε M P obpCq και για κάθε N P obpDq. ΄Εστω S και T δύο τοπικοποιούσες κλάσεις συµβατές
µε τον τριγωνισµό στην C και D αντίστοιχα. Αν ο συναρτητής G απεικονίζει µορφισµούς της T σε
µορφισµούς της S, τότε προκύπτει το ακόλουθο

Λήµµα 3.6.9. Ο συναρτητής F απεικονίζει S-ενέσιµα αντικείµενα σε T -ενέσιµα αντικείµενα.

Απόδειξη. ΄Εστω I ένα S-ενέσιµο αντικείµενο στην C και N ένα S-µηδενικό αντικείµενο στην D.
Τότε, από το Πόρισµα 2.4.8, ϑα υπάρχει αντικείµενοN 1 P obpDq έτσι ώστε ο µηδενικός µορφισµός
N 1 ÝÑ N να ανήκει στην T . Τότε, από υπόθεση, ο µηδενικός µορφισµός GpN 1q ÝÑ GpNq ϑα
ανήκει στην S. Ξανά, χρησιµοποιώντας το Πόρισµα 2.4.8, προκύπτει ότι και το GpNq είναι
S-µηδενικό και συνεπώς HomCpGpNq, Iq “ 0 ùñ HomCpN,F pIqq “ 0, δηλαδή το F pIq είναι
S-ενέσιµο. �

Το δυϊκό συµπέρασµα ισχύει για S-προβολικά αντικείµενα.

3.7 Αβελιανές και Τριγωνισµένες Κατηγορίες

Το τελευταίο µέρος αυτού του κεφαλαίου αφιερώνεται στην ειδική περίπτωση κατά την οποία η
τριγωνισµένη κατηγορία δεν είναι απλά προσθετική, αλλά αβελιανή. Αρχικά, παραθέτουµε έναν
ορισµό που αφορά σύντοµες ακριβείς ακολουθίες.

Ορισµός 3.7.1. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και

0 // X 1
f // X

g // X2 // 0

µία σύντοµη ακριβής ακολουθία στην A. Θα λέµε ότι η παραπάνω σύντοµη ακριβής ακολουθία
διασπάται (ή είναι διασπάσιµη), αν υπάρχει µορφισµός g1 : X2 ÝÑ X έτσι ώστε g ˝ g1 “ 1X2 .

Η παρακάτω πρόταση, η οποία εµπλουτίζει τον ορισµό µίας διασπάσιµης σύντοµης ακριβούς
ακολουθίας προέρχεται από το [33].

Πρόταση 3.7.2. Αν A είναι µία αβελιανή κατηγορία και

0 // X 1
f // X

g // X2 // 0

µία σύντοµη ακριβής ακολουθία στην A, τότε οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναµες :

1. Υπάρχει µορφισµός g1 : X2 ÝÑ X έτσι ώστε g ˝ g1 “ 1X2 .
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2. Υπάρχει µορφισµός f 1 : X ÝÑ X 1 έτσι ώστε f 1 ˝ f “ 1X1 .

3. Υπάρχουν µορφισµοί f 1 : X ÝÑ X 1 και g1 : X2 ÝÑ X έτσι ώστε f ˝ f 1 ` g1 ˝ g “ 1X .

4. Υπάρχουν ισοµορφισµοί φ : X ÝÑ X 1 ‘X2 και ψ : X 1 ‘X2 ÝÑ X µε

φ “

ˆ

f 1

g

˙

και ψ “
`

f 1 g
˘

έτσι ώστε φ ˝ ψ “ 1X1‘X2 και ψ ˝ φ “ 1X .

5. Για κάθε αντικείµενο Y P obpCq, η απεικόνιση HomCpY,Xq
g˝
ÝÑ HomCpY,X

2q είναι επί.

6. Για κάθε αντικείµενο Y P obpCq, η απεικόνιση HomCpX,Y q
˝f
ÝÑ HomCpX

1, Y q είναι επί.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [33, Proposition 8.3.14. ] �

Ορισµός 3.7.3. Μία αβελιανή κατηγορία A καλείται ηµιαπλή αν οποιαδήποτε σύντοµη ακριβής
ακολουθία A διασπάται.

Ευθύς αµέσως δίνουµε ένα παράδειγµα ηµιαπλής κατηγορίας (ϐλ. [31, Example 5.2]).

Παράδειγµα 3.7.4. ΄Εστω R ένας ηµιαπλός δακτύλιος, δηλαδή ο R είναι ένα ηµιαπλό πρότυπο
σαν ένα πρότυπο πάνω από τον εαυτό του. (Ηµιαπλό πρότυπο: ένα πρότυπο που ισούται µε το
ευθύ άθροισµα των µη ανάγωγων υποπροτύπων του). Τότε, οι κατηγορίες προτύπων R-Mod και
R-mod είναι ηµιαπλές. Πιο συγκεκριµένα, η κατηγορία Veck των διανυσµατικών χώρων πάνω
από ένα σώµα k είναι ηµιαπλή.

Από την άλλη πλευρά, η κατηγορία Ab των αβελιανών οµάδων δεν είναι ηµιαπλή. Για παρά-
δειγµα, η σύντοµη ακριβής ακολουθία

0 // Z{2Z ˆ2 // Z{4Z 1 // Z{2Z // 0

δεν είναι διασπάσιµη.

Παρατήρηση 3.7.5. ΄Οπως γνωρίζουµε, αν A είναι µία αβελιανή κατηγορία και f : X ÝÑ Y ένας
µορφισµός στην A, τότε υπάρχουν οι σύντοµες ακριβείς ακολουθίες

0 // Kerf
kerf // X

coimf // Coimf // 0

και

0 // Imf
imf // Y

cokerf // Cokerf // 0

και ο f αναλύεται µέσω ενός ισοµορφισµού f̃ : Coimf
„
ÝÑ Imf όπως ϕαίνεται στο παρακάτω

µεταθετικό διάγραµµα:

Kerf
kerf // X

f //

coimf

��

Y
cokerf // Cokerf

Coimf
f̃

„ // Imf

imf

OO
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Αν η A είναι ηµιαπλή, οι δύο παραπάνω ακριβείς ακολουθίες είναι διασπάσιµες, συνεπώς υπάρ-
χουν ισοµορφισµοί α : X ÝÑ Kerf ‘ Coimf και β : Y ÝÑ Cokerf ‘ Imf και το διάγραµµα

X
f //

α „

��

Y

β „

��
Kerf ‘ Coimf

0‘f̃

„ // Cokerf ‘ Imf

είναι µεταθετικό.

Πρόταση 3.7.6. Κάθε τριγωνισµένη αβελιανή κατηγορία είναι ηµιαπλή.

Απόδειξη. ΄Εστω C µία τριγωνισµένη αβελιανή κατηγορία και

0 // X
f // Y

g // Z // 0 (3.23)

µία σύντοµη ακριβής ακολουθία στην C. Τότε, από την Πρόταση 3.3.11, αφού ο µορφισµός g είναι
επιµορφισµός, ϑα υπάρχει ένα αντικείµενο U P obpCq και ένας ισοµορφισµός ψ : Y

„
ÝÑ Z ‘ U

έτσι ώστε g “ p ˝ ψ, όπου p : Z ‘ U ÝÑ Z η ϕυσική προβολή.

Y
g // //

Dψ

„

""

Z

Z ‘ U

p

OO

Θεωρούµε τον µορφισµό g1 “ ψ´1 ˝ i : Z ÝÑ Y , όπου i : Z ÝÑ Z ‘ U η ϕυσική έγκλειση. Τότε
έχουµε g ˝ g1 “ g ˝ ψ´1 ˝ i “ p ˝ i “ 1Z και συνεπώς η (3.23) είναι διασπάσιµη. �

Τα διακεκριµένα τρίγωνα σε µία τριγωνισµένη αβελιανή κατηγορία, όπως ϑα δούµε στην συ-
νέχεια, δέχονται µία πιο εύχρηστη και λεπτοµερής περιγραφή.

Πρόταση 3.7.7. ΄Εστω C µία τριγωνισµένη αβελιανή κατηγορία και f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός
στην C. Τότε, κάθε διακεκριµένο τρίγωνο

Z

r1s
h

��
X

f // Y

g

ZZ

στην C µε ϐάση τον µορφισµό f , είναι ισόµορφο µε ένα διακεκριµένο τρίγωνο της µορφής

ΣKerf ‘ Cokerf

r1s
h1

��
X

f // Y

g1

ZZ
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Απόδειξη. ∆ιατηρώντας τον συµβολισµό της Παρατήρησης 3.7.5, αφού η C είναι ηµιαπλή, έχουµε
τις παρακάτω διασπάσιµες σύντοµες ακριβείς ακολουθίες :

0 // Kerf
kerf // X

coimf // Coimf // 0

και

0 // Imf
imf // Y

cokerf // Cokerf // 0

Θα υπάρχουν µορφισµοί

φ : X ÝÑ Kerf και ψ : Y ÝÑ Imf

έτσι ώστε φ ˝ kerf “ 1Kerf και ψ ˝ imf “ 1Imf . Επιπλέον, υπάρχουν ισοµορφισµοί

f̃ : Coimf
„
ÝÑ Imf

α : X
„
ÝÑ Kerf ‘ Coimf

και
β : Y

„
ÝÑ Cokerf ‘ Imf

µε

α “

ˆ

φ
coimf

˙

και β “

ˆ

cokerf
ψ

˙

και τότε f “ β´1 ˝ p0‘ f̃q ˝ α.
Από την Πρόταση 3.3.8, το τρίγωνο

ΣKerf ‘ Cokerf

r1s

p

��
Kerf

0 // Cokerf

i

ZZ

όπου p “
`

1ΣKerf 0
˘

και i “
ˆ

0
1Cokerf

˙

είναι διακεκριµένο και από το Λήµµα 3.3.5 και το

τρίγωνο
0

r1s

��
Coimf

f̃ // Imf

ZZ

είναι διακεκριµένο, αφού ο f̃ είναι ισοµορφισµός. Εποµένως, σύµφωνα µε το Λήµµα 3.3.6 και το
τρίγωνο

ΣKerf ‘ Cokerf

u
r1s

��
Kerf ‘ Coimf

0‘f̃ // Cokerf ‘ Imf

v

ZZ

είναι διακεκριµένο, όπου

u “

ˆ

1ΣKerf 0
0 0

˙

και v “

ˆ

0 0
1Cokerf 0

˙
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Θεωρούµε το διάγραµµα

X
f //

α „

��

Y
g //

β „

��

Z
h // ΣX

Σα

„

��
Kerf ‘ Coimf

0‘f̃ // Cokerf ‘ Imf
v // ΣKerf ‘ Cokerf

u // ΣKerf ‘ ΣCoimf

στο οποίο οι γραµµές είναι διακεκριµένα τρίγωνα και το αριστερό τετράγωνο είναι µεταθετικό.
Από το αξίωµα pTR3q µίας τριγωνισµένης κατηγορίας, ϑα υπάρχει ένας µορφισµός

γ : Z ÝÑ ΣKerf ‘ Cokerf

ο οποίος συµπληρώνει το παραπάνω διάγραµµα σε έναν µορφισµό διακεκριµένων τριγώνων. Αφού
οι α, β και Σα είναι ισοµορφισµοί, από το Λήµµα 3.3.3 και ο γ ϑα είναι ισοµορφισµός, συνεπώς
το παρακάτω διάγραµµα είναι ένας ισοµορφισµός διακεκριµένων τριγώνων:

X
f //

α „

��

Y
g //

β „

��

Z
h //

γ „

��

ΣX

Σα

„

��
Kerf ‘ Coimf

0‘f̃ // Cokerf ‘ Imf
v // ΣKerf ‘ Cokerf

u // ΣKerf ‘ Coimf

Θεωρούµε το διάγραµµα

X
f //

1X

��

Y
g //

1Y

��

Z
h //

γ „

��

ΣX

1ΣX

��
X

f // Y
g1 // ΣKerf ‘ Cokerf

h1 // ΣX

(3.24)

όπου

g1 “

ˆ

0
cokerf

˙

και h1 “
`

Σ kerf 0
˘

΄Εχουµε:

γ ˝ g “ v ˝ β “

ˆ

0 0
1Cokerf 0

˙

˝

ˆ

cokerf
ψ

˙

“

ˆ

0
cokerf

˙

“ g1

και επιπλέον

Σα ˝ h1 “

ˆ

Σφ
Σ coimf

˙

˝
`

Σ kerf 0
˘

“

ˆ

Σφ ˝ Σ kerf 0
Σ coimf ˝ Σ kerf 0

˙

“

ˆ

1ΣKerf 0
0 0

˙

“ u

Συνθέτοντας από τα δεξιά µε τον µορφισµό γ, από τον παραπάνω ισοµορφισµό διακεκριµένων
τριγώνων έχουµε:

Σα ˝ h1 ˝ γ “ u ˝ γ “ Σα ˝ hðñ h1 ˝ γ “ h

Εποµένως το διάγραµµα 3.24 είναι µεταθετικό και αποτελεί έναν ισοµορφισµό διακεκριµένων
τριγώνων. �
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Παρατήρηση 3.7.8. Αντίστροφα, αν ϑεωρήσουµε µία ηµιαπλή αβελιανή κατηγορία A η οποία
είναι εκ των προτέρων εφοδιασµένη µε έναν αυτοµορφισµό Σ, είναι δυνατό να εφοδιάσουµε την
κατηγορία A µε µία δοµή τριγωνισµένης κατηγορίας. Ορίζουµε ότι ένα τρίγωνο

Z

r1s
h

��
X

f // Y

g

ZZ

στην A ϑα είναι διακεκριµένο, αν είναι ισόµορφο στην A µε ένα τρίγωνο της µορφής

ΣU ‘W

r1s

γ

��
U ‘ V

α // W ‘ V

β

ZZ

όπου

α “

ˆ

0 0
0 1V

˙

, β “

ˆ

0 0
1W 0

˙

, γ “

ˆ

1ΣU 0
0 0

˙

Προκύπτει ότι η κλάση αυτή διακεκριµένων τριγώνων επαληθεύει τα αξιώµατα pTR1q´ pTR4q και
συνεπώς η κατηγορία A αποτελεί µία τριγωνισµένη κατηγορία.



Κεφάλαιο 4

Παραγόµενες Κατηγορίες

Ο κύριος στόχος αυτού του κεφαλαίου είναι η κατασκευή της παραγόµενης κατηγορίας µίας
αβελιανής κατηγορίας χρησιµοποιώντας τη ϑεωρία που αναπτύχθηκε στα δύο προηγούµενα κε-
ϕάλαια. Η πορεία που ϑα ακολουθηθεί είναι σύµφωνη µε τον Milicic στο [39, Chapter 3] και
αποτελείται αρχικά από τον ορισµό της κατηγορίας των συµπλόκων ChpAq µίας προσθετικής κα-
τηγορίας A. Μέσω της ChpAq κατασκευάζεται στη συνέχεια η οµοτοπική κατηγορία συµπλόκων
KpAq, η οποία αποδεικνύεται ότι είναι τριγωνισµένη. Τέλος, ορίζεται η παραγόµενη κατηγορία
DpAq, η οποία αποτελεί απλώς την τοπικοποίηση της οµοτοπικής κατηγορίας ως προς µία ειδική
κλάση µορφισµών.

4.1 Σύµπλοκα

Μία από τις πιο ϐασικές ίσως έννοιες στην οµολογική άλγεβρα είναι η αντικατάσταση ενός αντι-
κειµένου σε µία κατηγορία C, µε ένα σύµπλοκο αντικειµένων της C, το οποίο αποτελείται από επί
µέρους αντικείµενα και µορφισµούς τα οποία ικανοποιούν ορισµένες «καλές ιδιότητες». Για παρά-
δειγµα, υπάρχουν περιπτώσεις, (όπως όταν ϑεωρούµε τον παραγόµενο συναρτητή του τανυστικού
γινοµένου) στις οποίες ένα πρότυπο µπορεί να αντικατασταθεί µε µία σύµπλοκο προβολικών (ή
επίπεδων) προτύπων. Ευθύς αµέσως παραθέτουµε τον ορισµό ενός συµπλόκου σε µία προσθετική
κατηγορία.

Ορισµός 4.1.1. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία. ΄Ενα (αλυσιδωτό) σύµπλοκο (chain com-
plex), C‚ “ tCn, B

C
n unPZ στην A, είναι µία ακολουθία αντικειµένων tCnunPZ και µορφισµών

BCn : Cn ÝÑ Cn´1 έτσι ώστε BCn ˝ B
C
n`1 “ 0 για κάθε n P Z.

Ο µορφισµός BCn , για κάθε n P Z, καλείται το διαφορικό (boundary operator) του συµπλόκου
και ένα σύµπλοκο tCn, BCn u ϑα αναπαριστάται ως

C‚ : ¨ ¨ ¨ // Cn`1

B
C
n`1 // Cn

B
C
n // Cn´1

// ¨ ¨ ¨

∆υϊκά, ορίζεται και η έννοια του συν-αλυσιδωτού συµπλόκου:

Ορισµός 4.1.2. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία. ΄Ενα (συν-αλυσιδωτό) σύµπλοκο (cochain
complex), C‚ “ tCn, BnCunPZ στην A, είναι µία ακολουθία αντικειµένων tCnunPZ και µορφισµών
BnC : Cn ÝÑ Cn`1 έτσι ώστε Bn`1

C ˝ BnC “ 0 για κάθε n P Z.
Ο µορφισµός Bn, για κάθε n P Z, καλείται το διαφορικό (boundary operator) του συµπλόκου

και ένα συν-αλυσιδωτό σύµπλοκο tCn, BnCu ϑα αναπαριστάται ως

C‚ : ¨ ¨ ¨ // Cn´1
B
n´1
C // Cn

B
n
C // Cn`1 // ¨ ¨ ¨

123
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Σχόλιο 4.1.3. Στα πλαίσια της ϑεωρίας που ϑα αναπτυχθεί στη συνέχεια, τα σύµπλοκα που ϑα
χρησιµοποιηθούν ϑα είναι σχεδόν σε κάθε περίπτωση συν-αλυσιδωτά. Θα επικεντρωθούµε, έτσι,
στην ανάλυση µόνο συν-αλυσιδωτών συµπλόκων και για χάριν συντοµίας, ϑα αναφερόµαστε σε
ένα συν-αλυσιδωτό σύµπλοκο απλά ως «σύµπλοκο».

Σχόλιο 4.1.4. Σύµφωνα µε τον Milicic, ϐλ. [39], αν A είναι µία προσθετική κατηγορία, ένα ϐαθ-
µωτό αντικείµενο C στην A είναι µία οικογένεια αντικείµενων C “ tCnunPZ και ο δείκτης n
του αντικειµένου Cn καλείται ϐαθµός του αντικειµένου. ΄Ενας ϐαθµωτός µορφισµός f ϐαθ-
µού p στην A είναι µία οικογένεια µορφισµών f “ tfn : Cn ÝÑ Dn`punPZ. Στη συνέχεια, ϑα
συµβολίζουµε µε Homp

pC‚, D‚q το σύνολο όλων των ϐαθµωτών µορφισµών ϐαθµού p µεταξύ των
συµπλόκων C‚ και D‚.

Με τον παραπάνω συµβολισµό, ένα σύµπλοκο tCn, BnCu είναι ένα Ϲεύγος που αποτελείται από
ένα ϐαθµωτό αντικείµενο tCnunPZ και έναν ϐαθµωτό µορφισµό BC P Hom1

pC‚, C‚q, έτσι ώστε
B
n`1
C ˝ BnC “ 0.

Φυσικό επακόλουθο είναι ο ορισµός µορφισµών µεταξύ συµπλόκων.

Ορισµός 4.1.5. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία και C‚ “ tCn, BnCu, D
‚ “ tDn, BnDu δύο

σύµπλοκα στην A. ΄Ενας µορφισµός συµπλόκων (chain morphism) f : C‚ ÝÑ D‚ είναι µία
ακολουθία µορφισµών f “ tfn : Cn ÝÑ DnunPZ έτσι ώστε το παρακάτω διάγραµµα να είναι
µεταθετικό :

¨ ¨ ¨ // Cn´1
B
n´1
C //

fn´1

��

Cn
B
n
C //

fn

��

Cn`1 //

fn`1

��

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Dn´1
B
n´1
D // Dn

B
n
D // Dn`1 // ¨ ¨ ¨

Ισχύει δηλαδή fn`1 ˝ BnC “ B
n
D ˝ f

n για κάθε n P Z.

Ο χαρακτηρισµός ενός µορφισµού ως µονοµορφισµός, επιµορφισµός ή ισοµορφισµός επεκτεί-
νεται και στους µορφισµούς συµπλόκων κατά ϐαθµό:

Ορισµός 4.1.6. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία και f : C‚ ÝÑ D‚ ένας µορφισµών συµπλό-
κων. Τότε :

• Ο µορφισµός συµπλόκων f καλείται µονοµορφισµός συµπλόκων αν ο µορφισµός
fn : Cn ÝÑ Dn είναι µονοµορφισµός για κάθε n P Z.

• Ο µορφισµός συµπλόκων f καλείται επιµορφισµός συµπλόκων αν ο µορφισµός
fn : Cn ÝÑ Dn είναι επιµορφισµός για κάθε n P Z.

• Ο µορφισµός συµπλόκων f καλείται ισοµορφισµός συµπλόκων αν ο µορφισµός
fn : Cn ÝÑ Dn είναι ισοµορφισµός για κάθε n P Z.

Παρατήρηση 4.1.7. Βλέπουµε ότι, αν A είναι µία προσθετική κατηγορία, µπορούµε να σχηµα-
τίσουµε µία νέα κατηγορία τα αντικείµενα της οποίας είναι σύµπλοκα αντικειµένων της A ενώ οι
µορφισµοί αυτής είναι οι µορφισµοί συµπλόκων. Η σύνθεση δύο µορφισµών συµπλόκων ορίζε-
ται κατά ϐαθµό, δηλαδή αν f : C‚ ÝÑ D‚ και g : D‚ ÝÑ E‚ είναι δύο µορφισµοί συµπλόκων,
ορίζουµε g ˝ f : C‚ ÝÑ E‚ “ tgn ˝ fnunPZ.

Ορισµός 4.1.8. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία. Η κατηγορία η οποία έχει ως αντικείµενα
σύµπλοκα αντικειµένων της A και ως µορφισµούς, µορφισµούς συµπλόκων καλείται η κατηγορία
συµπλόκων αντικειµένων της A και ϑα συµβολίζεται µε ChpAq.
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Παράδειγµα 4.1.9. Αν C‚ “ tCn, BnCu είναι ένα σύµπλοκο σε µία προσθετική κατηγορία A, ο
ταυτοτικός µορφισµός στην κατηγορία συµπλόκων ChpAq στο C‚, ο οποίος ϑα συµβολίζεται µε 1C ,
είναι ο µορφισµός συµπλόκων 1C : C‚ ÝÑ C‚ µε 1C‚ “ t1CnunPZ όπως ϕαίνεται στο παρακάτω
διάγραµµα:

¨ ¨ ¨ // Cn´1
B
n´1
C //

1Cn´1

��

Cn
B
n
C //

1Cn

��

Cn`1 //

1Cn`1

��

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Cn´1
B
n´1
C // Cn

B
n
C // Cn`1 // ¨ ¨ ¨

Ορισµός 4.1.10. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και ChpAq η αντίστοιχη κατηγορία συµπλό-
κων. Ορίζουµε έναν συναρτητή Σ: ChpAq ÝÑ ChpAq ο οποίος καλείται συναρτητής µεταφοράς
(translation fucntor ή shift functor) και αντιστοιχίζει κάθε σύµπλοκο C‚ στο σύµπλοκο ΣC‚ το
οποίο δίνεται από :

ΣCn “ Cn`1

BnΣC “ ´B
n`1
C

για κάθε n P Z. Επιπλέον, η εικόνα ενός µορφισµού συµπλόκων f : C‚ ÝÑ D‚ µέσω του Σ, έιναι
ένας µορφισµός συµπλόκων Σf : ΣC‚ ÝÑ ΣD‚ ο οποίος ορίζεται ως Σfn “ fn`1 για κάθε n P Z.

Σχόλιο 4.1.11. Εύκολα ϐλέπουµε ότι ο συναρτητής Σ είναι ένας αυτοµορφισµός της κατηγορίας
συµπλόκων ChpAq ο οποίος µετατοπίζει ένα σύµπλοκο µία ϑέση προς τα αριστερά. Συχνά στη
ϐιβλιογραφία, το σύµπλοκο ΣnC‚ συµβολίζεται µε C‚rns για κάθε n P Z. ΄Ετσι, το C‚rns είναι το
σύµπλοκο το οποίο ορίζεται ως :

pC‚rnsqi “ Ci`n

BiCrns “ p´1qnBi`nC

Ορισµός 4.1.12. ΄Ενα σύµπλοκο C‚ λέγεται άνω ϕραγµένο (αντίστοιχα κάτω ϕραγµένο) αν
υπάρχει ένα n0 P Z έτσι ώστε Cn “ 0 για κάθε n ą n0 (αντίστοιχα Cn “ 0 για κάθε n ă n0). ΄Ενα
σύµπλοκο C‚ καλείται ϕραγµένο αν είναι άνω και κάτω ϕραγµένο.

Χρησιµοποιώντας αυτά τα σύµπλοκα µπορούµε να ορίσουµε τις ακόλουθες πλήρεις υποκατη-
γορίες της κατηγορίας συµπλόκων (ϐλ. [52, Chapitre ΙΙΙ, §1.1]).

Ορισµός 4.1.13. Θα συµβολίζουµε µε Ch´pAq (αντίστοιχα Ch`pAq) την πλήρη υποκατηγορία της
ChpAq η οποία αποτελείται από άνω ϕραγµένα (αντίστοιχα κάτω ϕραγµένα) σύµπλοκα και µε ChbpAq
την πλήρη υποκατηγορία της ChpAq η οποία αποτελείται από ϕραγµένα σύµπλοκα. Επιπλέον,
ϑα γράφουµε συχνά Ch˚pAq για οποιαδήποτε από τις παραπάνω κατηγορίες ϑέτοντας δηλαδή:
˚ “ t´,`, bu.

Η κατηγορία των συµπλόκων «διατηρεί» την προσθετικότητα, όπως ϐλέπουµε στην ακόλουθη
πρόταση από το [31, Proposition 1.4.].

Πρόταση 4.1.14. ΄ΕστωA µία προσθετική κατηγορία. Τότε και η κατηγορία των συµπλόκων ChpAq
είναι επίσης προσθετική.

Απόδειξη. ΄Εστω C‚, D‚ δύο σύµπλοκα και f, g : C‚ ÝÑ D‚ δύο µορφισµοί µεταξύ αυτών µε
f “ tfnunPZ και g “ tgnunPZ. Αρχικά, ορίζουµε µία πράξη πρόσθεσης στο σύνολο µορφισµών
HomChpAqpC

‚, D‚q, ϑέτοντας :
f ` g “ tfn ` gnunPZ

Χρησιµοποιώντας την προσθετική δοµή της κατηγορίας A προκύπτει εύκολα ότι µε αυτήν την
πράξη το σύνολο µορφισµώνHomChpAqpC

‚, D‚q αποκτά µία δοµή αβελιανής οµάδας και η σύνθεση
των µορφισµών

HomChpAqpD
‚, E‚q ˆ HomChpAqpC

‚, D‚q ÝÑ HomChpAqpC
‚, E‚q
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είναι διγραµµική για κάθε C‚, D‚, E‚ P ob
`

ChpAq
˘

.
Το µηδενικό αντικείµενο στην κατηγορία ChpAq είναι το σύµπλοκο p0A, B0q, όπου το 0A είναι

το µηδενικό αντικείµενο της προσθετικής κατηγορίας A και το διαφορικό B0 : 0A ÝÑ 0A είναι ο
µορφισµός του µηδενικού αντικειµένου.

¨ ¨ ¨ // 0 // 0 // 0 // ¨ ¨ ¨

Το ευθύ άθροισµα δύο συµπλόκων C‚ “ tCn, BnCu και D‚ “ tDn, BnDu ορίζεται κατά ϐαθµό
µέσω του ευθέος αθροίσµατος της προσθετικής κατηγορίας A. ΄Ετσι ορίζουµε

C‚ ‘D‚ “ tCn ‘Dn, BnunPZ

όπου το διαφορικό δίνεται από την καθολική ιδιότητα του ευθέος αθροίσµατος στην A όπως
ϕαίνεται στο παρακάτω διάγραµµα:

Cn`1 ‘Dn`1

Cn

iCn`1˝B
n
C

??

iCn
// Cn ‘Dn

D B
n

OO

Dn

iDn`1˝B
n
D

__

iDn
oo

όπου

iCn “

ˆ

1Cn

0

˙

, iDn “

ˆ

0
1Dn

˙

, Bn “

ˆ

BnC 0
0 BnD

˙

Από το µεταθετικό διάγραµµα

Cn`2 ‘Dn`2

Cn
iCn

//

0

??

Cn ‘Dn

B
n`1

˝B
n

OO

Dn

0

__

iDn
oo

λόγω της µοναδικότητας στην καθολική ιδιότητα προκύπτει ότι Bn`1˝Bn “ 0, άρα το tCn ‘Dn, BnunPZ
είναι ένα σύµπλοκο στην A. Επιπλέον, το σύµπλοκο αυτό ικανοποιεί τις ιδιότητες ενός ευθέος
αθροίσµατος στην κατηγορία συµπλόκων ChpAq. ΄Εχουµε έτσι τις ϕυσικές εγκλείσεις :

iC : C‚ ÝÑ C‚ ‘D‚ µε iC “

"

iCn “

ˆ

1Cn

0

˙

: Cn ÝÑ Cn ‘Dn

*

nPZ

και

iD : D‚ ÝÑ C‚ ‘D‚ µε iD “

"

iDn “

ˆ

0
1Dn

˙

: Dn ÝÑ Cn ‘Dn

*

nPZ

Αντίστοιχα, έχουµε τις ϕυσικές προβολές :

pC : C‚ ‘D‚ ÝÑ C‚ µε pC “
 

pCn “
`

1Cn 0
˘

: Cn ‘Dn ÝÑ Cn
(

nPZ

και
pD : C‚ ‘D‚ ÝÑ D‚ µε pD “

 

pDn “
`

0 1Dn
˘

: Cn ‘Dn ÝÑ Dn
(

nPZ
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Οι µορφισµοί αυτοί ικανοποιούν τις σχέσεις :

pC ˝ 1C “ 1C

pD ˝ 1D “ 1D

1C ˝ pC ` 1D ˝ pD “ 1C‘D

Τέλος, µένει να ελέγξουµε αν πληρείται η καθολική ιδιότητα του ευθέος αθροίσµατος. ΄ΕστωE‚ ένα
σύµπλοκο και µορφισµοί fC : C‚ ÝÑ E‚ και fD : D‚ ÝÑ E‚. Τότε, για κάθε n P Z, από την κα-
ϑολική ιδιότητα του ευθέος αθροίσµατος υπάρχει ένας µοναδικός µορφισµός fn : Cn ‘Dn ÝÑ En

έτσι ώστε fn ˝ iCn “ pfCqn και fn ˝ iDn “ pfDqn, όπως ϕαίνεται στο παρακάτω διάγραµµα:

En

Cn

pfCq
n

??

iCn
// Cn ‘Dn

D ! fn

OO

Dn

pfDq
n

__

ιDn
oo

Τότε ο f “ tfnunPZ : C‚ ‘ D‚ ÝÑ E‚ είναι ο µοναδικός µορφισµός συµπλόκων έτσι ώστε
fC “ f ˝ iC και fD “ f ˝ iD. �

Παρατήρηση 4.1.15. Αν A είναι µία τυχούσα προσθετική κατηγορία και ChpAq η αντίστοιχη
κατηγορία συµπλόκων, ορίζουµε έναν συναρτητή C : A ÝÑ ChpAq ως εξής :

• Στα αντικείµενα: Για κάθε αντικείµενο X P obpAq, ϑέτουµε CpXqn “

#

X , αν n “ 0

0 , αν n ‰ 0

• Στους µορφισµούς : Για κάθε µορφισµό f : X ÝÑ Y στηνA, ϑέτουµεCpfqn “

#

f , αν n “ 0

0 , αν n ‰ 0

Το σύµπλοκο CpXq καλείται και stalk complex του X.
Προκύπτει εύκολα ότι ο συναρτητής f : A ÝÑ ChpAq είναι πλήρης και πιστός και έτσι η

κατηγορία A είναι ισόµορφη µε την πλήρη υποκατηγορία της ChpAq η οποία αποτελείται από
σύµπλοκα C‚ µε Cn “ 0 για n ‰ 0.

Κατ΄ αντιστοιχία µε την προσθετικότητα, η κατηγορία συµπλόκων διατηρεί και την αβελιανή
δοµή µίας κατηγορίας όπως προκύπτει από την ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 4.1.16. ( [31, Proposition 2.5.]) Αν η κατηγορία A είναι αβελιανή, τότε και η κατηγορία
των συµπλόκων ChpAq είναι επίσης αβελιανή.

Απόδειξη. Αρχικά, γνωρίζουµε από την Πρόταση 4.1.14 ότι η ChpAq είναι µία προσθετική κα-
τηγορία. Θα δείξουµε ότι κάθε µορφισµός συµπλόκων f : C‚ ÝÑ D‚ στην ChpAq έχει πυρήνα
και συνπυρήνα. Αφού η κατηγορία A είναι αβελιανή, για κάθε n P Z, υπάρχει ένας πυρήνας
αn “ kerf : Kerfn ÝÑ Cn του µορφισµού fn : Cn ÝÑ Dn. Από την καθολική ιδιότητα του
πυρήνα, αφού

fn`1 ˝ BnC ˝ α
n “ BnD ˝ f

n ˝ αn “ 0
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για κάθε n P Z υπάρχει µοναδικός µορφισµός Bn : Kerfn ÝÑ Kerfn`1 έτσι ώστε το παρακάτω
διάγραµµα να είναι µεταθετικό

¨ ¨ ¨ // Kerfn´1 B
n´1
//

αn´1

��

Kerfn
B
n
//

αn

��

Kerfn`1 //

αn`1

��

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Cn´1
B
n´1
C //

fn´1

��

Cn
B
n
C //

fn

��

Cn`1 //

fn`1

��

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Dn´1
B
n´1
D // Dn

B
n
D // Dn`1 // ¨ ¨ ¨

Λόγω της µεταθετικότητας, έχουµε

αn`1 ˝ Bn ˝ Bn`1 “ BnC ˝ α
n ˝ Bn´1 “ BnC ˝ B

n´1
C ˝ αn´1 “ 0

και αφού ο αn`1 είναι µονοµορφισµός, έχουµε Bn ˝ Bn´1 “ 0 για κάθε n P Z. ΄Αρα η οι-
κογένεια tKerfn, BnunPZ σχηµατίζει ένα σύµπλοκο στην ChpAq και ο µορφισµός συµπλόκων
α “ tαn : Kerfn ÝÑ CnunPZ είναι ένας πυρήνας του f . Συνεπώς, κάθε µορφισµός στην ChpAq
έχει πυρήνα και δυϊκά αποδεικνύεται και ότι κάθε µορφισµός στην ChpAq έχει συνπυρήνα.

Αν ο µορφισµός συµπλόκων f είναι µονοµορφισµός, τότε, για κάθε n P Z, ο µορφισµός fn

είναι µονοµορφισµός και αφού η κατηγορία A είναι αβελιανή, ϑα είναι ο πυρήνας του συνπυρήνα
του. ΄Ετσι, προκύπτει ότι και ο µορφισµός συµπλόκων f είναι ο πυρήνας του συνπυρήνα του.

Τέλος, αν ο µορφισµός συµπλόκων f είναι επιµορφισµός, τότε µε ένα δυϊκό επιχείρηµα ϐλέ-
πουµε επίσης ότι ο f είναι ο πυρήνας του συνπυρήνα του, ολοκληρώνοντας την απόδειξη ότι η
κατηγορία ChpAq είναι αβελιανή. �

4.2 Η Οµοτοπική Κατηγορία

Θα ορίσουµε στη συνέχεια µία σχέση στο σύνολο µορφισµών HomChpAqpC
‚, D‚q η οποία καλείται

σχέση οµοτοπίας και προέρχεται ιστορικά από τον κλάδο της αλγεβρικής τοπολογίας. Σε αυτό το
πλαίσιο, δύο συνεχείς απεικονίσεις από έναν χώρο X σε έναν χώρο U καλούνται οµοτοπικές εάν
υπάρχει µία συνεχής «παραµόρφωση» από την πρώτη απεικόνιση στη δεύτερη (ϐλ. [37, Chapter
ΙΙ, §8]).

Ορισµός 4.2.1. ΄ΕστωA µία προσθετική κατηγορία,C‚,D‚ δύο σύµπλοκα στηνA και f, g : C‚ ÝÑ D‚

δύο µορφισµοί µεταξύ αυτών. Θα λέµε ότι οι µορφισµοί f και g είναι οµοτοπικοί και ϑα γράφουµε
f « g, αν υπάρχει µία ακολουθία µορφισµών φ “ tφn : Cn ÝÑ Dn´1unPZ στην A, έτσι ώστε

fn ´ gn “ Bn´1
D ˝ φn ` φn`1 ˝ BnC

για κάθε n P Z.

¨ ¨ ¨ // Cn´1
B
n´1
C //

fn´1

��

gn´1

��

Cn

φn

��

B
n
C //

fn

��

gn

��

Cn`1

φn`1

��

//

fn`1

��

gn`1

��

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Dn´1
B
n´1
D // Dn

B
n
D // Dn`1 // ¨ ¨ ¨
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Η οικογένεια ϐαθµωτών µορφισµών φ P Hom´1
pC‚, D‚q λέµε ότι αποτελεί µία οµοτοπία από τον

µορφισµό συµπλόκων f στον µορφισµό συµπλόκων g και ϑα γράφουµε φ : f  g. Η σχέση «
καλείται σχέση οµοτοπίας.

Παρατήρηση 4.2.2. Στον παραπάνω ορισµό, στην ιδιαίτερη περίπτωση που ο µορφισµός g είναι
ο µηδενικός, ο µορφισµός f ϑα είναι οµοτοπικός µε τον µηδενικό µορφισµό, δηλαδή ϑα υπάρχει
µία ακολουθία µορφισµών φ “ tφn : Cn ÝÑ Dn´1unPZ στην A, έτσι ώστε

fn “ Bn´1
D ˝ φn ` φn`1 ˝ BnC

Σε αυτήν την περίπτωση ϑα λέµε ότι ο f είναι 0-οµοτοπικός. Θα συµβολίζουµε µε HtpC
‚, D‚q

το υποσύνολο της αβελιανής οµάδας HomChpAqpC
‚, D‚q το οποίο αποτελείται από όλους τους

µορφισµούς συµπλόκων C‚ ÝÑ D‚ που είναι 0-οµοτοπικοί.

΄Αµεσα ϐλέπουµε πως δύο µορφισµοί συµπλόκων f, g : C‚ ÝÑ D‚ είναι οµοτοπικοί αν-ν ο
µορφισµός f ´ g είναι 0-οµοτοπικός.

Λήµµα 4.2.3. Το υποσύνολο HtpC
‚, D‚q είναι µία υποοµάδα της HomChpAqpC

‚, D‚q.

Απόδειξη. Ο µηδενικός µορφισµός της HomChpAqpC
‚, D‚q είναι 0-οµοτοπικός, συνεπώς ανήκει

στο υποσύνολο HtpC
‚, D‚q.

΄Εστω f, g P HtpC‚, D‚q δύο µορφισµοί συµπλόκων οµοτοπικοί µε το µηδέν. Τότε ϑα υπάρχουν
οµοτοπίες h : f  0 και k : g  0 έτσι ώστε

fn “ Bn´1
D ˝ hn ` hn`1 ˝ BnC

και
gn “ Bn´1

D ˝ kn ` kn`1 ˝ BnC

για κάθε n P Z. Προσθέτοντας, προκύπτει ότι

fn ` gn “ Bn´1
D ˝ phn ` knq ` phn`1 ` kn`1q ˝ BnC

για κάθε n P Z, δηλαδή ο µορφισµός f`g : C‚ ÝÑ D‚ είναι 0-οµοτοπικός και f`g P HtpC‚, D‚q.
Τέλος, αν f P HtpC‚, D‚q, τότε ϑα υπάρχει µία οµοτοπία h : f  0 έτσι ώστε

fn “ Bn´1
D ˝ hn ` hn`1 ˝ BnC

΄Οµως τότε έχουµε:
´fn “ Bn´1

D ˝ p´hnq ` p´hn`1q ˝ BnC

δηλαδή και ο µορφισµός ´f είναι 0-οµοτοπικός και ´f P HtpC
‚, D‚q. Συνεπώς το υποσύνολο

HtpC
‚, D‚q είναι µία υποοµάδα της HomChpAqpC

‚, D‚q. �

Με την ακόλουθη πρόταση ϑα δούµε ότι η σχέση οµοτοπίας που µόλις ορίστηκε διαµερίζει
το σύνολο µορφισµών HomChpAqpC

‚, D‚q σε κλάσεις ισοδυναµίας οι οποίες καλούνται κλάσεις
οµοτοπίας.

Πρόταση 4.2.4. Ησχέση οµοτοπίας είναι µία σχέση ισοδυναµίας στην αβελιανή οµάδαHomChpAqpC
‚, D‚q,

η οποία διατηρεί την σύνθεση. Αν δηλαδή f, g : C‚ ÝÑ D‚ είναι δύο µορφισµοί συµπλόκων µε
f « g, τότε για δύο µορφισµούς συµπλόκων u : U‚ ÝÑ C‚ και v : D‚ ÝÑ V ‚, έχουµε f ˝ u « g ˝ u
και v ˝ f « v ˝ g.

Απόδειξη. Αρχικά, ϑα δείξουµε ότι η σχέση οµοτοπίας είναι µία σχέση ισοδυναµίας εξετάζοντας
αν είναι αυτοπαθής, συµµετρική και µεταβατική.

• Αν f : C‚ ÝÑ D‚ είναι ένας µορφισµός συµπλόκων τότε από την µηδενική οµοτοπία
0: f  f άµεσα προκύπτει ότι f « f και η σχέση οµοτοπίας είναι αυτοπαθής.
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• Αν για τους µορφισµούς f, g : C‚ ÝÑ D‚ ισχύει f « g, τότε υπάρχει µία οµοτοπία φ : f  g
έτσι ώστε :

fn ´ gn “ Bn´1
D ˝ φn ` φn`1 ˝ BnC

για κάθε n P Z. ΄Αµεσα ϐλέπουµε ότι η οικογένεια µορφισµών ´φ “ t´φnunPZ είναι µία
οµοτοπία : g  f και ισχύει

gn ´ fn “ Bn´1
D ˝ p´φnq ` p´φn`1q ˝ BnC

Συνεπώς g « f και η σχέση είναι συµµετρική.

• Μένει να δείξουµε ότι η σχέση οµοτοπίας είναι και µεταβατική. ΄Εστω f, g, h : C‚ ÝÑ D‚

µορφισµοί συµπλόκων µε f « g και g « h. Τότε, υπάρχει µία οµοτοπία φ : f  g έτσι ώστε

fn ´ gn “ Bn´1
D ˝ φn ` φn`1 ˝ BnC (4.1)

για κάθε n P Z, καθώς και µία οµοτοπία ψ : g  h έτσι ώστε

gn ´ hn “ Bn´1
D ˝ ψn ` ψn`1 ˝ BnC (4.2)

για κάθε n P Z. Προσθέτοντας τις (4.1) και (4.2) προκύπτει ότι

fn ´ hn “ Bn´1
D ˝ pφn ` ψnq ` pφn`1 ` ψn`1q ˝ BnC

Αποκτούµε έτσι µία οµοτοπία φ` ψ : f  h, συνεπώς f « h και η σχέση είναι µεταβατική.

Τέλος, αν f, g : C‚ ÝÑ D‚ είναι δύο µορφισµοί συµπλόκων µε f « g, έχουµε

fn ´ gn “ Bn´1
D ˝ φn ` φn`1 ˝ BnC

και τότε για έναν µορφισµό συµπλόκων u : U‚ ÝÑ C‚ προκύπτει ότι :

fn ˝ un ´ gn ˝ un “ Bn´1
D ˝ φn ˝ un ` φn`1 ˝ BnC ˝ u

n

“ B
n´1
D ˝ φn ˝ un ` φn`1 ˝ un`1 ˝ BnU

για κάθε n P Z. Εποµένως, η οικογένεια µορφισµών tφn ˝ un : Un ÝÑ Dn´1unPZ αποτελεί µία
οµοτοπία f ˝ u g ˝ u και συνεπώς f ˝ u « g ˝ u.

Παρόµοια, για έναν µορφισµό συµπλόκων v : D‚ ÝÑ V ‚, έχουµε

vn ˝ fn ´ vn ˝ gn “ vn ˝ Bn´1
D ˝ φn ` vn ˝ φn`1 ˝ BnC

“ B
n´1
V ˝ vn´1 ˝ φn ` vn ˝ φn`1 ˝ BnC

Η οικογένεια µορφισµών tvn´1 ˝ φn : Cn ÝÑ V n´1unPZ αποτελεί έτσι µία οµοτοπία v ˝ f  v ˝ g
και άρα v ˝ f « v ˝ g. �

Λήµµα 4.2.5. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία και f : C‚ ÝÑ D‚ και g : D‚ ÝÑ E‚ δύο
µορφισµοί συµπλόκων. Αν ο µορφισµός f ή ο µορφισµός g είναι 0-οµοτοπικός, τότε και ο µορφισµός
g ˝ f είναι 0-οµοτοπικός.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο µορφισµός f είναι 0-οµοτοπικός. Τότε υπάρχει µία οµοτοπία h : f  0 έτσι
ώστε :

fn “ Bn´1
D ˝ hn ` hn`1 ˝ BnC

για κάθε n P Z. Εποµένως, συνθέτοντας µε τον µορφισµό g, ϑα έχουµε:

gn ˝ fn “ gn ˝ Bn´1
D ˝ hn ` gn ˝ hn`1 ˝ BnC “ B

n´1
E ˝ gn`1 ˝ hn ` gn ˝ hn`1 ˝ BnC
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για κάθε n P Z, και η οικογένεια µορφισµών tgn´1˝hn : Cn ÝÑ En´1unPZ αποτελεί µία οµοτοπία
g ˝ f  0 και άρα g ˝ f « 0.

¨ ¨ ¨ // Cn´1
B
n´1
C //

fn´1

��

Cn
B
n
C //

fn

��

hn

��

Cn`1 //

fn`1

��

hn`1

��

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Dn´1
B
n´1
D //

gn´1

��

Dn
B
n
D //

gn

��

kn

��

Dn`1 //

gn`1

��

kn`1

��

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // En´1
B
n´1
E // En

B
n
E // En`1 // ¨ ¨ ¨

΄Εστω τώρα ότι ο µορφισµός g είναι 0-οµοτοπικός. Παρόµοια, ϑα υπάρχει µία οµοτοπία
k : g  0 έτσι ώστε

gn “ Bn´1
E ˝ kn ` kn`1 ˝ BnD

για κάθε n P Z και έτσι :

gn ˝ fn “ Bn´1
E ˝ kn ˝ fn ` kn`1 ˝ BnD ˝ f

n “ B
n´1
E ˝ kn ˝ fn ` kn`1 ˝ fn`1 ˝ BnC

για κάθε n P Z, και παρόµοια, η οικογένεια µορφισµών tgn´1 ˝ hn : Cn ÝÑ En´1unPZ αποτελεί
µία οµοτοπία g ˝ f  0 και άρα g ˝ f « 0. �

Είµαστε πλέον σε ϑέση να ορίσουµε µία σύνθεση στις κλάσεις ισοδυναµίας των µορφισµών
συµπλόκων ως προς την σχέση οµοτοπίας. Από το Λήµµα 4.2.3, η HomChpAqpC

‚, D‚q{HtpC
‚, D‚q

είναι µία αβελιανή οµάδα κλάσεων οµοτοπικών µορφισµών µεταξύ των συµπλόκων C‚ και D‚.
Από το Λήµµα 4.2.5, η απεικόνιση σύνθεσης

HomChpAqpD
‚, E‚q ˆ HomChpAqpC

‚, D‚q ÝÑ HomChpAqpC
‚, E‚q

pg, fq ÞÝÑ g ˝ f

επάγει µία διγραµµική απεικόνιση στις αντίστοιχες κλάσεις οµοτοπικών µορφισµών:

HomChpAqpD
‚, E‚q{HtpD

‚, E‚qˆHomChpAqpC
‚, D‚q{HtpC

‚, D‚q ÝÑ HomChpAqpC
‚, E‚q{HtpC

‚, E‚q

η οποία είναι καλώς ορισµένη µέσω της σύνθεσης στους αντιπροσώπους. Καταλήγουµε έτσι στον
ορισµό της οµοτοπικής κατηγορίας :

Ορισµός 4.2.6. ΄ΕστωA µία προσθετική κατηγορία και ChpAq η αντίστοιχη κατηγορία συµπλόκων.
Η οµοτοπική κατηγορία KpAq της A ορίζεται ως εξής :

• obpKpAqq “ obpChpAqq

• HomKpAqpC
‚, D‚q “ HomChpAqpC

‚, D‚q{HtpC
‚, D‚q, για δύο τυχαία αντικείµενα C‚ και D‚

της KpAq.

Είναι εύκολο να αντιληφθεί κανείς ότι ο κύριος σκοπός εισαγωγής της οµοτοπικής κατηγορίας
είναι η µετατροπή των µορφισµών συµπλόκων της CpAq οι οποίοι είναι οµοτοπικοί µε το µηδέν,
σε µορφισµούς οι οποίοι είναι ισόµορφοι µε το µηδέν. Προφανώς, ένας µορφισµός 0-οµοτοπικός
στην ChpAq είναι, όντως, ο µηδενικός µορφισµός της κατηγορίας KpAq.
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Σχόλιο 4.2.7. ΄Ενας µορφισµός συµπλόκων f : C‚ ÝÑ D‚ καλείται οµοτοπική ισοδυναµία αν
υπάρχει ένας µορφισµός συµπλόκων g : D‚ ÝÑ C‚ έτσι ώστε f ˝ g « 1D‚ και g ˝ f « 1C‚ . Σε
αυτήν την περίπτωση, η εικόνα του f στην οµοτοπική κατηγορία είναι ένας ισοµορφισµός και
αυτοί είναι ακριβώς οι ισοµορφισµοί της οµοτοπικής κατηγορίας.

Σχόλιο 4.2.8. Αν f : C‚ ÝÑ D‚ είναι ένας µορφισµός στην κατηγορία συµπλόκων ChpAq, συχνά
ϑα συµβολίζουµε την κλάση οµοτοπίας του f µε f .

Αντίστροφα, αν u : C‚ ÝÑ D‚ είναι ένας µορφισµός στην οµοτοπική κατηγορία KpAq, ο u ϑα
αποτελεί οµοτοπική εικόνα κάποιου µορφισµού της κατηγορίας συµπλόκων ChpAq. Συµβατικά,
όταν ϑα συµβολίζουµε έναν µορφισµό της KpAq µε f : C‚ ÝÑ D‚, ϑα ϑεωρούµε ότι αποτελεί
εικόνα ενός µορφισµού f : C‚ ÝÑ D‚ της ChpAq.

Η οµοτοπική κατηγορία διατηρεί την προσθετική δοµή:

Πρόταση 4.2.9. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία. Τότε η οµοτοπική κατηγορία KpAq είναι µία
προσθετική κατηγορία και ο συναρτητής πηλίκο π : ChpAq ÝÑ KpAq είναι επίσης προσθετικός.

Απόδειξη. Αρχικά, το µηδενικό αντικείµενο της KpAq είναι το µηδενικό αντικείµενο της ChpAq ενώ
λόγω του Λήµµατος 4.2.5, το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας ως πηλίκο της αβελιανής οµάδας
HomChpAqpC

‚, D‚q, κληρονοµεί µία προσθετική δοµή η οποία ορίζεται µέσω της πρόσθεσης στους
αντιπροσώπους στην ChpAq. Αυτή η πρόσθεση είναι καλώς ορισµένη και διγραµµική.

Για οποιαδήποτε δύο σύµπλοκα C‚ και D‚ στην KpAq, ορίζουµε το ευθύ τους άθροισµα
C‚ ‘D‚ στηνKpAq ως το ευθύ άθροισµα τους στην ChpAq ενώ οι µορφισµοί έγκλεισης iC : C‚ ÝÑ C‚ ‘D‚

και iD : D‚ ÝÑ C‚ ‘ D‚ ορίζονται ως οι κλάσεις οµοτοπίας των αντίστοιχων µορφισµών στην
ChpAq. Μένει να δείξουµε ότι η καθολική ιδιότητα του ευθέος αθροίσµατος ισχύει και στην οµο-
τοπική κατηγορία.

΄ΕστωE‚ ένα σύµπλοκο στηνKpAq και µορφισµοί fC : C‚ ÝÑ C‚‘D‚ και fD : D‚ ÝÑ C‚ ‘D‚.
Τότε, από την καθολική ιδιότητα του ευθέος αθροίσµατος στην ChpAq, υπάρχει ένας µορφισµός
συµπλόκων f : C‚ ‘D‚ ÝÑ E‚. έτσι ώστε fC “ f ˝ iC και fD “ f ˝ iD. Θεωρώντας την κλάση
οµοτοπίας f του µορφισµού f , ϐλέπουµε ότι το παρακάτω διάγραµµα στην οµοτοπική κατηγορία
είναι µεταθετικό

E‚

C‚

fC

??

iC
// C‚ ‘D‚

f

OO

g

OO

D‚

fD

__

iD
oo

Τέλος, ϑα δείξουµε την µοναδικότητα του µορφισµού f στην οµοτοπική κατηγορία KpAq. ΄Εστω
g : C‚‘D‚ ÝÑ E‚ ένας άλλος µορφισµός έτσι ώστε το παραπάνω διάγραµµα να είναι µεταθετικό
στην KpAq. Θα ισχύει δηλαδή ότι g ˝ iC « fC και g ˝ iD « fD, ενώ λαµβάνοντας υπόψιν ότι
fC “ f ˝ iC και fD “ f ˝ iD έχουµε g ˝ iC « f ˝ iC και g ˝ iD « g ˝ iD. Από την πρώτη σχέση
προκύπτει η ύπαρξη µίας οµοτοπίας h : g ˝ iC  f ˝ iC , έτσι ώστε

gn ˝ inC ´ f
n ˝ inC “ B

n´1
E ˝ hn ` hn`1 ˝ BnC
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όπως ϕαίνεται στο παρακάτω µεταθετικό διάγραµµα:

¨ ¨ ¨ // Cn´1
B
n´1
C //

in´1
C

��

Cn
B
n
C //

inC

��

hn

��

Cn`1 //

in`1
C

��

hn`1

��

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Cn´1 ‘Dn´1 //

gn´1

��

fn´1

��

Cn ‘Dn

φn

||

//

gn

��

fn

��

Cn`1 ‘Dn`1

φn`1

||

//

gn`1

��

fn`1

��

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // En´1
B
n´1
E // En

B
n
E // En`1 // ¨ ¨ ¨

Λόγω της καθολικής ιδιότητας του ευθέος αθροίσµατος στην κατηγορίαA, ο µορφισµός hn : Cn ÝÑ En´1

αναλύεται µέσω της κανονικής έγκλεισης inC : Cn ÝÑ Cn ‘Dn για κάθε n P Z. Αποκτούµε έτσι
µία οικογένεια µορφισµών φ “ tφn : Cn ‘Dn ÝÑ En´1unPZ για την οποία ισχύει

pB
n´1
E ˝ φn ` φn`1 ˝ BnC‘Dq ˝ i

n
C “ B

n´1
E ˝ φn ˝ inC ` φ

n`1 ˝ BnC‘D ˝ i
C
n`1

“ B
n´1
E ˝ hn ` hn`1 ˝ BnC

“ gn ˝ inC ´ f
n ˝ inC

“ pgn ´ fnq ˝ inC

για κάθε n P Z. Αφού ο µορφισµός κανονικής έγκλεισης iC είναι µονοµορφισµός, από την παρα-
πάνω σχέση προκύπτει ότι

B
n´1
E ˝ φn ` φn`1 ˝ BnC‘D “ gn ´ fn

για κάθε n P Z. Εποµένως η οικογένεια µορφισµών φ αποτελεί µία οµοτοπία φ : f  g. ΄Αρα, οι
µορφισµοί f και g είναι οµοτοπικοί και οι αντίστοιχες κλάσεις οµοτοπίας τους στην οµοτοπική
κατηγορία είναι ίσες.

Η προσθετικότητα του συναρτητή πηλίκο π : ChpAq ÝÑ KpAq είναι άµεση. �

Παράδειγµα 4.2.10. Σε αντίθεση µε την κατηγορία συµπλόκων, η οµοτοπική κατηγορία δεν
διατηρεί την αβελιανή δοµή. Πράγµατι, αν ϑεωρήσουµε την αβελιανή κατηγορία Ab των Αβελιανών
οµάδων και ϑέσουµε ως f : C‚ ÝÑ D‚ τον παρακάτω µορφισµό συµπλόκων στην ChpAbq:

¨ ¨ ¨ // 0 //

��

0 //

��

Z //

1

��

0 //

��

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // 0 // Z 1 // Z // 0 // ¨ ¨ ¨

αποδεικνύεται ότι, ενώ στην ChpAq ο µορφισµός f έχει σαν πυρήνα το µηδενικό στοιχείο, στην
οµοτοπική κατηγορία ChpAq, ο µορφισµός f δεν έχει πυρήνα. Για περισσότερες λεπτοµέρειες
ϐλ. [31, Example 2.6.].

Ο συναρτητής µεταφοράς που ορίστηκε στον Ορισµό 4.1.10 διατηρεί την σχέση οµοτοπίας,
όπως προκύπτει από το ακόλουθο λήµµα:

Λήµµα 4.2.11. ΄ΕστωA µία προσθετική κατηγορία και f : C‚ ÝÑ D‚ ένας µορφισµός συµπλόκων.
Τότε, ο µορφισµός f είναι 0-οµοτοπικός, αν-ν ο µορφισµός Σf είναι 0-οµοτοπικός.
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Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο µορφισµός f είναι 0-οµοτοπικός. Τότε,υπάρχει µία οµοτοπία h : f  0 µε
h “ thn : Cn ÝÑ Dn´1unPZ, έτσι ώστε

fn “ Bn´1
D ˝ hn ` hn`1 ˝ BnC

για κάθε n P Z.

¨ ¨ ¨ // Cn´1
B
n´1
C //

fn´1

��

Cn
B
n
C //

fn

��

hn

��

Cn`1 //

fn`1

��

hn`1

��

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Dn´1
B
n´1
D // Dn

B
n
D // Dn`1 // ¨ ¨ ¨

Θεωρούµε τα σύµπλοκα ΣC‚ και ΣD‚ και ϑέτουµε kn “ ´hn`1 για κάθε n P Z. Τότε, για την
οικογένεια µορφισµών k “ tknunPZ ισχύει k P Hom´1

pΣC‚,ΣD‚q και :

Σfn “ fn`1 “ BnD ˝ h
n`1 ` hn`2 ˝ B

n`1
C

“ p´B
n´1
ΣD q ˝ p´k

nq ` p´kn`1q ˝ p´BnΣCq

“ B
n´1
ΣD ˝ kn ` kn`1 ˝ BnΣC

΄Ετσι, η οικογένεια µορφισµών k αποτελεί µία οµοτοπία k : Σf  0, δηλαδή ο µορφισµός συµ-
πλόκων Σf είναι 0-οµοτοπικός.

Η απόδειξη του αντιστρόφου είναι δυϊκή. �

Σχόλιο 4.2.12. Με το παραπάνω λήµµα, ϐλέπουµε ότι ο συναρτητής µεταφοράς Σ εισάγει έναν
ισοµορφισµό αβελιανών οµάδων

HomKpAqpC
‚, D‚q

„
ÝÑ HomKpAqpΣC

‚,ΣD‚q

f ÞÝÑ Σf

Προκύπτει έτσι, η ύπαρξη ενός ενδοµορφισµού της προσθετικής κατηγορίας KpAq ο οποίος κάνον-
τας κατάχρηση του συµβολισµού ϑα καλείται επίσης συναρτητής µεταφοράς και ϑα συµβολίζεται
µε Σ.

Παρατήρηση 4.2.13. ΄Εστω π : ChpAq ÝÑ KpAq ο ϕυσικός συναρτητής στο πηλίκο ο οποίος
ορίζεται ως η ταυτότητα στα αντικείµενα και απεικονίζει µορφισµούς συµπλόκων στις κλάσεις
οµοτοπίας τους. ΄Οπως γνωρίζουµε, ο π είναι ένας προσθετικός συναρτητής και άµεσα ϐλέπουµε
ότι για κάθε σύµπλοκο C‚ στην ChpAq ισχύει πpΣC‚q “ ΣπpC‚q.

Χρησιµοποιώντας τον πλήρη και πιστό συναρτητή C : A ÝÑ ChpAq της Παρατήρησης 4.1.15,
ορίζουµε έναν προσθετικό συναρτητή K “ π ˝ C : A ÝÑ KpAq.

Λήµµα 4.2.14. Ο συναρτητής K “ π ˝ C : A ÝÑ KpAq είναι πλήρης και πιστός.

Απόδειξη. ΄Εστω X,Y δύο αντικείµενα της A. Θα δείξουµε ότι η απεικόνιση

HomApX,Y q ÝÑ HomKpAqpKpXq,KpY qq

είναι 1-1 και επί. Γνωρίζουµε ότι τα KpXq και KpY q είναι σύµπλοκα στην οµοτοπική κατηγορία
για τα οποία ισχύει KpXqn “ KpY qn “ 0 για κάθε n ‰ 0 και εποµένως, για οποιονδήποτε
µορφισµό h P Hom´1

pKpXq,KpY qq ϑα έχουµε h “ 0. ΄Αρα η υποοµάδα HtpKpXq,KpY qq όλων
των µορφισµών συµπλόκων KpXq ÝÑ KpY q που είναι οµοτοπικοί µε το µηδέν, αποτελείται µόνο
από τον µηδενικό µορφισµό και

HomKpAqpKpXq,KpY qq “ HomChpAqpKpXq,KpY qq{HtpKpXq,KpY qq “ HomChpAqpKpXq,KpY qq
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΄Οµως, αφού ο συναρτητής C : A ÝÑ ChpAq είναι πλήρης και πιστός, η απεικόνιση

HomApX,Y q ÝÑ HomChpAqpKpXq,KpY qq

είναι 1-1 και επί και έτσι προκύπτει το Ϲητούµενο. �

Σύµφωνα µε το παραπάνω λήµµα, η κατηγορία A είναι ισόµορφη µε την πλήρη υποκατηγορία
της οµοτοπικής κατηγορίας KpAq η οποία αποτελείται από σύµπλοκα C‚ µε Cn “ 0 για n ‰ 0.
Ολοκληρώνουµε την ενότητα ορίζοντας, κατ΄ αντιστοιχία µε τον Ορισµό 4.1.13, τις αντίστοιχες
ϕραγµένες υποκατηγορίες της οµοτοπικής κατηγορίας.

Ορισµός 4.2.15. Θα συµβολίζουµε µε K´pAq (αντίστοιχα K`pAq) την πλήρη υποκατηγορία της
KpAq η οποία αποτελείται από άνω ϕραγµένα (αντίστοιχα κάτω ϕραγµένα) σύµπλοκα και µε KbpAq
την πλήρη υποκατηγορία της KpAq η οποία αποτελείται από ϕραγµένα σύµπλοκα. Οµοίως, συχνά
ϑα γράφουµε K˚pAq συµβολίζοντας οποιαδήποτε από τις παραπάνω κατηγορίες.

∆ιατηρώντας τον συµβολισµό ˚ για ένα από τα σύµβολα t´,`, bu, ϑα συµβολίζουµε µε K˚,´pAq
(αντίστοιχα K˚,`pAq, αντίστοιχα K˚,bpAq) την πλήρη υποκατηγορία της K˚pAq η οποία αποτελεί-
ται από σύµπλοκα C‚ τα οποία πληρούν την ακόλουθη ιδιότητα : Υπάρχει ένα n0 P Z έτσι ώστε
HnpC‚q “ 0 για κάθε n ą n0 (αντίστοιχα Cn “ 0 για κάθε n ă n0, αντίστοιχα Cn “ 0 για κάθε
|n| ą n0).

Σχόλιο 4.2.16. Οι κατηγορίες K´pAq, K`pAq και KbpAq (καθώς και οι K˚,´pAq, K˚,`pAq και
K˚,bpAq), κληρονοµούν την ϕυσική δοµή µίας προσθετικής κατηγορίας από την κατηγορία KpAq
και διατηρούν τον συναρτητή µεταφοράς Σ.

4.3 Συνοµολογία

Αν C‚ είναι ένα σύµπλοκο σε µία αβελιανή κατηγορία A, τότε επειδή BnC ˝ B
n´1
C “ 0, έπεται ότι

ImBn´1 Ď KerBn για κάθε n P Z. Αυτό µας επιτρέπει τον ακόλουθο ορισµό:

Ορισµός 4.3.1. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και C‚ “ tCn, BnCunPZ ένα σύµπλοκο στην
ChpAq. Ορίζουµε στην κατηγορία A για κάθε n P Z το n-οστό συνοµολογιακό αντικείµενο
HnpC‚q ως

HnpC‚q “ KerBnC{ ImB
n´1
C

Θέτουµε H‚pC‚q “ ‘nHnpC‚q και καλούµε το H‚pC‚q την συνοµολογία του συµπλόκου C‚.

Σχόλιο 4.3.2. Ακολουθώντας τον συνήθη συµβολισµό, αν f : X ÝÑ Y είναι ένας µορφισµός σε
µία (αβελιανή) κατηγορία A, συµβολίζουµε µε Y {X το αντικείµενο που αντιστοιχεί στον συνπυ-
ϱήνα του f .

Χρησιµοποιώντας τον παραπάνω ορισµό, µπορούµε να κατασκευάσουµε µία οικογένεια συ-
ναρτητών Hn : ChpAq ÝÑ A.

Ορισµός 4.3.3. ΄ΕστωA µία προσθετική κατηγορία και f : C‚ ÝÑ D‚ ένας µορφισµός συµπλόκων
στην ChpAq. Τότε, για κάθε n P Z, λόγω της καθολικής ιδιότητας του συνπυρήνα, προκύπτει (ϐλ. [41,
Lemma 4]) η ύπαρξη ενός µοναδικού µορφισµού Hnpfq : HnpC‚q ÝÑ HnpD‚q ο οποίος κάνει το
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παρακάτω διάγραµµα µεταθετικό :

ImBn´1
C

//

##

KerBnC

||

//

��

HnpC‚q

Hnpfq

��

Cn´1 //

::

fn´1

��

Cn //

fn

��

Cn`1

fn`1

��
Dn´1 //

$$

Dn // Dn`1

ImBn´1
D

;;

// KerBnD

bb

// HnpD‚q

Βλέπουµε ότι ο Hnp´q είναι ένας συναλλοίωτος προσθετικός συναρτητής ChpAq ÝÑ A για κάθε
n P Z. Ο συναρτητής Hnp´qκαλείται ο n-οστός συναρτητής συνοµολογίας.

Παρατήρηση 4.3.4. Για κάθε σύµπλοκο C‚, έχουµε

HnpΣC‚q “ KerBnΣC{ ImB
n´1
ΣC “ KerBn`1

C { ImBnC “ Hn`1pC‚q

και HnpΣfq “ Hn`1pfq για κάθε n P Z. Συνεπώς ισχύει Hp`1 “ Hp ˝ Σ και επαγωγικά:

Hn “ H0 ˝ Σn

για κάθε n P Z.

Πρόταση 4.3.5. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία και f, g : C‚ ÝÑ D‚ δύο µορφισµοί συµπλό-
κων στην ChpAq. Αν οι µορφισµοί συµπλόκων f και g είναι οµοτοπικοί, τότε Hnpfq “ Hnpgq για
κάθε n P Z.

Απόδειξη. Θέτουµε h “ f ´ g : C‚ ÝÑ D‚, και αφού οι f και g είναι οµοτοπικοί, άµεσα έχουµε
ότι ο µορφισµός συµπλόκων h είναι 0-οµοτοπικός. Θα υπάρχει έτσι µία οµοτοπία φ : h  0 έτσι
ώστε

hn “ Bn´1
D ˝ φn ` φn`1 ˝ BnC

για κάθε n P Z. Σταθεροποιούµε ένα n P Z και έστω kn “ kerBnC : KerBnC ÝÑ Cn ο πυρήνας του
διαφορικού BnC . Τότε, συνθέτοντας, έχουµε:

hn ˝ kn “ Bn´1
D ˝ φn ˝ kn ` φn`1 ˝ BnC ˝ k

n “ B
n´1
D ˝ φn ˝ kn

ImBn´1
C

//

##

KerBnC

kn||

//

��

HnpC‚q

Hnphq

��

Cn´1 //

::

hn´1

��

Cn //

hn

��φn
uu

Cn`1

hn`1

��
Dn´1 //

$$

Dn // Dn`1

ImBn´1
D

;;

// KerBnD

bb

// HnpD‚q

Ο µορφισµός KerBnC ÝÑ KerBnD στο παραπάνω διάγραµµα, αναλύεται µέσω του ImBn´1
D και

συνεπώς η σύνθεση KerBnC ÝÑ KerBnD ÝÑ HnpD‚q ισούται µε τον µηδενικό µορφισµό. Εποµένως
και ο επαγόµενος µορφισµός Hnphq είναι ο µηδενικός και άρα

Hnphq “ 0 ùñ Hnpf ´ gq “ 0 ùñ Hnpfq ´ Hnpgq “ 0 ùñ Hnpfq “ Hnpgq

για κάθε n P Z. �
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Παρατήρηση 4.3.6. ΄Αµεση συνέπεια της παραπάνω πρότασης αποτελεί το ότι ο συναρτητής
Hnp´q : ChpAq ÝÑ A επάγει για κάθε n P Z έναν συναρτητή HnKp´q : KpAq ÝÑ A από την
οµοτοπική κατηγορία όπως ϕαίνεται στο παρακάτω µεταθετικό διάγραµµα:

ChpAq π //

Hn

##

KpAq

HnK

��
A

Συχνά, χάριν σύµβασης, ϑα συµβολίζουµε τον επαγόµενο συναρτητή HnKp´q µε H
np´q. Προφανώς,

για κάθε n P Z ο συναρτητής αυτός είναι προσθετικός και ικανοποιεί την σχέση Hn “ H0 ˝ Σn .

Ιδιαίτερα χρήσιµες σε ορισµένες περιπτώσεις είναι οι συνθήκες περατότητας στη συνοµολογία
ενός συµπλόκου:

Ορισµός 4.3.7. Λέµε ότι ένα σύµπλοκο C‚ έχει άνω ϕραγµένη συνοµολογία (αντίστοιχα κάτω
ϕραγµένη συνοµολογία) αν υπάρχει ένα n0 P Z έτσι ώστε HnpC‚q “ 0 για κάθε n ą n0 (αντί-
στοιχα Cn “ 0 για κάθε n ă n0). Λέµε ότι ένα σύµπλοκο C‚ έχει ϕραγµένη συνοµολογία αν έχει
άνω και κάτω ϕραγµένη συνοµολογία.

∆ιατηρώντας τον συµβολισµό ˚ για ένα από τα σύµβολα t´,`, bu και ακολουθώντας το [52,
Chapitre ΙΙΙ, §1.1], ϑα συµβολίζουµε µε Ch˚,´pAq (αντίστοιχα Ch˚,`pAq, αντίστοιχα Ch˚,bpAq) την
πλήρη υποκατηγορία της Ch˚pAq η οποία αποτελείται από σύµπλοκα C‚ τα οποία έχουν άνω
ϕραγµένη (αντίστοιχα κάτω ϕραγµένη, αντίστοιχα ϕραγµένη) συνοµολογία.

4.4 Κώνοι Μορφισµών

Η συγκεκριµένη ενότητα ϑα αφιερωθεί στην κατασκευή και στις ϐασικές ιδιότητες ενός ιδιαίτερου
συµπλόκου, που καλείται κώνος ενός µορφισµού.

Ορισµός 4.4.1. ΄ΕστωA µία προσθετική κατηγορία και f : C‚ ÝÑ D‚ ένας µορφισµός συµπλόκων
στην ChpAq. Ο κώνος του µορφισµού f είναι ένα σύµπλοκο C‚f µε

Cnf “ Cn`1 ‘Dn

για κάθε n P Z και διαφορικό :

BnCf “

ˆ

´B
n`1
C 0

fn`1 BnD

˙

για κάθε n P Z.

Παρατήρηση 4.4.2. Εύκολα ϐλέπουµε ότι για κάθε n P Z έχουµε:

B
n`1
Cf

˝BnCf “

ˆ

´B
n`2
C 0

fn`2 B
n`1
D

˙ˆ

´B
n`1
C 0

fn`1 B
n`1
D

˙

“

ˆ

B
n`2
C ˝ B

n`1
C 0

´fn`2 ˝ B
n`2
C ` B

n`1
D ˝ fn`1 B

n`1
D BnD

˙

“ 0

΄Αρα, το αντικείµενο C‚f “ tCnf , B
n
Cf
unPZ που µόλις ορίστηκε αποτελεί πράγµατι ένα σύµπλοκο

στην κατηγορία συµπλόκων ChpAq.

Παρατήρηση 4.4.3. ΄Εστω f : C‚ ÝÑ D‚ ένας µορφισµός συµπλόκων και C‚f ο κώνος του f .
Τότε, αν

inf “

ˆ

0
1Dn

˙

: Dn ÝÑ Cn`1 ‘Dn
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είναι ο µορφισµός ϕυσικής έγκλεισης, για κάθε n P Z, έχουµε:

BnCf ˝ i
n
f “

ˆ

´B
n`1
C 0

fn`1 BnD

˙ˆ

0
1Dn

˙

“

ˆ

0
BnD

˙

“ in`1
f ˝ BnD

∆ηλαδή, το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό :

¨ ¨ ¨ // Dn´1
B
n´1
D //

in´1
f

��

Dn
B
n
D //

inf

��

Dn`1 //

in`1
f

��

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Cn´1
f

B
n´1
Cf // Cnf

B
n
Cf // Cn`1

f
// ¨ ¨ ¨

και αποτελεί ένα ϕυσικό µορφισµό συµπλόκων if : D‚ ÝÑ C‚f , όπου if “ ti
n
f unPZ.

Παρόµοια, αν
pnf “

`

1Cn`1 0
˘

: Cn`1 ‘Dn ÝÑ Cn`1

είναι ο µορφισµός ϕυσικής προβολής, για κάθε n P Z, ϐλέπουµε ότι

pn`1
f ˝ BnCf “

`

1n`2
C 0

˘

ˆ

´B
n`1
C 0

fn`1 B
n`1
D

˙

“
`

´B
n`1
C 0

˘

“ δnΣC ˝ p
n
f

και έτσι η οικογένεια µορφισµών pf “ tpnf unPZ αποτελεί έναν µορφισµό συµπλόκων pf : C‚f ÝÑ ΣC‚.

Λήµµα 4.4.4. Οι ϕραγµένες κατηγορίες συµπλόκων Ch`pAq, Ch´pAq, και ChbpAq είναι κλειστές
στους κώνους µορφισµών.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι άµεση καθώς αν ϑεωρήσουµε έναν µορφισµό συµπλόκων f : C‚ ÝÑ D‚

µεταξύ δύο κάτω (αντίστοιχα άνω) ϕραγµένων συµπλόκων, ϐλέπουµε ότι και ο αντίστοιχος κώνος
C‚f αποτελεί ένα κάτω (αντίστοιχα άνω) ϕραγµένο σύµπλοκο. �

Η έννοια της σύντοµης ακριβούς ακολουθίας επεκτείνεται στα σύµπλοκα µε ϕυσικό τρόπο:

Ορισµός 4.4.5. ΄Εστω A µια αβελιανή κατηγορία. Μία σύντοµη ακριβής ακολουθία συµπλό-
κων είναι ένα διάγραµµα της µορφής :

0 // C‚ // D‚ // E‚ // 0

όπου τα C‚, D‚ και E‚ είναι σύµπλοκα στην ChpAq και για κάθε n P Z το διάγραµµα

0 // Cn // Dn // En // 0

είναι µία σύντοµη ακριβής ακολουθία στην A.

Παρατήρηση 4.4.6. Αν A είναι µία αβελιανή κατηγορία και

0 // C‚
f // D‚

g // E‚ // 0 (4.3)

είναι µία σύντοµη ακριβής ακολουθία συµπλόκων, τότε για κάθε n P Z από την ακρίβεια της
ακολουθίας

0 // Cn
fn // Dn gn // En // 0

προκύπτει ότι ο fn είναι µονοµορφισµός, ο gn είναι επιµορφισµός και επιπλέον Kergn “ Imfn.
΄Αρα, ο µορφισµός συµπλόκων f είναι µονοµορφισµός, ο µορφισµός συµπλόκων g είναι επιµορ-
ϕισµός και επίσης Kerg “ Imf (όπου Kerg “ tKergnunPZ και Imf “ tImfnunPZ.

Εύκολα ϐλέπουµε ότι ισχύει και το αντίστροφο επιχείρηµα, δηλαδή αν ο µορφισµός συµπλό-
κων f είναι µονοµορφισµός, ο µορφισµός συµπλόκων g είναι επιµορφισµός και ισχύει Kerg “
Imf , τότε η ακολουθία συµπλόκων (4.3) είναι ακριβής.
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Παράδειγµα 4.4.7. Αν A είναι µία αβελιανή κατηγορία και f : C‚ ÝÑ D‚ ένας µορφισµός
συµπλόκων στην ChpAq, τότε η ακολουθία συµπλόκων

0 // D‚
if // C‚f

pf // ΣC‚ // 0

είναι ακριβής στην ChpAq. Πράγµατι, από τον τρόπο που ορίστηκαν οι µορφισµόι συµπλόκων if
και pf στην Παρατήρηση 4.4.3, ο µορφισµός if : D‚ ÝÑ C‚f είναι ένας µονοµορφισµός συµπλό-
κων, ο µορφισµός pf : C‚f ÝÑ ΣC‚ είναι ένας επιµορφισµός συµπλόκων και ισχύει Kerpf “ Imif .
Συνεπώς η παραπάνω ακολουθία συµπλόκων είναι ακριβής.

Ολοκληρώνουµε την ενότητα παραθέτοντας δύο λήµµατα το οποία ϑα είναι χρήσιµα στη συνέ-
χεια.

Λήµµα 4.4.8. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και f : C‚ ÝÑ D‚ ένας µορφισµός συµπλόκων
στην ChpAq. Τότε η ακολουθία

HpD‚q
Hnpif q // HnpC‚f q

Hnppf q // HnpΣC‚q

είναι ακριβής για κάθε n P Z.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλ. [39, Chapter 3, 1.5.2., Lemma]. �

Μία σύντοµη ακριβής ακολουθία συµπλόκων επάγει µία µεγάλη ακριβή ακολουθία συµπλό-
κων στη συνοµολογία :

Λήµµα 4.4.9. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και

0 // C‚
f // D‚

g // E‚ // 0

µία σύντοµη ακριβής ακολουθία συµπλόκων αντικειµένων της A. Τότε, υπάρχει µία ακολουθία
µορφισµών φn : HnpE‚q ÝÑ Hn`1pC‚q έτσι ώστε η παρακάτω ακολουθία να είναι ακριβής στην
A:

¨ ¨ ¨ // HnpC‚q
Hnpfq// HnpD‚q

Hnpgq// HnpE‚q
φn // Hn`1pC‚q // ¨ ¨ ¨

Ο µορφισµοί φn : HnpE‚q ÝÑ Hn`1pC‚q καλούνται συνδετικοί µορφισµοί (connecting morphisms).

Απόδειξη. Η απόδειξη παραλείπεται καθώς είναι ακριβώς ανάλογη µε τη γενική περίπτωση κατά
την οποία έχουµε µία σύντοµη ακριβή ακολουθία σε µία αβελιανή κατηγορία και προκύπτει
εφαρµόζοντας κατάλληλα το five lemma. Για µία σκιαγράφηση της απόδειξης ϐλ. [41, Theorem
26]. �

4.5 Τριγωνισµός Οµοτοπικής Κατηγορίας

Στην παρούσα ενότητα ϑα παρουσιαστεί ένα από τα κύρια συµπεράσµατα του παρόντος κεφαλαί-
ου, ότι η οµοτοπική κατηγορία µπορεί να εφοδιαστεί µε µία κλάση διακεκριµένων τριγώνων και
έναν συναρτητή µεταφοράς Σ αποκτώντας δοµή τριγωνισµένης κατηγορίας. Θα επικεντρωθούµε,
όπως προηγουµένως, στην κατηγορία KpAq, ενώ αναφέρουµε ενδεικτικά πως στα παρακάτω απο-
τελέσµατα µπορούµε να αντικαταστήσουµε την οµοτοπική κατηγορία µε κάποια από τις πλήρεις
υποκατηγορίες της K´pAq, K`pAq ή KbpAq.

Αρχικός µας στόχος είναι η εισαγωγή µίας τριγωνικής δοµής στην οµοτοπική κατηγορία. Για
τον σκοπό αυτόν ϑα χρειαστούµε τον ακόλουθο ορισµό:
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Ορισµός 4.5.1. ΄ΕστωA µία προσθετική κατηγορία και f : C‚ ÝÑ D‚ ένας µορφισµός συµπλόκων
στην ChpAq. Το τυπικό τρίγωνο (standard triangle) µε ϐάση τον µορφισµό f στην ChpAq είναι
ένα διάγραµµα της µορφής

C‚f

r1s

pf

��
C‚

f // D‚

if

ZZ

Σχόλιο 4.5.2. ΄Οπως και στον Ορισµό 3.1.3, στο παραπάνω διάγραµµα το r1s συµβολίζει ότι ο
µορφισµός pf δεν καταλήγει στο σύµπλοκο C‚, αλλά στο µετατοπισµένο κατά µία ϑέση σύµπλοκο
ΣC‚.

Λήµµα 4.5.3. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία και

C‚
f //

u

��

D‚

v

��
C‚1 g

// D‚1

(4.4)

ένα διάγραµµα στην αντίστοιχη κατηγορία συµπλόκων ChpAq το οποίο είναι µεταθετικό µε ακρίβεια
οµοτοπίας. Τότε, υπάρχει ένας µορφισµός συµπλόκων w : C‚f ÝÑ C‚g έτσι ώστε το διάγραµµα

C‚
f //

u

��

D‚
if //

v

��

C‚f
pf //

w

��

ΣC‚

Σu

��
C‚1

g // D‚1
ig // C‚g

pg // ΣC‚1

(4.5)

να είναι µεταθετικό µε ακρίβεια οµοτοπίας.

Επιπλέον, αν το διάγραµµα (4.4) είναι µεταθετικό στην ChpAq, τότε και το διάγραµµα (4.5) είναι
µεταθετικό στην ChpAq.

Απόδειξη. Γνωρίζουµε από υπόθεση ότι οι µορφισµοί συµπλόκων v˝f : C‚ ÝÑ D‚ και g ˝ u : C‚ ÝÑ D‚

είναι οµοτοπικοί, συνεπώς υπάρχει µία οµοτοπία φ : g ˝ u v ˝ f έτσι ώστε

gn ˝ un ´ vn ˝ fn “ Bn´1
D ˝ φn ` φn`1 ˝ BnC

για κάθε n P Z. Ορίζουµε µία οικογένεια µορφισµών w “ twn : Cnf ÝÑ Cng unPZ µε

wn “

ˆ

un`1 0
´φn`1 vn

˙
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για κάθε n P Z. Τότε :

BnCg ˝ w
n “

ˆ

´B
n`1
C1

0
gn`1 BnD1

˙ˆ

un`1 0
´φn`1 vn

˙

“

ˆ

´B
n`1
C1

˝ un`1 0
gn`1 ˝ un`1 ´ BnD1

˝ φn`1 BnD1
˝ vn

˙

“

ˆ

´un`2 ˝ B
n`1
C 0

vn`1 ˝ fn`1 ` φn`2 ˝ B
n`1
C vn`1 ˝ BnD

˙

“

ˆ

un`2 0
´φn`2 vn`1

˙ˆ

´B
n`1
C 0

fn`1 BnD

˙

“ wn`1 ˝ BnCf

για κάθε n P Z και εποµένως ο w είναι ένας µορφισµός συµπλόκων C‚f ÝÑ C‚g .
Ακόµη, για κάθε n P Z έχουµε

wn ˝ inf “

ˆ

un`1 0
´φn`1 vn

˙ˆ

0
1Dn

˙

“

ˆ

0
vn

˙

“ ing ˝ v
n

και συνεπώςw˝if “ ig˝v, δηλαδή το κεντρικό τετράγωνο του διαγράµµατος (4.5) είναι µεταθετικό.
Παρόµοια έχουµε:

un`1 ˝ pnf “
`

un`1 0
˘

“
`

1n`1
C 0

˘

ˆ

un`1 0
´φn`1 vn

˙

“ png ˝ w
n

για κάθε n P Z. ΄Ετσι, u ˝ pf “ pg ˝ w και το δεξιό τετράγωνο του διαγράµµατος (4.5) είναι
µεταθετικό.

Τέλος, αν το διάγραµµα (4.4) είναι µεταθετικό, το αριστερό τετράγωνο του διαγράµµατος (4.5)
ϑα είναι µεταθετικό και ϑέτοντας στα παραπάνω φ “ 0 προκύπτει το Ϲητούµενο. �

Ιδιαίτερα χρήσιµη σε ορισµένες περιπτώσεις ϑα είναι και η παρακάτω κατασκευή:

Ορισµός 4.5.4. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και f : C‚ ÝÑ D‚ ένας µορφισµός συµπλό-
κων στην ChpAq. Θεωρούµε τον κώνο C‚f του µορφισµού f και τον ϕυσικό µορφισµό έγκλεισης
if : D‚ ÝÑ C‚f . Τότε, ο κώνος του µορφισµού if συµβολίζεται µε D‚f και

Dn
f “ Dn`1 ‘ Cnf “ Dn`1 ‘ Cn`1 ‘Dn

για κάθε n P Z. Το διαφορικό αυτού του συµπλόκου δίνεται ως

BnDf “

ˆ

´B
n`1
D 0

in`1
f BnCf

˙

“

¨

˝

´B
n`1
D 0 0
0 ´B

n`1
C 0

1Dn`1 fn`1 BnD

˛

‚

Λήµµα 4.5.5. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και f : C‚ ÝÑ D‚ ένας µορφισµός συµπλόκων.
Τότε, υπάρχει ένας ισοµορφισµός α : ΣC‚ ÝÑ D‚f στην οµοτοπική κατηγορία συµπλόκων KpAq.

Απόδειξη. Αρχικά, ορίζουµε έναν µορφισµό συµπλόκων α : ΣC‚ ÝÑ D‚ µε

αn “

¨

˝

´fn`1

1Cn`1

0

˛

‚

για κάθε n P Z. Τότε :

BnDf ˝ α
n “

¨

˝

´B
n`1
D 0 0
0 ´B

n`1
C 0

1Dn`1 fn`1 BnD

˛

‚

¨

˝

´fn`1

1Cn`1

0

˛

‚

“

¨

˝

B
n`1
D ˝ fn`1

´B
n`1
C

0

˛

‚“

¨

˝

fn`2 ˝ B
n`1
C

´B
n`1
C

0

˛

‚“ ´

¨

˝

fn`2

1Cn`2

0

˛

‚B
n`1
C “ αn`1 ˝ BnΣX
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δηλαδή ο α είναι πράγµατι ένας µορφισµός συµπλόκων. Παρόµοια, ορίζουµε και έναν µορφισµό
συµπλόκων β : D‚ ÝÑ ΣC‚ µε

βn “
`

0 1Cn`1 0
˘

για κάθε n P Z. Ευθύς αµέσως, ϐλέπουµε ότι ο β αποτελεί πράγµατι έναν µορφισµό συµπλόκων,
αφού για κάθε n P Z έχουµε:

BnΣC ˝ β
n “

`

0 ´B
n`1
C 0

˘

“
`

0 1Cn`2 0
˘

¨

˝

´B
n`1
D 0 0
0 ´B

n`1
C 0

1Dn`1 fn`1 BnD

˛

‚“ βn`1 ˝ BnDf

Θα δείξουµε ότι οι µορφισµοί α και β είναι αντίστροφοι ισοµορφισµοί στην οµοτοπική κατη-
γορία. Αρχικά, για κάθε n P Z έχουµε:

βn ˝ αn “
`

0 1Cn`1 0
˘

¨

˝

´fn`1

1n`1
C

0

˛

‚“ 1Cn`1

δηλαδή β ˝ α “ 1ΣC‚ .
΄Εστω τώρα φ “ tφn : Dn`1

f ÝÑ Dn
f unPZ µία οικογένεια µορφισµών όπου

φn “

¨

˝

0 0 1Dn

0 0 0
0 0 0

˛

‚

για κάθε n P Z. Τότε έχουµε:

B
n´1
Cf

˝ φn ` φn`1 ˝ BnCf “

¨

˝

´BnD 0 0
0 ´BnC 0

1Dn fn B
n´1
D

˛

‚

¨

˝

0 0 1Dn

0 0 0
0 0 0

˛

‚`

¨

˝

0 0 1Dn`1

0 0 0
0 0 0

˛

‚

¨

˝

´B
n`1
D 0 0
0 ´B

n`1
C 0

1Dn`1 fn`1 BnD

˛

‚

“

¨

˝

0 0 ´BnD
0 0 0
0 0 1Dn

˛

‚`

¨

˝

1Dn`1 fn`1 BnD
0 0 0
0 0 0

˛

‚

“

¨

˝

1Dn`1 fn`1 0
0 0 0
0 0 1Dn

˛

‚

“

¨

˝

1Dn`1 0 0
0 1Cn`1 0
0 0 1Dn

˛

‚´

¨

˝

0 ´fn`1 0
0 1Cn`1 0
0 0 0

˛

‚“ 1Dnf ´ α
n ˝ βn

για κάθε n P Z. ∆ηλαδή η οικογένεια µορφισµών h αποτελεί µία οµοτοπία 1Dnf  αn ˝ βn. Συνε-
πώς, αn ˝ βn « 1Dnf και οι αντίστοιχες κλάσεις µορφισµών στην οµοτοπική κατηγορία KpAq είναι
ίσες. �

Σχόλιο 4.5.6. Οι µορφισµοί συµπλόκων α : ΣC‚ ÝÑ D‚f µε

αn “

¨

˝

´fn`1

1Cn`1

0

˛

‚

για κάθε n P Z και β : D‚f ÝÑ ΣC‚ µε

βn “
`

0 1Cn`1 0
˘

για κάθε n P Z, οι οποίοι είναι ισοµορφισµοί στην οµοτοπική κατηγορία, ϑα χρησιµοποιηθούν
παρακάτω µε τον ίδιο συµβολισµό.
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Λήµµα 4.5.7. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και f : C‚ ÝÑ D‚ ένας µορφισµός συµπλόκων.
Αν α “ ΣC‚ ÝÑ D‚f είναι ο µορφισµός συµπλόκων του Λήµµατος 4.5.5, µε

αn “

¨

˝

´fn`1

1Cn`1

0

˛

‚

για κάθε n P Z, τότε το διάγραµµα

D‚
if //

1D‚

��

C‚f
pf //

1C‚
f

��

ΣC‚
´Σf //

α

��

ΣD‚

1ΣD‚

��
D‚

if // C‚f
iif // D‚f

pif // ΣD‚

µετατίθεται µε ακρίβεια οµοτοπίας.

Απόδειξη. Βλέπουµε ότι :

pnif ˝ α
n “

`

1Dn`1 0 0
˘

¨

˝

´fn`1

1Cn`1

0

˛

‚“ ´fn`1 “ ´Σfn

για κάθε n P Z, δηλαδή, pif ˝ α “ ´Σf .
Θεωρούµε τον µορφισµό συµπλόκων β : D‚f ÝÑ ΣC‚ µε

βn “
`

0 1Cn`1 0
˘

για κάθε n P Z. Τότε :

βn ˝ inif “
`

0 1Cn`1 0
˘

¨

˝

0 0
1Cn`1 0

0 1Dn

˛

‚“
`

1Cn`1 0
˘

“ pnf

για κάθε n P Z, δηλαδή, β ˝ iif “ pf . Από το Λήµµα 4.5.5, ο µορφισµός συµπλόκων α ˝ β είναι
οµοτοπικός µε τον ταυτοτικό µορφισµό στο σύµπλοκο D‚f . ΄Ετσι, αφού η σχέση οµοτοπίας είναι
συµβατή µε τη σύνθεση (Πρόταση 4.2.4), έχουµε

α ˝ β « 1D‚f ùñ α ˝ β ˝ iif « iif ùñ α ˝ pf « if

και άρα το κεντρικό τετράγωνο του διαγράµµατος είναι µεταθετικό µε ακρίβεια οµοτοπίας. �

Είµαστε πλέον σε ϑέση να ορίσουµε διακεκριµένα τρίγωνα στην οµοτοπική κατηγορία KpAq.

Ορισµός 4.5.8. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία και KpAq η αντίστοιχη οµοτοπική κατηγορία
συµπλόκων. ΄Εστω, επίσης, Σ: KpAq ÝÑ KpAq ο συναρτητής µεταφοράς στην οµοτοπική κατηγο-
ϱία. ΄Ενα τρίγωνο

E‚

r1s

��
C‚ // D‚

ZZ

στην KpAq ϑα καλείται διακεκριµένο, αν είναι ισόµορφο στην KpAq µε ένα τυπικό τρίγωνο στην
KpAq.
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Μένει να εξετάσουµε αν η οµοτοπική κατηγορία, εφοδιασµένη µε την παραπάνω δοµή διακε-
κριµένων τριγώνων ικανοποιεί τα αξιώµατα pTR1q ´ pTR4q. Για τον σκοπό αυτόν, ϑα χρειαστούµε
τα δύο παρακάτω λήµµατα:

Λήµµα 4.5.9. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και C‚ ένα σύµπλοκο στην A. Τότε, ο κώνος C‚1C‚
του ταυτοτικού µορφισµού 1C‚ : C‚ ÝÑ C‚ είναι ισόµορφος µε το µηδενικό αντικείµενο στην KpAq.

Απόδειξη. Από τον ορισµό του κώνου ενός µορφισµού,

C‚1C‚ “ ΣC‚ ‘ C‚

Ορίζουµε µία οικογένεια µορφισµών φ “ tφn : Cn`1 ‘ Cn ÝÑ Cn ‘ Cn´1unPZ µε

φn “

ˆ

0 1Cn

0 0

˙

για κάθε n P Z. Τότε έχουµε:

B
n´1
C ˝ φn ` φn`1 ˝ BnC “

ˆ

´BnC 0
1Cn B

n´1
C

˙ˆ

0 1Cn

0 0

˙

`

ˆ

0 1Cn`1

0 0

˙ˆ

´B
n`1
C 0

1Cn`1 BnC

˙

“

ˆ

0 ´BnC
0 1Cn

˙

`

ˆ

1Cn`1 BnC
0 0

˙

“

ˆ

1Cn`1 0
0 1Cn

˙

“ 1nΣC‘C

για κάθε n P Z. ΄Αρα, η οικογένεια µορφισµών φ αποτελεί µία οµοτοπία 1ΣC‚‘C‚  0, δηλαδή
ο ταυτοτικός µορφισµός στο C‚1C‚ είναι ισόµορφος µε τον µηδενικό µορφισµό στην οµοτοπική
κατηγορία. Συνεπώς ο κώνος C‚1C‚ είναι ισόµορφος µε το µηδενικό αντικείµενο της KpAq. �

Λήµµα 4.5.10. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγηγορία και f : C‚ ÝÑ D‚ ένας µορφισµός στην
οµοτοπική κατηγορία KpAq ο οποίος αποτελεί την κλάση οµοτοπίας του µορφισµού συµπλόκων
f : C‚ ÝÑ D‚.

Αν υποθέσουµε ότι η οµοτοπική κατηγορία ικανοποιεί τα αξιώµατα pTR1q ´ pTR3q µίας τριγω-
νισµένης κατηγορίας (δηλ. η KpAq είναι µία pretriangulated κατηγορία), τότε τα ακόλουθα είναι
ισοδύναµα:

1. Το τρίγωνο
E‚

r1s

��
C‚

f
// D‚

ZZ

είναι διακεκριµένο στην KpAq.

2. Υπάρχει ένας ισοµορφισµός συµπλόκων u : E‚
„
ÝÑ C‚f στην KpAq έτσι ώστε το διάγραµµα

C‚
f

//

1C‚

��

D‚ //

1D‚

��

E‚ //

u

��

ΣC‚

1ΣC‚

��
C‚

f
// D‚

if
// C‚f pf

// ΣC‚

να είναι ένας ισοµορφισµός τριγώνων στην KpAq.
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Απόδειξη. Ο ισχυρισµός 2 συνεπάγεται άµεσα τον ισχυρισµό 1 καθώς εξ ορισµού, αν ένα τρίγωνο
είναι ισόµορφο µε την εικόνα ενός τυπικού τριγώνου στην KpAq, είναι διακεκριµένο.

΄Εστω τώρα ένα διακεκριµένο τρίγωνο

E‚

r1s

��
C‚

f
// D‚

ZZ

στην KpAq. Θεωρούµε το τυπικό τρίγωνο

C‚f

pf
r1s

��
C‚

f // D‚

if

ZZ

µε ϐάση τον µορφισµό f : C‚ ÝÑ D‚. Θεωρώντας την εικόνα του στην οµοτοπική κατηγορία,
προκύπτει ένα διάγραµµα του οποίου οι γραµµές αποτελούν διακεκριµένα τρίγωνα και το αριστερό
τετράγωνο είναι µεταθετικό.

C‚
f

//

1C‚

��

D‚ //

1D‚

��

E‚ // ΣC‚

1ΣC‚

��
C‚

f
// D‚

if
// C‚f pf

// ΣC‚

Εφόσον από υπόθεση η κατηγορία KpAq ικανοποιεί το αξίωµα pTR3q, υπάρχει ένας µορφισµός
u : E‚ ÝÑ C‚f ο οποίος µετατρέπει το παραπάνω διάγραµµα σε έναν µορφισµό τριγώνων στην
KpAq. Σύµφωνα µε το Λήµµα 3.3.3 (το οποίο, όπως έχει αναφερθεί, δεν εξαρτάται από το αξίωµα
του οκταέδρου), ο µορφισµός u είναι ισοµορφισµός. �

Μπορούµε πλέον να διατυπώσουµε ένα από τα κύρια ϑεωρήµατα του παρόντος κεφαλαίου. Η
πορεία της απόδειξης ακολουθεί τον Milicic, ϐλ. [39, Chapter 3, 2.1.1. Theorem].

Θεώρηµα 4.5.11. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία. Η οµοτοπική κατηγορία KpAq εφοδιασµένη
µε τον συναρτητή µεταφοράς συµπλόκων Σ και την προαναφερθείσα κλάση διακεκριµένων τριγώνων
είναι µία τριγωνισµένη κατηγορία.

Απόδειξη. Θα εξετάσουµε αν η κλάση διακεκριµένων τριγώνων του Ορισµού 4.5.8 ικανοποιεί τα
αξιώµατα pTR1q ´ pTR4q του Ορισµού 3.1.7.
‚pTR1aq: Προφανώς, αν ένα τρίγωνο T1 είναι ισόµορφο µε ένα διακεκριµένο τρίγωνο T2, στην

κατηγορία KpAq, το τρίγωνο T1 είναι ισόµορφο µε την εικόνα ενός τυπικού τρίγωνου στην KpAq
και άρα είναι εξ ορισµού διακεκριµένο.
‚pTR1bq: ΄Εστω C‚ ένα σύµπλοκο στην A και 1C‚ η κλάση οµοτοπίας του ταυτοτικού µορφι-
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σµού στο C‚. Από το Λήµµα 4.5.9, το διάγραµµα

C‚
1C‚ //

1C‚

��

C‚

1C‚

��

// 0

0

��

// ΣC‚

1ΣC‚

��
C‚

1C‚ // C‚ // C‚1C‚
// ΣC‚

είναι µεταθετικό στην KpAq και τα κάθετα ϐέλη είναι ισοµορφισµοί. Το τρίγωνο

0

r1s

��
C‚

1C‚ // C‚

ZZ

είναι εποµένως ισόµορφο στην KpAq µε την εικόνα ενός τυπικού τριγώνου, άρα είναι διακεκριµένο.
‚pTR1cq: ΄Εστω f : C‚ ÝÑ D‚ ένας µορφισµός στην κατηγορία KpAq. Τότε, υπάρχει ένα

τυπικό τρίγωνο της µορφής
C‚f

r1s

pf

��
C‚

f // D‚

if

ZZ

του οποίου η εικόνα στην οµοτοπική κατηγορία :

C‚f

r1s

pf

��
C‚

f
// D‚

if

ZZ

είναι άµεσα ένα διακεκριµένο τρίγωνο µε ϐάση τον µορφισµό f .
‚pTR2q: ΄Εστω

E‚

r1s
h

��
C‚

f // D‚

g

ZZ

(T1)

ένα διακεκριµένο τρίγωνο στην KpAq. Τότε, εξ ορισµού, υπάρχει ένα τυπικό τρίγωνο

C‚α

r1s

pα

��
X‚

α // Y ‚

iα

ZZ
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του οποίου η εικόνα στην οµοτοπική κατηγορία KpAq είναι ισόµορφη µε το διακεκριµένο τρίγωνο
T1 όπως ϕαίνεται στο παρακάτω µεταθετικό διάγραµµα στην KpAq:

C‚
f //

u „

��

D‚

v „

��

g // E‚

w „

��

h // ΣC‚

Σu

„

��
X

α
// Y ‚

iα
// C‚α pα

// ΣX‚

(4.6)

Από το Λήµµα 4.5.5 προκύπτει ότι υπάρχει ένας ισοµορφισµός ΣX‚
„
ÝÑ D‚α στην οµο-

τοπική κατηγορία, όπου, όπως προηγουµένως, µε D‚α συµβολίζουµε τον κώνο του µορφισµού
iα : Y ‚ ÝÑ C‚α. Ακόµη, από το Λήµµα 4.5.7, η εικόνα του τριγώνου

ΣX‚

r1s
´Σα

��
Y ‚

iα // C‚α

pα

ZZ

στην οµοτοπική κατηγορία, είναι ισόµορφη µε την εικόνα ενός τυπικού τριγώνου όπως ϕαίνεται
στο παρακάτω διάγραµµα το οποίο αποτελεί, έτσι, έναν ισοµορφισµό τριγώνων στην KpAq:

Y ‚
iα //

„

��

C‚α

„

��

pα // ΣX‚

„

��

Σα // ΣY ‚

„

��
Y ‚

iα
// C‚α iiα

// D‚α piα
// ΣY ‚

Εφόσον η δεύτερη γραµµή του διαγράµµατος είναι ένα διακεκριµένο τρίγωνο στην KpAq, η πρώτη
γραµµή είναι επίσης ένα διακεκριµένο τρίγωνο. Από τη µεταθετικότητα του διαγράµµατος (4.6)
προκύπτει έτσι ότι το διάγραµµα

D‚
g //

v „

��

E‚

w „

��

h // ΣC‚

Σu

„

��

´Σf // ΣD‚

Σv

„

��
Y ‚

iα
// C‚α

pα // ΣX‚
´Σα // ΣY ‚

είναι ένας ισοµορφισµός τριγώνων και οµοίως, αφού η δεύτερη γραµµή είναι ένα διακεκριµένο
τρίγωνο, το τρίγωνο

ΣC‚

r1s

´Σf

��
D‚

g // E‚

h

ZZ
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είναι διακεκριµένο στην οµοτοπική κατηγορία KpAq.
Μένει να δείξουµε ότι και το τρίγωνο

D‚

r1s

g

��
Σ´1E‚

´Σ´1h

// C‚

f

ZZ

είναι διακεκριµένο για να ολοκληρωθεί η απόδειξη του αξιώµατος στροφής τριγώνων. Θεωρούµε
τον µορφισµό Σ´2α : Σ´2X‚ ÝÑ Σ´2Y ‚ και το τυπικό τρίγωνο µε ϐάση αυτόν :

C‚Σ´2α

r1s

pΣ´2α

��
Σ´2X‚

Σ´2α

// Σ´2Y ‚

iΣ´2α

ZZ

Για κάθε n P Z, για τον κώνο του µορφισµού Σ´2α έχουµε:

CnΣ´2α “ Σ´1Xn ‘ Σ´2Y n “ Xn´1 ‘ Y n´2 “ Σ´2Cnα

Το διαφορικό αυτού του συµπλόκου δίνεται από

BnCΣ´2α
“

ˆ

´B
n`1
Σ´2X

0
pΣ´2αqn`1 BnΣ´2Y

˙

“

ˆ

´B
n´1
X 0

αn´1 B
n´2
Y

˙

“ BnΣ´2Cα

για κάθε n P Z και άρα, C‚Σ´2α “ Σ´2C‚α. Το τρίγωνο

Σ´2C‚α

r1s

Σ´2pα

��
Σ´2X‚

Σ´2α

// Σ´2Y ‚

Σ´2iα

ZZ

είναι εποµένως διακεκριµένο στην κατηγορία KpAq και εφαρµόζοντας τον αυτοµορφισµό Σ´2 στον
ισοµορφισµό διακεκριµένων τριγώνων (4.6), προκύπτει ένα διάγραµµα

Σ´2C‚
Σ´2f //

Σ´2u

„

��

Σ´2D‚

Σ´2v

„

��

Σ´2g // Σ´2E‚

Σ´2w

„

��

Σ´2h // Σ´1C‚

Σ´1u

„

��
Σ´2X

Σ´2α

// Σ´2Y ‚
Σ´2iα

// Σ´2C‚α
Σ´2pα

// Σ´1X‚

το οποίο επίσης αποτελεί έναν ισοµορφισµό διακεκριµένων τριγώνων στην οµοτοπική κατηγορία
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KpAq. Το τρίγωνο

Σ´2E‚

r1s
Σ´2h

��
Σ´2C‚

Σ´2f

// Σ´2D‚

Σ´2g

ZZ

είναι εποµένως διακεκριµένο στην KpAq και χρησιµοποιώντας το πρώτο µέρος της απόδειξης,
προκύπτει ότι και το τρίγωνο

Σ´1C‚

r1s
´Σ´1f

��
Σ´2D‚

Σ´2g

// Σ´2E‚

Σ´2h

ZZ

είναι διακεκριµένο στην KpAq. Εφαρµόζοντας επανειληµµένα το αξίωµα της στροφής τριγώνων
προκύπτουν τα ακόλουθα διακεκριµένα τρίγωνα:

Σ´1D‚

r1s
´Σ´1g

��
Σ´2E‚

Σ´2h

// Σ´1C‚

´Σ´1f ùñ

ZZ Σ´1E‚

r1s
´Σ´1h

��
Σ´1C‚

´Σ´1f

// Σ´1D‚

´Σ´1g ùñ

ZZ C‚

r1s

f

��
Σ´1D‚

´Σ´1g

// Σ´1E‚

´Σ´1h

ZZ

Και τελικά προκύπτει ότι και το τρίγωνο:

D‚

r1s

g

��
Σ´1E‚

´Σ´1h

// C‚

f

ZZ

είναι διακεκριµένο στην KpAq.
‚pTR3q: ΄Εστω

C‚ //

��

D‚ //

��

E‚ // ΣC‚

��
C‚1 // D‚1 // E‚1 // ΣC‚1

(4.7)

ένα διάγραµµα στην κατηγορία KpAq του οποίου οι γραµµές είναι διακεκριµένα τρίγωνα και
το αριστερό τετράγωνο είναι µεταθετικό. Θα δείξουµε ότι υπάρχει ένας µορφισµός συµπλόκων
E‚ ÝÑ E‚1 ο οποίος συµπληρώνει το παραπάνω διάγραµµα σε έναν µορφισµό διακεκριµένων
τριγώνων στην KpAq.
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Εξ ορισµού, υπάρχουν τυπικά τρίγωνα

C‚a

r1s

��

C‚b

r1s

��
U‚

a // V ‚

ZZ

U‚1
b // V ‚1

g1

ZZ

και ισοµορφισµοί διακεκριµένων τριγώνων

U‚
a //

„

��

V ‚ //

„

��

C‚a //

„

��

ΣU‚

„

��
C‚ // D‚ // E‚ // ΣC‚

(4.8)

και

U1
‚ b //

„
��

V1
‚ //

„

��

C‚b
//

„

��

ΣU1
‚

„

��
C‚1 // D‚1 // E‚1 // ΣC‚1

(4.9)

στην KpAq. Το τρίγωνο που αποτελεί την πρώτη γραµµή του διαγράµµατος (4.7) είναι λόγω του
διαγράµµατος (4.8) ισόµορφο µε το διακεκριµένο τρίγωνο

C‚a

r1s

��
U‚

a // V ‚

ZZ

στην KpAq. Παρόµοια, το τρίγωνο που αποτελεί την δεύτερη γραµµή του διαγράµµατος (4.7) είναι
ισόµορφο στην KpAq µε το διακεκριµένο τρίγωνο

C‚b

r1s

��
U‚1

b // V ‚1

ZZ

λόγω του διαγράµµατος (4.9). Αποκτούµε έτσι στην KpAq ένα διάγραµµα της µορφής

U‚ //

u

��

V ‚ //

v

��

C‚a // ΣU‚

Σu

��
U1
‚ // V1

‚ // C‚b // ΣU‚1
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στο οποίο το αριστερό τετράγωνο είναι µεταθετικό. Σύµφωνα µε το Λήµµα 4.5.3, υπάρχει ένας
µορφισµός συµπλόκων w : C‚a ÝÑ C‚b έτσι ώστε το παραπάνω διάγραµµα να µετατίθεται στην οµο-
τοπική κατηγορία KpAq. Συνεπώς, υπάρχει ένας µορφισµός : E‚ ÝÑ E‚1 ο οποίος συµπληρώνει
το διάγραµµα (4.7) σε έναν µορφισµό τριγώνων

C‚ //

��

D‚ //

��

E‚ //

��

ΣC‚

��
C‚1 // D‚1 // E‚1 // ΣC‚1

στην οµοτοπική κατηγορία KpAq.
‚pTR4q: ΄Εστω f : C‚ ÝÑ D‚ και g : D‚ ÝÑ E‚ δύο µορφισµοί συµπλόκων στην KpAq.
Εφόσον η KpAq ικανοποιεί τα αξιώµατα pTR1q ´ pTR3q, από το Λήµµα 4.5.10 µπορούµε να

ϑεωρήσουµε ότι ένα διακεκριµένο τρίγωνο µε ϐάση τον µορφισµό f είναι ένα τρίγωνο της µορφής

C‚f

r1s

pf

��
C‚

f
// D‚1

if

ZZ

΄Ετσι, ϑεωρούµε το ακόλουθο διάγραµµα στην KpAq:

C‚
f

//

1C‚

��

D‚
if

//

g

��

C‚f
pf

// ΣC‚

Σ1ΣC‚

��
C‚

g˝f
//

f

��

E‚
ig˝f

//

1E‚

��

C‚g˝f
pg˝f

// ΣC‚

Σf

��
D‚

g
// E‚

ig
// C‚g pg

// ΣD‚

στο οποίο τα τετράγωνα της πρώτης κάθετης στήλης είναι µεταθετικά και οι οριζόντιες γραµµές
είναι διακεκριµένα τρίγωνα. Από την απόδειξη του Λήµµατος 4.5.3 γνωρίζουµε ότι υπάρχουν
µορφισµοί w1 : C‚f ÝÑ C‚g˝f και w2 : C‚g˝f ÝÑ C‚g µε

wn1 “

ˆ

1Cn`1 0
0 gn

˙

και wn2 “

ˆ

fn`1 0
0 1En

˙

για κάθε n P Z, οι οποίοι κάνουν το παραπάνω διάγραµµα µεταθετικό. Αποκτούµε έτσι στην KpAq
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ένα µεταθετικό διάγραµµα:

C‚
f

//

1C‚

��

D‚
if

//

g

��

C‚f

w1

��

pf
// ΣC‚

Σ1ΣC‚

��
C‚

g˝f
//

f

��

E‚
ig˝f

//

1E‚

��

C‚g˝f
pg˝f

//

w2

��

ΣC‚

Σf

��
D‚

if

��

g
// E‚

ig
//

ig˝f

��

C‚g

1C‚g

��

pg
// ΣD‚

Σif

��
C‚f w1

// C‚g˝f w2

// C‚g Σif˝pg

// ΣC‚f

Μένει να δείξουµε ότι το τρίγωνο

C‚g

r1s

Σif˝pg

��
C‚f w1

// C‚g˝f

w2

ZZ

είναι διακεκριµένο στην KpAq. ΄Εχουµε:

C‚g “ ΣD‚ ‘ E‚

µε διαφορικό:

BnCg “

ˆ

´B
n`1
D 0

gn`1 BnE

˙

για κάθε n P Z και επίσης

C‚w1
“ ΣC‚f ‘ C

‚
g˝f “ Σ2C‚ ‘ ΣD‚ ‘ ΣC‚ ‘ E‚

µε διαφορικό:

BnCw1
“

˜

´B
n`1
Cf

0

wn`1
1 BnCg˝f

¸

“

¨

˚

˚

˝

B
n`2
C 0 0 0

´fn`2 ´dn`1
D 0 0

1Cn`2 0 ´B
n`1
C 0

0 gn`1 gn`1 ˝ fn`1 BnE

˛

‹

‹

‚

για κάθε n P Z. Ορίζουµε έτσι έναν µορφισµό συµπλόκων w : C‚g ÝÑ C‚w1
µε

wn “

¨

˚

˚

˝

0 0
1Dn`1 0

0 0
0 1En

˛

‹

‹

‚
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για κάθε n P Z. ΄Αµεσα ϐλέπουµε ότι

wn`1 ˝ BnCg “

¨

˚

˚

˝

0 0
1Dn`2 0

0 0
0 1En`1

˛

‹

‹

‚

ˆ

´B
n`1
D 0

gn`1 BnE

˙

“

¨

˚

˚

˝

0 0
´B

n`1
D 0
0 0
0 BnE

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

B
n`2
C 0 0 0

´fn`2 ´dn`1
D 0 0

1Cn`2 0 ´B
n`1
C 0

0 gn`1 gn`1 ˝ fn`1 BnE

˛

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˝

0 0
1Dn`1 0

0 0
0 1En

˛

‹

‹

‚

“ BnCw1
˝ wn

για κάθε n P Z, άρα ο w είναι πράγµατι ένας µορφισµός συµπλόκων. Θεωρούµε έτσι το παρακάτω
διάγραµµα στην KpAq:

C‚f
w1 //

1C‚
f

��

C‚g˝f
w2 //

1C‚
g˝f

��

C‚g

w

��

Σif˝pg
// ΣC‚f

1ΣC‚
f

��
C‚f w1

// C‚g˝f iw1

// C‚w1 pw1

// ΣC‚f

(4.10)

το οποίο ϑα δείξουµε ότι αποτελεί έναν ισοµορφισµό τριγώνων. ΄Εχουµε:

pnw1
˝wn “

ˆ

1Cn`2 0 0 0
0 1Dn`1 0 0

˙

¨

˚

˚

˝

0 0
1Dn`1 0

0 0
0 1En

˛

‹

‹

‚

“

ˆ

0 0
1En`1 0

˙

“

ˆ

0
1Dn`1

˙

`

1Dn`1 0
˘

“ Σinf ˝p
n
g

για κάθε n P Z και άρα pw1 ˝ w “ Σif ˝ pg ùñ pw1 ˝ w “ Σif ˝ pg.
Θα δείξουµε τώρα ότι και το µεσαίο τετράγωνο του παραπάνω διαγράµµατος µετατίθεται στην

οµοτοπική κατηγορία, δηλαδή ότι οι µορφισµοί συµπλόκων w ˝ w2 και iw1
είναι οµοτοπικοί.

Ορίζουµε για τον σκοπό αυτόν µία οικογένεια µορφισµών φ “ tφn : Cng˝f ÝÑ Cn´1
w1

unPZ µε

φn “

¨

˚

˚

˝

1Cn`1 0
0 0
0 0
0 0

˛

‹

‹

‚

για κάθε n P Z. Τότε έχουµε:

B
n´1
Cw1

˝ φn ` φn`1 ˝ BnCg˝f “

¨

˚

˚

˝

B
n`1
C 0 0 0

´fn`1 ´dnD 0 0
1Cn`1 0 ´BnC 0

0 gn gn ˝ fn B
n´1
E

˛

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˝

1Cn`1 0
0 0
0 0
0 0

˛

‹

‹

‚

`

¨

˚

˚

˝

1Cn`2 0
0 0
0 0
0 0

˛

‹

‹

‚

ˆ

´B
n`1
C 0

gn`1 ˝ fn`1 BnE

˙

“

¨

˚

˚

˝

B
n1

C 0
´fn`1 0
1Cn`1 0

0 0

˛

‹

‹

‚

`

¨

˚

˚

˝

´B
n`1
C 0
0 0
0 0
0 0

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

0 0
´fn`1 0
1Cn`1 0

0 0

˛

‹

‹

‚
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για κάθε n P Z. ΄Ετσι, προκύπτει ότι :

inw1
´ wn ˝ wn2 “

¨

˚

˚

˝

0 0
0 0

1Cn`1 0
1En

˛

‹

‹

‚

´

¨

˚

˚

˝

0 0
1Dn`1 0

0 0
0 1En

˛

‹

‹

‚

ˆ

fn`1 0
0 1En`1

˙

“

¨

˚

˚

˝

0 0
0 0

1Cn`1 0
0 1En

˛

‹

‹

‚

´

¨

˚

˚

˝

0 0
fn`1 0

0 0
0 1En

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

0 0
´fn`1 0
1Cn`1 0

0 0

˛

‹

‹

‚

“ B
n´1
Cw1

˝ φn ` φn`1 ˝ BnCg˝f

για κάθε n P Z, δηλαδή η οικογένεια µορφισµών φ αποτελεί µια οµοτοπία iw1
 w ˝ w2. ΄Αρα

στην οµοτοπική κατηγορία ϑα ισχύει : iw1
“ w ˝ w2 και το διάγραµµα (4.10) είναι µεταθετικό.

Θα δείξουµε, τέλος ότι ο µορφισµός συµπλόκων w : C‚g ÝÑ C‚w1
είναι ισοµορφισµός στην

οµοτοπική κατηγορία KpAq. Ορίζουµε µία οικογένεια µορφισµών v : C‚w1
ÝÑ C‚g µε

vn “

ˆ

0 1n`1
D fn`1 0

0 0 0 1En

˙

για κάθε n P Z. Τότε :

vn`1 ˝ Bnw1
“

ˆ

0 1n`2
D fn`2 0

0 0 0 1En`1

˙

¨

˚

˚

˝

B
n`2
C 0 0 0

´fn`2 ´B
n`1
D 0 0

1Cn`2 0 ´B
n`1
C 0

0 gn`1 gn`1 ˝ fn`1 BnE

˛

‹

‹

‚

“

ˆ

0 ´B
n`1
D ´fn`2 ˝ B

n`1
C 0

0 gn`1 gn`1 ˝ fn`1 BnE

˙

“

ˆ

0 ´B
n`1
D ´B

n`1
D ˝ ´fn`1 0

0 gn`1 gn`1 ˝ fn`1 BnE

˙

“

ˆ

´B
n`1
D 0

gn`1 BnE

˙ˆ

0 1n`1
D fn`1 0

0 0 0 1En

˙

“ BnCg ˝ v
n

για κάθε n P Z, δηλαδή ο v : C‚w1
ÝÑ C‚g είναι ένας µορφισµός συµπλόκων. ΄Αµεσα,

vn ˝ wn “

ˆ

0 1n`1
D fn`1 0

0 0 0 1En

˙

¨

˚

˚

˝

0 0
1Dn`1 0

0 0
0 1En

˛

‹

‹

‚

“

ˆ

1Dn`1 0
0 1En

˙

“ 1Cng

για κάθε n P Z, άρα v ˝ w “ 1C‚g ùñ v ˝ w “ 1C‚g . Θεωρούµε τώρα µία οικογένεια µορφισµών

ψ “ tψn : Cnw1
ÝÑ Cn´1

w1
unPZ µε

ψn “

¨

˚

˚

˝

0 0 1Cn`1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

˛

‹

‹

‚
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για κάθε n P Z. ΄Ετσι, έχουµε:

Bn´1
w1

˝ ψn ` ψn`1 ˝ dnw1
“

¨

˚

˚

˝

B
n`1
C 0 0 0

´fn`1 ´dnD 0 0
1Cn`1 0 ´BnC 0

0 gn gn ˝ fn B
n´1
E

˛

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˝

0 0 1Cn`1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

˛

‹

‹

‚

`

¨

˚

˚

˝

0 0 1Cn`2 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

˛

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˝

B
n`2
C 0 0 0

´fn`2 ´dn`1
D 0 0

1Cn`2 0 ´B
n`1
C 0

0 gn`1 gn`1 ˝ fn`1 BnE

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

0 0 B
n`1
C 0

0 0 ´fn`1 0
0 0 1Cn`1 0
0 0 0 0

˛

‹

‹

‚

`

¨

˚

˚

˝

1Cn`2 0 ´B
n`1
C 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

1Cn`2 0 0 0
0 0 ´fn`1 0
0 0 1Cn`1 0
0 0 0 0

˛

‹

‹

‚

για κάθε n P Z. ΄Ετσι,

1Cnw1
´ wn ˝ vn “

¨

˚

˚

˝

1Cn`2 0 0 0
0 1Dn`1 0 0
0 0 1Cn`1 0
0 0 0 1En

˛

‹

‹

‚

´

¨

˚

˚

˝

0 0
1Dn`1 0

0 0
0 1En

˛

‹

‹

‚

ˆ

0 1n`1
D fn`1 0

0 0 0 1En

˙

“

¨

˚

˚

˝

1Cn`2 0 0 0
0 1Dn`1 0 0
0 0 1Cn`1 0
0 0 0 1En

˛

‹

‹

‚

´

¨

˚

˚

˝

0 0 0 0
0 1Dn`1 fn`1 0
0 0 0 0
0 0 0 1En

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

1Cn`2 0 0 0
0 0 ´fn`1 0
0 0 1Cn`1 0
0 0 0 0

˛

‹

‹

‚

“ Bn´1
w1

˝ ψn ` ψn`1 ˝ dnw1

για κάθε n P Z. ΄Αρα, η οικογένεια µορφισµών ψ αποτελεί µία οµοτοπία 1C‚w1
 w ˝ v και στην

οµοτοπική κατηγορία ισχύει w ˝ v “ 1C‚w1
.

Εποµένως ο µορφισµός συµπλόκων w είναι ισοµορφισµός στην οµοτοπική κατηγορία KpAq.
Το διάγραµµα 4.10, έτσι, αποτελεί έναν ισοµορφισµό τριγώνων στην KpAq και εφόσον η δεύτερη
σειρά αποτελεί ένα διακεκριµένο τρίγωνο, το τρίγωνο

C‚g

r1s

Σif˝pg

��
C‚f w1

// C‚g˝f

w2

ZZ

είναι επίσης διακεκριµένο, κάτι που ολοκληρώνει την απόδειξη του αξιώµατος pTR4q. �

Λαµβάνοντας υπόψιν ότι οι ϕραγµένες κατηγορίες συµπλόκων Ch`pAq, Ch´pAq και ChbpAq,
είναι κλειστές στους κώνους µορφισµών, προκύπτει άµεσα το ακόλουθο πόρισµα:
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Πόρισµα 4.5.12. Οι κατηγορίες K`pAq, K´pAq και KbpAq, είναι πλήρεις τριγωνισµένες υποκατη-
γορίες της KpAq.

Ολοκληρώνουµε την παρούσα ενότητα εξετάζοντας την περίπτωση κατά την οποία η κατηγορία
A είναι αβελιανή. Τότε, µπορούµε να ϑεωρήσουµε τον συναρτητή οµολογίας Hn : KpAq ÝÑ A
του Ορισµού 4.3.3 για τον οποίο ισχύει το ακόλουθο:

Θεώρηµα 4.5.13. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία. Τότε, για κάθε n P Z, ο συναρτητής
Hn : KpAq ÝÑ A είναι ένας οµολογιακός συναρτητής.

Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας το αξίωµα της στροφής τριγώνων, αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε
διακεκριµένο τρίγωνο

E‚

r1s

h

��
C‚

f
// D‚

g

ZZ

στην KpAq, η ακολουθία

HnpD‚q
Hnpgq // HnpE‚q

Hnphq// HnpΣC‚q

είναι ακριβής στην κατηγορία A για κάθε n P Z. Θεωρούµε το τυπικό τρίγωνο µε ϐάση τον
µορφισµό f :

C‚f

r1s

pf

��
C‚

f // D‚

if

ZZ

και τον ισοµορφισµό τριγώνων στην KpAq

C‚
f

//

1C‚

��

D‚
g

//

1D‚

��

E‚
h //

u

��

ΣC‚

1ΣC‚

��
C‚

f
// D‚

if
// C‚f pf

// ΣC‚

ο οποίος προκύπτει από το Λήµµα 4.5.10. Σταθεροποιούµε ένα n P Z και εφαρµόζουµε τον
συναρτητή Hn αποκτώντας έτσι ένα µεταθετικό διάγραµµα

HnpD‚q
Hnpgq //

1HnpD‚q

��

HnpE‚q
Hnphq//

Hnpuq

��

HnpΣC‚q

1HnpΣC‚q

��
HnpD‚q

Hnpif q
// HnpC‚f q Hnppf q

// HnpΣC‚q

στο οποίο τα κάθετα ϐέλη είναι ισοµορφισµοί. Από το Λήµµα 4.4.8, γνωρίζουµε ότι η δεύτερη
γραµµή του διαγράµµατος είναι µία ακριβής ακολουθία, εποµένως και η πρώτη γραµµή είναι
επίσης µία ακριβής ακολουθία στην A αποδεικνύοντας το Ϲητούµενο. �
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Το παραπάνω ϑεώρηµα έχει το ακόλουθο άµεσο πόρισµα:

Πόρισµα 4.5.14. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και

E‚

r1s

h

��
C‚

f
// D‚

g

ZZ

(T1)

ένα διακεκριµένο τρίγωνο στην KpAq. Τότε η ακολουθία

¨ ¨ ¨ // HnpC‚q
Hnpfq // HnpD‚q

Hnpgq // HnpE‚q
Hnphq// Hn`1pC‚q // ¨ ¨ ¨

είναι ακριβής στην A.

Σχόλιο 4.5.15. Η ακριβής ακολουθία

¨ ¨ ¨ // HnpC‚q
Hnpfq // HnpD‚q

Hnpgq // HnpE‚q
Hnphq// Hn`1pC‚q // ¨ ¨ ¨

του παραπάνω πορίσµατος καλείται η µεγάλη ακριβής ακολουθία συνοµολογίας του διακεκριµέ-
νου τριγώνου (T1):

E‚

r1s

h

��
C‚

f
// D‚

g

ZZ

(T1)

4.6 Ηµι-ισοµορφισµοί

Στη συγκεκριµένη ενότητα, ϑα περιοριστούµε στην περίπτωση όπου η κατηγορία A είναι αβε-
λιανή. Σε αυτό το πλαίσιο ϑα κατασκευαστεί µία κλάση µορφισµών στην οµοτοπική κατηγορία
KpAq η οποία όπως ϑα δείξουµε αποτελεί µία τοπικοποιούσα κλάση συµβατή µε τον τριγωνι-
σµό. Στα παρακάτω η KpAq ϑα ϑεωρείται ήδη εφοδιασµένη µε µία τριγωνική δοµή, αυτήν που
κατασκευάστηκε στο Θεώρηµα 4.5.11.

Για την κατασκευή αυτής της κλάσης µορφισµών εισάγουµε τον ακόλουθο ορισµό:

Ορισµός 4.6.1. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία. ΄Ενας µορφισµός συµπλόκων f : C‚ ÝÑ D‚

στην ChpAq ϑα καλείται ηµι-ισοµορφισµός (quasi-isomorphism), αν ο επαγόµενος µορφισµός

Hnpfq : HnpC‚q ÝÑ HnpD‚q

είναι ισοµορφισµός στην A για κάθε n P Z.

Σχόλιο 4.6.2. Στον παραπάνω ορισµό, αν ο µορφισµός συµπλόκων f : C‚ ÝÑ D‚ είναι ένας
ηµι-ισοµορφισµός, και ο µορφισµός συµπλόκων g : C‚ ÝÑ D‚ είναι οµοτοπικός µε τον f , τότε
έχουµε g « f ùñ Hnpgq “ Hnpfq για κάθε n P Z, συνεπώς και ο g είναι ηµι-ισοµορφισµός.
Βλέπουµε δηλαδή έτσι ότι η ιδιότητα ενός µορφισµού συµπλόκων να είναι ηµι-ισοµορφισµός, είναι
οµοτοπικά αναλλοίωτη, δηλαδή δεν αλλάζει αν περάσουµε από έναν µορφισµό σε έναν οµοτοπικό
του. Με αυτόν τον τρόπο µπορούµε να επεκτείνουµε τον παραπάνω µορφισµό στην οµοτοπική
κατηγορία και χάριν σύµβασης, ϑα λέµε ότι ένας µορφισµός στην KpAq είναι ηµι-ισοµορφισµός
αν όλοι οι αντιπρόσωποί του στην κατηγορία συµπλόκων είναι ηµι-ισοµορφισµοί.

Στα παρακάτω, συχνά ϑα συµβολίζουµε µε S την κλάση όλων των ηµι-ισοµορφισµών στην
KpAq και µε S̃ την κλάση όλων των ηµι-ισοµορφισµών στην ChpAq.
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Η κλάση S των ηµι-ισοµορφισµών στην KpAq περιέχει όλους τους ισοµορφισµούς της KpAq:

Πόρισµα 4.6.3. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και f : C‚ ÝÑ D‚ ένας µορφισµός συµπλόκων
στην ChpAq. Αν ο f είναι ισοµορφισµός στην οµοτοπική κατηγορία συµπλόκων KpAq, τότε είναι και
ένας ηµι-ισοµορφισµός.

Απόδειξη. Εφόσον ο f είναι ισοµορφισµός στην οµοτοπική κατηγορία, ϑα υπάρχει ένας µορφισµός
συµπλόκων g : D‚ ÝÑ C‚ έτσι ώστε f ˝ g « 1D‚ και g ˝ f « 1C‚ . Προκύπτει έτσι, ότι για κάθε
n P Z ισχύει

Hnpfq ˝ Hnpgq “ 1Dn και Hnpgq ˝ Hnpfq “ 1Cn

δηλαδή ο Hnpfq είναι ισοµορφισµός στην A για κάθε n P Z, συνεπώς ο f είναι ηµι-ισοµορφισµός.
�

Ορισµός 4.6.4. ΄Ενα σύµπλοκο C‚ καλείται ακυκλικό ή ακριβές αν HnpC‚q “ 0 για κάθε
n P Z.

Ακολουθεί ένα λήµµα το οποίο ϑα χρησιµοποιηθεί στην απόδειξη των κύριων προτάσεων της
ενότητας.

Λήµµα 4.6.5. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και KpAq η οµοτοπική κατηγορία συµπλόκων της
A. ΄Ενας µορφισµός συµπλόκων f : C‚ ÝÑ D‚ είναι ένας ηµι-ισοµορφισµός αν-ν ο κώνος C‚f του
µορφισµού f είναι ακυκλικό σύµπλοκο.

Απόδειξη. Εξ ορισµού, το παρακάτω τρίγωνο

C‚f

r1s

��
C‚

f // D‚

ZZ

µε ϐάση τον µορφισµό f , είναι διακεκριµένο στην KpAq. Από το Λήµµα 4.5.14 αποκτούµε µία
µεγάλη ακριβή ακολουθία στην συνοµολογία :

¨ ¨ ¨ // HnpC‚q
Hnpfq // HnpD‚q // HnpC‚f q // Hn`1pC‚q

Hn`1
pfq// Hn`1pD‚q // ¨ ¨ ¨

Αν ο µορφισµός f είναι ένας ηµι-ισοµορφισµός, οι µορφισµοί Hnpfq και Hn`1pfq είναι ισοµορ-
ϕισµοί και άρα HnpC‚f q “ 0 για κάθε n P Z, δηλαδή το σύµπλοκο C‚f είναι ακυκλικό.

Αντίστροφα, αν το σύµπλοκο C‚f είναι ακυκλικό, από την ίδια µεγάλη ακριβή ακολουθία

¨ ¨ ¨ // Hn´1pC‚f q
// HnpC‚q

Hnpfq // HnpD‚q // HnpC‚f q // ¨ ¨ ¨

αφού Hn´1pC‚f q “ HnpC‚f q “ 0, προκύπτει ότι ο µορφισµός Hnpfq είναι ισοµορφισµός για κάθε
n P Z, δηλαδή ο µορφισµός συµπλόκων f είναι ηµι-ισοµορφισµός. �

Το παραπάνω λήµµα γενικεύεται ως εξής :

Παρατήρηση 4.6.6. Αν έχουµε ένα διακεκριµένο τρίγωνο

E‚

r1s

��
C‚

f // D‚

ZZ
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στην οµοτοπική κατηγορία KpAq, τότε από το Λήµµα 4.6.5 και το αξίωµα της στροφής τριγώνων
προκύπτει ότι ένας από τους µορφισµούς f, g, h είναι ηµι-ισοµορφισµός αν-ν η απέναντι κορυφή
του τριγώνου, δηλαδή το σύµπλοκο E‚, C‚, D‚ αντίστοιχα, είναι ακυκλικό.

Πρόταση 4.6.7. Ηκλάση S όλων των ηµι-ισοµορφισµών στηνKpAq είναι µία τοπικοποιούσα κλάση.

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι η S είναι µία τοπικοποιούσα κλάση εξετάζοντας αν πληροί τις ιδιότητες
pLC1q ´ pLC4q του Ορισµού 2.1.8. ΄Αµεσα, για κάθε σύµπλοκο C‚, ο ταυτοτικός µορφισµός 1C‚

είναι ηµι-ισοµορφισµός και η ιδιότητα pLC1q ικανοποιείται.
΄Εστω τώρα s, t δύο µορφισµοί συµπλόκων στην S. Αφού οι s και t είναι ηµι-ισοµορφισµοί, οι

µορφισµοί Hnpsq και Hnptq είναι ισοµορφισµοί στην A για κάθε n P Z. ΄Ετσι, και ο µορφισµός
Hnps ˝ tq “ Hnpsq ˝ Hnptq είναι ισοµορφισµός για κάθε n P Z, άρα ο µορφισµός συµπλοκών s ˝ t
είναι ηµι-ισοµορφισµός. Εποµένως έχουµε s ˝ t P S και η ιδιότητα pLC2q ικανοποιείται.

΄Εστω ένα Ϲεύγος µορφισµών συµπλόκων f : E‚ ÝÑ D‚ και s : C‚ ÝÑ D‚ στην KpAq µε s P S.
Θεωρούµε το διακεκριµένο τρίγωνο

C‚s

r1s

ps

��
C‚

s // D‚

is

ZZ

στην KpAq µε ϐάση τον µορφισµό s. Χρησιµοποιώντας το αξίωµα της στροφής τριγώνων, αποκτού-
µε το διακεκριµένο τρίγωνο

ΣC‚

r1s
´Σs

��
D‚

is // C‚s

ps

ZZ

(T1)

Θέτουµε g “ is ˝ f : E‚ ÝÑ C‚s και ϑεωρούµε το διακεκριµένο τρίγωνο

C‚g

r1s

pg

��
E‚

g // C‚s

ig

ZZ

(T2)

στην KpAq µε ϐάση τον µορφισµό g. Αποκτούµε έτσι στην KpAq ένα διάγραµµα

E‚
g //

f

��

C‚s
ig //

1C‚s

��

C‚g
pg // ΣE‚

Σf

��
D‚

is // C‚s
ps // ΣC‚

´Σs // ΣD‚

στο οποίο οι γραµµές είναι διακεκριµένα τρίγωνα και το αριστερό τετράγωνο µεταθετικό. Χρη-
σιµοποιώντας το αξίωµα pTR3q, υπάρχει ένας µορφισµός h : C‚g ÝÑ ΣC‚ στην KpAq ο οποίος
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συµπληρώνει το παραπάνω διάγραµµα σε έναν µορφισµό διακεκριµένων τριγώνων:

E‚
g //

f

��

C‚s
ig //

1C‚s

��

C‚g
pg //

h

��

ΣE‚

Σf

��
D‚

is // C‚s
ps // ΣC‚

´Σs // ΣD‚

Από το τρίγωνο (T1) και το Λήµµα 4.6.5, αφού ο s είναι ηµι-ισοµορφισµός προκύπτει ότι το
σύµπλοκο C‚s είναι ακυκλικό, ενώ από το τρίγωνο (T2) και την Παρατήρηση 4.6.6, ο µορφισµός
συµπλόκων pg ϑα είναι ηµι-ισοµορφισµός. Εφαρµόζοντας τον συναρτητή µεταφοράς Σ´1 στο
δεξιό µεταθετικό τετράγωνο του παραπάνω διαγράµµατος, αποκτούµε το µεταθετικό διάγραµµα:

Σ´1C‚g
Σ´1pg //

´Σ´1h

��

E‚

f

��
C‚

s
// D‚

στην KpAq, στο οποίο οι µορφισµοί Σ´1pg και s ανήκουν στην S.
Παρόµοια, έστω ένα Ϲεύγος µορφισµών συµπλόκων f : C‚ ÝÑ E‚ και s : C‚ ÝÑ D‚ στην

οµοτοπική κατηγορία KpAq µε s P S. ΄Οπως πριν, Θεωρούµε το διακεκριµένο τρίγωνο

C‚s

r1s

ps

��
C‚

s // D‚

is

ZZ

στην KpAq µε ϐάση τον µορφισµό s και χρησιµοποιώντας το αξίωµα της στροφής τριγώνων, απο-
κτούµε το διακεκριµένο τρίγωνο

D‚

r1s
is

��
Σ´1C‚s

´Σps // C‚

s

ZZ

(T3)

Στη συνέχεια, ϑέτουµε g “ ´f ˝ Σps : Σ´1C‚s ÝÑ E‚ και ϑεωρούµε το διακεκριµένο τρίγωνο

C‚g

r1s

pg

��
Σ´1C‚s

g // E‚

ig

ZZ

(T4)

Σύµφωνα µε το αξίωµα pTR3q, ϑα υπάρχει ένας µορφισµός h : D‚ ÝÑ C‚g ο οποίος µετατρέπει το
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παρακάτω διάγραµµα

Σ´1C‚s
´Σps //

1Σ´1Cs

��

C‚
s //

f

��

D‚
is //

h

��

C‚s

1C‚s

��
Σ´1C‚s

g // E‚
ig // C‚g

pg // C‚s

σε έναν µορφισµό διακεκριµένων τριγώνων. Από την Παρατήρηση 4.6.6, εφόσον στο τρίγωνο
(T3) ο µορφισµός s είναι ηµι-ισοµορφισµός, το σύµπλοκο Σ´1C‚s είναι ακυκλικό και παρόµοια,
στο τρίγωνο (T4), αφού το σύµπλοκο Σ´1C‚s είναι ακυκλικό, και ο µορφισµός ig ϑα είναι ηµι-
ισοµορφισµός. Αποµονώνοντας το κεντρικό τετράγωνο του παραπάνω διαγράµµατος, αποκτούµε
έτσι ένα µεταθετικό διάγραµµα στην KpAq

C‚
s //

f

��

D‚

h

��
E‚

ig // C‚g

όπου ig, s P S ολοκληρώνοντας την απόδειξη της ιδιότητας pLC3q.
Για την ιδιότητα pLC4q ϑεωρούµε έναν τυχαίο µορφισµό συµπλόκων f : C‚ ÝÑ D‚. Εύκολα

ϐλέπουµε ότι αρκεί να δείξουµε το εξής : Υπάρχει µορφισµός συµπλόκων s : D‚ ÝÑ Y ‚ µε s P S
έτσι ώστε s ˝ f “ 0, αν-ν υπάρχει ένας µορφισµός συµπλόκων t : X‚ ÝÑ C‚ µε t P S έτσι ώστε
f ˝ t “ 0. ΄Εστω, λοιπόν, ένας µορφισµός συµπλόκων s : D‚ ÝÑ Y ‚ µε s P S και s ˝ f “ 0 και το
διακεκριµένο τρίγωνο

C‚s

r1s

ps

��
D‚

s // Y ‚

is

ZZ

στην KpAq µε ϐάση τον µορφισµό s. Εφαρµόζοντας το αξίωµα της στροφής τριγώνων στο διακε-
κριµένο τρίγωνο

0

r1s

��
C‚

1C‚ // C‚

ZZ

στην KpAq µε ϐάση τον ταυτοτικό µορφισµό στο C‚, προκύπτει ένα διακεκριµένο τρίγωνο

ΣC‚

r1s

´1ΣC‚

��
C‚ // 0

ZZ
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΄Ετσι, αν ϑεωρήσουµε το διάγραµµα

C‚ //

f

��

0 //

��

ΣC‚
´1ΣC‚ // ΣC‚

Σf

��
D‚

s
// Y ‚

is // C‚s
ps // ΣD‚

στην KpAq στο οποίο οι δύο οριζόντιες γραµµές είναι διακεκριµένα τρίγωνα και το αριστερό τετρά-
γωνο είναι µεταθετικό, από το αξίωµα pTR3q υπάρχει ένας µορφισµός u : ΣC‚ ÝÑ C‚s ο οποίος
συµπληρώνει το παραπάνω διάγραµµα σε έναν µορφισµό διακεκριµένων τριγώνων στην KpAq:

C‚ //

f

��

0 //

��

ΣC‚
´1ΣC‚ //

u

��

ΣC‚

Σf

��
D‚

s
// Y ‚

is // C‚s
ps // ΣD‚

Από τη µεταθετικότητα προκύπτει ότι

f “ Σ´1ps ˝ Σ´1u

Αφού ο µορφισµός συµπλόκων s είναι ένας ηµι-ισοµορφισµός, από το Λήµµα 4.6.5, το σύµπλοκο
C‚s ϑα είναι ακυκλικό και αν ϑεωρήσουµε το διακεκριµένο τρίγωνο

ΣC‚u

r1s

pu

��
C‚

Σ´1u // C‚s

iu

ZZ

στην KpAq µε ϐάση τον µορφισµό Σ´1u, από την Παρατήρηση 4.6.6 και ο µορφισµός pu ϑα είναι
ηµι-ισοµορφισµός. Από το Λήµµα 3.2.9 ισχύει Σ´1u ˝ pu “ 0 και τότε

f ˝ pu “ Σ´1ps ˝ Σ´1u ˝ pu “ 0

΄Εχουµε αποδείξει εποµένως την ύπαρξη ενός µορφισµού pu : ΣC‚u ÝÑ C‚ µε pu P S έτσι ώστε
f ˝ pu “ 0 στην KpAq.

Από την άλλη πλευρά, αν υπάρχει ένας µορφισµός t : X‚ ÝÑ C‚ στην KpAq έτσι ώστε f ˝t “ 0,
µπορούµε παρόµοια να ϑεωρήσουµε το διάγραµµα

X‚
t //

��

C‚
it //

f

��

ΣC‚t
pt // ΣC‚

��
0 // D‚

1D‚ // D‚ // 0

στην KpAq, του οποίου η πρώτη γραµµή είναι το διακεκριµένο τρίγωνο στην KpAq µε ϐάση τον
µορφισµό t και η δεύτερη γραµµή είναι το διακεκριµένο τρίγωνο που αποκτάται εφαρµόζοντας
το αξίωµα της στροφής τριγώνων στο διακεκριµένο τρίγωνο της KpAq το οποίο έχει ως ϐάση τον
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ταυτοτικό µορφισµό στοD‚. Από το αξίωµα pTR3q, υπάρχει ένας µορφισµός v : ΣC‚t ÝÑ D‚ στην
KpAq ο οποίος µετατρέπει το παραπάνω διάγραµµα σε έναν µορφισµό διακεκριµένων τριγώνων
στην KpAq:

X‚
t //

��

C‚
it //

f

��

ΣC‚t
pt //

v

��

ΣC‚

��
0 // D‚

1D‚ // D‚ // 0

Από τη µεταθετικότητα του διαγράµµατος προκύπτει ότι f “ v ˝ it. Αφού ο t είναι ένας ηµι-
ισοµορφισµός, από το Λήµµα 4.6.5, το σύµπλοκο C‚t είναι ακυκλικό και αν ϑεωρήσουµε το
διακεκριµένο τρίγωνο

ΣC‚v

r1s

pv

��
C‚t

v // D‚

iv

ZZ

από την Παρατήρηση 4.6.6 άµεσα συµπεραίνουµε ότι ο µορφισµός iv είναι ηµι-ισοµορφισµός.
Από το Λήµµα 3.2.9 ισχύει iv ˝ v “ 0 και έτσι

iv ˝ f “ iv ˝ v ˝ it “ 0

Συνεπώς έχουµε αποδείξει την ύπαρξη ενός µορφισµού iv : D‚ ÝÑ ΣC‚v στην KpAq µε iv P S έτσι
ώστε iv ˝ f =0, ολοκληρώνοντας την απόδειξη της ιδιότητας pLC4q. �

Πρόταση 4.6.8. Η τοπικοποιούσα κλάση S όλων των ηµι-ισοµορφισµών στην KpAq είναι συµβατή
µε τον τριγωνισµό.

Απόδειξη. Θα εξετάσουµε αν η τοπικοποιούσα κλάση S πληροί τις ιδιότητες pLT1q και pLT2q του
Ορισµού 3.4.1.

Αρχικά αν ένας µορφισµός s : C‚ ÝÑ D‚ είναι ηµι-ισοµορφισµός, τότε ο µορφισµός
Hnpsq : HnpC‚q ÝÑ HnpD‚q είναι ισοµορφισµός για κάθε n P Z, άρα άµεσα και ο µορφισµός
Σs : ΣC‚ ÝÑ ΣD‚ είναι ηµι-ισοµορφισµός και αντίστροφα. Εποµένως η κλάση S διατηρεί τον
συναρτητή µεταφοράς συµπλόκων Σ.

΄Εστω
C‚ //

s

��

D‚ //

t

��

E‚ // ΣC‚

Σs

��
C‚1 // D‚ // E‚1 // ΣC‚1

ένα διάγραµµα στην KpAq στο οποίο οι δύο οριζόντιες γραµµές αποτελούν διακεκριµένα τρίγωνα,
οι µορφισµοί s, t είναι ηµι-ισοµορφισµοί και το αριστερό τετράγωνο είναι µεταθετικό. Τότε, από
το αξίωµα pTR3q, υπάρχει ένας µορφισµός u : E‚ ÝÑ E‚1 ο οποίος συµπληρώνει το παραπάνω
διάγραµµα σε έναν µορφισµό διακεκριµένων τριγώνων στην A :

C‚ //

s

��

D‚ //

t

��

E‚ //

u

��

ΣC‚

Σs

��
C‚1 // D‚ // E‚1 // ΣC‚1
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Μένει να δείξουµε ότι ο µορφισµός u είναι ένας ηµι-ισοµορφισµός. Για κάθε n P Z εφαρµόζοντας
τον συναρτητή Hnp´q αποκτούµε ένα µεταθετικό διάγραµµα στην KpAq :

HnpC‚q //

Hnpsq

��

HnpD‚q //

Hnptq

��

HnpE‚q //

Hnpuq

��

Hn`1pC‚q

Hn`1
psq

��

// Hn`1pD‚q

Hn`1
ptq

��
HnpC‚1 q // HnpD‚1q // HnpE‚1q // Hn`1pC‚1 q // Hn`1pD‚1q

στο οποίο οι µορφισµοί Hnpsq, Hnptq, Hn`1psq και Hn`1ptq είναι ισοµορφισµοί. ΄Ετσι, από το five
lemma, προκύπτει ότι και ο Hnpuq είναι ισοµορφισµός για κάθε n P Z, συνεπώς ο u είναι ένας
ηµι-ισοµορφισµός. �

Σχόλιο 4.6.9. Συµβολίζοντας µε S´ (αντίστοιχα S`, αντίστοιχα Sb) την κλάση όλων των ηµι-
ισοµορφισµών στην K´pAq (αντίστοιχα K`pAq, αντίστοιχα KbpAq), µπορούµε να ϑέσουµε στα πα-
ϱαπάνω στη ϑέση της οµοτοπικής κατηγορίας KpAq τη ϕραγµένη οµοτοπική κατηγορία K˚pAq και
στη ϑέση της κλάσης S των ηµι-ισοµορφισµών, την κλάση S˚, µε το σύµβολο ˚ να αντικαθιστά ένα
από τα t´,`, bu. Τότε, ακριβώς ανάλογα, ϐλέπουµε ότι η κλάση S˚ όλων των ηµι-ισοµορφισµών
στην K˚pAq είναι µία τοπικοποιούσα κλάση συµβατή µε τον τριγωνισµό.

4.7 Παραγόµενες Κατηγορίες

Λόγω τεχνικών και συνολοθεωρητικών προβληµάτων, η αρχική µελέτη της παραγόµενης κατηγο-
ϱίας (για παράδειγµα ϐλ. [52] και [27]) είχε περιοριστεί στη ϕραγµένη παραγόµενη κατηγορία,
δηλαδή αυτή που προέρχεται από ϕραγµένα σύµπλοκα. Ο Spaltenstein στο [50] ήταν ο πρώτος
ο οποίος ϑεώρησε µη ϕραγµένα σύµπλοκα. Μέσω της εργασίας του Neeman στη δυϊκότητα Gro-
thendieck (ϐλ. [44]) έγινε εµφανές το ότι η µελέτη της µη ϕραγµένης παραγόµενης κατηγορίας
µπορεί να οδηγήσει σε σηµαντικά συµπεράσµατα ακόµη και στην περίπτωση που ενδιαφερόµαστε
για ϕραγµένα σύµπλοκα.

Στα πλαίσια της παρούσας διατριβής ϑα παρακάµψουµε τα συνολοθεωρητικά προβλήµατα για
την ύπαρξη της παραγόµενης κατηγορίας και ϑα αναλύσουµε αρχικά τη µη ϕραγµένη περίπτωση.
Μπορούµε µε ασφάλεια να κάνουµε αυτήν την παραδοχή, καθώς στην περίπτωση στην οποία
ϑα επικεντρωθούµε στα επόµενα κεφάλαια, κατά την οποία η κατηγορία A είναι η mod-R, η
παραγόµενη κατηγορία DpAq πάντοτε υπάρχει. Πληροφοριακά, αναφέρουµε ότι η ύπαρξη της
κατηγορίας DpAq εξασφαλίζεται και στην περίπτωση όπου η κατηγορία A είναι η κατηγορία των
Sheaves (ϐλ. [53, Definition 1.6.5.] πάνω από εναν τοπολογικό χώρο X, ή γενικότερα η A είναι
µία κατηγορία Grothendieck.

Αρχικά, ϑα ϑεωρήσουµε µία αβελιανή κατηγορία A, την κατηγορία συµπλόκων ChpAq και την
αντίστοιχη οµοτοπική κατηγορία KpAq. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.5.11 η KpAq είναι µία τριγω-
νισµένη κατηγορία και από τις Προτάσεις 4.6.7 και 4.6.8, η κλάση S όλων των ηµι-ισοµορφισµών
στην KpAq είναι µία τοπικοποιούσα κλάση η οποία είναι συµβατή µε τον τριγωνισµό της KpAq.
Μπορούµε έτσι, να ϑεωρήσουµε την τοπικοποίηση της κατηγορίας KpAq ως προς την κλάση των
ηµι-ισοµορφισµών σχηµατίζοντας µία νέα κατηγορία. Τέλος, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.4.5, η
κατηγορία αυτή ϑα είναι τριγωνισµένη.

Ορισµός 4.7.1. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και KpAq η αντίστοιχη οµοτοπική κατηγορία.
Η τοπικοποίηση της KpAq ως προς την τοπικοποιούσα κλάση S των ηµι-ισοµορφισµών στην KpAq,
συµβολίζεται µε DpAq και καλείται η παραγόµενη (derived) κατηγορία της A. Θέτουµε δηλαδή:

DpAq “ KpAqrS´1s
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Σχόλιο 4.7.2. Υπάρχουν και άλλες, πιο γενικές, συνθήκες οι οποίες εξασφαλίζουν την ύπαρξη
της παραγόµενης κατηγορίας. Για παράδειγµα, στο [50] ο Spaltenstein ορίζει τα K-injective και
τα K-projective σύµπλοκα. Χρησιµοποιώντας και το άρθρο των Bökstedt και Neeman, ϐλ. [15],
προκύπτει ότι αν η κατηγορία A έχει αρκετά προβολικά αντικείµενα και πληροί την συνθήκη
pAB4q του Grothendieck, δηλαδή έχει ευθέα αθροίσµατα (coproducts) τα οποία είναι ακριβή, η
παραγόµενη κατηγορία είναι ισοδύναµη µε την οµοτοπική κατηγορία των K-projective συµπλό-
κων.

∆υϊκά, αν η κατηγορία A έχει αρκετά ενέσιµα αντικείµενα και πληροί τη συνθήκη pAB4˚q
του Grothendieck, δηλαδή έχει ευθέα γινόµενα (products) τα οποία είναι ακριβή, η παραγόµενη
κατηγορία είναι ισοδύναµη µε την οµοτοπική κατηγορία των K-injective συµπλόκων.

Για µία παρόµοια συνθήκη ϐλ. [53, Remark 10.4.5].

Αν υποθέσουµε ότι η παραγόµενη κατηγορία DpAq υπάρχει, τότε οι πληρεις υποκατηγορίες
K´pAq K`pAq και KbpAq της KpAq ικανοποιούν τις συνθήκες των προτάσεων 2.3.1 και 2.3.2
και αποτελούν τοπικοποιούσες υποκατηγορίες της KpAq. Συνεπώς, οι τοπικοποιήσεις τους υπάρ-
χουν και είναι αντίστοιχα οι πλήρεις υποκατηγορίες D´pAq, D`pAq και DbpAq της DpAq, όπως
ϐλέπουµε στον παρακάτω ορισµό:

Ορισµός 4.7.3. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία, K´pAq, K`pAq και KbpAq οι ϕραγµένες οµοτο-
πικές κατηγορίες και S´, S` και Sb οι αντίστοιχες κλάσεις των ηµι-ισοµορφισµών. Τότε, ορίζουµε
τις αντίστοιχες ϕραγµένες παραγόµενες κατηγορίες ως εξής :

D´pAq “ K´pAqrS´1s

D`pAq “ K`pAqrS´1s

DbpAq “ KbpAqrS´1s

Θα συµβολίζουµε µε D˚pAq οποιαδήποτε από τις παραπάνω παραγόµενες κατηγορίες, ϑέτοντας
δηλαδή ˚ “ t´,`, bu.

Σχόλιο 4.7.4. ΄Οπως ϑα δούµε σε επόµενο κεφάλαιο, στην περίπτωση των ϕραγµένων παραγό-
µενων κατηγοριών, το συνολοθεωρητικό Ϲήτηµα το οποίο προαναφέρθηκε µπορεί να ξεπεραστεί
µε µία απλή συνθήκη. Αν υποθέσουµε, έτσι, ότι η κατηγορία A έχει αρκετά ενέσιµα αντικείµε-
να και συµβολίσουµε µε I την πλήρη υποκατηγορία της A η οποία αποτελείται από τα ενέσιµα
αντικείµενα, προκύπτει η ύπαρξη µίας ισοδυναµίας κατηγοριών D`pAq – K`pIq.

∆υϊκά, αν υποθέσουµε ότι η κατηγορία A έχει αρκετά προβολικά αντικείµενα και συµβολί-
σουµε µε P την πλήρη υποκατηγορία της A η οποία αποτελείται από τα προβολικά αντικείµενα,
προκύπτει µία ισοδυναµία κατηγοριών D´pAq – K´pPq. ΄Ετσι, οι ϕραγµένες παραγόµενες κα-
τηγορίες D`pAq και D´pAq είναι ισοδύναµες µε τις οµοτοπικές κατηγορίες K`pIq και K`pPq οι
οποίες πάντοτε υπάρχουν. Για µία απόδειξη αυτών των επιχειρηµάτων ϐλ. [53, Theorem 10.4.8].

Πρόταση 4.7.5. Η παραγόµενη κατηγορία DpAq µίας αβελιανής κατηγορίας A είναι τριγωνισµέ-
νη. Οι ϕραγµένες παραγόµενες κατηγορίες D´pAq, D`pAq και DbpAq αποτελούν τριγωνισµένες
υποκατηγορίες της DpAq.

Απόδειξη. ΄Οπως είδαµε, η κλάση S των ηµι-ισοµορφισµών στην οµοτοπική κατηγορία KpAq απο-
τελεί µία τοπικοποιούσα κλάση συµβατή µε τον τριγωνισµό. Αφού η οµοτοπική κατηγορία είναι
τριγωνισµένη, από το Θεώρηµα 3.4.5 και η DpAq “ KpAqrS´1s είναι επίσης τριγωνισµένη. Η
περίπτωση των ϕραγµένων παραγόµενων κατηγοριών προκύπτει άµεσα. �

Ακολουθούν δύο παρατηρήσεις στο πλαίσιο της παραγόµενης κατηγορίας οι οποίες οφείλονται
στον [31].

Παρατήρηση 4.7.6. ΄Οπως είδαµε, τα διακεκριµένα τρίγωνα της οµοτοπικής κατηγορίας είναι
τα τρίγωνα τα οποία είναι ισόµορφα µε την εικόνα ενός τυπικού τριγώνου (ϐλ. 4.5.1) στην KpAq.
Η τριγωνική δοµή, «µεταφέρεται», έτσι, στην παραγόµενη κατηγορία µέσω του συναρτητή τοπικο-
ποίησης Q : KpAq ÝÑ DpAq. ∆ηλαδή, όπως ορίστηκε στον Ορισµό 3.4.3, ένα τρίγωνο στην DpAq
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ϑα είναι διακεκριµένο αν είναι ισόµορφο στην DpAq µε την εικόνα ενός διακεκριµένου τριγώνου
της KpAq µέσω του συναρτητή τοπικοποίησης. Προφανώς, ο συναρτητής µεταφοράς στην DpAq
είναι ο συναρτητής µεταφοράς των συµπλόκων στα αντικείµενα, ενώ για έναν µορφισµό φ “ f{s
στην DpAq ο οποίος αναπαριστάται µε ένα αριστερό roof

C‚

f

!!
„

s

}}
D‚ E‚

ϑέτουµε ως Σφ “ Σf{Σs, τον µορφισµό ο οποίος αναπαριστάται µε το αριστερό roof

ΣC‚

Σf

""
„

Σs

||
ΣD‚ ΣE‚

Παρατήρηση 4.7.7. Εφόσον όλοι οι ηµι-ισοµορφισµοί µετατρέπονται σε ισοµορφισµούς στην
DpAq, η παραγόµενη κατηγορία DpAq έχει «περισσότερους» ισοµορφισµούς από την KpAq και
έτσι είναι «ευκολότερο» για ένα τρίγωνο να είναι διακεκριµένο στην DpAq. Πιο συγκεκριµένα, σε
επόµενη ενότητα ϑα δούµε ότι κάθε σύντοµη ακριβής ακολουθία συµπλόκων στην ChpAq επάγει
ένα διακεκριµένο τρίγωνο στην DpAq, κάτι που δεν ισχύει για την KpAq (ϐλ. [31, Remark 6.8.]).

Συνοψίζοντας, αν A είναι µία αβελιανή κατηγορία, έχουµε κατασκευάσει τις ακόλουθες κατη-
γορίες από την A:

A // ChpAq // KpAq // DpAq

αβελιανή αβελιανή τριγωνισµένη τριγωνισµένη

Για να γίνει περισσότερο κατανοητή η δοµής της παραγόµενης κατηγορίας DpAq ακολουθεί
ένα παράδειγµα στο οποίο εξετάζεται πότε η εικόνα ενός µορφισµού συµπλόκων στην παραγόµενη
κατηγορία ισούται µε τον µηδένικό µορφισµό. Για περισσότερα (ϐλ. [28, Chapter 1, §4]).

Παράδειγµα 4.7.8. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και DpAq η αντίστοιχη παραγόµενη κατη-
γορία. Θεωρούµε έναν µορφισµό συµπλόκων f : C‚ ÝÑ D‚ στην ChpAq. Τότε, αν η εικόνα του f
στην παραγόµενη κατηγορία ισούται µε τον µηδένικό µορφισµό, υπάρχει ένας ηµι-ισοµορφισµός
s : D‚ ÝÑ D‚1 έτσι ώστε ο µορφισµός s ˝ f να είναι 0-οµοτοπικός, ή ισοδύναµα, υπάρχει ένας
ηµι-ισοµορφισµός t : C‚1 ÝÑ C‚ έτσι ο µορφισµός f ˝ t να είναι 0-οµοτοπικός.

Προφανώς, αν ο µορφισµός συµπλόκων f είναι 0-οµοτοπικός, ικανοποιεί την παραπάνω συν-
ϑήκη. Το αντίστροφο, ωστόσο, δεν ισχύει. Θεωρούµε για παράδειγµα το σύµπλοκο

C‚ : ¨ ¨ ¨ // 0 // Z 2 // Z // Z2
// 0 // ¨ ¨ ¨

και τον ταυτοτικό µορφισµό 1C‚ : C‚ ÝÑ C‚. Αν s : C‚ ÝÑ 0 είναι ο µηδενικός µορφισµός, τότε
ο s είναι ένας ηµι-ισοµορφισµός και s ˝ f “ 0, αλλά εύκολα ϐλέπουµε ότι ο µορφισµός 1C‚ δεν
είναι 0-οµοτοπικός καθώς σε αυτήν την περίπτωση, η σύντοµη ακριβής ακολουθία

0 // Z 2 // Z // Z2
// 0

ϑα ήταν διασπάσιµη, κάτι που δεν ισχύει.
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Επιπλέον, αν ένας µορφισµός f ικανοποιεί την παραπάνω συνθήκη, τότε ο f επάγει τον µη-
δενικό µορφισµό στη συνοµολογία. Το αντίστροφο δεν ισχύει καθώς ϑέτοντας ως f τον παρακάτω
µορφισµό συµπλόκων:

¨ ¨ ¨ // 0 //

��

Z 2 //

1

��

Z //

2

��

0 //

��

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // 0 // Z 1 // Z3
// 0 // ¨ ¨ ¨

ϐλέπουµε ότι δεν υπάρχει ηµι-ισοµορφισµός t έτσι ώστε f ˝ t “ 0. (Για περισσότερες λεπτοµέρεις
ϐλ. [28]).

Γενικά, για οποιουσδήποτε δύο µορφισµούς συµπλόκων f, g : C‚ ÝÑ D‚ ισχύουν οι ακόλου-
ϑες, αυστηρά µίας κατεύθυνσης, συνεπαγωγές :

f “ g ùñ Οι µορφισµοί f και g είναι οµοτοπικοί ùñ Οι εικόνες των µορφισµών f και g στην
DpAq είναι ίσες ùñ Hnpfq “ Hnpgq για κάθε n P Z.

Παρατήρηση 4.7.9. Ο συναρτητής Hnp´q : KpAq ÝÑ A απεικονίζει ηµι-ισοµορφισµούς στην
KpAq σε ισοµορφισµούς στην A για κάθε n P Z. ΄Ετσι, από το Θεώρηµα 3.4.8 ο Hnp´q ϑα
αναλύεται για κάθε n P Z µέσω ενός συναρτητή HnDp´q : DpAq ÝÑ A όπως ϕαίνεται στο παρακάτω
µεταθετικό διάγραµµα

KpAq
Q //

Hn

""

DpAq

HnD

��
A

Ο επαγόµενος συναρτητής HnDp´q χάριν σύµβασης, συχνά ϑα συµβολίζεται µε Hnp´q.

΄Εχοντας κατασκευάσει έτσι τους κανονικούς συναρτητές

ChpAq π // KpAq
Q // DpAq

όπου π : ChpAq ÝÑ KpAq ο συναρτητής πηλίκο και Q : KpAq ÝÑ DpAq ο συναρτητής τοπικο-
ποίησης, ϐλέπουµε το ακόλουθο:

Παρατήρηση 4.7.10. Οποιοσδήποτε µορφισµός συµπλόκων s ο οποίος ανήκει στην κλάση S
των ηµι-ισοµορφισµών στην KpAq, απεικονίζεται εξ ορισµού µέσω του συναρτητή τοπικοποίησης
Q : KpAq ÝÑ DpAq σε έναν ισοµορφισµό στην παραγόµενη κατηγορία DpAq. Από την καθολική
ιδιότητα της τοπικοποίησης, ο συναρτητήςQ˝π : ChpAq ÝÑ DpAq αναλύεται µέσω της τοπικοποί-
ησης ChpAqrS̃´1s της κατηγορίας συµπλόκων ChpAq ως προς την κλάση S̃ των ηµι-ισοµορφισµών
στην ChpAq. Προκύπτει, δηλαδή ένα µεταθετικό διάγραµµα:

ChpAq

π

��

Q̃ // ChpAqrS̃´1s

ι

��
KpAq

Q // DpAq

(4.11)

Εξετάζοντας τον επαγόµενο συναρτητή ι του παραπάνω διαγράµµατος, οδηγούµαστε στο εξής
συµπέρασµα:



168 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΠΑΡΑΓΟΜΕΝΕΣ ΚΑΤΗΓΟΡΙΕΣ

Θεώρηµα 4.7.11. ΄ΕστωA µία αβελιανή κατηγορία και S̃ η κλάση των ηµι-ισοµορφισµών στην κα-
τηγορία συµπλόκων ChpAq. Τότε, ο συναρτητής ι : ChpAqrS̃´1s ÝÑ DpAq είναι ένας ισοµορφισµός
κατηγοριών.

Απόδειξη. Αρχικά, για κάθε σύµπλοκο C‚ P obpChpAqrS̃´1sq από τον ορισµό των συναρτητών στο
διάγραµµα (4.11) έχουµε:

ιpC‚q “ ιpQ̃pC‚qq “ QpπpC‚qq “ QpC‚q “ C‚

δηλαδή ο συναρτητής ι είναι η ταυτότητα στα αντικείµενα.
΄Εστω τώρα C‚ και D‚ δύο σύµπλοκα στην ChpAq και f, g : C‚ ÝÑ D‚ δύο οµοτοπικοί µορ-

ϕισµοί µε µία οµοτοπία φ : f  g. Αν ϑεωρήσουµε το διάγραµµα

C‚

1C‚

��

f // D‚

1D‚

��
C‚

g // D‚

το οποίο είναι µεταθετικό στην οµοτοπική κατηγορία, από το Λήµµα 4.5.3 και την απόδειξή του,
υπάρχει ένας µορφισµός συµπλόκων u : C‚f ÝÑ C‚g µε

un “

ˆ

1Cn`1 0
´φn`1 1Dn

˙

για κάθε n P Z, έτσι ώστε το διάγραµµα

C‚
f //

1C‚

��

D‚
if //

1D‚

��

C‚f
pf //

u

��

ΣC‚

1ΣC‚

��
C‚

g // D‚
ig // C‚g

pg // ΣC‚

να είναι µεταθετικό στην KpAq. Παρόµοια, εφαρµόζοντας πάλι το Λήµµα 4.5.3 στο µεταθετικό
διάγραµµα

D‚

1D‚

��

if // C‚f

u

��
D‚

ig // C‚g

στην KpAq, προκύπτει η ύπαρξη ενός µορφισµού v : D‚f ÝÑ D‚g έτσι ώστε το διάγραµµα

D‚
if //

1D‚

��

C‚f
iif //

u

��

D‚f
pif //

v

��

ΣD‚

1ΣD‚

��
D‚

ig // C‚g
iig // D‚g

pig // ΣD‚

(4.12)
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να είναι µεταθετικό στην KpAq. Από την απόδειξη του ιδίου λήµµατος έχουµε ότι

vn “

¨

˝

1Dn`1 0 0
0 1Cn`1 0
0 ´φn`1 1Dn

˛

‚

για κάθε n P Z. Θεωρούµε τον µορφισµό συµπλόκων βg : D‚g
„
ÝÑ ΣC‚ (ϐλ. Σχόλιο 4.5.6) µε

βng “
`

0 1Cn`1 0
˘

για κάθε n P Z ο οποίος αποτελεί έναν ισοµορφισµό στην KpAq. Τότε, στην κατηγορία συµπλόκων
ChpAq, έχουµε:

βng ˝ v
n “

`

0 1Cn`1 0
˘

¨

˝

1Dn`1 0 0
0 1Cn`1 0
0 ´φn`1 1Dn

˛

‚“
`

0 1Cn`1 0
˘

“ βnf

για κάθε n P Z, δηλαδή βg ˝v “ βf στην ChpAq. Εφαρµόζοντας αρχικά τον συναρτητή µεταφοράς
Σ´1 έχουµε Σ´1βg ˝ Σ´1v “ Σ´1βf και στη συνέχεια µέσω του συναρτητή τοπικοποίησης Q̃
προκύπτει ότι

Q̃pΣ´1βgq ˝ Q̃pΣ
´1vq “ Q̃pΣ´1βf q (4.13)

Σύµφωνα µε το Λήµµα 4.5.5, οι µορφισµοί Σ´1βg : Σ´1D‚g ÝÑ C‚ και Σ´1βf : Σ´1D‚f ÝÑ C‚

είναι ισοµορφισµοί στην οµοτοπική κατηγορία και

Σ´1βg ˝ Σ´1αg « 1C‚ και Σ´1βf ˝ Σ´1αf « 1C‚

όπου

αng “

¨

˝

´gn`1

1Cn`1

0

˛

‚ και αnf “

¨

˝

´fn`1

1Cn`1

0

˛

‚

Συνεπώς, οι f και g, από το Λήµµα 4.6.3, είναι και ηµι-ισοµορφισµοί και οι µορφισµοί Q̃pΣβf q
και Q̃pΣβgq είναι ισοµορφισµοί στην ChpAqrS̃´1s. Επιπλέον,

Q̃pΣ´1βgq ˝ Q̃pΣ
´1αgq “ Q̃p1C‚q “ 1C‚ ùñ Q̃pΣ´1βgq “ Q̃pΣ´1αgq

´1

και παρόµοια

Q̃pΣ´1βf q ˝ Q̃pΣ
´1αf q “ Q̃p1C‚q “ 1C‚ ùñ Q̃pΣ´1βf q “ Q̃pΣ´1αf q

´1

Αντικαθιστώντας τις παραπάνω σχέσεις στην (4.13) έχουµε:

Q̃pΣ´1αgq
´1 ˝ Q̃pΣ´1vq “ Q̃pΣ´1αf q

´1 ùñ Q̃pΣ´1vq ˝ Q̃pΣ´1αf q “ Q̃pΣ´1αgq (4.14)

΄Οπως στην απόδειξή του Λήµµατος 4.5.7, για κάθε n P Z έχουµε

pnif ˝ α
n
f “

`

1Dn`1 0 0
˘

¨

˝

´fn`1

1Cn`1

0

˛

‚“ ´fn`1 “ ´Σfn

και εφαρµόζοντας τον συναρτητή Σ´1 προκύπτει ότι

Σ´1pnif ˝ Σ´1αnf “ ´f
n ùñ ´Σ´1pnif ˝ Σ´1αnf “ fn
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∆ηλαδή το διάγραµµα

C‚

Σ´1af

��

f // D‚

Σ´1D‚f

´Σ´1pif

<<

είναι µεταθετικό στην ChpAq και
f “ ´Σ´1pif ˝ Σ´1αf

Παρόµοια προκύπτει και ότι
g “ ´Σ´1pig ˝ Σ´1αg

Εφαρµόζοντας τον συναρτητή τοπικοποίησης Q̃, από τη µεταθετικότητα του διαγράµµατος (4.12)
και τη σχέση (4.14), έχουµε:

Q̃pfq “ ´Q̃pΣ´1pif q ˝ Q̃pΣ
´1αf q

“ ´Q̃pΣ´1pig q ˝ Q̃pΣ
´1vq ˝ Q̃pΣ´1αf q

“ ´Q̃pΣ´1pig q ˝ Q̃pΣ
´1αgq “ Q̃pgq

Αφού για δύο οµοτοπικούς µορφισµούς συµπλόκων f και g ισχύει Q̃pfq “ Q̃pgq, ο συναρτητής
τοπικοποίησης Q̃ : ChpAq ÝÑ ChpAqrS̃´1s αναλύεται µέσω του συναρτητή πηλίκο π : ChpAq ÝÑ
KpAq, δηλαδή προκύπτει ένα διάγραµµα συναρτητών

ChpAq

π

��

Q̃ // ChpAqrS̃´1s

ι

��
KpAq

Q //

φ

::

DpAq

(4.15)

Εφόσον ο συναρτητής π : ChpAq ÝÑ KpAq είναι η ταυτότητα στα αντικείµενα, έχουµε

φ ˝ π “ Q̃ ùñ ι ˝ φ ˝ π “ ι ˝ Q̃ “ Q ˝ π ùñ ι ˝ φ “ Q

και το παραπάνω διάγραµµα συναρτητών είναι µεταθετικό. Αφού ο συναρτητής φ απεικονίζει ηµι-
ισοµορφισµούς στην KpAq σε ισοµορφισµούς στην ChpAqrS̃´1s, αναλύεται µέσω της τοπικοποίσης
DpAq της KpAq όπως ϕαίνεται στο παρακάτω µεταθετικό διάγραµµα

KpAq

Q

��

φ

$$

Q // DpAq

ψ

��
DpAq ChpAqrS̃´1s

ι
oo

(4.16)

Λόγω της µοναδικότητας στην καθολική ιδιότητα για την τοπικοποίηση DpAq της KpAq

KpAq
Q //

ι˝φ

""

DpAq

ι˝ψ

��

Id

��
DpAq
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προκύπτει ότι ι ˝ ψ – IdpAq. Από τα διαγράµµατα 4.15 και 4.16 κατασκευάζουµε το µεταθετικό
διάγραµµα

ChpAq π //

Q̃

��

KpAq

Q

��

φ

zz

Q //

φ

$$

DpAq

ChpAqrS̃´1s
ι // DpAq

ψ // ChpAqrS̃´1s

ι

OO

Λόγω της καθολικής ιδιότητας αυτήν την ϕορά για την τοπικοποίηση ChpAqrS̃´1s

ChpAq
Q̃ //

φ˝π

$$

ChpAqrS̃´1s

ψ˝ι

��

Id

��
ChpAqrS̃´1s

προκύπτει ψ ˝ i – IdChpArS̃´1s
. Ο συναρτητής ι εποµένως είναι ισοδυναµία κατηγοριών. �

Θα ορίσουµε µία υποκατηγορία της παραγόµενης κατηγορίας η οποία ϑα µελετηθεί στο επό-
µενο κεφάλαιο. Για περισσότερα ϐλ. [28, Chapter 1, §4] και [53, Exercise 10.4.3].

Ορισµός 4.7.12. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και B µία thick αβελιανή υποκατηγορία της.
Θα συµβολίζουµε µε KBpAq την πλήρη υποκατηγορία της KpAq η οποία αποτελείται από όλα τα
σύµπλοκα C‚ των οποίων τα αντικείµενα συνοµολογίας HnpC‚q ανήκουν στην B για κάθε n P Z.

Παρόµοια, ϑα συµβολίζουµε µε DBpAq την αντίστοιχη παραγόµενη κατηγορία την οποία ταυτί-
Ϲουµε (ϐλ. Πρόταση 2.3.1) µε την πλήρη υποκατηγορία της DpAq η οποία αποτελείται από όλα τα
σύµπλοκα C‚ των οποίων τα αντικείµενα συνοµολογίας HnpC‚q ανήκουν στην B για κάθε n P Z. Οι
αντίστοιχες ϕραγµένες κατηγορίες K˚BpAq και D˚BpAq ορίζονται µε τον προφανή τρόπο, ϑεωρώντας
κατάλληλα ϕραγµένα σύµπλοκα.

Πρόταση 4.7.13. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και B µία thick αβελιανή υποκατηγορία της.
Η κατηγορία KBpAq είναι µία πλήρης τριγωνισµένη υποκατηγορία της KpAq.

Απόδειξη. Η υποκατηγορία KBpAq είναι κλειστή στον συναρτητή µεταφοράς Σ καθώς αν C‚ P
KBpAq, εξ ορισµού, HnpC‚q P B για κάθε n P Z, άρα και ΣC‚ P KBpAq. Το αντίστροφο συµπέρα-
σµα είναι άµεσο.

Η υποκατηγορία KBpAq είναι επίσης κλειστή στις επεκτάσεις, αφού η B είναι thick, άρα
λαµβάνοντας υπόψιν τον χαρακτηρισµό ενός διακεκριµένου τριγώνου σε µία αβελιανή κατηγορία
µε τη χρήση ακριβών ακολουθιών (ϐλ. πχ. Πρόταση 3.7.7), ϐλέπουµε άµεσα ότι η δεύτερη
συνθήκη της Πρότασης 3.5.1 ικανοποιείται και η KBpAq αποτελεί συνεπώς µία τριγωνισµένη
υποκατηγορία της KpAq. �

Σχόλιο 4.7.14. Καθώς η KBpAq είναι µία τοπικοποιούσα υποκατηγορία της KpAq, η τοπικοποί-
ησή της, DBpAq ϑα είναι µία τριγωνισµένη υποκατηγορία της DpAq.

Παρατήρηση 4.7.15. Προκύπτει η ύπαρξη ενός ϕυσικού συναρτητή DpBq ÝÑ DBpAq ο οποίος,
γενικά, δεν είναι ούτε πλήρης, ούτε πιστός. Στην περίπτωση όµως που η κατηγορία B έχει
αρκετά ενέσιµα αντικείµενα, ο παραπάνω συναρτητής αποτελεί µία ισοδυναµία κατηγοριών όπως
ϑα δούµε στην ακόλουθη πρόταση:

Πρόταση 4.7.16. ( [28, Proposition 4.8.]) ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και B µία thick αβε-
λιανή υποκατηγορία της A. Τότε, ισχύουν τα ακόλουθα:
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1. Αν η B έχει αρκετά ενέσιµα αντικείµενα, ο ϕυσικός συναρτητής

D`pBq ÝÑ D`B pAq

είναι ισοδυναµία κατηγοριών.

2. Αν η B έχει αρκετά προβολικά αντικείµενα, ο ϕυσικός συναρτητής

D´pBq ÝÑ D´B pAq

είναι ισοδυναµία κατηγοριών.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλ. [28, Proposition 4.8.]. �

Ολοκληρώνουµε µε ένα σηµαντικό παράδειγµα το οποίο ϑα αποτελέσει το κύριο αντικείµενο
µελέτης του επόµενου κεφαλαίου.

Παράδειγµα 4.7.17. ( [53, Exercise 10.4.6]) ΄Εστω R ένας δεξιά και αριστερά δακτύλιος της Noe-
ther καιmod-R η κατηγορία όλων των πεπερασµένα παραγόµενων δεξιώνR-προτύπων. Θεωρούµε
την κατηγορία Dmod-RpMod-Rq η οποία αποτελείται από σύµπλοκα C‚ των οποίων τα πρότυπα
συνοµολογίας HnpC‚q είναι πεπερασµένα παραγόµενα για κάθε n P Z. Αφού η mod-R είναι µία
thick υποκατηγορία της Mod-R, από την Πρόταση 4.7.13 προκύπτει ότι η Dmod-RpMod-Rq είναι
µία τριγωνισµένη κατηγορία. ΄Αµεσα, εφόσον η mod-R έχει αρκετά ενέσιµα και αρκετά προβολικά
αντικείµενα, από την Πρόταση 4.7.16 υπάρχει µία ισοδυναµία κατηγοριών :

Dbmod-RpMod-Rq – Dbpmod-Rq

Θα αναπτύξουµε στη συνέχεια µία διαδικασία η οποία δοσµένου ενός συµπλόκου C‚ επιτρέπει
τη δηµιουργία µε ϕυσικό τρόπο ενός νέου, ϕραγµένου συµπλόκου. Το σύµπλοκο αυτό αποκτάται
ως ακολούθως:

Ορισµός 4.7.18. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία. Αν C‚ είναι ένα σύµπλοκο αντικειµένων της
A, ορίζουµε για τυχόν n P Z το σύµπλοκο τďnpC‚q ως το υποαντικείµενο του C‚ µε

τďnpC
‚qp “

$

’

&

’

%

Cn , αν p ă n

KerBnC , αν p “ n

0 , αν p ą n

και διαφορικό

B
p
τďnpC‚q

“

$

’

&

’

%

BnC , αν p ă n

u , αν p “ n

0 , αν p ą n

όπου u : Cn´1 ÝÑ KerBnC ο επαγόµενος µορφισµός. ΄Εχουµε δηλαδή

τďnpC
‚q : ¨ ¨ ¨ // Cn´2

B
n´2
C // Cn´1 u // KerBnC // 0 // 0 // ¨ ¨ ¨

Το σύµπλοκο τďnpC‚q καλείται το truncation τďn του συµπλόκου C‚.

∆υϊκά, ορίζεται και το σύµπλοκο τěnpC‚q.

Ορισµός 4.7.19. ΄Εστω A µία Αβελιανή κατηγορία. Αν C‚ είναι ένα σύµπλοκο αντικειµένων της
A, ορίζουµε για τυχόν n P Z το σύµπλοκο τěnpC‚q ως το υποαντικείµενο του C‚ µε

τěnpC
‚qp “

$

’

&

’

%

0 , αν p ă n

CokerBn´1
C , αν p “ n

Cp , αν p ą n
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και διαφορικό

B
p
τěnpC‚q

“

$

’

&

’

%

0 , αν p ă n

v , αν p “ n

BnC , αν p ą n

όπου v : CokerBn´1
C ÝÑ Cn`1 ο επαγόµενος µορφισµός. ΄Εχουµε δηλαδή

τěnpC
‚q : ¨ ¨ ¨ // 0 // 0 // CokerBn´1

C
// Cn`1

B
n`1
C // Cn`2 // ¨ ¨ ¨

Το σύµπλοκο τěnpC‚q καλείται το truncation τěn του συµπλόκου C‚.

Πόρισµα 4.7.20. ΄Εστω A µία Αβελιανή κατηγορία και C‚ ένα σύµπλοκο αντικειµένων της A.
Τότε, ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Αν i : τďnpC‚q ÝÑ C‚ είναι ο µορφισµός ϕυσικής έγκλεισης συµπλόκων, τότε ο µορφισµός
Hppiq : HppτďnpC

‚qq ÝÑ HppC‚q είναι ισοµορφισµός για p ď n και ίσος µε τον µηδενικό
µορφισµό για p ą n.

2. Αν q : C‚ ÝÑ τěnpC
‚q είναι ο µορφισµός ϕυσικής προβολής συµπλόκων, τότε ο µορφισµός

Hppqq : HppC‚q ÝÑ HppτěnpC
‚qq είναι ισοµορφισµός για p ě n και ίσος µε τον µηδενικό

µορφισµό για p ă n.

Απόδειξη. Θα εξετάσουµε µόνο την πρώτη περίπτωση, καθώς η δεύτερη προκύπτει δυϊκά. Ο
µορφισµός συµπλόκων i αναπαριστάται µε το διάγραµµα

τďnpC
‚q : ¨ ¨ ¨ // Cn´1 p //

1Cn´1

��

KerBnC
//

kerBnC

��

0 //

��

¨ ¨ ¨

C‚ : ¨ ¨ ¨ // Cn´1
B
n´1
C // Cn

B
n
C // Cn`1 // ¨ ¨ ¨

∆ηλαδή, έχουµε:

in “

$

’

&

’

%

1nC , αν p ă n

kerBnC , αν p “ n

0 , αν p ą n

Ο Hppiq ειναι ισοµορφισµός για p ď n και ίσος µε τον µηδενικό µορφισµό για p ą n. �

Παρατήρηση 4.7.21. Αν A είναι µία αβελιανή κατηγορία και f : C‚ ÝÑ D‚ είναι ένας µορ-
ϕισµός συµπλόκων αντικειµένων της A, τότε ο µορφισµός συµπλόκων f επάγει έναν µορφισµό
συµπλόκων τďnpfq : τďnpC‚q ÝÑ τďnpD

‚q. Με αυτόν τον τρόπο ορίζεται ένας προσθετικός συ-
ναρτητής τďn : ChpAq ÝÑ Ch´pAq.

Αν δύο µορφισµοί συµπλόκων f : C‚ ÝÑ D‚ και g : C‚ ÝÑ D‚ είναι οµοτοπικοί µε οµοτοπία
h “ thn : Cn ÝÑ Dn´1unPZ, άµεσα ϐλέπουµε και ότι οι µορφισµοί τďnpfq και τďnpgq είναι
οµοτοπικοί µε οµοτοπία τον περιορισµό της h. ΄Ετσι, επάγεται ένας προσθετικός συναρτητής :
KpAq ÝÑ K´pAq για τον οποίο ϑα χρησιµοποιούµε τον ίδιο συµβολισµό τďn.

Τέλος, εύκολα ϐλέπουµε ότι :

Hppτďnpfqq “

#

Hppfq , αν p ď n

0 , αν p ą n

δηλαδή αν ο µορφισµός συµπλόκων f είναι ένας ηµι-ισοµορφισµός, τότε και ο µορφισµός τďnpfq
είναι επίσης ένας ηµι-ισοµορφισµός. Προκύπτει εποµένως, ότι ο συναρτητής τďn επάγει έναν
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προσθετικό συναρτητή: DpAq ÝÑ D´pAq για τον οποίον χάριν σύµβασης πάλι ϑα χρησιµοποιού-
µε τον ίδιο συµβολισµό. Ο συναρτητής τďn : DpAq ÝÑ D´pAq συχνά ϑα καλείται ο truncation
functor τďn.

∆υϊκά µε την παραπάνω παρατήρηση, ορίζεται ένας προσθετικός συναρτητής
τěn : ChpAq ÝÑ Ch`pAq και µε ανάλογα επιχειρήµατα και προκύπτει η ύπαρξη ενός επαγό-
µενου συναρτητή τěn : DpAq ÝÑ D`pAq ο οποίος καλείται ο truncation fucntor τěn.

Μπορούµε να ορίσουµε και έναν διαφορετικό truncation functor ο οποίος, αν και γενικά δεν
είναι ιδιαίτερα χρήσιµος, καθώς δεν διατηρεί αρκετή πληροφορία, ϑα χρησιµοποιηθεί σε επόµενο
κεφάλαιο.

Ορισµός 4.7.22. ΄Εστω A µία Αβελιανή κατηγορία. Αν C‚ είναι ένα σύµπλοκο αντικειµένων της
A, ορίζουµε για τυχόν n P Z το σύµπλοκο σěnpC‚q ως το υποαντικείµενο του C‚ µε

σěnpC
‚qp “

#

0 , αν p ă n

Cp , αν p ě n

∆υϊκά, ορίζουµε το σύµπλοκο σďnpC‚q ως το υποαντικείµενο του C‚ µε

σďnpC
‚qp “

#

Cp , αν p ă n

0 , αν p ě n

΄Οπως προηγουµένως, ορίζονται οι συναρτητές :

σěn : ChpAq ÝÑ Ch`pAq

και
σďn : ChpAq ÝÑ Ch´pAq

οι οποίοι καλούνται λησµονικοί truncation functors.

Παρατήρηση 4.7.23. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία, K˚pAq η οµοτοπική κατηγορία και
D˚pAq η αντίστοιχη παραγόµενη κατηγορία. ΄Οπως γνωρίζουµε, η κατηγορία K˚pAq είναι µία
τριγωνισµένη υποκατηγορία της KpAq και η κατηγορία D˚pAq αποτελεί εξ ορισµού µία πλήρης
υποκατηγορία της DpAq. Παρατηρούµε ότι λόγω της καθολικής ιδιότητας της τοπικοποίησης (Θε-
ώρηµα 3.4.8), υπάρχει ένας µοναδικός συναρτητής τριγωνισµένων κατηγοριών D˚pAq ÝÑ DpAq
ο οποίος κάνει το παρακάτω διάγραµµα µεταθετικό

K˚pAq //

��

D˚pAq

��
KpAq // DpAq

Χρησιµοποιώντας αυτούς τους συναρτητές προκύπτει η παρακάτω πρόταση:

Πρόταση 4.7.24. ( [40, Lemma 37.]) ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία. Τότε, υπάρχει ένα ϕυσικό
µεταθετικό διάγραµµα τριγωνισµένων κατηγοριών της µορφής

D`pAq

��
DbpAq //

??

��

DpAq

D´pAq

??
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στο οποίο κάθε συναρτητής είναι πλήρης και πιστός.

Απόδειξη. Αρχικά, ϑα δείξουµε ότι ο ϕυσικός συναρτητής D´pAq ÝÑ DpAq είναι πλήρης και
πιστός. ΄Αµεσα, η τοπικοποιούσα κλάση S´ αποτελείται από τους µορφισµούς της S οι οποίοι είναι
µορφισµοί άνω ϕραγµένων συµπλόκων, έτσι S´ “ S XMorpK´pAqq. ΄Εστω τώρα s : C‚ ÝÑ D‚

ένας ηµι-ισοµορφισµός όπου το σύµπλοκο D‚ είναι άνω ϕραγµένο, δηλαδή D‚ P obpD´pAqq.
Τότε, υπάρχει κάποιο n P Z έτσι ώστε Dp “ 0 για κάθε p ą n, άρα και HppD‚q “ 0 για κάθε
p ą n. Εφόσον για κάθε p P Z ο µορφισµός Hppsq : HppC‚q ÝÑ HppD‚q είναι ισοµορφισµός,
ϑα ισχύει HppC‚q “ 0 για κάθε p ą n. Από το Λήµµα 4.7.20, έτσι, ο µορφισµός συµπλόκων
i : τďnpC

‚q ÝÑ C‚ είναι ένας ηµι-ισοµορφισµός, δηλαδή i P S. Συνεπώς, και ο µορφισµός
s ˝ i : τďnpC

‚q ÝÑ D‚ είναι ένας ηµι-ισοµορφισµός και αφού τα σύµπλοκα τďnpC‚q και D‚ είναι
άνω ϕραγµένα, ϑα ισχύει s ˝ i P S´. Από την Πρόταση 2.3.1 προκύπτει ότι ο ϕυσικός συναρτητής
D´pAq ÝÑ DpAq είναι πλήρης και πιστός.

∆υϊκά, εξ ορισµού S` “ S XMorpK`pAqq, ενώ αν s : C‚ ÝÑ D‚ είναι ένας ηµι-ισοµορφισµός
όπου το συµπλοκο C‚ είναι κάτω ϕραγµένο, υπάρχει κάποιο n P Z έτσι ώστε Cp “ 0 για κά-
ϑε p ă n. ΄Αρα HppC‚q “ 0 για κάθε p ă n και αφού ο Hppsq : HppC‚q ÝÑ HppD‚q είναι
ισοµορφισµός, ισχύει HppD‚q “ 0 για κάθε p ă n. Από το Λήµµα 4.7.20, ο µορφισµός συµ-
πλόκων q : D‚ ÝÑ τěnpD

‚q είναι ένας ηµι-ισοµορφισµός, συνεπώς, ο µορφισµός συµπλόκων
q ˝ s : C‚ ÝÑ τěnpD

‚q επίσης είναι ένας ηµι-ισοµορφισµός και αφού τα σύµπλοκα και είναι
κάτω ϕραγµένα, ισχύει q ˝ w P S`. Από την Πρόταση 2.3.2 προκύπτει ότι ο ϕυσικός συναρτητής
D`pAq ÝÑ DpAq είναι πλήρης και πιστός.

Με τα παραπάνω επιχειρήµατα συµπεραίνουµε ανάλογα ότι οι ϕυσικοί συναρτητές
DbpAq ÝÑ D´pAq και DbpAq ÝÑ D`pAq είναι επίσης πλήρεις και πιστοί. Συνθέτοντας αποκτού-
µε δύο πλήρεις και πιστούς συναρτητές DbpAq ÝÑ D´pAq ÝÑ DpAq και DbpAq ÝÑ D`pAq ÝÑ
DpAq και από τη µοναδικότητα της καθολικής ιδιότητας της τοπικοποίησης προκύπτει η µεταθε-
τικότητα του διαγράµµατος. �

Ολοκληρώνουµε αυτήν την ενότητα µε ένα ϑεώρηµα το οποίο µας επιτρέπει να ϑεωρήσουµε
την κατηγορία A ως µία πλήρη υποκατηγορία της παραγόµενης κατηγορίας DpAq.

Θεώρηµα 4.7.25. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία. Ο ϕυσικός συναρτητής D : A ÝÑ DpAq ο
οποίος ορίζεται ως η σύνθεση του ϕυσικού συναρτητή K : A ÝÑ KpAq µε τον συναρτητή τοπικοποί-
ησης Q : KpAq ÝÑ DpAq είναι πλήρης και πιστός.

Απόδειξη. ΄Εστω X,Y δύο αντικείµενα της κατηγορίας A. Θα δείξουµε ότι η ϕυσική απεικόνιση

HomApX,Y q ÝÑ HomDpAqpX,Y q (4.17)

είναι 1-1 και επί.
Αρχικά, έστω f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην A έτσι ώστε Dpfq “ 0 στην DpAq. Θεωρούµε

το παρακάτω µεταθετικό διάγραµµα κατηγοριών

A C // ChpAq π //

H0

��

KpAq
Q //

H0
K

��

DpAq

H0
D

��
A

(4.18)

όπου C : A ÝÑ ChpAq ειναι ο πλήρης και πιστός συναρτητής της Παρατήρησης 4.1.15, ενώ οι
συναρτητές H0

K και H0
D είναι οι επαγόµενοι συναρτητές συνοµολογίας των Παρατηρήσεων 4.7.9

και 4.3.6 αντίστοιχα. Από τη µεταθετικότητα του διαγράµµατος και τον ορισµό του συναρτητή C,
έχουµε

H0
D ˝ Dpfq “ H0 ˝ Cpfq “ f
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Συνεπώς
Dpfq “ 0 ùñ H0

D ˝ Dpfq “ 0 ùñ f “ 0

η αλλιώς ο H0
D είναι ένας αριστερός αντίστροφος του D και η απεικόνιση (4.17) είναι 1-1.

Μένει να δείξουµε ότι η απεικόνιση αυτή είναι και επί. ΄Εστω φ : DpXq ÝÑ DpY q ένας
µορφισµός στην DpAq. Τότε ο φ µπορεί να αναπαρασταθεί µε ένα αριστερό roof

C‚

f

""
„

s

||
DpXq DpY q

όπου ο µορφισµοί s και f ανήκουν στην οµοτοπική κατηγορία και ο s : C‚ ÝÑ DpXq είναι ένας
ηµι-ισοµορφισµός. Λόγω αυτού, έχουµε HppC‚q “ 0 για κάθε p ‰ 0 και από το Λήµµα 4.7.20
ο µορφισµός συµπλόκων i : τď0pC

‚q ÝÑ C‚ είναι ένας ηµι-ισοµορφισµός. Αποκτούµε έτσι ένα
µεταθετικό διάγραµµα

C‚

„

s

zz

f

$$
DpXq τď0pC

‚q

i

OO

1

��

DpY q

τď0pC
‚q

f˝i

;;

s˝i

„

cc

΄Αρα f ˝ i{s ˝ i “ f{s “ φ και µπορούµε εξ αρχής να υποθέσουµε ότι ο µορφισµός φ αναπαριστά-
ται µε ένα αριστερό roof

C‚

f

""
„

s

||
DpXq DpY q

όπου για το σύµπλοκο C‚ ισχύει Cn “ 0 για κάθε n ą 0. ΄Εστω u : C‚ ÝÑ DpY q ένας µορφισµός
συµπλόκων στην ChpAq ο οποίος αποτελεί έναν αντιπρόσωπο της κλάσης οµοτοπίας του µορφι-
σµού f . Τότε ϑεωρώντας όπως πριν τους συναρτητές C : A ÝÑ ChpAq και π : ChpAq ÝÑ KpAq,
έχουµε f “ πpuq “ πpCpu0qq. ΄Οπως ϕαίνεται στο παρακάτω µεταθετικό διάγραµµα,

¨ ¨ ¨ // C´1

��

B
´1
C // C0 //

u0

��

u0
1

��

0 //

��

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // 0 // Y // 0 // ¨ ¨ ¨

αν u1 είναι ένας άλλος αντιπρόσωπος της κλάσης οµοτοπίας του µορφισµού f , η µόνη οµοτοπία
u u1 είναι η µηδενική, και αφού οι u και u1 είναι οµοτοπικοί, ϑα έχουµε u´ u1 “ 0 ùñ u “
u1. ΄Ετσι, ο αντιπρόσωπος u είναι µοναδικός. Παρόµοια, ϑεωρούµε έναν µορφισµό συµπλόκων
v : C‚ ÝÑ DpXq έτσι ώστε s “ πpvq “ πpCpv0qq και ανάλογα προκύπτει ότι ο v είναι µοναδικός.
Αν Q : KAq ÝÑ DpAq είναι ο συναρτητής τοπικοποίησης, έχουµε:

φ “ Qpfq ˝Qpsq´1
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και εφαρµόζοντας τον συναρτητή H0
D : D ÝÑ A, από το διάγραµµα 4.18 έχουµε

H0
Dpφq “ H0

DpQpfqq ˝ H
0
DpQpsq

´1q

“ H0
Kpfq ˝ H

0
Kps

´1q

“ H0
Kpπpuqq ˝ H

0
Kpπpv

´1qq

“ Hpuq ˝ H0pvq´1

“ H0pCpu0qq ˝ H0pCpv0qq´1 “ u0 ˝ pv0q´1

Εποµένως, ο H0
Dpφq : X ÝÑ Y είναι ένας µορφισµός στην A και

DpH0
Dpφqq “ Dpu0 ˝ pv0q´1q “ pQ ˝ π ˝ Cqpu0 ˝ pv0q´1q “ Qpπpuq ˝ pvq´1q “ Qpfq ˝Qpsq´1 “ φ

δηλαδή η απεικόνιση (4.17) είναι επί, ολοκληρώνοντας την απόδειξη. �

4.8 Σύντοµες Ακριβείς Ακολουθίες και ∆ιακεκριµένα Τρίγω-
να

Ολοκληρώνουµε το παρόν κεφάλαιο κάνοντας µία αναφορά στη σχέση µεταξύ σύντοµων ακριβών
ακολουθιών και διακεκριµένων τριγώνων. ΄Οπως δείξαµε στην Πρόταση 4.1.16, αν A είναι µία
αβελιανή κατηγορία, τότε και η αντίστοιχη κατηγορία συµπλόκων ChpAq είναι επίσης αβελιανή.

Πρόταση 4.8.1. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και

0 // C‚
f // D‚

g // E‚ // 0

µία σύντοµη ακριβής ακολουθία συµπλόκων στην ChpAq. Τότε, υπάρχει ένας µορφισµός συµπλόκων
u : C‚f ÝÑ E‚ ο οποίος είναι ένας ηµι-ισοµορφισµός.

Απόδειξη. Θεωρούµε το τυπικό τρίγωνο

C‚f

r1s

pf

��
C‚

f // D‚

if

ZZ

µε ϐάση τον µορφισµό συµπλόκων f : C‚ ÝÑ D‚ και έναν µορφισµό συµπλόκων u : C‚f ÝÑ E‚

µε u “ g ˝ qf όπου qf : C‚f “ ΣC‚ ‘D‚ ÝÑ D‚ η ϕυσική προβολή µε

qnf “
`

0 1Dn
˘

για κάθε n P Z. Τότε, για κάθε n P Z έχουµε:

un`1˝BnCf “
`

0 gn`1
˘

ˆ

´B
n`1
C 0

fn`1 BnD

˙

“
`

gn`1fn`1 gn`1BnD

˘

“
`

0 BnEg
n
˘

BnE˝
`

0 gn
˘

“ BnE˝u
n

Εποµένως ο u είναι πράγµατι ένας µορφισµός συµπλόκων και αφού ο g είναι επιµορφισµός, ο u ϑα
είναι ένας επιµορφισµός συµπλόκων. Από το Λήµµα 4.5.3 υπάρχει ένας µορφισµός συµπλόκων
v : C‚1C ÝÑ C‚f µε

vn “

ˆ

1Cn`1 0
0 fn

˙
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για κάθε n P Z, ο οποίος συµπληρώνει το µεταθετικό διάγραµµα

C‚
1C‚ //

1C‚

��

D‚

f

��
C‚

f
// D‚

σε ένα διάγραµµα

C‚
1C‚ //

1C‚

��

C‚
i1C‚ //

f

��

C‚1C‚
p1C‚ //

v

��

ΣC‚

Σ1C‚

��
C‚

f
// D‚

if // C‚f
pf // ΣC‚

το οποίο είναι µεταθετικό µε ακρίβεια οµοτοπίας. Ο µορφισµός συµπλόκων v είναι µονοµορφι-
σµός, αφού ο f είναι µονοµορφισµός και για κάθε n P Z έχουµε

Imvn “ Cn`1 ‘ Imfn`1 “ Cn`1 ‘ Kergn “ Kerun

΄Ετσι, η ακολουθία
0 // C‚1C‚

v // C‚f
u // E‚ // 0

είναι ακριβής στην ChpAq. Σύµφωνα µε το Λήµµα 4.5.9, στην οµοτοπική κατηγορία KpAq ισχύει
C‚1C‚ “ 0 και άρα HnpC‚1C‚ q “ 0 για κάθε n P Z. Θεωρώντας τη µεγάλη ακριβή ακολουθία στη
συνοµολογία :

¨ ¨ ¨ // HnpC‚1C‚ q
Hnpvq // HnpC‚f q

Hnpuq // HnpE‚q // Hn`1pC‚1C‚ q
// ¨ ¨ ¨

η οποία προκύπτει από την παραπάνω ακριβή ακολουθία, έπεται ότι ο µορφισµός
Hnpuq : HnpC‚f q ÝÑ HnpE‚q είναι ένας ισοµορφισµός για κάθε n P Z αποδεικνύοντας το Ϲητούµε-
νο. �

Χρησιµοποιώντας τον κώνο C‚g του µορφισµού g στην παραπάνω πρόταση αποκτούµε την
ακόλουθη δυϊκή:

Πρόταση 4.8.2. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και

0 // C‚
f // D‚

g // E‚ // 0

µία σύντοµη ακριβής ακολουθία συµπλόκων στην ChpAq. Τότε, υπάρχει ένας µορφισµός συµπλόκων
v : C‚f ÝÑ Σ´1C‚g µε

vn “

ˆ

fn

0

˙

για κάθε n P Z ο οποίος είναι ένας ηµι-ισοµορφισµός.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης της Πρότασης 4.8.1. �

Από την Πρόταση 4.8.1 προκύπτει ότι η εικόνα του µορφισµού u : C‚f ÝÑ E‚ είναι ένας
ισοµορφισµός στην παραγόµενη κατηγορία DpAq. Αυτό επιτρέπει έναν χαρακτηρισµό των διακε-
κριµένων τριγώνων στην DpAq µε χρήση ακριβών ακολουθιών ο οποίος είναι ιδιαίτερα εύχρηστος.
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Πρόταση 4.8.3. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία. Τότε, κάθε σύντοµη ακριβής ακολουθία συµ-
πλόκων

0 // C‚
f // D‚

g // E‚ // 0

προσδιορίζει ένα διακεκριµένο τρίγωνο

E‚

r1s

��
C‚

f
// D‚

g

ZZ

στην DpAq, όπου µε f : C‚ ÝÑ D‚ και g : D‚ ÝÑ E‚ συµβολίζουµε τις εικόνες των µορφισµών
συµπλόκων f και g αντίστοιχα µέσω του συναρτητή Q ˝ π : ChpAq ÝÑ DpAq.

Απόδειξη. Από τα παραπάνω, υπάρχει ένας ισοµορφισµός τριγώνων

C‚
f

//

1C‚

„

��

D‚
if //

1D‚

„

��

C‚f

p
f //

u „

��

ΣC‚

1ΣC‚

„

��
C‚

f
// D‚

g
// E‚ // ΣC‚

στην DpAq και αφού η πρώτη γραµµή του παραπάνω διαγράµµατος είναι ένα διακεκριµένο τρί-
γωνο, και η δεύτερη γραµµή ϑα είναι επίσης ένα διακεκριµένο τρίγωνο �

Παρατήρηση 4.8.4. Με αυτόν τον τρόπο, µπορούµε να «ανυψώσουµε» τον συνδετικό µορφισµό
του Λήµµατος 4.4.9 σε έναν µορφισµό στην παραγόµενη κατηγορία. Η παραπάνω πρόταση τονίζει
µία ουσιαστική διαφορά της παραγόµενης κατηγορίας από την οµοτοπική, καθώς στην οµοτοπική
κατηγορία δεν ισχύει το αντίστοιχο συµπέρασµα. Για παράδειγµα (ϐλ. [31, Remark 6.8.]), αν
ϑεωρήσουµε την σύντοµη ακριβή ακολουθία αβελιανών οµάδων

0 // Z{2Z 2 // Z{4Z 1 // Z{2Z // 0

και την εικόνα της στην κατηγορία συµπλόκων µέσω του συναρτητή έγκλεισης C : Ab ÝÑ ChpAbq
(ϐλ. Παρατήρηση 4.1.15), προκύπτει µία σύντοµη ακριβής ακολουθία συµπλόκων. ∆ιατηρώντας
τον ίδιο συµβολισµό για τα αντίστοιχα stalk complexes, υποθέτουµε ότι υπάρχει ένας µορφισµός
w : Z{2Z ÝÑ ΣpZ{2Zq στην KpAbq, έτσι ώστε το ακόλουθο τρίγωνο να είναι διακεκριµένο

Z{2Z

r1s
w

��
Z{2Z // Z{4Z

ZZ

στην KpAbq.Τότε, αφού τα παραπάνω σύµπλοκα είναι stalk complexes, δεν υπάρχει µη µηδενικός
µορφισµός από το Z{2Z στο αντίστοιχο µετατοπισµένο σύµπλοκο, άρα έχουµε απαραίτητα w “ 0.
΄Ετσι, από το Πόρισµα 3.3.9, το παραπάνω διακεκριµένο τρίγωνο είναι διασπάσιµο. Υπάρχει,
άρα, ένας ισοµορφισµός συµπλόκων στην KpAq, δηλαδή µία οµοτοπική ισοδυναµία στην ChpAbq:
Z{2Z‘ Z{2Z ÝÑ Z{4Z. ΄Οπως αναφέρθηκε, δεν υπάρχουν µη µηδενικοί οµοτοπικοί µορφισµοί
µεταξύ των παραπάνω συµπλόκων, συνεπώς ο ισοµορφισµός αυτός αποτελεί έναν ισοµορφισµό
αβελιανών οµάδων, κάτι που όπως γνωρίζουµε δεν ισχύει και οδηγούµαστε σε αντίφαση.
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Λήµµα 4.8.5. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και C‚, D‚ δύο σύµπλοκα µε Cp “ 0 για κάθε
p ě n και Dp “ 0 για κάθε p ă n όπου n P Z. Τότε HomDpAqpC

‚, D‚q “ 0.

Απόδειξη. ΄Εστω ένας µορφισµός φ “ f{s P HomDpAqpC
‚, D‚q ο οποίος αναπαριστάται µε ένα

αριστερό roof της µορφής
E‚

f

!!
„

s

}}
C‚ D‚

όπου οι µορφισµοί f και g ανήκουν στην οµοτοπική κατηγορία KpAq. Εφόσον ο µορφισµός
συµπλόκων s : E‚ ÝÑ C‚ είναι ένας ηµι-ισοµορφισµός και HppC‚q “ 0 για κάθε p ě n ϑα
έχουµε HppE‚q “ 0 για κάθε p ě n. Από το Πόρισµα 4.7.20, ο µορφισµός ϕυσικής έγκλεισης
i : τďn´1pE

‚q ÝÑ E‚ είναι ένας ηµι-ισοµορφισµός και το παρακάτω διάγραµµα είναι µεταθετικό

E‚

„

s

{{

f

$$
C‚ τďn´1pE

‚q

i

OO

1

��

D‚

τďn´1pE
‚q

f˝i

;;

s˝i

„

cc

Συνεπώς, pf ˝ iq{ps ˝ iq “ f{s “ φ και ο µορφισµός φ µπορεί να αναπαρασταθεί από το αριστερό
roof

τďn´1pE
‚q

f˝i

$$
„

s˝i

zz
C‚ D‚

ΑφούDp “ 0 για κάθε p ă n, ο µορφισµός f ˝ i : τďn´1pC
‚q ÝÑ D‚ είναι ο µηδενικός και άµεσα,

φ “ 0. �

Χρησιµοποιώντας το παραπάνω λήµµα, δοσµένου ενός συµπλόκου σε µία αβελιανή κατηγο-
ϱία A µπορούµε πάντοτε να κατασκευάσουµε ένα τρίγωνο το οποίο να είναι διακεκριµένο στην
παραγόµενη κατηγορία DpAq. ∆ιατηρώντας, έτσι τον συµβολισµό της Πρότασης 4.8.3, έχουµε:

Πρόταση 4.8.6. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και DpAq η αντίστοιχη παραγόµενη κατηγορία.
Τότε για κάθε σύµπλοκο C‚ και για κάθε n P Z υπάρχει ένας µοναδικός µορφισµός

h : τěn`1pC
‚q ÝÑ Σ ˝ τďnpC

‚q

στην DpAq έτσι ώστε το τρίγωνο

τěn`1pC
‚q

r1s
h

��
τďnpC

‚q // C‚

ZZ

να είναι διακεκριµένο στην DpAq.
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Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας το σύµπλοκο C‚, κατασκευάζουµε ένα σύµπλοκο D‚ στην ChpAq µε

Dp “

$

’

&

’

%

0, αν p ă n

CoimBnC , αν p “ n

Cp, αν p ą n

και διαφορικό B
p
D “

$

’

&

’

%

0, αν p ă n

u, αν p “ n

B
p
C , αν p ą n

για κάθε p P Z όπου u : CoimBnC ÝÑ Cn`1 ο επαγόµενος µορφισµός. Τότε, άµεσα ϐλέπουµε ότι
η παρακάτω ακολουθία συµπλόκων είναι ακριβής

0 // τďnpC‚q // C‚ // D‚ // 0

και από την Πρόταση 4.8.3 αποκτούµε ένα διακεκριµένο τρίγωνο

D‚

r1s

��
τďnpC

‚q // C‚

ZZ

(T1)

στην DpAq. Προφανώς έχουµε HppD‚q “ 0 για κάθε p ď n και HppD‚q “ HppC‚q για κάθε p ą n.
Θεωρούµε έτσι τον µορφισµό ϕυσικής προβολής συµπλόκων:

D‚ ÝÑ τěn`1pD
‚q “ τěn`1pC

‚q

ο οποίος αναπαριστάται µε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

¨ ¨ ¨ // 0 //

��

CoimBnC
//

��

Cn`1 //

��

Cn`2 //

��

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // 0 // 0 // CokerBnC // Cn`2 // ¨ ¨ ¨

και εύκολα προκύπτει ότι είναι ένας ηµι-ισοµορφισµός. ΄Ετσι, τα σύµπλοκα D‚ και τěn`1pC
‚q

είναι ισόµορφα στην DpAq και από το τρίγωνο (T1) αποκτούµε το διακεκριµένο τρίγωνο

τěn`1pC
‚q

r1s
h

��
τďnpC

‚q // C‚

ZZ

Τέλος, η µοναδικότητα του µορφισµού h στην DpAq, εξασφαλίζεται από το Λήµµα 4.8.5. �

4.9 Παραγόµενοι Συναρτητές

Ολοκληρώνουµε το κεφάλαιο µε µία ενότητα η οποία αποτελεί µία σύντοµη αναφορά στη ϑεωρία
των παραγόµενων συναρτητών. Σκοπός είναι ο ορισµός της έννοιας ενός παραγόµενου συναρτητή,
έτσι ώστε να γίνει πιο κατανοητός ο συναρτητής Ext ο οποίος ϑα είναι ιδιαίτερα χρήσιµος στα
επόµενα κεφάλαια. Γενικά ωστόσο, η ϑεωρία των παραγόµενων συναρτητών, έχει ιδιαίτερο ϐάθος
και ξεφεύγει από τα πλαίσια της παρούσας διατριβής και για τον λόγο αυτόν οι ορισµοί και τα απο-
τελέσµατα αυτής της ενότητας ϑα παρουσιαστούν συνοπτικά. Η πορεία η οποία ϑα ακολουθηθεί
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είναι σύµφωνη µε τους Milicic, ϐλ. [39, Chapter 5] και Weibel, ϐλ. [53, §2, §10.5] στους οποίους
και παραπέµπουµε για µία πιο λεπτοµερή ανάλυση της ϑεωρίας των παραγόµενων συναρτητών.

΄Εστω F : A ÝÑ B ένας προσθετικός συναρτητής µεταξύ δύο αβελιανών κατηγοριών. Εφόσον
ο F είναι προσθετικός, διατηρεί τις οµοτοπικές ισοδυναµίες και έτσι µπορεί να επεκταθεί σε
έναν προσθετικό συναρτητή ChpF q : ChpAq ÝÑ ChpBq και στη συνέχεια σε έναν προσθετικό
συναρτητή KpF q : KpAq ÝÑ KpBq (για περισσότερες λεπτοµέρειες ϐλ. [39, Chapter 5, §1.1, §1.2]).
Εφόσον ο KpF q µετατίθεται µε τον συναρτητή µεταφοράς συµπλόκων, αποτελεί έναν συναρτητή
τριγωνισµένων κατηγοριών.

΄Ενα ϕυσικό ερώτηµα το οποίο προκύπτει από την παραπάνω διαδικασία είναι αν ο KpF q
µπορεί να επεκταθεί σε έναν συναρτητή DpAq ÝÑ DpBq. Αν ο F : A ÝÑ B είναι ένας ακριβής
συναρτητής, τότε πράγµατι αυτό είναι δυνατό. Ωστόσο, γενικότερα, αν ο F δεν είναι ακριβής, ο
συναρτητής KpF q : KpAq ÝÑ KpBq δεν ϑα διατηρεί τους ηµι-ισοµορφισµούς. Με αυτόν τον τρόπο
οδηγούµαστε στον ορισµό του παραγόµενου συναρτητή, ο οποίος ικανοποιεί µία ασθενέστερη
συνθήκη.

Ορισµός 4.9.1. ( [39, Chapter 5, §1.5]) ΄Εστω A, B δύο αβελιανές κατηγορίες και F : A ÝÑ B
ένας προσθετικός συναρτητής. Τότε, ο F επάγει έναν ακριβή συναρτητή KpF q : K˚pAq ÝÑ K˚pBq.
Θεωρούµε τις αντίστοιχες παραγόµενες κατηγορίες D˚pAq και D˚pBq, καθώς και τους συναρτητές
τοπικοποίησης QA : K˚pAq ÝÑ D˚pAq και QB : K˚pBq ÝÑ D˚pBq.

΄Ενας (καθολικός) δεξιά παραγόµενος συναρτητής (right derived functor) του F είναι
ένα Ϲεύγος που αποτελείται από έναν ακριβή συναρτητή RF : D˚pAq ÝÑ D˚pBq και έναν ϕυσικό
µετασχηµατισµό συναρτητών εF : QB ˝ KpF q ÝÑ RF ˝QA έτσι ώστε να ικανοποιείται η παρακάτω
καθολική ιδιότητα :

• ΄ΕστωG : D˚pAq ÝÑ D˚pBq ένας συναρτητής τριγωνισµένων κατηγοριών και ε : QB˝KpF q ÝÑ
G ˝ QA ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός συναρτητών. Τότε υπάρχει ένας µοναδικός ϕυσικός
µετασχηµατισµός συναρτητών η : RF ÝÑ G έτσι ώστε το διάγραµµα συναρτητών

QB ˝ KpF q
εF //

ε

��

RF ˝QA

η˝QA

��
G ˝QA

να είναι µεταθετικό.

Χρησιµοποιώντας τον ίδιο συµβολισµό, δυϊκά ορίζεται και η έννοια ενός αριστερά παραγόµενου
συναρτητή:

Ορισµός 4.9.2. ( [39, Chapter 5, §1.5]) ΄Εστω A, B δύο αβελιανές κατηγορίες και F : A ÝÑ B
ένας προσθετικός συναρτητής.

΄Ενας (καθολικός) αριστερά παραγόµενος συναρτητής (left derived functor) του F είναι
ένα Ϲεύγος που αποτελείται από έναν ακριβή συναρτητή LF : D˚pAq ÝÑ D˚pBq και έναν ϕυσικό
µετασχηµατισµό συναρτητών εF : LF ˝ QA ÝÑ QB ˝ KpF q έτσι ώστε να ικανοποιείται η παρακάτω
καθολική ιδιότητα :

• ΄Εστω G : D˚pAq ÝÑ D˚pBq ένας συναρτητής τριγωνισµένων κατηγοριών και ε : G ˝QA ÝÑ

QB ˝KpF q ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός συναρτητών. Τότε υπάρχει ένας µοναδικός ϕυσικός
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µετασχηµατισµός συναρτητών η : G ÝÑ LF έτσι ώστε το διάγραµµα συναρτητών

G ˝QA

η˝QA

��

ε

��
LF ˝QA

εF // QB ˝ F

να είναι µεταθετικό.

Παρατήρηση 4.9.3. Από την καθολική ιδιότητα στον ορισµό ενός δεξιά (αντίστοιχα αριστερά)
παραγόµενου συναρτητή, προκύπτει ότι αν ένας δεξιά (αντίστοιχα αριστερά) παραγόµενος συναρ-
τητής υπάρχει, τότε είναι µοναδικός µε ακρίβεια ϕυσικού ισοµορφισµού συναρτητών.

Παράδειγµα 4.9.4. Αν F : A ÝÑ B είναι ένας ακριβής συναρτητής µεταξύ αβελιανών κατη-
γοριών, τότε, όπως προαναφέρθηκε, ο F διατηρεί τους ηµι-ισοµορφισµούς. ΄Ετσι, ο επαγόµενος
ακριβής συναρτητής DpF q : D˚pAq ÝÑ D˚pBq αποτελεί έναν δεξιά παραγόµενο και έναν αριστερά
παραγόµενο συναρτητή του F .

Παρατήρηση 4.9.5. Εύκολα προκύπτει (ϐλ. για παράδειγµα [39, Chapter 3]) ότι η δυϊκή κατη-
γορία της KpAq (αντίστοιχα K`pAq, αντίστοιχα K´pAq, αντίστοιχα KbpAq) είναι ισοδύναµη µε την
κατηγορία KpAopq (αντίστοιχα K`pAopq, αντίστοιχα K´pAopq, αντίστοιχα KbpAopq). Ανάλογα, υ-
πάρχουν οι αντίστοιχες ισοδυναµίες κατηγοριών για τις παραγόµενες κατηγορίες. Ως αποτέλεσµα,
ϐλέπουµε ότι ισχύουν τα ακόλουθα:

• Ο δεξιά παραγόµενος συναρτητής RF : DpAq ÝÑ DpBq του συναρτητή F : A ÝÑ B είναι ο
αριστερά παραγόµενος συναρτητής LF : DpAopq ÝÑ DpBopq του συναρτητή F : Aop ÝÑ Bop.

• Ο δεξιά παραγόµενος συναρτητής RF : D`pAq ÝÑ D`pBq του συναρτητή F : A ÝÑ B
είναι ο αριστερά παραγόµενος συναρτητής LF : D´pAopq ÝÑ D´pBopq του συναρτητή
F : Aop ÝÑ Bop.

• Ο δεξιά παραγόµενος συναρτητής RF : D´pAq ÝÑ D´pBq του συναρτητή F : A ÝÑ B
είναι ο αριστερά παραγόµενος συναρτητής LF : D`pAopq ÝÑ D`pBopq του συναρτητή
F : Aop ÝÑ Bop.

• Ο δεξιά παραγόµενος συναρτητής RF : DbpAq ÝÑ DbpBq του συναρτητή F : A ÝÑ B είναι ο
αριστερά παραγόµενος συναρτητής LF : DbpAopq ÝÑ DbpBopq του συναρτητή F : Aop ÝÑ Bop.
Συµπεραίνουµε, εποµένως, ότι υπάρχει µία δυϊκότητα µεταξύ των δεξιά και αριστερά παρα-
γόµενων συναρτητών, γιαυτό και στη συνέχεια ϑα επικεντρωθούµε κυρίως στη µελέτη των
δεξιά παραγόµενων συναρτητών.

΄Ενα εύλογο ερώτηµα το οποίο δηµιουργείται είναι αν η ύπαρξη των παραγόµενων συναρτητών
εξασφαλίζεται πάντοτε. Γενικότερα, αυτό δεν ισχύει και για τον σκοπό αυτόν ϑα εισάγουµε µία
ικανή συνθήκη στην A και στον συναρτητή F . Θα χρειαστούµε τον ακόλουθο ορισµό:

Ορισµός 4.9.6. ΄Εστω A και B δύο αβελιανές κατηγορίες και F : A ÝÑ B ένας προσθετικός
συναρτητής. Μία πλήρης τριγωνισµένη υποκατηγορία D της K˚pAq ϑα καλείται δεξιά προσαρµο-
σµένη (right adapted) για τον F , αν ικανοποιεί τις ακόλουθες συνθήκες :

1. Για κάθε αντικείµενο C‚ P obpK˚pAqq, υπάρχει ένα αντικείµενο D‚ P obpDq και ένας ηµι-
ισοµορφισµός C‚ ÝÑ D‚.

2. Για κάθε ακυκλικό σύµπλοκοD‚ στηνD, το σύµπλοκοKpF qpD‚q είναι ακυκλικό στηνK˚pBq.
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Θεώρηµα 4.9.7. ΄Εστω A και B δύο αβελιανές κατηγορίες και F : A ÝÑ B ένας προσθετικός
συναρτητής. Αν υπάρχει µία δεξιά προσαρµοσµένη υποκατηγορία της K˚pAq για τον F , τότε υπάρχει
ένας δεξιά παραγόµενος συναρτητής pRF, εF q του F από την D˚pAq στην D˚pBq.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλ. [39, 1.5.3. THEOREM.]. �

Σχόλιο 4.9.8. Σε αυτό το σηµείο είναι σηµαντικό να αναφέρουµε ότι ο ορισµός των παραγόµενων
συναρτητών µπορεί να γίνει και σε ένα γενικότερο πλαίσιο. Αν ϑεωρήσουµε έναν ακριβή συναρτητή
τριγωνισµένων κατηγοριών F : A ÝÑ B και µία τοπικοποιούσα κλάση S στην C συµβατή µε τον
τριγωνισµό, είναι δυνατό να ορίσουµε έναν (δεξιά) παραγόµενο συναρτητή RF : CrS´1s ÝÑ D.
Για περισσότερες λεπτοµέρειες σχετικά µε αυτήν την προσέγγιση ϐλ. [39, Chapter 5, §1.3, §1.4].

Επιστρέφουµε τώρα στην περίπτωση µίας αβελιανής κατηγορίας. Σύµφωνα µε τον Grothen-
dieck, ένας παραγόµενος συναρτητής µεταξύ δύο αβελιανών κατηγοριών A και B αποτελεί έναν
δ-συναρτητή αβελιανών κατηγοριών (ϐλ. [53, 2.1 δ-Functors]). Αρχικά, ϑα οριστούν οι έννοιες των
ενέσιµων και προβολικών αναλύσεων στα πλαίσια της κατηγορίας συµπλόκων.

΄Οπως είναι γνωστό, αν A είναι µία αβελιανή κατηγορία και X ένα αντικείµενο της A, µία
ενέσιµη ανάλυση X ÝÑ I‚ του X είναι ένα ακριβές σύµπλοκο της µορφής

0 // X // I0 // I1 // I2 // ¨ ¨ ¨

όπου το αντικείµενο In της A είναι ενέσιµο για κάθε n ě 0.
Η έννοια αυτή µπορεί να ορισθεί γενικά για σύµπλοκα:

Ορισµός 4.9.9. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και C‚ ένα σύµπλοκο αντικειµένων της A. Μία
ενέσιµη ανάλυση του C‚ είναι ένα σύµπλοκο I‚ µαζί µε έναν µορφισµό συµπλόκων α : C‚ ÝÑ I‚

έτσι ώστε να ικανοποιούνται τα ακόλουθα:

1. Το In είναι ένα ενέσιµο αντικείµενο της A για κάθε n ě n0.

2. Ο µορφισµός συµπλόκων α : C‚ ÝÑ I‚ είναι ένας ηµι-ισοµορφισµός.

Μία ενέσιµη ανάλυση α : C‚ ÝÑ I‚ αναπαριστάται µε ένα διάγραµµα:

¨ ¨ ¨ // Cn´1 //

αn´1

��

Cn //

αn

��

Cn`1 //

αn`1

��

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // In´1 // In // In`1 // ¨ ¨ ¨

Σχόλιο 4.9.10. Αν I‚ είναι ένα σύµπλοκο ενέσιµων αντικειµένων µε In “ 0 για κάθε n ă 0, τότε
µία ενέσιµη ανάλυση

0 // X // I0 // I1 // I2 // ¨ ¨ ¨

ενός αντικειµένου X της A περιέχει ακριβώς την ίδια πληροφορία µε τον µορφισµό συµπλόκων
X‚ ÝÑ I‚, όπου µε X‚ συµβολίζουµε το αντίστοιχο stalk complex του X.

∆υϊκά, αν A είναι µία αβελιανή κατηγορία και X ένα αντικείµενο της A, µία προβολική
ανάλυση P ‚ ÝÑ X του X είναι ένα ακριβές σύµπλοκο της µορφής

¨ ¨ ¨ // P´2 // P´1 // P 0 // X // 0

όπου το αντικείµενο Pn της A είναι προβολικό για κάθε n ď 0.
Ο ορισµός επεκτείνεται γενικότερα για σύµπλοκα:
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Ορισµός 4.9.11. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και C‚ ένα σύµπλοκο αντικειµένων της A. Μία
προβολική ανάλυση του C‚ είναι ένα σύµπλοκο P ‚ µαζί µε έναν µορφισµό συµπλόκων α : P ‚ ÝÑ
C‚ έτσι ώστε να ικανοποιούνται τα ακόλουθα:

1. Το Pn είναι ένα προβολικό αντικείµενο της A για κάθε n ď n0.

2. Ο µορφισµός συµπλόκων α : P ‚ ÝÑ C‚ είναι ένας ηµι-ισοµορφισµός.

Μία προβολική ανάλυση α : C‚ ÝÑ P ‚ αναπαριστάται µε ένα διάγραµµα:

¨ ¨ ¨ // Pn´1 //

αn´1

��

Pn //

αn

��

Pn`1 //

αn`1

��

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Cn´1 // Cn // Cn`1 // ¨ ¨ ¨

Στο Κεφάλαιο 1 ορίστηκε πότε ϑα λέµε ότι µία αβελιανή κατηγορία έχει αρκετά ενέσιµα αντι-
κείµενα (ϐλ. Ορισµός 1.4.23) και πότε αρκετά προβολικά αντικείµενα (ϐλ. Ορισµός 1.4.28). Υπό
αυτές τις προϋποθέσεις αντίστοιχα προκύπτουν τα ακόλουθα λήµµατα:

Λήµµα 4.9.12. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία η οποία έχει αρκετά ενέσιµα αντικείµενα. Τότε
ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Κάθε αντικείµενο X της A έχει µία ενέσιµη ανάλυση.

2. Κάθε κάτω ϕραγµένο σύµπλοκο C‚ έχει µία ενέσιµη ανάλυση α : C‚ ÝÑ I‚ και αν Cn “ 0
για κάθε n ă n0, τότε και In “ 0 για κάθε n ă n0 και ο µορφισµός αn : Cn ÝÑ In είναι
επιµορφισµός για κάθε n ě n0.

3. Κάθε σύµπλοκο αντικειµένων της A το οποίο έχει κάτω ϕραγµένη συνοµολογία, έχει µία
ενέσιµη ανάλυση.

Απόδειξη. Η απόδειξη του ισχυρισµού 1 προκύπτει κατασκευαστικά. Αρχικά, επιλέγουµε έναν
µονοµορφισµό ε0 : X ÝÑ I0 του X σε ένα ενέσιµο αντικείµενο της A και ϑέτουµε X0 “ Cokerε0.
Επαγωγικά, δοσµένου ενός αντικειµένου Xn´1 επιλέγουµε έναν µονοµορφισµό εn : Xn´1 ÝÑ In

σε ένα ενέσιµο αντικείµενο της A. Θέτουµε Xn “ cokerεn και Bn´1 να είναι η σύνθεση των
µορφισµών:

Bn´1 “ εn ˝ Cokerεn´1 : In´1
cokerεn´1 // Xn´1 εn // In

Η διαδικασία αυτή απεικονίζεται στο ακόλουθο διάγραµµα:

X1

ε2

  

X3

ε4

!!
0 // X

ε0 // I0

cokerε0   

B
0

// I1

cokerε1

>>

B
1

// I2

cokerε2   

B
2

// I3 B
3

//

cokerε3

>>

¨ ¨ ¨

X0

ε1

>>

X2

ε3

>>

Τότε, εκ κατασκευής ImBn´1 “ KerBn “ Xn για κάθε n ě 0, συνεπώς το παραπάνω διάγραµµα
αποτελεί µία ενέσιµη ανάλυση του Q.

Η απόδειξη του ισχυρισµού 2 προκύπτει µε µία ανάλογη κατασκευή για σύµπλοκα. Για
περισσότερα ϐλ. [32, Chapter I, Theorem 6.1].

Αν C‚ είναι ένα σύµπλοκο αντικειµένων της A το οποίο έχει κάτω ϕραγµένη συνοµολογία,
είναι εύκολο να δούµε ότι υπάρχει ένα αρκετά µικρό n0 P Z έτσι ώστε ο µορφισµός συµπλόκων
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C‚ ÝÑ τěn0
C‚ να είναι ηµι-ισοµορφισµός. Τότε, από τον ισχυρισµό 2, εφόσον το σύµπλοκο

τěn0
C‚ είναι κάτω ϕραγµένο, ϑα έχει µία ενέσιµη ανάλυση α : τěn0

C‚ ÝÑ I‚. Συνθέτοντας
αποκτούµε έναν ηµι-ισοµορφισµό C‚ ÝÑ I‚ ο οποίος αποτελεί µία ενέσιµη ανάλυση του C‚. �

΄Ενα δυϊκό λήµµα ισχύει και για προβολικές αναλύσεις :

Λήµµα 4.9.13. ΄ΕστωA µία αβελιανή κατηγορία η οποία έχει αρκετά προβολικά αντικείµενα. Τότε
ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Κάθε αντικείµενο X της A έχει µία προβολική ανάλυση.

2. Κάθε άνω ϕραγµένο σύµπλοκο C‚ έχει µία προβολική ανάλυση α : P ‚ ÝÑ C‚ και αν ισχύει
Cn “ 0 για κάθε n ą n0, τότε και Pn “ 0 για κάθε n ą n0 και ο µορφισµός αn : Pn ÝÑ Cn

είναι µονοµορφισµός για κάθε n ď n0.

3. Κάθε σύµπλοκο αντικειµένων της A το οποίο έχει άνω ϕραγµένη συνοµολογία, έχει µία προ-
ϐολική ανάλυση.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του Λήµµατος 4.9.12. �

Για λόγους πληρότητας παραθέτουµε την ακόλουθη σηµαντική ιδιότητα της ενέσιµης ανάλυσης
ενός συµπλόκου για την απόδειξη της οποίας ϑα παραπέµψουµε στη ϐιβλιογραφία.

Θεώρηµα 4.9.14. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία, N ένα αντικείµενο της A και N ÝÑ I‚ µία
ενέσιµη ανάλυση του N . Τότε, αν f : M ÝÑ N είναι ένας µορφισµός στην A, για κάθε ενέσιµη
ανάλυσηM ÝÑ E‚ υπάρχει ένας µορφισµός (κάτω ϕραγµένων) συµπλόκων F : E‚ ÝÑ I‚ ο οποίος
επεκτείνει τον f έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

0 // N

f

��

// E0 //

F 0

��

E1 //

F 1

��

E2 //

F 2

��

¨ ¨ ¨

0 // N // I0 // I1 // I2 // ¨ ¨ ¨

Επιπλέον, ο παραπάνω µορφισµός συµπλόκων είναι µοναδικός µε ακρίβεια οµοτοπικής ισοδυναµίας.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του [53, Porism 2.2.7.]. �

΄Ενα αντίστοιχο ϑεώρηµα ισχύει για προβολικές αναλύσεις :

Θεώρηµα 4.9.15. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία, M ένα αντικείµενο της A και P ‚ ÝÑ M
µία προβολική ανάλυση του M . Τότε, αν f : M ÝÑ N είναι ένας µορφισµός στην A, για κάθε
προβολική ανάλυση Q‚ ÝÑ N του N υπάρχει ένας µορφισµός (άνω ϕραγµένων) συµπλόκων
F : P ‚ ÝÑ Q‚ ο οποίος επεκτείνει τον f έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

¨ ¨ ¨ // P´2 //

F´2

��

P´1 //

F´1

��

P 0 //

F 0

��

M //

f

��

0

¨ ¨ ¨ // Q´2 // Q´1 // Q0 // N // 0

Επιπλέον, ο παραπάνω µορφισµός συµπλόκων είναι µοναδικός µε ακρίβεια οµοτοπικής ισοδυναµίας.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλ. [53, Porism 2.2.7.]. �

΄Αξιο αναφοράς αποτελεί το γεγονός ότι στα παραπάνω ϑεωρήµατα, δεν είναι απαραίτητη η
συνθήκη να είναι το σύµπλοκο που σχηµατίζει η ενέσιµη ανάλυση N ÝÑ I‚ του N και αντίστοιχα
η προβολική ανάλυση P ‚ ÝÑM του M ακριβές.

Τελικός µας στόχος είναι ο ορισµός του παραγόµενου συναρτητή Ext σε µία αβελιανή κατη-
γορία. Για τον σκοπό αυτόν ϑα χρειαστούµε τον ακόλουθο χαρακτηρισµό ο οποίος αποτελεί µία
παραλλαγή του Ορισµού 4.9.6.
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Ορισµός 4.9.16. ΄Εστω A και B δύο αβελιανές κατηγορίες και F : A ÝÑ B ένας προσθετικός
συναρτητής. Μία πλήρης υποκατηγορία C της A ϑα καλείται δεξιά προσαρµοσµένη για τον F αν
ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες :

1. Το µηδενικό αντικείµενο 0A ανήκει στην C.

2. Αν M,N P obpCq, τότε και M ‘N P obpCq.

3. Για κάθε αντικείµενο M P obpAq υπάρχει ένα αντικείµενο C P C και ένας µονοµορφισµός
i : M ÝÑ C.

4. Αν το C‚ είναι ένα ακυκλικό σύµπλοκο στη ϕραγµένη οµοτοπική κατηγορία K`pCq, τότε το
σύµπλοκο KpF qpC‚q είναι επίσης ακυκλικό.

Παρατήρηση 4.9.17. Προφανώς, οι δύο πρώτες συνθήκες του ορισµού συνεπάγονται η κατηγο-
ϱία C να αποτελεί µία πλήρη προσθετική υποκατηγορία της A. Μπορούµε να ϑεωρήσουµε την
K`pCq σαν µία πλήρη υποκατηγορία της K`pAq. Τότε, από τη συνθήκη 2, για οποιονδήποτε µορ-
ϕισµό συµπλόκων f : C‚ ÝÑ D‚ µε C‚, D‚ P K`pCq, ο κώνος C‚f είναι επίσης ένα αντικείµενο
της K`pC‚q. ΄Αρα, αν οι συνθήκες του Ορισµού 4.9.16 ικανοποιούνται, η K`pCq είναι µία πλήρης
τριγωνισµένη υποκατηγορία της K`pAq.

Χρησιµοποιώντας τον παραπάνω ορισµό, µπορούµε να εξασφαλίσουµε την ύπαρξη παραγόµε-
νων συναρτητών :

Θεώρηµα 4.9.18. ΄Εστω A, B δύο αβελιανές κατηγορίες και F : A ÝÑ B ένας προσθετικός
συναρτητής. Αν C είναι µία δεξιά προσαρµοσµένη υποκατηγορία της A για τον F , τότε υπάρχει ένας
παραγόµενος συναρτητής RF : D`pAq ÝÑ D`pBq του F .

Απόδειξη. Από τη συνθήκη 3 του Ορισµού 4.9.16, προκύπτει ότι για κάθε αντικείµενο X‚ της
K`pAq υπάρχει ένα αντικείµενο C‚ της K`pCq και ένας ηµι-ισοµορφισµός s : X‚ ÝÑ C‚ (για
περισσότερα ϐλ. [39, Chapter 5, 2.1.1. THEOREM]). ΄Αρα, η K`pRq ικανοποιεί την συνθήκη 1
του Ορισµού 4.9.6 και το Ϲητούµενο προκύπτει από το Θεώρηµα 4.9.7. �

Θεωρούµε τώρα µία αβελιανή κατηγορία A. Θα συµβολίζουµε µε I την πλήρη υποκατηγορία
της A η οποία αποτελείται από όλα τα ενέσιµα αντικείµενα της A. Τότε, για τις αντίστοιχες κάτω
ϕραγµένες οµοτοπικές κατηγορίες προκύπτει το ακόλουθο:

Λήµµα 4.9.19. Η K`pIq είναι µία πλήρης τριγωνισµένη υποκατηγορία της K`pAq.

Απόδειξη. Αφού το ευθύ άθροισµα δύο ενέσιµων αντικειµένων είναι ένα ενέσιµο αντικείµενο, η
I είναι µία πλήρης προσθετική υποκατηγορία της A. Θεωρούµε την οµοτοπική κατηγορία των
κάτω ϕραγµένων συµπλόκων K`pAq και την πλήρη υποκατηγορία αυτής K`pIq. Εφόσον πάλι το
ευθύ άθροισµα δύο ενέσιµων αντικειµένων είναι ενέσιµο, για οποιαδήποτε σύµπλοκα I‚ και J‚

στην K`pIq, ο κώνος ενός µορφισµού f : I‚ ÝÑ J‚ της C˚pAq ανήκει στην K`pIq. Από την άλλη
πλευρά, η η K`pIq είναι προφανώς κλειστή στον συναρτητή µεταφοράς συµπλόκων Σ της K`pAq.
Εποµένως, η K`pIq είναι µία πλήρης τριγωνισµένη υποκατηγορία της K`pAq. �

Πιο συγκεκριµένα, σε µία αβελιανή κατηγορία µε αρκετά ενέσιµα προκύπτει το ακόλουθο:

Θεώρηµα 4.9.20. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία µε αρκετά ενέσιµα αντικείµενα. Τότε, κάθε
προσθετικός συναρτητής F : A ÝÑ B σε µία αβελιανή κατηγορία B έχει έναν δεξιά παραγόµενο
συναρτητή RF : D`pAq ÝÑ D`pBq.

Απόδειξη. ΄Οπως ήδη αναφέρθηκε, η K`pIq αποτελεί µία πλήρη τριγωνισµένη υποκατηγορία της
K`pAq, συνεπώς οι συνθήκες 1 και 2 του Ορισµού 4.9.16 ικανοποιούνται. Η συνθήκη 3 ικανο-
ποιείται άµεσα εφόσον, από υπόθεση, η κατηγορία A έχει αρκετά ενέσιµα αντικείµενα. Τέλος,
προκύπτει ότι αν ϑεωρήσουµε ένα ακυκλικό σύµπλοκο I‚ στην K`pIq, ο ταυτοτικός µορφισµός
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συµπλόκων 1I‚ : I‚ ÝÑ I‚ είναι 0-οµοτοπικός (για περισσότερα ϐλ. [39, Chapter 5, 2.2.2. LEM-
MA]), δηλαδή το I‚ είναι ισόµορφο µε το µηδενικό αντικείµενο στην K`pAq και συνεπώς το
KpF qpI‚q ϑα είναι ισόµορφο µε το µηδενικό αντικείµενο στην K`pBq. Ως αποτέλεσµα, η συνθήκη
4 του Ορισµού 4.9.16 ικανοποιείται και η I αποτελεί µία δεξιά προσαρµοσµένη υποκατηγορία
της A, άρα το Ϲητούµενο προκύπτει από το Θεώρηµα 4.9.18. �

Είναι δυνατόν να ορίσουµε και παραγόµενους συναρτητές «µεγαλύτερης τάξης»:

Ορισµός 4.9.21. ΄Εστω A και B δύο αβελιανές κατηγορίες και F : A ÝÑ B ένας προσθετικός
συναρτητής. Αν C είναι µία δεξιά προσαρµοσµένη υποκατηγορία της A για τον F , για κάθε n P Z
ορίζουµε τους προσθετικούς συναρτητές

RnF : A ÝÑ B

ϑέτοντας :

RnF “ Hn ˝ RF ˝ D

για κάθε n P Z. Για κάθε n P Z, RnF ϑα καλείται ο n-οστός δεξιά παραγόµενος συναρτητήςτου
F

Εφόσον ο εF : QB ˝ KpF q ÝÑ RF ˝QA είναι ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός συναρτητών, για
κάθε M P obpAq αποκτούµε έναν ϕυσικό µορφισµό:

KpF qpDpMqq ÝÑ RpDpMqq

Θεωρώντας τη συνοµολογία H0 του εF προκύπτει ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός

H0pεF q : F ÝÑ R0F

.
Το ακόλουθο λήµµα περιγράφει ορισµένες κύριες ιδιότητες των συναρτητών RnF .

Λήµµα 4.9.22. ΄Εστω A, B δύο αβελιανές κατηγορίες, F : A ÝÑ B ένας προσθετικός συναρτητής
και C είναι µία δεξιά προσαρµοσµένη υποκατηγορία της A για τον F . Τότε, για τους προσθετικούς
συναρτητές RnF : A ÝÑ B ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Για κάθε n ă 0 ισχύει RnF “ 0.

2. Ο συναρτητής R0F είναι αριστερά ακριβής.

3. Ο ϕυσικός µετασχηµατισµός συναρτητών H0pεF q : F ÝÑ R0F είναι ένας ισοµορφισµός συναρ-
τητών αν-ν ο F είναι αριστερά ακριβής.

4. Για κάθε σύντοµη ακριβή ακολουθία

0 // L
f // M

g // N // 0

στην A υπάρχει µία µεγάλη ακριβής ακολουθία :

0 // R0F pLq
R0F pfq // R0F pMq

R0F pgq // R0F pNq // R1F pLq // ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // RnF pLq
RnF pfq // RnF pMq

RnF pgq // RnF pNq // Rn`1F pLq // ¨ ¨ ¨
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5. Αν M P obpAq και

0 // M // C0 // C1 // C2 // ¨ ¨ ¨

είναι µία ακριβής ακολουθία µε Cn P obpCq για κάθε n P Z, συµβολίζοντας µε C‚ το σύµπλο-
κο :

C‚ : ¨ ¨ ¨ // 0 // C0 // C1 // C2 // ¨ ¨ ¨

έχουµε :
pRnF qpMq – HnpChpF qpC‚qq

για κάθε n P Z.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλ. [39, Chapter 5, 3.2.1. LEMMA]). �

Προφανώς τα παραπάνω συµπεράσµατα τα οποία αφορούν µια αβελιανή κατηγορία µε αρ-
κετά ενέσιµα µπορούν να δυϊκοποιηθούν. Θεωρώντας µία αβελιανή κατηγορία A, συµβολίζουµε
µε P την πλήρη υποκατηγορία της A η οποία αποτελείται από τα προβολικά αντικείµενα της
A. Ανάλογα προκύπτει ότι η K´pPq είναι µία πλήρης τριγωνισµένη υποκατηγορία της A. Τότε,
ορίζοντας δυϊκά την έννοια της αριστερά προσαρµοσµένης υποκατηγορίας τηςA για τον F , προκύ-
πτει ότι αν A είναι µία αβελιανή κατηγορία µε αρκετά προβολικά αντικείµενα, κάθε προσθετικός
συναρτητής F : A ÝÑ B σε µία αβελιανή κατηγορία B έχει έναν αριστερά παραγόµενο συναρ-
τητή LF : D´pAq ÝÑ D´pBq. Αντίστοιχα, τέλος ορίζονται και οι n-οστοί αριστερά παραγόµενοι
συναρτητές LnF : A ÝÑ B µε LnF “ Hn ˝ LF ˝ D για κάθε n P Z.

Ο λόγος που περιοριστήκαµε σε δεξιά παραγόµενους συναρτητές και στην περίπτωση µίας
αβελιανής κατηγορίας µε αρκετά ενέσιµα αντικείµενα είναι ότι αποτελούν το κατάλληλο πλαίσιο
για τον ορισµό των συναρτητών Ext.

Ορισµός 4.9.23. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία µε αρκετά ενέσιµα αντικείµενα και Ab η κατη-
γορία των αβελιανών οµάδων. Αν M είναι ένα αντικείµενο της A, ϑεωρούµε τον αριστερά ακριβή
προσθετικό συναρτητή HomApM,´q : A ÝÑ Ab. Για κάθε n P Z ϑέτουµε :

ExtnApM,´q “ Rn HomApM,´q

Ο ExtnApM,´q καλείται ο n-οστός συναρτητής επέκτασης του HomApM,´q.

Παρατήρηση 4.9.24. Λόγω του Λήµµατος 4.9.22, εφόσον ο συναρτητής HomApM,´q είναι αρι-
στερά ακριβής, ϑα υπάρχει ένας ϕυσικός ισοµορφισµός συναρτητών Ext0ApM,´q – HomApM,´q.
Επιπλέον, από τη συνθήκη 4, του ιδίου λήµµατος, για κάθε σύντοµη ακριβή ακολουθία

0 // X
f // Y

g // Z // 0

στην A υπάρχει µία µεγάλη ακριβής ακολουθία :

0 // HomApM,Xq
f˝ // HomApM,Y q

g˝ // HomApM,Zq // Ext1ApM,Xq // ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // ExtnApM,Xq
ExtnApM,fq // ExtnApM,Y q

ExtnApM,gq // ExtnApM,Zq // Extn`1
A pM,Xq // ¨ ¨ ¨

Παρατήρηση 4.9.25. Ο ορισµός του συναρτητή ExtnApM,´q ως ένας n-οστός παραγόµενος συ-
ναρτητής του HomApM,´q είναι ιδιαίτερα δύσχρηστος ως προς τον υπολογισµό. Μία πιο απλή
µέθοδος υπολογισµού του, προκύπτει από τη συνθήκη 5 του Λήµµατος 4.9.22 ως εξής :

Θεωρούµε ένα N P obpAq και µία ενέσιµη ανάλυση N ÝÑ I‚ του N . Εφαρµόζοντας τον
αριστερά ακριβή συναρτητή HomApM,´q αποκτούµε ένα σύµπλοκο:

HomApM, I‚q : 0 // HomApM, I0q // HomApM, I1q // HomApM, I2q // ¨ ¨ ¨
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Τότε, από τη συνθήκη 5 του Λήµµατος 4.9.22 έχουµε:

ExtnApM,Nq “ HnpHomApM, I‚qq

για κάθε n P Z.

Ο παραπάνω τρόπος υπολογισµού του συναρτητή Ext µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να ορισθεί
απευθείας αυτός ο συναρτητής . Για περισσότερες πληροφορίες σχετικά µε αυτήν την προσέγγιση
ϐλ. [53, §2.5.].



Κεφάλαιο 5

Πρότυπα Maximal Cohen-Macaulay

Στόχος του παρόντος κεφαλαίου αποτελεί η µελέτη των maximal Cohen-Macaulay προτύπων. Πα-
ϱόλο που η παρακάτω ϑεωρία είναι δυνατό να αναπτυχθεί γενικότερα, ακολουθώντας την εργασία
του R.-O. Buchweitz (ϐλ. [17]), ϑα επικεντρωθούµε στην περίπτωση που ο δακτύλιος R είναι αρι-
στερά και δεξιά Noetherian και έχει πεπερασµένη αριστερή και δεξιά ενέσιµη διάσταση σαν ένα R-
πρότυπο, είναι δηλαδή, όπως ϑα δούµε στη συνέχεια Gorenstein. Τα maximal Cohen-Macaulay
πρότυπα σχηµατίζουν µία πλήρη υποκατηγορία της κατηγορίας των πεπερασµένα παραγόµενων
R-προτύπων. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον εµφανίζει η µελέτη των αντίστοιχων προβολικά ευσταθών κα-
τηγοριών. Αρχικά, πριν εισαχθούν τα maximal Cohen-Macaulay πρότυπα ϑα παρουσιαστεί το
γενικότερο πλαίσιο της προβολικά ευσταθούς κατηγορίας προτύπων.

Οι δακτύλιοι οι οποίοι ϑα χρησιµοποιηθούν ϑα είναι προσεταιριστικοί µε µονάδα καθώς και
αριστερά και δεξιά δακτύλιοι της Noether. Τα πρότυπα τα οποία ϑα χρησιµοποιηθούν ϑα έχουν
επίσης µονάδα (unitary), εκτός αν δηλωθεί αυστηρά το αντίθετο.

∆ιατηρώντας τον συµβολισµό που ϑεµελιώθηκε στο εισαγωγικό κεφάλαιο (Παράδειγµα 1.2.3),
αν R είναι ένας οποιοσδήποτε δακτύλιος, µε Mod-R συµβολίζουµε την κατηγορία των δεξιών
R-προτύπων και µε mod-R την πλήρη υποκατηγορία των πεπερασµένα παραγόµενων δεξιών R-
προτύπων. Επιπλέον, ϑα συµβολίζουµε µε PpRq την πλήρη υποκατηγορία των πεπερασµένα
παραγόµενων προβολικών R-προτύπων.

5.1 Η Προβολικά Ευσταθής Κατηγορία

Σκοπός της παρούσας ενότητας είναι η ϑεµελίωση της προβολικά ευσταθούς κατηγορίας προτύπων
καθώς και ο ορισµός ενός συναρτητή σε αυτήν. Γενικότερα, µία ευσταθής (stabilized) κατηγορία
είναι απλά µία κατηγορία πηλίκο C{D µίας κατηγορίας C ως προς µία υποκατηγορία αυτής D.
Οι ευσταθείς κατηγορίες που ϑα µελετηθούν στη συνέχεια, ωστόσο, ϑα έχουν πιο συγκεκριµένη
δοµή.

Για τα παραπάνω ϑα χρειαστούµε τον ακόλουθο ορισµό για τον οποίο ϐλ. [30, §1].

Ορισµός 5.1.1. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία. Τότε ένα αριστερό ιδεώδες I της A είναι
ένα υποσύνολο του συνόλου µορφισµών της A το οποίο έχει τις εξής ιδιότητες :

1. Για κάθε X,Y P obpAq, η τοµή I X HompX,Y q είναι µία υποοµάδα της HompX,Y q.

2. Αν f : X ÝÑ Y και g : Y ÝÑ Z είναι δύο µορφισµοί στην A µε f P I, τότε ισχύει και g˝f P I.

∆υϊκά, ορίζεται η έννοια ενός δεξιού ιδεώδους, ενώ ένα ιδεώδες το οποίο είναι και δεξιό και
αριστερό, ϑα καλείται απλώς ιδεώδες.

Σχόλιο 5.1.2. Είναι εύκολο να δούµε ότι η τοµή οποιουδήποτε συνόλου ιδεωδών είναι ένα ιδεώδες.

191
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Σχόλιο 5.1.3. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και I ένα ιδεώδες της A. ΄Ενα αντικείµενο
X P obpAq ϑα λέµε συµβατικά ότι ανήκει στο ιδεώδες I, αν ο ταυτοτικός µορφισµός 1X : X ÝÑ X
ανήκει στο I.

Ακολουθώντας τον Heller, ϐλ. [30, §1], µπορούµε να ορίσουµε την κατηγορία πηλίκο µίας
κατηγορίας ως προς ένα ιδεώδες :

Ορισµός 5.1.4. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία και I ένα ιδεώδες της A. Τότε, η κατηγορία
πηλίκο A{I µπορεί να οριστεί ως ακολούθως :

• Τα αντικείµενα της A{I είναι τα αντικείµενα της A.

• Για κάθε X,Y P obpAq ισχύει

HomA{IpX,Y q “ HomApX,Y q{I X HomApX,Y q

Η σύνθεση µορφισµών στην κατηγορία πηλίκο A{I ορίζεται σύµφωνα µε τη σύνθεση στην κατηγορία
A, έτσι ώστε η απεικόνιση ϕυσικής προβολής π : A ÝÑ A{I να αποτελεί έναν συναλλοίωτο συναρ-
τητή. Η κατηγορία A{I καλείται και ευσταθής (stabilized) κατηγορία της A ως προς το ιδεώδες
I.

Παρατήρηση 5.1.5. Αν A είναι µία προσθετική κατηγορία, τότε οποιοδήποτε σύνολο µορφισµών
M στην A περιέχεται σε ένα ελάχιστο ιδεώδες IM, για παράδειγµα, στην τοµή όλων των ιδεωδών
που το περιέχουν. Σε αυτήν την περίπτωση λέµε ότι το ιδεώδες IM παράγεται από το σύνολο
µορφισµών M.

΄Εστω, επιπλέον, ένα σύνολο αντικειµένων O στην A. Θεωρούµε το σύνολο IdO των ταυτοτικών
τους απεικονίσεων και στη συνέχεια το ιδεώδες IO που παράγεται από αυτό. Τότε, ϑα λέµε ότι το
ιδεώδες IO παράγεται από το σύνολο αντικειµένων O.

Ορισµός 5.1.6. ΄ΕστωA µία προσθετική κατηγορία. ΄Ενα σύνολο αντικειµένωνO στηνA καλείται
προσθετικό αν ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Αν X P O και Y είναι ένας ευθύς αθροιστέος του X, τότε και Y P O.

2. Αν X,Y P O τότε και X ‘ Y P O.

Εύκολα ϐλέπουµε ότι κάθε σύνολο αντικειµένων στην A περιέχεται σε ένα ελάχιστο προσθετικό
σύνολο, το οποίο αποτελείται από όλους τους ευθείς αθροιστέους και τα ευθέα αθροίσµατα στοιχείων
του συνόλου.

Πρόταση 5.1.7. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία και O ένα σύνολο αντικειµένων στην A το
οποίο παράγει ένα ιδεώδες I. Συµβολίζουµε µε O` το ελάχιστο προσθετικό σύνολο που περιέχει το
O. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. ΄Ενας µορφισµός f : X ÝÑ Y ανήκει στο I αν-ν µπορεί να αναλυθεί µέσω ενός στοιχείου του
O`, δηλαδή αν υπάρχει ένα αντικείµενο Z P O` και µορφισµοί g : X ÝÑ Z και h : Z ÝÑ Y
έτσι ώστε f “ h ˝ g

X
f //

g

  

Y

Z

h

OO

2. Το σύνολο αντικειµένων O` είναι ακριβώς τα αντικείµενα που ανήκουν στο ιδεώδες I.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλ. [30, Proposition 2.1.]. �
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Πρόταση 5.1.8. ΄Εστω O ένα προσθετικό σύνολο αντικειµένων το οποίο παράγει ένα ιδεώδες I σε
µία κατηγορία A στην οποία κάθε διασπάσιµος επιµορφισµός έχει πυρήνα. Θεωρούµε τον συναρτητή
κανονικής προβολής π : A ÝÑ A{I και έναν µορφισµό f : X ÝÑ Y στην A. Τότε, ο µορφισµός
π ˝ f είναι ισοµορφισµός στην A{I αν-ν υπάρχουν αντικείµενα X 1, Y 1 P O και ένας ισοµορφισµός
f 1 : X ‘X 1 ÝÑ Y ‘ Y 1 στην A έτσι ώστε το διάγραµµα

X ‘X 1
f 1 // Y ‘ Y 1

��
X

OO

f // Y

να είναι µεταθετικό στην A, όπου τα κάθετα ϐέλη είναι αντίστοιχα η κανονική εισαγωγή και η
κανονική προβολή στο ευθύ άθροισµα.

Συγκεκριµένα, δύο αντικείµενα X,Y P obpAq είναι ισόµορφα στην A{I αν-ν υπάρχουν αντικεί-
µενα X 1, Y 1 P O έτσι ώστε να υπάρχει ένας ισοµορφισµός X ‘X 1 – Y ‘ Y 1 στην A.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλ. [30, Theorem 2.2.]. �

΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία µε αρκετά προβολικά αντικείµενα, και PA το ιδεώδες το οποίο
παράγεται από τα προβολικά αντικείµενα της A. Εφόσον τα προβολικά αντικείµενα σχηµατίζουν
ένα προσθετικό σύνολο, από την Πρόταση 5.1.7, προκύπτει ότι το ιδεώδες PA αποτελείται ακριβώς
από τους µορφισµούς της A οι οποίοι µπορούν να αναλυθούν µέσω ενός προβολικού.

Μέσω αυτού του επιχειρήµατος, µπορούµε να ορίσουµε την προβολικά ευσταθή κατηγορία των
πεπερασµένα παραγόµενων προτύπων (ϐλ. για παράδειγµα [30, §3] ή [2, 1.43]).

Ορισµός 5.1.9. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και mod-R η κατηγορία των πεπερασµένα παραγόµενων
δεξιώνR-προτύπων. Συµβολίζουµε µε PR το ιδεώδες της mod-R το οποίο παράγεται από τα προβολι-
κά R-πρότυπα. Τότε, η προβολικά ευσταθής (projectively stable) κατηγορία των πεπερασµένα
παραγόµενων δεξιών R-προτύπων, ορίζεται ως η κατηγορία πηλίκο mod-R{PR και ϑα συµβολίζεται
µε mod-R. Εξ ορισµού λοιπόν :

• Τα αντικείµενα της mod-R είναι τα αντικείµενα της mod-R, δηλαδή τα πεπερασµένα παραγό-
µενα δεξιά R-πρότυπα.

• Για δύο πεπερασµένα παραγόµενα R-πρότυπα M και N ισχύει

Hommod-RpM,Nq “ Hommod-RpM,Nq{I

όπου
I “ tf : M ÝÑ N | ο f αναλύεται µέσω ενός προβολικού προτύπουu

Οι µορφισµοί, δηλαδή, της ευσταθούς κατηγορίας είναι οι µορφισµοί πεπερασµένα παραγόµενων
δεξιών R-προτύπων modulo αυτών που αναλύονται µέσω ενός προβολικού.

Παρατήρηση 5.1.10. ΄Ενας µορφισµός f : M ÝÑ N στην mod-R είναι ο µηδενικός µορφισµός,
αν-ν υπάρχει ένα προβολικό R-πρότυπο P και µορφισµοί π : M ÝÑ P και ι : P ÝÑ N έτσι ώστε
f “ ι ˝ π, όπως ϕαίνεται στο ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

M
f //

π

��

N

P

ι

OO

Επιπλέον, δύο µορφισµοί f, g : M ÝÑ N στην mod-R είναι ίσοι, αν-ν η διαφορά τους αναλύεται
µέσω ενός προβολικού R-προτύπου.
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Η mod-R είναι προφανώς µια προσθετική κατηγορία.

Πρόταση 5.1.11. ∆ύο πεπερασµένα παραγόµενα δεξιά R-πρότυπα M και N είναι ισόµορφα στην
mod-R αν-ν είναι ευσταθώς (προβολικά) ισοδύναµα (stably equivalent) στην mod-R. ∆ηλαδή, αν-ν
υπάρχουν πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά R-πρότυπα P1 και P2 έτσι ώστε

M ‘ P1 – N ‘ P2

Απόδειξη. Η απόδειξη προκύπτει άµεσα από την Πρόταση 5.1.8. �

Επιστρέφοντας στη γενική περίπτωση µίας αβελιανής κατηγορίαςA και το ιδεώδες PA αυτής το
οποίο παράγεται από τα προβολικά αντικείµενα, εύκολα ϐλέπουµε ότι οι µορφισµοί που ανήκουν
στο ιδεώδες ικανοποιούν την ακόλουθη ιδιότητα :

Λήµµα 5.1.12. ΄Εστω φ : Y ÝÑ Y 2 ένας επιµορφισµός και f : X ÝÑ Y 2 ένας µορφισµός στο
ιδεώδες PA. Τότε, υπάρχει ένας µορφισµός f 1 : X ÝÑ Y ο οποίος ανήκει στο PA έτσι ώστε f “ φ˝f 1,
δηλαδή το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

X

f

��

f 1

��
Y

φ // Y 2

Απόδειξη. Εξ ορισµού, εφόσον ο f : X ÝÑ Y 2 είναι ένας µορφισµός στο ιδεώδες PA, ϑα υπάρχει
ένα προβολικό αντικείµενο P και µορφισµοί i : X ÝÑ P και p : P ÝÑ Y 2 έτσι ώστε f “ p ˝ i,
δηλαδή ο µορφισµός f αναλύεται µέσω του P . Εφόσον ο µορφισµός φ : Y ÝÑ Y 2 είναι επιµορ-
ϕισµός και το P είναι προβολικό, ϑα υπάρχει ένας µορφισµός a : P ÝÑ Y έτσι ώστε p “ φ ˝ a
όπως ϕαίνεται στο ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

P

a

��

p

��

X

f

��

i
oo

Y
φ // Y 2

Θέτοντας f 1 “ a ˝ i : X ÝÑ Y , έχουµε

φ ˝ f 1 “ φ ˝ a ˝ i “ p ˝ i “ f

ολοκληρώνοντας την απόδειξη. �

Σκοπός µας είναι ο ορισµός ενός συναρτητή: Ω: A{PA ÝÑ A{PA. Υποθέτουµε ότι έχει γίνει
εκ των προτέρων µία ανάθεση προβολικών αντικειµένων για την κατηγορία A, δηλαδή σε κάθε
αντικείµενο X P obpAq έχει ανατεθεί µία σύντοµη ακριβής ακολουθία

0 // ΩX
ωX // PX

pX // X // 0 (5.1)

όπου το PX είναι ένα προβολικό αντικείµενο. Τότε, από το παραπάνω λήµµα, για κάθε σύντοµη
ακριβή ακολουθία

0 // Y 1
g1 // Y

g2 // Y 2 // 0
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και για κάθε µορφισµό f2 : X ÝÑ Y 2, υπάρχει ένας µορφισµός f : PX ÝÑ Y έτσι ώστε
g2 ˝ f “ f2 ˝ pX , άρα και ένας επαγόµενος µορφισµός στους πυρήνες f 1 : ΩX ÝÑ Y 1 ώστε το
ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

0 // ΩX
ωX //

f 1

��

PX
pX //

f

��

X //

f2

��

0

0 // Y 1
g1 // Y

g2 // Y 2 // 0

΄Εστω f̃ : PX ÝÑ Y ένας άλλος µορφισµός έτσι ώστε g2 ˝ f̃ “ f2 ˝ pX “ g2 ˝ f και f̃ 1 : ΩX ÝÑ

Y 1 ο αντίστοιχος επαγόµενος µορφισµός στους πυρήνες. Τότε, το ακόλουθο διάγραµµα είναι
µεταθετικό :

0 // ΩX
ωX //

f̃ 1´f 1

��

PX
pX //

f̃´f

��

X //

0

��

0

0 // Y 1
g1 // Y

g2 // Y 2 // 0

Εφόσον g2 ˝ pf̃ ´ fq “ 0, από την καθολική ιδιότητα του πυρήνα, υπάρχει ένας µορφισµός
α : PX ÝÑ Y 1 έτσι ώστε g1 ˝ α “ f̃ ´ f . ΄Ετσι, έχουµε:

g1 ˝ α ˝ ωX “ f̃ ´ f 1 ˝ ωX “ g1 ˝ f̃ 1 ´ f 1 ùñ f̃ 1 ´ f 1 “ α ˝ ωX

λόγω του ότι ο g1 είναι µονοµορφισµός. ΄Αρα, η διαφορά f̃ 1 ´ f 1 αναλύεται µέσω του προβολικού
αντικειµένου PX, συνεπώς f̃ 1´f 1 P PA. Συµπεραίνουµε, ότι για κάθε σύντοµη ακριβή ακολουθία
της µορφής 5.1 και για κάθε µορφισµό f2, υπάρχει ένα µοναδικό στοιχείο της αβελιανής οµάδας
HomA{PApΩX,Y

1q.
Για λόγους ευκολίας στον συµβολισµό, συχνά ϑα συµβολίζουµε πάλι µε Ωf την εικόνα του

µορφισµού Ωf : ΩX ÝÑ ΩY στην ευσταθή κατηγορία A{PA µέσω του συναρτητή πηλίκο. Χρη-
σιµοποιώντας τα παραπάνω, είναι δυνατό να οριστεί ένας συναλλοίωτος προσθετικός συναρτητής
Ω: A{PA ÝÑ A{PA ως εξής :

Ορισµός 5.1.13. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία µε αρκετά προβολικά αντικείµενα και PA το
ιδεώδες το οποίο παράγεται από τα προβολικά αντικείµενα.

• Για κάθε αντικείµενο X P obpAq επιλέγουµε έναν επιµορφισµό pX : PX ÝÑ X όπου PX
είναι ένα προβολικό αντικείµενο και ϑέτουµε ΩX το αντικείµενο που αποτελεί τον πυρήνα του
επιµορφισµού pX .

0 // ΩX
ωX // PX

pX // X // 0

• Για κάθε µορφισµό f : X ÝÑ Y στηνA, ϑεωρούµε αντίστοιχους επιµορφισµούς pX : PX ÝÑ X
και pY : PY ÝÑ Y και ϑέτουµε ως Ωf : ΩX ÝÑ ΩY τον επαγόµενο µορφισµό στους πυρήνες
που κατασκευάστηκε προηγουµένως, ϑεωρούµενο ως έναν µορφισµό στην ευσταθή κατηγορία
A{PA.

0 // ΩX
ωX //

Ωf

��

PX
pX //

��

X //

f

��

0

0 // ΩY
ωY // PY

pY // Y // 0

Ο συναρτητής Ω: A{PA ÝÑ A{PA ϑα καλείται ο loop-space functor της κατηγορίαςA{PA.
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Ο loop-space functor ορίστηκε αρχικά από τους Eckmann και Hilton, ενώ για περισσότερες
πληροφορίες σχετικά µε την παραπάνω ανάλυση ϐλ. [30].

Σχόλιο 5.1.14. Προφανώς, ο loop-space functor εξαρτάται από την ανάθεση προβολικών αντι-
κειµένων που έχει προηγηθεί για την κατηγορία A, ωστόσο, αν ϑεωρήσουµε δύο διαφορετικές
προβολικές αναλύσεις ενός αντικειµένου, προκύπτει µία ϕυσική ισοδυναµία συναρτητών µεταξύ
των δύο αντίστοιχων loop-space functors.

Παρατήρηση 5.1.15. Στην περίπτωση που η κατηγορία A είναι η κατηγορία των πεπερασµένα
παραγόµενων R-προτύπων, ο loop-space functor ΩR : mod-R ÝÑ mod-R κατασκευάζεται επι-
λέγοντας για κάθε πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο M έναν επιµορφισµό pM : PM ÝÑ M
από ένα πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό R-πρότυπο PM και ϑέτοντας ΩRM “ KerPM .

5.2 Πρότυπα Maximal Cohen-Macaulay

Αρχικά, ϑα δοθεί ο ορισµός καθώς και ορισµένες ϐασικές ιδιότητες των maximal Cohen-Macaulay
προτύπων ακολουθώντας το άρθρο του Buchweitz, ϐλ. [17].

΄Οπως προαναφέρθηκε, είναι απαραίτητο να εισάγουµε µία επιπλέον συνθήκη για τους δα-
κτυλίους οι οποίοι ϑα χρησιµοποιηθούν, εκτός από την απαίτηση να είναι αριστερά και δεξιά
Noetherian. Θα υποθέτουµε έτσι ότι ένας δακτύλιος R έχει πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση και
σαν ένα αριστερό και σαν ένα δεξιό R-πρότυπο.

Η ακόλουθη πρόταση οφείλεται στον A. Zaks (ϐλ. [54]).

Πρόταση 5.2.1. Αν η αριστερά ή η δεξιά ενέσιµη διάσταση ενός δακτυλίου της Noether R, είναι
πεπερασµένη, τότε οι δύο αυτές διαστάσεις ταυτίζονται και η κοινή τους τιµή ϑα καλείται η ενέσιµη
ή η εικονική (virtual) διάσταση του R ενώ ϑα συµβολίζεται µε vdimR. Ως συνέπεια, ϑα λέµε ότι ο
δακτύλιος R είναι πεπερασµένης ενέσιµης διάστασης αν-ν vdimR ă 8.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλ. [54]. �

Ορισµός 5.2.2. ΄Ενας δεξιά και αριστερά δακτύλιος της Noether R ϑα καλείται (ισχυρά) δακτύ-
λιος Gorenstein αν έχει πεπερασµένη εικονική διάσταση.

Ακολουθεί στη συνέχεια ένα ϑεώρηµα το οποίο προέρχεται από τη µεταθετική άλγεβρα. Θα
σκιαγραφήσουµε την απόδειξη, παραπέµποντας στη ϐιβλιογραφία για λεπτοµέρειες.

Θεώρηµα 5.2.3. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος της Noether ο οποίος έχει πεπερασµένη
διάσταση Krull . Τότε, οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναµες :

1. Η ενέσιµη διάσταση του R είναι πεπερασµένη.

2. Για κάθε πρώτο ιδεώδες P του R, η τοπικοποίηση RP είναι Gorenstein.

3. Ο R επιδέχεται ένα κανονικό πρότυπο το οποίο είναι προβολικό.

Επιπλέον, κάτω από αυτές τις συνθήκες, η ενέσιµη διάσταση του R ισούται µε την διάσταση Krull.

Απόδειξη. Αν R είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος της Noether µε πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση
(όχι απαραίτητα µε πεπερασµένη διάσταση Krull), τότε είναι γνωστό ότι για κάθε πρώτο ιδεώ-
δες P του R , η τοπικοποίηση RP έχει επίσης πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση, συνεπώς είναι
Gorenstein. Το αντίστροφο ισχύει αν υποθέσουµε στον δακτύλιο R την επιπλέον συνθήκη της
πεπερασµένης διάστασης Krull . Για την ισοδυναµία, τέλος, των προτάσεων 2 και 3 ϐλ. [5, §1.4,
Thm. 2] και [23, 5.5, 5.6]. �
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Σχόλιο 5.2.4. Στον Ορισµό 5.2.2 χρησιµοποιήθηκε ο όρος ισχυρά Gorenstein καθώς, στη µε-
ταθετική περίπτωση, ο ορισµός είναι αρκετά περιοριστικός σε σχέση µε τον συνήθη ορισµό ενός
δακτυλίου Gorenstein ο οποίος απαιτεί µόνο την συνθήκη 2 του παραπάνω ϑεωρήµατος, αλλά όχι
την πεπερασµένη διάσταση Krull (για παράδειγµα ϐλ. [28, pp. 296]).

Από την άλλη πλευρά, ο M. Auslander εισήγαγε την έννοια των δακτυλίων Auslander-Gorenstein
(ϐλ. [23, π.47]) ο οποίοι δεν είναι γενικά ισχυρά Gorenstein. Για παράδειγµα, ο J.-E. Roos,
ϐλ. [48], έδειξε ότι υπάρχουν και δακτύλιοι πεπερασµένης ολικής διάστασης οι οποίοι δεν είναι
Gorenstein µε την έννοια του M. Auslander.

Ωστόσο, χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατα του J.-E. Roos, πολλά ενδιαφέροντα (µη µεταθε-
τικά) παραδείγµατα ικανοποιούν και τους δύο ορισµούς, όπως εκείνοι οι δακτύλιοι R οι οποίοι
δέχονται µία διήθηση (filtration) έτσι ώστε ο αντίστοιχος ϐαθµωτός δακτύλιος να είναι µεταθετικός,
Gorenstein και πεπερασµένης διάστασης Krull.

Προφανώς, η ιδιότητα ενός δακτυλίου να είναι ισχυρά Gorenstein είναι συµµετρική µε την
εξής έννοια :

Πρόταση 5.2.5. ΄Ενας δακτύλιος R είναι ισχυρά Gorenstein αν-ν ο δυϊκός δακτύλιος Rop είναι
ισχυρά Gorenstein.

Απόδειξη. Η απόδειξη προκύπτει άµεσα από τον ορισµό ενός δακτυλίου Gorenstein, καθώς ένας
δακτύλιος R έχει πεπερασµένη vdimR αν-ν ο δακτύλιος Rop έχει πεπερασµένη vdimR. �

Είµαστε σε ϑέση να ορίσουµε το κύριο αντικείµενο µελέτης του παρόντος κεφαλαίου.

Ορισµός 5.2.6. ΄ΕστωR ένας δακτύλιος ο οποίος είναι ισχυρά Gorenstein. Τότε, ένα πεπερασµένα
παραγόµενο R-πρότυπο M καλείται maximal Cohen-Macaulay ή MCM αν-ν

ExtnRpM,Rq “ 0

για κάθε n ‰ 0.
Τα maximal Cohen-Macaulay πρότυπα σχηµατίζουν µία πλήρη υποκατηγορία της mod-R η

οποία ϑα συµβολίζεται µε MCMpRq και αντίστοιχα, η εικόνα της στην ευσταθή κατηγορία mod-R ϑα
συµβολίζεται µε MCMpRq.

Σχόλιο 5.2.7. Η ορολογία η οποία χρησιµοποιήθηκε, προέρχεται για άλλη µία ϕορά από τη
µεταθετική άλγεβρα, όπου τα maximal Cohen- Macaulay πρότυπα µπορούν να ταυτιστούν µε τα
πρότυπα µηδενικής διάστασης Gorenstein. Για περισσότερα ϐλ. [5, 3.2.2] και [2, Ch. 4]. ΄Οταν
λοιπόν, ο δακτύλιος είναι ένας τοπικός, µεταθετικός δακτύλιος Gorenstein, οι δύο αυτοί ορισµοί
ενός maximal Cohen-Macaulay προτύπου συµπίπτουν.

Σχόλιο 5.2.8. Εύκολα προκύπτει ότι στον ορισµό ενός MCM προτύπου, το πρότυπο R µπορεί
να αντικατασταθεί µε ένα οποιοδήποτε πρότυπο P το οποίο έχει την ιδιότητα να είναι πιστά προ-
ϐολικό (faithfully projective). Λόγω του ότι η έννοια αυτή ξεφεύγει από τα πλαίσια της παρούσας
διατριβής, ο ορισµός της ϑα παραλειφθεί. ΄Αξια αναφοράς αποτελεί µία συνθήκη η οποία χαρα-
κτηρίζει τα πιστά προβολικά πρότυπα και σύµφωνα µε την οποία ένα R-πρότυπο M είναι πιστά
προβολικό αν-ν το M είναι ένας πεπερασµένα παραγόµενος προβολικός γεννήτορας της mod-R.
Για περισσότερες λεπτοµέρειες σχετικά µε τα παραπάνω ϐλ. [6, ΙΙ. 1.2.]. ΄Ενα αντικείµενο M της
mod-R, λοιπόν, προκύπτει ότι είναι είναι MCM αν-ν

ExtnRpM,P q “ 0

για κάθε n ‰ 0 για κάθε πιστά προβολικό R-πρότυπο P .

Τα συµπεράσµατα που ϑα ακολουθήσουν προέρχονται από το [17, Lemma 4.2.2.] και πε-
ϱιγράφουν ορισµένες στοιχειώδεις ιδιότητες των maximal Cohen-Macaulay προτύπων οι οποίες
ισχύουν κατ΄ αναλογίαν µε τη µεταθετική περίπτωση. Αρχικά, παραθέτουµε ένα άµεσο πόρισµα
του ορισµού των MCM προτύπων:
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Πόρισµα 5.2.9. ΄ΕστωR ένας δακτύλιος ο οποίος είναι ισχυρά Gorenstein. Τότε, κάθε πεπερασµέ-
να παραγόµενο προβολικό R-πρότυπο είναι MCM, δηλαδή η PpRq είναι µία πλήρης υποκατηγορία
της MCMpRq.

Απόδειξη. ΄Εστω P ένα πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό R-πρότυπο. Τότε, γνωρίζουµε ότι
ExtnRpP,Xq “ 0 για κάθε R-πρότυπο X, και για κάθε ακέραιο n ě 1. Εποµένως, ExtnRpP,Rq “ 0
για κάθε n ě 1 και το P είναι εξ ορισµού MCM. �

Λήµµα 5.2.10. ΄Εστω R ένας δακτύλιος ο οποίος είναι ισχυρά Gorenstein. Αν

0 // M1
f // M2

// M3
// 0

είναι µία σύντοµη ακριβής ακολουθία στην mod-R, τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Αν τα M2 και M3 ανήκουν στην MCMpRq, τότε το M1 είναι MCM.

2. Αν τα M1 και M3 ανήκουν στην MCMpRq, τότε το M2 είναι MCM.

3. Αν τα M1 και M2 ανήκουν στην MCMpRq, τότε το M3 είναι MCM αν-ν ο µορφισµός
HomRpf,Rq : HomRpM2, Rq ÝÑ HomRpM1, Rq είναι επιµορφισµός προτύπων.

Απόδειξη. ΄Εστω

0 // M1
f // M2

// M3
// 0

µία σύντοµη ακριβής ακολουθία στην mod-R. Θεωρούµε την µεγάλη ακριβή ακολουθία η οποία
προκύπτει εφαρµόζοντας τον συναρτητή HomRp´, Rq.

0 // HomRpM3, Rq // HomRpM2, Rq
HomRpf,Rq // HomRpM1, Rq

Φ //

Φ // Ext1RpM3, Rq // Ext1RpM2, Rq // Ext1RpM1, Rq // Ext2RpM3, Rq // ¨ ¨ ¨

Από την ακρίβεια αυτής της ακολουθίας ϐλέπουµε ότι αν τα M2 και M3 είναι MCM, τότε για κάθε
n ě 1 έχουµε

ExtnRpM2, Rq “ Extn`1
R pM3, Rq “ 0

συνεπώς και ExtnRpM1, Rq “ 0 για κάθε n ě 1, δηλαδή το M1 είναι επίσης MCM. Ανάλογα, αν τα
M1 και M3 είναι MCM τότε για κάθε n ě 1 έχουµε

ExtnRpM3, Rq “ ExtnRpM1, Rq “ 0

συνεπώς και ExtnRpM2, Rq “ 0 για κάθε n ě 1, δηλαδή το M2 είναι επίσης MCM. Τέλος, υποθέ-
τουµε ότι τα M1 και M2 είναι MCM. Τότε, για κάθε n ě 1 έχουµε

ExtnRpM1, Rq “ Extn`1
R pM2, Rq “ 0

εποµένως Extn`1
R pM3, Rq “ 0 για κάθε n ě 1. Μένει να δείξουµε ότι Ext1RpM3, Rq “ 0, κάτι που

συµβαίνει αν-ν ο οµοµορφισµός HomRpf,Rq : HomRpM2, Rq ÝÑ HomRpM1, Rq είναι επιµορφι-
σµός. Πράγµατι, λόγω ακρίβειας, ο πυρήνας του συνδετικού οµοµορφισµού

Φ: HomRpM1, Rq ÝÑ Ext1RpM3, Rq

ισούται µε την εικόνα της απεικόνισης HomRpf,Rq, η οποία είναι το R-πρότυπο HomRpM1, Rq
αν-ν ο HomRpf,Rq είναι επιµορφισµός. Σε αυτήν την περίπτωση, ο Φ είναι ο µηδενικός µορφισµός
και Ext1RpM3, Rq “ 0, �
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Πόρισµα 5.2.11. ΄Εστω R ένας δακτύλιος ισχυρά Gorenstein, M ένα maximal Cohen-Macaulay
R-πρότυπο και P ‚ ÝÑM µία προβολική ανάλυση του M :

¨ ¨ ¨ // P´2

""

// P´1

""

// P 0 // M // 0

Ω2
M

<<

Ω1
M

==

όπου µε ΩiM συµβολίζουµε τα αντίστοιχα πρότυπα συζυγίας, δηλαδή

ΩiM “ CokerpP´i´1 ÝÑ P´iq

για κάθε i ą 0. Τότε, για κάθε i ă 0 το ΩiM είναι ένα MCM πρότυπο.

Απόδειξη. Θεωρούµε τη σύντοµη ακριβή ακολουθία

0 // Ω1
M

// P 0 // M // 0

Από το Πόρισµα 5.2.9, το P 0 είναι ένα MCM πρότυπο, ενώ από την πρόταση 1 του Λήµµατος
5.2.10 προκύπτει ότι και το Ω1

M είναι επίσης ένα MCM πρότυπο. Στη συνέχεια, ϑεωρούµε την
σύντοµη ακριβή ακολουθία

0 // Ω2
M

// P´1 // Ω1
M

// 0

και παρόµοια, εφόσον τα P´1,Ω1
M είναι MCM πρότυπα, το Ω2

M είναι επίσης MCM. Συνεχίζοντας
επαγωγικά προκύπτει το Ϲητούµενο. �

Λήµµα 5.2.12. ΄Εστω R ένας δακτύλιος ισχυρά Gorenstein και

0 // M1
f // M2

// M3
// 0

µία σύντοµη ακριβής ακολουθία R-προτύπων. Τότε, αν το M3 είναι ένα MCM πρότυπο, εφαρµόζον-
τας τον συναρτητή HomRp´, Rq προκύπτει µία σύντοµη ακριβής ακολουθία

0 // HomRpM3, Rq // HomRpM2, Rq // HomRpM1, Rq // 0

δηλαδή ο συναρτητής HomRp´, Rq είναι ακριβής σε ακριβείς ακολουθίες µε δεξιό άκρο ένα MCM
πρότυπο.

Απόδειξη. Εφαρµόζοντας τον συναρτητή HomRp´, Rq στην αρχική ακριβή ακολουθία, αποκτούµε
µία µεγάλη ακριβή ακολουθία

0 // HomRpM3, Rq // HomRpM2, Rq // HomRpM1, Rq // Ext1RpM3, Rq // ¨ ¨ ¨

Εφόσον το πρότυπο M3 είναι maximal Cohen-Macaulay, τότε εξ ορισµού Ext1RpM3, Rq “ 0 και
το Ϲητούµενο προκύπτει άµεσα. �

Πρόταση 5.2.13. [51, Proposition 2.2.] ΄Εστω R ένας δακτύλιος ισχυρά Gorenstein και M ένα
R-πρότυπο. Αν το M έχει µία προβολική συν-ανάλυση, τότε είναι maximal Cohen-Macaulay.

Απόδειξη. ΄Εστω M ÝÑ P ‚:

0 // M // P 1 // P 2 // P 3 // ¨ ¨ ¨
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µία προβολική συνανάλυση του M . Θέτουµε Ω0
M “ M και συµβολίζουµε µε ΩiM τον συνπυρήνα

του µορφισµού P i ÝÑ P i`1 για κάθε i ą 0. Εφόσον ο δακτύλιος R έχει πεπερασµένη ενέσιµη
διάσταση, ϑα υπάρχει κάποιο n P Z έτσι ώστε Extn`1

R pN,Rq “ 0 για κάθε R-πρότυπο N . Επιπλέ-
ον, αφού κάθε P i είναι προβολικό έχουµε ExtnRpP i, Rq “ 0 για κάθε i, n ě 0, άρα εφαρµόζοντας
dimension shifting (ϐλ. [14, Lemma 12.1.4.]), αποκτούµε ϕυσικούς ισοµορφισµούς :

ExtiRpΩ
0
M , Rq

„
ÝÑ Exti`jR pΩ´jM , Rq

για κάθε i, j ě 0. ΄Ετσι, για κάθε i ą 0 ϑεωρώντας κατάλληλο j ą n´ i έχουµε ExtiRpM,Rq “ 0
και το Ω0

M είναι MCM. Χρησιµοποιώντας την πρόταση 1 του Λήµµατος 5.2.10 ϐλέπουµε ότι και
το M είναι επίσης MCM. �

Σχόλιο 5.2.14. Από την απόδειξη της παραπάνω πρότασης, προκύπτει άµεσα ότι σε µία προβο-
λική συνανάλυση

0 // M // P 1 // P 2 // P 3 // ¨ ¨ ¨

όλα τα πρότυπα συζυγίας, δηλαδή οι συνπυρήνες ΩiM των µορφισµών P i ÝÑ P i`1 για κάθε i ą 0,
είναι MCM πρότυπα.

Θα διατυπώσουµε στη συνέχεια µία πρόταση η οποία χαρακτηρίζει τα MCM πρότυπα και για
την οποία ϑα χρειαστούµε τον ακόλουθο ορισµό:

Ορισµός 5.2.15. ΄Ενα δεξιόR-πρότυποM ϑα καλείται ανακλαστικό (reflexive) αν-ν ο κανονικός
µορφισµός

d : M ÝÑM˚˚

µε
dpmqpφq “ φpmq

είναι ισοµορφισµός για κάθε m PM και για κάθε φ PM˚, όπου M˚ “ HomRpM,Rq.

Πρόταση 5.2.16. ΄Εστω R ένας δακτύλιος ο οποίος είναι ισχυρά Gorenstein. Τότε, ισχύουν τα
ακόλουθα:

1. ΄Ενα R-πρότυπο M είναι MCM αν-ν το Rop-πρότυπο M˚ “ HomRpM,Rq είναι MCM.

2. Τα MCM πρότυπα είναι ανακλαστικά (reflexive), δηλαδή M –M˚˚.

Απόδειξη. Αρχικά, παρατηρούµε ότι για κάθε προβολικό δεξιό πρότυπο P , το HomRpP,Rq είναι
επίσης ένα προβολικό αριστερό πρότυπο καθώς ο συναρτητής HomRp´, Rq απεικονίζει ευθείς
αθροιστέους ελεύθερων προτύπων σε ευθείς αθροιστέους ελεύθερων προτύπων.

΄Εστω τώρα M ένα maximal Cohen-Macaulay R-πρότυπο και P ‚ ÝÑM µία προβολική ανά-
λυση του M :

¨ ¨ ¨ // P´3 // P´2 // P´1 // P 0 // M // 0

Αφού το M είναι maximal Cohen-Macaulay, από το Πόρισµα 5.2.11 προκύπτει ότι ότι όλοι οι
συνπυρήνες

ΩiM “ CokerpP´i´1 ÝÑ P´iq

είναι MCM πρότυπα. Εφαρµόζοντας το Λήµµα 5.2.12 στη σύντοµη ακριβή ακολουθία

0 // Ω1
M

// P 0 // M // 0

προκύπτει µία σύντοµη ακριβής ακολουθία

0 // HomRpM,Rq // HomRpP
0, Rq // HomRpΩ

´1
M , Rq // 0
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Παρόµοια, ϑεωρώντας την σύντοµη ακριβή ακολουθία

0 // Ω2
M

// P´1 // Ω´1
M

// 0

αποκτούµε µία σύντοµη ακριβή ακολουθία

0 // HomRpΩ
1
M , Rq

// HomRpP
´1, Rq // HomRpΩ

2
M , Rq

// 0

Συνεχίζοντας επαγωγικά, ϐλέπουµε ότι η µεγάλη ακολουθία

0 // M˚ // HomRpP
0, Rq

B
˚
0 // HomRpP

´1, Rq // HomRpP
´2, Rq // ¨ ¨ ¨ (5.2)

είναι ακριβής και όπως προαναφέρθηκε, κάθε πρότυπο HomRpP
i, Rq είναι προβολικό. Συνεπώς

η (5.2) αποτελεί µία προβολική συνανάλυση M˚ ÝÑ pP ‚q˚ του Rop-προτύπου HomRpM,Rq.
Εφόσον τοM˚ έχει µία προβολική συν-ανάλυση, από το Λήµµα 5.2.13 προκύπτει ότι είναι επίσης
ένα MCM πρότυπο.

∆υϊκοποιώντας ακόµη µία ϕορά την προβολική συν-ανάλυση τουM˚, αποκτούµε έναν ϕυσικό
µορφισµό

σM : M ÝÑM˚˚ “ HomRpHomRpM,Rq, Rq

ο οποίος ορίζεται ως σM pmqpfq “ fpmq. Σύµφωνα µε το [2, §2.1.], ο παραπάνω µορφισµός
εµφανίζεται σε µία ακριβή ακολουθία

0 // Ext1RpΩ
˚
0 , Rq

// M
σM // M˚˚ // Ext2RpΩ

˚
0 , Rq

// 0

όπου Ω˚0 “ cokerB˚0 , ο συνπυρήνας του µορφισµού B˚0 στην ακολουθία (5.2). ΄Οµως, όπως ανα-
ϕέρθηκε προηγουµένως, ο συνπυρήνας αυτός είναι ένα MCM πρότυπο και συνεπώς

Ext1RpΩ
˚
0 , Rq “ Ext2RpΩ

˚
0 , Rq “ 0

δηλαδή ο σM είναι ισοµορφισµός προτύπων. Ως αποτέλεσµα, το M έιναι ανακλαστικό και αν το
M˚ είναι MCM, τότε και το M˚˚ –M είναι επίσης MCM ολοκληρώνοντας την απόδειξη. �

Σχόλιο 5.2.17. Σύµφωνα µε τα παραπάνω, µία σύντοµη ακολουθία από MCM πρότυπα στην
mod-R είναι ακριβής, αν-ν η δυϊκή ακολουθία στην mod-Rop είναι ακριβής. ΄Ετσι, ο συναρτητής
HomRp´, Rq επάγει µία ακριβή δυϊκότητα (exact duality) µεταξύ των κατηγοριών MCMpRq και
MCMpRopq, δηλαδή ο συναρτητής

HomRp´, Rq : MCMpRq ÝÑ MCMpRopq

είναι µία αντισυναλλοίωτη ισοδυναµία κατηγοριών.

Χρησιµοποιώντας την παραπάνω πρόταση µπορούµε να δείξουµε το αντίστροφο της Πρότασης
5.2.13, αποκτώντας τον ακόλουθο χαρακτηρισµό των maximal Cohen-Macaulay προτύπων:

Πρόταση 5.2.18. ΄ΕστωR ένας δακτύλιος ισχυρά Gorenstein. Τότε, έναR-πρότυποM είναι MCM
αν-ν το M έχει µία προβολική συν-ανάλυση.

Απόδειξη. ΄Εχουµε ήδη δείξει στην Πρόταση 5.2.13 ότι αν τοM έχει µία προβολική συν-ανάλυση,
τότε το M είναι MCM. ΄Εστω τώρα M ένα MCM πρότυπο και M˚ το δυϊκό του. Θεωρούµε µία
προβολική ανάλυση P ‚ ÝÑM˚. Εφόσον τοM είναι MCM, από την Πρόταση 5.2.16, τοM˚ είναι
επίσης MCM, ενώ από την απόδειξη της ίδιας Πρότασης, η M˚˚ ÝÑ P˚ αποτελεί µία προβολική
συν-ανάλυση του M˚˚ –M . �
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Παρατήρηση 5.2.19. Από τον ορισµό της vdimR ενός δακτυλίου Gorenstein R και τα παραπάνω
συµπεράσµατα, ϐλέπουµε ότι για κάθε πρότυπο στην κατηγορίαmod-R υπάρχει µία πεπερασµένη
ανάλυση από MCM πρότυπα η οποία έχει µήκος το πολύ ίσο µε την vdimR. Σε µία τέτοια ανάλυση,
όλα τα πρότυπα εκτός του τελευταίου µπορούν να επιλεχθούν να είναι πεπερασµένα παραγόµενα
προβολικά.

Σχόλιο 5.2.20. Οι ιδιότητες «ισχυρά Gorenstein» και «maximal Cohen-Macaulay» διατηρούνται
από την ισοδυναµία Morita.

Χρησιµοποιώντας την ορολογία του D. Quillen στο [47, §2], το Λήµµα 5.2.10 µπορεί να εκ-
ϕραστεί ως εξής :

Παρατήρηση 5.2.21. Η κατηγορία MCMpRq είναι µία ακριβής υποκατηγορία της mod-R στην
οποία κάθε επιµορφισµός είναι admissible και στην οποία οι admissible µονοµορφισµοί είναι α-
κριβώς εκείνοι οι µορφισµοί f , οι οποίοι είναι µονοµορφισµοί στηνmod-R και ο δυϊκός µορφισµός
τους f˚ είναι επιµορφισµός στην mod-Rop.

Ολοκληρώνουµε την ενότητα µε το παρακάτω λήµµα το οποίο έχει σαν άµεση συνέπεια την
εξής ιδιότητα των MCM προτύπων:

Υπεράνω ενός δακτυλίου R, ο οποίος είναι Noetherian και πεπερασµένης ενέσιµης διάστασης,
τα maximal Cohen-Macaulay πρότυπα και τα πρότυπα πεπερασµένης προβολικής (ή ενέσιµης)
διάστασης είναι «ορθογώνια» όσον αφορά το ExtR.

Λήµµα 5.2.22. ( [17, Lemma 5.1.1.]) ΄Εστω R ένας δακτύλιος ισχυρά Gorenstein. Τότε ισχύουν
τα ακόλουθα:

1. ΄Ενα R-πρότυποM είναι MCM αν-ν ExtnRpM,Uq “ 0 για κάθε n ‰ 0 και για κάθε R-πρότυπο
U πεπερασµένης προβολικής διάστασης.

2. ΄Ενα R-πρότυπο U έχει πεπερασµένη προβολική διάσταση αν-ν ExtnRpM,Uq “ 0 για κάθε
n ‰ 0 και για κάθε MCM R-πρότυπο M .

3. ΄Ενα R-πρότυπο U έχει πεπερασµένη προβολική διάσταση αν-ν έχει πεπερασµένη ενέσιµη
διάσταση.

4. ΄Ενα R-πρότυπο M έιναι MCM και πεπερασµένης προβολικής διάστασης αν-ν είναι προβολι-
κό.

5. Κάθε οµοµορφισµός R-προτύπων από ένα MCM σε ένα πρότυπο πεπερασµένης προβολικής
διάστασης αναλύεται µέσω ενός προβολικού προτύπου.

Απόδειξη. Θεωρούµε έναν δακτύλιο R ο οποίος είναι ισχυρά Gorenstein. Παρατηρούµε τα ακό-
λουθα:

Αν M είναι ένα R-πρότυπο για το οποίο ισχύει ExtnRpM,Uq “ 0 για κάθε n ‰ 0 και για κάθε
R-πρότυπο U πεπερασµένης προβολικής διάστασης, τότε από τον ορισµό των MCM προτύπων
προκύπτει άµεσα ότι τοM είναι MCM. ΄Εστω τώραM ένα MCM R-πρότυπο και U ένα R-πρότυπο
πεπερασµένης προβολικής διάστασης, έστω k ą 0. Θεωρούµε µία προβολική ανάλυση του U :

0 // P k // P k´1

!!

// P k´2 //

!!

¨ ¨ ¨ // P 1

��

// P 0 // U // 0

Uk´1

==

!!

Uk´2

��

U1

��

AA

0

==

0

==

0 0

AA

0
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όπου µεUn συµβολίζουµε το αντικείµενο που αποτελεί τον συνπυρήνα του µορφισµού Pn`1 ÝÑ Pn

για κάθε 0 ă n ă k. Εφαρµόζοντας τον συναρτητή HomRpM,´q στη σύντοµη ακριβή ακολουθία

0 // P k // P k´1 // Uk´1 // 0

αποκτούµε µία µεγάλη ακριβή ακολουθία :

0 // HomRpM,P kq // HomRpM,P k´1q // HomRpM,Uk´1q //

// Ext1RpM,P kq // Ext1RpM,P k´1q // Ext1RpM,Uk´1q // Ext2RpM,P kq // ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // ExtnRpM,P kq // ExtnRpM,P k´1q // ExtnRpM,Uk´1q // Extn`1
R pM,P kq // ¨ ¨ ¨

Εφόσον τοM είναι ένα MCM πρότυπο, άµεσα ExtnRpM,P kq “ ExtnRpM,P k´1q “ Extn`1
R pM,P kq “

0, για κάθε n ě 1 άρα και ExtnRpM,Uk´1q “ 0 για κάθε n ě 1. Εφαρµόζοντας στη συνέχεια τον
συναρτητή HomRpM,´q στη σύντοµη ακριβή ακολουθία

0 // Uk´1 // P k´2 // Uk´1 // 0

προκύπτει ότι ExtnRpM,Uk´1q “ 0 για κάθε n ě 1 και συνεχίζοντας επαγωγικά, έχουµε ExtnRpM,Uq “
0 για κάθε n ě 1, ολοκληρώνοντας την απόδειξη του ισχυρισµού 1.

Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε τον ισχυρισµό 4. Αν M είναι ένα προβολικό R-πρότυπο, τό-
τε το M είναι πεπερασµένης προβολικής διάστασης και MCM (ϐλ. Πόρισµα 5.2.9). Από την
άλλη πλευρά, αν ϑεωρήσουµε ένα MCM πρότυπο M πεπερασµένης προβολικής διάστασης και
µία προβολική ανάλυση αυτού, χρησιµοποιώντας παρόµοια επιχειρήµατα µε αυτά που χρησι-
µοποιήθηκαν στην απόδειξη του ισχυρισµού 1, προκύπτει ότι το M εµφανίζεται σε µία ακριβή
ακολουθία

0 // P k // P k´1 // Uk´1 // 0 (5.3)

όπου το πρότυπο P 0 είναι προβολικό και επιπλέον Ext1pM,U1q “ 0, δηλαδή η (5.3) είναι δια-
σπάσιµη. ΄Ετσι, το M είναι προβολικό ως ευθύς αθροιστέος ενός προβολικού προτύπου ολοκλη-
ϱώνοντας την απόδειξη του ισχυρισµού 4.

΄Οσον αφορά τον ισχυρισµό 2, όπως είδαµε στην απόδειξη του ισχυρισµού 1, αν U είναι έ-
να πρότυπο πεπερασµένης προβολικής διάστασης, τότε για κάθε MCM R-πρότυπο M έχουµε
ExtnpM,Uq “ 0 για κάθε n ‰ 0. ΄Εστω τώρα U έναR-πρότυπο για το οποίο ισχύει ExtnpM,Uq “ 0
για κάθε n ‰ 0 και για κάθε MCM R-πρότυπο M . Θα δείξουµε ότι το U έχει πεπερασµένη
προβολική διάσταση. Εφόσον ο δακτύλιος είναι Gorenstein, µπορούµε να ϑεωρήσουµε µία πεπε-
ϱασµένη ανάλυση του U στην οποία όλα τα πρότυπα είναι MCM και επιπλέον, όλα εκτός ίσως του
τελευταίου, έστω M , είναι προβολικά (ϐλ. Παρατήρηση 5.2.19). Τότε, το M είναι από υπόθεση
MCM και έχει αναγκαστικά πεπερασµένη προβολική διάσταση, άρα σύµφωνα µε τον ισχυρισµό
4 είναι προβολικό. ΄Ετσι, το U έχει µία πεπερασµένη ανάλυση από προβολικά πρότυπα, δηλαδή
έχει πεπερασµένη προβολική διάσταση.

Χρησιµοποιώντας παρόµοια επιχειρήµατα µε την απόδειξη του ισχυρισµού 2, προκύπτει ότι
οι ίσχυρισµοί 2 και 3 είναι ισοδύναµοι.

Τέλος, ο ισχυρισµός 5 προκύπτει άµεσα από τους ισχυρισµούς 1 και 2. Αν f : M ÝÑ U είναι
ένας οµοµορφισµός από ένα MCM R-πρότυποM σε ένα πρότυπο πεπερασµένης προβολικής διά-
στασης U , επιλέγοντας µία πεπερασµένη προβολική ανάλυση του U , µε παρόµοια επιχειρήµατα
προκύπτει το Ϲητούµενο. �

5.3 Θεωρία Προσεγγίσεων

΄Ενα από τα κυριότερα συµπεράσµατα που αφορούν τη µελέτη των maximal Cohen-Macaulay
προτύπων στα πλαίσια ενός δακτυλίου ο οποίος είναι αριστερά και δεξιά Noetherian και ισχυρά
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Gorenstein είναι το ότι κάθε πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο µπορεί να «προσεγγισθεί» από
ένα MCM πρότυπο και από ένα πεπερασµένα παραγόµενο πρότυπο πεπερασµένης προβολικής ή
ενέσιµης διάστασης. Ιδιαίτερα, αυτού του είδους οι αναπαραστάσεις είναι µοναδικές µε ακρίβεια
προβολικής ισοδυναµίας. Σε αυτήν την ενότητα, ϑα παρουσιαστεί η γενικότερη ϑεωρία προσεγ-
γίσεων των M. Auslander και R.-O. Buchweitz του [3], µε σκοπό να εφαρµοστεί στα πλαίσια της
ϑεωρίας των MCM προτύπων που αναπτύχθηκε παραπάνω.

Στη συνέχεια, ϑα συµβολίζουµε µε C µία αβελιανή κατηγορία, ενώ ϑα υποθέτουµε εξ αρχής
ότι µία υποκατηγορία A της C είναι πλήρης, προσθετική και κλειστή στους ισοµορφισµούς. Με
άλλα λόγια, η A ϑα είναι κλειστή στα πεπερασµένα ευθέα αθροίσµατα και κάθε αντικείµενο της
C το οποίο είναι ισόµορφο µε ένα αντικείµενο της A ανήκει επίσης στην A.

Αρχικά ϑα κατασκευάσουµε την προσθετικά ευσταθή κατηγορία της C.

Ορισµός 5.3.1. Μία υποκατηγορία της C καλείται κλειστή στους ευθείς αθροιστέους (ή ka-
roubian σύµφωνα µε τα [1] και [47]) αν είναι κλειστή στα ευθέα αθροίσµατα αντικειµένων της C.

Κάθε υποκατηγορία A της C δέχεται µία κλειστή ϑήκη addA στην C η οποία αποτελείται από όλα
τα αντικείµενα C της C τα οποία είναι ισόµορφα (στην C) µε έναν ευθύ αθροιστέο ενός αντικειµένου
της A. Προφανώς, η A είναι κλειστή στους ευθείς αθροιστέους στην C αν-ν A “ addA.

Σχόλιο 5.3.2. Η κλειστή ϑήκη µπορεί να περιγραφεί πιο γενικά ως εξής :
Για κάθε συλλογή tCiuiPI αντικειµένων της C υπάρχει µία µοναδική (µε ακρίβεια ισοδυναµίας

κατηγοριών) µικρότερη προσθετικά κλειστή υποκατηγορία addtCiuiPI της C η οποία περιέχει κάθε
αντικείµενο Ci, όπου i P I. Η κατηγορία αυτή ικανοποιεί την παρακάτω καθολική ιδιότητα : Αν
F : C ÝÑ D είναι ένας συναρτητής από την C σε µία άλλη προσθετική κατηγορία D έτσι ώστε το
F pCiq να είναι το µηδενικό αντικείµενο στην D για κάθε i P I, τότε η F paddtCiuiPIq αποτελείται
µόνο από µηδενικά αντικείµενα.

Θεωρώντας λοιπόν µία προσθετικά κλειστή υποκατηγορία A της C µπορούµε να κατασκευά-
σουµε την ευσταθή κατηγορία C{A τα αντικείµενα της οποίας είναι τα αντικείµενα της C ενώ οι
µορφισµοί για δύο αντικείµενα C1, C2 P obpCq δίνονται ως εξής :

HomC{ApC1, C2q “ HomCpC1, C2q{I

όπου
I “ tf : C1 ÝÑ C2| ο f αναλύεται µέσω ενός αντικειµένου της Au

Προφανώς, παρόλο που η C είναι εξ υποθέσεως αβελιανή, η C{A δεν είναι απαραίτητα αβελιανή.

Ορισµός 5.3.3. ΄Εστω C µία αβελιανή κατηγορία και A µία προσθετικά κλειστή υποκατηγορία της.
Για κάθε αντικείµενο C της C ορίζουµε τη διάσταση της A-ανάλυσης (A-resolution dimension)
του C, η οποία ϑα συµβολίζεται µε A-resol.dimC ως τον µικρότερο µη αρνητικό ακέραιο n για τον
οποίο υπάρχει µία ακριβής ακολουθία

0 // An // An´1
// ¨ ¨ ¨ // A0

// C // 0

όπου Ai P A, υπό την προϋπόθεση ότι ένας τέτοιος ακέραιος υπάρχει.
Θα γράφουµε A-resol.dimC ă 8 αν A-resol.dimC “ n για κάποιο n P Zě0 και τότε ϑα λέµε ότι

το C έχει πεπερασµένη A-ανάλυση.
Τέλος, ϑα συµβολίζουµε µε pA την (πλήρη) υποκατηγορία της C η οποία αποτελείται από όλα τα

αντικείµενα C της C για τα οποία ισχύει A-resol.dimC ă 8.

Σχόλιο 5.3.4. Προφανώς, κάθε A P obpAq έχει µία πεπερασµένη A-ανάλυση και η A αποτελεί
µία (πλήρη) υποκατηγορία της pA.

Ορισµός 5.3.5. Μία υποκατηγορία B της A καλείται συν-γεννήτορας (cogenerator) της A αν
για κάθε αντικείµενο A της A υπάρχει µία ακριβής ακολουθία

0 // A // B // A1 // 0

στην A όπου το B είναι ένα αντικείµενο της B.
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Χρησιµοποιώντας τον συµβολισµό που προηγήθηκε, στα παρακάτω ϑα σταθεροποιήσουµε µία
αβελιανή κατηγορία C και µία προσθετικά κλειστή υποκατηγορία της X η οποία είναι επιπλέον
ακριβής (µε την έννοια του Quillen, ϐλ. [47]), δηλαδή κλειστή στις επεκτάσεις: Αν η ακολουθία

0 // C1
// C2

// C3
// 0

είναι ακριβής στην C µε C1, C3 P obpX q, τότε και C2 P obpX q. Τέλος, ϑεωρούµε µία προσθετικά
κλειστή υποκατηγορία ω της X η οποία αποτελεί έναν συν-γεννήτορα της X . Αρχικός µας στόχος
είναι η µελέτη της συσχέτισης των κατηγοριών X , ω, pX και pω.

Θα χρειαστούµε τα ακόλουθα λήµµατα:

Λήµµα 5.3.6. ΄Εστω

0 // K // X // C // 0

και

0 // K // Y K // XK // 0

δύο σύντοµες ακριβείς ακολουθίες στην C, µε X,XK P obpX q και Y K P obppωq. Συµβολίζοντας µε
U το pushout των µορφισµών K ÝÑ X και K ÝÑ Y K προκύπτει ένα µεταθετικό διάγραµµα:

0

��

0

��
0 // K //

��

X //

��

C // 0

0 // Y K //

��

U

��

// C // 0

XK //

��

XK

��
0 0

από το οποίο αποκτούµε µία ακριβή ακολουθία

0 // Y K // U // C // 0

έτσι ώστε Y K P obppωq και U P obpX q.

Απόδειξη. Εφόσον από υπόθεση Y K P obppωq, µένει να δείξουµε ότι U P obpX q. Στο παραπάνω
διάγραµµα, ϑεωρούµε την σύντοµη ακριβή ακολουθία

0 // X // U // XK // 0

Αφού η υποκατηγορία X είναι κλειστή στις επεκτάσεις και X,XK P obpX q, άµεσα U P obpX q
ολοκληρώνοντας την απόδειξη. �

Λήµµα 5.3.7. ΄Εστω

0 // YC // XC
// C // 0

και

0 // XC
// W // X // 0
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δύο σύντοµες ακριβείς ακολουθίες στην C, µε X,XC P obpX q, YC P obppωq και W P ω. Συµβο-
λίζοντας µε Z το pushout των µορφισµών XC ÝÑ W και XC ÝÑ C προκύπτει ένα µεταθετικό
διάγραµµα:

0

��

0

��
YC //

��

YC

��
0 // XC

//

��

W //

��

X // 0

0 // C //

��

Z

��

// X // 0

0 0

από το οποίο αποκτούµε µία ακριβή ακολουθία

0 // C // Z // X // 0

έτσι ώστε Z P obppωq και X P obpX q.

Απόδειξη. Παρόµοια, αφού από υπόθεση X P obpX q, µένει να δείξουµε ότι Z P obppωq. Στο
παραπάνω διάγραµµα, ϑεωρούµε την σύντοµη ακριβή ακολουθία

0 // YC // W // Z // 0

Εφόσον πάλι από υπόθεση, YC P pω, εξ ορισµού ω-resol.dimYC ă 8. Λαµβάνοντας υπόψιν ότι τοW
είναι ένα αντικείµενο της ω, το Z ϑα έχει µία πεπερασµένη ω-ανάλυση, δηλαδή ω-resol.dimZ ă 8
και Z P pω. �

Με τα παραπάνω λήµµατα µπορούµε να αποδείξουµε το ακόλουθο ϑεώρηµα, το οποίο αποτελεί
το κύριο εργαλείο για την εξαγωγή των συµπερασµάτων του κεφαλαίου.

Θεώρηµα 5.3.8. ΄Εστω C µία αβελιανή κατηγορία και C µία προσθετικά κλειστή υποκατηγορία
της. Θεωρούµε µία προθετικά κλειστή υποκατηγορία X της C η οποία είναι κλειστή στις επεκτάσεις
και µία προσθετικά κλειστή υποκατηγορία ω της X η οποία αποτελεί έναν συν-γεννήτορα της X .
Τότε, για κάθε C P obp pX q υπάρχουν ακριβείς ακολουθίες

0 // YC // XC
// C // 0 (5.4)

και
0 // C // Y C // XC // 0 (5.5)

όπου YC , Y C P pω και XC , X
C P X .

Απόδειξη. Εφόσον C P obp pX q, εξ ορισµού X -resol.dimC ă 8. ΄Εστω X -resol.dimC “ n όπου
n P Zě0. Αποκτούµε έτσι µία ακριβή ακολουθία

0 // Xn
// ¨ ¨ ¨ // X1

d // X0
// C // 0

όπου Xi P X για κάθε 0 ď i ď n. Θα εφαρµόσουµε επαγωγή στη διάσταση n.
Αν n “ 0, τότε C P X και αφού η ω είναι ένας συν-γεννήτορας για την X , υπάρχει µία σύντοµη

ακριβής ακολουθία
0 // C // W // X // 0
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στην X µε W P ω. Θέτοντας X “ XC και W “ Y C ϐλέπουµε ότι η παραπάνω σύντοµη ακριβής
ακολουθία είναι της µορφής (5.5). Από την άλλη πλευρά, µία προφανής ακολουθία της µορφής
(5.4) είναι η

0 // 0 // C // C // 0

Θεωρούµε ένα n ą 0 και υποθέτουµε ότι το Ϲητούµενο ισχύει για 0 ď k ă n. Θα δείξουµε ότι
ισχύει και για διάσταση n. Θέτουµε K “ Imd και ϑεωρούµε τις ακριβείς ακολουθίες

0 // K // X0
// C // 0 (5.6)

και

0 // Xn
// ¨ ¨ ¨ // X1

d // K // 0 (5.7)

Από την (5.18) ϐλέπουµε ότι X -resol.dimK ď n συνεπώς, από την επαγωγική υπόθεση προκύπτει
µία ακριβής ακολουθία

0 // K // Y K // XK // 0 (5.8)

µε Y K P pω και XK P X . Εφαρµόζοντας το Λήµµα 5.3.6 στις σύντοµες ακριβείς ακολουθίες (5.6)
και (5.8) προκύπτει ένα διάγραµµα pushout

0

��

0

��
0 // K //

��

X0
//

��

C // 0

0 // Y K //

��

U

��

// C // 0

XK //

��

XK

��
0 0

στο οποίο U P obpX q. Θεωρώντας λοιπόν την σύντοµη ακριβή ακολουθία

0 // Y K // U // C // 0 (5.9)

και ϑέτοντας Y K “ Y C και U “ XC , έχουµε κατασκευάσει µία σύντοµη ακριβή ακολουθία της
µορφής (5.4). Εφόσον η ω είναι ένας συν-γεννήτορας της X και U P obpX q, υπάρχει µία σύντοµη
ακριβής ακολουθία

0 // U // W // U 1 // 0 (5.10)

στην X µε W P ω. Τέλος, εφαρµόζοντας το Λήµµα 5.3.7 στις (5.9) και (5.10), προκύπτει ένα
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διάγραµµα pushout
0

��

0

��
Y K //

��

Y K

��
0 // U //

��

W //

��

U 1 //

��

0

0 // C //

��

Z

��

// U 1 // 0

0 0

και µία σύντοµη ακριβής ακολουθία

0 // C // Z // U 1 // 0

µε Z P pω και U 1 P X , οπότε µπορούµε να ϑέσουµε Z “ Y C και U 1 “ XC . �

Σχόλιο 5.3.9. Συχνά, όταν ϐρισκόµαστε στο κατάλληλο πλαίσιο, ϑα καλούµε µία ακριβή ακο-
λουθία

0 // YC // XC
// C // 0

στην οποία XC P obpX q και YC P obppωq µία X -προσέγγιση (X -approximation) του C. ∆υϊκά,
ϑα καλούµε µία ακριβή ακολουθία

0 // C // Y C // XC // 0

µε Y C P obppωq και XC P obpX q µία ω-ϑήκη (ω-hull) του C.

Από εδώ και στο εξής υποθέτουµε µία επιπλέον συνθήκη για την υποκατηγορία X , απαιτώντας
όλοι οι επιµορφισµοί στην C αντικειµένων στην X να είναι admissible (µε την έννοια του Quillen,
ϐλ. [47]), δηλαδή η X είναι κλειστή στους επιµορφισµούς της C. Με άλλα λόγια, αν

0 // X0
// X1

// X2
// 0

είναι µία ακριβής ακολουθία µε X1, X2 P obpX q, τότε και X0 P X . Η υπόθεση ότι η X είναι
µία προσθετικά κλειστή υποκατηγορία της C η οποία είναι κλειστή στις επεκτάσεις, διατηρείται
επίσης. Το ακόλουθο λήµµα προκύπτει σαν συνέπεια αυτής της επιπλέον συνθήκης.

Λήµµα 5.3.10. ΄Εστω ότι υπάρχει µία ω-ϑήκη

0 // C // Y C // XC // 0

για το αντικείµενο C της C. Τότε το C δέχεται µία X -προσέγγιση

0 // YC // XC
// C // 0

στην οποία το YC , αν δεν ανήκει ήδη στην ω, µπορεί να επιλεγεί έτσι ώστε

ω-resol.dimYC ă ω-resol.dimY C
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Απόδειξη. Εφόσον Y C P obppωq, υπάρχει µία ακριβής ακολουθία της µορφής

0 // Wn
// Wn´1

// ¨ ¨ ¨
d // W0

// Y C // 0 (5.11)

µε Wi P ω για κάθε 1 ď i ď n. Θεωρούµε το ακόλουθο διάγραµµα pullback

0

��

0

��
K //

��

K

��
0 // L //

��

W0
//

��

XC // 0

0 // C //

��

Y C

��

// XC // 0

0 0

όπου K “ Imd. Εφόσον XC ,W0 P obpX q, από την επιπλέον συνθήκη η οποία απαιτεί όλοι οι
επιµορφισµοί να είναι admissible, προκύπτει ότι L P obpX q. Από την ακριβή ακολουθία 5.13, εξ
ορισµού έχουµε K P pω και ω-resol.dimK ă ω-resol.dimY C , δηλαδή η

0 // K // L // C // 0

είναι µία X -προσέγγιση του C. Θέτοντας YC “ K και XC “ L προκύπτει το Ϲητούµενο. �

΄Αµεση συνέπεια αυτού του λήµµατος αποτελεί ο ακόλουθος χαρακτηρισµός των αντικειµένων
της pX .

Πρόταση 5.3.11. ΄Εστω C µία αβελιανή κατηγορία και X µία προσθετικά κλειστή και ακριβής υ-
ποκατηγορία της C στην οποία κάθε επιµορφισµός είναι admissible. Αν ω είναι ένας συν-γεννήτορας
της X , τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα για κάθε αντικείµενο C της C:

1. Το C είναι ένα αντικείµενο της pX .

2. Υπάρχει µία X -προσέγγιση

0 // YC // XC
// C // 0

του C.

3. Υπάρχει µία ω-ϑήκη

0 // C // Y C // XC // 0

του C.

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 5.3.8, γνωρίζουµε ότι για κάθε αντικείµενο C της pX υπάρχει µία
X -προσέγγιση και µία ω-ϑήκη του C, δηλαδή 1 ùñ 2 και 1 ùñ 3. Μένει να δείξουµε ότι 2 ùñ 1
και 3 ùñ 2.

Αρχικά, υποθέτουµε ότι η

0 // YC // XC
// C // 0
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είναι µία X -προσέγγιση του C και ϑα δείξουµε ότι C P obp pX q. Εφόσον YC P obppωq, υπάρχει µία
ακριβής ακολουθία

0 // Wn
// Wn´1

// ¨ ¨ ¨ // W0
// YC // 0 (5.12)

µεWi P ω για κάθε 1 ď i ď n. Η ω είναι µία υποκατηγορία της X , άρα από την ακριβή ακολουθία

0 // Wn
// Wn´1

// ¨ ¨ ¨ // W0
// XC // C // 0 (5.13)

προκύπτει ότι C P obp pX q. Το τελευταίο µέρος της απόδειξης, προκύπτει άµεσα από το παραπάνω
λήµµα, σύµφωνα µε το οποίο αν ένα αντικείµενο C της C έχει µία ω-ϑήκη, τότε το C ϑα έχει και
µία X -προσέγγιση. �

Η πρόταση αυτή έχει άµεση εφαρµογή στη ϑεωρία των MCM προτύπων η οποία αναπτύχθηκε
στο προηγούµενο κεφάλαιο.

΄Εστω R ένας δακτύλιος µε µονάδα ο οποίος είναι αριστερά και δεξιά Noetherian µε την
επιπλέον συνθήκη να είναι ισχυρά Gorenstein, δηλαδή η ενέσιµη διάσταση του R σαν ένα δεξιό
και σαν ένα αριστερό R-πρότυπο είναι πεπερασµένη. Στην Πρόταση 5.3.11 ϑέτουµε C “ mod-R,
την κατηγορία των πεπερασµένα παραγόµενων δεξιών R-προτύπων και X ως την υποκατηγορία
της MCMpRq η οποία αποτελείται από όλα τα MCM πρότυπα. Υπενθυµίζουµε ότι ένα R-πρότυπο
M ορίστηκε να είναι MCM αν-ν ExtiRpM,Rq “ 0 για κάθε i ‰ 0.

Με τις παραπάνω υποθέσεις η X είναι προφανώς προσθετικά κλειστή, κλειστή στις επεκτάσεις
και κάθε επιµορφισµός είναι admissible (ϐλ. Λήµµα 5.2.10). ΄Ετσι, η X ικανοποιεί τις γενικές
υποθέσεις της Πρότασης 5.3.11.

Στη συνέχεια ϑέτουµε ω “ PpRq, την πλήρη υποκατηγορία της mod-R η οποία αποτελείται
από όλα τα πεπερασµένα παραγόµενα προβολικάR-πρότυπα. Προφανώς η PpRq είναι µία πλήρης
υποκατηγορία της MCMpRq η οποία είναι προσθετικά κλειστή. ΄Εχουµε ήδη αναφέρει ότι η PpRq
αποτελεί έναν συν-γεννήτορα για την MCMpRq. Θα εξετάσουµε καλύτερα αυτό το επιχείρηµα.

Λήµµα 5.3.12. Η πλήρης υποκατηγορία PpRq της mod-R η οποία αποτελείται από όλα τα πεπερα-
σµένα παραγόµενα προβολικά R-πρότυπα είναι ένας συνγεννήτορας της MCMpRq.

Απόδειξη. ΄Εστω M ένα maximal Cohen-Macaulay R-πρότυπο και M˚ “ HomRpM,Rq το αντί-
στοιχο δυϊκό του. Επιλέγουµε µία εµβάπτιση p : Q‚ ÝÑ M˚ από ένα πεπερασµένα παραγόµενα
προβολικό R-πρότυπο Q στο M˚. Τότε, ϑέτοντας K “ Kerp ϑεωρούµε την ακριβή ακολουθία :

0 // K // Q
p // M˚ // 0

Από το, Λήµµα 5.2.10 προκύπτει ότι το πρότυποK είναι MCM, ενώ δυϊκοποιώντας άλλη µία ϕορά
αποκτούµε µία ακριβή ακολουθία :

0 // M˚˚ // Q˚
p // K˚ // 0

Σύµφωνα µε την Πρόταση 5.2.16 τα πρότυπα Q˚ και K˚ είναι επίσης MCM, ενώ επίσης από την
ίδια πρόταση γνωρίζουµε ότι κάθε MCM πρότυπο είναι ανακλαστικό, δηλαδή M˚˚ – M . Χρησι-
µοποιώντας την παραπάνω ακριβή ακολουθία ϐλέπουµε ότι κάθε MCM πρότυπο M εµβαπτίζεται
σε ένα πεπερασµένα παραγόµενο πρότυπο HomRpQ,Rq και ο συνπυρήνας, ο οποίος είναι ισό-
µορφος µε το K˚, είναι επίσης MCM. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη ότι η PpRq αποτελεί έναν
συν-γεννήτορα της MCMpRq. �

Μένει να εξετάσουµε τις αντίστοιχες κατηγορίες των pX και pω της Πρότασης 5.3.11 στο συγκε-
κριµένο πλαίσιο στο οποίο ϐρισκόµαστε. Η pPpRq ορίζεται ως η πλήρης υποκατηγορία της mod-R
η οποία αποτελείται από όλα τα R-πρότυπα X για τα οποία ισχύει PpRq-resol.dimX ă 8, δη-
λαδή από όλα τα πεπερασµένα παραγόµενα R-πρότυπα τα οποία έχουν πεπερασµένη προβολική
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διάσταση. Από την άλλη πλευρά, η {MCMpRq, είναι η πλήρης υποκατηγορία της mod-R η οποία
αποτελείται από όλα τα R-πρότυπα N για τα οποία ισχύει MCMpRq-resol.dimN ă 8. Εύκο-
λα ϐλέπουµε αυτά είναι ακριβώς τα πρότυπα N για τα οποία ισχύει ExtiRpN,Rq “ 0 για αρκετά
µεγάλο i P Z. Σε έναν δακτύλιο Gorenstein αυτά είναι όλα τα πεπερασµένα παραγόµενα πρότυπα.

Με τις παραπάνω παρατηρήσεις, η Πρόταση 5.3.11 σε αυτό το πλαίσιο διαµορφώνεται ως εξής :

Θεώρηµα 5.3.13. ΄Εστω R ένας δακτύλιος ο οποίος είναι αριστερά και δεξιά Noetherian και
ισχυρά Gorenstein. Τότε, για κάθε πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο M , υπάρχουν ακριβείς
ακολουθίες

0 // YM // XM
// M // 0 (5.14)

και
0 // M // YM // XM // 0 (5.15)

στις οποίες τα πρότυπα YM και YM είναι πεπερασµένης προβολικής διάστασης πρότυπα στηνmod-R,
ενώ τα XM και XM είναι MCM πρότυπα. Η ακολουθία (5.14) ϑα καλείται µία MCM-πρσέγγιση
του M , ενώ η ακολουθία (5.15) µία ϑήκη πεπερασµένης προβολικής διάστασης του M .

΄Εχοντας αποδείξει την ύπαρξη των X -προσεγγίσεων και pω-ϑηκών για ένα Ϲεύγος υποκατηγο-
ϱιών pX , ωq, µένει να εξετάσουµε την µοναδικότητά τους.

΄Εστω C ένα αντικείµενο της pX και δύο X -προσεγγίσεις

0 // YC // XC
// C // 0 (5.16)

και
0 // Y 1C // X 1C // C // 0 (5.17)

του C. ΄Ενα εύλογο ερώτηµα που προκύπτει σχετικά µε την σύγκριση των παραπάνω σύντοµων
ακριβών ακολουθιών είναι η ύπαρξη ενός µορφισµού φ : XC ÝÑ X 1C έτσι ώστε το ακόλουθο
διάγραµµα να είναι µεταθετικό

0 // YC

��

// XC
//

φ

��

C // 0

0 // Y 1C // X 1C // C // 0

Εφαρµόζοντας τον συναρτητή HomRpXC ,´q στην (5.17) αποκτούµε µία µεγάλη ακριβή ακολου-
ϑία :

0 // HomRpXC , Y
1
Cq

// HomRpXC , X
1
Cq

// HomRpXC , Cq // Ext1RpXC , Y
1
Cq

// ¨ ¨ ¨

Εύκολα ϐλέπουµε ότι ο Ϲητούµενος µορφισµός φ υπάρχει αν-ν η απεικόνιση

HomRpXC , X
1
Cq ÝÑ HomRpXC , Cq

είναι επί, ή ισοδύναµα Ext1RpXC , Y
1
Cq “ 0.

Το υπόλοιπο µέρος αυτής της ενότητας ϑα αφιερωθεί στην µελέτη αυτής της συνθήκης. Για
τον σκοπό αυτόν ϑα χρειαστούµε τις ακόλουθες έννοιες.

΄Οπως είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, αν C είναι µία αβελιανή κατηγορία και A,C P obpCq
τότε µπορούµε να ορίσουµε τις οµάδες ExtnCpA,Cq για κάθε n ě 0.

Ορισµός 5.3.14. ΄Εστω C µία αβελιανή κατηγορία και και A,C P obpCq.

• Η A-ενέσιµη διάσταση του C, η οποία συµβολίζεται µε A-inj.dimC είναι, εάν υπάρχει, ο
µικρότερος ακέραιος n ě 0 έτσι ώστε ExtiCpA,Cq “ 0 για κάθε i ą n. Αν ένας τέτοιος
ακέραιος δεν υπάρχει, ϑέτουµε A-inj.dimC “ 8.
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• Η C-προβολική διάσταση του A, η οποία συµβολίζεται µε C-proj.dimA είναι, εάν υπάρχει,
ο µικρότερος ακέραιος n ě 0 έτσι ώστε ExtiCpA,Cq “ 0 για κάθε i ą n. Αν ένας τέτοιος
ακέραιος δεν υπάρχει, ϑέτουµε C-proj.dimA “ 8.

Ορισµός 5.3.15. ΄Εστω C µία αβελιανή κατηγορία, B µία υποκατηγορία της C και A,C P obpCq.

• Η A-ενέσιµη διάσταση της B, η οποία συµβολίζεται µε A-inj.dimB ορίζεται ως

A-inj.dimB “ suptA-inj.dimB |B P obpBqu

• Η C-προβολική διάσταση της B, η οποία συµβολίζεται µε C-proj.dimB ορίζεται ως

C-proj.dimB “ suptC-proj.dimB |B P obpBqu

Σχόλιο 5.3.16. Προφανώς A-inj.dimB “ B-proj.dimA.

Ορισµός 5.3.17. ΄Εστω C µία αβελιανή κατηγορία και A, B υποκατηγορίες της C.

• Η A-ενέσιµη διάσταση της B, η οποία συµβολίζεται µε A-inj.dimB ορίζεται ως

A-inj.dimB “ suptA-inj.dimB |A P obpAq, B P obpBqu

• Η A-προβολική διάσταση της B, η οποία συµβολίζεται µε A-proj.dimB ορίζεται ως

A-proj.dimB “ suptA-proj.dimB |A P obpAq, B P obpBqu

Σχόλιο 5.3.18. Παρόµοια, A-inj.dimB “ B-proj.dimA.

Ο ακόλουθος ορισµός ακολουθεί την ορολογία του Verdier.

Ορισµός 5.3.19. ΄Εστω C µία αβελιανή κατηγορία και A, B υποκατηγορίες της C. Τότε, ϑα λέµε
ότι η κατηγορία A είναι αριστερά ορθογώνια στην B ή ότι η B είναι δεξιά ορθογώνια στην A, αν

A-inj.dimB “ B-proj.dimA “ 0

Επιπλέον, αν η κατηγορία A αποτελείται ακριβώς από τα αντικείµεναA της C για τα οποία ισχύει
A-inj.dimB “ 0, η A ϑα καλείται το αριστερό ορθογώνιο συµπλήρωµα της B στην C, το οποίο
και ϑα συµβολίζεται µε KB.

∆υϊκά, αν η υποκατηγορία B αποτελείται ακριβώς από τα αντικείµενα B της C για τα οποία
ισχύει A-inj.dimB “ 0, η B ϑα καλείται το δεξιό ορθογώνιο συµπλήρωµα της A στην C, και ϑα
συµβολίζεται µε AK.

Σχόλιο 5.3.20. Από τους παραπάνω ορισµούς, εύκολα ϐλέπουµε ότιA Ď KpAKq καιA Ď pKAqK,
αλλά γενικά KpAKq ‰ pKAqK.

Παρατήρηση 5.3.21. Εξ ορισµού, για µία αβελιανή κατηγορία C, η κατηγορία KC, η οποία
καλείται το αριστερό ϱιζικό (left radical) της C αποτελείται ακριβώς από όλα τα προβολικά
αντικείµενα της C. ∆υϊκά, η CK, καλείται το δεξιό ϱιζικό (right radical) της C και αποτελείται
ακριβώς από όλα τα ενέσιµα αντικείµενα της C.

Λήµµα 5.3.22. ΄Εστω C µία αβελιανή κατηγορία. ΄Ενα αριστερό ή δεξιό ορθογώνιο συµπλήρωµα
της C µία είναι προσθετικά κλειστή και ακριβή υποκατηγορία της C. Επιπλέον, σε ένα αριστερό
ορθογώνιο συµπλήρωµα KB της C όλοι οι επιµορφισµοί είναι admissible. ∆υϊκά, σε ένα δεξιό
ορθογώνιο συµπλήρωµα BK της C όλοι οι µονοµορφισµοί είναι admissible.
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Απόδειξη. Τα ορθογώνια συµπληρώµατα αποτελούν εξ ορισµού προσθετικές υποκατηγορίες. Θα
ασχοληθούµε µόνο µε την περίπτωση ενός αριστερού ορθογώνιου συµπληρώµατος, καθώς δυϊκά
συµπεράσµατα προκύπτουν ανάλογα και για ένα δεξιό. ΄Εστω τώρα KB ένα αριστερό ορθογώνιο
συµπλήρωµα της B στην C και

0 // M 1 // M // M2 // 0

µία σύντοµη ακριβή ακολουθία στην C µεM 1,M2 P obpKBq. Θεωρούµε ένα αντικείµενοB P obpBq
και εφαρµόζουµε τον συναρτητή HomCp´, Bq στην παραπάνω ακριβή ακολουθία αποκτώντας µία
µεγάλη ακριβή ακολουθία :

¨ ¨ ¨ // Ext1CpM
2, Bq // Ext1CpM,Bq // Ext1CpM

1, Bq // ¨ ¨ ¨ (5.18)

Εφόσον M 1,M2 P obpKBq, εξ ορισµού Ext1CpM
1, Bq “ Ext1CpM

2, Bq “ 0 και έτσι από την (5.18)
προκύπτει ότι Ext1CpM,Bq “ 0. Αφού το B επιλέχθηκε ως ένα τυχαίο αντικείµενο της B, εξ
ορισµού M P obpKBq και η KB είναι µία αυστηρά πλήρης προσθετική υποκατηγορία της C η
οποία είναι κλειστή στις επεκτάσεις, δηλαδή µία ακριβής υποκατηγορία της C.

Μένει να εξετάσουµε αν οι επιµορφισµοί στην KB είναι admissible. Θεωρούµε µία σύντοµη
ακριβή ακολουθία

0 // M 1 // M // M2 // 0

µεM,M2 P obpKBq. Παρόµοια, σταθεροποιώντας έναB P obpBq και εφαρµόζοντας τον συναρτητή
HomCp´, Bq, αποκτούµε µία µεγάλη ακριβή ακολουθία :

¨ ¨ ¨ // Ext1CpM,Bq // Ext1CpM
1, Bq // Ext2CpM

2, Bq // ¨ ¨ ¨

στην οποία Ext1CpM,Bq “ Ext2CpM
2, Bq “ 0. Συνεπώς, Ext1CpM

1, Bq “ 0 και M 1 P obpKBq
ολοκληρώνοντας την απόδειξη. �

Σχόλιο 5.3.23. Υπενθυµίζουµε ότι η υποκατηγορία ω της C καλείται ένας ενέσιµος συν-γεννήτορας
της X αν-ν X -inj.dimω “ 0, δηλαδή ω Ď XK. Εύκολα προκύπτει ότι η κατηγορία X έχει αρκετά
ενέσιµα αντικείµενα αν-ν υπάρχει ένας ενέσιµος συν-γεννήτορας ω της X µε ω Ď X X XK.

Στη συνέχεια, ϑα χρειαστούµε την ακόλουθη πρόταση, στην οποία δεν απαιτούµε να είναι κάθε
επιµορφισµός στην X admissible.

Πρόταση 5.3.24. ΄Εστω C µία αβελιανή κατηγορία, X µία προσθετικά κλειστή και ακριβής υπο-
κατηγορία της C και ω ένας ενέσιµος συν-γεννήτορας για την X . Τότε, αν C P obpCq, τα ακόλουθα
είναι ισοδύναµα για κάθε n P Zě0.

1. X -resol.dimC “ n.

2. C-inj.dimω “ n.

3. C-inj.dimpω “ n.

4. Extn`1
C pC, Y q “ 0 για κάθε Y P obppωq.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλ. [3, Proposition 2.1.]. �

΄Αµεση συνέπεια αυτής της πρότασης αποτελεί το ακόλουθο πόρισµα:

Πόρισµα 5.3.25. ΄Εστω C µία αβελιανή κατηγορία, X µία προσθετικά κλειστή και ακριβής υπο-
κατηγορία της C και ω ένας ενέσιµος συν-γεννήτορας για την X . Τότε X -inj.dimpω “ 0.

Απόδειξη. Εφόσον η ω είναι ένας ενέσιµος συν-γεννήτορας για την X , έχουµε X -inj.dimω “ 0,
συνεπώς από την παραπάνω πρόταση προκύπτει ότι X -inj.dimpω “ 0. �
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Θεώρηµα 5.3.26. ΄Εστω C µία αβελιανή κατηγορία, X µία προσθετικά κλειστή και ακριβής υπο-
κατηγορία της C και ω ένας ενέσιµος συν-γεννήτορας για την X . Αν

0 // YC // XC
πC // C // 0 (5.19)

είναι µίαX -προσέγγιση για ένα αντικείµενοC της pX , τότε για κάθεX P obpX q ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Η ακολουθία

0 // HomCpX,YCq // HomCpX,XCq // HomCpX,Cq // 0

είναι ακριβής.

2. Ο µορφισµός πC επάγει ισοµορφισµούς

ExtnCpX,XCq
„
ÝÑ ExtnCpX,Cq

για κάθε n ě 0.

Απόδειξη. ΄Εστω ένα αντικείµενο X της X . Εφαρµόζοντας τον συναρτητή HomCpX,´q στην (5.19)
αποκτούµε µία µεγάλη ακριβής ακολουθία

0 // HomCpX,YCq // HomCpX,XCq // HomCpX,Cq //

// Ext1CpX,YCq // Ext1CpX,XCq // Ext1CpX,Cq // Ext2CpX,YCq // ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // ExtnCpX,YCq // ExtnCpX,XCq // ExtnCpX,Cq // Extn`1
C pX,YCq // ¨ ¨ ¨

Από το προηγούµενο πόρισµα έχουµε X -inj.dimpω “ 0, δηλαδή ExtnCpX,YCq “ 0 για κάθε n ą 0
και από την ακρίβεια της παραπάνω ακολουθίας προκύπτει άµεσα το Ϲητούµενο. �

Σχόλιο 5.3.27. Το παραπάνω ϑεώρηµα δικαιολογεί την ονοµασία X -προσέγγιση η οποία δόθηκε
στην ακολουθία

0 // HomCpX,YCq // HomCpX,XCq // HomCpX,Cq // 0

καθώς η ακολουθία

HomCpX,XCq // HomCpX,Cq // 0

είναι ακριβής για κάθε X P X . Αυτή ακριβώς η ιδιότητα των X -προσεγγίσεων ϑα επιτρέψει ένα
ασθενές είδος µοναδικότητας το οποίο ϑα αναλυθεί στη συνέχεια.

Ορισµός 5.3.28. ΄Εστω C µία αβελιανή κατηγορία. ∆ύο µορφισµοί f : B ÝÑ C και f 1 : B1 ÝÑ C 1

στην C καλούνται δεξιά ισοδύναµοι στην C, αν υπάρχουν µορφισµοί g : B ÝÑ B1 και h1 : B1 ÝÑ B
έτσι ώστε f “ f 1 ˝ g και f 1 “ f ˝ h.

Επιπλέον, ϑα λέµε ότι δύο ακριβείς ακολουθίες

0 // A // B
f // C

και

0 // A1 // B1
f 1 // C 1
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είναι δεξιά ισοδύναµες, αν οι µορφισµοί f και f 1 είναι ισοδύναµοι, δηλαδή αν υπάρχουν µορφισµοί
g : B ÝÑ B1 και h : B1 ÝÑ B έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

0 // A1 //

��

B1
f 1 //

h

��

C

0 // A //

��

B
f //

g

��

C

0 // A1 // B1
f 1 // C

Σχόλιο 5.3.29. Στον παραπάνω ορισµό, εύκολα ϐλέπουµε ότι ο µορφισµός 1B ´ h ˝ g αναλύεται
µέσω του A ενώ ο µορφισµός 1B1´g ˝h αναλύεται µέσω του A1. ΄Ετσι, οι h και g είναι αντίστροφοι
ισοµορφισµοί στην ευσταθή κατηγορία C{addtA,A1u.

Μπορούµε πλέον να διατυπώσουµε το ακόλουθο ϑεώρηµα το οποίο αφορά την µοναδικότητα
των X -προσεγγίσεων και προκύπτει σαν άµεσο πόρισµα του Θεωρήµατος 5.3.26.

Θεώρηµα 5.3.30. ΄Εστω C µία αβελιανή κατηγορία και X µία προσθετικά κλειστή και ακριβής
υποκατηγορία της C. Αν

0 // YC // XC
// C // 0 (5.20)

είναι µία X -προσέγγιση ενός αντικειµένου C της pX , τότε η (5.20) είναι µοναδική µε ακριβεία ισοδυ-
ναµίας ακολουθιών. Με άλλα λόγια, αν

0 // Y 1C // X 1C // C // 0 (5.21)

είναι µία άλλη X -προσέγγιση του C, τότε οι (5.20) και (5.21) είναι δεξιά ισοδύναµες ακριβείς ακο-
λουθίες.

΄Ενα δυϊκό αποτέλεσµα ισχύει και για τις pω-ϑήκες ενός αντικειµένου C της pX και ϑα παρου-
σιαστεί στη συνέχεια. Αρχικά, ϑα χρειαστούµε το ακόλουθο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 5.3.31. ΄Εστω C µία αβελιανή κατηγορία, X µία προσθετικά κλειστή και ακριβής υπο-
κατηγορία της C και ω ένας ενέσιµος συν-γεννήτορας για την X . Αν

0 // C
ιC // Y C // XC // 0 (5.22)

είναι µία pω-ϑήκη για ένα αντικείµενο C της pX , τότε για κάθε Y P obppωq ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Η ακολουθία

0 // HomCpX
C , Y q // HomCpY

C , Y q // HomCpC, Y q // 0

είναι ακριβής.

2. Ο µορφισµός ιC επάγει ισοµορφισµούς

ExtnCpY
C , Y q

„
ÝÑ ExtnCpC, Y q

για κάθε n ě 0.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του Θεωρήµατος 5.3.26. Θεωρούµε ένα αντικεί-
µενο Y της pω και εφαρµόζουµε τον συναρτητή HomCp´, Y q στην (5.22) αποκτώντας µία µεγάλη
ακριβή ακολουθία
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0 // HomCpX
C , Y q // HomCpY

C , Y q // HomCpC, Y q //

// Ext1CpX
C , Y q // Ext1CpY

C , Y q // Ext1CpC, Y q // Ext2CpX
C , Y q // ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // ExtnCpX
C , Y q // ExtnCpY

C , Y q // ExtnCpC, Y q // Extn`1
C pXC , Y q // ¨ ¨ ¨

Από το Πόρισµα 5.3.25 έχουµε X -inj.dimpω “ 0, δηλαδή ExtnCpX
C , Y q “ 0 για κάθε n ą 0 και

από την ακρίβεια της παραπάνω ακολουθίας προκύπτει άµεσα το Ϲητούµενο. �

Σχόλιο 5.3.32. Παρόµοια, το παραπάνω ϑεώρηµα δικαιολογεί την ονοµασία pω-ϑήκη η οποία
δόθηκε στην ακολουθία

0 // C // Y C // XC // 0

καθώς η ακολουθία

HomCpY
C , Y q // HomCpC, Y q // 0

είναι ακριβής για κάθε X P X . Ξανά, αυτή η ιδιότητα των pω-ϑηκών ϑα επιτρέψει ένα ασθενές
είδος µοναδικότητας το οποίο ϑα αναλυθεί στη συνέχεια.

Ορισµός 5.3.33. ΄Εστω C µία αβελιανή κατηγορία. ∆ύο µορφισµοί f : C ÝÑ D και f 1 : C ÝÑ

D1 στην C καλούνται αριστερά ισοδύναµοι στην C, αν υπάρχουν µορφισµοί g : D ÝÑ D1 και
h : D1 ÝÑ D έτσι ώστε f 1 “ g ˝ f και f “ h ˝ f 1.

Επιπλέον, λέµε ότι δύο ακριβείς ακολουθίες

C
f // D // E // 0

και

C
f 1 // D1 // E1 // 0

είναι αριστερά ισοδύναµες, αν οι µορφισµοί f και f 1 είναι ισοδύναµοι, δηλαδή αν υπάρχουν
µορφισµοί g : D ÝÑ D1 και h : D1 ÝÑ D έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

C
f // D //

g

��

E //

��

0

C
f 1 // D1 //

h

��

E1 //

��

0

C
f // D // E // 0

Σχόλιο 5.3.34. Στον παραπάνω ορισµό, ϐλέπουµε ότι ο µορφισµός 1D ´ h ˝ g αναλύεται µέσω
του E, ενώ ο µορφισµός 1D1 ´ g ˝ h αναλύεται µέσω του E1. Συνεπώς, οι h και g αποτελούν
αντίστροφους ισοµορφισµούς στην ευσταθή κατηγορία C{addtA,A1u.

Το ακόλουθο ϑεώρηµα, το οποίο αφορά τη µοναδικότητα των pω-ϑηκών, προκύπτει σαν άµεση
συνέπεια του Θεωρήµατος 5.3.31.

Θεώρηµα 5.3.35. ΄Εστω C µία αβελιανή κατηγορία, X µία προσθετικά κλειστή και ακριβής υπο-
κατηγορία της C και ω ένας ενέσιµος συν-γεννήτορας για την X . Αν

0 // C
ιC // Y C // XC // 0 (5.23)
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είναι µία pω-ϑήκη για ένα αντικείµενο C της pX , τότε η (5.23) είναι µοναδική µε ακρίβεια ισοδυναµίας
ακολουθιών. Με άλλα λόγια, αν

0 // C // Y C1 // XC
1

// 0 (5.24)

είναι µία άλλη pω-ϑήκη του C, τότε οι (5.23) και (5.24) είναι αριστερά ισοδύναµες ακριβείς ακολου-
ϑίες.

Λήµµα 5.3.36. ΄Εστω C µία αβελιανή κατηγορία, X µία προσθετικά κλειστή και ακριβής υποκα-
τηγορία της C και ω ένας ενέσιµος συν-γεννήτορας για την X . Αν f : X ÝÑ C είναι ένας µορφισµός
στην C µε X P X και C P pX , τότε οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναµες :

1. Ο µορφισµός f αναλύεται µέσω ενός αντικειµένου της pω.

2. Ο µορφισµός f αναλύεται µέσω ενός αντικειµένου της ω.

Απόδειξη. Αφού ω Ď pω, αρκεί να δείξουµε ότι αν ο f αναλύεται µέσω ενός αντικειµένου της pω,
τότε αναλύεται και µέσω ενός αντικειµένου της ω. ΄Εστω ότι f “ gh, όπου οι h : X ÝÑ Y και
g : V ÝÑ C είναι µορφισµοί στην C και Y P obppωq. Από τον ορισµό της κατηγορίας pω, υπάρχει
µία ακριβής ακολουθία

0 // K // W // Y // 0

µε W P obpωq και K P obppωq, από την οποία αποκτούµε µία µεγάλη ακριβή ακολουθία

0 // HomCpX,Kq // HomCpX,W q // HomCpX,Y q // ExtCpX,Kq // ¨ ¨ ¨

Εφόσον η ω είναι ένας ενέσιµος συν-γεννήτορας για την X , από το Πόρισµα 5.3.25 έχουµε
X -inj.dimpω “ 0 και Ext1CpX,Kq “ 0. Συνεπώς η απεικόνιση HomCpX,W q ÝÑ HomCpX,Y q
είναι επιµορφισµός και έτσι, υπάρχει ένας µορφισµός u : X ÝÑ W ώστε v ˝ u “ h. Εποµένως,
f “ g ˝ h “ γ ˝ v ˝ w και ο f αναλύεται µέσω του αντικειµένου W P obpωq. �

Στη συνέχεια, ϑεωρούµε ότι για κάθε αντικείµενο C P obp pX q έχει επιλεχθεί µία X -προσέγγιση

0 // YC // XC
πC // C // 0

και µία pω-ϑήκη

0 // C
ιC // Y C // XC // 0

Κατ΄ επέκτασιν, αν f : C ÝÑ D είναι ένας µορφισµός στην pX , ϑα συµβολίζουµε µε f˚ : XC ÝÑ XD

και f˚ : Y C ÝÑ Y D τους επαγόµενους µορφισµούς στις αντίστοιχες X -προσεγγίσεις και pω-ϑήκες
που προκύπτουν από τα παραπάνω. Από τα ϑεωρήµατα µοναδικότητας που διατυπώθηκαν, αν
g : D ÝÑ E είναι ένας άλλος µορφισµός στην pX , τότε οι διαφορές g˚ ˝ f˚´ pg ˝ fq˚ και g˚ ˝ f˚´
pg ˝ fq˚ αναλύονται µέσω αντικειµένων της ω, δηλαδή αποτελούν τον µηδενικό µορφισµό στην
pX {ω. ΄Αµεσα προκύπτει η ύπαρξη των συναρτητών που περιγράφονται στο ακόλουθο πόρισµα:

Πόρισµα 5.3.37. ΄Εστω C µία αβελιανή κατηγορία, X µία προσθετικά κλειστή και ακριβής υπο-
κατηγορία της C και ω ένας ενέσιµος συν-γεννήτορας για την X . Τότε, υπάρχει ένας επαγόµενος
συναρτητής j! : pX ÝÑ X {ω ο οποίος ορίζεται ως εξής :

• Για κάθε αντικείµενο C της pX , ϑέτουµε j!pCq “ XC .

• Για κάθε µορφισµό f : C ÝÑ D στην pX ϑέτουµε j!pfq “ f˚ : XC ÝÑ XD.

Παρόµοια, υπάρχει ένας επαγόµενος συναρτητής i˚ : pX ÝÑ pω{ω ο οποίος ορίζεται ως εξής :

• Για κάθε αντικείµενο C της pX , ϑέτουµε i˚pCq “ Y C .
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• Για κάθε µορφισµό f : C ÝÑ D στην pX ϑέτουµε i˚pfq “ f˚ : Y C ÝÑ Y D.

Απόδειξη. Από τα παραπάνω, εφόσον οι επαγόµενοι µορφισµοί f˚ και f˚ είναι µοναδικοί στην
κατηγορία pX {ω, εύκολα ϐλέπουµε ότι οι συναρτητές j! και i˚ είναι καλώς ορισµένοι. �

Παρατήρηση 5.3.38. Προφανώς, κάθε αντικείµενο C της ω, απεικονίζεται µέσω των συναρτητών
j! και i˚ στο µηδενικό αντικείµενο τηςX {ω και της pω{ω αντίστοιχα. ΄Αµεσα, έτσι, υπάρχουν οι επα-
γόµενοι συναρτητές j! : pX {ω ÝÑ X {ω και i˚ : pX {ω ÝÑ pω{ω, έτσι ώστε τα ακόλουθα διαγράµµατα
να είναι µεταθετικά:

pX
j! //

  

X {ω

pX {ω

j!

OO
pX i˚ //

  

pω{ω

pX {ω

i˚

OO

Στη συνέχεια, ϑα επικεντρωθούµε στους συναρτητές j! και i˚ τους οποίους ϑα συµβολίζουµε
µε j! και i˚ αντίστοιχα.

Θεώρηµα 5.3.39. ΄Εστω C µία αβελιανή κατηγορία, X µία προσθετικά κλειστή και ακριβής υπο-
κατηγορία της C και ω ένας ενέσιµος συν-γεννήτορας για την X . Θεωρούµε τους συναρτητές ϕυσικής
έγκλεισης i : pω ÝÑ pX και j : X ÝÑ pX . Τότε, ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Ο επαγόµενος συναρτητής j! : X {ω ÝÑ pX {ω είναι πλήρης και πιστός και έχει έναν δεξιά
συζυγή j! : pX {ω ÝÑ X {ω ο οποίος αντιστοιχίζει ένα αντικείµενο C της pX στην επιλεγµένη
X -προσέγγιση XC . Ο µορφισµός j! ˝ j!pCq ÝÑ C προκύπτει από την κλάση του µορφισµού
πC : XC ÝÑ C στην ευσταθή κατηγορία Hom

xX{ω
pXC , Cq.

2. Ο επαγόµενος συναρτητής i˚ : pω{ω ÝÑ pX {ω είναι πλήρης και πιστός και έχει έναν αριστερά
συζυγή i˚ : pX {ω ÝÑ pω{ω ο οποίος αντιστοιχίζει ένα αντικείµενο C της pX στην επιλεγµέ-
νη pω-ϑήκη Y C . Ο µορφισµός C ÝÑ i˚ ˝ i

˚pCq προκύπτει από την κλάση του µορφισµού
ιC : C ÝÑ Y C στην ευσταθή κατηγορία Hom

xX{ω
pC, Y Cq.

3. ΄Εχουµε j! ˝ i˚ “ 0 και i˚ ˝ j! “ 0.

4. Η σύνθεση ι ˝ π των µορφισµών συζυγίας

j! ˝ j
! π // Id

pX {ω ÝÑ
ι // i˚ ˝ i˚

είναι ο µηδενικός µορφισµός της pX {ω.

Απόδειξη. Στα παραπάνω, έχουµε ήδη επαληθεύσει την ύπαρξη των συναρτητών j! και i˚. Αρ-
χικά, ϑα αποδείξουµε ότι ο j! αποτελεί έναν δεξιά συζυγή του επαγόµενου συναρτητή έγκλεισης
j! : X {ω ÝÑ pX {ω. Με άλλα λόγια, αρκεί να δειχθεί ότι για κάθε X P obpX q και C P obp pX q,
υπάρχουν ϕυσικοί ισοµορφισµοί

φX,C : HomX {ωpX, j
!pCqq

„
ÝÑ Hom

pX {ωpj!pXq, Cq (5.25)

Ο µορφισµός πC : XC ÝÑ C ορίζει µία ϕυσική απεικόνιση

HomX pX,XCq ÝÑ Hom
pX pX,Cq

η οποία σύµφωνα µε το Θεώρηµα 5.3.26 είναι επί. Συµβολίζουµε µε φ̃X,C την επαγόµενη απει-
κόνιση

φ̃X,C : HomX {ωpX,XCq ÝÑ Hom
pX {ωpX,Cq
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η οποία, άµεσα, είναι επίσης επί. Θα δείξουµε ότι η φ̃X,C , όπως ορίστηκε, είναι και 1-1. ΄Εστω
f P HomX {ωpX,XCq ένας µορφισµός έτσι ώστε ο µορφισµός φ̃X,Cpfq “ πC ˝ f : X ÝÑ C να
αποτελεί τον µηδενικό µορφισµό της pX {ω, δηλαδή να αναλύεται µέσω ενός αντικειµένου της ω.
Αποκτούµε έτσι το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα στην C:

0 // YC // XC
πC // C // 0

X

f

OO

h // W

g1

__

g

OO

όπου W P obpωq. Εφόσον το W είναι και αντικείµενο της X και το YC αντικείµενο της pω, εφαρ-
µόζοντας ξανά το Πόρισµα 5.3.25, προκύπτει ότι Ext1CpW,YCq “ 0, και µε το σύνηθες επιχείρηµα
µε την µεγάλη ακριβή ακολουθία, εξασφαλίζεται η ύπαρξη ενός µορφισµού g1 : W ÝÑ XC έτσι
ώστε πC ˝ g1 “ g. Τότε, για τον µορφισµό f ´ g1 ˝ h : X ÝÑ XC έχουµε:

πC ˝ pf ´ g
1 ˝ hq “ πC ˝ f ´ pπC ˝ g

1q ˝ h “ g ˝ h´ g ˝ h “ 0

δηλαδή ο f ´ g1 ˝ h αναλύεται µέσω του YC . Εφόσον YC P obppωq, από το Λήµµα 5.3.36, ο
µορφισµός f ´ g1 ˝ h αναλύεται και µέσω ενός αντικειµένου της ω, δηλαδή αποτελεί τον µηδενικό
µορφισµό στην HomX {ωpX,XCq. Εφόσον ο µορφισµός g1 ˝ h αναλύεται µέσω του W στην ω, η
κλάση του είναι επίσης ο µηδενικός µορφισµός στην HomX {ωpX,XCq. ΄Αµεσα συµπεραίνουµε ότι
και ο µορφισµός f αποτελεί τον µηδενικό µορφισµό στην HomX {ωpX,XCq και η φ̃X,C είναι και
1-1. Λαµβάνοντας, υπόψιν ότι από των ορισµό των συναρτητών j! και j! ισχύει j!pCq “ XC και
j!pXq “ X, η απεικόνιση φ̃X,C είναι η Ϲητούµενη απεικόνιση (5.25) και είναι ισοµορφισµός.

Τέλος, η φ̃X,C ορίστηκε ϕυσικά και στις δύο µεταβλητές, εξασφαλίζοντας την συζυγία των j!
και j!. Εκ κατασκευής, ο µορφισµός πC επάγει τον µορφισµό j! ˝ j!pCq ÝÑ C, ολοκληρώνοντας
την απόδειξη του ισχυρισµού 1.

Η απόδειξη του ισχυρισµού 2 είναι δυϊκή και ως εκ τούτου ϑα παραλειφθεί.
Θα δείξουµε στη συνέχεια ότι για τους παραπάνω συναρτητές ισχύει j! ˝ i˚ “ 0 και i˚ ˝ j! “ 0.

Από τον ορισµό της κατηγορίας pω, για κάθε αντικείµενο Y P obppωq υπάρχει µία ακριβής ακολουθία

0 // K // W // Y // 0

µε W P obpωq και K P obppωq. Η παραπάνω σύντοµη ακριβής ακολουθία αποτελεί µία X -
προσέγγιση για το Y , ενώ το αντικείµενο j! ˝ i˚pY q το οποίο εξ ορισµού αποτελεί την επιλεγµένη
X -προσέγγιση του Y ϑεωρούµενο σαν ένα αντικείµενο της pX {ω, ϑα είναι ισόµορφο µε το W στην
X {ω, δηλαδή αποτελεί το µηδενικό αντικείµενο. Συνεπώς, j! ˝ i˚ “ 0 και λόγω συζυγίας ϑα ισχύει
και i˚ ˝ j1 “ 0.

Τέλος, ϑεωρούµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα µορφισµών µεταξύ συναρτητών :

j! ˝ j
! π //

��

1
pX {ω

ι

��
i˚ ˝ i

˚ ˝ j! ˝ j
! // i˚ ˝ i˚

Από τον ισχυρισµό 3, έχουµε i˚ ˝ j! “ 0, και λόγω µεταθετικότητας ισχύει και ι ˝ π “ 0, ολοκλη-
ϱώνοντας την απόδειξη του ισχυρισµού 4. �

Σχόλιο 5.3.40. Ο ισχυρισµός 4 του παραπάνω ϑεωρήµατος, µε άλλα λόγια, µπορεί να διατυπωθεί
ως εξής :
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Για κάθε αντικείµενο C της pX , υπάρχει ένα µεταθετικό διάγραµµα

XC
πC //

j

��

C

ιC

��
W // Y C

όπου W P obpωq και σύµφωνα µε το Λήµµα 5.3.7 και την απόδειξη του Θεωρήµατος 5.3.8, ο
µορφισµός ιC µπορεί να αποκτηθεί ως το pushout των µορφισµών j και πC .

Ο συµβολισµός ο οποίος χρησιµοποιήθηκε όσον αφορά τους συναρτητές στο παραπάνω ϑεώρη-
µα είναι σύµφωνος µε το [8, 1.4] και τη ϑεωρία η οποία περιγράφει την «συγκόλληση κατηγοριών».
Στη συγκεκριµένη περίπτωση, ϑα µπορούσε να ϑεωρηθεί ότι η κατηγορία pX αποκτάται «συγκολ-
λώντας» την «ανοιχτή» υποκατηγορία X και την «κλειστή» υποκατηγορία pω κατά µήκος της ω.
Ωστόσο, για την ύπαρξη µίας πλήρης συγκόλλησης (ϐλ. πάλι [8, 1.4]) απαιτείται η ύπαρξη των
συζυγών συναρτητών j˚ και i! η οποία δεν εξασφαλίζεται στα πλαίσια της παραπάνω ϑεωρίας.

Παρατήρηση 5.3.41. Οι ισχυρισµοί 3 και 4 του παραπάνω ϑεωρήµατος δικαιολογούν τον χαρα-
κτηρισµό του Θεωρήµατος 5.3.8 ως ένα ϑεώρηµα διάσπασης. Πράγµατι, ένα αντικείµενο C της
pX διασπάται στην ευσταθή κατηγορία pX {ω στην X -προσέγγιση του XC και στην pω-ϑήκη του Y C ,
αντικείµενα τα οποία ανήκουν σε ορθογώνιες υποκατηγορίες της pX {ω. Προκύπτει (ϐλ. [3, Propo-
sition 3.6.]) ότι η κοινή τοµή των κατηγοριών X και pω είναι ακριβώς η κατηγορία ω.

Είµαστε πλέον σε ϑέση να εφαρµόσουµε τα παραπάνω συµπεράσµατα στα πλαίσια της ϑεωρίας
των MCM προτύπων. Θεωρούµε έναν δακτύλιοR, ο οποίος είναι αριστερά και δεξιά Noetherian και
ισχυρά Gorenstein. Θέτουµε, όπως προηγουµένως C “ mod-R, την κατηγορία των πεπερασµένα
παραγόµενων δεξιών R-προτύπων και X “ MCMpRq την πλήρη υποκατηγορία αυτής η οποία
αποτελείται από όλα τα MCM πρότυπα. Τέλος, ϑέτουµε ω “ PpRq την πλήρη υποκατηγορία
της MCMpRq η οποία αποτελείται από όλα τα πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά R-πρότυπα.
΄Εχουµε ήδη δείξει (ϐλ. Λήµµα 5.3.12) ότι η PpRq αποτελεί έναν συνγεννήτορα της MCMpRq, ο
οποίος είναι συγκεκριµένα ένας ενέσιµος συνγεννήτορας καθώς εξ ορισµού MCMpRq “ KPpRq.
΄Οπως έχει αναφερθεί, εφόσον ο R έχει πεπερασµένη αριστερή και δεξιά ενέσιµη διάσταση σαν
ένα R-πρότυπο, η κατηγορία pX είναι ολόκληρη η mod-R, ενώ η X {ω είναι η ευσταθής κατηγορία
MCMpRq. Κάτω από αυτές τις συνθήκες, τα παραπάνω συµπεράσµατα οδηγούν στο ακόλουθο
ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 5.3.42. ΄ΕστωR ένας δακτύλιος ο οποίος είναι αριστερά και δεξιά Noetherian και ισχυρά
Gorenstein. Αν M είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο, τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Υπάρχει µία MCM-προσέγγιση

0 // YM // XM
// M // 0

του M η οποία είναι µοναδική στην ευσταθή κατηγορία MCMpRq.

2. Υπάρχει µία ϑήκη πεπερασµένης προβολικής διάστασης

0 // M // YM // XM // 0

του M η οποία είναι µοναδική στην ευσταθή κατηγορία MCMpRq.

Απόδειξη. Η ύπαρξη µίας MCM-προσέγγισης και µίας ϑήκης πεπερασµένης προβολικής διάστα-
σης του M έχει ήδη αποδειχθεί στο Θεώρηµα 5.3.13, ενώ η µοναδικότητα αυτών στην MCMpRq
οφείλεται στα κύρια συµπεράσµατα που διατυπώθηκαν παραπάνω. �



5.4. ΤΡΙΓΩΝΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΕΥΣΤΑΘΟΥΣ ΚΑΤΗΓΟΡΙΑΣ 221

5.4 Τριγωνισµός της Ευσταθούς Κατηγορίας

Στόχος αυτής της ενότητας είναι ο ορισµός διακεκριµένων τριγώνων στην ευσταθή κατηγορία
MCMpRq µε τα οποία η τελευταία αποκτά δοµή τριγωνισµένης κατηγορίας. Παρόλο που είναι
δυνατό να ορίσουµε απευθείας διακεκριµένα τρίγωνα στην MCMpRq και στη συνέχεια µε αυτά να
επαληθεύσουµε τα αξιώµατα pTR1q-pTR4q µίας τριγωνισµένης κατηγορίας, ϑα ακολουθήσουµε
µία γενικότερη προσέγγιση των Α. Μπεληγιάννη και Ν. Μαρµαρίδη στο [11], η οποία αφορά τον
τριγωνισµό µίας ευρύτερης κλάσης κατηγοριών στην οποία εντάσσεται η MCMpRq.

Αρχικά, ϑα εισάγουµε τις έννοιες και τον συµβολισµό που χρησιµοποιούνται στο [11] για τα
οποία ϐλ. επίσης [3]. Στη συνέχεια, ϑα διατυπώσουµε το κύριο ϑεώρηµα ( [11, Theorem 3.1.])
και την εφαρµογή του στην ευσταθή κατηγορία των MCM προτύπων.

΄Ολες οι κατηγορίες οι οποίες ϑα χρησιµοποιηθούν, ϑα είναι εκ των προτέρων προσθετικές,
εκτός και αν δηλωθεί το αντίθετο. Αντίστοιχα, οι συναρτητές µεταξύ προσθετικών κατηγοριών ϑα
είναι προσθετικοί.

Ορισµός 5.4.1. ΄Εστω A µία κατηγορία και X µία υποκατηγορία αυτής. ΄Ενας µορφισµός
fB : XB ÝÑ B, όπου το XB είναι ένα αντικείµενο της X , καλείται µία (δεξιά) X -προσέγγιση
(X -approximation) του B, αν η απεικόνιση

HomApX, fBq : HomApX,XBq ÝÑ HomApX,Bq

είναι επί για κάθε αντικείµενο X της X .
Η υποκατηγορία X καλείται µία αντισυναλλοίωτα πεπερασµένη (contravariantly finite)

υποκατηγορία της A, αν κάθε αντικείµενο B της A έχει µία δεξιά X -προσέγγιση.

∆υϊκά, ορίζεται και η έννοια της αριστερής X -προσέγγισης και της συναλλοίωτα πεπερασµένης
(covariantly finite) υποκατηγορίας της A.

Σχόλιο 5.4.2. Η ονοµασία του παραπάνω ορισµού προέρχεται από το γεγονός ότι αν X είναι
µία αντισυναλλοίωτα πεπερασµένη υποκατηγορία της A, κάθε αντικείµενο B της A µπορεί να
«προσεγγισθεί» από ένα αντικείµενο XB της X µε την εξής έννοια : Κάθε µορφισµός X ÝÑ B από
ένα αντικείµενο X της X αναλύεται µέσω της επιλεγµένης X -προσέγγισης fB : XB ÝÑ B, όπως
ϕαίνεται στο ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

X //

!!

B

XB

fB

OO

Αν A και B είναι δύο αντικείµενα της κατηγορίας A, ϑα συµβολίζουµε µε X pA,Bq το σύνολο
των µορφισµών: A ÝÑ B της A οι οποίοι αναλύονται µέσω ενός αντικειµένου της υποκατηγορίας
X . Σε αυτήν την περίπτωση, η X pA,Bq αποτελεί µία υποοµάδα της HomApA,Bq και όπως έχουµε
δει, η οικογένεια αυτών των οµάδων σχηµατίζει ένα ιδεώδες της A το οποίο ϑα συµβολίζεται µε
JX .

Μπορούµε έτσι να σχηµατίσουµε την ευσταθή κατηγορία A{JX η οποία ϑα συµβολίζεται µε
A{X . Εξ ορισµού, η A{X ϑα έχει τα ίδια αντικείµενα µε την A και για κάθε A,B P obpA{X q:

HomA{X “ HomApA,Bq{X pA,Bq

Η σύνθεση στην A{X επάγεται ϕυσικά από τη σύνθεση στην A.
Θα συµβολίζουµε µε πX : A ÝÑ A{X τον συναρτητή κανονικής προβολής ο οποίος επάγε-

ται από τον ταυτοτικό µορφισµό IdA. Θα συµβολίζουµε, επιπλέον, µε A την εικόνα πXA ενός
αντικειµένου A της A και αντίστοιχα µε f την εικόνα πX f ενός µορφισµού f της A.

Αρχικός στόχος είναι η κατασκευή ενός συναλλοίωτου προσθετικού ενδοσυναρτητή της A{X
ο οποίος είναι εµπνευσµένος από την κατασκευή του loop-space functor που εισήχθηκε από τον
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Heller στο [30] και ορίστηκε σε προηγούµενη ενότητα (ϐλ. Ορισµός 5.1.13). Για τον σκοπό αυτόν,
ϑα χρειαστούν τα ακόλουθα:

Υποθέτουµε ότι κάθε δεξιά X -προσέγγιση έχει έναν πυρήνα στην A. Σε αυτήν την περίπτωση,
µπορούµε να αντιστοιχίσουµε σε κάθε αντικείµενο A της A µία ακολουθία µορφισµών

KA
ιA // XA

fA // A

όπου ο µορφισµός fA είναι µία δεξιάX -προσέγγιση τουA και ο ιA είναι ο πυρήνας του µορφισµού
fA. Τότε, ϑα λέµε ότι υπάρχει µία X -αντιστοίχιση (X -assignment) για το A.

΄Εστω τώρα g : A ÝÑ B ένας µορφισµός στην A. Θεωρώντας τις ακολουθίες οι οποίες προσ-
διορίζονται από την X -αντιστοιχία για την A, αποκτούµε ένα µεταθετικό διάγραµµα:

KA
ιA //

κg

��

XA
fA //

xg

��

A

g

��
KB

ιB // XB
fB // B

όπου η ύπαρξη του µορφισµού xg : XA ÝÑ XB οφείλεται στο ότι ο fB αποτελεί µία δεξιά X -
προσέγγιση, ενώ ο κg : KA ÝÑ KB είναι ο επαγόµενος µορφισµός στους πυρήνες. Εύκολα
ϐλέπουµε ότι η εικόνα κg του κg στην ευσταθή κατηγορία είναι ανεξάρτητη από την επιλογή του
xg.

Με αυτόν τον τρόπο, για κάθε X -αντιστοίχιση προκύπτει ένας συναλλοίωτος συναρτητής
ΩX : A{X ÝÑ A{X ο οποίος αντιστοιχίζει κάθε αντικείµενο A της A{X στο ΩXA “ KA και κάθε
µορφισµό g : A ÝÑ B της A{X στον επαγόµενο µορφισµό ΩX g “ κg. Ιδιαίτερα, ο loop-space
functor είναι ανεξάρτητος από την X -αντιστοιχία για την A µε ακρίβεια ισοδυναµίας συναρτητών
(ϐλ. [11]). ∆υϊκά, για µία συναλλοίωτα πεπερασµένη υποκατηγορία Y της A µπορούµε να κατα-
σκευάσουµε την ευσταθή κατηγορία A{Y της A ως προς την Y και υποθέτοντας ότι κάθε αριστερή
Y-προσέγγιση έχει συνπυρήνα, ορίζουµε την έννοια της Y-αντιστοίχισης για την A.

Συνοψίζοντας τα παραπάνω οδηγούµαστε στην ακόλουθη πρόταση της οποίας η απόδειξη ϑα
παραλειφθεί (ϐλ. [11, Proposition 1.2.]).

Πρόταση 5.4.3. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία, X µία προσθετική αντισυναλλοίωτα πεπερα-
σµένη υποκατηγορία της A και Y µία προσθετική συναλλοίωτα πεπερασµένη υποκατηγορία της A.
Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Αν κάθε δεξιά X -προσέγγιση έχει πυρήνα, τότε για κάθε κάθε X -αντιστοίχιση για την A
προκύπτει ένας ενδοσυναρτητής ΩX : A{X ÝÑ A{X ο οποίος ϑα καλείται ο loop-space
functor της A{X . Για οποιεσδήποτε δύο X -αντιστοιχίσεις για την A προκύπτουν ισοδύναµοι
συναρτητές.

2. Αν κάθε αριστερή Y-προσέγγιση έχει συνπυρήνα, τότε για κάθε κάθε Y-αντιστοίχιση για την
A προκύπτει ένας ενδοσυναρτητής ΣY : AY ÝÑ AY ο οποίος ϑα καλείται ο suspension
functor της A{Y. Για οποιεσδήποτε δύο Y-αντιστοιχίσεις για την A προκύπτουν ισοδύναµοι
συναρτητές.

Για να ορίσουµε διακεκριµένα τρίγωνα στην ευσταθή κατηγορία A{X , ϑα χρειαστούµε επιπλέ-
ον την ακόλουθη έννοια (ϐλ. [11, Definition 2.6.]):

Ορισµός 5.4.4. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία και X µία αντισυναλλοίωτα πεπερασµένη
υποκατηγορία της A. ΄Ενας µορφισµός g : A ÝÑ B στην A ϑα καλείται X -epic, αν για κάθε
αντικείµενο X της X ο επαγόµενος οµοµορφισµός

HomApX, gq : HomApX,Aq ÝÑ HomApX,Bq

είναι επί.
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Για µία συναλλοίωτα πεπερασµένη υποκατηγορία της A ορίζεται η δυϊκή έννοια ενός X -monic
µορφισµού.

Σχόλιο 5.4.5. Προφανώς, κάθε X -προσέγγιση είναι X -epic.

Σύµφωνα µε τους Α. Μπεληγιάννη και Ν. Μαρµαρίδη στο [11], ϑα δούµε ότι η ευσταθής κα-
τηγορία A{X µπορεί να εφοδιαστεί µε µία αριστερά τριγωνισµένη δοµή, υπό την προϋπόθεση ότι
κάθε X -epic µορφισµός έχει πυρήνα. Αυτή η αριστερά τριγωνισµένη δοµή αποτελεί µία γενίκευση
της τριγωνισµένης δοµής που ορίστηκε στο Κεφάλαιο 3 στην περίπτωση που τα τρίγωνα «κατευ-
ϑύνονται µόνο προς τα αριστερά», καθώς ο συναρτητής µεταφοράς τριγώνων δεν είναι απαραίτητα
ισοδυναµία.

Θα ορίσουµε συνοπτικά την έννοια µίας αριστερά τριγωνισµένης κατηγορίας. Για περισσότερα,
ϐλ. [11, Definition 2.1., 2.2.].

Ορισµός 5.4.6. ΄Εστω C µία κατηγορία και Ω: C ÝÑ C ένας συναλλοίωτος προσθετικός ενδοσυ-
ναρτητής. Θα ορίσουµε την κατηγορία των αριστερών τριγώνων της C, την οποία και συµβολί-
Ϲουµε µε LT RpC,Ωq, ως εξής :

Τα αντικείµενα τηςLT RpC,Ωq, τα οποία καλούνται αριστερά τρίγωνα της C, είναι διαγράµµατα
της µορφής

ΩC
f // A

g // B
h // C

Το σύνολο µορφισµών µεταξύ δύο αντικείµενων

ΩC
f // A

g // B
h // C

και

ΩC 1
f 1 // A1

g1 // B1
h1 // C 1

αποτελείται από τις τριάδες µορφισµών pα, β, γq στην C από το pA,B,Cq στο pA1, B1, C 1q οι οποίες
κάνουν το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικό :

ΩC

Ωγ

��

f // A

α

��

g // B

β

��

h // C

γ

��
ΩC 1

f 1 // A1
g1 // B1

h1 // C 1

Η σύνθεση µορφισµών στην LT RpC,Ωq επάγεται ϕυσικά µε την αντίστοιχη σύνθεση των µορφισµών
στην C.

∆υϊκά, ϑεωρώντας έναν συναλλοίωτο ενδοσυναρτητή Σ: C ÝÑ C, ορίζεται και η κατηγορία των
δεξιών τριγώνων της C η οποία συµβολίζεται µε RT RpC,Σq.

Σχόλιο 5.4.7. Συχνά, ένα αριστερό τρίγωνο

ΩC
f // A

g // B
h // C

ϑα συµβολίζεται ως pA,B,C, f, g, hq.

Για λόγους πληρότητας παραθέτουµε τον ορισµό µίας αριστερά τριγωνισµένης κατηγορίας
(ϐλ. [11, Definition 2.2.]).

Ορισµός 5.4.8. ΄Εστω C µία προσθετική κατηγορία, Ω: C ÝÑ C ένας συναλλοίωτος ενδοσυναρτη-
τής και LT RpC,Ωq η αντίστοιχη κατηγορία των αριστερών τριγώνων της C. Μία πλήρης υποκατηγο-
ϱία ∆ της LT RpC,Ωq καλείται ένας αριστερός τριγωνισµός ( left triangulation) αν είναι κλειστή
στους ισοµορφισµούς και ικανοποιεί τα ακόλουθα αξιώµατα :
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pLT1iq Για κάθε αντικείµενο A της C, το αριστερό τρίγωνο

0
0 // A

1A // A
0 // 0

ανήκει στην ∆.

pLT1iiq Για κάθε µορφισµό h : B ÝÑ C, υπάρχει ένα αριστερό τρίγωνο στην ∆ της µορφής

ΩC
f // A

g // B
h // C

pLT2q Για κάθε αριστερό τρίγωνο

ΩC
f // A

g // B
h // C

στην ∆, το αριστερό τρίγωνο

ΩB
´Ωh // ΩC

f // B
g // C

ανήκει επίσης στην ∆.

pLT3q Για οποιαδήποτε αριστερά τρίγωνα

ΩC
f // A

g // B
h // C (T1)

και

ΩC 1
f 1 // A1

g1 // B1
h1 // C 1 (T2)

στην ∆, και µορφισµούς β : B ÝÑ B1 και γ : C ÝÑ C 1 της C µε γ ˝ h “ h1 ˝ β, υπάρχει ένας
µορφισµός α : A ÝÑ A1 έτσι ώστε η τρίαδα pα, β, γq να είναι ένας µορφισµός από το τρίγωνο
(T1) στο τρίγωνο (T2).

pLT4q Για οποιαδήποτε αριστερά τρίγωνα

ΩC
f // A

g // B
h // C

και

ΩD
i // E

l // C
k // D

υπάρχει ένα αριστερό τρίγωνο

ΩD
j // F

m // B
k˝h // D

στην ∆ και µορφισµοί α : A ÝÑ F και β : F ÝÑ E στην C έτσι ώστε στο ακόλουθο διάγραµµα

ΩE

f˝Ωl

��
ΩC

Ωk
��

f // A

α

��

g // B
h //

1β

��

C

k
��

ΩD

1ΩD

��

j // F
m //

β

��

B
k˝h //

h
��

D

1D
��

ΩD
i // E

l // C
k // D

οι τριάδες pα, 1B , kq και pβ, h, 1Dq να είναι µορφισµοί της ∆ και το αριστερό τρίγωνο να ανήκει
στην ∆.
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Η τριάδα pC,Ω,∆q καλείται µία αριστερά τριγωνισµένη κατηγορία.

Τέλος, ορίζουµε την έννοια της τριγωνικής ισοδυναµίας για αριστερά τριγωνισµένες κατηγορίες.

Ορισµός 5.4.9. ΄Εστω pC,Ω,∆q και pC1,Ω1,∆1q δύο αριστερά τριγωνισµένες κατηγορίες. ΄Ενας
συναλλοίωτος συναρτητής F : C ÝÑ C1 καλείται τριγωνική ισοδυναµία, αν είναι µία ισοδυναµία
κατηγοριών και υπάρχει ένας ϕυσικός ισοµορφισµός

φ : F ˝ Ω ÝÑ Ω1 ˝ F

έτσι ώστε αν

ΩC
f // A

g // B
h // C

είναι ένα αριστερό τρίγωνο στην ∆, τότε το

Ω1 ˝ FC
Ff˝φ´1

C // FA
Fg // FB

Fh // FC

είναι ένα αριστερό τρίγωνο στην ∆1.

Σχόλιο 5.4.10. ∆υϊκά, ορίζεται και η έννοια µίας δεξιά τριγωνισµένης κατηγορίας pC,Σ,∆1q, όπου
Σ: C ÝÑ C είναι ένας συναλλοίωτος ενδοσυναρτητής και ∆1 είναι µια πλήρης υποκατηγορία της
κατηγορίας των δεξιών τριγώνων RT RpC,Σq η οποία ικανοποιεί τα δεξιά ανάλογα των αξιωµάτων
pLT1q-pLT4q.

Παρατήρηση 5.4.11. Προφανώς, αν ο ενδοσυναρτητής Ω: C ÝÑ C είναι ισοδυναµία, τότε από τις
ιδιότητες pLT1q-pLT4q προκύπτει ότι µία αριστερά τριγωνισµένη κατηγορία είναι επίσης µία δεξιά
τριγωνισµένη κατηγορία. Με αυτόν τον τρόπο, η C εφοδιασµένη µε την κλάση διακεκριµένων
τριγώνων ∆ και τον συναρτητή µεταφοράς Ω, ικανοποιεί τα αξιώµατα pTR1q-pTR4q του Ορισµού
3.1.7 και αποτελεί µε την κλασσική έννοια µία τριγωνισµένη κατηγορία.

Στη συνέχεια της παρούσας ενότητας, ϑα ϑεωρούµε ότι για κάθε αντισυναλλοίωτα πεπερασµένη
υποκατηγορία X µίας προσθετικής κατηγορίας A έχει προηγηθεί µία X -αντιστοίχιση για την A
και επιπλέον κάθε X -epic µορφισµός έχει πυρήνα. Θα συµβολίζουµε µε LT RpA{X ,ΩX q την
κατηγορία των αριστερών τριγώνων της A{X . Αρχικά, ϑα κατασκευάσουµε στην LT RpA{X ,ΩX q

δύο είδη αριστερών τριγώνων, τα διακεκριµένα τρίγωνα και τα επαγόµενα τρίγωνα. Για τον σκοπό
αυτόν ϑα χρειαστούµε το ακόλουθο λήµµα:

Λήµµα 5.4.12. ΄Εστω f : C ÝÑ B και g : A ÝÑ B δύο µορφισµοί στην A. Αν ο µορφισµός f είναι
X -epic, τότε :

1. Ο µορφισµός pg, fq : A‘ C ÝÑ B είναι επίσης X -epic.

2. Το pullback

P
h //

k

��

A

g

��
C

f // B

των f και g υπάρχει και ο µορφισµός h είναι επίσης X -epic.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλ. [11, Lemma 2.7.]. �
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Μπορούµε έτσι να κατασκευάσουµε τα διακεκριµένα τρίγωνα ως εξής :
΄Εστω g : A ÝÑ B ένας µορφισµός στην A και fB : XB ÝÑ B η δεξιά X -προσέγγιση του B η

οποία έχει προσδιοριστεί από την X -αντιστοιχία για τηνA. Από το παραπάνω λήµµα, ο µορφισµός
pg, fBq : A‘XB ÝÑ B είναι X -epic και το pullback των g και fB υπάρχει. Εφόσον ο µορφισµός
fB είναι σταθερός, αυτό το pullback προσδιορίζεται µοναδικά µε ακρίβεια ισοµορφισµού από τον
µορφισµό g. ΄Ετσι, για κάθε µορφισµό g : A ÝÑ B αποκτούµε ένα µεταθετικό διάγραµµα

KB

ζg // Conpgq
ηg //

θg

��

A

g

��
KB

ιB // XB
fB // B

όπου το pConpgq, ηg, θgq είναι το pullback των fB και g, ενώ ο µορφισµός ζg : KB ÝÑ Conpgq
είναι ο πυρήνας του X -epic µορφισµού ηg.

Ορισµός 5.4.13. ΄Ενα αριστερό τρίγωνο

ΩXG
k // D

l // F
m // G

της LT RpA{X ,ΩX q ϑα καλείται X -διακεκριµένο, αν είναι ισόµορφο µε ένα τρίγωνο της µορφής

ΩXB
ζ
g // Conpgq

´η
g // A

g
// B

όπου ο g : A ÝÑ B είναι ένας µορφισµός της A.

Συχνά, όταν το πλαίσιο στο οποίο ϐρισκόµαστε είναι ξεκάθαρο, ϑα καλούµε έναX -διακεκριµένο
αριστερό τρίγωνο, απλά ένα διακεκριµένο αριστερό τρίγωνο.

Σχόλιο 5.4.14. Αν Y είναι µία συναλλοίωτα πεπερασµένη υποκατηγορία της A, δυϊκά, µπορούν
να οριστούν τα Y-διακεκριµένα δεξιά τρίγωνα της κατηγορίας RT RpA{Y,ΣYq.

Στη συνέχεια κατασκευάζουµε τα επαγόµενα τρίγωνα:
΄Εστω g : A ÝÑ B ένας X -epic µορφισµός της A και fB : XB ÝÑ B µία δεξιά X -προσέγγιση

τουB η οποία έχει προσδιοριστεί από τηνX -αντιστοιχία για τηνA. Συµβολίζουµε µε ιB : KB ÝÑ XB

τον πυρήνα του µορφισµού fB και µε h : C ÝÑ A τον πυρήνα του µορφισµού g. Εφόσον ο µορ-
ϕισµός g είναι X -epic και το XB είναι αντικείµενο της X , υπάρχει ένας µορφισµός δ : XB ÝÑ A
ο οποίος κάνει το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικό

KB
ιB //

γ

��

XB
fB //

δ

��

B

1B
��

C
h // A

g // B

όπου ο µορφισµός γ : KB ÝÑ C είναι ο επαγόµενος µορφισµός στους πυρήνες. Εύκολα προ-
κύπτει (ϐλ. [11]) ότι ο µορφισµός γ, δηλαδή η εικόνα του µορφισµού γ στην ευσταθή κατηγορία
A{X , είναι µοναδικά προσδιορισµένος από τον X -epic µορφισµό g. Ο µορφισµός γ της A{X
καλείται η χαρακτηριστική κλάση του g και ϑα συµβολίζεται µε chpgq.

Ορισµός 5.4.15. ΄Ενα αριστερό τρίγωνο

ΩXG
k // D

l // F
m // G

της LT RpA{X ,ΩX q καλείται X -επαγόµενο, αν είναι ισόµορφο µε ένα τρίγωνο της µορφής

ΩXB
chpgq // C

h // A
g
// B

όπου ο g : A ÝÑ B είναι ένας X -epic µορφισµός της A.
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Συχνά, όταν δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης, ϑα καλούµε ένα X -επαγόµενο αριστερό τρίγωνο,
απλά ένα επαγόµενο αριστερό τρίγωνο.

Σχόλιο 5.4.16. Αν Y είναι µία συναλλοίωτα πεπερασµένη υποκατηγορία της A, δυϊκά, µπορούν
να οριστούν τα Y-επαγόµενα δεξιά τρίγωνα της κατηγορίας RT RpA{Y,ΣYq.

΄Ενα από τα σηµαντικότερα συµπεράσµατα των Α. Μπεληγιάννη και Ν. Μαρµαρίδη στο [11]
είναι ότι οι αριστερές τριγωνικές δοµές οι οποίες µόλις εισήχθηκαν είναι ισοδύναµες. Αυτό περι-
γράφεται στην ακόλουθη πρόταση για την οποία ϐλ. [11, Proposition 2.10.].

Πρόταση 5.4.17. Κάθε διακεκριµένο αριστερό τρίγωνο είναι ισόµορφο µε ένα επαγόµενο και κάθε
επαγόµενο αριστερό τρίγωνο είναι ισόµορφο µε ένα διακεκριµένο.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλ. [11, Proposition 2.10.]. �

΄Εστω τώρα LT RpA{X ,ΩX q η κατηγορία των αριστερών τριγώνων της pA{X ,ΩX q και ∆X η
πλήρης υποκατηγορία της LT RpA{X ,ΩX q η οποία έχει ως αντικείµενα τα διακεκριµένα αριστερά
τρίγωνα της LT RpA{X ,ΩX q. Ο τελικός µας στόχος είναι να δείξουµε ότι η pA{X ,ΩX ,∆X q

είναι µία αριστερά τριγωνισµένη κατηγορία. Θα χρειαστούµε το ακόλουθο λήµµα για το οποίο
ϐλ. [11, Lemma 2.11.].

Λήµµα 5.4.18. ΄Εστω h : B ÝÑ C και k : C ÝÑ D δύο X -epic µορφισµοί της κατηγορίας A µε
πυρήνες g : A ÝÑ B και l : E ÝÑ C αντίστοιχα. Τότε, υπάρχει ένα µεταθετικό διάγραµµα:

A
g //

α

��

B
h // C

k
��

F
m //

β

��

B
k˝h //

h
��

D

E
l // C

k // D

στο οποίο οι µορφισµοί k ˝ h και β είναι X -epic µε πυρήνες τους µορφισµούς m και α αντίστοιχα.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλ. [11, Lemma 2.11.]. �

Παραθέτουµε στη συνέχεια το κεντρικό ϑεώρηµα της ενότητας (ϐλ. [11, Theorem 2.12]).

Θεώρηµα 5.4.19. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία, X µία αντισυναλλοίωτα πεπερασµένη υπο-
κατηγορία και Y µία συναλλοίωτα πεπερασµένη υποκατηγορία της A.

1. Αν κάθε X -epic µορφισµός έχει πυρήνα, τότε η πλήρης υποκατηγορία ∆X των αριστερά δια-
κεκριµένων τριγώνων της LT RpA{X ,ΩX q είναι ένας αριστερός τριγωνισµός της pA{X ,ΩX q.

2. Αν κάθε Y-monic µορφισµός έχει συνπυρήνα, τότε η πλήρης υποκατηγορία ∆Y των δεξιά
διακεκριµένων τριγώνων της RLT RpA{Y,ΣYq είναι ένας δεξιός τριγωνισµός της pA{Y,ΣYq.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλ. [11, Theorem 2.12]. �

Είναι ιδιαίτερα σηµαντικό να αναφέρουµε ότι η αριστερή τριγωνική δοµή µε την οποία εφοδιά-
στηκε η κατηγορία A{X είναι ανεξάρτητη από την επιλογή της X -αντιστοίχισης, δηλαδή από δύο
διαφορετικές X -αντιστοιχίσεις προκύπτουν ισοδύναµες αριστερές τριγωνικές δοµές. Το γεγονός
αυτό ϑεµελιώνεται στο ακόλουθο ϑεώρηµα για το οποίο ϐλ. [11, Theorem 2.13].

Θεώρηµα 5.4.20. ΄Εστω A µία προσθετική κατηγορία και X µία αντισυναλλοίωτα πεπερασµέ-
νη υποκατηγορία της. Υποθέτουµε ότι υπάρχουν δύο X -αντιστοιχίσεις για την A και συµβολί-
Ϲουµε µε ΩX ,1 και ΩX ,2 τους αντίστοιχους loop-space functors της A{X . ΄Εστω pA{X ,ΩX ,1q

και pA{X ,ΩX ,2q οι δύο αριστερά τριγωνισµένες κατηγορίες οι οποίες επάγονται από τις δύο X -
αντιστοιχίες. Τότε, ο ταυτοτικός συναρτητής IdA{X της A{X αποτελεί µία τριγωνική ισοδυναµία από
την κατηγορία pA{X ,ΩX ,1q στην pA{X ,ΩX ,2q.
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Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλ. [11, Theorem 2.13]. �

Η ακόλουθη παρατήρηση (ϐλ. [11, Remark 2.14]) συνδέει την ϑεωρία που αναπτύχθηκε σε
αυτήν την ενότητα µε την ευσταθή κατηγορία προτύπων.

Παρατήρηση 5.4.21. Το Θεώρηµα 5.4.19 καλύπτει πολλές γνωστές κατασκευές τριγωνισµένων
κατηγοριών. Στην περίπτωση που η κατηγορία A είναι µία αβελιανή κατηγορία µε αρκετά προ-
ϐολικά (αντ. ενέσιµα) αντικείµενα σε σχέση µε µία κλάση προβολικών (αντ. ενέσιµων) E (αντ. M)
µορφισµών της A, τότε η πλήρης υποκατηγορία P (αντ. I των προβολικών (αντ. ενέσιµων) είναι
µία αντισυναλλοίωτα πεπερασµένη (αντ. συναλλοίωτα πεπερασµένη) υποκατηγορία της A και
συνεπώς µπορεί να εφαρµοστεί το Θεώρηµα 5.4.19. Πιο συγκεκριµένα, αν B είναι µία ακριβής
κατηγορία (µε την έννοια του Quillen) η οποία έχει αρκετά προβολικά, τότε αυτά τα προβολικά
σχηµατίζουν µία αντισυναλλοίωτα πεπερασµένη υποκατηγορία της B και η B έχει µία αριστε-
ϱά τριγωνισµένη δοµή. Στην περίπτωση που η κατηγορία B είναι Frobenius (ϐλ. [30, §3]), ο
αντίστοιχος συναρτητής suspension είναι ισοδυναµία και άρα η B έχει µία τριγωνισµένη δοµή.
Η κατάσταση αυτή όπως ϑα δούµε, περιγράφει την ευσταθή κατηγορία MCMpRq η οποία είναι
ακριβής και Frobenius.

Λήµµα 5.4.22. Η κατηγορία MCMpRq αποτελεί µια ακριβή (κατά Quillen) υποκατηγορία της
mod-R η οποία είναι Frobenius, δηλαδή τα προβολικά αντικείµενα της MCMpRq ταυτίζονται µε
τα ενέσιµα και αποτελούν ακριβώς τα προβολικά R-πρότυπα.

Απόδειξη. Η ακρίβεια της MCMpRq προκύπτει από το Λήµµα 5.2.10. Από την άλλη πλευρά,
όπως έχουµε δει, για κάθε MCM πρότυποM υπάρχει µία πλήρης ανάλυση τουM από προβολικά
R-πρότυπα. Ως αποτέλεσµα, το R-πρότυπο R αποτελεί έναν (µικρό και admissible) προβολικό
γεννήτορα από τον οποίο κατασκευάζονται µε την συνήθη διαδικασία (admissible) προβολικές
αναλύσεις. Επιπλέον, όµως, τοR αποτελεί και έναν (µικρο και admissible) ενέσιµο συν-γεννήτορα
ο οποίος επιτρέπει την κατασκευή (admissible) προβολικών συν-αναλύσεων. �

Σχόλιο 5.4.23. Σύµφωνα µε τον Happel στο [29], οι συνθήκες «ακριβής» και «Frobenius» είναι
ικανές έτσι ώστε η MCMpRq να αποτελεί µία τριγωνισµένη κατηγορία. Για έναν αυστηρό ορισµό
των παραπάνω εννοιών καθώς και την απόδειξη αυτού του ισχυρισµού ϐλ. [28, Chapter Ι, §2]. Η
προσέγγιση η οποία ακολουθήθηκε παραπάνω είναι σαφώς γενικότερη.

Το παρακάτω συµπέρασµα ισχύει γενικότερα στις κατηγορίες Frobenius, ωστόσο ϑέλοντας να
περιγράψουµε τα διακεκριµένα τρίγωνα στηνMCMpRq ϑα περιοριστούµε σε αυτήν την περίπτωση.

Πρόταση 5.4.24. Ο loop-space functor ΩR της MCMpRq είναι ισοδυναµία.

Απόδειξη. ΄Ενας αντίστροφος ΣR : MCMpRq ÝÑ MCMpRq του ΩR ορίζεται µε την ακόλουθη δια-
δικασία :

΄Εστω f : M ÝÑ N ένας οµοµορφισµός µεταξύ maximal Cohen-Macaulay R-προτύπων. ΄Ο-
πως είδαµε στο Θεώρηµα 5.3.13, είναι δυνατό να επιλέξουµε µία εµβάπτιση ιM : M ÝÑ QM του
M σε ένα πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό R-πρότυπο QM , έτσι ώστε ο συνπυρήνας CokerιM
να είναι επίσης MCM. Αντίστοιχα, επιλέγουµε µία εµβάπτιση ιN : N ÝÑ QN του N . Προκύπτει
έτσι ένα µεταθετικό διάγραµµα στο οποίο οι οριζόντιες γραµµές είναι σύντοµες ακριβείς ακολου-
ϑίες :

0 // M
ιM //

f

��

QM
pM //

α

��

CokerιM //

γ

��

0

0 // N
ιN // QN

pN // CokerιN // 0

Η ύπαρξη του µορφισµού α οφείλεται στο ότι Ext1pCokerιM , QN q “ 0, αφού το CokerιM είναι ένα
MCM πρότυπο ενώ το QM είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό (ϐλ. Λήµµα 5.2.22).
Τέλος, ο µορφισµός γ είναι ο επαγόµενος µορφισµός στους συνπυρήνες.
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Τότε ορίζουµε τον ϕυσικό συναρτητή suspension:

ΣR : MCMpRq ÝÑ MCMpRq

ως εξής :

• Στα αντικείµενα, ϑέτουµε ΣRM “ CokerιM για κάθε MCM πρότυπο M .

• Στους µορφισµούς, ϑέτοντας ΣRf “ γ : CokerιM ÝÑ CokerιN , όπου γ ο επαγόµενος µορ-
ϕισµός στους συνπυρήνες.

Προκύπτει ότι ο συναρτητής ΣR είναι καλώς ορισµένος και εκ κατασκευής αποτελεί έναν αντί-
στροφο του ΩR, αφού ΩRpCokerιM q –M για κάθε M P MCMpRq. �

Θεωρούµε την κατηγορία των maximal Cohen-Macaulay προτύπων και την πλήρη υποκατη-
γορία αυτής P των προβολικών προτύπων. ΄Οπως αναφέρθηκε, η P είναι µία αντισυναλλοίωτα
πεπερασµένη (και επίσης µία συναλλοίωτα πεπερασµένη) υποκατηγορία της MCMpRq. Με αυτόν
τον τρόπο µπορούµε να ορίσουµε την κατηγορία των αριστερών τριγώνων LT RpMCMpRq,ΩRq

και την κατηγορία των δεξιών τριγώνων RT RpMCMpRq,ΣRq της MCMpRq οι οποίες είναι ισοδύ-
ναµες. Ακολουθώντας την κατασκευή των διακεκριµένων και των επαγόµενων τριγώνων η οποία
έχει προηγηθεί (ϐλ. Ορισµός 5.4.13 και Ορισµός 5.4.15), ϑα περιγράψουµε αντίστοιχα τρίγωνα
στην MCMpRq µε τα οποία αυτή η ευσταθής κατηγορία αποκτά µία τριγωνική δοµή.

Αρχικά, ϑα ορίσουµε τα δεξιά διακεκριµένα τρίγωνα στην RT RpMCMpRq,ΣRq. Θεωρού-
µε έναν οµοµορφισµό maximal Cohen-Macaulay R-προτύπων f : M ÝÑ N . Συµβολίζουµε µε
ιM : M ÝÑ QM µία εµβάπτιση του M σε ένα πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό R-πρότυπο
QM , έτσι ώστε ο συνπυρήνας να είναι επίσης MCM. Τότε, ορίζουµε τον κώνο Cf του µορφισµού
f ως το pushout των f και ιM . Υπενθυµίζουµε ότι το suspension του M , ορίστηκε ως ο συνπυ-
ϱήνας CokerιM . Με αυτόν τον τρόπο αποκτούµε ένα µεταθετικό διάγραµµα σύντοµων ακριβών
ακολουθιών R-προτύπων:

0 // M
ιM //

f

��

QM
pM //

��

ΣRM // 0

0 // N
ι // Cf

p // ΣRM // 0

Ορισµός 5.4.25. ΄Ενα δεξιό τρίγωνο

A
u // B

v // C
w // ΣRA

της RT RpMCMpRq,ΣRq καλείται διακεκριµένο, αν είναι ισόµορφο µε ένα τρίγωνο της µορφής

M
f
// N

ι // Cf
´p
// ΣRM

όπου f : M ÝÑ N είναι ένας οµοµορφισµός MCM προτύπων.

∆υϊκά, µπορούµε να ορίσουµε τα αριστερά διακεκριµένα τρίγωνα στην LT RpMCMpRq,ΣRq.
΄Εστω f : M ÝÑ N ένας οµοµορφισµός maximal Cohen-Macaulay R-προτύπων. Επιλέγοντας
µία προβολική ανάλυση P ‚N του N , αποκτούµε έναν επιµορφισµό πN : PN ÝÑ N από ένα προ-
ϐολικό R-πρότυπο στο N του οποίου ο πυρήνας είναι επίσης MCM. Εξ ορισµού, KerpN “ ΩRN .
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Τότε, ορίζουµε τον κώνο Cf του µορφισµού f ως το pullback των f και πN .Με αυτόν τον τρόπο
αποκτούµε ένα µεταθετικό διάγραµµα σύντοµων ακριβών ακολουθιών R-προτύπων:

0 // ΩRN
i //

1ΩRN

��

Cf
π //

��

M //

f

��

0

0 // ΩRN
iN // PN

πN // N // 0

Ορισµός 5.4.26. ΄Ενα αριστερό τρίγωνο

ΩRC
u // A

v // B
w // C

της LT RpMCMpRq,ΣRq ϑα καλείται διακεκριµένο, αν είναι ισόµορφο µε ένα τρίγωνο της µορφής

ΩRN
i // Cf

π // M
f
// N

όπου f : M ÝÑ N είναι ένας οµοµορφισµός MCM προτύπων.

Τέλος, για λόγους πληρότητας ϑα ορίσουµε τα επαγόµενα τρίγωνα στην MCMpRq. Για τον
σκοπό αυτόν ϑα χρειαστούµε το ακόλουθο, άµεσο πόρισµα.

Πόρισµα 5.4.27. ΄Εστω PpRq η πλήρης υποκατηγορία της MCMpRq η οποία αποτελείται από τα
προβολικά R-πρότυπα. ΄Ολοι οι επιµορφισµοί (στην mod-R) µεταξύ MCM προτύπων είναι PpRq-
epics και αντίστροφα. Επιπλέον, ένας µορφισµός MCM προτύπων f : M ÝÑ N MCM προτύπων
είναι PpRq-monic αν-ν η ακολουθία :

HomRpN,Rq // HomRpM,Rq // 0

είναι ακριβής.

Για την κατασκευή των επαγόµενων τριγώνων, ϑα χρησιµοποιηθούν σύντοµες ακριβείς ακο-
λουθίες MCM προτύπων.

Θα κατασκευάσουµε τα αριστερά επαγόµενα τρίγωνα στην LT RpMCMpRq,ΣRq. ΄Εστω

0 // K
f // M

g // N // 0

µία σύντοµη ακριβής ακολουθία MCM προτύπων. ΄Εστω πN : PN ÝÑ N ένας επιµορφισµός από
ένα προβολικό R-πρότυπο στο N του οποίου ο πυρήνας είναι επίσης MCM. Τότε αποκτούµε ένα
µεταθετικό διάγραµµα

0 // ΩRN
iN //

γ

��

PN
πN //

π

��

N // 0

0 // K
f // M

g // N // 0

όπου ο µορφισµός π επάγεται διότι ο g είναι ένας επιµορφισµός, ενώ ο µορφισµός γ είναι ο
επαγόµενος µορφισµός στους πυρήνες, δηλαδή η χαρακτηριστική κλάση του g, chpgq.
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Ορισµός 5.4.28. ΄Ενα αριστερό τρίγωνο

ΩRC
u // A

v // B
w // C

της LT RpMCMpRq,ΣRq ϑα καλείται επαγόµενο, αν είναι ισόµορφο µε ένα τρίγωνο της µορφής

ΩRN
chpgq // K

f
// M

g
// N

όπου

0 // K
f // M

g // N // 0

µία σύντοµη ακριβής ακολουθία MCM προτύπων.

Οι αντίστοιχες διακεκριµένες και επαγόµενες τριγωνικές δοµές είναι προφανώς ισοδύναµες :

Πόρισµα 5.4.29. Θεωρούµε την ευσταθή κατηγορία των maximal Cohen-Macaulay προτύπων
MCMpRq. Τότε, κάθε διακεκριµένο αριστερό τρίγωνο στην LT RpMCMpRq,ΣRq είναι ισόµορφο µε
ένα επαγόµενο αριστερό τρίγωνο και κάθε επαγόµενο αριστερό τρίγωνο στην LT RpMCMpRq,ΣRq
είναι ισόµορφο µε ένα διακεκριµένο αριστερό τρίγωνο.

Απόδειξη. Η παραπάνω πρόταση αποτελεί άµεσο πόρισµα της Πρότασης 5.4.17 και της δυϊκής
της. �

Συνοψίζοντας τα παραπάνω συµπεράσµατα, διατυπώνουµε το κύριο ϑεώρηµα που αποτελεί
την εφαρµογή της παραπάνω ϑεωρίας στην κατηγορία MCMpRq.

Θεώρηµα 5.4.30. Η ευσταθής κατηγορία MCMpRq είναι µία τριγωνισµένη κατηγορία.

Απόδειξη. Η PR, η πλήρης υποκατηγορία της MCMpRq η οποία αποτελείται από τα προβολικά
MCM πρότυπα, αποτελεί µία αντισυναλλοίωτα πεπερασµένη υποκατηγορία τηςMCMpRq. Επιπλέ-
ον, κάθε PpRq-epic µορφισµός στην MCMpRq έχει πυρήνα στην MCMpRq. Σύµφωνα µε το Θεώρη-
µα 5.4.19, η πλήρης υποκατηγορία των αριστερά διακεκριµένων τριγώνων τηςLT RpMCMpRq,ΣRq
είναι ένας αριστερός τριγωνισµός της pMCMpRq,ΩRq. ΄Οπως είδαµε, επειδή η PpRq είναι ένας ε-
νέσιµος συνγεννήτορας της MCMpRq, ο loop-space functor ΩR : MCMpRq ÝÑ MCMpRq είναι
ισοδυναµία κατηγοριών. Με αυτόν τον τρόπο η MCMpRq αποτελεί µία τριγωνισµένη κατηγορία
µε την κλασσική έννοια (ϐλ. Ορισµός 3.1.7.). �

Παρατήρηση 5.4.31. Προφανώς, ορίζοντας εξ αρχής τα παραπάνω διακεκριµένα τρίγωνα στην
MCMpRq είναι δυνατό να επαληθεύσουµε άµεσα τα αξιώµατα pTR1q-pTR4q µίας τριγωνισµένης
κατηγορίας. Ιδιαίτερα, το αξίωµα της στροφής τριγώνων pTR2q, αναµένονταν ήδη από τον A. Heller
(ϐλ. [30, Thm. 5.3.]). Ωστόσο, για τον Heller, το αξίωµα αυτό αποτελούσε απλά µία αξιοθαύµαστη
ιδιότητα, καθώς η ϑεωρία των τριγωνισµένων κατηγοριών δεν είχε ϑεµελιωθεί ακόµη.
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Κεφάλαιο 6

Κατηγορίες Ιδιοµορφιών

Στόχος του παρόντος κεφαλαίου είναι, ακολουθώντας τον Buchweitz, ϐλ. [17], η µελέτη κατηγο-
ϱιών οι οποίες είναι ισοδύναµες µε την ευσταθή κατηγορία των maximal Cohen-Macaulay προ-
τύπων. Αρχικά, εισάγουµε τον συµβολισµό που ϑα χρησιµοποιηθεί στην ανάπτυξη της παρακάτω
ϑεωρίας, ο οποίος και ϑα είναι κατά το κύριο µέρος σύµφωνος µε τον [17].

Θεωρούµε την οµοτοπική κατηγορία Kmod-RpMod-Rq (ϐλ. Ορισµός 4.7.12), η οποία έχει ως
αντικείµενα όλα τα σύµπλοκα R-προτύπων µε πεπερασµένα παραγόµενα πρότυπα συνοµολογίας.
Για λόγους συντοµίας, ϑέτουµε KpRq “ Kmod-RpMod-Rq.

Παρόµοια, ϑα συµβολίζουµε µεD˚pRq τις αντίστοιχες παραγόµενες κατηγορίες, τα αντικείµενα
των οποίων είναι τα σύµπλοκα R-προτύπων µε πεπερασµένα παραγόµενα πρότυπα συνοµολογίας
(ϐλ. Παράδειγµα 4.7.17). Σε αυτό το σηµείο είναι σηµαντικό να τονίσουµε µία διαφορά όσον
αφορά τις ϕραγµένες κατηγορίες D˚pRq που ϑα χρησιµοποιηθούν στη συνέχεια, σε σχέση µε τον
πως αυτές ορίστηκαν στο προηγούµενο κεφάλαιο. Επικεντρώνοντας στη ϕραγµένη παραγόµενη
κατηγορία DbpRq µε την οποία και ϑα ασχοληθούµε κυρίως, παρατηρούµε ότι η τελευταία ορίστη-
κε ως η υποκατηγορία της DpRq η οποία έχει ως αντικείµενα ϕραγµένα σύµπλοκα. Για τεχνικούς
λόγους ϑα ϑεωρήσουµε την DbpRq ως την πλήρη υποκατηγορία της DpRq µε αντικείµενα σύµ-
πλοκα τα οποία είναι ισόµορφα στην παραγόµενη κατηγορία µε ϕραγµένα σύµπλοκα, δηλαδή
ακριβώς σύµπλοκα µε ϕραγµένη συνοµολογία. Οι δύο αυτές ϕραγµένες υποκατηγορίες της DpRq
είναι προφανώς ισοδύναµες. Αντίστοιχα ορίζονται και οι κατηγορίες D´pRq και D`pRq.

Κάθε µία από τις κατηγορίες KpRq ή D˚pRq ϑα ϑεωρείται µία τριγωνισµένη κατηγορία, εφο-
διασµένη µε τη ϕυσική τριγωνική της δοµή η οποία έχει δοθεί σε προηγούµενα κεφάλαια.

Συχνά, ϑα ταυτίζουµε ένα πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο µε το αντίστοιχο stalk com-
plex, χωρίς δηλαδή να δίνουµε ιδιαίτερο όνοµα στον συναρτητή έγκλεισης : mod-R ÝÑ D˚pRq.

Στη συνέχεια, όπως αναφέρθηκε, ϑα επικεντρωθούµε κυρίως στη ϕραγµένη παραγόµενη κα-
τηγορία DbpRq, την οποία ϑα ταυτίζουµε συχνά µε την πλήρη τριγωνισµένη υποκατηγορία της των
«προβολικών αναλύσεων», δηλαδή την K´,bpPppRqq η οποία είναι η οµοτοπική κατηγορία όλων των
άνω ϕραγµένων συµπλόκων από πεπερασµένα προβολικά R-πρότυπα µε ϕραγµένη συνοµολογία.
Προφανώς, για κάθε σύµπλοκο C‚ στην DbpRq, µία προβολική ανάλυση του C‚, όπως αυτή ορί-
στηκε στην προηγούµενη ενότητα, είναι απλώς ένας ισοµορφισµός P ‚ „

ÝÑ C‚ στην DbpRq (δηλ.
ένας quasi-isomorphism) από ένα αντικείµενο P ‚ της K´,bpPpRqq στο C‚.

6.1 Τέλεια Σύµπλοκα

Η παρούσα ενότητα ϑα αφιερωθεί στη µελέτη των τέλειων συµπλόκων.

Ορισµός 6.1.1. ΄Ενα σύµπλοκο R-προτύπων C‚ καλείται τέλειο (perfect) αν είναι ισόµορφο
στην DpRq µε ένα ϕραγµένο σύµπλοκο από πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά R-πρότυπα. Κατ΄
επέκτασιν, ένα R-πρότυπο M ϑα καλείται τέλειο, αν το αντίστοιχο stalk complex του M είναι ένα
τέλειο σύµπλοκο στην DpRq.
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Σχόλιο 6.1.2. Η παραπάνω ορολογία προέρχεται από το [13, Ι, 2.1], σύµφωνα µε το οποίο, ένα
σύµπλοκο της παραπάνω µορφής καλείται PpRq-perfect.

Ορισµός 6.1.3. Η πλήρης υποκατηγορία της DbpRq η οποία έχει ως αντικείµενα όλα τα τέλεια
σύµπλοκα ϑα συµβολίζεται µε DbperfpRq.

Πρόταση 6.1.4. Η DbperfpRq είναι µία τριγωνισµένη υποκατηγορία της DbpRq.

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι ηDbperfpRq είναι κλειστή στον συναρτητή µεταφοράς Σ και στους κώνους
µορφισµών.

Αν C‚ είναι ένα σύµπλοκο R-προτύπων το οποίο αποτελεί ένα αντικείµενο της DbperfpRq, ϑα
υπάρχει ένας ισοµορφισµός C‚ „

ÝÑ P ‚ στην DbpRq όπου το P ‚ είναι ένα ϕραγµένο σύµπλοκο από
πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά. Τότε, το σύµπλοκο ΣC‚ ϑα είναι ισόµορφο στην DbpRq µε
το ΣP ‚, το οποίο είναι επίσης ένα σύµπλοκο από πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά, συνεπώς
ΣC‚ P obpDbperfpRqq. ΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι η κατηγορία DbperfpRq είναι κλειστή στον συναρτητή
µεταφοράς συµπλόκων.

Αν f : C‚ ÝÑ D‚ είναι ένας µορφισµός συµπλόκων µε C‚, D‚ P obpDbperfpRqq, ο κώνος C‚f
του µορφισµού f είναι εξ ορισµού ένα σύµπλοκο µε Cnf “ Cn`1 ‘Dn για κάθε n P Z. Εφόσον
το ευθύ άθροισµα προβολικών προτύπων είναι ένα προβολικό πρότυπο, εύκολα ϐλέπουµε ότι
C‚f P obpDbperfpRqq. ΄Ετσι, η κατηγορία των τέλειων συµπλόκων αποτελεί µία πλήρη τριγωνισµένη
υποκατηγορία της DbpRq. �

Σε αυτό το σηµείο είναι ιδιαίτερα χρήσιµο να αναφέρουµε µία πιο σύγχρονη προσέγγιση στον
ορισµό της κατηγορίας DbperfpRq. Για τον σκοπό αυτόν ϑα χρειαστούµε τα ακόλουθα συµπεράσµα-
τα η απόδειξη των οποίων ϑα σκιαγραφηθεί :

Θεώρηµα 6.1.5. ΄ΕστωA µία αβελιανή κατηγορία και PpAq η πλήρης υποκατηγορία τηςA η οποία
αποτελείται από όλα τα προβολικά αντικείµενα. Θεωρούµε την άνω ϕραγµένη οµοτοπική κατηγορία
K´pPpAqq και την άνω ϕραγµένη παραγόµενη κατηγορία D´pAq. Τότε, ο ϕυσικός συναρτητής
K´pPpAq ÝÑ D´pAq είναι πλήρης και πιστός.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του [39, Theorem 2.2.4.]. Η κεντρική ιδέα είναι
ότι αν ϑέσουµε S την κλάση όλων των ηµι-ισοµορφισµών στην K´pAq, προκύπτει ότι η K´pPpAqq
και η S ικανοποιούν τις συνθήκες της Πρότασης 2.3.1 και άρα ο συναρτητής

K´pPpAqq ÝÑ K´pAqrS´1s “ D´pAq

είναι πλήρης και πιστός. �

Ιδιαίτερα, στην περίπτωση που η ακολουθία A έχει αρκετά προβολικά αντικείµενα ισχύει το
ακόλουθο:

Πόρισµα 6.1.6. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία µε αρκετά προβολικά αντικείµενα. Τότε ο
ϕυσικός συναρτητής K´pPpAqq ÝÑ D´pAq είναι ισοδυναµία κατηγοριών.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του [39, Theorem 2.2.4.]. Η πορεία που ακολου-
ϑούµε είναι η εξής : Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 6.1.5, ο ϕυσικός συναρτητής K´pPpAqq ÝÑ D´pAq
είναι πλήρης και πιστός . Προκύπτει ότι για κάθε σύµπλοκο C‚ στην K´pAq υπάρχει ένα σύµ-
πλοκο P ‚ στην K´pPpAqq και ένας ηµι-ισοµορφισµός s : P ‚ ÝÑ C‚. ΄Αµεσα, ο Qpsq είναι ένας
ισοµορφισµός στην D´pAq και ο συναρτητής είναι επί µε ακρίβεια ισοµορφισµού, άρα και µία
ισοδυναµία κατηγοριών. �
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Η παραπάνω ισοδυναµία κατηγοριών αναφέρθηκε και στο Κεφάλαιο 4 (ϐλ. Σχόλιο 4.7.4),
καθώς αποτελεί ένα παράδειγµα στο οποίο η ύπαρξη της παραγόµενης κατηγορίας εξασφαλίζεται.

Θεωρώντας τις αντίστοιχες ϕραγµένες κατηγορίες, µε αυτόν τον τρόπο έχουµε κατασκευάσει
ένα διάγραµµα έγκλεισης κατηγοριών :

KbpPpAqq ι // KbpAq
Q // DbpAq (6.1)

όπου ι είναι η κανονική εισαγωγή καιQ ο συναρτητής τοπικοποίησης ενώ η σύνθεσηQ˝i αποτελεί
έναν πλήρη και πιστό συναρτητή.

Εφαρµόζοντας τα συµπεράσµατα αυτά στην κατηγορία προτύπων, προκύπτει ένα διάγραµµα
κατηγοριών :

KbpPpRqq
ι // KbpRq

Q // DbpRq (6.2)

Παρατηρούµε έτσι, ότι τα τέλεια σύµπλοκα όπως ορίστηκαν παραπάνω, είναι ακριβώς όλα τα
αντικείµενα που ϐρίσκονται στην εικόνα της KbpPpRqq µέσω της σύνθεσης Q ˝ i καθώς και όλα
τα ισόµορφά τους. Με άλλα λόγια, σε συµφωνία µε την σηµερινή ϐιβλιογραφία, µπορούµε να
διατηρήσουµε τον ίδιο συµβολισµό για την πλήρη υποκατηγορία της DbpRq η οποία έχει ως
αντικείµενα τις εικόνες των αντικειµένων της KbpPpRqq µέσω του συναρτητή Q ˝ i καθώς και τα
ισόµορφά τους. Τότε DbperfpRq – KbpPpRqq.

Με την παραπάνω διαδικασία, η Πρόταση 6.1.4 προκύπτει άµεσα καθώς η KbpPpRqq είναι µία
πλήρης τριγωνισµένη υποκατηγορία της KbpRq (η απόδειξη προκύπτει εφαρµόζοντας το δυϊκό του
Λήµµατος 4.9.19).

Παραθέτουµε στη συνέχεια έναν ορισµό του συναρτητή Ext στα πλαίσια της ϑεωρίας του πα-
ϱόντος Κεφαλαίου:

Ορισµός 6.1.7. ΄ΕστωR ένας δακτύλιος καιDbpRq η αντίστοιχη ϕραγµένη παραγόµενη κατηγορία.
Τότε, για κάθε n P Z ορίζουµε έναν δι-συναρτητή ExtnRp´,´q : DbpRq ˆ DbpRq ÝÑ Ab ως:

ExtnRpC
‚, D‚q “ HomDbpRqpC

‚,ΣnD‚q

για κάθε C‚, D‚ στην DbpRq.

Σχόλιο 6.1.8. Ο ορισµός αυτός του συναρτητή Ext είναι σύµφωνος µε τον συνήθη ορισµό του ως
δεξιά παραγόµενο συναρτητή ή µε τον ορισµό του χρησιµοποιώντας κλάσεις ισοδυναµίας επεκτά-
σεων.

Παρατήρηση 6.1.9. Θεωρούµε έναν δακτύλιοR και σταθεροποιούµε ένα σύµπλοκοC‚ P obpDbpRqq.
Τότε, αν στον παραπάνω ορισµό ϑέσουµε D‚ “M , όπου µε M συµβολίζουµε το αντίστοιχο stalk
complex στην DbpRq ενός πεπερασµένα παραγόµενου R-προτύπουM , αποκτούµε έναν συναρτη-
τή ExtnRpC

‚,´q : mod-R ÝÑ Ab ο οποίος ορίζεται ως :

ExtnRpC
‚,Mq “ HomDbpRqpC

‚,ΣnMq

για κάθε n P Z.

Ο συναρτητής αυτός ϑα χρησιµοποιηθεί για τον χαρακτηρισµό των τέλειων συµπλόκων.

Πρόταση 6.1.10. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και C‚ ένα αντικείµενο της DbpRq. Τότε οι ακόλουθες
προτάσεις είναι ισοδύναµες.

• Το σύµπλοκο C‚ είναι τέλειο.

• Υπάρχει ένα n0 P Z έτσι ώστε για κάθε n ě n0 και για κάθε πεπερασµένα παραγόµενο
R-πρότυπο M να ισχύει

ExtnRpC
‚,ΣnMq “ 0
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Απόδειξη. Από τον ορισµό ενός τέλειου συµπλόκου, προκύπτει ότι το σύµπλοκο C‚ είναι τέλειο,
αν-ν για µία προβολική ανάλυση P ‚ ÝÑ C‚ υπάρχει ένα «αρκετά µεγάλο» n0 P Z έτσι ώστε το
πρότυπο CokerB´n0

C να είναι προβολικό. Καθώς το σύµπλοκο P ‚ έχει εκ των προτέρων ϕραγµένη
συνοµολογία, το «επαυξηµένο» σύµπλοκο

¨ ¨ ¨ // P´n0´1 // P´n0 // CokerB´n0

C

είναι ακυκλικό, δηλαδή ισόµορφο µε το µηδενικό αντικείµενο στην παραγόµενη κατηγορία. Ε-
ϕαρµόζοντας τον συναρτητή µετάφοράς στο stalk complex M ,

¨ ¨ ¨ // P´n0´1

��

// P´n0 //

��

CokerB´n0

C
//

��

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // 0 // 0 // M // ¨ ¨ ¨

ϐλέπουµε ότι αυτό συµβαίνει αν-ν για κάθε n ě n0, ισχύει HomDbpRqpC
‚,ΣnMq “ 0, δηλαδή

αν-ν ExtiRpC
‚,Mq “ 0. Με αυτόν τον τρόπο εξασφαλίζεται η ισοδυναµία των δύο προτάσεων. �

Πρόταση 6.1.11. Η DbperfpRq είναι µία thick υποκατηγορία της DbpRq.

Απόδειξη. Η απόδειξη της πρότασης προκύπτει άµεσα χρησιµοποιώντας την έγκλειση

KbpPpRqq
ι // KbpRq

Q // DbpRq

αφού η KbpPpRqq είναι µία thick τριγωνισµένη υποκατηγορία της KbpRq. �

Για την επόµενη πρόταση, ϑα χρειαστούµε τον ακόλουθο ορισµό ο οποίος αφορά τριγωνισµένες
κατηγορίες . Τον παραθέτουµε σε αυτό το σηµείο για λόγους σαφήνειας :

Ορισµός 6.1.12. ΄Εστω C µία τριγωνισµένη κατηγορία καιX ένα αντικείµενο της C. Θα λέµε ότι το
αντικείµενοX είναι ένας γεννήτοραςτηςD αν η µικρότερη αυστηρά πλήρης, thick και τριγωνισµένη
υποκατηγορία της C η οποία περιέχει το X είναι η C. Σε αυτήν την περίπτωση, γράφουµε xXy “ C.

Πρόταση 6.1.13. ΄Εστω R ένας δακτύλιος. Η πλήρης υποκατηγορία DbperfpRq της DbpRq είναι η
µικρότερη αυστηρά πλήρης, thick, τριγωνισµένη υποκατηγορία η οποία περιέχει το stalk complex
του δακτυλίου R ϑεωρούµενο ως δεξιό R-πρότυπο. ∆ηλαδή, DbperfpRq “ xRy και ο R είναι ένας

γεννήτορας της DbperfpRq.

Εξετάζοντας τις Προτάσεις 6.1.10 και 6.1.13 µπορούµε να συνοψίσουµε τα παραπάνω συµ-
περάσµατα στην ακόλουθη πρόταση, η οποία αποτελεί έναν εσωτερικό χαρακτηρισµό των τέλειων
συµπλόκων.

Πρόταση 6.1.14. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και C‚ ένα αντικείµενο της DbpRq. Τότε οι ακόλουθες
προτάσεις είναι ισοδύναµες.

1. Το σύµπλοκο C‚ είναι τέλειο.

2. Υπάρχει ένα n0 P Z έτσι ώστε για κάθε n ě n0 και για κάθε πεπερασµένα παραγόµενο
R-πρότυπο M να ισχύει

ExtnRpC
‚,ΣnMq “ 0

3. ΄Εστω µία τριγωνισµένη κατηγορία D και ένας ακριβής συναρτητής F : DbperfpRq ÝÑ D έτσι
ώστε F pRq “ 0, όπου µε R συµβολίζουµε το stalk complex του δακτυλίου R ϑεωρούµενου ως
ένα δεξιό R-πρότυπο. Τότε, για το αντικείµενο C‚ της DbperfpRq ισχύει F pC

‚q “ 0.
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Απόδειξη. ΄Οπως ήδη έχει αποδειχθεί στην Πρόταση 3.5.10, ο πυρήνας

KerF “ tA P C |F pAq “ 0u

ενός ακριβή συναρτητή F : C ÝÑ D είναι πάντα thick. Εποµένως, η ιδιότητα 3 χαρακτηρίζει
την ελάχιστη thick υποκατηγορία της DbpRq η οποία περιέχει το αντικείµενο R και η απόδειξη
προκύπτει άµεσα από τις Προτάσεις 6.1.10 και 6.1.13. �

Εφόσον η DbperfpRq είναι µία thick υποκατηγορία της DbpRq, το πηλίκο DbpRq{DbperfpRq (µε
την έννοια του Verdier) είναι επίσης µία τριγωνισµένη κατηγορία, µοναδική µε ακρίβεια ϕυσικού
ισοµορφισµού.

Ορισµός 6.1.15. Η τριγωνισµένη κατηγορία πηλίκο

DbpRq “ DbpRq{DbperfpRq

καλείται η κατηγορία ιδιοµορφιών (singularity category) ή η ευσταθώς παραγόµενη κατη-
γορία του R.

Ο συναρτητής πηλίκο DbpRq ÝÑ DbpRq είναι η ταυτότητα στα αντικείµενα, και αντιστοιχίζει

έναν µορφισµό συµπλόκων f στην DbpRq στην κλάση του f στην DbpRq.

Σχόλιο 6.1.16. Στη σηµερινή ϐιβλιογραφία, η κατηγορία ιδιοµορφιών του R συχνά συµβολίζεται
µε DsgpRq και ορίζεται άµεσα ως:

DsgpRq “ Dbpmod-Rq{KbpPpmod-Rqq

Στα παρακάτω, ϑέλοντας να εξετάσουµε την προσέγγιση του Buchweitz στο [17], ϑα επιµείνουµε
στον συµβολισµό που ακολουθεί ο ίδιος.

Παρατήρηση 6.1.17. Λαµβάνοντας υπόψιν την συνθήκη 3 της Πρότασης 6.1.14, άµεσα ϐλέπου-
µε ότι η ευσταθής κατηγορία DbpRq ικανοποιεί την εξής καθολική ιδιότητα :

΄Εστω µία τριγωνισµένη κατηγορία D και ένας ακριβής συναρτητής F : DbpRq ÝÑ D έτσι ώστε
F pRq “ 0, όπου πάλι µε R συµβολίζουµε το stalk complex του δακτυλίου R ϑεωρούµενου ως ένα
δεξιό R-πρότυπο. Τότε, ο συναρτητής F αναλύεται εξ ορισµού µέσω της ευσταθούς κατηγορίας
πηλίκο, όπως ϕαίνεται στο ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα συναρτητών :

DbpRq
F //

��

D

DbpRq

π

OO

Σχόλιο 6.1.18. Χρησιµοποιώντας πάλι την Πρόταση 6.1.14, ϐλέπουµε ότι για τους µορφισµούς
στην ευσταθή κατηγορία DbpRq ισχύει

HomDbpRqpC
‚,ΣnD‚q “ HomDbpRqpC

‚,ΣnD‚q “ ExtnRpC
‚, D‚q

για αρκετά µεγάλο n P Z.

Θεωρώντας την κατηγορία των πεπερασµένα παραγόµενων R-προτύπων mod-R και την ευ-
σταθή κατηγορία mod-R η οποία ορίστηκε στο προηγούµενο κεφάλαιο, προκύπτει η ύπαρξη του
ακόλουθου συναρτητή:



238 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΚΑΤΗΓΟΡΙΕΣ Ι∆ΙΟΜΟΡΦΙΩΝ

Λήµµα 6.1.19. Θεωρούµε τον συναρτητή στην παραγόµενη κατηγορία Q : mod-R ÝÑ DbpRq και
τον συναρτητή πηλίκο π : DbpRq ÝÑ DbpRq. Τότε, υπάρχει ένας ϕυσικός συναρτητής

ιR : mod-R ÝÑ DbpRq

έτσι ώστε η σύνθεση π ˝Q : mod-R ÝÑ DbpRq αναλύεται µοναδικά µέσω του συναρτητή προβολής
p : mod-R ÝÑ mod-R.

mod-R
Q //

p
))

DbpRq
π // DbpRq

mod-R

ιR

OO
(6.3)

Επιπλέον, ιR ˝ ΩR – Σ´1ιR όπου Σ´1 : DbpRq ÝÑ DbpRq είναι ο αντίστροφος του συναρτητή

µεταφοράς στην DbpRq.

Απόδειξη. Από τον ορισµό των παραπάνω κατηγοριών, τα προβολικά πρότυπα τηςmod-R, τα οποία
αποτελούν το µηδενικό αντικείµενο της mod-R, απεικονίζονται µέσω της παραπάνω σύνθεσης
συναρτητών σε τέλεια σύµπλοκα, δηλαδή στο µηδενικό αντικείµενο στην DbpRq. Κατά συνέπεια,
υπάρχει ένας µοναδικός συναρτητής κατηγοριών ιR : mod-R ÝÑ DbpRq έτσι ώστε το διάγραµµα
συναρτητών (6.3) να είναι µεταθετικό.

΄Εστω τώρα M ένα πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο και PM ÝÑ M ένας επιµορφισµός
από ένα προβολικό R-πρότυπο PM . Θεωρούµε τον ακόλουθο µορφισµό από stalk complexes:

¨ ¨ ¨ // 0

��

// ΩRM //

pM

��

0 //

��

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // 0 // PM // 0 // ¨ ¨ ¨

η εικόνα του οποίου στην παραγόµενη κατηγορία είναι ο µορφισµός

ιRppM q : ιRpΩRMq ÝÑ ιRpPM q

Ο ακόλουθος µορφισµός συµπλόκων

¨ ¨ ¨ // 0

��

// ΩRM //

��

PM //

��

0 //

��

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // 0 // 0 // M // 0 // ¨ ¨ ¨

είναι ένας ηµι-ισοµορφισµός, δηλαδή η εικόνα του είναι ισοµορφισµός στην παραγόµενη κατηγο-
ϱία DbpRq. ΄Αµεσα συµπεραίνουµε έτσι, ότι η εικόνα του stalk complex M στην DbpRq, δηλαδή
το αντικείµενο ιRpMq, είναι ισόµορφο στην DbpRq µε τον κώνο του µορφισµού ιRppM q. Ως απο-
τέλεσµα, για κάθε σύντοµη ακριβή ακολουθία προτύπων της µορφής

0 // ΩRM // PM // M // 0

προκύπτει ένα διακεκριµένο τρίγωνο

ιRpMq

r1s
u

��
ιRpΩRMq

ιRppM q // ιRpPM q

ZZ



6.2. Η ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ ΤΩΝ ΑΚΥΚΛΙΚΩΝ ΠΡΟΒΟΛΙΚΩΝ ΣΥΜΠΛΟΚΩΝ 239

στην DbpRq. Το stalk complex ιRpPM q είναι προφανώς τέλειο, άρα αποτελεί το µηδενικό στοιχείο
της DbpRq. Συνεπώς, ο µορφισµός u είναι ένας ισοµορφισµός στην DbpRq (ϐλ. Λήµµα 3.3.5). �

Σχόλιο 6.1.20. Ο συναρτητής ιR : mod-R ÝÑ DbpRq απεικονίζει κάθε R-πρότυπο M στο αντί-
στοιχο stalk complex του M

¨ ¨ ¨ // 0 // M // 0 // ¨ ¨ ¨

ϑεωρούµενο σαν αντικείµενο της DbpRq.
Για να εξετάσουµε την συµπεριφορά του συναρτητή iR στους µορφισµούς, ϑεωρούµε έναν

µορφισµό
f : M ÝÑ N

της ευσταθούς κατηγορίας mod-R και έστω f : M ÝÑ N ένας αντιπρόσωπος του f στην mod-R.
∆ηλαδή, διατηρώντας τον συµβολισµό του διαγράµµατος 6.3 ισχύει f “ ppfq. Από το ίδιο µετα-
ϑετικό διάγραµµα συναρτητών, ϐλέπουµε ότι

iRpfq “ iR ˝ ppfq “ π ˝Qpfq

Ο συναρτητής Q : mod-R ÝÑ DbpRq εξ ορισµού απεικονίζει τον µορφισµό των stalk complexes
f : M ÝÑ N στην κλάση οµοτοπίας του rf s και στη συνέχεια, στον µορφισµό φ “ rf s{1M της
DbpRq ο οποίος αναπαριστάται µε το αριστερό roof

M

rfs

  
„

1M

~~
M N

Ο µορφισµός φ στην συνέχεια απεικονίζεται στην κλάση του στη σταθεροποιηµένη κατηγορία
DbpRq µέσω του συναρτητή στο πηλίκο π : DbpRq ÝÑ DbpRq.

6.2 Η Κατηγορία των Ακυκλικών Προβολικών Συµπλόκων

Θα εισάγουµε στη συνέχεια µία κλασική ορολογία οι οποία αφορά αναλύσεις προτύπων και ϐα-
σίζεται στους Cartan-Eilenberg, ϐλ. [18, XII, §3].

Ορισµός 6.2.1. ΄ΕστωM ένα δεξιόR-πρότυπο. Τότε, µίαπλήρης προβολική ανάλυση (complete
projective resolution) του M (πάνω από τον δακτύλιο R) είναι ένα ακυκλικό σύµπλοκο P ‚:

P ‚ : ¨ ¨ ¨ // Pn´1
B
n´1
P // Pn

B
n
P // Pn`1 // ¨ ¨ ¨

από πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά R-πρότυπα έτσι ώστε

CokerB0
P “M

όπου B0
P : P´1 ÝÑ P 0. Το σύµπλοκο

P ‚´ : ¨ ¨ ¨ // P´2
B
´1
P // P´1

B
0
P // P 0 // CokerB0

P “M // 0

καλείται προβολική ανάλυση (projective resolution) του M , ενώ το σύµπλοκο

P ‚` : 0 // M “ CokerB0
P

// P 1
B

2
P // P 2

B
3
P // P 3 // ¨ ¨ ¨

καλείται προβολική συν-ανάλυση (projective co-resolution) του M .
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Σχόλιο 6.2.2. Για λόγους συντοµίας από δω και στο εξής ϑα καλούµε µία πλήρης προβολική
ανάλυση, απλώς µία πλήρης ανάλυση.

Παρατήρηση 6.2.3. Βλέπουµε ότι, αν ένα R-πρότυπο M δέχεται µία πλήρη ανάλυση, τότε είναι
απαραίτητα πεπερασµένα παραγόµενο. Επιπλέον, εφόσον για κάθε πεπερασµένα παραγόµενο
R-πρότυποM , µία προβολική ανάλυση υπάρχει πάντοτε, ένα πεπερασµένα παραγόµενο πρότυπο
δέχεται µία πλήρη ανάλυση αν-ν δέχεται µία προβολική συν-ανάλυση.

Παρατήρηση 6.2.4. Θεωρούµε τον ακόλουθο µορφισµό συµπλόκων

¨ ¨ ¨ // P´2

��

// P´1

��

// P 0

B
0
P

��

// 0 //

��

0 //

��

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // 0 // 0 // P 1 // P 2 // P 3 // ¨ ¨ ¨

τον οποίο συµβολίζουµε απλά ως B. Εύκολα ϐλέπουµε ότι για τον κώνο αυτού του µορφισµού
ισχύει ΣC‚B “ P ‚, όπου P ‚ το σύµπλοκο του Ορισµού 6.2.1. Εποµένως, το διαφορικό B0

P παίζει
τον ϱόλο του συνδετικού µορφισµού από την επαγόµενη προβολική ανάλυση στην επαγόµενη
προβολική συν-ανάλυση.

Σε αυτό το σηµείο είναι ϕυσικό κάποιος να αναρωτηθεί ποια R-πρότυπα δέχονται µία πλήρη
ανάλυση. Μία τέτοια ερώτηση όµως είναι γενικά αδύνατο να απαντηθεί και έτσι ϑα εισάγουµε την
«κατηγορία των πλήρων αναλύσεων» σαν µία ανεξάρτητη έννοια.

Ορισµός 6.2.5. Θα συµβολίζουµε µε APCpRq την οµοτοπική κατηγορία των (µη ϕραγµένων) ακυ-
κλικών συµπλόκων από πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά R-πρότυπα.

Σχόλιο 6.2.6. Η κατηγορία APCpRq, χρησιµοποιώντας τον συµβολισµό του [19] γράφεται και ως
K8,∅pPpRqq.

Πρόταση 6.2.7. Η κατηγορία APCpRq είναι µία πλήρης τριγωνισµένη υποκατηγορία της KpRq, της
οµοτοπικής κατηγορίας συµπλόκων από πεπερασµένα παραγόµενα R-πρότυπα.

Απόδειξη. Η APCpRq είναι εκ κατασκευής µία πλήρης υποκατηγορία της KpRq, άρα µένει να
δείξουµε ότι είναι κλειστή στον συναρτητή µεταφοράς και στους κώνους µορφισµών. ΄Αµεσα, το
P ‚ είναι ένα ακυκλικό σύµπλοκο από πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά R-πρότυπα αν-ν το
ΣP ‚ είναι επίσης ένα ακυκλικό σύµπλοκο από πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά R-πρότυπα.
Επιπλέον, αν P ‚, Q‚ P obpAPCpRqq και f : P ‚ ÝÑ Q‚ ένας µορφισµός συµπλόκων στην APCpRq,
τότε ο κώνος C‚f του µορφισµού f είναι ένα ακυκλικό σύµπλοκο µε

Cnf “ Pn`1 ‘Qn

για κάθε n P Z και διαφορικό:

BnCf “

ˆ

´B
n`1
P 0

fn`1 BnQ

˙

για κάθε n P Z. Καθώς το ευθύ άθροισµα προβολικών προτύπων είναι προβολικό πρότυπο, ϐλέ-
πουµε ότι και το C‚f είναι ένα ακυκλικό σύµπλοκο από πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά
R-πρότυπα. �

Σκοπός µας στη συνέχεια είναι ορίσουµε µία οικογένεια συναρτητών : APCpRq ÝÑ mod-R.

Ορισµός 6.2.8. Θεωρούµε την οµοτοπική κατηγορία KpRq. Για κάθε ακέραιο n P Z κατασκευά-
Ϲουµε αρχικά µία αντιστοιχία Ωn : KpRq ÝÑ mod-R ως εξής :
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1. Για κάθε σύµπλοκο C‚ στην KpRq µε

C‚ : ¨ ¨ ¨ // C´n´1
B
n´1
C // C´n

B
n
C // C´n`1 // ¨ ¨ ¨

ϑέτουµε :
ΩnpC

‚q “ CokerB´n´1
C

2. Για κάθε µορφισµό συµπλόκων f : C‚ ÝÑ D‚ στην KpRq ανάλογα ϑέτουµε :

Ωnpfq “ φ´n´1 : CokerB´n´1
C ÝÑ CokerB´n´1

D

όπου µε φn συµβολίζουµε τον µορφισµό στους συνπυρήνες ο οποίος επάγεται από τον f´n : C´n ÝÑ D´n

όπως ϕαίνεται στο ακόλουθο διάγραµµα:

¨ ¨ ¨ // C´n´1

f´n´1

��

B
´n´1
C // C´n

%%
f´n

��

B
´n
C // C´n`1

f´n`1

��

// ¨ ¨ ¨

CokerB´n´1
C

φn

��

¨ ¨ ¨ // D´n´1
B
´n´1
D // D´n

%%

// D´n`1 // ¨ ¨ ¨

CokerB´n´1
D

Για κάθε σύµπλοκο R-προτύπων C‚, το ΩnpC
‚q καλείται το n-οστό πρότυπο συζυγίας του C‚.

Πρόταση 6.2.9. ΄Εστω f : C‚ ÝÑ D‚ ένας µορφισµών συµπλόκων από πεπερασµένα παραγόµενα
προβολικά R-πρότυπα ο οποίος είναι 0-οµοτοπικός. Τότε, για κάθε n P Z, ο επαγόµενος οµοµορφι-
σµός R-προτύπων Ωnpfq : ΩnpC

‚q ÝÑ ΩnpD
‚q αναλύεται µέσω ενός πεπερασµένα παραγόµενου

προβολικού R-προτύπου, συγκεκριµένα µέσω των C´n`1 και D´n.

Απόδειξη. Θεωρώντας τον µορφισµό συµπλόκων f : C‚ ÝÑ D‚ καθώς και τους επαγόµενους
οµοµορφισµούς στους συνπυρήνες αποκτούµε ένα µεταθετικό διάγραµµα:

¨ ¨ ¨ // C´n´1

f´n´1

��

B
´n´1
C // C´n

α1

''
f´n

��

B
´n
C // C´n`1

f´n`1

��

// ¨ ¨ ¨

ΩnpC
‚q

α2

77

Ωnpfq

��

¨ ¨ ¨ // D´n´1
B
´n´1
D // D´n

β1

''

// D´n`1 // ¨ ¨ ¨

ΩnpC
‚q

β2

77

Αν ο µορφισµός f είναι 0-οµοτοπικός, υπάρχει µία οµοτοπία h : f  0 και τότε

f´n “ B´n´1
D ˝ h´n ` h´n`1 ˝ B

´n
C

Από τη µεταθετικότητα του διαγράµµατος έχουµε:

Ωnpfq˝α1 “ β1˝f
´n “ β1˝pB

´n´1
D ˝h´n`h´n`1˝B

´n
C q “ β1˝h

´n`1˝B
´n
C “ β1˝h

´n`1˝α2˝α1
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Εφόσον ο α1 είναι επιµορφισµός, έχουµε:

Ωnpfq “ β1 ˝ h
´n`1 ˝ α2

δηλαδή ο οµοµορφισµός Ωnpfq αναλύεται µέσω των πεπερασµένα παραγόµενων προβολικών προ-
τύπων D´n και C´n`1 για κάθε n P Z. �

Σχόλιο 6.2.10. Από την παραπάνω πρόταση ϐλέπουµε ότι κάθε Ωn : KpRq ÝÑ mod-R, για
n P Z, επάγει έναν συναρτητή: APCpRq ÝÑ mod-R για τον οποίο ϑα χρησιµοποιούµε τον ίδιο
συµβολίσµό Ωn.

APCpRq //

��

mod-R

��
APCpRq // mod-R

Σχόλιο 6.2.11. Προφανώς ισχύει

Ω0pΣC
‚q “ Cokerp´B0

C : C0 ÝÑ C1q – Ω´1pC
‚q

και γενικότερα:
ΩnpΣ

mC‚q – Ωn´mpC
‚q

για κάθε n,m P Z και για κάθε σύµπλοκο C‚.
Ωστόσο, αυτός ο ισοµορφισµός συναρτητών δεν είναι «κανονικός», καθώς για περιττό m εξαρ-

τάται από το πρόσηµο ˘1 αντίστοιχα σε άρτιους ή περιττούς ϐαθµούς.

Λήµµα 6.2.12. Ο συναρτητής
Ωn : APCpRq ÝÑ mod-R

στέλνει τον αντίστροφο του συναρτητή µεταφοράς στην κατηγορία APCpRq στον loop-space functor
ΩR στην mod-R, δηλαδή ισχύει

ΩnΣ´1 – ΩRΩn

για κάθε n P Z.

Απόδειξη. ΄Εστω C‚ ένα αντικείµενο της APCpRq. Τότε, (ϐλ. Σχόλιο 6.2.14) για κάθε n P Z ισχύει

pΩnΣ´1qpC‚q “ Cokerp´B´n´2
C : C´n´2 ÝÑ C´n´1q – Ωn`1pC

‚q

Από το ακόλουθο διάγραµµα

¨ ¨ ¨ // C´n´1
B
´n´1
C //

&&

C´n
B
´n
C //

$$

C´n`1 // ¨ ¨ ¨

Ωn`1pC
‚q

99

ΩnpC
‚q

99

εφόσον το σύµπλοκο C‚ είναι ακυκλικό, το αντικείµενο Ωn`1pC
‚q είναι ένας πυρήνας του επι-

µορφισµού: C´n ÝÑ ΩnpC
‚q. Εφόσον το C´n είναι ένα προβολικό R-πρότυπο, από τον τρόπο

κατασκευής του συναρτητή ΩR, έχουµε

pΩRΩnqpC
‚q – Ωn`1pC

‚q – ΩnΣ´1C‚

για κάθε αντικείµενο C‚ της APCpRq. Συνεπώς ΩnΣ´1 – ΩRΩn στα αντικείµενα για κάθε n P Z.
Εξετάζοντας ανάλογα την συµπεριφορά των παραπάνω συναρτητών στους µορφισµούς προκύπτει
το Ϲητούµενο. �
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Σχόλιο 6.2.13. Λόγω των οµοιοτήτων που εµφανίζουν, έχουµε χρησιµοποιήσει το ίδιο σύµ-
ϐολο Ω τόσο για τον loop-space functor ΩR : mod-R ÝÑ mod-R όσο και για τον συναρτητή
Ωn : APCpRq ÝÑ mod-R ο οποίος µόλις ορίστηκε για κάθε n P Z.

Στη συνέχεια, ϑα ορίσουµε συναρτητές : APCpRq ÝÑ DbpRq. Για τον σκοπό αυτό, ϑα
χρησιµοποιήσουµε τον λησµονικό συναρτητή truncation σďn : KpRq ÝÑ K´pRq (ϐλ. Ορισµό
4.7.22) στην οµοτοπική κατηγορία συµπλόκων. Θεωρώντας τον συναρτητή µεταφοράς συµπλό-
κων Σ: KpRq ÝÑ KpRq στην οµοτοπική κατηγορία, άµεσα ϐλέπουµε ότι για κάθε k, n P Z ισχύει :

σďk ˝ Σn – Σn ˝ σďk`1

Παρατήρηση 6.2.14. ΄Εστω C‚ ένα σύµπλοκο στην οµοτοπική κατηγορία KpRq. Τότε, οι λησµο-
νικοί συναρτητές σďk : KpRq ÝÑ K´pRq, όπου k P Z, σχηµατίζουν µία ακολουθία µορφισµών
συµπλόκων

¨ ¨ ¨ // σďk`1pC
‚q
ιk`1
// σďkpC‚q

ιk // σďk´1pC
‚q
ιn´1

// ¨ ¨ ¨

όπου ο µορφισµός συµπλόκων ιk`1 : σďk`1pC
‚q ÝÑ σďkpC

‚q αναπαριστάται µε το ακόλουθο
διάγραµµα:

¨ ¨ ¨ // Ck´1 // Ck // Ck`1 //

��

0 //

��

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Ck´1 // Ck // 0 // 0 // ¨ ¨ ¨

Παραθέτουµε µία πρόταση όσον αφορά τον παραπάνω µορφισµό συµπλόκων, η οποία ϑα είναι
χρήσιµη στη συνέχεια.

Πρόταση 6.2.15. Αν C‚ είναι ένα άνω ϕραγµένο σύµπλοκο από προβολικά R-πρότυπα, τότε ο
κώνος του µορφισµού συµπλόκων ιk`1 : σďk`1pC

‚q ÝÑ σďkpC
‚q είναι ένα τέλειο σύµπλοκο.

Απόδειξη. Θεωρούµε τον ϕυσικό µορφισµό ιk`1 : σďk`1pC
‚q ÝÑ σďkpC

‚q ο οποίος αναπαριστά-
ται µε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

σďk`1pC
‚q : ¨ ¨ ¨ // Ck´1 // Ck // Ck`1 //

��

0 //

��

¨ ¨ ¨

σďkpC
‚q : ¨ ¨ ¨ // Ck´1 // Ck // 0 // 0 // ¨ ¨ ¨

ενώ ο κώνος του είναι το σύµπλοκο:

C‚ιk`1 : ¨ ¨ ¨ // Ck´1 ‘ Ck´2

˜

´B
k´1
C 0

1 B
k´2
C

¸

// Ck ‘ Ck´1

˜

´B
k
C 0

1 B
k´1
C

¸

// Ck`1 ‘ Ck // 0 // ¨ ¨ ¨

Εφόσον ο µορφισµός ιk`1 : σďk`1pC
‚q ÝÑ σďkpC

‚q είναι ηµι-ισοµορφισµός σε κάθε ϑέση εκτός
από τους ϐαθµούς k και k ` 1, η οµολογία του συµπλόκου C‚ιk`1 είναι µηδενική σε κάθε ϑέση
εκτός από την ϑέση k. Λαµβάνοντας αυτό υπόψιν, εύκολα ϐλέπουµε ότι ο παρακάτω µορφισµός
συµπλόκων είναι ένας ηµι-ισοµορφισµός :

C‚ιk`1 : ¨ ¨ ¨ // Ck´1 ‘ Ck´2

��

´

´B 0
1 B

¯

// Ck ‘ Ck´1

´

´B 0
1 B

¯

//

��

Ck`1 ‘ Ck //

p 1 ´B q

��

0 //

��

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // 0 // 0 // Ck`1 // 0 // ¨ ¨ ¨
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Συνεπώς ο κώνος του παραπάνω µορφισµού συµπλόκων είναι ισόµορφος στην παραγόµενη κατη-
γορία µε ένα σύµπλοκο από πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά πρότυπα, άρα είναι ένα τέλειο
σύµπλοκο. �

Λήµµα 6.2.16. ΄Εστω C‚ ένα ακυκλικό σύµπλοκο από πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά
R-πρότυπα. Τότε, για κάθε k P Z, το σύµπλοκο σďkpC‚q έχει ϕραγµένη συνοµολογία.

Απόδειξη. Εφόσον το σύµπλοκο C‚ είναι ακυκλικό, το σďkpC‚q έχει µη µηδενική συνοµολογία
µόνο στον ϐαθµό k, εποµένως το Ϲητούµενο προκύπτει άµεσα. �

Σχόλιο 6.2.17. Το παραπάνω λήµµα επιτρέπει να ϑεωρήσουµε την εικόνα ενός ακυκλικού συµ-
πλόκου από πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά πρότυπα, µέσω του συναρτητή σďk, ως ένα
αντικείµενο της DbpRq.

Στο λήµµα που ακολουθεί, συµβολίζουµε πάλι µε ΩkpC
‚q το αντίστοιχο stalk complex του

προτύπου ΩkpC
‚q ϑεωρούµενο ως ένα αντικείµενο της παραγόµενης κατηγορίας DbpRq.

Λήµµα 6.2.18. ΄Εστω C‚, D‚ δύο ακυκλικά σύµπλοκα από πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά
R-πρότυπα. Τότε, ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Για κάθε k P Z υπάρχει ένας µορφισµός συµπλόκων

σďkpC
‚q ÝÑ Σ´kΩ´kpC

‚q

η κλάση του οποίου είναι ένας ισοµορφισµός στην παραγόµενη κατηγορία DbpRq ή ισοδύναµα,
το σύµπλοκο ΣkσďkpC

‚q αποτελεί µία προβολική ανάλυση του Ω´kpC
‚q.

2. Για κάθε n,m P Z ο ϕυσικός µορφισµός σďnpC‚q ÝÑ σďmpC
‚q είναι ένας ισοµορφισµός στην

ευσταθή παραγόµενη κατηγορία DbpRq.

3. Αν f : C‚ ÝÑ D‚ είναι ένας µορφισµός συµπλόκων ο οποίος είναι 0-οµοτοπικός, τότε όλοι οι
επαγόµενοι µορφισµοί σďkf : σďkpC

‚q ÝÑ σďkpD
‚q στην DbpRq είναι ίσοι µε τον µηδενικό

µορφισµό.

Απόδειξη. ΄Εστω C‚ ένα αντικείµενο της APCpRq:

C‚ : ¨ ¨ ¨ // Ck´1
B
k´1
C // Ck

B
k
C // C´k`1 // ¨ ¨ ¨

Τότε το σύµπλοκο σďkpC‚q αναπαριστάται ως :

σďkpC
‚q : ¨ ¨ ¨ // Ck´1

B
k´1
C // Ck // 0 // ¨ ¨ ¨

Από την άλλη πλευρά, από την κατασκευή του συναρτητή Ωn : APCpRq ÝÑ mod-R έχουµε:

ΩkpC
‚q “ Cokerp´B´k´1

C : C´k´1 ÝÑ C´kq

Θεωρώντας το αντίστοιχο stalk complex του R-προτύπου ΩkpC
‚q και εφαρµόζοντας τον συναρτητή

µεταφοράς συµπλόκων Σ´k, αποκτούµε έναν µορφισµό συµπλόκων σďkpC‚q ÝÑ Σ´kΩ´kpC
‚q

ο οποίος αναπαριστάται µε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

σďkpC
‚q : ¨ ¨ ¨ // Ck´2 //

��

Ck´1 //

��

Ck //

α

��

0 //

��

¨ ¨ ¨

Σ´kΩ´kpC
‚q : ¨ ¨ ¨ // 0 // 0 // Ω´kpC‚q // 0 // ¨ ¨ ¨
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όπου α : Ck ÝÑ Ω´kpC
‚q είναι ο επιµορφισµός στον συνπυρήνα. ΄Αµεσα ϐλέπουµε ότι ο παρα-

πάνω µορφισµός συµπλόκων είναι ένας ηµι-ισοµορφισµός και συνεπώς η εικόνα του στην πα-
ϱαγόµενη κατηγορία DpRq είναι ένας ισοµορφισµός. Εφαρµόζοντας τον συναρτητή µεταφοράς
Σk στον παραπάνω µορφισµό συµπλόκων, προκύπτει ότι το σύµπλοκο ΣkσďkpC

‚q αποτελεί µία
προβολική ανάλυση του Ω´kpC

‚q, ολοκληρώνοντας την απόδειξη του ισχυρισµού 1.
Η απόδειξη του ισχυρισµού 2 προκύπτει άµεσα από την Πρόταση 6.2.15, καθώς για κάθε

k P Z, ο κώνος του µορφισµού σďk`1pC
‚q ÝÑ σďkpC

‚q αποτελεί ένα τέλειο σύµπλοκο, δηλαδή
το µηδενικό αντικείµενο της κατηγορίας DbpRq. ΄Ετσι, ο µορφισµός αυτός είναι ένας ισοµορφισµός
στην ευσταθή κατηγορία DbpRq (ϐλ. Λήµµα 3.3.5). Το Ϲητούµενο έπεται µε επαγωγή.

΄Εστω τώρα f : C‚ ÝÑ D‚ ένας µορφισµός συµπλόκων ο οποίος είναι 0-οµοτοπικός. Θεωρούµε
το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα µορφισµών συµπλόκων:

σďkpC
‚q //

σďkpfq

��

Σ´kΩ´kpC
‚q

Σ´kΩ´kpfq

��
σďkpD

‚q // Σ´kΩ´kpD
‚q

(6.4)

Λόγω του ισχυρισµού 1, οι οριζόντιοι µορφισµοί είναι ισοµορφισµοί στην DbpRq και όπως ανα-
ϕέρθηκε προηγουµένως, αν ο f είναι ένας µορφισµός ο οποίος είναι 0-οµοτοπικός, ο µορφισµός
Ω´kpfq αναλύεται µέσω ενός προβολικού προτύπου. Κατά συνέπεια, η κλάση του µορφισµού
Σ´kΩ´kpfq είναι ο µηδενικός µορφισµός στην ευσταθή παραγόµενη κατηγορία DbpRq. Εποµέ-
νως και η κλάση του µορφισµού σďkpfq είναι επίσης ο µηδενικός µορφισµός στην DbpRq. �

Οι παραπάνω προτάσεις οδηγούν στο ακόλουθο λήµµα:

Λήµµα 6.2.19. Χρησιµοποιώντας την ακολουθία µορφισµών συµπλόκων της Παρατήρησης 6.2.14,
ϐλέπουµε ότι οι λησµονικοί συναρτητές truncation tσďkukPZ ορίζουν µία ακολουθία συναρτητών

¨ ¨ ¨ // σďk`1
ιk`1

// σďk
ιk // σďk´1

ιk´1
// ¨ ¨ ¨

από την APCpRq στην DbpRq των οποίων οι µορφισµοί µετάβασης είναι όλοι ισοµορφισµοί.

Απόδειξη. Η απόδειξη προκύπτει άµεσα χρησιµοποιώντας τους ισχυρισµούς του Λήµµατος 6.2.18.
Ο ισχυρισµός 1 εξασφαλίζει την ύπαρξη ενός συναρτητή σďk : APCpRq ÝÑ DbpRq για κάθε k P Z.
Λόγω του ισχυρισµού 3 του ιδίου λήµµατος, υπάρχει ένας επαγόµενος συναρτητής APCpRq ÝÑ
DbpRq για τον οποίο ϑα διατηρηθεί ο ίδιος συµβολισµός. Τέλος, από το Λήµµα 6.2.18 ο µορφισµός
ιk : σďk ÝÑ σďk´1 είναι ένας ισοµορφισµός στην DbpRq για κάθε k P Z. �

Οι συναρτητές σďn, σďm : APCpRq ÝÑ DbpRq είναι προφανώς ϕυσικά ισοδύναµοι για κάθε
n,m P Z.

Σχόλιο 6.2.20. Εφόσον οι συναρτητές στο παραπάνω λήµµα αποτελούν ένα κατευθυνόµενο σύ-
στηµα, το αντίστροφο όριο (inverse limit) αυτών

σď “ lim
ÐÝ
k

σďk

υπάρχει και είναι ένας ακριβής συναρτητής τριγωνισµένων κατηγοριών

σď : APCpRq ÝÑ DbpRq

Για τον ορισµό και ορισµένες ϐασικές ιδιότητες του αντίστροφου ορίου ϐλ. [22, §1.5].
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Παρατήρηση 6.2.21. Θέλοντας να εξετάσουµε λεπτοµερέστερα την συµπεριφορά του συναρτητή

σďk : APCpRq ÝÑ DbpRq

ϑεωρούµε έναν µορφισµό συµπλόκων f : C‚ ÝÑ D‚ στην οµοτοπική κατηγορία APCpRq. Για
λόγους σαφήνειας, συµβολίζουµε µε σ˚

ďkp´q : APCpRq ÝÑ APCpRq τον συναρτητή truncation ο
οποίος απεικονίζει τον f στην κλάση οµοτοπίας του µορφισµού συµπλόκων

¨ ¨ ¨ // Ck´1 //

fk´1

��

Ck

fk

��

// 0 //

��

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Dk´1 // Dk // 0 // ¨ ¨ ¨

Εξ ορισµού, ο µορφισµός σďkpfq : σďkpC‚q ÝÑ σďkpD
‚q ϑα είναι η εικόνα του αριστερού roof

σďkpC
‚q

σ˚
ďkpfq

%%
„

1

yy
σďkpC

‚q σďkpD
‚q

της DbpRq στην DbpRq µέσω του συναρτητή στο πηλίκο DbpRq ÝÑ DbpRq.

6.3 Το Θεώρηµα του Buchweitz

Κύριος στόχος στην παρούσα ενότητα είναι να αποδείξουµε την ύπαρξη συναρτητών οι οποίοι
αποτελούν ισοδυναµίες κατηγοριών και κάνουν το ακόλουθο διάγραµµα κατηγοριών µεταθετικό :

MCMpRq
ιR // DbpRq

APCpRq

Ω0

ee

σď0

::

Τα παρακάτω είναι ϐασισµένα στην εργασία του Buchweitz, ϐλ. [17, Theorem 4.4.1.] ενώ έχουν
χρησιµοποιηθεί πληροφορίες και από το [51].

Αρχικά, σταθεροποιούµε ένα n P Z και ϑεωρούµε τον συναρτητή Ωn : APCpRq ÝÑ mod-R
(ϐλ. Σχόλιο 6.2.10). Υπενθυµίζουµε ότι ο δακτύλιος R είναι (ισχυρά) Gorenstein, διαφορετικά οι
ισχυρισµοί δεν είναι αληθείς.

Πρόταση 6.3.1. Η εικόνα κάθε στοιχείου τηςAPCpRq µέσω του συναρτητή Ωn : APCpRq ÝÑ mod-R
είναι ένα MCM πρότυπο.

΄Ετσι, ϑεωρώντας την πλήρη υποκατηγορία MCMpRq της mod-R υπάρχει ένας επαγόµενος συ-
ναρτητής

Ωn : APCpRq ÝÑ MCMpRq

στην πλήρη υποκατηγορία MCMpRq της mod-R. για τον οποίο διατηρούµε τον ίδιο συµβολισµό.

Απόδειξη. ΄Εστω P ‚ ένα αντικείµενο της APCpRq, δηλαδή ένα ακυκλικό σύµπλοκο από πεπερα-
σµένα παραγόµενα προβολικά R-πρότυπα.

P ‚ : ¨ ¨ ¨ // P´n´1
B
´n`1
P // P´n

B
´n
P // P´n`1 // ¨ ¨ ¨
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Τότε, εξ ορισµού, ΩnpP
‚q “ CokerB´n´1

P . Εφόσον το σύµπλοκο P ‚ είναι ακυκλικό, λόγω ακρί-
ϐειας έχουµε: CokerB´n´1

P “ ImB´nP “ KerB´n`1
P . Συνεπώς, η παρακάτω ακολουθία

0 // ΩnpP ‚q // P´n`1 // P´n`2 // ¨ ¨ ¨

αποτελεί µία προβολική συν-ανάλυση του ΩnpP
‚q. Από την Πρόταση 5.2.18, συµπεραίνουµε ότι

το ΩnpP
‚q είναι MCM. �

Το ακόλουθο λήµµα ϑα είναι ιδιαίτερα χρήσιµο στη συνέχεια :

Λήµµα 6.3.2. ΄Εστω M και N δύο maximal Cohen-Macaulay πρότυπα και f : M ÝÑ N ένας
µορφισµός αυτών. Τότε, υπάρχουν πλήρεις αναλύσεις C‚ και D‚ των M και N αντίστοιχα, οι
οποίες επεκτείνουν τον µορφισµό f σε έναν µορφισµό συµπλόκων f‚ : C‚ ÝÑ D‚ έτσι ώστε το
ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

C‚ : ¨ ¨ ¨ // C´1

f´1

��

// C0

!!
f0

��

// C1

f1

��

// C2 //

f2

��

¨ ¨ ¨

M

==

f

��

D‚ : ¨ ¨ ¨ // D´1 // D0

!!

// D1 // D2 // ¨ ¨ ¨

N

==

Ιδιαίτερα, ο µορφισµός συµπλόκων f‚ είναι µοναδικός µε ακρίβεια οµοτοπίας.

Απόδειξη. Θεωρώντας αντίστοιχες προβολικές αναλύσεις P ‚M ÝÑ M και P ‚N ÝÑ N γνωρίζου-
µε (ϐλ. [14, Lemma 11.2.3] ότι ο οµοµορφισµός f επεκτείνεται σε έναν µορφισµό συµπλόκων
f‚ : P ‚M ÝÑ P ‚N :

¨ ¨ ¨ // P´1
M

f´1

��

// P 0
M

//

f0

��

M //

f

��

0

¨ ¨ ¨ // P´1
N

// P 0
N

// N // 0

Η επέκταση αυτή είναι µοναδική µε ακρίβεια οµοτοπίας (ϐλ. [14, Lemma 11.2.4.]). Παρόµοια
ϑεωρούµε τα δυϊκά πρότυπαM˚ καιN˚ και αντίστοιχες προβολικές τους αναλύσεις P ‚M˚ ÝÑM˚

και P ‚N˚ ÝÑ N˚. Με το ίδιο επιχείρηµα, ο οµοµορφισµός f˚ : M˚ ÝÑ N˚ επεκτείνεται σε έναν
µορφισµό συµπλόκων pf˚q‚ : P ‚M˚ ÝÑ P ‚N˚ :

¨ ¨ ¨ // P´1
M˚

pf˚q´1

��

// P 0
M˚

//

pf˚q0

��

M˚ //

f˚

��

0

¨ ¨ ¨ // P´1
N˚

// P 0
N˚

// N˚ // 0

ο οποίος είναι επίσης µοναδικός µε ακρίβεια οµοτοπίας. ΄Οπως έχουµε δείξει, δυϊκοποιώντας άλλη
µία ϕορά αποκτούµε προβολικές συν-αναλύσεις M˚˚ ÝÑ pP ‚M˚q

˚ και N˚˚ ÝÑ pP ‚N˚q
˚:

0 // M˚˚

pf˚q˚

��

// pP 0
M˚q

˚ //

ppf˚q0q˚

��

pP´1
M˚q

˚ //

ppf˚q´1
q
˚

��

¨ ¨ ¨

0 // N˚˚ // pP 0
N˚q

˚ // pP´1
N˚q

˚ // ¨ ¨ ¨
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Εφόσον τα M και N είναι MCM, από το Λήµµα 5.2.16 ϑα είναι ανακλαστικά, δηλαδή M –M˚˚

και N – N˚˚. Με αυτόν τον τρόπο, αποκτούµε πλήρεις αναλύσεις C‚ και D‚ των M και N
αντίστοιχα, καθώς και έναν µορφισµό µεταξύ αυτών :

C‚ : ¨ ¨ ¨ // P´1
M

f´1

��

// P 0
M

  
f0

��

// pP 0
M˚q

˚

ppf˚q0q˚

��

// pP´1
M˚q

˚ //

ppf˚q´1
q
˚

��

¨ ¨ ¨

M

;;

f

��

D‚ : ¨ ¨ ¨ // P´1
N

// P 0
N

  

// pP 0
N˚q

˚ // pP´1
N˚q

˚ // ¨ ¨ ¨

N

;;

�

Θεώρηµα 6.3.3. Ο συναρτητής

Ωn : APCpRq ÝÑ MCMpRq

αποτελεί µία ισοδυναµία κατηγοριών.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι ο Ωn είναι πλήρης και πιστός, και επί µε ακρίβεια ισοµορφισµού
(essentially surjective) στα αντικείµενα.

Αρχικά, αποδεικνύουµε ότι ο Ωn είναι επί. ΄Εστω M ένα MCM πρότυπο και P ‚ ÝÑ M
µία προβολική ανάλυση του M . Εφόσον το M είναι MCM, από την Πρόταση 5.2.18, έχει µία
προβολική συνανάλυση M ÝÑ Q‚. Αποκτούµε έτσι µία πλήρη ανάλυση C‚ του M η οποία
αναπαριστάται µε ένα διάγραµµα:

C‚ : ¨ ¨ ¨ // P´1
B
´1
P // P 0 //

  

Q0
B

0
Q // Q1 // ¨ ¨ ¨

M

>>

και στην οποία τοM αποτελεί τον συνπυρήνα του µορφισµού B´1
P : P´1 ÝÑ P 0, δηλαδή Ω0pC

‚q “

M . Εφαρµόζοντας τον συναρτητή µεταφοράς συµπλόκων Σn αποκτούµε ένα αντικείµενο ΣnC‚

της APCpRq για το οποίο, (ϐλ. Σχόλιο 6.2.14) ισχύει :

ΩnpΣ
nC‚q – Ωn´npC

‚q “ Ω0pC
‚q “M

Συνεπώς ο Ωn είναι επί µε ακρίβεια ισοµορφισµού στα αντικείµενα.
΄Εστω τώρα M και N δύο αντικείµενα της MCMpRq και f : M ÝÑ N ένας οµοµορφισµός

προτύπων. Εφόσον ο Ωk είναι επί µε ακρίβεια ισοµορφισµού στα αντικείµενα, υπάρχουν σύµ-
πλοκα C‚ και D‚ στην APCpRq, έτσι ώστε M “ ΩkpC

‚q και N “ ΩkpD
‚q. Τότε, σύµφωνα µε το

Λήµµα 6.3.2 , ο οµοµορφισµός προτύπων f : ΩkpC
‚q ÝÑ ΩkpD

‚q µπορεί να επεκταθεί σε έναν
µορφισµό συµπλόκων f‚ : C‚ ÝÑ D‚ ο οποίος είναι µοναδικός µε ακρίβεια οµοτοπίας. Τότε, εκ
κατασκευής Ωkpf

‚q “ f και ο Ωk είναι πλήρης και πιστός. �

Στη συνέχεια, ϑα αποδείξουµε ότι για κάθε k P Z, ο συναρτητής

σďk : APCpRq ÝÑ DbpRq

του Λήµµατος 6.2.19 είναι ισοδυναµία κατηγοριών. Για τον σκοπό αυτόν ϑα χρειαστούµε το
ακόλουθο λήµµα:
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Λήµµα 6.3.4. Για κάθε άνω ϕραγµένο σύµπλοκο R-προτύπων C‚, υπάρχει ένα άνω ϕραγµένο
σύµπλοκο προβολικών P ‚ και ένας ηµι-ισοµορφισµός f : P ‚ ÝÑ C‚.

Απόδειξη. Η απόδειξη προκύπτει άµεσα από το Λήµµα 4.9.13. Για µία πιο λεπτοµερή απόδειξη
αυτής της συγκεκριµένης πρότασης ϐλ. [51, Lemma 4.4.] �

Πρόταση 6.3.5. Ο συναρτητής
σďk : APCpRq ÝÑ DbpRq

είναι επί µε ακρίβεια ισοµορφισµού (essentially surjective) για κάθε k P Z.

Απόδειξη. Εφόσον οι συναρτητές σďn και σďmείναι προφανώς ϕυσικά ισοδύναµοι για κάθε n,m P Z,
αρκεί να δείξουµε το Ϲητούµενο µόνο για ένα τυχόν k P Z. ΄Εστω C‚ ένα σύµπλοκο στην DbpRq. Το
C‚ έχει εξ ορισµού ϕραγµένη συνοµολογία, είναι δηλαδή ισόµορφο στην παραγόµενη κατηγορία
µε ένα ϕραγµένο σύµπλοκο. Από το Λήµµα 6.3.4, έτσι, προκύπτει ότι το C‚ είναι ισόµορφο στην
DbpRq µε ένα άνω ϕραγµένο σύµπλοκο από προβολικά R-πρότυπα. Εφόσον ϑέλουµε να δείξουµε
ότι ο σďk είναι επί µε ακρίβεια ισοµορφισµού, µπορούµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας να υποθέ-
σουµε ότι το σύµπλοκο C‚ είναι ένα άνω ϕραγµένο σύµπλοκο από προβολικάR-πρότυπα. Εφόσον
το C‚ έχει ϕραγµένη συνοµολογία, ϑα υπάρχει ένα n0 P Z έτσι ώστε n0 “ mintn : HnpC‚q ‰ 0u.
Εφόσον ο δακτύλιος R είναι Gorenstein, χρησιµοποιώντας το ίδιο επιχείρηµα µε την Πρόταση
5.2.13, το πρότυπο CokerBk´1

C “ ImBkC είναι MCM για k ď n0 ´ vdimR, ενώ ο ακόλουθος µορφι-
σµός συµπλόκων

σďkpC
‚q : ¨ ¨ ¨ // Ck´1 //

��

Ck //

��

0 //

��

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // 0 // CokerBk´1
C

// 0 // ¨ ¨ ¨

είναι προφανώς ένας ηµι-ισοµορφισµός, δηλαδή ένας ισοµορφισµός στην DbpRq. Από την άλλη
πλευρά, από την Πρόταση 6.2.15, προκύπτει ότι το C‚ είναι ισόµορφο στην DbpRq µε το σďkpC‚q
το οποίο είναι ένα ακυκλικό σύµπλοκο από πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά R-πρότυπα.
΄Ετσι, το ΣkσďkC

‚ αποτελεί µία προβολική ανάλυση του MCM προτύπου CokerBk´1
C η οποία

µπορεί, όπως έχουµε δει, µπορεί να επεκταθεί σε ένα ακυκλικό σύµπλοκο προβολικών, το οποίο
συµβολίζουµε µε C‚1 . Εποµένως, εκ κατασκευής, C‚1 P APCpRq και σď0pC

‚
1 q “ ΣkσďkC

‚ –

CokerBk´1
C – C‚. �

Για να δείξουµε ότι ο σďk είναι πλήρης και πιστός ϑα χρησιµοποιήσουµε το ακόλουθο κριτήριο
του Verdier του οποίου η απόδειξη ϑα παραλειφθεί. Για περισσότερα ϐλ. [19, §2, 5.3.].

Λήµµα 6.3.6. ΄Εστω C µία τριγωνισµένη κατηγορία,D µία thick υποκατηγορία της C καιQ : C ÝÑ C{D
ο συναρτητής τοπικοποίησης. Αν X είναι ένα αντικείµενο της C, τότε, οι ακόλουθες προτάσεις είναι
ισοδύναµες :

1. Για κάθε αντικείµενο Y της C, η κανονική απεικόνιση

Q : HomCpX,Y q ÝÑ HomC{DpQpXq, QpY qq

είναι ένας ισοµορφισµός.

2. Κάθε µορφισµός από το X σε ένα αντικείµενο της D είναι ο µηδενικός.

Πρόταση 6.3.7. Ο συναρτητής
σďk : APCpRq ÝÑ DbpRq

είναι πλήρης και πιστός για κάθε k P Z.
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Απόδειξη. ΄Οπως αναφέρθηκε στην προηγούµενη πρόταση, εφόσον οι συναρτητές σďn και σďm
είναι ϕυσικά ισοδύναµοι για κάθε n,m P Z, αρκεί να δείξουµε το Ϲητούµενο µόνο για ένα τυχόν
k P Z. Ο σďk είναι πλήρης και πιστός αν-ν για κάθε C‚, D‚ P APCpRq η απεικόνιση

HomAPCpRqpC
‚, D‚q ÝÑ HomDbpRqpσďkpC

‚q, σďkpD
‚qq

είναι 1-1 και επί. Χρησιµοποιώντας το κριτήριο του Verdier, αρκεί να δείξουµε ότι για ένα τέλειο
σύµπλοκοX‚ στην DbpRq και ένα αντικείµενο C‚ στην APCpRq υπάρχει ένας ακέραιος k έτσι ώστε
όλοι οι µορφισµοί : σďkC‚ ÝÑ X‚ στην DbpRq είναι ίσοι µε τον µηδενικό µορφισµό. Εφόσον το
σďkC

‚ είναι ένα άνω ϕραγµένο σύµπλοκο προβολικών προτύπων, οι παραπάνω µορφισµοί στην
DbpRq είναι σε 1-1 και επί αντιστοιχία µε τις κλάσεις οµοτοπίας µορφισµών συµπλόκων και έτσι
αρκεί να δείξουµε ότι οποιοσδήποτε τέτοιος µορφισµός είναι 0-οµοτοπικός.

Εξ ορισµού, ένα σύµπλοκο είναι τέλειο, αν-ν είναι ισόµορφο στην παραγόµενη κατηγορία
µε ένα ϕραγµένο σύµπλοκο από πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά. Συνεπώς, είναι αρκετό
να αποδείξουµε αυτόν τον ισχυρισµό στην περίπτωση που X‚ “ Σ´iP όπου το P είναι ένα
πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό R-πρότυπο και i ένας ακέραιος, καθώς αυτά τα αντικείµενα
παράγουν στην DbperfpRq µε ακρίβεια ισοµορφισµού οποιοδήποτε τέλειο σύµπλοκο, σχηµατίζοντας
κώνους µορφισµών.

Σε αυτήν την περίπτωση, ϑεωρούµε ένα k ą i, και έστω f‚ : σďkC
‚ ÝÑ Σ´iP ένας µορφισµός

συµπλόκων:

¨ ¨ ¨ // Ci´1

��

B
i´1
C // Ci

B
i
C //

fi

��

Ci`1

��

// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // 0 // P // 0 // ¨ ¨ ¨

Ο οµοµορφισµόςR-προτύπων f i αναλύεται έτσι απαραίτητα µέσω του CokerBi´1
C “ Ω´ipC

‚q και έ-
στω
g : Ω´ipC

‚q ÝÑ P η επαγόµενη απεικόνιση.

¨ ¨ ¨ // Ci´1

��

B
i´1
C // Ci

cokerBi´1
C

##

B
i
C //

fi

��

Ci`1

��

// ¨ ¨ ¨

Ω´ipC
‚q

g

zz

::

¨ ¨ ¨ // 0 // P // 0 // ¨ ¨ ¨

Μένει να δείξουµε ότι ο µορφισµός g µπορεί να αναλυθεί µέσω της έγκλεισης του

CokerBi´1
C “ Ω´ipC

‚q ÝÑ Ci`1

Θεωρούµε την σύντοµη ακριβή ακολουθία

0 // Ω´ipC‚q // Ci`1 // Ω´i´1pC
‚q // 0

Εφαρµόζοντας τον συναρτητή Homp´, P q, εφόσον το P είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο προ-
ϐολικό πρότυπο και το Ω´i´1pC

‚q για κατάλληλο i είναι maximal Cohen-Macaulay (ϐλ. πχ.
Πρόταση 5.2.13), προκύπτει ότι

Ext1RpΩ´i´1pC
‚q,P q “ 0
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΄Ετσι, από την µεγάλη ακριβή ακολουθία

0 // HompΩ´i´1pC
‚q, P q // HompCi`1, P q // HompΩ´ipC‚q, P q // Ext1RpΩ´i´1pC

‚q, P q // ¨ ¨ ¨

έπεται το Ϲητούµενο. �

Τα παραπάνω συµπεράσµατα συγκεντρώνονται στο ακόλουθο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 6.3.8. Ο συναρτητής

σďk : APCpRq ÝÑ DbpRq

είναι ισοδυναµία κατηγοριών για κάθε k P Z.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι άµεση συνέπεια των Προτάσεων 6.3.5 και 6.3.7. �

Τέλος, ϑεωρούµε τον συναρτητή

ιR : mod-R ÝÑ DbpRq

ο οποίος, (ϐλ. Λήµµα 6.1.19) απεικονίζει κάθε πρότυπο M στο αντίστοιχο stalk complex του

¨ ¨ ¨ // 0 // M // 0 // ¨ ¨ ¨

ϑεωρούµενο σαν ένα αντικείµενο στην DbpRq. Ο περιορισµός του ιR στην πλήρη υποκατηγορία
MCMpRq της mod-R είναι ένας συναρτητής

ιR : MCMpRq ÝÑ DbpRq

για τον οποίο ϑα χρησιµοποιείται ο ίδιος συµβολισµός.
Είµαστε πλέον σε ϑέση να διατυπώσουµε το κύριο αποτέλεσµα του κεφαλαίου:

Θεώρηµα 6.3.9. ΄Εστω R ένας αριστερός και δεξιός δακτύλιος της Noether, ο οποίος έχει πεπε-
ϱασµένη ενέσιµη διάσταση σαν ένα αριστερό και δεξιό R-πρότυπο. Θεωρούµε τους ακόλουθους
συναρτητές :

• Τον συναρτητή συζυγίας

Ω0 : APCpRq ÝÑ MCMpRq

• Τον συναρτητή truncation

σď0 : APCpRq ÝÑ DbpRq

• Τον συναρτητή έγκλεισης

ιR : MCMpRq ÝÑ DbpRq

Κάθε ένας από τους παραπάνω συναρτητές αποτελεί ισοδυναµία κατηγοριών έτσι ώστε το ακόλουθο
διάγραµµα συναρτητών να είναι µεταθετικό µε ακρίβεια ισοδυναµίας συναρτητών.

MCMpRq
ιR // DbpRq

APCpRq

Ω0

ee

σď0

::



252 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΚΑΤΗΓΟΡΙΕΣ Ι∆ΙΟΜΟΡΦΙΩΝ

Απόδειξη. ΄Εχουµε ήδη δείξει ότι οι συναρτητές Ω0 και σď0 αποτελούν ισοδυναµίες κατηγοριών,
συνεπώς αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει µία ισοδυναµία συναρτητών ιR ˝ Ω0 – σď0.

΄Εστω C‚ ένα αντικείµενο της APCpRq. Τότε, όπως έχουµε δει, ο ακόλουθος µορφισµός συµ-
πλόκων

σď0pC
‚q : ¨ ¨ ¨ // C´2

B
´2
C //

��

C´1
B
´1
C //

��

C0 //

��

0 //

��

¨ ¨ ¨

iR ˝ Ω0pC
‚q : ¨ ¨ ¨ // 0 // 0 // CokerB´1

C
// 0 // ¨ ¨ ¨

είναι ένας ηµι-ισοµορφισµός, δηλαδή ένας ισοµορφισµός στην DbpRq.
΄Ετσι, από το µεταθετικό διάγραµµα

σď0pC
‚q //

σď0pfq

��

ιR ˝ Ω0pC
‚q

ιR˝Ω0pfq

��
σď0pD

‚q // ιR ˝ Ω0pD
‚q

για το οποίο ϐλ. επίσης το διάγραµµα (6.4) του Λήµµατος 6.2.18, προκύπτει ένας ϕυσικός ισο-
µορφισµός συναρτητών σď0

„
ÝÑ ιR˝Ω0 στην DbpRq. Εφόσον οι συναρτητές Ω0 και σď0 αποτελούν

ισοδυναµία κατηγοριών, συµπεραίνουµε ότι και ο ιR είναι επίσης ισοδυναµία κατηγοριών. �

Παρατήρηση 6.3.10. Συνοψίζοντας τα παραπάνω, αποκτούµε ένα διάγραµµα κατηγοριών και
συναρτητών το οποίο είναι µεταθετικό µε ακρίβεια ϕυσικού ισοµορφισµού κατηγοριών ενώ οι
οριζόντιες γραµµές του αποτελούν «ακριβείς ακολουθίες» από κατηγορίες.

0 // PpRq // MCMpRq

��

// MCMpRq //

��

„



0

0 // PpRq //

��

mod-R //

��

mod-R //

��

0 APCpRq

„

__

„

��
0 // DbperfpRq // DbpRq // DbpRq // 0

Παρατήρηση 6.3.11. Τα επιχειρήµατα που έχουν παρουσιαστεί στην παρούσα ενότητα οδηγούν
στην εύρεση αντίστροφων στην παραγόµενη κατηγορία, δηλαδή quasi-inverses, των συναρτητών
Ω0 ή ιR.

΄Ενας αντίστροφος του συναρτητή Ω0 µπορεί να κατασκευασθεί µε την εξής διαδικασία. ΄Εστω
M ένα maximal Cohen-Macaulay R-πρότυπο και p : P pMq ÝÑM µία προβολική του ανάλυση.
΄Εστω, επίσης q : P pM˚q ÝÑ M˚ µία προβολική ανάλυση του δυϊκού προτύπου M˚. ΄Οπως
έχουµε ήδη δει, µία πλήρης ανάλυση του M , η οποία ϑα συµβολίζεται µε CRpMq, αποκτάται ως
εξής :

Θεωρούµε τον µορφισµό συµπλόκων dM ο οποίος ορίζεται ως η σύνθεση των µορφισµών:

dM : P pMq
p // M

– // M˚˚
q˚ // P pM˚q˚

και ϑέτουµε :
CRpMq “ Σ´1CdM
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όπου CdM είναι ο κώνος του παραπάνω µορφισµού. Τότε, προκύπτει η ύπαρξη ενός συναρτητή

Ω10 : MCMpRq ÝÑ APCpRq

ο οποίος απεικονίζει την κλάση κάθε MCM προτύπου M στην MCMpRq, στην εικόνα του συµ-
πλόκου CRpMq στην οµοτοπική κατηγορία APCpRq. Εύκολα ϐλέπουµε ότι ο Ω10 είναι καλώς
ορισµένος και εκ κατασκευής Ω0 ˝ Ω10 – IdMCMpRq και Ω10 ˝ Ω0 – IdAPCpRq, δηλαδή ο Ω10 είναι ο
αντίστροφος του Ω0.

Από την άλλη πλευρά, ένας αντίστροφος του ιR ϐρίσκεται ως εξής :

• Επιλέγουµε για κάθε σύµπλοκο C‚ στην DbpRq µία προβολική ανάλυση P ‚ ÝÑ C‚.

• Εφαρµόζουµε τον συναρτητή truncation σďk για κάποιο

k ď minti : HipC‚q “ HipP ‚q ‰ 0u ´ vdimR

και αποκτούµε ένα σύµπλοκο σďkP ‚ για το οποίο όπως έχουµε δει, το πρότυπο ΩkσďkP
‚ “

ΩkP
‚ είναι MCM.

• Επεκτείνουµε το σύµπλοκο σďkP ‚ σε ένα ακυκλικό σύµπλοκο pσďkP ‚q1 από πεπερασµένα
παραγόµενα προβολικά R-πρότυπα.

• Τέλος, ϑεωρούµε το Ω0pσďkP
‚q1, το 0-οστό πρότυπο συζυγίας αυτής της επέκτασης. Με

αυτόν τον τρόπο, µπορεί να οριστεί ένας συναρτητής

ι1R : DbpRq ÝÑ mod-R

ο οποίος προκύπτει ότι είναι καλώς ορισµένος και για κάθε αντικείµενο C‚ της DbpRq:

ι1RpC
‚q “ Ω0pσďkP

‚q1

Τότε, εκ κατασκευής ιR ˝ ι1R – 1DbpRq και ι1R ˝ ιR – 1mod-R. Η παραπάνω διαδικασία
αναπαριστάται µε το παρακάτω διάγραµµα:

C‚ P ‚oo σďk // σďkP ‚ pσďkP
‚q1

σďkoo Ω0 // ι´1
R pC

‚q

Σχόλιο 6.3.12. Προφανώς, η εύρεση ενός αντιπροσώπου του ι´1
R pC

‚q µε αυτόν τον τρόπο δεν είναι
ιδιαίτερα χρήσιµη στην πράξη. Στην επόµενη ενότητα ϑα δοθεί µία πιο χρήσιµη κατασκευή στην
περίπτωση που το σύµπλοκο C‚ είναι ισόµορφο στην DbpRq µε ένα R-πρότυπο, χρησιµοποιώντας
έναν αριστερά συζυγή της εµβάπτισης MCMpRq ÝÑ mod-R.

Ολοκληρώνουµε την ενότητα ϑεωρώντας το µεταθετικό διάγραµµα συναρτητών του Θεωρήµα-
τος 6.3.9

MCMpRq
ιR // DbpRq

APCpRq

Ω0

ee

σď0

::

στο οποίο όλοι συναρτητές αποτελούν ισοδυναµίες κατηγοριών. ΄Οπως γνωρίζουµε, η APCpRq ως
µία οµοτοπική κατηγορία συµπλόκων και η DbpRq ως παραγόµενη κατηγορία, είναι τριγωνισµένες
κατηγορίες. ΄Ετσι, ένα εύλογο ερώτηµα που δηµιουργείται είναι αν οι συναρτητές στο παραπάνω
διάγραµµα τριγωνισµένων κατηγοριών διατηρούν τις αντίστοιχες τριγωνικές δοµές της κάθε κατη-
γορίας, αν αποτελούν δηλαδή ακριβείς ισοδυναµίες τριγωνισµένων κατηγοριών. Η απάντηση σε
αυτό το ερώτηµα είναι ϑετική (ϐλ. [17, Theorem 4.4.1.(3)]) και ϑα προκύψει από τις ακόλουθες
προτάσεις.
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Αρχικά, περιγράφουµε εν συντοµία τα διακεκριµένα τρίγωνα των κατηγοριών APCpRq και
DbpRq, όπως αυτά προκύπτουν από τον ϕυσικό τριγωνισµό τους.

Από τον Ορισµό 4.5.8 ϐλέπουµε ότι ένα τρίγωνο

E‚

r1s

��
C‚ // D‚

ZZ

στην APCpRq είναι διακεκριµένο αν είναι ισόµορφο στην APCpRq µε την εικόνα ενός τυπικού
τριγώνου

C‚f

r1s

pf

��
C‚1

f // D‚1

if

ZZ

της APCpRq.
Από την άλλη πλευρά ένα διακεκριµένο τρίγωνο σε µία οµοτοπική κατηγορία µπορεί να ϑεω-

ϱηθεί ότι επάγεται από µία σύντοµη ακριβή ακολουθία συµπλόκων, η οποία είναι διασπάσιµη, αν
ξεχάσουµε τα διαφορικά, (ϐλ. [32, Chapter 1, Proposition 4.15]). ΄Ετσι, ένα τρίγωνο στην APCpRq

E‚

r1s

��
C‚ // D‚

ZZ

είναι διακεκριµένο, αν είναι ισόµορφο στην APCpRq µε την εικόνα ενός τριγώνου

E‚

r1s

��
C‚ // D‚

ZZ

όπου
0 // C‚1 // D‚1 // E‚1 // 0

είναι µία διασπάσιµη κατά ϐαθµό ακολουθία συµπλόκων.
Παρόµοια, σύµφωνα µε τον Ορισµό 3.4.3, ένα τρίγωνο

E‚1

r1s

��
C‚1 // D‚1

ZZ

στην DbpRq είναι διακεκριµένο αν είναι ισόµορφο στην DbpRq µε την εικόνα ενός διακεκριµένου
τριγώνου της KpRq µέσω της σύνθεσης του συναρτητή τοπικοποίησης Q : KpRq ÝÑ DbpRq µε τον
συναρτητή πηλίκο π : DbpRq ÝÑ DbpRq.
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Πρόταση 6.3.13. Ο συναρτητής

ιR : MCMpRq ÝÑ DbpRq

είναι µία ισοδυναµία τριγωνισµένων κατηγοριών.

Απόδειξη. ΄Εχουµε ήδη αποδείξει (ϐλ. Θεώρηµα 6.3.9) ότι ο ιR είναι ισοδυναµία κατηγοριών. Με
ακρίβεια ισοµορφισµού, µπορούµε να υποθέσουµε ότι ένα διακεκριµένο τρίγωνο στην MCMpRq
είναι της µορφής

ΩRN
chpgq // K

f
// M

g
// N

όπου

0 // K
f // M

g // N // 0

είναι µία ακριβής ακολουθία στην κατηγορία των MCM προτύπων.
Εφαρµόζοντας τον συναρτητή ιR αποκτούµε ένα τρίγωνο

ιR ˝ ΩRN
ιRchpgq // ιRK

ιRf // ιRM
ιRg // ιRN (T1)

στην DbpRq. Εφόσον ο συναρτητής ιR στέλνει τον loop-space functor ΩR στον αντίστροφο του
συναρτητή µεταφοράς στην DbpRq (ϐλ. Λήµµα 6.1.19), έχουµε ιR ˝ ΩRN – Σ ˝ ιRN και το
τρίγωνο (T1) είναι ισόµορφο στην DbpRq µε το τρίγωνο

Σ ˝ ιRN
ιRchpgq // ιRK

ιRf // ιRM
ιRg // ιRN (T2)

΄Οµως από τον ορισµό του συναρτητή ιR, η

ιRK
ιRf // ιRM

ιRg // ιRN

αποτελεί την εικόνα µίας ακριβούς ακολουθίας από stalk complexes. Συνεπώς το (T2) είναι ένα
διακεκριµένο τρίγωνο στην DbpRq και ο συναρτητής ιR είναι ακριβής. �

Πρόταση 6.3.14. Ο συναρτητής truncation

σď0 : APCpRq ÝÑ DbpRq

είναι µία ισοδυναµία τριγωνισµένων κατηγοριών.

Απόδειξη. ΄Εχουµε ήδη αποδείξει (ϐλ. Θεώρηµα 6.3.9) ότι ο σď0 είναι ισοδυναµία κατηγοριών.
Μένει να δείξουµε ότι είναι και ακριβής. Με ακρίβεια ισοµορφισµού, µπορούµε να υποθέσουµε
ότι ένα διακεκριµένο τρίγωνο

C‚ // D‚ // E‚ // ΣC‚ (T1)

στην APCpRq αποτελεί την εικόνα µίας διασπάσιµης κατά ϐαθµό ακολουθίας συµπλόκων από
πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά R-πρότυπα:

0 // C‚ // D‚ // E‚ // 0 (6.5)

Εφαρµόζοντας τον συναρτητή σď0 : APCpRq ÝÑ DbpRq στο τρίγωνο (T1) αποκτούµε ένα τρίγωνο

σď0pC
‚
q // σď0pD

‚
q // σď0pE

‚
q // σď0pΣC

‚
q (T2)
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στην DbpRq. Υπενθυµίζουµε ότι υπάρχει ένας ϕυσικός ισοµορφισµός σď0 ˝ Σ – Σ ˝ σď1 του
λησµονικού συναρτητή truncation και τα αντικείµενα σď1pC

‚q και σď0pC
‚q της DbpRq είναι

ισόµορφα (ϐλ. 6.2.18). ΄Ετσι, σď0 ˝ Σ – Σ ˝ σď0 και το τρίγωνο (T2) είναι ισόµορφο στην DbpRq
µε το τρίγωνο

σď0pC
‚
q // σď0pD

‚
q // σď0pE

‚
q // Σσď0pC

‚
q (T3)

Το τρίγωνο αυτό, όµως, είναι διακεκριµένο στην DbpRq καθώς αποτελεί εικόνα της ακριβούς
ακολουθία συµπλόκων

0 // σď0pC
‚q // σď0pD

‚q // σď0pE
‚q // 0

η οποία προκύπτει από την (6.5) και είναι προφανώς επίσης διασπάσιµη σε κάθε ϐαθµό.
Ως αποτέλεσµα, ο συναρτητής

σď0 : APCpRq ÝÑ DbpRq

είναι ακριβής. �

Πρόταση 6.3.15. Ο συναρτητής συζυγίας

Ω0 : APCpRq ÝÑ MCMpRq

είναι µία ισοδυναµία τριγωνισµένων κατηγοριών.

Απόδειξη. ΄Εχουµε ήδη αποδείξει (ϐλ. Θεώρηµα 6.3.9) ότι ο Ω0 είναι ισοδυναµία κατηγοριών.
Με ακρίβεια ισοµορφισµού µπορούµε πάλι να υποθέσουµε ότι ένα διακεκριµένο τρίγωνο στην
APCpRq είναι της µορφής

Σ´1E‚ // C‚ // D‚ // E‚ (T1)

όπου η

0 // C‚ // D‚ // E‚ // 0 (6.6)

είναι µία διασπάσιµη κατά ϐαθµό ακριβής ακολουθία συµπλόκων από πεπερασµένα παραγόµενα
προβολικά R-πρότυπα.

΄Εχουµε ήδη δει (ϐλ. Λήµµα 6.2.12) ότι ο Ω0 στέλνει τον αντίστροφο του συναρτητή µεταφοράς
στην APCpRq στον loop-space functor ΩR της MCMpRq ο οποίος αποτελεί τον συναρτητή µετα-
ϕοράς (shift) των τριγώνων σε αυτήν την τριγωνισµένη κατηγορία. Υπάρχει, έτσι, µία ισοδυναµία
συναρτητών

Ω0Σ´1 – ΩRΩ0

Εφαρµόζοντας έτσι τον συναρτητή Ω0 στο τρίγωνο (T1) αποκτούµε (µε ακρίβεια ισοµορφισµού) ένα
τρίγωνο

ΩRΩ0pE
‚
q // Ω0pC

‚
q // Ω0pD

‚
q // Ω0pE

‚
q (T2)

στην MCMpRq. Από την ακριβή ακολουθία συµπλόκων (6.6) προκύπτει το ακόλουθο µεταθετικό
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διάγραµµα

0 // C´1

B
´1
C

��

// D´1 //

B
´1
D

��

E´1 //

B
´1
E

��

0

0 // C0

zz
B

0
C

��

// D0

zz
B

0
D

��

// E0 //

zz
B

0
E

��

0

Ω0pC
‚q

$$

// Ω0pD
‚q

$$

// Ω0pE
‚q

$$
0 // C1 // D1 // E1 // 0

στο οποίο οι οριζόντιες γραµµές είναι διασπάσιµες ακριβείς ακολουθίες πεπερασµένα παραγόµε-
νων προβολικών προτύπων. Εύκολα προκύπτει ότι οι επαγόµενοι οµοµορφισµοί στους συνπυρήνες
σχηµατίζουν µία σύντοµη ακριβή ακολουθία MCM προτύπων

0 // Ω0pC
‚q // Ω0pD

‚q // Ω0pE
‚q // 0

και ως αποτέλεσµα το τρίγωνο (T2) είναι διακεκριµένο στην MCMpRq. �

Οι παραπάνω προτάσεις συνοψίζονται στο ακόλουθο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 6.3.16. ( [17, Theorem 4.4.1.(3)]) ΄Εστω R ένας αριστερός και δεξιός δακτύλιος της
Noether, ο οποίος έχει πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση σαν ένα αριστερό και δεξιό R-πρότυπο. Τότε,
το ακόλουθο διάγραµµα κατηγοριών είναι µεταθετικό (µε ακρίβεια ισοδυναµίας συναρτητών) και
επιπλέον κάθε συναρτητής αποτελεί ισοδυναµία τριγωνισµένων κατηγοριών.

MCMpRq
ιR // DbpRq

APCpRq

Ω0

ee

σď0

::

Απόδειξη. Η απόδειξη αποτελεί άµεσο πόρισµα του Θεωρήµατος 6.3.9 και των παραπάνω Προτά-
σεων. �

6.4 Συζυγία σε ∆ακτυλίους Gorenstein

Στο προηγούµενο κεφάλαιο αναπτύχθηκε, ακολουθώντας τους M. Auslander και R.-O. Buchweitz
στο [3], η ϑεωρία των X -προσεγγίσεων και ω-ϑηκών για µία αβελιανή κατηγορία C και µία προσθε-
τικά κλειστή και ακριβής υποκατηγορία X της C στην οποία κάθε επιµορφισµός είναι admissible.
Εφαρµόζοντας αυτό το γενικό αποτέλεσµα στην περίπτωση των MCM προτύπων προκύπτει ότι
κάθε πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο µπορεί να «προσεγγισθεί» από ένα MCM πρότυπο
και από ένα πεπερασµένα παραγόµενο πρότυπο προβολικής ανάλυσης. Ο Buchweitz, ωστόσο,
στο [17, §5] αναπτύσσει την ϑεωρία των προσεγγίσεων αποκτώντας άµεσα το παραπάνω αποτέλε-
σµα για τα MCM πρότυπα. Η συγκεκριµένη ενότητα αφιερώνεται στην παρουσίαση αυτής της
προσέγγισης του Buchweitz στο [17] και στα αποτελέσµατα που προκύπτουν για τις ισοδύναµες
κατηγορίες της MCMpRq που αναπτύχθηκαν στο παρόν κεφάλαιο.
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΄Οπως πριν, εκτός και αν δηλωθεί το αντίθετο, ϑα ϑεωρείται ότι τα πρότυπα που εµφανίζονται
στη συνέχεια είναι πεπερασµένα παραγόµενα και ότι τα σύµπλοκα από πρότυπα έχουν πεπερα-
σµένα παραγόµενη και ϕραγµένη συνοµολογία.

Θα διερευνήσουµε τον τρόπο µε τον οποίο η υποκατηγορία των maximal Cohen-Macaulay
προτύπων εµβαπτίζεται στην κατηγορία όλων των πεπερασµένα παραγόµενων προτύπων. Η δια-
δικασία που ακολουθεί ο Buchweitz επεκτείνει και είναι σύµφωνη µε τα αποτελέσµατα των M.
Auslander στο [5] και Auslander-Bridger στο [2].

Χρησιµοποιώντας το Λήµµα 5.2.22 και τα εργαλεία που αναπτύχθηκαν σε αυτό το κεφάλαιο,
στα πλάισια ενός δακτυλίου ισχυρά Gorenstein, ο Buchweitz (ϐλ. [17, Theorem 5.1.2.]) διατυπώνει
και αποδεικνύει το Θεώρηµα 5.3.42 το οποίο εξασφαλίζει την ύπαρξη και την µοναδικότητα στην
mod-R µίας MCM-προσέγγισης και µίας ϑήκης πεπερασµένης προβολικής διάστασης για κάθε
R-πρότυπο πεπερασµένης προβολικής διάστασης. Πιο συγκεκριµένα, υπενθυµίζουµε ότι :

Αν R ένας δακτύλιος ο οποίος είναι ισχυρά Gorenstein, τότε για κάθε πεπερασµένα παραγό-
µενο R-πρότυπο N υπάρχει µία ακριβής ακολουθία (ή αλλιώς MCM-προσέγγιση του N ):

0 // U // M
p // N // 0 (6.7)

όπου το R-πρότυπο U έχει πεπερασµένη προβολική διάσταση και το M είναι maximal Cohen-
Macaulay, καθώς και µία ακριβής ακολουθία (ή αλλιώς µία ϑήκη πεπερασµένης προβολικής
διάστασης του N ):

0 // N
i // V // L // 0 (6.8)

όπου το R-πρότυπο V έχει πεπερασµένη προβολική διάσταση και το L είναι maximal Cohen-
Macaulay.

Ιδιαιτερα, οι παραπάνω αναπαραστάσεις είναι µοναδικές µε ακρίβεια προβολικής ισοδυναµίας.
Με άλλα λόγια, αν

0 // U1
// M1

p // N // 0

και

0 // N
i // V1

// L1
// 0

είναι µία δεύτερη MCM-προσέγγιση και µία δεύτερη ϑήκη πεπερασµένης προβολικής διάστασης
του N , αντίστοιχα, ϑα υπάρχουν πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά πρότυπα P και Q έτσι
ώστε M ‘ P – M1 ‘ Q και U ‘ P – U1 ‘ Q, καθώς και αντίστοιχα πεπερασµένα παραγόµενα
προβολικά πρότυπα P 1 και Q1 έτσι ώστε V ‘ P 1 – V1 ‘Q

1 και L‘ P 1 – L1 ‘Q
1.

Παρατήρηση 6.4.1. Η µοναδικότητα στο ϑεώρηµα αυτό, το οποίο σύµφωνα µε τον Buchweitz
καλείται το Θεώρηµα Συζυγίας για ∆ακτυλίους Gorenstein, µπορεί να διατυπωθεί και ως εξής :

Ο επιµορφισµός p : M ÝÑ N στην MCM-προσέγγιση (6.7) ικανοποιεί την παρακάτω καθολική
ιδιότητα : Κάθε οµοµορφισµός f : M 1 ÝÑ N από ένα MCM R-πρότυποM 1 στο N αναλύεται µέσω
του p και αυτή η ανάλυση είναι µοναδική στην mod-R.

M 1

��

f

��
M

p // N

∆υϊκά, ο µονοµορφισµός i : N ÝÑ V στη ϑήκη πεπερασµένης προβολικής διάστασης (6.8) ικανο-
ποιεί την παρακάτω καθολική ιδιότητα : Κάθε οµοµορφισµός j : N ÝÑ V 1 από το N σε ένα MCM
R-πρότυπο M 1 αναλύεται µέσω του i και αυτή η ανάλυση είναι µοναδική στην mod-R.
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N
i //

j

��

V

��
V 1

Η µοναδικότητα αυτή, η οποία έχει ήδη αποδειχθεί στο προηγούµενο κεφάλαιο, προκύπτει σε
αυτό το πλαίσιο άµεσα και από το Λήµµα 5.2.22. ΄Αξια αναφοράς αποτελεί και µία ακόµη δια-
ϕορετική προσέγγιση στο πρόβληµα αυτό της µοναδικότητας, η οποία χρησιµοποιεί το Θεώρηµα
του Buchweitz (ϐλ. Θεώρηµα 6.3.16).

Παρατήρηση 6.4.2. Θεωρούµε έναν δακτύλιο R ο οποίος είναι ισχυρά Gorenstein και ένα πε-
περασµένα παραγόµενο R-πρότυπο N . ΄Εστω

0 // U // M
p // N // 0 (6.9)

µία MCM-προσέγγιση και

0 // N
i // V // L // 0 (6.10)

µία ϑήκη πεπερασµένης προβολικής διάστασης του N . Εφαρµόζοντας τον συναρτητή

ιR : MCMpRq ÝÑ DbpRq

στην ακριβή ακολουθία (6.11) αποκτούµε το διακεκριµένο τρίγωνο

ιRpNq

r1s

��
ιRpUq // ιRpMq

ιRppM q

ZZ

στην DbpRq. Παρόµοια, εφαρµόζοντας τον ιR στην (6.12) και στη συνέχεια το αξίωµα της στροφής
τριγώνων αποκτούµε το διακεκριµένο τρίγωνο

ΣιRpNq

r1s

��
ιRpV q // ιRpLq

ZZ

στην DbpRq. Εφόσον τα U και V είναι πρότυπα πεπερασµένης προβολικής διάστασης, η εικόνα
τους στην DbpRq µέσω του συναρτητή ιR είναι το µηδενικό αντικείµενο. Ως αποτέλεσµα, οι
µορφισµοί iRpMq ÝÑ iRpNq και iRpLq ÝÑ ΣιRpNq στα παραπάνω τρίγωνα, είναι ισοµορφισµοί
στην DbpRq. ΄Οπως έχουµε δείξει, ο συναρτητής ιR : MCMpRq ÝÑ DbpRq είναι µία ισοδυναµία
τριγωνισµένων κατηγοριών (ϐλ. Πρόταση 6.3.13), άρα τα πρότυπα M και L είναι µοναδικά µε
ακρίβεια ισοµορφισµού στην MCMpRq. Το M αναπαριστά το ι´1

R pNq και το L αναπαριστά το
ι´1
R pΣNq “ Σι´1

R pNq “ ΣM .

Οδηγούµαστε έτσι στο ακόλουθο πόρισµα:
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Πόρισµα 6.4.3. Θεωρούµε έναν δακτύλιοR ο οποίος είναι ισχυρά Gorenstein και ένα πεπερασµένα
παραγόµενο R-πρότυπο N . ΄Εστω

0 // U // M
p // N // 0 (6.11)

µία MCM-προσέγγιση και

0 // N
i // V // L // 0 (6.12)

µία ϑήκη πεπερασµένης προβολικής διάστασης του N . Τότε το πρότυπο L είναι ισόµορφο µε το ΣM
στην MCMpRq.

Η ύπαρξη µίας MCM-προσέγγισης και µίας ϑήκης πεπερασµένης προβολικής διάστασης έχει
αποδειχθεί γενικότερα στο προηγούµενο κεφάλαιο. Είναι ενδιαφέρον, ωστόσο, να µελετηθεί πως
αυτή µπορεί να προκύψει άµεσα στο πλαίσιο στο οποίο ϐρισκόµαστε.

Παρατήρηση 6.4.4. ΄Εστω R ένας δακτύλιος ο οποίος είναι ισχυρά Gorenstein και N ένα πεπε-
ϱασµένα παραγόµενο R-πρότυπο. Θεωρούµε µία προβολική ανάλυση P ‚ ÝÑ N του N . Εφόσον
ο δακτύλιος R έχει πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση, το σύµπλοκο pP ‚q˚ “ HomRpP,Rq έχει επί-
σης ϕραγµένη συνοµολογία. Θεωρούµε στη συνέχεια µία προβολική ανάλυση φ : Q‚ ÝÑ pP ‚q˚

του συµπλόκου Rop-προτύπων pP ‚q˚. ∆υϊκοποιώντας για άλλη µία ϕορά, αποκτούµε έναν ηµι-
ισοµορφισµό: φ˚ : P ‚ – pP ‚q˚˚ ÝÑ pQ‚q˚ σε ένα κάτω ϕραγµένο σύµπλοκο από πεπερασµένα
παραγόµενα προβολικά R-πρότυπα pQ‚q˚, ο οποίος αναπαριστάται µε το ακόλουθο διάγραµµα:

¨ ¨ ¨ // P´k´1 //

��

P´k //

��

¨ ¨ ¨ // P´1 //

��

P 0 //

��

0

��

// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // 0 // pQkq˚ // ¨ ¨ ¨ // pQ1q˚
B
´1
// pQ0q˚

B
0
// pQ´1q˚

B
1

// ¨ ¨ ¨

όπου Bn “ HomRpB
´n´1
Q , Rq για κάθε n P Z. ΄Οπως έχουµε ήδη δει στο προηγούµενο κεφάλαιο,

µπορούµε να επιλέξουµε ένα τέτοιο ελάχιστο n έτσι ώστε Qn ‰ 0 ϑέτοντας :

n “ maxti | i P ZµεExtiRpN,Rq ‰ 0u

Εφόσον ο φ˚ είναι ένας ηµι-ισοµορφισµός, η µόνη µη µηδενική συνοµολογία του Q˚ είναι το
πρότυπο N στο ϐαθµό µηδέν. ΄Ετσι, ϑέτουµε :

• M “ KerB0 και U “ ImB´1, συνεπώς N “M{U .

• V “ CokerB´1 και L “ ImB0, συνεπώς N “ KerB1 όπου B1 : V ÝÑ L είναι ο επιµορφισµός
ο οποίος επάγεται από τον B0.

M “ KerB0

&&

L “ ImB0

''
¨ ¨ ¨ // pQ1q˚

B
´1

//

&&

pQ0q˚
B

0
//

&&

88

pQ´1q˚
B

1
// ¨ ¨ ¨

U “ ImB´1

88

V “ CokerB´1

Εκ κατασκευής, τα πρότυπα U και V έχουν πεπερασµένη προβολική διάσταση καθώς τα σύµπλο-
κα σď´1pQ

‚q˚ και σď0pQ
‚q˚ αντίστοιχα αποτελούν µία προβολική ανάλυση αυτών. Από την άλλη

πλευρά, τα πρότυπαM και L είναι MCM καθώς τα σύµπλοκα σě0pQ
‚q˚ και σě1pQ

‚q˚ αντίστοιχα
αποτελούν µία προβολική συν-ανάλυση αυτών.
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Σχόλιο 6.4.5. Η παραπάνω κατασκευή ουσιαστικά δίνει µία άλλη, άµεση απόδειξη του Πορίσµα-
τος 6.4.3 καθώς τα πρότυπα M και L εµφανίζονται σε µία σύντοµη ακριβή ακολουθία :

0 // M “ KerB1 // pQ0q˚ // ImB0 “ L // 0 (6.13)

Από τον τρόπο που ορίστηκαν τα διακεκριµένα τρίγωνα στην MCMpRq, άµεσα προκύπτει ότι
L “ ΣM στην MCMpRq.

Ακολουθούν ορισµένες παρατηρήσεις οι οποίες οφείλονται στον Buchweitz (ϐλ. [17, 5.2. Re-
marks]).

Παρατήρηση 6.4.6. Θεωρούµε έναν δακτύλιο R ο οποίος είναι ισχυρά Gorenstein και ένα πε-
περασµένα παραγόµενο R-πρότυπο N . ΄Εστω

0 // U // M
p // N // 0 (6.14)

µία MCM-προσέγγιση και

0 // N
i // V // L // 0 (6.15)

µία ϑήκη πεπερασµένης προβολικής διάστασης του N . Χρησιµοποιώντας την κατασκευή της
Παρατήρησης 6.4.4 και χρησιµοποιώντας τον ίδιο συµβολισµό, παρατηρούµε ότι το πρότυπο U
εµφανίζεται σε µία σύντοµη ακριβή ακολουθία

0 // U “ ImB´1 // pQ0q˚ // CokerB´1 “ V // 0 (6.16)

και αποτελεί το πρώτο πρότυπο συζυγίας του πεπερασµένης διάστασης προτύπου V . Η ιδιότητα
αυτό χαρακτηρίζει το U , το οποίο σε µία MCM-προσέγγιση δεν µπορεί να είναι ένα οποιοδήποτε
πρότυπο πεπερασµένης προβολικής διάστασης. Τέλος, εφαρµόζοντας τον συναρτητή ExtRp´, Rq
στις 6.14 και 6.15 προκύπτει ότι

ExtnRpU,Rq “ Extn`1
R pN,Rq “ Extn`1

R pV,Rq

για κάθε n ą 0.

∆ιατηρώντας τον παραπάνω συµβολίσµό και χρησιµοποιώντας την κατασκευή της Παρατήρη-
σης 6.4.4, ϐλέπουµε ότι οι ακριβείς ακολουθίες (6.13), (6.14), (6.15) και (6.16) δηµιουργούν ένα
µεταθετικό διάγραµµα:

0 0

0 // N
i //

OO

V
B
1

//

OO

L // 0

0 // M
i1 //

p

OO

pQ0q˚ //

OO

L // 0

U

OO

U

OO

0

OO

0

OO

(6.17)

Η εικόνα του παραπάνω διαγράµµατος στην τριγωνισµένη κατηγορία DbpRq αποτελεί την απεικό-
νιση του οκτάεδρου που προκύπτει εφαρµόζοντας το αξίωµα του οκταέδρου είτε στη σύνθεση των
µορφισµών

U “ ImB´1 // M “ KerB0 i1 // pQ0q˚
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ή στην σύνθεση των µορφισµών

pQ0q˚
p1 // V “ CokerB´1 B

1

// L “ imB0

ενώ τα διακεκριµένα τρίγωνα του οκταέδρου δίνονται από τις τέσσερις παραπάνω ακριβείς ακο-
λουθίες.

Ορισµός 6.4.7. Το διάγραµµα (6.17) σύµφωνα µε τον Buchweitz (ϐλ. [17, §5.3.]) καλείται η κανο-
νική αναπαράσταση, ή το επαγόµενο οκτάεδρο ενός πεπερασµένα παραγόµενου N υπεράνω ενός
ισχυρά Gorenstein δακτυλίου R.

Η ακόλουθη πρόταση, προκύπτει άµεσα από τις παραπάνω παρατηρήσεις :

Πρόταση 6.4.8. ( [17, Corollary 5.3.3.]) ΄Εστω R ένας ο οποίος είναι ισχυρά Gorenstein και ένα
πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο N . Αν

0 // U // M
p // N // 0 (6.18)

είναι µία MCM-προσέγγιση του N και

0 // N
i // V // L // 0 (6.19)

είναι µία ϑήκη πεπερασµένης προβολικής διάστασης του N , τότε υπάρχει ένα πεπερασµένα παρα-
γόµενο προβολικό R-πρότυπο Q και µία ακριβής ακολουθία

0 // M // N ‘Q // V // 0 (6.20)

στην οποία το M είναι ένα maximal Cohen-Macaulay πρότυπο και το V είναι ένα πρότυπο πεπερα-
σµένης προβολικής διάστασης.

Επιπλέον, στην mod-R ισχύουν τα ακόλουθα:

• Κάθε µορφισµός από ένα MCM πρότυπο στο πρότυπο N αναλύεται µέσω του µονοµορφισµού
M ÝÑ N ‘Q – N .

• Κάθε µορφισµός από το πρότυπο N σε ένα πρότυπο πεπερασµένης προβολικής διάστασης
αναλύεται µέσω του επιµορφισµού N – N ‘Q ÝÑ V .

Απόδειξη. Η απόδειξη προκύπτει άµεσα από τα παραπάνω. Εύκολα ϐλέπουµε ότι το τετράγωνο

M
i // V

M

p

OO

i1 // pQ0q˚

OO

στο διάγραµµα 6.17 είναι δι-καρτεσιανό και αποκτούµε έτσι µία σύντοµη ακριβή ακολουθία

0 // M
p‘i1 // N ‘ pQ0q˚

i´p1 // V // 0

η οποία αναπαριστά το N (µε ακρίβεια πρόσθεσης ενός προβολικού προτύπου) ως µία επέκταση
ενός προτύπου πεπερασµένης προβολικής διάστασης µε ένα MCM πρότυπο. Θέτοντας Q “ pQ0q˚

προκύπτει το Ϲητούµενο. �
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Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 5.3.39 του προηγούµενου κεφαλαίου σε αυτό το πλαίσιο, ϑέτοντας
δηλαδή C “ mod-R, X “ MCMR και ω “ PpRq προκύπτει ένας πλήρης και πιστός συναρτητής

M : mod-R ÝÑ MCMpRq

ο οποίος αντιστοιχίζει κάθε πεπερασµένα παραγόµενοR-πρότυπο στην επιλεγµένη MCM-προσέγγισή
του. Ο συναρτητής M αποτελεί έναν δεξιά συζυγή της εµβάπτισης MCMpRq ÝÑ mod-R.

Παρόµοια, συµβολίζοντας µε fpdpRq την πλήρη υποκατηγορία της mod-R η οποία αποτελείται
από όλα τα πρότυπα πεπερασµένης προβολικής διάστασης, προκύπτει η ύπαρξη ενός συναρτητή

H : mod-R ÝÑ fpdpRq

ο οποίος αντιστοιχίζει κάθε πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο στην επιλεγµένη ϑήκη πεπερα-
σµένης προβολικής διάστασης.

Συνοψίζοντας τα παραπάνω αποτελέσµατα, όπως αναφέρθηκε γενικότερα στο προηγούµενο
κεφάλαιο, ϑα µπορούσαµε να πούµε ότι η mod-R δηµιουργείται «σχεδόν» συγκολώντας (µε την
έννοια των Beilinson, Bernstein και Deligne στο [8, 1.4.3.]) τις κατηγορίες MCMpRq και fpdpRq
χρησιµοποιώντας τα Ϲεύγη των συζυγών συναρτητών :

MCMpRq
j! // mod-

H //
M
oo fpdpRq

i˚
oo

Σε σύγκριση µε την έννοια της «συγκόλησης κατηγοριών» όπως αυτή ορίζεται στο [8, 1.4.3.],
και µε αυτήν την ορολογία, παρατηρούµε τα ακόλουθα:

• Οι κατηγορίες MCMpRq και fpdpRq είναι πλήρεις υποκατηγορίες της mod-R ( αντιστοιχεί
στο αξίωµα [8, 1.4.3.5].

• Η κατηγορία MCMpRq είναι αριστερά ορθογώνια στην fpdpRq και η κατηγορία fpdpRq είναι
δεξιά ορθογώνια στην MCMpRq (αντιστοιχεί στο αξίωµα [8, 1.4.3.3.].

• Ο συναρτητής M (αντιστοιχεί στον συναρτητή j˚ του αξιώµατος [8, 1.4.3.2.]) αποτελεί έναν
δεξιά συζυγή της εµβάπτισης της MCMpRq στην mod-R (αντιστοιχεί στον συναρτητή j!).

• Ο συναρτητής H (αντιστοιχεί στον συναρτητή i˚ του αξιώµατος [8, 1.4.3.2.]) αποτελεί έναν
αριστερά συζυγή της εµβάπτισης της fpdpRq στην mod-R (αντιστοιχεί στον συναρτητή i˚).

• Η κανονική αναπαράσταση του προτύπου N (ϐλ. (6.17) περιγράφει την µοναδική διάσπαση
ενός αντικειµένου της mod-R στα «επί µέρους στοιχεία» του στην MCMpRq και στην fpdpRq.
Επιπλέον, η ακριβής ακολουθία (6.20) αντιστοιχεί στο εξής διακεκριµένο τρίγωνο (ϐλ. [8,
1.4.3.4.]):

i˚ ˝ i
˚

r1s

��
g! ˝ j

˚ // 1

ZZ

΄Οπως έχει αναφερθεί στο προηγούµενο κεφάλαιο, αυτό που λείπει από µία ολοκληρωµένη
συγκόληση µε την παραπάνω έννοια, είναι η ύπαρξη των συζυγών συναρτητών (i! και j˚). Γενικά,
ακόµη και µε ακρίβεια πρόσθεσης προβολικών προτύπων, ένα τυχαίο πρότυπο δεν µπορεί να
αναπαρασταθεί σαν µία επέκταση ενός MCM προτύπου µε ένα πρότυπο πεπερασµένης προβολικής
διάστασης.

Η ακόλουθη πρόταση δίνει έναν πιο εύχρηστο χαρακτηρισµό µίας MCM-προσέγγισης όταν
πληρούται µία επιπλέον συνθήκη.
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Πρόταση 6.4.9. ( [17, Proposition 5.5.1.]) ΄Εστω R ένας δακτύλιος ο οποίος είναι ισχυρά Goren-
stein καιN έναR-πρότυπο για το οποίο ισχύει ExtnRpN,Rq “ 0 εκτός από µία µοναδική τιµη n “ n0.
Τότε, µία MCM-προσέγγιση του N δίνεται ως εξής :

MpNq “ HomRpΩnExt
n
pN,Rq, Rq

όπου µε ΩnExt
n
RpN,Sq συµβολίζουµε το αντίστοιχο πρότυπο συζυγίας σε µία προβολική ανάλυση

του αριστερού R-προτύπου ExtnRpN,Rq.

Απόδειξη. Η πορεία της απόδειξης είναι παρόµοια µε αυτήν που χρησιµοποιεί ο Buchweitz για
την ύπαρξη MCM-προσεγγίσεων και ϑηκών πεπερασµένης προβολικής διάστασης (ϐλ. Παρατή-
ϱηση 6.4.4). Η κεντρική ιδέα είναι ότι, χρησιµοποιώντας την επιπλέον συνθήκη για το πρότυπο
N , µε τον συµβολισµό της Παρατήρησης 6.4.4, το σύµπλοκο pP ‚q˚ είναι ηµι-ισοµορφικό µε το
Σ´n ExtnRpN,Rq και άρα αποτελεί µία προβολική ανάλυση αυτού του προτύπου. Αλλά τότε εκ
κατασκευής, το πρότυπο MpNq προκύπτει ως

KerHomRpB
0
Q, Rq “ HomRpCokerB

0
Q, Rq “ HomRpΩ0Q,Rq

όπου Ω0Q “ Ωn Ext
n
RpN,Rq. �

Η κατασκευή της Παρατήρησης 6.4.4 ουσιαστικά αποτελεί µία επέκταση της κατασκευής µίας
πλήρης ανάλυσης ενός MCM (ϐλ. Παρατήρηση 6.3.11), για ένα τυχαίο πεπερασµένα παραγόµενο
R- πρότυπο N . Χρησιµοποιώντας ένα παρόµοιο επιχείρηµα µπορούµε να αποκτήσουµε µε την
χρήση συναρτητών τέτοιες πλήρεις αναλύσεις για τυχαία αντικείµενα της DbpRq. Θα περιγράψου-
µε στη συνέχεια συνοπτικά µία διαδικασία για την απόκτηση τέτοιων αναλύσεων στην DbpRq, ενώ
για περισσότερα ϐλ. [17, §5.6.].

΄Εστω C‚ ένα σύµπλοκοR-προτύπων µε ϕραγµένη και πεπερασµένα παραγόµενη συνοµολογί-
α, ϑεωρούµενο ως ένα αντικείµενο της DbpRq. Επιλέγουµε µία προβολική ανάλυση PpC‚q ÝÑ C‚

του C‚ και εφαρµόζουµε τον συναρτητή HomRp´, Rq αποκτώντας το σύµπλοκο PpC‚q˚. Εξ ορι-
σµού, το PpC‚q˚ είναι ένα κάτω ϕραγµένο σύµπλοκο από πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά
Rop-πρότυπα µε ϕραγµένη συνοµολογία, άρα αποτελεί µία «προβολική συν-ανάλυση» του συµπλό-
κου RHomRpC

‚, Rq ϑεωρούµενο ως ένα αντικείµενο της πλήρης τριγωνισµένης υποκατηγορίας
K`,bpPpRop, qq της DbpRopq. ΄Ετσι, αυτό το αντικείµενο είναι µοναδικό µε ακρίβεια οµοτοπικής
ισοδυναµίας. Στη συνέχεια, επιλέγουµε µία προβολική ανάλυση φC : PpPpC‚q˚q˚ ÝÑ PpC‚q˚

αυτής της συν-ανάλυσης η οποία αντιστοιχεί στον ηµι-ισοµορφισµό φ˚ που περιγράφεται στην
Παρατήρηση 6.4.4. ∆υϊκοποιούµε ακόµη µία ϕορά ως προς το HomRopp´, Rq και ϑεωρούµε την
σύνθεση των ακόλουθων µορφισµών:

NpC‚q : PpC‚q
– // PpC‚q˚˚

φC // PpPpC‚q˚q˚

Ο µορφισµός σύνθεση καλείται η Απεικόνιση Νόρµα του C‚ κατ΄ αναλογίαν µε την κλασσική πε-
ϱίπτωση των πεπερασµένων οµάδων (ϐλ. για παράδειγµα [18, XII, 1.]) και αποτελεί εκ κατασκευής
έναν ηµι-ισοµορφισµό από µία προβολική ανάλυση του C‚ σε µία προβολική συνανάλυση του C‚.
Μάλιστα, ο µορφισµός NpC‚q αποτελεί µία εκδοχή στην DbpRq του ισοµορφισµού δυϊκότητας

C‚ ÝÑ RHomRopppC‚, Rq, Rq

για δακτυλίους Gorenstein ο οποίος έχει αναφερθεί στο προηγούµενο κεφάλαιο. Τέλος, κατ΄
αναλογίαν µε την Παρατήρηση 6.3.11, ϑέτουµε

CRpC‚q “ Σ´1C‚NpC‚q

όπου υπενθυµίζουµε ότι µε C‚NpC‚q συµβολίζουµε τον κώνο του µορφισµού NpC‚q.
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Ορισµός 6.4.10. ΄Εστω R ένας δακτύλιος ο οποίος είναι ισχυρά Gorenstein και C‚ ένα σύµ-
πλοκο R-προτύπων µε ϕραγµένη και πεπερασµένα παραγόµενη συνοµολογία, ϑεωρούµενο ως ένα
αντικείµενο της DbpRq. Το σύµπλοκο CRpC‚q ϑα καλείται µία πλήρης ανάλυση του αντικειµένου
C‚.

Σχόλιο 6.4.11. Στα παρακάτω, χάριν ευκολίας στον συµβολισµό, ϑέτουµε :

Cp´q “ PpPp´q˚q˚

΄Αµεσα αποκτούµε ένα διακεκριµένο τρίγωνο στην κατηγορία KpPpRqq, την οµοτοπική κατη-
γορία όλων των συµπλόκων των πεπερασµένα παραγόµενων δεξιών R-προτύπων:

Πρόταση 6.4.12. ( [17, §5.6.3]) ΄Εστω R ένας δακτύλιος ο οποίος είναι ισχυρά Gorenstein. Τότε,
για κάθε αντικείµενο C‚ της DbpRq, υπάρχει ένα διακεκριµένο τρίγωνο στην οµοτοπική κατηγορία
KpPpRqq της µορφής :

CpC‚q

r1s

ipC‚q

��
CRpC‚q

rpC‚q // PpC‚q

NpC‚q

ZZ

Απόδειξη. Ο ισχυρισµός προκύπτει από τον τρόπο που ορίστηκαν τα διακεκριµένα τρίγωνα σε µία
οµοτοπική κατηγορία. Το παραπάνω τρίγωνο αποτελεί εξ ορισµού το διακεκριµένο τρίγωνο που
επάγεται από τον κώνο του µορφισµού NpC‚q, µε µία περιστροφή στα αριστερά. Ο µορφισµός
rpC‚q είναι απλά ο περιορισµός της πλήρης ανάλυσης στη δοσµένη προβολική ανάλυση, ενώ ο
µορφισµός έγκλεισης ipC‚q είναι ο µορφισµός ο οποίος µετατρέπει την προβολική συν-ανάλυση
σε µία πλήρη ανάλυση. �

Παρατήρηση 6.4.13. Υπενθυµίζουµε ότι η επιλογή προβολικών αναλύσεων για ένα αντικείµενο
της DbpRq µπορεί να ϑεωρηθεί ως ένας συναρτητής

P : DbpRq ÝÑ K´,bpPpRqq

ο οποίος είναι αριστερά συζυγής του συναρτητή εµβάπτισης K´,bpPpRqq ÝÑ DbpRq (ϐλ. για
παράδειγµα [19, ΙΙ.1.4.]).

Παρόµοια, σύµφωνα µε τα παραπάνω, αποκτούµε έναν συναρτητή

C : DbpRq ÝÑ K`,bpPpRqq

όπου Cp´q “ PpPp´q˚q˚. Θεωρούµε στην συνέχεια τους συναρτητές ϕυσικής έγκλεισης

K´,bpPpRqq ÝÑ DbpRq

και
K`,bpPpRqq ÝÑ DbpRq

καθώς και τις αντίστοιχες συνθέσεις

DbpRq
P // K´,bpPpRqq // KbpPpRqq

DbpRq
C // K`,bpPpRqq // KbpPpRqq
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Με αυτόν τον τρόπο, η νόρµα µπορεί να ϑεωρηθεί ως ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός συναρτητών ο
οποίος για κάθε µορφισµό συµπλόκων f : C‚ ÝÑ D‚ στην DbpRq αναπαριστάται µε το ακόλουθο
µεταθετικό διάγραµµα:

PpC‚q

NpC‚q

��

Ppfq // PpD‚q

NpD‚q

��
CpC‚q

Cpfq // CpD‚q

΄Εχοντας ορίσει µία πλήρη ανάλυση για κάθε αντικείµενο της DbpRq είναι δυνατό να ορίσουµε
και στη συνέχεια µία MCM-προσέγγιση, επεκτείνοντας την παραπάνω ϑεωρία στην κατηγορία
συµπλόκων.

Ορισµός 6.4.14. ΄ΕστωR ένας δακτύλιος ο οποίος είναι ισχυρά Gorenstein καιC‚ ένα αντικείµενο
της DbpRq. Τότε, το R-πρότυπο

MpC‚q “ Ω0CRpC
‚q

µαζί µε τον επαγόµενο µορφισµό στον πυρήνα

MpC‚q ÝÑ C‚

ϑα καλείται µία MCM-προσέγγιση του C‚.

Παρατήρηση 6.4.15. Συγκρίνοντας τον παραπάνω ορισµό µε την περίπτωση των προτύπων,
παρατηρούµε ότι λείπει το ανάλογο της ϑήκης πεπερασµένης προβολικής διάστασης, δηλαδή του
συναρτητή H : mod-R ÝÑ fpdpRq. Στο πλαίσιο της παραγόµενης κατηγορία DbpRq ένας τέτοιος
συναρτητής ϑα έστελνε ένα οποιοδήποτε σύµπλοκο στην DbpRq στο «κοµµάτι» αυτού που αποτελεί
ένα τέλειο σύµπλοκο στην DbperfpRq. Ωστόσο, αν ένας τέτοιος συναρτητής υπήρχε, η κατηγορία
DbpRq ϑα µπορούσε να κατασκευαστεί «συγκολλώντας» τις κατηγορίες DbpRq και DbperfpRq, κάτι
που γενικά δεν ισχύει. Για περισσότερες λεπτοµέρειες ϐλ. [17, §7].

Τα παραπάνω συµπεράσµατα συνοψίζονται στο ακόλουθο ϑεώρηµα το οποίο ολοκληρώνει την
εικόνα η οποία δόθηκε στην προηγούµενη ενότητα στο Θεώρηµα 6.3.16.

Θεώρηµα 6.4.16. ΄Εστω R ένας αριστερός και δεξιός δακτύλιος της Noether ο οποίος έχει πεπε-
ϱασµένη ενέσιµη διάσταση σαν ένα αριστερό και δεξιό R-πρότυπο. Τότε, το ακόλουθο διάγραµµα
είναι µεταθετικό µε ακρίβεια ισοδυναµίας κατηγοριών :

DbpRq

π

##

M

��

CR

||
APCpRq

–

Ω0 //

σď0

–

::
MCMpRq

ιR

–
// DbpRq

Οι συναρτητές ιR, Ω0 και σď0 αποτελούν ισοδυναµία τριγωνισµένων κατηγοριών, ενώ οι συναρ-
τητές CR και M είναι ηµι-αντίστροφοι των συναρτητών σď0 και ιR αντίστοιχα.

Με άλλα λόγια, ο συναρτητής προβολής π : DbpRq ÝÑ DbpRq αναλύεται ϕυσικά πάνω από την
ισοδυναµία σď0 : APCpRq ÝÑ DbpRq.



6.5. GORENSTEIN ΠΡΟΒΟΛΙΚΑ ΑΝΤΙΚΕΙΜΕΝΑ ΚΑΙ ΚΑΤΗΓΟΡΙΕΣ Ι∆ΙΟΜΟΡΦΙΩΝ 267

6.5 Gorenstein Προβολικά Αντικείµενα και Κατηγορίες Ιδιο-
µορφιών

Ανακεφαλαιώνοντας, ακολουθώντας τον Buchweitz στο [17], ορίσαµε την κατηγορία ιδιοµορφιών
ενός δακτυλίου της Noether R ως το πηλίκο (µε την έννοια του Verdier):

DbpRq “ DbpRq{DnperfpRq

Στη συνέχεια ορίστηκε η έννοια ενός maximal Cohen-Macaulay R-προτύπου και η ευσταθής
κατηγορία MCMpRq. Τέλος, συµβολίζοντας µε APCpRq την οµοτοπική κατηγορία των συµπλόκων
από πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά R-πρότυπα, αποδείχθηκε ότι το ακόλουθο διάγραµµα
αποτελεί µία ισοδυναµία τριγωνισµένων κατηγοριών :

MCMpRq
ιR // DbpRq

APCpRq

Ω0

ee

σď0

::

Χρησιµοποιώντας αυτήν την ισοδυναµία είναι δυνατόν να µελετήσουµε την κατηγορία ιδιοµορ-
ϕιών, µέσω µίας ευσταθούς κατηγορίας πηλίκο η οποία έχει ως αντικείµενα πρότυπα τα οποία,
όπως γνωρίζουµε, έχουν πλούσιες ιδιότητες.

΄Ενα ϕυσικό ερώτηµα το οποίο προκύπτει είναι αν το παραπάνω διάγραµµα και τα συµπε-
ϱάσµατα του Buchweitz µπορούν να γενικευθούν και αν ναι, σε ποιον ϐαθµό. Σε αυτήν την
παράγραφο ϑα δώσουµε µία απάντηση σε αυτό το ερώτηµα χρησιµοποιώντας µία πιο σύγχρο-
νη προσέγγιση. Θα χρησιµοποιηθούν ορισµοί και αποτελέσµατα κυρίως από το άρθρο των Α.
Μπεληγιάννη και I. Reiten, ϐλ. [12] αλλά και από το [10].

Στη ϑέση της κατηγορίας των πεπερασµένα παραγόµενων R-προτύπων, ϑεωρούµε µία αβε-
λιανή κατηγορία A µε αρκετά προβολικά αντικείµενα. Συµβολίζοντας µε projA την πλήρη υπο-
κατηγορία της A η οποία αποτελείται από τα προβολικά αντικείµενα, ϑεωρούµε την αντίστοιχη
ϕραγµένη οµοτοπική κατηγορία KbpprojAq η οποία είναι µία πλήρης τριγωνισµένη υποκατηγορία
της KbpAq. Τέλος ϑεωρούµε την παραγόµενη κατηγορία DbpAq. Με αυτόν τον τρόπο αποκτούµε
ένα διάγραµµα κατηγοριών

KbpprojAq ι // KbpAq
Q // DbpAq

στο οποίο η σύνθεση των συναρτητών είναι ένας πλήρης και πιστός συναρτητής. Θεωρούµε την
πλήρη υποκατηγορία της DbpAq η οποία έχει ως αντικείµενα εικόνες αντικειµένων της KbpprojAq
µέσω της σύνθεσης των συναρτητών Q ˝ i, καθώς και όλα τα ισόµορφά τους. Θα συµβολίζουµε
αυτήν την κατηγορία πάλι µε KbpprojAq. Τότε, όπως έχουµε δει, µπορούµε να ορίσουµε την
κατηγορία ιδιοµορφιών DsgpAq:

Ορισµός 6.5.1. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία µε αρκετά προβολικά αντικείµενα. Ορίζουµε την
κατηγορία ιδιοµορφιών (singularity category) της A ως το πηλίκο (µε την έννοια του Verdier):

DsgpAq “ DbpAq{KbpprojAq

Σχόλιο 6.5.2. Προφανώς, η κατηγορία ιδιοµορφιών, εφόσον αποτελεί ένα πηλίκο µίας παραγό-
µενης κατηγορίας είναι τριγωνισµένη και εφοδιασµένη µε µία ϕυσική τριγωνική δοµή όπου τα
διακεκριµένα τρίγωνα επάγονται από σύντοµες ακριβείς ακολουθίες συµπλόκων.

Στη συνέχεια, ϑα ορίσουµε σε αυτό το πλαίσιο µία κατηγορία αντίστοιχη της APCpRq:
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Ορισµός 6.5.3. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία µε αρκετά προβολικά αντικείµενα.. Θα συµβο-
λίζουµε µε

KACpprojpAqq

την οµοτοπική κατηγορία των ακυκλικών συµπλόκων από προβολικά αντικείµενα της A. Η
KACpprojAq, δηλαδή, είναι η πλήρης υποκατηγορία της KpAq η οποία έχει ως αντικείµενα ακυκλικά
σύµπλοκα της µορφής

P ‚ : ¨ ¨ ¨ // Pn´1 // Pn // Pn1 // ¨ ¨ ¨

προβολικών όπου το Pn είναι ένα προβολικό αντικείµενο της A για κάθε n P Z.

Πρόταση 6.5.4. Η κατηγορία KACpprojAq είναι µία πλήρης τριγωνισµένη υποκατηγορία της KpAq.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι η KACpprojAq είναι κλειστή στον συναρτητή µεταφοράς συµ-
πλόκων και στους κώνους µορφισµών ιδιότητες που προκύπτουν εύκολα από τον ορισµό της
KACpprojAq καθώς και από το γεγονός ότι η projA είναι κλειστή στα πεπερασµένα ευθέα αθροί-
σµατα (ϐλ. για παράδειγµα Πρόταση 6.2.7). �

Σχόλιο 6.5.5. Η KACpprojAq, κληρονοµέι την ϕυσική τριγωνισµένη δοµή της KpAq. ΄Ενα διακε-
κριµένο τρίγωνο στην KACpprojAq επάγεται από µία ακριβή ακολουθία συµπλόκων η οποία είναι
διασπάσιµη αν ξεχάσουµε τα διαφορικά.

Μένει να ορίσουµε µία κατηγορία η οποία ϑα είναι αντίστοιχη της ευσταθούς κατηγορίας
των maximal Cohen-Macaulay προτύπων. Ωστόσο, όπως είναι ϕανερό, εφόσον το πλαίσιο στο
οποίο ϐρισκόµαστε δεν είναι δακτύλιος, αλλά µία αβελιανή κατηγορία, δεν έχει νόηµα η έννοια
του προτύπου. Θα χρειαστούµε έναν γενικότερο ορισµό, ο οποίος όµως διατηρεί την ιδιότητα
«Cohen-Macaulay». Για τον σκοπό αυτόν, ϑα ορίσουµε τα Gorenstein προβολικά αντικείµενα της
κατηγορίας. Τα ακόλουθα προέρχονται από τους H. Matsui και R. Takahashi στο [38].

Κατ αναλογία µε την περίπτωση των προτύπων και τον Ορισµό 6.2.1, ορίζουµε την έννοια µίας
πλήρης ανάλυσης ενός αντικειµένου σε µία αβελιανή κατηγορία µε αρκετά προβολικά αντικείµενα:

Ορισµός 6.5.6. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία καιM ένα αντικείµενο της A. Τότε, µία πλήρης
προβολική ανάλυση (complete projective resolution) στην A είναι ένα ακυκλικό σύµπλοκο
P ‚:

P ‚ : ¨ ¨ ¨ // Pn´1
B
n´1
P // Pn

B
n
P // Pn`1 // ¨ ¨ ¨

από προβολικά αντικείµενα της A το οποίο παραµένει ακριβές αν εφαρµόσουµε τον συναρτητή
HomAp´, Qq για κάθε Q P projA.

Σχόλιο 6.5.7. Υπενθυµίζουµε ότι αν P ‚ ÝÑM είναι µία προβολική ανάλυση του M

¨ ¨ ¨ // P´2 // P´1 // P 0 f // M // 0

τότε συµβολίζουµε µε Ω1M τον πυρήνα του µορφισµού f : P 0 ÝÑ M , τον οποίον και καλούµε
την πρώτη συζυγία του M . Η n-οστή συζυγία του M στη συνέχεια ορίζεται επαγωγικά ϑέτοντας
ΩnM “ ΩpΩn´1Mq για κάθε n ď ´1. Για λόγους ευκολίας στον συµβολισµό ϑέτουµε επιπλέον
Ω0M “M .

∆υϊκά, αν
M // P 1 // P 2 // P 3 // ¨ ¨ ¨

είναι µία προβολική συνανάλυση του M ορίζουµε την πρώτη συν-συζυγία του M ως
Ω´1M “ CokerM ÝÑ P 1 και επαγωγικά την n-οστή συν-συζυγία του M ϑέτοντας Ω´nM “

Ω´1pΩ´pn´1qMq, για κάθε n ě 1.
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Παρατήρηση 6.5.8. Εφόσον η κατηγορία A έχει αρκετά προβολικά αντικείµενα, για κάθε αν-
τικείµενο M της A και για κάθε n P Z, υπάρχει η n-οστή συζυγία του M και µία ακριβής
ακολουθία

0 // ΩnM // P´n`1 // ¨ ¨ ¨ // P 0 // M // 0

στην A µε P i P projA για κάθε ´n ` 1 ď i ď 0. Η η n-οστή συζυγία του M είναι µοναδικώς
προσδιορισµένη µε ακρίβεια προβολικής ισοδυναµίας, δηλαδή µοναδικώς προσδιορισµένη µε
ακρίβεια ισοµορφισµού στην ευσταθή κατηγορία A “ A{projA.

Ο ακόλουθος ορισµός εισήχθηκε από τους Enochs-Jenda το 1995 στο [21].

Ορισµός 6.5.9. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και M ένα αντικείµενο της A. Το M καλείται
Gorenstein προβολικό αντικείµενο αν υπάρχει µία πλήρης προβολική ανάλυση P ‚ έτσι ώστε
M – ImB0

P “ KerB1
P .

P ‚ : ¨ ¨ ¨ // P´1
B
´1
P // P 0

B
0
P //

!!

P 1
B

1
P // P 2 // ¨ ¨ ¨

M

==

Τότε ϑα λέµε ότι το M έχει µία πλήρης προβολική ανάλυση P ‚ ή ότι η P ‚ είναι µία πλήρης προβο-
λική ανάλυση του M . Η πλήρης υποκατηγορία της A η οποία αποτελείται από όλα τα Gorenstein
προβολικά αντικείµενα συµβολίζεται µε GprojA και καλείται η κατηγορία των Gorenstein προ-
ϐολικών αντικειµένων της A.

Σχόλιο 6.5.10. ΄Αµεσα, από τον ορισµό ενός Gorenstein προβολικού αντικειµένου, ϐλέπουµε ότι
κάθε προβολικό αντικείµενο τηςA είναι Gorenstein προβολικό, συνεπώς η projA είναι µία πλήρης
υποκατηγορία της GprojA. ΄Ετσι, µπορούµε να ορίσουµε την ευσταθή κατηγορία :

GprojA “ GprojA{projA

Οι ακόλουθες ιδιότητες των Gorenstein προβολικών αντικειµένων είναι επίσης άµεσες συνέ-
πειες του Ορισµού 6.5.9.

Πρόταση 6.5.11. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία. Αν M είναι ένα Gorenstein προβολικό
αντικείµενο της A, τότε για κάθε προβολικό αντικείµενο Q P projA και για κάθε n P Z ισχύει :

ExtnpM,Qq “ 0

Απόδειξη. Εφόσον το M είναι Gorenstein προβολικό αντικείµενο της A, ϑα υπάρχει µία πλήρης
ανάλυση P ‚ του M έτσι ώστε το σύµπλοκο

¨ ¨ ¨ // HomApP
1, Qq // HomApP

0, Qq // HomApP
´1, Qq // ¨ ¨ ¨

να είναι ακριβές για κάθε Q P projA. Παίρνοντας συνοµολογία σε αυτό το σύµπλοκο για κάθε
n P Z, προκύπτει το Ϲητούµενο. �

Πρόταση 6.5.12. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία. Τότε, αν P ‚ είναι µία πλήρης προβολική
ανάλυση στην A, οι εικόνες ImBn για κάθε n P Z είναι Gorenstein προβολικά αντικείµενα της A.
Επιπλέον, όλες οι ακριβείς ακολουθίες της µορφής :

¨ ¨ ¨ // Pn´1 // Pn // ImBn // 0

0 // ImBn // Pn`1 // Pn`2 // ¨ ¨ ¨
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και
0 // ImBn // Pn`1 // ¨ ¨ ¨ // Pm // ImBm // 0

όπου n,m P Z µε n ă m, παραµένουν ακριβείς αν εφαρµόσουµε τον συναρτητή HomAp´, Qq για
κάθε Q P projA.

Απόδειξη. Η απόδειξη προκύπτει άµεσα από τον ορισµό ενός Gorenstein προβολικού αντικειµέ-
νου. �

Λήµµα 6.5.13. Αν M είναι ένα Gorenstein προβολικό αντικείµενο της A, τότε για κάθε n P Z,
υπάρχει η n-οστή συζυγία του M .

0 // M // P 1 // ¨ ¨ ¨ // Pn // Ω´nM // 0

Μάλιστα, αυτή η συν-συζυγία είναι µοναδικώς προσδιορισµένη µε ακρίβεια προβολικής ευστάθειας,
δηλαδή είναι µοναδική µε ακρίβεια ισοµορφισµού στην ευσταθή κατηγορία GprojA.

Απόδειξη. Η ύπαρξη της n-οστής συν-συζυγίας τουM προκύπτει από τον ορισµό ενός Gorenstein
προβολικού αντικειµένου. Αν P ‚ και Q‚ είναι δύο πλήρεις προβολικές αναλύσεις ενός Gorenstein
προβολικού αντικειµένου M , υπάρχει ένα µεταθετικό διάγραµµα:

0 // M // P 1 //

x

��

Ω´1
P M

γ

��

// 0

0 // M // Q1 // Ω´1
Q M // 0

στο οποίο οι οριζόντιες γραµµές είναι σύντοµες ακριβείς ακολουθίες. Η ύπαρξη του µορφισµού
x : P 1 ÝÑ Q1 οφείλεται στο ότι Ext1pΩ´1

P Mq, Q1q “ 0, ενώ ο γ είναι ο επαγόµενος µορφισµός
στους συνπυρήνες. �

Σχόλιο 6.5.14. Εφόσον η αβελιανή κατηγορία A έχει αρκετά προβολικά αντικείµενα, ϐλέπουµε
ότι ένα αντικείµενο M της A είναι Gorenstein προβολικό αν-ν M P KprojA και υπάρχει µία
προβολική συν-ανάλυση του M :

0 // M // P 1 // P 2 // ¨ ¨ ¨

η οποία παραµένει ακριβής αν εφαρµόσουµε τον συναρτητή HomAp´, Qq για κάθε Q P projA.

Από την µοναδικότητα των συζυγιών και των συν-συζυγιών στην ευσταθή κατηγορία GprojA
προκύπτει η ύπαρξη ενός loop-space functor

ΩG : GprojA ÝÑ GprojA

ο οποίος αντιστοιχίζει ένα Gorenstein προβολικό M στην πρώτη συζυγία του Ω1M και έναν
µορφισµό f : M ÝÑ N της GprojA στον επαγόµενο µορφισµό ΩGf : Ω1M ÝÑ Ω1N . ∆υϊκά,
ορίζεται ένας suspension functor

ΣG : GprojA ÝÑ GprojA

ο οποίος αντιστοιχίζει ένα Gorenstein προβολικόM στην πρώτη συν-συζυγία του Ω´1M και έναν
µορφισµό f : M ÝÑ N της GprojA στον επαγόµενο µορφισµό Ω´1f : Ω´1M ÝÑ Ω´1N

0 // M //

f

��

P 1
M

//

x

��

Ω´1M

Ω´1f

��

// 0

0 // N // P 1
N

// Ω1
QN

// 0
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Παρόµοια µε το παραπάνω λήµµα, ο µορφισµός x υπάρχει αφού Ext1pΩ´1M,P 1
N q “ 0, ενώ ο

Ω´1f είναι ο επαγόµενος µορφισµός στους συνπυρήνες.
΄Οπως ϑα περίµενε κάποιος, ο ενδοσυναρτητής ΩG, κατ αντιστοιχία µε τον loop space fu-

nctor ΩR : MCMpRq ÝÑ MCMpRq αποτελεί όντως ισοδυναµία κατηγοριών, µε αντίστροφο τον
συναρτητή ΣG. Το επιχείρηµα αυτό µπορεί να αποδειχθεί άµεσα χρησιµοποιώντας τον ορισµό
των παραπάνω συναρτητών και η απόδειξή του ϑα παραλειφθεί προς το παρόν. ΄Ενα παράδειγµα
αποτελεί ο Ορισµός 5.4.24, όπου αποδεικνύεται το αντίστοιχο συµπέρασµα για την περίπτωση των
προτύπων. Στη συνέχεια ϑα παρουσιάσουµε ένα γενικότερο ϑεώρηµα το οποίο εξασφαλίζει ότι η
ευσταθής κατηγορία είναι Frobenius, ιδιότητα που σύµφωνα µε τον Happel στο [28] είναι αρκετή
σε αυτό το πλαίσιο για να αποτελεί ο συναρτητής ΩG ισοδυναµία κατηγοριών.

΄Ενα ϕυσικό ερώτηµα που προκύπτει είναι αν η ευσταθής κατηγορία GprojA είναι τριγωνι-
σµένη. Παρόλο που στο προηγούµενο κεφάλαιο εξετάστηκε ένα ϑεώρηµα το οποίο εξασφαλίζει
την ύπαρξη ενός τριγωνισµού σε µία ευσταθή κατηγορία (ϐλ. Θεώρηµα 5.4.19), σε αυτήν την
περίπτωση ϑα χρησιµοποιήσουµε µία πρόταση του Α. Μπεληγιάννη στο [10], η οποία παρέχει
επιπλέον πλούσιες πληροφορίες για την κατηγορία GprojA και την ευσταθή της.

Πριν ξεκινήσουµε, ϑα επαληθεύσουµε την ακόλουθη ιδιότητα της κατηγορίας των Gorenstein
προβολικών αντικειµένων:

Πρόταση 6.5.15. ( [38, Remark 3.4.]) ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία µε αρκετά προβολικά
αντικείµενα. Η κατηγορία GprojA των προβολικών αντικειµένων της A είναι κλειστή στους ευθείς
αθροιστέους.

Απόδειξη. ΄Εστω M,N αντικείµενα της A έτσι ώστε το αντικείµενο M ‘ N να είναι Gorenstein
προβολικό. Θα δείξουµε ότι τα M και N είναι επίσης Gorenstein προβολικά. Αφού το M ‘N P

GprojA, ϑα υπάρχει µία ακριβής ακολουθία

0 // M ‘N
pf,gq // P // L // 0

όπου P P projA και L P GprojA. Προκύπτουν έτσι οι σύντοµες ακριβείς ακολουθίες

0 // M
f // P

cokerf // Cokerf // 0

και

0 // N
g // P

cokerg // Cokerg // 0

καθώς και ένα µεταθετικό διάγραµµα:

0 0

0 // M ‘N
pf,gq // P

OO

// L

OO

// 0

0 // M ‘N

´

f 0
0 g

¯

// P ‘ P

p 1P 1P q

OO

// Cokerf ‘ Cokerg

OO

// 0

P

´

1P
´1P

¯

OO

P

OO

0

OO

0

OO

του οποίου οι οριζόντιες γραµµές και οι κάθετες στήλες είναι σύντοµες ακριβείς ακολουθίες. Αφού
το L είναι Gorenstein προβολικό, Ext1ApL,P q “ 0 και η σύντοµη ακριβής ακολουθία

0 // P // Cokerf ‘ Cokerg // L // 0
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διασπάται. Προκύπτει ότι για κάθε Q P projA ισχύει Ext1pCokerf,Qq “ 0. Ως αποτέλεσµα,
υπάρχει µία ακριβής ακολουθία

0 // M ‘N // P 0 // P 1 // ¨ ¨ ¨

η οποία παραµένει ακριβής αν εφαρµόσουµε τον συναρτητή HomAp´, Qq για κάθε Q P projA.
Τότε, η ακολουθία :

0 // M // P 0 // P 0 ‘ P 1 // P 0 ‘ P 1 ‘ P 2 // ¨ ¨ ¨

είναι επίσης ακριβής και παραµένει ακριβής αν εφαρµόσουµε τον συναρτητή HomAp´, Qq για
κάθε Q P projA, συνεπώς το M είναι Gorenstein προβολικό. �

Ο Α. Μπεληγιάννης στο [10, Definition 2.12] ορίζει γενικότερα για µία προσθετική κατηγορία
C και µία πλήρη προσθετική υποκατηγορία X Ď C την έννοια ενός X -Gorenstein αντικειµένου.
΄Ενα αντικείµενο C της C καλείται X -Gorenstein αν-ν το C έχει µία συναρτησιακά X -ακριβή
ανάλυση και συν-ανάλυση. ∆ηλαδή, το C καλείται X -Gorenstein αν-ν υπάρχει ένα σύµπλοκο:

A‚ : ¨ ¨ ¨ // An´1
B
n
A // An // An`1 // ¨ ¨ ¨

µε C “ ImBiA για κάποιο i P Z, µε το A‚ να πληροί τις ακόλουθες ιδιότητες :

• Το A‚ παραµένει ακριβές αν εφαρµόσουµε τον συναρτητή HomCpX,´q για κάθε X P X και
τότε το A‚ καλείται συναλλοίωτα X -ακριβές.

• Το A‚ παραµένει ακριβές αν εφαρµόσουµε τον συναρτητή HomCp´, Xq για κάθε X P X και
τότε το A‚ καλείται αντισυναλλοίωτα X -ακριβές.

Θέτοντας τώρα στην ϑέση τηςX την κατηγορία projA, ϐλέπουµε ότι αφού ο συναρτητήςHomCpQ,´q
είναι ακριβής για κάθε Q P projA, τα proj-Gorenstein αντικείµενα της A είναι ακριβώς τα Goren-
stein προβολικά αντικείµενα που ορίσαµε.

Υπενθυµίζουµε εν συντοµία τους εξής ορισµούς για µία προσθετική κατηγορία C και µία
πλήρη προσθετική υποκατηγορία της X η οποία είναι κλειστή στους ευθείς αθροιστέους και στους
ισοµορφισµούς (ϐλ. [10]):

• ΄Ενας µορφισµός f : A ÝÑ B στην C καλείται X -epic αν ο επαγόµενος οµοµορφισµός
οµάδων HomApX, fq : HomApX,Aq ÝÑ HomApX,Bq είναι επιµορφισµός για κάθε X P X .

• ΄Ενας µορφισµός f : A ÝÑ B στην C καλείται X -monic αν ο επαγόµενος οµοµορφισµός
οµάδων HomApf,Xq : HomApB,Xq ÝÑ HomApA,Xq είναι επιµορφισµός για κάθεX P X .

• ΄Ενας µορφισµός χA : XA ÝÑ A καλείται µία δεξιά X -προσέγγιση του A, αν ο χA είναι
X -epic και XA P X .

• ΄Ενας µορφισµός χA : A ÝÑ XA καλείται µία αριστερή X -προσέγγιση του A, αν ο χA είναι
X -monic και XA P X .

• Η υποκατηγορία X καλείται αντισυναλλοίωτα πεπερασµένη (αντίστοιχα συναλλοίωτα πεπε-
ϱασµένη), αν κάθε αντικείµενο της C έχει µία δεξιά (αντίστοιχα αριστερή) X -προσέγγιση.

Τέλος, ϑα χρειαστούµε τον ακόλουθο ορισµό:

Ορισµός 6.5.16. ( [10, Definition 2.10.]) ΄Εστω C µία προσθετική κατηγορία και X µία πλήρης
προσθετική υποκατηγορία της C η οποία είναι κλειστή στους ευθείς αθροιστέους και στους ισοµορφι-
σµούς. ΄Εστω, επιπλέον A µία πλήρης υποκατηγορία της C. Αν κάθε X -epic µορφισµός έχει πυρήνα
στην C, τότε η A καλείται X -επιλύουσα (X -resolving), αν X Ď A και η A είναι κλειστή στους

πυρήνες των X -epics µορφισµών. Επιπλέον, αν A
g
ÝÑ B

f
ÝÑ C είναι ένα διάγραµµα στην C στο

οποίο ο µορφισµός f είναι X -epic, g “ kerf και A,C P A, τότε B P A.
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Λόγω του ότι η ϑεωρία η οποία αφορά X -Gorenstein αντικείµενα ξεφεύγει από τα πλαίσια της
παρούσας διατριβής, η απόδειξη της παρακάτω πρότασης ϑα παραλειφθεί, ενώ για περισσότερα
παραπέµπουµε στο [10].

Πρόταση 6.5.17. ( [10, Proposition 2.13.]) ΄Εστω C µία ακριβής κατηγορία και X µία πλήρης
υποκατηγορία της C. Αν η X είναι αντισυναλλοίωτα πεπερασµένη, κάθε X -epic µορφισµός είναι
ένας admissible επιµορφισµός και κάθε αριστερή X -προσέγγιση ενός X -Gorenstein αντικειµένου
είναι ένας admissible µονοµορφισµός, τότε η GX pCq είναι µία X επιλύουσα Frobenius ακριβής
υποκατηγορία της C και η ευσταθής κατηγορία GX pCq{X είναι πλήρης τριγωνισµένη υποκατηγορία
της pC{X ,ΩX ,∆Xq.

Στόχος µας είναι να εφαρµόσουµε την Πρόταση 6.5.17 στα πλαίσια της κατηγορίας GprojA.
Θα ακολουθήσουµε τα ακόλουθα ϐήµατα στα οποία επίσης εξηγούµε την ορολογία που χρησιµο-
ποιείται :

1. Θέτουµε C “ A, όπου A είναι µία αβελιανή κατηγορία µε αρκετά προβολικά αντικείµενα
και ϑεωρούµε την πλήρη υποκατηγορία της X “ projA.

2. ΄Οπως αναφέρθηκε στην Παρατήρηση 5.4.21, εφόσον η A είναι µία αβελιανή κατηγορία µε
αρκετά προβολικά αντικείµενα, η πλήρης υποκατηγορία της projA είναι µία αντισυναλλοί-
ωτα πεπερασµένη υποκατηγορία της A.

3. ΄Ενας µορφισµός f : A ÝÑ B στην A είναι proj-epic αν-ν ο f είναι επιµορφισµός. Πράγµατι,
αν ο f : A ÝÑ B είναι επιµορφισµός, υπάρχει µία ακριβής ακολουθία της µορφής:

0 // K // A
f // B // 0

στην A. Εφαρµόζοντας τον συναρτητή HomApP,´q στην παραπάνω σύντοµη ακριβή ακο-
λουθία για ένα τυχαίο P P projA, αφού Ext1ApP,Kq “ 0, προκύπτει ότι ο οµοµορφισµός
οµάδων HomApP, fq : HomApP,Aq ÝÑ HomApP,Bq είναι επιµορφισµός, δηλαδή ο f είναι
proj-epic.

΄Εστω τώρα ότι ο f : A ÝÑ B στην A είναι proj-epic. Αφού η A έχει αρκετά προβολικά
αντικείµενα µπορούµε να επιλέξουµε έναν επιµορφισµό α : P ÝÑ B από ένα P P projA. Ο
α ϑα αναλύεται µέσω του f όπως ϕαίνεται στο ακόλουθο διάγραµµα διότι ο f είναι proj-epic.

P

u

��
α

��
A

f // B
g1 //
g2

// C

Τότε, αν g1, g2 : B ÝÑ C είναι µορφισµοί στην A τέτοιοι ώστε g1 ˝ f “ g2 ˝ f , έχουµε:

g1 ˝ f “ g2 ˝ f ùñ g1 ˝ f ˝ u “ g2 ˝ f ˝ u ùñ g1 ˝ α “ g2 ˝ α ùñ g1 “ g2

και ο f είναι επιµορφισµός.

4. Στην Πρόταση 6.5.17, η έννοια admissible επιµορφισµός χρησιµοποιείται σύµφωνα µε τον
Quillen (ϐλ. [47]), κατά τον οποίον υπενθυµίζουµε ότι ένας επιµορφισµός f : A ÝÑ B στην
A ϑα καλείται admissible, αν υπάρχει µία σύντοµη ακριβής ακολουθία της µορφής:

0 // K // A
f // B // 0

µεK P obpAq. Εφόσον ηA είναι αβελιανή, κάθε µορφισµός στηνA έχει πυρήνα στηνA, άρα
κάθε proj-epic µορφισµός, δηλαδή κάθε επιµορφισµός, είναι ένας admissible επιµορφισµός.
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5. Κάθε αριστερή proj-προσέγγιση ενός Gorenstein προβολικού αντικειµένου της A είναι ένας
admissible µονοµορφισµός. Πράγµατι, έστω M ένα Gorenstein προβολικό αντικείµενο της
A και f : M ÝÑ P µία αριστερή proj-προσέγγιση του M . Εφόσον το M είναι Gorenstein
προβολικό ϑα εµφανίζεται σε µία σύντοµη ακριβή ακολουθία της µορφής 0 ÝÑ M ÝÑ

Q1 ÝÑ Ω´1
P M ÝÑ 0 όπου Q‚ είναι µία πλήρης προβολική ανάλυση του M . Αποκτούµε

έτσι ένα µεταθετικό διάγραµµα

M
f // P

cokerf //

α

��

Cokerf

γ

��

// 0

0 // M
ι // Q1 π // Ω´1

P M // 0

στο οποίο ο µορφισµός α : P ÝÑ Q1 υπάρχει αφού ο f είναι proj-monic, ενώ ο γ είναι ο
επαγόµενος µορφισµός στους συνπυρήνες. Εύκολα ϐλέπουµε ότι ο f είναι µονοµορφισµός :
g1, g2 : C ÝÑM είναι µορφισµοί στην A µε f ˝ g1 “ f ˝ g2, τότε :

f ˝ g1 “ f ˝ g2 ùñ α ˝ f ˝ g1 “ α ˝ f ˝ g2 ùñ ι ˝ g1 “ ι ˝ g2 ùñ g1 “ g2

Συνεπώς ο f ϑα είναι ένας admissible µονοµορφισµός (µε την έννοια του Quillen).

6. Η κατηγορία GX pCq της Πρότασης 6.5.17 ορίζεται ως η πλήρης υποκατηγορία της A η οποία
αποτελείται από όλα τα X -Gorenstein αντικείµενα. Στο πλαίσιο στο οποίο ϐρισκόµαστε
εποµένως, η GprojApAq είναι η GprojA.

Συνεπώς, η πλήρης υποκατηγορία projA Ď A, ικανοποιεί τις συνθήκες τις Πρότασης 6.5.17.
Τα αποτελέσµατα συγκεντρώνονται στις ακόλουθες προτάσεις :

Πρόταση 6.5.18. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία µε αρκετά προβολικά αντικείµενα. Η πλήρης
υποκατηγορία GprojA Ď A η οποία αποτελείται από όλα τα Gorenstein προβολικά αντικείµενα της
A είναι µία proj-επιλύσιµη ακριβής υποκατηγορία της A η οποία είναι Frobenius.

Παρατήρηση 6.5.19. Η ιδιότητα «proj-επιλύσιµη και ακριβής υποκατηγορία της A» έχει τις
ακόλουθες συνέπειες για την GprojA:

1. Η GprojA είναι κλειστή στους πυρήνες επιµορφισµών, δηλαδή για κάθε σύντοµη ακριβής
ακολουθία

0 // M1
// M2

// M3
// 0

στην A, αν τα M2 και M3 είναι Gorenstein προβολικά, τότε και το M1 είναι Gorenstein
προβολικό.

2. Η GprojA είναι κλειστή στις επεκτάσεις, δηλαδή για κάθε σύντοµη ακριβής ακολουθία

0 // M1
// M2

// M3
// 0

στην A, αν τα M1 και M3 είναι Gorenstein προβολικά, τότε και το M2 είναι Gorenstein
προβολικό.

Μπορούµε πλέον να διατυπώσουµε το ακόλουθο συµπέρασµα:

Πόρισµα 6.5.20. Ο loop-space functor ΩG : GprojA ÝÑ GprojA είναι ισοδυναµία κατηγοριών µε
αντίστροφο τον συναρτητή suspension ΣG : GprojA ÝÑ GprojA.

Απόδειξη. Εφόσον η κατηγορία GprojA είναι µία ακριβής υποκατηγορία της A η οποία είναι
Frobenius, το Ϲητούµενο προκύπτει από τον Happel στο [29]. �

Τέλος, επαληθεύσαµε το ακόλουθο για την ευσταθή κατηγορία GprojA:
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Πρόταση 6.5.21. ΄ΕστωA µία αβελιανή κατηγορία µε αρκετά προβολικά αντικείµενα. Η ευσταθής
κατηγορία GprojA είναι µία πλήρης τριγωνισµένη υποκατηγορία της pA{ projA,ΩprojA,∆projAq.

΄Οπως έχουµε ήδη αναφέρει, η projA είναι µία αντισυναλλοίωτα πεπερασµένη υποκατηγορία
της A και εποµένως, εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 5.4.19, αποκτούµε έναν αριστερό τριγωνισµό της
pA{projA,ΩprojAq µε ϐάση τα proj-διακεκριµένα τρίγωνα (ϐλ. Ορισµό 5.4.13) ή ισοδύναµα, µε
ϐάση τα proj-επαγόµενα (ϐλ. Ορισµό 5.4.15). Η πλήρης τριγωνισµένη υποκατηγορία GprojA ϑα
διατηρεί αυτήν την τριγωνική δοµή και µπορούµε έτσι να ορίσουµε τα Gproj-διακεκριµένα τρίγωνα
και τα Gproj-επαγόµενα τρίγωνα. Επειδή η κατασκευή αυτών των τριγώνων έχει ήδη αναλυθεί,
δεν ϑα αναφερθούµε σε περισσότερες λεπτοµέρειες. Ως παράδειγµα, ϑα περιγράψουµε µία κα-
τασκευή ενός διακεκριµένου τριγώνου στην GprojA. Το τρίγωνο αυτό ϑα κατασκευασθεί ως ένα
δεξιά διακεκριµένο τρίγωνο, ωστόσο λαµβάνοντας υπόψιν ότι η GprojA είναι µία τριγωνισµένη κα-
τηγορία και ότι ο συναρτητής ΩG είναι ισοδυναµία µε αντίστροφο τον ΣG, η ακόλουθη διαδικασία
ϑα περιγράφει πλήρως τα διακεκριµένα τρίγωνα στην GprojA. Τα επαγόµενα τρίγωνα ορίζονται
αντίστοιχα.

Ορίζουµε ένα διακεκριµένο τρίγωνο στην GprojA όπως ακολούθως: Θεωρούµε έναν µορφισµό
µεταξύ Gorenstein προβολικών αντικειµένων f : M ÝÑ N . Εξ ορισµού, ϑα υπάρχει µία εµβάπτι-
ση ιM : M ÝÑ QM σε ένα προβολικό αντικείµενο QM P projA, έτσι ώστε ο συνπυρήνας ΣGM
να είναι επίσης Gorenstein προβολικό. Ορίζουµε τον κώνο Cf του µορφισµού f ως το pushout
των f και ιM . Με αυτόν τον τρόπο αποκτούµε ένα µεταθετικό διάγραµµα του οποίου οι οριζόντιες
γραµµες είναι σύντοµες ακριβείς ακολουθίες :

0 // M
ιM //

f

��

QM
pM //

��

ΣGM // 0

0 // N
ι // Cf

p // ΣGM // 0

Ορισµός 6.5.22. ΄Ενα τρίγωνο

A
u // B

v // C
w // ΣRA

στην GprojA καλείται διακεκριµένο, αν είναι ισόµορφο µε ένα τρίγωνο της µορφής

M
f

// N
ι // Cf

´p
// ΣGM

όπου f : M ÝÑ N είναι ένας οµοµορφισµός Gorenstein αντικειµένων της A.

Σχόλιο 6.5.23. Σύµφωνα µε την ορολογία των Α. Μπεληγιάννη και I. Reiten στο [12, Definition
3.1.], αν C είναι µία αβελιανή κατηγορία και X , Y είναι δύο πλήρεις υποκατηγορίες της C οι
οποίες είναι κλειστές στους ισοµορφισµούς και στους ευθείς αθροιστέους, το Ϲεύγος pX ,Yq ϑα
καλείται ένα cotorsion pair αν ικανοποιούνται οι ακόλουθες συνθήκες :

1. Ext1pX ,Yq “ 0.

2. Για κάθε αντικείµενο C της C υπάρχει µία σύντοµη ακριβής ακολουθία 0 ÝÑ YC ÝÑ

XC
fC
ÝÑ C ÝÑ 0 µε YC P Y και XC P X .

3. Για κάθε αντικείµενοC της C υπάρχει µία σύντοµη ακριβής ακολουθία 0 ÝÑ C
GC
ÝÑ Y C ÝÑ

XC ÝÑ 0 µε Y C P Y και XC P X .

Οι κατηγορίες GprojA και projA ικανοποιούν τις παραπάνω συνθήκες και αποτελούν ένα cotor-
sion pair pGprojA, projAq.
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Παρατήρηση 6.5.24. ΄Εχοντας ολοκληρώσει την µελέτη της κατηγορίας GprojA, µένει να εξετά-
σουµε την σχέση της µε την κατηγορία των maximal Cohen-Macaulay προτύπων. Θέτουµε στη
ϑέση της A, την κατηγορία mod-R, την ευσταθή κατηγορία των πεπερασµένα παραγόµενων δεξιών
R-προτύπων, όπου οR είναι ένας δακτύλιος της Noether. Στην ϑέση της projA ϑέτουµε την πλήρη
υποκατηγορία της mod-R, η οποία αποτελείται από όλα τα πεπερασµένα παραγόµενα προβολι-
κά R-πρότυπα. Μπορούµε έτσι να ϑεωρήσουµε την Gprojmod-R, την πλήρη υποκατηγορία της
mod-R η οποία αποτελείται από όλα τα Gorenstein προβολικά R-πρότυπα.

Επιβάλλουµε επιπλέον στον R µία συνθήκη περατότητας, να έχει αριστερά και δεξιά πεπερα-
σµένη ενέσιµη διάσταση σαν ένα R-πρότυπο, µε άλλα λόγια να είναι Gorenstein. Η ιδιότητα αυτή
είχε ουσιαστική σηµασία στον ορισµό των maximal Cohen-Macaulay R-προτύπων στο προηγού-
µενο κεφάλαιο. ΄Ετσι, ϑεωρούµε την MCMpRq, την κατηγορία των των maximal Cohen-Macaulay
προτύπων υπεράνω του δακτυλίου R.

΄Εστω M P MCMpRq ένα MCM πρότυπο. Τότε, όπως έχουµε δει, υπάρχει µία πλήρης ανά-
λυση του M από πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά R-πρότυπα, η οποία παραµένει ακριβής
αν εφαρµόσουµε τον συναρτητή HomRp´, Rq. Προκύπτει ότι το M αποτελεί ένα Gorenstein
προβολικό αντικείµενο της mod-R µε την έννοια του Ορισµού 6.5.9.

Από την άλλη πλευρά, έστωM ένα Gorenstein προβολικόR-πρότυπο. Εξ ορισµού, ϑα υπάρχει
µία προβολική συν-ανάλυση του M , εποµένως σύµφωνα µε την Πρόταση 5.2.13, το M είναι
maximal Cohen-Macaulay.

Συµπεραίνουµε ότι, στα πλαίσια ενός δακτυλίου της Noether µε πεπερασµένη ενέσιµη διά-
σταση σαν ένα δεξιό και αριστερό R-πρότυπο, οι έννοιες Gorenstein προβολικό και maximal
Cohen-Macaulay συµπίπτουν. Η ϑεωρία που αναπτύχθηκε σε αυτήν την παράγραφο αποτελεί
δηλαδή µία γενίκευση της ϑεωρίας των MCM προτύπων. Ακόµη γενικότερα, στη ϐιβλιογραφία
(ϐλ. [9]) αν Λ είναι µία άλγεβρα του Artin, δηλαδή µία άλγεβρα Λ υπεράνω ενός µεταθετικού
δακτυλίου του Artin R, ο οποίος είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο τα Gorenstein
προβολικά Λ-πρότυπα καλούνται Cohen-Macaulay.

Ανακεφαλαιώνοντας, ως αυτό το σηµείο, ξεκινώντας µε µία αβελιανή κατηγορία A µε αρκετά
προβολικά αντικείµενα, έχουµε ορίσει την κατηγορία ιδιοµορφιών DsgpAq, την οµοτοπική κατηγο-
ϱία των ακυκλικών προβολικών συµπλόκων KACpprojAq και την GprojA, την ευσταθή κατηγορία
των Gorenstein προβολικών αντικειµένων της A. Εύκολα µπορούµε να κατασκευάσουµε τους α-
κόλουθους συναρτητές µεταξύ αυτών των κατηγοριών. Ο ορισµός τους, αλλά και τα επιχειρήµατα
που εξασφαλίζουν ότι είναι καλώς ορισµένοι, είναι ανάλογα µε τους αντίστοιχους συναρτητές που
ορίστηκαν σε προηγούµενη ενότητα, και γιαυτό ϑα παρουσιαστούν συνοπτικά.

Πρόταση 6.5.25. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία µε αρκετά προβολικά αντικείµενα, και DsgpAq
η κατηγορία ιδιοµορφιών της A. Τότε, υπάρχει ένας ϕυσικός συναρτητής :

ιA : GprojA ÝÑ DsgpAq

ο οποίος αντιστοιχίζει κάθε Gorenstein προβολικό αντικείµενο της A στο αντίστοιχο stalk complex
του ϑεωρούµενο σαν αντικείµενο της DsgpAq.

Επιπλέον, συµβολίζοντας µε ΣD : DsgpAq ÝÑ DsgpAq τον αντίστροφο του συναρτητή µεταφοράς
συµπλόκων στην DsgpAq, ισχύει

ιA ˝ ΩG – Σ´1
D ιA

όπου ο ΩG είναι ο loop-space functor της GprojA.

Απόδειξη. Συµβολίζουµε µε D : A ÝÑ DbpAq τον συναρτητή στην παραγόµενη κατηγορία και
π : DbpAq ÝÑ DsgpAq τον συναρτητή στο πηλίκο. Συµβολίζουµε επιπλέον µε p : A ÝÑ A τον
συναρτητή στην ευσταθή κατηγορία A “ A{ projA. Κάθε προβολικό αντικείµενο της A απεικονί-
Ϲεται µέσω της σύνθεσης π ˝ D στο µηδενικό αντικείµενο της DsgpAq. Θα υπάρχει εποµένως ένας
µοναδικός συναρτητής ιA : A ÝÑ DsgpAq έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα κατηγοριών να είναι
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µεταθετικό :

A D //

p

))

DbpAq π // DsgpAq

A

ιA

OO
(6.21)

Θεωρώντας τον περιορισµό του iA στην GprojA Ď A και χρησιµοποιώντας τον ίδιο συµβολισµό,
προκύπτει ένας συναρτητής

ιA : GprojA ÝÑ DsgpAq

Για κάθε Gorenstein προβολικό αντικείµενο M υπάρχει µία σύντοµη ακριβής ακολουθία

0 // ΩGM // PM // M // 0

η οποία όπως γνωρίζουµε ορίζει ένα διακεκριµένο τρίγωνο

ιApMq

r1s
u

��
ιApΩGMq // ιApPM q

ZZ

στην DsgpAq. Εφόσον το ιApPM q αποτελεί το µηδενικό αντικείµενο της DsgpAq, ο µορφισµός u
είναι ένας ισοµορφισµός στην DsgpAq (ϐλ. Λήµµα 3.3.5). Προκύπτει ότι

ΣDιA ˝ ΩG – ιA ùñ ιA ˝ ΩG – Σ´1
D ιA

�

Υπενθυµίζουµε ότι αν C‚ είναι ένα σύµπλοκο αντικειµένων της A

C‚ : ¨ ¨ ¨ // C´n´1
B
n´1
C // C´n

B
n
C // C´n`1 // ¨ ¨ ¨

τότε ϑέτουµε :
ΩnpC

‚q “ CokerB´n´1
C

Προσπαθώντας να ορίσουµε έναν ϕυσικό συναρτητή από την KACpprojpAqq στην GprojA, µία
πρώτη ιδέα η οποία είναι µάλιστα σύµφωνη µε τον συναρτητή του Ορισµού 6.2.8 είναι να στείλουµε
κάθε ακυκλικό σύµπλοκο από προβολικά αντικείµενα της A στο αντικείµενο συνπυρήνα Ωn.
Προκύπτει έτσι ο ακόλουθος συναρτητής.

Πρόταση 6.5.26. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία µε αρκετά προβολικά αντικείµενα. Για κάθε
n P Z υπάρχει ένας συναρτητής

Ωn : KACpprojpAqq ÝÑ A

ο οποίος αντιστοιχίζει ένα σύµπλοκο από πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά C‚ στο αντικεί-
µενο ΩnpC

‚q της A και έναν µορφισµό συµπλόκων f : C‚ ÝÑ D‚ στον επαγόµενο µορφισµό
Ωnpfq : ΩnpC

‚q ÝÑ ΩnpD
‚q στους συνπυρήνες.

Επιπλέον, αν συµβολίσουµε µε Σ´1
K τον αντίστροφο του συναρτητή µεταφοράς συµπλόκων στην

KACpprojpAqq και µε ΩA τον loop space functor στην A, προκύπτει µία ϕυσική ισοδυναµία συναρ-
τητών :

ΩnΣ´1
K – ΩAΩn
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Απόδειξη. Για την ύπαρξη του συναρτητή Ωn αρκεί να δείξουµε ότι κάθε µορφισµός συµπλόκων
αντικειµένων της A, ο οποίος είναι 0-οµοτοπικός αναλύεται µέσω ενός προβολικού αντικειµένου
της A. Το επιχείρηµα αυτό έχει ήδη αποδειχθεί στην Πρόταση 6.2.9 για σύµπλοκα προτύπων, και
η απόδειξη η οποία παρουσιάστηκε µπορεί να χρησιµοποιηθεί γενικά για σύµπλοκα αντικειµένων
µίας αβελιανής κατηγορίας.

Η ισοδυναµία συναρτητών προκύπτει από τον τρόπο που ορίστηκαν οι παραπάνω συναρτητές.
Για περισσότερα ϐλ. Λήµµα 6.2.12. �

Είδαµε ότι ο συναρτητής Ωn που µόλις ορίστηκε δεν παίρνει τιµές στην GprojA, αλλά σε όλην
την A. Η ύπαρξη πλήρης προβολικής ανάλυσης για τα αντικείµενα ΩnpC

‚q δεν ικανή για να είναι
Gorenstein προβολικά αντικείµενα της A. ΄Οπως και µε την περίπτωση των προτύπων, για να
κατασκευάσουµε έναν συναρτητή KACpprojpAqq ÝÑ GprojA ϑα χρειαστεί να επιβάλλουµε κάποιες
συνθήκες περατότητας στην κατηγορία A, κάτι που ϑα γίνει στη συνέχεια.

Από την άλλη πλευρά, είναι εύκολο να κατασκευάσουµε έναν ϕυσικό συναρτητή ο οποίος ϑα
προκύψει στη συνέχεια ως ο αντίστροφος του Ω0 και αντιστοιχίζει κάθε Gorenstein προβολικό
στην επιλεγµένη πλήρη προβολική ανάλυσή του.

Πρόταση 6.5.27. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία µε αρκετά προβολικά αντικείµενα. Τότε υπάρ-
χει ένας ϕυσικός συναρτητής :

Ω10 : GprojA ÝÑ KACpprojpAqq

ο οποίος αντιστοιχίζει κάθε Gorenstein προβολικό στην επιλεγµένη πλήρη προβολική ανάλυσή του.

Απόδειξη. ΄Εστω M ένα Gorenstein προβολικό αντικείµενο της A. Τότε, υπάρχει µία πλήρης
ανάλυση P ‚ του M της µορφής

P ‚ : ¨ ¨ ¨ // P´1
B
´1
P // P 0

B
0
P //

!!

P 1
B

1
P // P 2 // ¨ ¨ ¨

M

==

η οποία είναι µάλιστα µοναδική στην GprojA. Αν f : M ÝÑ N είναι ένας µορφισµός µεταξύ
Gorenstein αντικειµένων, προκύπτει ένας µορφισµός συµπλόκων από προβολικά αντικείµενα της
A:

¨ ¨ ¨ // P´1
M

##
f´1

��

B
´1
PM // P 0

M

  
f0

��

B
0
PM // P 1

M

""
f1

��

B
1
PM // P 2

M

f2

��

// ¨ ¨ ¨

ΩGM

<<

ΩGf

��

M

>>

f

��

ΣGM

<<

ΣGf

��

¨ ¨ ¨ // P´1
N

##

// P 0
N

  

// P 1
N

""

// P 2
N

// ¨ ¨ ¨

ΩGN

<<

N

>>

ΣGN

<<

Η ύπαρξη των µορφισµών fn, για n ď 0 οι οποίοι επεκτείνουν τον f είναι ήδη γνωστή από το
Θεώρηµα 4.9.15. ΄Αλλωστε, (ϐλ. Παρατήρηση 6.5.8) κάθε µορφισµός f : M ÝÑ N µεταξύ Go-
renstein αντικειµένων επεκτείνεται σε έναν µορφισµό ΩGf : ΩGM ÝÑ ΩGN . Οι µορφισµοί fn

για n ă 0 προκύπτουν στην συνέχεια επαγωγικά. Αντίστοιχα, στο Λήµµα 6.5.13, δείξαµε ότι
ένας µορφισµός f : M ÝÑ N µεταξύ Gorenstein αντικειµένων επεκτείνεται σε έναν µορφισµό
ΣGf : ΣGM ÝÑ ΣGN , αφού Ext1pΣGM,P 1

N q “ 0. Η ύπαρξη των µορφισµών fn για n ą 1 προ-
κύπτει επαγωγικά. ΄Οπως έχουµε δει αυτοί οι µορφισµοί είναι µοναδικοί στην ευσταθή κατηγορία.
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p‹q Για να δείξουµε ότι ο συναρτητής αυτός είναι καλώς ορισµένος, αρκεί να δείξουµε ότι αν
f : M ÝÑ N είναι ένας µορφισµός µεταξύ Gorenstein αντικειµένων ο οποίος αναλύεται µέσω
ενός προβολικού, ο επαγόµενος µορφισµός συµπλόκων στις πλήρεις προβολικές αναλύσεις είναι
0-οµοτοπικός. ΄Εστω f : M ÝÑ N ένας µορφισµός µεταξύ Gorenstein αντικειµένων ο οποίος
αναλύεται µέσω ενός προβολικού. Τότε, εφόσον ο µορφισµός P 0

N ÝÑ N είναι επιµορφισµός, προ-
κύπτει ότι ο f ϑα αναλύεται µέσω του προβολικού P 0

N . Μπορούµε έτσι χωρίς ϐλάβη της γενικότητας
να υποθέσουµε εξ αρχής ότι ο f αναλύεται µέσω ενός µορφισµού α0 : M ÝÑ P 0

N . Εφαρµόζοντας
τον συναρτητή HomAp´, P

0
N q στη σύντοµη ακριβή ακολουθία 0 ÝÑM ÝÑ P 1

M ÝÑ ΣGM ÝÑ 0,
αφού Ext1pΣGM,P 0

N q “ 0, προκύπτει µία σύντοµη ακριβής ακολουθία :

0 // HomApΣGM,P 0
N q

// HomApP
1
M , P

0
N q

// HomApM,P 0
N q

// 0

από την οποία συµπεραίνουµε ότι ο µορφισµός α0 : M ÝÑ P 0
N αναλύεται µέσω ενός µορφι-

σµού h1 : P 1
M ÝÑ P 0

N . Επαγωγικά κατασκευάζουµε µορφισµούς hn : Pn`1 ÝÑ Pn οι οποίοι
αποτελούν µία οµοτοποία f  0. �

Παρατήρηση 6.5.28. Για την απόδειξη της ύπαρξης του συναρτητή Ω10 : GprojA ÝÑ KACpprojpAqq
είναι δυνατό να χρησιµοποιήσουµε ένα ελαφρώς διαφορετικό επιχείρηµα. Σύµφωνα µε το παρα-
πάνω διάγραµµα, αφού µία πλήρης ανάλυση ενός προβολικού αντικειµένου είναι µοναδική µε
ακρίβεια οµοτοπικής ισοδυναµίας, ορίζεται ένας συναρτητής GprojA ÝÑ KACpprojpAqq. Εφόσον
αυτός ο συναρτητής στέλνει ένα προβολικό αντικείµενο P της A στο stalk complex

¨ ¨ ¨ // 0 // P // 0 // ¨ ¨ ¨

το οποίο είναι 0-οµοτοπικό, ϑα υπάρχει ένας επαγόµενος συναρτητής Ω10 : Gproj ÝÑ KACpprojpAqq
έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα κατηγοριών

GprojA //

&&

KACpprojpAq

GprojA

Ω10

OO

να είναι µεταθετικό.

Τέλος, κατασκευάζουµε µία οικογένεια συναρτητών KACpprojAq ÝÑ DsgpAq. Συµβολίζουµε
µε σďk τον συναρτητή truncation συµπλόκων στην οµοτοπική κατηγορία. Στο ακόλουθο λήµµα,
το οποίο αποτελεί µία γενίκευση του Λήµµατος 6.2.18, διατηρούµε τον ίδιο συµβολισµό για το
αντίστοιχο stalk complex του ΩnpC

‚q όπου C‚ είναι ένα σύµπλοκο στην KACpprojAq.

Λήµµα 6.5.29. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και C‚, D‚ δύο ακυκλικά σύµπλοκα από προ-
ϐολικά αντικείµενα της A. Τότε, ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Για κάθε k P Z υπάρχει ένας µορφισµός συµπλόκων

σďkpC
‚q ÝÑ Σ´kΩ´kpC

‚q

η κλάση του οποίου είναι ένας ισοµορφισµός στην παραγόµενη κατηγορία DbpAq ή ισοδύναµα,
το σύµπλοκο ΣkσďkpC

‚q αποτελεί µία προβολική ανάλυση του Ω´kpC
‚q.

2. Για κάθε n,m P Z ο ϕυσικός µορφισµός σďnpC‚q ÝÑ σďmpC
‚q είναι ένας ισοµορφισµός στην

κατηγορία ιδιοµορφιών DsgpAq.

3. Αν f : C‚ ÝÑ D‚ είναι ένας µορφισµός συµπλόκων ο οποίος είναι 0-οµοτοπικός, τότε όλοι οι
επαγόµενοι µορφισµοί σďkf : σďkpC

‚q ÝÑ σďkpD
‚q στην DsgpAq είναι ίσοι µε τον µηδενικό

µορφισµό.
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Απόδειξη. Η απόδειξη είναι ακριβώς αντίστοιχη µε την απόδειξη του Λήµµατος 6.2.18 γιαυτό και
ϑα παραλειφθεί.

�

Η ακόλουθη πρόταση αποτελεί άµεση συνέπεια του Λήµµατος 6.5.29.

Πρόταση 6.5.30. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία µε αρκετά προβολικά αντικείµενα. Τότε για
κάθε για κάθε n P Z ορίζεται ένας λησµονικός συναρτητής

σďk : KACpprojAq ÝÑ DsgpAq

Μάλιστα, Οι λησµονικοί συναρτητές truncation tσďkukPZ σχηµατίζουν µία ακολουθία συναρτητών

¨ ¨ ¨ // σďk`1
ιk`1

// σďk
ιk // σďk´1

ιk´1
// ¨ ¨ ¨

από την KACpprojAq στην KACpprojAq των οποίων οι µορφισµοί µετάβασης είναι όλοι ισοµορφισµοί.

Ανακεφαλαιώνοντας, οι συναρτητές που έχουµε ορίσει ως αυτό το σηµείο εµφανίζονται στην
ακόλουθη πρόταση:

Πρόταση 6.5.31. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία µε αρκετά προβολικά αντικείµενα, DsgpAq
η singularity κατηγορία της A και KACpprojAq η κατηγορία των ακυκλικών συµπλόκων από προ-
ϐολικά αντικείµενα της A. Τέλος, ϑεωρούµε την κατηγορία GprojA, την ευσταθή κατηγορία των
Gorenstein αντικειµένων της A. Τότε, το ακόλουθο διάγραµµα κατηγοριών και ϕυσικών συναρτη-
τών

GprojA

Ω10

��

ιA

��
KACpprojAq σď0

// DsgpAq

(6.22)

είναι µεταθετικό µε ακρίβεια ισοδυναµίας συναρτητών.

Απόδειξη. Η ύπαρξη των συναρτητών του διαγράµµατος έχει αποδειχθεί στις προτάσεις που προη-
γήθηκαν. Μένει να δείξουµε ότι υπάρχει µία ισοδυναµία συναρτητών σď0 ˝Ω10 – ιA. ΄ΕστωM ένα
αντικείµενο της GprojA. Η εικόνα του M µέσω του συναρτητή Ω10 είναι ένα ακυκλικό σύµπλοκο
Ω10pMq “ P ‚ από προβολικά αντικείµενα της A

P ‚ : ¨ ¨ ¨ // P´1
B
´1
P // P 0

B
0
P //

!!

P 1
B

1
P // P 2 // ¨ ¨ ¨

M

==

ϑεωρούµενο σαν ένα αντικείµενο της οµοτοπικής κατηγορίας KACpprojAq. Από την άλλη πλευρά,
το ιApMq είναι η εικόνα του stalk complex

¨ ¨ ¨ // 0 // M // 0 // ¨ ¨ ¨

στην DsgpAq. ΄Οπως έχουµε δει, ο µορφισµός συµπλόκων

σď0 ˝ Ω10pMq : ¨ ¨ ¨ // P´2
B
´2
P //

��

P´1
B
´1
P //

��

P 0 //

��

0 //

��

¨ ¨ ¨

iRpMq : ¨ ¨ ¨ // 0 // 0 // M // 0 // ¨ ¨ ¨
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είναι ένας ηµι-ισοµορφισµός, δηλαδή ένας ισοµορφισµός στην DsgpAq και σď0 ˝ Ω10 – ιA στα
αντικείµενα. Η συµπεριφορά αυτών των ϕυσικών συναρτητών στους µορφισµούς είναι ανάλογη.
Για κάθε µορφισµό f : M ÝÑ N µεταξύ δύο Gorenstein αντικειµένων, υπάρχει ένα διάγραµµα

σď0 ˝ Ω10pMq //

σď0˝Ω
1
0pfq

��

ιApMq

ιApfq

��
σď0 ˝ Ω10pNq // ιApNq

το οποίο είναι µεταθετικό στην DsgpAq. Εποµένως, υπάρχει ένας ϕυσικός ισοµορφισµός συναρτη-
τών σď0Ω10

„
ÝÑ ιA ˝ Ω0 στην DsgpAq. �

Προφανώς ϑα ϑέλαµε οι συναρτητές του παραπάνω διαγράµµατος να ισοδυναµία κατηγοριών.
΄Οπως αναφέρθηκε όµως, αυτό είναι αδύνατο χωρίς να επιβάλλουµε επιπλέον συνθήκες για την
κατηγορία A. Για τον σκοπό αυτόν ϑα εισάγουµε την έννοια της Gorenstein-διάστασης ενός
αντικειµένου της A σύµφωνα µε τους Α. Μπεληγιάννη και I. Reiten στο [12, §῞].

Ορισµός 6.5.32. ΄ΕσωA µία αβελιανή κατηγορία µε αρκετά προβολικά αντικείµενα. Για κάθε αν-
τικείµενοX P A ορίζουµε την Gorenstein (προβολική) διάσταση του X, η οποία ϑα συµβολίζεται
µε G-dimprojX επαγωγικά ως εξής :

• Αν X P GprojA, τότε ϑέτουµε G-dimprojX “ 0.

• Για n ě 1, λέµε ότι G-dimprojX ď n αν υπάρχει µία ακριβής ακολουθία

0 // Mn
// ¨ ¨ ¨ // M1

// M0
// X // 0

µε G-dimprojMi “ 0 για κάθε 0 ď i ď n.

• Θέτουµε G-dimprojX “ n αν G-dimprojX ď n και G-dimprojX ę n´ 1.

• Αν G-dimprojX ‰ n για κάθε n ě 0, τότε ορίζουµε G-dimprojX “ 8.

∆υϊκά ορίζεται και η έννοια της Gorenstein ενέσιµης διάστασης G-diminjX για κάθε X P A.

Ορισµός 6.5.33. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία µε αρκετά προβολικά αντικείµενα. Ορίζουµε
την Gorenstein προβολική διάσταση της A την οποία συµβολίζουµε µε G-dimprojA ως:

G-dimprojA “ suptG-dimprojX |X P obpAq, u

Αν η A έχει πεπερασµένη Gorenstein προβολική διάσταση ϑα λέµε ότι η A είναι proj-Gorenstein.
∆υϊκά, ορίζεται η έννοια της Gorenstein ενέσιµης διάστασης της A.

Από εδώ και στο εξής ϑα επιβάλλουµε την επιπλέον συνθήκη να είναι proj-Gorenstein στην A,
δηλαδή κάθε αντικείµενο X P A να έχει πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση.

Εφόσον η A είναι µία αβελιανή κατηγορία µε αρκετά προβολικά αντικείµενα, για κάθε αντι-
κείµενοX P A υπάρχει µία προβολική ανάλυση. Αν η A έχει πεπερασµένη διάσταση Gorenstein,
αφού projA Ď GprojA, κάθε αντικείµενο της A ϑα έχει µία πεπερασµένη ανάλυση από προβολι-
κά αντικείµενα της A µε µήκος το πολύ ίσο µε την διάσταση Gorenstein. Μάλιστα, το τελευταίο
αντικείµενο σε αυτήν την ανάλυση ϑα είναι απαραίτητα Gorenstein προβολικό. Αυτό διατυπώνεται
στο ακόλουθο λήµµα:

Πρόταση 6.5.34. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία η οποία είναι proj-Gorenstein µε G-dimprojA “
d. Τότε, για κάθε P P projA ισχύει Extd`1

A p´, P q “ 0.
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Απόδειξη. Σταθεροποιούµε ένα προβολικό αντικείµενο P P projA. Η απόδειξη προκύπτει µε επα-
γωγή στη ϕραγµένη Gorenstein προβολική διάσταση ενός αντικειµένουX P X , αφού ExtnpM,P q “
0 για κάθε Gorenstein προβολικό M , για κάθε n ě 1. �

Λήµµα 6.5.35. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία µε αρκετά προβολικά αντικείµενα και M ένα
αντικείµενο της A. Τότε G-dimprojM ď n αν-ν ΩnM P GprojA, µε n ě 0.

Σε αυτήν την περίπτωση λέµε ότι η GprojA είναι µία επιλύουσα υποκατηγορία της C η οποία
έχει την projA σαν έναν ενέσιµο προβολικό συνγεννήτορα.

Χρησιµοποιώντας αυτήν τη συνθήκη περατότητας για την A αποκτούµε το ακόλουθο:

Πρόταση 6.5.36. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία η οποία είναι proj-Gorenstein. Τότε, η εικόνα
κάθε συµπλόκου C‚ P KACpprojpAqq µέσω του συναρτητή

Ω0 : KACpprojpAqq ÝÑ A

είναι ένα Gorenstein προβολικό αντικείµενο.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι G-dimprojA “ d, όπου d ą 0. Αν P ‚ είναι ένα ακυκλικό σύµπλοκο από
προβολικά αντικείµενα της A, τότε η συζυγία ΩdpP

‚q του συµπλόκου ϑα είναι ένα Gorenstein
προβολικό αντικείµενο της A.

P ‚ : 0 // ΩdpP ‚q // ¨ ¨ ¨ // P´1
B
´1
P // P 0

B
0
P //

##

P 1
B

1
P // P 2 // ¨ ¨ ¨

Ω0pP
‚q

;;

Εξ ορισµού το Ω0pP
‚q είναι επίσης Gorenstein προβολικό. �

Χρησιµοποιώντας την παραπάνω πρόταση, στην περίπτωση που η κατηγορία A έχει πεπε-
ϱασµένη προβολική διάσταση Gorenstein, µπορούµε να ϑεωρήσουµε τον συναρτητή Ω0 ως έναν
συναρτητή:

Ω0 : KACpprojpAqq ÝÑ GprojA
Ακολουθούν οι προτάσεις στις οποίες αποδεικνύεται ότι οι συναρτητές της Πρότασης 6.5.31

αποτελούν, υπό αυτές τις συνθήκες, ισοδυναµία τριγωνισµένων κατηγοριών.

Πρόταση 6.5.37. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία µε αρκετά προβολικά αντικείµενα η οποία
είναι proj-Gorenstein. Τότε, ο συναρτητής

Ω0 : KACpprojpAqq ÝÑ GprojA

αποτελεί ισοδυναµία τριγωνισµένων κατηγοριών.

Απόδειξη. ΄Ενας αντίστροφος του συναρτητή Ω0 έχει ήδη οριστεί και είναι ο συναρτητής

Ω10 : GprojA ÝÑ KACpprojpAqq

ο οποίος αντιστοιχίζει κάθε Gorenstein προβολικό αντικείµενο στην επιλεγµένη πλήρη προβολική
ανάλυσή του, ϑεωρούµενη σαν ένα σύµπλοκο στην οµοτοπική κατηγορία KACpprojAq.

Πράγµατι, αν P ‚ είναι ένα σύµπλοκο στην KACpprojAq, η εικόνα του µέσω του Ω0 είναι ο
συνπυρήνας του διαφορικού B´1

P : P´1 ÝÑ P 0:

P ‚ : ¨ ¨ ¨ // P´1
B
´1
P // P 0

B
0
P //

##

P 1
B

1
P // P 2 // ¨ ¨ ¨

Ω0pP
‚q

;;
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Εφόσον µία πλήρης προβολική ανάλυση ενός αντικειµένου της GprojA είναι µοναδική, µπορούµε
να επιλέξουµε το σύµπλοκο P ‚ σαν την εικόνα του αντικειµένου Ω0pP

‚q της µέσω του συναρτητή
Ω10. Συνεπώς, για κάθε P ‚ P έχουµε Ω10 ˝Ω0pP

‚q – P ‚ και Ω10 ˝Ω0 – 1KACpprojAq στα αντικείµενα.
Η συµπεριφορά αυτών των ϕυσικών µορφισµών στους µορφισµούς είναι ανάλογη.

Από την άλλη πλευρά, αν M είναι ένα Gorenstein προβολικό αντικείµενο της A, το σύµπλοκο
Ω10pP q ϑα είναι µία πλήρης προβολική ανάλυση P ‚ του M η οποία είναι µάλιστα µοναδική στην
οµοτοπική κατηγορία KACpprojAq. ΄Αµεσα Ω0 ˝Ω10pMq – Ω0pP

‚q –M και Ω0 ˝Ω10 “ 1GprojA στα
αντικείµενα. Οµοίως προκύπτει το αντίστοιχο συµπέρασµα για τους µορφισµούς. Συµπεραίνουµε
ότι ο συναρτητής Ω0 είναι ισοδυναµία κατηγοριών και Ω10 “ Ω´1

0 .
Συµβολίζοντας µε ΩG τον loop-space functor της κατηγορίας GprojA και µε ΣK τον συναρτητή

µεταφοράς συµπλόκων στην KACpprojAq, έχουµε ήδη δει ότι υπάρχει µία ϕυσική ισοδυναµία
συναρτητών

Ω0Σ´1
K – ΩGΩ0

Μένει να δείξουµε ότι ο Ω0 στέλνει διακεκριµένα τρίγωνα της KACpprojAq σε διακεκριµένα τρίγωνα
της GprojA. Με ακρίβεια ισοµορφισµού µπορούµε να υποθέσουµε ότι ένα διακεκριµένο τρίγωνο
στην KACpprojAq είναι της µορφής

Σ´1
K E‚ // C‚ // D‚ // E‚ (T1)

όπου η
0 // C‚ // D‚ // E‚ // 0 (6.23)

είναι µία διασπάσιµη κατά ϐαθµό ακριβής ακολουθία συµπλόκων από προβολικά αντικείµενα της
A.

Εφαρµόζοντας έτσι τον συναρτητή Ω0 στο τρίγωνο (T1) αποκτούµε (µε ακρίβεια ισοµορφισµού)
ένα τρίγωνο

ΩGΩ0pE
‚
q // Ω0pC

‚
q // Ω0pD

‚
q // Ω0pE

‚
q (T2)

στην GprojA. Από την ακριβή ακολουθία (6.23) αποκτούµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

0 // C´1

B
´1
C

��

// D´1 //

B
´1
D

��

E´1 //

B
´1
E

��

0

0 // C0

zz
B

0
C

��

// D0

zz
B

0
D

��

// E0 //

zz
B

0
E

��

0

Ω0pC
‚q

$$

// Ω0pD
‚q

$$

// Ω0pE
‚q

$$
0 // C1 // D1 // E1 // 0

στο οποίο οι οριζόντιες γραµµές είναι διασπάσιµες ακριβείς ακολουθίες προβολικών αντικειµένων
της A. Προκύπτει ότι οι επαγόµενοι οµοµορφισµοί στους συνπυρήνες σχηµατίζουν µία σύντοµη
ακριβή ακολουθία Gorenstein προβολικών:

0 // Ω0pC
‚q // Ω0pD

‚q // Ω0pE
‚q // 0

και ως αποτέλεσµα το τρίγωνο (T2) είναι διακεκριµένο στην GprojA. �

Συνεχίζοντας µε τη µελέτη του συναρτητή truncation σďk, αρχικά ϑα δείξουµε την εξής πρό-
ταση η οποία είναι ανάλογη του Θεωρήµατος 6.3.8.
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Πρόταση 6.5.38. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία µε αρκετά προβολικά αντικείµενα η οποία
είναι proj-Gorenstein. Τότε, για κάθε k P Z, ο συναρτητής

σďk : KACpprojAq ÝÑ DsgpAq

είναι ισοδυναµία κατηγοριών.

Απόδειξη. Εφόσον οι συναρτητές σďn και σďm είναι ϕυσικά ισοδύναµοι για κάθε n,m P Z, αρκεί
να δείξουµε το Ϲητούµενο µόνο για ένα τυχόν k P Z. ΄Εστω C‚ ένα αντικείµενο της DsgpAq. Από τον
ορισµό τηςDsgpAq, τοC‚ ϑα είναι ισόµορφο µε ένα ϕραγµένο σύµπλοκο αντικειµένων τηςA. Αφού
η A έχει αρκετά προβολικά αντικείµενα, από το Λήµµα 4.9.13, γνωρίζουµε ότι για κάθε ϕραγµένο
σύµπλοκο αντικειµένων της A υπάρχει ένας ηµι-ισοµορφισµός από ένα άνω ϕραγµένο σύµπλοκο
προβολικών. Το C‚ εποµένως ϑα είναι ισόµορφο στην DsgpAq µε ένα άνω ϕραγµένο σύµπλοκο
από προβολικά αντικείµενα της A. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι
το C‚ είναι ένα τέτοιο σύµπλοκο. Επιπλέον, αφού η A είναι proj-Gorenstein, ϑα υπάρχει ένα
k P Z έτσι ώστε το αντικείµενο CokerBk´1

C να είναι Gorenstein προβολικό. Αποκτούµε έτσι έναν
µορφισµό συµπλόκων

σďkpC
‚q : ¨ ¨ ¨ // Ck´1

B
k´1
C //

��

Ck //

��

0 //

��

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // 0 // CokerBk´1
C

// 0 // ¨ ¨ ¨

ο οποίος είναι ηµι-ισοµορφισµός, δηλαδή ένας ισοµορφισµός στην DsgpAq. Από τον ισχυρισµό
2 του Λήµµατος 6.5.29 προκύπτει ότι το C‚ είναι ισόµορφο στην DsgpAq µε το σďkpC‚q. ΄Ετσι,
το ΣkσďkpC

‚q αποτελεί µία προβολική ανάλυση του Gorenstein προβολικού CokerBk´1
C , η οποία

µπορεί να επεκταθεί σε µία πλήρη προβολική ανάλυση C‚1 . Τότε, εκ κατασκευής C1 P KACpprojAq
και σď0pC

‚
1 q “ ΣkσďkpC

‚q – CokerBk´1
C – C‚ στην DsgpAq. ΄Αρα ο σď0, και γενικά ο σďk για

κάθε k P Z, είναι επί µε ακρίβεια ισοµορφισµού.
Ο συναρτητής σďk είναι πλήρης και πιστός αν-ν για κάθε C‚, D‚ P KACpprojAq η απεικόνιση

HomKACpprojAqpC
‚, D‚q ÝÑ HomDsgpAqpσďkpC

‚q, σďkpD
‚qq

είναι 1-1 και επί. Για τον σκοπό αυτόν ϑα χρησιµοποιήσουµε το κριτήριο του Verdier (ϐλ. Λήµ-
µα 6.3.6). Θεωρούµε ένα σύµπλοκο X‚ στην DsgpAq το οποίο είναι ισόµορφο µε το µηδενικό
αντικείµενο, δηλαδή ανήκει (µε ακρίβεια ισοµορφισµού) στην εικόνα της εµβάπτισης

KbpprojAq ι // KbpAq
Q // DbpAq

Το X‚ είναι ένα ϕραγµένο σύµπλοκο από προβολικά αντικείµενα της A. Σύµφωνα µε το κριτήριο
του Verdier, αρκεί να δείξουµε ότι για ένα τέτοιο σύµπλοκο X‚ στην DbpAq και ένα αντικείµενο
C‚ στην KACpprojAq υπάρχει ένας ακέραιος k έτσι ώστε όλοι οι µορφισµοί : σďkpC‚q ÝÑ X‚

στην DbpAq είναι ίσοι µε τον µηδενικό µορφισµό. Αρκεί να αποδείξουµε αυτόν τον ισχυρισµό
στην περίπτωση που X‚ “ Σ´iP όπου το P είναι ένα προβολικό αντικείµενο της A και i P Z,
καθώς οποιοδήποτε σύµπλοκο X‚ στην DsgpAq µπορεί να προκύψει (µε ακρίβεια ισοµορφισµού)
σχηµατίζοντας κώνους µορφισµών τέτοιων αντικειµένων. Θεωρούµε ένα k ą i και έναν µορφισµό
συµπλόκων f‚ : σďkC

‚ ÝÑ Σ´iP . Ο µορφισµός f i αναλύεται µέσω του CokerBi´1
C “ Ω´ipC

‚q
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και έστω g : Ω´ipC
‚q ÝÑ P η επαγόµενη απεικόνιση.

¨ ¨ ¨ // Ci´1

��

B
i´1
C // Ci

cokerBi´1
C

##

B
i
C //

fi

��

Ci`1

��

// ¨ ¨ ¨

Ω´ipC
‚q

g

zz

::

¨ ¨ ¨ // 0 // P // 0 // ¨ ¨ ¨

Εφόσον η κατηγορία A είναι proj-Gorenstein, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέ-
σουµε ότι το Ω´ipC

‚q είναι Gorenstein προβολικό, άρα Ext1RpΩ´i´1pC
‚q,P q “ 0 και ο µορφισµός

g αναλύεται µέσω του Ci`1. Θα υπάρχει εποµένως ένας µορφισµός h : Ci`1 ÝÑ P έτσι ώστε

f i “ g ˝ cokerBi´1
C “ h ˝ BiC

Ο f δηλαδή είναι 0-οµοτοπικός και άρα ο µορφισµός σďkpC‚q ÝÑ X‚ είναι ο µηδενικός µορφι-
σµός της DbpAq. ∆είξαµε ότι για κάθε k P Z ο σďk είναι πλήρης και πιστός και επί µε ακρίβεια
ισοµορφισµού συνεπώς ϑα αποτελεί µία ισοδυναµία κατηγοριών. �

Ο συναρτητής αυτός πράγµατι απεικονίζει διακεκριµένα τρίγωνα σε διακεκριµένα τρίγωνα.

Πρόταση 6.5.39. Ο συναρτητής truncation

σď0 : KACpprojAq ÝÑ DsgpAq

είναι ισοδυναµία τριγωνισµένων κατηγοριών.

Απόδειξη. Με ακρίβεια ισοµορφισµού µπορούµε να υποθέσουµε ότι ένα διακεκριµένο τρίγωνο
στην KACpprojAq είναι της µορφής

C‚ // D‚ // C‚ // ΣKC
‚ (T1)

όπου η
0 // C‚ // D‚ // E‚ // 0 (6.24)

είναι µία διασπάσιµη κατά ϐαθµό ακριβής ακολουθία συµπλόκων από προβολικά αντικείµενα της
A. Υπενθυµίζουµε ότι γενικότερα σε µία αβελιανή κατηγορία υπάρχει ένας ϕυσικός ισοµορφισµός
σď0 ˝ Σ – Σ ˝ σď1 όπου σď είναι ο λησµονικός συναρτητής truncation και Σ είναι ο συναρτητής
µεταφοράς συµπλόκων. Εφαρµόζοντας τον συναρτητή σď0 : KACpprojAq ÝÑ DsgpAq στο τρίγωνο
(T1) αποκτούµε ένα τρίγωνο

σď0pC
‚
q // σď0pD

‚
q // σď0pE

‚
q // σď0pΣKC

‚
q (T2)

στην DsgpAq. Αφού τα αντικείµενα σď1pC
‚q και σď0pC

‚q της DsgpAq είναι ισόµορφα, έχουµε
ΣD ˝ σď1 – ΣD ˝ σď0 – σď0 ˝ ΣK και το τρίγωνο (T2) είναι ισόµορφο στην DsgpAq µε το τρίγωνο

σď0pC
‚
q // σď0pD

‚
q // σď0pE

‚
q // ΣDσď0pC

‚
q (T3)

Το τρίγωνο αυτό όµως είναι διακεκριµένο στην DsgpAq καθώς αποτελεί εικόνα της ακριβούς ακο-
λουθία συµπλόκων

0 // σď0pC
‚q // σď0pD

‚q // σď0pE
‚q // 0

η οποία προκύπτει από την (6.24) και είναι προφανώς επίσης διασπάσιµη σε κάθε ϐαθµό. ΄Αρα ο
συναρτητής σď0 : KACpprojAq ÝÑ DsgpAq είναι ισοδυναµία τριγωνισµένων κατηγοριών. �
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Πρόταση 6.5.40. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία µε αρκετά προβολικά αντικείµενα η οποία
είναι proj-Gorenstein. Τότε, ο συναρτητής

ιA : GprojA ÝÑ DsgpAq

αποτελεί ισοδυναµία τριγωνισµένων κατηγοριών.

Απόδειξη. Στην Πρόταση 6.5.31 είδαµε ότι υπάρχει µία ϕυσική ισοδυναµία συναρτητών ιA –

Ω10 ˝ σď0. Εφόσον οι συναρτητές σď0 και Ω10 είναι ισοδυναµία κατηγοριών, ο ιA ϑα είναι επίσης
ισοδυναµία κατηγοριών. Με ακρίβεια ισοµορφισµού, µπορούµε να υποθέσουµε ότι ένα διακεκρι-
µένο τρίγωνο στην GprojA είναι της µορφής

ΩGN
chpgq // K

f
// M

g
// N

όπου

0 // K
f // M

g // N // 0

είναι µία ακριβής ακολουθία από Gorenstein προβολικά αντικείµενα της A. Εφαρµόζοντας τον
συναρτητή ιA αποκτούµε ένα τρίγωνο

ιA ˝ ΩGN
ιAchpgq // ιAK

ιAf // ιAM
ιAg // ιAN (T1)

΄Οπως είδαµε στην Πρόταση 6.5.25, υπάρχει ένας ϕυσικός ισοµορφισµός συναρτητών ιA ˝ ΩG –
Σ´1

D ιA και το τρίγωνο (T1) είναι ισόµορφο στην DsgpAq µε το τρίγωνο

Σ ˝ ιRN
ιAchpgq // ιAK

ιAf // ιAM
ιAg // ιAN (T2)

΄Οµως από τον ορισµό του συναρτητή ιA, η σύνθεση

ιAK
ιAf // ιAM

ιAg // ιAN

αποτελεί την εικόνα στην DsgpAq µίας ακριβούς ακολουθίας από stalk complexes. Συνεπώς το
(T2) είναι ένα διακεκριµένο τρίγωνο στην στην DsgpAq και ο συναρτητής ιA είναι ακριβής. �

Οι παραπάνω προτάσεις και τα κεντρικά συµπεράσµατα της παρούσας ενότητας συγκεντρώ-
νονται στο ακόλουθο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 6.5.41. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία µε αρκετά προβολικά αντικείµενα. Υποθέ-
τουµε ότι η A είναι proj-Gorenstein, δηλαδή κάθε αντικείµενο της A έχει πεπερασµένη διάσταση
Gorenstein. Τότε, το ακόλουθο διάγραµµα κατηγοριών είναι µεταθετικό (µε ακρίβεια ισοδυναµίας
συναρτητών) και επιπλέον κάθε συναρτητής αποτελεί ισοδυναµία τριγωνισµένων κατηγοριών.

GprojA

ιA

��
KACpprojAq

Ω0

??

σď0

// DsgpAq



Παράρτηµα Α΄

Περίληψη - Abstract

Περίληψη. Ο κεντρικός στόχος της παρούσας διατριβής είναι η µελέτη της κατηγορίας ιδιο-
µορφιών ενός δακτυλίου, χρησιµοποιώντας την ευσταθή κατηγορία των maximal Cohen-Macaulay
προτύπων, σύµφωνα µε τον R.-O. Buchweitz. Η διατριβή αποτελείται από έξι κεφάλαια. Στα πρώτα
δύο κεφάλαια παρουσιάζονται ϐασικά στοιχεία ϑεωρίας κατηγοριών και αναλύεται η τοπικοποίη-
ση µίας κατηγορίας. Στο τρίτο κεφάλαιο αναπτύσσουµε τη ϑεωρία των τριγωνισµένων κατηγοριών,
ενώ στο τέταρτο κατασκευάζουµε την οµοτοπική κατηγορία συµπλοκων και στη συνέχεια την αν-
τίστοιχη παραγόµενη κατηγορία. Το πέµπτο κεφάλαιο είναι αφιερωµένο στον ορισµό και στις
ϐασικές ιδιότητες των maximal Cohen-Macaulay προτύπων και της επαγόµενης προβολικά ευ-
σταθούς κατηγορίας. Στο έκτο κεφάλαιο ορίζεται η κατηγορία ιδιοµορφιών ενός δακτυλίου και
αποδεικνύεται το κεντρικό ϑεώρηµα τριγωνικής ισοδυναµίας του Buchweitz. Τέλος, επιχειρούµε
να γενικεύσουµε τα παραπάνω αποτελέσµατα χρησιµοποιώντας αβελιανές κατηγορίες.

Abstract. The principal aim of this thesis is to study the singularity category of a ring, using
the stabilized category of maximal Cohen-Macaulay modules, according to R.-O. Buchweitz.
The thesis consists of six chapters. In the first two chapters we present basic elements of
category theory and we analyse the localization of a category. In the third chapter we develop
the theory of triangulated categories, while in the fourth chapter we construct the homotopic
category of complexes and, consequently, the corresponding derived category. The fifth chapter
is devoted to the definition and the basic properties of maximal Cohen-Macaulay modules and
of the induced projectively stabilized category. In the sixth chapter we define the singularity
category of a ring and we prove Buchweitz’s main theorem of triangle equivalence. In the end,
we attempt to generalise the above results using abelian categories.
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Ευρετήριο
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A-proj.dimB, 212
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DbpRq, 233
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KpRq, 233
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Mod-R, 11
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ΣG, 270
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X -προσέγγιση, 208, 221

αριστερή, 272
δεξιά, 272
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Set, 11
MCMpRq, 197
addA, 204
vdimR, 196
ω-ϑήκη, 208
proj-Gorenstein, 281
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APCpRq, 240
GprojA, 269
fpdpRq, 263
DsgpAq, 267
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Cotorsion pair, 275
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Pullback, 25
Pushout, 24
Roof
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δεξιό, 35
ισοδύναµα, 36, 39

Suspension functor, 222, 270

projA, 267
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διασπάσιµη, 117
ισοδύναµες

αριστερά, 216
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συµπλόκων, 138
Ανάλυση

ενέσιµη, 184
πλήρης, 239, 264, 268
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S-προβολικό, 114
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S-µηδενικό, 114
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µηδενικό, 13
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Εικόνα, 22
Ενδοµορφισµός, 12
Επιµορφισµός, 12

admissible, 208
συµπλόκων, 124

Ευθύ άθροισµα, 21

Φυσική ισοδυναµία, 16
Φυσικός µετασχηµατισµός, 15

ϐαθµωτός, 80

Γινόµενο, 17
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Ιδεώδες, 191
Ισοδυναµία

κατηγοριών, 16
οµοτοπική, 132

Ισοµορφισµός, 12
συµπλόκων, 124
τριγώνων, 74

Κώνος, 86, 137
Κανονική αναπαράσταση, 262
Κατηγορία, 11

έχει αρκετά ενέσιµα αντικείµενα, 27
Frobenius, 228
Gorenstein προβολικών, 269
έχει αρκετά προβολικά αντικείµενα, 28
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αριστερών τριγώνων, 223
δυϊκή, 12
ευσταθής ή πηλίκο, 192

προβολικά, 193
ηµιαπλή, 118
οµοτοπική, 131
πηλίκο κατά Verdier, 69
προσθετική, 20
συµπλόκων, 124
τριγωνισµένη, 77

αριστερά, 225
υποπροσθετική, 20
ιδιοµορφιών, 237, 267
παραγόµενη, 164

Κλάσµα, 35

Μονοµορφισµός, 12
συµπλόκων, 124

Μορφισµός, 11
X -epic, 222, 272
X -monic, 272
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συµπλόκων, 124
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τριγώνων, 74
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Οµοµορφισµός προτύπων, 9
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maximal Cohen-Macaulay, 197
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πεπερασµένα παραγόµενο, 8
τέλειο, 233
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2 , Sém. Géom. Algébrique du Bois Marie, Cohomologie Étale (SGA 4 1
2 ).

Lecture Notes in Math. , Springer-Verlag, Berlin, New York pp. 262-311, (1977).

[20] D. Dummit and R. Foote. Abstract Algebra. Third Edition, John Wiley and Sons,Inc,
(2004).

[21] E. Enochs and M. G. Jenda. Gorenstein injective and projective modules. Math. Z. 220(4),
611-633, (1995).

[22] E. Enochs and M. G. Jenda. Relative homological algebra. De Gruyter Expositions in
mathematics; 30, Walter de Gruyter, Berlin, New York, (2000).

[23] R. Fossum, P. A. Griffith and I. Reiten. Trivial Extensions of Abelian Categories. Lecture
Notes; 456, Springer-Verlag, New York, (1975).

[24] P. Gabriel and M. Zisman. Calculus of Fractions and Homotopy Theory. Springer-Verlag,
Berlin Heidelberg, New York, (1967).

[25] S. I. Gelfand, Y. I. Manin. Methods of Homological Algebra. Second edition; Springer
Monographs in Mathematics, Springer-Verlag, Berlin, (2003).

[26] A. Grothendieck. Sur quelques points d’algébre homologique. Tohoku Math. J. (2) Volume
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