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Εισαγωγή

Συχνά στα Μαθηµατικά και ιδιαίτερα στην ΄Αλγεβρα, και στη Γεωµετρία ή την Τοπολογία, εν-
διαφερόµαστε για τη µελέτη ενός αλγεβρικού αντικειµένου, για παράδειγµα ενός δακτυλίου Λ ή
µιας οµάδας G, ή ενός γεωµετρικού ή τοπολογικού αντικειµένου, για παράδειγµα µιας αλγεβρι-
κής ποικιλότητας, ενός σχήµατος ή γενικότερα ενός τοπολογικού χώρου X. Για να µπορέσουµε
να µελετήσουµε σηµαντικές ιδιότητες αλγεβρικών, γεωµετρικών ή τοπολογικών αντικειµένων είναι
πολύ χρήσιµο να διευρύνουµε το πλαίσιο µελέτης και να ϑεωρήσουµε «αναπαραστάσεις» αυτών
των αντικειµένων. ΄Ετσι στην περίπτωση ενός δακτυλίου Λ µελετούµε την κατηγορία Λ-Mod των
(αριστερών) προτύπων υπεράνω του Λ, στην περίπτωση µιας οµάδας G, και επιλέγοντας ένα σώµα
K, µελετούµε γραµµικές αναπαραστάσεις της οµάδας G υπεράνω του σώµατος K, µε άλλα λόγια
πρότυπα υπεράνω της οµάδας άλγεβρας KG, στην περίπτωση µιας αλγεβρικής ποικιλότητας X
µελετούµε την κατηγορία cohX των coherent sheaves υπεράνω της X, κ.ο.κ. Είναι σηµαντικό να
σηµειωθεί ότι µε αυτό τον τρόπο µελετούµε αλγεβρικά, γεωµετρικά ή τοπολογικά αντικείµενα µε
ϐάση τις αλληλεπιδράσεις που έχουν µε άλλα αντικείµενα παρόµοιας ϕύσης µε τέτοιο τρόπο ώ-
στε σηµαντικές ιδιότητες ή αναλλοίωτες να παραµένουν αµετάβλητες. ∆ιακεκριµένα παραδείγµατα
τέτοιων αναλλοίωτων αποτελούν η Αλγεβρική Κ-Θεωρία, η Κυκλική Οµολογία, η Συνοµολογία Ho-
chschild... Κατ΄ αυτόν τον τρόπο διευρύνουµε το πλαίσιο µελέτης και τα όρια ταξινόµησης των υπό
µελέτη αντικειµένων. Σε αρκετές όµως περιπτώσεις δηµιουργείται η ανάγκη περαιτέρω διεύρυν-
σης και επέκτασης του πλαισίου µελέτης και των ορίων ταξινόµησης αντικαθιστώντας την αβελιανή
κατηγορία των αναπαραστάσεων των αλγεβρικών, γεωµετρικών ή τοπολογικών αντικειµένων µε µια
τριγωνισµένη κατηγορία η οποία επάγεται από την αβελιανή κατηγορία των αναπαραστάσεων µε
ϕυσικό τρόπο και η οποία περιέχει µε ουσιαστικό τρόπο τις περισσότερο σηµαντικές πληροφορίες
που µας ενδιαφέρουν. Ιδιαίτερα οι σηµαντικές αναλλοίωτες οι οποίες αναφέρθηκαν παραπάνω
παραµένουν αµετάβλητες στο πλαίσιο των τριγωνισµένων κατηγοριών.

΄Ετσι οδηγούµαστε στην µελέτη :

1. της παραγόµενης κατηγορίας DbpΛ-Modq της κατηγορίας προτύπων Λ-Mod υπεράνω ενός
δακτυλίου Λ,

2. της ευσταθούς κατηγορίας KG-mod της κατηγορίας αναπαραστάσεων µιας πεπερασµένης
οµάδας G υπεράνω ενός σώµατος K,

3. της παραγόµενης κατηγορίας DbpcohXq των coherent sheaves υπεράνω µιας αλγεβρικής
ποικιλότητας X,

4. της ευσταθούς οµοτοπικής κατηγορίας των τοπολογικών χώρων.

Οι παραπάνω κατηγορίες δεν είναι πλέον αβελιανές, αλλά είναι τριγωνισµένες. Οι τριγωνισµένες
κατηγορίες εισήχθηκαν από τους A. Grothendieck και J. L. Verdier ως το καταλληλότερο πλαίσιο
µελέτης συνοµολογικών ϑεωριών στην Αλγεβρική Γεωµετρία και έκτοτε διαδραµατίζουν σπουδαίο
ϱόλο σε πολλές περιοχές των Μαθηµατικών, για παράδειγµα στην Οµολογική ΄Αλγεβρα, στη Θεωρί-
α Αναπαραστάσεων, στην Αλγεβρική Γεωµετρία, στην Αλγεβρική Τοπολογία, και στην Ανάλυση. Εν
συντοµία, µια τριγωνισµένη κατηγορία είναι µια προσθετική κατηγορία T η οποία είναι εφοδιασµέ-
νη µε µια ισοδυναµία κατηγοριών Σ: T ÝÑ T , που καλείται translation συναρτητής ή suspension
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συναρτητής και µια κλάση διαγραµµάτων της µορφής X // Y // Z // ΣX , τα οποία
καλούνται τρίγωνα, ώστε να ικανοποιούνται συγκεκριµένα αξιώµατα το οποία περιγράφουν ιδιό-
τητες οι οποίες είναι ανάλογες ιδιοτήτων ακριβών ακολουθιών σε µια αβελιανή κατηγορία.

Είναι σηµαντικό να αναρωτηθούµε κατά πόσο και µε ποιόν τρόπο οι αβελιανές κατηγορίες ανα-
παραστάσεων ή οι επαγόµενες τριγωνισµένες κατηγορίες οι οποίες αντιστοιχούν σε ένα αλγεβρικό,
γεωµετρικό ή τοπολογικό αντικείµενο, το καθορίζουν. Ιδιαίτερα µπορεί ένα αλγεβρικό, γεωµετρι-
κό ή τοπολογικό αντικείµενο να ανακατασκευαστεί από την αβελιανή ή τριγωνισµένη κατηγορία
αναπαραστάσεων ; Η απάντηση, σ΄ αυτή τη γενικότητα και χωρίς ϑεώρηση επιπρόσθετης δοµής,
είναι αρνητική. Παρ΄ όλα αυτά υπάρχουν ϑετικά αποτελέσµατα προς αυτή την κατεύθυνση. Για
παράδειγµα ο Gabriel περί τα τέλη της δεκαετίας του 1950 έδειξε ότι η κατηγορία των coherent
sheaves υπεράνω µιας αλγεβρικής ποικιλότητας ή γενικότερα ενός σχήµατος X καθορίζει το X
µε τέτοιον τρόπο ώστε αν για δύο σχήµατα X, Y οι κατηγορίες cohX και cohY είναι ισοδύναµες,
τότε τα σχήµατα X, Y είναι είναι ισόµορφα στην κατηγορία των σχηµάτων.

Με ϐάση την παραπάνω ανάλυση καθίσταται επιτακτική η ανάγκη εύρεσης κατάλληλης ϑε-
ωρίας και η ανάπτυξη κατάλληλων εργαλείων τα οποία να επιτρέπουν την ανακατασκευή ενός
αλγεβρικού, γεωµετρικού ή τοπολογικού αντικειµένου από την τριγωνισµένη κατηγορία των ανα-
παραστάσεών του. Προς αυτή την κατεύθυνση είναι σηµαντικό να παρατηρήσουµε ότι οι τριγω-
νισµένες κατηγορίες αναπαραστάσεων αλγεβρικών, γεωµετρικών ή τοπολογικών αντικειµένων οι
οποίες αναφέρθηκαν παραπάνω, µε πιθανή εξαίρεση την περίπτωση ενός µη-µεταθετικού δακτυ-
λίου, είναι εφοδιασµένες µε επιπρόσθετη µονοειδή ή τανυστική δοµή η οποία απορρέει από την
ύπαρξη σ΄ αυτό το πλαίσιο, ενός δισυναρτητή τανυστικού γινοµένου.

Σ΄ αυτό το πλαίσιο έρευνας και µελέτης, ο Paul Balmer δηµοσίευσε το 2004 ένα ϑεµελιώδες
άρθρο, ϐλέπε [2], το οποίο αποτέλεσε την απαρχή για την ανάπτυξη µια νέας ϑεωρίας που εί-
ναι γνωστή ως Τανυστική Τριγωνική Γεωµετρία (Tensor Triangular Geometry). Το ϐασικό
στοιχείο αυτής της ϑεωρίας είναι η αντιστοίχιση µε ϕυσικό τρόπο ενός τοπολογικού χώρου, ο
οποίος είναι γνωστός ως ϕάσµα του Balmer, σε κάθε τριγωνισµένη κατηγορία η οποία είναι ε-
ϕοδιασµένη µε µια τανυστική δοµή, δηλαδή µε µια µονοειδή δοµή η οποία είναι συµβατή µε την
τριγωνική δοµή. Η τανυστική τριγωνική γεωµετρία είναι τότε η µελέτη του ϕάσµατος του Balmer
µιας τριγωνισµένης τανυστικής κατηγορίας. Ειδικεύοντας την ϑεωρία η οποία αναπτύσσεται στα
προαναφερθέντα παραδείγµατα, σηµαντική ϑέση έχει το πρόβληµα του κατά πόσον το ϕάσµα του
Balmer καθορίζει το υπό µελέτη αντικείµενο από το οποίο έχουµε ξεκινήσει.

Εν συντοµία, µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία είναι µια τριάδα της µορφής pK,b,1q,
όπου K είναι µια τριγωνισµένη κατηγορία, b : K ˆ K ÝÑ K είναι ένας δισυναρτητής ο οποίος
είναι ακριβής και ως προς τις δύο µεταβλητές, και 1 P K είναι ένα αντικείµενο της K, το οποίο
καλείται µοναδιαίο, και για το οποίο ισχύει ότι υπάρχουν ϕυσικοί ισοµορφισµοί X b 1 » 1 και
1 b X » X, για οποιοδήποτε αντικείµενο X P K. Επιπλέον απαιτείται η ύπαρξη οικογενειών
ϕυσικών ισοµορφισµών οι οποίοι καθιστούν µεταθετικά διάφορα διαγράµµατα τα οποία απορρέουν
µε ϕυσικό τρόπο, παραπέµπουµε στο κείµενο για περισσότερες λεπτοµέρειες. Για µια τανυστική
τριγωνισµένη κατηγορία K “ pK,b,1q, ο Balmer, γενικεύοντας αποτελέσµατα του Thomason
[26], εισήγαγε την έννοια του πρώτου (prime) thick τανυστικού ιδεώδους, η οποία έχει κεντρικό
ϱόλο στη διατριβή. Υπενθυµίζουµε ότι µια υποκατηγορία C της K καλείται thick αν η C είναι
µια τριγωνισµένη υποκατηγορία της K η οποία είναι κλειστή στους ευθείς προσθεταίους. Μια
τριγωνισµένη υποκατηγορία C καλείται τανυστικό ιδεώδες, αν C bX P C και X bC P C, για κάθε
αντικείµενο X P K και για κάθε αντικείµενο C P C. ΄Ενα γνήσιο thick τανυστικό ιδεώδες P Ă K
καλείται πρώτο (prime) αν :

X b Y P P ùñ X P P ή Y P K

Ο παραπάνω ορισµός ϑυµίζει, σαφώς, τον ορισµό του πρώτου ιδεώδους ενός µεταθετικού δακτυ-
λίου που γνωρίζουµε από τη ϐασική άλγεβρα και για το λόγο αυτό γίνεται αµέσως οικείος στον
αναγνώστη. Με µια κατασκευή εµπνευσµένη, επίσης, από τη Μεταθετική ΄Αλγεβρα ορίζουµε το
ϕάσµα του Balmer SpcpKq της τανυστικής τριγωνισµένης κατηγορίας K, ως το σύνολο των πρώτων
thick τανυστικών ιδεωδών της K. Το ϕάσµα SpcpKq της K αποτελεί τον καταλληλότερο χώρο-
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πλαίσιο στον οποίον µπορούµε να ορίσουµε ϕορείς (supports) αντικειµένων της K. ΄Ετσι για κάθε
αντικείµενο X P K ορίζουµε τον ϕορέα του X να είναι το υποσύνολο

supppXq :“
 

P P SpcpKq | X R P
(

Ď SpcpKq

Το ϕάσµα SpcpKq αποκτά τότε δοµή τοπολογικού χώρου, έχοντας σαν ϐάση από ανοικτά υπο-
σύνολα τη συλλογή υποσυνόλων

 

UpXq :“ SpcpKqz supppXq | X P K
(

. Προσεκτική µελέτη του
τοπολογικού χώρου SpcpKq και των υποσυνόλων supppXq, X P K, οδηγεί µε ϕυσικό τρόπο στην
έννοια των δεδοµένων υποστήριξης (support data):

Ορισµός. ΄Εστω K “ pK,b,1q µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία. Μια support data
στην K είναι ένα Ϲεύγος pT, σq, όπου T είναι ένας τοπολογικός χώρος και σ είναι µια απεικόνιση, η
οποία αντιστοιχίζει σε κάθε αντικείµενο X P K, ένα κλειστό υποσύνολο σpXq Ă T τέτοιο ώστε να
ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες :

1. σp0q “ H και σp1q “ T .

2. σpX ‘ Y q “ σpXq Y σpY q, X,Y P K.

3. σpΣpXqq “ σpXq, X P K.

4. Για κάθε τρίγωνο

X // Y // Z // ΣpXq

στην K, ισχύει ότι σpXq Ă σpY q Y σpZq.

5. σpX b Y q “ σpXq X σpY q.

΄Ενας µορφισµός f : pT1, σ1q ÝÑ pT2, σ2q ανάµεσα σε support data είναι µία συνεχής απεικόνιση
f : T1 ÝÑ T2, τέτοια ώστε σ1pXq “ f´1pσ2pXqq, για κάθε αντικείµενο X P K.

Το πρώτο ϐασικό αποτέλσµα της ϑεωρίας του Balmer είναι το ακόλουθο το οποίο δείχνει ότι
το ϕάσµα του Balmer είναι µια support data η οποία µάλιστα χαρακτηρίζεται από µια καθολική
ιδίότητα :

Θεώρηµα 1. (Καθολική ιδιότητα του ϕάσµατος) ΄Εστω pK,b,1q µια τανυστική τριγωνισµένη
κατηγορία και ϑεωρούµε τον τοπολογικό χώρο pSpcpKq, suppq.

1. Για οποιαδήποτε αντικείµενα X, Y , Z P K ισχύουν τα εξής :

(αʹ) suppp0q “ H και suppp1q “ SpcpKq.

(ϐʹ) supppX ‘ Y q “ supppXq Y supppY q.

(γʹ) supppΣXq “ supppXq.

(δʹ) supppXq Ă supppY q Y supppZq, για κάθε τρίγωνο X // Y // Z // ΣX .

(εʹ) supppX b Y q “ supppXq X supppY q.

∆ηλαδή το Ϲεύγος pSpcpKq, suppq αποτελεί support data στην K.

2. Για κάθε Ϲεύγος pT, σq, όπου T είναι ένας τοπολογικός χώρος και σ : K ÝÑ PpT q είναι
µια απεικόνιση η οποία αντιστοιχεί σε κάθε αντικείµενο X της K ένα κλειστό υποσύνολο
σpXq Ă T έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι ιδιότητες (α΄) - (ε΄), υπάρχει µοναδική συνεχής
απεικόνιση f : T ÝÑ SpcpKq τέτοια ώστε σpXq “ f´1psupppXqq.
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Στην περίπτωση κατά την οποία το Ϲεύγος pT, σq είναι µια ταξινοµούσα support data, µια
έννοια που ϑα οριστεί στη διατριβή, τότε η απεικόνιση f : T ÝÑ SpcpKq αποτελεί οµοιοµορφισµό.

Κεντρικό ϱόλο στη διατριβή παίζουν τα ϱιζικά (radical) τανυστικά ιδεώδη της κατηγορίας K:
µια thick υποκατηγορία J Ă K είναι ϱιζικό τανυστικό ιδεώδες αν

J “
?
J :“

 

X P K | Dn ě 1 : Xbn P J
(

Αυτό συµβαίνει διότι, σχεδόν σε όλα τα παραδείγµατα τα οποία έχουν προαναφερθεί, τα thick
τανυστικά ιδεώδη µιας κατηγορίας K είναι ϱιζικά. Χρησιµοποιώντας τα ϱιζικά thick τανυστικά
ιδεώδη, οδηγούµαστε στο ακόλουθο ϑεµελιώδες ϑεώρηµα της Θεωρίας του Balmer και κεντρικό
αποτέλεσµα της διατριβής, το οποίο δίνει µια ταξινόµηση των thick τανυστικών ιδεωδών µιας
τανυστικής τριγωνισµένης κατηγορίας.

Θεώρηµα 2. (Ταξινόµηση των thick τανυστικών ιδεωδών υποκατηγοριών) ΄Εστω K “

pK,b,1q µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία και R το σύνολο των ϱιζικών thick τανυστικών
ιδεωδών της K. Ας είναι G το σύνολο των υποσυνόλων Y Ă SpcpKq της µορφής Y “

Ť

iPI Yi, όπου
Yi κλειστά υποσύνολα του SpcpKq µε SpcpKqzYi ηµισυµπαγές για κάθε i P I. Τότε η απεικόνιση

Φ : G ÝÑ R, Y ÞÝÑ KY “ tX P K | supppXq Ă Y u

είναι «1-1» και «επί», διατηρεί την διάταξη, και έχει ως αντίστροφη την απεικόνιση

Ψ : R ÝÑ G, J ÞÝÑ supppJ q “
ď

XPJ
supppXq

Η ϑεωρία του Balmer έχει σηµαντικές εφαρµογές σε πολλούς κλάδους των σύγχρονων Μαθη-
µατικών, και ιδιαίτερα στην Τοπολογία, στην Μεταθετική ΄Αλγεβρα, στην Θεωρία Αναπαραστάσεων,
και στην Αλγεβρική Γεωµετρία. Στην παρούσα διατριβή ϑα εφαρµόσουµε την ϑεωρία του Balmer
σε δύο σπουδαία παραδείγµατα.

1. ΄Εστω G µια πεπερασµένη οµάδα και K ένα σώµα χαρακτηριστικής p έτσι ώστε p | |G|.
Θεωρούµε την οµάδα άλγεβρα KG, η οποία είναι µια άλγεβρα πεπερασµένης διάστασης
υπεράνω του K και η οποία ως δακτύλιος είναι quasi-Frobenius. Ως άµεση συνέπεια,
έπεται ότι στην κατηγορία προτύπων KG-mod τα προβολικά πρότυπα συµπίπτουν µε τα
ενέσιµα, και τότε από ένα ϐασικό αποτέλεσµα του Happel, η ευσταθής κατηγορία KG-mod
είναι τριγωνισµένη. Θεωρώντας τον συναρτητή τανυστικό γινόµενο´bK´, και το τετριµµένο
KG-πρότυπο K, έπεται εύκολα ότι η τριάδα

pKG-mod, ´bK ´, Kq

είναι µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία. Θεωρούµε το Ϲεύγος pProj-H‚pG,Kq, VGq, το
οποίο αποτελείται από το σύνολο Proj-H‚pG,Kq των οµογενών πρώτων ιδεωδών του δακτυ-
λίου συνοµολογίας H‚pG,Kq και τη αντιστοιχία VG, η οποία απεικονίζει κάθε αντικείµενο
M P KG-mod σε ένα κλειστό υποσύνολο VGpMq του Proj-H‚pG,Kq, το οποίο καλείται
ποικιλότητα (variety) του προτύπου M . Το παραπάνω Ϲεύγος αποτελεί µια ταξινοµούσα
support data της κατηγορίας KG-mod, και εποµένως από τη γενική ϑεωρία του ϕάσµατος
του Balmer αποκτούµε έναν οµοιοµορφισµό

Proj-H‚pG,Kq » SpcpKG-modq

2. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος της Noether. Θεωρούµε την παραγόµενη κατηγορία
DperfpRq των τέλειων συµπλόκων, δηλαδή των συµπλόκων τα οποία είναι ισόµορφα στην
παραγόµενη κατηγορία DbpR-modq µε ϕραγµένα σύµπλοκα πεπερασµένα παραγόµενων
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προβολικών R-πρότυπων. Θεωρώντας τον ολικά παραγόµενο δισυναρτητή ´ bL
R ´ ο ο-

ποίος ορίζεται στην παραγόµενη κατηγορία DbpR-modq και το πρότυπο R ϑεωρούµενο ως
αντικείµενο της κατηγορίας DperfpRq, έπεται εύκολα ότι η τριάδα

pDperfpRq, ´bL
R ´, Rq

είναι µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία. Το ϕάσµα των πρώτων ιδεωδών SpecpRq του
R, µαζί µε την αντιστοιχία SuppR που σε κάθε αντικείµενο X‚ P DperfpRq αντιστοιχεί το
υποσύνολο SuppRpX‚q :“

 

P P SpecpRq | H‚pXP q fl 0
(

του SpecpRq, δηλαδή το Ϲεύγος
pSpecpRq,SuppRq, αποτελεί µια ταξινοµούσα support data της κατηγορίας DperfpRq, και
εποµένως από τη γενική ϑεωρία του ϕάσµατος του Balmer αποκτούµε έναν οµοιοµορφισµό

SpecpRq » SpcpDperfpRqq

Παρόµοια ταξινόµηση ισχύει και στο πλαίσιο της Αλγεβρικής Γεωµετρίας όπου τη ϑέση του
µεταθετικού δακτυλίου της Noether παίρνει ένα σχήµα της Noether. Ως µια άµεση συνέπεια
έπεται ότι για ένα σχήµα της NoetherX η παραγόµενη κατηγορία των τέλειων συµπλόκωνDperfpXq
καθορίζει πλήρως το σχήµα X.

Η διατριβή είναι συνθετικού χαρακτήρα και οι ϐασικές πηγές στις οποίες ϐασίστηκε η πα-
ϱουσίαση της συγκεκριµένης ϑεωρίας και των επιλεγµένων εφαρµογών της είναι το άρθρο [2] του
Balmer, οι δύο τόµοι [6] και [7] του Benson, η διατριβή του Sigstad [23], καθώς και τα άρθρα [8]
των Benson, Carlson, Rickard και [18] του Neeman.

‚ ‚ ‚

Η διατριβή έχει οργανωθεί σε επτά κεφάλαια και σε αδρές γραµµές είναι χωρισµένη σε δύο
µέρη. Στο πρώτο µέρος, το οποίο αποτελείται από τα κεφάλαια 1 - 4, αναπτύσσεται η γενική ϑεωρία
κατηγοριών και τοπικοποίησης µε ιδιαίτερη έµφαση στη ανάπτυξη της ϑεωρίας τριγωνισµένων
κατηγοριών. Στο δεύτερο µέρος, το οποίο αποτελείται από τα κεφάλαια 5-7, αναπτύσεται η ϑεωρία
του ϕάσµατος του Balmer και αναλύονται δύο σπουδαία παραδείγµατα εφαρµογής της. Στο τέλος
του κειµένου παρατίθεται ένα παράρτηµα, περίληψη, ϐιβλιογραφία, και ευρετήριο.

Κεφάλαιο 1: Το πρώτο κεφάλαιο έχει εισαγωγικό χαρακτήρα και παρατίθενται οι ϐασικές έν-
νοιες της ϑεωρίας κατηγοριών. ∆ίνεται ο ορισµός της κατηγορίας και στοιχειώδη παραδείγµατα
κατηγοριών. Ακόµη δίνεται ο ορισµός της έννοιας του συναρτητή µεταξύ κατηγοριών, ενώ µελετώ-
νται έννοιες όπως οι ϕυσικοί µετασχηµατισµοί και οι συζυγείς συναρτητές. Τέλος παρουσιάζονται
τα ϐασικά στοιχεία δύο ϑεµελιωδών τύπων κατηγοριών µε επιπρόσθετη δοµή, των προσθετικών
και των αβελιανών κατηγοριών και παρουσιάζονται οι κλασικές κατασκευές του pullback και του
pushout ενός διαγράµµατος σε µια αβελιανή κατηγορία.

Κεφάλαιο 2: Το δεύτερο κεφάλαιο αφορά την τοπικοποίηση κατηγοριών, µια κατασκευή που
είναι κλασική και ιδιαίτερα χρήσιµη. Ως παράδειγµα αυτής παρουσιάζεται η τοπικοποίηση ενός
(µεταθετικού) δακτυλίου ως προς ένα πολλαπλασιαστικά κλειστό υποσύνολό του και ως προς ένα
πρώτο ιδεώδες του. Ακόµη γίνεται αναφορά στην τοπικοποίηση υποκατηγοριών µιας κατηγορίας,
ενώ τέλος παρουσιάζεται η περίπτωση στην οποία η κατηγορία από την οποία ξεκινάµε για να
κατασκευάσουµε την τοπικοποίησή της είναι προσθετική.

Κεφάλαιο 3: Στο τρίτο κεφάλαιο ορίζουµε την έννοια της τριγωνισµένης κατηγορίας και παρου-
σιάζουµε αναλυτικά κάποιες από τις ϐασικές ιδιότητες αυτών των κατηγοριών. Επιπλεόν δίνεται ως
παράδειγµα τριγωνισµένης κατηγορίας η, λεγόµενη, ευσταθής κατηγορία των προτύπων η οποία
ϑα µας απασχολήσει και στα επόµενα κεφάλαια. Ακόµη παρουσιάζεται η έννοια της τοπικοποίη-
σης µιας τριγωνισµένης κατηγορίας και ως παράδειγµα τέτοιου είδους τοπικοποίησης παρατίθεται
η τοπικοποίηση µε την έννοια του Bousfield. Η τοπικοποίηση Bousfield εξασφαλίζει την ύπαρ-
ξη της τοπικοποίησης και µας εφοδιάζει µε σηµαντικές ιδιότητες καθώς αφού µπορούµε να την
δούµε σαν πλήρη υποκατηγορία της αρχικής τριγωνισµένης κατηγορίας.
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Κεφάλαιο 4: Το τέταρτο κεφάλαιο είναι αφιερωµένο στις παραγόµενες κατηγορίες, οι οποίες
αποτελούν κλασικό παράδειγµα τριγωνισµένων κατηγοριών. Για να καταλήξουµε, στην τελευταία
ενότητά του, να µιλήσουµε για παραγόµενες κατηγορίες κάνουµε, στις δύο πρώτες ενότητες, εκτε-
νή αναφορά στην κατηγορία των συµπλόκων καθώς και στην οµοτοπική κατηγορία των συµπλό-
κων. Κλείνουµε το κεφάλαιο παρουσιάζοντας την παραγόµενη κατηγορία των τέλειων συµπλόκων,
η οποία είναι µια πλήρης υποκατηγορία της παραγόµενης κατηγορίας υπεράνω της αβελιανής
κατηγορίας R-Mod.

Κεφάλαιο 5: Το πέµπτο κεφάλαιο αποτελεί τον πυρήνα της διατριβής όπου παρουσιάζεται
αναλυτικά η ϑεωρία του Balmer. Η πρώτη ενότητα µας εισάγει στην έννοια της τανυστικής τρι-
γωνισµένης κατηγορίας και πιστοποιεί το γεγονός ότι η ευσταθής κατηγορία των προτύπων και
η παραγόµενη κατηγορία των τέλειων συµπλόκων αποτελούν χαρακτηριστικά παραδείγµατα τα-
νυστικών τριγωνισµένων κατηγοριών. Στην επόµενη ενότητα ορίζονται ϐασικές έννοιες της ϑεω-
ϱίας µας, όπως αυτή του πρώτου thick τανυστικού ιδεώδους και του ϕάσµατος µιας τανυστικής
τριγωνισµένης κατηγορίας K. Ακόµη επισηµαίνεται ο τρόπος µε τον οποίον το ϕάσµα αποκτά
δοµή τοπολογικού χώρου και ορίζονται οι ϕορείς των αντικειµένων της K. Στην τρίτη ενότητα,
αφού οριστεί η έννοια του support data, πιστοποιείται ότι το ϕάσµα αποτελεί τον καταλληλότερο
χώρο-πλαίσιο στον οποίον µπορούµε να ορίσουµε ϕορείς αντικειµένων. Στην τελευταία ενότητα
διατυπώνεται και αποδεικνύεται το κύριο ϑεώρηµα ταξινόµησης του Balmer, το οποίο είναι και το
κύριο αποτέλεσµα της διατριβής.

Κεφάλαιο 6: Στο έκτο κεφάλαιο ασχολούµαστε µε την ευσταθή κατηγορία των (πεπερασµένα
παραγόµενων) προτύπων πάνω από την οµάδα άλγεβρα KG µιας πεπερασµένης οµάδας G υπε-
ϱάνω ενός σώµατος K χαρακτηριστικής p | |G|. Η πρώτη ενότητα έχει εισαγωγικό και ϐοηθητικό
χαρακτήρα, αφού ασχολείται µε τους συναρτητές επέκτασης Ext και παρουσιάζει τον τρόπο µε τον
οποίο οι οµάδες συνοµολογίας H‚pG,Kq αποκτούν δοµή ϐαθµωτού δακτυλίου. Στη δεύτερη ενό-
τητα γίνεται αναφορά στην κατασκευή του προβολικού ϕάσµατος πρώτων ιδεωδών, Proj-H‚pG,Kq
καθώς και στις ποικιλότητες προτύπων. Τέλος αποδεικνύεται ότι το Ϲεύγος pProj-H‚pG,Kq, VGq
είναι µια support data για την ευσταθή κατηγορία και εφαρµόζεται το ϑεώρηµα ταξινόµησης του
Balmer.

Κεφάλαιο 7: Το έβδοµο, και τελευταίο, κεφάλαιο είναι αφιερωµένο στο να παρουσιαστεί άλλη
µια εφαρµογή της ϑεωρίας του Balmer, αυτήν την ϕορά στην παραγόµενη κατηγορία των τέλειων
συµπλόκων DperfpRq υπεράνω ενός µεταθετικού δακτυλίου της Noether. Για λόγους πληρότητας
είναι αναγκαίο να γίνουν κάποιες αναφορές σε στοιχεία από τη Μεταθετική ΄Αλγβερα και κυ-
ϱίως από την τοπικοποίηση δακτυλίων και προτύπων σε ένα πρώτο ιδεώδες. Ακόµη ορίζεται ο
ϕορέας SuppR των αντικειµένων της DperfpRq και αποδεικνύεται ότι το Ϲεύγος pSpecpRq,SuppRq
είναι support data της κατηγορίας. Τέλος εφαρµόζεται και σε αυτήν την περίπτωση το ϑεώρηµα
ταξινόµησης του Balmer και πιστοποιείται ότι το σύνθετο αντικείµενο SpcpDperfpRqq είναι, στην
πραγµατικότητα, οµοιοµορφικό µε το απλούστερο και ευκολότερα διαχειρίσιµο ϕάσµα SpecpRq
του δακτυλίου R.

Ευχαριστίες:

Η διαδικασία από την ηµέρα εισαγωγής στο πρόγραµµα µεταπτυχιακών σπουδών είναι ιδιαί-
τερα όµορφη αλλά συνάµα επίπονη και ψυχοφθόρα. Τώρα που αυτός ο κύκλος κλείνει, µε την
παράδοση της µεταπτυχιακής µου διατριβής, κοιτώντας πίσω, ϑα ήθελα να ευχαριστήσω µια σειρά
από ανθρώπους χωρίς τους οποίους είναι πολύ πιθανόν να µην κατάφερνα να ϕτάσω ως το τέλος.

Πρωτίστως ϑα ήθελα να πω ένα µεγάλο ευχαριστώ στον Καθηγητή µου κ. Απόστολο Μπελη-
γιάννη για την υποµονή του και την άριστη καθοδήγησή του προς την ολοκλήρωση της διατριβής.
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΄Ηταν µεγάλη µου τιµή να συνεργαστώ µαζί του και να αποκοµίσω κάτι από τις γνώσεις και τον
τρόπο σκέψης του.

Επίσης οφείλω να ευχαριστήσω τον Καθηγητή κ. Απόστολο Θωµά και τον Επίκουρο Καθηγητή
κ. Σταύρο Παπαδάκη που διετέλεσαν µέλη της Τριµελούς Επιτροπής Εξέτασης της διατριβής.
Ιδιαιτέρως ϑα ήθελα να ευχαριστήσω τον Σταύρο που µου δίδαξε πολλά και ενδιαφέροντα κατά τη
διάρκεια του πρώτου χρόνου του µεταπτυχιακού.

΄Ενα µεγάλο ευχαριστώ οφείλω στο συνάδελφο Γιάννη Λυκογιώργο για την αµέριστη ψυχο-
λογική, κυρίως, υποστήριξη που απλόχερα µου παρείχε. Επίσης ϑα ήθελα να ευχαριστήσω τον
συνάδελφο Κώστα Λιάµπη µε τον οποίο µοιραστήκαµε το γραφείο αλλά και όλους τους προβλη-
µατισµούς µας από την πρώτη µέρα που ξεκινήσαµε το µεταπτυχιακό.

Το πρώτο, δύσκολο, έτος του µεταπτυχιακού δεν ϑα περνούσε το ίδιο ευχάριστα αν δεν υπήρχαν
οι ϕίλοι-αδερφοί µου Φώτης και Αλέξανδρος. Τους ευχαριστώ γι αυτό και τους εκφράζω την αγάπη
µου p♥q και την υπόσχεσή µου ότι δεν ϑα χαθούµε !

Οφείλω, ακόµη, ένα πολύ µεγάλο ευχαριστώ στην ΄Αρτεµις για την υποµονή της και για το
πόσο πίστευε σε ΄µένα, παρακινώντας ΄µε να γίνοµαι καλύτερος.

Τέλος το µεγαλύτερο ευχαριστώ το οφείλω στους γονείς µου Παναγιώτη και ∆έσποινα, οι οποίοι
ήταν δίπλα µου σε κάθε µου σχέδιο και το υποστήριξαν υλικά και ηθικά. Χωρίς τον δικό τους
κόπο δεν ϑα κατάφερνα τίποτα.

∆ηµήτρης Μιχαηλίδης
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Κεφάλαιο 1

Στοιχεία Θεωρίας Κατηγοριών

Σε αυτό το κεφαλαίο ϑα παραθέσουµε κάποια ϐασικά στοιχεία από την Θεωρία Κατηγοριών,
τα οποία ϑα εµφανιστούν σε όλη την έκταση της διατριβής. Ακόµη ϑα υπενθυµίσουµε την έννοια
του συναρτητή µεταξύ δύο κατηγοριών, ενώ ϑα αναφερθούν οι κύριες ιδιότητες των ϕυσικών µε-
τασχηµατισµών µεταξύ συναρτητών. Στις δυο τελευταίες ενότητες του κεφαλαίου ϑα ασχοληθούµε
µε δύο σηµαντικά είδη κατηγοριών, τις προσθετικές και τις αβελιανές, και ϑα γίνει µια αναφορά
στις κλασικές κατασκευές των pullback και pushout.

1.1 Κατηγορίες

Στα µαθηµατικά συχνά χρειάζεται να εργαστούµε σε σύνολα που έχουν δοµή, έτσι ώστε να
µπορούµε να κάνουµε υπολογισµούς και να καταλήγουµε σε συµπεράσµατα. Αν έχουµε ένα
τυχαίο σύνολο X και πάρουµε δύο στοιχεία του συνόλου, δεν υπάρχει κάποια σχέση ανάµεσα σε
αυτά τα δύο στοιχεία. Οι κατηγορίες περιέχουν αντικείµενα τα οποία έχουν κάποια δοµή και µας
παρέχουν τρόπους σύνδεσης αυτών των αντικειµένων χωρίς να χάνεται η δοµή τους. Η απαρχή
της Θεωρίας Κατηγοριών έγινε από τους Samuel Eilenberg και Saunders Mac Lane στο επιστηµονικό
τους άρθρο µε τίτλο, General theory of natural equivalences.

Θα ξεκινήσουµε παραθέτοντας κάποιους στοιχειώδεις και ϐασικούς ορισµούς της Θεωρίας
Κατηγοριών.

Ορισµός 1.1.1. Μια κατηγορία (category) C αποτελείται από µία κλάση αντικειµένων ObpCq και
µια κλάση µορφισµών HomC ώστε να ικανοποιούνται οι ακόλουθες συνθήκες :

(C1) Για κάθε δύο αντικείµενα X,Y P ObpCq, υπάρχει ένα σύνολο HomCpX,Y q που καλείται το
σύνολο των µορφισµών f : X ÝÑ Y από το X στο Y έτσι ώστε :

HomCpX,Y q
č

HomCpX
1, Y 1q “ H, όταν pX,Y q ‰ pX 1, Y 1q.

(C2) Για X,Y, Z P ObpCq υπάρχει µια απεικόνιση σύνθεσης :

˝ : HomCpX,Y q ˆ HomCpY, Zq ÝÑ HomCpX,Zq, pf, gq ÞÝÑ g ˝ f

έτσι ώστε

(α) Για µορφισµούς f : X ÝÑ Y , g : Y ÝÑ Z και h : Z ÝÑW ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα:

h ˝ pg ˝ fq “ ph ˝ gq ˝ f

(ϐ) Για κάθε αντικείµενο X υπάρχει ο ταυτοτικός µορφισµός (identity morphism)

1X : X ÝÑ X

17
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τέτοιος ώστε f ˝ 1X “ f και 1X ˝ g “ g για όλους τους µορφισµούς f : X ÝÑ Y και
g : Z ÝÑ X.

Συµβολισµός: Αν X είναι ένα αντικείµενο σε µια κατηγορία C, τότε αντί για X P ObpCq, ϑα
συµβολίζουµε απλούστερα X P C.

Αφού έχουµε ορίσει την έννοια της κατηγορίας, µπορούµε µε ϕυσικό τρόπο να ορίσουµε τη
δυϊκή κατηγορία :

Ορισµός 1.1.2. ΄Εστω C µια κατηγορία. Καλούµε δυϊκή κατηγορία (opposite category) και
συµβολίζουµε µε Cop την κατηγορία που έχει σαν αντικείµενα, τα αντικείµενα της C, ενώ για κάθε
δύο αντικείµεναX, Y στην Cop η κλάση µορφισµών HomCoppX,Y q ισούται µε την κλάση µορφισµών
HomCpY,Xq. ∆ηλαδή ισχύει ότι :

ObpCq “ ObpCopq και HomCoppX,Y q “ HomCpY,Xq

Για δύο µορφισµούς f : X ÝÑ Y και g : Y ÝÑ Z στην Cop ορίζεται η σύνθεση g ˝op f ως η σύνθεση
f ˝ g στην C.

Σύµβαση: Στη συνέχεια για απλούστευση του συµβολισµού ϑα χρησιµοποιούµε ˝ αντί για ˝op.

Στον ορισµό της Κατηγορίας δεν προκύπτει από πουθενά ότι η κλάση αντικειµένων ObpCq της
κατηγορίας C είναι σύνολο. Εποµένως για να αποφύγουµε προβλήµατα που ϑα προέκυπταν από
τη Θεωρία Συνόλων δίνουµε τον ακόλουθο ορισµο:

Ορισµός 1.1.3. Μια κατηγορία C καλείται µικρή (small) αν η κλάση αντικειµένων της είναι
σύνολο.

Στη συνέχεια ϑα δούµε κάποια παραδείγµατα κατηγοριών, που είναι χαρακτηριστικά και ϑα
τα συναντήσουµε στην συνέχεια της διατριβής :

Παράδειγµα 1.1.4. 1. Η κατηγορία Grp των οµάδων. ΄Εχει σαν αντικείµενα οµάδες και σαν
µορφισµούς, οµοµορφισµούς οµάδων.

2. Η κατηγορία Ab των αβελιανών οµάδων. ΄Εχει σαν αντικείµενα αβελιανές οµάδες και σαν
µορφισµούς, οµοµορφισµούς αβελιανών οµάδων.

3. Η κατηγορία Ring των δακτυλίων. ΄Εχει σαν αντικείµενα δακτυλίους και σαν µορφισµούς,
οµοµορφισµούς δακτυλίων.

4. Η κατηγορία CRing των µεταθετικών δακτυλίων. ΄Εχει σαν αντικείµενα µεταθετικούς δακτυ-
λίους και σαν µορφισµούς, οµοµορφισµούς µεταθετικών δακτυλίων.

5. Η κατηγορία Top των τοπολογικών χώρων. ΄Εχει σαν αντικείµενα τοπολογικούς χώρους και
σαν µορφισµούς, συνεχείς απεικονίσεις µεταξύ τοπολογικών χώρων.

6. Η κατηγορία CTop των συµπαγών τοπολογικών χώρων. ΄Εχει σαν αντικείµενα συµπαγείς
τοπολογικούς χώρους και σαν µορφισµούς, συνεχείς απεικονίσεις µεταξύ συµπαγών τοπο-
λογικών χώρων.

7. Η κατηγορία VectK των διανυσµατικών χώρων υπεράνω ενός σώµατος K. ΄Εχει σαν αντι-
κείµενα K-διανυσµατικούς χώρους και σαν µορφισµούς, γραµµικές απεικονίσεις µεταξύ
διανυσµατικών χώρων.

8. Η κατηγορία R-Mod των αριστερών προτύπων υπεράνω ενός τυχαίου δακτυλίου R. ΄Εχει
σαν αντικείµενα αριστερά R-πρότυπα και σαν µορφισµούς, οµοµορφισµούς αριστερών R-
προτύπων.

9. ΄Εστω pM, ¨q ένα µονοειδές. Σε αυτό προσαρτούµε µία κατηγορία M που έχει ένα µόνο
αντικείµενο, δηλαδή ObpMq “ t‹u. Η κλάση µορφισµών της M είναι HomMp‹, ‹q “M .
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Πολλές ϕορές στη µελέτη των κατηγοριών εµφανίζονται µορφισµοί οι οποίοι έχουν και κάποιες
επιπλέον ιδιότητες. Για να ορίσουµε αυτούς του µορφισµούς ϑα χρειαστούµε την έννοια των
παράλληλων µορφισµών:

Ορισµός 1.1.5. ∆ύο µορφισµοί f , g στην κατηγορία C που ξεκινούν από το ίδιο αντικείµενο X και
καταλήγουν στο ίδιο αντικείµενο Y καλούνται παράλληλοι µορφισµοί (parallel morphisms) και
συµβολίζονται µε f, g : X //// Y.

Τώρα είµαστε έτοιµοι να ορίσουµε τους µονοµορφισµούς, επιµορφισµούς και ισοµορφισµούς
σε µια κατηγορία C.

Ορισµός 1.1.6. ΄Εστω C µια κατηγορία και X, Y , Z αντικείµενα στην C.

1. ΄Ενας µορφισµός f : X ÝÑ Y καλείται µονοµορφισµός (monomorphism) αν για κάθε
Ϲεύγος παράλληλων µορφισµών g1, g2 : Z //// X ισχύει ότι :

f ˝ g1 “ f ˝ g2 ùñ g1 “ g2.

2. ΄Ενας µορφισµός f : X ÝÑ Y καλείται επιµορφισµός (epimorphism) αν για κάθε Ϲεύγος
παράλληλων µορφισµών g1, g2 : Y //// Z ισχύει ότι :

g1 ˝ f “ g2 ˝ f ùñ g1 “ g2.

Σχόλιο 1.1.7. ΄Οταν ο µορφισµός f του Ορισµού 1.1 ικανοποιεί την ιδιότητα του πρώτου σκέ-
λους, λέµε ότι είναι αριστερά διαγράψιµος (left cancellable). Αντίστοιχα, όταν ικανοποιεί
την ιδιότητα του δεύτερου σκέλους του Ορισµού 1.1, λέµε ότι είναι δεξιά διαγράψιµος (right
cancellable).

Ορισµός 1.1.8. ΄Εστω C µια κατηγορία καιX, Y δυο αντικείµενα στην C. Ο µορφισµός f : X ÝÑ Y
καλείται ισοµορφισµός (isomorphism), αν υπάρχει µορφισµός g : Y ÝÑ X ώστε να ισχύει ότι

f ˝ g “ 1Y και g ˝ f “ 1X . Τότε ο f συµβολίζεται µε f : X
» // Y

Σχόλιο 1.1.9. 1. Ο µορφισµός g του Ορισµού 1.1.8 είναι µοναδικός, καλείται αντίστροφος
του f και συµβολίζεται µε f´1.

2. Αν για τους µορφισµούς f, g του Ορισµού 1.1.8 ισχύει ότι f ˝ g “ 1Y , τότε ο f καλείται
αριστερός αντίστροφος του g και ο g δεξιός αντίστροφος του f .

3. ∆ύο αντικείµενα X και Y µιας κατηγορίας καλούνται ισόµορφα αν υπάρχει µεταξύ τους
µορφισµός f : X ÝÑ Y που είναι ισοµορφισµός. Στην περίπτωση αυτή γράφουµε X » Y .

Παράδειγµα 1.1.10. 1. Στην κατηγορία Grp των οµάδων οι µονοµορφισµοί είναι οι οµοµορ-
ϕισµοί οµάδων που είναι «1-1», οι επιµορφισµοί είναι οι οµοµορφισµοί οµάδων που είναι
«επί», ενώ οι ισοµορφισµοί είναι οι οµοµορφισµοί οµάδων που είναι «1-1» και «επί».

2. Στην κατηγορία Ring των οµάδων οι µονοµορφισµοί είναι οι οµοµορφισµοί δακτυλίων που
είναι «1-1», οι επιµορφισµοί είναι οι οµοµορφισµοί δακτυλίων που είναι «επί», ενώ οι ισο-
µορφισµοί είναι οι οµοµορφισµοί δακτυλίων που είναι «1-1» και «επί».

3. Στην κατηγορία Top των τοπολογικών χώρων οι ισοµορφισµοί είναι οι οµοιοµορφισµοί µε-
ταξύ τοπολογικών χώρων και όχι οι συνεχείς απεικονίσεις µεταξύ τοπολογικών χώρων που
είναι «1-1» και «επί».

Είναι ϕανερό, ήδη από τα πρώτα παραδείγµατα κατηγοριών, ότι υπάρχουν κάποιες κατηγο-
ϱίες που, κατά κάποιον τρόπο, «Ϲουν µέσα» σε κάποιες µεγαλύτερες. Γενικότερα στα µαθηµατικά
όταν έχουµε µία δοµή, συχνά ενδιαφερόµαστε να µελετήσουµε κάτι «µικρότερο», το οποίο όµως
να κληρονοµεί πλήρως την δοµή. Στην περίπτωση των κατηγοριών, εµφανίζεται η έννοια της υπο-
κατηγορίας, της οποίας τις σηµαντικότερες ιδιότητες ϑα παραθέσουµε ακολούθως.
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Ορισµός 1.1.11. Μια κατηγορία C1 καλείται υποκατηγορία (subcategory) της κατηγορίας C αν
ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Για την κλάση αντικειµένων της C1 ισχύει ότι, ObpC1q Ă ObpCq

2. Για κάθε Ϲευγάρι αντικειµένων X και Y στην C1 ισχύει ότι :

HomC1pX,Y q Ă HomCpX,Y q

3. Οι ταυτοτικοί µορφισµοί µεταξύ των αντικειµένων της C1 είναι οι ταυτοτικοί µορφισµοί στην C

4. Η σύνθεση στην C1 είναι η επαγόµενη από την C.

΄Οταν η C1 είναι υποκατηγορία της C, συµβολίζουµε C1 Ă C.

Ορισµός 1.1.12. Μια υποκατηγορία C1 µιας κατηγορίας C καλείται πλήρης (full) αν για κάθε
Ϲευγάρι αντικειµένων X,Y στην C1 ισχύει ότι :

HomC1pX,Y q “ HomCpX,Y q

Παράδειγµα 1.1.13. 1. Η κατηγορία Ab των αβελιανών οµάδων είναι µία πλήρης υποκατη-
γορία της κατηγορίας Grp των οµάδων.

2. Η κατηγορία CTop των συµπαγών τοπολογικών χώρων είναι µία πλήρης υποκατηγορία της
κατηγορίας Top των τοπολογικών χώρων.

Στη µελέτη των κατηγοριών συχνά εµφανίζονται κάποια «ιδιαίτερα» αντικείµενα τα οποία ορί-
Ϲουµε στη συνέχεια.

Ορισµός 1.1.14. ΄Εστω C µια κατηγορία.

1. ΄Ενα αντικείµενο P στην C καλείται αρχικό αντικείµενο (initial object), αν για κάθε
αντικείµενο X στην C, υπάρχει µοναδικός µορφισµός P ÝÑ X.

2. ΄Ενα αντικείµενο P στην C καλείται τελικό αντικείµενο (terminal object), αν το P είναι
αρχικό αντικείµενο στην Cop. ∆ηλαδή αν για κάθε αντικείµενο X στην C, υπάρχει µοναδικός
µορφισµός X ÝÑ P .

3. ΄Ενα αντικείµενο P στην C καλείται µηδενικό αντικείµενο (zero object), αν το P είναι
ταυτόχρονα αρχικό και τελικό αντικείµενο.

Παρατήρηση 1.1.15. 1. Αν P1, P2 είναι δύο αρχικά αντικείµενα στην κατηγορία C, τότε αυτά
είναι ισόµορφα. ∆ηλαδή το αρχικό αντικείµενο µιας κατηγορίας είναι µοναδικό µε ακρίβεια
ισοµορφισµού.

2. Το µηδενικό αντικείµενο µιας κατηγορίας συµβολίζεται µε 0.

1.2 Συναρτητές

Αφού ορίσαµε την έννοια της κατηγορίας και περιγράψαµε κάποιες από τις στοιχειώδεις ιδιότη-
τες των κατηγοριών, ϑα ήταν χρήσιµο να εξετάσουµε µε ποιον τρόπο µπορούµε να συνδέσουµε δύο
κατηγορίες µεταξύ τους χωρίς να χάνεται η δοµή. Η σύνδεση αυτή γίνεται µέσω των συναρτητών.
Οι συναρτητές γεννήθηκαν στον κλάδο της Αλγεβρικής Τοπολογίας, όπου χρησιµοποιούνταν για
να αντιστοιχήσουν αλγεβρικά αντικείµενα σε τοπολογικούς χώρους και αλγεβρικούς οµοµορφι-
σµούς σε συνεχείς απεικονίσεις µεταξύ τοπολογικών χώρων. Στη σύγχρονη έρευνα οι συναρτητές
χρησιµοποιούνται σε ευρύτερο πλαίσιο και συνδέουν κατηγορίες µε αντικείµενα από ποικίλους
κλάδους των µαθηµατικών.
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Ορισµός 1.2.1. ΄Εστω C και C1 δύο κατηγορίες. ΄Ενας συναρτητής (functor) F : C ÝÑ C1 α-
ποτελείται από µία απεικόνιση F : ObpCq ÝÑ ObpC1q και µία απεικόνιση F : HomCpX,Y q ÝÑ
Hom C1pF pXq, F pY qq για κάθε δύο αντικείµενα X, Y στην C, έτσι ώστε να ικανοποιούνται τα ακό-
λουθα:

1. Για κάθε αντικείµενο X στην C, ισχύει ότι F p1Xq “ 1F pXq

2. Για αντικείµενα X, Y και Z στην C και µορφισµούς f : X ÝÑ Y , g : Y ÝÑ Z, ισχύει ότι
F pg ˝ fq “ F pgq ˝ F pfq.

Σχόλιο 1.2.2. ΄Ενας συναρτητής όπως ορίστηκε στον Ορισµό 1.2.1 καλείται συναλλοίωτος συ-
ναρτητής (covariant functor). Με τον όρο «συναρτητής» ϑα εννοούµε τον συναλλοίωτο συναρ-
τητή. ΄Ενας συναρτητής F : Cop ÝÑ C1 καλείται αντισυναλλοίωτος συναρτητής (contravariant
functor) αν αντικαταστήσουµε το δεύτερο σκέλος του Οριµού 1.2.1 µε το εξής : «Για αντικείµενα
X, Y και Z στην C και µορφισµούς f : X ÝÑ Y , g : Y ÝÑ Z, ισχύει ότι F pg ˝ fq “ F pfq ˝F pgq.»

Παρατήρηση 1.2.3. 1. ΄Εστω τρεις κατηγορίες C, C1 και C2 και συναρτητές F : C ÝÑ C1,
G : C1 ÝÑ C2. Τότε η σύνθεσή τους G ˝ F : C ÝÑ C2 είναι ο συναρτητής που ορίζεται ως,
pG ˝ F qpXq “ GpF pXqq και pG ˝ F qpfq “ GpF pfqq, για κάθε αντικείµενο X και για κάθε
µορφισµό f στην C.

2. Από τον συναρτητή F : C ÝÑ C1 ορίζεται, µε ϕυσικό τρόπο, ο συναρτητής F op : Cop ÝÑ C1 op.

Παρακάτω παραθέτουµε κάποια κλασικά παραδείγµατα συναρτητών :

Παράδειγµα 1.2.4. 1. Ο ταυτοτικός συναρτητής: ΄Εστω C µια κατηγορία και έστω

1C : C ÝÑ C

ο συναρτητής που ορίζεται ως η ταυτότητα στα αντικείµενα και στους µορφισµούς της C,
δηλαδή

1CpXq “ X και 1Cpfq “ f

για κάθε αντικείµενο X και κάθε µορφισµό f : X ÝÑ Y . Ο συναρτητής 1C : C ÝÑ C είναι
ο ταυτοτικός συναρτητής της κατηγορίας C.

2. Ο συναρτητής έγκλεισης: ΄Εστω C µια κατηγορία και C1 µια υποκατηγορία αυτής. Τότε ο
συναρτητής

i : C1 ÝÑ C

που ορίζεται ως
ipXq “ X και ipfq “ f

για κάθε αντικείµενοX και κάθε µορφισµό f : X ÝÑ Y στην C1 είναι ο συναρτητής έγκλεισης

από την C1 στην C.

3. Ο λησµονικός συναρτητής: ΄Εστω C µια κατηγορία της οποίας τα αντικείµενα έχουν κά-
ποια δοµή και οι µορφισµοί της «σέβονται» αυτήν την δοµή. Τότε ορίζεται ένας συναρτητής

F : C ÝÑ Set

που δρα ως ταυτότητα στα αντικείµενα της C, µε την επιπλέον ιδιότητα να «ξεχνάει» την δοµή
του αντικειµένου. Εποµένως για ένα αντικείµενο X στην κατηγορία C, το αντικείµενο F pXq
είναι σύνολο. Επίσης στέλνει κάθε µορφιµό µεταξύ δύο αντικειµένων της κατηγορίας σε µία
απεικόνιση µεταξύ συνόλων. Ο συναρτητής που ορίζεται µε τον παραπάνω τρόπο καλείται
λησµονικός συναρτητής.
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4. Ο συναρτητής HomRpX, -q: ΄Εστω R ένας δακτύλιος και X ένα δεξιό R-πρότυπο. Τότε
ορίζεται ο συναρτητής

HomRpX, -q : Mod-R ÝÑ Ab

Αν M P Mod-R, τότε :
HomRpX, -qpMq “ HomRpX,Mq

ενώ αν f : M ÝÑ N είναι ένας οµοµορφισµός δεξιών R-προτύπων, τότε :

HomRpX, -qpfq “ HomRpX, fq “ fX‹

όπου
fX‹ : HomRpX,Mq ÝÑ HomRpX,Nq, fX‹ phq “ f ˝ h

Ο συναρτητής HomRpX, -q είναι ένας συναλλοίωτος συναρτητής.

5. Ο συναρτητής HomRp-, Xq ΄Εστω R ένας δακτύλιος και X ένα δεξιό R-πρότυπο. Τότε
ορίζεται ο συναρτητής

HomRp-, Xq : Mod-R ÝÑ Ab

Αν M P Mod-R, τότε :
HomRp-, XqpMq “ HomRpM,Xq

ενώ αν f : M ÝÑ N είναι ένας οµοµορφισµός δεξιών R-προτύπων, τότε :

HomRp-, Xqpfq “ HomRpf,Xq “ f‹X

όπου
f‹X : HomRpN,Xq ÝÑ HomRpM,Xq, f‹Xphq “ h ˝ f

Ο συναρτητής HomRp-, Xq είναι ένας αντισυναλλοίωτος συναρτητής.

6. Ο συναρτητής XbR -: ΄Εστω R ένας δακτύλιος και X ένα δεξιό R-πρότυπο. Ο συναρτητής
X bR - είναι ένας συναλλοίωτος συναρτητής

X bR - : R-Mod ÝÑ Ab

και ορίζεται ως
pX bR -qpMq “ X bRM

για κάθε αριστερόR-πρότυποM , ενώ για κάθε οµοµορφισµό αριστερώνR-προτύπων f : M ÝÑ

N ,
pX bR -qpfq “ X bR f “ 1X b f

όπου
1X b f : X bRM ÝÑ X bR N

Αν

z “
l
ÿ

k“1

nlpxl bmlq

είναι ένα τυπικό στοιχείο του τανυστικού γινοµένου X bRM τότε :

p1X b fqpzq “
l
ÿ

k“1

nlpxl b fpmlqq

7. Ο συναρτητής -bRX: Ορίζεται δυϊκά του συναρτητήXbR - και είναι επίσης συναλλοίωτος
συναρτητής.
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Υπάρχουν παραδείγµατα συναρτητών που εµφανίζονται συχνά στη µελέτη της ϑεωρίας κατη-
γοριών και εξασφαλίζουν την ύπαρξη κάποιων επιθυµητών ιδιοτήτων. Τέτοιου είδους συναρτητές
περιγράφονται στον ακόλουθο ορισµό:

Ορισµός 1.2.5. ΄Εστω C και C1 δύο κατηγορίες και F : C ÝÑ C1 ένας συναρτητής.

1. Ο F καλείται πιστός (faithful) αν η απεικόνιση

HomCpX,Y q ÝÑ HomC1pF pXq, F pY qq

είναι «1-1», για κάθε X,Y P C.

2. Ο F καλείται πλήρης (full) αν η απεικόνιση

HomCpX,Y q ÝÑ HomC1pF pXq, F pY qq

είναι «επί», για κάθε X,Y P C.

3. Ο F καλείται πλήρης και πιστός (fully faithful) αν η απεικόνιση

HomCpX,Y q ÝÑ HomC1pF pXq, F pY qq

είναι «1-1» και «επί», για κάθε X,Y P C.

4. Ο F καλείται ουσιωδώς «επί» (essentially surjective) αν για όλα τα αντικείµενα Y της
C1,υπάρχει αντικείµενο X της C, έτσι ώστε X » F pY q στην C1.

Αν tCiuiPI , I: σύνολο δεικτών, είναι µια οικογένεια κατηγοριών τότε ορίζεται µια νέα κατηγορία,
η οποία είναι γνωστή ως κατηγορία γινόµενο.

Ορισµός 1.2.6. ΄Εστω tCiuiPI , I: σύνολο δεικτών, µια οικογένεια κατηγοριών. Ορίζουµε την
κατηγορία

ś

iPI Ci όπου :

Obp
ź

iPI

Ciq “
ź

iPI

ObpCiq

και
Homś

iPI CiptXiu, tYiuq “
ź

iPI

HomCipXi, Yiq

η οποία καλείται κατηγορία γινόµενο (product category).

Χρησιµοποιώντας την έννοια του συναρτητή και της κατηγορίας γινόµενο µπορούµε να ορί-
σουµε την έννοια του δισυναρτητή, για την οποία παραθέτουµε δύο ισοδύναµους ορισµούς.

Ορισµός 1.2.7. ΄Εστω C, C1 και C2 κατηγορίες. ΄Ενας συναρτητής F : C ˆ C1 ÝÑ C2 καλείται
δισυναρτητής (bifunctor)

Ορισµός 1.2.8. ΄Εστω C, C1 και C2 κατηγορίες. Ο συναρτητής F : C ˆ C1 ÝÑ C2 καλείται
δισυναρτητής (bifunctor) αν για κάθε αντικείµενο X P C και X 1 P C1, F pX, -q : C1 ÝÑ C2 και
F p-, X 1q : C ÝÑ C2 είναι συναρτητές και επιπλέον για κάθε µορφισµό f : X ÝÑ Y στην C και
g : X 1 ÝÑ Y 1 στην C1, το διάγραµµα:

F pX,X 1q
F pX,gq //

F pf,X1q

��

F pX,Y 1q

F pf,Y 1q

��
F pY,X 1q

F pY,gq // F pY, Y 1q

είναι µεταθετικό.
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Παράδειγµα 1.2.9. 1. ΄Εστω C µια κατηγορία. Ο συναρτητής HomCp-, -q : Cop ˆ C ÝÑ Set
είναι ένας δισυναρτητής.

2. ΄Εστω R ένας δακτύλιος. Ο συναρτητής

HomRp-, -q : pMod-Rqop ˆMod-R ÝÑ Ab

είναι ένας δισυναρτητής.

3. ΄Εστω R δακτύλιος. Ο συναρτητής

-b - : Mod-Rop ˆMod-R ÝÑ Ab

είναι ένας δισυναρτητής.

Παρατήρηση 1.2.10. Τα σκέλη 2. και 3. παραπάνω παραδείγµατος αποτελούν δύο κλασικά
παραδείγµατα που εµφανίζονται διαρκώς κατά τη µελέτη της Οµολογικής ΄Αλγεβρας.

1.2.1 Φυσικοί Μετασχηµατισµοί και Συζυγείς Συναρτητές

Σε αυτήν την ενότητα ϑα περιγράψουµε τον τρόπο που συνδέονται µεταξύ τους δύο συναρτητές
µεταξύ κατηγοριών. Ουσιαστικά στόχος µας είναι να περιγράψουµε τους «µορφισµούς» µεταξύ
συναρτητών και να ορίσουµε, πότε δύο συναρτητές ϑα είναι ϕυσικά ισόµορφοι. Ακόµη ϑα ορίσουµε
κάποια Ϲεύγη συναρτητών, που καλούνται συζυγή Ϲεύγη (adjoint pairs) και έχουν κεντρικό ϱόλο
στην Θεωρία Κατηγοριών.

Αρχικά ϑα διατυπώσουµε τον ορισµό του ϕυσικού µετασχηµατισµού µεταξύ δύο συναρτητών.

Ορισµός 1.2.11. ΄Εστω C και C1 δύο κατηγορίες και F1, F2 : C ÝÑ C1 δύο συναρτητές. ΄Ενας
ϕυσικός µετασχηµατισµός (natural transformation) θ : F1 ÝÑ F2 είναι µια οικογένεια µορφι-
σµών:

θ “ tθX : F1pXq ÝÑ F2pXq | για όλα τα X P ObpCqu

έτσι ώστε για κάθε µορφισµό f : X ÝÑ Y , το διάγραµµα:

F1pXq
θX //

F1pfq

��

F2pXq

F2pfq

��
F1pY q

θY // F2pY q

είναι µεταθετικό.

Ορισµός 1.2.12. ΄Εστω C, C1 κατηγοριές και F1, F2 : C ÝÑ C1 δύο συναρτητές. ΄Ενας ϕυσικός
µετασχηµατισµός θ : F1 ÝÑ F2 καλείται ϕυσικός ισοµορφισµός (natural isomorphism) αν για
κάθε αντικείµενο X P C, οι µορφισµοί θX : F1pXq ÝÑ F2pXq είναι ισοµορφισµοί στην C1. Αν
µεταξύ των συναρτητών F1, F2 υπάρχει ένας ϕυσικός ισοµορφισµός, τότε αυτοί καλούνται ϕυσικά
ισόµορφοι (naturally isomorphic) και συµβολίζουµε µε F1 » F2.

Χρησιµοποιώντας τα παραπάνω µπορούµε να απαντήσουµε στο ερώτηµα, πότε δύο κατηγορίες
είναι ισοδύναµες.

Ορισµός 1.2.13. ΄Εστω C, C1 δύο κατηγορίες. ΄Ενας συναρτητής F : C ÝÑ C1 καλείται ισοδυνα-
µία κατηγοριών (equivalence of categories) αν υπάρχει συναρτητής G : C1 ÝÑ C και ϕυσικοί
ισοµορφισµοί, α : G ˝ F ÝÑ 1C και β : F ˝ G ÝÑ 1C1 . Σε αυτήν την περίπτωση οι κατηγορίες
καλούνται ισοδύναµες (equivalent) και γράφουµε C » C1.
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Παρατήρηση 1.2.14. Αν ένας συναρτητής F : C ÝÑ C1 είναι ισοδυναµία κατηγοριών, τότε ο
συναρτητής G : C1 ÝÑ C για τον οποίον ισχύει ότι F ˝ G » 1C1 και G ˝ F » 1C καλείται ηµι-
αντίστροφος (quasi-inverse) του F . Ο ηµι-αντίστροφος συναρτητής απέχει πολύ από το να είναι
µοναδικός, ωστόσο είναι µοναδικός µε ακρίβεια ϕυσικής ισοδυναµίας.

Στη συνέχεια ϑα διατυπώσουµε και ϑα αποδείξουµε µια ικανή και αναγκαία συνθήκη, για να
είναι ένας συναρτητής ισοδυναµία κατηγοριών. Για το σκοπό αυτό ϑα χρειαστούµε τα ακόλουθα
λήµµατα:

Λήµµα 1.2.15. ΄Εστω C και C1 δυο κατηγορίες. Θεωρούµε ένα συναρτητή F : C ÝÑ C1 και µια
πλήρη υποκατηγορία C10 της C1 τέτοια ώστε για κάθε αντικείµενο X στην C, να υπάρχει ένα α-
ντικείµενο Y στην C10 και ένας ισοµορφισµός F pXq ÝÑ Y . Συµβολίζουµε µε i1 : C10 ÝÑ C1 το
συναρτητή έγκλεισης. Τότε υπάρχει ένας συναρτητής F0 : C ÝÑ C10 και ένας ισοµορφισµός συ-

ναρτητών θ0 : F
„ // i1 ˝ F0 . Επιπλέον ο συναρτητής F0 είναι µοναδικός µε ακρίβεια µοναδικού

ισοµορφισµού. Πιο συγκεκριµένα δοθέντος ενός άλλου ισοµορφισµού θ1 : F
„ // i1 ˝ F1 , υπάρχει

µοναδικός ϕυσικός ισοµορφισµός συναρτητών θ : F1
„ // F0 τέτοιος ώστε θ0 “ pi

1 ˝ θq ˝ θ1.

Απόδειξη. ΄Εστω F : C ÝÑ C1 ένας συναρτητής και C10 µία πλήρης κατηγορία της C1 όπως περιγρά-
ϕεται στη διατύπωση του λήµµατος. Χρησιµοποιώντας το αξίωµα της επιλογής, για κάθε αντικεί-
µενο X της C, επιλέγουµε ένα αντικείµενο Y στην C10 και έναν ισοµορφισµό φX : Y

„ // F pXq .
Στόχος είναι να ορίσουµε το Ϲητούµενο συναρτητή F0 : C ÝÑ C10. Για ένα αντικείµενο X στην C,
ορίζουµε F0pXq “ Y , όπου το αντικείµενο Y , είναι αυτό που επιλέξαµε µέσω του αξιώµατος της
επιλογής.

Θεωρούµε, τώρα, ένα µορφισµό f : X ÝÑ X 1 στην C. Ορίζουµε τον µορφισµό F0pfq : F0pXq ÝÑ
F pX 1q ως τη σύνθεση:

F0pXq
„

φX

// F pXq
F pfq // F pX 1q F0pX

1q
„

φX1
oo

δηλαδή F0pXq “ φ´1
X1 ˝F pfq ˝ φX . Από τον τρόπο που ορίζεται ο µορφισµός F0pfq προκύπτει ότι

το διάγραµµα:

F pXq
F pfq // F pX 1q

F pgq // F pX2q

Y “ F0pXq

φX „

OO

F0pfq // Y 1 “ F0pX
1q

φX1 „

OO

F0pgq // Y 2 “ F0pX
2q

φX2 „

OO

είναι µεταθετικό για κάθε µορφισµό g : X 1 ÝÑ X2 στην C. ΄Αρα

F0pgq ˝ F0pfq “ φX2 ˝ F pgq ˝ φX1

“ ˝φ´1
X1 ˝ F pfq ˝ φX

“ φX2 ˝ F pgq ˝ F pfq ˝ φX

“ φX2 ˝ F pg ˝ fq ˝ φX

Συνεπώς F0pg ˝ fq “ F0pgq ˝ F0pfq. Ακόµη, ας είναι 1X : X ÝÑ X ο ταυτοτικός µορφισµός
του αντικειµένου X στην C. Από τον τρόπο ορισµού του συναρτητή F0 στους µορφισµούς της
C, έχουµε ότι F0p1Xq “ φX ˝ F p1Xq ˝ φ

´1
X “ 1F0pXq. ΄Αρα ο F0 : C ÝÑ C10 είναι πράγµατι ένας

συναρτητής.
΄Εστω i1 : C10 ÝÑ C1 ο συναρτητής έγκλεισης. Θεωρούµε τον ϕυσικό µετασχηµατισµό θ0 : i1 ˝

F0 ÝÑ F . Για κάθε αντικείµενο X στην C ορίζουµε τους µορφισµούς :

pθ0qX : pi1 ˝ F0qpXq “ Y ÝÑ F pXq
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να είναι ίσοι µε τον µορφισµό φX , δηλαδή pθ0qX “ φX : Y ÝÑ F pXq. ΄Εστω f : X ÝÑ X 1 ένας
µορφισµός στην C. Θεωρούµε το διάγραµµα:

pi1 ˝ F0qpXq
pθ0qX //

pi1˝F0qpfq

��

F pXq

F pfq

��
pi1 ˝ F0qpX

1q
pθ0qX1 // F pX 1q

Τότε

pθ0qX1 ˝ pi
1 ˝ F0qpfq “ φX1 ˝ i

1pF0pfqq

“ φX1 ˝ F0pfq

“ φX1 ˝ φ
´1
X1 ˝ F pfq ˝ φX

“ F pfq ˝ pθ0qX

Συνεπώς το διάγραµµα είναι µεταθετικό και άρα ο ϕυσικός µετασχηµατισµός θ0 : i1 ˝ F0 ÝÑ F
είναι ϕυσικός ισοµορφισµός.

Αποµένει να αποδείξουµε την µοναδικότητα του συναρτητή F0 : C ÝÑ C0 µε ακρίβεια µονα-
δικού ισοµορφισµού. ΄Εστω θ1 : F ÝÑ i1 ˝ F1 ένας άλλος ϕυσικός ισοµορφισµός. Τότε εφόσον
ισχύει F » i1 ˝F1 αλλά και F » i1 ˝F0, ϑα ισχύει ότι i1 ˝F1 » i1 ˝F0, δηλαδή F1 » F0. Εποµένως
ανάµεσα στους συναρτητές F0, F1 υπάρχει ένας ϕυσικός ισοµορφισµός θ : F1 ÝÑ F0 τέτοιος ώστε
να ισχύει θ0 “ pi1 ˝ θq ˝ θ1. Στόχος είναι να δείξουµε ότι αυτός ο ϕυσικός ισοµορφισµός είναι
µοναδικός. ΄Εστω η : F1 ÝÑ F0 ένας άλλος ϕυσικός ισοµορφισµός µεταξύ αυτών των συναρτητών,
για τον οποίο να ισχύει επίσης η σχέση θ0 “ pi

1 ˝ ηq ˝ θ1. Τότε

pi1 ˝ θq ˝ θ1 “ pi
1 ˝ ηq ˝ θ1 ùñ θ ˝ θ1 “ η ˝ θ1

΄Οµως ο ϕυσικός µετασχηµατισµός θ1 είναι ϕυσικός ισοµορφισµός. Συνθέτοντας από δεξιά µε τον
θ´1

1 , προκύπτει ότι θ “ η και συνεπώς ο ϕυσικός ισοµορφισµός θ : F1 ÝÑ F0 είναι µοναδικός. �

Λήµµα 1.2.16. ΄Εστω C µια κατηγορία. Τότε υπάρχει µια πλήρης υποκατηγορία C0 τέτοια ώστε
ο συναρτητής έγκλεισης i : C0 ÝÑ C είναι ισοδυναµία κατηγοριών και η υποκατηγορία C0 έχει την
ιδιότητα ότι κάθε δύο ισόµορφα αντικείµενά της είναι ίσα.

Απόδειξη. Στο σύνολο ObpCq των αντικειµένων µιας κατηγορίας C, ορίζουµε τη σχέση «„» ως εξής :

X „ Y ðñ υπάρχει ισοµορφισµός X » Y.

Η σχέση «„» είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο των αντικειµένων της C. Χρησιµοποιώντας
το αξίωµα της επιλογής επιλέγουµε ένα αντικείµενο από κάθε κλάση ισοδυναµίας της σχέση «„».
Θεωρούµε την πλήρη υποκατηγορία C0 της C που περιέχει αυτά τα αντικείµενα. Η κατηγορία
C0 έχει την ιδιότητα ότι αν επιλέξουµε δύο ισόµορφα αντικείµενά της, τότε αυτά είναι ίσα. Αυτό
συµβαίνει γιατί αν δύο αντικείµενα είναι ισόµορφα τότε ϑα ανήκουν στην ίδια κλάση ισοδυναµίας
και από κάθε κλάση ισοδυναµίας έχουµε επιλέξει ένα αντικείµενο.

Συµβολίζουµε µε i : C0 ÝÑ C τον συναρτητή έγκλεισης. Εφαρµόζοντας το Λήµµα 1.2.15 στον
ταυτοτικό συναρτητή 1C : C ÝÑ C, προκύπτει ότι υπάρχει µοναδικός συναρτητής F0 : C ÝÑ C0

τέτοιος ώστε i ˝ F0 » 1C. ΄Οµως

i ˝ pF0 ˝ iq “ pi ˝ F0q ˝ i » 1C ˝ i » i » i ˝ 1C0

Αφού ο συναρτητής έγκλεισης i είναι πλήρης και πιστός, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι F0˝i »
1C0 . Συνεπώς i ˝ F0 » 1C και F0 ˝ i » 1C0 και άρα ο συναρτητής έγκλεισης i είναι ϕυσική
ισοδυναµία. �
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Με χρήση του αποτελέσµατος του Λήµµατος 1.2.16 µπορούµε να δώσουµε µια ικανή και
αναγκαία συνθήκη για το πότε ένας συναρτητής είναι ισοδυναµία κατηγοριών.

Πρόταση 1.2.17. ΄Ενας συναρτητής F : C ÝÑ C1 είναι ισοδυναµία κατηγοριών αν και µόνον αν ο
F είναι πλήρης και πιστός και ουσιωδώς επί.

Απόδειξη. (ùñ) Υποθέτουµε ότι ο συναρτητής F : C ÝÑ C1 είναι ισοδυναµία κατηγοριών. Τότε
υπάρχει ο ηµι-αντίστροφος συναρτητής G : C1 ÝÑ C του F . ∆ηλαδή F ˝ G » 1C1 και
G ˝ F » 1C. Θεωρούµε την ακόλουθη απεικόνιση µεταξύ αβελιανών οµάδων:

Φ: HomCpX,Y q ÝÑ HomC1pF pXq, F pY qq, Φpfq :“ F pfq

΄Εστω f ένας µορφισµός στον πυρήνα Ker pΦq. Τότε ισχύει Φpfq “ 0, δηλαδή F pfq “ 0.
Εφαρµόζοντας τον συναρτητή G, προκύπτει ότι G pF pfqq “ 0. ΄Οµως από τον ορισµό
του συναρτητή G ως ηµι-αντιστρόφου του F , ισχύει ότι G ˝ F » 1C. Συνεπώς έχουµε
ότι f » 0 και άρα η απεικόνιση Φ είναι «1-1». Στη συνέχεια ϑεωρούµε ένα µορφισµό
h P HomC1pF pXq, F pY qq. Θέτοντας α “ Gphq P HomCpX,Y q προκύπτει ότι

Φpαq “ h

Εποµένως η απεικόνιση Φ είναι «επί» και εξ΄ ορισµού ο συναρτητής F είναι πλήρης και
πιστός. ΄Εστω, τώρα, ένα αντικείµενο Y P C1. Εφαρµόζοντας τον συναρτητή F ˝G, προκύπτει
ότι pF ˝GqpY q » Y . Συνεπώς ο συναρτητής F είναι ουσιωδώς «επί» και έχουµε το Ϲητούµενο.

(ðù) Αντίστροφα υποθέτουµε ότι ο συναρτητής F : C ÝÑ C1 είναι πλήρης και πιστός και ου-
σιωδώς «επί». Σύµφωνα µε το Λήµµα 1.2.16, υπάρχει µια πλήρης υποκατηγορία C0 της
C, τέτοια ώστε ο συναρτητής έγκλεισης i : C0 ÝÑ C είναι ισοδυναµία κατηγοριών και αν
δύο αντικείµενα της C0 είναι ισόµορφα, τότε αυτά είναι ίσα. Υποθέτουµε ότι k : C ÝÑ C0

είναι ο ηµι-αντίστροφος του συναρτητή i. Εργαζόµαστε ανάλογα και για την κατηγορία C1
και κατασκευάζουµε την πλήρη υποκατηγορία C10 για την οποία ο συναρτητής έγκλεισης
i1 : C10 ÝÑ C1 είναι ϕυσική ισοδυναµία, σύµφωνα µε το Λήµµα 1.2.16. Συµβολίζουµε µε
k1 : C1 ÝÑ C10 τον ηµι-αντίστροφο του συναρτητή έγκλεισης i1. Τότε η σύνθεση

k1 ˝ F ˝ i : C0 ÝÑ C10
είναι ισοµορφισµός συναρτητών. Συµβολίζουµε µε K τον αντίστροφό του και ϑέτουµε G “
i ˝K ˝ k1. Τότε

F ˝G “ F ˝ i ˝K ˝ k1 (1.1)

Επειδή K είναι ο αντίστροφος του k1 ˝ F ˝ i έχουµε ότι :

k1 ˝ F ˝ i ˝K “ 1C10 ùñ i1 ˝ k1 ˝ F ˝ i ˝K “ i1

΄Οµως i1 ˝ k1 » 1C1 και άρα καταλήγουµε στο ότι F ˝ i ˝K » i1. Αντικαθιστώντας στη σχέση
(1.1) προκύπτει ότι :

F ˝G “ F ˝ i ˝K ˝ k1 » i1 ˝ k1 » 1C1 (1.2)

Κάνοντας ανάλογους υπολογισµούς συµπεραίνουµε ότι :

G ˝ F » 1C (1.3)

Από τις σχέσεις (1.2), (1.3) ο συναρτητής G είναι ηµι-αντίστροφος του F και συνεπώς ο
συναρτητής F : C ÝÑ C1 είναι ισοδυναµία κατηγοριών. �

Μπορούµε, τώρα, να ορίσουµε την έννοια των συζυγών συναρτητών. Οι συζυγείς συναρτητές
είναι Ϲεύγη συναρτητών που, όπως αναφέραµε και παραπάνω, παίζουν πολύ σηµαντικό ϱόλο στην
Θεωρία Κατηγοριών και έχουν και οι ίδιοι ιδιαίτερα πλούσια ϑεωρία. Είναι αδύνατον στην έκταση
αυτής της διατριβής να ασχοληθούµε εκτενώς µε την ϑεωρία των συζυγών Ϲευγών συναρτητών και
εποµένως ϑα επικεντρωθούµε σε κάποια ϐασικά αποτελέσµατα που ϑα χρειαστούµε στη συνέχεια.
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Ορισµός 1.2.18. ΄Εστω C και C1 κατηγορίες και L : C ÝÑ C1, R : C1 ÝÑ C δύο συναρτητές. Το
Ϲεύγος pL,Rq καλείται Ϲεύγος συζυγών συναρτητών (pair of adjoint functors) ή ο L καλείται
αριστερός συζυγής (left adjoint) του R ή ο R δεξιός συζυγής (right adjoint) του L, αν υπάρχει
ϕυσικός ισοµορφισµός δισυναρτητών :

HomC1pLp-q, -q ÝÑ HomCp-, Rp-qq (1.4)

από την κατηγορία γινόµενο Cop ˆ C1 στην κατηγορία Set των συνόλων.

Παρατήρηση 1.2.19. 1. ΄Εστω X P C και Y P C1. Ισοδύναµα λέµε ότι ένα Ϲεύγος συναρτητών
pL,Rq, όπως στον Ορισµό 1.2.18, είναι συζυγές αν υπάρχουν «1-1» και «επί» απεικονίσεις :

θX,Y : HomC1pLpXq, Y q ÝÑ HomCpX,RpY qq

ώστε κάθε µία από τις θX,Y είναι ϕυσική και ως προς τα δύο αντικείµενα. ∆ηλαδή το
διάγραµµα:

HomC1pLpXq, Y q
pLpfqq‹ //

θX,Y

��

HomC1pLpX
1q, Y q

θX1,Y

��
HomCpX,RpY qq

f‹ // HomCpX
1, RpY qq

είναι µεταθετικό για κάθε µορφισµό f : X 1 ÝÑ X στην C και το διάγραµµα:

HomC1pLpXq, Y q
g‹ //

θX,Y

��

HomC1pLpXq, Y
1q

θX,Y 1

��
HomCpX,RpY qq

pRpgqq‹ // HomCpX,RpY
1qq

είναι µεταθετικό για κάθε µορφισµό g : Y ÝÑ Y 1 στην C1.

2. ΄ΕστωX ένα αντικείµενο στην C. Εφαρµόζοντας τον ϕυσικό ισοµορφισµό (1.4) µε αντικείµενα
το X και το LpXq, καταλήγουµε στον ισοµορφισµό:

HomC1pLpXq, Xq » HomCpX,RpLpXqqq

Εποµένως ο ταυτοτικός µορφισµός 1LpXq, ορίζει έναν µορφισµό

X ÝÑ pR ˝ LqpXq

Αντίστοιχα αν Y είναι ένα αντικείµενο στην C1, εφαρµόζοντας τον ϕυσικό ισοµορφισµό (1.4)
µε αντικείµενα το Y και το RpY q, προκύπτει ο ισοµορφισµός :

HomC1pLpRpY qq, Y q » HomCpRpY q, RpY qq

και άρα ο µορφισµός 1RpY q ορίζει έναν µορφισµό

pL ˝RqpY q ÝÑ Y

Καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι υπάρχουν ϕυσικοί µετασχηµατισµοί :

ε : 1C ÝÑ R ˝ L (1.5)

και
η : L ˝R ÝÑ 1C1 (1.6)

Οι ϕυσικοί µετασχηµατισµοί ε και η είναι χαρακτηριστικοί για ένα Ϲεύγος συζυγών συναρτητών
pL,Rq.

Ορισµός 1.2.20. ΄Εστω pL,Rq συζυγές Ϲεύγος συναρτητών. Οι ϕυσικοί µετασχηµατισµοί ε και η,
των σχέσεων (1.5), (1.6) καλούνται µονάδα (unit) και συνµονάδα (counit) του συζυγούς Ϲέυγους
pL,Rq, αντίστοιχα.
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1.3 Στοιχεία Προσθετικών Κατηγοριών

΄Οπως έχουµε δει εως τώρα, η κατηγορία είναι µια αφηρηµένη έννοια και δεν έχουµε αναπτύξει
εργαλεία που να µας επιτρέπουν να εφοδιάσουµε την κατηγορία µε κάποια παραπάνω δοµή.
΄Ετσι δεν έχουµε την δυνατότητα να συνδέσουµε τα αντικείµενα της κατηγορίας µεταξύ τους και να
πάρουµε νέα αντικείµενα, ενώ το ίδιο συµβαίνει και µε τους µορφισµούς. Στη προσπάθεια αυτή
προκύπτει µια κλάση κατηγοριών µε σχετικά απλή δοµή, αυτή των προσθετικών κατηγοριών. Στην
ενότητα αυτή ϑα παραθέσουµε κάποια ϐασικά στοιχεία για τις προσθετικές κατηγορίες, ενώ ϑα
εισάγουµε και την έννοια του προσθετικού συναρτητή µεταξύ προσθετικών κατηγοριών.

Θα ξεκινήσουµε δίνοντας τον ορισµό του γινοµένου και του συνγινοµένου δύο αντικειµένων
µιας κατηγορίας.

Ορισµός 1.3.1. ΄Εστω C µια κατηγορία και X1, X2 δύο αντικείµενά της.

1. ΄Ενα αντικείµενο X καλείται γινόµενο (product) των X1, X2 αν για τους µορφισµούς
p1 : X ÝÑ X1 και p2 : X ÝÑ X2 ικανοποιείται η ακόλουθη οικουµενική ιδιότητα : Για
κάθε αντικείµενο Y στην C και Ϲεύγος µορφισµών f1 : Y ÝÑ X1, f2 : Y ÝÑ X2, υπάρχει
µοναδικός µορφισµός f : Y ÝÑ X ώστε το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό :

Y

f

��

f1

~~

f2

  
X1 X

p1

oo
p2

// X2

Το αντικείµενο X συµβολίζεται µε X1 ˆX2.

2. ΄Ενα αντικείµενο X καλείται συνγινόµενο (coproduct) των X1, X2 αν για τους µορφισµούς
i1 : X1 ÝÑ X και i2 : X2 ÝÑ X ικανοποιείται η ακόλουθη οικουµενική ιδιότητα : Για κάθε
αντικείµενο Y στην C και Ϲεύγος µορφισµών f1 : X1 ÝÑ Y , f2 : X2 ÝÑ Y , υπάρχει µοναδικός
µορφισµός f : X ÝÑ Y ώστε το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό :

Y

X1

f1

>>

i1
// X

f

OO

X2

f2

``

i2
oo

Το αντικείµενο X συµβολίζεται µε X1

š

X2.

Ανάλογα, αν C είναι µια κατηγορία και J ένα σύνολο δεικτών, µπορούµε να ορίσουµε το
γινόµενο και το συνγινόµενο µιας οικογένειας αντικειµένων tXjujPJ της C.
Ορισµός 1.3.2. ΄Εστω C µια κατηγορία, J ένα σύνολο δεικτών και tXjujPJ µια οικογένεια αντι-
κειµένων της C.

1. ΄Ενα αντικείµενο X καλείται γινόµενο (product) της οικογένειας tXjujPJ αν υπάρχουν
µορφισµοί pj : X ÝÑ Xj τέτοιοι ώστε να ικανοποιείται η ακόλουθη οικουµενική ιδιότητα :
Για κάθε αντικείµενο Y και οικογένεια µορφισµών tfj : Y ÝÑ XjujPJ , υπάρχει µοναδικός
µορφισµός f : Y ÝÑ X έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό για κάθε j P J :

X

pj

��

f

~~
Y

fj

// Xj

Το αντικείµενο X συµβολίζεται µε X “
ś

jPJ Xj .
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2. ΄Ενα αντικείµενο X καλείται συνγινόµενο (coproduct) της οικογένειας tXjujPJ αν υπάρ-
χουν µορφισµού ij : Xj ÝÑ X τέτοιοι ώστε να ικανοποιείται η ακόλουθη οικουµενική ιδιότητα :
Για κάθε αντικείµενο Y και οικογένεια µορφισµών tfj : Xj ÝÑ Y ujPJ , υπάρχει µοναδικός
µορφισµός f : X ÝÑ Y έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό για κάθε j P J :

X

Xj

ij

OO

fj

// Y

f

``

Το αντικείµενο X συµβολίζεται µε X “
š

jPJ Xj .

Παρατήρηση 1.3.3. Εάν το σύνολο δεικτών J είναι πεπερασµένο, τότε τα
śn
j“1Xj και

šn
j“1Xj

είναι πεπερασµένα ευθέα γινόµενα και συνγινόµενα της οικογένειας tXju
n
j“1, αντίστοιχα.

Στη συνέχεια ϑα δώσουµε τον ορισµό της προ-προσθετικής κατηγορίας, τον οποίο και ϑα
χρησιµοποιήσουµε για να ορίσουµε αργότερα, το ϐασικό αντικείµενο αυτής της ενότητας, τις προ-
σθετικές κατηγορίες.

Ορισµός 1.3.4. Μια κατηγορία C καλείται προ-προσθετική (pre-additive) αν για κάθε δύο
αντικείµεναX, Y στην C, το σύνολο µορφισµώνHomCpX,Y q είναι εφοδιασµένο µε δοµή προσθετικής
αβελιανής οµάδας και η πράξη της σύνθεσης είναι διγραµµική.

Παράδειγµα 1.3.5. 1. Η κατηγορία Ab των αβελιανών οµάδων είναι προ-προσθετική.

2. Οι κατηγορίες R-Mod και Mod-R των αριστερών και δεξιών R-προτύπων αντίστοιχα είναι
προ-προσθετικές.

Στην πορεία για τον ορισµό της προσθετικής κατηγορίας, ϑα χρειαστούµε την έννοια του ευθέως
αθροίσµατος αντικειµένων µιας κατηγορίας. Για τον σκοπό αυτό ϑα διατυπώσουµε το ακόλουθο
Λήµµα:

Λήµµα 1.3.6. ΄Εστω C µια προ-προσθετική κατηγορία και X1, X2 δύο αντικείµενα αυτής.

1. Υποθέτουµε ότι το γινόµενο X1ˆX2, υπάρχει στην C και έστω pk : X1ˆX2 ÝÑ Xk, k “ 1, 2
η κανονική προβολή. ΄Εστω επίσης ik : Xk ÝÑ X1ˆX2, k “ 1, 2 οι µορφισµοί που ορίζονται
ως

pj ˝ ik “

#

1Xk , αν j “ k

0, αν j ‰ k
(1.7)

Τότε ισχύει ότι
i1 ˝ p1 ` i2 ˝ p2 “ 1X1ˆX2

(1.8)

2. Αντίστροφα, έστω Z P C και έστω pk : Z ÝÑ Xk και ik : Xk ÝÑ Z, k “ 1, 2, µορφισµοί που
ικανοποιούν τα (1.7), (1.8). Τότε το Z είναι γινόµενο και συνγινόµενο των X1, X2.

Απόδειξη. 1. Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι η C είναι προ-προσθετική, αλλά και την σχέση
(1.8), εύκολα καταλήγουµε στη σχέση:

p1 ˝ pi1 ˝ p1 ` i2 ˝ p2q “ pp1 ˝ i1q ˝ p1 ` pp1 ˝ i2q ˝ p2 “ p1

και στη σχέση:

p2 ˝ pi1 ˝ p1 ` i2 ˝ p2q “ pp2 ˝ i1q ˝ p1 ` pp2 ˝ i2q ˝ p2 “ p2

Συνεπώς, i1 ˝ p1 ` i2 ˝ p2 “ 1X1ˆX2 .
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2. Για κάθε αντικείµενο Y στην C, ϑέτουµε :

Z̃ :“ HomCpY,Zq P Ab

και
X̃k :“ HomCpY,Xkq P Ab

και ϑεωρούµε τους µορφισµούς ĩk : X̃k ÝÑ Z̃ και p̃k : Z̃ ÝÑ X̃k, οι οποίοι ορίζονται ως
εξής :

ĩk : X̃1 ÝÑ Z̃, f ÞÝÑ ik ˝ f

p̃k : Z̃ ÝÑ X̃k, g ÞÝÑ pk ˝ g

Θεωρούµε την απεικόνιση

Φ: Z̃ ÝÑ X̃1 ˆ X̃2, Φphq “ pp1 ˝ h, p2 ˝ hq

Εύκολα µπορούµε να αποδείξουµε ότι η Φ είναι ισοµορφισµός αβελιανών οµάδων. Χρησιµο-
ποιώντας το γεγονός ότι η Φ είναι «1-1» και «επί» προκύπτει ότι για κάθε Ϲεύγος µορφισµών
pf, gq, όπου f : Y ÝÑ X1 και g : Y ÝÑ X2, υπάρχει µοναδικός µορφισµός h : Y ÝÑ Z,
τέτοιος ώστε

Φphq “ pf, gq ùñ pp1 ˝ h, p2 ˝ hq “ pf, gq

∆ηλαδή το διάγραµµα
Y

h

��

f

~~

g

  
X1 Z

p1

oo
p2

// X2

είναι µεταθετικό. Εποµένως το αντικείµενο Z είναι γινόµενο των αντικειµένων X1, X2.
Αλλάζοντας την ϕορά των ϐελών καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι το αντικείµενο Z είναι
και συνγινόµενο των X1, X2. �

Ορισµός 1.3.7. Το αντικείµενο Z δεύτερου σκέλους του Λήµµατος 1.3.6 συµβολίζεται µεX1‘X2

και καλείται ευθύ άθροισµα (direct sum) των αντικειµένων X1 και X2.

Παρατήρηση 1.3.8. Το ευθύ άθροισµα τωνX1 καιX2 είναι ταυτόχρονα γινόµενο και συνγινόµενο
των X1, X2.

Είµαστε τώρα σε ϑέση να διατυπώσουµε τον ορισµό της προσθετικής κατηγορίας, αλλά και του
προσθετικού συναρτητή µεταξύ δύο προσθετικών κατηγοριών.

Ορισµός 1.3.9. Μια προ-προσθετική κατηγορία A καλείται προσθετική κατηγορία (additive
category) αν ικανοποιεί τις ακόλουθες συνθήκες :

(AD1) Περιέχει µηδενικό αντικείµενο, το οποίο συµβολίζουµε µε 0.

(AD2) ∆έχεται πεπερασµένα ευθέα αθροίσµατα.

Ορισµός 1.3.10. ΄Εστω A1, A2 δύο προσθετικές κατηγορίες και F : A1 ÝÑ A2 ένας συναρτητής.
Ο F καλείται προσθετικός συναρτητής (additive functor) αν για κάθε δύο αντικείµενα X, Y
στην A1 η απεικόνιση :

HomC1pX,Y q ÝÑ HomC2pF pXq, F pY qq

είναι οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων.

Μια χρήσιµη ιδιότητα των προσθετικών συναρτητών δίνεται στην ακόλουθη πρόταση:
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Πρόταση 1.3.11. ΄Εστω F : A1 ÝÑ A2 ένας προσθετικός συναρτητής. Τότε F pX‘Y q » F pXq‘
F pY q.

Απόδειξη. ΄Εστω F : A1 ÝÑ A2 ένας προσθετικός συναρτητής και X,Y δύο αντικείµενα στην A1.
Θεωρούµε το ευθύ άθροισµα X ‘ Y των αντικειµένων X,Y . Τότε υπάρχουν µορφισµοί

iX : X ÝÑ X ‘ Y

iY : Y ÝÑ X ‘ Y

pX : X ‘ Y ÝÑ X

και
pY : X ‘ Y ÝÑ Y

ώστε να ικανοποιούνται οι ακόλουθες ιδιότητες :

pX ˝ iX “ 1X , pY ˝ iY “ 1Y

pX ˝ iY “ 0, pY ˝ iX “ 0

και
iX ˝ pX ` iY ˝ pY “ 1X‘Y

Εφαρµόζοντας τον συναρτητή F και εκµεταλλευόµενοι το γεγονός ότι είναι προσθετικός, προκύ-
πτουν οι ακόλουθες σχέσεις :

F ppXq ˝ F piXq “ 1F pXq, F ppY q ˝ F piY q “ 1F pY q

F ppXq ˝ F piY q “ 0, F ppY q ˝ F piXq “ 0

και
F piXq ˝ F ppXq ` F piY q ˝ F ppY q “ 1F pX‘Y q

Συνεπώς παρατηρούµε ότι υπάρχουν µορφισµοί ώστε να ικανοποιούνται οι σχέσεις (1.7), (1.8) του
Λήµµατος 1.3.6, για τα αντικείµενα F pXq, F pY q. ΄Αρα, από το Λήµµα 1.3.6 προκύπτει ότι το
αντικείµενο F pX ‘ Y q είναι ισόµορφο µε το ευθύ άθροισµα F pXq ‘ F pY q. ∆ηλαδή

F pX ‘ Y q » F pXq ‘ F pY q

�

1.4 Στοιχεία Αβελιανών Κατηγοριών

Στην παρούσα ενότητα ϑα µελετήσουµε τις ϐασικές ιδιότητες των αβελιανών κατηγοριών. Οι
αβελιανές κατηγορίες ϑεωρούνται το καταλληλότερο πλαίσιο για την µελέτη της Οµολογικής ΄Αλγε-
ϐρας. Η ϑεµελίωση των αβελιανών κατηγοριών οφείλεται στην προσπάθεια µελέτης συνοµολογικών
ϑεωριών από τον Alexander Grothendieck καθώς και στην ανεξάρτητη δουλειά του David Buchsbaum.

Θα ξεκινήσουµε ορίζοντας ϐασικές έννοιες και παραθέτοντας αποτελέσµατα, που είναι απα-
ϱαίτητα για να «ϕτάσουµε» στον ορισµό της αβελιανής κατηγορίας.

Πρόταση 1.4.1. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία. Στο σύνολο των µονοµορφισµών της A
ορίζουµε µία σχέση ως εξής : δύο µονοµορφισµοί f : X1 ÝÑ Y και g : X2 ÝÑ Y είναι ισοδύναµοι
αν και µόνον αν υπάρχει ισοµορφισµός h : X1 ÝÑ X2, τέτοιος ώστε g ˝ h “ f . Η σχέση αυτή είναι
µία σχέση ισοδυναµίας.

Απόδειξη. Η απόδειξη της Πρότασης είναι άµεση. �
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Πρόταση 1.4.2. ΄ΕστωA µια προσθετική κατηγορία. Στο σύνολο των επιµορφισµών τηςA ορίζουµε
µία σχέση ως εξής : δύο επιµορφισµοί f : X ÝÑ Y1 και g : X ÝÑ Y2 είναι ισοδύναµοι αν και µόνον
αν υπάρχει ισοµορφισµός h : Y1 ÝÑ Y2, τέτοιος ώστε h ˝ f “ g. Η σχέση αυτή είναι µία σχέση
ισοδυναµίας.

Απόδειξη. Η απόδειξη της Πρότασης είναι άµεση. �

Ορισµός 1.4.3. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία.

1. Μια κλάση ισοδυναµίας µονοµορφισµών επί ενός αντικειµένου X καλείται υποαντικείµενο
(subobject) του X.

2. Μία κλάση ισοδυναµίας επιµορφισµών από ένα αντικείµενοX καλείται αντικείµενο πηλίκο
(quotient object) του X.

Παρατήρηση 1.4.4. 1. Για να απλοποιήσουµε το συµβολισµό συχνά, όταν αναφερόµαστε σε
υποαντικείµενο ενός αντικειµένου X ϑα ϑεωρούµε ένα αντικείµενο Y και έναν µονοµορφι-
σµό f : Y ÝÑ X. Με άλλα λόγια ϑα επιλέγουµε έναν αντιπρόσωπο της κλάσης ισοδυναµίας.

2. Ανάλογα ϑα εργαζόµαστε και όταν αναφερόµαστε σε ένα αντικείµενο πηλίκο ενός αντικειµέ-
νου X.

Στη συνέχεια ϑα διατυπώσουµε τον ορισµό δύο πολύ σηµαντικών µορφισµών, αυτών του πυ-
ϱήνα και του συνπηρύνα ενός µορφισµού οι οποίοι είναι ϑεµελιώδεις για τον ορισµό της αβελιανής
κατηγορίας.

Ορισµός 1.4.5. ΄Εστω A µια προσθετική και f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην A. Θεωρούµε τον
µορφισµό κ : K ÝÑ X για τον οποίον ισχύει :

1. f ˝ κ “ 0, δηλαδή το διάγραµµα

X

f

  
K

0 //

κ

OO

Y

είναι µεταθετικό

2. για κάθε µορφισµό f 1 : X 1 ÝÑ X τέτοιο ώστε f ˝ f 1 “ 0, υπάρχει µοναδικός µορφισµός
α : X 1 ÝÑ K ώστε το διάγραµµα:

X

f

  
K

κ

OO

0 // Y

X 1

f 1

BB

0

;;

α

>>

είναι µεταθετικό, δηλαδή κ ˝ α “ f 1.

Ο µορφισµός κ : K ÝÑ X καλείται πυρήνας (kernel) του µορφισµού f : X ÝÑ Y .

Παρατήρηση 1.4.6. Ο πυρήνας κ : K ÝÑ X ενός µορφισµού f : X ÝÑ Y στην κατηγορία A
είναι µονοµορφισµός στην κατηγορία A.
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Πρόταση 1.4.7. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία και f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην A.
Υποθέτουµε ότι κ : K ÝÑ X και κ1 : K 1 ÝÑ X είναι δύο πυρήνες του µορφισµού f . Τότε οι
µορφισµοί κ, κ1 αναπαριστούν το ίδιο υποαντικείµενο του αντικειµένου Y .

Απόδειξη. Ο µορφισµός κ : K ÝÑ X είναι πυρήνας του µορφισµού f : X ÝÑ Y και γνωρίζουµε
ότι για το µορφισµό κ1 : K 1 ÝÑ X ισχύει f ˝ k1 “ 0. Τότε εξ΄ ορισµού υπάρχει µορφισµός
α : K 1 ÝÑ K τέτοιος ώστε κ ˝ α “ κ1. Αντίστοιχα χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι ο µορφισµός
κ1 : K 1 ÝÑ X είναι πυρήνας του µορφισµού f : X ÝÑ Y και ισχύει ότι f ˝κ “ 0, συµπεραίνουµε
ότι υπάρχει µορφισµός α1 : K ÝÑ K 1 τέτοιος ώστε κ1 ˝α1 “ κ. Συνεπώς καταλήγουµε στις σχέσεις

κ ˝ α ˝ α1 “ κ1 ˝ α1 “ κ “ κ ˝ 1K

και
κ1 ˝ α1 ˝ α “ κ ˝ α “ κ1 “ κ1 ˝ 1K1

Επειδή οι µορφισµοί κ, κ1 είναι µονοµορφισµοί, από τις παραπάνω σχέσεις προκύπτουν οι ισότητες

α ˝ α1 “ 1K

και
α1 ˝ α “ 1K1

Συνεπώς ο µορφισµός α : K 1 ÝÑ K είναι ισοµορφισµός και συµπεραίνουµε ότι οι µορφισµοί κ, κ1

αναπαριστούν το ίδιο υποαντικείµενο του αντικειµένου Y . �

Παρατήρηση 1.4.8. Σύµφωνα µε το αποτέλεσµα της Πρότασης 1.4.7, ο πυρήνας ενός µορφισµού
f : X ÝÑ Y σε µια προσθετική κατηγορία A είναι µοναδικός. Τον πυρήνα του µορφισµού
f : X ÝÑ Y , αν υπάρχει, το συµβολίζουµε ker f , ενώ το αντικείµενο K το συµβολίζουµε Ker f .

∆υϊκά ορίζεται η έννοια του συνπυρήνα ενός µορφισµού σε µία προσθετική κατηγορία A.

Ορισµός 1.4.9. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία και f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην A.
Θεωρούµε το µορφισµό q : Y ÝÑ Q για τον οποίον ισχύει :

1. q ˝ f “ 0, δηλαδή το διάγραµµα
X

f

��

0

��
Q Y

q
oo

είναι µεταθετικό

2. για κάθε µορφισµό f 1 : Y ÝÑ Y 1 τέτοιο ώστε f 1 ˝ f “ 0, υπάρχει µοναδικός µορφισµός
α : Q ÝÑ Y 1 ώστε το διάγραµµα:

X

f

��

0

��
0





Q

α

~~

Y
q

oo

f 1

ssY 1

είναι µεταθετικό, δηλαδή α ˝ q “ f 1.
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Ο µορφισµός q : Y ÝÑ Q καλείται συνπυρήνας (cokernel) του µορφισµού f : X ÝÑ Y .

Παρατήρηση 1.4.10. Ο συνπυρήνας q : Y ÝÑ Q ενός µορφισµού f : X ÝÑ Y στην κατηγορία
A είναι επιµορφισµός στην κατηγορία A.

Θα διατυπώσουµε, τώρα, τη δυϊκή της Πρότασης 1.4.7.

Πρόταση 1.4.11. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία και f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην A.
Υποθέτουµε ότι q : Y ÝÑ Q και q1 : Y ÝÑ Q1 είναι δύο συνπυρήνες του µορφισµού f : X ÝÑ Y .
Τότε οι µορφισµοί q, q1 αναπαριστούν το ίδιο αντικείµενο πηλίκο του αντικειµένου Y .

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης της Πρότασης 1.4.7. �

Παρατήρηση 1.4.12. Σύµφωνα µε το αποτέλεσµα της Πρότασης 1.4.11, ο συνπυρήνας ενός
µορφισµού f : X ÝÑ Y σε µια προσθετική κατηγορία A είναι µοναδικός. Τον συνπυρήνα του
µορφισµού f : X ÝÑ Y , αν υπάρχει, το συµβολίζουµε coker f , ενώ το αντικείµενο Q το συµβολί-
Ϲουµε Coker f .

Η ακόλουθη πρόταση µας δίνει µία σύνδεση ανάµεσα στον πυρήνα και τον συνπυρήνα ενός
µορφισµού σε µια προσθετική κατηγορία A.

Πρόταση 1.4.13. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία και f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην A.
Αν είναι α ο πυρήνας του µορφισµού f , τότε ισχύει ότι α “ kerpcokerαq.

Απόδειξη. ΄Εστω f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην κατηγορία A και υποθέτουµε ότι α “ ker f .
Τότε ισχύει ότι f ˝ α “ 0. Επίσης για τον µορφισµό cokerα : X ÝÑ Cokerα ισχύει ότι pcokerαq ˝
α “ 0. Συνεπώς τα δύο τρίγωνα του παρακάτω διαγράµµατος είναι µεταθετικα:

Cokerα X
cokerαoo

f

!!
Ker f

α

OO

0

dd

0 // Y

Παρατηρούµε ότι για τον µορφισµό f : X ÝÑ Y ισχύει ότι f ˝ α “ 0. Από τον Ορισµό 1.4.9
γνωρίζουµε ότι υπάρχει µοναδικός µορφισµός u : Cokerα ÝÑ Y τέτοιος ώστε u ˝ cokerα “ f .
΄Εστω, τώρα, ξ : Z ÝÑ X ένας µορφισµός τέτοιος ώστε pcokerαq ˝ ξ “ 0. Τότε ισχύει

ξ ˝ f “ u ˝ pcokerαq ˝ ξ “ u ˝ 0 “ 0

Από τον Ορισµό 1.4.5 εξασφαλίζεται η ύπαρξη µοναδικού µορφισµού v : Z ÝÑ Ker f τέτοιου ώστε
α ˝ v “ ξ. Συνεπώς για τον µορφισµό α ικανοποιούνται οι συνθήκες του Ορισµού 1.4.5 κι έτσι
ισχύει ότι α “ kerpcokerαq. �

Ας δούµε ένα παράδειγµα πυρήνα και συνπυρήνα σε µια γνωστή µας κατηγορία.

Παράδειγµα 1.4.14. ΄Εστω R ένας τυχαίος δακτύλιος. Θεωρούµε την κατηγορία Mod-R των δε-
ξιών προτύπων υπεράνω του δακτυλίου R και έστω f : M ÝÑ N ένας οµοµορφισµός R-προτύπων.
Ο πυρήνας του f είναι

Ker f “ tm PM | fpmq “ 0u

και i : Ker f ÝÑM είναι η κανονική εισαγωγή. Αντίστοιχα ο συνπυρήνας του f είναι

Coker f “ N{ Im f

και π : N ÝÑ Coker f είναι η κανονική προβολή.

Στη συνέχεια ϑα διατυπώσουµε τον ορισµό της αβελιανής κατηγορίας.
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Ορισµός 1.4.15. Μία προσθετική κατηγορία A καλείται αβελιανή (abelian) αν ισχύουν οι ακό-
λουθες ιδιότητες :

(AB1) Κάθε πεπερασµένη οικογένεια αντικειµένων της A έχει γινόµενο και συνγινόµενο.

(AB2) Κάθε µορφισµός στην A έχει πυρήνα και συνπυρήνα.

(AB3) Για κάθε µορφισµό f στην A, ο µορφισµός f̄ : Cokerpker fq ÝÑ Kerpcoker fq είναι ισοµορφι-
σµός.

Ορισµός 1.4.16. ΄Εστω A µια αβελιανή κατηγορία και f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην A. Το
αντικείµενο Kerpcoker fq καλείται εικόνα (image) του µορφισµού f και συµβολίζεται µε Im f .

Ας δούµε κάποια παραδείγµατα αβελιανών κατηγοριών.

Παράδειγµα 1.4.17. 1. Η κατηγορία Ab των αβελιανών οµάδων είναι µια αβελιανή κατηγορία.

2. Οι κατηγορίες R-Mod και Mod-R των αριστερών και δεξιών R-προτύπων αντίστοιχα, υπερά-
νω ενός τυχαίου δακτυλίου R είναι αβελιανές κατηγορίες.

1.4.1 Pullbacks και Pushouts

Στο πλαίσιο των αβελιανών ϑα υπενθυµίσουµε δύο ϑεµελιώδεις κατασκευές σε µια αβελιανή
κατηγορία, αυτές των pullbacks και pushouts.

Ορισµός 1.4.18. ΄Εστω A µια αβελιανή κατηγορία και ϑεωρούµε το διάγραµµα

X

f

��
Y

g
// Z

Το pullback του διαγράµµατος είναι µια τριάδα pP, h, kq, όπου P P A και h : P ÝÑ X, k : P ÝÑ Y
είναι µορφισµοί στην A τέτοιοι ώστε :

1. Το διάγραµµα

P
h //

k

��

X

f

��
Y

g
// Z

είναι µεταθετικό.

2. Για κάθε αντικείµενο P 1 P A και µορφισµούς h1 : P 1 ÝÑ X, k1 : P 1 ÝÑ Y µε f ˝ h1 “ g ˝ k1,
υπάρχει µοναδικός µορφισµός α : P 1 ÝÑ P τέτοιος ώστε το διάγραµµα

P 1

α

  

h1

##

k1

��

P
h //

k

��

X

f

��
Y

g
// Z

είναι µεταθετικό.
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Ορισµός 1.4.19. ΄Εστω A µια αβελιανή κατηγορία και ϑεωρούµε το διάγραµµα

X
f //

g

��

Y

Z

Το pushout του διαγράµµατος είναι µια τριάδα pD,h, kq, όπουD P A και h : Y ÝÑ D, k : Z ÝÑ D
είναι µορφισµοί στην A τέτοιοι ώστε :

1. Το διάγραµµα

X
f //

g

��

Y

h

��
Z

k
// D

είναι µεταθετικό.

2. Για κάθε αντικείµενο D1 P A και µορφισµούς h1 : Y ÝÑ D1, k1 : Z ÝÑ D1 µε h1 ˝ f “ k1 ˝ g,
υπάρχει µοναδικός µορφισµός α : D ÝÑ D1 τέτοιος ώστε το διάγραµµα

X
f //

g

��

Y

h

��
h1

��

Z
k
//

k1

++

D

α

  
D1

είναι µεταθετικό.
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Κεφάλαιο 2

Στοιχεία Θεωρίας Τοπικοποίησης

Στο παρόν κεφάλαιο ϑα ασχοληθούµε µε την έννοια της τοπικοποίησης µιας κατηγορίας C ως
προς κάποια κλάση µορφισµών της S, η οποία αποτελεί µια γενίκευση της γνωστής κατασκευ-
ής τοπικοποίησης ενός δακτυλίοιυ. Στην πράξη η κλάση µορφισµών δεν ϑα είναι τυχαία, αλλά
ϑα ικανοποιεί κάποιες επιθυµητές ιδιότητες και ϑα καλείται τοπικοποιούσα κλάση. Ακόµη ϑα
αναφερθούµε στην τοπικοποίηση µιας υποκατηγορίας B της κατηγορίας C ως προς µια τοπικο-
ποιούσα κλάση µορφισµών της, η οποία ϑα δίνεται ως η τοµή της τοπικοποιούσας κλάσης S µε
το σύνολο των µορφισµών της B. Τέλος η γενική κατασκευή της τοπικοποίησης µιας κατηγορίας,
ϑα ειδικευτεί στην περίπτωση που η κατηγορία είναι προσθετική.

2.1 Τοπικοποίηση Κατηγοριών

Σε αυτήν την ενότητα υποθέτουµε ότι C είναι µια τυχαία κατηγορία και S είναι µία κλάση
µορφισµών της C. Σκοπός της τοπικοποίησης της C ως προς την κλάση µορφισµών S, είναι να
ϐρούµε µια νέα κατηγορία CrS´1s και ένα συναρτητή Q : C ÝÑ CrS´1s ώστε οι µορφισµοί που
ανήκουν στην κλάση S να είναι µέσω του συναρτητή Q αντιστρέψιµοι στην CrS´1s. Με άλλα λόγια
ο συναρτητής Q ϑα απεικονίζει τους µορφισµούς της S σε ισοµορφισµούς της CrS´1s, αν είναι
δυνατόν κατά καθολικό τρόπο.

Η ύπαρξη αυτής της νέας κατηγορίας εξασφαλίζεται, εκτός κάποιων συνολοθεωρητικών προ-
ϐληµάτων, χωρίς επιπλέον συνθήκες για την κλάση µορφισµών S. Ωστόσο στην παρούσα ενότητα
και γενικότερα στην παρούσα διατριβή ϑα επικεντρώσουµε το ενδιαφέρον µας στην περίπτωση που
η κλάση µορφισµών ικανοποιεί κάποιες επιπλέον «καλές» συνθήκες.

Ορισµός 2.1.1. ΄Εστω C µια κατηγορία και S µια τυχαία κλάση µορφισµών στην C. Καλούµε
τοπικοποίηση (localization) της κατηγορίας C ως προς την κλάση µορφισµών S, µια κατηγορία
CrS´1s µαζί µε έναν συναρτητή Q : C ÝÑ CrS´1s ώστε να ικανοποιούνται οι ακόλουθες ιδιότητες :

(L1) Για κάθε µορφισµό s στην κλάση µορφισµών S, ο µορφισµός Qpsq είναι ισοµορφισµός στην
CrS´1s.

(L2) Αν C1 είναι µια κατηγορία και F : C ÝÑ C1 είναι ένας συναρτητής έτσι ώστε ο µορφισµός
F psq είναι ισοµορφισµός στην C1 για κάθε s στην S, τότε υπάρχει µοναδικός συναρτητής
G : CrS´1s ÝÑ C1 τέτοιος ώστε F “ G ˝Q. ∆ηλαδή το ακόλουθο διάγραµµα:

C
Q //

F

��

CrS´1s

G

D!

}}
C1

39
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είναι µεταθετικό.

Η τοπικοποίηση κατηγοριών είναι µια γενίκευση της τοπικοποίησης ενός µεταθετικού δακτυ-
λίου, µιας κατασκευής που είναι γνωστή από τη Μεταθετική ΄Αλγεβρα.

Παράδειγµα 2.1.2. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα. ΄Ενα υποσύνολο S του R
καλείται πολλαπλασιαστικά κλειστό αν

• 1R P S

• s1, s2 P S ùñ s1s1 P S.

1. Θεωρούµε ένα πολλαπλασιαστικά κλειστό υποσύνολο S του R. Στο σύνολο Rˆ S ορίζουµε
µια σχέση «„» ως εξής :

pr, sq „ pr1, s1q ðñ υπάρχει στοιχείο u P S τέτοιο ώστε uprs1 ´ r1sq “ 0.

Εύκολα ϐλέπουµε ότι η παραπάνω σχέση είναι µία σχέση ισοδυναµίας και συµβολίζουµε
µε RrS´1s το σύνολο πηλίκο. Την κλάση ισοδυναµίας µε αντιπρόσωπο ένα Ϲεύγος pr, sq ϑα
την συµβολίζουµε µε r{s. Εφοδιάζουµε το σύνολο RrS´1s µε µια πράξη πρόσθεσης και µία
πράξη πολλαπλασιασµού:

` : RrS´1s ˆRrS´1s ÝÑ RrS´1s,
r

s
`
r1

s1
:“

rs1 ` r1s

ss1

και

¨ : RrS´1s ˆRrS´1s ÝÑ RrS´1s,
r

s
¨
r1

s1
:“

rr1

ss1

Οι πράξεις αυτές είναι καλά ορισµένες και καθιστούν το σύνολοRrS´1s µεταθετικό δακτύλιο
µε µονάδα.
Θεωρούµε τώρα τον οµοµορφισµό δακτυλίων f : R ÝÑ RrS´1s, µε τύπο fprq “ r{1R και
τέτοιο ώστε κάθε στοιχείο του δακτυλίου που ανήκει στο υποσύνολο S να απεικονίζεται σε
αντιστρέψιµο στοιχείο του RrS´1s.
Ο δακτύλιος RrS´1s µαζί µε τον οµοµορφισµό δακτυλίων f καλείται τοπικοποίηση του
µεταθετικού δακτυλίου R.

2. Ως εφαρµογή της κατασκευής της τοπικοποίησης µεταθετικών δακτυλίων, ϑεωρούµε τον
µεταθετικό δακτύλιο R “ Z και S “ Zzt0u.
Το σύνολο RrS´1s µε τις παραπάνω πράξεις αποτελεί µεταθετικό δακτύλιο µε µονάδα που
ταυτίζεται µε το δακτύλιο Q των ϱητών αριθµών.

3. ΄Εστω R ένας τυχαίος µεταθετικός δακτύλιος, P ένα πρώτο ιδεώδες του R και ϑεωρούµε
S “ RzP . Τότε το σύνολοRrS´1s :“ RP είναι η τοπικοποίηση τουR στο P . Αναλυτικότερες
πληροφορίες για αυτό το παράδειγµα ϑα δώσουµε στο τελευταίο κεφάλαιο της διατριβής,
όπου ϑα µας ϕανεί ιδιαίτερα χρήσιµο στη ϑεµελίωση και τη µελέτη κάποιων ιδιοτήτων.

Σχόλιο 2.1.3. Στην περίπτωση που ο δακτύλιος R από τον οποίο ξεκινάµε είναι µη-µεταθετικός,
η τοπικοποίησή του είναι πιο δύσκολη υπόθεση. ∆εν ϑα αναφερθούµε µε λεπτοµέρειες σε αυτήν
την περίπτωση. Για περισσότερες πληροφορίες ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στο [25].

Πρόταση 2.1.4. Η τοπικοποίηση CrS´1s της C ως προς την κλάση µορφισµών S, αν υπάρχει, είναι
µοναδική µε ακρίβεια ισοδυναµίας κατηγοριών.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι υπάρχουν δύο Ϲεύγη pC1, Q1q και pC2, Q2q τα οποία ικανοποιούν τις
συνθήκες του Ορισµού 2.1.1. Τότε λόγω της καθολικής ιδιότητας που περιγράφεται στον Ορισµό
2.1.1 προκύπτει ότι υπάρχουν συναρτητές :

G : C1 ÝÑ C2 και H : C2 ÝÑ C1
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τέτοιοι ώστε
Q2 “ G ˝Q1 (2.1)

και
Q1 “ H ˝Q1 (2.2)

Εποµένως έχουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

C
Q1 //

Q2

��

C1

G

��
C2

H

??

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (2.1) και (2.2) προκύπτει ότι :

Q1 “ H ˝ pG ˝Q1q “ pH ˝Gq ˝Q1 (2.3)

και
Q2 “ G ˝ pH ˝Q2q “ pG ˝Hq ˝Q2 (2.4)

Λόγω της σχέσης (2.3) προκύπτει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

C
Q1 //

Q1

��

C1

H˝G

��

1C1

��
C1

όπου 1C1
είναι ο ταυτοτικός συναρτητής στην C1. Λόγω µοναδικότητας προκύπτει ότι H ˝G “ 1C1

.
Ακριβώς ανάλογα, χρησιµοποιώντας την σχέση (2.4), προκύπτει ότι G ˝H “ 1C2 .
Εποµένως οι συναρτητές G και H είναι ισοδυναµίες κατηγοριών και έτσι καταλήγουµε στο συ-
µπέρασµα ότι η κατηγορία CrS´1s είναι µοναδική ως προς ισοµορφισµό. �

Αφού εξασφαλίσαµε µια έννοια µοναδικότητας για την τοπικοποίηση µιας κατηγορίας C ως
προς µια κλάση µορφισµών της, στρεφόµαστε στο πρόβληµα ύπαρξης. Μη λαµβάνοντας υπ΄ όψιν
κάποια προβλήµατα συνολοθεωρητικής ϕύσης, η τοπικοποίηση υπάρχει αλλά δεν έχει εύκολη πε-
ϱιγραφή. Εδώ ϑα επικεντρωθούµε σε µια σηµαντική περίπτωση τοπικοποίησης η οποία επιτρέπει
καλή περιγραφή της τοπικοποιηµένης κατηγορίας.

Ορισµός 2.1.5. ΄Εστω C µια κατηγορία και S µια κλάση µορφισµών στην C. Η S καλείται τοπι-
κοποιούσα κλάση (localizing class) µορφισµών στην C αν ισχύουν οι εξής ιδιότητες :

(LC1) Για κάθε αντικείµενο X στην C ο ταυτοτικός µορφισµός 1X : X ÝÑ X ανήκει στην S.

(LC2) Αν s και t είναι δύο µορφισµοί στην S, τότε και η σύνθεσή τους s ˝ t ανήκει στην S.

(LC3a) Για κάθε Ϲεύγος µορφισµών f : X ÝÑ Y και s : Z ÝÑ Y , υπάρχει µορφισµός g στην HomC
και t στην S έτσι ώστε το διάγραµµα:

W
g //

t

��

Z

s

��
X

f
// Y

είναι µεταθετικό.
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(LC3b) Για κάθε Ϲεύγος µορφισµών f : Y ÝÑ X και s : Y ÝÑ Z, υπάρχει µορφισµός g στην HomC
και t στην S έτσι ώστε το διάγραµµα:

W Z
goo

X

t

OO

Y
f

oo

s

OO

είναι µεταθετικό.

(LC4) Αν X και Y είναι δύο αντικείµενα στην C και f, g : X ÝÑ Y δύο µορφισµοί, τότε υπάρχει
µορφισµός s στην κλάση S τέτοιος ώστε s˝f “ s˝g αν και µόνο αν υπάρχει µορφισµός t στην
S τέτοιος ώστε f ˝ t “ g ˝ t.

Παράδειγµα 2.1.6. Θεωρούµε C µια κατηγορία και ας είναι S η κλάση µορφισµών που περιέχει
όλους τους ισοµορφισµούς στην C.
Προφανώς για κάθε αντικείµενο X στην C ο ταυτοτικός µορφισµός 1X : X ÝÑ X είναι ισοµορ-
ϕισµός και άρα ανήκει στην S. ΄Εστω, τώρα, t : X ÝÑ Y και s : Y ÝÑ Z δύο συνθέσιµοι
ισοµορφισµοί στην κλάση S. Προφανώς η σύνθεση s ˝ t : X ÝÑ Z, είναι ισοµορφισµός και άρα
ανήκει στην κλάση S.
΄Εστω τώρα f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην C και s : Z ÝÑ Y ένας ισοµορφισµός στην S. Τότε
το διάγραµµα:

X
s´1

˝f //

1X

��

Z

s

��
X

f
// Y

είναι µεταθετικό µε s´1 ˝ f : X ÝÑ Z µορφισµό στην C και 1X : X ÝÑ X στην S. Ανάλογα
προκύπτει το µεταθετικό διάγραµµα:

X Z
f˝s´1

oo

X

1X

OO

Y
f

oo

s

OO

Τέλος αν f, g : X ÝÑ Y είναι δύο µορφισµοί στην C και υπάρχει s P S ώστε s ˝ f “ s ˝ g, τότε
επειδή ο s είναι ισοµορφισµός, ϑα υπάρχει ο αντίστροφος s´1 και ϑα έχουµε:

s ˝ f “ s ˝ g ùñ s´1 ˝ s ˝ f “ s´1 ˝ s ˝ g ùñ f “ g ùñ f ˝ 1X “ g ˝ 1X

Ανάλογα, αν f ˝ t “ g ˝ t για κάποιο ισοµορφισµο t στην S, προκύπτει ότι 1Y ˝ f “ 1Y ˝ g.
Συνεπώς ικανοποιούνται όλα τα αξιώµατα του Ορισµού 2.1.5 και έτσι η κλάση S όλων των ισο-
µορφισµών είναι τοπικοποιούσα κλάση για την κατηγορία C.

΄Οπως αναφέραµε και παραπάνω, όταν η κλάση µορφισµών ως προς την οποία κάνουµε την
τοπικοποίηση είναι localizing, έχουµε µία καλύτερη περιγραφή για τους µορφισµούς στην τοπι-
κοποίηση CrS´1s. Η περιγραφή αυτή γίνεται µε την ϐοήθεια δύο νέων εννοιών, των αριστερών και
δεξιών roofs:

Ορισµός 2.1.7. ΄Εστω C µια κατηγορία και S µία localizing κλάση µορφισµών για την C.
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1. ΄Ενα αριστερό roof (left roof) µεταξύ των αντικειµένων X και Y είναι ένα διάγραµµα της
µορφής :

Z

s
„

~~

f

��
X Y

όπου ο µορφισµός s ανήκει στην S.

2. ΄Ενα δεξιό roof (right roof) µεταξύ των αντικειµένων X και Y είναι ένα διάγραµµα της
µορφής :

Z

X

g
>>

Y

t
„

__

όπου ο µορφισµός t ανήκει στην S.

Σχόλιο 2.1.8. Το σύµβολο «„» υπονοεί ότι ο αντίστοιχος µορφισµός ανήκει στην S.

Παρατήρηση 2.1.9. Αν από την κατηγορία C µεταβούµε στην κατηγορία Cop, τότε αλλάζει η ϕορά
των ϐελών και έτσι ένα αριστερό roof µεταξύ των X και Y γίνεται δεξιό roof µεταξύ των Y και X.
Εποµένως είναι αρκετό να επικεντρωθούµε στην µελέτη των ιδιοτήτων των αριστερών roofs.

Εφόσον ορίσαµε τα αριστερά και δεξιά roofs, ϑέλουµε να ϐρούµε κάποιον τρόπο µε τον οποίο
δύο αριστερά (αντίστοιχα δεξιά) roofs, συνδέονται µεταξύ τους. Για το σκοπό αυτό δίνουµε τον
ακόλουθο ορισµό:

Ορισµός 2.1.10. ∆ύο αριστερά roofs:

Z

s
„

~~

f

��

W

t
„

~~

g

  
X Y X Y

καλούνται ισοδύναµα αν υπάρχει αντικείµενο A στην C και µορφισµοί p : A ÝÑ Z και q : A ÝÑ
W έτσι ώστε το διάγραµµα

Z

s
„

~~

f

  
X A

p

OO

q

��

Y

W

t

„

``

g

>>

είναι µεταθετικό και ισχύει ότι s ˝ p “ t ˝ q P S.

∆υϊκά ορίζουµε :

Ορισµός 2.1.11. ∆ύο δεξιά roofs:

Z W

X

f
>>

Y

s
„

__

X

g
>>

Y

t
„

``
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καλούνται ισοδύναµα αν υπάρχει αντικείµενο A στην κατηγορία C και µορφισµοί p : Z ÝÑ

A και q : W ÝÑ A έτσι ώστε το διάγραµµα

Z

p

��
X

f
>>

g   

A Y

s
„

``

t

„

~~
W

q

OO

είναι µεταθετικό και ισχύει ότι p ˝ s “ q ˝ t.

Παρατήρηση 2.1.12. Αν

Z

s
„

~~

f

��

W

t
„

~~

g

  
X Y X Y

είναι δύο ισοδύναµα αριστερά roofs, τότε ο µορφισµός Qps ˝ pq στον Ορισµό 2.1.10 είναι ισοµορ-
ϕισµός στην CrS´1s. ΄Οµως Qps ˝ pq “ Qpsq ˝ Qppq και Qpsq είναι ισοµορφισµός. ΄Αρα ο Qppq
είναι επίσης ισοµορφισµός. Ανάλογα και ο Qpqq είναι ισοµορφισµός. Εποµένως,

Qpfq ˝Qpsq´1 “ Qpfq ˝Qppq ˝Qppq´1 ˝Qpsq´1 “ Qpf ˝ pq ˝Qps ˝ pq´1 “

“ Qpg ˝ qq ˝Qpt ˝ qq´1 “ Qpgq ˝Qpqq ˝Qpqq´1 ˝Qptq´1 “ Qpgq ˝Qptq´1

Λήµµα 2.1.13. Η σχέση που ορίζεται στον Ορισµό 2.1.10 είναι µία σχέση ισοδυναµίας στην κλάση
των αριστερών roofs.

Απόδειξη. ‚ Ανακλαστική: Θεωρούµε το αριστερό roof:

Z

s
„

~~

f

��
X Y

Τότε το διάγραµµα:
Z

s
„

~~

f

��
X Z

1Z

OO

1Z
��

Y

Z

s

„

``

f

??

είναι προφανώς µεταθετικό και άρα σύµφωνα µε τον Ορισµό 2.1.10 το αριστερό roof από το
οποίο ξεκινήσαµε είναι ισοδύναµο µε τον εαυτό του.

‚ Συµµετρική: Θεωρούµε τα αριστερά roofs:

Z

s
„

~~

f

��

W

t
„

~~

g

  
X Y X Y
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και υποθέτουµε ότι το πρώτο είναι ισοδύναµο µε το δεύτερο. Τότε εξ΄ ορισµού υπάρχει
αντικείµενο A P ObpCq και µορφισµοί p : A ÝÑ Z και q : A ÝÑW έτσι ώστε το διάγραµµα:

Z

s
„

~~

f

  
X A

p

OO

q

��

Y

W

t

„

``

g

>>

είναι µεταθετικό και s ˝ p “ t ˝ q P S. Προφανώς το ίδιο ϑα ισχύει και για το διάγραµµα:

W

t
„

~~

g

  
X A

q

OO

p

��

Y

Z

s

„

``

f

>>

και έτσι το αριστερό roof:
Z

s
„

~~

f

��
X Y

είναι ισοδύναµο µε το :
W

t
„

~~

g

  
X Y

‚ Μεταβατική: Θεωρούµε τα αριστερά roofs:

Z

s
„

��

f

��

Z 1

t
„

~~

g

  

Z2

u
„

~~

h

  
X Y X Y X Y

και υποθέτουµε ότι το πρώτο είναι ισοδύναµο µε το δεύτερο και το δεύτερο είναι ισοδύναµο
µε το τρίτο. Τότε εξ΄ ορισµού προκύπτουν τα ακόλουθα µεταθετικά διαγράµµατα:

Z

s
„

~~

f

  

Z 1

t
„

~~

g

  
X A

p

OO

q

��

Y X A1

p1

OO

q1

��

Y

Z 1
t

„

``

g

>>

Z2
u

„

``

h

>>

και επιπλέον ισχύουν και οι σχέσεις :

s ˝ p “ t ˝ q P S και u ˝ q1 “ t ˝ p1 P S. (2.5)
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Θεωρούµε τους µορφισµούς s ˝ p : A ÝÑ X και t ˝ p1 : A1 ÝÑ X. Από το αξίωµα (LC3a)
του Ορισµού 2.1.5 προκύπτει ότι υπάρχει αντικείµενο B και µορφισµοί a : B ÝÑ A1 και
z : B ÝÑ A όπου ο z ανήκει στην S, έτσι ώστε το τετράγωνο:

B
a //

z „

��

A1

t˝p1„

��
A

s˝p
// X

είναι µεταθετικό.
Τώρα ϑεωρούµε τους µορφισµούς b :“ q ˝ z : B ÝÑ Z 1 και c :“ p1 ˝ a : B ÝÑ Z 1.
Χρησιµοποιώντας την µεταθετικότητα του προηγούµενου τετραγώνου αλλά και τις σχέσεις
(2.5) προκύπτει ότι :

t ˝ b “ t ˝ q ˝ z “ s ˝ p ˝ z “ t ˝ p1 ˝ a “ t ˝ c

Τότε από το αξίωµα (LC4) του Ορισµού 2.1.5 έχουµε ότι υπάρχουν αντικείµενο C και µορ-
ϕισµός w : C ÝÑ B τέτοια ώστε :

b ˝ w “ c ˝ w (2.6)

Θέτοντας :
x “ p ˝ z ˝ w και y “ q1 ˝ a ˝ w (2.7)

και χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (2.5), (2.6) έχουµε ότι :

s ˝ x “ s ˝ p ˝ z ˝ w “ t ˝ q ˝ z ˝ w “ t ˝ b ˝ w “

“ t ˝ c ˝ w “ t ˝ p1 ˝ a ˝ w “ u ˝ q1 ˝ a ˝ w “ u ˝ y

και επειδή οι s ˝ p, z, w ανήκουν στην S, προκύπτει ότι :

s ˝ x “ u ˝ y P S. (2.8)

Ανάλογα προκύπτει ότι :
h ˝ y “ f ˝ x P S. (2.9)

Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (2.8), (2.9) καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι το διάγραµµα:

Z

s
„

~~

f

  
X C

x

OO

y

��

Y

Z2
u

„
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είναι µεταθετικό.
Εποµένως, σύµφωνα µε τον Ορισµό 2.1.10 τα αριστερά roofs:
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είναι ισοδύναµα.
Τελικά αποδείξαµε ότι η σχέση που ορίστηκε στον Ορισµό 2.1.10 είναι µια σχέση ισοδυναµίας

στην κλάση των αριστερών roofs. �
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Λήµµα 2.1.14. Η σχέση που ορίζεται στον Ορισµό 2.1.11 είναι µία σχέση ισοδυναµίας στην κλάση
των δεξιών roofs.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης της Πρότασης 2.1.13. �

Εφόσον, σύµφωνα µε τα Λήµµατα 2.1.13, 2.1.14, οι σχέσεις που ορίστηκαν στους Ορισµούς
2.1.10, 2.1.11 είναι σχέσεις ισοδυναµίας, το αµέσως επόµενο ϐήµα είναι να περιγράψουµε τις
κλάσεις ισοδυναµίας και ειδικότερα τον τρόπο µε τον οποίον συνδέονται αυτές που καθορίζονται
από την ισοδυναµία στην κλάση των αριστερών roofs, µε αυτές που καθορίζονται από την ισοδυ-
ναµία στην κλάση των δεξιών roofs. Για το σκοπό αυτό ϑα αποδείξουµε την ακόλουθη Πρόταση:

Πρόταση 2.1.15. Υπάρχει µία «1-1» και «επί» αντιστοιχία ανάµεσα στις κλάσεις ισοδυναµίας αρι-
στερών και δεξιών roofs µεταξύ δύο αντικειµένων της C.

Απόδειξη. ΄Εστω X,Y δύο αντικείµενα στην C και

Z

s
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~~

f

��
X Y

ένα αριστερό roof ανάµεσα στα αντικείµενα X,Y .
Τότε από το αξίωµα (LC3b) του Ορισµού 2.1.5, υπάρχει ένα δεξιό roof:

W

X

g
>>

Y

t
„

``

ανάµεσα στα X και Y τέτοιο ώστε το διάγραµµα:

W Z
goo

X
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OO

Y
f

oo

s„

OO

είναι µεταθετικό, δηλαδή
g ˝ s “ t ˝ f (2.10)

Υποθέτουµε ότι υπάρχει και ένα άλλο δεξιό roof:

W 1
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g1
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που να έχει την ίδια ιδιότητα. ∆ηλαδή και για το διάγραµµα:

W 1 Z
g1oo

X

t1 „

OO

Y
f

oo

s„

OO
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ισχύει :
g1 ˝ s “ t1 ˝ f . (2.11)

Εκµεταλλευόµενοι και πάλι τα αξιώµατα του Ορισµού 2.1.5 προκύπτει ότι υπάρχει αντικείµενο
U στην C και µορφισµοί u : W ÝÑ U και u1 : W 1 ÝÑ U ώστε το διάγραµµα:

U W 1u1oo

W

u „

OO

Y
t

„oo

t1„

OO

είναι µεταθετικό και ο µορφισµός u ανήκει στην κλάση µορφισµών S. ∆ηλαδή προκύπτει ότι :

u1 ˝ t1 “ u ˝ t (2.12)

Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (2.10), (2.11) και (2.12) έχουµε ότι :

u ˝ g ˝ s “ u ˝ t ˝ f “ u1 ˝ t1 ˝ f “ u1 ˝ g1 ˝ s.

Από το αξίωµα (TR4) του Ορισµού 2.1.5 προκύπτει ότι υπάρχει αντικείµενο V και µορφισµός
v : U ÝÑ V στην S έτσι ώστε :

v ˝ u ˝ g “ v ˝ u1 ˝ g1 (2.13)

Επειδή ο µορφισµός v ανήκει στην κλάση S, προκύπτει από το αξίωµα (LC2) ότι ο µορφισµός :

v ˝ pu ˝ tq “ v ˝ pu1 ˝ t1q : Y ÝÑ V

ανήκει στην κλάση S. Συνεπώς έχουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:
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΄Αρα τα δεξιά roofs:

W W 1

X

g
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t
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``

X

g1
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Y

t1
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``

είναι ισοδύναµα.
Από τα παραπάνω καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι υπάρχει µία καλά ορισµένη απεικόνιση

από τα αριστερά roof ανάµεσα στα X και Y , στις κλάσεις ισοδυναµίας, δεξιών roofs ανάµεσα στα
X και Y .

Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι αυτή η απεικόνιση είναι σταθερή στις κλάσεις ισοδυναµίας των
αριστερών roofs ανάµεσα στα X και Y .
Ας είναι,
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δύο ισοδύναµα αριστερά roofs. Τότε από το Ορισµό 2.1.10 ξέρουµε ότι υπάρχει αντικείµενο C
και µορφισµοί w : C ÝÑ Z και w1 : C ÝÑ L1 έτσι ώστε το διάγραµµα:

L

s
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f

  
X C

w
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Y

L1
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„

``

f 1

>>

είναι µεταθετικό και οι συνθέσεις,
s ˝ w “ s1 ˝ w1

ανήκουν στην κλάση S.
Κάνοντας χρήση του Ορισµού 2.1.5 υποθέτουµε ότι υπάρχουν δεξιά roofs:

K K 1
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ανάµεσα στα X και Y τέτοια ώστε τα διαγράµµατα:
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είναι µεταθετικά. Από την µεταθετικότητα των παραπάνω διαγραµµάτων προκύπτει ότι και τα
διαγράµµατα:

K X
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είναι µεταθετικά. Εποµένως τα δεξιά roofs:
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αντιστοιχούν στο ίδιο αριστερό roof ανάµεσα στα X και Y .
Επειδή δείξαµε ότι η απεικόνιση ανάµεσα στα αριστερά roofs και τις κλάσεις ισοδυναµίας των
δεξιών roofs είναι καλά ορισµένη, προκύπτει ότι τα δεξιά roofs είναι ισοδύναµα. Εποµένως δείξαµε
ότι η απεικόνιση είναι σταθερή στις κλάσεις ισοδυναµίας των αριστερών roofs ανάµεσα στα X και
Y . Συνεπώς έχουµε µία καλά ορισµένη απεικόνιση από τις κλάσεις ισοδυναµίας των αριστερών
roofs ανάµεσα στα X και Y , στις κλάσεις ισοδυναµίας των δεξιών roofs ανάµεσα στα X και Y .
Επειδή, σύµφωνα µε την Παρατήρηση 2.1.9, ένα αριστερό roof στην C είναι δεξιό roof στην
Cop, προκύπτει ότι υπάρχει και µία καλά ορισµένη απεικόνιση από τις κλάσεις ισοδυναµίας των
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δεξιών roofs στις κλάσεις ισοδυναµίας των αριστερών roofs η οποία είναι επίσης σταθερή στις
κλάσεις ισοδυναµίας των δεξιών roofs. Μπορούµε εύκολα να ελέγξουµε ότι η µία απεικόνιση είναι
αντίστροφη της άλλης και έτσι καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι η Ϲητούµενη απεικόνιση είναι
«1-1» και «επί». �

Στη συνέχεια ϑα ορίσουµε τη σύνθεση µεταξύ δύο αριστερών (αντίστοιχα δεξιών) roofs:

Ορισµός 2.1.16. 1. ΄Εστω
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δύο αριστερά roofs. Η σύνθεσή τους είναι ένα αριστερό roof :
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το οποίο προέρχεται από το διάγραµµα:
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µε χρήση του Ορισµού 2.1.5.

2. ΄Εστω
W W 1
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δύο δεξιά roofs. Η σύνθεσή τους είναι ένα δεξιό roof :
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το οποίο προέρχεται από το διάγραµµα:
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µε χρήση του Ορισµού 2.1.5.
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Πρόταση 2.1.17. 1. ΄Εστω
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δύο αριστερά roofs. Η κλάση ισοδυναµίας της σύνθεσης τους, δηλαδή η κλάση ισοδυναµίας
µε αντιπρόσωπο το αριστερό roof :

U

s˝u
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g˝h
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X Z

είναι ανεξάρτητη από την επιλογή του αντικειµένου U και των µορφισµών u και h.

2. ΄Εστω
W W 1

X

f
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Z

t
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δύο δεξιά roofs. Η κλάση ισοδυναµίας της σύνθεσης τους, δηλαδή η κλάση ισοδυναµίας µε
αντιπρόσωπο το δεξιό roof :

V

X

h˝f
>>

Z

v˝t
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__

είναι ανεξάρτητη από την επιλογή του αντικειµένου V και των µορφισµών v και h.

Απόδειξη. 1. Θεωρούµε ένα αριστερό roof:
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ισοδύναµο µε το αριστερό roof:
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Τότε υπάρχει ένα αντικείµενο C και µορφισµοί p : C ÝÑ W , p1 : C ÝÑ A ώστε το
διάγραµµα:
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είναι µεταθετικό και ισχύει ότι s ˝ p “ s1 ˝ p1 P S.
Συνθέτοντας τα αριστερά roofs:
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προκύπτει ότι υπάρχει αντικείµενο U 1 και µορφισµοί u1 : U 1 ÝÑ A, h1 : U 1 ÝÑW 1 ώστε το
διάγραµµα:
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είναι µεταθετικό. Το παραπάνω διάγραµµα καθορίζει το αριστερό roof:
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Επειδή γνωρίζουµε ότι ο µορφισµός p : C ÝÑ W είναι ένας µορφισµός στην C και ο
µορφισµός u : U ÝÑ W είναι ένας µορφισµός στην κλάση S, από το αξίωµα (TR3a)
του Ορισµού 2.1.5, προκύπτει ότι υπάρχουν αντικείµενο L και µορφισµοί w : L ÝÑ C,
α : L ÝÑ U , ώστε το τετράγωνο:

L
α //

w „

��

U

u„

��
C

p
// W

είναι µεταθετικό.
Ανάλογα, επειδή ο µορφισµός p1 : C ÝÑ A είναι µορφισµός στην C και ο µορφισµός
u1 : U 1 ÝÑ A είναι στην κλάση S, από το (TR3a) υπάρχει αντικείµενο L1 και µορφισµοί
w1 : L1 ÝÑ U 1, α1 : L1 ÝÑ U 1 ώστε το τετράγωνο:

L1
α1 //

w1 „

��

U 1

u1„

��
C

p1
// A

είναι µεταθετικό. Από την µεταθετικότητα των δύο τελευταίων τετραγώνων, προκύπτουν οι
σχέσεις :

p ˝ w “ u ˝ α και u1 ˝ α1 “ p1 ˝ w1 (2.14)

Εφαρµόζοντας και πάλι το αξίωµα (TR3a) συµπεραίνουµε ότι υπάρχει αντικείµενο R και
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µορφισµοί r : R ÝÑ L, r1 : R1 ÝÑ L1 ώστε το τετράγωνο:

R
r //

r1 „

��

L

w„

��
L1

w1
// C

να είναι µεταθετικό. Από τις σχέσεις (2.14) προκύπτει ότι :

s ˝ u ˝ α ˝ r “ s ˝ p ˝ w ˝ r “ s1 ˝ p1 ˝ w1 ˝ r1 “ s1 ˝ u1 ˝ α1 ˝ r1

και επειδή οι µορφισµοί s1 ˝ p1, w1 και r1 ανήκουν στην κλάση S παίρνουµε ότι :

s ˝ u ˝ α ˝ r “ s1 ˝ u1 ˝ α1 ˝ r1 P S

Ανάλογα,

t ˝ h ˝ α ˝ r “ f ˝ u ˝ α ˝ r “ f ˝ p ˝ w ˝ r “ f 1 ˝ p1 ˝ w1 ˝ r1 “ t ˝ h1 ˝ α1 ˝ r1 P S

Τότε από το αξίωµα (LC4) προκύπτει ότι υπάρχει αντικείµενο Q και µορφισµός q : Q ÝÑ R
ώστε να ισχύει η ισότητα:

h ˝ α ˝ r ˝ q “ h1 ˝ α1 ˝ r1 ˝ q

Θέτοντας x “ α ˝ r ˝ q και x1 “ α1 ˝ r1 ˝ q, αποκτούµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:
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Εποµένως τα αριστερά roofs:
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είναι ισοδύναµα και άρα συµπεραίνουµε ότι η κλάση ισοδυναµίας της σύνθεσης είναι ανε-
ξάρτητη από την επιλογή των U, u, h.
Ακριβώς ανάλογα ελέγχουµε ότι αν πάρουµε ένα αριστερό roof που να είναι ισοδύναµο µε
το δεύτερο roof:

W 1

t
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~~

g

  
Y Z

τότε και πάλι η κλάση ισοδυναµίας της σύνθεσης είναι ανεξάρτητη από την επιλογή των
U, u, h.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης για τα αριστερά roofs. �
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Σχόλιο 2.1.18. 1. Η διαδικασία που ακολουθήθηκε στην απόδειξη της Πρότασης 2.1.17 ορί-
Ϲει µια απεικόνιση από το καρτεσιανό γινόµενο της οικογένειας των κλάσεων ισοδυναµίας
των αριστερών roofs ανάµεσα στο X και Y µε την οικογένεια των κλάσεων ισοδυναµίας των
αριστερών roofs ανάµεσα στο Y και Z, στην οικογένεια των κλάσεων ισοδυναµίας ανάµε-
σα στο X και Y . Για να αποφευχθούν συγχύσεις στην ορολογία, ϑα καλούµε αυτήν την
απεικόνιση σύνθεση των αριστερών roofs.

2. Ανάλογα ορίζεται και απεικόνιση απο το γινόµενο του συνόλου των κλάσεων ισοδυναµίας
των δεξιών roofs ανάµεσα στο X και Y µε το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας ανάµεσα στο
Y και Z, στο σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας των δεξιών roofs ανάµεσα στο X και στο Z.
Η απεικόνιση αυτή ϑα καλείται σύνθεση των δεξιών roofs.

Πρόταση 2.1.19. ΄Εστω C µία κατηγορία και S µία localizing κλάση µορφισµών της. Τότε :

1. Η πράξη σύνθεσης κλάσεων ισοδυναµίας αριστερών roofs είναι προσεταιριστική.

2. Η πράξη σύνθεσης κλάσεων ισοδυναµίας δεξιών roofs είναι προσεταιριστική.

Απόδειξη. 1. ΄Εστω X, Y , Z και W αντικείµενα της C. Θεωρούµε τα αριστερά roofs:
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Εφαρµόζοντας διαδοχικά το αξίωµα (TR3a) του Ορισµού 2.1.5, εξασφαλίζουµε την ύπαρξη
αντικειµένων U , V και P στην C και µορφισµών u, v, p στην κλάση S και k, l,m στην κλάση
µορφισµών της C, που συγκροτούν το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:
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Σύµφωνα µε τον Ορισµό 2.1.16 η σύνθεση των κλάσεων ισοδυναµίας των δύο πρώτων roofs,
είναι η κλάση ισοδυναµίας µε αντιπρόσωπο το αριστερό roof:

U

s˝u
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g˝k
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X Z

Συνθέτοντας, διαδοχικά, µε την κλάση ισοδυναµίας του τρίτου roof παίρνουµε την κλάση
ισοδυναµίας του roof:

P
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Ανάλογα, συνθέτοντας τις κλάσεις ισοδυναµίας του δεύτερου και του τρίτου roof και στην
συνέχεια µε την κλάση ισοδυναµίας τους πρώτου roof παίρνουµε και πάλι την κλάση ισο-
δυναµίας µε αντιπρόσωπο:

P
s˝pu˝pq
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~~
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��
X Z

Επειδή η πράξη σύνθεσης στην C είναι προσεταιριστική, έπεται ότι η σύνθεση κλάσεων
ισοδυναµίας αριστερών roofs είναι προσεταιριστική.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης για τα αριστερά roofs. �

Σχόλιο 2.1.20. Η κλάση ισοδυναµίας του αριστερού roof:

Z

s
„

~~

f

��
X Y

συµβολίζεται µε s{f . Οπότε η κλάση ισοδυναµίας του αριστερού roof:

X
1X

„
~~

1X

  
X X

συµβολίζεται µε 1X{1X .
Ανάλογα, η κλάση ισοδυναµίας του δεξιού roof:

Z

X

f
>>

Y

s
„

__

συµβολίζεται µε f{s. Οπότε η κλάση ισοδυναµίας του δεξιού roof:

X

X

1X

>>

X

1X
„

``

συµβολίζεται µε 1X{1X .

Στη συνέχεια στόχος µας είναι να δείξουµε ότι αν συνθέσουµε την κλάση ισοδυναµίας 1X µε
την κλάση ισοδυναµίας των αριστερών (αντίστοιχα δεξιών) roofs παίρνουµε και πάλι την κλάση
ισοδυναµίας των αριστερών (αντίστοιχα δεξιών) roofs.

Τα Ϲητούµενα αποτελέσµατα συνοψίζονται στην παρακάτω Πρόταση:

Πρόταση 2.1.21. ΄Εστω C µια κατηγορία και S µια localizing κλάση µορφισµών της. Τότε για
κάθε δυο αντικείµενα X,Y P C και για κάθε µορφισµό φ P HomCrS´1spX,Y q που παριστάνεται από
το roof :

Z

s
„

~~

f

��
X Y
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1. Η σύνθεση της κλάσης ισοδυναµίας 1X{1X µε την κλάση ισοδυναµίας s{f και η σύνθεση της
κλάσης ισοδυναµίας s{f µε την κλάση ισοδυναµίας 1Y {1Y είναι η κλάση ισοδυναµίας s{f .

2. Η σύνθεση της κλάσης ισοδυναµίας 1X{1X µε την κλάση ισοδυναµίας f{s και η σύνθεση της
κλάσης ισοδυναµίας f{s µε την κλάση ισοδυναµίας 1Y {1Y είναι η κλάση ισοδυναµίας f{s.

Απόδειξη. 1. Θεωρούµε τους αντιπροσώπους :

X
1X

„
~~

1X

  

Z

s
„

~~

f

��
X X X Y

των κλάσεων 1X{1X και s{f , αντίστοιχα.
΄Εχουµε ότι ο 1X : X ÝÑ X είναι ο ταυτοτικός µορφισµός για το αντικείµενο X στην C και
ο µορφισµός s : Z ÝÑ X ανήκει στην localizing κλάση S. Εποµένως, από το Ορισµό 2.1.5,
υπάρχει αντικείµενο Z και µορφισµοί 1Z : Z ÝÑ Z και s : Z ÝÑ X ώστε το τετράγωνο:

X X
1Xoo

Z

s „

OO

Z
1Z

oo

s„

OO

είναι µεταθετικό. ΄Αρα έχουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

Z

s
„

~~

1Z

  
X

1X
„

~~

1X

  

Z

s
„

~~

f

��
X X Y

Η σύνθεση των κλάσεων ισοδυναµίας 1X{1X και s{f είναι η κλάση ισοδυναµίας µε αντι-
πρόσωπο το αριστερο roof:

Z
1X˝s

„
~~

f˝1Z

��
X Y

που προφανώς είναι το αριστερό roof:

Z

s
„

~~

f

��
X Y

Εποµένως το αποτέλεσµα της σύνθεσης είναι η κλάση ισοδυναµίας s{f .
Ανάλογα, παίρνουµε ότι αν συνθέσουµε την κλάση ισοδυναµίας s{f των αριστερών roofs µε
την κλάση ισοδυναµίας 1Y {1Y , παίρνουµε σαν αποτέλεσµα την κλάση ισοδυναµίας s{f .

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους.
�
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Συµβολισµός: Από εδώ και στο εξώς ϑα συµβολίζουµε µε „l την σχέση ισοδυναµίας µεταξύ
των αριστερών roofs του Ορισµού 2.1.10 και µε „r την σχέση ισοδυναµίας µεταξύ των δεξιών roofs
του Ορισµού 2.1.11.

Ορισµός 2.1.22. ΄Εστω C µια κατηγορία και S µια localizing κλάση µορφισµών της. Τότε ορίζεται
η κατηγορία ClrS´1s για την οποία ισχύουν τα εξής :

1. Τα αντικείµενα της ClrS´1s είναι ακριβώς τα αντικείµενα της C.

2. Για κάθε δύο αντικείµενα X, Y στην ClrS´1s οι µορφισµοί από το X στο Y είναι η κλάση:

HomClrS´1spX,Y q :“ tpZ, s, fq | s : Z ÝÑ X, f : Z ÝÑ Y, s P Su{„l

∆ηλαδή είναι οι κλάσεις ισοδυναµίας των αριστερών roofs ως προς τη σχέση ισοδυναµίας „l.

3. Η σύνθεση δύο µορφισµών pW, s, fq P HomClrS´1spX,Y q και pW 1, s1, f 1q P HomClrS´1spY, Zq
ορίζεται να είναι ο µορφισµός pU, s˝t, f 1˝gq, όπου U αντικείµενο της ClrS´1s και t : U ÝÑW ,
g : U ÝÑ W 1 είναι µορφισµοί στην C µε τον t να ανήκει στην κλάση S, όπως ϕαίνεται στο
ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

U

t
„

~~

g

  
W

s
„

~~

f

  

W 1

s1

„
~~

f 1

  
X Y Z

Χρησιµοποιώντας το συµβολισµό του σχολίου 2.1.20, συµβολίζουµε τη σύνθεση των roofs s{f
και s1{f 1 µε s ˝ t “ f 1 ˝ g.

4. Για ένα αντικείµενο X στην ClrS´1s ο ταυτοτικός µορφισµός pX, 1X , 1Xq είναι η κλάση ισο-
δυναµίας του αριστερού roof :

X
1X

„
~~

1X

  
X X

∆υϊκά και χρησιµοποιώντας τα αντίστοιχα αποτελέσµατα για δεξιά roofs, ορίζουµε και την
κατηγορία CrrS´1s διατυπώνοντας τον ακόλουθο Ορισµό:

Ορισµός 2.1.23. ΄Εστω C µια κατηγορία και S µια localizing κλάση µορφισµών της. Τότε ορίζεται
η κατηγορία CrrS´1s για την οποία ισχύουν τα εξής :

1. Τα αντικείµενα της CrrS´1s είναι ακριβώς τα αντικείµενα της C.

2. Για κάθε δύο αντικείµενα X, Y στην CrrS´1s οι µορφισµοί από το X στο Y είναι η κλάση:

HomCrrS´1spX,Y q :“ tpZ, f, sq | f : X ÝÑ Z, s : Y ÝÑ Z, s P Su{„r

∆ηλαδή είναι οι κλάσεις ισοδυναµίας των αριστερών roofs ως προς τη σχέση ισοδυναµίας „r.

3. Η σύνθεση δύο µορφισµών pW, f, sq P HomCrrS´1spX,Y q και pW 1, f 1, s1q P HomCrrS´1spY,Zq
ορίζεται να είναι ο µορφισµός pU, t˝s1, g ˝fq, όπου U αντικείµενο της CrrS´1s και g : W ÝÑ
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U , t : W 1 ÝÑ U είναι µορφισµοί στην C µε τον t να ανήκει στην κλάση S, όπως ϕαίνεται στο
ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

U

W

g
>>

W 1

t
„

``

X

f
>>

Y

s
„

``
f 1

>>

Z

s1

„

``

Χρησιµοποιώντας το συµβολισµό του σχολίου 2.1.20, συµβολίζουµε τη σύνθεση των roofs f{s
και f 1{s1 µε g ˝ f “ s1 ˝ t.

4. Για ένα αντικείµενο X στην CrrS´1s ο ταυτοτικός µορφισµός pX, 1X , 1Xq είναι η κλάση ισο-
δυναµίας του δεξιού roof :

X

X

1X

>>

X

1X
„

``

Παρατήρηση 2.1.24. Το γεγονός ότι οι ClrS´1s και CrrS´1s είναι πράγµατι κατηγορίες, εξασφα-
λίζεται από τις Προτάσεις 2.1.19 και 2.1.21.

Ο στόχος µας είναι να αποδείξουµε ότι η τοπικοποίηση µιας τυχαίας κατηγορίας C ως προς
µία localizing κλάση µορφισµών S, δεν αλλάζει αν επιλέξουµε να χρησιµοποιήσουµε αριστερά ή
δεξιά roofs. Για το σκοπό αυτό ϑα αποδείξουµε ότι οι κατηγορίες ClrS´1s και CrrS´1s είναι και οι
δύο τοπικοποιήσεις της C. Τότε εκµεταλλευόµενοι το γεγονός ότι η τοπικοποίηση είναι µοναδική
µε ακρίβεια ισοδυναµίας κατηγοριών, ϑα έχουµε το Ϲητούµενο.

Για το σκοπό αυτό ορίζουµε την αντιστοίχιση, Ql : C ÝÑ ClrS´1s, η οποία είναι η ταυτότητα
στα αντικείµενα ενώ στέλνει τον µορφισµό f : X ÝÑ Y στην κλάση ισοδυναµίας µε αντιπρόσωπο
το αριστερό roof:

X
1X

„
~~

f

  
X Y

∆ηλαδή QlpXq “ X και Qlpfq “ 1X{f . ∆υϊκά ορίζουµε την αντιστοίχιση, Qr : C ÝÑ CrrS´1s,
η οποία είναι επίσης η ταυτότητα στα αντικείµενα και στέλνει τον µορφισµό f : X ÝÑ Y στην
κλάση ισοδυναµίας µε αντιπρόσωπο το δεξιό roof:

Y

X

f
>>

Y

1Y
„

``

∆ηλαδή QrpXq “ X και Qrpfq “ f{1Y .

Λήµµα 2.1.25. ΄Εστω C µια κατηγορία και S µια localizing κλάση µορφισµών της.

1. Η αντιστοίχιση Ql : C ÝÑ ClrS´1s είναι ένας συναρτητής µεταξύ των κατηγοριών C και
ClrS´1s.

2. Η αντιστοίχιση Qr : C ÝÑ CrrS´1s είναι ένας συναρτητής µεταξύ των κατηγοριών C και
CrrS´1s.
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Απόδειξη. 1. ΄Εστω X ένα αντικείµενο στην C και 1X : X ÝÑ X ο ταυτοτικός µορφισµός. Τότε
το Qlp1Xq αντιστοιχεί στην κλάση ισοδυναµίας µε αντιπρόσωπο το αριστερό roof:

X
1X

„
~~

1X

  
X X

Από το Σχόλιο 2.1.20 ξέρουµε ότι η κλάση ισοδυναµίας µε αντιπρόσωπο το παραπάνω roof
συµβολίζεται µε 1X και είναι ο ταυτοτικός µορφισµός στην ClrS´1s.
΄Εστω τώρα ένας άλλος µορφισµός g : Y ÝÑ Z. Η σύνθεση των κλάσεων ισοδυναµίας Qlpfq,
Qlpgq αντιστοιχεί στο µεταθετικό διάγραµµα:

X
1X

„
~~

f

  
X

1X
„

~~

f

  

Y
1Y

„
~~

g

��
X Y Z

το οποίο επίσης αντιστοιχεί στην κλάση Qlpg ˝ fq. Εποµένως ισχύει ότι Qlpg ˝ fq “ Qlpgq ˝
Qlpfq και άρα ο Ql : C ÝÑ ClrS´1s είναι ένας συναρτητής.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης για τον Ql. �

Πρόταση 2.1.26. ΄Εστω C µια κατηγορία και S µια localizing κλάση µορφισµών της.

1. Η κατηγορία ClrS´1s είναι τοπικοποίηση της κατηγορίας C µε συναρτητή τοπικοποίησης Ql :
C ÝÑ ClrS´1s.

2. Η κατηγορία CrrS´1s είναι τοπικοποίηση της κατηγορίας C µε συναρτητή τοπικοποίησης Qr :
C ÝÑ CrrS´1s.

Απόδειξη. 1. ΄Εστω s : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην κλάση µορφισµών S. Από τον Ορισµό
του συναρτητή Ql έχουµε ότι το Qlpsq αντιστοιχεί στην κλάση ισοδυναµίας µε αντιπρόσωπο
το αριστερό roof:

X
1X

„
~~

s

  
X Y

Αν συνθέσουµε το παραπάνω roof µε το αριστερό roof:

X

s
„

~~

1X

  
Y X

προκύπτει το µεταθετικό διάγραµµα:

X
1X

„
~~

1X

  
X

1X
„

~~

s

  

X

s
„

~~

1X

  
X Y X
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το οποίο µας δίνει το αριστερό roof:

X
1X

„
~~

1X

  
X X

που εξ΄ ορισµού είναι ο αντιπρόσωπος της ταυτοτικής κλάσης ισοδυναµίας. ΄Αρα η κλάση
ισοδυναµίας του roof:

X

s
„

~~

1X

  
Y X

είναι δεξιά αντίστροφη της κλάσης ισοδυναµίας Qlpsq.
Ανάλογα, από το µεταθετικό διάγραµµα:

X
1X

„
~~

1X

  
X

s
„

~~

1X

  

X
1X

„
~~

s

  
Y X Y

ϐλέπουµε ότι η σύνθεση αυτών των κλάσεων ισοδυναµίας είναι η κλάση ισοδυναµίας του
αριστερού roof:

X

s
„

~~

s

  
Y Y

΄Οµως άµεσα προκύπτει ότι το διάγραµµα:

X

s
„

~~

s

  
Y X

1X

OO

s

��

Y

Y

1Y

„

``

1Y

>>

είναι µεταθετικό και έτσι το αριστερό roof:

X

s
„

~~

s

  
Y Y

είναι ισοδύναµο µε τον αντιπρόσωπο της ταυτοτικής κλάσης ισοδυναµίας. ΄Αρα η κλάση
ισοδυναµίας του:

X

s
„

~~

1X

  
Y X
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είναι και αριστερά αντίστροφη της κλάσης Qpsq. Συνεπώς ικανοποιείται η προϋπόθεση (L1)
του Ορισµού 2.1.1.
Υποθέτουµε τώρα ότι υπάρχει συναρτητής F από την κατηγορία C στην κατηγορία C1 µε την
ιδιότητα ότι ο Qlpsq είναι ισοµορφισµός στην C1 για κάθε µορφισµό s στην κλάση S.
΄Εστω

L

s
„

��

f

��

K

t
„

~~

g

  
X Y X Y

δυο ισοδύναµα αριστερά roofs ανάµεσα στα αντικείµεναX και Y . Τότε υπάρχει αντικείµενο
U και µορφισµοί u : U ÝÑ L, v : U ÝÑ K ώστε το διάγραµµα:

L

s
„

~~

f

  
X U

u

OO

v

��

Y

K

t

„

``

g

>>

είναι µεταθετικό και s ˝ u “ t ˝ u P S. Χάρη στη µεταθετικότητα του διαγράµµατος και στο
ότι ο F είναι συναρτητής προκύπτουν οι ακόλουθες σχέσεις :

F pfq ˝ F puq “ F pgq ˝ F pvq, F psq ˝ F puq “ F ptq ˝ F pvq (2.15)

Επειδή ισχύει s ˝ u P S, προκύπτει ότι η συνθεση F psq ˝ F puq είναι ισοµορφισµός στην
C1. Επιπλέον επειδή ο µορφισµός F psq είναι ισοµορφισµός έχουµε ότι και ο F puq είναι
ισοµορφισµός. Ανάλογα και ο µορφισµός F pvq είναι ισοµορφισµός. Συνεπώς ισχύει ότι :

F puq´1 ˝ F psq´1 “ F pvq´1 ˝ F ptq´1

και λόγω αυτού:

F pfq˝F psq´1 “ F pfq˝F puq˝F puq´1˝F psq´1 “ F pgq˝F pvq˝F pvq´1˝F ptq´1 “ F pgq˝F ptq´1

Εποµένως η απεικόνιση που αντιστοιχεί στο αριστερό roof:

L

s
„

��

f

��
X Y

την απεικόνιση F pfq ˝ F psq´1 : F pXq ÝÑ F pY q είναι σταθερή στις κλάσεις ισοδυναµίας.
Ορίζουµε µία αντιστοιχία G : ClrS´1s ÝÑ C1 η οποία αντιστοιχεί σε κάθε αντικείµενο X
στην ClrS´1s το αντικείµενο F pXq στην C1 και σε κάθε µορφισµό φ που αναπαριστάται από
το αριστερό roof:

L

s
„

��

f

��
X Y

τον µορφισµό Gps{fq “ F pfq ˝ F psq´1.
Ισχυρισµός: Η αντιστοιχία G : ClrS´1s ÝÑ C1 είναι συναρτητής από την ClrS´1s στην C1.
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Απόδειξη Ισχυρισµού: Ο ταυτοτικός µορφισµός στην ClrS´1s είναι η κλάση 1X µε αντι-
πρόσωπο το roof:

X
1X

„
~~

1X

  
X X

Προφανώς, Gp1Xq “ F p1Xq ˝ F p1Xq
´1 “ 1X και άρα η G στέλνει τον ταυτοτικό µορφισµό

της ClrS´1s στον ταυτοτικό µορφισµό 1F pXq της C1.
΄Εστω τώρα δύο µορφισµοί φ : X ÝÑ Y και ψ : Y ÝÑ Z που αναπαρίστανται από τα
αριστερά roofs:

L

s
„

��

f

��

K

t
„

~~

g

  
X Y Y Z

Τότε προκύπτει το µεταθετικό διάγραµµα:

U

u
„

��

h

  
L

s
„

��

f

��

K

t
„

~~

g

  
X Y Z

και η σύνθεση ψ ˝ φ αναπαριστάται από το αριστερό roof:

U

s˝u
„

~~

g˝h

��
X Z

Από τον ορισµό της αντιστοιχίας G έχουµε ότι :

Gpψq ˝Gpφq “ F pgq ˝ F ptq´1 ˝ F pfq ˝ F psq´1

Από την µεταθετικότητα του τελευταίου διαγράµµατος, επειδή f ˝ u “ t ˝ h, προκύπτει ότι
F pfq ˝ F puq “ F ptq ˝ F phq και επειδή F ptq και F puq είναι ισοµορφισµοί έχουµε ότι :

F ptq´1 ˝ F pfq “ F phq ˝ F puq´1

Τελικά καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι :

Gpψq ˝Gpφq “ F pgq ˝ F phq ˝ F puq´1 ˝ F psq´1 “ F pg ˝ hq ˝ F ps ˝ uq´1 “ Gpψ ˝ φq.

΄Αρα η αντιστοιχία G είναι συναρτητής και έτσι αποδείξαµε τον Ισχυρισµό.
Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε ότι η σύνθεση των συναρτητών G και Ql ισούται µε τον συ-
ναρτητή F . ∆ηλαδή ϑα δείξουµε ότι G ˝Ql “ F . ΄Εστω X ένα αντικείµενο στην C. Τότε,

pG ˝QlqpXq “ GpQlpXqq “ GpXq “ F pXq

Επιπλέον, έστω f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην C. Εφαρµόζοντας τη σύνθεση G ˝ Ql,
έχουµε pG ˝Qlqpfq “ GpQlpfqq. Ο µορφισµός Qlpfq παριστάνεται µε το αριστερό roof:

X
1X

„
~~

f

  
X Y
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και τότε από τον ορισµό του συναρτητή G παίρνουµε ότι :

GpQlpfqq “ F pfq ˝ F p1Xq
´1 “ F pfq .

Εποµένως καταλήξαµε στο συµπέρασµα ότι :

G ˝Ql “ F .

Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει και ένας άλλος συναρτητής H : ClrS´1s ÝÑ C1 για τον οποίον
ισχύει H ˝Ql “ F . ΄Εστω X ένα αντικείµενο της C. Τότε,

pH ˝QqpXq “ F pXq ùñ HpQpXqq “ F pXq ùñ HpXq “ F pXq

Επειδή ισχύει GpXq “ F pXq, έχουµε ότι HpXq “ GpXq.
΄Εστω f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην C και φ : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην ClrS´1s ο
οποίος αναπαριστάται από το αριστερό roof:

L

s
„

��

f

��
X Y

Τότε για τον µορφισµό φ γνωρίζουµε ότι φ “ Qlpfq ˝Qlpsq
´1.

΄Αρα,
Hpφq “ HpQlpfq ˝Qlpsq

´1q “ HpQlpfqq ˝HpQlpsq
´1q “

“ F pfq ˝ F psq´1 “ GpQlpfqq ˝GpQlpsq
´1q “ Gpφq

Συνεπώς
H “ G

΄Αρα καταλήξαµε στο συµπέρασµα ότι ο συναρτητής G : ClrS´1s ÝÑ C1 είναι ο µοναδικός
συναρτητής που ικανοποιεί την ιδιότητα G ˝ Q “ F . Από τον Ορισµό 2.1.1 το Ϲεύγος
pClrS´1s, Qlq είναι µια τοπικοποίηση της κατηγορίας C ως προς την κλάση µορφισµών S.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης για το Ϲεύγος pClrS´1s, Qlq. �

Από τα αποτελέσµατα της παρούσας παραγράφου µπορούµε άµεσα να καταλήξουµε στην
ακόλουθη Παρατήρηση:

Παρατήρηση 2.1.27. Σύµφωνα µε την Πρόταση 2.1.4 η τοπικοποίηση µιας τυχαίας κατηγορίας
C είναι µοναδική µε ακρίβεια ισοδυναµίας κατηγοριών. Από τη στιγµή που, σύµφωνα µε το Λήµµα
2.1.25 τα Ϲεύγη pClrS´1s, Qlq, pCrrS´1s, Qrq είναι τοπικοποιήσεις της κατηγορίας C ως προς την
localizing κλάση µορφισµών S, προκύπτει το συµπέρασµα ότι οι κατηγορίες ClrS´1s, CrrS´1s είναι
ισοδύναµες. Εποµένως από εδώ και πέρα κάνουµε την ταύτιση CrS´1s “ ClrS´1s “ CrrS´1s και
η τοπικοποίηση ϑα είναι ανεξάρτητη από την επιλογή αναπαράστασης των µορφισµών µε αριστερά
ή δεξιά roofs.

Λήµµα 2.1.28. ΄Εστω C µια κατηγορία και S µια localizing κλάση µορφισµών της. Υποθέτουµε ότι

Li
si

„
~~

fi

  
X Y
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είναι αριστερά roofs που αναπαριστούν τους µορφισµούς φi : X ÝÑ Y , 1 ď i ď n στην CrS´1s.
Τότε υπάρχει αντικείµενο L στην C, µορφισµοί s στην S και gi : L ÝÑ Y στην C τέτοια ώστε τα
αριστερά roofs:

L

s
„

��

gi

��
X Y

να αναπαριστούν τους µορφισµούς φi, για κάθε 1 ď i ď n.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϑα χρησιµοποιήσουµε επαγωγή στο n.

Προφανώς για n “ 1 δεν έχουµε κάτι να δείξουµε.

Επαγωγική Υπόθεση: Υποθέτουµε ότι για n ą 1 υπάρχει αντικείµενο K, µορφισµός t στην
κλάση S και µορφισµοί hi, 1 ď i ď n´ 1 στην C, έτσι ώστε τα αριστερά roofs:

K

t
„

~~

hi

  
X Y

να αναπαριστούν τους µορφισµούς φi, για 1 ď i ď n´ 1. Θα αποδείξουµε ότι ισχύει για n.
Από το αξίωµα (LC3a), ϑα υπάρχει ένα αντικείµενο U και µορφισµοί u : U ÝÑ K και u1 : U ÝÑ
Ln έτσι ώστε το διάγραµµα:

U
u1 //

u „

��

Ln

sn„

��
K

t

„ // X

είναι µεταθετικό και ο µορφισµός u ανήκει στην κλάση S. Θέτουµε s “ t ˝ u “ sn ˝ u
1 P S και

προκύπτει ότι το διάγραµµα:

K

t
„

~~

hi

  
X U

u

OO

1U
��

Y

U

s

„

``

hi˝u

>>

είναι µεταθετικό. Εποµένως οι µορφισµοί φi, παριστάνονται και από τα αριστερά roofs:

U

s
„

~~

hi˝u

��
X Y

για 1 ď i ď n´ 1.
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Επιπλέον το διάγραµµα:
Ln

sn
„

~~

fn

  
X U

u1

OO

1U
��

Y

U

s

„

aa

fn˝u
1

>>

είναι επίσης µεταθετικό και άρα το αριστερό roof:

U

s
„

~~

fn˝u

��
X Y

αναπαριστά τον µορφισµό φn. ΄Αρα για L “ U , gi “ hi ˝ u, 1 ď i ď n´ 1 και gn “ fn ˝ u
1 έχουµε

το Ϲητούµενο. �

2.2 Τοπικοποίηση Υποκατηγοριών

΄Εστω C µια κατηγορία, S µια localizing κλάση µορφισµών της και B µία υποκατηγορία της
C. Υποθέτουµε ότι η κλάση µορφισµών SB “ S X HomB είναι µια localizing κλάση µορφισµών
για την υποκατηγορία B. Εποµένως µπορούµε να ϑεωρήσουµε την τοπικοποίηση BrS´1

B s της B
ως προς την localizing κλάση SB. Με τις παραπάνω συνθήκες ορίζεται ένας ϕυσικός συναρτητής
G : BrS´1

B s ÝÑ CrS´1s, ο οποίος είναι η ταυτότητα στα αντικείµενα και αν φ : X ÝÑ Y είναι
ένας µορφισµός στην BrS´1

B s που παριστάνεται µε το αριστερό roof:

L

s
„

��

f

��
X Y

τότε ο φ απεικονίζεται µέσω του συναρτητή G στην κλάση ισοδυναµίας του ίδιου roof στην τοπι-
κοποίηση CrS´1s. Αναζητούµε συνθήκες έτσι ώστε ο συναρτητής G να είναι πλήρης και πιστός ή
ισοδυναµία κατηγοριών.

Πρόταση 2.2.1. ΄Εστω C µια κατηγορία, S µία localizing κλάση µορφισµών της και B µία πλήρης
υποκατηγορία της C. Υποθέτουµε ότι ικανοποιούνται οι ακόλουθες συνθήκες :

1. Η κλάση µορφισµών SB “ S X HomB είναι localizing κλάση µορφισµών για την B.

2. Για κάθε µορφισµό s : Y ÝÑ X όπου s P S καιX είναι αντικείµενο της B, υπάρχει µορφισµός
u : P ÝÑ Y τέτοιος ώστε η σύνθεση s ˝ u : P ÝÑ X ανήκει στην S και το αντικείµενο P
ανήκει στην B.

Τότε ο ϕυσικός συναρτητής G : BrS´1
B s ÝÑ CrS´1s είναι πλήρης και πιστός ( fully faithful).

Απόδειξη. Ας είναι X και Y δύο αντικείµενα στην υποκατηγορία B. Για να δείξουµε ότι ο συναρ-
τητήςG είναι πλήρης και πιστός αρκεί να δείξουµε ότι η απεικόνισηGX,Y : HomBrS´1

B s
pX,Y q ÝÑ

HomCrS´1spX,Y q είναι «1-1» και «επί».



66 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ ΤΟΠΙΚΟΠΟΙΗΣΗΣ

‚ GX,Y είναι «1-1»: ΄Εστω

L

s
„

��

f

��

K

t
„

~~

g

  
X Y Y Z

δύο αριστερά roofs στην BrS´1
B s που καθορίζουν τους ίδιους µορφισµούς στην CrS´1s. Αυτό

σηµαίνει ότι τα αριστερά roofs είναι ισοδύναµα και άρα υπάρχει αντικείµενο U στην C και
µορφισµοί u : U ÝÑ L, v : U ÝÑ K ώστε το διάγραµµα:

L

s
„

~~

f

  
X U

u

OO

v

��

Y

K

t

„

``

g

>>

είναι µεταθετικό και s ˝ u “ t ˝ v P S. Τότε, από τη δεύτερη συνθήκη, υπάρχει αντικείµενο
V στην B και µορφισµός w : V ÝÑ U τέτοιος ώστε s ˝ u ˝ w “ t ˝ v ˝ w P S. ΄Αρα το
διάγραµµα:

L

s
„

~~

f

  
X V

u˝w

OO

v˝w

��

Y

K

t

„

``

g

>>

είναι µεταθετικό. Επειδή οι µορφισµοί s˝u˝w “ t˝v˝w ανήκουν στην κλάση S, προκύπτει
ότι τα αριστερά roofs:

L

s
„
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f
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K

t
„

~~

g

  
X Y Y Z

είναι ισοδύναµα και άρα οι κλάσεις ισοδυναµίας µε αντιπροσώπους αυτά τα roofs είναι ίσες.
Συνεπώς οι εικόνες των µορφισµών της BrS´1

B s που αντιστοιχούν στα παραπάνω roofs µέσω
της απεικόνισης GX,Y είναι οι ίδιες κλάσεις ισοδυναµίας στην CrS´1s. Συνεπώς η GX,Y
είναι «1-1».

‚ GX,Y είναι «επί»: Ας είναι

L

s
„

��

f

��
X Y

ένα αριστερό roof που αναπαριστά ένα µορφισµό φ P HomCrS´1spX,Y q. Από την δεύτερη
συνθήκη έχουµε ότι υπάρχει αντικείµενο U στην B και µορφισµός u : U ÝÑ L στην S, ώστε
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η σύνθεση s ˝ u να ανήκει στην κλάση S. Εποµένως το διάγραµµα:

L

s
„

~~

f

��
X U

u

OO

1U
��

Y

U

s˝u

„

``

f˝u

??

είναι µεταθετικό, πράγµα που σηµαίνει ότι το αριστερό roof:

U

s˝u
„

~~

f˝u

��
X Y

επίσης αναπαριστά τον µορφισµό φ. Επιπλέον το αριστερό roof:

U

s˝u
„

~~

f˝u

��
X Y

καθορίζει µορφισµό στην BrS´1
B s ο οποίος απεικονίζεται στον φ. Συνεπώς η απεικόνιση

GX,Y είναι «επί».

Από τα παραπάνω εξάγουµε το συµπέρασµα ότι η απεικόνιση:

GX,Y : HomBrS´1
B s
pX,Y q ÝÑ HomCrS´1spX,Y q

είναι «1-1» και «επί» και άρα ο συναρτητής : G : BrS´1
B s ÝÑ CrS´1s είναι πλήρης και πιστός. �

Παρατήρηση 2.2.2. Στην περίπτωση που ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις της Πρότασης 2.2.1
µπορούµε να δούµε την τοπικοποίηση BrS´1

B s σαν πλήρη υποκατηγορία της τοπικοποίησης
CrS´1s.

Αν, τώρα, αντικαταστήσουµε την κατηγορία C µε την δυϊκή της κατηγοριά Cop, έχουµε το ακό-
λουθο αποτέλεσµα:

Πρόταση 2.2.3. ΄Εστω C µια κατηγορία, S µία localizing κλάση µορφισµών της και B µία πλήρης
υποκατηγορία της C. Υποθέτουµε ότι ικανοποιούνται οι ακόλουθες συνθήκες :

1. Η κλάση µορφισµών SB “ S X HomB είναι localizing κλάση µορφισµών για την B.

2. Για κάθε µορφισµό s : X ÝÑ Y όπου s P S καιX είναι αντικείµενο της B, υπάρχει µορφισµός
u : Y ÝÑ P τέτοιος ώστε η σύνθεση u ˝ s : X ÝÑ P ανήκει στην S και το αντικείµενο P
ανήκει στην B.

Τότε ο ϕυσικός συναρτητής G : BrS´1
B s ÝÑ CrS´1s είναι πλήρης και πιστός.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης της Πρότασης 2.2.1. �

Τέλος ϑα διατυπώσουµε δύο πορίσµατα των Θεωρηµάτων 2.2.1 και 2.2.3 αντίστοιχα, χωρίς να
συµπεριλάβουµε αποδείξεις.
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Πόρισµα 2.2.4. Με τις προϋποθέσεις της Πρότασης 2.2.1 υποθέτουµε επιπρόσθετα ότι για κάθε
αντικείµενο X P C, υπάρχει µορφισµός s : B ÝÑ X µε s P S και B P B. Τότε ο συναρτητής G είναι
ισοδυναµία κατηγοριών.

Πόρισµα 2.2.5. Με τις προϋποθέσεις της Πρότασης 2.2.3 υποθέτουµε επιπρόσθετα ότι για κάθε
αντικείµενο X P C, υπάρχει µορφισµός t : X ÝÑ B µε t P S και B P B. Τότε ο συναρτητής G είναι
ισοδυναµία κατηγοριών.

2.3 Τοπικοποίηση Προσθετικών Κατηγοριών

Υποθέτουµε ότι η C είναι µια προσθετική κατηγορία και S είναι µια localizing κλάση µορφισµών
της. Ο στόχος µας είναι να δείξουµε ότι η τοπικοποίηση CrS´1s έχει ϕυσική δοµή προσθετικής
κατηγορίας, έτσι ώστε ο συναρτητής τοπικοποίησης Q : C ÝÑ CrS ´ 1s να είναι ένας προσθετικός
συναρτητής.

΄Οπως γνωρίζουµε για κάθε δύο αντικείµενα X και Y στην C το σύνολο HomCpX,Y q έχει δοµή
αβελιανής οµάδας. Στην περίπτωση αυτήν µπορούµε, χωρίς να χάσουµε κάποια πληροφορία, να
αντικαταστήσουµε το αξίωµα (LC4) του Ορισµού 2.1.5 µε το εξής αξίωµα:

(LC4’) ΄Εστω X, Y δύο αντικείµενα και f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην C. Τότε υπάρχει
µορφισµός s P S τέτοιος ώστε s ˝ f “ 0 αν και µόνο αν υπάρχει µορφισµός t P S τέτοιος
ώστε f ˝ t “ 0.

Αυτό συµβαίνει ακριβώς διότι το HomCpX,Y q είναι αβελιανή οµάδα. Εάν λοιπόν για δύο µορφι-
σµούς f, g : X ÝÑ Y ισχύει ότι s ˝ f “ s ˝ g, τότε s ˝ pf ´ gq “ 0. Ακόµη αν f ˝ t “ g ˝ t, τότε
ισοδύναµα ισχύει ότι pf ´gq˝ t “ 0. Εποµένως αν αντικαταστήσουµε την f στο (LC4’) µε την f ´g
ϑα συµπέσουµε στο αξιώµα (LC4).
΄Εστω τώρα X και Y δύο αντικείµενα στην C και φ, ψ : X ÝÑ Y δύο µορφισµοί στην CrS´1s.
Τότε από το Λήµµα 2.1.28 γνωρίζουµε ότι υπάρχει αντικείµενο L και µορφισµοί s P S και
f, g : X ÝÑ Y στην C ώστε τα αριστερά roofs:
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s
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f

��

L

s
„
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g

��
X Y X Y

να αναπαριστούν τους µορφισµούς φ και ψ αντίστοιχα.

Λήµµα 2.3.1. ΄Εστω φ, ψ : X ÝÑ Y δύο µορφισµοί στην CrS´1s. Ο µορφισµός X ÝÑ Y που
καθορίζεται από το αριστερό roof :

L

s
„

��

f`g

��
X Y

εξαρτάται µόνο από τους φ και ψ και όχι από την επιλογή των L, s, f, g.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι οι µορφισµοί φ και ψ αναπαριστόνται και από τα roofs:
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Τότε έχουµε το µεταθετικό διάγραµµα:
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µε s ˝ r “ t ˝ r1 P S, καθώς και το µεταθετικό διάγραµµα:
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µε s ˝ p “ t ˝ p1 P S.
Σύµφωνα µε το αξίωµα (LC3a) υπάρχει αντικείµενοW και µορφισµοί w : W ÝÑ U , w1 : W ÝÑ V
µε w P S, ώστε το διάγραµµα:

W
w1 //

w „

��

V

s˝p„

��
U

s˝r

„ // X

είναι µεταθετικό. Τότε έχουµε ότι s ˝ r ˝ w “ s ˝ p ˝ w1 P S. Από το (LC4) υπάρχει αντικείµενο
Z και µορφισµός q : Z ÝÑ W , ώστε να ισχύει r ˝ w ˝ q “ p ˝ w1 ˝ q. Εκµεταλλευόµενοι την
µεταθετικότητα των παραπάνω διαγραµµάτων καταλήγουµε ότι :

t ˝ r1 ˝ w “ s ˝ r ˝ w “ s ˝ p ˝ w1 “ t ˝ p1 ˝ w1 P S

Συνθέντοντας από δεξιά µε τον µορφισµό q προφανώς ισχύει ότι :

t ˝ r1 ˝ w ˝ q “ t ˝ p1 ˝ w1 ˝ q

και µάλιστα, από το (LC1) οι παραπάνω συνθέσεις ανήκουν στην κλάση S.
Τότε και πάλι από το αξίωµα (LC4) έχουµε ότι υπάρχει αντικείµενο A και µορφισµός q1 : A ÝÑ Z
στην κλάση S, ώστε :

r1 ˝ w ˝ q ˝ q1 “ p1 ˝ w1 ˝ q ˝ q1.

Θέτουµε,
α “ r ˝ w ˝ q ˝ q1 “ p ˝ w1 ˝ q ˝ q1 : A ÝÑ L

και
α1 “ r1 ˝ w ˝ q ˝ q1 “ p1 ˝ w1 ˝ q ˝ q1 : A ÝÑ K

Τότε άµεσα ϐλέπουµε ότι :

s ˝ α “ s ˝ r ˝ w ˝ q ˝ q1 “ t ˝ p1 ˝ w ˝ q ˝ q1 “ t ˝ α1 (2.16)

και επειδή οι µορφισµοί s ˝ p ˝w1, q, q1 ανήκουν στην κλάση S συνεπάγεται ότι οι συνθέσεις s ˝α
και t ˝ α1 ανήκουν στην κλάση S. Επιπλέον και πάλι άµεσα ϐλέπουµε ότι :

f ˝ a “ f ˝ r ˝ w ˝ q ˝ q1 “ g1 ˝ p1 ˝ w ˝ q ˝ q1 “ g1 ˝ α1 (2.17)
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και
g ˝ α “ g ˝ p ˝ w1 ˝ q ˝ q1 “ g1 ˝ p1 ˝ w1 ˝ q ˝ q1 “ g1 ˝ α1. (2.18)

Συνεπώς από τις σχέσεις (2.16), (2.17), (2.18), προκύπτει ότι τα διαγράµµατα:
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g
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K

t
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``

g1

>>

είναι µεταθετικά. Αυτό, µε τη σειρά του, σηµαίνει ότι το διάγραµµα:
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>>

επίσης µετατίθεται. Συνεπώς τα αριστερά roofs
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f`g
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s
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~~

f 1`g1

  
X Y X Y

αναπαριστούν τον ίδιο µορφισµό στην CrS´1s. ΄Αρα ο µορφισµός που καθορίζεται από το roof:

L

s
„

��

f`g

��
X Y

δεν εξαρτάται από την επιλογή των L, s, f , g. �

Σχόλιο 2.3.2. Χάρη στο αποτέλεσµα του Λήµµατος 2.3.1 ϑα συµβολίζουµε τον µορφισµό της
CrS´1s που καθορίζεται από το αριστερό roof:
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s
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��

f`g

��
X Y

µε φ` ψ. ΄Αµεσα στην κλάση HomCrS´1spX,Y q ορίζεται διµελής πράξη, pφ, ψq ÞÝÑ φ` ψ.
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Μπορούµε εύκολα να δούµε ότι η διµελής πράξη που ορίσαµε έχει κάποιες «καλές» ιδιότητες,
όπως ϑα ϕανεί στην παρακάτω παρατήρηση:

Παρατήρηση 2.3.3. 1. Οι µορφισµοί φ ` ψ και ψ ` φ στην CrS´1s ισούνται µε τις κλάσεις
ισοδυναµίας µε αντιπροσώπους τα αριστερα roofs:
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X Y X Y

Επειδή η C είναι προσθετική, το HomCpX,Y q είναι αβελιανή οµάδα και άρα f ` g “ g ` f .
Συνεπώς η διµελής πράξη στην HomCrS´1spX,Y q είναι µεταθετική.

2. Θεωρούµε τους µορφισµούς φ, ψ, χ στην κλάση HomCrS´1spX,Y q. Σύµφωνα µε το Λήµµα
2.1.28 µπορούµε να τους αναπαραστήσουµε µε τα αριστερά roofs:
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��
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για κάποιο αντικείµενο L στην C, s P S και f, g, h P HomCpL, Y q. Τότε ο µορφισµός
φ` pψ ` χq αναπαριστάται από το αριστερό roof:
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s
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f`pg`hq

��
X Y

ενώ ο µορφισµός pφ` ψq ` χ από το αριστερό roof:

L

s
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pf`gq`h

��
X Y

Επειδή η πρόσθεση στην αβελιανή οµάδα HomCpX,Y q είναι προσεταιριστική, προκύπτει ότι
και η διµελής πράξη στην HomCrS´1spX,Y q είναι προσεταιριστική.

3. Θεωρούµε φ, ψ δύο µορφισµούς στην HomCrS´1spX,Y q. Αν αναπαραστίσουµε τους µορφι-
σµούς µε τα δεξιά roofs:
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που αντιστοιχούν στα αριστερά roofs:
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ώστε τα τετράγωνα:

K X
αoo K X

βoo

Y

t „

OO

L
f

oo

s„

OO

Y

t „

OO

L

s„

OO

g
oo

είναι µεταθετικά. Τότε

t ˝ pf ` gq “ t ˝ f ` t ˝ g “ α ˝ s` β ˝ s “ pα` βq ˝ s

δηλαδή το διάγραµµα:

K X
α`βoo

Y

t „

OO

L
f`g

oo

s„

OO

είναι µεταθετικό. Συνεπώς το δεξιό roof:
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X

α`β
>>

Y
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``

αντιστοιχεί στο αριστερό roof:
L

s
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��

f`g

��
X Y

και αναπαριστά τον µορφισµό φ`ψ. ΄Αρα καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι αν χρησιµοποι-
ήσουµε δεξιά roofs για να αναπαραστίσουµε τους µορφισµούς της CrS´1s, αντί για αριστερά
roofs, παίρνουµε την ίδια διµελή πράξη στο σύνολο των µορφισµών.

4. Θεωρούµε έναν µορφισµό στο HomCrS´1spX,Y q που παριστάνεται από το roof:

X
1X

„
~~

0

  
X Y

Συµβολίζουµε αυτό τον µορφισµό µε 0. ΄Εστω L ένα αντικείµενο στην C και s : L ÝÑ X
µορφισµός στην κλάση S. Τότε, άµεσα, το διάγραµµα:
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>>
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είναι µεταθετικό και s ˝ 1L “ 1X ˝ s “ s P S.
Εποµένως το αριστερό roof:

L

s
„

��

0

��
X Y

αναπαριστά επίσης τον µορφισµό 0. Αν φ είναι ένας µορφισµός στην HomCrS´1spX,Y q που
παριστάνεται από το roof:

L

s
„

��

f

��
X Y

τότε προφανώς σύµφωνα µε τα παραπάνω ϑα ισχύει ότι φ ` 0 “ φ “ 0 ` φ. ∆ηλαδή ο
µορφισµός 0 είναι το ταυτοτικό στοιχείο στο HomCrS´1spX,Y q.

5. Κάνοντας ανάλογες ϑεωρήσεις, όπως και στα προηγούµενα, προκύπτει ότι ο αντίστροφος
µορφισµός του φ, έστω ´φ, είναι αυτός που παριστάνεται από το roof:

L

s
„

��

´f

��
X Y

∆ηλαδή φ` p´φq “ 0 “ p´φq ` φ.

Πρόταση 2.3.4. ΄Εστω C µια προσθετική κατηγορία και S µια localizing κλάση µορφισµών της. Για
κάθε δύο αντικείµενα X,Y στη C, το HomCrS´1spX,Y q έχει δοµή αβελιανής οµάδας µε την πράξη
που ορίστηκε στο Σχόλιο 2.3.2.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι άµεση χρησιµοποιώντας την Παρατήρηση 2.3.3. �

Πρόταση 2.3.5. ΄Εστω C µια προσθετική κατηγορία, S µια localizing κλάση µορφισµών της και
X,Y, Z τρία αντικείµενα στην C. Τότε η σύνθεση :

˝ : HomCrS´1spX,Y q ˆ HomCrS´1spY,Zq ÝÑ HomCrS´1spX,Zq

είναι διγραµµική.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι εύκολη, αλλά αρκετά τεχνική. Χρησιµοποιεί τεχνικές που έχουν
επαναληφθεί αρκετές ϕορές σε αυτό το κεφάλαιο και για το λόγο αυτό ϑα την παραλείψουµε. �

Τα αποτελέσµατα των Προτάσεων 2.3.4, 2.3.5 µας προϊδεάζουν ότι η τοπικοποίηση CrS´1s

της προσθετικής κατηγορίας C, ως προς την localizing κλάση S, ϑα είναι και αυτή προσθετική.
Ωστόσο για να ϕτάσουµε σε αυτό το συµπέρασµα χρειαζόµαστε λίγη ακόµη δουλειά, η οποία ϑα
γίνει στην απόδειξη της ακόλουθης Πρότασης :

Πρόταση 2.3.6. ΄Εστω C µια προσθετική κατηγορία, S µια localizing κλάση µορφισµών της. Η
τοπικοποίηση CrS´1s είναι και αυτή προσθετική κατηγορία.

Απόδειξη. Θεωρώντας δεδοµένες τις Προτάσεις 2.3.4 και 2.3.5, για να δείξουµε ότι η κατηγορία
CrS´1s είναι προσθετική, µένει να δείξουµε ότι έχει µηδενικό αντικείµενο και ότι ορίζονται τα
ευθέα αθροίσµατα των αντικειµένων της. ΄Εστω 0 το µηδενικό αντικείµενο της κατηγορίας C. Τότε
για κάθε αντικείµενοX P C, υπάρχει µοναδικός µορφισµός f : 0 ÝÑ X και µοναδικός µορφισµός
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g : X ÝÑ 0. ΄Οµως τα αντικείµενα της C είναι αντικείµενα της CrS´1s. Ο µοναδικός µορφισµός
φ P HomCrS´1sp0, Xq είναι αυτός που παριστάνεται από το αριστερό roof:

0
10

„
��

f

��
0 X

ενώ ο µοναδικός µορφισµός ψ P HomCrS´1spX, 0q είναι αυτός που παριστάνεται από το αριστερό
roof:

X
1X

„
~~

g

��
X 0

Εποµένως το µηδενικό αντικείµενο της CrS´1s είναι το µηδενικό αντικείµενο της C. ΄Εστω X,Y
δύο αντικείµενα της κατηγορίας C. Εφόσον η C είναι προσθετική κατηγορία, ορίζεται το ευθύ
άθροισµα X ‘ Y των αντικειµένων X,Y στην C. Ωστόσο τα αντικείµενα X,Y είναι αντικείµενα
της τοπικοποίησης CrS´1s, άρα και το αντικείµενο X ‘ Y είναι το ευθύ άθροισµα των X,Y
στην κατηγορία CrS´1s. Οι κανονικές εισαγωγές και οι κανονικές προβολές αναπαριστόνται από
αντίστοιχα roofs. Εποµένως η κατηγορία CrS´1s είναι προσθετική. �

Στις πρώτες γραµµές αυτής της ενότητας ϑέσαµε ως στόχο να αποδείξουµε ότι αν η κατηγορία C
µε την οποία ξεκινάµε είναι προσθετική, τότε και η τοπικοποίηση της ως προς µία localizing κλάση
µορφισµών S είναι προσθετική. Είµαστε πλέον έτοιµοι να διατυπώσουµε και να αποδείξουµε το
Θεώρηµα που ϑα µας επιτρέψει να καταλήξουµε στο παραπάνω συµπέρασµα:

Θεώρηµα 2.3.7. ΄Εστω C µια προσθετική κατηγορία, S µια localizing κλάση µορφισµών της. Τότε
υπάρχει µια προσθετική κατηγορία CrS´1s και ένας προσθετικός συναρτητής Q : C ÝÑ CrS´1s έτσι
ώστε :

1. Για κάθε µορφισµό s στην S, ο µορφισµός Qpsq είναι ισοµορφισµός.

2. Για κάθε προσθετική κατηγορία C1 και προσθετικό συναρτητή F : C ÝÑ C1 έτσι ώστε ο
F psq είναι ισοµορφισµός για κάθε s στην S, υπάρχει µοναδικός, προσθετικός συναρτητής
G : CrS´1s ÝÑ C1 τέτοιος ώστε F “ G ˝Q. ∆ηλαδή το ακόλουθο διάγραµµα:

C

F

��

Q // CrS´1s

D!

G

}}
C1

είναι µεταθετικό.

Η κατηγορία CrS´1s είναι µοναδική µε ακρίβεια ισοδυναµίας κατηγοριών.

Απόδειξη. Μέχρι στιγµής µε την Πρόταση 2.3.4 έχουµε δείξει ότι η κατηγορία CrS´1s είναι προ-
σθετική. Εποµένως αυτό που µένει είναι να εξασφαλίζουµε την ύπαρξη των προσθετικών συναρ-
τητών Q,G.
΄Εστω f, g : X ÝÑ Y δύο µορφισµοί µεταξύ δύο αντικειµένων στην C. Γνωρίζουµε πως οι αντί-
στοιχοι µορφισµοί Qpfq, Qpgq στην CrS´1s αναπαρίστανται από τα αριστερά roofs:
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X Y X Y
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αντίστοιχα. Εποµένως ο µορφισµός Qpfq `Qpgq αναπαριστάται από το roof:

X
1X

„
~~

f`g

  
X Y

∆ηλαδή Qpfq `Qpgq “ Qpf ` gq και έτσι ο συναρτητής Q : C ÝÑ CrS´1s είναι προσθετικός.
΄Εστω τώρα F : C ÝÑ C1 προσθετικός συναρτητής τέτοιος ώστε, για κάθε µορφισµό s στην S, ο
µορφισµός F psq να είναι ισοµορφισµός. Τότε από τον Ορισµό 2.1.1, υπάρχει µοναδικός συναρ-
τητής G : CrS´1s ÝÑ C1 τέτοιος ώστε F “ G ˝ Q. ΄Αρα το µόνο που µένει να δείξω είναι ότι ο G
είναι προσθετικός συναρτητής.
Προφανώς, από την κατασκευή του G, για κάθε αντικείµενο X στην C, F pXq “ pG ˝ QqpXq.
Επειδή QpXq “ X, έχουµε ότι GpXq “ F pXq.
Επίσης για κάθε µορφισµό φ : X ÝÑ Y στην CrS´1s που αναπαριστάται από το αριστερό roof:

L

s
„

��

f

��
X Y

έχουµε Gpφq “ F pfq ˝ F psq´1.
Αν φ, ψ : X ÝÑ Y είναι δύο µορφισµοί στην CrS´1s, τότε από το Λήµµα 2.1.28, ξέρουµε ότι ϑα
έχουν αντιπροσώπους :
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s
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��
X Y X Y

για κάποιο αντικείµενο L και κάποιους µορφισµούς s P S και f, g στην C. Το άθροισµα φ ` ψ
είναι η κλάση ισοδυναµίας µε αντιπρόσωπο το roof:

L

s
„

��

f`g

��
X Y

Χρησιµοποιώντας και το γεγονός ότι ο F είναι προσθετικός και η σύνθεση είναι διγραµµική,
έχουµε:

Gpφ`ψq “ F pf`gq˝F psq´1 “ pF pfq`F pgqq˝F psq´1 “ F pfq˝F psq´1`F pgq˝F psq´1 “ Gpφq`Gpψq

Συνεπώς ο G είναι προσθετικός.
Η απόδειξη για την µοναδικότητα, µε ακρίβεια ισοδυναµίας, της κατηγορίας CrS´1s, είναι πανο-
µοιότυπη µε την απόδειξη της Πρότασης 2.1.4 και για αυτό το λόγο παραλείπεται. �
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Κεφάλαιο 3

Στοιχεία Τριγωνισµένων
Κατηγοριών

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα αναφερθούµε σε µια σηµαντική κλάση κατηγοριών, που ϑα αποτελέσουν
τη ϐάση της διατριβής, τις τριγωνισµένες κατηγορίες. Επιπλέον ϑα εξειδικεύσουµε την έννοια της
τοπικοποίησης µιας τυχαίας κατηγορίας, σε τριγωνισµένες κατηγορίες και ϑα παραθέσουµε ένα
σηµαντικό παράδειγµα τοπικοποίησης τριγωνισµένης κατηγορίας, την τοπικοποίηση µε την έννοια
του Bousfield. Η συνεισφορά αυτού του κεφαλαίου στη διατριβή -εκτός από το ότι ϑεµελιώνει το
ϐασικό εννοιολογικό πλαίσιο στο οποίο ϑα δουλέψουµε- είναι ότι παρουσιάζει την κατασκευή της
ευσταθούς κατηγορίας των προτύπων πάνω από µια οµάδα άλγεβρα. Το συγκεκριµένο παράδειγµα
τριγωνισµένης κατηγορίας είναι ένα από αυτά στα οποία ϑα εφαρµόσουµε τη ϐασική ϑεωρία της
διατριβής στα επόµενα κεφάλαια.

3.1 Τριγωνισµένες Κατηγορίες

Μια τριγωνισµένη κατηγορία είναι µια προσθετική κατηγορία που αποκτά επιπλέον δοµή από
έναν συναρτητή, τον translation (ή suspension) συναρτητή και είναι εφοδιασµένη µε µία κλάση
τριγώνων που ικανοποιούν κάποιες ιδιότητες. Οι τριγωνισµένες κατηγορίες ορίστηκαν από τους
Dieter Puppe και Jean-Louis Verdier, δουλεύοντας ο ένας ανεξάρτητα από τον άλλον. Η δουλειά
του Puppe παρουσιάστηκε στο άρθρο του: On the structure of the stable homotopy theory και
ϐασικό του παράδειγµα είναι η Οµοτοπική Κατηγορία (Homotopy Category). Από την άλλη το
κύριο παράδειγµα του Verdier είναι η Παραγόµενη Κατηγορία (Derived Category) µιας, εν γένει,
αβελιανής κατηγορίας και η ενασχόληση έγινε κατά την διάρκεια της διδακτορικής του διατριβής.
Ωστόσο η δηµοσίευση των αποτελεσµάτων έγινε κάποια χρόνια αργότερα, στο άρθρο του: Des

catégories dérivées des catégories abéliennes.

Ορισµός 3.1.1. ΄Εστω T µια προσθετική κατηγορία και έστω Σ: T ÝÑ T ένας προσθετικός
συναρτητής, ο οποίος είναι αυτοµορφισµός στην κατηγορία T . Ο Σ από τώρα και στο εξής ϑα
καλείται translation ή suspension συναρτητής.

Αν X είναι ένα αντικείµενο στην T τότε συµβολίζουµε µε ΣnX = Xrns, για κάθε n P Z.

Ορισµός 3.1.2. ΄Ενα τρίγωνο (triangle) στην κατηγορία T είναι ένα διάγραµµα της µορφής :

X // Y // Z // ΣX

77
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Παρατήρηση 3.1.3. Σχηµατικά ένα τρίγωνο αναπαριστάται ως εξής :

Z

r1s

��
X // Y

__

Ο δείκτης r1s υπονοεί ότι ο µορφισµός είναι της µορφής Z ÝÑ ΣX.

Ορισµός 3.1.4. ΄Ενας µορφισµός µεταξύ τριγώνων είναι ένα µεταθετικό διάγραµµα της µορφής :

X //

u

��

Y //

v

��

Z //

w

��

ΣX

Σu

��
X 1 // Y 1 // Z 1 // ΣX 1

΄Ενας µορφισµός τριγώνων είναι ισοµορφισµός τριγώνων, αν οι µορφισµοί u, v, w είναι ισοµορφι-
σµοί.

Είµαστε σε ϑέση να διατυπώσουµε τον ορισµό της τριγωνισµένης κατηγορίας.

Ορισµός 3.1.5. Μια τριγωνισµένη κατηγορία (triangulated category) είναι µια τριάδα pT ,Σ,∆q,
όπου T : προσθετική κατηγορία, Σ είναι ένας αυτοµορφισµός της T και ∆ είναι µία κλάση τριγώνων,
η οποία ικανοποιεί τα ακόλουθα αξιώµατα :

(TR1a) Κάθε τρίγωνο ισόµορφο µε ένα τρίγωνο στην ∆ είναι τρίγωνο στην ∆.

(TR1b) Για κάθε αντικείµενο X στην T , το τρίγωνο :

X
1X // X // 0 // ΣX

είναι τρίγωνο στην ∆.

(TR1c) Για κάθε µορφισµό f : X ÝÑ Y στην T , υπάρχει ένα τρίγωνο στην ∆

X
f // Y // Z // ΣX

(TR2) Το τρίγωνο

X
f // Y

g // Z
h // ΣX

είναι τρίγωνο στην ∆ αν και µόνο αν το τρίγωνο

Y
g // Z

h // ΣX
´Σf // ΣY

είναι στην ∆.

(TR3) Κάθε διάγραµµα στην T

X //

u

��

Y //

v

��

Z // ΣX

Σu

��
X 1 // Y 1 // Z 1 // ΣX 1
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όπου οι γραµµές είναι τρίγωνα στην ∆ και το τετράγωνο είναι µεταθετικό, συµπληρώνεται σε
έναν µορφισµό τριγώνων:

X //

u

��

Y //

v

��

Z //

w

��

ΣX

Σu

��
X 1 // X 1 // Z 1 // ΣX 1

(TR4) ΄Εστω f : X ÝÑ Y , g : Y ÝÑ Z και h “ g ˝ f µορφισµοί στην T . Τότε το διάγραµµα:

X
f //

1X

��

Y
α //

g

��

Z 1 // ΣX

Σp1Xq

��
X

h //

f

��

Z
β //

1Z

��

Y 1 // ΣX

Σf

��
Y

g // Z
γ // X 1 // ΣY

όπου οι γραµµές είναι τρίγωνα, µπορεί να συµπληρωθεί στο διάγραµµα:

X
f //

1X

��

Y
α //

g

��

Z 1 //

u

��

ΣX

Σp1Xq

��
X

h //

f

��

Z
β //

1Z

��

Y 1 //

v

��

ΣX

Σpfq

��
Y

g //

α

��

Z
γ //

β

��

X 1 //

1X1

��

ΣY

Σpαq

��
Z 1

u // Y 1
v // X 1

w // ΣZ 1

όπου οι τέσσερις γραµµές είναι τρίγωνα και τα κατακόρυφα ϐέλη δηµιουργούν µορφισµούς
τριγώνων.

Η ιδιότητα (TR2) καλείται και στροφή των τριγώνων (turning of triangles) ενώ η ιδιότητα (TR4)
καλείται και οκταεδρικό αξίωµα (octahedral axiom).

Παρατήρηση 3.1.6. Στον ορισµό της τριγωνισµένης κατηγορίας εµφανίζεται η έννοια του αυτο-
µορφισµού Σ: T ÝÑ T της κατηγορίας T . Με τον όρο «αυτοµορφισµός κατηγοριών» υπονοούµε
την ισοδυναµία κατηγοριών.

Ορισµός 3.1.7. ΄Εστω pT1,Σ1,∆1q και pT2,Σ2,∆2q δύο τριγωνισµένες κατηγορίες. ΄Ενας προσθε-
τικός συναρτητής F : T1 ÝÑ T2 καλείται ϐαθµωτός (graded) αν υπάρχει ϕυσικός ισοµορφισµός
η : Σ2 ˝ F ÝÑ F ˝ Σ1 µεταξύ των συναρτητών Σ2 ˝ F και F ˝ Σ1, δηλαδή το τετράγωνο

T1
F //

Σ1

��

T2

Σ2

��
T1

F
// T2
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είναι µεταθετικό µε ακρίβεια ισοδυναµίας κατηγοριών.

Παρατήρηση 3.1.8. Αν
Z

r1s
h

��
X

f // Y

g

__

είναι ένα τρίγωνο στην T1, τότε εφαρµόζοντας τον F παίρνουµε το διάγραµµα:

F pZq

r1s

ηX˝F phq

{{
F pXq

F pfq // F pY q

F pgq
cc

στην T2. Λέµε ότι ο F απεικονίζει το πρώτο τρίγωνο στο δεύτερο.

Ορισµός 3.1.9. ΄Εστω T1 και T2 δύο τριγωνισµένες κατηγορίες. ΄Ενας ϐαθµωτός συναρτητής
F : T1 ÝÑ T2 καλείται ακριβής (exact) αν απεικονίζει τρίγωνα στην ∆ σε τρίγωνα στην ∆, µε την
παραπάνω έννοια.

Ορισµός 3.1.10. ΄Εστω pT1,Σ1,∆1q και pT2,Σ2,∆2q δύο τριγωνισµένες κατηγορίες καιF,G : T1 ÝÑ

T2 δύο ακριβείς συναρτητές. ΄Ενας µορφισµός ω : F ÝÑ G µεταξύ συναρτητών καλείται ϐαθµωτός
µορφισµός (graded morphism) αν το διάγραµµα:

FΣ1
η //

ωΣ1

��

Σ2F

Σ2ω

��
GΣ1

η1
// Σ2G

είναι µεταθετικό.

Λήµµα 3.1.11. ΄Εστω
Z

r1s
h

��
X

f // Y

g

__

ένα τρίγωνο σε µια τριγωνισµένη κατηγορία T . Τότε η σύνθεση κάθε δύο διαδοχικών µορφισµών στο
τρίγωνο ισούται µε µηδέν. ∆ηλαδή:

g ˝ f “ h ˝ g “ Σpfq ˝ h “ 0

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι g ˝ f “ 0, διότι τότε από την ιδιότητα (TR2) του ορισµού της
τριγωνισµένης κατηγορίας, προκύπτουν και οι άλλες δύο σχέσεις. Θεωρούµε το διάγραµµα:

X
1X //

1X

��

X //

f

��

0 // ΣpXq

Σp1Xq

��
X

f // Y
g // Z

h // ΣpXq
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Σύµφωνα µε την ιδιότητα (TR1) η πρώτη γραµµή του διαγράµµατος είναι τρίγωνο στην ∆, ενώ από
την υπόθεση και η δεύτερη γραµµή είναι τρίγωνο στην ∆. Από την ιδιότητα (TR3), υπάρχει µορ-
ϕισµός u : 0 ÝÑ Z, ο οποίος αναγκαστικά είναι ο µηδενικός, ώστε το διάγραµµα συµπληρώνεται
στον ακόλουθο µορφισµό τριγώνων:

X
1X //

1X

��

X //

f

��

0 //

u

��

ΣpXq

Σp1Xq

��
X

f // Y
g // Z

h // ΣpXq

Από την µεταθετικότητα του µεσσαίου τετραγώνου προκύπτει ότι :

g ˝ f “ 0

�

Ορισµός 3.1.12. ΄Εστω T µια τριγωνισµένη κατηγορία και A µια αβελιανή κατηγορία. ΄Ενας
προσθετικός συναρτητής F : T ÝÑ A καλείται συνοµολογικός συναρτητής (cohomological
functor) αν για κάθε τρίγωνο :

Z

r1s
h

��
X

f // Y

g

__

η ακολουθία :

F pXq
F pfq // F pY q

F pgq // F pZq

είναι ακριβής στην A.

Παρατήρηση 3.1.13. Αν ο συναρτητής F είναι συναλλοίωτος, τότε το F καλείται οµολογικός
συναρτητής (homological functor).

Σχόλιο 3.1.14. Από τώρα και στο εξής µια τριγωνισµένη κατηγορία pT ,Σ,∆q ϑα συµβολίζεται
απλά µε T καθώς ο translation συναρτητής Σ και η κλάση τριγώνων ∆ ϑα εννοούνται. Τα στοιχεία
της κλάσης ∆ ϑα καλούνται απλά τρίγωνα.

Σχόλιο 3.1.15. ΄Εστω T µια τριγωνισµένη κατηγορία και f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην T .
Τότε για κάθε αντικείµενο A στην T επάγονται οι µορφισµοί :

f‹ : HomT pA,Xq ÝÑ HomT pA, Y q, f‹pφq :“ f ˝ φ

και
f‹ : HomT pY,Aq ÝÑ HomT pX,Aq, f‹pψq :“ ψ ˝ f

Επιπλέον για ένα τρίγωνο:
Z

r1s
h

��
X

f // Y

g

__

και ένα αντικείµενο A στην T , επάγονται οι µεγάλες (άπειρες) ακολουθίες αβελιανών οµάδων:

¨ ¨ ¨ // HomT pA,Xq
f‹ // HomT pA, Y q

g‹ // HomT pA,Zq
h‹ // HomT pA,ΣpXqq

Σpfq‹ // ¨ ¨ ¨

και

¨ ¨ ¨
Σpfq‹ // HomT pΣpXq, Aq

h‹ // HomT pZ,Aq
g‹ // HomT pY,Aq

f‹ // HomT pX,Aq // ¨ ¨ ¨
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Η επόµενη Πρόταση δείχνει ότι οι παραπάνω ακολουθίες είναι ακριβείς :

Πρόταση 3.1.16. ΄Εστω T µια τριγωνισµένη κατηγορία και A ένα αντικείµενο στην T . Τότε :

1. Ο συναρτητής
HomT pA, -q : T ÝÑ Ab, X ÞÝÑ HomT pA,Xq

από την κατηγορία T στην κατηγορία των αβελιανών οµάδων είναι οµολογικός συναρτητής.

2. Ο συναρτητής
HomT p-, Aq : T op ÝÑ Ab, X ÞÝÑ HomT pX,Aq

από την δυϊκή κατηγορία T op της T στην κατηγορία των αβελιανών οµάδων είναι συνοµολο-
γικός συναρτητής.

Απόδειξη. 1. Θεωρούµε το τρίγωνο:

Z

r1s
h

��
X

f // Y

g

__

Αρκεί να δείξουµε ότι η ακολουθία :

HomT pA,Xq
f‹ // HomT pA, Y q

g‹ // HomT pA,Zq

είναι ακριβής στην κατηγορία Ab των αβελιανών οµάδων. Για το σκοπό αυτό πρέπει να
δείξουµε ότι Impf‹q “ Kerpg‹q.΄Οµως, επειδή g ˝ f “ 0, έπεται άµεσα ότι Impf‹q Ă Kerpg‹q.
Για την αντίστροφη έγκλειση ϑεωρούµε µορφισµό u P HomT pA, Y q, τέτοιο ώστε u P Kerpg‹q.
Τότε προκύπτει το διάγραµµα:

A
1A // A //

u

��

0 //

0

��

ΣpAq

X
f // Y

g // Z // ΣpXq

Οι γραµµές είναι τρίγωνα και το µεσαίο τετράγωνο είναι µεταθετικό, αφού από το γεγονός
ότι u P Kerpg‹q, προκύπτει ότι g‹puq “ 0, δηλαδή g ˝ u “ 0.
Στρέφοντας και τα δύο τρίγωνα, προκύπτει το διάγραµµα:

A //

u

��

0 //

0

��

ΣpAq
´1ΣpAq // ΣpAq

Σpuq

��
Y

g // Z // ΣpXq
´Σpfq // ΣpY q

Επειδή το πρώτο τετράγωνο είναι µεταθετικό και οι γραµµές είναι τρίγωνα, το διάγραµµα
µπορεί να συµπληρωθεί σε µορφισµό τριγώνων, ως εξής :

A //

u

��

0 //

0

��

ΣpAq
´1A //

v1

��

ΣpAq

Σpuq

��
Y

g // Z // ΣpXq
´Σpfq // ΣpY q
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Στρέφοντας ξανά τα τρίγωνα προς τα πίσω προκύπτει ο ακόλουθος µορφισµός τριγώνων:

A
1A //

v

��

A //

u

��

0 //

0

��

ΣpAq

Σpvq

��
X

f // Y
g // Z // ΣpXq

Εποµένως κατασκευάσαµε µορφισµό v : A Ñ X τέτοιο ώστε u “ f ˝ v “ f‹pvq. Συνεπώς
u P Impf‹q και έτσι δείξαµε ότι Kerpg‹q Ă Impf‹q
Τελικά

Impf‹q “ Kerpg‹q.

2. Η απόδειξη είναι ανάλογη της απόδειξης του πρώτου σκέλους της Πρότασης. �

Χρησιµοποιώντας την Πρόταση 3.1.16, προκύπτει το ακόλουθο χρήσιµο αποτέλεσµα:

Λήµµα 3.1.17. ΄Εστω T µια τριγωνισµένη κατηγορία και έστω:

X //

u

��

Y //

v

��

Z //

w

��

ΣX

Σu

��
X 1 // Y 1 // Z 1 // ΣX 1

ένας µορφισµός µεταξύ τριγώνων. Αν δύο από τους µορφισµούς u, v και w είναι ισοµορφισµοί, τότε
και ο τρίτος είναι επίσης ισοµορφισµός.

Απόδειξη. Χάρη στην ιδιότητα της στρέψης των τριγώνων µπορούµε, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας,
να υποθέσουµε ότι οι µορφισµοί u και v είναι ισοµορφισµοί και να δείξουµε ότι και ο µορφισµός w
είναι επίσης ισοµορφισµός. Από την Πρόταση 3.1.16 έχουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

HomT pZ
1, Xq //

u‹

��

HomT pZ
1, Y q //

v‹

��

HomT pZ
1, Zq //

w‹

��

HomT pZ
1,ΣpXqq //

Σpuq‹

��

HomT pZ
1,ΣpY qq

Σpvq‹

��
HomT pZ

1, X 1q // HomT pZ
1, Y 1q // HomT pZ

1, Z 1q // HomT pZ
1,ΣpX 1qq // HompZ 1,ΣpY 1qq

όπου οι γραµµές είναι ακριβείς και οι κατακόρυφοι µορφισµοί, εκτός του w‹ προς το παρόν, είναι
ισοµορφισµοί. Από το Five Lemma [16, Lemma 8.3.13] προκύπτει ότι και ο µορφισµός w‹ είναι
ισοµορφισµός. Εποµένως υπάρχει µορφισµός α P HomT pZ

1, Zq τέτοιος ώστεw‹pαq “ w˝α “ 1Z1 .
Ανάλογα έχουµε και το ακόλουθο διάγραµµα:

HomT pΣpY
1q, Zq //

Σpuq‹

��

HomT pΣpX
1q, Zq //

u‹

��

HomT pZ
1, Zq //

w‹

��

HomT pY
1, Zq //

v‹

��

HomT pX
1, Zq

u‹

��
HomT pΣpY q, Zq // HomT pΣpXq, Zq // HomT pZ,Zq // HomT pY,Zq // HompX,Zq

΄Οπως και παραπάνω προκύπτει ότι ο µορφισµός w‹ είναι ισοµορφισµός και εποµένως υπάρχει
µορφισµός β P HomT pZ

1, Zq τέτοιος ώστε w‹pβq “ b ˝ w “ 1Z . Τότε επάγεται ότι :

β “ β ˝ pw ˝ αq “ pβ ˝ wq ˝ α “ α

΄Αρα w ˝ α “ 1Z1 και α ˝ w “ 1Z . Συνεπώς ο µορφισµός w είναι ισοµορφισµός. �



84 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΤΡΙΓΩΝΙΣΜΕΝΩΝ ΚΑΤΗΓΟΡΙΩΝ

Σχόλιο 3.1.18. Θεωρούµε τον µορφισµό:

X
f //

1X

��

Y //

1Y

��

Z //

w

��

ΣX

Σp1Xq

��
X

f // Y // Z 1 // ΣX

ανάµεσα σε δύο τρίγωνα µε ϐάση τον µορφισµό f : X ÝÑ Y . Τότε ο µορφισµός w : Z ÝÑ Z 1

είναι ισοµορφισµός. Εποµένως η τρίτη κορυφή σε ένα τρίγωνο είναι µοναδική µε ακρίβεια -όχι
µοναδικού- ισοµορφισµού και καλείται κώνος (cone) του µορφισµού f . Σηµειώνουµε ότι ο
ισοµορφισµός w δεν είναι µοναδικός, δηλαδή υπάρχουν πολλοί ισοµορφισµοί Z ÝÑ Z 1 οι οποίοι
καθιστούν το διάγραµµα µεταθετικό.

Λήµµα 3.1.19. ΄Εστω T µια τριγωνισµένη κατηγορία και

Z

r1s
h

��
X

f // Y

g

__

ένα τρίγωνο στην T . Αν δύο από τις κορυφές του τριγώνου είναι ισόµορφες µε το µηδενικό αντικείµενο
της T , τότε και η τρίτη είναι ισόµορφη µε το µηδενικό αντικείµενο.

Απόδειξη. Θεωρούµε το τρίγωνο:

Z

r1s
h

��
X

f // Y

g

__

και υποθέτουµε ότι οι κορυφές Y και Z είναι ισόµορφες µε το µηδενικό αντικείµενο. Στρέφοντας
το τρίγωνο και χρησιµοποιώντας την υπόθεσή µας προκύπτει το ακόλουθο τρίγωνο:

X

r1s

��
0 // 0

__

Εποµένως το αντικείµενο X είναι ο κώνος του ισοµορφισµού 10 : 0 ÝÑ 0. Χρησιµοποιώντας το
γεγονός ότι ο κώνος ενός µορφισµού είναι µοναδικός µε ακρίβεια ισοµορφισµού, προκύπτει ότι
το αντικείµενο X είναι ισόµορφο µε το µηδενικό αντικείµενο, X » 0. �

Λήµµα 3.1.20. ΄Εστω T µια τριγωνισµένη κατηγορία και

Z

r1s
h

��
X

f // Y

g

__

ένα τρίγωνο στην T . Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. ο f είναι ισοµορφισµός,
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2. η κορυφή Z είναι ισόµορφη µε το µηδενικό αντικείµενο.

Απόδειξη. (2. ùñ 1.) Θεωρούµε τον ακόλουθο µορφισµό τριγώνων:

X
1X //

1X

��

X //

f

��

0 //

��

ΣX

Σp1Xq

��
X

f // Y // Z // ΣX

Αν Z » 0, τότε ο πρώτος και ο τρίτος κατακόρυφος µορφισµός είναι ισοµορφισµοί. Εποµένως,
από το Λήµµα 3.1.17, ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι ισοµορφισµός.

(1. ùñ 2.) Αντίστροφα, αν ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι ισοµορφισµός τότε και πάλι από
το Λήµµα 3.1.17 προκύπτει ότι ο µορφισµός 0 ÝÑ Z είναι ισοµορφισµός. Εποµένως έχουµε ότι
Z » 0. �

Στη συνέχεια ϑα ορίσουµε τις υποκατηγορίες µιας τριγωνισµένης κατηγορίας T , οι οποίες
έχουν την «καλή» ιδιότητα να διατηρούν την τριγωνική δοµή της T .

Ορισµός 3.1.21. ΄Εστω T µια τριγωνισµένη κατηγορία και T 1 µια πλήρης υποκατηγορία αυτής,
τέτοια ώστε να ικανοποιούνται τα ακόλουθα:

(TS1) Το µηδενικό αντικείµενο ανήκει στην T 1.

(TS2) Για κάθε δύο αντικείµενα X και Y στην T 1, το ευθύ άθροισµα X ‘ Y ανήκει επίσης στην T 1.

(TS3) Κάθε αντικείµενο X της T ανήκει στην T 1 αν και µόνο αν το αντικείµενο ΣpXq ανήκει στην
T 1.

(TS4) Για κάθε δύο αντικείµενα X και Y στην T 1 και έναν µορφισµό f : X ÝÑ Y , υπάρχει αντικεί-
µενο Z στην T 1 έτσι ώστε το τρίγωνο :

Z

r1s

��
X

f // Y

__

είναι τρίγωνο της T .

Τότε η πλήρης υποκατηγορία T 1 καλείται πλήρης τριγωνισµένη υποκατηγορία (full triangula-
ted subcategory) της T .

Παρατήρηση 3.1.22. Μπορούµε εύκολα να διαπιστώσουµε ότι, πράγµατι, όλα τα τρίγωνα της
T 1, µε κορυφές που είναι αντικείµενα στην T , ορίζουν τριγωνική δοµή στην T 1.

Ορισµός 3.1.23. ΄Εστω T µια τριγωνισµένη κατηγορία.

1. Μια υποκατηγορία T 1 της T καλείται thick αν είναι τριγωνισµένη υποκατηγορία και περιέχει
όλους τους ευθείς αθροιστέους των αντικειµένων της. ∆ηλαδή ανX είναι ένα αντικείµενο στην
T 1 και X » Y ‘ Z για κάποια αντικείµενα Y, Z P T , τότε και οι δύο ευθείς αθροιστέοι Y,Z
είναι αντικείµενα της υποκατηγορίας T 1.

2. Μια υποκατηγορία T 1 της T καλείται υπερπλήρης (replete) αν είναι κλειστή στους ισοµορ-
ϕισµούς. ∆ηλαδή αν X είναι ένα αντικείµενο της T και X » Y , για κάποιο αντικείµενο Y της
T 1, τότε το X είναι αντικείµενο της υποκατηγορίας T 1.
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3.1.1 Η Ευσταθής Κατηγορία των Προτύπων

Στόχος αυτής της ενότητας είναι να ορίσουµε την ευσταθή κατηγορία των προτύπων, η οποία
διαδραµατίζει κεντρικό ϱόλο στον κλάδο της ΄Αλγεβρας και ειδικότερα στη Θεωρία Αναπαραστά-
σεων, και να αποδείξουµε ότι αυτή αποκτά δοµή τριγωνισµένης κατηγορίας. Τα πρότυπα που
αποτελούν τα αντικείµενα αυτής της κατηγορίας, είναι πεπερασµένα παραγόµενα πρότυπα υπε-
ϱάνω ενός δακτυλίου Λ. Στην παρούσα διατριβή ϑα µελετήσουµε την ειδική περίπτωση κατά την
οποία τα πρότυπα της ευσταθούς κατηγορίας είναι πεπερασµένα παραγόµενα πρότυπα υπεράνω
µιας οµάδας άλγεβρας RG, όπου G είναι µια πεπερασµένη οµάδα και R είναι ένας µεταθετικός
δακτύλιος.

Τα ϐασικά αποτελέσµατα που παρατίθενται σε αυτήν την ενότητα προέρχονται από το ϐιβλίο [6]
του Benson. Οι αποδείξεις ορισµένων εξ αυτών ξεφεύγουν από τα πλαίσια της διατριβής και γι
αυτό παραλείπονται. Για λόγους πληρότητας ξεκινάµε υπενθυµίζουντας ορισµένες έννοιες από τη
ϐασική άλγβερα πριν προχωρήσουµε στον ορισµό της οµάδας άλγεβρας.

Σύµβαση: Σε αυτήν την ενότητα ϑα συµβολίζουµε µε G µια πεπερασµένη οµάδα και µε R
έναν µεταθετικό δακτύλιο µε µονάδα εκτός αν αναφέρεται διαφορετικά.

Ορισµός 3.1.24. ΄Εστω R ένας δακτύλιος. Μια άλγεβρα (algebra) υπεράνω του R ή µια R-
άλγεβρα (R-algebra) είναι ένας δακτύλιος Λ µαζί µε έναν οµοµορφισµό δακτυλίων φ : R ÝÑ Λ,
τέτοιον ώστε Impφq Ă ZpΛq.

Ορισµός 3.1.25. ΄Εστω Λ1, Λ2 δυο R-άλγεβρες. Μια απεικόνιση f : Λ1 ÝÑ Λ2 καλείται οµοµορ-
ϕισµός αλγεβρών αν για κάθε r P R και a, b P Λ1 ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες :

1. fprxq “ rfpxq

2. fpx` yq “ fpxq ` fpyq

3. fpxyq “ fpxqfpyq

Στην συνέχεια παραθέτουµε τον ορισµό της οµάδας δακτυλίου και επιβεβαιώνουµε ότι η οµάδα
δακτύλιος αποτελεί άλγεβρα.

Ορισµός 3.1.26. ΄Εστω G µια οµάδα και R ένας δακτύλιος. Ορίζουµε την οµάδα δακτύλιο (group
ring) RG ως το ελεύθερο R-πρότυπο µε ϐάση τα στοιχεία της οµάδας G, και άρα τα στοιχεία της
είναι πεπερασµένα αθροίσµατα της µορφής :

n
ÿ

i“1

rigi, µε ri P R και gi P G

µε την πράξη της πρόσθεσης να είναι η ακόλουθη:

` : RGˆRG ÝÑ RG,
ÿ

i

rigi `
ÿ

j

r1jgj :“
ÿ

i

pri ` r
1
iqgi

Η δοµή δακτυλίου του R-προτύπου RG προκύπτει από τον πολλαπλασιασµό :

¨ : RGˆRG ÝÑ RG,
ÿ

i

rigi ¨
ÿ

j

r1jgj :“
ÿ

i,j

prir
1
jqgigj

Παράδειγµα 3.1.27. ΄Εστω RG µια οµάδα δακτύλιος. Θεωρούµε την απεικόνιση

φ : R ÝÑ RG, φprq :“ re

Εύκολα αποδεικνύουµε ότι η απεικόνιση φ είναι οµοµορφισµός δακτυλίων. Επιπλέον ισχύει ότι

Impφq “ tre P RG | r P Ru
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΄Εστω re P Impφq. Τότε

re

˜

ÿ

i

rigi

¸

“

˜

ÿ

i

prriqgi

¸

“

˜

ÿ

i

prirqgi

¸

“

˜

ÿ

i

rigi

¸

re

Εποµένως προκύπτει η σχέση έγκλεισης Impφq Ă ZpRGq, η οποία µας επιτρέπει να συµπεράνουµε
ότι η οµάδα δακτύλιος RG είναι µια R-άλγβερα.

΄Εχουµε αποδείξει ότι η οµάδα δακτύλιος RG είναι R-αλγεβρα. Από εδώ και στο εξής δεν ϑα
χρησιµοποιούµε τον όρο αλλά οµάδα δακτύλιος, αλλά ϑα δίνεται έµφαση στο γεγονός ότι αποτελεί
R-άλγεβρα. Για το λόγο αυτό διατυπώνουµε τον ακόλουθο ορισµό:

Ορισµός 3.1.28. Η οµάδα δακτύλιος RG µαζί µε τον οµοµορφισµό φ : R ÝÑ RG καλείται οµάδα
άλγεβρα (group algebra).

Για να είµαστε σε ϑέση να διατυπώσουµε τον ορισµό της ευσταθούς κατηγορίας των προτύπων
πάνω από µια οµάδα άλγεβρα RG, είναι απαραίτητο να υπενθυµίσουµε ορισµένες σηµαντικές
περιπτώσεις δακτυλίων και αλγεβρών, αφού µε χρήση αποτελεσµάτων για αυτούς τους δακτυλίους
πιστοποιείται ότι η κατηγορία που ϑα ορίσουµε είναι «καλά ορισµένη».

Ορισµός 3.1.29. Μια άλγεβρα Λ υπεράνω ενός σώµατος K καλείται άλγεβρα Frobenius αν
υπάρχει µια γραµµική απεικόνιση λ : Λ ÝÑ K, τέτοια ώστε ο πυρήνας Kerpλq δεν περιέχει κανένα
µη-µηδενικό αριστερό και δεξιό ιδεώδες του Λ.

Στην περίπτωση που ο δακτύλιος R είναι ένα σώµα K, τότε η οµάδα άλγεβρα KG είναι µια
άλγεβρα Frobenius, όπως ϕαίνεται στην επόµενη πρόταση:

Πρόταση 3.1.30. ΄Εστω KG µια οµάδα άλγεβρα. Μέσω της γραµµικής απεικόνισης

λ : KG ÝÑ K, λ

˜

ÿ

i

rigi

¸

:“ r0, r0 : η συνιστώσα του ταυτοτικού στοιχείου

η άλγεβρα KG είναι άλγεβρα Frobenius.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [6, Proposition 3.1.2] �

Μια κλάση δακτυλίων που είναι πολύ σηµαντική και ικανοποιεί ορισµένες επιθυµητές ιδιότη-
τες, είναι η κλάση των self injective δακτυλιών.

Ορισµός 3.1.31. ΄Ενας δακτύλιος Λ καλείται (αριστερός) self injective αν ο Λ είναι ενέσιµο ως
(αριστερό) Λ-πρότυπο.

Ακολουθεί µια πρόταση η οποία ϑα ϕανεί ιδιαίτερα χρήσιµη στην πορεία της ενότητας :

Πρόταση 3.1.32. ΄Εστω K ένα σώµα και Λ µια άλγεβρα Frobenius υπαράνω του K. Τότε ισχύουν
τα ακόλουθα:

1. Η άλγεβρα Λ είναι (αριστερή) self injective.

2. Αν η άλγεβρα Λ είναι (αριστερή) self injective τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα για ένα
πεπερασµένα παραγόµενο Λ-πρότυπο M :

( i) το M είναι προβολικό

( ii) το M είναι ενέσιµο

( iii) το δυϊκό πρότυπο M‹ είναι προβολικό

( iv) το δυϊκό πρότυπο M‹ είναι ενέσιµο.
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Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [6, Proposition 1.6.2] �

Μια εξαιρετικά σηµαντική κλάση δακτυλίων είναι η κλάση των Quasi Frobenius δακτυλίων,
οι οποίοι συχνά συµβολίζονται µε την συντοµογραφία QF.

Ορισµός 3.1.33. ΄Ενας δακτύλιος R καλείται Quasi Frobenius αν τα προβολικά R-πρότυπα του
δακτυλίου, ταυτίζονται µε τα ενέσιµα.

Μια ϐασική ιδιότητα των αλγεβρών Frobenius περιγράφεται στην ακόλουθη πρόταση:

Πρόταση 3.1.34. Κάθε άλγεβρα Frobenius Λ υπεράνω ενός σώµατος K είναι ένας Quasi Frobe-
nius δακτύλιος.

Τώρα είµαστε σε ϑέση να ορίσουµε την ευσταθή κατηγορία των προτύπων υπεράνω µιας ο-
µάδας άλγεβρας RG. Στην πραγµατικότητα η κατηγορία που µας ενδιαφέρει είναι η κατηγορία
των προτύπων υπεράνω µιας οµάδας άλγεβρας KG, όπου K είναι σώµα. Ωστόσο ο ορισµός της
ευσταθούς κατηγορίας ϑα δωθεί για την περίπτωση που ο δακτύλιος R είναι ένας τυχαίος µεταθε-
τικός δακτύλιος και στη συνέχεια της ενότητας ϑα περιοριστούµε στην περίπτωση που παρουσιάζει
µεγαλύτερο ενδιαφέρον στα πλαίσια της διατριβής.

Ορισµός 3.1.35. ΄Εστω RG µια οµάδα άλγεβρα. Καλούµε ευσταθή κατηγορία των προτύπων
(stable module category) και συµβολίζουµε RG-mod την κατηγορία η οποία :

1. ΄Εχει ως αντικείµενα πεπερασµένα παραγόµενα RG-πρότυπα.

2. ΑνM,N P RG-mod τότε το σύνολο µορφισµών µεταξύ τωνM ,N συµβολίζεται µεHomRGpM,Nq
και ορίζεται ως η οµάδα πηλίκο

HomRGpM,Nq “ HomRGpM,Nq{P HomRGpM,Nq

όπου P HomRGpM,Nq είναι η υποοµάδα της HomRGpM,Nq που αποτελείται από τους µορ-
ϕισµούς f : M ÝÑ N , οι οποίοι αναλύονται µέσω ενός προβολικού RG-προτύπου. ∆ηλαδή
από τους µορφισµούς f : M ÝÑ N , για τους οποίους υπάρχει ένα προβολικό RG-πρότυπο P ,
τέτοιο ώστε το διάγραµµα

M
f //

h   

N

P

k

>>

είναι µεταθετικό.

Παρατήρηση 3.1.36. Ο λόγος για τον οποίον περνάµε από την κατηγορία των προτύπωνRG-Mod
στην ευσταθή κατηγορία RG-mod είναι διότι επιθυµούµε να απαλλαγούµε από τα προβολικά
πρότυπα. Στην κατηγορία RG-mod κάθε πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό RG-πρότυπο είναι
ισόµορφο µε το µηδενικό αντικείµενο της κατηγορίας.

Παρατήρηση 3.1.37. ∆υϊκά ορίζουµε την κατηγορία RG-mod η οποία έχει ως αντικείµενα, πε-
περασµένα παραγόµενα RG-πρότυπα, ενώ το σύνολο των µορφισµών ανάµεσα σε δύο πρότυπα
M,N P RG-mod συµβολίζεται µε HomRGpM,Nq και ισούται µε την ακόλουθη οµάδα πηλίκο:

HomRGpM,Nq “ HomRGpM,Nq{I HomRGpM,Nq

όπου I HomRGpM,Nq είναι η υποοµάδα της HomRGpM,Nq που αποτελείται από τους µορφι-
σµούς f : M ÝÑ N , οι οποίοι αναλύονται µέσω ενός ενέσιµου RG-προτύπου. Η έννοια της
ανάλυσης ενός µορφισµού µέσω ενός ενέσιµου προτύπου είναι δυϊκή της έννοιας της ανάλυσης
µέσω ενός προβολικού προτύπου που περιγράψαµε στον Ορισµό 3.1.35.

Παράδειγµα 3.1.38. ΄Εστω K ένα σώµα. Από την Πρόταση 3.1.30 γνωρίζουµε ότι η οµάδα άλ-
γεβρα KG είναι µια άλγεβρα Frobenius. Εκµεταλλευόµενοι την Πρόταση 3.1.34, συµπεραίνουµε
ότι η οµάδα άλγεβρα KG είναι ένας Quasi Frobenius δακτύλιος και άρα τα προβολικά KG-
πρότυπα ταυτίζονται µε τα ενέσιµα KG-πρότυπα. Συνεπώς οι κατηγορίες KG-mod και KG-mod
ταυτίζονται.
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Η τριγωνική δοµή της ευσταθούς κατηγορίας των προτύπων

Είναι γνωστό ότι η κατηγορία RG-Mod είναι µια αβελιανή κατηγορία. Περνώντας από την κατη-
γορία των προτύπων στην ευσταθή κατηγορία RG-mod, χάνεται η αβελιανή δοµή της κατηγορίας
και η δοµή η οποία αποκτά είναι αυτή της τριγωνισµένης κατηγορίας. Θα αφιερώσουµε αυτό το
κοµµάτι της υποενότητας στην περιγραφή της τριγωνικής δοµής της ευσταθούς κατηγορίας. Το
γεγονός ότι η κατηγορία αυτή αποτελεί πράγµατι τριγωνισµένη κατηγορία οφείλεται σε ένα ϐασικό
αποτέλεσµα του D. Happel [15].

Παρατήρηση 3.1.39. Στα πλαίσια της διατριβής περιοριζόµαστε στην περίπτωση που ο δακτύλιος
R είναι ένα αλγεβρικά κλειστό σώµα K µε χαρακτηριστική έναν πρώτο αριθµό p για τον οποίον
ισχύει ότι p | |G|. ΄Οταν η χαρακτηριστική του σώµατος είναι είτε 0 είτε ένας πρώτος αριθµός p ą 0
µε την ιδιότητα p - |G|, τότε η άλγεβρα KG είναι ηµιαπλή και η µελέτη της είναι τετριµµένη.

Η ευσταθής κατηγορία KG-mod είναι µια προσθετική κατηγορία. Συνεπώς για να αποκτήσει
δοµή τριγωνισµένης κατηγορίας πρέπει να εφοδιαστεί µε έναν translation συναρτητή και µε µια
κλάση τριγώνων ώστε να ικανοποιούνται τα αξιώµατα του Ορισµού 3.1.5.

Ορισµός 3.1.40. Στα αντικείµενα της κατηγορίαςKG-mod ορίζουµε τις αντιστοιχίες Ω: KG-mod ÝÑ
KG-mod και Ω´1 : KG-mod ÝÑ KG-mod, ως εξής :

ΩM :“ KerpπM q, όπου πM : PM ÝÑM ένας επιµορφισµός και PM προβολικό πρότυπο,

και

Ω´1M :“ CokerpiM q όπου iM : M ÝÑ IM ένας µονοµορφισµός και IM ενέσιµο πρότυπο.

Παρατήρηση 3.1.41. Στη ϑέση των µορφισµών πM : PM ÝÑ M και iM : M ÝÑ IM του Ορι-
σµού 3.1.40 µπορούµε να ϑεωρήσουµε το προβολικό κάλυµµα (projective cover) και το injective
envelope του προτύπου M . Συνεπώς οι αντιστοιχίες Ω και Ω´1 είναι «καλά ορισµένες».

Για δύο πρότυπα M,N P KG-mod κατασκευάζουµε τις σύντοµες ακριβείς ακολουθίες

0 // M
iM // IM

cM // Ω´1M // 0

και

0 // N
iN // IN

cN // Ω´1N // 0

και έστω f P HomKGpM,Nq. Τότε προκύπτει το διάγραµµα

0 // M
iM //

f

��

IM
cM // Ω´1M // 0

0 // N
iN // IN

cN // Ω´1N // 0

Επειδή το πρότυπο IN είναι ενέσιµο και η απεικόνιση iN : N ÝÑ IN είναι µονοµορφισµός,
προκύπτει ότι υπάρχει οµοµορφισµός προτύπων If : IM ÝÑ IM ώστε το πρώτο τετράγωνο του
διαγράµµατος

0 // M
iM //

f

��

IM
cM //

If

��

Ω´1M // 0

0 // N
iN // IN

cN // Ω´1N // 0



90 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΤΡΙΓΩΝΙΣΜΕΝΩΝ ΚΑΤΗΓΟΡΙΩΝ

είναι µεταθετικό. Ο µορφισµός
Ω´1f : Ω´1M ÝÑ Ω´1N

είναι ο µοναδικός επαγόµενος από τον f µορφισµός, ο οποίος καθιστά το παραπάνω διάγραµµα
µεταθετικό. Με άλλα λόγια το διάγραµµα:

0 // M
iM //

f

��

IM
cM //

If

��

Ω´1M //

Ω´1fD!

��

// 0

0 // N
iN // IN

cN // Ω´1N // 0

είναι µεταθετικό.

Πρόταση 3.1.42. (Translation Συναρτητής) Η απεικόνιση

Ω´1 : KG-mod ÝÑ KG-mod

που δρα στα αντικείµενα και τους µορφισµούς όπως ορίσαµε προηγουµένως, είναι συναρτητής, αυ-
τοµορφισµός στην KG-mod και παίζει το ϱόλο του translation συναρτητή στην κατηγορία KG-mod.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [15, Proposition, page 13]. �

Ακολούθως ϑα ορίσουµε µια κλάση τριγώνων στην κατηγορία KG-mod. Θεωρούµε µια σύντο-
µη ακριβή ακολουθία

0 // M
f // N

g // L // 0

στην KG-mod καθώς και τη σύντοµη ακριβή ακολουθία

0 // M
iM // IM

cM // Ω´1M // 0

Τότε προκύπτει το διάγραµµα

0 // M
f // N

g // L // 0

0 // M
iM // IM

cM // Ω´1M // 0

και χάρη στο γεγονός ότι το πρότυπο IM είναι ενέσιµο, υπάρχει οµοµορφισµός προτύπων α : N ÝÑ

IM ώστε το πρώτο τετράγωνο του διαγράµµατος

0 // M
f // N

g //

α

��

L // 0

0 // M
iM // IM

cM // Ω´1M // 0

είναι µεταθετικό. Ο µορφισµός h : L ÝÑ Ω´1M είναι ο µοναδικός επαγόµενος µορφισµός, ο
οποίος καθιστά το αντίστοιχο τετράγωνο του διαγράµµατος

0 // M
f // N

g //

α

��

L //

hD!

��

0

0 // M
iM // IM

cM // Ω´1M // 0

µεταθετικό.
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Ορισµός 3.1.43. (Τρίγωνα) Στην κατηγορία KG-mod ορίζουµε την κλάση ∆, η οποία αποτελείται
από τρίγωνα της µορφής

M
f
// N

g
// L

h // Ω´1M

τα οποία προκύπτουν από την κατασκευή που περιγράψαµε παραπάνω και τα ισόµορφά τους.

Παρατήρηση 3.1.44. Οι µορφισµοί f , g, h του παραπάνω ορισµού αποτελούν κλάσεις ισοδυνα-
µίας των µορφισµών f, g, h στην ευσταθή κατηγορία KG-mod.

Ακολούθως διατυπώνουµε το κεντρικό αποτέλεσµα του Happel για την απόδειξη του οποίου
παραπέµπουµε στη ϐιβλιογραφία. Το αποτέλεσµα αυτό πιστοποιεί ότι η ευσταθής κατηγορία
των προτύπων εφοδιασµένη µε τον translation συναρτητή και την κλάση τριγώνων που ορίσαµε
παραπάνω αποτελεί τριγωνισµένη κατηγορία. Το συγκυκριµένο αποτέλεσµα εφαρµόζεται και σε
πιο γενικές περιπτώσεις κατηγοριών, όπως αυτές περιγράφονται στο [15].

Θεώρηµα 3.1.45. (Happel 1987) Η τριάδα pKG-mod,Ω´1,∆q αποτελεί µια τριγωνισµένη κατη-
γορία.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [15, Theorem 2.6]. �

3.2 Τοπικοποίηση Τριγωνισµένων Κατηγοριών

Στο προηγούµενο κεφάλαιο είχαµε αναφερθεί αναλυτικά στην έννοια της τοπικοποίησης µιας
τυχαίας κατηγορίας, ως προς µια localizing κλάση µορφισµών της. Υποθέτουµε, τώρα, ότι έχουµε
µία τριγωνισµένη κατηγορία T και µία localizing κλάση µορφισµών S. Για να µπορούµε να
εκµεταλλευτούµε το γεγονός ότι η T είναι τριγωνισµένη πρέπει η localizing κλάση µορφισµών
S να ικανοποιεί κάποιες επιπλέον ιδιότητες που ϑα επιτρέπουν να «συνεργάζεται καλά» µε την
τριγωνική δοµή. Θα πρέπει δηλαδή η S να είναι, όπως λέµε, συµβατή µε την τριγωνική δοµή. Το
σηµαντικότερο αποτέλεσµα αυτής της ενότητας είναι ότι αν η κατηγορία είναι τριγωνισµένη και η
localizing κλάση µορφισµών S είναι συµβατή µε την τριγωνική δοµή, τότε και η τοπικοποίηση ως
προς την S είναι επίσης τριγωνισµένη κατηγορία.

Θα ξεκινήσουµε δίνοντας τον ορισµό µιας localizing κλάσης συµβατής µε την τριγωνική δοµή.

Ορισµός 3.2.1. ΄Εστω T µια τριγωνισµένη κατηγορία και S µια localizing κλάση µορφισµών για
την T . Η S καλείται συµβατή µε την τριγωνική δοµή (compatible with triangulation) αν
ικανοποιεί τα ακόλουθα:

(LT1) Για κάθε µορφισµό s στην T , ισχύει ότι ο s ανήκει στην localizing κλάση S αν και µόνο αν ο
Σpsq ανήκει στην S.

(LT2) Το διάγραµµα:
X //

s

��

Y //

t

��

Z // ΣX

Σpsq

��
X 1 // Y 1 // Z 1 // ΣX 1

όπου οι γραµµές είναι τρίγωνα, το πρώτο τετράγωνο είναι µεταθετικό και οι µορφισµοί s, t
ανήκουν στην κλάση S, µπορεί να συµπληρωθεί σε ένα µορφισµό µεταξύ τριγώνων:

X //

s

��

Y //

t

��

Z //

p

��

ΣX

Σpsq

��
X 1 // Y 1 // Z 1 // ΣX 1

όπου ο µορφισµός p : Z ÝÑ Z 1 ανήκει στην localizing κλάση S.
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Παρατήρηση 3.2.2. ΄Εστω T µια τριγωνισµένη κατηγορία µε Σ: T ÝÑ T τον translation συ-
ναρτητή και S µία localizing κλάση συµβατή µε την τριγωνική δοµή.

1. Θεωρούµε Q : T ÝÑ T rS´1s τον συναρτητή τοπικοποίησης. Τότε για κάθε s στην κλάση
µορφισµών S, ο µορφισµός pQ ˝ Σqpsq “ QpΣpsqq είναι ισοµορφισµός. ΄Αρα ο συναρτητής
Q ˝ Σ αναλύεται µέσω της κατηγορίας T rS´1s. ∆ηλαδή έχουµε το ακόλουθο µεταθετικό
διάγραµµα συναρτητών :

T Σ //

Q

��

T

Q

��
T rS´1s

ΣS // T rS´1s

Ο συναρτητής ΣS είναι ένας αυτοµορφισµός στην κατηγορία T rS´1s. Για απλοποίηση του
συµβολισµού, στη συνέχεια, ϑα συµβολίζουµε και αυτόν τον συναρτητή µε Σ.

2. ΄Εστω ότι
Z

r1s
��

X // Y

__

είναι ένα τρίγωνο στην κατηγορία T rS´1s. Το τρίγωνο αυτό είναι τρίγωνο στην κλάση τρι-
γώνων της T rS´1s, αν υπάρχει τρίγωνο

W

r1s
~~

U // V

``

στην T και ισοµορφισµός τριγώνων

U //

α

��

V //

β

��

W //

γ

��

ΣU

Σpαq

��
X // Y // Z // ΣX

στην T rS´1s.

Χρησιµοποιώντας τα παραπάνω µπορούµε να αποδείξουµε το ϐασικό αποτέλεσµα αυτής της
ενότητας, το οποίο συνοψίζεται στο παρακάτω Θεώρηµα:

Θεώρηµα 3.2.3. ΄Εστω T µία τριγωνισµένη κατηγορία και S µία localizing κλάση µορφισµών
συµβατή µε την τριγωνική δοµή. Τότε η κατηγορία T rS´1s είναι τριγωνισµένη και ο συναρτητής
τοπικοποίησης, Q : T ÝÑ T rS´1s, είναι ακριβής.

Απόδειξη. ΄Εστω T µία τριγωνισµένη κατηγορία και S µία localizing κλάση µορφισµών συµβατή
µε την τριγωνική δοµή. Πρώτα ϑα αποδείξουµε ότι η κατηγορία T rS´1s είναι και αυτή τριγωνι-
σµένη. ΄Εστω f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην T rS´1s. Τότε ο µορφισµός αυτός, µπορεί να
αναπαρασταθεί µε το αριστερό roof:

U

s
„

~~

g

��
X Y
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όπου ο µορφισµός s ανήκει στην κλάση S. Αφού η κατηγορία T είναι τριγωνισµένη και g : U ÝÑ
Y είναι µορφισµός στην T , υπάρχει τρίγωνο:

V

r1s

w

��
U

g // Y

v

__

µε ϐάση τον µορφισµό g : U ÝÑ Y . Θεωρούµε το διάγραµµα:

U
Qpgq //

Qpsq

��

Y
Qpvq //

1Y

��

V
Qpwq //

1V

��

ΣU

ΣpQpsqq

��
X

f
// Y

Qpvq
// V

α
// ΣX

όπου α :“ ΣpQpsqq ˝ Qpwq. Επειδή οι µορφισµοί 1Y , 1V είναι ισοµορφισµοί, από το Λήµµα
3.1.17, προκύπτει ότι ο µορφισµός Qpsq είναι επίσης ισοµορφισµός και εποµένως το διάγραµµα
είναι ένας ισοµορφισµός τριγώνων. ΄Αρα το διάγραµµα

V

r1s

α

~~
X

f // Y

Qpvq

__

είναι τρίγωνο στην CrS´1s µε ϐάση τον µορφισµό f : X ÝÑ Y και συνεπώς ικανοποιείται το
αξίωµα (TR1) του Ορισµού 3.1.5. ΄Εστω

Z

r1s

h

��
X

f // Y

g

__

ένα τρίγωνο στην τοπικοποίηση T rS´1s. Τότε υπάρχει τρίγωνο

W

r1s

w

~~
U

u // V

v

``

και ισοµορφισµός τριγώνων:

U
u //

α

��

V
v //

β

��

W
w //

γ

��

ΣU

Σpαq

��
X

f
// Y

g
// Z

h
// ΣX

στην T . Εφόσον το διάγραµµα
W

r1s

w

~~
U

u // V

v

``



94 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΤΡΙΓΩΝΙΣΜΕΝΩΝ ΚΑΤΗΓΟΡΙΩΝ

είναι τρίγωνο στην T , έχουµε ότι και το διάγραµµα

ΣpUq

r1s

´Σpuq

}}
V

v // W

w

aa

είναι τρίγωνο στην T . Θεωρούµε το µορφισµό τριγώνων

V
v //

β

��

W
w //

γ

��

ΣU
´Σpuq //

Σpαq

��

ΣV

Σpβq

��
Y

g
// Z

h
// ΣX

´Σpfq
// ΣY

ο οποίος είναι ισοµορφισµός τριγώνων. Χάρη σε αυτό συµπεραίνουµε ότι το διάγραµµα:

ΣpXq

r1s

´Σpfq

}}
Y

g // Z

h

aa

είναι τρίγωνο στην T rS´1s. ΄Οµοια δείχνουµε πως αν

ΣpXq

r1s

´Σpfq

}}
Y

g // Z

h

aa

είναι τρίγωνο στην T rS´1s, τότε και το

Z

r1s

h

��
X

f // Y

g

__

είναι τρίγωνο στην T rS´1s. Εποµένως δείξαµε ότι ικανοποιείται το αξιώµα (TR2) του Ορισµού
3.1.5. Ακολούθως έστω

Z

r1s

h

��
X

f // Y

g

__

και
Z 1

r1s

h1

~~
X 1

f 1 // Y 1

g1

``



3.2. ΤΟΠΙΚΟΠΟΙΗΣΗ ΤΡΙΓΩΝΙΣΜΕΝΩΝ ΚΑΤΗΓΟΡΙΩΝ 95

δύο τρίγωνα στην T . Εφαρµόζοντας τον συναρτητή τοπικοποίησης Q : T ÝÑ T rS´1s προκύπτουν
τα τρίγωνα:

Z

r1s

Qphq

��
X

Qpfq // Y

Qpgq

__

και
Z 1

r1s

Qph1q

~~
X 1

Qpf 1q // Y 1

Qpg1q

``

στην T rS´1s. Θεωρούµε το διάγραµµα

X
Qpfq //

φ

��

Y
Qpgq //

ψ

��

Z
Qphq // ΣX

Σpφq

��
X 1

Qpf 1q

// Y 1
Qpg1q

// Z 1
Qph1q

// ΣX 1

στο οποίο οι γραµµές είναι τρίγωνα και το πρώτο τετράγωνο είναι µεταθετικό. Από την µεταθετι-
κότητα προκύπτει η ισότητα

ψ ˝Qpfq “ Qpf 1q ˝ φ (3.1)

Εφόσον οι µορφισµοί φ, ψ είναι µορφισµοί στην T rS´1s, µπορούν να αναπαρασταθούν µε τα
αριστερά roofs:

U

s
„

~~

u

  

V

t
„

��

v

  
X X 1 Y Y 1

αντίστοιχα. Συνεπώς µπορούµε να ϑεωρήσουµε το διάγραµµα:

X
f // Y

U

s „

OO

u

��

V

t„

OO

v

��
X 1

f 1
// Y 1

Χρησιµοποιώντας τους µορφισµούς f ˝ s : U ÝÑ Y και t : V ÝÑ Y έχουµε το διάγραµµα:

V

t„

��
U

f˝s
// Y
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όπου t P S. Αφού η κλάση µορφισµών S είναι localizing κλάση, υπάρχει αντικείµενο U 1 και
µορφισµοί u1 : U 1 ÝÑ V , t1 : U 1 ÝÑ U ώστε το τετράγωνο:

U 1
u1 //

t1 „

��

V

t„

��
U

f˝s
// Y

είναι µεταθετικό και ο µορφισµός t1 να ανήκει στην κλάση S. Θεωρούµε το διάγραµµα:

U

s
„

~~

u

!!
X U 1

t1

OO

1U1

��

X 1

U 1
s˝t1

„

``

u˝t1

>>

Προφανώς το διάγραµµα είναι µεταθετικό και ο µορφισµός s ˝ t1 ανήκει στην κλάση S. ΄Αρα τα
roofs είναι ισοδύναµα και ο µορφισµός φ µπορεί να αναπαρασταθεί και µε το αριστερό roof:

U 1

s˝t1

„
~~

u˝t1

  
X X 1

΄Αρα έχουµε το διάγραµµα:

X
f // Y

U 1

s˝t1 „

OO

u˝t1

��

u1 // V

t„

OO

v

��
X 1

f 1
// Y 1

(3.2)

όπου f ˝ s ˝ t1 “ u1 ˝ t, δηλαδή το πάνω τετράγωνο είναι µεταθετικό στην κατηγορία T . Αν
ονοµάσουµε ξανά τα αντικείµενα και τους µορφισµούς µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι εξ αρχής
είχαµε το διάγραµµα:

X
f // Y

U

s „

OO

u

��

u1 // V

t„

OO

v

��
X 1

f 1
// Y 1

στο οποίο το πάνω τετράγωνο είναι µεταθετικό στην T . Από τον τρόπο που ορίζονται οι µορ-
ϕισµοί στην τοπικοποίηση T rS´1s έχουµε ότι φ “ Qpuq ˝ Qpsq´1 και ψ “ Qpvq ˝ Qptq´1 ενω
χρησιµοποιώντας τη σχέση (3.1) έχουµε ότι

Qpvq ˝Qptq´1 ˝Qpfq “ Qpf 1q ˝Qpuq ˝Qpsq´1
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Συνθέτοντας από δεξιά µε τον µορφισµό Qpsq, προκύπτει :

Qpvq ˝Qptq´1 ˝Qpfq ˝Qpsq “ Qpf 1q ˝Qpuq

Επιπλέον
Qpfq ˝Qpsq “ Qpf ˝ sq “ Qpt ˝ u1q “ Qptq ˝Qpu1q

΄Αρα
Qpvq ˝Qptq´1 ˝Qpfq ˝Qpsq “ Qpvq ˝Qptq´1 ˝Qptq ˝Qpu1q “ Qpvq ˝Qpu1q

και τελικά
Qpvq ˝Qpu1q “ Qpf 1q ˝Qpuq

Συνεπώς το κάτω τετράγωνο του τελευταίου διαγράµµατος µετατίθεται στην T rS´1s και υπάρχει
µορφισµός r : U2 ÝÑ U , r P S έτσι ώστε το διάγραµµα:

U

1U
„

~~

v˝u1

  
U U2

r „

OO

r „

��

Y 1

U

1U

„

``

f 1˝u

>>

είναι µεταθετικό, δηλαδή v ˝ u1 ˝ r “ f 1 ˝ u ˝ r Επίσης το διάγραµµα:

U

s
„

~~

u

!!
X U2

r „

OO

1U2 „

��

X 1

U2

s˝r

„

``

u˝r

>>

είναι µεταθετικό στην T και άρα ο µορφισµός φ παριστάνεται από το roof:

U2

s˝r
„

~~

u˝r

!!
X X 1

Εποµένως µπορούµε να αντικαταστήσουµε το κάτω τετράγωνο του διαγράµµατος (3.2) και να
προκύψει το διάγραµµα:

X
f // Y

U2

s˝r „

OO

u˝r

��

u1˝r // V

t„

OO

v

��
X 1

f 1
// Y 1
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στο οποίο και το κάτω τετράγωνο είναι µεταθετικό. Ονοµάζοντας ξανά τα αντικείµενα και τους
µορφισµούς προκύπτει το µεταθετικό διάγραµµα:

X
f // Y

U

s „

OO

u

��

u1 // V

t„

OO

v

��
X 1

f 1
// Y 1

(3.3)

στην κατηγορία T . ΄Εστω
W

r1s~~
U

u1 // V

``

ένα τρίγωνο στην T µε ϐάση τον µορφισµό u1 : U ÝÑ V . Τότε το διάγραµµα (3.3) µπορεί να
ϑεωρηθεί σαν µέρος του µεγαλύτερου διαγράµµατος :

X
f // Y

g // Z
h // ΣX

U

s „

OO

u1 //

u

��

V

t „

OO

//

v

��

W // ΣU

„ Σpsq

OO

Σpuq

��
X 1

f 1
// Y 1

g1
// Z 1

h1
// ΣX 1

όπου οι γραµµές είναι τρίγωνα στην T . Από τον Ορισµό 3.2.1 προκύπτει ότι υπάρχει µορφισµός
p : W ÝÑ Z στην κλάση S, ο οποίος να συµπληρώνει το πάνω µέρος του παραπάνω διαγράµµατος
σε µορφισµό τριγώνων. Επίσης από το αξίωµα (TR3) του Ορισµού 3.1.5, υπάρχει µορφισµός
w : W ÝÑ Z 1 που συµπληρώνει και το κάτω µέρος του διαγράµµατος σε µορφισµό τριγώνων στην
T . Συνεπώς προκύπτει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

X
f // Y

g // Z
h // ΣX

U

s „

OO

u1 //

u

��

V

t „

OO

//

v

��

W //

„ p

OO

w

��

ΣU

„ Σpsq

OO

Σpuq

��
X 1

f 1
// Y 1

g1
// Z 1

h1
// ΣX 1

(3.4)

στο οποίο όλα τα τετράγωνα είναι µεταθετικά. Ας υποθέσουµε ότι χ : Z ÝÑ Z 1 είναι ένας µορφι-
σµός στην T rS´1s που παριστάνεται από το αριστερό roof:

W
p

„
~~

w

  
Z Z 1
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Τότε το διάγραµµα (3.4) µπορεί να ϑεωρηθεί ως µορφισµός :

X
Qpfq //

φ

��

Y
Qpgq //

ψ

��

Z
Qphq //

χ

��

ΣX

Σpφq

��
X 1

Qpf 1q

// Y 1
Qpg1q

// Z 1
Qph1q

// ΣX 1

µεταξύ τριγώνων στην T rS´1s. Εποµένως δείξαµε ότι ισχύει και το αξίωµα (TR3) στην T rS´1s.
Μένει να δείξουµε ότι ικανοποιείται και το αξίωµα (TR4) του Ορισµού 3.1.5. ΄Εστω φ : X ÝÑ Y ο
µορφισµός που παριστάνεται από το roof:

U

s
„

~~

f

��
X Y

και ψ : Y ÝÑ Z ο µορφισµός που παριστάνεται από το roof:

V

„

t

~~

g

��
Y Z

Η σύνθεσή τους παριστάνεται από το διάγραµµα:

W

s1

„
~~

f 1

  
U

s
„

~~

f

  

V

t
„

~~

g

��
X Y Z

δηλαδή από το αριστερό roof:
W

s˝s1

„
~~

g˝f 1

  
X Z

Θεωρούµε το διάγραµµα
U

s
„

~~

f

  
X W

s1 „

OO

1W
��

Y

W
s˝s1

„
``

f˝s1

>>

το οποίο προφανώς είναι µεταθετικό και s ˝ s1 P S. Εποµένως τα roofs είναι ισοδύναµα και ο
µορφισµός φ µπορεί να αναπαρασταθεί και από το roof:

W

s˝s1

„
~~

g˝f 1

  
X Z

Ονοµάζοντας ξανά τα αντικείµενα και τους µορφισµούς µπορούµε να υποθέσουµε ότι :
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1. Ο φ : X ÝÑ Y παριστάνεται από το roof:

U

s
„

~~

f

��
X Y

2. Ο ψ : Y ÝÑ Z παριστάνεται από το roof:

V

„

t

~~

g

��
Y Z

3. Ο χ :“ ψ ˝ φ : X ÝÑ Z παριστάνεται από το :

U
1U

„
��

f 1

  
U

s
„

~~

f

��

V

t
„

~~

g

��
X Y Z

δηλαδή το roof:

U

„

s

~~

g˝f 1

��
X Z

Θέτουµε h :“ g ˝ f 1 και W :“ Z. Επειδή η T είναι τριγωνισµένη κατηγορία, µπορούµε να
κατασκευάσουµε το οκταεδρικό διάγραµµα, που καθορίζεται από τους µορφισµούς f 1, g, h:

U
f //

1U

��

V

g

��

// W 1 //

u1

��

ΣU

Σp1U q

��
U

h //

f 1

��

W //

1W

��

V 1 //

v1

��

ΣU

Σpf 1q

��
V

g //

��

W //

��

U 1 //

1U1

��

ΣV

��
W 1 u1 // V 1

v1 // U 1
w // ΣW 1

Η εικόνα του οκτάεδρου στην T rS´1s είναι ένα διάγραµµα της ίδιας µορφής. Θεωρούµε το αρχικό
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τµήµα του οκτάεδρου:

X
φ //

1X

��

Y

ψ

��

// Z 1 // ΣX

Σp1Xq

��
X

χ //

φ

��

Z //

1Z

��

Y 1 // ΣX

Σpφq

��
Y

ψ // Z // X 1 // ΣY

(3.5)

στην T rS´1s. Αποµονώνουµε το πάνω µέρος του διαγράµµατος (3.5), δηλαδή το διάγραµµα:

X
φ //

1X

��

Y

ψ

��

// Z 1 // ΣX

Σp1Xq

��
X

χ // Z // Y 1 // ΣX

Επίσης ϑεωρούµε τον µορφισµό τριγώνων:

U
Qpfq //

1U

��

V

Qpgq

��

// W 1 //

Qpu1q

��

ΣU

Σp1U q

��
U

Qphq // W // V 1 // ΣU

ο οποίος παρατηρούµε ότι αποτελεί τις δύο πρώτες γραµµές του οκταεδρικού διαγράµµατος στην
T , µετά την εφαρµογή του συναρτητή τοπικοποίησηςQ. Ενώνοντας τα δύο τελευταία διαγράµµατα
προκύπτει το διάγραµµα:

X
φ // Y // Z 1 // ΣX

U

Qpsq

OO

Qpf 1q //

1U

��

V

Qptq

OO

//

Qpgq

��

W 1 //

Qpu1q

��

ΣU

ΣpQpsqq

OO

Σp1U q

��
U

Qphq //

Qpsq

��

W //

1W

��

V 1 // ΣU

ΣpQpsqq

��
X

χ // Z // Y 1 // ΣX

΄Οπως έχουµε δείξει σε προηγούµενο στάδιο της απόδειξης, το αξίωµα (TR3) ικανοποιείται και
στην κατηγορία T rS´1s. Εποµένως υπάρχουν µορφισµοί α : W 1 ÝÑ Z 1 και β : V 1 ÝÑ Y 1 έτσι
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ώστε το παραπάνω διάγραµµα να συµπληρώνεται στο διάγραµµα:

X
φ // Y // Z 1 // ΣX

U

Qpsq

OO

Qpf 1q //

1U

��

V

Qptq

OO

//

Qpgq

��

W 1 //

Qpu1q

��

α

OO

ΣU

ΣpQpsqq

OO

Σp1U q

��
U

Qphq //

Qpsq

��

W //

1W

��

V 1 //

β

��

ΣU

ΣpQpsqq

��
X

χ // Z // Y 1 // ΣX

στην T rS´1s, όπου όλες οι γραµµές είναι µορφισµοί τριγώνων. ΄Οµως ξέρουµε ότι το αποτέλεσµα
του Λήµµατος 3.1.17 δεν εξαρτάται από το οκταεδρικό αξιώµα. Εποµένως, εφόσον οι µορφισµοί
Qpsq, Qptq, 1W είναι ισοµορφισµοί, οι µορφισµοί α και β είναι επίσης ισοµορφισµοί στην T rS´1s.
΄Οµοια αν πάρουµε το κάτω µέρος του διαγράµµατος (3.5), δηλαδή το διάγραµµα:

X
χ //

φ

��

Z //

1Z

��

Y 1 // ΣX

Σpφq

��
Y

ψ // Z // X 1 // ΣY

µπορούµε να το επεκτείνουµε στο διάγραµµα:

X
χ // Z // Y 1 // ΣX

U

Qpsq

OO

Qphq //

Qpf 1q

��

W

1W

OO

//

1W

��

V 1 //

Qpv1q

��

β

OO

ΣU

ΣpQpsqq

OO

Σpf 1q

��
V

Qpgq //

Qptq

��

W //

1W

��

U 1 // ΣV

ΣpQptqq

��
Y

ψ // Z // X 1 // ΣY

Χρησιµοποιώντας ανάλογο επιχείρηµα µε πριν, υπάρχει µορφισµός γ : U 1 ÝÑ X 1 που συµπλη-
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ϱώνει το παραπάνω διάγραµµα στο διάγραµµα:

X
χ // Z // Y 1 // ΣX

U

Qpsq

OO

Qphq //

Qpf 1q

��

W

1W

OO

//

1W

��

V 1 //

Qpv1q

��

β

OO

ΣU

ΣpQpsqq

OO

Σpf 1q

��
V

Qpgq //

Qptq

��

W //

1W

��

U 1 //

γ

��

ΣV

ΣpQptqq

��
Y

ψ // Z // X 1 // ΣY

και ο γ να είναι ισοµορφισµός. Θέτοντας

u :“ β ˝Qpu1q ˝ α´1, v :“ γ ˝Qpv1q ˝ β´1 και w :“ Σpαq ˝Qpw1q ˝ γ´1

προκύπτει το µεταθετικό διάγραµµα:

W 1
Qpu1q //

α

��

V 1
Qpv1q //

β

��

U 1

γ

��

Qpw1q // ΣW 1

Σpαq

��
Z 1

u // Y 1
v // X 1

w // ΣZ 1

και συµπεραίνουµε ότι το διάγραµµα

Z 1
u // Y 1

v // X 1
w // ΣZ 1

είναι τρίγωνο στην T rS´1s. Συνεπώς προκύπτει το οκταεδρικό διάγραµµα:

X
f //

1X

��

Y

ψ

��

// Z 1 //

u

��

ΣX

Σp1Xq

��
X

h //

φ

��

Z //

1Z

��

Y 1 //

v

��

ΣX

Σpφq

��
Y

ψ //

��

Z //

��

X 1 //

1X1

��

ΣY

��
Z 1

u
// Y 1

v
// X 1

w
// ΣZ 1

και καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι το αξίωµα (TR4) του Ορισµού 3.1.5 ισχύει και στην κατηγο-
ϱία T rS´1s. Τελικά αποδείξαµε ότι η κατηγορία T rS´1s είναι τριγωνισµένη. Αποµένει να δείξουµε
ότι ο συναρτητής Q : T ÝÑ T rS´1s είναι ακριβής. ΄Εχουµε δει ότι ο συναρτητής Q ˝Σ αναλύεται
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µέσω της T rS´1s και έχουµε ότι, Q ˝Σ “ Σ ˝Q. Συνεπώς ο Q είναι ϐαθµωτός συναρτητής. ΄Εστω

Z

r1s

h

��
X

f // Y

g

__

ένα τρίγωνο στην T . Εφαρµόζοντας τον συναρτητή Q προκύπτει το τρίγωνο:

Z

r1s

Qphq

��
X

Qpfq // Y

Qpgq

__

και έχουµε τον ισοµορφισµό τριγώνων:

X
Qpfq //

1X

��

Y
Qpgq //

1Y

��

Z

1Z

��

Qphq // ΣX

Σp1Xq

��
X

f // Y
g // Z

h // ΣX

Εποµένως το διάγραµµα
Z

r1s

Qphq

��
X

Qpfq // Y

Qpgq

__

είναι τρίγωνο στην T rS´1s και ο συναρτητής Q απεικονίζει τρίγωνα της κατηγορίας T σε τρίγωνα
της κατηγορίας T rS´1s. ΄Αρα ο συναρτητής Q : T ÝÑ T rS´1s είναι ακριβής. �

Στο προηγούµενο κεφάλαιο και ειδικότερα στο Θεώρηµα 2.3.7 αποδείξαµε ότι η τοπικοποίηση
µιας προσθετικής κατηγορίας είναι επίσης προσθετική κατηγορία και είναι µοναδική µε ακρίβεια
ισοδυναµίας κατηγοριών. Ανάλογο αποτέλεσµα ισχύει και για τις τριγωνισµένες κατηγορίες. Το
γεγονός ότι αν ξεκινήσουµε από µια τριγωνισµένη κατηγορία T και η τοπικοποίηση T rS´1s είναι
τριγωνισµένη, το έχουµε αποδείξει στο προηγούµενο ϑεώρηµα. Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε ότι η
τοπικοποίηση µιας τριγωνισµένης κατηγορίας είναι και αυτή µοναδική µε ακρίβεια ισοδυναµίας
κατηγοριών και η ισοδυναµία κατηγοριών που εξασφαλίζει αυτό το αποτέλεσµα είναι ακριβής
συναρτητής.

Θεώρηµα 3.2.4. ΄Εστω T1, T2 δύο τριγωνισµένες κατηγορίες και F : T1 ÝÑ T2 ένας ακριβής
συναρτητής. ΄Εστω, επίσης, S µία localizing κλάση της T1 συµβατή µε την τριγωνική δοµή έτσι
ώστε αν s P S, ο µορφισµός F psq είναι ισοµορφισµός στην T2. Τότε υπάρχει µοναδικός συναρτητής
FS : T1rS

´1s ÝÑ T2 ώστε το διαγραµµα

T1

Q

��

F

""
T1rS

´1s
FS

// T2

είναι µεταθετικό. Ο συναρτητής FS : T1rS
´1s ÝÑ T2 είναι ακριβής.
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Απόδειξη. Η ύπαρξη ενός µοναδικού προσθετικού συναρτητή FS έτσι ώστε F “ FS ˝ Q, εξα-
σφαλίζεται από το Θεώρηµα 2.3.7. Εποµένως το µόνο που αποµένει να αποδείξουµε είναι ότι ο
συναρτητής FS είναι και ακριβής. Από την υπόθεση έχουµε ότι :

Σ ˝ FS ˝Q “ Σ ˝ F (3.6)

Επίσης εκµεταλλευόµενοι το γεγονός ότι ο συναρτητής Q είναι ϐαθµωτός (δηλαδή Σ ˝Q » Q ˝Σ),
αλλά και την υπόθεση έχουµε ότι :

FS ˝ Σ ˝Q “ FS ˝Q ˝ Σ “ F ˝ Σ (3.7)

΄Οµως ο συναρτητής F είναι ακριβής και άρα ϐαθµωτός. Συνεπώς Σ ˝ F » F ˝ Σ και από τις
προηγούµενες σχέσεις προκύπτει ότι :

Σ ˝ FS ˝Q » FS ˝ Σ ˝Q

Ας είναι η : F ˝ Σ ÝÑ Σ ˝ F ο ϕυσικός ισοµορφισµός ανάµεσα στους συναρτητές F ˝ Σ, Σ ˝ F .
Τότε για κάθε αντικείµενο X στην T1, ο µορφισµός :

ηX : pF ˝ ΣqpXq ÝÑ pΣ ˝ F qpXq

είναι ισοµορφισµός, ενώ για κάθε µορφισµό f : X ÝÑ Y µεταξύ δύο αντικειµένων της T1, το
διάγραµµα:

pF ˝ ΣqpXq
ηX //

pF˝Σqpfq

��

pΣ ˝ F qpXq

pΣ˝F qpfq

��
pF ˝ ΣqpY q

ηY // pΣ ˝ F qpY q

είναι µεταθετικό. Συνεπώς ισχύει ότι :

pΣ ˝ F qpfq ˝ ηX “ ηY ˝ pF ˝ Σqpfq (3.8)

Τα αντικείµενα της T1rS
´1s ταυτίζονται µε τα αντικείµενα της T1, άρα για κάθε αντικείµενο X

έχουµε τον ισοµορφισµό:
ηX : pFS ˝ ΣqpXq ÝÑ pΣ ˝ FSqpXq

΄Εστω, τώρα, ένας µορφισµός φ : X ÝÑ Y στην T1rS
´1s. Υποθέτουµε ότι ο φ παριστάνεται µε το

αριστερό roof:
U

s
„

~~

g

��
X Y

Επειδή οι µορφισµοί s, g είναι µορφισµοί στην T1, εκµεταλλευόµενοι την ισότητα (3.8), συµπε-
ϱαίνουµε ότι :

pΣ ˝ F qpsq ˝ ηU “ ηX ˝ pF ˝ Σqpsq

και
pΣ ˝ F qpgq ˝ ηU “ ηY ˝ pF ˝ Σqpgq

Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (3.6), (3.7) προκύπτει άµεσα ότι :

pΣ ˝ FSqpQpsqq ˝ ηU “ ηX ˝ pFS ˝ ΣqpQpsqq

΄Οµως ο µορφισµός Qpsq είναι ισοµορφισµός. Συνθέτοντας µε τους µορφισµούς pFS ˝ΣqpQpsq´1q,
pΣ ˝ FSqpQpsq

´1q από δεξιά και αριστερά αντίστοιχα, αποκτούµε την ισότητα:

ηU ˝ pFS ˝ ΣqpQpsq´1q “ pΣ ˝ FSqpQpsq
´1q ˝ ηX
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Τότε

ηY ˝ pFS ˝ Σqpφq “ ηY ˝ pFS ˝ ΣqpQpgq ˝Qpsq´1q

“ ηY ˝ pFS ˝ ΣqpQpgqq ˝ pFS ˝ ΣqpQpsq´1q

“ pΣ ˝ FSqpQpgqq ˝ ηU ˝ pFS ˝ ΣqpQpsq´1q

“ pΣ ˝ FSqpQpgqq ˝ pΣ ˝ FSqpQpsq
´1q ˝ ηX

“ pΣ ˝ FSqpQpgq ˝Qpsq
´1q ˝ ηX

“ pΣ ˝ FSqpφq ˝ ηX

Συνεπώς το διάγραµµα:

pFS ˝ ΣqpXq
ηX //

pFS˝Σqpfq

��

pΣ ˝ FSqpXq

pΣ˝FSqpfq

��
pFS ˝ ΣqpY q

ηY // pΣ ˝ FSqpY q

είναι µεταθετικό και καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι Σ ˝ FS » FS ˝ Σ, δηλαδή ο συναρτητής
FS είναι ϐαθµωτός. Για να αποδείξουµε ότι ο συναρτητής FS είναι ακριβής, µένει να αποδείξουµε
ότι απεικονίζει τρίγωνα σε τρίγωνα. ΄Εστω

Z

r1s
��

X // Y

__

ένα τρίγωνο στην T1rS
´1s. Από τον τρόπο που έχουµε ορίσει τα τρίγωνα στην τοπικοποίηση,

υπάρχει τρίγωνο
W

r1s
~~

U // V

``

στην T1 και ένας ισοµορφισµός τριγώνων:

U //

α

��

V //

β

��

W

γ

��

// ΣU

Σpαq

��
X // Y // Z // ΣX

στην T1rS
´1s. Εφαρµόζοντας τον συναρτητή FS στον παραπάνω ισοµορφισµό τριγώνων, προκύπτει

το µεταθετικό διάγραµα:

F pUq //

FSpαq

��

F pV q //

FSpβq

��

F pW q

FSpγq

��

// F pΣUq

FSpΣpαqq

��
FSpXq // FSpY q // FSpZq // FSpΣXq

΄Οµως οι συναρτητές F , FS είναι ϐαθµωτοί. ΄Αρα F pΣUq » ΣpF pUqq και FSpΣXq » ΣpFSpXqq.
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΄Αρα έχουµε το µεταθετικό διάγραµµα:

F pUq //

FSpαq

��

F pV q //

FSpβq

��

F pW q

FSpγq

��

// ΣpF pUqq

ΣpFSpαqq

��
FSpXq // FSpY q // FSpZq // ΣpFSpXqq

το οποίο είναι ισοµορφισµός τριγώνων στην T2. Αφού ο συναρτητής F είναι ακριβής, η πρώτη
γραµµή είναι τρίγωνο. Επειδή η T2 είναι τριγωνισµένη κατηγορία, από το αξίωµα (TR1a) του
Ορισµού 3.1.5 το διάγραµµα

FSpZq

r1s

{{
FSpXq // FSpY q

cc

είναι επίσης τρίγωνο. Συνεπώς ο συναρτητής FS απεικονίζει τρίγωνα της T1rS
´1s σε τρίγωνα της

T2. Τελικά ο συναρτητής FS είναι ένας ακριβής συναρτητής. �

3.2.1 Τοπικοποίηση Bousfield

Στην παρούσα ενότητα ϑα παρουσιάσουµε µία ειδικού τύπου τοπικοποίηση µιας τριγω-
νισµένης κατηγορίας T , η οποία είναι γνωστή ως τοπικοποίηση Bousfield και αναφέρεται στην
ύπαρξη συζυγούς συναρτητή για τον συναρτητή τοπικοποίησης. Η τοπικοποίηση µε την έννοια
του Bousfield είναι εξαιρετικά σηµαντική αφού µας επιτρέπει να «δούµε» την τοπικοποίηση ως
πλήρη υποκατηγορία της T . Αυτό έχει ως αποτέλεσµα να αρθούν ορισµένα συνολοθεωρητικά
προβλήµατα που αφορούν την ύπαρξη της τοπικοποίησης. Η κύρια πηγή για την ανάπτυξη της
ϑεωρίας της τοπικοποίησης µε την έννοια του Bousfield είναι το κείµενο [19] του A. Neeman.

Θεωρούµε µία thick τριγωνισµένη υποκατηγορία X της T και για κάθε δύο αντικείµενα X,Y
στην T κατασκευάζουµε την κλάση µορφισµών:

SX “
 

f : X ÝÑ Y | conepfq P X
(

Συµβολισµός: Από εδώ και στο εξής, κυριώς για να συµβαδίζουµε µε την ϐιβλιογραφία, ϑα
συµβολίζουµε µε T {X την τοπικοποίηση της T ως προς την κλάση µορφισµών SX. Με άλλα λόγια
ϑα γράφουµε T {X αντί για το µέχρι τώρα γνωστό συµβολισµό T rSX´1s. Ο συµβολισµός αυτός
οφείλεται στον Verdier.

Ορισµός 3.2.5. ΄Εστω T µία τριγωνισµένη κατηγορία και X µία thick υποκατηγορία της T . Ο
συναρτητής τοπικοποίησης Bousfield υπάρχει για το Ϲεύγος X Ă T αν υπάρχει δεξιός συζυγής
συναρτητής για τον συναρτητή τοπικοποίησης

Q : T ÝÑ T {X

Ο συζυγής συναρτητής καλείται συναρτητής τοπικοποίησης Bousfield και ϑα τον συµβολίζουµε
Q̃ : T {X ÝÑ T .

Παρατήρηση 3.2.6. 1. Τα αντικείµενα της τοπικοποίησης T {X είναι ίδια µε τα αντικείµενα
της κατηγορίας T .

2. Ο συναρτητής Q̃ : T {X ÝÑ T είναι δεξιός συζυγής του συναρτητή Q : T ÝÑ T {X

Στη συνέχεια ϑα διατυπώσουµε την ακόλουθη Πρόταση, που αφορά µορφισµούς.
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Πρόταση 3.2.7. ΄Εστω ότι υπάρχει συναρτητής τοπικοποίησης Bousfield για το Ϲεύγος X Ă T .
Τότε για δύο αντικείµενα X P X, Y P T όλοι οι µορφισµοί X ÝÑ Q̃pY q είναι οι µηδενικοί.

Απόδειξη. ΄Εστω Q : T ÝÑ T {X ο συναρτητής και Q̃ : T {X ÝÑ T ο συναρτητής τοπικοποίησης
Bousfield. Για αντικείµενα X P X και Y P T της T , λόγω της συζυγίας έχουµε ότι :

HomT pX, Q̃pY qq “ HomT {XpQpXq, Y q

Επειδή το αντικείµενο X ανήκει στην υποκατηγορία X ισχύει ότι QpXq “ 0. Συνεπώς το σύνολο
µορφισµών HomT pX, Q̃pY qq περιλαµβάνει µόνον τον µηδενικό µορφισµό. �

Στη συνέχεια για µία κλάση αντικειµένων S της T ϑα διατυπώσουµε τις έννοιες των S-τοπικών
και S-συντοπικών αντικειµένων της T .

Ορισµός 3.2.8. ΄Εστω T µία τριγωνισµένη κατηγορία και S µία κλάση αντικειµένων της T .

1. ΄Ενα αντικείµενο X P T καλείται S-τοπικό (S-local) αν για κάθε αντικείµενο Y P S οι όλοι
οι µορφισµοί X ÝÑ Y είναι µηδενικοί.

2. ΄Ενα αντικείµενο X P T καλείται S-συντοπικό (S-colocal) αν για κάθε αντικείµενο Y P S
οι όλοι οι µορφισµοί Y ÝÑ X είναι µηδενικοί.

Παρατήρηση 3.2.9. Εάν αντί για µία κλάση αντικειµένων S, έχουµε µία thick υποκατηγορία X
της T και ο συναρτητής τοπικοποίησης Bousfield υπάρχει για το Ϲεύγος X Ă T , τότε για κάθε
αντικείµενο X P T , το αντικείµενο Q̃pXq είναι πάντα X´τοπικό, σύµφωνα µε την Πρόταση 3.2.7.

Θα αποδείξουµε, τώρα, ένα λήµµα που ϑα ϕανεί χρήσιµο στη συνέχεια.

Λήµµα 3.2.10. ΄Εστω T µία τριγωνισµένη κατηγορία, X µία τριγωνισµένη υποκατηγορία της T και
f, g : X ÝÑ Y δύο παράλληλοι µορφισµοί µεταξύ δύο αντικειµένων της T . Τότε τα ακόλουθα είναι
ισοδύναµα:

1. Qpfq “ Qpgq, όπου Q : T ÝÑ T {X είναι ο συναρτητής τοπικοποίησης.

2. Υπάρχει µορφισµός α : W ÝÑ X όπου α P SX, τέτοιος ώστε f ˝ α “ g ˝ α.

3. Ο µορφισµός f ´ g : X ÝÑ Y αναλύεται µέσω του

X // Z // Y

όπου Z P X.

Απόδειξη. Πρώτα ϑα αποδείξουµε ότι η πρώτη συνθήκη είναι ισοδύναµη µε τη δεύτερη συνθήκη.
Οι µορφισµοί Qpfq, Qpgq είναι ισοδύναµοι αν και µόνον αν τα αριστερά roofs:

X
1X

„
~~

f

  

X
1X

„
~~

g

  
X Y X Y

είναι ισοδύναµα. ∆ηλαδή, από τον Ορισµό 2.1.10, αν και µόνον αν υπάρχει αντικείµενο W στην
T και µορφισµοί α1 : W ÝÑ X, α2 : W ÝÑ X ώστε το διάγραµµα:

X

1X
„

~~

f

  
X W

α1

OO

α2

��

Y

X

1X

„

``

g

>>



3.2. ΤΟΠΙΚΟΠΟΙΗΣΗ ΤΡΙΓΩΝΙΣΜΕΝΩΝ ΚΑΤΗΓΟΡΙΩΝ 109

είναι µεταθετικό και α1, α2 P SX. Από την µεταθετικότητα του διαγράµµατος προκύπτει ότι
α1 “ α2 “ α και f ˝α1 “ g ˝α2. Συνεπώς f ˝α “ g ˝α και έχουµε αποδείξει την ισοδυναµία των
πρώτων δύο συνθηκών. Μένει να αποδείξουµε ότι η δεύτερη και η τρίτη συνθήκη είναι ισοδύναµες.
Η δεύτερη συνθήκη ισχύει αν και µόνον αν για κάποιον µορφισµό α : W ÝÑ X στην κλάση SX

ισχύει ότι pf ´ gq ˝ α “ 0. Θεωρούµε το τρίγωνο:

W
α // X // Z // ΣpW q

Εφαρµόζουµε τον συνοµολογικό συναρτητή HomT p-, Y q και προκύπτει η ακόλουθη ακριβής ακο-
λουθία αβελιανών οµάδων:

HomT pΣpW q, Xq
HomT pα,Y q // HomT pX,Y q // HomT pZ, Y q // HomT pW,Y q

Τότε ισχύει α‹pf ´ gq “ 0 αν και µόνον αν pf ´ gq ˝ α “ 0. Το τελευταίο ισχύει αν και µόνον αν
ο µορφισµός f ´ g : X ÝÑ Y αναλύεται µέσω του αντικειµένου Z. ΄Οµως ο µορφισµός α ανήκει
στην κλάση SX αν και µόνον αν το αντικείµενο Z ανήκει στην υποκατηγορία X. Συνεπώς υπάρχει
µορφισµός α : W ÝÑ X στην κλάση SX αν και µόνον αν ο µορφισµός f ´ g αναλύεται µέσω ενός
αντικειµένου Z P X. �

Πρόταση 3.2.11. ΄Εστω T µία τριγωνισµένη κατηγορία και X µία τριγωνισµένη υποκατηγορία της
T . Υποθέτουµε ότι το Y είναι ένα X-τοπικό αντικείµενο. Τότε η απεικόνιση :

Φ: HomT pX,Y q ÝÑ HomT {XpQpXq, QpY qq

είναι ισοµορφισµός για κάθε αντικείµενο X P X.

Απόδειξη. ΄Ενας µορφισµός QpXq ÝÑ QpY q στην τοπικοποίηση T {X είναι κλάση ισοδυναµίας
µε αντιπρόσωπο ένα αριστερό roof:

Z

s
„

�� ��
X Y

όπου ο µορφισµός s ανήκει στην κλάση µορφισµών SX. Για να αποδείξουµε ότι η απεικόνιση Φ
είναι «επί», αρκεί να αποδείξουµε ότι υπάρχει µορφισµός X ÝÑ Y στην T , τέτοιος ώστε να είναι
ισοδύναµος µε τον αντιπρόσωπο

Z

s
„

�� ��
X Y

Γνωρίζουµε ότι ο µορφισµός s : Z ÝÑ Y ανήκει στην κλάση µορφισµών SX. Συνεπώς στο τρίγωνο:

W // Z
s // X // ΣpW q

το αντικείµενο W ανήκει στην υποκατηγορία X. Από την Πρόταση 3.1.16 γνωρίζουµε ότι ο συ-
ναρτητής HomT p-, Y q είναι συνοµολογικός συναρτητής. Εφαρµόζοντάς τον στο παραπάνω τρίγωνο
προκύπτει η ακριβής ακολουθία :

HomT pΣpW q, Xq // HomT pX,Y q
HomT ps,Y q // HomT pZ, Y q // HomT pW,Y q
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Επειδή τα αντικείµενα W,ΣpW q είναι αντικείµενα της υποκατηγορίας X και το αντικείµενο Y
είναιX-τοπικό, προκύπτει ότι οι αβελιανές οµάδεςHomT pW,Y q,HomT pΣpW q, Y q περιέχουν µόνο
τον µηδενικό µορφισµό. ΄Αρα ο µορφισµός HomT ps, Y q : HomT pX,Y q ÝÑ HomT pZ, Y q είναι
ισοµορφισµός αβελιανών οµάδων. Συνεπώς για κάθε µορφισµό g : Z ÝÑ Y υπάρχει µορφισµός
h : X ÝÑ Y τέτοιος ώστε HomT ps, Y qphq “ g. ∆ηλαδή

s‹phq “ g ùñ h ˝ s “ g

΄Αρα το διάγραµµα:

Z
g //

s

��

Y

1Y

��
Z

h // Y

είναι µεταθετικό και επάγεται ο µορφισµός X ÝÑ Y στην κλάση ισοδυναµίας µε αντιπρόσωπο το
αριστερό roof:

Z

s
„

�� ��
X Y

Εποµένως η απεικόνιση Φ είναι «επί». ΄Εστω, τώρα, µορφισµός f : X ÝÑ Y που ανήκει στον
πυρήνα του οµοµορφισµού Φ, δηλαδή ο µορφισµός Φpfq είναι ο µηδενικός στην τοπικοποίηση
T {X. Από το Λήµµα 3.2.10 προκύπτει ότι ο µορφισµός f : X ÝÑ Y αναλύεται µέσω ενός
αντικειµένου Z της υποκατηγορίας X, σύµφωνα µε το διάγραµµα:

X
f // Z // Y

Επειδή το αντικείµενο Y είναι X-τοπικό και το αντικείµενο Z ανήκει στην υποκατηγορία X, έπεται
ότι ο µορφισµός Z ÝÑ Y είναι ο µηδενικός. Εποµένως και η σύνθεση:

X
f // Z // Y

είναι ο µηδενικός µορφισµός και έτσι η απεικόνιση Φ είναι «1-1». �

Ο συναρτητής τοπικοποίησης Bousfield, όταν υπάρχει, είναι συζυγής του συναρτητή τοπικο-
ποίησης. Στη ϑεωρία των συζυγών Ϲευγών εµφανίζονται οι έννοιεις της µονάδας και της συνµονάδας
που ορίστηκαν στον Ορισµό 1.2.20. Θα αποδείξουµε το ακόλουθο λήµµα, το οποίο µας εξασφα-
λίζει ότι στην τοπικοποίηση µε την έννοια του Bousfield η µονάδα είναι ϕυσικός ισοµορφισµός
στην τοπικοποίηση T {X.

Λήµµα 3.2.12. ΄Εστω T µία τριγωνισµένη κατηγορία και X Ă T µία thick υποκατηγορία της T
τέτοια ώστε ο συναρτητής τοπικοποίησης Bousfield να υπάρχει. Τότε για κάθε αντικείµενο X P T η
απεικόνιση

εX : X ÝÑ Q̃pXq

είναι ισοµορφσιµός στην τοπικοποίηση T {X.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο συναρτητής τοπικοποίησης Bousfield υπάρχει για το Ϲεύγος X Ă T . Επειδή
το Ϲεύγος συναρτητών pQ, Q̃q είναι συζυγές, προκύπτει ότι υπάρχει η µονάδα:

ε : 1T ÝÑ Q̃ ˝Q
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Για κάθε αντικείµενοX P T επάγεται µορφισµός εX : X ÝÑ pQ̃˝QqpXq στην T . Θα αποδείξουµε
ότι είναι ισοµορφισµός στην T {X, δηλαδή ϑα αποδείξουµε ότι ο µορφισµός

QpεXq : QpXq ÝÑ pQ ˝ Q̃ ˝QqpXq

είναι ισοµορφισµός. Θεωρούµε, επίσης, την συνµονάδα

η : Q ˝ Q̃ ÝÑ 1T {X

Η σύνθεση

QpXq
QpεXq // pQ ˝ Q̃ ˝QqpXq

ηpQpXqq // QpXq

είναι η ταυτότητα για κάθε αντικείµενο X στην T . Εποµένως η απεικόνιση QpεXq έχει αριστερό
αντίστροφο για κάθε αντικείµενο X. Για να αποδείξουµε ότι είναι ισοµορφισµός, αποµένει να
αποδείξουµε ότι έχει και δεξιό αντίστροφο. ΄Εστω X,Y δύο αντικείµενα στην κατηγορία T . Λόγω
της συζυγίας ισχύει η σχέση

HomT {XpQpXq, QpY qq “ HomT pX, Q̃pQpY qqq (3.9)

Θεωρούµε τον µορφισµό f : QpXq ÝÑ QpY q. Τότε προκύπτει το διάγραµµα

X
εX // pQ̃ ˝QqpXq

Q̃pfq // pQ̃ ˝QqpY q

Από την Πρόταση 3.2.7 γνωρίζουµε ότι κάθε µορφισµός Z ÝÑ Q̃pQpY qq, όπου Z είναι ένα
αντικείµενο στην υποκατηγορία X, είναι ο µηδενικός. ΄Αρα το αντικείµενο Q̃pQpY qq είναι X-
τοπικό. Από την Πρόταση 3.2.11 προκύπτει ο ισοµορφισµός :

HomT pX, Q̃pQpY qqq » HomT {XpQpXq, QpQ̃pQpY qqqq (3.10)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (3.9), (3.10) επάγεται ισοµορφισµός

HomT {XpQpXq, QpY qq » HomT {XpQpXq, QpQ̃pQpY qqqq

Πιο συγκεκριµένα ο παραπάνω ισοµορφισµός ορίζεται ως αυτός που στέλνει το µορφισµό f : QpXq ÝÑ
QpY q στη σύνθεση:

QpXq
QpεXq // pQ ˝ Q̃ ˝QqpXq

QpQ̃pfqq // pQ ˝ Q̃ ˝QqpY q

Από την ϕυσικότητα του µετασχηµατισµού η : Q ˝ Q̃ ÝÑ 1T {X προκύπτει ότι για τον µορφισµό
f : QpXq ÝÑ QpY q στην T {X, το διάγραµµα

pQ ˝ Q̃ ˝QqpXq
QpQ̃pfqq //

ηQpXq

��

pQ ˝ Q̃ ˝QqpY q

ηQpY q

��
QpXq

f // QpY q

είναι µεταθετικό. Θεωρούµε τη σύνθεση:

QpXq
QpεXq // pQ ˝ Q̃ ˝QqpXq

QpQ̃pfqq // pQ ˝ Q̃ ˝QqpY q
ηQpY q // QpY q

Χάρη στη µεταθετικότα του παραπάνω τετραγώνου, συµπεραίνουµε ότι είναι ίση µε τη σύνθεση

QpXq
QpεXq // pQ ˝ Q̃ ˝QqpXq

ηQpXq // QpXq
f // QpY q
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΄Οµως QpεXq ˝ ηQpXq ˝ f “ f “ ηQpY q ˝ QpQ̃pfqq ˝ QpεXq. Επειδή η σύνθεση ηQpY q ˝ QpQ̃pfqq
είναι η εικόνα του µορφισµού f : QpXq ÝÑ QpY q µέσω του ισοµορφισµού:

HomT {XpQpXq, QpY qq » HomT {XpQpXq, QpQ̃pQpY qqqq

προκύπτει ότι ο µορφισµός ηQpY q επάγει τον αντίστροφο του παραπάνω ισοµορφσιµού. ΄Αρα ο
µορφισµός ηQpY q είναι ισοµορφισµός. Επίσης γνωρίζουµε ότι QpεY q ˝ ηQpY q “ 1

pQ˝Q̃˝QqpY q και
συνεπώς ο µορφισµός QpεY q είναι ο αντίστροφος του ηQpY q. Τελικά αποδείξαµε ότι ο µορφισµός
QpεY q : QpY q ÝÑ QpQ̃pQpY qqq είναι ισοµορφισµός και έχουµε αποδείξει το Ϲητούµενο. �

Στη συνέχεια ϑα διατυπώσουµε και ϑα αποδείξουµε την ακόλουθη πρόταση:

Πρόταση 3.2.13. ΄Εστω T µια τριγωνισµένη κατηγορία και X µια thick υποκατηγορία της. Υποθέ-
τουµε ότι για το Ϲεύγος X Ă T υπάρχει συναρτητής τοπικοποίησης Bousfield και για ένα αντικείµενο
X P T , ϑεωρούµε το τρίγωνο

Q̃pXq

r1s

||
XX

// X

εX

aa

Τότε το αντικείµενο Q̃pXq είναι X-τοπικό και το αντικείµενο XX ανήκει στην υποκατηγορία X.

Απόδειξη. Από την Πρόταση 3.2.7 προκύπτει ότι κάθε µορφισµός Z ÝÑ Q̃pXq, όπου το Z είναι
αντικείµενο της X, είναι ο µηδενικός, συνεπώς το αντικείµενο Q̃pXq είναι X-τοπικό. Θεωρούµε το
τρίγωνο

XX

r1s

~~
X

εX // Q̃pXq

bb

Χρησιµοποιώντας το Λήµµα 3.2.12 γνωρίζουµε ότι ο µορφισµός

εX : X ÝÑ Q̃pXq

είναι ισοµορφισµός στην κατηγορία T {X. Εποµένως υπάρχει αντικείµενο X 1 στην υποκατηγορία
X ώστε το ευθύ άθροισµα της τρίτης κορυφής XX τους τριγώνου µε το αντικείµενο X 1 είναι
αντικείµενο της υποκατηγορίας X, δηλαδή X 1 ‘XX P X. Επειδή η υποκατηγορία X είναι thick
υποκατηγορία, οι ευθείς αθροιστέοι των αντικειµένων της ανήκουν επίσης στην X. Συνεπώς το
αντικείµενο XX ανήκει στην υποκατηγορία X. �

Χρησιµοποιώντας την Πρόταση 3.2.13 προκύπτει ως πόρισµα το ακόλουθο αποτέλεσµα για
την µονάδα του συζυγούς Ϲεύγους συναρτητών της τοπικοποίηση Bousfield.

Πόρισµα 3.2.14. ΄Εστω T µια τριγωνισµένη κατηγορία, X µια thick υποκατηγορία της και υπο-
ϑέτουµε ότι υπάρχει συναρτητής τοπικοποίησης Bousfield για το Ϲεύγος X Ă T . Υποθέτουµε ότι X
είναι ένα X-τοπικό αντικείµενο της T . Τότε ο µορφισµός

εX : X ÝÑ Q̃pXq

είναι ισοµορφισµός στην κατηγορία T .

Απόδειξη. ΄Εστω X ένα X-τοπικό αντικείµενο. Θεωρούµε το τρίγωνο

XX
// X

εX // Q̃pXq // ΣpXXq
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Από την Πρόταση 3.2.13 γνωρίζουµε ότι το αντικείµενο XX ανήκει στην υποκατηγορία X. Επειδή
το αντικείµενο X είναι X-τοπικό, προκύπτει ότι ο µορφισµός XX ÝÑ X είναι ο µηδενικός. Τότε
έχουµε ότι Q̃pXq » X ‘ ΣpXXq. Από την Πρόταση 3.2.7 γνωρίζουµε ότι το αντικείµενο Q̃pXq
είναι X-τοπικό. ΄Αρα η κανονική εισαγωγή ΣpXXq ÝÑ Q̃pXq » X ‘ ΣpXXq είναι ο µηδενικός
µορφισµός, αφού το αντικείµενο ΣpXXq ανήκει στην υποκατηγορία X. Συνεπώς το αντικείµενο
ΣpXXq είναι ισόµορφο µε το µηδενικό αντικείµενο. Με άλλα λόγια

ΣpXXq » 0 ùñ XX » 0

Εποµένως το τρίγωνο

XX
// X

εX // Q̃pXq // ΣpXXq

είναι ισόµορφο µε το τρίγωνο

0 // X
εX // Q̃pXq // 0

και καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι ο µορφισµός

εX : X ÝÑ Q̃pXq

είναι ισοµορφισµός στην T . �

Ακολούθως, δοθείσας µιας τριγωνισµένης κατηγορίας T και µιας κλάσης αντικειµένων S, ϑα
ορίσουµε δύο πλήρεις υποκατηγορίες της T , αυτές των S-τοπικών και S-συντοπικών αντικειµένων
της.

Ορισµός 3.2.15. ΄Εστω T µια τριγωνισµένη κατηγορία και S µια κλάση αντικειµένων της.

1. Η κατηγορία KS ορίζεται ως η πλήρης υποκατηγορία που περιέχει τα S-τοπικά αντικείµενα
της T . ∆ηλαδή

KS “
 

X P T | HomT pX,Y q “ 0, για κάθε Y P S
(

2. Η κατηγορία SK ορίζεται ως η πλήρης υποκατηγορία που περιέχει τα S-συντοπικά αντικείµενα
της T . ∆ηλαδή

SK “
 

X P T | HomT pY,Xq “ 0, για κάθε Y P S
(

Παρατήρηση 3.2.16. Οι πλήρεις υποκατηγορίες KS και SK µιας τριγωνισµένης κατηγορίας T
είναι thick υποκατηγορίες της T .

Θα διατυπώσουµε και ϑα αποδείξουµε το ακόλουθο ϑεώρηµα, το οποίο µας εξασφαλίζει µια
ικανή και αναγκαία συνθήκη για την του συναρτητή τοπικοποίησης Bousfield.

Θεώρηµα 3.2.17. ΄Εστω T µια τριγωνισµένη κατηγορία και X µία thick υποκατηγορία της T . Τότε
υπάρχει ένας συναρτητής τοπικοποίησης Bousfield για το Ϲεύγος X Ă T αν και µόνον αν για κάθε
αντικείµενο X P T , υπάρχει τρίγωνο

XX
// X //

KXX // ΣpXXq

µε XX P X και KXX P KX.

Απόδειξη. ΄Εστω Q : T ÝÑ T {X ο συναρτητής τοπικοποίησης. Υποθέτουµε ότι υπάρχει ένας
συναρτητής τοπικοποίησης Bousfield για το Ϲεύγος X Ă T . Από την Πρόταση 3.2.13 γνωρίζουµε,
άµεσα, ότι υπάρχει τρίγωνο

XX
// X //

KXX // ΣpXXq
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όπου XX P X και το αντικείµενο KXX είναι X-τοπικό, δηλαδή KXX P KX. Αντίστροφα, υποθέ-
τουµε ότι για κάθε αντικείµενο X P T υπάρχει ένα τρίγωνο

XX
// X

α //
KXX // ΣpXXq

όπου XX P X και KXX P KX. Εφόσον το αντικείµενο XX ανήκει στην υποκατηγορία X, ο
µορφισµός α ανήκει στην κλάση µορφισµών SX και είναι ισοµορφισµός στην κατηγορία T {X.
Συνεπώς ισχύει

HomT {XpZ,Xq » HomT {XpZ, KXXq (3.11)

για κάθε αντικείµενο Z P T . Επίσης το αντικείµενο KXX είναι X-τοπικό. Τότε, από την Πρόταση
3.2.11, γνωρίζουµε ότι για κάθε αντικείµενο Z P T προκύπτει ο ισοµορφισµός

HomT {XpZ,Xq » HomT pZ, KXXq (3.12)

Από τις σχέσεις (3.11) και (3.12) προκύπτει

HomT {XpZ,Xq » HomT pZ, KXXq

Θέτοντας Q̃pXq “ KXX επάγεται ο ϕυσικός ισοµορφισµός

HomT {Xp-, Xq » HomT p-, Q̃pXqq

Από αυτό συµπεραίνουµε ότι το αντικείµενο Q̃pXq “ KXX είναι µοναδικό µε ακρίβεια ισοµορ-
ϕισµού και ο συναρτητής Q̃ : T {X ÝÑ T είναι συζυγής του συναρτητή τοπικοποίησης Q : T ÝÑ

T {X. ΄Αρα ο συναρτητής Q̃ είναι ένας συναρτητής τοπικοποίησης Bousfield. �

Ως πόρισµα του παραπάνω ϑεωρήµατος προκύπτει το ακόλουθο αποτέλεσµα για την απόδειξη
του οποίου παραπέµπουµε στη ϐιβλιογραφία:

Πόρισµα 3.2.18. ΄Εστω T µια τριγωνισµένη κατηγορία, X µια thick υποκατηγορία της και υποθέ-
τουµε ότι υπάρχει ένας συναρτητής τοπικοποίησης Bousfield για το Ϲεύγος X Ă T . Τότε υπάρχει
ένας συναρτητής τοπικοποίησης Bousfield για το Ϲεύγος pKXqop Ă T op και ισχύει pKXqK “ X.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [19, Corollary 9.1.14]. �

Χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατα που έχουµε αποδείξει µέχρι αυτό το σηµείο, είµαστε σε
ϑέση να διατυπώσουµε και να αποδείξουµε το ακόλουθο σηµαντικό Θεώρηµα, το οποίο περιγρά-
ϕει την τοπικοποίηση µιας τριγωνισµένης κατηγορίας µε την έννοια του Bousfield µε ακρίβεια
ισοδυναµίας κατηγοριών.

Θεώρηµα 3.2.19. ΄Εστω T µια τριγωνισµένη κατηγορία, X µια thick υποκατηγορία της T και
υποθέτουµε ότι υπάρχει ένας συναρτητής τοπικοποίησης Bousfield για το Ϲεύγος X Ă T . Τότε η
υποκατηγορία KX Ă T είναι ισοδύναµη µε την κατηγορία T {X. Συγκεκριµένα η σύνθεση

KX
� � // T

Q // T {X

είναι ισοδυναµία κατηγοριών.

Απόδειξη. ΄Εστω Q : T ÝÑ T {X ο συναρτητής τοπικοποίησης. Χρησιµοποιώντας το Λήµµα
3.2.11 γνωρίζουµε ότι για κάθε δύο αντικείµενα X P T και Y P KX, η ϕυσική απεικόνιση

HomT pX,Y q ÝÑ HomT {XpQpXq, QpY qq

είναι ισοµορφισµός αβελιανών οµάδων. Συνεπώς η σύνθεση

KX
� � // T

Q // T {X
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είναι ένας πλήρης και πιστός συναρτητής. Από το Λήµµα 3.2.12 γνωρίζουµε πως ο µορφισµός

εX : X ÝÑ Q̃pXq

είναι ισοµορφισµός στην τοπικοποίηση T {X. Ακόµη στην Πρόταση 3.2.7 έχουµε αποδείξει ότι για
κάθε αντικείµενο X P T {X, το αντικείµενο Q̃pXq είναι X-τοπικό, δηλαδή ανήκει στην υποκατη-
γορία KX. Συνεπώς κάθε αντικείµενο X στην τοπικοποίηση T {X είναι ισόµορφο µε ένα X-τοπικό
αντικείµενο. ΄Αρα η σύνθεση

KX
� � // T

Q // T {X

είναι ένας συναρτητής ουσιωδώς «επί». Από την Πρόταση 1.2.17 προκύπτει ότι η σύνθεση

KX
� � // T

Q // T {X

είναι ισοδυναµία κατηγοριών. �

Κλείνοντας κάνουµε την ακόλουθη παρατήρηση, στην οποίαν ερµηνεύουµε το αποτέλεσµα του
Θεωρήµατος 3.2.19. Μέσω αυτής γίνεται αντιληπτό γιατί επιλέξαµε να αναπτύξουµε την τοπι-
κοποίηση µε την έννοια του Bousfield ως ένα εξαιρετικά σηµαντικό παράδειγµα τοπικοποίησης
τριγωνισµένων κατηγοριων.

Παρατήρηση 3.2.20. ΄Εστω T µία τριγωνισµένη κατηγορία και X µια thick υποκατηγορία της T .
Υποθέτουµε ότι για το Ϲεύγος X Ă T υπάρχει ένας συναρτητής τοπικοποίησης Bousfield. ∆ηλαδή
υπάρχει δεξιός συζυγής συναρτητής Q̃ : T {X ÝÑ T του συναρτητή τοπικοποίησης

Q : T ÝÑ T {X

Από το Θεώρηµα 3.2.19 προκύπτει ότι µπορούµε να «δούµε» την τοπικοποίηση T {X ως πλήρη
υποκατηγορία της τριγωνισµένης κατηγορίας T . Εποµένως το γεγονός ότι υπάρχει συναρτητής το-
πικοποίησης Bousfield µας επιτρέπει να άρουµε τυχόντα, συνολοθεωρητικά, προβλήµατα σχετικά
µε την ύπαρξη της τοπικοποίησης µιας κατηγορίας.
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Κεφάλαιο 4

Παραγόµενες Κατηγορίες

Το κεφάλαιο αυτό είναι αφιερωµένο στη µελέτη της, λεγόµενης, παραγόµενης κατηγορίας µιας
προσθετικής κατηγορίας A. Το ενδιαφέρον µας εστιάζεται σε αυτού του είδους τις κατηγορίες διότι
αποτελούν ένα από τα πλέον κλασικά παραδείγµατα τριγωνισµένων κατηγοριών. Για την πιο οµαλή
µετάβαση στην παραγόµενη κατηγορία είναι αναγκαίο να αναφερθούµε, αρχικά, στην κατηγορία
CpAq των συµπλόκων. Στην επόµενη ενότητα ϑα κατασκευάσουµε την οµοτοπική κατηγορία KpAq
των συµπλόκων, η οποία προκύπτει µε ϕυσικό τρόπο από την CpAq. Τέλος χρησιµοποιώντας
τεχνικές που έχουν αναπτυχθεί στη διατριβή ϑα κατασκευάσουµε την παραγόµενη κατηγορία
DpAq ως την τοπικοποίηση της οµοτοπικής κατηγορίας ως προς την κλάση των ηµι-ισοµορφισµών
της. Η παραγόµενη κατηγορία στην οποία ϑα δώσουµε µεγαλύτερη έµφαση είναι η παραγόµενη
κατηγορία ενός µεταθετικού δακτυλίου R και ιδιαίτερα η πλήρης υποκατηγορία DperfpRq αυτής,
η οποία έχει ως αντικείµενα τα τέλεια σύµπλοκα.

4.1 Η Κατηγορία των Συµπλόκων

Στην παρούσα ενότητα ϑα µελετήσουµε τις ϐασικές ιδιότητες της Κατηγορίας των Συµπλό-
κων, η οποία έχει σαν αντικείµενα σύµπλοκα υπεράνω µιας προσθετικής κατηγορίας A και σαν
µορφισµούς, µορφισµούς µεταξύ συµπλόκων. Θα ξεκινήσουµε ορίζοντας την έννοια του ϐαθ-
µωτού A-αντικειµένου καθώς και την έννοια του ϐαθµωτού µορφισµού µεταξύ δύο ϐαθµωτών
A-αντικειµένων.

Ορισµός 4.1.1. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία. ΄Ενα ϐαθµωτό A-αντικείµενο (graded
A-object) είναι µια συλλογή X‚ “

 

Xn, n P Z
(

αντικειµένων της A. Το αντικείµενο Xn καλείται
οµογενής συνιστώσα (homogeneous component) ϐαθµού n του X‚.

Ορισµός 4.1.2. ΄Εστω X‚, Y ‚ δύο ϐαθµωτά A-αντικείµενα. Η συλλογή µορφισµών

f‚ “
 

fn : Xn ÝÑ Y n`p | n P Z
(

καλείται ϐαθµωτός µορφισµός (graded morphism) ϐαθµού p. Το σύνολο όλων των ϐαθµωτών
µορφισµών ϐαθµού p συµβολίζεται µε Homp

pX‚, Y ‚q.

Αφού ορίσαµε τις τα ϐαθµωτά αντικείµενα και τους ϐαθµωτούς µορφισµούς, είµαστε σε ϑέση να
ορίσουµε τα ϑεµελιώδη αντικείµενα που ϑα µας απασχολήσουν σε αυτή την ενότητα, τα αλυσιδωτά
και συναλυσιδωτά σύµπλοκα.

Ορισµός 4.1.3. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία.

1. ΄Ενα Ϲεύγος pX‚, d‚q ενός ϐαθµωτού αντικειµένου X‚ και ενός ϐαθµωτού µορφισµού dX‚ P

Hom´1
pX‚, X‚q, τέτοιου ώστε dXn´1 ˝ d

X
n “ 0 για όλα τα n P Z, καλείται αλυσιδωτό

σύµπλοκο (chain complex) αντικειµένων της A. Ο µορφισµός dXn καλείται διαφορικό
(differential) του συµπλόκου.
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2. ΄Ενα Ϲεύγος pX‚, d‚q ενός ϐαθµωτού αντικειµένου X‚ και ενός ϐαθµωτού µορφισµού d‚X P

Hom1
pX‚, X‚q, τέτοιου ώστε dnX ˝ d

n´1
X “ 0 για όλα τα n P Z, καλείται συναλυσιδωτό

σύµπλοκο (cochain complex) αντικειµένων της A. Ο µορφισµός dnX καλείται διαφορικό
(differential) του συµπλόκου.

Παρατήρηση 4.1.4. ΄Ενα αλυσιδωτό σύµπλοκο παριστάνεται από ένα διάγραµµα της µορφής:

X‚ : ¨ ¨ ¨ // Xn`1

dXn`1 // Xn
dXn //// Xn´1 // ¨ ¨ ¨

ενώ ένα συναλυσιδωτό σύµπλοκο παριστάνεται από ένα διάγραµµα της µορφής:

X‚ : ¨ ¨ ¨ // Xn´1
dn´1
X // Xn

dnX //// Xn`1 // ¨ ¨ ¨

Σύµβαση: Από εδώ και στο εξής ϑα χρησιµοποιούµε συναλυσιδωτά σύµπλοκα, µε εξαίρεση το
τελευταίο κεφάλαιο της διατριβής το οποίο αφορά το ϕάσµα της κατηγορίας των τέλειων συµπλόκων
όπου, χάριν παράδοσης, χρησιµοποιούµε αλυσιδωτά σύµπλοκα. Συνεπώς αντί για συναλυσιδωτά
σύµπλοκα, ϑα γράφουµε συχνά σύµπλοκα.

Ορισµός 4.1.5. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία και pX‚, d‚Xq, pY
‚, d‚Y q δύο σύµπλοκα αντι-

κειµένων της A. ΄Ενας µορφισµός συµπλόκων (morphism of complexes) f‚ : pX‚, d‚Xq ÝÑ
pY ‚, d‚Y q είναι ένας ϐαθµωτός µορφισµός f P Hom0

pX‚, Y ‚q τέτοιος ώστε :

f‚ ˝ d‚X “ d‚Y ˝ f
‚

∆ηλαδή το διάγραµµα:

X‚ : ¨ ¨ ¨ // Xn´1
dn´1
X //

fn´1

��

Xn
dnX //

fn

��

Xn`1 //

fn`1

��

¨ ¨ ¨

Y ‚ : ¨ ¨ ¨ // Y n´1
dn´1
Y // Y n

dnY // Y n`1 // ¨ ¨ ¨

είναι µεταθετικό.

Σχόλιο 4.1.6. Αν f‚ : pX‚, d‚Xq ÝÑ pY ‚, d‚Y q είναι ένας µορφισµός συµπλόκων, συχνά για απλο-
ποίηση του συµβολισµού ϑα παραλείπουµε τα διαφορικά d‚X , d‚Y και από εδώ και στο εξής ϑα
γράφουµε f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚.

Μπορούµε τώρα να ορίσουµε την κατηγορία που έχει σαν αντικείµενα σύµπλοκα από αντικεί-
µενα της A και σαν µορφισµούς, µορφισµούς συµπλόκων.

Ορισµός 4.1.7. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία. Καλούµε κατηγορία των συµπλόκων
(category of complexes) και συµβολίζουµε µε CpAq την κατηγορία που ορίζεται ως εξής :

1. Τα αντικείµενα της CpAq είναι σύµπλοκα από αντικείµενα της A

2. Οι µορφισµοί της CpAq είναι οι µορφισµοί συµπλόκων όπως ορίστηκαν στον Ορισµό 4.1.5 και
συµβολίζουµε µε HomCpAqpX

‚, Y ‚q την κλάση µορφισµών ανάµεσα σε δύο αντικείµενα X‚,
Y ‚.

3. Για δύο µορφισµούς συµπλόκων f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚, g‚ : Y ‚ ÝÑ Z‚ η απεικόνιση σύνθεσης

˝ : HomCpAqpX
‚, Y ‚q ˆ HomCpAqpY

‚, Z‚q ÝÑ HomCpAqpX
‚, Z‚q, pf‚, g‚q ÞÝÑ g‚ ˝ f‚

είναι ο ϐαθµωτός µορφισµός g‚ ˝ f‚ “
 

gn ˝ fn, n P Z
(
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4. Για κάθε αντικείµενο X‚ ο ταυτοτικός µορφισµός 1X‚ : X‚ ÝÑ X‚ είναι ο ϐαθµωτός µορφι-

σµός 1X‚ “
 

1Xn : Xn ÝÑ Xn, n P Z
(

Στη συνέχεια ϑα παραθέσουµε κάποια ϐασικά δοµικά στοιχεία της κατηγορίας CpAq τα οποία
ϑα χρησιµοποιήσουµε για να της δώσουµε δοµή προσθετικής κατηγορίας.

Παρατήρηση 4.1.8. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία.

1. Ας είναι X‚, Y ‚ δύο σύµπλοκα στην κατηγορία CpAq. Στο σύνολο HomCpAqpX
‚, Y ‚q ορί-

Ϲουµε την πράξη:

` : HomCpAqpX
‚, Y ‚q ˆ HomCpAqpX

‚, Y ‚q ÝÑ HomCpAqpX
‚, Y ‚q, pf‚, g‚q ÞÝÑ f‚ ` g‚

όπου f‚ ` g‚ “
 

fn ` gn, n P Z
(

.

2. Το σύµπλοκο
0‚ : ¨ ¨ ¨ // 0 // 0 // 0 // ¨ ¨ ¨

όπου 0 είναι το µηδενικό αντικείµενο της A, είναι το µηδενικό αντικείµενο της CpAq. Πράγ-
µατι αν

X‚ : ¨ ¨ ¨ // Xn´1
dn´1
X // Xn

dnX //// Xn`1 // ¨ ¨ ¨

είναι ένα τυχαίο αντικείµενο της CpAq, τότε υπάρχουν µοναδικοί µορφισµοί συµπλόκων
f‚ : X‚ ÝÑ 0‚, g‚ : 0‚ ÝÑ X‚ από και προς το σύµπλοκο 0‚. Οι µορφισµοί f‚, g‚

είναι ϐαθµωτοί µορφισµοί f‚ “
 

fn : Xn ÝÑ 0, n P Z
(

, g‚ “
 

gn : 0 ÝÑ Xn, n P Z
(

που
αποτελούνται από τους µορφισµούς, από και προς το µηδενικό αντικείµενο τηςA αντίστοιχα,
για όλα τα n P Z.

Απαραίτητη προϋπόθεση για να είναι η CpAq προσθετική κατηγορία είναι το σύνολο των µορ-
ϕισµών µεταξύ δύο οποιονδήποτε αντικειµένων να είναι αβελιανή οµάδα. Η επόµενη πρόταση
πιστοποιεί αυτό το αποτέλεσµα:

Πρόταση 4.1.9. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία. Για κάθε δύο σύµπλοκα X‚, Y ‚ στην κατη-
γορία CpAq, το σύνολο HomCpAqpX

‚, Y ‚q µε την πράξη πρόσθεσης που ορίστηκε στην Παρατήρηση
4.1.8, έχει δοµή αβελιανής οµάδας.

Απόδειξη. ΄Εστω X‚, Y ‚ δύο αντικείµενα της CpAq. Ο µηδενικός µορφισµός 0‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ της
CpAq είναι ο ϐαθµωτός µορφισµός 0‚ “

 

0: Xn ÝÑ Y n, n P Z
(

, όπου 0: Xn ÝÑ Y n είναι
ο µηδενικός µορφισµός στην A και ανήκει στο HomCpAqpX

‚, Y ‚q. ΄Εστω f‚, g‚ δύο µορφισµοί
στο HomCpAqpX

‚, Y ‚q. Τότε από τον ορισµό της πρόσθεσης των µορφισµών, προκύπτει ο ϐαθ-
µωτός µορφισµός f‚ ` g‚ “

 

fn ` gn, n P Z
(

. Επειδή η A είναι προσθετική καηγορία, το
σύνολο HomApX,Y q έχει δοµή αβελιανής οµάδας για δύο οποιαδήποτε αντικείµενα X,Y της A.
Εποµένως οι µορφισµοί fn ` gn : Xn ÝÑ Y n, ανήκουν στο HomApX

n, Y nq για κάθε n P Z.
Συνεπώς και το άθροισµα f‚ ` g‚ ανήκει στο HomCpAqpX

‚, Y ‚q. Θεωρούµε, τέλος, ένα µορφισµό
f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ στην CpAq. Ο µορφισµός ´f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ ορίζεται ως ο ϐαθµωτός µορφισµός
´f‚ “

 

´ fn, n P Z
(

, ο οποίος ανήκει στο HomCpAqpX
‚, Y ‚q, διότι η A είναι προσθετική. Επι-

πλέον ισχύει ότι f‚`p´f‚q “ 0‚ “ p´f‚q`f‚. ΄Αρα το pHomCpAqpX
‚, Y ‚q,`q έχει δοµή οµάδας.

Ακόµη για δύο µορφισµούς f‚, g‚ P HomCpAqpX
‚, Y ‚q ισχύει ότι :

f‚ ` g‚ “
 

fn ` gn, n P Z
(

“
 

gn ` fn, n P Z
(

“ g‚ ` f‚

µε την δεύτερη ισότητα να ισχύει χάρη στο ότι το HomApX
n, Y nq είναι αβελιανή οµάδα για κάθε

n P Z. Τελικά το Ϲεύγος pHomCpAqpX
‚, Y ‚q,`q έχει δοµή αβελιανής οµάδας. �

Ακολούθως είναι αναγκαίο να οριστεί το ευθύ άθροισµα δύο αντικειµένων της CpAq.
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Παρατήρηση 4.1.10. ΄ΕστωX‚, Y ‚ δύο σύµπλοκα στην κατηγορία CpAq. Ορίζουµε το σύµπλοκο
X‚ ‘ Y ‚, ως εξής :

pX‚ ‘ Y ‚qn “ Xn ‘ Y n και dnX‘Y “ dnX ‘ d
n
Y

για κάθε n P Z. Εποµένως µπορούµε να οπτικοποιήσουµε το σύµπλοκο X‚‘Y ‚ µε το ακόλουθο
διάγραµµα:

X‚ ‘ Y ‚ : ¨ ¨ ¨ // Xn´1 ‘ Y n´1
dn´1
X ‘dn´1

Y // Xn ‘ Y n
dnX‘d

n
Y // Xn`1 ‘ Y n`1 // ¨ ¨ ¨

Το σύµπλοκοX‚‘Y ‚ καλείται ευθύ άθροισµα (direct sum) των συµπλόκωνX‚, Y ‚. Με ϕυσικό
τρόπο ορίζονται οι µορφισµοί iX‚ : X‚ ÝÑ X‚‘Y ‚, iY ‚ : Y ‚ ÝÑ X‚‘Y ‚, pX‚ : X‚‘Y ‚ ÝÑ X‚

και pY ‚ : X‚ ‘ Y ‚ ÝÑ Y ‚, οι οποίοι ικανοποιούν τις σχέσεις :

pX‚ ˝ iX‚ “ 1X‚ , pY ‚ ˝ iY ‚ “ 1Y ‚ , pX‚ ˝ iY ‚ “ 0‚, pY ‚ ˝ iX‚ “ 0‚

και
iX‚ ˝ pX‚ ` iY ‚ ˝ pY ‚ “ 1X‚‘Y ‚

΄Εχουµε λοιπόν τα κατάλληλα εργαλεία για να αποδείξουµε ότι αν η κατηγορία A είναι µια
προσθετική κατηγορία, τότε και η κατηγορία των συµπλόκων µε αντικείµενα από την A είναι
προσθετική. Το αποτέλεσµα αυτό συνοψίζεται στην ακόλουθη πρόταση:

Πρόταση 4.1.11. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία. Η κατηγορία CpAq των συµπλόκων µε
αντικείµενα από την A, είναι προσθετική.

Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας το δεύτερο σκέλος της Παρατήρησης 4.1.8, την Πρόταση 4.1.9 και
την Παρατήρηση 4.1.10, προκύπτει ότι : η κατηγορία CpAq έχει µηδενινικό αντικείµενο το 0‚, το
σύνολο HomCpAqpX

‚, Y ‚q έχει δοµή αβελιανής οµάδας και για κάθε δύο αντικείµεναX‚, Y ‚ στην
CpAq, ορίζεται το ευθύ άθροισµα X‚ ‘ Y ‚. Συνεπώς η κατηγορία CpAq είναι προσθετική. �

Παράδειγµα 4.1.12. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος και R-Mod η προσθετική κατηγο-
ϱία των αριστερών R-προτύπων. Συµβολίζουµε CpRq και καλούµε κατηγορία των συµπλόκων
υπεράνω του R, την κατηγορία CpR-Modq η οποία έχει ως αντικείµενα, σύµπλοκα αριστερών R-
προτύπων της µορφής

M‚ : ¨ ¨ ¨ // Mn´1
dn´1
M // Mn

dnM //// Mn`1 // ¨ ¨ ¨

και ως µορφισµούς, µορφισµούς µεταξύ συµπλόκων µε την έννοια του Ορισµού 4.1.5. Ξεκινώντας
από δύο σύµπλοκα X‚, Y ‚ στην CpRq, µπορούµε να κατασκευάσουµε το τανυστικό γινόµενο
X‚ bR Y

‚, ως το σύµπλοκο που έχει στη n-οστή ϑέση το πρότυπο

pX‚ bR Y
‚qn “

à

p`q“n

Xp bR Y
q

ενώ το διαφορικό
dnXbRY : pX‚ bR Y

‚qn ÝÑ pX‚ bR Y
‚qn`1

δίνεται από τη σχέση

dnXbRY pxb yq “ dpXpxq b y ` p´1qpxb dqY pyq

Τέλος για δύο σύµπλοκα X‚, Y ‚ P CpRq ορίζουµε το σύµπλοκο Hom‚RpX
‚, Y ‚q ως το σύµπλοκο

το οποίο στη n-οστή ϑέση έχει το αντικείµενο

pHomRpX
‚, Y ‚qqn “

à

´p`q“n

HomRpX
p, Y qq
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ενώ το διαφορικό

dnHomRpX,Y q : pHomRpX
‚, Y ‚qqn ÝÑ pHomRpX

‚, Y ‚qqn`1

δίνεται από τη σχέση

pdnHomRpX,Y qfqpxq “ dqY pfpxqq ´ p´1qnfpdp`1
X pxqq

όπου f P HomRpX
p, Y qq.

Παρατήρηση 4.1.13. Αφού οι κατηγορίες A και CpAq είναι προσθετικές, µπορούµε να ορίσουµε
ανάµεσά τους έναν προσθετικό συναρτητή. Ορίζουµε, λοιπόν, τον συναρτητή C : A ÝÑ CpAq ο
οποίος σε κάθε αντικείµενο X της A αντιστοιχεί ένα σύµπλοκο CpXq‚ της CpAq, όπου

CpXq “

#

X, αν n “ 0

0, αν n ‰ 0

και σε κάθε µορφισµό f : X ÝÑ Y αντιστοιχεί ένα µορφισµό συµπλόκων Cpfq‚ “
 

Cpfqn : CpXqn ÝÑ

CpY qn, n P Z
(

, όπου

Cpfqn “

#

f, αν n “ 0

0, αν n ‰ 0

Ευθύς αµέσως ϑα δείξουµε ότι ο συναρτητής C της Παρατήρησης 4.1.13 είναι πλήρης και
πιστός.

Λήµµα 4.1.14. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία. Ο συναρτητής C : A ÝÑ CpAq είναι πλήρης
και πιστός.

Απόδειξη. Θεωρούµε τον συναρτητή C : A ÝÑ CpAq και έστω X,Y δύο αντικείµενα της A. Για
να δείξουµε ότι ο συναρτητής C είναι πλήρης και πιστός, αρκεί να δείξουµε ότι η απεικόνιση:

Φ: HomApX,Y q ÝÑ HomCpAqpCpXq,CpY qq, Φpfq “ Cpfq‚

είναι «1-1» και «επί». Από τον τρόπου που ορίζεται ο συναρτητής C στους µορφισµούς, προκύπτει
εύκολα ότι είναι η απεικόνιση Φ είναι ένας οµοµορφισµός µεταξύ αβελιανών οµάδων. Πράγµατι
αν f, g είναι δύο µορφισµοί στην HomApX,Y q, τότε

Φpf ` gq “ Cpf ` gq‚ : CpXq‚ ÝÑ CpY q‚

είναι ένας µορφισµός συµπλόκων. Από τον ορισµό του συναρτητή C, για n “ 0, έχουµε:

Cpf ` gqn “ f ` g “ Cpfqn ` Cpgqn

ενώ για n ‰ 0, έχουµε:
Cpf ` gqn “ 0 “ 0` 0 “ Cpfqn ` Cpgqn

Σε κάθε περίπτωση Φpf ` gq “ Φpfq ` Φpgq. ΄Αρα η απεικόνιση Φ είναι ένας οµοµορφισµός
αβελιανών οµάδων. Θεωρούµε, τώρα, τον πυρήνα του οµοµορφισµού Φ:

KerΦ “
 

X P A | ΦpXq “ 0‚
(

“
 

X P A | X “ 0
(

“
 

0
(

΄Αρα η απεικόνιση Φ είναι «1-1» και προφανώς η Φ είναι «επί». Τελικά ο συναρτητής C : A ÝÑ

CpAq είναι πλήρης και πιστός. �
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Παρατήρηση 4.1.15. Σύµφωνα µε το Λήµµα 4.1.14 ο συναρτητής C : A ÝÑ CpAq είναι πλήρης
και πιστός. Εποµένως µπορούµε να «δούµε» την κατηγορία A ως την πλήρη υποκατηγορία της
CpAq που έχει σαν αντικείµενα σύµπλοκα X‚ για τα οποία ισχύει ότι Xn “ 0 για n ‰ 0.

Θα ορίσουµε, τώρα, ένα translation συναρτητή στην κατηγορία CpAq.

Ορισµός 4.1.16. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία και CpAq η κατηγορία των συµπλόκων.
Ορίζουµε τον translation συναρτητή, Σ: CpAq ÝÑ CpAq στην CpAq ως το συναρτητή που δρα στα
αντικείµενα και τους µορφισµούς της CpAq ως εξής :

1. Σε κάθε αντικείµενο X‚ της CpAq, αντιστοιχεί ένα αντικείµενο ΣpX‚q, τέτοιο ώστε :

ΣpX‚qn “ Xn`1 και dnΣpXq “ ´d
n`1
X

για κάθε n P Z.

2. Σε κάθε µορφισµό f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ της CpAq, αντιστοιχεί ένα µορφισµό Σpf‚q : ΣpX‚q ÝÑ
ΣpY ‚q, τέτοιο ώστε :

Σpf‚qn “ fn`1

για κάθε n P Z.

Παρατήρηση 4.1.17. Ο translation συναρτητής του Ορισµού 4.1.16 είναι ένας αυτοµορφισµός
της κατηγορίας CpAq.

Κλείνουµε αυτήν την ενότητα ορίζοντας κάποια ειδικού τύπου σύµπλοκα της κατηγορίας CpAq
και ακολούθως ορίζοντας τις πλήρεις υποκατηγορίες της CpAq που έχουν αυτά ως αντικείµενα.

Ορισµός 4.1.18. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία και CpAq η αντίστοιχη κατηγορία των συ-
µπλόκων.

1. ΄Ενα σύµπλοκο X‚ στην CpAq καλείται ϕραγµένο από κάτω (bounded from below) αν
υπάρχει n0 P Z τέτοιο ώστε Xn “ 0 για n ă n0.

2. ΄Ενα σύµπλοκο X‚ στην CpAq καλείται ϕραγµένο από πάνω (bounded from above) αν
υπάρχει n0 P Z τέτοιο ώστε Xn “ 0 για n ą n0.

3. ΄Ενα σύµπλοκο X‚ στην CpAq καλείται ϕραγµένο (bounded) αν είναι ϕραγµένο από πάνω
και από κάτω.

Παρατήρηση 4.1.19. 1. ΄ΕστωA µια προσθετική κατηγορία και CpAq η αντίστοιχη κατηγορία
των συµπλόκων. Συµβολίζουµε µε C´pAq την πλήρη υποκατηγορία της CpAq που έχει ως
αντικείµενα, σύµπλοκα που είναι ϕραγµένα από πάνω. Αντίστοιχα συµβολίζουµε µε C`pAq
την πλήρη υποκατηγορία της CpAq µε αντικείµενα σύµπλοκα ϕραγµένα από κάτω, ενώ µε
CbpAq συµβολίζουµε την πλήρη υποκατηγορία που αποτελείται από τα ϕραγµένα σύµπλοκα.

2. ΄Οταν ϑέλουµε να διατυπώσουµε ένα αποτέλεσµα στο οποίο δεν είναι σηµαντικό να γνωρί-
Ϲουµε σε ποια από τις τρεις παραπάνω πλήρεις υποκατηγορίες εργαζόµαστε, ϑα χρησιµο-
ποιούµε τον συµβολισµό C‹pAq, όπου ‹ “ ´,`, b.

4.2 Η Οµοτοπική Κατηγορία των Συµπλόκων

Μια ϑεµελιώδης έννοια της Οµολογικής ΄Αλγεβρας είναι αυτή της οµοτοπίας. Στα πλαίσια που
εργαζόµαστε ϐασικό αντικείµενο µελέτης είναι, πότε δύο απεικονίσεις µεταξύ συµπλόκων είναι
οµοτοπικές. Αν απαντήσουµε σε αυτό το ερώτηµα, τότε µπορούµε ξεκινώντας από µια προσθετική
κατηγορία A και την κατηγορία των συµπλόκων CpAq, να κατασκευάσουµε µια νέα κατηγορία,
που ϑα καλούµε οµοτοπική κατηγορία των συµπλόκων. Το σηµαντικό µε αυτήν την νέα κατηγορία
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είναι ότι µε κατάλληλη επιλογή της κλάσης των τριγώνων, καθίσταται τριγωνισµένη κατηγορία. Η
οµοτοπική κατηγορία αποτελεί το παράδειγµα πάνω στο οποίο εργάστηκε ο Dieter Puppe για να
ορίσει τις τριγωνισµένες κατηγορίες.

Χρησιµοποιώντας το συµβολισµό της προηγούµενης ενότητας, συµβολίζουµε CpAq την κατη-
γορία των συµπλόκων µιας προσθετικής κατηγορίας A. Θα ξεκινήσουµε ορίζοντας την έννοια της
οµοτοπίας.

Ορισµός 4.2.1. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία και f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ ένας µορφισµός στην
CpAq. Ο µορφισµός f‚ καλείται οµοτοπικός µε το µηδενικό (homotopic to zero) αν υπάρχει
µορφισµός h‚ P Hom´1

pX‚, Y ‚q ώστε :

f‚ “ d‚Y ˝ h
‚ ` h‚ ˝ d‚X

Με άλλα λόγια στο διάγραµµα:

X‚ : ¨ ¨ ¨ // Xn´1
dn´1
X //

fn´1

��

Xn
dnX //

fn

��
hn

||

Xn`1 //

fn`1

��
hn`1

||

¨ ¨ ¨

Y ‚ : ¨ ¨ ¨ // Y n´1

dn´1
Y

// Y n
dnY

// Y n`1 // ¨ ¨ ¨

ισχύει ότι fn “ dn´1
Y ˝ hn ` hn`1 ˝ dnX , για κάθε n P Z. Η απεικόνιση h‚ καλείται οµοτοπία

(homotopy).

Συµβολισµός: Συµβολίζουµε µε HtpX‚, Y ‚q το σύνολο των µορφισµών της αβελιανής οµάδας
HomCpAqpX

‚, Y ‚q, που είναι οµοτοπικοί µε το µηδενικό.

Προφανώς το σύνολο HtpX‚, Y ‚q είναι υποσύνολο του HomCpAqpX
‚, Y ‚q. Στην επόµενη πρό-

ταση αποδεικνύουµε ότι αποτελεί και υποοµάδα επίσης.

Πρόταση 4.2.2. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία. Το σύνολο HtpX‚, Y ‚q είναι µια υποοµάδα
της αβελιανής οµάδας HomCpAqpX

‚, Y ‚q για κάθε δύο σύµπλοκα X‚, Y ‚ στην CpAq.

Απόδειξη. Ο µηδενικός µορφισµός 0‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ ανήκει στο σύνολο HtpX‚, Y ‚q, των οµοτο-
πικών µορφισµών από το σύµπλοκο X‚ στο Y ‚. ΄Εστω f‚, g‚ δύο µορφισµοί οµοτοπικοί µε το
µηδενικό, στο σύνολο HtpX‚, Y ‚q. Τότε υπάρχουν απεικονίσεις h‚, k‚ που ανήκουν στο σύνολο
Hom´1

pX‚, Y ‚q τέτοιοι ώστε να ισχύουν οι σχέσεις :

f‚ “ d‚Y ˝ h
‚ ` h‚ ˝ d‚X (4.1)

και
g‚ “ d‚Y ˝ k

‚ ` k‚ ˝ d‚X (4.2)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (4.1), (4.2) προκύπτει ότι,

f‚ ` g‚ “ d‚Y ˝ ph
‚ ` k‚q ` ph‚ ` k‚q ˝ d‚X

Συνεπώς ο µορφισµός f‚`g‚ είναι οµοτοπικός µε το µηδενικό και ανήκει στο HtpX‚, Y ‚q. ΄Εστω,
τώρα, f‚ ένας µορφισµός στο HtpX‚, Y ‚q. Τότε υπάρχει απεικόνιση h‚ στο HomCpAqpX

‚, Y ‚q
τέτοια ώστε :

f‚ “ d‚Y ˝ h
‚ ` h‚ ˝ d‚X

΄Αµεσα προκύπτει η ισότητα:

´f‚ “ d‚Y ˝ p´h
‚q ` p´h‚q ˝ d‚X

και άρα ο µορφισµός ´f‚ είναι οµοτοπικός µε το µηδενικό και ανήκει στο σύνολο HtpX‚, Y ‚q.
Τελικά το σύνολο HtpX‚, Y ‚q είναι µια υποοµάδα της οµάδας HomCpAqpX

‚, Y ‚q. �
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Στη συνέχεια ϑα δούµε πότε δύο µορφισµοί στην κατηγορία των συµπλόκων καλούνται οµο-
τοπικοί.

Ορισµός 4.2.3. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία και CpAq η κατηγορία των συµπλόκων από
αντικείµενα της A. ∆υο µορφισµοί f‚, g‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ καλούνται οµοτοπικοί (homotopic) αν ο
µορφισµός f‚ ´ g‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ είναι οµοτοπικός µε το µηδενικό. Τότε συµβολίζουµε f‚ ≈ g‚.

Ακολούθως ϑα αποδείξουµε ότι η σχέση που καθορίζει το πότε δύο µορφισµοί στην κατηγορία
των συµπλόκων είναι οµοτοπικοί, είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο όλων των µορφισµών
µεταξύ δύο αντικειµένων της κατηγορίας.

Πρόταση 4.2.4. Η σχέση «≈» του Ορισµού 4.2.3 είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του συνόλου
HomCpAqpX

‚, Y ‚q.

Απόδειξη. Η σχέση του Ορισµού 4.2.3 ορίζεται στο σύνολο HomCpAqpX
‚, Y ‚q ως εξής :

f‚ ≈ g‚ ðñ f‚ ´ g‚ P HtpX‚, Y ‚q

Θα αποδείξουµε ότι η σχέση αυτή είναι ανακλαστική, συµµετρική και µεταβατική.

• Ανακλαστική: ΄Εστω f‚ ένας µορφισµός στο HomCpAqpX
‚, Y ‚q. Τότε f‚ ´ f‚ “ 0‚ : X‚ ÝÑ

Y ‚ και προφανώς ο µηδενικός µορφισµός είναι οµοτοπικός µε το µηδενικό.

• Συµµετρική: ΄Εστω f‚, g‚ δύο µορφισµοί στο HomCpAqpX
‚, Y ‚q τέτοιοι ώστε f‚ ≈ g‚. Τότε

υπάρχει απεικόνιση (οµοτοπία) h‚ P Hom´1
pX‚, Y ‚q τέτοια ώστε :

f‚ ´ g‚ “ d‚Y ˝ h
‚ ` h‚ ˝ d‚X

Τότε άµεσα προκύπτει
g‚ ´ f‚ “ d‚Y ˝ p´h

‚q ` p´h‚q ˝ d‚X

και προφανώς ´h‚ P Hom´1
pX‚, Y ‚q. Εποµένως ο µορφισµός g‚´ f‚ είναι οµοτοπικός µε

το µηδενικό και άρα g‚ ≈ f‚.

• Μεταβατική: ΄Εστω f‚, g‚, h‚ µορφισµοί στο HomCpAqpX
‚, Y ‚q τέτοιοι ώστε f‚ ≈ g‚ και

g‚ ≈ h‚. Τότε υπάρχουν απεικονίσεις (οµοτοπίες) k‚, l‚ P Hom´1
pX‚, Y ‚q τέτοιες ώστε :

f‚ ´ g‚ “ d‚Y ˝ k
‚ ` k‚ ˝ d‚X

και
g‚ ´ h‚ “ d‚Y ˝ l

‚ ` l‚ ˝ d‚X

Συνδυάζοντας τις δύο παραπάνω σχέσεις προκύπτει ότι

f‚ ´ h‚ “ d‚Y ˝ pk
‚ ´ l‚q ` pk‚ ´ l‚q ˝ d‚X

και k‚ ´ l‚ P Hom´1
pX‚, Y ‚q. Εποµένως ο µορφισµός f‚ ´ h‚ είναι οµοτοπικός µε το

µηδενικό και άρα f‚ ≈ h‚.

Τελικά η σχέση «≈» του Ορισµού 4.2.3 είναι σχέση ισοδυναµίας. �

Συµβολισµός: ΄Εστω f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ ένας µορφισµός στην CpAq. Θα συµβολίζουµε µε rf‚s≈
την κλάση ισοδυναµίας που αποτελέιται από τους µορφισµούς της CpAq, που είναι οµοτοπικοί µε
τον µορφισµό f‚.

Αν συνθέσουµε δύο µορφισµούς f‚, g‚ στην κατηγορία των συµπλόκων, αρκεί ένας από τους
δύο να είναι οµοτοπικός µε το µηδενικό, ώστε και η σύνθεσή τους να είναι µορφισµός οµοτοπικός
µε το µηδενικό. Το αποτέλεσµα συνοψίζεται στην παρακάτω πρόταση:
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Πρόταση 4.2.5. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία και X‚, Y ‚, Z‚ τρία αντικείµενα στην κατη-
γορία CpAq των συµπλόκων. Θεωρούµε τους µορφισµούς f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ και g‚ : Y ‚ ÝÑ Z‚. Αν
ένας από τους µορφισµούς f‚, g‚ είναι οµοτοπικός µε το µηδενικό, τότε και η σύνθεσή τους g‚ ˝ f‚

είναι µορφισµός οµοτοπικός µε το µηδενικό.

Απόδειξη. Ας είναι f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚, g‚ : Y ‚ ÝÑ Z‚ δύο µορφισµοί µεταξύ συµπλόκων στην
CpAq. Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f‚ είναι οµοτοπικός µε το µηδενικό. Τότε υπάρχει οµοτοπία
h‚ P Hom´1

pX‚, Y ‚q έτσι ώστε
f‚ “ d‚Y ˝ h

‚ ` h‚ ˝ d‚X

Συνθέτοντας από αριστερά µε τον µορφισµό g‚ προκύπτει :

g‚ ˝ f‚ “ g‚ ˝ d‚Y ˝ h
‚ ` g‚ ˝ h‚ ˝ d‚X (4.3)

΄Οµως λόγω του ότι ο µορφισµός g‚ είναι µορφισµός µεταξύ συµπλόκων έχουµε ότι το διάγραµµα:

Y ‚ : ¨ ¨ ¨ // Y n´1
dn´1
Y //

gn´1

��

Y n
dnY //

gn

��

Y n`1 //

gn`1

��

¨ ¨ ¨

Z‚ : ¨ ¨ ¨ // Zn´1
dn´1
Z // Zn

dnZ // Zn`1 // ¨ ¨ ¨

είναι µεταθετικό. Εποµένως ισχύει ότι g‚ ˝ d‚Y “ d‚Z ˝ g
‚. Αντικαθιστώντας στη σχέση (4.3),

προκύπτει ότι :
g‚ ˝ f‚ “ d‚Z ˝ g

‚ ˝ h‚ ` g‚ ˝ h‚ ˝ d‚X

όπου g‚ ˝ h‚ P Hom´1
pX‚, Z‚q. Εποµένως η απεικόνιση g‚ ˝ h‚ είναι οµοτοπία και άρα ο

µορφισµός g‚˝f‚ είναι οµοτοπικός µε το µηδενικό. Ανάλογη είναι η απόδειξη και στην περίπτωση
που ο µορφισµός g‚ είναι οµοτοπικός µε το µηδενικό. �

Με ϐάση τα παραπάνω είµαστε έτοιµοι να ορίσουµε την οµοτοπική κατηγορία των συµπλόκων
µιας προσθετικής κατηγορίας A.

Ορισµός 4.2.6. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία. Καλούµε οµοτοπική κατηγορία των συ-
µπλόκων (homotopic category of complexes) και συµβολίζουµε KpAq, την κατηγορία που ορί-
Ϲεται ως εξής :

1. Τα αντικείµενα της KpAq είναι σύµπλοκα από αντικείµενα της A.

2. Για δύο αντικείµενα X‚, Y ‚ στην KpAq, το σύνολο των µορφισµών από το X‚ στο Y ‚ είναι η
αβελιανή οµάδα:

HomKpAqpX
‚, Y ‚q :“ HomCpAqpX

‚, Y ‚q{HtpX‚, Y ‚q

∆ηλαδή το σύνολο των µορφισµών µεταξύ των αντικειµένων X‚, Y ‚ είναι η αβελιανή οµάδα
που περιλαµβάνει τις κλάσεις ισοδυναµίας των οµοτοπικών µορφισµών µεταξύ των συµπλόκων
X‚, Y ‚.

3. Για δύο µορφισµούς f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚, g‚ : Y ‚ ÝÑ Z‚ στηνKpAq ορίζεται η απεικόνιση σύνθεσης:

˝ : HomKpAqpX
‚, Y ‚q ˆ HomKpAqpY

‚, Z‚q ÝÑ HomKpAqpX
‚, Z‚q, pf‚, g‚q ÞÝÑ g‚ ˝ f‚

η οποία επάγεται µε ϕυσικό τρόπο από την απεικόνιση σύνθεσης στην κατηγορία CpAq µε
χρήση της Πρότασης 4.2.5.

4. Για κάθε αντικείµενοX‚ ο ταυτοτικός µορφισµός 1X‚ : X‚ ÝÑ X‚ στην KpAq, είναι η κλάση
ισοδυναµίας του ταυτοτικού µορφισµού 1X‚ : X‚ ÝÑ X‚ στην CpAq. ∆ηλαδή ο ταυτοτικός
µορφισµός ενός αντικειµένου X‚ στην KpAq είναι η κλάση ισοδυναµίας που περιλαµβάνει
τους µορφισµούς που είναι οµοτοπικοί µε τον ταυτοτικό µορφισµό του X‚ στην CpAq.
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Παρατήρηση 4.2.7. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία.

1. Το µηδενικό αντικείµενο της κατηγορίας KpAq, το µηδενικό αντικείµενο της CpAq, δηλαδή
το σύµπλοκο:

0‚ : ¨ ¨ ¨ // 0 // 0 // 0 // ¨ ¨ ¨

2. Το ευθύ άθροισµα δύο συµπλόκων της KpAq ορίζεται ως το ευθύ άθροισµα των συµπλόκων
στην CpAq.

Αν ξεκινήσουµε από µία προσθετική κατηγορία A, έχουµε αποδείξει ότι η κατηγορία CpAq
είναι προσθετική κατηγορία. Το ίδιο ισχύει και για την οµοτοπική κατηγορία KpAq.

Πρόταση 4.2.8. ΄ΕστωA µια προσθετική κατηγορία. Η οµοτοπική κατηγορίαKpAq των συµπλόκων
είναι προσθετική.

Απόδειξη. Η κατηγορία KpAq είναι προ-προσθετική, αφού για κάθε δύο αντικείµενα X‚, Y ‚ το
σύνολο HomKpAqpX

‚, Y ‚q είναι αβελιανή οµάδα. Συνδυάζοντας και την Παρατήρηση 4.2.7 προ-
κύπτει ότι η κατηγορία KpAq είναι προσθετική κατηγορία. �

Ανακαλούµε, τώρα, την έννοια του translation συναρτητή Σ: CpAq ÝÑ CpAq, που ορίστηκε
στον Ορισµό 4.1.16. Στόχος µας είναι να εξετάσουµε πως «συµπεριφέρεται» όταν δράσει σε µία
έναν µορφισµό της CpAq που είναι οµοτοπικός µε το µηδενικό.

Λήµµα 4.2.9. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία και CpAq η κατηγορία των συµπλόκων της A.
Θεωρούµε τον µορφισµό f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ µεταξύ δύο αντικειµένων της CpAq. Τότε τα ακόλουθα
είναι ισοδύναµα:

1. Ο µορφισµός f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ είναι οµοτοπικός µε το µηδενικό.

2. Ο µορφισµός Σpf‚q : ΣpX‚q ÝÑ ΣpY ‚q είναι οµοτοπικός µε το µηδενικό.

Απόδειξη. ΄Εστω f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ ένας µορφισµός στην κατηγορία CpAq. Εφαρµόζουµε τον tran-
slation συναρτητή Σ: CpAq ÝÑ CpAq και προκύπτει ο µορφισµός Σpf‚q : ΣpX‚q ÝÑ ΣpY ‚q.
Από τον Ορισµό 4.1.16, ο µορφισµός Σpf‚q είναι ο ϐαθµωτός µορφισµός τέτοιος ώστε, Σpf‚qn “
fn`1 : Xn`1 ÝÑ Y n`1, για κάθε n P Z.

(1.ùñ2.) Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ είναι οµοτοπικός µε το µηδενικό. Τότε υπάρχει
οµοτοπία h‚ P Hom´1

pX‚, Y ‚q έτσι ώστε

fn “ dn´1
Y ˝ hn ` hn`1 ˝ dnX

για κάθε n P Z. Ορίζουµε τον ϐαθµωτό µορφισµό k‚ ως εξής :

kn :“ hn`1 : Xn`1 ÝÑ Y n

για κάθε n P Z. Από τον ορισµό του translation συναρτητή προκύπτει ότι, για κάθε
n P Z, έχουµε kn : ΣpX‚qn ÝÑ ΣpY ‚qn´1. Συνεπώς η απεικόνιση k‚ ανήκει στο σύνο-
λο Hom´1

pΣpX‚q,ΣpY ‚qq. Επιπλέον, από το γεγονός ότι η h‚ είναι οµοτοπία και από τον
ορισµό της k‚, ισχύει ότι :

Σpf‚qn “ fn`1 “ dnY ˝ h
n`1 ` hn`2 ˝ dn`1

X “ ´dn´1
ΣpY q ˝ k

n ` kn`1 ˝ p´dnΣpXqq

΄Αρα ισχύει η ισότητα,

Σpf‚qn “ dn´1
ΣpY q ˝ p´k

nq ` p´kn`1q ˝ dnΣpXq

και συνεπώς ο µορφισµός Σpf‚q : ΣpX‚q ÝÑ ΣpY ‚q είναι οµοτοπικός µε το µηδενικό µε
οµοτοπία την k‚ P Hom´1

pX‚, Y ‚q.
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(2.ùñ1.) Η απόδειξη είναι ανάλογη του σκέλους (1.ùñ2.). �

Παρατήρηση 4.2.10. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία.

1. Από το αποτέλεσµα του Λήµµατος 4.2.9 προκύπτει ότι ο translation συναρτητής Σ: CpAq ÝÑ
CpAq επάγει για κάθε δύο σύµπλοκα X‚, Y ‚ έναν ισοµορφισµό:

HomKpAqpX
‚, Y ‚q ÝÑ HomKpAqpΣpX

‚q,ΣpY ‚qq

Εποµένως επάγει έναν αυτοµορφισµό ΣKpAq : KpAq ÝÑ KpAq στην κατηγορία KpAq. Για να
µην υπάρχει σύγχυση µε τον συµβολισµό, ϑα συµβολίζουµε και αυτόν τον αυτοµορφισµό µε
Σ.

2. Ανάλογα µε τον Ορισµό 4.1.18 ορίζονται οι πλήρεις υποκατηγορίες, K´pAq, K`pAq και
KbpAq, της οµοτοπικής κατηγορίας KpAq. ΄Οταν δεν χρειάζεται να προσδιορίσουµε µε ακρί-
ϐεια σε ποια από τις τρεις υποκατηγορίες εργαζόµαστε, ϑα χρησιµοποιούµε τη συντοµογρα-
ϕία K‹pAq, όπου ‹ “ ´,`, b.

Παρατήρηση 4.2.11. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία. Θεωρούµε τους translation συναρ-
τητές Σ: CpAq ÝÑ CpAq και Σ: KpAq ÝÑ KpAq των κατηγοριών CpAq και KpAq αντίστοιχα.
Ορίζουµε τον συναρτητή H : CpAq ÝÑ KpAq ως εξής :

HpX‚q “ X‚, για κάθε αντικείµενο X‚ στην CpAq

και
Hpf‚q “ rf‚s≈, για κάθε µορφισµό f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ στην CpAq

Θεωρούµε τις συνθέσεις, H ˝ Σ, Σ ˝ H : CpAq ÝÑ KpAq, του συναρτητή H µε τους translation
συναρτητές. Τότε ισχύει H ˝ Σ “ Σ ˝H. Πράγµατι για ένα αντικείµενο X‚ στην CpAq, έχουµε:

pH ˝ ΣqpX‚q “ HpΣpX‚qq “ ΣpX‚q “ ΣpHpX‚qq “ pΣ ˝HqpX‚q

ενώ για ένα µορφισµό f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ µεταξύ δύο αντικειµένων της CpAq, έχουµε:

pH ˝ Σqpf‚q “ HpΣpf‚qq “ rΣpf‚qs≈

και
pΣ ˝Hqpf‚q “ ΣpHpf‚qq “ Σ

`

rf‚s≈
˘

΄Οµως ο αντιπρόσωπος, Σpf‚q, της κλάσης ισοδυναµίας rΣpf‚qs≈ ανήκει στην κλάση ισοδυναµίας
Σ
`

rf‚s≈
˘

. ΄Αρα rΣpf‚qs≈ “ Σ
`

rf‚s≈
˘

και συµπεραίνουµε ότι pH ˝Σqpf‚q “ pΣ ˝Hqpf‚q. Τελικά
για τις συνθέσεις του συναρτητή H µε τους translation συναρτητές ισχύει ότι, H ˝ Σ “ Σ ˝H.

Με χρήση του συναρτητήH της Παρατήρησης 4.2.11, ορίζουµε ένα συναρτητή K : A ÝÑ KpAq
και ϑα δείξουµε ότι αυτός ο συναρτητής είναι πλήρης και πιστός.

Λήµµα 4.2.12. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία. Ο συναρτητής K :“ H ˝C : A ÝÑ KpAq, όπου
H είναι ο συναρτητής της Παρατήρησης 4.2.11 και C ο συναρτητής της Παρατήρησης 4.1.13, είναι
πλήρης και πιστός.

Απόδειξη. ΄Εστω X,Y δύο αντικείµενα στην A. Από τον ορισµό του συναρτητή K : A ÝÑ KpAq
προκύπτει ότι :

KpXq “ pH ˝ CqpXq “ HpCpXqq “ CpXq

όπου CpXq είναι ένα σύµπλοκο της CpAq, τέτοιο ώστε CpXqn “ 0, για κάθε n ‰ 0. ΄Οµοια
KpY q “ CpY q, όπου CpY qn “ 0, για κάθε n ‰ 0. Εποµένως αν ϑεωρήσουµε ένα ϐαθµωτό
µορφισµό στο σύνολο Hom´1

pKpXq,KpY qq, η µοναδική επιλογή που έχουµε είναι ο µορφισµός
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αυτός να είναι ο µηδενικός και άρα HtpKpXq,KpY qq “ 0. Από τον ορισµό της οµοτοπικής
κατηγορίας KpAq, γνωρίζουµε ότι για κάθε δύο σύµπλοκα X‚, Y ‚ ισχύει ότι :

HomKpAqpKpXq,KpY qq “ HomCpAqpKpXq,KpY qq{HtpKpXq,KpY qq

Επειδή HtpKpXq,KpY qq “ 0, έχουµε ότι

HomCpAqpKpXq,KpY qq{HtpKpXq,KpY qq » HomCpAqpKpXq,KpY qq

και άρα
HomKpAqpKpXq,KpY qq » HomCpAqpKpXq,KpY qq (4.4)

΄Οµως, σύµφωνα µε το Λήµµα 4.1.14, ο συναρτητής C : A ÝÑ CpAq είναι πλήρης και πιστός.
΄Αρα για τις αβελιανές οµάδες µορφισµών ισχύει ότι, HomApX,Y q » HomCpAqpCpXq,CpY qq “
HomCpAqpKpXq,KpY qq. Χρησιµοποιώντας τη σχέση (4.4) προκύπτει :

HomApX,Y q » HomKpAqpKpXq,KpY qq

και ο συναρτητής K : A ÝÑ KpAq είναι πλήρης και πιστός. �

Παρατήρηση 4.2.13. Σύµφωνα µε το Λήµµα 4.2.12 ο συναρτητής K : A ÝÑ KpAq είναι πλήρης
και πιστός. Εποµένως µπορούµε να «δούµε» την κατηγορία A ως την πλήρη υποκατηγορία της
KpAq που έχει σαν αντικείµενα σύµπλοκα X‚ για τα οποία ισχύει ότι Xn “ 0 για n ‰ 0.

Στη συνέχεια υποθέτουµε ότι η κατηγορία A είναι αβελιανή. Θα ορίσουµε τους συναρτητές
συνοµολογίας από την κατηγορία των συµπλόκων µε αντικείµενα της A στην αβελιανή κατηγορία
A.

Ορισµός 4.2.14. ΄Εστω A µια αβελιανή κατηγορία. Για κάθε n P Z ορίζουµε ένα συναρτητή

Hn : CpAq ÝÑ A

ως εξής :

• Για κάθε αντικείµενο X‚ στην CpAq,

HnpX‚q “ ker dnX{ im dn´1
X

• Για κάθε µορφισµό f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ στην CpAq, όπου fnpker dnXq Ă ker dnY και fnpim dn´1
X q Ă

im dn´1
Y , επάγεται ένας µορφισµός

Hnpf‚q : HnpX‚q ÝÑ HnpY ‚q

Οι συναρτητές Hn : CpAq ÝÑ A, n P Z, καλούνται συναρτητές συνοµολογίας (cohomology
functors).

Παρατήρηση 4.2.15. 1. Οι συναρτητές συνοµολογίας είναι προσθετικοί συναρτητές.

2. Θεωρούµε τον translation συναρτητή Σ: CpAq ÝÑ CpAq. Για ένα αντικείµενο X‚ στην
CpAq, έχουµε:

HnpΣpX‚qq “ ker dnΣpXq{ im dn´1
ΣpXq “ ker dn`1

X { im dnX “ Hn`1pX‚q

και για ένα µορφισµό f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚,

HnpΣpf‚qq “ Hn`1pf‚q

Εποµένως προκύπτει ότι Hn`1 “ Hn ˝ Σ. Τότε

H0 ˝ Σn “ H0 ˝ Σ ˝ Σn´1 “ H1 ˝ Σn´1 “ ¨ ¨ ¨ “ Hn

΄Αρα καταλήγουµε στη σχέση Hn “ H0 ˝Σ και συνεπώς για να µελετήσουµε τους συναρτητές
Hn, n P Z, αρκεί να µελετήσουµε τον συναρτητή H0.
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Πρόταση 4.2.16. ΄Εστω A µια αβελιανή κατηγορία και f‚, g‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ δύο οµοτοπικοί µορφι-
σµοί στην CpAq. Τότε Hnpf‚q “ Hnpg‚q.

Απόδειξη. ΄Εστω f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚, g‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ δύο οµοτοπικοί µορφισµοί στην κατηγορία
CpAq. Σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος της Παρατήρησης 4.2.15, αρκεί να δείξουµε ότι H0pf‚q “
H0pg‚q. Επειδή οι µορφισµοί f‚, g‚ είναι οµοτοπικοί, υπάρχει οµοτοπία h‚ P Hom´1

pX‚, Y ‚q,
τέτοια ώστε :

f0 ´ g0 “ d´1
Y ˝ h0 ` h1 ˝ d0

X : X0 ÝÑ Y 0

Θεωρούµε τον περιορισµό του µορφισµού f0 ´ g0 στον ker d0
X και τον συµβολίζουµε µε pf0 ´

g0q|ker d0
X
. Τότε pf0 ´ g0q|ker d0

X
“ d´1

Y ˝ h0. Συνεπώς η εικόνα του µορφισµού pf0 ´ g0q|ker d0
X

:

ker d0
X ÝÑ Y 0 περιέχεται στην im d´1

Y και άρα ο µορφισµός pf0 ´ g0q|ker d0
X

επάγει τον µηδενικό
µορφισµό από τον πυρήνα ker d0

X στο H0pY ‚q “ ker d0
Y { im d´1

Y . ΄Αρα ο µορφισµός H0pf‚ ´
g‚q : H0pX‚q ÝÑ H0pY ‚q είναι ο µηδενικός µορφισµός, διότι H0pX‚q “ ker d0

X ÝÑ im d´1
X .

Επειδή ο συναρτητής H0 είναι προσθετικός, προκύπτει ότι H0pf‚q ´H0pg‚q “ H0pf‚ ´ g‚q “ 0.
Τελικά ισχύει ότι H0pf‚q “ H0pg‚q. �

Παρατήρηση 4.2.17. Εκµεταλλευόµενοι το αποτέλεσµα της Πρότασης 4.2.16, συµπεραίνουµε
ότι κάθε συναρτητής Hn : CpAq ÝÑ A, n P Z, επάγει συναρτητή Hn : KpAq ÝÑ A, n P Z. Για
κάθε n P Z και ο συναρτητής Hn : KpAq ÝÑ A είναι προσθετικός και ισχύει ότι Hn “ H0 ˝ Σn

για κάθε n P Z. Εποµένως και σε αυτήν την περίπτωση, για να µελετήσουµε τον συναρτητή
συνοµολογίας Hn για κάποιο n P Z, αρκεί να µελετήσουµε τον συναρτητή συνοµολογίας H0.

Στη συνέχεια ϑεωρούµε µια προσθετική κατηγορία A. ∆οθέντων δύο συµπλόκων X‚, Y ‚ στην
CpAq και ενός µορφισµού συµπλόκων f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ ϑα ορίσουµε ένα νέο σύµπλοκο, το οποίο
ϑα καλούµε κώνο του µορφισµού f‚.

Ορισµός 4.2.18. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία και f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ ένας µορφισµός στην
C‹pAq. Ορίζουµε το σύµπλοκο pC‚f‚ , d

‚
Cf‚
q της C‹pAq, όπου :

1. το αντικείµενο C‚f‚ είναι ένα ϐαθµωτό αντικείµενο, τέτοιο ώστε Cnf‚ “ Xn`1 ‘ Y n, n P Z.

2. ο ϐαθµωτός µορφισµός d‚Cf‚ “
 

dnCf‚ : Cnf‚ ÝÑ Cn`1
f‚

(

, ορίζεται ως :

dnCf‚ “

ˆ

´dn`1
X 0

fn`1 dnY

˙

, n P Z

Το σύµπλοκο pC‚f‚ , d
‚
Cf‚
q καλείται κώνος (cone) του µορφισµού f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚.

Παρατήρηση 4.2.19. 1. Θεωρούµε τον µορφισµό συµπλόκων f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ και pC‚f‚ , d
‚
Cf‚
q

τον κώνο του µορφισµού f‚. Ο κώνος παριστάνεται από το διάγραµµα:

C‚f‚ : ¨ ¨ ¨ // Xn ‘ Y n´1
dn´1
Cf‚ // Xn`1 ‘ Y n

dnCf‚ // Xn`2 ‘ Y n`1 // ¨ ¨ ¨

Θεωρούµε τη σύνθεση των δύο διαδοχικών µορφισµών dn´1
Cf‚

, dnCf‚ :

dnCf‚ ˝ d
n´1
Cf‚

“

ˆ

´dn`1
X 0

fn`1 dnY

˙ˆ

´dnX 0
fn dn´1

Y

˙

“

ˆ

dn`1
X ˝ dnX 0

´fn`1 ˝ dnX ` d
n
Y ˝ f

n dnY ˝ d
n´1
Y

˙

΄Οµως dn`1
X ˝ dnX “ 0 και dnY ˝ d

n´1
Y “ 0, αφού d‚X , d

‚
Y είναι διαφορικά. Επιπλέον, επειδή ο

f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ είναι µορφισµός συµπλόκων, προκύπτει ότι το διάγραµµα:

X‚ : ¨ ¨ ¨ // Xn´1
dn´1
X //

fn´1

��

Xn
dnX //

fn

��

Xn`1 //

fn`1

��

¨ ¨ ¨

Y ‚ : ¨ ¨ ¨ // Y n´1
dn´1
Y // Y n

dnY // Y n`1 // ¨ ¨ ¨
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είναι µεταθετικό, δηλαδή ´fn`1 ˝ dnX ` d
n
Y ˝ f

n “ 0. Τελικά

dnCf‚ ˝ d
n´1
Cf‚

“

ˆ

0 0
0 0

˙

και άρα ο µορφισµός dnCf‚ , n P Z, είναι πράγµατι διαφορικό.

2. Θεωρούµε τον µορφισµό συµπλόκων f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ και pC‚f‚ , d
‚
Cf‚
q τον κώνο του µορφι-

σµού f‚. Θεωρούµε, επίσης, τον ϐαθµωτό µορφισµό if‚ : Y ‚ ÝÑ C‚f‚ ο οποίος για κάθε
n P Z, ορίζεται ως

inf‚ “ iY n : Y n ÝÑ Cnf‚

Τότε

dnCf‚ ˝ i
n
f‚ “

ˆ

´dn`1
X 0

fn`1 dnY

˙ˆ

0
1Y n

˙

“

ˆ

0
dnY

˙

“ in`1
f‚ ˝ dnY

∆ηλαδή το διάγραµµα:

Y ‚ : ¨ ¨ ¨ // Y n´1
dn´1
Y //

in´1
f‚

��

Y n
dnY //

inf‚

��

Y n`1 //

in`1
f‚

��

¨ ¨ ¨

C‚f‚ : ¨ ¨ ¨ // Xn ‘ Y n´1
dn´1
Cf‚ // Xn`1 ‘ Y n

dnCf‚ // Xn`2 ‘ Y n`1 // ¨ ¨ ¨

είναι µεταθετικό. Συνεπώς ο µορφισµός if‚ : Y ‚ ÝÑ C‚f‚ είναι µορφισµός συµπλόκων.

3. Θεωρούµε τον µορφισµό συµπλόκων f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ και pC‚f‚ , d
‚
Cf‚
q τον κώνο του µορφι-

σµού f‚. Θεωρούµε, επίσης, τον ϐαθµωτό µορφισµό pf‚ : Cnf‚ ÝÑ ΣpX‚q, ο οποίος για
κάθε n P Z, ορίζεται ως

pnf‚ “ pXn`1 : Cnf‚ ÝÑ Xn`1

Τότε

pn`1
f‚ ˝ dnCf‚ “

`

1Xn`2 0
˘

ˆ

´dn`1
X 0

fn`1 dnY

˙

“
`

´dn`1
X 0

˘

“ dnΣpXq ˝ p
n
f‚

∆ηλαδή το διάγραµµα:

C‚f‚ : ¨ ¨ ¨ // Xn ‘ Y n´1
dn´1
Cf‚ //

pn´1
f‚

��

Xn`1 ‘ Y n
dnCf‚ //

pnf‚

��

Xn`2 ‘ Y n`1 //

pn`1
f‚

��

¨ ¨ ¨

X‚ : ¨ ¨ ¨ // Xn
dnX // Xn`1

dXn`1 // Xn`2 // ¨ ¨ ¨

είναι µεταθετικό και συνεπώς ο µορφισµός pf‚ : C‚f‚ ÝÑ ΣpX‚q είναι µορφισµός συµπλό-
κων.

Χρησιµοποιώντας τον κώνο ενός µορφισµού f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ στην C‹pAq, ϑα ορίσουµε µία νέα
κλάση τριγώνων στην C‹pAq που ϑα καλούνται standard τρίγωνα.

Ορισµός 4.2.20. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία και f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ ένας µορφισµός στην
C‹pAq. Το τρίγωνο

C‚f‚

pf‚

r1s

}}
X‚

f‚ // Y ‚

if‚

aa

όπου if‚ , pf‚ οι µορφισµοί της Παρατήρησης 4.2.19, καλείται standard τρίγωνο (standard trian-
gle) µε ϐάση το µορφισµό f‚.
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Λήµµα 4.2.21. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία και f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚, g‚ : X‚1 ÝÑ Y ‚1 δύο
µορφισµοί στην C‹pAq, τέτοιοι ώστε το διάγραµµα:

X‚
f‚ //

u‚

��

Y ‚

v‚

��
X‚1

g‚ // Y ‚1

µετατίθεται ως προς οµοτοπία, δηλαδή οι µορφισµοί v‚ ˝ f‚, g‚ ˝ u‚ είναι οµοτοπικοί. Τότε υπάρχει
µορφισµός w‚ : C‚f‚ ÝÑ C‚g‚ , ώστε το διάγραµµα:

X‚
f‚ //

u‚

��

Y ‚

v‚

��

if‚ // C‚f‚
pf‚ //

w‚

��

ΣpX‚q

Σpu‚q

��
X‚1

g‚ // Y ‚1
ig‚ // C‚g‚

pg‚ // ΣpX‚1 q

µετατίθεται ως προς οµοτοπία. Επιπλέον αν το πρώτο διάγραµµα είναι µεταθετικό στην C‹pAq, τότε
και το δεύτερο διάγραµµα είναι µεταθετικό στην C‹pAq.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι οι µορφισµοί v‚ ˝ f‚, g‚ ˝ u‚ είναι οµοτοπικοί. Τότε υπάρχει µορφισµός
h‚ P Hom´1

pX‚, Y ‚1 q τέτοιος ώστε :

g‚ ˝ u‚ ´ v‚ ˝ f‚ “ d‚Y1
˝ h‚ ` h‚ ˝ d‚X

Ορίζουµε τον ϐαθµωτό µορφισµό w‚ : C‚f‚ ÝÑ C‚g‚ ως:

wn “

ˆ

un`1 0
´hn`1 un

˙

για κάθε n P Z. Τότε έχουµε

dnCg‚ ˝ w
n “

ˆ

´dn`1
X 0

gn`1 dnY1

˙ˆ

un`1 0
´hn`1 vn

˙ˆ

´dn`1
X ˝ un`1 0

gn`1 ˝ un`1 ´ dnY1
˝ hn`1 dnY1

˝ vn

˙

“

ˆ

´un`2 ˝ dn`1
X 0

vn`1 ˝ fn`1 ` hn`2 ˝ dn`1
X vn`1 ˝ dnY

˙

“

ˆ

un`2 0
´hn`2 vn`1

˙ˆ

´dn`1
X 0

fn`1 dnY

˙

“ wn`1 ˝ dnCf‚

για όλα τα n P Z. Εποµένως d‚Cg‚ ˝ w
‚ “ w‚ ˝ d‚Cf‚ και άρα ο ϐαθµωτός µορφισµός w‚ : C‚f‚ ÝÑ

C‚g‚ είναι µορφισµός συµπλόκων. Τότε για κάθε n P Z έχουµε:

wn ˝ inf‚ “

ˆ

un`1 0
´hn`1 vn

˙

“

ˆ

0
un

˙

“ ing‚ ˝ v
n

Εποµένως ισχύει w‚ ˝ if‚ “ ig‚ ˝v και άρα το δεύτερο τετράγωνο είναι µεταθετικό. Τέλος για κάθε
n P Z ισχύει :

un`1 ˝ pnf‚ “

ˆ

un`1

0

˙

“
`

1Xn`1 0
˘

ˆ

un`1 0
´hn`1 vn

˙

“ pg‚ ˝ w
n

Συνεπώς u‚ ˝ pf‚ “ pg‚ ˝w
‚ και έτσι το τελευταίο τετράγωνο είναι µεταθετικό. ΄Εστω, τώρα, ότι το

πρώτο διάγραµµα είναι µεταθετικό. Τότε ο ϐαθµωτός µορφισµός h‚ ϑα είναι ο µηδενικός και άρα
g‚ ˝ u‚ “ v‚ ˝ f‚. Σε αυτήν την περίπτωση και το πρώτο τετράγωνο ϑα είναι µεταθετικό. �
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Με ϐάση τα παραπάνω µπορούσε να κάνουµε κάποιες παρατηρήσεις που ϑα ϕανούν χρήσιµες
στην πορεία αυτής της ενότητας.

Παρατήρηση 4.2.22. 1. ΄Εστω f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ ένας µορφισµός συµπλόκων στην CpAq και
if‚ : Y ‚ ÝÑ C‚f‚ ο ϐαθµωτός µορφισµός που ορίσαµε στο δεύτερο σκέλος της Παρατήρησης
4.2.19. Ορίζουµε τον κώνο D‚f‚ του µορφισµού if‚ , ως εξής :

Dn
f‚ “ Y n`1 ‘ Cng‚ “ Y n`1 ‘Xn`1 ‘ Y n

και

dnDf‚ “

ˆ

´dn`1
Y 0

in`1
f‚ dnCf‚

˙

“

¨

˝

´dn`1
Y 0 0
0 ´dn`1

X 0
1Y n`1 fn`1 dnY

˛

‚

για κάθε n P Z.

2. ΄Εστω f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ και D‚f‚ ο κώνος που ορίσαµε στο πρώτο σκέλος της Παρατήρησης.
Ορίζουµε ένα ϐαθµωτό µορφισµό α : ΣpX‚q ÝÑ D‚f‚ ως:

αn “

¨

˝

´fn`1

1Xn`1

0

˛

‚

για όλα τα n P Z. Εύκολα ελέγχουµε ότι ισχύει

dnDf‚ ˝ α
n “

¨

˝

´dn`1
Y 0 0
0 ´dn`1

X 0
1Y n`1 fn`1 dnY

˛

‚

¨

˝

´fn`1

1Xn`1

0

˛

‚“

¨

˝

dn`1
Y ˝ fn`1

´dn`1
X

0

˛

‚

΄Οµως ο µορφισµός f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ είναι µορφισµός συµπλόκων και άρα προκύπτει ότι
dn`1
Y ˝ fn`1 “ fn`2 ˝ dn`1

X . Εποµένως

dnDf‚ ˝ α
n “

¨

˝

fn`2 ˝ dn`1
X

´dn`1
X

0

˛

‚“ ´

¨

˝

´fn`2

1Xn`2

0

˛

‚˝ dn`1
X “ αn`1 ˝ dnΣpX‚q

για κάθε n P Z και άρα ο ϐαθµωτός µορφισµός α : ΣpX‚q ÝÑ D‚f‚ είναι µορφισµός
συµπλόκων.

3. ΄Εστω f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ και D‚f‚ ο κώνος που ορίσαµε στο πρώτο σκέλος της Παρατήρησης.
Ορίζουµε ένα ϐαθµωτό µορφισµό β : D‚f‚ ÝÑ ΣpX‚q ως:

βn “
`

0 1Xn`1 0
˘

για κάθε n P Z. Ανάλογα µε το δεύτερο σκέλος της παρούσας Παρατήρησης δείχνουµε ότι :

dnΣpX‚q ˝ β
n “ βn`1 ˝ dnDf‚

για όλα τα n P Z. Συνεπώς, πράγµατι, ο ϐαθµωτός µορφισµός β : D‚f‚ ÝÑ ΣpX‚q είναι
ένας µορφισµός συµπλόκων.

Βασικός στόχος αυτής της ενότητας είναι να δείξουµε οτι η οµοτοπική κατηγορία KpAq, µε
αντικείµενα σύµπλοκα αντικειµένων µιας προσθετικής κατηγορίας A, είναι τριγωνισµένη κατηγο-
ϱία, αν εφοδιαστεί µε έναν translation συναρτητή και κατάλληλη κλάση τριγώνων. Για το σκοπό
αυτό ορίζουµε την ακόλουθη κλάση τριγώνων στην K‹pAq:
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Ορισµός 4.2.23. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία και KpAq η αντίστοιχη οµοτοπική κατηγορία.
Ορίζουµε µία κλάση τριγώνων ∆ στην K‹pAq η οποία να αποτελείται από τα τρίγωνα:

Z‚

h‚

r1s
}}

X‚
f‚ // Y ‚

g‚

aa

της C‹pAq, των οποίων η εικόνα στηνK‹pAq να είναι ισόµορφη µε ένα standard τρίγωνο στηνK‹pAq.

Για τους µορφισµούς α και β της παραπάνω παρατήρησης ϑα αποδείξουµε τα ακόλουθα
λήµµατα:

Λήµµα 4.2.24. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία. Ο µορφισµός α : ΣpX‚q ÝÑ D‚f‚ είναι ισο-
µορφισµός στην οµοτοπική κατηγορία K‹pAq.

Απόδειξη. Θεωρούµε τους ϐαθµωτούς µορφισµούς α : ΣpX‚q ÝÑ D‚f‚ και β : D‚f‚ ÝÑ ΣpX‚q
της Παρατήρησης 4.2.22. Για κάθε n P Z, έχουµε:

βn ˝ αn “
`

0 1Xn`1 0
˘

¨

˝

´fn`1

1Xn`1

0

˛

‚“ 1Xn`1

Συνεπώς ισχύει, β˝α “ 1ΣpX‚q. Στη συνέχεια ϑεωρούµε τον ϐαθµωτό µορφισµό h‚ P Hom´1
pD‚f‚ , D

‚
f‚q,

ο οποίος για κάθε n P Z ορίζεται ως :

hn “

¨

˝

0 0 1Y n

0 0 0
0 0 0

˛

‚

Εύκολα υπολογίζουµε ότι :
dn´1
Df‚

˝ hn ` hn`1 ˝ dnDf‚ “

“

¨

˝

´dnY 0 0
0 ´dnX 0

1nY fn dn´1
Y

˛

‚

¨

˝

0 0 1Y n

0 0 0
0 0 0

˛

‚`

¨

˝

0 0 1Y n`1

0 0 0
0 0 0

˛

‚

¨

˝

´dn`1
Y 0 0
0 ´dn`1

X 0
1Y n`1 fn`1 dnY

˛

‚“

“

¨

˝

0 0 ´dnY
0 0 0
0 0 1Y n

˛

‚`

¨

˝

1n`1
Y fn`1 dY n

0 0 0
0 0 0

˛

‚“

¨

˝

1Y n`1 fn`1 0
0 0 0
0 0 1Y n

˛

‚“

“

¨

˝

1Y n`1 0 0
0 1Xn`1 0
0 0 1Y n

˛

‚´

¨

˝

0 ´fn`1 0
0 1Xn`1 0
0 0 0

˛

‚“ 1Dn
f‚
´ αn ˝ βn

για όλα τα n P Z. ΄Αρα καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι ο µορφισµός α ˝ β είναι οµοτοπικός µε
τον ταυτοτικό µορφισµό 1D‚

f‚
. Συνεπώς ο µορφισµός α : ΣpX‚q ÝÑ D‚f‚ είναι ισοµορφισµός στην

οµοτοπική κατηγορία των συµπλόκων από αντικείµενα της A. �

Λήµµα 4.2.25. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία και f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ ένας µορφισµός συµπλό-
κων. Τότε το διάγραµµα:

Y ‚
if‚ //

1Y ‚

��

C‚f‚

1Cf‚

��

pf‚ // ΣpX‚q‚
´Σpf‚q //

α

��

ΣpY ‚q

1ΣpY ‚q

��
Y ‚

if‚
// C‚f‚ iif‚

// D‚f‚ pif‚
// ΣpY ‚q
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µετατίθεται ως προς οµοτοπία.

Απόδειξη. ΄Εστω f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ ένας µορφισµός συµπλόκων και α : ΣpX‚q ÝÑ D‚f‚ , β : D‚f‚ ÝÑ
ΣpX‚q οι µορφισµοί της Παρατήρησης 4.2.22. Θεωρούµε το διάγραµµα:

Y ‚
if‚ //

1Y ‚

��

C‚f‚

1Cf‚

��

pf‚ // ΣpX‚q‚
´Σpf‚q //

α

��

ΣpY ‚q

1ΣpY ‚q

��
Y ‚

if‚
// C‚f‚ iif‚

// D‚f‚ pif‚
// ΣpY ‚q

Το πρώτο τετράγωνο είναι, προφανώς, µεταθετικό. Επίσης για κάθε n P Z έχουµε:

pif‚ ˝ α
n “

`

1Y n`1 0 0
˘

¨

˝

´fn`1

1Xn`1

0

˛

‚“ ´fn`1 “ ´Σpf‚qn

Εποµένως ισχύει ότι pif‚ ˝ α “ ´Σpf‚q και συµπεραίνουµε ότι το τελευταίο τετράγωνο είναι
µεταθετικό. Τέλος για κάθε n P Z ισχύει :

βn ˝ inif‚ “
`

0 1Xn`1 0
˘

¨

˝

0 0
1Xn`1 0

0 1Y n

˛

‚“
`

1Xn`1 0
˘

“ pnf‚

και άρα ισχύει η ισότητα β ˝ iif‚ “ pf‚ . ΄Οµως από το Λήµµα 4.2.24 ισχύει η σύνθεση α ˝ β είναι
οµοτοπική µε τον ταυτοτικό µορφισµό 1D‚

f‚
. ΄Αρα προκύπτει ότι :

α ˝ pf‚ “ α ˝ β ˝ iif‚ ≈ 1D‚
f‚
˝ iif‚ “ iif‚

και το µεσσαίο τετράγωνο µετατίθεται ως προς οµοτοπία. �

Για να καταλήξουµε ότι η KpAq, µαζί µε την κλάση τριγώνων ∆ του παραπάνω ορισµού, είναι
µια τριγωνισµένη κατηγορία χρειαζόµαστε µια σειρά από αποτελέσµατα, τα οποία παραθέτουµε
στη συνέχεια.

Λήµµα 4.2.26. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία,X‚ ένα σύµπλοκο της C‹pAq και 1X‚ : X‚ ÝÑ
X‚ ο ταυτοτικός µορφισµός του αντικειµένουX‚. Τότε ο κώνος C‚1X‚ του ταυτοτικού µορφισµού είναι
ισόµορφος µε το µηδενικό αντικείµενο 0‚ στην K‹pAq.

Απόδειξη. ΄Εστω X‚ ένα αντικείµενο στην CpAq και 1X‚ : X‚ ÝÑ X‚ ο ταυτοτικός µορφισµός του
X‚. Ορίζουµε το ϐαθµωτό αντικείµενο :

C‚ :“ C‚1X‚ “ ΣpX‚q ‘X‚

και ϑεωρούµε τον ϐαθµωτό µορφισµό h P Hom´1
pC‚, C‚q. Για κάθε n P Z ο µορφισµός h‚

ορίζεται ως :

hn “

ˆ

0 1Xn

0 0

˙

Τότε έχουµε

dn´1
C ˝ hn ` hn`1 ˝ dnC “

ˆ

´dnX 0
1Xn dn´1

X

˙ˆ

0 1Xn

0 0

˙

`

ˆ

0 1Xn`1

0 0

˙ˆ

´dn`1
X 0

1Xn`1 dnX

˙

“

ˆ

0 ´dnX
0 1Xn

˙

`

ˆ

1Xn`1 dnX
0 0

˙

“

ˆ

1Xn`1 0
0 1Xn

˙

“ 1nC
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για κάθε n P Z. ΄Αρα d‚C‚ ˝ h
‚ ` h‚ ˝ d‚C‚ “ 1‚C‚ και συνεπώς ο ταυτοτικός µορφισµός του

αντικειµένου C‚ είναι οµοτοπικός µε το µηδενικό. Εποµένως ισχύει ότι C‚ » 0‚ στην K‹pAq. �

Χρησιµοποιώντας το Λήµµα 4.2.26 ϑα αποδείξουµε την ακόλουθη πρόταση:

Πρόταση 4.2.27. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία. Θεωρούµε την τριάδα pK‹pAq,Σ,∆q, όπου
Σ: K‹pAq ÝÑ K‹pAq είναι translation συναρτητής και ∆ η κλάση τριγώνων του Ορισµού 4.2.23.
Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Κάθε τρίγωνο που είναι ισόµορφο µε ένα τρίγωνο της κλάσης ∆, είναι τρίγωνο της κλάσης ∆.

2. Για κάθε αντικείµενο X‚ στην K‹pAq το τρίγωνο

0‚

r1s
~~

X‚
1X‚ // X‚

``

είναι τρίγωνο της κλάσης ∆.

3. Για κάθε µορφισµό f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ στην K‹pAq, υπάρχει αντικείµενο Z‚ στην K‹pAq τέτοιο
ώστε το τρίγωνο

Z‚

r1s
}}

X‚
f‚ // Y ‚

aa

να ανήκει στην κλάση ∆.

Απόδειξη. 1. ΄Εστω
Z‚

h‚

r1s
}}

X‚
f‚ // Y ‚

g‚

aa

ένα τρίγωνο στην κλάση ∆. Εξ΄ ορισµού η εικόνα του τριγώνου στην K‹pAq ϑα είναι ισόµορφη
µε ένα standard τρίγωνο. ΄Εστω, τώρα, ένα τρίγωνο

Z‚1

h‚1

r1s

~~
X‚1

f‚1 // Y ‚1

g‚1

``

στην C‹pAq, το οποίο είναι ισόµορφο µε το τρίγωνο

Z‚

h‚

r1s
}}

X‚
f‚ // Y ‚

g‚

aa
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΄Αµεσα και η εικόνα του τριγώνου

Z‚1

h‚1

r1s

~~
X‚1

f‚1 // Y ‚1

g‚1

``

στην K‹pAq, είναι ισόµορφη µε ένα standard τρίγωνο. Συνεπώς το τρίγωνο

Z‚1

h‚1

r1s

~~
X‚1

f‚1 // Y ‚1

g‚1

``

ανήκει στην κλάση ∆.

2. ΄Εστω X‚ ένα αντικείµενο στην K‹pAq και 1X‚ : X‚ ÝÑ X‚ ο ταυτοτικός µορφισµός του
X‚. Χρησιµοποιώντας το Λήµµα 4.2.26, προκύπτει ότι το διάγραµµα:

X‚
1X‚ //

1X‚

��

X‚

1X‚

��

// 0‚ //

0‚

��

ΣpX‚q

1ΣpX‚q

��
X‚

1X‚ // X‚ // C‚1X‚
// ΣpX‚q

είναι µεταθετικό στην K‹pAq και το δεύτερο τρίγωνο είναι standard τρίγωνο. Επειδή οι
κάθετοι µορφισµοί είναι ισοµορφισµοί, προκύπτει ότι το τρίγωνο

0‚

r1s
~~

X‚
1X‚ // X‚

``

είναι ισόµορφο µε ένα standard τρίγωνο, συνεπώς ανήκει στην κλάση ∆.

3. ΄Εστω f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ ένας µορφισµός στην K‹pAq. Τότε το τρίγωνο

C‚f‚

h‚

r1s

}}
X‚

f‚ // Y ‚

g‚
aa

είναι προφανώς ένα τρίγωνο της κλάσης ∆, αφού η εικόνα του είναι ισόµορφη µε ένα
standard τρίγωνο στην K‹pAq. �

Παρατήρηση 4.2.28. Η Πρόταση 4.2.27 αποδεικνύει ότι για την τριάδα pK‹pAq,Σ,∆q ικανοποι-
νούνται τα αξιώµατα pTR1aq, pTR1bq, pTR1cq του Ορισµού 3.1.5.
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Πρόταση 4.2.29. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία. Θεωρούµε την τριάδα pK‹pAq,Σ,∆q, όπου
Σ: K‹pAq ÝÑ K‹pAq είναι translation συναρτητής και ∆ η κλάση τριγώνων του Ορισµού 4.2.23.
Το τρίγωνο

Z‚

h‚

r1s
}}

X‚
f‚ // Y ‚

g‚

aa

ανήκει στην κλάση ∆ αν και µόνο αν το τρίγωνο

ΣpX‚q

´Σpf‚q

r1s
||

Y ‚
g‚ // Z‚

h‚

bb

ανήκει στην κλάση ∆.

Απόδειξη.pùñq Υποθέτουµε ότι το τρίγωνο:

Z‚

h‚

r1s
}}

X‚
f‚ // Y ‚

g‚

aa

της οµοτοπικής κατηγορίας K‹pAq ανήκει στην κλάση ∆. Τότε εξ΄ ορισµού υπάρχει ένα
standard τρίγωνο:

C‚α‚

pα‚

r1s
}}

U‚
α‚ // V ‚

iα‚

aa

του οποίου η εικόνα στην K‹pAq είναι ισόµορφη µε το τρίγωνο:

Z‚

h‚

r1s
}}

X‚
f‚ // Y ‚

g‚

aa

Εποµένως έχουµε έναν ισοµορφισµό τριγώνων:

X‚
f‚ //

u‚

��

Y ‚

v‚

��

g‚ // Z‚
h‚ //

w‚

��

ΣpX‚q

Σpu‚q

��
U‚

rα‚s≈

// V ‚
riα‚ s≈

// C‚α‚
rpα‚ s≈

// ΣpU‚q

στην K‹pAq. Από τα Λήµµατα 4.2.24, 4.2.25, προκύπτει ότι η εικόνα του τριγώνου

ΣpU‚q

´Σpα‚q

r1s

||
V ‚

iα‚ // C‚α‚

pα‚

bb
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είναι ισόµορφη µε την εικόνα ενός standard τριγώνου στην K‹pAq. Εποµένως το τρίγωνο:

ΣpU‚q

´Σpα‚q

r1s

||
V ‚

iα‚ // C‚α‚

pα‚

bb

ανήκει στην κλάση ∆ της K‹pAq. ΄Οµως ο µορφισµός τριγώνων:

Y ‚
g‚ //

v‚

��

Z‚

w‚

��

h‚ // ΣpX‚q‚
´Σpf‚q //

Σpu‚q

��

ΣpY ‚q

Σpv‚q

��
V ‚

riα‚ s≈

// C‚α‚
rpα‚ s≈

// ΣpU‚q
´Σprα‚s≈q

// ΣpV ‚q

είναι ισοµορφισµός στην K‹pAq, αφού οι µορφισµοί v‚, w‚ είναι ισοµορφισµοί. Συνεπώς το
τρίγωνο:

ΣpU‚q

´Σpα‚q

r1s

||
V ‚

iα‚ // C‚α‚

pα‚

bb

ανήκει στην κλάση ∆ και από το πρώτο σκέλος της Πρότασης 4.2.27, έπεται ότι το τρίγωνο:

ΣpX‚q

´Σpf‚q

r1s
||

Y ‚
g‚ // Z‚

h‚

bb

ανήκει στην κλάση ∆.

pðùq Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι το τρίγωνο:

ΣpX‚q

´Σpf‚q

r1s
||

Y ‚
g‚ // Z‚

h‚

bb

ανήκει στην κλάση ∆. Τότε, εξ΄ ορισµού, υπάρχει ένα standard τρίγωνο:

C‚α‚

pα‚

r1s
}}

U‚
α‚ // V ‚

iα‚

aa

τέτοιο ώστε, η εικόνα του στην K‹pAq είναι ισόµορφη µε το τρίγωνο:

ΣpX‚q

´Σpf‚q

r1s
||

Y ‚
g‚ // Z‚

h‚

bb
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Τότε υπάρχει ένας ισοµορφισµός τριγώνων:

Y ‚
g‚ //

u‚

��

Z‚

v‚

��

h‚ // ΣpX‚q‚
´ΣpX‚q //

w‚

��

ΣpY ‚q

Σpu‚q

��
U‚

rα‚s≈

// V ‚
riα‚ s≈

// C‚α‚
rpα‚ s≈

// ΣpU‚q

στην K‹pAq. Θεωρούµε, τώρα, το standard τρίγωνο:

C‚Σ´2pαq
pΣ´2pα‚q

r1syy
Σ´2pU‚q

Σ´2
pα‚q // Σ´2pV ‚q

iΣ´2 pα
‚
q

ee

µε ϐάση τον µορφισµό Σ´2pα‚q : Σ´2pU‚q ÝÑ Σ´2pV ‚q. Για κάθε n P Z το ϐαθµωτό
αντικείµενο C‚Σ´2pαq ορίζεται ως :

CnΣ´2pα‚q “ Σ´1pU‚q
n
‘ Σ´2pV ‚q

n
“ Un´1 ‘ V n´2 “ Σ´2pC‚α‚q

ενώ το διαφορικό του ορίζεται ως :

dnCΣ´2pα‚q
“

˜

´dn`1
Σ´2pU‚q

0

Σ´2pα‚q
n`1

dnΣ´2pV ‚q

¸

“

ˆ

´dn´1
U 0

αn´1 dn´2
V

˙

“ dnΣ´2pC‚
α‚
q

Εποµένως προκύπτει ότι C‚Σ´2pαq “ Σ´2pC‚α‚q και καταλήγουµε, άµεσα, ότι το τρίγωνο:

Σ´2pC‚α‚q

Σ´2
prpα‚ s≈q

r1s
yy

Σ´2pU‚q
Σ´2

prα‚s≈q // Σ´2pV ‚q

Σ´2
priα‚ s≈q

ee

της K‹pAq ανήκει στην κλάση ∆. Εφαρµόζοντας το συναρτητή Σ´2 στον παραπάνω ισοµορ-
ϕισµό τριγώνων, συµπεραίνουµε ότι το τρίγωνο:

Σ´1pX‚q

´Σ´1
pg‚q

r1s
yy

Σ´2pY ‚q
Σ´2

ph‚q // Σ´2pZ‚q

Σ´1
pf‚q

ee

ανήκει στην κλάση ∆. Εφαρµόζοντας το πρώτο σκέλος της απόδειξης, προκύπτει ότι το
τρίγωνο:

Σ´1pY ‚q

´Σ´1
pf‚q

r1s
yy

Σ´2pZ‚q
Σ´2

pg‚q // Σ´1pX‚q

Σ´2
ph‚q

ee



140 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΠΑΡΑΓΟΜΕΝΕΣ ΚΑΤΗΓΟΡΙΕΣ

ανήκει στην κλάση ∆. Εφαρµόζοντας διαδοχικά το πρώτο σκέλος της απόδειξης, καταλή-
γουµε στο συµπέρασµα ότι το τρίγωνο:

Z‚

h‚

r1s
}}

X‚
f‚ // Y ‚

g‚

aa

ανήκει και αυτό στην κλάση ∆ και έτσι λαµβάνουµε το Ϲητούµενο. �

Παρατήρηση 4.2.30. Η Πρόταση 4.2.29 αποδεικνύει ότι η τριάδα pK‹pAq,Σ,∆q ικανοποιεί το
αξίωµα pTR2q του Ορισµού 3.1.5.

Πρόταση 4.2.31. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία. Θεωρούµε το διάγραµµα:

X‚ //

��

Y ‚

��

// Z‚ // ΣpX‚q

��
X‚1 // Y ‚1 // Z‚1 // ΣpX‚1 q

στην K‹pAq, όπου οι δύο πρώτες γραµµές είναι τρίγωνα και το πρώτο τετράγωνο είναι µεταθετικό.
Τότε υπάρχει µορφισµός Z‚ ÝÑ Z‚1 τέτοιος ώστε το διάγραµµα:

X‚ //

��

Y ‚

��

// Z‚ //

��

ΣpX‚q

��
X‚1 // Y ‚1 // Z‚1 // ΣpX‚1 q

είναι µορφισµός τριγώνων.

Απόδειξη. Θεωρούµε τα τρίγωνα:

Z‚

r1s

~~

Z‚1

r1s

~~
X‚ // Y ‚

``

X‚1 // Y ‚1

``

στην οµοτοπική κατηγορία K‹pAq. Τότε υπάρχουν standard τρίγωνα:

C‚α‚

r1s

~~

C‚β‚

r1s

~~
U‚

α‚ // V ‚

``

U‚1
β‚ // V ‚1

``

τέτοια ώστε οι εικόνες τους στην K‹pAq είναι ισόµορφες µε τα παραπάνω τρίγωνα. Εποµένως
υπάρχουν µορφισµοί συµπλόκων u‚ : U‚ ÝÑ U‚1 και v‚ : V ‚ ÝÑ V ‚1 τέτοιοι ώστε η εικόνα του
διαγράµµατος :

U‚
α‚ //

u‚

��

V ‚

v‚

��

// C‚α‚ // ΣpU‚q

��
U‚1

β‚ // V ‚1 // C‚β‚ // ΣpU‚1 q
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στην K‹pAq είναι ισόµορφη µε το διάγραµµα:

X‚ //

��

Y ‚

��

// Z‚ // ΣpX‚q

��
X‚1 // Y ‚1 // Z‚1 // ΣpX‚1 q

Επειδή το τετράγωνο:
X‚ //

��

Y ‚

��
X‚1 // Y ‚1

είναι µεταθετικό στην K‹pAq, το τετράγωνο:

U‚
α‚ //

u‚

��

V ‚

v‚

��
U‚1

β‚ // V ‚1

µετατίθεται ως προς οµοτοπία. Τότε, από το Λήµµα 4.2.21 γνωρίζουµε ότι υπάρχει µορφισµός
συµπλόκων w‚ : C‚α‚ ÝÑ C‚β‚ , τέτοιος ώστε το διάγραµµα:

U‚
α‚ //

u‚

��

V ‚

v‚

��

// C‚α‚

w‚

��

// ΣpU‚q

��
U‚1

β‚ // V ‚1 // C‚β‚ // ΣpU‚1 q

µετατίθεται ως προς οµοτοπία. Εποµένως υπάρχει µορφισµός Z‚ ÝÑ Z‚1 τέτοιος ώστε το διά-
γραµµα:

X‚ //

��

Y ‚

��

// Z‚ //

��

ΣpX‚q

��
X‚1 // Y ‚1 // Z‚1 // ΣpX‚1 q

είναι µορφισµός τριγώνων στην K‹pAq. �

Παρατήρηση 4.2.32. Η Πρόταση 4.2.31 αποδεικνύει ότι η τριάδα pK‹pAq,Σ,∆q ικανοποιεί το
αξίωµα pTR3q του Ορισµού 3.1.5.

Στο επόµενο λήµµα ϑα δώσουµε µια διαφορετική περιγραφή των τριγώνων της κλάσης ∆ του
Ορισµού 4.2.23, την οποία ϑα χρειαστούµε για να αποδείξουµε το οκταεδρικό αξίωµα του Ορισµού
3.1.5 για την τρίαδα pK‹pAq,Σ,∆q.

Λήµµα 4.2.33. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία, f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ ένας µορφισµός στην K‹pAq
και α‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ ο µορφισµός συµπλόκων που αναπαριστά τον µορφισµό f‚. Τότε οι ακόλουθες
συνθήκες είναι ισοδύναµες :
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1. Το τρίγωνο
Z‚

r1s
}}

X‚
f‚ // Y ‚

aa

ανήκει στην κλάση ∆ του Ορισµού 4.2.23.

2. Υπάρχει ένας ισοµορφισµός συµπλόκων u‚ : Z‚ ÝÑ C‚α‚ τέτοιος ώστε το διάγραµµα:

X‚
f‚ //

1X‚

��

Y ‚

1Y ‚

��

// Z‚ //

u‚

��

ΣpX‚q

1ΣpX‚q

��
X‚

f‚ // Y ‚
riα‚ s≈ // C‚α‚

rpα‚ s≈ // ΣpX‚q

είναι µεταθετικό.

Απόδειξη. ΄Εστω f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ ένας µορφισµός στην K‹pAq, που παριστάνεται από τον µορφισµό
συµπλόκων α : X‚ ÝÑ Y ‚.

(1.ùñ2.) Υποθέτουµε ότι το τρίγωνο:

Z‚

r1s
}}

X‚
f‚ // Y ‚

aa

ανήκει στην κλάση τριγώνων ∆ του Ορισµού 4.2.23. Επίσης, προφανώς, η εικόνα του
standard τριγώνου:

C‚α‚

pα‚

r1s
}}

X‚
f‚ // Y ‚

iα‚

aa

είναι ένα τρίγωνο της κλάσης ∆. Συνεπώς έχουµε το διάγραµµα:

X‚
f‚ //

1X‚

��

Y ‚

1Y ‚

��

// Z‚ //

��

ΣpX‚q

1ΣpX‚q

��
X‚

f‚ // Y ‚
riα‚ s≈ // C‚α‚

rpα‚ s≈ // ΣpX‚q

του οποίου οι γραµµές είναι τρίγωνα της κλάσης ∆ και το πρώτο τετράγωνο είναι µεταθετικό
στην K‹pAq. ΄Οµως έχουµε δείξει ότι ισχύει το αξίωµα pTR3q για την τριάδα pK‹pAq,Σ,∆q.
Εποµένως υπάρχει µορφισµός συµπλόκων u‚ : Z‚ ÝÑ C‚α‚ τέτοιος ώστε το διάγραµµα:

X‚
f‚ //

1X‚

��

Y ‚

1Y ‚

��

// Z‚ //

u‚

��

ΣpX‚q

1ΣpX‚q

��
X‚

f‚ // Y ‚
riα‚ s≈ // C‚α‚

rpα‚ s≈ // ΣpX‚q
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είναι µορφισµός τριγώνων στην K‹pAq. Επειδή οι µορφισµοί 1X‚ , 1Y ‚ είναι ισοµορφισµοί,
από το Λήµµα 3.1.17, έπεται πως ο µορφισµός u‚ : Z‚ ÝÑ C‚α‚ είναι ισοµορφισµός.

(2.ùñ1.) Το Ϲητούµενο είναι άµεσο από τον ορισµό της κλάσης τριγώνων ∆ του Ορισµού 4.2.23. �

Χρησιµοποιώντας το παραπάνω λήµµα ϑα αποδείξουµε την ακόλουθη πρόταση:

Πρόταση 4.2.34. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία, f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚, g‚ : Y ‚ ÝÑ Z‚ δυο
µορφισµοί στην K‹pAq και h‚ :“ g‚ ˝ f‚ : X‚ ÝÑ Z‚ η σύνθεση αυτών. Θεωρούµε το διάγραµµα:

X‚
f‚ //

1X‚

��

Y ‚
α‚ //

g‚

��

Z‚1 // ΣpX‚q

1ΣpX‚q

��
X‚

h‚ //

f‚

��

Z‚
β‚ //

1Z‚

��

Y ‚1 // ΣpX‚q

Σpf‚q

��
Y ‚

g‚ // Z‚
γ‚ // X‚1 // ΣpY ‚q

όπου οι γραµµές είναι τρίγωνα στην κλάση ∆ και τα τετράγωνα της πρώτης στήλης είναι µεταθετικά.
Τότε υπάρχουν µορφισµοί u‚, v‚, w‚ που συµπληρώνουν το παραπάνω διάγραµµα στο διάγραµµα:

X‚
f‚ //

1X‚

��

Y ‚
α‚ //

g‚

��

Z‚1 //

u‚

��

ΣpX‚q

1ΣpX‚q

��
X‚

h‚ //

f‚

��

Z‚
β‚ //

1Z‚

��

Y ‚1 //

v‚

��

ΣpX‚q

Σpf‚q

��
Y ‚

g‚ //

α‚

��

Z‚
γ‚ //

β‚

��

X‚1 //

1X‚1

��

ΣpY ‚q

Σpα‚q

��
Z‚1

u‚ // Y ‚1
v‚ // X‚1

w‚ // ΣpZ‚1 q

όπου οι γραµµές είναι τρίγωνα στην κλάση ∆ και οι κατακόρυφοι µορφισµοί δηµιουργούν µορφισµούς
τριγώνων.

Απόδειξη. ΄Εστω f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚, g‚ : Y ‚ ÝÑ Z‚ και h‚ :“ g‚ ˝ f‚ : X‚ ÝÑ Z‚ µορφισµοί στην
K‹pAq. Θεωρούµε το διάγραµµα:

X‚
f‚ //

1X‚

��

Y ‚
α‚ //

g‚

��

Z‚1 // ΣpX‚q

1ΣpX‚q

��
X‚

h‚ //

f‚

��

Z‚
β‚ //

1Z‚

��

Y ‚1 // ΣpX‚q

Σpf‚q

��
Y ‚

g‚ // Z‚
γ‚ // X‚1 // ΣpY ‚q
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όπου οι γραµµές είναι τρίγωνα της κλάσης ∆ και τα τετράγωνα της πρώτης στήλης είναι µεταθετικά.
Από το Λήµµα 4.2.33 γνωρίζουµε ότι υπάρχουν µορφισµοί φ‚ : X‚ ÝÑ Y ‚, ψ‚ : Y ‚ ÝÑ Z‚ και
χ‚ :“ ψ‚ ˝ φ‚ : X‚ ÝÑ Z‚ τέτοιοι ώστε τα τρίγωνα:

Z‚1

r1s
~~

X‚
f‚ // Y ‚

``

X‚1

r1s
~~

Y ‚
g‚ // Z‚

``

και
Y ‚1

r1s
~~

X‚
h‚ // Z‚

``

είναι ισόµορφα µε τις εικόνες των standard τριγώνων

C‚φ‚

pφ‚

r1s

}}
X‚

φ‚ // Y ‚

iφ‚

aa

C‚ψ‚

pψ‚

r1s

}}
X‚

ψ‚ // Y ‚

iψ‚

aa

και
C‚χ‚

pχ‚

r1s

}}
X‚

χ‚ // Y ‚

iχ‚

aa

στην K‹pAq, αντίστοιχα. Συνεπώς το διάγραµµα:

X‚
f‚ //

1X‚

��

Y ‚
α‚ //

g‚

��

Z‚1 // ΣpX‚q

1ΣpX‚q

��
X‚

h‚ //

f‚

��

Z‚
β‚ //

1Z‚

��

Y ‚1 // ΣpX‚q

Σpf‚q

��
Y ‚

g‚ // Z‚
γ‚ // X‚1 // ΣpY ‚q



4.2. Η ΟΜΟΤΟΠΙΚΗ ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ ΤΩΝ ΣΥΜΠΛΟΚΩΝ 145

είναι ισόµορφο µε την εικόνα του διαγράµµατος :

X‚
f‚ //

1X‚

��

Y ‚
iφ‚ //

ψ‚

��

C‚φ‚
pφ‚ // ΣpX‚q

1ΣpX‚q

��
X‚

χ‚ //

φ‚

��

Z‚
iχ‚ //

1Z‚

��

C‚χ‚
pχ‚ // ΣpX‚q

Σpφ‚q

��
Y ‚

ψ‚ // Z‚
iψ‚ // C‚ψ‚

pψ‚ // ΣpY ‚q

στην K‹pAq, όπου τα τετράγωνα της πρώτης στήλης είναι µεταθετικά. Επειδή το τετράγωνο

X‚
φ‚ //

1X‚

����

Y ‚

ψ‚

��
X‚

χ‚ // Z‚

είναι µεταθετικό1, από το Λήµµα 4.2.21 γνωρίζουµε ότι υπάρχει µορφισµός u‚ : C‚φ‚ ÝÑ C‚χ‚ , ο
οποίος για κάθε n P Z ορίζεται ως :

un “

ˆ

1Xn`1 0
0 ψn

˙

ώστε το διάγραµµα:

X‚
φ‚ //

1X‚

��

Y ‚
iφ‚ //

ψ‚

��

C‚φ‚
pφ‚ //

u‚

��

ΣpX‚q

1ΣpX‚q

��
X‚

χ‚
// Z‚

iχ‚
// C‚χ‚ pχ‚

// ΣpX‚q

είναι µεταθετικό. Ανάλογα, επειδή το τετράγωνο:

X‚
χ‚ //

φ‚

����

Z‚

1Z‚

��
Y ‚

ψ‚ // Z‚

είναι µεταθετικό2, από το Λήµµα 4.2.21 προκύπτει ότι υπάρχει µορφισµός v‚ : C‚χ‚ ÝÑ C‚ψ‚ ο
οποίος για κάθε n P Z ορίζεται ως :

vn “

ˆ

φn`1 0
0 1Zn

˙

1Κάθε οµοτοπία k‚ P Hom´1pY ‚, X‚q είναι µηδενική.
2Κάθε οµοτοπία l‚ P Hom´1pZ‚, Y ‚q είναι µηδενική.
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ώστε το διάγραµµα:

X‚
χ‚ //

φ‚

��

Z‚
iχ‚ //

1Z‚

��

C‚χ‚
pχ‚ //

v‚

��

ΣpX‚q

Σpφ‚q

��
Y ‚

ψ‚ // Z‚
iψ‚ // C‚ψ‚

pψ‚ // ΣpY ‚q

είναι µεταθετικό. Τελικά αποδείξαµε ότι υπάρχουν µορφισµοί u‚ : C‚φ‚ ÝÑ C‚χ‚ και v‚ : C‚χ‚ ÝÑ
C‚ψ‚ ώστε το διάγραµµα:

X‚
φ‚ //

1X‚

��

Y ‚
iφ‚ //

ψ‚

��

C‚φ‚
pφ‚ //

u‚

��

ΣpX‚q

1ΣpX‚q

��
X‚

χ‚ //

φ‚

��

Z‚
iχ‚ //

1Z‚

��

C‚χ‚
pχ‚ //

v‚

��

ΣpX‚q

Σpφ‚q

��
Y ‚

ψ‚ // Z‚
iψ‚ // C‚ψ‚

pψ‚ // ΣpY ‚q

είναι µεταθετικό. Τώρα ϑα αποδείξουµε τον ακόλουθο ισχυρισµό:
Ισχυρισµός: Το τρίγωνο

C‚ψ‚

Σpriφ‚ s≈q˝rpψ‚ s≈

r1s

}}
C‚φ‚

ru‚s≈ // C‚χ‚

rv‚s≈

aa

ανήκει στην κλάση τριγώνων ∆ της κατηγορίας K‹pAq.
Απόδειξη Ισχυρισµού: Για να αποδείξουµε το Ϲητούµενο αρκεί να αποδείξουµε ότι υπάρχει µορ-
ϕισµός w‚ : C‚ψ‚ ÝÑ C‚u‚ στην K‹pAq ώστε το τρίγωνο:

C‚ψ‚

Σpiφ‚ q˝pψ‚

r1s

}}
C‚φ‚

u‚ // C‚χ‚

v‚

aa

είναι ισόµορφο µε το standard τρίγωνο:

C‚u‚

pu‚

r1s

}}
C‚φ‚

u‚ // C‚χ‚

iu‚

aa
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µέσω του ισοµορφισµού τριγώνων:

C‚φ‚
u‚ //

1C‚
φ‚

��

C‚χ‚
v‚ //

1C‚
χ‚

��

C‚ψ‚
Σpiφ‚ q˝pψ‚//

w‚

��

ΣpC‚φ‚q

1ΣpC‚
φ‚
q

��
C‚φ‚

u‚ // C‚χ‚
iu‚ // C‚u‚

pu‚ // ΣpC‚φ‚q

Εξ΄ ορισµού ο κώνος του µορφισµού ψ‚ : Y ‚ ÝÑ Z‚, ορίζεται ως το ϐαθµωτό αντικείµενο C‚ψ‚ “
ΣpY ‚q ‘ Z‚ µαζί µε το διαφορικό:

dnCψ‚ “

ˆ

´dn`1
Y 0

ψn`1 dnX

˙

για κάθε n P Z. Αντίστοιχα ο κώνος του µορφισµού u‚ : C‚φ‚ ÝÑ C‚χ‚ , ορίζεται ως το ϐαθµωτό
αντικείµενο C‚u‚ “ ΣpC‚φ‚q ‘ C

‚
χ‚ “ Σ2pX‚q ‘ ΣpY ‚q ‘ ΣpX‚q ‘ Z‚ µαζί µε το διαφορικό:

dnCu‚ “

˜

´dn`1
Cφ‚

0

un`1 dnCχ‚

¸

“

¨

˚

˚

˝

dn`2
X 0 0 0

´φn`2 ´dn`1
Y 0 0

1Xn`2 0 ´dn`1
X 0

0 ψn`1 χn`1 dnZ

˛

‹

‹

‚

για όλα τα n P Z. Ορίζουµε, τώρα, για n P Z τον ϐαθµωτό µορφισµό w‚ : C‚ψ‚ ÝÑ C‚u‚ ως:

wn “

¨

˚

˚

˝

0 0
1Y n`1 0

0 0
0 1Zn

˛

‹

‹

‚

Τότε για όλα τα n P Z προκύπτει :

wn`1 ˝ dnCψ‚ “

¨

˚

˚

˝

0 0
1Y n`2 0

0 0
0 1Zn`1

˛

‹

‹

‚

ˆ

´dn`1
Y 0

ψn`1 dnX

˙

“

¨

˚

˚

˝

0 0
´dn`1

Y 0
0 0

ψn`1 dnZ

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

dn`2
X 0 0 0

´φn`2 ´dn`1
Y 0 0

1Xn`2 0 ´dn`1
X 0

0 ψn`1 χn`1 dnZ

˛

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˝

0 0
1Y n`1 0

0 0
0 1Zn

˛

‹

‹

‚

“ dnCu‚ ˝ w
n

Συνεπώς ο ϐαθµωτός µορφισµός w‚ είναι µορφισµός συµπλόκων. Εύκολα τώρα µπορούµε να
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ελέγξουµε ότι το τρίτο τετράγωνο είναι µεταθετικό. Πράγµατι για κάθε n P Z έχουµε:

pnu‚ ˝ w
n “

ˆ

1Xn`2 0 0 0
0 1Y n`1 0 0

˙

¨

˚

˚

˝

0 0
1Y n`1 0

0 0
01Zn

˛

‹

‹

‚

“

ˆ

0 0
1Y n`1 0

˙

“

ˆ

0
1Y n`1

˙

`

1Y n`10
˘

“ Σpiφ‚q
n ˝ pnψ‚

Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε ότι το µεσσαίο τετράγωνο µετατίθεται ως προς οµοτοποπία. Θεω-
ϱούµε τον ϐαθµωτό µορφισµό k‚ P Hom´1

pC‚χ‚ , C
‚
u‚q, ο οποίος για κάθε n P Z ορίζεται ως :

kn “

¨

˚

˚

˝

1Xn`1 0
0 0
0 0
0 0

˛

‹

‹

‚

Τότε ισχύει ότι,

dn´1
Cu‚

˝ kn ` kn`1 ˝ dnCχ‚ “

¨

˚

˚

˝

dn`1
X 0 0 0

´φn`1 ´dnY 0 0
1Xn`1 0 ´dnX 0

0 ψn χn dn´1
Z

˛

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˝

1Xn`1 0
0 0
0 0
0 0

˛

‹

‹

‚

`

`

¨

˚

˚

˝

1Xn`2 0
0 0
0 0
0 0

˛

‹

‹

‚

ˆ

´dn`1
Y 0

ψn`1 dnX

˙

“

¨

˚

˚

˝

dn`1
X

´φn`1 0
1Xn`1 0

0 0

˛

‹

‹

‚

`

¨

˚

˚

˝

´dn`1
X 0
0 0
0 0
0 0

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

0 0
´φn`1 0
1Xn`1 0

0 0

˛

‹

‹

‚

“

“ ´

¨

˚

˚

˝

0 0
φn`1 0

0 0
0 1Zn

˛

‹

‹

‚

`

¨

˚

˚

˝

0 0
0 0

1Xn`1 0
0 1Zn

˛

‹

‹

‚

“ ´

¨

˚

˚

˝

0 0
1Y n`1 0

0 0
0 1Zn

˛

‹

‹

‚

ˆ

φn`1 0
0 1Zn

˙

`

¨

˚

˚

˝

0 0
0 0

1Xn`1 0
0 1Zn

˛

‹

‹

‚

“

“ ´wn ˝ vn ` inu‚ “ inu‚ ´ w
n ˝ vn

για κάθε n P Z. Εποµένως ο µορφισµός w‚ ˝ v‚ είναι οµοτοπικός µε τον µορφισµό iu‚ ˝ 1C‚
χ‚

και έτσι καταλήγουµε ότι το µεσσαίο τετράγωνο µετατίθεται ως προς οµοτοπία. Για να αποδείξου-
µε τον ισχυρισµό αποµένει να δείξουµε ότι ο µορφισµός w‚ : C‚ψ‚ ÝÑ C‚u‚ είναι ισοµορφισµός
συµπλόκων στην κατηγορία K‹pAq. Ορίζουµε το ϐαθµωτό µορφισµό θ‚ : C‚u‚ ÝÑ C‚ψ‚ ως εξής :

θn “

ˆ

0 1Y n`1 φn`1 0
0 0 0 1Zn

˙

για κάθε n P Z. Αρχικά ϑα αποδείξουµε ότι ο ϐαθµωτός µορφισµός θ‚ είναι µορφισµός συµπλό-
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κων. Για όλα τα n P Z έχουµε:

θn`1 ˝ dnCu‚ “

ˆ

0 1Y n`1 φn`2 0
0 0 0 1Zn`1

˙

¨

˚

˚

˝

dn`2
X 0 0 0

´φn`2 ´dn`1
Y 0 0

1Xn`2 0 ´dn`1
X 0

0 ψn`1 χn`1 dnZ

˛

‹

‹

‚

“

ˆ

0 ´dn`1
Y ´φn`2 ˝ dn`1

X 0
0 ψn`1 χn`1 dnZ

˙

“

ˆ

0 ´dn`1
Y ´dn`1

Y ˝ φn`1 0
0 ψn`1 ψn`1 ˝ φn`1 dnZ

˙

“

ˆ

´dn`1
Y 0

ψn`1 dnZ

˙ˆ

0 1Y n`1 φn`1 0
0 0 0 1Zn

˙

“ dnCψ‚ ˝ θ
n

΄Αρα ο µορφισµός θ‚ : C‚u‚ ÝÑ C‚ψ‚ είναι µορφισµός συµπλόκων. Τέλος ϑα δείξουµε ότι η σύνθεση
του θ‚ µε τον w‚ δίνει τον αντίστοιχο ταυτοτικό µορφισµό. Για όλα τα n P Z έχουµε:

θn ˝ wn “

ˆ

0 1Y n`1 φn`1 0
0 0 0 1Zn

˙

¨

˚

˚

˝

0 0
1Y n`1 0

0 0
0 1Zn

˛

‹

‹

‚

“

ˆ

1Y n`1 0
0 1Zn

˙

“ 1nCψ‚

δηλαδή θ‚ ˝ w‚ “ 1Cψ‚ . Επιπλέον για κάθε n P Z προκύπτει :

wn ˝ θn “

¨

˚

˚

˝

0 0
1Y n`1 0

0 0
0 1Zn

˛

‹

‹

‚

ˆ

0 1Y n`1 φn`1 0
0 0 0 1Zn

˙

“

¨

˚

˚

˝

0 0 0 0
0 1Y n`1 φn`1 0
0 0 0 0
0 0 0 1Zn

˛

‹

‹

‚

Ορίζουµε, τώρα, τον ϐαθµωτό µορφισµό l‚ P Hom´1
pC‚u‚ , C

‚
u‚q ως:

ln “

¨

˚

˚

˝

0 0 1Xn`1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

˛

‹

‹

‚

για κάθε n P Z. Εύκολα υπολογίζουµε ότι :

dn´1
Cu‚

˝ ln ` ln`1 ˝ dnCu‚ “

¨

˚

˚

˝

1Xn`2 0 0 0
0 0 ´φn`1 0
0 0 1Xn`1 0
0 0 0 0

˛

‹

‹

‚

για όλα τα n P Z. Εποµένως συµπεραίνουµε ότι dCu‚ ˝ l
‚ ` l‚ ˝ dCu‚ “ 1C‚

u‚
´ w‚ ˝ θ‚ και άρα

ο µορφισµός w‚ ˝ θ‚ είναι οµοτοπικός µε τον ταυτοτικό µορφισµό 1C‚
u‚

. Τελικά ο µορφισµός
w‚ : C‚ψ‚ ÝÑ C‚u‚ επάγει ισοµορφισµό στην οµοτοπική κατηγορία K‹pAq και έτσι αποδείχθηκε ο
ισχυρισµός.
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Εποµένως το διάγραµµα:

X‚
f‚ //

1X‚

��

Y ‚
riφ‚ s≈ //

ψ‚

��

C‚φ‚
rpφ‚ s≈ //

u‚

��

ΣpX‚q

1ΣpX‚q

��
X‚

h‚ //

φ‚

��

Z‚
riχ‚ s≈ //

1Z‚

��

C‚χ‚
rpχ‚ s≈ //

v‚

��

ΣpX‚q

Σpf‚q

��
Y ‚

g‚ //

riφ‚ s≈

��

Z‚
riψ‚ s≈ //

riχ‚ s≈

��

C‚ψ‚
rpψ‚ s≈ //

1C‚
ψ‚

��

ΣpY ‚q

Σpriφ‚ s≈q

��
C‚φ‚

ru‚s≈ // C‚χ‚
rv‚s≈ // C‚ψ‚

rt‚s≈ // ΣpC‚φ‚q

όπου rt‚s≈ “ Σpriφ‚s≈q ˝ rpψ‚s≈, είναι οκταεδρικό διάγραµµα στην K‹pAq. ΄Αµεσα προκύπτει ότι
το αρχικό διάγραµµα συµπληρώνεται στο διάγραµµα:

X‚
f‚ //

1X‚

��

Y ‚
α‚ //

g‚

��

Z‚1 //

u‚

��

ΣpX‚q

1ΣpX‚q

��
X‚

h‚ //

f‚

��

Z‚
β‚ //

1Z‚

��

Y ‚1 //

v‚

��

ΣpX‚q

Σpf‚q

��
Y ‚

g‚ //

α‚

��

Z‚
γ‚ //

β‚

��

X‚1 //

1X‚1

��

ΣpY ‚q

Σpα‚q

��
Z‚1

u‚ // Y ‚1
v‚ // X‚1

w‚ // ΣpZ‚1 q

�

Παρατήρηση 4.2.35. Η Πρόταση 4.2.34 αποδεικνύει ότι η τριάδα pK‹pAq,Σ,∆q ικανοποιεί το
αξίωµα pTR4q του Ορισµού 3.1.5.

Χρησιµοποιώντας τα παραπάνω αποτελέσµατα είµαστε σε ϑέση να διατυπώσουµε στο ακόλου-
ϑο ϑεώρηµα, το ϐασικό αποτέλεσµα που αφορά την οµοτοπική κατηγορία των συµπλόκων. Το
αποτέλεσµα αυτό οφείλεται στον D. Happel [15]

Θεώρηµα 4.2.36. (Happel 1987) ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία. Η οµοτοπική κατηγορία
KpAq των συµπλόκων µαζί τον translation συναρτητή Σ: KpAq ÝÑ KpAq και την κλάση τριγώνων
∆ του Ορισµού 4.2.23, αποτελούν τριγωνισµένη κατηγορία.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι άµεση µε χρήση των Προτάσεων 4.2.27, 4.2.29, 4.2.31, 4.2.34. �

Ακολύθως ϑα αποδείξουµε ένα ϑεώρηµα που ϑα χρειαστούµε στην συνέχεια.

Θεώρηµα 4.2.37. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία. Ο συναρτητής H0 : K‹pAq ÝÑ A είναι
συνοµολογικός συναρτητής.
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Απόδειξη. Θεωρούµε το τρίγωνο:

Z‚

r1s

h‚

}}
X‚

f‚ // Y ‚

g‚

aa

στην K‹pAq. Για να αποδείξουµε ότι ο συναρτητής H0 : K‹pAq ÝÑ A είναι συνοµολογικός, αρκεί
να αποδείξουµε ότι η ακολυθία :

H0pY ‚q
H0
pg‚q // H0pZ‚q

H0
ph‚q // H0pΣpX‚qq

είναι ακριβής στην A. Υποθέτουµε ότι α‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ είναι ο µορφισµός συµπλόκων που αναπα-
ϱιστά τον µορφισµό f‚ και έστω

C‚α‚

r1s

pα‚

}}
X‚

α‚ // Y ‚

iα‚

aa

το standard τρίγωνο µε ϐάση τον µορφισµό α‚. Τότε έχουµε τον ισοµορφισµό τριγώνων:

X‚
f‚ //

1X‚

��

Y ‚

1Y ‚

��

g‚ // Z‚
h‚ //

u‚

��

ΣpX‚q

1ΣpX‚q

��
X‚

rα‚s≈ // Y ‚
riα‚ s≈ // C‚α‚

rpα‚ s≈ // ΣpX‚q

στην K‹pAq, όπου το δεύτερο τρίγωνο είναι η εικόνα του παραπάνω standard τριγώνου. Εφαρµό-
Ϲοντας τον συναρτητή H0 προκύπτει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

H0pY ‚q
H0
pg‚q //

1H0pY ‚q

��

H0pZ‚q
H0
ph‚q //

H0
pu‚q

��

H0pΣpX‚qq

1H0pΣpX‚qq

��
H0pY ‚q

H0
piα‚ q // H0pC‚α‚q

H0
ppα‚ q// H0pΣpX‚qq

στην κατηγορία A, όπου οι κάθετοι µορφισµοί είναι ισοµορφισµοί. Συνεπώς είναι αρκετό να
αποδείξουµε ότι το διάγραµµα:

H0pY ‚q
H0
piα‚ q // H0pC‚α‚q

H0
ppα‚ q// H0pΣpX‚qq

είναι ακριβές. Θεωρούµε τον κώνο C0
α‚ “ X1 ‘ Y 0 και το υποαντικείµενό του im d0

X ‘ Y 0. Το
αντικείµενο im d´1

Cα‚
είναι υποαντικείµενο του im d0

X ‘ Y 0. Θεωρούµε τον µορφισµό k : X0 ‘

Y 0 ÝÑ im d0
X ‘ Y

0, που ορίζεται ως

k “

ˆ

d0
X 0

´α0 0

˙

“

ˆ

d0
X 0
0 1Y 0

˙

´

ˆ

0 0
α0 1Y 0

˙

καθώς επίσης και τον µορφισµό l : X0 ‘ Y 0 ÝÑ X0 ‘ Y ´1 που ορίζεται ως :

l “

ˆ

1X0 0
0 0

˙
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Συνθέτοντας το µορφισµό l µε τον µορφισµό ´d´1
Cα‚

: X0 ‘ Y ´1 ÝÑ X1 ‘ Y 0 που ορίζεται ως :

´d´1
Cα‚

“

ˆ

d0
X 0

´α0 ´d´1
Y

˙

προκύπτει ότι

´d´1
Cα‚

˝ l “

ˆ

d0
X 0

´α0 ´d´1
Y

˙ˆ

1X0 0
0 0

˙

“

ˆ

d0
X 0

´α0 0

˙

“ k

Συνεπώς επάγεται ο µηδενικός µορφισµός από το αντικείµενο X0 ‘ Y ‚ στο πηλίκο pim d0
X ‘

Y 0q{ im d´1
Cα‚

και οι µορφισµοί :

ˆ

d0
X 0
0 1Y 0

˙

,

ˆ

0 0
α0 1Y 0

˙

επάγουν τους ίδιους µορφισµούς από το αντικείµενο X0‘ Y 0 στο πηλίκο pim d0
X ‘ Y

0q{ im d´1
Cα‚

.
΄Οµως ισχύει ότι 0‘ Y 0 ` im d´1

Cα‚
“ im d0

X ‘ Y
0 και συµπεραίνουµε ότι :

ker d0
Cα‚

č

pim d0
X ‘ Y

0q “ ker d0
Cα‚

č

p0‘ Y 0 ` im d´1
Cα‚
q “ p0‘ ker d0

Y q ` im d´1
Cα‚

Εποµένως ο πυρήνας του µορφισµού H0ppα‚q είναι ίσος µε την εικόνα του H0piα‚q. Συνεπώς το
διάγραµµα:

H0pY ‚q
H0
piα‚ q // H0pC‚α‚q

H0
ppα‚ q// H0pΣpX‚qq

είναι ακριβές και άρα ο ο συναρτητής H0 : K‹pAq ÝÑ A είναι συνοµολογικός. �

Από το τελευταίο ϑεώρηµα προκύπτει το ακόλουθο, άµεσο, πόρισµα:

Πόρισµα 4.2.38. ΄Εστω A µια αβελιανή κατηγορία και

Z‚

r1s

h‚

}}
X‚

f‚ // Y ‚

g‚

aa

ένα τρίγωνο στην K‹pAq. Τότε το διάγραµµα:

¨ ¨ ¨ // HnpX‚q
Hnpf‚q // HnpY ‚q

Hnpg‚q // HnpZ‚q
Hnph‚q // Hn`1pX‚q // ¨ ¨ ¨

είναι ακριβές στην A.

Παρατήρηση 4.2.39. Η ακριβής ακολουθία του Πορίσµατος 4.2.38 καλείται µεγάλη ακριβής
ακολουθία της συνοµολογίας του τρίγωνου:

Z‚

r1s

h‚

}}
X‚

f‚ // Y ‚

g‚

aa
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4.3 Παραγόµενη Κατηγορία

Οι παραγόµενες κατηγορίες µίας αβελιανής κατηγορίαςA είναι µια κατασκευή που προέρχεται
από την οµοτοπική κατηγορία των συµπλόκων υπεράνω της A. Εισήχθησαν από τους Alexander

Grothendieck και Jean-Louis Verdier µετά το 1960. Η κατασκευή τους ϐαζίσεται στην έννοια της
τριγωνισµένης κατηγορίας, καθώς και στην έννοια της τοπικοποίησης κατηγοριών. Σε αυτήν την
ενότητα ϑα αναφερθούµε στον τρόπο κατασκευής µιας παραγόµενης κατηγορίας, υπεράνω µίας
αβελιανής κατηγορίας A και ϑα διατυπώσουµε ορισµένες από τις ϐασικές της ιδιότητες.

Θα ξεκινήσουµε ορίζοντας τις εισαγωγικές έννοιες του ηµι-ισοµορφισµού και του ακυκλικού
αντικειµένου, οι οποίες είναι απαραίτητες για να ϕτάσουµε στον ορισµό της παραγόµενης κατη-
γορίας.

Ορισµός 4.3.1. ΄Εστω A µια αβελιανή κατηγορία. ΄Ενας µορφισµός συµπλόκων f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚

καλείται ηµι-ισοµορφισµός (quasi-isomorphism) αν ο µορφισµόςHnpf‚q : HnpX‚q ÝÑ HnpY ‚q
είναι ισοµορφισµός για κάθε n P Z.

Παρατήρηση 4.3.2. 1. ΄Εστω f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ ένας ηµι-ισοµορφισµός και g‚ : X‚ ÝÑ Y ‚

ένας µορφισµός οµοτοπικός µε τον f‚. Τότε και ο µορφισµός g‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ είναι ηµι-
ισοµορφισµός.

2. ΄Ενας µορφισµός στην οµοτοπική κατηγορία K‹pAq είναι ηµι-ισοµορφισµός, αν όλοι οι α-
ντιπρόσωποί του είναι ηµι-ισοµορφισµοί στην C‹pAq.

3. Συµβολίζουµε µε S‹ την κλάση µορφισµών που περιέχει τους ηµι-ισοµορφισµούς της K‹pAq
και µε S̃‹ την κλάση µορφισµών που περιέχει τους ηµι-ισοµορφισµούς της C‹pAq.

Ορισµός 4.3.3. ΄Ενα αντικείµενο X‚ στην K‹pAq καλείται ακυκλικό (acyclic) αν HnpX‚q “ 0
για όλα τα n P Z.

Θα διατυπώσουµε, τώρα, µία ιδιαίτερα χρήσιµη συνθήκη για το πότε ένα αντικείµενο είναι
ακυκλικό.

Πρόταση 4.3.4. ΄Εστω A µία αβελιανή κατηγορία και f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ ένας µορφισµός στην
K‹pAq. Οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναµες :

1. Ο µορφισµός f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ είναι ηµι-ισοµορφισµός.

2. Ο κώνος του µορφισµού f‚ είναι ακυκλικό αντικείµενο.

Απόδειξη. ΄Εστω f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ ένας µορφισµός στην K‹pAq.

(1.ùñ2.) Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ είναι ηµι-ισοµορφισµός και ϑεωρούµε το
τρίγωνο:

Z‚

r1s
}}

X‚
f‚ // Y ‚

aa

µε ϐάση το µορφισµό f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚. Από το Πόρισµα 4.2.38 γνωρίζουµε ότι επάγεται η
µεγάλη ακριβής ακολουθία της συνοµολογίας του παραπάνω τριγώνου, δηλαδή το διάγραµ-
µα:

¨ ¨ ¨ // HnpX‚q
Hnpf‚q// HnpY ‚q

Hnpg‚q// HnpZ‚q
Hnph‚q// Hn`1pX‚q

Hn`1
pf‚q// Hn`1pY ‚q // ¨ ¨ ¨

Επειδή ο µορφισµός f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ είναι ηµι-ισοµορφισµός, προκύπτει ότι οι µορφισµοί
Hnpf‚q και Hn`1pf‚q είναι ισοµορφισµοί στην κατηγορία A. Εποµένως HnpZ‚q “ 0, για
κάθε n P Z, δηλαδή το αντικείµενο Z‚ είναι ακυκλικό.
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(2.ùñ1.) Υποθέτουµε, τώρα, ότι το αντικείµενο Z‚ είναι ακυκλικό. Τότε εξ΄ ορισµού ισχύει ότι
HnpZ‚q “ 0 για κάθε n P Z. Θεωρούµε την µεγάλη ακριβή ακολουθία της συνοµολογί-
ας :

¨ ¨ ¨ // Hn´1pZ‚q // HnpX‚q
Hnpf‚q// HnpY ‚q // HnpZ‚q // ¨ ¨ ¨

Επειδή το αντικείµενο Z‚ είναι ακυκλικό, προκύπτει ότι HnpZ‚q “ 0 για κάθε n P Z. ΄Αµεσα
προκύπτει ότι ο µορφισµός Hnpf‚q είναι ισοµορφισµός στην A για όλα τα n P Z. ΄Αρα ο
µορφισµός f‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ είναι ηµι-ισοµορφισµός. �

Στη συνέχεια, στόχος είναι να κατασκευάσουµε την τοπικοποίηση της κατηγορίας K‹pAq, ως
προς την κλάση µορφισµών S‹ που περιλαµβάνει τους ηµι-ισοµορφισµούς της K‹pAq. Επειδή,
όπως έχουµε αποδείξει, η κατηγορία K‹pAq είναι τριγωνισµένη, πρέπει να αποδείξουµε ότι η
κλάση S‹ είναι localizing κλάση που σέβεται την τριγωνική δοµή της K‹pAq.

Πρόταση 4.3.5. Η κλάση µορφισµών S‹ που αποτελείται από τους ηµι-ισοµορφισµούς της K‹pAq
είναι localizing κλάση συµβατή µε την τριγωνική δοµή της K‹pAq.

Απόδειξη. Αρχικά ϑα αποδείξουµε ότι η κλάση S‹ είναι localizing κλάση µορφισµών για την
κατηγορία K‹pAq, δηλαδή ικανοποιούνται τα αξιώµατα του Ορισµού 2.1.5. Θεωρούµε το τρίγωνο:

0‚

~~
X‚

f‚ // X‚

``

Το µηδενικό αντικείµενο 0‚ είναι ακυκλικό και άρα από την Πρόταση 4.3.4 προκύπτει ότι ο
ταυτοτικός µορφισµός 1X‚ : X‚ ÝÑ X‚ είναι ηµι-ισοµορφισµός. ΄Εστω s‚, t‚ δύο µορφισµοί στην
κλάση S‹. Τότε, εξ΄ ορισµού, οι µορφισµοί Hnps‚q, Hnpt‚q είναι ισοµορφισµοί στην A για όλα τα
n P Z. ΄Οµως

Hnps‚ ˝ t‚q “ Hnps‚q ˝ Hnpt‚q

και έτσι προκύπτει ότι η σύνθεση s‚ ˝ t‚ είναι ηµι-ισοµορφισµός και ανήκει στην κλάση S‹.
Θεωρούµε µορφισµούς s‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ και f‚ : Z‚ ÝÑ Y ‚, όπου ο µορφισµός s‚ ανήκει στην
κλάση S‹. Εποµένως έχουµε το διάγραµµα:

Z‚

f‚

��
X‚

s‚ // Y ‚

Θεωρούµε, τώρα, το τρίγωνο:
U‚

r1s

p‚

}}
X‚

s‚ // Y ‚

i‚

aa

µε ϐάση τον ηµι-ισοµορφισµό s‚. Τότε το αντικείµενο U‚ είναι ακυκλικό και από το αξίωµα (TR2)
του Ορισµού 3.1.5 το τρίγωνο:

ΣpX‚q

r1s

´Σps‚q

||
Y ‚

i‚ // U‚

p‚

bb
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που προκύπτει από την στροφή του τριγώνου:

U‚

r1s

p‚

}}
X‚

s‚ // Y ‚

i‚

aa

είναι επίσης τρίγωνο στην K‹pAq. Θεωρούµε το τρίγωνο:

V ‚

r1s

u‚

}}
Z‚

i‚˝f‚ // U‚

aa

µε ϐάση τον µορφισµό i‚ ˝ f‚ : Z‚ ÝÑ U‚ και κατασκευάζουµε το διάγραµµα:

Z‚
i‚˝f‚ //

f‚

��

U‚

1U‚

��

// V ‚
u‚ // ΣpZ‚q

Σpf‚q

��
Y ‚

i‚ // U‚
p‚ // ΣpX‚q

´Σpf‚q // ΣpY ‚q

όπου προφανώς το πρώτο τετράγωνο είναι µεταθετικό. Από το αξίωµα (TR3) γνωρίζουµε ότι υπάρχει
µορφισµός v‚ : V ‚ ÝÑ ΣpX‚q, ώστε το παραπάνω διάγραµµα συµπληρώνεται στον µορφισµό
τριγώνων:

Z‚
i‚˝f‚ //

f‚

��

U‚

1U‚

��

// V ‚

v‚

��

u‚ // ΣpZ‚q

Σpf‚q

��
Y ‚

i‚ // U‚
p‚ // ΣpX‚q

´Σpf‚q // ΣpY ‚q

Εφόσον το αντικείµενο U‚ είναι ακυκλικό, ϑεωρώντας το τρίγωνο:

U‚

r1s
{{

´ΣpV ‚q
u‚ // Z‚

``

συµπεραίνουµε ότι ο µορφισµός u‚ είναι ηµι-ισοµορφισµός και άρα ανήκει στην κλάση µορφισµών
S‹. Στο τελευταίο τετράγωνο του µορφισµού τριγώνων εφαρµόζουµε τον συναρτητή Σ´1 και
ϑέτουµε W ‚ :“ Σ´1pV ‚q, t‚ :“ Σ´1pu‚q και g :“ ´Σ´1pv‚q. Τότε προκύπτει το ακόλουθο
µεταθετικό διάγραµµα:

W ‚ t‚ //

g‚

��

Z‚

f‚

��
X‚

s‚ // Y ‚

όπου οι µορφισµοί t‚, s‚ ανήκουν στην κλάση µορφισµών S‹. Ανάλογα αποδεικνύεται ότι ικα-
νοποιείται και το αξίωµα (LC3b) του Ορισµού 2.1.5. Για να αποδείξουµε ότι η κλάση µορφι-
σµών S‹ είναι localizing κλάση για την K‹pAq, αρκεί να αποδείξουµε ότι για δύο µορφισµούς
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f‚, g‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ ισχύει ότι s‚ ˝ f‚ “ s‚ ˝ g‚, για κάποιο µορφισµό s‚ στην κλάση S‹ αν και
µόνον αν f‚ ˝ t‚ “ g‚ ˝ t‚ για κάποιο µορφισµό t‚ στην κλάση S‹. Αντικαθιστώντας του µορφι-
σµούς µε την διαφορά τους, αρκεί να αποδείξουµε ότι s‚ ˝ f‚ “ 0 για κάποιο µορφισµό s‚ P S‹

αν και µόνον αν f‚ ˝ t‚ “ 0 για κάποιον µορφισµό t P S‹. Υποθέτουµε ότι s‚ ˝ f‚ “ 0, για κάποιο
µορφισµό s‚ στην κλάση S‹. Θεωρούµε το διάγραµµα:

X‚ //

f‚

��

0‚

��

// ΣpX‚q
´1X‚ // ΣpX‚q

Σpf‚q

��
Y ‚

s‚ // Z‚
i‚ // U‚

p‚ // ΣpY ‚q

όπου η πρώτη γραµµή είναι το τρίγωνο που προκύπτει από τη στροφή του τριγώνου:

0‚

~~
X‚

f‚ // X‚

``

και η δεύτερη γραµµή είναι το τρίγωνο µε ϐάση το µορφισµό s‚ : Y ‚ ÝÑ Z‚. Το πρώτο τετράγωνο
είναι µεταθετικό, συνεπώς εφαρµόζοντας το αξίωµα (TR3) το παραπάνω διάγραµµα συµπληρώνεται
σε µορφισµό τριγώνων:

X‚ //

f‚

��

0‚

��

// ΣpX‚q

´v‚

��

´1X‚ // ΣpX‚q

Σpf‚q

��
Y ‚

s‚ // Z‚
i‚ // U‚

p‚ // ΣpY ‚q

Από τη µεταθετικότητα του τελευταίου τετραγώνου προκύπτει :

´Σpf‚q “ ´p‚ ˝ v‚ ùñ Σpf‚q “ p‚ ˝ v‚

Εφαρµόζοντας τον συναρτητή Σ´1 προκύπτει :

f‚ “ Σ´1pp‚q ˝ Σ´1pv‚q

Επειδή ο µορφισµός s‚ είναι ηµι-ισοµορφισµός, προκύπτει ότι το αντικείµενο U‚ είναι ακυκλικό.
Θεωρούµε το τρίγωνο:

V ‚

r1s

t‚

~~
X‚

Σ´1
pv‚q

// Σ´1pU‚q

cc

το οποίο στρέφουµε δύο ϕορές και προκύπτει το τρίγωνο:

U‚

r1s
~~

V ‚
t‚

// ΣpX‚q

bb
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Επειδή το αντικείµενο U‚ είναι ακυκλικό, επάγεται ότι ο µορφισµός t‚ είναι ηµι-ισοµορφισµός,
δηλαδή ανήκει στην κλάση S‹. Επίσης γνωρίζουµε ότι ισχύει :

Σ´1pv‚q ˝ t‚ “ 0

και προκύπτει ότι
f‚ ˝ t‚ “ Σ´1pp‚q ˝ Σ´1pv‚q ˝ t‚ “ 0

όπου t‚ P S‹. Ανάλογα δείχνουµε ότι αν f‚ ˝ t‚ “ 0, για κάποιο µορφισµό t‚ P S‹, τότε υπάρχει
µορφισµός s‚ P S‹ τέτοιος ώστε s‚ ˝ f‚ “ 0. Εποµένως ικανοποιούνται όλα τα αξιώµατα του
Ορισµού 2.1.5 και έτσι η κλάση S‹ είναι localizing κλάση µορφισµών για την K‹pAq.
Αποµένει να δείξουµε ότι η κλάση S‹ είναι συµβατή µε την τριγωνική δοµή της K‹pAq. ΄Εστω
s‚ : X‚ ÝÑ Y ‚ ένας µορφισµός στην κλάση S‹ και ϑεωρούµε το τρίγωνο:

U‚

r1s
}}

X‚
s‚

// Y ‚

aa

µε ϐάση το µορφισµό αυτό. Από την Πρόταση 4.3.4 γνωρίζουµε ότι το αντικείµενο U‚ είναι
ακυκλικό. Στρέφοντας το παραπάνω τρίγωνο τρεις ϕορές προκύπτει το τρίγωνο:

ΣpU‚q

r1s

{{
ΣpX‚q

´Σps‚q
// ΣpY ‚q

cc

Επειδή το αντικείµενο U‚ είναι ακυκλικό, εξ΄ ορισµού ισχύει HnpU‚q “ 0 για κάθε n P Z. Τότε
HnpΣpU‚qq “ Hn`1pU‚q “ 0, για κάθε n P Z και εποµένως το αντικείµενο ΣpU‚q είναι ακυκλικό.
Συνεπώς ο µορφισµός Σps‚q ανήκει στην κλάση S‹. Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι ο µορφισµός
Σps‚q : ΣpX‚q ÝÑ ΣpY ‚q είναι ηµι-ισοµορφισµός στην K‹pAq. Θεωρούµε το τρίγωνο:

V ‚

r1s
||

ΣpX‚q
Σps‚q

// ΣpY ‚q

bb

όπου, από την Πρόταση 4.3.4, το αντικείµενο V ‚ είναι ακυκλικό. Στρέφοντας το τελευταίο τρίγωνο
τρεις ϕορές προκύπτει το τρίγωνο:

Σ´1pV ‚q

r1szz
X‚

s‚ // Y ‚

dd

΄Οπως παραπάνω, αφού το αντικείµενο V ‚ είναι ακυκλικό, προκύπτει ότι και το αντικείµενο
Σ´1pV ‚q είναι ακυκλικό. Συνεπώς ο µορφισµός s‚ είναι ηµι-ισοµορφισµός και ανήκει στην
κλάση S‹. Θεωρούµε, τώρα, το διάγραµµα:

X‚ //

s‚

��

Y ‚

t‚

��

// Z‚ // ΣpX‚q

Σps‚q

��
X‚1 // Y ‚1 // Z‚1 // ΣpX‚1 q
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όπου οι γραµµές είναι τρίγωνα στην K‹pAq και οι µορφισµοί s‚, t‚ είναι ηµι-ισοµορφισµοί. Από
το αξίωµα (TR3) του Ορισµού 3.1.5 γνωρίζουµε ότι υπάρχει µορφισµός u‚ : Z‚ ÝÑ Z‚1 , ώστε το
παραπάνω διάγραµµα συµπληρώνεται στο µορφισµό τριγώνων:

X‚ //

s‚

��

Y ‚

t‚

��

// Z‚

u‚

��

// ΣpX‚q

Σps‚q

��
X‚1 // Y ‚1 // Z‚1 // ΣpX‚1 q

΄Αρα µένει να αποδείξουµε ότι ο µορφισµός u‚ ανήκει στην κλάση S‹. Για κάθε n P Z επάγεται το
µεταθετικό διάγραµµα:

HnpX‚q //

Hnps‚q

��

HnpY ‚q //

Hnpt‚q

��

HnpZ‚q //

Hnpu‚q

��

Hn`1pX‚q //

Hn`1
ps‚q

��

Hn`1pY ‚q

Hn`1
pt‚q

��
HnpX‚1 q // HnpY ‚1 q // HnpZ‚1 q // Hn`1pX‚1 q // Hn`1pY ‚1 q

όπου οι µορφισµοί Hnps‚q,Hnpt‚q,Hn`1ps‚q,Hn`1pt‚q είναι ισοµορφισµοί στην A. Από το Five
lemma [16, Lemma 8.3.13] προκύπτει ότι ο µορφισµός Hnpu‚q είναι επίσης ισοµορφισµός στην
κατηγορία A. ΄Αρα ο µορφισµός u‚ είναι ηµι-ισοµορφισµός. Τελικά έχουµε αποδείξει ότι η κλάση
µορφισµών S‹ είναι localizing κλάση συµβατή µε την τριγωνική δοµή της K‹pAq. �

΄Εστω τώρα A µία αβελιανή κατηγορία και K‹pAq η αντίστοιχη οµοτοπική κατηγορία των συ-
µπλόκων. Χρησιµοποιώντας την Πρόταση 4.3.5, µπορούµε να κατασκευάσουµε την τοπικοποίση
της κατηγορίας K‹pAq, ως προς την κλάση µορφισµών S‹ που περιλαµβάνει όλους τους ηµι-
ισοµορφισµούς. Τότε προκύπτει µία νέα κατηγορία υπεράνω της κατηγορίας A, µε ιδιαίτερη
σηµασία, η οποία καλείται παραγόµενη κατηγορία.

Ορισµός 4.3.6. ΄Εστω A µια αβελιανή κατηγορία. Η τοπικοποίηση της οµοτοπικής κατηγορίας
KpAq, ως προς την κλάση µορφισµών S‹ των ηµι-ισοµορφισµών, καλείται παραγόµενη κατηγορία
(derived category) της κατηγορίας A και συµβολίζεται µε DpAq.

Συµβολισµός: Από εδώ και πέρα ϑα συµβολίζουµε µε Q : KpAq ÝÑ DpAq το συναρτητή
τοπικοποίησης της KpAq ως προς την κλάση µορφισµών S‹.

Παρατήρηση 4.3.7. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία.

1. Η οµοτοπική κατηγορία υπεράνω της αβελιανής κατηγορίας A είναι τριγωνισµένη κατη-
γορία. Εφόσον η κλάση µορφισµών S‹ είναι localizing κλάση συµβατή µε την τριγωνική
δοµή προκύπτει, από το Θεώρηµα 3.2.3, ότι και η τοπικοποίηση ως προς αυτήν την κλάση
µορφισµών, δηλαδή παραγόµενη κατηγορία υπεράνω της A είναι τριγωνισµένη κατηγορία.

2. ΄Εστω DpAq η παραγόµενη κατηγορία των συµπλόκων. Συµβολίζουµε µε D´pAq την πλήρη
υποκατηγορία της DpAq που έχει ως αντικείµενα, σύµπλοκα που είναι ϕραγµένα από πάνω.
Αντίστοιχα συµβολίζουµε µε D`pAq την πλήρη υποκατηγορία της DpAq µε αντικείµενα
σύµπλοκα ϕραγµένα από κάτω, ενώ µε DbpAq συµβολίζουµε την πλήρη υποκατηγορία που
αποτελείται από τα ϕραγµένα σύµπλοκα.

3. ΄Οταν ϑέλουµε να διατυπώσουµε ένα αποτέλεσµα στο οποίο δεν είναι αναγκαίο να γνωρίζουµε
σε ποια από τις τρεις παραπάνω πλήρεις υποκατηγορίες εργαζόµαστε, ϑα χρησιµοποιούµε
τον συµβολισµό D‹pAq, όπου ‹ “ ´,`, b.
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4. Ο συνοµολογικός συναρτητής H0 : K‹pAq ÝÑ A απεικονίζει ηµι-ισοµορφισµούς της K‹pAq
σε ισοµορφισµούς της A. Συνεπώς επάγεται συνοµολογικός συναρτητής από την κατηγορία
D‹pAq στην κατηγορία A, τον οποίο ϑα συµβολίζουµε επίσης µε H0 : D‹pAq ÝÑ A.

5. ΄Εστω
Z‚

r1s
}}

X‚ // Y ‚

aa

ένα τρίγωνο στην D‹pAq. Το διάγραµµα:

¨ ¨ ¨ // HnpX‚q // HnpY ‚q // HnpZ‚q // Hn`1pX‚q // Hn`1pY ‚q // ¨ ¨ ¨

είναι ακριβές και καλείται µεγάλη ακριβής ακολουθία της συνοµολογίας του τριγώνου.

Κλείνοντας αυτήν την ενότητα ϑα παραθέσουµε, χωρίς απόδειξη, ένα σηµαντικό αποτέλεσµα
που αφορά τις παραγόµενες κατηγορίες.

Πρόταση 4.3.8. ΄Ολες οι σύντοµες ακριβείς ακολουθίες συµπλόκων της κατηγορίας CpAq

0 // X‚ // Y ‚ // Z‚ // 0

επάγουν ένα τρίγωνο

X‚ // Y ‚ // Z‚ // ΣpX‚q

στην κατηγορία DpAq.
Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [17, Proposition 3.5.2]. �

4.3.1 Η παραγόµενη κατηγορία των τέλειων συµπλόκων

΄Ενα χαρακτηριστικό παράδειγµα παραγόµενης κατηγορίας µε την οποία ϑα ασχοληθούµε
είναι η παραγόµενη κατηγορία των τέλειων συµπλόκων υπεράνω ενός µεταθετικού δακτυλίου R
της Noether. ΄Οπως είναι γνωστό µια παραγόµενη κατηγορία, προέρχεται από την τοπικοποίηση
µιας κατηγορίας συµπλόκων, στη συγκεκριµένη περίπτωση της κατηγορίας CpR-Modq, που απο-
τελείται από σύµπλοκα R-προτύπων. Ο λόγος που εστιάζουµε στη συγκεκριµένη κατηγορία, είναι
ότι αποτελεί ένα ακόµη παράδειγµα τριγωνισµένης κατηγορίας.

Σύµβαση: Για ιστορικούς λόγους στην παρούσα ενότητα µε τον όρο «σύµπλοκο» ϑα εννοούµε
αλυσιδωτό σύµπλοκο (chain complex), µε την έννοια του Ορισµού 4.1.3.

Υποθέτουµε ότι R είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος της Noether µε µονάδα. Ακολουθώντας
τον – εώς τώρα– συµβολισµό της διατριβής, η κατηγορία CpR-Modq είναι η κατηγορία που έχει
ως αντικείµενα, σύµπλοκα R-προτύπων και ως µορφισµούς, µορφισµούς µεταξύ συµπλόκων. Η
τοπικοποίηση της CpR-Modq ως προς την κλάση των ηµι-ισοµορφισµών της, δίνει την παραγόµενη
κατηγορία DpR-Modq.

Συµβολισµός: Από εδώ και στο εξής, συµβολίζουµε µε CpRq την κατηγορία CpR-Modq και µε
DpRq την αντίστοιχη παραγόµενη κατηγορία.

Στην προηγούµενη ενότητα έχουµε αποδείξει ότι µια παραγόµενη κατηγορία έχει δοµή τρι-
γωνισµένης κατηγορίας. Εποµένως η κατηγορία DpRq είναι τριγωνισµένη κατηγορία. Επειδή οι
ορισµοί και τα αποτελέσµατα για τις κατηγορίες συµπλόκων έχουν διατυπωθεί µε όρους συναλυ-
σιδωτών συµπλόκων, ϑα διατυπώσουµε κάποιες γνωστές έννοιες, όπως ο translation συναρτητής
και τα τρίγωνα, προσαρµοσµένες στην κατηγορία DpRq χρησιµοποιώντας τη – δυϊκή– έννοια του
αλυσιδωτού συµπλόκου.
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Ορισµός 4.3.9. (Translation Συναρτητής) ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος της Noether µε
µονάδα. Ορίζουµε τον translation συναρτητή :

Σ: DpRq ÝÑ DpRq

ως εξής
pΣX‚qn :“ Xn´1

όπου X‚ P DpRq.

Πριν ορίσουµε την κλάση των τριγώνων που, µαζί µε τον συναρτητή Σ, καθιστούν την DpRq
τριγωνισµένη κατηγορία, ϑα ορίσουµε τον κώνο ενός µορφισµού και τα standard τρίγωνα της
DpRq.

Ορισµός 4.3.10. ΄Εστω f‚ : X‚ ÝÑ Y‚ ένας µορφισµός στην DpRq. Ορίζουµε το σύµπλοκο

ppCf‚q‚, d
Cf‚
‚ q της DpRq, όπου :

• το αντικείµενο pCf‚q‚ είναι ένα ϐαθµωτό αντικείµενο, τέτοιο ώστε Cf‚n “ Xn´1 ‘ Yn, n P Z.

• ο ϐαθµωτός µορφισµός d
Cf‚
‚ “

 

d
Cf‚
n : Cf‚n ÝÑ Cf‚n`1

(

, ορίζεται ως :

d
Cf‚
n “

ˆ

´dXn´1 0
fn´1 dYn

˙

, n P Z

Το σύµπλοκο ppCf‚q‚, d
Cf‚
‚ q καλείται κώνος (cone) του µορφισµού f‚ : X‚ ÝÑ Y‚.

Ορισµός 4.3.11. ΄Ενα τρίγωνο της µορφής

X‚
f‚ // Y‚

if‚ // pCf‚q‚
pf‚ // ΣX‚

καλείται standard τρίγωνο (standard triangle) της DpRq.

Τώρα είµαστε έτοιµοι να ορίσουµε µια κλάση τριγώνων στην κατηγορία DpRq.

Ορισµός 4.3.12. (Τρίγωνα) Ορίζουµε την κλάση τριγώνων ∆ της DpRq ως την κλάση που αποτε-
λείται από τρίγωνα, τα οποία είναι ισόµορφα µε ένα standard τρίγωνο της DpRq.

Πρόταση 4.3.13. Η τριάδα pDpRq,Σ,∆q αποτελεί µια τριγωνισµένη κατηγορία.

Στην παρούσα ενότητα, αλλά και στη συνέχεια της διατριβής, δεν ϑα επικεντρωθούµε στην
κατηγορία DpRq αλλά σε µια υποκατηγορία αυτής, την παραγόµενη κατηγορία των τέλειων συ-
µπλόκων.

Ορισµός 4.3.14. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος της Noether µε µονάδα. Καλούµε παρα-
γόµενη κατηγορία των τέλειων συµπλόκων (derived category of perfect complexes) και
συµβολίζουµε Dperf pRq την κατηγορία η οποία διαθέτει :

• ως αντικείµενα, ϕραγµένα σύµπλοκα από πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά R-πρότυπα,
τα οποία καλούνται τέλεια σύµπλοκα (perfect complexes), δηλαδή σύµπλοκα της µορφής

0 // Pm // Pm´1
// ¨ ¨ ¨ // Pn`1

// Pn // 0

όπου Pi είναι πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά R-πρότυπα.

• ως µορφισµούς, µορφισµούς µεταξύ τέλειων συµπλόκων.

Στόχος είναι να αποδείξουµε ότι η κατηγορία DperfpRq, στην οποία ϑα εργαστούµε και στη
συνέχεια, αποτελεί επίσης µια τριγωνισµένη κατηγορία. Η απαίτηση αυτή ικανοποιείται από την
ακόλουθη πρόταση:
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Πρόταση 4.3.15. Η κατηγορία Dperf pRq είναι πλήρης τριγωνισµένη υποκατηγορία της κατηγορίας
DpRq.

Απόδειξη. Αρκεί να αποδείξουµε ότι ικανοποιούνται οι συνθήκες του Ορισµού 3.1.21. Αρχικά το
µηδενικό αντικείµενο της DpRq, το οποίο είναι το σύµπλοκο

0 // 0 // ¨ ¨ ¨ // 0 // 0

που σε κάθε ϑέση έχει το µηδενικό R-πρότυπο, ανήκει στην υποκατηγορία DperfpRq. Ακόµη
το ευθύ άθροισµα προβολικών R-προτύπων, είναι προβολικό R-πρότυπο. Εποµένως το ευθύ
άθροισµα δύο τέλειων συµπλόκων P‚, Q‚ της DperfpRq ανήκει, επίσης, στην DperfpRq. Επιπλέον,
ας είναι

P‚ : 0 // Pm // Pm´1
// ¨ ¨ ¨ // Pn`1

// Pn // 0

ένα τέλειο σύµπλοκο της κατηγορίας DperfpRq. Αν εφαρµόσουµε τον translation συναρτητή Σ της
DpRq, προκύπτει το σύµπλοκο ΣP‚, για το οποίο ισχύει

pΣP‚qi “ Pi´1

Εποµένως το σύµπλοκο ΣP‚ παραµένει τέλειο σύµπλοκο και ανήκει στην υποκατηγορία DperfpRq.
Τέλος ϑεωρούµε δύο τέλεια σύµπλοκα P‚, Q‚ και έστω f‚ : P‚ ÝÑ Q‚ ένας µορφισµός της Dperf.
Τότε ο κώνος pCf‚q‚ του µορφισµού f‚ είναι τέλειο σύµπλοκο, δεδοµένου ότι το ευθύ άθροισµα
προβολικών R-προτύπων είναι προβολικό R-πρότυπο και το standard τρίγωνο

X‚
f‚ // Y‚

if‚ // pCf‚q‚
pf‚ // ΣX‚

είναι τρίγωνο της DpRq. Τελικά η υποκατηγορία DperfpRq είναι πλήρης τριγωνισµένη υποκατηγο-
ϱία της DpRq. �

Παρατήρηση 4.3.16. Από την παραπάνω ανάλυση καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι η κατη-
γορία DperfpRq έχει δοµή τριγωνισµένης κατηγορίας, ως πλήρης τριγωνισµένη υποκατηγορία της
DpRq.
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Κεφάλαιο 5

Το Φάσµα µιας Τανυστικής
Τριγωνισµένης Κατηγορίας

Στο παρόν κεφάλαιο ϑα ασχοληθούµε διεξοδικά µε τις τανυστικές τριγωνισµένες κατηγορίες και
ϑα πιστοποιήσουµε ότι η ευσταθής κατηγορία των προτύπων και η παραγόµενη κατηγορία των τέ-
λειων συµπλόκων αποτελούν αποτελούν παραδείγµατα τανυστικών τριγωνισµένων κατηγοριών. Η
Τανυστική Τριγωνική Γεωµετρία (Tensor Triangular Geometry) αφορά την µελέτη τανυστικών τριγωνισµέ-
νων κατηγοριών µε αλγεβρικές και γεωµετρικές µεθόδους και ιδιαίτερα την µελέτη του ϕάσµατος
του Balmer της τανυστικής τριγωνισµένης κατηγορίας. Το ϕάσµα µια τανυστικής τριγωνισµένης
κατηγορίας K ορίζεται ως το σύνολο των πρώτων τανυστικών ιδεωδών της και εφοδιασµένο µε
κατάλληλη τοπολογία καθίσταται τοπολογικός χώρος. Θα µελετήσουµε κάποιες ϐασικές ιδιότη-
τες αυτού του τοπολογικού χώρου και ϑα διαπιστώσουµε ότι, µιλώντας γενικά, το ϕάσµα είναι ο
καθολικός χώρος στον οποίο µπορούµε να ορίσουµε ϕορείς (supports) για τα αντικείµενα της K.
Βασικός στόχος του κεφαλαίου είναι να ταξινοµήσουµε τις thick υποκατηγορίες µιας τανυστικής
τριγωνισµένης κατηγορίας και να περιγράψουµε το ϕάσµα της. Η συγκεκριµένη ϑεωρία οφεί-
λεται, κατά κύριο λόγο, στον Paul Balmer και παρουσιάζει εφαρµογές σε διαφορετικούς κλάδους
των µαθηµατικών µεταξύ των οποίων είναι η Αλγεβρική Γεωµετρία, η Θεωρία Αναπαραστάσεων, η
Μεταθετική ΄Αλγεβρα και η Ευσταθής Οµοτοπική Θεωρία.

5.1 Τανυστικές Τριγωνισµένες Κατηγορίες

Στην πρώτη ενότητα του κεφαλαίου ϑα αναφερθούµε στις τανυστικές τριγωνισµένες κατηγορίες
(tensor triangulated categories). Οι τανυστικές κατηγορίες εισήχθησαν για να γενικεύσουν και να
αξιωµατοποιήσουν τις ιδιότητες του τανυστικού γινοµένου διανυσµατικών χώρων. Χρησιµοποιού-
νται σε διάφορους κλάδους της επιστήµης όπως η Μαθηµατική Φυσική (Mathematical Physics)
και η Θεωρία Κόµβων (Knot Theory). Η παρούσα ενότητα περιλαµβάνει δύο υποενότητες στις
οποίες ϑα αποδείξουµε ότι η ευσταθής κατηγορία των προτύπων και η παραγόµενη κατηγορία των
τέλειων συµπλόκων αποτελούν τανυστικές τριγωνισµένες κατηγορίες.

Ξεκινάµε διατυπώνοντας τον ορισµό της τανυστικής κατηγορίας.

Ορισµός 5.1.1. ΄Εστω K µια κατηγορία η οποία είναι εφοδιασµένη µε :

(TC1) ένα δισυναρτητή
-b - : K ˆK ÝÑ K

(TC2) ένα αντικείµενο, που συµβολίζεται µε 1 και καλείται µοναδιαίο αντικείµενο (unit object),

(TC3) µια οικογένεια ϕυσικών ισοµορφισµών α, η οποία αποτελείται από ϕυσικούς ισοµορφισµούς :

αX,Y,Z : pX b Y q b Z ÝÑ X b pY b Zq
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για κάθε τρία αντικείµενα X,Y, Z P K,

(TC4) δυο οικογένειες ϕυσικών ισοµορφισµών λ, ρ, οι οποίες αποτελούνται από τους ισοµορφισµούς

λX : 1bX ÝÑ X

και
ρX : X b 1 ÝÑ X

αντίστοιχα, για κάθε αντικείµενο X P K και για όλα τα αντικείµενα X,Y, Z,W στην K τα
ακόλουθα διαγράµµατα να είναι µεταθετικά :

ppX b Y q b Zq bW
αXbY,Z,W //

αX,Y,ZbW

��

pX b Y q b pZ bW q

αX,Y,ZbW

��

pX b pY b Zqq bW

αX,YbZ,W

��
X b ppY b Zq bW q

XbαY,Z,W

// X b pY b pZ bW qq

pX b 1q b Y

ρXb1 &&

αX,1,Y // X b p1b Y q

1bλYxx
X b Y

Τότε η εξάδα pK,b,1, α, λ, ρq καλείται τανυστική κατηγορία (tensor category) ή µονοειδής
κατηγορία (monoidal category).

Σχόλιο 5.1.2. ΄Οταν αναφερόµαστε σε µια τανυστική κατηγορία pK,b,1, α, λ, ρq, συχνά παραλεί-
πουµε τις οικογένειες ϕυσικών ισοµορφισµών α, λ, ρ και τη συµβολίζουµε µε την τριάδα pK,b,1q.
Σε ορισµένες περιπτώσεις για να απλοποιήσουµε ακόµη περισσότερο τον συµβολισµό, συµβολί-
Ϲουµε την τανυστική κατηγορία µε K και ο δισυναρτητής b καθώς και το µοναδιαίο αντικείµενο
υπονοούνται.

Ορισµός 5.1.3. Αν µια τανυστική κατηγορία K είναι τριγωνισµένη κατηγορία και ο δισυναρτητής

-b - : K ˆK ÝÑ K

είναι ακριβής και ως προς τις δύο µεταβλητές, τότε η κατηγορία K καλείται τανυστική τριγωνι-
σµένη κατηγορία (tensor triangulated category).

Σχόλιο 5.1.4. Συχνά η δοµή που αποκτά η κατηγορία K του Ορισµού 5.1.1 από τον δισυναρτητή
-b - : K ˆK ÝÑ K καλείται µονοειδής δοµή (monoidal structure).

Παρατήρηση 5.1.5. 1. ΄Οταν αναφερόµαστε στο µοναδιαίο αντικείµενο µιας τανυστικής κα-
τηγορίας K και χρειάζεται να δώσουµε έµφαση στην κατηγορία στην οποία ανήκει το αντι-
κείµενο, ϑα το συµβολίζουµε µε 1K αντί για 1.

2. Εάν η τριάδα pK,b,1q είναι µια τανυστική κατηγορία, τότε και η δυϊκή κατηγορία Kop έχει
δοµή τανυστικής κατηγορίας.

Ορισµός 5.1.6. ΄ΕστωK µια τανυστική κατηγορία. Υποθέτουµε ότι υπάρχει µια οικογένεια ϕυσικών
ισοµορφισµών η οποία αποτελείται από ϕυσικούς ισοµορφισµούς

sX,Y : X b Y ÝÑ Y bX
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για κάθε δύο αντικείµενα X,Y P K καθώς και ότι για κάθε τρία αντικείµενα X,Y, Z P K τα
διαγράµµατα :

X b 1

ρX
##

sX,1 // 1bX

λX{{
X

pX b Y q b Z
sX,Y b1 //

αX,Y,Z

��

pY bXq b Z

αY,X,Z

��
X b pY b Zq

sX,YbZ

��

Y b pX b Zq

1bsX,Z

��
pY b Zq bX

αY,Z,X
// Y b pZ bXq

και
Y bX

sY,X

%%
X b Y

sX,Y
99

X b Y

είναι µεταθετικά. Τότε η τανυστική κατηγορία K καλείται συµµετρική τανυστική κατηγορία
(symmetric tensor category).

Σύµβαση: Οι τανυστικές (τριγωνισµένες) κατηγορίες στις οποίες ϑα εργαστούµε στη συνέχεια
της διατριβής και ϑα εφαρµόσουµε την ϑεωρία του Balmer ϑα είναι συµµετρικές τανυστικές κα-
τηγορίες.

Στη συνέχεια ϑα αναφερθούµε σε συναρτητές µεταξύ δύο τανυστικών κατηγοριών, οι οποίοι
«σέβονται» την µονοειδή δοµή των κατηγοριών αυτών.

Ορισµός 5.1.7. ΄Εστω K, K1 δύο τανυστικές κατηγορίες. ΄Ενας τανυστικός συναρτητής (tensor
functor) ή συναρτητής τανυστικών κατηγοριών (functor of tensor categories) είναι ένα
Ϲεύγος pF, ξF q, όπου ο F : K ÝÑ K1 είναι ένας συναρτητής και ο ξF είναι ένας ϕυσικός ισοµορφισµός
µεταξύ δισυναρτητών :

ξF : F p-b -q ÝÑ F p-q b F p-q

τέτοιος ώστε το διάγραµµα

F ppX b Y q b Zq
F pαX,Y,Zq //

ξF pXbY,Zq

��

F pX b pY b Zqq

ξF pX,YbZq

��
F pX b Y q b F pZq

ξF pX,Y qbF pZq

��

F pXq b F pY b Zq

F pXqbξF pY,Zq

��
pF pXq b F pY qq b F pZq

αF pXq,F pY q,F pZq
// F pXq b pF pY q b F pZqq

είναι µεταθετικό για όλα τα αντικείµενα X,Y, Z στην K.
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Σχόλιο 5.1.8. ΄Οταν αναφερόµαστε σε έναν τανυστικό συναρτητή pF, ξF q, συχνά, παραλείπουµε
τον ϕυσικό ισοµορφισµό ξF και τον συµβολίζουµε απλούστερα µε F .

Εάν οι τανυστικές κατηγορίες K, K1 του Ορισµού 5.1.7 είναι τανυστικές τριγωνισµένες κατη-
γορίες, τότε εµφανίζεται η έννοια του τανυστικού τριγωνισµένου συναρτητή.

Ορισµός 5.1.9. ΄Εστω K, K1 δύο τανυστικές τριγωνισµένες κατηγορίες. ΄Ενας τανυστικός συναρ-
τητής F : K ÝÑ K1 καλείται τανυστικός τριγωνισµένος συναρτητής (tensor triangulated
functor) αν είναι ακριβής συναρτητής και στέλνει το µοναδιαίο αντικείµενο της K στο µοναδιαίο
αντικείµενο της K1, δηλαδή F p1Kq “ 1K1 .

5.1.1 Η Ευσταθής Κατηγορία των Προτύπων ως τανυστική κατηγορία

΄Εστω G µια πεπερασµένη οµάδα και K ένα αλγεβρικά κλειστό σώµα µε χαρακτηριστική
έναν πρώτο αριθµό p, τέτοιον ώστε p | |G|. Σε προηγούµενο κεφάλαιο, στην Πρόταση 3.1.45,
αποδείξαµε ότι η ευσταθής κατηγορία των προτύπων KG-mod υπεράνω της οµάδας άλγεβρας KG
είναι τριγωνισµένη κατηγορία. Στην παρούσα ενότητα ϑα αποδείξουµε ότι η κατηγορία KG-mod
αποτελεί µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία.

Θεωρούµε την αντιστοιχία :

-bK - : KG-modˆKG-mod ÝÑ KG-mod

Στόχος µας είναι να αποδείξουµε ότι η παραπάνω αντιστοιχία αποτελεί, πράγµατι, έναν «καλά
ορισµένο» δισυναρτητή στην ευσταθή κατηγορία KG-mod. Για το σκοπό αυτό χρειάζεται να απο-
δείξουµε ότι για ένα KG-διπρότυπο M , ο συναρτητής

-bKM : KG-mod ÝÑ KG-mod

στέλνει προβολικά σε προβολικά KG-πρότυπα. Το αποτέλεσµα αυτό συνοψίζεται στην επόµενη
πρόταση, για την απόδειξη της οποίας παραπέµπουµε στη ϐιβλιογραφία.

Πρόταση 5.1.10. ΄ΕστωM έναKG-πρότυπο και P ένα προβολικόKG-πρότυπο. Τότε το τανυστικό
γινόµενο P bK M είναι ένα προβολικό KG-πρότυπο.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [7, Proposition 3.1.5]. �

Παρατήρηση 5.1.11. ΄Εστω M , N δυο KG-πρότυπα. Βλέπουµε τα πρότυπα M και N σαν K-
διανυσµατικούς χώρους και έστωMbKN το τανυστικό τους γινόµενο υπεράνω τουK-διανυσµατικού
χώρου K. Το τανυστικό γινόµενο M bK N καθίσταται KG-πρότυπο µέσω της διαγώνιας δράσης
της οµάδας άλγεβρας KG στους γεννήτορες του τανυστικού γινοµένου, η οποία επεκτείνεται σε
δράση στα στοιχεία του τανυστικού γινοµένου.

Παρατήρηση 5.1.12. Μπορούµε να συµπεράνουµε ότι για ένα KG-διπρότυπο M , ο συναρτητής

M b - : KG-mod ÝÑ KG-mod

στέλνει προβολικά KG-πρότυπα σε προβολικά KG-πρότυπα. Αυτό σε συνδυασµό µε την Παρατή-
ϱηση 5.1.11 µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι η αντιστοιχία

-bK - : KG-modˆKG-mod ÝÑ KG-mod

είναι ένας «καλά ορισµένος» δισυναρτητής στην ευσταθή κατηγορία KG-mod.

Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε ότι αν σταθεροποιήσουµε ένα KG-διπρότυπο X, ο συναρτητής
-bKX καθώς και ο συναρτητής X bK - απεικονίζει τρίγωνα σε τρίγωνα στην κατηγορία KG-mod.

Πρόταση 5.1.13. ΄Εστω X ένα KG-διπρότυπο. Τότε :
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1. ο συναρτητής -bKX απεικονίζει τρίγωνα τηςKG-mod σε τρίγωνα στηνKG-mod, µε την έννοια
της Παρατήρησης 3.1.8.

2. ο συναρτητήςXbK - απεικονίζει τρίγωνα τηςKG-mod σε τρίγωνα στηνKG-mod, µε την έννοια
της Παρατήρησης 3.1.8.

Απόδειξη. Θεωρούµε ένα τρίγωνο

M // N // L // Ω´1M

στην τριγωνισµένη κατηγορία KG-mod.

1. Ας είναι
0 // M // IM // Ω´1M // 0

η σύντοµη ακριβής ακολουθία, στην οποία εφαρµόζουµε το συναρτητή -bKX. Τότε προκύ-
πτει η ακολουθία

0 // M bK X // IM bK X // Ω´1M bK X // 0

΄Οµως το πρότυπο IM είναι ενέσιµο και η οµάδα άλγεβρα KG είναι ένας Quasi Frobenius
δακτύλιος. Εποµένως το IM είναι προβολικό KG-πρότυπο και από την Πρόταση 5.1.10
προκύπτει ότι το πρότυπο IMbKX είναι προβολικό άρα και ενέσιµο. Χάρη στην ενεσιµότητα
του προτύπου IM bK X, η παραπάνω ακριβής ακολουθία επεκτείνεται στο τρίγωνο:

M bK X // IM bK X // Ω´1M bK X // Ω´1pM bK Xq

΄Αρα ο συναρτητής -bKX µετατίθεται µε τον translation συναρτητή Ω´1. Εφαρµόζοντας τον
συναρτητή -bKX στο αρχικό τρίγωνο, προκύπτει το τρίγωνο

M bK X // N bK X // LbK X // Ω´1pM bK Xq

στην κατηγορία KG-mod.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή του πρώτου σκέλους. �

Συνοψίζοντας τα παραπάνω, µέχρι στιγµής, έχουµε αποδείξει ότι ο δισυναρτητής bK ικανο-
ποιεί όλες τις επιθυµητές ιδιότητες, ώστε να αποτελεί το δισυναρτητή τανυστικού γινοµένου της
κατηγορίας KG-mod. Για να αποδειχθεί ότι πράγµατι η τριγωνισµένη κατηγορία KG-mod αποτε-
λεί τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία, αποµένει να οριστεί το µοναδιαίο αντικείµενο αυτής. Από
τη στοιχειώδη ϑεωρία του τανυστικού γινοµένου προτύπων γνωρίζουµε ότι

M bK K “M

και
KbK M “M

για κάθε KG-διπρότυπο M . Συνεπώς προκύπτει το ακόλουθο Λήµµα:

Λήµµα 5.1.14. Το τετριµµένο KG-πρότυπο K αποτελεί το µοναδιαίο αντικείµενο της κατηγορίας
KG-mod.

Τελικά χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατα αυτής της υποενότητας πιστοποιείται ότι η ευσταθής
κατηγορία των προτύπων υπεράνω µιας οµάδας άλγεβρας αποτελεί µια τανυστική τριγωνισµένη
κατηγορία.

Πρόταση 5.1.15. Η τριάδα pKG-mod,bK,Kq αποτελεί µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία.

Απόδειξη. Η απόδειξη προκύπτει συνδυάζοντας τις Προτάσεις 5.1.10 και 5.1.13, το Λήµµα 5.1.14
καθώς και το γεγονός ότι η κατηγορία KG-mod είναι τριγωνισµένη κατηγορία. �

Παρατήρηση 5.1.16. Εκµεταλλευόµενοι το γεγονός ότι το τανυστικό γινόµενο προτύπων είναι
συµµετρικό, γνωρίζουµε ότι η κατηγορία KG-mod αποτελεί µια συµµετρική τανυστική τριγωνι-
σµένη κατηγορία.



168 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΤΟ ΦΑΣΜΑ ΜΙΑΣ ΤΑΝΥΣΤΙΚΗΣ ΤΡΙΓΩΝΙΣΜΕΝΗΣ ΚΑΤΗΓΟΡΙΑΣ

5.1.2 Η παραγόµενη κατηγορία των τέλειων συµπλόκων ως τανυστική
κατηγορία

΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος της Noether. Σε προηγούµενο κεφάλαιο έχουµε ορίσει
την παραγόµενη κατηγορία DperfpRq των τέλειων συµπλόκων, δηλαδή των συµπλόκων που σε κάθε
ϑέση έχουν πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά R-πρότυπα, και έχουµε αποδείξει ότι αποτελεί
παράδειγµα τριγωνισµένης κατηγορίας. Στην παρούσα ενότητα στόχος µας είναι να καταστήσουµε
την παραγόµενη κατηγορία των τέλειων συµπλόκων, τανυστική κατηγορία.

΄Εστω R, S δυο µεταθετικοί δακτύλιοι της Noether. Για να ορίσουµε το δισυναρτητή που
εφοδιάζει την DperfpRq µε την επιθυµητή δοµή, πρέπει δοθέντος ενός προσθετικού συναρτητή
F : CpRq ÝÑ CpSq µεταξύ των κατηγοριών των συµπλόκων να ορίσουµε τον επαγόµενο συναρ-
τητή ανάµεσα στις αντίστοιχες παραγόµενες κατηγορίες DpRq, DpSq, γνωστό και ως παραγόµενο
συναρτητή (derived functor). Είναι γνωστό το ακόλουθο αποτέλεσµα:

Πρόταση 5.1.17. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος της Noether. Τότε

1. Κάθε σύµπλοκο X‚ P D`pRq είναι ηµι-ισόµορφο µε ένα κάτω ϕραγµένο σύµπλοκο από προ-
ϐολικά R-πρότυπα.

2. Κάθε σύµπλοκοX‚ P D´pRq είναι ηµι-ισόµορφο µε ένα άνω ϕραγµένο σύµπλοκο από ενέσιµα
R-πρότυπα.

Χάρη στην παραπάνω πρόταση, στο [27, Section 10.5] αποδεικνύεται ότι για ένα κάτω ή άνω
ϕραγµένο σύµπλοκο, ορίζεται ο παραγόµενος συναρτητής. Η γενίκευση αυτού του αποτελέσµατος
σε µη-ϕραγµένες παραγόµενες κατηγορίες έγινε αρχικά από τον Spaltenstein και αργότερα από
τους Bokstedt και Neeman στα [24], [11] αντίστοιχα. Για το σκοπό αυτό χρειάζεται να ορίσουµε τα
K-προβολικά και K-ενέσιµα σύµπλοκα.

Ορισµός 5.1.18. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος της Noether µε µονάδα.

1. ΄Ενα σύµπλοκο P‚ P CpRq καλείται K-προβολικό (K-projective) αν

HomCpRqpP‚, X‚q “ 0

για κάθε ακυκλικό σύµπλοκο X‚.

2. ΄Ενα σύµπλοκο I‚ P CpRq καλείται K-ενέσιµο (K-injective) αν

HomCpRqpX‚, I‚q “ 0

για κάθε ακυκλικό σύµπλοκο X‚.

΄Εστω R, S δύο µεταθετικοί δακτύλιοι της Noether και ας είναι QR : KpRq ÝÑ DpRq και
QS : KpSq ÝÑ DpSq οι αντίστοιχοι συναρτητές τοπικοποίησης.

Ορισµός 5.1.19. Ορίζουµε τις πλήρεις υποκατηγορίες KP pRq, KIpRq της KpRq ως τις υποκατηγο-
ϱίες που αποτελούνται από τα K-προβολικά και K-ενέσιµα σύµπλοκα αντίστοιχα.

Σύµφωνα µε το [11, Proposition 2.12] οι συνθέσεις συναρτητών

KP pRq
� � // KpRq

QR // DpRq

και

KIpRq
� � // KpRq

QR // DpRq

αποτελούν ισοδυναµίες κατηγοριών. Συµβολίζουµε l : KP pRq ÝÑ DpRq και r : KIpRq ÝÑ DpRq
τις παραπάνω ισοδυναµίες κατηγοριών και συµπεραίνουµε ότι κάθε σύµπλοκο της DpRq είναι
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ηµι-ισόµορφο µε ένα K-προβολικό και K-ενέσιµο σύµπλοκο. Επιπλέον είναι γνωστό ότι για κάθε
προσθετικό συναρτητή F : CpRq ÝÑ CpSq επάγεται ένας καλά ορισµένος, ακριβής συναρτητής
F˚ : KpRq ÝÑ KpSq µεταξύ των αντίστοιχων οµοτοπικών κατηγοριών (ϐλ. [17, Chapter 5, Pro-
position 1.1.1]). Για απλοποίηση του συµβολισµού τον επαγόµενο συναρτητή στις οµοτοπικές
κατηγορίες ϑα τον συµβολίζουµε επίσης µε F . Χρησιµοποιώντας τα παραπάνω ορίζονται οι ακό-
λουθες συνθέσεις συναρτητών :

DpRq
l´1

// KP pRq
� � // KpRq

F // KpSq
QS // DpSq

και

DpRq
r´1

// KIpRq
� � // KpRq

F // KpSq
QS // DpSq

Χρησιµοποιώντας τον παραπάνω συµβολισµό, ορίζουµε τον αριστερό και δεξιό παραγόµενο συ-
ναρτητή.

Ορισµός 5.1.20. ΄Εστω R, S δυό µεταθετικοί δακτύλιοι της Noether µε µονάδα και F : CpRq ÝÑ
CpSq ένας προσθετικός συναρτητής µεταξύ των αντίστοιχων κατηγοριών των συµπλόκων.

1. Ο αριστερός παραγόµενος συναρτητής (left derived functor) LF του F ορίζεται ως η
σύνθεση

QS ˝ F ˝ l
´1 : DpRq ÝÑ DpSq

2. Ο δεξιός παραγόµενος συναρτητής (right derived functor) RF του F ορίζεται ως η
σύνθεση

QS ˝ F ˝ r
´1 : DpRq ÝÑ DpSq

Ακολούθως ορίζουµε δύο παραγόµενους συναρτητές οι οποίοι ϑα χρησιµοποιηθούν εκτενέστε-
ϱα στην συνέχεια της διατριβής.

Ορισµός 5.1.21. ΄Εστω R, S δυο µεταθετικοί δακτύλιοι της Noether. Για ένα σύµπλοκο X‚ από
R-S-διπρότυπα ορίζουµε τους παραγόµενους συναρτητές :

RHomRpX‚, -q :“ RpHomRpX‚, -qq : DpRq ÝÑ DpSq

και
-bL

RX‚ :“ Lp-bRX‚q : DpRq ÝÑ DpSq

Παρατήρηση 5.1.22. ΄Εστω R, S δυο µεταθετικοί δακτύλιοι της Noether µε µονάδα.

1. Ας είναι Y‚ ένα σύµπλοκο από R-S-διπρότυπα. Κάθε σύµπλοκο X‚ P DpRq γνωρίζουµε ότι
είναι ισόµορφο µε ένα K-προβολικό σύµπλοκο P‚ P KP pRq. Τότε από τον Ορισµό 5.1.21
προκύπτει ότι

X‚ b
L
R Y‚ “ P‚ bR Y‚

όπου
pX‚ bR Y‚qn “

à

i`j“n

Pi bR Yj

Ακόµη κάθε σύµπλοκο Z‚ P DpRq είναι ισόµορφο µε ένα K-ενέσιµο σύµπλοκο I‚ P KIpRq.
Τότε

RHomRpY‚, Z‚q “ HomRpY‚, I‚q

όπου
HomRpY‚, I‚q “

à

´i`j“n

HomRpYi, Ijq
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2. Οι συναρτητές
-bL

R - : DpRq ˆ DpRq ÝÑ DpRq

και
RHomRp-, -q : DpRq

op ˆ DpRq ÝÑ DpRq

αποτελούν δισυναρτητές.

3. Μπορούµε να δούµε τον δακτύλιο R σαν αντικείµενο της παραγόµενης κατηγορίας DpRq,
δηλαδή σαν σύµπλοκο συγκεντρωµένο στη µηδενική ϑέση. Τότε ισχύει

RbL
R X‚ “ X‚

για κάθε σύµπλοκο X‚ P DpRq. Εποµένως ο δακτύλιος R είναι το µοναδιαίο αντικείµενο
1DpRq της κατηγορίας DpRq.

Χρησιµοποιώντας το τρίτο σκέλος της προηγούµενης παρατήρησης προκύπτει το ακόλουθο
Λήµµα:

Λήµµα 5.1.23. Ο δακτύλιος R ως αντικείµενο της παραγόµενης κατηγορίας DpRq αποτελεί το
µοναδιαίο αντικείµενο της DpRq.

Ανατρέχοντας στο [18, Section 2] µπορεί κανείς να ϐρεί τα ακόλουθα αποτελέσµατα:

Πρόταση 5.1.24. ΄Εστω X‚, Z‚ P DpRq και Y‚ ένα σύµπλοκο από R-S-διπρότυπα. Τότε :

1. pX‚ bL
R Y‚q b

L
R Z‚ » X‚ b

L
R pY‚ b

L
R Z‚q

2. X‚ bL
R Y‚ » Y‚ b

L
R X‚

Απόδειξη. Οι αποδείξεις των σχέσεων είναι άµεσες εκµεταλλευόµενοι την προσεταιριστικότητα και
τη µεταθετικότητα του συνήθους τανυστικού γινοµένου. �

Παρατήρηση 5.1.25. Ο συναρτητής τανυστικού γινοµένου bL
R είναι ακριβής συναρτητής µε την

έννοια ότι απεικονίζει τρίγωνα της DpRq σε τρίγωνα της DpRq και από τον ορισµό του τανυστικού
γινοµένου συµπλόκων, µετατίθεται µε τον translation συναρτητή της τριγωνισµένης κατηγορίας
DpRq. Τα προαναφερθέντα αποτελέσµατα τα ανεφέρουµε χωρίς απόδειξη καθώς ξεφεύγει από το
πλαίσιο της διατριβής και παραπέµπουµε τον αναγνώστη στα κείµενα [18] και [24] του Neeman
και Spaltenstein αντίστοιχα.

Πρόταση 5.1.26. Η τριάδα pDpRq,bL
R, Rq αποτελεί µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία.

Παρατήρηση 5.1.27. Η απόδειξη της Πρότασης προκύπτει άµεσα από το Λήµµα 5.1.23, την
Παρατήρηση 5.1.25 καθώς και από το γεγονός ότι η παραγόµενη κατηγορία ενός µεταθετικού
δακτυλίου είναι τριγωνισµένη.

Στην συνέχεια της διατριβής, ωστόσο, δε ϑα ασχοληθούµε µε την κατηγορία DpRq αλλά µε την
πλήρη υποκατηγορία DperfpRq που αποτελείται από τα τέλεια σύµπλοκα. Θα αποδείξουµε ότι η
κατηγορία DperfpRq εφοδιασµένη µε το δισυναρτητή bL

R είναι τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία.
Για το σκοπό αυτό ϑα αποδείξουµε ότι οι παραγόµενοι συναρτητές των συναρτητών RHomRpX‚, -q
και -bL

RX‚ είναι «καλά ορισµένοι» στην παραγόµενη κατηγορία των τέλειων συµπλόκων.

Πρόταση 5.1.28. ΄Εστω X‚, Y‚ P DperfpRq. Τότε ισχύει ότι :

RHomRpX‚, Y‚q P D
perfpRq

και
X‚ b

L
R Y‚ P D

perfpRq
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Απόδειξη. Για να αποδείξουµε την πρόταση ϑα χρησιµοποιήσουµε, αφού πρώτα τις αποδείξουµε,
δύο ιδιότητες των προβολικών προτύπων. ΄Εστω P , Q δυο προβολικά R-πρότυπα. Τότε υπάρχουν
R-πρότυπα M , N , τέτοια ώστε

P ‘M » Rn

και
Q‘N » Rm

για κάποια n,m P Z. Θεωρούµε το τανυστικό γινόµενο των δύο παραπάνω σχέσεων και προκύπτει :

pP ‘Mq bR pQ‘Nq » Rn bR R
m

Χρησιµοποιώντας τις ϐασικές ιδιότητες του τανυστικού γινοµένου λαµβάνουµε την ακόλουθη σχέ-
ση

P bR Q‘ pP bR N ‘M bR Q‘M bR Nq » Rnˆm

Εποµένως το πρότυπο P bR Q είναι ευθύς αθροιστέος ενός ελεύθερου προτύπου, άρα είναι προ-
ϐολικό R-πρότυπο. Με ανάλογα επιχειρήµατα αποδεικνύεται ότι και το R-πρότυπο HomRpP,Qq
είναι προβλικό R-πρότυπο.

Τελικά από τον ορισµό των δισυναρτητών RHomRp-, -q και -bL
R -, προκύπτει ότι αν X‚, Y‚ P

DperfpRq, τότε
RHomRpX‚, Y‚q P D

perfpRq

και
X‚ b

L
R Y‚ P D

perfpRq

�

Αποδείξαµε, λοιπόν, ότι οι παραπάνω συναρτητές είναι «καλά ορισµένοι» στην πλήρη υποκα-
τηγορία DperfpRq της DpRq. Αυτό σε συνδυασµό µε το γεγονός ότι η τριγωνισµένη κατηγορία DpRq
αποτελεί τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία µας οδηγεί στο ακόλουθο αποτέλεσµα:

Πρόταση 5.1.29. Η τριάδα pDperfpRq,bL
R, Rq αποτελεί µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία.

Παρατήρηση 5.1.30. 1. Στην κατηγορία DperfpRq το τανυστικό γινόµενο bL
R είναι το σύνηθες

τανυστικό γινόµενο συµπλόκων και το συµβολίζουµε απλούστερα µε bR.

2. Το τανυστικό γινόµενο δύο συµπλόκων αποτελούµενων από R-πρότυπα είναι συµµετρικό
χάρη στη συµµετρικότητα του τανυστικού γινοµένου προτύπων. Συνεπώς η τανυστική τριγω-
νισµένη κατηγορία DperfpRq αποτελεί µια συµµετρική τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία.

5.2 Πρώτα Τανυστικά Ιδεώδη και Φάσµα

Η παρούσα ενότητα αποτελεί ουσιαστικά την αρχή της παρουσίασης της ϑεωρίας του Balmer.
Θα ξεκινήσουµε δίνοντας τον ορισµό του πρώτου τανυστικού ιδεώδους µιας τανυστικής τριγωνι-
σµένης κατηγορίας K και ϑα ορίσουµε το ϕάσµα της κατηγορίας. Στη συνέχεια ϑα ορίσουµε
κάποια υποσύνολα του ϕάσµατος, τα οποία ϑα παίξουν ϑεµελιώδη ϱόλο στην ανάπτυξη της ϑεω-
ϱίας και ϑα ορίσουµε την τοπολογία µε την οποία εφοδιάζουµε το ϕάσµα για να αποκτήσει δοµή
τοπολογικού χώρου.

Αρχικά ας διατυπώσουµε τον ορισµό του thick τανυστικού ιδεώδους µιας τανυστικής τριγωνι-
σµένης κατηγορίας K.

Ορισµός 5.2.1. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία. ΄Ενα thick τανυστικό ιδεώ-
δες (thick tensor ideal) είναι µία πλήρης υποκατηγορία A της K η οποία περιέχει το µηδενικό
αντικείµενο και ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες :

1. η υποκατηγορία A είναι thick, δηλαδή είναι µια τριγωνισµένη υποκατηγορία κλειστή στους
ευθείς αθροιστέους,
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2. η υποκατηγορία A είναι τανυστικό ιδεώδες, δηλαδή για δυο αντικείµενα X P A και Y P K το
αντικείµενο X b Y ανήκει στην υποκατηγορία A.

Παρατήρηση 5.2.2. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία. Αν tAiuiPI είναι µια συλ-
λογή thick τανυστικών ιδεωδών της K, τότε η τοµή τους είναι επίσης thick τανυστικό ιδεώδες.
∆οδείσας µιας συλλογής αντικειµένων S της K συµβολίζουµε µε xSy το µικρότερο thick τανυστικό
ιδεώδες της K που περιέχει τη συλλογή S.

Σε αυτό το σηµείο ϑα ορίσουµε µια ϑεµελιώδη έννοια για την συνέχεια της διατριβής, αυτήν του
πρώτου τανυστικού ιδεώδους µιας τανυστικής τριγωνισµένης κατηγορίας. Η έννοια αυτή εισήχθη
για πρώτη ϕορά από τον Balmer στο άρθρο [2] και ϑυµίζει τον ορισµό του πρώτου ιδεώδους ενός
µεταθετικού δακτυλίου.

Ορισµός 5.2.3. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία.΄Ενα γνήσιο thick τανυστικό ιδε-
ώδες P καλείται πρώτο (prime) αν ισχύει η ακόλουθη συνεπαγωγή:

για κάθε X,Y P K µε X b Y P P ùñ X P P ή Y P P

Στη Μεταθετική ΄Αλγεβρα υπάρχει η γνωστή κατασκευή του ϕάσµατος ενός µεταθετικού δακτυ-
λίου R, δηλαδή ενός συνόλου που περιέχει τα πρώτα ιδεώδη του R. Επίσης γνωρίζουµε ότι αν το
ϕάσµα εφοδιαστεί µε την τοπολογία Zariski, τότε αποκτά δοµή τοπολογικού χώρου. Μια ανάλογη
κατασκευή υπάρχει και στην περίπτωση που διαπραγµατεύεται η παρούσα διατριβή.

Ορισµός 5.2.4. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία. Το σύνολο όλων των πρώτων
thick τανυστικών ιδεωδών της K καλείται ϕάσµα του Balmer (Balmer’s spectrum) η απλώς
ϕάσµα (spectrum) της K και συµβολίζεται µε SpcpKq. ∆ηλαδή

SpcpKq :“ tP Ă K | P : πρώτο ιδεώδες της Ku

Στη συνέχεια, δοθείσας µιας συλλογής αντικειµένων S µιας τανυστικής κατηγορίας K, ϑα
ορίσουµε ένα υποσύνολο του ϕάσµατος SpcpKq το οποίο ϑα µας επιτρέψει να δώσουµε στο ϕάσµα
δοµή τοπολογικού χώρου.

Ορισµός 5.2.5. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία και S Ă K µια συλλογή αντικει-
µένων της K. Ορίζουµε το σύνολο

ZpSq :“ tP P SpcpKq | S X P “ Hu

το οποίο είναι ένα υποσύνολο του SpcpKq.

Πρόταση 5.2.6. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία. Η συλλογή υποσυνόλων

T “ tZpSq | S Ă Ku

του ϕάσµατος της K, αποτελεί τη συλλογή κλειστών υποσυνόλων της τοπολογίας του SpcpKq.

Απόδειξη. Εύκολα υπολογίζουµε ότι

ZpHq “ tP P SpcpKq | H X P “ Hu “ SpcpKq

και
ZpKq “ tP P SpcpKq | K X P “ Hu “ H

΄Εστω τώρα tSjujPJ , J :σύνολο δεικτών, µια οικογένεια που αποτελείται από συλλογές αντικειµένων
της K. Θα αποδείξουµε ότι :

č

jPJ

ZpSjq “ Z

˜

ď

jPJ

Sj

¸
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΄Εστω P P SpcpKq τέτοιο ώστε P P
Ş

jPJ ZpSjq. Τότε προκύπτει ότι P P ZpSjq, για κάθε j P J .
Συνεπώς

P X Sj “ H, για κάθε j P J ùñ P X

˜

ď

jPJ

Sj

¸

“ H ùñ P P Z

˜

ď

jPJ

Sj

¸

Εποµένως καταλήγουµε στη σχέση

č

jPJ

ZpSjq Ă Z

˜

ď

jPJ

Sj

¸

(5.1)

Ανάλογα, ϑεωρούµε ένα πρώτο thick τανυστικό ιδεώδες P, τέτοιο ώστε P P Z
´

Ť

jPJ Sj

¯

. Τότε

P X

˜

ď

jPJ

Sj

¸

“ H ùñ P X Sj “ H, για κάθε j P J ùñ P P ZpSjq, για κάθε j P J.

΄Αρα ισχύει
P P

č

jPJ

ZpSjq

και έτσι προκύπτει η σχέση

Z

˜

ď

jPJ

Sj

¸

Ă
č

jPJ

ZpSjq (5.2)

Εκµεταλλευόµενοι τις σχέσεις (5.1) και (5.2) προκύπτει ότι :

č

jPJ

ZpSjq “ Z

˜

ď

jPJ

Sj

¸

Τέλος ϑεωρούµε S1, S2 δύο συλλογές αντικειµένων της K. Θα αποδείξουµε ότι :

ZpS1q Y ZpS2q “ ZpS1 ‘ S2q

΄Εστω P ένα πρώτο thick τανυστικό ιδεώδες, τέτοιο ώστε :

P P ZpS1q Y ZpS2q

Τότε
P P ZpS1q ή P P ZpS2q

Αν P P ZpS1q, τότε P XS1 “ H. Θέλουµε να αποδείξουµε ότι P P ZpS1‘S2q, δηλαδή P X pS1‘

S2q “ H. Για το σκοπό αυτό υποθέτουµε ότι P X pS1 ‘ S2q ‰ H, δηλαδή υπάρχει αντικείµενο
X P P X pS1 ‘ S2q. Τότε προκύπτει ότι

X P P και X “ Y ‘ Z, όπου Y P S1 και Z P S2.

΄Οµως επειδή το ιδεώδες P είναι thick, τα αντικείµενα Y,Z ανήκουν στο P και καταλήγουµε στο
συµπέρασµα ότι Y P P και Y P S1. ∆ηλαδή

P X S1 ‰ H

το οποίο είναι άτοπο, και εποµένως συµπεραίνουµε ότι P P ZpS1 ‘ S2q. ΄Οµοια αν P P S2,
αποδεικνύεται ότι P P ZpS1 ‘ S2q. ΄Αρα σε κάθε περίπτωση ισχύει ότι

ZpS1q X ZpS2q Ă ZpS1 ‘ S2q (5.3)
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Αντίστροφα, ϑεωρούµε ένα πρώτο ιδεώδες P P ZpS1 ‘ S2q και υποθέτουµε ότι P R ZpS1q. Τότε
ισχύει P X S1 ‰ H, δηλαδή υπάρχει αντικείµενο X, τέτοιο ώστε

X P P και X P S1

Αν P R ZpS2q τότε P X S2 ‰ H. Συνεπώς υπάρχει αντικείµενο Y τέτοιο ώστε

Y P P και Y P S2

Τότε το αντικείµενο Z :“ X ‘Y ανήκει στο ευθύ άθροισµα S1‘S2 και λόγω του ότι το ιδεώδες P
είναι thick προκύπτει ότι το αντικείµενο Z ανήκει στο P. ΄Αρα καταλήξαµε ότι PXpS1‘S2q ‰ H,
το οποίο είναι άτοπο εποµένως P P ZpS2q και έτσι P P ZpS1q Y ZpS2q. ΄Οµοια αποδεικνύουµε ότι
αν P R ZpS2q, τότε P P ZpS1q. Τελικά σε κάθε περίπτωση P P ZpS1q Y ZpS2q και καταλήγουµε
στη σχέση

ZpS1 ‘ S2q Ă ZpS1q Y ZpS2q (5.4)

Με χρήση των σχέσεων (5.3), (5.4) προκύπτει ότι

ZpS1q Y ZpS2q “ ZpS1 ‘ S2q

Τελικά η συλλογή T αποτελείται από κλειστά υποσύνολα τα οποία αποτελούν τοπολογία για το
ϕάσµα SpcpKq της κατηγορίας K. �

Παρατήρηση 5.2.7. ΄Εστω S µια συλλογή αντικειµένων µιας τανυστικής τριγωνισµένης κατηγο-
ϱίας K. Τότε ορίζουµε το ανοικτό συµπλήρωµα του κλειστού υποσυνόλου ZpSq του SpcpKq:

UpSq :“ tP P SpcpKq | S X P ‰ Hu

Χρησιµοποιώντας το σύνολο ZpSq για µια συλλογή αντικειµένων S της K, µπορούµε για κά-
ϑε αντικείµενο X της κατηγορίας να ορίσουµε ένα υποσύνολο του ϕάσµατος, το οποίο καλείται
ϕορέας του X και έχει ϑεµελιώδη σηµασία στη συνέχεια της διατριβής. Ακόµη είναι χρήσιµο να
ορίσουµε κάποιες συλλογές αντικειµένων της K, οι οποίες είναι «κλειστές» στο τανυστικό γινόµε-
νο της κατηγορίας και είναι γνωστές µε την ονοµασία «τανυστικά πολλαπλασιαστικές» συλλογές
αντικειµένων.

Ορισµός 5.2.8. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία και X ένα αντικείµενο της K. Το
υποσύνολο

supppXq :“ ZpXq “ tP P SpcpKq | X R Pu

του SpcpKq καλείται ϕορέας (support) του αντικειµένου X της K.

Ορισµός 5.2.9. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία και S Ă K µια συλλογή αντικει-
µένων της. Η συλλογή S καλείται τανυστικά πολλαπλασιαστική (tensor multiplicative) αν το
µοναδιαίο αντικείµενο 1 της κατηγορίας K ανήκει στην συλλογή S και για κάθε δύο αντικείµενα
X,Y P S ισχύει ότι X b Y P S.

Θα αποδείξουµε τώρα το ακόλουθο λήµµα, το οποίο ϑα χρησιµοποιήσουµε για την απόδειξη
κάποιων σηµαντικών αποτελεσµάτων στη συνέχεια.

Λήµµα 5.2.10. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία. Υποθέτουµε ότι J Ă K είναι ένα
thick τανυστικό ιδεώδες και S Ă K µια τανυστικά πολλαπλασιαστική συλλογή αντικειµένων της K
τέτοια ώστε S X J “ H. Τότε υπάρχει πρώτο ιδεώδες P της K τέτοιο ώστε

J Ă P και P X S “ H

Απόδειξη. Θεωρούµε µια συλλογή F που αποτελείται από τα thick τανυστικά ιδεώδη A που
ικανοποιούν τις ακόλουθες ιδιότητες :
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(1) AX S “ H

(2) J Ă A

(3) Αν Z P S και X P K τέτοια ώστε Z bX P A τότε X P A.

Ορίζουµε την ακόλουθη υποκατηγορία της κατηγορίας K:

A0 :“ tX P K | D Z P S µε X b Z P J u

Θα αποδείξουµε ότι η υποκατηγορία A0 είναι thick τανυστικό ιδεώδες της K και ικανοποιεί τις
παραπάνω ιδιότητες. Αρχικά για κάθε δύο αντικείµενα X,Y P A0 ισχύει

HomA0
pX,Y q “ HomKpX,Y q

Εποµένως η υποκατηγορία A0 είναι πλήρης υποκατηγορία της K. Επιπλέον για κάθε αντικείµενο
Z P K, ο συναρτητής

-bZ : K ÝÑ K

είναι ακριβής, άρα και προσθετικός. Συνεπώς για το µηδενικό αντικείµενο 0 της κατηγορίας K
ισχύει

p-bZqp0q » 0

΄Αρα προκύπτει 0b Z » 0 και συµπεραίνουµε ότι το µηδενικό αντικείµενο 0 ανήκει στην υποκα-
τηγορία A0. ΄Εστω, τώρα, ένα τρίγωνο

X
f // Y

g // Z
h // ΣpXq

στην κατηγορία K, όπου τα αντικείµενα X,Y ανήκουν στην υποκατηγορία A0. Τότε υπάρχουν
αντικείµενα Z1, Z2 P K, τέτοια ώστε X b Z1, Y b Z2 P J . Θεωρούµε ένα αντικείµενο Z3 P S και
µορφισµούς a : Z1 ÝÑ Z2, b : Z2 ÝÑ Z3 και c : Z3 ÝÑ Z1. ∆ηµιουργούµε το τρίγωνο

X b Z1
fba // Y b Z2

gbb // Z b Z3
hbc // ΣpXq b ΣpZ1q

Επειδή τα αντικείµενα X b Z1 και Y b Z2 ανήκουν στο thick τανυστικό ιδεώδες J , το οποίο
είναι τριγωνισµένη υποκατηγορία της K προκύπτει ότι και το αντικείµενο Z b Z3 ανήκει στο J .
Συνεπώς το αντικείµενο Z ανήκει στην υποκατηγορία A0 και καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι η
A0 είναι τριγωνισµένη υποκατηγορία. Στη συνέχεια ϑεωρούµε ένα αντικείµενο X P A0 το οποίο
διασπάται ως εξής :

X » Y ‘ Y 1, για κάποια Y, Y 1 P K

Επειδή το αντικείµενοX ανήκει στην υποκατηγορίαA0 γνωρίζουµε ότι υπάρχει αντικείµενο Z P S
τέτοιο ώστε X b Z P J . Εποµένως προκύπτει ότι

X b Z “ pY ‘ Y 1q b Z (5.5)

Θεωρούµε το τρίγωνο

Y // Y ‘ Y 1 // Y 1 // ΣpY q (5.6)

στην κατηγορία K. Εφαρµόζουµε τον συναρτητή

-bZ : K ÝÑ K

και προκύπτει το τρίγωνο

Y b Z // pY ‘ Y 1q b Z // Y 1 b Z // pΣY q b Z (5.7)
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Εφόσον το τρίγωνο (5.6) είναι διασπάσιµο και ο συναρτητής -bZ είναι ακριβής, προκύπτει ότι και
το τρίγωνο (5.7) είναι διασπάσιµο. Εποµένως προκύπτει ότι

pY ‘ Y 1q b Z “ pY b Zq ‘ pY 1 b Zq

Αντικαθιστούµε την παραπάνω ισότητα στη σχέση (5.5) και προκύπτει ότι

X b Z “ pY b Zq ‘ pY 1 b Zq P J

Επειδή η υποκατηγορία J είναι thick έχουµε ότι

Y b Z P J και Y 1 b Z P J

∆ηλαδή τα αντικείµενα Y, Y 1 ανήκουν στην υποκατηγορία A0 και έτσι η A0 είναι thick υποκα-
τηγορία. Θεωρούµε ένα αντικείµενο X P K και Y P A0. Τότε υπάρχει αντικείµενο Z P S τέτοιο
ώστε X b Z P J . Τότε

pX b Y q b Z “ pX b Zq b Y P J

αφού το J είναι τανυστικό ιδεώδες της K. ΄Αρα συµπεραίνουµε ότιXbY P A0 και έτσι το A0 είναι
τανυστικό ιδεώδες. Τελικά αποδείξαµε ότι η υποκατηγορία A0 είναι ένα thick τανυστικό ιδεώδες.
Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε ότι το ιδεώδεςA0 ικανοποιεί τις ιδιότητες των στοιχείων της συλλογής
F και έτσι η F δεν είναι κενή. Αρχικά υποθέτουµε ότι A0 X S ‰ H. Τότε υπάρχει αντικείµενο
X P A0 X S, δηλαδή X P A0 και X P S. Επειδή X P A0, υπάρχει αντικείµενο Z P S τέτοιο
ώστε X b Z P J . ΄Οµως η συλλογή αντικειµένων S είναι τανυστικά πολλαπλασιαστική. Συνεπώς
X bZ P S και προκύπτει ότι J XS ‰ H, το οποίο όµως αντιβαίνει στις υποθέσεις του λήµµατος.
Εποµένως ισχύει ότι A0 X S “ H. ΄Εστω, τώρα, ένα αντικείµενο X P J . Η υποκατηγορία J είναι
ένα thick τανυστικό ιδεώδες. Συνεπώς για οποιοδήποτε Y P S Ă K προκύπτει ότι X b Y P J
και καταλήγουµε ότι X P A0. ΄Αρα αποδείξαµε ότι J Ă A0. Τέλος ϑεωρούµε ένα αντικείµενο
Z P S και X P K τέτοιο ώστε X bZ P A0. Τότε από τον ορισµό της υποκατηγορίας A0 προκύπτει
ότι X P A0. Συνοψίζοντας, αποδείξαµε ότι η υποκατηγορία A0 Ă K είναι ένα thick τανυστικό
ιδεώδες της K που ικανοποιεί τις ιδιότητες (1), (2), (3) της συλλογής F και άρα F ‰ H.

Από το Λήµµα του Zorn γνωρίζουµε ότι υπάρχει ένα maximal στοιχείο P P F . Θα αποδείξουµε
ότι το P είναι πρώτο ιδεώδες της K. Για το σκοπό αυτόν υποθέτουµε ότι για δύο αντικείµενα
X,Y P K µε X b Y P P, ισχύει ότι Y R P και ϑα αποδείξουµε ότι X P P. Ορίζουµε την
υποκατηγορία :

A1 :“ tW P K | X bW P Pu

Θα αποδείξουµε ότι η υποκατηγορία A1 είναι ένα thick τανυστικό ιδεώδες. Αρχικά η υποκατηγο-
ϱία A1 είναι πλήρης υποκατηγορία της K. Επιπλέον, γνωρίζουµε ότι ο συναρτητής

X b - : K ÝÑ K

είναι ακριβής, άρα και προσθετικός. Συνεπώς pX b -qp0q » 0 P P, αφού το P είναι ένα thick
τανυστικό ιδεώδες. ΄Αρα το µηδενικό αντικείµενο της K ανήκει στην υποκατηγορία A1.
Θεωρούµε ένα τρίγωνο

Y // Y 1 // Y 2 // ΣpY q

στην κατηγορία K και εφαρµόζουµε τον ακριβή συναρτητή

X b - : K ÝÑ K

Τότε προκύπτει το τρίγωνο

X b Y // X b Y 1 // X b Y 2 // X b ΣpY q

΄Οµως τα αντικείµενα X b Y,X b Y 1 ανήκουν στο ιδεώδες P το οποίο είναι τριγωνισµένη υποκα-
τηγορία της K. ΄Αρα και το αντικείµενο X b Y 2 ανήκει στο πρώτο ιδεώδες P και συµπεραίνουµε
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ότι Y 2 P A1. ΄Αρα η υποκατηγορία A1 είναι τριγωνισµένη. ΄Επειτα, υποθέτουµε ότι W είναι ένα
αντικείµενο της A1 τέτοιο ώστε W » W 1 ‘W 2, για κάποια αντικείµενα W 1,W 2 P K. Τότε, από
τον ορισµό της υποκατηγορίας A1, γνωρίζουµε ότι X bW P P και

X bW P P ùñ X b pW 1 ‘W 2q P P ùñ pX bW 1q ‘ pX bW 2q P P

΄Οµως το ιδεώδες P είναι thick. Εξ΄ ορισµού προκύπτει ότιXbW 1 P P καιXbW 2 P P. Συνεπώς
τα αντικείµεναW 1,W 2 ανήκουν στην υποκατηγορία A1 και άρα η A1 είναι µια thick υποκατηγο-
ϱία. Τέλος ϑεωρούµε αντικείµενα W P A1 και Z P K. Θα αποδείξουµε ότι το αντικείµενο W b Z
ανήκει στην υποκατηγορία A1. Από το γεγονός ότι το αντικείµενο W ανήκει στην υποκατηγορία
A1, συµπεραίνουµε ότι το αντικείµενο X b W ανήκει στο ιδεώδες P. ΄Οµως το P είναι thick
τανυστικό ιδεώδες. ΄Αρα

pX bW q b Z P P ùñ X b pW b Zq P P ùñW b Z P A1

Συνεπώς η υποκατηγορία A1 είναι τανυστικό ιδεώδες. Τελικά αποδείξαµε ότι η A1 είναι ένα thick
τανυστικό ιδεώδες της K. Ακόµη, άµεσα, ισχύει η σχέση έγκλεισης P Ă A1. ΄Οµως το P είναι
maximal στοιχείο του F , ως προς τη σχέση υποσυνόλου. ΄Αρα το thick τανυστικό ιδεώδες A1 δεν
ανήκει στη συλλογή F .

΄Οµως J Ă P Ă A1, δηλαδή το A1 ικανοποιεί την ιδιότητα (2). Στη συνέχεια ϑεωρούµε δύο
αντικείµενα Z P S και Z 1 P K τέτοια ώστε ZbZ 1 P A1. Θα αποδείξουµε ότι Z 1 P A1. Για το σκοπό
αυτό, αρκεί να αποδείξουµε ότι Z 1bX P P. Αφού ZbZ 1 P A1 ισχύει ότι ZbpZ 1bXq P P. ΄Οµως
το ιδεώδες P ικανοποιεί την ιδιότητα (3), δηλαδή Z 1bX P P. Συνεπώς για το A1 ικανοποιείται και
η ιδιότητα (3). Εφόσον το ιδεώδες A1 δεν ανήκει στη συλλογή F , αλλά ικανοποιούνται οι ιδιότητες
(2) και (3), εύλογα συµπεραίνουµε ότι δεν ϑα ικανοποιείται η ιδιότητα (1). Συνεπώς A1 X S ‰ H,
δηλαδή υπάρχει αντικείµενο W µε την ιδιότητα W P S και W P A1. Τότε W bX P P και άρα
X P P. Συνοψίζοντας αποδείξαµε το Ϲητούµενο, δηλαδή ότι το thick τανυστικό ιδεώδες P είναι
πρώτο και ικανοποιεί τις ιδιότητες J Ă P και P X S “ H. �

Σχόλιο 5.2.11. Αν στο Λήµµα 5.2.10 το τανυστικά πολλαπλασιαστικό σύνολο S είναι το

S “ t1u

τότε η συνθήκη (3) της απόδειξης ικανοποιείται κατά τετριµµένο τρόπο και το ιδεώδες P είναι ένα
maximal γνήσιο ιδεώδες που περιέχει το ιδεώδες J .

Συνεχίζουµε διατυπώνοντας την ακόλουθη πρόταση την οποία και ϑα αποδείξουµε κάνοντας
χρήση του προηγούµενου λήµµατος :

Πρόταση 5.2.12. ΄Εστω K µια µη-µηδενική τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία. Τότε ισχύουν τα
ακόλουθα:

1. ΄Εστω S µια τανυστικά πολλαπλασιαστική συλλογή αντικειµένων της K η οποία δεν περιέχει
το µηδενικό αντικείµενο. Τότε υπάρχει ένα πρώτο ιδεώδες P P SpcpKq τέτοιο ώστε PXS “ H.

2. ΄Εστω J ένα γνήσιο thick τανυστικό ιδεώδες της K. Τότε υπάρχει ένα maximal γνήσιο thick
τανυστικό ιδεώδες M της K που περιέχει το J .

3. Κάθε maximal thick τανυστικό ιδεώδες είναι πρώτο.

4. Το ϕάσµα, SpcpKq, της κατηγορίας K είναι µη-κενό.

Απόδειξη. 1. ΄Εστω J “ 0 Ă K ένα thick τανυστικό ιδεώδες της K. Αφού το µηδενικό
αντικείµενο 0 δεν ανήκει στην τανυστικά πολλαπλασιαστική συλλογή S, προκύπτει ότι
J X S “ H. Τότε χρησιµοποιώντας το Λήµµα 5.2.10 προκύπτει ότι υπάρχει ένα πρώτο
ιδεώδες P P SpcpKq τέτοιο ώστε :

0 Ă P και P X S “ H

΄Αρα αποδείξαµε ότι υπάρχει ένα πρώτο ιδεώδες P P SpcpKq, µε την ιδιότητα P X S “ H.



178 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΤΟ ΦΑΣΜΑ ΜΙΑΣ ΤΑΝΥΣΤΙΚΗΣ ΤΡΙΓΩΝΙΣΜΕΝΗΣ ΚΑΤΗΓΟΡΙΑΣ

2. ΄Εστω J Ă K ένα γνήσιο thick τανυστικό ιδεώδες της K. Θεωρούµε το σύνολο S “ t1u,
το οποίο είναι τανυστικά πολλαπλασιαστικό. Τότε από το σχόλιο (5.2.11) γνωρίζουµε ότι
υπάρχει ένα maximal (ως προς τη σχέση υποσυνόλου) thick τανυστικό ιδεώδες M µε J Ă

M.

3. ΄Εστω J Ă K ένα maximal thick τανυστικό ιδεώδες της K και S “ t1u µια τανυστικά
πολλαπλασιαστική συλλογή αντικειµένων της K. Τότε από το Λήµµα 5.2.10 γνωρίζουµε ότι
υπάρχει ένα πρώτο thick τανυστικό ιδεώδες P, τέτοιο ώστε J Ă K. ΄Οµως έχουµε υποθέσει
ότι το J είναι maximal. Συνεπώς J “ P και έχουµε αποδείξει ότι το maximal ιδεώδες J
είναι πρώτο.

4. Θεωρούµε ένα τανυστικά πολλαπλασιαστικό σύνολο S το οποίο δεν περιέχει το µηδενικό
αντικείµενο, όπως για παράδειγµα το σύνολο S “ t1u. Από το πρώτο σκέλος της παρούσας
Πρότασης εξασφαλίζεται η ύπαρξη ενός πρώτου thick τανυστικού ιδεώδους P τέτοιου ώστε
P X S “ H. Εποµένως

SpcpKq ‰ H

�

Στη συνέχεια ϑα αναφερθούµε σε δύο πορίσµατα της Πρότασης 5.2.12. Στη διατύπωση αυ-
τών των πορισµάτων ϑα εµφανιστεί η έννοια των τανυστικά µηδενοδύναµων αντικειµένων µιας
τανυστικής τριγωνισµένης κατηγορίας, τα οποία και ϑα ορίσουµε.

Ορισµός 5.2.13. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία. ΄Ενα αντικείµενο X P K κα-
λείται τανυστικά µηδενοδύναµο (tensor nilpotent) αν υπάρχει ϕυσικός αριθµός n ě 1 τέτοιος
ώστε Xbn “ 0.

Πόρισµα 5.2.14. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία. ΄Ενα αντικείµενοX P K ανήκει
στην τοµή όλων των πρώτων ιδεωδών, δηλαδή

X P
č

PPSpcpKq

P

αν και µόνον αν το αντικείµενο X είναι τανυστικά µηδενοδύναµο.

Απόδειξη. ΄ΕστωX ένα αντικείµενο τηςK και υποθέτουµε ότι τοX είναι τανυστικά µηδενοδύναµο,
δηλαδή υπάρχει ϕυσικός αριθµός n ě 1 τέτοιος ώστε Xbn “ 0. ΄Οµως για κάθε πρώτο thick
τανυστικό ιδεώδες P, γνωρίζουµε ότι το µηδενικό αντικείµενο ανήκει στο P P SpcpKq. Εποµένως
ισχύει ότι

Xbn P P, για κάθε P P SpcpKq

Επειδή το ιδεώδες P είναι πρώτο προκύπτει ότι X P P, για κάθε P P SpcpKq. Τελικά

X P
č

PPSpcpKq

P

Αντίστροφα, ϑεωρούµε ένα αντικείµενο X P K για το οποίο ισχύει ότι

X P
č

PPSpcpKq

P

Υποθέτουµε ότι το αντικείµενοX δεν είναι τανυστικά µηδενοδύναµο, δηλαδή δεν υπάρχει ϕυσικός
αριθµός n ě 1 για τον οποίον Xbn “ 0. Θεωρούµε τη συλλογή αντικειµένων

S “
 

Xbn | n ě 0
(
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της κατηγορίας K, για την οποία άµεσα ϐλέπουµε ότι ισχύει 0 R S. Ακόµη εύκολα αποδεικνύεται
ότι η συλλογή S είναι τανυστικά πολλαπλασιαστική, αφού αν Xbn1 , Xbn2 είναι δύο αντικείµενα
της S, τότε

Xbn1 bXbn2 “ Xbpn1`n2q P S

Εποµένως από το πρώτο σκέλος της Πρότασης 5.2.12 προκύπτει ότι υπάρχει ένα πρώτο thick
τανυστικό ιδεώδες P P SpcpKq, τέτοιο ώστε P X S “ H. Τότε κανένα αντικείµενο της µορφής
Xbn, n ě 0, δεν ανήκει στο πρώτο ιδεώδες P και εποµένως το αντικείµενο X δεν ανήκει στο P.
Με την τελευταία διαπίστωση καταλήγουµε σε άτοπο, αφού ξεκινήσαµε υποθέτοντας ότι

X P
č

PPSpcpKq

P

Τελικά το αντικείµενο X είναι τανυστικά µηδενοδύναµο. �

Παρατήρηση 5.2.15. Στο Πόρισµα 5.2.14 η συνθήκη X P
Ş

PPSpcpKq µπορεί να εκφραστεί
ισοδύναµα ως

X P
č

PPSpcpKq

ðñ UpXq “ SpcpKq ðñ supppXq “ H

και την χρησιµοποιούµε ανάλογα µε την περίπτωση στην οποία εργαζόµαστε.

Πόρισµα 5.2.16. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία. ΄Ενα αντικείµενο X δεν ανήκει
σε κανένα πρώτο thick τανυστικό ιδεώδες αν και µόνον αν το X γεννά την κατηγορία K ως thick
τανυστικό ιδεώδες, δηλαδή

xXy “ K

Απόδειξη. Αρχικά υποθέτουµε ότι xXy :“ tXbn | n ě 0u “ K και έστω ότι το αντικείµενο X
ανήκει σε κάποιο πρώτο thick τανυστικό ιδεώδες P P SpcpKq. Τότε Xbn P P, @n ě 0 και άρα
1 P P, το οποίο είναι άτοπο. Εποµένως το αντικείµενο X δεν ανήκει σε κανένα πρώτο thick
τανυστικό ιδεώδες.

Αντίστροφα υποθέτουµε ότι το αντικείµενοX δεν ανήκει σε κανένα thick τανυστικό ιδεώδες και
έστω ότι xXy Ř K. Τότε από την Πρόταση 5.2.12 γνωρίζουµε ότι υπάρχει ένα maximal, γνήσιο,
thick τανυστικό ιδεώδες M Ř K τέτοιο ώστε xXy Ă M. ΄Οµως κάθε maximal thick τανυστικό
ιδεώδες είναι πρώτο. ΄Αρα το ιδεώδες M είναι πρώτο και ισχύει ότι X PM, το οποίο είναι άτοπο,
αφού το αντικείµενο X υποθέσαµε ότι δεν ανήκει σε κανένα πρώτο ιδεώδες. Συνεπώς ισχύει ότι

xXy “ K

�

Παρατήρηση 5.2.17. Στο Πόρισµα 5.2.16 η συνθήκη «ένα αντικείµενο X δεν ανήκει σε κανένα
πρώτο thick τανυστικό ιδεώδες» είναι ισοδύναµη µε τις ακόλουθες συνθήκες :

UpXq “ H ðñ supppXq “ SpcpKq

Στη συνέχεια ορίζουµε µια αντιστοιχία, η οποία σε κάθε αντικείµενο X µιας τανυστικής κα-
τηγορίας K αντιστοιχίζει ένα υποσύνολο UpXq του ϕάσµατος SpcpKq της K. Στο λήµµα που
ακολουθεί ϑα αποδείξουµε ορισµένες ϐασικές ιδιότητες αυτής της αντιστοιχίας.

Λήµµα 5.2.18. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία. Η αντιστοιχία

K Q X ÞÝÑ UpXq :“ tP P SpcpKq | X P Pu Ă SpcpKq

ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες :

1. Up0q “ SpcpKq και Up1q “ H.
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2. UpX ‘ Y q “ UpXq X UpY q.

3. UpΣpXqq “ UpXq.

4. Για κάθε τρίγωνο

X // Y // Z // ΣpXq

στην K, ισχύει UpXq Ą UpY q X UpZq.

5. UpX b Y q “ UpXq Y UpY q.

Απόδειξη. 1. Από τον τρόπο ορισµού του συνόλου UpSq, όπου S είναι µια συλλογή αντικειµέ-
νων της K, προκύπτει ότι

Up0q “ tP P SpcpKq | t0u P P ‰ Hu “ SpcpKq

Ακόµη άµεσα ισχύει
Up1q “ tP P SpcpKq | 1 P Pu “ H

2. ΄Εστω X,Y δύο αντικείµενα της K. Θεωρούµε ένα πρώτο τανυστικό ιδεώδες P P SpcpKq
τέτοιο ώστε P P UpX ‘ Y q. Εξ΄ ορισµού ισχύει ότι X ‘ Y P P και επειδή το ιδεώδες P είναι
thick προκύπτει ότι

X P P και Y P P

Εποµένως συµπεραίνουµε ότι :

P P UpXq και P P UpY q

΄Αρα UpX ‘ Y q Ă UpXq X UpY q. Για να αποδείξουµε την αντίστροφη έγκλειση ϑεωρούµε
ένα πρώτο τανυστικό ιδεώδες P P SpcpKq τέτοιο ώστε P P UpXq X UpY q, δηλαδή P P UpXq
και P P UpY q. Τότε ισχύει ότι X P P και Y P P. Θεωρούµε το τρίγωνο

X // Y // X ‘ Y // ΣpXq

στην κατηγορία K, όπου τα αντικείµενα X,Y ανήκουν στην υποκατηγορία P. Επειδή το
τανυστικό ιδεώδες P είναι τριγωνισµένη υποκατηγορία της K ισχύει ότι και η τρίτη κορυφή
του τριγώνου ανήκει στην P, δηλαδή P P UpX ‘ Y q και έτσι UpXq X UpY q Ă UpX ‘ Y q.
Τελικά ισχύει

UpX ‘ Y q “ UpXq X UpY q

3. ΄Εστω X ένα αντικείµενο της K και P P SpcpKq ένα πρώτο thick τανυστικό ιδεώδες τέτοιο
ώστε P P UpΣpXqq. Τότε ισχύει ΣpXq P P και επειδή ο συναρτητής Σ: K ÝÑ K είναι
ισοδυναµία κατηγοριών, προκύπτει ότι το αντικείµενο X ανήκει στο τανυστικό ιδεώδες P,
δηλαδή P P UpXq. Εποµένως αποδείξαµε ότι

UpΣpXqq Ă UpXq

Με ανάλογα επιχειρήµατα, ϑεωρούµε ένα πρώτο thick τανυστικό ιδεώδες P τέτοιο ώστε
P P UpXq και αποδεικνύουµε ότι το τανυστικό ιδεώδες P ανήκει στο σύνολο UpΣpXqq,
δηλαδή

UpXq Ă UpΣpXqq

Τελικά
UpΣpXqq “ UpXq



5.2. ΠΡΩΤΑ ΤΑΝΥΣΤΙΚΑ Ι∆ΕΩ∆Η ΚΑΙ ΦΑΣΜΑ 181

4. Θεωρούµε το τρίγωνο

X // Y // Z // ΣpXq

στην κατηγορία K και έστω P P SpcpKq ένα πρώτο thick τανυστικό ιδεώδες τέτοιο ώστε
P P UpY q X UpZq. Τότε τα αντικείµενα Y, Z ανήκουν στην υποκατηγορία P. Επειδή η
υποκατηγορία P είναι τριγωνισµένη προκύπτει ότι και το αντικείµενο X ανήκει στην P.
Εποµένως προκύπτει ότι P P UpXq και καταλήγουµε στη σχέση

UpXq Ą UpY q X UpZq

5. ΄Εστω X,Y δύο αντικείµενα της K και P P SpcpKq ένα thick τανυστικό ιδεώδες τέτοιο ώστε
P P UpX b Y q. Τότε X b Y P P και επειδή το τανυστικό ιδεώδες P είναι πρώτο προκύπτει
ότι :

X P P ή Y P P

Με άλλα λόγια
P P UpXq ή P P UpY q

Συνεπώς
UpX b Y q Ă UpXq Y UpY q

Υποθέτουµε, τώρα, ότι P P UpXq Y UpY q, δηλαδή

X P P ή Y P P

΄Εστω ότι το αντικείµενο X ανήκει στο τανυστικό ιδεώδες P και το αντικείµενο Y είναι
αντικείµενο της κατηγορίας K. Επειδή το ιδεώδες P είναι τανυστικό ιδεώδες προκύπτει ότι
X b Y P P. Οµοίως και αν εξετάσουµε την περίπτωση κατά την οποία το αντικείµενο Y
ανήκει στο τανυστικό ιδεώδες P. Σε κάθε περίπτωση το τανυστικό γινόµενο X b Y ανήκει
στο τανυστικό ιδεώδες P και άρα P P UpX b Y q. Τελικά αποδείξαµε ότι

UpX b Y q “ UpXq Y UpY q

�

Στην Πρόταση 5.2.6 έχουµε αποδείξει ότι η συλλογή υποσυνόλων του SpcpKq που αποτελείται
από σύνολα της µορφής ZpSq, όπου S συλλογή αντικειµένων τηςK, αποτελεί συλλογή από κλειστά
για την τοπολογία του ϕάσµατος. Στην ακόλουθη παρατήρηση ϑα ορίσουµε µια συλλογή από
ανοικτά υποσύνολα του SpcpKq.

Παρατήρηση 5.2.19. 1. Για µια συλλογή αντικειµένων S µιας τανυστικής κατηγορίας K ι-
σχύει ότι :

UpSq “
ď

XPS

UpXq (5.8)

Θεωρούµε τη συλλογή
B “ tUpXq | X P Ku Ă SpcpKq

Εκµεταλλευόµενοι τα σκέλη (1.) και (2.) του Λήµµατος 5.2.18 αλλά και τη σχέση 5.8
συµπεραίνουµε ότι η συλλογή B αποτελεί µια ϐάση από ανοικτά για την τοπολογία του
ϕάσµατος SpcpKq της K.

2. ΄Αµεσα προκύπτει ότι η συλλογή

B1 :“ SpcpKqzB “ tsupppXq | X P Ku Ă SpcpKq

που αποτελείται από τα συµπληρώµατα της συλλογής B, ορίζει µια ϐάση από κλειστά υπο-
σύνολα για την τοπολογία του SpcpKq.
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Μέχρι στιγµής έχουµε εφοδιάσει το ϕάσµα µιας τανυστικής τριγωνισµένης κατηγορίας K µε
δοµή τοπολογικού χώρου και έχουµε περιγράψει ϐάσεις από ανοικτά και κλειστά υποσύνολα. Συ-
νεχίζουµε αποδεικνύοντας κάποιες ϐασικές ιδιότητες που έχει το ϕάσµα SpcpKq, ως τοπολογικός
χώρος.

Πρόταση 5.2.20. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία. Θεωρούµε W Ă SpcpKq ένα
υποσύνολο του ϕάσµατος της K. Τότε η ϑήκη του συνόλου W είναι η εξής :

W “
č

XPK
supppXq, τέτοια ώστε W Ă supppXq

Απόδειξη. Από τη Γενική Τοπολογία γνωρίζουµε ότι η ϑηκή ενός υποσυνόλου Y ενός τοπολογικού
χώρου X ισούται µε την τοµή των κλειστών υποσυνόλων του X που περιέχουν το Y . Από το
δεύτερο σκέλος της Παρατήρησης 5.2.19 γνωρίζουµε ότι η συλλογή

tsupppXq | X P Ku Ă SpcpKq

αποτελεί µια ϐάση απο κλειστά υποσύνολα του SpcpKq. Εποµένως για ένα υποσύνολο W Ă

SpcpKq προκύπτει το Ϲητούµενο. �

Πρόταση 5.2.21. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία και P P SpcpKq ένα πρώτο
τανυστικό ιδεώδες της K. Τότε ισχύει ότι

tPu “ tQ P SpcpKq | Q Ă Pu

καθώς επίσης ισχύει και η ακόλουθη συνεπαγωγή:

tP1u “ tP2u ùñ P1 “ P2

Απόδειξη. ΄Εστω P P SpcpKq ένα πρώτο τανυστικό ιδεώδες και ορίζουµε S0 :“ KzP. Θεωρούµε το
ακόλουθο υποσύνολο του ϕάσµατος της K:

ZpS0q “ tR P SpcpKq | S0 XR “ Hu

Το σύνολο ZpS0q είναι µη-κενό αφού S0 X P “ pKzPq X P “ H και άρα προκύπτει ότι P P

ZpS0q. Αν S είναι µια κλάση αντικειµένων της K τέτοια ώστε P P ZpSq, τότε ισχύει ότι S Ă S0.
Πράγµατι, έστω X ένα αντικείµενο της K µε X P S. Επειδή P P ZpSq, προκύπτει ότι X R P,
δηλαδή X P KzP “ S0. Θεωρούµε, τώρα, ένα πρώτο τανυστικό ιδεώδες R P ZpSq. Εξ΄ ορισµού
S0 XR “ H και επειδή S Ă S0, προκύπτει ότι S X P “ H. ΄Αρα R P ZpS0q και καταλήγουµε
στο ότι ZpS0q Ă ZpSq. Συνεπώς το σύνολο ZpS0q Ă SpcpKq είναι το µικρότερο, κλειστό υποσύνολο
του ϕάσµατος της K που περιέχει το πρώτο τανυστικό ιδεώδες P. Συνεπώς

tPu “ tQ P SpcpKq | Q Ă Pu

Στη συνέχεια ϑεωρούµε δύο πρώτα τανυστικά ιδεώδη P1,P2 P SpcpKq τέτοια ώστε tP1u “ tP2u.
Με άλλα λόγια

tQ P SpcpKq | Q Ă P1u “ tQ1 P SpcpKq | Q Ă P2u

΄Οµως το µεγαλύτερο στοιχείο του συνόλου tP1u είναι το πρώτο τανυστικό ιδεώδες P1, ένω το
µεγαλύτερο στοιχείο του συνόλου tP2u είναι το τανυστικό ιδεώδες P2. Συνεπώς P1 “ P2 και άρα
αποδείξαµε τη συνεπαγωγή

tP1u “ tP2u ùñ P1 “ P2

�

Το παρακάτω αποτέλεσµα προκύπτει ως πόρισµα της Πρότασης 5.2.20:
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Πόρισµα 5.2.22. ΄Εστω K µια µη-µηδενική τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία. Τότε για κάθε
πρώτο τανυστικό ιδεώδες P P SpcpKq, υπάρχει ένα minimal πρώτο τανυστικό ιδεώδες P 1.

Απόδειξη. Αρκεί να αποδείξουµε ότι για κάθε µη-κενή αλυσίδα C από πρώτα thick τανυστικά
ιδεώδη, το τανυστικό ιδεώδες

Q1 “
č

QPC
Q

είναι, επίσης, πρώτο. Θεωρούµε δυο αντικείµενα X1, X2 P K τέτοια ώστε X1 R Q1 και X2 R Q1.
Τότε υπάρχει πρώτο τανυστικό ιδεώδες Qi P C µε την ιδιότητα Xi R Qi, i “ 1, 2. Συµβολίζουµε
Q0 το µικρότερο εκ των Q1,Q2 ως προς τη σχέση υποσυνόλου. ∆ηλαδή Q0 “ Q1, αν Q1 Ă Q2,
διαφορετικά Q0 “ Q2. Τότε

X1, X2 R Q0 ùñ X1 bX2 R Q0 ùñ X1 bX2 R Q1 Ă Q0

Συνεπώς, αποδείξαµε ότι
X1, X2 R Q1 ùñ X1 bX2 R Q1

΄Αρα το τανυστικό ιδεώδες Q1 είναι πρώτο και η µη-κενή αλυσίδα C έχει κάτω ϕράγµα το Q1.
Εφοδιάζουµε το ϕάσµα SpcpKq της K µε τη σχέση διάταξη «Ă‹», η οποία ορίζεται ως εξής :

P1 Ă
‹ P2 ðñ P1 Ą P2

Τότε το πρώτο τανυστικό ιδεώδες Q1 γίνεται άνω ϕράγµα για την αλυσίδα C. Από το Λήµµα του
Zorn γνωρίζουµε ότι υπάρχει maximal στοιχείο P 1, δηλαδή P Ă‹ P 1, για κάθε P P SpcpKq. Από
τον ορισµό της σχέσης «Ă‹» τελικά προκύπτει ότι P 1 Ă P, για κάθε P P SpcpKq. ΄Αρα το πρώτο
τανυστικό ιδεώδες P 1 αποτελεί minimal πρώτο ιδεώδες. �

Χρησιµοποιώντας το προηγούµενο πόρισµα αποδεικνύουµε το παρακάτω αποτέλεσµα:

Πόρισµα 5.2.23. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία. Τότε υπάρχει ένα πρώτο thick
τανυστικό ιδεώδες P P SpcpKq τέτοιο ώστε :

tPu “ tPu

Απόδειξη. ΄Εστω P P SpcpKq ένα πρώτο τανυστικό ιδεώδες του ϕάσµατος και ας είναι Z ένα µη-
κενό, κλειστό υποσύνολο του SpcpKq, τέτοιο ώστε P P Z. Από το Πόρισµα 5.2.22 γνωρίζουµε
ότι υπάρχει minimal πρώτο τανυστικό ιδεώδες P 1 τέτοιο ώστε P 1 Ă P. Από την Πρόταση 5.2.21
γνωρίζουµε ότι :

P 1 P tPu “ tQ P SpcpKq | Q Ă Pu Ă Z

Εποµένως το πρώτο ιδεώδες P 1 ανήκει στο κλειστό υποσύνολο Z. Ακόµη

tP 1u “ tQ P SpcpKq | Q Ă P 1u

Επειδή το P 1 είναι minimal προκύπτει ότι :

tP 1u “ tPu

�

Σχόλιο 5.2.24. ΄Ενα στοιχείο P P SpcpKq για το οποίο ισχύει tPu “ tPu, ϑα το καλούµε κλειστό
σηµείο (closed point), του ϕάσµατος της K.

Λήµµα 5.2.25. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία, X P K ένα αντικείµενό της και
S µια συλλογή αντικειµένων της K. Τότε ισχύει ότι UpXq Ă UpSq αν και µόνο αν υπάρχουν
αντικείµενα Y1, Y2, ¨ ¨ ¨ , Yn P S, τέτοια ώστε Y1 b Y2 b ¨ ¨ ¨ b Yn P xXy.
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Απόδειξη. ΄Εστω S µια συλλογή αντικειµένων της K και S1 µια τανυστικά πολλαπλασιαστική
συλλογή που αποτελείται από πεπερασµένα γινόµενα στοιχείων της συλλογής SYt1u. Θεωρούµε
ένα πρώτο τανυστικό ιδεώδες P τέτοιο ώστε P P UpSq. Τότε

P P
ď

XPS

UpXq ùñ P P UpXq, για κάποιο αντικείµενο X P S

Εποµένως X P P και συµπεραίνουµε ότι X b 1 P P. ΄Αρα

P P
ď

X1PS1

UpX 1q

και προκύπτει ότι :
UpSq Ă UpS1q (5.9)

΄Εστω τώρα ένα πρώτο τανυστικό ιδεώδες P τέτοιο ώστε P P UpS1q, δηλαδή

P P
ď

X1PS1

UpX 1q ùñ P P UpX 1q, για κάποιο αντικείµενο X 1 P S1

΄ΑραX 1 P P και αφούX 1 P S1, γνωρίζουµε ότι υπάρχουν αντικείµενα Z1, ¨ ¨ ¨ , Zm P SYt1u τέτοια
ώστε X 1 “ Z1 b ¨ ¨ ¨ b Zm. Επειδή το ιδεώδες P είναι πρώτο, προκύπτει ότι Zi P P, i “ 1, ¨ ¨ ¨ ,m,
δηλαδή P P UpZiq, Zi P S Y t1u. Τελικά

P P
ď

XPS

UpXq “ UpSq

και καταλήγουµε ότι :
UpS1q Ă UpSq (5.10)

Από τις σχέσεις (5.9) και (5.10) προκύπτει ότι

UpSq “ UpS1q

Εποµένως για να αποδείξουµε το Ϲητούµενο, αρκεί να αποδείξουµε την ακόλουθη ισοδυναµία:

UpXq Ă UpS1q ðñ S1 X xXy ‰ H

(ùñ) ΄Εστω ότι UpXq Ă UpS1q και υποθέτουµε ότι S1XxXy “ H. Εφαρµόζουµε το Λήµµα 5.2.10
και προκύπτει ότι, υπάρχει πρώτο τανυστικό ιδεώδες P P SpcpKq, τέτοιο ώστε xXy Ă P και
PXS1 “ H. Συνεπώς υπάρχει P P SpcpKq τέτοιο ώστε P P UpXqzUpS1q. ΄Αρα καταλήγουµε
σε άτοπο, διότι UpXq Ă UpS1q. Καταλήξαµε σε άτοπο υποθέτοντας ότι S1 X xXy “ H,
εποµένως ισχύει ότι S1 X xXy ‰ H.

(ðù) Αντίστροφα υποθέτουµε ότι S1 X xXy ‰ H. ∆ηλαδή υπάρχει αντικείµενο Y P K τέτοιο ώστε
Y P S1 και Y P xXy. Τότε

Y “ Xbn, n ě 1

΄Εστω P ένα πρώτο τανυστικό ιδεώδες, τέτοιο ώστε P P UpXq. Τότε

X P P ùñ Xbn P P ùñ P P UpX b ¨ ¨ ¨ bXq ùñ P P UpY q, Y P S1

Εποµένως
P P

ď

ZPS

UpZq “ UpS1q

και προκύπτει ότι UpXq Ă UpS1q. �
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Στη συνέχεια ϑα χρειαστούµε την έννοια του ηµισυµπαγούς τοπολογικού χώρου. ΄Ενας τοπο-
λογικός χώρος είναι ηµισυµπαγής (quasi-compact) αν είναι συµπαγής, χωρίς την απαίτηση να
είναι Hausdorff. Η ακόλουθη πρόταση πιστοποιεί το γεγονός ότι τα ανοικτά υποσύνολα UpXq του
ϕάσµατος είναι ηµισυµπαγή.

Πρόταση 5.2.26. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Για κάθε αντικείµενοX P K το ανοικτό σύνολο UpXq “ SpcpKqz supppXq είναι ηµισυµπαγές.

2. Κάθε ηµισυµπαγές ανοικτό υποσύνολο του SpcpKq είναι της µορφής UpXq για κάποιο αντικεί-
µενο X P K.

Απόδειξη. 1. ΄Εστω X ένα αντικείµενο της κατηγορίας K και ϑεωρούµε την ανοικτή κάλυψη
tUpSiq | i P Iu του συνόλου UpXq. ΄Εστω

S “
ď

iPI

Si

µια συλλογή αντικειµένων της K τέτοια ώστε :

UpXq Ă
ď

iPI

UpSiq “ UpSq

Από το Λήµµα 5.2.25 γνωρίζουµε ότι υπάρχουν αντικείµενα Y1, ¨ ¨ ¨ , Yn P S, τέτοια ώστε
Y1 b ¨ ¨ ¨ b Yn P xXy, δηλαδή Y1 b ¨ ¨ ¨ b Yn “ Xbm,m ě 1. Ωστόσο τα αντικείµενα
Y1, ¨ ¨ ¨ , Yn, τα οποία είναι πεπερασµένα σε πλήθος, ανήκουν στην ένωση

Ť

iPI0
Si για κάποιο

πεπερασµένο σύνολο δεικτών I0.
΄Εστω P P SpcpKq ένα πρώτο τανυστικό ιδεώδες, τέτοιο ώστε P P UpXq. Τότε X P P και
επειδή το ιδεώδες P είναι τανυστικό, προκύπτει ότι Xbm P P. Εποµένως

Y1 b ¨ ¨ ¨ b Yn P P ùñ Yi P P, για κάποιο i P I0

΄Αρα προκύπτει ότι
P P

ď

YiPSi

UpYiq “ UpSiq ùñ P P
ď

iPI0

UpSiq

Τελικά
UpXq Ă

ď

iPI0

UpSiq

΄Αρα υπάρχει µια πεπερασµένη υποκάλυψη tUpSiq | i P I0 Ă Iu του ανοικτού συνόλου
UpXq. Τελικά το ανοικτό σύνολο UpXq είναι ηµισυµπαγές.

2. ΄Εστω U “ UpSq ένα ηµισυµπαγές, ανοικτό υποσύνολο του SpcpKq, για κάποια συλλογή
αντικειµένων S Ă K. Τότε

U “
ď

XPS

UpXq

και επειδή το υποσύνολο U είναι ηµισυµπαγές, προκύπτει ότι υπάρχουν X1, ¨ ¨ ¨ , Xn P

S τέτοια ώστε U “ UpX1q Y ¨ ¨ ¨ Y UpXnq. ΄Οµως από το Λήµµα 5.2.18 γνωρίζουµε ότι
UpX1q Y ¨ ¨ ¨ Y UpXnq “ UpX1 b ¨ ¨ ¨ bXnq, X1 b ¨ ¨ ¨ bXn P K. Τελικά

U “ UpX1 b ¨ ¨ ¨ bXnq

�

Πόρισµα 5.2.27. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία και υποθέτουµε ότι UpSq “
SpcpKq, για κάποια συλλογή αντικειµένων S Ă K. Τότε υπάρχουν αντικείµενα Y1, ¨ ¨ ¨ , Yn P S
τέτοια ώστε Y1b¨ ¨ ¨bYn “ 0. Συγκεκριµένα το ϕάσµα SpcpKq της κατηγορίας K είναι ηµισυµπαγής
τοπολογικός χώρος.
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Απόδειξη. Για το µηδενικό αντικείµενο 0 της K ισχύει Up0q “ SpcpKq. Από το Λήµµα 5.2.25
γνωρίζουµε ότι υπάρχουν αντικείµενα Y1, ¨ ¨ ¨ , Yn τέτοια ώστε Y1 b ¨ ¨ ¨ b Yn P x0y. Εποµένως

Y1 b ¨ ¨ ¨ b Yn “ 0

Εφαρµόζουµε, τώρα, την Πρόταση 5.2.26 για το µηδενικό αντικείµενο 0 P K και προκύπτει ότι το
σύνολο

UpXq “ Up0q “ SpcpKq

είναι ηµισυµπαγές. �

Ορισµός 5.2.28. ΄Ενας τοπολογικός χώρος X καλείται χώρος της Noether αν κάθε αύξουσα
αλυσίδα από ανοικτά υποσύνολα του X τερµατίζει.

Παρατήρηση 5.2.29. Ισοδύναµα ένας τοπολογικός χώρος X καλείται τοπολογικός χώρος της
Noether αν κάθε µη-κενή οικογένεια από κλειστά υποσύνολα έχει minimal στοιχείο. Η συνθήκη
«κάθε µη-κενή οικογένεια από κλειστά υποσύνολα έχει minimal στοιχείο» του Ορισµού 5.2.28
είναι ισοδύναµη µε τη συνθήκη «όλα τα ανοικτά υποσύνολα του X είναι ηµισυµπαγή».

Στη συνέχεια ϑα διατυπώσουµε και ϑα αποδείξουµε, ως πόρισµα της Πρότασης 5.2.26, µια
συνθήκη που πιστοποιεί το ϕάσµα µιας τανυστικής τριγωνισµένης κατηγορίαςK είναι τοπολογικός
χώρος της Noether.

Πόρισµα 5.2.30. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία. Ο τοπολογικός χώρος SpcpKq
είναι χώρος της Noether αν και µόνον αν κάθε κλειστό υποσύνολο του SpcpKq είναι ϕορέας ενός
αντικειµένου της K.

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι το ϕάσµα SpcpKq είναι ένας τοπολογικός χώρος της Noether. Τότε
κάθε ανοικτό υποσύνολο του SpcpKq είναι ηµισυµπαγές. Από την Πρόταση 5.2.26 γνωρίζουµε
ότι κάθε ανοικτό υποσύνολο του SpcpKq, είναι της µορφής UpXq, για κάποιο αντικείµενο X P

K. Συνεπώς κάθε κλειστό υποσύνολο του SpcpKq είναι της µορφής SpcpKqzUpXq, για κάποιο
αντικείµενο X P K. ΄Οµως SpcpKqzUpXq “ supppXq και άρα κάθε κλειστό υποσύνολο του
SpcpKq είναι της µορφής supppXq, για κάποιο αντικείµενο X P K.

Αντίστροφα υποθέτουµε ότι κάθε κλειστό υποσύνολο του SpcpKq είναι ϕορέας ενός αντικει-
µένου της K. Είναι, δηλαδή, της µορφής supppXq, για κάποιο αντικείµενο X P K. Τότε κάθε
ανοικτό υποσύνολο του SpcpKq είναι της µορφής UpXq, για κάποιο αντικείµενο X P K. ΄Οµως,
από την Πρόταση 5.2.26, γνωρίζουµε ότι τα ανοικτά σύνολα της µορφής UpXq είναι ηµισυµπαγή.
Συνεπώς ο τοπολογικός χώρος SpcpKq είναι χώρος της Noether. �

Υπενθυµίζουµε από τη Γενική Τοπολογία την έννοια του ανάγωγου (irreducible) υποσυνόλου,
ενός τοπολογικού χώρου:

Ορισµός 5.2.31. ΄ΕστωX ένας τοπολογικός χώρος. ΄Ενα υποσύνολο Z τουX καλείται ανάγωγο
(irreducible) αν για κάθε δύο ανοικτά υποσύνολα U1, U2 τουX τέτοια ώστε ZXU1XU2 “ H, τότε
Z X U1 “ H ή Z X U2 “ H.

Στη συνέχεια επανερχόµαστε στον τοπολογικό χώρο SpcpKq και αποδεικνύουµε την ακόλουθη
πρόταση:

Πρόταση 5.2.32. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία. Κάθε µη-κενό, κλειστό, α-
νάγωγο υποσύνολο του SpcpKq έχει µοναδικό γενικό σηµείο (generic point). Συγκεκριµένα αν
Z Ă SpcpKq ένα µή-κενό, κλειστό, υποσύνολο του SpcpKq, τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Το υποσύνολο Z είναι ανάγωγο.

2. Για όλα τα αντικείµεναX,Y P K, ανUpX‘Y qXZ “ H, τότεUpXqXZ “ H ήUpY qXZ “ H.

3. Το τανυστικό ιδεώδες P “ tX P K | UpXq X Z ‰ Hu είναι πρώτο.
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Επιπλέον, όταν ισχύουν οι παραπάνω συνθήκες, ισχύει ότι Z “ tPu.

Απόδειξη. ΄Εστω Z Ă SpcpKq ένα µη-κενό, κλειστό υποσύνολο του SpcpKq.

(1.ùñ2.) Υποθέτουµε ότι το υποσύνολο Z είναι ανάγωγο. Εποµένως για U1, U2 ανοικτά υποσύνολα
του SpcpKq τέτοια ώστε Z X U1 X U2 “ H, ισχύει ότι Z X U1 “ H ή Z X U2 “ H.
΄Εστω X,Y δύο αντικείµενα της κατηγορίας K, τέτοια ώστε UpX ‘ Y q X Z “ H. Επειδή
UpX ‘ Y q “ UpXq X UpY q, προκύπτει ότι

UpXq X UpY q X Z “ H

΄Οµως το σύνολο Z είναι ανάγωγο και τα UpXq,UpY q είναι ανοικτά υποσύνολα του SpcpKq.
΄Αρα προκύπτει ότι

UpXq X Z “ H ή UpY q X Z “ H

(2.ùñ3.) Υποθέτουµε ότι για δυο αντικείµενα X,Y P K, αν UpX ‘ Y q X Z, τότε UpXq X Z “ H ή
UpUq X Z “ H. Θεωρούµε την υποκατηγορία

P “ tX P K | UpXq X Z ‰ Hu

Θα αποδείξουµε ότι η υποκατηγορία P είναι ένα πρώτο thick τανυστικό ιδεώδες τηςK. ΄Εστω
X,Y δύο αντικείµενα, τέτοια ώστε X,Y P P, δηλαδή UpXq X Z ‰ H και UpY q X Z ‰ H.
Εποµένως UpX ‘ Y q X Z ‰ H και καταλήγουµε ότι X ‘ Y P P. Θεωρούµε το τρίγωνο

X // Y // Y 1 // ΣpXq

στην κατηγορίαK. Τότε Y 1 P xX ‘ Y y, δηλαδή Y 1 “ pX‘Y qbm,m ě 1. ΄Εστω P0 P SpcpKq
ένα πρώτο τανυστικό ιδεώδες, τέτοιο ώστε P0 P UpX ‘ Y q. Τότε

X ‘ Y P P0 ùñ pX ‘ Y qbm P P0 ùñ Y 1 P P0 ùñ P0 P UpY
1q

Συνεπώς καταλήγουµε στη σχέση έγκλεισης

UpX ‘ Y q Ă UpY 1q p‹q

΄Οµως ισχύει ότι UpX‘Y qXZ ‰ H και λόγω της σχέσης p‹q προκύπτει ότι UpY 1XZq ‰ H.
΄Αρα Y 1 P P και τελικά η υποκατηγορία P είναι τριγωνισµένη υποκατηγορία της K.

Στη συνέχεια ϑεωρούµε ένα αντικείµενο X P P, τέτοιο ώστε X » X1 ‘ X2 για κάποια
αντικείµενα X1, X2 P K. Αφού το αντικείµενο X ανήκει στην υποκατηγορία P, προκύπτει
ότι

UpXq X Z ‰ H ùñ UpX1 ‘X2q X Z ‰ H ùñ UpX1q X UpX2q X Z ‰ H

Συνεπώς υπάρχει ένα πρώτο thick τανυστικό ιδεώδες P 1 P SpcpKq, τέτοιο ώστε P 1 P UpX1qX

UpX2qXZ. Τότε P 1 P UpX1qXZ και P 1 P UpX2qXZ. Εποµένως προκύπτει ότι UpX1qXZ ‰
H και UpX2q X Z ‰ H. Εξ΄ ορισµού της υποκατηγορίας P έχουµε ότι X1, X2 P P και άρα
η υποκατηγορία P είναι thick υποκατηγορία.

΄Εστω X P P και Y P K δυο αντικείµενα της K. Τότε

X P P ùñ UpXq X Z ‰ H

Εποµένως υπάρχει ένα πρώτο thick τανυστικό ιδεώδες P2 τέτοιο ώστε P2 P UpXq και P2 P
Z. Τότε

P2 P UpXq Y UpY q “ UpX b Y q ùñ P2 P UpX b Y q X Z ùñ UpX b Y q X Z ‰ H

Συνεπώς X b Y P P, δηλαδή η υποκατηγορία P της K είναι τανυστική. Επιπλέον, το
µηδενικό αντικείµενο της K ανήκει στην υποκατηγορία P, αφού Up0q XZ “ SpcpKq XZ ‰
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H. Εποµένως η υποκατηγορία P Ă K είναι ένα thick τανυστικό ιδεώδες της κατηγορίας K.
Τέλος ϑεωρούµε δυο αντικείµεναX,Y P K τέτοια ώστεXbY P P. Τότε υπάρχειQ P SpcpKq
τέτοιο ώστε Q P UpX b Y q X Z. Από το Λήµµα 5.2.18 γνωρίζουµε ότι UpX b Y q “
UpXq Y UpY q. Εποµένως

Q P UpXq X Z ή Q P UpY q X Z

΄Αρα
UpXq X Z ‰ H ή UpY q X Z ‰ H

Τελικά X P P ή Y P P και προκύπτει ότι το thick τανυστικό ιδεώδες P είναι πρώτο.

(3.ùñ1.) Αρχικά ϑα αποδείξουµε ότι Z “ tPu. Για το σκοπό αυτό ϑεωρούµε ένα πρώτο τανυστικό
ιδεώδες Q P Z. ΄Εστω X P Q ένα αντικείµενο της Q. Τότε Q P UpXq X Z ‰ H. ΄Αρα το
αντικείµενο X ανήκει στο πρώτο τανυστικό ιδεώδες P και συµπεραίνουµε ότι Q Ă P. Από
την Πρόταση 5.2.21 προκύπτει ότι Q P tPu και καταλήγουµε στην έγκλειση

Z Ă tPu (5.11)

Αντίστροφα αρκεί να αποδειχθεί ότι P P Z “ Z, καθώς το σύνολο Z είναι κλειστό. ΄Εστω
Y P K ένα αντικείµενο τέτοιο ώστε Z Ă supppY q. ΄Αµεσα προκύπτει ότι UpY q X Z “ H και
συµπεραίνουµε ότι Y R P. Ισοδύναµα ισχύει ότι

P P supppY q ùñ P P
č

Y PK
supppY q, τέτοια ώστε Z Ă supppY q

δηλαδή P P tZu “ Z. Αφού το πρώτο τανυστικό ιδεώδες P ανήκει στο σύνολο Z, προκύπτει
ότι όλα τα πρώτα τανυστικά ιδεώδη που περιέχονται στο P, δηλαδή η ϑήκη tPu, ανήκουν
στο Z. Εποµένως

tPu Ă Z (5.12)

Από τις σχέσεις (5.11), (5.12) προκύπτει ότι

Z “ tPu

Τέλος ϑα αποδείξουµε ότι το σύνολο Z Ă SpcpKq είναι ανάγωγο. Αποδείξαµε ότι

Z “ tPu “ tQ P SpcpKq | Q Ă Pu

΄Εστω U1, U2 ανοικτά υποσύνολα του SpcpKq, τέτοια ώστε

tPu X U1 ‰ H και tPu X U2 ‰ H

Τότε υπάρχουν πρώτα τανυστικά ιδεώδη Q1,Q2 P SpcpKq τέτοια ώστε

Q1 P tPu X U1 και Q2 P tPu X U2

Συνεπώς Q1,Q2 Ă P, Q1 P U1 και Q2 P U2. ΄Οµως Q1 XQ2 Ă P, Q1 XQ2 Ă Q1 P U1 και
Q1 XQ2 Ă Q2 P U2. ΄Αρα

Q1 XQ2 P tPu X U1 X U2 ùñ tPu X U1 X U2 ‰ H

Από τον ορισµό του ανάγωγου συνόλου προκύπτει ότι το σύνολο Z “ tPu είναι ανάγωγο. �

Πόρισµα 5.2.33. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία. Το ϕάσµα SpcpKq της K είναι
ανάγωγο σύνολο αν και µόνο αν για κάθε δυο αντικείµενα X,Y P K τέτοια ώστε xX ‘ Y y “ K,
ισχύει xXy “ K ή xY y “ K.
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Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι το ϕάσµα SpcpKq είναι ανάγωγο σύνολο και έστω δυο αντικείµενα
X,Y P K τέτοια ώστε xX ‘ Y y “ K. Τότε από το Πόρισµα 5.2.16 προκύπτει ότι το αντικείµενο
X ‘ Y δεν ανήκει σε κανένα πρώτο τανυστικό ιδεώδες. ΄Αρα

UpX ‘ Y q X SpcpKq “ H

Επειδή το σύνολο SpcpKq είναι ανάγωγο, ισχύει ότι

UpXq X SpcpKq “ H ή UpY q X SpcpKq “ H

Συνεπώς είτε το αντικείµενο X είτε το αντικείµενο Y δεν ανήκει σε κανένα πρώτο τανυστικό
ιδεώδες. Εκµεταλλευόµενοι και πάλι το Πόρισµα 5.2.16 συµπεραίνουµε ότι

xXy “ K ή xY y “ K

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι για κάθε δυο αντικείµεναX,Y P K, τέτοια ώστε xX ‘ Y y “ K, ισχύει
ότι xXy “ K ή xY y “ K. Τότε UpX ‘ Y q X SpcpKq “ H. Εποµένως

UpXq X SpcpKq “ H ή UpY q X SpcpKq “ H

Επειδή το SpcpKq είναι µη-κενό και κλειστό σύνολο, επικαλλούµαστε την Πρόταση 5.2.32 και
προκύπτει ότι το ϕάσµα SpcpKq της K είναι ανάγωγο σύνολο. �

Παρατήρηση 5.2.34. Στο Πόρισµα 5.2.14 έχουµε αποδείξει ότι ένα αντικείµενο X µιας τανυστι-
κής τριγωνισµένης κατηγορίας K είναι τανυστικά µηδενοδύναµο αν και µόνο αν ανήκει σε όλα τα
πρώτα τανυστικά ιδεώδη. ΄Εστω P ένα πρώτο τανυστικό ιδεώδες και ας ϑεωρήσουµε το συναρτητή
τοπικοποίησης

Q : K ÝÑ K{P

Ισοδύναµα µπορούµε να πούµε ότι ένα αντικείµενο X P K είναι τανυστικά µηδενοδύναµο αν η
εικόνα του µέσω του συναρτητή τοπικοποίησης µηδενίζεται στην τοπικοποίηση K{P, για κάθε
πρώτο τανυστικό ιδεώδες P.

Στη συνέχεια στόχος είναι να περιγράψουµε ανάλογη ιδιότητα µε αυτή του Πορίσµατος 5.2.14
και της Παρατήρησης 5.2.34, για τους µορφισµούς της κατηγορίας K. Πριν διατυπώσουµε και
αποδείξουµε την πρόταση που περιγράφει το παραπάνω αποτέλεσµα, ϑα χρειαστούµε το ακόλουθο
λήµµα:

Λήµµα 5.2.35. ΄Εστω f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην κατηγορία K και έστω P Ă K ένα πρώτο
τανυστικό ιδεώδες της K. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Ο µορφισµός f απεικονίζει στο µηδενικό αντικείµενο στην τοπικοποίηση K{P.

2. Υπάρχει ένα αντικείµενο Z P P , τέτοιο ώστε ο µορφισµός f να αναλύεται µέσω του Z, δηλαδή

Z

g

��
X

f //

h

??

Y

Απόδειξη. ΄Εστω f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην κατηγορία K. Επειδή το τανυστικό ιδεώδες P
είναι πρώτο, είναι και thick. ΄Αρα ορίζεται η τοπικοποίηση K{P.
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(1.ùñ2.) Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f : X ÝÑ Y απεικονίζει στο µηδενικό αντικείµενο στην τοπικο-
ποίηση K{P. Τότε υπάρχει µορφισµός s : Z 1 ÝÑ X τέτοιος ώστε f ˝ s “ 0 και conepsq P P.
Θεωρούµε το τρίγωνο

conepsq

h1

r1s

||
Z 1

s // X

h

bb

Από τις ιδιότητες των τριγώνων σε µια τριγωνισµένη κατηγορία, γνωρίζουµε ότι h ˝ s “ 0.
Θέτοντας Z :“ conepsq, προκύπτει ότι το διάγραµµα

Z 1

s

  

0

��
Z X

h
oo

είναι µεταθετικό. Για τον µορφισµό f : X ÝÑ Y ισχύει ότι f ˝ s “ 0. Εποµένως, από
την καθολική ιδιότητα του συνπυρήνα στον Ορισµό 1.4.9, υπάρχει µοναδικός µορφισµός
g : Z ÝÑ Y τέτοιος ώστε g ˝ h “ f και αποδείξαµε ότι υπάρχει αντικείµενο Z P P, τέτοιο
ώστε ο µορφισµός f : X ÝÑ Y αναλύεται µέσω αυτού.

(2.ùñ1.) Υποθέτουµε ότι υπάρχει αντικείµενο Z P P, τέτοιο ώστε να υπάρχουν µορφισµοί g : Z ÝÑ Y
και h : X ÝÑ Z, µε την ιδιότητα f “ g ˝ h. Επειδή το αντικείµενο Z ανήκει στο πρώτο τα-
νυστικό ιδεώδες P, προκύπτει ότι ο µορφισµός h απεικονίζει στο µηδενικό αντικείµενο στην
τοπικοποίηση K{P. Συνεπώς ο µορφισµός f “ g ˝ h απεικονίζει στο µηδενικό αντικείµενο
στην τοπικοποίηση K{P. �

Παρατήρηση 5.2.36. Το αποτέλεσµα του Λήµµατος 5.2.35 ισχύει για οποιαδήποτε thick υπο-
κατηγορία P της K και όχι µόνο για τα πρώτα τανυστικά ιδεώδη της.

Συµβολισµός: ΄Εστω f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην κατηγορία K. Θα συµβολίζουµε fbn

τον µορφισµό:
f b ¨ ¨ ¨ b f
looooomooooon

n´ϕορές

: Xbn ÝÑ Y bn

Τώρα είµαστε έτοιµοι να αποδείξουµε την ακόλουθη Πρόταση:

Πρόταση 5.2.37. ΄Εστω f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην κατηγορία K. Υποθέτουµε ότι για
κάθε πρώτο τανυστικό ιδεώδες P , η εικόνα του µορφισµού f µέσω του συναρτητή τοπικοποίησης
Q : K ÝÑ K{P , µηδενίζεται την τοπικοποίηση K{P. Τότε υπάρχει n ě 1, τέτοιο ώστε

fbn “ 0

Απόδειξη. ΄Εστω f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός, ο οποίος µηδενίζεται στην τοπικοποίηση K{P,
µέσω του συναρτητή τοπικοποίησης, για κάθε πρώτο τανυστικό ιδεώδες P. Από το Λήµµα 5.2.35
γνωρίζουµε ότι για κάθε πρώτο τανυστικό ιδεώδες P P SpcpKq, υπάρχει ένα αντικείµενο ZP P P,
τέτοιο ώστε ο µορφισµός f αναλύεται µέσω του ZP . Θεωρούµε την ανοικτή κάλυψη

SpcpKq “
ď

PPSpcpKq

UpZPq “ UptZP | P P SpcpKquq

του ϕάσµατος SpcpKq. Από το Πόρισµα 5.2.27 γνωρίζουµε ότι το ϕάσµα SpcpKq είναι ηµισυµπα-
γής χώρος. ΄Αρα υπάρχουν, πεπερασµένα σε πλήθος, αντικείµενα Z1, ¨ ¨ ¨ , Zn P K τέτοια ώστε
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Z1 b ¨ ¨ ¨ b Zn “ 0 και τέτοια ώστε ο µορφισµός f : X ÝÑ Y αναλύεται µέσω µέσω αυτών. Επο-
µένως ο µορφισµός fbn : Xbn ÝÑ Y bn αναλύεται µέσω του αντικειµένου Z1 b ¨ ¨ ¨ bZn “ 0 και
προκύπτει ότι υπάρχει n ě 1, τέτοιο ώστε

fbn “ 0.

�

5.3 Ιδιότητες του Φάσµατος

Σε αυτήν την ενότητα ϑα περιγράψουµε κάποιες ϐασικές ιδιότητες που ικανοποιεί το ϕάσµα
µιας τανυστικής τριγωνισµένης κατηγορίας K. Αρχικά ϑα ορίσουµε την έννοια της support data
σε µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία K και ϑα αποδείξουµε ότι το ϕάσµα της, µαζί µε τον
ϕορέα της, είναι ένα καθολικό support data για την K. Επιπλέον ϑα «δούµε» το ϕάσµα σαν ένα
αντισυναλλοίωτο συναρτητή ανάµεσα στα ϕάσµατα δύο τανυστικών τριγωνισµένων κατηγοριών K,
L, όταν ανάµεσά τους υπάρχει ένας τανυστικός τριγωνισµένος συναρτητής F : K ÝÑ L.

Ευθύς αµέσως ϑα ορίσουµε την έννοια της support data σε µια τανυστική τριγωνισµένη κα-
τηγορία K. Παράλληλα ϑα χρειαστούµε και την έννοια του µορφισµού ανάµεσα σε δύο support
data της ίδιας κατηγορίας.

Ορισµός 5.3.1. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία. Μια support data στην K είναι
ένα Ϲεύγος pT, σq, όπου T είναι ένας τοπολογικός χώρος και σ είναι µια απεικόνιση, η οποία αντι-
στοιχίζει σε κάθε αντικείµενο X P K, ένα κλειστό υποσύνολο σpXq Ă T τέτοιο ώστε να ικανοποιεί
τις ακόλουθες ιδιότητες :

1. σp0q “ H και σp1q “ T .

2. σpX ‘ Y q “ σpXq Y σpY q, X,Y P K.

3. σpΣpXqq “ σpXq, X P K.

4. Για κάθε τρίγωνο

X // Y // Z // ΣpXq

στην K, ισχύει ότι σpXq Ă σpY q Y σpZq.

5. σpX b Y q “ σpXq X σpY q.

Ορισµός 5.3.2. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία και pT1, σ1q, pT2, σ2q δύο support
data στηνK. ΄Ενας µορφισµός f : pT1, σ1q ÝÑ pT2, σ2q ανάµεσα σε support data είναι µία συνεχής
απεικόνιση f : T1 ÝÑ T2, τέτοια ώστε σ1pXq “ f´1pσ2pXqq, για κάθε αντικείµενο X P K.

Παρατήρηση 5.3.3. ΄Ενα µορφισµός f : pT1, σ1q ÝÑ pT2, σ2q ανάµεσα σε δύο support data της
K είναι ισοµορφισµός αν και µόνον αν η συνεχής απεικόνιση f : T1 ÝÑ T2 είναι οµοιοµορφισµός.

Στη συνέχεια ϑα διατυπώσουµε δύο λήµµατα, τα οποία ϑα µας επιτρέψουν να αποδείξουµε
ένα σηµαντικό ϑεώρηµα, το οποίο περιγράφει την οικουµενική ιδιότητα που ικανοποιεί το ϕάσµα
µιας τανυστικής τριγωνισµένης κατηγορίας K.

Λήµµα 5.3.4. ΄Εστω T ένα σύνολο και f1, f2 : T ÝÑ SpcpKq δύο απεικονίσεις µε την ιδιότητα
f´1

1 psupppXqq “ f´1
2 psupppXqq, για κάθε αντικείµενο X P K. Τότε ισχύει ότι f1 “ f2.

Απόδειξη. Ισχύει ότι
f´1

1 psupppXqq “ tx P T | f1pxq P supppXqu

και
f´1

2 psupppXqq “ tx P T | f2pxq P supppXqu
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Από την υπόθεση γνωρίζουµε ότι ισχύει η ακόλουθη ισοδυναµία:

f1pxq P supppXq ðñ f2pxq P supppXq

΄Εστω P P SpcpKq, τέτοιο ώστε

P P
č

f1pxqPsupppXq

supppXq ðñ P P supppXq,@X P K, τέτοια ώστε f1pxq P supppXq ðñ

P P supppXq,@X P K, τέτοια ώστε f2pxq P supppXq ðñ P P
č

f2pxqPsupppXq

supppXq

Εποµένως ισχύει ότι
č

f1pxqPsupppXq

supppXq “
č

f2pxqPsupppXq

supppXq

Εξ΄ ορισµού ισχύει ότι

tf1pxqu “
č

f1pxqPsupppXq

supppXq “
č

f2pxqPsupppXq

supppXq “ tf2pxqu

Από την Πρόταση 5.2.21 προκύπτει ότι

f1pxq “ f2pxq ùñ f1 “ f2.

�

Λήµµα 5.3.5. ΄Εστω pT, σq ένα support data µιας τανυστικής τριγωνισµένης κατηγορίας K και
V Ă T ένα υποσύνολο του τοπολογικού χώρου T . Τότε η πλήρης υποκατηγορία

X :“ tX P K | σpXq Ă V u

είναι ένα thick τανυστικό ιδεώδες της κατηγορίας K.

Απόδειξη. Θεωρούµε την πλήρη υποκατηγορία

X :“ tX P K | σpXq Ă V u

Γνωρίζουµε ότι σp0q “ H Ă V . Εποµένως το µηδενικό αντικείµενο 0 ανήκει στην X. Στη συνέχεια
ϑεωρούµε ένα τρίγωνο

X // Y // Z // ΣpXq

στην κατηγορία K, τέτοιο ώστε Y,Z P X. Τότε ισχύει ότι σpY q, σpZq Ă V . Συνεπώς

σpXq Ă σpY q Y σpZq Ă V Y V “ V ùñ X P X

΄Αρα η υποκατηγορία X είναι τριγωνισµένη υποκατηγορία της K. ΄Εστω X P X ένα αντικείµενο,
τέτοιο ώστε

X » Y ‘ Z

για δυο αντικείµενα Y,Z P K. Επειδή X P X ισχύει ότι σpXq Ă V και προκύπτει η ακόλουθη
συνεπαγωγή:

σpXq Ă V ùñ σpY ‘ Zq “ σpY q Y σpZq Ă V

Προφανώς ισχύει
σpY q Ă σpY q Y σpZq Ă V ùñ Y P X

και
σpZq Ă σpY q Y σpZq Ă V ùñ Y P X
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Εποµένως η υποκατηγορία X είναι thick υποκατηγορία της K. Τέλος ϑεωρούµε ένα αντικείµενο
X P X και ένα αντικείµενο Y P K. Τότε

σpX b Y q “ σpXq X σpY q Ă σpXq Ă V ùñ X b Y P X

Εποµένως η υποκατηγορία X είναι τανυστική. Τελικά αποδείξαµε ότι η πλήρης υποκατηγορία
X Ă K είναι ένα thick τανυστικό ιδεώδες της κατηγορίας K. �

Τώρα µπορούµε να διατυπώσουµε και να αποδείξουµε ένα από τα ϐασικά αποτελέσµατα της
ϑεωρίας του Balmer και της διατριβής, το οποίο αναφέρει ότι το ϕάσµα SpcpKq µια τανυστικής
κατηγορίας K ικανοποιεί µια καθολική ιδιότητα ως προς τις support data της K.

Θεώρηµα 5.3.6. (Οικουµενική ιδιότητα του ϕάσµατος) ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη
κατηγορία. Το Ϲεύγος pSpcpKq, suppq αποτελεί support data στην K, µε την έννοια του Ορισµού
5.3.1. Επιπλέον για κάθε άλλη support data pT, σq στην K, υπάρχει µοναδική συνεχής απεικόνιση
f : T ÝÑ SpcpKq, τέτοια ώστε σpXq “ f´1psupppXqq, για κάθε αντικείµενο X P K. Συγκεκριµένα
η απεικόνιση f ορίζεται ως

x ÞÝÑ fpxq :“ tX P K | x R σpXqu

Απόδειξη. ΄Εστω pT, σq ένα support data στην κατηγορία K. Θεωρούµε την απεικόνιση:

f : T ÝÑ SpcpKq, fpxq :“ tX P K | x R σpXqu

και ϑέτουµε T 1 :“ T ztxu. Τότε

fpxq “ tX P K | σpXq Ă T ztxuu “ tX P K | σpXq Ă T 1u

Από το Λήµµα 5.3.5 προκύπτει ότι η υποκατηγορία fpxq, x P T , είναι ένα thick τανυστικό ιδεώδες.
Ακόµη, έστω X,Y P fpxq, τέτοια ώστε X b Y P fpxq, δηλαδή

x R σpX b Y q “ σpXq X σpY q ùñ x R σpXq ή x R σpY q

Εποµένως ισχύει ότι X P fpxq ή Y P fpxq και το τανυστικό ιδεώδες fpxq είναι πρώτο. Συνεπώς
η απεικόνιση f : T ÝÑ SpcpKq είναι καλά ορισµένη. ΄Εστω, τώρα, X P K ένα αντικείµενο της K.
Τότε

f´1psupppXqq “ tx P T | fpxq P supppXqu “ tx P T | X R fpxqu “ tx P T | x R σpXqu “ σpXq

΄Οµως η συλλογή tsupppXq | X P Ku είναι ϐάση από κλειστά υποσύνολα για την τοπολογία
του SpcpKq και επίσης τα σύνολα σpXq είναι κλειστά για όλα τα X P K. Εποµένως η απεικόνιση
f : T ÝÑ SpcpKq είναι συνεχής. Υποθέτουµε ότι υπάρχουν δύο απεικονίσεις f1, f2 : T ÝÑ SpcpKq
µε τις παραπάνω ιδιότητες. Τότε ισχύει ότι f´1

1 psupppXqq “ f´1
2 psupppXqq,X P K. Από το Λήµµα

5.3.4 προκύπτει ότι f1 “ f2. �

Σχόλιο 5.3.7. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία. ΄Οταν ϑέλουµε να δώσουµε έµ-
ϕαση στην εξάρτηση από την κατηγορία K, συµβολίζουµε τον ϕορέα ενός αντικειµένου X P K µε
suppKpXq.

Στη συνέχεια ϑα αναφέρουµε µία ακόµη ιδιότητα που έχει το ϕάσµα µια τανυστικής τριγωνι-
σµένης κατηγορίας.

Πρόταση 5.3.8. ΄Εστω K,L δυο τανυστικές τριγωνισµένες κατηγορίες. Το ϕάσµα είναι functorial.
∆οθέντος ενός τανυστικού, τριγωνισµένου συναρτητή F : K ÝÑ L, η απεικόνιση

SpcpF q : SpcpLq ÝÑ SpcpKq, SpcpF qpQq :“ F´1pQq

είναι καλά ορισµένη, συνεχής και για όλα τα αντικείµενα X P K, ισχύει ότι

pSpcpF qq´1psuppKpXqq “ suppLpF pXqq
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Απόδειξη. ΄Εστω F : K ÝÑ L ένας τανυστικός, τριγωνισµένος συναρτητής. Θεωρούµε την απεικό-
νιση

SpcpF q : SpcpLq ÝÑ SpcpKq, SpcpF qpQq :“ F´1pQq

΄Εστω Q P SpcpLq και X,Y P K, τέτοια ώστε X b Y P F´1pQq. Τότε ισχύει ότι F pX b Y q P Q
και επειδή ο συναρτητής F είναι τανυστικός και τριγωνισµένος, προκύπτει ότι F pXqbF pY q P Q.
Ακόµη επειδή το τανυστικό ιδεώδες Q είναι πρώτο, προκύπτει ότι

F pXq P Q ή F pY q P Q ùñ X P F´1pQq ή Y P F´1pQq

Συνεπώς SpcpF qpQq “ F´1pQq P SpcpKq και η απεικόνιση SpcpF q είναι καλά ορισµένη. ΄Εστω
X P K ένα αντικείµενο της K. Τότε

pSpcpF qq´1psuppKpXqq “ tQ P SpcpLq | pSpcpF qqpQq P suppKpXqu
“ tQ P SpcpLq | F´1pQq P suppKpXqu
“ tQ P SpcpLq | X R F´1pQqu
“ tQ P SpcpLq | F pXq R Qu
“ tQ P SpcpLq | Q P suppLpF pXqqu
“ suppLpF pXqq

Συνεπώς η απεικόνιση SpcpF q : SpcpLq ÝÑ SpcpKq αντιστρέφει κλειστά σύνολα σε κλειστά και
άρα είναι συνεχής. �

Παρατήρηση 5.3.9. Από το Θεώρηµα 5.3.8 συµπεραίνουµε ότι επάγεται ένας αντισυναλλοίωτος
συναρτητής Spcp-q, από την κατηγορία των (ουσιωδώς) µικρών τανυστικών τριγωνισµένων κατηγο-
ϱιών (ας τη συµβολίσουµε T), στην κατηγορία Top, τοπολογικών χώρων. ∆ηλαδή

Spcp-q : T ÝÑ Top

Πράγµατι, ας είναι 1K : K ÝÑ K ο ταυτοτικός µορφισµός του αντικειµένου K P T και Q P SpcpLq.
Τότε

Spcp1KqpQq “ 1´1
K pQq “ Q “ 1SpcpKqpQq

Εποµένως Spcp1Kq “ 1SpcpKq. Επιπλέον έστω F : K ÝÑ L και G : L ÝÑ M δύο τανυστικοί
τριγωνισµένοι συναρτητές και Q P SpcpMq. Τότε

SpcpG ˝ F qpQq “ pG ˝ F q´1pQq
“ pF´1 ˝G´1qpQq
“ F´1pG´1pQqq

“ F´1pSpcpGqpQqq
“ pSpcpF q ˝ SpcpGqqpQq

Συνεπώς SpcpG ˝ F q “ SpcpF q ˝ SpcpGq.

Ακολουθούν δύο πορίσµατα της Πρότασης 5.3.8.

Πόρισµα 5.3.10. Ας είναιF1, F2 : K ÝÑ L δυο τανυστικοί τριγωνισµένοι συναρτητές µε την ιδιότητα
xF1pXqy “ xF2pXqy για κάθε αντικείµενο X P K. Τότε οι επαγόµενες απεικονίσεις στο ϕάσµα,
συµπίπτουν, δηλαδή SpcpF1q “ SpcpF2q.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι F1, F2 : K ÝÑ L είναι τανυστικοί τριγωνισµένοι συναρτητές που ικα-
νοποιούν την ιδιότητα xF1pXqy “ xF2pXqy για κάθε αντικείµενο X P K. Τότε επάγονται οι
απεικονίσεις :

SpcpF1q : SpcpLq ÝÑ SpcpKq
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και
SpcpF2q : SpcpLq ÝÑ SpcpKq

στο ϕάσµα των τανυστικών τριγωνισµένων κατηγοριών K,L. ΄Εστω Q P SpcpLq και X P K ένα
αντικείµενο της K. Τότε ισχύει ότι

X P SpcpF1qpQq ðñ X P F´1
1 pQq ðñ F1pQq P Q

Από το δεύτερο σκέλος της Παρατήρησης 5.2.2, γνωρίζουµε ότι το xF1pXqy είναι το µικρότερο
thick τανυστικό ιδεώδες που περιέχει το αντικείµενο F1pXq. Εποµένως, ισοδύναµα, προκύπτει
ότι

xF1pXqy Ă Qðñ xF2pXqy Ă Qðñ F2pXq P Qðñ X P F´1
2 pQq ðñ X P SpcpF2qpQq

΄Αρα συµπεραίνουµε ότι SpcpF1q “ SpcpF2q. �

Πόρισµα 5.3.11. ΄Εστω F : K ÝÑ L ένας τανυστικός τριγωνισµένος συναρτητής, ο οποίος είναι
επιπλέον ουσιωδώς «επί». Τότε η επαγόµενη απεικόνιση

SpcpF q : SpcpLq ÝÑ SpcpKq

στο ϕάσµα, είναι «1-1».

Απόδειξη. ΄Εστω F : K ÝÑ L ένας τανυστικός τριγωνισµένος συναρτητής, ο οποίος είναι ουσιωδώς
επί και Q P SpcpLq ένα πρώτο τανυστικό ιδεώδες της κατηγορίας L. Θεωρούµε ένα αντικείµενο
X P L, τέτοιο ώστε X P F pF´1pQqq. Επειδή ο συναρτητής F είναι ουσιωδώς επί, προκύπτει
ότι X “ F pY q, για κάποιο αντικείµενο Y P F´1pQq. Επειδή η υποκατηγορία Q Ă L είναι
υπερπλήρης, προκύπτει ότι X P Q. ΄Αρα F pF´1pQqq Ă Q και συµπεραίνουµε ότι

@

F pF´1pQqq
D

Ă Q

Ανάλογα αποδεικνύουµε ότι Q Ă
@

F pF´1pQqq
D

. Εποµένως ισχύει ότι

Q “
@

F pF´1pQqq
D

(5.13)

Θεωρούµε Q1,Q2 P SpcpLq, τέτοια ώστε SpcpF qpQ1q “ SpcpF qpQ2q. Τότε

SpcpF qpQ1q “ SpcpF qpQ2q ùñ

F´1pQ1q “ F´1pQ2q ùñ

F pF´1pQ1qq “ F pF´1pQ2qq ùñ
@

F pF´1pQ1qq
D

“
@

F pF´1pQ2qq
D

Από τη σχέση (5.13) προκύπτει ότι Q1 “ Q2. Εποµένως η απεικόνιση

SpcpF q : SpcpLq ÝÑ SpcpKq

είναι «1-1». �

Πρόταση 5.3.12. ΄Εστω F : K ÝÑ L ένας τανυστικός τριγωνισµένος συναρτητής. Υποθέτουµε ότι
S είναι η συλλογή αντικειµένων της K, των οποίων οι εικόνες παράγουν την L, ως thick τανυστικά
ιδεώδη. Τότε η ϑήκη της εικόνας της απεικόνισης

SpcpF q : SpcpLq ÝÑ SpcpKq

είναι
ImpSpcpF qq “ ZpSq
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Απόδειξη. Από τη διατύπωση της Πρότασης προκύπτει ότι η συλλογή αντικειµένων S είναι η
ακόλουθη:

S :“ tX P K | xF pXqy “ Lu

Εποµένως ισχύει ότι
X P S ðñ xF pXqy “ L

Από το Πόρισµα 5.2.16, σε συνδυασµό µε την Παρατήρηση 5.2.17, προκύπτει ότι

X P S ðñ suppLpF pXqq “ SpcpLq

Από την Πρόταση 5.3.8 γνωρίζουµε ότι : pSpcpF qq´1psuppKpXqq “ suppLpF pXqq.

Ισχυρισµός: suppLpF pXqq “ SpcpLq ðñ ImpSpcpF qq Ă suppKpXq.
Απόδειξη Ισχυρισµού: (ùñ) ΄Εστω P P SpcpKq, τέτοιο ώστε P P ImpSpcpF qq. Τότε υπάρχει

Q P SpcpLq, τέτοιο ώστε SpcpF qpQq “ P. ΄Οµως SpcpLq “ suppLpF pXqq “ pSpcpF qq
´1psuppKpXqq.

Εποµένως ισχύει ότι Q P pSpcpF qq´1psuppKpXqq και άρα P P suppKpXq. Τελικά

ImpSpcpF qq Ă suppKpXq

(ðù) Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι ImpSpcpF qq Ă suppKpXq. Προφανώς ισχύει ότι

suppLpF pXqq “ pSpcpF qq
´1psuppKpXqq Ă SpcpLq (5.14)

΄Εστω Q P SpcpLq ένα πρώτο τανυστικό ιδεώδες. Τότε

pSpcpF qqpQq P ImpSpcpF qq ùñ

pSpcpF qqpQq P suppKpXq ùñ

Q P pSpcpF qq´1psuppKpXqq ùñ

Εποµένως προκύπτει η σχέση έγκλεισης

SpcpLq Ă pSpcpF qq´1psuppKpXqq (5.15)

Από τις σχέσεις (5.14), (5.15), προκύπτει ότι

suppLpF pXqq “ pSpcpF qq
´1psuppKpXqq “ SpcpLq

και έτσι αποδείξαµε τον ισχυρισµό. Συνοψίζοντας προκύπτει η ακόλουθη ισοδυναµία:

X P S ðñ ImpSpcpF qq Ă suppKpXq

Γνωρίζουµε ότι
ImpSpcpF qq “

č

XPK
suppKpXq

για εκείνα τα αντικείµενα X, τέτοια ώστε ImpSpcpF qq Ă suppKpXq. ΄Αµεσα προκύπτει ότι

ImpSpcpF qq “
č

XPS

suppKpXq “ ZpSq.

�
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Παρατήρηση 5.3.13. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία και J Ă K ένα thick
τανυστικό ιδεώδες της K. Τότε ορίζεται η τοπικοποίηση K{J και έστω

q : K ÝÑ K{J

ο συναρτητής τοπικοποίησης. Τότε η κατηγορία K{J κληρονοµεί την τανυστική δοµή από την
κατηγορία K. Ακόµη υπάρχει και µία ακριβής ακολουθία τανυστικών τριγωνισµένων κατηγοριών :

0 // J i // K
q // K{J // 0

Ο συναρτητής τοπικοποίησης q : K ÝÑ K{J είναι τριγωνισµένος.

Πρόταση 5.3.14. ΄Εστω q : K ÝÑ L :“ K{J συναρτητής τοπικοποίησης. Η απεικόνιση

Spcpqq : SpcpLq ÝÑ SpcpKq

επάγει οµοιοµορφισµό
Spcpqq1 : SpcpLq ÝÑ V

όπου V είναι ο ακόλουθος υπόχωρος του SpcpKq

V :“ tP P SpcpKq | J Ă Pu

δηλαδή ο υπόχωρος των πρώτων τανυστικών ιδεωδών που περιέχουν την υποκατηγορία J .

Απόδειξη. ΄Εστω Q P SpcpLq ένα πρώτο τανυστικό ιδεώδες στην κατηγορία L. Τότε

SpcpqqpQq “ q´1pQq Ą q´1p0q

΄Οµως q´1p0q “ tP P SpcpKq | qpPq “ 0u “ J . Εποµένως

J Ă SpcpqqpQq (5.16)

΄Εστω P 1 P ImpSpcpqqq. Τότε υπάρχει πρώτο τανυστικό ιδεώδεςQ P L, τέτοιο ώστε SpcpqqpQq “ P 1.
Λόγω της σχέσης (5.16) προκύπτει ότι

J Ă P 1 ùñ P 1 P V

και άρα ImpSpcpqqq Ă V . Επίσης είναι άµεσο ότι η απεικόνιση q : K ÝÑ L είναι ουσιωδώς επί,
αφού για κάθε αντικείµενο X P K{J , υπάρχει αντικείµενο Y “ X P K, τέτοιο ώστε qpY q “ X.
Από το Πόρισµα 5.3.11 προκύπτει ότι η επαγόµενη απεικόνιση

Spcpqq1 : SpcpLq ÝÑ V

είναι «1-1».

Ισχυρισµός ΄Εστω τώρα P P SpcpKq, τέτοιο ώστε J Ă P. Η υποκατηγορία qpPq είναι ένα
πρώτο τανυστικό ιδεώδες της κατηγορίας L και ισχύει ότι q´1pqpPqq “ P.

Απόδειξη Ισχυρισµού Θεωρούµε δύο αντικείµενα X,Y P K{J , τέτοια ώστε X b Y P qpQq.
Τότε υπάρχει αντικείµενο Z P P, τέτοιο ώστε qpZq “ X b Y . Συνεπώς Z “ X b Y και επειδή το
τανυστικό ιδεώδες P είναι υπερπλήρες, ισχύει ότι X b Y P P. ΄Αρα προκύπτει

X P P ή Y P P ùñ qpXq P qpPq ή qpY q P qpPq ùñ X P qpPq ή Y P qpPq

Επίσης η υποκατηγορία qpPq είναι ένα τανυστικό ιδεώδες, αφού ο συναρτητής τοπικοποίησης q
είναι τανυστικός, τριγωνισµένος συναρτητής. Τελικά το qpPq είναι ένα πρώτο τανυστικό ιδεώδες
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της κατηγορίας K{J . Για το δεύτερο σκέλος του ισχυρισµού, ϑεωρούµε ένα αντικείµενο X P P.
Τότε

qpXq P qpPq ùñ X P q´1pqpPqq

Ακόµη ϑεωρούµε ένα µορφισµό f : X ÝÑ Y , µεταξύ δύο αντικειµένων της K. Τότε ο µορφισµός
qpfq στην τοπικοποίηση, παριστάνεται από το αριστερό roof:

X
1X

„
~~

f

  
X Y

΄Οµως επειδή qpXq, qpY q P qpPq, ισχύει ότι X,Y P qpPq. Εποµένως ο µορφισµός qpfq ανήκει
στην υποκατηγορία qpPq, άρα f P q´1pqpPqq. Εποµένως καταλήγουµε στο ότι

P Ă q´1pqpPqq

Ανάλογα προκύπτει ότι
q´1pqpPqq Ă P

και καταλήγουµε στο ότι
q´1pqpPqq “ P

Με άλλα λόγια SpcpqqpqpPqq “ P, P P V και άρα η απεικόνιση SpcpLq ÝÑ V είναι «επί».
Τέλος, έστω Y “ qpXq P K{J και P P V . Τότε ισχύει πως

Y P qpPq ðñ X P P

Ακόµη

P P SpcpqqpZpY qq ðñ

P P q´1pZpY qq ðñ

qpPq P ZpY q ðñ

qpPq P ZpqpXqq ðñ

qpXq R qpPq ðñ

X R P ðñ

P P ZpXq

΄Αρα αποδείξαµε ότι SpcpqqpZpY qq “ ZpXqXV , δηλαδή η απεικόνιση Spcpqq1 : SpcpLq ÝÑ V είναι
κλειστή και τελικά ισχύει ότι η απεικόνιση Spcpqq1 : SpcpLq ÝÑ V είναι οµοιοµορφισµός. �

Στη συνέχεια ϑα παρουσιάσουµε, συνοπτικά, την έννοια της ταυτοδύναµης πλήρωσης (idempotent
completion) µιας τριγωνισµένης κατηγορίας. Για περισσότερες πληροφορίες ο αναγνώστης µπορεί
να ανατρέξει στο άρθρο [4] των Balmer και Schlichting.

Ορισµός 5.3.15. ΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία. Η ταυτοδύναµη πλήρωση (idempotent
completion) της A είναι η κατηγορία Ã, η οποία έχει :

• ως αντικείµενα Ϲεύγη pX, eq, όπου X P A και e : X ÝÑ X µορφισµός µε την ιδιότητα e2 “ e.

• ως µορφισµούς f : pX, eq ÝÑ pY, e1q, όπου f : X ÝÑ Y µορφισµός στην A, µε την ιδιότητα

f ˝ e “ f “ e1 ˝ f
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Παρατήρηση 5.3.16. Για κάθε προσθετική κατηγορία A, υπάρχει πάντοτε η ταυτοδύναµη πλή-
ϱωση Ã.

Αποδεικνύεται ότι αν η κατηγορία K είναι τριγωνισµένη, τότε και η ταυτοδύναµη πλήρωσή της
K̃ είναι τριγωνισµένη κατηγορία και ο συναρτητής ι : K ÝÑ K̃ είναι ακριβής. Ακόµη αν η κατηγο-
ϱία K είναι τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία και η κατηγορία K̃ είναι τανυστική τριγωνισµένη,
δεδοµένου ότι ο συναρτητής ι : K ÝÑ K̃ είναι τανυστικός τριγωνισµένος συναρτητής. Επιπλέον ότι
ταυτοδύναµη πλήρωση µιας τανυστικής τριγωνισµένης κατηγορίας K δεν επηρεάζει το ϕάσµα. Θα
διατυπώσουµε το αποτέλεσµα αυτό πιο γενικά και για το σκοπό αυτό ϑα χρειαστούµε την έννοια
της cofinal υποκατηγορίας µιας τανυστικής τριγωνισµένης κατηγορίας K.

Ορισµός 5.3.17. ΄Εστω L µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία και K Ă L µια πλήρης τανυστική
τριγωνισµένη υποκατηγορία της L. Η υποκατηγορία K καλείται cofinal αν για κάθε αντικείµενο
X P L, υπάρχει αντικείµενο X 1 P L, τέτοιο ώστε X ‘X 1 P K.

Πρόταση 5.3.18. ΄Εστω L µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία καιK Ă L µια πλήρης τανυστική
τριγωνισµένη υποκατηγορία της L, η οποία είναι cofinal. Τότε η αντιστοιχία

Q ÞÝÑ QXK

ορίζει έναν οµοιοµορφισµό SpcpLq „ // SpcpKq .

Απόδειξη. Πριν µπούµε στο κυρίως µέρος της απόδειξης κάνουµε µια σύµβαση η οποία γίνεται
από τον Balmer στο [2, Proposition 3.13]: αντικαθιστούµε την κατηγορίαK µε την ισόµορφη ϑήκη
της και άρα µπορούµε να υποθέσουµε ότι η K είναι υπερπλήρης. Περαιτέρω ανάλυση αυτής της
σύµβασης ξεφεύγει από τα πλαίσια αυτής της διατριβής. ΄Εστω ι : K ÝÑ L ο συναρτητής έγκλεισης.
Τότε η Ϲητούµενη απεικόνιση είναι η επαγόµενη

Spcpιq : SpcpLq ÝÑ SpcpKq, SpcpιqpQq “ QXK

στο ϕάσµα. Συνεπώς η απεικόνιση Spcpιq είναι καλά ορισµένη και συνεχής.

Ισχυρισµός: Για κάθε αντικείµενο X P L, ισχύει ότι X ‘ ΣpXq P K.
Απόδειξη Ισχυρισµού: Θεωρούµε ένα αντικείµενο X P L. Επειδή η υποκατηγορία K είναι

cofinal, υπάρχει αντικείµενο X 1 P L, τέτοιο ώστε X ‘X 1 P K. Θεωρούµε το τρίγωνο

X 1 // X 1 // 0 // ΣpX 1q

στην L. Στρέφοντάς το προκύπτει το τρίγωνο

X 1 // 0 // ΣpX 1q // ΣpX 1q

Ακόµη ϑεωρούµε το τρίγωνο

ΣpXq // ΣpXq // 0 // Σ2pXq

το οποίο µετά από στροφή «δίνει» το τρίγωνο

0 // ΣpXq // ΣpXq // 0

Θεωρούµε το ευθύ άθροισµα

X ‘X 1 // X ‘ ΣpXq // ΣpX ‘X 1q // ΣpX ‘X 1q

όπου X ‘ X 1, ΣpX ‘ X 1q P K. Τότε το αντικείµενο X ‘ ΣpXq ανήκει στην υποκατηγορία K.
Από την απόδειξη του παραπάνω ισχυρισµού προκύπτει επίσης ότι αν το ευθύ άθροισµα X ‘X 1
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ανήκει σε κάποια τριγωνισµένη υποκατηγορία της K, το ίδιο συµβαίνει και µε το ευθύ άθροισµα
X‘ΣpXq. Εποµένως αν P P SpcpKq είναι ένα πρώτο τανυστικό ιδεώδες της κατηγορίας K, ισχύει
η ισότητα:

tX P L | X ‘ ΣpXq P Pu “ tX P L | DX 1 P L τέτοιο ώστε X ‘X 1 P Pu “: P̃

Θα αποδείξουµε ότι η υποκατηγορία P̃ της κατηγορίας L είναι ένα πρώτο τανυστικό ιδεώδες της
L. Προφανώς P̃ Ă L είναι µια πλήρης υποκατηγορία της L. Ακόµη, άµεσα, ϐλέπουµε ότι
0‘ Σp0q “ 0 P P, δηλαδή 0 P P̃. Στη συνέχεια ϑεωρούµε ένα τρίγωνο

Y // Y 1 // Y 2 // ΣpY q

στην L, όπου Y, Y 1 P P̃. Τότε υπάρχουν Z,Z 1 P L, τέτοια ώστε Y ‘Z, Y 1 ‘Z 1 P P. Θεωρούµε το
τρίγωνο

Z // Z 1 // Z2 // ΣpZq

µε ϐάση το µορφισµό Z ÝÑ Z 1 και έστω

Y ‘ Z // Y 1 ‘ Z 1 // Y 2 ‘ Z2 // ΣpY ‘ Zq

το ευθύ άθροισµα των παραπάνω τριγώνων. ΄Οµως το πρώτο τανυστικό ιδεώδες P είναι τριγωνι-
σµένη υποκατηγορία και επιπλέον Y ‘ Z, Y 1 ‘ Z 1 P P, δηλαδή το αντικείµενο Y 2 ‘ Z2 ανήκει
στην υποκατηγορία P. ΄Αρα Y 2 P P̃ και η υποκατηγορία P̃ είναι τριγωνισµένη υποκατηγορία της
L. Θεωρούµε, τώρα, ένα αντικείµενο X P P̃, τέτοιο ώστε X » Y ‘ Z, για κάποια αντικείµενα
Y,Z P L. Τότε υπάρχει αντικείµενοX 1 P L, τέτοιο ώστεX‘X 1 P P Ă K. Επειδή η υποκατηγορία
P είναι thick προκύπτει ότι X P P και X 1 P P. Τότε

X » Y ‘ Z P P ùñ Y, Z P P̃

΄Αρα η υποκατηγορία P̃ είναι thick υποκατηγορία της L.
Στη συνέχεια ϑεωρούµε ένα αντικείµενο X P P και ένα αντικείµενο Y P L. Τότε υπάρχει

αντικείµενο X 1 P L, τέτοιο ώστε X ‘X 1 P P. Επειδή η υποκατηγορία P είναι τανυστική, ισχύει
ότι pX ‘X 1q b Y P P. Εποµένως

pX b Y q ‘ pX 1 b Y q P P ùñ X b Y P P̃

΄Αρα η υποκατηγορία P̃ της L είναι τανυστική υποκατηγορία. Τελικά η υποκατηγορία P̃ είναι ένα
thick τανυστικό ιδεώδες της L.

΄Εστω X,Y P L, τέτοια ώστε X b Y P P̃. Υποθέτουµε ότι X R P̃ και ϑέτουµε Z :“ X ‘ΣpXq.
Τότε Z P KzP, διαφορετικά ανX‘ΣpXq P P, ϑα ίσχυε ότιX P P̃, το οποίο είναι άτοπο. Επιπλέον

Z b Y » pX ‘ ΣpXqq b Y » pX b Y q ‘ ΣpX b Y q P P

αφού X b Y P P̃. Τότε

Z b pY ‘ ΣpY qq “ pZ b Y q ‘ ΣpZ b Y q P P

Επειδή το P είναι πρώτο τανυστικό ιδεώδες και Z R P, προκύπτει ότι Y ‘ ΣpY q P P, δηλαδή
Y P P̃. Τελικά αποδείξαµε ότι η υποκατηγορία P̃ της κατηγορίας L, είναι ένα πρώτο τανυστικό
ιδεώδες.

Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε ότι P̃ X K “ P. ΄Εστω X P L ένα αντικείµενο, τέτοιο ώστε
X P P̃ X K. Τότε υπάρχει αντικείµενο X 1 P L µε την ιδιότητα X ‘X 1 P P. Επειδή το τανυστικό
ιδεώδες είναι thick, προκύπτει ότι X P P. Συνεπώς

P̃ XK Ă P (5.17)
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Αντίστροφα, ϑεωρούµε ένα αντικείµενο X P P Ă K. Ακόµη

X ‘ 0 » X P P ùñ X P P̃

Τελικά προκύπτει ότι X P P̃ XK, δηλαδή

P Ă P̃ XK (5.18)

Από τις σχέσεις (5.17), (5.18), προκύπτει ότι

P̃ XK “ P

Θεωρούµε την απεικόνιση
Φ: SpcpKq ÝÑ SpcpLq, ΦpPq :“ P̃

Τότε
pSpcpιq ˝ ΦqpPq “ SpcpιqpΦpPqq “ SpcpιqpP̃q “ P̃ XK “ P

΄Αρα η απεικόνιση Φ είναι δεξιά αντίστροφη για την επαγόµενη απεικόνιση Spcpιq.
΄Εστω Q P SpcpLq. Τότε Q “ P̃, όπου P “ Q X K P SpcpKq. Πράγµατι, έστω X P Q Ă L.

Τότε
X ‘ ΣpXq P K ùñ X P QXK “ P ùñ X ‘ ΣpXq P P ùñ X P P̃

Εποµένως ισχύει ότι Q Ă P̃. Αντίστροφα έστω ότι X P P̃. Τότε συνεπάγεται ότι

X ‘ ΣpXq P P “ QXK ùñ X ‘ ΣpXq P Q

Επειδή η Q είναι thick υποκατηγορία, προκύπτει ότι X P Q. Εποµένως P̃ Ă Q και τελικά
αποδείξαµε ότι

Q “ P̃

Εποµένως για οποιοδήποτε πρώτο τανυστικό ιδεώδες Q P SpcpKq, ορίζεται η απεικόνιση

QXK ÞÝÑ Q

η οποία είναι αντίστροφη της Spcpιq. ΄Αρα η επαγόµενη απεικόνιση

Spcpιq : SpcpLq ÝÑ SpcpKq, SpcpιqpQq “ QXK

είναι «1-1» και «επί». Για κάθε αντικείµενο X P L, ισχύει ότι

X P Qðñ X ‘ ΣpXq P Qðñ X ‘ ΣpXq P P

όπου P,Q είναι πρώτα τανυστικά ιδεώδη µε P “ Q X K και Q “ P̃. ΄Αρα προκύπτουν οι
ακόλουθες σχέσεις :

SpcpιqpsuppLpXqq “ tSpcpιqpQq | Q P suppLpXqu
“ tSpcpιqpQq | X R Q “ P̃u
“ tSpcpιqpQq | X ‘ ΣpXq R Pu
“ tSpcpιqpQq | P P suppLpX ‘ ΣpXqqu

“ tSpcpιqpQq | pQXKq P suppLpX ‘ ΣpXqqu

“ suppLpX ‘ ΣpXqq

Συνεπώς η απεικόνιση Spcpιq είναι κλειστή απεικόνιση. Τελικά αποδείξαµε ότι η Ϲητούµενη
απεικόνιση

Spcpιq : SpcpLq ÝÑ SpcpKq

είναι οµοιοµορφισµός. �
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Εφαρµόζουµε την Πρόταση 5.3.18 για την ταυτοδύναµη πλήρωση K̃, µιας τανυστικής κατη-
γορίας K και προκύπτει το ακόλουθο Πόρισµα:

Πόρισµα 5.3.19. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία και ι : K ÝÑ K̃ η ταυτοδύναµη
πλήρωση της K. Τότε υπάρχει ένας οµοιοµορφισµός

Spcpιq : SpcpK̃q ÝÑ SpcpKq

Απόδειξη. Η κατηγορία K είναι πλήρης υποκατηγορία της ταυτοδύναµης πλήρωσής της K̃. Επι-
πλέον αν pX, eq είναι ένα αντικείµενο της K̃, τότε υπάρχει το αντικείµενο p0, 10q P K̃, τέτοιο ώστε
pX, eq ‘ p0, 10q P K. Εποµένως η υποκατηγορία K της K̃ είναι cofinal. Τότε από την Πρόταση
5.3.18 επάγεται οµοιοµορφισµός

Spcpιq : SpcpK̃q ÝÑ SpcpKq

�

5.4 Ταξινόµηση Thick Υποκατηγοριών

Στόχος αυτής της ενότητας είναι να καταφέρουµε να ταξινοµήσουµε τις thick υποκατηγορίες
µιας τανυστικής τριγωνισµένης κατηγορίας K. Για το σκοπό αυτό ϑα χρειαστεί να ορίσουµε µια
κλάση τανυστικών ιδεωδών της K, τα οποία καλούνται ϱιζικά ιδεώδη και να περιγράψουµε ορι-
σµένες ϐασικές τους ιδιότητες. Ο λόγος για τον οποίον ορίζουµε τα ϱιζικά τανυστικά ιδεώδη έχει
να κάνει µε το γεγονός ότι στην πλειοψηφία των κατηγοριών που δουλεύουµε τα thick τανυστικά
ιδεώδη ταυτίζονται µε τα ϱιζικά. Τέλος ϑα ορίσουµε κάποιες support data pT, σq στηνK µε επιπρό-
σθετες ιδιότητες, οι οποίες καλούνται καλούνται ταξινοµούσες support data (classifying support
data), µε την ϐοήθεια των οποίων ϑα διατυπώσουµε το κεντρικό ϑεώρηµα που µας εξασφαλίζει ότι
το ϕάσµα της κατηγορίας K είναι οµοιοµορφικό µε τον τοπολογικό χώρο T .

Θα ξεκινήσουµε διατυπώνοντας τον ορισµό του ϱιζικού thick τανυστικού ιδεώδους και δίνοντας
µια περιγραφή των ϱιζικών thick τανυστικών ιδεωδών µιας κατηγορίας συναρτήσει των πρώτων
thick τανυστικών ιδεωδών αυτής.

Ορισµός 5.4.1. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία και J ένα thick τανυστικό ιδεώδες
της K. Το ϱιζικό (radical) του J ορίζεται να είναι το

?
J :“ tX P K | Dn ě 1 τέτοιο ώστε Xbn P J u

Ορισµός 5.4.2. ΄Ενα thick τανυστικό ιδεώδες µιας τανυστικής κατηγορίας K καλείται ϱιζικό
(radical) αν

J “
?
J

Λήµµα 5.4.3. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία και J ένα thick τανυστικό ιδεώδες.
Τότε το ϱιζικό του J ισούται µε την τοµή όλων των πρώτων τανυστικών ιδεωδών που περιέχουν το
J . ∆ηλαδή

?
J “

č

PĄJ
P

Απόδειξη. Προφανώς ισχύει ότι
?
J Ă P, για κάθε πρώτο τανυστικό ιδεώδες P που περιέχει το

J . Εποµένως ισχύει ότι
?
J Ă

č

PĄJ
P (5.19)

Αντίστροφα, ϑεωρούµε ένα αντικείµενο X P
Ş

PĂJ P. Τότε X P P, για κάθε πρώτο τανυστικό
ιδεώδες P Ą J . Θεωρούµε τη συλλογή αντικειµένων S :“ tXbn | n ě 1u και ας είναι Xbn,
Xbm P S δυο αντικείµενα στην S. Τότε

Xbn bXbm “ Xbpn`mq P S
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Εποµένως η συλλογή αντικειµένων S είναι τανυστικά πολλαπλασιαστική. Υποθέτουµε ότι SXJ “

H. Τότε από το Λήµµα 5.2.10 γνωρίζουµε ότι υπάρχει πρώτο τανυστικό ιδεώδες P P SpcpKq
τέτοιο ώστε J Ă P και P X S “ H. Εποµένως το αντικείµενο X R P, το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα
συµπεραίνουµε ότι S X J ‰ H, δηλαδή υπάρχει Xbn P S τέτοιο ώστε Xbn P J . Εξ΄ ορισµού
προκύπτει ότι X P

?
J . Εποµένως

č

PĄJ
P Ă

?
J (5.20)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (5.19), (5.20) προκύπτει ότι
?
J “

č

PĄJ
P

Για να αποδείξουµε ότι το ϱιζικό ενός thick τανυστικού ιδεώδους J είναι επίσης thick τανυστικό
ιδεώδες, αρκεί να αποδείξουµε ότι η τοµή των πρώτων τανυστικών ιδεωδών που περιέχουν το J
είναι thick τανυστικό ιδεώδες. Προφανώς η τοµή

č

PĄJ
P

είναι πλήρης υποκατηγορία της K και επειδή κάθε ένα από τα πρώτα τανυστικά ιδεώδη P είναι
πλήρης υποκατηγορία της K, ισχύει ότι 0 P P, για κάθε πρώτο ιδεώδες P P SpcpKq. Εποµένως

0 P
č

PĄJ
P

΄Εστω
X // Y // Z // ΣpXq

ένα τρίγωνο στην K, όπουX,Y P
Ş

PĄJ P. ΤότεX,Y P P, για κάθε P P SpcpKq, P Ą J . Επειδή
η υποκατηγορία P είναι τριγωνισµένη, προκύπτει ότι

Z P P, για κάθε P P SpcpKq,P Ą J

Εποµένως ισχύει ότι
Z P

č

PĄJ
P

και συµπεραίνουµε ότι η πλήρης υποκατηγορία
Ş

PĄJ P είναι τριγωνισµένη υποκατηγορία της
K. Με ανάλογο τρόπο, εύκολα, αποδεικνύουµε ότι η τοµή

č

PĄJ
P

είναι ένα thick τανυστικό ιδεώδες της K. Εποµένως το ϱιζικό ενός thick τανυστικού ιδεώδους,
είναι επίσης thick τανυστικό ιδεώδες. �

Πρόταση 5.4.4. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Κάθε thick τανυστικό ιδεώδες της K είναι ϱιζικό.

2. Ισχύει ότι X P xX bXy για κάθε αντικείµενο X P K.

Απόδειξη. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία.

(1.ùñ2.) Υποθέτουµε ότι κάθε thick τανυστικό ιδεώδες της K είναι ϱιζικό. Τότε το thick τανυστικό
ιδεώδες J :“ xX bXy είναι ϱιζικό και ισχύει ότι

?
J “ J , δηλαδή

xX bXy “ tY P K | Dn ě 1 : Y bn P J u

Προφανώς
Xb2 “ X bX P J “ xX bXy ùñ X P

?
J

΄Οµως το thick τανυστικό ιδεώδες J είναι ϱιζικό, εποµένως
?
J “ J και προκύπτει ότι

X P J “ xX bXy.
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(2.ùñ1.) Υποθέτουµε ότι X P xX bXy, για κάθε αντικείµενο X P K και έστω J ένα thick τανυστικό
ιδεώδες της K. Αν X P J , χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι το ιδεώδες J είναι τανυστικό,
προκύπτει ότι Xbn P J , για κάθε n ě 1. ΄Αρα X P

?
J και συµπεραίνουµε ότι

J Ă
?
J (5.21)

Αν υποθέσουµε ότι X P
?
J , τότε υπάρχει n ě 1, τέτοιο ώστε Xbn P J . Εποµένως αρκεί

να αποδείξουµε ότι
Xbn P J ùñ X P J

Η απόδειξη της τελευταίας συνεπαγωγής ϑα γίνει µε επαγωγή στο n. Για n “ 1, ισχύει άµεσα.
Για n “ 2, έστω ότι Xb2 P J , δηλαδή X bX P J . ΄Οµως, προφανώς, X bX P xX bXy
και xX bXy είναι το ελάχιστο τανυστικό ιδεώδες που περιέχει το X bX. Συνεπώς

xX bXy Ă J

Από την υπόθεση γνωρίζουµε ότι X P xX bXy ùñ X P J . Εποµένως το Ϲητούµενο ισχύει
για n “ 2.
Επαγωγική Υπόθεση: Υποθέτουµε ότι για κάθε m P N µε 2 ď m ă n, ισχύει

Xbm P J ùñ X P J

και ϑα αποδείξουµε ότι ισχύει για n.
΄Εστω ότι Xbn P J . Τότε

Xbpn´1q bX P J

Αν X R J , τότε Xbpn´1q P J . Από την επαγωγική υπόθεση προκύπτει ότι X P J , το οποίο
είναι άτοπο. Συνεπώς

X P J

Με επαγωγή προκύπτει ότι
Xbn P J ùñ X P J

για όλα τα n ě 1. ΄Αρα συµπεραίνουµε ότι
?
J Ă J (5.22)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (5.21), (5.22) προκύπτει ότι

J “
?
J

δηλαδή το thick τανυστικό ιδεώδες J είναι ϱιζικό. �

Στη συνέχεια ϑα ορίσουµε τον ϕορέα µιας συλλογής αντικειµένων µιας τανυστικής τριγωνισµέ-
νης κατηγορίας K καθώς και την έννοια της υποκατηγορίας της K µε ϕορέα ένα υποσύνολο του
ϕάσµατος της κατηγορίας.

Ορισµός 5.4.5. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία και S µια συλλογή αντικειµένων
της K. Ο ϕορέας (support) της συλλογής αντικειµένων S ορίζεται ως η ένωση των ϕορέων των
αντικειµένων της. ∆ηλαδή

supppSq “
ď

XPS

supppXq Ă SpcpKq

Ορισµός 5.4.6. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία και Y ένα υποσύνολο του SpcpKq.
Τότε ορίζουµε την υποκατηγορία µε ϕορέα το Y , ως την πλήρη υποκατηγορία της K µε τα
ακόλουθα αντικείµενα:

KY :“ tX P K | supppXq Ă Y u Ă K
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Παρατήρηση 5.4.7. ΄ΕστωK µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία, S µια συλλογή αντικειµένων
της K και Y ένα υποσύνολο του ϕάσµατος SpcpKq.

1. Το υποσύνολο supppSq Ă SpcpKq δεν είναι το ίδιο µε το κλειστό υποσύνολο ZpSq Ă SpcpKq.
Ωστόσο και τα δύο ταυτίζονται µε τον ϕορέα supppXq, όταν S “ tXu.

2. Χρησιµοποιώντας το Λήµµα 5.3.5 προκύπτει ότι η υποκατηγορία KY του Ορισµού 5.4.6
είναι ένα thick τανυστικό ιδεώδες της K.

Στα αποτελέσµατα που ακολουθούν δίνουµε µια περιγραφή του ϕορέα µιας συλλογής αντικει-
µένων της K και της υποκατηγορίας µε ϕορέα ένα υποσύνολο του ϕάσµατος της K χρησιµοποιώ-
ντας τα πρώτα thick τανυστικά του ϕάσµατος της κατηγορίας K.

Λήµµα 5.4.8. ΄ΕστωK µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία και S Ă K µια συλλογή αντικειµένων
της K. Τότε

supppSq “ tP P SpcpKq | S Ć Pu

Απόδειξη. ΄ΕστωQ P SpcpKq ένα πρώτο τανυστικό ιδεώδες τέτοιο ώστεQ P supppSq “
Ť

XPS supppXq.
Τότε υπάρχει X P S, τέτοιο ώστε

Q P supppXq ùñ X R Q ùñ S Ć Q

Εποµένως
Q P tP P SpcpKq | S Ć Pu

και ισχύει ότι
supppSq Ă tP P SpcpKq | S Ć Pu (5.23)

Αντίστροφα υποθέτουµε ότι Q P tP P SpcpKq | S Ć Pu. Τότε εξ΄ ορισµού ισχύει ότι S Ć Q,
δηλαδή υπάρχει αντικείµενο X P S µε X R Q. ΄Αρα υπάρχει X P S, τέτοιο ώστε Q P supppXq.
Συνεπώς

Q P
ď

XPS

supppXq “ supppSq

Τελικά προκύπτει η έγκλειση

tP P SpcpKq | S Ć Pu Ă supppSq (5.24)

Από τις σχέσεις (5.23), (5.24) προκύπτει ότι

supppSq “ tP P SpcpKq | S Ć Pu.

�

Πρόταση 5.4.9. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία και Y Ă SpcpKq. Τότε το thick
τανυστικό ιδεώδες KY ισούται µε την τοµή των πρώτων τανυστικών ιδεωδών της K, που δεν ανήκουν
στο Y . ∆ηλαδή

KY “
č

PRY
P

Απόδειξη. ΄Εστω X αντικείµενο της κατηγορίας K, τέτοιο ώστε X P KY , δηλαδή supppXq Ă Y .
Εποµένως για κάθε πρώτο τανυστικό ιδεώδες P P SpcpKq µε την ιδιότητα P R Y , ισχύει ότι
P R supppXq. Εποµένως για κάθε πρώτο τανυστικό ιδεώδες P P SpcpKq µε την ιδιότητα P R Y
προκύπτει X P P. ΄Αρα συµπεραίνουµε ότι

X P
č

PRY
P
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και προκύπτει
KY Ă

č

PRY
P (5.25)

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι
X P

č

PRY
P

∆ηλαδή X P P για κάθε πρώτο τανυστικό ιδεώδες P το οποίο δεν ανήκει στο σύνολο Y . ΄Αρα

P R supppXq, για κάθε P R Y ùñ supppXq Ă Y ùñ X P KY

Εποµένως
č

PRY
P Ă KY (5.26)

Από τις σχέσεις (5.25), (5.26) προκύπτει ότι

KY “
č

PRY
P

�

Στην ακόλουθη πρόταση, συνδέουµε το ϱιζικό ενός thick τανυστικού ιδεώδους µε την υποκα-
τηγορία που ορίσαµε στον Ορισµό 5.4.6:

Πρόταση 5.4.10. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία και J Ă K ένα thick τανυστικό
ιδεώδες της K. Τότε ισχύει ότι

KsupppXq “
?
J

Απόδειξη. Προφανώς ισχύει ότι supppJ q Ă SpcpKq. Από την Πρόταση 5.4.9 γνωρίζουµε ότι

KsupppXq “
č

PRsupppXq

P

΄Εστω X P K ένα αντικείµενο, τέτοιο ώστε X P
?
J . Από την Πρόταση 5.4.3 προκύπτει ότι

X P
č

PĄJ
P ðñ X P P, για κάθε P P SpcpKq µε J Ă P

Ισοδύναµα, χρησιµοποιώντας το Λήµµα 5.4.8, προκύπτει ότι

X P P για κάθε P P SpcpKq µε P R supppJ q ðñ X P
č

PRsupppJ q

P ðñ X P KsupppJ q

Εποµένως ισχύει ότι KsupppJ q “
?
J . �

Ακολούθως ϑα παρουσιάσουµε ένα από τα πλέον ϐασικά ϑεωρήµατα της διατριβής, το οποίο
µας εξασφαλίζει την ύπαρξη µιας «1-1» και «επί» αντιστοιχίας, ανάµεσα στα κλειστά υποσύνολα του
ϕάσµατος µιας τανυστικής τριγωνισµένης κατηγορίας και στα ϱιζικά thick τανυστικά ιδεώδη της
K. Στην πραγµατικότητα το ϑεώρηµα µας προσφέρει ταξινόµηση για τα thick τανυστικά ιδεώδη
µιας τανυστικής τριγωνισµένης κατηγορίας K.

Θεώρηµα 5.4.11. (Ταξινόµηση των thick τανυστικών ιδεωδών υποκατηγοριών) ΄Εστω K “
pK,b,1q µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία και R το σύνολο των ϱιζικών thick τανυστικών
ιδεωδών της K. Ας είναι G το σύνολο των υποσυνόλων Y Ă SpcpKq της µορφής Y “

Ť

iPI Yi, όπου
Yi κλειστό υποσύνολο του SpcpKq µε SpcpKqzYi ηµισυµπαγές για κάθε i P I. Τότε η απεικόνιση

Φ : G ÝÑ R, Y ÞÝÑ KY “ tX P K | supppXq Ă Y u

είναι «1-1» και «επί», διατηρεί την διάταξη, και έχει ως αντίστροφη την απεικόνιση

Ψ : R ÝÑ G, J ÞÝÑ supppJ q “
ď

XPJ
supppXq
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Απόδειξη. 1ο Βήµα: Αρχικά ϑα αποδείξουµε ότι οι απεικονίσεις είναι «καλά ορισµένες». ΄Εστω Y
ένα υποσύνολο του ϕάσµατος που ανήκει στη συλλογή G. Θα αποδείξουµε ότι το thick τανυστικό
ιδεώδες ΦpY q “ KY είναι ϱιζικό, δηλαδή ϑα αποδείξουµε ότι KY “

?
KY “ tX P K | Dn ě 1 :

Xbn P KY u. ΄Εστω X P K ένα αντικείµενο, τέτοιο ώστε X P KY , δηλαδή Xb1 P KY και άµεσα
προκύπτει ότι X P

?
KY . ΄Αρα

KY Ă
a

KY (5.27)

΄Εστω, τώρα, X P K ένα αντικείµενο τέτοιο ώστε X P
?
KY . Τότε υπάρχει n ě 1 τέτοιο ώστε

Xbn P KY . Εποµένως

supppXbnq Ă Y ùñ supppXq X ¨ ¨ ¨ X supppXq Ă Y ùñ supppXq Ă Y

΄Αρα X P KY και συµπεραίνουµε ότι
a

KY Ă KY (5.28)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (5.27), (5.28) προκύπτει ότι KY “
?
KY και άρα η απεικόνιση Φ: G ÝÑ

R είναι «καλά ορισµένη». Για να αποδείξουµε ότι η απεικόνιση Ψ είναι «καλά ορισµένη», ϑεωρούµε
ένα ϱιζικό thick τανυστικό ιδεώδες J P R. Τότε ΨpJ q “ supppJ q “

Ť

XPJ psupppXqq. ΄Αρα, εξ΄
ορισµού, το supppJ q είναι ένωση από κλειστά υποσύνολα του SpcpKq, καθένα από τα οποία έχει
ηµισυµπαγές συµπλήρωµα. Συνεπώς και η δεύτερη απεικόνιση είναι καλά ορισµένη.

2ο Βήµα: Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε ότι οι απεικονίσεις Φ,Ψ διατηρούν την διάταξη. ΄Εστω
Y1, Y2 Ă SpcpKq, τέτοια ώστε Y1 Ă Y2. Τότε

ΦpY1q “ KY1 “ tX P K | supppXq Ă Y1u

και
ΦpY2q “ KY2 “ tX P K | supppXq Ă Y2u

Αν X P KY1
, τότε supppXq Ă Y1 Ă Y2. Εποµένως X P KY2

και συµπεραίνουµε ότι KY1
Ă KY2

.
΄Αρα η απεικόνιση Φ διατηρεί τη διάταξη. Ακόµη ϑεωρούµε δύο ϱιζικά thick τανυστικά ιδεώδη
J1,J2 P R, τέτοια ώστε J1 Ă J2. Τότε

ΨpJ1q “ supppJ1q “
ď

XPJ1

supppXq Ă
ď

XPJ2

supppXq “ supppJ2q “ ΨpJ2q

Εποµένως και η απεικόνιση Ψ διατηρεί τη διάταξη.

3ο Βήµα: Για να αποδείξουµε το Θεώρηµα, αποµένει να αποδείξουµε ότι οι συνθέσεις Φ ˝Ψ,
Ψ ˝ Φ είναι ίσες µε την ταυτοτική απεικόνιση. ΄Εστω Y Ă SpcpKq ένα υποσύνολο του SpcpKq, το
οποίο ανήκει στο σύνολο G. Τότε

Y “
ď

iPI

Yi

όπου Yi είναι κλειστά υποσύνολα του SpcpKq και τα συµπληρώµατα SpcpKqzYi είναι ηµισυµπα-
γή σύνολα για κάθε i P I. ΄Οµως το συµπλήρωµα SpcpKqzYi είναι ηµισυµπαγές και ανοικτό.
Εποµένως, από την Πρόταση 5.2.26, γνωρίζουµε ότι

SpcpKqzYi “ UpXq, για κάποιο αντικείµενο X P K

Τότε Yi “ supppXq, για κάποιο αντικείµενο X P K και Yi Ă Y . Εποµένως

supppXq Ă Y ùñ X P KY

΄Αρα αν P P SpcpKq, τέτοιο ώστε P P Y “
Ť

iPI Yi, προκύπτει η ακόλουθη συνεπαγωγή:

P “ supppXq, για κάποιο αντικείµενοX P K ùñ P “ supppXq, για κάποιο αντικείµενοX P KY
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΄Αρα P P
Ť

XPKY supppXq και καταλήγουµε ότι

Y Ă
ď

XPKY

supppXq (5.29)

Εύκολα αποδεικνύουµε ότι
ď

XPKY

supppXq Ă Y (5.30)

Από τις σχέσεις (5.29), (5.30) συµπεραίνουµε ότι
ď

XPKY

supppXq “ Y

Με ϐάση την τελευταία σχέση αποδεικνύουµε ότι :

pΨ ˝ ΦqpY q “ ΨpΦpY qq “ ΨpKY q “ supppKY q “
ď

XPKY

supppXq “ Y

δηλαδή Ψ ˝ Φ “ IdG. Αντίστοιχα ϑεωρούµε ένα ϱιζικό thick τανυστικό ιδεώδες J Ă K. Τότε
χρησιµοποιώντας την Πρόταση 5.4.10 και το γεγονός ότι το τανυστικό ιδεώδες J είναι ϱιζικό,
έχουµε:

pΦ ˝ΨqpJ q “ ΦpΨpJ qq “ ΦpsupppJ qq “ KsupppJ q “
?
J “ J

δηλαδή Φ ˝Ψ “ IdR. Συνεπώς αποδείξαµε ότι η απεικόνιση Φ: G ÝÑ R είναι «1-1» και «επί» µε
αντίστροφη την απεικόνιση Ψ: R ÝÑ G. �

Παρατήρηση 5.4.12. Η συνθήκη Y “
Ť

iPYi
Yi, µε SpcpKqzYi ηµισυµπαγή για κάθε i P I, είναι

γνωστή ως συνθήκη Thomason. Στην περίπτωση που ο τοπολογικός χώρος SpcpKq είναι χώρος της
Noether, η συνθήκη Thomason µπορεί να αντικατασταθεί από την απλούστερη συνθηκή: «το
σύνολο Y είναι specialization closed», την οποία ϑα ορίσουµε παρακάτω.

Ορισµός 5.4.13. ΄Εστω X ένας τοπολογικός χώρος. ΄Ενα υποσύνολο Y του X καλείται specia-
lization closed αν είναι ένωση κλειστών υποσυνόλων του X.

Παρατήρηση 5.4.14. Ισοδύναµα µε τον Ορισµό 5.4.13, ένα υποσύνολο Y Ă X ενός τοπολογικού
χώρου X είναι specialization closed αν ισχύει η ακόλουθη συνεπαγωγή:

y P Y ùñ tyu Ă Y

Χρησιµοποιώντας την παραπάνω έννοια των specialization closed υποσυνόλων ενός τοπολογι-
κού χώρου, µπορούµε να ορίσουµε µια κλάση από support data, τις ταξινοµούσες support data.
Αυτές οι support data έχουν κεντρικό ϱόλο στη διατριβή µιας και όπως ϑα δούµε στη συνέχεια
όταν η support data είναι ταξινοµούσα υπάρχει µια πολύ καλή περιγραφή για το ϕάσµα του
Balmer της κατηγορίας K.

Ορισµός 5.4.15. ΄Εστω K µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία. Μία support data pT, σq καλεί-
ται ταξινοµούσα support data (classifying support data) αν ισχύουν οι ακόλουθες συνθήκες :

1. Ο τοπολογικός χώρος T είναι χώρος της Noether και κάθε µη-κενό, ανάγωγο, κλειστό υποσύ-
νολο Z Ă T έχει µοναδικό γενικό σηµείο (generic point). ∆ηλαδή υπάρχει µοναδικό x P Z,
τέτοιο ώστε txu “ Z.

2. Υπάρχει µια «1-1» και «επί» απεικόνιση

θ : tY Ă T | Y : specialization closedu ÝÑ tJ Ă K | J : ϱιζικό thick τανυστικό ιδεώδεςu

που ορίζεται ως
Y ÞÝÑ tX P K | σpXq Ă Y u

µε αντίστροφη την απεικόνιση

J ÞÝÑ σpJ q :“
ď

XPJ
σpXq.
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Θα ολοκληρώσουµε το κεφάλαιο της ϑεωρίας του Balmer αποδεικνύοντας το ακόλουθο ϑεώ-
ϱηµα το οποίο είναι ίσως το πλέον σηµαντικό, αφού εξασφαλίζει ότι η απεικόνιση του Θεωρήµατος
5.3.6 είναι, κάτω από ορισµένες συνθήκες για την support data, οµοιοµορφισµός. Το ϑεώρηµα
αυτό δηµοσιεύθηκε στο άρθρο [2] του Balmer.

Θεώρηµα 5.4.16. (P. Balmer, 2005) Υποθέτουµε ότι pT, σq είναι µία ταξινοµούσα support data
στην τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία K. Τότε η απεικόνιση f : T ÝÑ SpcpKq του Θεωρήµατος
5.3.6 είναι οµοιοµορφισµός.

Απόδειξη. Υπενθυµίζουµε ότι η απεικόνιση στην οποία αναφερόµαστε είναι η απεικόνιση

f : T ÝÑ Spc pKq , fpxq :“ tX P K |x R σpXqu

η οποία γνωρίζουµε ότι είναι συνεχής και σpXq “ f´1psupppXqq. Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε
τον ακόλουθο ισχυρισµό:

Ισχυρισµός: Κάθε κλειστό υποσύνολο Z Ă T είναι της µορφής Z “ σpXq, για κάποιο
αντικείµενο X P K.

Απόδειξη ισχυρισµού: Γνωρίζουµε ότι σpX1q Y ¨ ¨ ¨ Y σpXnq = σpX1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Xnq και ο το-
πολογικός χώρος T είναι χώρος της Noether. Αρχικά ϑα αποδείξουµε ότι αν Y Ă T , είναι ένα
µη-κενό, κλειστό υποσύνολο του T , τότε το υποσύνολο Y γράφεται σαν πεπερασµένη ένωση ανά-
γωγων υποσυνόλων. Θεωρούµε τη συλλογή A που αποτελείται από µη-κενά, κλειστά υποσύνολα
του T , τα οποία δεν γράφονται σαν πεπερασµένη ένωση ανάγωγων υποσυνόλων, υποθέτουµε ότι
αυτή η συλλογή δεν είναι κενή και ϑα καταλήξουµε σε άτοπο. Επειδή ο τοπολογικός χώρος T
είναι χώρος της Noether, έπεται ότι η µη-κενή συλλογή A, έχει ένα ελάχιστο στοιχείο Z, το οποίο
δεν µπορεί να γραφεί σαν πεπερασµένη ένωση ανάγωγων υποσυνόλων του T . Τότε το υποσύνολο
Z δεν είναι, επίσης, ανάγωγο. ΄Αρα µπορεί να γραφεί σαν ξένη ένωση δύο κλειστών υποσυνόλων
Z1, Z2 Ă Z, όπου Z1 ‰ Z και Z2 ‰ Z. Επειδή το Z είναι το ελάχιστο στοιχείο της συλλογής A,
προκύπτει ότι τα υποσύνολα Z1, Z2 Ă Z δεν ανήκουν στην συλλογή A. ΄Αρα µπορούν να γραφούν
σαν πεπερασµένη ένωση ανάγωγων υποσυνόλων του T . ΄Οµως σε αυτήν την περίπτωση το ίδιο
ϑα συνέβαινε και µε το Z, το οποίο ωστόσο ανήκει στη συλλογή A και καταλήγουµε σε άτοπο.
Εποµένως αρκεί να αποδείξουµε τον ισχυρισµό για κάποιο ανάγωγο, κλειστό υποσύνολο Z “ txu,
όπου x P T . ΄Οµως

txu “ Z “ θ´1pθpZqq “
ď

XPθpZq

σpXq

όπου θ είναι η απεικόνιση του Ορισµού 5.4.15. ΄Αρα υπάρχει αντικείµενο X P θpZq Ă K τέτοιο
ώστε x P σpXq Ă Z. Εποµένως txu Ă σpXq Ă Z “ txu, δηλαδή σpXq “ txu. ΄Αρα

Z “ σpXq, για κάποιο X P K

Για x P T ϑέτουµε
Y pxq :“

 

y P T |x R tyu
(

Θα αποδείξουµε ότι σύνολο Y pxq είναι specialization closed υποσύνολο του τοπολογικού χώρου
X. Αρκεί να αποδείξουµε ότι για κάθε στοιχείο y P Y pxq, προκύπτει ότι tyu Ă Y pxq. Θεωρούµε
ένα στοιχείο y P Y pxq. Από τον ορισµό του συνόλου Y pxq προκύπτει ότι x R tyu. Επιπλέον
υποθέτουµε ότι z P tyu. Αυτό σηµαίνει ότι

tzu Ă tyu ùñ tzu Ă tyu “ tyu

Υποθέτουµε ότι z R Y pxq. Τότε

x P tzu Ă tyu ùñ x P tyu ùñ y R Y pxq

Με αυτόν τον τρόπο καταλήγουµε σε άτοπο γιατί ξεκινήσαµε υποθέτοντας ότι y P Y pxq. Εποµένως
ισχύει ότι z P Y pxq και καταλήξαµε στο ότι

tyu Ă Y pxq
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Τελικά αποδείξαµε ότι το Y pxq είναι specialization closed. Στη συνέχεια ϑεωρούµε ένα αντικείµενο
X P K. Θα αποδείξουµε ότι αν σpXq Ă Y pxq τότε ισχύει ότι x R σpXq. Υποθέτουµε ότι σpXq Ă
Y pxq. Τότε γνωρίζουµε ότι x R Y pxq διότι, αν x P Y pxq, ϑα ίσχυε ότι x R txu, το οποίο είναι άτοπο.
΄Οµως σpXq Ă Y pxq και άρα x R σpXq.

Αντίστροφα, γνωρίζουµε ότι το υποσύνολο σpXq Ă SpcpKq είναι κλειστό. ΄Αρα το σpXq είναι
specialization closed. Εποµένως ισχύει η ακόλουθη συνεπαγωγή:

y P σpXq ùñ tyu Ă σpXq

Υποθέτουµε ότι x R σpXq και ϑεωρούµε ένα στοιχείο y P T , τέτοιο ώστε y P σpXq. ΄Οµως

y P σpXq ùñ tyu Ă σpXq ùñ x R tyu ùñ y P Y pxq

Τελικά
σpXq Ă Y pxq

και αποδείξαµε την ακόλουθη ισοδυναµία:

σpXq Ă Y pxq ðñ x R σpXq

Με ϐάση τα παραπάνω προκύπτει ότι

θpY pxqq “ tX P K | σpXq Ă Y pxqu “ tX P K | x R σpXqu “ fpxq

΄Εστω x1, x2 P T , τέτοια ώστε fpx1q “ fpx2q. Τότε

fpx1q “ fpx2q ùñ θpY px1qq “ θpY px2qq ùñ Y px1q “ Y px2q ùñ tx1u “ tx2u ùñ x1 “ x2

Εποµένως αποδείξαµε ότι η απεικόνιση f είναι «1-1».
΄Εστω P ένα πρώτο τανυστικό ιδεώδες της K. Επειδή η απεικόνιση θ είναι «επί», ισχύει ότι

υπάρχει ένα spesialization closed υποσύνολο Y Ă T , τέτοιο ώστε P “ θpY q. Ακόµη ισχύει ότι
P ‰ K, αφού το P είναι πρώτο. Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει X P K, τέτοιο ώστε X R P “ θpY q.
΄Αρα υπάρχει x P T zY , τέτοιο ώστε θpxq “ X, συνεπώς T zY ‰ H. ΄Εστω x, y P T zY . Επειδή
τα σύνολα txu και tyu είναι κλειστά, από τον ισχυρισµό που αποδείξαµε, ξέρουµε ότι υπάρχουν
αντικείµενα X1, X2 P K, τέτοια ώστε

txu “ σpX1q και tyu “ σpX2q

΄Οµως x, y R Y , εποµένως X1, X2 R θpY q “ P. Επειδή το P είναι πρώτο προκύπτει ότι X1bX2 R

P “ θpY q “ tX P K | σpXq Ă Y u, δηλαδή σpX1 bX2q Ć Y . Τότε υπάρχει z P T zY τέτοιο ώστε
z P σpX1 bX2q “ σpX1q X σpX2q “ txu X tyu. Εποµένως

tzu Ă txu και tzu Ă tyu

Θεωρούµε την µη-κενή οικογένεια από κλειστά σύνολα:

F :“ ttxu Ă T |x P T zY u

η οποία έχει την ιδιότητα, ότι κάθε δύο στοιχεία της δέχονται κάτω ϕράγµα ως προς τη σχέση
έγκλεισης. Από την άλλη επειδή ο τοπολογικός χώρος T είναι χώρος της Noether, εξ΄ ορισµού ϑα
υπάρχει minimal στοιχείο στην F , το οποίο είναι το κάτω ϕράγµα για την F από την παραπάνω
αιτιολόγηση. Εποµένως υπάρχει x P T zY , τέτοιο ώστε

ty P T | x P tyuu

Αντίστροφα γνωρίζουµε ότι το Y είναι specialization closed. Αν tyu Ă Y , τότε

x P tyu Ă Y ùñ x P Y
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΄Οµως αυτό είναι άτοπο διότι x P T zY . ΄Αρα tyu Ć Y και επειδή το Y είναι specialization closed
προκύπτει ότι y R Y . Συνεπώς,

ty P T | x P tyuu Ă T zY

Τελικά
T zY “ ty P T | x P tyuu

Με άλλα λόγια
Y “ ty P T | x R tyuu “ Y pxq

Εποµένως P “ θpY q “ θpY pxqq “ fpxq, το οποίο αποδεικνύει ότι η f είναι «επί». Τέλος για ένα
αντικείµενο X P K, επειδή f´1psupppXqq “ σpXq, προκύπτει ότι fpσpXqq “ supppXq. ΄Οµως
από τον ισχυρισµό που αποδείξαµε παραπάνω, ξέρουµε ότι κάθε κλειστό υποσύνολο του T είναι
της µορφής σpXq, για κάποιο X P K. Εποµένως οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι η απεικόνιση
f είναι κλειστή. Τελικά αποδείξαµε ότι η απεικόνιση

f : T ÝÑ Spc pKq

είναι οµοιοµορφισµός. �

Παρατήρηση 5.4.17. Η χρησιµότητα του ϑεωρήµατος του Balmer είναι µεγάλη καθώς µας ε-
πιτρέπει κάτω από ορισµένες συνθήκες να περιγράψουµε πλήρως το ϕάσµα του Balmer µιας
τανυστικής τριγωνισµένης κατηγορίας. Συνήθως το ϕάσµα των πρώτων thick τανυστικών ιδεωδών
της κατηγορίας αποτελεί ένα σύνθετο και περίπλοκο σύνολο. Εφαρµόζοντας το Θεωρήµα 5.4.16
ταυτίζουµε το ϕάσµα µε έναν τοπολογικό χώρο, ο οποίος συχνά είναι αρκετά απλούστερος και
µας δίνει επαρκή πληροφορία για την κατηγορία στην οποία εργαζόµαστε. Γενικές πληροφο-
ϱίες για διακεκριµένα παραδείγµατα και εφαρµογές της ϑεωρίας του Balmer και συγκεκριµένα
του Θεωρήµατος 5.4.16 µπορεί κανείς να ϐρει στα [2] και [3]. Στην διατριβή ϑα επιλέξουµε να
παρουσιάσουµε εφαρµογές αυτής της ϑεωρίας σε δυο κατηγορίες που εµφανίζονται στην Θεωρία
Αναπαραστάσεων, στη Μεταθετική ΄Αλγεβρα και στην Αλγεβρική Γεωµετρία.
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Κεφάλαιο 6

Το Φάσµα της Ευσταθούς
Κατηγορίας των Προτύπων

Στο παρών κεφάλαιο ϑα εφαρµόσουµε την ϑεωρία ταξινόµησης του Balmer στην ευσταθή
κατηγορία των προτύπων KG-mod υπεράνω της οµάδας άλγεβρας KG. ΄Οπως έχουµε δει σε
προηγούµενο κεφάλαιο της διατριβής η κατηγορία KG-mod εφοδιασµένη µε το τανυστικό γινόµε-
νο bK του σώµατος K, αποκτά δοµή τανυστικής τριγωνισµένης κατηγορίας. Στο δρόµο προς την
εφαρµογή της ϑεωρίας του Balmer αρχικά ϑα παρουσιάσουµε κάποιες απαραίτητες έννοιες από
την Οµολογική ΄Αλγεβρα που αφορούν το συναρτητή επέκταστης Ext, ο οποίος ϑα µας απασχολήσει
στην πρώτη ενότητα του κεφαλαίου. Ακόµη ϑα περιγράψουµε τον τρόπο µε τον οποίον οι οµάδες
συνοµολογίας H‚pG,Kq αποκτούν δοµή ϐαθµωτού δακτυλίου. Στην επόµενη ενότητα ϑα παρα-
ϑέσουµε συνοπτικά επιλεγµένα στοιχεία από τη ϑεωρία των ποικιλοτήτων προτύπων, όπως αυτά
παρουσιάζονται στο [7]. Οι ποικιλότητες προτύπων είναι απαραίτητες για να ορίσουµε support
data στην κατηγορία KG-mod. Κλείνοντας το κεφάλαιο ϑα εφαρµόσουµε το ϑεώρηµα ταξινόµη-
σης του Balmer στην ευσταθή κατηγορία των προτύπων, δίνοντας έτσι µια πλήρη περιγραφή του
ϕάσµατος των πρώτων thick τανυστικών ιδεωδών της κατηγορίας.

6.1 Ο Συναρτητής Ext

Σε αυτήν την ενότητα ϑα παρουσιάσουµε την κατασκευή του συναρτητή Ext και ϑα παραθέσουµε
κάποιες ϐασικές ιδιότητες αυτού. ∆εδοµένου ότι η κατασκευή του είναι από τις ϑεµελιώδεις στην
Οµολογική ΄Αλγεβρα, ϑα επικεντρωθούµε στα κύρια σηµεία, χωρίς να αναφερθούµε σε πολλές λε-
πτοµέρειες. Για περισσότερες πληροφορίες ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στις ενότητες (2.4),
(2.5) και (2.6) του [6]. Επιπλέον όπως προαναφέραµε ϑα εφοδιάσουµε τις οµάδες συνοµολογίας
H‚pG,Kq, όπου G είναι µια πεπερασµένη οµάδα και K ένα σώµα χαρακτηριστικής p | |G|.

Θα ξεκινήσουµε υπενθυµίζοντας κάποιες στοιχειώδεις έννοιες από την Οµολογική ΄Αλγεβρα.

Ορισµός 6.1.1. ΄Εστω Λ ένας δακτύλιος.

1. Μια προβολική ανάλυση (projective resolution) ενός Λ-προτύπου M είναι µια ακριβής
ακολουθία

P‚ : ¨ ¨ ¨ // P2
d2 // P1

d1 // P0
d0 // M

όπου Pn είναι προβολικά Λ-πρότυπα.

2. Μια ενέσιµη ανάλυση (injective resolution) ενός Λ-προτύπου M είναι µια ακριβής ακο-
λουθία

I‚ : M
δ0

// I0
δ1

// I1
δ2

// I2 // ¨ ¨ ¨

όπου In είναι ενέσιµα Λ-πρότυπα.

213
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΄Εστω X ένα αριστερό Λ-πρότυπο και

P‚ : ¨ ¨ ¨ // P2
d2 // P1

d1 // P0
d0 // M

µια προβολική ανάλυση ενός αριστερού Λ-προτύπου M . Εφαρµόζουµε στην προβολική ανάλυση
P‚ τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή HomΛp-, Xq και προκύπτει η ακριβής ακολουθία

HomΛpP‚, Xq : HomΛpM,Xq // HomΛpP0, Xq // HomΛpP1, Xq // ¨ ¨ ¨

Τότε ορίζουµε
ExtnΛpM,Xq “ HnpHomΛpP‚, Xqq

Παρατήρηση 6.1.2. 1. Οι συναρτητές ExtnΛp-, Xq είναι οι δεξιά παραγόµενοι συναρτητές του
συναρτητή HomΛp-, Xq. ∆ηλαδή

Rn HomΛp-, Xq “ ExtnΛp-, Xq

2. Επειδή ο συναρτητής HomΛp-, Xq είναι αριστερά ακριβής, ισχύει ότι

Ext0ΛpM,Xq “ HomΛpM,Xq

Θα διατυπώσουµε, τώρα, τον ορισµό της επαυξηµένης άλγβερας.

Ορισµός 6.1.3. Μια επαυξηµένη άλγεβρα (augmented algebra) Λ πάνω από έναν µεταθετικό
δακτύλιο R είναι µια άλγεβρα Λ µαζί µε έναν επιµορφισµό αλγεβρών ε : Λ ÝÑ R. Ο οµοµορφισµός
ε καλείται απεικόνιση επαύξησης (augmentation map).

Σχόλιο 6.1.4. ΄Εστω Λ µια επαυξηµένη R-άλγεβρα µε απεικόνιση επαύξησης ε : Λ ÝÑ R. Τότε
ο δακτύλιος R αποκτά δοµή αριστερού Λ-προτύπου, µέσω της δράσης :

¨ : ΛˆR ÝÑ R, λ ¨ x “ εpλqx

Ορισµός 6.1.5. ΄Εστω Λ µια επαυξηµένη R-άλγεβρα καιM ένα Λ-πρότυπο. Ορίζουµε τις οµάδες
συνοµολογίας (cohomology groups) µε συντελεστές στο πρότυπο M ως

HnpΛ,Mq “ ExtnΛpR,Mq

Στη συνέχεια υποθέτουµε ότι Λ είναι ένας δακτύλιος καιM ,M 1 είναι δύο αριστερά Λ-πρότυπα.
Θα επιχειρήσουµε να περιγράψουµε τα στοιχεία που περιέχει η οµάδα ExtnΛpM,M 1q. Για το
σκοπό αυτό ϑα ορίσουµε και ϑα παραθέσουµε κάποιες ϐασικές ιδιότητες των, λεγόµενων, n-οστών
επεκτάσεων ενός προτύπου. Λόγω της σύνδεσης του συναρτητή Ext µε τις επεκτάσεις προτύπων
έχει επικρατήσει αυτός ο συναρτητής να καλείται συναρτητής επέκτασης.

Ορισµός 6.1.6. ΄Εστω Λ ένας δακτύλιος και M,M 1 δύο αριστερά Λ-πρότυπα. Μια ακριβής ακο-
λουθία της µορφής

0 // M 1 // Mn´1
// ¨ ¨ ¨ // M0

// M // 0

καλείται n-οστή επέκταση (n-fold extension) του M κατά M 1. Για n “ 1 η n-οστή επέκταση
καλείται απλώς επέκταση (extension).

Ας είναι
0 // M 1 // Mn´1

// ¨ ¨ ¨ // M0
// M // 0

και
0 // M 1 // M 1

n´1
// ¨ ¨ ¨ // M 1

0
// M // 0
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δύο n-οστές επεκτάσεις τουM κατάM 1. Αυτές είναι ισοδύναµες αν το ακόλουθο διάγραµµα είναι
µεταθετικό :

0 // M 1 // Mn´1
//

��

¨ ¨ ¨ // M0

��

// M // 0

0 // M 1 // M 1
n´1

// ¨ ¨ ¨ // M 1
0

// M // 0

Ορισµός 6.1.7. Ορίζουµε την αβελιανή οµάδα ExtnΛpM,M 1q ως το σύνολο των κλάσεων ισοδυνα-
µίας των n-οστών επεκτάσεων του M κατά M 1.

Παράδειγµα 6.1.8. Η αβελιανή οµάδα Ext1ΛpM,M 1q είναι το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας
των επεκτάσεων

0 // M 1 // M0
// M // 0

Σε αυτήν την περίπτωση δύο επεκτάσεις

0 // M 1 // M0
// M // 0

και
0 // M 1 // M 1

0
// M // 0

είναι ισοδύναµες αν υπάρχει ένας ισοµορφισµός

0 // M 1 // M0
//

��

M // 0

0 // M 1 // M 1
0

// M // 0

µεταξύ σύντοµων ακριβών ακολουθιών.

Συµβολισµός: 1. Αν M είναι ένα Λ-πρότυπο συµβολίζουµε Ω̃pMq τον πυρήνα ενός επιµορ-
ϕισµού P ÝÑM , όπου το P είναι προβολικό Λ-πρότυπο, ενώ

Ω̃n “ Ω ˝ Ω ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ Ω
looooooomooooooon

n´ϕορές

2. ΄Εστω ζ P ExtnΛpM,M 1q. Συµβολίζουµε µε ζ̂ την απεικόνιση:

ζ̂ : Ω̃npMq ÝÑM 1

ενώ Lζ :“ Kerpζ̂q.

Ακολούθως στοχεύουµε να δώσουµε στην αβελιανή οµάδα ExtnΛpM,Mq δοµή δακτυλίου. Για
να το πετύχουµε αυτό ϑα ορίσουµε µια πράξη σύνθεσης ανάµεσα στα στοιχεία των ExtmΛ pM 1,M2q

και ExtnΛpM,M 1q, για κάποια αριστερά Λ-πρότυπα M , M 1 και M2, όπου M , M 1 και M2 είναι
αριστερά Λ-πρότυπα.

Ορισµός 6.1.9. ΄Εστω Λ ένας δακτύλιος καιM ,M 1 καιM2 αριστερά Λ-πρότυπα. Υποθέτουµε ότι
οι ακριβείς ακολουθίες

0 // M 1 // Mn´1
// ¨ ¨ ¨ // M0

// M // 0

και
0 // M 1 // M 1

m´1
// ¨ ¨ ¨ // M 1

0
// M // 0
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αναπαριστούν δύο στοιχεία ζ P ExtnΛpM,M 1q και η P ExtmΛ pM
1,M2q αντίστοιχα. Τότε ορίζεται η

συγκόλληση Yoneda (Yoneda splice):

0 // M2 // M 1
m´1

// ¨ ¨ ¨ // M 1
0

//

��

Mn´1
// ¨ ¨ ¨ // M0

// M // 0

M 1

<<

��
0

==

0

η οποία αναπαριστά το στοιχείο η ˝ ζ P Extn`mΛ pM,M2q. Ακολούθως επάγεται µια διγραµµική
απεικόνιση

ExtmΛ pM
1,M2q ˆ ExtnΛpM,M 1q ÝÑ Extm`nΛ pM,M2q

η οποία καλείται σύνθεση Yoneda (Yoneda composition).

΄Επειτα ϑα υπενθυµίσουµε τον ορισµό του ϐαθµωτού δακτυλίου και ϑα παραθέσουµε µερι-
κούς ακόµη ορισµούς εννοιών που πηγάζουν από τη ϑεωρία των ϐαθµωτών δακτυλίων και ϑα
χρησιµοποιηθούν στη συνέχεια.

Ορισµός 6.1.10. ΄Ενας ϐαθµωτός δακτύλιος (graded ring) είναι ένας δακτύλιος R‹ µαζί µε µια
οικογένεια tRnuně0 προσθετικών υποοµάδων του R‹ τέτοιων ώστε :

1. R‹ “
À

ně0Rn

2. RnRm Ă Rn`m, για κάθε n,m ě 0.

Ορισµός 6.1.11. ΄ΕστωR‹ ένας ϐαθµωτός δακτύλιος. ΄Ενα µη-µηδενικό στοιχείο x P Rn καλείται
οµογενές στοιχείο (homogeneous element) του R‹ ϐαθµού n και συµβολίζουµε degpxq “ n.

Ορισµός 6.1.12. ΄Ενας ϐαθµωτός δακτύλιος R‹ καλείται ϐαθµωτά µεταθετικός δακτύλιος
(graded commutative ring) αν για κάθε δυο οµογενή στοιχεία x, y ισχύει ότι :

xy “ p´1qdegpxqdegpyqyx

Παρατήρηση 6.1.13. Η σύνθεση Yoneda είναι προσεταιριστική πράξη και καθιστά την αβελιανή
οµάδα

Ext‹ΛpM,Mq “
à

ně0

ExtnΛpM,Mq

έναν ϐαθµωτό δακτύλιο.

Παρατήρηση 6.1.14. 1. ΄Εστω M , M 1 δυο Λ-πρότυπα. Τότε η αβελιανή οµάδα Ext‹ΛpM,M 1q

είναι ένα Ext‹ΛpM
1,M 1q-Ext‹ΛpM,Mq-διπρότυπο.

2. Ο ϐαθµωτός δακτύλιος Ext‹ΛpM,Mq δεν είναι µεταθετικός δακτύλιος.

3. ΄Εστω ζ P ExtnΛpM,M 1q και η P ExtmΛ pM
1,M2q είναι δύο στοιχεία που παριστάνονται από

τις απεικονίσεις ζ̂ : Ω̃pMq ÝÑ M 1 και η̂ : Ω̃pM 1q ÝÑ M2 αντίστοιχα. Τότε ϑεωρούµε την
απεικόνιση

Ω̃mpζ̂q : Ω̃n`mpMq ÝÑ Ω̃mpM 1q

και ϑέτουµε
ˆη ˝ ζ :“ η̂ ˝ Ω̃mpζ̂q : Ω̃n`mpMq ÝÑM2

Η απεικόνιση ˆη ˝ ζ είναι αντιπρόσωπος της συγκόλλησης Yoneda των παραπάνω απεικονί-
σεων.
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Στη συνέχεια ϑα δούµε ότι αν ο δακτύλιος Λ είναι µια οµάδα άλγεβρα RG, ο δακτύλιος
H‹pG,Rq “ Ext‹RGpR,Rq είναι ϐαθµωτά µεταθετικός δακτύλιος. Για το σκοπό αυτό ϑα ορίσουµε
µια νέα πράξη ανάµεσα στα στοιχεία του δακτυλίου Ext‹RGpR,Rq, η οποία καλείται cup product.
Η παρουσίαση του cup product ϑα είναι συνοπτική και για περισσότερες πληροφορίες ο αναγνώ-
στης µπορεί να ανατρέξει στο [6].

Θεωρούµε µια οµάδα άλγεβρα RG η οποία είναι ένα προβολικό R-πρότυπο και M,M 1, N,N 1

RG-πρότυπα τα οποία είναι προβολικά σαν R-πρότυπα. Με αυτές τις συνθήκες ορίζουµε το cup
product:

Y : ExtmRGpM,M 1q ˆ ExtnRGpN,N
1q ÝÑ Extm`nRG pM bR N,M

1 bR N
1q

ως εξής : ϑεωρούµε δύο στοιχεία ζ P ExtmRGpM,M 1q, η P ExtnRGpN,N 1q και ας είναι

0 // M 1 // Mm´1
// ¨ ¨ ¨ // M0

// M // 0

και
0 // N 1 // Nn´1

// ¨ ¨ ¨ // N0
// N // 0

δύο ακριβείς ακολουθίες που τα αναπαριστούν. Επιλέγουµε τις ακολουθίες

0 // M 1 // Pm´1{Lζ // ¨ ¨ ¨ // P0
// M // 0

και
0 // N 1 // Qn´1{Lη // ¨ ¨ ¨ // Q0

// M // 0

για να εξασφαλίσουµε ότι τα πρότυπα Mi, Nj είναι προβολικά. Χρησιµοποιώντας τα Πορίσµατα
2.7.2 και 2.7.3 του [6], προκύπτει ότι το τανυστικό γινόµενο, υπεράνω του R, των ακολουθιών

0 // M 1 // Mm´1
// ¨ ¨ ¨ // M0

// M // 0

και
0 // N 1 // Nn´1

// ¨ ¨ ¨ // N0
// N // 0

είναι η ακολουθία

0 // M 1 bR N
1 // pMm´1 bR N

1q ‘ pM 1 bR Nn´1q // ¨ ¨ ¨ // M0 bR N0

µε οµολογία στη µηδενική ϑέση ίση µε M bR N . Συνεπώς προκύπτει ότι η ακριβής ακολουθία

0 // M 1 bR N
1 // pMm´1 bR N

1q ‘ pM 1 bR Nn´1q // ¨ ¨ ¨ // M0 bR N0
// M bR N // 0

είναι µια pm ` nq-οστή επέκταση του M bR N κατά M 1 bR N 1, άρα αναπαριστά το στοιχείο
ζ Y η P Extm`nRG pM bR N,M

1 bR N
1q. Ακόµη γνωρίζουµε ότι µια οµάδα άλγεβρα RG είναι µια

συµµεταθετική (cocommutative) Hopf άλγεβρα και για περισσότερες πληροφορίες παραπέµπουµε
στο [6, Section 3.1]. Σε αυτήν την περίπτωση το τανυστικό γινόµενο συµπλόκων είναι ϐαθµωτά
µεταθετικό, µε την έννοια ότι υπάρχει ένας ισοµορφισµός συµπλόκων:

C‚ bR D‚ ÝÑ D‚ bR C‚, xb y ÞÝÑ p´1qdegpxqdegpyqy b x

Από την παραπάνω ανάλυση συµπεραίνουµε ότι το cup product είναι ϐαθµωτά µεταθετικό και
καθιστά τον δακτύλιο Ext‹RGpR,Rq έναν ϐαθµωτά µεταθετικό δακτύλιο µε µονάδα.

Παρατήρηση 6.1.15. ΄Εχουµε ορίσει δύο γινόµενα στον δακτύλιο Ext‹RGpR,Rq, τη σύνθεση Yoneda
και το cup product. Από τον τρόπο ορισµού τους παρατηρούµε ότι κάθε cup product µπορούµε
να το δούµε ως σύνθεση Yoneda. Το αντίστροφο δεν ισχύει αφού, για παράδειγµα, η σύνθεση Yo-
neda γενικά δεν είναι ϐαθµωτά µεταθετική πράξη στον δακτύλιο Ext‹KGpM,Mq για κάποιο σώµα
K.
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6.2 Ποικιλότητες Προτύπων

Υποθέτουµε ότι G είναι µια πεπερασµένη οµάδα και M ένα RG-πρότυπο. Από το Θεώρηµα
του Evens [7, Theorem 4.2.1] καθώς και το Πόρισµα αυτού [7, Corollary 4.2.2] γνωρίζουµε ότι
ο δακτύλιος H‹pG,Rq είναι ένας πεπερασµένα παραγόµενος ϐαθµωτός δακτύλιος, από οµογενή
στοιχεία ως δακτύλιος πάνω από τον R. Ακόµη, όπως είδαµε στην προηγούµενη ενότητα, ο
δακτύλιος H‹pG,Rq “ Ext‹RGpR,Rq είναι ϐαθµωτά µεταθετικός, δηλαδή πολλαπλασιάζοντας δύο
οµογενή στοιχεία x, y ισχύει ότι :

xy “ p´1qdegpxqdegpyqyx

Από εδώ και στο εξής ο δακτύλιος R ϑα είναι ένα σώµα K µε χαρακτηριστική έναν πρώτο αριθµό
p τέτοιο ώστε p | |G|. ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις για τη χαρακτηριστική charpKq του σώµατος
K:

• charpKq “ 2

• charpKq ą 2, δηλαδή η χαρακτηριστική να είναι περιττός αριθµός.

Στην πρώτη περίπτωση, για charpKq “ 2, ο δακτύλιος H‹pG,Kq είναι προφανώς µεταθετικός
δακτύλιος, αφού για κάθε δύο στοιχεία x, y ανεξαρτήτου ϐαθµού ισχύει ότι xy “ yx. Στην
περίπτωση κατά την οποία charpKq ą 2, ο υποδακτύλιος

HevpG,Kq “
à

nP2Z
HnpG,Kq

που γεννάται από στοιχεία άρτιου ϐαθµού είναι επίσης ένας µεταθετικός δακτύλιος.

Ορισµός 6.2.1. Ορίζουµε τον ϐαθµωτό δακτύλιο :

H‚pG,Kq :“

#

H‹pG,Kq, αν charpKq “ 2

HevpG,Kq, αν charpKq ą 2

Ο δακτύλιος H‚pG,Kq είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος.

Στη συνέχεια ϑα ορίσουµε την κλασική κατασκευή του προβολικού ϕάσµατος των οµογενών
πρώτων ιδεωδών ενός µεταθετικού ϐαθµωτού δακτυλίου, το οποίο µπορεί να εφοδιαστεί µε δοµή
τοπολογικού χώρου. Χρησιµοποιώντας αυτήν την κατασκευή µπορούµε να ορίσουµε τον προβο-
λικό ϕάσµα του δακτυλίου H‚pG,Kq, το οποίο ϑα αποτελέσει ϑεµελιώδη τοπολογικό χώρο για την
ανάπτυξη της ϑεωρίας του Balmer στην ευσταθή κατηγορία των προτύπων που εργαζόµαστε.

Ορισµός 6.2.2. ΄Εστω R “
À

ně0Rn ένας µεταθετικός ϐαθµωτός δακτύλιος. Το προβολικό
ϕάσµα πρώτων ιδεωδών (projective prime ideal spectrum) του R, συµβολίζεται µε Proj-R και
είναι το σύνολο των οµογενών πρώτων ιδεωδών που δεν περιέχουν το ιδεώδες

À

ně1Rn.

Παρατήρηση 6.2.3. 1. ΄Εστω R “
À

ně0Rn ένας µεταθετικός ϐαθµωτός δακτύλιος. Το σύ-
νολο Proj-R αποκτά δοµή τοπολογικού χώρου µε την τοπολογία Zariski. Η συλλογή

tV pIq | I οµογενές ιδεώδες του Ru

όπου
V pIq “ tP P Proj-R | I Ă P u Ă Proj-R

αποτελεί τη συλλογή κλειστών υποσυνόλων του Proj-R.

2. Το προβολικό ϕάσµα των πρώτων ιδεωδών Proj-H‚pG,Kq του µεταθετικού ϐαθµωτού δα-
κτυλίου H‚pG,Kq αποτελεί µια προβολική αλγεβρική ποικιλότητα (projective algebraic va-
riety). Αυτή η ϑεώρηση ϑα ϕανεί χρήσιµη στην συνέχεια της ενότητας όπου ϑα ορίσουµε τις
πολλαπλότητες προτύπων, οι οποίες αποτελούν κλειστά υποσύνολα (υποποικιλότητες) της
αλγεβρικής ποικιλότητας Proj-H‚pG,Kq.
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Για την εφαρµογή της ϑεωρίας του Balmer είναι αναγκαίο να ορίσουµε κατάλληλο Ϲεύγος που
αποτελείται από έναν τοπολογικό χώρο και µια αντιστοιχία που «στέλνει» αντικείµενα της κατηγο-
ϱίας σε κλειστά υποσύνολα του τοπολογικού χώρου. Το Ϲεύγος αυτό ϑα είναι µια support data
στην τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία στην οποία εργαζόµαστε, εν προκειµένω στην ευσταθή
κατηγορία των προτύπων. Ο τοπολογικός χώρος τον οποίο ϑα χρησιµοποιήσουµε, ορίστηκε πα-
ϱαπάνω και είναι το προβολικό ϕάσµα των πρώτων ιδεωδών του δακτυλίου H‚pG,Kq. Για τον
ορισµό της κατάλληλης απεικόνισης ϑα χρησιµοποιήσουµε τις λεγόµενες ποικιλότητες προτύπων
(varieties of modules) και παραπέµπουµε τον αναγνώστη στο [7, Section 5.7] για εκτενέστερη
ϑεωρία που τις αφορά.

΄Εστω M ένα KG-πρότυπο. Ορίζουµε την απεικόνιση

ΦM : H‚pG,Kq “ Ext‚KGpK,Kq ÝÑ Ext‹KGpM,Mq

ως εξής : η εικόνα ενός στοιχείου ζ P Ext‚KGpK,Kq µε αντιπρόσωπο µια επέκταση

0 // K // Mn´1
// ¨ ¨ ¨ // M0

// K // 0

είναι ένα στοιχείο ΦM pζq P Ext
‹
KGpM,Mq µε αντιπρόσωπο την επέκταση

0 // M // Mn´1 bK M // ¨ ¨ ¨ // M0 bK M // M // 0

Με άλλα λόγια η απεικόνιση ΦM εφαρµόζει στους αντιπροσώπους των στοιχείων του δακτυλίου
H‚pG,Kq το τανυστικό γινόµενο -bKM .

Λήµµα 6.2.4. Η απεικόνιση ΦM : H‚pG,Kq “ Ext‚KGpK,Kq ÝÑ Ext‹KGpM,Mq για ένα KG-
πρότυπο M αποτελεί οµοµορφισµό δακτυλίων.

Απόδειξη. Η απόδειξη του λήµµατος είναι άµεση. �

Ορισµός 6.2.5. Ορίζουµε την απεικόνιση

VG : KG-mod ÝÑ PpProj-H‚pG,Kqq, VGpMq :“ V pKerΦM q

όπου PpProj-H‚pG,Kqq είναι το δυναµοσύνολο του δακτυλίου H‚pG,Kq.

Παρατήρηση 6.2.6. Από τον ορισµό της τοπολογίας του προβολικού ϕάσµατος των πρώτων ιδεω-
δών ενός µεταθετικού ϐαθµωτού δακτυλίου, ϐλέπουµε ότι το σύνολο VGpMq αποτελεί ένα κλειστό
υποσύνολο του τοπολογικού χώρου Proj-H‚pG,Kq. Συγκεκριµένα το VGpMq καλείται ποικιλό-
τητα του προτύπου M και αποτελεί µια υποποικιλότητα (subvariety) της προβολικής αλγεβρικής
ποικιλότητας Proj-H‚pG,Kq. Συνεπώς η απεικόνιση

VG : KG-mod ÝÑ PpProj-H‚pG,Kqq

αντιστοιχίζει αντικείµενα της ευσταθούς κατηγορίας των προτύπων σε κλειστά υποσύνολα τουProj-H‚pG,Kq.

6.3 Ταξινόµηση thick υποκατηγοριών της KG-mod

Στην τελευταία ενότητα αυτού του κεφαλαίου ϑα χρησιµοποιήσουµε τα αποτελέσµατα των
προηγούµενων παραγράφων για να εφαρµόσουµε τη ϑεωρία του Balmer στην ευσταθή κατηγορία
των προτύπων υπεράνω µιας οµάδας άλγεβρας KG. Συγκεκριµένα: 1) ϑα αποδείξουµε ότι το
Ϲεύγος pProj-H‚pG,Kq, VGq που κατασκευάσαµε στην προηγούµενη ενότητα αποτελεί µια support
data της κατηγορίας KG-mod, και 2) ϑα εφαρµόσουµε το ϑεώρηµα ταξινόµησης του Balmer το
οποίο ϑα µας επιτρέψει να περιγράψουµε το σύνθετο και περίπλοκο αντικείµενο του ϕάσµατος
της τανυστικής τριγωνισµένης κατηγορίας KG-mod µε το απλούστερο αντικείµενο του προβολικού
ϕάσµατος των πρώτων ιδεωδών του δακτυλίου συνοµολογίας H‚pG,Kq. Ο πρώτος στόχος που
περιγράψαµε παραπάνω συνοψίζεται στην ακόλουθη πρόταση:



220 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΤΟ ΦΑΣΜΑ ΤΗΣ ΕΥΣΤΑΘΟΥΣ ΚΑΤΗΓΟΡΙΑΣ ΤΩΝ ΠΡΟΤΥΠΩΝ

Πρόταση 6.3.1. Το Ϲεύγος pProj-H‚pG,Kq, VGq αποτελεί µια support data της κατηγορίαςKG-mod.

Απόδειξη. Για την απόδειξη της πρότασης ϐασιστήκαµε στη διατριβή [23] του Sigstad. Ορισµένα
από τα στοιχεία της ξεπερνούν τα όρια αυτής της διατριβής και για το λόγο αυτό παραπέµπουµε
στη ϐιβλιογραφία. Σύµφωνα µε όσα έχουµε αναπτύξει στη ϐασική ϑεωρία του Balmer, για να
αποδείξουµε ότι το Ϲεύγος pProj-H‚pG,Kq, VGq είναι µια support data, αρκεί να αποδείξουµε ότι
πληρούνται οι ιδιότητες του Ορισµού 5.3.1.

1. ΄Εστω 0 το µηδενικό KG-πρότυπο και K το τετριµµένο KG-πρότυπο, τα οποία είναι το
µηδενικό και το µοναδιαίο αντικείµενο της τανυστικής τριγωνισµένης κατηγορίας KG-mod
αντίστοιχα. Τότε

VGp0q “ V pKerΦ0q “ V pH‚pG,Kqq “ H

και
VGpKq “ V pKerΦKq “ V p0q “ Proj-H‚pG,Kq

2. ΄Εστω M , N δύο KG-πρότυπα της κατηγορίας KG-mod. Εξ΄ ορισµού ισχύει ότι

VGpM ‘Nq “ V pKerΦM‘N q (6.1)

΄Οµως για την απεικόνιση

ΦM‘N : H‚pG,Kq ÝÑ Ext‹KGpM ‘N,M ‘Nq

ισχύει η ακόλουθη παραγοντοποίηση:

H‚pG,Kq

¨

˝

ΦM
ΦN

˛

‚

// Ext‹KGpM,Mq ‘ Ext‹KGpN,Nq
� � // Ext‹KGpM ‘N,M ‘Nq

Εποµένως προκύπτει ότι

V pKerΦM‘N q “ V pKerΦM X KerΦN q

΄Οµως
V pKerΦM X KerΦN q “ V pKerΦM q Y V pKerΦN q (6.2)

Από τις σχέσεις (6.1) και (6.2) προκύπτει ότι :

VGpM ‘Nq “ V pKerΦM q Y V pKerΦN q “ VGpMq Y VGpNq

3. ΄Εστω M ένα KG-πρότυπο της κατηγορίας KG-mod και συµβολίζουµε Σ “ Ω´1 τον tran-
slation συναρτητή της KG-mod. Θεωρούµε µια n-οστή επέκταση

0 // K // Mn´1
// ¨ ¨ ¨ // M0

// K // 0

η οποία είναι αντίπροσωπος ενός στοιχείου ζ P ExtnKGpK,Kq και ας είναι

0 // M // Mn´1 bK M // ¨ ¨ ¨ // M0 bK M // M // 0

ένας αντιπρόσωπος του στοιχείου ΦM pζq P Ext
n
KGpM,Mq. Το στοιχείο ζ ανήκει στον πυρήνα

KerΦM αν και µόνο αν υπάρχει ισοδυναµία επεκτάσεων

0 // M //

��

Mn´1 bK M //

��

¨ ¨ ¨ // M0 bK M

��

// M //

��

0

0 // M // 0 // ¨ ¨ ¨ // 0 // M // 0

(6.3)
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Επίσης η εικόνα του στοιχείου ζ P ExtnKGpK,Kq µέσω του οµοµορφισµού ΦΣM είναι το
στοιχείο ΦΣM pζq P Ext

n
KGpΣM,ΣMq µε αντιπρόσωπο την n-οστή επέκταση

0 // ΣM // Mn´1 bK ΣM // ¨ ¨ ¨ // M0 bK ΣM // ΣM // 0

Επειδή ο συναρτητής Σ είναι ακριβής προκύπτει ο ισοµορφισµός επεκτάσεων

0 // ΣM //

��

Mn´1 bK ΣM //

��

¨ ¨ ¨ // M0 bK ΣM //

��

ΣM //

��

0

0 // ΣM // ΣpMn´1 bK Mq // ¨ ¨ ¨ // ΣpM0 bK Mq // ΣM // 0

Ακόµη γνωρίζουµε ότι ο translation συναρτητής Σ: KG-mod ÝÑ KG-mod είναι ισοδυναµία
κατηγοριών. Εποµένως η ισοδυναµία επεκτάσεων (6.3), υπάρχει αν και µόνο αν υπάρχει η
ισοδυναµία επεκτάσεων

0 // ΣM //

��

ΣpMn´1 bK Mq //

��

¨ ¨ ¨ // ΣpM0 bK Mq //

��

ΣM //

��

0

0 // ΣM // 0 // ¨ ¨ ¨ // 0 // ΣM // 0

Αυτό είναι ισοδύναµο µε το να υπάρχει ισοδυναµία επεκτάσεων

0 // ΣM //

��

Mn´1 bK ΣM //

��

¨ ¨ ¨ // M0 bK ΣM //

��

ΣM //

��

0

0 // ΣM // 0 // ¨ ¨ ¨ // 0 // ΣM // 0

δηλαδή µε το γεγονός ότι το στοιχείο ζ P ExtnKGpK,Kq ανήκει στον πυρήνα του οµοµορφι-
σµού ΦΣM . Συνεπώς αποδείξαµε ότι

KerΦM “ KerΦΣM (6.4)

Τότε, από τη σχέση (6.4), προκύπτει :

VGpMq “ V pKerΦM q “ V pKerΦΣM q “ VGpΣMq.

4. Για την απόδειξη ϐλέπε [8, Proposition 2.2 (d)].

5. Για την απόδειξη ϐλέπε [8, Proposition 2.2 (f )].

�

΄Εχοντας αποδείξει ότι το Ϲεύγος pProj-H‚pG,Kq, VGq αποτελεί support data της κατηγορίας
KG-mod, µπορούµε να προχωρήσουµε στην εφαρµογή του Θεωρήµατος 5.4.16 του Balmer στην
συγκεκριµένη κατηγορία. ΄Οπως προαναφέραµε αυτό ϑα µας επιτρέψει να δώσουµε µια καλή
περιγραφή για το ϕάσµα της κατηγορίας KG-mod.

Θεώρηµα 6.3.2. Υπάρχει ένας οµοιοµορφισµός f : Proj-H‚pG,Kq ÝÑ SpcpKG-modq, όπου

fpP q :“
 

M P KG-mod | P R VGpMq
(

Απόδειξη. Για να εφαρµόσουµε το Θεώρηµα 5.4.16, αρκεί να αποδείξουµε ότι η support data
pProj-H‚pG,Kq, VGq της Πρότασης 6.3.1 είναι µια ταξινοµούσα support data µε την έννοια του
Ορισµού 5.4.15. Αρχικά πρέπει να αποδείξουµε ότι το προβολικό ϕάσµα Proj-H‚pG,Kq του
δακτυλίου συνοµολογίας H‚pG,Kq είναι τοπολογικός χώρος της Noether. Σύµφωνα µε τον Ορισµό



222 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΤΟ ΦΑΣΜΑ ΤΗΣ ΕΥΣΤΑΘΟΥΣ ΚΑΤΗΓΟΡΙΑΣ ΤΩΝ ΠΡΟΤΥΠΩΝ

5.2.28 ένας τοπολογικός χώρος καλείται χώρος της Noether αν κάθε αύξουσα αλυσίδα από
ανοικτά υποσύνολα τερµατίζει. Ισοδύναµα αρκεί να αποδείξουµε ότι κάθε ϕθίνουσα αλυσίδα από
κλειστά τερµατίζει. Ας είναι

Proj-H‚pG,Kq “ V pI0q Ą V pI1q Ą ¨ ¨ ¨

µια ϕθίνουσα αλυσίδα από κλειστά υποσύνολα του Proj-H‚pG,Kq, όπου Ii είναι οµογενή ιδεώδη
του δακτυλίου Proj-H‚pG,Kq. Λόγω του πρώτου σκέλους της Πρότασης Αʹ.0.6 προκύπτει µια
αύξουσα αλυσίδα

a

I0 Ă
a

I1 Ă ¨ ¨ ¨

ιδεωδών του δακτυλίου H‚pG,Kq. ΄Οµως ο δακτύλιος συνοµολογίας H‚pG,Kq είναι δακτύλιος της
Noether σύµφωνα µε το [6, Proposition 4.2.1], εποµένως η αύξουσα αλυσίδα ιδεωδών τερµατίζει.
Συνεπώς

a

Im “
a

Im`1 “ ¨ ¨ ¨

για κάποιοm ě 0 και συµπεραίνουµε ότι η ϕθίνουσα αλυσίδα κλειστών υποσυνόλων του Proj-H‚pG,Kq
επίσης τερµατίζει. Με άλλα λόγια ο τοπολογικός χώρος Proj-H‚pG,Kq είναι χώρος της Noether.
Επιπλέον πρέπει κάθε κλειστό και ανάγωγο υποσύνολο του προβολικού ϕάσµατος Proj-H‚pG,Kq
να έχει µοναδικό γενικό σηµείο (generic point). Η συνθήκη αυτή ικανοποιείται χάρη στο Πό-
ϱισµα Αʹ.0.9 του παραρτήµατος Α΄. Τέλος ϑεωρούµε τα σύνολα G :“ tY Ă Proj-H‚pG,Kq | Y :
specialization κλειστόu, R :“ tJ Ă KG-mod | J : ϱιζικόu και τις απεικονίσεις :

θ : tY Ă Proj-H‚pG,Kq | Y : specialization κλειστόu ÝÑ tJ Ă KG-mod | J : ϱιζικόu

η : tJ Ă KG-mod | J : ϱιζικόu ÝÑ tY Ă Proj-H‚pG,Kq | Y : specialization κλειστόu

όπου
θpY q :“ tM P KG-mod | VGpMq Ă Y u (6.5)

και
ηpJ q :“

ď

MPJ
VGpMq (6.6)

Εν συνεχεία ϑα αποδείξουµε ότι η απεικόνιση θ είναι «1-1» και «επί» µε θ´1 “ η. Θεωρούµε
ένα specialization κλειστό υποσύνολο του προβολικού ϕάσµατος Proj-H‚pG,Kq του δακτυλίου
συνοµολογίας H‚pG,Kq, δηλαδή

Y “
ď

I

V pIq

όπου I είναι οµογενές ιδεώδες του δακτυλίου H‚pG,Kq. ∆οθέντος του (6.5) έχουµε

ηpθpY qq “ VGpθpY qq “
ď

MPθpY q

VGpMq

΄Οµως VGpMq Ă Y για κάθε M P θpY q, άρα
ď

MPθpY q

VGpMq Ă Y (6.7)

Αντίστροφα έστω P P Y ένα πρώτο οµογενές ιδεώδες του δακτυλίου συνοµολογίας. Τότε P P V pIq,
για κάποιο οµογενές ιδεώδες I. Υποθέτουµε ότι

P R
ď

MPθpY q

VGpMq

δηλαδή δεν υπάρχει πρότυπο M P θpY q τέτοιο ώστε P P VGpMq. Με άλλα λόγια δεν υπάρχει
πρότυποM , τέτοιο ώστε VGpMq Ă Y και P P VGpMq. Ωστόσο η τελευταία πρόταση µας οδηγεί σε
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άτοπο λόγω της υπόθεσής µας ότι P P V pIq Ă Y για κάποιο ιδεώδες I του R. Τελικά προκύπτει
ότι

P P
ď

MPθpY q

VGpMq

και άρα
Y Ă

ď

MPθpY q

VGpMq (6.8)

Από τις σχέσεις (6.7), (6.8) προκύπτει ότι

pη ˝ θqpY q “ Y

Ακολούθως ϑεωρούµε ένα ϱιζικό thick τανυστικό ιδεώδες J της ευσταθούς κατηγορίας KG-mod.
Τότε

ηpJ q “
ď

MPJ
VGpMq

όπου VGpMq είναι κλειστό υποσύνολο του προβολικού ϕάσµατος Proj-H‚pG,Kq. Συνεπώς VGpMq “
V pIq, όπου I είναι οµογενές ιδεώδες του δακτυλίου συνοµολογίας. Με άλλα λόγια προκύπτει

ηpJ q “
ď

I

V pIq, όπου V pIq “ VGpMq, M P KG-mod

Τότε από τον ορισµό της απεικόνισης θ, έχουµε ότι

θpηpJ qq “ tM P KG-mod | VGpMq Ă ηpJ qu

Συνεπώς το σύνολο θpηpJ qq περιέχει εκείνα τα πρότυπα M για τα οποία ισχύει

VGpMq Ă
ď

NPJ
VGpNq

΄Οµως τότε
θpηpJ qq “ tM P KG-mod |M P J u “ J

και άρα
pθ ˝ ηqpJ q “ J

Τελικά αποδείξαµε ότι η απεικόνιση θ είναι «1-1» και «επί». Συνοψίζοντας όλα τα παραπάνω
προκύπτει ότι το Ϲεύγος pProj-H‚pG,Kq, VGq είναι µια ταξινοµούσα support data και η απεικόνιση
f : Proj-H‚pG,Kq ÝÑ SpcpKG-modq είναι οµοιοµορφισµός. �
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Κεφάλαιο 7

Το Φάσµα της Παραγόµενης
Κατηγορίας των Τέλειων
Συµπλόκων

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα παρουσιάσουµε ένα ακόµη παράδειγµα στο οποίο ϐρίσκει εφαρµογή
η ϐασική ϑεωρία που αναπτύξαµε στη διατριβή. Θα δουλέψουµε στην παραγόµενη κατηγορία
DperfpRq των τέλειων συµπλόκων, για κάποιο µεταθετικό δακτύλιο R της Noether, η οποία έχουµε
αποδείξει ότι είναι µια τανυστική τριγωνισµένη κατηγορία και ϑα επιχειρήσουµε να ταξινοµήσου-
µε τα thick τανυστικά ιδεώδη αυτής. Στην πρώτη ενότητα ϑα παρουσιάσουµε ορισµένα ϐασικά
αποτελέσµατα από τη Μεταθετική ΄Αλγεβρα, τα οποία ϑα χρησιµοποιήσουµε στη συνέχεια. Στην
επόµενη ενότητα ϑα αποδείξουµε ότι το ϕάσµα των πρώτων ιδεωδών του δακτυλίου R, µαζί µε µια
αντιστοιχία που ϑα ορίσουµε ανάµεσα στο ϕάσµα και την DperfpRq, αποτελούν µια support data
στην DperfpRq. Θα κλείσουµε αποδεικνύοντας ότι η support data πληροί τις προϋποθέσεις για να
χαρακτηριστεί ταξινοµούσα support data της DperfpRq και ϑα αποδείξουµε ότι το Θεώρηµα ταξι-
νόµησης του Balmer, το οποίο ϑα µας επιτρέψει να ταξινοµήσουµε τα thick τανυστικά ιδεώδη της
κατηγορίας µας και να διαπιστώσουµε µε ποιον τοπολογικό χώρο είναι οµοιοµορφικό το ϕάσµα
της DperfpRq.

7.1 Στοιχεία Τοπικοποίησης Προτύπων

Η Μεταθετική ΄Αλγεβρα είναι ο κλάδος της ΄Αλγεβρας που µελετά τους µεταθετικούς δακτυλί-
ους. Από εδώ και στο εξής ϑα σύµβολίζουµε µε R έναν µεταθετικό δακτύλιο της Noether, εκτός
αν αναφέρεται διαφορετικά. Στο παράδειγµα 2.1.2 έχουµε αναφερθεί, συνοπτικά, στην τοπικο-
ποίηση ενός δακτυλίου R ως προς το πολλαπλασιαστικά κλειστό υποσύνολο S “ RzP , όπου P
είναι ένα πρώτο ιδεώδες αυτού. Από την τοπικοποίηση προκύπτει ένας νέος δακτύλιος τον οποίον
συµβολίσαµε µε RP . Σε αυτήν την ενότητα ϑα αναφερθούµε µε περισσότερες λεπτοµέρειες σε
αυτού του είδους την τοπικοποίηση, αφού ϑα αποδειχθεί ϑεµελιώδης στην προσπάθειά µας να
επεξεργαστούµε το παράδειγµα της ϑεωρίας του Balmer που αφορά την παραγόµενη κατηγορία
των τέλειων συµπλόκων.

Συµβολισµός: Σε αυτήν την ενότητα ϑα συµβολίζουµε την τοπικοποίηση ενός δακτυλίου R ως
προς ένα τυχαίο πολλαπλασιαστικά κλειστό υποσύνολο S, µε S´1R.

Επανερχόµαστε στον δακτύλιο RP , που προκύπτει από την τοπικοποίηση του R ως προς το
υποσύνολο S “ RzP . Τα στοιχεία του δακτυλίου RP είναι κλάσεις ισοδυναµίας, ως προς τη σχέση
ισοδυναµίας που ορίσαµε στο Παράδειγµα 2.1.2, τα οποία συµβολίζουµε µε x{s, όπου x P P και
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s P S. Θέτουµε
m :“

 

x{s P RP | x P P, s P S
(

(7.1)

Το σύνολο m Ă RP αποτελεί ένα ιδεώδες του δακτυλίου RP .

Παρατήρηση 7.1.1. Θεωρούµε το ιδεώδες m που ορίσαµε στη σχέση (7.1) και υποθέτουµε ότι
I Ă RP είναι ένα ιδεώδες του RP , τέτοιο ώστε I Ć m. Τότε υπάρχει στοιχείο x{s P I, τέτοιο ώστε
x{s R m. ΄Οµως

x{s R m ùñ x R P ùñ x P S

Εποµένως το στοιχείο x{s P I είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του δακτυλίου RP . Συνεπώς

I “ RP

Καταλήγουµε στο ότι το ιδεώδες m είναι το µοναδικό µέγιστο ιδεώδες του RP και άρα ο δακτύλιος
RP είναι τοπικός δακτύλιος (local ring).

Στη συνέχεια ϑα αναφερθούµε στην τοπικοποίηση ενός R-προτύπου M , αρχικά ως προς ένα
τυχαίο πολλαπλασιαστικά κλειστό υποσύνολο S του R και έπειτα σε ένα πρώτο ιδεώδες P του R.

Ορισµός 7.1.2. ΄Εστω R δακτύλιος, M ένα R-πρότυπο και S ένα πολλαπλασιαστικά κλειστό
υποσύνολο του R. Ορίζουµε τη σχέση «„M » στο M ˆ S ως εξής :

pm, sq „M pm1, s1q ðñ υπάρχει στοιχείο t P S τέτοιο ώστε tpms1 ´m1sq “ 0.

Η σχέση αυτή είναι µια σχέση ισοδυναµίας.

Συµβολίζουµε µε m{s την κλάση ισοδυναµίας µε αντιπρόσωπο το στοιχείο pm, sq και S´1M
το σύνολο αυτών κλάσεων ισοδυναµίας.

Παρατήρηση 7.1.3. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και M ένα R-πρότυπο.

1. Το σύνολο S´1M αποκτά δοµή S´1R-προτύπου, µέσω της δράσης

‹ : S´1Rˆ S´1M ÝÑ S´1M, r{s ‹m{s :“ rm{s

2. Θεωρούµε την τοπικοποίηση S´1R ενός δακτυλίου R µαζί µε τον οµοµορφισµό δακτυλίων
fR : R ÝÑ S´1R, fRprq :“ r{1R, ο οποίος απεικονίζει στοιχεία του R σε αντιστρέψιµα στοι-
χεία του S´1R. Μέσω του οµοµορφισµού δακτυλίων fR το S´1R-πρότυπο S´1M αποκτά
δοµή R-προτύπου, ως εξής :

r ¨
m

s
:“

fprqm

s

Ορίζουµε τον οµοµορφισµό R-προτύπων f : M ÝÑ S´1M , fpmq :“ m{1, ο οποίος καλείται
κανονικός οµοµορφισµός.

Ορισµός 7.1.4. ΄Εστω R δακτύλιος, M ένα R-πρότυπο και S ένα πολλαπλασιαστικά κλειστό
υποσύνολο του δακτυλίου. Το S´1R-πρότυπο S´1M µαζί µε τον κανονικό οµοµορφισµό καλείται
τοπικοποίηση του προτύπου M ως προς το S.

Παράδειγµα 7.1.5. ΄Εστω R δακτύλιος, P ένα πρώτο ιδεώδες του R και M ένα R-πρότυπο. Η
τοπικοποίηση τουM ως προς το πολλαπλασιαστικά κλειστό σύνολο S “ RzP είναι τοRP -πρότυπο
S´1M , το οποίο ϑα συµβολίζουµε µε MP .

Παρατήρηση 7.1.6. Για κάθε οµοµορφισµό R-προτύπων f : M ÝÑ N , επάγεται ο οµοµορφι-
σµός S´1R-προτύπων

S´1f : S´1M ÝÑ S´1N, pS´1fqpm{sq :“ fpmq{s
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Για το µορφισµό S´1f : S´1M ÝÑ S´1N αποδεικνύουµε το ακόλουθο λήµµα:

Λήµµα 7.1.7. ΄ΕστωR δακτύλιος, S ένα πολλαπλασιαστικά κλειστό υποσύνολό του και f : M 1 ÝÑ

M , g : M ÝÑM2 δύο οµοµορφισµοί R-προτύπων. Τότε

S´1pg ˝ fq “ pS´1gq ˝ pS´1fq

Απόδειξη. Θεωρούµε την απεικόνιση S´1pg ˝ fq : S´1M 1 ÝÑ S´1M2. Τότε για m1 P M 1 και
s P S έχουµε ότι :

`

pS´1gq ˝ pS´1fq
˘

pm1{sq “ S´1g
`

S´1fpm1{sq
˘

“ S´1gpfpm1q{sq

“ g
`

fpm1{sq
˘

“ pg ˝ fqpm1{sq

“ S´1pg ˝ fqpm{sq

Εποµένως προκύπτει ότι
S´1pg ˝ fq “ pS´1gq ˝ pS´1fq

�

Θα αφιερώσουµε ένα µέρος της ενότητας παραθέτοντας κάποιες ϐασικές ιδιότητες της τοπικο-
ποίησης προτύπων. Από εδώ και πέρα οR ϑα είναι ένας δακτύλιος και το S ένα πολλαπλασιαστικά
κλειστό υποσύνολο του R.

Πρόταση 7.1.8. ΄Εστω

M 1
f // M

g // M2

µια ακολουθία R-προτύπων, ακριβής στο M . Τότε η επαγόµενη ακολουθία S´1R-προτύπων

S´1M 1
S´1f // S´1M

S´1g // S´1M2

είναι ακριβής στο S´1M .

Απόδειξη. Αφού η πρώτη ακολουθία είναι ακριβής στο M , ισχύει ότι g ˝ f “ 0. Χρησιµοποιώντας
το Λήµµα 7.1.7 προκύπτει ότι :

pS´1gq ˝ pS´1fq “ S´1pg ˝ fq “ S´1p0q “ 0

΄Αρα
ImpS´1fq Ă KerpS´1gq (7.2)

΄Εστω τώρα ένα στοιχείο m{s P KerpS´1gq. Ισχύει ότι

pS´1gqpm{sq “ 0 ùñ gpmq{s “ 0 στο S´1M2

Τότε υπάρχει t P S, τέτοιο ώστε tgpmq “ 0 στο M2. Επειδή η απεικόνιση g είναι οµοµορφισµός
R-προτύπων, µπορούµε να γράψουµε ότι gptmq “ 0. ΄Οµως τότε ισχύει ότι tm P Ker g “ Im f ,
δηλαδή υπάρχει m1 PM 1, τέτοιο ώστε tm “ fpm1q. ΄Αρα

m

s
“
fpm1q

ts
“ pS´1fq

ˆ

m1

ts

˙

Συνεπώς ισχύει ότι m{s P ImpS´1fq και καταλήγουµε στη σχέση

KerpS´1gq Ă ImpS´1fq (7.3)

Από τις σχέσεις (7.2), (7.3) προκύπτει ότι

KerpS´1gq “ ImpS´1fq

άρα η επαγόµενη ακολουθία είναι ακριβής στο S´1M . �
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Πρόταση 7.1.9. ΄Εστω M ένα R-πρότυπο. Τότε ισχύει ότι

S´1RbRM » S´1M

ως S´1-πρότυπα.

Απόδειξη. Θεωρούµε δυο οµοµορφισµούς S´1R-προτύπων

f : S´1RbRM ÝÑ S´1M

και
g : S´1M ÝÑ S´1RbRM, gpm{sq :“

1

s
bm

Για να αποδείξουµε ότι ο οµοµορφισµός g είναι καλά ορισµένος, ϑεωρούµε δύο στοιχεία pm, sq, pm1, s1q
τέτοια ώστε pm, sq „M pm1, s1q. Τότε υπάρχει t P S, τέτοιο ώστε tpms1 ´m1sq “ 0 και προκύπτει
ότι

gpm{sq ´ gpm1{s1q “
1

s
bm´

1

s1
bm

“
1

ts1s
b ts1m´

1

ts1s
b tsm1

“
1

ts1s
b tpms1 ´m1sq

“ 0

Συνεπώς ο οµοµορφισµός g είναι, πράγµατι, καλά ορισµένος. Για να ορίσουµε την απεικόνιση
f : S´1RbRM ÝÑ S´1M , ϑεωρούµε την R-ισόρροπη απεικόνιση

ρ : S´1RˆM ÝÑ S´1R, ρpr{s,mq :“
rm

s

Η Ϲητούµενη απεικόνιση f είναι αυτή που, από την καθολική ιδιότητα του τανυστικού γινοµένου
κάνει το διάγραµµα:

S´1R
φ //

ρ

��

S´1RbRM

f
yy

S´1R

µεταθετικό. Εποµένως η απεικόνιση f είναι καλά ορισµένη και ισχύει ότι

f
´r

s
bm

¯

“
rm

s

΄Αµεσα ϐλέπουµε ότι οι οµοµορφισµοί S´1R-προτύπων f , g είναι ο ένας αντίστροφος του άλλου
και άρα

S´1RbRM » S´1M

ως S´1R-πρότυπα. �

Πόρισµα 7.1.10. Το S´1R είναι ένα επίπεδο R-πρότυπο.

Απόδειξη. Θεωρούµε την ακολουθία R-προτύπων

M 1
f // M

g // M2

και υποθέτουµε ότι είναι ακριβής στο M . Εφαρµόζουµε σε αυτήν το συναρτητή S´1R bR - και
προκύπτει η ακολουθία

S´1RbRM
1

1bf // S´1RbRM
1bg // S´1RbRM

2
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Από την Πρόταση 7.1.9 γνωρίζουµε ότι η τελευταία ακολουθία είναι ισόµορφη µε την ακολουθία

S´1M 1
S´1f // S´1M

S´1g // S´1M2

η οποία, όπως έχουµε αποδείξει στην Πρόταση 7.1.8, είναι ακριβής στο S´1M . ΄Αρα το S´1R
είναι επίπεδο R-πρότυπο. �

Πρόταση 7.1.11. ΄Εστω M , N δυο R-πρότυπα. Τότε υπάρχει ισοµορφισµός

S´1M bS´1R S
´1N » S´1pM bR Nq

Συγκεκριµένα υπάρχει ισοµορφισµός

MP bRP NP » pM bR NqP

όπου P είναι ένα πρώτο ιδεώδες του R.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [1, Proposition 3.7] �

7.2 Η Support Data της DperfpRq

Σε αυτήν την ενότητα ϑα συνεχίσουµε ορίζοντας το ϕορέα ενός τέλειου συµπλόκου της παρα-
γόµενης κατηγορίας DperfpRq και αποδεικνύοντας ότι ο ϕορέας µαζί µε το ϕάσµα SpecpRq των
πρώτων ιδεωδών του δακτυλίου R, αποτελούν µια support data της τανυστικής τριγωνισµένης
κατηγορίας DperfpRq. Υπενθυµίζουµε ότι για ιστορικούς λόγους σε αυτήν την ενότητα δουλεύουµε
µε αλυσιδωτά σύµπλοκα.

΄Εστω X‚ ένα σύµπλοκο. Τότε ορίζεται η οµολογία του συµπλόκου ως εξής :

H‚pX‚q “
à

iPZ
HipX‚q

Ακόµη, για ένα σύµπλοκο X‚ P DpRq ορίζουµε την τοπικοποίηση του συµπλόκου σε ένα πρώ-
το ιδεώδες P του R ως το σύµπλοκο XP , το οποίο προκύπτει αν εφαρµόσουµε το συναρτητή
-bRRP σε κάθε οµογενή συνιστώσα του συµπλόκου. Ο παραπάνω συναρτητής επάγεται από τον
οµοµορφισµό R ÝÑ RP .

Ορισµός 7.2.1. ΄Εστω X‚ P DperfpRq. Ορίζουµε το ως ϕορέα (support) του X‚, το ακόλουθο
υποσύνολο του ϕάσµατος SpecpRq των πρώτων ιδεωδών του δακτυλίου R:

SuppRpX‚q :“
 

P P SpecpRq | H‚pXP q fi 0
(

Χάρη στην ακρίβεια της τοπικοποίησης ισχύει ότι

H‚pX‚qP » H‚pXP q

Ακολούθως ϑα διατυπώσουµε ένα αποτέλεσµα του Foxby [14], το οποίο ϑα χρησιµοποιήσουµε
στη συνέχεια για την απόδειξη του ϐασικού ϑεωρήµατος αυτής της ενότητας.

Ορισµός 7.2.2. ΄Εστω X‚ P DpRq. Ορίζουµε το ακόλουθο υποσύνολο του Z:

ipX‚q :“ ti | HipX‚q fi 0u

Λήµµα 7.2.3. ΄Εστω X‚, Y‚ P D
`pRq. Τότε

ipX‚ b
L
R Y‚q ď ipX‚q ` ipY‚q

µε την ισότητα να ισχύει αν και µόνον αν HipX‚qpX‚q bR HipY‚qpY‚q fi 0
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Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [14, Lemma 2.1] �

Ευθύς αµέσως ϑα αποδείξουµε το ϑεµελιώδες αποτέλεσµα, το οποίο ϑα µας επιτρέψει να εφαρ-
µόσουµε τη ϑεωρία του Balmer για την ταξινόµηση των thick τανυστικών ιδεωδών της παραγόµενης
κατηγορίας DperfpRq.

Θεώρηµα 7.2.4. Το Ϲεύγος pSpecpRq,SuppRq αποτελεί µια support data της κατηγορίας DperfpRq.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε ότι το Ϲεύγος pSpecpRq,SuppRq πληροί τις συνθήκες του Ορισµού
5.3.1.

1. ΄Εστω 0‚ το µηδενικό σύµπλοκο της DperfpRq. Τότε

SuppRp0‚q “ tP P SpecpRq | H‚p0P q fi 0u “ H

Επιπλέον υπενθυµίζουµε ότι το µοναδιαίο αντικείµενο της τανυστικής τριγωνισµένης κα-
τηγορίας DperfpRq είναι ο δακτύλιος R, αν τον «δούµε» ως σύµπλοκο περιορισµένο στη
µηδενική ϑέση. Τότε

SuppRpRq “ tP P SpecpRq | H‚pRP q fi 0u “ SpecpRq

2. Θεωρούµε δυο σύµπλοκα X‚, X‚ P DperfpRq. Τότε

SuppRpX‚ ‘ Y‚q “ tP P SpecpRq | H‚ppX‚ ‘ Y‚qP q fi 0u

“ tP P SpecpRq | H‚pXP ‘ YP q fi 0u

“ tP P SpecpRq | H‚pXP q ‘ H‚pYP q fi 0u

∆ηλαδή ισχύει ότι

SuppRpX‚ ‘ Y‚q “ tP P SpecpRq | H‚pXP q fi 0u Y tP P SpecpRq | H‚pYP q fi 0u

και άρα καταλήγουµε στο γεγονός ότι

SuppRpX‚ ‘ Y‚q “ SuppRpX‚q Y SuppRpY‚q

3. ΄Εστω X‚ P DperfpRq. Από το ορισµό του translation συναρτητή Σ: DperfpRq ÝÑ DperfpRq,
προκύπτει άµεσα ότι :

H‚pΣX‚q » 0 ðñ H‚pX‚q » 0

΄Αρα
H‚pΣX‚q fi 0 ðñ H‚pX‚q fi 0

Συνεπώς
SuppRpΣX‚q “ SuppRpX‚q

4. ΄Εστω
X‚ // Y‚ // Z‚ // ΣX‚

ένα τρίγωνο στην DperfpRq. Από την Πρόταση 4.3.8 γνωρίζουµε ότι κάθε τρίγωνο της παραγό-
µενης κατηγορίας προέρχεται από µια σύντοµη ακριβή ακολουθία συµπλόκων. Θεωρούµε
τη µεγάλη ακριβή ακολουθία στην οµολογία, δηλαδή την ακουλουθία :

¨ ¨ ¨ // Hn`1pZ‚q // HnpX‚q // HnpY‚q // HnpZ‚q // ¨ ¨ ¨

Επειδή η τοπικοποίηση είναι ακριβής προκύπτει η ακριβής ακολουθία

¨ ¨ ¨ // Hn`1pZP q // HnpXP q // HnpYP q // HnpZP q // ¨ ¨ ¨
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Θεωρούµε ένα πρώτο ιδεώδες P P SpecpRq, τέτοιο ώστε P P SuppRpX‚q, δηλαδή H‚pXP q fi

0. Υποθέτουµε ότι P R SuppRpY‚q Y SuppRpZ‚q. Τότε

P R SuppRpY‚q και P R SuppRpZ‚q

και άρα προκύπτει ότι
H‚pYP q » 0 και H‚pZP q » 0

΄Οµως τότε ϑα ίσχυε ότι H‚pXP q » 0, το οποίο είναι άτοπο. Εποµένως P P SuppRpY‚q Y
SuppRpZ‚q και καταλήγουµε ότι

SuppRpX‚q Ă SuppRpY‚q Y SuppRpZ‚q

5. ΄Εστω X‚, Y‚ P DperfpRq. Από την Πρόταση 7.1.11 και το Λήµµα 7.2.3 προκύπτει ότι για
κάποιο πρώτο ιδεώδες P , ισχύει ότι

ippX‚ b
L
R Y‚qP q “ ipXP b

L
RP YP q ď ipXP q ` ipYP q

Χάρη στην τελευταία ανισότητα προκύπτει η σχέση

SuppRpX‚ b
L
R Y‚q Ă SuppRpX‚q X SuppRpY‚q (7.4)

Τώρα υποθέτουµε ότι P P SuppRpX‚q X SuppRpY‚q. Χρησιµοποιώντας το [22, Corollary
2, p.2], επειδή ο δακτύλιος RP είναι τοπικός και τα H‚pXP q, H‚pYP q είναι πεπερασµένα
παραγόµενα R-πρότυπα (αφού ο R είναι δακτύλιος της Noether), προκύπτει ότι :

HipXP qpXP q bRP HipYP qYP fi 0

΄Οµως σε αυτήν την περίπτωση ισχύει η ισότητα του Λήµµατος 7.2.3 και συµπεραίνουµε ότι
P P SuppRpX‚ b

L
R Y‚q. ΄Αρα

SuppRpX‚q X SuppRpY‚q Ă SuppRpX‚ b
L
R Y‚q (7.5)

Από τις σχέσεις (7.4), (7.5) προκύπτει ότι

SuppRpX‚ b
L
R Y‚q “ SuppRpX‚q X SuppRpY‚q

Συνεπώς το Ϲεύγος pSpecpRq,SuppRq είναι support data της κατηγορίας DperfpRq. �

Στην παραγόµενη κατηγορία DpRq, ορίζουµε µια ακόµη αντιστοιχία, η οποία «στέλνει» ένα
σύµπλοκο X‚ P DpRq σε ένα υποσύνολο του SpecpRq και η οποία συχνά αναφέρεται µε το
όνοµα «µικρός» ϕορέας («small» support). Για τον ορισµό του «µικρού» ϕορέα ενός αντικειµένου
X‚ P DpRq, είναι αναγκαίο να υπενθυµίσουµε τον ορισµό του σώµατος κλασµάτων ενός τοπικού
δακτυλίου.

Ορισµός 7.2.5. ΄ΕστωR ένας τοπικός δακτύλιος και m το µέγιστο ιδεώδες αυτού. Τότε ο δακτύλιος
πηλίκο R{m καλείται σώµα υπολοίπων (residue field) του δακτυλίου R.

Ορισµός 7.2.6. ΄Εστω X‚ P DpRq. Ορίζουµε ως «µικρό» ϕορέα («small» support) το ακόλουθο
υποσύνολο του SpecpRq:

suppRpX‚q :“
 

P P SpecpRq | H‚pX‚ b
L
R kpP qq fi 0

(

όπου kpP q είναι το σώµα υπολοίπων του δακτυλίου RP .

Παρατηρούµε ότι ο ϕορέας SuppR ορίστηκε στην υποκατηγορία DperfpRq, ενώ ο «µικρός» ϕο-
ϱέας ορίστηκε στην κατηγορία DpRq. Ωστόσο τα υποσύνολα SuppRpX‚q, suppRpX‚q ταυτίζονται
όταν X‚ P DperfpRq. Αυτό το αποτέλεσµα ταυτίζεται στην ακόλουθη πρόταση:



232ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7. ΤΟ ΦΑΣΜΑ ΤΗΣ ΠΑΡΑΓΟΜΕΝΗΣ ΚΑΤΗΓΟΡΙΑΣ ΤΩΝ ΤΕΛΕΙΩΝ ΣΥΜΠΛΟΚΩΝ

Πρόταση 7.2.7. ΄Εστω X‚ P D
perfpRq. Τότε

SuppRpX‚q “ suppRpX‚q

Απόδειξη. Θεωρούµε ένα πρώτο ιδεώδες P του R, τέτοιο ώστε P P suppRpX‚q, δηλαδή H‚pX‚ b
L
R

kpP qq fi 0. Εφόσον το σύµπλοκο X‚ ανήκει στην υποκατηγορία DperfpRq, ισχύει ότι

X‚ b
L
R RP » X‚ bR R{P » XP

Εποµένως προκύπτει η ισοδυναµία X‚bL
R kpP q » XP b

L
RP

kpP q. Από το Λήµµα 7.2.3 προκύπτει
ότι

ipX‚ b
L
R kpP qq “ ipXP b

L
RP kpP qq ď ipXP q ` ipkpP qq “ ipXP q

Τότε προκύπτει ότι H‚pXP q fi 0, δηλαδή P P SuppRpX‚q. Συνεπώς

suppRpX‚q Ă SuppRpX‚q (7.6)

Από την άλλη, υποθέτουµε ότι P P SuppRpX‚q, δηλαδή H‚pXP q fi 0. Τότε

HipXP qpXP q bRP H0pkpP qq fi 0

και χρησιµοποιώντας, ξανά, το Λήµµα 7.2.3 προκύπτει ότι

ipX‚ b
L
R kpP qq “ ipXP q ` ipkpP qq “ ipXP q

Εποµένως P P suppRpX‚q και καταλήγουµε στη σχέση έγκλεισης

SuppRpX‚q Ă suppRpX‚q (7.7)

Από τις σχέσεις (7.6), (7.7) προκύπτει η Ϲητούµενη ισότητα. �

7.3 Ταξινόµηση Thick Υποκατηγοριών της DperfpRq

Στην προηγούµενη ενότητα αποδείξαµε ότι το Ϲεύγος pSpecpRq,SuppRq είναι µια support data
για την κατηγορία DperfpRq. Τώρα είµαστε έτοιµοι να εφαρµόσουµε το ϑεώρηµα ταξινόµησης
του Balmer για τη συγκεκριµένη κατηγορία και να αποδείξουµε ότι το ϕάσµα της τανυστικής
τριγωνισµένης κατηγορίας DperfpRq είναι οµοιοµορφικό µε το ϕάσµα SpecpRq των πρώτων ιδεωδών
του δακτυλίου R.

Θεώρηµα 7.3.1. Υπάρχει ένας οµοιοµορφισµός f : SpecpRq ÝÑ SpcpDperfpRqq, όπου

fpP q :“
 

X‚ P D
perfpRq | P R SuppRpX‚q

(

Απόδειξη. Για αν αποδείξουµε ότι η δοθείσα απεικόνιση f : SpecpRq ÝÑ SpcpDperfpRqq είναι ο-
µοιοµορφισµός, αρκεί να αποδείξουµε ότι το Ϲεύγος pSpecpRq,SuppRq αποτελεί µια ταξινοµούσα
support data µε την έννοια του Ορισµού 5.4.15. Αρχικά ϑα αποδείξουµε ότι ο τοπολογικός χώρος
SpecpRq είναι τοπολογικός χώρος της Noether. Υπενθυµίζουµε ότι ένας τοπολογικός χώρος καλεί-
ται χώρος της Noether αν κάθε αύξουσα αλυσίδα από ανοικτά υποσύνολα τερµατίζει. Ισοδύναµα
αρκεί να αποδείξουµε ότι κάθε ϕθίνουσα αλυσίδα από κλειστά υποσύνολα τερµατίζει. Θεωρούµε
µια ϕθίνουσα αλυσίδα

SpecpRq “ V pI0q Ą V pI1q Ą ¨ ¨ ¨

από κλειστά υποσύνολα του ϕάσµατος, όπου Ii είναι ιδεώδη του R. Λόγω του πρώτου σκέλους
της Πρότασης Αʹ.0.6 προκύπτει µια αύξουσα αλυσίδα

a

I0 Ă
a

I1 Ă ¨ ¨ ¨
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ιδεωδών του R. Επειδή ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος της Noether, η παραπάνω αύξουσα αλυσίδα
τερµατίζει. Με άλλα λόγια

a

Im “
a

Im`1 “ ¨ ¨ ¨

για κάποιο m ě 0. Χρησιµοποιώντας το δεύτερο σκέλος της Πρότασης Αʹ.0.6 προκύπτει ότι :

V pImq “ V pIm`1q “ ¨ ¨ ¨

για κάποιο m ě 0 και άρα συµπεραίνουµε ότι η ϕθίνουσα αλυσίδα κλειστών υποσυνόλων του
SpecpRq, επίσης, τερµατίζει. Τελικά ο τοπολογικός χώρος SpecpRq είναι τοπολογικός χώρος της
Noether. Επιπλέον είναι αναγκαίο κάθε κλειστό και ανάγωγο υποσύνολο του ϕάσµατος SpecpRq
να έχει µοναδικό γενικό σηµείο (generic point). Η συνθήκη αυτή εξασφαλίζεται από το Πόρισµα
Αʹ.0.9. Τέλος ϑεωρούµε τα σύνολα G :“ tY Ă SpecpRq | Y : specialization κλειστόu, R :“ tJ Ă

DperfpRq | J : ϱιζικόu και τις απεικονίσεις :

θ : tY Ă SpecpRq | Y : specialization κλειστόu ÝÑ tJ Ă DperfpRq | J : ϱιζικόu

η : tJ Ă DperfpRq | J : ϱιζικόu ÝÑ tY Ă SpecpRq | Y : specialization κλειστόu

όπου
θpY q :“ tX‚ | SuppRpX‚q Ă Y u (7.8)

και
ηpJ q :“

ď

X‚PJ
SuppRpX‚q (7.9)

Εν συνεχεία ϑα αποδείξουµε ότι η απεικόνιση θ είναι «1-1» και «επί». ΄Εστω J ένα ϱιζικό thick
τανυστικό ιδεώδες της κατηγορίας DperfpRq. Κάθε ένα από τα SuppRpX‚q είναι κλειστό υποσύνολο
του ϕάσµατος SpecpRq. Συνεπώς ισχύει ότι SuppRpX‚q “ V pKq, όπου K είναι ένα ιδεώδες του
δακτυλίου R. Με άλλα λόγια προκύπτει ότι :

ηpJ q “
ď

K

V pKq, όπου V pKq “ SuppRpX‚q, X‚ P D
perfpRq

Τότε από τον ορισµό της απεικόνισης θ, έχουµε ότι

θpηpJ qq “ tX‚ P DperfpRq | SuppRpX‚q Ă ηpJ qu

Με άλλα λόγια το σύνολο θpηpJ qq περιέχει εκείνα τα σύµπλοκα X‚ για τα οποία ισχύει

SuppRpX‚q Ă
ď

Y‚PJ
SuppRpY‚q

Συνεπώς
θpηpJ qq “ tX‚ P DperfpRq | X‚ P J u “ J

και άρα
pθ ˝ ηqpJ q “ J

Θεωρούµε, τώρα, ένα specialization κλειστό υποσύνολο Y του ϕάσµατος του δακτυλίουR, δηλαδή

Y “
ď

I

V pIq

όπου I είναι ιδεώδες του R. Τότε

θpY q “ tX‚ P D
perfpRq | SuppRpX‚q Ă Y u
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και το παραπάνω σύνολο είναι ϱιζικό thick τανυστικό ιδεώδες της κατηγορίας DperfpRq. Τότε

ηpθpY qq “ SuppRpθpY qq “
ď

X‚PθpY q

SuppRpX‚q

΄Οµως εξ΄ ορισµού SuppRpX‚q Ă Y , για κάθε X‚ P θpY q, άρα
ď

X‚PθpY q

SuppRpX‚q Ă Y (7.10)

Αντίστροφα έστω P P Y , δηλαδή P P V pIq Ă Y , για κάποιο ιδεώδες I του R. Υποθέτουµε ότι

P R
ď

X‚PθpY q

SuppRpX‚q

δηλαδή δεν υπάρχει σύµπλοκο X‚ P θpY q τέτοιο ώστε P P SuppRpX‚q. Με άλλα λόγια δεν
υπάρχει σύµπλοκο X‚, τέτοιο ώστε SuppRpX‚q Ă Y και P P SuppRpX‚q. Ωστόσο το τελευταίο
είναι άτοπο λόγω της υποθεσής µας ότι P P V pIq Ă Y , για κάποιο ιδεώδες I του R. Τελικά
προκύπτει ότι

P P
ď

X‚PθpY q

SuppRpX‚q

και άρα
Y Ă

ď

X‚PθpY q

SuppRpX‚q (7.11)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (7.10), (7.11), προκύπτει ότι

pη ˝ θqpY q “ Y

Τελικά αποδείξαµε ότι η απεικόνιση θ είναι «1-1» και «επί» µε θ´1 “ η. Συνοψίζοντας όλα τα
παραπάνω προκύπτει ότι το Ϲέυγος pSpecpRq,SuppRq είναι µια ταξινοµούσα support data και η
απεικόνιση f : SpecpRq ÝÑ SpcpDperfpRqq είναι οµοιοµορφισµός. �

Παρατήρηση 7.3.2. Παρόµοιο αποτέλεσµα µε το παραπάνω ισχύει και στο πλαίσιο της Αλγεβρι-
κής Γεωµετρίας. Στην περίπτωση αυτήν µπορούµε να αντικαταστήσουµε τον δακτύλιο της Noether
µε ένα σχήµα της Noether X και να έχουµε παρόµοιο αποτέλεσµα. Τότε η κατηγορία DperfpXq,
όπου X σχήµα της Noether καθορίζει πλήρως το X. Για περισσότερες πληροφορίες ο αναγνώστης
µπορεί να ανατρέξει στο [2, Theorem 5.5].



Παράρτηµα Αʹ

Στοιχεία Μεταθετικής ΄Αλγεβρας

Στο παρόν παράρτηµα στόχος είναι να παραθέσουµε, για λόγους πληρότητας, κάποια στοιχειώ-
δη αποτελέσµατα της Μεταθετικής ΄Αλγεβρας τα οποία χρησιµοποιούνται σε κεντρικές αποδείξεις
των δύο τελευταίων κεφαλαίων της διατριβής, όπου και εφαρµόζεται η ϑεωρία του Balmer σε δυο
διακεκριµένα παραδείγµατα τανυστικών τριγωνισµένων κατηγοριών. Κεντρικό ϱόλο στη Μετα-
ϑετική ΄Αλγεβρα κατέχει το ϕάσµα των πρώτων ιδεωδών ενός µεταθετικού δακτυλίου R ή χάρην
συντοµίας ϕάσµα του δακτυλίου R, το οποίο συµβολίζεται µε SpecpRq. Για κάθε ιδεώδες I του
δακτυλίου R ορίζουµε το ακόλουθο υποσύνολο του SpecpRq:

V pIq :“ tP P SpecpRq | I Ă P u

Από στοιχειώδη Μεταθετική ΄Αλγεβρα γνωρίζουµε ότι η συλλογή
 

V pIq | I : ιδεώδες του R
(

αποτελεί µια συλλογή από κλειστά υποσύνολα για µια τοπολογία του SpecpRq η οποία καλείται
τοπολογία Zariski και καθιστά το ϕάσµα τοπολογικό χώρο. Ακόµη ξεκινώντας από ένα ιδεώδες
I του δακτυλίου R κατασκευάζουµε το ϱιζικό αυτού του ιδεώδους ως εξής :

radpIq “
?
I :“ tr P R | rn P I, για κάποιο n ě 1u

΄Αµεσα προκύπτει η έννοια του ϱιζικού ιδεώδους ενός δακτυλίου R.

Ορισµός Αʹ.0.1. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και I ένα ιδεώδες αυτού. Το ιδεώδες I καλείται ϱιζικό
(radical) αν ισούται µε το ϱιζικό του.

Αρχικά ϑα χρειαστούµε την έννοια του µηδενοριζικού ενός δακτυλίου R, την περιγραφή του
ϱιζικού ενός ιδεώδους µέσω των πρώτων ιδεωδών του δακτυλίου καθώς και µια σειρά από αποτε-
λέσµατα που αφορούν τα κλειστά υποσύνολα της ϐάσης του ϕάσµατος.

Ορισµός Αʹ.0.2. ΄Εστω R ένας δακτύλιος. Το σύνολο

NR :“ tr P R | rn “ 0, για κάποιο n ě 1u

δηλαδή το σύνολο των µηδενοδύναµων στοιχείων του R καλείται µηδενοριζικό (nilradical) του R.

Παρατήρηση Αʹ.0.3. Το µηδενοριζικό ενός δακτυλίου R αποτελεί ιδεώδες του R. Για περισσότε-
ϱες πληροφορίες ϐλ. [1, Proposition 1.7].

Πρόταση Αʹ.0.4. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και I ένα ιδεώδες αυτού. Το ϱιζικό του I ισούται µε την
τοµή όλων των πρώτων ιδεωδών του R που περιέχουν το I.
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Απόδειξη. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και I ένα ιδεώδες του R. Θεωρούµε τη κανονική απεικόνιση

φ : I ÝÑ R{I

όπου R{I είναι ο δακτύλιος πηλίκο και συµβολίζουµε µε NR{I το µηδενοριζικό ιδεώδες του R{I.
Τότε

φ´1pNR{Iq “ tr P I | φprq P NR{Iu

“ tr P I | r ` I P NR{Iu

“ tr P I | pr ` Iqn “ I, για κάποιο n ě 0u

“ tr P I | rn P I, για κάποιο n ě 0u

“
?
I

΄Οµως το µηδενοριζικό ενός δακτυλίου ισούται µε την τοµή όλων των πρώτων ιδεωδών του δακτυλίου
[1, Proposition 1.8] και γνωρίζουµε ότι κάθε πρώτο ιδεώδες του δακτυλίου πηλίκο R{I είναι της
µορφής P {I, όπου το P είναι ένα πρώτο ιδεώδες του R µε I Ă P . Εποµένως έχουµε αποδείξει το
Ϲητούµενο. �

Λήµµα Αʹ.0.5. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και I ένα ιδεώδες του R. Τότε V pIq “ V p
?
Iq.

Απόδειξη. Θεωρούµε ένα πρώτο ιδεώδες P του R µε P P V pIq, δηλαδή I Ă P . Από την πρόταση
Αʹ.0.4 γνωρίζουµε ότι το ϱιζικό

?
I ισούται µε την τοµή όλων των πρώτων ιδεωδών του R που

περιέχουν το I. Συνεπώς προκύπτει ότι το ιδεώδες
?
I περιέχεται στο P και άρα P P V p

?
Iq. ΄Αρα

V pIq Ă V p
?
Iq (Αʹ.1)

Αντίστροφα ϑεωρούµε ένα πρώτο ιδεώδες P µε P P V p
?
Iq, δηλαδή

?
I Ă P . ΄Αµεσα ισχύει ότι

I Ă
?
I και εποµένως I Ă

?
I Ă P . Συνεπώς το ιδεώδες P ανήκει στο υποσύνολο V pIq του

ϕάσµατος και άρα προκύπτει ότι
V p
?
Iq Ă V pIq (Αʹ.2)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (Αʹ.1) και (Αʹ.2) προκύπτει το Ϲητούµενο. �

Χρησιµοποιώντας τα παραπάνω αποτελέσµατα είµαστε έτοιµοι να διατυπώσουµε και να απο-
δείξουµε την ακόλουθη πρόταση, την οποία ϑα χρησιµοποιήσουµε σε µεταγενέστερη ενότητα του
κεφαλαίου όταν ϑα χρειαστεί να αποδείξουµε ότι το ϕάσµα ενός δακτυλίου R είναι τοπολογικός
χώρος της Noether.

Πρόταση Αʹ.0.6. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και I, J ιδεώδη αυτού. Τότε

1. V pIq Ă V pJq αν και µόνον αν
?
J Ă

?
I

2. V pIq “ V pJq αν και µόνον αν
?
I “

?
J .

Απόδειξη. 1. ΄Εστω ότι V pIq Ă V pJq και ας είναι x P
?
J . Από την Πρόταση Αʹ.0.4 γνωρίζουµε

ότι το στοιχείο x ανήκει στην τοµή όλων των πρώτων ιδεωδών που περιέχουν το ιδεώδες J .
Υποθέτουµε ότι υπάρχει ένα πρώτο ιδεώδες P P SpecpRq µε I Ă P και x R P . ΄Οµως ισχύει
ότι V pIq Ă V pJq, δηλαδή J Ă P . Στην περίπτωση αυτή, εφ΄ όσον x R P , προκύπτει ότι
x R J , το οποίο είναι άτοπο. Συνεπώς αποδεικνύουµε ότι το στοιχείο x ανήκει στην τοµή
όλων των πρώτων ιδεωδών του R που περιέχουν το I. Με άλλα λόγια το στοιχείο x ανήκει στο
ϱιζικό

?
I του I. Αντίστροφα υποθέτουµε ότι

?
J Ă

?
I. Τότε χρησιµοποιώντας το Λήµµα

Αʹ.0.5 προκύπτει ότι :
V pIq “ V p

?
Iq Ă V p

?
Jq “ V pJq

και αποδεικνύουµε το Ϲητούµενο.
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2. Η ευθεία κατεύθυνση προκύπτει άµεσα µε χρήση του πρώτου σκέλους. Αντίστροφα, υποθέ-
τουµε ότι

?
I “

?
J . Χρησιµοποιώντας το Λήµµα Αʹ.0.5, προκύπτει ότι :

V pIq “ V p
?
Iq “ V p

?
Jq “ V pJq

�

Πρόταση Αʹ.0.7. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και P ένα πρώτο ιδεώδες αυτού. Τότε το ιδεώδες P είναι
ϱιζικό.

Απόδειξη. Προφανώς ισχύει ότι P Ă
?
P . Αντίστροφα, έστω x P

?
P , δηλαδή xm P P , για κάποιο

m ě 1. Επειδή το ιδεώδες P είναι πρώτο, µετά από πεπερασµένο αριθµό ϐηµάτων προκύπτει ότι
x P P και άρα

?
P Ă P . Συνεπώς

?
P “ P , δηλαδή το P είναι ϱιζικό ιδεώδες. �

Από τη Μεταθετική ΄Αλγεβρα γνωρίζουµε ότι όταν ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος της Noether,
τότε υπάρχει µια «1-1» και «επί» αντιστοιχία µεταξύ των ϱιζικών ιδεωδών του R και των κλειστών
υποσυνόλων του ϕάσµατος SpecpRq. Συγκεκριµένα, η απεικόνιση

V : tI Ă R | I : ϱιζικό ιδεώδεςu ÝÑ tZ Ă SpecpRq | Z : κλειστόu, I ÞÑ V pIq

είναι µια «1-1» και «επί» απεικόνιση. Στη συνέχεια ϑα δώσουµε ακριβή περιγραφή για τα ανάγωγα
κλειστά υποσύνολα του ϕάσµατος.

Πρόταση Αʹ.0.8. ΄Εστω R ένας δακτύλιος. Κάθε κλειστό ανάγωγο υποσύνολο του SpecpRq είναι
της µορφής V pP q, όπου το P είναι πρώτο ιδεώδες του R.

Απόδειξη. Αρχικά, ας είναι P ένα πρώτο ιδεώδες του δακτυλίου R. Θα αποδείξουµε ότι V pP q “
tP u. Από τη Γενική Τοπολογία γνωρίζουµε ότι το κάλυµµα ενός τοπολογικού χώρου είναι το
µικρότερο κλειστό σύνολο που περιέχει τον τοπολογικό χώρο. Υποθέτουµε ότι υπάρχει κλειστό
υποσύνολο V pIq του ϕάσµατος όπου I ιδεώδες του R, τέτοιο ώστε :

tP u Ř V pIq Ř V pP q

Αφού V pIq Ř V pP q, από την Πρόταση Αʹ.0.6 προκύπτει ότι
?
P Ř

?
I και από την Πρόταση Αʹ.0.7

έχουµε ότι P Ř
?
I. ΄Οµως το ιδεώδες P ανήκει στο κλειστό σύνολο V pIq, δηλαδή I Ă P και το

ϱιζικό
?
I είναι η τοµή όλων των πρώτων ιδεωδών που περιέχουν το I. ΄Αρα προκύπτει ότι P Ć

?
I

και καταλήγουµε σε άτοπο. Συνεπώς το V pP q είναι το µικρότερο κλειστό σύνολο που περιέχει το
tP u και αποδεικνύουµε ότι V pP q “ tP u. ΄Οµως ένα υποσύνολο ενός τοπολογικού χώρου είναι
ανάγωγο αν και µόνον αν το τοπολογικό του κάλυµµα είναι ανάγωγο [20, Proposition 3.Α.10].
΄Αρα το κλειστό σύνολο V pP q, όπου P είναι πρώτο ιδεώδες του R, είναι ανάγωγο. Αντίστροφα
ϑεωρούµε ένα κλειστό και ανάγωγο υποσύνολο V pIq του ϕάσµατος όπου το I είναι ιδεώδες του
R και ϑα αποδείξουµε ότι το ιδεώδες I είναι πρώτο. ΄Εστω x, y P R τέτοια ώστε xy P I. Τότε
V pIq “ V pI ` xxyq Y V pI ` xyyq και επειδή το σύνολο V pIq είναι ανάγωγο, προκύπτει ότι
V pIq “ V pI ` xxyq ή V pIq “ V pI ` xyyq. ΄Αρα είτε x P I, είτε y P I και προκύπτει ότι το ιδεώδες
I είναι πρώτο. �

Πόρισµα Αʹ.0.9. ΄Εστω R ένας δακτύλιος. Κάθε κλειστό και ανάγωγο υποσύνολο του ϕάσµατος
SpecpRq έχει µοναδικό γενικό σηµείο (generic point).

Απόδειξη. Από την Πρόταση Αʹ.0.8 γνωρίζουµε ότι κάθε κλειστό και ανάγωγο υποσύνολο του
ϕάσµατος είναι της µορφής V pP q, όπου το P είναι ένα πρώτο ιδεώδες του R και στην απόδειξη
της ίδιας πρότασης αποδεικνύουµε ότι V pP q “ tP u. Με άλλα λόγια το κλειστό και ανάγωγο
υποσύνολο V pP q έχει µοναδικό γενικό σηµείο. �



238 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Αʹ. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΜΕΤΑΘΕΤΙΚΗΣ ΑΛΓΕΒΡΑΣ



Παράρτηµα Βʹ

Περίληψη - Abstract

Περίληψη. Ο κεντρικός στόχος της παρούσας διατριβής είναι να παρουσιάσει µια ϑεωρία για
την ταξινόµηση των thick τανυστικών υποκατηγοριών µιας τανυστικής τριγωνισµένης κατηγορίας,
ο οποία οφείλεται στον Paul Balmer. Για την ανάπτυξη αυτής της ϑεωρίας απαιτείται να γνωρί-
Ϲουµε τις ϐασικές έννοιες που αφορούν τις τανυστικές τριγωνισµένες κατηγορίες, οι οποίες και
παρατίθενται. Η ϑεωρία ταξινόµησης του Balmer έχει ένα ευρύ ϕάσµα εφαρµογών σε διάφορους
κλάδους των µαθηµατικών. Επιλέγουµε να αναλύσουµε δυο παραδείγµατα που προέρχονται α-
πό την άλγεβρα. Το πρώτο αφορά την ευσταθή κατηγορία των προτύπων υπεράνω µιας οµάδας
άλγεβρας, ενώ το δεύτερο την παραγόµενη κατηγορία των τέλειων συµπλόκων ενός µεταθετικού
δακτυλίου.

Abstract. The central aim of this thesis is to present a theory for the classification of thick
tensor subcategories of a tensor triangulated category, which is attributed to Paul Balmer.
For the development of this theory we need to know the basic concepts concerning the tensor
triangulated categories, which are listed. The Balmer’s classification theory has a wide range
of applications in various branches of mathematics. We choose to analyze two examples from
the area of algebra. The first one concerns the stable module category over a group algebra,
while the second one concerns the derived category of perfect complexes over a commutative
ring.
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ακριβής, 80
αντισυναλλοίωτος, 21
αριστερός παραγόµενος, 169
αριστερός συζυγής, 28
ϐαθµωτός (graded), 79
δεξιός παραγόµενος, 169
δεξιός συζυγής, 28
ηµι-αντίστροφος, 25
λησµονικός, 21
οµολογικός, 81
ουσιωδώς «επί», 23
πιστός, 23
πλήρης, 23
πλήρης και πιστός, 23
προσθετικός, 31
συναλλοίωτος, 21
συνοµολογικός, 81
τανυστικός, 165
τανυστικός τριγωνισµένος, 166
τανυστικών κατηγοριών, 165
ταυτοτικός, 21

Συναρτητής τοπικοποίησης
Bousfield, 107

Συνµονάδα, 28
Συνπυρήνας, 35

Τανυστικά πολλαπλασιαστική
συλλογή αντικειµένων, 174

Τανυστική κατηγορία
συµµετρική, 165

Τανυστικό ιδεώδες
πρώτο, 172

Ταυτοδύναµη πλήρωση, 198
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Τοπικός δακτύλιος, 226
Τοπικοποίηση

δακτυλίου, 40
κατηγορίας, 39
προτύπου, 226

Τοπικοποιούσα κλάση µορφισµών, 41
συµβατή µε την τριγωνική δοµή, 91

Τοπολογικός χώρος
ηµισυµπαγής, 185
της Noether, 186

Τρίγωνο, 77
standard, 130

Υποαντικείµενο, 33
Υποκατηγορία, 20

S-συντοπικών αντικειµένων, 113
S-τοπικών αντικειµένων, 113
cofinal, 199
thick, 85
µε ϕορέα, 204
πλήρης, 20
πλήρης τριγωνισµένη, 85
υπερπλήρης, 85
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