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H εύξεζε ηνπ ππξήλα ελόο πνιπέδξνπ ζπγθαηαιέγεηαη ζηελ νηθνγέλεηα πξνβιεκάησλ 

νξαηόηεηαο ηνπ ρώξνπ κε ην ειάρηζην πιήζνο θπιάθσλ (art gallery problem). Βξίζθνληαο 

ηνλ ππξήλα έρνπκε πιήξε νξαηόηεηα ζε όιν ηνλ ρώξν κε έλαλ κόλν θύιαθα, ιύλνληαο ην 

πξόβιεκα ηεο επόπηεπζεο. ε απηήλ ηελ εξγαζία δίλεηαη έλαο αιγόξηζκνο γηα ηνλ 

ππνινγηζκό ηνπ ππξήλα ελόο πνιπέδξνπ. Πνιύεδξν είλαη έλα απιό ζηεξεό ην νπνίν νξίδεηαη 

από έλα ζύλνιν θνξπθώλ θαη έλα ζύλνιν εδξώλ ζηηο ηξεηο δηαζηάζεηο, σο έδξα ελλννύκε ην 

πνιύγσλν ζηηο ηξεηο δηαζηάζεηο. Σν πνιύεδξν ρσξίδεη ην ρώξν ζε δύν πεξηνρέο ζην 

εζσηεξηθό ηνπ θαη ζην εμσηεξηθό ηνπ. Όια ηα ζηεξεά ηνπ πξαγκαηηθνύ θόζκνπ κπνξνύλ λα 

αλαπαξαζηαζνύλ σο πνιύεδξα. Ππξήλαο Κ ελόο πνιπέδξνπ P είλαη ην κεγαιύηεξν θπξηό 

πνιύεδξν πνπ κπνξεί λα ππάξμεη εληόο ηνπ P, κε ηελ ηδηόηεηα θάζε ζεκείν ηνπ Κ λα ελώλεηαη 

κε θαζέλα ζεκείν ηνπ P κέζσ ελόο επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο L, ρσξίο ην L λα βξίζθεηαη ζε 

θάπνην ζεκείν ηνπ εθηόο ηνπ P. H θσδηθνπνίεζε ηνπ αιγνξίζκνπ έγηλε ζηε γιώζζα 

πξνγξακκαηηζκνύ C++, θαη ε νπηηθνπνίεζε έγηλε κε ηηο βηβιηνζήθεο ηεο openGL ζην 

πεξηβάιινλ visual studio. 
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EXTENDED ABSTRACT  

Dionysios Kefallinos, MSc, Department of Computer Science and Engineering, University of 

Ioannina, Greece, September 2019. 

A Simpler Algorithm for Computing the Kernel of a Polyhedron. 

Advisor: Leonidas palios, Professor. 

 

Determining the kernel of a polyhedron is a subproblem which is included to the generic 

category of problems of finding the minimum number of guards which is required to watch  

all the given space (art gallery problem). When we know the kernel, we know all the points 

that can watch all the space. Of course the kernel can be empty which means no one point 

(guard) can watch the entire space. In this project we give one algorithm that computes the 

kernel of a polyhedron. Polyhedron is a simple solid that is defined from a set of vertices and 

a set of faces in three dimensions. All the solids in real world can be presented as 

polyhedrons. Kernel K of a polyhedron P is the largest convex polyhedron that can exist 

inside of P, respecting the following rule. Every point of K can be connected to every point of 

P via a line segment L, with no point of L outside of P. 

 

Our algorithm uses the idea of duality to compute the kernel of a polyhedron. It transforms the 

planes of the polyhedron  to points in three dimensional space, by a transformation equation 

one to one that corresponds one plane to one point and one point to one plane. Initially we 

enlist each plane of the given polyhedron in one of two groups. In the first group we have 

planes from the up part of the polyhedron, symmetrically in the second group we have planes 

from the down part of the polyhedron. Then we compute the two convex hulls of the dualized 

points of each group. Finally from the planes of the convex hulls we take the dualized points 

(inverse transformation) which are points of the kernel.  

 

The algorithm  runs in O(nlogn) time as the algorithm of Preparata and Muller [2] however is 

simpler algorithm  because it uses simpler equation of duality, while the algorithm of 

Preparata and Muller [2] uses transformation in fourth dimensional space with more 

complicated manipulations.   

 

The algorithm was coded in C++  programming language and   visualized with libraries of 

openGL in visual studio environment.   
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 1 

ΔΗΑΓΧΓΖ 

 

1.1  Βαζικοί Οπιζμοί 

1.2  Σσεηικά Δπεςνηηικά Αποηελέζμαηα 

1.3  Ανηικείμενο ηηρ Μεηαπηςσιακήρ Δπγαζίαρ 

1.4  Γομή ηηρ Μεηαπηςσιακήρ Δπγαζίαρ 

 

1.1. Βαζικοί Οπιζμοί 

Πολύεδπο είλαη έλα ζηεξεό ζηνλ ηξηζδηάζηαην ρώξν πνπ νξίδεηαη από έλα ζύλνιν θνξπθώλ 

θαη έλα ζύλνιν εδξώλ. Χο έδξα ελλννύκε ην πνιύγσλν ζηηο ηξεηο δηαζηάζεηο ην νπνίν 

νξίδεηαη από έλα ζύλνιν θνξπθώλ. Σν πνιύεδξν ρσξίδεη ην ρώξν ζε δύν κέξε ζην εζσηεξηθό 

ηνπ θαη ζην εμσηεξηθό ηνπ (ρήκα 1.1), όια ηα ζηεξεά ηνπ πξαγκαηηθνύ θόζκνπ κπνξνύλ λα 

αλαπαξαζηαζνύλ σο πνιύεδξα. 

 

 

                                      

         ρήκα 1.1: Παξαδείγκαηα πνιπέδξσλ. 

 

Γύν ζεκεία p, q ελόο πνιπέδξνπ P είλαη οπαηά ην έλα από ην άιιν όηαλ ην επζύγξακκν 

ηκήκα πνπ ηα ελώλεη βξίζθεηαη εμ νινθιήξνπ εληόο ηνπ πνιπέδξνπ P (ρήκα 1.2). 
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ρήκα 1.2:  Παξάδεηγκα νξαηόηεηαο: ζηνλ θύβν αξηζηεξά θαίλεηαη ην επζύγξακκν ηκήκα 

πνπ ελώλεη δύν νξαηά κεηαμύ ηνπο ζεκεία, ελώ ζην ζρήκα δεμηά βιέπνπκε δύν ζεκεία κε 

νξαηά κεηαμύ ηνπο. 

Ο πςπήναρ ελόο πνιπέδξνπ P είλαη ην ζύλνιν ησλ ζεκείσλ ηνπ πνιπέδξνπ P από ηα νπνία 

θάζε ζεκείν ηνπ πνιπέδξνπ P είλαη νξαηό (ρήκα 1.3). Ο ππξήλαο ελόο πνιπέδξνπ είλαη έλα 

θπξηό πνιύεδξν. 

 

ρήκα 1.3: Παξάδεηγκα ππξήλα: αξηζηεξά απεηθνλίδεηαη έλα πνιύεδξν θαη δεμηά 

απεηθνλίδεηαη ην πνιύεδξν  κε ηνλ ππξήλα ηνπ  ζην εζσηεξηθό ηνπ, ρξώκαηνο γθξη, ζε  ζρήκα 

ζηέγεο. Παξαηεξνύκε όηη από θάζε ζεκείν ηεο γθξίδαο πεξηνρήο έρνπκε νξαηόηεηα ζε όια ηα 

ζεκεία ηνπ πνιπέδξνπ. 

 

εκεηώλεηαη όηη ν ππξήλαο ελόο πνιπέδξνπ ελδέρεηαη λα είλαη θελόο. Γηα παξάδεηγκα, ζηνλ 

ηόξν όπνπ ππάξρεη κηα δηακπεξήο ηξύπα, θαλέλα ζεκείν ηνπ δελ κπνξεί λα βιέπεη όια ηα 

ζεκεία ηνπ ηόξνπ, δηόηη δύν αληηδηακεηξηθά ζεκεία σο πξνο ηελ ηξύπα είλαη πάληνηε κε 

νξαηά.  
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ρήκα 1.4: Παξάδεηγκα θελνύ ππξήλα, πξνβαιιόκελνπ ζηηο δύν δηαζηάζεηο: παξαηεξνύκε 

όηη δελ ππάξρεη ζεκείν πνπ λα βιέπεη όια ηα ζεκεία ηνπ πνιπέδξνπ θαζώο δελ κπνξεί έλα 

ζεκείν λα  βξίζθεηαη ηαπηνρξόλσο θαη ζηηο δύν γθξίδεο πεξηνρέο. 

Δλαιιαθηηθά, ν ππξήλαο ελόο πνιπέδξνπ ζα κπνξνύζε λα νξηζζεί σο ε ηνκή όισλ ησλ 

εκηρώξσλ πνπ νξίδνληαη από ηα επίπεδα ησλ εδξώλ ηνπ πνιπέδξνπ. 

 

Ο Μεηαζσημαηιζμόρ Γςφκόηηηα ζηιρ 2 διαζηάζειρ είλαη κηα απεηθόληζε ζεκείσλ ζε 

επζείεο θαη ην αληίζηξνθν. Γηα παξάδεηγκα, ε επζεία y = mx + b κπνξεί λα αληηζηνηρηζζεί κε 

ην ζεκείν (m, b). Από ηελ άιιε κεξηά, έλα ζεκείν κπνξεί λα αληηζηνηρηζζεί κε κηα επζεία 

όπνπ νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ αληηζηνηρνύλ ζηελ θιίζε ηεο επζείαο θαη ζηελ ηεηαγκέλε ηνπ 

ζεκείνπ ηνκήο ηεο επζείαο κε ηνλ άμνλα ησλ y. Με απηή ηελ απεηθόληζε έρνπκε κηα ζρέζε 

(1-1) κε θάζε ζεκείν λα αληηζηνηρίδεηαη ζε κηα κνλαδηθή κε θαηαθόξπθε επζεία θαη θάζε κε 

θαηαθόξπθε επζεία λα αληηζηνηρίδεηαη ζε έλα κνλαδηθό ζεκείν (ρήκα 1.5).   

 

 

 

ρήκα 1.5: Παξάδεηγκα δπτθόηεηαο: ην ζεκείν p ζηνλ αξρηθό ρώξν αληηζηνηρίδεηαη ζηελ 

επζεία ε ζην δπτθό ρώξν. 

 

Τπάξρνπλ θαη άιινη ηύπνη κεηαζρεκαηηζκώλ πνπ πξαγκαηνπνηνύλ δπτθόηεηα αλάκεζα ζε 

επζείεο θαη ζεκεία εθηόο από ηνλ κεηαζρεκαηηζκό L : y = mx - b  p : (m, b) ζηνλ νπνίνλ 

αλαθεξζήθακε παξαπάλσ.  Γηα παξάδεηγκα, ν κεηαζρεκαηηζκόο L : ax + by =1  p : (a, b) 

νξίδεη ηε ιεγόκελε πολική δςφκόηηηα (polar duality ή polarity). Έλαο άιινο 

κεηαζρεκαηηζκόο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζπρλά είλαη ν  L : y = 2ax – b  p : (a, b) θπξίσο 

ιόγσ ηεο ζηελήο ηνπ ζρέζεο κε ην παξαβνινεηδέο. Kάζε θνξά ρξεζηκνπνηείηαη ν 

ηδαληθόηεξνο κεηαζρεκαηηζκόο σο πξνο ηελ εθάζηνηε εθαξκνγή.  
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ηε ζπλέρεηα, ζα παξνπζηάζνπκε θάπνηα Λήκκαηα ζηα νπνία απνδεηθλύνπκε ηδηόηεηεο ηνπ 

κεηαζρεκαηηζκνύ  δπτθόηεηαο πνπ είδακε:  L : y = mx - b  p : (m, b). Αλάινγεο ηδηόηεηεο 

ηζρύνπλ θαη γηα ηνπο άιινπο κεηαζρεκαηηζκνύο. Αλ ρ είλαη ην αληηθείκελό καο (ζεκείν ή 

επζεία) ζα ζπκβνιίδνπκε σο D ηνλ κεηαζρεκαηηζκό καο, θαη σο D(ρ) ηελ δπτθή εηθόλα ηνπ ρ. 

 

 Λήμμα 1.1. D(D(χ)) = χ,  οπού χ εύναι εύτε ςημεύο εύτε ευθεύα. 

 

 Απόδειξη. Πξνθαλέο θαζώο ν κεηαζρεκαηηζκόο είλαη ζπκκεηξηθόο.      □  

  

Ο κεηαζρεκαηηζκόο D δελ νξίδεηαη γηα θαηαθόξπθεο επζείεο θαζώο απηέο είλαη νη κόλεο πνπ 

δελ κπνξνύλ λα αλαπαξαζηαζνύλ ζηε κνξθή y = mx – b. Χζηόζν, απηό ζπλήζσο δελ είλαη 

πξόβιεκα δηόηη κπνξνύκε λα ρεηξηζηνύκε ρσξηζηά απηέο ηηο επζείεο. 

 

 Λήμμα 1.2. Ο μεταςχηματιςμόσ D εύναι μια απεικόνιςη (1-1) ανϊμεςα ςε όλεσ τισ 

μη κατακόρυφεσ ευθεύεσ και ςε όλα τα ςημεύα ςτο επύπεδο. 

 

 Λήμμα 1.3. Το ςημεύο p ανόκει ςτην ευθεύα L αν και μόνο αν το ςημεύο D(L) 

ανόκει ςτην ευθεύα D(p) (Σχόμα 1.6).  

 

 Απόδειξη .Έζησ ε επζεία L : y = mx - b θαη ην ζεκείν p = (c, d). Σόηε ην p αλήθεη 

ζηελ L αλ θαη κόλν αλ d = mc - b. ηνλ δπτθό ρώξν έρνπκε ην ζεκείν D(L) = (m, b) θαη ηελ 

επζεία D(p) πνπ είλαη ε y = cx – d.  Σν ζεκείν D(L) αλήθεη ζηελ επζεία D(p) αλ θαη κόλν αλ 

b = mc – d πνπ είλαη ε ίδηα ηζόηεηα πνπ βξήθακε αξρηθά.      □  

 

 

ρήκα 1.6: Αλ ην ζεκείν p αλήθεη ζηελ επζεία L, ζηνλ δπτθό ρώξν ην ζεκείν D(L) αλήθεη 

ζηελ επζεία D(p).  
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 Λήμμα 1.4. Έςτω ότι δύο ευθεύεσ  L1, L2 τϋμνονται ςτο ςημεύο p τότε τα δυώκϊ 

ςημεύα D(L1), D(L2) ανόκουν ςτη δυώκό ευθεύα D(p). ( Σχόμα 1.7).  

 

 Απόδειξη. Δθόζνλ ην p αλήθεη ζηελ L1 ηόηε ην D(L1) αλήθεη ζηελ D(p), θαη εθόζνλ 

ην p αλήθεη ζηελ L2 ηόηε θαη ην D(L2) αλήθεη ζηελ D(p).      □ 

 

 

ρήκα 1.7: Παξάδεηγκα γηα ην Λήκκα 1.4: νη δύν επζείεο ηέκλνληαη ζην ζεκείν p, απηό 

ζεκαίλεη όηη ζην δπτθό ρώξν ηα δπτθά ζεκεία ησλ επζεηώλ αλήθνπλ ζηελ επζεία D(p). 

1.2. Σσεηικά Δπεςνηηικά Αποηελέζμαηα 

ην επίπεδν, ν ππξήλαο ελόο απινύ πνιπγώλνπ κπνξεί λα ππνινγηζηεί ζε O(nlogn) ρξόλν σο 

ηνκή θιεηζηώλ εκηεπηπέδσλ, έλα γηα θάζε αθκή ηνπ πνιπγώλνπ. Γηα ην ίδην πξόβιεκα, νη Lee 

θαη Preparata [1] πεξηέγξαςαλ έλαλ αιγόξηζκν O(n) ρξόλνπ, ν νπνίνο είλαη βέιηηζηνο . 

 

ηηο ηξεηο δηαζηάζεηο, ν αιγόξηζκνο ησλ Lee θαη Preparata δελ θαίλεηαη λα επεθηείλεηαη. 

Δπηπιένλ, αλ θαη ν ππξήλαο πνιπέδξνπ κπνξεί λα ππνινγηζηεί σο ηνκή θιεηζηώλ εκηρώξσλ, 

ελόο εκηρώξνπ γηα θάζε έδξα ηνπ δνζέληνο πνιπέδξνπ, όκσο, δελ ππάξρεη αιγόξηζκνο λα ην 

θάλεη απηό ζε O(nlogn) ρξόλν. 

 

Γηα ηνλ ππξήλα ζηηο 3 δηαζηάζεηο, νη Preparata θαη Muller [2] επηλόεζαλ έλαλ αιγόξηζκν 

πνιππινθόηεηαο O(nlogn). Ο αιγόξηζκόο ηνπο ρξεζηκνπνηεί δπτθόηεηα αληηζηνηρίδνληαο 

θάζε επίπεδν έδξαο ηνπ πνιπέδξνπ ζε έλα ηεηξαδηάζηαην ζεκείν πάλσ ζε κηα 

ηεηξαζδηάζηαηε ζθαίξα, πνιιαπιαζηάδνληαο ηελ θαηάιιεια νύησο ώζηε λα έρεη ην θέληξν 

ηεο ζηελ αξρή ησλ αμόλσλ, ζηε ζπλέρεηα ππνινγίδνπλ ην θπξηό πεξίβιεκα ζηηο 4 δηαζηάζεηο 

κε θάπνην ηέρλαζκα πξνβνιώλ νύησο ώζηε λα κε μεπεξαζηεί ε πνιππινθόηεηα  ηεο ηάμεο 

ηνπ O(nlogn) θαη ηέινο αληηζηξέθνπλ ηνλ κεηαζρεκαηηζκό θαη ππνινγίδνπλ  ηνλ ππξήλα. 
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Δκείο πξνηείλνπκε έλαλ απινύζηεξν ηξόπν ππνινγηζκνύ ηνπ ππξήλα ρξεζηκνπνηώληαο κηα 

επέθηαζε ηνπ πξναλαθεξζέληνο κεηαζρεκαηηζκνύ δπτθόηεηαο D αληηζηνηρίδνληαο ηα επίπεδα 

ησλ εδξώλ ηνπ πνιπέδξνπ ζε ηξηζδηάζηαηα ζεκεία θαη απινπνηώληαο ζεκαληηθά ηνλ 

ππνινγηζκό. 

 

 

1.3. Ανηικείμενο ηηρ Μεηαπηςσιακήρ επγαζίαρ 

Ζ εξγαζία αθνξά ηε ζρεδίαζε θαη  πινπνίεζε ελόο απνδνηηθνύ αιγνξίζκνπ γηα  ηνλ 

ππνινγηζκό ηνπ ππξήλα ελόο πνιπέδξνπ. Πξνηείλνπκε κηα επέθηαζε ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ 

δπτθόηεηαο ζηηο ηξεηο δηαζηάζεηο ηελ νπνία εθκεηαιιεπόκαζηε γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ 

ππξήλα. H θσδηθνπνίεζε ηνπ αιγνξίζκνπ έγηλε ζηε γιώζζα πξνγξακκαηηζκνύ C++, θαη ε 

νπηηθνπνίεζε έγηλε κε ηηο βηβιηνζήθεο ηεο openGL ζην πεξηβάιινλ visual studio. 

1.4. Γομή ηηρ Μεηαπηςσιακήρ Δπγαζίαρ 

ην Κεθάιαην 2 δίλεηαη ν αιγόξηζκνο ππνινγηζκνύ ηνπ ππξήλα, εμεγείηαη ε ιεηηνπξγία ηνπ 

θαη ππνινγίδεηαη ε πνιππινθόηεηά ηνπ. 

 

ην Κεθάιαην 3 παξνπζηάδεηαη κέξνο ηεο πινπνίεζεο ηνπ αιγνξίζκνπ, νη δνκέο δεδνκέλσλ 

πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ θαζώο θαη  ηα απνηειέζκαηα πνπ παξάγνληαη ζε δηάθνξα 

παξαδείγκαηα εηζόδσλ. 

 

ην Κεθάιαην 4 παξνπζηάδνληαη ζπκπεξάζκαηα ηεο εξγαζίαο θαη επεθηάζεηο πνπ κπνξνύλ 

λα γίλνπλ. 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 2 

Ο ΑΛΓΟΡΗΘΜΟ  

 

2.1 Θευπηηικό Υπόβαθπο 

2.2 Πεπιγπαθή ηος Αλγοπίθμος 

2.3 Η Πολςπλοκόηηηα ηος Αλγοπίθμος 

2.4 Παπάδειγμα Δθαπμογήρ ηος Αλγοπίθμος 

 

 

2.1 Θευπηηικό Υπόβαθπο 

Ο αιγόξηζκνο ππνινγηζκνύ ηνπ ππξήλα πνιπέδξνπ βαζίδεηαη ζηε δςφκόηηηα ζηιρ ηπειρ 

διαζηάζειρ πνπ εθαξκόδνπκε ζηνλ ηξηζδηάζηαην ρώξν.  Αλάινγα όπσο ζηε δπτθόηεηα 

ζεκείνπ–επζείαο ζην επίπεδν, πνπ αλαθέξακε ζην Κεθάιαην 1, ηώξα ζπζρεηίδνπκε ζεκείν κε 

επίπεδν ζηνλ ρώξν. 

 

 Ένα επίπεδο με εξίςωςη επιπέδου E: z = ax + by + c το αντιςτοιχίζουμε ςτο ςημείο D(E) 

= p : (a, b, -c). 

 

 Αντίςτροφα, ένα ςημείο p: (a, b, c) το αντιςτοιχίζουμε ςτο επίπεδο D(p) = Ε: z = ax + by – 

c. 
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Παξαθάησ απνδεηθλύνπκε ηδηόηεηεο, ηηο νπνίεο ρξεζηκνπνηνύκε ζηελ επόκελε παξάγξαθν 

γηα ηε ζρεδίαζε ηνπ αιγνξίζκνπ.  

 

εκεηώλνπκε όηη ν κεηαζρεκαηηζκόο D πνπ πεξηγξάςακε δελ εθαξκόδεηαη ζε θαηαθόξπθα 

επίπεδα (δειαδή, επίπεδα παξάιιεια ζηνλ z-άμνλα) θαζώο απηά δελ κπνξνύλ λα 

πεξηγξαθνύλ ζηε κνξθή z = ax + by – c. Δάλ όκσο ππάξρνπλ ηέηνηα επίπεδα ζην δνζέλ 

πνιύεδξό καο, ηα ρεηξηδόκαζηε μερσξηζηά ζην ηέινο ηνπ αιγνξίζκνπ, επίζεο ζε O(nlogn) 

ρξόλν, ρξεζηκνπνηώληαο πξνβνιέο ζην xy-επίπεδν. 

 

 Λήμμα 2.1. Αν ϋνα ςημεύο p βρύςκεται ψηλότερϊ από ϋνα (μη κατακόρυφο) 

επύπεδο E τότε το δυώκό ςημεύο D(E) βρύςκεται ψηλότερα από το επύπεδο D(p) (δυικό 

εικόνα του ςημεύου p). Συμμετρικϊ αν ϋνα ςημεύο p βρύςκεται χαμηλότερϊ από ϋνα (μη 

κατακόρυφο) επύπεδο E τότε η δυώκό του εικόνα D(E) βρύςκεται χαμηλότερα από το 

επύπεδο D(p) (δυικό εικόνα του ςημεύου p) (Σχόμα 2.1). 

 

 Απόδειξη. Αν το ςημεύο p : (m, n, o) εύναι ψηλότερα από το επύπεδο Ε :  z = ax 

+by + c, ιςχύει ότι o > am + bn + c. Οι δυώκϋσ εικόνεσ του επιπϋδου και του ςημεύου 

εύναι D(E) = p’: (a, b, -c)  και D(p) = E’: z = mx + ny – o. Η ςχϋςη o > am + bn + c  

μπορεύ να γραφεύ ιςοδύναμα ωσ -c > ma + nb – o, η οπούα ιςοδυναμεύ με το ότι το 

ςημεύο D(E) βρύςκεται ψηλότερα από το επύπεδο D(p).                   □

        

Παρόμοια, δεύχνεται και η δεύτερη ςχϋςη.  

 

 

ρήκα 2.1: Παξάδεηγκα δπτθόηεηαο ζηηο ηξεηο δηαζηάζεηο: ην ζεκείν p ζηνλ αξρηθό ρώξν 

είλαη πάλσ από ην επηπέδν E ελώ ζηνλ δπτθό ρώξν ην δπτθό επίπεδν D(p) είλαη θάησ από ην 

δπτθό ζεκείν D(E). 
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 Λήμμα 2.2. Αν ϋνα ςημεύο p ανόκει ςε ϋνα (μη κατακόρυφο) επύπεδο Ε τότε το 

ςημεύο D(E) ανόκει ςτο επύπεδο D(p) (Σχόμα 2.2). 

 

   Απόδειξη. Δθόζνλ ην p ηθαλνπνηεί ηελ εμίζσζε ηνπ επηπέδνπ Δ, κεηαηξέπνληαο ην p 

ζε επίπεδν νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζα γίλνπλ ζπληειεζηέο εμίζσζεο επηπέδνπ θαη αληίζηξνθα 

νη ζπληειεζηέο ηνπ Δ ζα γίλνπλ ζπληεηαγκέλεο, ζπλεπώο ε εμίζσζε θαη πάιη ζα 

ηθαλνπνηείηαη.                                                                             □ 

 

 

ρήκα 2.2: Σν  ζεκείν p αλήθεη ζην επίπεδν E, ηζνδύλακα ζηνλ δπτθό ρώξν, ην ζεκείν D(E) 

αλήθεη ζην επίπεδν D(p). 

 

Σν επόκελν ιήκκα απνηειεί επέθηαζε ηνπ πξνεγνύκελνπ Λήκκαηνο γηα ηελ ηνκή δύν 

επηπέδσλ. 

 

 Λήμμα 2.3. Αν ϋνα ςημεύο p ανόκει ςε δύο επύπεδα Ε1, Ε2 τότε ςτον δυώκό χώρο 

τα δυώκϊ ςημεύα D(Ε1), D(Ε2) θα ανόκουν ςτο επύπεδο D(p) (Σχόμα 2.3). 

 

 Απόδειξη. Δθαξκόδνληαο ην πξνεγνύκελν Λήκκα 2.2 δύν θνξέο, απνδεηθλύνπκε ην 

δεηνύκελν.                  □ 

 

 

 

ρήκα 2.3: Αλ ην ζεκείν p αλήθεη ζηα επίπεδα Δ1, Δ2 ηόηε ηα δπτθά ζεκεία D(Δ1), D(Δ2) 

αλήθνπλ ζην επίπεδν D(p).  
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Σέινο, ζα δνύκε όηη γλσξίδνληαο ην επίπεδν ην νπνίν νξίδεηαη από ηα δπτθά ζεκεία 3 

επηπέδσλ, εύθνια ππνινγίδνπκε ην ζεκείν ηνκήο απηώλ ησλ επηπέδσλ. 

 

 Λήμμα 2.4. Αν ϋνα ςημεύο p ανόκει ςε τρύα επύπεδα Ε1, Ε2, Ε3, τότε ςτον δυώκό 

χώρο τα δυώκϊ ςημεύα D(Ε1), D(Ε2), D(E3) θα ανόκουν ςτο επύπεδο D(p) (Σχόμα 2.4). 

 

 Απόδειξη. Δθαξκόδνληαο  ην Λήκκα 2.2 ηξεηο θνξέο, απνδεηθλύνπκε ην δεηνύκελν. □                                                                                                                  

 

 

 

ρήκα 2.4: Αλ έλα ζεκείν αλήθεη ζηελ ηνκή ηξηώλ επηπεδσλ, ζηνλ δπτθό ρώξν, ηα ηξία δπτθά 

ζεκεία ησλ ηξηώλ επηπέδσλ αλήθνπλ ζην δπτθό επίπεδν ηνπ ζεκείνπ.  

 

2.2 Πεπιγπαθή ηος Αλγοπίθμος 

Ο αιγόξηζκνο ππνινγηζκνύ ηνπ ππξήλα ελόο πνιπέδξνπ όπσο πξναλαθέξακε βαζίδεηαη ζηνλ 

κεηαζρεκαηηζκό δπτθόηεηαο D ζηηο ηξεηο δηαζηάζεηο, ν νπνίνο καο επηηξέπεη λα 

απεηθνλίζνπκε επίπεδα ζε ζεκεία θαη λα απνθύγνπκε λα ππνινγίζνπκε ηνκέο επηπέδσλ πνπ 

είλαη ππνινγηζηηθά δαπαλεξή δηαδηθαζία. Ζ θαηάζηαζε απινπζηεύεη δηόηη ε ηνκή ησλ 

επηπέδσλ αληηζηνηρίδεηαη ζην θπξηό πεξίβιεκα ζεκείσλ ζηνλ δπτθό ρώξν, άξα ην δεηνύκελν 

πιένλ είλαη ν ππνινγηζκόο ηνπ θπξηνύ πεξηβιήκαηνο. 

 

εκεηώλεηαη όηη αλ ν δεηνύκελνο ππξήλαο δελ είλαη θελόο ηόηε ζα ππάξρεη ζεκείν p ην νπνίν 

αθελόο βξίζθεηαη ςειόηεξα από όια ηα επίπεδα E1 ησλ εδξώλ πνπ πεξηβάιινπλ από θάησ ην 

δνζέλ πνιύεδξν P θαη αθεηέξνπ βξίζθεηαη ρακειόηεξα από όια ηα επίπεδα E2 ησλ εδξώλ πνπ 

πεξηβάιινπλ από επάλσ ην P. Ηζνδύλακα, ιόγσ ηνπ Λήκκαηνο 2.1, ζηνλ δπτθό ρώξν ζα 

πξέπεη λα ππάξρεη επίπεδν ην νπνίν βξίζθεηαη ρακειόηεξα από όια ηα δπτθά ζεκεία D(E1), 

θαη ςειόηεξα από όια ηα δπτθά ζεκεία D(E2). Με άιια ιόγηα, ζα πξέπεη λα ππάξρεη 
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δηαρσξηζηηθό επίπεδν κεηαμύ ησλ δύν θπξηώλ πεξηβιεκάησλ ησλ δπτθώλ ζεκείσλ D(E1) θαη 

D(E2). πλεπώο,  αλ ηα δύν απηά θπξηά πεξηβιήκαηα ηέκλνληαη, δελ ππάξρεη ηέηνην επίπεδν, 

αιιηώο ππάξρεη δηαρσξηζηηθό επίπεδν ή ηζνδύλακα ζεκείν ζηνλ αξρηθό ρώξν από ην νπνίν 

όια ηα ζεκεία ηνπ δνζέληνο πνιπέδξνπ P είλαη νξαηά, θαη άξα ν ππξήλαο δελ είλαη θελόο. Γηα 

λα ππνινγίζνπκε ηνλ ππξήλα αξθεί λα βξνύκε ηηο θνξπθέο πνπ ηνλ νξίδνπλ. Γλσξίδνπκε όηη 

ν ππξήλαο νξίδεηαη από θνξπθέο πνπ είλαη ηνκέο επηπέδσλ ζηνλ αξρηθό ρώξν θαη 

απεηθνλίδνληαη κε επίπεδα εδξώλ ησλ θπξηώλ πεξηβιεκάησλ ζηνλ δπτθό ρώξν (Λήκκα 2.4). 

πλεπώο, αλ ππνινγίζνπκε ηα δπτθά ζεκεία ησλ επηπέδσλ ησλ εδξώλ ησλ θπξηώλ 

πεξηβιεκάησλ έρνπκε ηηο θνξπθέο ηνπ ππξήλα, πξέπεη όκσο λα πξνζέμνπκε λα 

ζπκπεξηιάβνπκε κόλν ηα δπτθά ζεκεία ησλ επηπέδσλ ησλ εδξώλ πνπ νξίδνπλ ηνλ ρώξν 

κεηαμύ ησλ δύν θπξηώλ πεξηβιεκάησλ, θαη όρη επίπεδα εδξώλ πνπ δελ εθάπηνληαη ζε απηόλ 

ηνλ ρώξν.  

 

Σέινο, επεηδή θαηά ηελ εθαξκνγή ηνπ αιγνξίζκνπ δηαρσξίδνπκε ηα επίπεδα εδξώλ πνπ 

βξίζθνληαη ςειόηεξα από ηα ζεκεία ηνπ ππξήλα από ηα επίπεδα εδξώλ πνπ βξίζθνληαη 

ρακειόηεξα από ηα ζεκεία ηνπ ππξήλα ηνπ δνζέληνο πνιπέδξνπ, ζηελ πξαγκαηηθόηεηα απηό 

πνπ θάλνπκε είλαη όηη ππνινγίδνπκε ην επάλσ ηκήκα ηνπ ππξήλα, έπεηηα ην θάησ ηκήκα ηνπ 

ππξήλα θαη ζηε ζπλέρεηα ρξεηάδεηαη λα ζπλδπάζνπκε ηα δύν ηκήκαηα γηα λα ππνινγίζνπκε 

νιόθιεξν ηνλ ππξήλα.  

 

ηα αθόινπζα ζρήκαηα βιέπνπκε ην άλσ θαη θάησ ηκήκα ηνπ ππξήλα έπεηηα από ηνλ 

ππνινγηζκό ησλ δπτθώλ ζεκείσλ ησλ επηπέδσλ ησλ εδξώλ ησλ δύν θπξηώλ πεξηβιεκάησλ. 

 

 

ρήκα 2.5:  Σν άλσ ηκήκα ηνπ ππξήλα. 

 

 

ηε ζπλέρεηα ππνινγίδεηαη ην θάησ ηκήκα ηνπ ππξήλα (ρήκα 2.6). 
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ρήκα 2.6: Σν θάησ ηκήκα ηνπ ππξήλα. 

 

Ο δεηνύκελνο ππξήλαο είλαη ε ηνκή ηνπ άλσ θαη ηνπ θάησ ηκήκαηνο (ρήκα 2.7). Γηα λα ηνλ 

ππνινγίζνπκε ρξεηάδεηαη λα βξνύκε ηα ζεκεία ηνκήο ησλ δύν κεξώλ θαη λα ηα 

ζπκπεξηιάβνπκε ζηηο θνξπθέο ηνπ ππξήλα, θαζώο επίζεο θαη λα αθαηξέζνπκε ηπρόλ πεξηηηά 

ζεκεία ηα νπνία βξίζθνληαη  εθηόο ηνπ ηειηθνύ ππξήλα (ρήκα 2.8). Ο ηειηθόο ππξήλαο είλαη 

όια ηα ζεκεία πνπ αλήθνπλ ζηελ ηνκή ησλ δύν ηκεκάησλ ηνπ ππξήλα (ρήκα 2.7).   

 

 

ρήκα 2.7 Ο ηειηθόο ππξήλαο είλαη ε ηνκή ησλ δύν ηκεκάησλ ηνπ ππξήλα. 

Σα ζεκεία ησλ δύν θακπύισλ γξακκώλ πέξα από ηα ζεκεία ηνκήο ηνπο δελ αλήθνπλ ζηνλ 

ππξήλα νπόηε ηα αθαηξνύκε (ρήκα 2.8). 

 

 

ρήκα 2.8: Σν ηειηθό ζρήκα ηνπ ππξήλα, κε όιεο ηηο θνξπθέο ηνπ ππξήλα (καύξα ζεκεία), 

έπεηηα  από ππνινγηζκό θαη πξνζζήθε ησλ ζεκείσλ ηνκήο ηνπ άλσ θαη θάησ κέξνπο ηνπ 
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ππξήλα, θαη αθαίξεζε ησλ πεξηηηώλ ζεκείσλ πνπ βξίζθνληαη πέξα από ηα ζεκεία ηνκήο ησλ 

δύν θακπύισλ γξακκώλ. 

 

Παξαθάησ δίλεηαη ν αιγόξηζκνο ζε πην απζηεξή πεξηγξαθή. 

 

                

Βήμαηα αλγοπίθμος. 

Είσοδος: Πνιύεδξν  P, ηνπ νπνίνπ ηνλ ππξήλα ζέινπκε λα ππνινγίζνπκε. 

Έξοδος: Πνιύεδξν Κ πνπ είλαη ν ππξήλαο ή αλαθνξά κε ύπαξμεο ππξήλα. 

Βήμα 1: Τπνινγηζκόο ηνπ θαζέηνπ δηαλύζκαηνο θάζε έδξαο Δ ηνπ P. 

Βήμα 2: Αλάζεζε θάζε έδξαο Δ ηνπ P ζε έλα εθ ησλ δύν ζπλόισλ Δpos, Δneg κε βάζε ην 

πξόζεκν ηεο z ζπληεηαγκέλεο ηνπ θάζεηνπ δηαλύζκαηνο ηεο έδξαο E.  

Βήμα 3: Τπνινγηζκόο ηνπ δπτθνύ ζεκείνπ D(Δ) ηνπ επηπέδνπ θάζε έδξαο Δ ηνπ P, ζύκθσλα 

κε ηελ εμίζσζε κεηαζρεκαηηζκνύ Δ : z = ax + by - c  p : (a, b, c).  

Βήμα 4: Τπνινγηζκόο ηνπ θπξηνύ πεξηβιήκαηνο Ζ1 ησλ δπτθώλ ζεκείσλ ηνπ p πνπ 

πξνέξρνληαη από ηηο έδξεο ηνπ ζπλόινπ Δpos. 

Βήμα 5: Τπνινγηζκόο ηνπ θπξηνύ πεξηβιήκαηνο Ζ2 ησλ δπτθώλ ζεκείσλ ηνπ P πνπ 

πξνέξρνληαη από  ηηο έδξεο ηνπ ζπλόινπ Δneg. 

Βήμα 6: Έιεγρνο ηνκήο ησλ δύν θπξηώλ πεξηβιεκάησλ Ζ1 θαη Ζ2. 

  6α: Αλ ηα Ζ1 θαη Ζ2 ηέκλνληαη, ηεξκάηηζε. 

  6β: Αλ ηα Ζ1 θαη Ζ2 δελ ηέκλνληαη, ζπλέρηζε ζην βήμα 7. 

Βήμα 7: Τπνινγηζκόο ηνπ δπτθνύ ζεκείνπ ηνπ επηπέδνπ θάζε έδξαο ηνπ θπξηνύ 

πεξηβιήκαηνο Ζ1 θαη έληαμή ηνπο ζην ζύλνιν  D1. 

Βήμα 8: Τπνινγηζκόο ηνπ δπτθνύ ζεκείνπ ηνπ επηπέδνπ θάζε έδξαο ηνπ θπξηνύ 

πεξηβιήκαηνο Ζ2 θαη έληαμή ηνπο ζην ζύλνιν D2. 

Βήμα 9: Τπνινγηζκόο ηνπ θπξηνύ πεξηβιήκαηνο K1 ησλ ζεκείσλ πνπ είλαη ζηνηρεία  ηνπ 

ζπλόινπ D1 . 

Βήμα 10: Τπνινγηζκόο ηνπ θπξηνύ πεξηβιήκαηνο K2 ησλ ζεκείσλ πνπ είλαη ζηνηρεία ηνπ  

ζπλόινπ D2 . 

Βήμα 11:  Τπνινγηζκόο ησλ θάζεησλ δηαλπζκάησλ θάζε έδξαο Δ ησλ K1 θαη K2. 

Βήμα 12:  Δύξεζε ησλ ζεκείσλ  ηα νπνία αλήθνπλ ζην D1 θαη δελ αλήθνπλ ζην θπξηό 

πεξίβιεκα Κ2 θαη έληαμή ηνπο ζην ζύλνιν Α1  . 
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Βήμα 13:  Δύξεζε ησλ ζεκείσλ ηα νπνία αλήθνπλ ζην D2 θαη δελ αλήθνπλ ζην θπξηό 

πεξίβιεκα Κ1 θαη έληαμή ηνπο ζην ζύλνιν Α2. 

Βήμα 14: Τπνινγηζκόο ησλ ζεκείσλ ηνκήο  ησλ πεξηβιεκάησλ K1, K2 θαη έληαμή ηνπο ζην 

ζύλνιν Σ. 

Βήμα 15: S = (D1   A1)  (D2 – A2)   T. 

Βήμα 16: Τπνινγηζκόο ηνπ ππξήλα Κ σο θπξηό πεξίβιεκα ησλ ζεκείσλ ηνπ ζπλόινπ S. 

 

εκεηώλνπκε θάπνηεο παξαδνρέο πνπ θάλνπκε ζηνλ παξαπάλσ αιγόξηζκν γηα θάπνηεο 

αθξαίεο πεξηπηώζεηο πνπ κπνξνύλ λα ηύρνπλ. Τπνζέηνπκε όηη όηαλ ππνινγίδνπκε ην θπξηό 

πεξίβιεκα ην αληίζηνηρν ζύλνιν πεξηέρεη ηνπιάρηζηνλ ηέζζεξα ζεκεία πνπ δελ είλαη 

ζπλεπίπεδα κεηαμύ ηνπο, θαζώο απηό είλαη αλαγθαίν γηα λα ππνινγίζνπκε ην θπξηό 

πεξίβιεκα ζηηο ηξεηο δηαζηάζεηο. ε ηέηνηεο απινπζηεπκέλεο πεξηζηάζεηο, όηαλ όια ηα ζεκεία 

κηαο εθ ησλ δύν νκάδσλ είλαη ζπλεπίπεδα κεηαμύ ηνπο, ππνινγίδνπκε ηα ζεκεία ηνκήο ησλ 

επηπέδσλ ησλ εδξώλ, από ηηο νπνίεο πξνέθπςαλ απηά ηα ζεκεία, κε ηνλ ππόινηπν ππξήλα θαη 

έηζη, έρνπκε όιεο ηηο θνξπθέο ηνπ ππξήλα.  Δπίζεο, κπνξεί λα ηύρεη ην αληίζηνηρν ζύλνιν λα 

πεξηέρεη κόλν έλα ή δύν ζεκεία. Αλ έρνπκε κόλν έλα ζεκείν p ππνινγίδνπκε ηελ ηνκή ηνπ 

επηπέδνπ D(p) κε ηνλ ππόινηπν ππξήλα ζε γξακκηθό ρξόλν θαη ιακβάλνπκε ηνλ ηειηθό 

ππξήλα. Αλ έρνπκε κόλν δύν ζεκεία p, q, παξόκνηα ππνινγίδνπκε ηελ ηνκή ηνπ ππόινηπνπ 

ππξήλα κε ηα δύν δπτθά επίπεδα D(p) θαη D(q), θαη κε απηόλ ην ηξόπν ζπλζέηνπκε νιόθιεξν 

ηνλ ππξήλα. 

 

Αθόκε ππνζέηνπκε όηη δελ ππάξρεη έδξα ζην πνιύεδξν ε νπνία λα είλαη θαηαθόξπθε 

(δειαδή, ην θάζεην δηάλπζκά ηεο είλαη θάζεην ζηνλ άμνλα z). ε κηα ηέηνηα πεξίπησζε, 

αξρηθώο βξίζθνπκε ηνλ ππξήλα ρσξίο λα ιάβνπκε ππόςελ ηελ θαηαθόξπθε έδξα θαη ζηε 

ζπλέρεηα πξνβάινπκε ην άλσ ηκήκα ηνπ ππξήλα θαη ηελ έδξα ζην xy-επηπεδν, ιακβάλνληαο 

έλα πνιύγσλν ρσξηζκέλν ζε πεξηνρέο θαη κηα επζεία e ζην xy-επίπεδν αληίζηνηρα, 

ππνινγίδνπκε ηελ ηνκή ησλ πεξηνρώλ ηνπ πνιπγώλνπ κε ηελ επζεία e θαη βξίζθνπκε ηελ 

αληίζηνηρε ηνκή ζην ηξηδηάζηαην άλσ ηκήκα ηνπ ππξήλα. Καηόπηλ, δνπιεύνπκε παξόκνηα γηα 

ην θάησ ηκήκα ηνπ ππξήλα θαη ηελ θαηαθόξπθε έδξα. Σέινο, ζπλζέηνπκε ηα δύν ηκήκαηα 

κεηά ηελ ηνκή ηνπο, πξνζζέηνληαο θαηαθόξπθεο έδξεο ζρήκαηνο ηξαπεδίνπ εθεί όπνπ ηα 

ηκήκαηα απηά έρνπλ ηκεζεί.  Ζ όιε δηαδηθαζία απαηηεί γξακκηθό ρξόλν γηα κία έδξα. Γηα 

πεξηζζόηεξεο έδξεο, ππνινγίδνπκε ηελ ηνκή ησλ εκηεπηπέδσλ ησλ εδξώλ ζε O(nlogn) ρξόλν 
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θαη ζηε ζπλέρεηα ρξεηαδόκαζηε γξακκηθό ρξόλν γηα ηνλ ππνινγηζκό ησλ ηνκώλ θαη ηε 

ζύλζεζε ησλ ηκεκάησλ πνπ έρνπλ ηκεζεί, δειαδή, ζπλνιηθά O(nlogn) ρξόλν. 

2.3 Η Πολςπλοκόηηηα ηος Αλγοπίθμος 

Πξνηνύ μεθηλήζνπκε ηελ αλάιπζε λα ζεκεηώζνπκε όηη σο είζνδν n ζεσξνύκε ην πιήζνο ησλ 

θνξπθώλ ηνπ δνζέληνο πνιπέδξνπ. Δίλαη ζεκαληηθό λα ζεκεηώζνπκε όηη ηόηε ην πιήζνο ησλ 

εδξώλ είλαη ηάμεο Ο(n). 

 

Σα βήκαηα 1, 2, 3, 7, 8, 11 ηνπ αιγνξίζκνπ ππνινγίδνπλ κηα ηηκή γηα θάζε έδξα νπόηε αξθεί 

έλα πέξαζκα όισλ ησλ εδξώλ γηα λα πξαγκαηνπνηεζνύλ απηά ηα βήκαηα, άξα έρνπκε 

ζπλνιηθή πνιππινθόηεηα ρξόλνπ O(n). 

 

Σα βήκαηα 4, 5, 9, 10, 16 ππνινγίδνπλ θάπνην θπξηό πεξίβιεκα O(n) ζεκείσλ θαη κπνξνύλ 

λα εθηειεζζνύλ ζε Ο(nlogn) ρξόλν ζπλνιηθά [4]. 

 

ην βήκα 6 ρξεζηκνπνηνύκε ηνλ αιγόξηζκν ησλ Dobkin θαη Kirkpatrick [3] γηα ηνλ έιεγρν 

ηνκήο δύν θπξηώλ πνιπέδξσλ ν νπνίνο έρεη πνιππινθόηεηα ρξόλνπ Ο(n). 

 

Σα βήκαηα 12 θαη 13 εθηεινύληαη ζε ρξόλν Ο(nlogn), θαζώο ππάξρoπλ αιγόξηζκνη πνπ 

ειέγρνπλ αλ έλα ζεκείν βξίζθεηαη εληόο ή εθηόο ελόο θπξηνύ πνιπέδξνπ ζε ρξόλν Ο(logn), 

θαηά ζπλέπεηα γηα όια ηα ζεκεία έρνπκε ζπλνιηθό ρξόλν O(nlogn).  

  

ην βήκα 14 ππάξρεη αιγόξηζκνο [5] ππνινγηζκνύ ησλ ζεκείσλ ηνκήο δύν θπξηώλ 

πεξηβιεκάησλ ηάμεο Ο(n). 

 

Σν βήκα 15 εθηειείηαη ζε ρξόλν O(n) θαζώο ν πιεζάξηζκνο ηόζν ησλ ζπλόισλ D1, D2 όζν 

θαη ηνπ ζπλόινπ Σ είλαη O(n) θαη ηα ζηνηρεία ησλ ζπλόισλ Α1, Α2 είλαη γλσζηά από ηα 

βήκαηα 13 θαη 14. 

 

πλνιηθά, γηα θαζέλα από ηα βήκαηα ηνπ αιγνξίζκνπ είδακε όηη ε πνιππινθόηεηα ρξόλνπ 

θάζε βήκαηνο δελ μεπεξλάεη ηελ ηάμε ηνπ Ο(nlogn), ζπλεπώο ε ζπλνιηθή πνιππινθόηεηα ηνπ 

αιγνξίζκνπ είλαη Ο(nlogn). 
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2.4 Παπάδειγμα Δθαπμογήρ ηος Αλγοπίθμος 

Παξαθάησ παξαζέηνπκε έλα παξάδεηγκα ππνινγηζκνύ ηνπ ππξήλα όπνπ παξνπζηάδνληαη ηα 

βήκαηα ηνπ αιγνξίζκνπ ζε εηθόλεο ζην θάησ κέξνο ησλ νπνίσλ εμεγείηαη ην πεξηερόκελν ηεο 

εηθόλαο αιιά θαη ην βήκα ηνπ αιγνξίζκνπ ην νπνίν ην πξνθαιεί, ώζηε λα γίλεη πην θαηαλνεηή 

ε ιεηηνπξγία ηνπ αιγνξίζκνπ.  ηα ζρήκαηα πνπ αθνινπζνύλ ππνλνείηαη όηη ν άμνλαο z είλαη 

ν νξηδόληηνο άμνλαο, ν άμνλαο y ν θαηαθόξπθνο άμνλαο θαη ν  άμνλαο x είλαη ν άμνλαο πνπ 

είλαη θάζεηνο ζην επίπεδν ηεο ζειίδαο. πλεπώο ε ζρέζε άλσ/θάησ απεηθνλίδεηαη σο ζρέζε 

αξηζηεξά/δεμηά.  

 

 

ρήκα 2.9: ην ζρήκα απηό βιέπνπκε ην πνιύεδξν ηεο εηζόδνπ ζε ηξεηο δηαθνξεηηθέο 

πξνβνιέο, δηαθξίλνπκε επίζεο ηνλ δηαρσξηζκό ησλ εδξώλ ηνπ βήκαηνο 2 ηνπ αιγνξίζκνπ, ζε 

κπιε θαη πξάζηλεο έδξεο ζύκθσλα κε ην πξόζεκν ηεο z ζπληεηαγκέλεο ηνπ θάζεηνπ 

δηαλύζκαηνο θάζε έδξαο. 

 

 

 

ρήκα 2.10: Απεηθνλίδεηαη ην δνζέλ πνιύεδξν όπσο πξσηύηεξα αιιά θαη ηα δπτθά ζεκεία 

ησλ εδξώλ ηνπ, απνηππώλεηαη ην απνηέιεζκα ηνπ βήκαηνο  3 ηνπ αιγνξίζκνπ. Με θόθθηλν 
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ζεκεηώλνληαη ηα δπτθά ζεκεία ησλ κπιε εδξώλ θαη κε πξάζηλν ηα δπτθά ζεκεία ησλ 

πξάζηλσλ εδξώλ. 

 

 

 

 

ρήκα 2.11: Μηα δηαθνξεηηθή όςε ηνπ ζρήκαηνο 2.10 από δηαθνξεηηθή γσλία ιήςεο, ώζηε 

λα γίλεη επθξηλώο αληηιεπηό ζηηο ηξεηο δηαζηάζεηο. 

 

 

 

ρήκα 2.12: ηελ εηθόλα απηή βιέπνπκε ην απνηέιεζκα ησλ βεκάησλ 4, 5 ηνπ αιγνξίζκνπ 

όπνπ ππνινγίδνληαη ηα θπξηά πεξηβιήκαηα ησλ θόθθηλσλ θαη πξάζηλσλ ζεκείσλ ηνπ 

πξνεγνύκελνπ ζρήκαηνο (ρήκα 2.11). ηε ζπλέρεηα εθηειείηαη ην βήκα 6 ηνπ αιγνξίζκνπ 

γηα ηνλ έιεγρν ηνκήο ησλ δύν θπξηώλ πεξηβιεκάησλ, ην νπνίν ζηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε 

ηεο θαξδηάο επηζηξέθεη ηελ ύπαξμε ιύζεο, θαζόηη ηα δύν θπξηά πεξηβιήκαηα δελ ηέκλνληαη. 
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ρήκα 2.13: Μηα άιιε πξνβνιή ηνπ πξνεγνύκελνπ ζρήκαηνο (ρήκα 2.12) κε ιηγόηεξε 

εζηίαζε. Βιέπνπκε νιόθιεξα ηα δύν θπξηά πεξηβιήκαηα ησλ δπτθώλ ζεκείσλ ηα νπνία 

έρνπλ κηα ζπκκεηξία σο πξνο ην θέληξν ηνπ αξρηθνύ πνιπέδξνπ, πξάγκα πνπ νθείιεηαη ζηελ 

εμίζσζε κεηαζρεκαηηζκνύ αιιά θαη ζηε ζπκκεηξηθόηεηα ησλ εδξώλ ηνπ δνζέληνο 

πνιπέδξνπ. 

 

 

ρήκα 2.14:  ε απηέο ηηο δύν εηθόλεο απεηθνλίδνληαη δύν όςεηο ηνπ απνηειέζκαηνο ησλ 

βεκάησλ 7, 8 ηνπ αιγνξίζκνπ, πνπ είλαη πνιιά από ηα ζεκεία πνπ ζρεκαηίδνπλ ηνλ ηειηθό 

ππξήλα ηα νπνία είλαη ηα δπτθά ζεκεία ησλ εδξώλ ησλ δύν θπξηώλ πεξηβιεκάησλ ηνπ 

πξνεγνύκελνπ ζρήκαηνο (ρήκα 2.13). Με θόθθηλν ρξώκα δηαθξίλνπκε ηα ζεκεία πνπ 

πξνέξρνληαη από ην πξάζηλν θπξηό πεξίβιεκα, ελώ κε καύξν ρξώκα ηα ζεκεία πνπ 

πξνέξρνληαη από ην θόθθηλν θπξηό πεξίβιεκα.  
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ρήκα 2.15: ηελ αξηζηεξή εηθόλα απεηθνλίδεηαη, όπσο ζην πξνεγνύκελν ζρήκα (ρήκα 

2.14), ην δνζέλ πνιύεδξν αιιά θαη ηα ζεκεία πνιιά εθ ησλ νπνίσλ ζρεκαηίδνπλ ηνλ ππξήλα, 

κε θόθθηλν θαη κε καύξν ρξώκα. ηε δεμηά εηθόλα εκθαλίδεηαη ην απνηέιεζκα ησλ βεκάησλ 

9, 10 πνπ είλαη ηα δύν θπξηά πεξηβιήκαηα ησλ ζεκείσλ θάζε ρξώκαηνο ηεο  αξηζηεξήο 

εηθόλαο, ηα νπνία ζα ρξεζηκεύζνπλ ζηνλ ππνινγηζκό ηνπ ηειηθνύ ππξήλα. 

 

 

 

ρήκα 2.16: Σειηθώο έρνπκε ηελ έμνδν ηνπ  αιγνξίζκνπ έπεηηα από αθαίξεζε ησλ ζεκείσλ 

πνπ δελ αλήθνπλ ζηνλ ππξήλα αιιά θαη πξόζζεζε ησλ ζεκείσλ ηνκήο ησλ θπξηώλ 

πεξηβιεκάησλ ηεο δεμηάο εηθόλαο ηνπ πξνεγνύκελνπ ζρήκαηνο (ρήκα 2.15). Βιέπνπκε ηνλ 

ππξήλα ν νπνίνο θαίλεηαη ζε δύν δηαθνξεηηθέο όςεηο κε θόθθηλν ρξώκα εληόο ηνπ αξρηθνύ 

πνιπέδξνπ. 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 3 

Ζ ΤΛΟΠΟΗΖΖ 

 

3.1 Δίζοδορ – Έξοδορ 

3.2 Γομέρ Γεδομένυν 

3.3 Δπιλεγμένερ Σςναπηήζειρ 

3.4 Παπαδείγμαηα Δκηέλεζηρ ηος Ππογπάμμαηορ 

 

3.1 Δίζοδορ- Έξοδορ  

H είζνδνο ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη έλα ηπραίν πνιύεδξν P. Σν P δίλεηαη κε ηε κνξθή .OFF 

(Object File Format) αξρείνπ ην νπνίν πεξηγξάθεη ηε κνξθή ηνπ P. 

 

Ζ έμνδνο ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη ε αλαθνξά κε ύπαξμεο ιύζεο ή έλα πνιύεδξν Κ ην νπνίν 

πεξηγξάθεηαη επίζεο κε έλα .OFF αξρείν όπσο θαη ην πνιύεδξν εηζόδνπ πνπ αλαθέξακε 

παξαπάλσ. 

 

 Κάζε αξρείν .OFF δνκείηαη σο εμήο. ηε πξώηε γξακκή δειώλνπκε ην πιήζνο ησλ θνξπθώλ, 

ησλ εδξώλ θαη ησλ αθκώλ ηνπ πνιπέδξνπ καο. Αθνινύζσο δίλεηαη ε ιίζηα ησλ θνξπθώλ, ζε 

θάζε γξακκή δειώλνπκε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηεο θνξπθήο ζε θάζε έλαλ από ηνπο 3 άμνλεο ηνπ 

θαξηεζηαλνύ ζπζηήκαηνο. Σέινο δίλεηαη ε ιίζηα ησλ εδξώλ, νπνύ ζηελ αξρή θάζε γξακκήο 

δειώλεηαη ην πιήζνο ησλ θνξπθώλ ηεο έδξαο θαη έπεηηα γηα θάζε θνξπθή ηεο έδξαο ν αύμσλ 
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αξηζκόο ηεο γξακκήο ηεο θνξπθήο, μεθηλώληαο από ην 0. Οη θνξπθέο ηεο έδξαο πάληα 

δίλνληαη κε αλζσξνινγηαθή θνξά. 

 

3.2 Γομέρ δεδομένυν 

 Η δομή για την αποθήκευςη κορυφών. 

struct point{ 
 
           float x,y,z; 
        }; 

 

Όπνπ x, y, z νη ζπληεηαγκέλεο ηηο θνξπθήο ζηνλ ηξηζδηάζηαην ρώξν. 

 
 
 

 Η δομή για την αποθήκευςη εδρών. 
 
struct face{ 

  
           int *vertices; 
           int number_of_vertices; 
           struct point dual; 
           struct point normal_vector; 

}; 
 

Η κάθε έδρα αποτελείται από έναν πίνακα ο οποίοσ έχει τον αύξων αριθμό κάθε 

κορυφήσ που ςυμμετέχει ςτην έδρα, το πλήθοσ των κορυφών τησ έδρασ, το δυΰκό ςημείο 

τησ , και το κάθετο διάνυςμα τησ.  

 
 

 Η δομή για την αποθήκευςη πολυέδρων. 
 
struct polyhedron{ 

 
             struct point *vertices; 
             struct face * faces; 
             int Nfaces; 
             int Nvertices; 

}; 
 

Το κάθε πολύεδρο αποτελείται από τισ κορυφέσ του, τισ έδρεσ του, το πλήθοσ   

των κορυφών του και το πλήθοσ των εδρών του.  

 

3.3 Δπιλεγμένερ ζςναπηήζειρ 

 

 void store_3d_object() 
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H ςυνάρτηςη store_3d_object γεμίζει τη δομή δεδομένων που περιγράφει ένα πολύεδρο 

διαβάζοντασ την περιγραφή του από ένα αρχείο τύπου (.OFF). 

 

void store_3d_object(){  
 
  
          int num_vert_of_face; 
          ifstream myfile(mypoly); 
  
     
          myfile >> p.Nvertices >>p.Nfaces; 
          printf("%d %d\n",p.Nfaces,p.Nvertices); 
 
          p.vertices=new  struct point[p.Nvertices]; 
          p.faces=new struct face[p.Nfaces]; 
 
 
    for (int i=0;i<p.Nvertices;i++){ 
       myfile>>p.vertices[i].x>>p.vertices[i].y>>p.vertices[i].z; 
    } 
  
    for (int i=0;i<p.Nfaces;i++){ 

                       
myfile >> num_vert_of_face; 
          
p.faces[i].vertices=new int[num_vert_of_face]; 
   
        
p.faces[i].number_of_vertices=num_vert_of_face; 

   } 
   
         for (int j=0;j<num_vert_of_face;j++) 
           myfile>>p.faces[i].vertices[j]; 
   } 
   myfile.close(); 
 
 //call this function to compute some needed things of the faces 
   compute_duals_of_faces_and_normals();  

} 
 

H ζπλάξηεζε store_3d_object γεκίδεη ηε δνκή δεδνκέλσλ πνπ πεξηγξάθεη έλα 

πνιύεδξν δηαβάδνληαο ηε πεξηγξαθή ηνπ από έλα αξρείν ηύπνπ (.OFF), θαη έπεηηα 

θαιεί ηελ ζπλάξηεζε compute_duals_of_faces_and_normals(), ε νπνία ππνινγίδεη ηα 

θάζεηα δηαλύζκαηα θαη ηα δπτθά ζεκεία θάζε έδξαο ηνπ πνιπέδξνπ πνπ 

απνζεθεύηεθε. 

 

  
 struct point com_dual(struct point p1,struct point p2,struct point p3){  

 
Η ςυνάρτηςη point com_dual υπολογίζει τo δυΰκό ςημείο κάθε έδρασ. 
 
struct point com_dual(struct point p1,struct point p2,struct point p3){  
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        struct point dual_point; 
 
     float x=(p2.y-p1.y)*(p3.z-p1.z)-(p3.y-p1.y)*(p2.z-p1.z); 
     float y=(p2.z-p1.z)*(p3.x-p1.x)-(p3.z-p1.z)*(p2.x-p1.x); 
     float z=(p2.x-p1.x)*(p3.y-p1.y)-(p3.x-p1.x)*(p2.y-p1.y); 
 
 
     float c1=p1.x*(((p3.y-p1.y)*(p2.z-p1.z))-((p2.y-p1.y)*(p3.z-p1.z))); 
     float c2=p1.y*(((p3.z-p1.z)*(p2.x-p1.x))-((p2.z-p1.z)*(p3.x-p1.x))); 
     float c3=p1.z*(((p3.x-p1.x)*(p2.y-p1.y))-((p2.x-p1.x)*(p3.y-p1.y))); 
     float c=c1+c2+c3; 
 
    
 
 
 
            if (z!=0){ 

          
dual_point.z=c/z; 
           
dual_point.x=-x/z; 
                  
dual_point.y=-y/z; 

     } 
    else{ 
    //found z=0 which means undefined handle it later 

        
dual_point.z=0; 
           
dual_point.x=0; 
          
dual_point.y=0; 

    } 
    return dual_point;//returns a point in 3d-space 

} 
 

Η παραπάνω ςυνάρτηςη ωσ ορίςματα δέχεται τρεισ κορυφέσ κάποιασ έδρασ ούτωσ 

ώςτε να υπολογίςει την εξίςωςη επιπέδου και έπειτα ςύμφωνα την εξίςωςη του 

επιπέδου τησ έδρασ υπολογίζει το δυΰκό ςημείο τησ με βάςη τον τύπο που δώςαμε ςτο 

Κεφάλαιο 2. 

 

 
 bool intersect_edge_polyhedro(struct point p0,struct point p1,int sign){ 

 
H ςυνάρτηςη intersect_edge_polyhedro αποφαίνεται αν μια ακμή τέμνει ένα πολύεδρο, 

και ςε περίπτωςη τομήσ ποιο είναι το ςημείο τομήσ. Η χρηςιμότητα τησ είναι να βρίςκει 

τα ςημεία τομήσ των δύο κυρτών περιβλημάτων του βήματος 14 του αλγορίθμου τα 

οποία ςυναποτελούν ςημεία του πυρήνα.  

 
 
bool intersect_edge_polyhedro(struct point p0,struct point p1,int sign){ 

 
                 float t;//t parameter 
                 struct point dvector,V; 
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                 float N,D;//for computing t 
                 bool in; 
 
                 polyhedron q; 
   
                if (sign==0){ 

                              
q=up_kernel;   

                } 
                else{ 

                                         
q=down_kernel;    

                } 
                 direction_vector.x=p1.x-p0.x; 
                 direction_vector.y=p1.y-p0.y; 
                 direction_vector.z=p1.z-p0.z; 
 
              for (int i=0;i<q.Nfaces;i++){ 

                      
V.x=q.vertices[q.faces[i].vertices[0]].x; 
    
                       
V.y=q.vertices[q.faces[i].vertices[0]].y; 
                  
V.z=q.vertices[q.faces[i].vertices[0]].z; 
                       
float nx,ny,nz; 
                         
nx=q.faces[i].normal_vector.x; 
                                           
ny=q.faces[i].normal_vector.y; 
                
nz=q.faces[i].normal_vector.z; 

 
                     N=-(nx*(p0.x-V.x)+ny*(p0.y-V.y)+nz*(p0.z-V.z)); 

             D=dvector.x*nx+dvector.y*ny+dvector.z*nz; 
 

                          if (D==0){ 
                           
if (N<0) //then P0 is outside the face Fi 

    
  return false; 

                           
}//since S cannot intersect OMEGA; 

                     else{    
                                         
continue; 

                       } 
                           } 
                         t=N/D; 
 
                   if (t>=0 && t<=1){ 
    
  inter_point.x=p0.x+t*(p1.x-p0.x); 
    
  inter_point.y=p0.y+t*(p1.y-p0.y); 
    
  inter_point.z=p0.z+t*(p1.z-p0.z); 
    
  nx=abs(nx); 
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  ny=abs(ny); 
    
  nz=abs(nz); 

 
                        if (nx<=ny){ 

    
                                   if (ny<nz){ 

                                 
in=check_X_Y(inter_point,sign,i); 
 

                                if (in==true) 
  return true;  
                            } 
                                  else{ 

 
 in=check_X_Z(inter_point,sign,i); 

  
                                                    
if (in==true) 
   return true;                             

  
                            } 
                            } 
                     else if(nx>ny){ 

   
                                   if (nx<nz){ 

                  
in=check_X_Y(inter_point,sign,i); 

 
                                   if (in==true) 

 
                                        return true;  

                                    } 
                           else{ 

    `
   
                                       
in=check_Y_Z(inter_point,sign,i); 
     
                                    
if (in==true) 

      
return true;  

    
                                   }   
                    } 
               } 
  return false; 
} 
 

H ζπλάξηεζε intersect_edge_polyhedro δέρεηαη σο παξακέηξνπο δύν ζεκεία πνπ είλαη ηα 

άθξα κηαο αθκήο, θαη έλα δείθηε πνπ δειώλεη κε πνην θπξηό πεξίβιεκα p από ηα δύν πνπ 

έρνπκε ππνινγίζεη, πξόθεηηαη λα γίλεη έιεγρνο ηνκήο. Γηαζρίδνληαο όιεο ηηο έδξεο ηνπ 

πνιπέδξνπ γηα θάζε επίπεδν ηεο έδξαο Δ κε βάζε ηε παξακεηξηθή εμίζσζε q = p0t +( 1-t ) p1 

βξίζθνπκε ηελ παξάκεηξν t, γηα ηελ νπνία ε αθκή e ηέκλεη ην επίπεδν ηεο έδξαο. Αλ ε 

παξάκεηξνο t είλαη κεηαμύ ηνπ δηαζηήκαηνο (0, 1) ηόηε πξνβάιινπκε ηελ έδξα Δ θαη ηελ 
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αθκή e ζε έλα επίπεδν θαη ειέγρνπκε γηα ηνκή ηνπ πξνβιεζέληνο πνιπγώλνπ θαη ηεο 

πξνβιεζείζαο αθκήο e ζε ινγαξηζκηθό ρξόλν, αλ ηέκλνληαη, ηόηε  ζίγνπξα ππάξρεη ζεκείν 

ηνκήο θαη εύθνια ην ππνινγίδνπκε, δηαθνξεηηθά δελ ππάξρεη ηνκή. 

  
      

     

3.4 Παπαδείγμαηα εκηέλεζηρ ηος ππογπάμμαηορ 

 

  

ρήκα 3.1: Δδώ βιέπνπκε δύν δηαθνξεηηθέο όςεηο ηνπ ππξήλα (θόθθηλν πνιύεδξν) ελόο 

θεθαιηνύ. Παξαηεξνύκε όηη ν ιαηκόο πεξηνξίδεη ηνλ ππξήλα ζην θέληξν ηνπ θεθαιηνύ ελώ ηα 

κάηηα θαη ε κύηε δηακνξθώλνπλ ηνλ ππξήλα  πην αηρκεξό ζην επάλσ κέξνο ηνπ. 

 

 

 

 

 

ρήκα 3.2: ηελ αξηζηεξή εηθόλα βιέπνπκε έλα αριάδη θαη ζηελ δεμηά εηθόλα έλα κήιν. 

Παξαηεξνύκε όηη ην θνηζάλη θαη ησλ δύν πνιπέδξσλ πεξηνξίδεη πάξα πνιύ ηνπο ππξήλεο 
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(ρξώκαηνο θόθθηλνπ) πνπ έρνπλ θσληθή κνξθή θαη ζπλερίδνπλ σο πξνέθηαζε ζηα δύν 

θνηζάληα. 

 

 

 

ρήκα 3.3: Γύν όςεηο ελόο θπιηλδξνεηδνύο ζηαπξνύ όπνπ θάζε θύιηλδξνο απνηειείηαη από 

πνιιέο έδξεο, κε ηνλ ππξήλα ζε ρξώκα θόθθηλν, ζηελ θνηλή πεξηνρή ησλ δύν θπιίλδξσλ. 

 

 

 

 

 

ρήκα 3.4: „Έλα παξάδεηγκα θελνύ ππξήλα: βιέπνπκε όηη ηα δύν θπξηά πεξηβιήκαηα ηνπ 

ηόξνπ, ρξώκαηνο πξάζηλνπ θαη ρξώκαηνο θόθθηλνπ αληίζηνηρα, ηέκλνληαη.   
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 4 

ΔΠΗΛΟΓΟ 

 

4.1 Σύνοτη και Σςμπεπάζμαηα 

4.2 Μελλονηικέρ Δπεκηάζειρ 

 

 

4.1 Σύνοτη και ζςμπεπάζμαηα 

ε απηήλ ηελ εξγαζία αζρνιεζήθακε κε ηνλ ππνινγηζκό ηνπ ππξήλα ελόο πνιπέδξνπ. 

Πεξηγξάςακε έλαλ αιγόξηζκν πνιππινθόηεηαο ρξόλνπ Ο(nlogn), πνπ ππνινγίδεη ηνλ ππξήλα 

ή επηζηξέθεη κήλπκα όηη ν ππξήλαο είλαη θελόο. Ο αιγόξηζκόο καο πεηπραίλεη ηελ ίδηα 

πνιππινθόηεηα O(nlogn) κε ηνλ αιγόξηζκν ησλ Preparata, Muller [2] όκσο είλαη πην απιόο 

ζηελ πινπνίεζε θαη πην πξαθηηθόο δηόηη ρξεζηκνπνηεί δηαθνξεηηθό κεηαζρεκαηηζκό 

δπτθόηεηαο, ρσξίο λα κεηαβαίλεη ζε ρώξν 4 δηαζηάζεσλ. 

 

4.2 Μελλονηικέρ επεκηάζειρ 

Γηα ην κέιινλ απνηειεί πξόθιεζε ε επηλόεζε θάπνηνπ ηαρύηεξνπ αιγνξίζκνπ ή ε απόδεημε 

ελόο εθαξκνζηνύ (tight) θάησ θξάγκαηνο γηα ην πξόβιεκα. Σέινο ελδηαθέξνλ ζα είρε ε 

κειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο ζε ρώξνπο πεξηζζόηεξσλ δηαζηάζεσλ. 
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