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Περίληψη

Ο κεντρικός στόχος της παρούσης διατριβής είναι η παρουσίαση και ανάλυση σε

ϐάθος του προβλήματος της εύρεσης ενός μη συνεκτικού διαχωριστή σε συνεκτι-

κά γραφήματα: δοθέντος ενός συνεκτικού γραφήματος G, ϑέλουμε να υπολο-

γίσουμε ένα υποσύνολο κορυφών S (το οποίο καλείται διαχωριστής), τέτοιο ώστε

τα δύο γραφήματα G�S και G�S� να είναι μη-συνεκτικά γραφήματα. Με άλ-

λα λόγια το πρόβλημα αποσκοπεί στην εύρεση ενός μη-συνεκτικού διαχωριστή.

Μελετάμε την υπολογιστική πολυπλοκότητα του προβλήματος που συναντάται

στη σύγχρονη ϐιβλιογραφία. Πιο συγκεκριμένα, η διατριβή αποτελείται από

πέντε κεφάλαια. Στο πρώτο κεφάλαιο αναφέρονται εισαγωγικές έννοιες της ϑε-

ωρίας γραφημάτων καθώς και η έννοια της υπολογιστικής πολυπλοκότητας. Το

δεύτερο κεφάλαιο είναι αφιερωμένο στον ορισμό του προβλήματος του μη συνε-

κτικού διαχωριστή και σε προβλήματα ισοδύναμα με αυτό. Στο τρίτο κεφάλαιο

αναλύεται η υπολογιστική πολυπλοκότητα του προβλήματος στις περιπτώσεις

όπου το γράφημα έχει διάμετρο ίση με δύο και διάμετρο διάφορη του δύο. Στο

επόμενο κεφάλαιο αναφέρουμε τις κλάσεις γραφημάτων όπου το πρόβλημα ε-

πιδέχεται πολυωνυμική λύση, εστιάζοντας στα H-free γραφήματα. Στο πέμπτο

και τελευταίο κεφάλαιο παρουσιάζουμε τα συμπεράσματα αυτής της διατριβής

και επίσης, επεκτείνουμε τα ήδη γνωστά πολυωνυμικά αποτελέσματα, σχεδιάζο-

ντας τον πρώτο πολυωνυμικό αλγόριθμο για την κλάση των distance-hereditary

γραφημάτων.





Abstract

The principal aim of this thesis is to present an extended analysis of the

problem of finding a disconnected cut within a connected graph: given a

connected graphG, our task is to find a set S of vertices such that both graphs

G�S and G�S� are disconnected. Therefore, the goal of the problem is to find

a disconnected cut of a given connected graph. We study the computational

complexity of disconnected cut problem, which can be found in the modern

literature. More specifically, the thesis consists of five chapters. In the first

chapter mentioned some basic concepts in graph theory and the definition of

computational complexity. The second chapter is devoted to the definition of

disconnected cut problem and some polynomially equivalent problems. In the

third chapter we analyze the computational complexity of disconnected cut

to graphs of diameter 2 and to graphs of diameter 1 or at least 3. In the next

chapter we mention several graph classes where the disconnected cut problem

has polynomial-time algorithms. We are focused on H-free graphs. In the fifth

and last chapter we present the conclusions of this thesis and also extend the

already known polynomial results, constructing the first polynomial algorithm

for distance-hereditary graphs.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ1
Εισαγωγή

1.1 Θεωρία γραφημάτων

΄Ενα γράφημα είναι ένας τρόπος αναπαράστασης των σχέσεων ανά Ϲεύγη μεταξύ

των αντικειμένων ενός συνόλου. Η ϑεωρία γραφημάτων είναι ένα γνωστικό πεδίο

των διακριτών μαθηματικών με στόχο την επίλυση ενός προβλήματος το οποίο

μπορεί να αναπαρασταθεί με ένα γράφημα. Το 1736 ο Ελβετός μαθηματικός

Leonhard Euler μοντελοποίησε το πρόβλημα των γεφυρών του Konigsberg σε

ένα γράφημα G λύνοντας έτσι το πρόβλημα. Από τότε, πολλά προβλήματα έχουν

μοντελοποιηθεί σε γραφήματα, όπως η αναπαράσταση των αεροδρομίων και των

πτήσεων με τους κόμβους και τις ακμές του γραφήματος αντίστοιχα. Επίσης

οι συναρτήσεις ενός αλγορίθμου μπορούν να αναπαρασταθούν με τους κόμβους

του γραφήματος και η κλίση τους με τις ακμές του. Την ϑεωρία γραφημάτων

την συναντάμε και στις κοινωνικές επιστήμες, αν σκεφτούμε ότι οι ανθρώπινες

σχέσεις μπορούν να μοντελοποιηθούν σε ένα γράφημα στο οποίο οι άνθρωποι

αναπαριστώνται με τους κόμβους και η σχέση ανάμεσα τους με τις ακμές.

Ο λόγος που μελετάμε τα γραφήματα είναι ότι δύο ή περισσότερα προβλήματα

μπορεί να ανήκουν στην ίδια κατηγορία, έτσι λύνοντας ένα πρόβλημα στην ϑεω-

ϱία γραφημάτων αποφεύγουμε να λύσουμε πολλές ϕορές, το ίδιο πρόβλημα στις

διαφορετικές εκδοχές του.

Ορισμός 1.1.1. ΄Ενα γράφημα (Graph) G είναι ένα Ϲεύγος G � �V,E� όπου
V είναι ένα πεπερασμένο σύνολο κόμβων (ή κορυφών) και E είναι ένα σύνολο
από διμελή σύνολα κορυφών τα οποία εκφράζουν τις ακμές του γραφήματος. Το
σύνολο των κορυφών συμβολίζεται ως V �G� και το σύνολο των ακμών ως E�G�.

Ορισμός 1.1.2. Αν τα άκρα μιας ακμής e είναι οι κορυφές u και v τότε γράφουμε
e � �u, v� και ϑα λέμε ότι οι κορυφές u και v είναι γειτονικές .

Ορισμός 1.1.3. Αν ϑεωρήσουμε το σύνολο των ακμών E ως ένα σύνολο μη δια-
τεταγμένων Ϲευγών τότε το γράφημα ονομάζεται μη κατευθυνόμενο.
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Αν ϑεωρήσουμε το σύνολο των ακμών E ως ένα σύνολο διατεταγμένων Ϲευγών
τότε το γράφημα ονομάζεται κατευθυνόμενο .

Η αναπαράσταση ενός κατευθυνόμενου γραφήματος G σε σχέση με αυτή ενός
μη-κατευθυνόμενου, διαφοροποιείται μόνον ως προς τις ακμές, όπου τώρα χρησι-
μοποιούμε τόξα αντί για γραμμές. Δηλαδή σε ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα οι
ακμές �u, v� και �v, u� είναι ίδιες ενώ σε ένα κατευθυνόμενο διαφέρουν.

Σχόλιο 1.1.4. Θα μας απασχολήσουν μόνο μη κατευθυνόμενα γραφήματα

Μη-Κατευθυνόμενο γράφημα και Κατευθυνόμενο γράφημα

1.2 Βασικοί ορισμοί

Στην προηγούμενη ενότητα είδαμε πότε δύο κορυφές ονομάζονται γειτονικές.

Παρακάτω ϑα δώσουμε τον ορισμό της γειτονιάς μιας κορυφής.

Ορισμός 1.2.1. Για μια κορυφή v � V �G� καλούμε γειτονία του v το σύνολο
των κορυφών που συνδέεται η v με ακμή. Η γειτονία του v συμβολίζεται ως
N�v� :� �u��u, v� � E�G��. Η κλειστή γειτονία της κορυφής v ορίζεται ως
N �v	 :� N�v� 
 �v� . Αν για μια κορυφή v � V �G� ισχύει N �v	 � � τότε
η v ονομάζεται απομονωμένη , ενώ αν N �v	 � V �G� τότε λέμε ότι η v είναι
καθολική .

Ορισμός 1.2.2. Η γειτονία ενός συνόλου S � V �G� ορίζεται ως N�S� :��
v�S N�v�S

Ορισμός 1.2.3. ΄Οταν ισχύει u � v τότε η ακμή λέγεται ϐρόγχος .
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Ορισμός 1.2.4. Αν δύο ακμές έχουν ίδια άκρα τότε ονομάζονται παράλληλες
. Γραφήματα που έχουν παράλληλες ακμές λέγονται πολυγραφήματα και
γραφήματα χωρίς παράλληλες ακμές ή ϐρόγχους λέγονται απλά .

Σχόλιο 1.2.5. Θα ασχοληθούμε κυρίως με απλά γραφήματα.

Αρκετές ϕορές δύο γραφήματα μπορούν να έχουν κοινές ιδιότητες. ΄Αρα υ-

πάρχει κάποια σχέση ανάμεσα τους. Θα ξεκινήσουμε με το πότε δύο γραφήματα

ονομάζονται ισόμορφα.

Ορισμός 1.2.6. Δύο γραφήματα G και H ονομάζονται ισόμορφα αν υπάρχει
μια 1-1 και επί απεικόνιση f : V �G� �� V �H� τέτοια ώστε

�u, v� � E�G� � �f�u�, f�v�� � E�H�.

Ορισμός 1.2.7. Σε ένα γράφημα G ο ϐαθμός κάθε κορυφής v � V �G� είναι
το πλήθος των ακμών που προσπίπτουν στην κορυφή v. Συμβολίσουμε τον ϐαθμό
ως degG�v� και ϑα ισχύει degG�v� 	 
NG�v�
. Αν μια απομονωμένη κορυφή έχει
ϐαθμό 0, ενώ αν έχει ϐαθμό 1 τότε ονομάζεται εκκρεμής κορυφή.

Παράδειγμα 1.2.8. Η κορυφή a έχει ϐαθμό 4, η κορυφή b έχει ϐαθμό 3, η

κορυφή c έχει ϐαθμό 2, η κορυφή d έχει ϐαθμό 2, και η κορυφή e έχει ϐαθμό

3.

a b

c d

e

Παρακάτω ϑα δώσουμε τους ορισμούς κάποιων ϐασικών γραφημάτων με πολύ

σημαντικές ιδιότητες. Ομαδοποιούμε τα γραφήματα με ϐάση τις κοινές τους

ιδιότητες. Μια μεγάλη κατηγορία γραφημάτων είναι τα γραφήματα εκείνα όπου

όλες οι κορυφές είναι γειτονικές μεταξύ τους. Τα γραφήματα αυτά ονομάζονται

πλήρη ή κλίκες.
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Ορισμός 1.2.9. Το γράφημα με n � 1 κορυφές και ακμές για κάθε Ϲεύγος
κορυφών το ονομάζουμε πλήρες γράφημα ή κλίκα και το συμβολίζουμε μεKn

και ϑα ισχύει :

Kn � ��v1, ...., vn�, ��vi, vj��1 � i, j � n��.

K4 και K5

Δύο άλλες μεγάλες κατηγορίες γραφημάτων είναι τα μονοπάτια και οι κύκλοι.

Τα μονοπάτια μπορούμε να τα ϕανταστούμε σαν κορυφές οι οποίες ενώνονται

διαδοχικά και τους κύκλους σαν μονοπάτια που όμως η πρώτη και η τελευταία

κορυφή είναι γειτονικές.

Ορισμός 1.2.10. Το γράφημα G με V �G� � �v1, ...., vn� και �vi, vi�1� 	 E�G�
καλείται μονοπάτι . Το γράφημα με n � 2 κορυφές που ορίζεται ως

Pn � ��v1, ...., vn�, ��vi, vi�1��1 � i � n��.

καλείται άχορδο μονοπάτι .

Μονοπάτι και ΄Αχορδο μονοπάτι

Ορισμός 1.2.11. Το γράφημαG με V �G� � �v1, ...., vn� και �vi, vi�1�
�vivn� 	
E�G� καλείται κύκλος . Το γράφημα με n � 3 κορυφές που ορίζεται ως

Cn � ��v1, ...., vn�, ��vi, vi�1��1 � i � n� 
 �v1vn��

καλείται άχορδος κύκλος.
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Κύκλος και ΄Αχορδος κύκλος

Σχόλιο 1.2.12. Είναι σημαντική η διαφορά ανάμεσα στα μονοπάτια (στους

κύκλους) και τα άχορδα μονοπάτια (στους άχορδους κύκλους). Κάθε άχορδο

μονοπάτι (ή άχορδος κύκλος) είναι μονοπάτι (ή κύκλος) αλλά δεν ισχύει το αντί-

στροφο. Η σημαντική διαφορά έγκειται στο γεγονός ότι σε ένα μονοπάτι μπορεί

να υπάρχουν ακμές μεταξύ μη-συνεχόμενων κορυφών vi, vi�1 ενώ στο άχορδο

μονοπάτι δεν επιτρέπονται τέτοιες ακμές. Αντίστοιχα. στον κύκλο μπορεί να υ-

πάρχουν ακμές μεταξύ μη συνεχόμενων κορυφών vi, vi�1 και του Ϲεύγους vi, vn
.

Σχόλιο 1.2.13. Το γράφημα C3 καλείται τρίγωνο και είναι ισόμορφο με την

κλίκα K3.

Μια άλλη κατηγορία γραφημάτων είναι τα γραφήματα εκείνα όπου το σύνολο

των κορυφών τους χωρίζεται σε δύο υποσύνολα Α και Β και δύο γειτονικές κο-

ϱυφές ανήκουν η μια στο Α και η άλλη στο Β. Τα γραφήματα αυτά ονομάζονται

διμερή. Παρακάτω δίνεται ο ορισμός ενός τέτοιου γραφήματος.

Ορισμός 1.2.14. ΄Ενα γράφημα G � �V,E� ονομάζεται διμερές αν μπορεί να
διαμεριστεί το σύνολο V �G� σε δύο μη-κενά σύνολα, V �G� � A�B μεA�B � �
και για κάθε ακμή
e � �x, y� 	 E�G�, x 	 A και y 	 B. Τα σύνολα A,B ονομάζονται διαμέριση του
G και συμβολίζουμε ένα διμερές γράφημα ως μια τριάδα G � �A,B,E�.
΄Ενα διμερές γράφημα G � �A,B,E� καλείται πλήρες διμερές ή bicliques
αν για κάθε x 	 A και y 	 B υπάρχει η ακμή �x, y� 	 E�G�.
Θα συμβολίζουμε το πλήρες διμερές γράφημαG � �A,B,E� μεKp,q όπου p � 
A

και q � 
B
. Στην ειδική περίπτωση όπου p � 1 το γράφημα K1,q ονομάζεται
αστέρας .
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Αστέρας, Διμερές και πλήρες Διμερές

Σε αυτό το σημείο ϑα ορίσουμε κάποιες πράξεις μεταξύ γραφημάτων.

Ορισμός 1.2.15. Το συμπλήρωμα του γραφήματος G � �V,E� ορίζεται ως

G � �V �G�, ��u, v��u, v � V �G�&�u, v� � E�G���.

Δηλαδή το συμπλήρωμα ενός γραφήματος έχει το ίδιο σύνολο κορυφών με το G
και ακριβώς εκείνες τις ακμές που δεν υπάρχουν το G. Επίσης, το συμπλήρωμα
του γραφήματος G μπορούμε να το ονομάσουμε ως co	G.

Ορισμός 1.2.16. ΄Εστω G και H δύο διακεκριμένα γραφήματα. Ορίζουμε την
ένωση την G και H ως εξής :

G
H � �V �G� 
 V �H�, E�G� 
 E�H��

Λόγω συντομίας χρησιμοποιούμε τον ακόλουθο συμβολισμό. ΄Εστω ένα γρά-

ϕημα G και ένας ϑετικός ακέραιος k � 0. Τότε kG � G
 ....
G����������������

k

Ορισμός 1.2.17. ΄Εστω G � �V,E� ένα γράφημα και έστω v � V �G� . Η πράξη
της διαγραφής κορυφής έχει ως αποτέλεσμα το γράφημα που προκύπτει από
την διαγραφή της v από το σύνολο κορυφών και την διαγραφή των ακμών που
είναι προσκείμενες στην v. Συμβολίζουμε το γράφημα που προκύπτει ωςG	v και
ϑα ισχύει

G	 v � �V ��v�, E�G���u, v���u, v� � E�G��

Ορισμός 1.2.18. ΄Εστω G � �V,E� ένα γράφημα και έστω v � V �G� που είναι
γειτονική με ακριβώς δύο κορυφές u και w. Η πράξη της σύμπτυξης κορυφής
συμβολίζεται με Gv και προκύπτει από την διαγραφή της κορυφής v και την
προσθήκη της ακμής {u,w}.
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Για να καταλάβουμε καλύτερα τις σχέσεις που μπορεί να υπάρχουν ανάμεσα

σε δυο γραφήματα ϑα πρέπει να ορίσουμε την έννοια του υπογραφήματος.

Ορισμός 1.2.19. ΄Εστω G και H δύο γραφήματα. Λέμε ότι το γράφημα H είναι
υπογράφημα τουG αν V �H� � V �G� και E�H� � E�G�. Στην περίπτωση αυτή
γράφουμε H � G.

Ορισμός 1.2.20. ΄Εστω G και H δύο γραφήματα. Λέμε ότι το γράφημα H
είναι επαγώμενο υπογράφημα του G αν V �H� � V �G� και για κάθε u, v �
V �H�, �u, v� � E�H� αν και μόνο αν �u, v� � E�G�.

Η έννοια του επαγώμενου υπογραφήματος είναι μια ειδική κατηγορία του

υπογραφήματος. Δηλαδή αν το γράφημα G είναι επαγώμενο υπογράφημα του

H τότε το G είναι υπογράφημα του H.

Παρατήρηση 1.2.21. Κάθε επαγώμενο υπογράφημα ενός γραφήματος G προ-

κύπτει από διαγραφή ορισμένων κορυφών.

a

d

e

c

b a

d

e

b

Μετά από την διαγραφή της κορυφής c προκύπτει το διπλανό επαγώμενο

υπογράφημα

Παρακάτω ϑα δούμε τους ορισμούς της απόστασης, της εκκεντρότητας και

της διαμέτρου. Οι όροι αυτοί αφορούν τις σχέσεις των κόμβων ενός γραφήματος.

Ορισμός 1.2.22. ΄Εστω x, y δύο κορυφές του γραφήματος G. Η απόσταση
dist(x,y) μεταξύ του x και του y ορίζεται ως το μήκος του μικρότερου μονοπατιού
με άκρα τις κορυφές x και y. Αν δεν υπάρχει τέτοιο μονοπάτι τότε ϑα ισχύει
dist�x, y� � �.

Ορισμός 1.2.23. Η εκκεντρότητα μια κορυφής v στο γράφημα G ορίζεται ως
εξής :

ecc�v� � max
u�V �G�

dist�v, u�.
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Η διάμετρος ενός γραφήματος ορίζεται ως εξής :

dia�G� � max
v�V �G�

ecc�v�.

Η σχέση dia�G� � �, δηλαδή το γεγονός να υπάρχουν σε ένα γράφημα δύο

κορυφές οι οποίες δεν περιέχουν κανένα μονοπάτι αναμεσα τους, ϑα μας δώσει

την έννοια της μη συνεκτικότητας.

Ορισμός 1.2.24. ΄Ενα γράφημα G ονομάζεται συνεκτικό αν για κάθε Ϲεύγος
κορυφών u, v � V �G� υπάρχει (u,v)-μονοπάτι στο G.

Θεώρημα 1.2.25. Για κάθε γράφημα G, είτε το G είναι συνεκτικό είτε το G είναι
συνεκτικό.

Ορισμός 1.2.26. Μια συνεκτική συνιστώσα ενός γραφήματος G είναι ένα
μεγιστοτικό (maximal) υπογράφημα του G που είναι συνεκτικό.

Οι όροι μεγιστοτικοί ή ελαχιστοτικοί αναφέρονται στην ιδιότητα που έχει ένα

σύνολο έτσι ώστε κανένα υποσύνολο του ή υπερσύνολο που το περιέχει δεν

παρουσιάζει την ιδιότητα αυτή. Στον παραπάνω ορισμό ο όρος μεγιστοτικός

αναφέρεται ως προς το σύνολο των κορυφών του γραφήματος.

Από ένα γράφημα που είναι συνεκτικό ϑα μπορούσαμε να πάμε σε ένα γρά-

ϕημα μη συνεκτικό. Αυτό μπορεί να γίνει με την διαγραφή κάπου κόμβου ή

κάποιου συνόλου κόμβων. Οι παρακάτω ορισμοί αναφέρονται σε ένα γράφημα

το οποίο δεν είναι αναγκαστικά συνεκτικό , αλλά αφαιρώντας κάποιους κόμβους

αυξάνονται οι συνεκτικές συνιστώσες του.

Ορισμός 1.2.27. Μια κορυφή v σε ένα γράφημα G ονομάζεται κόμβος τομής
αν η αφαίρεσή της αυξάνει το πλήθος των συνεκτικών συνιστωσών του G.

Ορισμός 1.2.28. ΄Εστω ένα γράφημα G με k συνεκτικές συνιστώσες και έστω
S � V �G�. Το S καλείται διαχωριστής αν το γράφημα G�Sέχει περισσότερες
απο k συνεκτικές συνιστώσες.

1.3 Υπολογιστική Πολυπλοκότητα

΄Οπως αναφέραμε παραπάνω, η ϑεωρία γραφημάτων έχει ως στόχο την επίλυση

προβλημάτων τα οποία έχουμε αναπαραστήσει με κάποιο γράφημα. Η επίλυση

ενός τέτοιου προβλήματος επιτυγχάνεται με έναν αποδοτικό αλγόριθμο. Για να

ορίσουμε την έννοια του αποδοτικού αλγορίθμου πρέπει πρώτα να δώσουμε τον

ορισμό του αλγορίθμου.

8



Ορισμός 1.3.1. Δοθέντος ενός προβλήματος, αλγόριθμος είναι μια καλά προσ-
διορισμένη διαδικασία η οποία παρέχει τις οδηγίες σύμφωνα με τις οποίες τα δε-
δομένα του προβλήματος μετασχηματίζονται και συνδυάζονται για να προκύψει η
λύση του προβλήματος.

΄Ενας αλγόριθμος είναι σημαντικό να είναι αποδοτικός και ως προς το χρόνο

εκτέλεσης αλλά και ως προς τον χώρο μνήμης. Παρακάτω ϑα εστιάσουμε κατά

κύριο λόγο στην αποδοτικότητα ως προς τον χρόνο εκτέλεσης, δηλαδή ϑέλουμε

οι αλγόριθμοι να εκτελούνται γρήγορα. ΄Αρα σε αυτό το σημείο είναι σημαντικό

να δώσουμε τον ορισμός της υπολογιστικής πολυπλοκότητας ενός αλγορίθμου.

Ορισμός 1.3.2. ΄Εστω M μια ντετερμινιστική μηχανή Turing που τερματίζει σε
κάθε είσοδο. Ο χρόνος εκτέλεσης ή η υπολογιστική πολυπλοκότητα τηςM
είναι η συνάρτηση f : N �� N όπου f�n� είναι το μέγιστο πλήθος ϐημάτων που
είναι δυνατόν να πραγματοποιήσει η M όταν το μήκος της εισόδου της είναι n.

΄Αρα η υπολογιστική πολυπλοκότητα ενός αλγόριθμου εξαρτάται από τον α-

ϱιθμό επαναλήψεών του και από το μέγεθος εισόδου.

Για τον υπολογισμό της υπολογιστικής πολυπλοκότητας χρησιμοποιούμε την

ασυμπτωτική ανάλυση.

Ορισμός 1.3.3. ΄Εστω f και g δύο συναρτήσεις από το σύνολο N στο σύνολο R.
Ορίζουμε f�n� � O�g�n�� , αν υπάρχουν ακέραιοι c � 0 και n0 � 0 τέτοιοι ώστε
για κάθε n � n0 να ισχύει

f�n� � c 	 g�n�

Παράδειγμα 1.3.4. ΄Εστω αλγόριθμος με υπολογιστική πολυπλοκότητα f�n� �
9n5
 2n3� 5n2
 1. Λέμε ότι η πολυπλοκότητα του αλγορίθμου είναι ασυμπτω-

τικά το πολυ n5 , δηλαδή f�n� � O�n5�.

Οι χρόνοι αναζήτησης τείνουν να αυξάνονται εκθετικά σε συνάρτηση με το μέ-

γεθος της εισόδου n. Δηλαδή αν το μέγεθος εισόδου αυξηθεί κατά ένα, ο αριθμός

των ϐημάτων αυξάνεται πολλαπλάσια. Θα ϑέλαμε έναν αλγόριθμο με καλύτερη

ιδιότητα κλιμάκωσης. ΄Εστω ένας αλγόριθμος έχει την ακόλουθη ιδιότητα : Υ-

πάρχουν σταθερές c � 0 και d � 0 και k � 0 έτσι ώστε για κάθε είσοδο μεγέθους

n, ο χρόνος εκτέλεσης ϕράσσεται από c 	 nd 	 logk n στοιχειώδη υπολογιστικά

ϐήματα. Αν ισχύει αυτό το όριο ως προς το χρόνο εκτέλεσης για κάποια c και

d, τότε λέμε ότι ο αλγόριθμος έχει πολυωνυμικό χρόνο εκτέλεσης ή ότι είναι

ένας αλγόριθμος πολυωνυμικού χρόνου. Οπότε μπορούμε να πούμε ότι ένας

αλγόριθμος είναι αποδοτικός εάν έχει πολυωνυμικό χρόνο εκτέλεσης.
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Ορισμός 1.3.5. Τα προβλήματα απόφασης για τα οποία έχει ϐρεθεί πολυωνυμι-
κός αλγόριθμος ανήκουν στην κλάση προβλημάτων P.

Πολλά προβλήματα όμως δεν είναι εύκολο να λυθούν με αποδοτικό τρόπο,

δηλαδή δεν είναι εύκολο να ϐρεθεί πολυωνυμικός αλγόριθμος. Παρακάτω ϑα

αναλύσουμε μια τεχνική η οποία μας ϐοηθάει να χαρακτηρίσουμε υπολογιστικά

δύσκολα προβλήματα. Η τεχνική αυτή είναι να συγκρίνουμε τη σχετική δυσκο-

λία διαφορετικών προβλημάτων, ϑα ϑέλαμε δηλαδή να διατυπώσουμε με τυπικό

τρόπο προτάσεις όπως ` Το πρόβλημα X είναι τουλάχιστον εξίσου δύσκολο με

το πρόβλημα Y ` . Αυτό ϑα το επιτύχουμε μέσω της έννοιας της αναγωγής. Υ-

ποθέστε ότι το πρόβλημα X μπορεί να λυθεί σε πολυωνυμικό χρόνο και επίσης

υποθέτουμε ότι έχουμε ένα μαύρο κουτί που ϑα μπορούσε να λύσει στιγμιότυπα

ενός προβλήματοςX. Αν σημειώσουμε την είσοδο ενός στιγμιότυπου τουX, τότε

σε ένα μόνο ϐήμα το μαύρο κουτί ϑα επιστρέψει τη σωστή απάντηση. Μπορούμε

να κάνουμε την ακόλουθη ερώτηση:

Μπορούν να λυθούν τυχαία στιγμιότυπα του προβλήματος Y με τη χρήση ενός

πολυωνυμικού αριθμού τυπικών υπολογιστικών ϐημάτων, συν έναν πολυωνυμι-

κό αριθμό κλήσεων σε ένα μαύρο κουτί που λύνει το πρόβλημα X;
Αν η απάντηση είναι ’ Ναι’, τότε γράφουμε ότι Y �p X. Αυτό σημαίνει ότι το X
είναι εξίσου δύσκολο όσο το Y όσον αφορά τον πολυωνυμικό χρόνο. ΄Εστω ότι

ισχύει ότι Y �p X και ότι υπάρχει ένας αλγόριθμος πολυωνιμικού χρόνου για

την επίλυση του X. Τότε μπορούμε να αντικαταστήσουμε με έναν πολυωνυμικό

αλγόριθμο για το X. ΄Ετσι προκύπτει ότι :

Θεώρημα 1.3.6. [7] Υποθέστε ότι Y �p X. Αν το X μπορεί να λυθεί σε πολυω-
νυμικό χρόνο, τότε το Y μπορεί να λυθεί σε πολυωνυμικό χρόνο.

Επίσης ισχύει ότι :

Θεώρημα 1.3.7. [7] Υποθέστε ότι Y �p X. Αν το Y δεν μπορεί να λυθεί σε
πολυωνυμικό χρόνο, τότε το X δεν μπορεί να λυθεί σε πολυωνυμικό χρόνο.

Παρακάτω ϑα μελετήσουμε μια άλλη κλάση προβλημάτων, την κλάση NP .
Για να το κάνουμε αυτό πρέπει πρώτα να δώσουμε τον ορισμό του πιστοποιητή.

Ορισμός 1.3.8. Ο αλγόριθμος C(s,t) είναι ένας πιστοποιητής για το πρόβλημα
X αν για κάθε s, το s � X αν και μόνο αν υπάρχει ένα t τέτοιο ώστε C(s,t)=yes.

Ορισμός 1.3.9. Τα προβλήματα απόφασης για τα οποία υπάρχει πολυωνυμικός
πιστοποιητής ανήκουν στην κλάση προβλημάτων NP.
Παρατήρηση 1.3.10. [7] P � NP

10



Ποία είναι τα δυσκολότερα προβλήματα στην κλάση NP ;

Ορισμός 1.3.11. Ο χαρακτηρισμός ενός τέτοιου προβλήματος ϑα γίνει μέσω των
δύο παρακάτω ιδιοτήτων :

(i) X � NP και

(ii) για όλα τα Y � NP , Y �p X

Με άλλα λόγια, Ϲητάμε κάθε πρόβλημα του NP να μπορεί να αναχθεί στο X.
΄Ενα τέτοιο πρόβλημα X ονομάζεται NP-πλήρες πρόβλημα (NP-Complete).

΄Ετσι προκύπτει ότι :

Θεώρημα 1.3.12. [7] Υποθέστε ότι τοX είναι έναNP�πλήρες πρόβλημα. Τότε
το X λύνεται σε πολυωνυμικό χρόνο αν και μόνο αν P � NP.

Το πρώτο NP�πλήρες πρόβλημα είναι το πρόβλημα ικανοποιησιμότητας κυ-

κλώματος (Circuit� Sat), το οποίο ορίζεται ως : Δεδομένου ενός συνδυαστικού

κυκλώματος με πύλες AND,OR και NOT , υπάρχει τρόπος να ϑέσουμε τις

εισόδους του έτσι ώστε η έξοδος να είναι 1;

1 0 ? ? ?

Είσοδοι

and or or

not and

and

Το πρόβλημα Circuit-Sat.
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Αφού έχουμε ένα NP�πλήρες πρόβλημα, μπορούμε να δείξουμε οτι και το

πρόβλημα Y είναι NP�πλήρες πρόβλημα ακολουθώντας την παρακάτω διαδι-

κασία :

(i) Δείχνουμε ότι το X ανήκει στην κλάση NP.

(ii) Επιλέγουμε κάποιο NP�πλήρες πρόβλημα Y .

(iii) Αποδεικνύουμε ότι Y �p X

Δηλαδή :

Θεώρημα 1.3.13. [7] Αν το Y είναι NP�πλήρες πρόβλημα και το X είναι ένα
πρόβλημα της κλάσηςNP με την ιδιότητα Y �p X, τότε τοX είναιNP�πλήρες.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ2
Μη Συνεκτικός Διαχωριστής
(Disconnected Cut)

Η μελέτη της σύνδεσης των κορυφών ενός γραφήματος G αποτελεί μεγάλο

και σημαντικό κομμάτι της ϑεωρίας γραφημάτων. Προβλήματα όπως ο κύκλος

Hamilton, εύρεση γεννητικού δέντρου (spanning trees),εύρεση διαχωριστών,

κτλ ανήκουν στην μελέτη αυτή. Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα ασχοληθούμε με το

πρόβλημα ύπαρξης μη συνεκτικού διαχωριστή.

2.1 Ορισμός Προβλήματος

Πριν ορίζουμε το πρόβλημα, ϑα δώσουμε πρώτα έναν ορισμό που ϑα μας ϕανεί

χρήσιμος για το πρόβλημά μας.

Ορισμός 2.1.1. ΄Εστω U � V �G�, ορίζουμε το G�U � ως το υπογράφημα του G
για το οποίο ισχύει :

�uv�u, v � U&uv � E�G�	

Ορισμός 2.1.2. ΄Εστω ένα γράφημα G και έστω U � G ένας διαχωριστής. Το
U καλείται μη συνεκτικός διαχωριστής εάν το υπογράφημα G�U � είναι μη
συνεκτικό.

Σε αυτό το σημείο ϑα δώσουμε τον ορισμό δύο εννοιών οι οποίες χαρακτηρί-

Ϲουν την σχέση δύο συνόλων.

Ορισμός 2.1.3. ΄Εστω δύο σύνολα κορυφώνX και Y .ΤαX και Y είναι comple-
te εάν κάθε Ϲεύγος κορυφών v � X , w � Y είναι γειτονικές, και anti-complete
εάν κάθε Ϲεύγος κορυφών v � X ,w � Y είναι μη-γειτονικές.
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Εναλλακτικά μπορούμε να δούμε το πρόβλημα disconnected cut ως εξής :

΄Εστω ότι το σύνολο κορυφών του G, V �G� μπορεί να διαχωριστεί σε τέσσερα

σύνολα V1, V2, V3, V4 τέτοια ώστε καμία κορυφή του V1 να είναι γειτονική με

κάποια κορυφή του V3 (δηλαδή το σύνολο V1 είναι anti-complete με το σύνολο

V3) και καμία κορυφή του V2 να είναι γειτονική με κάποια κορυφή του V4

(δηλαδή το σύνολο V2 είναι anti-complete με το σύνολο V4). ΄Ετσι τα σύνολα

V1 � V3 και V2 � V4 είναι και τα δύο μη συνεκτικοί διαχωριστές του G.

Παράδειγμα 2.1.4.

V4

V1

V2

V3

Γράφημα με disconnected cuts τα σύνολα V1 � V3 και V2 � V4

Πόσο εύκολα μπορούμε να ϐρούμε εάν ένα γράφημα έχει disconneced
cut ;

Αυτό το ερώτημα παρουσιάζει μεγάλο ενδιαφέρον όπως μπορούμε να δούμε

στα [15], [13] και [16]. Θα προσπαθήσουμε να το απαντήσουμε στις επόμενες

σελίδες.

2.2 Εφαρμογές

Στην ϑεωρία γραφημάτων, ένα από τα σημαντικότερα προβλήματα με πολλές

μελέτες και εφαρμογές είναι η συνεκτικότητα ενός γραφήματος. Ειδικά, η συνε-

κτικότητα των δικτύων είναι μια από τις πιο ϑεμελιώδεις και χρήσιμες ιδέες για

την ανάλυση διαφόρων τύπων προβλημάτων δικτύου στις πρακτικές εφαρμογές

όπως τα δίκτυα επικοινωνιών. Παρακάτω ϑα δώσουμε ένα πρόβλημα το οποίο

μοντελοποιείται με ένα γράφημα και η λύση του δίνεται μέσω του προβλήματος

του μη συνεκτικού διαχωριστή.
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΄Εστω ένα δίκτυο εργαζομένων, οι οποίοι ανταλλάσσουν πληροφορίες μεταξύ

τους. Θεωρούμε ότι από κάθε εργαζόμενο μπορεί να ϕύγει ή να έρθει πληροφο-

ϱία προς ή από κάποιον άλλον εργαζόμενο, ακόμα και αν χρειαστεί να περάσει

πρώτα από άλλους εργαζόμενους. Το δίκτυο αυτό μπορεί να μοντελοποιηθεί ως

ένα γράφημα όπου κάθε κόμβος είναι ένας εργαζόμενος και κάθε ακμή δηλώνει

την δυνατότητα ανταλλαγής πληροφοριών μεταξύ των δύο εργαζομένων. Παρα-

δείγματος χάρη στο παρακάτω γράφημα ο εργαζόμενος y μπορεί να ανταλλάξει

άμεσα πληροφορίες με τον εργαζόμενο x, όμως για να ανταλλάξει πληροφορία

με τον εργαζόμενο z ϑα πρέπει πρώτα αυτή να περάσει από τον εργαζόμενο x.

x

y

z

Κάθε μήνα δύο ομάδες εργαζομένων (οι οποίες δεν ανταλλάσσουν άμεσα πλη-

ϱοφορίες) αφαιρούνται για λίγες μέρες από το δίκτυο με σκοπό την προετοιμασία

κάποιου άλλου πρότζεκτ. Ο προϊστάμενος ϑα ήθελε να αφήσει ελεύθερη επιλο-

γή στους εργαζομένους για τον σχηματισμό των ομάδων, χωρίς όμως να υπάρχει

κίνδυνος το δίκτυο να διασπαστεί. Θα ϑέλαμε δηλαδή να αφαιρέσουμε δύο σύ-

νολα κορυφών από το γράφημα τα οποία είναι anti-complete και το γράφημα

να παραμείνει συνεκτικό. Το ερώτημα είναι, υπάρχει κάποια επιλογή των συ-

νόλων αυτών που με την αφαίρεση τους το γράφημα να γίνεται μη συνεκτικό;
΄Αρα για να αφήσει ο προϊστάμενος ελεύθερη επιλογή στους εργαζομένους ϑα

πρέπει η απάντηση στο ερώτημα να είναι αρνητική, δηλαδή να μην υπάρχει μη

συνεκτικός διαχωριστής για το αντίσοιχο γράφημα του δικτύου.
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2.3 Σχετικά Προβλήματα

Αρκετά προβλήματα στην ϑεωρία γραφημάτων είναι ισοδύναμα με το πρόβλημα

μας. Αυτό είναι εξαιρετικά σημαντικό διότι μπορούμε τα αποτελέσματα για

το ένα πρόβλημα να τα μεταφέρουμε σε κάποιο ισοδύναμό του. Επίσης είναι

σύνηθες, αναπάντητες ερωτήσεις για ένα πρόβλημα να μπορούν να απαντηθούν

εύκολα σε κάποιο ισοδύναμό του.

Πριν γνωρίσουμε τα ισοδύναμα προβλήματα του disconnected cut είναι σημα-

ντικό να επισημάνουμε οτι ϑεωρούμε τα γραφήματα μη κατευθυνόμενα , χωρίς

παράλληλες ακμές και χωρις ϐρόγχους. Επίσης ϑα συμβολίζουμε το σύνολο των

κορυφών ενός γραφήματος G με VG και και το σύνολο των ακμών του με EG.

Οι προτάσεις και οι ορισμοί αυτή της ενότητας δίνονται στο [5]

2.3.1 Η-διαχωρισμός

΄Ενα γράφημα H με VH � �h0, ...., hk�1� έχει δύο ειδών ακμές : Συνεχής και

διακεκομμένη, και ένας H-διαχωρισμός του γραφήματος G είναι ένας διαχω-

ϱισμός του VG σε k μη κενά σύνολα V0, V1, ...., Vk�1 τέτοια ώστε για όλες τις

κορυφές u � Vi, v � Vj και για κάθε 0 � i � j � k � 1 ισχύουν τα παρακάτω:

(i) Αν hihj είναι συνεχής ακμή του H, τότε uv � EG

(ii) Αν hihj είναι διακεκομμένη ακμή του H, τότε uv � EG

΄Εστω το γράφημα 2K2 με κορυφές h0, ..., h3, συνεχείς ακμές h0h2, h1h3 και

χωρίς διακεκομμένες ακμές, και έστω το γράφημα 2S2 με κορυφές h0, ..., h3,
διακεκομμένες ακμές h0h2, h1h3 και χωρίς συνεχείς ακμές.

Πρόταση 2.3.1. ΄Ενα γράφημα G έχει 2K2-διαχωρισμό αν και μόνο αν το συ-
μπλήρωμα G έχει 2S2- διαχωρισμό.

Απόδειξη. 	
� ΄Εστω ένα γράφημα G έχει έναν 2K2-διαχωρισμό. ΄Αρα V 	G� �
V1 � V2 � V3 � V4, και χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, V1 είναι complete στο V3

και V2 είναι complete στο V4. Στο G το V1 ϑα είναι anti-complete V3 και V2 ϑα

είναι anti-complete V4. ΄Αρα έχω έναν 2S2- διαχωρισμό.

	� ΄Εστω το γράφημα G έχει έναν 2S2-διαχωρισμό. ΄Αρα V 	G� � V1 � V2 �
V3 � V4, και χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, V1 είναι anti-complete στο V3 και V2

είναι anti-complete στο V4. Στο G � G το V1 ϑα είναι complete στο V3 και το V2

ϑα είναι complete στο V4. ΄Αρα έχω έναν 2K2- διαχωρισμό. �
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Ερώτημα(1): Μπορούμε να ϐρούμε αν ένα γράφημα έχει 2K2-διαχωρισμό
;

Το πρόβλημα αυτό ονομάζεται : 2K2 -διαχωρισμός.

0 1

2 3

V0 V1

V2 V3

Εικόνα 2.3.2. Αριστερά είναι το γράφημα 2K2 και δεξιά ένας 2K2-διαχωρισμός

ενός γραφήματος G

Παρατήρηση 2.3.3. Παρατηρούμε ότι αν δύο κόμβοι στο γράφημα 2K2 ενώνο-

νται με συνεχή ακμή τότε τα αντίστοιχα σύνολα στο γράφημα G είναι complete.

0 1

2 3

V0 V1

V2 V3

Εικόνα 2.3.4. Αριστερά είναι το γράφημα 2S2 και δεξιά ένας 2S2-διαχωρισμός

ενός γραφήματος H

Παρατήρηση 2.3.5. Παρατηρούμε ότι αν δύο κόμβοι στο γράφημα 2S2 ενώ-

νονται με διακεκομμένη ακμή τότε τα αντίστοιχα σύνολα στο γράφημα H είναι

anti-complete.

2.3.2 Κάλυμμα Γραφήματος

΄Εστω G ένα γράφημα και έστω S ένα σύνολο υπογραφημάτων (όχι απαραίτητα

επαγώμενων) του G, το οποίο έχει μέγεθος � S �. Τότε το σύνολο S ονομάζεται

κάλυψη τουG αν κάθε ακμή τουG περιέχεται σε τουλάχιστον ένα υπογράφημα

του S. Το σύνολο S ονομάζεται κάλυμμα κορυφών του G αν κάθε κορυφή του
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G περιέχεται σε τουλάχιστον ένα υπογράφημα του S. Στην περίπτωση που όλα

τα υπογραφήματα του συνόλου S είναι πλήρη διμερή (bicliques) τότε μιλάμε για

biclique κάλυψη ή για biclique κάλυμμα κορυφών, αντίστοιχα.

S1

S2

S3

΄Ενα biclique κάλυμμα κορυφών του γραφήματος G είναι το σύνολο S �
�S1, S2, S3� όπου S1 � K3, S2 � K2 και S3 � K4

Ερώτημα(2): Μπορούμε να ϐρούμε αν ένα γράφημα έχει biclique κά-
λυμμα κορυφών μεγέθους 2 ;

Το πρόβλημα αυτό ονομάζεται : 2-Biclique κάλυμμα κορυφών.

2.3.3 Ομομορφισμός Γραφήματος

΄Ενας ομομορφισμός απο ένα γράφημα G σε ένα γράφημα H είναι μια απει-

κόνιση f : VG �� VH τέτοια ώστε uv � EG � f�u�f�v� � EH . Δηλαδή η f
αντιστοιχεί γειτονικές κορυφές του G σε γειτονικές κορυφές του H.

Παράδειγμα 2.3.6. ΄Εστω G ένα διμερές γράφημα και έστω H το γράφημα K2

με V �K2� � �u0, u1	. Ορίζουμε ως ομομορφισμό από το f : VG �� VH την

απεικόνιση f�v� �

�
u0, ifv � X
u1, ifv � Y

X Y

f

G

K2 � H
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Για κάθε ακμή xy � EG με x � X και y � Y ισχύει f�x�f�y� � u0u1 � EK2

Το πρόβλημα του H-ομομορφισμού ελέγχει αν ένα γράφημα G επιτρέπει

έναν ομομορφισμό σε ένα γράφημα H.

΄Ενας ομομορφισμός f ενός γραφήματοςG σε ένα γράφημαH καλείται surje-
ctive αν για κάθε x � VH υπάρχει τουλάχιστον μια κορυφή u � VG με f�u� � x.
Αυτό μας οδηγεί στο πρόβλημα εαν ένα γράφημα G επιτρέπει έναν surjective

ομομορφισμό σε ένα γράφημα H. Το πρόβλημα αυτό καλείται Surjective H-
ομομορφισμός.

Ερώτημα(3): Μπορούμε να ϐρούμε αν ένα γράφημα έχει έναν Surjective
ομομορφισμό στο C4 ;

Το πρόβλημα αυτό ονομάζεται : Surjective C4-ομομορφισμός.

Η επόμενη έννοια είναι αρκετά κοντά στην έννοια του surjective ομομορφι-

σμού. ΄Ενας ομομορφισμός f απο ένα γράφημα G σε ένα επαγώμενο υπογρά-

ϕημα H του G ονομάζεται retraction απο το G στο H αν f�h� � h για όλα τα

h � VH .

΄Ενας surjective ομομορφισμός αναφέρετε στις κορυφές ενός γραφήματος

(vertex-surjective). Μια πιο ισχυρή έννοια είναι αυτή που αναφέρεται στις ακ-

μές ενός γραφήματος (edge-surjective), η οποία ορίζεται ως : για κάθε ακμή

xy � EH με x � y υπάρχει ακμή uv � EG με f�u� � x και f�v� � y. ΄Ενας

edge-surjective ομομορφισμός καλείται αλλιώς compaction.

Σχόλιο 2.3.7. Κάθε compaction είναι και vertex-surjective

Ερώτημα(4): Μπορούμε να ϐρούμε αν ένα γράφημα έχει Compaction
στο C4;

Το πρόβλημα αυτό ονομάζεται : C4-Compaction.

2.3.4 Contractibility Γραφήματος

Το πρόβλημα τροποποίησης γραφήματος έχει ως είσοδο ένα γράφημα G και

έναν ακέραιο k. Το ερώτημα είναι πότε ένα γράφημα μπορεί να τροποποιηθεί

έτσι ώστε να ανήκει σε κάποια συγκεκριμένη κλάση γραφημάτων η οποία ικανο-

ποιεί ορισμένες ιδιότητες, χρησιμοποιώντας το πολύ k πράξεις όπως η διαγραφή

κορυφής, η διαγραφή ακμής ή η σύμπτυξη κορυφής. Αν ένα γράφημα H μπο-

ϱεί να προκύψει από το G με μια σειρά πράξεων σύμπτυξης κορυφής τότε λέμε

ότι το G είναι contractible στο H.Αυτό είναι ισοδύναμο με το να πούμε ότι το

19



G έχει H-witness δομή w � �W �h1�,W �h2�, ...,W �h�VH ���, το οποίο είναι ένας

διαχωρισμός του VG σε � VH � σύνολα W �h� , τα οποία λέγονται H�witness,
καθένα απο τα οποία αποτελεί ένα συνεκτικό υπογράφημα του G και για κάθε

δύο hi, hj � Vh, τα σύνολα W �hi� και W �hj� είναι γειτονικά στο G αν και μόνο

αν τα hi και hj είναι γειτονικά στο H. Το πρόβλημα Π -Contractibility έχει ως

είσοδο ένα γράφημα G και έναν ακέραιο k και ελέγχει αν ένα γράφημα G είναι

contractible στο Π χρησιμοποιώντας το πολύ k συμπτύξεις κορυφών.

Στο Κεφάλαιο 1 είχαμε δεί μια κλάση γραφημάτων, τα πλήρη διμερή γραφή-

ματα (bicliques), και τα είχαμε συμβολίσει με Kk,l. Αν k 	 2 και l 	 2 τότε το

γράφημα ονομάζεται proper biclique .

Ερώτημα(5): Μπορούμε να ϐρούμε ένα γράφημα το οποίο είναι contra-
ctible σε ένα Kk,l;

Το πρόβλημα αυτό ονομάζεται : Biclique Contractibility.

2.4 Ισοδυναμία προβλημάτων

Στην προηγούμενη ενότητα είδαμε τα προβλήματα: 2K2-διαχωρισμός, 2S2-

διαχωρισμός, 2-Biclique κάλυμμα κορυφών, Surjective ομομορφισμό στο C4,

C4 -Compaction και Biclique Contractibility. Παρακάτω ϑα δουμε πως αυτά τα

προβλήματα σχετίζονται με το πρόβλημα του μη συνεκτικού διαχωριστή.

Πρόταση 2.4.1. [6] ΄Εστω ένα συνεκτικό γράφημαG. Τα (i)-(v) είναι ισοδύναμα:

(i) Το γράφημα G έχει μη συνεκτικό διαχωριστή.

(ii) Το γράφημα G έχει 2K2-διαχωρισμό.

(iii) Το γράφημα G έχει 2S2-διαχωρισμό.

(iv) Το γράφημα G έχει κάλυμμα κορυφών από ακριβώς δύο biclique.

(v) Το γράφημα G έχει surjective ομομορφισμό στο C4.

Αν diam�G� � 2, τότε τα (i)-(v) είναι επίσης ισοδύναμα με τα ακόλουθα:

(vi) Το γράφημα G έχει compaction στο C4.

(vii) Το γράφημα G είναι contractible σε κάποιο Kk,l για k, l 	 2 .
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Απόδειξη. �i� � �ii� ΄Εστω G � �V,E� ένα συνεκτικό γράφημα το οποίο έχει μη

συνεκτικό διαχωριστή. ΄Αρα το γράφημα μπορεί να πάρει την μορφή:

V4

V1

V2

V3

Τα V1 και V3 είναι anti-complete στο G, άρα παίρνοντας το συμπλήρωμα του

G , τα V1 και V3 ϑα είναι complete στο G. ΄Αρα έχουμε έναν 2K2-διαχωρισμός.

Αντίστοιχα για τα σύνολα V2 και V4.

�i� � �ii� ΄ΕστωH ένα συνεκτικό γράφημα το οποίο έχει έναν 2K2-διαχωρισμός.

Αυτό σημαίνει ότι ότι το γράφημα H μπορεί να πάρει την μορφή:

V3

V1

V2

V4

Παίρνω H � G. ΄Αρα, αφού στο H τα σύνολα V1, V3 είναι complete, στο G
ϑα είναι anti-complete. Το ίδιο ισχύει και για τα σύνολα V2, V4. Το G�V1 � V3�
είναι μη συνεκτικό, και το G	V1 � V3 � G�V2 � V4� είναι επίσης μη συνεκτικό ,

αρα το V1 � V3 είναι ένας μη συνεκτικός διαχωριστής.

Το ίδιο ισχύει και για το V2 � V4.

�ii� 
 �iii� Πρόταση 2.2.1
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�i� � �iv� ΄Εστω G � �V,E� ένα συνεκτικό γράφημα και έστω ότι το G έχει

μη συνεκτικό διαχωριστή, άρα VG= �V1, V2, V3, V4� με V1 να είναι anti-complete

στο V3, και το V2 anti-complete στο V4. Από το (ii) συμπεραίνουμε ότι το G έχει

2K2-διαχωρισμό με V1 να είναι complete στο V3 και το V2 να είναι complete στο

V4. ΄Αρα τα V1, V3 και V2, V4 είναι δύο πλήρη διμερή γραφήματα. ΄Αρα το G έχει

δύο biclique τα V1, V3 και V2, V4 .

�i� � �iv� ΄Εστω G ένα συνεκτικό γράφημα. ΄Εστω ότι το G έχει ακριβώς

δύο biclique τα V1, V3 και V2, V4 με VG= �V1, V2, V3, V4�. Παίρνοντας το συ-

μπλήρωμα, δηλαδή το G, το V1 ϑα είναι anti-complete στο V3 και το V2 ϑα

είναι anti-complete στο V4. ΄Αρα στο G το V1 � V3 ϑα είναι ένας μη συνεκτικός

διαχωριστής αφού και το V2 � V4 ϑα είναι μη συνεκτικό.

�i� � �v� ΄Εστω G � �V,E� ένα συνεκτικό γράφημα και έστω ότι το G έχει μη

συνεκτικό διαχωριστή, άρα VG=�V1, V2, V3, V4� με V1 να είναι anti-complete στο

V3, και το V2 anti-complete στο V4. Ορίζω τον ομομορφισμό απο το f : VG 	


VC4 την απεικόνιση f�v� �

����
���

u1, ifv � V1

u2, ifv � V2

u3, ifv � V3

u4, ifv � V4

΄Εχουμε ότι η f�v� είναι ομομορφισμός αφού κάθε ακμή uv στο G δεν είναι

ανάμεσα στα σύνολα V1 και V3, ούτε ανάμεσα στα σύνολα V2 και V4. Αυτό ισχύει

και για τις κορυφές {u1, u2, u3, u4} του κύκλου C4. Επίσης είναι surjective αφού

κάθε κόμβος του C4 αντιστοιχείται σε έναν κόμβο του G, αφού τα Vi � ,�i �
�1, ..., 4�.

�i� � �v� ΄Εστω G � �V,E� ένα συνεκτικό γράφημα και έστω ότι το G έχει

surjective ομομορφισμό στο C4. Αυτό σημαίνει ότι υπάρχει μια απεικόνιση

f : VG 	
 VC4 με f�v� �

����
���

u1, v � V1

u2, v � V2

u3, v � V3

u4, v � V4

Αφού u1 δεν είναι γειτονικό με το u3 τότε το V1 είναι anti-complete στο V3.

Αντίστοιχα για τους κόμβους u2, u4. ΄Αρα το γράφημα G έχει μη συνεκτικό

διαχωριστή.

�v� � �vi� ΄Εστω G � �V,E� ένα συνεκτικό γράφημα με diam�G� � 2.

Υποθέτουμε ότι υπάρχει f η οποία είναι vertex-surjective ομομορφισμός από

το G στο C4. Υποθέτουμε ότι f�u� � c1 και f�v� � c2. Αν uv � E τότε c1 και c2
είναι οι απεικονίσεις από τα άκρα της ακμής. Στην άλλη περίπτωση, παίρνοντας

σαν υπόθεση ότι diam�G� � 2, υπάρχει ένας κόμβος s γειτονικός με τα u και
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v. Τότε f�s� � c1 ή f�s� � c2. Στην πρώτη περίπτωση sv και στην δεύτερη

περίπτωση us είναι η επιθυμητή ακμή. ΄Ομοια για τις ακμές c2c3, c3c4 και c4c1.
΄Αρα το γράφημα έχει compaction στο C4.

�v� � �vi� Σχόλιο 2.3.7

�i� � �vii� ΄Εστω G � �V,E� ένα συνεκτικό γράφημα με diam�G� � 2. ΄Εστω
ότι το G έχει μη συνεκτικό διαχωριστή U . ΄Εστω k το πλήθος των συνεκτικών

συνιστοσών του G�U �, τότε k � 2. ΄Εστω X1, X2, ...., Xk τα σύνολα των κορυφών

των συνιστοσών του G�U �. Τότε οποιαδήποτε δύο Xi, Xj είναι μη γειτονικά.

Επίσης έστω ότι l είναι το πλήθος των συνεκτικων συνιστοσών του G�V 	U � και έ-
στω ότι τα Y1, Y2, ...., Yl είναι τα σύνολα των κορυφών των συνεκτικών συνιστοσών

στο G�V 	U �. Τότε l � 2 και οποιαδήποτε δύο Ui, Uj είναι μη γειτονικά. Παρα-

κάτω ϑα δείξουμε ότι τα k
 l σύνολα X1, X2, ...., Xk, Y1, Y2, ...., Yl δημιουργούν
τα Kk,l-witness σύνολα στο G. Από τα παραπάνω αρκεί να δείξουμε ότι δύο

σύνολα Xi και Yj είναι γειτονικά για κάθε Ϲεύγος δεικτών i και j με 1 � i � k,
1 � j � l. Υποθέτουμε ότι υπάρχει Ϲεύγος �Xi, Yj� τέτοιο ώστε Xi και Yj δεν

είναι γειτονικά. Τότε η απόσταση από μια κορυφή στο Xi σε μια κορυφή στο Yj
είναι τουλάχιστον τρία. ΄Ατοπο, αφού υποθέσαμε ότι diam�G� � 2.

�i� � �vii� Υποθέτουμε ότι το G είναι Kk,l-contractible για κάποια k, l � 2.
Αυτό σημαίνει ότι το G έχει Kk,l-witness δομή w � �W �a1�,W �a2�, ...,W �ak�,
W �b1�,W �b2�, ...,W �bl� όπου �a1, a2, ..., ak και �b1, b2, ..., bl είναι τα δύο σύ-

νολα του Kk,l. Επειδή και το k και το l είναι μικρότερα του 2, τα σύνολα

W �a1� �W �a2� � ...�W �ak� σχηματίζουν μη συνεκτικό διαχωριστή στο G.

�
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ3
Υπολογιστική Πολυπλοκότητα του
Μη Συνεκτικού Διαχωριστή

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα μελετήσουμε την υπολογιστική πολυπλοκότητα του

προβλήματος του μη συνεκτικού διαχωριστή. Δηλαδή, δοθέντος ενός γραφήμα-

τοςG, μπορεί να κατασκευαστεί ένας αλγόριθμος που να ελέγχει εάν το γράφημα

έχει μη συνεκτικό διαχωριστή σε πολυωνυμικό χρόνο; Παρακάτω ϑα δούμε ότι

για diam�G� � 2 ένας τέτοιος αλγόριθμος είναι δύσκολο να κατασκευαστεί. Δη-

λαδή για diam�G� � 1 ή diam�G� � 2 το πρόβλημα ανήκει στην κλάση P ενώ,

για diam�G� � 2 το πρόβλημα ανήκει στην κλάση NP.

3.1 Γραφήματα με διάμετρο διάφορη του 2

Ορισμός 3.1.1. ΄Εστω G � �V,E� ένα γράφημα και h μια απεικόνιση από το
G στο C4 � �c1, c2, c3, c4�. Αν η απεικόνιση h απεικονίζει μια κορυφή v � G
στο ci τότε λέμε ότι η κορυφή v παίρνει το χρώμα i. ΄Ετσι η h δημιουργεί έναν
χρωματισμό με ακριβώς τέσσερα χρώματα, τα 1, 2, 3, 4 τέτοιον ώστε μια ακμή δεν
έχει άκρα με χρώματα (1,3) ή (2,4). Ονομάζομαι την h diagonal coloring .

Παρατήρηση 3.1.2. [4] Κάθε diagonal coloring αντιστοιχεί σε έναν vertex-

surjective ομομορφισμό από το G στο C4.
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Θεώρημα 3.1.3. [4] Μπορούμε να ελέγξουμε σε πολυωνυμικό χρόνο εαν ένα
γράφημα G έχει vertex-surjective ομομορφισμό στο C4 αν για το γράφημα G
ισχύει ότι diam�G� � 2.

Απόδειξη. Από την Παρατήρηση 3.1.2 παρατηρούμε ότι είναι αρκετό να απο-

ϕασίσουμε σε πολυωνυμικό χρόνο αν το γράφημα G έχει diagonal coloring.

Υποθέτουμε ότι το γράφημα G δεν έχει διάμετρο 2. Αν diam�G� � 1, τότε το

G είναι ένα πλήρες γράφημα και δεν έχει diagonal coloring αφού ϑα υπάρχει

ακμή με άκρα τα χρώματα (1,3) ή (2,4). Αν diam�G� � 3 τότε υπάρχουν δύο

κορυφές v, u στο G με dG�u, v� � diam�G� � 3. Αυτές τις κορυφές μπορούμε
να τις ϐρούμε σε πολυωνυμικό χρόνο. Θέτουμε το χρώμα 1 στην κορυφή u , το

χρώμα 2 σε όλους του γείτονές της, το χρώμα 3 σε όλες τς κορυφές με απόσταση

2 από το u και ο χρώμα 4 σε όλες τις υπόλοιπες κορυφές του γραφήματος G.

u

R

N1

D2

Το σύνολοN1 έχει όλους τους γείτονες της κορυφής u. Το σύνολοD2 έχει όλες

τις κορυφές με απόσταση 2 από την κορυφή u και στο σύνολο R οι υπόλοιπες
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κορυφές. Ανάμεσα στην κορυφή u και σε κάποια κορυφή x � D2 δεν υπάρχει

ακμή διότι αν υπήρχε οι κορυφές u και x ϑα ήταν γειτονικές και έτσι η κορυφή

x ϑα είχε ήδη τοποθετηθεί στο σύνολο N1. Αντίστοιχα, ανάμεσα στην κορυφή

z � N1 και σε κάποια κορυφή y � R δεν υπάρχει ακμή, διότι αν υπήρχε οι

κορυφές οι κορυφές y και z ϑα ήταν γειτονικές και έτσι η απόσταση της κορυφής

y με την κορυφή u ϑα ήταν 2 και έτσι η κορυφή y ϑα είχε ήδη τοποθετηθεί στο

σύνολο D2. ΄Αρα δεν υπάρχει ακμή με άκρα τα χρώματα (1,3) ή (2,4), οπότε ο

χρωματισμός αυτός είναι diagonal coloring. �

Λήμμα 3.1.4. [4] ΄Εστω G ένα γράφημα. Αν το G έχει διάμετρο ίση με ένα τότε
το γράφημα έχει μη συνεκτικό διαχωριστή. Αν το G έχει διάμετρο μεγαλύτερη ή
ίση με τρία τότε έχει μη συνεκτικό διαχωριστή.

Ορισμός 3.1.5. ΄Ενα υποσύνολοD � V είναι dominating set του γραφήματος
G � �V,E� αν κάθε κορυφή του V �D είναι γειτονική με τουλάχιστον μια κορυφή
του D. Αν D � �u�, τότε u είναι dominating vertex του G. Η ακμή uv
του γραφήματος G λέγεται dominating αν το σύνολο �u, v� είναι dominating. Το
σύνολο �u, v� λέγεται dominating non-edge αν το σύνολο �u, v� είναι dominating
αλλά δεν υπάρχει η ακμή uv.

Θεώρημα 3.1.6. [4] Μπορούμε να ελέγξουμε σε πολυωνυμικό χρόνο εάν ένα
γράφημα G έχει vertex- surjective ομομορφισμό στο C4 αν

1. το G έχει dominating ακμή, ή

2. το G έχει ϕραγμένο μέγιστο ϐαθμό, ή

3. το G είναι C3-free.

Απόδειξη. 1. Υποθέτουμε ότι το G έχει dominating ακμή, την �xy�. Οι κο-

ϱυφές αυτές ϑα έχουν δύο διαφορετικά χρώματα σε οποιοδήποτε diagonal

coloring h. Υποθέτουμε ότι υπάρχει ένα τέτοιο diagonal coloring,το h

και χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουμε ότι η κορυφή x παίρνει το

χρώμα 1 και η κορυφή y το χρώμα 2. Παρακάτω ϑα δούμε ότι σε πολυω-

νυμικό χρόνο μπορούμε να ελέγξουμε αν μπορούμε να χρωματίσουμε και

τις υπόλοιπες κορυφές έτσι ώστε ο χρωματισμός να είναι diagonal colo-

ring.Ονομάζουμε το σύνολο U 	 V χρωματισμένο εάν κάθε κορυφή του

U έχει πάρει κάποιο χρώμα. Ορίζουμε το σύνολο όλων των χρωματισμένων

γειτόνων μιας κορυφής u ως N c�u� και επίσης ονομάζουμε το σύνολο U
ως j-χρωματισμένο αν το πλήθος των διαφορετικών χρωμάτων του U είναι

j.
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Ξεκινάμε ως εξής. Παίρνουμε τυχαία μια κορυφή s η οποία δεν έχει πάρει

κάποιο χρώμα και δεν είναι γειτονική με το x, και της δίνουμε το χρώμα

3. Επίσης παίρνουμε τυχαία μια κορυφή t η οποία δεν έχει πάρει κάποιο

χρώμα και δεν είναι γειτονική με το y, και της δίνουμε το χρώμα 4. Αυτό

απαιτεί χρόνο το πολύ O�� V �2�. Ακολουθούμε τον παρακάτω κανόνα

: ΄Οσο υπάρχει κορυφή u η οποία δεν έχει πάρει κάποιο χρώμα και το

N c�u� είναι 3-χρωματισμένο, δίνουμε στην κορυφή u το μόνο χρώμα που

μπορεί να πάρει. ΄Επειτα ελέγχουμε αν υπάρχει κορυφή w η οποία δεν

έχει πάρει κάποιο χρώμα και τοN c�u� είναι 4-χρωματισμένο. Αν υπάρχει,
τότε στην κορυφή w δεν μπορούμε να δώσουμε κατάλληλο χρώμα και έτσι

το Ϲεύγος �s, t� είναι λάθος υπόθεση, αφού υπενθυμίζουμε ότι το πήραμε

τυχαία. Τότε παίρνουμε τυχαία ένα άλλο Ϲεύγος �s�, t�� όπου δίνουμε στις

κορυφές τα χρώματα 3 και 4 και ακολουθούμε την ίδια διαδικασία.

΄Εστω ότι υπάρχει ένα Ϲεύγος �s, t�, στο οποίο εφαρμόσαμε τον παραπά-

νω κανόνα, και δεν υπάρχει κορυφή w για την οποία να ισχύει ότι το

N c�u� είναι 4-χρωματισμένο. Αφού όμως το �xy� είναι dominating ακ-

μή, τότε όλες οι κορυφές του γραφήματος ϑα είναι είτε γείτονες του x
είτε γείτονες του y άρα μπορώ να χωρίσω τις κορυφές του G ο οποίες

δεν είναι χρωματισμένες σε δύο σύνολα: πρώτον στο Ui,j στο οποίο α-

νήκουν κορυφές οι οποίες είναι γειτονικές με τα χρώματα i και j για

�i, j� � ��1, 2�, �1, 3�, �1, 4�, �2, 3�, �2, 4�� (παρατηρούμε ότι το Ϲευγάρι (3,4)
λείπει, διότι αν υπήρχε τέτοια κορυφή το πλήθος των διαφορετικών χρω-

μάτων που ϑα έχουν οι γείτονές της ϑα ήταν 3 , αφού έχει γείτονα σίγουρα

ή το x ή το y) και δεύτερον, στο σύνολο Ui στο οποίο ανήκουν κορυφές οι

οποίες είναι γειτονικές μόνο με το χρώμα i για i � 1, 2. ΄Ετσι χρωματίζω

με το χρώμα 1 τις κορυφές που ανήκουν στο U1,2,�U1,4 �U2,4 �U1 �U2

και με το χρώμα 2 τις κορυφές που ανήκουν στο U1,3 � U2,3. Αυτός ο

χρωματισμός είναι diagonalo coloring.

2. ΄Εστω ότι το G έχει ϕραγμένο μέγιστο ϐαθμό, δηλαδή ο μέγιστος ϐαθμός

όλων των κορυφών είναι d. Λόγω του Λήμματος 3.1.4 υποθέτω ότι το G
έχει διάμετρο ίση με 2. Τότε αν πάρω μια κορυφή αυτή ϑα μου δώσει το

πολύ d γείτονες, όμως κάθε γείτονάς της ϑα μου δώσει το πού d	1 άλλους
γείτονες. Επαναλαμβάνω αυτή τη διαδικασία για όλους τους γείτονες της

αρχικής μας κορυφή, αυτό ϑα μας δώσει 1 
 d 
 d�d 	 1� κορυφές, άρα
παίρνω ότι το μέγιστο ϐαθμός κορυφών είναι d2 
 1, μπορώ να τρέξω έναν

αλγόριθμο ο οποίος δεν ϑα εξαρτάται από το πλήθος των κορυφών n αλλά

ϑα εξαρτάται από το d2
1 , άρα ο αλγόριθμος ϑα έχει πολυωνυμικό χρόνο

εκτέλεσης.
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3. Υποθέτουμε ότι το G είναι ένα C3-free γράφημα. Λόγω του Πορίσματος

3.1.4 υποθέτουμε ότι η διάμετρος είναι ίση με δύο. Επίσης, από την

Παρατήρηση 3.1.2 παρατηρούμε ότι είναι αρκετό να αποφασίσουμε σε

πολυωνυμικό χρόνο αν το γράφημα G έχει diagonal coloring.

Αν το G έχει dominating vertex u τότε το G δεν έχει diagonal coloring,

διότι σε διαφορετική περίπτωση το u ϑα ήταν γειτονικό με απαγορευμένο

χρώμα. ΄Αρα υποθέτουμε οτι το G δεν έχει dominating vertex.

Ισχυριζόμαστε ότι το G έχει diagonal coloring αν και μόνο αν � V �� 4.

Υποθέτουμε ότι το G έχει diagonal coloring c. Αφού όμως � c�V � �� 4,
τότε ϑα υπάρχουν τουλάχιστον τέσσερις κορυφές, άρα � V �� 4.

Για το αντίστροφο υποθέτουμε ότι � V �� 4. ΄Εστω u μια κορυφή με ϐαθμό

τουλάχιστον δύο. Δίνουμε στην κορυφή u το χρώμα 1, σε έναν από τους

γείτονές της το χρώμα 2, στους υπόλοιπους γείτονές της το χρώμα 4 και στις

υπόλοιπες κορυφές το χρώμα 3 (αφού το G δεν έχει dominating vertex.

τότε ϑα υπάρχει τουλάχιστον μια κορυφή η οποία δεν είναι γειτονική με

την κορυφή u .) Τώρα μένει να εξασφαλίσουμε ότι δεν υπάρχει ακμή της

οποίας τα άκρα έχουν χρώμα 2 ή 4. Αν υπήρχε τέτοια ακμή, έστω η xy,
τότε ϑα υπήρχαν και οι ακμές xu και xy. Αυτό όμως μας δημιουργεί ένα

C3. ΄Ατοπο λόγω της υπόθεσης, άρα δεν υπάρχει ακμή της οποίας τα άκρα

έχουν χρώμα 2 ή 4. ΄Αρα το G έχει diagonal coloring.

�

Πόρισμα 3.1.7. Αφού το πρόβλημα του μη συνεκτικού διαχωριστή και το πρόβλη-
μα vertex-surjective ομομορφισμό στο C4 είναι ισοδύναμα, τότε για diam�G� � 2
μπορούμε να ϐρούμε μη συνεκτικό διαχωριστή για το γράφημα G σε πολυωνυμικό
χρόνο.

3.2 Γραφήματα με διάμετρο ίση με 2

΄Εστω ένα γράφημα G για το οποίο ισχύει ότι diam�G� � 2. Για να δείξουμε

ότι το πρόβλημα του μη συνεκτικού διαχωριστή ανήκει στην κλάση NP ϑα

χρειαστούμε τις παρακάτω έννοιες. Η παρακάτω ενότητα στηρίζεται στο [5].

Ορισμός 3.2.1. Ονομάζουμε structure το A � �A;R1, R2, ..., Rk�, όπου το A
ονομάζεται domain του A και το Ri είναι η ni�οστή σχέση στο A, για i � 1, ..., k,
ένα σύνολο απο ni-αδα στοιχεία του A.
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Πόρισμα 3.2.2. ΄Ενα γράφημα G � �V,E� μπορούμε να το δούμε σαν ένα
structure G � �V ; ��u, v�, �v, u��uv � E��.

3.2.1 NP-πληρότητα και B-Homomorphism

Ορισμός 3.2.3. ΄Εστω A � �A;R1, R2, ..., Rk� και B � �B;S1, S2, ..., Sk� δύο
structure όπου Ri και Si είναι σχέσεις της ίδιας ni-αδας. Τότε ένας ομομορφισμός
απο το A στο B είναι μια συνάρτηση f : A �	 B τέτοια ώστε �a1, ..., ani� � Ri

υποδηλώνει ότι �f�a1�, ..., f�ai�� � Si, 
i και κάθε ni-αδα �a1, ..., ani� � Ani . Το
πρόβλημα απόφασισης το οποίο ελέγχει εάν δοθέντος ενός structure A επιτρέπει
έναν ομομορφισμό σε ένα συγκεκριμένο B ονομάζεται B-Homomorphism.

΄Εστω A � �A;R1, R2, ..., Rk� ένα structure και l ένας ακέραιος.Το power
structure Al έχει domain το Al και για 1 � i � k, έχει τις σχέσεις

Rl
i � ���a11, ..., a

1
l �, ..., �a

ni
1 , ..., ani

l ����a
1
1, ..., a

ni
1 �, ..., �a

1
l , ..., a

ni
l � � Ri�

Ορισμός 3.2.4. ΄Ενας πολυμορφισμός του A είναι ένας ομορφισμός από το
Al στο A για κάποιον ακέραιο l.΄Ενας l-οστός πολυμορφισμός ονομάζεται ενδο-
μορφισμός . Το σύνολο των πολυμορφισμών του A ορίζεται ως Pol�A�.΄Ενα
structure ονομάζεται core αν όλοι οι ενδομορφισμοί του είναι αυτομορφισμοί.

Ορισμός 3.2.5. Μια δυαδική συνάρτηση f σε ένα domain A είναι μια semilat-
tice συνάρτηση αν f�h, f�i, j�� � f�f�h, i�, j�, f�i, j� � f�j, i� και f�i, i� � i
για κάθε i, j � A. Μια τριαδική συνάρτηση f είναι μια Mal’tsev συνάρτηση αν
f�i, j, j� � f�j, j, i� � i για κάθε i, j � A. Μια τριαδική συνάρτηση f είναι μια
majority συνάρτηση αν f�h, h, i� � f�h, i, h� � f�i, h, h� � h για κάθε i, h � A.

Θεώρημα 3.2.6. ΄Εστω B � �B;S1, S2, ..., Sk� ένας core και A � B με �A� � 2
ως ενιαία σχέση στο B . Αν για κάθε f � Pol�B�, f�A δεν είναι majority, Mal’tsev
ούτε semilattice τότε το πρόβλημα BHOMOMORPISM είναι NP-πλήρες.

΄Εστω D το structure στο domain D � �0, 1, 3� με τις τέσσερις παρακάτω

σχέσεις :

S1 :� ��0, 3�, �1, 1�, �3, 1�, �3, 3��

S2 :� ��1, 0�, �1, 1�, �3, 1�, �3, 3��

S3 :� ��1, 3�, �3, 1�, �3, 3��

S4 :� ��1, 1�, �1, 3�, �3, 1��

30



Πρόταση 3.2.7. Το πρόβλημα D-HOMOMORPHISM είναι NP-complete.

Η απόδειξη της παραπάνω πρότασης γίνεται με χρήση του ϑεωρήματος 3.2.6

Για το D ισχύουν οι προϋποθέσεις του ϑεωρήματος.

Πρόταση 3.2.8. Το πρόβλημα H-RETRACTION είναι NP-complete για γραφή-
ματα με διάμετρο 2.

Η αναγωγή γίνεται απο το πρόβλημα D-HOMOMORPHISM.

Υπενθυμίζουμε οτι, παρακάτω το γράφημα H ϑα είναι ο κύκλος C4, με κορυ-

ϕές h0, h1, h2, h3 και ακμές h0h1, h1h2, h2h3, h3h0. ΄ΕστωA � �A;R1, R2, R3, R4�

είναι μια περίπτωση του D-HOMOMORPHISM. Απο το A κατασκευάζουμε έ-

να γράφημα G. Τα στοιχεία του A αντιστοιχούν στις κορυφές του G. Αν

p, q � Ri, 1 � i � 4, τότε λέμε οτι η κορυφή p είναι τύπου l και η κορυφή

q είναι τύπου r. Μια κορυφή μπορεί να είναι τύπου l και τύπου r ταυτόχρο-

να. Για κάθε �p, q� � Ri ϕτιάχνουμε 4 νέες κορυφές ap, bp, cq, dq και τις ακμές

app, apbp, bpp, cqq, cqdq, dqq. Οι κορυφές ap, bp, cq, dq είναι τύπου a, b, c, d αντί-

στοιχα.

΄Εστω H ένα επαγώμενο υπογράφημα του G (με κορυφές h0, h1, h2, h3). Το

G μπορεί να έχει ϐρόγχους διότι το H έχει. ΄Εξω απο το γράφημα H δεν έχει

σημασία αν υπάρχουν ϐρόγχοι. Στο G ενώνουμε κάθε κορυφή τύπου a με το h0
και h3. Κάθε κορυφή τύπου b με το h1 και h2, κάθε κορυφή τύπου c με το h2
και h3, κάθε κορυφή τύπου d με το h0 και h1 και προσθέτουμε ακμή ανάμεσα

στο h0 και κάθε κορυφή του A.

Συνεχίζουμε την κατασκευή του G περιγράφοντας πως ϑα διακρίνουμε δύο

Ϲεύγη που ανήκουν σε διαφορετικά Ri.

Αν �p, q� � R1 τότε προσθέτουμε τις ακμές cpp, qh2

Αν �p, q� � R2 τότε προσθέτουμε τις ακμές h2p, bpq

Αν �p, q� � R3 τότε προσθέτουμε τις ακμές h2p, h2q, apcq

Αν �p, q� � R4 τότε προσθέτουμε τις ακμές h2p, h2q, bpdq
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Ολοκληρώνουμε την κατασκευή προσθέτοντας μια ακμή μεταξύ δύο οποιον-

δήποτε τύπου a, μεταξύ δύο οποιονδήποτε τύπου b, μεταξύ δύο οποιονδήποτε

τύπου c, μεταξύ δύο οποιονδήποτε τύπου d. Ονομάζουμε το γράφημα G ως

D-γράφημα.

Λήμμα 3.2.9. Κάθε D-γράφημα έχει διάμετρο 2 και ένα dominating non-edge .

Υπενθυμίζουμε οτι το πρόβλημα H-RETRACTION είναι ένα NP-πλήρες πρό-

ϐλημα.

Θεώρημα 3.2.10. Το πρόβλημα H-RETRACTION είναι ένα NP-πλήρες πρόβλη-
μα ακόμα και για D-γραφήματα.

Απο το παραπάνω ϑεώρημα και από το λήμμα 3.2.9 μπορούμε να συμπερά-

νουμε οτι το πρόβλημα H-RETRACTION είναι NP-πλήρες για γραφήματα διαμέ-

τρου 2 τα οποία έχουν dominating non-edge.

Παρακάτω ϑα κατασκευάσουμε ένα νέο τύπου γραφήματος, το H-compactor

τουG. ΄ΕστωH ένα επαγώμενο υπογράφημα τουG.Για κάθε κορυφή v � VG�VH

προσθέτουμε τρείς νέες κορυφές uv, wv, yv και τις ακμές h0uv, h0yv, h1uv, h2wv

, h2yv, h3wv, uvv, uvwv, uv, yv, vwv, wvyv. Λέμε οτι οι κορφές uv, wv, yv είναι

τύπου u,w, y αντίστοιχα. Επίσης προσθέτουμε όλες τις ακμές ανάμεσα σε κά-

ϑε δύο κορυφές uv, uv� και ανάμεσα σε κάθε δύο κορυφές wv, wv� με v � v�.

Για κάθε ακμή vv� στο EG�EH διαλέγουμε μια αυθαίρετη διάταξη όπως απο

το v στο v� και έπειτα προσθέτουμε μια καινούρια κορυφή xvv� και τις ακμές

vxvv� , v�xvv� , uvxvv� , wv�xvv� . Η καινούρια αυτή κουφή είναι τύπου x. Το και-

νούριο γράφημα G� ονομάζεται H-compactor του G.

Το γράφημα H-compactor του G έχει διάμετρο 3. Στόχος μας είναι να τροπο-

ποιήσουμε το γράφημα έτσι ώστε να πάμε σε ένα γράφημα διαμέτρου 2. ΄Εστω

G ένα D-γράφημα. Για κάθε κορυφή του G δημιουργούμε κορυφές τύπου

u, v, w, y και ακμές όπως περιγράφεται στον ορισμό του H-compactor. ΄Επειτα

ακολουθούμε τα εξής τρία ϐήματα:

1 Δεν δημιουργούμε όλες τις κορυφές τύπου x για τις παρακάτω ακμές του

G: ακμές ανάμεσα σε κορυφές τύπου a, ακμές ανάμεσα σε κορυφές τύπου

b, ακμές ανάμεσα σε κορυφές τύπου c και ακμές ανάμεσα σε κορυφές

τύπου d.
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2 Για �p, q� � Ri και 1 � i � 4, επιλέγουμε τις τύπου x κορυφές xapp, xpbp , xapbp ,
xqcq , xqdq και xdqcq . ΄Επειτα δημιουργούμε τις εξής κορυφές τύπου x. Για
�p, q� � R1 διαλέγουμε xqcq , για �p, q� � R2 xqbp , για �p, q� � R3 xapcq και

για �p, q� � R4 διαλέγουμε xdqbp . Με αυτόν τον τρόπο έχουμε δημιουρ-

γήσει κορυφές τύπου x για κάθε ακμή του EG�EH .

3 Προσθέτουμε ακμή ανάμεσα στη κορυφή h0 και σε κάθε κορυφή τύπου

x που δημιουργήσαμε στο ϐήμα 2. Επίσης προσθέτουμε ακμή ανάμεσα

στην ακμή h2 και κάθε τέτοια κορυφή.

Ονομάζουμε το γράφημα που προκύπτει semi-compactor του G.

Λήμμα 3.2.11. ΄Εστω G ένα D-γράφημα. Κάθε semi-compactor του G έχει
διάμετρο 2 και dominating non-edge.

Λήμμα 3.2.12. ΄Εστω G� ένας semi-compactor ενός D-γραφήματος του G. Τότε
τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

i Το G κάνει retract στο H ,

ii Το G� κάνει retract στο H ,

iii Το G� κάνει compact στο H ,

iv Το G� έχει vertex-surjective ομομορφισμό στο H.

Λαμβάνοντας υπόψην το Λήμμα 3.2.11, το Λήμμα 3.2.12 και το Θεώρημα

3.2.10 καταλήγουμε στο παρακάτω ϑεώρημα.

Θεώρημα 3.2.13. Το πρόβλημα του surjective C4 ομομορφισμού είναι NP πλή-
ϱες για γραφήματα με διάμετρο 2 ακόμα και αν έχουν dominating non-edge.

Να σημειωθεί οτι όλες οι κατασκευές μπορούν να πραγματοποιηθούν σε πο-

λυωνυμικό χρόνο.

Πόρισμα 3.2.14. ΄Οπως αποδείχθηκε στην ενότητα 2.3 , το πρόβλημα του μη
συνεκτικού διαχωριστή και το πρόβλημα του surjective C4 ομομορφισμού είναι
ισοδύναμα. ΄Αρα, σύμφωνα με το παραπάνω ϑεώρημα, το πρόβλημα του μη συνε-
κτικού διαχωριστή είναι NP πλήρες για γραφήματα με diam�G� � 2, ακόμα κ αν
αυτά έχουν dominating non-edge.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ4
Κλάσεις γραφημάτων όπου το
πρόβλημα έχει πολυωνυμική
υπολογιστική πολυπλοκότητα

΄Οπως δείξαμε στις προηγούμενες ενότητες το πρόβλημα του μη συνεκτικού δια-

χωριστή έχει πολυωνυμική υπολογιστική πολυπλοκότητα για γραφήματα με διά-

μετρο διάφορη του δύο. Για διάμετρο ίση του δύο το πρόβλημα ανήκει στην

κλάση NP. Παρακάτω ϑα δείξουμε οτι υπάρχουν κλάσεις γραφημάτων όπου το

πρόβλημα έχει πολυωνυμική υπολογιστική πολυπλοκότητα ακόμα και όταν η

διάμετρος τους είναι ίση με δύο.

4.1 H-free γραφήματα

Για να ορίσουμε τις παρακάτω κλάσεις γραφημάτων ϑα χρειαστεί να κατανοή-

σουμε την έννοια του H-free γραφήματος.

Ορισμός 4.1.1. ΄Εστω ένα γράφημαG και ένα γράφημαH. Εάν τοG δεν περιέ-
χει επαγώμενο υπογράφημα ισόμορφο του H τότε το G λέγεται H-free γράφημα.

Ορισμός 4.1.2. Η ένωση απο r αντίγραφα του γραφήματος G συμβολίζεται ως
rG.

Για να δείξουμε οτι το πρόβλημα του μη συνεκτικού διαχωριστή για το γρά-

ϕημα G λύνεται σε πολυωνυμικό χρόνο ϑα δείξουμε πρώτα οτι το πρόβλημα του

2K2-διαχωρισμού για το γράφημα G λύνεται σε πολυωνυμικό χρόνο, αφού τα

δύο προβλήματα είναι ισοδύναμα.

35



4.1.1 4P1-free γραφήματα και �2P1 � P2�-free γραφήματα (ή co-
diamond-free γραφήματα)

Σύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό το γράφημα 4P1 είναι ένα γράφημα με τέσ-

σερις κορυφές και καμία ακμή, δηλαδή:

και το γράφημα 2P1 � P2 ή co-diamond-free είναι ένα γράφημα με τέσσερις

κορυφές και μια ακμή, δηλαδή:

Εάν το γράφημα G είναι ένα �4P1��free γράφημα, τότε το G ϑα είναι ένα

K4�free γράφημα, αφού 4P1=K4. Εάν τοG είναι ένα �2P1�P2��free γράφημα,

τότε το G ϑα είναι ένα �2P1 � P2��free γράφημα ή αλλιως ένα diamond-free

γράφημα.

Το γράφημα K4 είναι το :
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Και το γράφημα �2P1 � P2� ( ή diamond) είναι το γράφημα K4 από το οποίο

έχουμε αφαιρέσει μια ακμή, δηλαδή:

Παρακάτω ϑα δώσουμε κάποιους χρήσιμους ορισμούς.

Ορισμός 4.1.3. Ονομάζουμε σταθερό σύνολο ένα σύνολο μη γειτονικών κορυ-
ϕών.

Ορισμός 4.1.4. Ονομάζουμε universal pair το Ϲεύγος �u, v� για το οποίο ισχύει
οτι V ��u, v� � N�u� �N�v�

Πρόταση 4.1.5. [2] ΄Εστω G ένα μη συνεκτικό γράφημα.Το G έχει 2K2 διαχω-
ϱισμό αν και μόνο αν το G έχει ακριβώς δύο συνεκτικές συνιστώσες όπου η κάθε
μια συνιστώσα είναι μη συνεκτική στο συμπλήρωμα

Πρόταση 4.1.6. [3] Εαν κάποια απο τις παρακάτω συνθήκες ισχύει, τότε μπο-
ϱούμε να απαντήσουμε σε πολυωνυμικό χρόνο αν ένα γράφημα G 	 �V,E� έχει
ή δεν έχει 2K2 διαχωρισμό.

Σ1. 
 V 
� 3,

Σ2. Το G είναι μη συνεκτικό γράφημα,

Σ3. Το G είναι αστέρας.

Απόδειξη. (Σ1) Αν το γράφημα έχει το πολύ 3 κορυφές. τότε δεν έχει 2K2

διαχωρισμό, αφού χρειάζονται 4 κορυφές.

(Σ2) Ο έλεγχος της πρότασης 4.1.5 εκτελείται σε πολυωνυμικό χρόνο.

(Σ3) ΄Εστω οτι το γράφημα G είναι αστέρας με κορυφές u, x1, x2, ..., xk και

ακμές ux1, ux2, ..., uxk. ΄Εστω τοποθετώ στο σύνολο V1 την κορυφή u, στο σύνολο
V2 την κορυφή x1 και στο σύνολο V3 την κορυφή xi, με i � 1. Στο σύνολο V4 δεν

μπορώ να τοποθετήσω καμία άλλη κορυφή, οφού η μόνη που είναι γειτονική με

το xi είναι η κορυφή u και έχει ήδη τοποθετηθεί στο σύνολο V1. ΄Αρα το γράφημα

G δεν έχει 2K2 διαχωρισμό. �

37



Από εδώ και στο εξής ϑεωρούμε οτι οι συνθήκες (Σ1)-(Σ3) δεν ισχύουν.

Πρόταση 4.1.7. [3] Αν ένα γράφημα έχει universal pair τότε έχει 2K2�διαχωρισμό.

Απόδειξη. Δοκιμάζουμε κάθε Ϲεύγος για να δούμε αν είναι universal pair. ΄Εστω

οτι έχει universal pair το �u, v�. Θεωρούμε τα σύνολα V1 � �u�, V2 � N�u�,
V3 � �v� και V4 � N�v��N �u	. Εάν το σύνολο V4 είναι κένο, μεταφέρουμε έναν

γείτονα του v από το σύνολο V2 στο σύνολο V4. Θα υπάρχει ένας τέτοιος γείτονας

αφού το γράφημα G δεν είναι αστέρας. �

Ορισμός 4.1.8. Μια κορυφή u καλείται nice είτε αν η u έχει το πολύ μια κορυφή
με την οποία δεν είναι γειτονική, είτε αν G�N�u�	 είναι μη συνεκτικό, είτε αν
υπάρχει κορυφή v 
 N�u� τέτοια ώστε N�u� � N�v�.

Παρατήρηση 4.1.9. [3] Εάν το Ϲεύγος �u, v� είναι universal pair, τότε οι κο-
ϱυφές u και v είναι nice.

Πρόταση 4.1.10. [3] Εάν το γράφημα G έχει 2K2�διαχωρισμό όπου κάθε σύ-
νολό του είναι κλίκα, τότε το γράφημα έχει nice κορυφή.

Απόδειξη. ΄Εστω το γράφημα G έχει 2K2�διαχωρισμό �A,B,C,D� όπου το σύ-

νολο A είναι κλίκα. ΄Εστω u 
 A και ορίζω τα σύνολα A� � �u� και B �
B� ��A��u��. Ο διαχωρισμός �A�, B�, C,D� είναι επίσης 2K2�διαχωρισμός του
G.

Υποθέτουμε οτι C � N�u�. Επιλέγουμε κάποιο v 
 C και ορίζουμε B� �
B� � �C��v�� και C � � �v�. Τότε ο διαχωρισμός �A�, B�, C �, D� είναι επί-

σης 2K2�διαχωρισμός του G. Υπενθυμίζουμε οτι N�u� � D�N�u�. Εάν

 D�N�u� � 1, τότε η κορυφή u είναι nice κορυφή. Σε διαφορετική περί-

πτωση, οποιαδήποτε κορυφή v 
 N�u� είναι γειτονική σε όλες τις κορυφές του

συνόλου N�u�, και έτσι η κορυφή u είναι nice.

Υποθέτουμε οτι C � N�u�. Επίσης υποθέτουμε οτι D � N�u�. Ορίζουμε

B� � B���N�u���C�D��, C � � C�N�u� και D� � D�N�u�. Τότε ο διαχωρι-
σμός �A�, B�, C �, D�� είναι επίσης 2K2�διαχωρισμός του G. Υπενθυμίζουμε οτι

N�u� � C � �D� και οτι G�C � �D�	 είναι μη συνεκτικά. ΄Αρα η κορυφή u είναι

nice. �

(Σ4) Το G έχει κορυφή nice.

Από εδώ και στο εξής ϑεωρούμε οτι η συνθήκη (Σ4) δεν ισχύει.
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Θεώρημα 4.1.11. [3] Σε πολυωνυμικό χρόνο μπορεί να ελεγχθεί εαν ένα γράφη-
μαG έχει 2K2�διαχωρισμό �A,B,C,D� τέτοιο ώστε τα B και C να είναι σταθερά
σύνολα.

Απόδειξη. Παρακάτω ϑα περιγράψουμε έναν πολυωνυμικό αλγόριθμο ο οποίος

ελέγχει το παραπάνω ϑεώρημα. ΄Εστω b και c ένα Ϲεύγος κορυφών του G. Θέ-

λουμε να αποφασίσουμε εαν υπάρχει ένας 2K2�διαχωρισμός τέτοιος ώστε τα B
και C είναι σταθερά σύνολα και b � B και c � C.Εάν η απάντηση είναι ναι,

τότε η απάντηση και στο αρχικό ερώτημα είναι ναι. Εάν η απάντηση είναι όχι,

επαναλαμβάνουμε την ίδια διαδικασία για διαφορετικό Ϲεύγος κορυφών του G.

Εάν η απάντηση είναι όχι για κάθε Ϲεύγος, τότε η απάντηση στο αρχικό ερώτημα

είναι όχι. Ο αλγόριθμος έχει χρόνο εκτέλεσης O�n3�.

Τοποθετούμε την κορυφή b στο B και την κορυφή c στο C. ΄Εστω w μια

κορυφή η οποία ανήκει στο σύνολο V ��b, c�. Αρχικά δημιουργούμε μια λίστα

για την κορυφή w, �A,B,C,D�. Εάν η w είναι γειτονική με την b, τότε αφαι-
ϱούμε από την λίστα το σύνολο B, αλλιώς αφαιρούμε το A. Ομοίως, εάν η w
είναι γειτονική με την c, τότε αφαιρούμε από την λίστα το σύνολο C, αλλιώς

αφαιρούμε το D. Με αυτόν τον τρόπο η λίστα ϑα έχει πάντα δύο στοιχεία, έτσι

το πρόβλημα ανάγεται στο πρόβλημα 2-ικανοποιησιμότητας το οποίο μπορεί να

λυθεί σε πολυωνυμικό χρόνο. �

Πόρισμα 4.1.12. [3] Σε πολυωνυμικό χρόνο μπορεί να ελεγχθεί εάν έναK4-free
ή ένα diamond-free γράφημα G έχει 2K2�διαχωρισμό.

Απόδειξη. ΄Εστω G ένα K4-free ή ένα diamond-free γράφημα και έστω οτι έχει

έναν 2K2�διαχωρισμό �A,B,C,D�. Υπενθυμίζουμε οτι οι συνθήκες (Σ1)-(Σ4)

δεν ισχύουν. Επειδή δεν ισχύει η συνθήκη (Σ4) μπορούμε να συμπεράνουμε οτι

κάθε σύνολο A,B,C,D ϑα έχει τουλάχιστον δύο κορυφές διότι αν υπήρχε μόνο

μια κορυφή u σε κάποιο από τα σύνολα αυτά τότε το γράφημα G�N�u�	 ϑα ήταν

μη συνεκτικό, και άρα η κορυφή u ϑα ήταν nice. Εάν κανένα από τα σύνολα A
και B δεν είναι σταθερό, τότε δημιουργείτε ένα K4 μεταξύ δύο κορυφών του A
και δύο κορυφών του B. ΄Ατοπο, αφού το G είναι ένα K4-free γράφημα. ΄Αρα

τουλάχιστον ένα από τα δύο ϑα πρέπει να είναι σταθερό σύνολο. ΄Ομοια για την

περίπτωση όπου τα C και D είναι σταθερά σύνολα. Τώρα στην περίπτωση όπου

το G είναι ένα diamond-free γράφημα. Τα �A,B,C,D� δεν είναι το καθένα μια

κλίκα διότι σε αυτη τη περίπτωση ϑα υπήρχε nice κορυφή λόγω της πρότασης

4.1.10. ΄Εστω b και b� μη γειτονικές κορυφές του συνόλου B. Εάν το σύνολο

A δεν είναι σταθερό σύνολο, τότε οι κορυφές b, b� και δύο γειτονικές κορυφές

του συνόλου A ϑα σχημάτιζαν ένα diamond γράφημα. ΄Ατοπο, αφού το G είναι
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diamond-free γράφημα. ΄Αρα το σύνολο A είναι σταθερό σύνολο. ΄Ομοια για τα

σύνολα B,C και D,μπορούμε να συμπεράνουμε οτι είναι σταθερά σύνολα. Οι

συνθήκες του ϑεωρήματος 4.1.11 ικανοποιούνται, άρα το συμπέρασμα ϐγαίνει

μέσω αυτού.

�

4.1.2 �C3 � P1�-free γραφήματα (ή co-claw-free γραφήματα)

Σε αυτή την ενότητα ϑα μελετήσουμε τα �C3 � P1�-free ή co-claw-free γραφή-

ματα και εάν μπορούμε να ϐρούμε σε πολυωνυμικό χρόνο έναν μη συνεκτικό

διαχωριστή.

Το γράφημα co-claw είναι το γράφημα το οποίο έχει ένα K3 και μια απομο-

νωμένη κορυφή, δηλαδή:

Εάν το γράφημα G είναι ένα co-claw-free γράφημα, τότε το G ϑα είναι ένα

claw-free γράφημα αφού το co-claw είναι το συμπλήρωμα του claw.

Το γράφημα claw ή αλλιώςK1,3 είναι το γράφημα αστέρας με q � 3, δηλαδή:

Ορισμός 4.1.13. Ορίζουμε με α(G) το μέγιστο πλήθος μη γειτονικών κορυφών,
δηλαδή το μέγιστο μέγεθος ένας σταθερού συνόλου.
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Λήμμα 4.1.14. [2] ΄Εστω G ένα γράφημα με α(G� � 2. Τότε το γράφημα G ϑα
έχει έναν 2K2�διαχωρισμό αν και μόνο αν το G έχει universal pair.

Λήμμα 4.1.15. [3] ΄Εστω G ένα claw-free γράφημα. Αν α(G� � 5, τότε το G δεν
έχει 2K2�διαχωρισμό. Αν α(G� � 2, τότε το G έχει universal pair και λόγω του
Λήμματος 4.1.14 ϑα έχει και 2K2�διαχωρισμό.

Απόδειξη. Υποθέτουμε οτι α(G� � 5 και οτι το γράφημαG έχει 2K2�διαχωρισμό
�A,B,C,D�. ΄Εστω u1, u2, ..., u5 είναι οι πέντε κορυφές που αποτελούν το μεγα-

λύτερο σταθερό σύνολο. Τουλάχιστον τρεις από αυτές ϐρίσκονται σε ένα από τα

σύνολα A�B ή C �D. ΄Εστω u1, u2, u3 ϐρίσκονται στο σύνολο A�B. ΄Ομως,

σύνολο A είναι complete στο σύνολο B, άρα μπορούμε να υποθέσουμε οτι και

οι τρεις κορυφές ϐρίσκονται σε ένα από τα δύο σύνολα. ΄Εστω οτι ϐρίσκονται στο

σύνολο A. Θεωρώ κορυφή u � B, τότε οι κορυφές �b, u1, u2, u3	 δημιουργούν
ένα claw υπογράφημα. ΄Ατοπο, αφού έχουμε υποθέσει οτι το γράφημα G είναι

claw-free. ΄Αρα το γράφημα G δεν έχει 2K2�διαχωρισμό.

Για το δεύτερο μέρος του λήμματος υποθέτουμε οτι α(G� � 2.

Εάν α(G� 
 1 τότε το γράφημαG είναι κλίκα. Αυτό σημαίνει οτι έχει universal

pair και άρα ϑα έχει 2K2�διαχωρισμό.

Εάν α(G� 
 2 τότε παίρνουμε τις δύο κορυφές u, v οι οποίες αποτελούν

το μέγιστο σταθερό σύνολο. ΄Ομως κάθε άλλη κορυφή του γραφήματος είναι

γειτονική είτε με την u είτε με την v, διότι αν υπήρχε κορυφή w η οποία δεν

είναι γειτονική με καμία απο τις δύο ϑα ίσχυε α(G� 
 3. ΄Αρα οι κορυφές u, v
είναι universal pair και άρα το γράφημα G έχει 2K2�διαχωρισμό.

�

Θεώρημα 4.1.16. [3] Σε πολυωνυμικό χρόνο μπορεί να ελεγχθεί εάν ένα claw-
free γράφημα G έχει 2K2�διαχωρισμό.

Απόδειξη. Παρακάτω ϑα περιγράψουμε έναν αλγόριθμο ο οποίος αποφασίζει σε

πολυωνυμικό χρόνο εάν το γράφημαG έχει έναν 2K2�διαχωρισμό �A,B,C,D�.
Υπενθυμίζουμε οτι οι συνθήκες (Σ1)-(Σ4) δεν ισχύουν. Σύμφωνα με το παραπάνω

λήμμα το α(G� είναι ίσο ή με 3 ή με 4. Μπορούμε να ελέγξουμε σε χρόνο O�n5�
να ένα γράφημα G έχει α(G� � 4, ελέγχοντας όλα τα υποσύνολα των κορυφών

μεγέθους το πολύ 5.
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Στην αρχή ϑα τοποθετήσουμε κάποιες κορυφές στα σύνολα B και C , και στη

συνέχεια για κάθε κορυφή που δεν την έχουμε τοποθετήσει ακόμα ϑα δημιουρ-

γήσουμε μια λίστα με τα σύνολα στα οποία μπορεί να τοποθετηθεί.Στόχος μας

είναι η λίστα αυτή να έχει μέγεθος το πολύ δύο.

΄Εστω S � �v1, v2, v3� το σταθερό σύνολο μεγέθους 3. Ορίζουμε τα σύνολα:

Ni � N�vi���N�vj� �N�vk�� για �i, j, k� � �1, 2, 3�

Ni,j � �u � N�vi� 	N�vj�� για i, j � �1, 2, 3�, i 
 j

N � N�S�

v3

N1,3

N3

v1

N2,3

N1

v2

N1,2

N2

Παρατηρούμε οτι :

i. Δεν υπάρχουν ακμές ανάμεσα στα σύνολα Ni και Nj,k για �i, j, k� �
�1, 2, 3� διότι αν υπήρχαν, τότε δύο γειτονικές κορυφές x � Ni και y � Nj,k

μαζί με τις κουφές vj και vk ϑα δημιουργούσαν ένα claw υπογράφημα.

ii. Το N�x� 	 N1,2 είναι κλίκα για κάθε x � Ni,3, i � 1, 2 διότι αν υπήρχε

κορυφή x � Ni,3�i � �1, 2�� και μη γειτονικές κορυφές y, z � N�x� 	N1,2

τότε οι κορυφές αυτές μαζι με την κορυφή v3 ϑα δημιουργούσαν ένα claw

υπογράφημα.
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Υποθέτουμε οτι το γράφημα G έχει 2K2�διαχωρισμό �A,B,C,D�. Οι κορυ-
ϕές του συνόλου S δεν μπορούν να ϐρίσκονται σε τρία διαφορετικά σύνολα, διότι

τα σύνολα Α και Β είναι complete. Το ίδιο ισχύει και για τα σύνολα C και D.

Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουμε ότι v1, v2 � B και v3 � C. Συνεπώς

A � N1,2 και D � N1,3 � N2,3 � N3. Από αυτό μπορούμε να συμπεράνουμε

οτι N �N1 �N2 � B � C. Στη συνέχεια, αφού A � N1,2 και λόγω της �i� δεν
υπάρχουν ακμές ανάμεσα στα σύνολα N1,2 και N3, έχουμε οτι N3 � B � 	.

Τώρα υποθέτουμε οτι x � B για κάποια x � Ni,3, i � 1 ή i � 2. Λόγω της �ii�
και του οτι A � N1,2 καταλήγουμε στο οτι το σύνολο Α είναι μια κλίκα. Λαμβά-

νοντας υπόψη την Πρόταση 4.1.10 μπορούμε να συμπεράνουμε οτι το γράφημα

G έχει μια nice κορυφή. ΄Ατοπο, διότι έχουμε υποθέσει οτι η συνθήκη (Σ4) δεν

ισχύει. ΄Αρα έχουμε οτι N1,3 �N2,3 � C �D. Συνοψίζοντας έχουμε:

1. N1,2 � A�B � C

2. N1,3 �N2,3 �N3 � C �D

3. N �N1 �N2 � B � C

Παρατηρούμε οτι όλες οι κορυφές,εκτός αυτές του συνόλου N1,2, έχουν λίστα

μεγέθους δύο. Υποθέτουμε οτι, αν υπάρχει 2K2�διαχωρισμός για το γράφημα

G με v1, v2 � B και v3 � C, τότε υπάρχει 2K2�διαχωρισμός για το γράφημα

G όπου N1,2 � A � B. Παρατηρούμε οτι, αν αποδείξουμε την υπόθεση, τότε

όλες οι κορυφές ϑα έχουν λίστα μεγέθους δύο, και έτσι το πρόβλημα μπορεί

να αναχθεί στο πρόβλημα 2-ικανοποιησιμότητας το οποίο μπορεί να λυθεί σε

πολυωνυμικό χρόνο.

Απόδειξη υπόθεσης : Μεταξύ όλων των 2K2�διαχωρισμών όπου v1, v2 � B
και v3 � C ας εξετάσουμε αυτόν που μεγιστοποιεί το πλήθος p των κορυφών

του συνόλου N1,2 στο �B � C�, και μεταξύ όλων αυτών επιλέγουμε εκείνο που

μεγιστοποιεί το πλήθος q των κορυφών τουN1 στοB. Αυτός ο 2K2�διαχωρισμός

δεν έχει καμία κορυφή του N1,2 στο C.

Υποθέτουμε το αντίθετο, δηλαδή οτι u � N1,2 � C. Αν η κορυφή u είναι γει-

τονική με κάθε κορυφή στο A τότε μεταφέρουμε την κορυφή u στο σύνολο B.

Ο αριθμός p δεν ϑα αλλάξει, όμως ο αριθμός q ϑα αυξηθεί, άτοπο διότι έχουμε

ϑεωρήσει οτι το q είναι το μέγιστο. ΄Αρα υπάρχει κορυφή z � A με την οποία

η κορυφή u δεν είναι γειτονική. Η κορυφή z έχει μια κορυφή t � A με την

οποία δεν είναι γειτονική, διότι σε διαφορετική περίπτωση η κορυφή z ϑα ήταν

nice. Τότε η t είναι γειτονική με την u διότι σε αντίθετη περίπτωση οι κορυφές

v1, u, t, z δημιουργούν ένα claw υπογράφημα. Επειδή ο αριθμός p είναι μέγι-

στος, γνωρίζουμε οτι η t έχει μια κορυφή x � D με την οποία δεν είναι γειτονική,
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διότι σε διαφορετική περίπτωση ϑα μπορούσαμε να την μετακινήσουμε στο σύ-

νολο D και έτσι ο αριθμός p ϑα αυξάνονταν. Παρατηρούμε οτι η κορυφή x είναι

γειτονική σε κάποια απο τις κορυφές v1, v2, διότι σε διαφορετική περίπτωση οι

κορυφές u, x, v1, v2 δημιουργούν ένα claw υπογράφημα. Για λόγους συμμετρί-

ας μπορούμε να υποθέσουμε οτι η κορυφή x είναι γειτονική με την v1. Τότε η
x είναι γειτονική με την z, διότι σε διαφορετική περίπτωση οι κορυφές v1, z, t, x
δημιουργούν ένα claw υπογράφημα. Τότε όμως και οι κορυφές x, v3, u, z δη-

μιουργούν ένα claw υπογράφημα. ΄Αρα σε κάθε περίπτωση δημιουργείτε ένα

claw υπογράφημα, όμως αυτό απο την υπόθεση είναι άτοπο.

΄Αρα αποδείχθηκε η υπόθεση, συνεπώς και το ϑεώρημα. �

4.1.3 2P2-free γραφήματα

Θα ασχοληθούμε τώρα με τα �2P2�-free γραφήματα και αν μπορούμε να ϐρούμε

μη συνεκτικό διαχωριστή σε πολυωνυμικό χρόνο.

Το γράφημα 2P2 είναι το γράφημα με τέσσερις κορυφές, το οποίο αποτελείται

από δύο μονοπάτια μεγέθους δύο, δηλαδή:

Εάν το γράφημα G είναι ένα �2P2�-free γράφημα, τότε το G ϑα είναι ένα

C4 � free γράφημα αφού το 2P2 είναι το συμπλήρωμα του C4.

Υπενθυμίζουμε οτι το γράφημα C4 είναι ο κύκλος με τέσσερις κορυφές, δη-

λαδή:
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Θεώρημα 4.1.17. [2] ΄Εστω G ένα C4-free γράφημα. Το γράφημα G έχει 2K2-
διαχωρισμό αν και μόνο άν έχει universal pair.

Απόδειξη. ��� Για κάθε 2K2-διαχωρισμό του G το ένα σύνολο από κάθε Ϲεύγος

�A,B� και �C,D� ϑα σχηματίζει κλίκα, διότι σε διαφορετική περίπτωση ϑα

υπάρχουν κορυφές x, y � A μη γειτονικές και κορυφές u, v � B μη γειτονικές,

οι οποίες δημιουργούν έναν κύκλο C4, αφού τα σύνολα A και B είναι complete

και από την υπόθεση αυτό είναι άτοπο. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ϑεωρούμε

οτι τα σύνολα A και C είναι κλίκες. ΄Εστω w � A και z � C. ΄Αρα �A�B���w� 	
N�w� και �C �D���z� 	 N�z�, άρα V ��w, z� 	 N�w��N�z�, άρα οι κορυφές

�w, z� είναι universal pair.

�
� Πρόταση 4.1.7 �

4.1.4 �P1 � P3�-free γραφήματα (ή paw-free γραφήματα)

Σε αυτή την ενότητα ϑα μελετήσουμε το γράφημα paw ή αλλιώς P1 � P3 και

ποία είναι η υπολογιστική πολυπλοκότητα για το πρόβλημα του μη συνεκτικού

διαχωριστή στα paw-free γραφήματα.

Το γράφημα αυτό είναι ένα γράφημα με τέσσερις κορυφές το οποίο περιέχει

ένα C3 και η τέταρτη κορυφή έχει μόνο έναν γείτονα, δηλαδή:

Πριν προχωρήσουμε στην υπολογιστική πολυπλοκότητα του προβλήματος για

τα paw-free γραφήματα ϑα δώσουμε κάποιους χρήσιμους ορισμούς και λήμμα-

τα.
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Ορισμός 4.1.18. ΄Ενα γράφημα G � �V,E� ονομάζεται complete k-partite
αν το σύνολο των κορυφών V μπορεί να διαχωριστεί σε k ανεξάρτητα σύνολα
A1, ...., Ak για κάποιον ακέραιο k � 2, τέτοια ώστε δύο κορυφές μπορεί να είναι
γειτονικές αν και μόνο αν ϐρίσκονται σε διαφορετικά σύνολα Ai.

Λήμμα 4.1.19. [1] Κάθε paw-free γράφημα είναι είτε C3-free είτε complete
k-partite για κάποιον ακέραιο k � 3.

Λήμμα 4.1.20. [1] Το πρόβλημα του μη συνεκτικού διαχωριστή λύνεται σε πο-
λυωνυμικό χρόνο για τα paw-free ή (�P1 � P3�-free) γραφήματα.

Απόδειξη. ΄Εστω G ένα paw-free γράφημα. Με την μέθοδο της ωμής ϐίας ελέγ-

χουμε σε χρόνο O�n3� εαν το γράφημα G περιέχει ως επαγώμενο υπογράφημα

το C3. Αν δεν το περιέχει, δηλαδή αν το γράφημα είναι C3-free, τότε εφαρμό-

Ϲουμε το Λήμμα 3.1.6. Αν το γράφημα G δεν είναι C3-free, λόγω του Λήμματος

4.1.19 το γράφημα G είναι complete k-partite για κάποιον ακέραιο k � 3.

Θέλουμε να δείξουμε οτι τοG δεν έχει μη συνεκτικό διαχωριστή. ΄Εστω οτι έχει

μη συνεκτικό διαχωριστή και οι κορυφές χωρίζονται στα σύνολα V1, V2, V3, V4.

Αφού το γράφημα G έιναι complete k-partite τότε οι κορυφές του χωρίζονται

επίσης στα σύνολα A1, ...., Ak. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουμε οτι

V1 � A1 � �. Γνωρίζοντας οτι το σύνολο A1 είναι complete στο σύνολο Ai για

κάθε i � 1 και οτι το σύνολο V1 είναι anti-complete στο σύνολο V3 μπορούμε

να συμπεράνουμε οτι V3 � Ai � � για κάθε i � 1. ΄Αρα � 	 V3 
 A1. Για τον

ίδιο λόγο, το σύνολο V1 � Ai � � άρα � 	 V1 
 A1. ΄Ομοια, υποθέτοντας οτι

V2 � A2 � � καταλήγουμε στο συμπέρασμα � 	 V2 
 A2 και � 	 V4 
 A2.

Τότε ισχύει οτι A3 � �V1, V2, V3, V4� � �. ΄Ατοπο, άρα το γράφημα G δεν έχει

μη συνεκτικό διαχωριστή. �

4.1.5 �P1 � P3�-free γραφήματα (ή co-paw-free γραφήματα)

Η κλάση γραφημάτων της οποίας η υπολογιστική πολυπλοκότητα ϑα μας απα-

σχολήσει είναι η P1 � P3-free ή co-paw-free.
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Το γράφημα P1�P3 είναι το γράφημα με τέσσερις κορυφές το οποίο περιέχει

ένα μονοπάτι με 3 κορυφές και μια τέταρτη κορυφή η οποία δεν έχει κανέναν

γείτονα, δηλαδή:

΄Οπως και στις προηγούμενες ενότητες η απόδειξη ϑα γίνει μέσω του προ-

ϐλήματος του 2K2 διαχωρισμού. Εάν το γράφημα G είναι ένα �P1 � P3�-free
γράφημα, τότε το G ϑα είναι ένα �P1 � P3�-free γράφημα.

Ορισμός 4.1.21. ΄Ενα spanning υπογράφημα είναι ένα υπογράφημα το οποίο
περιέχει όλες τις κορυφές το αρχικού γραφήματος.

Λήμμα 4.1.22. [1] Το πρόβλημα του μη συνεκτικού διαχωριστή λύνεται σε πο-
λυωνυμικό χρόνο για τα co-paw-free ή (�P1 � P3�-free) γραφήματα.

Απόδειξη. ΄Εστω ένα �P1�P3�-free γράφημα G. Θα ελέγξουμε αν το G,το οποίο

είναι �P1 � P3�-free γράφημα, έχει 2K2 διαχωρισμό.

Αν το γράφημα G έχει περισσότερες από δύο συνεκτικές συνιστώσες, τότε το

γράφημα G δεν έχει 2K2 διαχωρισμό.

Υποθέτουμε οτι το γράφημα G έχει ακριβώς δύο συνεκτικές συνιστώσες D1

και D2.Τότε κάθε G�Di� πρέπει να έχει τουλάχιστον δύο κορυφές και επίσης

το γράφημα G πρέπει να περιέχει ένα spanning πλήρες διμερές υπογράφημα

αφού τα D1 και D2 είναι μη συνεκτικές συνιστώσες και στο συμπλήρωμά τους

ϑα έχουμε οτι κάθε κορυφή του D1 ϑα είναι γειτονική με κάθε κορυφή του D2.

΄Εστω οτι το γράφημα G έχει μη συνεκτικό διαχωριστή S. Αν S � D1 � �
και S � D2 � � τότε το γράφημα G�S ϑα είναι συνεκτικό αφού D1 και D2

είναι complete. ΄Αρα το S δεν είναι διαχωριστής. Αν S � D1 και S �D2 	 �
(αντίστοιχα αν S �D1 	 � και S � D2 � �) τότε πάλι το σύνολο S δεν είναι

διαχωριστής αφού G�S ϑα είναι συνεκτικό αφού D1 και D2 είναι complete.Η

τελευταία περίπτωση είναι S 	 D1 (αντίστοιχα S 	 D2) η οποία είναι αληθής αν

και μόνο αν κάθε Di είναι μη συνεκτικό.

Υποθέτουμε οτι το γράφημα G έχει ακριβώς μια συνεκτική συνιστώσα. Τότε,

αφού το G είναι �P1 � P3�-free γράφημα, σύμφωνα με το Λήμμα 4.1.19, το

G ϑα είναι είτε C3-free είτε complete k-partite. Στην πρώτη περίπτωση όπου

το γράφημα είναι C3-free ϑα είναι και K4-free,άρα συμφωνα με το Πόρισμα

4.1.12 μπορεί να ελεγχθεί σε πολυωνυμικό χρόνο αν έχει 2K2 διαχωρισμό.
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Στην δεύτερη περίπτωση όπου το γράφημα είναι complete k-partite και αφού

n � 4, τότε έχει 2K2� διαχωρισμό. Ο παραπάνω αλγόριθμος έχει υπολογιστική

πολυπλοκότητα O�n3�. �

4.1.6 �2P1 � P2�-free γραφήματα (ή diamond-free γραφήματα)

Παρακάτω ϑα ασχοληθούμε με την κλάση γραφημάτων τα οποία είναι �2P1 � P2�-
free.

Το γράφημα 2P1 � P2 ή diamond, υπενθυμίζουμε είναι το γράφημα K4 απο

το οποίο έχουμε αφαιρέσει μια ακμή.

Λήμμα 4.1.23. [1] Αν ένα γράφημα G περιέχει dominating vertex, τότε το γρά-
ϕημα δεν έχει μη συνεκτικό διαχωριστή.

Ορισμός 4.1.24. Μια κορυφή u � V λέμε οτι έχει μη συνεκτική γειτονιά αν
το N�u� δημιουργεί ένα μη συνεκτικό γράφημα

Λήμμα 4.1.25. [1] Αν ένα γράφημα G περιέχει μια κορυφή u η οποία δεν είναι
dominating και έχει μη συνεκτική γειτονία, τότε το γράφημα G έχει μη συνεκτικό
διαχωριστή.

Απόδειξη. ΄Εστω A1, ...., Ar οι συνεκτικές συνιστώσες του G�N�u�� για κάποιο

r � 2. Αφού η κορυφή u δεν είναι dominating, το σύνολο G � �N�u� 	 
u��
δεν είναι κενό. Ορίζουμε V1 � 
u�, V2 � V �A1�, V3 � V �A2� 	 .....	 V �Ar� και
V4 � V �G� � �N�u� 	 
u��. Το V1 	 V4 ή (V2 	 V3) αποτελούν μη συνεκτικό

διαχωριστή. �

Κάνοντας χρήση των δύο παραπάνω λημμάτων, ϑα αποδείξουμε το παρακάτω

λήμμα.

Λήμμα 4.1.26. [1] Το πρόβλημα του μη συνεκτικού διαχωριστή λύνεται σε πο-
λυωνυμικό χρόνο για τα diamond-free ή (2P1 � P2-free) γραφήματα.

Απόδειξη. ΄Εστω G ένα (2P1 � P2-free) γράφημα. Σε χρόνο O�n2� ελέγχουμε

αν το γράφημα έχει dominating vetrex. Αν έχει, τότε σύμφωνα με το Λήμ-

μα 4.1.23 το γράφημα δεν έχει μη συνεκτικό διαχωριστή. Υποθέτουμε οτι το

γράφημα δεν έχει dominating vetrex. Αφού το γράφημα είναι 2P1 � P2-free

ϑα ισχύει οτι η γειτονία N�u� κάθε κορυφής ϑα είναι P3-free άρα το γράφημα

G�N�u��είναι η ένωση απο ένα ή περισσότερα πλήρη γραφήματα. Στην περί-

πτωση όπου το γράφημα G�N�u��είναι η ένωση από δύο ή περισσότερα πλήρη
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γραφήματα, η κορυφή u έχει μη συνεκτική γειτονία, άρα σύμφωνα με το Λήμ-

μα 4.1.25 το γράφημα G έχει μη συνεκτικό διαχωριστή. Ελέγχουμε σε χρόνο

O�n3� αν το γράφημα έχει κορυφή της οποίας η γειτονία είναι η ένωση από

δύο πλήρη γραφήματα. Στην άλλη περίπτωση, όπου το γράφημα G�N�u��είναι
πλήρες γράφημα, επειδή ισχύει για κάθε κορυφή, συμπεραίνουμε οτι το ίδιο το

γράφημα G είναι πλήρες, άρα δεν έχει μη συνεκτικό διαχωριστή. �

4.1.7 P4-free γραφήματα(ή cograph)

Παρακάτω ϑα γνωρίσουμε μια άλλη κλάση γραφημάτων, τα cograph ή αλλιώς

τα P4-free, δηλαδή εκείνα τα γραφήματα τα οποία δεν περιέχουν ως επαγώμενο

υπογράφημα το μονοπάτι με τέσσερις κορυφές. Αυτά τα γραφήματα μπορούμε

να τα δώσουμε και με έναν διαφορετικό ορισμό, ο οποίος ϑα μας ϕανεί χρήσιμος

στη συνέχεια.

Ορισμός 4.1.27. Κάθε cograph μπορεί να κατασκευαστεί από τους παρακάτω
κανόνες,ξεκινόντας από ένα γράφημα με μία κορυφή:

1. μια απομονωμένη κορυφή είναι cograph

2. αν G1 και G2 είναι cographs, τότε και η ένωση G1 �G2 είναι ένα cograph

3. ανG1 καιG2 είναι cographs, τότε και η σύνδεσηG1 �G2 είναι ένα cograph

Πρόταση 4.1.28. [4] Το πρόβλημα του μη συνεκτικού διαχωριστή λύνεται σε
πολυωνυμικό χρόνο για τα cograph γραφήματα.

Απόδειξη. ΄Εστω G ένα συνεκτικό cograph. Σύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό,

η τελευταία ενέργεια που έχει εφαρμοστεί για την κατασκευή τουG είναι η τρίτη,

διότι σε διαφορετική περίπτωση το γράφημα ϑα ήταν μη συνεκτικό. ΄Αρα, έχουμε

δύο γραφήματαG1 καιG2 τα οποία είναι cographs και παίρνω την σύνδεσή τους

G1 � G2. Κάθε ακμή xy με x � G1 και y � G2 είναι dominating και σύμφωνα

με το Θεώρημα 3.1.6 σε πολυωνυμικό χρόνο μπορούμε να αποφασίσουμε αν το

γράφημα G έχει μη συνεκτικό διαχωριστή. �

4.2 �C4, C5, ....�-free γραφήματα (ή chordal)

Τώρα ϑα δούμε μια ακόμα κλάση γραφημάτων, η οποία είναι τα chordal γρα-

ϕήματα ή αλλιώς τα �C4, C5, ....�-free , δηλαδή δεν περιέχει ως επαγώμενο υπο-

γράφημα κύκλο με n κορυφές, n � 4.
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Λήμμα 4.2.1. [1] ΄Εστω V1, V2, V3, V4 ένας διαχωρισμός των κορυφών του γραφή-
ματος G για το πρόβλημα του μη συνεκτικού διαχωριστή και έστω οτι το γράφημα
G έχει διάμετρο ίση με δύο. Τότε το γράφημα έχει ως επαγώμενο υπογράφημα
έναν κύκλο C με 4 �� V �C� �� 5 τέτοια ώστε V �C� � Vi � � για i � 1, ..., 4.

Απόδειξη. ΄Εστω u1 	 V1 και u3 	 V3. Αφού το γράφημα έχει διάμετρο δύο, τότε

υπάρχει κορυφή u2 	 V2 ή u2 	 V4, έστω οτι u2 	 V2, η οποία είναι γειτονική με

την u1 και με την u3. ΄Εστω u4 	 V4. Αφού το γράφημα έχει διάμετρο δύο τότε

υπάρχει κορυφή u�

1 	 V1 ή V3, έστω οτι u�

1 	 V1, η οποία είναι γειτονική με την

u2 και με την u4. Αν οι κορυφές u3 και u4 είναι γειτονικές τότε δημιουργείται

ένας κύκλος C με τις κορυφές u�

1, u2, u3, u4.

u4

u3

u2

u1

u�

1

V4

V1

V2

V3

Στην περίπτωση όπου οι κορυφές u3 και u4 δεν είναι γειτονικές , επειδή το

γράφημα έχει διάμετρο δύο, ϑα υπάρχει κορυφή w 	 V3 
 V4, τέτοια ώστε η

κορυφή w να είναι γειτονική με τις κορυφές u3 και u4. Τότε δημιουργείται ένας
κύκλος C με τις κορυφές u�

1, u2, u3, w, u4.
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u4

w

u2

u1

u�

1

u3

V4

V1

V2

V3

�

Πρόταση 4.2.2. Το πρόβλημα του μη συνεκτικού διαχωριστή λύνεται σε πολυω-
νυμικό χρόνο για τα chordal γραφήματα.

Την απόδειξη για την παραπάνω πρόταση μπορούμε να την ϐρούμε στο [6].

Παρακάτω ϑα δώσουμε μια διαφορετική απόδειξη.

Απόδειξη. ΄Εστω G ένα chordal γράφημα.Υπενθυμίζουμε οτι το G έχει διάμετρο

ίση με δύο. ΄Εστω οτι το γράφημα έχει μη συνεκτικό διαχωριστή και άρα ϑα

έχει διαχωρισμό V1, V2, V3, V4. Τότε σύμφωνα με το Λήμμα 4.2.1 ϑα έχει και

επαγώμενο κύκλο C4 ή C5. ΄Ατοπο, αφού το γράφημα είναι chordal.΄Αρα το

γράφημα G δεν έχει μη συνεκτικό διαχωριστή. �

Μια υποκλάση των chordal γραφημάτων είναι εκείνη των interval γραφημά-

των.

Ορισμός 4.2.3. ΄Ενα interval γράφημα είναι το γράφημα το οποίο έχει μια
αναπαράσταση στην οποία κάθε κορυφή αντιστοιχεί σε ένα διάστημα στον χώρο
των πραγματικών αριθμών, έτσι ώστε δύο κορυφές είναι γειτονικές αν και μόνο
αν η τομή των αντίστοιχων διαστημάτων είναι μη κενή.΄Ενα γράφημα ονομάζεται
proper interval αν είναι interval και επίσης ισχύει ότι κανένα διάστημα δεν
περιέχει κάποιο άλλο διάστημα.
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Παράδειγμα 4.2.4. Παρακάτω ϐλέπουμε ένα interval γράφημα με οικογένειες

διαστημάτων τα a, b, c, d, e, f .

a

b

c
d

e

f

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Παρατηρούμε οτι τα διαστήματα για τα οποία ,ανα δύο, η τομή τους είναι

διάφορη του κενού είναι τα : ab, bc, cd, ce, de, ef ΄Αρα, σύμφωνα με τον ορισμό

αυτές ϑα είναι και οι ακμές του γραφήματος, δηλαδή έχουμε:

a b c d e f

Παρατήρηση 4.2.5. Παρατηρούμε οτι τα interval γραφήματα δεν μπορούν να

απεικονίσουν γραφήματα που περιέχουν επαγώμενους κύκλου μεγαλύτερους

του C3. ΄Αρα τα interval γραφήματα είναι και chordal,άρα το πρόβλημα του

μη συνεκτικού διαχωριστή λύνεται σε πολυωνυμικό χρόνο και για τα interval

γραφήματα.

4.3 Circular-Arc γραφήματα

Στις επόμενες ενότητες οι κλάσεις γραφημάτων που ϑα μας απασχολήσουν δεν

είναι πλέον εκείνες των H-free γραφημάτων. Σε αυτή την ενότητα ϑα δούμε την

κλάση των Circular-Arc γραφημάτων η οποία έχει μελετηθεί στα [12], [17], [18]

και [14].

Ορισμός 4.3.1. ΄Ενα circular-arc γράφημα είναι το γράφημα το οποίο έχει μια
αναπαράσταση στην οποία κάθε κορυφή αντιστοιχεί σε ένα τόξο ενός κύκλου,
έτσι ώστε δύο κορυφές είναι γειτονικές αν και μόνο αν η τομή των αντίστοιχων
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τόξων είναι μη κενή. ΄Ενα γράφημα ονομάζεται proper circular-arc αν είναι
circular-arc και επίσης ισχύει ότι κανένα τόξο δεν περιέχει κάποιο άλλο τόξο.

Παράδειγμα 4.3.2. Παρακάτω ϐλέπουμε ένα circular-arc γράφημα με οικογέ-

νειες τόξων τα a, b, c, d, e.

a

b

c

d

e

Παρατηρούμε οτι τα τόξα για τα οποία ,ανα δύο, η τομή τους είναι διάφορη

του κενού είναι τα : ab, be, cd, ae, da. ΄Αρα, σύμφωνα με τον ορισμό αυτές ϑα

είναι και οι ακμές του γραφήματος, δηλαδή έχουμε:

d

a

e

c

b

Στόχος αυτής της ενότητας είναι να δείξουμε οτι το πρόβλημα του μη συνεκτι-

κού διαχωριστή λύνεται σε πολυωνυμικό χρόνο και για τα circular-arc γραφή-

ματα. Για να ϕτάσουμε σε αυτο το συμπέρασμα ϑα χρειαστούμε δύο λήμματα.

Πρώτα όμως ϑα πρέπει να συμβολίσουμε τα άκρα κάθε τόξου.

΄Εστω G ένα circular-arc γράφημα. Για κάθε κορυφή u � V �G� μπορούμε να
συμβολίσουμε το τόξο που αντιστοιχεί σε αυτή ως �lu, ru� όπου, σύμφωνα με την

ϕορά του ϱολογιού, το lu είναι το αριστερό άκρο του τόξου, ενώ το ru είναι το
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δεξί άκρο του τόξου. Η ανάθεση των αριστερών και των δεξιών άκρων ενός τόξου

μου αντιστοιχεί σε μια κορυφή, είναι μοναδική.

Λήμμα 4.3.3. [18] ΄Ενα circular-arc γράφημα με n κορυφές καιm ακμές μπορεί
να αναγνωριστεί σε χρόνο O�n�m�.Στον ίδιο χρόνο, μια αναπαράσταση του γρα-
ϕήματος G μπορεί να κατασκευαστεί με διακριτά άκρα τόξων τα οποία αριθμούμε
σύμφωνα με την ϕορά του ϱολογιού : 1, 2, ...., 2n.

Λήμμα 4.3.4. [1] ΄Εστω G ένα circular-arc γράφημα διαμέτρου δύο, το οποίο
έχει μη συνεκτικό διαχωριστή. Τότε το γράφημα G έχει μη συνεκτίκο διαχωρισμό
τα σύνολα V1, V2, V3, V4 τέτοια ώστε κάθε Vi να είναι συνεκτικό.

Απόδειξη. Σύμφωνα με το Λήμμα 4.3.3 το γράφημα G έχει αναπαράσταση με

διακριτά άκρα τόξων τα οποία αριθμούμε σύμφωνα με την ϕορά του ϱολογιού

1, 2, ...., 2n. ΄Εστω V1, V2, V3, V4 ένας μη συνεκτικός διαχωρισμός συνόλων των

κορυφών του G. Από το Λήμμα 4.2.1 μπορούμε να συμπεράνουμε το γράφημα

έχει ως επαγώμενο υπογράφημα έναν κύκλο C με κορυφές ui, όπου i � 1, ..., j
(uj�1 � u1) και j � �4, 5�, τέτοια ώστε V �C� � Vi 	 
 για i � 1, ..., 4. Χωρίς

ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουμε οτι αν j � 5 τότε u5 � V4.

΄Εστω Di η συνεκτική συνιστώσα του G�Vi� η οποία περιέχει την κορυφή ui
για i � 1, ..., 4. Παρατηρούμε οτι αν j � 5 τότε u5 � D4. Συμβολίζουμε ως �li, ri�
το τόξο το οποίο καλύπτεται απο τα τόξα τουDi. Τα τόξα �i1, r1�, ..., �l4, r4� καλύ-
πτουν όλο τον κύκλο, αφού αντιστοιχούν στις κορυφές του κύκλου C. Επίσης, το

τόξο �li, ri� τέμνει το τόξο �li�1, ri�1� καθώς και το τόξο �li�1, ri�1� για i � 1, ..., 4
(�l0, r0� � �l5, r5� � �l1, r1�).

l1 r1
l2

r2 l3r3 l4

r4

Ορίζουμε το σύνολο V �

i :� V �Di�. Αν V �

i � Vi για i � 1, 2, 3, 4, τότε ο

διαχωρισμός για τον μη συνεκτικό διαχωριστή είναι ο V1, V2, V3, V4. Υποθέτουμε

οτι δεν είμαστε σε αυτή την περίπτωση. Τότε V �

1 � V �

2 � V �

3 � V �

4  V . Θεωρούμε
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μια αυθαίρετη κορυφή v � V �G� η οποία δεν ανήκει σε κανένα V �

i . ΄Εστω p το

πλήθος των τόξων �li, ri� τα οποία τέμνουν το τόξο �lv, rv� για i � 1, 2, 3, 4.

Ισχυριζόμαστε οτι p � 1. Για να αποδείξουμε αυτόν τον ισχυρισμό παίρνουμε

τις παρακάτω περιπτώσεις.

΄Εστω p � 4. Τότε η κορυφή v είναι γειτονική με μια κορυφή απο κάθε Vi.

΄Ατοπο, αφού διότι τα σύνολα V1, V2, V3, V4 είναι μη συνεκτικός διαχωρισμός του

G.

΄Εστω p � 3, τότε το τόξο �lv, rv� τέμνει τρία διαδοχικά τόξα �li, ri�. ΄Εστω οτι

αυτά είναι τα �l1, r1�, �l2, r2�, �l3, r3�. Επειδή τα σύνολα V1 και V3 είναι anti-

complete, η κορυφή v ϑα ανήκει στο σύνολο V2 και αφού D2 η συνεκτική συνι-

στώσα του G�V2� η οποία περιέχει την κορυφή u2, μπορούμε να συμπεράνουμε

οτι η κορυφή v τοποθετείται στο D2. ΄Ατοπο, αφού υποθέσαμε οτι η κορυφή

αυτή δεν ανήκει σε κανένα V �

i .

΄Εστω p � 2. Λόγω κατασκευής, το τόξο �lv, rv� τέμνει δύο διαδοχικά τόξα.

΄Εστω οτι αυτά είναι τα �l1, r1�, �l2, r2�. Τότε v � V1 ή v � V2. Αν v � V1

τοποθετούμε την κορυφή v στο σύνολοD1 και αν v � V2 τοποθετούμε την κορυφή

v στο σύνολο D2. ΄Οπως και στην παραπάνω περίπτωση, έτσι και εδώ αυτό

καταλήγει σε άτοπο.

΄Αρα p � 1, δηλαδή για κάθε κορυφή v, για την οποία ισχύει οτι v � V �

1	V �

2	
V �

3 	 V �

4 , έχουμε το αντίστοιχο τόξο της �lv, rv� μπορεί να τέμνει μόνο ένα �li, ri�
με i � 1, 2, 3, 4. Επίσης, για τον λόγο οτι τα τόξα �i1, r1�, ..., �l4, r4� καλύπτουν
όλο τον κύκλο, μπορούμε να συμπεράνουμε οτι το τόξο �lv, rv� καλύπτεται από
κάποιο �li, ri�, μπορούμε να τοποθετήσουμε την κορυφή v στο V �

i χωρίς να

επηρεάσουμε την συνεκτικότητα και παράλληλα τα σύνολα V1, V3 και V2, V4 να

συνεχίσουν να είναι anti-complete. ΄Ετσι, τα σύνολα V1, V2, V3, V4 σχηματίζουν

μη συνεκτικό διαχωρισμό με κάθε Vi να είναι συνεκτικό. �

Πρίν διατυπώσουμε και αποδείξουμε το ϑεώρημα για τον πολυωνυμικό χρόνο

του προβλήματος, ϑα χρειαστεί πρώτα να ορίσουμε το πρόβλημα 2-Satisfiability

(ή 2-SAT).

Ορισμός 4.3.5. ΄Ορο ορίζουμε μια λογική μεταβλητή ή την άρνησή της και πρό-
ταση ορίζουμε μια διάζευξη προτάσεων. Το πρόβλημα 2-SAT ορίζεται ως το πρό-
ϐλημα το οποίο δεδομένης μιας προτασιακής μορφής Φ η οποία αποτελείται από
σύζευξη προτάσεων 2 ακριβών όρων, αποφασίζει αν υπάρχει μια ανάθεση αληθο-
τιμών στους όρους που να την ικανοποιούν.

Παράδειγμα 4.3.6. Φ=�x1 
 x2� � �x2 
 x3� � �x1 
 x3�
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΄Αρα η ανάθεση x1=αληθής, x2=ψευδής και x3=ψευδής ικανοποιεί την πρόταση
Φ.

Πρόταση 4.3.7. Το πρόβλημα 2-SAT λύνεται σε πολυωνυμικό χρόνο.

Θεώρημα 4.3.8. [1] Το πρόβλημα του μη συνεκτικού διαχωριστή λύνεται σε
O�n2�-χρόνο για τα circular-arc γραφήματα.

Απόδειξη. ΄Εστω ένα circular-arc γράφημα G � �V,E� με n κορυφές. Μπο-

ϱούμε να υπολογίσουμε την διάμετρό του σε χρόνο O�n2�. Λόγω του Λήμματος

3.1.4, αν η διάμετρος είναι ίση με ένα τότε το γράφημα δεν έχει μη συνεκτικό

διαχωριστή και αν η διάμετρος είναι μεγαλύτερη ή ίση του τρία τότε το γράφημα

έχει μη συνεκτικό διαχωριστή. ΄Αρα παρακάτω ϑα εξετάσουμε την περίπτωση

όπου η διάμετρος είναι ίση με δύο. Απο το Λήμμα 4.3.4 παίρνουμε οτι αν το

γράφημα G έχει μη συνεκτικό διαχωριστή, τότε ϑα έχει και μη συνεκτικό δια-

χωρισμό τα σύνολα V1, V2, V3, V4 τέτοια ώστε κάθε Vi ναι είναι συνεκτικό για

i � 1, 2, 3, 4. Αφού η διάμετρος είναι ίση με δύο, τότε η ένωση των τόξων των

συνόλων Vi καλύπτει όλο τον κύκλο. Επίσης, τα τόξα των συνόλων V1, V3 δεν

τέμνονται. Το ίδιο ισχύει και για τα τόξα των συνόλων V2, V4. Στη συνέχεια, σύμ-

ϕωνα με το Λήμμα 4.3.3, σε γραμμικό χρόνο μπορούμε να αναπαραστήσουμε το

γράφημα G με διακριτά άκρα, αριθμημένα σύμφωνα με την ϕορά του ϱολογιού

ως 1,2,...,2n. ΄Επειτα, σε χρόνο O�nlogn�, τα ταξινομούμε και εφαρμόζουμε

την παρακάτω διαδικασία για κάθε κορυφή v � V . Παίρνουμε έναν γείτονα v�

της κορυφής v, ο οποίος έχει το πιο δεξιά άκρο. Στη συνέχεια, παίρνουμε έναν

γείτονα v� της κορυφής v�. Ελέγχουμε αν η κορυφή v� είναι γειτονική και με

την κορυφή v. Αν είναι τότε είτε οι κορυφές v, v�, v� σχηματίζουν τρίγωνο για

v � v�, είτε ϑα σχηματίζουν μια ακμή για v � v�. Υποθέτουμε οτι αυτές οι

τρεις κορυφές καλύπτουν όλο τον κύκλο. Σε αυτή την περίπτωση, το γράφημα

G δεν έχει μη συνεκτικό διαχωρισμό V1, V2, V3, V4, αφού οι τρεις αυτές κορυφές

ενώνονται με όλες τις άλλες κορυφές, και έτσι η τοποθέτησή τους στα σύνολα

V1, V2, V3, V4 ϑα χαλάσει την προϋπόθεση οτι τα σύνολα V1, V3 και V2, V4 είναι

anti-complete. Η παραπάνω διαδικασία χρειάζεται O�n2� χρόνο.

Υποθέτουμε οτι το γράφημα G δεν έχει ένα Ϲεύγος ή τρεις κορυφές οι οποίες

να καλύπτουν όλο τον κύκλο.

Διαλέγουμε μια κορυφή v1 του γραφήματος και παίρνουμε τον γείτονα της v2 με
το πιο δεξιό άκρο. ΄Επειτα παίρνουμε τον γείτονα της κορυφής v2 με το πιο δεξιό
άκρο. Συνεχίζουμε με τον ίδιο τρόπο. Αν αυτή η διαδικασία τελειώσει έχοντας

χωρίς να έχει σχηματιστεί ένας επαγώμενος κύκλος, τότε το γράφημα G δεν έχει

μη συνεκτικό διαχωρισμό λόγω του Λήμματος 4.2.1. Στην άλλη περίπτωση, έχει

ϐρεθεί σε χρόνο O�n� ένας επαγώμενος κύκλος C με κορυφές v1, v2, ..., vk με

56



k � 4. ΄Ομως, επειδή το γράφημα έχει διάμετρο ίση με δύο πρέπει k � �4, 5�.
Λόγω κατασκευής, αφού το γράφημα είναι circular- arc, τα τόξα που αντιστοι-

χούν στις κορυφές του κύκλου C, ϑα καλύπτουν όλο τον κύκλο.

Αν το γράφημα G έχει μη συνεκτικό διαχωρισμό V1, V2, V3, V4, όπου κάθε Vi

είναι συνεκτικό για i � 1, .., 4 τότε, από τα παραπάνω, μπορούμε να συμπερά-

νουμε τα ακόλουθα. Αν k � 4, τότε υποθέτουμε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας

οτι για κάθε κορυφή vi του κύκλου C ισχύει vi � Vi για i � 1, ..., 4. Αν k � 5
τότε δύο κορυφές του κύκλου vi, vi�1 ανήκουν στο ίδιο σύνολο Vh ενώ τα άλλα

σύνολα Vi � Vh περιέχουν μόνο μια κορυφή του κύκλου C.΄Ετσι υποθέτουμε

ποιές κορυφές ϑα τοποθετηθούν στο ίδιο σύνολο. Ας είναι οι v1, v5. Αυτό δεν

επηρεάζει τον χρόνο εκτέλεσης. Στη συνέχεια ϑα κατασκευάσουμε τα σύνολα

Vi τοποθετώντας πρώτα τις κορυφές �v1, ..., vk�. Υπενθυμίζουμε οτι το γράφημα

που σχηματίζεται από κάθε σύνολο Vi είναι ένα συνεκτικό γράφημα και έτσι η

ένωση των τόξων που αντιστοιχούν στις κορυφές του Vi σχηματίζουν ένα τόξο.

Λέμε οτι μια κορυφή u τέμνει το σύνολο Vi αν το τόξο της u τέμνει το τόξο του

συνόλου Vi. Επίσης, τα τόξα των κορυφών �v1, ...., vk� καλύπτουν όλο τον κύ-

κλο, άρα το ίδιο ισχύει και για τα τόξα των συνόλων Vi που ϑα κατασκευάσουμε.

Στην περίπτωση όπου υπάρχει κορυφή x η οποία τέμνει κάθε σύνολο Vi που

έχει κατασκευαστεί μέχρι στιγμής μπορούμε να συμπεράνουμε οτι δεν υπάρχει

μη συνεκτικός διαχωριστής για κάθε Vi συνεκτικό. Αν k � 4 τότε η κορυφή x
συσχετίζεται με κάθε Vi άρα πρέπει να συμπεριληφθεί στον διαχωρισμό. ΄Ομως,

αφού τα Vi είναι συνεκτικά, ο διαχωρισμός που έχουμε επιλέξει, μέσω του x,
δεν ϑα είναι μη συνεκτικό. ΄Αρα σε αυτή τη περίπτωση δεν έχω μη συνεκτικό

διαχωριστή. Αν k � 5 δεν μπορούμε να αποφανθούμε αμέσως οτι δεν υπάρχει

μη συνεκτικός διαχωριστής. Η κορυφή x, η οποία τέμνει όλα τα Vi, υπάρχει

πιθανότητα να μην τέμνει την κορυφή u5 η οποία έχει τοποθετηθεί στο σύνολο

V1. ΄Ετσι στον μη συνεκτικό διαχωριστή μπορώ να τοποθετήσω την κορυφή x,
την κορυφή u3 και την κορυφή u5. Οι κορυφές u2 και u4 μη γειτονικές, άρα το

σύνολο �x, u3, u5� είναι όντως διαχωρισμός. Επίσης, οι κορυφές u3 και u5 δεν

είναι γειτονικές. Το ίδιο ισχύει και για τις κορυφές x και u5. ΄Αρα ο διαχωρισμός

αυτός είναι όντως μη συνεκτικός. ΄Αρα για να ϐγάλω συμπέρασμα ϑα χρειαστεί

να ελέγξω ποιες κορυφές του κύκλου ϐρίσκονται στο ίδιο Vi. Κάθε κορυφή u
η οποία τέμνει τα δύο σύνολα Vi και Vi�2 για κάποιο i, τότε ϑα τέμνει είτα το

σύνολο Vi�1 είτε το Vi�3 (όπου V5 � V1). Τοποθετούμε την κορυφή u στο σύνολο

Vi�1 εάν αυτή τέμνει το σύνολο Vi�1 ή αλλιώς την τοποθετούμε στο σύνολο Vi�3

εαν αυτή τέμνει το σύνολο Vi�3.

΄Εστω T το σύνολο των κορυφών του γραφήματος G τα οποία δεν έχουμε τοπο-

ϑετήσει ακόμα σε κάποιο σύνολο Vi.

Ισχυρισμός : Κάθε κορυφή του συνόλου T τέμνει ακριβώς δύο σύνολα Vi και

57



Vj τέτοια ώστε j � i� 1.
Θέλοντας να καταλήξουμε σε άτοπο υποθέτουμε οτι ο ισχυρισμός δεν ισχύει για

κάποια κορυφή u � T . Τότε η κορυφή u τέμνει ακριβώς ένα σύνολο το Vi, έστω

το V1. Τότε πρέπει να υπάρχει ένα μονοπάτι από την κορυφή u στην κορυφή

u3 με απόσταση δύο, αφού η διάμετρος του G είναι δύο. ΄Αρα ϑα πρέπει να

υπάρχει κάποια κορυφή w η οποία είναι γειτονική και με την κορυφή u και με

την κορυφή u3. Αυτό σημαίνει οτι το τόξο που αντιστοιχεί στην κορυφή w τέμνει

τα σύνολα V1 και V3. ΄Αρα η κορυφή w έχει ήδη τοποθετηθεί σε κάποιο σύνολο

από την διαδικασία που περιγράψαμε παραπάνω. Τα σύνολα στα οποία έχει

τοποθετηθεί η κορυφή w είναι είτε το V2 είτε το V4 και άρα η κορυφή u, εκτός
από το σύνολο V1, τέμνει και το σύνολο V2 ή V4 αφού είναι γειτονική με την w.
΄Ατοπο, άρα αποδείχθηκε ο ισχυρισμός.

΄Ολες οι κορυφές του συνόλου T σχετίζονται με δύο σύνολα, τα Vi και Vi�1,

άρα μπορούμε να μοντελοποιήσουμε το πρόβλημα με τις κορυφές που έχουν

περισσέψει, στο πρόβλημα 2-SAT. ΄Εστω u � T η οποία πρέπει να τοποθετηθεί

στο Vi ή Vi�1. Εισάγουμε δύο μεταβλητές, τις xiu και xi�1u και τις προτάσεις

�xiu � xi�1u � και �xiu � xi�1u �. Επίσης, για κάθε ακμή uv όπου η κορυφή u
πρέπει να τοποθετηθεί στο σύνολο Vi ή στο Vi�1 και η κορυφή v πρέπει να

τοποθετηθεί στο σύνολο Vi�1 ή στο Vi�2, εισάγουμε την πρόταση �xiu � xi�2u �.

Για κάθε ακμή uv όπου η κορυφή u πρέπει να τοποθετηθεί στο σύνολο Vi ή

στο Vi�1 και η κορυφή v πρέπει να τοποθετηθεί στο σύνολο Vi�2 ή στο Vi�3,

εισάγουμε τις προτάσεις �xiu � xi�2u � και την �xi�1u � xi�3u �. ΄Αρα με αυτόν τον

τρόπο δημιουργείτε μια Φ όπου οι προτάσεις της έχουν ακριβώς δύο όρους.

Η ανάθεση των κορυφών στα σύνολα Vi χρειάζεται O�n2� χρόνο. Επίσης η

επίλυση του 2-SAT χρειάζεται O�n2� χρόνο. Τον ίδιο χρόνο χρειάζεται και ο

υπολογισμός της διαμέτρου του γραφήματος, όπως και όλα τα υπόλοιπα ϐήματα

της παραπάνω διαδικασίας. ΄Αρα, ο συνολικός χρόνο εκτέλεσης είναι O�n2�.

�

4.4 Γραμμικά γραφήματα

Μια άλλη κλάση γραφημάτων, για την οποία ϑα αποδείξουμε οτι ο χρόνος εύ-

ϱεσης μη συνεκτικού διαχωριστή είναι πολυωνυμικός, είναι τα line γραφήματα.

΄Ενα line γράφημα κατασκευάζεται από ένα άλλο γράφημα G μετατρέποντας τις

ακμές του G σε κορυφές για το line γράφημα του G.

Ορισμός 4.4.1. Το line (ή γραμμικό) γράφημα ενός γραφήματος G με ακμές
e1, e2, ..., ep είναι το L�G� με κορυφές u1, u2, ..., up στο οποίο υπάρχει ακμή ανά-
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μεσα σε δύο κορυφές ui και uj αν και μόνο αν οι ακμές ei και ej στο γράφημα G
ενώνουν κοινό άκρο.

Παράδειγμα 4.4.2. Παρακάτω έχουμε το γράφημαG με ακμές τις e1, e2, e3, e4, e5.

d

a

e

c

b

e1

e2

e3 e4

e5

G

Για να ϕτιάξουμε το αντίστοιχο line γράφημα L�G� ϑα δημιουργήσουμε 5

κορυφές , τις u, v, x, y, z. Η κορυφή u αντιστοιχεί στην ακμή e1, η κορυφή v
στην ακμή e2, η κορυφή x στην ακμή e3,η κορυφή y στην ακμή e4 και η κορυφή

z στην ακμή e5. Η ακμή e1 έχει κοινό άκρο με τις ακμές e2, e3, e5 άρα στο

γράφημα L�G� δημιουργούνται οι ακμές uv, uz, ux. Η ακμή e2 εκτός από την

e1 έχει κοινό άκρο με τις ακμές e3, e4, άρα στο γράφημα L�G� δημιουργούνται

ακόμα οι ακμές vx, vy. Η ακμή e3 έχει κοινό άκρο και με την ακμή e4,άρα
δημιουργείτε και η ακμή xy. Για τις ακμές e4 και e5 δεν υπάρχουν άλλες ακμές
με κοινά άκρα από αυτές που ήδη έχουμε αναφέρει. ΄Αρα το γράφημα L�G� έχει

ακμές uv, uz, ux, vx, vy, xy, δηλαδή έχουμε:

x

uz

y

v

L�G�
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Παρατήρηση 4.4.3. [1] Κάθε line γράφημα είναι claw-free γράφημα.

Ορισμός 4.4.4. Ονομάζουμε το γράφημα G ως preimage του L�G�.

Παρατήρηση 4.4.5. [9] Κάθε συνεκτικό line γράφημα, εκτός απο το K3, έχει

μοναδικό preimage.

Στη συνέχεια ϑα αποδείξουμε την πολυωνυμική υπολογιστική πολυπλοκότητα

για το πρόβλημα του μη συνεκτικού διαχωριστή. Πρώτα όμως ϑα χρειαστεί να

διατυπώσουμε τα παρακάτω λήμματα.

Λήμμα 4.4.6. [6] ΄Εστω G ένα γράφημα με διάμετρο δύο, του οποίου το line
γράφημα L�G� έχει επίσης διάμετρο ίση με δύο. Τότε το γράφημα G έχει μη
συνεκτικό διαχωριστή αν και μόνο αν το L�G� έχει μη συνεκτικό διαχωριστή.

Λήμμα 4.4.7. [1] ΄Εστω G ένα γράφημα το οποίο δεν είναι ούτε τρίγωνο ούτε
αστέρας. Τότε το L�G� έχει διάμετρο δύο αν και μόνο αν το γράφημα G είναι
2P2-free.

Απόδειξη. ΄Εστω G ένα γράφημα το οποίο δεν είναι ούτε τρίγωνο ούτε αστέρας.

��� Υποθέτουμε οτι το γράφημα L�G� έχει διάμετρο δύο. Για να καταλήξουμε
σε άτοπο υποθέτουμε οτι το γράφημα G δεν είναι 2P2-free. ΄Αρα το γράφημα G
περιέχει ένα επαγώμενο υπογράφημα H με κορυφές s, t, u, v και ακμές e1 � st
και e2 � uv. Παρατηρούμε οτι οι αντίστοιχες κορυφές e1, e2 στο γράφημα L�G�
δεν είναι γειτονικές. Το γράφημα L�G� έχει διάμετρο ίση με δύο, άρα υπάρχει

κορυφή e3 η οποία είναι γειτονική και με την e1 και με την e2. ΄Ομως, η

αντίστοιχη ακμή e3 στο γράφημα G ϑα πρέπει να έχει ένα άκρο στο �s, t� για να

είναι γειτονική με την e1 και άλλο άκρο στο �u, v� για να είναι γειτονική με την

e2. Αυτό μας οδηγεί σε άτοπο, διότι έτσι το γράφημα 2P2 δεν είναι επαγώμενο.

΄Αρα το γράφημα G είναι 2P2-free.

��� Υποθέτουμε οτι το γράφημα G είναι 2P2-free. Επίσης υποθέτουμε οτι το

γράφημα L�G� δεν έχει διάμετρο ίση με δύο.

Αν η διάμετρος είναι ίση με ένα, τότε το γράφημα L�G� είναι ένα πλήρες γρά-

ϕημα, δηλαδή στο γράφημα G υπάρχει κορυφή η οποία είναι το ένα άκρο για

όλες τις άλλες ακμές ή αν το L�G� είναι τοK3 τότε και το γράφημα G ϑα είναι το

K3. ΄Αρα το γράφημα G είναι ή τρίγωνο ή αστέρας. ΄Ατοπο λόγω της υπόθεσης.

Αν η διάμετρος του γραφήματος L�G� είναι μεγαλύτερη ή ίση με τρία τότε υπάρ-

χουν κορυφές e1 και e2 με απόσταση τουλάχιστον τρία. Αυτό όμως δημιουργεί

ένα επαγώμενο υπογράφημα 2P2. ΄Ατοπο, άρα η διάμετρος του γραφήματος G
είναι ίση με δύο.

�
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Θεώρημα 4.4.8. [1] Το πρόβλημα του μη συνεκτικού διαχωριστή λύνεται σε
O�n4�-χρόνο για τα line γραφήματα με n κορυφές.

Απόδειξη. ΄Εστω G ένα γράφημα με n κορυφές και m ακμές. Θα αποδειχθεί οτι

σε χρόνο O�n4� μπορεί να αποφανθεί αν το γράφημα L�G� έχει μη συνεκτικό

διαχωριστή.Ελέγχω σε χρόνο O�n� αν το γράφημα G είναι τρίγωνο ή αστέρας.

Και στις δύο περιπτώσεις, το γράφημα L�G� είναι ένα πλήρες γράφημα, άρα η

διάμετρός του είναι ίση με ένα άρα το γράφημα δεν έχει μη συνεκτικό διαχωρι-

στή.

Πρώτη υπόθεση: Το γράφημα G δεν είναι ούτε τρίγωνο ούτε αστέρας.

Λόγω του Λήμματος 4.4.7, μπορώ να ελέγξω αν το γράφημα L�G� έχει διάμετρο
ίση με δύο ελέγχοντας αν το γράφημα G είναι 2P2-free. Ο χρόνος που απαιτεί-

ται για τον έλεγχο αυτό είναι O�n4�. Ας υποθέσουμε οτι το γράφημα L�G� έχει
διάμετρο διάφορη του δύο. Από την πρώτη υπόθεση έχουμε οτι το γράφημα G
δεν είναι ούτε τρίγωνο ούτε αστέρας, άρα η διάμετρος του L�G� είναι μεγαλύτερη
ή ίση με τρία. ΄Ομως, από το Λήμμα 3.1.4 μπορούμε να συμπεράνουμε οτι το

γράφημα L�G� έχει μη συνεκτικό διαχωριστή.

Δεύτερη υπόθεση: Το γράφημα L�G� έχει διάμετρο ίση με δύο.

Στη συνέχεια ελέγχουμε σε χρόνο O�n3� αν το γράφημα G έχει μια ακμή uv
τέτοια ώστε κάθε άλλη κορυφή του συνόλου V �G���u, v� να είναι γειτονική με

μια απο τις δύο κορυφές u, v και κάθε ακμή να έχει τουλάχιστον ένα άκρο της

στο �u, v�. Αν είναι, τότε η κορυφή uv στο γράφημα L�G� ϑα είναι dominating

και σύμφωνα με το Λήμμα 4.1.23, το γράφημα L�G� δεν έχει μη συνεκτικό

διαχωριστή. Αν δεν είναι, τότε το γράφημα L�G� δεν έχει dominating κορυφές

και προχωράμε ως εξής.

Τρίτη υπόθεση: Το γράφημα L�G� δεν έχει dominating κορυφές.

Ελέγχουμε σε χρόνο O�n3� αν το γράφημα L�G� έχει κορυφή uv της οποίας

η γειτονιά είναι μη συνεκτική (ή αντίστοιχα, αν το γράφημα G έχει ακμή uv
τέτοια ώστε οι κορυφές u και v έχουν ϐαθμό τουλάχιστον δύο και κανέναν κοινό

γείτονα). Αν το γράφημα L�G� έχει τέτοια κορυφή, τότε λόγω του Λήμματος

4.1.25 μπορούμε να συμπεράνουμε οτι το γράφημα L�G� έχει μη συνεκτικό

διαχωριστή.

Τέταρτη υπόθεση: Το γράφημα L�G� δεν έχει κορυφή με μη συνεκτική γειτονία.

Η πρώτη και η δεύτερη υπόθεση ικανοποιούν τις συνθήκες του Λήμματος 4.4.7,

άρα μπορούμε να συμπεράνουμε οτι το γράφημα G είναι 2P2�free. ΄Αρα η διά-

μετρος του G είναι το πολύ τρία. Οπότε παίρνουμε τις παρακάτω περιπτώσεις.

Περίπτωση 1 Το γράφημα G έχει διάμετρο ίση με ένα.

Υποστηρίζουμε οτι το γράφημα L�G� δεν έχει μη συνεκτικό διαχωριστή.
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Ας υποθέσουμε οτι έχει μη συνεκτικό διαχωριστή με μη συνεκτικό διαχω-

ϱισμό τα σύνολα V �

1 , V
�

2 , V
�

3 , V
�

4 . Σύμφωνα με το Λήμμα 4.2.1 το γράφημα

L�G� περιέχει κύκλο C � με κορυφές uiui�1 για i � 1, ..., j (με uj�1 � u1)
και j � �4, 5� τέτοια ώστε V �C ���V �

i � 	 για i � 1, ..., 4. Χωρίς ϐλάβη της

γενικότητας υποθέτουμε οτι uiui�1 � V �

i για i � 1, ..., 4 και ujuj�1 � V �

4 .

Απο την υπόθεση έχουμε οτι το γράφημα G έχει διάμετρο ίση με ένα και

άρα ϑα υπάρχει η ακμή u1u3 , άρα στο γράφημα L�G� ϑα υπάρχει η κο-

ϱυφή u1u3. Απο την υπόθεση οτι uiui�1 � V �

i μπορούμε να συμπεράνουμε

οτι u1u2 � V1, u2u3 � V2 και u3u4 � V3, άρα αφού αυτές οι κορυφές στο

L�G� έχουν το ένα άκρο τους είτε το u1 είτε το u3 σημαίνει οτι στο L�G�
ϑα είναι γειτονικές με την u1u3. Επίσης υποθέσαμε οτι ujuj�1 � V �

4 και

uj�1 � u1 άρα η κορυφή u1u3 είναι γειτονική και με την κορυφή ujuj�1.

΄Αρα η κορυφή u1u3 είναι γειτονική με κορυφή απο κάθε V �

i . ΄Ατοπο, το

γράφημα L�G� δεν έχει μη συνεκτικό διαχωριστή για diam�G� � 1.

Περίπτωση 2 Το γράφημα G έχει διάμετρο ίση με δύο.

Σε αυτή τη περίπτωση και το γράφημα G και το γράφημα L�G� έχουν διά-
μετρο ίση με δύο. Λαμβάνοντας υπόψη το Λήμμα 4.4.6 αρκεί να ϐρούμε

αν το γράφημα G έχει μη συνεκτικό διαχωριστή. Από τη πρώτη υπόθεση

και το Λήμμα 4.4.7 έχουμε οτι το γράφημαG είναι 2P2-free. Ας ϑυμηθού-

με το Θεώρημα 4.1.17 του Κεφαλαίου 4 το οποίο μας λέει οτι το γράφημα

G έχει μη συνεκτικό διαχωριστή αν και μόνο αν το G έχει universal pair.

Αυτό απαιτεί O�n3� χρόνο.

Περίπτωση 3 Το γράφημα G έχει διάμετρο ίση με τρία.

Υποστηρίζουμε οτι το γράφημα

Από το Λήμμα 3.1.4 μπορούμε να συμπεράνουμε οτι το γράφημα G έχει

μη συνεκτικό διαχωριστή.

Απόδειξη. Υποθέτουμε οτι το G έχει έναν κύκλο C με κορυφές u1, ..., uj
για j � �4, 5� τέτοιον ώστε V �C� � Vi � 	 για i � 1, ..., 4.

Στην περίπτωση που k � 4, ϑέτουμε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας οτι

ui � Vi και οτι uj � V4. ΄Αρα το γράφημα μπορεί να πάρει την παρακάτω

μορφή, όπου με διακεκομμένες γραμμές συμβολίζουμε τις ακμές οι οποίες

μπορεί να υπάρχουν στο γράφημα.
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L�G� δεν έχει μη συνεκτικό διαχωριστή.

Ισχυρισμός: ΄Εστω V1, V2, V3, V4 ένας μη συνεκτικός διαχωρισμός για το

γράφημα G. Τότε κάθε κύκλος C του G με 4 
� V �C� �
 5 περιέχει

κορυφές από το πολύ τρία σύνολα του �V1, V2, V3, V4�.



u1

u2

u3

u4

X1

X2

X3

X4

Το παραπάνω γράφημα όμως δεν είναι 2P2-free, αφού διαγράφοντας τις

κορυφές �u2, u4�, τα σύνολα X2, X4 κα τις κορυφές των συνόλων X1, X3

αφήνοντας μια η οποία είναι γειτονική με τα u1, u3 αντίστοιχα, μένει ένα

2P2. ΄Αρα κάποιο ui πρέπει να είναι συνεκτική συνιστώσα στο Vi. Χωρίς

ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουμε οτι αυτή η κορυφή είναι η u3. ΄Αρα το

γράφημα παίρνει την παρακάτω μορφή.

u1

u2

u3

u4

X1

X2

X3

X4

Υπενθυμίζουμε οτι το γράφημα G είναι συνεκτικό, άρα κάποιες απο τις

κόκκινες διακεκομμένες γραμμές πρέπει να υπάρχουν. ΄Ομως το γρά-

ϕημα πάλι δεν είναι 2P2-free, αφού διαγράφοντας τις κορυφές �u1, u3�,
τα σύνολα X1, X3 και τις κορυφές των συνόλων X2, X4 αφήνοντας μια η

οποία είναι γειτονική με τα u2, u4 αντίστοιχα, μένει ένα 2P2.
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΄Αρα κάποιο u2 ή u4 πρέπει να είναι συνεκτική συνιστώσα στο V2 ή V4

αντίστοιχα. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουμε οτι αυτή η κορυφή

είναι η u2.

Στην περίπτωση όπου k � 5 η διαδικασία είναι ίδια, μόνο που στο τε-

λευταίο ϐήμα οι επιλογές που έχουμε μόνο το u2 να είναι μια συνεκτική

συνιστώσα, αφού το u4 δεν μπορεί να είναι λόγω της ακμής u4u5.

΄Αρα και στις δύο περιπτώσεις το γράφημα ϑα πάρει την παρακάτω μορφή

η οποία είναι 2P2-free.

u1

u2

u3

u4

X1

X2

X3

X4

Παρατηρούμε από το γράφημα οτι οι γειτονικές κορυφές της κορυφής u2
μπορεί να είναι από τα σύνολα �X3, X1, u1, u3�. Επίσης, οι γειτονικές κο-
ϱυφές της κορυφής u3 μπορεί να είναι από τα σύνολα �X4, X2, u4, u2�. Τα
σύνολα αυτά δεν έχουν καμία κοινή κορυφή, αυτό σημαίνει ότι η κορυφή

u2u3 στο γράφημα L�G� ϑα έχει μη συνεκτική γειτονία. ΄Ατοπο, απο την

τέταρτη υπόθεση. ΄Αρα ισχύει ο ισχυρισμός. �

Τώρα υποθέτουμε οτι το γράφημα L�G� έχει μη συνεκτικό διαχωριστή

με μη συνεκτικό διαχωρισμό τα σύνολα V �

1 , V
�

2 , V
�

3 , V
�

4 . Από το Λήμμα

4.2.1 το γράφημα L�G� περιέχει έναν κύκλο C � με κορυφές uiui�1 για

i � 1, ..., j (με u1 � uj�1) και j � �4, 5� τέτοια ώστε V �C� � Vi � 	 για

i � 1, ..., 4. Υποθέτουμε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας οτι uiui�1 � V �

i για

i � 1, ..., 4 και ujuj�1 � V �

4 . Ορίζουμε την διαμέριση V1, V2, V3, V4 του

V �G�. ΄Εστω u � V �G�. Αν η κορυφή u έχει σχέση μόνο με τις ακμές
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του V �

i τότε τοποθετούμε την u στο σύνολο V �

i . Υποθέτουμε οτι η κορυφή

u έχει σχέση με περισσότερες από μια ακμές των συνόλων V �

i . Αφού τα

σύνολα V �

1 , V
�

2 , V
�

3 , V
�

4 είναι μη συνεκτικός διαχωρισμός του L�G� τότε η

κορυφή u έχει σχέση με τις ακμές από τα σύνολα V �

i και V �

i�1 για κάποιο

1 � i � 4 (όπου V5 � V1) και με κανένα άλλο σύνολο V �

j διότι οι ακμές

που σχετίζονται με την u ϑα δημιουργούν ένα πλήρες υπογράφημα στο

L�G� και δεν μπορούν να τοποθετηθούν σε περισσότερα από δύο σύνολα.

Σε αυτήν την περίπτωση τοποθετούμε την κορυφή u στο σύνολο Vi�1.

Τώρα ϑέλουμε να δείξουμε οτι τα σύνολα V1 και V3 είναι anti-complete. Θα

υποθέσουμε το αντίθετο, δηλαδή οτι υπάρχει κορυφή u � V1 και κορυφή

v � V3 τέτοιες ώστε uv � E�G�. Αφού η κορυφή u � V1, λόγω κατασκευής

των Vi, ϑα έχει σχέση με τις ακμές από τα σύνολα V �

4 και V �

1 ή V �

2 και V �

1 .

Αναφέραμε παραπάνω οτι τοποθετούμε την κορυφή u στο σύνολο Vi�1 άρα

i�1 � 1 άρα i � 0, δηλαδή η κορυφή u έχει σχέση είναι τα V �

0 � V �

4 και V
�

1 .

΄Αρα uv � V �

1 � V �

4 . Επίσης η κορυφή v � V3, για τον ίδιο λόγο έχει σχέση

με τις ακμές απο τα σύνολα V �

2 και V �

3 . ΄Αρα uv � V �

2 � V �

3 . Καταλήξαμε

στο συμπέρασμα οτι uv � V �

4 � V �

1 και uv � V �

2 � V �

3 το οποίο είναι άτοπο.

΄Ομοια τα σύνολα V2 και V4 είναι anti-complete. ΄Εστω C ο κύκλος με

κορυφές u1, ..., uj στο G. Τότε V �C��Vi 	 
 και Vi 	 
 για i � 1, ..., 4.
΄Αρα ο διαχωρισμός V1, V2, V3, V4 είναι μη συνεκτικός διαχωρισμός για το

γράφημα G με κύκλο C για τον οποίο ισχύει V �C� � Vi 	 
 για κάθε i.
Αυτό είναι άτοπο λόγω του ισχυρισμού που αποδείχθηκε παραπάνω.

Περιληπτικά, αν η διάμετρος του γραφήματος G είναι ίση με ένα ή ίση με

τρία, δεν υπάρχει κάποια αλλαγή στον χρόνο εκτέλεσης. Η περίπτωση όπου η

διάμετρος είναι ίση με δύο χρειάζεται χρόνο εκτέλεσης O�n3�. Επίσης χρειά-

στηκε O�n4� χρόνος για να ελεγχθεί αν το γράφημα G είναι 2P2�free. ΄Αρα η

παραπάνω διαδικασία απαιτεί O�n4� χρόνο.

�
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4.5 Διμερή γραφήματα

Στην παρακάτω ενότητα ϑα μελετήσουμε το πρόβλημα του μη συνεκτικού δια-

χωριστή για τα διμερή γραφήματα. Σύμφωνα με τον ορισμό 1.2.14 ένα διμερές

γράφημα είναι το :

A

B

Λήμμα 4.5.1. ΄Εστω G ένα διμερές γράφημα. Τότε μπορούμε να ϐρούμε σε
πολυωνυμικό χρόνο αν το γράφημα G έχει μη συνεκτικό διαχωριστή.

Απόδειξη. ΄Εστω G ένα διμερές γράφημα με διαμερίσεις τα σύνολα A και B,

τέτοια ώστε

� A � � � B �� 4.

Περίπτωση 1: � A �� 2 και � B �� 2

Το σύνολο A, όπως και το σύνολο B είναι μη συνεκτικά, αφού για κάθε ακμή

xy � E�G� ισχύει οτι x � A και y � B. ΄Αρα, παίρνοντας το σύνολο A, το
γράφημα G�V �A	 
 G�B	 είναι και αυτό μη συνεκτικό. ΄Αρα το σύνολο Α είναι

μη συνεκτικός διαχωριστής. ΄Ομοια για το σύνολο Β.

Περίπτωση 2: � A �
 1 ή � B �
 1

Παρατηρούμε ότι �x � A και �y � B, �xy � E�G� διότι σε διαφορετική

περίπτωση η διάμετρος του G ϑα ήταν άπειρη. ΄Αρα το G είναι ένας αστέρας και

άρα δεν έχει μη συνεκτικό διαχωριστή.

�
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4.6 Συμπλήρωμα Διμερούς (ή co-bipartite)

Σε αυτήν την ενότητα ϑα αποδειχθεί ότι το πρόβλημα του μη συνεκτικού διαχω-

ϱιστή, για τα γραφήματα τα οποία είναι το συμπλήρωμα διμερούς γραφήματος

(από εδώ και πέρα ϑα τα ονομάζουμε co-bipartite), λύνεται σε πολυωνυμικό

χρόνο. Η απόδειξη ϑα γίνει μέσω του προβλήματος 2K2� διαχωρισμού. Πρώτα

όμως ϑα χρειαστεί να αποδείξουμε το παρακάτω πόρισμα.

Πόρισμα 4.6.1. [4] Το πρόβλημα του 2K2� διαχωρισμού μπορεί να λυθεί σε πο-
λυωνυμικό χρόνο για τα γραφήματα τα οποία περιέχουν δύο μη γειτονικές κορυφές
οι οποίες δεν έχουν κανένα κοινό γείτονα.

Την απόδειξη για την παραπάνω πρόταση μπορούμε να την ϐρούμε στο [4].

Παρακάτω ϑα δώσουμε μια διαφορετική προσέγγιση.

Απόδειξη. ΄Εστω G ένα συνεκτικό γράφημα το οποίο περιέχει δύο μη γειτονικές

κορυφές x, y οι οποίες δεν έχουν κανένα κοινό γείτονα. Μπορούμε να σχεδιά-

σουμε το γράφημα ως εξής :

x y

N�x� N�y�

V ��Nx, Ny, x, y�

Κάθε κορυφή του συνόλου N�x� είναι γειτονική με το x και κάθε κορυφή

του συνόλου N�y� είναι γειτονική με το y. Μπορεί να υπάρχουν κάποιες ακμές

ανάμεσα στα σύνολα N�x�, N�y� και V ��N�x�, N�y�, x, y.
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Το γράφημα G ϑα έχει ακριβώς την ίδια μορφή με το γράφημα G, δηλαδή

κάθε κορυφή του συνόλου N�y� ϑα είναι γειτονική με την κορυφή x και κάθε

κορυφή του συνόλου N�x� ϑα είναι γειτονική με την κορυφή y. Οι ακμές

ανάμεσα στα σύνολαN�x�,N�y� και V ��N�x�, N�y�, x, y οι οποίες δεν υπήρχαν
το γράφημα G ϑα υπάρχουν στο γράφημα G. ΄Αρα το γράφημα G είναι και αυτό

ένα γράφημα το οποίο περιέχει δύο μη γειτονικές κορυφές οι οποίες δεν έχουν

κανένα κοινό γείτονα.

x y

N�x� N�y�

V ��Nx, Ny, x, y�

Το γράφημα G είναι ένα γράφημα με διάμετρο μεγαλύτερη του δύο, αφού η

μικρότερη απόσταση που μπορεί να υπάρξει για τις κορυφές x και y είναι τρία.

΄Αρα το γράφημα G λόγω του Λήμματος 3.1.4 έχει μη συνεκτικό διαχωριστή.

΄Ομως, όπως έχουμε πει το πρόβλημα του μη συνεκτικού διαχωριστή και του

πρόβλημα του 2K2-διαχωρισμού είναι ισοδύναμα λόγω της Πρότασης 2.4.1.

΄Αρα μπορούμε να συμπεράνουμε ότι το γράφημα G το οποίο περιέχει δύο μη

γειτονικές κορυφές x, y οι οποίες δεν έχουν κανένα κοινό γείτονα, έχει 2K2-

διαχωρισμό.

�

Πόρισμα 4.6.2. [4] Το πρόβλημα του 2K2� διαχωρισμού μπορεί να λυθεί σε
πολυωνυμικό χρόνο για τα διμερή γραφήματα.
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Απόδειξη. ΄Εστω G ένα διμερές γράφημα με διαχωρισμούς τα σύνολα A και B.

Αν το G έχει δύο μη γειτονικές κορυφές x � A και y � B, τότε οι κορυφές x και

y είναι δύο μη γειτονικές κορυφές με κανέναν κοινό γείτονα, αφού N�x� � B
και N�y� � A, άρα λόγω του παραπάνω πορίσματος το γράφημα έχει 2K2-

διαχωρισμό. Σε διαφορετική περίπτωση, το γράφημα είναι ένα πλήρες διμερές,

άρα ϑα έχει 2K2-διαχωρισμό. �

4.7 K1,3-free γραφήματα (ή claw-free γραφήματα)

Η τελευταία ενότητα που ϑα δούμε σε αυτό το κεφάλαιο αφορά τα claw-free

γραφήματα. Η κλάση γραφημάτων αυτή είναι εκείνη στην οποία τα γραφήματα

δεν περιέχουν ως επαγώμενο υπογράφημα το γράφημα claw, το οποίο υπενθυ-

μίζουμε είναι το :

Στόχος αυτής της ενότητας είναι η απόδειξη οτι το πρόβλημα του μη συνε-

κτικού διαχωριστή λύνεται σε πολυωνυμικό χρόνο για τα claw-free γραφήματα.

Το πρώτο μέρος έχει ως στόχο την απαλλαγή συγκεκριμένων co-bipartite δομών

του γραφήματος, τα λεγόμενα W-join. Μπορεί η περίπτωση για τα co-bipartite

γραφήματα να είναι πολυωνυμική, όμως για την επεξεργασία των claw-free γρα-

ϕημάτων είναι απαραίτητη η προϋπόθεση απαλλαγής των W-join. Στο δεύτερο

μέρος ϑα δοθούν ϑεωρήματα τα οποία σε συνδυασμό με το πρώτο μέρος ϑα μας

δώσουν το Ϲητούμενο αποτέλεσμα.

Ορισμός 4.7.1. ΄Ενα Ϲεύγος ξένων, μη κενών συνόλων κορυφών (Α,Β) ονομάζε-
ται W-join σε ένα γράφημα G αν:

• � A � � � B �� 2,

• τα Α και Β είναι πλήρη γραφήματα,

• το σύνολο Α δεν είναι complete ούτε anti-complete στο Β, και

• κάθε κορυφή στο σύνολο V �G���A 	 B� είναι είτε complete είτε anti-
complete στο Α και είτε complete είτε anti-complete στο Β.
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Παράδειγμα 4.7.2. ΄Ενα παράδειγμα ενός W-join γραφήματος είναι το παρα-

κάτω.

A B

V ��A�B�

Οι κορυφές των συνόλων Α και Β είναι σε πλήθος περισσότερες από δύο. Το

σύνολο Α είναι το K3 και το σύνολο Β είναι το K2. Το σύνολο Α δεν είναι ουτε

complete ούτε anti-complete στο σύνολο Β, αφού υπάρχουν κορυφές x, y με

x � A και y � B οι οποίες είναι γειτονικές και υπάρχουν κορυφές u, v με u � A
και v � B οι οποίες δεν είναι γειτονικές και τέλος το σύνολο V �G���A�B� είναι
anti-complete στο Α και complete στο Β.

Ορισμός 4.7.3. ΄Ενα W-join ονομάζεται proper αν κάθε κορυφή στο σύνολο Α
δεν είναι ούτε complete ούτε anti-complete στο Β και κάθε κορυφή στο Β δεν είναι
complete ούτε anti-complete στο Α.

Να τονίσουμε οτι για ένα proper W-join (A,B) πρέπει να ισχύει οτι � A �, � B ��
2 διότι σε διαφορετική περίπτωση η μοναδική κορυφή ϑα ήταν είτε complete είτε

anti-complete στο άλλο σύνολο.

Παράδειγμα 4.7.4. Στο προηγούμενο παράδειγμα 4.7.2 το W-join δεν είναι

proper διότι υπάρχει μια κορυφή του συνόλου Β η οποία είναι anti-complete

με το σύνολο Α. Επίσης, υπάρχει μια κορυφή στο σύνολο Α η οποία είναι anti-

complete με το σύνολο Β.
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Στο παρακάτω παράδειγμα όμως, οι κορυφές του Α είναι είτε complete είτε

anti-complete στο Β. Το ίδιο ισχύει και για κάθε κορυφή στο σύνολο Β.

A B

V ��A�B�

Σχόλιο 4.7.5. Για κάθε W-join ισχύει ότι το γράφημαG�A�B� είναι cobipartite
επαγώμενο υπογράφημα του G, αφού κάθε Α, Β είναι πλήρες γράφημα και

άρα στο συμπλήρωμα το καθένα ϑα είναι ένα ανεξάρτητο σύνολο και αφού το

σύνολο Α δεν είναι ούτε complete ούτε anti-complete στο Β, στο συμπλήρωμα

ϑα υπάρχουν ακμές xy για τις οποίες ισχύει οτι x � A και y � B.

Παρακάτω ϑα δώσουμε κάποιους ορισμούς και ένα λήμμα, το οποίο ϑα μας

ϐοηθήσει να ξεχωρίσουμε κάποιες περιπτώσεις.

Ορισμός 4.7.6. Δύο γειτονικές κορυφές u και v ενός γραφήματος G � �V,E�
έχουν nested γειτονιά αν N�u���v	 
 N�v���u	 ή N�v���u	 
 N�u���v	. Λέμε
ότι το γράφημαG έχει distinct γειτονιές αν το γράφημαG δεν έχει δύο κορυφές
οι οποίες έχουν nested γειτονιές.

Λήμμα 4.7.7. [1] ΄Εστω γράφημα G με διάμετρο ίση με δύο, το οποίο περιέχει
δύο κορυφές u και v τέτοιες ώστεN�u���v	 
 N�v���u	. Τότε το γράφημαG έχει
μη συνεκτικό διαχωριστή αν και μόνο αν το γράφημα G � u έχει μη συνεκτικό
διαχωριστή. Επιπλέον, το γράφημα G� u έχει διάμετρο το πολύ δύο.
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Απόδειξη. Αφού διάμετρος του G είναι δύο και ισχύει η σχέση N�u���v� �
N�v���u� τότε μπορούμε να συμπεράνουμε ότι και το γράφημα G � u έχει

διάμετρο δύο, αφού κάθε κορυφή στο σύνολο N�u� είναι γειτονική και με την

κορυφή v, άρα κάθε μονοπάτι το οποίο περιείχε την κορυφή u μπορεί στην ϑέση

της να περιέχει την κορυφή v.

��� ΄Εστω οτι το γράφημα G έχει μη συνεκτικό διαχωριστή με μη συνεκτικό

διαχωρισμό τα σύνολα V1, V2, V3, V4. Υποθέτουμε, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας,

ότι v 	 V1.

Πρώτα ας υποθέσουμε ότι u 	 V1. Τότε �u, v� 
 V1 και άρα V1��u�, V2, V3, V4

είναι ένας μη συνεκτικός διαχωρισμός και για το γράφημα G� u.
Τώρα υποθέτουμε ότι v � V1. Αφού οι κορυφές u και v είναι γειτονικές η

κορυφή u δεν μπορεί να ανήκει στο σύνολο V3. Υποθέτουμε χωρίς ϐλάβη της

γενικότητας οτι u 	 V2. Αφού η κορυφή v 	 V1 και τα σύνολα V1 και V3

είναι anti-complete τότε η κορυφή v δεν έχει κανέναν γείτονα στο σύνολο V3.

Από την σχέση N�u���v� � N�v���u� μπορούμε να συμπεράνουμε ότι ούτε η

κορυφή u έχει κάποιον γείτονα στο σύνολο V3, αφού έτσι ϑα είχε και η κορυφή

v. Στη συνέχεια, λόγω της διαμέτρου του G, το σύνολο V2 πρέπει να περιέχει μια

κορυφή w η οποία είναι γειτονική με κάποια κορυφή από το σύνολο V3. ΄Ετσι,

το σύνολο V2��u� δεν είναι κενό, άρα μπορούμε να πάρουμε ως μη συνεκτικό

διαχωρισμό τα σύνολα V1, V2��u�, V3, V4.

΄Αρα το γράφημα G� u έχει μη συνεκτικό διαχωρισμό σε κάθε περίπτωση.

��� ΄Εστω ότι το γράφημα G � u έχει μη συνεκτικό διαχωριστή με μη συ-

νεκτικό διαχωρισμό τα σύνολα V �

1 , V
�

2 , V
�

3 , V
�

4 . Υποθέτουμε, χωρίς ϐλάβη της

γενικότητας, ότι η κορυφή v 	 V �

1 . ΄Αρα οι γείτονες της κορυφής v ανήκουν στα

σύνολα V1, V2, V4. Αφού όμως ισχύει η σχέση N�u���v� � N�v���u�, το ίδιο ϑα

ισχύει και για τους γείτονες της κορυφής u. ΄Αρα τοποθετώντας την κορυφή u
στο σύνολο V1 έχουμε ότι ο διαχωρισμός V

�

1�u�, V
�

2 , V
�

3 , V
�

4 είναι μη συνεκτικός

διαχωρισμός. ΄Αρα το γράφημα G έχει μη συνεκτικό διαχωριστή.

�

Με την ϐοήθεια του παραπάνω Λήμματος και του Λήμματος 3.1.4 υποθέτουμε

ότι το γράφημα G έχει διάμετρο δύο και ότι έχει distinct γειτονιές. Ο επόμενος

στόχος μας είναι, χρησιμοποιώντας αυτές τις υποθέσεις, να αφαιρέσουμε όλα τα

W-join από ένα claw-free γράφημα και να πάρουμε ένα ισοδύναμο γράφημα

με το οποίο μπορούμε να ϐγάλουμε συμπεράσματα για το πρόβλημα του μη

συνεκτικού διαχωριστή. Προς το παρόν όμως ϑα επικεντρωθούμε στα proper

W-join.
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Λήμμα 4.7.8. [1] ΄Εστω G ένα γράφημα με distinct γειτονιές. Αν το γράφημα
έχει ένα W-join (Α,Β), τότε το (Α,Β) είναι ένα proper W-join.

Απόδειξη. Για να δείξουμε το Ϲητούμενο, αρκεί να αποδειχθεί οτι καμία κορυφή

του συνόλου Α (αντίστοιχα του Β) είναι complete ή anti-complete στο σύνολο

Β (αντίστοιχα στο Β). Υποθέτουμε ότι υπάρχει κορυφή a � Α τέτοια ώστε να

είναι anti-complete στο σύνολο Β. Από τον ορισμό του W-join γνωρίζουμε ότι το

σύνολο Α δεν είναι anti-complete στο σύνολο Β, άρα υπάρχει κορυφή a� � Α��a�
τέτοια ώστε η κορυφή a� να είναι γειτονική σε κάποιες κορυφές του συνόλου

Β. Από αυτό μπορούμε να συμπεράνουμε ότι N�a���a�� � N�a����a�, το οποίο

είναι άτοπο αφού έχουμε υποθέσει ότι το γράφημα G έχει distinct γειτονιές.

΄Ομοια αποδεικνύεται ότι καμία κορυφή του συνόλου Β δεν είναι anti-complete

στο σύνολο Α.

Υποθέτουμε ότι υπάρχει κορυφή a � Α τέτοια ώστε να είναι complete στο σύ-

νολο Β. Τότε, για κάθε a� � Α��a� ισχύει ότι N�a����a� � N�a���a��. Αφού όμως

έχουμε υποθέσει οτι το γράφημα G δεν έχει distinct γειτονιές, τότε δεν υπάρχει

τέτοια κορυφή a� άρα minA �	 1. Απο τον ορισμό του W-join γνωρίζουμε ότι

πρέπει να ισχύει η σχέση � A � 
 � B �� 2, άρα μπορούμε να συμπεράνουμε ότι

� B �� 2. ΄Ομως καμία κορυφή του Β δεν είναι anti-complete στο Α άρα κάθε

κορυφή του Β ϑα είναι γειτονική με την μια κορυφή του Α. Αυτό όμως μας ϐγάζει

το συμπέρασμα ότι το Β είναι complete στο Α. ΄Ομοια με πρίν, αυτό ϐγάζει το

συμπέρασμα ότι � B �	 1, άτοπο. ΄Αρα καμία κορυφή του Α δεν είναι complete

στο Β. ΄Ομοια αποδεικνύεται ότι καμία κορυφή του Β δεν είναι complete στο

Α. �

Παρακάτω ϑα δώσουμε κάποιους ϐασικούς ορισμούς για κάποια είδη W-join.

Ορισμός 4.7.9. ΄Ενα W-join (Α,Β) ονομάζεται partitionable αν υπάρχουν δια-
μερίσεις του Α σε δύο μη κενά σύνολα A� και A�και του Β σε δύο μη κενά σύνολα
B�, B� τέτοια ώστε το σύνολοA� είναι anti-complete στοB� και το σύνολοB� είναι
anti-complete στο A�. ΄Ενα proper W-join (Α,Β) ονομάζεται shatterable αν είναι
partitionable με τα σύνολα A�, A�, B�, B� και καθένα από τα �A�, B��, �A�, B��
είναι επίσης proper W-join. Σε άλλη περίπτωση λέγεται unshatterable.

Λήμμα 4.7.10. [1] ΄Εστω G ένα γράφημα με distinct γειτονιές και έστω (Α,Β)
ένα proper W-join στο G. Αν το (Α,Β) είναι partitionable και unshatterable, τότε
το GA�B� είναι ισομορφικό με το C4.
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Απόδειξη. Υποθέτουμε οτι το (Α,Β) είναι partitionable στα σύνολα Α΄,Α’,Β΄,Β’.Εξ

ορισμού, έχουμε ότι � A� �, � A� �, � B� �, � B� �� 1. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας,

� A� � � � B� ��� A� � � � B� �. Αφού το (Α,Β)είναι unshatterable, τότε το

�A�, B�� δεν είναι proper W-join.

Υποθέτουμε ότι � A� � � � B� �� 2. Αφού όμως το G δεν έχει distinct γειτονίες

τότε το σύνολο Α΄ ϑα πρέπει να μην είναι ούτε complete ούτε anti-complete στο

Β΄ διότι έτσι δύο κορυφές του Α΄ (ή του Β΄) ϑα είχαν την ίδια γειτονία, άρα το

�A�, B�� είναι ένα W-join. Λόγω του Λήμματος ;; μπορούμε να συμπεράνουμε

ότι το (Α΄,Β΄) είναι proper W-join, άτοπο. ΄Αρα � A� ��� B� ��� A� ��� B� �� 1.
Αφού όμως το (Α,Β) είναι proper, σημαίνει ότι η κορυφή x του Α΄ είναι γειτονική

είτε με την κορυφή του συνόλου Β΄ είτε με την κορυφή του συνόλου Β’, αλλά όχι

και με τις δύο. ΄Αρα, το G�A	B
 είναι ισομορφικό με το C4. �

Λήμμα 4.7.11. [1] ΄Εστω G ένα claw-free γράφημα το οποίο δεν είναι cobipar-
tite, έχει distinct γειτονιές και έχει διάμετρο ίση με δύο. ΄Εστω (Α,Β) ένα proper
W-join στοG το οποίο είναι unshatterable. Αν τοG έχει μη συνεκτικό διαχωριστή,
τότε υπάρχει μη συνεκτικός διαχωρισμός V1, V2, V3, V4 του γραφήματος G τέτοιος
ώστε Vi � �A	B� � � για κάποιο i  �1, 2, 3, 4�.

Απόδειξη. ΄Εστω τα V1, V2, V3, V4 είναι ένας μη συνεκτικός διαχωρισμός του γρα-

ϕήματος G και υποθέτουμε οτι V1 � �A	B� � � για κάθε i  �1, 2, 3, 4�. Εξ

ορισμού το σύνολο V1 είναι anti-complete στο σύνολο V3 και το σύνολο V2 εί-

ναι anti-complete στο σύνολο V4. Υποθέτουμε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας οτι

V1 �A � � και V2 �A � �. Από το πρώτο μπορούμε να συμπεράνουμε οτι

V3� �A	B� � B αφού το σύνολο Α είναι κλίκα και τα σύνολα V1 και V3, όπως

είπαμε, είναι anti-complete. ΄Αρα ισχύει επίσης οτι V1 � �A 	 B� � A. Από

το τελευταίο μπορούμε να συμπεράνουμε οτι V4 � �A 	 B� � B και όμοια με

πριν οτι V2 � �A 	 B� � A. ΄Αρα υπάρχει διαχωρισμός των A,B στα σύνολα

V1�A,V2�A,V3�B,V4�B για τα οποία ισχύει οτι V1�A είναι anti-complete

στο V3 �B και οτι VA � A είναι anti-complete στο V4 �B, άρα το �A,B� είναι
partitionable. Από την υπόθεση έχουμε οτι το γράφημα G έχει distinct γειτο-

νιές, οτι το �A,B� είναι proper W-join και unshatterable. ΄Αρα ικανοποιούνται

οι υποθέσεις του Λήμματος 4.7.10, άρα το γράφημα G�A 	 B
 είναι ισομορ-
ϕικό του C4. Για κάθε i  �1, 2, 3, 4� υπάρχει μια μοναδική κορυφή vi στο
Vi � �A 	 B�, έτσι κάθε vi είναι γειτονικό με το vi�1 όπου v5 � v1 και επίσης

ισχύει οτι A � �v1, v2� και B � �v3, v4�.

Θεωρώ τα σύνολα P � N�A��N �B
, Q � N�B��N �A
,M � N �A	B
��P 	
Q� και R � V �G���P 	Q	M�. Για τα παραπάνω σύνολα ισχύει οτι το P είναι

complete στο A και anti-complete στο B, το Q είναι complete στο B και anti-
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complete στο A, το M είναι complete στο A � B και το R είναι anti-complete

στο A�B.

Από τα παραπάνω μπορούμε να συμπεράνουμε οτι P � V1 � V2 αφού το

P είναι complete στο A και άρα ϑα έχει γειτονικές τις κορυφές v1, v2 άρα δεν

μπορεί να τοποθετηθεί σε κάποιο από τα σύνολα V3, V4. ΄Ομοια, Q � V3 � V4.

Επίσης ισχύει οτι M � � αφού το σύνολο M είναι γειτονικό και με τις τέσσε-

ϱις κορυφές v1, v2, v3, v4 άρα αν δεν ήταν κενό δεν ϑα υπήρχε μη συνεκτικός

διαχωριστής. Επιπλέον παρατηρούμε οτι το γράφημα G�P � είναι κλίκα διότι αν

υπάρχουν δύο κορυφές u, v στο P οι οποίες δεν είναι τότε οι κορυφές v1, v4, v, u
δημιουργούν ένα claw. ΄Ομοια, το γράφημα G�Q� είναι κλίκα.

Παρατηρούμε οτι μια από τις παρακάτω κινήσεις οδηγεί στο Ϲητούμενο δια-

χωρισμό (Vi � �A�B	 � � για κάποιο i 
 �1, 2, 3, 4�).

• μετακινώ την κορυφή v1 στο σύνολο V2 και την κορυφή v4 στο σύνολο V3,

εκτός αν  V1 � 1 ή  V4 � 1

• μετακινώ την κορυφή v2 στο σύνολο V1 και την κορυφή v3 στο σύνολο V4,

εκτός αν  V2 � 1 ή  V3 � 1

Μένει να δείξουμε οτι  V1 ,  V4 � 1 ή  V2 ,  V3 � 1. Θεωρούμε τις

παρακάτω περιπτώσεις.

(i) Υποθέτουμε οτι R � �. Το M � � άρα τα σύνολα P � A και Q � B
σχηματίζουν ένα cobipartite αφού στο συμπλήρωμα τα σύνολα P �A και

Q � B δεν έχουν καμία εσωτερική ακμή και είναι complete μεταξύ τους.

΄Ατοπο λόγω της υπόθεσης, άρα R � �.

(ii) Υποθέτουμε οτι P � �. Αφού R � � τότε υπάρχει κορυφή v 
 R. Κάθε
μονοπάτι από την κορυφή v στην κορυφή v1 πρέπει να περιέχει κορυφές

και από το σύνολο B και από το σύνολο Q. Τα δύο σύνολα αυτά όμως

είναι ξένα μεταξύ τους, άρα το μονοπάτι έχει την μορφή v, u, x, v1 όπου

u 
 Q και x 
 B άρα η διάμετρος είναι μεγαλύτερη του δύο. ΄Ατοπο λόγω

της υπόθεσης, άρα P � �. ΄Ομοια αποδεικνύεται οτι Q � �.

Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουμε οτι P � V1 � � άρα έστω οτι x 

P�V1. Υποθέτουμε οτι  V4 � 1 άρα V4 � �v4�.Υπενθυμίζουμε οτιQ � V3�V4,

άρα σύμφωνα με τα παραπάνω ισχύει οτιQ � V3. Επίσης, αφούR � � υπάρχει

j 
 �1, 2, 3� τέτοιο ώστε R� Vj � �.
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Θεωρούμε τις παρακάτω υποθέσεις :

1. Υποθέτουμε οτι R � V1 � �. Αφού το σύνολο V1 είναι anti-complete

στο σύνολο V3 κάθε μονοπάτι από μια κορυφή στο σύνολο R � V1 στο v4
πρέπει να περιέχει κορυφές και από το σύνολο V2 και από το σύνολο V3,

άρα η διάμετρος του μονοπατιού ϑα είναι μεγαλύτερη του δύο. ΄Ατοπο,

αφού έχουμε υποθέσει οτι το γράφημα G έχει διάμετρο ίση με δύο.

2. Υποθέτουμε οτι R � V2 � �. Τότε ισχύει οτι � V2 �� 1. Γνωρίζοντας όμως
οτι Q � � και οτι Q � V3 μπορούμε να συμπεράνουμε οτι � V3 �� 1. ΄Αρα
μετακινώντας την κορυφή v2 στο σύνολο V1 και την κορυφή v3 στο σύνολο
V4 οδηγούμαστε στον Ϲητούμενο μη συνεκτικό διαχωριστή.

3. Υποθέτουμε οτι R � V3 � �. ΄Εστω v � R � V3. Υπενθυμίζουμε οτι V1

είναι anti-complete με το σύνολο V3. Τότε αν πάρουμε το συντομότερο

μονοπάτι από το v στο v1 το οποίο περιέχει κορυφές από τα σύνολα Q
και B, δεν έχει διάμετρο δύο. ΄Αρα, το συντομότερο μονοπάτι διαμέτρου 2

πρέπει να περιέχει κορυφή από το σύνολο P � V2 και έπειτα την κορυφή

v1. Αυτό σημαίνει οτι P � V2 � �. ΄Αρα � V2 �� 1 και � V3 �� 1 μπορούμε

να μετακινήσουμε την κορυφή v2 στο σύνολο V1 και την κορυφή v3 στο

σύνολο V4 οδηγούμαστε στον Ϲητούμενο μη συνεκτικό διαχωριστή.

Τώρα ϑα πάρουμε την περίπτωση όπου � V4 �� 1. Αφού � V1 �� 1, μετακινώ-
ντας την κορυφή v1 στο σύνολο V2 και την κορυφή v4 στο σύνολο V3 οδηγούμαστε

στον Ϲητούμενο μη συνεκτικό διαχωριστή.

�

΄Εστω 	A,B
 ένα proper W-join ενός γραφήματος G. Για κάθε δύο γειτονικές

κορυφές a � A και b � B ϑεωρούμε το γράφημα Gab το οποίο δημιουργείται

από το G αφαιρώντας τις κορυφές A�a και B�b. Παρατηρούμε ότι το γράφημα

Gab είναι το ίδιο ανεξάρτητα από την επιλογή των a, b, αφού κάθε κορυφή στο

V 	G
��A�B ϑα είναι ή complete ή anti-complete με τις κορυφές των συνόλων

A και B, από τον ορισμό του proper W-join.

Λήμμα 4.7.12. [1] ΄Εστω G ένα claw-free γράφημα το οποίο δεν είναι cobi-
partite, έχει distinct γειτονίες και έχει διάμετρο ίση με 2. ΄Εστω οτι το 	A,B

είναι ένα proper W-join του G το οποίο είναι unshatterable. Τότε το G έχει μη
συνεκτικό διαχωριστή αν και μόνο αν τοGab έχει μη συνεκτικό διαχωριστή για δύο
οποιεσδήποτε γειτονικές κορυφές a � A και b � B.
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Απόδειξη. ���Αρχικά υποθέτουμε οτι το γράφημα Gab έχει μη συνεκτικό δια-

χωρισμό τα V1, V2, V3, V4 για κάθε δύο κορυφές a, b. ΄Εστω a � Vi και b � Vj για

κάποια i, j � �1, 2, 3, 4�. Τότε τα σύνολα V �

1 , V
�

2 , V
�

3 , V
�

4 , τα οποία δημιουργούνται

από τα V1, V2, V3, V4 προσθέτοντας τις κορυφές του A στο σύνολο Vi και του B
στο Vj , είναι μη συνεκτικός διαχωρισμός του G.

��� Υποθέτουμε ότι το γράφημα G έχει μη συνεκτικό διαχωριστή με μη

συνεκτικό διαχωρισμό τα V1, V2, V3, V4. Για το γράφημα G πληρούνται όλες

οι προϋποθέσεις του Λήμματος ;;, άρα συμπεραίνουμε οτι Vi � �A 	 B� 

� για κάποιο i � �1, 2, 3, 4�. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουμε οτι

V4 � �A 	 B� 
 �. Υπενθυμίζουμε οτι το σύνολο A είναι κλίκα στο G και οτι

το σύνολο V1 είναι anti-complete στο σύνολο V3. Από αυτά τα δύο μπορούμε να

συμπεράνουμε οτι A � V1 	 V2 ή A � V2 	 V3. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας

υποθέτουμε το πρώτο. Επίσης διαλέγουμε ο διαχωρισμός V1, V2, V3, V4 να είναι

αυτός που ελαχιστοποιεί το  A� V1 .

Θα ϑεωρήσουμε αρκετές περιπτώσεις. Σε κάθε περίπτωση ϑα ϐρούμε δύο

κορυφές a, b για τις οποίες μπορούμε να κατασκευάσουμε έναν μη συνεκτικό

διαχωρισμό για το γράφημα Gab. Αυτό αρκεί για να αποδειχθεί το Ϲητούμενο

αφού το γράφημα Gab είναι το ίδιο ανεξάρτητα από την επιλογή των a, b.

Υποθέτουμε ότι A � V1. Από τον ορισμό του proper W-join έχουμε ότι καμία

κορυφή του B δεν είναι anti-complete στο A, άρα αφού το σύνολο V1 είναι anti-

complete στο σύνολο V3 συμπεραίνουμε ότι δεν υπάρχουν κορυφές του σύνολο

B που να ανήκουν στο σύνολο V3, δηλαδή έχουμε ότι B � V1 	 V2. Αν ισχύει

ότι B � V1, τότε έστω a � A και b � B δύο αυθαίρετες γειτονικές κορυφές (ο

ορισμός του proper W-join μας εξασφαλίζει οτι υπάρχουν δύο τέτοιες κορυφές)

τότε V ���A��a�� 	 �B��b���, V2, V3, V4 είναι ένας μη συνεκτικός διαχωρισμός

του Gab. Αλλιώς, έστω b � B � V2 και έστω a μια τυχαία κορυφή του A η

οποία είναι γειτονική με το b (ο ορισμός του proper W-join μας εξασφαλίζει ότι

υπάρχει τέτοια κορυφή). Τότε V ���A��a�� 	 B�, V2��B��b��, V3, V4 είναι ένας

μη συνεκτικός διαχωρισμός του Gab.

Υποθέτουμε ότι A � V2. Παρατηρούμε ότι B � V1	V2	V3. Υπενθυμίζουμε

όμως ότι το σύνολο B είναι κλίκα και αφού το σύνολο V1 είναι anti-complete στο

σύνολο V3 συμπεραίνουμε ότι B � V1 	 V2 ή B � V2 	 V3. Πρώτα υποθέτουμε

ότι B � V2. ΄Εστω a � A και b � B είναι δύο αυθαίρετες κορυφές, οι οποίες

τονίζουμε ότι ανήκουν στο σύνολο V2. Τότε V1, V2���A��a�� 	 �B��b���, V3, V4

είναι ένας μη συνεκτικός διαχωρισμός του Gab. Οπότε υποθέτουμε ότι B � V2.

Τότε B � V1 � � ή B � V3 � �.Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουμε το

πρώτο. ΄Εστω b � B � V1 και έστω a � A κάποιος γείτονας του b.Παρατηρούμε
ότι a � V2. Τότε V1��B��b��, V2���A��a�� 	 B�, V3, V4 είναι ένας μη συνεκτικός
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διαχωρισμός του Gab.

Μένει να εξετάσουμε την περίπτωση όπουA� V1 � � και A� V2 � �.Θεωρούμε

τα σύνολα P � N�A��N �B	,Q � N�B��N �A	,M � N �A � B	��P � Q� και
R � V �G���P �Q�M�.Παρατηρούμε ότι το P είναι complete στο A και είναι

anti-complete στο B,ενώ το Q είναι complete στο B και anti-complete στο A.
Επίσης, τοM είναι complete στο A�B ενώ το R είναι anti-complete στο A�B.

Τότε, συμπεραίνουμε ότι P 
 V1 � V2. Επίσης ισχύει ότι B 
 V1 � V2 � V3.

Αφού όμως το B είναι κλίκα και το V1 είναι anti-complete στο V3, μπορούμε

να συμπεράνουμε ότι B 
 V1 � V2 ή B 
 V2 � V3. Επιπλέον, αφού ισχύει ότι

A� V1 � � και από τον ορισμό του proper W-join συμπεραίνουμε ότι B � V3.

Παρακάτω ϑα αποδείξουμε ότι B 
 V1 � V2.

Ας υποθέσουμε το αντίθετο, δηλαδή ότι B � V3 � �. Τότε ϑα ισχύει ότι

B � V2 � �. Αφού το σύνολο M είναι complete στα σύνολα A, B και A � B
ϑα έχει μη κενή τομή με καθένα από τα σύνολα V1, V2, V3. ΄Ομως, γνωρίζουμε

ότι το V1 είναι anti-complete στο V3, άρα συμπεραίνουμε ότι M 
 V2. ΄Ομοια

αποδεικνύεται ότι Q 
 V2 � V3. Υποθέτουμε ότι V1�A � �. Τότε τα V1�A, V2 �
A, V3, V4 είναι επίσης μη συνεκτικός διαχωριστής. Αυτό όμως είναι άτοπο αφού

έχουμε υποθέσει ότι ο μη συνεκτικός διαχωρισμός V1, V2, V3, V4 ελαχιστοποιεί

το  V1 � A . ΄Αρα ισχύει ότι V1�A � � και άρα V1 
 A. Από το τελευταίο

συμπεραίνουμε επίσης ότι P 
 V2. Αν ϑυμηθούμε τον ορισμό του συνόλου R
και του proper W-join συμπεραίνουμε ότι κάθε μονοπάτι μήκους 2 από κάποια

κορυφή του συνόλου R σε μια κορυφή του συνόλου A ϑα πρέπει να περνάει

πρώτα από κάποια κορυφή του συνόλου P ή του συνόλου M . Υπενθυμίζουμε

ότι M � P 
 V2 και ότι το σύνολο V2 είναι anti-complete στο σύνολο V4. ΄Αρα

R � V4 � �, αφού η διάμετρος του γραφήματος είναι 2 και άρα ϑα υπάρχει

ακμή ανάμεσα σε κάποια κορυφή του συνόλου R και του συνόλου P ή M . Από

την στιγμή όμως που A�B�P �M �Q�R � V �G� και όλα αυτά τα σύνολα

έχουν κενή τομή με το V4 συμπεραίνουμε ότι το V4 είναι κενό, το οποίο είναι

άτοπο. ΄Αρα, B � V3 � �.

΄Αρα υποθέτουμε ότι B 
 V1 � V2. Πρώτα ϑα υποθέσουμε ότι υπάρχουν γει-

τονικές κορυφές a � A και b � B τέτοιες ώστε  V1 � �a, b� � 1 (και άρα

 V2 � �a, b� � 1).Τότε, V1���A � B���a, b��, V2���A � B���a, b��, V3, V4 είναι

ένας μη συνεκτικός διαχωριστής του γραφήματος Gab. Τώρα ϑα υποθέσουμε ότι

δύο τέτοιες κορυφές δεν υπάρχουν. Από τον ορισμό του proper W-join έχουμε

ότι ούτε B 
 V1 ούτε B 
 V2, ειδάλλως ϑα υπήρχε κορυφή του A η οποία

ϑα ήταν anti-complete στο σύνολο B. ΄Ετσι συμπεραίνουμε ότι το �A,B� είναι
partitionable στα σύνολα A�V1, A�V2, B�V1, B�V2. ΄Ετσι ικανοποιούνται οι

προϋποθέσεις του Λήμματος 4.7.10, άρα το G�A�B	 είναι ισομορφικό του C4.

78



΄Ετσι συμπεραίνουμε ότι � A ��� B �� 2 και άρα καθένα από τα V1, V2 ακριβώς

μια κορυφή του A και ακριβώς μια κορυφή του B. Το γράφημα G δεν είναι

cobipartite και είναι συνεκτικό, άρα τουλάχιστον ένα από τα σύνολα P,M,Q
είναι μη κενά. Επίσης, κάθε κορυφή του συνόλου P �M � Q είναι γειτονική

σε μια κορυφή του V1 και του V2.΄Αρα λόγω του ορισμού του μη συνεκτικού

διαχωρισμού παίρνουνε ότι P �M � Q � V1 � V2. Χωρίς ϐλάβη της γενικό-

τητας υποθέτουμε ότι �P � M � Q� � V1 � 	. ΄Εστω a η μοναδική κορυφή

του συνόλου A � V2 και b η μοναδική κορυφή του συνόλου B � V2. Τότε το

V1
�A�B�, V2, V3, V4 είναι μη συνεκτικός διαχωρισμός του Gab.

Σε κάθε περίπτωση αποδείχθηκε ότι αν το G έχει έναν μη συνεκτικό δια-

χωρισμό τότε και το Gab έχει έναν μη συνεκτικό διαχωρισμό. ΄Αρα το λήμμα

αποδείχθηκε.

�

Παρακάτω ϑα προσπαθήσουμε να αφαιρέσουμε όλα τα W-join από ένα claw-

free γράφημα με διάμετρο 2. Ωστόσο είναι σημαντικό να κατασκευάσουμε έναν

αλγόριθμο με πολυωνυμικό χρόνο εκτέλεσης ο οποίος ϑα ϐρίσκει ένα unshat-

terable proper W-join αν αυτό υπάρχει. Ο αλγόριθμος που ϑα δοθεί στηρίζεται

στον αλγόριθμο των King και Reed ο οποίος έχει O�n2m� χρόνο εκτέλεσης και

ϐρίσκει ένα proper W-join.

Λήμμα 4.7.13. [1] ΄Εστω G ένα γράφημα με distinct γειτονιές. Τότε σε χρόνο
O�n2m� μπορούμε να ϐρούμε ένα unshatterable proper W-join ή να αναφερθεί
ότι το G δεν έχει ένα proper W-join .

Απόδειξη. Οι King και Reed απέδειξαν ότι σε χρόνο O�n2m� μπορεί να ϐρεθεί

ένα proper W-join στο G ή να αναφερθεί ότι το γράφημα G δεν έχει ένα.

Παρακάτω ϑα περιγράψουμε τα ϐήματα του αλγορίθμου ο οποίος ϑα ϐρίσκει

ένα unshatterable proper W-join αν αυτό υπάρχει, αλλιώς ϑα απαντάει ότι δεν

υπάρχει. ΄Εστω ότι έχει ϐρεθεί ένα �A,B� το οποίο είναι proper W-join από τον

αλγόριθμο των King και Reed. Αν το G�A � B� είναι ισομορφικό με το C4 (το

οποίο μπορεί να ελεγχθεί σε σταθερό χρόνο) τότε ϑα είναι και unshatterable,

άρα ο αλγόριθμος επιστρέφει το �A,B�.

Τώρα υποθέτουμε το αντίθετο. Μπορούμε να ελέγξουμε σε γραμμικό χρόνο

πότε το �A,B� είναι partitionable με την παρακάτω διαδικασία.

΄Εστω H το γράφημα το οποίο κατασκευάζεται από το G�A � B� αφαιρώντας
όλες τις ακμές οι οποίες έχουν και τα δύο τους άκρα είτε στο A είτε στο B. Πα-

ϱατηρούμε ότι μετά από αυτή την διαδικασία το γράφημα H ϑα είναι διμερές.
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Επίσης, το γράφημα H δεν μπορεί να περιέχει απομονωμένες κορυφές, διότι αν

είχε μια απομονωμένη κορυφή a � A η κορυφή αυτή ϑα ήταν anti-complete και

στο σύνολο B, το οποίο είναι άτοπο λόγο του ορισμού το proper W-join. Αφού

από το γράφημα H έχω αφαιρέσει όλες τις εσωτερικές ακμές των συνόλων A και

B τότε συμπεραίνω ότι το �A,B� είναι partitionable αν και μόνο αν το H έχει

δύο ή περισσότερες συνεκτικές συνιστώσες.

Αν το H έχει μια συνεκτική συνιστώσα, το οποίο μπορούμε να το ελέγξουμε σε

γραμμικό χρόνο, τότε το �A,B� δεν είναι partitionable και άρα είναι unshatte-

rable.

Αν το H έχει τρεις ή περισσότερες συνεκτικές συνιστώσες, τότε έστω C μια τέ-

τοια συνιστώσα. Τότε το �A,B� είναι partitionable με διαμερίσεις τα V �C� �
A, V �C� � B, �V �H��V �C�� � A, �V �H��V �C�� � B, και αφού το H δεν έχει

απομονωμένες κορυφές τότε � V �H��V �C� �� 3. Επίσης, γνωρίζουμε ότι το γρά-
ϕημα G έχει distinct γειτονίες, άρα το (�V �H��V �C�� � A, �V �H��V �C�� �B)

είναι W-join στοG αφού ισχύουν όλες οι υποθέσεις του ορισμού του W-join. Από

το Λήμμα 4.7.8 παίρνουμε ότι το (�V �H��V �C�� �A, �V �H��V �C�� �B) είναι

proper W-join. Με αυτόν τον τρόπο έχουμε μειώσει τις συνεκτικές συνιστώσες και

έτσι επαναλαμβάνουμε τον αλγόριθμο για το (�V �H��V �C���A, �V �H��V �C���
B).

Αν το H έχει ακριβώς δύο συνεκτικές συνιστώσες, έστω C η συνεκτική συνιστώ-

σα με τις περισσότερες κορυφές. Αφού το G�A 	 B
 δεν είναι ισομορφικό με

το C4 συμπεραίνουμε ότι το C έχει τουλάχιστον 3 κορυφές διότι αν είχε δύο

τότε και η άλλη συνεκτική συνιστώσα ϑα είχε δύο κορυφές και άρα ϑα ήταν

ισομορφικό με το C4. Τότε, χρησιμοποιώντας ότι το γράφημα G έχει distinct

γειτονίες, το �V �C� � A, V �C� � B� είναι W-join στο G αφού ισχύουν όλες

οι υποθέσεις του ορισμού του W-join. Από το Λήμμα 4.7.8 παίρνουμε ότι το

�V �C� � A, V �C� � B� είναι proper W-join. Επαναλαμβάνουμε τον αλγόριθμο

για το �V �C� �A, V �C� �B�. Αυτό μας δίνει τον Ϲητούμε αλγόριθμο.

Παρατηρούμε ότι ο αλγόριθμος τρέχει το πολύ n ϕορές, αφού σε κάθε ανα-

δρομικό ϐήμα το proper W-join είναι μικρότερο από το προηγούμενο. Επίσης,

κάθε αναδρομικό ϐήμα εκτελείται σε γραμμικό χρόνο. ΄Αρα ο χρόνος εκτέλεσης

του αλγορίθμου είναι O�n2m�.

�

Παρακάτω στόχος μας είναι η αποσύνθεση των claw-free γραφημάτων με διά-

μετρο ίση με δύο. Για τον σκοπό αυτό ϑα χρειαστούμε κάποιους ορισμούς οι

οποίοι διατυπώθηκαν πρώτη ϕορά από τους Chudnovsky και Seymour αλλά

επαναδιατυπώθηκαν από τον Hermelin.
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Ορισμός 4.7.14. ΄Ενα trigraph ορίζεται από ένα σύνολο κορυφών και μια σχέση
γειτνίασης όπου κάθε δύο κορυφές ϑα είναι είτε strongly adjacent είτε semi-
adjacent είτε strongly anti-adjacent, και κάθε κορυφή είναι semi-adjacent με το
πολύ μια κορυφή. Μπορεί κάποιος να ϕανταστεί ένα trigraph ως ένα συνηθισμένο
γράφημα που όμως κάποιες κορυφές υπάρχουν και δεν υπάρχουν ταυτόχρονα.

Ορισμός 4.7.15. Οι κορυφές u, v ενός trigraph ονομάζονται adjacent αν αυ-
τές είναι strongly adjacent ή semi-adjacent και anti-adjacent αν αυτές είναι
strongly anti-adjacent ή semi-adjacent.

Ορισμός 4.7.16. Ονομάζουμε δύο σύνολα X,Y (strongly) complete αν κάθε
Ϲεύγος κορυφών x � X,w � Y είναι (strongly) adjacent, και (strongly) anti-
complete αν κάθε Ϲεύγος κορυφών x � X,w � Y είναι (strongly) anti-adjacent.

Παρατήρηση 4.7.17. [1] ΄Ενα trigraph που δεν έχει κανένα Ϲεύγος κορυφών,

οι οποίες να είναι semi-adjacent, είναι ένα απλό γράφημα.

Ορισμός 4.7.18. ΄Ενα γράφημα H είναι ένα thickening ενός trigraph G αν
υπάρχει διαχωρισμός του συνόλου V �H� σε μη κενά σύνολα Xv για κάθε v �
V �G� τέτοια ώστε :

1. το Xv είναι κλίκα για κάθε v � V �G�,

2. αν v, w είναι strongly adjacent στο G, τότε το Xv είναι complete στο Xw,

3. αν v, w είναι strongly anti-adjacent στο G, τότε το Xv είναι anti-complete
στο Xw,

4. αν v, w είναι semi-adjacent στο G, τότε το Xv δεν είναι ούτε complete ούτε
anti-complete στο Xw,

Ορισμός 4.7.19. ΄Ενα Ϲεύγος κορυφών v, w σε ένα γράφημα H δημιουργούν
twins αν N �u� � N �w�.

Παρατήρηση 4.7.20. [1] ΄ΕστωH ένα thickening ενός trigraphG. Αν v � V �G�
δεν είναι semi-adjacent σε κάποια άλλη κορυφή, τότε οι κορυφές του συνόλου

Xv δημιουργούν twins. Επίσης, αν v, w είναι semi-adjacent, τότε το �Xv, Xw�
είναι ένα W-join στο G (υπενθυμίζουμε ότι οι κορυφές v, w δεν είναι semi-

adjacent σε καμία άλλη κορυφή του G). Επιπλέον, αν το H δεν περιέχει ούτε

twins ούτε W-join, τότε το G είναι ισομορφικό με το H.
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Ορισμός 4.7.21. ΄Ενα strip-structure ενός συνεκτικού γραφήματος G αποτε-
λείται από a)ένα πολυγράφημα H (παράλληλες ακμές και ϐρόγχους) b) ένα μη
κενό σύνολοXe � V �G� για κάθε e � E�H� και c) ένα μη κενό σύνολοXe,y � Xe

για κάθε ακμή e � E�H� και κορυφή y � V �H� τέτοια ώστε η e προσπίπτει στη y,
και ισχύει ότι :

1. τα σύνολα Xe διαχωρίζουν το V �G�,

2. για κάθε e � E�H� η οποία προσπίπτει σε δύο κορυφές y, y� � V �H�, κάθε
κορυφή στο Xe,y �Xe,y� είναι anti-complete στο Xe��Xe,y �Xe,y��,

3. για κάθε y � V �H�, το γράφημα που δημιουργείται από την ένωση,των
e � E�H� που προσπίπτουν στο y, των συνόλων Xe,y είναι κλίκα στο G,

4. αν v, w είναι adjacent στοG, τότε είτε v, w � Xe για κάποια ακμή e � E�H�
είτε υπάρχουν ακμές e, e� � E�H� οι οποίες προσπίπτουν με την ίδια κορυφή
y � V �H� για την οποία έχουμε ότι y � Xe,y και w � Xe�,y.

Ορισμός 4.7.22. Για κάθε ακμή e � E�H�, το strip που αντιστοιχεί στην e είναι
ένα Ϲεύγος �J, Z�, όπου 1)το Z είναι ένα σύνολο νέων κορυφών μια για κάθε
κορυφή y � V �H� η οποία προσπίπτει στην e και 2) το γράφημα J δημιουργείται
από το G�Xe	 προσθέτοντας το Z και για κάθε z � Z κάνουμε το z είναι complete
στο Xe,y όπου y � V �H� είναι η κορυφή που αντιστοιχεί στο z.

Παρατήρηση 4.7.23. [1] Από τον ορισμό του strip-structure παρατηρούμε ότι

για κάθε strip �J, Z� ισχύει είτε ότι 
 Z 
� 1 (στην περίπτωση που η e είναι

ϐρόγχος) είτε ότι 
 Z 
� 2 (αλλιώς). Να σημειωθεί ότι οι κορυφές του Z δεν είναι

κορυφές του γραφήματος.

Ορισμός 4.7.24. ΄Ενα strip �J, Z� είναι ένα trivial line graph strip αν 
 Z 
� 1
και J είναι ένα μονοπάτι με δύο κορυφές, ή αν 
 Z 
� 2 και J είναι ένα μονοπάτι
με δύο κορυφές.

Ορισμός 4.7.25. ΄Ενα strip �J, Z� είναι ένα stripe αν καμία κορυφή στο V �J��Z
δεν είναι adjacent με πάνω από μια κορυφή του Z. Επιπλέον, το �J, Z� είναι ένα
stripe αν 
 Z 
� 1 και επίσης, αν J, Z� είναι ένα stripe με 
 Z 
� 2 για e � yy�,
τότε τα Xe,y και Xe,y� είναι ξένα.

Παρατήρηση 4.7.26. [1] Το thickening ενός stripe �J, Z� ορίζεται κανονικά,
μόνο που πρέπει να ισχύει ότι 
 Xz 
� 1 για κάθε z � Z.

82



Παρακάτω ϑα ορίσουμε τα γραφήματαXX-trigraph,XX-graphs καιXX-trigraph
stripes. Για τα παραπάνω γραφήματα γνωρίζουμε ότι είναι γραφήματα με το

πολύ 13 κορυφές. Οι υπόλοιπες λεπτομέρειες ϑα παραληφθούν καθώς δεν ϑα

μας απασχολήσουν παρακάτω.

΄Εστω G το παρακάτω γράφημα, όπου με κόκκινη ακμή έχουμε ενώσει τις κο-

ϱυφές οι οποίες είναι adjacent, μαύρη ακμή αυτές που είναι strongly adjacent

και με πράσινη διακεκομμένη ακμή αυτές που είναι anti-adjacent. Τονίζουμε

ότι οι κορυφες u8 και u7 είναι πιθανότατα adjacent. Υπάρχει περίπτωση όμως

να είναι και anti-adjacent.

u1

u2
u3 u4

u5

u6

u7

u8
u9u10

u11

u12

u13

Τότε ονομάζουμε το G � X, για κάθε X � �u7, u11, u12, u13�, ως ένα XX-

trigraph. Ονομάζουμε το G � X ως ένα XX-graph αν δεν έχει semi-adjacent

κορυφές. Και τέλος, ονομάζουμε το stripe �J, Z� ενός strip-structure ως ένα

XX-(tri)graph stripe αν το J είναι ένα XX-(tri)graph με κορυφές �u1, ..., u13��X
για κάποιο X � �u7, u11, u12, u13� έτσι ώστε οι κορυφές u7 και u8 να είναι

strongly anti-adjacent και το Z � �u7, u8��X.

Παρατηρούμε ότι για κάθε (thickening ενός) XX-(tri)graph stripe ισχύει ότι

V �J��N 	Z
 � � (παίρνουμε το u6 ή το Xu6 ).

83



΄Ενα παράδειγμα ενός strip-structure και ενός trivial line graph δίνεται στην

παρακάτω εικόνα.

Θεώρημα 4.7.27. ΄Εστω G ένα συνεκτικό claw-free γράφημα με α�G� � 3,
τέτοιο ώστε το G να μην έχει twins ή W-join. Τότε

• το G είναι ένα XX-graph

• το G είναι ένα proper circular-arc,ή

• το G επιτρέπει ένα strip-structure τέτοιο ώστε για κάθε strip �J, Z�

� �J, Z� είναι ένα trivial line graph, ή

� �J, Z� είναι ένα stripe στο οποίο το J είναι συνεκτικό και

� α�J� � 3 και V �J��NJ �Z	 
 �,

� � Z � 1 και το J είναι ένα proper circular-arc γράφημα,

� � Z � 2 και το J είναι ένα proper interval γράφημα ή

� το �J, Z� είναι ένα XX-graph stripe.

΄Ενα παρόμοιο ϑεώρημα με το παραπάνω μπορούμε να δούμε στα [10] και [11]

Σε αυτό το σημείο είμαστε έτοιμοι να δώσουμε ένα πολύ σημαντικό ϑεώρημα

το οποίο ϑα μας ϐοηθήσει να αποδείξουμε ότι ότι το πρόβλημα του μη συνεκτικού

διαχωριστή λύνεται σε πολυωνυμικό χρόνο για τα claw-free γραφήματα.

Θεώρημα 4.7.28. [1] Κάθε claw-free γράφημα G με διάμετρο ίση με δύο, με
distinct γειτονίες, χωρίς W-joins, με α�G� � 3 και � V �G� �� 13 είναι είτε proper
circular-arc γράφημα είτε line γράφημα.

Απόδειξη. ΄ΕστωG ένα γράφημα το οποίο πληροί τις υποθέσεις του ϑεωρήματος.

Υποθέτουμε ότι τοG δεν είναι proper circular-arc γράφημα. Για να αποδείξουμε

ότι το G είναι όντως line γράφημα, ϑα εφαρμόσουμε το Θεώρημα 4.7.27 στο G.
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Από τις υποθέσεις του G, παίρνουμε ότι το G ϑα έχει ένα strip-structure που

αποτελούνται από πολλούς πιθανούς τύπους strips. Θα υποστηρίξουμε ότι αυτό

το strip structure μπορεί να διαμορφωθεί έτσι ώστε να περιέχει μόνο trivial line

graph strips.Αυτό ϑα μας δώσει ότι το G είναι ένα line γράφημα.

Ισχυρισμός:Αν το strip-structure περιέχει ένα stripe �J, Z� τέτοιο ώστε V �J��NJ �Z� �
� και 1 �	 Z 	� 2 τότε :

• 	 Z 	
 1 και το G είναι ισόμορφο το J ή του J � Z, ή

• 	 Z 	
 2 και το G είναι ισόμορφο το J � Z � για κάποιο Z � � Z ή του J
όπου οι κορυφές του Z έχουν ταυτοποιηθεί με ήδη υπάρχουσες κορυφές

του G ή έχουν γίνει γειτονικές με τις κορυφές.

Απόδειξη ισχυρισμού:΄Εστω �J, Z� ένα stripe τέτοιο ώστε V �J��NJ �Z� � � και

1 �	 Z 	� 2. ΄Εστω x  V �J��NJ �Z�. Αφού το G έχει διάμετρο ίση με δύο,

κάθε κορυφή του V �G���V �J��Z� πρέπει να ϐρίσκεται στο σύνολο NG�NJ�Z��.
Παρατηρούμε ότι το NG�NJ�z���V �J�, από τον ορισμό του strip-structure είναι

μια κλίκα για κάθε z  Z.

• Στην περίπτωση που 	 Z 	
 1, παίρνω το X 
 NG�NJ�Z���V �J�. Η

γειτονία κάθε κορυφής στο X είναι κλίκα στο NJ�Z�.Αφού όμως το X
είναι κλίκα και γνωρίζουμε ότι το G έχει distinct γειτονιές, τότε ισχύει ότι

	 X 	� 1. ΄Αρα ισχύει ο ισχυρισμός, αφού όπως είπαμε παραπάνω κάθε

κορυφή του V �G���V �J��Z� πρέπει να ϐρίσκεται στο σύνολοNG�NJ�Z��,
άρα το G είναι ισόμορφο με το J ή με το J � Z.

• Στην περίπτωση που 	 Z 	
 2 παίρνωZ 
 �z1, z2�. ΄ΕστωX 
 NG�NJ�z1���V �J�
και Y 
 NG�NJ�z2���V �J�.

� Περίπτωση 1: 	 X � Y 	
 0

� Υποθέτουμε ότι τα X και Y είναι anti-complete.

Τότε συμπεραίνουμε ότι 	 X 	� 2 και 	 Y 	� 2, διότι σε διαφο-
ϱετική περίπτωση το γράφημα ϑα είχε δύο κορυφές με nested

γειτονιά. ΄Αρα ισχύει ο ισχυρισμός.

� Υποθέτουμε ότι τα X και Y είναι complete.

Τότε συμπεραίνουμε ότι 	 X 	� 2 και 	 Y 	� 2, διότι σε διαφο-
ϱετική περίπτωση το γράφημα ϑα είχε δύο κορυφές με nested

γειτονιά. ΄Αρα ισχύει ο ισχυρισμός.
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� Υποθέτουμε ότι τα X και Y δεν είναι ούτε complete ούτε anti-

complete.

Υποθέτουμε ότι � X � � � Y �� 2. Τότε το �X,Y � είναι ένα W-join

στο G. ΄Ατοπο. ΄Αρα � X � � � Y �� 2. Τότε τα X και Y ϑα είναι

είτε complete είτε anti-complete.΄Ετσι πάμε στις δύο παραπάνω

περιπτώσεις.

� Περίπτωση 2: X 	 Y

Τότε συμπεραίνουμε ότι � X �
 2, διότι σε διαφορετική περίπτωση

το γράφημα ϑα είχε δύο κορυφές με nested γειτονιά. ΄Αρα ισχύει ο

ισχυρισμός.

� Περίπτωση 3: X � Y ή Y � X

Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτω ότι Y � X. Τότε συμπεραί-

νουμε ότι � X �
 2, διότι σε διαφορετική περίπτωση το γράφημα ϑα

είχε δύο κορυφές με nested γειτονιά. ΄Αρα Y � 1 και έτσι πάμε στην

προηγούμενη περίπτωση.

� Περίπτωση 3: X � Y  �

Θεωρούμε τα σύνολα A � X�Y και B � Y �X.

Τότε συμπεραίνουμε ότι � X�Y �� 1, διότι σε διαφορετική περίπτωση
το γράφημα ϑα είχε δύο κορυφές με nested γειτονιά.

� Υποθέτουμε ότι τα A και B είναι anti-complete. Τότε συμπεραί-

νουμε ότι � A �� 1 και� B �� 1, διότι σε διαφορετική περίπτωση

το γράφημα ϑα είχε δύο κορυφές με nested γειτονιά.

΄Εστω A � �u�, B � �x� και X � Y � v. Τότε N�u���v� �
N�v���u�, άρα οι κορυφές u, v έχουν nested γειτονιά. ΄Ατοπο.

� Υποθέτουμε ότι τα A και B είναι complete. Τότε συμπεραίνουμε

ότι � A �� 1 και� B �� 1, διότι σε διαφορετική περίπτωση το

γράφημα ϑα είχε δύο κορυφές με nested γειτονιά.

΄Εστω A � �u�, B � �x� και X � Y � v. Τότε N�u���v� �
N�v���u�, άρα οι κορυφές u, v έχουν nested γειτονιά. ΄Ατοπο.

� Υποθέτουμε ότι τα X και Y δεν είναι ούτε complete ούτε anti-

complete. Υποθέτουμε ότι � A � � � B �� 2. Τότε το �A,B� είναι
ένα W-join στο G. ΄Ατοπο. ΄Αρα � A � � � B �� 2. Τότε τα A και
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B ϑα είναι είτε complete είτε anti-complete.΄Ετσι πάμε στις δύο

παραπάνω περιπτώσεις.

Τώρα ϑα εξετάσουμε τα πιθανά stripes των strip-stucture. Αν 1�� Z ��
2, α�J� � 3 και V �J��N �Z� � 	, τότε εφαρμόζοντας τον ισχυρισμό έχω ότι

α�G� � 3, το οποίο είναι άτοπο. Αν το �J, Z� είναι ένα XX-graph stripe, τότε

V �J��N �Z� � 	, και εφαρμόζοντας τον ισχυρισμό, έχουμε ότι το γράφημα G
έχει πάνω από 13 κορυφές, το οποίο είναι άτοπο.

Υποθέτουμε ότι � Z �
 1 και J είναι έναν proper circular-arc γράφημα. Αν

V �J��N �Z� 
 	, τότε το stripe μπορεί να διαμεριστεί σε � V �J� � �1 trivial

line graph strips, ένα για κάθε κορυφή του συνόλου V �J��Z.Σε διαφορετική

περίπτωση, δηλαδή αν V �J��N �Z� � 	, εφαρμόζοντας τον ισχυρισμό παίρνου-

με ότι το G είναι ένα proper circular-arc γράφημα, το οποίο είναι άτοπο λόγω

της υπόθεσης που πήραμε στην αρχή της απόδειξης.

Υποθέτουμε ότι � Z �
 2 και J είναι έναν proper interval γράφημα. Θεωρώ

Z 
 �z1, z2. Αν V �J��N �Z� 
 	, τότε το �NJ�z1�, NJ�z2�� δημιουργεί ένα W-

join στο G, αφού το J είναι ένα proper interval γράφημα και κανένα διάστημα

δεν μπορεί να περιέχεται εξ ολοκλήρου στο άλλο.΄Ατοπο, εκτός αν � NJ�z1� �
�
NJ�z2� �
 1. ΄Ετσι παίρνουμε το συμπέρασμα ότι � V �J� �
 4 και άρα το J
είναι ένα μονοπάτι με 4 κορυφές, το οποίο μπορεί να διαμεριστεί σε δύο trivial

line graph strips προσθέτοντας μια καινούρια κορυφή στο strip-structure η

οποία είναι γειτονική και με τα δύο. Σε διαφορετική περίπτωση, δηλαδή αν

V �J��N �Z� � 	, εφαρμόζοντας τον ισχυρισμό παίρνουμε ότι το G είναι ένα

proper interval γράφημα ή ένα proper circular-arc γράφημα, διότι παίρνοντας

την αναπαράσταση του J ως ένα proper interval γράφημα,τα διαστήματα που

αντιστοιχούν στο Z επεκτείνονται αριστερά και δεξιά. Αυτήν την αναπαράσταση

μπορούμε να την δούμε και σε έναν κύκλο, δηλαδή να πάρουμε ένα proper

circular-arc γράφημα, το οποίο είναι άτοπο.

Συμπεραίνουμε ότι κάθε strip στο (τροποποιημένο) strip-structure είναι ένα

tivial line graph strip. Από αυτό παίρνουμε ότι το G είναι ένα line γράφημα.

�

Θεώρημα 4.7.29. [1] Το πρόβλημα του μη συνεκτικού διαχωριστή λύνεται σε
χρόνο O�n3m� για τα claw-free γραφήματα.
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Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι το G είναι ένα claw-free γράφημα με n κορυφές και

m ακμές.

Υποθέτουμε ότι n � 14. Υπολογίζουμε την διάμετρο του G σε O�n2� χρόνο.
Από το Λήμμα 3.1.4 παίρνουμε ότι αν η διάμετρος είναι ίση με 1, τότε το γρά-

ϕημα G δεν έχει μη συνεκτικό διαχωριστή και αν η διάμετρος είναι μεγαλύτερη

του 2 τότε έχει μη συνεκτικό διαχωριστή.

Υποθέτουμε ότι η διάμετρος του G είναι ίση με 2. Ελέγχουμε σε O�n�m �
n log n�� αν α�G� � 3 . Αν ισχύει, τότε μπορούμε να συμπεράνουμε ότι το

γράφημα G είναι ένα 4P1-free γράφημα, άρα σύμφωνα με το Πόρισμα 4.1.12

μπορούμε να αποφασίσουμε σεO�n3� χρόνο αν το γράφημαG έχει μη συνεκτικό

διαχωριστή.

Υποθέτουμε ότι α�G� � 3. Τότε το γράφημαG δεν μπορεί να είναι cobipartite

διότι κάθε σύνολο A και B είναι κλίκα και έτσι όποιες τουλάχιστον 3 κορυφές

και να πάρω από αυτά τα δύο σύνολα ϑα έχω έστω και μια ακμή μεταξύ τους.

Ελέγχουμε σε O�n3� χρόνο αν το G έχει κορυφές u και v για τις οποίες ισχύει

N�u���v	 
 N�v���u	. Αν υπάρχουν τέτοιες κορυφές, αφαιρούμε την κορυφή

u από το G και ξεκινάμε τον αλγόριθμο από την αρχή με είσοδο το γράφημα

G��u	. Το καινούριο γράφημα είναι και αυτό συνεκτικό και claw-free. Σύμφω-

να με το Λήμμα 4.7.7, αν το τελικό γράφημα έχει μη συνεκτικό διαχωριστή, τότε

και το αρχικό ϑα έχει.

Υποθέτουμε ότι το γράφημα G έχει distinct γειτονίες. Τώρα ϑέλουμε να ξε-

ϕορτωθούμε όλα τα W-join στο G. Αυτό ϑα γίνει ως εξής : Αφού έχουμε υπο-

ϑέσει ότι το G έχει distinct γειτονίες από το Λήμμα 4.7.8 παίρνουμε ότι κάθε

W-join του γραφήματος ϑα είναι proper W-join.Επίσης, σύμφωνα με το Λήμμα

4.7.13, σε χρόνο O�n2m� μπορούμε να ϐρούμε ένα unshatterable W-join ή να

αποφανθούμε ότι το γράφημα G δεν έχει ένα proper W-join και άρα δεν ϑα

έχει και W-join. Στην πρώτη περίπτωση, παρατηρώ ότι ικανοποιούνται όλες οι

προϋποθέσεις του Λήμματος 4.7.12, άρα μπορώ να το εφαρμόσω στο unshatte-

rable proper W-join το οποίο ϐρήκαμε προηγουμένως. Αυτό απαιτεί γραμμικό

χρόνο. ΄Επειτα εφαρμόζουμε από την αρχή τον αλγόριθμο με είσοδο το γράφημα

Gab, το οποίο ϐρέθηκε παραπάνω. Να αναφερθεί ότι το γράφημα Gab είναι ένα

συνεκτικό και claw-free γράφημα. Από τον ορισμό του W-join παίρνουμε ότι

� A � � � B �� 3, και άρα � V �Gab� ��� V �G� � οπότε ϑα γίνουν το πολύ n
επαναλήψεις.
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Υποθέτουμε ότι γράφημα G δεν έχει W � joins. Σύμφωνα με το Λήμμα 4.3.3,
σε γραμμικό χρόνο μπορούμε να αναγνωρίσουμε αν το γράφημαG είναι circular-

arc γράφημα. Αν είναι, εφαρμόζουμε το Θεώρημα 4.3.8 με το οποίο μπορούμε

να αποφανθούμε αν το γράφημα έχει μη συνεκτικό διαχωριστή.

Υποθέτουμε ότι το γράφημα G δεν είναι circular � arc γράφημα. Παρατηρού-
με ότι από τις υποθέσεις μας ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του Θεωρήματος

4.7.28. Αφού έχουμε υποθέσει ότι το γράφημα δεν είναι circular-arc και άρα

ούτε proper circular-arc, από το Θεώρημα 4.7.28 έχουμε ότι το γράφημα G
είναι ένα line γράφημα. ΄Αρα εφαρμόζοντας το Θεώρημα 4.4.8, το οποίο απαιτεί

O�n4� χρόνο, μπορούμε να αποφασίσουμε αν το γράφημα έχει μη συνεκτικό

διαχωριστή.

΄Ετσι έχουμε εξετάσει κάθε περίπτωση και έχουμε αποφασίσει σε πολυωνυμικό

χρόνο αν το γράφημα G έχει μη συνεκτικό διαχωριστή. Συγκεκριμένα ο χρόνο

εκτέλεσης του παραπάνω αλγορίθμου είναι O�n3m�. �

Πόρισμα 4.7.30. ΄Εστω G ένα claw-free γράφημα . Τότε τα προβλήματα 2S2-
διαχωρισμός και surjective C4-ομομορφισμός λύνονται σε πολυωνυμικό χρόνο.
Αν το γράφημα G έχει επιπλέον διάμετρο ίση με δύο τότε τα προβλήματα C4-
compaction και biclique contractibility λύνονται και αυτά σε πολυωνυμικό χρόνο.

Πόρισμα 4.7.31. ΄Εστω G ένα co-claw-free (ή C3 � P1-free) γράφημα . Τότε
τα προβλήματα 2K2-διαχωρισμός και 2-biclique κάλυμμα κορυφών λύνονται σε
πολυωνυμικό χρόνο.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ5
Συμπεράσματα-Επεκτάσεις

5.1 Συμπεράσματα

Στην παρούσα εργασία μελετήσαμε το πρόβλημα του μη συνεκτικού διαχωριστή,

δηλαδή πόσο εύκολο είναι, δοθέντος ενός γραφήματος G, να απαντηθεί αν αυτό

το γράφημα έχει μη συνεκτικό διαχωριστή. Το πρόβλημα είναι ισοδύναμο με

κάποια άλλα προβλήματα τα οποία δίνονται στο Κεφάλαιο 2. Μέσω αυτών των

προβλημάτων μπορούμε να πάρουμε συμπεράσματα και για το πρόβλημα του

μη συνεκτικού διαχωριστή.

Το πρόβλημα στην γενική του μορφή είναι NP-πλήρες. Το Κεφάλαιο 4 μας δί-

νει κάποιες κλάσεις γραφημάτων, για τις οποίες το πρόβλημα λύνεται σε πολυω-

νυμικό χρόνο. Παρατηρούμε ότι μπορούμε να απαντήσουμε αν ένα γράφημα

έχει μη συνεκτικό διαχωριστή για όλα τα H-free γραφήματα με H ένα γράφημα

με τέσσερις κορυφές, εκτός όμως από την περίπτωση όπου H=K4. Αυτή η περί-

πτωση παραμένει ανοιχτό πρόβλημα.

Παρακάτω δίνεται ένας πίνακας ο οποίος αναφέρει τις κλάσεις γραφημάτων

και την υπολογιστική τους πολυπλοκότητα για το πρόβλημα του μη συνεκτικού

διαχωριστή.
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Κλάση γραφημάτων υπολογιστική

πολυπλοκότητα

Θεώρημα

4P1 � free πολυωνυμική υπολογιστική

πολυπλοκότητα [3]

4.1.12

�2P1 � P2� � free ή
co-diamond-free

πολυωνυμική υπολογιστική

πολυπλοκότητα [3]

4.1.12

�C3 � P1� � free ή
co-claw-free

πολυωνυμική υπολογιστική

πολυπλοκότητα [3]

4.1.16

2P2 � free πολυωνυμική υπολογιστική

πολυπλοκότητα [2]

4.1.17

�P1 � P3� � free ή paw-free πολυωνυμική υπολογιστική

πολυπλοκότητα [1]

4.1.20

�P1 � P3� � free ή
co-paw-free

πολυωνυμική υπολογιστική

πολυπλοκότητα [1]

4.1.22

�2P1 � P2� � free ή
diamond-free

πολυωνυμική υπολογιστική

πολυπλοκότητα (O�n3�) [1]

4.1.26

P4 � free πολυωνυμική υπολογιστική

πολυπλοκότητα [4]

4.1.28

K1,3 � free ή claw-free πολυωνυμική υπολογιστική

πολυπλοκότητα (O�n3m�) [1]

4.7.29

K4 � free ανοιχτό πρόβλημα

�C4, C5, ...� � free ήchordal πολυωνυμική υπολογιστική

πολυπλοκότητα [6]

4.2.2

Interval πολυωνυμική υπολογιστική

πολυπλοκότητα [6]

4.2.2

Circular-arc πολυωνυμική υπολογιστική

πολυπλοκότητα (O�n2�) [1]

4.3.8

Γραμμικά πολυωνυμική υπολογιστική

πολυπλοκότητα �O�n4�� [1]

4.4.8

Διμερή πολυωνυμική υπολογιστική

πολυπλοκότητα

4.5.1

Συμπλήρωμα διμερούς πολυωνυμική υπολογιστική

πολυπλοκότητα [4]

4.6.1
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5.2 Distance-Hereditary γραφήματα

Σε αυτή την ενότητα ϑα δούμε μια ακόμα κλάση γραφημάτων, για την οποία

ϑα προσπαθήσουμε να λύσουμε το πρόβλημα του μη συνεκτικού διαχωριστή σε

πολυωνυμικό χρόνο. Πρώτα όμως πρέπει να δώσουμε κάποιους ορισμούς.

Ορισμός 5.2.1. Μια κορυφή u ενός γραφήματος G ονομάζεται pendant αν έχει
ϐαθμό 1.

Ορισμός 5.2.2. Δύο κορυφές u και v ονομάζονται true twins αν είναι γειτονικές
και έχουν ακριβώς την ίδια γειτονία.

Ορισμός 5.2.3. Δύο κορυφές u και v ονομάζονται false twins αν δεν είναι
γειτονικές και έχουν ακριβώς την ίδια γειτονία.

Ορισμός 5.2.4. Distance-Hereditary ονομάζουμε ένα γράφημα G το οποίο κα-
τασκευάζεται από μια απομονωμένη κορυφή u και από μια ακολουθία των ενερ-
γειών : 1. προσθέτουμε μια pendant κορυφή στο γράφημα G, 2. αντικαθιστούμε
μια οποιαδήποτε κορυφή του γραφήματος G με δύο true twins κορυφές οι οποίες
έχουν ακριβώς την ίδια γειτονία με την κορυφή που αντικατέστησαν συν την άλλη
κορυφή από το Ϲευγάρι, 3. αντικαθιστούμε μια οποιαδήποτε κορυφή του γραφήμα-
τος G με δύο false twins κορυφές οι οποίες έχουν την ίδια γειτονία με την κορυφή
που αντικατέστησαν .

Παρατήρηση 5.2.5. Σε κάθε distance hereditary γράφημα μπορούμε να χω-

ϱίσουμε το σύνολο των κορυφών του στα σύνολα X,Y, Z, T έτσι ώστε τα σύνολα

Y και Z να είναι complete στο σύνολο X, το σύνολο Y να είναι anti-complete

στο σύνολο Z και το σύνολο T να έχει γείτονες μόνο στο σύνολο Z, δηλαδή να

παίρνει την παρακάτω μορφή:

Y

X

Z

T
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Παρατήρηση 5.2.6. ΄Εστω G ένα γράφημα με διάμετρο δύο. Αν το G είναι

distance-hereditary τότε το σύνολο T είναι κενό. ΄Αρα σχηματικά έχω:

Y

X

Z

Λήμμα 5.2.7. ΄ΕστωG ένα συνεκτικό distance-hereditary γράφημα με διάμετρο
ίση με δύο, τότε το πρόβλημα του μη συνεκτικού διαχωριστή λύνεται σε πολυωνυ-
μικό χρόνο για το γράφημα G.

Απόδειξη. ΄ΕστωG ένα συνεκτικό distance-hereditary γράφημα με διάμετρο ίση

με δύο, τότε το γράφημα παίρνει την μορφή της Παρατήρησης 5.2.6.

Αν το σύνολο X είναι κενό τότε το γράφημα G ϑα ήταν μη συνεκτικό. ΄Ατοπο

λόγω της υπόθεσης.

Ελέγχω σε πολυωνυμικό χρόνο αν το σύνολο X είναι συνεκτικό.

Πρώτη περίπτωση: Το X είναι μη συνεκτικό.

Υποθέτω ότι τα σύνολο Y, Z είναι διάφορα του κενού.

Αφού το σύνολο X είναι μη συνεκτικό, τότε ϑα έχω τουλάχιστον 2 συνεκτικές

συνιστώσες του X, τις X1, X2, .., Xh. Παίρνω τα σύνολα V1 � Y, V2 � X1, V3 �

Z και V4 � X2�....�Xh. Τα V1, V2, V3, V4 είναι ένας μη συνεκτικός διαχωρισμός

του G αφού το σύνολο V1 είναι anti-complete στο σύνολο V3 και το σύνολο V2

είναι anti-complete στο σύνολο V4.

Αν το Z είναι κενό σύνολο, τότε το γράφημα έχει μη συνεκτικό διαχωριστή

αν το σύνολο Y είναι μη συνεκτικό. Αυτό μπορώ να το ελέγξω σε πολυωνυμικό

χρόνο. ΄Ομοια αν το σύνολο Y είναι κενό. Δεν γίνεται όμως και το Y και το Z
να είναι κενά σύνολα, διότι σε αυτή την περίπτωση το γράφημα G ϑα ήταν μη

συνεκτικό διότι G � G�X�. ΄Ατοπο
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Δεύτερη περίπτωση: Το σύνολο X είναι συνεκτικό.

΄Εστω ότι το G έχει έναν μη συνεκτικό διαχωρισμό V1, V2, V3, V4.

Αν και τα δύο σύνολα Y και Z είναι κενά, τότε πρέπει να ελέγξω αν το G�X�
έχει έναν μη συνεκτικό διαχωριστή. ΄Ομως τα γραφήματα G�X�, G�Y �, G�Z� εί-
ναι το καθένα cograph, οπότε μπορώ σε πολυωνυμικό χρόνο να ϐρω αν το G�X�
έχει μη συνεκτικό διαχωρισμό σύμφωνα με την Πρόταση 4.1.28.

Υποθέτω ότι κάποιο από τα σύνολα Y ή Z είναι διάφορο του κενού. Χωρίς

ϐλάβη της γενικότητας υποθέτω ότι το σύνολο Y είναι διάφορο το κενού και

έστω ότι X � Vi � �,�i � 1, 2, 3, 4. ΄Εστω y � Y . Η κορυφή y ανήκει και

αυτή σε κάποιο από τα σύνολα V1, V2, V3, V4, έτσι όμως τα V1, V3 ή V2, V4 δεν ϑα

είναι anti-complete επειδή τα σύνολα X και Y είναι complete. ΄Ατοπο. ΄Αρα τα

στοιχεία του X δεν ανήκουν σε όλα τα σύνολα V1, V2, V3, V4.

Υπενθυμίζουμε ότι τα σύνολα Y και Z είναι complete με το σύνολο X. ΄Ετσι,

σε όποια από τα σύνολα V1, V2, V3, V4 ϐρίσκονται κορυφές του X, στα ίδια ακρι-

ϐώς ϑα ϐρίσκονται και οι κορυφές των συνόλων Y και Z, διότι σε διαφορετική
περίπτωση τα σύνολα V1, V3 ή V2, V4 δεν ϑα ήταν anti-complete. Παραπάνω

δείξαμε ότι οι κορυφές του X δεν ανήκουν σε όλα τα σύνολα V1, V2, V3, V4, άρα

αφού και οι κορυφές των συνόλων Y και Z ϐρίσκονται στα ίδια σύνολα, τότε

κάποιο Vi ϑα είναι κενό. ΄Ατοπο. (Το παραπάνω ισχύει ανεξάρτητα με το αν

κάποιο από τα σύνολα Y ή Z είναι κενό). �

Πόρισμα 5.2.8. ΄Εστω G ένα distance-hereditary γράφημα . Τότε τα προβλή-
ματα 2S2-διαχωρισμός και surjective C4-ομομορφισμός λύνονται σε πολυωνυμικό
χρόνο. Αν το γράφημα G έχει επιπλέον διάμετρο ίση με δύο τότε τα προβλήμα-
τα C4-compaction και biclique contractibility λύνονται και αυτά σε πολυωνυμικό
χρόνο.
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