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ΠΔΡΗΛΖΦΖ 

 

 ηα πξνβιήκαηα ειαζηηθώλ θαη πηεδνειεθηξηθώλ δνθώλ κε κεγάιεο κεηαηνπίζεηο, νη 

κεηαηνπίζεηο είλαη ίδηαο ηάμεο κεγέζνπο κε ην πάρνο ηεο δνθνύ. ηηο πεξηπηώζεηο απηέο, ε 

γξακκηθή ζεσξία δνθώλ δελ παξάγεη αθξηβή απνηειέζκαηα θαζώο δελ κπνξεί λα πξνβιέςεη 

ηηο εληόο επηπέδνπ κεηαηνπίζεηο ηεο δνθνύ. Γηα ην ιόγν απηό, είλαη αλαγθαία κηα γεσκεηξηθά 

κε γξακκηθή ζεσξία κεγάισλ παξακνξθώζεσλ γηα ηελ άξζε ησλ ζρεηηθώλ αζπλεπεηώλ θαη 

ηε κειέηε ηέηνηνπ είδνπο πξνβιεκάησλ. 

 Ζ εξγαζία, απηή, κειεηά γξακκηθά θαη κε γξακκηθά πξνβιήκαηα θάκςεο κε κεγάιεο 

κεηαηνπίζεηο ηόζν γηα ειαζηηθέο όζν θαη γηα πηεδνειεθηξηθέο δνθνύο. Αξρηθά, παξάγνληαη νη 

εμηζώζεηο θίλεζεο θαη νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο κε εθαξκνγή ηεο «Αξρήο Hamilton», κε ηε 

ρξήζε ηνπ ινγηζκνύ ησλ κεηαβνιώλ. ηε ζπλέρεηα, κειεηάηαη ε επίδξαζε ησλ γεσκεηξηθώλ 

κε γξακκηθνηήησλ θαη γίλεηαη πξνζπάζεηα αλαιπηηθήο επίιπζεο ησλ γξακκηθώλ θαη κε 

γξακκηθώλ πξνβιεκάησλ ζηε ζηαηηθή πεξίπησζε. 

 Πην ζπγθεθξηκέλα, ζην 1
ν
 θεθάιαην παξνπζηάδνληαη νη βαζηθέο γξακκηθέο ζεσξίεο 

ειαζηηθόηεηαο θαη ζεσξίεο ειαζηηθήο δηάηκεζεο αλώηεξεο ηάμεο. Αξρηθά, γηα ηηο ζεσξία 

δνθώλ Euler – Bernoulli, Timoshenko θαη γηα ηηο ζεσξίεο δηάηκεζεο αλώηεξεο ηάμεο, 

παξάγνληαη νη εμηζώζεηο θίλεζεο θαη νη αληίζηνηρεο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο γηα ζηαηηθά θαη 

δπλακηθά πξνβιήκαηα θάκςεο δνθώλ. Δπίζεο, επηιύεηαη ην ζηαηηθό πξόβιεκα γηα όιεο ηηο 

ζεσξίεο θαη παξνπζηάδνληαη αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα θαη γξαθηθέο παξαζηάζεηο 

ζπγθξίλνληαο κε δεδνκέλα από ηε βηβιηνγξαθίαο.  

 ην 2
ν
 θεθάιαην παξνπζηάδνληαη νη βαζηθέο έλλνηεο ζηηο κε γξακκηθέο ζεσξίεο 

ειαζηηθόηεηαο, κηα ζρεηηθή βηβιηνγξαθηθή αλαζθόπεζε ζηε κε γξακκηθή ειαζηηθόηεηα, νη 

θύξηεο πεγέο πξνέιεπζεο ηεο κε γξακκηθόηεηαο θαη ν ηξόπνο εκθάληζήο ζηα δηάθνξα 

πξνβιήκαηα. ηε ζπλέρεηα, παξάγνληαη νη εμηζώζεηο θίλεζεο θαη νη αληίζηνηρεο ζπλνξηαθέο 

ζπλζήθεο γηα ηηο γεσκεηξηθά κε γξακκηθέο ζεσξίεο ειαζηηθώλ δνθώλ κε κεγάιεο 

κεηαηνπίζεηο (ζεσξία Von Kármán) κε ηε ρξήζε ηεο «Αξρήο Hamilton» θαη επηιύεηαη έλα 

ζρεηηθό ζηαηηθό πξόβιεκα θάκςεο δνθνύ. 

ην 3
ν
 θεθάιαην παξνπζηάδεηαη κηα εηζαγσγή ζην πηεδνειεθηξηθό θαηλόκελν θαη ζηα 

πηεδνειεθηξηθά πιηθά. Πεξηγξάθνληαη ηα έμππλα πιηθά (smart materials), νη θαηεγνξίεο 

πιηθώλ πνπ εκπίπηνπλ ζε απηά θαζώο θαη νη θύξηεο εθαξκνγέο ηνπο. 

 ην 4
ν
 θεθάιαην γίλεηαη ε παξαγσγή ησλ γξακκηθώλ εμηζώζεσλ θίλεζεο θαη 

ζπλνξηαθώλ ζπλζεθώλ κε βάζε ηελ «Αξρή Hamilton» γηα πηεδνειεθηξηθέο δνθνύο ζε θάκςε 

ζε ζπλδπαζκό κε έλα ζύλνιν νκαδνπνηεκέλσλ ζεσξηώλ δηάηκεζεο αλώηεξεο ηάμεο. ηε 
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ζπλέρεηα, επηιύεηαη έλα ζρεηηθό ζηαηηθό πξόβιεκα πηεδνειεθηξηθήο δνθνύ ζε θάκςε θαη 

παξνπζηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα θαη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο γηα ην ζύλνιν ησλ 

νκαδνπνηεκέλσλ ζεσξηώλ δηάηκεζεο αλώηεξεο ηάμεο γηα ηελ θάκςε κηαο πηεδνειεθηξηθήο 

δνθνύ.  

Σν 5
ν
 θεθάιαην αλαθέξεηαη ζε κε γξακκηθέο ζεσξίεο πηεδνειεθηξηθώλ δνθώλ ζε 

θάκςε ζε ζπλδπαζκό κε έλα ζύλνιν νκαδνπνηεκέλσλ ζεσξηώλ δηάηκεζεο αλώηεξεο ηάμεο. 

Αξρηθά, γίλεηαη ε παξαγσγή ησλ κε γξακκηθώλ εμηζώζεσλ θίλεζεο θαη ησλ ζπλνξηαθώλ 

ζπλζεθώλ κε ηε ρξήζε ηεο «Αξρήο Hamilton». ηε ζπλέρεηα, επηιύεηαη αλαιπηηθά έλα 

ζρεηηθό πξόβιεκα κε γξακκηθώλ πηεδνειεθηξηθώλ δνθώλ θαη παξνπζηάδνληαη ηα 

απνηειέζκαηα πνπ πξνθύπηνπλ.  

Βαζηθέο εθαξκνγέο ζηηο νπνίεο κπνξνύλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ νη εμηζώζεηο θαη ηα 

απνηειέζκαηα πνπ εμάγακε απνηεινύλ νη αθξηβήο κειέηεο δηαηάμεσλ κάζηεπζεο ελέξγεηαο 

κε βάζε ηελ ηαιάλησζε πηεδνειεθηξηθώλ δνθώλ κε κεγάιεο κεηαηνπίζεηο γηα κέγηζηε 

εθκεηάιιεπζε ελέξγεηαο. Δπίζεο, γεληθά, ζηελ ηαηξηθή ηερλνινγία πξνβιέπεηαη ε αθξηβήο 

κειέηε δηαηάμεσλ κε εθαξκνγέο ζηελ ηαηξηθή (όπσο ην ζηεθαληαίν stent, ν βεκαηνδόηεο 

θ.α.) πνπ ζηεξίδνληαη ζηε ρξήζε πηεδνειεθηξηθώλ δνκώλ.  

Μειινληηθά, ε έξεπλα κπνξεί λα επεθηαζεί ζηελ επίιπζε δπλακηθώλ πξνβιεκάησλ 

πηεδνειεθηξηθώλ δνκώλ. Δπίζεο, ζηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ όπνπ απαηηνύληαη 

δηαθνξεηηθέο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο θαη ζε πξνβιήκαηα ζπδεπγκέλσλ πεδίσλ όπσο γηα 

παξάδεηγκα ζε ζέξκν-ειαζηηθά πιηθά ή ζέξκν-πίεδν-ειαζηηθά πιηθά. Σέινο, ζεσξείηαη 

απαξαίηεηε ε πξνζπάζεηα επίιπζεο ησλ κε γξακκηθώλ ζεσξηώλ πνπ έρνπλ παξαρζεί ηόζν 

γηα ειαζηηθέο όζν θαη γηα πηεδνειεθηξηθέο δνθνύο κε ηε ρξήζε αξηζκεηηθώλ κεζόδσλ θαη 

ηδηαίηεξα ηεο κεζόδνπ ησλ Πεπεξαζκέλσλ ηνηρείσλ. 

πκπεξαζκαηηθά, ζηελ εξγαζία απηή από ηε κειέηε ηνπ ζηαηηθνύ πξνβιήκαηνο κηαο 

δνθνύ κε αθίλεηα άθξα κε ηε ρξήζε γξακκηθήο θαη κε γξακκηθήο ζεσξίαο ζε ειαζηηθέο θαη 

ζε πηεδνειεθηξηθέο δνθνύο, δηαπηζηώζεθε όηη νη κεηαηνπίζεηο πνπ πξνβιέπνληαη από ηε κε 

γξακκηθή ζεσξία είλαη κηθξόηεξεο από ηηο αληίζηνηρεο κεηαηνπίζεηο πνπ πξνβιέπνληαη γηα ηε 

γξακκηθή ζεσξία. Απηό ζεκαίλεη όηη ζηε κε γξακκηθή ζεσξία, ε δνθόο εκθαλίδεηαη 

πεξηζζόηεξν άθακπηε.  
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ABSTACT 

 

 In problems of elastic and piezoelectric beams with large displacements, 

displacements are of the same order of magnitude as the beam thickness. In these cases, 

linear beam theory does not produce exact results as it cannot predict the in-plane beam 

displacements. For this reason, a geometrically non-linear theory of large deformations is 

necessary to remove the relevant inconsistencies and to study such problems. 

 This paper studies nonlinear bending problems with large displacements for both 

elastic and piezoelectric beams. Initially, the equations of motion and boundary conditions 

are produced by “Hamilton’s principle”, applying the Calculus of Variations. Subsequently, 

the effect of geometrical nonlinearities is studied and attempts are made to analytically solve 

linear and non-linear problems in the static case. 

In particular, the first chapter presents the basic linear theories of elasticity and higher 

order elasticity theories. Initially, for Euler - Bernoulli, Timoshenko beams theory and for 

higher order shear theories, motion equations and corresponding boundary conditions are 

produced for both static and dynamic beam bending problems. It also solves the static 

problem for all theories and presents numerical results and graphs comparing with data from 

the literature. 

The second chapter presents the basic concepts of nonlinear elasticity theories, a 

relative bibliographic review of non-linear elasticity, the main sources of origin of non-

linearity and the way in which various problems arise. Then, the motion equations and the 

corresponding boundary conditions for geometrical non-linear theories of elastic beams with 

large displacements (Von Kármán theory) are produced using “Hamilton’s principle” and a 

relative static beam bending problem is solved. 

In Chapter 3, there is an introduction to piezoelectric effect and piezoelectric 

materials. Smart materials, the categories of materials that fall into them and their main 

applications are described. 

In the 4
th

 chapter, the linear equations of motion and boundary conditions based on 

“Hamilton’s principle” for flexural piezoelectric beams in combination with a set of grouped 

upper-order shear theories are produced. Then, a relative static piezoelectric beam problem is 

solved and the results and graphs for all the grouped upper class shear theories for bending a 

piezoelectric beam are presented. 

The 5
th

 chapter refers to nonlinear flexural piezoelectric beams in combination with a 

set of grouped upper-order shear theories. Initially, the non-linear motion equations and 
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boundary conditions are produced using “Hamilton’s principle”. Subsequently, a relative 

problem of non-linear piezoelectric beams is solved and the resulting results are presented. 

Basic applications in which the equations and results we have extracted can be used 

are the precise studies of energy metering devices based on the oscillation of piezo-electric 

beams with large displacements for maximum energy utilization. Also, in general, medical 

technology provides accurate study of devices with applications in medicine (such as 

coronary stent, pacemaker etc.) based on the use of piezoelectric structures. 

In the future, research can be extended to solve dynamic piezoelectric problems. Also, 

research can be extended in problems where different boundary conditions are required and 

in coupled field problems such as for example thermo-elastic materials or thermo-piezo-

elastic materials. Finally, it is considered necessary to solve nonlinear theories that have been 

produced for both elastic and piezoelectric beams using numerical methods and in particular 

the Finite Element Method. 

In conclusion, in this paper the study of the static problem of a beam with immovable 

ends using linear and non-linear beam theory in elastic and piezoelectric beams has found 

that the offsets provided by the non-linear theory are smaller than the corresponding 

displacements predicted for linear theory. This means that in nonlinear theory, the beam is 

more rigid.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



vi 
 

ΠΔΡΗΔΥΟΜΔΝΑ 

Πίλαθαο πκβνιηζκώλ         viii 

Καηάινγνο ρεκάησλ          xi 

Καηάινγνο Πηλάθσλ          xiii 

1. ΓΡΑΜΜΗΚΔ ΘΔΧΡΗΔ ΔΛΑΣΗΚΧΝ ΓΟΚΧΝ     1 

1.1 ΓΡΑΜΜΗΚΖ ΘΔΧΡΗΑ ΓΟΚΧΝ EULER - BERNOULLI   2 

1.1.1 Θεσξία Euler - Bernoulli: ηαηηθή Πεξίπησζε   5 

1.1.2 Θεσξία Euler - Bernoulli: Γπλακηθή Πεξίπησζε   8 

1.2 ΓΡΑΜΜΗΚΖ ΘΔΧΡΗΑ ΓΟΚΧΝ TIMOSHENKO    11 

1.2.1 Θεσξία Timoshenko: ηαηηθή Πεξίπησζε   12 

1.2.2 Θεσξία Timoshenko: Γπλακηθή Πεξίπησζε   16 

1.3 ΓΡΑΜΜΗΚΔ ΘΔΧΡΗΔ ΓΟΚΧΝ ΑΝΧΣΔΡΖ ΣΑΞΖ    20 

1.3.1 Δμηζώζεηο Κίλεζεο – πλνξηαθέο πλζήθεο   22 

1.3.2 Ζ πλάξηεζε  f z        28 

1.3.3 Δπίιπζε ηαηηθνύ Πξνβιήκαηνο Κάκςεο Γνθνύ   30 

1.3.4 Αξηζκεηηθά Απνηειέζκαηα – Γξαθηθέο Παξαζηάζεηο   33 

2. ΜΖ ΓΡΑΜΜΗΚΔ ΘΔΧΡΗΔ ΔΛΑΣΗΚΧΝ ΓΟΚΧΝ    36 

2.1 ΔΗΑΓΧΓΖ         36 

2.1.1 Βηβιηνγξαθηθή Αλαζθόπεζε      37 

2.1.2 Ο Von Kármán θαη ην Έξγν ηνπ     39 

2.1.3 Ζ Πξνέιεπζε ηεο Με Γξακκηθόηεηαο    42 

2.2 ΜΖ ΓΡΑΜΜΗΚΔ ΘΔΧΡΗΔ ΚΑΜΦΖ ΓΟΚΧΝ    44 

2.2.1 Δμηζώζεηο Κίλεζεο – πλνξηαθέο πλζήθεο   45 

2.2.2 Με Γξακκηθή Θεσξία Euler – Bernoulli    51 

2.2.3 Με Γξακκηθή Θεσξία Timoshenko    52 

2.3 ΔΠΗΛΤΖ ΣΑΣΗΚΟΤ ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΟ     53 

2.3.1 πλζήθε Αθιόλεησλ Άθξσλ     55  

2.3.2 Δπίιπζε κε ηε Θεσξία Euler     57 

2.3.3 Δπίιπζε κε ηε Θεσξία Timoshenko    61 

2.3.4 Δπίιπζε κε Γηαηκεηηθή Θεσξία Αλώηεξεο Σάμεο  67 

2.3.5 Αξηζκεηηθά Απνηειέζκαηα – Γξαθηθέο Παξαζηάζεηο  74  



vii 
 

3. ΠΗΔΕΟΖΛΔΚΣΡΗΚΑ ΤΛΗΚΑ       78 

3.1 ΔΗΑΓΧΓΖ         78 

3.2 ΔΞΤΠΝΑ ΤΛΗΚΑ        81 

3.2.1 Πηεδνειεθηξηθά θαη άιια έμππλα πιηθά    81 

3.2.2 Πηεδνειεθηξηθνί δηεγέξηεο θαη εθαξκνγέο    83 

3.3 ΠΗΔΕΟHΛΔΚΣΡΗΚΑ ΤΛΗΚΑ      85 

3.3.1 Σν Πηεδνειεθηξηθό θαηλόκελν     85 

3.3.2 Πηεδνειεθηξηθνί δηεγέξηεο κε κνξθή δνθώλ θάκςεο  91 

4. ΓΡΑΜΜΗΚΔ ΘΔΧΡΗΔ ΠΗΔΕΟΖΛΔΚΣΡΗΚΧΝ ΓΟΚΧΝ   96 

4.1 ΒΑΗΚΔ ΔΝΝΟΗΔ        96 

4.1.1 Καηαζηαηηθέο Δμηζώζεηο κε βάζε ηηο αλεμάξηεηεο  

  κεηαβιεηέο  Τ , Ε        99 

4.1.2 Ζιεθηξηθή Δλζαιπία θαη Καηαζηαηηθέο Δμηζώζεηο  

  κε βάζε ηηο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο  S , Ε    101 

4.1.3 πκβνιηζκόο ησλ Διαζηηθώλ θαη Πηεδνειεθηξηθώλ Σαλπζηώλ 103 

4.2 ΓΡΑΜΜΗΚΔ ΓΗΑΣΜΖΣΗΚΔ ΘΔΧΡΗΔ ΑΝΧΣΔΡΖ ΣΑΞΖ ΚΑΜΦΖ 

  ΠΗΔΕΟΖΛΔΚΡΗΚΧΝ ΓΟΚΧΝ      104 

4.2.1 Ζ πλάξηεζε  g z        104 

4.2.2 Δμηζώζεηο Κίλεζεο – πλνξηαθέο πλζήθεο   107 

4.2.3 Δπίιπζε ηαηηθνύ Πξνβιήκαηνο Κάκςεο Γνθνύ   119 

4.2.4 Αξηζκεηηθά Απνηειέζκαηα – Γξαθηθέο Παξαζηάζεηο  129 

5. ΜΖ ΓΡΑΜΜΗΚΔ ΘΔΧΡΗΔ ΠΗΔΕΟΖΛΔΚΣΡΗΚΧΝ ΓΟΚΧΝ   134 

5.1 ΔΞΗΧΔΗ ΚΗΝΖΖ – ΤΝΟΡΗΑΚΔ ΤΝΘΖΚΔ   136 

5.2 ΔΠΗΛΤΖ ΣΑΣΗΚΟΤ ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΟ ΚΑΜΦΖ ΓΟΚΟΤ  148 

5.3 ΑΡΗΘΜΖΣΗΚΑ ΑΠΟΣΔΛΔΜΑΣΑ      160 

 

πκπεξάζκαηα          162 

Βηβιηνγξαθία           163 

ΠΑΡΑΡΣΖΜΑ Α          172 

ΠΑΡΑΡΣΖΜΑ Β          183 



viii 
 

ΠΗΝΑΚΑ ΤΜΒΟΛΗΜΧΝ 

 

xu ,
yu , zu ………….…..Μεηαηνπίζεηο θαηά ηνπο άμνλεο ,x y  θαη z   

, ,u v w………….……..Μεηαηνπίζεηο κέζεο επηθάλεηαο 

x ,
y , z ………….…..Παξακνξθώζεηο θαηά ηνπο άμνλεο ,x y  θαη z  

xe ,
ye , ze …….….……..Μνλαδηαία δηαλύζκαηα θαηά ηνπο άμνλεο ,x y  θαη z  

ij ………….…….…...Σάζε 

ij ……….……….……Σξνπή 

zx
 ………….….…...…Δγθάξζηα δηαηκεηηθή παξακόξθσζε 

zx
 ………………….…Δγθάξζηα δηαηκεηηθή ηάζε 

L ……………………..Μήθνο ηεο δνθνύ 

b ……….……………..Βάζνο ηεο δνθνύ 

h .……………………..Πάρνο ηεο δνθνύ 

E ….……………….....Μέηξν ειαζηηθόηεηαο (Young’s Modulus) 

G ….……………….....Μέηξν δηάηκεζεο (Shear Modulus) 

 .………….…..……..Λόγνο Poisson 

 ………………..……….Ππθλόηεηα κάδαο ηεο δνθνύ 

A …….……...………..Γηαηνκή ηεο δνθνύ 

I ………….…………..Ρνπή αδξάλεηαο ηεο δνθνύ 

 q x ………………….Καηαθόξπθε δύλακε (εγκάπσια υοπτίο) 

 p x ….………...……Οξηδόληηα δύλακε (αξονικό υοπτίο) 



ix 
 

( , , )M x y t ……...……..πληζηακέλε ξνπή θάκςεο 

( , , )Q x y t ……...……...πληζηακέλε δηαηκεηηθή δύλακε 

( , , )N x y t ……...…….πληζηακέλε αμνληθή δύλακε (Membrane force) 

 ….……….….…….Μάδα αλά κνλάδα κήθνπο 

 ………………….....Κιίζε ηεο παξακνξθσκέλεο δνθνύ 

 ……………..….…..πληειεζηήο δηάηκεζεο (Shear coefficient) 

 …….….….…..……Γσληαθή κεηαηόπηζε / ηξνθή (Rotation) 

c
 ….….…….….…...Κξίζηκε γσληαθή ζπρλόηεηα 

 ……………..….….Μεηαβνιηθόο ηειεζηήο 

U ……………..…….Δζσηεξηθή ελέξγεηα 

W ……………..…....Δμσηεξηθό έξγν 

t ………………..…..Υξόλνο 

 f z …………..…..πλάξηεζε θαηαλνκήο δηαηκεηηθήο ηάζεο 

0 0 0 0 0
A B C D H, , , , ….πληειεζηέο θαηαλνκήο δηαηκεηηθήο ηάζεο 

, ,m m mw   ………..Άγλσζηνη ζπληειεζηέο ζεηξώλ Fourier 

m k l, , ……………….Θεηηθνί αθέξαηνη  

p ….….……….…....Πόισζε 

s
P ………………......Απζόξκεηε πόισζε 

c
T ………….….……Θεξκνθξαζία Curie  

S …………………..Γηάλπζκα Σάζεο 

E …………………..Γηάλπζκα Παξακόξθσζεο 



x 
 

 …………………Ζιεθηξηθό Γπλακηθό 

x
D …………………Αμνληθή Ζιεθηξηθή Μεηαηόπηζε 

z
D …………………Δγθάξζηα Ζιεθηξηθή Μεηαηόπηζε 

x y z
E E E, , …………Ζιεθηξηθό πεδίν θαηά ηνπο άμνλεο x y,  θαη z  

H ………….….……Δλζαιπία  

e
H ………………….Ζιεθηξηθή Δλζαιπία 

 g z …………..…..πλάξηεζε θαηαλνκήο ειεθηξηθνύ δπλακηθνύ  

0 0 0 0 0
K L M N P, , , , ….πληειεζηέο θαηαλνκήο ειεθηξηθνύ δπλακηθνύ 

S ……………………Αλαινγία Γηαζηάζεσλ (Aspect ratio) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



xi 
 

ΚΑΣΑΛΟΓΟ ΥΖΜΑΣΧΝ  

 

ρήκα 1.1: ρεκαηηθή αλαπαξάζηαζε θάκςεο δνθνύ ηνπ Leonardo da Vinci.  3 

ρήκα 1.2: Γνθόο Euler – Bernoulli.        4 

ρήκα 1.3: ύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ θάκςεο δνθό Euler – Bernoulli. Κάζε   

        ηκήκα βξίζθεηαη ζηηο 90
ν
 πξνο ηνλ άμνλα.     7 

ρήκα 1.4: Κάκςε δνθνύ κε παθησκέλν ην αξηζηεξό άθξν θαη ειεύζεξν ην δεμή άθξν. 10 

ρήκα 1.5: Παξακόξθσζε δνθνύ κε ηε ζεσξία Timoshenko ζε αληηζηνηρία κε ηε ζεσξία 

Euler – Bernoulli        11 

ρήκα 1.6: Γνθόο απιήο ζηήξημεο (simply supported beam).    15 

ρήκα 1.7: Γνθόο παθησκέλε ζηα δύν άθξα (clamped-clamped beam).   15 

ρήκα 1.8: Παξακόξθσζε δνθνύ Timoshenko. Ζ θάζεηε ζηξνθή είλαη κηα ηηκή x
  ε  

 νπνία δελ είλαη αθξηβώο ίζε κε w x  .     16 

ρήκα 1.9: Κάκςε δνθνύ ζην επίπεδν x z .      21 

ρήκα 1.10: Γνθόο απιήο ζηήξημεο πνπ ππόθεηηαη ζε νκνηόκνξθα θαηαλεκεκέλν θνξηίν. 30 

ρήκα 1.11: Γηάγξακκα κεηαηόπηζεο – κήθνπο  w L  γηα ηηο γξακκηθέο ζεσξίεο θάκςεο 

          ειαζηηθώλ δνθώλ.        35 

ρήκα 1.12: Γηάγξακκα ζηξνθήο – κήθνπο  L   γηα ηηο γξακκηθέο ζεσξίεο θάκςεο 

                     ειαζηηθώλ δνθώλ.        35 

ρήκα 2.1: Theodore von Kármán (1881-1963).      39 

ρήκα 2.2: Γηάγξακκα κεηαηόπηζεο – κήθνπο  w L  γηα ηηο κε γξακκηθέο ζεσξίεο θάκςεο 

        ειαζηηθώλ δνθώλ.        76 

ρήκα 2.3: Γηάγξακκα ζηξνθήο – κήθνπο  L   γηα ηηο κε γξακκηθέο ζεσξίεο θάκςεο  

       ειαζηηθώλ δνθώλ.        76 

ρήκα 2.4: Γηάγξακκα ζηξνθήο – κήθνπο  L   γηα ηηο κε γξακκηθέο ζεσξίεο θάκςεο  

       ειαζηηθώλ δνθώλ εθηόο ηεο ζεσξίαο Ambartsumian.    77 

ρήκα 2.5: Γηάγξακκα ζηξνθήο – κήθνπο  L   γηα ηηο κε γξακκηθέο ζεσξίεο θάκςεο  

       ειαζηηθώλ δνθώλ εθηόο ησλ ζεσξηώλ Ambartsumian θαη Soldatos.  77 

ρήκα 3.1: Γηεγέξηεο κε ηε κνξθή ζηνίβαο θαη ηε κνξθή δνθνύ θάκςεο.   83 

ρήκα 3.2: Οη ηξεηο πεγέο πξνέιεπζεο ηεο πόισζεο.     86 

ρήκα 3.3: Κπβηθή δνκή ηεο κνλαδηαίαο θπςειίδαο ηνπ 3
BaTiO .    87 



xii 
 

ρήκα 3.4: Παξακόξθσζε πιέγκαηνο κνλαδηαίαο θπςειίδαο ηνπ 3
BaTiO  ζε ζπλάξηεζε  

                   κε ηε ζεξκνθξαζία θαη ηελ θαηεύζπλζε ηεο απζόξκεηεο πόισζεο.  87 

ρήκα 3.5: Πξνζαλαηνιηζκόο πεξηνρώλ ζε απιό ζηδεξνειεθηξηθό θξύζηαιιν.    

                   Από  αξηζηεξά: κε-πνισκέλνο, πνισκέλνο θαη απνπνισκέλνο θξύζηαιινο. 88 

ρήκα 3.6: Αλαπξνζαλαηνιηζκόο ηεο πόισζεο θαη αιιαγή ηεο παξακόξθσζεο.  90 

ρήκα 3.7: Ζ παξακόξθσζε πνπ πξνθαιείηαη από ην εμσηεξηθό ειεθηξηθό  

                   πεδίν ζην  πηεδνειεθηξηθό πιηθό PZT .      90 

ρήκα 3.8: Δγθάξζηα παξακνξθσηηθή ζπκπεξηθνξά ησλ PZT  θεξακηθώλ. Από αξηζηεξά:  

          θαηάζηαζε πόισζεο, ειεθηξηθό πεδίν παξάιιεια επζπγξακκηζκέλν ζηελ  

          παξακέλνπζα πόισζε θαη ειεθηξηθό πεδίν αληηπαξάιιεια επζπγξακκηζκέλν

          ζηελ  παξακέλνπζα πόισζε.       92 

ρήκα 3.9: Αιιεινπρία ζηξσκάησλ ζε κνλόκνξθε δνκή.     92 

ρήκα 3.10: πκπεξηθνξά κνλόκνξθεο δνκήο πνπ ππόθεηηαη ζε ειεθηξηθό πεδίν.  93 

ρήκα 3.11: πκπεξηθνξά δίκνξθεο δνκήο, πνπ ππόθεηηαη ζε ειεθηξηθό πεδίν. Δπάλσ     

             θαίλεηαη ε παξάιιειε δίκνξθε δνκή θαη θάησ ε ζεηξηαθή δίκνξθε δνκή. 94 

ρήκα 3.12: Γνκή κνλόκνξθεο δνθνύ θάκςεο πνιπζηξσκαηηθνύ ηύπνπ.   94 

ρήκα 4.1: Γηάγξακκα κεηαηόπηζεο – κήθνπο  w L  γηα ηηο γξακκηθέο ζεσξίεο θάκςεο 

                   πηεδνειεθηξηθώλ δνθώλ.        132 

ρήκα 4.2: Γηάγξακκα ζηξνθήο – κήθνπο  L   γηα όιεο ηηο γξακκηθέο ζεσξίεο θάκςεο 

                   πηεδνειεθηξηθώλ δνθώλ.        132 

ρήκα 4.3: Γηάγξακκα ζηξνθήο – κήθνπο  L   γηα όιεο ηηο γξακκηθέο ζεσξίεο θάκςεο 

                   πηεδνειεθηξηθώλ δνθώλ εθηόο ηεο ζεσξίαο Ambartsumian.   133 

ρήκα 4.4: Γηάγξακκα ειεθηξηθνύ δπλακηθνύ – κήθνπο  L   γηα ηηο γξακκηθέο ζεσξίεο 

                   θάκςεο πηεδνειεθηξηθώλ δνθώλ ζην ζεκείν z 0 .    133 

 

 

 

 

 

 

 



xiii 
 

ΚΑΣΑΛΟΓΟ ΠΗΝΑΚΧΝ 

 

Πίλαθαο 1.1: Οη ζπλαξηήζεηο  f z  γηα δηάθνξεο θαηαλνκέο δηαηκεηηθήο ηάζεο.  28 

Πίλαθαο 1.2: Πίλαθαο ζπληειεζηώλ γηα ηηο δηαηκεηηθέο ζεσξίεο αλώηεξεο ηάμεο.  29 

Πίλαθαο 1.3: ύγθξηζε ηεο ζπλνιηθήο εγθάξζηαο κεηαηόπηζεο w , ηεο ζηξνθήο (rotation)  ,    

ηεο αδηάζηαηεο κεηαηόπηζεο w  θαη ηνπ επί ηνηο εθαηό %  ζθάικαηνο γηα γξακκηθέο 

ειαζηηθέο δνθνύο.          34 

Πίλαθαο 2.1: ύγθξηζε ηεο ζπλνιηθήο εγθάξζηαο κεηαηόπηζεο w  γηα ηηο γξακκηθέο, κε 

γξακκηθέο κε ζπδεπγκέλεο θαη κε γξακκηθέο ζπδεπγκέλεο ζεσξίεο γηα ειαζηηθέο δνθνύο κε 

S 10  ζην θέληξν ηεο δνθνύ  x 0 5 . .       75 

Πίλαθαο 3.1: Οη θύξηεο ηδηόηεηεο ησλ έμππλσλ πιηθώλ.     81 

Πίλαθαο 4.1: Ζ ρξήζε δεηθηώλ θαηά Voigt.       97 

Πίλαθαο 4.2: Τιηθέο ζηαζεξέο πηεδνειεθηξηθώλ πιηθώλ.     100 

Πίλαθαο 4.3: Διαζηηθέο θαη πηεδνειεθηξηθέο ζηαζεξέο πηεδνειεθηξηθώλ πιηθώλ.  102 

Πίλαθαο 4.4: Μνξθέο ζπλάξηεζεο  g z .       104 

Πίλαθαο 4.5: πληειεζηέο γηα    
2

g z 1 2z h  
 

.     106 

Πίλαθαο 4.6: ύγθξηζε ηεο ζπλνιηθήο εγθάξζηαο κεηαηόπηζεο w , ηεο ζηξνθήο (rotation)                 

  θαη ηνπ ειεθηξηθνύ δπλακηθνύ   ζην θέληξν ηεο δνθνύ  x 0 5 .  γηα όιεο ηηο γξακκηθέο 

ζεσξίεο ζε πηεδνειεθηξηθέο δνθνύο.        131 

Πίλαθαο 5.1: ύγθξηζε ηεο ζπλνιηθήο εγθάξζηαο κεηαηόπηζεο w  γηα ηηο γξακκηθέο θαη κε 

γξακκηθέο - κε ζπδεπγκέλεο ζεσξίεο γηα ειαζηηθέο δνθνύο κε S 20  ζην θέληξν ηεο δνθνύ 

 x 0 5 . .           161 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1: ΓΡΑΜΜΙΚΕ ΘΕΩΡΙΕ ΕΛΑΣΙΚΩΝ ΔΟΚΩΝ 

 

1 
 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

ΓΡΑΜΜΙΚΕ ΘΕΩΡΙΕ ΕΛΑΣΙΚΩΝ ΔΟΚΩΝ 

 ην θεθάιαην απηό παξνπζηάδνληαη νη βαζηθέο ηερληθέο ζεσξίεο ηεο γξακκηθήο 

ειαζηηθόηεηαο δνθώλ. Με αθεηεξία ηε γξακκηθή ζεσξία δνθώλ Euler – Bernoulli, γίλεηαη 

κηα ζύληνκε ηζηνξηθή αλαδξνκή θαη αλαθέξνληαη νη βαζηθέο έλλνηεο ηεο ζεσξίαο, νη 

εμηζώζεηο θίλεζεο θαη νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο γηα πξνβιήκαηα θάκςεο δνθώλ. Έπεηηα, 

γίλεηαη αλαθνξά ζηε ζεσξία ειαζηηθώλ δνθώλ Timoshenko, κηαο ζεσξίαο επξύηεξεο 

ρξήζεο από ηε ζεσξία Euler – Bernoulli. Πάλσ ζηε ζεσξία απηή, παξνπζηάδεηαη κηα 

ζύληνκε ηζηνξηθή αλαδξνκή, παξάγνληαη νη εμηζώζεηο θίλεζεο θαη νη ζπλνξηαθέο 

ζπλζήθεο γηα ηε ζηαηηθή θαη ηε δπλακηθή πεξίπησζε ειαζηηθώλ δνθώλ ζε πξνβιήκαηα 

θάκςεο θαη γίλεηαη αλαθνξά ζην ζπληειεζηή δηάηκεζεο  .  

 Δπηπξόζζεηα, παξνπζηάδνληαη νη δηαηκεηηθέο ζεσξίεο ειαζηηθώλ δνθώλ αλώηεξεο 

ηάμεο. Παξάγνληαη νη εμηζώζεηο θίλεζεο θαη νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ζηε γεληθή ηνπο 

κνξθή ώζηε λα θαιύπηνπλ θάζε ζεσξία αλάινγα κε ηε εθάζηνηε ζπλάξηεζε  f z  ηόζν 

γηα ηε ζηαηηθή θαη ηε δπλακηθή πεξίπησζε ειαζηηθώλ δνθώλ ζε πξνβιήκαηα θάκςεο. 

Σέινο, γίλεηαη επίιπζε ηνπ ζηαηηθνύ πξνβιήκαηνο ζηε γεληθή κνξθή θαη ιακβάλνληαη 

αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα θαη γξαθηθέο παξαζηάζεηο γηα όιεο ηηο ζεσξίεο. 

 ην ζεκείν απηό, λα ζεκεησζεί όηη ε βαζηθή δηαθνξά ησλ γξακκηθώλ ζεσξηώλ 

είλαη ζηηο ππνζέζεηο ηνπο. ηε ζεσξία Euler – Bernoulli ε δηαηνκή είλαη θάζεηε ζηε 

γξακκή θάκςεο. Αληίζεηα, ζε κηα δνθό θάκςεο Timoshenko επηηξέπεηε ε ζηξνθή 

(rotation) κεηαμύ ηεο δηαηνκήο θαη ηεο γξακκήο θάκςεο. Απηή ε ζηξνθή πξνέξρεηαη από 

ηελ παξακόξθσζε, θαη δελ ιακβάλεηαη ππ’ όςηλ ζηε ζεσξία Euler – Bernoulli. Δπίζεο, ην 

ηκήκα ηνπ κέζνπ επηπέδνπ ηεο ζεσξίαο δνθώλ Euler – Bernoulli παξακέλεη επίπεδν θαη 

κεηά ηελ παξακόξθσζε. Απηό ζεκαίλεη όηη νη παξακνξθώζεηο ιόγσ δηάηκεζεο είλαη 

κεδεληθέο. Δπίζεο, ε ηάζε ζην πάρνο ηεο δνθνύ (θαηεύζπλζε z ) είλαη κεδεληθή ζηε 

ζεσξία δνθώλ Euler – Bernoulli, ελώ ζηε ζεσξία δνθώλ Timoshenko ιακβάλεηαη ππ’ 

όςηλ. Δπνκέλσο, κηα δνθόο Euler – Bernoulli είλαη πην άθακπηε. Ωζηόζν, ζηελ πεξίπησζε 

πνπ ε ζρέζε κεηαμύ κήθνπο θαη πάρνπο είλαη αξθεηά κεγάιε, ην ζθάικα κεηαμύ ησλ δύν 

κνληέισλ είλαη κηθξό. Η ρξήζε ηεο ζεσξίαο Timoshenko είλαη ζεκαληηθή ζε πεξηπηώζεηο 

πξνβιεκάησλ θαη εθαξκνγώλ όπνπ γίλεηαη ιόγνο ζε κηθξόηεξεο δνκέο. 
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1.1 ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΘΔΩΡΙΑ ΓΟΚΩΝ EULER – BERNOULLI 

  Με ηνλ όξν «δοκός» νξίδεηαη κηα δνκή ζηελ νπνία κία εθ ησλ δηαζηάζεώλ ηεο 

είλαη πνιύ κεγαιύηεξε από ηηο άιιεο δύν. Ο άμνλαο ηεο δνθνύ νξίδεηαη θαηά κήθνο ηεο 

κεγαιύηεξεο δηάζηαζεο θαη ε δηαηνκή ηεο είλαη θάζεηε πξνο απηόλ ηνλ άμνλα, ζεσξώληαο 

πσο κεηαβάιιεηαη νκαιά θαηά κήθνο ηεο δνθνύ. Οη θαηαζθεπαζηηθέο εθαξκνγέο 

απνηεινύληαη ζπρλά από κηα ή πεξηζζόηεξεο δνθνύο κε δηαηνκέο πνπ έρνπλ ζπλήζσο 

ζρήκα T  ή I . Οη θαηαζθεπέο κε ηε κνξθή δνθώλ ζπλαληώληαη ζε κεγάιν αξηζκό 

εμαξηεκάησλ ησλ κεραλώλ όπσο: βξαρίνλεο, κνρινύο, άμνλεο θ.ιπ. Δπίζεο, ζε 

αεξνλαπηηθέο δνκέο, ηα θηεξά θαη νη άηξαθηνη επίζεο αληηκεησπίδνληαη σο δνθνί κε ιεπηά 

ηνηρώκαηα. 

 Η ζεσξία δνθώλ Euler – Bernoulli ζηε κεραληθή, πνπ ζπλήζσο αλαθέξεηαη σο 

«θιαζζηθή ζεσξία δνθώλ», παίδεη ζεκαληηθό ξόιν ζηε δνκηθή αλάιπζε θαζώο παξέρεη 

ζηνλ ζρεδηαζηή έλα απιό εξγαιείν γηα ηνλ ππνινγηζκό πνιπάξηζκσλ δνκώλ. Παξόιν πνπ 

γηα ηελ αλάιπζε ζύλζεησλ δνκώλ είλαη πιένλ επξέσο δηαζέζηκα πην εμειηγκέλα εξγαιεία 

όπσο ε κέζνδνο ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ, ηα κνληέια δνθώλ ρξεζηκνπνηνύληαη ζπρλά 

ζε ζηάδην πξν-ζρεδηαζκνύ, θαζώο παξέρνπλ πνιύηηκεο πιεξνθνξίεο ηεο ζπκπεξηθνξάο 

ησλ δνκώλ. Σέηνηνη ππνινγηζκνί είλαη, επίζεο, ρξήζηκνη όηαλ επηρεηξνύκε λα 

πξνζεγγίζνπκε θαζαξά ππνινγηζηηθέο ιύζεηο. 

 Καηά ηελ πεξίνδν ηεο Αλαγέλλεζεο, πξνθιήζεθε ε αλαδσνγόλεζε ηεο 

επηζηεκνληθήο ζθέςεο (1400-1600) ε νπνία έδσζε ηε ζεηξά ηεο ζηελ πεξίνδν ηεο 

επηζηεκνληθήο επαλάζηαζεο. ην Leonardo da Vinci (1452-1519) απνδίδεηαη ε 

ζπλεηζθνξά ζηε κεραληθή ησλ ζηεξεώλ (solid mechanics), ζηε κεραληθή ησλ ξεπζηώλ 

(fluid mechanics) θαη ζηνλ κεραληθό ζρεδηαζκό, πνιύ πξηλ ηελ επηζηεκνληθή επαλάζηαζε. 

Η ζπλεηζθνξά ηνπ εκθαλίδεηαη ζην Codex Madrid I, έλα από ηα δύν αμηνζεκείσηα 

ζεκεησκαηάξηα πνπ αλαθαιύθζεθαλ ην 1967 ζηελ Δζληθή Βηβιηνζήθε ηεο Ιζπαλίαο 

(Ballarini, 2003). Ο Da Vinci νξζώο θαηέιεμε ζην ζπκπέξαζκα όηη, θαηά ηελ θάκςε 

δνθώλ ιόγσ εγθάξζησλ θνξηίσλ, νη επίπεδεο δηαηνκέο παξακέλνπλ επίπεδεο πξηλ θαη κεηά 

ηελ θάκςε, όπσο θαίλεηαη ζην ρ. 1.1. Ο Da Vinci δελ δηέζεηε ζαλ εξγαιείν ζηηο έξεπλέο 

ηνπ ηνλ λόκν ηνπ Hooke ώζηε λα νινθιεξώζεη ηε ζεσξία ηνπ (Reti, 1974). Έπξεπε λα 

πεξάζνπλε πνιιά ρξόληα ώζπνπ ν Galileo Galilei (1564–1642) λα βειηηώζεη πεξαηηέξσ ηε 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1: ΓΡΑΜΜΙΚΕ ΘΕΩΡΙΕ ΕΛΑΣΙΚΩΝ ΔΟΚΩΝ 

 

3 
 

ζεσξία θαη ζηε ζπλέρεηα ν Euler θαη ν Bernoulli ηειηθά λα ζρεκαηίζνπλ ηηο θαηάιιειεο 

εμηζώζεηο θίλεζεο ζε δνθνύο ζηελ πεξίπησζε απιήο θάκςεο. 

 

σήμα 1.1: ρεκαηηθή αλαπαξάζηαζε θάκςεο δνθνύ ηνπ Leonardo da Vinci. (Rao, 2011). 

 Η επηθξαηνύζα γλώκε ηεο επηζηεκνληθήο θνηλόηεηαο ήηαλ όηη ν Galileo έθαλε ηηο 

πξώηεο πξνζπάζεηεο γηα ηελ αλάπηπμε κηαο ζεσξίαο δνθώλ (Truesdell, 1953). Αλαγλώξηζε 

ηελ Αξρή ησλ Γπλαηώλ Έξγσλ σο γεληθό λόκν. Ωζηόζν, ν Galileo έθαλε κηα ιαλζαζκέλε 

ππόζεζε ζηελ αλάπηπμε ηεο ζεσξίαο ησλ δνθώλ. Γελ αλαγλώξηζε όηη ζε νπνηνδήπνηε 

ηκήκα ηεο δνθνύ ππάξρεη ηζνξξνπία ησλ ηάζεσλ εθειθπζκνύ θαη ζιίςεσο. Απηή ε 

ηζνξξνπία ησλ εθειθπζηηθώλ θαη ζιηπηηθώλ ηάζεσλ αλαθαιύθζεθε ρξόληα αξγόηεξα, από 

ηνλ Mariotte ην 1686 ζην Παξίζη (Mariotte, 1686). 

 Αξθεηέο ζεσξίεο δνθώλ έρνπλ αλαπηπρζεί κε βάζε δηάθνξεο ππνζέζεηο θαη 

νδεγνύλ ζε δηαθνξεηηθά επίπεδα αθξίβεηαο (Han, Benaroya, & Wei, 1999). Μηα από ηηο 

απινύζηεξεο θαη πην ρξήζηκεο πεξηγξάθεθε γηα πξώηε θνξά από ηνλ Jacob Bernoulli, ν 

νπνίνο έθαλε ηηο πξώηεο ζεκαληηθέο αλαθαιύςεηο. Ο Leonhard Euler θαη ν Daniel 

Bernoulli ζηε ζπλέρεηα ήηαλ νη πξώηνη πνπ αλέπηπμαλ κηα ρξήζηκε ζεσξία πεξίπνπ ην 

1750 (Truesdell, 1960). Σελ επνρή εθείλε, ε επηζηήκε θαη ε κεραληθή ζεσξνύληαλ πνιύ 

δηαθνξεηηθά πεδία θαη ππήξρε κεγάιε ακθηζβήηεζε ζην γεγνλόο όηη έλα καζεκαηηθό 

πξντόλ ηνπ αθαδεκατθνύ θόζκνπ ζα κπνξνύζε λα είλαη ρξήζηκν ζε πξαθηηθέο εθαξκνγέο. 

Οη γέθπξεο θαη ηα θηίξηα ζπλέρηζαλ λα ζρεδηάδνληαη από κεραληθνύο κέρξη ηα ηέιε ηνπ 

19
νπ

 αηώλα, όηαλ ν Πύξγνο ηνπ Άηθει θαη νη ξόδεο ησλ Λνύλα Παξθ έδεημαλ ηελ 

εγθπξόηεηα ηεο ζεσξίαο ζε κεγάιεο θιίκαθεο. 

 Η ζεσξία δνθώλ Euler – Bernoulli, γλσζηή επίζεο σο «ζεσξία δνθώλ ηεο 

κεραληθήο» ή «θιαζζηθή ζεσξία δνθώλ», (Truesdell, 1953) είλαη κηα απινύζηεπζε ηεο 

γξακκηθήο ζεσξίαο ηεο ειαζηηθόηεηαο πνπ παξέρεη έλα κέζν ππνινγηζκό ησλ ηάζεσλ θαη 
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ησλ ηξνπώλ ζε κηα δνθό. Καιύπηεη ηελ πεξίπησζε κηθξώλ παξακνξθώζεσλ κηαο δνθνύ 

πνπ ππόθεηηαη κόλν ζε πιεπξηθά θνξηία. Δίλαη επνκέλσο κηα εηδηθή πεξίπησζε ηεο 

ζεσξίαο Timoshenko γηα δνθνύο (Timoshenko beam theory) γηα ηελ νπνία ζα γίλεη ιόγνο 

ζηε ζπλέρεηα. ηελ αξρή δελ εθαξκόζηεθε ζε κεγάιε θιίκαθα, όκσο από ηα ηέιε ηνπ 19
νπ

 

αηώλα θαη κεηά έγηλε γξήγνξα έλαο αθξνγσληαίνο ιίζνο ηεο κεραληθήο θαη έλαο 

ζεκαληηθόο παξάγνληαο ηεο δεύηεξεο βηνκεραληθήο επαλάζηαζεο. 

 Μηα ζεκειηώδεο ππόζεζε απηήο ηεο ζεσξίαο (Bauchau & Craig, 2009) είλαη όηη ε 

δηαηνκή ηεο δνθνύ είλαη εληειώο άθακπηε ζην δηθό ηεο επίπεδν, κε άιια ιόγηα δελ 

ππάξρνπλ παξακνξθώζεηο ζην επίπεδν ηεο δηαηνκήο. Απηή ε ζεκειηώδεο ππόζεζε αθνξά 

κόλν ηηο κεηαηνπίζεηο ηεο δηαηνκήο ζην επίπεδν. Γύν επηπιένλ ππνζέζεηο αθνξνύλ ηηο 

κεηαηνπίζεηο ηνπ ηκήκαηνο εθηόο ηνπ επηπέδνπ: θαηά ηελ παξακόξθσζε, ζεσξείηαη όηη ε 

δηαηνκή παξακέλεη επίπεδε θαη θάζεηε ζηνλ άμνλα παξακόξθσζεο ηεο δνθνύ. 

 

σήμα 1.2: Γνθόο Euler – Bernoulli. 

 Έρνπλ αλαπηπρζεί πνιιά πξόζζεηα εξγαιεία αλάιπζεο θαη πνιιέο πεξαηηέξσ 

αλαιύζεηο ζηε ζεσξία όπσο ε «Θεσξία Πιαθώλ», πνπ αλαπηύρζεθε από ηνλ Gustav 

Robert Kirchhoff (1824-1887) θαη αλαθέξεηαη ζε ηξηζδηάζηαηεο δνκέο (3D) θαζώο θαη ε 

κειέηε ηεο κε ηελ αλάιπζε Πεπεξαζκέλσλ ηνηρείσλ. Ωζηόζν, ε απιόηεηα ηεο 

ζπγθεθξηκέλεο ζεσξίαο ηελ θαζηζηά έλα ζεκαληηθό εξγαιείν ζηηο επηζηήκεο, αθόκε θαη 

ζήκεξα, εηδηθά ζε ηνκείο ηεο δνκηθήο κεραληθήο θαη ηεο κεραλνινγίαο. Να ζεκεησζεί 

όκσο όηη ε ζεσξία δίδεη ρξήζηκα απνηειέζκαηα ζε ζπγθεθξηκέλνπ ηύπνπ πξνβιήκαηα θαη 

πην ζπγθεθξηκέλα ζε πξνβιήκαηα κε κηθξέο παξακνξθώζεηο.  

 

https://en.wikipedia.org/wiki/Timoshenko_beam_theory
https://el.wikipedia.org/wiki/1824
https://el.wikipedia.org/wiki/1887
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1.1.1 Θευπία Euler - Bernoulli: τατική Πεπίπτυση 

Γηα ηε ζηαηηθή πεξίπησζε δνθώλ ηεο ζεσξίαο Euler – Bernoulli, ηελ πεξίπησζε 

δειαδή όπνπ δελ ιακβάλεηαη ππ’ όςηλ ν ρξόλνο, νη ζπληζηώζεο ηνπ πεδίνπ κεηαηόπηζεο 

κπνξνύλ λα  γξαθνύλ σο: 

 ,
,

x 1

w x t
u u u z

x


   


       (1.1) 

,
y 2

u u v 0           (1.2) 

 , ,
z 3

u u w w x t           (1.3) 

όπνπ dw dx  είλαη ε θιίζε παξακόξθσζεο ηεο δνθνύ. 

Οη ζπληζηώζεο ηνπ ηαλπζηή ηεο κεραληθήο παξακόξθσζεο πνπ πξνθύπηνπλ 

ύζηεξα από νινθιήξσζε ηνπ πεδίνπ κεηαηνπίζεσλ, είλαη: 

 ,
,

2

11 2

w x t
z

x



 


         (1.4) 

.
22 33 12 13 23

0                (1.5) 

 Η ζρέζε ηάζεο – παξακόξθσζεο γηα έλα νκνηνγελέο ηζνηξνπηθό γξακκηθό 

ειαζηηθό πιηθό, ζρεηίδεηαη κε ηελ παξακόξθσζε από ην λόκν ηνπ Hooke   . 

Δπνκέλσο, ε ηάζε ζε κηα δνθό Euler – Bernoulli δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

2

11 2

w
Ez

x



 


.         (1.6) 

Η εμίζσζε θίλεζεο Euler – Bernoulli πεξηγξάθεη ηε ζρέζε κεηαμύ ησλ ηάζεσλ 

(θορηίων) πνπ εθαξκόδνληαη ζε κηα δνθό θαη ησλ ηξνπώλ (παραμορθώζεις) πνπ 

δεκηνπξγνύληαη ζε απηή (Gere, 2000): 

2 2

2 2
,

d d w
EI q

dx dx

 
 

 
        (1.7) 

όπνπ ε θακπύιε  w x  πεξηγξάθεη ηελ παξακόξθσζε ηεο δνθνύ ζηελ θαηεύζπλζε z  ζε 

θάπνηα ζέζε x  (ππελζπκίδνπκε πσο ζεσξνύκε ηε δνθό σο κνλνδηάζηαην αληηθείκελν). Σν 
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q  είλαη ην θαηαλεκεκέλν θαηαθόξπθν θνξηίν, δειαδή κηα θαηαθόξπθε δύλακε αλά 

κνλάδα κήθνπο. Μπνξεί είηε λα είλαη ζπλάξηεζε ησλ x , w  ή άιισλ κεηαβιεηώλ, είηε λα 

είλαη αλεμάξηεην απηώλ. 

εκεηώλεηε όηη E  είλαη ην κέηξν ειαζηηθόηεηαο (μέηρο Young) θαη I  ε ξνπή 

αδξάλεηαο ηεο πεξηνρήο ζηε δηαηνκή ηεο δνθνύ. Η ξνπή αδξάλεηαο πξέπεη λα ππνινγηζηεί 

ζε ζρέζε κε ηνλ άμνλα πνπ δηέξρεηαη από ην θέληξν ηεο δηαηνκήο θαη είλαη θάζεηε ζηελ 

εθαξκνδόκελε θόξηηζε. Δίλαη ζαθέο όηη γηα κηα δνθό ηεο νπνίαο ν άμνλαο είλαη 

πξνζαλαηνιηζκέλνο θαηά κήθνο ηνπ x  κε θνξηίν θαηά κήθνο ηνπ z , ε δηαηνκή ηεο δνθνύ 

είλαη ζην επίπεδν yz  θαη ε αληίζηνηρε ξνπή αδξάλεηαο είλαη: 

2 .I z dydz           (1.8) 

 πρλά, ην γηλόκελν EI , γλσζηό σο αθακςία θάκςεο, είλαη αλεμάξηεην ηνπ x , 

είλαη δειαδή κηα ζηαζεξή πνζόηεηα, ζπλεπώο κπνξεί λα βγεη έμσ από ηελ παξάγσγν: 

 
4

4
.

d w
EI q x

dx
         (1.9) 

 Η εμίζσζε 1.9 πεξηγξάθεη ηελ παξακόξθσζε κηαο νκνηόκνξθεο, ζηαηηθήο δνθνύ, 

ε νπνία ρξεζηκνπνηείηαη επξέσο ζηηο εθαξκνγέο. Οη πηλαθνπνηεκέλεο εθθξάζεηο γηα ηελ 

παξακόξθσζε w  γηα ζπλήζεηο δηακνξθώζεηο δνθώλ ππάξρνπλ ζε εγρεηξίδηα κεραληθήο. 

ε πην πεξίπινθεο πεξηπηώζεηο, ε παξακόξθσζε κπνξεί λα πξνζδηνξηζηεί κε επίιπζε ηεο 

εμίζσζεο Euler - Bernoulli ρξεζηκνπνηώληαο ηερληθέο όπσο ε «Αξρή Γπλαηώλ Έξγσλ», ε 

«Μέζνδνο Άκεζεο Οινθιήξσζεο», ε «Μέζνδνο Castigliano», ε «Μέζνδνο Macaulay», ε 

Μέζνδνο ησλ Πεπεξαζκέλσλ ηνηρείσλ θ.α.  

Παξαηίζεληαη ζηε ζπλέρεηα νη ζπκβάζεηο ησλ ζπκβνιηζκώλ ζύκθσλα κε ηε 

βηβιηνγξαθία (Gere, 2000). Χξεζηκνπνηείηαη έλα δεμηόζηξνθν ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ 

όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα 1.3. Θεσξνύκε 
z x y

e e e  , όπνπ z
e , x

e  θαη 
y

e  είλαη ηα 

κνλαδηαία δηαλύζκαηα ζηελ θαηεύζπλζε ησλ αμόλσλ x , y  θαη z  αληίζηνηρα. Οη δπλάκεηο 

πνπ δξνπλ ζηηο θαηεπζύλζεηο x  θαη z  ζεσξνύληαη ζεηηθέο. Η ξνπήο θάκςεο M  είλαη 

ζεηηθή όηαλ ην δηάλπζκα ξνπήο πνπ ζρεηίδεηαη κε ηε ξνπή θάκςεο είλαη ζηελ ζεηηθή 

θαηεύζπλζε y  (έηζη ώζηε κηα ζεηηθή ηηκή ηνπ M  λα νδεγεί ζε κηα ζπκπηεζηηθή ηάζε),  

πξνθεηκέλνπ λα ηζρύεη dM Qdx .  
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Η ξνπή θάκςεο ηζνύηαη κε: 

.
2

2

d w
M EI

dx
          (1.10) 

πλεπώο, είλαη απαξαίηεην ε δηαηκεηηθή δύλακε Q  λα είλαη ζεηηθή ζηελ 

θαηεύζπλζε z  έηζη ώζηε λα ππάξρεη ζηαηηθή ηζνξξνπία ησλ ξνπώλ.  

.
2

2

d d w
Q EI

dx dx

 
   

 
         (1.11) 

Γηα λα έρνπκε ηζνξξνπία δπλάκεσλ κε dQ qdx , ζα πξέπεη ην θνξηίν q  λα είλαη 

ζεηηθό ζηελ θαηεύζπλζε κείνλ z . 

 Οη ηάζεηο ζε κηα δνθό κπνξνύλ λα ππνινγηζηνύλ από ηηο παξαπάλσ εθθξάζεηο 

κεηά ηελ παξακόξθσζε πνπ νθείιεηαη ζε έλα δεδνκέλν θνξηίν πνπ αζθείηαη ζε απηή. 

 

 

σήμα 1.3: ύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ζε δνθό θάκςεο Euler – Bernoulli. Κάζε ηκήκα  

        βξίζθεηαη ζηηο 90
ν
 πξνο ηνλ άμνλα. 
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1.1.2 Θευπία Euler - Bernoulli: Δςναμική Πεπίπτυση 

 Γπλακηθά ζεσξνύκε ηα πξνβιήκαηα ζηα νπνία ιακβάλεηαη ππ’ όςηλ ν ρξόλνο. ε 

απηή ηελ πεξίπησζε, ην πεδίν κεηαηνπίζεσλ είλαη ίδην κε ηε ζηαηηθό πεξίπησζε κόλν πνπ 

ηώξα νη κεηαηνπίζεηο εμαξηώληαη θαη από ην ρξόλν. Η εμίζσζε ηεο δνθνύ ζηε δπλακηθή 

πεξίπησζε είλαη ε εμίζσζε Euler – Lagrange, ε νπνία εθθξάδεηαη σο: 

   , ,

22 2
L

20

1 w 1 w
S EI q x w x t dx

2 t 2 x


    
     

     
     (1.12) 

όπνπ ν πξώηνο όξνο αληηπξνζσπεύεη ηελ θηλεηηθή ελέξγεηα, όπνπ   είλαη ε κάδα αλά 

κνλάδα κήθνπο. Ο δεύηεξνο όξνο αληηπξνζσπεύεη ηε δπλακηθή ελέξγεηα πνπ νθείιεηαη 

ζηηο εζσηεξηθέο δπλάκεηο θαη ν ηξίηνο όξνο αλαθέξεηαη ζηελ πηζαλή ελέξγεηα πνπ 

νθείιεηαη ζην εμσηεξηθό θαηαθόξπθν θνξηίν  q x . Η εμίζσζε Euler - Lagrange 

ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηνλ θαζνξηζκό ζπλάξηεζεο πνπ ειαρηζηνπνηεί ην ζπλαξηηζηαθό S . Η 

παξαγσγή ηεο εμίζσζεο Euler - Lagrange γηα δνθνύο γίλεηαη κε ηελ αθόινπζε δηαδηθαζία. 

Γεδνκέλνπ όηη είλαη ε Lagrangian εμίζσζε είλαη: 

   

 , ,

, ,

, , , , .

22 2

2

2 2

xx xx

1 w 1 w
L EI q x w x t

2 t 2 x

EI
L w w qw L x t w w w

2 2





   
    

    

   

     (1.13) 

 Η αληίζηνηρε εμίζσζε Euler - Lagrange είλαη: 

,

,
2

2

xx

L L L
0

w t w x w

      
             

       (1.14) 

όπνπ ε αληηζηνηρία ησλ όξσλ ηεο εμίζσζεο Euler - Lagrange κε ηελ εμίζσζε θίλεζεο 

Euler – Bernoulli είλαη: 

,
L

q
w






L
w

w
 





,

,

.
xx

xx

L
w

w



 


     (1.15) 

 πλδένληαο ηηο ζρέζεηο 1.14 θαη 1.12, γηα ηε δπλακηθή πεξίπησζε δνθνύ Euler – 

Bernoulli, ε εμίζσζε Euler – Lagrange είλαη: 
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  .
2 2 2

2 2 2

w w
EI q x

x x t


   
   

   
      (1.16) 

 ε πεξίπησζε πνπ ε δνθόο είλαη νκνηνγελήο, νη όξνη EI  είλαη αλεμάξηεηνη από ην 

x , θαη ε εμίζσζε ηεο δνθνύ γίλεηαη: 

  .
4 2

4 2

w w
EI q x

x t


 
  

 
       (1.17) 

 Όζσλ αθνξά ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο, ε εμίζσζε θίλεζεο ηεο δνθνύ πεξηέρεη κηα 

παξάγσγν ηέηαξηεο ηάμεο σο πξνο x . Γηα λα βξνύκε κηα κνλαδηθή ιύζε  ,w x t  

ρξεηαδόκαζηε ηέζζεξηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο. Οη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ζπλήζσο πεξηέρνπλ 

ηε ζηήξημε, αιιά κπνξνύλ επίζεο λα πεξηέρνπλ ζεκεία θνξηίνπ, θαηαλεκεκέλα θνξηία θαη 

ξνπέο. Οη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ζηήξημεο ή κεηαηόπηζεο ρξεζηκνπνηνύληαη γηα λα 

ζηαζεξνπνηεζνύλ νη ηηκέο κεηαηόπηζεο  w  θαη νη ηηκέο ηεο παξαγώγνπ  w x   ζην 

ζύλνξν. Απηέο νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο νλνκάδνληαη ζπλζήθεο Dirichlet. Οη ζπλνξηαθέο 

ζπλζήθεο θόξησζεο θαη ξνπήο πνπ πεξηιακβάλνπλ παξαγώγνπο ηεο παξακόξθσζεο w  

πςειόηεξεο ηάμεο, νλνκάδνληαη ζπλζήθεο Neumann. 

 

 Γηα παξάδεηγκα, ζεσξήζηε κηα δνθό πνπ είλαη παθησκέλε ζην έλα άθξν θαη 

ειεύζεξε ζην άιιν όπσο θαίλεηαη ζην ζρ. 1.4. ην παθησκέλν άθξν ηεο δνθνύ δελ κπνξεί 

λα ππάξμεη κεηαηόπηζε ή ζηξνθή. Απηό ζεκαίλεη όηη ζην αξηζηεξό άθξν ε παξακόξθσζε 

θαη ε θιίζε είλαη κεδέλ. Γεδνκέλνπ όηη δελ εθαξκόδεηαη εμσηεξηθή ξνπή θάκςεο ζην 

ειεύζεξν άθξν ηεο δνθνύ, ε ξνπή θάκςεο ζηε ζέζε απηή είλαη κεδέλ. Δπηπιένλ, εάλ δελ 

ππάξρεη εμσηεξηθή δύλακε ζηελ δνθό, ε δηάηκεζε ζην ειεύζεξν άθξν είλαη επίζεο 

κεδεληθή. 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1: ΓΡΑΜΜΙΚΕ ΘΕΩΡΙΕ ΕΛΑΣΙΚΩΝ ΔΟΚΩΝ 

 

10 
 

 

σήμα 1.4: Κάκςε δνθνύ κε παθησκέλν ην αξηζηεξό άθξν θαη ειεύζεξν ην δεμή άθξν. 

 

Οη θηλεκαηηθέο ππνζέζεηο ζηηο νπνίεο βαζίδεηαη ε ζεσξία δνθώλ Euler – Bernoulli 

επηηξέπνπλ ηελ επέθηαζή ηεο ζε πην πξνεγκέλε αλάιπζε. Η απιή επέθηαζε επηηξέπεη ηελ 

ηξηζδηάζηαηε (3-D) εγθάξζηα θόξησζε. Δπίζεο, ε ρξήζε ελαιιαθηηθώλ εμηζώζεσλ πνπ 

δηέπνπλ ην πξόβιεκα κπνξεί λα επηηξέςεη ηελ παξακόξθσζε ημσδνειαζηηθώλ ή 

πιαζηηθώλ δνθώλ.  

Η ζεσξία δνθώλ Euler – Bernoulli κπνξεί επίζεο λα επεθηαζεί ζηελ αλάιπζε 

θακπύισλ δνθώλ, ζε πξνβιήκαηα ιπγηζκνύ κηαο δνθνύ, ζε πξνβιήκαηα ζύλζεησλ δνθώλ 

θαη ζε πξνβιήκαηα γεσκεηξηθά κε γξακκηθώλ παξακνξθώζηκσλ δνθώλ. Η ζεσξία δνθώλ 

Euler – Bernoulli δελ ιακβάλεη ππόςε ηηο επηδξάζεηο ηεο εγθάξζηαο δηαηκεηηθήο ηάζεο. Ωο 

απνηέιεζκα, ππνβαζκίδεη ηελ έλλνηα ηεο παξακόξθσζεο θαη ππεξηνλίδεη ηελ έλλνηα ηεο 

θπζηθήο ζπρλόηεηαο.  

ε πεξηπηώζεηο ιεπηώλ δνθώλ, όπνπ ε αλαινγία κήθνπο - πάρνπο ηεο δνθνύ είλαη 

ηεο ηάμεο ηνπ 20 ή παξαπάλσ, ηα απνηειέζκαηα, απηά, είλαη ειάρηζηεο ζεκαζίαο, θαζώο 

δελ κπνξεί ε ζεσξία λα θάλεη ζσζηέο πξνβιέςεηο. ηελ πεξίπησζε δνθώλ κε κεγάιν 

πάρνο, ε ζεσξία ιεηηνπξγεί θαιά θαη ηα απνηειέζκαηα πνπ εμάγεη είλαη ζεκαληηθά.  

Πην εμειηγκέλεο ζεσξίεο δνθώλ, όπσο ε ζεσξία δνθώλ Timoshenko πνπ ζα 

παξνπζηαζηεί ζηε ζπλέρεηα, έρνπλ αλαπηπρζεί γηα λα εμεγήζνπλ ηα απνηειέζκαηα πνπ δελ 

θαιύπηεη ε ζεσξία Euler – Bernoulli. 
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1.2 ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΘΔΩΡΙΑ ΓΟΚΩΝ TIMOSHENKO 

 Η ζεσξία δνθώλ Timoshenko αλαπηύρζεθε από ηνλ Stephen Timoshenko ζηηο 

αξρέο ηνπ 20
νπ

 αηώλα (Timoshenko, 1921). Σν κνληέιν ιακβάλεη ππόςε παξακνξθώζεηο 

ιόγσ δηάηκεζεο θαη πεξηζηξνθηθέο επηδξάζεηο ιόγσ θάκςεο, θαζηζηώληαο ηε ζεσξία 

θαηάιιειε γηα ηελ πεξηγξαθή ηεο ζπκπεξηθνξάο δνθώλ κε κεγάιν πάρνο, ζύλζεησλ 

δνθώλ κε ηε κνξθή «ζάληνπηηο» ή δνθώλ πνπ ππόθεηληαη ζε δηέγεξζε πςειήο ζπρλόηεηαο 

όηαλ ην κήθνο θύκαηνο πιεζηάδεη ην πάρνο ηεο δνθνύ (Timoshenko, 1922). Η εμίζσζε 

θίλεζεο πνπ πξνθύπηεη είλαη 4
εο

 ηάμεο αιιά, ζε αληίζεζε κε ηε θιαζζηθή ζεσξία δνθώλ 

Euler – Bernoulli, ππάξρεη θαη κηα 2
εο

 ηάμεο παξάγσγν. Φπζηθά, ιακβάλνληαο ππόςε ηνπο 

πξνζηηζέκελνπο κεραληζκνύο παξακόξθσζεο, κεηώλεηαη απνηειεζκαηηθά ε αθακςία ηεο 

δνθνύ, ελώ ην απνηέιεζκα είλαη κεγαιύηεξε παξακόξθσζε ππό ηελ επίδξαζε ελόο 

ζηαηηθνύ θνξηίνπ θαη ρακειόηεξεο ηδηνζπρλόηεηεο γηα δεδνκέλεο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο. Η 

δεύηεξε πεξίπησζε είλαη πεξηζζόηεξν αηζζεηή ζε πςειέο ζπρλόηεηεο θαζώο ην κήθνο 

θύκαηνο γίλεηαη ζπληνκόηεξν θαη έηζη κεηώλεηαη ε απόζηαζε κεηαμύ αληίζεησλ δπλάκεσλ 

δηάηκεζεο. 

 

σήμα 1.5: Παξακόξθσζε δνθνύ κε ηε ζεσξία Timoshenko ζε αληηζηνηρία κε ηε ζεσξία 

Euler - Bernoulli. 

 

 Δάλ ην κέηξν δηάηκεζεο G  ηνπ πιηθνύ ηεο δνθνύ πιεζηάδεη ην άπεηξν – ζηελ 

πεξίπησζε απηή ε δνθόο γίλεηαη άθακπηε ζηε δηάηκεζε - θαη αλ παξαιεηθζεί ε επίδξαζε 

ηεο αδξαλείαο, ε ζεσξία δνθώλ Timoshenko θαηαιήγεη ζηε ζεσξία δνθώλ Euler – 

Bernoulli. 
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1.2.1 Θευπία Timoshenko: τατική Πεπίπτυση 

 ηε ζηαηηθή πεξίπησζε ηεο ζεσξίαο Timoshenko όπνπ δελ ιακβάλεηαη ππ όςηλ ν 

ρξόλνο, γηα δνθνύο ρσξίο αμνληθέο επηδξάζεηο, από ηηο θηλεκαηηθέο ππνζέζεηο γηα κηα δνθό 

Timoshenko, ην πεδίν κεηαηνπίζεσλ είλαη: 

   x
u x y z z x , , ,         (1.18) 

 y
u x y z 0, , ,          (1.19) 

   z
u x y z w x, , .         (1.20) 

όπνπ  , ,x y z  είλαη νη ζπληεηαγκέλεο ελόο ζεκείνπ ζηε δνθό, , ,
x y z

u u u  είλαη ηα 

δηαλύζκαηα κεηαηόπηζεο ζηηο ηξεηο θαηεπζύλζεηο ησλ ζπληεηαγκέλσλ,   είλαη ε γσλία 

πεξηζηξνθήο πνπ είλαη θάζεηε ζηε κέζε επηθάλεηα ηεο δνθνύ, θαη w  είλαη ε κεηαηόπηζε 

ηεο κέζεο επηθάλεηαο ζηελ θαηεύζπλζε z . 

 ηε ζπλέρεηα, από ηηο ζρέζεηο κεηαηόπηζεο θαη παξακόξθσζεο, γηα κηθξέο 

παξακνξθώζεηο, νη κε κεδεληθέο παξακνξθώζεηο κε βάζε ηηο ππνζέζεηο ηνπ Timoshenko 

είλαη νη: 

x
xx

u
z

x x




 
  
 

,
        

(1.21) 

.x z
xz

u u1 1 w

2 z x 2 x
 

     
      

           

(1.22) 

 Γεδνκέλνπ όηη ε πξαγκαηηθή ηάζε δηάηκεζεο ζηε δνθό δελ είλαη ζηαζεξή ζηε 

δηαηνκή, εηζάγνπκε έλαλ ζπληειεζηή δηόξζσζεο   ηέηνην ώζηε: 

.
xz

1 w

2 x
  

 
   

          

(1.23) 

 Η κεηαβνιή ηεο εζσηεξηθή ελέξγεηα U  ηεο δνθνύ είλαη ίζε κε: 

  ,
xx xx xz xz

L A

U 2 dAdL      
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.

xx xz

L A

w
U z dAdL

x x

 
    

   
      

    
     (1.24) 

 ηε ζπλέρεηα νξίδνληαη νη πνζόηεηεο xx
M θαη x

Q : 

,
xx xx

A

M z dA          (1.25) 

.
x xz

A

Q dA            (1.26) 

 Έηζη, από ηε ζρέζε 1.24, πξνθύπηεη: 

   
.

xx x

L

w
U M Q dL

x x

 
 

   
      

    


    

(1.27) 

 Οινθιεξώλνληαο θαηά κέιε, θαη ζεκεηώλνληαο όηη ιόγσ ησλ ζπλνξηαθώλ 

ζπλζεθώλ νη κεηαβνιέο είλαη κεδεληθέο ζηα άθξα ηεο δνθνύ, έρνπκε: 

    .xx x
x

L

M Q
U Q w dL

x x
  

   
    

   


     

(1.28) 

 Η κεηαβνιή ηνπ εμσηεξηθνύ έξγνπ πνπ παξάγεηαη ζε δνθό κε εγθάξζην θνξηίν 

 ,q x t  είλαη: 

  .
L

W q w dL  
        

(1.29) 

 ηε ζπλέρεηα, γηα κηα ζηαηηθή δνθό, ε αξρή ησλ δπλαηώλ έξγσλ δίδεη: 

    .xx x
x

L

M Q
U W Q q w dL 0

x x
   

     
         

     


  

(1.30) 

 Οη εμηζώζεηο πνπ δηέπνπλ ηε δνθό, από ην ζεκειηώδεο ζεώξεκα ηνπ ινγηζκνύ ησλ 

κεηαβνιώλ, είλαη: 

  xx
x

M
Q 0

x



 


: ,

        
(1.31) 
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  x
Q

w q 0
x




 


: .
        

(1.32) 

 ηελ πεξίπησζε κηαο γξακκηθήο ειαζηηθήο δνθνύ, έρνπκε: 

,
2

xx xx xx

A A A

M z dA zE dA z dA EI
x x

 
  

 
     

   
   

(1.33) 

.
x xz xz

A A A

w w
Q dA 2G dA G dA AG

x x
     

    
          

    
  

  

(1.34) 

 Δπνκέλσο νη εμηζώζεηο πνπ δηέπνπλ ηε δνθό κπνξνύλ λα εθθξαζηνύλ σο: 

,
d d dw

EI AG 0
dx dx dx


 

   
     

          

(1.35) 

.
d dw

AG q 0
dx dx

 
  

    
          

(1.36) 

 πλδπάδνληαο ηηο δύν εμηζώζεηο καδί, έρνπκε: 

,
2

2

d d
EI q

dx dx

 
 

          

(1.37) 

.
dw 1 d d

EI
dx AG dx dx






 
   

         

(1.38) 

 Ο ζπλδπαζκόο ησλ δύν εμηζώζεσλ, γηα κηα νκνηνγελή δνθό ζηαζεξήο δηαηνκήο, 

δίδεη: 

  .
4 2

4 2

d w EI d q
EI q x

dx AG dx
 

       
(1.39) 

 

 Η ζεσξία δνθώλ Timoshenko γηα ηε ζηαηηθή πεξίπησζε είλαη ηζνδύλακε κε ηε 

ζεσξία Euler – Bernoulli όηαλ παξαβιέπεηαη ν ηειεπηαίνο όξνο. Η πξνζέγγηζε απηή ηζρύεη 

όηαλ: 

,
2

EI
1

L AG          
(1.40) 
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όπνπ L  είλαη ην κήθνο ηεο δνθνύ, A  ε δηαηνκή ηεο, E  ην κέηξν ειαζηηθόηεηαο, G  ην 

κέηξν δηάηκεζεο, I  ε ξνπή αδξάλεηαο θαη  ν ζπληειεζηήο δηάηκεζεο Timoshenko ν 

νπνίνο εμαξηάηαη από ηε γεσκεηξία. Γηα έλα νξζνγώλην ηκήκα, ν ζπληειεζηήο   είλαη ίζν 

κε 5 6 . 

 Όζνλ αθνξά ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο, πξέπεη λα ζπλππνινγηζζνύλ καδί κε ηηο δύν 

εμηζώζεηο πνπ πεξηγξάθνπλ ηελ παξακόξθσζε κηαο δνθνύ Timoshenko πξνο επίιπζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο. Απαηηνύληαη ηέζζεξηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο γηα λα είλαη επηιύζηκν ην 

πξόβιεκα. Οη ηππηθέο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο είλαη: 

Α) Πεξίπησζε δνθνύ απιήο ζηήξημεο (simply supported beam):  

 Η κεηαηόπηζε w  είλαη κεδέλ ζηηο άθξεο ησλ δύν ζηεξηγκάησλ. Πξέπεη επίζεο λα 

πξνζδηνξηζηεί ε ξνπή θάκςεο xx
M  πνπ εθαξκόδεηαη ζηε δνθό. Η ζηξνθή    θαη ε 

εγθάξζηα δύλακε ιόγσ δηαηκήζεσο x
Q  δελ θαζνξίδνληαη. 

 

σήμα 1.6: Γνθόο απιήο ζηήξημεο (simply supported beam). 

 

Β) Πεξίπησζε παθησκέλεο δνθνύ (clamped - clamped beam):  

 Η κεηαηόπηζε w  θαη ε πεξηζηξνθή   είλαη κεδέλ ζηα παθησκέλα άθξα. Δάλ έλα 

άθξν είλαη ειεύζεξν, ε δύλακε δηάηκεζεο x
Q  θαη ε ξνπή θάκςεο xx

M  πξέπεη λα 

θαζνξηζηνύλ ζην ηέινο. 

 

σήμα 1.7: Γνθόο παθησκέλε ζηα δύν άθξα (clamped-clamped beam). 
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1.2.2 Θευπία Timoshenko: Δςναμική Πεπίπτυση 

 ηε δπλακηθή πεξίπησζε ηεο ζεσξίαο Timoshenko από ηηο θηλεκαηηθέο ππνζέζεηο 

γηα κηα δνθό Timoshenko, ην πεδίν κεηαηνπίζεσλ είλαη ίδην κε ηε ζηαηηθή πεξίπησζε κόλν 

πνπ ζηελ πεξίπησζε απηή νη κεηαβιεηέο εμαξηώληαη θαη από ην ρξόλν: 

 

   x
u x y z t z x t , , , , ,        (1.41) 

 y
u x y z t 0, , , ,         (1.42) 

   z
u x y z t w x t, , , , ,         (1.43) 

 

όπνπ  , ,x y z  είλαη νη ζπληεηαγκέλεο ελόο ζεκείνπ ζηε δνθό, , ,
x y z

u u u  είλαη ηα 

δηαλύζκαηα κεηαηόπηζεο ζηηο ηξεηο θαηεπζύλζεηο ησλ ζπληεηαγκέλσλ,   είλαη ε γσλία 

ζηξνθήο πνπ είλαη θάζεηε ζηε κέζε επηθάλεηα ηεο δνθνύ, θαη w  είλαη ε κεηαηόπηζε ηεο 

κέζεο επηθάλεηαο ζηελ θαηεύζπλζε z . 

 

 

σήμα 1.8: Παξακόξθσζε δνθνύ Timoshenko. Η θάζεηε ζηξνθή είλαη κηα ηηκή x
  ε 

νπνία δελ είλαη αθξηβώο ίζε κε w x  . 

 

 ηε ζπλέρεηα, μεθηλώληαο από ηελ παξαπάλσ παξαδνρή, ε ζεσξία δνθώλ 

Timoshenko, επηηξέπνληαο ηηο δνλήζεηο, κπνξεί λα πεξηγξαθεί κε ηηο ζπδεπγκέλεο 

γξακκηθέο κεξηθέο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο (Timoshenko, 1932): 
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 , ,
2

2

w w
A q x t AG

t x x
  

    
    

    
     (1.44) 

,
2

2

w
I AG

t x x x

 
   

      
     

      
     (1.45) 

 

όπνπ νη εμαξηεκέλεο κεηαβιεηέο είλαη νη:  ,w x t  ε κεηαηόπηζε κεηαηόπηζεο ηεο δνθνύ 

θαη  ,x t  ε γσληαθή κεηαηόπηζε. εκεηώλεηαη όηη ζε αληίζεζε κε ηε ζεσξία Euler – 

Bernoulli, ε γσληαθή κεηαηόπηζε είλαη κηα άιιε κεηαβιεηή θαη δελ πξνζεγγίδεηαη από ηελ 

θιίζε ηεο παξακόξθσζεο. Δπίζεο,   είλαη ε ππθλόηεηα ηνπ πιηθνύ ηεο δνθνύ (αιιά όρη ε 

γξακκηθή ππθλόηεηα), A  είλαη ε δηαηνκή,   είλαη ην κέηξν ειαζηηθόηεηαο, G  είλαη ην 

κέηξν δηάηκεζεο, I  ε ξνπή αδξάλεηαο θαη   ν ζπληειεζηήο δηάηκεζεο Timoshenko, ν 

νπνίνο εμαξηάηαη από ηε γεσκεηξία. Γηα έλα νξζνγώλην ηκήκα, ην   είλαη ίζν κε 5 6 . 

Δπίζεο,  ,q x t  είλαη ην θαηαλεκεκέλν θνξηίν (δύλακε αλά κήθνο).  

 

 Οη εμηζώζεηο πνπ δηέπνπλ ηελ θάκςε κηαο νκνηνγελνύο δνθνύ Timoshenko 

ζηαζεξήο δηαηνκήο  A ct , είλαη: 

 , ,
2 2

2 2

w w
AG q x t

t x x


 

   
   

   
      (1.46) 

.
2 2

2 2

w
I AG

t x x

 
   

   
   

   
      (1.47) 

 

 Από ηελ εμίζσζε 1.44, έρνπκε: 

,
2 2

2 2

A w w q

x AG t x AG

 

 

  
   

  
      (1.48) 

.
2 4 4 3

2 4 2 2 2

q w w
A AG

t t x t x t


 

    
   

      
     (1.49) 

 

 Από ηελ εμίζσζε 1.46, έρνπκε: 
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.
3 4 4 2

3 2 2 4 2

A w w 1 q

x AG x t x AG x

 

 

   
   

    
     (1.50) 

 

 Κάλνληαο ηε δηαθόξηζε ζηελ εμίζσζε 1.47 σο πξνο x  έρνπκε: 

.
3 3 2

2 3 2

EI AG w

x t I x I x x

   

 

    
   

     
      (1.51) 

 

 Από ηηο εμηζώζεηο 1.49 θαη 1.51 έρνπκε: 

.
2 4 4 3 2

2 4 2 2 3 2

1 q A w w EI AG w

AG t AG t x t I x I x x

   

   

      
     

         

 (1.52) 

 

 Από ηηο εμηζώζεηο 1.48 θαη 1.52 έρνπκε: 

.
2 4 4 3 2

2 4 2 2 3 2

1 q A w w EI m w q

AG t AG t x t I x I t I

 

    

    
    

     
   (1.53) 

 

 πλδένληαο ηηο εμηζώζεηο 1.50 θαη 1.53 πξνθύπηεη: 

.
2 4 4 4 4 2 2

2 4 2 2 2 2 4 2 2

I q A I w w AEI w w EI q w
I EI A q

AG t AG t x t AG x t x AG x t

   
 

   

      
       

        

           
(1.54) 

 

 Με αλαδηάηαμε ησλ όξσλ, ηειηθά, γηα κηα γξακκηθή, ειαζηηθή, ηζόηξνπε, νκνγελή 

δνθό ζηαζεξήο δηαηνκήο, νη δύν εμηζώζεηο θίλεζεο κπνξνύλ λα ζπλδπαζηνύλ (Rosinger & 

Ritchie, 1977), (Thomson, 1981) θαη έηζη έρνπκε: 

.
4 2 4 4 2 2

4 2 2 2 4 2 2

w w AEI w A I w I q EI q
EI A I q

x t AG x t AG t AG t AG x

   
 

   

      
       

         

  

         (1.55) 

 Η εμίζσζε θίλεζεο, εμίζσζε 1.55, ηεο ζεσξίαο δνθώλ Timoshenko πξνβιέπεη κηα 

θξίζηκε ζπρλόηεηα C
  ε νπνία είλαη ίζε κε:  
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.
C c

GA
2 f

I


 


          (1.56) 

 Γηα ζπλήζεηο ηξόπνπο ηαιάλησζεο, ε εμίζσζε Timoshenko κπνξεί λα ιπζεί. Όληαο 

κηα εμίζσζε ηέηαξηεο ηάμεο, ππάξρνπλ ηέζζεξηο αλεμάξηεηεο ιύζεηο, δύν ηαιαλησηηθέο 

θαη δύν ηζνδύλακεο γηα ζπρλόηεηεο θάησ από ην c
f . Γηα ζπρλόηεηεο κεγαιύηεξεο από c

f , 

όιεο νη ιύζεηο είλαη ηαιαλησηηθέο (Díaz de Anda et al., 2012). 

 Ο πξνζδηνξηζκόο ηνπ ζπληειεζηή δηάηκεζεο   δελ είλαη κηα απιή δηαδηθαζία 

(νύηε νη θαζνξηζκέλεο ηηκέο είλαη επξέσο απνδεθηέο, δειαδή ππάξρνπλ πεξηζζόηεξεο από 

κία απαληήζεηο). Γεληθά πξέπεη λα ηθαλνπνηείηαη ε ζρέζε: 

 

.
A

dA AG           (1.57) 

 Ο ζπληειεζηήο δηάηκεζεο εμαξηάηαη από ην ιόγν Poisson. Οη πξνζπάζεηεο γηα ηελ 

αθξηβή έθθξαζε έγηλαλ από πνιινύο επηζηήκνλεο, όπσο ηνλ Stephen Timoshenko 

(Timoshenko, 1932), ηνλ Raymond D. Mindlin (Mindlin & Deresiewicz, 1953), ηνλ G. 

Cowper (Cowper, 1966), ηνλ N. Stephen (Stephen, 1980), ηνλ J. Hutchinson (Hutchinson, 

1981) θ.α. Η ζεσξία δνθώλ Timoshenko σο πην αλεπηπγκέλε ζεσξία δνθώλ κε βάζε ηε 

κέζνδν ηνπ Khanh C. Le (Le, 1999), νδεγεί ζε δηάθνξνπο ζπληειεζηέο δηάηκεζεο ζηηο 

ζηαηηθέο θαη δπλακηθέο πεξηπηώζεηο. ηελ πξάμε, νη εθθξάζεηο ηνπ Timoshenko (Gere, 

2000) γηα ην ζπληειεζηή δηάηκεζεο είλαη αξθεηέο ζηηο πεξηζζόηεξεο πεξηπηώζεηο. Σν 

1975, ν Kaneko (Kaneko, 1975) δεκνζίεπζε κηα εμαηξεηηθή αλαζθόπεζε πάλσ ζηηο 

κειέηεο ηνπ ζπληειεζηή δηάηκεζεο. Πην πξόζθαηα, λέα πεηξακαηηθά δεδνκέλα δείρλνπλ 

όηη ν ζπληειεζηήο δηάηκεζεο ππνεθηηκάηαη (Méndez, Morales, & Flores, 2005), (Franco & 

Méndez, 2016). 

 ύκθσλα κε ηνλ Cowper (Cowper, 1966) γηα κηα νξζνγώληα δηαηνκή, ηζρύεη: 

 
,

10 1

12 11










         (1.58) 

θαη γηα κηα θπθιηθή δηαηνκή ηζρύεη: 

 
.

6 1

7 6










         (1.59) 
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1.3 ΓΡΑΜΜΙΚΔ ΘΔΩΡΙΔ ΑΝΩΣΔΡΗ ΣΑΞΗ 

 

 Η θιαζζηθή ζεσξία θάκςεο δνθώλ ππνηηκά ηηο παξακνξθώζεηο θαη ππεξεθηηκά ηηο 

θπζηθέο ζπρλόηεηεο, θαζώο αγλνεί ην θαηλόκελν ηεο εγθάξζηαο παξακόξθσζεο. Ο 

Timoshenko (Timoshenko, 1921) ήηαλ ν πξώηνο πνπ έιαβε απνηειέζκαηα όπσο ε 

αδξάλεηα ιόγσ πεξηζηξνθήο θαη ε παξακόξθσζε ιόγσ δηάηκεζεο ζηε ζεσξία δνθώλ. Η 

ζεσξία απηή είλαη γλσζηή σο ζεσξία δνθώλ Timoshenko ή ζεσξία δηαηκεηηθήο 

παξακόξθσζεο πξώηεο ηάμεο. Η αθξίβεηα ηεο ζεσξίαο δνθώλ Timoshenko επαιεζεύηεθε 

από ηνλ Cowper (Cowper, 1966), (Cowper, 1968) κε κηα αθξηβή ιύζε ειαζηηθόηεηαο ππό 

ηελ επίδξαζε επίπεδεο ηάζεο. Οη πεξηνξηζκνί ηεο ζεσξίαο παξακόξθσζεο πξώηεο ηάμεο 

νδήγεζαλ ζηελ αλάπηπμε ζεσξηώλ δηαηκεηηθήο παξακόξθσζεο πςειόηεξεο ηάμεο. ηε 

βηβιηνγξαθία είλαη δηαζέζηκεο πνιιέο ζεσξίεο δηαηκεηηθήο παξακόξθσζεο πςειόηεξεο 

ηάμεο ηόζν γηα ηε ζηαηηθή όζν θαη γηα ηε δπλακηθή αλάιπζε δνθώλ (Kruszewski, 1909), 

(Hildebrand, & Reissner, 1942), (Ambartsumian, 1958), (Baluch, Azad, & Khidir, 1984), 

(Bhimaraddi & Chandrashekhara, 1993). 

Ο Levinson (Levinson, 1981) θαη ν Bickford (Bickford, 1982) αλέπηπμαλ κηα λέα 

ζεσξία γηα νξζνγώληεο δνθνύο πνπ ιεηηνύξγεζε ζσζηά γηα ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ρσξίο 

ηάζε ζηελ άλσ θαη θάησ επηθάλεηα ηεο δνθνύ, ηόζν γηα ηε ζηαηηθή όζν θαη γηα ηε 

δπλακηθή πεξίπησζε. Οη ζεσξίεο ηξηγσλνκεηξηθήο δηαηκεηηθήο παξακόξθσζεο 

παξνπζηάδνληαη από ηνπο Touratier (Touratier, 1991), Vlasov, Leont'ev (Vlasov & 

Leont’ev, 1996) θαη Stein (Stein, 1989) γηα δνθνύο κε κεγάιν πάρνο. Ωζηόζν, κε απηέο ηηο 

ζεσξίεο δελ πιεξνύληαη νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ρσξίο δηαηκεηηθή ηάζε ζηελ άλσ θαη 

θάησ επηθάλεηα ηεο δνθνύ.  

 Οη Ghugal θαη Shipmi (Ghugal & Shimpi, 2002) θαη ν Ghugal (Ghugal, 2006) 

έρνπλ αλαπηύμεη κηα ζεσξία παξακόξθσζεο ηξηγσλνκεηξηθήο δηάηκεζεο ε νπνία 

ηθαλνπνηεί ηελ θαηάζηαζε ειεύζεξεο δηαηκεηηθήο ηάζεο ζηελ άλσ θαη θάησ επηθάλεηα ηεο 

δνθνύ. Ο Soldatos (Soldatos, 1992) έρεη αλαπηύμεη ηε ζεσξία ηεο ππεξβνιηθήο δηαηκεηηθήο 

παξακόξθσζεο γηα νκνηνγελείο κνλνθιηλείο πιάθεο. Ο Ghugal θαη ν Sharma (Ghugal & 

Sharma, 2009) ρξεζηκνπνίεζαλ ηε ζεσξία ππεξβνιηθήο δηάηκεζεο παξακόξθσζεο γηα ηε 

ζηαηηθή θαη δπλακηθή αλάιπζε ππθλώλ ηζνηξνπηθώλ δνθώλ. 
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Η κειέηε ζηε βηβιηνγξαθία (Rehfield & Murthy, 1982), (Krishna Murty, 1984), 

(Heyliger & Reddy, 1988) θαη (Karama & Mistou, 2003) ππνδεηθλύεη όηη ε έξεπλα πνπ 

αζρνιείηαη κε ηελ θάκςε δνθώλ κε κεγάιν πάρνο, ρξεζηκνπνηώληαο αλώηεξεο ζεσξίεο 

δηαηκεηηθήο παξακόξθσζεο, είλαη πνιύ κηθξή θαη βξίζθεηαη αθόκε ζε αξρηθά ζηάδηα. 

Πξόζθαηα, ν Sayyad (Sayyad, 2011β) ζύγθξηλε δηάθνξεο γξακκηθέο ζεσξίεο 

παξακόξθσζεο ιόγσ δηάηκεζεο γηα ηελ αλάιπζε ηζόηξνπσλ δνθώλ κε κεγάιν πάρνο. 

ε απηή ηελ ελόηεηα γίλεηαη ε παξαγσγή θαη ε δηαηύπσζε ησλ εμηζώζεσλ θίλεζεο 

θαη ησλ ζπλνξηαθώλ ζπλζεθώλ γηα γξακκηθέο ζεσξίεο ειαζηηθόηεηαο αλώηεξεο ηάμεο ζηε 

κνλνδηάζηαηε πεξίπησζε δνθνύ ζε θάκςε. Η δηαηύπσζε ησλ εμηζώζεσλ θίλεζεο θαη ησλ 

ζπλνξηαθώλ ζπλζεθώλ γίλεηαη κε ηε ρξήζε κηαο ζπλάξηεζεο  f z  ε νπνία όηαλ αιιάδεη 

ηύπν, πξνθύπηεη κηα δηαθνξεηηθή δηαηκεηηθή ζεσξία αλώηεξεο ηάμεο γηα δνθνύο ππό 

θάκςε. Η ζπλάξηεζε  f z  ππάξρεη κέζα ζην πεδίν κεηαηνπίζεσλ θαη πην ζπγθεθξηκέλα 

ζηε κεηαηόπηζε θαηά ηνλ νξηδόληην άμνλα  u x .  

 ηα παξαδείγκαηα πξνο επίιπζε, ε δνθόο απνηειείηαη από ηζόηξνπν πιηθό όπσο 

θαίλεηαη ζην ζρ. 1.9. Γεληθά, κηα δνθόο κπνξεί λα έρεη νπνηεζδήπνηε ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο 

θαη νπνηεζδήπνηε ζπλζήθεο θόξησζεο, αλάινγα κε ην πξόβιεκα πξνο επίιπζε. ηελ 

παξνύζα εξγαζία, ε δνθόο θαηαιακβάλεη ηελ πεξηνρή ζύκθσλα κε ηηο ζπληεηαγκέλεο: 

 

, , ,0 x L b 2 y b 2 h 2 z h 2            (1.60) 

 

όπνπ , ,x y z  είλαη νη ζπληεηαγκέλεο ζην θαξηεζηαλό επίπεδν, L  είλαη ην κήθνο ηεο δνθνύ, 

b  ην βάζνο θαη h  ην πάρνο ηεο. Η δνθόο ππνβάιιεηαη ζε εγθάξζην θνξηίν  q x . 

 

σήμα 1.9: Κάκςε δνθνύ ζην επίπεδν x z . (Sayyad, 2011) 
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1.3.1 Εξισώσειρ Κίνησηρ – ςνοπιακέρ ςνθήκερ 

ηε ζεσξεηηθή δηαηύπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο, γίλνληαη νη εμήο ππνζέζεηο: 

1. Οη κεηαηνπίζεηο εληόο ηνπ επηπέδνπ ζηελ θαηεύζπλζε x  απνηεινύληαη από δύν κέξε:  

(α) ηε ζπληζηώζα ηεο κεηαηόπηζεο πνπ είλαη αλάινγε κε ηε κεηαηόπηζε ζηελ θιαζζηθή 

ζεσξία δνθώλ θάκςεο θαη (β) ηε κεηαηόπηζε ιόγσ δηαηκεηηθήο παξακόξθσζεο σο πξνο 

ηε ζπληεηαγκέλε ηνπ πάρνπο. 

2. Η εγθάξζηα κεηαηόπηζε w  ζηελ θαηεύζπλζε z  ζεσξείηαη ζπλάξηεζε ηνπ x . 

3. Χξεζηκνπνηείηαη ν θαηαζηαηηθόο λόκνο (Νόμος ηοσ Hooke) ζε κηα δηάζηαζε. 

 Με βάζε ηηο ππνζέζεηο πνπ πξναλαθέξζεθαλ, ην πεδίν κεηαηνπίζεσλ γηα κηα 

γεληθή γξακκηθή ζεσξία ειαζηηθόηεηαο αλώηεξεο ηάμεο είλαη ην εμήο: 

 

 
 

   
,

, , , ,
1

w x t
u u x z t z f z x t

x



   


     (1.61α) 

 , , ,
2

u v x z t 0          (1.62β) 

   , , , ,
3

u w x z t w x t         (1.62γ) 

 

όπνπ u  θαη w  είλαη νη αμνληθέο θαη εγθάξζηεο κεηαηνπίζεηο ηνπ κέζνπ επηπέδνπ ηεο 

δνθνύ ζηηο x  θαη z  θαηεπζύλζεηο αληίζηνηρα θαη t  είλαη ν ρξόλνο. Με   

αληηπξνζσπεύεηαη ε ζηξνθή (rotation) ηεο δηαηνκήο ηεο δνθνύ ζηνλ νπδέηεξν άμνλα θαη 

είλαη ίζε κε      x t x t w x t x   , , , . Δπίζεο, ε ζπλάξηεζε
 

 f z  αληηζηνηρεί ζηελ 

θαηαλνκή ηεο δηαηκεηηθήο ηάζεο κέζσ ηνπ πάρνπο ηεο δνθνύ. ε επόκελν ππνθεθάιαην ζα 

γίλεη αλαιπηηθή πεξηγξαθή ηεο ζπλάξηεζεο αλάινγα κε ηε ζεσξία ζηελ νπνία αλήθεη. 

 Η επίδξαζε ηεο παξακόξθσζεο ιόγσ δηάηκεζεο είλαη πην έληνλε ζε δνθνύο κε 

κεγάιν πάρνο από όηη ζε ιεπηόηεξεο δνθνύο. Η επίδξαζε απηή αγλνείηαη ζηελ θιαζζηθή  

ζεσξία δνθώλ θάκςεο (Euler Beam Theory – ETB). Γηα ηε ζσζηή πεξηγξαθή ηεο 

ζπκπεξηθνξάο θάκςεο ησλ δνθώλ κε κεγάιν πάρνο, ιακβάλνληαο ππ’ όςηλ ηελ επίδξαζε 

ηεο δηαηκεηηθήο παξακόξθσζεο, απαηηείηαη κηα ζεσξία δηαηκεηηθήο παξακόξθσζεο. Απηό 

κπνξεί λα επηηεπρζεί κε ηελ επηινγή θαηάιιεισλ θηλεκαηηθώλ θαη θαηαζηαηηθώλ 

κνληέισλ.  
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 Οη ζπλαξηήζεηο  f z  πεξηιακβάλνληαη ζην πεδίν κεηαηόπηζεο ησλ ζεσξηώλ 

πςειόηεξεο ηάμεο ώζηε λα ιακβάλεηαη ππόςε ε επίδξαζε ηεο εγθάξζηαο παξακόξθσζεο 

ιόγσ δηάηκεζεο θαη λα εθαξκόδνληαη νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο κεδεληθήο δηαηκεηηθήο 

ηάζεο ζηελ άλσ θαη θάησ επηθάλεηα ηεο δνθνύ. 

 Από ηηο ζρέζεηο παξακόξθσζεο – κεηαηόπηζεο, ε θάζεηε παξακόξθσζε x
  είλαη: 

 

 
     

,
, ,

2

x 2

w x tu w
z f z x t z f z

x x x x x


 

    
       
     

  (1.63) 

 

θαη ε εγθάξζηα δηαηκεηηθή παξακόξθσζε zx
  γηα ηε δνθό είλαη: 

 

 
   

 
 

, ,
, .

zx

w x t w x tu w
z f z x t f z

z x z x x
  

    
       

       

 (1.64) 

 

 ύκθσλα κε ην κνλνδηάζηαην θαηαζηαηηθό λόκν (λόκν ηνπ Hooke), ε αμνληθή 

ηάζε x
  θαη ε εγθάξζηα δηαηκεηηθή ηάζε zx

  δίλνληαη από ηηο ζρέζεηο ηάζεο – 

παξακόξθσζεο: 

 

  ,
2

x x 2

w
z f z

x x


  

  
    

  
      (1.65) 

  .
zx zx

G Gf z            (1.66) 

 

 Χξεζηκνπνηώληαο ηηο εμηζώζεηο (1.63) έσο (1.66) θαη ηελ Αξρή ησλ Γπλαηώλ 

Έξγσλ, ιακβάλνληαη νη εμηζώζεηο θίλεζεο θαη νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο γηα ηελ 

εμεηαδόκελε δνθό. Η Αξρή Hamilton όηαλ εθαξκόδεηαη ζε κηα δνθό νδεγεί ζηε ζρέζε 

(Sayyad, 2011α): 

 

  ,

hx L y b z
2

x x zx zxhx 0 y 0 z
2

2 2hx L y b z x L
2

2 2hx 0 y 0 z x 0
2

dzdydx

u w
u w dzdydx q w dx 0

t t

   

   

  

  

   

   



  
         

  

   
  (1.67) 
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όπνπ ην ζύκβνιν   ππνδειώλεη ηνλ ηειεζηή  -κεηαβνιώλ. Ο ηειεζηήο  -κεηαβνιώλ, από 

ηηο ηδηόηεηεο ηνπ ινγηζκνύ ησλ κεηαβνιώλ, αληηκεηαηίζεηαη θαη κπαίλεη κέζα ζηηο 

παξαγώγνπο. Κάλνληαο αληηθαηάζηαζε, ε εμίζσζε 1.67 γίλεηαη: 

 
 

 
 

   

       

 

, ,

22hx L y b z
2

2 2hx 0 y 0 z
2

2 2hx L y b z
2

2 2hx 0 y 0 z
2

ww
E z f z z f z Gf z f z dzdydx

x x x x

w w w
z f z x t z f z x t w dzdydx

t x x t

q w

 
 

    



  

  

  

  

      
                    

       
                 

 

  

  

.
x L

x 0
dx 0




 

            (1.68) 

 Με νινθιήξσζε θαηά κέιε ηεο παξαπάλσ ζρέζεο θαη ηε ζπιινγή ησλ 

ζπληειεζηώλ u , w  θαη  , ζα πξνθύςνπλ νη εμηζώζεηο θίλεζεο θαη νη ζπλνξηαθέο 

ζπλζήθεο. Γηα επθνιία ζηηο πξάμεηο, ππνινγίδνπκε ην θάζε νινθιήξσκα μερσξηζηά. ην 

1
ν
 νινθιήξσκα ηεο ζρέζεο 1.68, εθηειείηαη ε επηκεξηζηηθή ηδηόηεηα θαη ε ζρέζε γίλεηαη: 

 
 

 
 

 

 
 

     .

2 22 2hx L y b z
2 2

2 2 2 2hx 0 y 0 z
2

hx L y b z2 2

hx 0 y 0 z
2

w ww w
E z zf z zf z

x x x x x x

f z dzdydx Gf z f z dzdydx
x x

  


 

  

  

  

  

     
  

     


          

  

  
 (1.69) 

 

 ηε ζπλέρεηα, γίλεηαη ε νινθιήξσζε σο πξνο ην βάζνο y . Σν κέηξν 

ειαζηηθόηεηαο E  πνπ ζρεηίδεηαη κε ηηο ηδηόηεηεο ηνπ πιηθνύ πεγαίλεη ζε όινπο ηνπο όξνπο 

θαη ην νινθιήξσκα σο πξνο ην πάρνο h  εηζάγεηαη ζε θάζε όξν ηεο ζρέζεο: 

 

 
 

 

 
 

 
 

   

22 2h hx L z z
2 22

2 2 2h hx 0 z z
2 2

2
h hz z 22 2

2h hz z
2 2

z 2

hz
2

ww w
Ebz dz Ebzf z dzdx

x x x x

w
Ebzf z dz Eb f z dz dx

x x x x

Gb f z dzdx

 

  

 

  

  

 

 





      
    

       

      
               

      

  

 

.
hx L

2

x 0



 

 (1.70) 
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 Οη ζηαζεξνί όξνη, νη όξνη δειαδή πνπ δελ εμαξηώληαη από ην πάρνο z , βγαίλνπλ 

έμσ από ηα νινθιεξώκαηα. Να ζεκεησζεί επίζεο όηη ην νινθιήξσκα  
hz

2

hz
2

z dz


  είλαη ίζν 

κε ην κεδέλ θαη ε ζρέζε 1.70 γίλεηαη: 

 

   
 

 
 

 
 

    .

22 2h hx L z z
2 22

2 2 2h hx 0 z z
2 2

2
h hz z 22 2

2 h hz z
2 2

hx L z 22

hx 0 z
2

ww w
Eb z dz Eb zf z dzdx

x x x x

w
Eb zf z dz Eb f z dz dx

x x x x

Gb f z dzdx

 

  

 

  

  

 

 

 

 

   
          

   
            

   

  

 

 

 (1.71) 

 

 ηε ζπλέρεηα, νξίδνληαη νη ζπληειεζηέο , , ,
0 0 0 0

A B C D : 

 

,
hz

2 2

0 hz
2

A Eb z dz



   

 
       (1.72α) 

  ,
hz

2

0 hz
2

B Eb zf z dz



            (1.72β) 

  ,
hz

2 2

0 hz
2

C Eb f z dz



           (1.72γ) 

  .
hz 22

0 hz
2

D Gb f z dz



           (1.72δ) 

 

 Δπνκέλσο, ε εμίζσζε 1.71 κε ηελ εθαξκνγή ησλ ζρέζεσλ 1.72α – 1.72δ, γίλεηαη: 

 

       
 

2 22 2
x L

0 0 0 0 02 2 2 2x 0

w ww w
A B B C D dx

x x x x x x x x

    
 





        
    

         
 .

 

          

(1.73) 

 

 Δθαξκόδνληαο ην ζεώξεκα ηνπ Gauss ώζηε λα απειεπζεξσζνύλ ηα u  θαη   

από ηηο παξαγώγνπο (Παράρηημα Α), από ην 1
ν
 νινθιήξσκα ηεο Αξρήο Hamilton, 

πξνθύπηνπλ νη πξώηνη όξνη ησλ εμηζώζεσλ θίλεζεο θαη ε ζρέζε 1.73 γίλεηαη: 
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4 3 3 2
x L

0 0 0 0 04 3 3 2x 0

x L x L x L
2 3 2

0 0 02 3 2

x 0 x 0x 0

x L x L
2

0 0 02

x 0x 0

w w
A B w B C D dx

x x x x

ww w w
A A w B

x x x x

w
B B w C

x x x x

 
  


 

  
 





  

 

 



       
        

       

       
        

       

     
     

     



x L

x 0





 
 
 

  (1.74) 

 

 

 ηε ζπλέρεηα, ππνινγίδεηαη από ηελ Αξρή Hamilton ην δεύηεξν νινθιήξσκα πνπ 

πεξηέρεη ηνπο αδξαλεηαθνύο όξνπο, ηνπο όξνπο δειαδή πνπ εμαξηώληαη από ην ρξόλν καδί 

κε ην ηξίην νινθιήξσκα πνπ πεξηέρνπλ ην έξγν ησλ εμσηεξηθώλ δπλάκεσλ. Κάλνληαο 

αληηθαηάζηαζε, αθνινπζνύλε πξάμεηο θαη πξνθύπηεη: 

 

 
 

  

   

3 2hx L y b z
2

2 2hx 0 y 0 z
2

2
x L

2 x 0

ww
z f z z f z

t x t x

w
w dzdydx q w dx

t


 

 

  

  





    
       

      


     

  

 .

  (1.75) 

 

 Γίλνληαη νη πξάμεηο θαη ε νινθιήξσζε σο πξνο ην πιάηνο θαη ε ζρέζε 1.75 γίλεηαη: 

 

 
     

 

       

3 3 2hx L z
2 2

2 2 2hx 0 z
2

2 2
x L

2

2 2 x 0

w ww w
b z zf z zf z

t x x t x t x

w
f z w dzdx q w dx

t t

 
 


  

 

 





    
  

      

 
       

 

 .

  (1.76) 

 

 Κάλνληαο πξάμεηο, θαη αληηθαζηζηώληαο ηνπο ζπληειεζηέο , , ,
0 0 0 0

A B C D  (ζρέζεηο 

1.72α – 1.72δ), ε ζρέζε 1.76 γίλεηαη: 

 

 
 

 
 

   

3 3 2 2
x L

o o o o

2 2 2 2x 0

2

2

w wA B B Cw w

E t x x E t x E t x E t

w
bh w q w dx
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.

 (1.77α) 
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 Δθαξκόδνληαο ην ζεώξεκα Gauss (Παράρηημα Α), απειεπζεξώλνληαη νη πνζόηεηεο 

w  από ηηο παξαγώγνπο.  

   

   

4 3 2 3 2
x L

o o o o

2 2 2 2 2 2x 0

x L x L
3 2

o o

2 2

x 0 x 0

A B B Cw w w
bh q w dx

E t x E t x t E t x E t

A Bw
w w

E t x E t

    
  

  
 





 

 

        
          

           

    
    

     



           (1.77β) 
 

Έηζη, ζπλνιηθά από ηηο ζρέζεηο 1.74 θαη 1.77β, πξνθύπηνπλ: 

 

Εξισώσειρ κίνησηρ: 

 

 
4 3 4 3 2

o o
0 04 3 2 2 2 2

A Bw w w
w A B bh q

x x E x t E x t t

  
 

    
    

      
: ,    (1.78) 

 
3 2 3 2

o o
0 0 03 2 2 2

B Cw w
B C D 0

x x E x t E t

  
 

   
    

    
: .     (1.79) 

 

Σςνοπιακέρ σςνθήκερ: 

 
3 2 3 2

0 0
0 03 2 2 2

A Bw w
A B 0 ή w έ

x x x t t

  
 

 

   
     

    
,   (1.80) 

2

0 02

w w
A B 0 ή έ

x x x


 

  
  

  
,  (1.81) 

2

0 02

w
B C 0 ή έ

x x


  

 
   

 
,   (1.82) 

 

 Οη ζρέζεηο 1.78 θαη 1.79 απνηεινύλ ηηο εμηζώζεηο θίλεζεο ηεο γξακκηθήο ζεσξίαο 

ειαζηηθόηεηαο γηα δνθνύο θάκςεο. Οη ζρέζεηο 1.80 – 1.82 απνηεινύλ ηηο ζπλνξηαθέο 

ζπλζήθεο πνπ δηέπνπλ ην πξόβιεκα ηνλ δνθώλ θάκςεο. Να ζεκεησζεί εδώ όηη νη ζρέζεηο 

απηέο ηζρύνπλ γηα όιεο ηηο γξακκηθέο ζεσξίεο ειαζηηθόηεηαο ηόζν γηα ζηαηηθά όζα θαη γηα 

δπλακηθά πξνβιήκαηα.  
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1.3.2 Η ςνάπτηση  f z  

 

Δθόζνλ έγηλε ε παξαγσγή ησλ εμηζώζεσλ θίλεζεο θαη ησλ ζπλνξηαθώλ ζπλζεθώλ 

ηόζν γηα ηηο γξακκηθέο όζν θαη γηα ηηο κε γξακκηθέο ζεσξίεο ειαζηηθόηεηαο αλώηεξεο 

ηάμεο, ζηε ζπλέρεηα ζα αλαθεξζνύκε ζηε ζπλάξηεζε  f z  ε νπνία πεξηέρεηε κέζα ζηνπο 

ζπληειεζηέο 0 0 0 0
A B C D, , ,  ζύκθσλα κε ηε βηβιηνγξαθία (Reddy, 1990),  (Ambartsumian, 

1958), (Kruszewski, 1949), (Touratier, 1991), (Soldatos, 1992), (Karama et. al., 2003). Ο 

ηύπνο ηεο ζπλάξηεζεο  f z  αλαπαξηζηά ηηο δηάθνξεο θαηαλνκέο ηεο δηαηκεηηθήο ηάζεο 

αλάινγα κε ηε ζεσξία αλώηεξεο ηάμεο, όπσο θαίλεηαη ζηνλ Πίλαθα 1.1. 

  

Πίνακαρ 1.1: Οη ζπλαξηήζεηο  f z
 
γηα δηάθνξεο θαηαλνκέο δηαηκεηηθήο ηάζεο. 

ΘΕΩΡΙΑ ΤΝΑΡΣΗΗ  f z  ΤΝΑΡΣΗΗ  x  

Euler – Bernoulli  f z z

 

 x 0 

 
Timoshenko  f z z

 

   x x 

 

Reddy  
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4 z
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3 h

  
   

     
   x x 

 

Ambartsumian  
2 2z h z

f z
2 4 3

  
   

    
   x x 

 

Kruszewski  
2

2

5z 4z
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   x x 

 

Touratier   sin
h z

f z
h






 
   x x 

 

Soldatos   cosh sinh
1 z

f z z h
2 h

    
     

      
   x x 

 

Karama et. al.   exp

2
z

f z z 2
h

  
   

     
   x x 

 

 

 Οη ζπληειεζηέο 0 0 0 0
A B C D, , ,  πεξηέρνπλ ηε ζπλάξηεζε  f z , ηεο νπνίαο ν 

ηύπνο αιιάδεη αλάινγα κε ηε ζεσξία. Παξαηεξνύκε όηη ν ηύπνο είλαη απιόο ζηηο ζεσξίεο 
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Euler – Bernoulli θαη Timoshenko, ελώ ζηηο ζεσξίεο αλώηεξεο ηάμεο γίλεηαη πην 

πεξίπινθνο. Δάλ ην  f z  γίλεη ίζν κε z  θαη ην  ,x t  γίλεη κεδέλ, θαηαιήγνπκε ζηε 

θιαζζηθή ζεσξία δνθώλ Euler – Bernoulli. ηε ζπλέρεηα, γίλεηαη ν ππνινγηζκόο ησλ 

ζπληειεζηώλ γηα ηηο ζεσξίεο δνθώλ όπσο αλαθέξνληαη ζηε βηβιηνγξαθία.  

 

 

Πίνακαρ 1.2: Πίλαθαο ζπληειεζηώλ γηα ηηο δηαηκεηηθέο ζεσξίεο αλώηεξεο ηάμεο. 

ςντελεστέρ 

Θευπία f(z) 
0

A
 0

B
 0

C
 0

D
 

Euler 
3Ebh

12
 

3Ebh

12
 

3Ebh

12
 - 

Timoshenko 
3Ebh

12
 

3Ebh

12
 

3Ebh

12
 Gbh  

Kruszewski 

(1949) 

3Ebh

12
 

3Ebh

12
 

385Ebh

1008
 

5Gbh

6
 

Ambartsumian 

(1958) 

3Ebh

12
 

5Ebh

120
 

717Ebh

20160
 

5Gbh

120
 

Reddy  

(1990) 

3Ebh

12
 

3Ebh

15
 

317Ebh

315
 

8Gbh

15
 

Touratier 

(1991) 

3Ebh

12
 

3

3

2Ebh


 

3

2

Ebh

2
 

Gbh

2
 

Soldatos 

(1992) 

3Ebh

12
   313e 35 Ebh

24 e


 

 2 383 70e 37e Ebh

48e

  
 

1 e
1 Gbh

e 2

 
  

 
 

Karama et. al. 

(2003) 

3Ebh

12
 

31
2e erf 2 Ebh

2

8 e


  

  
    

   3e erf 1 2 Ebh

16e

 
 

  3e erf 1 2 Gbh

8e
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1.3.3 Επίλςση τατικού Πποβλήματορ Κάμτηρ Δοκού 

 

Γηα ηελ επίιπζε ηνπ ζηαηηθνύ πξνβιήκαηνο ζηε γξακκηθή ζεσξία ειαζηηθόηεηαο, 

ζα ζεσξήζνπκε πσο ην κέηξν ειαζηηθόηεηαο είλαη E 210GPa ,  ν ιόγνο Poisson είλαη 

0 3  . , ην κέηξν δηάηκεζεο δίδεηαη από ηνλ ηύπν  G E 2 1    θαη ε ππθλόηεηα ηεο 

δνθνύ είλαη 
37800kg m  / . Η αλαιπηηθή επίιπζε ζα γίλεη κε άπεηξα αζξνίζκαηα 

εκηηόλσλ θαη ζπλεκηηόλσλ (ζεηξέο Fourier).  

Έηζη ην εμσηεξηθό θνξηίν πνπ αζθείηαη νκνηόκνξθα ζηε δνθό ζα δίδεηαη από ηνλ 

ηύπν:  

  m

m 1

m x
q x q

L





 
  

 
 sin ,        (1.83)  

όπνπ
 

0
m

4q
q m 1 3 5

m
 , , , , ...

     
θαη      

m
q 0 m 2 4 6 , , , , ...

 

 

σήμα 1.10: Γνθόο απιήο ζηήξημεο πνπ ππόθεηηαη ζε νκνηόκνξθα θαηαλεκεκέλν θνξηίν 

(Sayyad, 2011β). 

 

 Παξαιείπνληαο ηνπο αδξαλεηαθνύο όξνπο, ηνπο όξνπο δειαδή πνπ ζρεηίδνληαη κε 

ην ρξόλν, νη δύν εμηζώζεηο θίλεζεο γηα ηε ζηαηηθή πεξίπησζε αλάιπζεο κηαο δνθνύ 

θάκςεο απιήο ζηήξημεο, παίξλνπλ ηε κνξθή: 
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4 3

0 04 3

w
A B q

x x

 
 

 
,         (1.84) 

3 2

0 0 03 2

w
B C D 0

x x




 
  

 
.       (1.85) 

 

ε απηό ην ζεκείν πξέπεη λα ζεκεησζνύλ νη κνξθέο ησλ ιύζεσλ ηεο παξακόξθσζε 

 w x  θαη ηεο ζηξνθήο  x . Οη ιύζεηο απηέο ηθαλνπνηνύλ ακπιβώρ ηηο ζπλνξηαθέο 

ζπλζήθεο. Αλ δελ ηθαλνπνηνύζαλ αθξηβώο ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο, δελ ζα κπνξνύζακε 

λα ηηο ιάβνπκε σο ιύζεηο ζην πξόβιεκά καο. Οη κνξθέο ησλ ιύζεσλ είλαη:  

      

  m

m 1

m x
w x w

L





 
  

 
 sin ,         (1.86) 

   m

m 1

m x
x

L


 





 
  

 
 cos ,        (1.87)  

 

όπνπ m
w  θαη m

  είλαη νη άγλσζηνη ζπληειεζηέο ηεο ζεηξάο Fourier θαη m  είλαη έλαο 

ζεηηθόο αθέξαηνο. Αληηθαζηζηώληαο απηέο ηηο κνξθέο ιύζεο θαη ην θνξηίν  q x  ζηηο  

εμηζώζεηο θίλεζεο 1.84 θαη 1.85, ιακβάλνληαη νη αθόινπζεο δύν αιγεβξηθέο εμηζώζεηο 

(Παράρηημα Α): 

 

4 4 3 3

0 m 0 m m4 3

m m
A w B q

L L

 


   
    

   
,      (1.88) 

3 3 2 2

0 m 0 0 m3 2

m m
B w C D 0

L L

 


   
      
   

.      (1.89) 

 

Δπηιύνληαο ηηο εμηζώζεηο 1.88 θαη 1.89 σο πξνο ηηο δύν άγλσζηεο πνζόηεηεο m
w  

θαη  m
 , έρνπκε: 

2 2

m 0 02

m 4 4 2 2 3 3 3 3

0 0 0 0 04 2 3 3

m
q C D

L
w

m m m m
A C D B B

L L L L



   

 
 

 
     

      
     

,    (1.90)
 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1: ΓΡΑΜΜΙΚΕ ΘΕΩΡΙΕ ΕΛΑΣΙΚΩΝ ΔΟΚΩΝ 

 

32 
 

 

3 3

m 0 3

m 4 4 2 2 3 3 3 3

0 0 0 0 04 2 3 3

m
q B

L

m m m m
A C D B B

L L L L




   

 
 
 

     
      

     

.   (1.91) 

 

Χξεζηκνπνηώληαο ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο, ιακβάλνληαη νη εθθξάζεηο γηα ηελ 

αμνληθή κεηαηόπηζε (axial displacement) u , ηελ εγθάξζηα κεηαηόπηζε (transverse 

displacement) w , ηελ αμνληθή ηάζε θάκςεο (axial bending stress) x
  θαη ηελ εγθάξζηα 

δηαηκεηηθή ηάζε (transverse shear stress) zx
  (Παράρηημα Α) είλαη: 

 

 Αμνληθή Μεηαηόπηζε u :                

  m m

m 1

m m x
u z w f z

L L

 






  
    

  
 cos .       (1.92) 

 Δγθάξζηα Μεηαηόπηζε w :  

m

m 1

m x
w w

L





 
  

 
 sin .        (1.93) 

 Αμνληθή Σάζε Κάκςεο x
 :      

 
2

x m m

m 1

m m m x
E z w f z

L L L

  
 





    
    

     
 sin .      (1.94) 

 Δγθάξζηα Γηαηκεηηθή Σάζε zx
 : 

 zx m

m 1

m x
Gf z

L


 





 
    

 
 cos .      (1.95) 
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1.3.4 Απιθμητικά Αποτελέσματα – Γπαυικέρ Παπαστάσειρ 

 

ηελ πξνεγνύκελε παξάγξαθν ππνινγίζζεθαλ νη αλαιπηηθνί ηύπνη γηα ηηο δύν 

άγλσζηεο πνζόηεηεο m
w  θαη m

 . ηε ζπλέρεηα, είλαη δπλαηή ε δεκηνπξγία ελόο 

πξνγξάκκαηνο ζην ινγηζκηθό παθέην Matlab όπνπ ζα ππνινγίδεη ηηο πνζόηεηεο απηέο. 

πλεπώο, γηα ηηο γξακκηθέο ειαζηηθέο ζεσξίεο δνθώλ, ζα ππνινγηζζεί ε ζπλνιηθή 

εγθάξζηα κεηαηόπηζε w  θαη ε ζπλνιηθή ζηξνθή  . Γηα πξαθηηθνύο ιόγνπο θαη ιόγνπο 

ζύγθξηζεο, νξίδεηαη έλα ηξίην κέγεζνο, ε ζπλνιηθή κεηαηόπηζε ζε αδηάζηαηε κνξθή w  σο: 

3

4

0

10Ebh w
w

q L
 .         (1.96) 

Θεσξείηαη κηα ηζόηξνπε ειαζηηθή δνθό απιήο ζηήξημεο πνπ ππνβάιιεηαη ζε 

νκνηόκνξθα θαηαλεκεκέλν θνξηίν 
6q 1 10 N m   κε ζθνπό ηελ θάκςε. Σν κέηξν 

ειαζηηθόηεηαο ηεο δνθνύ είλαη E 210GPa , ην κέηξν δηάηκεζεο δίδεηαη από ηνλ ηύπν 

 G E 2 1 v  θαη ν ιόγνο Poisson είλαη 0 3  . . Σν κήθνο ηεο δνθνύ είλαη L 1m  θαη 

ην βάζνο b 0 01m . . Η αλαινγία δηαζηάζεσλ (aspect ratio) ζπκβνιίδεηαη κε S  θαη 

νξίδεηαη σο ν ιόγνο κήθνπο πξνο πάρνο  L h . Σν πάρνο h  πξνζαξκόδεηαη ζύκθσλα κε 

ην ιόγν S θαη γηα ηα παξαδείγκαηα ρξεζηκνπνηνύληαη νη ηηκέο h 0 5 0 25 0 1m . , . , . . 

Σν πνζνζηό ζθάικαηνο, ζηα απνηειέζκαηα πνπ ιακβάλνληαη από ηηο ζεσξίεο 

(κνληέια) ησλ δηαθόξσλ εξεπλεηώλ ζε ζρέζε κε ηα αληίζηνηρα απνηειέζκαηα πνπ 

ιακβάλνληαη από ηε ζεσξία ησλ Timoshenko & Goodier ε νπνία ζεσξείηε σο ε αθξηβήο 

ιύζε, ππνινγίδεηαη σο εμήο: 

ή ί ή ύ ύ
ά 100

ή ύ ύ

       
 

    

 
  
 

% %.  (1.97) 

Η ζύγθξηζε ηεο εγθάξζηαο κεηαηόπηζεο w , ηεο ζηξνθήο  , ηεο αδηάζηαηεο 

κεηαηόπηζεο w  θαζώο θαη ηνπ ά %  αλάινγα κε ηελ θάζε γξακκηθή ζεσξία, 

πξαγκαηνπνηήζεθαλ γηα ιόγνπο S 2 4 10 , ,  θαη παξνπζηάδνληαη ζηνλ Πίλαθα 1.3. Να 

ζεκεησζεί πώο ε ζύγθξηζε ηεο αδηάζηαηεο κεηαηόπηζεο w  πξνθύπηεη κε ηελ ιύζε πνπ 

πξνηείλεη ζηελ εξγαζία ηνπ ν A. S. Sayyad (2011β).  
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Πίνακαρ 1.3: ύγθξηζε ηεο ζπλνιηθήο εγθάξζηαο κεηαηόπηζεο w , ηεο ζηξνθήο (rotation)                 

 , ηεο αδηάζηαηεο κεηαηόπηζεο w  θαη ηνπ επί ηνηο εθαηό % ζθάικαηνο γηα γξακκηθέο 

ειαζηηθέο δνθνύο. 

S 2  Θεωρίες w    w  ά %

 

w [Sayyad] 

 Ambartsumian 9.64*10
-4

 0 2.531 3.179 2.357 

Kruszewski 9.64*10
-4

 0 2.5309 3.175 2.515 

Reddy 9.64*10
-4

 0 2.531 3.179 2.532 

Touratier 9.63*10
-4

 0 2.5281 3.061 2.529 

Soldatos 9.64*10
-4

 0 2.531 3.179 2.513 

Karama et. al. 9.57*10
-4

 0 2.5137 2.474 2.510 

Timoshenko 9.02*10
-4

 0 2.3702 -3.375 2.538 

Euler – Bernoulli  5.95*10
-4

 - 1.563 -36.28 1.563 

Timoshenko &  

Goodier [exact] 

- - 2.453 0.000 2.453 

S 4  Θεωρίες w    w  ά %

 

w [Sayyad] 

 Ambartsumian 0.0055 0 1.8057 1.159 1.762 

Kruszewski 0.0055 0 1.8057 1.159 1.805 

Reddy 0.0055 0 1.806 1.176 1.806 

Touratier 0.0055 0 1.805 1.120 1.805 

Soldatos 0.0055 0 1.8057 1.159 1.802 

Karama et. al. 0.0054 0 1.802 0.952 1.801 

Timoshenko 0.0053 0 1.765 -1.120 1.806 

Euler – Bernoulli  0.0047 - 1.563 -12.43 1.563 

Timoshenko &  

Goodier [exact] 

- - 1.785 0.000 1.785 

S 10  Θεωρίες w    w  ά %

 

w [Sayyad] 

 Ambartsumian 0.5989 0 1.572 -1.627 1.595 

Kruszewski 0.5989 0 1.572 -1.627 1.602 

Reddy 0.5989 0 1.572 -1.627 1.602 

Touratier 0.5989 0 1.572 -1.627 1.601 

Soldatos 0.5989 0 1.572 -1.627 1.601 

Karama et. al. 0.5988 0 1.572 -1.627 1.601 

Timoshenko 0.5983 0 1.570 -1.752 1.602 

Euler – Bernoulli  0.5954 - 1.563 -2.190 1.563 

Timoshenko &  

Goodier [exact] 

- - 1.598 0.000 1.598 
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ηε ζπλέρεηα, θαηαζθεπάζηεθαλ νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο. Θεσξήζεθε ζεκαληηθή 

ε απεηθόληζε ηεο αιιαγήο ηεο παξακόξθσζεο w  θαη ηεο αιιαγήο ηεο ζηξνθήο   ζην 

ζπλνιηθό κήθνο L ηεο δνθνύ. Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο έγηλαλ γηα όιεο ηηο γξακκηθέο 

ζεσξίεο δνθώλ ζε δύν δηαγξάκκαηα ώζηε λα είλαη άκεζα ζπγθξίζηκα όπσο θαίλεηαη ζηα 

ζρ. 1.11 θαη 1.12. Ο ιόγνο S  ζηα δηαγξάκκαηα είλαη ίζνο κε 2, δειαδή ην κήθνο L  ηεο 

δνθνύ είλαη 1m  θαη ην πάρνο h  είλαη 0 5m. . 

 

σήμα 1.11: Γηάγξακκα κεηαηόπηζεο – κήθνπο  w L  γηα ηηο γξακκηθέο ζεσξίεο θάκςεο

         ειαζηηθώλ δνθώλ. 

 

 

σήμα 1.12: Γηάγξακκα ζηξνθήο – κήθνπο  L   γηα ηηο γξακκηθέο ζεσξίεο θάκςεο  

         ειαζηηθώλ δνθώλ. 

 

Σα απνηειέζκαηα πνπ πξνθύπηνπλ από ηηο παξνύζεο ζεσξίεο ζπγθξίλνληαη κε ηελ 

θιαζηθή ζεσξία δνθώλ Euler – Bernoulli (ΔΣΒ), ηε ζεσξία δηάηκεζεο Timoshenko 

πξώηεο ηάμεο (FSDT) (Timoshenko, 1921), ζεσξίεο δηάηκεζεο αλώηεξεο ηάμεο όπσο ησλ 

Heyliger, P., & Reddy, J. (Heyliger & Reddy, 1988), ηνπ Ghugal (Ghugal, 2006) θαη κε ηηο 

αθξηβείο ιύζεηο ειαζηηθόηεηαο όπσο ηηο έδσζαλ νη Timoshenko θαη Goodier (Timoshenko 

& Goodier, 1970) θαη ν Cowper (Cowper, 1968). 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2 

ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΔ ΘΔΩΡΙΔ ΔΛΑΣΙΚΩΝ ΓΟΚΩΝ 

2.2 ΔΙΑΓΧΓΗ 

 Σν θεθάιαην απηό αλαθέξεηαη ζηηο κε γξακκηθέο ζεσξίεο ειαζηηθόηεηαο. Όηαλ νη 

δνθνί θαη νη πιάθεο παξακνξθώλνληαη πέξα από έλα νξηζκέλν κέγεζνο, ε γξακκηθή 

ζεσξία ράλεη ηελ ηζρύ ηεο θαη παξάγεη ιαλζαζκέλα απνηειέζκαηα. Γηα παξάδεηγκα, ε 

γξακκηθή ζεσξία κπνξεί λα πξνβιέςεη όηη ε παξακόξθσζε ηνπ ζώκαηνο κπνξεί λα 

ππεξβαίλεη ην κήθνο ηνπ ζώκαηνο, θάηη ην νπνίν δελ είλαη ξεαιηζηηθό. ηηο ζεσξίεο 

κεγάισλ παξακνξθώζεσλ πξέπεη λα ζπκπεξηιεθζεί ε ζύδεπμε κεηαμύ αμνληθήο θαη 

εγθάξζηαο θίλεζεο ηεο δνθνύ, ε νπνία είλαη γεσκεηξηθά κε γξακκηθή.  

 Οη ζεσξίεο κε γξακκηθώλ παξακνξθώζεσλ ζπζρεηίδνπλ ηα αμνληθά θνξηία κε ηηο 

εγθάξζηεο παξακνξθώζεηο. Οη ζεσξίεο απηέο είλαη ρξήζηκεο ζε πξνβιήκαηα θάκςεο, ζε 

πξνβιήκαηα ιπγηζκνύ ή ζε πξνβιήκαηα αμνληθά θνξηηζκέλσλ ζσκάησλ. Έλα 

εθαξκνδόκελν αμνληθό θνξηίν κπνξεί λα ελεξγήζεη σο αίηην ζθιήξπλζεο ή 

απνζθιήξπλζεο ηνπ ζώκαηνο. Απηό ην ραξαθηεξηζηηθό είλαη ζεκαληηθό όηαλ ε δνκή 

πεξηζηξέθεηαη γύξσ από έλαλ άμνλα, όπσο γηα παξάδεηγκα κηα έιηθα ειηθνπηέξνπ ή έλαο 

δίζθνο εγγξαθήο, όπνπ ην ζώκα βξίζθεηαη ζε εληαηηθή θαηάζηαζε. 

 ηελ πεξίπησζε όπνπ ηα άθξα κπνξνύλ λα θηλνύληαη ειεύζεξα εληόο ηνπ επηπέδνπ 

ηνπ κε παξακνξθσκέλνπ ζώκαηνο, ηόηε ε ζπλνξηαθή ζπλζήθε πνπ δηέπεη ην πξόβιεκα 

νλνκάδεηαη ζπλζήθε «ειεπζέξσλ ηάζεσλ». Δάλ ηα άθξα ηεο δνθνύ ζεσξνύληαη αθίλεηα, 

απαηηείηαη ε παξνπζία ελόο ηζνδύλακνπ αμνληθνύ θνξηίνπ ώζηε λα εκπνδίζεη ηελ θίλεζε, 

θαη ε αληίζηνηρε ζπλνξηαθή ζπλζήθε νλνκάδεηαη ζπλζήθε «αθιόλεησλ άθξσλ». 

 Η κέζνδνο επίιπζεο πνπ πξνηείλεηαη ζηελ παξνύζα εξγαζία είλαη αλαιπηηθή κε 

βάζε ηηο άπεηξεο ζεηξέο Fourier. Υξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ ηεο 

γξακκηθήο ζεσξίαο, σζηόζν κπνξεί λα επεθηαζεί γηα ιύζεηο πξνβιεκάησλ κε γξακκηθήο 

ζεσξίαο. Δθόζνλ ζεσξνύκε δνθό κε αθιόλεηα άθξα, ε ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο ζα έρεη ηε 

κνξθή απείξνπ αζξνίζκαηνο εκηηόλνπ, ην νπνίν απινπνηεί ζεκαληηθά ηνπο ππνινγηζκνύο. 

ηελ παξνύζα εξγαζία γηα κε γξακκηθέο ζεσξίεο, εμεηάδνληαη δνθνί κε αθιόλεηα άθξα 

ζηε ζηαηηθή πεξίπησζε, όκσο ε κέζνδνο απηή ζα κπνξνύζε λα επεθηαζεί θαη ζε δπλακηθά 

πξνβιήκαηα ή ζε πξνβιήκαηα κε δηαθνξεηηθέο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο. 
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2.1.1 Βιβλιογπαυική Ανασκόπηση 

 

 Μηα ζύληνκε ηζηνξηθή αλαζθόπεζε ηεο γξακκηθήο θαη κε γξακκηθήο ζεσξίαο 

δνθώλ θαη πιαθώλ πεξηιακβάλεηαη ζηα δπν αμηόινγα βηβιία ησλ Chia (Chia, 1980) θαη 

Sathyamoorthy (Sathyamoorthy, 1982). Ο Kirchhoff (Kirchhoff, 1850), θαζηέξσζε ηελ 

γξακκηθή ζεσξία (θιαζζηθή ζεσξία) δνθώλ θαη πιαθώλ θαη ν von Kármán (Kármán, 

1910) αλέπηπμε ηελ αληίζηνηρε κε-γξακκηθή ζεσξία. 

Γύν από ηνπο πξώηνπο πνπ κειέηεζαλ δπλακηθά πξνβιήκαηα πιαθώλ κε κε 

γξακκηθή ζεσξία ήηαλ νη Chu θαη Herrmann (Chu & Herrmann, 1956), νη νπνίνη 

κειέηεζαλ ην πξόβιεκα ησλ ηαιαληώζεσλ ζε νξζνγώληεο πιάθεο απιήο ζηήξημεο. Η 

ζεσξία πιαθώλ ησλ Reissner - Mindlin (Mindlin, 1951) ιακβάλεη ππόςε ηεο ηε δηαηκεηηθή 

ηάζε ε νπνία είλαη ρξήζηκε ζε πξνβιήκαηα δνθώλ θαη πιαθώλ κεγάινπ πάρνπο. Η ζεσξία 

πιαθώλ ησλ Reissner – Mindlin ζεσξείηαη κηα ζεσξία δηάηκεζεο «πξώηεο ηάμεο».  

 Οη Leung θαη Μao (Leung & Mao, 1995), ζύγθξηλαλ ηε ιύζε κεηαμύ θηλνύκελσλ 

θαη αθηλήησλ άθξσλ ζε νξζνγώληεο πιάθεο απιήο ζηήξημεο, ρξεζηκνπνηώληαο ηε κέζνδν 

Galerkin. Οη El Kadiri θαη Benamar (El Kadiri & Benamar, 2003) ρξεζηκνπνίεζαλ ηελ 

ππόζεζε ησλ Chu θαη Herrmann (Chu & Herrmann, 1956) θαη δεκηνύξγεζαλ έλα 

απινπνηεκέλν αλαιπηηθό κνληέιν.  

Ο Berger (Berger, 1955) απινπνίεζε ηε κε-γξακκηθή ζεσξία πιαθώλ αγλνώληαο 

θάπνηνπο όξνπο από ηελ έθθξαζε ηεο ελέξγεηαο παξακόξθσζεο. Οη Prathap θαη Pandalai 

(Prathap & Pandalai, 1977) ελζσκάησζαλ ηε ξνπή αδξάλεηαο θαη ηε δηόξζσζε γηα ηε 

δηάηκεζε ζηε κειέηε ηνπο γηα ηε κε γξακκηθή ζεσξία πιαθώλ. Οη Yosibash θαη Kirby 

(Yosibash & Kirby, 2005) ζύγθξηλαλ ηξεηο δηαθνξεηηθέο εθδνρέο ηεο γεσκεηξίαο ζηε κε 

γξακκηθή ζεσξία πιαθώλ. Η πξώηε εθδνρή παξαιείπεη ηνλ όξν ηεο ξνπήο αδξάλεηαο. Η 

δεύηεξε απινπνηεί ην κνληέιν, αγλνώληαο ηε ξνπή αδξάλεηαο θαζώο θαη ηνπο ρξόλν-

εμαξηώκελνπο όξνπο ηεο πιάθαο ζην κέζν επίπεδν. Οη όξνη, απηνί, αγλννύληαη κε ην 

ζθεπηηθό όηη πνιιαπιαζηάδνληαο κε ην πάρνο ζην ηεηξάγσλν, ε πνζόηεηα ζεσξείηαη πάξα 

πνιύ κηθξή. Δπίζεο, αγλννύληαη θαη θάπνηνη άιινη όξνη, παξόιν πνπ δελ 

πνιιαπιαζηάδνληαη κε ην πάρνο. Η ηξίηε εθδνρή πεξηιακβάλεη ην ζύλνιν ησλ όξσλ 

απηώλ. O Amabili (Amabili, 2004), ζεώξεζε πνιιέο δηαθνξεηηθέο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο 

θαη ζύγθξηλε ηα ζεσξεηηθά κε ηα πεηξακαηηθά απνηειέζκαηα.  
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 O Way (Way, 1938) ρξεζηκνπνίεζε ηελ ελεξγεηαθή κέζνδν ηνπ Ritz, o Ribeiro 

(Ribeiro, 2001) ρξεζηκνπνίεζε κνληέια πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ θαη νη Wei-Zang θαη 

Kai-Yuan (Wei-Zhang & Kai-Yuan, 1956) ρξεζηκνπνίεζαλ ζεσξίεο δηαηαξαρώλ σο 

πξνζεγγηζηηθή κέζνδν γηα ηελ επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ εμηζώζεσλ.  

Η δηπιή ζεηξά Fourier ρξεζηκνπνηήζεθε από ηνλ Levy (Levy, 1942) γηα λα 

κειεηήζεη πξνβιήκαηα πιαθώλ απιήο ζηήξημεο θάησ από δηάθνξεο ζπλζήθεο. Οη Iyengar 

θαη Naqvi (Iyengar & Naqvi, 1966) ρξεζηκνπνίεζαλ έλα ζπλδπαζκό ηξηγσλνκεηξηθώλ θαη 

ππεξβνιηθώλ ζπλαξηήζεσλ γηα λα πξνζεγγίζνπλ ηε κεηαηόπηζε κε παθησκέλα ή απιά 

ζηεξηγκέλα άθξα θαη ζπλζήθεο «άθξα ειεπζέξσλ ηάζεσλ» ή «αθιόλεηα άθξα».  

 O Leissa (Leissa, 1969) κειέηεζε γξακκηθά πξνβιήκαηα πιαθώλ κε δηάθνξεο 

ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο Σν βηβιίν ηνπ Timoshenko (Timoshenko & Woinowsky-Krieger, 

1959) «Θεσξία Πιαθώλ θαη Κειπθώλ» αλαθέξεηαη ηδηαίηεξα ζηνλ ηνκέα απηό θαη ζα 

πξέπεη λα ζεσξείηαη ην ζεκαληηθόηεξν πνπ ζα πξέπεη λα ζπκβνπιεύνληαη όζνη κειεηνύλ 

πξνβιήκαηα ζηε ζεσξία δνθώλ θαη πιαθώλ. 

εκαληηθή είλαη, ηέινο, ε ζπκβνιή ησλ Heylinger & Reddy (Heylinger & Reddy, 

1988) θαη ηνπ Reddy (Reddy, 1990) νη νπνίνη αλέπηπμαλ ηε γλσζηή ζεσξία 

παξακόξθσζεο ηξίηεο ηάμεο γηα ηε κε γξακκηθή αλάιπζε πιαθώλ κε κέηξην πάρνο. 
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2.1.2 Ο Von Kármán και το Έπγο τος  

 

 Ο Theodore von Kármán (1881-1963) ήηαλ Οπγγαξνακεξηθαλόο καζεκαηηθόο, 

κεραληθόο ζηνλ ηνκέα ηεο αεξνδηαζηεκηθήο θαη θπζηθόο πνπ δξαζηεξηνπνηήζεθε θπξίσο 

ζηνλ ηνκέα ηεο αεξνλαπηηθήο. εκαληηθή είλαη ε ζπκβνιή ηνπ ζηελ αεξνδπλακηθή, θπξίσο 

κε ην έξγν ηνπ γηα ηνλ ππεξερεηηθό ραξαθηεξηζκό ηεο ξνήο ηνπ αέξα. Θεσξείηαη σο έλαο 

από ηνπο ζπνπδαηόηεξνπο αεξνδπλακηθνύο ζεσξεηηθνύο ηνπ 20
νπ

 αηώλα. (Chang, 1996), 

(Greenberg & Goodstein, 1983), (O'Connor & Robertson), (Sears, 1965). 

 

 

σήμα 2.1: Theodore von Kármán (1881-1963). 

 Ο Kármán (Goldstein, 1966) γελλήζεθε ζηε Βνπδαπέζηε. πνύδαζε κεραληθή ζην 

Παλεπηζηήκην Royal Joseph, γλσζηό ζήκεξα σο Παλεπηζηήκην Σερλνινγίαο θαη 

Οηθνλνκηθώλ ηεο Βνπδαπέζηεο. Μεηά ηελ απνθνίηεζή ηνπ, ην 1902, κεηαθόκηζε ζηε 

Γεξκαληθή Απηνθξαηνξία θαη κπήθε ζην Παλεπηζηήκην ηνπ Göttingen, όπνπ έιαβε ην 

https://en.wikipedia.org/wiki/Iris_Chang
https://en.wikipedia.org/wiki/John_J._O%27Connor_(mathematician)
https://en.wikipedia.org/wiki/Edmund_F._Robertson
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δηδαθηνξηθό ηνπ ην 1908. ην Göttingen δίδαμε γηα ηέζζεξα ρξόληα. Σν 1912 έγηλε δεθηόο 

σο δηεπζπληήο ηνπ Αεξνλαπηηθνύ Ιλζηηηνύηνπ ζην RWTH ηνπ Aachen ηεο Γεξκαλίαο.  

 Η αδεξθή ηνπ, Josephine de Kármán, ηνλ ελζάξξπλε λα επεθηείλεη ηελ επηζηήκε 

ηνπ πέξα από ηα εζληθά ζύλνξα. Γηνξγάλσζαλ καδί ην πξώην δηεζλέο ζπλέδξην ζηε 

κεραληθή πνπ πξαγκαηνπνηήζεθε ην επηέκβξην ηνπ 1922 ζην Innsbruck. Ο Kármán 

εγθαηέιεηςε ηε ζέζε ηνπ ζην RWTH ην 1930. Αλεζπρώληαο γηα ηηο εμειίμεηο ζηελ 

Δπξώπε, ηελ ίδηα ρξνληά απνδέρηεθε ηε δηεύζπλζε ηνπ αεξνλαπηηθνύ εξγαζηεξίνπ 

Guggenheim ζην Ιλζηηηνύην Σερλνινγίαο ηεο Καιηθόξληαο (GALCIT).  

 Η γεξκαληθή δξαζηεξηόηεηα, θαηά ηε δηάξθεηα ηνπ Β Παγθνζκίνπ Πνιέκνπ, 

αύμεζε ην ζηξαηησηηθό ελδηαθέξνλ ησλ ΗΠΑ ζηελ έξεπλα ππξαύισλ. ηηο αξρέο ηνπ 

1943, ε Γηεύζπλζε Πεηξακαηηθήο Σερληθήο ηεο Τιηθήο Γηνίθεζεο ησλ Πνιεκηθώλ 

Αεξνπνξηώλ ησλ Ηλσκέλσλ Πνιηηεηώλ δηαβίβαζε ζηνλ Kármán αλαθνξέο από βξεηαληθέο 

πεγέο πνπ πεξηέγξαθαλ γεξκαληθέο ξνπθέηεο ηθαλέο λα ηαμηδεύνπλ ζε απόζηαζε 160 

ρηιηνκέηξσλ. ε επηζηνιή ηνπ, κε εκεξνκελία 2 Απγνύζηνπ 1943, ν Kármán παξείρε ζηνλ 

ζηξαηό ηελ αλάιπζε θαη ηα ζρόιηα ηνπ ζρεηηθά κε ην γεξκαληθό πξόγξακκα. 

 Σν 1944, ν ίδηνο θαη άιινη ζπλεξγάηεο ηνπ ζην GALCIT ίδξπζαλ ην JPL (Jet 

Propulsion Laboratory - Δξγαζηήξην εθηόμεπζεο αεξησζνπκέλσλ), ην νπνίν είλαη κέρξη 

ζήκεξα έλα Κέληξν Έξεπλαο θαη Αλάπηπμεο ρξεκαηνδνηνύκελν από ηελ Οκνζπνλδία, ην 

νπνίν δηαρεηξίδεηαη ε Caltech βάζεη ζύκβαζεο κε ηε NASA. Σν 1946, έγηλε ν πξώηνο 

πξόεδξνο ηεο επηζηεκνληθήο ζπκβνπιεπηηθήο νκάδαο πνπ κειέηεζε αεξνλαπηηθέο 

ηερλνινγίεο γηα ηηο Πνιεκηθέο Αεξνπνξίεο ησλ Ηλσκέλσλ Πνιηηεηώλ. Δπίζεο, βνήζεζε 

ζηελ ίδξπζε ηνπ AGARD, ηεο νκάδαο επνπηείαο ηεο αεξνδπλακηθήο ηνπ ΝΑΣΟ (1951), 

ηνπ Γηεζλνύο πκβνπιίνπ Αεξνλαπηηθώλ Δπηζηεκώλ (1956), ηεο Γηεζλνύο Αθαδεκίαο 

Αζηξνλαπηηθήο (1960) θαη ηνπ Ιλζηηηνύηνπ «Fluid Dynamics Von Karman» ζηηο 

Βξπμέιιεο (1956). 

 Σνλ Ινύλην ηνπ 1944, ν Kármán ππνβιήζεθε ζε ρεηξνπξγηθή επέκβαζε γηα θαξθίλν 

ηνπ εληέξνπ ζηε Νέα Τόξθε. Η ρεηξνπξγηθή επέκβαζε πξνθάιεζε δύν θήιεο, θαη ε 

αλάθακςε ηνπ Kármán ήηαλ αξγή. ηηο αξρέο επηεκβξίνπ, ελώ βξηζθόηαλ ζηε Νέα 

Τόξθε, ζπλαληήζεθε κε ηνλ Γεληθό Αξρεγό ηεο Πνιεκηθήο Αεξνπνξίαο ησλ ΗΠΑ, Henry 

Arnold, θαη απηόο ηνπ πξόηεηλε λα κεηαθνκίζεη ζηελ Οπάζηλγθηνλ γηα λα εγεζεί ηεο 

Δπηζηεκνληθήο πκβνπιεπηηθήο Οκάδαο ζην ζηξαηό. Ο Kármán επέζηξεςε ζηελ Pasadena 

https://en.wikipedia.org/wiki/Innsbruck
https://www.google.gr/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=8&cad=rja&uact=8&ved=0ahUKEwjH8fLKzqHVAhVGOMAKHavVCdMQFghAMAc&url=https%3A%2F%2Fen.wikipedia.org%2Fwiki%2FJet_Propulsion_Laboratory&usg=AFQjCNFrJM-5Xsp51jo98_mLH0OaY8aY4g
https://www.google.gr/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=8&cad=rja&uact=8&ved=0ahUKEwjH8fLKzqHVAhVGOMAKHavVCdMQFghAMAc&url=https%3A%2F%2Fen.wikipedia.org%2Fwiki%2FJet_Propulsion_Laboratory&usg=AFQjCNFrJM-5Xsp51jo98_mLH0OaY8aY4g
https://en.wikipedia.org/wiki/Pasadena,_California
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ζηα κέζα επηεκβξίνπ, δηνξίζηεθε ζηε ζέζε SAG ηνλ Οθηώβξην ηνπ 1944 θαη 

εγθαηέιεηςε ηελ Caltech ηνλ Γεθέκβξην ηνπ 1944 (Bluth, 1994). 

 ε ειηθία 81 εηώλ, ν Kármán έιαβε ην πξώην Δζληθό Μεηάιιην Δπηζηεκώλ, πνπ 

δόζεθε από ηνλ Πξόεδξν John F. Kennedy ζε ηειεηή ζην Λεπθό Οίθν. Ο Kármán 

αλαγλσξίζηεθε: «Γηα ηελ εγεζία ηνπ ζηελ επηζηήκε θαη ηε κεραληθή ζηνλ ηνκέα ηεο 

αεξνλαπηηθήο, γηα ηελ απνηειεζκαηηθή δηδαζθαιία ηνπ θαη ηηο ζπλεηζθνξέο ζε πνιινύο 

ηνκείο ηεο κεραληθήο, γηα ηε δηαθεθξηκέλε ζπκβνπιή ηνπ πξνο ηηο Έλνπιεο Τπεξεζίεο θαη 

γηα ηελ πξνώζεζε ηεο δηεζλνύο ζπλεξγαζίαο ζηελ επηζηήκε θαη ηε κεραληθή». 

 Έγηλε ηειηθά κηα ζεκαληηθή κνξθή ζηελ επηζηήκε θαη εηδηθόηεξα ζηε κειέηε ηεο 

ππεξερεηηθήο θίλεζεο, ζεκεηώλνληαο ζε έλα ζεκαληηθό έγγξαθν όηη νη κεραληθνί ζηελ 

αεξνλαπηηθή «ρηππνύλ δπλαηά ζηελ θιεηζηή πόξηα πνπ νδεγεί ζην πεδίν ηεο ππεξερεηηθήο 

θίλεζεο» (Hallion, 2011). 

 Η θήκε ηνπ Kármán έγθεηηαη ζηε ρξήζε καζεκαηηθώλ εξγαιείσλ γηα ηε κειέηε 

ξνήο ξεπζηώλ (Sears, 1986) θαη ε εξκελεία απηώλ ησλ απνηειεζκάησλ γηα ηελ 

θαζνδήγεζε πξαθηηθώλ ζρεδίσλ. Δίρε θαζνξηζηηθό ξόιν ζηελ αλαγλώξηζε ηεο ζεκαζίαο 

ησλ θηεξώλ πνπ βξίζθνληαη ζε όια ηα ζύγρξνλα αεξησζνύκελα αεξνπιάλα. 

 Σέινο, όζνλ αθνξά ηε ζπγθεθξηκέλε εξγαζία, ζεκαληηθή ήηαλ ε ζπλεηζθνξά ηνπ 

ζηνλ ηνκέα ηεο κεραληθήο θαη πην ζπγθεθξηκέλα ζηηο κε γξακκηθέο ζεσξίεο 

ειαζηηθόηεηαο. Πξνζζέηνληαο ζηηο γξακκηθέο ζεσξίεο ειαζηηθόηεηαο θαη πην 

ζπγθεθξηκέλα ζηηο ζρέζεηο παξακόξθσζεο – κεηαηόπηζεο ηνλ γεσκεηξηθά κε γξακκηθό 

όξν:  

,

2
1 w

2 x

 
 
 

         (2.1) 

γλσζηό θαη σο όξν παξακνξθώζεσλ Von Kármán, θαηάθεξε λα κεηαηξέςεη ηηο γξακκηθέο 

ζεσξίεο γηα δνθνύο, πιάθεο θαη θειύθε ζε γεσκεηξηθά κε γξακκηθέο, γλσζηέο σο ζεσξίεο 

ησλ κεγάισλ παξακνξθώζεσλ. Γηα ηηο ζεσξίεο απηέο γίλεηαη ιόγνο ζηηο επόκελεο 

ελόηεηεο. 
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2.1.3 Η Πποέλεςση τηρ Μη Γπαμμικότηταρ 

 

 Οη κε γξακκηθόηεηεο ππάξρνπλ ζηηο εμηζώζεηο θίλεζεο θαη ζηηο ζπλνξηαθέο 

ζπλζήθεο, όηαλ ζε απηέο εκθαλίδνληαη γηλόκελα ησλ κεηαβιεηώλ ή ησλ παξαγώγσλ ηνπο. 

Δκθαλίδνληαη, επίζεο, όηαλ ππάξρνπλ αζπλέρεηεο ή άικαηα ζην ζύζηεκα. Σα κε γξακκηθά 

ζπζηήκαηα ραξαθηεξίδνληαη από ην γεγνλόο όηη δελ ηζρύεη ε αξρή ηεο επαιιειίαο ή αξρή 

ηεο ππέξζεζεο (superposition principle). Γεληθά, νη κε γξακκηθόηεηεο ζηε κεραληθή 

πξνθύπηνπλ κε πνιινύο δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο θαη παίξλνπλ δηαθνξεηηθέο κνξθέο. 

Τπάξρνπλ δηάθνξεο πεγέο ηεο κε γξακκηθήο ζπκπεξηθνξάο. Οη θπξηόηεξεο πεξηιακβάλνπλ 

ηηο κε γξακκηθόηεηεο ιόγσ γεσκεηξίαο, ηηο κε γξακκηθόηεηεο ιόγσ ησλ ηδηνηήησλ ηνπ 

πιηθνύ, ηηο κε γξακκηθόηεηεο ιόγσ αδξάλεηαο, ηηο κε γξακκηθόηεηεο ιόγν ηξηβήο θαη ηηο 

κε γξακκηθόηεηεο ιόγν ζπλνξηαθώλ ζπλζεθώλ (Emam, 2002), (Nishawala, 2011). 

 Η γεσκεηξηθή κε γξακκηθόηεηα. Απηό ην ραξαθηεξηζηηθό είλαη ζεκαληηθό γηα ηα 

ζπζηήκαηα κε κεγάιεο παξακνξθώζεηο, ή γηα ζπζηήκαηα πνπ κπνξεί λα αζηνρήζνπλ ιόγσ 

ιπγηζκνύ. ε δνθνύο θαη πιάθεο, ε κε γξακκηθόηεηα πξνέξρεηαη από ηηο κε-γξακκηθέο 

εμηζώζεηο ησλ ηξνπώλ, ζηηο νπνίεο ε εγθάξζηα κεηαηόπηζε είλαη ζπδεπγκέλε κε ηηο 

αμνληθέο ηξνπέο. Χο απνηέιεζκα, ην κέζν επίπεδν ηεο δνθνύ ή ηεο πιάθαο κπνξεί λα 

ππνζηεί δηάηαζε (stretching). Η ζεσξία von Kármán, ή ζεσξία κεγάισλ παξακνξθώζεσλ,  

πεξηιακβάλεη ηε γεσκεηξηθή κε-γξακκηθόηεηα. Η κε γξακκηθή ζρέζε ξνπήο -

θακππιόηεηαο γίλεηαη ζεκαληηθή όηαλ ζεσξνύκε κεγάιεο παξακνξθώζεηο ρσξίο δηάηαζε. 

ηελ αλάιπζε απηή, ε θιίζε ηεο κεηαηόπηζεο ηεο κέζεο επηθάλεηαο δελ ζεσξείηαη κηθξή 

ζε ζύγθξηζε κε ηε κνλάδα. Απηόο ν ηύπνο κε γξακκηθόηεηαο ζπλαληάηαη πην ζπρλά ζηε 

βηβιηνγξαθία. 

 Μηα άιιε αηηία εκθάληζεο ηεο κε γξακκηθόηεηαο είλαη νη ηδηόηεηεο ηνπ πιηθνύ. Η 

κε γξακκηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ πιηθνύ θαζηζηά άθπξν ην λόκν ηνπ Hooke, θαζώο ε ζρέζε 

   είλαη κηα γξακκηθή ζρέζε κεηαμύ ηάζεο θαη παξακόξθσζεο. Ο λόκνο ηνπ Hooke 

ζα πξέπεη λα ηξνπνπνηεζεί πξνθεηκέλνπ λα ιεθζεί ππόςε ε κε γξακκηθή ζπκπεξηθνξά. 

ηελ ειαζηηθή πεξηνρή ηνπ πιηθνύ, κπνξνύκε λα νξίζνπκε ηελ θιίζε ηεο γξακκηθήο 

πεξηνρήο σο κέηξν ειαζηηθόηεηαο ηνπ πιηθνύ. Χζηόζν, ν νξηζκόο απηόο είλαη κόλν κηα 

πξνζέγγηζε πνπ ρξεζηκνπνηνύκε γηα λα απινπνηεζεί ην ζύζηεκα. Δπίζεο, ην πιηθό 

ζεσξείηαη ηζόηξνπν, κε ίδηεο ηδηόηεηεο ζε όιεο ηηο θαηεπζύλζεηο, αιιά απηό είλαη επίζεο 

κηα πξνζέγγηζε ησλ ηδηνηήησλ ηνπ πιηθνύ. Δίλαη ζεκαληηθό λα ζεκεησζεί όηη δελ ππάξρεη 
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ζηελ θύζε πιηθό πνπ λα έρεη απόιπηα γξακκηθή ειαζηηθή ζπκπεξηθνξά ή λα είλαη 

απόιπηα ηζόηξνπν. Σα παξαπάλσ είλαη πξνζεγγίζεηο, αξθεηά ηθαλνπνηεηηθέο, γηα ηηο 

πεξηζζόηεξεο πεξηπηώζεηο. Μνληέια πιηθώλ κε κε-γξακκηθέο ειαζηηθέο ηδηόηεηεο, όπσο 

ην θανπηζνύθ, ή αληζόηξνπα πιηθά, όπσο ηα ζύλζεηα πιηθά, πεξηιακβάλνπλ κε γξακκηθέο 

εμηζώζεηο θίλεζεο. 

 Οη κε γξακκηθόηεηεο ιόγσ αδξάλεηαο πξνθύπηνπλ σο απνηέιεζκα 

ζπκππθλσκέλσλ ή θαηαλεκεκέλσλ καδώλ. Απηόο ν ηύπνο κε γξακκηθόηεηαο ζπλαληάηαη 

ζηηο αξρέο πνπ δηέπνπλ ην πξόβιεκα από πιεπξάο ρξνληθώλ παξαγώγσλ ησλ 

κεηαηνπίζεσλ.  

 Έλαο άιινο ιόγνο εκθάληζεο ηεο κε γξακκηθόηεηαο είλαη νη κε γξακκηθόηεηεο 

ιόγσ ηξηβήο. Ο ζπγθεθξηκέλνο ηύπνο κε γξακκηθόηεηαο είλαη εμαηξεηηθά κε γξακκηθόο θαη 

πξνθύπηεη, γηα παξάδεηγκα, από ηελ μεξή ηξηβή, ηελ νιίζζεζε θαη ηελ πζηέξεζε ζε έλα 

ζύζηεκα. Οη κε γξακκηθόηεηεο ιόγσ ηξηβήο εκθαλίδνληαη ζηηο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο 

θίλεζεο πνπ δηέπνπλ ην πξόβιεκα. 

 Δπίζεο, κηα αθόκε πεγή ηεο κε γξακκηθόηεηαο είλαη ηα κε γξακκηθά ζπζηήκαηα 

εμηζώζεσλ, ηα νπνία πξνθαινύληαη από κε γξακκηθέο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο. Απηή ε κε 

γξακκηθόηεηα νθείιεηαη ζην γεγνλόο όηη νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο κπνξεί λα έρνπλ ηε 

κνξθή κε γξακκηθώλ ηζνδπλακηώλ ή αληζνηήησλ. Έλα παξάδεηγκα ηεο αληζόηεηαο είλαη ε 

επαθή κεηαμύ ησλ ειαζηηθώλ ζσκάησλ, όπνπ ε ζρεηηθή κεηαηόπηζε ησλ ζεκείσλ επαθήο 

ζηελ θαηεύζπλζε ηεο επαθήο πξέπεη λα είλαη κηθξόηεξε ή ίζε κε ην αξρηθό θελό κεηαμύ 

απηώλ ησλ ζεκείσλ. 

 Σα παξαπάλσ είδε κε γξακκηθόηεηαο απνηεινύλ κεξηθά θιαζζηθά παξαδείγκαηα 

πνπ δελ θαιύπηνπλ όκσο, ην ζύλνιν ησλ πεξηπηώζεσλ. Τπάξρνπλ πνιιέο πεγέο κε 

γξακκηθήο ζπκπεξηθνξάο θαη ε γξακκηθή ζπκπεξηθνξά, όπσο πξναλαθέξζεθε, είλαη απιά 

κηα πξνζέγγηζε. ε νξηζκέλεο πεξηπηώζεηο, ε γξακκηθνπνίεζε έρεη ακειεηέα 

απνηειέζκαηα. Δίλαη ζεκαληηθό λα πξνζπαζνύκε λα θαηαλννύκε θάζε θνξά ην ζύζηεκα 

κε βάζε ην πιηθό ηνπ, ηηο θνξηίζεηο πνπ δέρεηαη θαη ηελ αλακελόκελε απόθξηζή ηνπ, ώζηε 

λα κπνξεί λα πξνζδηνξηζηεί εάλ κηα γξακκηθή πξνζέγγηζε είλαη επαξθήο ή αλ απαηηείηαη ε 

ρξήζε κηαο κε γξακκηθήο ζεσξίαο. 
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2.2 ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΔ ΘΔΧΡΙΔ ΚΑΜΦΗ ΓΟΚΧΝ  

Γηα ηελ παξαγσγή ησλ εμηζώζεσλ θίλεζεο θαη ησλ ζπλνξηαθώλ ζπλζεθώλ ζηε 

γεσκεηξηθά κε γξακκηθή ζεσξία ειαζηηθόηεηαο ή ζεσξία ειαζηηθόηεηαο κεγάισλ 

κεηαηνπίζεσλ, ζην πεδίν παξακνξθώζεσλ πξνζηίζεηαη ν όξνο ησλ κεγάισλ 

παξακνξθώζεσλ, όξνο Von Kármán (εμ. 2.1). Αθνινπζώληαο ηελ ίδηα δηαδηθαζία όπσο 

πξνεγήζεθε ζηελ παξάγξαθν 1.3.1, νξίδνληαη νη ζπληεηαγκέλεο x y z, ,  ηνπ πξνβιήκαηνο: 

0 x L b 2 y b 2 h 2 z h 2       , , ,    (2.2) 

θαη ην πεδίν κεηαηνπίζεσλ, ίδην κε ηε γξακκηθή πεξίπησζε: 

 

 
 

   1

w x t
u u x z t z f z x t

x



   



,
, , , ,      (2.3α) 

 2
u v x z t 0 , , ,         (2.3β) 

   3
u w x z t w x t , , , .       (2.3γ) 

 

 ηελ πεξίπησζε απηή ζεσξείηε πσο αζθείηαη ζην ζώκα κηα θαηαθόξπθα 

νκνηόκνξθε δύλακε  ,q x t . Η ππθλόηεηα   ζεσξείηε πσο παξακέλεη ζηαζεξή θαη δελ 

κεηαβάιιεηαη. Έηζη, νη ζρέζεηο παξακόξθσζεο – κεηαηόπηζεο είλαη: 

 

 
2 22

x 2

u 1 w w 1 w
z f z

x 2 x x x 2 x




       
        
       

,     (2.4) 

 

   zx

u w
f z x t

z x
 

 
  

 
, .        (2.5)  

 

Οη ζρέζεηο ηάζεο – παξακόξθσζεο έρνπλ ηε κνξθή: 

 

 
22

x x 2

w 1 w
z f z

x x 2 x


  

    
      

     

,      (2.6)  

   zx zx
G Gf z x t    , .        (2.7) 
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2.2.1 Δξισώσειρ Κίνησηρ – ςνοπιακέρ ςνθήκερ 

 

Γηα ηελ εμαγσγή ησλ εμηζώζεσλ θίλεζεο θαη ησλ ζπλνξηαθώλ ζπλζεθώλ γηα ηηο κε 

γξακκηθέο ζεσξίεο ειαζηηθόηεηαο, ε Αξρή Hamilton είλαη: 

 

 

 

hx L y b z
2

x x zx zxhx 0 y 0 z
2

2 2hx L y b z x L
2

2 2hx 0 y 0 z x 0
2

dzdydx

u w
u w dzdydx q w dx 0

t t

   

   

  

  

   

   

 

  
         

  

    .

  (2.8) 

 

 Ξεθηλώληαο ηνλ ππνινγηζκό από ην πξώην νινθιήξσκα ηεο Αξρήο Hamilton, κε 

ηελ εηζαγσγή ησλ ζρέζεσλ 2.4 – 2.7, ην πξώην νινθιήξσκα ηεο ζρ. 2.8 γίλεηαη: 
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   (2.9) 

 

Κάλνληαο πξάμεηο, ε ζρ. 2.9 γίλεηαη: 
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2

G f z dzdx 



    
.

(2.10) 

 

Γίλεηαη ε νινθιήξσζε σο πξνο ην βάζνο (width) y  θαη ην νινθιήξσκα σο πξνο ην 

πάρνο z  πεγαίλεη ζε θάζε όξν ηεο ζρ.2.10: 



ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2: ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΔ ΘΔΩΡΙΔ ΔΛΑΣΙΚΩΝ ΓΟΚΩΝ 

 

46 
 

 
 

 

 
 

 

 
 

22 2h hx L z z
2 22

2 2 2h hx 0 z z
2 2

22h hz z
2 2

2 2h hz z
2 2

hz 22

hz
2

ww w
Ebz dz Ebzf z dz

x x x x

w ww w
Ebz dz Ebzf z dz

x x x x x

Eb f z dz Eb
x x

 

 



  

  

 

 





      
    

       

     
    

        

 
       

  

 

  
 

 
 

 

 
   

hz
2

hz
2

2 22
h hz z

2 2

2h hz z
2 2

2
h hz z 22 2

h hz z
2 2

ww
f z dz

x x x

w1 w 1 w
Ebz dz Ebf z dz

2 x x 2 x x

w1 w w
Eb dz Gb f z dz

2 x x x



 


 





 

 

 

 

  
 

   

        
        

            

                  



 

  dx




.

  (2.11) 

 

 Βγάδνληαο έμσ από ηα νινθιεξώκαηα ηνπο ζηαζεξνύο όξνπο πνπ δελ εμαξηώληαη 

από ην πάρνο z , ε ζρέζε 2.11, γίλεηαη: 
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 (2.12) 

 

Σν νινθιήξσκα  
hz

2

hz
2

z dz


  είλαη ίζν κε ην κεδέλ. Οξίδνληαο ηνπο ζπληειεζηέο 

0 0 0 0
A B C D, , ,  (εμ. 1.72α – 1.72δ) θαη ηνλ ζπληειεζηή 0

H :  

 
hz

2

0 hz
2

H Eb f z dz



    ,

       (2.13)  

ε ζρέζε 2.12, γίλεηαη: 
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Δθαξκόδνληαο ην ζεώξεκα Gauss (Παράρτημα Α) ώζηε λα απειεπζεξσζνύλ νη 

πνζόηεηεο w  και   από ηηο παξαγώγνπο ηνπο, από ην πξώην νινθιήξσκα, έρνπκε: 
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ηε ζπλέρεηα γίλεηαη ν ππνινγηζκόο ηνπ δεύηεξνπ θαη ηνπ ηξίηνπ νινθιεξώκαηνο 

ηεο Αξρήο Hamilton, ζρ.2.8: 
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    . (2.16) 

Κάλνληαο αληηθαηάζηαζε ηηο κεηαηνπίζεηο u  θαη w , ε ζρ. 2.16 γίλεηαη: 
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Δθηειώληαο ηηο   – κεηαβνιέο θαη ηηο ζρεηηθέο παξαγσγίζεηο από ηελ ζρ.2.17 

πξνθύπηεη: 
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Γίλνληαη νη ζρεηηθέο πξάμεηο θαη ε ζρ. 2.18 παίξλεη ηε κνξθή: 
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 (2.19) 

 

Γίλεηαη ε νινθιήξσζε σο πξνο ην βάζνο y  θαη ην νινθιήξσκα σο πξνο ην πάρνο 

z  πεγαίλεη ζε όινπο ηνπο όξνπο ηεο αγθύιεο: 

 

 
   

 
 

     

 

3 3h hx L z z
2 22

2 2h hx 0 z z
2 2

2 2 2h h hz z z
2 2 22

2 2 2h h hz z z
2 2 2

x L

x 0

ww w
b z dz zf z dz

t x x t x

w w
zf z dz f z dz w dz dx

t x t t

q w dx


 

 
 



  

  

  

  





  
 

    

   
   

    

   

  

  

 .

 (2.20) 

 Κάλνληαο πξάμεηο, ε ζρ. 2.20 γίλεηαη: 
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3 3h hx L z z
2 22

2 2h hx 0 z z
2 2

2 2h hz z
2 2 2

2 2h hz z
2 2

2 hz x L
2

2 hz x 0
2

ww w
b z dz zf z dz

t x x t x

w
zf z dz f z dz

t x t

w
w 1 dz dx q w dx

t


 

 


 

  

  

 

 

 

 

  
           

 
         


     

  

 

  .

  (2.21) 

 

Με εηζαγσγή ησλ ζπληειεζηώλ o o o
A B C, ,  (εμ. 1.72α – 1.72γ) θαη κε ζρεηηθέο 

πξάμεηο, ε ζρ.2.21 παίξλεη ηε κνξθή:   

 

 
 

 

     

3 3 2
x L

o o o

2 2 2x 0

2 2

o

2 2

w wA B Bw w

E t x x E t x E t x

C w
h w q w dx

E t t

    


 
   





    
  

      

 
   

  



.

  (2.22) 

 
Δθαξκόδνληαο ην ζεώξεκα Gauss (Παράρτημα Α), ε ζρ.2.22 γίλεηαη: 

     

     

   

x L
3 4 3

x L x L
o o o

2 2 2 2x 0 x 0
x 0

x L
2 3 2

x L x L
o o o

2 2 2x 0 x 0
x 0

2
x L x L

2x 0 x 0

A A Bw w w
w w dx dx

E t x E t x E t x

B B C
w w dx dx

E t E t x E t

w
bh w dx q w dx

t

  
  

    
  

  


 

 



 

 


 

 

   
   

      

   
    

    


 



 

 

  .

 (2.23) 

 

 πλεπώο, ζπλνιηθά από ηελ Αξρή Hamilton πξνθύπηνπλ νη εμηζώζεηο θίλεζεο 

w ,  θαη νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο.
 
ηε ζπλέρεηα, νξίδεηαη ε πνζόηεηα A bh , όπνπ A  

είλαη ε δηαηνκή ηεο δνθνύ θαη κεηαθέξνληαη νη αδξαλεηαθνί όξνη ζην δεύηεξν κέινο ησλ 

εμηζώζεσλ θίλεζεο. Τπνινγίδνληαο ηνπο ζπληειεζηέο γηα ηηο δηάθνξεο  f z  πνπ 

ππάξρνπλ ζηε βηβιηνγξαθία, παξαηεξείηαη πσο ν όξνο 0
H  είλαη ίζνο κε κεδέλ γηα όιεο ηηο 

ζεσξίεο ηεο βηβιηνγξαθίαο. πλεπώο, κε κεγάιε αζθάιεηα κπνξνύλ λα γξαθνύλ νη 

εμηζώζεηο θίλεζεο θαη ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ρσξίο ηνλ όξν 0
H . Πνιιαπιαζηάδνληαο 

κε κείνλ εμίζνπ όια ηα κέιε ησλ εμηζώζεσλ θίλεζεο, ζπλνιηθά από ηελ Αξρή Hamilton, 

έρνπκε: 
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Εξισώσειρ κίνησηρ: 

 w :  

24 3 2 2 4 3

0 0
0 04 3 2 2 2 2 2

A Bw 3EA w w w w
A B q A

x x 2 x x t E t x E t x

  


        
        

           
,  (2.24)  

  :  

2 3 3 2

0 0
0 0 02 3 2 2

B Cw w
C B D

x x E t x E t

  


   
    

    
.    (2.25) 

 

ςνοπιακέρ σςνθήκερ: 

 

3 3 2 3 2

o o
0 03 2 2 2

A B1 w w w
EA A B 0

2 x x x E t x E t

ή w 0 w έ

  

  

     
     

      



,

, :

   (2.26) 

 
2

0 0 2

w
C B 0 ή 0 έ

x x


   

 
  

 
, , :    (2.27) 

 2

0 02

ww w
A B 0 ή 0 έ

x x x x


 

  
  

   
, , :   (2.28) 

 

 

 Οη ζρέζεηο 2.24 – 2.25 απνηεινύλε ηηο κε γξακκηθέο εμηζώζεηο θίλεζεο γηα 

ειαζηηθέο δνθνύο ζε θάκςε θαη νη ζρέζεηο 2.26 – 2.28 απνηεινύλ ηηο κε γξακκηθέο 

ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο πνπ δηέπνπλ ην πξόβιεκα. Οη εμηζώζεηο θαη νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο 

απηέο βξίζθνληαη ζηελ πην γεληθή ηνπο κνξθή θαη κπνξνύλ λα εθθξάζνπλ νπνηαδήπνηε 

ζεσξία δηάηκεζεο αλώηεξεο ηάμεο. Αλάινγα κε ηελ εθάζηνηε ζεσξία, γίλεηαη ε 

θαηάιιειε αληηθαηάζηαζε ησλ ζπληειεζηώλ 0 0 0 0
A B C D, , ,  ηεο κε γξακκηθήο ζεσξίαο 

θαη πξνθύπηνπλ νη ζπγθεθξηκέλεο εμηζώζεηο θίλεζεο θαη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο.  

ηε ζπλέρεηα, δίδνληαη αλαιπηηθά νη εμηζώζεηο θίλεζεο θαη νη ζπλνξηαθέο 

ζπλζήθεο γηα ηηο κε γξακκηθέο ζεσξίεο Euler – Bernoulli θαη Timoshenko.  
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2.2.2 Μη Γπαμμική Θεωπία Euler - Bernoulli  

 

 Γηα λα πξνθύςεη ε κε γξακκηθή ζεσξία Euler - Bernoulli, γίλεηαη αληηθαηάζηαζε 

ηεο θαηαλνκήο  f z z  θαη ηεο ζηξνθήο  x 0   ζηηο εμηζώζεηο θίλεζεο 2.24 – 2.25 θαη 

ζηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο 2.26 – 2.28 πνπ δηέπνπλ ην πξόβιεκα.  

Δθόζνλ δελ ππάξρεη ε ζηξνθή ζηε ζεσξία, αλακέλεηαη κόλν κηα εμίζσζε θίλεζεο, 

απηή πνπ αθνξά ηε κεηαηόπηζε w . Δπίζεο, γηα ηε ζεσξία Euler – Bernoulli, νη 

ζπληειεζηέο 0 0 0
A B C, ,  είλαη ίζνη κε 

3bh 12  ελώ ν ζπληειεζηήο 0
D  δελ εκθαλίδεηαη 

εθόζνλ δελ ππάξρεη δηαηκεηηθή παξακόξθσζε. Έηζη, ζέηνληαο ηε ξνπή αδξάλεηαο 

3I bh 12 , νη ζρέζεηο 2.24 – 2.28 γίλνληαη: 

 

Εξισώσειρ κίνησηρ: 

 w :  

24 2 2 4

0 4 2 2 2 2

w 3EA w w w w
A q A I

x 2 x x t t x
 

      
      

        
.     (2.29) 

 

ςνοπιακέρ σςνθήκερ: 

 

3 3 3

3 2

1 w w w
EA EI I 0

2 x x t x

ή w 0 ή w έ



   

   
   

    



,

, : ,
 

 (2.30) 

 2

2

ww w
EI 0 ή 0 ή έ

x x x


  

 
 

  
, , : ,   (2.31)  

 

Έηζη, πξνθύπηεη ε κε γξακκηθή ζεσξία δνθώλ Euler - Bernoulli γηα κεγάιεο 

κεηαηνπίζεηο όπσο αλαθέξεηαη ζηε βηβιηνγξαθία (Nishawala, 2011). 
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2.2.3 Μη Γπαμμική Θεωπία Timoshenko 

 

 Γηα ηε κε γξακκηθή ζεσξία Timoshenko, ζεσξείηαη ε θαηαλνκή ηεο δηαηκεηηθήο 

ηάζεο  f z z  όπσο θαη ζηε ζεσξία Euler - Bernoulli, αιιά ζε απηή ηελ πεξίπησζε 

εκθαλίδεηαη θαη ε ζηξνθή    x x  . Δθόζνλ ππάξρεη ζηξνθή ζηε ζεσξία, 

αλακέλνληαη δπν εμηζώζεηο θίλεζεο, κηα πνπ ζα πεξηγξάθεη ηε κεηαηόπηζε w  θαη κηα πνπ 

ζα πεξηγξάθεη ηε ζηξνθή  . Δπίζεο, γηα ηε ζεσξία Timoshenko, νη ζπληειεζηέο 

0 0 0
A B C, ,  είλαη ίζνη κε 

3bh 12  θαη ν ζπληειεζηήο 0
D  είλαη ίζνο κε Gbh  εθόζνλ 

ππάξρεη δηαηκεηηθή παξακόξθσζε. Έηζη, ζέηνληαο ηε ξνπή αδξάλεηαο 
3I bh 12  θαη νη 

ζρέζεηο 2.24 – 2.28 γίλνληαη: 

 

Εξισώσειρ κίνησηρ: 

 w :  

2 2 4 3 2 4 3

2 4 3 2 2 2 2

3EA w w w w w
q A

2 x x x x t t x t x

 
    

        
       

           
,

 

(2.32) 

  :  

2 3 3 2

2 3 2 2

w w
EI EI GA I I

x x t x t

 
  

   
    

    
.      (2.33) 

 

ςνοπιακέρ σςνθήκερ: 

3 3 2 3 2

3 2 2 2

1 w w w
EA EI EI I I 0

2 x x x t x t

ή w 0 ή w έ

 
 

   

     
     

      



,

, :

 (2.34) 

2

2

w
EI EI 0 ή 0 ή έ

x x


    

 
  

 
, , :  (2.35) 

 2

2

ww w
EI EI 0 ή 0 ή έ

x x x x


  

  
  

   
, , :  (2.36) 

  

Με ηηο σο άλσ παξαδνρέο, πξνθύπηνπλ νη εμηζώζεηο θίλεζεο θαη νη ζπλνξηαθέο 

ζπλζήθεο γηα ηε ζεσξία δνθώλ Timoshenko ζηελ πεξίπησζε ησλ κεγάισλ κεηαηνπίζεσλ. 
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2.3 ΔΠΙΛΤΗ ΣΑΣΙΚΟΤ ΠΡΟΒΛΗΜΑΣΟ 

  

ηα παξαδείγκαηα πνπ αθνινπζνύλε, γίλεηαη ε πξνζπάζεηα επίιπζεο ζηαηηθώλ 

πξνβιεκάησλ θάκςεο δνθώλ κε κε γξακκηθέο εμηζώζεηο θίλεζεο θαη ζπλνξηαθέο 

ζπλζήθεο όπσο, απηέο, πξνέθπςαλ παξαπάλσ. Γηα ηα παξαδείγκαηα ζεσξνύληαη, όπσο θαη 

ζην πξνεγνύκελν θεθάιαην, ην κέηξν ειαζηηθόηεηαο ηεο δνθνύ ,E 210GPa  ν ιόγνο 

Poisson 0 3  .  θαη ην κέηξν δηάηκεζεο  G E 2 1   . Δπίζεο, ζεσξείηαη δνθόο απιήο 

ζηήξημεο πνπ ππνβάιιεηαη ζε νκνηόκνξθα θαηαλεκεκέλν θνξηίν, ζύκθσλα κε ηε ζρέζε 

1.83, ην νπνίν δξα ζηελ θαηεύζπλζε ηνπ πάρνπο z . Η πνζόηεηα m
q  είλαη ν ζπληειεζηήο 

ηνπ θνξηίνπ ζηε ζεηξά Fourier όπνπ 0
q  είλαη ε αξρηθή έληαζε ηνπ νκνηόκνξθα 

θαηαλεκεκέλνπ θνξηίνπ. Η κνξθή ησλ ιύζεσλ  w x  θαη  x  (ζρέζεηο 1.86 θαη 1.87) 

ηθαλνπνηνύλ ακπιβώρ ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο.
 

Οη εμηζώζεηο πνπ δηέπνπλ ην πξόβιεκα ζηελ πεξίπησζε ηεο ζηαηηθήο αλάιπζεο 

θάκςεο ηεο δνθνύ θαη νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο, απνξξίπηνληαο ηνπο αδξαλεηαθνύο όξνπο, 

είλαη:  

 

Δξισώσειρ κίνησηρ: 

 
24 3 2

0 04 3 2

w 3Ebh w w
w A B q

x x 2 x x




     
    

      
: ,      (2.37) 

 
3 2

0 0 03 2

w
B C D 0

x x


 

 
  

 
: .       (2.38)

 

ςνοπιακέρ σςνθήκερ: 

33 2

0 03 2

w Eh w
A B 0 ή w 0 w έ

x x 2 x


  

   
     

   
, , :   (2.39) 

2

0 02

w
B C 0 ή 0 έ

x x


   

 
   

 
, , :    (2.40) 

 2

0 02

ww w
A B 0 ή 0 έ

x x x x


 

  
  

   
, , :

  
(2.41) 
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 Κάλνληαο αληηθαηάζηαζε ηηο ζρέζεηο 1.83, 1.86 θαη 1.87, νη εμηζώζεηο θίλεζεο 

2.37 θαη 2.38 παίξλνπλ ηε κνξθή: 

4 3

0 m 0 m4 3
m 1 m 1

2

k l m2
k 1 l 1 m 1

m

m 1

m x m x
A w B

x L x L

3Ebh k k x l l x m x
w w w

2 L L L L x L

m x
q

L

 


    



 

 

  

  





       
       

       

            
             

             

 
  

 

 

 



sin cos

cos cos sin

sin ,

            

           (2.42) 

3 2

0 m 0 m 0 m3 2
m 1 m 1 m 1

m x m x m x
B w C D 0

x L x L L

  
 

  

  

           
            

           
  sin cos cos .

           (2.43)

 

 

ηε ζπλέρεηα, θάλνληαο πξάμεηο, ε ζρέζε 2.42 γίλεηαη: 

4 3

0 m 0 m

m 1 m 1

2

m k l

m 1 k 1 l 1

m m x m m x
A w B

L L L L

3Ebh m m x k k x l l x
w w w

2 L L L L L L

   


     

 

 

  

  

             
           

             

            
                          

 



sin sin

sin cos cos

m

m 1

m x
q

L





 
  

 
 sin ,

(2.44) 

 

θαη ε ζρέζε 2.43, γίλεηαη: 

3 2

0 m 0 m 0 m

m 1

m m m x
B w C D 0

L L L

  
 





        
          

         
 cos .  (2.45) 

 

 Από ηε ζρέζε 2.45, ηειηθά, πξνθύπηεη: 

 

3 2

0 m 0 m 0 m

m m
B w C D 0

L L

 
 

   
      

   
.      (2.46) 
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2.3.1 ςνθήκη Ακλόνητων Άκπων 

 

Η εμίζσζε 2.44 παίξλεη ηε κνξθή: 

 
4 3

0 m 0 m

m 1

2

m k l

k 1 l 1

m

m 1

m m x m m x
A w B

L L L L

3Ebh m m x k k x l l x
w w w

2 L L L L L L

m x
q

L

   


     







 

 





        
         

       

           
             

            

 
  

 







sin sin

sin cos cos

sin .

           (2.47) 

 

Από ηελ εμίζσζε 2.47, πξνθύπηεη: 

 
4 3

0 m 0 m

2

m k l

k 1 l 1

m

m m x m m x
A w B

L L L L

3Ebh m m x k k x l l x
w w w

2 L L L L L L

m x
q

L

   


     



 

 

       
        

       

           
                         

 
  

 



sin sin

sin cos cos

sin .

 

           (2.48) 

 

 

Απινπνηώληαο ηνπο όξνπο  sin m x L , πξνθύπηεη: 

4 3

0 m 0 m

2

m k l m

k 1 l 1

m m
A w B

L L

3Ebh m k k x l l x
w w w q

2 L L L L L

 


     

 

   
    

   

        
         

        
 cos cos .  (2.49α) 

 

ηε ζπλέρεηα, εηζάγνληαο ηε ζρέζε (Boyce & DiPrima, 1999):  

, 

2

k l k

k 1 l 1 k 1

k k x l l x k
w w w

L L L L L

      

  

        
        

        
 cos cos    (2.49β) 
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ε ζρέζε 2.49α, γίλεηαη: 

4 3 2 2

0 m 0 m m k m

k 1

m m 3Ebh m k
A w B w w q

L L 4 L L

   






        
          

         
 .  (2.50) 

πλεπώο, γηα ηελ επίιπζε ηνπ ζηαηηθνύ πξνβιήκαηνο, ζεσξώληαο ζπλζήθε 

αθιόλεησλ άθξσλ, θαη ζέηνληαο m
a m L  θαη k

a k L , νη εμηζώζεηο ζηελ πην γεληθή 

ηνπο κνξθή είλαη: 

 

  
24 3 2

0 m m 0 m m m m k k m

k 1

3Ebh
A w a B a w a a w q

4






 
   

 
 ,     (2.51α) 

3 2

0 m m 0 m m 0 m
B w a C a D 0     .      (2.51β) 

 

 Δπηιύνληαο ηελ εμίζσζε 2.51β σο πξνο m
 , έρνπκε: 

 

 

3

0 m m
m 2

0 m 0

B w a

C a D
 


.        (2.52) 

 

 Με αληηθαηάζηαζε ηεο εμίζσζεο (2.52) ζηελ εμίζσζε (2.51α), ηειηθά πξνθύπηεη: 

 

 
 

3
24 3 20 m m

0 m m 0 m m m k k m2
k 10 m 0

B w a 3Ebh
A w a B a w a a w q

4C a D





 
   

  
 .   (2.53) 

 

 

 Με ηε δηαδηθαζία απηή, θαηαιήμακε ζε δπν εθθξάζεηο ζηηο νπνίεο άγλσζηνη είλαη 

ην m
w  θαη ην m

 . Τπάξρεη σζηόζν αθόκε έλα άπεηξν άζξνηζκα κέζα ζηελ εμίζσζε 2.53 

νπόηε γηα λα ιπζεί ην πξόβιεκα, ρξεηάδεηαη κηα πξνζέγγηζε ηνπ k . Οη ηξεηο πξώηνη όξνη 

ηνπ αζξνίζκαηνο ζεσξνύληαη κηα ηθαλνπνηεηηθή πξνζέγγηζε. Δπηιύνληαο ηελ εμίζσζε 

2.53 γηα k 1 2 3 , ,  θαη βξίζθνληαο ηελ άγλσζηε πνζόηεηα m
w , κε αληηθαηάζηαζε ζηελ 

εμίζσζε 2.52 κπνξεί λα βξεζεί θαη ε δεύηεξε άγλσζηε πνζόηεηα m
 .  
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2.3.2 Δπίλςση με τη Θεωπία Euler  

 

Όπσο πξναλαθέξζεθε ζηελ ελόηεηα 2.2.2 γηα ηε ζεσξία Euler – Bernoulli, νη 

ζπληειεζηέο 0 0 0
A B C, ,  είλαη ίζνη κε 

3bh 12  ελώ ν ζπληειεζηήο 0
D  δελ εκθαλίδεηαη 

εθόζνλ δελ ππάξρεη δηαηκεηηθή παξακόξθσζε. Θέηνληαο ηε δηαηνκή ηεο δνθνύ A bh , ε 

εμίζσζε 2.51α γίλεηαη: 

 

  
24 2

0 m m m m k k m

k 1

3EA
A a w a w a w q

4





 
  

 
 .      (2.54) 

 

EULER - ΠΡΟΕΓΓΙΗ ΜΕ ΕΝΑ ΟΡΟ  

ηελ πξνζέγγηζε κε έλα όξν, δειαδή γηα k 1  θαη m 1 2 3 , ,  ε εμίζσζε
 
2.53 

γίλεηαη: 

 

 

 

2m 1 k 1 4 2

1 1 1 1 1 1 1

2m 2 k 1 4 2

2 2 2 2 1 1 2

2m 3 k 1 4 2

3 3 3 3 1 1 3

3EA
EIa w a w a w q

4

3EA
EIa w a w a w q

4

3EA
EIa w a w a w q

4

 

 

 

  

  

  

,

,

,

,

,

.

    (2.55) 

Κάλνληαο ηηο πξάμεηο, θαη ζέηνληαο 2
q 0 , έρνπκε: 

 

m 1 4 4 3

1 1 1 1 1

2m 2 q2 0 4 2

2 2 2 2 1 1

m 3 4 2 2 2

3 3 3 1 3 1 3

3EA
EIa w a w q

4

3EA
EIa w a w a w 0

4

3EA
EIa w a a w w q

4



 



  

  

  

,

,

,

.

    (2.56) 

ηε ζπλέρεηα θάλνληαο πξάμεηο, ε πξώηε εμίζσζε πξνθύπηεη σο κηα ηξηηνβάζκηα 

πνιπσλπκηθή εμίζσζε. Γηα ηε δεύηεξε εμίζσζε, ε πνζόηεηα κέζα ζηε παξέλζεζε είλαη 

ζεηηθή άξα δηάθνξε ηνπ κεδελόο. Οπόηε, ε κόλε απνδεθηή ιύζε ηεο δεύηεξεο εμίζσζεο 

είλαη 2
w 0 . Έηζη, νη ηξεηο εμηζώζεηο γίλνληαη: 
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m 1 3 4 4

1 1 1 1 1

m 2 4 2 2 2

2 2 1 2 1 2

m 3 4 2 2 2

3 3 3 1 1 3

3EA
w a w EIa q

4

3EA
w EIa a a w 0 w 0

4

3EA
w EIa a a w q

4







 
      

 

 
     

 

 
   

 

,

,

,

  (2.57) 

 

πλερίδνληαο ηηο πξάμεηο ζηηο ηξεηο εμηζώζεηο, έρνπκε: 

3 1
1 1 4

1

2

3
3 4 2 2 2

3 3 1 1

4q4I
w w

3A 3EAa

w 0

4q
w

4EIa 3EAa a w

 






,

,

.

       (2.58) 

 

 Η επίιπζε ηεο ηξηηνβάζκηαο εμίζσζεο 
3x cx d   γίλεηαη κε ηελ αλαιπηηθή ιύζε 

ηνπ έδσζε ν Cardano, ε νπνία δίδεη 2 κηγαδηθέο ιύζεηο θαη κηα πξαγκαηηθή ιύζε. Γηα ην 

πξόβιεκα πνπ επηιύνπκε, απνδεθηή ιύζε ζεσξείηαη κόλν ε πξαγκαηηθή. Ο γεληθόο ηύπνο 

ηεο ιύζεο ζύκθσλα κε ηνλ Cardano είλαη: 

 

2 3 2 3

3 3
d c d d c d

x
2 3 2 2 3 2

       
            

       
,    (2.59) 

 

όπνπ c 4I A  θαη 
4

1 1
d 4q 3EAa . Έηζη ην 1

w  είλαη ίζν κε: 

2 2
3 3

1 1 1 1

4 4 4 4

1 1 1 1
3 3

4q 4q 4q 4q4I 4I

3EAa 3EAa 3EAa 3EAa3A 3A
x

2 3 2 2 3 2

                
                
                      

      
               

 

2 23 3

1 1 1 13 3
1 4 4 4 4

1 1 1 1

2q 2q 2q 2q4I 4I
w

3EAa 9A 3EAa 3EAa 9A 3EAa

      
           

      
 

 

Τπνινγίδνληαο ην 1
w , γίλεηαη αληηθαηάζηαζε ζηελ ηξίηε εμίζσζε θαη πξνθύπηεη ην 

3
w . 
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EULER - ΠΡΟΕΓΓΙΗ ΜΕ ΔΤΟ ΟΡΟΤ  

Γηα k 1 2 ,  θαη m 1 2 3 , , , ε εμίζσζε 2.54 γίλεηαη: 

m 1 k 1 2 4 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 2 2 1

m 2 k 1 2 4 2 2 2 2 2

2 2 2 2 1 1 2 2 2

m 3 k 1 2 4 2 2 2 2 2

3 3 3 3 1 1 2 2 3

3EA
EIa w a w a w a w q

4

3EA
EIa w a w a w a w q

4

3EA
EIa w a w a w a w q

4

 

 

 

     

     

     

, ,

, ,

, ,

,

,

.

    (2.60) 

Κάλνληαο πξάμεηο, θαη ζεσξώληαο ην 2
q 0 , νη ηξεηο εμηζώζεηο είλαη: 

m 1 3 4 4 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 1

m 2 4 2 2 2 4 2

2 2 2 1 1 2 2 2

m 3 4 2 2 2 2 2 2

3 3 3 1 1 3 2 2 3

3EA 3EA
w a w EIa a a w q

4 4

3EA 3EA
w EIa a a w a w 0 w 0

4 4

3EA 3EA
w EIa a a w a a w q

4 4







   
      

   

 
      

 

 
    

 

,

,

.

 (2.61) 

 Απνδεηθλύνληαο όηη ε παξέλζεζε δελ κπνξεί λα είλαη κεδέλ, απνδεθηή ιύζε είλαη 

ην 2
w  λα είλαη κεδέλ. Η πξώηε εμίζσζε είλαη κηα ηξηηνβάζκηα πνιπσλπκηθή εμίζσζε θαη 

επηιύεηαη κε ηε κέζνδν ηνπ Cardano.  

 

3 1

1 1 4

1

2

3

3 4 2 2 2

3 3 1 1

4q4I
w w

3A 3EAa

w 0

4q
w

4EIa 3EAa a w

 






,

,

.

       (2.62) 

2 2
3 3

1 1 1 1

4 4 4 4

1 1 1 1
3 31

4q 4q 4q 4q4I 4I

EAa EAa EAa EAaA A
w

2 3 2 2 3 2

                
                
                      

      
               

.

  

2 23 3

1 1 1 13 3
1 4 4 4 4

1 1 1 1

2q 2q 2q 2q4I 4I
w

9A 9A3EAa 3EAa 3EAa 3EAa

      
           

      
 

Παξαηεξείηαη πσο γηα k 1 2 , , ζηελ πξνζέγγηζε κε 2 όξνπο, ιακβάλνληαη νη ίδηεο 

εμηζώζεηο όπσο θαη ζηελ πξνζέγγηζε κε έλα όξν. Γηα απνηειέζκαηα κε κεγαιύηεξε 

αθξίβεηα, ζα πξέπεη λα γίλεη πξνζέγγηζε ηξηώλ όξσλ. 
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EULER - ΠΡΟΕΓΓΙΗ ΜΕ ΣΡΕΙ ΟΡΟΤ  

Γηα k 1 2 3 , ,  θαη m 1 2 3 , , , ε εμίζσζε 2.54 γίλεηαη: 

m 1 k 1 2 3 4 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 2 2 3 3 1

m 2 k 1 2 3 4 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 1 1 2 2 3 3 2

m 3 k 1 2 3 4 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 1 1 2 2 3 3 3

3EA
EIa w a w a w a w a w q

4

3EA
EIa w a w a w a w a w q

4

3EA
EIa w a w a w a w a w q

4

 

 

 

      

      

      

, , ,

, , ,

, , ,

,

,

.

  (2.63) 

Κάλνληαο πξάμεηο, θαη ζεσξώληαο ην 2
q 0 , έρνπκε: 

m 1 4 4 3 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 1 2 1 3 3 1 1

m 2 4 2 2 2 4 3 2 2 2

2 2 2 1 1 2 2 2 2 3 3 2

m 3 4 2 2 2 2 2 2 4 3

3 3 3 1 1 3 3 2 2 3 3 3 3

3EA 3EA 3EA
EIa w a w a a w w a a w w q

4 4 4

3EA 3EA 3EA
EIa w a a w w a w a a w w 0

4 4 4

3EA 3EA 3EA
EIa w a a w w a a w w a w q

4 4 4







    

    

    

,

,

.

  (2.64) 

πλερίδνληαο ηηο πξάμεηο θαη ζηηο ηξεηο εμηζώζεηο θαη ζεσξώληαο 2
w 0 , έρνπκε: 

3 4 4 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 1 3 3 1

4 2 2 2 4 2 2 2 2

2 2 2 1 1 2 2 2 3 3 2

3 4 4 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 1 1 3 2 2 3

3EA 3EA 3EA
w a w EIa a a w a a w q

4 4 4

3EA 3EA 3EA
w EIa a a w a w a a w 0 w 0

4 4 4

3EA 3EA 3EA
w a w EIa a a w a a w q

4 4 4

   
      

   

 
      

 

   
      

   

,

,

.

(2.65) 

Έηζη, θαηαιήγνπκε ζε δύν ηξηηνβάζκηεο πνιπσλπκηθέο εμηζώζεηο πνπ πεξηέρνπλ 

ηόζν ην 1
w  όζν θαη ην 3

w . πλεπώο, δελ κπνξνύλ λα ιπζνύλ κε ηελ ιύζε ηνπ Cardano. 

2
3 23 1
1 1 32 4

1 1

2

2
3 2 31
3 3 12 4

3 3

a 4q4I
w w w

3A a 3EAa

w 0

4qa4I
w w w

3A a 3EAa

 
   

 



 
   

 

,

,

.

      (2.66) 

Γηα ηελ επίιπζε, ζα ιπζεί ε πξώηε εμίζσζε σο πξνο 3
w , ζα γίλεη αληηθαηάζηαζε 

ηνπ 3
w  ζηελ ηξίηε εμίζσζε θαη έηζη ζα ππνινγηζζεί ην 1

w . ηελ ζπλέρεηα, εθόζνλ 

βξέζεθε ην 1
w , ζα γίλεη ε αληηθαηάζηαζή ηνπ ζηελ πξώηε εμίζσζε γηα λα βξεζεί ην 3

w . 
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2.3.3 Δπίλςση με τη Θεωπία Timoshenko 

 

Όπσο πξναλαθέξζεθε ζηελ ελόηεηα 2.2.3 γηα ηε κε γξακκηθή ζεσξία Timoshenko, 

νη ζπληειεζηέο 0 0 0
A B C, ,  είλαη ίζνη κε 

3bh 12 . Ο ζπληειεζηήο 0
D  πνπ δειώλεη ηελ 

δηαηκεηηθή παξακόξθσζε είλαη ίζνο κε Gbh . Θέηνληαο ηε δηαηνκή ηεο δνθνύ A bh , νη 

εμηζώζεηο 2.51α θαη 2.51β γίλνληαη: 

 
24 3 2

m m m m m m k k m

k 1

3EA
EIa w a a w a w q

4
 





   ,     (2.67) 

2 3

m m m m m
EIa EIa w GA 0     .       (2.68) 

 

TIMOSHENKO - ΠΡΟΕΓΓΙΗ ΜΕ ΕΝΑ ΟΡΟ  

 ηελ πεξίπησζε όπνπ ην k 1  θαη ην m 1 2 3 , , , από ηελ εμίζσζε 2.67 έρνπκε:  

 

 

 

2m 1 k 1 4 3 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2m 2 k 1 4 3 2

2 2 2 2 2 2 1 1 2

2m 3 k 1 4 3 2

3 3 3 3 3 3 1 1 3

3EA
EIa w a a w a w q

4

3EA
EIa w a a w a w q

4

3EA
EIa w a a w a w q

4

 

 

 

 

 

 

   

   

   

,

,

,

,

,

.

   (2.69) 

Κάλνληαο πξάμεηο θαη ζέηνληαο 2
q 0  όπσο πξνβιέπεη ε ζεσξία, έρνπκε: 

4 3 4 3

1 1 1 1 1 1 1

4 3 2 2 2

2 2 2 2 1 2 1 2

4 3 2 2 2

3 3 3 3 1 3 1 3 3

3EA
EIa w a a w q

4

3EA
EIa w a a a w w 0

4

3EA
EIa w a a a w w q

4

 

 

 

  

  

  

,

,

.

     (2.70) 

Η εμίζσζε 2.68 γηα m 1 2 3 , ,  γίλεηαη: 

3
m 1 2 3 1 1

1 1 1 1 1 1 2

1

3
m 2 2 3 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2

3
m 3 2 3 3 3

3 3 3 3 3 3 2

3

EIa w
EIa EIa w GA 0

EIa GA

EIa w
EIa EIa w GA 0

EIa GA

EIa w
EIa EIa w GA 0

EIa GA

  

  

  







     


     


     


,

,

.

  (2.71) 
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Κάλνληαο αληηθαηάζηαζε ηα 1 2 3
  , ,  από ηηο ζρέζεηο 2.71 ζηηο ζρέζεηο 2.70, 

έρνπκε: 

2 2 6
m 1 4 3 4 1

1 1 1 1 12

1

2 2 6
m 2 4 2 2 22

2 2 2 1 2 1 22

2

2 2 6
m 3 4 2 2 23

3 3 3 1 3 1 3 32

3

E I a3EA
a w EIa w q

4 EIa GA

E I a 3EA
EIa w w a a w w 0

EIa GA 4

E I a 3EA
EIa w w a a w w q

EIa GA 4







  
     

   

   


   


,

,

.

   (2.72) 

Η δεύηεξε ζρέζε γίλεηαη: 

2 2 6
m 2 4 2 2 22

2 1 2 1 2 22

2

E I a 3EA
EIa a a w w 0 w 0

EIa GA 4

  
      

 
.

  

(2.73) 

Η παξέλζεζε ζηε ζρέζε 2.73 είλαη πάληα ζεηηθόο αξηζκόο, ζπλεπώο 2
w 0 . 

πλερίδνληαο ηηο πξάμεηο ζηελ πξώηε θαη ζηελ ηξίηε εμίζσζε ηεο ζρέζεο 2.72, έρνπκε: 

2 2 6
4 1

1 2
m 1 3 1 1

1 1 4
4 1

1

m 2

2

m 3 3
3 2 2 6

4 2 2 23
3 1 3 12

3

E I a
EIa

EIa GA 4q
w w

3EA 3EAa
a

4

w 0

q
w

E I a 3EA
EIa a a w

EIa GA 4










  

 

 

 


,

,

.

    (2.74) 

 Η επίιπζε ηεο παξαπάλσ εμίζσζεο γίλεηαη κε ηε κέζνδν ηνπ Cardano όπνπ ζα 

δώζεη 2 κηγαδηθέο ιύζεηο θαη κηα πξαγκαηηθή. Γηα ην πξόβιεκα πνπ επηιύνπκε, απνδεθηή 

ιύζε είλαη κόλν ε πξαγκαηηθή. πλερίδνληαο ηηο πξάμεηο, νη ηξεηο εμηζώζεηο ηειηθά έρνπλ 

ηε κνξθή: 

 
m 1 3 0 1

1 1 42
10 1

m 2

2

m 3 3
3 2 6

4 2 2 20 3
0 3 1 3 12

0 3

4GA 4q
w w 0

3EAaA a GA E

w 0

q
w

A a 3EA
A a a a w

A a GA 4







   


 

 

 


,

,

.

    (2.75) 
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TIMOSHENKO - ΠΡΟΕΓΓΙΗ ΜΕ ΔΤΟ ΟΡΟΤ  

 Από ηηο εμηζώζεηο 2.67 θαη 2.68  γηα ηελ πξνζέγγηζε κε δπν όξνπο όπνπ k 1 2 ,  

θαη m 1 2 3 , , , έρνπκε:  

   

   

   

2 2m 1 k 1 2 4 3 2

1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 1

2 2m 2 k 1 2 4 3 2

2 2 2 2 2 2 1 1 2 2 2

2 2m 3 k 1 2 4 3 2

3 3 3 3 3 3 1 1 2 2 3

3EA
EIa w a a w a w a w q

4

3EA
EIa w a a w a w a w q

4

3EA
EIa w a a w a w a w q

4

 

 

 

 

 

 

     
 

     
 

     
 

, ,

, ,

, ,

,

,

,

 (2.76) 

3
m 1 2 3 1 1

1 1 1 1 1 1 2

1

3
m 2 2 3 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2

3
m 3 2 3 3 3

3 3 3 3 3 3 2

3

EIa w
EIa EIa w GA 0

EIa GA

EIa w
EIa EIa w GA 0

EIa GA

EIa w
EIa EIa w GA 0

EIa GA

  

  

  







     


     


     


,

,

.

  (2.77) 

Κάλνληαο ηηο πξάμεηο ζηηο εμηζώζεηο ηεο ζρέζεο 2.76 θαη ζέηνληαο 2
q 0  όπσο 

πξνβιέπεη ε ζεσξία, έρνπκε: 

m 1 4 3 4 3 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1

m 2 4 3 2 2 2 4 3

2 2 2 2 1 2 1 2 2 2

m 3 4 3 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 1 3 1 3 2 3 2 3 3

3EA 3EA
EIa w a a w a a w w q

4 4

3EA 3EA
EIa w a a a w w a w 0

4 4

3EA 3EA
EIa w a a a w w a a w w q

4 4

 

 

 







    

    

    

,

,

.

 (2.78) 

 

Κάλνληαο αληηθαηάζηαζε ηηο ζρέζεηο 2.77 ζηηο ζρέζεηο 2.78, έρνπκε: 

2 2 6
m 1 4 4 3 2 2 21 1

1 1 1 1 1 2 1 2 12

1

2 2 6
m 2 4 2 2 2 4 32 2

2 2 1 2 1 2 2 22

2

2 2 6
m 3 4 2 2 2 2 2 23 3

3 3 1 3 1 3 2 3 2 3 32

3

E I a w 3EA 3EA
EIa w a w a a w w q

EIa GA 4 4

E I a w 3EA 3EA
EIa w a a w w a w 0

EIa GA 4 4

E I a w 3EA 3EA
EIa w a a w w a a w w q

EIa GA 4 4







    


    


    


,

,

.

 (2.79) 
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πλερίδνληαο ηηο πξάμεηο ζηηο ζρέζεηο 2.79, έρνπκε: 

2 2 6
m 1 4 3 4 2 2 21

1 1 1 1 2 2 1 12

1

2 2 6
m 2 4 2 2 2 4 22

2 1 2 1 2 2 22

2

2 2 6
m 3 4 2 2 2 2 2 23

3 1 3 1 2 3 2 32

3

E I a3EA 3EA
a w EIa a a w w q

4 EIa GA 4

E I a 3EA 3EA
EIa a a w a w w 0

EIa GA 4 4

E I a 3EA 3EA
EIa a a w a a w w

EIa GA 4 4







  
      

   

 
     

 

 
     

 

,

,

3
q .

 (2.80) 

Διέγρνληαο ηελ παξέλζεζε ηεο δεύηεξεο εμίζσζεο ζηε ζρέζε 2.80, δηαπηζηώλεηαη 

πσο ε παξέλζεζε είλαη πάληα ζεηηθόο αξηζκόο ζπλεπώο δηάθνξνο ηνπ κεδελόο. πλεπώο, ε 

κόλε απνδεθηή ηηκή είλαη 2
w 0 . πλερίδνληαο ηηο πξάμεηο ζηελ πξώηε θαη ηξίηε εμίζσζε 

ηεο ζρέζεο 2.80, ηειηθά πξνθύπηεη: 

2 2 6
4 1

1 2
3 1 1

1 1 4
4 1

1

2

3
3 2 2 6

4 2 2 23
3 1 3 12

3

E I a
EIa

EIa GA 4q
w w

3EA 3EAa
a

4

w 0

q
w

E I a 3EA
EIa a a w

EIa GA 4




 





 


,

,

.

     (2.81) 

 Η επίιπζε ηεο πξώηεο εμίζσζεο ε νπνία είλαη κηα ηξηηνβάζκηα πνιπσλπκηθή 

εμίζσζε, γίλεηαη κε ηε κέζνδν ηνπ Cardano. Η ιύζε απηή δίδεη 2 κηγαδηθέο ιύζεηο θαη κηα 

πξαγκαηηθή. Γηα ην ζηαηηθό πξόβιεκα πξνο επίιπζε, απνδεθηή ιύζε είλαη κόλν ε 

πξαγκαηηθή. 

Δίλαη γλσζηό από ηε ζεσξία όηη νη άξηηνη όξνη είλαη κεδεληθνί θαη δελ ζπκβάινπλ 

ζηελ παξακόξθσζε ηεο δνθνύ. πλεπώο  ην 2
w 0 . Γηα ηελ ηξίηε εμίζσζε πνπ πεξηέρεη 

ην 3
w , εθόζνλ γίλεη ε εύξεζε ηνπ 1

w , κε αληηθαηάζηαζε πξνθύπηεη ην 3
w . 

Παξαηεξείηε πσο ζηελ πξνζέγγηζε κε δύν όξνπο, πξνθύπηνπλ νη ίδηεο εμηζώζεηο 

όπσο ζηελ πεξίπησζε ηεο πξνζέγγηζεο κε έλα όξν. Έηζη, ρξεηάδεηαη κηα πξνζέγγηζε κε 

ηξεηο όξνπο ώζηε λα ιεθζεί κηα πην αθξηβήο ιύζε ζην πξόβιεκά. 
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TIMOSHENKO - ΠΡΟΕΓΓΙΗ ΜΕ ΣΡΕΙ ΟΡΟΤ  

 Από ηηο εμηζώζεηο 2.67 θαη 2.68  γηα ηελ πξνζέγγηζε κε δπν όξνπο όπνπ k 1 2 3 , ,  

θαη m 1 2 3 , , , έρνπκε:  

     

     

     

2 2 2m 1 k 1 2 3 4 3 2

1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 3 3 1

2 2 2m 2 k 1 2 3 4 3 2

2 2 2 2 2 2 1 1 2 2 3 3 2

2 2 2m 3 k 1 2 3 4 3 2

3 3 3 3 3 3 1 1 2 2 3 3 3

3EA
EIa w a a w a w a w a w q

4

3EA
EIa w a a w a w a w a w q

4

3EA
EIa w a a w a w a w a w q

4

 

 

 

 

 

 

      
 

      
 

      
 

, , ,

, , ,

, , ,

,

,

.

 (2.82) 

Κάλνληαο ηηο πξάμεηο θαη ζέηνληαο 2
q 0 , έρνπκε: 

4 3 4 3 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 3 1 3 1

4 3 2 2 2 4 3 2 2 2

2 2 2 2 1 2 1 2 2 2 2 3 3 2

4 3 2 2 2 2 2 2 4 3

3 3 3 3 1 3 1 3 2 3 2 3 3 3 3

3EA 3EA 3EA
EIa w a a w a a w w a a w w q

4 4 4

3EA 3EA 3EA
EIa w a a a w w a w a a w w 0

4 4 4

3EA 3EA 3EA
EIa w a a a w w a a w w a w q

4 4 4

 

 

 

    

    

    

,

,

.

(2.83) 

Η εμίζσζε 2.68 γηα m 1 2 3 , , , γίλεηαη: 

3
m 1 2 3 1 1

1 1 1 1 1 1 2

1

3
m 2 2 3 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2

3
m 3 2 3 3 3

3 3 3 3 3 3 2

3

EIa w
EIa EIa w GA 0

EIa GA

EIa w
EIa EIa w GA 0

EIa GA

EIa w
EIa EIa w GA 0

EIa GA

  

  

  







     


     


     


,

,

.

  (2.84) 

Κάλνληαο αληηθαηάζηαζε ηα 1 2 3
  , ,  από ηε ζρέζε 2.84, έρνπκε: 

 

2 2 6
4 4 3 2 2 2 2 2 21 1

1 1 1 1 1 2 1 2 1 3 1 3 12

1

2 2 6
4 2 2 2 4 3 2 2 22 2

2 2 1 2 1 2 2 2 2 3 3 22

2

2 2 6
4 2 2 2 2 2 23 3

3 3 1 3 1 3 2 3 2 32

3

E I a w 3EA 3EA 3EA
EIa w a w a a w w a a w w q

EIa GA 4 4 4

E I a w 3EA 3EA 3EA
EIa w a a w w a w a a w w 0

EIa GA 4 4 4

E I a w 3EA 3EA
EIa w a a w w a a w w

EIa GA 4 4

    


    


  


,

,

4 3

3 3 3

3EA
a w q

4
  .

 

           (2.85) 
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πλερίδνληαο ηηο πξάμεηο, έρνπκε: 

 
2 2 6

4 3 4 2 2 2 2 2 21
1 1 1 1 2 2 1 3 3 1 12

1

2 2 6
4 2 2 2 4 2 2 2 22

2 1 2 1 2 2 2 3 3 22

2

2 2 6
4 3 4 2 23

3 3 3 1 3 12

3

E I a3EA 3EA 3EA
a w EIa a a w a a w w q

4 EIa GA 4 4

E I a 3EA 3EA 3EA
EIa a a w a w a a w w 0

EIa GA 4 4 4

E I a3EA 3EA
a w EIa a a w

4 EIa GA 4

  
      

   

 
     

 

 
   

 

,

,

2 2 2 2

2 3 2 3 3

3EA
a a w w q

4

 
  

 
.

 (2.86) 

 

Διέγρνληαο ηελ παξέλζεζε ηεο δεύηεξεο εμίζσζεο ζηε ζρέζε 2.86, παξαηεξνύκε 

όηη ε παξέλζεζε είλαη πάληα ζεηηθόο αξηζκόο ζπλεπώο δηάθνξνο ηνπ κεδελόο. Άξα ε κόλε 

απνδεθηή ηηκή είλαη  2
w 0 . πλερίδνληαο ηηο πξάμεηο ζηελ πξώηε θαη ηξίηε εμίζσζε ηεο 

ζρέζεο 2.86, ηειηθά έρνπκε: 

 

2 2 6
4 3 4 2 2 21

1 1 1 1 3 3 1 12

1

2

2 2 6
4 3 4 2 2 23

3 3 3 1 3 1 3 32

3

E I a3EA 3EA
a w EIa a a w w q

4 EIa GA 4

w 0

E I a3EA 3EA
a w EIa a a w w q

4 EIa GA 4

  
     

   



  
     

   

,

,

.

  (2.87) 

 

Θέηνληαο 0
A EI  θαη 0

D GA Gbh  , θαη ηειηθά πξνθύπηεη: 

 

2 6
4 3 4 2 2 20 1

1 1 0 1 1 3 3 1 12

0 1

2

2 6
4 3 4 2 2 20 3

3 3 0 3 1 3 1 3 32

0 3

A a3EA 3EA
a w A a a a w w q

4 A a GA 4

w 0

A a3EA 3EA
a w A a a a w w q

4 A a GA 4

  
     

   



  
     

   

,

,

.

  (2.88) 

 

 Έηζη, πξνθύπηεη ζύζηεκα δπν ηξηηνβάζκησλ πνιπσλπκηθώλ εμηζώζεσλ πξνο 

επίιπζε νη νπνίεο είλαη ζπδεπγκέλεο.  
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2.3.4 Δπίλςση με Γιατμητική Θεωπία Ανώτεπηρ Σάξηρ 

 

 Γηα ηελ επίιπζε ηνπ ζηαηηθνύ πξνβιήκαηνο κηαο δνθνύ θάκςεο κε δηαηκεηηθέο 

ζεσξίεο αλώηεξεο ηάμεο, νη ζπληειεζηέο 0 0 0 0
A B C D, , ,  ζα αιιάδνπλ αλάινγα κε ηε 

ζεσξία πνπ επηιέγνπκε. Θέηνληαο ηε δηαηνκή ηεο δνθνύ A bh , νη εμηζώζεηο 2.51α θαη 

2.51β γίλνληαη: 

 
24 3 2

0 m m 0 m m m m k k m

k 1

3EA
A w a B a w a a w q

4






 
   

 
 ,     (2.51) 

3 2

0 m m 0 m m 0 m
B w a C a D 0    .       (2.46) 

 

ΔΙΑΣΜΗΣΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ΑΝΩΣΕΡΗ ΣΑΞΗ – ΠΡΟΕΓΓΙΗ ΜΕ 1 ΟΡΟ 

ηε ζπλέρεηα γηα k 1  θαη m 1 2 3 , ,  ε εμίζσζε 2.51 γίλεηαη: 

   

   

   

24 3 2

1 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1

24 3 2

2 0 2 2 0 2 2 2 2 1 1 2

24 3 2

3 0 3 3 0 3 3 3 3 1 1 3

3EA
w A a w B a a w a w q

4

3EA
w A a w B a a w a w q

4

3EA
w A a w B a a w a w q

4







  

  

  

: ,

: ,

: .

    (2.89) 

 

θαη από ηελ εμίζσζε 2.46
 
ζα ιάβνπκε ηξεηο επηπιένλ εμηζώζεηο: 

 

 

 

3
2 3 0 1 1

1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 2

0 1 0

3
2 3 0 2 2

2 0 2 2 0 2 2 0 2 2 2

0 2 0

3
2 3 0 3 3

3 0 3 3 0 3 3 0 3 3 2

0 3 0

B a w
C a B a w D 0

C a D

B a w
C a B a w D 0

C a D

B a w
C a B a w D 0

C a D

   

   

   

     


     


     


: ,

: ,

: .

  (2.90) 

 

Έηζη, έρνπκε ζηε δηάζεζε καο έμη εμηζώζεηο κε έμη αγλώζηνπο. Κάλνληαο 

αληηθαηάζηαζε ηηο εμηζώζεηο 2.90 ζηηο εμηζώζεηο 2.89, έρνπκε: 
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3
24 3 20 1 1

0 1 1 0 1 1 1 1 1 12

0 1 0

3
24 3 20 2 2

0 2 2 0 2 2 2 1 1 22

0 2 0

3
24 3 20 3 3

0 3 3 0 3 3 3 1 1 32

0 3 0

B a w 3EA
A a w B a a w a w q

C a D 4

B a w 3EA
A a w B a a w a w q

C a D 4

B a w 3EA
A a w B a a w a w q

C a D 4

  


  


  


,

,

.

   (2.91) 

 

Κάλνληαο πξάμεηο ζηηο ηξεηο εμηζώζεηο, θαη ζεσξώληαο 2
q 0 , έρνπκε: 

 
   

3
3 4 4 3 0 1

1 1 1 0 1 0 1 12

0 1 0

2 6
4 2 2 20 2 2

2 0 2 2 1 12

0 2 0

2

3 0 3 0

3 4 2 2 6 2 2 2 2

0 3 0 3 0 0 3 3 1 1 0 3 0

B a3EA
w a w A a B a q 0

4 C a D

B a w 3EA
w A a a a w 0

C a D 4

4q C a D
w

4A a C a D 4B a 3EAa a w C a D

  
         

 
   

 




   

,

,

.

  (2.92) 

 

Διέγρνληαο ηελ παξέλζεζε ηεο δεύηεξεο εμίζσζεο ζηε ζρέζε 2.92, παξαηεξείηαη 

όηη ε παξέλζεζε είλαη πάληα ζεηηθόο αξηζκόο ζπλεπώο δηάθνξνο ηνπ κεδελόο. πλεπώο, ε 

κόλε απνδεθηή ηηκή είλαη 2
w 0 . πλερίδνληαο ηηο πξάμεηο ζηελ πξώηε θαη ηξίηε εμίζσζε 

ηεο ζρέζεο 2.92, ηειηθά έρνπκε: 

 

 
   

3
3 4 4 3 0 1

1 1 1 0 1 0 1 12

0 1 0

2

2

3 0 3 0

3 4 2 2 6 2 2 2 2

0 3 0 3 0 0 3 3 1 1 0 3 0

B a3EA
w a w A a B a q 0

4 C a D

w 0

4q C a D
w

4A a C a D 4B a 3EAa a w C a D

  
         






   

,

,

.

  (2.93) 
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ΔΙΑΣΜΗΣΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ΑΝΩΣΕΡΗ ΣΑΞΗ – ΠΡΟΕΓΓΙΗ ΜΕ 2 ΟΡΟΤ 

 

Η εμίζσζε θίλεζεο 2.51 γηα ,k 1 2  γίλεηαη:  

   

 

2 2k 2 4 3 2

0 m m 0 m m m m 1 1 2 2 m

k 2 4 3 2 2 2 2 2

0 m m 0 m m m m 1 1 2 2 m

3EA
A a w B a a w a w a w q

4

3EA
A a w B a a w a w a w q

4









     
 

    

,

,

 (2.94) 

θαη γηα , ,m 1 2 3 ε ίδηα ζρέζε είλαη: 

 

 

 

 

m 1 4 3 2 2 2 2 2

0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 2 2 1

m 2 4 3 2 2 2 2 2

0 2 2 0 2 2 2 2 1 1 2 2 2

m 3 4 3 2 2 2 2 2

0 3 3 0 3 3 3 3 1 1 2 2 3

3EA
A a w B a a w a w a w q

4

3EA
A a w B a a w a w a w q

4

3EA
A a w B a a w a w a w q

4













    

    

    

,

,

.

  (2.95) 

Η εμίζσζε θίλεζεο 2.46 γηα , ,m 1 2 3  γίλεηαη:  

 

 

 

3
m 1 2 3 0 1

0 1 1 0 1 1 0 1 1 12

0 1 0

3
m 2 2 3 0 2

0 2 2 0 2 2 0 2 2 22

0 2 0

3
m 3 2 3 0 3

0 3 3 0 3 3 0 3 3 32

0 3 0

B a
C a B a w D 0 w

C a D

B a
C a B a w D 0 w

C a D

B a
C a B a w D 0 w

C a D

  

  

  







     


     


     


,

,

.

  (2.96) 

 Δθόζνλ βξήθακε 3 εθθξάζεηο γηα ηα , ,
1 2 3

   , ηηο θάλνπκε αληηθαηάζηαζε ζηηο 3 

πξώηεο εμηζώζεηο θαη έρνπκε: Από ηε ζεσξία γλσξίδνπκε όηη ηα άξηηα θνξηία , ,
2 4 6

q q q  

είλαη πάληα κεδέλ. Άξα, έρνπκε: 

 

 

 

3
4 3 4 3 2 2 20 1

0 1 1 0 1 1 1 1 1 2 1 2 12

0 1 0

3
4 3 2 2 2 4 30 2

0 2 2 0 2 2 1 2 1 2 2 22

0 2 0

3
4 3 2 2 2 2 2 20 3

0 3 3 0 3 3 1 3 1 3 2 3 2 3 32

0 3 0

B a 3EA 3EA
A a w B a w a w a a w w q

4 4C a D

B a 3EA 3EA
A a w B a w a a w w a w 0

4 4C a D

B a 3EA 3EA
A a w B a w a a w w a a w w q

4 4C a D

   


   


   


,

,

.

 (2.97) 
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ηε ζπλέρεηα θάλνληαο πξάμεηο ζηελ δεύηεξε εμίζσζε ηεο ζρέζεο 2.97, γηα 2
q 0 , 

έρνπκε:  

 

3
4 3 2 2 2 4 20 2

2 0 2 0 2 1 2 1 2 22

0 2 0

B a 3EA 3EA
w A a B a a a w a w 0

4 4C a D

 
    
 
 

.   

           (2.98) 

Απνδεηθλύνληαο πσο ην 2
w 0 , νη εθθξάζεηο γηα ηα 1

w  θαη 3
w  ζα είλαη νη εμήο: 

 

2 6
4 3 4 0 1

1 1 0 1 1 12

0 1 0

B a3EA
a w A a w q

4 C a D

  
    

    

,     (2.99) 

 
  

2

0 3 0 3

3 2 4 2 2 2 2 2 2 2 6

0 3 0 0 3 1 3 1 2 3 2 0 3

4 C a D q
w

C a D 4A a 3EAa a w 3EAa a w 4B a




   
. (2.100) 

Η εμ. 2.99 είλαη κηα ηξηηνβάζκηα εμίζσζε όπνπ γξάθεηε ζηε κνξθή 
3x cx d  : 

 
 

2 2 2

0 0 1 0 0 13 1
1 1 42

10 1 0

4A C a D 4B a 4q
w w

3EAa3EA C a D

 
 


.    (2.101) 

Η αλαιπηηθή ιύζε κηαο ηέηνηαο εμίζσζεο, δίδεηαη από ηνλ Cardano σο εμήο: 

2 3 2 3

3 3
d c d d c d

x
2 3 2 2 3 2

       
            

       
,     (2.102) 

όπνπ 
 

 

2 2 2

0 0 1 0 0 1 1

42
10 1 0

4A C a D 4B a 4q
c d

3EAa3EA C a D


 
 


 

πλεπώο, νη ιύζεηο γηα ηα 1
w  θαη 3

w  είλαη: 

 
 

 
 

3 3
2 22 2 2 2 2 2

0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 11 1 1 1
3 3

1 4 4 4 42 2
1 1 1 10 1 0 0 1 0

4A C a D 4B a 4A C a D 4B a2q 2q 2q 2q
w

3EAa 3EAa 3EAa 3EAa9EA C a D 9EA C a D

         
           
          

,

           (2.103) 

 
  

2

0 3 0 3

3 2 4 2 2 2 2 6

0 3 0 0 3 1 3 1 0 3

4 C a D q
w

C a D 4A a 3EAa a w 4B a




  
.     (2.104) 
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ΔΙΑΣΜΗΣΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ΑΝΩΣΕΡΗ ΣΑΞΗ – ΠΡΟΕΓΓΙΗ ΜΕ 3 ΟΡΟΤ 

Γηα k 1 2 3 , , , ε εμίζσζε 2.51 γίλεηαη: 

     
2 2 2k 3 4 3 2

0 m m 0 m m m m 1 1 2 2 3 3 m

3EA
A a w B a a w a w a w a w q

4
       

 
,  (2.105) 

 k 3 4 3 2 2 2 2 2 2 2

0 m m 0 m m m m 1 1 2 2 3 3 m

3EA
A a w B a a w a w a w a w q

4
      ,   (2.106) 

θαη γηα m 1 2 3 , , , ε ίδηα εμίζσζε είλαη: 

 

 

 

m 1 4 3 2 2 2 2 2 2 2

0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 2 2 3 3 1

m 2 4 3 2 2 2 2 2 2 2

0 2 2 0 2 2 2 2 1 1 2 2 3 3 2

m 3 4 3 2 2 2 2 2 2 2

0 3 3 0 3 3 3 3 1 1 2 2 3 3 3

3EA
A a w B a a w a w a w a w q

4

3EA
A a w B a a w a w a w a w q

4

3EA
A a w B a a w a w a w a w q

4













     

     

     

,

,

.

  (2.107) 

Η εμίζσζε θίλεζεο 2.46 γηα m 1 2 3 , ,  γίλεηαη: 

 

 

 

3
m 1 2 3 0 1

0 1 1 0 1 1 0 1 1 12

0 1 0

3
m 2 2 3 0 2

0 2 2 0 2 2 0 2 2 22

0 2 0

3
m 3 2 3 0 3

0 3 3 0 3 3 0 3 3 32

0 3 0

B a
C a B a w D 0 w

C a D

B a
C a B a w D 0 w

C a D

B a
C a B a w D 0 w

C a D

  

  

  







     


     


     


,

,

.

 (2.108) 

 Δθόζνλ βξέζεθαλ 3 εθθξάζεηο γηα ηηο πνζόηεηεο 1 2 3
  , , , γίλεηαη αληηθαηάζηαζε 

ζηηο εμηζώζεηο θίλεζεο 2.107 θαη έρνπκε:  

 
 

 
 

 
 

3
4 3 2 2 2 2 2 2 20 1

0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 2 2 3 3 12

0 1 0

3
4 3 2 2 2 2 2 2 20 2

0 2 2 0 2 2 2 2 1 1 2 2 3 3 22

0 2 0

3
4 3 2 2 2 2 2 2 20 3

0 3 3 0 3 3 3 3 1 1 2 2 3 3 32

0 3 0

B a 3EA
A a w B a w a w a w a w a w q

4C a D

B a 3EA
A a w B a w a w a w a w a w q

4C a D

B a 3EA
A a w B a w a w a w a w a w q

4C a D

    


    


    


,

,

.

 (2.109) 

 ηε ζπλέρεηα, θάλνληαο πξάμεηο ζηηο ηξεηο εμηζώζεηο ηεο ζρέζεο 2.109 θαη 

ζέηνληαο 2
q 0  από ηε ζεσξία, έρνπκε: 
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2 6

4 4 3 2 2 2 2 2 20 1

0 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 3 1 3 12

0 1 0

2 6

4 2 2 2 4 3 2 2 20 2

0 2 2 2 2 1 1 2 2 2 2 3 3 22

0 2 0

2 6
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0 3 3 3 3 1 1 3 3 2 2 32

0 3 0

B a 3EA 3EA 3EA
A a w w a w a a w w a a w w q

4 4 4C a D

B a 3EA 3EA 3EA
A a w w a a w w a w a a w w 0

4 4 4C a D

B a 3EA 3EA 3E
A a w w a a w w a a w w

4 4C a D
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 (2.110) 

 πλερίδνληαο ηηο πξάμεηο ζηε ζρέζε 2.110, έρνπκε: 
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 (2.111) 

 Από ηε δεύηεξε εμίζσζε πξνθύπηεη όηη ην 2
w  είλαη ίζν κε 0  ή ίζν κε ηελ 

παξέλζεζε. Έρνληαο απνδείμεη όηη δελ κπνξεί λα είλαη ίζν κε ηελ παξέλζεζε, ε κνλαδηθή 

απνδεθηή ηηκή είλαη 2
w 0 . Έηζη, νη εμηζώζεηο 2.111, γίλνληαη: 
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   (2.112) 

ε απηή ηελ πεξίπησζε πξνθύπηεη ζύζηεκα δπν εμηζώζεηο ηξίηνπο βαζκνύ. Θα 

πξέπεη λα ιπζεί ε πξώηε εμίζσζε ζπλαξηήζεη ηνπ 3
w  θαη ζηε ζπλέρεηα λα γίλεη 

αληηθαηάζηαζε ηνπ 1
w  ζηελ ηξίηε εμίζσζε ώζηε λα βξεζεί ν πξώηνο άγλσζηνο πνπ είλαη 

ην 3
w . Έπεηηα, θάλνληαο αληηθαηάζηαζε ηνπ 3

w  ζηελ πξώηε εμίζσζε ώζηε λα βξεζεί ν 

δεύηεξνο άγλσζηνο, ην 1
w . Ύζηεξα από πξάμεηο, πξνθύπηεη ε εμίζσζε: 
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(2.113) 

Πξόθεηηαη γηα κηα πνιπσλπκηθή εμίζσζε 5
νπ

 βαζκνύ. Δπηιύεηαη κε αξηζκεηηθνύο 

ππνινγηζκνύο θαη πξνθύπηνπλ ηέζζεξεηο ιύζεηο. Οη δπν ιύζεηο είλαη κηγαδηθέο, ζπδπγήο 

θαη απνξξίπηνληαη. Η ηξίηε ιύζε είλαη αξλεηηθή, θαη επίζεο απνξξίπηεηαη, θαη ε ηέηαξηε 

ιύζε είλαη ζεηηθή θαη ε κόλε απνδεθηή.  πλεπώο, ε απνδεθηή ιύζε είλαη ε ηηκή ηνπ 3
w . 

Έπεηηα, ε ηηκή ηνπ 1
w  πξνθύπηεη από ηε ζρέζε:  
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2.3.5 Απιθμητικά Αποτελέσματα – Γπαυικέρ Παπαστάσειρ  

 

ηελ πξνεγνύκελε παξάγξαθν ππνινγίζζεθαλ νη αλαιπηηθνί ηύπνη γηα ηηο δύν 

άγλσζηεο πνζόηεηεο m
w  θαη m

  γηα ηελ θιαζζηθή ζεσξία δνθώλ Euler – Bernoulli, γηα ηε 

ζεσξία Timoshenko θαη γεληθά γηα δηαηκεηηθέο ζεσξίεο αλώηεξεο ηάμεο.  

Θεσξείηαη κηα ηζόηξνπε ειαζηηθή δνθό κε αθιόλεηα άθξα πνπ ππνβάιιεηαη ζε 

νκνηόκνξθα θαηαλεκεκέλν θνξηίν 
6q 1 10 N m   κε ζθνπό ηελ θάκςε. Σν κέηξν 

ειαζηηθόηεηαο ηεο δνθνύ είλαη E 210GPa , ην κέηξν δηάηκεζεο δίδεηαη από ηνλ ηύπν 

 G E 2 1 v  θαη ν ιόγνο Poisson είλαη 0 3  . . Σν κήθνο ηεο δνθνύ είλαη L 1m , ην 

πάρνο b 0 01m . . Η αλαινγία δηαζηάζεσλ (aspect ratio) ζπκβνιίδεηαη κε S  θαη νξίδεηαη 

σο ν ιόγνο κήθνπο πξνο πιάηνο  L h . Σν πιάηνο h πξνζαξκόδεηαη ζύκθσλα κε ην ιόγν 

S . ηνπο ππνινγηζκνύο πνπ αθνινπζνύλε γηα θάζε κε γξακκηθή ζεσξία, ν ιόγνο S  

επηιέρζεθε λα είλαη ίζνο κε 20  ώζηε λα γίλεηαη αηζζεηή ε έλλνηα ηεο κε γξακκηθόηεηαο, 

ζπλεπώο, ην πιάηνο h  είλαη 0 05m. . Σα απνηειέζκαηα πνπ πξνθύπηνπλ, παξνπζηάδνληαη 

ζηνλ Πίλαθα 2.1.  

Να ζεκεησζεί πσο ζηα παξαθάησ απνηειέζκαηα γηα θάζε ζεσξία, πεξηιακβάλεηαη 

ε γξακκηθή ζεσξία, ε κε γξακκηθή κε ζπδεπγκέλε ζεσξία, δειαδή ε πξνζέγγηζε ηεο κε 

γξακκηθήο ζεσξίαο κε έλα όξν (k=1) θαη ε κε γξακκηθή ζπδεπγκέλε ζεσξία, δειαδή ε 

πξνζέγγηζε ηεο κε γξακκηθήο ζεσξίαο κε ηξεηο όξνπο (k=3) ζην ζεκείν όπνπ ε 

κεηαηόπηζε είλαη κέγηζηε θαη ε ζηξνθή κεδεληθή (x=0.5). 

ηε ζπλέρεηα, κέζν πξνγξακκάησλ ζην ινγηζκηθό παθέην Matlab, γίλεηαη ν 

ππνινγηζκόο ησλ πνζνηήησλ απηώλ. πλεπώο, γηα ηηο κε γξακκηθέο ειαζηηθέο ζεσξίεο 

δνθώλ, ζα ππνινγηζζεί ε ζπλνιηθή εγθάξζηα κεηαηόπηζε w  θαη ε ζπλνιηθή ζηξνθή  . Να 

ζεκεησζεί ζην ζεκείν απηό όηη ε κεηαηόπηζε ζηα άθξα ηεο δνθνύ είλαη κεδεληθή εθόζνλ 

επηβάιιακε ζπλζήθε αθιόλεησλ άθξσλ θαη ε ζηξνθή ζηα ζεκεία απηά είλαη κέγηζηε. 

Δπίζεο, ε κεηαηόπηζε ζην θέληξν ηεο δνθνύ είλαη κέγηζηε ελώ ε ζηξνθή είλαη κεδεληθή.   
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Πίνακαρ 2.1: ύγθξηζε ηεο ζπλνιηθήο εγθάξζηαο κεηαηόπηζεο w  γηα ηηο γξακκηθέο, κε 

γξακκηθέο κε ζπδεπγκέλεο θαη κε γξακκηθέο ζπδεπγκέλεο ζεσξίεο γηα ειαζηηθέο δνθνύο 

κε S 20  ζην θέληξν ηεο δνθνύ  x 0 5 . . 

S 20  Θεωρίες w  

 Euler Γξακκηθή 0.595074935962503 

Euler Με Γξακκηθή (Με ζπδεπγκέλε) 0.075685740133269 

Euler Με Γξακκηθή (πδεπγκέλε) 0.074293416890883 

Timoshenko Γξακκηθή 0.598389186375920 

Timoshenko Με Γξακκηθή (Με ζπδεπγκέλε) 0.075022494186099 

Timoshenko Με Γξακκηθή (πδεπγκέλε) 0.074272343404959 

Ambartsumian Γξακκηθή 0.598766090972241 

Ambartsumian Με Γξακκηθή (Με ζπδεπγκέλε) 0.075768563731264 

Ambartsumian Με Γξακκηθή (πδεπγκέλε) 0.067060685720759 

Kruszewski Γξακκηθή 0.598766090972241 

Kruszewski Με Γξακκηθή (Με ζπδεπγκέλε) 0.075768563731264 

Kruszewski Με Γξακκηθή (πδεπγκέλε) 0.067060685720759 

Reddy Γξακκηθή 0.598766090972242 

Reddy Με Γξακκηθή (Με ζπδεπγκέλε) 0.075768563731264 

Reddy Με Γξακκηθή (πδεπγκέλε) 0.067060685720759 

Touratier Γξακκηθή 0.598760712229894 

Touratier Με Γξακκηθή (Με ζπδεπγκέλε) 0.075768531104000 

Touratier Με Γξακκηθή (πδεπγκέλε) 0.067059422350215 

Karama Γξακκηθή 0.598712980994708 

Karama Με Γξακκηθή (Με ζπδεπγκέλε) 0.075768242439456 

Karama Με Γξακκηθή (πδεπγκέλε) 0.067133432299118 

Soldatos Γξακκηθή 0.599007721987721 

Soldatos Με Γξακκηθή (Με ζπδεπγκέλε) 0.075769976105226 

Soldatos Με Γξακκηθή (πδεπγκέλε) 0.067059574747818 

 

Από ηνλ Πίλαθα 2.1 γίλεηαη θαλεξό πσο νη γξακκηθέο ζεσξίεο ράλνπλ ηελ ηζρύ 

ηνπο θαη παξάγνπλ ιαλζαζκέλα απνηειέζκαηα. πλεπώο, είλαη απαξαίηεηε ε ρξήζε κε 

γξακκηθώλ ζεσξηώλ γηα θαιύηεξα πξνζεγγηζηηθά απνηειέζκαηα ζηηο θάκςεο δνθώλ. 
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ηε ζπλέρεηα, θαηαζθεπάζηεθαλ νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο κε ην ινγηζκηθό παθέην 

Matlab. Θεσξήζεθε ζεκαληηθή ε απεηθόληζε ηεο αιιαγήο ηεο παξακόξθσζεο w  θαη ηεο 

αιιαγήο ηεο ζηξνθήο   ζην ζπλνιηθό κήθνο L ηεο δνθνύ. Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο 

έγηλαλ γηα όιεο ηηο κε γξακκηθέο ζεσξίεο δνθώλ κε πξνζέγγηζε ηξηώλ όξσλ ζε δύν 

δηαγξάκκαηα ώζηε λα είλαη άκεζα ζπγθξίζηκα. Ο ιόγνο S  ζηα δηαγξάκκαηα είλαη ίζνο κε 

20 , δειαδή ην κήθνο L  ηεο δνθνύ είλαη 1m . θαη ην πιάηνο h  είλαη 0 05m. . Σα 

απνηειέζκαηα θαίλνληαη ζηα ζρ. 2.2 θαη 2.3.  

 

 

 

σήμα 2.2: Γηάγξακκα παξακόξθσζεο – κήθνπο  w L  γηα ηηο κε γξακκηθέο ζεσξίεο 

        θάκςεο ειαζηηθώλ δνθώλ. 

 

 

 

σήμα 2.3: Γηάγξακκα ζηξνθήο – κήθνπο  L   γηα ηηο κε γξακκηθέο ζεσξίεο θάκςεο 

        ειαζηηθώλ δνθώλ. 
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σήμα 2.4: Γηάγξακκα ζηξνθήο – κήθνπο  L   γηα ηηο κε γξακκηθέο ζεσξίεο θάκςεο 

        ειαζηηθώλ δνθώλ εθηόο ηεο ζεσξίαο Ambartsumian. 

 

 

σήμα 2.5: Γηάγξακκα ζηξνθήο – κήθνπο  L   γηα ηηο κε γξακκηθέο ζεσξίεο θάκςεο 

      ειαζηηθώλ δνθώλ εθηόο ησλ ζεσξηώλ Ambartsumian θαη Soldatos. 

 

Παξαηεξείηε πσο ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο ηεο ζηξνθήο ζε όιν ην 

κήθνο ηεο δνθνύ είλαη ίδηα γηα όιεο ηηο κε γξακκηθέο ζεσξίεο ειαζηηθόηεηαο. Η δηαθνξά 

βξίζθεηαη ζην γεγνλόο πώο ε ζηξνθή ζηε ζεσξία ηνπ Ambartsumian πξνβιέπεηαη κεγάιε 

ζε αληίζεζε κε ηηο ππόινηπεο ζεσξίεο θαη είλαη ηεο ηάμεο ησλ 8rad  έσο 8rad  θαηά 

κήθνο ηεο δνθνύ. Δπίζεο, ε ζεσξία ηνπ Soldatos πξνβιέπεη κεγαιύηεξε ηε ζηξνθή ζε 

ζρέζε κε ηηο ππόινηπεο ζεσξίεο θαη είλαη ηεο ηάμεο ησλ 0 02rad.  έσο 0 02rad . . Οη 

ππόινηπεο ζεσξίεο πξνβιέπνπλ ηε ζηξνθή από 
33 10 rad  έσο 

33 10 rad  . 
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ΚΕΦΑΛΑΘΟ 3  

ΠΘΕΖΟΗΛΕΚΣΡΘΚΑ ΤΛΘΚΑ 

3.1 ΔΗΑΓΩΓΖ 

 ε απηό ην θεθάιαην παξνπζηάδνληαη νη βαζηθέο έλλνηεο ηνπ πηεδνειεθηξηζκνύ 

θπξίσο όπσο έρνπλ δνζεί ζηα αθόινπζα θείκελα θαη κειέηεο (Jaffe et. al, 1971), (Lentzen, 

2007), (Locatelli, 2001), (Marinković, 2007), (Piefort, 2001), (Tichy et al., 2010). Ήδε από 

ηελ αξραηόηεηα, νη ληόπηνη θάηνηθνη ηεο Ηλδίαο θαη ηεο Κεϋιάλεο είραλ παξαηεξήζεη κηα 

ελδηαθέξνπζα ηδηόηεηα ησλ θξπζηάιισλ ηνπ νξπθηνύ ηνπξκαιίλε. Δάλ ην ζπγθεθξηκέλν 

νξπθηό ην ηνπνζεηνύζαλ κέζα ζε δεζηή ηέθξα, ηόηε απ’ ηε κηα πιεπξά πξνζέιθπε ηα 

ζσκαηίδηα ηέθξαο ελώ απ’ ηελ αληίζεηε πιεπξά ηα απέξξηπηε.  

 ηηο αξρέο ηνπ 18νπ αηώλα, κέζσ ηνπ εκπνξίνπ, νη θξύζηαιινη ηνπξκαιίλε 

εηζήρζεζαλ ζηελ Δπξώπε. Σν 1747, ν Linne νλόκαζε ηνπο θξπζηάιινπο ηνπξκαιίλε lapis 

electricus (ιαηηληθή θξάζε πνπ ζεκαίλεη «ε ειεθηξηθή πέηξα»). Ζ ειεθηξηθή πξνέιεπζε 

ηεο ζπκπεξηθνξάο απηήο απνδείρζεθε από ην Γεξκαλό θπζηθό Aepinus, ην 1754.  

 Ο Charles Augustin de Coulomb ήηαλ ν πξώηνο πνπ κειέηεζε ηελ παξαγσγή 

ειεθηξηθνύ θνξηίνπ από ην κεραληθό ρεηξηζκό ηεο ζηεξεάο ύιεο ζηελ πξαγκαηεία ηνπ 

πάλσ ζηνλ ειεθηξηζκό θαη ην καγλεηηζκό κεηαμύ ηνπ 1781 θαη ηνπ 1806. Σν 1817, ην 

πηεδνειεθηξηθό θαηλόκελν αλαθέξζεθε από ηνλ René Just Haüy, ν νπνίνο παξαηήξεζε ηελ 

παξνπζία ειεθηξηθώλ θνξηίσλ ζηελ επηθάλεηα ελόο θξπζηάιινπ ηοσρκαιίλε ππό ηάζε. 

 Σν 1824, ν θσηζέδνο θπζηθόο D. Brewster παξαηήξεζε ηελ ίδηα δηαδηθαζία κε 

δηάθνξνπο θξπζηάιινπο θαη έδσζε ζην θαηλόκελν ηελ νλνκαζία πσροειεθηρηζκός. 

Ππξνειεθηξηζκόο είλαη ε ηθαλόηεηα νξηζκέλσλ πιηθώλ λα παξάγνπλ πξνζσξηλό 

ειεθηξηθό δπλακηθό όηαλ ππόθεηληαη ζε αιιαγή ζεξκνθξαζίαο. Ζ αιιαγή ηεο 

ζεξκνθξαζίαο ηξνπνπνηεί ειαθξώο ηηο ζέζεηο ησλ αηόκσλ κέζα ζηελ θξπζηαιιηθή δνκή, 

έηζη ώζηε λα αιιάδεη ε πόισζε ηνπ πιηθνύ. Απηή ε αιιαγή πόισζεο πξνθαιεί έλα 

πξνζσξηλό ειεθηξηθό δπλακηθό, ην νπνίν εμαθαλίδεηαη κεηά ην δηειεθηξηθό ρξόλν 

ραιάξσζεο. 

 Ωζηόζν, ε αλαθάιπςε ηνπ πηεδνειεθηξηθνύ θαηλνκέλνπ απνδόζεθε ζηνπο Pierre 

θαη Jacques Curie, ην 1880, θαηά ηε δηάξθεηα ησλ πεηξακαηηθώλ ηνπο εξγαζηώλ (Curie & 
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Curie, 1880α), (Curie & Curie 1880β), (Curie & Curie 1881) ζρεηηθά κε ηελ 

θξπζηαιινγξαθία, κε βαζηθό παξάδεηγκα ην άιαο Rochelle. Οη αδειθνί Curie 

πξνέβιεςαλ ηηο θαηεγνξίεο ησλ θξύζηαιισλ θαζώο θαη ηηο ζπλζήθεο ππό ηηο νπνίεο ζα 

παξαηεξνύζε θάπνηνο ηνλ πηεδνειεθηξηζκό. 

 Ο όξνο πηεδοειεθηρηζκός «piezoelectricity» πξνηάζεθε από ηνλ Hermann Hankel 

ην 1881 (Hankel, 1881). Σελ ίδηα ρξνληά, ν Lippman (Lippman, 1881) πξνέβιεςε 

καζεκαηηθά ην αληίζηξνθν θαηλόκελν βαζηδόκελνο ζηηο ζεξκνδπλακηθέο αξρέο. Σν 1883, 

νη αδειθνί Curie επηβεβαίσζαλ ην αληίζηξνθν θαηλόκελν κέζα από πεηξακαηηθέο κειέηεο 

θαη ζπλέρηζαλ ώζηε λα εμάγνπλ πνζνηηθή απόδεημε ηεο πιήξνπο αλαζηξεςηκόηεηαο ησλ 

ειεθηξν-ειαζην-κεραληθώλ παξακνξθώζεσλ ζηνπο πηεδνειεθηξηθνύο θξπζηάιινπο. Οη 

αδειθνί Curie εθαξκόδνληαο ην πηεδνειεθηξηθό θαηλόκελν, εθεύξαλ δηάθνξα όξγαλα, 

όπσο ηνλ ειεθηξνκεηξεηή από ραιαδία, ν νπνίνο ρξεζηκνπνηήζεθε επξέσο ζηε ζπλέρεηα 

ζε πεηξάκαηα ξαδηελέξγεηαο.  

 Σν 1893, ν William Thomson Kelvin παξνπζίαζε δηάθνξα αλαινγηθά κνληέια θαη 

έζεζε κεξηθά από ηα πην βαζηθά πιαίζηα πνπ νδήγεζαλ ζηε ζύγρξνλε ζεσξία ηνπ 

πηεδνειεθηξηζκνύ. Σν 1894, ν Woldemar Voigt (Voigt, 1910) παξνπζίαζε ηηο εμηζώζεηο 

ηάζεο πνπ πεξηγξάθνπλ ηε γξακκηθή ζπκπεξηθνξά ησλ πηεδνειεθηξηθώλ θξπζηάιισλ κε 

βάζε ηηο ηδέεο πνπ έζεζε ν Kelvin. Ο Voigt ρξεζηκνπνίεζε γηα πξώηε θνξά ηε ιέμε 

ηαλσζηής «tensor» γηα λα πεξηγξάςεη ηε κεραληθή παξακόξθσζε.  

 Μέρξη ηηο αξρέο ηνπ 20
νπ

 αηώλα, ν πηεδνειεθηξηζκόο ζπλέρηζε λα αλαπηύζζεηαη 

ηόζν ζεσξεηηθά όζν θαη πεηξακαηηθά ζε εξγαζηήξηα. Ωζηόζν, νη πξώηεο ζεκαληηθέο 

εθαξκνγέο εκθαλίζηεθαλ ιόγσ ησλ ζηξαηησηηθώλ απαηηήζεσλ ηνπ Α Παγθνζκίνπ 

Πνιέκνπ. πγθεθξηκέλα, θαηά ηε δηάξθεηα ηνπ 1914-1918, ν Paul Langevin 

ρξεζηκνπνίεζε ηνλ πηεδνειεθηξηθό κεηαηξνπέα ραιαδία σο ππνβξύρην ξαληάξ (sonar) γηα 

ηελ αλίρλεπζε ππνβξπρίσλ. Από ην 1920 κέρξη ηνλ Β Παγθόζκην Πόιεκν, ην Πνιεκηθό 

Ναπηηθό ησλ ΖΠΑ ρξεζηκνπνίεζε κνλνθξπζηαιιηθό άιαο Rochelle σο ηνλ πξόηππν 

ππνβξύρην θξύζηαιιν-κεηαηξνπέα (Pötsch, Fischer & Müller, 1989). 

 Σν 1921, ν Ακεξηθαλόο θαζεγεηήο Walter G. Cady εθεύξε ηνλ ηαιαλησηή από 

θξπζηάιινπο ραιαδία θαη ην θίιηξν θξπζηάιισλ ραιαδία ζηελήο δώλεο ηα νπνία 

ρξεζηκνπνηνύληαη θαη ζήκεξα ζηα ζπζηήκαηα επηθνηλσλίαο. εκαληηθή πξόνδνο ήηαλ ε 

παξαγσγή θνπήο ΑΣ
[1]

 θαη ΒΣ
[2]

 από ηνλ θξύζηαιιν ηνπ ραιαδία. Καηά ηε δηάξθεηα ηεο 
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δεθαεηίαο ηνπ 1920, ν Max Born παξήγαγε ζεσξεηηθνύο ππνινγηζκνύο ηνπ πιέγκαηνο 

ελόο θξπζηάιινπ γηα ηνλ πηεδνειεθηξηθό ζπληειεζηή ζην Göttingen. Μέρξη ην 1936, 

ζπλέρηζε ηηο έξεπλέο ηνπ ζρεηηθά κε ηε δπλακηθή ζεσξία ησλ θξπζηαιιηθώλ πιεγκάησλ 

ζην Edinburgh. Σν 1940, ν Ακεξηθαλόο επηζηήκνλαο Warren P. Mason παξήγαγε 

πεξηζζόηεξεο θνπέο θξπζηάιισλ γηα πην αθξηβή πξόηππα ζπρλνηήησλ θαη αλέπηπμε 

ηζνδύλακα κνληέια θπθισκάησλ γηα πηεδνειεθηξηθνύο ζπληνληζηέο. 

 Έλα πνιύ ζεκαληηθό ζηάδην ζηελ έξεπλα ησλ πηεδνειεθηξηθώλ πιηθώλ θαη εηδηθά 

ζηηο εθαξκνγέο ηνπο ζηηο ζύγρξνλεο εθαξκνγέο ήηαλ ε αλαθάιπςε ηνπ θαηλνκέλνπ ηνπ 

ζηδεξνειεθηξηζκνύ από ηνλ J. Valasek (Valasek, 1920). Σα ζηδεξνειεθηξηθά πιηθά 

εκθαλίδνπλ κία ή πεξηζζόηεξεο θάζεηο θαη εκθαλίδνπλ πεξηνρέο πόισζεο ζηηο νπνίεο ε 

ειεθηξηθή πόισζε κπνξεί λα αιιάμεη θαηεύζπλζε κε έλα θαηάιιεια εθαξκνδόκελν 

ειεθηξηθό πεδίν. 

 Από ην 2
ν
 Παγθόζκην Πόιεκν, ηα πηεδνειεθηξηθά πιηθά ρξεζηκνπνηήζεθαλ όιν 

θαη πεξηζζόηεξν εμαηηίαο ηεο αλάπηπμεο ειεθηξνληθώλ εθαξκνγώλ θαη ηεο αλαθάιπςεο 

ησλ ζηδεξνειεθηξηθώλ θεξακηθώλ. Μεηά ην ηέινο ηνπ 2
νπ

 Παγθνζκίνπ Πνιέκνπ παξήρζε 

ην πηεδνειεθηξηθό θεξακηθό 3
BaTiO , θαη αξγόηεξα, δεκηνπξγήζεθαλ πηεδνειεθηξηθά 

θεξακηθά από δηξθόλην 3
PbZrO , ηηηάλην 3

PbTiO  ή PZT  θεξακηθά θαη αληηθαηέζηεζαλ ην 

3
BaTiO  ζε όινπο ηνπο ηνκείο ησλ πηεδνειεθηξηθώλ εθαξκνγώλ εμαηηίαο ησλ εμαηξεηηθώλ 

ηνπο ηδηνηήησλ. ήκεξα, ηα πηεδνειεθηξηθά πιηθά πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη θαηά θόξνλ είλαη 

ηα πνιπθξπζηαιιηθά ζηδεξνειεθηξηθά θεξακηθά, όπσο ην PZT , θαη ηα πηεδνειεθηξηθά 

πνιπκεξή, όπσο ην PVDF  ιόγσ ηνπ ρακεινύ θόζηνπο θαηαζθεπήο ηνπο θαη ησλ ζρεδόλ 

απζαίξεησλ πηζαλώλ κνξθώλ πνπ κπνξνύλ λα πάξνπλ. Δπηπιένλ, ηα πιηθά απηά έρνπλ 

πνιύ θαιέο πηεδνειεθηξηθέο θαη δηειεθηξηθέο ηδηόηεηεο πνπ ηα θάλνπλ ηδηαίηεξα ρξήζηκα 

ζηελ θαηαζθεπή δηεγεξηώλ (Heartling, 1999), (Zhou, 2003). 

[1] AT: Ζ θξπζηαιινιπρλία AT είλαη ε πην επξέσο ρξεζηκνπνηνύκελε ηερληθή θνπήο θαη ρξεζηκνπνηείηαη 

ηδηαίηεξα γηα ειεθηξνληθά όξγαλα θ.ιπ. όπνπ νη ηαιαλησηέο πξέπεη λα ιεηηνπξγνύλ ζηελ πεξηνρή από 500 

kHz έσο πεξίπνπ 300 MHz, αλ θαη ην αλώηαην όξην απμάλεηαη όζν αλαπηύζζεηαη ε ηερλνινγία. 

[2] BT: Πξόθεηηαη γηα κηα άιιε ηερληθή θνπήο παξόκνηα κε ηελ θνπή AT, πνπ ρξεζηκνπνηεί όκσο 

δηαθνξεηηθή γσλία: 49° από ηνλ άμνλα z. Παξέρεη επαλαιακβαλόκελα ραξαθηεξηζηηθά θαη έρεη ζηαζεξά 

ζπρλόηεηαο 2,536 MHz/mm. Παξόιν πνπ ηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο δελ είλαη ηόζν θαιά όζν ζηελ θνπή AT, 

κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί επθνιόηεξα γηα ιεηηνπξγία πςειόηεξσλ ζπρλνηήησλ ιόγσ ηεο πςειόηεξεο 

ζηαζεξόηεηάο ηεο. 
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3.2 ΈΞΤΠΝΑ ΤΛΗΚΑ 

3.2.1 Πιεζοηλεκηπικά και άλλα έξςπνα ςλικά 

 Κάπνηα μερσξηζηά πιηθά πνπ αιιάδνπλ ξηδηθά ηηο ηδηόηεηεο ηνπο ύζηεξα από ηελ 

επηβνιή εμσηεξηθώλ εξεζηζκάησλ, όπσο ε ηάζε, ε ζεξκνθξαζία, ε πγξαζία, ηα ειεθηξηθά 

ή ηα καγλεηηθά πεδία, νλνκάδνληαη έμππλα πιηθά. ε απηή ηελ ελόηεηα παξνπζηάδνληαη 

ζπλνπηηθά ηα πην ζεκαληηθά έμππλα πιηθά θαζώο θαη απηά πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη πην 

ζπρλά ζε εθαξκνγέο. Παξαδείγκαηα ηέηνησλ έμππλσλ πιηθώλ είλαη ηα πηεδνειεθηξηθά 

πιηθά, ηα ειεθηξνζπζηνιηθά πιηθά, ηα καγλεηνζπζηνιηθά πιηθά θαη ηα θξάκαηα κλήκεο 

ζρήκαηνο (shape memory allows). ηνλ πίλαθα 3.1 παξνπζηάδνληαη ηα θύξηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ έμππλσλ απηώλ πιηθώλ. 

 

Πίνακαρ 3.1: Οη θύξηεο ηδηόηεηεο ησλ έμππλσλ πιηθώλ. 

 Πιεζοκεπαμικά 

(PZT) 

Πιεζοπολςμεπή 

(PVDF) 

Ηλεκηποζςζηολικά 

(PMN) 

Μαγνηηοζςζηολικά 

(Terfenol-D) 

SMA 

(Nitinol) 

Επίπεδη 

Μέγιζηη 

Παπαμόπθυζη 

 

0.13% 

 

0.07% 

 

0.1% 

 

0.2% 

 

0.2% - 0.8% 

Μέηπο 

Ελαζηικόηηηαρ 

(GPA) 

 

60.6 

 

2 

 

64.5 

 

29.7 

 

28 - 90 

Πςκνόηηηα 

(kg/m3) 

 

7500 

 

1780 

 

7800 

 

9250 

 

7100 

Πςκνόηηηα 

Ενέπγειαρ 

(J/kg) 

 

6.8 

 

0.28 

 

4.1 

 

6.4 

 

250-4000 

 

Τζηέπηζη 

 

10% 

 

>10% 

 

<1% 

 

2% 

 

Τςειή 

Εύπορ 

θεπμοκπαζίαρ 

(
0
C) 

 

-20 έσο 120 

 

-40 έσο 140 

 

0 έσο 40 

 

-50 έσο 380 

 

- 

Εύπορ 

ζώνηρ 

 

100 kHz 

 

100 kHz 

 

100 kHz 

 

< 10 kHz 

 

< 5 kHz 
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Πιεζοηλεκηπικά ςλικά 

 Ο πηεδνειεθηξηζκόο είλαη έλα θαηλόκελν θαηά ην νπνίν νξηζκέλα πιηθά κε ηελ 

εθαξκνγή ηάζεο αλαπηύζζνπλ πόισζε. Απηό ην θαηλόκελν παξαηεξείηαη ζε πιηθά πνπ 

δελ έρνπλ θεληξηθή ζπκκεηξηθή θξπζηαιιηθή δνκή. Παξαδείγκαηα πηεδνειεθηξηθώλ 

πιηθώλ είλαη ην άιαο Rochelle, ν ραιαδίαο θαη ην πην δεκνθηιέο, ην PZT  (Lead Zirconate 

Titanate). Ηζηνξηθά, ηα πηεδνειεθηξηθά πιηθά πνπ βξήθαλ γόληκν έδαθνο ζηηο εθαξκνγέο 

είλαη ην άιαο Rochelle θαη ν ραιαδίαο. ήκεξα, ηα πηεδνθεξακηθά πιηθά, όπσο ην PZT , 

πξνζθέξνπλ ηδηόηεηεο πνπ επηηξέπνπλ ηελ αλάπηπμε ελεξγώλ δνκηθώλ ζπζθεπώλ. Σν PZT  

ρξεζηκνπνηείηαη επξέσο σο δηεγέξηεο ή αηζζεηήξαο γηα επξύ θάζκα ζπρλνηήησλ, 

ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ ησλ εθαξκνγώλ ππεξήρσλ, θαη πξνζθέξεη πςειή αθξίβεηα. Σα 

πηεδνπνιπκεξή, όπσο ην θζνξηνύρν πνιπβηλπιηδέλην  2
PVDF ή PVF , ρξεζηκνπνηνύληαη 

θπξίσο σο αηζζεηήξεο ιόγσ ηεο ρακειήο αθακςίαο ηνπο θαη επνκέλσο ιεηηνπξγνύλ σο 

αξρέο ειέγρνπ ζε δύζθακπηεο ειαθξηέο δνκέο. Σόζν ην PZT  όζν θαη ην PVDF  έρνπλ 

ρακειή αλαθηήζηκε παξακόξθσζε, αιιά επξεία δώλε ζπρλνηήησλ. 

Άλλα έξςπνα ςλικά 

 Σα καγλεηνζπζηνιηθά πιηθά, όπσο ην γλσζηό Terfenol-D, παξνπζηάδνπλ ρακειή 

αλαθηήζηκε παξακόξθσζε ππό ηελ επηβνιή καγλεηηθνύ πεδίνπ θαη επξεία δώλε 

ζπρλνηήησλ. Μπνξνύλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ σο ζηνηρεία κεηαθνξάο θνξηίνπ (κόλν ππό 

ζπκπίεζε) γηα ζηαηηθέο θαη δπλακηθέο εθαξκνγέο πςειήο αθξίβεηαο. Ωζηόζν, ε 

θαηαλάισζε ελέξγεηαο ζηηο ζηαηηθέο εθαξκνγέο είλαη πςειόηεξε από ηελ θαηαλάισζε 

ησλ πηεδνθεξακηθώλ, όπνπ απαηηείηαη λα εθαξκνζηεί κόλν κηα ζηαηηθή ηάζε. Σα 

ειεθηξνζπζηνιηθά πιηθά, όπσο ην Lead Magnesium Niobate  PMN , είλαη παξόκνηα κε 

ηα καγλεηνζπζηνιηθά πιηθά όκσο ιεηηνπξγνύλ ζε ζηελόηεξν εύξνο ζεξκνθξαζηώλ.  

 Μηα αθόκε θαηεγνξία έμππλσλ πιηθώλ είλαη ηα θξάκαηα κλήκεο ζρήκαηνο  SMA . 

Σν πην επξέσο ρξεζηκνπνηνύκελν πιηθό ζηελ θαηεγνξία απηή είλαη έλα θξάκα ληθειίνπ 

θαη ηηηαλίνπ πνπ νλνκάδεηαη Nitinol. Δπηηξέπεη ηελ αλάθηεζε πςειήο πίεζεο από ηελ 

αιιαγή θάζεο πνπ πξνθαιείηαη από ηε ζεξκνθξαζία. Λόγσ ηεο δύζθνιεο ςύμεο ηνπ, 

ιεηηνπξγεί ζε ρακειέο ζπρλόηεηεο θαη ζε εθαξκνγέο ρακειήο αθξίβεηαο. Σν θύξην 

πιενλέθηεκα ησλ SMA  είλαη ε δπλαηόηεηα επίηεπμεο πνιύπινθσλ θηλήζεσλ κε πνιύ ιίγα 

ζηνηρεία, θάηη ην νπνίν επηηπγράλεηαη κε κηθξή αιιαγή ζεξκνθξαζίαο (Piefort, 2001). 

https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Lead_magnesium_niobate&action=edit&redlink=1


ΚΕΦΑΛΑΘΟ 3: ΠΘΕΖΟΗΛΕΚΣΡΘΚΑ ΤΛΘΚΑ 

 

83 
 

3.2.2 Πιεζοηλεκηπικοί διεγέπηερ και εθαπμογέρ 

 Οη πηεδνειεθηξηθνί δηεγέξηεο εθαξκόδνληαη ζε πιήζνο ζπζθεπώλ καδηθήο 

παξαγσγήο, όπσο είλαη: νη ζπζθεπέο εθπνκπήο ήρνπ, νη κεηαηξνπείο θαη αηζζεηήξεο 

ππεξερεηηθήο ηζρύνο, νη δηεγέξηεο θάκςεο ζε κεραλέο ύθαλζεο, νη θεθαιέο εθηππσηώλ, νη 

δηεγέξηεο γηα ηελ θάκςε δνθώλ ζε βαιβίδεο, ηα νπηηθά ζπζηήκαηα θαη πξόζθαηα, σο 

πνιπζηξσκαηηθνί δηεγέξηεο ζηα ζπζηήκαηα ςεθαζκνύ ζηελ απηνθηλεηνβηνκεραλία.  

 Μεξηθά από ηα βαζηθά πιενλεθηήκαηα πνπ ηνπο επηηξέπνπλ ηελ ρξήζε ζε έλα ηόζν 

επξύ θάζκα εθαξκνγώλ, είλαη ε δπλαηόηεηα δεκηνπξγίαο ζπκπαγώλ θαηαζθεπώλ πνπ 

θαηαιακβάλνπλ κηθξό όγθν, ε πςειή αθξίβεηα δηέγεξζεο θαη νη πάξα πνιύ κηθξνί ρξόλνη 

απόθξηζεο πνπ δηαζέηνπλ, ε απνπζία θαηλνκέλσλ ηξηβήο, ε ηθαλόηεηα ρεηξηζκνύ ζε 

ζπλζήθεο θελνύ θαζώο θαη ζε πηζαλέο θξπνγνληθέο ζεξκνθξαζίεο (Uchino, 2004). 

 Σν κεγαιύηεξν κέξνο ησλ πηεδνειεθηξηθώλ δηεγεξηώλ έρεη θπξίσο ηε κνξθή 

ζηνίβαο ζσξεπκέλσλ ιεπηώλ πηεδνειεθηξηθώλ ζηξσκάησλ θαη ηε κνξθή δνθώλ θάκςεο 

όπσο απεηθνλίδνληαη ζην ζρήκα 3.1. Οη δηεγέξηεο κε ηε κνξθή ζηνίβαο βαζίδνληαη ζην 

δηάκεθεο πηεδνειεθηξηθό θαηλόκελν (longitudinal piezoelectric effect)   ύ 33d   θαη 

απνηεινύληαη ζπλήζσο από αξθεηά θεξακηθά πηεδνειεθηξηθά ζηξώκαηα κε 

κεηαβαιιόκελε δηεύζπλζε ειεθηξηθήο πόισζεο.  

 

 

σήμα 3.1: Γηεγέξηεο κε ηε κνξθή ζηνίβαο θαη ηε κνξθή δνθνύ θάκςεο. 

 

 Οη επαθέο ησλ ειεθηξνδίσλ ηνπ θάζε ζηξώκαηνο ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηε 

θαζνδήγεζε ηνπ δηεγέξηε. Με απηόλ ηνλ ηύπν δηεγέξηε κπνξνύλ λα επηηεπρζνύλ πνιύ 
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ηζρπξέο δπλάκεηο (κεραληθέο ηάζεηο) κε ηαπηόρξνλεο κηθξέο επηκεθύλζεηο (ειαζηηθέο 

παξακνξθώζεηο), ηεο ηάμεο κεξηθώλ κηθξνκέηξσλ  m , θαζώο θαη πνιύ πςειά 

ειεθηξηθά δπλακηθά ιεηηνπξγίαο, ηεο ηάμεο ησλ kV . Οη ζσξεπκέλνη δηεγέξηεο 

ρξεζηκνπνηνύληαη ζπλήζσο ζε ηερλνινγηθέο εθαξκνγέο ηεο απηνθηλεηνβηνκεραλίαο, σο 

νδεγνί βαιβίδσλ έγρπζεο θαπζίκνπ θαη ζε νπηηθά κέζα, σο νδεγνί πςειήο αθξίβεηαο.  

 Οη πηεδνειεθηξηθνί δηεγέξηεο κε ηε κνξθή δνθώλ θάκςεο βαζίδνληαη ζην εγθάξζην 

πηεδνειεθηξηθό θαηλόκελν (transverse piezoelectric effect)   ύ 31d   θαη 

εθαξκόδνληαη εθεί πνπ απαηηνύληαη κεγάιεο παξακνξθώζεηο. Σνπνζεηνύληαη ζπλήζσο 

ζηελ επηθάλεηα εύθακπησλ ειαζηηθώλ δνθώλ.  

 Ζ εθαξκνγή κηθξήο ειεθηξηθήο ηάζεο, ηεο ηάμεο ησλ –24 200V , ζηα ειεθηξόδηα 

ηνπ δηεγέξηε πξνθαιεί παξακόξθσζε ηνπ δηεγέξηε, ζε θαηεύζπλζε θάζεηε πξνο ηελ 

ειεθηξηθή πόισζε. Ζ παξακόξθσζε ηνπ πηεδνειεθηξηθνύ δηεγέξηε απνηειεί ηελ αηηία 

εκθάληζεο ξνπήο θάκςεο ζηελ ειαζηηθή δνθό επί ηεο νπνίαο είλαη ηνπνζεηεκέλνο. Έηζη, 

είλαη εθηθηέο κεγάιεο παξακνξθώζεηο ηεο ηάμεο κεξηθώλ εθαηνληάδσλ κηθξνκέηξσλ.  

 Σα πην γλσζηά θαη αληηπξνζσπεπηηθά παξαδείγκαηα πηεδνειεθηξηθώλ δηεγεξηώλ, 

κε ηε κνξθή δνθώλ θάκςεο, απνηεινύλ: 

 νη κολόκορθες δοκές (monomorph) πνπ απνηεινύληαη από έλα ελεξγό 

πηεδνειεθηξηθό ζηξώκα θαη έλα παζεηηθό ειαζηηθό ζηξώκα,   

 νη δίκορθες δοκές (bimorph) πνπ απνηεινύληαη από δπν ελεξγά πηεδνειεθηξηθά 

ζηξώκαηα  

 θαη νη ηρίκορθες δοκές (trimorph) πνπ απνηεινύληαη από έλα παζεηηθό ειαζηηθό 

ζηξώκα αλάκεζα ζε δπν ελεξγά πηεδνειεθηξηθά ζηξώκαηα.  

 Πξόζθαηεο ηερληθέο εμειίμεηο νδήγεζαλ ζηε δεκηνπξγία κνλόκνξθσλ 

πηεδνειεθηξηθώλ δνθώλ κε ποισζηρωκαηηθή ηετλοιογία, όπνπ ν δηεγέξηεο απνηειείηαη από 

αξθεηά παζεηηθά ειαζηηθά εύθακπηα θαη ελεξγά πηεδνειεθηξηθά ζηξώκαηα. Ζ 

πνιπζηξσκαηηθή ηερλνινγία έρεη σο απνηέιεζκα ην πιενλέθηεκα ηεο ρξήζεο αθόκα 

ρακειόηεξσλ ειεθηξηθώλ δπλακηθώλ ιεηηνπξγίαο, επεθηείλνληαο έηζη ζεκαληηθά ην πεδίν 

ησλ βηνκεραληθώλ εθαξκνγώλ ησλ πηεδνειεθηξηθώλ δνθώλ θάκςεο. 
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3.3 ΠΗΔΕΟΖΛΔΚΣΡΗΚΑ ΤΛΗΚΑ 

3.3.1 Σο Πιεζοηλεκηπικό Φαινόμενο 

 Σν πηεδνειεθηξηθό θαηλόκελν είλαη έλα ραξαθηεξηζηηθό γηα ζπγθεθξηκέλεο 

θαηεγνξίεο αληζόηξνπσλ θξπζηάιισλ θαη κπνξεί λα ζεσξεζεί σο ε «κεηαθνξά» κεηαμύ 

ειεθηξηθήο θαη κεραληθήο ελέξγεηαο. Σέηνηεο κεηαθνξέο ζπκβαίλνπλ κόλν αλ ην πιηθό 

απνηειείηαη από θνξηηζκέλα ζσκαηίδηα θαη κπνξεί λα είλαη πνισκέλν. Όηαλ ην πιηθό 

επηβάιιεηαη ζε κεραληθή παξακόξθσζε, παξάγεηαη ειεθηξηθή πόισζε. Ζ δηαδηθαζία 

απηή αλαθέξεηαη σο εσζύ πηεδοειεθηρηθό θαηλόκελο. Σν αληίζηροθο πηεδοειεθηρηθό 

θαηλόκελο ζπκβαίλεη όηαλ έλα εμσηεξηθό ειεθηξηθό πεδίν νδεγεί ζε κεραληθή 

παξακόξθσζε ελόο πιηθνύ. 

 Γηα έλα πιηθό πνπ παξνπζηάδεη κηα αληζνηξνπηθή ηδηόηεηα όπσο ε πηεδνειεθηξηθή, 

ε θξπζηαιιηθή ηνπ δνκή δελ πξέπεη λα έρεη θέληξν ζπκκεηξίαο. Οη θξύζηαιινη απηνί 

ηαμηλνκνύληαη ζε επηά ζπζηήκαηα, αλάινγα κε ηνπο βαζκνύο ζπκκεηξίαο ηνπο θαη 

μεθηλώληαο από ην ιηγόηεξν ζπκκεηξηθό, ππάξρνπλ ηα ηξηθιηληθά, ηα κνλνθιηληθά, ηα 

νξζνξνκβηθά, ηα ηεηξαγσληθά, ηα ηξηγσληθά, ηα εμαγσληθά θαη ηα θπβηθά ζπζηήκαηα. 

Γηαθξίλνληαη επίζεο ζε ηξηάληα δύν θαηεγνξίεο αλάινγα κε ηε ζπκκεηξία ηνπο ζε ζρέζε 

κε έλα ζεκείν. Δίθνζη κία θξπζηαιιηθέο δνκέο από ηηο ηξηάληα δύν είλαη κε 

θεληξνζπκκεηξηθέο θαη από απηέο νη είθνζη κπνξνύλ λα εκθαλίζνπλ ην πηεδνειεθηξηθό 

θαηλόκελν θαηά κήθνο ησλ θαηεπζπληήξησλ αμόλσλ. Δληνύηνηο, δέθα από ηηο είθνζη 

πηεδνειεθηξηθέο θαηεγνξίεο έρνπλ κνλαδηθό άμνλα θαηεύζπλζεο θαηά κήθνο ηνπ νπνίνπ 

εκθαλίδνπλ ασζόρκεηε πόιωζε S
P , αλάινγα κε ην ξπζκό κεηαβνιήο ηεο ζεξκνθξαζίαο. 

Σέηνηνη θξύζηαιινη νλνκάδνληαη πνιηθνί θξύζηαιινη θαη απηό ην θαηλόκελν νλνκάδεηαη 

πσροειεθηρηθό θαηλόκελο όπσο αλαθέξακε πην πάλσ. Μπνξεί λα δηαθξηζεί κηα εηδηθή 

ππννκάδα, από ηελ ππξνειεθηξηθή νκάδα, κε βάζε ηνλ αλαπξνζαλαηνιηζκό θαη ην 

κεηαβιεηό κέγεζνο ηεο θύξηαο θαηάζηαζεο πόισζεο ππό ηελ επίδξαζε ελόο εμσηεξηθνύ 

ειεθηξηθνύ πεδίνπ. Σα πην ζεκαληηθά πηεδνειεθηξηθά πιηθά πξνέξρνληαη ζήκεξα από 

απηή ηελ ππννκάδα ηα νπνία ραξαθηεξίδνληαη σο ζηδεξνειεθηξηθνί θξύζηαιινη. 

 Σα πεξηζζόηεξα από ηα πηεδνειεθηξηθά πιηθά πνπ ελδηαθέξνπλ ηηο ηερλνινγηθέο 

εθαξκνγέο είλαη ηα θξπζηαιιηθά ζηεξεά. Μπνξνύλ λα είλαη απινί θξύζηαιινη, όπσο απηνί 

πνπ εκθαλίδνληαη ζηε θύζε ή δεκηνπξγώληαο ηνπο κε ζπλζεηηθέο δηεξγαζίεο, ή 

πνιπθξπζηαιιηθά πιηθά όπσο ηα ζηδεξνειεθηξηθά θεξακηθά, ηα νπνία κπνξνύλ λα γίλνπλ 
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πηεδνειεθηξηθά θαη λα δνζνύλ, ζε καθξνζθνπηθή θιίκαθα, θαηά πξνζέγγηζε σο απινί 

θξύζηαιινη ζπκκεηξίαο κε ηε δηαδηθαζία ηεο πόισζεο, πνπ ζπλίζηαηαη ζηελ ππνβνιή ελόο 

θξπζηάιινπ ζε έλα πςειό ειεθηξηθό πεδίν, όρη πνιύ θάησ από ηε ζεξκνθξαζία Curie. 

Όπσο αλαθέξζεθε, ε ειεθηξηθή πόισζε είλαη ζεκαληηθή ζηελ πηεδνειεθηξηθή δξάζε. 

Έλα πιηθό πνπ κπνξεί λα είλαη πνισκέλν θάησ από έλα εμσηεξηθό ειεθηξηθό πεδίν 

θαιείηαη δηειεθηξηθό. Μπνξνύλ λα δηαθξηζνύλ ηξεηο πεγέο ηεο καθξνζθνπηθήο πόισζεο 

ελόο δηειεθηξηθνύ πιηθνύ όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα 3.2: 

 Ηιεθηροληαθή πόιωζε: όηαλ εθαξκόδεηαη έλα εμσηεξηθό ειεθηξηθό πεδίν, 

δεκηνπξγείηαη καθξνζθνπηθό δίπνιν από ηελ παξακόξθσζε ηνπ ειεθηξνληαθνύ 

λέθνπο. Ζ ειεθηξνληαθή πόισζε αληηπξνζσπεύεη ηελ παξακόξθσζε ηεο 

θαηαλνκήο ειεθηξνλίσλ ή ηεο θίλεζεο γύξσ από ηνπο ππξήλεο ζε έλα ειεθηξηθό 

πεδίν. 

 Ιοληθή πόιωζε: όηαλ εθαξκόδεηαη έλα εμσηεξηθό ειεθηξηθό πεδίν, ηα 

αληόληα πξνζειθύνληαη από ηελ άλνδν θαη ηα θαηηόληα από ηελ θάζνδν, 

δεκηνπξγώληαο έλα δίπνιν από ηελ παξακόξθσζε ησλ δεζκώλ κεηαμύ αληόλησλ 

θαη θαηηόλησλ. Πξνθύπηεη από ηε κεηαβνιή ηεο δηπνιηθήο ξνπήο πνπ ζπλνδεύεη 

ηελ έθηαζε ησλ ρεκηθώλ δεζκώλ αλάκεζα ζε αλόκνηα άηνκα ζηα κόξηα. 

 Επαλαπροζαλαηοιηζκός δηπόιωλ: όηαλ εθαξκόδεηαη έλα εμσηεξηθό 

ειεθηξηθό πεδίν, νη πνισκέλεο πεξηνρέο επαλαπξνζαλαηνιίδνληαη. Ζ πόισζε ηνπ 

πξνζαλαηνιηζκνύ πξνθαιείηαη από ηε κεξηθή επζπγξάκκηζε ησλ πνιηθώλ κνξίσλ, 

δειαδή ησλ κνξίσλ πνπ έρνπλ κόληκεο δηπνιηθέο ξνπέο, ζε έλα ειεθηξηθό πεδίν. 

Απηόο ν κεραληζκόο νδεγεί ζε πόισζε, εμαξηώκελε από ηε ζεξκνθξαζία, ζε 

ρακειόηεξεο ζπρλόηεηεο. 

 

σήμα 3.2: Οη ηξεηο πεγέο πξνέιεπζεο ηεο πόισζεο. 
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ιδηποηλεκηπικά κεπαμικά 

 Πνιιά πηεδνειεθηξηθά (ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ θαη ησλ ζηδεξνειεθηξηθώλ 

πιηθώλ) θεξακηθά όπσο ην 3
BaTiO , ην 3

PbTiO , ην   θαη ην PLZT  έρνπλ ηε δνκή 

πεξνβζθίηε. Έλαο ηέηνηνο θξύζηαιινο απιήο θπβηθήο δνκήο περοβζθίηε, όπσο είλαη ην 

3
BaTiO , πεξηγξάθεηαη ζην ζρήκα 3.3. 

 

σήμα 3.3: Κπβηθή δνκή ηεο κνλαδηαίαο θπςειίδαο ηνπ 3
BaTiO . 

 Πάλσ από ηε ζεξκνθξαζία Curie ( o

C
T 130 C  γηα ην 3

BaTiO ), ε θξπζηαιιηθή 

δνκή ηνπ είλαη θπβηθή κε ην ηόλ ηνπ ηηηαλίνπ λα βξίζθεηαη ζην θέληξν ηεο ζπκκεηξίαο. Με 

κείσζε ηεο ζεξκνθξαζίαο θάησ από ην ζεκείν Curie, ε θξπζηαιιηθή δνκή αιιάδεη ζε κηα 

πην ζύλζεηε δνκή ε νπνία δελ είλαη θεληξνζπκκεηξηθή θαη παξνπζηάδεηαη έλα θπζηθό 

ειεθηξηθό δίπνιν (ferroelectricity). Ζ κείσζε ηεο ζεξκνθξαζίαο πξνθαιεί κεηαβνιή ηεο 

δνκήο ηνπ θξπζηάιινπ ηνπ ηηηαληθνύ βαξίνπ από θπβηθή  o130 C   , ζε ηεηξαγσληθή 

 o o5 C 130 C    , ζηε ζπλέρεηα ζε νξζνξνκβηθή  o o90 C 5 C     θαη ηέινο ζε  

 

σήμα 3.4: Παξακόξθσζε πιέγκαηνο κνλαδηαίαο θπςειίδαο ηνπ 3
BaTiO  ζε ζπλάξηεζε 

κε ηε ζεξκνθξαζία θαη ηελ θαηεύζπλζε ηεο απζόξκεηεο πόισζεο. 
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ξνκβνεδξηθή  T 90 C   . Σαπηόρξνλα, εκθαλίδεηαη κηα απζόξκεηε πόισζε p . Ζ 

θαηεύζπλζε ηεο πόισζεο είλαη θαηά κήθνο κηαο εθ ησλ ηξηώλ αθκώλ ηεο ηεηξαγσληθήο 

θάζεο, θαηά κήθνο κηαο εθ ησλ έμη επηθαλεηαθώλ δηαγσλίσλ ζηελ νξζνξνκβηθή θάζε θαη 

θαηά κήθνο κηαο εθ ησλ ηεζζάξσλ επίπεδσλ δηαγσλίσλ ζηελ ξνκβνεδξηθή θάζε όπσο 

θαίλεηαη ζην ζρήκα 3.4. Καη νη δύν πξνζαλαηνιηζκνί θαηά κήθνο ηεο επηηξεπόκελεο 

θαηεύζπλζεο είλαη δπλαηνί ζε θάζε πεξίπησζε. Ζ θαηεύζπλζε ηεο p  κπνξεί λα αιιάμεη 

όηαλ εθαξκόδεηαη έλα πςειό ειεθηξηθό πεδίν κεηαμύ ησλ επηηξεπόκελσλ θαηεπζύλζεσλ 

πνπ ραξαθηεξίδνληαη γηα θάζε ζηδεξνειεθηξηθή θάζε θαη ν πξνζαλαηνιηζκόο κπνξεί 

επίζεο λα αληηζηξαθεί. 

 Σα ζηδεξνειεθηξηθά θεξακηθά δηαζέηνπλ πεξηνρέο κε νκνηόκνξθε πόισζε πνπ 

νλνκάδνληαη ζηδεξνειεθηξηθά πεδία ή πεξηνρέο Weiss (Weiss domains). Σα ζύλνξα πνπ 

δηαρσξίδνπλ ηηο πεξηνρέο ζε έλα θξύζηαιιν νλνκάδνληαη ηνηρώκαηα (domain wall). ε κηα 

πεξηνρή, όια ηα ειεθηξηθά δίπνια επζπγξακκίδνληαη πξνο ηελ ίδηα θαηεύζπλζε. πλήζσο, 

έλαο ζηδεξνειεθηξηθόο κνλνθξύζηαιινο απνηειείηαη από πνιιέο πεξηνρέο, ζε θάζε κηα 

από ηηο νπνίεο ην ειεθηξηθό δίπνιν είλαη επζπγξακκηζκέλν ζε κηα ζπγθεθξηκέλε 

επηηξεπόκελε θαηεύζπλζε, όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα 3.5. Κάζε επηηξεπόκελε θαηεύζπλζε 

έρεη ηελ ίδηα πηζαλόηεηα εκθάληζεο. Λόγσ απηνύ ηνπ γεγνλόηνο, ην θαζαξό ειεθηξηθό 

δίπνιν πνπ αζξνίδεηαη ζε νιόθιεξν ηνλ θξύζηαιιν είλαη κεδέλ. 

 

σήμα 3.5: Πξνζαλαηνιηζκόο πεξηνρώλ ζε απιό ζηδεξνειεθηξηθό θξύζηαιιν. Από 

αξηζηεξά: κε-πνισκέλνο, πνισκέλνο θαη απνπνισκέλνο θξύζηαιινο. 

 

 Παξ 'όια απηά, ην βαζηθό ραξαθηεξηζηηθό ηνπ ζηδεξνειεθηξηθνύ είλαη ν 

αλαπξνζαλαηνιηζκόο ησλ πεξηνρώλ ζηελ θαηάζηαζε πόισζεο. Σα ζηδεξνειεθηξηθά 

θεξακηθά κπνξνύλ λα γίλνπλ πηεδνειεθηξηθά ζε νπνηαδήπνηε επηιεγκέλε πνιηθή 



ΚΕΦΑΛΑΘΟ 3: ΠΘΕΖΟΗΛΕΚΣΡΘΚΑ ΤΛΘΚΑ 

 

89 
 

θαηεύζπλζε αλάινγα κε ηελ επεμεξγαζία ηεο πνιηθόηεηαο. Απηή ε επεμεξγαζία 

ζπλεπάγεηαη ηελ έθζεζε ηνπ πιηθνύ ζε πςειό ειεθηξηθό πεδίν, ζε ζεξκνθξαζία όρη 

θαηώηεξε από ην ζεκείν Curie, θαη έπεηηα ςύμε ζηε ζεξκνθξαζία δσκαηίνπ κε ην 

εθαξκνδόκελν πεδίν. Απηό νδεγεί ζε κηα ινγηθή επζπγξάκκηζε ηνπ ειεθηξηθνύ δηπόινπ 

ησλ επηκέξνπο πεξηνρώλ. Θα πξέπεη λα επηζεκάλνπκε όηη δελ είλαη δπλαηόλ λα επηηεπρζεί 

κηα ηέιεηα επζπγξάκκηζε επεηδή ν πξνζαλαηνιηζκόο ησλ ηνκέσλ είλαη ηπραίνο θαη 

επηηξέπνληαη κόλν νξηζκέλεο δηπνιηθέο θαηεπζύλζεηο εληόο ηνπ θξπζηάιινπ. Ωζηόζν, 

ππάξρνπλ αξθεηέο επηηξεπόκελεο θαηεπζύλζεηο ζε θάζε πεξηνρή θαη γηα ην ιόγν απηό είλαη 

εθηθηόο έλαο ινγηθόο βαζκόο επζπγξάκκηζεο κε ην πεδίν. Μεηά ηελ ςύμε θαη ηελ 

αθαίξεζε ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ, ηα δίπνια δελ κπνξνύλ εύθνια λα επηζηξέςνπλ ζηηο 

αξρηθέο ηνπο θαηεπζύλζεηο θαη επηηπγράλεηαη κηα παξακέλνπζα πόισζε ηνπ πιηθνύ. Με 

απηό ηνλ ηξόπν, ην ζηδεξνειεθηξηθό πιηθό έρεη γίλεη κόληκα πηεδνειεθηξηθό θαη κπνξεί λα 

κεηαηξέπεη ηε κεραληθή ελέξγεηα ζε ειεθηξηθή ελέξγεηα θαη αληίζηξνθα. 

 Σν ζρήκα 3.6 αλαπαξηζηά ζρεκαηηθά ηελ αιιαγή ηεο παξακόξθσζεο ζε ζρέζε κε 

ην ειεθηξηθό πεδίν θαη ηνλ αλαπξνζαλαηνιηζκό ηνπ πεδίνπ ζε έλα ζηδεξνειεθηξηθό 

πηεδνθεξακηθό κε πνιιέο πεξηνρέο. Ο αλαπξνζαλαηνιηζκόο απαηηεί ν πξνζαλαηνιηζκόο 

ησλ πνιηθώλ πεξηνρώλ λα είλαη αληίζεηνο κε ηελ θαηεύζπλζε ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ. Ωο 

εθ ηνύηνπ, ην πιηθό αξρηθά είλαη πνισκέλν θαηά κήθνο ηεο αξλεηηθήο θαηεύζπλζεο 

(ζεκείν 1) θαη εθαξκόδεηαη ζε απηό έλα ειεθηξηθό πεδίν θαηά κήθνο ηεο ζεηηθήο 

θαηεύζπλζεο. Παξαηεξείηε όηη ν θξύζηαιινο δηαζέηεη κηα απζόξκεηε παξακόξθσζε ζην 

0   (ζεκείν 1). Ο θξύζηαιινο πξώηα ζπξξηθλώλεηαη κε ηελ αύμεζε ηνπ ειεθηξηθνύ 

πεδίνπ. Ζ αύμεζε ηνπ πεδίνπ έρεη ζαλ απνηέιεζκα ηελ αθύξσζε ηεο απζόξκεηεο 

παξακόξθσζεο. Ζ παξακόξθσζε θζάλεη ζην ειάρηζην ζε έλα ζπγθεθξηκέλν πεδίν 

(θαηαλαγθαζηηθό πεδίν c
 ) θαη ε πόισζε ηνπ θάζε θόθθνπ αξρίδεη λα αληηζηξέθεηαη 

(ζεκείν 2). Καζώο ην ειεθηξηθό πεδίν απμάλεηαη πεξαηηέξσ, ν θξύζηαιινο επεθηείλεηαη 

κέρξη ην max
  (ζεκείν 3). Κνληά ζην ζεκείν όπνπ max

  , όιεο νη αλαζηξέςηκεο 

πνιώζεηο αληηζηξέθνληαη. Με ηε κείσζε ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ, ε παξακόξθσζε 

κεηώλεηαη κνλνηνληθά, θαζώο δελ ιακβάλεη ρώξα αλαζηξνθή πόισζε κέρξηο όηνπ 

επηηεπρζνύλ νη δηαζηάζεηο πνπ είρε ζηελ αξρή ηεο δηαδηθαζίαο (ζεκείν 4). Παξ 'όια απηά, 

ε πόισζε ησλ πεξηνρώλ αληηζηξέθεηαη θαη ην πιηθό ηώξα είλαη πνισκέλν θαηά κήθνο ηεο 

ζεηηθήο θαηεύζπλζεο. 
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σήμα 3.6: Αλαπξνζαλαηνιηζκόο ηεο πόισζεο θαη αιιαγή ηεο παξακόξθσζεο. 

 ην ζρήκα 3.7 θαίλνληαη νη ηππηθέο θακπύιεο ηάζεο πνπ πξνθαινύληαη από ην 

ειεθηξηθό πεδίν γηα ην PZT . ε έλαλ θύθιν κε έλα ζρεηηθά κηθξό κέγηζην ειεθηξηθό 

πεδίν, ε θακπύιε παξακόξθσζεο πνπ πξνθαιείηαη από ην πεδίν είλαη ζρεδόλ γξακκηθή 

(θακπύιε α). Γηα ηνπο ζθνπνύο ηεο κνληεινπνίεζεο ρξεζηκνπνηνύληαη νη γξακκηθέο 

πηεδνειεθηξηθέο θαηαζηαηηθέο εμηζώζεηο. Καζώο ην ειεθηξηθό πεδίν απμάλεηαη, ε 

θακπύιε παξακνξθώλεηαη θαη παξνπζηάδεη κεγαιύηεξε πζηέξεζε (b, c, d). Όηαλ ην 

ειεθηξηθό πεδίν ππεξβεί ην θαηαλαγθαζηηθό πεδίο, ε θακπύιε παξακόξθσζεο πνπ 

πξνθαιείηαη από ην πεδίν κεηαζρεκαηίδεηαη ηειηθά ζε ζπκκεηξηθό ζρήκα πεηαινύδαο. 

Απηό πξνθαιείηαη από ηελ πόισζε πνπ νθείιεηαη ζηνλ αλαπξνζαλαηνιηζκό ηνπ δηπόινπ. 

 

σήμα 3.7: Ζ παξακόξθσζε πνπ πξνθαιείηαη από ην εμσηεξηθό ειεθηξηθό πεδίν ζην 

πηεδνειεθηξηθό πιηθό PZT (Piefort, 2001). 
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Πολςμεπή 

 Ο πηεδνειεθηξηζκόο κπνξεί επίζεο λα επηηεπρζεί κε πξνζαλαηνιηζκό ησλ 

κνξηαθώλ δηπόισλ ησλ πνιηθώλ πνιπκεξώλ ζηελ ίδηα θαηεύζπλζε. ην πνιπκεξέο 

PVDF , ηα άηνκα θζνξίνπ είλαη πνιύ πην ειεθηξναξλεηηθά από ηα άηνκα άλζξαθα θαη 

πξνζειθύνπλ ειεθηξόληα από ηα άηνκα άλζξαθα. Ζ έιμε ειεθηξνλίσλ έρεη σο 

απνηέιεζκα ηελ πόισζε ησλ κνξηαθώλ ηκεκάησλ. Απηό κπνξεί λα επηηεπρζεί κε ηελ 

έθζεζε ηνπ πνιπκεξνύο ζε επαξθώο πςειό ειεθηξηθό πεδίν κεηά από κεραληθή δηάηαζε 

(stretching). Σν PVDF  είλαη πνιύ ειαθξύ, εύθακπην θαη κπνξεί εύθνια λα 

κνξθνπνηεζεί. Έρεη θαιή ζηαζεξόηεηα κε ηελ πάξνδν ηνπ ρξόλνπ θαη δελ εκθαλίδεη 

ζνβαξή απνπόισζε όηαλ εθηίζεηαη ζε πνιύ πςειά ελαιιαζζόκελα ειεθηξηθά πεδία. Σν 

PVDF  είλαη ην πιένλ θαηάιιειν γηα εθαξκνγέο αλίρλεπζεο, αιιά δελ είλαη πνιύ 

απνηειεζκαηηθό σο δηεγέξηεο ζε δύζθακπηεο δνκέο. 

3.3.2 Πιεζοηλεκηπικοί διεγέπηερ με μοπθή δοκών κάμτηρ 

 Όια ηα είδε ησλ πηεδνειεθηξηθώλ δηεγεξηώλ, βαζίδνληαη ην αληίζηξνθν 

πηεδνειεθηξηθό θαηλόκελν. Δθαξκόδνληαο δειαδή έλα εμσηεξηθό ειεθηξηθό πεδίν ζην 

πηεδνειεθηξηθό πιηθό, εκθαλίδνληαη εθηάζεηο θαη ζπκπηέζεηο ηνπ πιηθνύ νη νπνίεο 

εμαξηώληαη απ’ ηνλ πξνζαλαηνιηζκό ηνπ πεδίνπ ζε ζρέζε κε ηε θξπζηαιιηθή δνκή ζηελ 

πεξίπησζε ησλ κνλνθξπζηαιιηθώλ πιηθώλ θαη από ηνλ πξνζαλαηνιηζκό ηνπ πεδίνπ ζε 

ζρέζε κε ηε παξακέλνπζα πόισζε ζηελ πεξίπησζε ησλ ζηδεξνειεθηξηθώλ θεξακηθώλ. Ζ 

κεηαβνιή ηνπ κήθνπο ηνπ πηεδνειεθηξηθνύ πιηθνύ, ρξεζηκνπνηείηαη ζπλήζσο γηα ηελ 

δεκηνπξγία γξακκηθώλ δηεγεξηώλ (ζσξεπκέλνη δηεγέξηεο), αμηνπνηώληαο ην δηάκεθεο 

πηεδνειεθηξηθό θαηλόκελν. Απηό ην είδνο ηαιαλησηώλ, ραξαθηεξίδνληαη από κηθξέο 

κεηαηνπίζεηο θαη ηε δεκηνπξγία πςειώλ δπλάκεσλ.  

 Γξακκηθνί πηεδνειεθηξηθνί δηεγέξηεο, ρξεζηκνπνηνύληαη ζε δηαθνξεηηθά πεδία 

εθαξκνγώλ (π.ρ. σο πδάηηλνη ππεξερεηηθνί ηαιαλησηέο, ζηελ απηνθηλεηνβηνκεραλία, ζηελ 

νπηηθή). Οη πνιύ κηθξέο παξακνξθώζεηο ζε πςειά ειεθηξηθά δπλακηθά (1-10kV), 

απνηεινύλ κεηνλέθηεκα γηα ην ζπγθεθξηκέλν είδνο δηεγεξηώλ.  

 Όπσο ήδε αλαθέξζεθε παξαπάλσ, εθαξκόδνληαο έλα ειεθηξηθό πεδίν ζηε 

δηεύζπλζε ηεο παξακέλνπζαο πόισζεο r
P  ηνπ ζηδεξνειεθηξηθνύ θεξακηθνύ, εθηόο από ηε 

ρσξηθή επζπγξάκκηζε ησλ πεξηνρώλ πόισζεο ηνπ πιηθνύ, απηό έρεη σο απνηέιεζκα θαη 
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ηελ αύμεζε ή κείσζε ηεο ζπλνιηθήο παξακόξθσζεο θαηά κήθνο ηεο δηεύζπλζεο ηνπ 

ειεθηξηθνύ πεδίνπ. Απηέο νη δηακήθεηο εθηάζεηο ή ζπκπηέζεηο ηνπ πιηθνύ, ζπλδπάδνληαη 

κε εγθάξζηεο ζπκπηέζεηο ή εθηάζεηο θάζεηεο ζηε δηεύζπλζε ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ 

(εγθάξζην πηεδνειεθηξηθό θαηλόκελν). Σα παξαπάλσ απεηθνλίδνληαη ζην ζρήκα 3.8. 

 

σήμα 3.8: Δγθάξζηα παξακνξθσηηθή ζπκπεξηθνξά ησλ PZT θεξακηθώλ. Από αξηζηεξά: 

θαηάζηαζε πόισζεο, ειεθηξηθό πεδίν παξάιιεια επζπγξακκηζκέλν ζηελ 

παξακέλνπζα πόισζε θαη ειεθηξηθό πεδίν αληηπαξάιιεια επζπγξακκηζκέλν 

ζηελ παξακέλνπζα πόισζε. 

 

 Απηό ην ραξαθηεξηζηηθό ησλ ζηδεξνειεθηξηθώλ θεξακηθώλ από PZT, κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ δεκηνπξγία ησλ ιεγόκελσλ κολόκορθωλ δοκώλ (ζρήκα 3.9). Μηα 

ηέηνηα δνκή, απνηειείηαη από έλα ελεξγό πηεδνθεξακηθό θαη έλα παζεηηθό ειαζηηθό 

ζηξώκα.  

 Αλ ην πηεδνθεξακηθό ζηνηρείν απνηειείηαη από έλα κνλό ζηξώκα, ηόηε 

αλαθεξόκαζηε ζε κολοζηρωκαηηθό ηύπν. Αλ όκσο ην πηεδνθεξακηθό ζηνηρείν απνηειείηαη 

από πεξηζζόηεξα ελεξγά πηεδνειεθηξηθά ζηξώκαηα, ηόηε αλαθεξόκαζηε ζε 

ποισζηρωκαηηθό ηύπν. 
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σήμα 3.9: Αιιεινπρία ζηξσκάησλ ζε κνλόκνξθε δνκή. 

 Ζ θίλεζε ηνπ πηεδνθεξακηθνύ ζηνηρείνπ, πνπ νθείιεηαη ζηελ έθηαζε ή ηελ 

ζπκπίεζε ηνπ, πεξηνξίδεηαη απ’ ην παζεηηθό ειαζηηθό ζηνηρείν. Απηό έρεη ζαλ ζπλέπεηα 

ηελ εκθάληζε κεραληθήο ξνπήο κε απνηέιεζκα ηελ παξακόξθσζε ηεο ζπλνιηθήο δνκήο 

(ζρ. 3.10). Ζ παξακόξθσζε ηεο ζπλνιηθήο δνκήο ζηε δηεύζπλζε z, είλαη πνιύ κεγαιύηεξε 

απ’ ηε παξακόξθσζε ηνπ πηεδνειεθηξηθνύ ζηνηρείνπ ζηε δηεύζπλζε x. Έηζη νη κηθξέο 

κεηαβνιέο ηνπ κήθνπο ηνπ πηεδνθεξακηθνύ ζηνηρείνπ κεηαηξέπνληαη ζε παξακόξθσζε 

θάκςεο. Με ηνλ ηξόπν απηό, είλαη δπλαηό λα δεκηνπξγεζνύλ κεγάιεο παξακνξθώζεηο ζηε 

δηεύζπλζε z, αθόκα θαη όηαλ ν δηεγέξηεο ελεξγνπνηείηαη κε ρακειά ειεθηξηθά δπλακηθά 

(24-200V). 

 

 

σήμα 3.10: πκπεξηθνξά κνλόκνξθεο δνκήο πνπ ππόθεηηαη ζε ειεθηξηθό πεδίν. 

 

 Γηα λα απμήζνπκε ηε παξακόξθσζε θάκςεο ηνπ ζπζηήκαηνο δνθνύ – δηεγέξηε, ην 

παζεηηθό ειαζηηθό ζηνηρείν κπνξεί λ’ αληηθαηαζηαζεί από έλα δεύηεξν ελεξγό 

πηεδνθεξακηθό ζηνηρείν.  

 Απηή είλαη ε ιεγόκελε δίκορθε δοκή. Θεσξνύκε εδώ κηα δίκνξθε δνκή 

κνλνζηξσκαηηθνύ ηύπνπ. Αλ νη δηεπζύλζεηο ειεθηξηθήο πόισζεο θαη ησλ δπν 

πηεδνειεθηξηθώλ ζηξσκάησλ είλαη νη ίδηεο θαη ηα ζηξώκαηα νδεγνύληαη κε κηα παξάιιειε 

ειεθηξηθή ζύλδεζε, ηόηε ην ζύζηεκα θαιείηαη παράιιειε δίκορθε δοκή. Αλ νη 

θαηεπζύλζεηο ειεθηξηθήο πόισζεο ησλ δπν ζηξσκάησλ είλαη αληίζεηεο θαη ηα ζηξώκαηα 

νδεγνύληαη κε κηα ζεηξηαθή ειεθηξηθή ζύλδεζε, ηόηε ην ζύζηεκα νλνκάδεηαη ζεηρηαθή 

δίκορθε δοκή (ζρ. 3.11). 
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σήμα 3.11: πκπεξηθνξά δίκνξθεο δνκήο, πνπ ππόθεηηαη ζε ειεθηξηθό πεδίν. Δπάλσ 

θαίλεηαη ε παξάιιειε δίκνξθε δνκή θαη θάησ ε ζεηξηαθή δίκνξθε δνκή. 

 

 Σν πιενλέθηεκα ζηε ζεηξηαθή ειεθηξηθή ζύλδεζε απνηειεί ην γεγνλόο όηη δελ 

απαηηείηαη ε παξνπζία εζσηεξηθήο επαθήο θαη επνκέλσο εζσηεξηθνύ ειεθηξόδηνπ. Σν 

κεηνλέθηεκα όκσο είλαη όηη ζην εζσηεξηθό ηνπ θάζε πηεδνειεθηξηθνύ ζηξώκαηνο, ε ηηκή 

ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ είλαη ζρεδόλ ε κηζή ζε ζρέζε κε απηή ζηελ παξάιιειε δίκνξθε 

δνκή. 

 

σήμα 3.12: Γνκή κνλόκνξθεο δνθνύ θάκςεο πνιπζηξσκαηηθνύ ηύπνπ. 
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 ην παξαπάλσ ζρήκα πεξηγξάθεηαη ε δνκή κηαο κνλόκνξθεο δνθνύ θάκςεο κε 

πηεδνειεθηξηθό ζηξώκα πνιπζηξσκαηηθνύ ηύπνπ. Σν πηεδνθεξακηθό ζηνηρείν, απνηειείηαη 

από 5 ελεξγά πηεδνειεθηξηθά ζηξώκαηα θαη ην παζεηηθό ζηνηρείν απνηειείηαη από έλα 

ζηξώκα – θνξέα θαη έλα ζεξκηθά πξνζαξκνζκέλν ζηξώκα.  

 πλήζσο, ηα ειεθηξόδηα ζπλδένληαη κεηαμύ ηνπο έηζη ώζηε λα δηαζθαιίδεηαη ε 

ελαιιαζζόκελε πνιηθόηεηα κεηαμύ ησλ γεηηνληθώλ ζηξσκάησλ (ειεθηξηθή παξάιιειε 

ζύλδεζε). πγθξίλνληαο κε ηα πηεδνειεθηξηθά θεξακηθά κνλνζηξσκαηηθνύ ηύπνπ, ην 

ρακειό ειεθηξηθό δπλακηθό απνηειεί πιενλέθηεκα ησλ πηεδνειεθηξηθώλ θεξακηθώλ 

πνιπζηξσκαηηθνύ ηύπνπ (Schreiner, Binding & Helke, 2000). Οη πηεδνειεθηξηθνί 

δηεγέξηεο κνλνζηξσκαηηθνύ ηύπνπ, απαηηνύλ ειεθηξηθό δπλακηθό ιεηηνπξγίαο 

ηνπιάρηζηνλ 200V ελώ ζηνπο αληίζηνηρνπο δηεγέξηεο πνιπζηξσκαηηθνύ ηύπνπ, ην 

δπλακηθό ιεηηνπξγίαο κεηώλεηαη ζηα 24V. 



ΚΔΦΑΛΑΗΟ 4: ΓΡΑΜΜΗΚΔ ΘΔΩΡΗΔ ΠΗΔΕΟΖΛΔΚΣΡΗΚΩΝ ΓΟΚΩΝ 

 

96 
 

ΚΔΦΑΛΑΗΟ 4  

ΓΡΑΜΜΗΚΔ ΘΔΩΡΗΔ ΠΗΔΕΟΖΛΔΚΣΡΗΚΩΝ ΓΟΚΩΝ 

 ην θεθάιαην, απηό, παξνπζηάδνληαη νη εμηζώζεηο θίλεζεο θαη νη ζπλνξηαθέο 

ζπλζήθεο ηεο γξακκηθήο ζεσξίαο ειαζηηθόηεηαο ζε πηεδνειεθηξηθέο δνθνύο, νξίδνληαη νη 

ζηαζεξέο ηνπ πηεδνειεθηξηθνύ πιηθνύ πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ζηα παξαδείγκαηά θαη 

γίλεηαη ε αλαιπηηθή επίιπζε ελόο ζηαηηθνύ πξνβιήκαηνο θάκςεο κηαο πηεδνειεθηξηθήο 

δνθνύ. Οη ηάζεηο ηνπ πιηθνύ δίδνληαη ζε απηή ηελ ελόηεηα ζε έλα νξζν-θαλνληθό ζύζηεκα 

ζπληεηαγκέλσλ, ζην νπνίν ν ηξίηνο άμνλαο είλαη ην πάρνο. (Vu, 2011). Θεσξνύκε ην 

ειεθηξηθό πεδίν θαη ην ειεθηξηθό δπλακηθό πνισκέλα ζηελ θαηεύζπλζε ηνπ πάρνπο. 

4.1 ΒΑΗΚΔ ΔΝΝΟΗΔ 

 Σα δηαλύζκαηα ηάζεηο θαη παξακόξθσζεο εηζάγνληαη κε ηε κνξθή πηλάθσλ σο: 

 S

11

22

33

23

13

12

S

S

S

S

S

S

 
 
 
  

  
 
 
 
  

 , 

 

 E .

11

22

33

23

13

12

E

E

E

2E

2E

2E

 
 
 
  

  
 
 
 
  

       (4.1) 

 Γεληθά, γηα έλα ειαζηηθό ζώκα κέζα ζε έλα ζηαζεξό ειεθηξηθό πεδίν, ην δηάλπζκα 

ηάζεο  S  θαη ην δηάλπζκα παξακόξθσζεο  E , ζε νξζνθαλνληθέο ζπληεηαγκέλεο, 

δίδνληαη κε ηε κνξθή πηλάθσλ ζύκθσλα κε ηελ παξαθάησ ζρέζε: 

,

11 111111 1122 1133

22 221122 2222 2233

33 331133 2233 3333

232323 23

131313 13

121212 12

S E0 0 0

S E0 0 0

S E0 0 0

0 0 0 0 0S 2E

0 0 0 0 0S 2E

0 0 0 0 0S 2E

    
    
    
       

     
    
    
    
        

  (4.2) 

κε 
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, , ,

, , ,

, , ,

23 32 31 13 12 21
1111 1 2222 2 3333 3

21 31 23 13 12 23 32 12 31
1122 1 1133 3 2233 2

2323 23 1313 13 1212 12

1 1 1
E E E

E E E

G G G

     

  

        

  

  
  

  
  

  

  (4.3) 

12 21 23 32 31 13 21 32 13
1               θαη ,

ij ji

i j
E E

 
  όπνπ i

E  είλαη ην κέηξν 

ειαζηηθόηεηαο ζηελ i  θαηεύζπλζε, 
ij

G  ην κέηξν δηάηκεζεο ζην επίπεδν  ij  θαη 
ij

  ν 

ιόγνο Poisson κεηαμύ ηεο εγθάξζηαο παξακόξθσζεο ζηελ θαηεύζπλζε j  θαη ηεο δηακήθε 

παξακόξθσζεο ζηελ i  θαηεύζπλζε. Αμηνπνηώληαο ηηο ζπκκεηξίεο ησλ κεραληθώλ 

ηαλπζηώλ, εηζάγεηαη ε ρξήζε δεηθηώλ θαηά Voigt (Πίλαθαο 4.1). 

Πίλαθαο 4.1: Ζ ρξήζε δεηθηώλ θαηά Voigt.  

ij ή kl 11 22 33 23 ή 32 13 ή 31 12 ή 21 

p ή q 1 2 3 4 5 6 

 

 Με ηε ρξήζε απηνύ ηνπ ζπκβνιηζκνύ εθκεηαιιεπόκαζηε ηηο πιηθέο ζπκκεηξίεο 

ώζηε λα κεησζεί ν αξηζκόο ησλ ζηαζεξώλ ηνπ πιηθνύ. Γηα παξάδεηγκα, ε γξαθή ηνπ 

πίλαθα 
ijkl

c  κπνξεί λα αληηθαηαζηαζεί κε ην mn
c . Με ηελ παξαδνρή απηή έρνπκε: 

11 1111 12 13

22 2221 22 23

33 3313 23 33

4423 23

5513 13

6612 12

S Ec c c 0 0 0

S Ec c c 0 0 0

S Ec c c 0 0 0

0 0 0 c 0 0S 2E

0 0 0 0 c 0S 2E

0 0 0 0 0 cS 2E

    
    
    
       

     
    
    
    
        

,     (4.4) 

 Γηα λα πεξηγξάςνπκε ηε ζηαηηθή θαη δπλακηθή ζπκπεξηθνξά ησλ πηεδνειεθηξηθώλ 

δνθώλ θάκςεο, είλαη απαξαίηεην λα πεξηγξάςνπκε πξώηα ηελ εληαηηθή θαη 

παξακνξθσηηθή θαηάζηαζε θαζώο θαη ηελ ειαζηηθή ζπκπεξηθνξά ελόο πηεδνειεθηξηθνύ 

θξπζηάιινπ. Με βάζε απηά, είλαη δπλαηή ε θαηαζθεπή ησλ απαξαίηεησλ 

ζεξκνδπλακηθώλ δπλακηθώλ θαη ησλ πηεδνειεθηξηθώλ θαηαζηαηηθώλ εμηζώζεσλ πνπ 

πξνθύπηνπλ Οη θαηαζηαηηθέο εμηζώζεηο ελόο πηεδνειεθηξηθνύ ζπλερνύο κέζνπ κπνξνύλ 
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ζπλεπώο λα ιεθζνύλ κε ηε ρξήζε κηαο ζεξκνδπλακηθήο πξνζέγγηζεο (Arfken & Weber, 

1995), (Boas, 1983), (Piefort, 2001), (Solecki & Conant, 2003), (Tiersten, 1969). Ζ 

ππθλόηεηα εζσηεξηθήο ελέξγεηαο γξάθεηαη σο εμήο:  

 

    .
ij ij i i

dU d T dS E dD          (4.5)  

 

 Ζ ζρέζε 4.5 πεξηγξάθεη ηελ ζρέζε ελόο ζεξκνδπλακηθά νξηζκέλνπ δπλακηθνύ, κε 

ηηο εθηαηηθέο πνζόηεηεο ,  i
D  θαη 

ij
S  ηνπ ζπζηήκαηνο θαη απνηειεί ηε βάζε γηα ηε 

ζεξκνδπλακηθή αλάιπζε ειαζηηθώλ δηειεθηξηθώλ κε πηεδνειεθηξηθά ραξαθηεξηζηηθά. 

ηηο παξαθάησ ζεσξήζεηο, ζα δηαηεξνύληαη ακεηάβιεηεο είηε ε ζεξκνθξαζία   ή ε 

ππθλόηεηα εληξνπίαο   ηνπ ζπζηήκαηνο. Καηά ζπλέπεηα, νη ζηαζεξέο ηνπ πιηθνύ πνπ ζα 

εκθαλίδνληαη ζηηο θαηαζηαηηθέο εμηζώζεηο ζα ηζρύνπλ γηα αδηαβαηηθέο θαη ηζόζεξκεο 

κεηαβνιέο. Από ηε ζρέζε 4.5, πξνθύπηεη όηη, γηα αδηαβαηηθέο κεηαβνιέο  d 0  , ε 

ππθλόηεηα εζσηεξηθήο ελέξγεηαο ζα έρεη ηε κνξθή:  ,
i ij

U U D S , όπνηε: 

 

.
i ij

i ijS D

U U
dU dD dS

D S

   
          

       (4.6) 

 

 Οκνίσο, νη ζπδπγείο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηέο i
E  θαη 

ij
T  ηνπ ζπζηήκαηνο ζα έρνπλ 

ηελ κνξθή:  ,  
i i i ij

E E D S  θαη  ,  
ij ij i ij

T T D S , νπόηε: 

 

,i i
i k kl

k klS D

E E
dE dD dS

D S

    
    

    
      (4.7) 

.
ij ij

ij k kl

k klS D

T T
dT dD dS

D S

    
    

    
      (4.8) 

 

 Οη ζρέζεηο 4.7 θαη 4.8, νλνκάδνληαη γξακκηθέο θαηαζηαηηθέο εμηζώζεηο. 

Παξαθάησ, ηα δεύγε  Τ , Ε  θαη  S , Ε  ζεσξνύληαη σο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο. 
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4.1.1 Καταστατηθέο Δμησώσεηο κε βάσε τηο αλεμάξτετεο κεταβιετέο  Τ , Ε   

 

 Αλαπηύζζνληαο ηα αθόινπζα νιηθά δηαθνξηθά (ζρέζεηο 4.9 – 4.10): 

 

 
   

,
ij ij ij ij

ij ij ij ij

ij ij

T S T S
d T S dT dS

T S

 
 

 
 

  ,
ij ij ij ij ij ij

d T S S dT T dS         (4.9) 

θαη 

 
   

,
i i i i

i i i i

i i

E D E D
d E D dE dD

E D

 
 

 
 

  ,
i i i i i i

d E D D dE E dD         (4.10) 

 

θαη αθαηξώληαο θαηά κέιε ηηο εμηζώζεηο 4.9 θαη 4.10, από ηελ εμίζσζε 4.5, πξνθύπηεη: 

 

  .
ij ij i i i i ij ij

d U T S E D DdE S dT          (4.11) 

 

 Οξίδνληαο ηελ ελζαιπία H  σο: 

,
ij ij i i

H U T S E D           (4.12) 

από ηελ εμίζσζε 4.11 πξνθύπηεη όηη: 

,
i i ij ij

dH DdE S dT           (4.13) 

θαη ην ζπκπέξαζκα όηη  , .
i ij

H H E T  Δπνκέλσο: 

 

.
i ij

i ijT E

H H
dH dE dT

E T

   
           

 πλεπώο, νη ζπδπγείο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηέο i
D  θαη 

ij
S  είλαη ζπλαξηήζεηο ησλ 

αλεμάξηεησλ κεηαβιεηώλ i
E  θαη ij

T  ελώ ηα νιηθά δηαθνξηθά ηνπο έρνπλ ηελ κνξθή: 
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,i i
i k kl

k klT E

D D
dD dE dT

E T

    
    

    
      (4.14) 

.
ij ij

ij k kl

k klT E

S S
dS dE dT

E T

    
    

    
       (4.15) 

 

 Οη ζρέζεηο 4.14 θαη 4.15, απνηεινύλ έλα ζύζηεκα θαηαζηαηηθώλ εμηζώζεσλ γηα ην 

εθηαηηθό δεύγνο κεηαβιεηώλ  Τ , Ε , απ’ όπνπ κπνξνύλ λα εμαρζνύλ νη πιηθέο ζηαζεξέο 

πνπ θαίλνληαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα: 

 

Πίλαθαο 4.2: Τιηθέο ζηαζεξέο πηεδνειεθηξηθώλ πιηθώλ. 

Τιηθή ζηαζεξά Ολνκαζία Μνλάδα ζην SI 

i
ik

k

D

E






 

Ζιεθηξηθή 

δηαπεξαηόηεηα 
 ik

1F m   

iji
ikl

kl k

SD
d

T E


 

 
 

Πηεδνειεθηξηθή 

ζηαζεξά 
 ikl
d 1m V  

ij

ijkl

kl

S
s

T





 

Διαζηηθή 

ζηαζεξά αθακςίαο 
2

ijkl
s 1m N     

 

 Λακβάλνληαο ππόςε ηηο πιηθέο ζηαζεξέο, νη νπνίεο νξίδνληαη ζηνλ παξαπάλσ 

πίλαθα, νη θαηαζηαηηθέο εμηζώζεηο γηα ην εθηαηηθό δεύγνο κεηαβιεηώλ  Τ , Ε , παίξλνπλ 

ηελ κνξθή: 

 

,
T

i ik k ikl kl
D E d T           (4.16) 

.
E

ij ijk k ijkl kl
S d E s T          (4.17) 

 

 Οη θαηαζηαηηθέο εμηζώζεηο 4.16 θαη 4.17 ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ ζηελ ζπλέρεηα γηα 

ηελ εμαγσγή ηεο ζηαηηθήο ζπκπεξηθνξάο κηαο πηεδνειεθηξηθήο δνθνύ ζε θάκςε 

(δηεγέξηεο). Ζ βάζε γηα ηελ πεξηγξαθή ηεο δπλακηθήο ζπκπεξηθνξάο κηαο ηέηνηαο δνθνύ, 

είλαη ε ηλεκτρική ενθαλπία e
H . 
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4.1.2 Ζιεθτξηθή Δλζαιπία θαη Καταστατηθέο Δμησώσεηο κε βάσε τηο αλεμάξτετεο 

κεταβιετέο  S , Ε   

 

 Με δεδνκέλν όηη νη κεηαβιεηέο S θαη Ε ζεσξνύληαη ηώξα σο λέεο αλεμάξηεηεο 

κεηαβιεηέο ηνπ ζπζηήκαηνο, αθαηξώληαο ηελ εμίζσζε 4.10 από ηελ 4.5, πξνθύπηεη: 

 

  .
i i ij ij i i

d U E D T dS D dE           (4.18) 

 

Οξίδνληαο ηελ ειεθηξηθή ελζαιπία e
H  σο: 

 

,
e i i

H U E D           (4.19) 

 

πξνθύπηεη όηη: 

 

,
e ij ij i i

dH T dS DdE          (4.20) 

 

θαη ην ζπκπέξαζκα όηη  , .
e e ij i

H H S E  Δπνκέλσο, ζα ηζρύεη: 

 

.e e
e ij i

ij i SE

dH dH
dH dS dE

dS dE

   
     

  

      (4.21) 

 

 Οη ζπδπγείο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηέο 
ij

T  θαη i
D  ζα είλαη επίζεο ζπλαξηήζεηο ησλ 

αλεμάξηεησλ κεηαβιεηώλ i
E  θαη 

ij
S , νπόηε ηα νιηθά δηαθνξηθά ηνπο ζα έρνπλ ηελ κνξθή: 

 

,
ij ij

ij kl k

kl kE S

dT dT
dT dS dE

dS dE

   
    
   

      (4.22) 

.i i
i kl k

kl kE S

dD dD
dD dS dE

dS dE

   
    
   

      (4.23) 
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 Οη ζρέζεηο 4.22 θαη 4.23, απνηεινύλ έλα ζύζηεκα θαηαζηαηηθώλ εμηζώζεσλ γηα ην 

εθηαηηθό δεύγνο κεηαβιεηώλ  S , Ε , απ’ όπνπ κπνξνύλ λα εμαρζνύλ νη πιηθέο ζηαζεξέο 

πνπ θαίλνληαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα: 

 

Πίλαθαο 4.3: Διαζηηθέο θαη πηεδνειεθηξηθέο ζηαζεξέο πηεδνειεθηξηθώλ πιηθώλ. 

Τιηθή ζηαζεξά       Ολνκαζία  Μνλάδα ζην SI 

ij

ijkl

kl

T
c

S





 

Διαζηηθέο  

ζηαζεξέο 
2

ijkl
c 1N m     

ij i
ijk

k kl

T D
e

E S

 
   

 
 

Πηεδνειεθηξηθέο 

ζηαζεξέο 
2

ijk
e 1C m     

 

 Λακβάλνληαο ππόςε ηηο πιηθέο ζηαζεξέο, πνπ νξίδνληαη ζηνλ παξαπάλσ πίλαθα, νη 

θαηαζηαηηθέο εμηζώζεηο γηα ην εθηαηηθό δεύγνο κεηαβιεηώλ  S , Ε , παίξλνπλ ηελ κνξθή: 

,
E

ij ijkl kl ijk k
T c S e E           (4.24) 

.
S

i ikl kl ik k
D e S E          (4.25) 

 Οινθιεξώλνληαο ηελ ζρέζε 4.5, ε νπνία ηζρύεη γηα ηζόζεξκε ή αδηαβαηηθή 

κεηαβνιή θαη κε ηε βνήζεηα ηεο 4.19, πξνθύπηεη ε κνξθή ηεο ειεθηξηθήο ελζαιπίαο e
H : 

 

.
e ij ij i i

1 1
H T S E D

2 2
          (4.26) 

 

 Δηζάγνληαο θαη ηηο εμηζώζεηο 4.24 θαη 4.25, ε 4.26 παίξλεη ηειηθά ηε κνξθή: 

 

    ,
E S

e ijkl kl ijk k ij ikl kl ik k i

1 1
H c S e E S e S E E

2 2
     

.
E S

e ijkl kl ij iij i ij ik k i

1 1
H c S S e E S E E

2 2
         (4.27) 
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4.1.3 πκβνιησκόο τσλ Διαστηθώλ θαη Πηεδνειεθτξηθώλ Σαλπστώλ 

 Όιεο νη πξνεγνύκελεο εμηζώζεηο δηαηππώζεθαλ κε βάζε ηνλ ηαλπζηηθό 

ζπκβνιηζκό. Παίξλνληαο ππόςε θαη ηηο ζπκκεηξηθέο ηδηόηεηεο ησλ πηεδνειεθηξηθώλ 

θεξακηθώλ από PZT , ν ζπκβνιηζκόο απηόο κπνξεί λα απινπνηεζεί θαη λα κεηαηξαπεί ζε 

ζπκβνιηζκό πηλάθσλ. ηε βηβιηνγξαθία, ζρεηηθά κε ηε ζεσξία ηνπ πηεδνειεθηξηζκνύ, 

είλαη γεληθά απνδεθηή ε ρξήζε δεηθηώλ πνπ αληηζηνηρνύλ ζε πίλαθεο ζε αληίζεζε κε ηνλ 

απζηεξό ηαλπζηηθό ζπκβνιηζκό. Ζ ζπκκεηξία ησλ ηαλπζηώλ ηάζεο θαη παξακόξθσζεο ην 

επηηξέπεη απηό. ύκθσλα κε ηνλ πίλαθα 4.1, εηζάγνληαο ηνπο λένπο δείθηεο, νη γξακκηθέο 

θαηαζηαηηθέο εμηζώζεηο θαη ε ειεθηξηθή ελζαιπία, πνπ δηαηππώζεθαλ πξνεγνπκέλσο, 

κπνξνύλ λα εθθξαζηνύλ ζε ζπκπηπγκέλε κνξθή.  

 Οη γξακκηθέο θαηαζηαηηθέο εμηζώζεηο 4.16 θαη 4.17 κε βάζε ην δεύγνο 

αλεμάξηεησλ κεηαβιεηώλ  T , Ε , κπνξνύλ λα δηαηππσζνύλ κε ηνλ αθόινπζν ηξόπν: 

,
T

i ik k iq q
D E d T           (4.28) 

.
E

p pk k pq q
S d E s T          (4.29) 

 Οη γξακκηθέο θαηαζηαηηθέο εμηζώζεηο 4.24 θαη 4.25 κε βάζε ην δεύγνο ησλ 

αλεμάξηεησλ κεηαβιεηώλ  S , Ε , κπνξνύλ λα πάξνπλ ηε κνξθή: 

,
E

p pq q pk k
T c S e E           (4.30) 

.
S

i iq q ik k
D e S E          (4.31) 

 Ζ ειεθηξηθή ελζαιπία e
H , ε νπνία πεξηγξάθεηαη ζηελ εμίζσζε 4.27, δηαηππώλεηαη 

αλάινγα σο εμήο: 

.
E S

e pq q p ip i p ik k i

1 1
H c S S e E S E E

2 2
         (4.32) 

 Σν ζύλνιν ησλ εμηζώζεσλ 4.28 – 4.32, απνηειεί ηε καζεκαηηθή πεξηγξαθή ηεο 

γξακκηθήο ζπκπεξηθνξάο ησλ πηεδνειεθηξηθώλ πιηθώλ θαη απνηειεί ηε βάζε γηα ηελ 

επίιπζε ζρεηηθώλ πξνβιεκάησλ. 
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4.2  ΓΡΑΜΜΗΚΔ ΓΗΑΣΜΖΣΗΚΔ ΘΔΧΡΗΔ ΑΝΧΣΔΡΖ ΣΑΞΖ ΚΑΜΦΖ 

       ΠΗΔΕΟΖΛΔΚΣΡΗΚΧΝ ΓΟΚΧΝ  

 

4.2.1 Ζ πλάξτεσε  g z  

Ζ ζπλάξηεζε  g z  παξηζηάλεη ηελ θαηαλνκή ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ κέζα ζηελ 

πηεδνειεθηξηθή δνθό. Ζ γεληθή κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο είλαη  g z kz , όπνπ k  είλαη κηα 

ζηαζεξά. ύκθσλα κε ηε βηβιηνγξαθία (Barondi, 2018), (Goldschmidtboeing, 2008), 

(Komeili, 2011), (Elshafei, 2013), (Fernandes & Pouget, 2001) θαη (Wang, 2001), νη πην 

ζπλήζεηο κνξθέο ηεο ζπλάξηεζεο  g z  δίδνληαη ζηνλ Πίλαθα 4.4, νη πεξηζζόηεξεο εθ ησλ 

νπνίσλ είλαη θαηάιιειεο γηα ηελ θιαζηθή ζεσξία δνθώλ θαη γηα ηε ζεσξία Timoshenko. 

ηε κειέηε ζα ρξεζηκνπνηεζεί ε έθθξαζε     
2

g z 1 2z h  
 

, ε νπνία είλαη θαηάιιειε 

γηα ζεσξίεο δηάηκεζεο αλώηεξεο ηάμεο. 

Πίλαθαο 4.4: Μνξθέο ζπλάξηεζεο  g z .
  

Βηβιηνγξαυία πλάξτεσε  g z  

Goldschmidtboeing (2008)  
z 1

g z z
h h

 
   
 

,  

Komeili (2011)  
2z 2

g z z
h h

 
  
 

,

 

Elshafei (2013)   
1 z 1 1

g z z
2 h 2 h

 
   
 

,  

Pouget (2001)  
h z

g z
h





 
  

 
cos

 

 

Q. Wang et. al. (2001) 
 

2
2z

g z 1
h

  
   

     

 

S. Barondi et. al. (2018) 
 

z
g z

h

 
  

 
cos

  

Σν δηάλπζκα ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ γηα κηα πηεδνειεθηξηθή δνθό νξίδεηαη σο: 

i

i

E ,
x


 


         (4.33) 
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επνκέλσο, ην ειεθηξηθό πεδίν θαηά ηνπο άμνλεο x ,  y  θαη z , δίδεηαη από ηηο ζρέζεηο: 

 x
E g z

x x

  
  

 
,        (4.34α) 

yE 0 ,
y


  


        (4.34β) 

 
     z

g z
E x t g z x t

z z


 


   

 
, , ,      (4.34γ) 

θαη ε γεληθή κνξθή ηνπ ειεθηξηθνύ δπλακηθνύ είλαη ηεο κνξθήο: 

 

     x z t g z x t , , , .       (4.35) 

 

Ο ηύπνο ηνπ ειεθηξηθνύ δπλακηθνύ ζηε γεληθή ηνπ κνξθή γηα κηα πιάθα (Q. Wang 

et al., 2001) είλαη: 

 

     
2

2

2z z
x y z t 1 x y t t

h h
  

  
    

   

, , , , , ,      (4.36) 

 

όπνπ ν όξνο  2

z
t

h
  αλαθέξεηαη ζηελ επηβνιή εμσηεξηθνύ ειεθηξηθνύ δπλακηθνύ κε ηε 

βνήζεηα εμσηεξηθήο πεγήο. ηελ πεξίπησζε απνπζίαο εμσηεξηθήο πεγήο, ν όξνο κπνξεί λα 

αγλνεζεί. πλεπώο, ν όξνο ην ειεθηξηθό δπλακηθό ζηε κνλνδηάζηαηε πεξίπησζε πνπ ζα 

κειεηεζεί, ζα είλαη ηεο κνξθήο: 

   
2

2z
x z t 1 x t

h
 

  
   

   

, , , ,      (4.37) 

Έηζη, γίλεηαη ζαθέο πσο ε ζπλάξηεζε  g z  είλαη ηεο κνξθήο: 

 
2

2z
g z 1

h

  
   

   

.        (4.38) 
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 ηε ζπλέρεηα, γίλεηαη ππνινγηζκόο ησλ ζπληειεζηώλ 0
K , 0

L , 0
M , 0

N θαη 0
P  γηα 

όιεο ηηο ζεσξίεο δηάηκεζεο αλώηεξεο ηάμεο. Οη ζπληειεζηέο νξίδνληαη σο εμήο: 

 
 

hz
2

0 hz
2

K zg z dz



    ,

       (4.39α) 

   
hz

2

0 hz
2

L f z g z dz



    ,

       (4.39β) 

 
hz

2

0 hz
2

M g z dz



    ,

        (4.39γ) 

   
hz

2

0 hz
2

N g z f z dz



    ,

        (4.39δ) 

 
hz

2

0 hz
2

P g z dz



    .

        (4.39ε) 
 

Ο ππνινγηζκόο ησλ ζπληειεζηώλ 0
L  θαη 0

N , εθόζνλ πεξηέρνπλ ηε ζπλάξηεζε 

 f z  θαη ηελ παξάγσγν  f z , πξέπεη λα γίλεη γηα θάζε ζεσξία μερσξηζηά. Οη ηηκέο ησλ 

ζπληειεζηώλ γηα ηηο δηαηκεηηθέο ζεσξίεο αλώηεξεο ηάμεο θαίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 4.5. 

Πίλαθαο 4.5: πληειεζηέο γηα    
2

g z 1 2z h  
 

. 

 
2

2z
g z 1

h

  
   

   

 0
K  0

M  0
P  0

L  0
N  

Ambartsymian 
2h

3


 
0

 

2h

3
 

3h

15


 

37h

90  

Kruzweski 
2h

3
  0  

2h

3  

2h

3
  

7h

9  

Reddy 
2h

3
  0  

2h

3  

8h

15
  

8h

15  

Touratier 
2h

3
  0  

2h

3  
3

16h


  3

16h

  

Soldatos 
2h

3
  0  

2h

3  

 35 13e h

3 e


 

 35 13e h

3 e

 

 

Karama 
2h

3
  0  

2h

3  

2h 1
h 2 erf

e 2


 
  

 
 

1
h 2 2e erf

2

e
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4.2.2 Δμησώσεηο Κίλεσεο – πλνξηαθέο πλζήθεο 

 

ηελ ελόηεηα απηή, νξίδεηαη ην πεδίν κεηαηνπίζεσλ θαη ε κνξθή ηνπ ειεθηξηθνύ 

δπλακηθνύ. Από ηελ Αξρή Hamilton παξάγνληαη νη γξακκηθέο εμηζώζεηο θίλεζεο κηαο 

πηεδνειεθηξηθήο δνθνύ ζε θάκςε θαη επηιύεηαη έλα ζηαηηθό πξόβιεκα κε ηε κέζνδν 

Fourier (ρξεζηκνπνηώληαο άπεηξα αζξνίζκαηα εκηηόλσλ θαη ζπλεκηηόλσλ). Σν πεδίν 

κεηαηνπίζεσλ είλαη: 

 
 

   1

w x t
u u x y z t z f z x t

x



   



,
, , , , ,      (4.40α) 

 2
u v x y z t 0 , , , ,         (4.40β) 

   3
u w x y z t w x t , , , , ,        (4.40γ) 

θαη ην ειεθηξηθό δπλακηθό είλαη: 

        x y z t x z t g z x t   , , , , , , .      (4.41) 

 

Παξαγσγίδνληαο ηελ αμνληθή θαη ηελ εγθάξζηα κεηαηόπηζε, πξνθύπηνπλ νη 

αληίζηνηρεο παξακνξθώζεηο: 

 
     

2

x 2

w x tu w
z f z x t z f z

x x x x x


 

    
       
     

,
, ,  (4.42) 

θαη 

 
   

 
   xz

w x t w x tu w
z f z x t f z x t

z x z x x
  

    
       

     

, ,
, , .(4.43) 

 

Ζ Αξρή Hamilton από ηελ νπνία ζα εμαρζνύλ νη εμηζώζεηο θίλεζεο θαη νη 

αληίζηνηρεο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο είλαη: 

 
2

1

t t

e e
t t

T H W dt 0



   .        (4.44) 
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όπνπ T  είλαη ε θηλεηηθή ελέξγεηα ηνπ ζπζηήκαηνο, e
H  ε ειεθηξηθή ελζαιπία ηνπ 

ζπζηήκαηνο θαη e
W  ην έξγν ησλ εμσηεξηθώλ δπλάκεσλ πνπ αζθνύληαη ζην ζύζηεκα. Από 

ην πξώην νινθιήξσκα ηεο αξρήο Hamilton πνπ αθνξά ζηελ θηλεηηθή ελέξγεηα T  ηνπ 

ζπζηήκαηνο, έρνπκε: 

      
2

1

2 2
t t

t t
V

1 w
z f z x t w x t dVdt

2 t x t
  





       
               

  , ,     (4.45) 

 
2

1

2 22
t t

t t
V

1 w w
z f z dVdt

2 x t t t


 





     
              

  .    (4.46) 

 

Αλαπηύζζνληαο ηελ ηαπηόηεηα ηεο πξώηεο παξέλζεζεο, εηζάγνληαο ηνλ 

κεηαβνιηθό ηειεζηή   κέζα ζην νινθιήξσκα σο πξνο ηνλ όγθν θαη εθαξκόδνληαο ηηο 

ηδηόηεηεο  1 2 1 2 1 2
F F F F F F     θαη  2 2    ηνπ ηειεζηή   – κεηαβνιώλ, ε 

ζρέζε 4.46 γίλεηαη: 

 

 
 

 
 

 

 
   

2

1

2 22
t t

2 2

t t
V

2

w w1 w
z 2 f z 2 2zf z

2 x t x t t t t x t

ww w
2zf z 2 dVdt

x t t t t

   


 





     
  

        

  
  

     

 

.

 (4.47) 

 

Γίλεηαη απινπνίεζε, ην νινθιήξσκα σο πξνο ηνλ όγθν γίλεηαη ηξηπιό νινθιήξσκα 

ζηηο ηξεηο δηαζηάζεηο θαη ην νινθιήξσκα σο πξνο z  αλαθέξεηαη ζε θάζε όξν ηεο αγθύιεο: 

 

   
 

 
 

 
 

 
 

2

1

22 h ht t x L y b z z
2 22 2

h ht t x 0 y 0 z z
2 2

2 2h hz z
2 2

h hz z
2 2

hz
2

hz
2

ww
z dz f z dz

x t x t t t

w w
zf z dz zf z dz

t x t x t t

ww
1 dz dydxdt

t t

 


 



    

    

 

 





   
             

  
             

 
 
  

    

 

 .

 (4.48) 
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ηε ζπλέρεηα, ζέηνληαο ηνπο ζπληειεζηέο 0 0 0
A B C, ,  (ζρέζεηο 1.72α, 1.72β, 1.72γ), 

θαη νινθιεξώλνληαο σο πξνο ηελ ηξίηε δηάζηαζε y , ε ζρέζε 4.48 γίλεηαη: 

 

     

   

2

1

2 22
t t x L

0 0 0
t t x 0

2

0

w ww
A b C b B b

x t x t t t t x t

ww w
B b bh dxdt

x t t t t

   


 

 

 

     
  

        

   
  

     

 

.

  (4.49) 

 

 

Έπεηηα, εθαξκόδνληαο ην ζεώξεκα Gauss (Παράρτημα Α), απειεπζεξώλνληαη νη 

πνζόηεηεο w  θαη   από ηηο παξαγώγνπο. Να ζεκεησζεί εδώ όηη εθαξκόδνληαο ην 

ζεώξεκα Gauss ζηηο παξαγώγνπο πνπ εμαξηώληαη από ην ρξόλν, νη όξνη πνπ αθνξνύλ ην 

ζύλνξν δελ ζπκβάιινπλ ζηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο. Έηζη, από ηε ζρέζε 4.49, έρνπκε: 

 

   

   

2

1

4 3 2 2 3
t t x L

0 0 0 02 2 2 2 2 2t t x 0

x L x L
3 2

0 02 2

x 0 x 0

w w w
b A bh w C dxdt

x t x t t t x t

w
A w w

x t t

 
    


  

 

 

 

 

        
        

           

    
    

     

 

.

 

           (4.50) 

 

ηε ζπλέρεηα, ππνινγίδεηαη ην δεύηεξν νινθιήξσκα ηεο Αξρήο Hamilton πνπ 

αλαθέξεηαη ζηελ ειεθηξηθή ελζαιπία e
H  (Hadjigeorgiou, 2006) ηνπ ζπζηήκαηνο: 

 

 
2

1

t t

e
t t

H dt 0



  .        (4.51) 

 

Ζ ειεθηξηθή ελζαιπία H  γξάθεηαη σο εμήο: 

 

               
T T

e

V

1 1
H Q e E E E dV .

2 2

 
     

   
 
   (4.52) 

  

Κάλνληαο πξάμεηο ζε θάζε όξν ηνπ νινθιεξώκαηνο, έρνπκε: 
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        11 x 2 2

x xz 11 x 55 xz

55 xzV V V

Q 01 1 1
Q dV dV Q Q dV ,

0 Q2 2 2

 
     



    
       

     
    

           (4.53α) 

          
T 31 x

x xz z 31 x x 15 xz

15 zV V V

0 e E
e E dV dV E e E e dV ,

e 0 E


    

   
        

  
    

           (4.53β) 

        
T x 2 211

x z x 11 z 33

z33V V V

E01 1 1
E E dV E E dV E E dV .

E2 2 20


  





  



    
         

    
    

           (4.53γ) 

 

Έηζη, ε ειεθηξηθή ελζαιπία από ηηο ζρ. 4.51, 4.52 θαη 4.53α,β,γ παίξλεη ηε κνξθή:  

 

     
2

1

t t
2 2 2 2

11 x 55 xz z 31 x x 15 xz x 11 z 33
t t

V

1 1
Q Q E e E e E E dV dt 0

2 2
      


 



 
       

 
  .  (4.54) 

 

Έπεηηα, ππνινγίδεηαη ν θάζε όξνο ηνπ νινθιεξώκαηνο ηεο ειεθηξηθήο ελζαιπίαο 

e
H  (ζρέζε 4.54) μερσξηζηά, θαη έρνπκε: 

 

2

1

t t
2 2

11 x 55 xz
t t

V

1 1
Q Q dV dt

2 2
  





 
  

 
  .       (4.55) 

 

Κάλνληαο αληηθαηάζηαζε ηνπο όξνπο 2

x
  θαη 2

xz
 : 

   

   

2

1

22 2 2
t t

2 2

11 2 2t t
V

2 2

55

1 w w
Q f z 2zf z z

2 x x x x

1
Q f z x t dVdt

2

 








        
       

        


   



 

, ,

  (4.56) 

   

   

2

1

2 2
t t

2

11 11 2t t
V

2
2

22 2

11 552

1 w
Q f z Q zf z

2 x x x

1 w 1
Q z Q f z x t dVdt

2 x 2

 








     
    

   

  
        

 

, .

    (4.57) 
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Κάλνληαο πξάμεηο, ε ζρέζε 4.57 γίλεηαη: 

 

   

    

2

1

2 2
t t

2

11 11 2t t
V

2
2

22 2

11 552

1 w
Q f z Q zf z

2 x x x

1 w 1
Q z Q f z x t dVdt

2 x 2

 
 

  





      
     

     

  
        

 

, .

   (4.58) 

Υξεζηκνπνηώληαο ηηο ηδηόηεηεο ηνπ ηειεζηή   – κεηαβνιώλ, έρνπκε: 

 

 
 

 

 
 

    

2

1

2
t t

2

11 11 2t t
V

22 2
2

11 112 2 2

2

55

1 w
Q f z 2 Q zf z

2 x x x x

ww 1 w
Q zf z Q z 2

x x 2 x x

1
Q f z 2 x t dVdt

2

 





 





     
    

     

   
   

    


   



 

, .

   (4.59) 

πλερίδνληαο ηηο πξάμεηο, ε ζρέζε 4.59 γίλεηαη: 

 
 

 
 

 
   

    

2

1

2
t t

2

11 11 2t t
V

22 2
2

11 112 2 2

2

55

w
Q f z Q zf z

x x x x

ww w
Q zf z Q z

x x x x

Q f z x t dVdt

  

 

 





   
 

   

  
  

   

   

 

,

    (4.60)  

 
 

 
 

 
   

    

2

1

2
ht t x L y b z

2 2

11 11 2ht t x 0 y 0 z
2

22 2
22

11 11 552 2 2

w
Q f z Q zf z

x x x x

ww w
Q zf z Q z Q f z x t dzdydxdt

x x x x

  

 
 

   

   

   
   

   

   
         

   

, .

 

           (4.61) 

 

Γίλεηαη ε νινθιήξσζε σο πξνο ην βάζνο y  θαη ε ζρέζε 4.61 παίξλεη ηε κνξθή: 
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2
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11 11 2ht t x 0 z
2

22 2
2

11 112 2 2

2
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w
Q bf z Q bzf z

x x x x

ww w
Q bzf z Q bz

x x x x

Q b f z x t dzdxdt
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  (4.62) 

 

Σν νινθιήξσκα σο πξνο z  αλαθέξεηαη ζε όινπο ηνπο όξνπο ηεο αγθύιεο θαη έηζη 

ε ζρ. 4.62 γίλεηαη: 
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1

2
h ht t x L z z

2 22

11 11 2h ht t x 0 z z
2 2

22 2h hz z
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Q b zf z dz Q b z dz

x x x x
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           (4.63) 

 

 

Έπεηηα, ζέηνληαο ηνπο ζπληειεζηέο 0 0 0 0
A B C D, , ,  (ζρ. 1.72α – 1.72δ) θαη 

νινθιεξώλνληαο σο πξνο ην πάρνο z , ε ζρέζε 4.63 γίλεηαη: 
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2 2
t t x L
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, .

 (4.64) 

 

 

Δθαξκόδνληαο ην ζεώξεκα Gauss (Παράρτημα Α) ώζηε λα απειεπζεξσζνύλε νη 

πνζόηεηεο  w  θαη    από ηηο παξαγώγνπο, από ην πξώην νινθιήξσκα ηεο 

ειεθηξηθήο ελζαιπίαο e
H , πξνθύπηνπλ ηα επόκελα θνκκάηηα ησλ εμηζώζεσλ θίλεζεο: 
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 (4.65)

  

Σν δεύηεξν νινθιήξσκα ηεο ειεθηξηθήο ελζαιπίαο e
H  είλαη: 

 
2

1

t t

e
t t

H dt



         (4.66α) 
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V
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            (4.66β) 
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   .      (4.67) 

Κάλνληαο αληηθαηάζηαζε ην δηάλπζκα ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ, έρνπκε: 
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    (4.68) 
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  (4.69) 

 

Ο ηειεζηήο   – κεηαβνιώλ πεγαίλεη ζηνπο όξνπο ηνπ νινθιεξώκαηνο θαη έρνπκε: 
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  (4.70) 
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Δθηεινύληαη νη πξάμεηο κε ηνλ ηειεζηή   – κεηαβνιώλ: 
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    , ,
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, , .

(4.71) 

 

ηε ζπλέρεηα, γίλνληαη νη πξάμεηο θαη ε ζρέζε 4.71 παίξλεη ηε κνξθή: 
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,

, .

 (4.72) 

 

Θέηνληαο ηνπο ζπληειεζηέο K0, L0, M0, N0 (ζρ. 4.39α – 4.39δ) θαη θάλνληαο ηελ 

νινθιήξσζε σο πξνο ην βάζνο y , έρνπκε: 
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t t x L
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x x x
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  ,

, , .

  

           (4.73) 

 

Δθαξκόδνληαο ην ζεώξεκα Gauss (Παράρτημα Α) γηα λα απειεπζεξσζνύλ νη 

πνζόηεηεο      w  , ,  από ηηο παξαγώγνπο, από ην δεύηεξν νινθιήξσκα ηεο 

ειεθηξηθήο ελζαιπίαο, πξνθύπηνπλ νη επόκελε όξνη ησλ εμηζώζεσλ θίλεζεο: 
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  (4.74) 

 
 

Σν ηξίην νινθιήξσκα ηεο ειεθηξηθήο ελζαιπίαο e
H  είλαη: 

 

 
2

1

t t
2 2

x 11 z 33
t t

V

1
E E dV dt

2
  


 



 
   

 
  .      (4.75) 

 

Κάλνληαο αληηθαηάζηαζε ηνπο όξνπο 2

x
E  θαη 2

z
E , ε ζρέζε 4.76 γίλεηαη: 

 

      
2

1

2
t t 2

11 33
t t

V

1
g z g z x t dV dt

2 x


   


 



  
  

   
  , .   (4.76) 

 

Κάλνληαο πξάμεηο κε ηνλ ηειεζηή   – κεηαβνιώλ, ε ζρέζε 4.76 παίξλεη ηε κνξθή: 

 

      
2

1

2
t t 2

11 33
t t

V

1
g z g z x t dV dt

2 x


    


 



  
  

   
  , .   (4.77) 

 

Δθηεινύληαη νη πξάμεηο κε ην ηειεζηή  – κεηαβνιώλ: 
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1

t t

11 33
t t

V

1
g z 2 g z 2 x t dV dt

2 x x


   


 



 
 

  
  , .   (4.78) 

 

Κάλνληαο πξάμεηο: 
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    , .  

           (4.79) 

 

πλερίδνληαο ηηο πξάμεηο, ε ζρέζε 4.79, γίλεηαη: 

 

 
      

2

1

h ht t x L z z
2 2

11 33h ht t x 0 z z
2 2

b g z dz b x t g z dz dxdt
x x


   

   
 

   

 
         

   , .

           (4.80) 

 

ηε ζπλέρεηα, ζέηνληαο ηνπο ζπληειεζηέο 0 0
P M,  (ζρέζεηο 4.39γ θαη 4.39ε), ε 

ζρέζε 4.80, γίλεηαη: 
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1

t t x L

0 11 0 33
t t x 0

Pb M b x t dxdt
x x


   

 
 

 

 
 

  
  , .    (4.81) 

 

Δθαξκόδνληαο ην ζεώξεκα Gauss (Παράρτημα Α) ζηε ζρέζε 4.81 ώζηε λα 

απειεπζεξσζεί ε πνζόηεηα   από ηελ παξάγσγν, πξνθύπηνπλ νη επόκελε όξνη ησλ 

εμηζώζεσλ θίλεζεο θαη ε ζρέζε γίλεηαη: 

 

     
x L2

x L

0 11 0 33 0 112x 0
x 0

Pb M b x t dx Pb
x x

 
     




  




    
          

 ,  (4.82) 

 

 

Σν ηξίην νινθιήξσκα ηεο αξρήο Hamilton όπνπ αθνξά ην έξγν ησλ εμσηεξηθώλ 

δπλάκεσλ eW  , είλαη: 
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1 1 1

t t t t x L t t x L

e
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W dt qw x,t dxdt q w dxdt .  
    

    
         (4.83) 
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Από ηνλ ππνινγηζκό ησλ νινθιεξσκάησλ, ζρέζεηο 4.50, 4.65, 4.82 θαη 4.83, ηεο 

Αξρήο Hamilton, έρνπκε ηελ πιήξε πεξηγξαθή ηεο γξακκηθήο ειαζηηθόηεηαο ζε 

πηεδνειεθηξηθέο δνθνύο κέζσ ελόο παθέηνπ ηξηώλ εμηζώζεσλ θίλεζεο θαη ηεζζάξσλ 

ζπλνξηαθώλ ζπλζεθώλ (ζρέζεηο 4.86 – 4.92).  

 

Οη εμηζώζεηο θίλεζεο πεξηγξάθνπλ ηελ κεηαηόπηζε w , ηε ζηξνθή   θαη ηελ 

ειεθηξηθή κεηαηόπηζε  . Ζ παξαγσγή ησλ εμηζώζεσλ απηώλ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί 

ηόζν γηα ζηαηηθά όζν θαη δπλακηθά πξνβιήκαηα θάκςεο πηεδνειεθηξηθώλ δνθώλ. ηελ 

παξνύζα κειέηε, γίλεηαη επίιπζε κόλν ζηαηηθώλ πξνβιεκάησλ θάκςεο κε δπλαηόηεηα 

επέθηαζεο ζε δπλακηθά πξνβιήκαηα.  
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ΓΡΑΜΜΗΚΔ ΔΞΗΩΔΗ ΚΗΝΖΖ ΠΗΔΕΟΖΛΔΣΡΗΚΩΝ ΓΟΚΩΝ: 
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    (4.86) 

 

 

ΤΝΟΡΗΑΚΔ ΤΝΘΖΚΔ ΠΗΔΕΟΖΛΔΣΡΗΚΩΝ ΓΟΚΩΝ: 
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  (4.87β) 
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   (4.89) 
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4.2.3 Δπίιπσε τατηθνύ Πξνβιήκατνο Κάκςεο Γνθνύ 

 

Γηα ηελ επίιπζε ηνπ ζηαηηθνύ πξνβιήκαηνο θάκςεο ζε κηα πηεδνειεθηξηθή δνθό 

κε ηηο γξακκηθέο ζεσξίεο δηάηκεζεο αλώηεξεο ηάμεο, παξαιείπνληαη νη αδξαλεηαθνί όξνη, 

νπόηε νη εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο ηεο δνθνύ, ζρέζεηο 4.84 – 4.86, έρνπλ ηε κνξθή: 

4 3 2

0 11 0 11 31 04 3 2

w
A Q b Q b e bK q

x x x

 


  
  

  
,      (4.90α) 
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, ,  (4.90β) 

 
2 2

0 31 0 31 0 11 0 15 0 332 2

w
K e b L e b Pb N e b M b x t 0

x x x x

  
      

    
   

, . (4.90γ) 

 

Ζ επίιπζε, όπσο θαη ζηηο πεξηπηώζεηο ησλ ειαζηηθώλ δνθώλ, γίλεηαη κε ηε κέζνδν 

Fourier (άπεηξσλ αζξνηζκάησλ εκηηόλσλ θαη ζπλεκηηόλσλ). Ξεθηλώληαο από ηελ πξώηε 

εμίζσζε (4.90α), θαη εηζάγνληαο ηα αλαπηύγκαηα w ,  θαη q  σο άπεηξα αζξνίζκαηα 

εκηηόλσλ θαη ζπλεκηηόλσλ (ζρ.1.83, 1.86 θαη 1.87) θαη ην ειεθηξηθό δπλακηθό κε ηε 

κνξθή     m

m 1

x m x L  




 sin ,  ε ζρέζε 4.90α γίλεηαη: 

 

4 3

0 11 m 0 11 m4 3
m 1 m 1

2

31 0 m m2
m 1 m 1

m x m x
A Q b w Q b

x L x L

m x m x
e bK q

x L L

 
 

 


 

 

 

 

    
        

    
       

 

 

sin cos

sin sin .

  (4.91) 

 

Δθηεινύληαη νη ζρεηηθέο παξαγσγίζεηο θαη ε ζρέζε 4.91, γίλεηαη: 
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sin cos

sin sin .

  (4.92) 
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Δπεηδή νη πνζόηεηεο m
w , m

  θαη m
  είλαη ζηαζεξέο πνζόηεηεο, ε ζρέζε 4.92 

παίξλεη ηε κνξθή: 
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sin cos

sin sin .

  (4.93) 

 

Δθηεινύληαη νη ζρεηηθέο παξαγσγίζεηο θαη ε ζρέζε 4.93 γίλεηαη: 
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sin sin

sin sin .

 (4.94) 

 

Ζ ζρέζε 4.94, κε αλαδηάηαμε όξσλ, παίξλεη ηε κνξθή:  
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sin sin

sin sin .

  (4.95) 

 

Από ηελ ηζόηεηα ησλ αζξνηζκάησλ ηεο ζρέζεο 4.95, πξνθύπηεη ηζνδύλακα θαη ε 

ηζόηεηα ησλ γεληθώλ όξσλ ησλ αζξνηζκάησλ, δειαδή:  
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sin sin

sin sin .

  (4.96) 

 

Ο όξνο  m x Lsin  κπνξεί λα απινπνηεζεί θαζώο ππάξρεη ζε όια ηα κέιε ηεο 

εμίζσζεο 4.96, έηζη ε ζρέζε 4.90α ζα έρεη ηειηθά ηε κνξθή: 



ΚΔΦΑΛΑΗΟ 4: ΓΡΑΜΜΗΚΔ ΘΔΩΡΗΔ ΠΗΔΕΟΖΛΔΚΣΡΗΚΩΝ ΓΟΚΩΝ 

 

121 
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.   (4.97) 

 

ηε δεύηεξε εμίζσζε ηζνξξνπίαο (ζρ.4.90β), εηζάγνληαη νη άγλσζηεο πνζόηεηεο σο 

άπεηξα αζξνίζκαηα εκηηόλσλ θαη ζπλεκηηόλσλ θαη ε ζρέζε γίλεηαη: 
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sin cos
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  (4.98) 

 

Δθηεινύληαη νη ζρεηηθέο παξαγσγίζεηο θαη ε ζρέζε 4.98 παίξλεη ηε κνξθή: 
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sin cos
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sin .

  (4.99) 

 

Δπεηδή νη πνζόηεηεο m
w , m

  θαη m
  είλαη ζηαζεξέο πνζόηεηεο, ε ζρέζε 4.99 

γίλεηαη: 
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sin cos

cos sin

sin .

  (4.100) 

 

Δθηεινύληαη νη παξαγσγίζεηο ζηηο αγθύιεο θαη ε ζρέζε 4.100, γίλεηαη: 
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cos cos

cos cos

cos
m 1

0




 
 

 
 .

 

           (4.101) 

Σν πξώην κέξνο ηεο εμίζσζεο κπνξεί λα γξαθεί σο έλα κεγάιν άζξνηζκα:  

 

3 2

0 11 m 0 11 m

m 1

0 55 m 0 31 m

0 15 m

m m x m m x
Q bw C Q b

L L L L

m x m m x
D Q b L e b

L L L

m m x
N e b 0

L L

   
 

  
 

 






        
          

       

    
      

    

  
   

  

 cos cos

cos cos

cos .

 (4.102) 

 

Ζ ζρέζε 4.102 κπνξεί λα γξαθεί σο:  

 

3 2

0 11 m 0 11 m

0 55 m 0 31 m

0 15 m

m m x m m x
Q bw C Q b

L L L L

m x m m x
D Q b L e b

L L L

m m x
N e b 0

L L

   
 

  
 

 


       
         

       

    
      

    

  
   

  

cos cos

cos cos

cos .

  (4.103) 

 

Ο όξνο cos
m x

L

 
 
 

 κπνξεί λα απινπνηεζεί θαη ε εμίζσζε 4.103, έρεη ηειηθά ηε 

κνξθή: 

 

3 3 2 2

0 11 m 0 11 0 55 m3 2

0 31 0 15 m

m m
Q b w C Q b D Q b

L L

m m
L e b N e b 0

L L

 
 

 


   
      
   

 
   
 

.

   (4.104) 
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ηελ ηξίηε εμίζσζε ηζνξξνπίαο (εμ. 4.90γ), εηζάγνληαη νη άγλσζηεο πνζόηεηεο σο 

άπεηξα αζξνίζκαηα εκηηόλσλ θαη ζπλεκηηόλσλ θαη έρνπκε: 

 
2

0 31 m 0 31 m2
m 1 m 1

2

0 11 m 0 15 m2
m 1 m 1

0 33 m

m 1

m x m x
K e b w L e b

x L x L

m x m x
Pb N e b

x L x L

m x
M b 0

L

 


 
  


 

 

 

 


 






    
        

    
         

 
  

 

 

 



sin cos

sin cos

sin .

  (4.105) 

 

Δθηεινύληαη νη παξαγσγίζεηο θαη ε ζρέζε 4.105 γίλεηαη:
 

 

2

0 31 m 0 31 m2
m 1 m 1

2

0 11 m 0 15 m2
m 1 m 1

0 33 m

m 1

m x m x
K e b w L e b

x L x L

m x m x
P b N e b

x L x L

m x
M b 0

L

 


 
  


 

 

 

 


 






    
        

    
         

 
  

 

 

 



sin cos

sin cos

sin .

   (4.106) 

 

Δπεηδή νη πνζόηεηεο m
w , m

  θαη m
  είλαη ζηαζεξέο πνζόηεηεο, ε ζρέζε 4.106 

γίλεηαη: 

 

2

0 31 m 0 31 m2
m 1 m 1

2

0 11 m 0 15 m2
m 1 m 1

0 33 m

m 1

m x m x
K e b w L e b

x L x L

m x m x
P b N e b

x L x L

m x
M b 0

L

 


 
  


 

 

 

 


 






       
             

       
              

  
   

  

 

 



sin cos

sin cos

sin .

  (4.107) 

 

Δθηεινύληαη νη ζρεηηθέο παξαγσγίζεηο ζηε ζρέζε 4.107 θαη έρνπκε: 
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2

0 31 m 0 31 m

m 1 m 1

2

0 11 m 0 15 m

m 1 m 1

0 33 m

m m x m m x
K e b w L e b

L L L L

m m x m m x
P b N e b

L L L L

m x
M b

L

   


   
  


 

 

 

 


 



         
           

        

         
            

        

  
   

 

 

 

sin sin

sin sin

sin
m 1

0







 .

 (4.108) 

 

Σν πξώην κέξνο ηεο εμίζσζεο κπνξεί λα γξαθεί σο έλα κεγάιν άζξνηζκα: 

 

2

0 31 m 0 31 m

m 1

2

0 11 m 0 15 m

0 33 m

m m x m m x
K e bw L e b

L L L L

m m x m m x
Pb N e b

L L L L

m x
M b 0

L

   


   
  


 









      
        

     

     
       

     

 
  

 

 sin sin

sin sin

sin .

  (4.109) 

  

Ηζνδύλακα πξνθύπηεη:  

 

2

0 31 m 0 31 m

2

0 11 m 0 15 m

0 33 m

m m x m m x
K e bw L e b

L L L L

m m x m m x
P b N e b

L L L L

m x
M b 0

L

   


   
  


 





     
       

     

     
       

     

 
  

 

sin sin

sin sin

sin .

   (4.110) 

 

Ο όξνο sin
m x

L

 
 
 

 κπνξεί λα απινπνηεζεί θαη ε ηξίηε εμίζσζε έρεη ηε κνξθή: 

 

2 2

0 31 m 0 31 0 15 m2

2 2

0 11 0 33 m2

m m m
K e b w L e b N e b

L L L

m
Pb M b 0

L

  



   

   
      

  

 
   
 

.

   (4.111) 

 



ΚΔΦΑΛΑΗΟ 4: ΓΡΑΜΜΗΚΔ ΘΔΩΡΗΔ ΠΗΔΕΟΖΛΔΚΣΡΗΚΩΝ ΓΟΚΩΝ 

 

125 
 

πλεπώο, ζπλνιηθά, έρνπκε ηξεηο εμηζώζεηο (εμ. 4.97, 4.104 θαη 4.111) πξνο 

επίιπζε κε ηξεηο αγλώζηνπο, ηηο πνζόηεηεο m
w , m

  θαη m
 : 

 

4 4 3 3 2 2

0 11 m 0 11 m 31 0 m m4 3 2

m m m
A Q b w Q b e bK q

L L L

  
  

     
       

     
,    (4.97) 

3 3 2 2

0 11 m 0 11 0 55 m 0 31 0 15 m3 2

m m m m
Q b w C Q b D Q b L e b N e b 0

L L L L

   
  
     

          
    

,  

           (4.104) 

2 2 2 2

0 31 m 0 31 0 15 m 0 11 0 33 m2 2

m m m m
K e b w L e b N e b Pb M b 0

L L L L

   
        

         
    

.  

           (4.111) 

 

Σν ζύζηεκα εμηζώζεσλ 4.97, 4.104 θαη 4.111 είλαη έλα γξακκηθό ζύζηεκα 3 3  

(ηξηώλ εμηζώζεσλ κε ηξεηο αγλώζηνπο). Ζ επίιπζε ηνπ κπνξεί λα γίλεη κε ηε κέζνδν ησλ 

νξηδνπζώλ (κέζνδνο Cramer). πλεπώο, ε νξίδνπζα D  ησλ ζπληειεζηώλ ηνπ ζπζηήκαηνο 

είλαη: 

 

4 4 3 3 2 2

0 11 0 11 0 314 3 2

3 3 2 2

0 11 0 11 0 55 0 31 0 153 2

2 2 2 2

0 31 0 31 0 15 0 11 0 332 2

,

m m m
A Q b Q b K e b

L L L

m m m m
D Q b C Q b D Q b L e b N e b

L L L L

m m m m
K e b L e b N e b P b M b

L L L L

  

   

   
  

 

   

   

 (4.112)  

 

θαη θάλνληαο ηηο πξάμεηο, ε νξίδνπζα D  παίξλεη ηε κνξθή: 

 

2
4 4 2 2 3 3 2 2

0 11 0 11 0 55 0 11 0 11 0 334 2 3 2

3 3 2 2 2 2

0 11 0 31 0 15 0 11 0 55 0 313 2 2

2

0 31

m m m m
D A Q b C Q b D Q b Q b P b M b

L L L L

m m m m m
Q b L e b N e b C Q b D Q b K e b

L LL L L

m
K e b

   
 

    



 
      
            
       

    
                

 
2 3 3 2 2 4 4

0 11 0 31 0 11 0 31 0 152 3 2 4

0 31 0 15 .

m m m m m
Q b K e b A Q b L e b N e b

L LL L L L

m m
L e b N e b

L L

    

 

       
                   

 
  
 

(4.112β) 
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θαη νη νξίδνπζεο ησλ άγλσζησλ πνζνηήησλ ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη: 

3 3 2 2

0 11 0 313 2

2 2

0 11 0 55 0 31 0 152

2 2

0 31 0 15 0 11 0 332

0 ,

0

m

m

w

m m
q Q b K e b

L L

m m m
D C Q b D Q b L e b N e b

L L L

m m m
L e b N e b Pb M b

L L L

 

  

  
  

 

  

  

  (4.113α) 

ή 

2 2 2 2 2 2

0 11 0 11 0 11 0 332 2 2

22 2

0 55 0 11 0 55 0 33 0 31 0 152
,

mw m

m m m
D q C Q b Pb C Q b M b

L L L

m m m
D Q bPb D Q bM b L e b N e b

L L L

  
 

  
 

 

 


   



 
     

  

 (4.113β) 

4 4 2 2

0 11 0 314 2

3 3

0 11 0 31 0 153

2 2 2 2

0 31 0 11 0 332 2

0 ,

0

m

m

m m
A Q b q K e b

L L

m m m
D Q b L e b N e b

L L L

m m
K e b P b M b

L L



 

  

 
  



  

  

   (4.114α) 

ή 

3 3 2 2

0 11 0 11 0 333 2

2 2

0 31 0 15 0 31 2
,

m m

m m
D q Q b Pb M b

L L

m m m
L e b N e b K e b

L L L



 
 

  

 
  

       
 

  
     
  

    (4.114β) 

θαη 

4 4 3 3

0 11 0 114 3

3 3 2 2

0 11 0 11 0 553 2

2 2

0 31 0 31 0 152

0 ,

0

m

m

m m
A Q b Q b q

L L

m m
D Q b C Q b D Q b

L L

m m m
K e b L e b N e b

L L L



 

 

  



  

 

   (4.115α) 

ή 

3 3 2 2 2 2

0 11 0 31 0 15 0 11 0 55 0 313 2 2
.

m m

m m m m m
D q Q b L e b N e b C Q b D Q b K e b

L LL L L


        
         

     

 

           (4.115β) 
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Οη ιύζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο ζηε γεληθή ηνπο κνξθή είλαη: 

 

,mw

m

D
w

D
          (4.116α) 

 

,m

m

D

D


           (4.116β) 

 

.m

m

D

D


           (4.116γ) 

 

ηε ζπλέρεηα, ζέηνληαο ηελ πνζόηεηα ma m L , από ηηο εμηζώζεηο 4.112β, 

4.113β, 4.114β, 4.115β θαη 4.116α, 4.116β, 4.116γ, έρνπκε: 

 

    

     

      

 

22 2

0 11 0 55 0 11 0 33 0 31 0 15

2
4 2 3 2

0 11 0 11 0 55 0 11 0 11 0 33

3 2 2 2

0 11 0 31 0 15 0 11 0 55 0 31 0 31

3

0 11 0

m m m m m

m

m m m m

m m m m m m

m

q C Q ba D Q b P b a M b L e ba N e ba
w

A Q ba C Q ba D Q b Q ba P b a M b

Q ba L e ba N e ba C Q ba D Q b K e ba K e ba

Q ba K e

 

 

 

 

     
 


     

       

       2 4

31 0 11 0 31 0 15 0 31 0 15

,

m m m m m mba A Q ba L e ba N e ba L e ba N e ba  
 

(4.117) 

 

    

     

      

 

3 2 2

0 11 0 11 0 33 0 31 0 15 0 31

2
4 2 3 2

0 11 0 11 0 55 0 11 0 11 0 33

3 2 2 2

0 11 0 31 0 15 0 11 0 55 0 31 0 31

3

0 11

m m m m m m

m

m m m m

m m m m m m

m

q Q ba P b a M b L e ba N e ba K e ba

A Q ba C Q ba D Q b Q ba P b a M b

Q ba L e ba N e ba C Q ba D Q b K e ba K e ba

Q ba

 


 

 

 

       
 



     

       

       2 4

0 31 0 11 0 31 0 15 0 31 0 15

,

m m m m m mK e ba A Q ba L e ba N e ba L e ba N e ba   

  (4.118) 

 

    

     

      

 

3 2 2

0 11 0 31 0 15 0 11 0 55 0 31

2
4 2 3 2

0 11 0 11 0 55 0 11 0 11 0 33

3 2 2 2

0 11 0 31 0 15 0 11 0 55 0 31 0 31

3

0 11 0

m m m m m m

m

m m m m

m m m m m m

m

q Q ba L e ba N e ba C Q ba D Q b K e ba

A Q ba C Q ba D Q b Q ba P b a M b

Q ba L e ba N e ba C Q ba D Q b K e ba K e ba

Q ba K e


  

     
 



     

       

       2 4

31 0 11 0 31 0 15 0 31 0 15

.

m m m m m mba A Q ba L e ba N e ba L e ba N e ba  

  (4.119) 

 

Υξεζηκνπνηώληαο ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο, παξάγνληαη νη αλαιπηηθέο εθθξάζεηο ηεο 

αμνληθήο κεηαηόπηζεο u , ηεο εγθάξζηαο κεηαηόπηζεο w , ηνπ ειεθηξηθνύ δπλακηθνύ  , 
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ηεο αμνληθήο ηάζεο θάκςεο x
 , ηεο εγθάξζηαο δηαηκεηηθήο ηάζεο zx

 , ηεο αμνληθήο 

ειεθηξηθήο κεηαηόπηζεο x
D  θαη ηεο εγθάξζηαο ειεθηξηθήο κεηαηόπηζεο z

D . 

πγθεθξηκέλα, πξνθύπηνπλ: 

 

Αμνληθή Μεηαηόπηζε u : 

 m m

m 1

m m x
u z w f z

L L

 






  
    

  
 cos .      (4.120) 

 

Δγθάξζηα Μεηαηόπηζε w : 

m

m 1

m x
w w

L





 
  

 
 sin .        (4.121) 

 

Ζιεθηξηθό Γπλακηθό  : 

  m

m 1

m x
g z

L


 





 
  

 
 sin .         (4.122) 

 

Αμνληθή Σάζε Κάκςεο x
 : 

   
2 2

11 11
x m m 31 m2

m 1 12 21 12 21

E Em m m x
z w f z e g z

1 L 1 L L

  
  

   





   
    

    
 sin .  (4.123) 

 

Δγθάξζηα Γηαηκεηηθή Σάζε zx
 : 

   zx 13 m 11 m

m 1

m m x
G f z g z

L L

 
   





  
   

  
 *

cos .     (4.124) 

 

Αμνληθή Ζιεθηξηθή Μεηαηόπηζε x
D : 

   x 15 m 11 m

m 1

m m x
D e f z g z

L L

 
  





  
   

  
 *

cos .    (4.125) 

 

Δγθάξζηα Ζιεθηξηθή Μεηαηόπηζε z
D : 

   
2 2

z 31 m 31 m 33 m2
m 1

m m x
D e z w e f z g z

L L

 
  





   
    

   
 *

sin .    (4.126) 
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4.2.4 Αξηζκετηθά Απντειέσκατα – Γξαυηθέο Παξαστάσεηο 

 

ηελ πξνεγνύκελε παξάγξαθν ππνινγίζζεθαλ νη αλαιπηηθνί ηύπνη γηα ηηο ηξεηο 

άγλσζηεο πνζόηεηεο m
w , m

  θαη m
  (εμ. 4.117, 4.118 θαη 4.119) γηα όιεο ηηο γξακκηθέο 

ζεσξίεο δηάηκεζεο αλώηεξεο ηάμεο ζε πηεδνειεθηξηθέο δνθνύο. ηε ζπλέρεηα, κε βάζε ηα 

παξαπάλσ αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα, πξαγκαηνπνηνύληαη αξηζκεηηθνί ππνινγηζκνί κε ηε 

βνήζεηα ηνπ ινγηζκηθνύ παθέηνπ Matlab γηα ηελ παξαγσγή αξηζκεηηθώλ απνηειεζκάησλ 

θαη γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ. πλεπώο, γηα ηηο γξακκηθέο ζεσξίεο πηεδνειεθηξηθώλ δνθώλ, 

ζα ππνινγηζζεί ε ζπλνιηθή εγθάξζηα κεηαηόπηζε w , ε ζπλνιηθή ζηξνθή   θαζώο θαη ην 

ζπλνιηθό ειεθηξηθό δπλακηθό  . 

ηα ζπγθεθξηκέλα παξαδείγκαηα, ζεσξνύκε κηα ηζόηξνπε πηεδνειεθηξηθή δνθό 

απιήο ζηήξημεο πνπ ππνβάιιεηαη ζε νκνηόκνξθα θαηαλεκεκέλν θακπηηθό θνξηίν 

6

0
q 1 10 N m  . Σν κήθνο ηεο δνθνύ είλαη L 1m  θαη ην βάζνο b 0 01m . . Χο αλαινγία 

δηαζηάζεσλ (aspect ratio) νξίδεηαη σο ν ιόγνο κήθνπο πξνο πάρνο  L h  θαη 

ζπκβνιίδεηαη κε S . Γηα ηα ζπγθεθξηκέλα παξαδείγκαηα ρξεζηκνπνηήζεθε ιόγνο 

S 2 4 10 , , . 

Σν πηεδνειεθηξηθό πιηθό πξνο κειέηε είλαη ην PZT 5A . Σν πηεδνειεθηξηθό 

θεξακηθό PZT , παξνπζηάδεη εμαγσληθή θξπζηαιιηθή ζπκκεηξία (αλήθεη ζηελ 

θξπζηαιιηθή νκάδα C6v=6mm) θαη νη πίλαθεο ησλ ειαζηηθώλ θαη ειεθηξηθώλ ηδηνηήησλ 

ηνπ έρνπλ ηελ εμήο κνξθή: 

Ο πίλαθαο ειαζηηθήο αθακςίαο ηνπ πιηθνύ είλαη ν εμήο 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

pq

44

55

66

c c c 0 0 0

c c c 0 0 0

c c c 0 0 0
C

0 0 0 c 0 0

0 0 0 0 c 0

0 0 0 0 0 c

 
 
 
 

  
 
 
 
  

.     (4.127) 

Ο πίλαθαο πηεδνειεθηξηθώλ ζηαζεξώλ ζηε γεληθή ηνπ κνξθή είλαη: 
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15

ip 15

31 31 33

0 0 0 0 e 0

e 0 0 0 e 0 0

e e e 0 0 0

 
 


 
  

,       (4.128) 

θαη ν πίλαθαο ειεθηξηθήο επηδεθηηθόηεηαο είλαη: 

11

ik 22

33

0 0

0 0

0 0



 



 
 


 
  

.       (4.129) 

Γηα ηελ πεξίπησζε πηεδνειεθηξηθήο δνθνύ όπνπ ζεσξείηαη έλα δηζδηάζηαην 

αληηθείκελν, θαη πην ζπγθεθξηκέλα γηα ην πηεδνειεθηξηθό θεξακηθό PZT 5A , νη 

παξαπάλσ ζρέζεηο 4.127, 4.128 θαη 4.129 παίξλνπλ ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο θαη έρνπλ ηε 

κνξθή: 

 

9

pq 2

105 54 6 52 7 0 0 0

54 6 105 52 7 0 0 0

52 7 52 7 86 8 0 0 0 N
C 10

0 0 0 22 2 0 0 m

0 0 0 0 22 2 0

0 0 0 0 0 100 8

 
 
 
 

  
 
 
 
 

. .

. .

. . .

.

.

.

   (4.130) 

 

15

ip 2

31

0 e 0 12 2 C
e

e 0 9 78 0 m

   
    

  

.

.
      (4.131) 

 

11 9

ik

33

0 16 4 0 C
10

0 0 15 1 Vm






   
     

  

.

.
     (4.132) 

 

Ζ ζύγθξηζε ηεο εγθάξζηαο κεηαηόπηζεο w , ηεο ζηξνθήο  , θαζώο θαη ηνπ 

ειεθηξηθνύ δπλακηθνύ   γηα θάζε γξακκηθή ζεσξία ζε πηεδνειεθηξηθέο δνθνύο, 

πξαγκαηνπνηήζεθαλ γηα ιόγνπο S 2 4 10 , ,  θαη παξνπζηάδνληαη ζηνλ Πίλαθα 4.6.  
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Πίλαθαο 4.6: ύγθξηζε ηεο ζπλνιηθήο εγθάξζηαο κεηαηόπηζεο w , ηεο ζηξνθήο (rotation)                 

  θαη ηνπ ειεθηξηθνύ δπλακηθνύ   ζην θέληξν ηεο δνθνύ  x 0 5 .  γηα όιεο ηηο 

γξακκηθέο ζεσξίεο ζε πηεδνειεθηξηθέο δνθνύο. 

S 2  Θεωρίες w      

 Ambartsumian 0.00191468 0 -1.32294576*10
6
 

Kruszewski 0.00191449 0 -1.32294456*10
6
 

Reddy 0.00201793 0 -1.31656389*10
6
 

Touratier 0.00201676 0 -1.31560256*10
6
 

Soldatos 0.00201806 0 -1.31658685*10
6
 

Karama et. al. 0.00201254 0 -1.31232996*10
6
 

S 4  Θεωρίες w      

 Ambartsumian 0.00710905 0 -4.36480397*10
6
 

Kruszewski 0.00710882 0 -4.36463577*10
6
 

Reddy 0.00725742 0 -4.43839653*10
6
 

Touratier 0.00725721 0 -4.43811294*10
6
 

Soldatos 0.00725763 0 -4.43851543*10
6
 

Karama et. al. 0.00725570 0 -4.43658358*10
6
 

S 10  Θεωρίες w      

 Ambartsumian 0.02910987 0 -1.68475453*10
7
 

Kruszewski 0.02911119 0 -1.68472551*10
7
 

Reddy 0.02864883 0 -1.69792869*10
7
 

Touratier 0.02864880 0 -1.69794280*10
7
 

Soldatos 0.02864866 0 -1.69793500*10
7
 

Karama et. al. 0.02864898 0 -1.69798612*10
7
 

 

Παξαηεξνύκε όηη ζην θέληξν ηεο δνθνύ, ε ζηξνθή   όπσο αλακέλεηαη είλαη 

κεδεληθή γηα όιεο ηεο γξακκηθέο ζεσξίεο. Δπίζεο, ε εγθάξζηα κεηαηόπηζε w  θαη ην 

ειεθηξηθό δπλακηθό   είλαη κέγηζηα ζην κέζν ηεο δνθνύ. Έλα επίζεο ινγηθό ζπκπέξαζκα 

ην νπνίν είλαη αλακελόκελν είλαη ην γεγνλόο πσο θαζώο απμάλεηαη S  θαη κεηώλεηαη ην h , 

ε κεηαηόπηζε θαη ην ειεθηξηθό δπλακηθό είλαη κεγαιύηεξα.   

 

ηε ζπλέρεηα, θαηαζθεπάδνληαη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο. Θεσξήζεθε ζεκαληηθή 

ε απεηθόληζε ηεο αιιαγήο ηεο κεηαηόπηζεο w , ηεο αιιαγήο ηεο ζηξνθήο   θαη ηεο 

αιιαγήο ηνπ ειεθηξηθνύ δπλακηθνύ   ζην ζπλνιηθό κήθνο L ηεο δνθνύ. Οη γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο (ζρ. 4.1, 4.2, 4.3 θαη 4.4) έγηλαλ γηα όιεο ηηο γξακκηθέο ζεσξίεο δνθώλ ζε 

ηξία δηαγξάκκαηα κε ζθνπό ηελ άκεζε ζύγθξηζή ηνπο.  
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Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο έγηλαλ γηα ιόγν S 10 ,  δειαδή γηα κήθνο 

πηεδνειεθηξηθήο δνθνύ L 1m  θαη πιάηνο h 0 1m . . 

 

 

ρήκα 4.1: Γηάγξακκα κεηαηόπηζεο – κήθνπο  w L  γηα ηηο γξακκηθέο ζεσξίεο θάκςεο 

         πηεδνειεθηξηθώλ δνθώλ. 

 

 

ρήκα 4.2: Γηάγξακκα ζηξνθήο – κήθνπο  L   γηα όιεο ηηο γξακκηθέο ζεσξίεο θάκςεο 

       πηεδνειεθηξηθώλ δνθώλ. 

 

Παξαηεξείηε πσο ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο ηεο ζηξνθήο ζε όιν ην 

κήθνο ηεο δνθνύ είλαη ίδηα γηα όιεο ηηο γξακκηθέο ζεσξίεο ειαζηηθόηεηαο. Ζ δηαθνξά 

βξίζθεηαη ζην γεγνλόο πώο ε ζηξνθή ζηε ζεσξία ηνπ Ambartsumian πξνβιέπεηαη κεγάιε 

ζε αληίζεζε κε ηηο ππόινηπεο ζεσξίεο θαη είλαη ηεο ηάμεο ησλ 4rad  έσο 4rad  θαηά 

κήθνο ηεο δνθνύ. Δπίζεο, ε ζεσξία ηνπ Soldatos πξνβιέπεη κεγαιύηεξε ηε ζηξνθή ζε 

ζρέζε κε ηηο ππόινηπεο ζεσξίεο θαη είλαη ηεο ηάμεο ησλ 0 02rad.  έσο 0 02rad . . Οη 

ππόινηπεο ζεσξίεο πξνβιέπνπλ ηε ζηξνθή από 33 10 rad  έσο 33 10 rad  . 



ΚΔΦΑΛΑΗΟ 4: ΓΡΑΜΜΗΚΔ ΘΔΩΡΗΔ ΠΗΔΕΟΖΛΔΚΣΡΗΚΩΝ ΓΟΚΩΝ 

 

133 
 

 

ρήκα 4.3: Γηάγξακκα ζηξνθήο – κήθνπο  L   γηα όιεο ηηο γξακκηθέο ζεσξίεο θάκςεο 

         πηεδνειεθηξηθώλ δνθώλ εθηόο ηεο ζεσξίαο Ambartsumian. 

 

 

 

ρήκα 4.4: Γηάγξακκα ειεθηξηθνύ δπλακηθνύ – κήθνπο  L   γηα ηηο γξακκηθέο  

       ζεσξίεο θάκςεο πηεδνειεθηξηθώλ δνθώλ ζην ζεκείν z 0 . 

 

Γηα ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο ηνπ ειεθηξηθνύ δπλακηθνύ ζε όιν ην 

κήθνο ηεο δνθνύ παξαηεξείηαη όηη είλαη ίδηαο κνξθήο γηα όιεο ηηο γξακκηθέο ζεσξίεο 

δηάηκεζεο αλώηεξεο ηάμεο. Να ζεκεηώζνπκε εδώ πσο ζην δηάγξακκα ππνινγίδεηαη ην 

ειεθηξηθό δπλακηθό ζην ζεκείν z 0 . πλεπώο, αλακέλνπκε ε θαηαλνκή ηνπ ειεθηξηθνύ 

δπλακηθνύ λα αθνινπζεί ηελ ίδηα πνξεία κε ηελ κεηαηόπηζε ηεο δνθνύ ζε όιν ην κήθνο 

ηεο. 
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ΚΕΦΑΛΑΘΟ 5 

ΜΗ ΓΡΑΜΜΘΚΕ ΘΕΩΡΘΕ ΠΘΕΖΟΗΛΕΚΣΡΘΚΩΝ ΔΟΚΩΝ 

 

 ε απηό ην θεθάιαην γίλεηαη ε κειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο θάκςεο πηεδνειεθηξηθώλ 

δνθώλ κε κεγάιεο κεηαηνπίζεηο ζε ζπλδπαζκό κε ζεσξίεο δηάηκεζεο αλώηεξεο ηάμεο. 

ηόρνο καο είλαη ε παξαγσγή ησλ εμηζώζεσλ θίλεζεο θαζώο θαη ησλ αληίζηνηρσλ 

ζπλνξηαθώλ ζπλζεθώλ θαη ζηε ζπλέρεηα ε επίιπζε ελόο ζηαηηθνύ πξνβιήκαηνο θάκςεο 

κηαο πηεδνειεθηξηθήο δνθνύ.  

Αξρηθά, γηα ηελ παξαγσγή ησλ εμηζώζεσλ θίλεζεο θαη ησλ ζπλνξηαθώλ 

ζπλζεθώλ, νξίδεηαη ην πεδίν κεηαηνπίζεσλ θαη ην ειεθηξηθό δπλακηθό σο εμήο: 

 

 
 

   1

w x t
u u x y z t z f z x t

x



   



,
, , , , ,     (5.1) 

 2
u v x y z t 0 , , , ,         (5.2) 

   3
u w x y z t w x t , , , , ,        (5.3) 

       x y z t x z t g z x t   , , , , , , .     (5.4) 

 

ηε ζπλέρεηα, δηαηππώλνληαη νη ζρέζεηο παξακόξθσζεο – κεηαηόπηζεο 

ιακβάλνληαο ππόςε γεσκεηξηθέο κε γξακκηθόηεηεο ηύπνπ von Karman: 

 

 
2 22

x 2

u 1 w w 1 w
z f z

x 2 x x x 2 x




       
        
       

.    (5.5) 

 

   xz

u w
f z x t

z x
 

 
  

 
, .

      (5.6) 
 

Έπεηηα, γίλεηαη ππνινγηζκόο ησλ ηεηξαγώλσλ ησλ πνζνηήησλ ησλ ζρέζεσλ 5.5 θαη 

5.6, νη νπνίεο ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ ζηε ζπλέρεηα. 

 

   

2
22

2

x 2

w 1 w
f z z

x x 2 x




    
         

,

 



ΚΕΦΑΛΑΘΟ 5: ΜΗ ΓΡΑΜΜΘΚΕ ΘΕΩΡΘΕ ΠΘΕΖΟΗΛΕΚΣΡΘΚΩΝ ΔΟΚΩΝ 

 

135 
 

   

   

222 22
2 2 2

x 2

2 22 2

2 2

w 1 w
f z z

x x 2 x

w 1 w w 1 w
2zf z 2 f z 2z

x x x 2 x x 2 x




 

       
                 

        
     

        
,

    (5.7) 

          
222 2

xz
f z x t f z x t       , , .     (5.8) 

 

Οη ζρέζεηο ηάζεο – παξακόξθσζεο γηα κηα πηεδνειεθηξηθή δνθό (Hadjigeorgiou, 

2006) έρνπλ ηε κνξθή: 

 

x x x11 31

55 15xz xz z

EQ 0 0 e

0 Q e 0 E

 

 

        
         
        

,      (5.9α) 

 

x 11 x xz x 31 z 11 x 31 z

xz x 55 xz 15 x z 55 xz 15 x

Q 0 0E e E Q e E

0 Q e E 0E Q e E

   

   

         
         

         
,    (5.9β) 

 

xx x15 11

31 33xzz z

D E0 e 0

e 0 0D E

 



       
         
       

,      (5.10α) 

 

x 15 xz 11 x z 15 xz 11 xx

31 x xz x 33 z 31 x 33 zz

0 e E 0E e ED

e 0 0E E e ED

    

    

        
         

         
.

   

(5.10β)

 

 

Από ηηο ζρέζεηο 5.9β θαη 5.10β, πξνθύπηνπλ: 

x 11 x 31 z
Q e E   ,         (5.11) 

xz 55 xz 15 x
Q e E   ,         (5.12) 

x 15 xz 11 x
D e E   ,         (5.13) 

z 31 x 33 z
D e E   .         (5.14) 
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5.1 ΕΞΙΩΕΙ ΚΙΝΗΗ – ΤΝΟΡΙΑΚΕ ΤΝΘΗΚΕ 

 

Οη εμηζώζεηο θίλεζεο θαη νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο εμάγνληαη κε βάζε ηελ Αξρή 

Hamilton (Hadjigeorgiou, 2006) ε νπνία εθθξάδεηαη σο: 

 
2

1

t t

e e
t t

T H W dt 0



   .        (5.15) 

Ξεθηλώληαο από ην πξώην νινθιήξσκα ηεο Αξρήο Hamilton πνπ αθνξά ζηελ 

θηλεηηθή ελέξγεηα T  ηνπ ζπζηήκαηνο θαη θάλνληαο πξάμεηο, έρνπκε: 

 
2

1

t t

t t
T dt



          (5.16α) 

   
2

1

t t T

t t
V

1
u u dV dt

2
 





 
  

 
        (5.16β) 

 
2

1

t t

t t
V

u1
u w dV dt

2 w
 





  
   

  
        (5.16γ) 

 
2

1

t t
2 2

t t
V

1
u w dV dt

2
 





 
  

 
        (5.16δ) 

      
2

1

2 2
t t

t t
V

1 w
z f z x t w x t dVdt

2 t x t
  





       
                
  , ,  (5.16ε) 

 
2

1

2 22
t t

t t
V

1 w w
z f z dVdt

2 x t t t


 





     
              

  .    (5.16ζη) 

 

Αλαπηύζζνληαο ηελ ηαπηόηεηα εληόο ηεο πξώηεο παξέλζεζεο ηεο ζρέζεο 5.16ζη, 

θαη εηζάγνληαο ηνλ ηειεζηή   - κεηαβνιώλ κέζα ζην νινθιήξσκα σο πξνο ηνλ όγθν, 

έρνπκε: 

   
2

1

2 2 22 2
t t

2 2

t t
V

1 w w w
z f z 2zf z dVdt

2 x t t x t t t

 
    





           
         

              
  .  (5.17) 
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Εθαξκόδνληαο ηηο ηδηόηεηεο  1 2 1 2 1 2
F F F F F F     θαη  2 2    ηνπ 

ηειεζηή   - κεηαβνιώλ, ε ζρέζε 5.17, γίλεηαη: 

 

 
 

 
 

 

 
   

2

1

2 22
t t

2 2

t t
V

2

w w1 w
z 2 f z 2 2zf z

2 x t x t t t t x t

ww w
2zf z 2 dVdt

x t t t t

   


 





     
  

        

  
  

     

 

.

 (5.18) 

Κάλνληαο ηηο ζρεηηθέο απινπνηήζεηο, ε ζρέζε 5.18 γίλεηαη: 

 

 
 

 
 

 

 
   

2

1

2 22
t t

2 2

t t
V

2

w ww
z f z zf z

x t x t t t t x t

ww w
zf z dVdt

x t t t t

   


 





     
  

        

  
  

     

 

.

  (5.19) 

 

ηε ζπλέρεηα, ην νινθιήξσκα σο πξνο ηνλ όγθν γίλεηαη ηξηπιό νινθιήξσκα ζηηο 

ηξεηο δηαζηάζεηο θαη ην νινθιήξσκα σο πξνο z  αλαθέξεηαη ζε θάζε όξν ηεο αγθύιεο: 

 

   
 

 
 

 
 

 
 

2

1

22 h ht t x L y b z z
2 22 2

h ht t x 0 y 0 z z
2 2

2 2h hz z
2 2

h hz z
2 2

hz
2

hz
2

ww
z dz f z dz

x t x t t t

w w
zf z dz zf z dz

t x t x t t

ww
1 dz dydxdt

t t

 


 



    

    

 

 





   
             

  
             

 
 
  

    

 

 .

 (5.20) 

 

Έπεηηα, ζέηνληαο ηνπο ζπληειεζηέο 0 0 0
A B C, ,  ζύκθσλα κε ηηο εμ. 1.72α – 1.72γ 

θαη θάλνληαο ηελ νινθιήξσζε σο πξνο y , έρνπκε: 

 

     

   

2

1

2 22
t t x L

0 0 0
t t x 0

2

0

w ww
A b C b B b

x t x t t t t x t

ww w
B b bh dxdt

x t t t t

   


 

 

 

     
  

        

   
  

     

 

.

  (5.21) 
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ηε ζπλέρεηα, εθαξκόδνληαο ην ζεώξεκα Gauss, απειεπζεξώλνληαη νη πνζόηεηεο 

w  θαη   από ηηο παξαγώγνπο (Παράρτημα Α). Να ζεκεησζεί εδώ, πσο εθαξκόδνληαο ην 

ζεώξεκα Gauss ζηηο παξαγώγνπο πνπ εμαξηώληαη κόλν από ην ρξόλν, νη όξνη πνπ 

αθνξνύλ ην ζύλνξν δελ ζπκβάιινπλ ζηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο. πλεπώο, από ην 

νινθιήξσκα ηεο θηλεηηθήο ελέξγεηαο T , πξνθύπηνπλ ε ζρέζε: 

  

   

 
   

 
2 22

11 1

4 3 2 2 3
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0 0 0 02 2 2 2 2 2x 0

t t t tx L t t2 3
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2 2

11

x L t t t t2

02

t tx 0 t t

w w
w w

x t t
   

  

 

     
            

 

           (5.22)

 

 

ηε ζπλέρεηα, ππνινγίδεηε ην δεύηεξν νινθιήξσκα ηεο αξρήο Hamilton πνπ 

αλαθέξεηαη ζηελ ειεθηξηθή ελζαιπία e
H  ηνπ ζπζηήκαηνο: 

 

 
2

1

t t

e
t t

H dt



 .        (5.23) 

 

Η ειεθηξηθή ελζαιπία (Hadjigeorgiou, 2006) γξάθεηαη σο εμήο: 

 

               
T T

e

V

1 1
H Q e E E E dV .

2 2

 
     

   
 
     (5.24) 

 

Κάλνληαο πξάμεηο ζε θάζε όξν ηνπ νινθιεξώκαηνο ηεο ζρ.5.24, έρνπκε: 

 

        11 x 2 2

x xz 11 x 55 xz

55 xzV V V

Q 01 1 1
Q dV dV Q Q dV ,

0 Q2 2 2

 
     



    
       

     
   (5.25α) 

 

          
T 31 x

x xz z 31 x x 15 xz

15 zV V V

0 e E
e E dV dV E e E e dV ,

e 0 E


    

   
        

  
    (5.25β) 
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T x 2 211

x z x 11 z 33

z33V V V

E01 1 1
E E dV E E dV E E dV .

E2 2 20


  





  



    
         

    
    (5.25γ) 

 

Έηζη, ε ειεθηξηθή ελζαιπία e
H , από ηηο ζρέζεηο 5.24, 5.25α, 5.25β θαη 5.25γ, 

παίξλεη ηε κνξθή: 

 

     
2

1

t t
2 2 2 2

11 x 55 xz z 31 x x 15 xz x 11 z 33
t t

V
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Q Q E e E e E E dV dt

2 2
      


 



 
      

 
  .  (5.26) 

 

ηε ζπλέρεηα, ππνινγίδεηαη μερσξηζηά ν θάζε όξνο ηνπ νινθιεξώκαηνο ηεο 

ειεθηξηθήο ελζαιπίαο. Ξεθηλώληαο από ηνλ πξώην όξν: 
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        (5.27α) 
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           (5.27β) 
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,

 (5.27γ) 

 

Κάλνληαο πξάμεηο, ε ζρέζε 5.27γ γίλεηαη: 
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, .

 (5.27δ) 

 

Υξεζηκνπνηνύκε ηηο ηδηόηεηεο ηνπ ηειεζηή   – κεηαβνιώλ, έρνπκε: 
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(5.28α) 

 

πλερίδνληαο ηηο πξάμεηο, ε ζρέζε 5.28 γίλεηαη: 
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, .

(5.28β) 

 

Σν νινθιήξσκα ηνπ όγθνπ γξάθεηαη σο νινθιήξσκα ζηηο ηξεηο δηαζηάζεηο θαη ε 

ζρέζε 5.28β γίλεηαη: 
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, .

(5.28γ) 

 

Γίλεηαη ε νινθιήξσζε σο πξνο ην πάρνο y , θαη ε ζρ.5.28γ γίλεηαη: 
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, .

 (5.28δ) 

 

Σν νινθιήξσκα σο πξνο z  αλαθέξεηαη ζε όινπο ηνπο όξνπο ηεο ζρέζεο 5.28δ: 
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 , .

 (5.28ε) 

 

Έπεηηα, ζέηνληαο ηνπο ζπληειεζηέο 0 0 0 0 0
A B C D H, , , ,  (εμ. 1.72α - 1.72δ θαη 2.13) 

θαη νινθιεξώλνληαο, ε ζρέζε 5.28ε γίλεηαη: 
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 (5.29)
 

 

Εθαξκόδνληαο ην ζεώξεκα Gauss (Παράρτημα Α), πξνθύπηνπλ νη επόκελνη όξνη 

ησλ εμηζώζεσλ θίλεζεο από ην πξώην νινθιήξσκα ηεο ειεθηξηθήο ελζαιπίαο θαη ε ζρέζε 

5.29 γίλεηαη: 
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           (5.30)

 

 

Σν δεύηεξν νινθιήξσκα ηεο ειεθηξηθήο ελζαιπίαο e
H  από ηηο ζρέζεηο 5.23 θαη 

2.25β, γξάθεηαη σο εμήο: 
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t t

z 31 x x 15 xz
t t

V

E e E e dV dt  



  .       (5.31α) 

 
 

Κάλνληαο αληηθαηάζηαζε ην δηάλπζκα ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ από ηηο ζρέζεηο 

4.34α, 4.34β θαη 4.34γ, ε ζρέζε 5.31α γίλεηαη: 
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  (5.31γ) 

 

 

Κάλνληαο πξάμεηο, ε ζρέζε 5.31γ γίλεηαη: 
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, , .

 (5.31δ) 

 

 

Υξεζηκνπνηώληαο ηηο ηδηόηεηεο ηνπ ηειεζηή   – κεηαβνιώλ, έρνπκε: 
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(5.32) 
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, .

 (5.33) 

 

Θέηνληαο ηνπο ζπληειεζηέο 0 0 0 0
K L M N, , ,  (ζρ. 4.39α – 4.39ε) θαη 

νινθιεξώλνληαο σο πξνο ην πάρνο y , ε εμίζσζε 5.33, γίλεηαη: 
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 (5.34) 

 

ηε ζπλέρεηα, εθαξκόδνληαο ην ζεώξεκα Gauss (Παράρτημα Α) από ηε ζρέζε 5.34, 

πξνθύπηνπλ νη επόκελνη όξνη ησλ εμηζώζεσλ θίλεζεο γηα ην δεύηεξν νινθιήξσκα ηεο 

ειεθηξηθήο ελζαιπίαο e
H : 
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           (5.35) 
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Σν ηξίην νινθιήξσκα ηεο ειεθηξηθήο ελζαιπίαο 
e

H  από ηηο ζρέζεηο 5.23 θαη 

5.25γ, γξάθεηαη σο εμήο: 
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    .       (5.36α) 

 

Κάλνληαο πξάμεηο θαη εθαξκόδνληαο ηηο ηδηόηεηεο ηνπ   – κεηαβνιώλ, ε ζρέζε 

5.36α, γίλεηαη: 
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ηε ζπλέρεηα, ζέηνληαο ηνπο ζπληειεζηέο 0 0
P M  (ζρ.4.39ε θαη 4.39γ), ε 

ζρέζε 5.36ζη, γίλεηαη: 
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Εθαξκόδνληαο ην ζεώξεκα Gauss ζηε ζρέζε 5.37 (Παράρτημα Α), πξνθύπηνπλ νη 

επόκελνη όξνη ησλ εμηζώζεσλ θίλεζεο θαη ησλ ζπλνξηαθώλ ζπλζεθώλ θαη ε ζρέζε 5.37 

γίλεηαη: 
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x x

 
     




  




    
          

 , (5.38) 

 

Σέινο, από ην ηξίην νινθιήξσκα ηεο αξρήο Hamilton πνπ αλαθέξεηαη ζην έξγν 

ησλ εμσηεξηθώλ δπλάκεσλ eW , έρνπκε: 
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e
t t t t x 0 t t x 0

W dt qw x,t dxdt q w dxdt .  
    

    
        (5.39) 

 

πλεπώο, ζπλνιηθά από ηελ Αξρή Hamilton θαη πην ζπγθεθξηκέλα από ηηο ζρέζεηο 

5.22, 5.30, 5.35, 5.38 θαη 5.39 πξνθύπηνπλ ηξεηο εμηζώζεηο θίλεζεο θαη ηέζζεξηο 

ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο.  

 

Σν παθέην εμηζώζεσλ, απηό, πεξηγξάθεη κηα πηεδνειεθηξηθή δνθό γηα όιεο ηηο κε 

γξακκηθέο ζεσξίεο ειαζηηθόηεηαο κε ζθνπό ηελ θάκςε θαη παξνπζηάδεηαη αλαιπηηθά από 

ηηο ζρέζεηο 5.40 - 5.46. 
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ΜΗ ΓΡΑΜΜΘΚΕ ΕΞΘΩΕΘ ΚΘΝΗΗ ΠΘΕΖΟΗΛΕΚΣΡΘΚΩΝ ΔΟΚΩΝ: 
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ΤΝΟΡΘΑΚΕ ΤΝΘΗΚΕ: 
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5.2 ΕΠΙΛΤΗ ΣΑΣΙΚΟΤ ΠΡΟΒΛΗΜΑΣΟ 

 

ηε ζπλέρεηα, γίλεηαη επίιπζε ηνπ ζηαηηθνύ πξνβιήκαηνο κηαο πηεδνειεθηξηθήο 

δνθνύ κε κεγάιεο παξακνξθώζεηο θαη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο πάθησζεο θαη κεδεληθνύ 

ειεθηξηθνύ δπλακηθνύ ζηα άθξα. Η ιύζε ζα επηηεπρηεί κε ηε κέζνδν Fourier (άπεηξσλ 

αζξνηζκάησλ εκηηόλσλ θαη ζπλεκηηόλσλ). Εηζάγνληαη ηα αλαπηύγκαηα κε ηε κνξθή 

ζεηξώλ εκηηόλσλ θαη ζπλεκηηόλσλ ώζηε λα ηθαλνπνηνύλ ακριβώς ηηο ζπλνξηαθέο 

ζπλζήθεο, σο εμήο: 
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Πνιιαπιαζηάδνληαο ηηο ηξεηο εμηζώζεηο θίλεζεο κε έλα κείνλ θαη αγλνώληαο ηνπο 

αδξαλεηαθνύο όξνπο, νη ηξεηο εμηζώζεηο θίλεζεο ζρ. 5.40, 5.41 θαη 5.42, έρνπλ ηε κνξθή: 
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 (5.49) 
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Ξεθηλώληαο από ηελ πξώηε εμίζσζε θίλεζεο (ζρ.5.47), εηζάγνληαη νη πνζόηεηεο σο 

άπεηξα αζξνίζκαηα εκηηόλσλ θαη ζπλεκηηόλσλ θαη έρνπκε: 
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3 l x k x m x
Q bh w w w

2 x L x L x L

m x m x
K e b M e b

x L x L

 
 

  

 
 

 

 

  

  

 

 

    
        

       
             

  
    

 

  

 

sin cos

sin sin sin

sin sin
k

k 1

2

0 31 m k m2
m 1 k 1 m 1

k x
w

x L

m x k x m x
M e b w q

L x L L



  






  

  

   
      

     
         



  

sin

sin sin sin .

 (5.50) 

 

Εθηεινύληαη νη ζρεηηθέο παξαγσγίζεηο θαη ε ζρέζε 5.50, γίλεηαη: 

 

4 3

0 11 m 0 11 m4 3
m 1 m 1

2

11 l k m2
l 1 k 1 m 1

2

0 31 m 0 31 m2
m 1

m x m x
A Q b w Q b

x L x L

3 l x k x m x
Q bh w w w

2 x L x L x L

m x m x
K e b M e b

x L x L

 
 

  

 
 

 

 

  

  





    
        

       
             

    
       

 

  



sin cos

sin sin sin

sin sin
k

m 1 k 1

2

0 31 m k m2
m 1 k 1 m 1

k x
w

x L

m x k x m x
M e b w q

L x L L



  


 

 

  

  

  
    

     
          

 

  

sin

sin sin sin .

 (5.51)
 

 

Επεηδή νη πνζόηεηεο m
w , m

  θαη m
  είλαη ζηαζεξέο πνζόηεηεο, ε ζρέζε 5.51 

παίξλεη ηε κνξθή: 

 

4 3

0 11 m 0 11 m4 3
m 1 m 1

2

11 l k m 2
l 1 k 1 m 1

2

0 31 m 2

m x m x
A Q b w Q b

L Lx x

3 l x k x m x
Q bh w w w

2 x L x L Lx

m x
K e b

Lx

 
 

  




 

 

  

  

       
              

           
                       

  
   

 

  

sin cos

sin sin sin

sin
0 31 m k

m 1 m 1 k 1

2

0 31 m k m2
m 1 k 1 m 1

m x k x
M e b w

x L x L

m x k x m x
M e b w q

L L Lx

 


  


  

  

  

  

         
                  

      
             

  

  

sin sin

sin sin sin .

 (5.52) 
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Εθηεινύληαη νη ζρεηηθέο παξαγσγίζεηο θαη ε ζρέζε 5.52 γίλεηαη: 

 

4 3

0 11 m 0 11 m

m 1 m 1

2

11 l k m

l 1 k 1 m 1

m m x m m x
A Q b w Q b

L L L L

3 l l x k k x m m x
Q bh w w w

2 L L L L L L

   
 

     

 

 

  

  

             
           

             

             
             

             

 

 

sin sin

cos cos sin

2

0 31 m 0 31 m k

m 1 m 1 k 1

2

0 31 m k m

m 1 k 1

m m x m m x k k x
K e b M e b w

L L L L L L

m x k k x m x
M e b w q

L L L L

     
 

   


  

  

 

 



             
               

            

         
          

         



  

 

sin cos cos

sin sin sin
m 1





 .

           (5.53) 

  

Κάλνληαο ηνλ ππνινγηζκό ησλ ζπληειεζηώλ ζην πξνεγνύκελν θεθάιαην, 

παξαηεξήζακε πώο γηα όιεο ηηο ζεσξίεο αλώηεξεο ηάμεο, ν ζπληειεζηήο 0
M  είλαη ίζνο κε 

ην κεδέλ. πλεπώο, κε κεγάιε αζθάιεηα κπνξνύκε λα αθαηξέζνπκε ηνπο όξνπο πνπ 

πεξηέρνπλ ηνλ ζπληειεζηή 0
M  κε ζθνπό λα κπνξέζνπλ λα ζπλερίζνπλ νη πξάμεηο. Έηζη, ε 

ζρέζε 5.53 γίλεηαη: 

 

4 3

0 11 m 0 11 m

m 1 m 1

2

11 l k m

l 1 k 1 m 1

m m x m m x
A Q b w Q b

L L L L

3 l l x k k x m m x
Q bh w w w

2 L L L L L L

   
 

     

 

 

  

  

             
           

             

             
             

             

 

 

sin sin

cos cos sin

2

0 31 m m

m 1 m 1

m m x m x
K e b q

L L L

  


 

 



       
        

       



 sin sin .

 (5.54) 

Η ζρέζε 5.54, κε αλαδηάηαμε όξσλ, παίξλεη ηε κνξθή:  

 

4 3

0 11 m 0 11 m

m 1

2

11 m l k

l 1 k 1

2

0 31 m

m m x m m x
A Q bw Q b

L L L L

3 m m x l l x k k x
Q bhw w w

2 L L L L L L

m m x
K e b

L L

   
 

     

 






 

 

        
         

       

          
           

          

   
    

   



 

sin sin

sin cos cos

sin
m

m 1

m x
q

L





  
  

 
 sin .

 (5.55) 



ΚΕΦΑΛΑΘΟ 5: ΜΗ ΓΡΑΜΜΘΚΕ ΘΕΩΡΘΕ ΠΘΕΖΟΗΛΕΚΣΡΘΚΩΝ ΔΟΚΩΝ 

 

151 
 

Από ηελ ηζόηεηα ησλ αζξνηζκάησλ ηεο ζρέζεο 5.55, πξνθύπηεη ηζνδύλακα θαη ε 

ηζόηεηα ησλ γεληθώλ όξσλ ησλ αζξνηζκάησλ, δειαδή:  

 

4 3

0 11 m 0 11 m

2

11 m l k

l 1 k 1

2

0 31 m m

m m x m m x
A Q bw Q b

L L L L

3 m m x l l x k k x
Q bhw w w

2 L L L L L L

m m x m
K e b q

L L

   
 

     

 


 

 

       
        

       

          
           

          

   
    

   

 

sin sin

sin cos cos

sin sin
x

L


.

 (5.56) 

 

Σν δηπιό άπεηξν άζξνηζκα κπνξεί λα γξαθεί (Boyce & DiPrima, 1999): 

 

 

2

l k k

l 1 k 1 k 1

l l x k k x 1 k
w w w

L L L L 2 L

      

  

        
        

        
  cos cos ,   

 

θαη ν όξνο 
m x

L

 
 
 
sin  κπνξεί λα απινπνηεζεί εθόζνλ ππάξρεη ζε όινπο ηνπο 

όξνπο ηεο εμίζσζεο. πλεπώο, ε ζρέζε 5.56 κπνξεί λα γξαθεί σο: 

 

4 3 2 2 2

11

0 11 m 0 11 m m k 0 31 m m

k 1

3Q bhm m m k m
A Q bw Q b w w K e b q

L L 4 L L L

    
  





         
            

         
 .  (5.57) 

 

Θέηνληαο 
m

m
a

L

 
  
 

 , ηειηθά, ε πξώηε εμίζσζε θίλεζεο έρεη ηε κνξθή: 

 

2

4 3 2 211
0 11 m m 0 11 m m m m k 0 31 m m m

k 1

3Q bh k
A Q bw a Q b a a w w K e b a q

4 L


  





 
    

 
 .  (5.58) 

 

Η δεύηεξε εμίζσζε ηζνξξνπίαο (ζρ.5.48) γξάθεηαη: 

 

 
3 2

0 11 0 11 0 55 0 31 0 153 2

w
Q b C Q b D Q b x t L e b N e b 0

x x x x

  
 

   
    

   
, . (5.59) 
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Εηζάγνληαο ηηο άγλσζηεο πνζόηεηεο σο άπεηξα αζξνίζκαηα εκηηόλσλ θαη 

ζπλεκηηόλσλ, ε ζρέζε 5.59 γίλεηαη: 

 

3 2

0 11 m 0 11 m3 2
m 1 m 1

0 55 m 0 31 m

m 1 m 1

0 15 m

m 1

m x m x
Q b w C Q b

x L x L

m x m x
D Q b L e b

L x L

m x
N e b 0

x L

 
 

 
 




 

 

 

 





    
        

   
        

  
    

 

 



sin cos

cos sin

sin .

  (5.60) 

 

Εθηεινύληαη νη ζρεηηθέο παξαγσγίζεηο θαη ε ζρέζε 5.60 παίξλεη ηε κνξθή: 

 

3 2

0 11 m 0 11 m3 2
m 1 m 1

0 55 m 0 31 m

m 1 m 1

0 15 m

m 1

m x m x
Q b w C Q b

x L x L

m x m x
D Q b L e b

L x L

m x
N e b 0

x L

 
 

 
 




 

 

 

 





    
        

   
        

  
    

 

 



sin cos

cos sin

sin .

  
(5.61) 

 

Επεηδή νη πνζόηεηεο m
w , m

  θαη m
  είλαη ζηαζεξέο πνζόηεηεο, ε ζρέζε 5.61 

γίλεηαη: 

 

3 2

0 11 m 0 11 m3 2
m 1 m 1

0 55 m 0 31 m

m 1 m 1

0 15 m

m 1

m x m x
Q b w C Q b

x L x L

m x m x
D Q b L e b

L x L

m x
N e b 0

x L

 
 

 
 




 

 

 

 





       
              

    
          

   
      

 

 



sin cos

cos sin

sin .

  (5.62) 

 

Εθηεινύληαη νη παξαγσγίζεηο ζηηο αγθύιεο θαη ε ζρέζε 5.62, γίλεηαη: 
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3 2

0 11 m 0 11 m

m 1 m 1

0 55 m 0 31 m

m 1 m 1

0 15 m

m m x m m x
Q b w C Q b

L L L L

m x m m x
D Q b L e b

L L L

m m x
N e b

L L

   
 

  
 

 


 

 

 

 

             
             

             

       
         

       

 
  

 

 

 

cos cos

cos cos

cos
m 1

0




 
 

 
 .

(5.63) 

 

Σν πξώην κέξνο ηεο εμίζσζεο κπνξεί λα γίλεη έλα κεγάιν άζξνηζκα σο εμήο:  

 

3 2

0 11 m 0 11 m

m 1

0 55 m 0 31 m

0 15 m

m m x m m x
Q bw C Q b

L L L L

m x m m x
D Q b L e b

L L L

m m x
N e b 0

L L

   
 

  
 

 






        
          

       

    
      

    

  
   

  

 cos cos

cos cos

cos .

 (5.64) 

 

Η ζρέζε 5.64 κπνξεί λα γξαθεί σο:  

 

3 2

0 11 m 0 11 m

0 55 m 0 31 m

0 15 m

m m x m m x
Q bw C Q b

L L L L

m x m m x
D Q b L e b

L L L

m m x
N e b 0

L L

   
 

  
 

 


       
         

       

    
      

    

  
   

  

cos cos

cos cos

cos ,

  (5.65) 

 

θαη ν όξνο cos
m x

L

 
 
 

 κπνξεί λα απινπνηεζεί: 

 

3 2

0 11 m 0 11 m 0 55 m

0 31 m 0 15 m

m m
Q bw C Q b D Q b

L L

m m
L e b N e b 0

L L

 
  

 
 

   
      

   

   
     

   
.

   (5.66) 
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Θέηνληαο 
m

m
a

L

 
  
 

, ηειηθά ε δεύηεξε εμίζσζε ηζνξξνπίαο έρεη ηε κνξθή: 

 

     3 2

0 11 m m 0 11 m 0 55 m 0 31 m 0 15 m m
Q ba w C Q ba D Q b L e ba N e ba 0        .  (5.67) 

 

Η ηξίηε εμίζσζε θίλεζεο (ζρ.5.49) πνπ αλαθέξεηαη ζην ειεθηξηθό δπλακηθό, είλαη: 

 

 

22 2

0 31 0 31 0 11 0 312 2

0 15 0 33

w 1 w
K e b L e b Pb M e b

x x x 2 x

N e b M b x t 0
x

 



 





    
    

    


  


, .

   (5.68) 

 

Εηζάγνληαο ηηο πνζόηεηεο σο άπεηξα αζξνίζκαηα εκηηόλσλ θαη ζπλεκηηόλσλ, ε 

ζρέζε 5.68 γίλεηαη: 

 
2

0 31 m 0 31 m2
m 1 m 1

2

0 11 m2
m 1

0 31 m k

m 1 k 1

0 15 m 0 33 m

m 1 m 1

m x m x
K e b w L e b

x L x L

m x
P b

x L

1 m x k x
M e b w w

2 x L x L

m x
N e b M b

x L

 



 

 


  

 

 






 

 

 


 

    
        

  
    

    
        

  
    

 



 

 

sin cos

sin

sin sin

cos sin
m x

0
L

 
 

 
.

  (5.69)
 

 

Εθηεινύληαη νη παξαγσγίζεηο θαη ε ζρέζε 5.69 γίλεηαη
: 

 
2

0 31 m 0 31 m2
m 1 m 1

2

0 11 m2
m 1

0 31 m k

m 1 k 1

0 15 m 0 33 m

m 1

m x m x
K e b w L e b

x L x L

m x
Pb

x L

1 m x k x
M e b w w

2 x L x L

m x m x
N e b M b

x L L

 



 

 

 
  

 

 






 

 






    
        

  
    

    
        

   
    

 



 



sin cos

sin

sin sin

cos sin
m 1

0





 

 
 .

  (5.70) 
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Επεηδή νη πνζόηεηεο 
m

w , 
m

  θαη 
m

  είλαη ζηαζεξέο πνζόηεηεο, ε ζρέζε 5.70 

γίλεηαη: 

 
2

0 31 m 0 31 m2
m 1 m 1

2

0 11 m 2
m 1

0 31 m k

m 1 k 1

0 15 m

m x m x
K e b w L e b

x L x L

m x
Pb

x L

1 m x k x
M e b w w

2 x L x L

m x
N e b

x

 



 

 




 

 






 

 

       
             

   
      

       
              






 



 

sin cos

sin

sin sin

cos
0 33 m

m 1 m 1

m x
M b 0

L L


 

 


 

      
       

      
  sin .

  (5.71) 

 

Εθηεινύληαη νη ζρεηηθέο παξαγσγίζεηο ζηε ζρέζε 5.71 θαη έρνπκε: 

 

2

0 31 m 0 31 m

m 1 m 1

2

0 11 m

m 1

0 31 m k

m 1 k 1

m m x m m x
K e b w L e b

L L L L

m m x
P b

L L

1 m m x k k x
M e b w w

2 L L L L

   


 
 

   

 

 








 

         
           

        

     
      

     

      
       

      

 





sin sin

sin

cos cos

0 15 m 0 33 m

m 1 m 1

m m x m x
N e b M b 0

L L L

  
  



 


 



      
         

      



 sin sin .

 (5.72) 

 

Όκσο, όπσο θαη ζηελ πξώηε εμίζσζε θίλεζεο, γηα ηε ζπγθεθξηκέλε ζπλάξηεζε 

 g z , ππνινγίδνληαο ηνπο ζπληειεζηέο, βξέζεθε πσο ν ζπληειεζηήο 0
M  είλαη ίζνο κε ην 

κεδέλ. πλεπώο, ε ζρέζε 5.72 γίλεηαη: 

 

2

0 31 m 0 31 m

m 1 m 1

2

0 11 m 0 15 m

m 1 m 1

m m x m m x
K e b w L e b

L L L L

m m x m m x
P b N e b 0

L L L L

   


   
  

 

 

 


 

         
           

        

         
            

        

 

 

sin sin

sin sin .

(5.73) 
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Σν πξώην κέινο ηεο εμίζσζεο 5.73 κπνξεί λα γξαθεί σο έλα κεγάιν άζξνηζκα σο 

εμήο:  

 

2

0 31 m 0 31 m

m 1

2

0 11 m 0 15 m

m m x m m x
K e bw L e b

L L L L

m m x m m x
Pb N e b 0

L L L L

   


   
  







      
        

     

     
       

     

 sin sin

sin sin .

  (5.74) 

 

Ιζνδύλακα πξνθύπηεη: 

 

2

0 31 m 0 31 m

2

0 11 m 0 15 m

m m x m m x
K e bw L e b

L L L L

m m x m m x
Pb N e b 0

L L L L

   


   
  

     
       

     

     
       

     

sin sin

sin sin ,

  (5.75) 

 

θαη ζηε ζπλέρεηα, ν όξνο 
m x

L

 
 
 
sin  απινπνηείηαη εθόζνλ ππάξρεη ζε όινπο ηνπο όξνπο 

ηεο εμίζσζεο. Επίζεο, ζέηνληαο 
m

m
a

L

 
  
 

, ηειηθά ε ηξίηε εμίζσζε θίλεζεο έρεη ηε 

κνξθή: 

 

2 2

0 31 m m 0 31 m m 0 11 m m 0 15 m m
K e ba w L e ba Pb a N e ba 0        .    (5.76) 

 

 

Έηζη, πξνθύπηεη έλα ζύζηεκα ηξηώλ εμηζώζεσλ κε ηξεηο αγλώζηνπο:  

 

2

4 3 2 211
0 11 m m 0 11 m m m m k 0 31 m m m

k 1

3Q bh k
A Q bw a Q b a a w w K e b a q

4 L


  





 
    

 
 ,  (5.58) 

 

     3 2

0 11 m m 0 11 m 0 55 m 0 31 m 0 15 m m
Q ba w C Q ba D Q b L e ba N e ba 0        ,   (5.67) 

 

 2 2

0 31 m m 0 31 m 0 15 m m 0 11 m m
K e ba w L e ba N e ba Pb a 0       .    (5.76) 
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ηε ζπλέρεηα, ζηηο ζρέζεηο 5.58, 5.67 θαη 5.76, ζέηνληαη νη πνζόηεηεο:  

 

4

11 0 11

m
K A Q b

L

 
  

 
,  

3

12 0 11

m
K B Q b

L

 
   

 
,    (5.77α) 

2

13 0 31

m
K K e b

L

 
   

 
,  

2

11
3Q bh m

4 L




 
  

 
,    (5.77β)  

 

3

21 0 11

m
K B Q b

L

 
   

 
,  

2

22 0 11 0 55

m
K C Q b D Q b

L

 
  

 
,   (5.78α) 

23 0 31 0 15

m m
K L e b N e b

L L

    
    

   
,       (5.78β) 

 

2

31 0 31

m
K K e b

L

 
   

 
,  

32 0 31 0 15

m m
K L e b N e b

L L

    
    

   
,   (5.79α) 

2

33 0 11

m
K P b

L




 
   

 

*
.        (5.79β) 

 

Παξαηεξείηαη πσο ηζρύεη όηη: 

 

12 21
K K ,   13 31

K K ,   23 32
K K .    (5.80α) 

 

πλεπώο, νη ζρέζεηο 5.58, 5.67 θαη 5.76 γίλνληαη: 

 

2

11 m m k 12 m 13 m m

k 1

k
K w w w K K q

L


  





 
    

 
 ,     (5.81) 

 

21 m 22 m 32 m
K w K K 0     ,     (5.82) 

 

31 m 32 m 33 m
K w K K 0     .     (5.83) 
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Παξαηεξείηαη όηη νη εμηζώζεηο 5.82 θαη 5.83 απνηεινύλε έλα γξακκηθό ζύζηεκα. 

Γίλεηαη επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο, ζεσξώληαο ζηαζεξό ηνλ όξν m
w , κε ηε κέζνδν ησλ 

νξηδνπζώλ (κέζνδνο Cramer).  

πλεπώο, ε νξίδνπζα D  ησλ ζπληειεζηώλ ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη: 

 

22 23

22 33 23 32

32 33

K K
D K K K K

K K
   ,       (5.84) 

 
 

θαη νη νξίδνπζεο ησλ άγλσζησλ πνζνηήησλ ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη: 

 

 
m

21 m 23 21 23

m m 21 33 31 23

31 m 33 31 33

K w K K K
D w w K K K K

K w K K K


 
    
 

,   (5.85) 

 

 
m

22 21 m 22 21

m m 22 31 21 32

32 31 m 32 31

K K w K K
D w w K K K K

K K w K K


 
    

  
.  (5.86) 

 

Οη ιύζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο ζηε γεληθή ηνπο κνξθή είλαη: 

 

 
 

m 31 23 21 33

m m

22 33 23 32

D K K K K
w

D K K K K





 


,       (5.87) 

 

 
 

m 21 32 22 31

m m

22 33 23 32

D K K K K
w

D K K K K





 


.      (5.88) 

 

 Έηζη, ε ζρέζε 5.81 παίξλεη ηε κνξθή: 

 

 
 

 
 

2

31 23 21 33 21 32 22 31

11 12 13 m m k m

k 122 33 23 32 22 33 23 32

K K K K K K K K k
K K K w w w q

K K K K K K K K L








     
      

     
 .  

           (5.89) 

 

ηε ζπλέρεηα, ζέηνληαο ηελ πνζόηεηα R : 
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31 23 21 33 21 32 22 31

11 12 13

22 33 23 32 22 33 23 32

K K K K K K K K
R K K K

K K K K K K K K

 
  

 
,    (5.90) 

 

ε  ζρέζε 5.89, κε ηε βνήζεηα ηεο ζρέζεο 5.90, γίλεηαη: 

 

2

m m k m

k 1

k
Rw w w q

L








 
  

 
 .       (5.91) 

 

Γηα ηελ επίιπζε ηεο εμίζσζεο 5.91, είλαη απαξαίηεηε ε εθρώξεζε ηηκώλ ζηηο 

πνζόηεηεο m
w  θαη k

w .  Γηα ηελ πξνζέγγηζε κε έλα όξν, δειαδή γηα m 1  θαη k 1 , ε 

ζρέζε 5.91 γίλεηαη : 

 

 
2

3

1 1 12
w R w q 0

L



 

   
 

.        (5.92) 

 

Πξνθύπηεη κηα πνιπσλπκηθή εμίζσζε ηξίηνπ βαζκνύ. Βξίζθνληαο ηε ιύζε ηνπ 1
w , 

από ηηο ζρέζεηο 5.87 θαη 5.88 πξνθύπηνπλ νη ιύζεηο γηα ηε ζηξνθή 1
  θαη γηα ην ειεθηξηθό 

δπλακηθό 1
  σο εμήο:  

 

 
 

31 23 21 33

1 1

22 33 23 32

K K K K
w

K K K K






,        (5.87) 

 

 
 

21 32 22 31

1 1

22 33 23 32

K K K K
w

K K K K






.        (5.88) 
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5.3 ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΑ ΑΠΟΣΕΛΕΜΑΣΑ 

 

ηελ πξνεγνύκελε παξάγξαθν ππνινγίζζεθαλ νη αλαιπηηθνί ηύπνη γηα ηηο ηξεηο 

άγλσζηεο πνζόηεηεο m
w , m

  θαη m
  (εμ. 5.84, 5.85 θαη 5.86) γηα όιεο ηηο κε γξακκηθέο 

ζεσξίεο αλώηεξεο ηάμεο ζε πηεδνειεθηξηθέο δνθνύο. Έπεηηα, δεκηνπξγείηαη  πξόγξακκα 

ζην ινγηζκηθό παθέην Matlab πξνο επίιπζε θαη ππνινγηζκό ησλ πνζνηήησλ απηώλ. 

πλεπώο, γηα ηηο κε γξακκηθέο ζεσξίεο πηεδνειεθηξηθώλ δνθώλ, ζα ππνινγηζζεί ε 

εγθάξζηα κεηαηόπηζε w , ε ζπλνιηθή ζηξνθή  θαη ην ειεθηξηθό δπλακηθό  . 

ηα ζπγθεθξηκέλα παξαδείγκαηα, ζεσξείηαη κηα ηζόηξνπε πηεδνειεθηξηθή δνθό 

αθιόλεησλ άθξσλ ε νπνία ππνβάιιεηαη ζε νκνηόκνξθα θαηαλεκεκέλν θακπηηθό θνξηίν 

6

0
q 1 10 N m  . Σν πηεδνειεθηξηθό πιηθό ηεο δνθνύ είλαη ην PZT 5A  θαη έρεη ηηο 

ειαζηηθέο θαη πηεδνειεθηξηθέο ζηαζεξέο ζύκθσλα κε ηηο ζρέζεηο 4.130, 4.131 θαη 4.132. 

Σν κήθνο ηεο δνθνύ είλαη L 1m  θαη ην πάρνο b 0 01m . . Η αλαινγία δηαζηάζεσλ 

(aspect ratio) ζπκβνιίδεηαη κε S  θαη νξίδεηαη σο ν ιόγνο κήθνπο πξνο πιάηνο  L h . Σν 

πιάηνο h  πξνζαξκόδεηαη ζύκθσλα κε ην ιόγν S . Εθόζνλ πξόθεηηαη γηα κε γξακκηθέο 

ζεσξίεο, ζα πξέπεη ε αλαινγία S  λα είλαη κεγαιύηεξε ζπγθξηηηθά κε ηηο γξακκηθέο 

ζεσξίεο.  

Γηα ηα ζπγθεθξηκέλα παξαδείγκαηα, ε  ζύγθξηζε ηεο εγθάξζηαο κεηαηόπηζεο w , 

γηα ηηο κε γξακκηθέο ζεσξίεο ζε πηεδνειεθηξηθέο δνθνύο, πξαγκαηνπνηήζεθε γηα ιόγν 

S 20 . πλεπώο, ην πιάηνο ηεο πηεδνειεθηξηθήο δνθνύ ζα είλαη h 0 05m . θαη ηα 

απνηειέζκαηα παξνπζηάδνληαη ζπγθεληξσηηθά ζηνλ Πίλαθα 5.1. 
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Πίνακας 5.1: ύγθξηζε ηεο ζπλνιηθήο εγθάξζηαο κεηαηόπηζεο w  γηα ηηο γξακκηθέο θαη κε 

γξακκηθέο κε ζπδεπγκέλεο ζεσξίεο γηα ειαζηηθέο δνθνύο κε S 20  ζην θέληξν ηεο δνθνύ 

 x 0 5 . . 

S 20  Θεωρίες w  

 Ambartsumian Γξακκηθή 0.064725170617960 

Ambartsumian Με Γξακκηθή (Με ζπδεπγκέλε) 0.007296707142058 

Kruszewski Γξακκηθή 0.064729535967239 

Kruszewski Με Γξακκηθή (Με ζπδεπγκέλε) 0.007296784240339 

Reddy Γξακκηθή 0.063050794638924 

Reddy Με Γξακκηθή (Με ζπδεπγκέλε) 0.007296795262133 

Touratier Γξακκηθή 0.0630 

Touratier Με Γξακκηθή (Με ζπδεπγκέλε) 0.007296795142945 

Karama Γξακκηθή 0.063047684833920 

Karama Με Γξακκηθή (Με ζπδεπγκέλε) 0.007296794532627 

Soldatos Γξακκηθή 0.0631 

Soldatos Με Γξακκηθή (Με ζπδεπγκέλε) 0.007296795300314 

 

Παξαηεξείηαη όηη ζην θέληξν ηεο δνθνύ, ε ζηξνθή   όπσο αλακέλεηαη είλαη 

κεδεληθή γηα όιεο ηεο κε γξακκηθέο ζεσξίεο. Επίζεο, ε εγθάξζηα κεηαηόπηζε w  θαη ην 

ειεθηξηθό δπλακηθό   είλαη κέγηζηα ζην κέζν ηεο δνθνύ. Έλα επίζεο ζπκπέξαζκα ην 

νπνίν είλαη αλακελόκελν είλαη ην γεγνλόο πσο θαζώο απμάλεηαη S  θαη κεηώλεηαη ην h , ε 

κεηαηόπηζε θαη ην ειεθηξηθό δπλακηθό είλαη κεγαιύηεξα.   

 

Παξαηεξείηαη, επίζεο, ην γεγνλόο όηη γηα ιόγν S 20  ε γξακκηθή ζεσξία ράλεη 

ηελ ηζρύ ηεο θαη παξάγεη ιαλζαζκέλα απνηειέζκαηα. Έηζη, ρξεηάδεηαη ε εθαξκνγή κε 

γξακκηθώλ ζεσξηώλ. Να ζεκεησζεί ζην ζεκείν απηό πσο ε κε γξακκηθή ζεσξία πξνβιέπεη 

κηθξόηεξεο κεηαηνπίζεηο από όηη ε γξακκηθή ζεσξία γηα ηηο πηεδνειεθηξηθέο δνθνύο 

θάκςεο όπσο θαίλεηαη από ηνλ πίλαθα 5.1. 
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ΤΜΠΕΡΑΜΑΣΑ 

 

1. Έγηλε νκαδνπνίεζε ηωλ γξακκηθώλ ζεωξηώλ θάκψεο ειαζηηθώλ δνθώλ πνπ 

ιακβάλνπλ ππόψε ζεωξίεο δηάηκεζεο αλώηεξεο ηάμεο. Με βάζε ην παξαγόκελν 

κνληέιν, επηιύζεθε έλα ζηαηηθό πξόβιεκα θάκψεο δνθνύ θαη έγηλε ζύγθξηζε ηωλ 

παξαγόκελωλ απνηειεζκάηωλ. 

 

2. Έγηλε παξαγωγή θαη νκαδνπνίεζε κε - γξακκηθώλ ζεωξηώλ θάκψεο ειαζηηθώλ 

δνθώλ, πνπ ιακβάλνπλ ππόψε ζεωξίεο δηάηκεζεο αλώηεξεο ηάμεο. Με βάζε ην 

παξαγόκελν γεληθό κνληέιν, επηιύζεθε έλα ζηαηηθό πξόβιεκα θάκψεο δνθνύ κε 

κεγάιεο κεηαηνπίζεηο θαη έγηλε ζύγθξηζε ηωλ παξαγόκελωλ απνηειεζκάηωλ. 

 

3. Έγηλε παξαγωγή θαη νκαδνπνίεζε γξακκηθώλ ζεωξηώλ θάκψεο πηεδνειεθηξηθώλ 

δνθώλ πνπ ιακβάλνπλ ππόψε ζεωξίεο δηάηκεζεο αλώηεξεο ηάμεο. Με βάζε ην 

παξαγόκελν γεληθό κνληέιν, επηιύζεθε έλα ζηαηηθό πξόβιεκα θάκψεο δνθνύ θαη 

έγηλε ζύγθξηζε ηωλ παξαγόκελωλ απνηειεζκάηωλ. 

  

4. Έγηλε παξαγωγή θαη νκαδνπνίεζε κε - γξακκηθώλ ζεωξηώλ θάκψεο 

πηεδνειεθηξηθώλ δνθώλ πνπ ιακβάλνπλ ππόψε ζεωξίεο δηάηκεζεο αλώηεξεο 

ηάμεο. Με βάζε ην παξαγόκελν γεληθό κνληέιν, επηιύζεθε έλα ζηαηηθό πξόβιεκα 

θάκψεο πηεδνειεθηξηθήο δνθνύ κε κεγάιεο παξακνξθώζεηο θαη έγηλε ζύγθξηζε 

ηωλ παξαγόκελωλ απνηειεζκάηωλ. 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ Α 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

1.3.1 Gauss στη σχέση 1.73 (σελ.25): 
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1.3.1 Gauss στη σχέση 1.77 (σελ.27): 
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1.3.3  ειρές Fourier σχέση 1.84 (σελ.31): 
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1.3.3  ειρές Fourier σχέση 1.85 (σελ.31) 
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1.3.3  ειρές Fourier σχέση 1.92 (σελ.32) 
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1.3.3  ειρές Fourier σχέση 1.93 (σελ.32) 
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1.3.3  ειρές Fourier σχέση 1.94 (σελ.32) 
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1.3.3  ειρές Fourier σχέση 1.95 (σελ.32) 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

2.2.1  Gauss στη σχέση 2.14 (σελ.47): 
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2.2.1  Gauss στη σχέση 2.22 (σελ.49): 
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2.3 χέση 2.37 και 2.42 (σελ.53-54) 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

4.2.1 Gauss στη σχέση 4.49 (σελ.109): 
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4.2.1 Gauss στη σχέση 4.64 (σελ.112): 
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4.2.1 Gauss στη σχέση 4.73 (σελ.114): 
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4.2.1 Gauss στη σχέση 4.81 (σελ.116): 
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4.2.3  ειρές Fourier σχέσεις 4.120 – 4.126 (σελ.128) 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

5.1 Gauss στη σχέση 5.21 (σελ.138): 
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5.1 Gauss στη σχέση 5.29 (σελ.142): 
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5.1 Gauss στη σχέση 5.34 (σελ.144): 
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5.1 Gauss στη σχέση 5.37 (σελ.146): 
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ΠΑΡΑΡΣΖΜΑ Β 

Προγράμματα στο λογισμικό πακέτο Matlab 

1) ΓΡΑΜΜΗΚΔ ΔΛΑΣΗΚΔ ΓΟΚΟΗ (ΘΔΩΡΗΑ REDDY) 

function w=Def_ReddyL 
format long 
q0=1*(10^6); 
L=1; 
h=0.5; 
b=0.01; 
x=0.5; 
% Μέηρο Ειαζηηθόηεηας 210GPa 
E=210*(10^9); 
% Μέηρο Δηάηκεζες 80.76GPa 
G=80.76923077*(10^9);  
a1=pi/L; 
a2=2*a1; 
a3=3*a1; 
a4=4*a1; 
a5=5*a1; 
a6=6*a1; 
a7=7*a1; 
% Σσληειεζηές γηα ηε Θεωρία ηοσ Reddy 
A0=(E*b*h^3)/12; 
B0=(E*b*h^3)/15; 
C0=(17*E*b*h^3)/315; 
D0=(G*b*h*8)/15; 
% Καηαλοκή Φορηίοσ 
q1=(4*q0)/(pi); 
q2=0; 
q3=(4*q0)/(3*pi); 
q4=0; 
q5=(4*q0)/(5*pi); 
q6=0; 
q7=(4*q0)/(7*pi); 
% Μεηαηοπίζεης 
w1=q1*(C0*a1^2+D0)/((C0*a1^2+D0)*(A0*a1^4)-(B0*a1^3)*(B0*a1^3)); 
w2=q2*(C0*a2^2+D0)/((C0*a2^2+D0)*(A0*a2^4)-(B0*a2^3)*(B0*a2^3)); 
w3=q3*(C0*a3^2+D0)/((C0*a3^2+D0)*(A0*a3^4)-(B0*a3^3)*(B0*a3^3)); 
w4=q4*(C0*a4^2+D0)/((C0*a4^2+D0)*(A0*a4^4)-(B0*a4^3)*(B0*a4^3)); 
w5=q5*(C0*a5^2+D0)/((C0*a5^2+D0)*(A0*a5^4)-(B0*a5^3)*(B0*a5^3)); 
w6=q6*(C0*a6^2+D0)/((C0*a6^2+D0)*(A0*a6^4)-(B0*a6^3)*(B0*a6^3)); 
w7=q7*(C0*a7^2+D0)/((C0*a7^2+D0)*(A0*a7^4)-(B0*a7^3)*(B0*a7^3)); 
% Σηροθές 
f1=q1*(B0*a1^3)/((C0*a1^2+D0)*(A0*a1^4)-(B0*a1^3)*(B0*a1^3)); 
f2=q2*(B0*a2^3)/((C0*a2^2+D0)*(A0*a2^4)-(B0*a2^3)*(B0*a2^3)); 
f3=q3*(B0*a3^3)/((C0*a3^2+D0)*(A0*a3^4)-(B0*a3^3)*(B0*a3^3)); 
f4=q4*(B0*a4^3)/((C0*a4^2+D0)*(A0*a4^4)-(B0*a4^3)*(B0*a4^3)); 
f5=q5*(B0*a5^3)/((C0*a5^2+D0)*(A0*a5^4)-(B0*a5^3)*(B0*a5^3)); 
f6=q6*(B0*a6^3)/((C0*a6^2+D0)*(A0*a6^4)-(B0*a6^3)*(B0*a6^3)); 
f7=q7*(B0*a7^3)/((C0*a7^2+D0)*(A0*a7^4)-(B0*a7^3)*(B0*a7^3)); 
% Σσλοιηθές Μεηαηοπίζεης θαη Σηροθές 
wtot=w1*sin((pi*x)/L)+w2*sin((2*pi*x)/L)+w3*sin((3*pi*x)/L)+w4*sin((4*pi*

x)/L)+w5*sin((5*pi*x)/L)+w6*sin((6*pi*x)/L)+w7*sin((7*pi*x)/L) 
ftot=f1*cos((pi*x)/L)+f2*cos((2*pi*x)/L)+f3*cos((3*pi*x)/L)+f4*cos((4*pi*

x)/L)+f5*cos((5*pi*x)/L)+f6*cos((6*pi*x)/L)+f7*cos((7*pi*x)/L) 
% Αδηάζηαηο w (Πίλαθες Sayyad) 
wexp=((10*E*b*h^3*wtot)/(q0*(L^4))) 
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2) ΜΖ ΓΡΑΜΜΗΚΔ ΔΛΑΣΗΚΔ ΓΟΚΟΗ (ΘΔΩΡΗΑ REDDY) 

%Reddy Με γρακκηθή προζέγγηζε κε 3 όροσς (k=1,2,3 , m=1,2,3) 
format long  

 
% Δηαζηάζεης Δοθού (S=2 --> L=1, h=0.5) 
L=1; 
h=0.5; 
b=0.01; 

 
%Επηβαιιόκελο θορηίο q0=1KN/m 
q0=1*(10^6); 

 
% Μέηρο Ειαζηηθόηεηας 210GPa 
E=210*(10^9); 

 
% Μέηρο Δηάηκεζες 80.76GPa 
G=80.76923077*(10^9); 

 
a1=pi/L; 
a2=2*a1; 
a3=3*a1;  

 
% Καηαλοκή Φορηίοσ 
q1=(4*q0)/(pi); 
q2=0; 
q3=(4*q0)/(3*pi);  
x=0:0.001:1; 
A=b*h; 

 
% Σσληειεζηές γηα ηε Θεωρία Reddy 
A0=E*b*h^3/12; 
B0=E*b*h^3/15; 
C0=17*E*b*h^3/315; 
D0=G*b*h*8/15; 

 
y=x*L; 

 
C1=(C0*a1^2+D0); 
C3=(C0*a3^2+D0); 

 
%Reddy Γρακκηθή Θεωρία   
w1=q1*(C0*pi^2/L^2+D0)/(((C0*pi^2/L^2+D0)*(A0*pi^4/L^4)-

(B0*pi^3/L^3)*(B0*pi^3/L^3))); 
w2=q2*(C0*4*pi^2/L^2+D0)/(((C0*4*pi^2/L^2+D0)*(A0*2^4*pi^4/L^4)-

(B0*8*pi^3/L^3)*(B0*8*pi^3/L^3))); 
w3=q3*(C0*9*pi^2/L^2+D0)/(((C0*9*pi^2/L^2+D0)*(A0*3^4*pi^4/L^4)-

(B0*27*pi^3/L^3)*(B0*27*pi^3/L^3)));  
f1=q1*(B0*pi^3/L^3)/((C0*pi^2/L^2+D0)*(A0*pi^4/L^4)-

(B0*pi^3/L^3)*(B0*pi^3/L^3)); 
f2=q2*(B0*8*pi^3/L^3)/(((C0*4*pi^2/L^2+D0)*(A0*2^4*pi^4/L^4)-

(B0*8*pi^3/L^3)*(B0*8*pi^3/L^3))); 
f3=q3*(B0*27*pi^3/L^3)/(((C0*9*pi^2/L^2+D0)*(A0*3^4*pi^4/L^4)-

(B0*27*pi^3/L^3)*(B0*27*pi^3/L^3)));  

 
wtot=w1*sin(pi*y/L)+w2*sin(2*pi*y/L)+w3*sin(3*pi*y/L) 
ftot=f1*cos(pi*y/L)+f2*cos(2*pi*y/L)+f3*cos(3*pi*y/L) 
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%Reddy Με γρακκηθή Προζέγγηζε κε 1 όρο   
w111=((((2*q1)/(E*A*a1^4))^2+(4*A0/(3*E*A)-

4*(B0*a1)^2/(3*A*E*(C0*a1^2+D0)))^3)^(1./2)+2*q1/(E*A*a1^4))^(1./3)-

((((2*q1)/(E*A*a1^4))^2+(4*A0/(3*E*A)-

4*(B0*a1)^2/(3*A*E*(C0*a1^2+D0)))^3)^(1./2)-2*q1/(E*A*a1^4))^(1./3); 
w222=q2/(A0*a2^4-(B0^2*a2^6)/(C0*a2^2+D0)+(E*A*a1^2*a2^2*w1^2)); 
w333=q3/(A0*a3^4-(B0^2*a3^6)/(C0*a3^2+D0)+(E*A*a1^2*a3^2*w1^2)); 
f111=(B0*a1.^3/(C0*a1.^2+D0))*w111; 
f222=(B0*a2.^3/(C0*a2.^2+D0))*w222; 
f333=(B0*a3.^3/(C0*a3.^2+D0))*w333;  

 
wtot2=w111*sin(pi*y/L)+w222*sin(2*pi*y/L)+w333*sin(3*pi*y/L) 
ftot2=f111*cos(pi*y/L)+f222*cos(2*pi*y/L)+f333*cos(3*pi*y/L) 

 
%Reddy Με Γρακκηθή Προζέγγηζε κε 3 όροσς   
x1=4*C1^2*C3^3*a1^2*q3^3 
x2=-C1^2*C3^2*a1^2*(4*A0*C3*a3^4-

4*B0^2*a3^6)*q3^2+8*C1*C3^2*a1^2*a3^2*(B0^2*(C1*a3^4-

C3*a1^4)+A0*C1*C3*(a1^2-a3^2))*q3^2 
x3=4*C3*a1^2*a3^4*(2*A0*B0^2*C1*C3*(-

3*C1*a3^6+2*C1*a1^2*a3^4+2*C3*a1^4*a3^2-

C3*a1^6)+A0^2*C1^2*C3^2*(3*a3^4+a1^4-

4*a1^2*a3^2)+B0^4*(3*C1^2*a3^8+C3^2*a1^8-4*C1*C3*a1^4*a3^4))*q3 
x4=a1^2*a3^4*(4*A0*C3*a3^4-4*B0^2*a3^6)*(2*A0*B0^2*C1*C3*(C1*a3^6-

C1*a1^2*a3^4-C3*a1^4*a3^2+C3*a1^6)-A0^2*C1^2*C3^2*(a1^2-a3^2)^2+B0^4*(-

C1^2*a3^8+C3^2*a1^8+2*C1*C3*a1^4*a3^4))-

E*A*C1^2*C3^3*a3^4*(a1^2*q3^2+a3^2*q1^2) 
x5=2*E*A*C1*C3^2*a1^2*a3^6*(B0^2*(-C1*a3^4+C3*a1^4)+A0*C1*C3*(a3^2-

a1^2))*q3 
x6=E*A*C3*a1^2*a3^8*(2*A0*B0^2*C1*C3*(C1*a3^6-C1*a1^2*a3^4-

C3*a1^4*a3^2+C3*a1^6)-A0^2*C1^2*C3^2*(a1^2-a3^2)^2+B0^4*(-

C1^2*a3^8+C3^2*a1^8+2*C1*C3*a1^4*a3^4)) 

  
w22=0; 
w33=roots([x6 x5 x4 x3 x2 x1]); % Get all the roots 
w33=w33(imag(w33)==0) % Save only the real roots  

w11=((4*A0*a3^2*q3+4*D0*q3-4*A0*D0*a3^4*w33-E*A*A0*a3^6*w33^3-

E*A*D0*a3^4*w33^3)/(E*A*(A0*a3^2+D0)*a1^2*a3^2*w33))^0.5; 

f11=(B0*a1^3/(C0*a1^2+D0))*w11; 
f22=(B0*a2^3/(C0*a2^2+D0))*w22; 
f33=(B0*a3^3/(C0*a3^2+D0))*w33; 

   
wtot3=w11*sin(pi*y/L)+w22*sin(2*pi*y/L)+w33*sin(3*pi*y/L) 
ftot3=f11*cos(pi*y/L)+f22*cos(2*pi*y/L)+f33*cos(3*pi*y/L) 

  
%Γραθηθές παραζηάζεης 
ax1 = subplot(2,1,1);  
plot(ax1, x,-wtot,'b--', x,-wtot2,'g-', x,-wtot3,'m-') 
title(ax1,'Μεηαηόπηζε') 
xlabel(ax1,'Μήθος/m') 
ylabel(ax1,'Μεηαηόπηζε/m') 

   
ax2 = subplot(2,1,2);  
plot(ax2, x,ftot,'b--', x,ftot2,'g-', x,ftot3,'m-') 
title(ax2,'Σηροθή') 
xlabel(ax2,'Μήθος/m') 
ylabel(ax2,'Σηροθή/rad') 
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3) ΓΡΑΜΜΗΚΔ ΠΗΔΕΟΖΛΔΚΡΗΚΔ ΓΟΚΟΗ (ΘΔΩΡΗΑ REDDY) 

function w=Def_reddyPL1 
format long 

  
% Επηβαιιόκελο Φορηίο q0 
q0=1*10^6; 
% Δηαζηάζεης ηες Δοθού 
L=1; 
h=0.1; 
b=0.01; 
x=0.5;  
% Ειαζηηθές ζηαζερές PZT-5Α 
c11=105*10^9; 
c22=105*10^9; 
c12=54.6*10^9; 
c21=54.6*10^9; 
c13=52.7*10^9; 
c31=52.7*10^9; 
c32=52.7*10^9; 
c23=52.7*10^9; 
c33=86.8*10^9; 
c44=22.2*10^9; 
c55=22.2*10^9; 
 % Πηεδοειεθηρηθές ζηαζερές PZT-5Α 
e31=-9.78; 
e15=12.2; 
% Δηειεθηρηθές ζηαζερές PZT-5Α 
e11=16.4*10^(-9); 
e33=15.1*10^(-9); 
c11a=c11-(c12^2/c22); 
c13a=c13-(c12*c23/c22); 
c33a=c33-(c23^2/c22); 
 % Μέηρο Ειαζηηθόηεηας Q11 
Q11=c11a-(c13a^2/c33a); 
% Μέηρο Δηάηκεζες Q55 
Q55=22.2*10^9; 
a1=pi/L; 
a2=2*a1; 
a3=3*a1; 
a4=4*a1; 
a5=5*a1; 
a6=6*a1; 
a7=7*a1; 
y=x*L; 
% Σσληειεζηές γηα ηε Θεωρία ηοσ Reddy  
A0=Q11*0.0833*b*h^3; 
B0=Q11*0.06666*b*h^3; 
C0=Q11*0.05396*b*h^3; 
D0=Q55*0.53333*b*h;  
K0=-0.6666*b*h; 
M0=0; 
P0=0.6666*b*h; 
L0=-0.5333*b*h; 
N0=0.5333*b*h; 
% Καηαλοκή Φορηίοσ 
q1=(4*q0)/(pi); 
q2=0; 
q3=(4*q0)/(3*pi); 
q4=0; 
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q5=(4*q0)/(5*pi); 
q6=0; 
q7=(4*q0)/(7*pi);  
% Μεηαηοπίζεης 
w1=(q1*((C0*a1^2+D0)*(-P0*e11*a1^2-M0*e33)-(L0*e31*a1-

N0*e15*a1)^2))/(((A0*a1^4)*(C0*a1^2+D0)-(B0*a1^3)^2)*(-P0*e11*a1^2-

M0*e33)+(-B0*a1^3*(L0*e31*a1-N0*e15*a1)-(C0*a1^2+D0)*(-K0*e31*a1^2))*(-

K0*e31*a1^2)+((-B0*a1^3)*(-K0*e31*a1^2)-(A0*a1^4)*(L0*e31*a1-

N0*e15*a1))*(L0*e31*a1-N0*e15*a1)); 
w2=(q2*((C0*a2^2+D0)*(-P0*e11*a2^2-M0*e33)-(L0*e31*a2-

N0*e15*a2)^2))/(((A0*a2^4)*(C0*a2^2+D0)-(B0*a2^3)^2)*(-P0*e11*a2^2-

M0*e33)+(-B0*a2^3*(L0*e31*a2-N0*e15*a2)-(C0*a2^2+D0)*(-K0*e31*a2^2))*(-

K0*e31*a2^2)+((-B0*a2^3)*(-K0*e31*a2^2)-(A0*a2^4)*(L0*e31*a2-

N0*e15*a2))*(L0*e31*a2-N0*e15*a2)); 
w3=(q3*((C0*a3^2+D0)*(-P0*e11*a3^2-M0*e33)-(L0*e31*a3-

N0*e15*a3)^2))/(((A0*a3^4)*(C0*a3^2+D0)-(B0*a3^3)^2)*(-P0*e11*a3^2-

M0*e33)+(-B0*a3^3*(L0*e31*a3-N0*e15*a3)-(C0*a3^2+D0)*(-K0*e31*a3^2))*(-

K0*e31*a3^2)+((-B0*a3^3)*(-K0*e31*a3^2)-(A0*a3^4)*(L0*e31*a3-

N0*e15*a3))*(L0*e31*a3-N0*e15*a3)); 
w4=(q4*((C0*a4^2+D0)*(-P0*e11*a4^2-M0*e33)-(L0*e31*a4-

N0*e15*a4)^2))/(((A0*a4^4)*(C0*a4^2+D0)-(B0*a4^3)^2)*(-P0*e11*a4^2-

M0*e33)+(-B0*a4^3*(L0*e31*a4-N0*e15*a4)-(C0*a4^2+D0)*(-K0*e31*a4^2))*(-

K0*e31*a4^2)+((-B0*a4^3)*(-K0*e31*a4^2)-(A0*a4^4)*(L0*e31*a4-

N0*e15*a4))*(L0*e31*a4-N0*e15*a4)); 
w5=(q5*((C0*a5^2+D0)*(-P0*e11*a5^2-M0*e33)-(L0*e31*a5-

N0*e15*a5)^2))/(((A0*a5^4)*(C0*a5^2+D0)-(B0*a5^3)^2)*(-P0*e11*a5^2-

M0*e33)+(-B0*a5^3*(L0*e31*a5-N0*e15*a5)-(C0*a5^2+D0)*(-K0*e31*a5^2))*(-

K0*e31*a5^2)+((-B0*a5^3)*(-K0*e31*a5^2)-(A0*a5^4)*(L0*e31*a5-

N0*e15*a5))*(L0*e31*a5-N0*e15*a5)); 
w6=(q6*((C0*a6^2+D0)*(-P0*e11*a6^2-M0*e33)-(L0*e31*a6-

N0*e15*a6)^2))/(((A0*a6^4)*(C0*a6^2+D0)-(B0*a6^3)^2)*(-P0*e11*a6^2-

M0*e33)+(-B0*a6^3*(L0*e31*a6-N0*e15*a6)-(C0*a6^2+D0)*(-K0*e31*a6^2))*(-

K0*e31*a6^2)+((-B0*a6^3)*(-K0*e31*a6^2)-(A0*a6^4)*(L0*e31*a6-

N0*e15*a6))*(L0*e31*a6-N0*e15*a6)); 
w7=(q7*((C0*a7^2+D0)*(-P0*e11*a7^2-M0*e33)-(L0*e31*a7-

N0*e15*a7)^2))/(((A0*a7^4)*(C0*a7^2+D0)-(B0*a7^3)^2)*(-P0*e11*a7^2-

M0*e33)+(-B0*a7^3*(L0*e31*a7-N0*e15*a7)-(C0*a7^2+D0)*(-K0*e31*a7^2))*(-

K0*e31*a7^2)+((-B0*a7^3)*(-K0*e31*a7^2)-(A0*a7^4)*(L0*e31*a7-

N0*e15*a7))*(L0*e31*a7-N0*e15*a7));  
% Σηροθές 
f1=(-q1*(-B0*a1^3*(-P0*e11*a1^2-M0*e33)-(L0*e31*a1-N0*e15*a1)*(-

K0*e31*a1^2)))/(((A0*a1^4)*(C0*a1^2+D0)-(B0*a1^3)^2)*(-P0*e11*a1^2-

M0*e33)+(-B0*a1^3*(L0*e31*a1-N0*e15*a1)-(C0*a1^2+D0)*(-K0*e31*a1^2))*(-

K0*e31*a1^2)+((-B0*a1^3)*(-K0*e31*a1^2)-(A0*a1^4)*(L0*e31*a1-

N0*e15*a1))*(L0*e31*a1-N0*e15*a1)); 
f2=(-q2*(-B0*a2^3*(-P0*e11*a2^2-M0*e33)-(L0*e31*a2-N0*e15*a2)*(-

K0*e31*a2^2)))/(((A0*a2^4)*(C0*a2^2+D0)-(B0*a2^3)^2)*(-P0*e11*a2^2-

M0*e33)+(-B0*a2^3*(L0*e31*a2-N0*e15*a2)-(C0*a2^2+D0)*(-K0*e31*a2^2))*(-

K0*e31*a2^2)+((-B0*a2^3)*(-K0*e31*a2^2)-(A0*a2^4)*(L0*e31*a2-

N0*e15*a2))*(L0*e31*a2-N0*e15*a2)); 
f3=(-q3*(-B0*a3^3*(-P0*e11*a3^2-M0*e33)-(L0*e31*a3-N0*e15*a3)*(-

K0*e31*a3^2)))/(((A0*a3^4)*(C0*a3^2+D0)-(B0*a3^3)^2)*(-P0*e11*a3^2-

M0*e33)+(-B0*a3^3*(L0*e31*a3-N0*e15*a3)-(C0*a3^2+D0)*(-K0*e31*a3^2))*(-

K0*e31*a3^2)+((-B0*a3^3)*(-K0*e31*a3^2)-(A0*a3^4)*(L0*e31*a3-

N0*e15*a3))*(L0*e31*a3-N0*e15*a3)); 
f4=(-q4*(-B0*a4^3*(-P0*e11*a4^2-M0*e33)-(L0*e31*a4-N0*e15*a4)*(-

K0*e31*a4^2)))/(((A0*a4^4)*(C0*a4^2+D0)-(B0*a4^3)^2)*(-P0*e11*a4^2-

M0*e33)+(-B0*a4^3*(L0*e31*a4-N0*e15*a4)-(C0*a4^2+D0)*(-K0*e31*a4^2))*(-

K0*e31*a4^2)+((-B0*a4^3)*(-K0*e31*a4^2)-(A0*a4^4)*(L0*e31*a4-

N0*e15*a4))*(L0*e31*a4-N0*e15*a4)); 



ΠΑΡΑΡΣΖΜΑ Β 

 

188 
 

f5=(-q5*(-B0*a5^3*(-P0*e11*a5^2-M0*e33)-(L0*e31*a5-N0*e15*a5)*(-

K0*e31*a5^2)))/(((A0*a5^4)*(C0*a5^2+D0)-(B0*a5^3)^2)*(-P0*e11*a5^2-

M0*e33)+(-B0*a5^3*(L0*e31*a5-N0*e15*a5)-(C0*a5^2+D0)*(-K0*e31*a5^2))*(-

K0*e31*a5^2)+((-B0*a5^3)*(-K0*e31*a5^2)-(A0*a5^4)*(L0*e31*a5-

N0*e15*a5))*(L0*e31*a5-N0*e15*a5)); 
f6=(-q6*(-B0*a6^3*(-P0*e11*a6^2-M0*e33)-(L0*e31*a6-N0*e15*a6)*(-

K0*e31*a6^2)))/(((A0*a6^4)*(C0*a6^2+D0)-(B0*a6^3)^2)*(-P0*e11*a6^2-

M0*e33)+(-B0*a6^3*(L0*e31*a6-N0*e15*a6)-(C0*a6^2+D0)*(-K0*e31*a6^2))*(-

K0*e31*a6^2)+((-B0*a6^3)*(-K0*e31*a6^2)-(A0*a6^4)*(L0*e31*a6-

N0*e15*a6))*(L0*e31*a6-N0*e15*a6)); 
f7=(-q7*(-B0*a7^3*(-P0*e11*a7^2-M0*e33)-(L0*e31*a7-N0*e15*a7)*(-

K0*e31*a7^2)))/(((A0*a7^4)*(C0*a7^2+D0)-(B0*a7^3)^2)*(-P0*e11*a7^2-

M0*e33)+(-B0*a7^3*(L0*e31*a7-N0*e15*a7)-(C0*a7^2+D0)*(-K0*e31*a7^2))*(-

K0*e31*a7^2)+((-B0*a7^3)*(-K0*e31*a7^2)-(A0*a7^4)*(L0*e31*a7-

N0*e15*a7))*(L0*e31*a7-N0*e15*a7));  
% Ηιεθηρηθό δσλακηθό  
f11=(q1*(-B0*a1^3*(L0*e31*a1-N0*e15*a1)-(C0*a1^2+D0)*(-

K0*e31*a1^2)))/(((A0*a1^4)*(C0*a1^2+D0)-(B0*a1^3)^2)*(-P0*e11*a1^2-

M0*e33)+(-B0*a1^3*(L0*e31*a1-N0*e15*a1)-(C0*a1^2+D0)*(-K0*e31*a1^2))*(-

K0*e31*a1^2)+((-B0*a1^3)*(-K0*e31*a1^2)-(A0*a1^4)*(L0*e31*a1-

N0*e15*a1))*(L0*e31*a1-N0*e15*a1)); 
f22=(q2*(-B0*a2^3*(L0*e31*a2-N0*e15*a2)-(C0*a2^2+D0)*(-

K0*e31*a2^2)))/(((A0*a2^4)*(C0*a2^2+D0)-(B0*a2^3)^2)*(-P0*e11*a2^2-

M0*e33)+(-B0*a2^3*(L0*e31*a2-N0*e15*a2)-(C0*a2^2+D0)*(-K0*e31*a2^2))*(-

K0*e31*a2^2)+((-B0*a2^3)*(-K0*e31*a2^2)-(A0*a2^4)*(L0*e31*a2-

N0*e15*a2))*(L0*e31*a2-N0*e15*a2)); 
f33=(q3*(-B0*a3^3*(L0*e31*a3-N0*e15*a3)-(C0*a3^2+D0)*(-

K0*e31*a3^2)))/(((A0*a3^4)*(C0*a3^2+D0)-(B0*a3^3)^2)*(-P0*e11*a3^2-

M0*e33)+(-B0*a3^3*(L0*e31*a3-N0*e15*a3)-(C0*a3^2+D0)*(-K0*e31*a3^2))*(-

K0*e31*a3^2)+((-B0*a3^3)*(-K0*e31*a3^2)-(A0*a3^4)*(L0*e31*a3-

N0*e15*a3))*(L0*e31*a3-N0*e15*a3)); 
f44=(q4*(-B0*a4^3*(L0*e31*a4-N0*e15*a4)-(C0*a4^2+D0)*(-

K0*e31*a4^2)))/(((A0*a4^4)*(C0*a4^2+D0)-(B0*a4^3)^2)*(-P0*e11*a4^2-

M0*e33)+(-B0*a4^3*(L0*e31*a4-N0*e15*a4)-(C0*a4^2+D0)*(-K0*e31*a4^2))*(-

K0*e31*a4^2)+((-B0*a4^3)*(-K0*e31*a4^2)-(A0*a4^4)*(L0*e31*a4-

N0*e15*a4))*(L0*e31*a4-N0*e15*a4)); 
f55=(q5*(-B0*a5^3*(L0*e31*a5-N0*e15*a5)-(C0*a5^2+D0)*(-

K0*e31*a5^2)))/(((A0*a5^4)*(C0*a5^2+D0)-(B0*a5^3)^2)*(-P0*e11*a5^2-

M0*e33)+(-B0*a5^3*(L0*e31*a5-N0*e15*a5)-(C0*a5^2+D0)*(-K0*e31*a5^2))*(-

K0*e31*a5^2)+((-B0*a5^3)*(-K0*e31*a5^2)-(A0*a5^4)*(L0*e31*a5-

N0*e15*a5))*(L0*e31*a5-N0*e15*a5)); 
f66=(q6*(-B0*a6^3*(L0*e31*a6-N0*e15*a6)-(C0*a6^2+D0)*(-

K0*e31*a6^2)))/(((A0*a6^4)*(C0*a6^2+D0)-(B0*a6^3)^2)*(-P0*e11*a6^2-

M0*e33)+(-B0*a6^3*(L0*e31*a6-N0*e15*a6)-(C0*a6^2+D0)*(-K0*e31*a6^2))*(-

K0*e31*a6^2)+((-B0*a6^3)*(-K0*e31*a6^2)-(A0*a6^4)*(L0*e31*a6-

N0*e15*a6))*(L0*e31*a6-N0*e15*a6)); 
f77=(q7*(-B0*a7^3*(L0*e31*a7-N0*e15*a7)-(C0*a7^2+D0)*(-

K0*e31*a7^2)))/(((A0*a7^4)*(C0*a7^2+D0)-(B0*a7^3)^2)*(-P0*e11*a7^2-

M0*e33)+(-B0*a7^3*(L0*e31*a7-N0*e15*a7)-(C0*a7^2+D0)*(-K0*e31*a7^2))*(-

K0*e31*a7^2)+((-B0*a7^3)*(-K0*e31*a7^2)-(A0*a7^4)*(L0*e31*a7-

N0*e15*a7))*(L0*e31*a7-N0*e15*a7)); 
% Σσλοιηθές Μεηαηοπίζεης θαη Σηροθές 
wtot=w1*sin(pi*y/L)+w2*sin(2*pi*y/L)+w3*sin(3*pi*y/L)+w4*sin(4*pi*y/L)+w5

*sin(5*pi*y/L)+w6*sin(6*pi*y/L)+w7*sin(7*pi*y/L) 
ftot=f1*cos(pi*y/L)+f2*cos(2*pi*y/L)+f3*cos(3*pi*y/L)+f4*cos(4*pi*y/L)+f5

*cos(5*pi*y/L)+f6*cos(6*pi*y/L)+f7*cos(7*pi*y/L) 
f1tot=f11*sin(pi*y/L)+f22*sin(2*pi*y/L)+f33*sin(3*pi*y/L)+f44*sin(4*pi*y/

L)+f55*sin(5*pi*y/L)+f66*sin(6*pi*y/L)+f77*sin(7*pi*y/L) 
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4) ΜΖ ΓΡΑΜΜΗΚΔ ΠΗΔΕΟΖΛΔΚΡΗΚΔ ΓΟΚΟΗ (ΘΔΩΡΗΑ REDDY) 

function w=Def_reddyNLP 
% Επηβαιιόκελο Φορηίο q0 
q0=1*10^6; 
% Δηαζηάζεης ηες Δοθού 
L=1; 
h=0.05; 
b=0.01; 
x=0.5; 
% Ειαζηηθές ζηαζερές PZT-5Α 
c11=105*10^9; 
c22=105*10^9; 
c12=54.6*10^9; 
c21=54.6*10^9; 
c13=52.7*10^9; 
c31=52.7*10^9; 
c32=52.7*10^9; 
c23=52.7*10^9; 
c33=86.8*10^9; 
c44=22.2*10^9; 
c55=22.2*10^9; 
% Πηεδοειεθηρηθές ζηαζερές PZT-5A & Δηειεθηρηθές ζηαζερές PZT-5Α 
e31=-9.78; 
e15=12.2; 
e11=16.4*10^(-9); 
e33=15.1*10^(-9); 
% Μέηρο Ειαζηηθόηεηας Q11 & Μέηρο Δηάηκεζες Q55 
Q11=c11a-(c13a^2/c33a); 
Q55=22.2*10^9; 
a1=pi/L; 
y=x*L; 
% Σσληειεζηές γηα ηε Θεωρία ηοσ Reddy  
A0=Q11*0.0833*b*h^3; 
B0=Q11*0.06666*b*h^3; 
C0=Q11*0.05396*b*h^3; 
D0=Q55*0.53333*b*h; 
K0=-0.6666*b*h; 
M0=0; 
P0=0.6666*b*h; 
L0=-0.5333*b*h; 
N0=0.5333*b*h; 
% Καηαλοκή Φορηίοσ 
q1=(4*q0)/(pi); 
%ζσληειεζηες γηα w1: 
K11=A0*a1.^4; 
K12=-B0*a1.^3; 
K13=-K0*e31*b*a1.^2; 
X=((3*Q11*b*h*a1.^2*pi.^2)/(4*L^2))*(pi.^2/(L.^2)); 
K21=-B0*a1.^3; 
K22=C0*a1.^2+D0; 
K23=L0*e31*b*a1-N0*e15*b*a1; 
K31=-K0*e31*b*a1.^2; 
K32=L0*e31*b*a1-N0*e15*b*a1; 
K33=-P0*b*e11*a1.^2; 
R=(K11+K12*((K31*K23-K21*K33)/(K22*K33-K23*K32))+K13*((K21*K32-

K22*K31)/(K22*K33-K23*K32))); 
H=-q1;  
t=[X R H]; % Get all the roots 
w1=roots(t) 


