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Εισαγωγή

Οι κατηγορίες µοντέλα εισήχθησαν από τον Daniel Quillen το 1967 ως το κατάλληλο εννοιολογικό
πλαίσιο για την ϑεµελίωση και ανάπτυξη µιας ϑεωρίας οµοτοπίας σε κατάλληλες κατηγορίες αλ-
γεβρικής, γεωµετρικής ή τοπολογικής προέλευσης. Το ενδεικτικό παράδειγµα για την ανάπτυξη
µιας αφηρηµένης ϑεωρίας οµοτοπίας σε γενικά πλαίσια, αποτέλεσε η κατηγορία των τοπολογικών
χώρων.

Εν συντοµία, µια κατηγορία µοντέλο (model category) είναι µια κατηγορία C εφοδιασµέ-
νη µε τρείς κλάσεις µορφισµών, τις ασθενείς ισοδυναµίες (weak equivalences), τις νηµατώσεις
(fibrations), και τις συννηµατώσεις (cofibrations) έτσι ώστε να ικανοποιούνται πέντε Αξιώµατα
MCp1q - MCp5q, (ϐλέπε Ορισµό 3.1.5).

Ο όρος «κατηγορία µοντέλο» είναι συντοµογραφία του «κατηγορία µοντέλο για µια ϑεωρία ο-
µοτοπίας». Το κεντρικό πρόβληµα σε µια ϑεωρία οµοτοπίας αποτελεί η ανάλυση της δοµής της
επαγόµενης οµοτοπικής κατηγορίας. Μια κατηγορία µοντέλο η οποία επάγει την οµοτοπική ϑεω-
ϱία αποτελεί το κατάλληλο πλαίσιο το οποίο µας επιτρέπει την ανάλυση και ϐαθύτερη κατανόηση
της δοµής της οµοτοπικής κατηγορίας. Σηµειώνουµε ότι την ίδια ϑεωρία οµοτοπίας µπορούν να
επάγουν διαφορετικές κατηγορίες µοντέλα.

Συµβολίζουµε µε Top την κατηγορία των τοπολογικών χώρων και των συνεχών απεικονίσεων
µεταξύ τοπολογικών χώρων, στην οποία τους ισοµορφισµούς αποτελούν οι οµοιοµορφισµοί.
‚ Κεντρικό πρόβληµα της Τοπολογίας: Η ταξινόµηση, µε ακρίβεια οµοιοµορφισµού, όλων

ή σηµαντικών κλάσεων τοπολογικών χώρων. Ωστόσο, µία τέτοια ταξινόµηση ϑεωρείται αδύνατη
τόσο πρακτικά όσο και ϑεωρητικά. ΄Ετσι, στρεφόµαστε σε µια διαφορετικής µορφής ταξινόµηση,
η οποία ϐασίζεται στην ϑεµελιώδη έννοια της οµοτοπίας.

Η ϐασική Αρχή η οποία διέπει την έννοια της οµοτοπίας µπορεί να συνοψισθεί στην ακόλουθη
ϕράση:

« Σε όποιο πλαίσιο εµφανίζεται µια έννοια οµοτοπίας, είναι κρυµµένη µια κατηγορία µοντέλο η

οποία την επάγει »

Η οµοτοπική κατηγορία HopTopq των τοπολογικών χώρων έχει ως αντικείµενα τους τοπο-
λογικούς χωρούς και ως µορφισµούς από τον τοπολογικό χώρο X στον τοπολογικό χώρο Y , το
σύνολο πηλίκο HomToppX,Y q{„, όπου HomToppX,Y q είναι το σύνολο των συνεχών απεικονίσεων
: X ÝÑ Y και «„» είναι η σχέση οµοτοπίας µεταξύ δύο συνεχών απεικονίσεων η οποία είναι πάντα
µια σχέση ισοδυναµίας. Οι ισοµορφισµοί στην οµοτοπική κατηγορία HopTopq είναι οι οµοτοπικές
ισοδυναµίες µεταξύ τοπολογικών χώρων.

Το «πέρασµα» στην οµοτοπική κατηγορία HopTopq των τοπολογικών χώρων µπορεί να περι-
γραφεί ως αντικατάσταση των µορφισµών µε τις οµοτοπικές τους κλάσεις. Στην κλασική ϑεωρία
οµοτοπίας των τοπολογικών χώρων, τα CW-συµπλέγµατα είναι οι τοπολογικοί χώροι µε τις πλέον
ευχάριστες ιδιότητες. Ωστόσο, ακόµη και όταν µια κατασκευή οδηγεί σε έναν τοπολογικό χώρο
ο οποίος δεν είναι ένα CW-σύµπλεγµα, ο χώρος µπορεί να αντικατασταθεί από έναν ασθενώς
ισοδύναµο χώρο ο οποίος είναι ένα CW-σύµπλεγµα. ΄Ετσι, ασθενώς ισοδύναµοι χώροι ϑεωρού-
νται κατά κάποιο τρόπο ως «ισοδύναµοι» και σ΄ αυτό το πλαίσιο είναι χρήσιµη η ϑεώρηση των
ασθενών ισοδυναµιών ως ισοµορφισµών σε µια νέα κατηγορία. Η διαδικασία µετατροπής των
ασθενών ισοδυναµιών σε ισοµορφισµούς αποτελεί ένα ϑεµελιώδες παράδειγµα τοπικοποίσης και
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2 ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ

η παραγόµενη τοπικοποιηµένη κατηγορία «συµπίπτει» µε την κλασική οµοτοπική κατηγορία των
τοπολογικών χώρων. ΄Ετσι οµοτοπικοί µορφισµοί επάγουν τον ίδιο µορφισµό στην τοπικοποιηµένη
κατηγορία, και ένα κυτταρικό σύµπλεγµα ασθενώς ισοδύναµο µε έναν χώρο γίνεται ισόµορφο στην
οµοτοπική κατηγορία µε αυτόν τον χώρο το οποίο δεν ϑα ήταν αληθές εάν απλώς αντικαθιστούσαµε
τους µορφισµούς µε τις οµοτοπικές τους κλάσεις.
‚ Κεντρικό πρόβληµα της Θεωρίας Οµοτοπίας: Η ταξινόµηση όλων ή σηµαντικών κλάσεων

τοπολογικών χώρων µε ακρίβεια οµοτοπικής ισοδυναµίας.
Για να εξασφαλίσουµε όσο το δυνατόν περισσότερα και ισχυρότερα εργαλεία και µεθόδους για

την µελέτη της οµοτοπικής κατηγορίας, είναι σηµαντικό να γνωρίζουµε ποιές συνεχείς απεικονί-
σεις επάγουν οµοτοπικές ισοδυναµίες, και γενικότερα ποιές κλάσεις µορφισµών στην κατηγορία
των τοπολογικών χώρων µας επιτρέπουν την ϐαθύτερη κατανόηση της δοµής της οµοτοπικής κα-
τηγορίας. Στο πλαίσιο αυτό, σχετικά νωρίς στην ανάπτυξη της ϑεωρίας οµοτοπίας, ξεχώρισαν τρεις
κλάσεις µορφισµών µεταξύ τοπολογικών χώρων:

1. Οι ασθενείς οµοτοπικές ισοδυναµίες, δηλαδή οι συνεχείς απεικονίσεις µεταξύ τοπολογικών
χώρων οι οποίες επάγουν ισοµορφισµούς στις οµάδες οµοτοπίας.

2. Οι νηµατώσεις του Serre, δηλαδή οι συνεχείς απεικονίσεις οι οποίες ικανοποιούν την ιδιότητα
της οµοτοπικής ανύψωσης ως προς τα CW-συµπλέγµατα.

3. Τα σχετικά κυτταρικά συµπλέγµατα, δηλαδή οι συµπτύξεις συνεχών εγκλείσεων τοπολογικών
χώρων X ÝÑ Y , όπου ο τοπολογικός χώρος Y προκύπτει από τον τοπολογικό χώρο X,
προσαρτώντας στον X κελιά, µε χρήση υπερπεπερασµένων συνθέσεων.

Ο Quillen απέδειξε στο ϑεµελιώδες ϐιβλίο του [32], ότι οι παραπάνω κλάσεις µορφισµών στην
κατηγορία Top των τοπολογικών χώρων ικανοποιούν έναν µικρό αριθµό αξιωµάτων. Επιπλέον
απέδειξε ότι η οµοτοπική κατηγορία HopTopq είναι ισοδύναµη µε την κατηγορία τοπικοποίησης
ToprW´1s η οποία προκύπτει από την κατηγορία Top, αντιστρέφοντας µε τυπικό τρόπο την κλάση
W των ασθενών οµοτοπικών ισοδυναµιών. Η παραπάνω ϑεώρηση αποδείχθηκε ϑεµελιώδους σηµα-
σίας στην περαιτέρω µελέτη και ανάλυση της δοµής της οµοτοπικης κατηγορίας των τοπολογικών
χώρων.

Ειδικότερα, επιθυµώντας να αντιστρέψει την κλάση των ασθενών ισοδυναµιών µε σκοπό να
λάβει την οµοτοπική κατηγορία, χωρίς ωστόσο να χάσει τον έλεγχο των µορφισµών στην τοπικο-
ποιηµένη κατηγορία και επιπλέον να ορίσει την έννοια της οµοτοπίας στην αρχική κατηγορία C,
ο Quillen συνειδητοποιήσε ότι πέρα από την κλάση των ασθενών ισοδυναµιών ϑα χρειαζόταν δύο
επιπλέον κλάσεις µορφισµών: αυτές των συννηµατώσεων και των νηµατώσεων.

Με ϐάση το παράδειγµα των τοπολογικών χώρων, ο Quillen εισήγαγε τα αξιώµατα τα οποία
πρέπει να πληρούν οι ασθενείς ισοδυναµίες, οι νηµατώσεις και συννηµατώσεις µιας κατηγορί-
ας C έτσι ώστε να είναι εφοδιασµένη µε µια «οµοτοπική δοµή» ανάλογη της οµοτοπικής δοµής
της κατηγορίας των τοπολογικών χώρων. Τα εν λόγω αξιώµατα είναι ανάλογα των ιδιοτήτων των
προαναφερθέντων τριών κλάσεων µορφισµών µεταξύ τοπολογικών χώρων.

΄Οπως προαναφέραµε ένας µορφισµός p : E ÝÑ B καλείται νηµάτωση του Serre (Serre
fibration) εάν για κάθε µεταθετικό διάγραµµα (χωρίς το διακεκοµµένο ϐέλος)

X

j

��

f // E

p

��
X ˆ I

g
//

h

<<

B

όπου X είναι ένα CW-σύµπλεγµα, υπάρχει µορφισµός h : Xˆ I ÝÑ E τέτοιος ώστε h ˝ j “ f και
p˝h “ g ο οποίος καλείται ανύψωση (lift). Στην περίπτωση αυτή λέµε ότι ο µορφισµός p έχει την
ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης (right lifting property (RLP)) ως προς τον j και ο µορφισµός
j έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης (left lifting property (LLP)) ως προς τον p.

Ο Quillen γενίκευσε τα παραπάνω, απαιτώντας :
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• Κάθε νηµάτωση σε µια κατηγορία µοντέλο C να έχει την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως
προς κάθε τετριµµένη συννηµάτωση (δηλαδή ως προς κάθε µορφισµό ο οποίος είναι εξίσου
συννηµάτωση και ασθενής ισοδυναµία).

• Κάθε τετριµµένη νηµάτωση (δηλαδή κάθε µορφισµός ο οποίος είναι εξίσου νηµάτωση και
ασθενής ισοδυναµία) σε µια κατηγορία µοντέλο C να έχει την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης
ως προς κάθε συννηµάτωση.

διατυπώνοντας έτσι το λεγόµενο lifting Axiom. Ανάλογα, διατυπώθηκαν και τα υπόλοιπα Αξιώµατα
µιας κατηγορίας µοντέλο.

Στις περισσότερες κατηγορίες µοντέλα η έννοια της οµοτοπίας δεν έχει τις «καλές» ιδιότητες
που έχει στην κατηγορία Top των τοπολογικών χώρων. Ωστόσο, το πρόβληµα αυτό επιλύεται εάν
περιοριστούµε στην υποκατηγορία των συνινωδών-ινωδών αντικειµένων. Στην πραγµατικότητα υ-
πάρχουν δύο διαφορετικές σχέσεις οµοτοπίας στο σύνολο των µορφισµών µεταξύ δύο αντικειµένων
X και Y :

• Η αριστερή οµοτοπία, η οποία ορίζεται µέσω του κυλινδρικού αντικειµένου για το X, και

• Η δεξιά οµοτοπία, η οποία ορίζεται µέσω του µονοπάτι αντικειµένου για το Y .

Για τυχαία αντικείµενα X και Y οι σχέσεις αριστερής και δεξιάς οµοτοπίας διαφέρουν και κα-
µία από αυτές δεν είναι σχέση ισοδυναµίας. Ωστόσο, για συνινώδη-ινώδη αντικείµενα ταυτίζονται
δίνοντας µας την σχέση οµοτοπίας. Επιπλέον, στην περίπτωση αυτή κάθε µια από τις σχέσεις
αριστερής και δεξιάς οµοτοπίας είναι µια σχέση ισοδυναµίας. Η έννοια της οµοτοπίας µεταξύ
µορφισµών είναι ανάλογη µε την έννοια της οµοτοπίας µεταξύ συνεχών απεικονίσεων.

Είναι γεγονός ότι κάθε αντικείµενο µιας κατηγορίας µοντέλο είναι ασθενώς ισοδύναµο µε
ένα συνινώδες-ινώδες αντικείµενο. ΄Ετσι, ορίζεται η οµοτοπική κατηγορία των συνινωδών-ινωδών
αντικειµένων HopCcf q, η οποία έχει ως αντικείµενα τα συνινώδη-ινώδη αντικείµενα της κατηγορίας
µοντέλο C και ως µορφισµούς τις κλάσεις οµοτοπίας των µορφισµών της. Το ακόλουθο σηµαντικό
αποτέλεσµα, το οποίο αποτελεί γενίκευση του ϑεµελιώδους Θεωρήµατος του Whitehead στην
κατηγορία µοντέλο των τοπολογικών χώρων, πιστοποιεί ότι περιοριζόµενοι σε συνινώδη-ινώδη
αντικείµενα µιας κατηγορίας µοντέλο, οι ασθενείς ισοδυναµίες συµπίπτουν µε τις οµοτοπικές
ισοδυναµίες.

Θεώρηµα [J.H.C. Whitehead (1949)] ΄Ενας µορφισµός f : X ÝÑ Y µεταξύ συνινωδών-ινωδών
αντικειµένων σε µια κατηγορία µοντέλο C είναι ασθενής ισοδυναµία αν και µόνο αν είναι οµοτοπική
ισοδυναµία.

Ο συναρτητής συνινώδους-ινώδους προσέγγισης RQ : C ÝÑ πCcf στέλνει ένα αντικείµενο
X της C στο συνινώδες-ινώδες αντικείµενο RQX της πCcf και έναν µορφισµό f : X ÝÑ Y στην
οµοτοπική κλάση του RQpfq : RQX ÝÑ RQY . Με χρήση του Θεωρήµατος του Whitehead
αποδεικνύεται ότι ο συναρτητής συνινώδους-ινώδους προσέγγισης στέλνει ασθενείς ισοδυναµίες
σε ισοµορφισµούς και ακριβώς µε αυτόν τον τρόπο ορίζεται η κλασική οµοτοπική κατηγορία πCcf ,
(ϐλέπε Ορισµό 3.2.41).

Η κλασική οµοτοπική κατηγορία πCcf , καθώς περιέχει µόνο τα συνινώδη-ινώδη αντικείµενα
της C δεν επαρκεί. Αυτό συµβαίνει διότι οι περισσότερες ϑεωρήσεις στην ϑεωρία οµοτοπίας απαι-
τούν κατασκευές οι οποίες δηµιουργούν αντικείµενα τα οποία δεν είναι συνινώδη-ινώδη ακόµη
και εάν ξεκινάµε µόνο µε συνινώδη-ινώδη αντικείµενα. ΄Ετσι, είναι απαραίτητη η εύρεση µιας
οµοτοπικής κατηγορίας η οποία περιέχει όλα τα αντικείµενα της κατηγορίας µοντέλο C. Η οµοτο-
πική κατηγορία η οποία ικανοποιεί αυτή την ιδιότητα είναι η οµοτοπική κατηγορία του Quillen.
Η οµοτοπική κατηγορία του Quillen HopCq η οποία συνήθως αναφέρεται απλώς ως οµοτοπική
κατηγορία, ορίζεται να είναι η τοπικοποίηση της C ως προς την κλάση των ασθενών ισοδυναµιών
και µπορεί να περιγραφεί ισοδύναµα και ως κατάλληλη κατηγορία πηλίκο ώς προς τη σχέση
Οµοτοπίας.

Παραδείγµατα κατηγοριών µοντέλο εµφανίζονται και διαδραµατίζουν σηµαντικό ϱόλο σε ό-
λες τις περιοχές των Μαθηµατικών, ενδεικτικά αναφέρουµε στην ΄Αλγεβρα, στην Γεωµετρία, στην
Ανάλυση, και ϕυσικά στην Τοπολογία.
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΄Ενα από τα κύρια προβλήµατα που επιλύουν οι κατηγορίες µοντέλο, υπογραµµίζοντας την
χρησιµότητα τους, είναι το ακόλουθο: ∆οθείσης µιας κατηγορίας συχνά έχουµε συγκεκριµένους
µορφισµούς (ασθενείς ισοδυναµίες) οι οποίοι δεν είναι ισοµορφισµοί µολονότι για δοµικούς λόγους
ϑα ϑέλαµε να τους ϑεωρούµε έτσι. Μέσω της ϑεωρίας τοπικοποίησης τυπικά κάποιος µπορεί να
αντιστρέψει τις ασθενείς ισοδυναµίες και να τις υλοποιήσει ως ισοµορφισµούς σε µια νέα κατηγο-
ϱία, την κατηγορία τοπικοποίησης, ωστόσο στην περίπτωση αυτή χάνει τον έλεγχο των µορφισµών
στην τοπικοποιηµένη κατηγορία. Πιο συγκεκριµένα, οι µορφισµοί µεταξύ δύο αντικειµένων στην
κατηγορία τοπικοποίησης µπορεί να µην είναι καν σύνολο. Ωστόσο εάν η κατηγορία είναι εφο-
διασµένη µε την δοµή κατηγορίας µοντέλο, τους µορφισµούς στην κατηγορία τοπικοποίησης απο
ένα αντικείµενο της X σε ένα αντικείµενο της Y αποτελούν οι οµοτοπικές κλάσεις των µορφισµών
από µια συνινώδη προσέγγιση τουX σε µια ινώδη προσέγγιση του Y , και εποµένως η κλάση µορ-
ϕισµών στην κατηγορία τοπικοποίησης αποτελούν σύνολο µε δοµή που µπορεί να περιγραφεί.
΄Ετσι, καταλήγουµε ότι ο κυρίαρχος ϱόλος της ιδέας της αντιστροφής των ασθενών ισοδυναµιών
στα Μαθηµατικά υποδηλώνει τη µεγάλη σηµασία των κατηγοριών µοντέλο. Η χρησιµότητα τους
είναι ιδιαίτερα εµφανής ως επι το πλείστον σε περιοχές οι οποίες σχετίζονται ιστορικά µε την Αλγε-
ϐρική Τοπολογία, όπως η Οµολογική ΄Αλγεβρα, η Αλγεβρική K-Θεωρία, η Αλγεβρική Γεωµετρία,
και η Αλγεβρική Τοπολογία καθ΄ εαυτού. ΄Οσον αφορά τις οµοτοπικές ϑεωρίες οι οποίες σχετί-
Ϲονται µε κατηγορίες µοντέλά είναι καθαρά αλγεβρικές και έχουν πραγµατικές εφαρµογές στους
προαναφερθέντες κλάδους καθώς επίσης και στον κλάδο της Αλγεβρικής Γεωµετρίας, της Θεωρίας
Αριθµών, και της Θεωρίας Αναπαραστάσεων. Ιδιαίτερα οι κατηγορίες µοντέλα είναι ϑεµελιώδεις
στην ανάπτυξη της αλγεβρικής οµοτοπικής ϑεωρίας. Πιο συγκεκριµένα δοθέντος ενός τοπολογικού
προβλήµατος όπως για παράδειγµα αυτό της ανύψωσης ή της παραγοντοποίησης µιας συνεχούς
απεικόνισης επιλέγουµε µια κατηγορία µοντέλο C και έναν συναρτητή F : Top ÝÑ C ο οποίος
διατηρεί την σχέση οµοτοπίας. Κατόπιν µεταφράζουµε το τοπολογικό πρόβληµα µε αλγεβρικούς
όρους µέσω του συναρτητή F και εν συνεχεία µελετάµε το αλγεβρικό πρόβληµα που προκύπτει
µε σκοπό να αντλήσουµε κάποιες πληροφορίες για το τοπολογικό πρόβληµα.

∆ύο από τις πιο σηµαντικές εφαρµογές των κατηγοριών µοντέλα είναι :

• Η κατασκευή της κλειστής συµµετρικής µονοειδούς κατηγορίας µοντέλο της οποίας η οµο-
τοπική κατηγορία είναι η ευσταθής οµοτοπική κατηγορία.

• Η δηµιουργία της motivic ευσταθούς οµοτοπικής κατηγορίας από τον Vladimir Voevodsky
µέσω της οποίας απέδειξε την εικασία του Milnor.

Και στις δύο περιπτώσεις το κύριο πλεονέκτηµα της έννοιας της κατηγορίας µοντέλο είναι η
εστίαση της προσοχής στην κατασκευή της σωστής κατηγορίας µε την πεποίθηση ότι η ϑεωρία των
κατηγοριών µοντέλα ϑα µπορούσε να «χειριστεί» την ϑεωρία οµοτοπίας.

‚ ‚ ‚

Η µελέτη της γενικής ϑεωρίας των κατηγοριών µοντέλο καθώς και η ανάλυση ϐασικών πα-
ϱαδειγµάτων τέτοιων κατηγοριών αποτελεί το αντικείµενο της παρούσας διατριβής. Η διατριβή
είναι συνθετικού χαρακτήρα και οι κύριες πηγές στις οποίες ϐασίστηκε το κείµενο που ακολουθεί
είναι το ϑεµελιώδες ϐιβλίο του Quillen [32], και οι σύγχρονες αναπτύξεις της ϑεωρίας οι οποίες
περιέχονται στα ϐιβλία του Hovey [18] και του Hirschhorn [16].

Η διατριβή έχει οργανωθεί σε έξι Κεφάλαια και ένα Παράρτηµα.
Στο πρώτο κεφάλαιο το οποίο έχει εισαγωγικό χαρακτήρα αναπτύσουµε ϐασικές έννοιες της

ϑεωρίας κατηγοριών. Παρουσιάζουµε την έννοια µιας κατηγορίας και µελετάµε ϐασικές ιδιότητες.
Στην συνέχεια ορίζουµε την έννοια του συναρτητή και αναφερόµαστε σε ϕυσικούς µετασχηµατι-
σµούς καθώς και σε συζυγή Ϲεύγη συναρτητών. Κατόπιν εισάγουµε τις έννοιες του εξισωτή και
του συνεξισωτή, οι οποίες αποτελούν γενίκευση του πυρήνα ενός οµοµορφισµού και ενός πηλίκου
µε µια σχέση ισοδυναµίας αντίστοιχα. Επιπροσθέτως, ασχολούµαστε µε δύο ϑεµελιώδεις κατα-
σκευές αυτές των pullbacks και των pushouts οι οποίες µε την σειρά τους αποτελούν γενικεύσεις
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της τοµής και της ένωσης. Κλείνουµε το κεφάλαιο µε µια αναφορά στα ενέσιµα και προβολικά
πρότυπα, έννοιες κεντρικής σηµασιάς για την Οµολογική ΄Αλγεβρα.

Στο δεύτερο κεφάλαιο µελετάµε την τοπικοποίηση µιας κατηγορίας εφοδιασµένης µε µια κλά-
ση µορφισµών. Ιδιαίτερα, αποδεικνύουµε την ύπαρξη της τοπικοποίησης της κατηγορίας όταν η
κλάση των µορφισµών είναι τυχαία. Στην συνέχεια επικεντρωνόµαστε σε ειδικούς τύπους κλάσεων
µορφισµών και αποδεικνύουµε την ύπαρξη της τοπικοποίησης στην ειδική αυτή περίπτωση. Τέλος
ολοκληρώνουµε µε µια αναφορά στην τοπικοποίηση της δυϊκής µιας κατηγορίας, καθώς και στην
τοπικοποίηση των υποκατηγοριών.

Στο τρίτο κεφάλαιο παραθέτουµε τον ορισµό της κατηγορίας µοντέλο και παρουσιάζουµε την
γενική τους ϑεωρία. Στην συνέχεια ορίζουµε την έννοια της οµοτοπίας µεταξύ µορφισµών σε µια
κατηγορία µοντέλο και εξετάζουµε κατά πόσο αποτελεί σχέση ισοδυναµίας. Κατόπιν παρουσιά-
Ϲουµε την κλασική οµοτοπική κατηγορία πcf µιας κατηγορίας µοντέλο C δηλαδή την κατηγορία
πηλίκο ως προς µια σχέση οµοτοπίας. Κλείνουµε το παρόν κεφάλαιο µελετώντας τις κατηγορίες
των αντικειµένων µιας κατηγορίας µοντέλο υπεράνω και υπό ενός αντικειµένου της καθώς και την
οµοτοπία αυτών.

Στο τέταρτο κεφάλαιο ορίζουµε τις προσεγγίσεις σε αντικείµενα και σε µορφισµούς µιας κα-
τηγορίας µοντέλο. Κατόπιν µελετάµε την κατασκευή της οµοτοπικής κατηγορίας, µε την έννοια
του Quillen, δηλαδή της κατηγορίας που προκύπτει αντιστρέφοντας τις ασθενείς ισοδυναµίες µέ-
σω της τοπικοποίησης. Επιπλέον, µελετάµε την οµοτοπική κατηγορία η οποία προκύπτει εάν
στραφούµε στην υποκατηγορία των συνινωδών-ινωδών αντικειµένων µιας κατηγορίας µοντέλο C.
Τέλος, αποδεικνύουµε ότι η κλασική οµοτοπική κατηγορία πCcf µιας κατηγορίας µοντέλο C που
κατασκευάσαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο είναι ϕυσικά ισόµορφη µε την οµοτοπική κατηγορία
η οποία προκύπτει εάν στραφούµε στην υποκατηγορία των συνινωδών-ινωδών αντικειµένων της C
και ισοδύναµη µε την οµοτοπική κατηγορία HopCq µε την έννοια του Quillen.

Στο πέµπτο κεφάλαιο αναφερόµαστε στους συναρτητές του Quillen οι οποίοι αποτελούν την
κατάλληλη έννοια µορφισµού µεταξύ δύο κατηγοριών µοντέλο. Κατόπιν µελετάµε τους παράγω-
γους συναρτητές οι οποίοι επάγονται από τους συναρτητές Quillen µεταξύ κατηγοριών µοντέλο
και αποτελούν συναρτητές µεταξύ των επαγόµενων οµοτοπικών κατηγοριών. Ολοκληρώνουµε το
παρόν κεφάλαιο µελετώντας τις ισοδυναµίες του Quillen οι οποίες καθορίζουν εάν δύο κατηγορίες
είναι δοµικά ίδιες.

Τέλος, στο έκτο κεφάλαιο παραθέτουµε ορισµένα παραδείγµατα κατηγοριών µοντέλο. Πιο συ-
γκεκριµένα, αποδεικνύουµε ότι η κατηγορία των (δεξιών) προτύπων υπεράνω ενός δακτυλίου, µια
κατηγορία Frobenius, η κατηγορία των συµπλόκων ChpCq υπεράνω µιας προσθετικής κατηγορίας
C καθώς και η κατηγορία των τοπολογικών χώρων εφοδιάζονται µε την δοµή µιας κατηγορίας
µοντέλο, και περιγράφουµε την επαγόµενη οµοτοπική κατηγορία.

Στο Παράρτηµα παραθέτουµε τα στοιχεία από τη ϑεωρία συνόλων (διατακτικοί αριθµοί, πλη-
ϑικοί αριθµοί, υπερπεπερασµένες συνθέσεις, κλπ) και τη ϑεωρία κατηγοριών (µικρά αντικείµενα,
σχετικά κυτταρικά συµπλέγµατα, κλπ) τα οποία χρειαζόµαστε στην ανάπτυξη της ϑεωρίας κα-
τηγοριών µοντέλα. Ιδιαίτερα αναλύουµε τον ισχυρισµό του µικρού αντικειµένου ο οποίος έχει
ευρύτατη εφαρµογή στην οµοτοπική άλγεβρα.
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Κεφάλαιο 1

Στοιχεία Θεωρίας Κατηγοριών και
Προτύπων

Στο παρόν κεφάλαιο αναφέρουµε ϐασικές έννοιες της ϑεωρίας κατηγοριών και προτύπων τις ο-
ποίες ϑα χρησιµοποιήσουµε στη συνέχεια. Αρχικά ϑα µελετήσουµε την έννοια της κατηγορίας, η
οποία όπως ϑα δούµε αποτελεί δοµικό λίθο για τον ορισµό της έννοιας του συναρτητή, καθώς και
κάποιες ϐασικές ιδιότητες που τις διέπουν. Στη συνέχεια του κεφαλαίου ϑα επικεντρωθούµε στη
µελέτη συναρτητών και των µορφισµών µεταξύ αυτών. Τέλος, αναφερόµαστε στα ενέσιµα και προ-
ϐολικά πρότυπα τα οποία αποτελούν κεντρικές έννοιες της Οµολογιακής ΄Αλγεβρας και µελετάµε
τις ιδιότητες αυτών.

1.1 Κατηγορίες

Κάθε µαθηµατική δοµή σε ένα σύνολο είναι στενά συνδεδεµένη µε µία απεικόνιση η οποία έχει
την ιδιότητα να είναι συµβατή µε αυτή την δοµή. Με παρόµοιο τρόπο συµπεριφέρονται και οι
κατηγορίες. Οι κατηγορίες είναι το εργαλείο το οποίο µας επιτρέπει να µελετάµε αντικείµενα
εφοδιασµένα µε µια συγκεκριµένη δοµή, καθώς και τον τρόπο µετάβασης από ένα αντικείµενο σε
ένα άλλο εις τρόπον ώστε να διατηρείται η σχετική δοµή. Ο όρος κατηγορία εισήχθη για πρώτη
ϕορά από τους Samuel Eilenberg και Saunders Mac Lane στην επιστηµονική τους δηµοσίευση
µε τίτλο «Γενική ϑεωρία Των Φυσικών Ισοδυναµίων», ϐλέπε [12] το 1945.

Ορισµός 1.1.1. Μια κατηγορία (category) C αποτελείται από τα άκολουθα:

1. Μία κλάση obpCq, της οποίας τα στοιχεία ϑα καλούνται αντικείµενα της κατηγορίας C.

2. Για κάθε Ϲευγάρι X, Y αντικειµένων, ένα σύνολο HomCpX,Y q του οποίου τα στοιχεία ϑα
καλούνται µορφισµοί ή ϐέλη από το Χ στό Υ.

3. Για κάθε X , Y , Z P obpCq, µία πράξη σύνθεσης :

˝ : HomCpX,Y q ˆ HomCpY, Zq ÝÑ HomCpX,Zq, pf, gq ÞÝÑ g ˝ f

4. Για κάθεX P obpCq έναν µορφισµό 1X P HomCpX,Xq, ο οποίος ονοµάζεται ταυτοτικός µορφισµός
του Χ .

Αυτά τα δεδοµένα ικανοποιούν τα ακόλουθα αξιώµατα :

paq (Το Αξίωµα Τής Προσεταιριστικότητας): Εάν X, Y , Z P obpCq και δοθέντων µορφισµών
f P HomCpX,Y q, g P HomCpY,Zq και h P HomCpZ,W q,ισχύει ότι :

h ˝ pg ˝ fq “ ph ˝ gq ˝ f

7
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pbq ( ΄Υπαρξη Ταυτοτικών Μορφισµών ): ∆οθέντων µορφισµών f P HomCpX,Y q, g P HomCpW,Xq
ο ταυτοτικός µορφισµός 1X P HomCpX,Xq ικανοποιεί τις ιδιότητες :

f ˝ 1X “ f & 1X ˝ g “ g

Σχόλιο 1.1.2. 1. Μια κατηγορία C της οποίας το σύνολο των αντικειµένων της είναι µη κενό
καλείται µη κενή (non empty).

2. ΄Ενας µορφισµός f P HomCpX,Y q συχνά ϑα συµβολίζεται µε f : X ÝÑ Y είτε µε f : Y ÐÝ
X. Το Χ καλείται πηγή (source) και το Υ καλείται στόχος (target).

3. Για X,Y, Z,W P obpCq, οι µορφισµοί f P HomCpX,Y q, g P HomCpX,Zq, h P HomCpY,W q
και k P HomCpZ,W q µπορούν να αναπαρασταθούν µε την ϐοήθεια του ακόλουθου διαγράµ-
µατος :

X

g

��

f // Y

h
��

Z
k
// W

Το διαγράµµα είναι µεταθετικό εάν ισχύει :

k ˝ g “ h ˝ f

4. Ο µορφισµός 1X είναι ο µοναδικός µορφισµός από το Χ στο Χ ο οποίος παίζει τον ϱόλο
της ταυτότητας για την πράξη της σύνθεσης. Για να το διαπιστώσουµε αυτό υποθέτουµε
ότι υπάρχει και ένας άλλος µορφισµός idX P HomCpX,Xq ο οποίος επίσης ικανοποιεί το
αξίωµα της ταυτότητας που αναφέραµε στον ορισµό της κατηγορίας C. Τότε κανόντας χρήση
των ιδιότητων που ικανοποιούν οι µορφισµοί 1X και idX έχουµε:

1X “ 1X ˝ idX “ idX

΄Ετσι, καταλήγουµε ότι 1X = idX.

Ευθύς αµέσως ϑα δώσουµε κάποια ϐασικά παραδείγµατα κατηγοριών

Παράδειγµα 1.1.3. 1. Η κατηγορία Set των συνόλων: η κλάση obpSetq αποτελείται απο όλα
τα σύνολα, τους µορφισµούς αποτελούν οι απεικονίσεις µεταξύ συνόλων, η σύνθεση είναι η
συνήθης σύνθεση των απεικονίσεων.

2. Η κατηγορία Grp των οµάδων: η κλάση obpGrpq αποτελείται από όλες τις οµάδες, τους
µορφισµούς αποτελούν οι οµοµορφισµοί οµάδων, η σύνθεση είναι η συνήθης σύνθεση οµο-
µορφισµών οµάδων.

3. Η κατηγορία Ab των αβελιανών οµάδων: η κλάση obpAbq αποτελείται από όλες τις αβελιανές
οµάδες, οι µορφισµοί είναι οι οµοµορφισµοί (αβελιανών) οµάδων, η σύνθεση είναι η σύνθεση
οµοµορφισµών οµάδων.

4. Η κατηγορία Mod-R: Εάν R είναι ένας δακτύλιος µε µονάδα τότε ορίζεται η κατηγορία
Mod-R τών δεξιών R προτύπων: η κλάση obpMod-Rq αποτελείται από όλα τα δεξιά R-
πρότυπα, τους µορφισµούς αποτελούν οι οµοµορφισµοί δεξιών R-προτύπων, η σύνθεση
είναι η συνήθης σύνθεση οµοµορφισµών δεξιών R-προτύπων.

Παρόµοια ορίζεται η κατηγορία R-Mod των αριστερών R-προτύπων.
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5. Η κατηγορία Top των τοπολογικών χώρων: η κλάση obpTopq αποτελείται από όλους τους
τοπολογικούς χώρους, τους µορφισµούς αποτελούν οι συνεχείς απεικονίσεις µεταξύ τοπο-
λογικών χώρων, η σύνθεση είναι η συνήθης σύνθεση απεικονίσεων.

6. Η κατηγορία CTop των συµπαγών τοπολογικών χώρων: η κλάση obpCTopq, αποτελείται από
όλους τους συµπαγείς τοπολογικούς χώρους, οι µορφισµοί είναι οι συνεχείς απεικονίσεις
µεταξύ συµπαγών τοπολογικών χώρων, η σύνθεση είναι η συνήθης σύνθεση απεικονίσεων.

7. Η κατηγορία MS των µετρικών χώρων: η κλάση obpMSq αποτελείται από όλους τους µετρι-
κούς χώρους, τους µορφισµούς αποτελούν είτε οι συνεχείς απεικονίσεις είτε οι ισοµετρίες
µεταξύ µετρικών χώρων, η σύνθεση είναι η συνήθης σύνθεση απεικονίσεων.

8. Η κατηγορία Ban των χώρων Banach: η κλάση obpBanq αποτελείται από όλους τους χώρους
Banach, τους µορφισµούς αποτελούν είτε οι συνεχείς (ϕραγµένες) απεικονίσεις (γραµµικές)
είτε οι (ασθενείς) συστολές (γραµµικές), η σύνθεση είναι η συνήθης σύνθεση απεικονίσεων.

9. Η κατηγορία VectR των πραγµατικών διανυσµατικών χώρων: η κλάση obpVectRq αποτελείται
από όλους τους διανυσµατικούς χώρους υπεράνω του R, τους µορφισµούς αποτελούν οι
γραµµικές απεικονίσεις, η σύνθεση είναι η συνήθης σύνθεση απεικονίσεων.

10. Η κατηγορία Ring, αντίστοιχα CRing, των δακτυλίων, αντίστοιχα µεταθετικών δακτυλίων, µε
µονάδα: η κλάση obpRingq, αντίστοιχα obpCRingq, αποτελείται από όλους τους δακτυλίους,
αντίστοιχα µεταθετικούς δακτυλίους, µε µονάδα, τους µορφισµούς αποτελούν οι οµοµορ-
ϕισµοί µεταξύ δακτυλίων µε µονάδα, η σύνθεση είναι η συνήθης σύνθεση οµοµορφισµών
δακτυλίων µε µονάδα.

11. Αν pX,ďq είναι ένα µερικώς διατεταγµένο σύνολο, τότε ορίζεται η κατηγορία X: η κλάση
obpXq είναι το σύνολο X, και αν x και y είναι δύο οποιοδήποτε στοιχεία του συνόλου X,
τότε το σύνολο όλων των µορφισµών από το x στο y είναι :

HomXpx, yq “

#

t‹u , αν x ď y

H , διαφορετικά

Η πιθανότητα ορισµού µίας µοναδικής πράξης σύνθεσης είναι απλώς το αξίωµα της µετα-
ϐατικότητας της µερικής διάταξης. Η ύπαρξη ταυτοτικού µορφισµού είναι απλώς το αξίωµα
της ανακλαστικότητας.

Μια κατηγορία, όπως η X, στην οποία η κλάση αντικειµένων της είναι σύνολο καλείται
µικρή κατηγορία (small category).

12. Κάθε µονοειδές pM, ‚q µπορεί να ιδωθεί ως µια κατηγορία M µε ένα µόνο αντικείµενο ˚ και
µορφισµούς HomMp˚, ˚q “M στην οποία η σύνθεση ορίζεται να είναι ο πολλαπλασιασµός
του µονοειδούς και ο ταυτοτικός µορφισµός του αντικειµένου ˚ είναι ο το ουδέτερο στοιχείο
του M .

Επιπλέον ένας µορφισµός στην κατηγορία M είναι αντιστρέψιµος εάν είναι αντιστρέψιµο
στοιχείο του µονοειδούςM . Ως ειδική περίπτωση κάθε οµάδα η οποία είναι µονοειδές µπο-
ϱεί να ιδωθεί ως κατηγορία στην οποία ικανοποιείται µια επιπλέον ιδιότητα, κάθε µορφισµός
της είναι ισοµορφισµός. Η περίπτωση αυτή ϑα αναλυθεί εκτενέστερα παρακάτω.

13. Η κατηγορία Mon των µονοειδών : η κλάση obpMonq αποτελείται από όλα τα µονοειδή, τους
µορφισµούς αποτελούν οι οµοµορφισµοί µεταξύ µονοειδών, η σύνθεση είναι η συνήθης
σύνθεση απεικονίσεων.

14. Κάθε σύνολο C µπορεί να ιδωθεί ως µια κατηγορία C: η κλάση obpCq των αντικειµένων της
αποτελείται από τα στοιχεία του συνόλου C και αν x και y είναι δύο οποιαδήποτε στοιχεία
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του συνόλου C τότε το σύνολο όλων των µορφισµών από το x στο y είναι :

HomCpx, yq “

#

t‹u , αν x “ y

H , αλλιώς

δηλαδή οι µοναδικοί µορφισµοί είναι οι ταυτοτικοί µορφισµοί.

Μια κατηγορία της οποίας οι µοναδικοί µορφισµοί είναι οι ταυτοτικοί καλείται διακριτή
κατηγορία (discrete category).

Ορισµός 1.1.4. Ας είναι C µια κατηγορία. Η δυϊκή (dual) κατηγορία της C η οποία συµβολίζεται
ως Cop ορίζεται ως εξής :

1. Η Cop έχει ως αντικείµενα τα αντικείµενα της C, δηλαδή ισχύει ότι obpCopq = obpCq

2. Για όλα τα αντικείµενα X, Y της Cop έχουµε ότι

HomCoppX,Y q “ HomCpY,Xq

δηλαδή οι µορφισµοί της Cop ορίζονται να είναι οι µορφισµοί της C µε αντεστραµµένα τα ϐέλη.
Για να αποφύγουµε τον κίνδυνο σύγχυσης ϑα συµβολίζουµε µε fop : X ÝÑ Y έναν µορφισµό
της Cop ο οποίος αντιστοιχεί στον µορφισµό f : Y ÝÑ X της C.

3. Η πράξη της σύνθεσης στην Cop ορίζεται ως :

fop ˝ gop “ pg ˝ fqop

όπου ˝ είναι η σύνθεση της C.

Σχόλιο 1.1.5. Συχνά στην ϐιβλιογραφία η πράξη της σύνθεσης στην Cop ορίζεται ως : g˝opf “ f˝g.
Ωστόσο ο ορισµός αυτός δεν διαφέρει από αυτόν που δώσαµε παραπάνω.

Στη συνέχεια ϑα δώσουµε κάποια παραδείγµατα δυϊκών κατηγοριών.

Παράδειγµα 1.1.6. 1. Ας είναι A “ pX,ďq ένα µερικώς διατεταγµένο σύνολο το οποίο έχει
ιδωθεί ως κατηγορία όπως είδαµε προηγουµένως. ΤότεAop “ pX,ěq, όπου η σχέση µερικής
διάταξης ορίζεται ως X ě Y αν και µόνο αν X ď Y .

2. Ας είναι A “ pM, ‹, eq ένα µονοειδές το οποίο έχει ιδωθεί ως κατηγορία όπως είδαµε προη-
γουµένως τότε Aop “ pM, ‹1, eq, όπου x ‹1 y “ y ‹ x.

Παρατήρηση 1.1.7. Από τον τρόπο ορισµού των δυϊκών κατηγοριών κάθε πρόταση PCoppXq
η οποία αφορά ένα αντικείµενο X στην κατηγορία Cop µπορεί να µεταφραστεί σε µία λογικά
ισοδύναµη πρόταση PC

op
pXq η οποία αφορά ένα αντικείµενο X στην κατηγορία C. Κατ΄ αυτόν τον

τρόπο προκύπτει η δυϊκότητα στην ϑεωρία κατηγοριών η οποία εκφράζεται µέσω της αρχής της
δυϊκότητας που ϑα αναπτύξουµε ευθύς αµέσως.

Η Αρχή της ∆υϊκότητας για κατηγορίες (Duality Principle for categories) υποστηρίζει
ότι εάν µια πρόταση η οποία περιλαµβάνει την ύπαρξη κάποιων αντικειµένων, µορφισµών και
συνθέσεων µεταξύ µορφισµών ισχύει για κάθε κατηγορία τότε ισχύει και η δυϊκή αυτής η οποία
λαµβάνεται από την αρχική αντιστρέφοντας την ϕορά των ϐελών των µορφισµών και αντικαθιστώ-
ντας την σύνθεση f ˝ g δύο µορφισµών µε την σύνθεση g ˝ f αυτών.

Η απόδειξη της παραπάνω αρχής απορρέει από το γεγονός ότι για όλες τις κατηγορίες C και
όλες τις προτάσεις P ισχύουν τα ακόλουθα:

1. pCopqop “ C
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2. Η PC
op ισχύει αν και µόνο αν η PCop ισχύει. ∆ηλαδή το να αποδείξουµε την πρόταση P op

στην κατηγορία C είναι ισοδύναµο µε το να αποδείξουµε την πρόταση P στην κατηγορία
Cop.

Ο νόµος της σύνθεσης σε ορισµένες µαθηµατικές δοµές µας ωθεί να στρέψουµε την προσοχή
µας σε στοιχεία τα οποία είναι αντιστρέψιµα ή διαγράψιµα ως προς την σύνθεση. Σε µια τυχαία
κατηγορία τον ϱόλο αυτό παίζουν οι µονοµορφισµοί, οι επιµορφισµοί και οι ισοµορφισµοί όπως
γίνεται άµεσα κατανοητό από τους ορισµούς τους.

Ορισµός 1.1.8. ∆ύο µορφισµοί f και g οι οποίοι εκκινούν από το ίδιο αντικείµενο και καταλήγουν
στο ίδιο αντικείµενο καλούνται παράλληλοι και παριστάνονται ως f, g : X Ñ Y .

Τώρα είµαστε σε ϑέση να δώσουµε τον ορισµό του µονοµορφισµού. Η συγκεκριµένη κλάση των
µορφισµών σε µια τυχαία κατηγορία γενικεύει την έννοια των «1-1» απεικονίσεων µεταξύ συνόλων.

Ορισµός 1.1.9. ΄Ενας µορφισµός f : X ÝÑ Y σε µία κατηγορία C καλείται µονοµορφισµός
(monomorphism) εάν για κάθε αντικείµενο Z της κατηγορίας C και κάθε Ϲευγάρι παράλληλων
µορφισµών g1, g2 : Z Ñ X ισχύει η ακόλουθη ιδιότητα

f ˝ g1 “ f ˝ g2 ùñ g1 “ g2

δηλαδή εάν ο µορφισµός f είναι αριστερά διαγράψιµος ως προς την σύνθεση.

Σχόλιο 1.1.10. Στην ϐιβλιογραφία ένας µονοµορφισµός παριστάνεται είτε ως f : X � Y είτε ως
f : X ãÑ Y .

Ορισµένα παραδείγµατα µονοµορφισµών είναι τα ακόλουθα:

Παράδειγµα 1.1.11. 1. Στην κατηγορία Set των συνόλων τους µονοµορφισµούς αποτελούν οι
«1-1» απεικονίσεις.

∆ηλαδή ισχύει : η απεικόνιση συνόλων f : Y ÝÑ Z είναι «1-1» αν και µόνο αν για κάθε

διάγραµµα απεικονίσεων X
g //

h
// Y

f // Z ικανοποιείται η ακόλουθη συνθήκη:

f ˝ g “ f ˝ h ùñ g “ h.

Πριν προχωρήσουµε στην απόδειξη του παραπάνω ισχυρισµού υπενθυµίζουµε :

Στην κατηγορία Set µια απεικόνιση συνόλων f : X ÝÑ Y είναι «1-1» ðñ

fpx1q “ fpx2q ùñ x1 “ x2

για όλα τα στοιχεία x1, x2 του συνόλου X.

Τώρα είµαστε σε ϑέση να προχωρήσουµε στην απόδειξη του παραπάνω ισχυρισµού. Υπο-
ϑέτουµε ότι f : Y ÝÑ Z είναι «1-1». Ας είναι g, h : X ÝÑ Y δύο απεικονίσεις συνόλων
µε f ˝ g “ f ˝ h. Τότε fpgpxqq “ fphpxqq,@x P X. Εφόσον η f είναι «1-1» έπεται ότι
gpxq “ hpxq, @x P X. ΄Ετσι g “ h.

Για την απόδειξη της αντίστροφης κατεύθυνσης ϑα χρησιµοποιήσουµε ότι ένα οποιοδήποτε
στοιχείο α P Y µπορεί να ιδωθεί ως µια απεικόνιση g : t‹u ÝÑ Y από ένα τυχόν µονοσύνολο
στο Y . Ουσιαστικά ταυτίζουµε ένα οποιοδήποτε στοιχείο α P Y µε την απεικόνιση g : t‹u ÝÑ
Y όπου gp‹q “ α . Αντίστροφα, ας είναι α, b P Y µε fpαq “ fpbq. Υποθέτουµε ότι
X “ txu ένα τυχόν µονοσύνολο και g, h : X ÝÑ Y µε gpxq “ α και hpxq “ b. Οι συνθέσεις
ικανοποιούν

pf ˝ gqpxq “ fpαq “ fpbq “ pf ˝ hqpxq,@x P X

έτσι f ˝ g “ f ˝ h και σύµφωνα µε την υπόθεση g “ h. Εποµένως καταλήγουµε α “ gpxq “
hpxq “ b γεγονός που αποδεικνύει ότι η f είναι «1-1».
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2. Στην κατηγορία Grp των οµάδων τους µονοµορφισµούς αποτελούν οι οµοµορφισµοί
οµάδων οι οποίοι είναι «1-1».

3. Στην κατηγορία Mod-R των δεξιών R-προτύπων υπεράνω ενός δακτυλίου R µε µονάδα
τους µονοµορφισµούς αποτελούν οι οµοµορφισµοί (δεξιών) R-προτύπων οι οποίοι είναι
«1-1».

4. Στην κατηγορία Top των τοπολογικών χώρων τους µονοµορφισµούς αποτελούν οι συ-
νεχείς απεικονίσεις οι οποίες είναι «1-1».

5. Στην κατηγορία Ring, αντίστοιχα CRing, των, αντίστοιχα µεταθετικών, δακτυλίων µε
µονάδα τους µονοµορφισµούς αποτελούν οι οµοµορφισµοί δακτυλίων οι οποίοι είναι
απεικονίσεις «1-1».
Μέχρις στιγµής τα παραδείγµατα που αναφέραµε µας έχουν δηµιουργήσει την εντύ-
πωση ότι οι µονοµορφισµοί ταυτίζονται µε τους «1-1» µορφισµούς µεταξύ αντικειµένων
µιας κατηγορίας C όταν τα αντικείµενα της είναι σύνολα ενδεχοµένως µε επιπλέον
δοµή. Ωστόσο την λανθασµένη αυτή εντύπωση καταρρίπτει το επόµενο παράδειγµα.

6. Στην κατηγορίαDiv µε αντικείµενα τις διαιρετές αβελιανές οµάδες και µορφισµούς τους
οµοµορφισµούς οµάδων µεταξύ αυτών, ένας µονοµορφισµός δεν είναι κατ΄ ανάγκη «1-
1» απεικόνιση.
Υπενθυµίζουµε ότι µια αβελιανή οµάδα H καλείται διαιρετή (divisible) εαν nH “ H
για κάθε ϕυσικό αριθµό n ě 1, δηλαδή για κάθε στοιχείο h P H και n υπάρχει ένα
στοιχείο h1 P H τέτοιο ώστε nh1 “ h.
ϑεωρούµε τον οµοµορφισµό$ : Q ÝÑ Q{Z από την προσθετική οµάδα των ϱητών στην
προσθετική οµάδα-πηλίκο των ϱητών ως προς την οµάδα των ακεραίων. Οι Q και Q{Z
είναι διαιρετές αβελιανές οµάδες.
Ο οµοµορφισµός $ δεν είναι απεικόνιση «1-1», ωστόσο είναι µονοµορφισµός στην Div.
Πράγµατι, ας είναι G µια διαιρετή αβελιανή οµάδα και f, g : G ÝÑ Q οµοµορφισµοί
τέτοιοι ώστε f ‰ g. Τότε υπάρχει x P G τέτοιο ώστε fpxq ‰ gpxq. ∆ηλαδή υπάρχει
στοιχείο p{q P Q µε p{q ‰ 0 και q ‰ ˘1 τέτοιο ώστε fpxq ´ gpxq “ p{q. Ας είναι y P G
τέτοιο ώστε x “ py. Τότε py “ ppfpyq ´ gpyqq “ fpxq ´ gpxq “ p{q, έτσι fpyq ´ gpyq “
1{q. Εποµένως, fpyq ` Z ‰ gpyq ` Z ως στοιχεία του Q{Z, και εποµένως $f ‰ $g.
Λαµβάνοντας την άρνηση της παραπάνω πρότασης έχουµε $f “ $g ùñ f “ g. ΄Ετσι,
ο $ είναι µονοµορφισµός.

Στο πλαίσιο αυτό ϑα αναφέρουµε ορισµένες ιδιότητες οι οποίες αφορούν τους µονοµορφισµούς.

Πρόταση 1.1.12. Ας είναι f : X ÝÑ Y και g : Y Ñ Z µορφισµοί στην κατηγορία C.

1. Εάν οι f , g είναι µονοµορφισµοί τότε και η σύνθεση τους g ˝f : X ÝÑ Z είναι µονοµορφισµός.

2. Ας είναι h : Y ÝÑW ένας άλλος µορφισµός στην κατηγορία C. Εάν η σύνθεση h ˝ f : X ÝÑ

W είναι µονοµορφισµός τότε ο f είναι µονοµορφισµός.

Απόδειξη. 1. ∆οθέντος ενός Ϲεύγους παράλληλων µορφισµών h1, h2 : D Ñ X στην C υποθέ-
τουµε ότι pg ˝ fq ˝ h1 “ pg ˝ fq ˝ h2. Τότε g ˝ pf ˝ h1q “ g ˝ pf ˝ h2q το οποίο συνεπάγεται
ότι f ˝ h1 “ f ˝ h2 καθώς g µονοµορφισµός. Από την τελευταία ισότητα λαµβάνοντας υπ΄
όψιν ότι f µονοµορφισµός προκύπτει ότι h1 “ h2. Ως εκ τούτου, η σύνθεση g ˝ f είναι
µονοµορφισµός.

2. ∆οθέντος ενός Ϲεύγους παράλληλων µορφισµών g1, g2 : E Ñ X στην C υποθέτουµε ότι
f ˝ g1 “ f ˝ g2. Τότε h ˝ pf ˝ g1q “ h ˝ pf ˝ g2q από όπου λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την
προσεταιριστικότητα της σύνθεσης έπεται ότι ph ˝ fq ˝ g1 “ ph ˝ fq ˝ g2. Εφόσον η σύνθεση
h ˝ f είναι µονοµορφισµός συµπεραίνουµε ότι g1 “ g2. ΄Ετσι, ο f είναι µονοµορφισµός. �
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Σχόλιο 1.1.13. Από τον ορισµό του µονοµορφισµού απορρέει η ακόλουθη ισοδυναµία:
f : X ÝÑ Y είναι µονοµορφισµός ðñ η απεικόνιση f˝ : HomCpZ,Xq ÝÑ HomCpZ, Y q µε

pf˝qg “ f ˝ g είναι «1-1» για οποιοδήποτε αντικείµενο Z της C.

Ορισµός 1.1.14. Ας είναι f : X ÝÑ Y και g : Y ÝÑ X δύο µορφισµοί σε µια κατηγορία C. Εάν
για τους µορφισµούς f και g ισχύει f ˝g “ 1Y τότε ο µορφισµός f καλείται αριστερά αντίστροφος
(left inverse) ή συστολή (retraction) του g και ο g καλείται δεξιά αντίστροφος (right inverse)
ή section.

Πρόταση 1.1.15. Ας είναι C µια κατηγορία.

1. Κάθε ταυτοτικός µορφισµός είναι µονοµορφισµός.

2. Κάθε δεξιά αντίστροφος µορφισµός είναι µονοµορφισµός.

Απόδειξη. 1. Ας είναι 1X ο ταυτοτικός µορφισµός του X. ∆οθέντος ενός Ϲεύγους παράλληλων
µορφισµών g1, g2 : Y Ñ X στην C υποθέτουµε ότι 1X ˝ g1 “ 1X ˝ g2. Από την τελευταία
ισότητα, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις ιδιότητες του ταυτοτικού µορφισµού 1X έπεται άµεσα ότι
g1 “ g2. Συνεπώς, ο 1X είναι µονοµορφισµός.

2. Ας είναι g : Y ÝÑ X ένας δεξιά αντίστροφος του µορφισµού f : X ÝÑ Y . Τότε f ˝ g “ 1Y.
∆οθέντος ενός Ϲεύγους παράλληλων µορφισµών h1, h2 : Z Ñ Y στην C υποθέτουµε ότι
g ˝ h1 “ g ˝ h2. Τότε, h1 “ pf ˝ gq ˝ h1 “ f ˝ pg ˝ h1q “ f ˝ pg ˝ h2q “ pf ˝ gq ˝ h2 “ h2.
΄Ετσι, ο g είναι µονοµορφισµός. �

∆υϊκή έννοια του µονοµορφισµού αποτελεί ο επιµορφισµός. Η συγκεκριµένη κλάση των µορ-
ϕισµών σε µια τυχαία κατηγορία γενικεύει την έννοια των απεικονίσεων οι οποίες είναι «επί».

Ορισµός 1.1.16. ΄Ενας µορφισµός f : X ÝÑ Y σε µία κατηγορία C καλείται επιµορφισµός
(epimorphism) εάν για κάθε αντικείµενο Z της κατηγορίας C και κάθε Ϲευγάρι παράλληλων
µορφισµών g1, g2 : Y Ñ Z ισχύει η ακόλουθη ιδιότητα

g1 ˝ f “ g2 ˝ f ùñ g1 “ g2

δηλαδή εάν ο µορφισµός f είναι δεξιά διαγράψιµος ως προς την σύνθεση.

Σχόλιο 1.1.17. Στην ϐιβλιογραφία ένας επιµορφισµός παριστάνεται και ως f : X � Y

Κάνοντας χρήση της ορολογίας των δυϊκών κατηγοριών ο ορισµός µετασχηµατίζεται διασαφη-
νίζοντας την δυϊκότητα των εννοιών του επιµορφισµού και του µονοµορφισµού ως εξής :

Ορισµός 1.1.18. ΄Ενας µορφισµός f : X ÝÑ Y σε µία κατηγορία C είναι επιµορφισµός (epimorphism)
εάν ο µορφισµος fop : Y ÝÑ X είναι µονοµορφισµός στην Cop.

Στην συνέχεια παραθέτουµε µερικά παραδείγµατα επιµορφισµών:

Παράδειγµα 1.1.19. 1. Στην κατηγορία Set των συνόλων τους επιµορφισµούς αποτελούν οι
απεικονίσεις οι οποίες είναι «επί».

∆ηλαδή ισχύει : Η απεικόνιση συνόλων f : X ÝÑ Y είναι «επί» αν και µόνον αν για κάθε

διάγραµµα απεικονίσεων X
f // Y

g //

h
// Z ικανοποιείται η ακόλουθη συνθήκη:

g ˝ f “ h ˝ f ñ g “ h

Πριν προχωρήσουµε στην απόδειξη του παραπάνω ισχυρισµού υπενθυµίζουµε :

Στην κατηγορία Set µια απεικόνιση συνόλων f : X ÝÑ Y είναι «επί»ô
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για κάθε στοιχείο y του συνόλου Y υπάρχει στοιχείο x του συνόλου X τέτοιο ώστε fpxq “ y

Τώρα είµαστε σε ϑέση να προχωρήσουµε στην απόδειξη του παραπάνω ισχυρισµού

Υποθέτουµε ότι f : X ÝÑ Y είναι «επί».

Ας είναι g, h : Y ÝÑ Z απεικονίσεις συνόλων µε g ˝ f “ h˝ f . Τότε gpfpxqq “ hpfpxqq,@x P
X.

Εφόσον f είναι «επί» έπεται ότι gpyq “ hpyq,@y P Y . ΄Ετσι g “ h.

Για την απόδειξη της αντίστροφης κατεύθυνσης υποθέτουµε ότι η f είναι επιµορφισµός
και ϑεωρούµε το σύνολο

 

0, 1
(

το οποίο αποτελείται από δύο στοιχεία και τις απεικονίσεις
g, h : Y Ñ{0,1} τέτοιες ώστε :

gpyq “

#

1 , αν y P Im f

0 , αν y R fpxq

και

hpyq “ 1 για όλα τα y P Y

Τότε pg ˝ fqpxq “ 1 και ph ˝ fqpxq “ 1, @x P X. ΄Αρα g ˝ f “ h ˝ f . ΄Ετσι, σύµφωνα µε την
υπόθεση g “ h. Εποµένως καταλήγουµε Im f “ fpXq “ Y γεγονός που αποδεικνύει ότι η
f είναι «επί».

2. Στην κατηγορία Grp των οµάδων τους επιµορφισµούς αποτελούν οι οµοµορφισµοί οµάδων
οι οποίοι είναι «επί».

3. Στην κατηγορία Mod-R των δεξιών R-προτύπων υπεράνω ενός δακτυλίου R µε µονάδα τους
επιµορφισµούς αποτελούν οι οµοµορφισµοί (δεξιών) R-προτύπων οι οποίοι είναι απεικο-
νίσεις «επί». Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας επιλέγουµε ως δακτύλιο R τον δακτύλιο Z των
ακεραίων. Σε αυτή την ειδική περίπτωση οι οµοµορφισµοί οι οποίοι είναι «επί» αποτελούν
τους επιµορφισµούς στην κατηγορία των αβελιανών οµάδων. ΄Οπως και σε προηγούµενα
παραδείγµατα ένας οµοµορφισµός ο οποίος είναι «επί» είναι ένας επιµορφισµός. Αντίστρο-
ϕα ας είναι f : MR ÝÑ NR ένας επιµορφισµός δεξιών R-προτύπων. Υποθέτουµε ότι ο f δεν
είναι «επί». Τότε Imf ‰ N . Η εικόνα του f , Imf είναι υποπρότυπο του N συνεπώς ορίζεται
το πηλίκο N{Imf . ΄Ετσι έχουµε το ακόλουθο διάγραµµα

M
f // N

π //
0
// N{ Im f // 0.

στο οποίο π είναι η κανονική προβολή και 0 είναι η µηδενική απεικόνιση Οι συνθέσεις
ικανοποιούν :

pπ ˝ fqpmq “ πpfpmqq “ fpmq ` Im f “ Im f “ 0 “ p0 ˝ fqpmq, @m PM

Τότε, π ˝ f “ 0 ˝ f . Εφόσον f επιµορφισµός έπεται ότι π “ 0. ΄Ετσι @x P N, πpxq “ Im f
το οποίο έχει ως συνέπεια x` Im f “ Im f . Εποµένως, καταλήγουµε x P Im f το οποίο είναι
άτοπο. Ως εκ τούτου, ο f είναι «επί».

4. Στην κατηγορία Top των τοπολογικών χώρων τους επιµορφισµούς αποτελούν οι συνεχείς
απεικονίσεις οι οποίες είναι «επί».

Ανάλογα µε τους µονοµορφισµούς οι επιµορφισµοί δεν ταυτίζονται απαραίτητα µε τους
µορφισµούς µεταξύ αντικειµένων µιας κατηγορίας C οι οποίοι είναι «επί». Το γεγονός αυτό
πιστοποιεί το ακόλουθο παράδειγµα:
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5. Στην κατηγορία Ring των µεταθετικών δακτυλίων µε µονάδα ένας µορφισµός f : X ÝÑ Y
είναι επιµορφισµός εάν δοθέντος οποιουδήποτε στοιχείου y P Y ισχύει η ισότητα 1by “ yb1
στο Y bX Y ή ισοδύναµα εάν ο µορφισµός Y ÝÑ Y bX Y είναι «επί». Ωστόσο ένας
επιµορφισµός δακτυλίων δεν είναι απαραίτητα «επί». Ας είναι i : Z ÝÑ Q η απεικόνιση
έγκλεισης από τον δακτύλιο Z των ακεραίων στον δακτύλιο Q των ϱητών. Η απεικόνιση
έγκλεισης i δεν είναι «επί» ωστόσο είναι επιµορφισµός στην κατηγορία Ring. Πράγµατι ας
είναι R ένας δακτύλιος και g1, g2 : Q ÝÑ R οµοµορφισµοί δακτυλίων µε g1pnq “ g2pnq για
κάθε ακέραιο n. Για κάθε n P Z µε n ‰ 0 ισχύει :

g1pn
´1q “ g1pn

´1qg1p1q “ g1pn
´1qg2p1q “ g1pn

´1qg2pnqg2pn
´1q “

“ g1pn
´1qg1pnqg2pn

´1q “ g1p1qg2pn
´1q “ g2p1qg2pn

´1q “ g2pn
´1q

΄Ετσι, για κάθε m,n P Z µε n ‰ 0 προκύπτει :

g1pm{nq “ g1pmn
´1q “ g1pmqg1pn

´1q “ g2pmqg2pn
´1q “ g2pmn

´1q “ g2pm{nq

για κάθε m{n P Q. Εποµένως καταλήγουµε οτι g1 “ g2 γεγονός που αποδεικνύει ότι ο
µορφισµός i είναι επιµορφισµός.

Ευθύς αµέσως ϑα αναφερθούµε σε κάποιες ιδιότητες των επιµορφισµών οι οποίες είναι δυϊκές
των αντίστοιχων ιδιοτήτων των µονοµορφισµών.

Πρόταση 1.1.20. Σε µια κατηγορία C ισχύουν τα ακόλουθα: Ας είναι f : X ÝÑ Y και g : Y Ñ Z
µορφισµοί στην κατηγορία C.

1. Εάν οι f , g είναι επιµορφισµοί τότε και η σύνθεση τους g ˝ f : X ÝÑ Z είναι επιµορφισµός.

2. Ας είναι k : Z ÝÑ X ένας άλλος µορφισµός στην κατηγορία C. Εάν η σύνθεση f ˝k : Z ÝÑ Y
είναι επιµορφισµός τότε ο f είναι επιµορφισµός.

Απόδειξη. Είναι δυϊκή της απόδειξης της Πρότασης 1.1.12. . �

Πρόταση 1.1.21. Ας είναι C µια κατηγορία.

1. Κάθε ταυτοτικός µορφισµός είναι επιµορφισµός.

2. Κάθε αριστερά αντίστροφος µορφισµός είναι επιµορφισµός.

Απόδειξη. Είναι δυϊκή της απόδειξης της Πρότασης 1.1.15. . �

Ολοκληρώνουµε τις κλάσεις των µορφισµών σε µια κατηγορία C δίνοντας την έννοια του ισο-
µορφισµού. Η συγκεκριµένη κλάση των µορφισµών σε µια τυχαία κατηγορία γενικεύει την έννοια
των «1-1» και «επί» απεικονίσεων.

Ορισµός 1.1.22. ΄Ενας µορφισµός f : X ÝÑ Y σε µια κατηγορία C καλείται ισοµορφισµός
(isomorphism) εάν υπάρχει ένας µορφισµός g : Y ÝÑ X στην κατηγορία C τέτοιος ώστε f ˝g “ 1Y

και g ˝ f “ 1X. ΄Ενας τέτοιος µορφισµός καλείται αντίστροφος του f .

Σχόλιο 1.1.23. Στην ϐιβλιογραφία ένας ισοµορφισµός παριστάνεται ως f : X
– // Y.

Παρατήρηση 1.1.24. Η πρόταση « f είναι ισοµορφισµός » είναι αυτοδυϊκή (self-dual) δηλαδή
όπως είναι προφανές από τον ορισµό, ο µορφισµός f είναι ισοµορφισµός στην C αν και µόνο αν ο
f είναι ισοµορφισµός στην Cop.

Χάρις στην ακόλουθη πρόταση µπορούµε να µιλάµε για «τον» αντίστροφο ενός ισοµορφισµού
τον οποίο συµβολίζουµε µε f´1.
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Πρόταση 1.1.25. Ο αντίστροφος µορφισµός ενός µορφισµού f , αν υπάρχει, είναι µοναδικός.

Απόδειξη. Ας είναι g : Y ÝÑ X ο αντίστροφος του µορφισµού f : X ÝÑ Y . Τότε g ˝ f “ 1X

και f ˝ g “ 1Y. Υποθέτουµε ότι h : Y ÝÑ X είναι ένας άλλος µορφισµός ο οποίος εξίσου είναι
αντίστροφος του µορφισµού f . Τότε h ˝ f “ 1X και f ˝ h “ 1Y. ΄Ετσι, προκύπτει : g “ g ˝ 1Y “

g ˝ pf ˝ hq “ pg ˝ fq ˝ h “ 1X ˝ h “ h. Εποµένως, ο µορφισµός g είναι µοναδικός. �

Παραθέτουµε τα ακόλουθα παραδείγµατα ισοµορφισµών:

Παράδειγµα 1.1.26. 1. Στην κατηγορία Set των συνόλων τους ισοµορφισµούς αποτελούν οι
απεικονίσεις οι οποίες είναι «1-1» και «επί».

2. Στην κατηγορία Mod-R των δεξιών R-προτύπων υπεράνω ενός δακτυλίου R µε µονάδα τους
ισοµορφισµούς αποτελούν οι οµοµορφισµοί δεξιών R-προτύπων οι οποίοι είναι «1-1» και
«επί».

3. Στην κατηγορία Grp των οµάδων τους ισοµορφισµούς αποτελούν οι οµοµορφισµοί οµάδων
οι οποίοι είναι «1-1» και «επί» . Το ίδιο ισχύει και στην κατηγορία Ab των αβελιανών οµάδων.

4. Στην κατηγορία Ring των µεταθετικών δακτυλίων µε µονάδα τους ισοµορφισµούς αποτελούν
οι οµοµορφισµοί δακτυλίων οι οποίοι είναι «1-1» και «επί».
Σε αντίθεση µε τα προηγούµενα παραδείγµατα:

5. Στην κατηγορία Top των τοπολογικών χώρων ένας µορφισµός ο οποίος είναι «1-1» και «επί»
δεν είναι απαραίτητα ισοµορφισµός αφού για παράδειγµα ο µορφισµός

f : r0, 1q ÝÑ
 

x P C | |z| “ 1
(

, fptq “ e2πit

είναι «1-1» και «επί» ωστόσο δεν είναι οµοιοµορφισµός. Στην κατηγορία Top τους ισοµορφι-
σµούς αποτελούν οι οµοιοµορφισµοί.

Εν συνεχεία ϑα αναφερθούµε σε ισόµορφα αντικείµενα της κατηγορίας C τα οποία ουσιαστικά
είναι ίδια µεταξύ τους.

Ορισµός 1.1.27. Ας είναι C µια κατηγορία και X, Y αντικείµενα της C. Καλούµε τα X και
Y ισόµορφα (isomorphic) και ϑα συµβολίζουµε µε X w Y , εάν υπάρχει ένας ισοµορφισµός

f : X
w // Y.

Σχόλιο 1.1.28. Σε µια κατηγορία C η «w» είναι µια σχέση ισοδυναµίας στην κλάση obpCq των
αντικειµένων της C.

Ακολούθως παραθέτουµε ορισµένες ιδιότητες των ισοµορφισµών:

Πρόταση 1.1.29. Ας είναι f : X ÝÑ Y και g : Y ÝÑ Z µορφισµοί στην κατηγορία C.

1. Εάν οι f , g είναι ισοµορφισµοί τότε και η σύνθεση τους g ˝ f : X ÝÑ Z είναι ισοµορφισµός.

2. Ας είναι f : X ÝÑ Y ένας ισοµορφισµός στην κατηγορία C. Τότε ο αντίστροφος f´1 : Y ÝÑ X
του f είναι ισοµορφισµός.

3. ΄Ενας ισοµορφισµός f : X ÝÑ Y στην κατηγορία C είναι µονοµορφισµός και επιµορφισµός.

Απόδειξη. 1. Ας είναι f και g δύο ισοµορφισµοί. Τότε υπάρχουν µορφισµοί f´1 : Y ÝÑ X
και g´1 : Z ÝÑ Y στην C µε f´1 ˝ f “ 1X, f ˝ f´1 “ 1Y, g´1 ˝ g “ 1Y και g ˝ g´1 “ 1Z

αντίστοιχα. Λόγω της προσεταιριστικότητας της σύνθεσης, των ιδιοτήτων του ταυτοτικού
µορφισµού και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις παραπάνω ισότητες προκύπτει ότι :

pg ˝fq˝pf´1 ˝g´1q “ g ˝pf ˝pf´1 ˝g´1qq “ g ˝pf ˝f´1q˝g´1 “ g ˝1Y ˝g
´1 “ g ˝g´1 “ 1Z
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και

pf´1˝g´1q˝pg˝fq “ f´1˝pg´1˝pg˝fqq “ f´1˝pg´1˝gq˝f “ f´1˝1Y ˝f “ f´1˝f “ 1X.

Εποµένως, ο µορφισµός g ˝ f : X ÝÑ Z είναι ισοµορφισµός µε αντίστροφο pg ˝ fq´1 “

f´1 ˝ g´1.

2. Ας είναι f ένας ισοµορφισµός. Τότε υπάρχει µορφισµός f´1 : Y ÝÑ X στην C µε f´1 ˝ f “
1X και f ˝ f´1 “ 1Y. ΄Ετσι, σύµφωνα µε τον ορισµό του ισοµορφισµού ο µορφισµός f´1

είναι ισοµορφισµός µε αντίστροφο pf´1q´1 “ f .

3. Ας είναι f ισοµορφισµός. Τότε υπάρχει µορφισµός f´1 : Y ÝÑ X στην C µε f´1 ˝ f “ 1X

και f ˝ f´1 “ 1Y. Από την πρώτη ισότητα έπεται ότι ο f είναι δεξιά αντίστροφος του f´1

και κατ΄ επέκταση σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος της Πρότασης 1.1.15 είναι µονοµορφι-
σµός. Αντίστοιχα, από τη δεύτερη ισότητα ο f είναι αριστερά αντίστροφος του f´1 και έτσι
σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος της Πρότασης 1.1.21 είναι επιµορφισµός. Συνεπώς ο f είναι
µονοµορφισµός και επιµορφισµός. �

Παρατήρηση 1.1.30. Το αντίστροφο του τρίτου σκέλους της Πρότασης 1.1.29. δεν ισχύει, δη-
λαδή ένας µορφισµός ο οποίος είναι µονοµορφισµός και επιµορφισµός δεν είναι κατ΄ ανάγκη
ισοµορφισµός, ϐλέπε το σκέλος (5) του Παραδείγµατος 1.1.26.

Πρόταση 1.1.31. Ας είναι C µια κατηγορία.

1. Κάθε ταυτοτικός µορφισµός είναι ισοµορφισµός.

2. Κάθε δεξιά αντίστροφος µορφισµός ο οποίος είναι επιµορφισµός είναι ισοµορφισµός.

Απόδειξη. 1. ΄Εστω 1X ο ταυτοτικός µορφισµός του X. Από τις ιδιότητες του ταυτοτικού µορ-
ϕισµού έπεται :

1X ˝ 1X “ 1X

΄Ετσι, ο ταυτοτικός µορφισµός 1X του X είναι ισοµορφισµός µε αντίστροφο 1X
´1 “ 1X.

2. ΄Εστω g : Y ÝÑ X ένας δεξιά αντίστροφος του µορφισµού f : X ÝÑ Y . Τότε f ˝ g “ 1Y.
Συνθέτοντας από αριστερά µε τον µορφισµό g στην παραπάνω ισότητα έπεται ότι g ˝ pf ˝
gq “ g ˝ 1Y. Χρησιµοποιώντας την προσεταιριστικότητα της σύνθεσης και τις ιδιότητες του
ταυτοτικού µορφισµού προκύπτει pg ˝fq˝g “ g “ 1X ˝g. Από υπόθεση ο δεξιά αντίστροφος
g είναι επιµορφισµός. Ως εκ τούτου, g ˝ f “ 1X. Από τις ισότητες f ˝ g “ 1Y και g ˝ f “ 1X

έπεται ότι ο g είναι ισοµορφισµός µε αντίστροφο g´1 “ f . �

Στην αρχή του κεφαλαίου είδαµε παραδείγµατα στα οποία η κλάση αντικειµένων και οι µορ-
ϕισµοί µιας κατηγορίας περιέχονται στην κλάση αντικειµένων και στους µορφισµούς µιας άλλης.
Χαρακτηριστικά αναφέρουµε την κατηγορία Ab των αβελιανών οµαδων η οποία εµπεριέχεται στην
κατηγορία Grp των οµάδων και την κατηγορία CTop των συµπαγών τοπολογικών χώρων η οποία
περιλαµβάνεται στην κατηγορία Top των τοπολογικών χώρων. Στη συνέχεια ϑα αναφερθούµε σε
αυτό το ϕαινόµενο πιο διεξοδικά.

Ορισµός 1.1.32. Μια κατηγορία C1 καλείται υποκατηγορία (subcategory) της κατηγορίας C,
εάν :

1. obpC1q Ď obpCq.

2. Για κάθε Ϲεύγος αντικειµένων X, Y της C1, ισχύει ότι

HomC1pX,Y q Ď HomCpX,Y q.
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3. Η σύνθεση δύο µορφισµών στην κατηγορία C1 συµπίπτει µε την σύνθεση αυτών των µορφισµών
στην κατηγορία C.

4. Ο ταυτοτικός µορφισµός 1X είναι ο ίδιος στις κατηγορίες C1 και C για κάθε αντικείµενο X της
C1.
Αν η κατηγορία C1 είναι υποκατηγορία της C, συνήθως ϑα γράφουµε : C1 Ď C.

Ορισµός 1.1.33. Μια υποκατηγορία C1 της C, καλείται πλήρης υποκατηγορία (full subcate-
gory) της C, εάν HomC1pX,Y q “ HomCpX,Y q για κάθε Ϲεύγος αντικειµένων X, Y της C1.

Ο ορισµός της πλήρους υποκατηγορίας γίνεται περισσότερο κατανοητός µε την ϐοήθεια των
ακολούθων παραδειγµάτων.

Παράδειγµα 1.1.34. 1. Κάθε κατηγορία C είναι πλήρης υποκατηγορία του εαυτού της.

2. Η κλάση Ab των αβελιανών οµάδων αποτελεί πλήρη υποκατηγορία της κατηγορίας Grp των
οµάδων.

3. Η κλάση CTop των συµπαγών τοπολογικών χώρων είναι πλήρης υποκατηγορία της κατηγο-
ϱίας Top των τοπολογικών χώρων.

4. Η κλάση Hauss των τοπολογικών χώρων Hausdorff είναι πλήρης υποκατηγορία της κατηγο-
ϱίας Top των τοπολογικών χώρων.

5. Η κατηγορία Rel των διµελών σχέσεων ορίζεται ως εξής : obpRelq “ obpSetq και HomRelpX,Y q
“ PpXˆY q όπου PpXˆY q είναι το σύνολο των υποσυνόλων του XˆY . Η πράξη της σύν-
ϑεσης ορίζεται ακολούθως: ∆οθέντων µορφισµών f : X ÝÑ Y και g : Y ÝÑ Z, ο µορφισµός
g ˝ f : X ÝÑ Z ορίζεται να είναι το σύνολο tpx, zq P X ˆ Z; υπάρχει y τέτοιο ώστε px, yq P
f, py, zq P gu και 1X “ tpx, xq : x P Xu το διαγώνιο σύνολο του XxX. Η κατηγορία Set
των συνόλων αποτελεί υποκατηγορία της κατηγορίας Rel των διµελών σχέσεων, ωστόσο δεν
είναι πλήρης υποκατηγορία της αφού η κατηγορία Set έχει λιγότερους µορφισµούς από την
κατηγορία Rel καθώς ένας µορφισµός f : X ÝÑ Y στην Set είναι µια διµελής σχέση µε την
επιπλέον ιδιότητα εάν px, yq P f και px, y1q P f τότε y “ y1.

Ορισµός 1.1.35. Μια πλήρης υποκατηγορία C1 της κατηγορίας C καλείται υπερπλήρης (replete)
εάν για κάθε ισοµορφισµό f : X ÝÑ Y στην κατηγορία C το αντικείµενο Y ανήκει στην C1 όταν το
αντικείµενο X ανήκει στην C1.

Παράδειγµα 1.1.36. 1. Κάθε υποκατηγορία της κατηγορίας των τοπολογικών χώρων τα α-
ντικείµενα της οποίας έχουν µια τοπολογική αναλλοίωτη (δηλαδή µια ιδιότητα η οποία
εξαρτάται µόνο από την τοπολογία του χώρου και ως εκ τούτου είναι κοινή σε οποιοδήποτε
τοπολογικό χώρο οµοιοµορφικό µε αυτόν όπως για παράδειγµα η συµπάγεια, η συνεκτικό-
τητα, η ιδιότητα να είναι Hausdorff, η διάσταση καθώς και αλγεβρικές αναλλοίωτες όπως η
οµολογία και οι οµοτοπικές οµάδες), είναι υπερπλήρης.

2. Η κατηγορία των µετρικών χώρων και των οµοιόµορφα συνεχών απεικονίσεων δεν είναι υ-
περπλήρης υποκατηγορία της κατηγορίας των µετρικών χώρων και των απεικονίσεων µεταξύ
µετρικών χώρων (ισοµετρίες) καθώς δύο µετρικοί χώροι µπορεί να είναι τοπολογικά ισόµορ-
ϕοι ωστόσο η κατηγορία των µετρικών χώρων και των οµοιόµορφα συνεχών απεικονίσεων
δεν είναι πλήρης υποκατηγορία της κατηγορίας των µετρικών χώρων και των απεικονίσεων
µεταξύ µετρικών χώρων (ισοµετρίες) αφού µια οµοιόµορφα συνεχής απεικόνιση δεν είναι
κατ΄ ανάγκη ισοµετρία γεγονός που οφείλεται στο ότι η ιδιότητα του να είναι ένας χώρος
µετρικός δεν είναι τοπολογική αναλλοίωτη.

Ορισµός 1.1.37. Μια κατηγορία C καλείται οµαδοειδές (groupoid) εάν κάθε µορφισµός της
κατηγορίας C είναι ισοµορφισµός.
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Ορισµένα παραδείγµατα οµαδοειδών είναι τα ακόλουθα:

Παράδειγµα 1.1.38. 1. ΄Ενα σύνολο X εφοδιασµένο µε µια σχέση ισοδυναµίας «w» γίνεται
οµαδοειδές µε µοναδικό αντικείµενο της κατηγορίας το σύνολο X και µοναδικό µορφισµό
x ÝÑ y όταν x w y. ΄Ενα τέτοιο οµαδοειδές είναι ισοδύναµο µε τη διακριτή κατηγορία την
οποία ορίζει το σύνολο πηλίκο X{w.

2. Ας είναιX ένας τοπολογικός χώρος. Το ϑεµελιώδες οµαδοειδές (fundamental groupoid) του
X είναι το οµαδοειδές του οποίου τα αντικείµενα είναι τα σηµεία του X και του οποίου οι
µορφισµοί x ÝÑ y είναι οι κλάσεις οµοτοπίας των συνεχών µονοπατιών tr0, 1s w I ÝÑ Xu
που ξεκινούν απο το x και τελειώνουν στο y µε την σύνθεση να δίνεται από την αλληλουχία
των µονοπατιών. Το ϑεµελιώδες οµαδοειδές είναι µια ϕυσική γενίκευση της ϑεµελιώδους
οµάδας η οποία είναι ανεξάρτητη από την επιλογή των σηµείων της ϐάσης και εξαιτίας αυτού
του λόγου πολλές προτάσεις σχετικά µε τις ϑεµελιώδεις οµάδες διατυπώθηκαν αρχικά ως
προτάσεις σχετικά µε τα ϑεµελιώδη οµαδοειδή.

3. Η δράση µιας οµάδας G σε ένα σύνολο S ορίζει ένα οµαδοειδές, την δράση οµαδοειδούς
(action groupoid) του οποίου τα αντικείµενα είναι τα στοιχεία του S και του οποίου οι
µορφισµοί x ÝÑ y είναι τα Ϲευγάρια pg, xq P G ˆ S τέτοια ώστε gx “ y µε την σύνθεση
να επάγεται απο τον πολλαπλασιασµό στην οµάδα G. Συχνά στην ϐιβλιογραφία αναφέρεται
και ως ασθενές πηλίκο.

Σχόλιο 1.1.39. Το ϑεώρηµα Seifert-Van Kampen το οποίο εµφανίζεται στην αλγεβρική τοπολογία
έχει µια πιο γενική µορφή που περιλαµβάνει ϑεµελιώδη οµαδοειδή σε ένα σύνολο σηµείων της
ϐάσης το οποίο επιτρέπει µεταξύ άλλων τον άµεσο υπολογισµό της πρωταρχικής οµάδας του
κύκλου χωρίς να γίνει χρήση της ϑεωρίας χώρων κάλυψης.

Ορισµός 1.1.40. Μια κατηγορία C καλείται πεπερασµένη (finite) εάν το σύνολο µορφισµών της
είναι πεπερασµένο.

Η απάντηση σχετικά µε το τι ισχύει για τα αντικείµενα µιας πεπερασµένης κατηγορίας δίνεται
από την ακόλουθη παρατήρηση.

Παρατήρηση 1.1.41. Στον Ορισµό 1.1.40. το γεγονός ότι το σύνολο των µορφισµών της πεπε-
ϱασµένης κατηγορίας κατηγορίας C είναι ένα πεπερασµένο σύνολο έχει ως αποτέλεσµα το σύνολο
των αντικειµένων της να είναι πεπερασµένο σύνολο. Αυτό συµβαίνει διότι για κάθε αντικείµενο
υπάρχει ο αντίστοιχος ταυτοτικός µορφισµός.

Μπορούµε εύκολα να προσδιορίσουµε παραδείγµατα πεπερασµένων κατηγοριών παίρνοντας
αντικείµενα και ϑεωρώντας µορφισµούς µεταξύ των αντικειµένων ϕροντίζοντας να λάβουµε τις απα-
ϱαίτητες συνθέσεις και ταυτότητες έτσι ώστε να ικανοποιούνται τα αξιώµατα της κατηγορίας. Εάν
υπάρχουν ϐρόγχοι χρειάζεται να αποκοπούν για να διατηρήσουµε την κατηγορία πεπερασµένη.
Κάποια παραδείγµατα πεπερασµένων κατηγοριών είναι τα εξής :

Παράδειγµα 1.1.42. 1. Η κατηγορία 0 ή κενή κατηγορία (empty category) η οποία δεν
διαθέτει αντικείµενα ή µορφισµούς, αποτελεί πεπερασµένη κατηγορία.

2. Η κατηγορία 1 ή τελική κατηγορία (terminal category) η οποία διαθέτει ένα αντικείµενο
και τον ταυτοτικό µορφισµό, και παριστάνεται ως ˚, αποτελεί πεπερασµένη κατηγορία.

3. Η κατηγορία 2 η οποία διαθέτει δύο αντικείµενα και τους αντίστοιχους ταυτοτικούς µορφι-
σµούς τους και ακριβώς έναν µορφισµό µεταξύ των αντικειµένων, η οποία παριστάνεται ως :
˚ ÝÑ ‹, αποτελεί πεπερασµένη κατηγορία.
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4. Η κατηγορία 3 η οποία διαθέτει τρία αντικείµενα και τους αντίστοιχους ταυτοτικούς µορ-
ϕισµούς τους και ακριβώς έναν µορφισµό από το πρώτο στο δεύτερο αντικείµενο, ακριβώς
έναν µορφισµό από το δεύτερο στο τρίτο αντικείµενο, και ακριβώς έναν µορφισµό από το
πρώτο στο τρίτο αντικείµενο η οποία παριστάνεται ως :

˚ //

��

‹

��
‚

αποτελεί πεπερασµένη κατηγορία.

5. Η κατηγορία η οποία διαθέτει δύο αντικείµενα και τους αντίστοιχους ταυτοτικούς µορφι-
σµούς τους και έναν µορφισµό από το πρώτο αντικείµενο στο δεύτερο και έναν µορφισµό
από το δεύτερο αντικείµενο στο πρώτο η οποία παριστάνεται ως :

X
f //

Y
g

oo

στην οποία g˝f ‰ 1X και f ˝g ‰ 1Y είναι µια κατηγορία ωστόσο δεν είναι µια πεπερασµένη
κατηγορία καθώς διαθέτουµε άπειρους µορφισµούς g ˝ f, g ˝ f ˝ g ˝ f, g ˝ f ˝ g ˝ f ˝ g ˝ f ...

Ορισµός 1.1.43. Μια κατηγορία C καλείται συνεκτική (connected) εάν είναι µη κενή και δοθέ-
ντων δύο αντικειµένων X,Y P C είναι δυνατόν να µεταβούµε από το αντικείµενο X στο αντικείµενο
Y µέσω µιας πεπερασµένης ακολουθιας µορφισµών οι οποίοι συντίθενται ανεξαρτήτως της ϕοράς
των ϐελών όπως παριστάνεται στο ακόλουθο διάγραµµα.

X1

{{   

¨ ¨ ¨

$$||

X2n´1

zz %%
X “ X0 X2 X2n´2 X2n “ Y

Παράδειγµα 1.1.44. 1. Κάθε κατηγορία η οποία διαθέτει είτε αρχικό είτε τελικό αντικείµενο
έννοιες που ϑα αναφερθούν στην συνέχεια αποτελεί συνεκτική κατηγορία.

2. Η κενή κατηγορία δεν είναι συνεκτική.

Στο Σχόλιο 1.1.2. χρησιµοποιήσαµε ένα διάγραµµα για να αναπαραστήσουµε ορισµένους
µορφισµούς µεταξύ αντικειµένων µιας κατηγορίας C. Γενικότερα,

Ορισµός 1.1.45. Σε µια κατηγορία C ένα διάγραµµα (diagram) είναι ένα διάγραµµα το οποίο απο-
τελείται από κορυφές και ϐέλη µεταξύ των κορυφών, όπου οι κορυφές αναπαριστάνουν αντικείµενα
της κατηγορίας και τα ϐέλη αναπαριστάνουν µορφισµούς µεταξύ αυτών των αντικειµένων.

Κάποια άλλα παραδείγµατα διαγραµµάτων είναι τα εξής :

Παράδειγµα 1.1.46. 1. ΄Ενας µορφισµός f : X ÝÑ Y αποτελεί την πιο απλή µορφή δια-
γράµµατος.

2. Το ακόλουθο σχήµα αντικειµένων και µορφισµών σε µια κατηγορία

X
f //

g

  

Y

l
��
Z

αποτελεί διάγραµµα το οποίο είναι µεταθετικό αν και µόνον αν l ˝ f “ g.
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3. Το ακόλουθο σχήµα αντικειµένων και µορφισµών σε µια κατηγορία

X
f //

h

CCY
g // Z

αποτελεί διάγραµµα το οποίο είναι µεταθετικό αν και µόνο αν g ˝ f “ h.

4. Το ακόλουθο σχήµα αντικειµένων και µορφισµών σε µια κατηγορία

X
g //

h
// Y

f // Z

αποτελεί διάγραµµα το οποίο είναι µεταθετικό αν και µόνο αν f ˝ g “ f ˝ h.

Σε µια κατηγορία C το σύνολο των µορφισµών της µπορεί να εφοδιαστεί µε την δοµή κατηγορίας
ως εξής :

Ορισµός 1.1.47. ΄Εστω C µια κατηγορία. Συµβολίζουµε µε MorpCq την κατηγορία η οποία έχει ως
αντικείµενα τους µορφισµούς στην C και στην οποία οι µορφισµοί έχουν την ακόλουθη περιγραφή:
Εάν f : X ÝÑ Y και g : X 1 ÝÑ Y 1 είναι µορφισµοί στην C, δηλαδή αντικείµενα της MorpCq τότε
HomMorpCqpf, gq “ tu : X ÝÑ X 1, v : Y ÝÑ Y 1 | g ˝ u “ v ˝ fu. ∆ιαγραµµατικά ένας µορφισµός
f ÝÑ g στην MorpCq περιγράφεται από το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

X

f

��

u // X 1

g

��
Y

v
// Y 1

Η σύνθεση στην MorpCq ορίζεται ως εξής : pw, kq ˝ pu, vq “ pw ˝ u, k ˝ vq µε την προϋπόθεση ότι οι
επιµέρους συνθέσεις των µορφισµών ορίζονται και παριστάνεται διαγραµµατικά ως εξής :

pw, kq ˝ pu, vq

X

Y

X 1

Y 1
��

f

//
u

��
g

//
v

X2

Y 2

//
w

//
k

��
h

“

+3

pw ˝ u, k ˝ vq

X

Y

X2

Y 2
��

f

//
w ˝ u

��
h

//
k ˝ v

Ο ταυτοτικός µορφισµός 1f του αντικειµένου f : X ÝÑ Y στην MorpCq ορίζεται : 1f “ p1X, 1Yq.

Στη συνέχεια ϑα µελετήσουµε ειδικές κλάσεις αντικειµένων µιας κατηγορίας C οι οποίες απο-
τελούνται από αντικείµενα τα οποία είναι εφοδιασµένα µε µια επιπρόσθετη δοµή.

Ορισµός 1.1.48. Ας είναι C µια κατηγορία. ΄Ενα αντικείµενο P της C καλείται αρχικό (initial
object) το οποίο συνήθως συµβολίζεται µε ∅, εάν για κάθε αντικείµενοX αυτής υπάρχει µοναδικός
µορφισµός από το P στοX. ∆ηλαδή, το σύνολο HomCpP,Xq είναι µονοσύνολο για κάθε αντικείµενο
X της C.

∆υϊκή έννοια του αρχικού αντικειµένου αποτελεί αυτή του τελικού αντικειµένου.
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Ορισµός 1.1.49. Ας είναι C µια κατηγορία. ΄Ενα αντικείµενο P της C καλείται τελικό (terminal
object) το οποίο συνήθως συµβολίζεται µε ˚, εάν για κάθε αντικείµενο X αυτής υπάρχει µοναδικός
µορφισµός από τοX στο P . ∆ηλαδή το σύνολο HomCpX,P q είναι µονοσύνολο για κάθε αντικείµενο
X της C.

΄Οταν ένα αντικείµενο της κατηγορίας C είναι συγχρόνως αρχικό και τελικό προκύπτει ο ακό-
λουθος ορισµός :

Ορισµός 1.1.50. Ας είναι C µια κατηγορία. ΄Ενα αντικείµενο P της C καλείται µηδενικό (zero
object) και συµβολίζεται µε 0, εάν είναι ταυτόχρονα αρχικό και τελικό αντικείµενο.

Παρατήρηση 1.1.51. 1. Εάν η κατηγορία C διαθέτει ένα µηδενικό αντικείµενο 0 τότε για
οποιαδήποτε αντικείµενα X, Y της ο µοναδικός µορφισµός ο οποίος προκύπτει ως σύνθεση

X // 0 // Y

συµβολίζεται επίσης µε 0 : X ÝÑ Y . Η σύνθεση οποιουδήποτε άλλου µορφισµού f : Y ÝÑ
Z µε τον µορφισµό 0 : X ÝÑ Y είναι ο µορφισµός 0: X ÝÑ Z.

2. ΄Οπως και στην περίπτωση του ισοµορφισµού η πρόταση «Το 0 είναι µηδενικό αντικείµενο»
είναι αυτοδυϊκή δηλαδή το 0 είναι µηδενικό αντικείµενο στην C αν και µόνο αν είναι µηδενικό
αντικείµενο στην Cop.

Παράδειγµα 1.1.52. 1. Στην κατηγορία Set των συνόλων, το κενό σύνολο είναι το µοναδικό
αρχικό αντικείµενο ενώ κάθε µονοσύνολο είναι ένα τελικό αντικείµενο. Εποµένως στην
κατηγορία Set δεν υπάρχει µηδενικό αντικείµενο.

2. Στην κατηγορία Top των τοπολογικών χώρων, ο κενός τοπολογικός χώρος είναι το µοναδικό
αρχικό αντικείµενο ενώ κάθε τοπολογικός χώρος του οποίου το υποκείµενο σύνολο έχει α-
κριβώς ένα σηµείο δηλαδή ουσιαστικά ένα µονοσύνολο txu µε την µόνη δυνατή τοπολογία
(οι χώροι αυτοί ονοµάζονται one-point spaces και είναι µη κενοί χώροι οι οποίοι είναι εφο-
διασµένοι µε µια τοπολογία η οποία είναι εξίσου διακριτή και τετριµµένη δηλαδή υπάρχει
µοναδική τοπολογία τέτοια ώστε όλα τα υποσύνολα να είναι εξίσου ανοικτά και κλειστά) είναι
ένα τελικό αντικείµενο. Ως εκ τούτου στην κατηγορία Top όπως και στην κατηγορία Set δεν
υπάρχει µηδενικό αντικείµενο.

3. Στην κατηγορία CRing των µεταθετικών δακτυλίων µε µονάδα, ο δακτύλιος των ακεραίων
Z είναι ένα αρχικό αντικείµενο αφού για κάθε δακτύλιο R ο οµοµορφισµός f : Z ÝÑ R ο
οποίος ορίζεται ώς :

fpnq “

$

’

&

’

%

1R ` ¨ ¨ ¨ ` 1R rn´ ϕορέςs , αν n ą 0

0 , αν n “ 0

p´1Rq ` ¨ ¨ ¨ ` p´1Rq rp´nq ´ ϕορέςs , αν n ă 0

είναι ο µοναδικός οµοµορφισµός από τον Z στον R ενώ ο τετριµµένος δακτύλιος ο οποίος
αποτελείται από ένα µόνο στοιχείο 0 “ 1 είναι ένα τελικό αντικείµενο αφού υπάρχει µονα-
δικός οµοµορφισµός f : R ÝÑ 0 τέτοιος ώστε fprq “ 0. Εάν οι οµοµορφισµοί δακτυλίων
δεν διατηρούν την µονάδα τότε ο τετριµµένος δακτύλιος δεν είναι τελικό αντικείµενο. Στην
κατηγορία CRing δεν υπάρχει µηδενικό αντικείµενο.

4. Στη κατηγορία Grp των οµάδων κάθε τετριµµένη οµάδα teu όπου µε e συµβολίζουµε το
ταυτοτικό στοιχείο της οµάδας είναι αρχικό, τελικό και συνεπώς και µηδενικό αντικείµενο
της κατηγορίας Grp. Το ίδιο ισχύει και για την κατηγορία Ab των αβελιανών οµάδων.
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5. Στην κατηγορία Mod-R των δεξιών R-προτύπων (αντίστοιχα στην κατηγορία R-Mod των αρι-
στερών R-προτύπων), όπου ο R συµβολίζει έναν δακτύλιο µε µονάδα το µηδενικό πρότυπο
είναι ένα αρχικό, τελικό και συνεπώς µηδενικό αντικείµενο της κατηγορίας Mod-R (αντί-
στοιχα R-Mod).

Σε µία τυχαία κατηγορία C όπως έγινε κατανοητό από τα παραπάνω παραδείγµατα δεν υπάρ-
χουν πάντα αρχικά, τελικά ή µηδενικά αντικείµενα. Ωστόσο η ακόλουθη πρόταση µας εξασφαλίζει
ότι εάν υπάρχει κάποιο αντικείµενο στην υποκείµενη κατηγορία που ανήκει σε κάποια από τις
προαναφερθείσες κλάσεις αντικειµένων είναι ουσιαστικά µοναδικό.

Πρόταση 1.1.53. Σε µια τυχαία κατηγορία C:

1. ΄Ενα αρχικό αντικείµενο, µε την προϋπόθεση ότι υπάρχει, είναι µοναδικό µε ακρίβεια ισοµορ-
ϕισµού.

2. ΄Ενα τελικό αντικείµενο, µε την προϋπόθεση ότι υπάρχει, είναι µοναδικό µε ακρίβεια ισοµορ-
ϕισµού.

3. ΄Ενα µηδενικό αντικείµενο, µε την προϋπόθεση ότι υπάρχει, είναι µοναδικό µε ακρίβεια ισο-
µορφισµού.

Απόδειξη. 1. Ας είναι P και P 1 δύο αρχικά αντικείµενα της C. Τότε, σύµφωνα µε τον ορισµό
υπάρχουν µοναδικοί µορφισµοί α : P ÝÑ P 1 και β : P 1 ÝÑ P στην C. Οι συνθέσεις β ˝ α
και α ˝ β, ανήκουν στα µονοσύνολα HomCpP, P q και HomCpP

1, P 1q, αντίστοιχα. ΄Οµως,
οι ταυτοτικοί µορφισµοί 1P P HomCpP, P q και 1P1 P HomCpP

1, P 1q. Συνεπώς, έπεται ότι
β ˝ α “ 1P και α ˝ β “ 1P1 , το οποίο σύµφωνα µε τον ορισµό του ισοµορφισµού µας
εξασφαλίζει ότι ο µορφισµός α είναι ένας ισοµορφισµός στην C, µε αντίστροφο µορφισµό
α´1 “ β. Εποµένως, τα αρχικά αντικείµενα P και P 1 της C, είναι ισόµορφα.

2. Λόγω της δυϊκότητας του αρχικού και τελικού αντικειµένου η απόδειξη είναι δυϊκή της
απόδειξης του πρώτου σκέλους.

3. Ας είναι P και P 1 δύο µηδενικά αντικείµενα της C. Τότε, σύµφωνα µε τον ορισµό τα P
και P 1 είναι εξίσου αρχικά και τελικά αντικείµενα της. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν το πρώτο και
δεύτερο σκέλος της παρούσας Πρότασης είναι άµεσο ότι τα P και P 1 είναι ισόµορφα. �

Πρόταση 1.1.54. Σε µια τυχαία κατηγορία C:

1. Κάθε αντικείµενο το οποίο είναι ισόµορφο µε ένα αρχικό αντικείµενο της είναι αρχικό.

2. Κάθε αντικείµενο το οποίο είναι ισόµορφο µε ένα τελικό αντικείµενο της είναι τελικό.

3. Κάθε αντικείµενο το οποίο είναι ισόµορφο µε ένα µηδενικό αντικείµενο της είναι µηδενικό.

Απόδειξη. 1. ΄Εστω P ένα αρχικό αντικείµενο της κατηγορίας C και P 1 ένα άλλο οποιοδήποτε
αντικείµενο της το οποίο είναι ισόµορφο µε το P . Τότε εξ΄ ορισµού υπάρχει µοναδικος
µορφισµός f : P ÝÑ B για κάθε αντικείµενο B της C και ένας ισοµορφισµός k : P 1 ÝÑ P .
Ο µορφισµός f ˝ k ανήκει στο σύνολο HomCpP

1, Bq. Για να ολοκληρώσουµε την απόδειξη
αρκεί να αποδείξουµε ότι ο µορφισµός f ˝ k : P 1 ÝÑ B είναι µοναδικός. Ας είναι h : P 1 ÝÑ
B ένας άλλος µορφισµός. Τότε h ˝ k´1 ανήκει στο σύνολο HomCpP,Bq. ΄Οµως ο f είναι ο
µοναδικός µορφισµός που ανήκει στο HomCpP,Bq. Ως εκ τούτου h ˝ k´1 “ f από όπου
έπεται ότι h “ f ˝ k. ΄Ετσι, συµπεραίνουµε ότι το P 1 είναι αρχικό αντικείµενο της C.

2. Λόγω της δυϊκότητας του αρχικού και του τελικού αντικειµένου η απόδειξη είναι δυϊκή της
απόδειξης του πρώτου σκέλους.
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3. ΄Εστω P ένα µηδενικό αντικείµενο της κατηγορίας C και P 1 ένα άλλο οποιοδήποτε αντικεί-
µενο της το οποίο είναι ισόµορφο µε το P . Τότε εξ΄ ορισµού το P είναι συγχρόνως αρχικό
και τελικό αντικείµενο της. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι το P 1 είναι ισόµορφο µε το P από το
πρώτο και δεύτερο σκέλος της παρούσας Πρότασης έπεται ότι το P 1 είναι εξίσου αρχικό και
τελικό αντικείµενο. Συνεπώς, το P 1 είναι µηδενικό αντικείµενο. �

1.2 Συναρτητές

Στην ενότητα αυτή, ορίζουµε συναλλοίωτους και αντισυναλλοίωτους συναρτητές και µελετάµε τις
ιδιότητες που τους διέπουν. Ο όρος «συναρτητής», όπως και ο όρος «κατηγορία», έχει τις ϱίζες του
στο έργο των ϕιλόσοφων R. Carnap και E. Kant, και υιοθετήθηκε από τους µαθηµατικούς οι οποίοι
τον χρησιµοποίησαν σε πολλούς κλάδους των µαθηµατικών και ιδιαίτερα στην ϑεωρία κατηγοριών.
Κυρίαρχο ϱόλο στην ϑεωρία κατηγοριών παίζουν οι µορφισµοί και όχι τόσο τα αντικείµενα καθώς
είναι δυνατόν να ορίσουµε µια κατηγορία παραλείποντας να χρησιµοποιήσουµε την έννοια των
αντικειµένων. ΄Ετσι, εάν εξετάσουµε τις κατηγορίες αφ΄ εαυτών ως αντικείµενα εφοδιασµένα µε
κάποια δοµή οι συναρτητές αποτελούν τους µορφισµούς οι οποίοι διατηρούν τη δοµή µεταξύ
τους.

Ορισµός 1.2.1. Ας είναι C και C1 δυο κατηγορίες. ΄Ενας συναλλοίωτος συναρτητής (covariant
functor) F : C ÝÑ C1 αποτελείται από τα ακόλουθα:

1. Μια απεικόνιση
F : obpCq ÝÑ obpC1q

X ÞÝÑ F pXq.

µεταξύ των κλάσεων των αντικειµένων η οποία στέλνει κάθε αντικείµενο X της κατηγορίας C
σε ένα αντικείµενο F pXq της κατηγορίας C1.

2. Για κάθε δύο αντικείµενα X και Y της C, υπάρχει µια απεικόνιση συνόλων

FX,Y : HomCpX,Y q ÞÝÑ HomC1pF pXq, F pY qq

f ÞÝÑ F pfq,

η οποία στέλνει κάθε µορφισµό f : X ÝÑ Y της κατηγορίας C σε έναν µορφισµόF pfq : F pXq ÝÑ
F pY q της κατηγορίας C1 έτσι ώστε :

paq Ο F να διατηρεί την σύνθεση δηλαδή για κάθε µορφισµό f P HomCpX,Y q και για κάθε
µορφισµό g P HomCpY,Zq να ισχύει : F pg ˝ fq “ F pgq ˝ F pfq.

pbq Ο F να διατηρεί ταυτοτικούς µορφισµούς δηλαδή F p1Xq “ 1FpXq για κάθε αντικείµενο
X της C.

Μερικά παραδείγµατα συναλλοίωτων συναρτητών είναι τα ακόλουθα:

Παράδειγµα 1.2.2. 1. Οι Ταυτοτικοί Συναρτητές (Identity Functors): Για κάθε κατη-
γορία C υπάρχει ένας συναλλοίωτος ταυτοτικός συναρτητής IdC : C ÝÑ C τέτοιος ώστε
IdCpXq “ X για κάθε αντικείµενο X της C και IdCpfq “ f για κάθε µορφισµό f στην
C.

2. Οι Συναρτητές Φυσικής ΄Εγκλεισης (Embedding Functors): Ας είναι C1 µια υποκατη-
γορία µιας κατηγορίας C, τότε ο συναλλοίωτος συναρτητής ϕυσικής έγκλεισης i : C1 ÝÑ C
ορίζεται ως ipXq “ X για κάθε αντικείµενο X της C1 και ipfq “ f για κάθε µορφισµό f
στην C1.
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3. Οι Λησµονικοί Συναρτητές (Forgetful Functors) ή Συναρτητές Υποκείµενου Συνόλου
(Underlying Set Functors) U : C ÝÑ Set : Για κάθε κατηγορία C της οποίας τα αντικείµενα
είναι σύνολα εφοδιασµένα µε κάποια δοµή και οι µορφισµοί είναι απεικονίσεις οι οποίες
διατηρούν αυτή την δοµή υπάρχει ένας συναρτητής υποκείµενου συνόλου U : C ÝÑ Set ο
οποίος στέλνει κάθε στοιχείο της C στο υποκείµενο σύνολο στοιχείων του και κάθε µορφισµό
της C στην αντίστοιχη απεικόνιση µεταξύ συνόλων. Καλείται επίσης λησµονικός καθώς όπως
ϐλέπουµε «ξεχνάει» την επιπλέον δοµή. Από τον τρόπο ορισµού του γίνεται εύκολα αντιληπτό
ότι είναι συναλλοίωτος.

4. Ο Σταθερός Συναρτητής (Constant Functor): Ας είναι C και C1 δύο κατηγορίες. Σταθε-
ϱοποιούµε ένα αντικείµενο Y της κατηγορίας C1. Ο συναλλοίωτος σταθερός συναρτητής του
Y , ∆Y : C ÝÑ C1, ορίζεται ως ∆Y pXq “ Y για κάθε αντικείµενο X της C και ∆Y pfq “ 1Y

για κάθε µορφισµό f στην C.

5. Ο Αναπαραστάσιµος Συναρτητής (Representable Functor) HompX,´q του X : Ας είναι
C µια τοπικά µικρή κατηγορία. Σταθεροποιούµε ένα αντικείµενο της, X. Ο συναλλοίωτος
αναπαραστάσιµος συναρτητής HompX,´q : C ÝÑ Set ορίζεται ως

HompX,´qpY q “ HompX,Y q

για κάθε αντικείµενο Y της κατηγορίας C και

HompX,´qpfq “ HompX, fq

για κάθε µορφισµό f : Y ÝÑ Z στην C όπου

HompX, fq : HompX,Y q ÝÑ HompX,Zq, g ÞÝÑ f ˝ g.

6. Ο Συναλλοίωτος Συναρτητής HomRpX,´q: Ας είναι X ένα δεξιό R-πρότυπο. Ο συναλ-
λοίωτος συναρτητής HomRpX,´q : Mod-R ÝÑ Ab ορίζεται ως

HomRpX,´qpMq “ HomRpX,Mq

για κάθε δεξιό R-πρότυπο M και

HomRpX,´qpfq “ HomRpX, fq “ fX‹

για κάθε οµοµορφισµό δεξιών R-προτύπων f : M ÝÑ N όπου

fX‹ : HomRpX,Mq ÝÑ HomRpX,Nq, h ÞÝÑ f ˝ h.

7. Ο Συναλλοίωτος Συναρτητής X bR´: Ας είναι X ένα δεξιό R-πρότυπο. Ο συναλλοίωτος
συναρτητής X bR ´ : R-Mod ÝÑ Ab ορίζεται ως

pX bR ´qpMq “ X bRM

για κάθε αριστερό R-πρότυπο M και

pX bR ´qpfq “ X bR f “ 1X b f,

για κάθε οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων f : M ÝÑ N όπου

1X b f : X bRM ÝÑ X bR N

k
ÿ

α“1

nαpxα bmαq ÞÝÑ

k
ÿ

α“1

nαpxα b fpmαqq.
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8. Ο Συναλλοίωτος Συναρτητής ´bR Y : Ας είναι Y ένα αριστερό R-πρότυπο. Ο συναλλοί-
ωτος συναρτητής ´bR Y : Mod-R ÝÑ Ab ορίζεται ως

p´ bR Y qpMq “M bR Y

για κάθε δεξιό R-πρότυπο M και

p´ bR Y qpfq “ f bR Y “ f b 1Y,

για κάθε οµοµορφισµό δεξιών R-προτύπων f : M ÝÑ N όπου

f b 1Y : M bR Y ÝÑ N bR Y

k
ÿ

α“1

nαpmα b yαq ÞÝÑ
k
ÿ

α“1

nαpfpmαq b yαq.

9. Ο Συναρτητής Του ∆υναµοσυνόλου (Power Set Functor) Q : Set ÝÑ Set: Ο συναλλοί-
ωτος συναρτητής του δυναµοσυνόλου Q στέλνει ένα σύνολο X στο δυναµοσύνολο του QX
και µια απεικόνιση f : X ÝÑ Y στην απεικόνιση Qpfq : QpXq ÝÑ QpY q η οποία στέλνει
ένα υποσύνολο X 1 του X στο fpX 1q.

Ευθύς αµέσως ορίζουµε την έννοια του αντισυναλλοίωτου συναρτητή. ΄Ενας αντισυναλλοίωτος
συναρτητής F : C ÝÑ C1 µπορεί να ϑεωρηθεί ως ένας συναλλοίωτος συναρτητής F : Cop ÝÑ C1, ή
ως ένας συναλλοίωτος συναρτητής F : C ÝÑ C1 op. Πιο συγκεκριµένα:

Ορισµός 1.2.3. Ας είναι C και C1 δυο κατηγορίες. ΄Ενας αντισυναλλοίωτος συναρτητής
(contravariant functor) F : C ÝÑ C1 αποτελείται από τα ακόλουθα:

1. Μία απεικόνιση
F : obpCq ÝÑ obpC1q

X ÞÝÑ F pXq.

µεταξύ των κλάσεων των αντικειµένων η οποία στέλνει κάθε αντικείµενο X της κατηγορίας C
σε ένα αντικείµενο F pXq της κατηγορίας C1.

2. Για κάθε δύο αντικείµενα X και Y της C, υπάρχει µια απεικόνιση συνόλων

FX,Y : HomCpX,Y q ÞÝÑ HomC1pF pY q, F pXqq

f ÞÝÑ F pfq,

η οποία στέλνει κάθε µορφισµό f : X ÝÑ Y της κατηγορίας C σε έναν µορφισµόF pfq : F pY q ÝÑ
F pXq της κατηγορίας C1 έτσι ώστε :

paq Ο F να διατηρεί την σύνθεση δηλαδή για κάθε µορφισµό f P HomCpX,Y q και για κάθε
µορφισµό g P HomCpY,Zq να ισχύει : F pg ˝ fq “ F pfq ˝ F pgq.

pbq Ο F να διατηρεί ταυτοτικούς µορφισµούς δηλαδή F p1Xq “ 1FpXq για κάθε αντικείµενο
X της C.

Μερικά παραδείγµατα αντισυναλλοίωτων συναρτητών αποτελούν τα ακόλουθα:

Παράδειγµα 1.2.4. 1. Ο Αναπαραστάσιµος Συναρτητής (Representable Functor) Homp´, Xq
του X : Ας είναι C µια τοπικά µικρή κατηγορία. Σταθεροποιούµε ένα αντικείµενο της, X.
Ο αντισυναλλοίωτος αναπαραστάσιµος συναρτητής Homp´, Xq : Cop ÝÑ Set ορίζεται ως

Homp´, XqpY q “ HompY,Xq
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για κάθε αντικείµενο Y της κατηγορίας Cop και

Homp´, Xqpfq “ Hompf,Xq

για κάθε µορφισµό f : Y ÝÑ Z στην Cop όπου

Hompf,Xq : HompZ,Xq ÝÑ HompY,Xq, g ÞÝÑ g ˝ f.

Γίνεται εύκολα αντιληπτό ότι το παράδειγµα αυτό προκύπτει δυϊκά από το πέµπτο σκέλος
του Παραδείγµατος 1.2.2.

2. Ο Αντισυναλλοίωτος Συναρτητής HomRp´, Xq: Ας είναι X ένα δεξιό R-πρότυπο. Ο
αντισυναλλοίωτος συναρτητής HomRp´, Xq : Mod-R ÝÑ Ab ορίζεται ως

HomRp´, XqpMq “ HomRpM,Xq

για κάθε δεξιο R-πρότυπο M και

HomRp´, Xqpfq “ HomRpf,Xq “ f‹X

για κάθε οµοµορφισµό δεξιών R-προτύπων f : M ÝÑ N όπου

f‹X : HomRpN,Xq ÝÑ HomRpM,Xq, α ÞÝÑ α ˝ f.

3. Ο Συναρτητής Του ∆υναµοσυνόλου (Power Set Functor) Q‹ : Setop ÝÑ Set: Ο αντισυ-
ναλλοίωτος συναρτητής του δυναµοσυνόλου Q‹ ορίζεται ως Q‹X “ QX για κάθε σύνολο X
και Q‹pfq : QpY q ÝÑ QpXq κάθε απεικόνιση f : X ÝÑ Y , Q‹fpY 1q “ f´1pY 1q για κάθε
υποσύνολο Y 1 του Y όπου Q ο συνναλοίωτος συναρτητής του δυναµοσυνόλου.

4. Ο ∆υϊκός Συναρτητής Για ∆ιανυσµατικούς Χώρους (Duality Functor For Vector Spa-
ces) pq‹ : VectoppRq ÝÑ VectpRq υπεράνω του σώµατος R των πραγµατικών αριθµών: Ο
αντισυναλλοίωτος συναρτητής pq‹ στέλνει κάθε διανυσµατικό χώρο V στον δυϊκό του V ‹,
δηλαδή στον διανυσµατικό χώρο HompV,Rq µε τις πράξεις να ορίζονται κατά σηµείο και
κάθε γραµµική απεικόνιση f : V ÝÑ W στον µορφισµό f‹ : V ‹ ÝÑ W ‹ ο οποίος ορίζεται
ως εξής f‹pgq “ g ˝f για g : V ÝÑ R. Ο παραπάνω συναρτητής ορίζεται επί της κατηγορίας
VectpKq των K-διανυσµατικών χώρων υπεράνω οποιουδήποτε σώµατος K.

Παρατήρηση 1.2.5. Από τον ορισµό του συναρτητή συνάγεται ότι ένας συναρτητής είναι «τεχνικά»
µια οικογένεια απεικονίσεων, µια από την κλάση obpCq στην κλάση obpC1q και µια από την κλάση
HompX,Y q στην κλάση HompF pXq, F pY qq. Εφόσον οι συναρτητές διατηρούν τους ταυτοτικούς
µορφισµούς και σε κάθε κατηγορία υπάρχει µια «1-1» και «επί» αντιστοιχία µεταξύ της κλάσης
των αντικειµένων και της κλάσης των ταυτοτικών µορφισµών το κοµµάτι των αντικειµένων ενός
συναρτητή καθορίζεται πράγµατι από το κοµµάτι των µορφισµών.

Ορισµός 1.2.6. Ας είναι C, C1, C2 τρείς κατηγορίες και F : C ÝÑ C1 και G : C1 ÝÑ C2 δύο
συναρτητές µεταξύ αυτών. Η σύνθεση G ˝ F : C ÝÑ C2 των συναρτητών F και G είναι ένας
συναρτητής ο οποίος ορίζεται ως εξής : pG ˝ F qpXq “ GpF pXqq για κάθε αντικείµενο X της C και
pG ˝ F qpfq “ GpF pfqq για κάθε µορφισµό f : X ÝÑ Y της C.

Πρόταση 1.2.7. 1. Η σύνθεση δύο συναλλοίωτων συναρτητών είναι ένας συναλλοίωτος συναρ-
τητής.

2. Η σύνθεση ενός συναλλοίωτου και ενός αντισυναλλοίωτου συναρτητή είναι ένας αντισυναλ-
λοίωτος συναρτητής. Ανάλογα, η σύνθεση ενός αντισυναλλοίωτου και ενός συναλλοίωτου
συναρτητή είναι ένας αντισυναλλοίωτος συναρτητής.
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Απόδειξη. 1. Ας είναι F : C ÝÑ C1 και G : C1 ÝÑ C2 δύο συναλλοίωτοι συναρτητές. Τότε
ορίζεται ο συναρτητής G ˝ F : C ÝÑ C2, για τον οποίο ισχύει :

pG ˝ F qp1Xq “ GpF p1Xqq “ Gp1FpXqq “ 1GpFpXqq “ 1pG˝FqpXq

και

pG˝F qph˝kq “ GpF ph˝kqq “ GpF phq˝F pkqq “ GpF phqq˝GpF pkqq “ pG˝F qphq˝pG˝F qpkq

για κάθε µορφισµό k : X ÝÑ Y και h : Y ÝÑ Z της κατηγορίας C. Από τις παραπάνω
ισότητες έπεται ότι ο συναρτητής G ˝ F είναι συναλλοίωτος.

2. Ας είναι F : C ÝÑ C1 ένας συναλλοίωτος και G : C1 ÝÑ C2 ένας αντισυναλλοίωτος συναρτη-
τής. Τότε ορίζεται ο συναρτητής G ˝ F : C ÝÑ C2, για τον οποίο ισχύει :

pG ˝ F qp1Xq “ GpF p1Xqq “ Gp1FpXqq “ 1GpFpXqq “ 1pG˝FqpXq

και

pG˝F qph˝kq “ GpF ph˝kqq “ GpF phq˝F pkqq “ GpF pkqq˝GpF phqq “ pG˝F qpkq˝pG˝F qphq

για κάθε µορφισµό k : X ÝÑ Y και h : Y ÝÑ Z της κατηγορίας C. Από τις παραπάνω
ισότητες έπεται ότι ο συναρτητής G ˝ F είναι αντισυναλλοίωτος.
Ακριβώς την ίδια αποδεικτική διαδικασία ακολουθούµε εάν υποθέσουµε ότι ο F : C ÝÑ C1
είναι ένας αντισυναλλοίωτος και ο G : C1 ÝÑ C2 είναι ένας συναλλοίωτος συναρτητής. �

Ορισµός 1.2.8. Ας είναι F : C ÝÑ C1 ένας συναρτητής. Θα λέµε ότι :

1. Ο συναρτητής F διατηρεί µια ιδιότητα (preserves a property) ενός αντικειµένουX ή ενός
µορφισµού f της C εάν το αντικείµενο F pXq ή ο µορφισµός F pfq πληροί την ιδιότητα αυτή
στην C1.

2. Ο συναρτητής F αντανακλά µια ιδιότητα (reflects a property) ενός αντικειµένου X ή
ενός µορφισµού f της C εάν όταν το αντικείµενο F pXq ή ο µορφισµός F pfq της C1 πληροί µια
ιδιότητα τότε το αντικείµενο X ή ο µορφισµός f πληροί την ιδιότητα αυτή στην C.

Πρόταση 1.2.9. 1. Κάθε συναρτητής F : C ÝÑ C1 διατηρεί ισοµορφισµούς.

2. Κάθε συναλλοίωτος συναρτητής F : C ÝÑ C1 διατηρεί δεξιά αντίστροφους µορφισµούς.

3. Κάθε συναλλοίωτος συναρτητής F : C ÝÑ C1 διατηρεί αριστερά αντίστροφους µορφισµούς.

Απόδειξη. 1. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι F είναι ένας συναλλοίωτος συναρ-
τητής και f : X ÝÑ Y ένας ισοµορφισµός στην C. Τότε υπάρχει µορφισµός f´1 : Y ÝÑ X
τέτοιος ώστε f ˝ f´1 “ 1Y και f´1 ˝ f “ 1X. Εφαρµόζοντας τον συναρτητή F στις πα-
ϱαπάνω ισότητες και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις ιδιότητες που τον διέπουν προκύπτει ότι
F pfq ˝ F pf´1q “ 1FpYq και F pf´1q ˝ F pfq “ 1FpXq. Ως εκ τούτου ο µορφισµός F pfq εί-
ναι ένας ισοµορφισµός στην C1 µε αντίστροφο F pfq´1 “ F pf´1q. Συνεπώς, ο F διατηρεί
τους ισοµορφισµούς. Ανάλογη είναι η απόδειξη στην περίπτωση που ο συναρτητής F είναι
αντισυναλλοίωτος.

2. Ας είναι f : X ÝÑ Y ένας δεξιά αντίστροφος στην C. Τότε υπάρχει µορφισµός g : Y ÝÑ X
τέτοιος ώστε g ˝ f “ 1X. Εφαρµόζοντας τον συναλλοίωτο συναρτητή F στην παραπάνω
ισότητα και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις ιδιότητες που τον διέπουν έπεται ότι F pgq ˝ F pfq “
1FpXq. Ως εκ τούτου ο µορφισµός F pfq είναι δεξιά αντίστροφος του µορφισµού F pgq στην
C1. Εποµένως, ο συναλλοίωτος συναρτητής F διατηρεί τους δεξιά αντίστροφους.
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3. Ας είναι f : X ÝÑ Y ένας αριστερά αντίστροφος στην C. Τότε υπάρχει µορφισµός g : Y ÝÑ
X τέτοιος ώστε f ˝ g “ 1Y. Εφαρµόζοντας τον συναλλοίωτο συναρτητή F στην παραπάνω
ισότητα και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις ιδιότητες που τον διέπουν έπεται ότι έπεται ότι F pfq ˝
F pgq “ 1FpYq. Ως εκ τούτου ο µορφισµός F pfq είναι αριστερά αντίστροφος του µορφισµού
F pgq στην C1. ΄Ετσι, ο συναλλοίωτος συναρτητής F διατηρεί τους αριστερά αντίστροφους. �

Παρατήρηση 1.2.10. 1. Το πρώτο σκέλος της Πρότασης 1.2.9. έχει σηµαντικές συνέπειες
καθώς µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να αποδείξουµε ότι ορισµένα αντικείµενα µιας κατη-
γορίας δεν είναι ισόµορφα. Χαρακτηριστικό παράδειγµα αποτελεί ο συναρτητής της πρωταρ-
χικής οµάδας µέσω του οποίου µπορούµε να αποδείξουµε ότι ορισµένοι τοπολογικοί χώροι
δεν είναι οµοιοµορφικοί δείχνοντας ότι οι πρωταρχικές τους οµάδες δεν είναι ισόµορφες.

2. Είδαµε ότι κάθε συναρτητής διατηρεί τους ισοµορφισµούς ωστόσο δεν είναι απαραίτητο να
τους αντανακλά. Για παράδειγµα, ϑεωρούµε τον λησµονικό συναρτητή U : Top ÝÑ Set.
Η ταυτοτική απεικόνιση από το σύνολο των πραγµατικών αριθµών εάν το εφοδιάσουµε µε
την διακριτή τοπολογία στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών εφοδιασµένο µε την συνήθη
τοπολογία δεν είναι ισοµορφισµός στην Top αφού δεν είναι οµοιοµορφισµός, παρόλα αυτά
η υποκείµενη απεικόνιση η οποία είναι η ταυτοτική είναι ένας ισοµορφισµός στην Set.

Ορισµός 1.2.11. Ας είναι F : C ÝÑ C1 ένας συναλλοίωτος συναρτητής και για κάθε Ϲεύγος αντι-
κειµένων X, Y της κατηγορίας C, η απεικόνιση

FX,Y : HomCpX,Y q ÞÝÑ HomC1pF pXq, F pY qq, f ÞÝÑ F pfq

1. Ο συναρτητής F καλείται πιστός (faithful) εάν η παραπάνω απεικόνιση είναι «1-1» για κάθε
X,Y P obpCq.

2. Ο συναρτητής F καλείται πλήρης (full) εάν η παραπάνω απεικόνιση είναι «επί» για κάθε
X,Y P obpCq.

3. Ο συναρτητήςF καλείταιπλήρης και πιστός (full and faithful) εάν η παραπάνω απεικόνιση
είναι «1-1» και «επί» για κάθε X,Y P obpCq.

4. Ο συναρτητής F καλείται ισοµορφισµός (isomorphism) µεταξύ των κατηγοριών C και C1
εάν είναι πλήρης, πιστός και ο επαγόµενος µορφισµός F : obpCq ÝÑ obpC1q στις κλάσεις
των αντικειµένων είναι «1-1» και «επί». Ισοδύναµα, µπορούµε να πούµε ότι ο συναρτητής F
καλείται ισοµορφισµός (isomorphism) εάν υπάρχει ένας συναρτητής G : C1 ÝÑ C τέτοιος
ώστε F ˝G “ IdC1 και G ˝ F “ IdC. Εάν υπάρχει ένας ισοµορφισµός µεταξύ των κατηγοριών
C και C1 οι κατηγορίες καλούνται ισόµορφες (isomorphic).

5. Ο συναρτητής F καλείται ουσιωδώς επί (essentially surjective) εάν κάθε αντικείµενο Y
της κατηγορίας C1 είναι ισόµορφο µε ένα αντικείµενο της µορφής F pXq για κάποιο αντικείµενο
X της κατηγορίας C.

6. Ο συναρτητής F καλείται διατηρητικός (conservative) εάν «αντανακλά» τους ισοµορφι-
σµούς δηλαδή εαν f : X ÝÑ Y είναι µορφισµός στην C τέτοιος ώστε F pfq : F pXq ÝÑ F pY q
να είναι ισοµορφισµός στην C1 τότε ο f είναι ισοµορφισµός στην C.

Οι παραπάνω έννοιες ορίζονται ανάλογα στην περίπτωση του αντισυναλλοίωτου συναρτητή.

Παρατήρηση 1.2.12. Η σχέση «είναι ισόµορφη µε» είναι µια σχέση ισοδυναµίας στη κλάση όλων
των κατηγοριών. Ανάλογα µε τα ισόµορφα αντικείµενα, οι ισόµορφες κατηγορίες είναι ουσιαστικά
ίδιες µεταξύ τους.

Ορισµένα παραδείγµατα των εννοιών που αναφέρθηκαν στον Ορισµό 1.2.11. είναι τα ακόλου-
ϑα:
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Παράδειγµα 1.2.13. 1. Ο συναρτητής ϕυσικής έγκλεισης i : C1 ÝÑ C είναι πιστός συναρτη-
τής. Εάν επιπλέον η C1 είναι πλήρης υποκατηγορία της C και περιέχει τουλάχιστον ένα
αντικείµενο από κάθε κλάση ισοµορφίας αντικειµένων της C τότε ο συναρτητής ϕυσικής
έγκλεισης i είναι πλήρης και ουσιωδώς επί. Σηµαντικό παράδειγµα συναρτητή ϕυσικής
έγκλεισης ο οποίος δεν είναι ουσιωδώς επί αποτελεί ο συναρτητής i : Ab ÝÑ Grp καθώς
αυτή του η ιδιότητα µας επιτρέπει να κάνουµε τον διαχωρισµό µεταξύ αβελιανών και µη
αβελιανών οµάδων.

2. Ο ταυτοτικός συναρτητής IdC : C ÝÑ C είναι πλήρης και πιστός.

3. Ο λησµονικός συναρτητής ή συναρτητής υποκείµενου συνόλου U : C ÝÑ Set είναι πιστός
συναρτητής αλλά συνήθως δεν είναι πλήρης.

Πιο συγκεκριµένα, ϑεωρούµε τον λησµονικό συναρτητή U : Grp ÝÑ Set ο οποίος στέλ-
νει κάθε οµάδα pG,`q στο υποκείµενο σύνολο G και κάθε οµοµορφισµό οµάδων f στην
αντίστοιχη απεικόνιση f . Ο U : Grp ÝÑ Set είναι πιστός καθώς κάθε οµάδα απεικονίζεται
σε ένα µοναδικό σύνολο και ένας οµοµορφισµός οµάδων είναι ένα υποσύνολο των απει-
κονίσεων µεταξύ συνόλων. Ωστόσο δεν είναι πλήρης καθώς υπάρχουν απεικονίσεις µεταξύ
συνόλων οι οποίες δεν είναι οµοµορφισµοί οµάδων όπως για παράδειγµα η f : S3 ÝÑ S3 µε
fpxq “ x2 όπου S3 η συµµετρική οµάδα, η οποία είναι απεικόνιση µεταξύ συνόλων ωστόσο
δεν είναι οµοµορφισµός οµάδων. Επιπλέον, δεν είναι ουσιωδώς επί αφού µια οµάδα δεν
µπορεί να είναι κενή. Αντίθετα, ο λησµονικός συναρτητής F : Grp ÝÑ Mon ο οποίος στέλνει
µια οµάδα G στον εαυτό της ϑεωρώντας την ως µονοειδές και κάθε οµοµορφισµό οµάδων
στον αντίστοιχο οµοµορφισµό µεταξύ µονοειδών είναι εξίσου πλήρης και πιστός αφού κάθε
οµοµορφισµός οµάδων είναι οµοµορφισµός µονοειδών και αντίστροφα.

4. Ο λησµονικός συναρτητής U : Top ÝÑ Set ο οποίος στέλνει κάθε τοπολογικό χώρο στο
υποκείµενο σύνολο του και κάθε συνεχή απεικόνιση f µεταξύ τοπολογικών χώρων στην
αντίστοιχη απεικόνιση συνόλων είναι πιστός και ουσιωδώς επί αφού κάθε σύνολο µπορεί
να µετατραπεί σε έναν τοπολογικό χώρο. Ωστόσο δεν είναι πλήρης καθώς οποιαδήποτε
απεικόνιση µεταξύ τοπολογικών χώρων δεν είναι κατ΄ ανάγκη συνεχής.

5. Ας είναι Z ο δακτύλιος των ακεραίων. Η κατηγορία Z-Mod των Z-προτύπων και των οµο-
µορφισµών Z-προτύπων είναι ισόµορφη µε την κατηγορία Ab των αβελιανών οµάδων αφού ο
προφανής συναρτητής F : Z-Mod ÝÑ Ab είναι ισοµορφισµός µεταξύ των κατηγοριών Z-Mod
και Ab.

6. Ας είναι R ένας µεταθετικός δακτύλιος. Η κατηγορία R-Mod είναι ισόµορφη µε την κα-
τηγορία Mod-R αφού ο προφανής συναρτητής F : R-Mod ÝÑ Mod-R είναι ισοµορφισµός
µεταξύ των κατηγοριών R-Mod και Mod-R.

7. Κάθε πλήρης και πιστός συναρτητής είναι διατηρητικός.

Οι ιδιότητες οι οποίες αναφέρθηκαν στον ορισµό 1.2.11. είναι κλειστές ως προς την σύνθεση
των συναρτητών όπως υποδηλώνεται από την ακόλουθη Πρόταση.

Πρόταση 1.2.14. Ας είναι F : C ÝÑ C1 και G : C1 ÝÑ C2 δύο συναρτητές. Τότε ισχύουν τα
ακόλουθα:

1. Εάν οι συναρτητές F και G είναι πιστοί τότε ο συναρτητής G ˝ F : C ÝÑ C2 είναι πιστός.

2. Εάν οι συναρτητές F και G είναι πλήρεις τότε ο συναρτητής G ˝ F : C ÝÑ C2 είναι πλήρης.

3. Εάν οι συναρτητές F και G είναι πλήρεις και πιστοί τότε ο συναρτητής G ˝ F : C ÝÑ C2 είναι
πλήρης και πιστός.
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4. Εάν ο συναρτητής F είναι ισοµορφισµός µεταξύ των κατηγοριών C και C1 και ο συναρτητής G
είναι ισοµορφισµός µεταξύ των κατηγοριών C1 και C2 τότε ο συναρτητής G ˝F : C ÝÑ C2 είναι
ισοµορφισµός µεταξύ των κατηγοριών C και C2.

5. Εάν οι συναρτητές F και G είναι ουσιωδώς επί τότε ο συναρτητής G ˝ F : C ÝÑ C2 είναι
ουσιωδώς επί.

6. Εάν οι συναρτητές F και G είναι διατηρητικοί τότε ο συναρτητής G ˝ F : C ÝÑ C2 είναι
διατηρητικός.

Απόδειξη. 1. Υποθέτουµε ότι οι συναρτητές F : C ÝÑ C1 και G : C1 ÝÑ C2 είναι πιστοί. Θεω-
ϱούµε την απεικόνιση

pG ˝ F qX,Y : HomCpX,Y q ÞÝÑ HomC2ppG ˝ F qpXq, pG ˝ F qpY qq, f ÞÝÑ GpF pfqq

Υποθέτουµε ότι pG ˝ F qX,Y pfq “ pG ˝ F qX,Y pgq για κάθε f, g P HomCpX,Y q. Τότε
GpF pfqq “ GpF pgqq. ΄Ετσι, από τον τρόπο ορισµού της απεικόνισης προκύπτει ότι
GF pXq,F pY qpF pfqq “ GF pXq,F pY qpF pgqq. Από την τελευταία ισότητα λαµβάνοντας υπ΄ όψιν
ότι ο συναρτητής G είναι πιστός έπεται ότι F pfq “ F pgq. Τότε FX,Y pfq “ FX,Y pgq. ΄Οµως
ο F είναι πιστός και ως εκ τούτου συνάγεται ότι f “ g. Συνεπώς, η απεικόνιση pG ˝ F qX,Y
είναι «1-1» γεγονός που αποδεικνύει ότι ο συναρτητής G ˝ F είναι πιστός.

2. Υποθέτουµε ότι οι συναρτητές F : C ÝÑ C1 και G : C1 ÝÑ C2 είναι πλήρεις. Θεωρούµε την
απεικόνιση

pG ˝ F qX,Y : HomCpX,Y q ÞÝÑ HomC2ppG ˝ F qpXq, pG ˝ F qpY qq

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι οι συναρτητές G και F είναι πλήρεις για κάθε µορφισµό
α : pG ˝ F qpXq ÝÑ pG ˝ F qpY q υπάρχει µορφισµός β : F pXq ÝÑ F pY q τέτοιος ώστε
GF pXq,F pY qpβq “ α και αντίστοιχα για κάθε µορφισµό β : F pXq ÝÑ F pY q υπάρχει µορ-
ϕισµός δ : X ÝÑ Y τέτοιος ώστε FX,Y pδq “ β. Συνδυάζοντας τις δύο τελευταίες ισότητες
έχουµε ότι GF pXq,F pY qpFX,Y pδqq “ α. ΄Ετσι, pG ˝ F qX,Y pδq “ α. Εποµένως αποδείξαµε ότι
για κάθε µορφισµό α : pG ˝F qpXq ÝÑ pG ˝F qpY q υπάρχει µορφισµός δ : X ÝÑ Y τέτοιος
ώστε pG ˝ F qX,Y pδq “ α. Ως εκ τούτου η απεικόνιση pG ˝ F qX,Y είναι «επί» γεγονός που
αποδεικνύει ότι ο συναρτητής G ˝ F είναι πλήρης.

3. Υποθέτουµε ότι οι συναρτητές F : C ÝÑ C1 και G : C1 ÝÑ C2 είναι πλήρεις και πιστοί.
Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν το πρώτο και δεύτερο σκέλος της παρούσας Πρότασης έπεται ότι ο
συναρτητής G ˝ F : C ÝÑ C2 είναι πλήρης και πιστός.

4. Υποθέτουµε ότι οι συναρτητές F : C ÝÑ C1 και G : C1 ÝÑ C2 είναι ισοµορφισµοί µεταξύ
των αντίστοιχων κατηγοριών. Τότε υπάρχουν συναρτητές F´1 : C1 ÝÑ C και G´1 : C2 ÝÑ C1
τέτοιοι ώστε F˝F´1 “ IdC1 , F´1˝F “ IdC,G˝G´1 “ IdC2 ,G´1˝G “ IdC1 . Χρησιµοποιώντας
την προσεταιριστικότητα της σύνθεσης, τις ιδιότητες του ταυτοτικού συναρτητή καθώς και
τις παραπάνω ισότητες προκύπτει ότι :

pG˝F q˝pG˝F q´1 “ pG˝F q˝pF´1˝G´1q “ ppG˝F q˝F´1q˝G´1 “ pG˝pF ˝F´1qq˝G´1 “

“ pG ˝ IdC1q ˝G
´1 “ G ˝G´1 “ IdC2

και

pG˝F q´1˝pG˝F q “ pF´1˝G´1q˝pG˝F q “ F´1˝pG´1˝pG˝F qq “ F´1˝ppG´1˝Gq˝F qq “

“ F´1 ˝ pIdC1 ˝ F qq “ F´1 ˝ F “ IdC .

Εποµένως ο συναρτητής G ˝ F : C ÝÑ C2 είναι ένας ισοµορφισµός µεταξύ των κατηγοριών
C και C2 µε αντίστροφο pG ˝ F q´1 “ F´1 ˝G´1.
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5. Υποθέτουµε ότι οι συναρτητές F : C ÝÑ C1 καιG : C1 ÝÑ C2 είναι ουσιωδώς επί. Τότε για κά-
ϑε αντικείµενο Z της C2 υπάρχει αντικείµενο Y της C1 και ένας ισοµορφισµός GpY q

v // Z

και για κάθε αντικείµενο Y της C1 υπάρχει αντικείµενο X της C και ένας ισοµορφισµός
F pXq

v // Y . Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι κάθε συναρτητής διατηρεί τους ισοµορφισµούς
έπεται ότι pG ˝ F qpXq “ GpF pXqq w GpY q w Z. Συνεπώς, εφόσον για κάθε αντικείµε-
νο Z της C2 υπάρχει αντικείµενο X της C και ένας ισοµορφισµός pG ˝ F qpXq

v // Y ο
συναρτητής G ˝ F είναι ουσιωδώς επί.

6. Υποθέτουµε ότι οι συναρτητές F : C ÝÑ C1 και G : C1 ÝÑ C2 είναι διατηρητικοί και ότι ο
pG ˝ F qpfq είναι ισοµορφισµός στην C2 για κάποιο µορφισµό f : X ÝÑ Y στην C. Τότε ο
GpF pfqq είναι ένας ισοµορφισµός στην C2. ΄Ετσι, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την υπόθεση έπεται
ότι ο F pfq είναι ένας ισοµορφισµός στην C1 και κατ΄ επέκταση ότι ο f είναι ισοµορφισµός
στην C. Ως εκ τούτου ο συναρτητής G ˝ F είναι διατηρητικός. �

Πρόταση 1.2.15. Κάθε πιστός συναλλοίωτος συναρτητής αντανακλά τους µονοµορφισµούς και
τους επιµορφισµούς.

Απόδειξη. Ας είναι F : C ÝÑ C1 ένας πιστός συναλλοίωτος συναρτητής και F pfq : F pXq ÝÑ F pY q
ένας µονοµορφισµός στην C1 για κάποιο µορφισµό f : X ÝÑ Y στην C. ∆οθέντος ενός Ϲεύγους
παράλληλων µορφισµών g, h : Z Ñ X στην C υποθέτουµε ότι f ˝ g “ f ˝ h. Εφαρµόζοντας τον
συναλλοίωτο συναρτητή F στην τελευταία ισότητα προκύπτει ότι F pfq˝F pgq “ F pfq˝F phq. ΄Ετσι,
λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός F pfq είναι µονοµορφισµός έπεται ότι F pgq “ F phq. ΄Οµως
ο συναρτητής F είναι πιστός και ως εκ τούτου g “ h. Εποµένως ο f είναι µονοµορφισµός.

΄Οσον αφορά το δεύτερο σκέλος της παραπάνω Πρότασης ας είναι F : C ÝÑ C1 ένας πιστός
συναλλοίωτος συναρτητής και F pfq : F pXq ÝÑ F pY q ένας επιµορφισµός στην C1 για κάποιο
µορφισµό f : X ÝÑ Y στην C. ∆οθέντος ενός Ϲεύγους παράλληλων µορφισµών g, h : Y Ñ Z στην
C υποθέτουµε ότι g ˝ f “ h ˝ f . Εφαρµόζοντας τον συναλλοίωτο συναρτητή F στην τελευταία
ισότητα έπεται ότι F pgq ˝F pfq “ F phq ˝F pfq. ΄Ετσι, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός F pfq
είναι επιµορφισµός προκύπτει ότι F pgq “ F phq. ΄Οµως ο συναρτητής F είναι πιστός και ως εκ
τούτου g “ h. Εποµένως ο f είναι επιµορφισµός. �

Προηγουµένως είδαµε ότι κάθε συναρτητής διατηρεί τους ισοµορφισµούς καθώς επίσης ότι
οι συναλλοίωτοι συναρτητές διατηρούν τους δεξιά και αριστερά αντίστροφους. ΄Ετσι εγείρεται
το ερώτηµα ποιές είναι οι προϋποθέσεις τις οποίες πρέπει να πληροί ένας συναρτητής ώστε να
αντανακλά τα προαναφερθέντα ; Την απάντηση δίνει η ακόλουθη Πρόταση.

Πρόταση 1.2.16. 1. Κάθε πλήρης και πιστός συναρτητής αντανακλά τους ισοµορφισµούς.

2. Κάθε πλήρης και πιστός συναλλοίωτος συναρτητής αντανακλά δεξιά αντίστροφους µορφι-
σµούς.

3. Κάθε πλήρης και πιστός συναλλοίωτος συναρτητής αντανακλά αριστερά αντίστροφους µορ-
ϕισµούς.

4. Κάθε πλήρης και πιστός συναλλοίωτος συναρτητής αντανακλά αρχικά (αντίστοιχα τελικά)
αντικείµενα.

Απόδειξη. 1. Ας είναι F : C ÝÑ C1 ένας συναλλοίωτος πλήρης και πιστός συναρτητής και
F pfq : F pXq ÝÑ F pY q ένας ισοµορφισµός στην C1 µε αντίστροφο w : F pY q ÝÑ F pXq,
για κάποιο µορφισµό f : X ÝÑ Y στην C. Εφόσον ο συναρτητής F είναι πλήρης υπάρχει
µορφισµός g : Y ÝÑ X τέτοιος ώστε F pgq “ w. ΄Ετσι έχουµε F pg ˝ fq “ F pgq ˝ F pfq “
w ˝ w´1 “ 1FpXq “ F p1Xq. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο συναρτητής F είναι πιστός έπεται
ότι g ˝ f “ 1X. Οµοίως αποδεικνύεται ότι f ˝ g “ 1Y. Συνεπώς, ο f είναι ισοµορφισµός
µε αντίστροφο f´1 “ g. Η απόδειξη είναι ανάλογη στην περίπτωση του αντισυναλλοίωτου
συναρτητή.
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2. Ας είναι F : C ÝÑ C1 ένας συναλλοίωτος πλήρης και πιστός συναρτητής και F pfq : F pXq ÝÑ
F pY q ένας δεξιά αντίστροφος στην C1, για κάποιο µορφισµό f : X ÝÑ Y στην C. Τότε
υπάρχει µορφισµός g : F pY q ÝÑ F pXq τέτοιος ώστε g˝F pfq “ 1FpXq. Εφόσον ο συναρτητής
F είναι πλήρης υπάρχει µορφισµός k : Y ÝÑ X τέτοιος ώστε F pkq “ g. ΄Ετσι έχουµε
F pk ˝ fq “ F pkq ˝ F pfq “ g ˝ F pfq “ 1FpXq “ F p1Xq. Ως εκ τούτου λαµβάνοντας υπ΄ όψιν
ότι ο συναρτητής F είναι πιστός έπεται ότι k ˝f “ 1X, γεγονός που αποδεικνύει ότι ο f είναι
δεξιά αντίστροφος.

3. Ας είναι F : C ÝÑ C1 ένας συναλλοίωτος πλήρης και πιστός συναρτητής και F pfq : F pXq ÝÑ
F pY q ένας αριστερά αντίστροφος στην C1 για κάποιο µορφισµό f : X ÝÑ Y στην C. Τότε
υπάρχει µορφισµός g : F pY q ÝÑ F pXq τέτοιος ώστε F pfq˝g “ 1FpYq. Εφόσον ο συναρτητής
F είναι πλήρης υπάρχει µορφισµός k : Y ÝÑ X τέτοιος ώστε F pkq “ g. ΄Ετσι έχουµε
F pf ˝ kq “ F pfq ˝ F pkq “ F pfq ˝ g “ 1FpYq “ F p1Yq. Ως εκ τούτου λαµβάνοντας υπ΄ όψιν
ότι ο συναρτητής F είναι πιστός έπεται ότι f ˝k “ 1Y, γεγονός που αποδεικνύει ότι ο f είναι
αριστερά αντίστροφος.

4. Ας είναι F : C ÝÑ C1 ένας πλήρης και πιστός συναλλοίωτος συναρτητής και F pXq ένα
αρχικό αντικείµενο της C1. Τότε, για κάθε άλλο αντικείµενο F pY q της C1 υπάρχει µοναδικός
µορφισµός k : F pXq ÝÑ F pY q. ΄Οµως ο συναρτητής F είναι πλήρης και ως εκ τούτου
υπάρχει µορφισµός h : X ÝÑ Y τέτοιος ώστε F phq “ k. Μας αποµένει να αποδείξουµε την
µοναδικότητα του µορφισµού h. Υποθέτουµε ότι υπάρχει ένας άλλος µορφισµός g : X ÝÑ Y
τέτοιος ώστε F pgq “ k. Συνδυάζοντας τις δύο τελευταίες ισότητες έπεται ότι F phq “ F pgq και
εφόσον εξ΄ υποθέσεως ο συναρτητής F είναι πιστός προκύπτει άµεσα ότι h “ g. Εποµένως
το αντικείµενο X είναι αρχικό. ∆υϊκά, αποδεικνύεται ότι ο συναρτητής F αντανακλά την
ιδιότητα του τελικού αντικειµένου. �

Υπενθυµίζουµε ότι δύο ισόµορφες κατηγορίες είναι ουσιαστικά ίδιες. Ωστόσο η έννοια αυτής
της «οµοιότητας» είναι πολύ «περιοριστική» και στην πράξη δεν εµφανίζεται σχεδόν ποτέ. ΄Ετσι,
είναι άµεση ανάγκη της εύρεσης µια έννοιας η οποία είναι ελαφρώς ασθενέστερη της έννοιας «ου-
σιαστικά ίδιες» και περισσότερο ευέλικτη. Η έννοια της ισοδυναµίας κατηγοριών, η οποία αποτελεί
γενίκευση του ισοµορφισµού, ικανοποιεί αυτή την ανάγκη καθώς οι ισοδύναµες κατηγορίες έχουν
την ίδια συµπεριφορά ως προς όλες τις «ενδιαφέρουσες» ιδιότητες της ϑεωρίας κατηγοριών.

Ορισµός 1.2.17. ΄Ενας συναρτητήςF : C ÝÑ C1 καλείται ισοδυναµία κατηγοριών (equivalence
of categories) εάν είναι πλήρης, πιστός και ουσιωδώς επί. Εάν υπάρχει µια ισοδυναµία από την
κατηγορία C στην κατηγορία C1, οι κατηγορίες C και C1 καλούνται ισοδύναµες (equivalent) και
συµβολίζονται µε C w C1.

Σχόλιο 1.2.18. ΄Ενας ισοδύναµος ορισµός της ισοδυναµίας κατηγοριών εµπλέκει την έννοια του
ϕυσικού ισοµορφισµού γι΄ αυτό κρίνουµε σκόπιµο να αναφερθεί αφότου παραθέσουµε την σχετική
ϑεωρία.

Παράδειγµα 1.2.19. Κάθε ισοµορφισµός µεταξύ κατηγοριών είναι ισοδυναµία. Ως εκ τούτου οι
ισόµορφες κατηγορίες είναι ισοδύναµες.

Ορισµός 1.2.20. Μια διακεκριµένη (concrete) κατηγορία είναι µια κατηγορία C εφοδιασµένη
µε έναν πιστό συναρτητή U : C ÝÑ Set.

Παρατήρηση 1.2.21. 1. Ορισµένες ϕορές στην ϐιβλιογραφία οι διακεκριµένες κατηγορίες ο-
ϱίζονται υπεράνω οποιασδήποτε κατηγορίας ϐάσης αντί της κατηγορίας Set των συνόλων
που εµείς έχουµε υιοθετήσει στον Ορισµό 1.2.20. .

2. Μια διακεκριµένη κατηγορία είναι µία κατηγορία η οποία µοιάζει µε την κατηγορία των
συνόλων µε µια επιπλέον δοµή. Αυτό συµβαίνει διότι ο πιστός συναρτητής U : C ÝÑ Set
καθιστά δυνατό να σκεφτούµε τα αντικείµενα της κατηγορίας ως σύνολο µε επιπλέον δοµή
και τους µορφισµούς της ως απεικονίσεις που διατηρούν αυτή την δοµή. Ο συναρτητής
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U παίζει τον ϱόλο του λησµονικού συναρτητή, καθώς λησµονεί την επιπλέον δοµή µε την
οποία είναι εφοδιασµένα τα σύνολα ως αντικείµενα της κατηγορίας C.

3. Η απαίτηση ότι ο συναρτήτης U : C ÝÑ Set είναι πιστός µας παρέχει την δυνατότητα να
στέλνουµε διαφορετικούς µορφισµούς µεταξύ των ίδιων αντικειµένων σε διαφορετικές απει-
κονίσεις. Ωστόσο, ο U ίσως να απεικονίζει διαφορετικά αντικείµενα στο ίδιο σύνολο και αν
αυτό συµβαίνει ϑα απεικονίζει επίσης διαφορετικούς µορφισµούς στην ίδια απεικόνιση. Για
παράδειγµα, ας είναι S και T δύο διαφορετικές τοπολογίες στο ίδιο σύνολο X τότε pX,Sq
και pX,T q είναι διακεκριµένα αντικείµενα στην κατηγορία Top ωστόσο απεικονίζονται στο
ίδιο σύνολοX από τον λησµονικό συναρτητή U : Top ÝÑ Set. Επιπλέον, οι ταυτοτικοί µορ-
ϕισµοί pX,Sq ÝÑ pX,Sq και pX,T q ÝÑ pX,T q µπορούν να ϑεωρηθούν ως διακεκριµένοι
µορφισµοί στην Top αλλά έχουν την ίδια υποκείµενη απεικόνιση, την ταυτοτική απεικόνιση
του X. ΄Ενα επιπλέον παράδειγµα αποτελεί κάθε σύνολο µε τέσσερα στοιχεία το οποίο µπο-
ϱεί να δώσει δύο µη ισόµορφες οµάδες εκ των οποίων η µία είναι ισόµορφη µε την Z2 ˆ Z2

και η άλλη ισόµορφη µε την Z4.

Μερικά παραδείγµατα διακεκριµένων κατηγοριών αποτελούν τα ακόλουθα:

Παράδειγµα 1.2.22. 1. Η κατηγορία Set των συνόλων εφοδιασµένη µε τον ταυτοτικό συναρ-
τητή IdSet : Set ÝÑ Set είναι διακεκριµένη κατηγορία.

2. Η κατηγορία Top των τοπολογικών χώρων εφοδιασµένη µε τον λησµονικό συναρτητή U : Top
ÝÑ Set είναι διακεκριµένη κατηγορία.

3. Η κατηγορίαMod-R των δεξιώνR-προτύπων (αντίστοιχα ηR-Mod των αριστερώνR-προτύπων)
εφοδιασµένη µε τον λησµονικό συναρτητή U : Mod-R ÝÑ Set (µε τον λησµονικό συναρτητή
U : R-Mod ÝÑ Set) είναι διακεκριµένη κατηγορία.

4. Η κατηγορία Rel των διµελών σχέσεων δεν είναι διακεκριµένη κατά προφανή τρόπο δηλαδή
µέσω ενός λησµονικού συναρτητή U : Rel ÝÑ Set αλλά µπορεί να γίνει διακεκριµένη µέσω
ενός συναρτητή U ο οποίος στέλνει κάθε σύνολο X στο δυναµοσύνολο 2X και κάθε διµελή
σχέση R Ď X ˆ Y στην ρ : 2X ÝÑ 2Y η οποία ορίζεται ως ρpAq “ ty P Y : Dx P X xRyu.

5. Η οµοτοπική κατηγορία των τοπολογικών χώρων δεν είναι διακεκριµένη κατηγορία.

6. Εάν µια κατηγορία C εφοδιασµένη µε έναν συναρτητή U : C ÝÑ Set είναι διακεκριµένη τότε
η κατηγορία Cop εφοδιασµένη µε τον συναρτητή Q‹ ˝ Uop, όπου Q‹ : Setop ÝÑ Set είναι
ο αντισυναλλοίωτος συναρτητής του δυναµοσυνόλου, είναι διακεκριµένη. Ως εκ τούτου η
Setop εφοδιασµένη µε τον συναρτητή Q‹ είναι διακεκριµένη.

Στην ϑεωρία κατηγοριών για οποιεσδήποτε κατηγορίες C και C1 µπορούµε να σχηµατίσουµε
την κατηγορία γινόµενο C ˆ C1. Για πεπερασµένες πολλές κατηγορίες C1, C2, . . . , Cn µπορούµε
να ορίσουµε την κατηγορία γινόµενο C1 ˆ C2 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Cn. Το γινόµενο δύο κατηγοριών αποτελεί
επέκταση του καρτεσιανού γινοµένου δύο συνόλων και αντίστοιχα η κατηγορία γινόµενο επέκταση
του καρτεσιανού γινοµένου πεπερασµένου αριθµού συνόλων. Πιο αναλυτικά,

Ορισµός 1.2.23. Ας είναι C και C1 δύο κατηγορίες. Το γινόµενο (product) CˆC1 των κατηγορίων
C και C1 είναι µια κατηγορία η οποία ορίζεται ώς εξής :

1. Τα αντικείµενα της αποτελούν τα Ϲεύγη pX,Y q µεX να είναι αντικείµενο της C και Y να είναι
αντικείµενο της C1.

2. Οι µορφισµοί της από το Ϲεύγος pX,Y q στο Ϲεύγος pX 1, Y 1q είναι τα Ϲεύγη pf, gq όπου f : X ÝÑ

X 1 είναι ένας µορφισµός στην κατηγορία C και g : Y ÝÑ Y 1 είναι ένας µορφισµός στην
κατηγορία C1.

3. Η σύνθεση επάγεται από τις συνθέσεις στις C και C1, δηλαδή ορίζεται ως pf2, g2q ˝ pf1, g1q “

pf2 ˝ f1, g2 ˝ g1q.
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4. Ο ταυτοτικός µορφισµός αποτελείται από τους επιµέρους ταυτότικούς µορφισµούς των κατηγο-
ϱιών C και C1, δηλαδή 1pX,Yq “ p1X, 1Yq.

Ορισµός 1.2.24. Στην κατηγορία C ˆ C1 ορίζονται οι ακόλουθοι συναρτητές :

π1 : C ˆ C1 ÝÑ C µε π1pX,Y q “ X και π1pf, gq “ f

και
π2 : C ˆ C1 ÝÑ C1 µε π2pX,Y q “ Y και π2pf, gq “ g

οι οποίοι καλούνται συναρτητές προβολής (projection functors).

Οι συναρτητές προβολής ικανοποιούν την ακόλουθη καθολική ιδιότητα :

Πρόταση 1.2.25. Ας είναι C και C1 δύο κατηγορίες. Για κάθε κατηγορία D και κάθε Ϲεύγος
συναρτητών pF,Gq µεF : D ÝÑ C καιG : D ÝÑ C1 υπάρχει µοναδικός συναρτητήςH : D ÝÑ CˆC1
τέτοιος ώστε π1 ˝H “ F και π2 ˝H “ G.

Απόδειξη. Ορίζουµε τον συναρτητή H : D ÝÑ C ˆ C1 ως:

HpXq “ pF pXq, GpXqq, όπου X είναι αντικείµενο της κατηγορίας D

και
Hpfq “ pF pfq, Gpfqq, όπου f είναι ένας µορφισµός στην κατηγορία D.

΄Ετσι, πληρούνται οι ισότητες π1 ˝ H “ F και π2 ˝ H “ G. ΄Οσον αφορά την µοναδικότητα
υποθέτουµε ότι υπάρχει ένας άλλος συναρτητής M : D ÝÑ C ˆ C1 τέτοιος ώστε π1 ˝M “ F και
π2 ˝M “ G. Ως εκ τούτου ο συναρτητής M : D ÝÑ C ˆ C1 ορίζεται ώς :

MpXq “ pF pXq, GpXqq, όπου X είναι αντικείµενο της κατηγορίας D

και
Mpfq “ pF pfq, Gpfqq, όπου f είναι ένας µορφισµός στην κατηγορία D.

Από τον τρόπο ορισµού των συναρτητών H και M είναι άµεσο ότι HpXq “ MpXq και Hpfq “
Mpfq για κάθε αντικείµενο X και κάθε µορφισµό f της κατηγορίας D, γεγονός που αποδεικνύει
την µοναδικότητα του συναρτητή H. �

΄Ενας συναρτητής F : C ˆ C1 ÝÑ C2 ο οποίος ορίζεται επί του γινοµένου δύο κατηγοριών
καλείται δισυναρτητής (bifunctor). Ισοδύναµα µπορούµε να πούµε:

Ορισµός 1.2.26. ΄Ενας συναρτητής F : CˆC1 ÝÑ C2 καλείται δισυναρτητής (bifunctor) εάν για
X P C και X 1 P C1 οι F pX,´q : C1 ÝÑ C2 και F p´, Xq : C ÝÑ C2 είναι συναρτητές και επιπλέον
για κάθε µορφισµό f : X ÝÑ Y στην C και κάθε µορφισµό g : X 1 ÝÑ Y 1 στην C1 το ακόλουθο
διάγραµµα είναι µεταθετικό :

F pX,X 1q

F pf,X1q

��

F pX,gq// F pX,Y 1q

F pf,Y 1q

��
F pY,X 1q

F pY,gq
// F pY, Y 1q

.

Ορισµένα παραδείγµατα δισυναρτητών είναι τα ακόλουθα:

Παράδειγµα 1.2.27. 1. Ο συναρτητής HomCp´,´q : Cop ˆ C ÝÑ Set είναι δισυναρτητής ο
οποίος είναι συναλλοίωτος τόσο στην πρώτη όσο και στην δεύτερη µεταβλητή.
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2. Ο συναρτητής HomCp´,´q : C ˆ C ÝÑ Set είναι δισυναρτητής ο οποίος είναι αντισυναλλοί-
ωτος στην πρώτη µεταβλητή και συναλλοίωτος στην δεύτερη µεταβλητή.

3. Ας είναι R µια k-άλγεβρα. Ο συναρτητής HomRp´,´q : pMod-Rqop ˆ Mod-R ÝÑ Mod-k
είναι δισυναρτητής ο οποίος είναι συναλλοίωτος τόσο στην πρώτη όσο και στην δεύτερη
µεταβλητή.

4. Ας είναι R µια k-άλγεβρα. Ο συναρτητής HomRp´,´q : Mod-R ˆMod-R ÝÑ Mod-k είναι
δισυναρτητής ο οποίος είναι αντισυναλλοίωτος στην πρώτη µεταβλητή και συναλλοίωτος στην
δεύτερη µεταβλητή.

5. Ας είναι R µια k-άλγεβρα. Ο συναρτητής ´ bR ´ : Mod-Rop ˆ Mod-R ÝÑ Mod-k είναι
δισυναρτητής ο οποίος είναι συναλλοίωτος τόσο στην πρώτη όσο και στην δεύτερη µεταβλητή.

Ορισµός 1.2.28. Ας είναι tCiuiPI µια οικογένεια κατηγοριών από ένα πεπερασµένο σύνολο δεικτών
I. Η κατηγορία γινόµενο (product category)

ś

iPItCiu είναι µια κατηγορία η οποία ορίζεται ως
εξής :

1. obp
ś

iPI Ciq “
ś

iPI obpCiq.

2. Homś

iPI CiptXiu, tYiuq “
ś

iPI HomCipXi, Yiq.

Η σύνθεση και ο ταυτοτικός µορφισµός ορίζονται κατά προφανή τρόπο.

Ανάλογα, µε το γινόµενο κατηγοριών είναι δυνατόν να ορίσουµε το γινόµενο συναρτητών.

Ορισµός 1.2.29. Ας είναι F1 : C1 ÝÑ C11 και F2 : C2 ÝÑ C12 δύο συναρτητές. Το γινόµενο
(product) τους F1 ˆ F2 : C1 ˆ C2 ÝÑ C11 ˆ C12 ορίζεται ως :

pF1 ˆ F2qpX,Y q “ pF1pXq, F2pY qq

για κάθε διατεταγµένο Ϲεύγος αντικειµένων pX,Y q και

pF1 ˆ F2qpf, gq “ pF1pfq, F2pgqq

για κάθε διατεταγµένο Ϲεύγος µορφισµών pf, gq.

Ορισµός 1.2.30. Ας είναι tFi : Ci ÝÑ C1iuiPI µια οικογένεια συναρτητών, όπου I “ t1, 2, ¨ ¨ ¨ , nu
είναι ένα πεπερασµένο σύνολο δεικτών. Ο συναρτητής-γινόµενο

ś

iPItFiu “ F1 ˆ F2 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ

Fn :
ś

iPItCiu ÝÑ
ś

iPItC1iu ορίζεται ως :

pF1 ˆ F2 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ FnqpX1, X2, . . . Xnq “ pF1pX1q, F2pX2q, . . . , FnpXnqq

για κάθε n-αδα αντικειµένων pX1, X2, . . . Xnq και

pF1 ˆ F2 ¨ ¨ ¨ ˆ Fnqpf1, f2, . . . fnq “ pF1pf1q, F2pf2q, . . . , Fnpfnqq

για κάθε n-αδα µορφισµών pf1, f2, . . . fnq.

Ολοκληρώνουµε την παράγραφο παραθέτοντας τους ορισµούς δύο κατηγοριών που ϑα χρησι-
µοποιήσουµε στη συνέχεια.

Ορισµός 1.2.31. Ας είναι F : C ÝÑ C1 ένας συναρτητής και ας είναι A ένα αντικείµενο της
κατηγορίας C1. Η κατηγορία CA ορίζεται ως εξής :

1. Τα αντικείµενα της είναι τα Ϲεύγη pX, sq µε X να είναι αντικείµενο της κατηγορίας C και
s : F pXq ÝÑ A να είναι µορφισµός στην κατηγορία C1.
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2. ΄Ενας µορφισµός της pX, sq ÝÑ pY, tq απο το Ϲεύγος pX, sq στο Ϲεύγος pY, tq είναι ένας
µορφισµός f : X ÝÑ Y στην C τέτοιος ώστε s “ t ˝ F pfq, δηλαδή f P HomCpX,Y q τέτοιος
ώστε το ακόλουθο διάγραµµα

F pXq

s

��

F pfq // F pY q

t
zz

A

να είναι µεταθετικό.

3. Η σύνθεση δύο µορφισµών pX, sq ÝÑ pY, tq και pY, tq ÝÑ pZ, eq επάγει έναν νέο µορφισµό
pX, sq ÝÑ pZ, eq δηλαδή έναν µορφισµό f “ g2 ˝ g1 : X ÝÑ Z στην κατηγορία C όπου
g1 : X ÝÑ Y και g2 : Y ÝÑ Z τέτοιον ώστε s “ e ˝ F pfq.

4. Ο ταυτοτικός µορφισµός ορίζεται κατά προφανή τρόπο.

Στην κατηγορία CA ορίζουµε έναν συναρτητή JA : CA ÝÑ C ϑέτοντας JApX, sq “ X. Εύκολα
αποδεικνύεται ότι ο συναρτητής JA είναι πιστός.

Ορισµός 1.2.32. Ας είναι F : C ÝÑ C1 ένας συναρτητής και A ένα αντικείµενο της κατηγορίας C1.
Η κατηγορία CA ορίζεται ως εξής :

1. Τα αντικείµενα της είναι τα Ϲευγάρια pX, sq µε X να είναι αντικείµενο της κατηγορίας C και
s : A ÝÑ F pXq να είναι µορφισµός στην κατηγορία C1.

2. ΄Ενας µορφισµός της pX, sq ÝÑ pY, tq από το Ϲεύγος pX, sq στο Ϲεύγος pY, tq είναι ένας
µορφισµός f : X ÝÑ Y στην C τέτοιος ώστε t “ F pfq ˝ s δηλαδή f P HomCpX,Y q τέτοιος
ώστε το ακόλουθο διάγραµµα

A

t

��

s // F pXq

F pfq{{
F pY q

να είναι µεταθετικό.

3. Η σύνθεση δύο µορφισµών pX, sq ÝÑ pY, tq και pY, tq ÝÑ pZ, eq επάγει έναν νέο µορφισµό
pX, sq ÝÑ pZ, eq δηλαδή έναν µορφισµό f “ g2 ˝ g1 : X ÝÑ Z στην κατηγορία C όπου
g1 : X ÝÑ Y και g2 : Y ÝÑ Z τέτοιον ώστε e “ F pfq ˝ s.

4. Ο ταυτοτικός µορφισµός ορίζεται κατά προφανή τρόπο.

Στην κατηγορία CA ορίζουµε έναν συναρτητή JA : CA ÝÑ C ϑέτοντας JApX, sq “ X. Εύκολα
αποδεικνύεται ότι ο συναρτητής JA είναι πιστός.

Είναι προφανές από τον τρόπο ορισµού τους ότι οι κατηγορίες CA και CA εξαρτώνται άµεσα
από τον συναρτητή F . Ωστόσο, όπως γίνεται κατανοητό από το ακόλουθο σχόλιο στον συµβολισµό
παραλείπουµε την αναφορά του.

Σχόλιο 1.2.33. Συµβολίζουµε ένα αντικείµενο pX, sq στην κατηγορία CA (αντίστοιχα στην κατη-
γορία CA) είτε µε F pXq ÝÑ A (αντίστοιχα µε A ÝÑ F pXq) χωρίς ϱητή αναφορά στο αντικείµενο,
είτε µε X χωρίς ϱητή αναφορά στον µορφισµό.

Παρατήρηση 1.2.34. Σε µία κατηγορία C η σχέση «v» η οποία ορίζεται ως «X v Y εαν HomCpX,Y q
‰ H» παράγει µια σχέση ισοδυναµίας στα αντικείµενα. Η σχέση ισοδυναµίας η οποία γεννάται
από την σχέση που ορίσαµε παραπάνω συµβολίζεται µε « w ». Αντίστοιχα, το σύνολο των κλάσεων
ισοδυναµίας των αντικειµένων της κατηγορίας C µε π0pCq. Η χρησιµότητα της κατασκευής είναι
µεγάλη καθώς καθορίζει πότε µια κατηγορία C είναι συνεκτική. Πιο συγκεκριµένα, η κατηγορία
C είναι συνεκτική αν και µόνο αν η κλάση π0pCq αποτελείται από ένα µόνο στοιχείο.
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Εάν ϑεωρήσουµε την κλάση π0pCq ως διακριτή κατηγορία εξασφαλίζεται η ύπαρξη ενός ϕυ-
σικού συναρτητή C ÝÑ π0pCq. Σ΄ αυτή την περίπτωση οι κατηγορίες Cα και Cα για α P π0pCq
αποτελούν παραδείγµατα ισοδύναµων και συνεκτικών κατηγορίων των οποίων το σύνολο των αντι-
κειµένων τους είναι το σύνολο των αντικειµένων στην κλάση ισοδυναµίας α.

1.2.1 Φυσικοί Μετασχηµατισµοί

Ο κλάδος της γενικής τοπολογίας µελετά κατά κόρον τους τοπολογικούς χώρους και τις συνεχείς
απεικονίσεις µεταξύ αυτών. Ωστόσο δοθέντων δύο συνεχών απεικονίσεων από έναν τοπολογικό
χώρο σε έναν άλλο µπορούµε να «περνάµε» από την µια απεικόνιση στην άλλη µε τη ϐοήθεια της
έννοιας της οµοτοπίας. Κάτι ανάλογο συµβαίνει για τους συναρτητές. Πιο συγκεκριµένα ένας
ϕυσικός µετασχηµατισµός είναι ένας µορφισµός µεταξύ συναρτητών.

Ορισµός 1.2.35. Ας είναι F,G : C ÝÑ C1 δύο συναλλοίωτοι συναρτητές. ΄Ενας ϕυσικός µετα-
σχηµατισµός (natural transformation) α : F ÝÑ G, είναι µια οικογένεια µορφισµών

α “
 

αX : F pXq ÝÑ GpXq
(

XPobpCq

στην C1 τέτοια ώστε για κάθε µορφισµό f : X ÝÑ Y στην C, το ακόλουθο διάγραµµα να είναι
µεταθετικό :

F pXq

F pfq

��

αX // GpXq

Gpfq

��
F pY q

αY
// GpY q

∆οθέντος ενός τέτοιου ϕυσικού µετασχηµατισµού α : F ÝÑ G ο µορφισµός αX : F pXq ÝÑ GpXq
καλείται συνιστώσα (component) του α στο X.

Παρόµοια ορίζεται ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός µεταξύ αντισυναλλοίωτων συναρτητών.
Παραθέτουµε ορισµένα παραδείγµατα ϕυσικών µετασχηµατισµών.

Παράδειγµα 1.2.36. 1. Ας είναι pq‹‹ : VectpKq ÝÑ VectpKq ο διπλά δυϊκός συναρτητής επί
της κατηγορίας των K-διανυσµατικών χώρων υπεράνω ενός σώµατος K ο οποίος ορίζεται
ως σύνθεση του δυϊκού συναρτητή pq‹ για διανυσµατικούς χώρους µε το δυϊκό του δυϊκού
συναρτητή για διανυσµατικούς χώρους p‹qop και ας είναι IdVect : VectpKq ÝÑ VectpKq ο
ταυτοτικός συναρτητής στην κατηγορία VectpKq. Τότε ορίζοντας το γραµµικό µετασχηµατι-
σµό αV : V ÝÑ V ‹‹ ως αpvqpfq “ fpvq, ο α είναι ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός απο τον
ταυτοτικό συναρτητή IdVect στο διπλά δυϊκό συναρτητή pq‹‹.

2. Ας είναι C µια κατηγορία και f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην C. Ο αf : HomCpY,´q ÝÑ
HomCpX,´q ο οποίος ορίζεται ως αf pgq “ g ˝ f είναι ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός.

3. Ας είναι C µια κατηγορία και f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην C. Ο βf : HomCp´, Xq ÝÑ
HomCp´, Y q ο οποίος ορίζεται ως βf pgq “ f ˝ g είναι ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός.

4. Ας είναι C µια διακριτή κατηγορία , C1 τυχαία κατηγορία και F,G : C ÝÑ C1 συναρτητές µε-
ταξύ αυτών. ΄Ενας ϕυσικός µετασχηµατισµός α : F ÝÑ G, είναι µια οικογένεια µορφισµών
 

αX : F pXq ÝÑ GpXq
(

XPobpCq στην C1. Η οικογένεια αυτή πρέπει να ικανοποιεί το µετα-
ϑετικό διάγραµµα του ορισµού 1.2.35 για κάθε µορφισµό f στην C. Ωστόσο οι µοναδικοί
µορφισµοί στην C είναι οι ταυτοτικοί και κατά συνέπεια ο µορφισµός f είναι ο ταυτοτικός,
ο οποίος κατά προφανή τρόπο κάνει το διάγραµµα µεταθετικό.
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Ορισµός 1.2.37. Ας είναι F,G : C ÝÑ C1 δύο συναρτητές. ΄Ενας ϕυσικός µετασχηµατισµός
α : F ÝÑ G µεταξύ των F και G καλείται ϕυσικός ισοµορφισµός ή ϕυσική ισοδυναµία
(natural isomorphism or natural equivalence) εάν κάθε αX : F pXq ÝÑ GpXq είναι ισοµορφι-
σµός στην C1 για κάθε αντικείµενο X στην C. Εάν υπάρχει ένας ϕυσικός ισοµορφισµός µεταξύ των
συναρτητών F καιG, οι συναρτητές F καιG καλούνταιϕυσικά ισόµορφοι ή ϕυσικά ισοδύναµοι
(naturally isomorphic or natural equivalent) και συµβολίζονται ως F w G.

Ορισµένα παραδείγµατα ϕυσικών ισοµορφισµών είναι τα ακόλουθα:

Παράδειγµα 1.2.38. 1. Για κάθε συναρτητή F ο ταυτοτικός µορφισµός του F , 1F : F ÝÑ F
ο οποίος είναι ο ϕυσικός µετασχηµατισµός 1F που δίνεται ως p1FqX “ 1FX : FX ÝÑ FX,
είναι ένας ϕυσικός ισοµορφισµός.

2. Ο ϕυσικός µετασχηµατισµός α : IdVect ÝÑ pq‹‹ (ϐλέπε παράδειγµα 1.2.36/(1) ) γίνεται ένας
ϕυσικός ισοµορφισµός εάν περιορίσουµε τους παραπάνω συναρτητές στην πλήρη υποκατη-
γορία των πεπερασµένης διάστασης διανυσµατικών χώρων.

3. Οι συναρτητές HomCpX,´q και HomCpY,´q (αντίστοιχα οι συναρτητές HomCp´, Xq και
HomCp´, Y q) είναι ϕυσικά ισόµορφοι συναρτητές υπό την προϋπόθεση ότι τα αντικείµενα
X και Y είναι ισόµορφα. Εάν οι παραπάνω συναρτητές είναι ϕυσικά ισόµορφοι έπεται ότι
και τα αντικείµενα X και Y είναι ισόµορφα.

Εφόσον έχουµε αναπτύξει την έννοια των ϕυσικά ισοδύναµων συναρτητών είµαστε σε ϑέση να
παραθέσουµε έναν ισοδύναµο ορισµό του ορισµού 1.2.17.

Ορισµός 1.2.39. ΄Ενας συναρτητήςF : C ÝÑ C1 καλείται ισοδυναµία κατηγορίων (equivalence
of categories) εάν υπάρχει συναρτητήςG : C1 ÝÑ C τέτοιος ώστε ο συναρτητήςG˝F να είναι ϕυσι-
κά ισοδύναµος µε τον ταυτοτικό συναρτητή IdC και ο συναρτητής F ˝G να είναι ϕυσικά ισοδύναµος
µε τον ταυτοτικό συναρτητή IdC1 . Στην περίπτωση αυτή ο συναρτητής G καλείται ηµι-αντίστροφος
συναρτητής (quasi-inverse functor) του F .

Λήµµα 1.2.40. Ας είναι C και C1 δύο κατηγορίες και F : C ÝÑ C1 ένας συναρτητής µεταξύ αυτών.
Υποθέτουµε ότι C10 είναι µια πλήρης υποκατηγορία της C1 µε την ιδιότητα για κάθε αντικείµενο X
της κατηγορίας C υπάρχει αντικείµενο Y της κατηγορίας C10 και ένας ισοµορφισµός µεταξύ των
αντικειµένων F pXq και Y . Τότε υπάρχει ένας συναρτητής F0 : C ÝÑ C10 και ένας ισοµορφισµός
συναρτητών θ : F ÝÑ i1 ˝ F0 όπου i1 : C10 ÝÑ C1 είναι ο συναρτητής ϕυσικής έγκλεισης από την
υποκατηγορία C10 στην κατηγορία C1. Επιπλέον, ο συναρτητής F0 : C ÝÑ C10 είναι µοναδικός µέχρις
µοναδικού ισοµορφισµού. Ειδικότερα, δοθέντος ενός άλλου ισοµορφισµού θ1 : F ÝÑ i1˝F1 υπάρχει
µοναδικος συναρτητής θ0 : F1 ÝÑ F0 τέτοιος ώστε θ “ pi1 ˝ θ0q ˝ θ1.

Απόδειξη. Ας είναι F : C ÝÑ C1 ένας συναρτητής και C10 µια πλήρης υποκατηγορία της C1 µε την
ιδιότητα για κάθε αντικείµενο X της κατηγορίας C να υπάρχει αντικείµενο Y της κατηγορίας C10
και ένας ισοµορφισµός µεταξύ των αντικειµένων F pXq και Y . Κάνοντας χρήση του Αξιώµατος της
επιλογής για κάθε αντικείµενο X της κατηγορίας C επιλέγουµε ένα αντικείµενο Y της πλήρους
υποκατηγορίας C10 και έναν ισοµορφισµό ψX : Y ÝÑ F pXq και κατόπιν ϑέτουµε F0pXq “ Y .
Ας είναι f : X ÝÑ X 1 ένας µορφισµός στην κατηγορία C. Ορίζουµε F0pfq “ ψ´1

X1 ˝ F pfq ˝ ψX
όπου ψ´1

X1 : F pX 1q ÝÑ F0pX
1q, F pfq : F pXq ÝÑ F pX 1q και ψX : F0pXq ÝÑ F pXq. Ο F0 : C ÝÑ

C10 αντιµετατίθεται µε τη σύνθεση των µορφισµών όπως παριστάνεται στο ακόλουθο µεταθετικό
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διάγραµµα:

F0pXq

F0pfq

��

ψX // F pXq

F pfq

��
F0pX

1q

F0pgq

��

ψX1 // F pX 1q

F pgq

��
F0pX

2q
ψX2 // F pX2q

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν το τελευταίο διάγραµµα έπεται ότι ο F0 : C ÝÑ C10 είναι ένας συναρτητής.
Θεωρούµε τον µορφισµό θ : i1 ˝ F0 ÝÑ F . Ορίζουµε ως θX : i1pF0pXqq “ Y ÝÑ F pXq να είναι ο
ισοµορφισµός ψX , δηλαδή θX “ ψX : Y ÝÑ F pXq. Το διάγραµµα

Y

F0pfq

��

θX“ψX // FX

F pfq

��
Y 1

θX1“ψX1
// FX 1

και κατ΄ επέκταση το διάγραµµα

i1pF0pXqq

i1F0pfq

��

θX // FX

F pfq

��
i1pF0pX

1qq
θX1“ψX1

// FX 1

είναι µεταθετικό. ΄Ετσι, ο θ : i1 ˝ F0 ÝÑ F είναι ένας ισοµορφισµός συναρτητών. Μας αποµένει
να αποδείξουµε την µοναδικότητα του συναρτητή F0 : C ÝÑ C10 µέχρις µοναδικού ισοµορφισµού.
Πιο συγκεκριµένα δοθέντος ενός άλλου ισοµορφισµού θ1 : F ÝÑ i1 ˝ F1 υπάρχει µοναδικος
συναρτητής θ0 : F1 ÝÑ F0 τέτοιος ώστε θ “ pi1 ˝ θ0q ˝ θ1. Υποθέτουµε ότι υπάρχει ισοµορφισµός
θ1 : F ÝÑ i1 ˝ F1. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την ύπαρξη του ισοµορφισµού θ : F ÝÑ i1 ˝ F0 έπεται
ότι i1 ˝ F1 w i1 ˝ F0 και κατ΄ επέκταση ότι F1 w F0. ΄Ετσι, υπάρχει ισοµορφισµός συναρτητών
θ0 : F1 ÝÑ F0 τέτοιος ώστε θ “ pi1 ˝θ0q˝θ1. Θα αποδείξουµε ότι ο θ0 : F1 ÝÑ F0 είναι µοναδικός.
Υποθέτουµε ότι υπάρχει ένας άλλος ισοµορφισµός συναρτητών h : F1 ÝÑ F0 τέτοιος ώστε θ “
pi1 ˝ hq ˝ θ1. Συνδυάζοντας τις τελευταίες ισότητες προκύπτει ότι

pi1 ˝ θ0q ˝ θ1 “ pi
1 ˝ hq ˝ θ1

και κατ΄ επέκταση ότι
θ0 ˝ θ1 “ h ˝ θ1.

Εφόσον ο θ1 : F ÝÑ i1 ˝ F1 είναι ένας ισοµορφισµός υπάρχει ο αντίστροφος θ´1
1 ο οποίος είναι

εξίσου ισοµορφισµός. Συνθέτοντας από τα δεξιά στην τελευταία ισότητα µε τον θ´1
1 έπεται ότι

θ0 “ h. �

Ορισµός 1.2.41. ΄Ενας συναρτητής F : C ÝÑ Set καλείται αναπαραστάσιµος (representable)
εάν ο F είναι ϕυσικά ισόµορφος µε τον συναρτητή HompX,´q : C ÝÑ Set.
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Κάποια παραδείγµατα αναπαραστάσιµων συναρτητών είναι τα ακόλουθα τα οποία δείχνουν ότι
οι λησµονικοί συναρτητές είναι συχνά αναπαραστάσιµοι :

Παράδειγµα 1.2.42. 1. Ο λησµονικός συναρτητής U : VectpKq ÝÑ Set είναι αναπαραστάσι-
µος και αναπαρίσταται από τον διανυσµατικό χώρο K.

2. Ο λησµονικός συναρτητής U : Grp ÝÑ Set είναι αναπαραστάσιµος και αναπαρίσταται από
την οµάδα των ακεραίων Z.

3. Ο λησµονικός συναρτητής U : Top ÝÑ Set είναι αναπαραστάσιµος και αναπαρίσταται α-
πό οποιοδήποτε τοπολογικό χώρο του οποίου το υποκείµενο σύνολο του έχει ακριβώς ένα
σηµείο.

Παρατήρηση 1.2.43. Αντικείµενα τα οποία αναπαριστούν τον ίδιο συναρτητή ή δύο ϕυσικά
ισόµορφους συναρτητές είναι ισόµορφα.

Οι ϕυσικοί µετασχηµατισµοί είναι ένα «είδος» µορφισµού, έτσι είναι αναµενόµενο να µπορούµε
να τους συνθέσουµε. Ως εξής :

Παρατήρηση 1.2.44. Αν F,G,H : C ÝÑ C1 είναι συναλλοίωτοι (αντίστοιχα αντισυναλλοίωτοι)
συναρτητές, και α : F ÝÑ G και β : G ÝÑ H είναι ϕυσικοί µετασχηµατισµοί, τότε η σύνθεση
τους β ˝ α : F ÝÑ H ορίζει έναν νέο ϕυσικό µετασχηµατισµό, όπου η κλάση των µορφισµών
δίνεται ως

β ˝ α “
 

pβ ˝ αqX
(

“
 

βX ˝ αX : F pXq ÝÑ HpXq
(

για κάθε αντικείµενο X της C. Ο νόµος της σύνθεσης είναι προσεταιριστικός και για κάθε συναρ-
τητή F ο ταυτοτικός µορφισµός του F δρά ως µονάδα.

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν κανείς την παρατήρηση 1.2.44. ϑα µπορούσε να ϑεωρήσει εσφαλµένα
την ύπαρξη µιας κατηγορίας η οποία έχει ως αντικείµενα τους συναρτητές από την κατηγορία C
στην κατηγορία C1 και ως µορφισµούς τους ϕυσικούς µετασχηµατισµούς µεταξύ αυτών. Το λάθος
έγκειται στο γεγονός ότι εφόσον οι κατηγορίες C και C1 έχουν απλώς κλάσεις αντικειµένων, γενικά
δεν υπάρχει τρόπος να αποδείξει κανείς την ύπαρξη ενός συνόλου ϕυσικών µετασχηµατισµών
µεταξύ δύο συναρτητών. Ωστόσο εάν η κατηγορία C είναι µικρή το πρόβληµα αυτό εξαλείφεται
και έχουµε τον ακόλουθο ορισµό.

Ορισµός 1.2.45. Ας είναι C µια µικρή κατηγορία και C1 τυχαία κατηγορία. Τότε ορίζεται η κατηγο-
ϱία συναρτητών (functor category) FunpC, C1q να είναι η κατηγορία η οποία έχει ως αντικείµενα
τους συναρτητές απο την κατηγορία C στην κατηγορία C1 και ως µορφισµούς τους ϕυσικούς µετασχη-
µατισµούς µεταξύ αυτών.

Ορισµός 1.2.46. Ας είναι C µια µικρή κατηγορία, C ένα αντικείµενο της, FunpCop,Setq η κατη-
γορία των συναρτητών από την κατηγορία Cop στην κατηγορία Set των συνόλων και FunpC,Setq η
κατηγορία των συναρτητών από την κατηγορία C στην κατηγορία Set των συνόλων.

Ο συναρτητής του Yoneda (Yoneda Functor) h : C ÝÑ FunpCop,Setq είναι ένας συναλλοί-
ωτος συναρτητής ο οποίος στέλνει το C στον αντισυναλλοίωτο αναπαραστάσιµο συναρτητή hC “

HomCp´, Cq : Cop ÝÑ Set και έναν µορφισµό f : X ÝÑ Y στον ϕυσικό µετασχηµατισµό hf “
HomCp´, fq : HomCp´, Xq ÝÑ HomCp´, Y q.

Ανάλογα ορίζεται ο συναρτητής του Yoneda k : C ÝÑ FunpC,Setq ο οποίος είναι ένας
αντισυναλλοίωτος συναρτητής που στέλνει το C στον συναλλοίωτο αναπαραστάσιµο συναρτητή
kC “ HomCpC,´q : C ÝÑ Set και έναν µορφισµό f : X ÝÑ Y στον ϕυσικό µετασχηµατισµό
kf “ HomCpf,´q : HomCpX,´q ÝÑ HomCpY,´q.

Ολοκληρώνουµε την παράγραφο παραθέτοντας ένα σηµαντικό λήµµα.

Λήµµα 1.2.47. (Λήµµα του Yoneda) Ας είναι C µια τοπικά µικρή κατηγορία.
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1. Ας είναι C ένα αντικείµενο της C και F P FunpCop,Setq ένας συναρτητής από την κατηγορία
Cop στην κατηγορία Set των συνόλων και των απεικονίσεων µεταξύ των συνόλων. Τότε υπάρχει
ένας ισοµορφισµός

ηC,F : HomphC, F q ÝÑ FC

µεταξύ του συνόλου των ϕυσικών µετασχηµατισµών απο τον συναρτητή hC στον συναρτητή F
και των στοιχείων του συνόλου FC ο οποίος είναι ϕυσικός στις µεταβλητές F και C.

2. Ας είναι C ένα αντικείµενο της C και G P FunpC,Setq ένας συναρτητής από την κατηγορία C
στην κατηγορία Set των συνόλων και των απεικονίσεων µεταξύ των συνόλων. Τότε υπάρχει
ένας ισοµορφισµός

βG,C : HompkC,Gq ÝÑ GC

µεταξύ του συνόλου των ϕυσικών µετασχηµατισµών από τον συναρτητή G στον συναρτητή kC
και των στοιχείων του συνόλου GC ο οποίος είναι ϕυσικός στις µεταβλητές G και C.

Πριν προχωρήσουµε στην απόδειξη του λήµµατος του Yoneda ϑα εξηγήσουµε τι σηµαίνει η
ϕυσικότητα στις µεταβλητές F και C που αναφέραµε στην διατύπωση του.

Η ϕυσικότητα στην µεταβλητή F σηµαίνει ότι, δοθέντος οποιουδήποτε θ : F ÝÑ H το ακόλουθο
διάγραµµα είναι µεταθετικό :

HomphC, F q

HomphC,θq

��

w // FC

θC

��
HomphC,Hq w

// HC

Η ϕυσικότητα στην µεταβλητή C σηµαίνει ότι, δοθέντος οποιουδήποτε ϕυσικού µετασχηµατι-
σµού g : C ÝÑ D το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό :

HomphD,F q

Homphg,F q

��

w // FD

Fg

��
HomphC, F q w

// FC

Απόδειξη. 1. Για να ορίσουµε τον Ϲητούµενο ισοµορφισµό ηC,F : HomphC, F q ÝÑ FC δο-
ϑέντος ενός ϕυσικού µετασχηµατισµού θ : hC ÝÑ F ορίζουµε ηC,F pθq “ θCp1Cq όπου
θC : HomCpC,Cq ÝÑ FC. ΄Ετσι, θCp1Cq P FC.
Αντίστροφα, λαµβάνουµε ένα στοιχείο α το οποίο ανήκει στο σύνολο FC και ορίζουµε έναν
ϕυσικό µετασχηµατισµό θα : hC ÝÑ F ως εξής :
∆οθέντος οποιουδήποτε αντικειµένου C 1 ορίζουµε pθαqC1 : HompC 1, Cq ÝÑ FC 1 ϑέτοντας
pθαqC1phq “ F phqpαq όπου h : C 1 ÝÑ C. Για να αποδείξουµε ότι ο θα είναι ϕυσικός µετα-
σχηµατισµός λαµβάνοντας οποιοδήποτε µορφισµό f : C2 ÝÑ C 1 αρκεί να δείξουµε ότι το



1.2. ΣΥΝΑΡΤΗΤΕΣ 43

ακόλουθο δίαγραµµα είναι µεταθετικό :

HompC 1, Cq

Hompf,Cq

��

pθαqC1 // FC 1

Ff

��
HompC2, Cq

pθαqC2
// FC2

Πράγµατι, για οποιοδήποτε µορφισµό h P hCpC 1q έχουµε ότι
ppθαqC2 ˝Hompf, Cqqphq “ pθαqC2pHompf, Cqphqq “ pθαqC2ph˝fq “ F ph˝fqpαq “ pF pfq˝
F phqqpαq “ F pfqpF phqpαqq “ F pfqppθαqC1phqq “ pF pfq ˝ pθαqC1qphq
Εφόσον ορίσαµε τους µορφισµούς θα και ηC,F pθq εν συνεχεία ϑα αποδείξουµε ότι ο ένας
είναι αντίστροφος του άλλου. ∆οθέντος θ : hC ÝÑ F ϑα υπολογίσουµε θpηC,F pθqq. Ο
θ : hC ÝÑ F είναι ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός και ως εκ τούτου για κάθε µορφισµό
h : C 1 ÝÑ C το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό :

hCpCq

hCphq

��

θC // FC

Fh

��
hCpC 1q

θC1
// FC 1

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τους ορισµούς και την µεταθετικότητα του παραπάνω διαγράµµατος
έχουµε

pθpηC,F pθqqqC1phq “ F phqpθCp1Cqq “ θC1 ˝ hCphqp1Cq “ θC1phq.

΄Ετσι έπεται ότι θpηC,F pθqq “ θ.
Ας είναι α στοιχείο του FC. Σε αυτή την περίπτωση έχουµε

ηC,F pθpαqq “ ηC,F pθαq “ pθαqCp1Cq “ F p1Cqpαq “ α.

Εποµένως ορίζεται ένας ισοµορφισµός ηC,F : HomphC, F q ÝÑ FC. Μας αποµένει να απο-
δείξουµε την ϕυσικότητα ως προς τις µεταβλητές C και F . Για την ϕυσικότητα ως προς την
µεταβλητή F έχουµε:
Ας είναι φ : F ÝÑ F 1 ένας µορφισµός µεταξύ των συναρτητών F και F 1. Λαµβάνοντας
θ P HomphC, F q σχηµατίζουµε το ακόλουθο διάγραµµα:

HomphC, F q

HomphC,φq

��

ηC,F // FC

φC

��
HomphC, F 1q

ηC,F 1
// F 1C

.

Η µεταθετικότητα του διαγράµµατος προκύπτει ως εξής :

pηC,F 1˝HomphC, φqqpθq “ ηC,F 1pφ˝θq “ pφθqCp1Cq “ φCpθCp1Cqq “ φCpηC,F pθqq “ pφC˝ηC,F qpθq.
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΄Οσον αφορά την ϕυσικότητα στην µεταβλητή C έχουµε:
Λαµβάνουµε έναν µορφισµό f : C 1 ÝÑ C και σχηµατίζουµε το ακόλουθο διάγραµµα:

HomphC, F q

Homphf,F q

��

ηC,F // FC

Ff

��
HomphC 1, F q

ηC1,F
// FC 1

Χρησιµοποιώντας την ϕυσικότητα του µετασχηµατισµού θ έχουµε

pηC1,F ˝Homphf, F qqpθq “ ηC1,F pθ˝hfq “ pθ˝hfqC1p1C1q “ θC1˝phfqC1p1C1q “ θC1p1C1˝fq “

“ θC1pfq “ θC1p1C ˝ fq “ θC1 ˝ phCqpfqpp1Cqq “ F pfq ˝ θCp1Cq “ pF pfq ˝ ηC,F qpθq

γεγονός που αποδεικνύει την µεταθετικότητα του διαγράµµατος και κατα συνέπεια την ϕυ-
σικότητα στην µεταβλητή C.

2. Είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Παρατήρηση 1.2.48. Στο Λήµµα του Yoneda η προϋπόθεση η κατηγορία C να είναι τοπικά
µικρή είναι ιδιαίτερα σηµαντική. Στην περίπτωση που η κατηγορία C δεν είναι τοπικά µικρή οι
συναρτητές h : C ÝÑ FunpCop,Setq και k : C ÝÑ FunpC,Setq δεν ορίζονται και έτσι το Λήµµα του
Yoneda δεν µπορεί να εφαρµοστεί.

΄Αµεση συνέπεια του Λήµµατος Του Yoneda αποτελεί η ακόλουθη πρόταση

Πρόταση 1.2.49. Οι συναρτητές του Yoneda h : C ÝÑ FunpCop,Setq και k : C ÝÑ FunpC,Setq
είναι πλήρεις και πιστοί.

Απόδειξη. Παραθέτουµε την απόδειξη για τον συναρτητή h. Η ίδια αποδεικτική διαδικασία ακο-
λουθείται για τον συναρτητή k.
Για οποιαδήποτε αντικείµενα X και Y στην κατηγορία C αρκεί να αποδείξουµε την ύπαρξη ενός
ισοµοφισµού HomCpX,Y q w HomFunpCop,SetqphX, hY q. Απο το Λήµµα του Yoneda έπεται ότι
HomFunpCop,SetqphX, hY q w hY pXq “ HomCpX,Y q. Συνεπώς ο συναρτητής h είναι πλήρης και
πιστός. �

1.2.2 Συζυγή Ζεύγη Συναρτητών

Μια από τις σηµαντικότερες έννοιες της ϑεωρίας κατηγοριών αποτελεί η έννοια του συζυγούς
Ϲεύγους συναρτητών. Οι συζυγείς συναρτητές εµφανίζονται συχνά σε πολλούς κλάδους των µα-
ϑηµατικών ενώ αξιοσηµείωτη είναι η σηµασία των ϑεωρηµάτων τους τα οποία έχουν εκπληκτικό
εύρος εφαρµογών.

Ορισµός 1.2.50. Ας είναι F : C ÝÑ C1 και G : C1 ÝÑ C δύο συναρτητές. Το διατεταγµένο Ϲεύγος
pF,Gq καλείται συζυγές Ϲεύγος (adjoint pair), εάν για κάθε αντικείµενο X της C και για κάθε
αντικείµενο Y της C1 υπάρχουν «1-1» και «επί» απεικονίσεις

ηX,Y : HomC1pF pXq, Y q ÝÑ HomCpX,GpY qq,

κάθε µια εκ των οποίων είναι ϕυσική στα αντικείµενα X και Y . Η συλλογή η “ tηX,Y upX,Y qPCˆC1

των «1-1» και «επί» απεικονίσεων καλείται συζυγής µετασχηµατισµός (adjoint transformation).
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Επιπλέον ϑα λέµε ότι ο συζυγής µετασχηµατισµός είναι ϕυσικός (natural) στα αντικείµενα X και
Y εάν για κάθε µορφισµό f : X 1 ÝÑ X στην C, και για κάθε µορφισµό g : Y ÝÑ Y 1 στην C1, τα
ακόλουθα διαγράµµατα είναι µεταθετικά :

HomC1pF pXq, Y q

ηX,Y

��

pF pfqq‹ // HomC1pF pX
1q, Y q

ηX1,Y

��
HomCpX,GpY qq

f‹
// HomCpX

1, GpY qq

HomC1pF pXq, Y q

ηX,Y

��

g‹ // HomC1pF pXq, Y
1q

ηX,Y 1

��
HomCpX,GpY qq

pGpgqq‹

// HomCpX,GpY
1qq

΄Οταν το Ϲεύγος συναρτητών pF,Gq είναι συζυγές Ϲεύγος, ο συναρτητής F καλείται αριστερός
συζυγής (left adjoint) του G και ο συναρτητής G καλείται δεξιός συζυγής (right adjoint) του F .

Ορισµένα παραδείγµατα συζυγών συναρτητών είναι τα ακόλουθα:

Παράδειγµα 1.2.51. 1. Εάν R και S είναι δακτύλιοι και RXS είναι ένα pR,Sq-διπρότυπο,
τότε το Ϲεύγος p´ bR X,HomSpX,´qq είναι ένα συζυγές Ϲεύγος συναρτητών : Mod-R ÝÑ
Mod-S, καθώς ο συζυγής µετασχηµατισµός η “ tηM,NupM,NqPMod-RˆMod-S , ο οποίος ορίζε-
ται ως : ηM,N pfqpmqpxq “ fpmb xq επάγει έναν ϕυσικό ισοµορφισµό αβελιανών οµάδων

ηM,N : HomSpM bR X,Nq
–
ÝÑ HomRpM,HomSpX,Nqq,

για κάθε δεξιό R-πρότυπο M και για κάθε δεξιό S-πρότυπο N .

2. Εάν R και S είναι δακτύλιοι και SXR είναι ένα pR,Sq-διπρότυπο, τότε το Ϲεύγος pX bR

´,HomSpX,´qq είναι ένα συζυγές Ϲεύγος συναρτητών : R-Mod ÝÑ S-Mod, καθώς για κάθε
RM , SN , επάγεται ένας ϕυσικός ισοµορφισµός αβελιανών οµάδων

ηM,N : HomSpX bRM,Nq
–
ÝÑ HomRpM,HomSpX,Nqq.

3. Ας είναι Set η κατηγορία των συνόλων και X, Y , Z αντικείµενα της. Τότε το Ϲεύγος p´ ˆ
Y,HomSetpY,´qq είναι ένα συζυγές Ϲεύγος συναρτητών : Set ÝÑ Set καθώς για οποιαδήποτε
σύνολα X και Z επάγεται ένας ϕυσικός ισοµορφισµός

ηX,Z : HomSetpX ˆ Y,Zq
–
ÝÑ HomSetpX,HomSetpY, Zqq.

4. Ο λησµονικός συναρτητής U : Top ÝÑ Set έχει έναν αριστερό συζυγή συναρτητή G : Set ÝÑ
Top ο οποίος στέλνει κάθε σύνολο Y στον τοπολογικό χώρο που προκύπτει εάν εφοδιάσουµε
το Y µε την διακριτή τοπολογία και έναν δεξιό συζυγή συναρτητή H : Set ÝÑ Top ο οποίος
στέλνει κάθε σύνολο Y στον τοπολογικό χώρο που προκύπτει εάν εφοδιάσουµε το Y µε την
µη-διακριτή τοπολογία.
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5. Ας είναι R µια k-άλγεβρα. Ο λησµονικός συναρτητής U : Mod-R ÝÑ Mod-k ο οποίος
στέλνει ένα R-πρότυπο σε ένα k-πρότυπο έχει έναν αριστερό συζυγή R bk ´ : Mod-k ÝÑ
Mod-R ο οποίος στέλνει ένα k-πρότυπο K σε ένα R-πρότυπο RbkK και έναν δεξιό συζυγή
συναρτητή HomkpR,´q : Mod-k ÝÑ Mod-R ο οποίος στέλνει ένα k-πρότυπο K σε ένα
R-πρότυπο HomkpR,Kq.

6. Ο λησµονικός συναρτητής U : Mod-R ÝÑ Set έχει έναν αριστερό συζυγή συναρτητή
G : Set ÝÑ Mod-R ο οποίος στέλνει κάθε σύνολο X στο ελεύθερο R-πρότυπο το οποίο
γεννάται από τα στοιχεία του X, ωστόσο δεν έχει δεξιό συζυγή συναρτητή.

Στην προηγούµενη παράγραφο είδαµε ότι δύο ϕυσικοί µετασχηµατισµοί µπορούν να συντε-
ϑούν και να µας δώσουν έναν νέο ϕυσικό µετασχηµατισµό. Ανάλογα, ορίζεται η σύνθεση δύο
Ϲευγών συζυγών συναρτητών όπως υποδηλώνεται από την ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 1.2.52. Ας είναι C, C1 και C2 τρείς κατηγορίες και F : C ÝÑ C1, G : C1 ÝÑ C, F 1 : C1 ÝÑ
C2 και G1 : C2 ÝÑ C1 συναρτητές µεταξύ αυτών. Εάν pF,Gq και pF 1, G1q είναι Ϲεύγη συζυγών
συναρτητών τότε η σύνθεση τους pF 1 ˝ F,G ˝G1q είναι ένα Ϲεύγος συζυγών συναρτητών.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι pF,Gq και pF 1, G1q είναι Ϲεύγη συζυγών συναρτητών. Τότε εξ΄ ορισµού
για κάθε αντικείµενοX της κατηγορίας C, Y της κατηγορίας C1 και Z της κατηγορίας C2 επάγονται
οι ακόλουθοι ισοµορφισµοί :

ηX,Y : HomC1pF pXq, Y q
–
ÝÑ HomCpX,GpY qq.

και
βY,Z : HomC2pF

1pY q, Zq
–
ÝÑ HomC1pY,G

1pZqq.

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τους παραπάνω ισοµορφισµούς προκύπτει ότι :

HomC2pF
1pF pXqq, Zq w HomC1pF pXq, G

1pZqq w HomCpX,GpG
1pZqqq

Η ύπαρξη του τελευταίου ισοµορφισµού υποδηλώνει ότι το Ϲεύγος pF 1˝F,G˝G1q είναι ένα συζυγές
Ϲεύγος συναρτητών. �

Εν συνεχεία εάν ϑεωρήσουµε ένα Ϲεύγος συζυγών συναρτητών pF,Gq µε κατάλληλες επιλογές
τον αντικείµενων X και Y προκύπτουν οι ακόλουθοι ισοµορφισµοί

ηX,F pXq : HomC1pF pXq, F pXqq
–
ÝÑ HomCpX,GpF pXqqq.

και
βGpY q,GpY q : HomC1pF pGpY qq, Y q

–
ÝÑ HomCpGpY q, GpY qq.

Ο ταυτοτικός µορφισµός του F pXq ορίζει έναν µορφισµό X ÝÑ G ˝ F pXq και αντίστοιχα ο
ταυτοτικός µορφισµός του GpY q ορίζει έναν µορφισµό F ˝ GpY q ÝÑ Y οι οποιοί είναι ϕυσικοί
στα X και Y όπως αποδεικνύεται στην ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 1.2.53. ΄Εστω pF,Gq ένα συζυγές Ϲεύγος συναρτητών, όπουF : C ÝÑ C1 καιG : C1 ÝÑ C,
και ηX,Y : HomC1pF pXq, Y q ÝÑ HomCpX,GpY qq οι «1-1» και «επί» συζυγείς µετασχηµατισµοί. Τότε
επάγονται ϕυσικοί µετασχηµατισµοί συναρτητών ε : IdC ÝÑ G ˝ F και η : F ˝G ÝÑ IdC1 , όπου

ε “ tεX :“ ηX,F pXqp1F pXqq : X ÝÑ pG ˝ F qpXquXPobpCq

και

η “ tηY :“ η´1
GpY q,Y p1GpY qq : pF ˝GqpY q ÝÑ Y uY PobpC1q.
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Απόδειξη. Ας είναι f : X ÝÑ X 1 τυχόν µορφισµός στην κατηγορία C. Για να αποδείξουµε ότι ο
ε : IdC ÝÑ G ˝ F είναι ϕυσικός µετασχηµατισµός, αρκεί να δείξουµε ότι το ακόλουθο διάγραµµα
είναι µεταθετικό :

X

f

��

ηX,F pXqp1F pXqq// pG ˝ F qpXq

pG˝F qpfq

��
X 1

ηX1,F pX1qp1F pX1qq
// pG ˝ F qpX 1q

δηλαδή
pG ˝ F qpfq ˝ ηX,F pXqp1F pXqq “ ηX1,F pX1qp1F pX1qq ˝ f.

Εφόσον οι µετασχηµατισµοί ηX,Y είναι ϕυσικοί στο Y , και ο F pfq : F pXq ÝÑ F pX 1q είναι ένας
µορφισµός στην C1, προκύπτει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

HomC1pF pXq, F pXqq

ηX,F pXq

��

F pfq‹ // HomC1pF pXq, F pX
1qq

ηX,F pX1q

��
HomCpX, pG ˝ F qpXqq

pGpF pfqqq‹

// HomCpX, pG ˝ F qpX
1qq

Τότε έχουµε ότι :

pG ˝ F qpfq ˝ ηX,F pXqp1F pXqq “ ppG ˝ F qpfqq‹pηX,F pXqp1F pXqqq

“ ppG ˝ F qpfqq‹ ˝ ηX,F pXqqp1F pXqq

“ pηX,F pX1q ˝ F pfq‹qp1F pXqq

“ ηX,F pX1qpF pfq‹p1F pXqqq

“ ηX,F pX1qpF pfq ˝ 1F pXqq

“ ηX,F pX1qpF pfqq.

Ανάλογα, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι οι ηX,Y είναι ϕυσικές στο X, καθώς και το γεγονός ότι
ο f : X ÝÑ X 1 είναι ένας µορφισµός στην C, έπεται ότι ηX1,F pX1qp1F pX1qq ˝ f “ pηX,F pX1q ˝
F pfq‹qp1F pX1qq, και ως εκ τούτου, προκύπτει ότι ηX1,F pX1qp1F pX1qq ˝ f “ ηX,F pX1qpF pfqq. ΄Ετσι
τελικά, έχουµε ότι pG˝F qpfq ˝ηX,F pXqp1F pXqq “ ηX1,F pX1qp1F pX1qq ˝f , γεγονός που αποδεικνύει
το Ϲητούµενο. Ανάλογη αποδεικτική διαδικασία ακολουθούµε για να δείξουµε ότι ο µορφισµός η
είναι ϕυσικός µετασχηµατισµός. �

Σχόλιο 1.2.54. Οι ϕυσικοί µετασχηµατισµοί ε και η της πρότασης 1.2.53, καλούνται αντίστοιχα
µονάδα (unit), και συνµονάδα (counit), του συζυγούς Ϲεύγους pF,Gq.

Η ακόλουθη πρόταση αποτελεί κριτήριο για να χαρακτηριστεί ένα Ϲεύγος συναρτητών ως συ-
Ϲυγές Ϲεύγος.

Πρόταση 1.2.55. Ας είναι pF,Gq ένα συζυγές Ϲεύγος συναρτητών, όπου F : C ÝÑ C1 καιG : C1 ÝÑ
C, και ηX,Y : HomC1pF pXq, Y q ÝÑ HomCpX,GpY qq οι «1-1» και «επί» συζυγείς µετασχηµατισµοί.
Τότε οι επαγόµενοι ϕυσικοί µετασχηµατισµοί συναρτητών ε : IdC ÝÑ G ˝ F και η : F ˝ G ÝÑ IdC1 ,
όπως αυτοί ορίσθηκαν στην Πρόταση 1.2.53, ικανοποιούν τις ακόλουθες σχέσεις :

pη ˝ F q ˝ pF ˝ εq “ IdF : F ÝÑ F & pG ˝ ηq ˝ pε ˝Gq “ IdG : G ÝÑ G
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Αντίστροφα αν ε : IdC ÝÑ G ˝ F και η : F ˝G ÝÑ IdC1 , είναι ϕυσικοί µετασχηµατισµοί συναρτητών
οι οποίοι ικανοποιούν τις παραπάνω σχέσεις, τότε το Ϲεύγος συναρτητών pF,Gq είναι συζυγές.

Απόδειξη. ∆οθέντος του ϕυσικού ισοµορφισµού ηX,Y : HomC1pF pXq, Y q ÝÑ HomCpX,GpY qq
συµβολίζουµε µε εX τον µορφισµό ηX,F pXqpIdF pXqq : X ÝÑ GF pXq και µε ηY τον µορφισµό
η´1
GY,Y pIdGpY qq : FGpY q ÝÑ Y . ΄Ενας µορφισµός της µορφής f : F pXq ÝÑ Y στην κατηγορία C1

επάγει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

HomC1pF pXq, F pXqq

ηX,F pXq

��

HomC1 pF pXq,fq // HomC1pF pXq, Y q

ηX,Y

��
HomCpX, pG ˝ F qpXqq

HomCpX,Gpfqq
// HomCpX,GpY qq

απο το οποίο προκύπτει η ισότητα ηX,Y pfq “ Gpfq˝εX και ως δυϊκή αυτής, η ισότητα η´1
GpY q,Y pfq “

ηY ˝ F pfq. Αρχικά ϑα αποδείξουµε ότι για κάθε αντικείµενο X της κατηγορίας C ισχύει ότι
ηFX ˝ FεX “ IdFX. Η απόδειξη της τελευταίας ισότητας ανάγεται στο να αποδειχθεί η µεταθετι-
κότητα του ακόλουθου διαγράµµατος :

F pXq

IdFX

��

FεX // FGF pXq

ηFXyy
F pXq

΄Ετσι, έχουµε:

ηX,FXpηFX ˝ FεXq “ GpηFX ˝ FεXq ˝ εX “ pGpηFXq ˝ εGFXq ˝ εX “ ηGFX,FXpηFXq ˝ εX “

“ ηGFX,FXpη
´1
GFX,FXpIdGFXqq ˝ εX “ IdGFX ˝ εX “ εX “ ηX,FXpIdFXq.

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο ηX,FX είναι ισοµορφισµός έπεται ότι ηFX ˝ FεX “ IdFX για κάθε
αντικείµενο X της κατηγορίας C και ως εκ τούτου pη ˝F q ˝ pF ˝ εq “ IdF . ΄Οσον αφορά τη δεύτερη
ισότητα αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε αντικείµενο Y της κατηγορίας C1 ισχύει ότι GηY ˝ εGY “
IdGY . Ανάλογα µε προηγουµένως η απόδειξη της τελευταίας ισότητας ανάγεται στο να αποδειχθεί
η µεταθετικότητα του ακόλουθου διαγράµµατος :

GpY q

IdGY

��

εGY // GFGpY q

GηYyy
GpY q

Εργαζόµενοι όπως παραπάνω έχουµε:

η´1
GY,Y pGηY ˝ εGY q “ ηY ˝ F pGηY ˝ εGY q “ ηY ˝ ηFGY ˝ F pεGY q “ ηY ˝ η

´1
GY,FGY pεGY q “

“ ηY ˝ η
´1
GY,FGY pηGY,FGY pIdFGY qq “ ηY ˝ IdFGY “ ηY “ η´1

GY,Y pIdGY q.

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο η´1
GY,Y είναι ισοµορφισµός έπεται ότι GηY ˝ εGY “ IdGY για κάθε

αντικείµενο Y της κατηγορίας C1 και ως εκ τούτου pG ˝ ηq ˝ pε ˝Gq “ IdG.
Αντίστροφα, αρκεί να αποδείξουµε ότι υπάρχει ο ακόλουθος ισοµορφισµός

ηX,Y : HomC1pF pXq, Y q ÝÑ HomCpX,GpY qq
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ο οποίος είναι ϕυσικός στα αντικείµενα X και Y .
Ας είναι f : F pXq ÝÑ Y ένας µορφισµός στην κατηγορία C1. Ορίζουµε θX,Y : HomC1pF pXq, Y q ÝÑ
HomCpX,GpY qq ως θX,Y “ HomCpεX , GpY qq ˝ G. ΄Ετσι, θX,Y pfq “ Gpfq ˝ εX . Αντίστοιχα, ας
είναι g : X ÝÑ GpY q ένας µορφισµός στην κατηγορία C. Ορίζουµε µε τX,Y : HomCpX,GpY qq ÝÑ
HomC1pF pXq, Y q ως τX,Y “ HomC1pF pXq, ηY q ˝F . ΄Ετσι, τX,Y pgq “ ηY ˝F pgq. Για να έχουµε το
Ϲητούµενο ισοµορφισµό αρκεί να αποδείξουµε ότι οι µορφισµοί θX,Y και τX,Y αποτελούν ο ένας
αντίστροφο του άλλου. Λόγω της ϕυσικότητας του µετασχηµατισµού η : F ˝G ÝÑ IdY έχουµε το
ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

FGpF pXqq

FGpfq

��

ηFX // F pXq

f

��
FGpY q

ηY
// Y

δηλαδή ισχύει ότι ηY ˝ FGpfq “ f ˝ ηF pXq. Επιπλέον εξ΄ υποθέσεως έχουµε ηFX ˝ FεX “ IdFX .
΄Ετσι,

pτX,Y ˝ θX,Y qpfq “ ηY ˝ FGpfq ˝ FεX “ f ˝ ηFX ˝ FεX “ f ˝ IdFX “ f

για κάθε µορφισµό f στην κατηγορία C1 και ως εκ τούτου τX,Y ˝ θX,Y “ IdHomC1 pF pXq,Y q
. Με

ανάλογο τρόπο χρησιµοποιώντας την ϕυσικότητα του µετασχηµατισµού ε : IdC ÝÑ G ˝ F καθώς
και την ισότητα GηY ˝ εGY “ IdGY αποδεικνύεται επιπλέον ότι θX,Y ˝ τX,Y “ IdHomCpX,GpY qq

γεγονός που ολοκληρώνει την απόδειξη του ότι οι µορφισµοί θX,Y και τX,Y αποτελούν ο ένας
αντίστροφο του άλλου. Εύκολα αποδεικνύεται η ϕυσικότητα του ισοµορφισµού στα αντικείµενα
X και Y . ΄Ετσι, σύµφωνα µε όλα τα παραπάνω είναι άµεσο ότι pF,Gq είναι ένα συζυγές Ϲεύγος
συναρτητών. �

Παρατήρηση 1.2.56. Συχνά στη ϐιβλιογραφία εάν πληρούται η αντίστροφη της Πρότασης 1.2.55
η τετράδα xF,G, η, εy καλείται συζυγία (adjunction) και οι µορφισµοί η και ε καλούνται συζυγείς
µορφισµοί (adjunction morphisms).

Πρόταση 1.2.57. Ας είναι xF,G, η, εy µια συζυγία. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Ο συναρτητήςG είναι πλήρης και πιστός αν και µόνο αν ο συζυγής µορφισµός η : F˝G ÝÑ IdC1
είναι ένας ϕυσικός ισοµορφισµός.

2. Ο συναρτητής F είναι πλήρης και πιστός αν και µόνο αν ο συζυγής µορφισµός ε : IdC ÝÑ G˝F
είναι ένας ϕυσικός ισοµορφισµός.

Απόδειξη. 1. Ας είναι Y και Y 1 αντικείµενα της κατηγορίας C1. Υποθέτουµε ότι ο συζυγής
µορφισµός η : F ˝G ÝÑ IdC1 είναι ένας ϕυσικός ισοµορφισµός. Τότε για κάθε αντικείµενο
Y της κατηγορίας C1 ο µορφισµός ηY : FGpY q ÝÑ Y είναι ισοµορφισµός. Λαµβάνοντας υπ΄
όψιν τον ορισµό των απεικονίσεων HomC1pηY , Y

1q, GY,Y 1 και τGY,Y 1 καθώς και το γεγονός
ότι ο η είναι ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός, επάγεται το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

HomC1pY, Y
1q

HomC1 pηY ,Y
1
q

��

GY,Y 1 // HomCpGpY q, GpY
1qq

τGY,Y 1uu
HomC1pFGpY q, Y

1q

Απο τη µεταθετικότητα του διαγράµµατος έπεται ότι τGY,Y 1 ˝ GY,Y 1 “ HomC1pηY , Y
1q. Η

απεικόνιση τGY,Y 1 σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος της απόδειξης της Πρότασης 1.2.55. είναι
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ένας ισοµορφισµός. Επιπλέον, η απεικόνιση HomC1pηY , Y
1q είναι ισοµορφισµός καθώς ο

HomC1p´, Y
1q ως συναρτητής διατηρεί τους ισοµορφισµούς. ΄Ετσι, απο την τελευταία ισότητα

έπεται ότι η απεικόνιση GY,Y 1 είναι εξίσου ισοµορφισµός και ως εκ τούτου ο συναρτητής G
είναι πλήρης και πιστός.
Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι ο συναρτητής G είναι πλήρης και πιστός. Τότε η απεικόνι-
ση GY,Y 1 : HomC1pY, Y

1q ÝÑ HomCpGY,GY
1q είναι ένας ισοµορφισµός. ΄Ετσι, λαµβάνο-

ντας υπ΄ όψιν την ισότητα τGY,Y 1 ˝ GY,Y 1 “ HomC1pηY , Y
1q είναι άµεσο ότι ο µορφισµός

HomC1pηY , Y
1q : HomC1pY, Y

1q ÝÑ HomC1pFGpY q, Y
1q και κατ΄ επέκταση ο µορφισµός

HomC1pηY , Y
1q´1 : HomC1pFGpY q, Y

1q ÝÑ HomC1pY, Y
1q είναι ισοµορφισµοί. ΄Οµως ο συ-

ναρτητής HomC1p´, Y
1q ως συναρτητής του Yoneda είναι πλήρης και πιστός και ως εκ τούτου

αντανακλά τους ισοµορφισµούς. Συνεπώς ο µορφισµός ηY : FGY ÝÑ Y είναι ισοµορφι-
σµός για κάθε αντικείµενο Y της κατηγορίας C1 γεγονός που αποδεικνύει ότι ο συζυγής
µορφισµός η : F ˝G ÝÑ IdC1 είναι ένας ϕυσικός ισοµορφισµός.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Ολοκληρώνουµε την παράγραφο µε το ακόλουθο πόρισµα.

Πόρισµα 1.2.58. Ας είναι xF,G, η, εy µια συζυγία. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Ο συναρτητής F είναι µια ισοδυναµία κατηγορίων.

2. Ο συναρτητής G είναι µια ισοδυναµία κατηγορίων.

3. Οι συναρτητές F και G είναι πλήρεις και πιστοί. Σ΄ αυτή την περίπτωση οι συναρτητές F και
G είναι ηµι-αντίστροφοι ο ένας του άλλου και οι συζυγείς µορφισµοί η και ε είναι ϕυσικοί
ισοµορφισµοί.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι οι συναρτητές F και G είναι πλήρεις και πιστοί. Σύµφωνα µε την
Πρόταση 1.2.57 αυτό συµβαίνει αν και µόνο αν υπάρχουν ϕυσικοί ισοµορφισµοί συναρτητών
η : F ˝G ÝÑ IdC1 και ε : IdC ÝÑ G ˝ F . Συνεπώς p3q ô p1q και p3q ô p2q. �

Παρατήρηση 1.2.59. Εάν F : C ÝÑ C1 είναι µια ισοδυναµία κατηγορίων και G : C1 ÝÑ C είναι
ηµι-αντίστροφος του F , τότε ο συναρτητής G είναι ταυτόχρονα αριστερός και δεξιός συζυγής του
F .

1.3 Εξισωτές και Συνεξισωτές

Στην ενότητα αυτή αναπτύσουµε τις έννοιες του εξισωτή και του συνεξισωτή και µελετάµε τις
ιδιότητες που τους διέπουν. Σε τυχαίες κατηγορίες ο εξισωτής αποτελεί γενίκευση του πυρήνα ενός
οµοµορφισµού ενώ ο συνεξισωτής αποτελεί γενίκευση ενός πηλίκου µε µια σχέση ισοδυναµίας.

Ορισµός 1.3.1. Ας είναι C µια κατηγορία και f, g : X Ñ Y ένα Ϲεύγος παράλληλων µορφισµών
στην C. ΄Ενας εξισωτής (equalizer), ο οποίος συνήθως συµβολίζεται µε Equpf, gq, είναι ένα
αντικείµενο Z της κατηγορίας C µαζί µε ένα µορφισµό z : Z ÝÑ X στην C ο οποίος πληροί την
ισότητα f ˝ z “ g ˝ z, έτσι ώστε το Ϲεύγος pZ, zq να ικανοποιεί την εξής καθολική ιδιότητα : για
κάθε άλλο Ϲεύγος pB, bq, όπου b : B ÝÑ X είναι ένας µορφισµός στην C, έτσι ώστε f ˝ b “ g ˝ b,
υπάρχει µοναδικός µορφισµός η : B ÝÑ Z τέτοιος ώστε b “ z ˝ η όπως παριστάνεται στο ακόλουθο
µεταθετικό διάγραµµα:

Z
z // X

f //
g

// Y

B

D ! η

OO

b

>>
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Εάν ο εξισωτής Equpf, gq υπάρχει για όλα τα Ϲεύγη µορφισµών στην C λέµε ότι η κατηγορία C έχει
εξισωτές.

Χάρις στην ακόλουθη πρόταση µπορούµε να µιλάµε για «τον» εξισωτή δύο µορφισµών.

Πρόταση 1.3.2. Ο εξισωτής δύο µορφισµών, µε την προϋπόθεση ότι υπάρχει, είναι µοναδικός µέχρις
ισοµορφισµού.

Απόδειξη. Ας είναι f, g : X Ñ Y ένα Ϲεύγος παράλληλων µορφισµών. Υποθέτουµε ότι pZ, zq και
pW,wq είναι εξισωτές των µορφισµών f και g. Τότε υπάρχουν µοναδικοί µορφισµοί h : W ÝÑ Z
και h1 : Z ÝÑ W τέτοιοι ώστε w “ z ˝ h και z “ w ˝ h1. Συνδυάζοντας τις τελευταίες ισότητες
προκύπτει ότι w “ w ˝ ph1 ˝ hq και z “ z ˝ ph ˝ h1q. Επιπλέον, ισχύει ότι w “ w ˝ 1W και
z “ z ˝ 1Z. ΄Ετσι, λόγω της µοναδικότητας η οποία εξασφαλίζεται απο την καθολική ιδιότητα
έπεται ότι h1 ˝ h “ 1W και h ˝ h1 “ 1Z, γεγονός που αποδεικνύει ότι ο µορφισµός h είναι
ένας ισοµορφισµός µε αντίστροφο h´1 “ h1. Συνεπώς ο εξισωτής pZ, zq είναι µοναδικός µέχρις
ισοµορφισµού. �

Παρατήρηση 1.3.3. Ο εξισωτής Equpf, gq δύο µορφισµών f και g όπως προαναφέραµε αποτελεί
γενίκευση του πυρήνα ενός οµοµορφισµού. Πιο συγκεκριµένα, εάν ϑεωρήσουµε µια κατηγορία
C η οποία διαθέτει µηδενικό αντικείµενο και ένα µορφισµό α στην κατηγορία C εάν κάποιο απο
τα Equpα, 0q και Kerα ορίζεται τότε ορίζεται και το άλλο και είναι ίσα. ΄Ετσι, εάν η C έχει εξισωτές
έχει και πυρήνες.

Εν συνεχεία παραθέτουµε ορισµένα παραδείγµατα εξισωτών.

Παράδειγµα 1.3.4. 1. Στην κατηγορία Set των συνόλων δοθέντων δύο απεικονίσεων f, g : X Ñ

Y ο εξισωτής τους είναι η έγκλειση του υποσυνόλου S “
 

x P X | fpxq “ gpxq
(

στο X.

2. Στην κατηγορία Top των τοπολογικών χώρων δοθέντων δύο συνεχών απεικονίσεων f, g : X Ñ

Y ο εξισωτής τους είναι είναι η έγκλειση στο X του υποσυνόλου S “
 

x P X| fpxq “ gpxq
(

το οποίο είναι εφοδιασµένο µε την τοπολογία η οποία επάγεται από την τοπολογία του X
και καλείται τοπολογία του υποχώρου. Η ίδια κατασκευή δίνει τον εξισωτή στην κατηγορία
Hauss των τοπολογικών χώρων Hausdorff.

3. Στην κατηγορία των µερικά διατεταγµένων συνόλων δοθέντων δύο απεικονίσεων f, g : X Ñ

Y ο εξισωτής τους είναι η έγκλειση στο X του υποσυνόλου S “
 

x P X | fpxq “ gpxq
(

στο
οποίο έχουµε περιορίσει την διάταξη µε την οποία είναι εφοδιασµένο το X.

4. Στην κατηγορία Grp των οµάδων δοθέντων δύο οµοµορφισµών οµάδων f, h : G Ñ G1 ο
εξισωτής τους είναι η έγκλειση στην G της υποοµάδας S “

 

g P G | fpgq “ hpgq
(

.

5. Στην κατηγορία Ab των αβελιανών οµάδων δοθέντων δύο οµοµορφισµών αβελιανών οµάδων
ισχύει :

fpxq “ gpxq ðñ pf ´ gqpxq “ 0

΄Ετσι, µας παρέχεται η δυνατότητα να έχουµε µια εναλλακτική περιγραφή του εξισωτή. Πιο
συγκεκριµένα ο εξισωτής των f και g είναι ο εξισωτής του f´g : X ÝÑ Y και του µηδενικού
µορφισµού ο οποίος είναι η έγκλειση του πυρήνα Kerpf ´ gq του µορφισµού f ´ g στο X.

6. Στην κατηγορία Rng των προσεταιριστικών δακτυλίων µε µορφισµούς τους οµοµορφισµούς
δακτυλίων δοθέντων δύο οµοµορφισµών δακτυλίων f, h : R Ñ R1 ο εξισωτής τους είναι η
έγκλειση στον R του υποδακτύλιου K “

 

r P R | fprq “ hprq
(

. Η ίδια κατασκευή δίνει τον
εξισωτή στην κατηγορία CRing των µεταθετικών δακτυλίων µε µονάδα και στην κατηγορία
DivRing των διαιρετικών δακτυλίων.
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7. Στην κατηγορία των σηµειακών συνόλων Set˚ η οποία έχει ως αντικείµενα τα σηµειακά σύ-
νολα, δηλαδή διατεταγµένα Ϲεύγη της µορφής pX,x0q όπου το X είναι ένα σύνολο και x0

είναι ένα επιλεγµένο στοιχείο του συνόλου το οποίο καλείται σηµείο ϐάσης (basepoint)
και ως µορφισµούς τις απεικονίσεις οι οποίες στέλνουν το σηµείο ϐάσης του πρώτου συ-
νόλου στο σηµείο ϐάσης του δεύτερου συνόλου, δηλαδή απεικονίσεις f : X ÝÑ Y µε την
ιδιότητα fpx0q “ y0 οι οποίες καλούνται απεικονίσεις που διατηρούν το σηµείο ϐάσης
(basepoint preserving maps) και συνήθως συµβολίζονται ως f : pX,x0q ÝÑ pY, y0q, δοθέ-
ντων δύο τέτοιων απεικονίσεων f, g : pX,x0q ÝÑ pY, y0q, ο εξισωτής τους είναι η έγκλειση
του υποσυνόλου S “

 

x P X | fpxq “ gpxq
(

στο X.

Σχόλιο 1.3.5. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τα παραπάνω παραδείγµατα γίνεται κατανοητό ότι στις
περισσότερες «διακεκριµένες» κατηγορίες ο εξισωτής δύο µορφισµών f, g : X Ñ Y δίνεται απο το
Equpf, gq “

 

x P X | fpxq “ gpxq
(

εφοδιασµένο κάθε ϕορά µε τη δοµή η οποία επάγεται από
αυτή του X.

Ευθύς αµέσως αποδεικνύουµε την ύπαρξη των εξισωτών στην κατηγορία R-Mod των αριστερών
R-προτύπων.

Πρόταση 1.3.6. Ο εξισωτής δύο οµοµορφισµών αριστερών R-προτύπων

f : X ÝÑ Y & g : X ÝÑ Y

στην R-Mod υπάρχει.

Απόδειξη. ∆οθέντων δύο οµοµορφισµών αριστερών R-προτύπων f : X ÝÑ Y και g : X ÝÑ Y
ορίζουµε K “

 

x P X | fpxq “ gpxq
(

. Εύκολα αποδεικνύεται ότι το K είναι υποπρότυπο του
προτύπου X. Ας είναι ι : K ÝÑ X η απεικόνιση έγκλεισης. Τότε κατά προφανή τρόπο έχουµε
ότι f ˝ ι “ g ˝ ι. Υποθέτουµε ότι ι1 : K 1 ÝÑ X είναι ένας άλλος οµοµορφισµός προτύπων τέτοιος
ώστε f ˝ ι1 “ g ˝ ι1. Τότε για κάθε στοιχείο k1 του K 1 ισχύει ότι pf ˝ ι1qpk1q “ pg ˝ ι1qpk1q. ΄Ετσι,
ι1pK 1q είναι ένα R-υποπρότυπο του X. Ας είναι u : ι1pK 1q ÝÑ K η απεικόνιση έγκλεισης και
ι̃1 : K 1 ÝÑ ι1pK 1q ο µορφισµός ο οποίος προκύπτει απο τον περιορισµό του πεδίου τιµών του
οµοµορφισµού ι1. Ως εκ τούτου λαµβάνουµε ότι ι1 “ ι ˝ u ˝ ι̃1. ΄Οσον αφορά την µοναδικότητα του
οµοµορφισµού u ˝ ι̃1 προκύπτει άµεσα από τον τρόπο ορισµού των απεικονίσεων. �

Πρόταση 1.3.7. Ας είναι C µια κατηγορία και f, g : X Ñ Y ένα Ϲεύγος παράλληλων µορφισµών
στην C. Εάν pZ, zq είναι ένας εξισωτής των µορφισµών f και g, τότε ο µορφισµός z : Z ÝÑ X είναι
ένας µονοµορφισµός.

Απόδειξη. Ας είναι pZ, zq ένας εξισωτής των µορφισµών f και g. ∆οθέντος ενός Ϲεύγους παράλλη-
λων µορφισµών β1, β2 : W Ñ Z στην C υποθέτουµε ότι z˝β1 “ z˝β2. Θέτουµε b “ z˝β1 “ z˝β2.
Ο µορφισµός z ˝ β1 είναι τέτοιος ώστε f ˝ pz ˝ β1q “ g ˝ pz ˝ β1q. Συνεπώς, έχουµε το ακόλουθο
µεταθετικό διάγραµµα:

W

β1

��

β2

��

b

  
Z

z // X
f //
g

// Y

΄Οµως, σύµφωνα µε την καθολική ιδιότητα που ικανοποιεί ο εξισωτής υπάρχει µοναδικός µορ-
ϕισµός t : W ÝÑ Z τέτοιος ώστε z ˝ t “ b. Εποµένως, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις ισότητες
b “ z ˝ β1 “ z ˝ β2 και τη µοναδικότητα του µορφισµού t έπεται ότι t “ β1 “ β2, γεγονός
που αποδεικνύει ότι ο µορφισµός z : Z ÝÑ X είναι ένας µονοµορφισµός. �
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Παρατήρηση 1.3.8. Εάν f : X ÝÑ Y είναι ένας µορφισµός σε µια κατηγορία C ο εξισωτής
Equpf, fq υπάρχει πάντα και είναι ο ταυτοτικός µορφισµός στο X.

Πρόταση 1.3.9. Ας είναι C µια κατηγορία και f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην C. Εάν ο
µορφισµός f είναι ταυτόχρονα ένας επιµορφισµός και ένας εξισωτής τότε ο µορφισµός f είναι ένας
ισοµορφισµός.

Απόδειξη. Ας είναι h, g : Y Ñ Z ένα Ϲεύγος παράλληλων µορφισµών στην C. Υποθέτουµε ότι ο
µορφισµός f είναι ο εξισωτής των µορφισµών h και g. Τότε εξ΄ ορισµού ισχύει ότι h ˝ f “ g ˝ f .
Επιπλέον, ο µορφισµός f είναι ένας επιµορφισµός. ΄Ετσι, από την τελευταία ισότητα έπεται ότι
h “ g. ΄Οµως ο εξισωτής του h “ g : Y Ñ Z είναι ο ταυτοτικός µορφισµός στο Y . Συνεπώς, ο
µορφισµός f είναι ισόµορφος µε τον ταυτοτικό µορφισµό στο Y , γεγονός που αποδεικνύει ότι ο
µορφισµός f είναι ένας ισοµορφισµός. �

∆υϊκή έννοια του εξισωτή αποτελεί ο συνεξισωτής.

Ορισµός 1.3.10. Ας είναι C µια κατηγορία και f, g : X Ñ Y ένα Ϲεύγος παράλληλων µορφισµών
στην C. ΄Ενας συνεξισωτής (coequalizer), ο οποίος συνήθως συµβολίζεται µε Coequpf, gq, είναι
ένα αντικείµενο W της κατηγορίας C µαζί µε ένα µορφισµό w : Y ÝÑ W στην C ο οποίος πληροί
την ισότητα w ˝ f “ w ˝ g, έτσι ώστε το Ϲεύγος pW,wq να ικανοποιεί την εξής καθολική ιδιότητα :
για κάθε άλλο Ϲεύγος pZ, bq, όπου b : Y ÝÑ Z είναι ένας µορφισµός στην C έτσι ώστε b ˝ f “ b ˝ g,
υπάρχει µοναδικός µορφισµός u : W ÝÑ Z τέτοιος ώστε b “ u˝w όπως παριστάνεται στο ακόλουθο
µεταθετικό διάγραµµα:

X
f //
g

// Y
w //

b

  

W

D !u

��
Z

Εάν ο συνεξισωτής Coequpf, gq υπάρχει για όλα τα Ϲεύγη µορφισµών στην C λέµε ότι η κατηγορία C
έχει συνεξισωτές.

Χάρις στην ακόλουθη πρόταση µπορούµε να µιλάµε για «τον» συνεξισωτή δύο µορφισµών.

Πρόταση 1.3.11. Ο συνεξισωτής δύο µορφισµών, µε την προϋπόθεση ότι υπάρχει, είναι µοναδικός
µέχρις ισοµορφισµού.

Απόδειξη. Είναι δυϊκή της απόδειξης της Πρότασης 1.3.2. . �

Παρατήρηση 1.3.12. Λόγω της δυϊκότητας ένας συνεξισωτής δύο µορφισµών f και g στην κατη-
γορία C είναι ένας εξισωτής των µορφισµών f και g στην κατηγορία Cop.

Ορισµένα παραδείγµατα συνεξισωτών είναι τα ακόλουθα:

Παράδειγµα 1.3.13. 1. Στην κατηγορία Set των συνόλων δοθέντων δύο απεικονίσεων f, g : X
Ñ Y ο συνεξισωτής τους είναι το Ϲεύγος pY {R, πq όπουR είναι η σχέση ισοδυναµίας η οποία
γεννάται από τα Ϲεύγη pfpxq, gpxqq, δηλαδή εάν S “ tpfpxq, gpxqq|x P Xu Ă Y ˆ Y τότε
R “

Ş
 

U Ď Y ˆY | U : σχέση ισοδυναµίας S Ď U
(

είναι η µικρότερη σχέση ισοδυναµίας
επί του Y η οποία περιέχει το S και π : Y ÝÑ Y {R είναι η απεικόνιση η οποία στέλνει
ένα στοιχείο y P Y στην κλάση ισοδυναµίας η οποία περιέχει αυτό το στοιχείο, δηλαδή
πpyq “ rys.
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2. Στην κατηγορία Top των τοπολογικών χώρων δοθέντων δύο συνεχών απεικονίσεων f, g : X Ñ

Y ο συνεξισωτής τους είναι το Ϲεύγος ppY {R, OY {Rq, πq όπου R είναι η σχέση ισοδυναµίας
που ορίσαµε στο παρά 1 , Y {R είναι ο χώρος πηλίκο ο οποίος ορίζεται να είναι το σύνολο
των κλάσεων ισοδυναµίας στοιχείων του Y εφοδιασµένος µε την τοπολογία πηλίκο OY {R
στην οποία τα ανοικτά σύνολα ορίζονται να είναι εκείνα τα σύνολα µε ανοικτή προεικόνα
κάτω από τη συνεχή απεικόνιση π : Y ÝÑ Y {R η οποία είναι επί. Η ίδια κατασκευή δίνει
τον συνεξισωτή στην κατηγορία Hauss των τοπολογικών χώρων Hausdorff.

3. Στην κατηγορία Grp των οµάδων δοθέντων δύο οµοµορφισµών οµάδων f, h : G Ñ G1 ο
συνεξισωτής τους είναι το Ϲεύγος pG1{N, πq όπουN “

 

fpgqhpgq´1 | g P G
(

είναι η κανονική
υποοµάδα της G1, G1{N είναι η οµάδα πηλίκο και π : G1 ÝÑ G1{N είναι ο οµοµορφισµός
οµάδων ο οποίος ορίζεται ως πpg1q “ rg1s.

4. Στην κατηγορία Ab των αβελιανών οµάδων δοθέντων ενός οµοµορφισµού f : X ÝÑ Y και
του µηδενικού οµοµορφισµού 0: X ÝÑ Y ο συνεξισωτής τους είναι το Ϲεύγος pY { Im f, πq
όπου Y { Im f είναι ο συνπυρήνας του οµοµορφισµού f και π : Y ÝÑ Y { Im f είναι ο ο-
µοµορφισµός αβελιανών οµάδων ο οποίος ορίζεται ως πpyq “ y ` Im f . Ανάλογα µε την
περίπτωση των εξισωτών, ο συνεξισωτής δύο µορφισµών f, g : X Ñ Y είναι ο συνεξισωτής
του µορφισµού f ´ g : X ÝÑ Y και του µηδενικού µορφισµού 0: X ÝÑ Y . Η ίδια κα-
τασκευή δίνει τον συνεξισωτή σε κατηγορίες VectpKq διανυσµατικών χώρων και κατηγορίες
Mod-R προτύπων.

5. Στην κατηγορία Rng των προσεταιριστικών δακτυλίων δοθέντων δύο οµοµορφισµών δακτυλί-
ων f, h : RÑ R1 ο συνεξισωτής τους είναι το Ϲεύγος pR1{U, πq όπου U “

 

fprq´gprq | r P R
(

είναι ιδεώδες του R1, R1{U είναι ένας προσεταιριστικός δακτύλιος και π : R1 ÝÑ R1{U είναι
ένας οµοµορφισµός δακτυλίων ο οποίος ορίζεται ως πpr1q “ rr1s . Η ίδια κατασκευή δίνει τον
εξισωτή στην κατηγορία CRing των µεταθετικών δακτυλίων µε µονάδα και στην κατηγορία
DivRing των διαιρετικών δακτυλίων.

6. Στην κατηγορία των σηµειακών συνόλων Set˚ δοθέντων δύο απεικονίσεων f, g : pX,x0q ÝÑ

pY, y0q που διατηρούν το σηµείο ϐάσης ο συνεξισωτής τους είναι το Ϲεύγος ppY {R̄, R̄xy0yq, πq
όπου Y {R̄ είναι το σύνολο στο οποίο R̄ είναι η µικρότερη σχέση ισοδυναµίας στο Y τέτοια
ώστε R Ď R̄ µε R να είναι η διµελής σχέση στο σύνολο Y η οποία ορίζεται ως py, y1q P R αν
και µόνο αν υπάρχει x P X τέτοιο ώστε fpxq “ y και gpxq “ y1, R̄xy0y “

 

y P Y | py0, yq P

R̄
(

είναι η κλάση η οποία λαµβάνεται ως σηµείο ϐάσης στο σύνολο Y {R̄ καθώς py0, y0q P R̄
και π : pY, y0q ÝÑ pY {R̄, R̄xy0yq είναι η απεικόνιση η οποία προέρχεται από την απεικόνιση
π : Y ÝÑ Y {R̄ η οποία ορίζεται ως πpyq “ rys εφοδιάζοντας την µε το σηµείο ϐάσης R̄xy0y

και διατηρεί το σηµείο ϐάσης.

Σχόλιο 1.3.14. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν το Παράδειγµα 1.3.13 γίνεται εύκολα αντιληπτό ότι ο
συνεξισωτής στην κατηγορία Top των τοπολογικών χώρων είναι ο συνεξισωτής στην κατηγορία Set
των συνόλων εφοδιασµένος µε την τοπολογία πηλίκο.

Ευθύς αµέσως αποδεικνύουµε την ύπαρξη των συνεξισωτών στην κατηγορία R-Mod των αρι-
στερών R-προτύπων.

Πρόταση 1.3.15. Ο συνεξισωτής δύο οµοµορφισµών αριστερών R-προτύπων

f : X ÝÑ Y & g : X ÝÑ Y

στην R-Mod υπάρχει.

Απόδειξη. Ορίζουµε C “ Y { Im pf ´ gq και π : Y ÝÑ Y { Im pf ´ gq µε πpyq “ y ` Im pf ´ gq.
Τότε έχουµε ότι, @y P Y :

pπ ˝ fqpyq “ πpfpyqq “ fpyq ` Im pf ´ gq “ gpyq ` fpyq ´ gpyq ` Im pf ´ gq “
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“ gpyq ` Im pf ´ gq “ pπ ˝ gqpyq,

Εποµένως, π ˝ f “ π ˝ g. Ας είναι π1 : Y ÝÑ C 1 ένας άλλος οµοµορφισµός προτύπων µε π1 ˝ f “
π1 ˝ g. ΄Ετσι, @y P Y ισχύει ότι :

pπ1 ˝ fqpyq ´ pπ1 ˝ gqpyq “ π1pfpyqq ´ π1pgpyqq “ π1pfpyq ´ gpyqq “ π1 ˝ pf ´ gqpyq “ 0.

Ως εκ τούτου π1 ˝ pf ´ gq “ 0 γεγονός που αποδεικνύει ότι Im pf ´ gq Ď Ker π1. Από το factor
theorem για πρότυπα µέσω των επί οµοµορφισµών R-προτύπων, έπεται ότι υπάρχει µοναδικός ο-
µοµορφισµός R-προτύπων p : Y {C “ Im pf ´ gq ÝÑ C 1 τέτοιος ώστε π1 “ p˝π όπως παριστάνεται
στο ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα.

Y

π1

��

π // Y {C

p
}}

C 1

�

Πρόταση 1.3.16. Ας είναι C µια κατηγορία και f, g : X Ñ Y ένα Ϲεύγος παράλληλων µορφισµών
στην C. Εάν pZ, zq είναι ένας συνεξισωτής των µορφισµών f και g, τότε ο µορφισµός z : Y ÝÑ Z
είναι ένας επιµορφισµός.

Απόδειξη. Είναι δυϊκή της απόδειξης της Πρότασης 1.3.7. �

Παρατήρηση 1.3.17. Εάν f : X ÝÑ Y είναι ένας µορφισµός σε µια κατηγορία C ο συνεξισωτής
Coequpf, fq υπάρχει πάντα και είναι ο ταυτοτικός µορφισµός στο Y .

Πρόταση 1.3.18. Ας είναι C µια κατηγορία και f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην C. Εάν ο
µορφισµός f είναι ταυτόχρονα ένας µονοµορφισµός και ένας συνεξισωτής τότε ο µορφισµός f είναι
ένας ισοµορφισµός.

Απόδειξη. Είναι δυϊκή της απόδειξης της Πρότασης 1.3.9. �

1.4 Pullbacks και Pushouts

Στην ενότητα αυτή ασχολούµαστε µε δύο ϑεµελιώδεις κατασκευές, αυτές των pullbacks και των
pushouts σε µια τυχαία κατηγορία C. Οι έννοιες των pullbacks και των pushouts είναι γενικεύσεις
της τοµής και της ένωσης αντίστοιχα και η ύπαρξη τους εξαρτάται από τις δοµικές ιδιότητες της
εκάστοτε κατηγορίας.

Ορισµός 1.4.1. Ας είναι C µια κατηγορία. Θεωρούµε το ακόλουθο διάγραµµα

X

f

��
Y

g
// Z

(1.1)

στην κατηγορία C. Το pullback του παραπάνω διαγράµµατος είναι µια τριάδα pP, h, kq, όπου P
είναι ένα αντικείµενο της C και h : P ÝÑ X, k : P ÝÑ Y είναι µορφισµοί στην C, έτσι ώστε να
ικανοποιούνται οι ακόλουθες δύο συνθήκες :
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1. Υπάρχει ένα µεταθετικό διάγραµµα

P
h //

k
��

X

f

��
Y

g // Z

2. Για οποιοδήποτε αντικείµενο P 1 της C και για οποιουσδήποτε µορφισµούς h1 : P 1 ÝÑ X και
k1 : P 1 ÝÑ Y στην C µε f ˝ h1 “ g ˝ k1 , υπάρχει µοναδικός µορφισµός σ : P 1 ÝÑ P τέτοιος
ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

P 1

k1

��

h1

##
D !σ

  
P

k
��

h // X

f

��
Y

g
// Z

Το µεταθετικό διάγραµµα

P
h //

k
��

X

f

��
Y

g // Z

το οποίο πληροί την παραπάνω καθολική ιδιότητα, καλείται pullback διάγραµµα. Σ΄ αυτή την
περίπτωση ο µορφισµός k καλείται pullback ή αλλαγή ϐάσης (base change) του µορφισµού f
κατά µήκος του µορφισµού g και ο µορφισµός h καλείται pullback ή αλλαγή ϐάσης (base change)
του µορφισµού g κατά µήκος του µορφισµού f .

Πρόταση 1.4.2. Το pullback δύο µορφισµών, µε την προϋπόθεση ότι υπάρχει, είναι µοναδικό
µέχρις ισοµορφισµού.

Απόδειξη. Ας είναι f : X ÝÑ Z και g : Y ÝÑ Z δύο µορφισµοί στην C. Υποθέτουµε ότι pP, h, kq
και pP 1, h1, k1q είναι pullbacks των µορφισµών f και g. Τότε υπάρχουν µοναδικοί µορφισµοί
σ : P 1 ÝÑ P και σ1 : P ÝÑ P 1 τέτοιοι ώστε k1 “ k ˝ σ και h1 “ h ˝ σ, k “ k1 ˝ σ1 και h “
h1 ˝ σ1. Συνδυάζοντας την πρώτη µε την τρίτη και τη δεύτερη µε την τέταρτη ισότητα προκύπτει
ότι k “ k ˝ pσ ˝ σ1q και h1 “ h1 ˝ pσ1 ˝ σq. Χρησιµοποιώντας τις παραπάνω ισότητες προκύπτει
ότι h ˝ σ ˝ σ1 “ h1 ˝ σ1 “ h και k1 ˝ σ1 ˝ σ “ k ˝ σ “ k1. Επιπλέον, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις
ιδιότητες των ταυτοτικών µορφισµών 1P και 1P 1 έχουµε ότι k “ k ˝ 1P, h “ h ˝ 1P , h1 “ h1 ˝ 1P1

και k1 “ k1 ˝ 1P 1 . Ως εκ τούτου προκύπτουν τα ακόλουθα µεταθετικά διαγράµµατα:

P

k

''

h

��

1P

��σ˝σ1 ��
P

k
��

h // X

f

��
Y

g
// Z

P 1

k1

''

h1

��

1P 1

  σ1˝σ   
P 1

k1

��

h1 // X

f

��
Y

g
// Z

Ωστόσο, λόγω της καθολικής ιδιότητας των pullbacks υπάρχουν µοναδικοί µορφισµοί ψ : P ÝÑ P
και φ : P 1 ÝÑ P 1 αντίστοιχα, οι οποίοι κάνουν τα παραπάνω διαγράµµατα µεταθετικά. Ως εκ
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τούτου σ ˝ σ1 “ ψ “ 1P και σ1 ˝ σ “ φ “ 1P 1 . ΄Ετσι, από τις τελευταίες ισότητες έπεται ότι ο
µορφισµός σ είναι ισοµορφισµός µε αντίστροφο µορφισµό σ´1 “ σ1. Συνεπώς, το pullback δύο
µορφισµών είναι µοναδικό µέχρις ισοµορφισµού. �

Εν συνεχεία παραθέτουµε ορισµένα παραδείγµατα pullbacks.

Παράδειγµα 1.4.3. 1. Στην κατηγορία Set των συνόλων δοθέντων δύο απεικονίσεων f : X ÝÑ

Z και g : Y ÝÑ Z, το pullback τους είναι η τριάδα pP, π1, π2q όπου P “
 

px, yq P X ˆ

Y | fpxq “ gpyq
(

είναι το υποσύνολο του ευθέος γινοµένου X ˆ Y και π1 : P ÝÑ X και
π2 : P ÝÑ Y είναι απεικονίσεις µε π1px, yq “ x και π2px, yq “ y αντίστοιχα.

2. Στην κατηγορία Top των τοπολογικών χώρων δοθέντων δύο συνεχών απεικονίσεων f : X ÝÑ

Z και g : Y ÝÑ Z, το pullback τους είναι η τριάδα pP, π1, π2q όπου P “
 

px, yq P X ˆ

Y | fpxq “ gpyq
(

είναι ο υπόχωρος του ευθέος γινοµένου X ˆ Y και π1 : P ÝÑ X και
π2 : P ÝÑ Y είναι συνεχείς απεικονίσεις µε π1px, yq “ x και π2px, yq “ y αντίστοιχα. Η
ίδια κατασκευή δίνει το pullback στην κατηγορία Hauss των τοπολογικών χώρων Hausdorff.

3. Στην κατηγορία Rng των προσεταιριστικών δακτυλίων δοθέντων δύο οµοµορφισµών δα-
κτυλίων f : X ÝÑ Z και g : Y ÝÑ Z, το pullback τους είναι η τριάδα pP, π1, π2q όπου
P “

 

px, yq P X ˆ Y | fpxq “ gpyq
(

είναι υποδακτύλιος του ευθέος γινοµένου X ˆ Y
και π1 : P ÝÑ X και και π2 : P ÝÑ Y είναι οµοµορφισµοί δακτυλίων µε π1px, yq “ x και
π2px, yq “ y αντίστοιχα. Οι ίδιες κατασκευές δίνουν το pullback στις κατηγορίες CRing των
µεταθετικών δακτυλίων µε µονάδα και DivRing των διαιρετικών δακτυλίων.

4. Στην κατηγορία Grp των οµάδων δοθέντων δύο οµοµορφισµών οµάδων f : X ÝÑ Z και
g : Y ÝÑ Z, το pullback τους είναι η τριάδα pP, π1, π2q όπου P “

 

px, yq P X ˆ Y | fpxq “

gpyq
(

είναι η υποοµάδα του ευθέος γινοµένουXˆY και π1 : P ÝÑ X και π2 : P ÝÑ Y είναι
οµοµορφισµοί οµάδων µε π1px, yq “ x και π2px, yq “ y αντίστοιχα. Οι ίδιες κατασκευές
δίνουν το pullback στις κατηγορίες Ab των αβελιανών οµάδων και Vect των διανυσµατικών
χώρων.

5. Στην κατηγορία των σηµειακών συνόλων Set˚ δοθέντων δύο απεικονίσεων f : pX,x0q ÝÑ

pZ, z0q και g : pY, y0q ÝÑ pZ, z0q που διατηρούν το σηµείο ϐάσης, το pullback τους είναι
η τριάδα pP, π1, π2q όπου P “

 

px, yq P X ˆ Y | fpxq “ gpyq
(

είναι το υποσύνολο του
ευθέος γινοµένου X ˆ Y και π1 και π2 είναι απεικονίσεις που διατηρούν το σηµείο ϐάσης
οι οποίες προέρχονται από τις απεικονίσεις π1 : P ÝÑ X και π2 : P ÝÑ Y µε π1px, yq “ x
και π2px, yq “ y αντίστοιχα. Παρατηρώντας ότι fpx0q “ z0 “ gpy0q έπεται ότι px0, y0q P P
και αυτό ϑεωρείται ως σηµείο ϐάσης.

Παρατήρηση 1.4.4. 1. Τα παραπάνω παραδείγµατα µπορούν να ληφθούν ϐρίσκοντας τον
εξισωτή των µορφισµών f ˝ π1 και g ˝ π2 όπου π1 και π2 είναι µορφισµοί από το X ˆ Y
στο X και στο Y αντίστοιχα. ΄Ετσι, υπάρχει ένας εναλλακτικός ορισµός του pullback ως
ο εξισωτής των µορφισµών f ˝ π1 και g ˝ π2. Ως εκ τούτου µια κατηγορία η οποία έχει
πεπερασµένα γινόµενα και εξισωτές έχει εξίσου τελικό αντικείµενο και pullbacks. Επιπλέον
εάν σε µια κατηγορία µε τελικό αντικείµενο υπάρχουν pullbacks τότε υπάρχουν εξισωτές και
πεπερασµένα γινόµενα. Στην πραγµατικότητα από τα ϑεωρήµατα ύπαρξης για όρια, σε µια
κατηγορία µε πεπερασµένα γινόµενα και εξισωτές και κατά συνέπεια µε τελικό αντικείµενο
και pullbacks υπάρχουν όλα τα πεπερασµένα όρια.

2. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν το πρώτο παράδειγµα, όταν το Y είναι υποσύνολο του Z και η απεικό-
νιση g είναι η κανονική έγκλειση τότε το σύνολο P είναι ισόµορφο µε την αντίστροφη εικόνα
του Y µέσω της f , f´1pY q. Εάν επιπλέον το X είναι υποσύνολο του Z και η απεικόνιση f
είναι κανονική έγκλειση τότε το σύνολο P είναι ισόµορφο µε την τοµή X

Ş

Y .
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Ευθύς αµέσως αποδεικνύουµε την ύπαρξη των pullbacks στην κατηγορία R-Mod των αριστε-
ϱών R-προτύπων.

Πρόταση 1.4.5. Το pullback δύο οµοµορφισµών αριστερών R-προτύπων

f : X ÝÑ Z & g : Y ÝÑ Z

στην R-Mod υπάρχει.

Απόδειξη. Ορίζουµε
P “ tpy, xq P Y ‘X | gpyq “ fpxqu,

και ας είναι h : P ÝÑ X, py, xq ÞÝÑ x και k : P ÝÑ Y, py, xq ÞÝÑ y, οι ϕυσικές προβολές. Αν
py, xq P P , τότε

pg ˝ kqpy, xq “ gpkpy, xqq “ gpyq “ fpxq “ fphpy, xqq “ pf ˝ hqpy, xq.

Συνεπώς, έπεται ότι g ˝ k “ f ˝ h. Υποθέτουµε ότι pP 1, h1, k1q είναι µια άλλη τριάδα τέτοια ώστε
g ˝ k1 “ f ˝ h1, τότε ορίζουµε απεικόνιση

σ : P 1 ÝÑ P, p1 ÞÝÑ pk1pp1q, h1pp1qq.

Η σ είναι καλά ορισµένη, αφού gpk1pp1qq “ fph1pp1qq για κάθε p1 P P 1, και εξ΄ ορισµού, είναι
προφανώς ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων. Παρατηρώντας ότι :

h ˝ σpp1q “ hpσpp1qq “ hpk1pp1q, h1pp1qq “ h1pp1q,

και
k ˝ σpp1q “ kpσpp1qq “ kpk1pp1q, h1pp1qq “ k1pp1q,

για κάθε p1 P P 1, παίρνουµε ότι h ˝ σ “ h1 και k ˝ σ “ k1. Για να δείξουµε ότι ο οµοµορφισµός σ
µε την προηγούµενη ιδιότητα είναι µοναδικός, υποθέτουµε ότι υπάρχει οµοµορφισµός αριστερών
R-προτύπων φ : P 1 ÝÑ P , τέτοιος ώστε h ˝ φ “ h1 και k ˝ φ “ k1. Αν p1 P P 1, τότε φpp1q “ py, xq
για κάποιο py, xq P P , και

h1pp1q “ ph ˝ φqpp1q “ hpφpp1qq “ hpy, xq “ x,

kpp1q “ pk ˝ φqpp1q “ kpφpp1qq “ kpy, xq “ y.

΄Αρα, φ “ σ. Συνεπώς, το P µαζί µε τους οµοµορφισµούς h, k είναι το pullback των οµοµορφισµών
αριστερών R-προτύπων f, g. �

Σύµφωνα µε την ακόλουθη Πρόταση το pullback ενός µονοµορφισµού ή ενός ισοµορφισµού
είναι εξίσου ένας µονοµορφισµός ή ένας ισοµορφισµός.

Πρόταση 1.4.6. Ας είναι C µια κατηγορία. Θεωρούµε το pullback P του διαγράµµατος :

P
h //

k
��

X

f

��
Y

g // Z

.

στην C. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Εάν ο f είναι µονοµορφισµός, τότε και ο k είναι µονοµορφισµός.

2. Εάν ο f είναι ισοµορφισµός, τότε και ο k είναι ισοµορφισµός.
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Απόδειξη. 1. Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f : X ÝÑ Z είναι ένας µονοµορφισµός. Θεωρούµε
ένα Ϲεύγος παράλληλων µορφισµών u, v : P 1 Ñ P τέτοιο ώστε k ˝ u “ k ˝ v. Υποθέτουµε
ότι pP 1, h1, k1q είναι µια άλλη τριάδα τέτοια ώστε f ˝ h1 “ g ˝ k1. Θέτουµε k1 “ k ˝ u και
h1 “ h ˝ u. ΄Ετσι, k ˝ u “ k ˝ v “ k1. Επιπλέον, χρησιµοποιώντας ότι η τριάδα pP, h, kq είναι
pullback των µορφισµών f : X ÝÑ Z και g : Y ÝÑ Z καθώς και τις παραπάνω ισότητες
προκύπτει ότι :

f ˝ h ˝ v “ g ˝ k ˝ v “ g ˝ k ˝ u “ g ˝ k1 “ f ˝ h1.

Από την τελευταία ισότητα λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός f είναι ένας µονοµορφι-
σµός έπεται ότι h˝v “ h1. Συνοψίζοντας οι µορφισµοί u : P 1 ÝÑ P και v : P 1 ÝÑ P κάνουν
το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικό

P 1

k1

��

h1

##

v

  u
  
P

k
��

h // X

f

��
Y

g
// Z.

΄Οµως, σύµφωνα µε την καθολική ιδιότητα των pullbacks υπάρχει µοναδικός µορφισµός
φ : P 1 ÝÑ P ο οποίος κάνει το παραπάνω διάγραµµα µεταθετικό. ΄Ετσι, u “ φ “ v. Ως εκ
τούτου ο µορφισµός k είναι µονοµορφισµός.

2. Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f : X ÝÑ Z είναι ισοµορφισµός. Τότε υπάρχει ο αντίστροφος
του f´1 : Z ÝÑ X και είναι εξίσου ισοµορφισµός. Ας είναι pP 1 “ Y, h1 “ f´1 ˝ g, k1 “ 1Yq

µια άλλη τριάδα τέτοια ώστε f ˝ h1 “ g ˝ k1. Τότε σύµφωνα µε την καθολική ιδιότητα των
pullbacks υπάρχει µοναδικός µορφισµός q : Y ÝÑ P τέτοιος ώστε h ˝ q “ f´1 ˝ g και
k ˝ q “ 1Y. Ως εκ τούτου ισχύει ότι

k ˝ q ˝ k “ 1Y ˝ k “ k ˝ 1P

και
h ˝ q ˝ k “ f´1 ˝ g ˝ k “ f´1 ˝ f ˝ h “ 1X ˝ h “ h “ h ˝ 1P

΄Ετσι, οι µορφισµοί q ˝ k : P ÝÑ P και 1P : P ÝÑ P κάνουν το ακόλουθο διάγραµµα
µεταθετικό

P

k

''

h

��

1P

��q˝k ��
P

k
��

h // X

f

��
Y

g
// Z.

΄Οµως, σύµφωνα µε την καθολική ιδιότητα των pullbacks υπάρχει µοναδικός µορφισµός
φ : P ÝÑ P ο οποίος κάνει το παραπάνω διάγραµµα µεταθετικό. Ως εκ τούτου q ˝ k “ φ “
1P . Από τις ισότητες k ˝ q “ 1Y και q ˝ k “ 1P έπεται ότι ο µορφισµός k είναι ισοµορφισµός
µε αντίστροφο k´1 “ q. �

Παρατήρηση 1.4.7. Στην Πρόταση 1.4.6. είδαµε ότι το pullback ενός µονοµορφισµού ή ενός
ισοµορφισµού είναι αντίστοιχα µονοµορφισµός ή ισοµορφισµός. Ωστόσο, αυτό δεν συµβαίνει στην
περίπτωση των επιµορφισµών. Γενικά το pullback ενός επιµορφισµού δεν είναι επιµορφισµός
όπως αποδεικνύει το ακόλουθο παράδειγµα:
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Στην κατηγορία Hauss των χώρων Hausdorff και των συνεχών απεικονίσεων µια συνεχής απεικόνι-
ση µεταξύ χώρων Hausdorff είναι επιµορφισµός, όταν η εικόνα της fpXq είναι πυκνό σύνολο στο
Y . Παρ΄ όλα αυτά ο µορφισµός f δεν είναι κατ΄ ανάγκη επί. Υποθέτουµε ότι η συνεχής απεικόνιση
f δεν είναι επί και επιλέγουµε ένα y P Y {fpXq. Το ακόλουθο διάγραµµα είναι pullback

H //

��

X

f

��
t˚u

y // Y

΄Ετσι, το pullback του y και του f είναι το κενό σύνολο H. ΄Οµως, το κενό σύνολο δεν είναι σε
καµία περίπτωση πυκνό στο µονοσύνολο. Συνεπώς, ο µορφισµός H ÝÑ t˚u δεν είναι επιµορ-
ϕισµός. Ωστόσο, όταν πρόκειται για αβελιανές κατηγορίες η Πρόταση 1.4.6. αληθεύει για τους
επιµορφισµούς.

Ολοκληρώνουµε την αναφορά µας στα pullbacks µε την ακόλουθη Πρόταση η οποία χαρα-
κτηρίζεται ως «προσεταιριστική ιδιότητα» των pullbacks.

Πρόταση 1.4.8. Ας είναι C µια κατηγορία. Θεωρούµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

A

pIq

α //

c

��

B

pIIqd

��

b // C

e

��
D

f // E
g // F

1. Εάν τα διαγράµµατα (Ι) και (ΙΙ) είναι pullbacks τότε το διάγραµµα (Ι)+(ΙΙ) είναι pullback.

2. Εάν τα διαγράµµατα (Ι)+(ΙΙ) και (ΙΙ) είναι pullbacks τότε το διάγραµµα (Ι) είναι pullback.

Απόδειξη. 1. ∆οθέντων των pullbacks διαγραµµάτων (Ι) και (ΙΙ), υποθέτουµε ότι έχουµε ένα
αντικείµενο X και µορφισµούς h : X ÝÑ C, k : X ÝÑ D τέτοιους ώστε g ˝ f ˝ k “ e ˝ h.
Από την καθολική ιδιότητα του pullback (ΙΙ) υπάρχει µοναδικός µορφισµός z : X ÝÑ B
τέτοιος ώστε b ˝ z “ h και d ˝ z “ f ˝k. Αντίστοιχα, από την καθολική ιδιότητα του pullback
(Ι) υπάρχει µοναδικός µορφισµός w : X ÝÑ A τέτοιος ώστε α ˝ w “ z και c ˝ w “ k.
Χρησιµοποιώντας τις παραπάνω ισότητες προκύπτει ότι b ˝α ˝w “ b ˝ z “ h. Μας αποµένει
να αποδείξουµε ότι ο µορφισµός w είναι ο µοναδικός µορφισµός ο οποίος ικανοποιεί τις
ισότητες c ˝ w “ k και b ˝ α ˝ w “ h. Υποθέτουµε ότι υπάρχει και ένας άλλος µορφισµός
w1 : X ÝÑ A τέτοιος ώστε c ˝ w1 “ k και b ˝ α ˝ w1 “ h. ΄Ετσι, έχουµε ότι b ˝ pα ˝ wq “ h “
b ˝ pα ˝ w1q και d ˝ pα ˝ w1q “ f ˝ c ˝ w1 “ f ˝ k “ f ˝ c ˝ w “ d ˝ pα ˝ wq. ΄Οµως σύµφωνα
µε τα παραπάνω ο µορφισµός z είναι ο µοναδικός µορφισµός τέτοιος ώστε b ˝ z “ h και
d˝z “ f ˝k. Ως εκ τούτου α˝w “ z “ α˝w1. Από την άλλη πλευρά c˝w “ k “ c˝w1. ΄Ετσι,
λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός w είναι ο µοναδικός µορφισµός ο οποίος ικανοποιεί
τις ισότητες α ˝ w “ z και c ˝ w “ k έπεται ότι w “ w1. Συνεπώς, ο µορφισµός w είναι ο
µοναδικός µορφισµός τέτοιος ώστε c ˝w “ k και b ˝α ˝w “ h, γεγονός που αποδεικνύει ότι
το διάγραµµα (Ι)+(ΙΙ) είναι pullback.

2. ∆οθέντων των pullbacks διαγραµµάτων (Ι)+(ΙΙ) και (ΙΙ), υποθέτουµε ότι έχουµε ένα αντικείµε-
νο X µε µορφισµούς k : X ÝÑ D και z : X ÝÑ B τέτοιους ώστε d ˝ z “ f ˝ k. Από την κα-
ϑολική ιδιότητα του pullback (Ι)+(ΙΙ) υπάρχει µοναδικός µορφισµό w : X ÝÑ A τέτοιος ώστε
c˝w “ k και b˝α˝w “ b˝z. Επιπλέον, χρησιµοποιώντας την µεταθετικότητα του διαγράµ-
µατος (Ι) καθώς και τις παραπάνω ισότητες έχουµε ότι d˝α˝w “ f˝c˝w “ f˝k “ d˝z. ΄Οµως
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από την καθολική ιδιότητα του pullback (ΙΙ) υπάρχει µοναδικός µορφισµός φ : X ÝÑ B τέ-
τοιον ώστε b ˝ φ “ b ˝ z και d ˝ φ “ f ˝ k. ΄Ετσι, έχουµε α ˝ w “ φ “ z. Μας αποµένει να
αποδείξουµε ότι ο w είναι ο µοναδικός µορφισµός τέτοιος ώστε c ˝ w “ k και α ˝ w “ z.
Υποθέτουµε ότι υπάρχει και ένας άλλος µορφισµός w1 : X ÝÑ A τέτοιος ώστε c˝w1 “ k και
α ˝w1 “ z. ΄Ετσι, έχουµε b ˝ α ˝w1 “ b ˝ z και c ˝w1 “ k. ΄Οµως όπως προείπαµε ο w είναι
ο µοναδικός µορφισµός ο οποίος ικανοποιεί τις ισότητες c ˝w “ k και b ˝ α ˝w “ b ˝ z. Ως
εκ τούτου w “ w1, γεγονός που αποδεικνύει την µοναδικότητα του µορφισµού w. Συνεπώς,
ο µορφισµός w είναι ο µοναδικός µορφισµός τέτοιος ώστε c ˝ w “ k και α ˝ w “ z, γεγονός
που αποδεικνύει ότι το διάγραµµα (Ι) είναι pullback. �

∆υϊκά,

Ορισµός 1.4.9. Ας είναι C µια κατηγορία. Θεωρούµε το ακόλουθο διάγραµµα:

X
f //

g

��

Y

Z

(1.2)

στην κατηγορία C. Το pushout του προηγούµενου διαγράµµατος, είναι µια τριάδα pD,h, kq, όπου
το D είναι ένα αντικείµενο της C και h : Y ÝÑ D, k : Z ÝÑ D είναι µορφισµοί στην C, έτσι ώστε να
ικανοποιούνται οι ακόλουθες δύο συνθήκες :

1. Υπάρχει ένα µεταθετικό διάγραµµα

X
f //

g

��

Y

h
��

Z
k // D

2. Για οποιοδήποτε αντικείµενο D1 της C και για οποιουσδήποτε µορφισµούς g1 : Y ÝÑ D1,
f 1 : Z ÝÑ D1 µε g1 ˝ f “ f 1 ˝ g, υπάρχει µοναδικός µορφισµός φ : D ÝÑ D1 έτσι ώστε το
ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

X

g

��

f // Y

h
�� g1

��

Z
k
//

f 1 ++

D

D !φ

  
D1

Το µεταθετικό διάγραµµα

X
f //

g

��

Y

h
��

Z
k
// D

το οποίο πληροί την παραπάνω καθολική ιδιότητα, καλείται pushout διάγραµµα. Σ΄ αυτή την
περίπτωση ο µορφισµός h καλείται pushout ή αλλαγή συν-ϐάσης (cobase change) του µορφισµού
g κατά µήκος του µορφισµού f και ο µορφισµός k καλείται pushout ή αλλαγή συν-ϐάσης (cobase
change) του µορφισµού f κατά µήκος του µορφισµού g.
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Πρόταση 1.4.10. Το pushout δύο µορφισµών, µε την προϋπόθεση ότι υπάρχει, είναι µοναδικό
µέχρις ισοµορφισµού.

Απόδειξη. Είναι δυϊκή της απόδειξης της Πρότασης 1.4.2. �

Εν συνεχεία παραθέτουµε ορισµένα παραδείγµατα pushouts.

Παράδειγµα 1.4.11. 1. Στην κατηγορία Set των συνόλων δοθέντων δύο απεικονίσεων f : X ÝÑ

Y και g : X ÝÑ Z το pushout τους είναι η τριάδα pD “ pY
Ť

Zq{R̄, h, kq όπου pY
Ť

Zq{R̄
το σύνολο στο οποίο Y

Ť

Z “ pt1u ˆ Y q
Ť

pt2u ˆ Zq είναι η ξένη ένωση των συνόλων Y και
Z και R̄ η µικρότερη σχέση ισοδυναµίας στο Y

Ť

Z τέτοια ώστε R Ď R̄ µε R να είναι η
διµελής σχέση στο σύνολο Y

Ť

Z η οποία ορίζεται ως p1, yqRp2, zq αν και µόνο αν υπάρχει
x P X τέτοιο ώστε fpxq “ y και fpxq “ z και h : Y ÝÑ D, k : Z ÝÑ D είναι απεικονίσεις µε
hpyq “ p1, yq και kpzq “ p2, zq αντίστοιχα, όπου για τυχόν στοιχείο w του συνόλου Y

Ť

Z,
συµβολίζουµε µε w̄ “

 

m P Y
Ť

Z | wR̄m
(

.

2. Μια από τις συνήθεις κατασκευές στην τοπολογία όπου ένας τοπολογικός χώρος «προσκολ-
λάται» σε έναν άλλο είναι ο χώρος ταύτισης (adjunction space). Πιο συγκεκριµένα, δοθέντων
δύο τοπολογικών χώρων X και Y ας είναι f : S ÝÑ X µια συνεχής απεικόνιση όπου ο S
είναι υπόχωρος του Y . Παίρνοντας την ξένη ένωση X

š

Y των χώρων X και Y και ταυ-
τίζοντας το σηµείο x µε το fpxq δηλαδή ϑεωρώντας τον χώρο πηλίκο ο οποίος λαµβάνεται
από την σχέση ισοδυναµίας a w b αν και µόνο αν a “ b ή a “ x, b “ fpxq (ή εναλλακτικά
a “ fpxq, b “ x) για κάθε στοιχείο x του υποχώρου S σχηµατίζουµε τον adjunction space
X

Ť

f Y . ∆ηλαδή, X
Ť

f Y “ pX
š

Y q{
 

fpSq w S
(

.
Στην κατηγορία Top των τοπολογικών χώρων η κατασκευή του adjunction space αποτελεί
παράδειγµα pushout. Ειδικότερα, εάν Z είναι υπόχωρος του Y και g : Z ÝÑ Y είναι η
απεικόνιση έγκλεισης µπορούµε να «προσκολλήσουµε» τον χώρο Y µε έναν άλλο χώρο X
µέσω του Z χρησιµοποιώντας την συνεχή απεικόνιση f : Z ÝÑ X. Ως εκ τούτου ο χώρος
ταύτισηςX

Ť

f Y είναι pushout όπως υποδηλώνεται από το ακόλουθο pushout διάγραµµα:

Z
g //

f

��

Y

φY

��
X

φX // X
Ť

f Y

όπου οι µορφισµοί φX και φY είναι οι συνθέσεις του µορφισµού πηλίκου µε τις κανονικές
εισαγωγές στην ξένη ένωση των X και Y . Γενικότερα αλλάζοντας την έγκλειση g µε οποια-
δήποτε άλλη συνεχή απεικόνιση προκύπτει ένα άλλο pushout. Κατ΄ αυτό τον τρόπο όλοι οι
χώροι ταύτισης µπορούν να ϑεωρηθούν ως pushouts.

3. Στην κατηγορία Grp των οµάδων δοθέντων δύο οµοµορφισµών οµάδων f : G ÝÑ G1 και
g : G ÝÑ G2 το pushout τους είναι η τριάδα pD “ pG1 ˚G2q{N, g1, g2q όπου pG1 ˚G2q{N
είναι η οµάδα στην οποία G1 ˚ G2 είναι το ελεύθερο γινόµενο των οµάδων G1 και G2 και
N είναι η κανονική υποοµάδα η οποία γεννάται από το

 

fpyqgpyq´1 P G1 ˚ G2 | y P G
(

και g1 : G1 ÝÑ D, g2 : G2 ÝÑ D είναι οµοµορφισµοί οµάδων µε g1px1q “ x1N και
g2px2q “ x2N αντίστοιχα.

4. Στην κατηγορία Ab των αβελιανών οµάδων δοθέντων δύο οµοµορφισµών αβελιανών οµάδων
f : G ÝÑ G1 και g : G ÝÑ G2 το pushout τους είναι η τριάδα pD “ pG1 ‘ G2q{N, g1, g2q

όπου pG1 ‘ G2q{N είναι η αβελιάνη οµάδα στην οποία G1 ‘ G2 είναι το (εξωτερικό) ευθύ
άθροισµα των οµάδωνG1 καιG2 καιN “

 

pfpyq,´gpyqq P G1‘G2 | y P G
(

είναι υποοµάδα
του ευθέος αθροίσµατος G1 ‘ G2 και g1 : G1 ÝÑ D, g2 : G2 ÝÑ D είναι οµοµορφισµοί
αβελιανών οµάδων µε g1px1q “ px1, 0q `N και g2px2q “ p0, x2q `N αντίστοιχα.
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5. Στην κατηγορία Rng των προσεταιριστικών δακτυλίων µε µορφισµούς τους οµοµορφισµούς
δακτυλίων, δοθέντων οµοµορφισµών δακτυλίων f : R ÝÑ R1 και g : R ÝÑ R2 το pushout
τους είναι η τριάδα pD “ pR1 ˚R2q{I, g1, g2q όπου pR1 ˚R2q{I είναι ο δακτύλιος στον οποίο
R1 ˚R2 είναι το ελεύθερο γινόµενο των δακτυλίων R1 και R2 και I είναι το ιδεώδες το οποίο
γεννάται από το

 

fpxq ´ gpxq P R1 ˚ R2 | x P R
(

και g1 : R1 ÝÑ D, g2 : R2 ÝÑ D είναι
οµοµορφισµοί δακτυλίων µε g1px1q “ x1 ` I και g2px2q “ x2 ` I αντίστοιχα.

6. Στην κατηγορία των σηµειακών συνόλων Set˚ δοθέντων δύο απεικονίσεων f : pX,x0q ÝÑ

pY, y0q και g : pX,x0q ÝÑ pZ, z0q που διατηρούν το σηµείο ϐάσης, το pushout τους είναι
η τριάδα pD “ pY

Ť

Zq{R̄, h, kq όπου pY
Ť

Zq{R̄ το σηµειακό σύνολο στο οποίο Y
Ť

Z “
pt1u ˆ Y q

Ť

pt2u ˆ Zq είναι η ξένη ένωση των συνόλων Y και Z και R̄ η µικρότερη σχέση
ισοδυναµίας στο Y

Ť

Z τέτοια ώστε R Ď R̄ µε R να είναι η διµελής σχέση στο σύνολο
Y
Ť

Z η οποία ορίζεται ως p1, yqRp2, zq αν και µόνο αν υπάρχει x P X τέτοιο ώστε fpxq “ y
και fpxq “ z και h : Y ÝÑ D, k : Z ÝÑ D είναι απεικονίσεις µε hpyq “ p1, yq και
kpzq “ p2, zq αντίστοιχα, όπου για τυχόν στοιχείο w του συνόλου Y

Ť

Z, συµβολίζουµε µε
w̄ “

 

m P Y
Ť

Z | wR̄m
(

.

Παρατήρηση 1.4.12. 1. Ανάλογα µε τα pullbacks, τα pushouts µπορούν να κατασκευαστούν
από συνεξισωτές και συνγινόµενα. ∆οθέντων δύο µορφισµών f : X ÝÑ Y και g : X ÝÑ Z
σχηµατίζουµε το συνγινόµενο των Y και Z. Το pushout των µορφισµών f και g είναι
ο συνεξισωτής των µορφισµών ιY ˝ f : X ÝÑ Y

š

Z και ιZ ˝ g : X ÝÑ Y
š

Z όπου
ιY : Y ÝÑ Y

š

Z και ιZ : Z ÝÑ Y
š

Z είναι µορφισµοί στο συνγινόµενο. Ως εκ τούτου µια
κατηγορία η οποία έχει πεπερασµένα συνγινόµενα και συνεξισωτές έχει εξίσου αρχικό αντι-
κείµενο και pushouts. Επιπλέον, εάν σε µια κατηγορία µε αρχικό αντικείµενο υπάρχουν
pushouts τότε υπάρχουν συνεξισωτές και πεπερασµένα συνγινόµενα. Στην πραγµατικότη-
τα, από τα ϑεωρήµατα ύπαρξης για συνόρια σε µια κατηγορία µε πεπερασµένα συνγινόµενα
και συνεξισωτές και κατά συνέπεια µε αρχικό αντικείµενο και pushouts υπάρχουν όλα τα
πεπερασµένα συνόρια.

2. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν το πρώτο σκέλος του Παραδείγµατος 1.4.11. εάν το σύνολο X είναι
υποσύνολο (για παράδειγµα η τοµή) των συνόλων Y και Z και οι απεικονίσεις f και g είναι
οι απεικονίσεις έγκλεισης τότε το pushout είναι απλώς η ένωση των Y και Z.

Ευθύς αµέσως αποδεικνύουµε την ύπαρξη των pushouts στην κατηγορίαR-Mod των αριστερών
R-προτύπων.

Πρόταση 1.4.13. Το pushout δύο οµοµορφισµών αριστερών R-προτύπων

f : X ÝÑ Y & g : X ÝÑ Z

στην R-Mod υπάρχει.

Απόδειξη. Εύκολα αποδεικνύεται ότι το

K “ tpgpxq,´fpxqq P Z ‘ Y | x P Xu

είναι υποπρότυπο του Z ‘ Y. Ορίζουµε

D “ pZ ‘ Y q{K

Επιπλέον, ορίζουµε h : Y ÝÑ D, y ÞÝÑ p0, yq `K και k : Z ÝÑ D, z ÞÝÑ pz, 0q `K. Ας είναι
x P X. Τότε

k ˝ gpxq “ h ˝ fpxq ðñ kpgpxqq “ hpfpxqq ðñ pgpxq, 0q `K “ p0, fpxqq `K

ðñ pgpxq, 0q ´ p0, fpxqq P K ðñ pgpxq,´fpxqq P K, το οποίο ισχύει@x P X.



64 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ ΚΑΤΗΓΟΡΙΩΝ ΚΑΙ ΠΡΟΤΥΠΩΝ

Εποµένως, k ˝ g “ h ˝ f. Εάν pD1, f 1, g1q είναι άλλη τριάδα τέτοια ώστε f 1 ˝ g “ g1 ˝ f , ορίζουµε
την απεικόνιση

φ : D ÝÑ D1, pz, yq `K ÞÝÑ f 1pzq ` g1pyq.

Ακολουθώντας την ίδια αποδεικτική διαδικασία µε την Πρόταση 1.4.5. έπεται ότι φ ˝ h “ g1, φ ˝
k “ f 1 και ότι η απεικόνιση φ είναι µοναδική. Τότε η τριάδα pD,h, kq είναι ένα pushout των
οµοµορφισµών αριστερών R-προτύπων f, g. �

Σύµφωνα µε την ακόλουθη πρόταση το pushout ενός επιµορφισµού ή ενος ισοµορφισµού
είναι εξίσου ένας επιµορφισµός ή ένας ισοµορφισµός.

Πρόταση 1.4.14. Ας είναι C µια κατηγορία. Θεωρούµε το pushout D του διαγράµµατος

X
f //

g

��

Y

h
��

Z
k // D

Τότε ισχύουν τα παρακάτω:

1. Εάν ο f είναι επιµορφισµός, τότε και ο k είναι επιµορφισµός.

2. Εάν ο f είναι ισοµορφισµός, τότε και ο k είναι ισοµορφισµός.

Απόδειξη. Είναι δυϊκή της απόδειξης της Πρότασης 1.4.6. �

Παρατήρηση 1.4.15. Στην Πρόταση 1.4.14 είδαµε ότι το pushout ενός επιµορφισµού ή ενός
ισοµορφισµού είναι αντίστοιχα επιµορφισµός ή ισοµορφισµός. Ωστόσο, αυτό δεν συµβαίνει στην
περίπτωση των µονοµορφισµών. Γενικά, σε µια τυχαία κατηγορία το pushout ενός µονοµορφι-
σµού δεν είναι µονοµορφισµός. Ωστόσο, σε κάποιες κατηγορίες, όπως για παράδειγµα οι adhesive
κατηγορίες, η Πρόταση 1.4.14 αληθεύει για τους µονοµορφισµούς.

Πρόταση 1.4.16. Κάθε διάγραµµα της µορφής :

X
ιn0 //

f

��

X
š

X

f
š

1X

��
Y

ιn10 // Y
š

X

είναι pushout διάγραµµα.

Απόδειξη. Λόγω της καθολικής ιδιότητας που ικανοποιεί η coproduct map f
š

1X : X
š

X ÝÑ

Y
š

X το παραπάνω διάγραµµα είναι µεταθετικό. ∆οθέντων µορφισµών h : Y ÝÑ Z και g : X
š

X
ÝÑ Z µε g ˝ ιn0 “ h ˝ f , ϑα αποδείξουµε ότι υπάρχει µοναδικός µορφισµός λ : Y

š

X ÝÑ Z
τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

X

f

��

ιn0 // X
š

X

f
š

1X

�� g

��

Y
ιn10 //

h

++

Y
š

X

λ

""
Z
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Λόγω της καθολικής ιδιότητας του coproduct Y
š

X των αντικειµένων Y και X δοθέντων µορφι-
σµών h : Y ÝÑ Z και g ˝ ιn0 : X ÝÑ Z υπάρχει µοναδικός µορφισµός λ : Y

š

X ÝÑ Z τέτοιος
ώστε λ ˝ ιn10 “ h και λ ˝ ιn11 “ g ˝ ιn0 όπως παριστάνεται στα ακόλουθα µεταθετικά διαγράµµατα:

Y

h

��

ιn10 // Y
š

X

λ

||
Z

X

g˝ιn0

��

ιn11 // Y
š

X

λ

||
Z

Επιπλέον ισχύει ότι

λ ˝ pf
ž

1Xq ˝ ιn0 “ λ ˝ ιn10 ˝ f “ h ˝ f “ g ˝ ιn0

΄Ετσι, έχουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

X

h˝f

��

ιn0 // X
š

X

λ˝pf
š

1Xq
xx

g

xx
Z

Λόγω της καθολικής ιδιότητας του coproduct ο µορφισµός X
š

X ÝÑ Z είναι µοναδικός. Ως
εκ τούτου έπεται ότι g “ λ ˝ pf

š

1Xq. Μας αποµένει να αποδείξουµε ότι ο µορφισµός λ είναι
ο µοναδικός µορφισµός ο οποίος ικανοποιεί τις ισότητες λ ˝ ιn10 “ h και g “ λ ˝ pf

š

1Xq.
Υποθέτουµε ότι λ1 : Y

š

X ÝÑ Z είναι ένας άλλος µορφισµός τέτοιος ώστε λ1 ˝ ιn10 “ h και
g “ λ1 ˝ pf

š

1Xq. Ως εκ τούτου λ ˝ ιn10 “ h “ λ1 ˝ ιn10 και λ ˝ pf
š

1Xq “ g “ λ1 ˝ pf
š

1Xq.
Συνθέτοντας µε τον µορφισµό in1 : X ÝÑ X

š

X στην τελευταία ισότητα προκύπτει ότι λ ˝
pf

š

1Xq ˝ ιn1 “ g ˝ ιn1 “ λ1 ˝ pf
š

1Xq ˝ ιn1. Λόγω της καθολικής ιδιότητας του coproduct
X

š

X των αντικειµένων X και X δοθέντος µορφισµού in11 : X ÝÑ Y
š

X υπάρχει µοναδικός
µορφισµός f

š

1X : X
š

X ÝÑ Y
š

X τέτοιος ώστε pf
š

1Xq ˝ in1 “ in11, όπως παριστάνεται
στο ακόλουθο διάγραµµα

X

ιn11

��

ιn1 // X
š

X

f
š

1X
zz

Y
š

X

Ως εκ τούτου, έπεται ότι λ˝ ιn11 “ g ˝ ιn1 “ λ1 ˝ ιn11. ΄Ετσι, σύµφωνα µε τα παραπάνω προκύπτουν
τα ακόλουθα µεταθετικά διαγράµµατα:

Y

h

��

ιn10 // Y
š

X

λ

||

λ1

||
Z

X

g˝in0

��

ιn11 // Y
š

X

λ

||

λ1

||
Z

΄Οµως, ο µοναδικός µορφισµός µε την ιδιότητα να κάνει τα τελευταία διαγράµµατα µεταθετικά
είναι ο λ. Ως εκ τούτου λ “ λ1. Εποµένως, ο µορφισµός λ : Y

š

X ÝÑ Z είναι ο µοναδικός
µορφισµός τέτοιος ώστε λ ˝ ιn10 “ h και λ ˝ pf

š

1Xq “ g. ΄Ετσι, σύµφωνα µε όλα τα παραπάνω το
αρχικό διάγραµµα είναι pushout. �

Κλείνουµε το παρόν κεφάλαιο µε την «προσεταιριστική» ιδιότητα των pushouts.
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Πρόταση 1.4.17. Ας είναι C µια κατηγορία. Θεωρούµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

A

pIq

α //

c

��

B

pIIqd

��

b // C

e

��
D

f // E
g // F

1. Εάν τα διαγράµµατα (Ι) και (ΙΙ) είναι pushouts τότε το διάγραµµα (Ι)+(ΙΙ) είναι pushout.

2. Εάν τα διαγράµµατα (Ι)+(ΙΙ) και (Ι) είναι pushouts τότε το διάγραµµα (ΙΙ) είναι pushout.

Απόδειξη. Είναι δυϊκή της απόδειξης της Πρότασης 1.4.8. �

1.5 Ενέσιµα και Προβολικά Πρότυπα

∆οθέντος ενός υποχώρου U ενός διανυσµατικού χώρου V υπεράνω ενός διαιρετικού δακτυλίου R
ο U είναι ένας ευθύς προσθεταίος του V . Η ιδιότητα αυτή είναι άµεση συνέπεια του γεγονότος ότι
το Λήµµα του Zorn µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να επεκτείνουµε µια ϐάση του U σε µια ϐάση
του V . Ωστόσο υπάρχουν R-πρότυπα τα οποία έχουν την ιδιότητα να είναι ευθείς προσθεταίοι
σε κάθε πρότυπο το οποίο τα περιέχει ως υποπρότυπα ακόµη και εάν δεν µπορούν να έχουν
ϐάση. Τα πρότυπα αυτά συγκροτούν µια σηµαντική κλάση προτύπων, την κλάση των ενέσιµων
προτύπων. ∆υϊκά, συγκροτείται η κλάση των προβολικών προτύπων. Εν συνεχεία ορίζουµε τα
ενέσιµα και προβολικά πρότυπα και και µελετάµε τις ιδιότητες αυτών. Οι έννοιες των ενέσιµων
και των προβολικών προτύπων ϑα διευκολύνουν την κατανόηση των ϐασικών εννοιών που αφορούν
την ευσταθή κατηγορία προτύπων που ϑα αναπτύξουµε παρακάτω.

Σύµβαση: Καθ΄ όλη την έκταση της εν λόγω υποενότητας, δοθέντος ενός δακτυλίου R συµβο-
λίζουµε µε R-Mod την κατηγορία των αριστερών προτύπων.

Ορισµός 1.5.1. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο E καλείται ενέσιµο (injective) εάν για κάθε µο-
νοµορφισµό αριστερών R-προτύπων i : A ÝÑ B, και κάθε οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων
f : A ÝÑ E, υπάρχει οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων g : B ÝÑ E τέτοιος ώστε το ακόλουθο
διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

0 // A

f

��

i // B

D g

��
E

Παρατήρηση 1.5.2. ΄Ενα R-πρότυπο E είναι ενέσιµο αν και µόνο αν για κάθε R-πρότυπο B και
κάθε υποπρότυπο A του B κάθε οµοµορφισµός R-προτύπων f : A ÝÑ E µπορεί να επεκταθεί σε
έναν οµοµορφισµό R-προτύπων g : B ÝÑ E. ΄Ετσι, στον Ορισµό 1.5.1. µπορούµε ασφαλώς να
υποθέσουµε ότι το A είναι υποπρότυπο του B και ότι ο µορφισµός i : A ÝÑ B είναι η κανονική
έγκλειση.

Η ακόλουθη Πρόταση υποδηλώνει ότι η κλάση όλων των ενέσιµων αριστερών R-προτύπων είναι
κλειστή στους ισοµορφισµούς.

Πρόταση 1.5.3. Ας είναι M και N δύο αριστερά R-πρότυπα τέτοια ώστε το M να είναι ισόµορφο
µε το N . Τότε το πρότυπο M είναι ενέσιµο αν και µόνο αν το πρότυπο N είναι ενέσιµο.
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Απόδειξη. Ας είναι M και N δύο αριστερά R-πρότυπα τέτοια ώστε το M να είναι ισόµορφο µε
το N . Τότε υπάρχει ισοµορφισµός σ : M ÝÑ N µε αντίστροφο σ´1 : N ÝÑ M ο οποίος είναι
εξίσου ισοµορφισµός. Ως εκ τούτου σ ˝ σ´1 “ 1N και σ´1 ˝ σ “ 1M . Υποθέτουµε ότι το πρότυπο
M είναι ενέσιµο. Τότε για κάθε µονοµορφισµό αριστερών R-προτύπων h : A ÝÑ H και κάθε
οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων σ´1 ˝ h2 : A ÝÑ M υπάρχει οµοµορφισµός αριστερών R-
προτύπων β : H ÝÑM τέτοιος ώστε β ˝h “ σ´1 ˝h2 όπως παριστάνεται στο ακόλουθο µεταθετικό
διάγραµµα

0 // A

σ´1
˝h2

~~
h2

��

h // H

β

hhM N
σ´1
oo

Συνθέτοντας από αριστερά µε τον ισοµορφισµό σ στην τελευταία ισότητα και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν
ότι σ ˝ σ´1 “ 1N καθώς και τις ιδιότητες του ταυτοτικού µορφισµού 1N : N ÝÑ N προκύπτει
ότι h2 “ σ ˝ β ˝ h. ΄Ετσι, για κάθε µονοµορφισµό αριστερών R-προτύπων h : A ÝÑ H και
κάθε οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων h2 : A ÝÑ N υπάρχει οµοµορφισµός αριστερών R-
προτύπων σ ˝ β : H ÝÑ N τέτοιος ώστε h2 “ σ ˝ β ˝ h, γεγονός που αποδεικνύει ότι το αριστερό
R-πρότυπο N είναι ενέσιµο.
Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι το πρότυπο N είναι ενέσιµο. Τότε για κάθε µονοµορφισµό αριστερών
R-προτύπων h : A ÝÑ H και κάθε οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων σ˝h1 : A ÝÑ N υπάρχει
οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων α : H ÝÑ N τέτοιος ώστε α ˝h “ σ ˝h1 όπως παριστάνεται
στο ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

0 // A

σ˝h1

~~
h1

��

h // H

α

hhN M
σoo

Συνθέτοντας από αριστερά µε τον ισοµορφισµό σ´1 στην τελευταία ισότητα και λαµβάνοντας υπ΄
όψιν ότι σ´1 ˝ σ “ 1M καθώς και τις ιδιότητες του ταυτοτικού µορφισµού 1M : M ÝÑ M προ-
κύπτει ότι h1 “ σ´1 ˝ α ˝ h. ΄Ετσι, για κάθε µονοµορφισµό αριστερών R-προτύπων h : A ÝÑ H
και κάθε οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων h1 : A ÝÑ M υπάρχει οµοµορφισµός αριστερών
R-προτύπων σ´1 ˝ α : H ÝÑ M τέτοιος ώστε h1 “ σ´1 ˝ α ˝ h, γεγονός που αποδεικνύει ότι το
αριστερό R-πρότυπο M είναι ενέσιµο. �

Ορισµός 1.5.4. ΄Ενα υποπρότυποN ενός αριστερού R-προτύπυM καλείται ευθύς προσθεταίος
(direct summand) του M , αν υπάρχει υποπρότυπο K του M έτσι ώστε : M “ N ‘K.

΄Ετσι αν M είναι ένα αριστερό R-πρότυπο τέτοιο ώστε M “ ‘jPJ∆j , όπου
 

∆j

(

jPJ
είναι

µια οικογένεια αριστερών R-προτύπων, τότε καθένα απο τα ∆j είναι ευθύς προσθεταίος (direct
summand) του M .

Πρόταση 1.5.5. Εάν M είναι ένα ενέσιµο υποπρότυπο ενός αριστερού R-προτύπου N τότε το M
είναι ευθύς προσθετέος του N .

Απόδειξη. Ας είναι M ένα ενέσιµο υποπρότυπο ενός αριστερού R-προτύπου N και i : M ÝÑ N
η κανονική έγκλειση. Εφόσον το M είναι ενέσιµο, υπάρχει ένας οµοµορφισµός αριστερών R-



68 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ ΚΑΤΗΓΟΡΙΩΝ ΚΑΙ ΠΡΟΤΥΠΩΝ

προτύπων g : N ÝÑM τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

0 // M

1M

��

i // N

D g
~~

M

Λόγω της µεταθετικότητας του διαγράµµατος προκύπτει ότι g ˝ i “ 1M . Ως εκ τούτου ο µο-
νοµορφισµός i είναι διασπάσιµος και άρα υπάρχει κάποιο αριστερό R-πρότυπο K τέτοιο ώστε
N –M ‘ Ker g. Συνεπώς, το M είναι ένας ευθύς προσθετέος του N . �

Το ακόλουθο ϑεώρηµα οφείλεται στον Reinhold Baer και είναι γνωστό ως κριτήριο του Baer.

Θεώρηµα 1.5.6. (Κριτήριο του Baer) Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα για ένα αριστερό R-πρότυπο
E.

1. Το E είναι ενέσιµο.

2. Κάθε οµοµορφισµός f : I ÝÑ E όπου I είναι ένα αριστερό ιδεώδες του R µπορεί να επεκταθεί
σε έναν οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων g : R ÝÑ E.

0 // I

f

��

i // R

D g

��
E

3. Για κάθε οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων f : I ÝÑ E όπου I είναι ένα αριστερό ιδεώδες
του R υπάρχει ένα x το οποίο ανήκει στο E τέτοιο ώστε fpαq “ αx, @α P I.

Απόδειξη. Ας είναι E ένα αριστερό R-πρότυπο. Θα αποδείξουµε ότι p1q ñ p2q ñ p3q ñ p1q.

• p1q ñ p2q Υποθέτουµε ότι το E είναι ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο. Τότε εξ΄ ορισµού το
ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό

0 // I

f

��

i // R

D g

��
E

Ως εκ τούτου κάθε οµοµορφισµός f : I ÝÑ E όπου I είναι ένα αριστερό ιδεώδες του R
µπορεί να επεκταθεί σε έναν οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων g : R ÝÑ E.

• p2q ñ p3q Υποθέτουµε ότι κάθε οµοµορφισµός f : I ÝÑ E όπου I είναι ένα αριστερό ιδεώδες
του R µπορεί να επεκταθεί σε έναν οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων g : R ÝÑ E.
Ας είναι g επέκταση της f . Υποθέτουµε ότι gp1q “ x. Τότε λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο
µορφισµός g είναι ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων προκύπτει ότι

fpαq “ pg ˝ iqpαq “ gpipαqq “ gpαq “ gpα1q “ αgp1q “ αx

, για κάθε α P I.
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• p3q ñ p1q Ας είναιN1 υποπρότυπο τουN2, i : N1 ÝÑ N2 η κανονική έγκλειση και f : N1 ÝÑ

E ένας οµοµορφισµός R-προτύπων. Θα αποδείξουµε ότι υπάρχει οµοµορφισµός αριστερών
R-προτύπων g : N2 ÝÑ E τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

0 // N1

f

��

i // N2

D g

~~
E

Θεωρούµε το σύνολο S των διατεταγµένων Ϲευγών pX, gq όπου X είναι ένα υποπρότυπο του
N2 τέτοιο ώστε N1 Ď X και g|N1

“ f . Εισάγουµε µια µερική διάταξη στο σύνολο S ως εξής :

pX, gq ď pX 1, g1q εαν X Ď X 1 και g1|X “ g.

Το σύνολο S είναι µη κενό καθώς το Ϲεύγος pN1, fq ανήκει στο S. Οι προϋποθέσεις του
Λήµµατος Zorn ισχύουν για κάθε αλυσίδα του S καθώς εάν C είναι τυχούσα αλυσίδα στο
S τότε

Ť

C όπου C “ tp∆i, fiq|i P Iu είναι ένα ολικά διατεταγµένο σύνολο µιας υπό-
οικογένειας του S, αποτελεί άνω ϕράγµα της C. ΄Ετσι, ϑεωρούµε

Ť

fi :
Ť

∆i ÝÑ E το
οποίο εξασφαλίζει τις προϋποθέσεις του Λήµµατος του Zorn. Ως εκ τούτου το σύνολο S έχει
µεγιστοτικό στοιχείο, ας είναι pX˚, g˚q. ∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις :

paq Εάν X˚ “ N2 τότε το Ϲητούµενο προκύπτει κατά προφανή τρόπο.

pbq Υποθέτουµε ότι X˚ ‰ N2. Θεωρούµε y P N2 ´X˚. Στην περίπτωση αυτή µπορούµε
να επεκτείνουµε την g˚ σε µια απεικόνιση h : X˚ ` Iy ÝÑ E το οποίο αντίκειται στο
ότι pX˚, g˚q είναι ένα µεγιστοτικό στοιχείο του S. Θεωρούµε το αριστερό ιδεώδες

pX˚ : yq “ tα P I | αy P X˚u

Τότε λαµβάνουµε την απεικόνιση

f : pX˚ : yq ÝÑ E, α ÝÑ g˚pαyq

Εξ΄ υποθέσεως υπάρχει z P E τέτοιο ώστε g˚pyαq “ αz για κάθε α P pX˚ : yq. Ορίζουµε
την απεικόνιση

h : X˚ ` Iy ÝÑM, px` αyq ÝÑ g˚pxq ` az.

Τότε h|X˚ “ g˚ και X˚ Ď X˚ ` Iy. Ως εκ τούτου λαµβάνουµε µια επέκταση της
g˚ γεγονός που είναι άτοπο καθώς αντίκειται στο ότι pX˚, g˚q είναι ένα µεγιστοτικό
στοιχείο του S. ΄Ετσι, X˚ “ N2. �

Παρατήρηση 1.5.7. Το κριτήριο του Baer υποδηλώνει ότι η συλλογή των δεξιών ιδεωδών είναι
ένα σύνολο ελέγχου για το εάν ένα R-πρότυπο είναι ενέσιµο.

Ευθύς αµέσως παραθέτουµε ορισµένα παραδείγµατα ενέσιµων R-προτύπων καθώς και ένα
παράδειγµα προτύπου το οποίο δεν είναι ενέσιµο.

Παράδειγµα 1.5.8. 1. Το µηδενικό πρότυπο είναι κατά τετριµµένο τρόπο ενέσιµοR-πρότυπο.

2. Κάθε διανυσµατικός χώρος υπεράνω ενός διαιρετικού δακτυλίου D είναι ένα ενέσιµο D-
πρότυπο. Πράγµατι, χρησιµοποιώντας το κριτήριο του Baer καθώς και το γεγονός ότι τα
µόνα (αριστερά) ιδεώδη ενός διαιρετικού δακτυλίου D είναι το µηδενικό καθώς και ο ίδιος
ο δακτύλιος προκύπτει ότι κάθε διανυσµατικός χώρος υπεράνω ενός διαιρετικού δακτυλίου
D εάν ϑεωρηθεί ως αριστερό D-πρότυπο είναι ένα ενέσιµο πρότυπο.
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3. Το σώµα των ϱητών Q ως Z-πρότυπο είναι ενέσιµο. ΄Οσον αφορά τον συγκεκριµένο ισχυ-
ϱισµό σηµειώνουµε ότι κάθε διαιρετό, ϐλέπε τον Ορισµό 1.5.9 παρακάτω, R-πρότυπο είναι
ενέσιµο. Το σώµα των ϱητών Q ως Z-πρότυπο είναι προφανώς διαιρετό. Ως εκ τούτου το
σώµα των ϱητών Q ως Z-πρότυπο είναι ενέσιµο.

4. Το Z-πρότυπο 2Z δεν είναι ενέσιµο. Για να το διαπιστώσουµε αυτό, υποθέτουµε ότι το
υποπρότυπο 2Z του Z είναι ένα ενέσιµο Z-πρότυπο. Τότε χάρις στην Πρόταση 1.5.5, το
Z-πρότυπο 2Z είναι ένας ευθύς προσθετέος του Z. Ως εκ τούτου, υπάρχει ένας ακέραιος κ,
τέτοιος ώστε Z “ 2Z` κZ και 2ZX κZ “ t0u, γεγονός το οποίο είναι ϕυσικά αδύνατο.

5. Το σύνολο Z των ακεραίων ως Z-πρότυπο δεν είναι ενέσιµο. Για να το διαπιστώσουµε αυτό
υποθέτουµε ότι το σύνολο Z των ακεραίων ως Z-πρότυπο είναι ενέσιµο. Τότε το ακόλουθο
διάγραµµα είναι µεταθετικό

0 // 2Z

f

��

i // Z

D g

~~
Z

όπου ως απεικόνιση f : 2Z ÝÑ Z ορίζουµε την απεικόνιση η οποία στέλνει το στοιχείο 2α
του 2Z στο στοιχείο α του Z. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την µεταθετικότητα του διαγράµµατος
καθώς και ότι ο µορφισµός g : Z ÝÑ Z είναι ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων
προκύπτει ότι :

1 “ fp2q “ gpip2qq “ gp2q “ gp2 ¨ 1q “ 2gp1q

και κατ΄ επέκταση ότι gp1q “ 1
2 , γεγονός το οποίο είναι ϕυσικά αδύνατο.

Εν συνεχεία εισάγουµε την έννοια του διαιρετού προτύπου υπεράνω µιας περιοχής κύριων
ιδεωδών. Η έννοια του διαιρετού προτύπου είναι απαραίτητη στο να αποδείξουµε ότι κάθε πρότυπο
εµφυτεύεται σε ένα ενέσιµο πρότυπο.

Ορισµός 1.5.9. Ας είναι R µία περιοχή κύριων ιδεωδών. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο M καλείται
διαιρετό (divisible) εάν για κάθεm PM και για κάθε µη µηδενικό r P R, υπάρχει κάποιοm1 PM
έτσι ώστε m “ rm1. ∆ηλαδή, M “ rM για κάθε µη µηδενικό r P R.

Πρόταση 1.5.10. 1. Κάθε οµοµορφική εικόνα ενός διαιρετού R-προτύπου, είναι ένα διαιρετό
R-πρότυπο.

2. ΄Ενα ευθύ άθροισµα διαιρετών R-προτύπων είναι διαιρετό R-πρότυπο και ένας ευθύς προσθε-
τέος ενός διαιρετού R-προτύπου είναι διαιρετό R-πρότυπο.

Απόδειξη. 1. Ας είναι M ένα διαιρετό αριστερό R-πρότυπο και g : M ÝÑ N ένας οµοµορφι-
σµός αριστερών R-προτύπων. Τότε M “ rM για κάθε µη µηδενικό r P R. Λαµβάνοντας
υπ΄ όψιν ότι g : M ÝÑ N είναι ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων καθώς και την
τελευταία ισότητα προκύπτει ότι

gpMq “ gprMq “ rgpMq, για κάθε µη µηδενικό r P R.

Ως εκ τούτου gpMq είναι ένα διαιρετό R-πρότυπο.

2. Ας είναι N1, N2, . . . , Nk διαιρετά αριστερά R-προτύπα και M το ευθύ άθροισµα αυτών.
Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι M “ N1 ‘ N2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Nk υπάρχει στοιχείο m P M το οποίο
γράφεται κατά µοναδικό τρόπο ως m “ n1 ` n2 ` ¨ ¨ ¨ ` nk µε ni P Ni για i “ 1p1qk.
∆οθέντος ενός µη µηδενικού στοιχείου r P R και στοιχείων n1i P Ni υπάρχουν στοιχεία
ni P Ni τέτοια ώστε rni “ n1i. ΄Ετσι, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τα παραπάνω έπεται ότι

rm “ rpn1 ` n2 ` ¨ ¨ ¨ ` nkq “ rn1 ` rn2 ` ¨ ¨ ¨ ` rnk “ n11 ` n
1
2 ` ¨ ¨ ¨ ` n

1
k “ m1.
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Ως εκ τούτου rM “ M . ΄Ετσι, το M “ N1 ‘N2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Nk είναι ένα διαιρετό R-πρότυπο.
΄Οσον αφορά τον ευθύ προσθετέο ενός διαιρετού R-προτύπου υποθέτουµε ότι N είναι ευθύς
προσθετέος ενός διαιρετούR-προτύπουM . ΤότεM “ N‘K όπουK είναι ένα υποπρότυπο
του M . Εφόσον το M είναι ένα διαιρετό R-πρότυπο εξ΄ ορισµού έπεται ότι rM “ M για
κάθε µη µηδενικό r P R. Συνδυάζοντας τις τελευταίες δύο ισότητες προκύπτει ότι

rpN ‘Kq “ N ‘K

και κατ΄ επέκταση ότι
rN ‘ rK “ N ‘K.

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την τελευταία ισότητα έπεται ότι rN “ N για κάθε µη µηδενικό r P R.
Ως εκ τούτου το N είναι ένα διαιρετό R-πρότυπο. �

Ευθύς αµέσως παραθέτουµε ορισµένα παραδείγµατα διαιρετών R-προτύπων.

Παράδειγµα 1.5.11. 1. Το σώµα των ϱητών Q εάν ιδωθεί ως Z-πρότυπο είναι διαιρετό. Πράγ-
µατι, ϑεωρούµε το σύνολο των ϱητών

Q “
"

α

β
|α P Z και β P N

*

Ας είναι x “ α
β P Q και r P Z. Τότε :

rx “ r
α

β
“
rα

β
“
γ

β
, όπου γ “ rα P Z και β P N.

΄Ετσι, rx “ γ
β “ x1 µε x1 P Q. Ως εκ τούτου το σώµα των ϱητών Q είναι ένα διαιρετό

Z-πρότυπο.

2. Ας είναι p ένας πρώτος και Zp8 “
!

b
pn ` Z | b P Z και n “ 0, 1, 2, . . .

)

. Το Zp8 εάν ιδωθεί

ως Z-πρότυπο είναι διαιρετό. Πράγµατι, ας είναι x P Zp8 και z P Z. Τότε x “ b
pn `Z. ΄Ετσι,

zx “ zp
b

pn
` Zq “

zb

pn
` Z “

z1

pn
` Z P Q{Z, µε z1 “ zb P Z.

Συνεπώς, zx “ z1

pn ` Z “ z2 όπου z2 P Zp8 . Ως εκ τούτου zZp8 “ Zp8 , γεγονός που
αποδεικνύει ότι το Z-πρότυπο Zp8 είναι διαιρετό.

Σχόλιο 1.5.12. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν το πρώτο σκέλος του Παραδείγµατος 1.5.11 καθώς και το
δεύτερο σκέλος της Πρότασης 1.5.10 έπεται ότι το ευθύ άθροισµα Qp∆q των Z-διαιρετών προτύπων
Q είναι Z-διαιρετό πρότυπο για ένα αυθαίρετο σύνολο ∆. Επιπλέον δοθείσης µιας υποοµάδας
N του Qp∆q το Qp∆q{N είναι Z-διαιρετό καθώς για κάθε στοιχείο z P Z ισχύει ότι ZQp∆q{N “

Qp∆q{N .

Η ακόλουθη Πρόταση υποδηλώνει ότι υπεράνω µιας περιοχής κυρίων ιδεωδών η έννοια του
«ενέσιµου προτύπου» είναι ισοδύναµη της έννοιας του «διαιρετού προτύπου».

Πρόταση 1.5.13. Ας είναι R µία περιοχή κύριων ιδεωδών. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο M είναι
ενέσιµο αν και µόνο αν είναι διαιρετό.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι το αριστερό R-πρότυπο M είναι ενέσιµο, και έστω x P M και r P R,
r ‰ 0. Αν s, s1 P R, και sr “ s1r, τότε ps´ s1qr “ 0. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο δακτύλιος R είναι
µια περιοχή κύριων ιδεωδών και r ‰ 0 έπεται ότι s ´ s1 “ 0 ή ισοδύναµα ότι s “ s1. Ορίζουµε
λοιπόν απεικόνιση

f : xry ÝÑM, sr ÞÝÑ sx,
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για κάθε s P R. Η απεικόνιση f είναι προφανώς ένας καλά ορισµένος οµοµορφισµός αριστερών
R-προτύπων. Εφόσον το M είναι ενέσιµο και το xry είναι ένα αριστερό ιδεώδες του R σύµφωνα
µε το κριτήριο του Baer µπορούµε να επεκτείνουµε τον f σε έναν οµοµορφισµό αριστερών R-
προτύπων g : R ÝÑ M έτσι ώστε x “ fprq “ gprq “ gpr ¨ 1q “ rgp1q. Ως εκ τούτου, το αριστερό
R-πρότυπο M είναι διαιρετό.

Αντίστροφα, υποθέτουµε τώρα ότι το αριστερό R-πρότυπο M είναι διαιρετό. Ας είναι I ένα µη
µηδενικό αριστερό ιδεώδες του R και f : I ÝÑ M ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων.
Εφόσον ο δακτύλιος R είναι περιοχή κύριων ιδεωδών, υπάρχει κάποιο s P R, s ‰ 0, έτσι ώστε
I “ xsy. Επιπλέον, αφού το M είναι διαιρετό και το s ‰ 0, υπάρχει κάποιο x P M , τέτοιο ώστε
fpsq “ sx. Ορίζουµε έναν οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων g : R ÝÑM , ϑέτοντας gprq “ rx
για κάθε r P R. Τότε για κάθε y “ r1s P I, έχουµε ότι

gpyq “ gpr1sq “ pr1sqx “ r1psxq “ r1fpsq “ fpr1sq “ fpyq,

και άρα, ότι g|I “ f . ΄Ετσι, κάνοντας χρήση του κριτηρίου του Baer, συµπεραίνουµε ότι το M
είναι ενέσιµο. �

Πρόταση 1.5.14. 1. Κάθε αβελιανή οµάδα µπορεί να εµφυτευτεί σε µία ενέσιµη αβελιανή ο-
µάδα.

2. Εάν Q είναι ένα ενέσιµο Z-πρότυπο τότε HomZpR,Qq είναι ένα ενέσιµο R-πρότυπο.

Απόδειξη. 1. Ας είναιM ένα αριστερόR-πρότυπο. Θεωρούµε τον επιµορφισµό φ : F rxs ÝÑM
όπου F είναι ένα ελεύθερο R-πρότυπο. Τότε F » Z∆. ΄Ετσι, ο φ : Zp∆q ÝÑ M είναι «επί».
Τότε από το πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών προκύπτει ότι

M » Zp∆q{Ker φ Ĺ Qp∆q{Ker φ

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν το Σχόλιο 1.5.12. το Qp∆q{Ker φ είναι Z-διαιρετό πρότυπο. Ως εκ
τούτου σύµφωνα µε την Πρόταση 1.5.13. το Qp∆q{Ker φ είναι ένα ενέσιµο Z-πρότυπο.

2. Ας είναιQ ένα ενέσιµο Z-πρότυπο, f : A ÝÑ B ένας µονοµορφισµός αριστερώνR-προτύπων
και g : A ÝÑ HomZpR,Qq ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων. Θα αποδείξουµε
ότι υπάρχει οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων h : B ÝÑ HomZpR,Qq τέτοιος ώστε το
ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

0 // A

g

��

f // B

D h
zz

HomZpR,Qq.

Ορίζουµε τον g1 : A ÝÑ Q ως g1pαq “ gpαqp1Rq για κάθε στοιχείο α P A. Υποθέτουµε
ότι α “ α1. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός g : A ÝÑ HomZpR,Qq είναι καλά
ορισµένος έπεται ότι gpαq “ gpα1q. Ως εκ τούτου, gpαqp1Rq “ gpα1qp1Rq και κατ΄ επέκταση
g1pαq “ g1pα1q. ΄Ετσι, ο µορφισµός g1 : A ÝÑ Q είναι καλά ορισµένος. Εφόσον ο µορφισµός
g : A ÝÑ HomZpR,Qq είναι ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων για κάθε α, α1 P A
και n P Z προκύπτει ότι

gpα` α1q “ gpαq ` gpα1q

και
gpnαq “ ngpαq

Ως εκ τούτου

pgpα` α1qqp1Rq “ pgpαq ` gpα
1qqp1Rq “ gpαqp1Rq ` gpα

1qp1Rq



1.5. ΕΝΕΣΙΜΑ ΚΑΙ ΠΡΟΒΟΛΙΚΑ ΠΡΟΤΥΠΑ 73

και
gpnαqp1Rq “ pngpαqqp1Rq “ npgpαqp1Rqq.

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον ορισµό του g1 από τις τελευταίες ισότητες προκύπτει ότι

g1pα` α1q “ g1pαq ` g1pα1q

και
g1pnαq “ ng1pαq.

για κάθε α, α1 P A και n P Z. Ως εκ τούτου g1 : A ÝÑ Q είναι ένας οµοµορφισµός
αριστερών R-προτύπων και κατ΄ επέκταση ανήκει στο HomZpA,Qq. Εφόσον το Q είναι ένα
ενέσιµο R-πρότυπο δοθέντος του µονοµορφισµού αριστερών R-προτύπων f : A ÝÑ B και
του οµοµορφισµού αριστερών R-προτύπων g1 : A ÝÑ Q υπάρχει οµοµορφισµός αριστερών
R-προτύπων h1 : B ÝÑ Q τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

0 // A

g1

��

f // B

D h1

~~
Q.

΄Ετσι, h1 ˝ f “ g1. Κατόπιν, ορίζουµε τον µορφισµό h : B ÝÑ HomZpR,Qq ως hpbqprq “
h1prbq, για κάθε b P B και r P R. Υποθέτουµε ότι b “ b1. Τότε rb “ rb1. Εφόσον ο
µορφισµός h1 είναι καλά ορισµένος προκύπτει h1prbq “ h1prb1q. Ως εκ τούτου hpbqprq “
hpb1qprq για κάθε r P R. ΄Ετσι, hpbq “ hpb1q γεγονός που αποδεικνύει ότι ο µορφισµός
h : B ÝÑ HomZpR,Qq είναι καλά ορισµένος. Ας είναι b, b1 P B και r, r1 P R. Λαµβάνοντας
υπ΄ όψιν ότι h1 : B ÝÑ Q είναι ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων προκύπτει ότι

hpb` b1qprq “ h1prpb` b1qq “ h1prb` rb1q “ hpbqprq ` hpb1qprq “ phpbq ` hpb1qqprq

και
hprbqpr1q “ h1prr1bq “ rhpr1bq “ rphpbqpr1qq “ prhpbqqpr1q

για κάθε r, r1 P R. ΄Ετσι,
hpb` b1q “ hpbq ` hpb1q

και
hprbq “ rhpbq

γεγονός που αποδεικνύει ότι ο µορφισµός h : B ÝÑ HomZpR,Qq είναι ένας οµοµορφισµός
αριστερών R-προτύπων. Μας αποµένει να αποδείξουµε ότι h ˝ f “ g. Ισοδύναµα αρκεί να
δείξουµε ότι gpαq “ hpfpαqq για κάθε α P A. Υποθέτουµε ότι r P R. Τότε

hpfpαqqprq “ h1prfpαqq “ h1pfprαqq “ ph1˝fqprαq “ g1prαq “ prgpαqqp1Rq “ gpαqpr1Rq “

“ gpαqprq

Σηµειώνουµε ότι οι ισότητες prgpαqqp1Rq “ gpαqpr1Rq “ gpαqprq προκύπτουν από το γεγο-
νός ότι η αβελιανή οµάδα HomZpR,Qq είναι ένα αριστερό R-πρότυπο µε αριστερή δράση

Rˆ HomZpR,Qq ÝÑ HomZpR,Qq, pr, fq ÞÝÑ rf

όπου rf : R ÝÑ Q µε prfqpr1q :“ fprr1q. ΄Ετσι, h ˝ f “ g. Συνεπώς HomZpR,Qq είναι ένα
ενέσιµο R-πρότυπο. �

Ως άµεση συνέπεια της Πρότασης 1.5.14 λαµβάνουµε ότι :
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Πόρισµα 1.5.15. Ας είναιG µία διαιρετή αβελιανή οµάδα. Τότε για κάθε δακτύλιοR τοHomZpR,Gq
είναι ένα ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο.

΄Ετσι, έχουµε ϑέσει τις ϐάσεις για την απόδειξη του ακόλουθου ϑεωρήµατος.

Θεώρηµα 1.5.16. Κάθε αριστερό R-πρότυπο M µπορεί να εµφυτευθεί σε ένα ενέσιµο αριστερό
R-πρότυπο E.

Απόδειξη. Ας είναι M ένα αριστερό R-πρότυπο. Εάν το M ιδωθεί ως αβελιανή οµάδα, τότε η
Πρόταση 1.5.14 µας εξασφαλίζει µια ενέσιµη αβελιανή οµάδα G, και µια εµφύτευση αβελιανών
οµάδων i : M ÝÑ G. Τότε λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο συναλλοίωτος συναρτητής HomZpR,´q
είναι αριστερά ακριβής, ο επαγόµενος οµοµορφισµός i˚ : HomZpR,Mq ÝÑ HomZpR,Gq είναι
µονοµορφισµός. ΄Οµως,

M – HomRpR,Mq Ď HomZpR,Mq.

΄Ετσι, χρησιµοποιώντας το Πόρισµα 1.5.15, έχουµε ότι το M εµφυτεύεται ως αβελιανή οµάδα, στο
ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο HomZpR,Gq. Επιπλέον, εύκολα προκύπτει ότι η εµφύτευση αυτή
είναι ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων και ως εκ τούτου λαµβάνουµε το Ϲητούµενο. �

Πρόταση 1.5.17. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο E είναι ενέσιµο αν και µόνο αν ο αντισυναλλοίωτος
συναρτητής HomRp´, Eq : R-Mod ÝÑ Ab είναι ακριβής.

Απόδειξη. Ας είναι E ένα ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο. Θα αποδείξουµε ότι ο αντισυναλλοίωτος
συναρτητής HomRp´, Eq είναι ακριβής. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο HomRp´, Eq είναι πάντα
αριστερά ακριβής, αρκεί να δείξουµε ότι ο HomRp´, Eq είναι δεξιά ακριβής. ΄Εστω

0 ÝÑ L
f
ÝÑM

g
ÝÑ N ÝÑ 0

µια σύντοµη ακριβής ακολουθία αριστερών R-προτύπων. Τότε η επαγόµενη ακολουθία αβελιανών
οµάδων

0 ÝÑ HomRpN,Eq
g‹

ÝÑ HomRpM,Eq
f‹

ÝÑ HomRpL,Eq,

είναι ακριβής, καθώς ο αντισυναλλοίωτος συναρτητής HomRp´, Eq είναι αριστερά ακριβής. Εφό-
σον το E είναι ενέσιµο και ο µορφισµός f είναι µονοµορφισµός, για κάθε οµοµορφισµό αριστερών
R-προτύπων h : L ÝÑ E, υπάρχει οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων k : M ÝÑ E έτσι ώστε
h “ k ˝ f “ f‹pkq. Συνεπώς, ο f‹ είναι ένας επιµορφισµός και κατ΄ επέκταση ο αντισυναλλοίωτος
συναρτητής HomRp´, Eq είναι δεξιά ακριβής.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι ο αντισυναλλοίωτος συναρτητής HomRp´, Eq είναι ακριβής. Ας
είναι f : L ÝÑ M ένας µονοµορφισµός αριστερών R-προτύπων και h : L ÝÑ E ένας οµοµορφι-
σµός αριστερών R-προτύπων. Εφαρµόζοντας τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή HomRp´, Eq, στην
σύντοµη ακριβή ακολουθία

0 ÝÑ L
f
ÝÑM

π
ÝÑM{L ÝÑ 0,

εξ΄ υποθέσεως εξασφαλίζεται ότι η ακολουθία αβελιανών οµάδων

0 ÝÑ HomRpM{L,Eq
π‹
ÝÑ HomRpM,Eq

f‹

ÝÑ HomRpL,Eq ÝÑ 0,

είναι ακριβής. ΄Ετσι, εφόσον h P HomRpL,Eq, υπάρχει οµοµορφισµός k P HomRpM,Eq τέτοιος
ώστε h “ f‹pkq “ k ˝ f “ h. Ως εκ τούτου, το ακόλουθο διάγραµµα

0 // L

h

��

f // M

D k

~~
E

είναι µεταθετικό. Συνεπώς, το αριστερό R-πρότυπο M είναι ενέσιµο. �
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Σχόλιο 1.5.18. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την Πρόταση 1.5.17 προκύπτει ότι τα ενέσιµα αριστερά R-
πρότυπα, είναι ακριβώς τα αριστερά R-πρότυπα E, για τα οποία ο αντισυναλλοίωτος συναρτητής
HomRp´, Eq στέλνει µονοµορφισµούς σε επιµορφισµούς. ∆ιαφορετικά, το αριστερό R-πρότυπο E
είναι ενέσιµο αν και µόνο αν για κάθε ακριβή ακολουθία 0 ÝÑ N1

g
ÝÑ N2 αριστερώνR-προτύπων,

η ακολουθία αβελιανών οµάδων HomRpN2, Eq
g‹

ÝÑ HomRpN1, Eq ÝÑ 0 είναι ακριβής.

Πρόταση 1.5.19. Ας είναι tMαuαP∆ µία οικογένεια αριστερώνR-προτύπων. Τότε για κάθε αριστερό
R-πρότυπο N, ισχύει ότι :

1. HomR

´

À

αP∆Mα, N
¯

–
ś

αP∆ HomRpMα, Nq.

2. HomR

´

N,
ś

αP∆Mα

¯

–
ś

αP∆ HomRpN,Mαq.

Επιπλέον, για κάθε πεπερασµένα παραγόµενο αριστερό R-πρότυπο N, ισχύει ότι :

3. HomR

´

N,
À

αP∆Mα

¯

–
À

αP∆ HomRpN,Mαq.

Απόδειξη. 1. Ας είναι N ένα αριστερό R-πρότυπο. Ορίζουµε :

Φ: HomR

´

à

αP∆

Mα, N
¯

ÝÑ
ź

αP∆

HomRpMα, Nq, f ÞÝÑ pf ˝ iαq,

όπου iα : Mα ÝÑ ‘αP∆Mα είναι η κανονική έγκλειση για κάθε α P ∆. Για κάθε f, g P
HomR

´

À

αP∆Mα, N
¯

έχουµε:

Φpf ` gq “ ppf ` gq ˝ iαq “ pf ˝ iα ` g ˝ iαq “ pf ˝ iαq ` pg ˝ iαq “ Φpfq ` Φpgq.

Ως εκ τούτου ο Φ είναι ένας οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων. Υποθέτουµε ότι pfαq P
ś

αP∆ HomRpMα, Nq, όπου κάθε fα : Mα ÝÑ N για α P ∆ είναι ένας οµοµορφισµός
αριστερών R-προτύπων. Τότε από την καθολική ιδιότητα του ευθέος αθροίσµατος, υπάρχει
µοναδικός οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων f :

À

αP∆Mα ÝÑ N, τέτοιος ώστε f ˝
iα “ fα για κάθε α P ∆. Συνεπώς, παίρνουµε ότι Φpfq “ pf ˝ iαq “ pfαq. Εφόσον η
επιλογή της ακολουθίας pfαq P

ś

αP∆ HomRpMα, Nq ήταν τυχαία, έπεται ότι ο Φ είναι
«επί». Μας αποµένει να αποδείξουµε ότι ο Φ είναι «1-1». Υποθέτουµε ότι Φpfq “ 0 “ p0q.
Τότε pf ˝ iαq “ p0q και κατ΄ επέκταση f ˝ iα “ 0, @α P ∆. ΄Εστω x P ‘αP∆Mα. Τότε
x “

ř

αP∆ iαpxαq. ΄Ετσι, fpxq “ fp
ř

αP∆ iαpxαqq “
ř

αP∆ fpiαpxαqq “ 0. Ως εκ τούτου,
f “ 0. Συνεπώς, ο Φ είναι «1-1». Συνοψίζοντας ο Φ ως «1-1» και «επί» οµοµορφισµός
αβελιανών οµάδων, είναι ένας ισοµορφισµός αβελιανών οµάδων.

2. Θεωρούµε ένα αριστερό R-πρότυπο N, και ορίζουµε :

Ψ: HomR

´

N,
ź

αP∆

Mα

¯

ÝÑ
ź

αP∆

HomRpN,Mαq, g ÞÝÑ p$α ˝ gq,

όπου $α :
ś

αP∆Mα ÝÑ Mα είναι η κανονική προβολή για κάθε α P ∆. Για κάθε f, g P

HomR

´

N,
ś

αP∆Mα

¯

έχουµε:

Ψpf ` gq “ p$α ˝ pf ` gqq “ p$α ˝ f `$α ˝ gq “ p$α ˝ fq ` p$α ˝ gq “ Ψpfq `Ψpgq.

Ως εκ τούτου ο Ψ είναι ένας οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων. Υποθέτουµε ότι pgαq P
ś

αP∆ HomRpN,Mαq, όπου κάθε gα : N ÝÑ Mα για α P ∆ είναι ένας οµοµορφισµός
αριστερών R-προτύπων. Τότε από την καθολική ιδιότητα του ευθέος γινοµένου, υπάρχει
µοναδικός οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων g : N ÝÑ

ś

αP∆Mα, τέτοιος ώστε $α ˝

g “ gα, @α P ∆. Συνεπώς, παίρνουµε ότι Ψpgq “ p$α ˝ gq “ pgαq. Εφόσον η επιλογή
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της ακολουθίας pgαq P
ś

αP∆ HomRpN,Mαq ήταν τυχαία, έπεται ότι ο Ψ είναι «επί». Μας
αποµένει να αποδείξουµε ότι ο Ψ είναι «1-1». Υποθέτουµε ότι Ψpfq “ 0 “ p0q. Τότε
p$α ˝ fq “ p0q και κατ΄ επέκταση $α ˝ f “ 0, @α P ∆. ΄Ετσι, $αpfpxqq “ 0, @x P N και
@α P ∆. ΄Οµως, fpxq “ pψβq P

ś

βP∆Mβ. ΄Αρα, $αpfpxqq “ $αppψβqq “ 0,@α P ∆. ΄Ετσι,

$αppψβqq “

#

0 , εάν α ‰ β

ψβ , εάν α “ β

Συνεπώς, ψβ “ 0, @β P ∆. ΄Ετσι, fpxq “ pψβq “ p0q “ 0,@x P N και κατ΄ επέκταση f “ 0.
Ως εκ τούτου ο Ψ είναι «1-1». Συνοψίζοντας ο Ψ ως «1-1» και «επί» οµοµορφισµός αβελιανών
οµάδων, είναι ένας ισοµορφισµός αβελιανών οµάδων.

3. Ας είναι N ένα πεπερασµένα παραγόµενο αριστερό R-πρότυπο. Τότε η οικογένεια οµοµορ-
ϕισµών Mα ÝÑ ‘αP∆Mα µεταξύ R-προτύπων, επάγει µια οικογένεια οµοµορφισµών

HomRpN, iαq : HomRpN,Mαq ÝÑ HomRpN,‘αP∆Mαq

µεταξύ αβελιανών οµάδων. Από την καθολική ιδιότητα του ευθέος αθροίσµατος tjα :
HomRpN,Mαq ÝÑ ‘αP∆ HomRpN,MαquαP∆ της οικογένειας αβελιανών οµάδων tHomRpN,
MαquαP∆, έπεται ότι υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων

P :
à

αP∆

HomRpN,Mαq ÝÑ HomR

´

N,
à

αP∆

Mα

¯

τέτοιος ώστε : P ˝ jα “ HomRpN, iαq, @α P ∆. Κατά προφανή τρόπο ο οµοµορφισµός P
ορίζεται ως εξής : Για τυχόν στοιχείο

ř

aP∆ japfaq “ pfaqaP∆ P
À

αP∆ HomRpN,Mαq, όπου
fa “ 0, @a P ∆ εκτός από πεπερασµένο πλήθος δεικτών, έχουµε:

P p
ÿ

aP∆

japfaqq : N ÝÑ
à

aP∆

Ma, P p
ÿ

aP∆

japfaqqpxq “
ÿ

aP∆

iapfapxqq.

Ο οµοµορφισµός P είναι πάντα µονοµορφισµός αβελιανών οµάδων. Πράγµατι, υποθέτουµε
ότι P p

ř

aP∆ japfaqq “ 0. Τότε για κάθε x P N , ϑα έχουµε P p
ř

aP∆ japfaqqpxq “ 0 και
εποµένως

ř

aP∆ iapfapxqq “ 0. Προφανώς τότε, @a P ∆: fapxq “ 0, @x P N . Αυτό σηµαίνει
ότι fa “ 0, @a P ∆ και εποµένως

ř

aP∆ japfaq “ 0. Ως εκ τούτου ο οµοµορφισµός P είναι
µονοµορφισµός. Θα δείξουµε ότι εάν το R-πρότυπο N είναι πεπερασµένα παραγόµενο, τότε
ο οµοµορφισµός P είναι επιµορφισµός. ΄Εστω tx1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnu ένα σύνολο γεννητόρων του
N . Τότε ϑα έχουµε N “ Rx1 ` Rx2 ` ¨ ¨ ¨ ` Rxn. ΄Εστω f : N ÝÑ ‘aP∆Ma ένας οµοµορ-
ϕισµός προτύπων. Τότε προφανώς, για κάθε i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n το στοιχείο fpxiq P ‘aPΓiMa,
όπου Γi Ď ∆ είναι ένα πεπερασµένο υποσύνολο του ∆. Τότε το σύνολο Γ “ Yni“1Γi είναι
πεπερασµένο και επιπλέον ϑα έχουµε ότι fpxiq P ‘aPΓMa. Εποµένως χρησιµοποιώντας ότι
η απεικόνιση f είναι οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων και ότι το σύνολο tx1, ¨ ¨ ¨ , xnu
είναι σύνολο γεννητόρων τουN , έπεται ότι fpNq Ď ‘aPΓMa. Αυτό σηµαίνει ότι ο οµοµορφι-
σµός f αναλύεται ως f “ ιΓ ˝g, όπου ιΓ : ‘aPΓMa ÝÑ ‘aP∆Ma είναι η κανονική έγκλειση
και gpxq “ fpxq, @x P N . Ορίζουµε οµοµορφισµούς αριστερώνR-προτύπων fa : N ÝÑMa,
@a P ∆ ως εξής : Εάν a P ∆zΓ, ϑέτουµε fa “ 0 και εάν a P Γ, τότε fa “ πa ˝ g, όπου
πa : ‘aP∆ Ma ÝÑ Ma. ΄Ετσι, αποκτούµε ένα στοιχείο pfaqaP∆ P

À

αP∆ HomRpN,Mαq και
προφανώς εκ κατασκευής ϑα έχουµε P p

ř

aP∆ japfaqq “ f . Εποµένως, ο οµοµορφισµός
αβελιανών οµάδων P είναι επιµορφισµός. ΄Ετσι, σύµφωνα µε τα παραπάνω ο οµοµορφισµός
αβελιανών οµάδων P είναι ισοµορφισµός. �

Παρατήρηση 1.5.20. 1. Ο οµοµορφισµός P στο τρίτο σκέλος της Πρότασης 1.5.19 µπορεί να
είναι µονοµορφισµός χωρίς την προϋπόθεση το πρότυπο N να είναι πεπερασµένα παραγό-
µενο.
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2. Ας είναι tfα : Mα ÝÑ NαuαP∆ µια οικογένεια οµοµορφισµών αριστερών R-προτύπων. Τότε
επάγονται οι ακόλουθοι οµοµορφισµοί αριστερών R-προτύπων:

ź

αP∆
fα :

ź

αP∆
Mα ÝÑ

ź

αP∆
Nα, pxαq ÞÝÑ pfαpxαqq,

και
à

αP∆
fα :

à

αP∆
Mα ÝÑ

à

αP∆
Nα, pxαq ÞÝÑ pfαpxαqq.

Εύκολα προκύπτει ότι, εάν οι fα είναι µονοµορφισµοί (αντίστοιχα επιµορφισµοί, ισοµορφι-
σµοί) τότε οι

ś

αP∆ fα και
À

αP∆ fα είναι εξίσου µονοµορφισµοί (αντίστοιχα επιµορφισµοί,
ισοµορφισµοί).

Πρόταση 1.5.21. Ας είναι tMαuαP∆ µία οικογένεια αριστερών R-προτύπων. Το ευθύ γινόµενο
ś

αP∆Mα είναι ενέσιµο αν και µόνο αν κάθε Mα, για α P ∆, είναι ενέσιµο.

Απόδειξη. Ας είναι 0 ÝÑ N1
g
ÝÑ N2 µια ακριβής ακολουθία αριστερών R-προτύπων. Για κάθε

α P ∆, ϑεωρούµε τον επαγόµενο οµοµορφισµό αβελιανών οµάδων

g‹α : HomRpN2,Mαq ÝÑ HomRpN1,Mαq, f ÞÝÑ f ˝ gα.

Εάν το αριστερό R-πρότυπο
ś

αP∆Ma είναι ενέσιµο, τότε η επαγόµενη ακολουθία αβελιανών
οµάδων

HomRpN2,
ź

αP∆

Mαq
g‹

ÝÑ HomRpN1,
ź

αP∆

Mαq ÝÑ 0, (1.3)

είναι ακριβής. Η Πρόταση 1.5.19 µας εξασφαλίζει ότι η ακριβής ακολουθία (1.3) είναι ισόµορφη
µε την ακολουθία

ź

αP∆

HomRpN2,Mαq

ś

g‹α
ÝÑ

ź

αP∆

HomRpN2,Mαq ÝÑ 0. (1.4)

Ως εκ τούτου, έπεται ότι η ακολουθία αβελιανών οµάδων (1.4) είναι εξίσου ακριβής. ΄Ετσι, ϑεωρώ-
ντας για κάθε α P ∆ το µεταθετικό και ακριβές διάγραµµα:

ś

αP∆ HomRpN2,Mαq

πα

��

ś

g‹α // ś
αP∆ HomRpN2,Mαq

π1α
��

// 0

HomRpN2,Mαq
g‹α

// HomRpN2,Mαq

όπου πα και π1α είναι οι κανονικές προβολές, λαµβάνουµε ότι ο οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων
g‹α είναι επιµορφισµός για κάθε α P ∆. Συνεπώς, τα αριστερά R-πρότυπα Mα είναι ενέσιµα για
κάθε α P ∆.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι τα Mα είναι ενέσιµα, @α P ∆. Τότε ο οµοµορφισµός αβελιανών
οµάδων g‹α είναι επιµορφισµός, @α P ∆. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν το αποτέλεσµα αυτό καθώς και το
δεύτερο σκέλος της Παρατήρησης 1.5.20, συµπεραίνουµε ότι η ακολουθία αβελιανών οµάδων (1.4)
είναι ακριβής. Εποµένως, η ακολουθία αβελιανών οµάδων (1.3) είναι εξίσου ακριβής, ως ισόµορφη
µε την ακριβή ακολουθία (1.4). Ως εκ τούτου, προκύπτει ότι το ευθύ γινόµενο

ś

αP∆Mα είναι
ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο. �

΄Αµεση συνέπεια της Πρότασης 1.5.21 είναι το ακόλουθο Πόρισµα.

Πόρισµα 1.5.22. 1. ΄Ενα πεπερασµένο ευθύ άθροισµα από ενέσιµα αριστερά R-πρότυπα είναι
ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο.

2. ΄Ενας ευθύς προσθετέος ενός ενέσιµου αριστερού R-προτύπου είναι ενέσιµο αριστερό R-
πρότυπο.
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Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν το πρώτο σκέλος του Πορίσµατος 1.5.22 είναι λογικό να διερωτηθεί
κανείς εάν ένα άπειρο ευθύ άθροισµα από ενέσιµαR-πρότυπα είναι εξίσου ενέσιµο. Την απάντηση
δίνει η ακόλουθη Παρατήρηση.

Παρατήρηση 1.5.23. ΄Ενα άπειρο ευθύ άθροισµα ενέσιµων προτύπων υπεράνω ενός τυχόντος
δακτυλίου δεν είναι απαραίτητα ενέσιµο πρότυπο. Ωστόσο, εάν πρόκειται για δακτύλιο της Noe-
ther τότε κάθε ευθύ άθροισµα ενέσιµων προτύπων είναι ενέσιµο πρότυπο. Ειδικότερα, η τελευταία
ιδιότητα αποτελεί κριτήριο τέτοιο ώστε να χαρακτηριστεί ένας δακτύλιος ως δακτύλιος της Noether,
ϐλέπε [33].

Ολοκληρώνουµε την αναφορά µας στα ενέσιµα πρότυπα µε την ακόλουθη Πρόταση η οποία
αποτελεί µια ικανή και αναγκαία συνθήκη έτσι ώστε ένα πρότυπο να είναι ενέσιµο.

Πρόταση 1.5.24. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο E είναι ενέσιµο αν και µόνο αν κάθε σύντοµη ακριβής
ακολουθία 0 ÝÑ E ÝÑ B ÝÑ C ÝÑ 0 διασπάται.

Απόδειξη. Ας είναι E ένα αριστερό R-πρότυπο το οποίο είναι ενέσιµο και

0 ÝÑ E
f
ÝÑ B ÝÑ C ÝÑ 0, (1.5)

µια σύντοµη ακριβής ακολουθία αριστερών R-προτύπων. Τότε υπάρχει οµοµορφισµός αριστερών
R-προτύπων g : B ÝÑ E τέτοιος ώστε g ˝ f “ 1E . Ως εκ τούτου, η σύντοµη ακριβής ακολουθία
(1.5) ως αριστερά διασπάσιµη είναι διασπάσιµη. Αντίστροφα, υποθέτουµε τώρα ότι κάθε σύντοµη
ακριβής ακολουθία της µορφής (1.5) διασπάται. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι κάθε πρότυπο εµφυ-
τεύεται σε ένα ενέσιµο πρότυπο, υπάρχει µια σύντοµη ακριβής ακολουθία αριστερών R-προτύπων

0 ÝÑ E ÝÑ H ÝÑ C ÝÑ 0,

όπου H είναι ενέσιµο. Τότε εξ΄ υποθέσεως η τελευταία ακολουθία είναι διασπάσιµη, και κατ΄
επέκταση το E είναι ευθύς προσθετέος του H. ΄Ετσι, χρησιµοποιώντας το δεύτερο σκέλος του
Πορίσµατος 1.5.22 συνάγεται ότι το αριστερό R-πρότυπο E είναι ενέσιµο. �

Εν συνεχεία επικεντρωνόµαστε στην µελέτη των προβολικών αριστερών R-προτύπων και των
ιδιοτήτων αυτών. Η κλάση των προβολικών αριστερώνR-προτύπων είναι δυϊκή της κλάσης των ενέ-
σιµων αριστερών R-προτύπων. Ως εκ τούτου οι ιδιότητες των προβολικών αριστερών R-προτύπων
προκύπτουν ως δυϊκές αυτών των ενέσιµων αριστερών R-προτύπων.

Ορισµός 1.5.25. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο P καλείται προβολικό (projective) εάν για κάθε
επιµορφισµό αριστερών R-προτύπων ψ : A ÝÑ B και κάθε οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων
f : P ÝÑ B, υπάρχει οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων g : P ÝÑ A τέτοιος ώστε το ακόλουθο
διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

P

g

��

f

��
A

ψ
// B // 0

Η ακόλουθη Πρόταση υποδηλώνει ότι η κλάση όλων των προβολικών αριστερών R-προτύπων
είναι κλειστή στους ισοµορφισµούς.

Πρόταση 1.5.26. Ας είναι M και N δύο αριστερά R-πρότυπα τέτοια ώστε το M να είναι ισόµορφο
µε το N . Τότε το πρότυπο M είναι προβολικό αν και µόνο αν το πρότυπο N είναι προβολικό.

Απόδειξη. Είναι δυϊκή της απόδειξης της Πρότασης 1.5.3. �
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Πρόταση 1.5.27. Ας είναι P ένα προβολικό αριστερό R-πρότυπο και f : N ÝÑ P ένας επιµορφι-
σµός αριστερών R-προτύπων. Τότε το P είναι ευθύς προσθετέος του N .

Απόδειξη. Ας είναι P ένα προβολικό αριστερό R-πρότυπο και f : N ÝÑ P ένας επιµορφισµός
αριστερών R-προτύπων. Τότε υπάρχει οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων g : P ÝÑ N , τέτοιος
ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

P

g

~~

1P

��
N

f
// P // 0

Ως εκ τούτου, ο επιµορφισµός f είναι διασπάσιµος, και κατ΄ επέκταση υπάρχει κάποιο αριστερό
R-πρότυπο K τέτοιο ώστε N – K ‘ P . ΄Ετσι, το P είναι ένας ευθύς προσθετέος του N . �

Ευθύς αµέσως παραθέτουµε ορισµένα παραδείγµατα προβολικών R-προτύπων.

Παράδειγµα 1.5.28. 1. Το µηδενικό πρότυπο είναι κατά τετριµµένο τρόπο προβολικό R-
πρότυπο.

2. Κάθε ελεύθερο πρότυπο είναι προβολικό πρότυπο, (ϐλέπε Πρόταση 1.5.32).

Πρόταση 1.5.29. Ας είναι tMαuαP∆ µία οικογένεια αριστερών R-προτύπων. Το ευθύ άθροισµα
‘αP∆Mα είναι προβολικό αν και µόνο αν κάθε Mα για α P ∆, είναι προβολικό.

Απόδειξη. Είναι δυϊκή της απόδειξης της Πρότασης 1.5.21. �

΄Αµεση συνέπεια της Πρότασης 1.5.29 είναι το ακόλουθο Πόρισµα.

Πόρισµα 1.5.30. ΄Ενας ευθύς προσθετέος ενός προβολικού αριστερού R-προτύπου είναι προβολι-
κό αριστερό R-πρότυπο.

Λήµµα 1.5.31. 1. Ο δακτύλιος R ως αριστερό R-πρότυπο είναι προβολικό.

2. Ο δακτύλιος R ως δεξιό R-πρότυπο είναι προβολικό.

Απόδειξη. 1. Ας είναι h : N2 ÝÑ N1 ένας επιµορφισµός αριστερών R-προτύπων και f : R ÝÑ
N1 ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων. Για να αποδείξουµε ότι ο δακτύλιος R είναι
προβολικό ως αριστερό R-πρότυπο αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει οµοµορφισµός αριστερών
R-προτύπων g : R ÝÑ N2 τέτοιος ώστε h ˝ g “ f . Εάν fp1Rq “ y P N1 τότε λαµβάνοντας
υπ΄ όψιν ότι ο h είναι επιµορφισµός, υπάρχει κάποιο x P N2 µε hpxq “ y. Ως εκ τούτου
ορίζουµε

g : R ÝÑ N2, r ÞÝÑ rx.

Τότε εύκολα προκύπτει ότι ο g είναι ένας καλά ορισµένος οµοµορφισµός αριστερών R-
προτύπων και ότι f “ h ˝ g.

2. Ακολουθώντας την ίδια αποδεικτική διαδικασία µε αυτή του πρώτου σκέλους προκύπτει ότι
ο δακτύλιος R είναι προβολικό ως δεξιό R-πρότυπο. �

Πρόταση 1.5.32. Κάθε ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο είναι προβολικό.
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Απόδειξη. Αν F είναι ένα ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο. Τότε υπάρχει κάποιο σύνολο I έτσι
ώστε RpIq – F . Σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Λήµµατος 1.5.31 ο δακτύλιος R ως αριστερό
R-πρότυπο είναι προβολικό. ΄Ετσι, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την Πρόταση 1.5.29 προκύπτει ότι το
RpIq είναι προβολικό. ΄Οµως σύµφωνα µε την Πρόταση 1.5.26 η κλάση των προβολικών αριστερών
R-προτύπων είναι κλειστή στους ισοµορφισµούς. Ως εκ τούτου το F είναι προβολικό. �

Το αντίστροφο της Πρότασης 1.5.32 δεν ισχύει όπως υποδηλώνει το ακόλουθο Παράδειγµα.

Παράδειγµα 1.5.33. Το Z2 είναι προβολικό Z6-πρότυπο, αλλά δεν είναι ελεύθερο Z6-πρότυπο.
Πράγµατι, ϑεωρούµε τον δακτύλιο Z6 ως Z6-πρότυπο. Τότε ο δακτύλιος Z6 είναι προβολικό ως
Z6-πρότυπο και Z6 – Z2 ‘ Z3. Συνεπώς σύµφωνα µε το Πόρισµα 1.5.30 το Z2 είναι προβολικό
Z6-πρότυπο ως ευθύς προσθετέος του προβολικού Z6-προτύπου Z6. Υποθέτουµε ότι το Z2 είναι
ένα ελεύθερο Z6-πρότυπο. Στην περίπτωση αυτή το Z2 ϑα είχε τουλάχιστον 6 στοιχεία, πράγµα
το οποίο είναι αδύνατο.

Σχόλιο 1.5.34. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την Πρόταση 1.5.32 καθώς και το Παράδειγµα 1.5.33
συµπεραίνουµε ότι η κλάση των ελεύθερων R-προτύπων είναι γνήσια υποκλάση της κλάσης των
προβολικών R-προτύπων. Ωστόσο, υπάρχουν δακτύλιοι όπως για παράδειγµα οι τοπικοί και οι
περιοχές κυρίων ιδεωδών υπεράνω των οποίων η κλάση των ελεύθερων R-προτύπων συµπίπτει µε
την κλάση των προβολικών R-προτύπων.

Πρόταση 1.5.35. Κάθε αριστερόR-πρότυποM είναι οµοµορφική εικόνα ενός ελεύθερου αριστερού
R-προτύπου. Επιπροσθέτως, εάν το M είναι πεπερασµένα παραγόµενο τότε το ελεύθερο αριστερό
R-πρότυπο µπορεί να επιλεχθεί έτσι ώστε να είναι πεπερασµένα παραγόµενο.

Απόδειξη. Ας είναι M ένα αριστερό R-πρότυπο και txiuiPI ένα σύνολο γεννητόρων του M . Τότε
το RpIq είναι ένα ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο. Ορίζουµε απεικόνιση

φ : RpIq ÝÑM,

ως φppriqq “
ř

iPI rixi, για κάθε priq P RpIq. Για κάθε priq, pr1iq P R
pIq και για κάθε r P R,

λαµβάνουµε τις ακόλουθες ισότητες :

φppriq ` pr
1
iqq “ φppri ` r

1
iqq “

ÿ

iPI

pri ` r
1
iqxi

“
ÿ

iPI

rixi `
ÿ

iPI

r1ixi

“ φppriqq ` φppr
1
iqq

και

φprpriqq “ φpprriqq “
ÿ

iPI

prriqxi

“ r
´

ÿ

iPI

rixi

¯

“ rφppriqq

Ως εκ τούτου, η απεικόνιση φ είναι ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων. Υποθέτουµε ότι
x PM , τότε το x µπορεί να γραφεί ως x “

ř

iPI rixi όπου ri “ 0 εκτός από πεπερασµένο πλήθος
δεικτών. ΄Αρα, priq P RpIq και κατ΄ επέκταση φppriqq “

ř

iPI rixi. Εποµένως, ο φ είναι ένας
επιµορφισµός αριστερών R-προτύπων.

Εν συνεχεία υποθέτουµε ότι το M είναι πεπερασµένα παραγόµενο. Τότε το σύνολο I είναι
πεπερασµένο και ως εκ τούτου το ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο RpIq είναι επίσης πεπερασµένα
παραγόµενο. �
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Ως άµεση συνέπεια της Πρότασης 1.5.35 προκύπτει ότι :

Πόρισµα 1.5.36. Για κάθε αριστερό R-πρότυποM , υπάρχει µια ακριβής ακολουθία από αριστερά
R-πρότυπα

¨ ¨ ¨ ÝÑ F2 ÝÑ F1 ÝÑ F0 ÝÑM ÝÑ 0, (1.6)

όπου κάθε Fi για i ě 0, είναι ελεύθερο.

Σχόλιο 1.5.37. Μια ακριβής ακολουθία όπως η (1.6), καλείται µια ελεύθερη ανάλυση (free
resolution) του αριστερού R-προτύπου M .

Η ακόλουθη Πρόταση δίνει ικανές και αναγκαίες συνθήκες ώστε ένα αριστερό R-πρότυπο να
είναι προβολικό.

Πρόταση 1.5.38. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Το αριστερό R-πρότυπο P είναι προβολικό.

2. Κάθε σύντοµη ακριβής ακολουθία αριστερών R-προτύπων

0 ÝÑ A ÝÑ B ÝÑ P ÝÑ 0,

διασπάται.

3. Το αριστερό R-πρότυπο P είναι ευθύς προσθετέος ενός ελεύθερου αριστερού R-προτύπου.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε ότι p1q ñ p2q ñ p3q ñ p1q.

• p1q ñ p2q: Υποθέτουµε ότι το P είναι ένα προβολικό αριστερό R-πρότυπο. Ας είναι 1P
ο ταυτοτικός µορφισµός του P ο οποίος είναι ένας οµοµορφισµός. Χρησιµοποιώντας τον
ορισµό του προβολικού προτύπου προκύπτει ότι κάθε σύντοµη ακριβής ακολουθία που
τελειώνει σε P διασπάται.

• p2q ñ p3q: Υποθέτουµε ότι κάθε σύντοµη ακριβής ακολουθία αριστερών R-προτύπων

0 ÝÑ A ÝÑ B ÝÑ P ÝÑ 0

διασπάται. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την Πρόταση 1.5.35. προκύπτει µια σύντοµη ακριβή
ακολουθία αριστερών R-προτύπων

0 ÝÑ K ÝÑ F ÝÑ P ÝÑ 0,

στην οποία το αριστερό R-πρότυπο F ελεύθερο. Τότε εξ΄ υποθέσεως έπεται ότι η προηγούµε-
νη σύντοµη ακριβής ακολουθία είναι διασπάσιµη. Ως εκ τούτου το P είναι ευθύς προσθετέος
του ελεύθερου αριστερού R-προτύπου F .

• p3q ñ p1q: Υποθέτουµε ότι το αριστερόR-πρότυπο P είναι ευθύς προσθετέος ενός ελεύθερου
αριστερούR-προτύπου. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την Πρόταση 1.5.32 έπεται ότι το αριστερόR-
πρότυπο P είναι ευθύς προσθετέος ενός προβολικού αριστερού R-προτύπου. Ως εκ τούτου
σύµφωνα µε το Πόρισµα 1.5.30 το αριστερό R-πρότυπο P είναι προβολικό. �

Πρόταση 1.5.39. Κάθε αριστερόR-πρότυπο είναι η οµοµορφική εικόνα ενός προβολικού αριστερού
R-προτύπου.

Απόδειξη. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι κάθε αριστερό R-πρότυπο είναι η οµοµορφική εικόνα ενός
ελεύθερου αριστερού R-προτύπου και ότι κάθε ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο είναι προβολικό
είναι άµεσο ότι κάθε αριστερό R-πρότυπο είναι η οµοµορφική εικόνα ενός προβολικού αριστερού
R-προτύπου. �
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Προηγουµένως είδαµε ότι µια ιδιότητα η οποία χαρακτηρίζει τα ενέσιµα πρότυπα είναι ότι
καθιστούν τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή Hom ακριβή. Ευθύς αµέσως αποδεικνύουµε ότι τα
προβολικά πρότυπα είναι ακριβώς τα πρότυπα τα οποία καθιστούν τον συναλλοίωτο συναρτητή
Hom ακριβή.

Πρόταση 1.5.40. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο P είναι προβολικό αν και µόνο αν ο συναλλοίωτος
συναρτητής HomRpP,´q : R-Mod ÝÑ Ab είναι ακριβής.

Απόδειξη. Είναι δυϊκή της απόδειξης της Πρότασης 1.5.17. �



Κεφάλαιο 2

Τοπικοποίηση Κατηγοριών

Στο κεφάλαιο αυτό µελετάµε την τοπικοποίηση µιας τυχαίας κατηγορίας C εφοδιασµένης µε µια
κλάση µορφισµών W. Πιο συγκεκριµένα αποδεικνύουµε, υπό αρκούντως γενικές συνθήκες, την
ύπαρξη και µοναδικότητα της τοπικοποιήσης της C όταν η W είναι µια τυχαία κλάση µορφισµών
της. Εν συνεχεία επικεντρωνόµαστε σε ειδικούς τύπους κλάσεων µορφισµών καθώς για αυτές
τις κλάσεις όπως ϑα δούµε µπορούµε να έχουµε µια πιο «καλή» περιγραφή των µορφισµών και
αποδεικνύουµε την ύπαρξη της τοπικοποίησης της C στην ειδική αυτή περίπτωση. Επιπλέον,
µελετάµε την τοπικοποίηση της δυϊκής κατηγορίας Cop της C και ολοκληρώνουµε µε µια αναφορά
στην τοπικοποιήση µιας υποκατηγορίας της C.

Σύµβαση: Στο παρόν Κεφάλαιο, για κάθε κατηγορία C και κάθε κλάση µορφισµών W στην C,
µελετούµε την τοπικοποίηση της C ως προς την κλάση µορφισµών W, η οποία είναι µια κατηγορία
CrW´1s εφοδιασµένη µε έναν συναρτητή P : C ÝÑ CrW´1s ο οποίος ικανοποιεί τις ακόλουθες
ιδιότητες :

1. @w PW, ο µορφισµός P pwq είναι ισοµορφισµός στην CrW´1s.

2. Αν F : C ÝÑ D είναι ένας συναρτητής έτσι ώστε ο µορφισµός F pwq είναι ισοµορφισµός
στην D για κάθε w P W, τότε υπάρχει µοναδικός, µε ακρίβεια ισοµορφισµού συναρτητών,
συναρτητής F˚ : CrW´1s ÝÑ D, έτσι ώστε : F˚ ˝ P “ F .

Για συνολοθεωρητικούς λόγους, η τοπικοποιηµένη κατηγορία CrW´1s δεν υπάρχει πάντα στο
συνολοθεωρητικό σύµπαν στο οποίο υπάρχει η C. Η τοπικοποιηµένη κατηγορία CrW´1s υπάρχει
σε κάποιες σηµαντικές περιπτώσεις, για παράδειγµα όταν η C είναι µικρή, ή όταν η C είναι µια
κατηγορία µοντέλο και W είναι η κλάση των ασθενών ισοδυναµιών.

Στην ανάπτυξη του παρόντος Κεφαλαίου ϑα µας απασχολήσουν οι ϐασικές ιδιότητες µιας
τοπικοποιηµένης κατηγορίας CrW´1s η οποία ϑα υποθέτουµε ότι υπάρχει πάντα στο σύµπαν στο
οποίο υπάρχει η C.

2.1 Τοπικοποίηση µιας Τυχαίας Κατηγορίας

Ας είναι C µια κατηγορία και W µια τυχαία κλάση µορφισµών της. Ο σκοπός της τοπικοποίη-
σης της κατηγορίας C είναι η κατασκευή µιας κατηγορίας CrW´1s τέτοιας ώστε οι µορφισµοί οι
οποίοι ανήκουν στην κλάση W να είναι αντιστρέψιµοι. Κατ΄ αυτόν τον τρόπο οι µορφισµοί στην
C γίνονται ισοµορφισµοί στην CrW´1s. Η τοπικοποίηση µιας κατηγορίας αποτελεί γενίκευση της
τοπικοποίησης ενός µεταθετικού δακτυλίου. Σε γενικές γραµµές η τοπικοποίηση καθιστά ισόµορ-
ϕα αντικείµενα τα οποία εξ΄ αρχής δεν ήταν. Στη ϑεωρία Οµοτοπίας για παράδειγµα υπάρχουν
πολλά παραδείγµατα µορφισµών οι οποίοι είναι αντιστρέψιµοι µε ακρίβεια οµοτοπίας, αλλά όχι
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αντιστρέψιµοι. Ιδιαίτερα υπάρχει µεγάλη κλάση από τοπολογικών χώρων οι οποίοι είναι οµοτοπι-
κά ισοδύναµοι αλλά όχι οµοιοµορφικοί. Η τοπικοποίηση µιας κατηγορίας αναφέρεται επίσης ως
λογισµός των κλασµάτων (calculus of fractions).

Ορισµός 2.1.1. Ας είναι C µια κατηγορία και W µια κλάση µορφισµών της. Η τοπικοποίηση
(localization) της κατηγορίας C ως προς την κλάση W είναι µια κατηγορία CrW´1s εφοδιασµένη
µε έναν συναρτητή Q : C ÝÑ CrW´1s ο οποίος ικανοποιεί τις ακόλουθες συνθήκες :

pLC1q Για κάθε µορφισµό w PW , ο µορφισµός Qpwq είναι ένας ισοµορφισµός.

pLC2q Για κάθε κατηγορία C1 και συναρτητή F : C ÝÑ C1 τέτοιον ώστε για κάθε µορφισµό w P

W , ο µορφισµός F pwq να είναι ένας ισοµορφισµός στην C1 υπάρχει µοναδικός συναρτητής
G : CrW´1s ÝÑ C1 τέτοιος ώστε G ˝Q “ F όπως παριστάνεται στο ακόλουθο διάγραµµα:

C

F

��

Q // CrW´1s

D !

G

||
C1

Εν συνεχεία παραθέτουµε ορισµένα παραδείγµατα τοπικοποίησης.

Παράδειγµα 2.1.2. 1. Ας είναι W ένα πολλαπλασιαστικά κλειστό υποσύνολο ενός µεταθετι-
κού δακτυλίου R µε µονάδα. Η σχέση

pr, wq v pr1, w1q αν και µόνο αν υπάρχει στοιχείο u PW τέτοιο ώστε urw1 “ ur1w

είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του συνόλου R ˆW . Συµβολίζουµε µε RW´1 το σύνολο
των κλάσεων ισοδυναµίας των στοιχείων pr, wq P RˆW ως προς τη σχέση ισοδυναµίας «v».
Το σύνολο RW´1 εφοδιασµένο µε τις συνήθεις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού
αποτελεί έναν µεταθετικό δακτύλιο µε µονάδα. Επιπλέον υπάρχει οµοµορφισµός δακτυλίων
φ : R ÝÑ RW´1 ο οποίος ορίζεται ως φprq “ r{1, τέτοιος ώστε για κάθε στοιχείο w του
W το φpwq να είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του δακτυλίου RW´1. Ο δακτύλιος RW´1

εφοδιασµένος µε τον οµοµορφισµό δακτυλιών φ : R ÝÑ RW´1 καλείται τοπικοποίηση
(localization ) του δακτυλιού R στο W. Η τοπικοποίηση ενός µεταθετικού δακτυλίου, της
οποίας αποτελεί γενίκευση η τοπικοποίηση µιας κατηγορίας αποτελεί κλασικό παράδειγµα
τοπικοποιήσης.

Για παράδειγµα, υποθέτουµε ότι R “ Z είναι ο δακτύλιος των ακεραίων και W “

Zzt0u. Στο σύνολο RˆW ορίζουµε την σχέση ισοδυναµίας pr, wq v pr1, w1q αν και µόνο αν
rw1 “ r1w. Συµβολίζουµε την κλάση ισοδυναµίας pr, wq µε r

w . Τότε ο δακτύλιος RrW´1s

εφοδιασµένος µε τις πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού οι οποίες ορίζονται
αντίστοιχα ως

r

w
`
r1

w1
:“

rw1 ` r1w

ww1

και
r

w
¨
r1

w1
:“

rr1

ww1

συµπίπτει µε το σώµα Q των ϱητών.

2. Ας είναι R τυχόν δακτύλιος και W “ t1u. Τότε ισχύει RW´1 – R.

3. Ας είναι I ένα πρώτο ιδεώδες ενός δακτυλίου R και W “ RzI ένα πολλαπλασιαστικά κλειστό
υποσύνολο του R. Στην περίπτωση αυτή ο δακτύλιος RW´1 καλείται τοπικοποίηση του
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R στο πρώτο ιδεώδες I (localization of R at the prime ideal I) και συµβολίζεται µε
RI . Ειδικότερα, ας είναι R “ Z και I “ 3Z. Τότε έχουµε:

W “ Zz3Z “ t3k ` 1, 3k ` 2 | k P Zu

και ως εκ τούτου
RW´1 “ Z3Z “

!a

b
| a, b P Z, 3 - b

)

4. Ας είναι r ένα σταθερό στοιχείο ενός µεταθετικού δακτυλίου µε µονάδα R και W “
 

rn |n P

N
(

ένα πολλαπλασιαστικά κλειστό υποσύνολο του R. Στην περίπτωση αυτή ο δακτύλιος
RW´1 καλείται τοπικοποίηση του R στο στοιχείο r (localization of R at the element
r) και συµβολίζεται µε Rr. Ειδικότερα, ας είναι R “ Z. Επιλέγουµε έναν πρώτο αριθµό
p P Z. Τότε προκύπτει ότι :

RW´1 “

"

a

pn
| a P Z, n P N

*

.

5. Ας είναι Ab η κατηγορία των αβελιανών οµάδων και των οµοµορφισµών αβελιανών οµάδων
και W η κλάση των µορφισµών f : A ÝÑ B τέτοιων ώστε ο πυρήνας Kerpfq και ο συµπυρή-
νας Cokerpfq να είναι οµάδες στρέψης. Για κάθε κατηγορία D η οποία έχει ως αντικείµενα
τις αβελιανές οµάδες αλλά ως µορφισµούς HomDpA,Bq “ HomAbpQbA,QbBq ορίζουµε
έναν συναρτητή F : Ab ÝÑ D ο οποίος στέλνει µια αβελιανή οµάδα A στον εαυτό της και
έναν οµοµορφισµό αβελιανών οµάδων f : A ÝÑ B στον µορφισµό Qbf : QbA ÝÑ QbB.
Το Ϲεύγος pD, F q είναι η τοπικοποίηση της κατηγορίας Ab ως προς την κλάση W.

Χάρις στην ακόλουθη πρόταση µπορούµε να µιλάµε για «την» τοπικοποίηση CrW´1s της C.

Πρόταση 2.1.3. Η τοπικοποίηση CrW´1s της C ως προς την κλάση W , µε την προϋπόθεση ότι
υπάρχει, είναι µοναδική µέχρις ισοµορφισµού.

Απόδειξη. Ας είναι pD, Qq και pD1, Q1q τοπικοποιήσεις της C ως προς την κλάση W. Τότε σύµφωνα
µε την καθολική ιδιότητα που πληρούν οι συναρτητές Q : C ÝÑ D και Q1 : C ÝÑ D1 για κάθε
κατηγορία D1 και D αντίστοιχα και συναρτητές Q1 : C ÝÑ D1 και Q : C ÝÑ D τέτοιους ώστε για
κάθε µορφισµό w PW , οι µορφισµοί Q1pwq και Qpwq να είναι ισοµορφισµοι υπάρχουν µοναδικοί
συναρτητές G : D ÝÑ D1 και H : D1 ÝÑ D αντίστοιχα τέτοιοι ώστε Q1 “ G ˝ Q και Q “ H ˝ Q1

όπως παριστάνονται στο ακόλουθο διάγραµµα:

C

Q1

��

Q // D

G
~~

D1

H

>>

Συνδυάζοντας τις τελευταίες ισότητες προκύπτει ότι Q1 “ pG ˝ Hq ˝ Q1 και Q “ pH ˝ Gq ˝
Q. Επιπλέον, ισχύει ότι Q1 “ IdD1 ˝Q

1 και Q “ IdD ˝Q. ΄Ετσι, λόγω της µοναδικότητας των
συναρτητών G ˝H : D1 ÝÑ D1 και H ˝G : D ÝÑ D έπεται ότι G ˝H “ IdD1 και H ˝G “ IdD. Ως
εκ τούτου ο συναρτητής G : D ÝÑ D1 είναι ένας ισοµορφισµός µεταξύ των κατηγοριών D και D1
µε αντίστροφο G´1 “ H : D1 ÝÑ D. ΄Ετσι, η τοπικοποίηση CrW´1s της C ως προς την κλάση W
είναι µοναδική µέχρις ισοµορφισµού. �

Ο ακόλουθος ορισµός είναι ισοδύναµος του Ορισµού 2.1.1.

Ορισµός 2.1.4. Ας είναι C µια κατηγορία και W µια κλάση µορφισµών της. Η τοπικοποίηση
(localization) της κατηγορίας C ως προς την κλάση W είναι µια κατηγορία CrW´1s εφοδιασµένη
µε έναν συναρτητή Q : C ÝÑ CrW´1s ο οποίος ικανοποιεί τις ακόλουθες συνθήκες :
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pLC1q Για κάθε µορφισµό w PW , ο µορφισµός Qpwq είναι ένας ισοµορφισµός.

pLC2q Για κάθε κατηγορία C1 και συναρτητή F : C ÝÑ C1 τέτοιον ώστε για κάθε µορφισµό w P W ,
ο µορφισµός F pwq να είναι ένας ισοµορφισµός, υπάρχει ένας συναρτητής G : CrW´1s ÝÑ C1
τέτοιος ώστε G ˝Q w F όπως παριστάνεται στο ακόλουθο διάγραµµα:

C

F

��

Q // CrW´1s

G

||
C1

pLC3q Εάν G1, G2 είναι αντικείµενα της κατηγορίας FunpCrW´1s, C1q τότε η ϕυσική απεικόνιση

HomFunpCrW´1s,C1qpG1, G2q ÝÑ HomFunpC,C1qpG1 ˝Q,G2 ˝Qq

είναι «1-1» και «επί».

Παρατήρηση 2.1.5. Ο συναρτητής Q : C ÝÑ CrW´1s ορίζει έναν συναρτητή

´ ˝Q : FunpCrW´1s, C1q ÝÑ FunpC, C1q, G ÞÝÑ G ˝Q

ο οποίος σύµφωνα µε την τρίτη συνθήκη του Ορισµού 2.1.4 είναι πλήρης και πιστός.

Πρόταση 2.1.6. Ο συναρτητής G : CrW´1s ÝÑ C1 ο οποίος πληροί τη δεύτερη συνθήκη του Ορι-
σµού 2.1.4 είναι µοναδικός µε ακρίβεια µοναδικού ισοµορφισµού.

Απόδειξη. Ας είναι G : CrW´1s ÝÑ C1 ένας συναρτητής τέτοιος ώστε G ˝Q w F . Υποθέτουµε ότι
G1 : CrW´1s ÝÑ C1 ένας άλλος συναρτητής τέτοιος ώστε G1 ˝ Q w F . Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον
ορισµό του συναρτητή ˝Q έπεται ότι´˝QpGq w F και´˝QpG1q w F . Ας είναι θ0 : F ÝÑ ´˝QpGq
και θ1 : F ÝÑ ´ ˝ QpG1q ισοµορφισµοί των συναρτητών F και ´ ˝ QpGq και F και ´ ˝ QpG1q
αντίστοιχα. Σύµφωνα µε την Παρατήρηση 2.1.5 ο συναρτητής ´ ˝ Q είναι πλήρης και πιστός.
΄Ετσι, από το Λήµµα 1.2.40 έπεται ότι υπάρχει µοναδικός ισοµορφισµός συναρτητών θ : G ÝÑ G1

τέτοιος ώστε θ0 “ p´˝Q˝θq˝θ1. Εποµένως, ο συναρτητήςG : CrW´1s ÝÑ C1 ο οποίος πληροί την
δεύτερη συνθήκη του Ορισµού 2.1.4 είναι µοναδικός µε ακρίβεια µοναδικού ισοµορφισµού. �

Λήµµα 2.1.7. Ας είναι C, C1, C2 τρεις κατηγορίες καιQ : C ÝÑ C1 καιQ1 : C1 ÝÑ C2 δύο συναρτητές
µεταξύ αυτών. Εάν για κάθε αντικείµενο X της C1 υπάρχει αντικείµενο Y της C και ένας µορφισµός
w : X ÝÑ QpY q ο οποίος ικανοποιεί τις ακόλουθες δύο ιδιότητες :

paq Ο µορφισµός Gpwq είναι ένας ισοµορφισµός.

pbq Για κάθε αντικείµενο Y 1 της C και κάθε µορφισµό t : X ÝÑ QpY 1q υπάρχει αντικείµενο Y 2

της C και µορφισµοί w1 : Y 1 ÝÑ Y 2 και t1 : Y ÝÑ Y 2 τέτοιοι ώστε ο µορφισµός GpQpw1qq να
είναι ένας ισοµορφισµός και το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικο :

X

t

��

w // QpY q

Qpt1q

��
QpY 1q

Qpw1q

// QpY 2q

.

Τότε η απεικόνιση

HomFunpC1,C2qpF,Gq ÝÑ HomFunpC,C2qpF ˝Q,G ˝Qq

η οποία ορίζεται κατά ϕυσικό τρόπο είναι «1-1» και «επί» για κάθε συναρτητή F : C1 ÝÑ C2.
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Απόδειξη. Ορίζουµε την απεικόνιση

ΦF,G : HomFunpC1,C2qpF,Gq ÝÑ HomFunpC,C2qpF ˝Q,G ˝Qq, θ ÞÝÑ θpQq

• Η απεικόνιση ΦF,G είναι «καλά ορισµένη».

Ας είναι θ1 : F ÝÑ G και θ2 : F ÝÑ G ϕυσικοί µετασχηµατισµοί τέτοιοι ώστε θ1 “ θ2. Τότε
θ1pQq “ θ2pQq. ΄Ετσι, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον ορισµό της απεικόνισης ΦF,G έπεται ότι
ΦF,Gpθ1q “ ΦF,Gpθ2q. Ως εκ τούτου η απεικόνιση ΦF,G είναι «καλά ορισµένη».

• Η απεικόνιση ΦF,G είναι «1-1».

Ας είναι θ1 : F ÝÑ G και θ2 : F ÝÑ G ϕυσικοί µετασχηµατισµοί τέτοιοι ώστε ΦF,Gpθ1q “

ΦF,Gpθ2q. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον ορισµό της απεικόνισης ΦF,G έπεται ότι θ1pQq “ θ2pQq.
΄Ετσι, για κάθε αντικείµενο Y της C ισχύει ότι pθ1pQqqY “ pθ2pQqqY και κατ΄ επέκταση ό-
τι θ1QpY q “ θ2QpY q. Σύµφωνα µε την συνθήκη paq για X P C επιλέγουµε έναν µορφισµό
w : X ÝÑ QpY q τέτοιον ώστε ο µορφισµός Gpwq : GpXq ÝÑ GpQpY qq να είναι ένας ισοµορ-
ϕισµός. Ως εκ τούτου υπάρχει ο αντίστροφος Gpwq´1 : GpQpY qq ÝÑ GpXq ο οποίος είναι
εξίσου ένας ισοµορφισµός. Εφόσον οι θ1 : F ÝÑ G και θ2 : F ÝÑ G ϕυσικοί µετασχηµατι-
σµοί υπάρχουν µορφισµοί θ1X : F pXq ÝÑ GpXq και θ2X : F pXq ÝÑ GpXq αντίστοιχα, για
όλα τα X P C1 τέτοιοι ώστε για κάθε µορφισµό w : X ÝÑ QpY q τα ακόλουθα διαγράµµατα
να είναι µεταθετικά

F pXq

F pwq

��

θ1X // GpXq

Gpwq

��
F pQpY qq

θ1QpY q

// GpQpY qq

F pXq

F pwq

��

θ2X // GpXq

Gpwq

��
F pQpY qq

θ2QpY q

// GpQpY qq

Ως εκ τούτου θ1QpY q˝F pwq “ Gpwq˝θ1X και θ2QpY q˝F pwq “ Gpwq˝θ2X . Λαµβάνοντας υπ΄
όψιν ότι θ1QpY q “ θ2QpY q από τις τελευταίες ισότητες έπεται ότι Gpwq ˝ θ1X “ Gpwq ˝ θ2X .
Συνθέτοντας από αριστερά την τελευταία ισότητα µε τον µορφισµό Gpwq´1 : GpQpY qq ÝÑ
GpXq και χρησιµοποιώντας την ισότητα Gpwq´1 ˝Gpwq “ 1GpXq καθώς και τις ιδιότητες του
ταυτοτικού µορφισµού 1GpXq : GpXq ÝÑ GpXq προκύπτει ότι θ1X “ θ2X για κάθε X P C1.
Ως εκ τούτου θ1 “ θ2. ΄Ετσι, η απεικόνιση ΦF,G είναι «1-1».

• Η απεικόνιση ΦF,G είναι «επί».

Ας είναι θ : F ˝Q ÝÑ G ˝Q ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός µεταξύ των συναρτητών F ˝Q
και G ˝ Q. Για κάθε αντικείµενο X της C1 επιλέγουµε έναν µορφισµό w : X ÝÑ QpY q ο
οποίος ικανοποιεί τις ιδιότητες paq και pbq. Ορίζουµε τον µορφισµό rθX : F pXq ÝÑ GpXq ως
rθX “ pGpwqq

´1 ˝ θY ˝ F pwq. Ως εκ τούτου προκύπτει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

F pXq

F pwq

��

rθX // GpXq

Gpwq

��
F pQpY qq

θY

// GpQpY qq

Αρχικά ϑα αποδείξουµε ότι η παραπάνω κατασκευή είναι ανεξάρτητη από την επιλογή του
µορφισµού w. Ας είναι f : X1 ÝÑ X2 ένας µορφισµός στην κατηγορία C1. Υποθέτουµε
ότι w1 : X1 ÝÑ QpY1q και w2 : X2 ÝÑ QpY2q είναι µορφισµοί οι οποίοι ικανοποιούν τις
ιδιότητες paq και pbq. Ως εκ τούτου ισχύει ότι οι µορφισµοί Gpw1q : GpX1q ÝÑ GpQpY1qq

και Gpw2q : GpX2q ÝÑ GpQpY2qq είναι ισοµορφισµοί και επιπλέον για κάθε αντικείµενο Y 11
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της C και Y 12 της C και για µορφισµούς t1 : X1 ÝÑ QpY 11q και t2 : X2 ÝÑ QpY 12q υπάρχουν
αντικείµενα Y 21 και Y 22 της C και µορφισµοί w11 : Y 11 ÝÑ Y 21 , t11 : Y1 ÝÑ Y 21 , w12 : Y 12 ÝÑ Y 22
και t12 : Y2 ÝÑ Y 22 τέτοιοι ώστε οι µορφισµοί GpQpw11qq : GpQpY 11qq ÝÑ GpQpY 21 qq και
GpQpw12qq : GpQpY

1
2qq ÝÑ GpQpY 22 qq να είναι ισοµορφισµοί και τα ακόλουθα διαγράµµατα

να είναι µεταθετικά

X1

t1

��

w1 // QpY1q

Qpt11q

��
QpY 11q

Qpw11q

// QpY 21 q

X2

t2

��

w2 // QpY2q

Qpt12q

��
QpY 12q

Qpw12q

// QpY 22 q

.

Για οποιαδήποτε επιλογή µορφισµών w1 : X1 ÝÑ QpY1q και w2 : X2 ÝÑ QpY2q οι οποί-
οι ικανοποιούν τις ιδιότητες paq και pbq εφαρµόζουµε την ιδιότητα pbq στους µορφισµούς
w1 : X1 ÝÑ QpY1q και w2 ˝ f : X1 ÝÑ QpY2q. Τότε για κάθε αντικείµενο Y2 της C και κάθε
µορφισµό w2 ˝f : X1 ÝÑ QpY2q υπάρχει αντικείµενο Y3 της C και µορφισµοί t1 : Y1 ÝÑ Y3

και t2 : Y2 ÝÑ Y3 στην C τέτοιοι ώστε ο µορφισµός GpQpt2qq : GpQpY2qq ÝÑ GpQpY3qq να
είναι ένας ισοµορφισµός και το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

X1

w2˝f

��

w1 // QpY1q

Qpt1q

��
QpY2q

Qpt2q
// QpY3q

Λόγω της µεταθετικότητας του τελευταίου διαγράµµατος προκύπτει ότι Qpt2q ˝ pw2 ˝ fq “
Qpt1q˝w1. Εφαρµόζοντας τους συναρτητές F καιG στην τελευταία ισότητα και λαµβάνοντας
υπ΄ όψιν τις ιδιότητες που τους διέπουν ως συναρτητές προκύπτει αντίστοιχα ότι

F pQpt2qq ˝ F pw2q ˝ F pfq “ F pQpt1qq ˝ F pw1q

και

GpQpt2qq ˝Gpw2q ˝Gpfq “ GpQpt1qq ˝Gpw1q
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΄Ετσι, σύµφωνα µε τα παραπάνω προκύπτει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

F pX1q
rθpX1q //

F pw1q

��

F pfq

��

GpX1q

Gpw1q

��

Gpfq

��

F pQpY1qq
θpY1q //

F pQpt1qq

��

GpQpY1qq

GpQpt1qq

��
F pQpY3qq

θpY3q // GpQpY3qq

F pQpY2qq

F pQpt2qq

OO

θpY2q // GpQpY2qq

GpQpt2qq

OO

F pX2q
rθpX2q //

F pw2q

??

GpX2q

Gpw2q

__

(2.1)

Λαµβάνοντας ως f τον ταυτοτικό µορφισµό 1X : X ÝÑ X για οποιαδήποτε επιλογή µορ-
ϕισµών w1 : X ÝÑ QpY1q και w2 : X ÝÑ QpY2q οι οποίοι ικανοποιούν τις ιδιότητες paq
και pbq εφαρµόζουµε την ιδιότητα pbq στους µορφισµούς w1 : X ÝÑ QpY1q και w2 ˝ 1X “
w2 : X ÝÑ QpY2q. Τότε για κάθε αντικείµενο Y2 της C και κάθε µορφισµό w2 ˝ 1X : X ÝÑ

QpY2q υπάρχει αντικείµενο Y3 της C και µορφισµοί t1 : Y1 ÝÑ Y3 και t2 : Y2 ÝÑ Y3 στην
C τέτοιοι ώστε ο µορφισµός GpQpt2qq : GpQpY2qq ÝÑ GpQpY3qq να είναι ένας ισοµορφισµός
και το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

X

w2˝1X“w2

��

w1 // QpY1q

Qpt1q

��
QpY2q

Qpt2q
// QpY3q

Λόγω της µεταθετικότητας του τελευταίου διαγράµµατος προκύπτει ότι Qpt2q ˝ w2 ˝ 1X “

Qpt1q˝w1. Εφαρµόζοντας τους συναρτητές F καιG στην τελευταία ισότητα και λαµβάνοντας
υπ΄ όψιν τις ιδιότητες που τους διέπουν ως συναρτητές προκύπτει αντίστοιχα ότι

F pQpt2qq ˝ F pw2q ˝ 1F pXq “ F pQpt1qq ˝ F pw1q

και

GpQpt2qq ˝Gpw2q ˝ 1GpXq “ GpQpt1qq ˝Gpw1q.
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Ως εκ τούτου καταλήγουµε στο ακόλουθο διάγραµµα

F pXq
rθpXq //

F pw1q

��

F p1Xq“1F pXq

��

GpXq

Gpw1q

��

Gp1Xq“1GpXq

��

F pQpY1qq
θpY1q //

F pQpt1qq

��

GpQpY1qq

GpQpt1qq

��
F pQpY3qq

θpY3q // GpQpY3qq

F pQpY2qq

F pQpt2qq

OO

θpY2q // GpQpY2qq

GpQpt2qq

OO

F pXq
rθpXq //

F pw2q

??

GpXq

Gpw2q

__

(2.2)
το οποίο είναι ίδιο µε το µεταθετικό διάγραµµα (2.1) µε τη µόνη διαφορά ότι X1 “ X,
X2 “ X, F pfq “ F p1Xq “ 1F pXq και Gpfq “ Gp1Xq “ 1GpXq. Εφόσον όλα τα εσωτερικά
διαγράµµατα του διαγράµµατος (2.2) είναι µεταθετικά έπεται ότι το εξωτερικό διάγραµµα
είναι εξίσου µεταθετικό. Ως εκ τούτου rθX2 ˝ 1F pX2q “

rθX1 ˝ 1GpX1q. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν
τις ιδιότητες των ταυτοτικών µορφισµών 1F pX2q : F pX2q ÝÑ F pX2q και 1GpX1q : GpX1q ÝÑ

GpX1q από την τελευταία ισότητα προκύπτει ότι rθX2
“ rθX1

. ΄Ετσι, η παραπάνω κατασκευή
είναι ανεξάρτητη από την επιλογή του µορφισµού w : X ÝÑ QpY q. Εποµένως, ο rθ είναι
«καλά ορισµένος». Εν συνεχεία ϑα αποδείξουµε ότι rθ P HomFunpC1,C2qpF,Gq. Λόγω της
µεταθετικότητας του διαγράµµατος (2.1) ισχύει ότι :

θY3 ˝ F pQpt1qq ˝ F pw1q “ GpQpt1qq ˝Gpw1q ˝ rθX1 (2.3)

και
θY3

˝ F pQpt2qq ˝ F pw2q “ GpQpt2qq ˝Gpw2q ˝ rθX2
(2.4)

Επιπλέον, ισχύει ότι

F pQpt1qq ˝ F pw1q “ F pQpt2qq ˝ F pw2q ˝ F pfq (2.5)

και
GpQpt1qq ˝Gpw1q “ GpQpt2qq ˝Gpw2q ˝Gpfq (2.6)

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι οι µορφισµοίGpw2q : GpXq ÝÑ GpQpY2qq καιGpQpt2qq : GpQpY2qq

ÝÑ GpQpY3qq είναι ισοµορφισµοί από την ισότητα (2.4) προκύπτει

rθX2
“ Gpw2q

´1 ˝GpQpt2qq
´1 ˝ θY3

˝ F pQpt2qq ˝ F pw2q (2.7)

Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των ταυτοτικών µορφισµών 1GpQpY2qq και 1GpX2q, την τελευταί-
α ισότητα, τις ισότητες (2.5), (2.3) και (2.6) καθώς και τις ισότητες GpQpt2qq´1 ˝GpQpt2qq “
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1GpQpY2qq και Gpw2q
´1 ˝Gpw2q “ 1GpX2q προκύπτει ότι :

rθX2
˝F pfq “ Gpw2q

´1˝GpQpt2qq
´1˝θY3

˝F pQpt2qq˝F pw2q˝F pfq “ Gpw2q
´1˝GpQpt2qq

´1˝

˝θY3˝F pQpt1qq˝F pw1q “ Gpw2q
´1˝GpQpt2qq

´1˝GpQpt1qq˝Gpw1q˝rθX1 “ Gpw2q
´1˝GpQpt2qq

´1˝

˝GpQpt2qq˝Gpw2q˝Gpfq˝rθX1 “ Gpw2q
´1˝1GpQpY2qq˝Gpw2q˝Gpfq˝rθX1 “ Gpw2q

´1˝Gpw2q˝

˝Gpfq ˝ rθX1 “ 1GpX2q ˝Gpfq ˝
rθX1 “ Gpfq ˝ rθX1 .

Συνεπώς, ο rθ : F ÝÑ G είναι ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός. ΄Ετσι, rθ P HomFunpC1,C2qpF,Gq.
Για να ολοκληρώσουµε την απόδειξη µας αποµένει να δείξουµε ότι ΦF,Gprθq “ θ. Λαµβά-
νοντας υπ΄ όψιν τον ορισµό της απεικόνισης ΦF,G αρκεί να δείξουµε ότι rθQ “ θ. Θέ-
τουµε X “ QpY q. Ως εκ τούτου λαµβάνουµε ως µορφισµό w τον ταυτοτικό µορφισµό
1QpY q : QpY q ÝÑ QpY q, ο οποίος πληροί τις ιδιότητες paq και pbq. ΄Ετσι, χρησιµοποιώντας
τον ορισµό του µορφισµού rθX , την ισότητα p1GpQpY qqq´1 “ 1GpQpY qq η οποία προκύπτει από
το γεγονός ότι ο ταυτοτικός µορφισµός 1GpQpY qq : GpQpY qq ÝÑ GpQpY qq είναι ένας ισοµορ-
ϕισµός µε αντίστροφο τον εαυτό του και τις ιδιότητες των ταυτοτικών µορφισµών 1F pQpY qq
και 1GpQpY qq για κάθε αντικείµενο Y της κατηγορίας C έπεται ότι :

prθQqY “ rθQpY q “ pGp1QpY qqq
´1 ˝ θY ˝ F p1QpY qq “ p1GpQpY qqq

´1 ˝ θY ˝ 1F pQpY qq “

“ 1GpQpY qq ˝ θY ˝ 1F pQpY qq “ θY

Ως εκ τούτου rθQ “ θ και κατ΄ επέκταση ΦF,Gprθq “ θ. Εποµένως, αποδείξαµε ότι για κάθε
ϕυσικό µετασχηµατισµό θ P HomFunpC,C2qpF ˝ Q,G ˝ Qq υπάρχει ϕυσικός µετασχηµατι-
σµός rθ P HomFunpC1,C2qpF,Gq τέτοιος ώστε ΦF,Gprθq “ θ, γεγονός που αποδεικνύει ότι η
απεικόνιση ΦF,G είναι «επί».

΄Ετσι, συνοψίζοντας η απεικόνιση

HomFunpC1,C2qpF,Gq ÝÑ HomFunpC,C2qpF ˝Q,G ˝Qq

η οποία ορίζεται κατά ϕυσικό τρόπο είναι «1-1» και «επί» για κάθε συναρτητή F : C1 ÝÑ C2. �

Εν συνεχεία ϑα προχωρήσουµε στην κατασκευή της τοπικοποίησης της κατηγορίας C µε χρή-
ση µονοπατιών. Ωστόσο πριν παραθέσουµε την εν λόγω κατασκευή κρίνουµε απαραίτητο να
αναφέρουµε κάποιους ϐασικούς ορισµούς οι οποίοι ϑα διευκολύνουν την κατανόηση της.

Ορισµός 2.1.8. ΄Ενα γράφηµα (graph) αποτελείται από ένα µη κενό σύνολο κορυφών και από
ένα σύνολο ακµών οι οποίες συνδέουν αυτές τις κορυφές.

Παρατήρηση 2.1.9. Τα είδη των γραφηµάτων ποικίλουν ανάλογα µε το τι είδους ακµές επιτρέ-
πονται. ΄Ετσι, τα γραφήµατα διακρίνονται σε µη κατευθυνόµενα (undirected), κατευθυνόµενα ή
προσανατολισµένα (directed or oriented), απλά (simple), πολυγραφήµατα (multigraphs), µικτά
(mixed), κανονικά (regulars), πλήρη (complete), σταθµισµένα (weighted), πεπερασµένα (finite),
άπειρα (infinite), συνεκτικά (connected), µη συνεκτικά (disconnected), K-κορυφών συνεκτικά
(K-vertex connected) τα οποία απλούστερα καλούνται K-συνεκτικά (K-connected), K-ακµών συ-
νεκτικά (K-edge connected) κ.λ.π.

Καθώς το ενδιαφέρον µας περιορίζεται στην κατασκευή της κατηγορίας CrW´1s µε χρήση
µονοπατιών ϑα αναφερθούµε στα κατευθυνόµενα ή προσανατολισµένα γραφήµατα.

Ορισµός 2.1.10. ΄Ενα κατευθυνόµενο ή προσανατολισµένο (directed or oriented) γράφηµα
G αποτελείται από :
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1. Μια κλάση obpGq αντικειµένων ή κορυφών του γραφήµατος.

2. ΄Ενα σύνολο HomGpX,Y q µορφισµών ή κατευθυνόµενων ακµών από το X στο Y για κάθε
διατεταγµένο Ϲεύγος pX,Y q P obpGq ˆ obpGq.

Εν συνεχεία παραθέτουµε ένα παράδειγµα κατευθυνόµενου ή προσανατολισµένου διαγράµ-
µατος.

Παράδειγµα 2.1.11. Η κατηγορία 3 η οποία όπως έχουµε δει παριστάνεται ως :

˚ //

��

‹

��
‚

αποτελεί παράδειγµα κατευθυνόµενου ή προσανατολισµένου διαγράµµατος.

Παρατήρηση 2.1.12. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον ορισµό της κατηγορίας που παραθέσαµε στο
πρώτο κεφάλαιο εύκολα συνάγεται ότι ένα προσανατολισµένο γράφηµα είναι σε γενικές γραµµές
µια κατηγορία χωρίς νόµο σύνθεσης και ότι κάθε κατηγορία είναι ένα προσανατολισµένο γράφηµα
εάν στον ορισµό της κατηγορίας παραλείψουµε τον νόµο της σύνθεσης.

Αντίστοιχα, µε την µικρή κατηγορία ορίζεται το µικρό γράφηµα.

Ορισµός 2.1.13. ΄Ενα γράφηµα G καλείται µικρό (small) εάν η κλάση αντικειµένων obpGq είναι
σύνολο.

Ορισµός 2.1.14. Ας είναι G ένα προσανατολισµένο γράφηµα. ΄Ενα µονοπάτι (path) µήκους
n από το Y στο Z στο G είναι µια µη κενή πεπερασµένη ακολουθία εναλασσόµενων κορυφών
και ακµών του G τέτοια ώστε ο πρώτος και ο τελευταίος όρος Y και Z να είναι κορυφές του G και
επιπλέον το τέλος κάθε ακµής να συµπίπτει µε την αρχή της επόµενης. ∆ιαγραµµατικά, ένα µονοπάτι
µπορεί να αναπαρασταθεί ως εξής :

X1

f1

  

Xi

si´1

~~

fi

  

Xi´1

sn´2

{{
Y “ X0

f0

;;

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ Z “ Xn

fi´1

ee

Σχόλιο 2.1.15. 1. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την Παρατήρηση 2.1.12 ο ορισµός του µονοπατιού
είναι δυνατόν να διατυπωθεί αντικαθιστώντας τον όρο προσανατολισµένο γράφηµα µε τον
όρο κατηγορία, (ϐλέπε Ορισµό 4.1.9) χωρίς καµιά αλλαγή στο περιεχόµενο του.

2. Ορισµένες ϕορές στην ϐιβλιογραφία ο όρος µονοπάτι αναφέρεται ως Ϲιγκ-Ϲαγκ. Τον όρο αυτό
υιοθετούµε στην διατύπωση του Ορισµού 4.1.9.

Ορισµός 2.1.16. ∆ύο µονοπάτια καλούνται ισοδύναµα (equivalent) εάν το ένα µπορεί να προ-
κύψει από το άλλο µέσω µιας πεπερασµένης ακολουθίας µετασχηµατισµών της ακόλουθης µορφής :

1. ∆ύο διαδοχικοί µορφισµοί σε ένα µονοπάτι µπορούν να αντικατασταθούν από την σύνθεση
τους.

2. Μορφισµοί της µορφής

. . .Wk´1

fk´1 // Wk Wk´1 . . .
fk´1oo
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είτε της µορφής

. . .Wk´1 Wk

f 1koo f 1k // Wk´1 . . .

σε ένα µονοπάτι αντικαθίστανται από τον ταυτοτικό µορφισµό

. . .Wk´1

1Wk´1 // Wk´1 . . .

3. Μορφισµοί της µορφής

. . .Wk´1

1Wk´1 // Wk´1 Wk . . .
fkoo

είτε της µορφής

. . .Wk Wk

1Wkoo f 1k // Wk . . .

σε ένα µονοπάτι αντικαθίστανται αντίστοιχα από τους µορφισµούς

¨ ¨ ¨Wk´1 Wk . . .
fkoo

και

. . .Wk

f 1k // Wk . . .

Παρατήρηση 2.1.17. Η ισοδυναµία µονοπατιών ορίζει µια σχέση ισοδυναµίας µεταξύ του αντι-
κειµένου που αποτελεί τον πρώτο όρο του µονοπατιού και του αντικειµένου που αποτελεί τον
τελευταίο όρο του µονοπατιού στο σύνολο όλων των µονοπατιών.

2.1.1 ΄Υπαρξη της Τοπικοποίησης µιας Κατηγορίας C
Ευθύς αµέσως παραθέτουµε µια απλή απόδειξη της ύπαρξης της τοπικοποίησης µιας κατηγορίας
C η οποία είναι εφοδιασµένη µε µια τυχαία κλάση µορφισµών W.

Ας είναι C µια τυχαία κατηγορία και W µια τυχαία κλάση µορφισµών της. Θα αποδείξουµε
ότι υπάρχει ένας καθολικός συναρτητής ο οποίος µετατρέπει στοιχεία της W σε ισοµορφισµούς.
Ειδικότερα, ϑα κατασκευάσουµε µια κατηγορία CrW´1s και έναν συναρτητή Q : C ÝÑ CrW´1s ο
οποίος ικανοποιεί τις συνθήκες του Ορισµού 2.1.1.
Ορίζουµε τα αντικείµενα της κατηγορίας CrW´1s να είναι τα αντικείµενα της κατηγορίας C. ΄Οσον
αφορά τους µορφισµούς στην CrW´1s αρχικά για κάθε µορφισµό w : X ÝÑ Y της κλάσης W
προσθέτουµε έναν µορφισµό xw : Y ÝÑ X ο οποίος αποτελεί τον αντίστροφο του. Εν συνεχεία
κατασκευάζουµε ένα προσανατολισµένο γράφηµα G1 το οποίο έχει ως κορυφές τα αντικείµενα
της κατηγορίας C και για κάθε µορφισµό στο σύνολο HomCpX,Y q υπάρχει µια ακµή από το X
στο Y στο γράφηµα G1. ΄Ενα µονοπάτι στο G1 ορίζεται σύµφωνα µε τον ορισµό 2.1.14 και δύο
µονοπάτια είναι ισοδύναµα σύµφωνα µε τον Ορισµό 2.1.16 εάν το ένα µπορεί να προκύψει από
το άλλο µέσω µιας πεπερασµένης ακολουθίας µετασχηµατισµών της ακόλουθης µορφής

• Εάν f : X ÝÑ Y και g : Y ÝÑ Z είναι µορφισµοί στην C τότε οι διαδοχικοί µορφι-

σµοί X
f // Y

g // Z σε ένα µονοπάτι µπορεί να αντικατασταθεί από το µονοπάτι

X
g˝f // Z .

• Εάν w : X ÝÑ Y είναι ένας µορφισµός ο οποίος ανήκει στην κλάση W τότε ο µορφισµός

X
w // Y

xw // X µπορεί να αντικατασταθεί από τον ταυτοτικό µορφισµό X
1X // X

και ο µορφισµός Y
xw // X

w // Y µπορεί να αντικατασταθεί από τον ταυτοτικό µορφι-

σµό Y
1Y // Y .
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Η σχέση η οποία ορίζεται από την ισοδυναµία των µονοπατιών είναι κατά προφανή τρόπο ανακλα-
στική, συµµετρική και µεταβατική. Ως εκ τούτου είναι µια σχέση ισοδυναµίας. ΄Ετσι, ορίζουµε
τους µορφισµούς στην CrW´1s ως κλάσεις ισοδυναµίας των µονοπατιών στο G1 µε κοινή αρχή
και τέλος. Η σύνθεση δύο µορφισµών στην CrW´1s επάγεται από τον συνδυασµό (conjunction)
των µονοπατιών και ουσιαστικά επάγει µια σύνθεση στις κλάσεις ισοδυναµίας τους. Ο ταυτοτικός
µορφισµός ενός αντικειµένου Y δίνεται από την κλάση ισοδυναµίας του µονοπατιού

Y
1Y // Y.

Αποδεικνύεται εύκολα ότι ικανοποιείται το Αξίωµα της προσεταιριστικότητας και ότι εξασφαλίζεται
η ύπαρξη των ταυτοτικών µορφισµών. Ως εκ τούτου η CrW´1s είναι µια κατηγορία. Κατόπιν
ορίζουµε τον συναρτητή Q : C ÝÑ CrW´1s να είναι ταυτοτικός στα αντικείµενα και να στέλνει
έναν µορφισµό f : X ÝÑ Y στην C στην κλάση του µονοπατιού µήκους 1

X // Y

Ας είναι w : X ÝÑ Y ένας µορφισµός ο οποίος ανήκει στην κλάσηW. Ο συναρτητήςQ εξ΄ ορισµού
στέλνει τον µορφισµό w : X ÝÑ Y στην C στην κλάση του µονοπατιού µήκους 1

X
w // Y

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός X
w // Y

xw // X αντικαθίστανται από τον ταυτοτικό

µορφισµό X
1X // X και ο µορφισµός Y

xw // X
w // Y αντικαθίστανται από τον ταυτοτικό

µορφισµό Y
1Y // Y συµπεραίνουµε ότι ο µορφισµός Qpsq ο οποίος αναπαρίστανται από την

κλάση του µονοπατιού µήκους 1
X

w // Y

έχει ως αντίστροφο την κλάση του µονοπατιού Y
xw // X . Ως εκ τούτου ο µορφισµόςQpwq : QpXq

ÝÑ QpY q είναι ένας ισοµορφισµός στην CrW´1s για κάθε µορφισµό w ο οποίος ανήκει στην
κλάση W και κατ΄ επέκταση η πρώτη απαίτηση του Ορισµού 2.1.1 πληρείται. ΄Οσον αφορά τη
δεύτερη απαίτηση του Ορισµού 2.1.1 υποθέτουµε ότι υπάρχει µια κατηγορία C1 και ένας συναρ-
τητής F : C ÝÑ C1 τέτοιος ώστε για κάθε µορφισµό w P W, ο µορφισµός F pwq να είναι ένας
ισοµορφισµός. Κατασκευάζουµε τον Ϲητούµενο συναρτητή G : CrW´1s ÝÑ C1 ως εξής :

• GpXq “ F pXq για κάθε αντικείµενο X P obpCq “ obpCrW´1sq.

• Gpfq “ F pfq για κάθε µορφισµό f στην κατηγορία C.

• Gpκλάση των xwq “ F pw´1q για κάθε µορφισµό w της κλάσης W.

Ας είναι Ψ ένα µονοπάτι. Υποθέτουµε ότι ψ “ ψn˝¨ ¨ ¨˝ψ1 όπου καθένα από τα ψi είναι µορφισµοί
στοG1. Εξαιτίας των ιδιοτήτων που διέπουν έναν συναρτητή έπεται ότιGpψq “ Gpψnq˝¨ ¨ ¨˝Gpψ1q.
Για να ελέγξουµε ότι ο συναρτητής G είναι καλά ορισµένος ϑεωρούµε δύο ισοδύναµα µονοπάτια

γ “ p X
γ0 // Γ1

γ1 // . . . // Γn
γn // Y q

και
ε “ p X

ε0 // E1
ε1 // . . . // En

εn // Y q.

Ο συναρτητής G στέλνει τα παραπάνω µονοπάτια στους µορφισµούς

Gpγq “ Gpγnq ˝Gpγn´1q ˝ ¨ ¨ ¨ ˝Gpγ0q

και
Gpεq “ Gpεnq ˝Gpεn´1q ˝ ¨ ¨ ¨ ˝Gpε0q
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αντίστοιχα. Εφόσον τα µονοπάτια γ και ε είναι ισοδύναµα µπορούµε να µετατρέψουµε το ένα
στο άλλο µέσω µιας πεπερασµένης ακολουθίας µετασχηµατισµών. Καθένας απο αυτούς τους
µετασχηµατισµούς µεταφράζεται σε µια ισότητα στην C1 ως εξής :
΄Οταν

p X
f // Y

g // Z q “ p X
g˝f // Z q

στην CrW´1s τότε λαµβάνουµε την ισότητα

F pgq ˝ F pfq “ F pg ˝ fq

και κατ΄ επέκταση σύµφωνα µε τον ορισµό του συναρτητή G την ισότητα

Gpgq ˝Gpfq “ Gpg ˝ fq

στην C1. Αντίστοιχα, όταν

p X
w // Y

xw // X q “ p X
1X // X q

στην CrW´1s τότε στην C1 ισχύει ότι

Gpxw ˝ xq “ F pxwq ˝ F pxq “ F pxq´1 ˝ F pxq “ F p1Xq “ Gp1Xq

Παρατηρούµε ότι σε κάθε ϐήµα της διαδικασίας της µετατροπής του µονοπατιού γ στο ε µέσω
στοιχειωδών µετασχηµατισµών λαµβάνουµε ισότητες στην C1. Ως εκ τούτου Gpγq “ Gpεq. ΄Ετσι,
ο συναρτητής G είναι καλά ορισµένος. Ο G : CrW´1s ÝÑ C1 είναι ένας συναρτητής και επιπλέον
πληροί την ισότητα G ˝ Q “ F εκ κατασκευής. ΄Οσον αφορά την µοναδικότητα του συναρτητή
G : CrW´1s ÝÑ C1 υποθέτουµε ότι υπάρχει ένας άλλος συναρτητής G1 : CrW´1s ÝÑ C1 τέτοιος
ώστε G1 ˝Q “ F . Τότε G ˝Q “ G1 ˝Q. ΄Ετσι, για κάθε αντικείµενο X της κατηγορίας C και για
κάθε µορφισµό f : X ÝÑ Y στην C ισχύει ότι GpQpXqq “ G1pQpXqq και GpQpfqq “ G1pQpfqq
αντίστοιχα. Μας αποµένει να αποδείξουµε την ισότητα στις κλάσεις των xw. Θεωρούµε ένα
µονοπάτι

M
f0 // ‚ ‚

x0oo f1 // ‚ . . .oo fn // ‚ N
xnoo .

Εφαρµόζοντας τους συναρτητές G και G1 στο τελευταίο µονοπάτι προκύπτουν τα ακόλουθα µονο-
πάτια :

GpMq
Gpf0q // Gp‚q Gp‚q

Gpx0qoo Gpf1q // Gp‚q . . .oo Gpfnq// Gp‚q GpNq
Gpxnqoo

και

G1pMq
G1pf0q // G1p‚q G1p‚q

G1px0qoo G1pf1q // G1p‚q . . .oo G1pfnq// G1p‚q G1pNq
G1pxnqoo

Οι µορφισµοί fi, i “ 0, . . . , n, είναι µορφισµοί στην κατηγορία C. ΄Ετσι, οι µορφισµοί Gpfiq
και G1pfiq, i “ 0, . . . , n είναι µορφισµοί στην CrW´1s και ως εκ τούτου ταυτίζονται. Επιπλέον
για κάθε xw P W ισχύει ότι GpQpxwqq “ G1pQpxwqq. Ωστόσο, υπενθυµίζουµε ότι ο συναρτητής
Q : C ÝÑ CrW´1s εξ΄ ορισµού στέλνει κάθε µορφισµό στην κλάση του αντίστοιχου µονοπατιού. Ως
εκ τούτου Qpxwq “ κλάση του xw. ΄Ετσι, Gpκλάση του xwq “ G1pκλάση του xwq. Λαµβάνοντας
υπ΄ όψιν ότι :

• GpQpXqq “ G1pQpXqq για κάθε αντικείµενο QpXq “ X P obpCq “ obpCrW´1sq

• GpQpfqq “ G1pQpfqq για κάθε µορφισµό Qpfq : QpXq ÝÑ QpY q στην κατηγορία CrW´1s.

• Gpκλάση του xwq “ G1pκλάση του xwq

συµπεραίνουµε ότι ο συναρτητής G : CrW´1s ÝÑ C1 είναι µοναδικός. Εποµένως το Ϲεύγος
pCrW´1s, Qq ικανοποιεί τον Ορισµό 2.1.1.
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Παρατήρηση 2.1.18. Η παραπάνω κατασκευή της τοπικοποιήσης CrW´1s της κατηγορίας C µε
τη ϐοήθεια των µονοπατιών γίνεται όταν η κλάση µορφισµών W είναι αυθαίρετη. Εάν η κλάση W
εφοδιαστεί µε κάποιες επιπλέον ιδιότητες η κατασκευή της τοπικοποίησης CrW´1s της κατηγορίας
C όπως ϑα δούµε στην συνέχεια µπορεί να γίνει µε τη ϐοήθεια των λεγόµενων roofs ή κλασµάτων
(fractions).

2.2 Τοπικοποίηση της ∆υϊκής Κατηγορίας

Στην ενότητα αυτή µελετάµε την τοπικοποίηση της δυϊκής κατηγορίας Cop µιας κατηγορίας C.
Η ύπαρξη της τοπικοποίησης CoprW´1s της δυϊκής κατηγορίας Cop προϋποθέτει την ύπαρξη της
τοπικοποίησης CrW´1s της κατηγορίας C.

Ας είναι C µια κατηγορία και Cop η δυϊκή αυτής. Υποθέτουµε ότι η κατηγορία C είναι ε-
ϕοδιασµένη µε µια κλάση µορφισµών W. Η υποενότητα 2.1.1 µας εξασφαλίζει την ύπαρξη της
τοπικοποίησης pCrW´1s, Qq της C. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ένας µορφισµός στην κατηγορία
C, αντιστρέφοντας το ϐέλος µπορεί να ιδωθεί ως µορφισµός στη δυϊκή κατηγορία Cop µπορούµε
να ϑεωρήσουµε τους µορφισµούς της κλάσης W της C ως µορφισµούς στην Cop. Σηµειώνουµε
µε Wop την εικόνα της κλάσης W στη δυϊκή κατηγορία Cop µέσω του συναρτητή op. Ο συναρ-
τητής Q : C ÝÑ CrW´1s µπορεί να ιδωθεί ως ένας συναρτητής από τη δυϊκή κατηγορία Cop της
C στην CrW´1s είτε από την κατηγορία C στη δυϊκή κατηγορία CrW´1sop της CrW´1s είτε από
τη δυϊκή κατηγορία Cop της C στη δυϊκή κατηγορία CrW´1sop της CrW´1s και σε κάθε περίπτω-
ση τον συµβολίζουµε µε Q. Για κάθε µορφισµό w στην κλάση Wop η οποία ταυτίζεται µε την
κλάση W ο µορφισµός Qpwq είναι ένας ισοµορφισµός στην CrW´1sop. Ως εκ τούτου, υπάρχει
µοναδικός συναρτητής β : CoprW´1s ÝÑ CrW´1sop τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι
µεταθετικό :

Cop

Q

��

Qop

// CoprW´1s

β

yy
CrW´1sop

΄Ετσι, η κατηγορία CoprW´1s εφοδιασµένη µε τον συναρτητή Qop : Cop ÝÑ CoprW´1s αποτελεί
τοπικοποίηση της Cop.

Σχόλιο 2.2.1. Ο συναρτητής β : CoprW´1s ÝÑ CrW´1sop στέλνει ένα αντικείµενο της CoprW´1s

στον εαυτό του και έναν µορφισµό f : X ÝÑ Y ο οποίος αναπαρίσταται από ένα µονοπάτι στην
CoprW´1s στον µορφισµό βpfq στην CrW´1sop ο οποίος αναπαρίσταται από το ίδιο µονοπάτι
αντιστρέφοντας τα ϐέλη των µορφισµών του.

Πρόταση 2.2.2. Ο συναρτητής β : CoprW´1s ÝÑ CrW´1sop είναι ένας ισοµορφισµός µεταξύ των
κατηγοριών CoprW´1s και CrW´1sop.

Απόδειξη. Ας είναι β : CoprW´1s ÝÑ CrW´1sop ένας συναρτητής µεταξύ των κατηγοριών CoprW´1s

και CrW´1sop. Η κατηγορία CoprW´1s εφοδιασµένη µε τον συναρτητή Qop : Cop ÝÑ CoprW´1s α-
ποτελεί τοπικοποίηση της κατηγορίας Cop. Η κατηγορία CrW´1sop εφοδιασµένη µε τον συναρτητή
Q : Cop ÝÑ CrW´1sop αποτελεί εξίσου τοπικοποίηση της κατηγορίας Cop. Τότε σύµφωνα µε την
Πρόταση 2.1.3 υπάρχει ένας ισοµορφισµός β : CoprW´1s ÝÑ CrW´1sop µεταξύ των κατηγοριών
CoprW´1s και CrW´1sop. �

Παρατήρηση 2.2.3. Το συµπέρασµα του Λήµµατος 2.1.7 ισχύει και για τις δυϊκές κατηγορίες.
΄Ετσι, παρόµοιο αποτέλεσµα ισχύει αντιστρέφοντας τα ϐέλη των µορφισµών.
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2.3 Localizing Κλάσεις και Roofs

Στην Ενότητα 2.1 επικεντρωθήκαµε στην τοπικοποίηση µιας κατηγορίας C εφοδιασµένης µε µια
τυχαία κλάση µορφισµών W. Στην ενότητα αυτή ϑέτουµε ορισµένους περιορισµούς στην κλάση
µορφισµών W. Ως εκ τούτου περιοριζόµαστε σε ειδικούς τύπους κλάσεων µορφισµών για τις
οποίες µπορούµε να δώσουµε µια καλύτερη περιγραφή των µορφισµών στην τοπικοποιηµένη
κατηγορία. Η ανάγκη αυτή πηγάζει από το γεγονός ότι εάν η κλάση µορφισµών W είναι τυχαία
υπάρχει µεγάλη δυσκολία στο να διατυπώσουµε οτιδήποτε σχετικά µε την κατηγορία CrW´1s.

Ορισµός 2.3.1. Ας είναι C µια κατηγορία και W µια κλάση µορφισµών της. Η κλάση W είναι µια
δεξιά localizing κλάση (right localizing class) εάν ικανοποιεί τις ακόλουθες συνθήκες :

pW1q Ο ταυτοτικός µορφισµός 1X : X ÝÑ X ανήκει στην κλάση W για κάθε αντικείµενο X της
κατηγορίας C.

pW2q ∆οθέντων δύο µορφισµών f : X ÝÑ Y και g : Y ÝÑ Z οι οποίοι ανήκουν στην κλάση W , η
σύνθεση τους g ˝ f : X ÝÑ Z ανήκει στην κλάση W.

pW3q Εάν f : X ÝÑ Y είναι ένας µορφισµός στην C και w : X ÝÑ X 1 είναι ένας µορφισµός ο
οποίος ανήκει στην κλάση W υπάρχει µορφισµός t : Y ÝÑ Y 1 ο οποίος ανήκει στην κλάση W
και µορφισµός g : X 1 ÝÑ Y 1 στην κατηγορία C τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι
µεταθετικό :

X

w

��

f // Y

t

��
X 1

g
// Y 1

pW4q Ας είναι f, g : X Ñ Y ένα Ϲεύγος παράλληλων µορφισµών στην κατηγορία C. Εάν υπάρχει
ένας µορφισµός w : W ÝÑ X ο οποίος ανήκει στην κλάση µορφισµών W τέτοιος ώστε f ˝w “
g ˝ w τότε υπάρχει µορφισµός t : Y ÝÑ Z στην κλάση W τέτοιος ώστε t ˝ f “ t ˝ g όπως
παριστάνεται στο ακόλουθο διάγραµµα

W
w // X

f //
g
// Y

t // Z.

Παρατήρηση 2.3.2. Οι συνθήκες του Ορισµού 2.3.1 επιβεβαιώνουν ότι υπάρχει µια υποκα-
τηγορία ĂW της C µε αντικείµενα τα αντικείµενα της κατηγορίας C και µορφισµούς την κλάση
µορφισµών W. Ο συναρτητής ϕυσικής έγκλεισης i : ĂW ÝÑ C είναι ηµιπλήρης καθώς για κάθε
Ϲεύγος αντικειµένων X, Y στην κατηγορία ĂW τέτοια ώστε ipXq w ipY q στην κατηγορία C ισχύει
ότι X w Y στην κατηγορία ĂW. ΄Ετσι, η υποκατηγορία ĂW της C είναι ηµιπλήρης υποκατηγορί-
α της. Με αυτές τις συνθήκες η έννοια της δεξιάς localizing κλάσης διατηρείται υπό τη δράση
ισοδυναµιών κατηγοριών.

Η έννοια της αριστερής localizing κλάσης ορίζεται όµοια αντιστρέφοντας τα ϐέλη των µορφι-
σµών. Πιο συγκεκριµένα:

Ορισµός 2.3.3. Ας είναι C µια κατηγορία και W µια κλάση µορφισµών της. Η κλάση W είναι µια
αριστερή localizing κλάση (left localizing class) εάν ικανοποιεί τους ακόλουθους περιορισµούς :

pW11q Ο ταυτοτικός µορφισµός 1X : X ÝÑ X ανήκει στην κλάση W για κάθε αντικείµενο X της
κατηγορίας C.
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pW21q ∆οθέντων δύο µορφισµών f : X ÝÑ Y και g : Y ÝÑ Z οι οποίοι ανήκουν στην κλάση W , η
σύνθεση τους g ˝ f : X ÝÑ Z ανήκει στην κλάση W.

pW31q Εάν f : Y ÝÑ X είναι ένας µορφισµός στην C και w : X 1 ÝÑ X είναι ένας µορφισµός ο
οποίος ανήκει στην κλάση W υπάρχει µορφισµός t : Y 1 ÝÑ Y ο οποίος ανήκει στην κλάση W
και µορφισµός g : Y 1 ÝÑ X 1 στην κατηγορία C τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι
µεταθετικό :

X Y
f

oo

X 1

w

OO

Y 1

t

OO

goo

pW41q Ας είναι f, g : X Ñ Y ένα Ϲεύγος παράλληλων µορφισµών στην κατηγορία C. Εάν υπάρχει
ένας µορφισµός t : Y ÝÑ Z ο οποίος ανήκει στην κλάση µορφισµώνW τέτοιος ώστε t˝f “ t˝g
τότε υπάρχει µορφισµός w : W ÝÑ X στην κλάση W τέτοιος ώστε f ˝ w “ g ˝ w όπως
παριστάνεται στο ακόλουθο διάγραµµα

W
w // X

f //
g
// Y

t // Z

Στην περίπτωση που µια κλάση µορφισµών είναι εξίσου αριστερή localizing κλάση και δεξιά
localizing κλάση λαµβάνουµε τον ακόλουθο ορισµό:

Ορισµός 2.3.4. Ας είναι C µια κατηγορία και W µια κλάση µορφισµών της. Η κλάση W είναι µια
localizing κλάση (localizing class) εάν ικανοποιεί τους ακόλουθους περιορισµούς :

pW12q Ο ταυτοτικός µορφισµός 1X : X ÝÑ X ανήκει στην κλάση W για κάθε αντικείµενο X της
κατηγορίας C.

pW22q ∆οθέντων δύο µορφισµών f : X ÝÑ Y και g : Y ÝÑ Z οι οποίοι ανήκουν στην κλάση W , η
σύνθεση τους g ˝ f : X ÝÑ Z ανήκει στην κλάση W.

pW32q

paq Εάν f : X ÝÑ Y είναι ένας µορφισµός στην C και w : X ÝÑ X 1 είναι ένας µορφισµός ο
οποίος ανήκει στην κλάση W υπάρχει µορφισµός t : Y ÝÑ Y 1 ο οποίος ανήκει στην κλάση W
και µορφισµός g : X 1 ÝÑ Y 1 στην κατηγορία C τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι
µεταθετικό :

X

w

��

f // Y

t

��
X 1

g
// Y 1

pbq Εάν f : Y ÝÑ X είναι ένας µορφισµός στην C και w : X 1 ÝÑ X είναι ένας µορφισµός ο
οποίος ανήκει στην κλάση W υπάρχει µορφισµός t : Y 1 ÝÑ Y ο οποίος ανήκει στην κλάση W
και µορφισµός g : Y 1 ÝÑ X 1 στην κατηγορία C τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι
µεταθετικό :

X Y
f

oo

X 1

w

OO

Y 1

t

OO

goo
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pW42q Ας είναι f, g : X Ñ Y ένα Ϲεύγος παράλληλων µορφισµών στην κατηγορία C. Τότε υπάρχει
ένας µορφισµός w : W ÝÑ X ο οποίος ανήκει στην κλάση µορφισµών W τέτοιος ώστε f ˝w “
g ˝w αν και µόνο αν υπάρχει µορφισµός t : Y ÝÑ Z στην κλάση W τέτοιος ώστε t ˝ f “ t ˝ g.

Παρατήρηση 2.3.5. 1. Συχνά στη ϐιβλιογραφία η δεξιά localizing κλάση µορφισµών ανα-
ϕέρεται ως δεξιό πολλαπλασιαστικό σύστηµα, η αριστερή localizing κλάση αναφέρεται ως
αριστερό πολλαπλασιαστικό σύστηµα και η localizing κλάση αναφέρεται ως πολλαπλασια-
στικό σύστηµα. Επιπλέον ορισµένοι συγγραφείς καλούν δεξιά localizing κλάση µορφισµών
αυτό που εµείς ορίσαµε ως αριστερή localizing κλάση και αντίστροφα. Αυτό συµβαίνει καθώς
όπως ϑα δούµε στην συνέχεια κάθε µορφισµός της CrW´1s γράφεται ως Qpwq´1 ˝Qpfq για
κάποιο µορφισµό w ο οποίος ανήκει στην κλάση W και κάποιο µορφισµό f στην κατηγορία
C.

2. Ορισµένες ϕορές ο πρώτος περιορισµός των Ορισµών 2.3.1, 2.3.3, 2.3.4 αντικαθίστανται από
τον γενικότερο περιορισµό: Κάθε ισοµορφισµός στην κατηγορία C ανήκει στην κλάση W.
Ωστόσο, χάρις στο δεύτερο περιορισµό στους εν λόγω Ορισµούς καταλήγουµε ουσιαστικά
στο ότι ο ταυτοτικός µορφισµός 1X : X ÝÑ X ανήκει στην κλάση W για κάθε αντικείµενο
X της κατηγορίας C.

3. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον Ορισµό 2.3.4 εάν W είναι µια localizing κλάση µορφισµών στην
κατηγορία C τότε είναι εξίσου localizing κλάση στην αντίθετη κατηγορία Cop.

Εν συνεχεία παραθέτουµε ένα παράδειγµα localizing κλάσης.

Παράδειγµα 2.3.6. Η οικογένεια ισοµορφισµών W σε µια κατηγορία C η οποία ικανοποιεί του
περιορισµούς pW12q και pW22q του Ορισµού 2.3.4 είναι µια localizing κλάση στην C. Για να
έχουµε το Ϲητούµενο µας αρκεί να αποδείξουµε ότι πληρούνται εξίσου οι περιορισµοί pW32q
και pW42q του Ορισµού 2.3.4. Για να ελέγξουµε τον περιορισµό (W32paq) ϑέτουµε Y 1 “ Y .
΄Ετσι, εάν f : X ÝÑ Y είναι ένας µορφισµός στην κατηγορία C και w : X ÝÑ X 1 είναι ένας
µορφισµός ο οποίος ανήκει στην κλάση W δηλαδή ένας ισοµορφισµός υπάρχει ο ταυτοτικός
µορφισµός 1Y : Y ÝÑ Y ο οποίος ως ισοµορφισµός ανήκει στην κλάση W και ο µορφισµός
g “ f ˝w´1 : X 1 ÝÑ Y στην κατηγορία C οι οποίοι είναι τέτοιοι ώστε pf ˝w´1q ˝w “ 1Y ˝ f όπως
παριστάνεται στο ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

X

w

��

f // Y

1Y

��
X 1

g“f˝w´1

// Y

΄Οσον αφορά τον περιορισµό (W32pbq) ϑέτουµε Y 1 “ Y . ΄Ετσι, εάν f : Y ÝÑ X είναι ένας
µορφισµός στην κατηγορία C και w : X 1 ÝÑ X είναι ένας µορφισµός ο οποίος ανήκει στην
κλάση W δηλαδή ένας ισοµορφισµός υπάρχει ο ταυτοτικός µορφισµός 1Y : Y ÝÑ Y ο οποίος ως
ισοµορφισµός ανήκει στην κλάση W και ο µορφισµός g “ w´1 ˝ f : Y ÝÑ X 1 στην κατηγορία C
οι οποίοι είναι τέτοιοι ώστε f ˝ 1Y “ w ˝ pw´1 ˝ fq όπως παριστάνεται στο ακόλουθο µεταθετικό
διάγραµµα:

X Y
f

oo

X 1

w

OO

Y

1Y

OO

g“w´1
˝f

oo

΄Οσον αφορά τον περιορισµό pW42q ας είναι ένα Ϲεύγος παράλληλων µορφισµών f, g : X Ñ Y στην
κατηγορία C. Υποθέτουµε ότι υπάρχει µορφισµός w : W ÝÑ X ο οποίος ανήκει στην κλάση W
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τέτοιος ώστε f ˝w “ g ˝w. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός w ανήκει στην κλάση W έπεται
ότι είναι ένας ισοµορφισµός. Ως εκ τούτου υπάρχει ο αντίστροφος µορφισµός w´1 : X ÝÑ W ο
οποίος είναι εξίσου ένας ισοµορφισµός. Συνθέτοντας από τα δεξιά στην τελευταία ισότητα µε τον
µορφισµόw´1 προκύπτει ότι f “ g. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις ιδιότητες του ταυτοτικού µορφισµού
1Y από την τελευταία ισότητα προκύπτει ότι 1Y˝f “ 1Y ˝g. Ο ταυτοτικός µορφισµός 1Y : Y ÝÑ Y
ως ισοµορφισµός ανήκει στην κλάση W. Ως εκ τούτου υπάρχει µορφισµός 1Y : Y ÝÑ Y ο οποίος
ανήκει στην κλάσηW τέτοιος ώστε 1Y˝f “ 1Y˝g. Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι υπάρχει µορφισµός
t : Y ÝÑ Z στην κλάση W τέτοιος ώστε t ˝ f “ t ˝ g. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός t
ανήκει στην κλάση W έπεται ότι είναι ένας ισοµορφισµός. Ως εκ τούτου υπάρχει ο αντίστροφος
µορφισµός t´1 ο οποίος είναι εξίσου ένας ισοµορφισµός. Συνθέτοντας από τα αριστερά στην
τελευταία ισότητα µε τον µορφισµό t´1 προκύπτει ότι f “ g. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις ιδιότητες
του ταυτοτικού µορφισµού 1X από την τελευταία ισότητα προκύπτει ότι f ˝ 1X “ g ˝ 1X . Ο
ταυτοτικός µορφισµός 1X : X ÝÑ X ως ισοµορφισµός ανήκει στην κλάση W. Ως εκ τούτου
υπάρχει µορφισµός 1X : X ÝÑ X ο οποίος ανήκει στην κλάση W τέτοιος ώστε f ˝ 1X “ g ˝ 1X.
΄Ετσι, αποδείξαµε ότι δοθέντος ενός Ϲεύγους παράλληλων µορφισµών f, g : X Ñ Y στην κατηγορία
C υπάρχει ένας µορφισµός 1X : X ÝÑ X ο οποίος ανήκει στην κλάση µορφισµών W τέτοιος ώστε
f ˝ 1X “ g ˝ 1X αν και µόνο αν υπάρχει µορφισµός 1Y : Y ÝÑ Y στην κλάση W τέτοιος ώστε
1Y ˝ f “ 1Y ˝ g.

Ανάλογα µε τους Ορισµούς 1.2.32 και 1.2.31 έχουµε τους ακόλουθους Ορισµούς.

Ορισµός 2.3.7. Ας είναι C µια κατηγορία, X ένα αντικείµενο της και W µια κλάση µορφισµών της
η οποία ικανοποιεί τους δύο πρώτους περιορισµούς του Ορισµού 2.3.4. Η κατηγορία WX ορίζεται
ως εξής :

1. Τα αντικείµενα της είναι τα Ϲευγάρια pX 1, wq όπου X 1 είναι ένα αντικείµενο της κατηγορίας C
και w : X ÝÑ X 1 είναι ένας µορφισµός ο οποίος ανήκει στην κλάση W.

2. ΄Ενας µορφισµός της pX 1, wq ÝÑ pX2, w1q από το Ϲεύγος pX 1, wq στο Ϲεύγος pX2, w1q είναι
ένας µορφισµός h : X 1 ÝÑ X2 στην C τέτοιος ώστε h ˝ w “ w1 δηλαδή ένας µορφισµός
h P HomCpX

1, X2q τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

X

w1

��

w // X 1

h
}}

X2.

3. Η σύνθεση δύο µορφισµών pX 1, wq ÝÑ pX2, w1q και pX2, w1q ÝÑ pX3, w2q επάγει έναν
µορφισµό pX 1, wq ÝÑ pX3, w2q δηλαδή έναν µορφισµό h “ h2 ˝ h1 : X 1 ÝÑ X3 στην
κατηγορία C µε h1 : X 1 ÝÑ X2 και h2 : X2 ÝÑ X3 ο οποίος είναι τέτοιος ώστε h ˝ w “ w2.

4. Ο ταυτοτικός µορφισµός ορίζεται κατά προφανή τρόπο.

Στην κατηγορία WX ορίζεται ένας συναρτητής αX : WX ÝÑ C ως αXppX 1, wqq “ X 1 για κάθε

αντικείµενο pX 1, wq στην κατηγορία WX και αXppX 1, wq ÝÑ pX2, w1qq “ p X 1
h // X2 q για

κάθε µορφισµό pX 1, wq ÝÑ pX2, w1q στην κατηγορία WX .

Ορισµός 2.3.8. Ας είναι C µια κατηγορία, X ένα αντικείµενο της και W µια κλάση µορφισµών της
η οποία ικανοποιεί τους δύο πρώτους περιορισµούς του Ορισµού 2.3.4. Η κατηγορία WX ορίζεται ως
εξής :

1. Τα αντικείµενα της είναι τα Ϲευγάρια pX 1, wq όπου X 1 είναι ένα αντικείµενο της κατηγορίας C
και w : X 1 ÝÑ X είναι ένας µορφισµός ο οποίος ανήκει στην κλάση W.
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2. ΄Ενας µορφισµός της pX 1, wq ÝÑ pX2, w1q από το Ϲεύγος pX 1, wq στο Ϲεύγος pX2, w1q είναι
ένας µορφισµός h : X 1 ÝÑ X2 στην C τέτοιος ώστε w1 ˝ h “ w δηλαδή ένας µορφισµός
h P HomCpX

1, X2q τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

X 1

w

��

h // X2

w1

}}
X

3. Η σύνθεση δύο µορφισµών pX 1, wq ÝÑ pX2, w1q και pX2, w1q ÝÑ pX3, w2q επάγει έναν
µορφισµό pX 1, wq ÝÑ pX3, w2q δηλαδή έναν µορφισµό h “ h2 ˝ h1 : X 1 ÝÑ X3 στην
κατηγορία C µε h1 : X 1 ÝÑ X2 και h2 : X2 ÝÑ X3 ο οποίος είναι τέτοιος ώστε w2 ˝ h “ w.

4. Ο ταυτοτικός µορφισµός ορίζεται κατά προφανή τρόπο.

Στην κατηγορία WX ορίζεται ένας συναρτητής αX : WX ÝÑ C ως αXppX 1, wqq “ X 1 για κάθε

αντικείµενο pX 1, wq στην κατηγορία WX και αXppX 1, wq ÝÑ pX2, w1qq “ p X 1
h // X2 q για

κάθε µορφισµό pX 1, wq ÝÑ pX2, w1q στην κατηγορία WX .

Παρατήρηση 2.3.9. 1. Οι κατηγορίες WX και WX είναι πλήρεις υποκατηγορίες των κατη-
γοριών CX και CX αντίστοιχα.

2. Στους ορισµούς 2.3.7 και 2.3.8 αντίστοιχα δεν απαιτούµε ο µορφισµός h να ανήκει στην
κλάση µορφισµών W. Ωστόσο υπό ορισµένες προϋποθέσεις αυτό είναι δυνατόν. Πιο συγκε-
κριµένα, ας είναι F : C ÝÑ C1 ένας συναρτητής, ορίζουµε την κλάση W ως εξής :

W “ tf : A ÝÑ B |F pfq είναι ένας ισοµορφισµός στην C1u

Ας είναι pX 1, wq ÝÑ pX2, w1q ένας µορφισµός στην WX . Τότε h ˝ w “ w1. Εφαρµόζοντας
τον συναρτητή F στην τελευταία ισότητα προκύπτει ότι F phq ˝F pwq “ F pw1q. Οι µορφισµοί
w και w1 ανήκουν στην κλάση W. Ως εκ τούτου οι µορφισµοί F pwq και F pw1q είναι ισο-
µορφισµοί στην κατηγορία C1. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι οι αντίστροφοι µορφισµοί F pwq´1

και F pw1q´1 υπάρχουν και είναι εξίσου ισοµορφισµοί από την τελευταία ισότητα προκύπτει
ότι F phq “ F pw1q ˝ F pwq´1. ΄Ετσι, ο µορφισµός F phq είναι ένας ισοµορφισµός ως σύνθεση
ισοµορφισµών. Ως εκ τούτου ο µορφισµός h ανήκει στην κλάση W.
Ανάλογα όσον αφορά τον Ορισµό 2.3.8 ας είναι F : C ÝÑ C1 ένας συναρτητής, ορίζουµε την
κλάση W ως εξής :

W “ tf : A ÝÑ B |F pfq είναι ένας ισοµορφισµός στην C1u

Ας είναι pX 1, wq ÝÑ pX2, w1q ένας µορφισµός στην WX . Τότε w1 ˝ h “ w. Εφαρµόζοντας
τον συναρτητή F στην τελευταία ισότητα προκύπτει ότι F pw1q ˝F phq “ F pwq. Οι µορφισµοί
w και w1 ανήκουν στην κλάση W. Ως εκ τούτου οι µορφισµοί F pwq και F pw1q είναι ισο-
µορφισµοί στην κατηγορία C1. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι οι αντίστροφοι µορφισµοί F pwq´1

και F pw1q´1 υπάρχουν και είναι εξίσου ισοµορφισµοί από την τελευταία ισότητα προκύπτει
ότι F phq “ F pw1q´1 ˝ F pwq. ΄Ετσι, ο µορφισµός F phq είναι ένας ισοµορφισµός ως σύνθεση
ισοµορφισµών. Ως εκ τούτου ο µορφισµός h ανήκει στην κλάση W.

Ορισµός 2.3.10. Ας είναι C µια κατηγορία. Η κατηγορία C καλείται ϕίλτρο (filtrant) εάν πλη-
ϱούνται οι ακόλουθες συνθήκες :

1. Η κατηγορία C είναι µη κενή.
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2. Για οποιαδήποτε αντικείµενα Y και Z της C υπάρχει αντικείµενο X της C και µορφισµοί
Y ÝÑ X και Z ÝÑ X, όπως αναπαρίσταται στο ακόλουθο διάγραµµα:

X

Y

;;

Z

cc

3. Για κάθε Ϲεύγος παράλληλων µορφισµών f, g : Y Ñ Z υπάρχει ένας µορφισµός h : Z ÝÑ X
τέτοιος ώστε h ˝ f “ h ˝ g, όπως αναπαρίσταται στο ακόλουθο διάγραµµα:

Y

h˝f“h˝g

��

f //
g
// Z

h
��

X

Ορισµένα παραδείγµατα κατηγοριών ϕίλτρο είναι τα ακόλουθα:

Παράδειγµα 2.3.11. 1. Ας είναι W µια δεξιά localizing κλάση. Η κατηγορία WX είναι ϕίλ-
τρο. Πράγµατι, ας είναι w : X ÝÑ X 1 και w1 : X ÝÑ X2 µορφισµοί οι οποίοι ανήκουν στην
κλάση W. Τότε σύµφωνα µε τον περιορισµό pW3q της δεξιάς localizing κλάσης W υπάρχει
µορφισµός t : X 1 ÝÑ X3 ο οποίος ανήκει στην κλάση W και µορφισµός t1 : X2 ÝÑ X3

στην C τέτοιοι ώστε t1 ˝ w1 “ t ˝ w. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι οι µορφισµοί w : X ÝÑ X 1

και t : X 1 ÝÑ X3 ανήκουν στην κλάση W σύµφωνα µε τον περιορισµό pW2q της δεξιάς
localizing κλάσης W ο µορφισµός t ˝ w : X ÝÑ X3 ανήκει εξίσου στην κλάση W. Ως
εκ τούτου το Ϲευγάρι pX3, t ˝ wq αποτελεί αντικείµενο της κατηγορίας WX . ΄Ετσι, η κα-
τηγορία WX είναι µη κενή. Κατόπιν, για οποιαδήποτε αντικείµενα pX 1, wq και pX2, w1q
της κατηγορίας WX υπάρχει αντικείµενο pX3, w2q της WX όπου w2 “ t1 ˝ w1 “ t ˝ w
και µορφισµοί pX 1, wq ÝÑ pX3, w2q και pX2, w1q ÝÑ pX3, w2q όπως αναπαρίσταται στο
ακόλουθο διάγραµµα

pX3, w2q

pX 1, wq

88

pX2, w1q

ff

.

Τέλος, ας είναι w : X ÝÑ X 1 και w1 : X ÝÑ X2 µορφισµοί οι οποίοι ανήκουν στην κλάση
W. Υποθέτουµε ότι f, g : X 1 Ñ X2 είναι ένα Ϲεύγος παράλληλων µορφισµών τέτοιο ώστε
f ˝w “ g ˝w “ w1. Τότε σύµφωνα µε τον περιορισµό pW4q της δεξιάς localizing κλάσης W
υπάρχει µορφισµός t : X2 ÝÑW ο οποίος ανήκει στην κλάση W τέτοιος ώστε t ˝ f “ t ˝ g.
Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι οι µορφισµοί w1 : X ÝÑ X2 και t : X2 ÝÑ W ανήκουν στην
κλάση W σύµφωνα µε τον περιορισµό pW2q της δεξιάς localizing κλάσης W ο µορφισµός
t ˝ w1 : X ÝÑ W ανήκει εξίσου στην κλάση W. Εποµένως, το Ϲευγάρι pW, t ˝ w1q είναι
αντικείµενο της κατηγορίας WX . Επιπλέον, οι συνθέσεις

pX 1, wq
f //
g
// pX2, w1q

t // pW, t ˝ w1q

συµπίπτουν. ΄Ετσι, συνοψίζοντας για κάθε Ϲεύγος παράλληλων µορφισµών f, g : pX 1, wq Ñ
pX2, w1q υπάρχει ένας µορφισµός t : pX2, w1q ÝÑ pW, t ˝ w1q τέτοιος ώστε t ˝ f “ t ˝
g. Συνεπώς σύµφωνα µε τα παραπάνω πληρούνται όλες οι συνθήκες του Ορισµού 2.3.10
γεγονός που εξασφαλίζει ότι η κατηγορία WX είναι ϕίλτρο.

∆υϊκά,
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2. Ας είναι W µια αριστερή localizing κλάση. Η κατηγορία WX είναι ϕίλτρο.

Ορισµός 2.3.12. Ας είναι C µια κατηγορία, X, Y αντικείµενα της και W είναι µια δεξιά localizing
κλάση µορφισµών της C. Η κατηγορία Cr

W έχει ως αντικείµενα τα αντικείµενα της κατηγορίας C και
οι µορφισµοί της ορίζονται ως εξής :

HomCr
W
pX,Y q “ lim

ÝÑ
pYÝÑY 1qPWY

HomCpX,Y
1q “ lim

ÝÑ
HomCpX,α

Y q.

Ορισµός 2.3.13. Ας είναι C µια κατηγορία, X, Y αντικείµενα της και W είναι µια αριστερή locali-
zing κλάση µορφισµών της C. Η κατηγορία Cl

W έχει ως αντικείµενα τα αντικείµενα της κατηγορίας
C και οι µορφισµοί της ορίζονται ως εξής :

HomCl
W
pX,Y q “ lim

ÝÑ
pX1ÝÑXqPWX

HomCpX
1, Y q “ lim

ÝÑ
HomCpαX , Y q.

Σχόλιο 2.3.14. Στη συνέχεια ϑα ορίσουµε τις κατηγορίες Cr
W και Cl

W µε τη χρήση των roofs. Η
διαδικασία αυτή µας διευκολύνει ιδιαίτερα καθώς ο ορισµός του συνόλου των µορφισµών στις εν
λόγω κατηγορίες είναι απλούστερος.

Λήµµα 2.3.15. Ας είναι C µια κατηγορία και Z, Y αντικείµενα της.

1. Εάν W είναι µια δεξιά localizing κλάση µορφισµών της C και w : X ÝÑ X 1 είναι ένας
µορφισµός ο οποίος ανήκει στην κλάση W , τότε ο µορφισµός w επάγει έναν ισοµορφισµό

˝w : HomCr
W
pX 1, Y q ÝÑ HomCr

W
pX,Y q, f ÞÝÑ f ˝ w

2. Εάν W είναι µια αριστερή localizing κλάση µορφισµών της C και w : X ÝÑ X 1 είναι ένας
µορφισµός ο οποίος ανήκει στην κλάση W , τότε ο µορφισµός w επάγει έναν ισοµορφισµό

w˝ : HomCl
W
pZ,Xq ÝÑ HomCl

W
pZ,X 1q, f ÞÝÑ w ˝ f

Απόδειξη. 1. Ας είναιW µια δεξιά localizing κλάση µορφισµών της κατηγορίας C καιw : X ÝÑ

X 1 ένας µορφισµός ο οποίος ανήκει στην κλάση W. Θεωρούµε την απεικόνιση:

˝w : HomCr
W
pX 1, Y q ÝÑ HomCr

W
pX,Y q, f ÞÝÑ f ˝ w

Θα αποδείξουµε ότι :

• Η απεικόνιση ˝w είναι «καλά ορισµένη».
Ας είναι f, g P HomCr

W
pX 1, Y q. Υποθέτουµε ότι f “ g. Συνθέτοντας από δεξιά στην

τελευταία ισότητα µε τον µορφισµό w προκύπτει ότι f ˝w “ g ˝w. ΄Ετσι, λαµβάνοντας
υπ΄ όψιν τον ορισµό της απεικόνισης ˝w προκύπτει ότι p˝wqpfq “ p˝wqpgq. Ως εκ
τούτου, η απεικόνιση ˝w είναι «καλά ορισµένη».

• Η απεικόνιση ˝w είναι «επί».
∆οθέντων ενός µορφισµού f : X ÝÑ Y 1 στην κατηγορία C και ενός µορφισµούw : X ÝÑ

X 1 ο οποίος ανήκει στην κλάση W σύµφωνα µε τον περιορισµό pW3q της δεξιάς locali-
zing κλάσης W υπάρχει µορφισµός t1 : Y 1 ÝÑ Y 2 ο οποίος ανήκει στην κλάση W και
µορφισµός e : X 1 ÝÑ Y 2 στην κατηγορία C τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να
είναι µεταθετικό :

X

w

��

f // Y 1

t1

��

Y
too

X 1
e
// Y 2
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Ως εκ τούτου e ˝ w “ t1 ˝ f . Από την τελευταία ισότητα λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον
ορισµό της απεικόνισης ˝w προκύπτει ότι p˝wqpeq “ t1 ˝ f . ΄Ετσι, αποδείξαµε ότι για
κάθε µορφισµό t1˝f P HomCr

W
pX,Y 2q υπάρχει µορφισµός e P HomCr

W
pX 1, Y 2q τέτοιος

ώστε p˝wqpeq “ t1 ˝ f γεγονός που εξασφαλίζει ότι η απεικόνιση ˝w είναι «επί».

• Η απεικόνιση ˝w είναι «1-1».
Ας είναι f, g P HomCr

W
pX 1, Y 1q. Υποθέτουµε ότι p˝wqpfq “ p˝wqpgq. Τότε σύµφωνα µε

τον ορισµό της απεικόνισης ˝w προκύπτει ότι f ˝w “ g ˝w. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την
τελευταία ισότητα από τον περιορισµό pW4q της δεξιάς localizing κλάσης W προκύπτει
ότι υπάρχει µορφισµός t1 : Y 1 ÝÑ Y 2 ο οποίος ανήκει στην κλάση W τέτοιος ώστε
t1 ˝ f “ t1 ˝ g όπως παριστάνεται στο ακόλουθο διάγραµµα

X
w // X 1

f //
g
// Y 1

t1 // Y 2

Y

t

OO

΄Οµως, όπως αποδείξαµε παραπάνω η απεικόνιση ˝t1 : HomCr
W
pY 2, Y 1q ÝÑ HomCr

W
pY 1, Y 1q είναι «επί». ΄Ετσι, υπάρχει µορφισµός p P HomCr

W
pY 2, Y 1q τέτοιος ώστε p˝t1qppq

“ 1Y1 . Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον ορισµό της απεικόνισης ˝t1 από την τελευταία ισότητα
έπεται ότι p ˝ t1 “ 1Y1 . Συνθέτοντας από τα αριστερά µε τον µορφισµό p στην ισότητα
t1˝f “ t1˝g και χρησιµοποιώντας την τελευταία ισότητα και τις ιδιότητες του ταυτοτικού
µορφισµού 1Y1 προκύπτει ότι f “ g. ΄Ετσι, αποδείξαµε ότι εάν p˝wqpfq “ p˝wqpgq τότε
f “ g γεγονός που εξασφαλίζει ότι η απεικόνιση ˝w είναι «1-1».

Συνεπώς σύµφωνα µε τα παραπάνω η απεικόνιση ˝w είναι ένας ισοµορφισµός.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Εν συνεχεία περιγράφουµε τους µορφισµούς στην κατηγορία CrW´1s.

Πρόταση 2.3.16. Ας είναι C µια κατηγορία, W µια localizing κλάση µορφισµών της και CrW´1s η
τοπικοποίηση της C ως προς την κλάση W. Κάθε µορφισµός στην κατηγορία CrW´1s αναπαρίσταται
ως σύνθεση των µορφισµών Qpwq´1 και Qpfq είτε ως σύνθεση των µορφισµών Qpfq και Qpwq´1,
όπου ο µορφισµός w ανήκει στην κλάση W και f είναι ένας µορφισµός στην C.

Απόδειξη. Ας είναι C µια κατηγορία και CrW´1s η τοπικοποίηση της C ως προς την localizing
κλάση W. Υποθέτουµε ότι t : X ÝÑ X 1 και w : X 1 ÝÑ X2 είναι µορφισµοί οι οποίοι ανήκουν
στην κλάση W. Τότε σύµφωνα µε τον περιορισµό pW22q της localizing κλάσης W ο µορφισµός w˝
t : X ÝÑ X2 ανήκει εξίσου στην κλάση W. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι η κατηγορία CrW´1s είναι
η τοπικοποίηση της C έπεται ότι ο µορφισµός Qpw ˝ tq και κατ΄ επέκταση λόγω των ιδιοτήτων που
διέπουν τον Q ως συναρτητή, ο µορφισµός Qpwq ˝Qptq είναι ένας ισοµορφισµός στην κατηγορία
CrW´1s. Ως εκ τούτου υπάρχει ο αντίστροφος pQpwq ˝Qptqq´1 “ Qptq´1 ˝Qpwq´1 ο οποίος είναι
εξίσου ένας ισοµορφισµός. ΄Ετσι, κάθε µορφισµός στην κατηγορία CrW´1s είναι της µορφής:

Qpf1q ˝Qpw1q
´1 ˝Qpf2q ˝Qpw2q

´1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝Qpfnq ˝Qpwnq
´1

όπου w1, w2, . . . , wn είναι µορφισµοί οι οποίοι ανήκουν στην κλάση W. Από το δεύτερο σκέλος
του περιορισµού pW32q την localizing κλάσηW για κάθε µορφισµό f : X 1 ÝÑ X2 στην κατηγορία
C και w : X 1 ÝÑ X2 ο οποίος ανήκει στην κλάση W υπάρχει µορφισµός t : X ÝÑ X 1 ο οποίος
ανήκει στην κλάση W και µορφισµός g : X ÝÑ X 1 στην κατηγορία C τέτοιοι ώστε το ακόλουθο
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διάγραµµα να είναι µεταθετικό
X2 X 1

f
oo

X 1

w

OO

X

t

OO

goo

Ως εκ τούτου f ˝ t “ w ˝ g. Εφαρµόζοντας τον συναρτητή Q στην τελευταία ισότητα και χρησιµο-
ποιώντας τις ιδιότητες που τον διέπουν ως συναρτητή προκύπτει ότι Qpfq ˝ Qptq “ Qpwq ˝Qpgq.
Εφόσον οι µορφισµοί t : X ÝÑ X 1 και w : X 1 ÝÑ X2 ανήκουν στην κλάση W σύµφωνα µε τον
ορισµό της τοπικοποίησης οι µορφισµοί Qptq : QpXq ÝÑ QpX 1q και Qpwq : QpX 1q ÝÑ QpX2q εί-
ναι ισοµορφισµοί στην CrW´1s. Ως εκ τούτου υπάρχουν οι αντίστροφοι Qptq´1 : QpX 1q ÝÑ QpXq
και Qpwq´1 : QpX2q ÝÑ QpX 1q και είναι εξίσου ισοµορφισµοί. Συνθέτοντας από αριστερά µε τον
µορφισµό Qpwq´1 και από δεξιά µε τον µορφισµό Qptq´1 στην τελευταία ισότητα και χρησιµο-
ποιώντας τις ισότητες Qpwq´1 ˝Qpwq “ 1QpX1q και Qptq ˝Qptq´1 “ 1QpX1q καθώς και τις ιδιότητες
του ταυτοτικού µορφισµού 1QpX1q προκύπτει ότι Qpwq´1 ˝ Qpfq “ Qpgq ˝ Qptq´1. Με χρήση
µαθηµατικής επαγωγής ως προς το n έπεται ότι κάθε µορφισµός στην κατηγορία CrW´1s µπορεί
να αναπαρασταθεί ως Qpfq ˝ Qpwq´1 όπου ο µορφισµός w είναι ένας µορφισµός ο οποίος ανή-
κει στην κλάση W. Ανάλογα αποδεικνύεται ότι κάθε µορφισµός στην κατηγορία CrW´1s µπορεί
επίσης να αναπαρασταθεί ως Qpwq´1 ˝Qpfq όπου ο µορφισµός w είναι ένας µορφισµός ο οποίος
ανήκει στην κλάση W. �

Σχόλιο 2.3.17. Η Πρόταση 2.3.16 υποδηλώνει ότι κάθε µορφισµός στην κατηγορία CrW´1s

µπορεί να ιδωθεί ως ένα αριστερό ή δεξιό κλάσµα.

Ευθύς αµέσως ϑα δώσουµε µια περιγραφή των µορφισµών στην κατηγορία CrW´1s η οποία
είναι πιο εύκολη στο να τη διαχειριστούµε και κατά συνέπεια είναι κατάλληλη για υπολογισµούς.

Ορισµός 2.3.18. Ας είναι C µια κατηγορία και W µια localizing κλάση µορφισµών της.

1. ΄Ενα διάγραµµα της µορφής

Y 1

f

$$

w

zz
X Y

στο οποίο ο µορφισµός w : Y 1 ÝÑ X ανήκει στην κλάση W καλείται αριστερό roof (left
roof) µεταξύ των αντικειµένων X και Y .

∆υϊκά,

2. ΄Ενα διάγραµµα της µορφής

Y 1

X

g
::

Y

t

dd

στο οποίο ο µορφισµός t : Y ÝÑ Y 1 ανήκει στην κλάση W καλείται δεξιό roof (right roof)
µεταξύ των αντικειµένων X και Y .

Παρατήρηση 2.3.19. Μεταβαίνοντας από την κατηγορία C στη δυϊκή της κατηγορία Cop ένα
αριστερό roof από το X στο Y µετατρέπεται σε ένα δεξιό roof από το Y στο X και αντίστροφα.
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Χάρις στην Παρατήρηση 2.3.19 περιοριζόµαστε στην απόδειξη των ιδιοτήτων των αριστερών
roofs καθώς οι ιδιότητες των δεξιών roofs προκύπτουν ως δυϊκές τους.

Ορισµός 2.3.20. Ας είναι C µια κατηγορία, W µια localizing κλάση µορφισµών της.

1. ∆οθέντων δύο αριστερών roofs

Y 1

f

$$

w

zz
X Y

Y 2

g

$$

t

zz
X Y

εάν υπάρχει αντικείµενο Z της κατηγορίας C και µορφισµοί p : Z ÝÑ Y 1, q : Z ÝÑ Y 2,
t1 : Z ÝÑ X και r : Z ÝÑ Y µε το µορφισµό t1 να ανήκει στην κλάση W τέτοιοι ώστε το
ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

Y 1

w

~~

f

  
X Z

p

OO

q

��

r //t1oo Y

Y 2

g

>>

t

``

τότε τα αριστερά roofs καλούνται ισοδύναµα (equivalent).

2. ∆οθέντων δύο δεξιών roofs

Y 1

X

f
::

Y

w

dd Y 2

X

g
::

Y

t

dd

εάν υπάρχει αντικείµενο W της κατηγορίας C και µορφισµοί p : Y 1 ÝÑ W , q : Y 2 ÝÑ W ,
t1 : X ÝÑ W και r : Y ÝÑ W µε το µορφισµό r να ανήκει στην κλάση W τέτοιοι ώστε το
ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

Y 1

p

��
X

f

>>

g

  

t1 // W Y

w

``

t

~~

roo

Y 2

q

OO

τότε τα δεξιά roofs καλούνται ισοδύναµα (equivalent).

Παρατήρηση 2.3.21. Μεταβαίνοντας από την κατηγορία C στη δυϊκή της κατηγορία Cop τα ισο-
δύναµα αριστερά roofs µετατρέπονται σε ισοδύναµα δεξιά roofs και αντίστροφα.



2.3. LOCALIZING ΚΛΑΣΕΙΣ ΚΑΙ ROOFS 107

Είναι λογικό κάποιος να διερωτηθεί ποιο ήταν το κίνητρο για τη διατύπωση του Ορισµού
2.3.20. Την απάντηση δίνει το ακόλουθο σχόλιο.

Σχόλιο 2.3.22. ∆οθείσης µιας κατηγορίας C και µιας localizing κλάσης µορφισµών της W
είναι γεγονός ότι για τους µορφισµούς στην κατηγορία CrW´1s ισχύει ότι Qpfq ˝ Qpwq´1 “

Qpgq ˝ Qptq´1, όπου οι µορφισµοί w και t ανήκουν στην κλάση W. Ωστόσο, το αποτέλεσµα αυ-
τό είναι απόρροια του γεγονότος ότι η ισοδυναµία των αριστερών roofs ορίζεται σύµφωνα µε το
πρώτο σκέλος του Ορισµού 2.3.20, υπογραµµίζοντας κατ΄ αυτόν τον τρόπο τη σηµασία του. Πιο
αναλυτικά, ας είναι δύο ισοδύναµα αριστερά roofs

Y 1

f

$$

w

zz
X Y

Y 2

g

$$

t

zz
X Y

Τότε υπάρχει ένα αντικείµενο Z της κατηγορίας C και µορφισµοί p : Z ÝÑ Y 1, q : Z ÝÑ Y 2,
t1 : Z ÝÑ X και r : Z ÝÑ Y οι οποίοι είναι τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό

Y 1

w

~~

f

  
X Z

p

OO

q

��

r //t1oo Y

Y 2

g

>>

t

``

(2.8)

και επιπλέον ο µορφισµός t1 “ w ˝ p “ t ˝ q ανήκει στην κλάση W. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι
η κατηγορία CrW´1s είναι τοπικοποίηση της C, ο µορφισµός w ˝ p ανήκει στην κλάση W και
τις ιδιότητες που διέπουν τον Q ως συναρτητή έπεται ότι ο µορφισµός Qpw ˝ pq “ Qpwq ˝ Qppq
είναι ένας ισοµορφισµός στην κατηγορία CrW´1s. Εφόσον ο µορφισµός w ανήκει στην κλάση
W ο µορφισµός Qpwq είναι ένας ισοµορφισµός στην κατηγορία CrW´1s. Ως εκ τούτου υπάρ-
χει ο αντίστροφος Qpwq´1 ο οποίος είναι εξίσου ισοµορφισµός στην κατηγορία C. Συνθέτοντας
από αριστερά στην τελευταία ισότητα µε το µορφισµό Qpwq´1 και χρησιµοποιώντας την ισότητα
Qpwq´1 ˝ Qpwq “ 1QpY 1q καθώς και τις ιδιότητες του ταυτοτικού µορφισµού 1QpY 1q : QpY

1q ÝÑ

QpY 1q προκύπτει ότι Qppq “ Qpwq´1 ˝ Qpw ˝ pq. ΄Ετσι, ο µορφισµός Qppq είναι ένας ισοµορ-
ϕισµός ως σύνθεση ισοµορφισµών. Ανάλογα αποδεικνύεται ότι ο µορφισµός Qpqq είναι εξίσου
ένας ισοµορφισµός. Λόγω της µεταθετικότητας του διαγράµµατος (2.8) έπεται ότι f ˝ p “ g ˝ q
και w ˝ p “ t ˝ q. Χρησιµοποιώντας τις τελευταίες ισότητες, τις ισότητες Qppq ˝Qppq´1 “ 1QpY 1q,
pQpwq˝Qppqq´1 “ Qppq´1 ˝Qpwq´1, pQptq˝Qpqqq´1 “ Qpqq´1 ˝Qptq´1, Qpqq˝Qpqq´1 “ 1QpY 2q
και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις ιδιότητες που διέπουν τον Q ως συναρτητή καθώς και τις ιδιότητες
των ταυτοτικών µορφισµών 1QpY 1q : QpY

1q ÝÑ QpY 1q και 1QpY 2q : QpY
2q ÝÑ QpY 2q προκύπτει

ότι :

Qpfq˝Qpwq´1 “ Qpfq˝1QpY 1q˝Qpwq
´1 “ Qpfq˝Qppq˝Qppq´1˝Qpwq´1 “ Qpfq˝Qppq˝pQpwq˝

˝Qppqq´1 “ Qpf ˝ pq ˝Qpw ˝ pq´1 “ Qpg ˝ qq ˝Qpt ˝ qq´1 “ Qpgq ˝Qpqq ˝Qpqq´1 ˝Qptq´1 “

“ Qpgq ˝ 1QpY 2q ˝Qptq
´1 “ Qpgq ˝Qptq´1.

Εναλλακτικά, για τους µορφισµούς στην κατηγορία CrW´1s ισχύει ότι Qpwq´1 ˝Qpfq “ Qptq´1 ˝

Qpgq όπου οι µορφισµοί w και t ανήκουν στην κλάση W. Η εν λόγω ισότητα είναι απόρροια του
γεγονότος ότι η ισοδυναµία των δεξιών roofs ορίζεται σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του Ορισµού
2.3.20.
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Ο Ορισµός 2.3.20 ορίζει µια σχέση στα αριστερά και στα δεξιά roofs. Το ακόλουθο Λήµµα
αποδεικνύει ότι η σχέση η οποία ορίζεται είναι µια σχέση ισοδυναµίας.

Λήµµα 2.3.23. 1. Η σχέση η οποία ορίζεται στο πρώτο σκέλος του Ορισµού 2.3.20 είναι µια
σχέση ισοδυναµίας επί της κλάσης των αριστερών roofs.

2. Η σχέση η οποία ορίζεται στο δεύτερο σκέλος του Ορισµού 2.3.20 είναι µια σχέση ισοδυναµίας
επί της κλάσης των δεξιών roofs.

Απόδειξη. 1. Θα αποδείξουµε ότι η σχέση η οποία ορίζεται ως εξής :

Y 1

f

$$

w

zz
X Y

v Y 2

g

$$

t

zz
X Y

εάν υπάρχει αντικείµενο Z της κατηγορίας C και µορφισµοί p : Z ÝÑ Y 1, q : Z ÝÑ Y 2,
t1 : Z ÝÑ X και r : Z ÝÑ Y µε το µορφισµό t1 να ανήκει στην κλάση W τέτοιοι ώστε το
ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

Y 1

w

~~

f

  
X Z

p

OO

q

��

r //t1oo Y

Y 2

g

>>

t

``

είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του συνόλου των αριστερών roofs. Ισοδύναµα, αρκεί να
δείξουµε ότι η «v» είναι ανακλαστική, συµµετρική και µεταβατική.

• Ανακλαστική: Το αριστερό roof

Y 1

f

$$

w

zz
X Y

είναι ισοδύναµο µε τον εαυτό του.
Πράγµατι, υπάρχει αντικείµενο Y 1 της κατηγορίας C και µορφισµοί 1Y 1 : Y

1 ÝÑ Y 1,
w : Y 1 ÝÑ X και f : Y 1 ÝÑ Y οι οποίοι είναι τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να
είναι µεταθετικό

Y 1

w

~~

f

  
X Y 1

1Y 1

OO

1Y 1

��

f //woo Y

Y 1

f

>>

w

``
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και επιπλέον ο µορφισµός w “ w˝1Y 1 ανήκει στην κλάσηW. Ως εκ τούτου το αριστερό
roof

Y 1

f

$$

w

zz
X Y

είναι ισοδύναµο µε τον εαυτό του.

• Συµµετρική: Εάν το αριστερό roof

Y 1

f

$$

w

zz
X Y

είναι ισοδύναµο µε το αριστερό roof

Y 2

g

$$

t

zz
X Y

τότε το αριστερό roof

Y 2

g

$$

t

zz
X Y

είναι ισοδύναµο µε το αριστερό roof

Y 1

f

$$

w

zz
X Y.

Υποθέτουµε ότι το αριστερό roof

Y 1

f

$$

w

zz
X Y

είναι ισοδύναµο µε το αριστερό roof

Y 2

g

$$

t

zz
X Y.

Τότε υπάρχει αντικείµενο Z της κατηγορίας C και µορφισµοί p : Z ÝÑ Y 1, q : Z ÝÑ
Y 2, t1 : Z ÝÑ X και r : Z ÝÑ Y τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µετα-
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ϑετικό
Y 1

w

~~

f
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p

OO

q
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g
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``

και επιπλέον ο µορφισµός t1 “ w ˝ p “ t ˝ q ανήκει στην κλάση W. Ως εκ τούτου
υπάρχει αντικείµενο Z της κατηγορίας C και µορφισµοί q : Z ÝÑ Y 2, p : Z ÝÑ Y 1,
t1 : Z ÝÑ X και r : Z ÝÑ Y τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

Y 2

t
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g

  
X Z

q

OO

p
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r //t1oo Y

Y 1

f

>>
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``

και επιπλέον ο µορφισµός t1 “ t ˝ q “ w ˝ p ανήκει στην κλάση W. ΄Ετσι, το αριστερό
roof

Y 2

g

$$

t

zz
X Y

είναι ισοδύναµο µε το αριστερό roof

Y 1

f

$$

w

zz
X Y.

• Μεταβατική: Εάν το αριστερό roof

Y 1

f

$$

w

zz
X Y

είναι ισοδύναµο µε το αριστερό roof

Y 2

g

$$

t

zz
X Y
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και το αριστερό roof

Y 2

g

$$

t

zz
X Y

είναι ισοδύναµο µε το αριστερό roof

Y 3

h

$$

u

zz
X Y

, τότε το αριστερό roof

Y 1

f

$$

w

zz
X Y

είναι ισοδύναµο µε το αριστερό roof

Y 3

h

$$

u

zz
X Y.

Υποθέτουµε ότι το αριστερό roof

Y 1

f

$$

w

zz
X Y

είναι ισοδύναµο µε το αριστερό roof

Y 2

g
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t

zz
X Y

και το αριστερό roof

Y 2

g

$$

t

zz
X Y

είναι ισοδύναµο µε το αριστερό roof

Y 3

h

$$

u

zz
X Y.



112 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΤΟΠΙΚΟΠΟΙΗΣΗ ΚΑΤΗΓΟΡΙΩΝ

Τότε υπάρχουν αντικείµενα Z και E της κατηγορίας C και µορφισµοί p : Z ÝÑ Y 1,
q : Z ÝÑ Y 2, r : E ÝÑ Y 2, v : E ÝÑ Y 3, t1 : Z ÝÑ X, u1 : E ÝÑ X, s : Z ÝÑ Y και
r1 : E ÝÑ Y τέτοιοι ώστε τα ακόλουθα διαγράµµατα να είναι µεταθετικά

Y 1

w

~~

f

  
X Z

p
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q
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s //t1oo Y

Y 2

g
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t
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Y 2

t
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X E

r

OO
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Y 3

h
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(2.9)

και επιπλέον οι µορφισµοί t1 “ w ˝ p “ t ˝ q και u1 “ t ˝ r “ u ˝ v ανήκουν στην
κλάση W. Θεωρούµε τους µορφισµούς w ˝ p : Z ÝÑ X και t ˝ r : E ÝÑ X. Εφόσον ο
µορφισµός w ˝ p : Z ÝÑ X είναι ένας µορφισµός στην κατηγορία C και ο µορφισµός
t ˝ r : E ÝÑ X ανήκει στην κλάση W σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του περιορισµού
pW32q της localizing κλάσης W υπάρχει ένας µορφισµός z : R ÝÑ Z ο οποίος ανήκει
στην κλάση W και ένας µορφισµός α : R ÝÑ E στην κατηγορία C τέτοιοι ώστε το
ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

X Z
w˝p

oo

E

t˝r

OO

R

z

OO

αoo

Ως εκ τούτου pw˝pq˝z “ pt˝rq˝α. Θέτουµε b “ q ˝z : R ÝÑ Y 2 και c “ r˝α : R ÝÑ
Y 2. Χρησιµοποιώντας την ισότητα t ˝ q “ w ˝ p καθώς και τις τελευταίες ισότητες
προκύπτει ότι :

t ˝ b “ t ˝ q ˝ z “ w ˝ p ˝ z “ t ˝ r ˝ α “ t ˝ c.

Ως εκ τούτου σύµφωνα µε τον περιορισµό pW42q της localizing κλάσηςW υπάρχει ένας
µορφισµός w1 : T ÝÑ R ο οποίος ανήκει στην κλάση W τέτοιος ώστε b ˝ w1 “ c ˝ w1.
Εν συνεχεία ϑέτουµε x “ p ˝ z ˝ w1 και y “ v ˝ α ˝ w1. Χρησιµοποιώντας τις ισότητες
w ˝ p “ t ˝ q, b “ q ˝ z, t ˝ b “ t ˝ c, c “ r ˝ α και t ˝ r “ u ˝ v καθώς και τις τελευταίες
ισότητες έπεται ότι :

w˝x “ w˝p˝z˝w1 “ t˝q˝z˝w1 “ t˝b˝w1 “ t˝c˝w1 “ t˝r˝α˝w1 “ u˝v˝α˝w1 “ u˝y.

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι οι µορφισµοί w ˝ p : Z ÝÑ X, z : R ÝÑ Z και w1 : T ÝÑ R
ανήκουν στην κλάση W σύµφωνα µε τον περιορισµό pW22q της localizing κλάσης W ο
µορφισµός w˝x “ w˝p˝z˝w1 ανήκει εξίσου στην κλάσηW. Λόγω της µεταθετικότητας
των διαγραµµάτων (2.9) προκύπτει ότι h ˝ v “ g ˝ r και g ˝ q “ f ˝ p. Χρησιµοποιώντας
τις ισότητες y “ v ˝α ˝w1, c “ r ˝α, c ˝w1 “ b ˝w1, b “ q ˝ z καθώς και τις τελευταίες
ισότητες λαµβάνουµε ότι :

h˝y “ h˝v˝α˝w1 “ g˝r˝α˝w1 “ g˝c˝w1 “ g˝b˝w1 “ g˝q˝z˝w1 “ f˝p˝z˝w1 “ f˝x

΄Ετσι, σύµφωνα µε τα παραπάνω υπάρχει αντικείµενο T της C και µορφισµοί x “
p ˝ z ˝w1, y “ v ˝ α ˝w1, e “ w ˝ x “ u ˝ y : T ÝÑ X και e1 “ f ˝ x “ h ˝ y : T ÝÑ Y
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τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

Y 1
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f
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e1 //eoo Y

Y 3

h

>>

u

``

και επιπλέον ισχύει ότι ο µορφισµός e “ w ˝ x “ u ˝ y ανήκει στην κλάση W. ΄Ετσι, το
αριστερό roof

Y 1

f

$$

w

zz
X Y

είναι ισοδύναµο µε το αριστερό roof

Y 3

h

$$

u

zz
X Y

.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Εν συνεχεία αποδεικνύουµε ότι υπάρχει µια «1-1» και «επί» αντιστοιχία µεταξύ των κλάσεων
ισοδυναµίας των αριστερών και δεξιών roofs. Κατ΄ αυτόν τον τρόπο ορίζεται ένας ισοµορφισµός
µεταξύ των κατηγοριών Cl

W και Cr
W που ϑα ορίσουµε µετέπειτα, αυτή τη ϕορά µε χρήση roofs.

Πρόταση 2.3.24. Ας είναι C µια κατηγορία και W µια localizing κλάση της. Υπάρχει µια «1-1»
και «επί» αντιστοιχία µεταξύ των κλάσεων ισοδυναµίας των αριστερών και δεξιών roofs µεταξύ δύο
αντικειµένων στην κατηγορία C.

Απόδειξη. Ας είναι

Y 1

f

$$

w

zz
X Y

ένα αριστερό roof µεταξύ των αντικειµένων X και Y . Τότε σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του
περιορισµού pW32q της localizing κλάσης W υπάρχει µορφισµός g : X ÝÑ Y 2 στην κατηγορία C
και µορφισµός t : Y ÝÑ Y 2 ο οποίος ανήκει στην κλάση W δηλαδή ένα δεξιό roof

Y 2

X

g
::

Y

t

dd
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τέτοιο ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

Y 1

w

��

f // Y

t

��
X

g
// Y 2

Ως εκ τούτου g ˝ w “ t ˝ f . Ας είναι

Y 3

X

g1
::

Y

t1
dd

ένα άλλο δεξιό roof µεταξύ των αντικειµένων X και Y . Τότε σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του
περιορισµού pW32q της localizing κλάσης W το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό

Y 1

w

��

f // Y

t1

��
X

g1
// Y 3

Ως εκ τούτου g1 ˝w “ t1 ˝ f . ΄Ετσι, µέχρις στιγµής αποδείξαµε ότι δύο δεξιά roofs αντιστοιχούν σε
ένα αριστερό roof. Από το πρώτο σκέλος του περιορισµού pW32q της localizing κλάσης W υπάρχει
µορφισµός u1 : Y 3 ÝÑ Z στην κατηγορία C και ένας µορφισµός u : Y 2 ÝÑ Z ο οποίος ανήκει
στην κλάση W τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

Y

t1

��

t // Y 2

u

��
Y 3

u1
// Z

Ως εκ τούτου u1 ˝ t1 “ u ˝ t. Χρησιµοποιώντας τις ισότητες g ˝w “ t ˝ f , g1 ˝w “ t1 ˝ f καθώς και
την τελευταία ισότητα προκύπτει ότι :

u ˝ g ˝ w “ u ˝ t ˝ f “ u1 ˝ t1 ˝ f “ u1 ˝ g1 ˝ w.

Τότε, σύµφωνα µε τον περιορισµό pW42q της localizing κλάσηςW υπάρχει µορφισµός v : Z ÝÑ E
ο οποίος ανήκει στην κλάση µορφισµών W τέτοιος ώστε v ˝ u ˝ g “ v ˝ u1 ˝ g1. Συνθέτοντας από
αριστερά µε το µορφισµό v : Z ÝÑ E στην ισότητα u1 ˝ t1 “ u˝ t προκύπτει ότι v ˝u1 ˝ t1 “ v ˝u˝ t.
Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι οι µορφισµοί u : Y 2 ÝÑ Z και t : Y ÝÑ Y 2 ανήκουν στην κλάση W
σύµφωνα µε τον περιορισµό pW22q της localizing κλάσης W η σύνθεση u ˝ t : Y ÝÑ Z ανήκει
εξίσου στην κλάση W. Επιπλέον, ο µορφισµός v : Z ÝÑ E ανήκει στην κλάση W. Τότε, και
πάλι σύµφωνα µε τον περιορισµό pW22q η σύνθεση v ˝ u ˝ t “ v ˝ u1 ˝ t1 : Y ÝÑ E ανήκει εξίσου
στην κλάση W. ΄Ετσι, σύµφωνα µε τα παραπάνω υπάρχει αντικείµενο E της κατηγορίας C και
µορφισµοί v ˝ u : Y 2 ÝÑ E, v ˝ u1 : Y 3 ÝÑ E, r “ v ˝ u ˝ g “ v ˝ u1 ˝ g1 : X ÝÑ E και
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r1 “ v ˝ u ˝ t “ v ˝ u1 ˝ t1 τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

Y 2

v˝u

��
X

g

>>

g1

  

r // E Y

t

``

t1

~~

r1oo

Y 3

v˝u1

OO

και επιπλέον ο µορφισµός r1 “ v ˝ u ˝ t “ v ˝ u1 ˝ t1 ανήκει στην κλάση W. Ως εκ τούτου τα δεξιά
roofs

Y 2

X

g
::

Y

t

dd Y 3

X

g1
::

Y

t1
dd

µεταξύ των αντικειµένων X και Y είναι ισοδύναµα. Κατ΄ αυτόν τον τρόπο συµπεραίνουµε ότι
υπάρχει µια καλά ορισµένη απεικόνιση από τα αριστερά roofs µεταξύ των αντικειµένων X και Y
στις κλάσεις ισοδυναµίας των δεξιών roofs µεταξύ των αντικειµένων X και Y . Ευθύς αµέσως απο-
δεικνύουµε ότι η απεικόνιση η οποία ορίστηκε παραπάνω είναι σταθερή στις κλάσεις ισοδυναµίας
των αριστερών roofs µεταξύ των αντικειµένων X και Y . Ας είναι

Y 1

f

$$

w

zz
X Y

P
f 1

$$

w1

zz
X Y

δύο ισοδύναµα αριστερά roofs µεταξύ των αντικειµένωνX και Y . Τότε υπάρχει αντικείµενοW της
C και µορφισµοί e : W ÝÑ Y 1,e1 : W ÝÑ P , q : W ÝÑ X, q1 : W ÝÑ Y τέτοιοι ώστε το ακόλουθο
διάγραµµα να είναι µεταθετικό

Y 1

w

~~

f

  
X W

e

OO

e1

��

q1 //qoo Y

P

f 1

>>

w1

``

και επιπλέον ο µορφισµός q “ w ˝ e “ w1 ˝ e1 ανήκει στην κλάση W. ∆οθέντων των τελευταίων
αριστερών roofs σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του περιορισµού pW32q της localizing κλάσης W
υπάρχουν δεξιά roofs ας είναι

Y 2

X

g
::

Y

t

dd Y 3

X

g1
::

Y

t1
dd
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µεταξύ των αντικειµένων X και Y τέτοια ώστε τα ακόλουθα διαγράµµατα να είναι µεταθετικά

Y 1

w

��

f // Y

t

��
X

g
// Y 2

P

w1

��

f 1 // Y

t1

��
X

g1
// Y 3

Ως εκ τούτου g ˝w “ t ˝ f και g1 ˝w1 “ t1 ˝ f 1. Συνθέτοντας από τα δεξιά στις τελευταίες ισότητες
µε τους µορφισµούς e και e1 αντίστοιχα προκύπτει ότι g˝w˝e “ t˝f ˝e και g1 ˝w1 ˝e1 “ t1 ˝f 1 ˝e1.
Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις τελευταίες ισότητες προκύπτουν τα ακόλουθα µεταθετικά διαγράµµατα

W

w˝e

��

f˝e // Y

t

��
X

g
// Y 2

W

w1˝e1

��

f 1˝e1 // Y

t1

��
X

g1
// Y 3

.

΄Ετσι, τα δεξιά roofs

Y 2

X

g
::

Y

t

dd Y 3

X

g1
::

Y

t1
dd

µεταξύ των αντικειµένων X και Y αντιστοιχούν στο ίδιο αριστερό roof

W
f˝e“f 1˝e1

$$

w˝e“w1˝e1

zz
X Y

Σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος της απόδειξης τα δεξιά roofs

Y 2

X

g
::

Y

t

dd Y 3

X

g1
::

Y

t1
dd

είναι ισοδύναµα. ΄Ετσι, συµπεραίνουµε ότι η παραπάνω απεικόνιση είναι σταθερή στις κλάσεις
ισοδυναµίας των αριστερών roofs µεταξύ των αντικειµένων X και Y . Ως εκ τούτου υπάρχει µια
καλά ορισµένη απεικόνιση από τις κλάσεις ισοδυναµίας των αριστερών roofs µεταξύ των αντικει-
µένων X και Y στις κλάσεις ισοδυναµίας των δεξιών roofs µεταξύ των αντικειµένων X και Y .
Μεταβαίνοντας από την κατηγορία C στη δυϊκή κατηγορία Cop τα αριστερά roofs µετατρέπονται σε
δεξιά roofs και αντίστροφα. Ως εκ τούτου υπάρχει µια απεικόνιση η οποία προκύπτει κατ΄ ανά-
λογο τρόπο από τις κλάσεις ισοδυναµίας των δεξιών roofs µεταξύ των αντικειµένων X και Y στις
κλάσεις ισοδυναµίας των αριστερών roofs µεταξύ των αντικειµένων X και Y . Εποµένως, ορίζουµε

φ : tαριστερά roofsu ÝÑ tδεξιά roofsu

Y 1

f

$$

w

zz
X Y

ÞÝÑ Y 1

X

w

::

Y

f
dd
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και

ψ : tδεξιά roofsu ÝÑ tαριστερά roofsu

Y 1

X

w

::

Y

f
dd ÞÝÑ Y 1

f

$$

w

zz
X Y

Θα αποδείξουµε ότι οι απεικονίσεις

φ : tαριστερά roofsu ÝÑ tδεξιά roofsu και ψ : tδεξιά roofsu ÝÑ tαριστερά roofsu

είναι αντίστροφες η µια της άλλης.
Για κάθε δεξιό roof Y 1

X

w

::

Y

f
dd έχουµε:

• pφ˝ψq

¨

˚

˚

˝

Y 1

X

w

::

Y

f
dd

˛

‹

‹

‚

“ φ

¨

˚

˚

˝

ψ

¨

˚

˚

˝

Y 1

X

w

::

Y

f
dd

˛

‹

‹

‚

˛

‹

‹

‚

“

“ φ

¨

˚

˚

˝

Y 1

f

$$

w

zz
X Y

˛

‹

‹

‚

“ Y 1

X

w

::

Y

f
dd

Για κάθε αριστερό roof Y 1

f

$$

w

zz
X Y

έχουµε:

• pψ˝φq

¨

˚

˚

˝

Y 1

f

$$

w

zz
X Y

˛

‹

‹

‚

“ ψ

¨

˚

˚

˝

φ

¨

˚

˚

˝

Y 1

f

$$

w

zz
X Y

˛

‹

‹

‚

˛

‹

‹

‚

“

“ ψ

¨

˚

˚

˝

Y 1

X

w

::

Y

f
dd

˛

‹

‹

‚

“ Y 1

f

$$

w

zz
X Y

Επιπλέον ισχύει ότι

id

¨

˚

˚

˝

Y 1

X

w

::

Y

f
dd

˛

‹

‹

‚

“ Y 1

X

w

::

Y

f
dd
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και

id1

¨

˚

˚

˝

Y 1

f

$$

w

zz
X Y

˛

‹

‹

‚

“ Y 1

f

$$

w

zz
X Y

όπου id : tδεξιά roofsu ÝÑ tδεξιά roofsu και id1 : tαριστερά roofsu ÝÑ tαριστερά roofsu είναι οι
ταυτοτικές απεικονίσεις οι οποίες στέλνουν τις κλάσεις ισοδυναµίας των δεξιών roofs και αντίστοιχα
των αριστερών roofs στον εαυτό τους. ΄Ετσι ϑα έχουµε ότι φ ˝ ψ “ id και ψ ˝ φ “ id1. Ως εκ τούτου
η απεικόνιση φ είναι «1-1» και «επί» µε αντίστροφη την φ´1 “ ψ. Εποµένως, υπάρχει µια «1-1»
και «επί» αντιστοιχία µεταξύ των κλάσεων ισοδυναµίας των αριστερών και δεξιών roofs µεταξύ δύο
αντικειµένων X και Y στην κατηγορία C. �

Κατόπιν ορίζουµε την σύνθεση των κλάσεων των αριστερών και δεξιών roofs.

Ορισµός 2.3.25. Ας είναι C µια κατηγορία και W µια localizing κλάση µορφισµών της.

1. Ας είναι

Y 1

f

$$

w

zz
X Y

Y 2

g

$$

t

zz
Y Z

δύο αριστερά roofs µεταξύ των αντικειµένων X και Y και Y και Z αντίστοιχα. Η σύνθεση
(composition) τους είναι ένα αριστερό roof

W
g˝h

$$

w˝e

zz
X Z

το οποίο προκύπτει από το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

W

h

  

e

~~
Y 1

f

  

w

~~

Y 2

g

  

t

~~
X Y Z

όπου ο µορφισµός e : W ÝÑ Y 1 ανήκει στην κλάση W και ο µορφισµός h : W ÝÑ Y 2 είναι
ένας µορφισµός στην κατηγορία C.
∆υϊκά,

2. Ας είναι

Y 1

X

f
::

Y

w

dd Y 2

Y

g
::

Z

t

dd
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δύο δεξιά roofs µεταξύ των αντικειµένων X και Y , και των Y και Z αντίστοιχα. Η σύνθεση
(composition) τους είναι ένα δεξιό roof

W

X

h˝f
::

Z

t˝e

dd

το οποίο προκύπτει από το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

W

Y 1

h

>>

Y 2

e

``

X

f

>>

Y

w

``

g

>>

Z

t

``

όπου ο µορφισµός e : Y 2 ÝÑ W ανήκει στην κλάση W και ο µορφισµός h : Y 1 ÝÑ W είναι
ένας µορφισµός στην κατηγορία C.

Παρατήρηση 2.3.26. Η ύπαρξη του αντικειµένουW της κατηγορίας C , του µορφισµού e : W ÝÑ

Y 1 ο οποίος ανήκει στην κλάσηW και του µορφισµού h : W ÝÑ Y 2 ο οποίος είναι ένας µορφισµός
στην κατηγορία C στο πρώτο σκέλος του Ορισµού 2.3.25 εξασφαλίζεται από το δεύτερο σκέλος του
περιορισµού pW32q της localizing κλάσης µορφισµών W. ∆υϊκά, η ύπαρξη του αντικειµένου
W της κατηγορίας C , του µορφισµού e : Y 2 ÝÑ W ο οποίος ανήκει στην κλάση W και του
µορφισµού h : Y 1 ÝÑ W ο οποίος είναι ένας µορφισµός στην κατηγορία C στο δεύτερο σκέλος
του Ορισµού 2.3.25 εξασφαλίζεται από το πρώτο σκέλος του περιορισµού pW32q της localizing
κλάσης µορφισµών W.

Η κλάση ισοδυναµίας του αριστερού (αντίστοιχα δεξιού) roof που προκύπτει είναι ανεξάρτητη
της επιλογής του αντικειµένουW και των µορφισµών e και h που αναφέραµε στον Ορισµό 2.3.25
όπως υποδηλώνει η ακόλουθη Πρόταση.

Πρόταση 2.3.27. Ας είναι C µια κατηγορία και W µια localizing κλάση της.

1. Η κλάση ισοδυναµίας του αριστερού roof W
g˝h

$$

w˝e

zz
X Z

είναι ανεξάρ-

τητη της επιλογής του αντικειµένου W και των µορφισµών e : W ÝÑ Y 1 και h : W ÝÑ Y 2.

2. Η κλάση ισοδυναµίας του δεξιού roof W

X

h˝f
::

Z

t˝e

dd είναι ανεξάρ-

τητη της επιλογής του αντικειµένου W και των µορφισµών e : Y 2 ÝÑW και h : Y 1 ÝÑW .

Απόδειξη. 1. Ας είναι Y 3

f 1

$$

w2

zz
X Y

ένα αριστερό roof το οποίο είναι
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ισοδύναµο µε το αριστερό roof Y 1

f

$$

w

zz
X Y

Τότε υπάρχει αντικεί-

µενο V της κατηγορίας C και µορφισµοί v : V ÝÑ Y 1 , v1 : V ÝÑ Y 3, φ : V ÝÑ X και
φ1 : V ÝÑ Y τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

Y 1

w

~~

f

  
X V

v

OO

v1

��

φ1 //φoo Y

Y 3

f 1

>>

w2

``

(2.10)

και επιπλέον ο µορφισµός φ “ w ˝ v “ w2 ˝ v1 ανήκει στην κλάση W. Συνθέτουµε το
αριστερό roof

Y 3

f 1

$$

w2

zz
X Y

µε το αριστερό roof
Y 2

g

$$

t

zz
Y Z

Τότε σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του περιορισµού pW32q της localizing κλάσης W υπάρ-
χει αντικείµενο W 1 στην κατηγορία C και µορφισµοί e1 : W 1 ÝÑ Y 3 και h1 : W 1 ÝÑ Y 2 µε
τον µορφισµό e1 να ανήκει στην κλάση W και τον µορφισµό h να είναι ένας µορφισµός στην
κατηγορία C τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

W 1

h1

!!

e1

}}
Y 3

f 1

!!

w2

~~

Y 2

g

  

t

}}
X Y Z

(2.11)

Ως εκ τούτου προκύπτει το αριστερό roof W 1

g˝h1

$$

w2˝e1

zz
X Y

Εφόσον v : V ÝÑ

Y 1 είναι ένας µορφισµός στην C και e : W ÝÑ Y 1 είναι ένας µορφισµός ο οποίος ανήκει στην
κλάση W, σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του περιορισµού pW32q της localizing κλάσης W
υπάρχει αντικείµενο H στην κατηγορία C και µορφισµοί h1 : H ÝÑ V και α : H ÝÑ W
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µε τον µορφισµό h1 να ανήκει στην κλάση W και τον µορφισµό α να είναι ένας µορφισµός
στην κατηγορία C, τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

Y 1 V
v

oo

W

e

OO

H

h1

OO

αoo

΄Ετσι, v ˝ h1 “ e ˝ α. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός v1 : V ÝÑ Y 3 είναι ένας
µορφισµός στην C και ο µορφισµός e1 : W ÝÑ Y 3 ανήκει στην κλάση W σύµφωνα µε το
δεύτερο σκέλος του περιορισµού pW32q της localizing κλάσης W υπάρχει αντικείµενο H 1

στην κατηγορία C και µορφισµοί h11 : H 1 ÝÑ V και α1 : H 1 ÝÑ W 1 µε τον µορφισµό h11
να ανήκει στην κλάση W και τον µορφισµό α1 να είναι ένας µορφισµός στην κατηγορία C
τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

Y 3 V
v1

oo

W 1

e1

OO

H 1

h11

OO

α1oo

΄Ετσι, v1˝h11 “ e1˝α1. Εν συνεχεία, εφόσον ο µορφισµός h11 : H 1 ÝÑ V είναι ένας µορφισµός
στην C και ο µορφισµός h1 : H ÝÑ V ανήκει στην κλάση W και πάλι σύµφωνα µε το
δεύτερο σκέλος του περιορισµού pW32q της localizing κλάσης W υπάρχει αντικείµενο R
στην κατηγορία C και µορφισµοί r1 : R ÝÑ H 1 και r : R ÝÑ H µε τον µορφισµό r1 να
ανήκει στην κλάση W και τον µορφισµό r να είναι ένας µορφισµός στην κατηγορία C τέτοιοι
ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

V H 1
h11

oo

H

h1

OO

R

r1

OO

roo

΄Ετσι, h11 ˝ r1 “ h1 ˝ r. Χρησιµοποιώντας τις ισότητες v ˝ h1 “ e ˝ α, w ˝ v “ w2 ˝ v1 και
v1 ˝ h11 “ e1 ˝ α1 καθώς και την τελευταία ισότητα προκύπτει ότι :

w ˝ e ˝ α ˝ r “ w ˝ v ˝ h1 ˝ r “ w2 ˝ v1 ˝ h11 ˝ r
1 “ w2 ˝ e1 ˝ α1 ˝ r1.

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι οι µορφισµοί r1 : R ÝÑ H 1, h11 : H 1 ÝÑ V και w2 ˝ v1 : V ÝÑ X
ανήκουν στην κλάση W σύµφωνα µε τον περιορισµό pW22q της localizing κλάσης W ο
µορφισµός w2 ˝ v1 ˝ h11 ˝ r1 : R ÝÑ X ανήκει εξίσου στην κλάση W. Ως εκ τούτου ο
µορφισµός w ˝ e ˝ α ˝ r “ w2 ˝ v1 ˝ h11 ˝ r

1 : R ÝÑ X ανήκει στην κλάση W. Συνθέτουµε το
αριστερό roof

Y 1

f

$$

w

zz
X Y

µε το αριστερό roof
Y 2

g

$$

t

zz
Y Z
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Τότε σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του περιορισµού pW32q της localizing κλάσης W υ-
πάρχει αντικείµενο W στην κατηγορία C και µορφισµοί e : W ÝÑ Y 1 και h : W ÝÑ Y 2 µε
τον µορφισµό e να ανήκει στην κλάση W και τον µορφισµό h να είναι ένας µορφισµός στην
κατηγορία C τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

W

h

  

e

~~
Y 1

f

  

w

~~

Y 2

g

  

t

~~
X Y Z

(2.12)

Ως εκ τούτου προκύπτει το ακόλουθο αριστερό roof

W
g˝h

$$

w˝e

zz
X Z.

Λόγω της µεταθετικότητας του διαγραµµάτων (2.10), (2.11) και (2.12) προκύπτουν αντίστοι-
χα οι ισότητες f ˝v “ f 1 ˝v1, f 1 ˝e1 “ t˝h1 και t˝h “ f ˝e. Χρησιµοποιώντας τις τελευταίες
ισότητες καθώς και τις ισότητες e ˝α “ v ˝h1, h1 ˝ r “ h11 ˝ r

1 και v1 ˝h11 “ e1 ˝α1 προκύπτει
ότι :

t ˝ h ˝α ˝ r “ f ˝ e ˝α ˝ r “ f ˝ v ˝ h1 ˝ r “ f 1 ˝ v1 ˝ h11 ˝ r
1 “ f 1 ˝ e1 ˝α1 ˝ r1 “ t ˝ h1 ˝α1 ˝ r1.

Ως εκ τούτου σύµφωνα µε τον περιορισµό pW42q της localizing κλάσης W υπάρχει αντι-
κείµενο Q της C και µορφισµός q : Q ÝÑ R ο οποίος ανήκει στην κλάση W τέτοιος ώστε
h ˝ α ˝ r ˝ q “ h1 ˝ α1 ˝ r1 ˝ q. Εν συνεχεία συνθέτοντας από τα δεξιά µε το µορφισµό q στην
ισότητα w ˝ e ˝ α ˝ r “ w2 ˝ e1 ˝ α1 ˝ r1 έπεται ότι w ˝ e ˝ α ˝ r ˝ q “ w2 ˝ e1 ˝ α1 ˝ r1 ˝ q.
Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι οι µορφισµοί q : Q ÝÑ R και w ˝ e ˝ α ˝ r : R ÝÑ X α-
νήκουν στην κλάση W από τον περιορισµό pW22q της localizing κλάσης W η σύνθεση
w ˝ e ˝ α ˝ r ˝ q “ w2 ˝ e1 ˝ α1 ˝ r1 ˝ q : Q ÝÑ X ανήκει εξίσου στην κλάση W. Θέτου-
µε b “ α ˝ r ˝ q : Q ÝÑ W και b1 “ α1 ˝ r1 ˝ q : Q ÝÑ W 1. ΄Ετσι, η τελευταία ισότητα
µετατρέπεται στην w ˝ e ˝ b “ w2 ˝ e1 ˝ b1. Ο µορφισµός w ˝ e ˝ b “ w2 ˝ e1 ˝ b1 όπως
είναι αναµενόµενο ανήκει εξίσου στην κλάση W. Κατόπιν, συνθέτοντας από αριστερά µε το
µορφισµό g : Y 2 ÝÑ Z στην ισότητα h ˝ α ˝ r ˝ q “ h1 ˝ α1 ˝ r1 ˝ q λαµβάνουµε την ισότητα
g ˝ h ˝ α ˝ r ˝ q “ g ˝ h1 ˝ α1 ˝ r1 ˝ q και κατ΄ επέκταση την ισότητα g ˝ h ˝ b “ g ˝ h1 ˝ b1.
΄Ετσι, σύµφωνα µε τα παραπάνω υπάρχει αντικείµενο Q της κατηγορίας C και µορφισµοί
b “ α ˝ r ˝ q : Q ÝÑW , b1 “ α1 ˝ r1 ˝ q : Q ÝÑW 1, ψ “ w ˝ e ˝ b “ w2 ˝ e1 ˝ b1 : Q ÝÑ X και
ψ1 “ g ˝h˝ b “ g ˝h1 ˝ b1 : Q ÝÑ Z τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

W

w˝e

~~

g˝h

  
X Q

b

OO

b1

��

ψ1 //ψoo Z

W 1

g˝h1

>>

w2˝e1

``
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και επιπλέον ο µορφισµός ψ “ w ˝ e ˝ b “ w2 ˝ e1 ˝ b1 : Q ÝÑ X ανήκει στην κλάση W.
΄Ετσι, το αριστερό roof

W
g˝h

$$

w˝e

zz
X Z

είναι ισοδύναµο µε το αριστερό roof

W 1

g˝h1

$$

w2˝e1

zz
X Z

Αντίστοιχα, ας είναι Y 3

g1

$$

t1

zz
Y Z

ένα αριστερό roof το οποίο είναι

ισοδύναµο µε το αριστερό roof Y 2

g

$$

t

zz
Y Z

Τότε υπάρχει αντικεί-

µενο V της κατηγορίας C και µορφισµοί v : V ÝÑ Y 2 , v1 : V ÝÑ Y 3, µ : V ÝÑ Y και
µ1 : V ÝÑ Z τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

Y 2

t

~~

g

  
Y V

v

OO

v1

��

µ1 //µoo Z

Y 3

g1

>>

t1

``

και επιπλέον ο µορφισµός µ “ t ˝ v “ t1 ˝ v1 ανήκει στην κλάση W. Εφόσον ο µορφισµός
f : Y 1 ÝÑ Y είναι ένας µορφισµός στην C και ο µορφισµός t ˝ v : V ÝÑ Y ανήκει στην
κλάση W σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του περιορισµού pW32q της localizing κλάσης W
υπάρχει αντικείµενο U της κατηγορίας C και µορφισµοί u : U ÝÑ Y 1 και α : U ÝÑ V µε
τον µορφισµό u να ανήκει στην κλάση W και τον µορφισµό α να είναι ένας µορφισµός στην
κατηγορία C τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

Y Y 1
f

oo

V

t˝v

OO

U

u

OO

αoo

΄Ετσι, f ˝ u “ t ˝ v ˝ α. Από την τελευταία ισότητα προκύπτει το ακόλουθο µεταθετικό



124 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΤΟΠΙΚΟΠΟΙΗΣΗ ΚΑΤΗΓΟΡΙΩΝ

διάγραµµα
U

v˝α

  

u

~~
Y 1

f

  

w

~~

Y 2

g

  

t

~~
X Y Z

Ως εκ τούτου η σύνθεση των αριστερών roofs

Y 1

f

$$

w

zz
X Y

και
Y 2

g

$$

t

zz
Y Z

είναι το αριστερό roof
U

g˝v˝α

$$

w˝u

zz
X Z

.

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός f : Y 1 ÝÑ Y είναι ένας µορφισµός στην κατηγορία
C και ο µορφισµός t1 ˝ v1 : V ÝÑ Y ανήκει στην κλάση W σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος
του περιορισµού pW32q της localizing κλάσης W υπάρχει αντικείµενο U της κατηγορίας C
και µορφισµοί u : U ÝÑ Y 1 και α : U ÝÑ V µε τον µορφισµό u να ανήκει στην κλάση W
και τον µορφισµό α να είναι ένας µορφισµός στην κατηγορία C τέτοιοι ώστε το ακόλουθο
διάγραµµα να είναι µεταθετικό

Y Y 1
f

oo

V

t1˝v1

OO

U

u

OO

αoo

΄Ετσι, f ˝ u “ t1 ˝ v1 ˝ α. Από την τελευταία ισότητα προκύπτει το ακόλουθο µεταθετικό
διάγραµµα

U

v1˝α

  

u

~~
Y 1

f

  

w

~~

Y 3

g1

  

t1

~~
X Y Z
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Ως εκ τούτου η σύνθεση των αριστερών roofs

Y 1

f

$$

w

zz
X Y

και
Y 3

g1

$$

t1

zz
Y Z

είναι το αριστερό roof
U

g1˝v1˝α

$$

w˝u

zz
X Z

το οποίο είναι πανοµοιότυπο µε το αριστερό roof U
g˝v˝α

$$

w˝u

zz
X Z

Εποµέ-

νως, η κλάση ισοδυναµίας του αριστερού roof W
g˝h

$$

w˝e

zz
X Z

είναι ανεξάρτητη της επιλογής του αντικειµένου W και των µορφισµών e : W ÝÑ Y 1 και
h : W ÝÑ Y 2.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Παρατήρηση 2.3.28. 1. Στην Πρόταση 2.3.27 αποδείξαµε ότι η κλάση ισοδυναµίας ενός α-
ϱιστερού (αντίστοιχα δεξιού) roof το οποίο προκύπτει ως σύνθεση δυο αριστερών (αντίστοιχα
δεξιών) roof είναι ανεξάρτητη της επιλογής του αντικειµένου W και των µορφισµών e και h.
Γενικότερα, οι κλάσεις ισοδυναµίας είναι ανεξάρτητες των αντικειµένων και των µορφισµών,
ωστόσο σε σπάνιες περιπτώσεις µπορεί και να εξαρτώνται.

2. Η απόδειξη της Πρότασης 2.3.27 υποδηλώνει ότι η κλάση ισοδυναµίας του αριστερού roof

W
g˝h

$$

w˝e

zz
X Z

εξαρτάται µόνο από τις κλάσεις ισοδυναµίας του πρώτου και του δεύτερου αριστερού roof
των οποίων προκύπτει ως σύνθεση. ∆υϊκά, η κλάση ισοδυναµίας του δεξιού roof

W

X

h˝f
::

Z

t˝e

dd

εξαρτάται µόνο από τις κλάσεις ισοδυναµίας του πρώτου και του δεύτερου αριστερού roof
των οποίων προκύπτει ως σύνθεση.
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3. Η διαδικασία η οποία ακολουθήσαµε στην απόδειξη της Πρότασης 2.3.27 ορίζει µια απει-
κόνιση από το γινόµενο των συνόλων των κλάσεων ισοδυναµίας των αριστερών roofs µεταξύ
των αντικειµένων X και Y και των κλάσεων ισοδυναµίας των αριστερών roofs µεταξύ των
αντικειµένων Y και Z στο σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας των αριστερών roofs µεταξύ των
αντικειµένων X και Z. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας η εν λόγω απεικόνιση καλείται σύνθε-
ση των αριστερών roofs. ∆υϊκά, ορίζεται µια απεικόνιση από το γινόµενο των συνόλων των
κλάσεων ισοδυναµίας των δεξιών roofs µεταξύ των αντικειµένων X και Y και των κλάσεων
ισοδυναµίας των δεξιών roofs µεταξύ των αντικειµένων Y και Z στο σύνολο των κλάσεων ισο-
δυναµίας των δεξιών roofs µεταξύ των αντικειµένων X και Z. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας
η εν λόγω απεικόνιση καλείται σύνθεση των δεξιών roofs.

Πρόταση 2.3.29. Ας είναι C µια κατηγορία καιW µια localizing κλάση µορφισµών της. Η σύνθεση
των roofs είναι συµβατή µε την «1-1» και «επί» απεικόνιση µεταξύ των αριστερών και δεξιών roofs.

Απόδειξη. Ας είναι
Y 1

f

$$

w

zz
X Y

και
Y 3

g

$$

t

zz
Y Z

δύο αριστερά roofs. Τότε σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του περιορισµού pW32q της localizing
κλάσης W υπάρχουν δεξιά roofs

U

X

α

::

Y

u

dd

και
V

Y

b

::

Z

v

dd

αντίστοιχα τέτοια ώστε τα ακόλουθα διαγράµµατα να είναι µεταθετικά

Y 1

w

��

f // Y

u

��
X

α
// U

Y 3

t

��

g // Z

v

��
Y

b
// V

Ως εκ τούτου α ˝ w “ u ˝ f και b ˝ t “ v ˝ g. Συνθέτουµε το αριστερό roof

Y 1

f

$$

w

zz
X Y
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µε το αριστερό roof

Y 3

g

$$

t

zz
Y Z

και το δεξιό roof

U

X

α

::

Y

u

dd

µε το δεξιό roof

V

Y

b

::

Z

v

dd

Τότε υπάρχουν αντικείµενα Q και R της κατηγορίας C και µορφισµοί q : Q ÝÑ Y 1, h : Q ÝÑ Y 3,
r : V ÝÑ R και c : U ÝÑ R µε τους µορφισµούς q και r να ανήκουν στην κλάση W τέτοιοι ώστε
τα ακόλουθα διαγράµµατα να είναι µεταθετικά

Q

h

  

q

��
Y 1

f

  

w

~~

Y 3

g

  

t

~~
X Y Z

R

U

c

??

V

r

__

X

α

>>

Y

u

__

b

??

Z

v

__

(2.13)
Ως εκ τούτου προκύπτει το αριστερό roof

Q
g˝h

##

w˝q

zz
X Z

το οποίο αναπαριστά τη σύνθεση των παραπάνω αριστερών roofs και αντίστοιχα το δεξιό roof

R

X

c˝α

::

Z

r˝v

dd

το οποίο µε τη σειρά του αναπαριστά τη σύνθεση των αντίστοιχων δεξιών roofs. Λόγω της µεταθετι-
κότητας των διαγραµµάτων (2.13) προκύπτουν αντίστοιχα οι ισότητες f ˝ q “ t˝h και c˝u “ r ˝ b.
Χρησιµοποιώντας τις ισότητες α ˝ w “ u ˝ f και b ˝ t “ v ˝ g καθώς και τις τελευταίες ισότητες
έπεται ότι

c ˝ α ˝ w ˝ q “ c ˝ u ˝ f ˝ q “ r ˝ b ˝ t ˝ h “ r ˝ v ˝ g ˝ h.
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Από την τελευταία ισότητα προκύπτει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

Q

w˝q

��

g˝h // Z

r˝v

��
X

c˝α
// R

Ως εκ τούτου το αριστερό roof

Q
g˝h

##

w˝q

zz
X Z

αντιστοιχεί στο δεξιό roof
R

X

c˝α

::

Z.

r˝v

dd

Συνεπώς, η σύνθεση των roofs είναι συµβατή µε την «1-1» και «επί» απεικόνιση µεταξύ των αριστε-
ϱών και δεξιών roofs. �

Ανάλογα µε τη σύνθεση των µορφισµών, η σύνθεση των αριστερών (αντίστοιχα δεξιών) roofs
είναι προσεταιριστική όπως υποδηλώνει η ακόλουθη Πρόταση.

Πρόταση 2.3.30. Ας είναι C µια κατηγορία και W µια localizing κλάση µορφισµών της.

1. Η σύνθεση των κλάσεων ισοδυναµίας των αριστερών roofs είναι προσεταιριστική.

2. Η σύνθεση των κλάσεων ισοδυναµίας των δεξιών roofs είναι προσεταιριστική.

Απόδειξη. 1. Ας είναι

(αʹ) U
f

$$

w

zz
X Y

(ϐʹ) V
g

$$

u

zz
Y Z

(γʹ) Q

h

$$

v

{{
Z W

τρία αριστερά roofs µεταξύ των αντικειµένων X, Y , Z και W της κατηγορίας C τέτοια
ώστε να ορίζεται η µεταξύ τους σύνθεση. Θα αποδείξουµε ότι η σύνθεση των κλάσεων
ισοδυναµίας των δύο πρώτων αριστερών roofs σύνθεση µε την κλάση ισοδυναµίας του τρίτου
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αριστερού roof ισούται µε τη σύνθεση της κλάσης ισοδυναµίας του πρώτου αριστερού roof
µε τη σύνθεση των κλάσεων ισοδυναµίας των δύο τελευταίων αριστερών roofs, δηλαδή

¨

˚

˚

˝

Q

h

$$

v

{{
Z W

˛

‹

‹

‚

˝

˝

¨

˚

˚

˝

V
g

$$

u

zz
Y Z

˝ U
f

$$

w

zz
X Y

˛

‹

‹

‚

“

“

¨

˚

˚

˝

Q

h

$$

v

{{
Z W

˝ V
g

$$

u

zz
Y Z

˛

‹

‹

‚

˝

˝

¨

˚

˚

˝

U
f

$$

w

zz
X Y

˛

‹

‹

‚

Εφόσον ο µορφισµός f : U ÝÑ Y είναι ένας µορφισµός στην κατηγορία C και ο µορφισµός
u : V ÝÑ Y ανήκει στην κλάση W σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του περιορισµού pW32q
της localizing κλάσηςW υπάρχει αντικείµενοM της κατηγορίας C και µορφισµοίm : M ÝÑ

U και k : M ÝÑ V µε τον µορφισµόm να ανήκει στην κλάσηW και τον µορφισµό k να είναι
ένας µορφισµός στην κατηγορία C τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

Y U
f

oo

V

u

OO

M

m

OO

koo

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός g : V ÝÑ Z είναι ένας µορφισµός στην κατηγορία
C και ο µορφισµός v : Q ÝÑ Z ανήκει στην κλάση W σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του
περιορισµού pW32q της localizing κλάσης W υπάρχει αντικείµενο N της κατηγορίας C και
µορφισµοί n : N ÝÑ V και l : N ÝÑ Q µε τον µορφισµό n να ανήκει στην κλάση W και τον
µορφισµό l να είναι ένας µορφισµός στην κατηγορία C τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα
να είναι µεταθετικό

Z V
g

oo

Q

v

OO

N

n

OO

loo

Εφόσον ο µορφισµός k : M ÝÑ V είναι ένας µορφισµός στην κατηγορία C και ο µορφισµός
n : N ÝÑ V ανήκει στην κλάση W για ακόµη µια ϕορά σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του
περιορισµού pW32q της localizing κλάσης W υπάρχει αντικείµενο P της κατηγορίας C και
µορφισµοί p : P ÝÑM και q : P ÝÑ N µε τον µορφισµό p να ανήκει στην κλάση W και τον
µορφισµό q να είναι ένας µορφισµός στην κατηγορία C τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα
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να είναι µεταθετικό
V M

k
oo

N

n

OO

P

p

OO

qoo

΄Ετσι, σύµφωνα µε τα παραπάνω προκύπτει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

P

q

  

p

~~
M

k

  

m

��

N

l

��

n

��
U

f

  

w

��

V

g

��

u

~~

Q

h

  

v

��
X Y Z W

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν το τελευταίο µεταθετικό διάγραµµα το αριστερό roof

M
g˝k

$$

w˝m

zz
X Z

αντιπροσωπεύει την σύνθεση των κλάσεων ισοδυναµίας των αριστερών roofs

U
f

$$

w

zz
X Y

και
V

g

$$

u

zz
Y Z

΄Ετσι, το αριστερό roof
P

h˝l˝q

$$

w˝m˝p

zz
X W

αντιπροσωπεύει την σύνθεση των κλάσεων ισοδυναµίας των αριστερών roofs

M
g˝k

$$

w˝m

zz
X Z
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και
Q

h

$$

v

{{
Z W

Αντίστοιχα, το αριστερό roof

N

h˝l

$$

u˝n

zz
Y W

αντιπροσωπεύει την σύνθεση των κλάσεων ισοδυναµίας των αριστερών roofs

V
g

$$

u

zz
Y Z

και
Q

h

$$

v

{{
Z W

΄Ετσι, το αριστερό roof
P

h˝l˝q

$$

w˝m˝p

zz
X W

αντιπροσωπεύει την σύνθεση των κλάσεων ισοδυναµίας των αριστερών roofs

U
f

$$

w

zz
X Y

και
N

h˝l

$$

u˝n

zz
Y W

Συνεπώς η Ϲητούµενη ισότητα ικανοποιείται, γεγονός που αποδεικνύει ότι η σύνθεση των
κλάσεων ισοδυναµίας των αριστερών roofs είναι προσεταιριστική.

2. Σύµφωνα µε την Πρόταση 2.3.29 η σύνθεση των roofs είναι συµβατή µε την «1-1» και «επί»
αντιστοιχία µεταξύ των αριστερών και δεξιών roofs. Ως εκ τούτου η προσεταιριστικότητα της
σύνθεσης των αριστερών roofs που αποδείξαµε στο πρώτο σκέλος της παρούσας πρότασης
έχει ως συνέπεια την προσεταιριστικότητα της σύνθεσης των δεξιών roofs. �

Σύµβαση: Ας είναι C µια κατηγορία και X ένα αντικείµενο της. Συµβολίζουµε µε 1X την
κλάση ισοδυναµίας του αριστερού roof

X
1X

$$

1X

zz
X X
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και µε Ă1X την κλάση ισοδυναµίας του δεξιού roof

X

X

1X

::

X

1X

dd .

Πρόταση 2.3.31. Ας είναι C µια κατηγορία, W µια localizing κλάση µορφισµών της, ψ η κλάση
ισοδυναµίας των αριστερών roofs και rψ η κλάση ισοδυναµίας των δεξιών roofs.

1. Η σύνθεση της κλάσης ισοδυναµίας 1X µε την κλάση ισοδυναµίας ψ ισούται µε την κλάση
ισοδυναµίας ψ.

2. Η σύνθεση της κλάσης ισοδυναµίας ψ µε την κλάση ισοδυναµίας 1Y ισούται µε την κλάση
ισοδυναµίας ψ.

3. Η σύνθεση της κλάσης ισοδυναµίας rψ µε την κλάση ισοδυναµίας Ă1X ισούται µε την κλάση
ισοδυναµίας rψ.

4. Η σύνθεση της κλάσης ισοδυναµίας Ă1Y µε την κλάση ισοδυναµίας rψ ισούται µε την κλάση
ισοδυναµίας rψ.

Απόδειξη. 1. Ας είναι
X

1X

$$

1X

zz
X X

ένας αντιπρόσωπος της κλάσης ισοδυναµίας 1X και

Y 1

f

$$

w

zz
X Y

ένας αντιπρόσωπος της κλάσης ισοδυναµίας ψ. Εφόσον ο ταυτοτικός µορφισµός 1X : X ÝÑ

X είναι ένας µορφισµός στην κατηγορία C και ο µορφισµός w : Y 1 ÝÑ X ανήκει στην
κλάση W σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του περιορισµού pW32q της localizing κλάσης W
υπάρχει αντικείµενο Y 1 της κατηγορίας C και µορφισµοί w : Y 1 ÝÑ X και 1Y 1 : Y

1 ÝÑ Y 1

µε τον µορφισµό w να ανήκει στην κλάση W και τον ταυτοτικό µορφισµό 1Y1 να είναι ένας
µορφισµός στην κατηγορία C τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

X X
1X

oo

Y 1

w

OO

Y 1

w

OO

1Y1oo

Ως εκ τούτου λαµβάνουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

Y 1

1Y1

  

w

~~
X

1X

  

1X

~~

Y 1

f

  

w

~~
X X Y
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΄Ετσι, προκύπτει το αριστερό roof

Y 1

f˝1Y1

$$

1X˝w

zz
X Y

το οποίο αντιπροσωπεύει τη σύνθεση του αριστερού roof

X
1X

$$

1X

zz
X X

µε το αριστερό roof
Y 1

f

$$

w

zz
X Y

.

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις ιδιότητες του ταυτοτικού µορφισµού 1X : X ÝÑ X του X και του
ταυτοτικού µορφισµού 1Y1 : Y

1 ÝÑ Y 1 του Y 1 το αριστερό roof

Y 1

f˝1Y1

$$

1X˝w

zz
X Y

ταυτίζεται µε το αριστερό roof

Y 1

f

$$

w

zz
X Y

.

Ως εκ τούτου η σύνθεση της κλάσης ισοδυναµίας 1X µε την κλάση ισοδυναµίας ψ ισούται
µε την κλάση ισοδυναµίας ψ.

2. Ας είναι
Y

1Y

$$

1Y

zz
X X

ένας αντιπρόσωπος της κλάσης ισοδυναµίας 1Y και

Y 1

f

$$

w

zz
X Y

ένας αντιπρόσωπος της κλάσης ισοδυναµίας ψ. Εφόσον ο µορφισµός f : Y 1 ÝÑ Y είναι
ένας µορφισµός στην κατηγορία C και ο ταυτοτικός µορφισµός 1Y : Y ÝÑ Y ανήκει στην
κλάση W σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του περιορισµού pW32q της localizing κλάσης W
υπάρχει αντικείµενο Y 1 της κατηγορίας C και µορφισµοί 1Y1 : Y

1 ÝÑ Y 1 και f : Y 1 ÝÑ Y
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µε τον ταυτοτικό µορφισµό 1Y1 να ανήκει στην κλάση W και τον µορφισµό f να είναι ένας
µορφισµός στην κατηγορία C τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

Y Y 1
f

oo

Y

1Y

OO

Y 1

1Y1

OO

foo

Ως εκ τούτου λαµβάνουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

Y 1

f

  

1Y1

~~
Y 1

f

  

w

~~

Y

1Y

��

1Y

~~
X Y Y

΄Ετσι, προκύπτει το αριστερό roof

Y 1

1Y˝f

$$

w˝1Y1

zz
X Y

το οποίο αντιπροσωπεύει την σύνθεση του αριστερού roof

Y 1

f

$$

w

zz
X Y

µε το αριστερό roof
Y

1Y

$$

1Y

zz
Y Y

.

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις ιδιότητες του ταυτοτικού µορφισµού 1Y : Y ÝÑ Y του Y και του
ταυτοτικού µορφισµού 1Y1 : Y

1 ÝÑ Y 1 του Y 1 το αριστερό roof

Y 1

1Y˝f

$$

w˝1Y1

zz
X Y

ταυτίζεται µε το αριστερό roof

Y 1

f

$$

w

zz
X Y.

Ως εκ τούτου η σύνθεση της κλάσης ισοδυναµίας ψ µε την κλάση ισοδυναµίας 1Y ισούται
µε την κλάση ισοδυναµίας ψ.
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3. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους.

4. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του δεύτερου σκέλους. �

Εν συνεχεία χρησιµοποιούµε τα δεξιά και τα αριστερά roofs για να ορίζουµε τις κατηγορίες
Cr
W και Cl

W αντίστοιχα. Κατ΄ αυτόν τον τρόπο ο ορισµός τους γίνεται πιο κατανοητός.

Ορισµός 2.3.32. Ας είναι C µια κατηγορία και W µια δεξιά localizing κλάση µορφισµών της. Η
κατηγορία Cr

W ορίζεται ως εξής :

1. Τα αντικείµενα της είναι τα αντικείµενα της κατηγορίας C.

2. Για κάθε Ϲεύγος αντικειµένων X,Y της Cr
W ισχύει ότι :

HomCr
W
pX,Y q “ tpY 1, f, wq | f : X ÝÑ Y 1, w : Y ÝÑ Y 1, w PWu{ vr

όπου tpY 1, f, wq | f : X ÝÑ Y 1, w : Y ÝÑ Y 1, w P Wu{ vr είναι το σύνολο των κλάσεων
ισοδυναµίας των δεξιών roofs

Y 1

X

f
::

Y

w

dd

ως προς τη σχέση ισοδυναµίας «vr» η οποία ορίζεται ως εξής :

Y 1

X

f
::

Y

w

dd vr Y 2

X

g
::

Y

t

dd

εάν υπάρχει αντικείµενο W της κατηγορίας C και µορφισµοί p : Y 1 ÝÑ W , q : Y 2 ÝÑ W ,
t1 : X ÝÑW και r : Y ÝÑW τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

Y 1

p

��
X

f

>>

g

  

t1 // W Y

w

``

t

~~

roo

Y 2

q

OO

και επιπλέον ο µορφισµός r “ p ˝ w “ q ˝ t ανήκει στην κλάση W.

3. Η σύνθεση δύο µορφισµών της pY 1, f, wq P HomCrW pX,Y q και pY 2, g, tq P HomCrW pY, Zq
είναι ένας µορφισµός pW,h ˝ f, e ˝ tq P HomCrW pX,Zq ο οποίος προκύπτει από το ακόλουθο
µεταθετικό διάγραµµα:

W

Y 1

h

>>

Y 2

e

``

X

f

>>

Y

w

``

g

>>

Z

t

``
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όπου ο µορφισµός e : Y 2 ÝÑ W ανήκει στην κλάση W και ο µορφισµός h : Y 1 ÝÑ W είναι
ένας µορφισµός στην κατηγορία C.

4. Ο ταυτοτικός µορφισµός pX, 1X , 1Xq είναι η κλάση ισοδυναµίας του δεξιού roof

X

X

1X

::

X

1X

dd

∆υϊκά,

Ορισµός 2.3.33. Ας είναι C µια κατηγορία και W µια αριστερή localizing κλάση µορφισµών της.
Η κατηγορία Cl

W ορίζεται ως εξής :

1. Τα αντικείµενα της είναι τα αντικείµενα της κατηγορίας C.

2. Για κάθε Ϲεύγος αντικειµένων X,Y της Cl
W ισχύει ότι :

HomCl
W
pX,Y q “ tpY 1, w, fq | w : Y 1 ÝÑ X, f : Y 1 ÝÑ Y, w PWu{ vl

όπου tpY 1, w, fq | w : Y 1 ÝÑ X, f : Y 1 ÝÑ Y, w P Wu{ vl είναι το σύνολο των κλάσεων
ισοδυναµίας των αριστερών roofs

Y 1

f

$$

w

zz
X Y

ως προς τη σχέση ισοδυναµίας «vl» η οποία ορίζεται ως εξής :

Y 1

f

$$

w

zz
X Y

vl Y 2

g

$$

t

zz
X Y

εάν υπάρχει αντικείµενο Z της κατηγορίας C και µορφισµοί p : Z ÝÑ Y 1, q : Z ÝÑ Y 2,
t1 : Z ÝÑ X και r : Z ÝÑ Y τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

Y 1

w

~~

f

  
X Z

p

OO

q

��

r //t1oo Y

Y 2

g

>>

t

``

και επιπλέον ο µορφισµός t1 “ w ˝ p “ t ˝ q ανήκει στην κλάση W.

3. Η σύνθεση δύο µορφισµών της pY 1, w, fq P HomCl
W
pX,Y q και pY 2, t, gq P HomCl

W
pY, Zq

είναι ένας µορφισµός pW,w ˝ e, g ˝ hq P HomCl
W
pX,Zq ο οποίος προκύπτει από το ακόλουθο
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µεταθετικό διάγραµµα:

W

h

  

e

~~
Y 1

f

  

w

~~

Y 2

g

  

t

~~
X Y Z

όπου ο µορφισµός e : W ÝÑ Y 1 ανήκει στην κλάση W και ο µορφισµός h : W ÝÑ Y 2 είναι
ένας µορφισµός στην κατηγορία C.

4. Ο ταυτοτικός µορφισµός pX, 1X , 1Xq είναι η κλάση ισοδυναµίας του αριστερού roof

X
1X

$$

1X

zz
X X

Σχόλιο 2.3.34. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν το πρώτο σκέλος της Πρότασης 2.3.30 καθώς και τα δύο
πρώτα σκέλη της Πρότασης 2.3.31 αποδεικνύεται ότι η Cl

W είναι πράγµατι κατηγορία. Αντίστοιχα,
λαµβάνοντας υπ΄ όψιν το δεύτερο σκέλος της Πρότασης 2.3.30 και τα δύο τελευταία σκέλη της
Πρότασης 2.3.31 αποδεικνύεται ότι η Cr

W είναι επίσης µια κατηγορία.

Η ακόλουθη Πρόταση υποδηλώνει ότι η κατηγορία Cl
W (αντίστοιχα η κατηγορία Cr

W ) αποτελεί
τοπικοποίηση της κατηγορίας C ως προς την localizing κλάση µορφισµών της W. Η εν λόγω
κατασκευή της τοπικοποίησης της κατηγορίας C είναι πιο πρακτική για τους υπολογισµούς.

Πρόταση 2.3.35. Ας είναι C µια κατηγορία και W µια localizing κλάση µορφισµών της.

1. Η κατηγορία Cl
W αποτελεί τοπικοποίηση της κατηγορίας C ως προς την localizing κλάση W.

2. Η κατηγορία Cr
W αποτελεί τοπικοποίηση της κατηγορίας C ως προς την localizing κλάση W.

Απόδειξη. 1. Ας είναι C µια κατηγορία και W µια localizing κλάση µορφισµών της. Θα απο-
δείξουµε ότι υπάρχει ένας συναρτητής Q : C ÝÑ Cl

W ο οποίος ικανοποιεί τις συνθήκες του
Ορισµού 2.1.1. Σύµφωνα µε το Σχόλιο 2.3.34 η Cl

W είναι µια κατηγορία. Ορίζουµε τον
Q : C ÝÑ Cl

W ως εξής :

• QpXq “ X, για κάθε αντικείµενο X P obpCq.

• Qpfq “ κλάση ισοδυναµίας του X
f

$$

1X

zz
X Y

για κάθε µορφι-

σµό f : X ÝÑ Y στην κατηγορία C.

Ευθύς αµέσως αποδεικνύουµε ότι ο Q είναι ένας συναρτητής. Ας είναι f : X ÝÑ Y και
g : Y ÝÑ Z δύο µορφισµοί στην κατηγορία C τέτοιοι ώστε να ορίζεται η σύνθεση g˝f : X ÝÑ

Z. Ο Q : C ÝÑ Cl
W εξ΄ ορισµού στέλνει τον µορφισµό g ˝ f : X ÝÑ Z στην κατηγορία C
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στην κλάση ισοδυναµίας του αριστερού roof X
g˝f

$$

1X

zz
X Z

Ως εκ τού-

του Qpg ˝ fq “ X
g˝f

$$

1X

zz
X Z

Αντίστοιχα, ο Q : C ÝÑ Cl
W εξ΄ ορισµού

στέλνει τον µορφισµό g : Y ÝÑ Z στην κατηγορία C στην κλάση ισοδυναµίας του αριστερού
roof Y

g

$$

1Y

zz
Y Z

΄Ετσι, Qpgq “ Y
g

$$

1Y

zz
Y Z

Συνθέτοντας τους µορφισµούς Qpfq και Qpgq σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του περιορι-
σµού pW32q της localizing κλάσης W υπάρχουν µορφισµοί 1X : X ÝÑ X και f : X ÝÑ Y
µε τον ταυτοτικό µορφισµό 1X να ανήκει στην κλάση W και τον µορφισµό f να είναι ένας
µορφισµός στην κατηγορία C τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

X

f

  

1X

~~
X

f

  

1X

~~

Y

g

  

1Y

~~
X Y Z.

Ως εκ τούτου προκύπτει το αριστερό roof

X
g˝f

$$

1X˝1X

zz
X Z

το οποίο αντιπροσωπεύει τη σύνθεση της κλάσης ισοδυναµίας του αριστερού roof

X
f

$$

1X

zz
X Y

µε την κλάση ισοδυναµίας του αριστερού roof

Y
g

$$

1Y

zz
Y Z

και κατ΄ επέκταση τη σύνθεση των µορφισµών Qpfq και Qpgq. ΄Ετσι,

Qpgq ˝Qpfq “ X
g˝f

$$

1X˝1X

zz
X Z

.
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Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις ιδιότητες του ταυτοτικού µορφισµού 1X : X ÝÑ X έπεται ότι
Qpg ˝ fq “ Qpgq ˝ Qpfq. Εν συνεχεία ο Q εξ΄ ορισµού στέλνει τον ταυτοτικό µορφισµό
1X : X ÝÑ X στην κλάση ισοδυναµίας του αριστερού roof

X
1X

$$

1X

zz
X X.

Ως εκ τούτου Qp1Xq “ 1X. Από την τελευταία ισότητα λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον ορισµό
του συναρτητή Q στα αντικείµενα προκύπτει Qp1Xq “ 1X “ 1QpXq. ΄Ετσι, ο Q : C ÝÑ Cl

W
είναι ένας συναρτητής. Ας είναι w : X ÝÑ Y ένας µορφισµός ο οποίος ανήκει στην κλάση
W. Θα αποδείξουµε ότι ο µορφισµός Qpwq είναι ένας ισοµορφισµός στην κατηγορία Cl

W . Ο
συναρτητής Q εξ΄ ορισµού στέλνει τον µορφισµό w : X ÝÑ Y στην κλάση ισοδυναµίας του
αριστερού roof

X

w

$$

1X

zz
X Y.

Θεωρούµε το αριστερό roof

X
1X

$$

w

zz
Y X

Τότε σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του περιορισµού pW32q της localizing κλάσης W υπάρ-
χει αντικείµενο X και µορφισµός 1X : X ÝÑ X όπου ο ταυτοτικός µορφισµός 1X ανήκει
στην κλάση W τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

Y X
w

oo

X

w

OO

X

1X

OO

1Xoo

Ως εκ τούτου λαµβάνουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

X

1X

  

1X

~~
X

w

  

1X

~~

X

1X

  

w

~~
X Y X

Κατ΄ αυτόν τον τρόπο προκύπτει το ταυτοτικό αριστερό roof

X
1X˝1X“1X

$$

1X˝1X“1X

zz
X X
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το οποίο αντιπροσωπεύει τη σύνθεση της κλάσης ισοδυναµίας του αριστερού roof

X

w

$$

1X

zz
X Y

µε την κλάση ισοδυναµίας του αριστερού roof

X
1X

$$

w

zz
Y X

Ως εκ τούτου η κλάση ισοδυναµίας του αριστερού roof

X
1X

$$

w

zz
Y X

είναι αριστερά αντίστροφος του µορφισµού Qpwq. Αντίστοιχα από το ακόλουθο µεταθετικό
διάγραµµα

X

1X

  

1X

~~
X

1X

  

w

~~

X

w

  

1X

~~
Y X Y

προκύπτει το αριστερό roof

X
w˝1X“w

$$

w˝1X“w

zz
Y Y

που αντιπροσωπεύει τη σύνθεση της κλάσης ισοδυναµίας του αριστερού roof

X
1X

$$

w

zz
Y X

µε την κλάση ισοδυναµίας του αριστερού roof

X

w

$$

1X

zz
X Y

το οποίο ωστόσο δεν είναι το ταυτοτικό. ΄Ετσι, για να έχουµε το Ϲητούµενο αρκεί να αποδεί-
ξουµε ότι το αριστερό roof

X

w

$$

w

zz
Y Y
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είναι ισοδύναµο µε το ταυτοτικό roof

Y
1Y

$$

1Y

zz
Y Y.

Πράγµατι, υπάρχει αντικείµενο X της κατηγορίας C και µορφισµοί 1X : X ÝÑ X και
w : X ÝÑ Y τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

X

w

��

w

  
Y X

1X

OO

w

��

w //woo Y

Y

1Y

??

1Y

``

και επιπλέον ισχύει ότι ο µορφισµός w “ w ˝ 1X “ 1Y ˝w ανήκει στην κλάση W. Συνεπώς,
η κλάση ισοδυναµίας του αριστερού roof

X
1X

$$

w

zz
Y X

είναι δεξιά αντίστροφος του µορφισµού Qpwq. Συνοψίζοντας, για κάθε µορφισµό w ο οποίος
ανήκει στην κλάση W ο µορφισµός Qpwq είναι ένας ισοµορφισµός µε αντίστροφο την κλάση
ισοδυναµίας του αριστερού roof

X
1X

$$

w

zz
Y X.

΄Οσον αφορά τη δεύτερη συνθήκη του Ορισµού 2.1.1 υποθέτουµε ότι υπάρχει κατηγορία C1
και ένας συναρτητής F : C ÝÑ C1 τέτοιος ώστε για κάθε µορφισµό w ο οποίος ανήκει στην
κλάση W, ο µορφισµός F pwq να είναι ένας ισοµορφισµός στην C1 . Θα κατασκευάσουµε
έναν συναρτητήG : Cl

W ÝÑ C1 τέτοιον ώστε να ικανοποιεί την ισότηταG˝Q “ F και κατόπιν
ϑα αποδείξουµε την µοναδικότητα του. Ορίζουµε τον G : ClW ÝÑ C1 ως εξής :

• GpY q “ F pY q ,για κάθε αντικείµενο Y P obpCq “ obpClWq.
• Gpφq “ F pfq ˝ F pwq´1 ,για κάθε µορφισµό φ στην κατηγορία ClW ο οποίος αντιπρο-

σωπεύεται από ένα αριστερό roof X
f

$$

w

zz
Y Z

.

Αρχικά ϑα διαπιστώσουµε ότι ο G είναι «καλά ορισµένος». Ας είναι

X
f

$$

w

zz
Y Z
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και
X 1

g

$$

t

zz
Y Z

δύο ισοδύναµα αριστερά roof µεταξύ των αντικειµένων Y και Z. Τότε υπάρχει αντικείµενο
U της κατηγορίας C και µορφισµοί u : U ÝÑ X, v : U ÝÑ X 1, e : U ÝÑ Y και e1 : U ÝÑ Z
τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

X

w

~~

f

  
Y U

u

OO

v

��

e1 //eoo Z

X 1

g

>>

t

``

και επιπλέον ο µορφισµός e “ w˝u “ t˝v ανήκει στην κλάσηW. Λόγω της µεταθετικότητας
του τελευταίου διαγράµµατος λαµβάνουµε f ˝ u “ g ˝ v και w ˝ u “ t ˝ v. Εφαρµόζοντας
στις τελευταίες ισότητες τον F και χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες που τον διέπουν ως συ-
ναρτητή έπεται αντίστοιχα F pfq ˝ F puq “ F pgq ˝ F pvq και F pwq ˝ F puq “ F ptq ˝ F pvq.
Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι οι µορφισµοί w ˝ u : U ÝÑ Y , w : X ÝÑ Y και t : X 1 ÝÑ Y
ανήκουν στην κλάση W οι µορφισµοί F pw ˝ uq : F pUq ÝÑ F pY q, F pwq : F pXq ÝÑ F pY q
και F ptq : F pX 1q ÝÑ F pY q εξ΄ υποθέσεως είναι ισοµορφισµοί. Τότε υπάρχουν οι αντίστρο-
ϕοι αυτών F pw ˝ uq´1 : F pY q ÝÑ F pUq, F pwq´1 : F pY q ÝÑ F pXq και F ptq´1 : F pY q ÝÑ
F pX 1q και είναι εξίσου ισοµορφισµοί. ΄Ετσι, οι µορφισµοί F puq “ F pwq´1 ˝ F pw ˝ uq και
F pvq “ F ptq´1 ˝ F pw ˝ uq είναι ισοµορφισµοί ως σύνθεση ισοµορφισµών. Από την ισότητα
F pwq ˝F puq “ F ptq ˝F pvq προκύπτει ότι pF pwq ˝F puqq´1 “ pF ptq ˝F pvqq´1 και κατ΄ επέ-
κταση ότι F puq´1 ˝F pwq´1 “ F pvq´1 ˝F ptq´1. Χρησιµοποιώντας την τελευταία ισότητα, τις
ισότητες F pfq˝F puq “ F pgq˝F pvq, F puq˝F puq´1 “ 1FpXq και F pvq˝F pvq´1 “ 1FpX1q καθώς
και τις ιδιότητες των ταυτοτικών µορφισµών 1FpXq : F pXq ÝÑ F pXq και 1FpX1q : F pX

1q ÝÑ

F pX 1q προκύπτει ότι :

F pfq˝F pwq´1 “ F pfq˝1FpXq˝F pwq
´1 “ F pfq˝F puq˝F puq´1˝F pwq´1 “ F pgq˝F pvq˝F pvq´1˝

˝F ptq´1 “ F pgq ˝ 1FpX1q ˝ F ptq
´1 “ F pgq ˝ F ptq´1.

Ως εκ τούτου ο G είναι σταθερός στις κλάσεις ισοδυναµίας των roofs. ΄Ετσι, ο G είναι «κα-
λά ορισµένος». Εν συνεχεία αποδεικνύουµε ότι ο G είναι ένας συναρτητής. Ας είναι φ
και ψ δύο µορφισµοί στην κατηγορία Cl

W οι οποίοι αντιπροσωπεύονται από τα αριστερά ro-
ofs X

f

$$

w

zz
Y Z

και X 1

g1

$$

t1

zz
Z W

αντίστοιχα.

Συνθέτουµε το αριστερό roof

X
f

$$

w

zz
Y Z
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µε το αριστερό roof
X 1

g1

$$

t1

zz
Z W

.

Τότε σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του περιορισµού pW32q της localizing κλάσης W υ-
πάρχει αντικείµενο U και µορφισµοί u : U ÝÑ X και h : U ÝÑ X 1 µε τον µορφισµό u να
ανήκει στην κλάση W και τον µορφισµό h να είναι ένας µορφισµός στην κατηγορία C τέτοιοι
ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

U

h

  

u

��
X

f

��

w

��

X 1

g1

  

t1

~~
Y Z W.

Κατ΄ αυτόν τον τρόπο προκύπτει το αριστερό roof

U
g1˝h

$$

w˝u

zz
Y W

το οποίο αντιπροσωπεύει τη σύνθεση του αριστερού roof

X
f

$$

w

zz
Y Z

µε το αριστερό roof
X 1

g1

$$

t1

zz
Z W

και κατ΄ επέκταση τη σύνθεση του µορφισµού φ µε τον µορφισµό ψ στην κατηγορία Cl
W .

Λόγω της µεταθετικότητας του τελευταίου διαγράµµατος προκύπτει ότι f ˝u “ t1 ˝h. Εφαρ-
µόζοντας τον συναρτητή F στην τελευταία ισότητα και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις ιδιότητες
που τον διέπουν ως συναρτητή προκύπτει ότι F pfq ˝ F puq “ F pt1q ˝ F phq. Ανάλογα µε
προηγουµένως εφόσον οι µορφισµοί t1 και u ανήκουν στην κλάση W έπεται ότι οι µορφι-
σµοί F pt1q : F pX 1q ÝÑ F pZq και F puq : F pUq ÝÑ F pXq είναι ισοµορφισµοί µε αντιστρό-
ϕους F pt1q´1 : F pZq ÝÑ F pX 1q και F puq´1 : F pXq ÝÑ F pUq αντίστοιχα οι οποίοι είναι
εξίσου ισοµορφισµοί. Συνθέτοντας στην τελευταία ισότητα από αριστερά µε τον µορφισµό
F pt1q´1 : F pZq ÝÑ F pX 1q και από δεξιά µε τον µορφισµό F puq´1 : F pXq ÝÑ F pUq και
χρησιµοποιώντας τις ισότητες F pt1q´1 ˝ F pt1q “ 1FpX1q και F puq ˝ F puq´1 “ 1FpXq καθώς
και τις ιδιότητες των ταυτοτικών µορφισµών 1FpX1q : F pX

1q ÝÑ F pX 1q και 1FpXq : F pXq ÝÑ
F pXq έπεται ότι F pt1q´1 ˝ F pfq “ F phq ˝ F puq´1. Χρησιµοποιώντας την τελευταία ισότητα,
την ισότητα pF pwq ˝ F puqq´1 “ F puq´1 ˝ F pwq´1, τον ορισµό του G στους µορφισµούς
καθώς και τις ιδιότητες που διέπουν τον F ως συναρτητή προκύπτει :

Gpψ˝φq “ F pg1˝hq˝F pw˝uq´1 “ F pg1q˝F phq˝pF pwq˝F puqq´1 “ F pg1q˝F phq˝F puq´1˝
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˝F pwq´1 “ F pg1q ˝ F pt1q´1 ˝ F pfq ˝ F pwq´1 “ Gpψq ˝Gpφq.

΄Ετσι, ο G διατηρεί τη σύνθεση των µορφισµών. Μας αποµένει να αποδείξουµε ότι ο G
στέλνει τον ταυτοτικό µορφισµό στην Cl

W στον ταυτοτικό µορφισµό στην C1. Ας είναι 1X ο
ταυτοτικός µορφισµός στην Cl

W ο οποίος αντιπροσωπεύεται από το αριστερό roof

X
1X

$$

1X

zz
X X

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο F είναι ένας συναρτητής, τις ιδιότητες του ταυτοτικού µορφισµού
1FpXq : F pXq ÝÑ F pXq καθώς και τον ορισµό του συναρτητή G προκύπτει ότι :

Gp1Xq “ F p1Xq ˝ F p1Xq
´1 “ 1FpXq ˝ 1FpXq

´1 “ 1FpXq “ 1GpXq

Συνεπώς, ο G : Cl
W ÝÑ C1 είναι ένας συναρτητής. Επιπλέον, χρησιµοποιώντας τους ορι-

σµούς των συναρτητώνG καιQ και τις ιδιότητες του ταυτοτικού µορφισµού 1FpXq : F pXq ÝÑ
F pXq έπεται ότι

• pG ˝QqpXq “ GpQpXqq “ GpXq “ F pXq για κάθε αντικείµενο X της κατηγορίας C.

• pG˝Qqpfq “ GpQpfqq “ G

¨

˚

˚

˝

X
f

$$

1X

zz
X Y

˛

‹

‹

‚

“ F pfq˝F p1Xq
´1 “

“ F pfq ˝ 1FpXq
´1 “ F pfq ˝ 1FpXq “ F pfq για κάθε µορφισµό f : X ÝÑ Y στην κατη-

γορία C.

Ως εκ τούτου ο συναρτητής G : Cl
W ÝÑ C1 ικανοποιεί την ισότητα G ˝Q “ F . ΄Οσον αφορά

τη µοναδικότητα του υποθέτουµε ότι υπάρχει ένας άλλος συναρτητής H : Cl
W ÝÑ C1 τέτοιος

ώστε H ˝Q “ F . Θα αποδείξουµε ότι G “ H. Για κάθε αντικείµενο Y P obpCq “ obpCl
Wq,

χρησιµοποιώντας την ισότητα H ˝ Q “ F και τους ορισµούς των συναρτητών Q και G στα
αντικείµενα έπεται ότι

HpY q “ HpQpY qq “ pH ˝QqpY q “ F pY q “ GpY q.

Για να έχουµε το Ϲητούµενο µας αποµένει να αποδείξουµε ότι Hpφq “ Gpφq για κάθε
µορφισµό φ στην κατηγορία Cl

W . ΄Ετσι, ας είναι φ ένας µορφισµός στην κατηγορία Cl
W ο

οποίος αντιπροσωπεύεται από το αριστερό roof

X
f

$$

w

zz
Y Z

Ο συναρτητής Q : C ÝÑ Cl
W εξ΄ ορισµού στέλνει τον µορφισµό w : X ÝÑ Y στην κλάση

ισοδυναµίας του αριστερού roof

X

w

$$

1X

zz
X Y

και αντίστοιχα τον µορφισµό f : X ÝÑ Z στην κλάση ισοδυναµίας του αριστερού roof

X
f

$$

1X

zz
X Z.
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Συνθέτουµε τον µορφισµό Qpwq µε τον µορφισµό φ στην κατηγορία Cl
W . Τότε σύµφωνα µε

το δεύτερο σκέλος του περιορισµού pW32q της localizing κλάσης W υπάρχει αντικείµενο X
και µορφισµός 1X : X ÝÑ X µε τον ταυτοτικό µορφισµό 1X ο οποίος είναι ένας µορφισµός
στην κατηγορία C να ανήκει στην κλάση W τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι
µεταθετικό

X

1X

  

1X

~~
X

w

  

1X

~~

X

f

��

w

~~
X Y Z

Κατ΄ αυτόν τον τρόπο προκύπτει το αριστερό roof

X
f˝1X“f

$$

1X˝1X“1X

zz
X Z

το οποίο αντιπροσωπεύει τον µορφισµό φ ˝ Qpwq και ισούται κατά προφανή τρόπο µε τον
µορφισµό Qpfq. Ως εκ τούτου φ ˝ Qpwq “ Qpfq. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός
Qpwq είναι ένας ισοµορφισµός από την τελευταία ισότητα έπεται ότι φ “ Qpfq ˝ Qpwq´1.
Εφαρµόζοντας τον H στην τελευταία ισότητα και χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες που τον διέ-
πουν ως συναρτητή, τον ορισµό του συναρτητή G στους µορφισµούς καθώς και τις ισότητες
G ˝Q “ F και H ˝Q “ F προκύπτει ότι :

Hpφq “ HpQpfq ˝Qpwq´1q “ HpQpfqq ˝HpQpwq´1q “ HpQpfqq ˝ pHpQpwqqq´1 “ F pfq˝

˝F pwq´1 “ Gpφq

για κάθε µορφισµό φ στην κατηγορία Cl
W . ΄Ετσι, σύµφωνα µε τα παραπάνω H “ G.

Συνοψίζοντας, ικανοποιείται ο ορισµός 2.1.1 της τοπικοποίησης. Ως εκ τούτου, το Ϲεύγος
(Cl

W ,Q) αποτελεί τοπικοποίηση της κατηγορίας C ως προς την localizing κλάση W.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Πρόταση 2.3.36. Οι κατηγορίες Cr
W και Cl

W είναι ισόµορφες.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε την Πρόταση 2.3.35 τα Ϲεύγη pClW , Qq και pCrW , Q1q είναι τοπικοποίησεις
της κατηγορίας C ως προς την localizing κλάση µορφισµών της W. Ως εκ τούτου από την Πρόταση
2.1.3 είναι άµεσο ότι οι κατηγορίες CrW και ClW είναι ισόµορφες. �

Λήµµα 2.3.37. Ας είναι C µια κατηγορία και W µια localizing κλάση της.

1. Ας είναι

Xi

fi

$$

wi

zz
Y Z
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αριστερά roofs τα οποία αναπαριστούν τους µορφισµούς φi : Y ÝÑ Z µε 1 ő i ő n στην
κατηγορία CrW´1s. Τότε υπάρχει αντικείµενοX της κατηγορίας C και µορφισµοί gi : X ÝÑ Z
στην κατηγορία C τέτοιοι ώστε τα αριστερά roofs

X
gi

$$

w

zz
Y Z

να αναπαριστούν τους µορφισµούς φi : Y ÝÑ Z για όλα τα 1 ő i ő n.

2. Ας είναι
Xi

Y

fi
::

Z

wi

dd

δεξιά roofs τα οποία αναπαριστούν τους µορφισµούς φi µε 1 ő i ő n στην κατηγορία CrW´1s.
Τότε υπάρχει αντικείµενο X της κατηγορίας C και µορφισµοί hi : Y ÝÑ X στην κατηγορία C
τέτοιοι ώστε τα δεξιά roofs

X

Y

hi

::

Z

w

dd

να αναπαριστούν τους µορφισµούς φi για όλα τα 1 ő i ő n.

Απόδειξη. 1. Η απόδειξη ϑα γίνει µε χρήση µαθηµατικής επαγωγής ως προς n.

• Για n “ 1 λαµβάνουµε f “ g και κατ΄ αυτόν τον τρόπο προκύπτει το Ϲητούµενο.

• Υποθέτουµε ότι ισχύει για k ă n και εν συνεχεία ϑα αποδείξουµε ότι ισχύει για n. Ας
είναι n ą 1. Τότε από την επαγωγική υπόθεση υπάρχει αντικείµενο K της κατηγορίας
C και µορφισµοί hi : K ÝÑ Z στην κατηγορία C τέτοιοι ώστε τα αριστερά roofs

K
hi

$$

t

zz
Y Z

να αναπαριστούν τα φi για όλα τα 1 ő i ő n´1. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο t : K ÝÑ Y
είναι ένας µορφισµός στην C ο οποίος ανήκει στην κλάση W και wn : Xn ÝÑ Y
είναι ένας µορφισµός ο οποίος ανήκει στην κλάση W σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος
του περιορισµού pW32q της localizing κλάσης W υπάρχει αντικείµενο U της C και
µορφισµοί u : U ÝÑ K και u1 : U ÝÑ Xn µε τον µορφισµό u να ανήκει στην κλάση
W τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

Y K
t

oo

Xn

wn

OO

U

u

OO

u1oo

Ως εκ τούτου t ˝ u “ wn ˝ u
1. Θέτουµε w “ t ˝ u “ wn ˝ u

1. Εφόσον οι µορφισµοί
u : U ÝÑ K και t : K ÝÑ Y ανήκουν στην κλάση W σύµφωνα µε τον περιορισµό
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pW22q της localizing κλάσης W ο µορφισµός t˝u : U ÝÑ Y ανήκει εξίσου στην κλάση
W. ΄Ετσι, ο µορφισµός w “ t ˝ u “ wn ˝ u

1 ανήκει στην κλάση W. Λαµβάνοντας υπ΄
όψιν τα παραπάνω προκύπτει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

K

t

~~

hi

��
Y U

u

OO

1U

��

hi˝u //woo Z

U

hi˝u

??

w

``

στο οποίο ο µορφισµός t ˝ u “ w ˝ 1U “ w ανήκει στην κλάση W. Ως εκ τούτου τα
αριστερά roofs

K
hi

$$

t

zz
Y Z

είναι ισοδύναµα µε τα αριστερά roofs

U
hi˝u

$$

w

zz
Y Z.

Ωστόσο εξ΄ υποθέσεως τα αριστερά roofs

K
hi

$$

t

zz
Y Z

αναπαριστούν τα φi για όλα τα 1 ő i ő n´ 1. ΄Ετσι, τα αριστερά roofs

U
hi˝u

$$

w

zz
Y Z.

αναπαριστούν εξίσου τα φi για όλα τα 1 ő i ő n ´ 1. Χρησιµοποιώντας το ίδιο
επιχείρηµα προκύπτει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

Xn

wn

~~

fn

  
Y U

u1

OO

1U

��

fn˝u
1

//woo Z

U

fn˝u
1

>>

w

``
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στο οποίο ο µορφισµός wn ˝ u1 “ w ˝ 1U “ w ανήκει στην κλάση W. Ως εκ τούτου τα
αριστερά roofs

Xn

fn

$$

wn

zz
Y Z

είναι ισοδύναµα µε τα αριστερά roofs

U
fn˝u

1

$$

w

zz
Y Z.

Ωστόσο εξ΄ υποθέσεως τα αριστερά roofs

Xn

fn

$$

wn

zz
Y Z

αναπαριστούν τα φn. ΄Ετσι, τα αριστερά roofs

U
fn˝u

1

$$

w

zz
Y Z

αναπαριστούν εξίσου τα φn. Εποµένως, λαµβάνοντας ως X “ U , gi “ hi ˝ u για
1 ő i ő n´ 1 και gn “ fn ˝ u

1 προκύπτει το συµπέρασµα.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Σχόλιο 2.3.38. Το Λήµµα 2.3.37 είναι ανάλογο της αναγωγής σε κοινό παρανοµαστή. Πιο συ-
γκεκριµένα, τα wi τα οποία αναφέρουµε στο Λήµµα 2.3.37 µπορούν διαισθητικά να ειδωθούν
ως διάφοροι παρανοµαστές κλασµάτων οι οποίοι στην περίπτωση της πρόσθεσης µε την διαδικα-
σία των οµωνύµων ανάγονται σε έναν κοινό παρανοµαστή ο οποίος εκφράζεται από το w. Κάτι
ανάλογο συµβαίνει στον πολλαπλασιασµό κλασµάτων. Χαρακτηριστικό παράδειγµα αποτελεί το
πρώτο σκέλος του παραδείγµατος 2.1.2. Ειδικότερα, προσθέτοντας το κλάσµα 3

2 µε το κλάσµα
4
3 λαµβάνουµε το κλάσµα 17

6 . Το w που προαναφέραµε είναι ο αριθµός 6 ο οποίος αποτελεί τον
κοινό παρανοµαστή. Ανάλογα στον πολλαπλασιασµό κλασµάτων το κλάσµα 3

2 ¨
4
3 είναι ίδιο µε το

κλάσµα 9
6 ¨

8
6 .

2.4 Τοπικοποίηση Υποκατηγοριών

Ας είναι C µια κατηγορία, W µια localizing κλάση µορφισµών της και C1 µια υποκατηγορία της.
Υποθέτουµε ότιWC1 “W

Ş

MorpC1q είναι µια localizing κλάση µορφισµών της κατηγορία C1. Κατ΄
επέκταση ορίζεται ένας συναρτητής C1rWC1

´1
s ÝÑ CrW´1s κατά ϕυσικό τρόπο ο οποίος ϑέτοντας

µια επιπλέον υπόθεση αποδεικνύεται ότι είναι πλήρης και πιστός. Σηµειώνουµε ότι οι localizing
κατηγορίες σχηµατίζουν µια σηµαντική κλάση υποκατηγοριών µιας αβελιανής κατηγορίας και
είναι στενά συνδεδεµένες µε την έννοια της κατηγορίας πηλίκο.
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Ορισµός 2.4.1. Ας είναι C µια κατηγορία, W µια localizing κλάση µορφισµών της και C1 µια
υποκατηγορία της. Υποθέτουµε ότι WC1 “W

Ş

MorpC1q είναι µια localizing κλάση µορφισµών της
κατηγορίας C1. Τότε ορίζεται ο συναρτητής H : C1rWC1

´1
s ÝÑ CrW´1s, ο οποίος είναι ταυτοτικός

στα αντικείµενα και στέλνει κάθε µορφισµό στην κατηγορία C1rWC1
´1
s ο οποίος αναπαρίσταται από

το αριστερό roof

X
f

$$

w

zz
Z Y

στην κλάση ισοδυναµίας του αριστερού roof στην κατηγορία CrW´1s.

Ευθύς αµέσως αποδεικνύουµε, υπό κάποιες ϕυσικές προϋποθέσεις, ότι ο επαγόµενος συναρ-
τητής H : C1rWC1

´1
s ÝÑ CrW´1s είναι πλήρης και πιστός.

Πρόταση 2.4.2. Ας είναι C µια κατηγορία, W µια localizing κλάση µορφισµών της και C1 µια
υποκατηγορία της. Υποθέτουµε ότι ισχύουν οι ακόλουθες συνθήκες :

1. WC1 “W
Ş

MorpC1q είναι µια localizing κλάση στην κατηγορία C1.

2. Για κάθε µορφισµό w : Y ÝÑ Z ο οποίος ανήκει στην κλάση W και κάθε αντικείµενο M
της πλήρους υποκατηγορίας C1 υπάρχει µορφισµός u : P ÝÑ Y τέτοιος ώστε η σύνθεση w ˝
u : P ÝÑ Z να ανήκει στην κλάση W και P είναι ένα αντικείµενο της C1.

Τότε ο ϕυσικός συναρτητής H : C1rWC1
´1
s ÝÑ CrW´1s είναι πλήρης και πιστός.

Απόδειξη. Ας είναι C µια κατηγορία, W µια localizing κλάση µορφισµών της και C1 µια υποκα-
τηγορία της. Υποθέτουµε ότι ικανοποιούνται οι συνθήκες 1. και 2. . ∆οθέντων δύο αντικειµένων
Z και Y της κατηγορίας C1 για να έχουµε το Ϲητούµενο αρκεί να αποδείξουµε ότι η απεικόνιση

HZ,Y : HomC1rWC1
´1spZ, Y q ÝÑ HomCrW´1spZ, Y q, h ÞÝÑ Hphq

είναι «1-1» και «επί».

• HZ,Y είναι «1-1».

Ας είναι
X

f

$$

w

zz
Z Y

και
X 1

g

$$

t

zz
Z Y

δύο αριστερά roofs τα οποία αναπαριστούν τους µορφισµούς στην κατηγορία C1rWC1
´1
s.

Υποθέτουµε ότι

HZ,Y

¨

˚

˚

˝

X
f

$$

w

zz
Z Y

˛

‹

‹

‚

“ HZ,Y

¨

˚

˚

˝

X 1

g

$$

t

zz
Z Y

˛

‹

‹

‚

.



150 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΤΟΠΙΚΟΠΟΙΗΣΗ ΚΑΤΗΓΟΡΙΩΝ

Τότε τα αριστερά roofs
X

f

$$

w

zz
Z Y

και
X 1

g

$$

t

zz
Z Y

είναι ισοδύναµα. Ως εκ τούτου υπάρχει αντικείµενο U της κατηγορίας C και µορφισµοί
u : U ÝÑ X, v : U ÝÑ X 1, e1 : U ÝÑ Z και e : U ÝÑ Y τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµ-
µα να είναι µεταθετικό

X

w

~~

f

  
Z U

u

OO

v

��

e //e1oo Y

X 1

g

>>

t

``

και επιπλέον ο µορφισµός e1 “ w ˝ u “ t ˝ v να ανήκει στην κλάση W. Λόγω της µε-
ταθετικότητας του τελευταίου διαγράµµατος έπεται ότι f ˝ u “ g ˝ v. Από τη συνθήκη 2.
προκύπτει ότι υπάρχει αντικείµενο V της C1 και µορφισµός w1 : V ÝÑ U τέτοιος ώστε η
σύνθεση w˝u˝w1 “ t˝v ˝w1 να ανήκει στην κλάση W. Συνθέτοντας από δεξιά στην ισότητα
f ˝ u “ g ˝ v µε τον µορφισµό w1 έπεται ότι f ˝ u ˝ w1 “ g ˝ v ˝ w1. ΄Ετσι, προκύπτει το
ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

X

w

~~

f

  
Z V

u˝w1

OO

v˝w1

��

m //m1oo Y

X 1

g

>>

t

``

στο οποίο ο µορφισµός m1 “ w ˝ u ˝w1 “ t ˝ v ˝w1 ανήκει στην κλάση W. Ως εκ τούτου, το
αριστερό roof

X
f

$$

w

zz
Z Y

είναι ισοδύναµο µε το αριστερό roof

X 1

g

$$

t

zz
Z Y.
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΄Ετσι, οι κλάσεις ισοδυναµίας των τελευταίων roofs ισούνται. Συνεπώς η απεικόνιση HZ,Y

είναι «1-1».

• HZ,Y είναι «επί».

Ας είναι
X

f

$$

w

zz
Z Y

ένα αριστερό roof το οποίο αναπαριστά έναν µορφισµό ψ ο οποίος ανήκει στοHomCrW´1spZ, Y q.
Από τη συνθήκη 2. υπάρχει αντικείµενο U της κατηγορίας C1 και µορφισµός u : U ÝÑ X ο
οποίος ανήκει στην κλάση W τέτοιος ώστε η σύνθεση w ˝ u να ανήκει στην κλάση W. ΄Ετσι,
προκύπτει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

X

w

��

f

  
Z U

u

OO

1U

��

e //e1oo Y

U

f˝u

??

w˝u

__

στο οποίο ο µορφισµός e1 “ w ˝ u ανήκει στην κλάση W. Ως εκ τούτου το αριστερό roof

U
f˝u

$$

w˝u

zz
Z Y

είναι ισοδύναµο µε το αριστερό roof

X
f

$$

w

zz
Z Y

και κατ΄ επέκταση αναπαριστά εξίσου τον µορφισµό ψ. ΄Ετσι, υπάρχει ένας µορφισµός
µεταξύ των Z και Y στην κατηγορία C1rWC1

´1
s ο οποίος απεικονίζεται µέσω της HZ,Y στο

ψ. Συνεπώς, η απεικόνιση HZ,Y είναι «επί».

Συνοψίζοντας, ο συναρτητής H : C1rWC1
´1
s ÝÑ CrW´1s ο οποίος ορίζεται κατά ϕυσικό τρόπο

είναι πλήρης και πιστός. �

Σχόλιο 2.4.3. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την Πρόταση 2.4.2 έπεται ότι η κατηγορία C1rWC1
´1
s είναι

πλήρης υποκατηγορία της κατηγορίας CrW´1s.

Μεταβαίνοντας από την κατηγορία C στην δυϊκή της Cop λαµβάνουµε την δυϊκή Πρόταση της
Πρότασης 2.4.2.

Πρόταση 2.4.4. Ας είναι C µια κατηγορία, W µια localizing κλάση µορφισµών της και C1 µια
υποκατηγορία της. Υποθέτουµε ότι ισχύουν οι ακόλουθες συνθήκες :
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1. WC1 “W
Ş

MorpC1q είναι µια localizing κλάση στην κατηγορία C1.

2. Για κάθε µορφισµό w : Z ÝÑ Y ο οποίος ανήκει στην κλάση W και κάθε αντικείµενο M
της πλήρους υποκατηγορίας C1 υπάρχει µορφισµός u : Y ÝÑ P τέτοιος ώστε η σύνθεση u ˝
w : Z ÝÑ P να ανήκει στην κλάση W και P είναι ένα αντικείµενο της C1.

Τότε ο ϕυσικός συναρτητής H : C1rWC1
´1
s ÝÑ CrW´1s είναι πλήρης και πιστός.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης της Πρότασης 2.4.2. �



Κεφάλαιο 3

Κατηγορίες Μοντέλα

Στο παρόν κεφάλαιο ορίζουµε την έννοια της κατηγορίας µοντέλο και µελετάµε τις ιδιότητες που
διέπουν κατηγορίες εφοδιασµένες µε αυτή τη δοµή. Εν συνεχεία αναφερόµαστε στην έννοια
της οµοτοπίας µεταξύ δύο µορφισµών της, γεγονός που µας επιτρέπει να ορίσουµε την κλασική
οµοτοπική κατηγορία και µελετάµε τις κατηγορίες των αντικειµένων µιας κατηγορίας µοντέλο
υπεράνω και υπό ενός αντικειµένου της.

3.1 Κατηγορίες Μοντέλα

΄Ενα απο τα σηµαντικά προβλήµατα τα οποία εµφανίζονται σε διάφορες περιοχές των Μαθηµατικών
αφορά την ύπαρξη συγκεκριµένης κλάσης µορφισµών (ασθενεις ισοδυναµίες) σε µια κατηγορία
C, τα στοιχεία της οποίας δεν είναι ισοµορφισµοί µολονότι για δοµικούς λόγους ϑα ϑέλαµε να
ανήκουν στην κλάση των ισοµορφισµών. Είναι γεγονός ότι µέσω της ϑεωρίας της τοπικοποίησης
µπορούµε να αντιστρέψουµε τις ασθενείς ισοδυναµίες ωστόσο σε αυτή την περίπτωση χάνουµε τον
έλεγχο των µορφισµών στην τοπικοποιηµένη κατηγορία. Το σηµαντικό αυτό πρόβληµα επιλύουν
οι κατηγορίες µοντέλα. Στις κατηγορίες µοντέλα υπάρχουν οι ασθενείς ισοδυναµίες, αλλά υπάρ-
χουν επίσης και άλλες κλάσεις µορφισµών οι οποίες καλούνται συννηµατώσεις (cofibrations)
και νηµατώσεις (fibrations). Αυτή η επιπλέον δοµή µας επιτρέπει να έχουµε τον έλεγχο των
µορφισµών στην κατηγορία που προκύπτει αντιστρέφοντας τις ασθενείς ισοδυναµίες. Οι κατηγο-
ϱίες µοντέλο εισήχθησαν απο τον Daniel Quillen το 1967 στο ϐιβλίο του «Οµοτοπική ΄Αλγεβρα»,
ϐλέπε [32] ο οποίος ανέπτυξε τον ορισµό της κατηγορίας µοντέλο µε σκοπό να υπογραµµίσει τις
οµοιότητες µεταξύ οµολογικής άλγεβρας και της οµοτοπικής ϑεωρίας της οποίας αποτέλεσαν ϑε-
µέλιο για την ανάπτυξη της. Αξιοσηµείωτη είναι η χρησιµότητα τους στον κλάδο της Αλγεβρικής
Τοπολογίας και της Αλγεβρικής Κ-Θεωρίας.

Ορισµός 3.1.1. Ας είναι C µια κατηγορία.

1. Ας είναι f : X ÝÑ Y , g : Z ÝÑ W µορφισµοί στην C. Ο µορφισµός f καλείται (retract) του
µορφισµού g εάν υπάρχει ένα µεταθετικό διάγραµµα της µορφής :

X

f

��

α // Z

g

��

β // X

f

��
Y

γ // W
δ // Y

τέτοιο ώστε β ˝ α “ 1X και δ ˝ γ “ 1Y .

153
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2. Σχηµατίζουµε την κατηγορία MorpCq η οποία υπενθυµίζουµε ότι έχει ως αντικείµενα τους µορ-
ϕισµούς στην C και στην οποία ένας µορφισµός pf : X ÝÑ Y q ÝÑ pg : Z ÝÑ W q είναι ένα
Ϲεύγος µορφισµών pk0, k1q όπου k0 : X ÝÑ Z και k1 : Y ÝÑ W τέτοιο ώστε το ακόλουθο
διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

X

k0
��

f // Y

k1
��

Z
g
// W

Επιπλέον η κατηγορία MorpCq είναι εφοδιασµένη µε δύο συναρτητές θ0, θ1 : MorpCq ÝÑ C οι
οποίοι ορίζονται ώς εξής :

• Για κάθε αντικείµενο f : X ÝÑ Y της MorpCq

θ0pf : X ÝÑ Y q “ X και θ1pf : X ÝÑ Y q “ Y

• Για κάθε µορφισµό X

k0
��

f // Y

k1
��

Z
g
// W

στην MorpCq:

θ0

¨

˚

˚

˚

˚

˝

X

k0
��

f // Y

k1
��

Z
g
// W

˛

‹

‹

‹

‹

‚

“ k0 και θ1

¨

˚

˚

˚

˚

˝

X

k0
��

f // Y

k1
��

Z
g
// W

˛

‹

‹

‹

‹

‚

“ k1

΄Ενα διατεταγµένο Ϲεύγος συναρτητών pα, βq όπου α, β : MorpCq ÝÑ MorpCq τέτοιο ώστε το
πεδίο ορισµού του αpfq είναι το πεδίο ορισµού του f , το πεδίο τιµών του αpfq είναι το πεδίο
ορισµού του βpfq, το πεδίο τιµών του βpfq είναι το πεδίο τιµών του f και f “ βpfq ˝ αpfq για
κάθε f P MorpCq καλείται συναρτητική παραγοντοποιήση (functorial factorization).

Ισοδύναµα µια συναρτητική παραγοντοποιήση σε µια κατηγορία C είναι µια τριάδα pF, α, βq η
οποία αποτελείται απο έναν συναρτητή F : MorpCq ÝÑ C και δύο ϕυσικούς µετασχηµατισµούς
α : θ0 ñ F και β : F ñ θ1, έτσι ώστε ο ϕυσικός µετασχηµατισµός β ˝ α : θ0 ñ θ1 να στέλνει
κάθε αντικείµενο f : X ÝÑ Y της MorpCq στον εαυτό του.

Λήµµα 3.1.2. Ας είναι C µια κατηγορία και f : X ÝÑ Y , g : Z ÝÑ W είναι µορφισµοί στην C.
Εάν ο µορφισµός g είναι ένας ισοµορφισµός και ο µορφισµός f είναι retract του g τότε ο µορφισµός
f είναι ένας ισοµορφισµός.

Απόδειξη. ∆οθέντων δύο µορφισµών f : X ÝÑ Y και g : Z ÝÑ W στην C υποθέτουµε ότι ο
µορφισµός g είναι ένας ισοµορφισµός και ο µορφισµός f retract αυτού. Τότε υπάρχει ένας
µορφισµός g1 : W ÝÑ Z µε g ˝ g1 “ 1W και g1 ˝ g “ 1Z και επιπλέον ένα µεταθετικό διάγραµµα
της µορφής:

X

f

��

α // Z

g

��

β // X

f

��
Y

γ // W
δ // Y
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τέτοιο ώστε β ˝ α “ 1X και δ ˝ γ “ 1Y . Θεωρούµε τον µορφισµό k : Y ÝÑ X µε k “ β ˝ g1 ˝ γ.
΄Ετσι, λαµβάνοντας υπ’οψιν την µεταθετικότητα του διαγράµµατος, τις ιδιότητες των ταυτοτικών
µορφισµών 1Z και 1W καθώς και τις παραπάνω ισότητες έχουµε:

k ˝ f “ β ˝ g1 ˝ γ ˝ f “ β ˝ g1 ˝ g ˝ α “ β ˝ 1Z ˝ α “ β ˝ α “ 1X

και
f ˝ k “ f ˝ β ˝ g1 ˝ γ “ δ ˝ g ˝ g1 ˝ γ “ δ ˝ 1W ˝ γ “ δ ˝ γ “ 1Y

Εποµένως, απο τις τελευταιές ισότητες είναι άµεσο ότι ο µορφισµός f είναι ισοµορφισµός µε
αντίστροφο f´1 “ k. �

Πρόταση 3.1.3. Ας είναι C ˆ C1 η κατηγορία η οποία προκύπτει ως γινόµενο των κατηγοριών C και
C1 και pf1, g1q : pX1, X2q ÝÑ pY1, Y2q και pf2, g2q : pZ1, Z2q ÝÑ pW1,W2q µορφισµοί στην C ˆ C1.
Εάν ο µορφισµός pf1, g1q είναι retract του µορφισµού pf2, g2q στην C ˆ C1 τότε ο µορφισµός f1 είναι
retract του µορφισµού f2 στην C και ο µορφισµός g1 είναι retract του µορφισµού g2 στην C1.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός pf1, g1q είναι retract του µορφισµού pf2, g2q. Τότε υπάρχει
ένα µεταθετικό διάγραµµα της µορφής:

pX1, X2q

pf1,g1q

��

pα1,α2q // pZ1, Z2q

pf2,g2q

��

pβ1,β2q // pX1, X2q

pf1,g1q

��
pY1, Y2q

pγ1,γ2q // pW1,W2q
pδ1,δ1q // pY1, Y2q

τέτοιο ώστε pβ1, β2q ˝ pα1, α2q “ p1X1
, 1X2

q και pδ1, δ2q ˝ pγ1, γ2q “ p1Y1
, 1Y2

q.
Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την µεταθετικότητα του διαγράµµατος και τις τελευταίες ισότητες προκύ-
πτουν τα ακόλουθα µεταθετικά διαγράµµατα:

X1

f1

��

α1 // Z1

f2

��

β1 // X1

f1

��
Y1

γ1 // W1
δ1 // Y1

και

X2

g1

��

α2 // Z2

g2

��

β2 // X2

f2

��
Y2

γ2 // W2
δ2 // Y2

τα οποία είναι τέτοια ώστε β1 ˝ α1 “ 1X1
, δ1 ˝ γ1 “ 1Y1

, β2 ˝ α2 “ 1X2
, δ2 ˝ γ2 “ 1Y2

.
Συνεπώς, σύµφωνα µε τον ορισµό του retract ο µορφισµός f1 είναι retract του µορφισµού f2 στην
C και ο µορφισµός g1 είναι retract του µορφισµού g2 στην C1. �

Κάτι ανάλογο µε αυτό που είδαµε ότι ισχύει στην κατηγορία C ˆ C1 ισχύει και στην δυϊκή
κατηγορία Cop όπως υποδηλώνει η ακόλουθη πρόταση.
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Πρόταση 3.1.4. Ας είναι C µια κατηγορία και Cop η δυϊκή αυτής. ΄Ενας µορφισµός f : X ÝÑ Y
είναι retract ενός µορφισµού g : Z ÝÑ W στην C αν και µόνο αν ο µορφισµός fop : Y ÝÑ X είναι
retract του µορφισµού gop : W ÝÑ Z στην Cop.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι retract του µορφισµού g : Z ÝÑ W
στην C. Τότε υπάρχει ένα µεταθετικό διάγραµµα της µορφής:

X

f

��

α // Z

g

��

β // X

f

��
Y

γ // W
δ // Y

τέτοιο ώστε β ˝ α “ 1X και δ ˝ γ “ 1Y . Θεωρούµε το ακόλουθο διάγραµµα:

Y

fop

��

δop // W

gop

��

γop

// Y

fop

��
X

βop

// Z
αop

// X

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την µεταθετικότητα του αρχικού διαγράµµατος και τον ορισµό την σύνθεσης
στην κατηγορία Cop έχουµε:

αop ˝ gop “ g ˝ α “ γ ˝ f “ fop ˝ γop

και
βop ˝ fop “ f ˝ β “ δ ˝ g “ gop ˝ δop

και ως εκ τούτου
fop ˝ γop ˝ δop “ αop ˝ gop ˝ δop “ αop ˝ βop ˝ fop

Συνεπώς το διάγραµµα είναι µεταθετικό. Επιπλέον, κάνοντας χρήση των ισοτήτων β ˝α “ 1X και
δ ˝ γ “ 1Y προκύπτει ότι :

αop ˝ βop “ β ˝ α “ 1X

και
γop ˝ δop “ δ ˝ γ “ 1Y

΄Ετσι, ο µορφισµός fop : Y ÝÑ X είναι retract του µορφισµού gop : W ÝÑ Z στην Cop.
Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι ο µορφισµός fop : Y ÝÑ X είναι retract του µορφισµού gop : W ÝÑ

Z στην Cop. Τότε υπάρχει ένα µεταθετικό διάγραµµα της µορφής:

Y

fop

��

δop // W

gop

��

γop

// Y

fop

��
X

βop

// Z
αop

// X

τέτοιο ώστε αop ˝βop “ 1X και γop ˝δop “ 1Y . Λόγω της µεταθετικότητας του διαγράµµατος ισχύει
ότι :

βop ˝ fop “ gop ˝ δop



3.1. ΚΑΤΗΓΟΡΙΕΣ ΜΟΝΤΕΛΑ 157

αop ˝ gop “ fop ˝ γop

και
αop ˝ βop ˝ fop “ fop ˝ γop ˝ δop

Οι παραπάνω ισότητες επάγουν τις ακόλουθες ισότητες

f ˝ β “ δ ˝ g

g ˝ α “ γ ˝ f

f ˝ β ˝ α “ δ ˝ γ ˝ f

β ˝ α “ 1X

και
δ ˝ γ “ 1Y

στην κατηγορία C. Ως εκ τούτου προκύπτει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

X

f

��

α // Z

g

��

β // X

f

��
Y

γ // W
δ // Y

το οποίο είναι τέτοιο ώστε β ˝ α “ 1X και δ ˝ γ “ 1Y . ΄Ετσι, ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι
retract ενός µορφισµού g : Z ÝÑW στην C. �

Ο ακόλουθος ορισµός της κατηγορίας µοντέλο διαφέρει απο τον ορισµό που διατυπώθηκε απο
τον Quillen στο ϐιβλίο του «Οµοτοπική άλγεβρα», ϐλέπε [32]. Πιο συγκεκριµένα, ο Quillen έκανε
την διάκριση µεταξύ κατηγοριών µοντέλα και κλειστών κατηγοριών µοντέλα. Ο όρος «κλειστή»
κατηγορία µοντέλο προήλθε όπως ϑα δούµε παρακάτω απο το γεγονός ότι τα αξιώµατα στον ορι-
σµό της κατηγορίας µοντέλο υποδηλώνουν ότι οποιεσδήποτε δύο απο τις τρείς κλάσεις µορφισµών
καθορίζουν την τρίτη. Ωστόσο η διάκριση αυτή δεν ϑεωρήθηκε σηµαντική και οι µεταγενέστεροι
συγγραφείς µε τον όρο κατηγορίες µοντέλα εννοούν τις κλειστές κατηγορίες µοντέλα παραλείπο-
ντας το επίθετο κλειστές. Επιπλέον ο Quillen απαίτησε να υπάρχουν µόνο πεπερασµένα όρια
και συνόρια. Στον ακόλουθο ορισµό απαιτούµε την ύπαρξη όλων των µικρών ορίων και συνορί-
ων. Ωστόσο η διαφορά δεν είναι σηµαντική καθως στα παραδείγµατα µε τα οποία ασχολήθηκε ο
Quillen στα οποία µόνο πεπερασµένα όρια και συνόρια υπάρχουν είναι πλήρεις υποκατηγορίες
των κατηγοριών µοντέλα στις οποίες υπάρχουν όλα τα µικρά όρια και συνόρια. Τέλος, ο Quillen
υπέθεσε ότι οι παραγοντοποιήσεις (factorizations) απλώς υπάρχουν και όχι ότι είναι συναρτητικές
(functorial) γεγονός που δεν µας επηρεάζει καθώς στα παραδείγµατα δύναται να γίνουν συναρ-
τητικές. Ο εναλλακτικός ορισµός τον οποίο ϑα αναφέρουµε ευθύς αµέσως οφείλεται στον Dan
Kan και διατυπώθηκε στο ϐιβλίο του «Homotopy Limit Functors on Model Categories and Homo-
topical Categories», ϐλέπε [10] το οποίο εκδόθηκε σε συνεργασία µε τους W.G.Dwyer, J.Smith
P.S.Hirchhorn.

Ορισµός 3.1.5. Ας είναι C µια κατηγορία εφοδιασµένη µε τρείς διακεκριµένες κλάσεις µορφισµών:

1. Ασθενείς ισοδυναµίες (Weak equivalences) (W )

2. Νηµατώσεις (Fibrations) (F )

3. Συννηµατώσεις (Cofibrations) (C)
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κάθε µια απο τις οποίες είναι κλειστή ως προς την σύνθεση και περιέχει τους ταυτοτικούς µορφισµούς.
΄Ενας µορφισµός ο οποίος είναι ταυτόχρονα συννηµάτωση και ασθενής ισοδυναµία καλείται τετριµ-
µένη συννηµάτωση (Trivial cofibration). Αντίστοιχα, ένας µορφισµός ο οποίος είναι ταυτόχρονα
νηµάτωση και ασθενής ισοδυναµία καλείται τετριµµένη νηµάτωση (Trivial fibration).

Μια κατηγορία εφοδιασµένη µε την παραπάνω δοµή καλείται κατηγορία µοντέλο (Model Ca-
tegory) εαν ικανοποιεί τα ακόλουθα αξιώµατα :

pMC1q (Limit Axiom) Η κατηγορία C είναι πλήρης και συν-πλήρης δηλαδή έχει όλα τα µικρά όρια
και συνόρια.

pMC2q (Two out of three Axiom) Εαν f και g είναι µορφισµοί στην C τέτοιοι ώστε να ορίζεται η
σύνθεση g ˝f και δύο απο τους f , g και g ˝f είναι ασθενείς ισοδυναµίες τότε είναι και ο τρίτος.

pMC3q (Retract Axiom) Εαν f και g είναι µορφισµοί στην C τέτοιοι ώστε ο f να είναι retract του
g και ο g να είναι ασθενής ισοδυναµία, νηµάτωση ή συννηµάτωση τότε ο f είναι αντίστοιχα
ασθενής ισοδυναµία, νηµάτωση ή συννηµάτωση.

pMC4q (Lifting Axiom) ∆οθέντος ενός µεταθετικού διαγράµµατος στην κατηγορία C:

A

i

��

f // X

p

��
B

g
// Y

υπάρχει ένας µορφισµός h : B ÝÑ X τέτοιος ώστε h ˝ i “ f και p ˝ h “ g ο οποίος καλείται
ανύψωση (lift), σε κάθε µια απο τις ακόλουθες περιπτώσεις :

paq i είναι συννηµάτωση και p είναι τετριµµένη νηµάτωση.

pbq i είναι τετριµµένη συννηµάτωση και p είναι νηµάτωση.

pMC5q (Factorization Axiom) Κάθε µορφισµός f στην C µπορεί να παραγοντοποιηθεί ως

f “ p ˝ i

όπου :

paq i είναι συννηµάτωση και p είναι τετριµµένη νηµάτωση είτε

pbq i είναι τετριµµένη συννηµάτωση και p είναι νηµάτωση.

και οι παραγοντοποιήσεις αυτές είναι συναρτητικές (functorial).

Σχόλιο 3.1.6. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον παραπάνω ορισµό γίνεται εύκολα κατανοήτο ότι το να
εφοδιάσουµε µια κατηγορία µε την δοµή κατηγορίας µοντέλο είναι ισοδύναµο µε το να προσδιορί-
σουµε τις τρείς κλάσεις µορφισµών pW,F , Cq εις τρόπον ώστε να ικανοποιούνται τα απαιτούµενα
αξιώµατα.

΄Αµεση συνέπεια του Αξιώµατος pMC1q είναι η ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 3.1.7. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο. Η C έχει ένα αρχικό αντικείµενο ∅ και ένα
τελικό αντικείµενο ˚.

Απόδειξη. ∆οθείσης µιας κατηγορίας µοντέλο C υποθέτουµε ότι D είναι η κενή κατηγορία και
F : D ÝÑ C ο µοναδικός συναρτητής µεταξύ αυτών. Απο το Αξίωµα pMC1q που πληροί η κατη-
γορία µοντέλο C έπεται ότι το συνόριο lim

ÝÑ
F και το όριο lim

ÐÝ
F του F υπάρχουν. Λαµβάνοντας υπ΄

όψιν τον ορισµό του ορίου και του συνορίου αντίστοιχα, υπάρχουν µοναδικοί µορφισµοί απο ένα
οποιοδήποτε αντικείµενο της κατηγορίας C στο όριο lim

ÐÝ
F του F και απο το συνόριο lim

ÝÑ
F του

F σε ένα οποιοδήποτε αντικείµενο της κατηγορίας C. Συνεπώς, το συνόριο lim
ÝÑ

F του F είναι ένα
αρχικό αντικείµενο της κατηγορίας C και το όριο lim

ÐÝ
F του F είναι ένα τελικό αντικείµενο της

κατηγορίας C. �
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Ορισµός 3.1.8. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο.

1. ΄Ενα αντικείµενοX της C καλείται συνινώδες (cofibrant) εαν ο µοναδικός µορφισµός∅ ÝÑ
X είναι συννηµάτωση.

2. ΄Ενα αντικείµενο X της C καλείται ινώδες (fibrant) εαν ο µοναδικός µορφισµός X ÝÑ ˚

είναι νηµάτωση.

3. ΄Ενα αντικείµενο X της C καλείται συνινώδες-ινώδες (cofibrant-fibrant) εαν είναι ταυτό-
χρονα συνινώδες και ινώδες.

Εν συνεχεία παραθέτουµε κάποια παραδείγµατα κατηγοριών µοντέλο

Παράδειγµα 3.1.9. 1. Ας είναι C µια κατηγορία µε όλα τα µικρά όρια και συνόρια. Η κατη-
γορία C µπορεί να εφοδιαστεί µε τρείς διαφορετικές δοµές κατηγορίας µοντέλο, επιλέγοντας
µία απο τις τρείς διακεκριµένες κλάσεις µορφισµών να είναι οι ισοµορφισµοί και οι άλλες
δύο να είναι όλοι οι µορφισµοί στην C.
Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ορίζουµε έναν µορφισµό να είναι ασθενής ισοδυναµία εαν είναι
ένας ισοµορφισµός και καθε µορφισµός να είναι ταυτόχρονα συννηµάτωση και νηµάτωση.
Ευθύς αµέσως ϑα αποδείξουµε ότι µε την παραπάνω δοµή πληρούνται τα αξιώµατα του
ορισµού της κατηγορίας µοντέλο.

pMC1q (Limit Axiom) Η κατηγορία C είναι πλήρης και συν-πλήρης εξ΄ υποθέσεως.

pMC2q (Two out of three Axiom) Ας είναι f και g µορφισµοί στην C τέτοιοι ώστε να ορίζεται
η σύνθεση g ˝ f υποθέτουµε ότι δύο απο τους f , g και g ˝ f είναι ασθενείς ισοδυνα-
µίες δηλαδή ισοµορφισµοί. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι η σύνθεση ισοµορφισµών και ο
αντίστροφος ενός ισοµορφισµού είναι ισοµορφισµοί έπεται ότι σε κάθε περίπτωση και
ο τρίτος µορφισµός είναι ισοµορφισµός και κατ΄ επέκταση ασθενής ισοδυναµία.

pMC3q (Retract Axiom) Ας είναι f και g µορφισµοί στην C τέτοιοι ώστε ο f να είναι retract
του g και ο g να είναι ασθενής ισοδυναµία δηλαδή ισοµορφισµός τότε σύµφωνα µε
το Λήµµα 3.1.2. ο f είναι αντίστοιχα ισοµορφισµός και κατ΄ επέκταση ασθενής ισο-
δυναµία. Οι περιπτώσεις στις οποίες ο µορφισµός g είναι νηµάτωση ή συννηµάτωση
προκύπτουν κατα προφανή τρόπο.

pMC4q (Lifting Axiom) ∆οθέντος ενός µεταθετικού διαγράµµατος στην κατηγορία C:

A

i

��

f // X

p

��
B

g
// Y

Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός i είναι συννηµάτωση και ο µορφισµός p είναι τετριµµένη
νηµάτωση. Ο µορφισµός p ως τετριµµένη νηµάτωση είναι ασθενής ισοδυναµία και κατ΄
επέκταση ισοµορφισµός. ΄Ετσι, υπάρχει ο αντίστροφος p´1 : Y ÝÑ X του p και είναι
ισοµορφισµός. Επιπλέον λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την µεταθετικότητα του διαγράµµατος
και την προσεταιριστικότητα της σύνθεσης ισχύει ότι :

pp´1 ˝ gq ˝ i “ p´1 ˝ pg ˝ iq “ p´1 ˝ pp ˝ fq “ pp´1 ˝ pq ˝ f “ 1X ˝ f “ f

και
p ˝ pp´1 ˝ gq “ pp ˝ p´1q ˝ g “ 1Y ˝ g “ g.

΄Ετσι, η Ϲητούµενη ανύψωση είναι ο µορφισµός h “ p´1 ˝ g.
΄Οσον αφορά την δεύτερη περίπτωση υποθέτουµε ότι ο µορφισµός i είναι τετριµµένη
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συννηµάτωση και ο µορφισµός p είναι νηµάτωση. Ανάλογα µε την πρώτη περίπτωση ο
µορφισµός i είναι ισοµορφισµός µε αντίστροφο τον µορφισµό i´1 : B ÝÑ A.Επιπλέον
λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την µεταθετικότητα του διαγράµµατος και την προσεταιριστικό-
τητα της σύνθεσης ισχύει ότι :

pf ˝ i´1q ˝ i “ f ˝ pi´1 ˝ iq “ f ˝ 1A “ f

και

p ˝ pf ˝ i´1q “ pp ˝ fq ˝ i´1 “ pg ˝ iq ˝ i´1 “ g ˝ pi ˝ i´1q “ g ˝ 1B “ g.

΄Ετσι, η Ϲητούµενη ανύψωση σε αυτή την περίπτωση είναι ο µορφισµός h “ f ˝ i´1.

pMC5q (Factorization Axiom) Καθώς όλοι οι µορφισµοί είναι νηµάτωσεις (fibrations) και
συννηµάτωσεις (cofibrations) κάθε µορφισµός f στην C µπορεί να παραγοντοποιηθεί
ως f “ 1Y ˝ f είτε ως f “ f ˝ 1X όπου:

paq ο µορφισµός f είναι συννηµάτωση και ο µορφισµός 1Y είναι τετριµµένη νηµάτωση
είτε

pbq 1X είναι τετριµµένη συννηµάτωση και f είναι νηµάτωση αντίστοιχα.

Η ίδια αποδεικτική διαδικασία ακολουθείται στις περιπτώσεις που εφοδιάσουµε την
κατηγορία C µε τις άλλες δύο δοµές κατηγορίας µοντέλο δηλαδή ορίζοντας ένα µορφι-
σµό να είναι συννηµάτωση εαν είναι ένας ισοµορφισµός και κάθε µορφισµό να είναι
τετριµµένη νηµάτωση ή δυϊκά ορίζοντας ένα µορφισµό να είναι νηµάτωση εαν είναι
ένας ισοµορφισµός και κάθε µορφισµό να είναι τετριµµένη συννηµάτωση.

2. Ας είναι C και C1 δύο κατηγορίες µοντέλο. Η κατηγορία CˆC1 αποκτά την δοµή κατηγορίας
µοντέλο ως εξής : Ορίζουµε έναν µορφισµό pf, gq : pX,Y q ÝÑ pX 1, Y 1q να είναι ασθενής
ισοδυναµία (αντίστοιχα νηµάτωση, συννηµάτωση ), αν και µόνο αν ο µορφισµός f : X ÝÑ X 1

είναι ασθενής ισοδυναµία (αντίστοιχα νηµάτωση, συννηµάτωση) στην κατηγορία C και ο
µορφισµός g : Y ÝÑ Y 1 είναι ασθενής ισοδυναµία (αντίστοιχα νηµάτωση, συννηµάτωση)
στην κατηγορία C1. Εν συνεχεία αποδεικνύουµε ότι µε την παραπάνω δοµή πληρούνται τα
αξιώµατα του ορισµού της κατηγορίας µοντέλο.

pMC1q (Limit Axiom) Η κατηγορία C ˆ C1 είναι πλήρης και συν-πλήρης αφού οι κατηγορίες C και
C1 ως κατηγορίες µοντέλο είναι πλήρεις και συν-πλήρεις.

pMC2q (Two out of three Axiom) Ας είναι pf1, g1q : pX,Y q ÝÑ pX 1, Y 1q και pf2, g2q : pX
1, Y 1q ÝÑ

pX2, Y 2q είναι µορφισµοί στην CˆC1 τέτοιοι ώστε να ορίζεται η σύνθεση pf2, g2q˝pf1, g1q : pX,Y q
ÝÑ pX2, Y 2q. Επιπλέον, pf2, g2q ˝ pf1, g1q “ pf2 ˝ f1, g2 ˝ g1q. Σύµφωνα µε την δοµή που
ορίσαµε έχουµε:

pf1, g1q είναι ασθενής ισοδυναµία ðñ

ðñ f1 είναι ασθενής ισοδυναµία στην C και g1 είναι ασθενής ισοδυναµία στην C1

pf2, g2q είναι ασθενής ισοδυναµία ðñ

ðñ f2 είναι ασθενής ισοδυναµία στην C και g2 είναι ασθενής ισοδυναµία στην C1.

pf2, g2q ˝ pf1, g1q είναι ασθενής ισοδυναµίαðñ

ðñ f2˝f1 είναι ασθενής ισοδυναµία στην C και g2˝g1 είναι ασθενής ισοδυναµία στην C1.

paq Υποθέτουµε ότι οι µορφισµοί pf1, g1q και pf2, g2q είναι ασθενείς ισοδυναµίες. Τότε οι
µορφισµοι f1 και f2 στην C και g1 και g2 στην C1 είναι ασθενείς ισοδυναµίες. Λαµ-
ϐάνοντας υπ΄ όψιν ότι οι κατηγορίες C και C1 είναι κατηγορίες µοντέλο έχουµε ότι η
κλάση των ασθενών ιδοδυναµιών είναι κλειστή ως προς την σύνθεση. ΄Ετσι, οι µορφι-
σµοι f2 ˝ f1 και g2 ˝ g1 στις C και C1 αντίστοιχα είναι ασθενείς ισοδυναµίες. Συνεπώς ο
µορφισµός pf2, g2q ˝ pf1, g1q είναι ασθενής ισοδυναµία στην C ˆ C1.
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pbq Υποθέτουµε ότι οι µορφισµοί pf1, g1q και pf2, g2q ˝ pf1, g1q είναι ασθενείς ισοδυναµίες.
Τότε οι µορφισµοι f1 και f2 ˝ f1 στην C και g1 και g2 ˝ g1 στην C1 είναι ασθενείς
ισοδυναµίες. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι οι κατηγορίες C και C1 είναι κατηγορίες µοντέλο
απο το Αξίωµα pMC2q έπεται ότι οι µορφισµοί f2 και g2 στις C και C1 αντίστοιχα είναι
ασθενείς ισοδυναµίες. Συνεπώς ο µορφισµός pf2, g2q είναι ασθενής ισοδυναµία στην
C ˆ C1.

pcq Υποθέτουµε ότι οι µορφισµοί pf2, g2q και pf2, g2q ˝ pf1, g1q είναι ασθενείς ισοδυναµίες
ανάλογα µε το pbq αποδεικνύεται ότι ο µορφισµός pf1, g1q είναι ασθενής ισοδυναµία
στην C ˆ C1.

pMC3q (Retract Axiom) Ας είναι pf1, g1q και pf2, g2q µορφισµοί στην C ˆ C1 τέτοιοι ώστε ο pf1, g1q

να είναι retract του pf2, g2q. Τότε σύµφωνα µε την Πρόταση 3.1.3 ο µορφισµός f1 είναι
retract του µορφισµού f2 στην C και ο µορφισµός g1 είναι retract του µορφισµού g2 στην
C1.

paq Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός pf2, g2q είναι ασθενής ισοδυναµία. Τότε ο µορφισµός f2

είναι ασθενής ισοδυναµία στην C και ο µορφισµός g2 είναι ασθενής ισοδυναµία στην
C1. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι οι κατηγορίες C και C1 είναι κατηγορίες µοντέλο σύµφωνα
µε το αξίωµα pMC3q ο µορφισµός f1 είναι ασθενής ισοδυναµία στην C και ο µορφισµός
g1 είναι ασθενής ισοδυναµία στην C1. Συνεπώς, ο µορφισµός pf1, g1q είναι ασθενής
ισοδυναµία στην C ˆ C1.

pbq Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός pf2, g2q είναι νηµάτωση . Τότε ο µορφισµός f2 είναι
νηµάτωση στην C και ο µορφισµός g2 είναι νηµάτωση στην C1. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν
ότι οι κατηγορίες C και C1 είναι κατηγορίες µοντέλο σύµφωνα µε το αξίωµα pMC3q
ο µορφισµός f1 είναι νηµάτωση στην C και ο µορφισµός g1 είναι νηµάτωση στην C1.
Συνεπώς, ο µορφισµός pf1, g1q είναι νηµάτωση στην C ˆ C1.

pcq Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός pf2, g2q είναι συννηµάτωση ακολουθώντας την ίδια απο-
δεικτική διαδικασία µε το pbq έπεται ότι ο µορφισµός pf1, g1q είναι συννηµάτωση στην
C ˆ C1.

pMC4q (Lifting Axiom) ∆οθέντος ενός µεταθετικού διαγράµµατος στην κατηγορία C ˆ C1:

pA1, A2q

pi1,i2q

��

pf1,f2q// pX1, X2q

pp1,p2q

��
pB1, B2q

pg1,g2q
// pY1, Y2q

paq Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός pi1, i2q είναι συννηµάτωση και ο µορφισµός pp1, p2q είναι
τετριµµένη νηµάτωση. Τότε οι µορφισµοί i1 και i2 είναι συννηµάτωσεις στις κατηγορίες
C και C1 αντίστοιχα και οι µορφισµοί p1 και p2 είναι τετριµµένες νηµατώσεις στις
κατηγορίες C και C1 αντίστοιχα. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι οι κατηγορίες C και C1 είναι
κατηγορίες µοντέλο, ο µορφισµός i1 είναι συννηµάτωση και οι µορφισµός p1 είναι
τετριµµένη νηµάτωση στην C και αντίστοιχα ο µορφισµός i2 είναι συννηµάτωση και οι
µορφισµός p2 είναι τετριµµένη νηµάτωση στην C1 σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του
Αξιώµατος pMC4q υπάρχουν ανυψώσεις h1 : B1 ÝÑ X1 στην C και h2 : B2 ÝÑ X2

στην C1. ΄Ετσι h1 ˝ i1 “ f1, h2 ˝ i2 “ f2, p1 ˝ h1 “ g1 και p2 ˝ h2 “ g2. Επιπλέον απο
τις τελευταίες ισότητες έπεται ότι :

ph1, h2q ˝ pi1, i2q “ ph1 ˝ i1, h2 ˝ i2q “ pf1, f2q

και
pp1, p2q ˝ ph1, h2q “ pp1 ˝ h1, p2 ˝ h2q “ pg1, g2q.

΄Ετσι, η Ϲητούµενη ανύψωση είναι ο µορφισµός ph1, h2q.
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pbq Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός pi1, i2q είναι τετριµµένη συννηµάτωση και ο µορφισµός
pp1, p2q είναι νηµάτωση. Τότε οι µορφισµοί i1 και i2 είναι τετριµµένες συννηµάτωσεις
στις κατηγορίες C και C1 αντίστοιχα και οι µορφισµοί p1 και p2 είναι νηµατώσεις στις
κατηγορίες C και C1 αντίστοιχα. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι οι κατηγορίες C και C1 είναι
κατηγορίες µοντέλο ο µορφισµός i1 είναι τετριµµένη συννηµάτωση και ο µορφισµός p1

είναι νηµάτωση στην C και αντίστοιχα ο µορφισµός i2 είναι τετριµµένη συννηµάτωση
και οι µορφισµός p2 είναι νηµάτωση στην C1 σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του Αξιώ-
µατος pMC4q υπάρχουν ανυψώσεις h11 : B1 ÝÑ X1 στην C και h12 : B2 ÝÑ X2 στην
C1. ΄Ετσι h11 ˝ i1 “ f1, h12 ˝ i2 “ f2, p1 ˝ h

1
1 “ g1 και p2 ˝ h

1
2 “ g2. Επιπλέον απο τις

τελευταίες ισότητες έπεται ότι :

ph11, h
1
2q ˝ pi1, i2q “ ph

1
1 ˝ i1, h

1
2 ˝ i2q “ pf1, f2q

και
pp1, p2q ˝ ph

1
1, h

1
2q “ pp1 ˝ h

1
1, p2 ˝ h

1
2q “ pg1, g2q.

΄Ετσι, η Ϲητούµενη ανύψωση είναι ο µορφισµός ph11, h12q.

pMC5q (Factorization Axiom) Ας είναι pf1, g1q ένας µορφισµός στην κατηγορία C ˆ C1.

paq Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι οι κατηγορίες C και C1 είναι κατηγορίες µοντέλο σύµφωνα µε
το πρώτο σκέλος του Αξιώµατος pMC5q ο µορφισµοί f1 στην C και g1 στην C1 µπορούν
να παραγοντοποιηθεί ως f1 “ p ˝ i και g1 “ k ˝ l όπου οι µορφισµοί i και l είναι
συννηµατώσεις και οι µορφισµοί p και k είναι τετριµµένες νηµατώσεις. ΄Ετσι, έχουµε:

pf1, g1q “ pp ˝ i, k ˝ lq “ pp, kq ˝ pi, lq.

Συνεπώς ο µορφισµός pf1, g1q µπορεί να παραγοντοποιηθεί ως σύνθεση της συννηµά-
τωσης pi, lq και της τετριµµένης νηµάτωσης pp, kq.
είτε

pbq Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι οι κατηγορίες C και C1 είναι κατηγορίες µοντέλο σύµφωνα µε
το δεύτερο σκέλος του Αξιώµατος pMC5q ο µορφισµοί f1 στην C και g1 στην C1 µπορούν
να παραγοντοποιηθεί ως f1 “ p1 ˝ i1 και g1 “ k1 ˝ l1 όπου οι µορφισµοί i1 και l1 είναι
τετριµµένες συννηµατώσεις και οι µορφισµοί p1 και k1 είναι νηµατώσεις. ΄Ετσι, έχουµε:

pf1, g1q “ pp
1 ˝ i1, k1 ˝ l1q “ pp1, k1q ˝ pi1, l1q.

Συνεπώς ο µορφισµός pf1, g1q µπορεί να παραγοντοποιηθεί ως σύνθεση της τετριµµέ-
νης συννηµάτωσης pi, lq και της νηµάτωσης pp1, k1q.

3.1.1 ∆υϊκότητα στις κατηγορίες µοντέλο

Τα αξιώµατα τα οποία ισχύουν για µια κατηγορία µοντέλο είναι αυτοδυϊκά. ∆ηλαδή εαν P είναι
µια πρόταση η οποία ισχύει για µια κατηγορία µοντέλο C και P op είναι η δυϊκή της η οποία
λαµβάνεται αντιστρέφοντας τους µορφισµούς στην P και εναλλάσοντας τις συννηµατώσεις µε τις
νηµατώσεις και τα όρια µε τα συνόρια εαν η P ισχύει για όλες τις κατηγορίες µοντέλο, τότε ισχύει
και η P op.

Το ακόλουθο παράδειγµα αντανακλά το γεγονός ότι τα αξιώµατα για µια κατηγορία µοντέλο
είναι αυτοδυϊκά.

Παράδειγµα 3.1.10. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο. Η δυϊκή της Cop αποκτά την δοµή
κατηγορίας µοντέλο ως εξής :
Ορίζουµε έναν µορφισµό fop : Y ÝÑ X να είναι :

paq µια ασθενής ισοδυναµία εαν ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι ασθενής ισοδυναµία στην C.
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pbq µια νηµάτωση εαν ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι συννηµάτωση στην C.

pcq µια συννηµάτωση εαν ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι νηµάτωση στην C.

Ευθύς αµέσως ϑα αποδείξουµε ότι µε την παραπάνω δοµή πληρούνται τα αξιώµατα του ορισµού
της κατηγορίας µοντέλο.

pMC1q (Limit Axiom) Εφόσον η κατηγορία C είναι κατηγορία µοντέλο απο το Αξίωµα pMC1q έπεται
ότι όλα τα µικρά όρια και συνόρια στην C υπάρχουν. ΄Ενα συνόριο στην Cop αντιστοιχεί σε
ένα όριο στην C και ένα όριο στην Cop αντιστοιχεί σε ένα συνόριο στην C. Ετσι, είναι άµεσο
ότι όλα τα µικρά όρια και συνόρια υπάρχουν εξίσου στην Cop.

pMC2q (Two out of three Axiom) Ας είναι fop : Y ÝÑ X και gop : Z ÝÑ Y µορφισµοί στην Cop

τέτοιοι ώστε να ορίζεται η σύνθεση fop ˝ gop : Z ÝÑ X. Επιπλέον, ισχύει ότι fop ˝ gop “
pg ˝ fqop. Σύµφωνα µε την δοµή που ορίσαµε έχουµε:

fop είναι ασθενής ισοδυναµία στην Cop ðñ f είναι ασθενής ισοδυναµία στην C.

gop είναι ασθενής ισοδυναµία στην Cop ðñ g είναι ασθενής ισοδυναµία στην C.

fop ˝ gop είναι ασθενής ισοδυναµία στην Cop ðñ g ˝ f είναι ασθενής ισοδυναµία στην C.

΄Ετσι, εαν δύο απο τους τρείς µορφισµούς είναι ασθενείς ισοδυναµίες στην Cop τότε δύο απο
τους τρείς µορφισµούς είναι εξίσου ασθενείς ισοδυναµίες στην C. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι
η C είναι κατηγορία µοντέλο σύµφωνα µε το Αξίωµα pMC2q έπεται ότι και ο τρίτος µορφισµός
είναι ασθενής ισοδυναµία στην C και κατ΄ επέκταση στην Cop.

pMC3q (Retract Axiom) Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός fop είναι retract του µορφισµού gop. Τότε
σύµφωνα µε την Πρόταση 3.1.4. ο µορφισµός f είναι retract του µορφισµού g. Υποθέτουµε
ότι ο µορφισµός g είναι ασθενής ισοδυναµία (αντίστοιχα νηµάτωση, συννηµάτωση). Τότε
λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι η κατηγορία C είναι κατηγορία µοντέλο σύµφωνα µε το Αξίωµα
pMC3q έπεται ότι ο µορφισµός f είναι ασθενής ισοδυναµία (αντίστοιχα νηµάτωση, συννη-
µάτωση) στην C και κατ΄ επέκταση ο µορφισµός fop είναι ασθενής ισοδυναµία (αντίστοιχα
νηµάτωση, συννηµάτωση) στην Cop.

pMC4q (Lifting Axiom) ∆οθέντος ενός µεταθετικού διαγράµµατος στην κατηγορία Cop:

B

iop

��

fop

// Y

pop

��
A

gop
// X

paq Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός iop είναι συννηµάτωση και ο µορφισµός pop είναι τετριµ-
µένη νηµάτωση. Λόγω της µεταθετικότητας του παραπάνω διαγράµµατος έχουµε ότι :

gop ˝ iop “ pop ˝ fop

στην κατηγορία Cop. ΄Ετσι, στην κατηγορία C ισχύει ότι i ˝ g “ f ˝ p. Η τελευταία
ισότητα επάγει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα στην κατηγορία C.

X

p

��

g // A

i

��
Y

f
// B
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όπου ο µορφισµός p είναι τετριµµένη συννηµάτωση και ο µορφισµός i είναι νηµάτωση.
Τότε σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του Αξιώµατος pMC4q που πληροί η κατηγορία
µοντέλο C υπάρχει µια ανύψωση h : Y ÝÑ A. ΄Ετσι, ισχύει ότι h ˝ p “ g και i ˝ h “ f
στην C. Απο τις τελευταίες ισότητες έπεται ότι pop ˝ hop “ gop και hop ˝ iop “ fop στην
Cop. Συνεπώς, ο µορφισµός hop : A ÝÑ Y είναι η Ϲητούµενη ανύψωση.

pbq Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός iop είναι τετριµµένη συννηµάτωση και ο µορφισµός pop

είναι νηµάτωση. Λόγω της µεταθετικότητας του αρχικού διαγράµµατος έχουµε ότι :

gop ˝ iop “ pop ˝ fop

στην κατηγορία Cop. ΄Ετσι, στην κατηγορία C ισχύει ότι i ˝ g “ f ˝ p. Η τελευταία
ισότητα επάγει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα στην κατηγορία C.

X

p

��

g // A

i

��
Y

f
// B

όπου ο µορφισµός p είναι συννηµάτωση και ο µορφισµός i είναι τετριµµένη νηµάτωση.
Τότε σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Αξιώµατος pMC4q που πληροί η κατηγορία
µοντέλο C υπάρχει µια ανύψωση h : Y ÝÑ A. ΄Ετσι, ισχύει ότι h ˝ p “ g και i ˝ h “ f
στην C. Απο τις τελευταίες ισότητες έπεται ότι pop ˝ hop “ gop και hop ˝ iop “ fop στην
Cop. Συνεπώς, ο µορφισµός hop : A ÝÑ Y είναι η Ϲητούµενη ανύψωση.

pMC5q (Factorization Axiom) Ας είναι fop : Y ÝÑ X ένας µορφισµός στην κατηγορία Cop.

paq Ο µορφισµός f : X ÝÑ Y ως µορφισµός στην κατηγορία µοντέλο C σύµφωνα µε το
δεύτερο σκέλος του Αξιώµατος pMC5q που πληροί η κατηγορία µοντέλο C µπορεί να
παραγοντοποιηθεί ως f “ p ˝ i όπου ο µορφισµός i είναι τετριµµένη συννηµάτωση και
ο µορφισµός p είναι νηµάτωση. ΄Ετσι, ο µορφισµός fop : Y ÝÑ X στην Cop µπορεί να
παραγοντοποιηθεί ως fop “ iop ˝ pop όπου ο µορφισµός pop είναι συννηµάτωση και ο
µορφισµός iop είναι τετριµµένη νηµάτωση. είτε

pbq Ο µορφισµός f : X ÝÑ Y ως µορφισµός στην κατηγορία µοντέλο C σύµφωνα µε
το πρώτο σκέλος του Αξιώµατος pMC5q που πληροί η κατηγορία µοντέλο C µπορεί
να παραγοντοποιηθεί ως f “ p ˝ i όπου ο µορφισµός i είναι συννηµάτωση και ο
µορφισµός p είναι τετριµµένη νηµάτωση. ΄Ετσι, ο µορφισµός fop : Y ÝÑ X στην Cop

µπορεί να παραγοντοποιηθεί ως fop “ iop ˝pop όπου ο µορφισµός pop είναι τετριµµένη
συννηµάτωση και ο µορφισµός iop είναι νηµάτωση.

3.1.2 Ιδιότητες Ανύψωσης

Συνεχίζουµε µελετώντας τις ιδιότητες ανύψωσης οι οποίες χαρακτηρίζουν τις κλάσεις µορφισµών
σε µια κατηγορία µοντέλο και αναφερόµαστε σε µια τεχνική η οποία καλείται ‘‘retract argument’’.
Η τεχνική αυτή µαζί µε το αξίωµα pMC3q που πληροί µια κατηγορία µοντέλο µας ϐοηθά να απο-
δείξουµε ότι ένας µορφισµός είναι νηµάτωση, συννηµάτωση, τετριµµένη νηµάτωση ή τετριµµένη
συννηµάτωση ϐασιζόµενοι στις ιδιότητες ανύψωσης του.

Ορισµός 3.1.11. ΄Ενας µορφισµός i : A ÝÑ B στην κατηγορία C λέµε ότι έχει την ιδιότητα της
αριστερής ανύψωσης (left lifting property (LLP)) ως προς έναν άλλο µορφισµό p : X ÝÑ Y
στην C και ο p : X ÝÑ Y έχει την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης (right lifting property (RLP))
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ως προς τον i εαν υπάρχει µια ανύψωση ας είναι h : B ÝÑ X για κάθε µεταθετικό διάγραµµα της
µορφής :

A

i

��

f // X

p

��
B

h

??

g
// Y

Το Ϲεύγος των µορφισµών pi, pq µε τις παραπάνω ιδιότητες καλείται Ϲεύγος ανύψωσης-επέκτασης
(lifting-extension pair)

Σχόλιο 3.1.12. Λαµβάνοντας υπ’οψιν τον παραπάνω ορισµό, απο το αξίωµα pMC4q το οποίο
πληρούν οι κατηγορίες µοντέλο, έπεται ότι οι συννηµατώσεις έχουν την ιδιότητα της αριστερής
ανύψωσης ως προς τις τετριµµένες νηµατώσεις και οι νηµατώσεις έχουν την ιδιότητα της δεξιάς
ανύψωσης ως προς τις τετριµµένες συννηµατώσεις.

Πρόταση 3.1.13. Ας είναι C και C1 κατηγορίες και F : C Õ C1 : G ένα Ϲεύγος συζυγών συναρτητών.
Τότε pF pfq, gq είναι Ϲεύγος ανύψωσης-επέκτασης αν και µόνο αν pf,Gpgqq είναι Ϲεύγος ανύψωσης-
επέκτασης για κάθε µορφισµό f στην C και κάθε µορφισµό g στην C1.

Απόδειξη. Ας είναι f : X ÝÑ Y και g : A ÝÑ B µορφισµοί στις κατηγορίες C και C1 αντίστοιχα.
Απο τον ορισµό των συζυγών συναρτητών υπάρχει µια «1-1» και «επί» αντιστοιχία µεταξύ των
διαγραµµάτων στην C και C1 της µορφής:

F pXq

F pfq

��

// A

g

��
F pY q

h

==

// B

X

f

��

// GpAq

Gpgq

��
Y

h#

==

// GpBq.

Επιπλέον, λόγω συζυγίας υπάρχει µία ανύψωση h : F pY q ÝÑ A στο αριστερό διάγραµµα αν και
µόνο αν υπάρχει µια ανύψωση h# : Y ÝÑ GpAq στο δεξιό διάγραµµα. ΄Ετσι, pF pfq, gq είναι
Ϲεύγος ανύψωσης-επέκτασης αν και µόνο αν pf,Gpgqq είναι Ϲεύγος ανύψωσης-επέκτασης. �

Λήµµα 3.1.14. (The Retract Argument) Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και f : X ÝÑ Y είναι
ένας µορφισµός στην C ο οποίος παραγοντοποιείται ως f “ p ˝ i.

1. Εαν ο µορφισµός f έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς τον µορφισµό p τότε ο
µορφισµός f είναι retract του µορφισµού i.

2. Εαν ο µορφισµός f έχει την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως προς τον µορφισµό i τότε ο
µορφισµός f είναι retract του µορφισµού p.

Απόδειξη. 1. Ας είναι f : X ÝÑ Y , i : X ÝÑ Z και p : Z ÝÑ Y µορφισµοί στην C τέτοιοι ώστε
f “ p ˝ i. Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως
προς τον µορφισµό p. Τότε υπάρχει µια ανύψωση h : Y ÝÑ Z στο ακόλουθο µεταθετικό
διάγραµµα:

X

f

��

i // Z

p

��
Y

h

??

1Y
// Y
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Συνεπώς, έχουµε ότι h ˝ f “ i και p ˝ h “ 1Y .
΄Ετσι, προκύπτει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

X

f

��

1X // X

i

��

1X // X

f

��
Y

h // Z
p // Y

στο οποίο επιπλέον ισχύει ότι p ˝ h “ 1Y . Συνεπώς, ο µορφισµός f είναι retract του
µορφισµού i.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Πρόταση 3.1.15. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και k : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην C.
1. Η κλάση των µορφισµών οι οποιοί έχουν την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς τον

µορφισµό k είναι κλειστή ως προς τα retracts.

2. Η κλάση των µορφισµών οι οποιοί έχουν την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως προς τον
µορφισµό k είναι κλειστή ως προς τα retracts.

Απόδειξη. 1. Ας είναι g : C ÝÑ D ένας µορφισµός στην C ο οποίος έχει την ιδιότητα της
αριστερής ανύψωσης ως προς τον µορφισµό k : X ÝÑ Y και f : A ÝÑ B retract αυτού.
Θα αποδείξουµε ότι ο µορφισµός f έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς τον
µορφισµό k.
ϑεωρούµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

A

f

��

ε // X

k

��
B

ζ
// Y

και αναζητούµε µια ανύψωση h : B ÝÑ X.
Εφόσον ο µορφισµός f : A ÝÑ B είναι retract του µορφισµού g : C ÝÑ D έχουµε το
ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

A

f

��

α // C

g

��

β // A

f

��
B

γ // D
δ // B

το οποίο είναι τέτοιο ώστε β ˝ α “ 1A και δ ˝ γ “ 1B.
Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός g : C ÝÑ D έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψω-
σης ως προς τον µορφισµό k υπάρχει µια ανύψωση στο ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

A

f

��

α // C

g

��

β // A

f

��

ε // X

k

��
B

γ // D

ψ

77

δ // B
ζ // Y
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΄Ετσι, ισχύει ότι k ˝ ψ “ ζ ˝ δ και ψ ˝ g “ ε ˝ β. Επιπλέον απο την προσεταιριστικότητα της
σύνθεσης, τις τελευταίες ισότητες και την µεταθετικότητα του διαγράµµατος προκύπτει ότι :

pψ ˝ γq ˝ f “ ψ ˝ pγ ˝ fq “ ψ ˝ pg ˝ αq “ pψ ˝ gq ˝ α “ pε ˝ βq ˝ α “ ε ˝ pβ ˝ αq “ ε ˝ 1A “ ε

και
k ˝ pψ ˝ γq “ pk ˝ ψq ˝ γ “ pζ ˝ δq ˝ γ “ ζ ˝ pδ ˝ γq “ ζ ˝ 1B “ ζ

Εποµένως, η Ϲητούµενη ανύψωση είναι ο µορφισµός h “ ψ ˝ γ.

2. Η απόδειξη της είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Στην παραπάνω πρόταση µελετήσαµε την συµπεριφορά που έχουν οι µορφισµοί οι οποιοί
έχουν την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης και δυϊκά την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως προς
τα retracts. Παρόµοια συµπεριφορά έχουν οι προαναφερθέντες µορφισµοί ως προς τα pushouts
και τα pullbacks όπως υποδηλώνεται στο παρακάτω λήµµα.

Λήµµα 3.1.16. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και k : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην C.

1. Η κλάση των µορφισµών οι οποίοι έχουν την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς τον
µορφισµό k είναι κλειστή ως προς τα pushouts.

2. Η κλάση των µορφισµών οι οποιοί έχουν την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως προς τον
µορφισµό k είναι κλειστή ως προς τα pullbacks.

Απόδειξη. 1. Ας είναι i : A ÝÑ B ένας µορφισµός ο οποίος έχει την ιδιότητα της αριστερής
ανύψωσης ως προς τον µορφισµό k : X ÝÑ Y και j : C ÝÑ D ένα pushout του µορφισµού
i : A ÝÑ B κατά µήκος ενός µορφισµού s : A ÝÑ C. Θα αποδείξουµε ότι ο µορφισµός j
έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς τον µορφισµό k.
Θεωρούµε το ακόλουθο µεταθετικο διάγραµµα:

A

i

��

s // C

j

��

u // X

k

��
B

ψ

77

t // D

θ

??

v // Y

στο οποίο το αριστερό µεταθετικό διάγραµµα είναι pushout. Αναζητούµε µια ανύψωση
θ : D ÝÑ X όπως σηµειώνεται στο παραπάνω διάγραµµα. Εφόσον ο µορφισµός i έχει την
ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς τον µορφισµό k υπάρχει µια ανύψωση ψ : B ÝÑ
X στο παραπάνω µεταθετικό διάγραµµα. ΄Ετσι, έχουµε ότι ψ ˝ i “ u ˝ s και k ˝ ψ “

v ˝ t. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι το αριστερό µεταθετικό διάγραµµα είναι pushout υπάρχει
µοναδικός µορφισµός h : D ÝÑ X τέτοιος ώστε h ˝ j “ u και h ˝ t “ ψ. Συνθέτοντας τις
τελευταίες ισότητες απο αριστερά µε τον µορφισµό k, χρησιµοποιώντας την µεταθετικότητα
του δεξιού διαγράµµατος και την ισότητα k ˝ ψ “ v ˝ t προκύπτει ότι :

k ˝ h ˝ t “ k ˝ ψ “ v ˝ t

και
k ˝ h ˝ j “ k ˝ u “ v ˝ j

Συνεπώς, απο τις τελευταίες ισότητες λόγω της καθολικής ιδιότητας των pushouts έπεται ότι
k ˝ h “ v. Ετσι, λαµβάνοντας θ “ h έχουµε την Ϲητούµενη ανύψωση.

2. Η απόδειξη της είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �
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Η ακόλουθη πρόταση χαρακτηρίζει τις κλάσεις µορφισµών σε µια κατηγορία µοντέλο.

Πρόταση 3.1.17. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο.

1. ΄Ενας µορφισµός στην C είναι συννηµάτωση αν και µόνο αν έχει την ιδιότητα της αριστερής
ανύψωσης ως προς όλες τις τετριµµένες νηµατώσεις.

2. ΄Ενας µορφισµός στην C είναι τετριµµένη συννηµάτωση αν και µόνο αν έχει την ιδιότητα της
αριστερής ανύψωσης ως προς όλες τις νηµατώσεις.

3. ΄Ενας µορφισµός στην C είναι νηµάτωση αν και µόνο αν έχει την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης
ως προς όλες τις τετριµµένες συννηµατώσεις.

4. ΄Ενας µορφισµός στην C είναι τετριµµένη νηµάτωση αν και µόνο αν έχει την ιδιότητα της δεξιάς
ανύψωσης ως προς όλες τις συννηµατώσεις.

Απόδειξη. 1. Ας είναι i : A ÝÑ B µια συννηµάτωση και p : X ÝÑ Y µια τετριµµένη νηµάτωση
στην κατηγορία µοντέλο C. Τότε σύµφωνα µε το Αξίωµα pMC4q υπάρχει µία ανύψωση ας
είναι h : B ÝÑ X στο ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

A

i

��

f // X

p

��
B

h

??

g
// Y

Συνεπώς η συννηµάτωση i : A ÝÑ B έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς
την τετριµµένη νηµάτωση p : X ÝÑ Y και κατ΄ επέκταση ως προς οποιαδήποτε τετριµµένη
νηµάτωση στην κατηγορία µοντέλο C.
Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι i : A ÝÑ B είναι ένας µορφισµός στην C ο οποίος έχει την
ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς όλες τις τετριµµένες νηµατώσεις. Σύµφωνα µε
το πρώτο σκέλος του Αξιώµατος pMC5q ο µορφισµός i στην C µπορεί να παραγοντοποιηθεί
ως i “ p ˝ k όπου ο µορφισµός k είναι συννηµάτωση και ο µορφισµός p είναι τετριµµένη
νηµάτωση. Τότε ο µορφισµός i έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς την
τετριµµένη νηµάτωση p. Ετσι, απο το πρώτο σκέλος του Λήµµατος 3.1.14. έπεται ότι ο
µορφισµός i είναι retract του µορφισµού k. Συνεπώς, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός
k είναι συννηµάτωση απο το Αξίωµα pMC3q προκύπτει ότι ο µορφισµός i είναι συννηµάτωση.

2. Ας είναι i : A ÝÑ B µια τετριµµένη συννηµάτωση και p : X ÝÑ Y µια νηµάτωση στην
κατηγορία µοντέλο C. Τότε σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του Αξιώµατος pMC4q υπάρχει
µία ανύψωση, ας είναι h : X ÝÑ Y στο ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

A

i

��

f // X

p

��
B

h

??

g
// Y

Συνεπώς η τετριµµένη συννηµάτωση i : B ÝÑ X έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης
ως προς την νηµάτωση p : X ÝÑ Y και κατ΄ επέκταση ως προς οποιαδήποτε νηµάτωση στην
κατηγορία µοντέλο C.
Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι i : A ÝÑ B είναι ένας µορφισµός στην C ο οποίος έχει την
ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς όλες τις νηµατώσεις. Σύµφωνα µε το δεύτερο
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σκέλος του Αξιώµατος pMC5q ο µορφισµός i στην C µπορεί να παραγοντοποιηθεί ως i “ j ˝k
όπου ο µορφισµός k είναι τετριµµένη συννηµάτωση και ο µορφισµός j είναι νηµάτωση. Τότε
ο µορφισµός i έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς την νηµάτωση j. Ετσι,
απο το πρώτο σκέλος του λήµµατος 3.1.14. έπεται ότι ο µορφισµός i είναι retract του
µορφισµού k. Εφόσον ο µορφισµός k είναι ασθενής ισοδυναµία απο το Αξίωµα pMC3q
προκύπτει ότι ο µορφισµός i είναι εξίσου ασθενής ισοδυναµία. Τότε λαµβάνοντας υπ΄ όψιν
την ισότητα i “ j ˝ k απο το Αξίωµα pMC2q συµπεραίνουµε ότι ο µορφισµός j είναι ασθενής
ισοδυναµία. Εποµένως, ο µορφισµός j είναι τετριµµένη νηµάτωση. ΄Ετσι, ο µορφισµός i έχει
την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς την τετριµµένη νηµάτωση j και ως εκ τούτου
απο το πρώτο σκέλος της παρούσας πρότασης είναι συννηµάτωση. Συνεπώς, ο µορφισµός i
είναι τετριµµένη συννηµάτωση.

3. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους.

4. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του δεύτερου σκέλους. �

Παρατήρηση 3.1.18. Συνδυάζοντας την Πρόταση 3.1.15 και την Πρόταση 3.1.17 είναι άµεσο
ότι σε µια κατηγορία µοντέλο οι κλάσεις των νηµατώσεων, των συννηµατώσεων, των τετριµµένων
νηµατώσεων και των τετριµµένων συννηµατώσεων είναι κλειστές ως προς τα retracts.

Πρόταση 3.1.19. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο. ΄Ενας µορφισµός στην C είναι ασθενής
ισοδυναµία αν και µόνο αν µπορεί να γραφεί ως σύνθεση µιας τετριµµένης συννηµάτωσης και µιας
τετριµµένης νηµάτωσης.

Απόδειξη. Ας είναι f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην C.

1. Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f είναι ασθενής ισοδυναµία. Σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος
του Αξιώµατος pMC5q ο µορφισµός f µπορεί να παραγοντοποιηθεί ως f “ p ˝ i όπου ο
µορφισµός i : X ÝÑ Z είναι τετριµµένη συννηµάτωση και ο µορφισµός p : Z ÝÑ Y είναι
νηµάτωση. Ο µορφισµός i ως τετριµµένη συννηµάτωση είναι ασθενής ισοδυναµία. Λαµβά-
νοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός f είναι ασθενής ισοδυναµία απο το Αξίωµα pMC2q έπεται ότι
ο µορφισµός p είναι ασθενής ισοδυναµία. Εποµένως, ο µορφισµός p είναι τετριµµένη νηµά-
τωση. ΄Ετσι, η ασθενής ισοδυναµία f γράφεται ως σύνθεση της τετριµµένης συννηµάτωσης i
και της τετριµµένης νηµάτωσης p.

2. Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι f “ p ˝ i όπου ο µορφισµός i : X ÝÑ Z είναι τετριµµένη
συννηµάτωση και ο µορφισµός p : Z ÝÑ Y είναι τετριµµένη νηµάτωση. Οι µορφισµοί i
και p είναι ασθενείς ισοδυναµίες ως τετριµµένη συννηµάτωση και ως τετριµµένη νηµάτωση
αντίστοιχα. ΄Ετσι, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την ισότητα f “ p ˝ i απο το Αξίωµα pMC2q είναι
άµεσο ότι ο µορφισµός f είναι ασθενής ισοδυναµία. �

Η Πρόταση 3.1.17 εκτός απο το ότι χαρακτηρίζει τις κλάσεις των µορφισµών σε µια κατηγο-
ϱία µοντέλο υποδηλώνει ότι τα αξιώµατα της είναι υπερπλήρη. Αυτό πρακτικά σηµαίνει ότι έαν
ϑέλουµε να εφοδιάσουµε µια κατηγορία µε την δοµή κατηγορίας µοντέλο και έχουµε επιλέξει τις
δύο κλάσεις µορφισµών µπορούµε εύκολα να προσδιορίσουµε και την τρίτη κλάση µορφισµών
όπως υποδηλώνεται απο το ακόλουθο Λήµµα.

Λήµµα 3.1.20. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο.

1. Οι κλάσεις των συννηµατώσεων και των ασθενών ισοδυναµιών προσδιορίζουν την κλάση των
νηµατώσεων.

2. Οι κλάσεις των νηµατώσεων και των ασθενών ισοδυναµιών προσδιορίζουν την κλάση των
συννηµατώσεων.
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3. Οι κλάσεις των συννηµατώσεων και των νηµατώσεων προσδιορίζουν την κλάση των ασθενών
ισοδυναµιών.

Απόδειξη. 1. Επιλέγοντας τις κλάσεις των συννηµατώσεων και των ασθενών ισοδυναµιών σύµ-
ϕωνα µε το τρίτο σκέλος της Πρότασης 3.1.17 προσδιορίζεται η κλάση των νηµατώσεων
(είναι αυτές οι οποίες έχουν την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως πρός όλες τις τετριµµένες
συννηµατώσεις).

2. Επιλέγοντας τις κλάσεις των νηµατώσεων και των ασθενών ισοδυναµιών σύµφωνα µε το πρώτο
σκέλος της Πρότασης 3.1.17 προσδιορίζεται η κλάση των συννηµατώσεων (είναι αυτές οι
οποίες έχουν την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως πρός όλες τις τετριµµένες νηµατώσεις).

3. Επιλέγοντας την κλάση των νηµατώσεων σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος της Πρότασης 3.1.17
προσδιορίζεται η κλάση των τετριµµένων συννηµατώσεων (είναι αυτές οι οποίες έχουν την
ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως πρός όλες τις νηµατώσεις). Ανάλογα, επιλέγοντας την
κλάση των συννηµατώσεων σύµφωνα µε το τέταρτο σκέλος της Πρότασης 3.1.17 προσδιο-
ϱίζεται η κλάση των τετριµµένων νηµατώσεων (είναι αυτές οι οποίες έχουν την ιδιότητα της
δεξιάς ανύψωσης ως πρός όλες τις συννηµατώσεις). Ωστόσο σύµφωνα µε την Πρόταση 3.1.19
οι τετριµµένες συννηµατώσεις και οι τετριµµένες νηµατώσεις προσδιορίζουν τις ασθενείς ι-
σοδυναµίες. ΄Ετσι, συµπεραίνουµε ότι οι συννηµατώσεις και οι νηµατώσεις προσδιορίζουν
τις ασθενείς ισοδυναµίες. �

΄Αµεση συνέπεια της Παρατήρησης 3.1.18 και του Αξιώµατος pMC3q είναι η ακόλουθη πρόταση.

Λήµµα 3.1.21. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο. Κάθε ισοµορφισµός στην C είναι τετριµµένη
νηµάτωση και τετριµµένη συννηµάτωση.

Απόδειξη. Ας είναι f : X ÝÑ Y ένας ισοµορφισµός στην C. Τότε υπάρχει ένας µορφισµός
g : Y ÝÑ X στην C τέτοιος ώστε f ˝ g “ 1Y και g ˝ f “ 1X . Σύµφωνα, µε την Πρόταση 3.1.19
ο ταυτοτικός µορφισµός 1X ο οποίος αποτελεί ασθενή ισοδυναµία µπορεί να παραγοντοποιηθεί
ως 1X “ k ˝ h όπου ο µορφισµός h : X ÝÑ W είναι τετριµµένη συννηµάτωση και ο µορφισµός
k : W ÝÑ X είναι τετριµµένη νηµάτωση. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις παραπάνω ισότητες προκύπτει
το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

X

f

��

h // W

k

��

k // X

f

��
Y

g // X
f // Y

στο οποίο ισχύει k ˝ h “ 1X και f ˝ g “ 1Y . ΄Ετσι, ο µορφισµός f είναι retract του µορφισµού
k ο οποίος είναι τετριµµένη νηµάτωση. ΄Οµως σύµφωνα µε την Παρατήρηση 3.1.18 η κλάση των
τετριµµένων νηµατώσεων είναι κλειστή στα retracts. Συνεπώς ο ισοµορφισµός f είναι τετριµµένη
νηµάτωση.

Ανάλογα, σύµφωνα, µε την Πρόταση 3.1.19 ο ταυτοτικός µορφισµός 1Y ο οποίος αποτελεί
ασθενή ισοδυναµία µπορεί να παραγοντοποιηθεί ως 1Y “ k1 ˝ h1 όπου ο µορφισµός h1 : Y ÝÑ C
είναι τετριµµένη συννηµάτωση και ο µορφισµός k1 : C ÝÑ Y είναι τετριµµένη νηµάτωση.
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Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις παραπάνω ισότητες προκύπτει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

X

f

��

f // Y

h1

��

g // X

f

��
Y

h1 // C
k1 // Y

στο οποίο ισχύει k1 ˝ h1 “ 1Y και g ˝ f “ 1X . ΄Ετσι, ο µορφισµός f είναι retract του µορφισµού
h1 ο οποίος είναι τετριµµένη συννηµάτωση. ΄Οµως σύµφωνα µε την Παρατήρηση 3.1.18 η κλάση
των τετριµµένων συννηµατώσεων είναι κλειστή στα retracts. Συνεπώς ο ισοµορφισµός f είναι
τετριµµένη συννηµάτωση. ∆ιαφορετικά ϑα µπορούσαµε να αποδείξουµε το εν λόγω λήµµα ως
εξής : Κάθε ισοµορφισµός στην C είναι retract του ταυτοτικού µορφισµού. Ο ταυτοτικός µορφισµός
ανήκει και στις τρείς κλάσεις µορφισµών της κατηγορίας µοντέλο C. Ως εκ τούτου σύµφωνα µε το
Αξίωµα pMC3q κάθε ισοµορφισµός είναι τετριµµένη συννηµάτωση και τετριµµένη νηµάτωση. �

Πρόταση 3.1.22. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο.

1. Η κλάση των ασθενών ισοδυναµιών είναι κλειστή ως προς την σύνθεση.

2. Η κλάση των νηµατώσεων είναι κλειστή ως προς την σύνθεση.

3. Η κλάση των συννηµατώσεων είναι κλειστή ως προς την σύνθεση.

Απόδειξη. Ας είναι f : X ÝÑ Y και g : Y ÝÑ Z µορφισµοί στην C τέτοιοι ώστε να ορίζεται η
σύνθεση g ˝ f : X ÝÑ Z.

1. Υποθέτουµε ότι οι µορφισµοί f και g είναι ασθενείς ισοδυναµίες. Τότε σύµφωνα µε το
Αξίωµα pMC2q ο µορφισµός g˝f είναι ασθενής ισοδυναµία. Εποµένως, η κλάση των ασθενών
ισοδυναµιών είναι κλειστή ως προς την σύνθεση.

2. Υποθέτουµε ότι οι µορφισµοί f και g είναι νηµατώσεις και p : A ÝÑ B µια τετριµµένη
συννηµάτωση. Θεωρούµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

A

p

��

α // X

g˝f

��
B

k

??

β
// Z

Αναζητούµε µια ανύψωση k : B ÝÑ X. Σύµφωνα µε την Πρόταση 3.1.17 οι µορφισµοί f και
g έχουν την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως πρός όλες τις τετριµµένες συννηµάτωσεις και
κατ΄ επέκταση και ως προς την p. ΄Ετσι, υπάρχουν ανυψώσεις h : B ÝÑ X και β1 : B ÝÑ Y
αντίστοιχα, στα ακόλουθα µεταθετικά διαγράµµατα:

A

p

��

α // X

f

��
B

h

??

β1

// Y

A

p

��

α1 // Y

g

��
B

β1

>>

β
// Z.
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Εποµένως, ισχύει ότι :
h ˝ p “ α και f ˝ h “ β1

β1 ˝ p “ α1 και g ˝ β1 “ β

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την προσεταιριστικότητα της σύνθεσης και τις τελευταίες ισότητες
προκύπτει ότι :

pg ˝ fq ˝ h “ g ˝ pf ˝ hq “ g ˝ β1 “ β

και
h ˝ p “ α

Ως εκ τούτου η Ϲητούµενη ανύψωση είναι ο µορφισµός k “ h : B ÝÑ X. ΄Ετσι, ο µορφισµός
g ˝f : X ÝÑ Z έχει την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως πρός την τετριµµένη συννηµάτωση
p : A ÝÑ B, γεγονός που αποδεικνύει ότι ο µορφισµός g ˝ f είναι νηµάτωση.

3. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του δεύτερου σκέλους. �

Πρόταση 3.1.23. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο.

1. Η κλάση των συννηµατώσεων είναι κλειστή ως προς τα pushouts.

2. Η κλάση των τετριµµένων συννηµατώσεων είναι κλειστή ως προς τα pushouts.

3. Η κλάση των νηµατώσεων είναι κλειστή ως προς τα pullbacks.

4. Η κλάση των τετριµµένων νηµατώσεων είναι κλειστή ως προς τα pullbacks.

Απόδειξη. 1. ϑεωρούµε το ακόλουθο pushout διάγραµµα:

A

f

��

g // C

u

��
B

v
// D

στην C. Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f : A ÝÑ B είναι συννηµάτωση. Θα αποδείξουµε ότι
ο µορφισµός u : C ÝÑ D είναι εξίσου συννηµάτωση. Ας είναι h : M ÝÑ N µια τετριµµένη
νηµάτωση. Σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.1.17 ο f έχει την ιδιότητα της
αριστερής ανύψωσης ως προς όλες τις τετριµµένες νηµατώσεις και κατ΄ επέκταση και ως προς
την h. Ως εκ τούτου εφόσον ο µορφισµός u είναι pushout του µορφισµού f κατα µήκος του
µορφισµού g σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Λήµµατος 3.1.16 έπεται ότι ο µορφισµός u
έχει εξίσου την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως πρός την τετριµµένη νηµάτωση h. ΄Ετσι,
ο µορφισµός u είναι συννηµάτωση.

2. Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f : A ÝÑ B είναι τετριµµένη συννηµάτωση. Θα αποδείξουµε
ότι ο µορφισµός u : C ÝÑ D είναι εξίσου τετριµµένη συννηµάτωση. Ας είναι h1 : M 1 ÝÑ N 1

µια νηµάτωση. Σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος της Πρότασης 3.1.17 ο f έχει την ιδιότητα
της αριστερής ανύψωσης ως προς όλες τις νηµατώσεις και κατ΄ επέκταση και ως προς την
h1. Ως εκ τούτου εφόσον ο µορφισµός u είναι pushout του µορφισµού f κατα µήκος του
µορφισµού g σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Λήµµατος 3.1.16 έπεται ότι ο µορφισµός
u έχει εξίσου την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως πρός την νηµάτωση h1. ΄Ετσι, ο
µορφισµός u είναι τετριµµένη συννηµάτωση.

3. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους.

4. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του δεύτερου σκέλους. �
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Πρόταση 3.1.24. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο.

1. Η κλάση των συννηµατώσεων είναι κλειστή ως προς τα συνγινόµενα (coproducts).

2. Η κλάση των τετριµµένων συννηµατώσεων είναι κλειστή ως προς τα συνγινόµενα (coproducts).

3. Η κλάση των νηµατώσεων είναι κλειστή ως προς τα γινόµενα (products).

4. Η κλάση των τετριµµένων νηµατώσεων είναι κλειστή ως προς τα γινόµενα (products).

Απόδειξη. 1. Ας είναι f : X ÝÑ Y και 1Z : Z ÝÑ Z συννηµατώσεις. Θα αποδείξουµε ότι
ο µορφισµός f

š

1Z : X
š

Z ÝÑ Y
š

Z είναι εξίσου συννηµάτωση. Σύµφωνα µε την
Πρόταση 1.4.16 το µεταθετικό διάγραµµα

X
ιn0 //

f

��

X
š

Z

f
š

1Z

��
Y

ιn10 // Y
š

Z

είναι pushout διάγραµµα. Εφόσον ο µορφισµός f είναι συννηµάτωση απο το πρώτο σκέλος
της πρότασης 3.1.23 έπεται ότι ο µορφισµός f

š

1Z : X
š

Z ÝÑ Y
š

Z είναι συννηµάτω-
ση. ΄Ετσι, η κλάση των συννηµατώσεων είναι κλειστή ως προς τα συνγινόµενα (coproducts).

2. Ας είναι f : X ÝÑ Y και 1Z : Z ÝÑ Z τετριµµένες συννηµατώσεις. Θα αποδείξουµε ότι ο
µορφισµός f

š

1Z : X
š

Z ÝÑ Y
š

Z είναι εξίσου τετριµµένη συννηµάτωση. ΄Οπως είδαµε
και στην απόδειξη του πρώτου σκέλους το µεταθετικό διάγραµµα

X
ιn0 //

f

��

X
š

Z

f
š

1Z

��
Y

ιn10 // Y
š

Z

είναι pushout διάγραµµα. Εφόσον ο µορφισµός f είναι τετριµµένη συννηµάτωση απο το
δεύτερο σκέλος της πρότασης 3.1.23 έπεται ότι ο µορφισµός f

š

1Z : X
š

Z ÝÑ Y
š

Z εί-
ναι τετριµµένη συννηµάτωση. ΄Ετσι, η κλάση των τετριµµένων συννηµατώσεων είναι κλειστή
ως προς τα συνγινόµενα (coproducts).

3. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους.

4. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του δεύτερου σκέλους. �

Πρόταση 3.1.25. Ας είναι C και C1 κατηγορίες µοντέλο και F : C Õ C1 : G ένα Ϲεύγος συζυγών
συναρτητών.

1. Ο αριστερός συζυγής συναρτητής F διατηρεί συννηµατώσεις αν και µόνο αν ο δεξιός συζυγής
συναρτητής G διατηρεί τετριµµένες νηµατώσεις.

2. Ο αριστερός συζυγής συναρτητής F διατηρεί τετριµµένες συννηµατώσεις αν και µόνο αν ο
δεξιός συζυγής συναρτητής G διατηρεί νηµατώσεις.

Απόδειξη. 1. Ας είναι f : X ÝÑ Y µια συννηµάτωση στην C και g : A ÝÑ B µια τετριµµένη
νηµάτωση στην C1. Υποθέτουµε ότι ο αριστερός συζυγής συναρτητής F διατηρεί συννηµατώ-
σεις. Ως εκ τούτου, ο µορφισµός F pfq : F pXq ÝÑ F pY q είναι συννηµάτωση στην C1. ΄Ετσι,
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σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.1.17 έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψω-
σης ως προς όλες τις τετριµµένες νηµατώσεις και κατ΄ επέκταση και ως προς την g. Συνεπώς,
το Ϲεύγος pF pfq, gq είναι Ϲεύγος ανύψωσης-επέκτασης. ΄Οµως, σύµφωνα µε την Πρόταση
3.1.13 αυτό συµβαίνει αν και µόνο αν το Ϲεύγος pf,Gpgqq είναι Ϲεύγος ανύψωσης-επέκτασης
δηλαδη εξ΄ ορισµού αν και µόνο αν ο µορφισµός Gpgq έχει την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης
ως προς την συννηµάτωση f δηλαδή συµφωνα µε το τέταρτο σκέλος της Πρότασης 3.1.17
αν και µόνο αν ο µορφισµός Gpgq είναι τετριµµένη νηµάτωση. Εποµένως, ο αριστερός συ-
Ϲυγής συναρτητής F διατηρεί συννηµατώσεις αν και µόνο αν ο δεξιός συζυγής συναρτητής
G διατηρεί τετριµµένες νηµατώσεις.

2. Ας είναι f : X ÝÑ Y µια τετριµµένη συννηµάτωση στην C και g : A ÝÑ B µια νηµάτωση
στην C1. Υποθέτουµε ότι ο αριστερός συζυγής συναρτητής F διατηρεί τετριµµένες συννηµα-
τώσεις. Ως εκ τούτου, ο µορφισµός F pfq : F pXq ÝÑ F pY q είναι τετριµµένη συννηµάτωση
στην C1. ΄Ετσι, σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος της Πρότασης 3.1.17 έχει την ιδιότητα της
αριστερής ανύψωσης ως προς όλες τις νηµατώσεις και κατ΄ επέκταση και ως προς την g.
Συνεπώς, το Ϲεύγος pF pfq, gq είναι Ϲεύγος ανύψωσης-επέκτασης. ΄Οµως, σύµφωνα µε την
Πρόταση 3.1.13 αυτό συµβαίνει αν και µόνο αν το Ϲεύγος pf,Gpgqq είναι Ϲεύγος ανύψωσης-
επέκτασης δηλαδη εξ΄ ορισµού αν και µόνο αν ο µορφισµός Gpgq έχει την ιδιότητα της δεξιάς
ανύψωσης ως προς την τετριµµένη συννηµάτωση f δηλαδή συµφωνα µε το τρίτο σκέλος της
Πρότασης 3.1.17 αν και µόνο αν ο µορφισµός Gpgq είναι νηµάτωση. Εποµένως, ο αριστερός
συζυγής συναρτητής F διατηρεί τετριµµένες συννηµατώσεις αν και µόνο αν ο δεξιός συζυγής
συναρτητής G διατηρεί νηµατώσεις. �

Λήµµα 3.1.26. (C.L.Reedy) Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο. Θεωρούµε το ακόλουθο µεταθετικό
διάγραµµα στην C.

A

β

��

µ

  

α // B

γ

��

fB

  
A1

ζ

��

ε // B1

η

��

C
δ //

ι

  

D
fD

  
C 1

θ // D1

στο οποίο τα εµπρός και πίσω µεταθετικά διαγράµµατα είναι pushouts και οι µορφισµοί fB : B ÝÑ
B1 και C

š

AA
1 ÝÑ C 1 είναι συννηµατώσεις. Τότε ο µορφισµός fD : D ÝÑ D1 είναι συννηµάτωση.

Απόδειξη. ∆οθέντων συννηµατώσεων fB : B ÝÑ B1 και C
š

AA
1 ÝÑ C 1 αρκεί να αποδείξουµε ότι

ο µορφισµός fD : D ÝÑ D1 έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς όλες τις τετριµµένες
νηµατώσεις. Ας είναι p : X ÝÑ Y µια τετριµµένη νηµάτωση. Θεωρούµε το ακόλουθο µεταθετικό
διάγραµµα:

D

fD

��

v // X

p

��
D1

ψ
// Y

στην C. Αναζητούµε µια ανύψωσηD1 ÝÑ X. Εφόσον fB : B ÝÑ B1 είναι συννηµάτωση σύµφωνα
µε το πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.1.17 υπάρχει µια ανύψωση hB : B1 ÝÑ X στο ακόλουθο
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µεταθετικό διάγραµµα:

B

fB

��

k // X

p

��
B1

hB

>>

λ
// Y

΄Ετσι, ισχύει ότι hB ˝ fB “ k και p ˝ hB “ λ.
Συνθέτοντας τον µορφισµό hB µε τον µορφισµό ε : A1 ÝÑ B1 λαµβάνουµε τον µορφισµό

hA “ hB ˝ ε : A1 ÝÑ X. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την προσεταιριστικότητα της σύνθεσης, την
µεταθετικότητα του τρισδιάστατου διαγράµµατος και τις τελευταίες ισότητες ο µορφισµός hA είναι
τέτοιος ώστε :

hA ˝ µ “ phB ˝ εq ˝ µ “ hB ˝ pε ˝ µq “ hB ˝ pfB ˝ αq “ phB ˝ fBq ˝ α “ k ˝ α.

και
p ˝ hA “ p ˝ phB ˝ εq “ pp ˝ hBq ˝ ε “ λ ˝ ε.

Υποθέτουµε ότι hA ˝ µ “ v ˝ δ ˝ β. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι το µεταθετικό διάγραµµα

A

β

��

µ // A1

ω

��
C

φ
// C

š

AA
1

είναι pushout υπάρχει µοναδικός µορφισµός π : C
š

AA
1 ÝÑ C 1 τέτοιος ώστε π ˝ ω “ hA και

π ˝ φ “ v ˝ δ. Εν συνεχεία υποθέτουµε ότι ζ ˝ µ “ ι ˝ β. Χρησιµοποιώντας ξανά ότι το παραπάνω
διάγραµµα είναι pushout υπάρχει µοναδικός µορφισµός g : C

š

AA
1 ÝÑ C 1 τέτοιος ώστε g˝φ “ ι

και g ˝ ω “ ζ. Θεωρούµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

C
š

AA
1

g

��

π // X

p

��
C 1

ψ˝θ
// Y

Εφόσον ο µορφισµός g είναι συννηµάτωση και ο µορφισµός p είναι τετριµµένη νηµάτωση σύµφωνα
µε το πρώτο σκέλος του Αξιώµατος pMC4q υπάρχει µια ανύψωση h1C : C 1 ÝÑ X στο παραπάνω
µεταθετικό διάγραµµα. ΄Ετσι, έχουµε h1C ˝g “ π και p˝h1C “ ψ˝θ. Υποθέτουµε ότι hB˝ε “ h1C ˝ζ.
Εφόσον το µεταθετικό διάγραµµα

A1

ζ

��

ε // B1

η

��
C 1

θ
// D1 “ C 1

š

A1 B
1

είναι pushout υπάρχει µοναδικός µορφισµός h1D : D1 ÝÑ X τέτοιος ώστε h1D ˝ θ “ h1C και
h1D ˝ η “ hB. Υποθέτουµε ότι λ ˝ ε “ p ˝ h1C ˝ ζ. Χρησιµοποιώντας ξανά ότι το παραπάνω
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διάγραµµα είναι pushout υπάρχει µοναδικός µορφισµός p ˝ h1D : D1 “ C 1
š1

AB
1 ÝÑ Y τέτοιος

ώστε pp ˝ h1Dq ˝ θ “ p ˝ h1C και pp ˝ h1Dq ˝ η “ λ. Επιπλέον, το µεταθετικό διάγραµµα

B

k

��

fB // B1

λ

��
X

p
// Y

διασπάται ως :

B

γ

��

fB //

k

%%

B1

η

��
λ

yy

D

v

��

fD // D1

ψ

��
X

p // Y.

Ως εκ τούτου προκύπτει ότι k “ v ˝ γ και λ “ ψ ˝ η. Συνεπώς έχουµε ότι ψ ˝ θ “ p ˝ h1C και
ψ ˝ η “ λ. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την µοναδικότητα του µορφισµού p ˝ h1D έπεται ότι p ˝ h1D “ ψ.
Ακόµη, υποθέτουµε ότι k ˝ α “ h1D ˝ θ ˝ ι ˝ β. Εφόσον το µεταθετικό διάγραµµα

A

β

��

α // B

γ

��
C

δ
// D

είναι pushout υπάρχει µοναδικός µορφισµός v : D ÝÑ X τέτοιος ώστε v ˝ δ “ h1D ˝ θ ˝ ι και
v ˝ γ “ k. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την µεταθετικότητα του τρισδιάστατου διαγράµµατος καθώς και
τις ισότητες hB “ h1D ˝ η και hB ˝ fB “ k έχουµε:

h1D ˝ fD ˝ δ “ h1D ˝ θ ˝ ι.

h1D ˝ fD ˝ γ “ h1D ˝ η ˝ fB “ hB ˝ fB “ k.

΄Ετσι, λόγω της µοναδικότητας του µορφισµού v έπεται ότι v “ h1D ˝ fD. Συνεπώς εφόσον v “
h1D ˝ fD και p ˝ h1D “ ψ η Ϲητούµενη ανύψωση είναι ο µορφισµός h1D : D1 ÝÑ X. �

3.2 Οµοτοπία Στις Κατηγορίες Μοντέλο

Στην ενότητα αυτή χρησιµοποιούµε τα αξιώµατα µιας κατηγορίας µοντέλο C για να κατασκευάσου-
µε σχέσεις οµοτοπίας στο σύνολο HomCpX,Y q των µορφισµών της. Αρχικά, µελετάµε τις έννοιες
της αριστερής και δεξιάς οµοτοπίας οι οποίες ορίζονται µε χρήση των κυλινδρικών αντικειµένων
και των µονοπάτι αντικειµένων αντίστοιχα. Εν συνεχεία αποδεικνύεται ότι εαν το αντικείµενο X
είναι συννινώδες και το αντικείµενο Y είναι ινώδες οι έννοιες της αριστερής και δεξιάς οµοτοπί-
ας συµπίπτουν και η «κοινή» σχέση που προκύπτει είναι µια σχέση ισοδυναµίας. Ωστόσο εαν
δεν κάνουµε κάποια υπόθεση σχετικά µε τα αντικείµενα X και Y όπως ϑα δούµε οι σχέσεις της
αριστερής και δεξιάς οµοτοπίας δεν ταυτίζονται και καµία εκ των δύο δεν είναι σχέση ισοδυναµίας.
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3.2.1 Αριστερή Οµοτοπία, ∆εξιά Οµοτοπία και Οµοτοπία

Ξεκινάµε ορίζοντας τις έννοιες του κυλινδρικού αντικειµένου και του µονοπάτι αντικειµένου οι
οποίες αποτελούν «δοµικά στοιχεία» στον ορισµό της έννοιας της οµοτοπίας και κατ΄ επέκταση της
οµοτοπικής κατηγορίας.

Ορισµός 3.2.1. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και X,Y αντικείµενα της.

1. ΄Ενα κυλινδρικό αντικείµενο (cylinder object) για το X, το οποίο συνήθως συµβολίζεται
µε Cyl(X), είναι µια παραγοντοποίηση

X
š

X
i0`i1 // Cyl(X)

s // X

του συνδιαγώνιου µορφισµού 1X `1X : X
š

X ÝÑ X τέτοια ώστε ο µορφισµός s : Cyl(X) ÝÑ
X να είναι ασθενής ισοδυναµία και ο µορφισµός i0 ` i1 : X

š

X ÝÑ Cyl(X) να είναι συννη-
µάτωση. ΄Εαν το Cyl(X) είναι ένα κυλινδρικό αντικείµενο για το X οι µορφισµοί i0, i1 : X ÝÑ

Cyl(X) ορίζονται ώς i0 “ i ˝ in0 και i1 “ i ˝ in1 όπου in0, in1 : X ÝÑ X
š

X είναι µορφισµοί
προς το συν-γινόµενο και i “ i0 ` i1.

2. ΄Ενα µονοπάτι αντικείµενο (path object) για το Y , το οποίο συνήθως συµβολίζεται µε
Path(Y), είναι µια παραγοντοποίηση

Y
r // Path(Y)

pp0,p1q // Y ˆ Y

του διαγώνιου µορφισµού p1Y , 1Y q : Y ÝÑ Y ˆ Y τέτοια ώστε ο µορφισµός r : Y ÝÑ Path(Y)
να είναι ασθενής ισοδυναµία και ο µορφισµός pp0, p1q : Path(Y) ÝÑ Y ˆY να είναι νηµάτωση.
΄Εαν το Path(Y) είναι ένα µονοπάτι αντικείµενο για το Y οι µορφισµοί p0, p1 : Path(Y) ÝÑ Y
ορίζονται ώς p0 “ pr0 ˝ p και p1 “ pr1 ˝ p όπου pr0, pr1 : Y ˆ Y ÝÑ Y είναι µορφισµοί απο
το γινόµενο και p “ pp0, p1q.

Σχόλιο 3.2.2. 1. ΄Ενα µονοπάτι αντικείµενο για το Y σε µια κατηγορία µοντέλο C είναι ένα
κυλινδρικό αντικείµενο για το Y στην δυϊκή κατηγορία µοντέλο Cop. Αντίστοιχα, όπως ϑα
δούµε στην συνέχεια µια δεξιά οµοτοπία µεταξύ µορφισµών f και g στην κατηγορία µοντέλο
C είναι µια αριστερή οµοτοπία µεταξύ τους στην κατηγορία µοντέλο Cop. Ετσι, αρκεί να
αποδεικνύουµε αποτελέσµατα σχετικά µε κυλινδρικά αντικείµενα και αριστερές οµοτοπίες
καθώς τα αποτελέσµατα σχετικά µε µονοπάτι αντικείµενα και δεξιές οµοτοπίες προκύπτουν
ως δυϊκά αυτών.

2. Ισχύει ότι :
s ˝ i0 “ s ˝ pi ˝ in0q “ ps ˝ iq ˝ in0 “ p1X ` 1Xq ˝ in0 “ 1X

και
s ˝ i1 “ s ˝ pi ˝ in1q “ ps ˝ iq ˝ in1 “ p1X ` 1Xq ˝ in1 “ 1X .

3. Ισχύει ότι :
p0 ˝ r “ ppr0 ˝ pq ˝ r “ pr0 ˝ pp ˝ rq “ pr0 ˝ p1Y , 1Y q “ 1Y

και
p1 ˝ r “ ppr1 ˝ pq ˝ r “ pr1 ˝ pp ˝ rq “ pr1 ˝ p1Y , 1Y q “ 1Y .

Εφόσον όπως έχουµε αποδείξει η δυϊκή µιας κατηγορίας µοντέλο είναι µια κατηγορία µοντέλο
υπάρχει ένας αντίστοιχος δυϊκός ισχυρισµός για κάθε ισχυρισµό που κάνουµε όπως ϑα δούµε στις
ακόλουθες προτάσεις.

Λήµµα 3.2.3. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και X τυχαίο αντικείµενο της C.
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1. Υπάρχει (τουλάχιστον) ένα κυλινδρικό αντικείµενο

X
š

X
i0`i1 // Cyl(X)

s // X

στο οποίο ο µορφισµός s : Cyl(X) ÝÑ X είναι τετριµµένη νηµάτωση για κάθε αντικείµενο X
της C.

2. Υπάρχει (τουλάχιστον) ένα µονοπάτι αντικείµενο

X
r // Path(X)

pp0,p1q // X ˆX

στο οποίο ο µορφισµός r : X ÝÑ Path(X) είναι τετριµµένη συννηµάτωση για κάθε αντικείµενο
X της C.

Απόδειξη. 1. Σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Αξιώµατος pMC5q παραγοντοποιούµε τον συν-
διαγώνιο µορφισµό 1X ` 1X στην C ως:

X
š

X
i0`i1 // Cyl(X) s // X

όπου ο µορφισµός s : Cyl(X) ÝÑ X είναι τετριµµένη νηµάτωση και ο µορφισµός i0 `
i1 : X

š

X ÝÑ Y είναι συννηµάτωση. Εποµένως, υπάρχει τουλάχιστον ένα κυλινδρικό
αντικείµενο

X
š

X
i0`i1 // Cyl(X) s // X

στο οποίο ο µορφισµός s : Cyl(X) ÝÑ X είναι τετριµµένη νηµάτωση για κάθε αντικείµενο X
της C.

2. Σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του Αξιώµατος pMC5q παραγοντοποιούµε τον διαγώνιο µορ-
ϕισµό p1X , 1Xq στην C ως:

X
r // Path(X)

pp0,p1q // X ˆX

όπου ο µορφισµός r : X ÝÑ Path(X) είναι τετριµµένη συννηµάτωση και ο µορφισµός
pp0, p1q : Path(X) ÝÑ X ˆ X είναι νηµάτωση. Εποµένως, υπάρχει (τουλάχιστον) ένα µο-
νοπάτι αντικείµενο

X
r // Path(X)

pp0,p1q // X ˆX

στο οποίο ο µορφισµός r : X ÝÑ Path(X) είναι τετριµµένη συννηµάτωση για κάθε αντικεί-
µενο X της C. �

Ευθύς αµέσως παραθέτουµε ένα παράδειγµα κυλινδρικού αντικειµένου και ένα παράδειγµα
µονοπάτι αντικειµένου.

Παράδειγµα 3.2.4. 1. Ας είναι C η κατηγορία των τοπολογικών χώρων η οποία µπορεί να
εφοδιαστεί µε την δοµή κατηγορίας µοντέλο όπως ϑα δούµε σε επόµενο κεφάλαιο. ΄Ενα
κυλινδρικό αντικείµενο για έναν τοπολογικό χώρο X είναι το καρτεσιανό γινόµενο X ˆ I
όπου I είναι το κλειστό διάστηµα r0, 1s, ο µορφισµός i0 : X ÝÑ X ˆ I ορίζεται ως i0pxq “
px, 0q, ο µορφισµός i1 : X ÝÑ XˆI ορίζεται ως i1pxq “ px, 1q και ο µορφισµός s : XˆI ÝÑ
X ορίζεται ως spx, tq “ x.

2. Ας είναι C η κατηγορία των τοπολογικών χώρων η οποία µπορεί να εφοδιαστεί µε την δο-
µή κατηγορίας µοντέλο όπως ϑα δούµε σε επόµενο κεφάλαιο. ΄Ενα µονοπάτι αντικείµενο
για έναν τοπολογικό χώρο X είναι ο χώρος των απεικονίσεων MappI,Xq “ tf : I ÝÑ
X| f συνεχήςu µε την συµπαγή-ανοικτή τοπολογία όπου I είναι το κλειστό διάστηµα r0, 1s,
η συνεχής απεικόνιση p0 : MappI,Xq ÝÑ X ορίζεται ως p0pfq “ fp0q, η συνεχής απεικό-
νιση p1 : MappI,Xq ÝÑ X ορίζεται ως p1pfq “ fp1q και s : X ÝÑ MappI,Xq όπου spxq
είναι η απεικόνιση µε σταθερή τιµή x.
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Πρόταση 3.2.5. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και X ένα αντικείµενο της.

1. Εαν το X είναι συννινώδες, τότε οι µορφισµοί in0, in1 : X ÝÑ X
š

X είναι συννηµατώσεις.

2. Εαν το X είναι ινώδες, τότε οι µορφισµοί pr0, pr1 : X ˆX ÝÑ X είναι νηµατώσεις.

Απόδειξη. 1. Υποθέτουµε ότι το X είναι ένα συννινώδες αντικείµενο της C. Τότε ο µορφισµός
∅ ÝÑ X είναι συννηµάτωση. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι πρόκειται για µια κατηγορία µε
πεπερασµένα συνόρια άρα και pushouts το συν-γινόµενο X

š

X δίνεται απο το ακόλουθο
pushout διάγραµµα:

∅

��

// X

in0

��
X

in1

// X
š

X

Τότε, σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.1.23. οι µορφισµοί in0, in1 : X ÝÑ

X
š

X είναι συννηµάτωσεις.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Λήµµα 3.2.6. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και X ένα αντικείµενο της.

1. Εαν Cyl(X) είναι ένα κυλινδρικό αντικείµενο για τοX τότε οι µορφισµοί i0, i1 : X ÝÑ CylpXq
είναι ασθενείς ισοδυναµίες. Επιπλέον, εαν τοX είναι συννινώδες τότε οι µορφισµοί i0, i1 είναι
τετριµµένες συννηµατώσεις.

2. Εαν Path(X) είναι ένα µονοπάτι αντικείµενο για το X τότε οι µορφισµοί p0, p1 : Path(X) ÝÑ X
είναι ασθενείς ισοδυναµίες. Επιπλέον, εαν το X είναι ινώδες τότε οι µορφισµοί p0, p1 είναι
τετριµµένες νηµατώσεις.

Απόδειξη. 1. Ας είναι

X
š

X
i0`i1 // Cyl(X) s // X

ένα κυλινδρικό αντικείµενο για τοX. Απο το Σχόλιο 3.2.2 έχουµε ότι s˝i0 “ 1X και s˝i1 “
1X . Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις τελευταίες ισότητες και ότι οι µορφισµοί s : Cyl(X) ÝÑ X και
1X : X ÝÑ X είναι ασθενείς ισοδυναµίες απο το Αξίωµα pMC2q έπεται ότι οι µορφισµοί
i0, i1 : X ÝÑ Cyl(X) είναι ασθενείς ισοδυναµίες.
΄Οσον αφορά τον δεύτερο ισχυρισµό του πρώτου σκέλους της Πρότασης υποθέτουµε ότι το
X είναι συννινώδες. Τότε σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος της Πρόταση 3.2.5 οι µορφισµοί
in0, in1 : X ÝÑ X

š

X είναι συννηµατώσεις. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός i “
i0 ` i1 : X

š

X ÝÑ Cyl(X) είναι εξίσου συννηµάτωση και τις ισότητες i0 “ i ˝ in0 και
i1 “ i ˝ in1 απο το τρίτο σκέλος της Πρότασης 3.1.22 έπεται ότι οι µορφισµοί i0, i1 είναι
συννηµατώσεις. Εποµένως οι µορφισµοί i0, i1 είναι τετριµµένες συννηµατώσεις.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Πρόταση 3.2.7. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο.

1. Εαν το X είναι ένα συννινώδες αντικείµενο της C τότε ένα κυλινδρικό αντικείµενο Cyl(X) για
το X είναι εξίσου συννινώδες.

2. Εαν το Y είναι ένα ινώδες αντικείµενο της C τότε ένα µονοπάτι αντικείµενο Path(Y) για το Y
είναι εξίσου ινώδες.
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Απόδειξη. 1. Υποθέτουµε ότι το X είναι ένα συννινώδες αντικείµενο της C. Τότε εξ΄ ορισµού
ο µορφισµός ∅ ÝÑ X είναι συννηµάτωση. Επιπλέον, απο το πρώτο σκέλος του Λήµµατος
3.2.6 ο µορφισµός i0 : X ÝÑ Cyl(X) είναι τετριµµένη συννηµάτωση. ΄Ετσι, ο µορφισµός
∅ ÝÑ CylpXq είναι συννηµάτωση ως σύνθεση των συννηµατώσεων i0 : X ÝÑ Cyl(X) και
∅ ÝÑ X. Συνεπώς, το κυλινδρικό αντικείµενο Cyl(X) για το X είναι συννινώδες.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου µέλους. Πιο συγκεκριµένα, υποθέτουµε ό-
τι το Y είναι ένα ινώδες αντικείµενο της C. Τότε εξ΄ ορισµού ο µορφισµός Y ÝÑ ˚ είναι νηµά-
τωση. Επιπλέον, απο το δεύτερο σκέλος του Λήµµατος 3.2.6 ο µορφισµός p0 : Path(Y) ÝÑ Y
είναι τετριµµένη νηµάτωση. ΄Ετσι, ο µορφισµός Path(Y) ÝÑ ˚ είναι νηµάτωση ως σύνθεση
των νηµατώσεων Y ÝÑ ˚ και p0 : Path(Y) ÝÑ Y . Συνεπώς, το µονοπάτι αντικείµενο Path(Y)
για το Y είναι ινώδες. �

Ευθύς αµέσως ορίζουµε τις έννοιες της αριστερής και δεξιάς οµοτοπίας µέσω των κυλινδρικών
αντικειµένων και των µονοπάτι αντικειµένων αντίστοιχα. Οι ακόλουθοι δυϊκοί ορισµοί δίνουν την
ίδια έννοια όταν οι συνθήκες είναι αρκετά καλές, επιτρέποντας µας να ορίσουµε την έννοια της
οµοτοπίας στους µορφισµούς και κατ΄ επέκταση µε χρήση αυτών την οµοτοπική κατηγορία.

Ορισµός 3.2.8. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και f, g : X ÝÑ Y µορφισµοί στην C.

1. Μια αριστερή οµοτοπία (left homotopy) απο τον µορφισµό f στον µορφισµό g είναι ένας
µορφισµός H : Cyl(X) ÝÑ Y για κάποιο κυλινδρικό αντικείµενο Cyl(X) για το X τέτοιος ώστε
H ˝ i0 “ f και H ˝ i1 “ g. Εαν υπάρχει µια αριστερή οµοτοπία απο τον µορφισµό f στον
µορφισµό g ο µορφισµός f καλείται αριστερά οµοτοπικός (left homotopic) του µορφισµού
g και συνήθως συµβολίζεται µε : f vl g.

2. Μια δεξιά οµοτοπία (right homotopy) απο τον µορφισµό f στον µορφισµό g είναι ένας
µορφισµός H : X ÝÑ Path(Y) για κάποιο µονοπάτι αντικείµενο Path(Y) για το Y τέτοιος ώστε
p0 ˝ H “ f και p1 ˝ H “ g. Εαν υπάρχει µια δεξιά οµοτοπία απο τον µορφισµό f στον
µορφισµό g ο µορφισµός f καλείται δεξιά οµοτοπίκός (right homotopic) του µορφισµού g
και συνήθως συµβολίζεται µε : f vr g.

3. Ο µορφισµός f καλείται οµοτοπικός (homotopic) του µορφισµού g και συνήθως συµβολίζε-
ται µε f v g εαν ο f είναι ταυτόχρονα αριστερά και δεξια οµοτοπικός του g.

4. Ο µορφισµός f καλείται οµοτοπική ισοδυναµία (homotopy equivalence) εαν υπάρχει
µορφισµός h : Y ÝÑ X τέτοιος ώστε h ˝ f v 1X και f ˝ h v 1Y .

Πρόταση 3.2.9. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και f, g : X ÝÑ Y µορφισµοί στην C.

1. Εαν ο µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g και επιπλέον το Y είναι ινώδες
αντικείµενο της C τότε υπάρχει ένα κυλινδρικό αντικείµενο

X
š

X
i0`i1 // Cyl(X)

s // X

στο οποίο ο µορφισµός s : Cyl(X) ÝÑ X είναι τετριµµένη νηµάτωση και µια αριστερή οµοτοπία
H : Cyl(X) ÝÑ Y απο τον f στον g.

2. Εαν ο µορφισµός f είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού g και επιπλέον τοX είναι συννινώδες
αντικείµενο της C τότε υπάρχει ένα µονοπάτι αντικείµενο

Y
r // Path(Y)

pp0,p1q // Y ˆ Y

στο οποίο ο µορφισµός r : Y ÝÑ Path(Y) είναι τετριµµένη συννηµάτωση και µια δεξιά οµοτοπία
H : X ÝÑ Path(Y) απο τον f στον g.
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Απόδειξη. 1. Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g και
επιπλέον ότι το Y είναι ινώδες αντικείµενο της C. Απο το πρώτο σκέλος του Λήµµατος 3.2.3
υπάρχει ένα κυλινδρικό αντικείµενο

X
š

X
i0`i1 // Cyl(X) s // X

στο οποίο ο µορφισµός s : Cyl(X) ÝÑ X είναι τετριµµένη νηµάτωση. Εν συνεχεία αναζητού-
µε µια αριστερή οµοτοπία απο τον µορφισµό f στον µορφισµό g. Ας είναι

X
š

X
i10`i

1
1 // Cyl(X)1 s1 // X

ένα κυλινδρικό ανικείµενο αντικείµενο για τοX τέτοιο ώστε να υπάρχει µια αριστερή οµοτο-
πίαH 1 : Cyl(X)1 ÝÑ Y . ΤότεH 1 ˝ i10 “ f καιH 1 ˝ i11 “ g. Εφαρµόζοντας το πρώτο σκέλος του
Αξιώµατος pMC5q παραγοντοποιούµε την ασθενή ισοδυναµία s1 : Cyl(X)1 ÝÑ X ως σύνθεση
µιας συννηµάτωσης α : Cyl(X)1 ÝÑ Cyl(X) και της τετριµµένης νηµάτωσης s : Cyl(X) ÝÑ X
όπως γίνεται ορατό στο ακόλουθο διάγραµµα:

Cyl(X)1 α // Cyl(X) s // X.

Ο µορφισµός s : Cyl(X) ÝÑ X ως τετριµµένη νηµάτωση είναι ασθενής ισοδυναµία. ΄Ετσι,
απο το Αξίωµα pMC2q έπεται ότι ο µορφισµός α : Cyl(X)1 ÝÑ Cyl(X) είναι ασθενής ισοδυ-
ναµία. Εποµένως, ο µορφισµός α είναι τετριµµένη συννηµάτωση. Κατόπιν ϑεωρούµε το
ακόλουθο διάγραµµα:

Cyl(X)1

α

��

H1 // Y

!!

��
Cyl(X)

H

==

b
// ˚

.

Εφόσον το ˚ είναι τελικό αντικείµενο το διάγραµµα είναι µεταθετικό. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν
ότι το Y είναι ινώδες εξ΄ ορισµού έπεται ότι ο µορφισµός Y ÝÑ ˚ είναι νηµάτωση. ΄Ετσι,
σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του Αξιώµατος pMC4q υπάρχει µια ανύψωση H : Cyl(X) ÝÑ
Y στο παραπάνω µεταθετικό διάγραµµα. Συνεπώς, ισχύει ότι H ˝ α “ H 1 και !! ˝ H “ b.
ϑεωρούµε τα ακόλουθα µεταθετικά διαγράµµατα:

X

f

))

i10 // Cyl(X)1 α //

H1

##

Cyl(X)

H

��
Y

X

g

))

i11 // Cyl(X)1 α //

H1

##

Cyl(X)

H

��
Y.

Λόγω της µεταθετικότητας των παραπάνω διαγραµµάτων προκύπτει ότι :

H ˝ pα ˝ i10q “ pH ˝ αq ˝ i
1
0 “ H 1 ˝ i10 “ f
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και
H ˝ pα ˝ i11q “ pH ˝ αq ˝ i

1
1 “ H 1 ˝ i11 “ g

΄Ετσι, απο τις τελευταίες ισότητες έπεται ότι η H : Cyl(X) ÝÑ Y είναι η Ϲητούµενη αριστερή
οµοτοπία απο τον µορφισµό f στον µορφισµό g.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Η ακόλουθη πρόταση είναι «ασθενέστερη» της Πρότασης 3.2.9 και ϑα την χρησιµοποίησουµε
αργότερα για να αποδείξουµε ότι η αριστερή οµοτοπία είναι σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο των
µορφισµών HomCpX,Y q µιας κατηγορίας µοντέλο C υπο την προϋπόθεση ότι το αντικείµενο X
είναι συννινώδες αντικείµενο της.

Πρόταση 3.2.10. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και f, g : X ÝÑ Y µορφισµοί στην C.

1. Ο µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g αν και µόνο αν ο συνδιαγώνιος
µορφισµός 1X ` 1X : X

š

X ÝÑ X µπορεί να παραγοντοποιηθεί ως

X
š

X
i0`i1 // C

s // X

όπου ο µορφισµός s : C ÝÑ X είναι ασθενής ισοδυναµία και υπάρχει ένας µορφισµός
H : C ÝÑ Y τέτοιος ώστε H ˝ i0 “ f και H ˝ i1 “ g.

2. Ο µορφισµός f είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού g αν και µόνο αν ο διαγώνιος µορφισµός
p1Y , 1Y q : Y ÝÑ Y ˆ Y µπορεί να παραγοντοποιηθεί ως

Y
r // P

pp0,p1q// Y ˆ Y

όπου ο µορφισµός r : Y ÝÑ P είναι ασθενής ισοδυναµία και υπάρχει ένας µορφισµόςH : X ÝÑ

P τέτοιος ώστε p0 ˝H “ f και p1 ˝H “ g.

Απόδειξη. 1. Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g. Τότε
εξ΄ ορισµού υπάρχει µια παραγοντοποίηση

X
š

X
i“i0`i1 // C

s // X

του συνδιαγώνιου µορφισµού 1X ` 1X : X
š

X ÝÑ X τέτοια ώστε ο µορφισµός i0 `
i1 : X

š

X ÝÑ X να είναι συννηµάτωση και ο µορφισµός s : C ÝÑ X να είναι ασθε-
νής ισοδυναµία και υπάρχει ένας µορφισµός H : C ÝÑ Y τέτοιος ώστε H ˝ i0 “ f και
H ˝ i1 “ g. Συνεπώς, αποδείξαµε ότι ο συνδιαγώνιος µορφισµός 1X ` 1X : X

š

X ÝÑ X
µπορεί να παραγοντοποιηθεί ως

X
š

X
i“i0`i1 // C

s // X

όπου ο µορφισµός s : C ÝÑ X είναι ασθενής ισοδυναµία και επιπλέον υπάρχει ένας µορ-
ϕισµός H : C ÝÑ Y τέτοιος ώστε H ˝ i0 “ f και H ˝ i1 “ g.
Αντίστροφα, παραγοντοποιούµε τον συνδιαγώνιο µορφισµό 1X ` 1X : X

š

X ÝÑ X ως

X
š

X
i“i0`i1 // C

s // X

όπου ο µορφισµός s : C ÝÑ X είναι ασθενής ισοδυναµία και επιπλέον ας είναι ένας µορφι-
σµός H : C ÝÑ Y τέτοιος ώστε H ˝ i0 “ f και H ˝ i1 “ g. Εφαρµόζοντας το πρώτο σκέλος
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του Αξιώµατος pMC5q παραγοντοποιούµε τον µορφισµό i “ i0 ` i1 : X
š

X ÝÑ C ως σύν-
ϑεση µιας συννηµάτωσης i1 “ i10 ` i11 : X

š

X ÝÑ C 1 και µιας τετριµµένης νηµάτωσης
t : C 1 ÝÑ C όπως γίνεται ορατό στο ακόλουθο διάγραµµα:

X
š

X
i1“i10`i

1
1 // C 1

t // C.

Ο µορφισµός t : C 1 ÝÑ C ως τετριµµένη νηµάτωση είναι ασθενής ισοδυναµία. ΄Ετσι, απο το
πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.1.22 έπεται ότι ο µορφισµός s ˝ t : C 1 ÝÑ X είναι ασθενής
ισοδυναµία. Επιπλέον ισχύει ότι :

ps ˝ tq ˝ pi10 ` i
1
1q “ s ˝ pt ˝ pi10 ` i

1
1qq “ s ˝ pi0 ` i1q “ 1X ` 1X .

Συνεπώς απο τα παραπάνω προκύπτει ότι το

X
š

X
i1“i10`i

1
1 // C 1

s˝t // X

είναι ένα κυλινδρικό αντικείµενο για τοX. Για να ολοκληρώσουµε την απόδειξη αναζητούµε
µια αριστερή οµοτοπία απο τον µορφισµό f στον µορφισµό g. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις
ισότητες H ˝ i0 “ f και H ˝ i1 “ g και την παραγοντοποίηση του µορφισµού i προκύπτει
ότι :

pH ˝ tq˝ i10 “ H ˝pt˝ i10q “ H ˝pt˝pi1 ˝ in0qq “ H ˝ppt˝ i1q˝ in0q “ H ˝pi˝ in0q “ H ˝ i0 “ f

και

pH ˝ tq˝ i11 “ H ˝pt˝ i11q “ H ˝pt˝pi1 ˝ in1qq “ H ˝ppt˝ i1q˝ in1q “ H ˝pi˝ in1q “ H ˝ i1 “ g.

Εποµένως απο τις τελευταίες ισότητες είναι άµεσο ότι η Ϲητούµενη αριστερή οµοτοπία είναι ο
µορφισµόςH ˝t : C 1 ÝÑ Y . ΄Ετσι, αποδείξαµε ότι ο µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός
του µορφισµού g.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Πρόταση 3.2.11. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και f, g : X ÝÑ Y µορφισµοί στην C.

1. Εαν ο µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g, X είναι ένα συννινώδες

αντικείµενο και Y
r // Path(Y)

pp0,p1q // Y ˆ Y είναι ένα µονοπάτι αντικείµενο για το Y
τότε υπάρχει µια δεξιά οµοτοπία H : X ÝÑ Path(Y) απο τον µορφισµό f στον µορφισµό g.

2. Εαν ο µορφισµός f είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού g, Y είναι ένα ινώδες αντικείµενο
και

X
š

X
i0`i1 // Cyl(X)

s // X

είναι ένα κυλινδρικό αντικείµενο για τοX, τότε υπάρχει µια αριστερή οµοτοπίαH : Cyl(X) ÝÑ
Y απο τον µορφισµό f στον µορφισµό g.

Απόδειξη. 1. Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g. Τότε
υπάρχει ένα κυλινδρικό αντικείµενο

X
š

X
i0`i1 // Cyl(X) s // X
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και ένας µορφισµός rH : Cyl(X) ÝÑ Y τέτοιος ώστε rH ˝ i0 “ f και rH ˝ i1 “ g. Θεωρούµε το
ακόλουθο διάγραµµα:

X

i0

��

r˝f // Path(Y)

pp0,p1q

��
Cyl(X)

h

;;

pf˝s,ĂHq

// Y ˆ Y

.

Χρησιµοποιώντας την προσεταιριστικότητα της σύνθεσης, τις ιδιότητες του ταυτοτικού µορ-
ϕισµού 1X , την ισότητα pp0, p1q ˝ r “ p1X , 1Xq η οποία προκύπτει απο τον ορισµό του
µονοπάτι αντικειµένου Path(Y), την ισότητα rH ˝ i0 “ f καθώς και την ισότητα s ˝ i0 “ 1X
που είδαµε στο δεύτερο σκέλος του Σχολίου 3.2.2 προκύπτει ότι :

pf˝s, rHq˝i0 “ ppr0˝ppf˝s, rHq˝i0q, pr1˝ppf˝s, rHq˝i0qq “ pppr0˝pf˝s, rHqq˝i0, ppr1˝pf˝s, rHqq˝

˝i0q “ ppf ˝ sq ˝ i0, rH ˝ i0q “ pf ˝ ps ˝ i0q, rH ˝ i0q “ pf ˝ 1X , fq “ pf, fq

και

pp0, p1q˝pr˝fq “ ppp0, p1q˝rq˝f “ p1X , 1Xq˝f “ ppr0˝pp1X , 1Xq˝fq, pr1˝pp1X , 1Xq˝fqq “

“ pppr0 ˝ p1X , 1Xqq ˝ f, ppr1 ˝ p1X , 1Xqq ˝ fq “ p1X ˝ f, 1X ˝ fq “ pf, fq

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις τελευταίες ισότητες το παραπάνω διάγραµµα είναι µεταθετικό.
Εφόσον X είναι ένα συννινώδες αντικείµενο της C σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Λήµ-
µατος 3.2.6 ο µορφισµός i0 : X ÝÑ Cyl(X) είναι τετριµµένη συννηµάτωση. Απο τον ο-
ϱισµό του µονοπάτι αντικειµένου Path(Y) ο µορφισµός pp0, p1q : Y ÝÑ Y ˆ Y είναι νη-
µάτωση. Τότε σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του Αξιώµατος pMC4q υπάρχει µια ανύ-
ψωση h : Cyl(X) ÝÑ Path(Y) στο παραπάνω µεταθετικό διάγραµµα. ΄Ετσι, έχουµε ότι
h ˝ i0 “ r ˝ f και pp0, p1q ˝ h “ pf ˝ s, rHq. Θέτουµε H “ h ˝ i1. Χρησιµοποιώντας
την προσεταιριστικότητα της σύνθεσης, τις ιδιότητες του ταυτοτικού µορφισµού 1X , τις ισό-
τητες pp0, p1q ˝ h “ pf ˝ s, rHq, rH ˝ i1 “ g καθώς και την ισότητα s ˝ i1 “ 1X που είδαµε στο
δεύτερο σκέλος του Σχολίου 3.2.2 έχουµε ότι

p0˝H “ ppr0˝pq˝H “ pr0˝pp˝Hq “ pr0˝ppp0, p1q˝Hq “ pr0˝ppp0, p1q˝ph˝i1qq “ pr0˝pppp0, p1q˝

˝hq˝i1q “ pr0˝ppf ˝s, rHq˝i1q “ ppr0˝pf ˝s, rHqq˝i1 “ pf ˝sq˝i1 “ f ˝ps˝i1q “ f ˝1X “ f

και

p1˝H “ ppr1˝pq˝H “ pr1˝pp˝Hq “ pr1˝ppp0, p1q˝Hq “ pr1˝ppp0, p1q˝ph˝i1qq “ pr1˝pppp0, p1q˝

˝hq ˝ i1q “ pr1 ˝ ppf ˝ s, rHq ˝ i1q “ ppr1 ˝ pf ˝ s, rHqq ˝ i1 “ rH ˝ i1 “ g.

Εποµένως, απο τις τελευταίες ισότητες έπεται ότι ο µορφισµός H “ h ˝ i1 : X ÝÑ Path(Y)
είναι η Ϲητούµενη δεξιά οµοτοπία απο τον µορφισµό f στον µορφισµό g.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Χρησιµοποιώντας την Πρόταση 3.2.11 αποδεικνύεται ότι :

Πρόταση 3.2.12. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και f, g : X ÝÑ Y µορφισµοί στην C. Εαν X
είναι ένα συννινώδες αντικείµενο, Y είναι ένα ινώδες αντικείµενο και ο µορφισµός f είναι οµοτοπικός
του µορφισµού g τότε :
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1. Εαν X
š

X
i0`i1 // Cyl(X)

s // X είναι ένα κυλινδρικό αντικείµενο για το X τότε υ-

πάρχει µια αριστερή οµοτοπία H : Cyl(X) ÝÑ Y απο τον µορφισµό f στον µορφισµό g.

2. Εαν Y
r // Path(Y)

pp0,p1q // Y ˆ Y είναι ένα µονοπάτι αντικείµενο για το Y τότε υπάρχει
µια δεξιά οµοτοπία H : X ÝÑ Path(Y) απο τον µορφισµό f στον µορφισµό g.

Απόδειξη. 1. Ας είναι X
š

X
i0`i1 // Cyl(X) s // X ένα κυλινδρικό αντικείµενο για το

X και Y ένα ινώδες αντικείµενο στην C. Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι
οµοτοπικός του µορφισµού g : X ÝÑ Y . Τότε εξ΄ ορισµού ο µορφισµός f είναι δεξιά
οµοτοπικός του µορφισµού g. ΄Ετσι, απο το δεύτερο σκέλος της Πρότασης 3.2.11 έπεται ότι
υπάρχει µια αριστερή οµοτοπία H : Cyl(X) ÝÑ Y απο τον µορφισµό f στον µορφισµό g.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του Πρώτου σκέλους. Πιο συγκεκριµένα, ας είναι

Y
r // Path(Y)

pp0,p1q // Y ˆ Y ένα µονοπάτι αντικείµενο για το Y και X ένα συννι-
νώδες αντικείµενο στην C. Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι οµοτοπικός του
µορφισµού g : X ÝÑ Y . Τότε εξ΄ ορισµού ο µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός του
µορφισµού g. ΄Ετσι, απο το πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.2.11 έπεται ότι υπάρχει µια δεξιά
οµοτοπία H : X ÝÑ Path(Y) απο τον µορφισµό f στον µορφισµό g. �

Πρόταση 3.2.13. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και f, g : X ÝÑ Y µορφισµοί στην C.

1. Εαν ο µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g τότε ο µορφισµός f είναι
ασθενής ισοδυναµία αν και µόνο αν ο µορφισµός g είναι ασθενής ισοδυναµία.

2. Εαν ο µορφισµός f είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού g τότε ο µορφισµός f είναι ασθενής
ισοδυναµία αν και µόνο αν ο µορφισµός g είναι ασθενής ισοδυναµία.

Απόδειξη. 1. Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g. Τότε
υπάρχει ένα κυλινδρικό αντικείµενο

X
š

X
i“i0`i1 // Cyl(X) s // X

για το X και ένας µορφισµός H : Cyl(X) ÝÑ Y τέτοιος ώστε H ˝ i0 “ f και H ˝ i1 “ g.
Σύµφωνα µε το Λήµµα 3.2.6 οι µορφισµοί i0, i1 : X ÝÑ Cyl(X) είναι ασθενείς ισοδυναµίες.
Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f είναι ασθενής ισοδυναµία. Τότε λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την
ισότηταH˝i0 “ f απο το Αξίωµα pMC2q έπεται ότι ο µορφισµόςH είναι ασθενής ισοδυναµία.
΄Ετσι, σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.1.22 είναι άµεσο ότι ο µορφισµός
g “ H ˝ i1 είναι ασθενής ισοδυναµία.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι ο µορφισµός g είναι ασθενής ισοδυναµία. Τότε λαµβάνοντας
υπ΄ όψιν την ισότητα H ˝ i1 “ g απο το Αξίωµα pMC2q έπεται ότι ο µορφισµός H είναι
ασθενής ισοδυναµία. ΄Ετσι, σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.1.22 είναι άµεσο
ότι ο µορφισµός f “ H ˝ i0 είναι ασθενής ισοδυναµία.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Στην ακόλουθη πρόταση δίνονται οι προϋποθέσεις κατω απο τις οποίες ένας συναρτητής δια-
τηρεί τις σχέσεις της αριστερής οµοτοπίας και της δεξιάς οµοτοπίας αντίστοιχα.

Πρόταση 3.2.14. Ας είναι C και C1 κατηγορίες µοντέλο, F : C ÝÑ C1 συναρτητής µεταξύ αυτών
και f, g : X ÝÑ Y µορφισµοί στην C.
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1. Εαν ο µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g, το αντικείµενο X είναι
συννινώδες αντικείµενο της C και ο συναρτητής F στέλνει τετριµµένες συννηµατώσεις µε-
ταξύ συννινωδών αντικειµένων στην C σε ασθενείς ισοδυναµίες στην C1 τότε ο µορφισµός
F pfq : F pXq ÝÑ F pY q είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού F pgq : F pXq ÝÑ F pY q
στην C1.

2. Εαν ο µορφισµός f είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού g, το αντικείµενο Y είναι ινώδες
αντικείµενο της C και ο συναρτητής F στέλνει τετριµµένες νηµατώσεις µεταξύ ινωδών αντικει-
µένων στην C σε ασθενείς ισοδυναµίες στην C1 τότε ο µορφισµός F pfq : F pXq ÝÑ F pY q είναι
δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού F pgq : F pXq ÝÑ F pY q στην C1.

Απόδειξη. 1. Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g, το
αντικείµενο X είναι συννινώδες αντικείµενο της C και ο συναρτητής F στέλνει τετριµµένες
συννηµατώσεις µεταξύ συννινωδών αντικειµένων στην C σε ασθενείς ισοδυναµίες στην C1.
Τότε υπάρχει ένα κυλινδρικό αντικείµενο

X
š

X
i“i0`i1 // Cyl(X) s // X

για το X και ένας µορφισµός H : Cyl(X) ÝÑ Y τέτοιος ώστε H ˝ i0 “ f και H ˝ i1 “ g.
Απο το τρίτο σκέλος του Σχολίου 3.2.2 έχουµε ότι s ˝ i0 “ 1X . Εφαρµόζοντας τον συ-
ναρτητή F στην τελευταία ισότητα και χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες που τον διέπουν ως
συναρτητή προκύπτει ότι F psq ˝ F pi0q “ 1F pXq. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι το αντικείµενο
X είναι συννινώδες απο την Πρόταση 3.2.7 έπεται ότι το κυλινδρικό αντικείµενο Cyl(X) για
το X είναι εξίσου συννινώδες. Επιπλέον απο το πρώτο σκέλος του Λήµµατος 3.2.6 ο µορ-
ϕισµός i0 : X ÝÑ Cyl(X) είναι τετριµµένη συννηµάτωση και ειδικότερα µεταξύ συννινωδών
αντικειµένων. ΄Ετσι, εξ΄ υποθέσεως ο µορφισµός F pi0q : F pXq ÝÑ F pCyl(X)q είναι ασθενής
ισοδυναµία. Ο ταυτοτικός µορφισµός 1F pXq : F pXq ÝÑ F pXq είναι εξίσου ασθενής ισοδυ-
ναµία. Εποµένως, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την ισότητα F psq ˝ F pi0q “ 1F pXq απο το Αξίωµα
pMC2q έπεται ότι ο µορφισµός F psq : F pCyl(X)q ÝÑ F pXq είναι ασθενής ισοδυναµία. Απο
την τελευταία ισότητα και τις ιδιότητες που διέπουν έναν συναρτητή προκύπτει ότι :

F psq ˝ pF pi0q ` F pi1qq “ pF psq ˝ pF pi0q ` F pi1qq ˝ in0 ` pF psq ˝ pF pi0q ` F pi1qq ˝ in1 “

“ F psq˝ppF pi0q`F pi1qq˝in0q`F psq˝ppF pi0q`F pi1qq˝in1q “ F psq˝F pi0q`F psq˝F pi1q “

“ F ps ˝ i0q ` F ps ˝ i1q “ F p1Xq ` F p1Xq “ 1F pXq ` 1F pXq

΄Ετσι, ο µορφισµός 1F pXq ` 1F pXq : F pXq
š

F pXq ÝÑ F pXq γράφεται ως σύνθεση

F pXq
š

F pXq
F piq“F pi0q`F pi1q// F pCyl(X)q

F psq // F pXq

όπου ο µορφισµός ο µορφισµός F psq : F pCyl(X)q ÝÑ F pXq είναι ασθενής ισοδυναµία. Εν
συνεχεία εφαρµόζοντας τον συναρτητή F στις ισότητεςH ˝i0 “ f καιH ˝i1 “ g λαµβάνουµε
έναν µορφισµό F pHq : F pCyl(X)q ÝÑ F pY q τέτοιον ώστε F pHq ˝ F pi0q “ F pfq και F pHq ˝
F pi1q “ F pgq. Εποµένως απο το πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.2.10 έπεται ότι ο µορφισµός
F pfq : F pXq ÝÑ F pY q είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού F pgq : F pXq ÝÑ F pY q
στην C1.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Λήµµα 3.2.15. Ας είναι C και C1 κατηγορίες µοντέλο, F : C ÝÑ C1 συναρτητής µεταξύ αυτών και
f, g : X ÝÑ Y µορφισµοί στην C.
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1. Εαν ο µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g, το αντικείµενο X είναι
συννινώδες αντικείµενο της C και ο συναρτητής F στέλνει τετριµµένες συννηµατώσεις µε-
ταξύ συννινωδών αντικειµένων στην C σε ασθενείς ισοδυναµίες στην C1 τότε ο µορφισµός
F pfq : F pXq ÝÑ F pY q είναι ασθενής ισοδυναµία στην C1 αν και µόνο αν ο µορφισµός
F pgq : F pXq ÝÑ F pY q είναι ασθενής ισοδυναµία στην C1.

2. Εαν ο µορφισµός f είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού g, το αντικείµενο Y είναι ινώδες
αντικείµενο της C και ο συναρτητής F στέλνει τετριµµένες νηµατώσεις µεταξύ ινωδών αντι-
κειµένων στην C σε ασθενείς ισοδυναµίες στην C1 τότε ο µορφισµός F pfq : F pXq ÝÑ F pY q
είναι ασθενής ισοδυναµία στην C1 αν και µόνο αν ο µορφισµός F pgq : F pXq ÝÑ F pY q είναι
ασθενής ισοδυναµία στην C1.

Απόδειξη. 1. Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g, το
αντικείµενο X είναι συννινώδες αντικείµενο της C και ο συναρτητής F στέλνει τετριµµένες
συννηµατώσεις µεταξύ συννινωδών αντικειµένων στην C σε ασθενείς ισοδυναµίες στην C1.
Τότε σύµφωνα µε την Πρόταση 3.2.14 έπεται ότι ο µορφισµός F pfq : F pXq ÝÑ F pY q στην
C1 είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού F pgq : F pXq ÝÑ F pY q στην C1. Ως εκ τούτου
απο την Πρόταση 3.2.13 προκύπτει ότι ο µορφισµός F pfq είναι ασθενής ισοδυναµία αν και
µόνο αν ο µορφισµός F pgq είναι ασθενής ισοδυναµία.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Λήµµα 3.2.16. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο, C1 τυχαία κατηγορία, F : C ÝÑ C1 συναρτητής
µεταξύ αυτών και f, g : X ÝÑ Y µορφισµοί στην C.

1. Εαν ο µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g, το αντικείµενοX είναι συννινώ-
δες αντικείµενο της C και ο συναρτητής F στέλνει τετριµµένες συννηµατώσεις µεταξύ συννινω-
δών αντικειµένων στην C σε ισοµορφισµούς στην C1 τότε ο µορφισµός F pfq : F pXq ÝÑ F pY q
ισούται µε τον µορφισµό F pgq : F pXq ÝÑ F pY q στην C1.

2. Εαν ο µορφισµός f είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού g, το αντικείµενο Y είναι ινώδες
αντικείµενο της C και ο συναρτητής F στέλνει τετριµµένες νηµατώσεις µεταξύ ινωδών αντικει-
µένων στην C σε ισοµορφισµούς στην C1 τότε ο µορφισµός F pfq : F pXq ÝÑ F pY q ισούται µε
τον µορφισµό F pgq : F pXq ÝÑ F pY q στην C1.

Απόδειξη. 1. Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g, το
αντικείµενο X είναι συννινώδες αντικείµενο της C και ο συναρτητής F στέλνει τετριµµένες
συννηµατώσεις µεταξύ συννινωδών αντικειµένων στην C σε ισοµορφισµούς στην C1. Τότε
υπάρχει ένα κυλινδρικό αντικείµενο

X
š

X
i“i0`i1 // Cyl(X) s // X

για το X και ένας µορφισµός H : Cyl(X) ÝÑ Y τέτοιος ώστε H ˝ i0 “ f και H ˝ i1 “ g.
Απο το δεύτερο σκέλος του Σχολίου 3.2.2 έχουµε ότι s ˝ i0 “ 1X “ s ˝ i1. Εφαρµό-
Ϲοντας τον συναρτητή F στις τελευταίες ισότητες και χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες που
τον διέπουν ως συναρτητή προκύπτει ότι F psq ˝ F pi0q “ 1F pXq “ F psq ˝ F pi1q. Λαµ-
ϐάνοντας υπ΄ όψιν ότι το αντικείµενο X είναι συννινώδες απο το πρώτο σκέλος της Πρό-
τασης 3.2.7 έπεται ότι το κυλινδρικό αντικείµενο Cyl(X) για το X είναι εξίσου συννινώ-
δες. Επιπλέον απο το πρώτο σκέλος του Λήµµατος 3.2.6 ο µορφισµός i0 : X ÝÑ Cyl(X)
είναι τετριµµένη συννηµάτωση και ειδικότερα µεταξύ συννινωδών αντικειµένων. ΄Ετσι, ε-
ξ΄ υποθέσεως ο µορφισµός F pi0q : F pXq ÝÑ F pCyl(X)q είναι ισοµορφισµός µε αντίστρο-
ϕο τον F pi0q

´1 : F p(CylpXqqq ÝÑ F pXq ο οποίος είναι εξίσου ισοµορφισµός. Ως εκ
τούτου ο µορφισµός F psq “ F pi0q

´1 είναι ένας ισοµορφισµός. ΄Ετσι, απο τις ισότητες
F psq ˝ F pi0q “ 1F pXq και F psq ˝ F pi1q “ 1F pXq προκύπτει ότι F pi0q “ F psq´1 “ F pi1q.
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Εποµένως, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις ιδιότητες ενός συναρτητή, την τελευταία ισότητα καθώς
και τις ισότητες H ˝ i0 “ f και H ˝ i1 “ g έχουµε:

F pfq “ F pH ˝ i0q “ F pHq ˝ F pi0q “ F pHq ˝ F pi1q “ F pH ˝ i1q “ F pgq.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Παραπάνω ορίσαµε τις έννοιες της αριστερής και δεξιάς οµοτοπίας αντίστοιχα. ΄Οπως είδαµε
τόσο η αριστερή όσο και η δεξιά οµοτοπία αποτελουν µορφισµούς οι οποίοι ικανοποιούν κάποιες
συγκεκριµένες ισότητες. Είναι λοιπόν ϕυσικό να αναρρωτηθούµε εαν οι µορφισµοι αυτοί αντι-
στρέφονται και αν αυτό συµβαίνει εαν οι αντίστροφοι αυτών είναι εξίσου αριστερή ή αντιστοιχα
δεξιά οµοτοπία. Την απάντηση δίνει ο ακόλουθος ορισµός.

Ορισµός 3.2.17. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και f, g : X ÝÑ Y µορφισµοί στην C.

1. Ας είναι

X
š

X
i0`i1 // Cyl(X)

s // X

ένα κυλινδρικό αντικείµενο για το X και H : Cyl(X) ÝÑ Y µια αριστερή οµοτοπία απο τον
µορφισµό f στον µορφισµό g. Τότε ορίζεται ο αντίστροφος (inverse) τουH ,H´1 : Cyl(X) ÝÑ
Y , όπου

X
š

X
i1`i0 // Cyl(X)

s // X

είναι ένα κυλινδρικό αντικείµενο για το X ο οποίος ισούται µε τον H και είναι µια αριστερή
οµοτοπία απο τον µορφισµό g στον µορφισµό f .

2. Ας είναι

Y
r // Path(Y)

pp0,p1q // Y ˆ Y

ένα µονοπάτι αντικείµενο για το Y καιH : X ÝÑ Path(Y) µια δεξιά οµοτοπία απο τον µορφισµό
f στον µορφισµό g. Τότε ορίζεται ο αντίστροφος (inverse) του H , H´1 : X ÝÑ Path(Y),
όπου

Y
r // Path(Y)

pp1,p0q // Y ˆ Y

είνα ένα µονοπάτι αντικείµενο για το Y ο οποίος ισούται µε τον H και είναι µια δεξιά οµοτοπία
απο τον µορφισµό g στον µορφισµό f .

Στο ακόλουθο λήµµα δίνονται οι προϋποθέσεις οι οποίες πρέπει να πληροί ένα αντικείµενο
X και ένα αντικείµενο Y µιας κατηγορίας µοντέλο C έτσι ώστε δύο κυλινδρικά αντικείµενα και
δυϊκά δύο µονοπάτι αντικείµενα να µπορούν να συντεθουν για να δώσουν ένα κυλινδρικό και ένα
µονοπάτι αντικείµενο αντίστοιχα.

Λήµµα 3.2.18. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και X, Y αντικείµενα αυτής.

1. Εαν X
š

X
i0`i1 // Cyl(X)

s // X και X
š

X
i10`i

1
1 // Cyl(X)1

s1 // X είναι κυ-
λινδρικά αντικείµενα για το X και X είναι συννινώδες τότε υπάρχει ένα τρίτο κυλινδρικό

αντικείµενο X
š

X
i20`i

2
1 // Cyl(X)2

s2 // X στο οποίο Cyl(X)2 είναι το pushout του δια-
γράµµατος

X
i10 //

i1

��

Cyl(X)1

Cyl(X)
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ο µορφισµός i20 : X ÝÑ Cyl(X)2 είναι η σύνθεση

X
i0 // Cyl(X)

k10 // Cyl(X)2

και ο µορφισµός i21 : X ÝÑ Cyl(X)2 είναι η σύνθεση

X
i11 // Cyl(X)1

k1 // Cyl(X)2

2. Εαν Y
r // Path(Y)

pp0,p1q // Y ˆ Y και Y
r1 // Path(Y)1

pp10,p
1
1q // Y ˆ Y είναι µο-

νοπάτι αντικείµενα για το Y και το Y είναι ινώδες τότε υπάρχει ένα τρίτο µονοπάτι αντικείµενο

Y
r2 // Path(Y)2

pp20,p
2
1q // Y ˆ Y στο οποίο Path(Y)2 είναι το pullback του διαγράµµατος

Path(Y)

p1

��
Path(Y)1

p10

// Y

ο µορφισµός p20 : Path(Y)2 ÝÑ Y είναι η σύνθεση

Path(Y)2
l10 // Path(Y)

p0 // Y

και ο µορφισµός p21 : Path(Y)2 ÝÑ Y είναι η σύνθεση

Path(Y)2
l1 // Path(Y)1

p11 // Y.

Απόδειξη. 1. Υποθέτουµε ότι

X
š

X
i0`i1 // Cyl(X) s // X

και

X
š

X
i10`i

1
1 // Cyl(X)1 s1 // X

είναι κυλινδρικά αντικείµενα για το X και X είναι συννινώδες. Ας είναι Cyl(X)2 το pushout
του διαγράµµατος

X
i10 //

i1

��

Cyl(X)1

Cyl(X).

Τότε, το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα είναι pushout

X

i1

��

i10 // Cyl(X)1

k1

��
Cyl(X)

k10

// Cyl(X)2
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Απο το δεύτερο σκέλος του Σχολίου 3.2.2. έχουµε ότι s ˝ i0 “ 1X “ s ˝ i1. Αντίστοιχα, για
το κυλινδρικό αντικείµενο Cyl(X)1 ισχύει ότι s1 ˝ i10 “ 1X “ s1 ˝ i11. ΄Ετσι, συνδυάζοντας τις
τελευταίες ισότητες έχουµε s1 ˝ i10 “ 1X “ s˝ i1. Λόγω της καθολικής ιδιότητας του pushout
υπάρχει µοναδικός µορφισµός s2 : Cyl(X)2 ÝÑ X τέτοιος ώστε s2 ˝ k1 “ s1 και s2 ˝ k10 “ s
όπως παριστάνεται στο ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

X

i1

��

i10 // Cyl(X)1

k1

��
s1

��

Cyl(X)
k10

//

s

++

Cyl(X)2

s2

""
X

Εφόσον το X είναι ένα συννινώδες αντικείµενο της C απο το πρώτο σκέλος του Λήµµατος
3.2.6 έπεται ότι οι µορφισµοί i0, i1 : X ÝÑ Cyl(X) και i10, i11 : X ÝÑ Cyl(X)1 είναι τετριµµένες
συννηµατώσεις. ΄Ως εκ τούτου λαµβάνοντας υπ΄ όψιν το παραπάνω pushout διάγραµµα απο
το δεύτερο σκέλος της Πρότασης 3.1.23 συµπεραίνουµε ότι οι µορφισµοί k10 : Cyl(X) ÝÑ
Cyl(X)2 και k1 : Cyl(X)1 ÝÑ Cyl(X)2 είναι τετριµµένες συννηµατώσεις. Ο µορφισµός k1

ως τετριµµένη συννηµάτωση είναι ασθενής ισοδυναµία. Απο τον ορισµό του κυλινδρικού
αντικειµένου Cyl(X)1 ο µορφισµός s1 είναι εξίσου ασθενής ισοδυναµία. ΄Ετσι, απο την ισότητα
s2 ˝ k1 “ s1 σύµφωνα µε το Αξίωµα pMC2q ο µορφισµός s2 είναι ασθενής ισοδυναµία.
Επιπλέον, χρησιµοποιώντας τις ισότητες s2 ˝ k1 “ s1 και s2 ˝ k10 “ s, τον τρόπο ορισµού των
µορφισµών i20 και i21 και τις ισότητες οι οποίες προκύπτουν απο τον ορισµό των κυλινδρικών
αντικειµένων Cyl(X) και Cyl(X)1 έχουµε:

s2˝pi20`i
2
1q “ ps

2˝pi20`i
2
1qq˝in0`ps

2˝pi20`i
2
1qq˝in1 “ s2˝ppi20`i

2
1q˝in0q`s

2˝ppi20`i
2
1q˝in1q “

“ s2˝i20`s
2˝i21 “ s2˝pk10˝i0q`s

2˝pk1˝i
1
1q “ ps

2˝k10q˝i0`ps
2˝k1q˝i

1
1 “ s˝i0`s

1˝i11 “ 1X`1X .

Για να έχουµε το Ϲητούµενο µας αποµένει να αποδείξουµε ότι ο µορφισµός i20`i21 : X
š

X ÝÑ

Cyl(X)2 είναι συννηµάτωση.
Θεωρούµε τον µορφισµό i0

š

1X : X
š

X ÝÑ Cyl(X)
š

X. Για τον µορφισµό i0
š

1X λόγω
των ιδιοτήτων των συν-γινοµένων έχουµε τα ακόλουθα µεταθετικά διαγράµµατα:

X

i0

��

in0 // X
š

X

i0
š

1X

��
Cyl(X)

in10 // Cyl(X)
š

X

X

1X

��

in1 // X
š

X

i0
š

1X

��
X

in11 // Cyl(X)
š

X.

΄Ετσι, ισχύει ότι in10 ˝ i0 “ pi0
š

1Xq ˝ in0 και in11 “ pi0
š

1Xq ˝ in1. Ανάλογες ισότητες
ικανοποιεί ο µορφισµός i1

š

1X : X
š

X ÝÑ Cyl(X)
š

X. ∆ηλαδή ισχύει pi1
š

1Xq˝in0 “

in10 ˝ i1 και pi1
š

1Xq ˝ in1 “ in11. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις δύο πρώτες ισότητες έχουµε:

pk10`k1˝i
1
1q˝pi0

ž

1Xq “ ppk
1
0`k1˝i

1
1q˝pi0

ž

1Xqq˝in0`ppk
1
0`k1˝i

1
1q˝pi0

ž

1Xqq˝in1 “

“ pk10`k1˝i
1
1q˝ppi0

ž

1Xq˝in0q`pk
1
0`k1˝i

1
1q˝ppi0

ž

1Xq˝in1q “ pk
1
0`k1˝i

1
1q˝pin

1
0˝i0q`pk

1
0`
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`k1 ˝ i
1
1q ˝ in

1
1 “ ppk

1
0 ` k1 ˝ i

1
1q ˝ in

1
0q ˝ i0 ` k1 ˝ i

1
1 “ k10 ˝ i0 ` k1 ˝ i

1
1 “ i20 ` i

2
1.

΄Ετσι, ο µορφισµός i20 ` i21 : X
š

X ÝÑ Cyl(X)2 ισούται µε την σύνθεση

X
š

X
i0

š

1X // Cyl(X)
š

X
k10`k1˝i

1
1 // Cyl(X)2

Απο την Πρόταση 1.4.16 έχουµε ότι κάθε διάγραµµα της µορφής:

X
ιn0 //

f

��

X
š

X

f
š

1X

��
Y

ιn10 // Y
š

X

είναι pushout διάγραµµα. Εποµένως στην περίπτωση µας λαµβάνοντας ως Y “ CylpXq
και f “ i0 έπεται ότι το ακόλουθο διάγραµµα είναι pushout

X
in0 //

i0

��

X
š

X

i0
š

1X

��
Cyl(X)

in10 // Cyl(X)
š

X

Ως εκ τούτου ο µορφισµός i0
š

1X : X
š

X ÝÑ Cyl(X)
š

X είναι pushout του µορφισµού
i0 : X ÝÑ CylpXq ο οποίος ως τετριµµένη συννηµάτωση είναι συννηµάτωση. ΄Ετσι, απο
το πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.1.23 έπεται ότι ο µορφισµός i0

š

1X είναι συννηµάτωση.
Θεωρούµε το διάγραµµα

X
š

X
i1

š

1X //

i10`i
1
1

��

Cyl(X)
š

X

k10`i
2
1

��
Cyl(X)1

k1 // Cyl(X)2

Χρησιµοποιώντας την µεταθετικότητα του πρώτου pushout διαγράµµατος, τον τρόπο ορι-
σµού του µορφισµού i21 και τις ισότητες pi1

š

1Xq ˝ in0 “ in10 ˝ i1, pi1
š

1Xq ˝ in1 “ in11
προκύπτει ότι :

k1 ˝ pi
1
0 ` i

1
1q “ pk1 ˝ pi

1
0 ` i

1
1qq ˝ in0 ` pk1 ˝ pi

1
0 ` i

1
1qq ˝ in1 “

“ k1 ˝ ppi
1
0 ` i

1
1q ˝ in0q ` k1 ˝ ppi

1
0 ` i

1
1q ˝ in1q “ k1 ˝ i

1
0 ` k1 ˝ i

1
1 “ k10 ˝ i1 ` i

2
1.

και

pk10`i
2
1q˝pi1

ž

1Xq “ ppk
1
0`i

2
1q˝pi1

ž

1Xqq˝in0`ppk
1
0`i

2
1q˝pi1

ž

1Xqq˝in1 “ pk
1
0`i

2
1q˝

˝ppi1
ž

1Xq˝in0q`pk
1
0`i

2
1q˝ppi1

ž

1Xq˝in1q “ pk
1
0`i

2
1q˝in

1
0˝i1`pk

1
0`i

2
1q˝in

1
1 “ k10˝i1`i

2
1

΄Ετσι, το τελευταίο διάγραµµα είναι µεταθετικό. Εν συνεχεία ϑα αποδείξουµε ότι είναι pu-
shout. Θεωρούµε το επαυξηµένο διάγραµµα

X

pIq

in0 //

i1

��

X
š

X

pIIqi1
š

1X

��

i10`i
1
1 // Cyl(X)1

k1

��
Cyl(X)

in10 // Cyl(X)
š

X
k10`i

2
1 // Cyl(X)2
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Το διάγραµµα (Ι)+(ΙΙ) είναι pushout εξ΄ υποθέσεως. Το διάγραµµα (Ι) όπως είδαµε παραπά-
νω είναι εξίσου pushout. ΄Ετσι, απο το δεύτερο σκέλος της Πρότασης 1.4.17 έπεται ότι το
διάγραµµα (ΙΙ) είναι pushout. Ως εκ τούτου ο µορφισµός k10 ` i21 είναι pushout του µορ-
ϕισµού i10 ` i11 κατα µήκος του µορφισµού i1

š

1X και ο µορφισµός k1 είναι pushout του
µορφισµού i1

š

1X κατα µήκος του µορφισµού i10 ` i11. Απο τον ορισµό του κυλινδρικού
αντικειµένου Cyl(X)1 έχουµε ότι ο µορφισµός i10 ` i11 : X

š

X ÝÑ (Cyl(X))1 είναι συννηµά-
τωση. ΄Ετσι, απο το πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.1.23 έπεται ότι ο µορφισµός k10 ` i21 είναι
εξίσου συννηµάτωση. Εποµένως, απο το πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.1.22 έπεται ότι ο
µορφισµός i20 ` i21 “ pk10 ` i21q ˝ pi0

š

1Xq είναι συννηµάτωση.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Στον ορισµό 3.2.17 είδαµε ότι τόσο η αριστερή όσο και η δεξιά οµοτοπία αντιστρέφονται και οι
αντίστροφοι αυτών είναι αντίστοιχα αριστερή και δεξιά οµοτοπία. Εν συνεχεία το ερώτηµα το οποίο
τίθεται ειναι το εξής : Εαν έχουµε µια αριστερή οµοτοπία απο έναν µορφισµό f σε έναν µορφισµό
g και µια αριστερή οµοτοπία απο τον µορφισµό g σε έναν µορφισµό h µπορούµε να ορίσουµε
την σύνθεση των παραπάνω οµοτοπιών και αν αυτή ορίζεται είναι αριστερή οµοτοπία ; ∆υϊκα εαν
έχουµε µια δεξιά οµοτοπία απο έναν µορφισµό f σε έναν µορφισµό g και µια δεξιά οµοτοπία απο
τον µορφισµό g σε έναν µορφισµό h µπορούµε να ορίσουµε την σύνθεση των παραπάνω οµοτοπιών
και αν αυτή ορίζεται είναι δεξιά οµοτοπία ;

Ορισµός 3.2.19. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και f : X ÝÑ Y , g : X ÝÑ Y , h : X ÝÑ Y
µορφισµοί στην C.

1. Ας είναι X
š

X
i0`i1 // Cyl(X)

s // X και X
š

X
i10`i

1
1 // Cyl(X)1

s1 // X κυ-
λινδρικά αντικείµενά για το X, X ένα συννινώδες αντικείµενο της C, H : Cyl(X) ÝÑ Y µια
αριστερή οµοτοπία απο τον µορφισµό f στον µορφισµό g και H 1 : Cyl(X)1 ÝÑ Y µια αριστερή
οµοτοπία απο τον µορφισµό g στον µορφισµό h. Τότε ορίζεται η σύνθεση (composition)
H ˝H 1 : Cyl(X)2 ÝÑ Y των αριστερών οµοτοπιών H 1 και H όπου Cyl(X)2 είναι το κυλινδρικό
αντικείµενο που ορίστηκε στο Λήµµα 3.2.16. η οποία είναι µια αριστερή οµοτοπία απο τον
µορφισµό f στον µορφισµό h.

2. Ας είναι Y
r // Path(Y)

pp0,p1q // Y ˆ Y και Y
r1 // Path(Y)1

pp10,p
1
1q // Y ˆ Y είναι

µονοπάτι αντικείµενα για το Y , Y είναι ένα ινώδες αντικείµενο της C, H : X ÝÑ Path(Y)
µια δεξιά οµοτοπία απο τον µορφισµό f στον µορφισµό g και H 1 : X ÝÑ Path(Y)1 µια δεξιά
οµοτοπία απο τον µορφισµό g στον µορφισµό h. Τότε ορίζεται η σύνθεση (composition)
H ˝H 1 : X ÝÑ Path(Y)2 των δεξιών οµοτοπιών H 1 και H όπου Path(Y)2 είναι το µονοπάτι α-
ντικείµενο που ορίστηκε στο Λήµµα 3.2.16. η οποία είναι µια δεξιά οµοτοπία απο τον µορφισµό
f στον µορφισµό h.

Στην συνέχεια διατυπώνουµε και αποδεικνύουµε ικάνες συνθήκες για να είναι η αριστερής
οµοτοπία, η δεξιά οµοτοπία και η οµοτοπία σχέσεις ισοδυναµίας στο σύνολο HomCpX,Y q των
µορφισµών απο το X στο Y µιας κατηγορίας µοντέλο C.

Πρόταση 3.2.20. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και X, Y αντικείµενα της C.

1. Εαν το X είναι συννινώδες τότε η αριστερή οµοτοπία «vl» είναι µια σχέση ισοδυναµίας επι του
συνόλου HomCpX,Y q των µορφισµών απο το X στο Y .

2. Εαν το Y είναι ινώδες τότε η δεξιά οµοτοπία «vr» είναι µια σχέση ισοδυναµίας επι του συνόλου
HomCpX,Y q των µορφισµών απο το X στο Y .

3. Εαν το X είναι συννινώδες και το Y είναι ινώδες τότε η οµοτοπία «v» είναι µια σχέση ισοδυνα-
µίας επι του συνόλου HomCpX,Y q των µορφισµών απο το X στο Y .
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Απόδειξη. 1. Θα αποδείξουµε ότι η «vl» είναι ανακλαστική, συµµετρική και µεταβατική.

• Ανακλαστική: f vl f .
Ας είναι f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην C. Ο µορφισµός 1X ` 1X : X

š

X ÝÑ X
παραγοντοποιείται ως

X
š

X
1X`1X // X

1X // X

όπου ο ταυτοτικός µορφισµός 1X : X ÝÑ X είναι ασθενής ισοδυναµία. Επιπλέον,
λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις ιδιότητες του ταυτοτικού µορφισµού ο µορφισµός f είναι
τέτοιος ώστε f ˝ 1X “ f . Τότε σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.2.10 ο
µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού f .

• Συµµετρική: Εαν f vl g τότε g vl f .
Υποθέτουµε ότι f vl g. Τότε υπάρχει ένα κυλινδρικό αντικείµενο

X
š

X
i“i0`i1 // Cyl(X) s // X

και ένας µορφισµός H : Cyl(X) ÝÑ Y τέτοιος ώστε H ˝ i0 “ f και H ˝ i1 “ g.
Θεωρούµε τον µορφισµό l “ in1

š

in0 : X
š

X ÝÑ X
š

X. Για τον µορφισµό l “
in1

š

in0 : X
š

X ÝÑ X
š

X έχουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

X

in1

��

in0

��

in1

//
in0 // X

š

X

l

{{
X

š

X

΄Ετσι, ισχύει ότι : l ˝ in0 “ in1 και l ˝ in1 “ in0. Συνδυάζοντας τις τελευταίες ισότητες
προκύπτει ότι

l ˝ l ˝ in1 “ in1

και
l ˝ l ˝ in0 “ in0.

Επιπλέον ισχύει ότι 1X
š

X ˝ in1 “ in1 και 1X
š

X ˝ in0 “ in0. ΄Οµως λόγω της
καθολικής ιδιότητας του συνγινοµένου X

š

X δοθέντων των µορφισµών in1 και in0

ο µορφισµός l ˝ l είναι ο µοναδικός µορφισµός τέτοιος ώστε l ˝ l ˝ in1 “ in1 και
l ˝ l ˝ in0 “ in0. ΄Ετσι, l ˝ l “ 1X

š

X και l ˝ l “ 1X
š

X . Απο τις τελευταίες ισότητες
έχουµε ότι ο µορφισµός l είναι ισοµορφισµός µε αντίστροφο τον l´1 “ l. Εποµένως
απο το λήµµα 3.1.21 ο µορφισµός l είναι τετριµµένη συννηµάτωση και ως εκ τούτου
συννηµάτωση. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον ορισµό του κυλινδρικού αντικειµένου Cyl(X)
ο µορφισµός i “ i0`i1 είναι εξίσου συννηµάτωση. Ως εκ τούτου απο το τρίτο σκέλος της
Πρότασης 3.1.22 ο µορφισµός i ˝ l : X

š

X ÝÑ Cyl(X) είναι συννηµάτωση. Επιπλέον
απο τον ορισµό του κυλινδρικού αντικειµένου Cyl(X) ο µορφισµός s : Cyl(X) ÝÑ X
είναι ασθενής ισοδυναµία και ακόµη ισχύει ότι s ˝ i “ 1X ` 1X . Χρησιµοποιώντας
την προσεταιριστικότητα της σύνθεσης, την τελευταία ισότητα καθώς και τις ισότητες
l ˝ in0 “ in1 και l ˝ in1 “ in0 έχουµε:

s˝pi˝lq “ ps˝iq˝l “ p1X`1Xq˝l “ p1X`1Xq˝l˝in0`p1X`1Xq˝l˝in1 “ p1X`1Xq˝in1`

`p1X ` 1Xq ˝ in0 “ 1X ` 1X .

Εποµένως, απο τα παραπάνω προκύπτει ότι το

X
š

X
i˝l // Cyl(X) s // X
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είναι ένα κυλινδρικό αντικείµενο για το X. Επιπλέον, απο την προσεταιριστικότητα
της σύνθεσης και τις ισότητες l ˝ in0 “ in1, l ˝ in1 “ in0, i ˝ in0 “ i0, i ˝ in1 “ i1,
H ˝ i0 “ f και H ˝ i1 “ g έπεται ότι υπάρχει ένας µορφισµός H : Cyl(X) ÝÑ Y τέτοιος
ώστε

H ˝ ppi ˝ lq ˝ in0q “ H ˝ pi ˝ pl ˝ in0qq “ H ˝ pi ˝ in1q “ H ˝ i1 “ g

και
H ˝ ppi ˝ lq ˝ in1q “ H ˝ pi ˝ pl ˝ in1qq “ H ˝ pi ˝ in0q “ H ˝ i0 “ f.

Συνεπώς, ο µορφισµός g είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού f .
∆ιαφορετικά, ϑα µπορούσαµε να αποδείξουµε την συµµετρική ιδιότητα µε την ϐοήθεια
Ορισµού 3.2.17.
Πιο συγκεκριµένα, εφόσον f vl g υπάρχει ένα κυλινδρικό αντικείµενο

X
š

X
i“i0`i1 // Cyl(X) s // X

και ένας µορφισµός H : Cyl(X) ÝÑ Y τέτοιος ώστε H ˝ i0 “ f και H ˝ i1 “ g. Τότε
σύµφωνα µε τον ορισµό 3.2.17 υπάρχει ένα κυλινδρικό αντικείµενο

X
š

X
i“i1`i0 // Cyl(X) s // X

για το X και ένας µορφισµός H´1 “ H : Cyl(X) ÝÑ Y απο τον µορφισµό g στον
µορφισµό f µε H´1 ˝ i1 “ g και H´1 ˝ i0 “ f . Ως εκ τούτου ο µορφισµός g είναι
αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού f µε αριστερή οµοτοπία H´1.

• Μεταβατική: Εαν f vl g και g vl h τότε f vl h.

Υποθέτουµε ότι f vl g και g vl h. Τότε υπάρχουν κυλινδρικά αντικείµενα

X
š

X
i“i0`i1 // Cyl(X) s // X και X

š

X
i“i10`i

1
1 // Cyl(X)1 s1 // X για τοX

και µορφισµοί H : Cyl(X) ÝÑ Y και H 1 : Cyl(X)1 ÝÑ Y τέτοιοι ώστε H ˝ i0 “ f και
H ˝ i1 “ g, H 1 ˝ i10 “ g και H 1 ˝ i11 “ h. Εφόσον το X είναι συννινώδες αντι-
κείµενο σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του ορισµού 3.2.19 υπάρχει ένα κυλινδρικό

X
š

X
i“i20`i

2
1 // Cyl(X)2 s2 // X όπως ορίστηκε στο πρώτο σκέλος του Λήµµατος

3.2.18 και ένας µορφισµός H ˝ H 1 : Cyl(X)2 ÝÑ Y τέτοιος ώστε H ˝ H 1 ˝ i20 “ f και
H ˝H 1 ˝ i21 “ h. Εποµένως ο µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού
h µε αριστερή οµοτοπία H ˝H 1.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους.

3. Υποθέτουµε ότι το X είναι συννινώδες και το Y είναι ινώδες. Τότε απο το πρώτο σκέλος της
εν λόγω πρότασης η αριστερή οµοτοπία και αντίστοιχα απο το δεύτερο σκέλος της η δεξιά
οµοτοπία είναι σχέσεις ισοδυναµίας επι του συνόλου HomCpX,Y q. ΄Οµως η οµοτοπία εξ΄
ορισµού είναι ταυτόχρονα αριστερή και δεξιά. Εποµένως, είναι άµεσο ότι είναι µια σχέση
ισοδυναµίας επι του συνόλου HomCpX,Y q. �

Πρόταση 3.2.21. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και f, g : X ÝÑ Y µορφισµοί στην C.

1. ∆οθέντος ενός µορφισµού h : Y ÝÑ Z στην C εαν f vl g τότε h ˝ f vl h ˝ g.

2. ∆οθέντος ενός µορφισµού k : W ÝÑ X στην C εαν f vr g τότε f ˝ k vr g ˝ k.

Απόδειξη. 1. Υποθέτουµε ότι f vl g. Τότε υπάρχει ένα κυλινδρικό αντικείµενο

X
š

X
i“i0`i1 // Cyl(X) s // X
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και ένας µορφισµός H : Cyl(X) ÝÑ Y τέτοιος ώστε H ˝ i0 “ f και H ˝ i1 “ g. Θεωρούµε τον
µορφισµό h ˝ H : Cyl(X) ÝÑ Z. Χρησιµοποιώντας την προσεταιριστικότητα της σύνθεσης
και τις παραπάνω ισότητες προκύπτει ότι :

ph ˝Hq ˝ i0 “ h ˝ pH ˝ i0q “ h ˝ f

και
ph ˝Hq ˝ i1 “ h ˝ pH ˝ i1q “ h ˝ g.

Εφόσον X
š

X
i“i0`i1 // Cyl(X) s // X είναι ένα κυλινδρικό αντικείµενο για το X και

υπάρχει ένας µορφισµός h˝H : Cyl(X) ÝÑ Z τέτοιος ώστε ph˝Hq˝i0 “ h˝f και ph˝Hq˝i1 “
h˝g ο µορφισµός h˝f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού h˝g µε αριστερή οµοτοπία
τον µορφισµό h ˝H.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Στην παραπάνω πρόταση είδαµε ότι δοθέντος ενός µορφισµού και µιας αριστερής (αντίστοι-
χα δεξιάς οµοτοπίας) συνθέτοντας απο αριστερά (αντίστοιχα δεξιά) µε τον µορφισµό η αριστερή
(αντίστοιχα δεξιά) οµοτοπία διατηρείται. Ωστόσο υπο κάποιες προϋποθέσεις είναι δυνατόν συνθέ-
τοντας µε έναν µορφισµό απο δεξιά (αντίστοιχα απο αριστερά) να διατηρηθεί η αριστερή οµοτοπί-
α(αντίστοιχα η δεξιά οµοτοπία) όπως υποδηλώνεται απο την ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 3.2.22. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και f, g : X ÝÑ Y µορφισµοί στην C.

1. ∆οθέντος ενός µορφισµού h : Z ÝÑ X στην C εαν f vl g και Y είναι ένα ινώδες αντικείµενο
τότε f ˝ h vl g ˝ h.

2. ∆οθέντος ενός µορφισµού w : Y ÝÑ Z στην C εαν f vr g και X είναι ένα συννινώδες
αντικείµενο τότε w ˝ f vr w ˝ g.

Απόδειξη. 1. ∆οθέντος ενός µορφισµού h : Z ÝÑ X στην C υποθέτουµε ότι f vl g και ότι Y
είναι ένα ινώδες αντικείµενο. Τότε σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.2.9 υπάρ-

χει ένα κυλινδρικό αντικείµενο X
š

X
i“i0`i1 // Cyl(X) s // X στο οποίο ο µορφισµός

s : Cyl(X) ÝÑ Y είναι τετριµµένη νηµάτωση και µια αριστερή οµοτοπία H : Cyl(X) ÝÑ Y .

Εν συνεχεία υποθέτουµε ότι Z
š

Z
j“j0`j1 // Cyl(Z) t // Z είναι ένα κυλινδρικό αντι-

κείµενο για το Z. Θεωρούµε το ακόλουθο διάγραµµα:

Z
š

Z

j“j0`j1

��

h
š

h // X
š

X
i“i0`i1 // Cyl(X)

s

��
Cyl(Z)

rh

55

t // Z
h // X

(3.1)

΄Οσον αφορά τον µορφισµό h
š

h : Z
š

Z ÝÑ X
š

X έχουµε το ακόλουθο µεταθετικό
διάγραµµα:

Z
in11

//
in10 //

h

��

Z
š

Z

h
š

h

��
X

in1

//
in0 // X

š

X



196 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΚΑΤΗΓΟΡΙΕΣ ΜΟΝΤΕΛΑ

΄Ετσι, ισχύει ότι ph
š

hq ˝ in10 “ in0 ˝ h και ph
š

hq ˝ in11 “ in1 ˝ h. Θεωρούµε το ακόλουθο
διάγραµµα:

Z

h

��

in11

//
in10 // Z

š

Z

h˝pt˝jq
ww

φ

ww
X

όπου φ “ s ˝ i ˝ ph
š

hq. Χρησιµοποιώντας την προσεταιριστικότητα της σύνθεσης,τις
ιδιότητες που διέπουν τους ταυτοτικούς µορφισµούς 1X και 1Z , τον τρόπο ορισµού των
µορφισµών i0 και i1, τις ισότητες ph

š

hq ˝ in10 “ in0 ˝ h, ph
š

hq ˝ in11 “ in1 ˝ h, τις
ισότητες του δεύτερου σκέλους του σχολίου 3.2.2 καθώς και την ισότητα που προκύπτει απο
το γεγονός ότι Cyl(Z) είναι ένα κυλινδρικό αντικείµενο για το Z προκύπτει ότι :

φ˝in10 “ ps˝i˝ph
ž

hqq˝in10 “ ps˝iq˝pph
ž

hq˝in10q “ ps˝iq˝pin0˝hq “ pps˝iq˝in0q˝h “

“ ps ˝ pi ˝ in0qq ˝ h “ ps ˝ i0q ˝ h “ 1X ˝ h “ h.

ph ˝ t ˝ jq ˝ in10 “ ph ˝ p1Z ` 1Zqq ˝ in
1
0 “ h ˝ pp1Z ` 1Zq ˝ in

1
0q “ h ˝ 1Z “ h.

φ˝in11 “ ps˝i˝ph
ž

hqq˝in11 “ ps˝iq˝pph
ž

hq˝in11q “ ps˝iq˝pin1˝hq “ pps˝iq˝in1q˝h “

“ ps ˝ pi ˝ in1qq ˝ h “ ps ˝ i1q ˝ h “ 1X ˝ h “ h.

και

ph ˝ t ˝ jq ˝ in11 “ ph ˝ p1Z ` 1Zqq ˝ in
1
1 “ h ˝ pp1Z ` 1Zq ˝ in

1
1q “ h ˝ 1Z “ h.

Λόγω της καθολικής ιδιότητας του συνγινοµένου Z
š

Z υπάρχει µοναδικός µορφισµός
Z
š

Z ÝÑ X. Εποµένως απο τις τελευταίες ισότητες έπεται ότι φ “ h ˝ t ˝ j, γεγονός
που αποδεικνύει την µεταθετικότητα του διαγράµµατος (3.1). Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον ο-
ϱισµό του κυλινδρικού αντικειµένου Cyl(Z) για το Z ο µορφισµός j : Z

š

Z ÝÑ Cyl(Z) είναι
συννηµάτωση. Επιπλέον, ανατρέχοντας στα παραπάνω ο µορφισµός s : Cyl(X) ÝÑ X είναι
τετριµµένη νηµάτωση. Τότε απο το πρώτο σκέλος του Αξιώµατος pMC4q υπάρχει µια ανύ-
ψωση rh : Cyl(Z) ÝÑ Cyl(X) στο διάγραµµα (3.1). Ως εκ τούτου ισχύει ότι rh ˝ j “ i ˝ ph

š

hq

και s ˝ rh “ h ˝ t. Θεωρούµε τον µορφισµό H ˝ rh : Cyl(Z) ÝÑ Y . Χρησιµοποιώντας την
προσεταιριστικότητα της σύνθεσης, τον ορισµό των µορφισµών i0, i1 και j0, j1, τις ισότητες
ph

š

hq ˝ in10 “ in0 ˝h, ph
š

hq ˝ in11 “ in1 ˝h και rh˝ j “ i˝ ph
š

hq καθώς και τις ισότητες
H ˝ i0 “ f , H ˝ i1 “ g οι οποίες προκύπτουν απο το γεγονός ότι H είναι µια αριστερή
οµοτοπία έπεται :

pH˝rhq˝j0 “ pH˝rhq˝pj˝in
1
0q “ ppH˝

rhq˝jq˝in10 “ pH˝p
rh˝jqq˝in10 “ pH˝pi˝ph

ž

hqqq˝in10 “

“ H˝pi˝pph
ž

hq˝in10qq “ H˝pi˝pin0˝hqq “ H˝ppi˝in0q˝hq “ H˝pi0˝hq “ pH˝i0q˝h “ f˝h

και

pH˝rhq˝j1 “ pH˝rhq˝pj˝in
1
1q “ ppH˝

rhq˝jq˝in11 “ pH˝p
rh˝jqq˝in11 “ pH˝pi˝ph

ž

hqqq˝in11 “

“ H˝pi˝pph
ž

hq˝in11qq “ H˝pi˝pin1˝hqq “ H˝ppi˝in1q˝hq “ H˝pi1˝hq “ pH˝i1q˝h “ g˝h

Εφόσον Z
š

Z
j“j0`j1 // Cyl(Z) t // Z είναι ένα κυλινδρικό αντικείµενο για το Z και

υπάρχει ένας µορφισµόςH˝rh : Cyl(Z) ÝÑ Y τέτοιος ώστε pH˝rhq˝j0 “ f˝h και pH˝rhq˝j1 “
g˝h ο µορφισµός f ˝h είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g˝h µε αριστερή οµοτοπία
τον µορφισµό H ˝ rh.
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2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Πρόταση 3.2.23. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και f, g : X ÝÑ Y µορφισµοί στην C.

1. Εαν τοX είναι συννινώδες και ο µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g τότε
ο µορφισµός f είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού g.

2. Εαν το Y είναι ινώδες και ο µορφισµός f είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού g τότε ο
µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g.

Απόδειξη. 1. ∆οθέντος ενός συννινώδους αντικειµένουX της C υποθέτουµε ότι f vl g. Σύµφω-
να µε το δεύτερο σκέλος του Λήµµατος 3.2.3 υπάρχει τουλάχιστον ένα µονοπάτι αντικείµενο

Y
r // Path(Y)

pp0,p1q // Y ˆ Y για το Y στο οποίο ο µορφισµός r : Y ÝÑ Path(Y) εί-
ναι τετριµµένη συννηµάτωση. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την υπόθεση, απο το πρώτο σκέλος της
Πρότασης 3.2.1 υπάρχει µια δεξιά οµοτοπία H : X ÝÑ Path(Y) απο τον µορφισµό f στον
µορφισµό g. Συνεπώς, ο µορφισµός f είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού g.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Στην ακόλουθη πρόταση µελετάµε την ιδιότητα της οµοτοπικής επέκτασης την οποία ικανο-
ποιούν οι συννηµατώσεις. Απο την σκοπία της αλγεβρικής τοπολογίας η ιδιότητα της οµοτοπικής
επέκτασης υποδεικνύει ποιές οµοτοπίες ορισµένες σε έναν υπόχωρο µπορούν να «επεκταθούν» σε
µια οµοτοπία η οποία ορίζεται σε έναν µεγαλύτερο χώρο.

Πρόταση 3.2.24. (Ιδιότητα της Οµοτοπικής Επέκτασης των Συννηµατώσεων)
Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο, X ένα ινώδες αντικείµενο της και k : A ÝÑ B µια συννηµάτωση
στην C. Τότε η k : A ÝÑ B έχει την ιδιότητα της οµοτοπικής επέκτασης ως προς το X. ∆ηλαδή για

οποιοδήποτε µονοπάτι αντικείµενο X
r // Path(X)

pp0,p1q // X ˆX για τοX και οποιουσδήποτε

µορφισµούςH : A ÝÑ Path(X) και rf : B ÝÑ X οι οποιοί κάνουν το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικό

A

k

��

H // Path(X)

p0

��
B

ĂH

<<

rf

// X

.

υπάρχει ένας µορφισµός rH : B ÝÑ Path(X) τέτοιος ώστε p0 ˝ rH “ rf και rH ˝ k “ H.

Απόδειξη. ∆οθέντος ενός ινώδους αντικειµένου X ας είναι X
r // Path(X)

pp0,p1q // X ˆX
ένα µονοπάτι αντικείµενο για το X. Τότε σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του Λήµµατος 3.2.6 ο
µορφισµός p0 : Path(X) ÝÑ X είναι τετριµµένη νηµάτωση. Θεωρούµε το ακόλουθο µεταθετικό
διάγραµµα

A

k

��

H // Path(X)

p0

��
B

ĂH

<<

rf

// X

.

στο οποίο ο µορφισµός k : A ÝÑ B είναι συννηµάτωση. Τότε απο το πρώτο σκέλος του Αξιώµα-
τος pMC4q υπάρχει µια ανύψωση rH : B ÝÑ Path(X) του παραπάνω µεταθετικού διαγράµµατος.
Εποµένως υπάρχει ένας µορφισµός rH : B ÝÑ Path(X) τέτοιος ώστε p0 ˝ rH “ rf και rH ˝k “ H. �
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Πρόταση 3.2.25. (Ιδιότητα της Οµοτοπικής Επέκτασης των Συννηµατώσεων)
Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο, X ένα ινώδες αντικείµενο της και k : A ÝÑ B µια συννηµάτωση
στην C. Τότε η k : A ÝÑ B έχει την ιδιότητα της οµοτοπικής επέκτασης ως προς το X. ∆ηλαδή για

οποιοδήποτε µονοπάτι αντικείµενο X
r // Path(X)

pp0,p1q // X ˆX για τοX και οποιουσδήποτε

µορφισµούςH : A ÝÑ Path(X) και rf : B ÝÑ X οι οποιοί κάνουν το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικό

A

k

��

H // Path(X)

p0

��
B

ĂH

<<

rf

// X

.

υπάρχει ένας µορφισµός rH : B ÝÑ Path(X) τέτοιος ώστε p0 ˝ rH “ rf και rH ˝ k “ H.

Απόδειξη. ∆οθέντος ενός ινώδους αντικειµένου X ας είναι X
r // Path(X)

pp0,p1q // X ˆX
ένα µονοπάτι αντικείµενο για το X. Τότε σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του Λήµµατος 3.2.6 ο
µορφισµός p0 : Path(X) ÝÑ X είναι τετριµµένη νηµάτωση. Θεωρούµε το ακόλουθο µεταθετικό
διάγραµµα

A

k

��

H // Path(X)

p0

��
B

ĂH

<<

rf

// X

.

στο οποίο ο µορφισµός k : A ÝÑ B είναι συννηµάτωση. Τότε απο το πρώτο σκέλος του Αξιώµα-
τος pMC4q υπάρχει µια ανύψωση rH : B ÝÑ Path(X) του παραπάνω µεταθετικού διαγράµµατος.
Εποµένως υπάρχει ένας µορφισµός rH : B ÝÑ Path(X) τέτοιος ώστε p0 ˝ rH “ rf και rH ˝k “ H. �

Εν συνεχεία µελετάµε την ιδιότητα της οµοτοπικής ανύψωσης που ικανοποιούν οι νηµατώ-
σεις. Στην κλασική οµοτοπική ϑεωρία η ιδιότητα της οµοτοπικής ανύψωσης είναι µια συνθήκη η
οποία ικανοποιείται απο συνεχείς απεικονίσεις µεταξύ τοπολογικών χώρων. Γενικότερα µια τέτοια
συνθήκη µπορεί να εµφανίστει στο γενικότερο πλαίσιο µιας κατηγορίας µε γινόµενα η οποία δια-
ϑέτει ένα αντικείµενο διάστηµα (interval object) δηλαδή ένα αντικείµενο της C το οποίο µπορούµε
να πούµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι συµπεριφέρεται όπως το διάστηµα r0, 1s µε τις δύο

εγκλείσεις ˚
š

˚
r0,1s // I του συνοριακού σηµείου ˚.

Πρόταση 3.2.26. (Ιδιότητα Της Οµοτοπικής Ανύψωσης Των Νηµατώσεων)
Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο, A ένα συννινώδες αντικείµενο της και k : X ÝÑ Y µια νηµάτωση
στην C. Τότε η k : X ÝÑ Y έχει την ιδιότητα της οµοτοπικής ανύψωσης ως προς το A. ∆ηλαδή για

οποιοδήποτε κυλινδρικό αντικείµενο A
š

A
i“i0`i1 // Cyl(A)

s // A για τοA και οποιουσδήποτε

µορφισµούς rf : A ÝÑ X καιH : Cyl(A) ÝÑ Y οι οποιοί κάνουν το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικό

A

i0

��

rf // X

k

��
Cyl(A)

ĂH

==

H
// Y
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υπάρχει ένας µορφισµός rH : Cyl(A) ÝÑ X τέτοιος ώστε rH ˝ i0 “ rf και k ˝ rH “ H.

Απόδειξη. ∆οθέντος ενός συννινώδους αντικειµένου A ας είναι A
š

A
i“i0`i1 // Cyl(A) s // A

ένα κυλινδρικό αντικείµενο για το A . Τότε σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Λήµµατος 3.2.6 ο
µορφισµός i0 : A ÝÑ Cyl(A) είναι τετριµµένη συννηµάτωση. Θεωρούµε το ακόλουθο µεταθετικό
διάγραµµα

A

i0

��

rf // X

k

��
Cyl(A)

ĂH

==

H
// Y

.

στο οποίο ο µορφισµός k : X ÝÑ Y είναι νηµάτωση. Τότε απο το δεύτερο σκέλος του Αξιώµα-
τος pMC4q υπάρχει µια ανύψωση rH : Cyl(A) ÝÑ X του παραπάνω µεταθετικού διαγράµµατος.
Εποµένως υπάρχει ένας µορφισµός rH : Cyl(A) ÝÑ X τέτοιος ώστε rH ˝ i0 “ rf και k ˝ rH “ H. �

Πόρισµα 3.2.27. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο.

1. Ας είναι k : A ÝÑ B µια συννηµάτωση στην C και X ένα ινώδες αντικείµενο της. Εαν
f : A ÝÑ X και g : B ÝÑ X είναι µορφισµοί στην C τέτοιοι ώστε ο µορφισµός g ˝ k : A ÝÑ X
να ορίζεται και να είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού f τότε υπάρχει ένας µορφισµός
g1 : B ÝÑ X µε την ιδιότητα ο µορφισµός g1 να είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού g και
g1 ˝ k “ f .

2. Ας είναι k : X ÝÑ Y µια νηµάτωση στην C και A ένα συννινώδες αντικείµενο της. Εαν
f : A ÝÑ X και g : A ÝÑ Y είναι µορφισµοί στην C τέτοιοι ώστε ο µορφισµός k ˝ f : A ÝÑ Y
να ορίζεται και να είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g τότε υπάρχει ένας µορφισµός
f 1 : A ÝÑ X µε την ιδιότητα ο µορφισµός f 1 να είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού f
και k ˝ f 1 “ g.

Απόδειξη. 1. Ας είναι k : A ÝÑ B µια συννηµάτωση στην C και X ένα ινώδες αντικείµενο της.
Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός g ˝ k : A ÝÑ X είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού f . Τότε

υπάρχει ένα µονοπάτι αντικείµενο X
r // Path(X)

pp0,p1q // X ˆX για το X και ένας
µορφισµός H : A ÝÑ Path(X) τέτοιος ώστε p0 ˝H “ g ˝ k και p1 ˝H “ f . Απο την ισότητα
p0 ˝H “ g ˝ k προκύπτει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

A

k

��

H // Path(X)

p0

��
B

ĂH

<<

g
// X

.

Τότε σύµφωνα µε την Πρόταση 3.2.25 υπάρχει ένας µορφισµός rH : B ÝÑ Path(X) τέτοιος
ώστε rH ˝ k “ H και p0 ˝ rH “ g. Συνδυάζοντας τις ισότητες p1 ˝ H “ f και rH ˝ k “ H
προκύπτει ότι pp1 ˝ rHq ˝ k “ f . ΄Ετσι, ϑέτοντας g1 “ p1 ˝ rH λαµβάνουµε τον Ϲητούµενο
µορφισµό g1 : B ÝÑ X ο οποίος ικανοποιεί την ισότητα g1 ˝ k “ f . Μας αποµένει να
αποδείξουµε ότι g1 vr g. Ο µορφισµός rH : B ÝÑ Path(X) είναι τέτοιος ώστε p0 ˝ rH “

g και p1 ˝ rH “ g1 και επιπλέον X
r // Path(X)

pp0,p1q // X ˆX είναι ένα µονοπάτι
αντικείµενο για το X. Ως εκ τούτου g vr g1. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι το X είναι ένα ινώδες
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αντικείµενο απο το δεύτερο σκέλος της Πρότασης 3.2.20 έπεται ότι η δεξιά οµοτοπία vr

είναι σχέση ισοδυναµίας. ΄Ετσι, εφόσον g vr g1 λόγω της συµµετρικής ιδιότητας έπεται ότι
g1 vr g.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Στην ακόλουθη πρόταση διατυπώνονται οι προϋποθέσεις κάτω απο τις οποίες οι έννοιες της
αριστερής και δεξιάς οµοτοπίας συµπίπτουν δινοντάς µας την έννοια της οµοτοπίας.

Πρόταση 3.2.28. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και f, g : X ÝÑ Y µορφισµοί στην C. Εαν X
είναι ένα συννινώδες αντικείµενο και Y ένα ινώδες αντικείµενο τότε οι σχέσεις αριστερής οµοτοπίας
και δεξιάς οµοτοπίας συµπίπτουν δινοντάς µας την σχέση οµοτοπίας και είναι σχέσεις ισοδυναµίας
στο σύνολο HomCpX,Y q.

Απόδειξη. ∆οθέντων δύο µορφισµών f, g : X ÝÑ Y στην C υποθέτουµε ότιX είναι ένα συννινώδες
και Y ένα ινώδες αντικείµενο της. Τότε σύµφωνα µε την Πρόταση 3.2.20. η αριστερή σχέση
οµοτοπίας και η δεξιά σχέση οµοτοπίας είναι σχέσεις ισοδυναµίας στο σύνολο HomCpX,Y q και ώς
σχέσεις ισοδυναµίας συµπίπτουν. Επιπλέον λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την υπόθεση, απο την Πρόταση
3.2.23. έπεται ότι ο µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g αν και µόνο αν ο
µορφισµός f είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού g. Εποµένως ο µορφισµός f είναι οµοτοπικός
του µορφισµού g. ΄Ετσι, οι σχέσεις αριστερής οµοτοπίας και δεξιάς οµοτοπίας συµπίπτουν δινοντάς
µας την σχέση οµοτοπίας. �

Ορισµός 3.2.29. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και X, Y αντικείµενα της C.

1. Εαν το X είναι συννινώδες συµβολίζουµε µε πlpX,Y q το σύνολο των αριστερών οµοτοπικών
κλάσεων των µορφισµών απο το X στο Y δηλαδή το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας του
συνόλου HomCpX,Y q ως προς την σχέση ισοδυναµίας η οποία γεννάται απο την αριστερή
οµοτοπία.

2. Εαν το Y είναι ινώδες συµβολίζουµε µε πrpX,Y q το σύνολο των δεξιών οµοτοπικών κλάσεων
των µορφισµών απο το X στο Y δηλαδή το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας του συνόλου
HomCpX,Y q ως προς την σχέση ισοδυναµίας η οποία γεννάται απο την δεξιά οµοτοπία.

3. Εαν το X είναι συννινώδες και το Y είναι ινώδες συµβολίζουµε µε πpX,Y q το σύνολο των
οµοτοπικών κλάσεων των µορφισµών απο το X στο Y δηλαδή το σύνολο των κλάσεων ισοδυ-
ναµίας του συνόλου HomCpX,Y q ως προς την σχέση ισοδυναµίας η οποία γεννάται απο την
οµοτοπία.

Σχόλιο 3.2.30. Στον παραπάνω ορισµό αναφερθήκαµε στην σχέση ισοδυναµίας η οποία γεννάται
απο την αριστερή οµοτοπία «vl» η οποία όπως είδαµε στην Πρόταση 3.2.20 υπο την προϋπόθεση
ότι το X είναι συννινώδες, είναι µια σχέση ισοδυναµίας. Ωστόσο µπορούµε να ϑεωρήσουµε το
σύνολο πlpX,Y q ακόµη και αν το X δεν είναι συννινώδες. Σ΄ αυτή την περίπτωση η αριστερή
οµοτοπία «vl» αφ΄ εαυτού δεν είναι κατ΄ ανάγκη µια σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο HomCpX,Y q.
Παρ΄ όλα αυτά µπορούµε να την ϑεωρήσουµε ως υποσύνολο µιας σχέσης ισοδυναµίας καθώς
γενικά ισχύει ότι εαν R είναι µια διµελής σχέση επι ενός συνόλου X δηλαδή R Ď X ˆ X και
J µια σχέση ισοδυναµίας τότε

Ş

RĎJ J “ R είναι η µικρότερη σχέση ισοδυναµίας επί του X η
οποία περιέχει την R. Ανάλογα για την δεξιά οµοτοπία και την οµοτοπία.

Στην κατασκευή της οµοτοπικής κατηγορίας µιας κατηγορία µοντέλο C που ϑα µελετήσουµε
στο επόµενο κεφάλαιο στρέφουµε την προσοχή µας σε µε µία υποκατηγορία η οποία έχει ως
αντικείµενα τα συννινώδη αντικείµενα της C και ως µορφισµούς τις δεξιές οµοτοπικές κλάσεις
των µορφισµών της. ∆υϊκά, µπορούµε να ασχοληθούµε µε µία υποκατηγορία η οποία έχει ως
αντικείµενα τα ινώδη αντικείµενα της C και ως µορφισµούς τις αριστερές οµοτοπικές κλάσεις των
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µορφισµών της. Ωστόσο απαραίτητη προϋπόθεση για να καταστούν τα παραπάνω δυνατά είναι η
σύνθεση των δεξιών οµοτοπικών κλάσεων και αντίστοιχα των αριστερών οµοτοπικών κλάσεων να
είναι καλά ορισµένη. Το γεγονός αυτό διασφαλίζει το ακόλουθο λήµµα.

Λήµµα 3.2.31. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο.

1. Εαν Y είναι ένα ινώδες αντικείµενο τότε η σύνθεση στην C επάγει µια απεικόνιση

πlpZ,Xq ˆ πlpX,Y q ÝÑ πlpZ, Y q, prhs, rf sq ÞÝÑ rf ˝ hs

2. Εαν Z είναι ένα συννινώδες αντικείµενο τότε η σύνθεση στην C επάγει µια απεικόνιση

πrpZ,Xq ˆ πrpX,Y q ÝÑ πrpZ, Y q, prhs, rf sq ÞÝÑ rf ˝ hs

Απόδειξη. 1. Ας είναι Y ένα ινώδες αντικείµενο της C. Εφόσον δεν απαιτούµε το X να είναι
συννινώδες δύο µορφισµοί απο το X στο Y που αντιπροσωπεύουν το ίδιο στοιχείο του
πlpX,Y q δεν συνδέονται άµεσα µε µια αριστερή οµοτοπία. Ωστόσο απο τον τρόπο ορισµού
του συνόλου πlpX,Y q αρκεί να δείξουµε ότι εαν h vl k : Z ÝÑ X και f vl g : X ÝÑ Y τότε
οι µορφισµοί f ˝ h και g ˝ k αντιπροσωπεύουν το ίδιο στοιχείο του συνόλου πlpZ, Y q. Ως εκ
τούτου µας αρκει να ελέγξουµε ότι f ˝ h vl g ˝ h : Z ÝÑ Y και ότι g ˝ h vl g ˝ k : Z ÝÑ Y .
Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι το Y είναι ινώδες και f vl g και h vl k δοθέντων µορφισµών
h : Z ÝÑ X και g : X ÝÑ Y απο το πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.2.22 έπεται ότι f ˝ h vl

g ˝ h και g ˝ h vl g ˝ k.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Πρόταση 3.2.32. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και f, g : X ÝÑ Y µορφισµοί στην C.

1. ∆οθέντος ενός µορφισµού h : Y ÝÑ Z εαν ο µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός του
µορφισµού g τότε η σύνθεση µε τον µορφισµό h επάγει µια καλά ορισµένη απεικόνιση

hX˚ : πlpX,Y q ÝÑ πlpX,Zq, rf s ÞÝÑ rh ˝ f s.

2. ∆οθέντος ενός µορφισµού k : W ÝÑ X εαν ο µορφισµός f είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφι-
σµού g τότε η σύνθεση µε τον µορφισµό k επάγει µια καλά ορισµένη απεικόνιση

k˚Y : πrpX,Y q ÝÑ πrpW,Y q, rf s ÞÝÑ rf ˝ hs.

Απόδειξη. 1. Ας είναι hX˚ : πlpX,Y q ÝÑ πlpX,Zq η απεικόνιση µε τύπο hX˚ prf sq “ rh ˝
f s. ∆οθέντος ενός µορφισµού h : Y ÝÑ Z υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f είναι αριστερά
οµοτοπικός του µορφισµού g. Τότε απο το πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.2.21 έπεται ότι ο
µορφισµός h ˝ f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού h ˝ g. Εποµένως αποδείξαµε ότι
εαν rf s “ rgs τότε rh˝f s “ rh˝gs, γεγονός που υποδηλώνει ότι η απεικόνιση hX˚ είναι καλά
ορισµένη.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Θεώρηµα 3.2.33. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο, X, Y , Z είναι ινώδη-συννινώδη της και
f, g : X ÝÑ Y και h, k : Y ÝÑ Z µορφισµοί στην C. Εαν ο µορφισµός f είναι οµοτοπικός του
µορφισµού g και ο µορφισµός h είναι οµοτοπικός του µορφισµού k τότε ο µορφισµός h ˝ f είναι
οµοτοπικός του µορφισµού k ˝ g και κατ΄ επέκταση η σύνθεση είναι καλά ορισµένη στις κλάσεις
οµοτοπίας των µορφισµών µεταξύ συννινώδων-ινωδών αντικειµένων.
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Απόδειξη. Ας είναι f, g : X ÝÑ Y και h, k : Y ÝÑ Z µορφισµοι στην C µεταξύ ινωδών-συννινωδών
αντικειµένων. Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f είναι οµοτοπικός του µορφισµού g και ο µορφισµός
h είναι οµοτοπικός του µορφισµού k. Τότε εξ΄ ορισµού ο µορφισµός f είναι αριστερά και δεξιά
οµοτοπικός του µορφισµού g και αντίστοιχα ο µορφισµός h είναι αριστερά και δεξιά οµοτοπικός
του µορφισµού k. Εφόσον το Z είναι ινώδες και ο µορφισµός h είναι αριστερά οµοτοπικός του
µορφισµού k δοθέντος του µορφισµού g απο το πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.2.22 έπεται ότι ο
µορφισµός h ˝ g είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού k ˝ g. Αντίστοιχα, εφόσον το X είναι
συννινώδες και ο µορφισµός f είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού g δοθέντος του µορφισµού
h απο το δεύτερο σκέλος της Πρότασης 3.2.22 έπεται ότι ο µορφισµός h˝f είναι δεξιά οµοτοπικός
του µορφισµού h ˝ g. Επιπλέον εφόσον f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g και ο
µορφισµός h είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού k τότε δοθέντων των µορφισµών h και g απο
το πρώτο και δεύτερο σκέλος της Πρόταση 3.2.21 προκύπτει ότι ο µορφισµός h ˝ f είναι αριστερά
οµοτοπικός του µορφισµού h ˝ g και ο µορφισµός h ˝ g είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού
k ˝ g. ΄Ετσι έχουµε ότι ο µορφισµός h ˝ f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού h ˝ g και ότι ο
µορφισµός h ˝ g είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού k ˝ g. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι το X
είναι συννινώδες απο το πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.2.20 έπεται ότι η αριστερή οµοτοπία είναι
σχέση ισοδυναµίας. Ως εκ τούτου λόγω της µεταβατικής ιδιότητας προκύπτει ότι ο µορφισµός
h ˝ f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού k ˝ g. Αντίστοιχα, έχουµε ότι ο µορφισµός h ˝ f
είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού h ˝ g και ότι ο µορφισµός h ˝ g είναι δεξιά οµοτοπικός του
µορφισµού k ˝g. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι το Z είναι ινώδες απο το δεύτερο σκέλος της Πρότασης
3.2.20 έπεται ότι η δεξιά οµοτοπία είναι σχέση ισοδυναµίας. Ως εκ τούτου λόγω της µεταβατικής
ιδιότητας προκύπτει ότι ο µορφισµός h ˝ f είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού k ˝ g. Συνεπώς
απο τα παραπάνω προκύπτει ότι ο µορφισµός h ˝ f είναι οµοτοπικός του µορφισµού k ˝ g. ΄Οσον
αφορά την σύνθεση των οµοτοπικών κλάσεων ας είναι

β : πpX,Y q ˆ πpY,Zq ÝÑ πpX,Zq, prf s, rhsq ÞÝÑ rh ˝ f s

η απεικόνιση η οποία επάγεται απο την σύνθεση. Υποθέτουµε ότι prf s, rhsq “ prgs, rksq. Τότε
rf s “ rgs και rhs “ rks. ΄Ετσι, ο µορφισµός f είναι οµοτοπικός του µορφισµού g και ο µορφισµός
h είναι οµοτοπικός του µορφισµού k. Τότε σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του ϑεωρήµατος ο
µορφισµός h ˝ f είναι οµοτοπικός του µορφισµού k ˝ g και ως εκ τούτου rh ˝ f s “ rk ˝ gs.
Εποµένως, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον τρόπο ορισµού της απεικόνισης β και την τελευταία ισότητα
προκύπτει ότι βprf s, rhsq “ βprgs, rksq γεγονός που αποδεικνύει ότι η απεικόνιση β είναι καλά
ορισµένη. �

Πρόταση 3.2.34. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο.

1. Εαν p : X ÝÑ Y είναι µια τετριµµένη νηµάτωση στην C και A ένα συννινώδες αντικείµενο
της τότε η επαγόµενη απο τον p απεικόνιση µεταξύ των συνόλων των αριστερών οµοτοπικών
κλάσεων των µορφισµών

pA˚ : πlpA,Xq ÝÑ πlpA, Y q, rf s ÞÝÑ rp ˝ f s

είναι ένας ισοµορφισµός.

2. Εαν i : A ÝÑ B είναι µια τετριµµένη συννηµάτωση στην C και X ένα ινώδες αντικείµενο της,
τότε η επαγόµενη απο τον i απεικόνιση µεταξύ των συνόλων των δεξιών οµοτοπικών κλάσεων
των µορφισµών

i˚X : πrpB,Xq ÝÑ πrpA,Xq, rf s ÞÝÑ rf ˝ is

είναι ένας ισοµορφισµός.

Απόδειξη. 1. Ας είναι p : X ÝÑ Y µια τετριµµένη νηµάτωση και A ένα συννινώδες αντικείµενο
της C. Θεωρούµε την απεικόνιση pA˚ : πlpA,Xq ÝÑ πlpA, Y q η οποία ορίζεται ως pA˚ prf sq “
rp ˝ f s. Αρκεί να αποδείξουµε ότι :



3.2. ΟΜΟΤΟΠΙΑ ΣΤΙΣ ΚΑΤΗΓΟΡΙΕΣ ΜΟΝΤΕΛΟ 203

• Η απεικόνιση pA
˚ είναι καλά ορισµένη.

Ας είναι rf s, rgs P πlpA,Xq µε rf s “ rgs. Τότε ο µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός
του µορφισµού g. ΄Ετσι, δοθέντος ενός µορφισµού p : X ÝÑ Y στην C απο το πρώτο
σκέλος της Πρότασης 3.2.21. ο µορφισµός p ˝ f : A ÝÑ Y είναι αριστερά οµοτοπικός
του µορφισµού p ˝ g : A ÝÑ Y . Ως εκ τούτου rp ˝ f s “ rp ˝ gs. Συνεπώς απο
την τελευταία ισότητα λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον τρόπο ορισµού της pA˚ προκύπτει ότι
pA˚ prf sq “ pA˚ prgsq. ΄Ετσι, αποδείξαµε ότι εαν rf s “ rgs τότε pA˚ prf sq “ pA˚ prgsq γεγονός
που υποδηλώνει ότι η απεικόνιση pA

˚ είναι καλά ορισµένη.

• Η απεικόνιση pA
˚ είναι «επί».

Ας είναι rhs P πlpA, Y q. Θεωρούµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

∅

!!

��

! // X

p

��
A

f

??

h
// Y

Εφόσον τοA είναι ένα συννινώδες αντικείµενο εξ΄ ορισµού έπεται ότι ο µορφισµός∅ ÝÑ
A είναι µια συννηµάτωση. Επιπλέον, ο µορφισµός p : X ÝÑ Y είναι µια τετριµµένη
νηµάτωση. Τότε σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Αξιώµατος pMC4q υπάρχει µια
ανύψωση f : A ÝÑ X στο παραπάνω µεταθετικό διάγραµµα. Ως εκ τούτου p˝f “ h και
f˝!! “!. Λαµβάνοντας τις αριστερές οµοτοπικές κλάσεις στην πρώτη ισότητα προκύπτει
ότι rp ˝ f s “ rhs. Απο την τελευταία ισότητα σύµφωνα µε τον ορισµό της απεικόνισης
pA˚ έπεται ότι pA˚ prf sq “ rhs. ΄Ετσι, αποδείξαµε ότι για κάθε rhs P πlpA, Y q υπάρχει
rf s P πlpA,Xq τέτοιος ώστε pA˚ prf sq “ rhs γεγονός που υποδηλώνει ότι η απεικόνιση
pA
˚ είναι «επί».

• Η απεικόνιση pA
˚ είναι «1-1».

Ας είναι rf s, rgs P πlpA,Xq. Υποθέτουµε ότι pA˚ prf sq “ pA˚ prgsq. Τότε απο τον ο-
ϱισµό της pA˚ έπεται ότι rp ˝ f s “ rp ˝ gs. Ως εκ τούτου ο µορφισµός p ˝ f είναι
αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού p ˝ g. ΄Ετσι, υπάρχει ένα κυλινδρικό αντικείµε-

νο A
š

A
i“i0`i1 // Cyl(A) s // A για το A και ένας µορφισµός H : Cyl(A) ÝÑ Y

τέτοιος ώστε H ˝ i0 “ p ˝ f και H ˝ i1 “ p ˝ g. Θεωρούµε το ακόλουθο διάγραµµα:

A
š

A

i

��

f`g // X

p

��
Cyl(A)

H1

==

H
// Y

.

Χρησιµοποιώντας την προσεταιριστικότητα της σύνθεσης, την ισότητα i “ i0` i1 καθώς
και τις τελευταίες ισότητες προκύπτει ότι :

p˝pf`gq “ pp˝pf`gqq˝in0`pp˝pf`gqq˝in1 “ p˝ppf`gq˝in0q`p˝ppf`gq˝in1q “ p˝f`

`p ˝ g

και

H˝i “ H˝pi0`i1q “ pH˝pi0`i1qq˝in0`pH˝pi0`i1qq˝in1 “ H˝ppi0`i1q˝in0q`H˝ppi0`
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`i1q ˝ in1q “ H ˝ i0 `H ˝ i1 “ p ˝ f ` p ˝ g.

Εποµένως απο τις παραπάνω ισότητες έπεται ότι p ˝ pf ` gq “ H ˝ i, γεγονός που
αποδεικνύει την µεταθετικότητα του διαγράµµατος. Απο τον ορισµό του κυλινδρικού
αντικειµένου Cyl(A) ο µορφισµός i : A

š

A ÝÑ Cyl(A) είναι συννηµάτωση. Επιπλέον,
ο µορφισµός p : X ÝÑ Y είναι τετριµµένη νηµάτωση. Τότε σύµφωνα µε το πρώτο
σκέλος του Αξιώµατος pMC4q υπάρχει µια ανύψωση H 1 : Cyl(A) ÝÑ X του παραπάνω
µεταθετικού διαγράµµατος. Ως εκ τούτου H 1 ˝ i “ f ` g και p ˝H 1 “ H. Χρησιµο-
ποιώντας την προσεταιριστικότητα της σύνθεσης, τις ισότητες i0 “ i ˝ in0, i1 “ i ˝ in1

καθώς και την ισότητα H 1 ˝ i “ f ` g έπεται ότι :

H 1 ˝ i0 “ H 1 ˝ pi ˝ in0q “ pH
1 ˝ iq ˝ in0 “ pf ` gq ˝ in0 “ f

και
H 1 ˝ i1 “ H 1 ˝ pi ˝ in1q “ pH

1 ˝ iq ˝ in1 “ pf ` gq ˝ in1 “ g.

Εποµένως, εφόσον υπάρχει ένα κυλινδρικό αντικείµενο

A
š

A
i“i0`i1 // Cyl(A) s // A

για το A και ένας µορφισµός H 1 : Cyl(A) ÝÑ X ο οποίος ικανοποιεί τις τελευταίες
ισότητες προκύπτει ότι ο µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g
µε αριστερή οµοτοπία τον µορφισµό H 1. ΄Ετσι, rf s “ rgs. ΄Αρα, αποδείξαµε ότι εαν
pA˚ prf sq “ pA˚ prgsq τότε rf s “ rgs γεγονός που υποδηλώνει ότι η απεικόνιση pA˚ είναι
«1-1».

Συνεπώς λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι η απεικόνιση pA˚ : πlpA,Xq
ÝÑ πlpA, Y q είναι ένας ισοµορφισµός.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Πρόταση 3.2.35. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο.

1. Ας είναι i : A ÝÑ B µια συννηµάτωση και X ένα ινώδες αντικείµενο της C. Εαν ο µορφισµός
i επάγει έναν ισοµορφισµό

i˚X : πrpB,Xq ÝÑ πrpA,Xq, rks ÞÝÑ rk ˝ is

τότε για κάθε µορφισµό f : A ÝÑ X υπάρχει ένας µοναδικός µέχρις δεξιάς οµοτοπίας µορφι-
σµός g : B ÝÑ X τέτοιος ώστε g ˝ i “ f .

2. Ας είναι p : X ÝÑ Y µια νηµάτωση και A ένα συννινώδες αντικείµενο της C. Εαν ο µορφισµός
p επάγει έναν ισοµορφισµό

pA˚ : πlpA,Xq ÝÑ πlpA, Y q, rks ÞÝÑ rp ˝ ks

τότε για κάθε µορφισµό f : A ÝÑ Y υπάρχει ένας µοναδικός µέχρις αριστερής οµοτοπίας
µορφισµός g : A ÝÑ X τέτοιος ώστε p ˝ g “ f .

Απόδειξη. 1. Ας είναι i : A ÝÑ B µια συννηµάτωση και X ένα ινώδες αντικείµενο της C.
Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός i επάγει έναν ισοµορφισµό i˚X : πrpB,Xq ÝÑ πrpA,Xq ο
οποίος ορίζεται ως i˚Xprksq “ rk ˝ is. Τότε, η απεικόνιση i˚ είναι επι. ΄Ετσι, για κάθε
rf s P πrpA,Xq υπάρχει rhs P πrpB,Xq τέτοια ώστε i˚Xprhsq “ rf s. Απο την τελευταία
ισότητα λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον τρόπο ορισµού του µορφισµού i˚X έπεται ότι rh ˝ is “ rf s.
Ως εκ τούτου h ˝ i vr f . ΄Ετσι, σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Πορίσµατος 3.2.27
υπάρχει ένας µορφισµός g : B ÝÑ X τέτοιος ώστε g ˝ i “ f . Μας αποµένει να αποδείξουµε
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ότι ο µορφισµός g : B ÝÑ X είναι µοναδικός µέχρις δεξιάς οµοτοπίας. Υποθέτουµε ότι
g1 : B ÝÑ X είναι ένας άλλος µορφισµός τέτοιος ώστε g1˝i “ f . Συνδυάζοντας την τελευταία
ισότητα µε την ισότητα g ˝ i “ f έπεται ότι g ˝ i “ g1 ˝ i. Εν συνεχεία, λαµβάνοντας τις δεξιές
οµοτοπικές κλάσεις στην τελευταία ισότητα προκύπτει ότι rg ˝ is “ rg1 ˝ is. Εποµένως,
λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον τρόπο ορισµού του µορφισµού i˚X και την τελευταία ισότητα
έχουµε ότι i˚Xprgsq “ i˚Xprg

1sq. ΄Οµως ο µορφισµός i˚X ως ισοµορφισµός είναι «1-1» και
ως εκ τούτου απο την τελευταία ισότητα έπεται ότι rgs “ rg1s. ΄Ετσι, g vr g1 γεγονός που
αποδεικνύει ότι ο µορφισµός g : B ÝÑ X είναι µοναδικός µέχρις δεξιάς οµοτοπίας.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Στις περισσότερες κατηγορίες µοντέλο είτε όλα τα αντικείµενα είναι ινώδη είτε όλα είναι συν-
νινώδη. Σπάνιως εµφανίζονται κατηγορίες µοντέλο των οποίων τα αντικείµενα είναι συννινώδη-
ινώδη. Εν συνεχεία παραθέτουµε το Λήµµα του Ken Brown το οποίο µας επιτρέπει να αποδεικνύ-
ουµε ότι µια ασθενής ισοδυναµία µεταξύ συννινωδών αντικειµένων έχει αρκετές απο τις ιδιότητες
µιας τετριµµένης συννηµάτωσης µεταξύ συννινωδών αντικειµένων και δυϊκά ότι µια ασθενής ισο-
δυναµία µεταξύ ινωδών αντικειµένων έχει αρκετές απο τις ιδιότητες µιας τετριµµένης νηµάτωσης
µεταξύ ινωδών αντικειµένων. Το εν λόγω Λήµµα είναι ιδιαίτερα χρήσιµο όταν τα αντικείµενα µιας
κατηγορίας µοντέλο είναι ινώδη είτε συννινώδη.

Λήµµα 3.2.36. (K. S. Brown) Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο.

1. Εαν g : X ÝÑ Y είναι µια ασθενής ισοδυναµία µεταξύ συννινωδών αντικειµένων στην C τότε
ο g µπορεί να παραγοντοποιηθεί ως g “ j ˝ i όπου ο µορφισµός i είναι µια τετριµµένη συννη-
µάτωση και ο µορφισµός j είναι µια τετριµµένη νηµάτωση ο οποίος έχει ως δεξιό αντίστροφο
µια τετριµµένη συννηµάτωση.

2. Εαν g : X ÝÑ Y είναι µια ασθενής ισοδυναµία µεταξύ ινωδών αντικειµένων στην C τότε ο g
µπορεί να παραγοντοποιηθεί ως g “ j˝i όπου ο µορφισµός i είναι µια τετριµµένη συννηµάτωση
ο οποίος έχει ως αριστερό αντίστροφο µια τετριµµένη νηµάτωση και ο µορφισµός j είναι µια
τετριµµένη νηµάτωση.

Απόδειξη. 1. Ας είναι X και Y συννινώδη αντικείµενα της C και g : X ÝÑ Y µια ασθενής
ισοδυναµία µεταξύ αυτών. Τότε απο το πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.2.5 οι µορφισµοί
in0 : X ÝÑ X

š

Y και in1 : Y ÝÑ X
š

Y είναι συννηµατώσεις. Σύµφωνα µε το πρώτο
σκέλος του Αξιώµατος pMC5q η coproduct map g ` 1Y : X

š

Y ÝÑ Y µπορεί να παραγο-
ντοποιηθεί ως g ` 1Y “ j ˝ k όπου ο µορφισµός k είναι µια συννηµάτωση και ο µορφισµός
j είναι τετριµµένη νηµάτωση. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την προσεταιριστικότητα της σύνθεσης,
την ισότητα pg ` 1Y q ˝ in0 “ g καθώς και την τελευταία ισότητα προκύπτει ότι :

j ˝ pk ˝ in0q “ pj ˝ kq ˝ in0 “ pg ` 1Y q ˝ in0 “ g.

Ως εκ τούτου το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικο

X
in0 //

g
##

X
š

Y
k // Z

j
||

Y.

Θέτουµε l “ k˝in1 και i “ k˝in0. Τότε η παραπάνω ισότητα µετασχηµατίζεται ως j˝i “ g. Ο
µορφισµός j ως τετριµµένη νηµάτωση είναι ασθενής ισοδυναµία. Ο µορφισµός g είναι εξίσου
ασθενής ισοδυναµία εξ΄ υποθέσεως. ΄Ετσι, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την τελευταία ισότητα απο
το Αξίωµα pMC2q έπεται ότι ο µορφισµός i είναι ασθενής ισοδυναµία. Επιπλέον απο το τρίτο
σκέλος της Πρότασης 3.1.22 ο µορφισµός i “ k ˝ in0 είναι συννηµάτωση. ΄Ετσι ο µορφισµός
i : X ÝÑ Z είναι τετριµµένη συννηµάτωση. Μας αποµένει να αποδείξουµε ότι ο µορφισµός
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j έχει δεξιά αντίστροφο ο οποίος είναι τετριµµένη συνννηµάτωση. Χρησιµοποιώντας την
προσεταιριστικότητα της σύνθεσης και τις ισότητες l “ k ˝ in1, g` 1Y “ j ˝ k και pg` 1Y q ˝
in1 “ 1Y έπεται ότι :

j ˝ l “ j ˝ pk ˝ in1q “ pj ˝ kq ˝ in1 “ pg ` 1Y q ˝ in1 “ 1Y .

Απο την τελευταία ισότητα συµπεραίνουµε ότι ο µορφισµός j έχει δεξιά αντίστροφο τον
µορφισµό l. Εν συνεχεία, απο το τρίτο σκέλος της Πρότασης 3.1.22. ο µορφισµός l “ k˝in1

είναι συννηµάτωση. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο ταυτοτικός µορφισµός 1Y και ο µορφισµός
j είναι ασθενείς ισοδυναµίες απο την ισότητα j˝l “ 1Y σύµφωνα µε το Αξίωµα pMC2q έπεται
ότι ο µορφισµός l είναι εξίσου ασθενής ισοδυναµία. Συνεπώς ο µορφισµός l είναι τετριµµένη
συννηµάτωση. Συνοψίζοντας αποδείξαµε ότι ο µορφισµός g µπορεί να παραγοντοποιηθεί
ως g “ j ˝ i όπου ο µορφισµός i είναι µια τετριµµένη συννηµάτωση και ο µορφισµός j είναι
µια τετριµµένη νηµάτωση ο οποίος έχει ως δεξιά αντίστροφο την τετριµµένη συννηµάτωση l.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

΄Αµεση συνέπεια του Λήµµατος Ken Brown είναι το ακόλουθο πόρισµα το οποίο είναι ιδιαίτερα
σηµαντικό και στο οποίο ϑα στρέψουµε την προσοχή µας για την µελέτη των συναρτητών Quillen.

Πόρισµα 3.2.37. Ας είναι C και C1 κατηγορίες µοντέλο και F : C ÝÑ C1 ένας συναρτητής µεταξύ
αυτών.

1. Εαν ο συναρτητής F στέλνει τετριµµένες συννηµατώσεις µεταξύ συννινωδών αντικειµένων
στην C σε ασθενείς ισοδυναµίες στην C1 τότε ο συναρτητής F στέλνει τις ασθενεις ισοδυναµίες
µεταξύ συννινωδών αντικειµένων στην C σε ασθενείς ισοδυναµίες στην C1.

2. Εαν ο συναρτητής F στέλνει τετριµµένες νηµατώσεις µεταξύ ινωδών αντικειµένων στην C σε
ασθενείς ισοδυναµίες στην C1 τότε ο συναρτητής F στέλνει τις ασθενεις ισοδυναµίες µεταξύ
ινωδών αντικειµένων στην C σε ασθενείς ισοδυναµίες στην C1.

Απόδειξη. 1. Ας είναι X και Y συννινώδη αντικείµενα της C και g : X ÝÑ Y µια ασθενής
ισοδυναµία µεταξύ αυτών. Τότε ο µορφισµός ∅ ÝÑ X είναι συννηµάτωση. Υποθέτουµε ότι
ο συναρτητής F στέλνει τετριµµένες συννηµατώσεις µεταξύ συννινωδών αντικειµένων στην
C σε ασθενείς ισοδυναµίες στην C1. Παραγοντοποιούµε τον µορφισµό g όπως στο πρώτο
σκέλος του Λήµµατος 3.2.36, δηλαδή ως εξής : g “ j ˝ i όπου ο µορφισµός i : X ÝÑ Z
είναι τετριµµένη συννηµάτωση και ο µορφισµός j : Z ÝÑ Y είναι τετριµµένη νηµάτωση
µε δεξιά αντίστροφο l : Y ÝÑ Z ο οποίος είναι τετριµµένη συννηµάτωση. Ο µορφισµός
∅ ÝÑ Z είναι συννηµάτωση ως σύνθεση των συννηµατώσεων i : X ÝÑ Z και ∅ ÝÑ X. Ως
εκ τούτου το αντικείµενο Z είναι συννινώδες. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός l είναι
δεξιά αντίστροφος του µορφισµού j έπεται ότι j ˝ l “ 1Y . Εφαρµόζοντας τον συναρτητή
F στην τελευταία ισότητα και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις ιδιότητες που διέπουν έναν συναρ-
τητή προκύπτει ότι F pjq ˝ F plq “ F p1Y q. Εφόσον ο ταυτοτικός µορφισµός 1Y : Y ÝÑ Y
και ο µορφισµός l : Y ÝÑ Z είναι τετριµµένες συννηµατώσεις σύµφωνα µε την υπόθεση οι
µορφισµοί F plq : F pY q ÝÑ F pZq και F p1Y q : F pY q ÝÑ F pY q είναι ασθενείς ισοδυναµίες.
Τότε απο το Αξίωµα pMC2q έπεται ότι ο µορφισµός F pjq : F pZq ÝÑ F pY q είναι ασθενής
ισοδυναµία. Εν συνεχεία εφαρµόζοντας τον συναρτητή F στην ισότητα g “ j ˝ i και λαµβά-
νοντας υπ΄ όψιν τις ιδιότητες που διέπουν έναν συναρτητή προκύπτει ότι F pgq “ F pjq˝F piq.
Εφόσον ο µορφισµός i : X ÝÑ Z είναι τετριµµένη συννηµατώση εξ΄ υποθέσεως ο µορφισµός
F piq : F pXq ÝÑ F pZq είναι ασθενής ισοδυναµία. ΄Ετσι, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την τελευταία
ισότητα σύµφωνα µε το Πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.1.22 έπεται ότι ο µορφισµός F pgq εί-
ναι ασθενής ισοδυναµία, γεγονός που αποδεικνύει ότι ο συναρτητής F διατηρεί τις ασθενείς
ισοδυναµίες µεταξύ συννινωδών αντικειµένων.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �
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Πόρισµα 3.2.38. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο, C1 τυχαία κατηγορία και F : C ÝÑ C1 ένας
συναρτητής µεταξύ αυτών.

1. Εαν ο συναρτητής F στέλνει τετριµµένες συννηµατώσεις µεταξύ συννινωδών αντικειµένων στην
C σε ισοµορφισµούς στην C1 τότε ο συναρτητής F στέλνει όλες τις ασθενεις ισοδυναµίες µεταξύ
συννινωδών αντικειµένων σε ισοµορφισµούς.

2. Εαν ο συναρτητής F στέλνει τετριµµένες νηµατώσεις µεταξύ ινωδών αντικειµένων στην C σε
ισοµορφισµούς στην C1 τότε ο συναρτητής F στέλνει όλες τις ασθενεις ισοδυναµίες µεταξύ
ινωδών αντικειµένων σε ισοµορφισµούς.

Απόδειξη. 1. Ας είναι X και Y συννινώδη αντικείµενα της C και g : X ÝÑ Y µια ασθενής
ισοδυναµία µεταξύ αυτών. Τότε ο µορφισµός ∅ ÝÑ X είναι συννηµάτωση. Υποθέτουµε ότι
ο συναρτητής F στέλνει τετριµµένες συννηµατώσεις µεταξύ συννινωδών αντικειµένων στην
C σε ισοµορφισµούς στην C1. Παραγοντοποιούµε τον µορφισµό g όπως στο πρώτο σκέλος
του Λήµµατος 3.2.36 δηλαδή ως εξής : g “ j ˝ i όπου ο µορφισµός i : X ÝÑ Z είναι
τετριµµένη συννηµάτωση και ο µορφισµός j : Z ÝÑ Y είναι τετριµµένη νηµάτωση µε δεξιό
αντίστροφο k : Y ÝÑ Z ο οποίος είναι τετριµµένη συννηµάτωση. Ο µορφισµός ∅ ÝÑ Z
είναι συννηµάτωση ως σύνθεση των συννηµατώσεων i : X ÝÑ Z και ∅ ÝÑ X. Ως εκ
τούτου το αντικείµενο Z είναι συννινώδες. Εφαρµόζοντας τον συναρτητή F στην ισότητα
g “ j ˝ i και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις ιδιότητες που διέπουν έναν συναρτητή προκύπτει
ότι F pgq “ F pjq ˝ F piq. Εφόσον ο µορφισµός i : X ÝÑ Z είναι τετριµµένη συννηµατώση
µεταξύ συννινωδών αντικειµένων εξ΄ υποθέσεως ο µορφισµός F piq : F pXq ÝÑ F pZq είναι
ισοµορφισµός στην C1. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός k είναι δεξιά αντίστροφος του
µορφισµού j έπεται ότι j ˝ k “ 1Y . Εφαρµόζοντας τον συναρτητή F στην τελευταία ισότητα
και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις ιδιότητες που διέπουν έναν συναρτητή προκύπτει ότι F pjq ˝
F pkq “ F p1Y q “ 1F pY q. Εφόσον ο µορφισµός k : Y ÝÑ Z είναι τετριµµένη συννηµάτωση
µεταξύ συννινωδών αντικειµένων σύµφωνα µε την υπόθεση ο µορφισµός F pkq : F pY q ÝÑ
F pZq είναι ισοµορφισµός στην C1. Ως εκ τούτου υπάρχει ο αντίστροφος F pkq´1 : F pZq ÝÑ
F pY q και είναι εξίσου ισοµορφισµός. Εν συνεχεία συνθέτοντας απο δεξιά µε τον µορφισµό
F pkq´1 στην ισότητα F pjq ˝ F pkq “ 1F pY q και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις ιδιότητες του
ταυτοτικού µορφισµού 1F pY q : F pY q ÝÑ F pY q έπεται ότι F pjq “ F pkq´1 και ως εκ τούτου
ο µορφισµός F pjq είναι ένας ισοµορφισµός. Εποµένως ο µορφισµός F pgq “ F pjq ˝ F piq
είναι ισοµορφισµός ως σύνθεση ισοµορφισµών.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Το ακόλουθο Λήµµα ταυτίζει δεξιές οµοτοπικές κλάσεις µεταξύ συννινωδών αντικειµένων και
αριστερές οµοτοπικές κλάσεις µεταξύ ινωδών αντικειµένων µιας κατηγορίας C.

Λήµµα 3.2.39. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο, Cc η πλήρης υποκατηγορία της C η οποία έχει
ως αντικείµενα τα συννινώδη αντικείµενα της, Cf η πλήρη υποκατηγορία της C η οποία έχει ως
αντικείµενα τα ινώδη αντικείµενα της και C1 τυχαία κατηγορία.

1. Εαν F : Cc ÝÑ C1 είναι ένας συναρτητής ο οποίος στέλνει τετριµµένες συννηµατώσεις µεταξύ
συννινωδών αντικειµένων της Cc σε ισοµορφισµούς στην κατηγορία C1 και f, g : X ÝÑ Y είναι
µορφισµοί στην Cc τέτοιοι ώστε ο µορφισµός f να είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού g στην
C, τότε F pfq “ F pgq.

2. Εαν F : Cf ÝÑ C1 είναι ένας συναρτητής ο οποίος στέλνει τετριµµένες νηµατώσεις µεταξύ
ινωδών αντικειµένων της Cf σε ισοµορφισµούς στην κατηγορία C1 και f, g : X ÝÑ Y είναι
µορφισµοί στην Cf τέτοιοι ώστε ο µορφισµός f να είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g
στην C, τότε F pfq “ F pgq.

Απόδειξη. 1. Ας είναι F : Cc ÝÑ C1 είναι ένας συναρτητής ο οποίος στέλνει τετριµµένες συν-
νηµατώσεις µεταξύ συννινωδών αντικειµένων της Cc σε ισοµορφισµούς στην κατηγορία C1.
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Υποθέτουµε ότι f, g : X ÝÑ Y είναι µορφισµοί στην Cc τέτοιοι ώστε ο µορφισµός f να είναι
δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού g στην C. Τότε σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος της Πρότα-

σης 3.2.9 υπάρχει ένα µονοπάτι αντικείµενο Y
r // Path(Y)

pp0,p1q // Y ˆ Y για το Y
στο οποίο ο µορφισµός r : Y ÝÑ Path(Y) είναι τετριµµένη συννηµάτωση και ένας µορφισµός
H : X ÝÑ Path(Y) τέτοιος ώστε p0 ˝H “ f και p1 ˝H “ g. Απο το τρίτο σκέλος του Σχολίου
3.2.2 ισχύει ότι p0 ˝ r “ 1Y και p1 ˝ r “ 1Y . Ως εκ τούτου p0 ˝ r “ p1 ˝ r. Εφαρµόζοντας τον
συναρτητή F στην παραπάνω ισότητα και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις ιδιότητες που διέπουν
έναν συναρτητή προκύπτει ότι F pp0q ˝F prq “ F pp1q ˝F prq. Εφόσον το αντικείµενο Y είναι
συννινώδες ο µορφισµός∅ ÝÑ Y είναι συννηµάτωση. Ο µορφισµός r : Y ÝÑ Path(Y) ως τε-
τριµµένη συννηµάτωση είναι εξίσου συννηµάτωση. Ως εκ τούτου ο µορφισµός∅ ÝÑ Path(Y)
είναι συννηµάτωση ως σύνθεση των συννηµατώσεων r : Y ÝÑ Path(Y) και ∅ ÝÑ Y . ΄Ετσι,
το αντικείµενο Path(Y) είναι συννινώδες και κατα συνέπεια ο µορφισµός r : Y ÝÑ Path(Y)
είναι τετριµµένη συννηµάτωση µεταξύ συννινωδών αντικειµένων στην Cc. ΄Ετσι, σύµφωνα µε
την υπόθεση ο µορφισµός F prq : F pY q ÝÑ F pPath(Y)q είναι ένας ισοµορφισµός. Συνεπώς
υπάρχει ο F prq´1 : F pPath(Y)q ÝÑ F pY q και είναι εξίσου ισοµορφισµός. Συνθέτοντας απο
δεξιά µε τον µορφισµό F prq´1 στην τελευταία ισότητα προκύπτει ότι F pp0q “ F pp1q. Χρη-
σιµοποιώντας τις ιδιότητες που διέπουν τον F ως συναρτητή, την τελευταία ισότητα και τις
ισότητες p0 ˝H “ f και p1 ˝H “ g έπεται ότι :

F pfq “ F pp0 ˝Hq “ F pp0q ˝ F pHq “ F pp1q ˝ F pHq “ F pp1 ˝Hq “ F pgq

΄Ετσι, F pfq “ F pgq.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Κλείνουµε την παρούσα υποενότητα µε ένα Πόρισµα το οποίο είναι ισχυρότερο του Πορίσµατος
3.2.37.

Πόρισµα 3.2.40. Ας είναι C και C1 δύο κατηγορίες µοντέλο και F : C ÝÑ C1 ένας συναρτητής
µεταξύ αυτών.

1. Εαν ο συναρτητής F διατηρεί συννηµατώσεις και τετριµµένες συννηµατώσεις, τότε ο συναρ-
τητής F στέλνει ασθενείς ισοδυναµίες µεταξύ συννινωδών αντικειµένων στην C σε ασθενείς
ισοδυναµίες στην C1.

2. Εαν ο συναρτητής F διατηρεί νηµατώσεις και τετριµµένες νηµατώσεις, τότε ο συναρτητής F
στέλνει ασθενείς ισοδυναµίες µεταξύ ινωδών αντικειµένων στην C σε ασθενείς ισοδυναµίες
στην C1.

Απόδειξη. 1. Ας είναι F : C ÝÑ C1 ένας συναρτητής ο οποίος διατηρεί συννηµατώσεις και
τετριµµένες συννηµατώσεις και f : X ÝÑ Y µια ασθενής ισοδυναµία µεταξύ συννινωδών
αντικειµένων στην C. Σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Λήµµατος 3.2.36 παραγοντοποιούµε
τον µορφισµό f ως f “ j ˝ i όπου ο µορφισµός i : X ÝÑ Z είναι τετριµµένη συννηµάτωση
και ο µορφισµός j : Z ÝÑ Y είναι τετριµµένη νηµάτωση µε δεξιό αντίστροφο s : Y ÝÑ Z
ο οποίος είναι τετριµµένη συννηµάτωση. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός s είναι
δεξιός αντίστροφος του µορφισµού j έπεται ότι j ˝ s “ 1Y . Εφαρµόζοντας τον συναρτητή F
στην τελευταία ισότητα και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις ιδιότητες που διέπουν έναν συναρτητή
προκύπτει ότι F pjq˝F psq “ F p1Y q “ 1F pY q. Εφόσον, ο συναρτητής F διατηρεί τετριµµένες
συννηµατώσεις έπεται ότι οι µορφισµοί F psq : F pY q ÝÑ F pZq και F piq : F pXq ÝÑ F pZq
είναι τετριµµένες συννηµατώσεις και κατ΄ επέκταση ασθενείς ισοδυναµίες. Ο ταυτοτικός
µορφισµός 1F pY q : F pY q ÝÑ F pY q είναι εξίσου ασθενής ισοδυναµία. Ως εκ τούτου απο την
τελευταία ισότητα σύµφωνα µε το Αξίωµα pMC2q έπεται ότι ο µορφισµός F pjq : F pZq ÝÑ
F pY q είναι ασθενής ισοδυναµία. Εφαρµόζοντας τον συναρτητή F στην ισότητα f “ j ˝ i
και και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις ιδιότητες που διέπουν έναν συναρτητή προκύπτει ότι
F pfq “ F pjq˝F piq. ΄Ετσι, σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.1.22. ο µορφισµός
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F pfq : F pXq ÝÑ F pY q είναι ασθενής ισοδυναµία. Εποµένως, ο συναρτητής F στέλνει
ασθενείς ισοδυναµίες µεταξύ συννινωδών αντικειµένων στην C σε ασθενείς ισοδυναµίες στην
C1.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

3.2.2 Η Κλασική Οµοτοπική Κατηγορία µιας Κατηγορίας Μοντέλο.

Στο Θεώρηµα 3.2.33 είδαµε ότι η σύνθεση οµοτοπικών κλάσεων µορφισµών είναι καλά ορισµένη
όταν πρόκειται για µορφισµούς µεταξύ ινωδών-συννινωδών αντικειµένων. Αυτό µας επιτρέπει να
ορίσουµε την κλασική οµοτοπική κατηγορία µιας κατηγορίας µοντέλο να είναι η κατηγορία η
οποία έχει ως αντικείµενα τα ινώδη-συννινώδη αντικείµενα της κατηγορίας µοντέλο και ως µορ-
ϕισµούς τις οµοτοπικές κλάσεις των µορφισµών της. Η κλασική οµοτοπική κατηγορία καθώς δεν
περιέχει όλα τα αντικείµενα µιας κατηγορίας µοντέλο δεν πρέπει να συγχέεται µε την οµοτοπική
κατηγορία µιας κατηγορίας µοντέλο την οποία ϑα µελετήσουµε στο επόµενο κεφάλαιο. Η κλασική
οµοτοπική κατηγορία καθώς και κάποιες άλλες κατηγορίες τις οποίες ϑα αναφέρουµε αργότερα ϑα
χρησιµοποιηθούν ως εργαλεία για να ορίσουµε την οµοτοπική κατηγορία HopCq µιας κατηγορίας
µοντέλο C καθώς επίσης και για να κατασκευάσουµε τον κανονικό συναρτητή C ÝÑ HopCq.

Ορισµός 3.2.41. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο. ΗΚλασική Οµοτοπική Κατηγορία (Classical
Homotopy Category) της C η οποία συνήθως συµβολίζεται µε πCcf ορίζεται ως εξής :

1. Τα αντικείµενα της είναι τα αντικείµενα της C τα οποία είναι ινώδη-συννινώδη.

2. Για κάθε διατεταγµένο Ϲευγάρι αντικειµένων της pX,Y q ισχύει ότι :

HomπCcf pX,Y q “ πpX,Y q.

3. Η σύνθεση επάγεται απο την σύνθεση στην C δηλαδή ορίζεται ως εξής :

˝ : πpX,Y q ˆ πpY, Zq ÝÑ πpX,Zq, prf s, rhsq ÞÝÑ rh ˝ f s

4. Οι ταυτοτικοί µορφισµοί της είναι οι κλάσεις οµοτοπίας r1X s των ταυτοτικών µορφισµών 1X
στην C.

Το ακόλουθο ϑεώρηµα αποτελεί µια ικανή και αναγκαία συνθήκη έτσι ώστε ένας µορφισµός
µεταξύ συννινώδων-ινώδων αντικειµένων να είναι ασθενής ισοδυναµία. Η ικανή συνθήκη του
ακόλουθου ϑεωρήµατος αποτελεί το Θεώρηµα του Whitehead.

Θεώρηµα 3.2.42. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην C
µεταξύ συννινωδών-ινωδών αντικειµένων. Ο µορφισµός f είναι ασθενής ισοδυναµία αν και µόνο αν
είναι οµοτοπική ισοδυναµία.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι µια ασθενής ισοδυναµία µεταξύ συν–
νινωδών-ινωδών αντικειµένων. Σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του Αξιώµατος pMC5q ο µορφισµός
f : X ÝÑ Y µπορεί να παραγοντοποιηθεί ως f “ p ˝ q όπου ο µορφισµός q : X ÝÑ W είναι
τετριµµένη συννηµάτωση και ο µορφισµός p : W ÝÑ Y είναι νηµάτωση. Ο µορφισµός q ως
τετριµµένη συννηµάτωση είναι ασθενής ισοδυναµία. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός f
είναι εξίσου ασθενής ισοδυναµία εξ΄ υποθέσεως απο την ισότητα f “ p ˝ q σύµφωνα µε το Αξίωµα
pMC2q έπεται ότι ο µορφισµός p είναι ασθενής ισοδυναµία. ΄Ετσι, ο µορφισµός p είναι τετριµµένη
νηµάτωση. Θεωρούµε το ακόλουθο διάγραµµα:

X

q
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1X // X

‹‹

��
W

r

>>

‹ // ˚

.
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Εφόσον ˚ είναι τελικό αντικείµενο το παραπάνω διάγραµµα είναι µεταθετικό. Λαµβάνοντας υπ΄
όψιν ότι το X είναι ινώδες εξ΄ ορισµού έπεται ότι ο µορφισµός ‹‹ : X ÝÑ ˚ είναι νηµάτωση.
Επιπλέον ο µορφισµός q όπως είδαµε παραπάνω είναι τετριµµένη συννηµάτωση. Τότε σύµφωνα
µε το δεύτερο σκέλος του Αξιώµατος pMC4q υπάρχει µια ανύψωση r : W ÝÑ X στο παραπάνω
µεταθετικό διάγραµµα. Ως εκ τούτου ‹ ‹ ˝r “ ‹ και r ˝ q “ 1X . Εν συνεχεία εφόσον το Y
είναι ινώδες εξ΄ ορισµού έπεται ότι ο µορφισµός Y ÝÑ ˚ είναι νηµάτωση. ΄Ετσι, ο µορφισµός
W ÝÑ ˚ είναι νηµάτωση ως σύνθεση των νηµατώσεων Y ÝÑ ˚ και p : W ÝÑ Y . Ως εκ τούτου
το αντικείµενο W είναι ινώδες και εφόσον ο µορφισµός q είναι τετριµµένη συννηµάτωση απο
το δεύτερο σκέλος της Πρότασης 3.2.34 έπεται ότι ο µορφισµός q˚ : πrpW,W q ÝÑ πrpX,W q ο
οποίος ορίζεται ως q˚prhsq “ rh ˝ qs είναι ισοµορφισµός. ΄Ετσι, λαµβάνοντας υπ’οψιν τον ορισµό
της απεικόνισης q˚,την ισότητα r ˝ q “ 1X καθώς και τις ιδιότητες του ταυτοτικού µορφισµού 1X
έχουµε:

q˚prq ˝ rsq “ rq ˝ r ˝ qs “ rq ˝ 1X s “ rqs “ q˚pr1W sq

΄Οµως η απεικόνιση q˚ είναι «1-1». Ως εκ τούτου απο την τελευταία ισότητα έπεται ότι rq ˝ rs “
r1W s. ΄Ετσι, ο µορφισµός q ˝ r : W ÝÑ W είναι δεξιά οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµού
1W : W ÝÑ W . Εφόσον το X είναι συννινώδες εξ΄ ορισµού ο µορφισµός ∅ ÝÑ X είναι συννη-
µάτωση. Επιπλέον ο µορφισµός q : X ÝÑ W είναι συννηµάτωση ως τετριµµένη συννηµάτωση.
΄Ετσι, ο µορφισµός ∅ ÝÑ W είναι συννηµάτωση ως σύνθεση των συννηµατώσεων q : X ÝÑ W
και ∅ ÝÑ X. Ως εκ τούτου το αντικείµενο W είναι εξίσου συννινώδες. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι
ο µορφισµός q ˝ r : W ÝÑ W είναι δεξιά οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµού 1W : W ÝÑ W
και ότι το αντικείµενοW είναι συννινώδες-ινώδες απο την Πρόταση 3.2.28 έπεται ότι ο µορφισµός
q ˝ r : W ÝÑ W είναι οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµού 1W : W ÝÑ W . Συνεπώς αφού
ο µορφισµός r ˝ q : X ÝÑ X είναι οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµού 1X : X ÝÑ X και ο
µορφισµός q ˝ r : W ÝÑ W είναι οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµού 1W : W ÝÑ W προκύ-
πτεί ότι ο µορφισµός q είναι οµοτοπική ισοδυναµία µε οµοτοπικό αντίστροφο τον µορφισµό r. Εν
συνεχεία ϑα αποδείξουµε ότι ο µορφισµός p είναι οµοτοπική ισοδυναµία. Θεωρούµε το ακόλουθο
διάγραµµα:
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Εφόσον ∅ είναι αρχικό αντικείµενο το παραπάνω διάγραµµα είναι µεταθετικό. Λαµβάνοντας υπ΄
όψιν ότι το Y είναι συννινώδες εξ΄ ορισµού έπεται ότι ο µορφισµός !! : ∅ ÝÑ Y είναι συννηµάτωση.
Επιπλέον ο µορφισµός p : W ÝÑ Y όπως είδαµε παραπάνω είναι τετριµµένη νηµάτωση. Τότε
σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Αξιώµατος pMC4q υπάρχει µια ανύψωση s : Y ÝÑ W στο
παραπάνω µεταθετικό διάγραµµα. Ως εκ τούτου s˝!! “! και p ˝ s “ 1Y . Εν συνέχεια εφόσον τοW
είναι συννινώδες και ο µορφισµός p : W ÝÑ Y είναι τετριµµένη νηµάτωση απο το Πρώτο σκέλος
της Πρότασης 3.2.34. έπεται ότι ο µορφισµός p˚ : πlpW,W q ÝÑ πlpW,Y q ο οποίος ορίζεται ως
p˚prhsq “ rp ˝ hs είναι ισοµορφισµός. ΄Ετσι, λαµβάνοντας υπ’οψιν τον ορισµό της απεικόνισης p˚,
την ισότητα p ˝ s “ 1Y καθώς και τις ιδιότητες του ταυτοτικού µορφισµού 1Y έχουµε:

p˚prs ˝ psq “ rp ˝ s ˝ ps “ r1Y ˝ ps “ rps “ p˚pr1W sq

΄Οµως η απεικόνιση p˚ είναι «1-1». Ως εκ τούτου απο την τελευταία ισότητα έπεται ότι rs ˝ ps “
r1W s. ΄Ετσι, ο µορφισµός s ˝ p : W ÝÑ W είναι αριστερά οµοτοπικός του ταυτοτικού µορ-
ϕισµού 1W : W ÝÑ W . Ανάλογα µε προηγουµένως, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός
s ˝ p : W ÝÑ W είναι αριστερά οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµού 1W : W ÝÑ W και ό-
τι το αντικείµενο W είναι συννινώδες-ινώδες απο την Πρόταση 3.2.28 έπεται ότι ο µορφισµός
s ˝ p : W ÝÑ W είναι οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµού 1W : W ÝÑ W . Συνεπώς αφού
ο µορφισµός s ˝ p : W ÝÑ W είναι οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµού 1W : W ÝÑ W και
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ο µορφισµός p ˝ s : Y ÝÑ Y είναι οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµού 1Y : Y ÝÑ Y προ-
κύπτεί ότι ο µορφισµός p είναι οµοτοπική ισοδυναµία µε οµοτοπικό αντίστροφον τον µορφισµό
s : Y ÝÑ W . ΄Ετσι, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.2.33 ο µορφισµός f “ p ˝ q είναι οµοτοπική
ισοδυναµία ως σύνθεση των οµοτοπικών ισοδυναµιών µεταξύ συννινωδών-ινωδών αντικειµένων q
και p.
Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι οµοτοπική ισοδυναµία. Τότε υπάρχει
ένας µορφισµός g : Y ÝÑ X τέτοιος ώστε ο µορφισµός g ˝ f : X ÝÑ X να είναι οµοτοπικός
µε τον ταυτοτικό µορφισµό 1X : X ÝÑ X και ο µορφισµός f ˝ g : Y ÝÑ Y να είναι οµοτοπι-
κός µε τον ταυτοτικό µορφισµό 1Y : Y ÝÑ Y . Σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του Αξιώµατος
pMC5q ο µορφισµός f : X ÝÑ Y µπορεί να παραγοντοποιηθεί ως f “ p ˝ q όπου ο µορφισµός
q : X ÝÑ W είναι τετριµµένη συννηµάτωση και ο µορφισµός p : W ÝÑ Y είναι νηµάτωση. Ο
µορφισµός q : X ÝÑ W ως τετριµµένη συννηµάτωση είναι ασθενής ισοδυναµία. Για να αποδεί-
ξουµε ότι ο µορφισµός f είναι ασθενής ισοδυναµία σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος της Πρότασης
3.1.22 αρκεί να αποδείξουµε ότι ο µορφισµός p : W ÝÑ Y είναι ασθενής ισοδυναµία. Ας εί-
ναι H : Cyl(Y) ÝÑ Y µια οµοτοπία απο τον µορφισµό f ˝ g στον ταυτοτικό µορφισµό 1Y όπου

Y
š

Y
i“i0`i1 // Cyl(Y) s // Y είναι ένα κυλινδρικό αντικείµενο για το Y . Τότε H ˝ i0 “ f ˝g

και H ˝ i1 “ 1Y . Θεωρούµε το ακόλουθο διάγραµµα:

Y

i0

��

q˝g // W

p

��
Cyl(Y)

H1

==

H // Y

.

Χρησιµοποιώντας την προσεταιριστικότητα της σύνθεσης και τις ισότητεςH˝i0 “ f ˝g και f “ p˝q
προκύπτει ότι :

H ˝ i0 “ f ˝ g “ pp ˝ qq ˝ g “ p ˝ pq ˝ gq.

Εποµένως απο την παραπάνω ισότητα έπεται ότι το διάγραµµα είναι µεταθετικό. Εφόσον το
Y είναι συννινώδες σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Λήµµατος 3.2.6 ο µορφισµός i0 : Y ÝÑ

Cyl(Y) είναι τετριµµένη συννηµάτωση. ΄Επιπλέον όπως είδαµε παραπάνω ο µορφισµός p : W ÝÑ

Y είναι νηµάτωση. Τότε απο το δεύτερο σκέλος του Αξιώµατος pMC4q υπάρχει µια ανύψωση
H 1 : Cyl(Y) ÝÑ W του παραπάνω µεταθετικού διαγράµµατος. ΄Ετσι, έχουµε ότι p ˝ H 1 “ H και
H 1 ˝ i0 “ q ˝ g. Θέτουµε s1 “ H 1 ˝ i1 : Y ÝÑ W . Χρησιµοποιώντας την προσεταιριστικότητα της
σύνθεσης, την τελευταία ισότητα καθώς και τις ισότητες p ˝H 1 “ H και H ˝ i1 “ 1Y έπεται ότι :

p ˝ s1 “ p ˝ pH 1 ˝ i1q “ pp ˝H
1q ˝ i1 “ H ˝ i1 “ 1Y .

Εφόσον Y
š

Y
i“i0`i1 // Cyl(Y) s // Y είναι ένα κυλινδρικό αντικείµενο για το Y και υπάρχει

ένας µορφισµός H 1 : Cyl(Y) ÝÑ W τέτοιος ώστε H 1 ˝ i0 “ q ˝ g και H 1 ˝ i1 “ s1 ο µορφισµός
q ˝ g : Y ÝÑ W είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού s1 : Y ÝÑ W . Λαµβάνοντας υπ΄
όψιν ότι το Y είναι συννινώδες και το W είναι ινώδες απο το Πρόταση 3.2.28 προκύπτει ότι ο
µορφισµός q ˝ g : Y ÝÑ W είναι οµοτοπικός του µορφισµού s1 : Y ÝÑ W . ΄Οµως υπο την
προϋπόθεση ότι το Y είναι συννινώδες και το W είναι ινώδες απο το τρίτο σκέλος της Πρότασης
3.2.20 η οµοτοπία είναι σχέση ισοδυναµίας. ΄Ετσι, λόγω της συµµετρικής ιδιότητας έπεται ότι ο
µορφισµός s1 είναι οµοτοπικός του µορφισµού q ˝ g. Ο µορφισµός q : X ÝÑ W απο το ευθύ
της παρούσας πρόταση ως ασθενής ισοδυναµία είναι οµοτοπική ισοδυναµία. ΄Ετσι, υπάρχει ένας
µορφισµός r : W ÝÑ X τέτοιος ώστε ο µορφισµός q ˝ r : W ÝÑ W να είναι οµοτοπικός του
ταυτοτικού µορφισµού 1W : W ÝÑ W και ο µορφισµός r ˝ q : X ÝÑ X να είναι οµοτοπικός
του ταυτοτικού µορφισµού 1X : X ÝÑ X. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι τα αντικείµενα X, Y , W
είναι συννινώδη-ινώδη και ότι ο µορφισµός p ˝ q είναι οµοτοπικός του f και ότι ο µορφισµός r
είναι οµοτοπικός του r απο την Πρόταση 3.2.28 ο µορφισµός p ˝ q ˝ r είναι οµοτοπικός του f ˝ r.
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΄Οµως ο µορφισµός q ˝ r : W ÝÑW είναι οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµού 1W : W ÝÑW .
Ως εκ τούτου ο µορφισµός p είναι οµοτοπικός του f ˝ r. Αντίστοιχα, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι
τα αντικείµενα Y , W είναι συννινώδη-ινώδη και ότι ο µορφισµός s1 είναι οµοτοπικός του q ˝ g
και ότι ο µορφισµός p είναι οµοτοπικός του p απο την Πρόταση 3.2.28. ο µορφισµός s1 ˝ p είναι
οµοτοπικός του q ˝ g ˝ r. Χρησιµοποιώντας ότι ο µορφισµός p είναι οµοτοπικός του f ˝ r, ότι ο
µορφισµός g ˝f είναι οµοτοπικός του 1X , ότι ο µορφισµός g ˝f είναι οµοτοπικός µε τον ταυτοτικό
µορφισµό 1X και ότι ο µορφισµός q ˝ r είναι οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµού 1W καθώς
και τις ιδιότητες του ταυτοτικού µορφισµού 1X έχουµε:

s1 ˝ p v q ˝ g ˝ p v q ˝ g ˝ f ˝ r v q ˝ 1X ˝ r v q ˝ r v 1W

Εφόσον s1 ˝ p v 1W και ο ταυτοτικός µορφισµός 1W είναι ασθενής ισοδυναµία προκύπτει ότι ο
µορφισµός s1 ˝ p είναι εξίσου ασθενής ισοδυναµία. Χρησιµοποιώντας την ισότητα p ˝ s1 “ 1Y και
τις ιδιότητες των ταυτοτικών µορφισµών 1Y και 1W έπεται ότι :

pp ˝ s1q ˝ p “ 1Y ˝ p “ p “ p ˝ 1W ˝ 1W

΄Ετσι, προκύπτει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

W

p

��

1W // W

s1˝p

��

1W // W

p

��
Y

s1 // W
p // Y

.

το οποίο υποδηλώνει ότι ο µορφισµός p είναι retract του µορφισµού s1˝p ο οποίος όπως προείπαµε
είναι ασθενής ισοδυναµία. Τότε σύµφωνα µε το Αξίωµα pMC3q ο µορφισµός p είναι ασθενής
ισοδυναµία. Συνεπώς σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.1.22 ότι ο µορφισµός f “ p˝q
είναι ασθενής ισοδυναµία. �

Πρόταση 3.2.43. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο, X, Y , Z, W συννινώδη-ινώδη αντικείµενα
της και f, g : X ÝÑ Y µορφισµοί στην C.

1. Εαν υπάρχει ένας µορφισµός h : Y ÝÑ Z στην C ο οποίος είναι ασθενής ισοδυναµία τέτοιος
ώστε ο µορφισµός h ˝ f : X ÝÑ Z να είναι οµοτοπικός του µορφισµού h ˝ g : X ÝÑ Z τότε ο
µορφισµός f είναι οµοτοπικός του µορφισµού g.

2. Εαν υπάρχει ένας µορφισµός k : W ÝÑ X στην C ο οποίος είναι ασθενής ισοδυναµία τέτοιος
ώστε ο µορφισµός f ˝ k : W ÝÑ Y να είναι οµοτοπικός του µορφισµού g ˝ k : W ÝÑ Y τότε ο
µορφισµός f είναι οµοτοπικός του µορφισµού g.

Απόδειξη. 1. Ας είναι h : Y ÝÑ Z µια ασθενής ισοδυναµία µεταξύ συννινωδών-ινωδών αντικει-
µένων στην C τέτοια ώστε ο µορφισµός h ˝ f : X ÝÑ Z να είναι οµοτοπικός του µορφισµού
h ˝ g : X ÝÑ Z. Τότε σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.2.40 ο µορφισµός h είναι οµοτοπι-
κή ισοδυναµία. Ως εκ τούτου υπάρχει µορφισµός rh : Z ÝÑ Y τέτοιος ώστε ο µορφι-
σµός rh ˝ h : Y ÝÑ Y να είναι οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµού 1Y : Y ÝÑ Y και
h ˝ rh : Z ÝÑ Z να είναι οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµού 1Z : Z ÝÑ Z. Εφόσον τα
αντικείµενα X, Y είναι συννινώδη-ινώδη και ο µορφισµός rh ˝ h : Y ÝÑ Y είναι οµοτοπικός
του ταυτοτικού µορφισµού 1Y : Y ÝÑ Y και ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι οµοτοπικός
του µορφισµού f : X ÝÑ Y απο το Θεώρηµα 3.2.33 ο µορφισµός 1Y ˝ f : X ÝÑ Y εί-
ναι οµοτοπικός του µορφισµού rh ˝ h ˝ f : X ÝÑ Y . Εν συνεχεία, εφόσον ο µορφισµός
rh : Z ÝÑ Y µεταξύ των συννινωδών-ινωδών αντικειµένων Z, Y είναι οµοτοπικός του µορφι-
σµού rh : Z ÝÑ Y και εξ΄ υποθέσεως ο µορφισµός h ˝ f : X ÝÑ Z µεταξύ των συννινωδών-
ινωδών αντικειµένωνX, Z είναι οµοτοπικός του µορφισµού h˝g : X ÝÑ Z απο το Θεώρηµα
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8.2.33 ο µορφισµός rh˝h˝f : X ÝÑ Y είναι οµοτοπικός του µορφισµού rh˝h˝g : X ÝÑ Y .
Επιπλέον, εφόσον ο µορφισµός rh˝h : Y ÝÑ Y είναι οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµού
1Y : Y ÝÑ Y και ο µορφισµός g : X ÝÑ Y µεταξύ των συννινωδών-ινωδών αντικειµένων
X, Y είναι οµοτοπικός του µορφισµού g : X ÝÑ Y απο το Θεώρηµα 3.2.33 ο µορφισµός
rh ˝ h ˝ g : X ÝÑ Y είναι οµοτοπικός του µορφισµού 1Y ˝ g : X ÝÑ Y . ΄Ετσι, συνδυάζοντας
τα παραπάνω προκύπτει :

f v 1Y ˝ f v rh ˝ h ˝ f v rh ˝ h ˝ g v 1Y ˝ g v g.

Εποµένως, ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι οµοτοπικός του µορφισµού g : X ÝÑ Y .

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Ολοκληρώνουµε την παράγραφο µε ένα επιπλέον κριτήριο ώστε ένας µορφισµός σε µια κατη-
γορία µοντέλο να είναι οµοτοπική ισοδυναµία.

Πρόταση 3.2.44. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο, X, Y συννινώδη-ινώδη αντικείµενα της και
g : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην C.

1. Εαν ο µορφισµός g επάγει ισοµορφισµούς

gX˚ : πpX,Xq ÝÑ πpX,Y q, rf s ÞÝÑ rg ˝ f s

και
gY˚ : πpY,Xq ÝÑ πpY, Y q, rf s ÞÝÑ rg ˝ f s

µεταξύ των συνόλων των οµοτοπικών κλάσεων των µορφισµών τότε είναι οµοτοπική ισοδυνα-
µία.

2. Εαν ο µορφισµός g επάγει ισοµορφισµούς

g˚X : πpY,Xq ÝÑ πpX,Xq, rhs ÞÝÑ rh ˝ gs

και
g˚Y : πpY, Y q ÝÑ πpX,Y q, rhs ÞÝÑ rh ˝ gs

µεταξύ των συνόλων των οµοτοπικών κλάσεων των µορφισµών τότε είναι οµοτοπική ισοδυνα-
µία.

Απόδειξη. 1. Ας είναι g : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην C µεταξύ συννινωδών-ινωδών αντικει-
µένων. Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός g επάγει ισοµορφισµούς

gX˚ : πpX,Xq ÝÑ πpX,Y q, rf s ÞÝÑ rg ˝ f s

και
gY˚ : πpY,Xq ÝÑ πpY, Y q, rf s ÞÝÑ rg ˝ f s

µεταξύ των συνόλων των οµοτοπικών κλάσεων των µορφισµών. Τότε υπάρχει µορφισµός
h1 P πpY,Xq τέτοιος ώστε gY˚ prh1sq “ r1Y s. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον ορισµό της απεικό-
νισης gY˚ απο την τελευταία ισότητα έπεται ότι rg ˝ h1s “ r1Y s. Ως εκ τούτου ο µορφισµός
g ˝ h1 : Y ÝÑ Y είναι οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµού 1Y : Y ÝÑ Y . Χρησιµοποιώ-
ντας τον ορισµό του µορφισµού gX˚ , την τελευταία ισότητα και τις ιδιότητες του ταυτοτικού
µορφισµού προκύπτει :

gX˚ pr1X sq “ rg ˝ 1X s “ rgs

και
gX˚ prh

1 ˝ gsq “ rg ˝ h1 ˝ gs “ rg ˝ h1s ˝ rgs “ r1Y s ˝ rgs “ r1Y ˝ gs “ rgs

Συνδυάζοντας τις τελευταίες ισότητες έπεται ότι gX˚ pr1X sq “ gX˚ prh
1˝gsq. ΄Οµως ο µορφισµός

gX˚ είναι «1-1». Ετσι, rh1 ˝ gs “ r1X s. Ως εκ τούτου ο µορφισµός h1 ˝ g : Y ÝÑ Y είναι
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οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµού 1Y : Y ÝÑ Y . Εποµένως, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι
ο µορφισµός g ˝h1 : Y ÝÑ Y είναι οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµού 1Y : Y ÝÑ Y και
ο µορφισµός h1 ˝ g : Y ÝÑ Y είναι οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµού 1Y : Y ÝÑ Y ο
µορφισµός g είναι οµοτοπική ισοδυναµία µε οµοτοπικό αντίστροφο g´1 “ h1.

2. Η αποδεικτική διαδικασία η οποία ακολουθείται είναι παρόµοια της αποδεικτικής διαδικα-
σίας η οποία ακολουθήθηκε στο πρώτο σκέλος. �

3.2.3 Οµοτοπία σε undercategories και σε overcategories

Εν συνεχεία ορίζουµε τις κατηγορίες των αντικειµένων µιας κατηγορίας µοντέλο υπό ενός σταθε-
ϱοποιηµένου αντικειµένου της, των αντικειµένων µιας κατηγορίας µοντέλο υπεράνω ενός σταθερο-
ποιηµένου αντικειµένου της, η οποία αποτελεί δυϊκή της προαναφερθείσας και των αντικειµένων
µιας κατηγορίας µοντέλο υπό ενος αντικειµένου της και υπεράνω ενός άλλου οι οποίες µε την
σειρά τους αποτελούν κατηγορίες µοντέλο και µελετάµε την οµοτοπία σε αυτές. Επιπλέον απο-
δεικνύουµε την µοναδικότητα µέχρις οµοτοπίας των ανυψώσεων η οποία εξασφαλίζεται απο το
Αξίωµα pMC4q.

Ορισµός 3.2.45. Ας είναι C µια κατηγορία και A ένα αντικείµενο της. Η κατηγορία των αντι-
κειµένων της C υπό του A (categories of objects of C under A) η οποία συνήθως συµβολίζεται
µε pA Ó Cq ορίζεται ως εξής :

1. Τα αντικείµενα της είναι τα Ϲευγάρια pX, sq όπουX είναι ένα αντικείµενο της C και s : A ÝÑ X
είναι ένας µορφισµός στην C.

2. ΄Ενας µορφισµός της h : pX, sq ÝÑ pY, tq απο το αντικείµενο pX, sq στο αντικείµενο pY, tq
είναι ένας µορφισµός h : X ÝÑ Y στην C τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα

A

t

��

s // X

h~~
Y

να είναι µεταθετικό.

3. Η σύνθεση των µορφισµών της επάγεται απο την σύνθεση των µορφισµών στην C.

Σχόλιο 3.2.46. Χαριν απλότητας ϑα συµβολίζουµε ένα αντικείµενο pX, sq της κατηγορίας pA Ó Cq
ως s : A ÝÑ X χωρίς να κάνουµε ϱητή αναφορά στο αντικείµενο X.

Ορισµός 3.2.47. Ας είναι C µια κατηγορία και A ένα αντικείµενο της.
Ο λησµονικός συναρτητής G : pA Ó Cq ÝÑ C είναι ο συναρτητής ο οποίος στέλνει κάθε αντικείµενο
s : A ÝÑ X της κατηγορίας pA Ó Cq στο αντικείµενο X της κατηγορίας C και κάθε µορφισµό

A

t

��

s // X

h~~
Y

στην κατηγορία pA Ó Cq στον µορφισµό h : X ÝÑ Y στην κατηγορία C.

∆υϊκά,

Ορισµός 3.2.48. Ας είναι C µια κατηγορία και A ένα αντικείµενο της. Η κατηγορία των αντικει-
µένων της C υπεράνω του A (categories of objects of C over A) η οποία συνήθως συµβολίζεται
µε pC Ó Aq ορίζεται ως εξής :
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1. Τα αντικείµενα της είναι τα Ϲευγάρια pX, sq όπουX είναι ένα αντικείµενο της C και s : X ÝÑ A
είναι ένας µορφισµός στην C.

2. ΄Ενας µορφισµός της h : pX, sq ÝÑ pY, tq απο το αντικείµενο pX, sq στο αντικείµενο pY, tq
είναι ένας µορφισµός h : X ÝÑ Y στην C τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα

X

s

��

h // Y

t~~
A

να είναι µεταθετικό.

3. Η σύνθεση των µορφισµών της επάγεται απο την σύνθεση των µορφισµών στην C.

Σχόλιο 3.2.49. Χαριν απλότητας ϑα συµβολίζουµε ένα αντικείµενο pX, sq της κατηγορίας pC Ó Aq
ως s : X ÝÑ A χωρίς να κάνουµε ϱητή αναφορά στο αντικείµενο X.

Ορισµός 3.2.50. Ας είναι C µια κατηγορία και A ένα αντικείµενο της.
Ο λησµονικός συναρτητής G : pC Ó Aq ÝÑ C είναι ο συναρτητής ο οποίος στέλνει κάθε αντικείµενο
s : X ÝÑ A της κατηγορίας pC Ó Aq στο αντικείµενο X της κατηγορίας C και κάθε µορφισµό

X

s

��

h // Y

t~~
A

στην κατηγορία pC Ó Aq στον µορφισµό h : X ÝÑ Y στην κατηγορίας C.

Πρόταση 3.2.51. Ας είναι C µια συν-πλήρης κατηγορία και A ένα αντικείµενο της.

1. Ο λησµονικός συναρτητής G : pA Ó Cq ÝÑ C ο οποίος στέλνει ένα αντικείµενο A ÝÑ Y στο
Y είναι δεξιά συζυγής του συναρτητή F : C ÝÑ pA Ó Cq ο οποίος στέλνει το αντικείµενο X της
C στο αντικείµενο A ÝÑ A

š

X.

2. Ο λησµονικός συναρτητής G : pC Ó Aq ÝÑ C ο οποίος στέλνει ένα αντικείµενο Y ÝÑ A στο
Y είναι αριστερά συζυγής του συναρτητή F : C ÝÑ pC Ó Aq ο οποίος στέλνει το αντικείµενο X
της C στο αντικείµενο X

š

A ÝÑ A.

Απόδειξη. 1. Ας είναι X ένα αντικείµενο της C και A ÝÑ Y ένα αντικείµενο της κατηγορίας
pA Ó Cq. Τότε σύµφωνα µε την καθολική ιδιότητα του συν-γινοµένου προκύπτει ότι ο µορφι-

σµός A

��

in0 // A
š

X

||
Y

εξαρτάται εξ΄ ολοκλήρου απο την επιλογή του µορφισµού X ÝÑ Y

στην κατηγορία C. Ως εκ τούτου ο λησµονικός συναρτητής G : pA Ó Cq ÝÑ C είναι δεξιά
συζυγής του συναρτητή F : C ÝÑ pA Ó Cq.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Ορισµός 3.2.52. Ας είναι C µια κατηγορία και A, B αντικείµενα της. Η κατηγορία των αντικει-
µένων της C υπο του A και υπεράνω του B (categories of objects of C under A and over
B) η οποία συνήθως συµβολίζεται µε pA Ó C Ó Bq ορίζεται ως εξής :

1. ΄Ενα αντικείµενο της είναι ένα διάγραµµα A // X // B στην C.
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2. ΄Ενας µορφισµός της απο το αντικείµενο A // X // B στο αντικείµενο A // Y // B
είναι ένας µορφισµός X ÝÑ Y στην C τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα

A

��

// Y

��
X

??

// B

.

να είναι µεταθετικό.

3. Η σύνθεση των µορφισµών της επάγεται απο την σύνθεση των µορφισµών στην C.

Παράδειγµα 3.2.53. Ας είναι Top˚ η κατηγορία των pointed spaces η οποία έχει ως αντικείµενα
τους pointed spaces δηλαδή διατεταγµένα Ϲεύγη pX,x0q όπου X είναι ένας τοπολογικός χώρος
και x0 είναι basepoint, και ως µορφισµούς τις basepoint preserving συνεχείς απεικονίσεις. Η
κατηγορία Top˚ των pointed spaces µπορεί να ιδωθεί ως η κατηγορία p˚ Ó Topq των τοπολογικών
χώρων υπο του τελικού αντικειµένου ˚ δηλαδή ενός one-point space txu στην Top. Τα αντικείµενα
της κατηγορίας p˚ Ó Topq είναι οι συνεχείς απεικονίσεις txu ÝÑ X και οι µορφισµοί στην p˚ Ó
Topq είναι οι µορφισµοί στην Top για τους οποίους το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό

txu

y0

��

x0 // X

h~~
Y

Η µεταθετικότητα του διαγράµµατος είναι ισοδύναµη µε την συνθήκη ότι ο µορφισµός h διατηρεί
basepoints.

Εαν η κατηγορία C είναι κατηγορία µοντέλο οι παραπάνω κατηγορίες αποκτούν την δοµή
κατηγορίας µοντέλο ως εξής :

Παρατήρηση 3.2.54. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και A, B αντικείµενα της.

1. Η κατηγορία pA Ó Cq αποκτά δοµή κατηγορίας µοντέλο ως εξής :
Ορίζουµε έναν µορφισµό h : pX, sq ÝÑ pY, tq στην pA Ó Cq να είναι

paq ασθενής ισοδυναµία εαν ο µορφισµός h : X ÝÑ Y είναι ασθενής ισοδυναµία στην C.
pbq νηµάτωση εαν ο µορφισµός h : X ÝÑ Y είναι νηµάτωση στην C.
pcq συννηµάτωση εαν ο µορφισµός h : X ÝÑ Y είναι συννηµάτωση στην C.

2. Η κατηγορία pC Ó Aq αποκτά δοµή κατηγορίας µοντέλο ως εξής :
Ορίζουµε έναν µορφισµό h : pX, sq ÝÑ pY, tq στην pC Ó Aq να είναι

paq ασθενής ισοδυναµία εαν ο µορφισµός h : X ÝÑ Y είναι ασθενής ισοδυναµία στην C.
pbq νηµάτωση εαν ο µορφισµός h : X ÝÑ Y είναι νηµάτωση στην C.
pcq συννηµάτωση εαν ο µορφισµός h : X ÝÑ Y είναι συννηµάτωση στην C.

3. Η κατηγορία pA Ó C Ó Bq αποκτά δοµή κατηγορίας µοντέλο ως εξής :
Ορίζουµε έναν µορφισµό h : p A // X // B q ÝÑ p A // Y // B q στην pA Ó C Ó Bq
να είναι

paq ασθενής ισοδυναµία εαν ο µορφισµός h : X ÝÑ Y είναι ασθενής ισοδυναµία στην C.
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pbq νηµάτωση εαν ο µορφισµός h : X ÝÑ Y είναι νηµάτωση στην C.
pcq συννηµάτωση εαν ο µορφισµός h : X ÝÑ Y είναι συννηµάτωση στην C.

Ορισµός 3.2.55. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και A ένα αντικειµενό της.

1. Στην κατηγορία pA Ó Cq των αντικειµένων της C υπό του A δοθέντων δύο αντικειµένων της
A ÝÑ X και A ÝÑ Y και δύο µορφισµών της f, g : X ÝÑ Y έχουµε :

paq Ο µορφισµός f καλείται αριστερά οµοτοπικός υπο του A (left homotopic under
A) του µορφισµού g εαν ο µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g στην
κατηγορία pA Ó Cq.

pbq Ο µορφισµός f καλείται δεξιά οµοτοπικός υπο του A (right homotopic under A) του
µορφισµού g εαν ο µορφισµός f είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού g στην κατηγορία
pA Ó Cq.

pcq Ο µορφισµός f καλείται οµοτοπικός υπο του A ( homotopic under A) του µορφισµού
g εαν ο µορφισµός f είναι οµοτοπικός του µορφισµού g στην κατηγορία pA Ó Cq.

pdq Ο µορφισµός f καλείται οµοτοπική ισοδυναµία υπο του A ( homotopy equivalence
under A) εαν ο µορφισµός f είναι οµοτοπική ισοδυναµία στην κατηγορία pA Ó Cq.

2. Στην κατηγορία pC Ó Aq των αντικειµένων της C υπεράνω του A δοθέντων δύο αντικειµένων
της X ÝÑ A και Y ÝÑ A και δύο µορφισµών της f, g : X ÝÑ Y έχουµε :

paq Ο µορφισµός f καλείται αριστερά οµοτοπικός υπεράνω του A (left homotopic
over A) του µορφισµού g εαν ο µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g
στην κατηγορία pC Ó Aq.

pbq Ο µορφισµός f καλείται δεξιά οµοτοπικός υπεράνω του A (right homotopic over
A) του µορφισµού g εαν ο µορφισµός f είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού g στην
κατηγορία pC Ó Aq.

pcq Ο µορφισµός f καλείται οµοτοπικός υπεράνω του A ( homotopic over A) του µορ-
ϕισµού g εαν ο µορφισµός f είναι οµοτοπικός του µορφισµού g στην κατηγορία pC Ó Aq.

pdq Ο µορφισµός f καλείται οµοτοπική ισοδυναµία υπεράνω του A ( homotopy equi-
valence over A) εαν ο µορφισµός f είναι οµοτοπική ισοδυναµία στην κατηγορία pC Ó Aq.

Πρόταση 3.2.56. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και A ένα αντικειµενό της.

1. Στην κατηγορία pA Ó Cq των αντικειµένων της C υπό του A δοθέντων δύο αντικειµένων της
A ÝÑ X και A ÝÑ Y και δύο µορφισµών της f, g : X ÝÑ Y έχουµε :

paq Εαν ο µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός υπο του A του µορφισµού g τότε ο µορφι-
σµός f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g.

pbq Εαν ο µορφισµός f είναι δεξιά οµοτοπικός υπο του A του µορφισµού g τότε ο µορφισµός
f είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού g.

pcq Εαν ο µορφισµός f είναι οµοτοπικός υπο του A του µορφισµού g τότε ο µορφισµός f είναι
οµοτοπικός του µορφισµού g.

2. Στην κατηγορία pC Ó Aq των αντικειµένων της C υπεράνω του A δοθέντων δύο αντικειµένων
της X ÝÑ A και Y ÝÑ A και δύο µορφισµών της f, g : X ÝÑ Y έχουµε :

paq Εαν ο µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός υπεράνω του A του µορφισµού g τότε ο
µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g.

pbq Εαν ο µορφισµός f είναι δεξιά οµοτοπικός υπεράνω του A του µορφισµού g τότε ο µορφι-
σµός f είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού g.
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pcq Εαν ο µορφισµός f είναι οµοτοπικός υπεράνω του A του µορφισµού g τότε ο µορφισµός
f είναι οµοτοπικός του µορφισµού g.

Απόδειξη. 1. Ας είναι A ÝÑ X και A ÝÑ Y αντικείµενα της pA Ó Cq και f, g : X ÝÑ Y
µορφισµοί στην pA Ó Cq.

paq Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού
g : X ÝÑ Y υπό του A. Τότε εξ΄ ορισµού ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι αριστερά ο-
µοτοπικός του µορφισµού g : X ÝÑ Y στην κατηγορία pA Ó Cq. ΄Ετσι, σύµφωνα µε την
Πρόταση 3.2.10 ο µορφισµός 1X ` 1X : X

š

X ÝÑ X µπορεί να παραγοντοποιηθεί
ως

A

��

s

""

t

((
X

š

X
i“i0`i1 // C

p // X

όπου ο µορφισµός p : pC, sq ÝÑ pX, tq είναι ασθενής ισοδυναµία στην κατηγορία pA Ó
Cq και επιπλέον υπάρχει ένας µορφισµός H : C ÝÑ X τέτοιος ώστε H ˝ i0 “ f και H ˝
i1 “ g. Ωστόσο, όπως είδαµε στο πρώτο σκέλος της Παρατήρησης 3.2.52 ο µορφισµός
p : pC, sq ÝÑ pX, tq είναι ασθενής ισοδυναµία στην pA Ó Cq εαν ο µορφισµός p : C ÝÑ
X είναι ασθενής ισοδυναµία στην C. ΄Ετσι, ο µορφισµός 1X ` 1X : X

š

X ÝÑ X
µπορεί να παραγοντοποιηθεί ως :

X
š

X
i“i0`i1 // C

p // X

όπου ο µορφισµός p : C ÝÑ X είναι ασθενής ισοδυναµία στην κατηγορία C. Επιπλέον,
λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι υπάρχει ένας µορφισµόςH : C ÝÑ X τέτοιος ώστεH ˝i0 “ f
και H ˝ i1 “ g απο την Πρόταση 3.2.10 έπεται ότι ο µορφισµός f είναι αριστερά
οµοτοπικός του µορφισµού g στην κατηγορία C.

pbq Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του paq.

pcq Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι οµοτοπικός του µορφισµού g : X ÝÑ Y
υπό του A. Τότε ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι αριστερά και δεξιά οµοτοπικός του
µορφισµού g : X ÝÑ Y υπό του A. ΄Ετσι, σύµφωνα µε τα paq και pbq ο µορφισµός
f : X ÝÑ Y είναι αριστερά και δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού g : X ÝÑ Y στην
κατηγορία C. Ως εκ τούτου ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι οµοτοπικός του µορφισµού
g : X ÝÑ Y στην κατηγορία C

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

΄Αµεση συνέπεια της Πρότασης 3.2.54 είναι η ακόλουθη Πρόταση.

Πρόταση 3.2.57. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και A ένα αντικειµενό της.

1. Εαν ένας µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι οµοτοπική ισοδυναµία υπό του A τότε είναι οµοτοπική
ισοδυναµία στην C.

2. Εαν ένας µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι οµοτοπική ισοδυναµία υπεράνω του A τότε είναι
οµοτοπική ισοδυναµία στην C.

Απόδειξη. 1. Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι οµοτοπική ισοδυναµία υπό του
A. Τότε εξ΄ ορισµού ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι οµοτοπική ισοδυναµία στην κατηγορία
pA Ó Cq. Ως εκ τούτου υπάρχει µορφισµός g : Y ÝÑ X τέτοιος ώστε ο µορφισµός g ˝
f : X ÝÑ X να είναι οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµού 1X : X ÝÑ X και ο µορφισµός
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f ˝ g : Y ÝÑ Y να είναι οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµού 1Y στην κατηγορία pA Ó Cq.
΄Ετσι, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον Ορισµό 3.2.53 ο µορφισµός g˝f : X ÝÑ X είναι οµοτοπικός
του ταυτοτικού µορφισµού 1X : X ÝÑ X και αντίστοιχα ο µορφισµός f ˝ g : Y ÝÑ Y να
είναι οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµού 1Y υπό του A. Ως εκ τούτου απο το πρώτο
σκέλος της Πρότασης 3.2.54 έπεται ότι ο µορφισµός g ˝ f : X ÝÑ X είναι οµοτοπικός
του ταυτοτικού µορφισµού 1X : X ÝÑ X και αντίστοιχα ο µορφισµός f ˝ g : Y ÝÑ Y είναι
οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµού 1Y στην C. Συνεπώς, ο µορφισµός f είναι οµοτοπική
ισοδυναµία µε οµοτοπικό αντίστροφο τον µορφισµό g στην C.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Οι ακόλουθες προτάσεις εγγυόνται την µοναδικότητα µέχρις οµοτοπίας των ανυψώσεων.

Πρόταση 3.2.58. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο. Θεωρούµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµ-
µα:

A

i

��

k // X

p

��
B

h2

??

h1

??

m
// Y

.

1. Εαν ο µορφισµός i : A ÝÑ B είναι συννηµάτωση, ο µορφισµός p : X ÝÑ Y είναι τετριµµένη
νηµάτωση και οι µορφισµοί h1 : B ÝÑ X και h2 : B ÝÑ X είναι ανυψώσεις στο παραπάνω
µεταθετικό διάγραµµα, τότε ο µορφισµός h1 είναι οµοτοπικός του µορφισµού h2 εαν ϑεωρηθούν
ως µορφισµοί στην κατηγορία pA Ó C Ó Y q.

2. Εαν ο µορφισµός i : A ÝÑ B είναι τετριµµένη συννηµάτωση, ο µορφισµός p : X ÝÑ Y είναι
νηµάτωση και οι µορφισµοί h1 : B ÝÑ X και h2 : B ÝÑ X είναι ανυψώσεις στο παραπάνω
µεταθετικό διάγραµµα, τότε ο µορφισµός h1 είναι οµοτοπικός του µορφισµού h2 εαν ϑεωρηθούν
ως µορφισµοί στην κατηγορία pA Ó C Ó Y q.

Απόδειξη. 1. Θεωρούµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

A

i

��

k // X

p

��
B

h2

??

h1

??

m
// Y

στο οποίο ο µορφισµός i : A ÝÑ B είναι συννηµάτωση, ο µορφισµός p : X ÝÑ Y είναι
τετριµµένη νηµάτωση και οι µορφισµοί h1 : B ÝÑ X και h2 : B ÝÑ X είναι ανυψώσεις.
Τότε p ˝ k “ m ˝ i, h1 ˝ i “ k, p ˝ h1 “ m, h2 ˝ i “ k και p ˝ h2 “ m. Σύµφωνα µε το πρώτο
σκέλος του Αξιώµατος pMC5q παραγοντοποιούµε τον µορφισµό 1B ` 1B : B

š

B ÝÑ B ως

B
š

B
j“j0`j1 // C

r // B

όπου ο µορφισµός r : C ÝÑ B είναι τετριµµένη νηµάτωση και ο µορφισµός j : B
š

B ÝÑ C
είναι συννηµάτωση. Θεωρούµε το ακόλουθο διάγραµµα:

B
š

B

j

��

h1`h2 // X

p

��
C

H

<<

m˝r // Y

.
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Χρησιµοποιώντας την προσεταιριστικότητα της σύνθεσης, τις ισότητες p˝h1 “ m, p˝h2 “ m
και r ˝ j “ 1B ` 1B καθώς και τις ιδιότητες του ταυτοτικού µορφισµού 1B προκύπτει ότι :

p˝ph1`h2q “ pp˝ph1`h2qq˝in0`pp˝ph1`h2qq˝in1 “ p˝pph1`h2q˝in0q`p˝pph1`h2q˝in1q “

“ p ˝ h1 ` p ˝ h2 “ m`m

και

pm ˝ rq ˝ j “ m ˝ pr ˝ jq “ m ˝ p1B ` 1Bq “ pm ˝ p1B ` 1Bqq ˝ in0`pm ˝ p1B ` 1Bqq ˝ in1 “

“ m ˝ pp1B ` 1Bq ˝ in0q `m ˝ pp1B ` 1Bq ˝ in1q “ m ˝ 1B `m ˝ 1B “ m`m.

Απο τις τελευταίες ισότητες έπεται ότι p ˝ ph1 ` h2q “ pm ˝ rq ˝ j, γεγονός που αποδει-
κνύει την µεταθετικότητα του τελευταίου διαγράµµατος. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορ-
ϕισµός j : B

š

B ÝÑ C είναι συννηµάτωση και ο µορφισµός p : X ÝÑ Y είναι τετριµµέ-
νη νηµάτωση σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Αξιώµατος pMC4q υπάρχει µια ανύψωση
H : C ÝÑ X στο τελευταίο µεταθετικό διάγραµµα. Ως εκ τούτου, ισχύει ότι H ˝ j “ h1`h2

και p ˝H “ m ˝ r. Εφόσον ο µορφισµός j : B
š

B ÝÑ C είναι συννηµάτωση και ο µορφι-
σµός r : C ÝÑ B είναι τετριµµένη νηµάτωση στην κατηγορία C σύµφωνα µε το τρίτο σκέλος
της Παρατήρησης 3.2.52 ο µορφισµός j : p A // B

š

B // Y q ÝÑ p A // C // Y q

είναι συννηµάτωση στην κατηγορία pA Ó C Ó Y q και ο µορφισµός r : p A // C // Y q ÝÑ

p A // B // Y q είναι τετριµµένη νηµάτωση στην κατηγορία pA Ó C Ó Y q. Επιπλέον ι-

σχύει ότι r˝j “ 1B`1B στην κατηγορία pA Ó C Ó Y q. ΄Ετσι, B
š

B
j“j0`j1 // C

r // B

είναι ένα κυλινδρικό αντικείµενο για το B στην κατηγορία pA Ó C Ó Y q. Εν συνεχεία χρη-
σιµοποιώντας την προσεταιριστικότητα της σύνθεσης, τις ισότητες j0 “ j ˝ in0, j1 “ j ˝ in1

και H ˝ j “ h1 ` h2 έπεται ότι ο µορφισµός H : C ÝÑ X πληροί τις ακόλουθες ισότητες :

H ˝ j0 “ H ˝ pj ˝ in0q “ pH ˝ jq ˝ in0 “ ph1 ` h2q ˝ in0 “ h1

και
H ˝ j1 “ H ˝ pj ˝ in1q “ pH ˝ jq ˝ in1 “ ph1 ` h2q ˝ in1 “ h2.

Συνεπώς ο µορφισµός H : C ÝÑ X είναι µια αριστερή οµοτοπία απο τον µορφισµό h1 στον
µορφισµό h2 στην κατηγορία pA Ó C Ó Y q. ΄Οµως το αντικείµενο A // B // Y είναι ένα
συννινώδες αντικείµενο και A // X // Y είναι ένα ινώδες αντικείµενο της pA Ó C Ó Y q
και καθώς ο µορφισµός h1 είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού h2 στην κατηγορία
pA Ó C Ó Y q σύµφωνα µε την Πρόταση 3.2.28 έπεται ότι ο µορφισµός h1 είναι οµοτοπικός
του µορφισµού h2 στην κατηγορία pA Ó C Ó Y q.

2. Η αποδεικτική διαδικασία η οποία ακολουθούµε είναι ανάλογη της αποδεικτικής διαδικα-
σίας που ακολουθήθηκε στο πρώτο σκέλος. �

Πρόταση 3.2.59. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο. Θεωρούµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµ-
µα:

A

i

��

k // X

p

��
B

h

??

m
// Y

1. Εαν οι µορφισµοί i : A ÝÑ B και k : A ÝÑ X είναι συννηµάτωσεις και οι µορφισµοί p : X ÝÑ

Y και m : B ÝÑ Y είναι τετριµµένες νηµάτωσεις τότε υπάρχει µια ανύψωση h : B ÝÑ X στο
παραπάνω µεταθετικό διάγραµµα η οποία είναι µοναδική µέχρις οµοτοπίας στην κατηγορία
pA Ó C Ó Y q και οποιαδήποτε τέτοια ανύψωση είναι οµοτοπική ισοδυναµία στην pA Ó C Ó Y q.
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2. Εαν οι µορφισµοί i : A ÝÑ B και k : A ÝÑ X είναι τετριµµένες συννηµάτωσεις και οι µορφι-
σµοί p : X ÝÑ Y και m : B ÝÑ Y είναι νηµάτωσεις τότε υπάρχει µια ανύψωση h : B ÝÑ X
στο παραπάνω µεταθετικό διάγραµµα η οποία είναι µοναδική µέχρις οµοτοπίας στην κατηγορία
pA Ó C Ó Y q και οποιαδήποτε τέτοια ανύψωση είναι οµοτοπική ισοδυναµία στην pA Ó C Ó Y q.

Απόδειξη. 1. Θεωρούµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

A

i

��

k // X

p

��
B

h

??

m
// Y

στο οποίο οι µορφισµοί i : A ÝÑ B και k : A ÝÑ X είναι συννηµάτωσεις και οι µορφισµοί
p : X ÝÑ Y και m : B ÝÑ Y είναι τετριµµένες νηµάτωσεις. Τότε σύµφωνα µε το πρώτο
σκέλος του Αξιώµατος pMC4q υπάρχει µια ανύψωση h : B ÝÑ X του παραπάνω µεταθετικού
διαγράµµατος. Ως εκ τούτου ισχύει ότι h ˝ i “ k και p ˝ h “ m. Ας είναι h1 : B ÝÑ X µια
άλλη ανύψωση του παραπάνω µεταθετικού διαγράµµατος. Τότε σύµφωνα µε την Πρόταση
3.2.56. ο µορφισµός h : B ÝÑ X είναι οµοτοπικός του µορφισµού h1 : B ÝÑ X στην
κατηγορία pA Ó C Ó Y q. Ως εκ τούτου η ανύψωση h : B ÝÑ X είναι µοναδική µέχρις
οµοτοπίας στην κατηγορία pA Ó C Ó Y q. Οι µορφισµοί p : X ÝÑ Y και m : B ÝÑ Y
ως τετριµµένες νηµατώσεις είναι ασθενείς ισοδυναµίες. ΄Ετσι, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την
ισότητα p ˝ h “ m απο το Αξίωµα pMC2q έπεται ότι ο µορφισµός h : B ÝÑ X είναι εξίσου
ασθενής ισοδυναµία. ΄Οµως τα αντικείµενα A // B // Y και A // X // Y είναι
ινώδη-συννινώδη αντικείµενα της pA Ó C Ó Y q. Εποµένως ο µορφισµός h : B ÝÑ X είναι
µια ασθενής ισοδυναµία µεταξύ ινωδών-συννινώδων αντικειµένων στην κατηγορία pA Ó C Ó
Y q και ως εκ τούτου σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.2.40 µια οµοτοπική ισοδυναµία στην
κατηγορία pA Ó C Ó Y q, γεγονός που ολοκληρώνει την απόδειξη.

2. Η αποδεικτική διαδικασία η οποία ακολουθούµε είναι ανάλογη της αποδεικτικής διαδικα-
σίας που ακολουθήθηκε στο πρώτο σκέλος. �

Ορισµός 3.2.60. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και i : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην C.

1. Ο µορφισµός i : X ÝÑ Y καλείται έγκλειση µιας συσταλτικής παραµόρφωσης (inclusion
of a deformation retract) εαν υπάρχει ένας µορφισµός r : Y ÝÑ X τέτοιος ώστε r ˝ i “ 1X
και ο µορφισµός i ˝ r : Y ÝÑ Y να είναι οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµού 1Y : Y ÝÑ Y .
Σ΄ αυτή την περίπτωση το αντικείµενοX καλείται συσταλτική παραµόρφωση (deformation
retract) του αντικειµένου Y .

2. Μια συσταλτική παραµόρφωση καλείται ισχυρή συσταλτική παραµόρφωση ( strong de-
formation retract) εαν ο µορφισµός i ˝ r : Y ÝÑ Y είναι οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφι-
σµού 1Y : Y ÝÑ Y υπό του X.

Πρόταση 3.2.61. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο.

1. Εαν ο µορφισµός i : X ÝÑ Y είναι τετριµµένη συννηµάτωση µεταξύ ινωδών αντικειµένων τότε
υπάρχει ένας µορφισµός r : Y ÝÑ X τέτοιος ώστε r ˝ i “ 1X και ο µορφισµός i ˝ r : Y ÝÑ Y
να είναι οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµού 1Y : Y ÝÑ Y υπό του X δηλαδή το X είναι
ισχυρή συσταλτική παραµόρφωση του Y .

2. Εαν ο µορφισµός p : A ÝÑ B είναι τετριµµένη νηµάτωση µεταξύ συννινωδών αντικειµένων τότε
υπάρχει ένας µορφισµός s : B ÝÑ A τέτοιος ώστε p ˝ s “ 1B και ο µορφισµός s ˝ p : A ÝÑ A
να είναι οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµού 1A : A ÝÑ A υπεράνω του B.
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Απόδειξη. 1. Ας είναι i : X ÝÑ Y τετριµµένη συννηµάτωση µεταξύ των ινωδών αντικειµένων
X και Y . Θεωρούµε το ακόλουθο διάγραµµα

X

i

��

1X // X

‹

��
Y

r

>>

!!
// ˚

Εφόσον ˚ είναι τελικό αντικείµενο το παραπάνω διάγραµµα είναι µεταθετικό. Εφόσον το
αντικείµενο X είναι ινώδες ο µορφισµός X ÝÑ ˚ είναι νηµάτωση στην κατηγορία C. Ως
εκ τούτου απο το πρώτο σκέλος της Παρατήρησης 3.2.52 ο µορφισµός pX, sq ÝÑ p˚, tq
είναι νηµάτωση στην κατηγορία pX Ó Cq. Ανάλογα, ο µορφισµός i : pX, s1q ÝÑ pY, t1q είναι
τετριµµένη συννηµάτωση στην κατηγορία pX Ó Cq ως τετριµµένη συννηµάτωση στην κατη-
γορία C. Τότε σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του Αξιώµατος pMC4q υπάρχει µια ανύψωση
r : Y ÝÑ X στο παραπάνω µεταθετικό διάγραµµα στην κατηγορία pX Ó Cq. Ως εκ τούτου
r ˝ i “ 1X και !! ˝ r “!. Το αντικείµενο X είναι αρχικό αντικείµενο της κατηγορίας pX Ó Cq
καθώς για κάθε αντικείµενο Y της κατηγορίας pX Ó Cq δηλαδή για κάθε µορφισµόX ÝÑ Y
υπάρχει µοναδικός µορφισµός X ÝÑ Y οποίος κάνει το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικο

X

��

// X

~~
Y

Το αντικείµενο ˚ είναι τελικό αντικείµενο της κατηγορίας pX Ó Cq καθώς για κάθε αντικεί-
µενο Z της κατηγορίας pX Ó Cq δηλαδή για κάθε µορφισµό X ÝÑ Z υπάρχει µοναδικός
µορφισµός Z ÝÑ ˚ οποίος κάνει το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικο

X

��

// Z

~~
˚.

Επιπλέον, το αντικείµενο X είναι συννινώδες-ινώδες αντικείµενο της κατηγορίας pX Ó Cq
καθώς υπάρχουν µοναδικοί µορφισµοί 1X : X ÝÑ X απο το αρχικό αντικείµενο X ÝÑ X
στο X ÝÑ X και X ÝÑ ˚ απο το αντικείµενο X ÝÑ X στο τελικό αντικείµενο X ÝÑ ˚ οι
οποιοί κάνουν τα ακόλουθα διαγράµµατα µεταθετικά

X

1X
��

1X // X

1X~~
X

X

��

// X

~~
˚

και είναι συννηµάτωση και νηµάτωση αντίστοιχα. Το αντικείµενο Y είναι εξίσου συννινώδες-
ινώδες αντικείµενο της κατηγορίας pX Ó Cq καθώς υπάρχουν µοναδικοί µορφισµοί i : X ÝÑ

Y απο το αρχικό αντικείµενο 1X : X ÝÑ X στο i : X ÝÑ Y και Y ÝÑ ˚ απο το αντικείµενο
i : X ÝÑ Y στο τελικό αντικείµενο X ÝÑ ˚ οι οποιοί κάνουν τα ακόλουθα διαγράµµατα
µεταθετικά

X

i

��

1X // X

i~~
Y

X

��

i // Y

~~
˚
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και είναι συννηµάτωση και νηµάτωση αντίστοιχα. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός
i : pX, s1q ÝÑ pY, t1q είναι τετριµµένη συννηµάτωση στην κατηγορία pX Ó Cq και ότι Y εί-
ναι ινώδες στην κατηγορία pX Ó Cq σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος της Πρότασης 3.2.34
η απεικόνιση i˚ : πrpY, Y q ÝÑ πrpX,Y q ο οποίος ορίζεται ως i˚prαsq “ rα ˝ is είναι ισο-
µορφισµός µεταξύ των συνόλων των δεξιών οµοτοπικών κλάσεων στην κατηγορία pX Ó Cq.
Χρησιµοποιώντας τον ορισµό της απεικονίσης i˚ και την ισότητα i ˝ r “ 1Y έχουµε ότι :

i˚pr1Y sq “ r1Y ˝ is “ ri ˝ r ˝ is “ i˚pri ˝ rsq.

΄Ετσι, απο την τελευταία ισότητα λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι η απεικόνιση i˚ είναι «1-1» έπεται
ότι r1Y s “ ri˝rs. Ως εκ τούτου ο ταυτοτικός µορφισµός 1Y : Y ÝÑ Y είναι δεξιά οµοτοπικός
του µορφισµού i ˝ r : Y ÝÑ Y στην κατηγορία pX Ó Cq. Επιπλέον εφόσον όπως προείπαµε
τα αντικείµενα X και Y είναι συννινώδη-ινώδη στην κατηγορία pX Ó Cq απο την Πρόταση
3.2.28 έπεται ότι ο ταυτοτικός µορφισµός 1Y : Y ÝÑ Y είναι οµοτοπικός του µορφισµού
i ˝ r : Y ÝÑ Y στην κατηγορία pX Ó Cq.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Λήµµα 3.2.62. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο, X, Y συννινώδη-ινώδη αντικείµενα της και
f, g : X ÝÑ Y είναι µορφισµοί στην C.

1. Εαν X
š

X
i“i0`i1 // Cyl(X)

s // X είναι ένα κυλινδρικό αντικείµενο για το X, H :

Cyl(X) ÝÑ Y είναι µια αριστερή οµοτοπία απο τον µορφισµό f στον µορφισµό g και H2 είναι
η σύνθεση της H και της H´1 όπως αυτή ορίστηκε στον Ορισµό 3.2.19, τότε η H2 είναι

οµοτοπική µε την σταθερή αριστερή οµοτοπία Cyl(X)2
s2 // X

f // Y στην κατηγορία

ppX
š

Xq Ó Cq.

2. Εαν Y
r // Path(Y)

pp0,p1q // Y ˆ Y είναι ένα µονοπάτι αντικείµενο για το Y , H : X ÝÑ

Path(Y) είναι µια δεξιά οµοτοπία απο τον µορφισµό f στον µορφισµό g και H2 είναι η σύνθεση
της H και της H´1 όπως αυτή ορίστηκε στον Ορισµό 3.2.19, τότε η H2 είναι οµοτοπική µε την

σταθερή δεξιά οµοτοπία X
f // Y

r2 // Path(Y)2 στην κατηγορία pC Ó pY ˆ Y qq.

Απόδειξη. 1. Ας είναι Y r // Path(Y)
pp0,p1q // Y ˆ Y ένα µονοπάτι αντικείµενο για το Y .

∆οθέντος ενός κυλινδρικού αντικειµένου X
š

X
i“i0`i1 // Cyl(X) s // X για το X υ-

ποθέτουµε ότι H : Cyl(X) ÝÑ Y είναι µια αριστερή οµοτοπία απο τον µορφισµό f στον
µορφισµό g. Τότε H ˝ i0 “ f και H ˝ i1 “ g. Θεωρούµε το ακόλουθο διάγραµµα:

X

i0

��

r˝f // Path(Y)

pp0,p1q

��
Cyl(X)

K

;;

pf˝s,Hq
// Y ˆ Y

Χρησιµοποιώντας την προσεταιριστικότητα της σύνθεσης, τις ιδιότητες του ταυτοτικού µορ-
ϕισµού 1X και του ταυτοτικού µορφισµού 1Y , τις ισότητες s ˝ i0 “ 1X , p0 ˝ r “ 1Y ,
p1 ˝ r “ 1Y οι οποίες προκύπτουν απο το δεύτερο και τρίτο σκέλος του Σχολίου 3.2.2. και
την ισότητα H ˝ i0 “ f έπεται ότι :

pf˝s,Hq˝i0 “ ppr0˝ppf˝s,Hq˝i0q, pr1˝ppf˝s,Hq˝i0q “ pppr0˝pf˝s,Hqq˝i0, ppr1˝pf˝s,Hqq˝
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˝i0q “ ppf ˝ sq ˝ i0, H ˝ i0q “ pf ˝ ps ˝ i0q, fq “ pf ˝ 1X , fq “ pf, fq

και

pp0, p1q˝pr˝fq “ ppr0˝ppp0, p1q˝pr˝fqq, pr1˝ppp0, p1q˝pr˝fqq “ pppr0˝pp0, p1qq˝pr˝fq, ppr1˝pp0,

, p1qq˝pr˝fqq “ pp0˝pr˝fq, p1˝pr˝fqq “ ppp0˝rq˝f, pp1˝rq˝fq “ p1Y ˝f, 1Y ˝fq “ pf, fq.

Απο τις τελευταίες ισότητες προκύπτει ότι pf ˝ s,Hq ˝ i0 “ pp0, p1q ˝ pr ˝ fq, γεγονός που
αποδεικνύει την µεταθετικότητα του τελευταίου διαγράµµατος. Εφόσον το X είναι συννι-
νώδες αντικείµενο της C σύµφωνα µε το Λήµµα 3.2.6 ο µορφισµός i0 : X ÝÑ Cyl(X) είναι
τετριµµένη συννηµάτωση. Επιπλέον, απο τον ορισµό του µονοπάτι αντικειµένου Path(Y) ο
µορφισµός pp0, p1q : Path(Y) ÝÑ Y είναι νηµάτωση. Τότε σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του
Αξιώµατος pMC4q υπάρχει µια ανύψωση K : Cyl(X) ÝÑ Path(Y) στο παραπάνω µεταθετικό
διάγραµµα. Ως εκ τούτου ισχύει ότιK ˝ i0 “ r ˝f και pp0, p1q ˝K “ pf ˝s,Hq. Εν συνεχεία
ϑεωρούµε το ακόλουθο διάγραµµα:

X

i11

��

r˝f // Path(Y)

pp0,p1q

��
Cyl(X)1

K1

;;

pf˝s1,H´1
q

// Y ˆ Y

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον Ορισµό 3.2.17 ο µορφισµός H´1 “ H : Cyl(X)1 “ Cyl(X) ÝÑ Y
είναι οµοτοπία απο τον µορφισµό g στον µορφισµό f και επιπλέον έχουµε ότι i11 “ i0 και
s1 “ s. Ως εκ τούτου το τελευταίο διάγραµµα ανάγεται στο προηγούµενο. ΄Ετσι η ανύψωση
K 1 : Cyl(X)1 ÝÑ Path(Y) υπάρχει στο τελευταίο διάγραµµα και ισούται µε την ανύψωση
K : Cyl(X) ÝÑ Path(Y). Εποµένως, K 1 ˝ i11 “ r ˝ f και pp0, p1q ˝ K

1 “ pf ˝ s1, H´1q. Εν
συνεχεία απο το πρώτο σκέλος του Λήµµατος 3.2.18 ισχύει ότι το διάγραµµα

X

i1

��

i10 // Cyl(X)1

k1

��
Cyl(X)

k10

// Cyl(X)2

είναι pushout. Τότε για κάθε άλλο µεταθετικό διάγραµµα

X

i1

��

i10 // Cyl(X)1

k1

��
Cyl(X) // Path(Y)

λόγω της καθολικής ιδιότητα των pushouts υπάρχει µοναδικός µορφισµόςK2 : Cyl(X)2 ÝÑ
Path(Y) τέτοιος ώστε K2 ˝ k10 “ K και K2 ˝ k1 “ K 1 όπως παριστάνεται στο ακόλουθο
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µεταθετικό διάγραµµα

X

i1

��

i10 // Cyl(X)1

k1

�� k1

��

Cyl(X)
k10

//

K

++

D

K2

##
Path(Y)

Θεωρούµε το ακόλουθο διάγραµµα

X
š

X

i20`i
2
1

��

r˝f`r˝f // Path(Y)

pp0,p1q

��
Cyl(X)2

K2

;;

pf˝s2,H2q

// Y ˆ Y

Χρησιµοποιώντας την προσεταιριστικότητα της σύνθεσης, τις ιδιότητες του ταυτοτικού µορ-
ϕισµού 1X και 1Y , τις ισότητες s2 ˝ i20 “ 1X , p0 ˝ r “ 1Y , p1 ˝ r “ 1Y οι οποίες προκύπτουν
απο δεύτερο και τρίτο σκέλος του Σχολίου 3.2.2 καθως και την ισότητα H2 ˝ i0 “ f η ο-
ποία προκύπτει απο το γεγονός ότι H2 είναι αριστερή οµοτοπία απο τον µορφισµό f στον
µορφισµό f έπεται ότι :

pp0, p1q˝pr˝fq “ ppr0˝ppp0, p1q˝pr˝fqq, pr1˝ppp0, p1q˝pr˝fqq “ pppr0˝pp0, p1qq˝pr˝fq, ppr1˝

˝pp0, p1qq˝pr˝fqq “ pp0˝pr˝fq, p1˝pr˝fqq “ ppp0˝rq˝f, pp1˝rq˝fq “ p1Y ˝f, 1Y ˝fq “ pf, fq.

και

pf˝s2, H2q˝i20 “ ppr0˝ppf˝s
2, H2q˝i20q, pr1˝ppf˝s

2, H2q˝i20qq “ pppr0˝pf˝s
2, H2qq˝i20, ppr1˝

˝pf ˝ s2, H2qq ˝ i20q “ ppf ˝ s
2q ˝ i20, H

2 ˝ i20q “ pf ˝ ps
2 ˝ i20q, fq “ pf ˝ 1X , fq “ pf, fq.

΄Ετσι, έχουµε:

pf˝s2, H2q˝pi20`i
2
1q “ ppf˝s

2, H2q˝pi20`i
2
1qq˝in0`ppf˝s

2, H2q˝pi20`i
2
1qq˝in1 “ pf˝s

2, H2q˝

˝ppi20 ` i
2
1q ˝ in0q ` pf ˝ s

2, H2q ˝ ppi20 ` i
2
1qq ˝ in1q “ pf ˝ s

2, H2q ˝ i20 ` pf ˝ s
2, H2q ˝ i21 “

“ pf, fq ` pf, fq

και

pp0, p1q˝pr˝f`r˝fq “ ppp0, p1q˝pr˝f`r˝fqq˝in0`ppp0, p1q˝pr˝f`r˝fqq˝in1 “ pp0, p1q˝

˝ppr˝f`r˝fq˝in0q`pp0, p1q˝ppr˝f`r˝fq˝in1q “ pp0, p1q˝pr˝fq`pp0, p1q˝pr˝fq “ pf, fq`pf, fq

Απο τις δύο τελευταίες ισότητες προκύπτει ότι pp0, p1q˝pr˝f`r˝fq “ pf ˝s
2, H2q˝pi20`i

2
1q,

γεγονός που αποδεικνύει την µεταθετικότητα του τελευταίου διαγράµµατος. Απο τον ορισµό
του κυλινδρικού αντικειµένου Cyl(X)2 ο µορφισµός i “ i20 ` i

2
1 : X ÝÑ Cyl(X)2 είναι τετριµ-

µένη συννηµάτωση. Επιπλέον υπενθυµίζουµε ότι ο µορφισµός pp0, p1q : Path(Y) ÝÑ Y ˆ Y
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είναι νηµάτωση. Τότε σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του Αξιώµατος pMC4q υπάρχει µια
ανύψωση K2 : Cyl(X)2 ÝÑ Path(Y) του τελευταίου µεταθετικού διαγράµµατος. Ως εκ τού-
του ισχύει ότι pp0, p1q ˝ K

2 “ pf ˝ s2, H2q και K2 ˝ pi20 ` i21q “ r ˝ f ` r ˝ f . Εφόσον

Y
r // Path(Y)

pp0,p1q // Y ˆ Y είναι ένα µονοπάτι αντικείµενο για το Y στην C ο µορ-
ϕισµός 1Y ˆ 1Y : Y ÝÑ Y ˆ Y µπορεί να παραγοντοποιηθεί ως

X
š

X

�� $$ ))
Y

r // Path(Y)
pp0,p1q // Y ˆ Y

στην ppX
š

Xq Ó Cq . Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον ορισµό του µονοπάτι αντικείµενο Path(Y) ο
µορφισµός r : Y ÝÑ Path(Y) είναι ασθενής ισοδυναµία στην C. ΄Ετσι, σύµφωνα µε το πρώτο
σκέλος της Παρατήρησης 3.2.52 ο µορφισµός X

š

X

��

// Y

r
||

Path(Y)

είναι ασθενής ισοδυναµία

στην κατηγορία ppX
š

Xq Ó Cq. Χρησιµοποιώντας την προσεταιριστικότητα της σύνθεσης
και τις ισότητες K2 ˝ i20 “ r ˝ f προκύπτει ότι :

K2 ˝pi20` i
2
1q “ pK

2 ˝pi20` i
2
1qq˝ in0`pK

2 ˝pi20` i
2
1qq˝ in1 “ K2 ˝ i20`K

2 ˝ i21 “ r˝f`r˝f.

΄Ετσι, το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό X
š

X

r˝f`r˝f

��

i20`i
2
1 // Cyl(X)2

K2yy
Path(Y)

είναι µεταθετικό

και ως εκ τούτου ο µορφισµόςK2 : Cyl(X)2 ÝÑ Path(Y) είναι µορφισµός στην ppX
š

Xq Ó Cq
ο οποίος πληροί τις ισότητες p0˝K

2 “ f ˝s2 και p1˝K
2 “ H2. Τότε σύµφωνα µε το δεύτερο

σκέλος της Πρότασης 3.2.10 ο µορφισµός f ˝ s2 είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού
H2 στην κατηγορία ppX

š

Xq Ó Cq. Το αντικείµενο X
š

X είναι αρχικό αντικείµενο της
κατηγορίας ppX

š

Xq Ó Cq καθώς για κάθε αντικείµενο Y της κατηγορίας ppX
š

Xq Ó Cq
δηλαδή για κάθε µορφισµόX

š

X ÝÑ Y υπάρχει µοναδικός µορφισµός f : X
š

X ÝÑ Y
οποίος κάνει το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικο

X
š

X

f

��

1X
š

1X// X
š

X

f
yy

Y

Το αντικείµενο ˚ είναι τελικό αντικείµενο της κατηγορίας ppX
š

Xq Ó Cq καθώς για κάθε
αντικείµενο Z της κατηγορίας ppX

š

Xq Ó Cq δηλαδή για κάθε µορφισµό X
š

X ÝÑ Z
υπάρχει µοναδικός µορφισµός Z ÝÑ ˚ οποίος κάνει το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικο

X
š

X

��

// Z

{{
˚

Επιπλέον, το αντικείµενο Cyl(X)2 είναι συννινώδες αντικείµενο της κατηγορίας ppX
š

Xq Ó
Cq καθώς υπάρχει µοναδικός µορφισµός i20 ` i21 : X

š

X ÝÑ Cyl(X)2 απο το αρχικό αντι-
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κείµενο X
š

X στο Cyl(X)2 ο οποίος κάνει το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικό

X
š

X

i20`i
2
1

��

1X
š

1X// X
š

X

i20`i
2
1yy

Cyl(X)2

και είναι συννηµάτωση. Το αντικείµενο Y είναι ινώδες αντικείµενο της κατηγορίας pX
š

X Ó

Cq καθώς υπάρχει µοναδικός µορφισµός απο το αντικείµενο Y της κατηγορία ppX
š

Xq Ó
Cq δηλαδή απο τον µορφισµό X

š

X ÝÑ Y στο τελικό αντικείµενο ˚ της κατηγορία
ppX

š

Xq Ó Cq δηλαδή στον µορφισµό X
š

X ÝÑ ˚ ο οποίος κάνει το ακόλουθο διά-
γραµµα µεταθετικό

X
š

X

��

// Y

{{
˚

και είναι νηµάτωση. Ετσι, εφόσον ο µορφισµός f ˝s2 : Cyl(X)2 ÝÑ Y είναι δεξιά οµοτοπικός
του µορφισµού H2 : Cyl(X)2 ÝÑ Y στην κατηγορία ppX

š

Xq Ó Cq και Cyl(X)2 είναι συν-
νινώδες αντικείµενο της και Y είναι ινώδες αντικείµενο της απο την Πρόταση 3.2.28 έπεται
ότι ο µορφισµός f ˝ s2 : Cyl(X)2 ÝÑ Y είναι οµοτοπικός του µορφισµού H2 : Cyl(X)2 ÝÑ Y
στην κατηγορία ppX

š

Xq Ó Cq.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Πρόταση 3.2.63. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην C µεταξύ
συννινωδών-ινωδών αντικειµένων.

1. Εαν ο µορφισµός f είναι ταυτόχρονα συννηµάτωση και οµοτοπική ισοδυναµία τότε υπάρχει
µορφισµός g : Y ÝÑ X τέτοιος ώστε g ˝ f “ 1X και ο µορφισµός f ˝ g : Y ÝÑ Y είναι
οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµού 1Y : Y ÝÑ Y στην κατηγορία pX Ó Cq δηλαδή ο
µορφισµός f είναι έγκλιση µιας ισχυρής συσταλτικής παραµόρφωσης.

2. Εαν ο µορφισµός f είναι ταυτόχρονα νηµάτωση και οµοτοπική ισοδυναµία τότε υπάρχει µορ-
ϕισµός g : Y ÝÑ X τέτοιος ώστε f ˝g “ 1Y και ο µορφισµός g ˝f : X ÝÑ X είναι οµοτοπικός
του ταυτοτικού µορφισµού 1X : X ÝÑ X στην κατηγορία pC Ó Y q δηλαδή ο µορφισµός f είναι
δυϊκός µιας ισχυρής συσταλτικής παραµόρφωσης.

Απόδειξη. 1. Ας είναι f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός µεταξύ συννινωδών-ινωδών αντικειµένων
ο οποίος είναι ταυτόχρονα συννηµάτωση και οµοτοπική ισοδυναµία. Τότε υπάρχει ένας
µορφισµός h : Y ÝÑ X τέτοιος ώστε ο µορφισµός f ˝ h : Y ÝÑ Y να είναι οµοτοπικός του
ταυτοτικού µορφισµού 1Y και ο µορφισµός h ˝ f : X ÝÑ X να είναι οµοτοπικός του ταυ-
τοτικού µορφισµού 1X . Ως εκ τούτου απο το πρώτο σκέλος του πορίσµατος 3.2.27 υπάρχει
µορφισµός g : Y ÝÑ X µε την ιδιότητα ο µορφισµός g : Y ÝÑ X να είναι δεξιά οµοτοπι-
κός του µορφισµού h : Y ÝÑ X και επιπλέον τέτοιος ώστε g ˝ f “ 1X . Λαµβάνοντας υπ΄
όψιν ότι τα αντικείµενα X και Y είναι συννινώδη-ινώδη σύµφωνα µε την Πρόταση 3.2.28
ο µορφισµός g : Y ÝÑ X είναι οµοτοπικός του µορφισµού h : Y ÝÑ X και επιπλέον απο
το τρίτο σκέλος της Πρότασης 3.2.20 η οµοτοπία είναι σχέση ισοδυναµίας. Ως εκ τούτου
λόγω της συµµετρικής ιδιότητας ο µορφισµός h : Y ÝÑ X είναι οµοτοπικός του µορφισµού
g : Y ÝÑ X. ΄Ετσι, δοθέντος του µορφισµού f : X ÝÑ Y µεταξύ συννινωδών-ινωδών αντι-
κειµένων σύµφωνα µε την Πρόταση 3.2.28 έπεται ότι ο µορφισµός f ˝ g : Y ÝÑ Y µεταξύ
συννινωδών-ινωδών αντικειµένων είναι οµοτοπικός του µορφισµού f ˝ h : Y ÝÑ Y µεταξύ
συννινωδών-ινωδών αντικειµένων. ΄Οµως, ο µορφισµός f ˝ h : Y ÝÑ Y είναι οµοτοπικός
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του ταυτοτικού µορφισµού 1Y . Συνεπώς, λόγω της µεταβατικής ιδιότητας ο µορφισµός
f ˝ g : Y ÝÑ Y είναι οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµού 1Y : Y ÝÑ Y . Εν συνεχεία

υποθέτουµε ότι Y r // Path(Y)
pp0,p1q // Y ˆ Y ένα µονοπάτι αντικείµενο για το Y και

H : Y ÝÑ Path(Y) µια δεξιά οµοτοπία απο τον µορφισµό f ˝ g στον ταυτοτικό µορφισµό 1Y .
Ως εκ τούτου p0 ˝H “ f ˝ g και p1 ˝H “ 1Y . Χρησιµοποιώντας την προσεταιριστικότητα
της σύνθεσης, τις ιδιότητες του ταυτοτικού µορφισµού 1X και του ταυτοτικού µορφισµού
1Y , τις τελευταίες ισότητες και την ισότητα g ˝ f “ 1X προκύπτει ότι :

p0 ˝ pH ˝ fq “ pp0 ˝Hq ˝ f “ pf ˝ gq ˝ f “ f ˝ pg ˝ fq “ f ˝ 1X “ f

και
p1 ˝ pH ˝ fq “ pp1 ˝Hq ˝ f “ 1Y ˝ f “ f

Ως εκ τούτου η σύνθεση H ˝ f : X ÝÑ Path(Y) είναι µια δεξιά οµοτοπία απο τον µορφισµό
f ˝g˝f στον µορφισµό 1Y ˝f “ f . Χρησιµοποιώντας την προσεταιριστικότητα της σύνθεσης,
την ισότητα g ˝ f “ 1X καθώς και την ισότητα pH ˝ fq´1 “ f´1 ˝H´1 έπεται

ppH ˝ f ˝ gq ˝H´1q ˝ f “ ppr0 ˝ pppH ˝ f ˝ gq ˝H
´1q ˝ fq, ppr1 ˝ pppH ˝ f ˝ gq ˝H

´1q ˝ fqq “

“ pppr0 ˝ pH ˝ f ˝ gq ˝H
´1q ˝ f, ppr1 ˝ ppH ˝ f ˝ gq ˝H

´1qq ˝ fq “

“ pH ˝ f ˝ g ˝ f,H´1 ˝ fq “ pH ˝ f,H´1 ˝ fq (3.2)

και

pH˝fq˝pH˝fq´1 “ ppr0˝ppH˝fq˝pH˝fq
´1q, pr1˝ppH˝fq˝pH˝fq

´1qq “ pH˝f, pH˝fq´1q “

“ pH ˝ f, f´1 ˝H´1q

Ο µορφισµός H : Y ÝÑ Path(Y) είναι µια δεξιά οµοτοπία απο τον µορφισµό f ˝ g στον
ταυτοτικό µορφισµό 1Y . Τότε εξ΄ ορισµού Ο µορφισµός H´1 : Y ÝÑ Path(Y) είναι µια δεξιά
οµοτοπία απο τον ταυτοτικό µορφισµό 1Y στον µορφισµό f ˝ g ο οποίος ταυτίζεται µε τον
H. ΄Ετσι,

pH ˝ fq ˝ pH ˝ fq´1 “ pH ˝ f, f´1 ˝H´1q “ pH ˝ f, f´1 ˝Hq “ pH ˝ f, pH´1 ˝ fq´1q.

Ανάλογα, εφόσον ο µορφισµός H´1 ˝ f : X ÝÑ Path(Y) είναι µια δεξιά οµοτοπία απο
τον µορφισµό f στον µορφισµό f ο µορφισµός pH´1 ˝ fq´1 : X ÝÑ Path(Y) είναι µια δεξιά
οµοτοπία απο τον ταυτοτικό µορφισµό f στον µορφισµό f ο οποίος ταυτίζεται µε τονH´1˝f .
Ως εκ τούτου

pH ˝ fq ˝ pH ˝ fq´1 “ pH ˝ f, f´1 ˝H´1q “ pH ˝ f, f´1 ˝Hq “

“ pH ˝ f, pH´1 ˝ fq´1q “ pH ˝ f, pH´1 ˝ fqq. (3.3)

΄Ετσι, απο τις ισότητες (3.2) και (3.3) έπεται ότι η οµοτοπία pH ˝f ˝gq˝H´1 : Y ÝÑ Path(Y)2

η οποία προκύπτει ως σύνθεση των οµοτοπιών pH ˝ f ˝ gq και H´1 εαν συντεθεί µε τον
µορφισµό f : X ÝÑ Y ισούται µε την οµοτοπία pH ˝ fq ˝ pH ˝ fq´1 : X ÝÑ Path(Y)2 η
οποία προκύπτει ως σύνθεση των οµοτοπιών pH ˝ fq και pH ˝ fq´1. Τότε σύµφωνα µε το
δεύτερο σκέλος του Λήµµατος 3.2.60 η pH ˝fq˝pH ˝fq´1 : X ÝÑ Path(Y)2 είναι οµοτοπική
µε την σταθερή οµοτοπία r2 ˝ f : X ÝÑ Path(Y)2 στην κατηγορία pC Ó pY ˆ Y qq. Εφόσον Y
είναι ένα ινώδες αντικείµενο σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος της Πρότασης 3.2.7 το µονοπάτι
αντικείµενο Path(Y)2 είναι εξίσου ινώδες στην κατηγορία C και κατ΄ επέκταση στην κατηγορία
pC Ó pY ˆ Y qq. Υπενθυµίζουµε ότι ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι συννηµάτωση στην C. Ως
εκ τούτου ο µορφισµός

X

��

// Y ˆ Y

{{
Y
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είναι συννηµάτωση στην κατηγορία pC Ó Y ˆ Y q. Επιπλέον, ο µορφισµός pH ˝ fq ˝ pH ˝

fq´1 “ pH ˝ f ˝ gq ˝ H´1 ˝ f : X ÝÑ Path(Y)2 είναι οµοτοπικός και κατ΄ επέκταση δεξιά
οµοτοπικός του µορφισµού r2 ˝ f : X ÝÑ Path(Y)2. Τότε σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος
του Πόρισµατος 3.2.27 υπάρχει µορφισµός K : Y ÝÑ Path(Y)2 τέτοιος ώστε ο µορφισµός
K : Y ÝÑ Path(Y)2 να είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού pH ˝ f ˝ gq ˝ H´1 : Y ÝÑ

Path(Y)2 και K ˝f “ r2 ˝f . Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι το Y είναι ένα ινώδες αντικείµενο της
κατηγορίας C και κατ΄ επέκταση της κατηγορίας pC Ó pY ˆ Y qq σύµφωνα µε την Πρόταση
3.2.28 έπεται ότι ο µορφισµός K : Y ÝÑ Path(Y)2 να είναι οµοτοπικός του µορφισµού
pH ˝ f ˝ gq ˝ H´1 : Y ÝÑ Path(Y)2 στην κατηγορία pC Ó pY ˆ Y qq. Επιπλέον ισχύει ότι
K ˝ f “ r2 ˝ f . Ο µορφισµός H ˝ f : X ÝÑ Path(Y) είναι µια δεξιά οµοτοπία απο τον
µορφισµό f ˝ g ˝ f στον µορφισµό f . Ως εκ τούτου ο µορφισµός H ˝ f ˝ g : Y ÝÑ Path(Y)
είναι µια δεξιά οµοτοπία απο τον µορφισµό f ˝ g ˝ f ˝ g “ f ˝ g στον µορφισµό f ˝ g.
Επιπλέον, ο µορφισµός pH ˝ f ˝ gq ˝ H´1 : Y ÝÑ Path(Y)2 είναι µια δεξιά οµοτοπία απο
τον ταυτοτικό µορφισµό 1Y στον µορφισµό f ˝ g. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός K
είναι οµοτοπικός του µορφισµού pH ˝ f ˝ gq ˝H´1 ο µορφισµός K είναι οµοτοπία απο τον
µορφισµό f ˝ g στον ταυτοτικό µορφισµό 1Y στην C και κατ΄ επέκταση στην pX Ó Cq.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Πρόταση 3.2.64. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και g : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην C µεταξύ
συννινωδών-ινωδών αντικειµένων.

1. Εαν ο µορφισµός g : X ÝÑ Y είναι ταυτόχρονα συννηµάτωση και οµοτοπική ισοδυναµία τότε
ο µορφισµός g είναι ασθενής ισοδυναµία.

2. Εαν ο µορφισµός g : X ÝÑ Y είναι ταυτόχρονα νηµάτωση και οµοτοπική ισοδυναµία τότε ο
µορφισµός g είναι ασθενής ισοδυναµία.

Απόδειξη. 1. Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός g : X ÝÑ Y είναι ταυτόχρονα συννηµάτωση και
οµοτοπική ισοδυναµία µεταξύ συννινωδών-ινωδών αντικειµένων. Τότε σύµφωνα µε το πρώτο
σκέλος της Πρότασης 3.2.61 υπάρχει µορφισµός h : Y ÝÑ X τέτοιος ώστε h ˝ g “ 1X και
ο µορφισµός g ˝ h : Y ÝÑ Y να είναι οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµού 1Y : Y ÝÑ Y
στην κατηγορία pX Ó Cq. Σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του Αξιώµατος pMC5q παραγο-
ντοποιούµε τον µορφισµό g : X ÝÑ Y ως g “ p ˝ i όπου ο µορφισµός p : W ÝÑ Y είναι
νηµάτωση και ο µορφισµός i : X ÝÑ W είναι τετριµµένη συννηµάτωση. Τότε λόγω του
Αξιώµατος pMC3q αρκεί να δείξουµε ότι ο µορφισµός g είναι retract του µορφισµού i ο ο-
ποίος ως τετριµµένη συννηµάτωση είναι ασθενής ισοδυναµία. Το Ϲητούµενο ανάγεται στο να
αποδείξουµε ότι υπάρχει µια ανύψωση q : Y ÝÑW στο ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

X

g

��

i // W

p

��
Y

q

>>

1Y
// Y

Τότε απο το τελευταίο διάγραµµα ϑα προκύψει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

X

g

��

1X // X

i

��

1X // X

g

��
Y

q // W
p // Y
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στο οποίο 1X ˝ 1X “ 1X και p ˝ q “ 1Y γεγονός που αποδεικνύει ότι ο µορφισµός g
είναι retract του µορφισµού i. Ευθύς αµέσως ϑα προσδιορίσουµε την Ϲητούµενη ανύψωση
q : Y ÝÑ W . Ορίζουµε k : Y ÝÑ W ως k “ i ˝ h. Χρησιµοποιώντας την προσεταιριστικό-
τητα της σύνθεσης, τις ιδιότητες του ταυτοτικού µορφισµού 1X : X ÝÑ X και τις ισότητες
h ˝ g “ 1X και p ˝ i “ g προκύπτει ότι :

k ˝ g “ pi ˝ hq ˝ g “ i ˝ ph ˝ gq “ i ˝ 1X “ i

και
p ˝ k “ p ˝ pi ˝ hq “ pp ˝ iq ˝ h “ g ˝ h

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την τελευταία ισότητα και το γεγονός ότι ο µορφισµός g ˝h : Y ÝÑ Y
να είναι οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµού 1Y : Y ÝÑ Y στην κατηγορία pX Ó Cq έπεται
ότι ο µορφισµός p ˝ k : Y ÝÑ Y είναι οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµού 1Y : Y ÝÑ Y
στην κατηγορία pX Ó Cq. Επιπλέον, εφόσον ο µορφισµός p : W ÝÑ Y είναι νηµάτωση
και το αντικείµενο Y είναι συννινώδες τότε σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του Πορίσµατος
3.2.27 έπεται ότι υπάρχει µορφισµός q : Y ÝÑ W ο οποίος είναι αριστερά οµοτοπικός
του µορφισµού k στην κατηγορία pX Ó Cq και p ˝ q “ 1Y . Ο µορφισµός W ÝÑ ˚ είναι
νηµάτωση ως σύνθεση των νηµατώσεων Y ÝÑ ˚ και p : W ÝÑ Y στην pX Ó Cq. Ως εκ
τούτο το αντικείµενο W είναι ένα ινώδες αντικείµενο στην pX Ó Cq. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν
ότι το Y είναι ένα συννινώδες αντικείµενο στην pX Ó Cq απο την Πρόταση 3.2.28 έπεται
ότι ο µορφισµός q : Y ÝÑ W είναι οµοτοπικός του µορφισµού k στην pX Ó Cq. Συνεπώς
η Ϲητούµενη ανύψωση q : Y ÝÑ W είναι ο µορφισµός k : Y ÝÑ W . ΄Ετσι, ο µορφισµός
g : X ÝÑ Y είναι ασθενής ισοδυναµία.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Εν συνεχεία παραθέτουµε µια πιο σύντοµη απόδειξη της αναγκαίας συνθήκης του Θεωρήµατος
3.2.40 κάνοντας χρήση προηγούµενων προτάσεων.

Πρόταση 3.2.65. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και f : X ÝÑ Y είναι ένας µορφισµός στην C
µεταξύ συννινωδών-ινωδών αντικειµένων. ΄Εαν ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι οµοτοπική ισοδυνα-
µία τότε ο µορφισµός f είναι ασθενής ισοδυναµία.

Απόδειξη. Ας είναι f : X ÝÑ Y οµοτοπική ισοδυναµία µεταξύ συννινωδών-ινωδών αντικειµένων
στην C. Τότε υπάρχει µορφισµός f´1 : Y ÝÑ X τέτοιος ώστε ο µορφισµός f ˝ f´1 : Y ÝÑ Y να
είναι οµοτοπικός µε τον ταυτοτικό µορφισµό 1Y : Y ÝÑ Y και ο µορφισµός f´1 ˝ f : X ÝÑ X
να είναι οµοτοπικός µε τον ταυτοτικό µορφισµό 1X : X ÝÑ X. Σύµφωνα µε το δεύτερο σκέ-
λος του Αξιώµατος pMC5q ο µορφισµός f : X ÝÑ Y µπορεί να παραγοντοποιηθεί ως f “ k ˝ h
όπου ο µορφισµός h : X ÝÑ W είναι συννηµάτωση και ο µορφισµός k : W ÝÑ Y είναι τετριµ-
µένη νηµάτωση. ΄Ετσι, σύµφωνα µε το Αξίωµα pMC2q αρκεί να αποδείξουµε ότι ο µορφισµός
h : X ÝÑ W είναι ασθενής ισοδυναµία. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι το X είναι ένα συννινώδες
αντικείµενο στην C και ότι το Y είναι ένα ινώδες αντικείµενο στην C οι µορφισµοί ∅ ÝÑ X και
Y ÝÑ ˚ είναι συννηµάτωση και νηµάτωση αντίστοιχα. Ως εκ τούτου οι µορφισµοί ∅ ÝÑ W
και W ÝÑ ˚ είναι συννηµάτωση και νηµάτωση ως σύνθεση των συννηµατώσεων h : X ÝÑ W
και ∅ ÝÑ X και των νηµατώσεων Y ÝÑ ˚ και W ÝÑ Y αντίστοιχα. ΄Ετσι, το αντικείµενο W
είναι συννινώδες-ινώδες. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός h : X ÝÑ W είναι συννηµάτω-
ση µεταξύ συννινώδων-ινωδών αντικειµένων σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.2.62
για να έχουµε το Ϲητούµενο αρκεί να δείξουµε ότι ο µορφισµός h : X ÝÑ W είναι οµοτοπική
ισοδυναµία. Ορίζουµε τον µορφισµό r : W ÝÑ X ως r “ f´1 ˝ k. ΄Ετσι, χρησιµοποιώντας την
προσεταιριστικότητα της σύνθεσης, την τελευταία ισότητα καθώς και την ισότητα f “ k˝h έχουµε:

r ˝ h “ pf´1 ˝ kq ˝ h “ f´1 ˝ pk ˝ hq “ f´1 ˝ f

Απο την τελευταία ισότητα λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός f´1 ˝ f : X ÝÑ X είναι ο-
µοτοπικός µε τον ταυτοτικό µορφισµό 1X : X ÝÑ X έπεται ότι ο µορφισµός r ˝ h : X ÝÑ X
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είναι οµοτοπικός µε τον ταυτοτικό µορφισµό 1X : X ÝÑ X. Μας αποµένει να αποδείξουµε ότι ο
µορφισµός h˝r : W ÝÑW είναι οµοτοπικός µε τον ταυτοτικό µορφισµό 1W : W ÝÑW . Εφόσον
X είναι ένα συννινώδες αντικείµενο και k : W ÝÑ Y είναι τετριµµένη νηµάτωση σύµφωνα µε το
πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.2.34 η απεικόνιση kX˚ : πlpX,W q ÝÑ πlpX,Y q ο οποίος ορίζεται
ως kX˚ prf sq “ rk ˝ f s είναι ένας ισοµορφισµός µεταξύ των συνόλων των αριστερών οµοτοπικών
κλάσεων των µορφισµών. Επιπλέον εφόσον τα W,X είναι ινώδη αντικείµενα απο την Πρόταση
3.2.28 έπεται ότι η απεικόνιση kX˚ : πpX,W q ÝÑ πpX,Y q είναι ισοµορφισµός µεταξύ των συνό-
λων των οµοτοπικών κλάσεων. Απο τον ορισµό της απεικόνισης kX˚ και τις ιδιότητες του ταυτοτικού
µορφισµού 1Y : Y ÝÑ Y και τις ισότητες f “ k ˝ h και r “ f´1 ˝ k

kX˚ prh ˝ rsq “ rk ˝ ph ˝ rqs “ rpk ˝ hq ˝ rs “ rf ˝ rs “ rf ˝ f
´1 ˝ ks “ r1Y ˝ ks “ rks

Απο την τελευταία ισότητα εφόσον η απεικόνιση kX˚ είναι «1-1» έπεται ότι rh˝rs “ rks. Ως εκ τούτου
ο µορφισµός h ˝ r : W ÝÑW είναι οµοτοπικός µε τον ταυτοτικό µορφισµό 1W : W ÝÑW . ΄Ετσι,
ο µορφισµός h είναι οµοτοπική ισοδυναµία µε οµοτοπικό αντίστροφο τον µορφισµό r, γεγονός
που ολοκληρώνει την απόδειξη. �

Πρόταση 3.2.66. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο.

1. Εαν ο µορφισµός g : Z ÝÑ W είναι ασθενής ισοδυναµία µεταξύ συννινωδών αντικειµένων
στην C και X είναι ένα ινώδες αντικείµενο της τότε ο µορφισµός g επάγει έναν ισοµορφισµό
g˚X : πpW,Xq ÝÑ πpZ,Xq µεταξύ των συνόλων των οµοτοπικών κλάσεων των µορφισµών.

2. Εαν ο µορφισµός g : X ÝÑ Y είναι ασθενής ισοδυναµία µεταξύ ινωδών αντικειµένων στην
C και Z είναι ένα συννινώδες αντικείµενο της τότε ο µορφισµός g επάγει έναν ισοµορφισµό
gX˚ : πpZ,Xq ÝÑ πpZ, Y q µεταξύ των συνόλων των οµοτοπικών κλάσεων των µορφισµών.

Απόδειξη. 1. Ας είναι g : Z ÝÑ W µια ασθενής ισοδυναµία µεταξύ συννινωδών αντικειµένων
στην C και X είναι ένα ινώδες αντικείµενο της. Τότε, σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Λήµ-
µατος 3.2.36 ο µορφισµός g µπορεί να παραγοντοποιηθεί ως g “ j ˝ i όπου ο µορφισµός
i : Z ÝÑ Y είναι τετριµµένη συννηµάτωση και ο µορφισµός j : Y ÝÑ W είναι τετριµµέ-
νη νηµάτωση µε δεξιό αντίστροφο k : W ÝÑ Y ο οποίος είναι τετριµµένη συννηµάτωση.
Θα αποδείξουµε ότι ο µορφισµός g˚X “ i˚X ˝ j

˚
X ο οποίος περιγράφεται απο το ακόλουθο

µεταθετικό διάγραµµα

πpW,Xq

w

��

j˚X“HomCpj,Xq// πpY,Xq

i˚X“HomCpi,Xq

zz
πpZ,Xq

είναι ένας ισοµορφισµός. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι το αντικείµενο X είναι ινώδες και ότι ο
µορφισµός i : Z ÝÑ Y είναι τετριµµένη συννηµάτωση σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος της
Πρότασης 3.2.34 έπεται ότι η απεικόνιση i˚X : πrpY,Xq ÝÑ πrpZ,Xq είναι ένας ισοµορφι-
σµός µεταξύ των δεξιών οµοτοπικών κλάσεων των µορφισµών. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι το
Z είναι ένα συννινώδες αντικείµενο, ο µορφισµός ∅ ÝÑ Z είναι συννηµάτωση. Επιπλέον ο
µορφισµός i : Z ÝÑ Y ως τετριµµένη συννηµάτωση είναι συννηµάτωση. ΄Ετσι, ο µορφισµός
∅ ÝÑ Y είναι συννηµάτωση ως σύνθεση των συννηµατώσεων i : Z ÝÑ Y και ∅ ÝÑ Z. Ως
εκ τούτου το Y είναι ένα συννινώδες αντικείµενο. Επιπροσθέτως το X είναι ένα ινώδες αντι-
κείµενο. Τότε απο την Πρόταση 3.2.28 έπεται ότι η απεικόνιση i˚X : πpY,Xq ÝÑ πpZ,Xq
είναι ένας ισοµορφισµός µεταξύ των οµοτοπικών κλάσεων των µορφισµών. Για να ολοκληρώ-
σουµε την απόδειξη µας αποµένει να δείξουµε ότι η απεικόνιση j˚X : πpW,Xq ÝÑ πpY,Xq
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είναι ένας ισοµορφισµός µεταξύ των οµοτοπικών κλάσεων των µορφισµών. Εφόσον ο µορ-
ϕισµός j : Y ÝÑ W είναι τετριµµένη νηµάτωση µεταξύ συννινωδών αντικειµένων τότε σύµ-
ϕωνα µε το δεύτερο σκέλος της Πρότασης 3.2.59 υπάρχει µορφισµός s : W ÝÑ Y τέτοιος
ώστε j ˝ s “ 1W και ο µορφισµός s ˝ j : Y ÝÑ Y να είναι οµοτοπικός του ταυτοτικού
µορφισµού 1Y : Y ÝÑ Y υπεράνω τουW . Ως εκ τούτου σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος της
Πρότασης 3.2.54 ο µορφισµός s ˝ j : Y ÝÑ Y είναι οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµού
1Y : Y ÝÑ Y στην κατηγορία µοντέλο C. Εν συνεχεία ϑεωρούµε τον µορφισµό

s˚X : πpY,Xq ÝÑ πpW,Xq, rαs ÞÝÑ rα ˝ ss

Ευθύς αµέσως αποδεικνύουµε ότι η απεικόνιση s˚X είναι καλά ορισµένη. Ας είναι rαs, rα1s P
πpY,Xq µε rαs “ rα1s. Τότε ο µορφισµός α : Y ÝÑ X είναι οµοτοπικός και κατέπέκταση
αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού α1 : Y ÝÑ X. ∆οθέντος του µορφισµού s : W ÝÑ Y ,
λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι το αντικείµενο X είναι ινώδες σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος της
Πρότασης 3.2.22 ο µορφισµός α ˝ s : W ÝÑ X είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού
α1 ˝ s : W ÝÑ X. Εφόσον το αντικείµενο W είναι συννινώδες και το αντικείµενο X είναι
ινώδες σύµφωνα µε την Πρόταση 3.2.28 ο µορφισµός α ˝ s : W ÝÑ X είναι οµοτοπικός
του µορφισµού α1 ˝ s : W ÝÑ X. Ως εκ τούτου rα ˝ ss “ rα1 ˝ ss. Εποµένως, λαµβάνοντας
υπ΄ όψιν τον ορισµό της απεικόνισης s˚X προκύπτει ότι s˚Xprαsq “ s˚Xprα

1sq γεγονός που
αποδεικνύει ότι η απεικόνιση s˚X είναι καλά ορισµένη. Ανάλογα αποδεικνύεται ότι η απει-
κόνιση j˚X : πpW,Xq ÝÑ πpY,Xq ο οποίος ορίζεται µε τον ίδιο τρόπο µε την s˚X είναι καλά
ορισµένη. Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες του ταυτοτικού µορφισµού 1Y και του ταυτοτικού
µορφισµού 1W , τους ορισµούς των απεικονίσεων s˚X και j˚X και τις ισότητες rs ˝ js “ r1Y s
και rj ˝ ss “ r1W s προκύπτει ότι για κάθε rαs P πpY,Xq και για κάθε rβs P πpW,Xq :

pj˚X ˝ s
˚
Xqprαsq “ j˚Xps

˚
Xprαsqq “ j˚Xprα ˝ ssq “ rpα ˝ sq ˝ js “ rα ˝ ps ˝ jqs “ rαs ˝ rs ˝ js “

“ rαs ˝ r1Y s “ rα ˝ 1Y s “ rαs

και

ps˚X˝j
˚
Xqprβsq “ s˚Xpj

˚
Xprβsqq “ s˚Xprβ˝jsq “ rpβ˝jq˝ss “ rβ˝pj˝sqs “ rβs˝rj˝ss “ rβs˝r1W s “

“ rβ ˝ 1W s “ rβs.

Ως εκ τούτου ο µορφισµός j˚X˝s
˚
X ισούται µε την ταυτοτική απεικόνιση 1πpY,Xq : πpY,Xq ÝÑ

πpY,Xq και ο µορφισµός s˚X˝j
˚
X ισούται µε την ταυτοτική απεικόνιση 1πpW,Xq : πpW,Xq ÝÑ

πpW,Xq. ΄Ετσι, η απεικόνιση j˚X είναι ισοµορφισµός µε αντίστροφο την απεικόνιση s˚X .
Εποµένως ο µορφισµός g˚X “ i˚X ˝ j

˚
X είναι ισοµορφισµός ως σύνθεση ισοµορφισµών.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Κλείνουµε το παρόν κεφάλαιο µε το ακόλουθο Πόρισµα το οποίο είναι άµεση συνέπεια της
Πρότασης 3.2.64

Πόρισµα 3.2.67. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο.

1. Εαν ο µορφισµός g : Z ÝÑ W είναι ασθενής ισοδυναµία µεταξύ συννινωδών αντικειµένων
στην C και X είναι ένα ινώδες αντικείµενο της τότε υπάρχει ένας µορφισµός Z ÝÑ X στην C
αν και µόνο αν υπάρχει ένας µορφισµός W ÝÑ X στην C.

2. Εαν ο µορφισµός g : X ÝÑ Y είναι ασθενής ισοδυναµία µεταξύ ινωδών αντικειµένων στην C
και Z είναι ένα συννινώδες αντικείµενο της τότε υπάρχει ένας µορφισµός Z ÝÑ X στην C αν
και µόνο αν υπάρχει ένας µορφισµός Z ÝÑ Y στην C.
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Απόδειξη. 1. Ας είναι g : Z ÝÑ W µια ασθενής ισοδυναµία µεταξύ συννινωδών αντικειµένων
στην C και X είναι ένα ινώδες αντικείµενο της. Τότε σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος της
Πρότασης 3.2.64 ο µορφισµός g επάγει έναν ισοµορφισµό g˚X : πpW,Xq ÝÑ πpZ,Xq µε-
ταξύ των συνόλων των οµοτοπικών κλάσεων των µορφισµών. Η παραπάνω «1-1» και «επί»
αντιστοιχία µεταξύ των συνόλων των οµοτοπικών κλάσεων των µορφισµών επάγει µια «1-1»
και «επί» αντιστοιχία µεταξύ των µορφισµών των αντίστοιχων οµοτοπικών κλάσεων. Ως εκ
τούτου υπάρχει ένας µορφισµός Z ÝÑ X στην C αν και µόνο αν υπάρχει ένας µορφισµός
W ÝÑ X στην C.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �
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Κεφάλαιο 4

(Συν)Ινώδεις Προσεγγίσεις και η
Οµοτοπική Κατηγορία

Στο παρόν κεφάλαιο ορίζουµε συνινώδεις/ινώδεις προσεγγίσεις σε αντικείµενα και µορφισµούς
µιας κατηγορίας µοντέλο. Αυτές οι προσεγγίσεις είναι απο τα χρησιµότερα εργαλεία της οµοτο-
πικής ϑεωρίας, καθώς αυτή η διαδικασία προσέγγισης µας επιτρέπει να αντικαταστήσουµε ένα
αντικείµενο ή έναν µορφισµό σε µια κατηγορία µοντέλο µε ένα αντικείµενο ή µορφισµό µε κα-
λύτερες ιδιότητες οµοτοπικής ϕύσης. Επιπλέον µελετάµε την κατασκευή της Quillen οµοτοπικής
κατηγορία και της οµοτοπικής κατηγορίας η οποία προκύπτει εαν στραφούµε στην υποκατηγορία
των συνινωδών-ινωδών αντικειµένων µιας κατηγορίας µοντέλο C και αποδεικνύουµε ότι η πρώτη
είναι ισοδύναµη µε την κλασικη οµοτοπική κατηγορία πcf που κατασκευάσαµε στο προηγούµενο
κεφάλαιο.

4.1 Ινώδεις και Συνινώδεις Προσεγγίσεις

Στην ενότητα αυτή παρουσιάζουµε και µελετάµε ινώδεις και συνινώδεις προσεγγίσεις οι οποίες
αποτελούν τις σηµαντικότερες προσεγγίσεις σε µια κατηγορία µοντέλο. Οι προσεγγίσεις αυτές
παίζουν κυρίαρχο ϱόλο στην οµοτοπική ϑεωρία και ιδιαίτερα στην οµολογική άλγεβρα.

4.1.1 Προσεγγίσεις στα Αντικείµενα

Αρχίζουµε, ορίζοντας µια συνινώδη προσέγγιση σε ένα αντικείµενο και µια ινώδη προσέγγιση σε
ένα αντικείµενο η οποία αποτελεί δυϊκή της πρώτης. Οι συνινώδεις και ινώδεις προσεγγίσεις είναι
ιδιαίτερα σηµαντικές καθώς µορφισµοί οι οποίοι είναι αναµενόµενο να υπάρχουν συχνά υπάρχουν
µόνο όταν η πηγή είναι συννινώδες και ο στόχος είναι ινώδες. Επιπλέον, εφόσον όπως ϑα δούµε
στην συνέχεια οι ασθενείς ισοδυναµίες σε µια κατηγορία µοντέλο C µετατρέπονται σε ισοµορφι-
σµούς στην οµοτοπική της κατηγορία µια συνινώδης ή ινώδης προσέγγιση σε ένα αντικείµενο
είναι ισόµορφο µε το αντικείµενο αυτό στην οµοτοπική κατηγορία γεγονός που υπογραµµίζει την
χρησιµότητα τους.

Ορισµός 4.1.1. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο.

1. Μια συνινώδης προσέγγιση (cofibrant approximation) σε ένα αντικείµενο X είναι ένα
συννινώδες αντικείµενο rX εφοδιασµένο µε µια ασθενή ισοδυναµία i : rX ÝÑ X και συµβολί-
Ϲεται µε p rX, iq.

2. Μια ινώδης-συνινώδης προσέγγιση (fibrant-cofibrant approximation) στο X είναι µια
συνινώδης προσέγγιση p rX, iq τέτοια ώστε η ασθενής ισοδυναµία i είναι τετριµµένη νηµάτωση.
∆υϊκά,
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3. Μια ινώδης προσέγγιση (fibrant approximation) σε ένα αντικείµενο X είναι ένα ινώδες
αντικείµενο pX εφοδιασµένο µε µια ασθενή ισοδυναµία j : X ÝÑ pX και συµβολίζεται µε
p pX, jq.

4. Μια συνινώδης-ινώδης προσέγγιση (cofibrant-fibrant approximation) στο X είναι µια
ινώδης προσέγγιση p pX, jq τέτοια ώστε η ασθενής ισοδυναµία j είναι τετριµµένη συννηµάτωση.

Σχόλιο 4.1.2. Συχνά στην ϐιβλιογραφία χρησιµοποιούµε τους όρους συνινώδης προσέγγιση και
ινώδης προσέγγιση για να αναφερθούµε στο συνινώδες αντικείµενο rX και αντίστοιχα στο ινώδες
αντικείµενο pX χωρίς να γίνει ϱητή αναφορά στην ασθενή ισοδυναµία i και στην ασθενή ισοδυναµία
j αντίστοιχα.

Κατόπιν ορίζουµε τους µορφισµούς µεταξύ συνινωδών προσεγγίσεων και τους µορφισµούς
µεταξύ ινωδών προσεγγίσεων.

Ορισµός 4.1.3. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και X ένα αντικείµενο της.

1. ΄Ενας µορφισµός απο την συνινώδη προσέγγιση p rX, iq στο X στην συνινώδη προσέγγιση
p rX 1, i1q στο X είναι ένας µορφισµός g : rX ÝÑ rX 1 µεταξύ των συνινωδών αντικειµένων rX

και rX 1 τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

rX

i

��

g // rX 1

i1~~
X

2. ΄Ενας µορφισµός απο την ινώδη προσέγγιση p pX, jq στο X στην ινώδη προσέγγιση p pX 1, j1q στο
X είναι ένας µορφισµός g : pX ÝÑ pX 1 µεταξύ των ινωδών αντικειµένων pX και pX 1 τέτοιος ώστε
το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

X

j1

��

j // pX

g��
pX 1

Στο προηγούµενο κεφάλαιο είδαµε ότι κάθε αντικείµενο µιας κατηγορίας µοντέλο C έχει του-
λάχιστον ένα κυλινδρικό και ένα µονοπάτι αντικείµενο. Κάτι ανάλογο συµβαίνει για τις ινώδεις-
συνινώδεις προσεγγίσεις και τις συνινώδεις-ινώδεις προσεγγίσεις όπως υποδηλώνεται απο την α-
κόλουθη πρόταση.

Πρόταση 4.1.4. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο. Κάθε αντικείµενο X της C έχει εξίσου µια
ινώδη-συνινώδη προσέγγιση i : rX ÝÑ X και µια συνινώδη-ινώδη προσέγγιση j : X ÝÑ pX.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Αξιώµατος pMC5q ο µορφισµός ∅ ÝÑ X µπορεί να
παραγοντοποιηθεί ως

∅ ! // rX
i // X

όπου ο µορφισµός ! : ∅ ÝÑ rX είναι συννηµάτωση και ο µορφισµός i : rX ÝÑ X είναι τετριµµένη
νηµάτωση. Ως εκ τούτου το αντικείµενο rX είναι ένα συνινώδες αντικείµενο της C και ο µορφισµός
i : rX ÝÑ X είναι ασθενής ισοδυναµία. ΄Ετσι, p rX, iq είναι συνινώδης προσέγγιση στο αντικείµενο
X. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός i : rX ÝÑ X είναι τετριµµένη νηµάτωση έπεται ότι
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p rX, iq είναι ινώδης-συνινώδης προσέγγιση στο X. ΄Ετσι, το αντικείµενο X της C έχει µια ινώδη-
συνινώδη προσέγγιση i : rX ÝÑ X.
Ανάλογα, σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του Αξιώµατος pMC5q ο µορφισµός X ÝÑ ˚ µπορεί να
παραγοντοποιηθεί ως

X
j // pX

‹ // ˚

όπου ο µορφισµός j : X ÝÑ pX είναι τετριµµένη συννηµάτωση και ο µορφισµός ˚ : pX ÝÑ ˚ είναι
νηµάτωση. Ως εκ τούτου ο µορφισµός j : X ÝÑ pX είναι ασθενής ισοδυναµία και το αντικείµενο
pX είναι ένα ινώδες αντικείµενο της C. ΄Ετσι, p pX, jq είναι ινώδης προσέγγιση στο αντικείµενο
X. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός j : X ÝÑ pX είναι τετριµµένη συννηµάτωση έπεται
ότι p pX, jq είναι συνινώδης-ινώδης προσέγγιση στο X. ΄Ετσι, το αντικείµενο X της C έχει µια
συνινώδη-ινώδη προσέγγιση j : X ÝÑ pX. Εποµένως, κάθε αντικείµενο X της C έχει εξίσου µια
ινώδη-συνινώδη προσέγγιση i : rX ÝÑ X και µια συνινώδη-ινώδη προσέγγιση j : X ÝÑ pX. �

Λήµµα 4.1.5. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και X ένα αντικείµενο της.

1. Εαν p rX, iq και p rX 1, i1q είναι συνινώδεις προσεγγίσεις στο X και g : rX ÝÑ rX 1 είναι ένας
µορφισµός απο την συνινώδη προσέγγιση p rX, iq στην συνινώδη προσέγγιση p rX 1, i1q τότε ο
µορφισµός g είναι µια ασθενής ισοδυναµία.

2. Εαν p pX, jq και p pX 1, j1q είναι ινώδεις προσεγγίσεις στοX και g : pX ÝÑ pX 1 είναι ένας µορφισµός
απο την ινώδη προσέγγιση p pX, jq στην ινώδη προσέγγιση p pX 1, j1q τότε ο µορφισµός g είναι µια
ασθενής ισοδυναµία.

Απόδειξη. 1. Ας είναι p rX, iq και p rX 1, i1q συνινώδεις προσεγγίσεις στο X και g : rX ÝÑ rX 1 είναι
ένας µορφισµός απο την συνινώδη προσέγγιση p rX, iq στην συνινώδη προσέγγιση p rX 1, i1q.
Τότε οι µορφισµοί i : rX ÝÑ X και i1 : rX 1 ÝÑ X είναι ασθενείς ισοδυναµίες µε rX και rX 1 να
είναι συνινώδη αντικείµενα της C και ο µορφισµός g : rX ÝÑ rX 1 είναι τέτοιος ώστε i1 ˝ g “ i.
Ως εκ τούτου απο το Αξίωµα pMC2q έπεται ότι ο µορφισµός g : rX ÝÑ rX 1 είναι µια ασθενής
ισοδυναµία.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Λήµµα 4.1.6. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και X ένα αντικείµενο της.

1. Εαν p rX, iq είναι µια ινώδης-συνινώδης προσέγγιση στο X και g : W ÝÑ X είναι ένας
µορφισµός στην C όπου W είναι ένα συνινώδες αντικείµενο, τότε υπάρχει ένας µορφισµός
φ : W ÝÑ rX µοναδικός µέχρις οµοτοπίας υπεράνω του X, τέτοιος ώστε i ˝ φ “ g.

2. Εαν p pX, jq είναι µια συνινώδης-ινώδης προσέγγιση στο X και g : X ÝÑ Y είναι ένας µορφι-
σµός στην C όπου Y είναι ένα ινώδες αντικείµενο, τότε υπάρχει ένας µορφισµός φ : pX ÝÑ Y
µοναδικός µέχρις οµοτοπίας υπό του X, τέτοιος ώστε φ ˝ j “ g.

Απόδειξη. 1. Ας είναι p rX, iq µια ινώδης-συνινώδης προσέγγιση στο X και g : W ÝÑ X είναι
ένας µορφισµός στην C όπου W είναι ένα συνινώδες αντικείµενο. Τότε p rX, iq είναι µια
συνινώδης προσεγγιση στο X τέτοια ώστε ο µορφισµός i : rX ÝÑ X να είναι µια τετριµµένη
νηµάτωση και ο µορφισµός !! : ∅ ÝÑ W είναι συννηµάτωση. Θεωρούµε το ακόλουθο
διάγραµµα

∅

!!

��

! // rX

i

��
W

φ

??

g
// X
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Εφόσον το ∅ είναι αρχικό αντικείµενο το διάγραµµα είναι µεταθετικό. Λαµβάνοντας υπ΄
όψιν ότι ο µορφισµός !! : ∅ ÝÑ W είναι συννηµάτωση και ο µορφισµός i : rX ÝÑ X είναι
µια τετριµµένη νηµάτωση σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Αξιώµατος pMC4q υπάρχει µια
ανύψωση φ : W ÝÑ rX στο παραπάνω µεταθετικό διάγραµµα. Ως εκ τούτου φ˝!! “! και
i ˝ φ “ g. ΄Ετσι, υπάρχει µορφισµός φ : W ÝÑ rX τέτοιος ώστε i ˝ φ “ g. ΄Οσον αφορά την
µοναδικότητα υποθέτουµε ότι υπάρχει ακόµη µια ανύψωση pφ : W ÝÑ rX του παραπάνω
µεταθετικού διαγράµµατος. Τότε σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.2.56 ο
µορφισµός φ : W ÝÑ rX είναι οµοτοπικός του µορφισµού pφ : W ÝÑ rX στην κατηγορία
των αντικειµένων της C υπο του αρχικού αντικειµένου ∅ και υπεράνω του X. Συνεπώς ο
µορφισµός φ : W ÝÑ rX είναι ο µοναδικός µορφισµός µέχρις οµοτοπίας υπεράνω του X,
τέτοιος ώστε i ˝ φ “ g.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Πρόταση 4.1.7. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και X ένα αντικείµενο της.

1. Εαν p rX, iq είναι µια συνινώδης προσέγγιση και p rX 1, i1q είναι µια ινώδης–συνινώδης προσέγγιση
στο X, τότε υπάρχει ένας µορφισµός g : rX ÝÑ rX 1 απο την συνινώδη προσέγγιση p rX, iq του
X στην συνινώδη προσέγγιση p rX 1, i1q του X µοναδικός µέχρις οµοτοπίας υπεράνω του X και
κάθε τέτοιος µορφισµός g είναι ασθενής ισοδυναµία.

2. Εαν p pX, jq είναι µια ινώδης προσέγγιση και p pX 1, j1q είναι µια συνινώδης–ινώδης προσέγγιση
στο X, τότε υπάρχει ένας µορφισµός g : pX ÝÑ pX 1 απο την ινώδη προσέγγιση p pX, jq του X
στην ινώδη προσέγγιση p pX 1, j1q τουX µοναδικός µέχρις οµοτοπίας υπο τουX και κάθε τέτοιος
µορφισµός g είναι ασθενής ισοδυναµία.

Απόδειξη. 1. Ας είναι p rX, iq µια συνινώδης προσέγγιση στοX και p rX 1, i1q µια ινώδης–συνινώδης
προσέγγιση στο X. Τότε ο µορφισµός i : rX ÝÑ X είναι µια ασθενής ισοδυναµία στην C
όπου rX είναι ένα συνινώδες αντικείµενο και p rX 1, i1q είναι µια συνινώδης προσέγγιση στο
X τέτοια ώστε ο µορφισµός i1 : rX 1 ÝÑ X να είναι τετριµµένη νηµάτωση. ΄Ετσι, σύµφωνα
µε το πρώτο σκέλος του Λήµµατος 4.1.6 υπάρχει ένας µορφισµός g : rX ÝÑ rX 1 µεταξύ των
συνινωδών αντικειµένων rX και rX 1 µοναδικός µέχρις οµοτοπίας υπεράνω του X, τέτοιος
ώστε i1 ˝ g “ i. Ως εκ τούτου ο µορφισµός g : rX ÝÑ rX 1 είναι ένας µορφισµός απο την συνι-
νώδη προσέγγιση p rX, iq του X στην συνινώδη προσέγγιση p rX 1, i1q του X και κατ΄ επέκταση
σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Λήµµατος 4.1.5 µια ασθενή ισοδυναµία.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

΄Αµεση συνέπεια της Πρότασης 4.1.7 είναι η ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 4.1.8. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και X ένα αντικείµενο της.

1. Εαν p rX, iq και p rX 1, i1q είναι ινώδεις–συνινώδεις προσέγγισεις στο X, τότε υπάρχει ένας µορ-
ϕισµός g : rX ÝÑ rX 1 απο την συνινώδη προσέγγιση p rX, iq στο X στην συνινώδη προσέγγιση
p rX 1, i1q στοX µοναδικός µέχρις οµοτοπίας υπεράνω τουX και κάθε τέτοιος µορφισµός g είναι
οµοτοπική ισοδυναµία υπεράνω του X.

2. Εαν p pX, jq και p pX 1, j1q είναι συνινώδεις–ινώδεις προσέγγισεις στο X, τότε υπάρχει ένας µορ-
ϕισµός g : pX ÝÑ pX 1 απο την ινώδη προσέγγιση p pX, jq στο X στην ινώδη προσέγγιση p pX 1, j1q
στο X µοναδικός µέχρις οµοτοπίας υπο του X και κάθε τέτοιος µορφισµός g είναι οµοτοπική
ισοδυναµία υπο του X.
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Απόδειξη. 1. Ας είναι p rX, iq και p rX 1, i1q ινώδεις–συνινώδεις προσέγγισεις στο X. Τότε p rX, iq
και p rX 1, i1q είναι συνινώδεις προσέγγισεις στο X τέτοιες ώστε οι µορφισµόι i : rX ÝÑ X και
i1 : rX 1 ÝÑ X να είναι τετριµµένες νηµάτωσεις. ΄Ετσι, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τα παραπάνω
σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος της Πρότασης 4.1.7 υπάρχει ένας µορφισµός g : rX ÝÑ rX 1 απο
την συνινώδη προσέγγιση p rX, iq στο X στην συνινώδη προσέγγιση p rX 1, i1q στο X µοναδικός
µέχρις οµοτοπίας υπεράνω τουX ο οποίος είναι ασθενής ισοδυναµία. Το αρχικό αντικείµενο
∅ είναι αρχικό αντικείµενο της κατηγορίας pC Ó Xq αφου για κάθε αντικείµενο rX της
κατηγορίας pC Ó Xq δηλαδή για κάθε µορφισµό rX ÝÑ X υπάρχει µοναδικός µορφισµός
∅ ÝÑ rX τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

∅

��

// rX

��
X

Το αντικείµενο X είναι τελικό αντικείµενο της κατηγορίας pC Ó Xq αφου για κάθε αντικεί-
µενο A της κατηγορίας pC Ó Xq δηλαδή για κάθε µορφισµό f : A ÝÑ X υπάρχει µοναδικός
µορφισµός f : A ÝÑ X τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

A

f

��

f // X

1X~~
X

Εφόσον rX και rX 1 είναι συνινώδη αντικείµενα της C οι µορφισµοί ∅ ÝÑ rX και ∅ ÝÑ rX 1

είναι συννηµατώσεις. Το αντικείµενο rX είναι συνινώδες-ινώδες αντικείµενο της κατηγορί-
ας pC Ó Xq καθώς υπάρχουν µοναδικοί µορφισµοί ∅ ÝÑ rX απο το αρχικό αντικείµενο
∅ ÝÑ X της κατηγορίας pC Ó Xq στο αντικείµενο i : rX ÝÑ X της κατηγορίας pC Ó Xq και
i : rX ÝÑ X απο το αντικείµενο i : rX ÝÑ X της κατηγορίας pC Ó Xq στο τελικό αντικεί-
µενο 1X : X ÝÑ X της κατηγορίας pC Ó Xq οι οποιοί κάνουν τα ακόλουθα διάγραµµατα
µεταθετικά

∅

��

// rX

i��
X

rX

i

��

i // X

1X��
X

και είναι συννηµάτωση και νηµάτωση αντίστοιχα. Το αντικείµενο rX 1 είναι εξίσου συνινώδες-
ινώδες αντικείµενο της κατηγορίας pC Ó Xq καθώς υπάρχουν µοναδικοί µορφισµοί∅ ÝÑ rX 1

απο το αρχικό αντικείµενο ∅ ÝÑ X της κατηγορίας pC Ó Xq στο αντικείµενο i1 : rX 1 ÝÑ X

της κατηγορίας pC Ó Xq και i1 : rX 1 ÝÑ X απο το αντικείµενο i1 : rX 1 ÝÑ X της κατηγορίας
pC Ó Xq στο τελικό αντικείµενο 1X : X ÝÑ X της κατηγορίας pC Ó Xq οι οποιοί κάνουν τα
ακόλουθα διάγραµµατα µεταθετικά

∅

��

// rX 1

i1~~
X

rX 1

i1

��

i1 // X

1X~~
X

και είναι συννηµάτωση και νηµάτωση αντίστοιχα. Εφόσον g : rX ÝÑ rX 1 είναι ασθενής ισο-
δυναµία µεταξύ συνινωδών-ινωδών αντικειµένων στην κατηγορία pC Ó Xq απο το Θεώρηµα
3.2.40 έπεται ότι ο µορφισµός g : rX ÝÑ rX 1 είναι οµοτοπική ισοδυναµία υπεράνω του X.
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2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Υπενθυµίζουµε,

Ορισµός 4.1.9. Ας είναι C µια κατηγορία και W µια κλάση µορφισµών της. Εαν X και Y είναι
αντικείµενα της C και n ě 0, τότε κάθε διάγραµµα της µορφής

W1 ¨ ¨ ¨ Y

X

f1

>>

W2

f3

==
f2

aa

Wn´1

fn´1

<<
fn

bb

όπου καθένα απο τα fi ανήκει στην κλάση W , µπορεί να κατευθύνεται είτε προς τα αριστερά είτε
προς τα δεξιά και διαδοχικά fi µπορούν να κατευθύνονται είτε στην ίδια είτε σε αντίθετη διεύθυνση
καλείται Ϲιγκ-Ϲαγκ των στοιχείων της W µήκους n απο το X στο Y (zig-zag of elements of
W of length n from X to Y ).
Εαν η κατηγορία C είναι µια κατηγορία µοντέλο και η κλάση W είναι η κλάση των ασθενών ισοδυ-
ναµιών της C τότε τα αντικείµενα X και Y καλούνται ασθενώς ισοδύναµα (weakly equivalent).

Πρόταση 4.1.10. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και X ένα αντικείµενο της.

1. Εαν p rX, iq και p rX 1, i1q είναι συνινώδεις προσέγγισεις στο X, τότε τα rX και rX 1 είναι ασθενώς
ισοδύναµα υπεράνω του X.

2. Εαν p pX, jq και p pX 1, j1q είναι ινώδεις προσέγγισεις στο X, τότε τα pX και pX 1 είναι ασθενώς
ισοδύναµα υπο του X.

Απόδειξη. 1. Ας είναιX ένα αντικείµενο στην κατηγορία C και p rX, iq συνινώδης προσέγγιση στο
X. Σύµφωνα µε την Πρόταση 4.1.4 το αντικείµενο X έχει µια ινώδη-συνινώδη προσέγγιση
p rX 1, i1q. Τότε απο το πρώτο σκέλος της Πρότασης 4.1.7 έπεται ότι υπάρχει ένας µορφισµός
g : rX ÝÑ rX 1 απο την συνινώδη προσέγγιση p rX, iq στο X στην συνινώδη προσέγγιση p rX 1, i1q
στο X µοναδικός µέχρις οµοτοπίας υπεράνω του X ο οποίος είναι ασθενής ισοδυναµία. Ως
εκ τούτου υπάρχει ένα Ϲιγκ-Ϲαγκ ασθενών ισοδυναµιών µήκους 1 µεταξύ των rX και rX 1,
γεγονός που αποδεικνύει ότι τα rX και rX 1 είναι ασθενώς ισοδύναµα.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Υπενθυµίζουµε,

Ορισµός 4.1.11. Ας είναι C µια κατηγορία καιX, Y αντικείµενα στην C. ∆ύο Ϲιγκ-Ϲαγκ στην C απο
το X στο Y καλούνται ισοδύναµα (equivalent) εαν το ένα µπορεί να προκύψει απο το άλλο µέσω
µιας πεπερασµένης ακολουθίας µετασχηµατισµών της ακόλουθης µορφής :

1. ∆ύο διαδοχικοί µορφισµοί της ίδιας διεύθυνσης σε ένα Ϲιγκ-Ϲαγκ µπορούν να αντικατασταθούν
απο την σύνθεση τους.

2. Μορφισµοί της µορφής

. . .Wk´1
fk // Wk Wk´1 . . .

fkoo

είτε της µορφής

. . .Wk´1 Wk

f 1koo f 1k // Wk´1 . . .

σε ένα Ϲίγκ-Ϲαγκ αντικαθίστανται απο τον ταυτοτικό µορφισµό

Wk´1

1Wk´1 // Wk´1 .
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Εαν δύο οποιαδήποτε Ϲιγκ-Ϲαγκ απο το X στο Y είναι ισοδύναµα τότε ϑα λέµε ότι υπάρχει ένα
ουσιωδώς µοναδικό Ϲιγκ-Ϲαγκ (essentially unique zig-zag) απο το X στο Y στην C.

Παρατήρηση 4.1.12. Σε µια κατηγορία µοντέλο C δοθέντος ενός αντικειµένου της X υπαρχεί
ένα ουσιωδώς µοναδικό Ϲιγκ-Ϲαγκ των ασθενών ισοδυναµιών των συνινωδών προσεγγίσεων p rX, iq
και p rX 1, i1q στο X απο το p rX, iq στο p rX 1, i1q και δυϊκά υπαρχεί ένα ουσιωδώς µοναδικό Ϲιγκ-Ϲαγκ
των ασθενών ισοδυναµιών των ινωδών προσεγγίσεων p pX, jq και p pX 1, j1q στο X απο το p pX, jq στο
p pX 1, j1q.

Λήµµα 4.1.13. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο, X ένα αντικείµενο της, iX : rQX ÝÑ X µια
ινώδης-συνινώδης προσέγγιση στο X και jX : X ÝÑ pRX µια συνινώδης-ινώδης προσέγγιση στο X.
∆οθέντος ενός µορφισµού f : X ÝÑ Y στην C

1. Υπάρχει ένας µορφισµός rf : rQX ÝÑ rQY τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι
µεταθετικό

rQX

iX

��

rf // rQY

iY

��
X

f // Y.

Ο µορφισµός rf εξαρτάται µόνο απο τον µορφισµό f µέχρις αριστερής ή δεξιάς οµοτοπίας και
είναι ασθενής ισοδυναµία αν και µόνο αν ο µορφισµός f είναι ασθενής ισοδυναµία. Εαν
το αντικείµενο Y είναι ινώδες τότε ο µορφισµός rf εξαρτάται µόνο απο την αριστερή κλάση
οµοτοπίας του f µέχρις αριστερής ή δεξιάς οµοτοπίας.

2. Υπάρχει ένας µορφισµός pf : pRX ÝÑ pRY τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι
µεταθετικό

X

jX

��

f // Y

jY

��
pRX

pf // pRY

. Ο µορφισµός pf εξαρτάται µόνο απο τον µορφισµό f µέχρις αριστερής ή δεξιάς οµοτοπίας
και είναι ασθενής ισοδυναµία αν και µόνο αν ο µορφισµός f είναι ασθενής ισοδυναµία. Εαν
το αντικείµενο X είναι συνινώδες τότε ο µορφισµός pf εξαρτάται µόνο απο την δεξιά κλάση
οµοτοπίας του f µέχρις αριστερής ή δεξιάς οµοτοπίας.

Απόδειξη. 1. Ας είναι iX : rQX ÝÑ X και iY : rQY ÝÑ Y ινώδεις-συνινώδεις προσεγγίσεις στο
X και στο Y αντίστοιχα. Τότε τα αντικείµενα rQX και rQY είναι συνινώδη και οι µορφισµοί
iX και iY είναι τετριµµένες νηµατώσεις. Θεωρούµε το ακόλουθο διάγραµµα

∅

!

��

!! // rQY

iY

��
rQX

rf

>>

f˝iX // Y.



242 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. (ΣΥΝ)ΙΝΩ∆ΕΙΣ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΕΙΣ ΚΑΙ Η ΟΜΟΤΟΠΙΚΗ ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ

Εφόσον ∅ είναι ένα αρχικό αντικείµενο το παραπάνω διάγραµµα είναι µεταθετικό. Λαµ-
ϐάνοντας υπ΄ όψιν ότι το αντικείµενο rQX είναι συνινώδες ο µορφισµός ∅ ÝÑ rQX είναι
συννηµάτωση. Τότε σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Αξιώµατος pMC4q υπάρχει µια ανύ-
ψωση rf : rQX ÝÑ rQY στο παραπάνω µεταθετικό διάγραµµα. Ως εκ τούτου, iY ˝ rf “ f ˝ iX
και rf˝! “!!. ΄Ετσι, απο την ισότητα iY ˝ rf “ f ˝ iX έπεται ότι το διάγραµµα

rQX

iX

��

rf // rQY

iY

��
X

f // Y

είναι µεταθετικό. ΄Οσον αφορά την µοναδικότητα µέχρις αριστερής οµοτοπίας υποθέτου-
µε ότι υπάρχει µορφισµός rf 1 : rQX ÝÑ rQY ο οποίος κάνει το τελευταίο διάγραµµα µε-
ταθετικό. Τότε ισχύει iY ˝ rf 1 “ f ˝ iX . Επιπλέον, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την ισότητα
iY ˝ rf “ f ˝ iX έπεται ότι iY ˝ rf “ iY ˝ rf 1. Παίρνοντας τις αριστερές οµοτοπικές κλάσεις
στην τελευταία ισότητα προκύπτει ότι riY ˝ rf s “ riY ˝ rf 1s. Σύµφωνα, µε το πρώτο σκέ-
λος της Πρότασης 3.2.34 η τετριµµένη νηµάτωση iY : rQY ÝÑ Y επάγει έναν ισοµορφισµό
iY

rQX
˚ : πlp rQX, rQY q ÝÑ πlp rQX,Y q µεταξύ των αριστερών οµοτοπικών κλάσεων των µορφι-

σµών ο οποίος ορίζεται ως iY
rQX
˚ prhsq “ riY ˝ hs. Ως εκ τούτου λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον

ορισµό του iY
rQX
˚ και την τελευταία ισότητα έπεται ότι iY

rQX
˚ pr rf sq “ iY

rQX
˚ pr rf 1sq. ΄Οµως ο

µορφισµός iY
rQX
˚ είναι «1-1». ΄Ετσι, απο την τελευταία ισότητα προκύπτει ότι r rf s “ r rf 1s,

γεγονός που αποδεικνύει ότι ο µορφισµός rf είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού rf 1.
΄Οσον αφορά την µοναδικότητα µέχρις δεξιάς οµοτοπίας λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορ-
ϕισµός rf είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού rf 1 και ότι rQX είναι συνινώδες απο
το πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.2.23 έπεται ότι ο µορφισµός rf είναι δεξιά οµοτοπικός
του µορφισµού rf 1. Οι µορφισµοί iX : rQX ÝÑ X και iY : rQY ÝÑ Y ως τετριµµένες νη-
µατώσεις είναι ασθενείς ισοδυναµίες. Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός rf : rQX ÝÑ rQY είναι
ασθενής ισοδυναµία. Τότε λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την ισότητα iY ˝ rf “ f ˝ iX σύµφωνα µε
το Αξίωµα pMC2q έπεται ότι ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι ασθενής ισοδυναµία. Ανάλογα
αποδεικνύεται ότι εαν ο µορφισµός f είναι ασθενής ισοδυναµία τότε ο µορφισµός rf είναι
ασθενής ισοδυναµία. ΄Οσον αφορά τον τελευταίο ισχυρισµό αρκεί να αποδείξουµε ότι εαν rf 1

είναι ένας άλλος µορφισµός τέτοιος ώστε το διάγραµµα να είναι µεταθετικό ανήκει στην ίδια
κλάση οµοτοπίας του f .

• Ειδική Περίπτωση: Σταθεροποιούµε έναν µορφισµό f : X ÝÑ Y και υποθέτουµε ότι
υπάρχουν µορφισµοί rf : rQX ÝÑ rQY και rf 1 : rQX ÝÑ rQY τέτοιοι ώστε το ακόλουθο
διάγραµµα να είναι µεταθετικό

rQX

iX

��

rf //

rf 1
// rQY

iY

��
X

f // Y

Τότε λόγω της µοναδικότητας µέχρις αριστερής οµοτοπίας του µορφισµού rf έπεται ότι
ο µορφισµός rf είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού rf 1.

• Γενική Περίπτωση: Ας είναι f : X ÝÑ Y και f 1 : X ÝÑ Y δύο αριστερά οµοτοπικοί
µορφισµοί και rf : rQX ÝÑ rQY και rf 1 : rQX ÝÑ rQY οι αντίστοιχοι µορφισµοί οι οποιοί



4.1. ΙΝΩ∆ΕΙΣ ΚΑΙ ΣΥΝΙΝΩ∆ΕΙΣ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΕΙΣ 243

κάνουν το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικό

rQX

iX

��

rf //

rf 1
// rQY

iY

��
X

f //

f 1
// Y

Θα αποδείξουµε ότι ο µορφισµός rf είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού rf 1. Λόγω
της µεταθετικότητας του διαγράµµατος προκύπτουν οι ισότητες f ˝ iX “ iY ˝ rf και
f 1 ˝ iX “ iY ˝ rf 1. Εφόσον ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι αριστερά οµοτοπικός του
µορφισµού f 1 : X ÝÑ Y και το Y είναι ένα ινώδες αντικείµενο απο το πρώτο σκέλος
της Πρότασης 3.2.22 ο µορφισµός f ˝ iX : rQX ÝÑ Y είναι αριστερά οµοτοπικός του
µορφισµού f 1 ˝ iX : rQX ÝÑ Y . Ως εκ τούτου rf ˝ iX s “ rf 1 ˝ iX s και κατ΄ επέκταση
χρησιµοποιώντας τις τελευταίες ισότητες riY ˝ rf s “ riY ˝ rf 1s. ΄Ετσι, λαµβάνοντας
υπ΄ όψιν τον ορισµό του iY

rQX
˚ και την τελευταία ισότητα προκύπτει ότι iY

rQX
˚ pr rf sq “

iY
rQX
˚ pr rf 1sq. ΄Οµως ο µορφισµός iY

rQX
˚ είναι «1-1». Εποµένως, r rf s “ r rf 1s γεγονός που

αποδεικνύει ότι ο µορφισµός rf είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού rf 1. Ανάλογα
µε προηγουµένως εφόσον rQX είναι ένα συννινώδες αντικείµενο σύµφωνα µε το πρώτο
σκέλος της Πρότασης 3.2.23 έπεται ότι ο µορφισµός rf είναι δεξιά οµοτοπικός του
µορφισµού rf 1.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Παρατήρηση 4.1.14. Η µοναδικότητα των αποτελεσµάτων του Λήµµατος 4.1.13 µας επιτρέπει
λαµβάνοντας ως f τον ταυτοτικό µορφισµό 1X : X ÝÑ X να συµπεραίνουµε ότι ο µορφισµός rf εί-
ναι δεξιά οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµό 1

rQX και ο µορφισµός pf είναι αριστερά οµοτοπικός
του ταυτοτικού µορφισµού 1

pRX . Οµοίως εαν f : X ÝÑ Y και g : Y ÝÑ Z είναι δύο µορφισµοί
τέτοιοι ώστε h “ g ˝ f συµπεραίνουµε ότι ο µορφισµός rh είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού
rg ˝ rf και ο µορφισµός ph είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού pg ˝ pf .

Εν συνεχεία ορίζουµε έξι κατηγορίες οι οποίες συνδέονται µε µια κατηγορία µοντέλο C και
ϑα χρησιµοποιηθούν σε ακόλουθα αποτελέσµατα καθώς επίσης και για την κατασκευή της Quil-
len οµοτοπικής κατηγορίας και ενός «κανονικού συναρτητή» (canonical functor) απο την C στην
Quillen οµοτοπική κατηγορία.

Ορισµός 4.1.15. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο.

1. Η κατηγορία Cc είναι η πλήρης υποκατηγορία της C η οποία έχει ως αντικείµενα τα συνινώδη
αντικείµενα της C.

2. Η κατηγορία Cf είναι η πλήρης υποκατηγορία της C η οποία έχει ως αντικείµενα τα ινώδη
αντικείµενα της C.

3. Η κατηγορία Ccf είναι η πλήρης υποκατηγορία της C η οποία έχει ως αντικείµενα τα συνινώδη-
ινώδη αντικείµενα της C.

4. Η κατηγορία πCc είναι η κατηγορία η οποία έχει ως αντικείµενα τα συνινώδη αντικείµενα της
C και ως µορφισµούς τις δεξιές κλάσεις οµοτοπιάς των µορφισµών µεταξύ αυτών.

5. Η κατηγορία πCf είναι η κατηγορία η οποία έχει ως αντικείµενα τα ινώδη αντικείµενα της C
και ως µορφισµούς τις αριστερές κλάσεις οµοτοπιάς των µορφισµών µεταξύ αυτών.
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6. Η κατηγορία πCcf είναι η κατηγορία η οποία έχει ως αντικείµενα τα συνινώδη-ινώδη αντικεί-
µενα της C και ως µορφισµούς τις κλάσεις οµοτοπιάς των µορφισµών µεταξύ αυτών.

Με την ϐοήθεια του Λήµµατος 4.1.13 κατασκευάζουµε τους συναρτητές rQ : C ÝÑ πCc και
pR : C ÝÑ πCf ως εξής :

Πρόταση 4.1.16. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο. Τότε ορίζονται οι ακόλουθοι συναρτητές :

1. Ο συναρτητής rQ : C ÝÑ πCc στέλνει ένα αντικείµενο X της κατηγορίας C στο συνινώδες
αντικείµενο rQX της κατηγορίας πCc και έναν µορφισµό f : X ÝÑ Y στην C στην δεξιά
οµοτοπική κλάση r rf s P πrp rQX, rQY q.

2. Ο συναρτητής pR : C ÝÑ πCf στέλνει ένα αντικείµενο X της κατηγορίας C στο ινώδες αντικεί-

µενο rRX της κατηγορίας πCf και έναν µορφισµό f : X ÝÑ Y στην C στην αριστερή οµοτοπική

κλάση r pf s P πlp pRX, pRY q.

Απόδειξη. 1. Η απόδειξη είναι δυϊκή της διαδικασίας του δευτέρου σκέλους.

2. Υποθέτουµε ότι ο pR : C ÝÑ πCf στέλνει ένα αντικείµενο X της κατηγορίας C στο ινώδες
αντικείµενο rRX της κατηγορίας πCf και έναν µορφισµό f : X ÝÑ Y στην C στην αριστερή
οµοτοπική κλάση r rf s P πlp pRX, pRY q. Σύµφωνα µε το Λήµµα 4.1.13 ο pR είναι «καλά
ορισµένος». Ας είναι f ο ταυτοτικός µορφισµός 1X : X ÝÑ X, τότε ο ταυτοτικός µορφισµός
1
pRX : pRX ÝÑ pRX κάνει το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικό

X

jX

��

1X // X

jX

��
pRX

1
xRX // pRX.

Ο µορφισµός p1X εκ κατασκευής κάνει εξίσου το παραπάνω διάγραµµα µεταθετικό. Τότε
σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του Λήµµατος 4.1.13 ο µορφισµός p1X είναι αριστερά οµο-
τοπικός του µορφισµού 1

pRX . Ως εκ τούτου rp1X s “ r1
pRX s. ΄Ετσι, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν

τον τρόπο ορισµού του pR έπεται ότι pRp1Xq “ r1
pRX s. Εν συνεχεία ας είναι f : X ÝÑ Y

και g : Y ÝÑ Z µορφισµοί τέτοιοι ώστε h “ g ˝ f . Σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του
Λήµµατος 4.1.13. οι µορφισµοί pf : pRX ÝÑ pRY και pg : pRY ÝÑ pRZ κάνουν τα ακόλουθα
διαγράµµατα µεταθετικά

X

jX

��

f // Y

jY

��
pRX

pf // pRY.

Y

jY

��

g // Z

jZ

��
pRX

pg // pRZ.

Ως εκ τούτου το ακόλουθο διάγραµµα

X

jX

��

f // Y

jY

��

g // Z

jZ

��
pRX

pf // pRY
pg // pRZ
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και κατ΄ επέκταση το διάγραµµα

X

jX

��

h“g˝f // Z

jZ

��
pRX

pg˝ pf // pRZ.

είναι µεταθετικό. Ο µορφισµός ph “ zg ˝ f εκ κατασκευής κάνει εξίσου το τελευταίο διάγραµ-
µα µεταθετικό. Τότε σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του Λήµµατος 4.1.13 ο µορφισµός ph
είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού pg ˝ pf . Ως εκ τούτου rphs “ rpg ˝ pf s. ΄Ετσι, χρησιµο-
ποιώντας την ισότητα rpg˝ pf s “ rpgs˝r pf s προκύπτει ότι rphs “ rpgs˝r pf s. Εποµένως, λαµβάνοντας
υπ΄ όψιν τον τρόπο ορισµού του pR έπεται ότι pRphq “ pRpgq ˝ pRpfq. Εφόσον h “ g ˝ f απο
την τελευταία ισότητα είναι άµεσο ότι pRpg ˝ fq “ pRpgq ˝ pRpfq γεγονός που ολοκληρώνει την
απόδειξη ότι ο pR : C ÝÑ πCf είναι ένας συναρτητής. �

Σχόλιο 4.1.17. Ο συναρτητής rQ : C ÝÑ πCc καλείται συναρτητής συνινώδους προσέγγισης
(cofibrant approximation functor) και ο συναρτητής pR : C ÝÑ πCf καλείται συναρτητής ινώ-
δους προσέγγισης (fibrant approximation functor).

Λήµµα 4.1.18. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο.

1. Ο περιορισµός του συναρτητή rQ : C ÝÑ πCc στην κατηγορία Cf επάγει έναν συναρτητή
rQ1 : πCf ÝÑ πCcf .

2. Ο περιορισµός του συναρτητή pR : C ÝÑ πCf στην κατηγορία Cc επάγει έναν συναρτητή
pR1 : πCc ÝÑ πCcf .

Απόδειξη. 1. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του δεύτερου σκέλους.

2. Ορίζουµε τον pR1 : πCc ÝÑ πCcf ως εξής :

• pR1pXq “ pRpXq για κάθε αντικείµενο X της κατηγορίας πCc.

• pR1prf sq “ pRprf sq για κάθε rf s P πrpX,Y q “ HomCcpX,Y q.

Σύµφωνα, µε το δεύτερο σκέλος της Πρότασης 4.1.16 ο pR : C ÝÑ πCf είναι ένας συναρτη-
τής. Ως εκ τούτου ο pR1 : πCc ÝÑ πCcf εξ΄ ορισµού είναι ένας συναρτητής. Ευθύς αµέσως
αποδεικνύουµε ότι η απεικόνιση

pR1X,Y : HomπCcpX,Y q ÝÑ HomπCcf p
pR1pXq, pR1pXqq, rf s ÞÝÑ pRpfq

είναι «καλά ορισµένη». Ας είναι X και Y συνινώδη αντικείµενα της κατηγορίας C και
f : X ÝÑ Y , g : X ÝÑ Y είναι µορφισµοί τέτοιοι ώστε η δεξιά κλάση οµοτοπίας του
f να ισούται µε την δεξιά κλάση οµοτοπίας του g. Θα αποδείξουµε ότι ο µορφισµός
pf : pRX ÝÑ pRY είναι οµοτοπικός του µορφισµού pg : pRX ÝÑ pRY . Εφόσον rf s “ rgs
ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού g : X ÝÑ Y . Ας εί-
ναι p pRY, jY q µια συνινώδης-ινώδης προσέγγιση στο Y και p pRX, jXq µια συνινώδης-ινώδης
προσέγγιση στο X. Τότε οι µορφισµοί jY : Y ÝÑ pRY και jX : X ÝÑ pRX είναι τετριµµένες
συννηµατώσεις και τα pRY και pRX είναι ινώδη αντικείµενα. ΄Ετσι, δοθέντος του µορφι-
σµού jY : Y ÝÑ pRY απο το δεύτερο σκέλος της Πρότασης 3.2.22 έπεται ότι ο µορφισµός
jY ˝ f : X ÝÑ pRY είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού jY ˝ g : X ÝÑ pRY . Σύµφωνα µε
το δεύτερο σκέλος του Λήµµατος 4.1.13 ισχύει ότι pf ˝ jX “ jY ˝f και pg ˝ jX “ jY ˝g. Ως εκ
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τούτου ο µορφισµός pf ˝ jX είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού pg ˝ jX . Λαµβάνοντας υπ΄
όψιν ότι τοX είναι συνινώδες αντικείµενο ο µορφισµός∅ ÝÑ X είναι συννηµάτωση. Ο µορ-
ϕισµός jX : X ÝÑ pRX ως τετριµµένη συννηµάτωση είναι εξίσου συννηµάτωση. Εποµένως,
ο µορφισµός ∅ ÝÑ pRX είναι συννηµάτωση ως σύνθεση των συννηµατώσεων X ÝÑ pRX
και ∅ ÝÑ X. Ως εκ τούτου το αντικείµενο pRX είναι συνινώδες. ΄Ετσι, το αντικείµενο pRX
είναι συνινώδες-ινώδες. Ο µορφισµός jX : X ÝÑ pRX ως τετριµµένη συννηµάτωση είναι α-
σθενής ισοδυναµία. Τότε σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος της Πρότασης 3.2.41 ο µορφισµός
pf : pRX ÝÑ pRY είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού pg : pRX ÝÑ pRY . Λαµβάνοντας υπ΄
όψιν ότι το αντικείµενο pRX είναι συνινώδες και το αντικείµενο pRY είναι ινώδες απο την
Πρόταση 3.2.28 έπεται ότι ο µορφισµός pf : pRX ÝÑ pRY είναι οµοτοπικός του µορφισµού
pg : pRX ÝÑ pRY . Ως εκ τούτου r pf s “ rpgs. ΄Ετσι, απο τον ορισµό του συναρτητή pR στους µορ-
ϕισµούς προκύπτει ότι pRpfq “ pRpgq και κατ΄ επέκταση pR1X,Y prf sq “

pR1X,Y prgsq. Συνεπώς η
απεικόνιση pR1X,Y : HomπCcpX,Y q ÝÑ HomπCcf p

pR1pXq, pR1pXqq είναι καλά ορισµένη. �

4.1.2 Προσεγγίσεις Μορφισµών

Εν συνεχεία ορίζουµε µια συνινώδη προσέγγιση σε έναν µορφισµό και µια ινώδη προσέγγιση σε
έναν µορφισµό η οποία ανάλογα µε την ιννώδη προσέγγιση σε ένα αντικείµενο αποτελεί δυϊκή της
πρώτης και µελετάµε σχέσεις οµοτοπίας µεταξύ µορφισµών.

Ορισµός 4.1.19. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο.

1. Μια συνινώδης προσέγγιση (cofibrant approximation) σε έναν µορφισµό g : X ÝÑ Y

είναι µια τριάδα pp rX, iXq, prY , iY q, rgq όπου p rX, iXq είναι µια συνινώδης προσέγγιση στο X,
prY , iY q είναι µια συνινώδης προσέγγιση στο Y και rg : rX ÝÑ rY είναι ένας µορφισµός τέτοιος
ώστε iY ˝ rg “ g ˝ iX .

2. Μια ινώδης-συνινώδης προσέγγιση (fibrant-cofibrant approximation) σε έναν µορφι-
σµό g : X ÝÑ Y είναι µια συνινώδης προσέγγιση στον g τέτοια ώστε οι συνινώδεις προσεγγίσεις
p rX, iXq και prY , iY q στο X και στο Y αντίστοιχα να είναι ινώδεις-συνινώδεις.

3. Μια ινώδης προσέγγιση (fibrant approximation) σε έναν µορφισµό g : X ÝÑ Y είναι µια
τριάδα pp pX, jXq, ppY , jY q, pgq όπου p pX, jXq είναι µια ινώδης προσέγγιση στο X, ppY , jY q είναι
µια ινώδης προσέγγιση στο Y και pg : pX ÝÑ pY είναι ένας µορφισµός τέτοιος ώστε pg˝jX “ jY ˝g.

4. Μια συνινώδης-ινώδης προσέγγιση (cofibrant-fibrant approximation) σε έναν µορφι-
σµό g : X ÝÑ Y είναι µια ινώδης προσέγγιση στον g τέτοια ώστε οι ινώδεις προσεγγίσεις
p pX, jXq και ppY , jY q στο X και στο Y αντίστοιχα να είναι συνινώδεις-ινώδεις.

Σχόλιο 4.1.20. Συχνά στην ϐιβλιογραφία χρησιµοποιούµε τους όρους συνινώδης προσέγγιση σε
έναν µορφισµό g και ινώδης προσέγγιση σε έναν µορφισµό g χωρίς να γίνει ϱητή αναφορά στις
συνινώδεις προσεγγίσεις p rX, iXq και prY , iY q και στις ινώδεις προσεγγίσεις p pX, jXq και ppY , jY q
αντίστοιχα.

Ανάλογα µε τον µορφισµό µεταξύ των συνινωδών προσέγγισεων στα αντικείµενα και τον µορφι-
σµό µεταξύ των ινωδών προσέγγισεων στα αντικείµενα ορίζεται ο µορφισµός µεταξύ των συνινωδών
προσέγγισεων στους µορφισµούς και ο µορφισµός µεταξύ των ινωδών προσέγγισεων στους µορφι-
σµούς όπως υποδηλώνεται ακολούθως.

Ορισµός 4.1.21. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και g : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην C.

1. ΄Ενας µορφισµός απο την συνινώδη προσέγγιση pp rX, iXq, prY , iY q, rg : rX ÝÑ rY q στον g στην
συνινώδη προσέγγιση pp rX 1, i1Xq, prY

1, i1Y q, rg
1 : rX 1 ÝÑ rY 1q στον g είναι ένα Ϲεύγος µορφισµών
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phX , hY q όπου hX : rX ÝÑ rX 1 και hY : rY ÝÑ rY 1 τέτοιο ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να
είναι µεταθετικό

rX

iX

  

rg //

hX

��

rY

iY

��
hY

��

X
g // Y

rX 1
i1X

>>

rg1
// rY .

i1Y

__

2. ΄Ενας µορφισµός απο την ινώδη προσέγγιση pp pX, jXq, ppY , jY q, pg : pX ÝÑ pY q στον g στην
ινώδη προσέγγιση pp pX 1, j1Xq, ppY

1, j1Y q, pg
1 : pX 1 ÝÑ pY 1q στον g είναι ένα Ϲεύγος µορφισµών

phX , hY q όπου hX : pX ÝÑ pX 1 και hY : pY ÝÑ pY 1 τέτοιο ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να
είναι µεταθετικό

pX
pg //

hX

��

pY

hY

��

X

jX

``

j1X~~

g // Y

jY

??

j1Y ��
pX 1

pg1
// pY 1

Αντίστοιχα µε τις συνινώδεις προσεγγίσεις και τις ινώδεις προσεγγίσεις σε ένα αντικείµενο οι
οποίες συνδέονται µε ένα ουσιωδώς µοναδικό Ϲιγκ-Ϲαγκ ασθενών ισοδυναµιών και οι συνινώδεις
προσεγγίσεις και οι ινώδεις προσεγγίσεις σε έναν µορφισµό συνδέονται µε ένα ουσιωδώς µοναδικό
Ϲιγκ-Ϲαγκ ασθενών ισοδυναµιών όπως υποδηλώνεται απο την ακόλουθη παρατήρηση.

Παρατήρηση 4.1.22. Σε µια κατηγορία µοντέλο C δοθέντος ενός µορφισµού της g : X ÝÑ Y
υπαρχεί ένα ουσιωδώς µοναδικό Ϲιγκ-Ϲαγκ των ασθενών ισοδυναµιών των συνινωδών προσεγ-
γίσεων pp rX, iXq, prY , iY q, rg : rX ÝÑ rY q και pp rX 1, i1Xq, prY

1, i1Y q, rg
1 : rX 1 ÝÑ rY 1q στον g απο το

pp rX, iXq, prY , iY q, rg : rX ÝÑ rY q στο pp rX 1, i1Xq, prY
1, i1Y qrg

1 : rX 1 ÝÑ rY 1q και δυϊκά υπαρχεί ένα ου-
σιωδώς µοναδικό Ϲιγκ-Ϲαγκ των ασθενών ισοδυναµιών των ινωδών προσεγγίσεων pp pX, jXq, ppY , jY q, pg :
pX ÝÑ pY q και pp pX 1, j1Xq, ppY

1, j1Y q, pg
1 : pX 1 ÝÑ pY 1q στον g απο το pp pX, jXq, ppY , jY q, pg : pX ÝÑ pY q

στο pp pX 1, j1Xq, ppY
1, j1Y q, pg

1 : pX 1 ÝÑ pY 1q.

Πρόταση 4.1.23. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο.

1. Κάθε µορφισµός g : X ÝÑ Y στην C έχει µια ϕυσική ινώδη-συνινώδη προσέγγιση rg : rX ÝÑ rY
η οποία είναι συννηµάτωση.

2. Κάθε µορφισµός g : X ÝÑ Y στην C έχει µια ϕυσική συνινώδη-ινώδη προσέγγιση pg : pX ÝÑ pY
η οποία είναι νηµάτωση.

Απόδειξη. 1. Ας είναι X ένα αντικείµενο της C. Σύµφωνα µε την Πρόταση 4.1.4 το αντικείµενο
X έχει µια ινώδη-συνινώδη προσέγγιση ας είναι p rX, iXq. Εν συνεχεία σύµφωνα µε το
πρώτο σκέλος του Αξιώµατος pMC5q επιλέγουµε µια ϕυσική παραγοντοποιήση της σύνθεσης
g ˝ iX : rX ÝÑ Y ως g ˝ iX “ iY ˝ rg όπου ο µορφισµός rg : rX ÝÑ rY είναι συννηµάτωση
και ο µορφισµός iY : rY ÝÑ Y είναι τετριµµένη νηµάτωση. Ο µορφισµός ! : ∅ ÝÑ rY
είναι συννηµάτωση ως σύνθεση των συννηµατώσεων rg : rX ÝÑ rY και !! : ∅ ÝÑ rX. Ως εκ
τούτου το αντικείµενο rY είναι συνινώδες και κατ΄ επέκταση prY , iY q είναι ινώδης-συνινώδης
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προσέγγιση. ΄Ετσι, pp rX, iXq, prY , iY q, rgq είναι µια συνινώδης προσέγγιση στον µορφισµό g
η οποία τέτοια ώστε οι συνινώδεις προσεγγίσεις p rX, iXq και prY , iY q στο X και στο Y είναι
ινώδεις-συνινώδεις προσεγγίσεις. Ως εκ τούτου ο µορφισµός g : X ÝÑ Y στην C έχει µια
ϕυσική ινώδη-συνινώδη προσέγγιση rg : rX ÝÑ rY η οποία όπως είδαµε παραπάνω είναι
συννηµάτωση.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Θεώρηµα 4.1.24. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην C.

1. Εαν X και Y είναι συνινώδη αντικείµενα της C τότε ο µορφισµός f είναι ασθενής ισοδυναµία
αν και µόνο αν για κάθε ινώδες αντικείµενο Z της C ο µορφισµός f επάγει έναν ισοµορφισµό
f˚Z : πpY,Zq ÝÑ πpX,Zq µεταξύ των συνόλων των οµοτοπικών κλάσεων των µορφισµών.

2. Εαν X και Y είναι ινώδη αντικείµενα της C τότε ο µορφισµός f είναι ασθενής ισοδυναµία αν
και µόνο αν για κάθε συνινώδες αντικείµενοW της C ο µορφισµός f επάγει έναν ισοµορφισµό
fW˚ : πpW,Xq ÝÑ πpW,Y q µεταξύ των συνόλων των οµοτοπικών κλάσεων των µορφισµών.

Απόδειξη. 1. Ας είναι f : X ÝÑ Y µια ασθενής ισοδυναµία µεταξύ συνινωδών αντικειµένων
στην C και Z ένα ινώδες αντικείµενο της. Τότε σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος της Πρό-
τασης 3.2.64 ο επαγόµενος µορφισµός f˚Z : πpY,Zq ÝÑ πpX,Zq µεταξύ των συνόλων των
οµοτοπικών κλάσεων των µορφισµών είναι ένας ισοµορφισµός.

Αντίστροφα, ας είναι f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην C τέτοιος ώστε για κάθε συνινώδες
αντικείµενο W της C ο επαγόµενος µορφισµός f˚Z : πpY, Zq ÝÑ πpX,Zq µεταξύ των συνό-
λων των οµοτοπικών κλάσεων των µορφισµών να είναι ένας ισοµορφισµός. Υποθέτουµε ότι
pf : pX ÝÑ pY είναι µια συνινώδης-ινώδης προσέγγιση στον µορφισµό f . Τότε ο µορφισµός
pf : pX ÝÑ pY είναι ινώδης προσέγγιση στον µορφισµό f στην οποία οι ινώδεις προσεγγίσεις
p pX, jXq και ppY , jY q στο X και στο Y αντίστοιχα είναι συνινώδεις-ινώδεις προσεγγίσεις. Ως
εκ τούτου p pX, jXq και ppY , jY q είναι ινώδεις προσεγγίσεις στο X και στο Y αντίστοιχα τέτοιες
ώστε οι µορφισµοί jX : X ÝÑ pX και jY : Y ÝÑ pY να είναι τετριµµένες συννηµατώσεις και
ο µορφισµός pf : pX ÝÑ pY είναι τέτοιος ώστε pf ˝ jX “ jY ˝ f . Οι µορφισµοί jX : X ÝÑ pX
και jY : Y ÝÑ pY ως τετριµµένες συννηµατώσεις είναι ασθενείς ισοδυναµίες. Λαµβάνοντας
υπ΄ όψιν την τελευταία ισότητα σύµφωνα µε το Αξίωµα pMC2q για να αποδείξουµε ότι ο
µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι ασθενής ισοδυναµία αρκεί να αποδείξουµε ότι ο µορφισµός
pf : pX ÝÑ pY είναι ασθενής ισοδυναµία. Οι µορφισµοί jX : X ÝÑ pX και jY : Y ÝÑ pY
ως τετριµµένες συννηµατώσεις είναι συννηµατώσεις. Εφόσον τα αντικείµενα X και Y είναι
συνινώδη, οι µορφισµοί ∅ ÝÑ X και ∅ ÝÑ Y είναι συννηµατώσεις. Ως εκ τούτου οι
µορφισµοί ∅ ÝÑ pX και ∅ ÝÑ pY είναι συννηµατώσεις ως σύνθεση των συννηµατώσεων
jX : X ÝÑ pX και ∅ ÝÑ X και των συννηµατώσεων jY : Y ÝÑ pY και ∅ ÝÑ Y αντίστοιχα,
γεγονός που αποδεικνύει ότι τα αντικείµενα pX και pY είναι συνινώδη. ΄Ετσι, τα αντικείµενα
pX και pY είναι συνινώδη-ινώδη. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι οι µορφισµοί jX : X ÝÑ pX και
jY : Y ÝÑ pY είναι τετριµµένες συννηµατώσεις απο το δεύτερο σκέλος της Πρότασης 3.2.34
έπεται ότι οι µορφισµοι

pjXq
˚
xX

: πrp pX, pXq ÝÑ πrpX, pXq,

pjXq
˚
pY

: πrp pX, pY q ÝÑ πrpX, pY q,

pjY q
˚
xX

: πrppY , pXq ÝÑ πrpY, pXq,

pjY q
˚
pY

: πrppY , pY q ÝÑ πrpY, pY q

είναι ισοµορφισµοί µεταξύ των συνόλων των δεξιών οµοτοπικών κλάσεων των µορφισµών.
Εφόσον τα αντικείµενα pX και pY είναι συνινώδη-ινώδη και τα αντικείµενα X και Y είναι
συνινώδη αντικείµενα της C σύµφωνα µε την Πρόταση 3.2.28 οι µορφισµοι

pjXq
˚
xX

: πp pX, pXq ÝÑ πpX, pXq,
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pjXq
˚
pY

: πp pX, pY q ÝÑ πpX, pY q,

pjY q
˚
xX

: πppY , pXq ÝÑ πpY, pXq,

pjY q
˚
pY

: πppY , pY q ÝÑ πpY, pY q

είναι ισοµορφισµοί µεταξύ των συνόλων των οµοτοπικών κλάσεων των µορφισµών. Απο την
ισότητα pf ˝ jX “ jY ˝ f έπεται ότι

pjXq
˚
xX
˝ pf˚

xX
“ f˚

xX
˝ pjY q

˚
xX

και
pjXq

˚
pY
˝ pf˚

pY
“ f˚

pY
˝ pjY q

˚
pY

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι τα αντικείµενα pX και pY είναι ινώδη εξ΄ υποθέσεως έπεται ότι
οι επαγόµενοι µορφισµοί f˚

xX
: πpY, pXq ÝÑ πpX, pXq και f˚

pY
: πpY, pY q ÝÑ πpX, pY q είναι

ισοµορφισµοί. Απο τις τελευταίες ισότητες οι µορφισµοί pf˚
xX

: πppY , pXq ÝÑ πp pX, pXq και
pf˚
pY

: πppY , pY q ÝÑ πp pX, pY q είναι ισοµορφισµοί ως σύνθεση ισοµορφισµών. Ως εκ τούτου

απο το δεύτερο σκέλος της Πρότασης 3.2.42 έπεται ότι ο µορφισµός pf : pX ÝÑ pY είναι
οµοτοπική ισοδυναµία και συγκεκριµένα µεταξύ συνινωδών-ινωδών αντικειµένων. ΄Ετσι, απο
το Θεώρηµα 3.2.40 ο µορφισµός pf : pX ÝÑ pY είναι ασθενής ισοδυναµία και κατ΄ επέκταση
ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι ασθενής ισοδύναµια.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Πρόταση 4.1.25. Ας είναι C και C1 κατηγορίες µοντέλο, F : C ÝÑ C1 ένας συναρτητής µεταξύ
αυτών και g : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην C.

1. Εαν ο συναρτητής F στέλνει τετριµµένες συννηµατώσεις µεταξύ συνινωδών αντικειµένων στην
C σε ασθενείς ισοδυναµίες στην C1 και υπάρχει µια συνινώδης προσέγγιση rg : rX ÝÑ rY στον g
τέτοια ώστε ο µορφισµός F prgq : F p rXq ÝÑ F prY q να είναι ασθενής ισοδυναµία τότε ο F στέλνει
κάθε συνινώδη προσέγγιση στον g σε µια ασθενή ισοδυναµία στην C1.

2. Εαν ο συναρτητής F στέλνει τετριµµένες νηµατώσεις µεταξύ ινωδών αντικειµένων στην C σε
ασθενείς ισοδυναµίες στην C1 και υπάρχει µια ινώδης προσέγγιση pg : pX ÝÑ pY στον g τέτοια
ώστε ο µορφισµός F ppgq : F p pXq ÝÑ F ppY q να είναι ασθενής ισοδυναµία τότε ο F στέλνει κάθε
ινώδη προσέγγιση στον g σε µια ασθενή ισοδυναµία στην C1.

Απόδειξη. 1. Ας είναι g : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην C. Υποθέτουµε ότι ο συναρτητής
F στέλνει τετριµµένες συννηµατώσεις µεταξύ συνινωδών αντικειµένων στην C σε ασθενείς
ισοδυναµίες στην C1. Σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος της Πρότασης 4.1.17 κάθε µορφισµός
g : X ÝÑ Y έχει µια ϕυσική ινώδη-συνινώδη προσέγγιση. ΄Ετσι, επιλέγουµε µια ϕυσι-
κή ινώδη-συνινώδη προσέγγιση pp rX 1, i1Xq, prY

1, i1Y q, rg
1 : rX 1 ÝÑ rY 1q στον g. Ως εκ τούτου

p rX 1, i1Xq και prY 1, i1Y q είναι συνινώδεις προσεγγίσεις στο X και στο Y αντίστοιχα τέτοιες
ώστε οι ασθενείς ισοδυναµίες i1X : rX 1 ÝÑ X και i1Y : rY 1 ÝÑ Y να είναι τετριµµένες νηµα-
τώσεις και επιπλέον ο µορφισµός rg1 : rX 1 ÝÑ rY 1 είναι τέτοιος ώστε g ˝ i1X “ i1Y ˝ rg

1. Εαν
rg : rX ÝÑ rY είναι µια άλλη συνινώδης προσέγγιση στον g αρκεί να αποδείξουµε ότι ο µορφι-
σµός F prgq : F p rXq ÝÑ F prY q είναι ασθενής ισοδυναµία στην C1 αν και µόνο αν ο µορφισµός
F prg1q : F p rX 1q ÝÑ F prY 1q είναι ασθενής ισοδυναµία στην C1. Εφόσον, rg : rX ÝÑ rY είναι µια
συνινώδης προσέγγιση στον g τότε p rX, iXq και prY , iY q είναι συνινώδεις προσεγγίσεις στο
X και στο Y αντίστοιχα και ο µορφισµός rg : rX ÝÑ rY είναι τέτοιος ώστε iY ˝ rg “ g ˝ iX .
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Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την τελευταία ισότητα και την ισότητα g ˝ i1X “ i1Y ˝ rg
1 προκύπτει το

ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

rX

iX

��

rg //

hX

((

rY

iY

��
hY

vv

X
g // Y

rX 1

i1X

OO

rg1
// rY 1

i1Y

OO

στο οποίο οι µορφισµοί i1X : rX 1 ÝÑ X και i1Y : rY 1 ÝÑ Y είναι τετριµµένες νηµατώσεις και οι
µορφισµοί iX : rX ÝÑ X και iY : rY ÝÑ Y είναι ασθενείς ισοδυναµίες. Εφόσον p rX, iXq και
prY , iY q είναι συνινώδεις προσεγγίσεις στο X και στο Y αντίστοιχα και p rX 1, i1Xq και prY

1, i1Y q
είναι ινώδεις-συνινώδεις προσεγγίσεις στο X και στο Y αντίστοιχα απο το πρώτο σκέλος
της Πρότασης 4.1.7 υπάρχουν µορφισµοί hX : rX ÝÑ rX 1 και hY : rY ÝÑ rY 1 τέτοιοι ώστε
i1X ˝ hX “ iX και i1Y ˝ hY “ iY µοναδικοί µέχρις οµοτοπίας υπεράνω του X και του Y
αντίστοιχα οι οποιοί είναι ασθενείς ισοδυναµίες. Χρησιµοποιώντας την µεταθετικότητα του
παραπάνω διαγράµµατος και τις ισότητες i1X ˝ hX “ iX και i1Y ˝ hY “ iY προκύπτει ότι :

i1Y ˝ rg
1 ˝ hX “ g ˝ i1X ˝ hX “ g ˝ iX “ iY ˝ rg “ i1Y ˝ hY ˝ rg.

Λαµβάνοντας τις αριστερές οµοτοπικές κλάσεις στην παραπάνω ισότητα έπεται ότι ri1Y ˝ rg
1 ˝

hX s “ ri
1
Y ˝ hY ˝ rgs. Εφόσον ο µορφισµός i1Y : rY 1 ÝÑ Y είναι τετριµµένη νηµάτωση και

το αντικείµενο rX είναι συνινώδες αντικείµενο απο το πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.2.34 η
απεικόνιση pi1Y q

ĂX
˚ : πlp rX, rY 1q ÝÑ πlp rX,Y q µεταξύ των συνόλων των αριστερών κλάσεων των

µορφισµών η οποία ορίζεται ως pi1Y q
ĂX
˚ prf sq “ ri

1
Y ˝f s είναι ένας ισοµορφισµός. Λαµβάνοντας

υπ΄ όψιν τον ορισµό της απεικόνισης pi1Y q
ĂX
˚ και την τελευταία ισότητα έπεται ότι pi1Y q

ĂX
˚ prrg

1 ˝

hX sq “ pi1Y q
ĂX
˚ prhY ˝ rgsq. ΄Οµως, η απεικόνιση pi1Y q

ĂX
˚ είναι «1-1» ως εκ τούτου απο την

τελευταία ισότητα προκύπτει rrg1 ˝ hX s “ rhY ˝ rgs γεγονός που αποδεικνύει ότι ο µορφισµός
rg1 ˝ hX : rX ÝÑ rY 1 είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού hY ˝ rg : rX ÝÑ rY 1. Επιπλέον,
λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την υπόθεση και ότι το αντικείµενο rX είναι συνινώδες αντικείµενο απο
το πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.2.14 είναι άµεσο ότι ο µορφισµός F prg1 ˝ hXq : F p rXq ÝÑ
F prY 1q είναι ασθενής ισοδυναµία αν και µόνο αν ο µορφισµός F phY ˝ rgq : F p rXq ÝÑ F prY 1q
είναι ασθενής ισοδυναµία. Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες του συναρτητή F έπεται ότι F prg1 ˝
hXq “ F prg1q ˝ F phXq και F phY ˝ rgq “ F phY q ˝ F prgq. Επιπλέον εφόσον ο συναρτητής
F στέλνει τετριµµένες συννηµατώσεις µεταξύ συνινωδών αντικειµένων στην C σε ασθενείς
ισοδυναµίες στην C1 σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Πορίσµατος 3.2.37 οι µορφισµοί
F phXq : F p rXq ÝÑ F p rX 1q και F phY q : F prY q ÝÑ F prY 1q είναι ασθενείς ισοδυναµίες στην C1.
Ως εκ τούτου απο την τελευταία ισοδυναµία λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις τελευταιές ισότητες
σύµφωνα µε το Αξίωµα pMC2q έπεται ότι ο µορφισµός F prgq : F p rXq ÝÑ F prY q είναι ασθενής
ισοδυναµία στην C1 αν και µόνο αν ο µορφισµός F prg1q : F p rX 1q ÝÑ F prY 1q είναι ασθενής
ισοδυναµία στην C1.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Πρόταση 4.1.26. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και g : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην C.

1. Εαν p rX, iXq είναι συνινώδης προσέγγιση στο X και prY , iY q είναι ινώδης -συνινώδης προσέγ-
γιση στο Y τότε υπάρχει µια συνινώδης προσέγγιση pp rX, iXq, prY , iY q, rgq στον g η οποία είναι
µοναδική µέχρις οµοτοπίας υπεράνω του Y .
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2. Εαν p pX, jXq είναι συνινώδης-ινώδης προσέγγιση στο X και ppY , jY q είναι ινώδης προσέγγιση
στο Y τότε υπάρχει µια ινώδης προσέγγιση pp pX, jXq, ppY , jY q, pg : pX ÝÑ pY q στον g η οποία
είναι µοναδική µέχρις οµοτοπίας υπο του Y .

Απόδειξη. 1. Υποθέτουµε ότι p rX, iXq είναι συνινώδης προσέγγιση στο X και prY , iY q είναι
ινώδης-συνινώδης προσέγγιση στο Y . Τότε ο µορφισµός iX : rX ÝÑ X είναι ασθενής ισοδυ-
ναµία όπου rX είναι ένα συνινώδες αντικείµενο και prY , iY q είναι συνινώδης προσέγγιση στο
Y τέτοια ώστε η ασθενής ισοδυναµία iY : rY ÝÑ Y είναι τετριµµένη νηµάτωση. Θεωρούµε
το ακόλουθο διάγραµµα

∅

!

��

!! // rY

iY

��
rX

rg

??

g˝iX
// Y

.

Εφόσον το ∅ είναι ένα αρχικό αντικείµενο το παραπάνω διάγραµµα είναι µεταθετικό. Λαµ-
ϐάνοντας υπ΄ όψιν ότι το rX είναι ένα συνινώδες αντικείµενο εξ΄ ορισµού έπεται ότι ο µορ-
ϕισµός ! : ∅ ÝÑ rX είναι συννηµάτωση. Τότε σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Αξιώµατος
pMC5q υπάρχει µια ανύψωση rg : rX ÝÑ rY στο παραπάνω µεταθετικό διάγραµµα. ΄Ετσι,
ισχύει ότι rg˝! “!! και iY ˝ rg “ g ˝ iX . Εφόσον p rX, iXq είναι συνινώδης προσέγγιση στο X,
prY , iY q είναι συννινώδης προσέγγιση στο Y και ο µορφισµός rg : rX ÝÑ rY είναι τέτοιος ώστε
iY ˝rg “ g˝ iX συµπεραίνουµε ότι pp rX, iXq, prY , iY q, rgq είναι µια συνινώδης προσέγγιση στον
g. ΄Οσον αφορά την µοναδικότητα υποθέτουµε ότι rg1 : rX ÝÑ rY είναι µια άλλη ανύψωση του
παραπάνω µεταθετικού διαγράµµατος. Τότε σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος της Πρότασης
3.2.56 έπεται ότι οι µορφισµοί rg : rX ÝÑ rY και rg1 : rX ÝÑ rY είναι οµοτοπικοί ως µορφισµοί
στην κατηγορία των αντικειµένων της C υπο του αρχικού αντικειµένου ∅ και υπεράνω του
Y και κατ΄ επέκταση υπεράνω του Y .

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Λήµµα 4.1.27. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο, X
š

X
i0`i1 // Cyl(X)

s // X ένα κυλιν-

δρικό αντικείµενο για τοX και X
r1 // Path(X)

pp10,p
1
1q // X ˆX είναι ένα µονοπάτι αντικείµενο

για το X.

1. Εαν i : rX ÝÑ X είναι µια ινώδης-συνινώδης προσέγγιση στο X τότε

paq Υπάρχει ένα κυλινδρικό αντικείµενο rX
š

rX // Cyl( rX ) // rX για το rX και
ένα διάγραµµα

rX
š

rX

i
š

i

��

// Cyl( rX )

Cyl(i)

��

// rX

i

��
X

š

X // Cyl(X) // X

τέτοιο ώστε Cyl(i) : Cyl( rX ) ÝÑ Cyl(X) να είναι µια ινώδης-συνινώδης προσέγγιση στο
Cyl(X) και
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pbq Υπάρχει ένα µονοπάτι αντικείµενο rX // Path( rX ) // rX ˆ rX για το rX και
ένα διάγραµµα

rX

i

��

// Path( rX )

Path(i)

��

// rX ˆ rX

iˆi

��
X // Path(X) // X ˆX

τέτοιο ώστε Path(i) : Path( rX ) ÝÑ Path(X) να είναι µια ινώδης-συνινώδης προσέγγιση στο
Path(X) και το δεξιό τετράγωνο του διαγράµµατος να είναι pullback.

2. Εαν j : X ÝÑ pX είναι µια συνινώδης-ινώδης προσέγγιση στο X τότε

paq Υπάρχει ένα µονοπάτι αντικείµενο pX // Path( pX ) // pX ˆ pX για το pX και
ένα διάγραµµα

X

j

��

// Path(X)

Path(j)

��

// X ˆX

jˆj

��
pX // Path( pX ) // pX ˆ pX

τέτοιο ώστε Path(j) : Path(X) ÝÑ Path( pX ) να είναι µια συνινώδης-ινώδης προσέγγιση στο
Cyl(X) και

pbq Υπάρχει ένα κυλινδρικό αντικείµενο pX
š

pX // Cyl( pX ) // pX για το pX και
ένα διάγραµµα

X
š

X

j
š

j

��

// Cyl(X)

Cyl(j)

��

// X

j

��
pX
š

pX // Cyl( pX ) // pX

τέτοιο ώστε Cyl(j) : Cyl(X) ÝÑ Cyl( pX ) να είναι µια συνινώδης-ινώδης προσέγγιση στο
Cyl(X) και το αριστερό τετράγωνο του διαγράµµατος να είναι pushout.

Απόδειξη. Ας είναι X
š

X
i0`i1 // Cyl(X) s // X είναι ένα κυλινδρικό αντικείµενο για το

X και ότι X
r1 // Path(X)

pp10,p
1
1q // X ˆX είναι ένα µονοπάτι αντικείµενο για το X.

1. paq Υποθέτουµε ότι p rX, iq είναι µια ινώδης-συνινώδης προσέγγιση στο X. Τότε p rX, iq
είναι µια συνινώδης προσέγγιση στο X τέτοια ώστε η ασθενής ισοδυναµία i : rX ÝÑ X
να είναι τετριµµένη νηµάτωση. Σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Αξιώµατος pMC5q
παραγοντοποιούµε την σύνθεση

rX
š

rX
i
š

i // X
š

X
i0`i1 // Cyl(X)

ως
rX
š

rX
k0`k1 // Cyl( rX)

Cyl(i) // Cyl(X)



4.1. ΙΝΩ∆ΕΙΣ ΚΑΙ ΣΥΝΙΝΩ∆ΕΙΣ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΕΙΣ 253

όπου ο µορφισµός k0 ` k1 : rX
š

rX ÝÑ Cyl( rX) είναι συννηµάτωση και ο µορφισµός
Cyl(i) : Cyl( rX) ÝÑ Cyl(X) είναι τετριµµένη νηµάτωση. Για τον µορφισµό i

š

i : rX
š

rX ÝÑ

X
š

X έχουµε τα ακόλουθα µεταθετικά διαγράµµατα

rX

i

��

in0 // rX
š

rX

i
š

i

��
X

in10 // X
š

X

rX

i

��

in1 // rX
š

rX

i
š

i

��
X

in11 // X
š

X.

΄Ετσι, pi
š

iq ˝ in0 “ in10 ˝ i και pi
š

iq ˝ in1 “ in11 ˝ i. Θεωρούµε το διάγραµµα

rX
š

rX

k0`k1

��

1
ĂX
`1

ĂX // rX

i

��
Cyl rX

q

==

s˝Cyl(i) // X

(4.1)

Χρησιµοποιώντας την προσεταιριστικότητα της σύνθεσης, την ισότητα που προκύπτει
απο το γεγονός ότι Cyl(X) είναι κυλινδρικό αντικείµενο για το X την ισότητα pi0` i1q ˝
pi
š

iq “ Cyl(i) ˝ pk0` k1q, τις ισότητες pi
š

iq ˝ in0 “ in10 ˝ i και pi
š

iq ˝ in1 “ in11 ˝ i
καθώς και τις ιδιότητες του ταυτοτικού µορφισµού 1X και του ταυτοτικού µορφισµού
1
ĂX

προκύπτει ότι :

s ˝ Cyl(i) ˝ pk0 ` k1q “ s ˝ pCyl(i) ˝ pk0 ` k1qq “ s ˝ ppi0 ` i1q ˝ pi
ž

iqq “ ps ˝ pi0`

`i1qq˝pi
ž

iq “ pps˝pi0`i1qq˝pi
ž

iqq˝in0`pps˝pi0`i1qq˝pi
ž

iqq˝in1 “ ps˝pi0`i1qq˝

˝ppi
ž

iqq ˝ in0q ` ps ˝ pi0` i1qq ˝ ppi
ž

iqq ˝ in1q “ p1X ` 1Xq ˝ pin
1
0 ˝ iq ` p1X ` 1Xq

˝pin11 ˝ iq “ pp1X ` 1Xq ˝ in
1
0q ˝ i` pp1X ` 1Xq ˝ in

1
1q ˝ i “ 1X ˝ i` 1X ˝ i “ i` i

και

i˝p1
ĂX
`1

ĂX
q “ pi˝p1

ĂX
`1

ĂX
qq˝in0`pi˝p1

ĂX
`1

ĂX
qq˝in1 “ i˝pp1

ĂX
`1

ĂX
q˝in0q`i˝pp1

ĂX
`1

ĂX
q˝

˝in1q “ i ˝ 1
ĂX
` i ˝ 1

ĂX
“ i` i.

΄Ετσι, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις παραπάνω ισότητες έπεται ότι s ˝ Cyl(i) ˝ pk0 ` k1q “

i ˝ p1
ĂX
` 1

ĂX
q, γεγονός που αποδεικνύει την µεταθετικότητα του διαγράµµατος (4.1).

Εφόσον ο µορφισµός k0 ` k1 : rX
š

rX ÝÑ Cyl( rX) είναι συννηµάτωση και ο µορφι-
σµός i : rX ÝÑ X είναι τετριµµένη νηµάτωση τότε σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του
Αξιώµατος pMC4q υπάρχει µια ανύψωση q : Cyl( rX) ÝÑ rX στο διάγραµµα (4.1). ΄Ετσι,
q ˝pk0`k1q “ 1

ĂX
`1

ĂX
και i˝q “ s˝Cyl(i). Ο µορφισµός Cyl(i) : Cyl( rX) ÝÑ Cyl(X) ως

τετριµµένη νηµάτωση είναι ασθενής ισοδυναµία. Επιπλέον απο τον ορισµό του κυλιν-
δρικού αντικειµένου Cyl(X) ο µορφισµός s : Cyl(X) ÝÑ X είναι ασθενής ισοδυναµία.
Τότε απο το τρίτο σκέλος της Πρότασης 3.1.22 ο µορφισµός s ˝ Cyl(i) : Cyl( rX) ÝÑ X
είναι ασθενής ισοδυναµία. Ως εκ τούτου απο την ισότητα i ˝ q “ s ˝ Cyl(i) σύµφωνα
µε το Αξίωµα pMC2q λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός i : rX ÝÑ X ως τετριµ-
µένη νηµάτωση είναι ασθενής ισοδυναµία έπεται ότι ο µορφισµός q : Cyl( rX) ÝÑ rX
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είναι ασθενής ισοδυναµία. ΄Ετσι, rX
š

rX
k0`k1 // Cyl( rX)

q // rX είναι ένα κυλιν-

δρικό αντικείµενο για το rX. ΄Οσον αφορά το δεύτερο Ϲητούµενο εφόσον rX είναι ένα
συνινώδες αντικείµενο τότε σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.2.7 το κυ-
λινδρικό αντικείµενο Cyl( rX) για το rX είναι εξίσου συνινώδες. Επιπλέον, ο µορφισµός
Cyl(i) : Cyl( rX) ÝÑ Cyl(X) είναι τετριµµένη νηµάτωση. Ως εκ τούτου (Cyl( rX), Cyl(i))
είναι ινώδης-συνινώδης προσέγγιση στο X.

pbq Ας είναι Path( rX) το pullback Path(X)ˆpXˆXq p rXˆ rXq. Τότε το µεταθετικό διάγραµµα

Path( rX)

Path(i)

��

pp0,p1q // rX ˆ rX

iˆi

��
Path(X)

pp10,p
1
1q // X ˆX

είναι pullback. Υποθέτουµε ότι piˆ iq ˝ p1X , 1Xq “ pp10, p11q ˝ pr ˝ iq. Τότε σύµφωνα µε
την καθολική ιδιότητα των pullbacks υπάρχει µοναδικός µορφισµός r : rX ÝÑ Path( rX)
τέτοιος ώστε pp0, p1q ˝ r “ p1

ĂX
, 1

ĂX
q και Path(i) ˝ r “ r1 ˝ i όπως παριστάνεται στο

ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

rX

r1˝i

��

p1
ĂX
,1

ĂX
q

''

r

""
Path( rX)

Path(i)

��

pp0,p1q // rX ˆ rX

iˆi

��
Path(X)

pp10,p
1
1q

// X ˆX

Ας είναι f : A ÝÑ B µια συννηµάτωση. Θεωρούµε το επαυξηµένο διάγραµµα

A

f

��

α // rX ˆ rX

iˆi

��

pr0 //
pr1

// rX

i

��
B

g

66

h

66

β // X ˆX
pr10 //

pr11

// X.

Εφόσον ο µορφισµός i : rX ÝÑ X είναι µια τετριµµένη νηµάτωση σύµφωνα µε το τρίτο
σκέλος της Πρότασης 3.1.17. υπάρχουν ανυψώσεις g : B ÝÑ rX και h : B ÝÑ rX στο
παραπάνω µεταθετικό διάγραµµα. ΄Ετσι, g ˝f “ pr0 ˝α, i˝ g “ pr10 ˝β, h˝f “ pr1 ˝α
και i ˝ h “ pr11 ˝ β. Εν συνεχεία, ϑεωρούµε το διάγραµµα
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A

f

��

ppr0˝α,pr1˝αq// rX ˆ rX

iˆi

��
B

ppr10˝β,pr
1
1˝βq// X ˆX

Χρησιµοποιώντας την προσεταιριστικότητα της σύνθεσης, τον ορισµό του µορφισµού
i ˆ i τις ισότητες g ˝ f “ pr0 ˝ α, i ˝ g “ pr10 ˝ β, h ˝ f “ pr1 ˝ α και i ˝ h “ pr11 ˝ β
προκύπτει :

ppr10 ˝ β, pr
1
1 ˝ βq ˝ f “ pi ˝ g, i ˝ hq ˝ f

και

piˆiq˝ppr0˝α, pr1˝αq “ piˆiq˝pg˝f, h˝fq “ pi˝pg˝fq, i˝ph˝fqq “ ppi˝gq˝f, pi˝hq˝fq “

“ pi ˝ g, i ˝ hq ˝ f

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις τελευταίες ισότητες προκύπτει ppr10 ˝ β, pr11 ˝ βq ˝ f “ pi ˆ
iq ˝ ppr0 ˝ α, pr1 ˝ αq γεγονός που αποδεικνύει την µεταθετικότητα του διαγράµµατος.
Ας είναι q “ pg, hq : B ÝÑ rX ˆ rX. Χρησιµοποιώντας την προσεταιριστικότητα της
σύνθεσης, τον ορισµό του µορφισµού iˆ i τις ισότητες g ˝ f “ pr0 ˝ α, i ˝ g “ pr10 ˝ β,
h ˝ f “ pr1 ˝ α και i ˝ h “ pr11 ˝ β προκύπτει :

q ˝ f “ pg, hq ˝ f “ pg ˝ f, h ˝ fq “ ppr0 ˝ α, pr1 ˝ αq

και για κάθε b P B

ppiˆ iq ˝ qqpbq “ ppiˆ iq ˝ pg, hqqpbq “ piˆ iqppg, hqpbqq “ piˆ iqpgpbq, hpbqq “

“ pipgpbqq, iphpbqqq “ ppr10pβpbqq, pr
1
1pβpbqqq “ pppr

1
0 ˝ βqpbq, ppr

1
1 ˝ βqpbqq “

“ ppr10 ˝ β, pr
1
1 ˝ βqpbq,

γεγονός που υποδηλώνει ότι piˆ iq ˝ q “ ppr10 ˝β, pr11 ˝βq. Ως εκ τούτου από τις τελευ-
ταίες ισότητες έπεται ότι ο µορφισµός q “ pg, hq : B ÝÑ rXˆ rX είναι µια ανύψωση του
τελευταίου µεταθετικού διαγράµµατος. ΄Ετσι, ο µορφισµός i ˆ i : rX ˆ rX ÝÑ X ˆX
έχει την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως προς την συννηµάτωση f : A ÝÑ B, γε-
γονός που αποδεικνύει σύµφωνα µε το τέταρτο σκέλος της Πρότασης 3.1.17 ότι ο
µορφισµός i ˆ i : rX ˆ rX ÝÑ X ˆ X είναι τετριµµένη νηµάτωση. Εφόσον ο µορφι-
σµός Path(i) : Path( rX) ÝÑ Path(X) είναι pullback του µορφισµού i ˆ i : rX ˆ rX ÝÑ

X ˆ X κατα µήκος του µορφισµού pp10, p11q : Path(X) ÝÑ X ˆ X και ο µορφισµός
pp0, p1q : Path( rX) ÝÑ rX ˆ rX είναι pullback του µορφισµού pp0, p1q : Path(X) ÝÑ
X ˆX κατα µήκος του µορφισµού i ˆ i : rX ˆ rX ÝÑ X ˆX απο το τέταρτο σκέλος
και αντίστοιχα απο το τρίτο σκέλος της Πρότασης 3.1.23 είναι άµεσο ότι ο µορφισµός
Path(i) : Path( rX) ÝÑ Path(X) είναι εξίσου τετριµµένη νηµάτωση και κατ΄ επέκταση α-
σθενής ισοδυναµία και ο µορφισµός pp0, p1q : Path(X) ÝÑ rX ˆ rX είναι νηµάτωση. Ο
µορφισµός r1 : X ÝÑ Path(X) είναι ασθενής ισοδυναµία. Τότε απο το πρώτο σκέλος
της Πρότασης 3.1.22 ο µορφισµός r1 ˝ i : rX ÝÑ Path( rX) είναι ασθενής ισοδυναµία.
Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την ισότητα Path(i) ˝ r “ r1 ˝ i σύµφωνα µε το Αξίωµα pMC2q

ο µορφισµός r : rX ÝÑ Path( rX) είναι ασθενής ισοδυναµία. Εποµένως, σύµφωνα µε

τα παραπάνω rX
r // Path( rX)

pp0,p1q // rX ˆ rX είναι ένα κυλινδρικό αντικείµενο
για το rX. ΄Οσον αφορά το δεύτερο Ϲητούµενο εφόσον rX είναι ένα συνινώδες αντι-
κείµενο ο µορφισµός ! : ∅ ÝÑ rX είναι συννηµάτωση. Σύµφωνα µε το δεύτερο σκέ-
λος του Λήµµατος 3.2.3 υπάρχει τουλάχιστον ένα µονοπάτι αντικείµενο ας είναι το
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rX
r1 // Path( rX)

pp10,p
1
1q // rX ˆ rX στο οποίο ο µορφισµός r1 : rX ÝÑ Path( rX) είναι

τετριµµένη συννηµάτωση και κατ΄ επέκταση συννηµάτωση. Ως εκ τούτου ο µορφισµός
∅ ÝÑ Path( rX) είναι συννηµάτωση ως σύνθεση των συννηµατώσεων ! : ∅ ÝÑ rX και
r1 : rX ÝÑ Path( rX), γεγονός που αποδεικνύει ότι το αντικείµενο Path( rX) είναι συ-
νινώδες. Επιπλέον όπως προείπαµε ο µορφισµός Path(i) : Path( rX) ÝÑ Path(X) είναι
τετριµµένη νηµάτωση. Συνεπώς, (Path( rX),Path(i)) είναι µια ινώδης-συνινώδης προσέγ-
γιση στο Path(X).

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Πρόταση 4.1.28. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και f, g : X ÝÑ Y µορφισµοί στην C.

1. Ας είναι rf : rX ÝÑ rY µια ινώδης-συνινώδης προσέγγιση στον µορφισµό f και rg : rX ÝÑ rY µια
ινώδης-συνινώδης προσέγγιση στον µορφισµό g.

paq Εαν ο µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g τότε ο µορφισµός rf είναι
αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού rg.

pbq Εαν ο µορφισµός f είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού g τότε ο µορφισµός rf είναι
δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού rg.

pcq Εαν ο µορφισµός f είναι οµοτοπικός του µορφισµού g τότε ο µορφισµός rf είναι οµοτοπικός
του µορφισµού rg.

2. Ας είναι pf : pX ÝÑ pY µια συνινώδης-ινώδης προσέγγιση στον µορφισµό f και pg : pX ÝÑ pY µια
συνινώδης-ινώδης προσέγγιση στον µορφισµό g.

paq Εαν ο µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g τότε ο µορφισµός pf είναι
αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού pg.

pbq Εαν ο µορφισµός f είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού g τότε ο µορφισµός pf είναι
δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού pg.

pcq Εαν ο µορφισµός f είναι οµοτοπικός του µορφισµού g τότε ο µορφισµός pf είναι οµοτοπικός
του µορφισµού pg.

Απόδειξη. 1. Ας είναι rf : rX ÝÑ rY µια ινώδης-συνινώδης προσέγγιση στον µορφισµό f και
rg : rX ÝÑ rY µια ινώδης-συνινώδης προσέγγιση στον µορφισµό g.

paq Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g. Τότε υπάρ-

χει ένα κυλινδρικό αντικείµενο X
š

X
i0`i1 // Cyl(X) s // X για το X και ένας

µορφισµόςH : Cyl(X) ÝÑ Y τέτοιος ώστεH˝i0 “ f καιH˝i1 “ g. Εφόσον iX : rX ÝÑ

X είναι µια ινώδης-συνινώδης προσέγγιση στο X σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του

Λήµµατος 4.1.27 υπάρχει ένα κυλινδρικό αντικείµενο rX
š

rX
i10`i

1
1 // Cyl( rX) s1 // rX

για το rX. Σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Αξιώµατος pMC5q παραγοντοποιούµε την
σύνθεση

rX
š

rX
iX

š

iX // X
š

X
i0`i1 // Cyl(X)

ως

rX
š

rX
i10`i

1
1 // Cyl( rX)

Cyl(i) // Cyl(X)

όπου ο µορφισµός i10 ` i11 : rX
š

rX ÝÑ Cyl( rX) είναι συννηµάτωση και ο µορφισµός
Cyl(iX ) : Cyl( rX) ÝÑ Cyl(X) είναι τετριµµένη νηµάτωση. Για τον µορφισµό iX

š

iX : rX
š

rX
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ÝÑ X
š

X έχουµε τα ακόλουθα µεταθετικά διαγράµµατα

rX

iX

��

in0 // rX
š

rX

iX
š

iX

��
X

in10 // X
š

X

rX

iX

��

in1 // rX
š

rX

iX
š

iX

��
X

in11 // X
š

X.

Ως εκ τούτου, piX
š

iXq ˝ in0 “ in10 ˝ iX και piX
š

iXq ˝ in1 “ in11 ˝ iX . Θεωρούµε
το ακόλουθο διάγραµµα

rX
š

rX

i10`i
1
1

��

rf`rg // rY

iY

��
Cyl( rX)

ĂH

==

H˝Cyl(i) // Y

Χρησιµοποιώντας την προσεταιριστικότητα της σύνθεσης, τις ισότητες f ˝ iX “ iY ˝ rf
και g ˝ iX “ iY ˝rg οι οποίες προκύπτουν απο το γεγονός ότι οι µορφισµοί rf : rX ÝÑ rY
και rg : rX ÝÑ rY είναι ινώδεις-συνινώδεις προσέγγισεις στους µορφισµούς f και g
αντίστοιχα καθώς και τις ισότητες H ˝ i0 “ f , H ˝ i1 “ g και Cyl(i) ˝ pi10 ` i11q “
pi0 ` i1q ˝ pi

š

iq προκύπτει :

H˝Cyl(iX )˝pi10`i
1
1q “ H˝pi0`i1q˝pi

ž

iq “ pH˝pi0`i1q˝pi
ž

iqq˝in0`pH˝pi0`i1q˝

˝pi
ž

iqq˝in1 “ pH˝pi0`i1qq˝ppi
ž

iq˝in0q`pH˝pi0`i1qq˝ppi
ž

iq˝in1q “ pH˝pi0`

`i1qq˝pin
1
0˝iXq`pH˝pi0`i1qq˝pin

1
1˝iXq “ ppH˝pi0`i1qq˝in

1
0q˝iX`ppH˝pi0`i1qq˝in

1
1q˝

˝iX “ pH˝ppi0`i1q˝in
1
0qq˝iX`pH˝ppi0`i1q˝in

1
1qq˝iX “ pH˝i0q˝iX`pH˝i1q˝iX “ f˝

˝iX ` g ˝ iX “ iY ˝ rf ` iY ˝ rg

και

iY ˝p rf`rgq “ piY ˝p rf`rgqq˝in0`piY ˝p rf`rgqq˝in1 “ iY ˝pp rf`rgq˝in0q`iY ˝pp rf`rgq˝in1q “

“ iY ˝ rf ` iY ˝ rg

Απο τις τελευταίες ισότητες έπεται ότι H ˝Cyl(iX )˝ pi10` i11q “ iY ˝ p rf `rgq γεγονός που
αποδεικνύει την µεταθετικότητα του παραπάνω διαγράµµατος. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν
ότι ο µορφισµός i10`i11 : rX

š

rX ÝÑ rX είναι συννηµάτωση και ο µορφισµός iY : rY ÝÑ
Y είναι τετριµµένη νηµάτωση απο το πρώτο σκέλος του Αξιώµατος pMC4q υπάρχει
µια ανύψωση rH : Cyl( rX) ÝÑ Y του παραπάνω µεταθετικού διαγράµµατος. ΄Ετσι,
rH ˝pi10`i

1
1q “

rf`rg και iY ˝ rH “ H ˝Cyl(i). Χρησιµοποιώντας την προσεταιριστικότητα
της σύνθεσης, τις ισότητες i10 “ i1 ˝ in0, i11 “ i1 ˝ in1 και i1 “ i10 ` i11 καθώς και την
ισότητα rH ˝ pi10 ` i

1
1q “

rf ` rg έπεται ότι :

rH ˝ i10 “
rH ˝ pi1 ˝ in0q “ p rH ˝ i

1q ˝ in0 “ p rH ˝ pi
1
0 ` i

1
1qq ˝ in0 “ p rf ` rgq ˝ in0 “ rf

και

rH ˝ i11 “
rH ˝ pi1 ˝ in1q “ p rH ˝ i

1q ˝ in1 “ p rH ˝ pi
1
0 ` i

1
1qq ˝ in1 “ p rf ` rgq ˝ in1 “ rg

γεγονός που αποδεικνύει ότι ο µορφισµός rH : Cyl( rX) ÝÑ Y είναι µια αριστερή οµοτο-
πία απο τον µορφισµό rf στον µορφισµό rg. Ως εκ τούτου ο µορφισµός rf είναι αριστερά
οµοτοπικός του µορφισµού rg µε αριστερή οµοτοπία τον µορφισµό rH : Cyl( rX) ÝÑ Y .
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pbq Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού g. Τότε υπάρχει

ένα µονοπάτι αντικείµενο Y
r // Path(Y)

pp0,p1q // Y ˆ Y για το Y και ένας µορ-
ϕισµόςK : X ÝÑ Path(Y) τέτοιος ώστε p0˝K “ f και p1˝K “ g. Εφόσον iY : rY ÝÑ Y
είναι µια ινώδης-συνινώδης προσέγγιση στο Y σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Λήµ-

µατος 4.1.27. υπάρχει ένα µονοπάτι αντικείµενο rY
r // Path(rY )

pp10,p
1
1q // rY ˆ rY

για το rY και το διάγραµµα

Path(rY )

Path(iY )

��

pp10,p
1
1q // rY ˆ rY

iY ˆiY

��
Path(Y)

pp0,p1q // Y ˆ Y

είναι pullback. Υποθέτουµε ότι pp0, p1q ˝ k ˝ iX “ piY ˆ iY q ˝ p rf, rgq. Τότε λόγω της
καθολικής ιδιότητας των pullbacks υπάρχει µοναδικός µορφισµός rK : rX ÝÑ Path(rY )
τέτοιος ώστε pp10, p11q ˝ rK “ p rf, rgq και Path(iY ) ˝ rK “ K ˝ iX όπως παριστάνεται στο
ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

rY

K˝iX

��

p rf,rgq

&&

ĂK

!!
Path(rY )

Path(iY )

��

pp10,p
1
1q // rY ˆ rY

iY ˆiY

��
Path(Y)

pp0,p1q
// Y ˆ Y

Χρησιµοποιώντας την προσεταιριστικότητα της σύνθεσης, τις ισότητες p10 “ pr0 ˝ p
1,

p11 “ pr1 ˝ p
1 και p1 “ pp10, p11q καθώς και την ισότητα pp10, p11q ˝ rK “ p rf, rgq έπεται ότι :

p10 ˝
rK “ ppr0 ˝ p

1q ˝ rK “ pr0 ˝ pp
1 ˝ rKq “ pr0 ˝ ppp

1
0, p

1
1q ˝

rKq “ pr0 ˝ p rf, rgq “ rf

και

p11 ˝
rK “ ppr1 ˝ p

1q ˝ rK “ pr1 ˝ pp
1 ˝ rKq “ pr1 ˝ ppp

1
0, p

1
1q ˝

rKq “ pr1 ˝ p rf, rgq “ rg

γεγονός που αποδεικνύει ότι ο µορφισµός rK : rX ÝÑ Path(rY ) είναι µια δεξιά οµοτο-
πία απο τον µορφισµό rf στον µορφισµό rg. Ως εκ τούτου ο µορφισµός rf είναι δεξιά
οµοτοπικός του µορφισµού rg µε δεξιά οµοτοπία τον µορφισµό rK : rX ÝÑ Path(rY ).

pcq Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f είναι οµοτοπικός του µορφισµού g. Τότε εξ΄ ορισµού
ο µορφισµός f είναι αριστερά και δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού g. Ως εκ τούτου
απο τα paq και pbq έπεται ότι ο µορφισµός rf είναι αριστερά και δεξιά οµοτοπικός
του µορφισµού rg, γεγονός που αποδεικνύει ότι ο µορφισµός rf είναι οµοτοπικός του
µορφισµού rg.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �
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4.2 Η Οµοτοπική Κατηγορία µιας Κατηγορίας Μοντέλο

Στην ενότητα αυτή παρουσιάζουµε δύο κατασκευές της οµοτοπικής κατηγορίας µιας κατηγορίας
µοντέλο C, την Quillen οµοτοπική κατηγορία και την οµοτοπική κατηγορία η οποία προκύπτει
εαν στραφούµε στην υποκατηγορία των συνινωδών αντικειµένων της. Αποδεικνύεται ότι η Quillen
οµοτοπική κατηγορία είναι µια τοπικοποίηση της C ως προς την κλάση των ασθενών ισοδυναµιών.
Το γεγονός ότι η Quillen οµοτοπική κατηγορία µιας κατηγορίας µοντέλο C εξαρτάται µόνο απο
την κλάση των ασθενών ισοδυναµιών µας ϐοηθά να κατανοήσουµε ότι η κλάση των ασθενών ισοδυ-
ναµιών µεταφέρει την ϑεµελιώδη ϑεωρητική πληροφορία για την οµοτοπία ενώ οι συννηµατώσεις
και οι νηµατώσεις καθώς και τα αξιώµατα που αυτές ικανοποιούν λειτουργούν ως εργαλεία για
κάποιες κατασκευές που ϑα µελετήσουµε στην συνέχεια. Ακόµη, υποδεικνύει ότι εφοδιάζοντας
µια κατηγορία µε την δοµή κατηγορίας µοντέλο ιδιαίτερη ϐαρύτητα πρέπει να καταλαµβάνει ο
καθορισµός της κλάσης των ασθενών ισοδυναµιών ενώ ο καθορισµός των κλάσεων των νηµατώσε-
ων και των συννηµατώσεων αποτελεί δευτερεύον Ϲήτηµα. Επιπλέον αποδεικνύουµε ότι η Quillen
οµοτοπική κατηγορία είναι ισοδύναµη µε την κλασική οµοτοπική κατηγορία πCcf .

Ξεκινάµε, υπενθυµίζοντας τον ορισµό της τοπικοποίησης µιας τυχαίας κατηγορίας C.

Ορισµός 4.2.1. Ας είναι C µια κατηγορία καιW µια κλάση µορφισµών της. Μια κατηγορία CrW´1s

εφοδιασµένη µε έναν συναρτητή F : C ÝÑ CrW´1s καλείται τοπικοποίηση (localization) της C
ως προς την κλάση W εαν ισχύουν οι ακόλουθες συνθήκες :

paq Για κάθε µορφισµό f στην W ο µορφισµός F pfq είναι ένας ισοµορφισµός στην CrW´1s.

pbq Για οποιαδήποτε κατηγορία C1 και συναρτητή G : C ÝÑ C1 τέτοιον ώστε για κάθε µορφισµό
w PW ο µορφισµός Gpwq να είναι έναν ισοµορφισµός στην C1 υπάρχει µοναδικός συναρτητής
G1 : CrW´1s ÝÑ C1 τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

C

G

��

F // CrW´1s

G1

||
C1

Σχόλιο 4.2.2. Στο δεύτερο κεφάλαιο αποδείξαµε ότι εαν υπάρχει η τοπικοποίηση της C ως προς
την κλάση W είναι µοναδική µέχρις ισοµορφισµού και έτσι µπορούµε να µιλάµε για «την» τοπι-
κοποίηση της C ως προς την κλάση W. Επιπλέον, όπως έχουµε δει συχνά αναφερόµαστε στην
κατηγορία CrW´1s ως τοπικοποίηση της C ως προς την W παραλείποντας να αναφερθούµε ϱητά
στον συναρτητή.

Ορισµός 4.2.3. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο. Η τοπικοποιήση της C ως προς την κλάση των
ασθενών ισοδυναµιών καλείται Quillen οµοτοπική κατηγορία (Quillen homotopy category)
και συνήθως συµβολίζεται µε pHopCq, γ : C ÝÑ HopCqq ή απλούστερα µε γ : C ÝÑ HopCq.

Παρατήρηση 4.2.4. Η τοπικοποίηση µιας τυχαίας κατηγορίας C εφοδιασµένης µε µια κλάση
µορφισµών της δεν υπάρχει πάντα εξαιτίας προβληµάτων που ανακύπτουν απο την ϑεωρία συνό-
λων. Η ύπαρξη της τοπικοποιήσης της C εξαρτάται απο το εαν η κατηγορία C είναι µικρή η όχι.
Πιο συγκεκριµένα, εαν η κατηγορία C είναι µικρή τότε η τοπικοποίηση της C ως προς µια κλάση
µορφισµών της υπάρχει. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι µπορούµε να κατασκευάσουµε τους µορ-
ϕισµούς της τοπικοποίησης κάνοντας χρήση γεννητόρων και σχέσεων για να προσθέσουµε τους
αντιστρόφους της κλάσης W. Με αυτό τον τρόπο η ύπαρξη ενός µόνο συνόλου µορφισµών στην C
για να ξεκινήσουµε, εξασφαλίζει την ύπαρξη ενός µόνο σύνολου µορφισµών µεταξύ δύο αντικει-
µένων της C. Ωστόσο, εαν η κατηγορία C δεν είναι µικρή τότε η χρήση γεννητόρων και σχέσεων
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µας οδηγεί σε µια γνήσια κλάση µορφισµών µεταξύ κάποιων Ϲευγών αντικειµένων γεγονός που
υποδηλώνει ότι στην περίπτωση αυτή δεν έχουµε κατηγορία.

Το ακόλουθο λήµµα υποδηλώνει ότι ένας συναρτητής F : C ÝÑ C1 ο οποίος στέλνει ασθενείς
ισοδυναµίες στην C σε ισοµορφισµούς στην C1 ταυτίζει οµοτοπικούς µορφισµούς.

Λήµµα 4.2.5. Ας είναι C κατηγορία µοντέλο, C1 τυχαία κατηγορία, F : C ÝÑ C1 ένας συναρτητής
µεταξύ αυτών και f, g : X ÝÑ Y µορφισµοί στην C.

1. Εαν ο συναρτητής F στέλνει ασθενείς ισοδυναµίες στην C σε ισοµορφισµούς στην C1 και ο
µορφισµός f είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g τότε F pfq “ F pgq.

2. Εαν ο συναρτητής F στέλνει ασθενείς ισοδυναµίες στην C σε ισοµορφισµούς στην C1 και ο
µορφισµός f είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού g τότε F pfq “ F pgq.

Απόδειξη. Ας είναι F : C ÝÑ C1 ένας συναρτητής ο οποίος στέλνει ασθενείς ισοδυναµίες στην C σε
ισοµορφισµούς στην C1.

1. Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g : X ÝÑ

Y . Τότε υπάρχει ένα κυλινδρικό αντικείµενο X
š

X
i0`i1 // Cyl(X) s // X για το X

και ένας µορφισµός H : Cyl(X) ÝÑ Y τέτοιος ώστε H ˝ i0 “ f και H ˝ i1 “ g. Απο το
δεύτερο σκέλος του Σχολίου 3.2.2 έχουµε s ˝ i0 “ 1X και s ˝ i1 “ 1X . Ως εκ τούτου
s ˝ i0 “ s ˝ i1. Εφαρµόζοντας τον συναρτητή F στην τελευταία ισότητα και χρησιµοποιώντας
τις ιδιότητες που τον διέπουν ως συναρτητή προκύπτει ότι F psq ˝ F pi0q “ F psq ˝ F pi1q.
Εφόσον ο µορφισµός s : Cyl(X) ÝÑ X είναι ασθενής ισοδυναµία εξ΄ υποθέσεως ο µορ-
ϕισµός F psq : F pCyl(X)q ÝÑ F pXq είναι ένας ισοµορφισµός. Τότε υπάρχει ο αντίστρο-
ϕος F psq´1 : F pXq ÝÑ F pCyl(X)q ο οποίος είναι εξίσου ένας ισοµορφισµός. Ως εκ τού-
του συνθέτοντας απο αριστερά µε τον µορφισµό F psq´1 στην τελευταία ισότητα έπεται ότι
F pi0q “ F pi1q. Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες του συναρτητή F , την τελευταία ισότητα
καθώς και τις ισότητες H ˝ i0 “ f και H ˝ i1 “ g προκύπτει ότι :

F pfq “ F pH ˝ i0q “ F pHq ˝ F pi0q “ F pHq ˝ F pi1q “ F pH ˝ i1q “ F pgq

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Σχόλιο 4.2.6. 1. ΄Αµεση συνέπεια του Λήµµατος 4.2.5 είναι ότι αναζητώντας την Quillen οµο-
τοπική κατηγορία της C ένα ϕυσικό αντικείµενο το οποίο µπορούµε να ϑεωρήσουµε είναι η
κλασική οµοτοπική κατηγορία της κατηγορίας πCcf .

2. Λόγω του Θεωρήµατος του Whitehead εαν περιοριστούµε στην κατηγορία Ccf τότε ταυ-
τοποιώντας οµοτοπικούς µορφισµούς µετατρέπουµε τις ασθενείς ισοδυναµίες σε ισοµορφι-
σµούς και έτσι η κλασική οµοτοπική κατηγορία περιορισµένη στην Ccf έχει την απαιτούµενη
καθολική ιδιότητα.

Ευθύς αµέσως ορίζουµε την Quillen οµοτοπική κατηγορία. ΄Οταν αναφερόµαστε στην οµοτο-
πική κατηγορία µιας κατηγορίας µοντέλο, συνήθως εννοούµε την Quillen οµοτοπική κατηγορία.

Ορισµός 4.2.7. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο. Η Quillen οµοτοπική κατηγορία (Quillen
homotopy category) HopCq ορίζεται ως εξής :

1. Τα αντικείµενα της HopCq είναι τα αντικείµενα της C.

2. Εαν X,Y είναι αντικείµενα της C τότε

HomHopCqpX,Y q “ HomπCcf p
pR1 rQX, pR1 rQY q “ πp pR rQX, pR rQY q.
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3. Εαν X,Y ,Z είναι αντικείµενα της C τότε η σύνθεση

HomHopCqpX,Y q ˆ HomHopCqpY,Zq ÝÑ HomHopCqpX,Zq

είναι η σύνθεση των οµοτοπικών κλάσεων των µορφισµών µεταξύ συνινωδών-ινωδών αντικει-
µένων στην C

πp pR rQX, pR rQY q ˆ πp pR rQY, pR rQZq ÝÑ πp pR rQX, pR rQZq

Επιπλέον ορίζεται ένας συναρτητής γ : C ÝÑ HopCq να είναι ταυτοτικός στα αντικείµενα και να
στέλνει έναν µορφισµό f : X ÝÑ Y στην οµοτοπική κλάση του µορφισµού f 1 “ pR rQpfq : pR rQX ÝÑ

pR rQY ο οποίος καλείται κανονικός συναρτητής (canonical functor).

Σχόλιο 4.2.8. 1. Το Θεώρηµα 3.2.33 εξασφαλίζει ότι η σύνθεση µορφισµών στην HopCq είναι
«καλά ορισµένη».

2. Εαν τα αντικείµενα X, Y είναι συνινώδη-ινώδη τότε ο µορφισµός γ : HomCpX,Y q ÝÑ
HomHopCqpX,Y q εκ κατασκευής είναι επί. Επιπλέον, ο µορφισµός γ επάγει µια «1-1» και
«επί» αντιστοιχία

HomHopCqpX,Y q “ πp pR rQX, pR rQY q “ πp pRX, rQY q w πpX,Y q.

3. Αλλάζοντας τον συναρτητή pR1 rQ µε τον συναρτητή rQ1 pR προκύπτει ο δυϊκός ορισµός της
οµοτοπικής κατηγορίας HopCq ο οποίος δεν διαφέρει σε σχέση µε τον αρχικό. Η κατασκευή
της οµοτοπικής κατηγορίας η οποία δώσαµε στην αρχή της παραγράφου µας απαλλάσει
απο το να αποδείξουµε άµεσα την παραπάνω διαπίστωση.

Εν συνεχεία αποδεικνύουµε µια σηµαντική ιδιότητα του κανονικού συναρτητή γ : C ÝÑ

HopCq.

Θεώρηµα 4.2.9. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην C. Τότε
ο µορφισµός f είναι ασθενής ισοδυναµία στην C αν και µόνο αν ο µορφισµός γpfq είναι ένας ισοµορ-
ϕισµός στην οµοτοπική κατηγορία HopCq. Επιπλέον οι µορφισµοί στην οµοτοπική κατηγορία HopCq
αναπαρίστανται ως σύνθεση των εικόνων υπο του γ των µορφισµών στην C και των αντίστροφων
εικόνων υπο του γ των ασθενών ισοδυναµιών στην C.

Απόδειξη. Ας είναι f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην C. Ο µορφισµός γpfq εξ΄ ορισµού παριστάνε-
ται απο έναν µορφισµό f 1 : pR rQpXq ÝÑ pR rQpY q ο οποίος είναι καλά ορισµένος µέχρις οµοτοπίας.
Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f είναι ασθενής ισοδυναµία. Τότε σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του
Λήµµατος 4.1.13 ο µορφισµός rf : rQX ÝÑ rQY είναι ασθενής ισοδυναµία και κατ΄ επέκταση απο
το δεύτερο σκέλος του ο µορφισµός f 1 είναι εξίσου ασθενής ισοδυναµία. Επιπλέον, εφόσον τα αντι-
κείµενα pR rQpXq και pR rQpY q είναι συνινώδη-ινώδη απο το Θεώρηµα 3.2.42 έπεται ότι ο µορφισµός
f 1 είναι είναι οµοτοπική ισοδυναµία. Ως εκ τούτου υπάρχει µορφισµός h : pR rQpY q ÝÑ pR rQpXq

τέτοιος ώστε ο µορφισµός f 1 ˝ h : pR rQpY q ÝÑ pR rQpY q είναι οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφι-
σµού 1

pR rQpY q :
pR rQpY q ÝÑ pR rQpY q και ο µορφισµός h ˝ f 1 : pR rQpXq ÝÑ pR rQpXq είναι οµοτοπικός

του ταυτοτικού µορφισµού 1
pR rQpXq :

pR rQpXq ÝÑ pR rQpXq. Εποµένως, rf 1 ˝ hs “ r1
pR rQpY qs και

rh ˝ f 1s “ r1
pR rQpXqs και κατ΄ επέκταση rf 1s ˝ rhs “ r1

pR rQpY qs και rhs ˝ rf
1s “ r1

pR rQpXqs. ΄Ετσι, ο

µορφισµός rf 1s P πp pR rQpXq, pR rQpY qq είναι αντιστρέψιµος µε αντίστροφο τον µορφισµό rhs. Ωστό-
σο, σύµφωνα µε τον ορισµό του συναρτητή γ ο µορφισµός γpfq είναι ακριβώς ο µορφισµός rf 1s
και ως εκ τούτου είναι ένας ισοµορφισµός.
Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι ο γpfq είναι ένας ισοµορφισµός. Τότε ο µορφισµός rf 1s είναι αντι-
στρέψιµος στην πp pR rQpXq, pR rQpY qq και ως εκ τούτου ο µορφισµός f 1 έχει οµοτοπικό αντίστροφο.
Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός f 1 : pR rQpXq ÝÑ pR rQpY q µεταξύ των συνινωδών-ινωδών
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αντικειµένων pR rQpXq και pR rQpY q είναι οµοτοπική ισοδυναµία σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.2.42
ο µορφισµός f 1 είναι ασθενής ισοδυναµία. ΄Ετσι, σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του Λήµµατος
4.1.13 ο µορφισµός rf είναι ασθενής ισοδυναµία και κατ΄ επέκταση απο το πρώτο σκέλος του ο
µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι ασθενής ισοδυναµία.

΄Οσον αφορά το δεύτερο Ϲητούµενο της παραπάνω πρότασης ας είναι X ένα αντικείµενο
της C και p rQX, iXq, p rQY, iY q ινώδεις-συνινώδεις προσέγγισεις στο X και στο Y αντίστοιχα και
p pR rQX, j

rQXq, p pR rQY, j
rQY q συνινώδεις-ινώδεις προσέγγισεις στο rQX και rQY αντίστοιχα. Τότε τα

αντικείµενα rQX, rQY είναι συνινώδη και τα αντικείµενα pR rQpXq και pR rQpY q είναι ινώδη. Επιπλέον
οι µορφισµοί j

rQX : rQX ÝÑ pR rQpXq, j
rQY : rQY ÝÑ pR rQpY q και iX : rQX ÝÑ X, iY : rQY ÝÑ Y

είναι τετριµµένες συννηµατώσεις και τετριµµένες νηµάτωσεις αντίστοιχα και ως εκ τούτου ασθενείς
ισοδυναµίες. ΄Ετσι, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν το πρώτο σκέλος της παρούσας Πρότασης, οι µορφισµοί
γpiXq : rQpXq ÝÑ X και γpj

rQpXqq :
rQpXq ÝÑ pR rQpXq είναι ισοµορφισµοί. Ως εκ τούτου ο µορ-

ϕισµός βX “ γpj
rQpXqq ˝ γpiXq

´1 : X ÝÑ pR rQpXq είναι ισοµορφισµός ως σύνθεση ισοµορφισµών.

Ορίζουµε l P HomHopCqp pR rQpXq, pR rQpY qq να είναι η σύνθεση

pR rQpXq
β´1
X // X

f // Y
βY // pR rQpY q

Τα αντικείµενα pR rQpXq, pR rQpY q είναι ινώδη. Οι µορφισµοί ∅ ÝÑ pR rQpXq και ∅ ÝÑ pR rQpY q

είναι συννηµατώσεις ως σύνθεση των συννηµατώσεων j
rQX : rQX ÝÑ pR rQpXq και ∅ ÝÑ rQX

και των συννηµατώσεων j
rQY : rQY ÝÑ pR rQpY q και ∅ ÝÑ rQY αντίστοιχα. Ως εκ τούτου τα

αντικείµενα pR rQpXq, pR rQpY q είναι εξίσου συνινώδη. Τότε σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του
Σχολιού 4.2.8 ο µορφισµός γ : HomCp pR rQpXq, pR rQpY qq ÝÑ HomHopCqp pR rQpXq, pR rQpY qq είναι
επί. Ως εκ τούτου για κάθε µορφισµό l P HomHopCqp pR rQpXq, pR rQpY qq υπάρχει µορφισµός f 1 P
HomCp pR rQpXq, pR rQpY qq τέτοιος ώστε γpf 1q “ l . ΄Ετσι, γpf 1q “ βY ˝ f ˝β

´1
X . Χρησιµοποιώντας τις

ισότητες βX “ γpj
rQpXqq ˝γpiXq, βY “ γpj

rQpY qq ˝γpiY q, pγpj rQpXqq ˝γpiXq
´1q´1 “ pγpiXq

´1q´1 ˝

γpj
rQpXqq

´1 και pγpiXq´1q´1 “ γpiXq απο την τελευταία ισότητα προκύπτει :

γpf 1q “ γpj
rQY q˝γpiY q

´1˝f˝pγpj
rQpXqq˝γpiXq

´1q´1 “ γpj
rQY q˝γpiY q

´1˝f˝pγpiXq
´1q´1˝γpj

rQpXqq
´1 “

“ γpj
rQY q ˝ γpiY q

´1 ˝ f ˝ γpiXq ˝ γpj rQpXqq
´1

Συνθέτοντας απο αριστερά µε τον µορφισµό γpj
rQY q

´1 και δεξιά µε τον µορφισµό γpj
rQpXqq έπεται

ότι
γpj

rQpY qq
´1 ˝ γpf 1q ˝ γpj

rQpXqq “ γpiY q
´1 ˝ f ˝ pγpiXq

Εν συνεχεία συνθέτοντας απο αριστερά µε τον µορφισµό γpiY q και απο δεξιά µε τον µορφισµό
γpiXq

´1 προκύπτει ότι

f “ γpiY q ˝ γpj rQpY qq
´1 ˝ γpf 1q ˝ γpj

rQpXqq ˝ γpiXq
´1.

Εποµένως, κάθε µορφισµός f : X ÝÑ Y στην HopCq µπορεί να αναπαρασταθεί ως µια σύνθεση
των εικόνων υπο του γ των µορφισµών στην C και των αντίστροφων εικόνων υπο του γ των ασθενών
ισοδυναµιών. �

΄Αµεση συνέπεια του Θεωρήµατος 4.2.9 είναι το ακόλουθο λήµµα.

Λήµµα 4.2.10. Ας είναι F : HopCq ÝÑ C1 και G : HopCq ÝÑ C1 δύο συναρτητές και t : F ˝ γ ÝÑ
G ˝ γ ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός απο τον συναρτητή F ˝ γ στον συναρτητή G ˝ γ, τότε ο t είναι
εξίσου ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός απο τον συναρτητή F στον συναρτητή G.
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Απόδειξη. Ας είναι t : F ˝ γ ÝÑ G ˝ γ ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός απο τον συναρτητή F ˝ γ
στον συναρτητή G ˝ γ. Τότε υπάρχει µορφισµός tγpXq : F pγpXqq ÝÑ GpγpXqq τέτοιος ώστε για
κάθε µορφισµό h1 “ γpfq : γpXq ÝÑ γpY q το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

F pγpXqq

F pγpfqq

��

tγpXq // GpγpXqq

Gpγpfqq

��
F pγpY qq

tγpY q // GpγpY qq

Ως εκ τούτου tγpY q ˝ F pγpfqq “ Gpγpfqq ˝ tγpXq. Ας είναι g : X ÝÑ Y µια ασθενής ισοδυναµία.
Τότε σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.2.9 ο µορφισµός γpgq : γpXq ÝÑ γpY q είναι ένας ισοµορφι-
σµός στην HopCq. Κάνοντας χρήση της υπόθεσης για ακόµη µια ϕορά, υπάρχει µορφισµός
tγpY q : F pγpY qq ÝÑ GpγpY qq τέτοιος ώστε για κάθε µορφισµό h2 “ γpgq´1 : γpY q ÝÑ γpXq το
ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό

F pγpY qq

F pγpgq´1
q

��

tγpY q // GpγpY qq

Gpγpgq´1
q

��
F pγpXqq

tγpXq // GpγpXqq

Ως εκ τούτου tγpXq˝F pγpgq´1q “ Gpγpgq´1q˝tγpY q. Θεωρούµε τον µορφισµό h “ h1˝h2 “ γpfq˝
γpgq´1 : γpY q ÝÑ γpY q. Χρησιµοποιώντας την προσεταιριστικότητα της σύνθεσης, τις ιδιότητες
των συναρτητών F και G, τις ισότητες tγpY q ˝ F pγpfqq “ Gpγpfqq ˝ tγpXq και tγpXq ˝ F pγpgq´1q “

Gpγpgq´1q ˝ tγpY q καθώς και την τελευταία ισότητα προκύπτει ότι :

tγpY q˝F phq “ tγpY q˝F pγpfq˝γpgq
´1q “ tγpY q˝pF pγpfqq˝F pγpgq

´1qq “ ptγpY q˝F pγpfqqq˝F pγpgq
´1q “

“ pGpγpfqq˝tγpXqq˝F pγpgq
´1q “ Gpγpfqq˝ptγpXq˝F pγpgq

´1qq “ Gpγpfqq˝pGpγpgq´1q˝tγpY qq “

“ pGpγpfqq ˝Gpγpgq´1qq ˝ tγpY q “ Gpγpfq ˝ γpgq´1q ˝ tγpY q “ Gphq ˝ tγpY q

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την τελευταία ισότητα που προέκυψε συµπεραίνουµε ότι υπάρχει µορφι-
σµός tγpY q : F pγpY qq ÝÑ GpγpY qq τέτοιος ώστε για κάθε µορφισµό h “ γpfq ˝ γpgq´1 : γpY q ÝÑ
γpY q το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

F pγpY qq

F phq

��

tγpY q // GpγpY qq

Gphq

��
F pγpY qq

tγpY q // GpγpY qq

γεγονός που αποδεικνύει ότι ο t είναι ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός απο τον συναρτητή F στον
συναρτητή G. �

΄Οπως είδαµε στην Παρατήρηση 4.2.4 η τοπικοποίηση µιας τυχαίας κατηγορίας εφοδιασµένης
µε µια κλάση ασθενών ισοδυναµιών δεν υπάρχει πάντα εξαιτίας συνολοθεωρητικών προβληµάτων.
Ωστόσο, τα αξιώµατα µιας κατηγορίας µοντέλο εξασφαλίζουν ότι τέτοια τοπικοποίηση υπάρχει
όπως αποδεικνύεται στο ακόλουθο Θεώρηµα.
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Θεώρηµα 4.2.11. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο. Τότε η Quillen οµοτοπική κατηγορία της C,
ορισµένη ως τοπικοποιήση της C ως προς την κλάση των ασθενών ισοδυναµιών της, υπάρχει.

Απόδειξη. Ας είναιX ένα αντικείµενο της C. Επιλέγουµε µια ινώδη-συνινώδη προσέγγιση p rQX, iXq
και µια συνινώδη-ινώδη προσέγγιση p pRX, jXq στοX. Αντίστοιχα, επιλέγουµε µια ινώδη-συνινώδη
προσέγγιση p rQY, iY q και µια συνινώδη-ινώδη προσέγγιση p pRY, jY q στο Y . Ορίζουµε την κατη-
γορία HopCq σύµφωνα µε τον Ορισµό 4.2.7. Θα αποδείξουµε ότι ο συναρτητής γ : C ÝÑ HopCq
πληροί τις συνθήκες του Ορισµού 4.2.1. Υποθέτουµε ότι f είναι ένας µορφισµός ο οποίος ανή-
κει στην κλάση των ασθενών ισοδυναµιών W. Τότε σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.2.9 ο µορφισµός
γpfq είναι ένας ισοµορφισµός και ως εκ τούτου η πρώτη συνθήκη του Ορισµού πληροίται. ΄Οσον
αφορά την δεύτερη συνθήκη του Ορισµού, υποθέτουµε ότι G : C ÝÑ C1 είναι ένας συναρτητής ο
οποιός στέλνει ασθενείς ισοδυναµίες στην C σε ισοµορφισµούς στην C1. Αρκεί να κατασκευάσουµε
έναν συναρτητή G1 : HopCq ÝÑ C1 τέτοιον ώστε G1 ˝ γ “ G και κατόπιν να αποδείξουµε ότι είναι
µοναδικός. Ορίζουµε τον G1 ως εξής :

• G1pXq “ GpXq για κάθε αντικείµενο X της HopCq.

• Ας είναι f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην HopCq, τότε ο f είναι η οµοτοπική κλάση ενός
µορφισµού f 1 : pR rQpXq ÝÑ pR rQpY q στην κατηγορία C. Σύµφωνα µε το Λήµµα 4.2.5 ο
συναρτητής G στέλνει όλα τα στοιχεία αυτής της οµοτοπικής κλάσης στον ίδιο µορφισµό
στην C1. ΄Ετσι, ορίζουµε

G1pfq “ GpiY q ˝Gpj rQY q
´1 ˝Gpf 1q ˝Gpj

rQXq ˝GpiXq
´1.

Ανάλογα µε τον µορφισµό f : X ÝÑ Y , ο µορφισµός g : Y ÝÑ Z είναι η οµοτοπική κλάση του
µορφισµού g1 : pR rQpY q ÝÑ pR rQpZq. Ως εκ τούτου ο µορφισµός g ˝ f : X ÝÑ Z είναι η οµοτοπική
κλάση του µορφισµού g1 ˝ f 1 : pR rQpXq ÝÑ pR rQpZq. Ο ταυτοτικός µορφισµός 1X : X ÝÑ X είναι
η οµοτοπική κλάση του ταυτοτικού µορφισµού 11X : pR rQpXq ÝÑ pR rQpXq. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν
τον ορισµό του G1, τις ιδιότητες των ταυτοτικών µορφισµών 11X , 1Gp rQY q, 1Gp pR rQY q και 1Gp pR rQXq, τις
ισότητες GpiY q ˝ GpiY q´1 “ 1GpY q, Gpj rQXq

´1 ˝ Gpj
rQXq “ 1Gp pR rQXq, GpiXq ˝ GpiXq

´1 “ 1GpXq
και ότι ο G : C ÝÑ C1 είναι ένας συναρτητής προκύπτει ότι :

G1pgq˝G1pfq “ GpiZq˝Gpj rQZq
´1˝Gpg1q˝Gpj

rQY q˝GpiY q
´1˝GpiY q˝Gpj rQY q

´1˝Gpf 1q˝Gpj
rQXq˝

˝GpiXq
´1 “ GpiZq˝Gpj rQZq

´1˝Gpg1q˝Gpj
rQY q˝1Gp rQY q˝Gpj rQY q

´1˝Gpf 1q˝Gpj
rQXq˝GpiXq

´1 “

“ GpiZq˝Gpj rQZq
´1˝Gpg1q˝Gpj

rQY q˝Gpj rQY q
´1˝Gpf 1q˝Gpj

rQXq˝GpiXq
´1 “ GpiZq˝Gpj rQZq

´1˝

˝Gpg1q ˝ 1Gp pR rQY q ˝Gpf
1q ˝Gpj

rQXq ˝GpiXq
´1 “ GpiZq ˝Gpj rQZq

´1 ˝Gpg1q ˝Gpf 1q ˝Gpj
rQXq˝

˝GpiXq
´1 “ GpiZq ˝Gpj rQZq

´1 ˝Gpg1 ˝ f 1q ˝Gpj
rQXq ˝GpiXq

´1 “ G1pg ˝ fq

και

G1p1Xq “ GpiXq ˝Gpj rQXq
´1 ˝Gp11Xq ˝Gpj rQXq ˝GpiXq

´1 “ GpiXq ˝Gpj rQXq
´1 ˝Gp11X ˝ j rQXq˝

˝GpiXq
´1 “ GpiXq˝Gpj rQXq

´1˝Gpj
rQXq˝GpiXq

´1 “ GpiXq˝1G rQX˝GpiXq
´1 “ GpiXq˝GpiXq

´1 “

“ 1GX “ 1G1X

γεγονός που αποδεικνύει ότι ο G1 : HopCq ÝÑ C1 είναι ένας συναρτητής. Εν συνεχεία, λαµβά-
νοντας υπ΄ όψιν τους ορισµούς των συναρτητών γ : C ÝÑ HopCq και G1 : HopCq ÝÑ C1 για κάθε
αντικείµενο X της κατηγορίας C ισχύει ότι

pG ˝ γqpXq “ GpγpXqq “ G1pXq “ GpXq.
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Επιπλέον, για κάθε µορφισµό f : X ÝÑ Y στην C σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Λήµµατος
4.1.13 υπάρχει µορφισµός rf : rQX ÝÑ rQY και αντίστοιχα σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του
για κάθε µορφισµό rf : rQX ÝÑ rQY υπάρχει µορφισµός f 1 : pR rQX ÝÑ pR rQY τέτοιοι ώστε τα
ακόλουθα διαγράµµατα να είναι µεταθετικά

rQX

iX

��

rf // rQY

iY

��
X

f
// Y

rQX

j
ĂQX

��

rf // rQY

j
ĂQY

��
pR rQX

f 1
// pR rQY.

Ως εκ τούτου f ˝ iX “ iY ˝ rf και f 1 ˝ j
rQX “ j

rQY ˝
rf . Εφαρµόζοντας τον συναρτητή G στις τελευ-

ταίες ισότητες προκύπτει ότι Gpfq ˝GpiXq “ GpiY q ˝Gp rfq και Gpf 1q ˝Gpj rQXq “ Gpj
rQY q ˝Gp

rfq.

Οι µορφισµοί iX : rQX ÝÑ X και iY : rQY ÝÑ Y ως τετριµµένες νηµατώσεις και οι µορφισµοί
j
rQX : rQX ÝÑ pR rQX και j

rQY : rQY ÝÑ pR rQY ως τετριµµένες συννηµατώσεις είναι ασθενείς ι-
σοδυναµίες. Εποµένως, σύµφωνα µε την υπόθεση σχετικά µε τον συναρτητή G οι µορφισµοί
GpiXq : Gp rQXq ÝÑ GpXq, GpiY q : Gp rQY q ÝÑ GpY q, Gpj

rQXq : Gp
rQXq ÝÑ Gp pR rQXq και

Gpj
rQY q : Gp

rQY q ÝÑ Gp pR rQY q είναι ισοµορφισµοί. Συνθέτοντας απο αριστερά µε τον µορφι-

σµό Gpj
rQY q

´1 την τελευταία ισότητα προκύπτει ότι Gp rfq “ Gpj
rQY q

´1 ˝ Gpf 1q ˝ Gpj
rQXq. Κατ΄

όπιν αντικαθιστώντας στην ισότητα Gpfq ˝ GpiXq “ GpiY q ˝ Gp rfq και συνθέτοντας απο τα δεξιά
µε τον µορφισµό GpiXq´1 συνάγεται ότι Gpfq “ GpiY q ˝Gpj rQY q

´1 ˝Gpf 1q ˝Gpj
rQXq ˝GpiXq

´1.
Εφόσον γpfq είναι η οµοτοπική κλάση του µορφισµού f 1 έπεται ότι Gpfq “ G1pγpfqq για κά-
ϑε µορφισµό f στην C. Εποµένως, σύµφωνα µε τα παραπάνω G1 ˝ γ “ G. Μας αποµένει να
αποδείξουµε την µοναδικότητα του συναρτητή G1. Εκ κατασκευής του συναρτητή G1 αρκεί να
δείξουµε ότι κάθε µορφισµός f : X ÝÑ Y στην HopCq µπορεί να αναπαρασταθεί ως σύνθεση των
εικόνων υπο του γ των µορφισµών στην C και των αντίστροφων εικόνων υπο του γ των ασθενών
ισοδυναµιών δηλαδή ως f “ γpiY q ˝ γpj rQY q

´1 ˝ γpf 1q ˝ γpj
rQXq ˝ γpiXq

´1 για κάποιον µορφισµό

f 1 : pR rQX ÝÑ pR rQY στην C. Το Ϲητούµενο εξασφαλίζεται απο το Θεώρηµα 4.2.9. �

Σχόλιο 4.2.12. 1. Λόγω της µοναδικότητας µέχρις ισοµορφισµού της τοπικοποίησης µιας κα-
τηγορίας C το Θεώρηµα 4.2.11 ισχυρίζεται ότι εαν C είναι µια κατηγορία µοντέλο και W Ď C
είναι η κλάση των ασθενών ισοδυναµιών της, τότε η τοπικοποίηση της CrW´1s υπάρχει και
είναι ισόµορφη µε την HopCq.

2. Εφόσον οι µορφισµοί iX : rQX ÝÑ X και jX : X ÝÑ pRX είναι ασθενείς ισοδυναµίες και
ο συναρτητής γ : C ÝÑ HopCq στέλνει ασθενείς ισοδυναµίες στην C σε ισοµορφισµούς στην
HopCq έπεται ότι τα αντικείµενα X, rQX και pRX είναι ισόµορφα ως αντικείµενα της HopCq.

Πρόταση 4.2.13. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο, X ένα συνινώδες αντικείµενο της και Y ένα
ινώδες αντικείµενο της. Τότε ο µορφισµός γ : HomCpX,Y q ÝÑ HomHopCqpX,Y q είναι «επί» και
επάγει έναν ισοµορφισµό πpX,Y q w HomHopCqpX,Y q.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι X είναι ένα συνινώδες αντικείµενο και Y ένα ινώδες αντικείµενο της
κατηγορίας µοντέλο C. Τότε ισχύει ότι rQX w X και ο µορφισµός Y ÝÑ ˚ είναι µια τετριµµένη
νηµάτωση. Ας είναι p rQY, iY q ινώδης-συνινώδης προσέγγιση στο Y . Τότε rQY είναι ένα συνινώδες
αντικείµενο και ο µορφισµός iY : rQY ÝÑ Y είναι τετριµµένη νηµάτωση. Ο µορφισµός rQY ÝÑ ˚

είναι νηµάτωση ως σύνθεση των νηµατώσεων Y ÝÑ ˚ και iY : rQY ÝÑ Y . ΄Ετσι, το rQY είναι
ένα ινώδες αντικείµενο. Ως εκ τούτου pR rQY w rQY . Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.2.11 και το
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Λήµµα 4.2.5 ο συναρτητής γ : C ÝÑ HopCq προσδιορίζει τους οµοτοπικούς µορφισµούς και κατ΄
επέκταση επάγει έναν µορφισµό πpX,Y q ÝÑ HomHopCqpX,Y q. Χρησιµοποιώντας τον ορισµό των
µορφισµών στην HopCq, τους ισοµορφισµούς rQX w X και pR rQY w rQY και λαµβάνοντας υπ΄
όψιν την Πρόταση 3.2.34 καθώς και την Πρόταση 3.2.28 έπεται ότι

HomHopCqpX,Y q “ πp pR rQX, pR rQY q “ πp pRX, rQY q w πpX, rQY q w πpX,Y q.

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότιHomHopCqpX,Y q “ πpX,Y q προκύπτει ότι για κάθε rf s P HomHopCqpX,Y q
υπάρχει µορφισµός f P HomCpX,Y q τέτοιος ώστε γpfq “ rf s. Ως εκ τούτου ο µορφισµός
γ : HomCpX,Y q ÝÑ HomHopCqpX,Y q είναι «επί». �

Το ακόλουθο Θεώρηµα µας δίνει µια εναλλακτική κατασκευή της οµοτοπικής κατηγορίας
HopCq.

Θεώρηµα 4.2.14. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο. Τότε υπάρχει µια κατασκευή της Quillen
οµοτοπικής κατηγορίαςHopCq ως τοπικοποίηση της C ως προς την κλάση των ασθενών ισοδυναµιών
της τέτοια ώστε εαν X, Y είναι συνινώδη-ινώδη αντικείµενα της ισχύει HomHopCqpγpXq, γpY qq “
πpX,Y q.

Απόδειξη. Για κάθε συνινώδες αντικείµενο X ισχύει ότι rQX “ X. Στην περίπτωση αυτή ο µορ-
ϕισµός iX : rQX ÝÑ X είναι ο ταυτοτικός µορφισµός. Για κάθε αντικείµενο X το οποίο δεν είναι
συνινώδες επιλέγουµε µια ινώδη-συνινώδη προσέγγιση p rQX, iXq στο X. Αντίστοιχα, για κάθε
ινώδες αντικείµενο X ισχύει ότι pRX “ X. Στην περίπτωση αυτή ο µορφισµός jX : X ÝÑ pRX
είναι ο ταυτοτικός µορφισµός. Για κάθε αντικείµενο X το οποίο δεν είναι ινώδες επιλέγουµε µια
συνινώδη-ινώδη προσέγγιση p pRX, jXq στο X. Ορίζουµε την κατηγορία HopCq ως εξής :

1. Τα αντικείµενα της HopCq είναι τα αντικείµενα της C.

2. Εαν X,Y είναι αντικείµενα της C τότε

HomHopCqpX,Y q “ HomπCcf p
pR1 rQX, pR1 rQY q “ πp pR rQX, pR rQY q.

3. Εαν X,Y ,Z είναι αντικείµενα της C τότε η σύνθεση

HomHopCqpX,Y q ˆ HomHopCqpY, Zq ÝÑ HomHopCqpX,Zq

είναι η σύνθεση των οµοτοπικών κλάσεων των µορφισµών µεταξύ συνινωδών-ινωδών αντικει-
µένων στην C

πp pR rQX, pR rQY q ˆ πp pR rQY, pR rQZq ÝÑ πp pR rQX, pR rQZq

Εν συνεχεία ορίζουµε τον γ : C ÝÑ HopCq ως εξής :

• γpXq “ X για κάθε αντικείµενο X της C.

• Ας είναι f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην C. Θεωρούµε το ακόλουθο διάγραµµα

∅

!

��

!! // rQY

iY

��
rQX

rf

>>

f˝iX

// Y

Εφόσον ∅ είναι ένα αρχικό αντικείµενο το διάγραµµα είναι µεταθετικό. Λαµβάνοντας υπ΄
όψιν ότι το αντικείµενο rQX είναι συνινώδες ο µορφισµός ! : ∅ ÝÑ rQX είναι συννηµάτωση.
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Επιπλέον, ο µορφισµός iY : rQY ÝÑ Y είναι τετριµµένη νηµάτωση. Τότε σύµφωνα µε το
πρώτο σκέλος του Αξιώµατος pMC4q υπάρχει µια ανύψωση rf “ rQf : rQX ÝÑ rQY στο
παραπάνω µεταθετικό διάγραµµα. Ως εκ τούτου rf˝! “!! και iY ˝ rf “ f ˝ iX . ΄Ετσι, ο
µορφισµός rf είναι µια συνινώδης προσέγγιση στον µορφισµό f . Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι
rQX είναι ένα συνινώδες αντικείµενο σύµφωνα µε την Πρόταση 3.2.34 ο µορφισµός rf είναι
καλά ορισµένος µέχρις αριστερής οµοτοπίας. Ως εκ τούτου σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος
της Πρότασης 3.2.23 ο µορφισµός rf είναι εξίσου καλά ορισµένος µέχρις δεξιάς οµοτοπίας.
Θεωρούµε το ακόλουθο διάγραµµα

rQX

j
ĂQX

��

j
ĂQY
˝ rQf

// pR rQY

‹

��
pR rQX

f 1“ pR rQf

<<

‹‹
// ˚

Εφόσον ˚ είναι ένα τελικό αντικείµενο το διάγραµµα είναι µεταθετικό. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν
ότι το αντικείµενο pR rQY είναι ινώδες, ο µορφισµός ‹ : pR rQY ÝÑ ˚ είναι νηµάτωση. Επιπλέ-
ον ο µορφισµός j

rQX : rQX ÝÑ pR rQX είναι τετριµµένη συννηµάτωση. Τότε σύµφωνα µε το

δεύτερο σκέλος του Αξιώµατος pMC4q υπάρχει µια ανύψωση f 1 “ pR rQf : pR rQX ÝÑ pR rQY

στο παραπάνω µεταθετικό διάγραµµα. Ο µορφισµός j
rQX : rQX ÝÑ pR rQX ως τετριµµένη

συννηµάτωση είναι συννηµάτωση. ΄Ετσι, ο µορφισµός ∅ ÝÑ pR rQX είναι συννηµάτωση ως
σύνθεση των συννηµατώσεων j

rQX : rQX ÝÑ pR rQX και ∅ ÝÑ rQX. Ως εκ τούτου το αντικεί-

µενο pR rQX είναι συνινώδες. Επιπλέον εφόσον το αντικείµενο pR rQY είναι ινώδες σύµφωνα
µε την Πρόταση 3.2.34 και την Πρόταση 3.2.28 ο µορφισµός f 1 “ pR rQf : pR rQX ÝÑ pR rQY
είναι καλά ορισµένος µέχρις οµοτοπίας. ΄Ετσι ορίζουµε

γpfq “ rf 1s

για κάθε µορφισµό f : X ÝÑ Y στην C.

Σύµφωνα µε το Πρώτο σκέλος της Πρότασης 4.1.16 ο rQ : C ÝÑ πCc είναι ένας συναρτητής. Τότε
σύµφωνα µε τις ιδιότητες που τον διέπουν ως συναρτητή για κάθε µορφισµό f : X ÝÑ Y και κάθε
µορφισµό g : Y ÝÑ Z,

rQpg ˝ fq “ rQpgq ˝ rQpfq

και
rQp1Xq “ 1

rQX

Ανάλογα, σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος της Πρότασης 4.1.16 ο pR : C ÝÑ πCf είναι ένας συναρ-
τητής. Εφαρµόζοντας τον στις τελευταίες ισότητες και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις ιδιότητες που τον
διέπουν ως συναρτητή προκύπτει ότι

pR rQpg ˝ fq “ pRp rQpgq ˝ rQpfqq “ pR rQpgq ˝ pR rQpfq

και
pR rQp1Xq “ pRp1

rQXq “ 1
pR rQX

Λαµβάνοντας τις οµοτοπικές κλάσεις στις τελευταίες ισότητες και παίρνοντας υπ΄ όψιν ότι r pR rQpgq˝
pR rQpfqs “ r pR rQpgqs ˝ r pR rQpfqs συνάγεται ότι r pR rQpg ˝ fqs “ r pR rQpgqs ˝ r pR rQpfqs και r pR rQp1Xqs “
r1

pR rQX s. ΄Ετσι, χρησιµοποιώντας τον ορισµό του γ : C ÝÑ HopCq καθώς και τις τελευταίες ισότητες
έπεται ότι

γpg ˝ fq “ r pR rQpg ˝ fqs “ r pR rQpgqs ˝ r pR rQpfqs “ γpgq ˝ γpfq
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και
γp1Xq “ r pR rQp1Xqs “ r1 pR rQX s

Ως εκ τούτου ο γ : C ÝÑ HopCq είναι ένας συναρτητής. Ο συναρτητής γ ικανοποιεί την καθολική
ιδιότητα η οποία περιγράφεται στον Ορισµό 4.2.1 και η αποδεικτική διαδικασία η οποία ακολου-
ϑείται είναι ίδια µε αυτή που ακολουθήσαµε στο Θεώρηµα 4.2.11 ΄Ετσι, ορίσαµε την κατηγορία
HopCq και τον συναρτητή γ : C ÝÑ HopCq. ΄Οσον αφορά το τελευταίο Ϲητούµενο λαµβάνοντας υπ΄
όψιν τον ορισµό του συναρτητή γ, τον ορισµό τον µορφισµών στην HopCq και ότι τα αντικείµενα
X και Y είναι συνινώδη-ινώδη έχουµε ότι

HomHopCqpγpXq, γpY qq “ HomHopCqpX,Y q “ πp pR rQX, pR rQY q “ πp pRX, pRY q “ πpX,Y q. �

Εν συνεχεία αποδεικνύουµε ότι η οµοτοπική κατηγορία HopCq η οποία κατασκευάσαµε στο
Θεώρηµα 4.2.11 είναι ισόµορφη της οµοτοπικής κατηγορίας HopCq που κατασκευάσαµε στο
Θεώρηµα 4.2.14.

Πρόταση 4.2.15. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο. Η οµοτοπική κατηγορία HopCq η οποία
κατασκευάστηκε στο Θεώρηµα 4.2.11 είναι ισόµορφη της οµοτοπικής κατηγορίας HopCq που κα-
τασκευάστηκε στο Θεώρηµα 4.2.14 και ο ισοµορφισµός µεταξύ τους είναι ο µοναδικός ο οποίος
µετατίθεται µε τους συναρτητές απο την C.

Απόδειξη. Συµβολίζουµε µε γ4.2.11 : C ÝÑ HopCq τον συναρτητή που ορίστηκε στο Θεώρηµα
4.2.11 και αντίστοιχα µε γ4.2.14 : C ÝÑ HopCq τον συναρτητή που ορίστηκε στο Θεώρηµα 4.2.14.
Λόγω της καθολικής ιδιότητας που ικανοποιεί ο συναρτητής γ4.2.11 : C ÝÑ HopCq υπάρχει µο-
ναδικός συναρτητής F : HopCq ÝÑ HopCq τέτοιος ώστε F ˝ γ4.2.11 “ γ4.2.14. Αντίστοιχα, λόγω
της καθολικής ιδιότητας που ικανοποιεί ο συναρτητής γ4.2.14 : C ÝÑ HopCq υπάρχει µοναδικός
συναρτητής rF : HopCq ÝÑ HopCq τέτοιος ώστε rF ˝ γ4.2.14 “ γ4.2.11. Ως εκ τούτου έχουµε το
ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

C

γ4.2.14

��

γ4.2.11 // HopCq

F

{{
HopCq

rF

;;

Συνδυάζοντας τις τελευταίες ισότητες προκύπτει ότι rF ˝ F ˝ γ4.2.11 “ γ4.2.11 και F ˝ rF ˝ γ4.2.14 “

γ4.2.14. Επιπλέον για τον ταυτοτικό συναρτητή IdHopCq ισχύει ότι IdHopCq ˝ γ4.2.11 “ γ4.2.11 και
IdHopCq˝γ4.2.14 “ γ4.2.14. ΄Ετσι, λόγω της µοναδικότητας των συναρτητών rF ˝F : HopCq ÝÑ HopCq
και F ˝ rF : HopCq ÝÑ HopCq προκύπτει ότι rF ˝ F “ IdHopCq και F ˝ rF “ IdHopCq. Ως εκ τούτου
ο συναρτητής F : HopCq ÝÑ HopCq είναι ένας ισοµορφισµός. Εποµένως, υπάρχει µοναδικός
ισοµορφισµός F : HopCq ÝÑ HopCq ο οποίος µετατίθεται µε τους συναρτητές απο την C. �

Ορισµός 4.2.16. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο καιHopCq η Quillen οµοτοπική της κατηγορία.

1. Η κατηγορία HopCcq είναι η πλήρης υποκατηγορία της HopCq η οποία παράγεται απο τα
συνινώδη αντικείµενα.

2. Η κατηγορίαHopCf q είναι η πλήρης υποκατηγορία τηςHopCq η οποία παράγεται απο τα ινώδη
αντικείµενα.

3. Η κατηγορία HopCcf q είναι η πλήρης υποκατηγορία της HopCq η οποία παράγεται απο τα
συνινώδη-ινώδη αντικείµενα.
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Θεώρηµα 4.2.17. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο. Η κλασική οµοτοπική κατηγορία πCcf είναι
ϕυσικά ισόµορφη µε την κατηγορία HopCcf q.

Απόδειξη. Ας είναι HopCcf q η πλήρης υποκατηγορία της Quillen οµοτοπικής κατηγορίας HopCq
της C η οποία παράγεται απο τα συνινώδη-ινώδη αντικείµενα και πCcf η κλασική οµοτοπική
κατηγορία της C. Η κλασική οµοτοπική κατηγορία πCcf είναι εξ΄ ορισµού η κατηγορία πηλίκο
Ccf { v όπου ppvqq είναι η σχέση οµοτοπίας. ΄Ετσι, ϑεωρούµε τον ϕυσικό συναρτητή πηλίκο
π : Ccf ÝÑ Ccf { v“ πCcf . Ας είναι f : X ÝÑ Y µια ασθενής ισοδυναµία µεταξύ συνινωδών-
ινωδών αντικειµένων. Τότε σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.2.42 ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι
οµοτοπική ισοδυναµία. Ως εκ τούτου ο συναρτητής π : Ccf ÝÑ Ccf { v“ πCcf στέλνει ασθενείς
ισοδυναµίες σε κλάσεις οµοτοπικών ισοδυναµιών δηλαδή σε ισοµορφισµούς στην πCcf . Λόγω της
καθολικής ιδιότητας της HopCcf q υπάρχει µοναδικός µορφισµός F : HopCcf q ÝÑ πCcf τέτοιος
ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

Ccf

π

��

γ // HopCcf q

F

{{
πCcf

Ως εκ τούτου F ˝ γ “ π. Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι οµοτοπικός ενός
µορφισµού g : X ÝÑ Y . Εφόσον ο συναρτητής γ : Ccf ÝÑ HopCcf q στέλνει ασθενείς ισοδυναµίες
στην Ccf σε ισοµορφισµούς στην HopCcf q σύµφωνα µε το Λήµµα 4.2.5 και την Πρόταση 3.2.28
έπεται ότι γpfq “ γpgq. Εφόσον ο συναρτητής γ : Ccf ÝÑ HopCcf q είναι τέτοιος ώστε εαν f v g
τότε γpfq “ γpgq λόγω της καθολικής ιδιότητας που ικανοποιεί ο συναρτητής π : Ccf ÝÑ πCcf “
Ccf { v υπάρχει µοναδικός συναρτητήςG : πCcf ÝÑ HopCcf q τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα
να είναι µεταθετικό

Ccf

γ

��

π // πCcf

G

{{
HopCcf q

Ως εκ τούτουG˝π “ γ. Συνδυάζοντας την τελευταία ισότητα µε την ισότητα F ˝γ “ π προκύπτει ότι
F ˝G˝π “ π καιG˝F ˝γ “ γ. Επιπλέον για τους ταυτοτικούς συναρτητές IdπCcf : πCcf ÝÑ πCcf
και IdHopCcf q : HopCcf q ÝÑ HopCcf q ισχύει ότι IdπCcf ˝ π “ π και IdHopCcf q ˝ γ “ γ. ΄Ετσι, λόγω
της µοναδικότητας των συναρτητών F ˝ G : πCcf ÝÑ πCcf και G ˝ F : HopCcf q ÝÑ HopCcf q
προκύπτει ότι F ˝G “ IdπCcf και G ˝ F “ IdHopCcf q, γεγονός που αποδεικνύει ότι ο συναρτητής
F : HopCcf q ÝÑ πCcf είναι ένας ισοµορφισµός. Εποµένως, η κλασική οµοτοπική κατηγορία πCcf
είναι ϕυσικά ισόµορφη µε την κατηγορία HopCcf q. �

Κλείνουµε το παρόν κεφάλαιο αποδεικνύοντας ότι η κλασική οµοτοπική κατηγορία πCcf είναι
ισοδύναµη µε την Quillen οµοτοπική κατηγορία HopCq.

Θεώρηµα 4.2.18. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο. Η κλασική οµοτοπική κατηγορία πCcf της C
είναι ισοδύναµη µε την Quillen οµοτοπική κατηγορία HopCq της C.

Απόδειξη. Ας είναι πCcf η κλασική οµοτοπική κατηγορία καιHopCq η Quillen οµοτοπική κατηγο-
ϱία της C. Θα αποδείξουµε ότι υπάρχει ένας συναρτητής γ˚ : πCcf ÝÑ HopCq ο οποίος είναι πλή-
ϱης, πιστός και ουσιωδώς επί. Σύµφωνα µε την Πρόταση 4.2.13 ο µορφισµός γ : HomCpX,Y q ÝÑ
HomHopCqpX,Y q είναι επί και επάγει έναν ισοµορφισµό πpX,Y q ÝÑ HomHopCq pX,Y q. Λαµβά-
νοντας υπ΄ όψιν ότι πpX,Y q “ HomπCcf pX,Y q και ότι γ˚pXq “ X και γ˚pY q “ Y έπεται ότι ο
µορφισµός γ˚X,Y : HomπCcf pX,Y q ÝÑ HomHopCqpγ˚pXq, γ˚pY qq είναι «1-1» και «επί». Ως εκ τού-
του ο συναρτητής γ : C ÝÑ HopCq επάγει έναν πλήρη και πιστό συναρτητή γ˚ : πCcf ÝÑ HopCq.
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Μας αποµένει να αποδείξουµε ότι ο συναρτητής γ˚ είναι ουσιωδώς επί. Αρκεί να δείξουµε ότι
κάθε αντικειµένο της HopCq είναι ισόµορφο µε ένα αντικείµενο το οποίο είναι στην εικόνα του
συναρτητή γ˚. Απο την Πρόταση 3.2.34 έπεται ότι οι τετριµµένες νηµατώσεις και οι τετριµµέ-
νες συννηµατώσεις στην Ccf γίνονται ισοµορφισµοί στην πCcf . Ως εκ τούτου η κλάση οµοτοπίας
µιας ασθενούς ισοδυναµίας στην Ccf γίνεται ισοµορφισµός στην κλασική οµοτοπική κατηγορία
πCcf . Ας είναι f : X ÝÑ Y µια ασθενής ισοδυναµία στην C. Σύµφωνα µε το πρωτο σκέλος του
Λήµµατος 4.1.13 ισχύει ότι f ˝ iX “ iY ˝ rQf . ΄Ετσι, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι οι µορφισµοί
iX : rQX ÝÑ X και iY : rQY ÝÑ Y είναι ασθενείς ισοδυναµίες σύµφωνα µε το Αξίωµα pMC2q ο
µορφισµός rQf : rQX ÝÑ rQY είναι εξίσου ασθενής ισοδυναµία. Ανάλογα, σύµφωνα µε το δεύτερο
σκέλος του Λήµµατος 4.1.13 ισχύει ότι pR rQf ˝ j

rQX “ j
rQY ˝

rQf . ΄Ετσι, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι

οι µορφισµοί j
rQX : rQX ÝÑ pR rQX και j

rQY : rQY ÝÑ pR rQY είναι ασθενείς ισοδυναµίες σύµφωνα

µε το Αξίωµα pMC2q ο µορφισµός pR rQf : pR rQX ÝÑ pR rQY είναι εξίσου ασθενής ισοδυναµία στην
Ccf . ΄Ετσι, ο µορφισµός γpfq “ r pR rQf s είναι ένας ισοµορφισµός. Εφόσον για κάθε αντικείµε-
νο X οι µορφισµοί iX : rQX ÝÑ X και j

rQX : rQX ÝÑ pR rQX είναι ασθενείς ισοδυναµίες στην

κατηγορία C σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.2.9 έπεται ότι οι µορφισµοί γpiXq : γp rQXq ÝÑ γpXq

και γpj
rQXq : γp

rQXq ÝÑ γp pR rQXq είναι ισοµορφισµοί στην οµοτοπική κατηγορία HopCq. ΄Ετσι, ο

µορφισµός γpj
rQXq˝γpiXq

´1 : γpXq ÝÑ γp pR rQXq είναι ισοµορφισµός ως σύνθεση ισοµορφισµών.

΄Οµως σύµφωνα µε τον ορισµό του συναρτητή γ έχουµε ότι γpXq “ X και γp pR rQXq “ pR rQX. ΄Ε-
τσι, ο µορφισµός γpj

rQXq ˝ γpiXq
´1 : X ÝÑ pR rQX είναι ένας ισοµορφισµός στην HopCq. ΄Ετσι, ο

συναρτητής γ˚ : πCcf ÝÑ HopCq είναι µια ισοδυναµία κατηγοριών. Εποµένως, η κλασική οµο-
τοπική κατηγορία πCcf της C είναι ισοδύναµη µε την Quillen οµοτοπική κατηγορία HopCq της
C. �



Κεφάλαιο 5

Παραγόµενοι Συναρτητές και
Συναρτητές του Quillen

Στο παρόν κεφάλαιο µελετάµε τους µορφισµούς µεταξύ κατηγοριών µοντέλα. Τον ϱόλο αυτών
των µορφισµών παίζουν οι συναρτητές του Quillen. Οι συναρτητές του Quillen οι οποίοι ονο-
µάστηκαν έτσι προς τιµήν του Αµερικάνου µαθηµατικού Daniel Quillen αποτελούν ένα συζυγές
Ϲεύγος συναρτητών µεταξύ κατηγοριών µοντέλα, οι οποίοι επάγουν συναρτητές στις οµοτοπικές
κατηγορίες. Οι συναρτητές αυτοί όπως ϑα δούµε καλούνται παραγόµενοι συναρτητές και είναι
ιδιαίτερα χρήσιµοι στις εφαρµογές. Οι παραγόµενοι συναρτητές όπως είναι ϕυσικό συνδέονται µε
τους συναρτητές του Quillen, και αν και ορισµένες ϕορές ο παραγόµενος συναρτητής είναι µια
ισοδυναµία κατηγοριών, ο συναρτητής του Quillen από τον οποίο έχει προέλθει δεν είναι απαραί-
τητα ισοδυναµία κατηγοριών. Οι εν λόγω συναρτητές καλούνται ισοδυναµίες του Quillen και είναι
συναρτητές του Quillen οι οποίες ικανοποιούν µια επιπλέον συνθήκη, η οποία συνεπάγεται ότι οι
παραγόµενοι συναρτητές τους είναι ισοδυναµίες µεταξύ των οµοτοπικών κατηγοριών.

5.1 Συναρτητές του Quillen

Στην ενότητα αυτή ορίζουµε τον «κατάλληλο» µορφισµό µεταξύ κατηγοριών µοντέλα. Αυτό το ο-
ποίο ϑα ήταν αναµενόµενο να συνιστά έναν µορφισµό µεταξύ δύο κατηγοριών µοντέλα C και C1
είναι ένας συναρτητής C ÝÑ C1 ο οποίος ϑα ήταν συµβατός µε την δοµή των C και C1, δηλαδή
ένας συναρτητής ο οποίος διατηρεί τις ασθενείς ισοδυναµίες, τις νηµατώσεις και τις συννηµατώ-
σεις. Ωστόσο, οι συναρτητές οι οποίοι συνήθως «εµφανίζονται» µεταξύ κατηγοριών µοντέλα δεν
πληρούν αυτή την ιδιότητα. Παρόλα αυτά αρκετοί από αυτούς είναι ένας από ένα Ϲεύγος συζυγών
συναρτητών, ώστε ο αριστερός συζυγής διατηρεί συννηµατώσεις και τετριµµένες συννηµατώσεις,
ενώ ο δεξιός συζυγής διατηρεί νηµατώσεις και τετριµµένες νηµατώσεις. Οι συναρτητές αυτοί είναι
οι συναρτητές του Quillen τους οποίους µελετάµε ευθύς αµέσως.

Ορισµός 5.1.1. Ας είναι C και C1 κατηγορίες µοντέλο.

1. ΄Ενας συναρτητής F : C ÝÑ C1 καλείται αριστερός συναρτητής του Quillen (left Quillen
functor) εάν είναι αριστερός συζυγής συναρτητής και διατηρεί συννηµατώσεις και τετριµµένες
συννηµατώσεις.

2. ΄Ενας συναρτητής G : C1 ÝÑ C καλείται δεξιός συναρτητής του Quillen (right Quillen
functor) εάν είναι δεξιός συζυγής συναρτητής και διατηρεί νηµατώσεις και τετριµµένες νηµα-
τώσεις.

3. Το Ϲεύγος συναρτητών pF,Gq καλείται Ϲεύγος συναρτητών του Quillen (Quillen pair of
functors) εάν είναι ένα Ϲεύγος συζυγών συναρτητών όπου ο συναρτητής F : C ÝÑ C1 είναι
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αριστερός συναρτητής του Quillen και ο συναρτητής G : C1 ÝÑ C είναι δεξιός συναρτητής του
Quillen.

Σχόλιο 5.1.2. 1. Ορισµένες ϕορές στην ϐιβλιογραφία ένα Ϲεύγος συναρτητών του Quillen α-
ναφέρεται ως συζυγία του Quillen.

2. Πρακτικά, ένα Ϲεύγος συναρτητών του Quillen αναφέρεται είτε µόνο µε τον αριστερό συζυγή
συναρτητή είτε µόνο µε τον δεξιό συζυγή συναρτητή. Ωστόσο, ο αντίστοιχος συζυγής συ-
ναρτητής είτε στην µια είτε στην άλλη περίπτωση είναι πάντα αυτός ο οποίος εννοείται κατά
προφανή τρόπο.

Εν συνεχεία παραθέτουµε ορισµένα παραδείγµατα Ϲευγών συναρτητών του Quillen.

Παράδειγµα 5.1.3. 1. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και I ένα σύνολο. Το Ϲεύγος pC,P q
όπου P : CI ÝÑ C είναι ο συναρτητής γινόµενο και C : C ÝÑ CI είναι ο διαγώνιος συ-
ναρτητής, είναι ένα Ϲεύγος συναρτητών του Quillen. Πράγµατι, ο συναρτητής γινόµενο
P : CI ÝÑ C είναι ένας δεξιά συζυγής του διαγώνιου συναρτητή C : C ÝÑ CI . ΄Ετσι, το
pC,P q είναι ένα συζυγές Ϲεύγος συναρτητών. Επιπλέον, από τον ορισµό της δοµής κατη-
γορίας µοντέλο στο γινόµενο κατηγοριών µοντέλο (ϐλέπε το σκέλος (2) του Παραδείγµατος
3.1.9) ο διαγώνιος συναρτητής C : C ÝÑ CI διατηρεί συννηµατώσεις και τετριµµένες συν-
νηµατώσεις και κατ΄ επέκταση είναι αριστερός συναρτητής του Quillen και ο συναρτητής
γινόµενο P : CI ÝÑ C διατηρεί νηµατώσεις και τετριµµένες νηµατώσεις και ως εκ τούτου
είναι δεξιός Quillen συναρτητής.

2. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και I ένα σύνολο. Το Ϲεύγος pP 1, Cq όπου P 1 : CI ÝÑ C
είναι ο συναρτητής συνγινόµενο και C : C ÝÑ CI είναι ο διαγώνιος συναρτητής είναι ένα
Ϲεύγος συναρτητών του Quillen. Πράγµατι, ο συναρτητής συνγινόµενο P 1 : CI ÝÑ C είναι
ένας αριστερός συζυγής συναρτητής του διαγώνιου συναρτητή C : C ÝÑ CI . ΄Ετσι, το pP 1, Cq
είναι ένα συζυγές Ϲεύγος συναρτητών. Επιπλέον, από τον ορισµό της δοµής κατηγορίας µο-
ντέλο στο γινόµενο κατηγοριών µοντέλο (ϐλέπε το σκέλος (2) του Παραδείγµατος 3.1.9) ο
συναρτητής συνγινόµενο P 1 : CI ÝÑ C διατηρεί συννηµατώσεις και τετριµµένες συννηµατώ-
σεις και κατ΄ επέκταση είναι αριστερός συναρτητής του Quillen και ο διαγώνιος συναρτητής
C : C ÝÑ CI διατηρεί νηµατώσεις και τετριµµένες νηµατώσεις και ως εκ τούτου είναι δεξιός
συναρτητής του Quillen.

3. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο. Το Ϲεύγος p˚, F q όπου ˚ : C ÝÑ C˚ είναι ο συναρτητής
της επισύναψης σηµείου ϐάσης (disjoint basepoint functor) και F : C˚ ÝÑ C ο λησµονικός
συναρτητής είναι ένα Quillen Ϲεύγος συναρτητών. Πραγµατικά, ο λησµονικός συναρτητής
F : C˚ ÝÑ C είναι κατά προφανή τρόπο ένας δεξιός συναρτητής του Quillen. Από την
Πρόταση 5.1.5 παρακάτω έπεται ότι ο συναρτητής επισύναψης σηµείου ϐάσης είναι ένας
αριστερός συναρτητής του Quillen.

Παρατήρηση 5.1.4. Το Πόρισµα 3.2.37 έχει ως συνέπεια ότι κάθε αριστερός συναρτητής του
Quillen διατηρεί τις ασθενείς ισοδυναµίες µεταξύ συνινωδών αντικειµένων και ότι κάθε δεξιός
συναρτητής του Quillen διατηρεί τις ασθενείς ισοδυναµίες µεταξύ ινωδών αντικειµένων.

Η ακόλουθη Πρόταση εξηγεί γιατί για να χαρακτηρίσουµε ένα Ϲεύγος συζυγών συναρτητών
pF,Gq ως Ϲεύγος συναρτητών του Quillen µας αρκεί είτε ο συναρτητής F να είναι αριστερός
συναρτητής του Quillen είτε ο συναρτητής G να είναι ένας δεξιός συναρτητής του Quillen.

Πρόταση 5.1.5. Ας είναι C και C1 κατηγορίες µοντέλο και F : C Ô C1 : G ένα Ϲεύγος συζυγών
συναρτητών. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Το Ϲεύγος pF,Gq είναι ένα Ϲεύγος συναρτητών του Quillen.
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2. Ο αριστερός συζυγής συναρτητής F διατηρεί συννηµατώσεις και τετριµµένες συννηµατώσεις.

3. Ο δεξιός συζυγής συναρτητής G διατηρεί νηµατώσεις και τετριµµένες νηµατώσεις.

4. Ο αριστερός συζυγής συναρτητής F διατηρεί συννηµατώσεις και ο δεξιός συζυγής συναρτητής
G διατηρεί νηµατώσεις.

5. Ο αριστερός συζυγής συναρτητής F διατηρεί τετριµµένες συννηµατώσεις και ο δεξιός συζυγής
συναρτητής G διατηρεί τετριµµένες νηµατώσεις.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι F : C Ô C1 : G ένα Ϲεύγος συζυγών συναρτητών. Θα αποδείξουµε ότι
p1q ñ p2q ñ p3q ñ p4q ñ p5q ñ p1q.

• p1q ñ p2q Υποθέτουµε ότι pF,Gq είναι ένα Quillen Ϲεύγος συναρτητών. Τότε εξ΄ ορισµού ο
συναρτητής F : C ÝÑ C1 είναι αριστερός συναρτητής του Quillen. Ως εκ τούτου ο αριστερός
συζυγής συναρτητής F διατηρεί συννηµατώσεις και τετριµµένες συννηµατώσεις.

• p2q ñ p3q Υποθέτουµε ότι ο αριστερός συζυγής συναρτητής F διατηρεί συννηµατώσεις και
τετριµµένες συννηµατώσεις. Τότε σύµφωνα µε την Πρόταση 3.1.25 ο δεξιός συζυγής συναρ-
τητής G διατηρεί τετριµµένες νηµατώσεις και νηµατώσεις.

• p3q ñ p4q Υποθέτουµε ότι ο δεξιός συζυγής συναρτητήςG διατηρεί νηµατώσεις και τετριµµέ-
νες νηµατώσεις. Τότε σύµφωνα µε την Πρόταση 3.1.25 ο αριστερός συζυγής συναρτητής F
διατηρεί συννηµατώσεις. ΄Ετσι, ο αριστερός συζυγής συναρτητής F διατηρεί συννηµατώσεις
και ο δεξιός συζυγής συναρτητής G διατηρεί νηµατώσεις.

• p4q ñ p5q Υποθέτουµε ότι ο αριστερός συζυγής συναρτητής F διατηρεί συννηµατώσεις και ο
δεξιός συζυγής συναρτητής G διατηρεί νηµατώσεις. Τότε σύµφωνα µε την Πρόταση 3.1.25
ο δεξιός συζυγής συναρτητής G διατηρεί τετριµµένες νηµατώσεις και ο αριστερός συζυγής
συναρτητής F διατηρεί τετριµµένες συννηµατώσεις.

• p5q ñ p1q Υποθέτουµε ότι ο αριστερός συζυγής συναρτητής F διατηρεί τετριµµένες συννηµα-
τώσεις και ο δεξιός συζυγής συναρτητής G διατηρεί τετριµµένες νηµατώσεις. Τότε σύµφωνα
µε την Πρόταση 3.1.25 ο δεξιός συζυγής συναρτητής G διατηρεί νηµατώσεις και ο αριστερός
συζυγής συναρτητής F διατηρεί συννηµατώσεις. Συνοψίζοντας, ο αριστερός συζυγής συναρ-
τητής F διατηρεί συννηµατώσεις και τετριµµένες συννηµατώσεις γεγονός που αποδεικνύει
ότι είναι αριστερός συναρτητής του Quillen και ο δεξιός συζυγής συναρτητής G διατηρεί νη-
µατώσεις και τετριµµένες νηµατώσεις γεγονός που αποδεικνύει ότι είναι δεξιός συναρτητής
του Quillen. Εποµένως, το Ϲεύγος pF,Gq είναι ένα Ϲεύγος συναρτητών του Quillen. �

Παρατήρηση 5.1.6. Εάν C, C1 και C2 είναι κατηγορίες µοντέλο και F : C ÝÑ C1 και F 1 : C1 ÝÑ C2
είναι αριστεροί (αντίστοιχα δεξιοί) συναρτητές του Quillen, τότε η σύνθεση τους F 1 ˝ F : C ÝÑ C2
ορίζεται και είναι ένας αριστερός (αντίστοιχα δεξιός) συναρτητής του Quillen. Αντίστοιχα, εάν
pF,Gq : C Ô C1 και pF 1, G1q : C1 Ô C2 είναι Ϲεύγη συναρτητών του Quillen, τότε η σύνθεση τους
pF 1 ˝ F,G1 ˝ Gq : C Ô C2 ορίζεται και είναι ένα Ϲεύγος συναρτητών του Quillen. Επιπλέον, η
σύνθεση Ϲευγών συναρτητών του Quillen είναι προσεταιριστική και υπάρχει ουδέτερο στοιχείο : ο
ταυτοτικός συναρτητής IdC.

Εν συνεχεία παραθέτουµε µια Πρόταση ισχυρότερη της Πρότασης 5.1.5 η οποία διατυπώθηκε
από τον Daniel Dugger στο άρθρο του [9]. Η ακόλουθη πρόταση µας διευκολύνει όταν ασχολού-
µαστε µε την τοπικοποίηση κατηγοριών εφοδιασµένων µε την δοµή κατηγορίας µοντέλο.

Πρόταση 5.1.7. (D. Dugger) Ας είναι C και C1 κατηγορίες µοντέλα και F : C Ô C1 : G ένα Ϲεύγος
συζυγών συναρτητών. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Το Ϲεύγος pF,Gq είναι ένα Ϲεύγος συναρτητών του Quillen.
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2. Ο αριστερός συζυγής συναρτητής F διατηρεί συννηµατώσεις µεταξύ συνινωδών αντικειµένων
και τετριµµένες συννηµατώσεις.

3. Ο δεξιός συζυγής συναρτητής G διατηρεί νηµατώσεις µεταξύ ινωδών αντικειµένων και τετριµ-
µένες νηµατώσεις.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι F : C Ô C1 : G είναι ένα Ϲεύγος συζυγών συναρτητών. Θα αποδείξουµε
ότι p1q ô p2q και p1q ô p3q. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον ορισµό του Ϲεύγους συναρτητών του
Quillen οι συνεπαγωγές p1q ñ p2q και p1q ñ p3q προκύπτουν άµεσα. Αρκεί να αποδείξουµε την
συνεπαγωγή p2q ñ p1q καθώς η συνεπαγωγή p3q ñ p1q προκύπτει ως δυϊκή της.

Υποθέτουµε ότι ο αριστερός συζυγής συναρτητής F διατηρεί εξίσου συννηµατώσεις µεταξύ
συνινωδών αντικειµένων και τετριµµένες συννηµατώσεις. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την συνεπαγωγή
p5q ñ p1q της Πρότασης 5.1.5 αρκεί να αποδείξουµε ότι ο δεξιός συζυγής συναρτητής G : C1 ÝÑ
C διατηρεί τετριµµένες νηµατώσεις. Ας είναι p : X ÝÑ Y µια τετριµµένη νηµάτωση στην C1.
Εφόσον ο αριστερός συζυγής συναρτητής F διατηρεί τετριµµένες συννηµατώσεις σύµφωνα µε το
δεύτερο σκέλος της Πρότασης 3.1.25 ο δεξιός συζυγής συναρτητής G διατηρεί νηµατώσεις. Ο
µορφισµός p : X ÝÑ Y ως τετριµµένη νηµάτωση είναι µια νηµάτωση. Ως εκ τούτου ο µορφισµός
Gppq : GpXq ÝÑ GpY q είναι νηµάτωση. Ο µορφισµός p : X ÝÑ Y ως τετριµµένη νηµάτωση
είναι µια ασθενής ισοδυναµία. Για να έχουµε το Ϲητούµενο µας αποµένει να αποδείξουµε ότι ο
µορφισµός Gppq : GpXq ÝÑ GpY q είναι εξίσου µια ασθενής ισοδυναµία. Στην περίπτωση αυτή
έπεται ότι ο συναρτητής G διατηρεί τις ασθενείς ισοδυναµίες. Σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος της
Πρότασης 4.1.23 µπορούµε να επιλέξουµε µια ινώδη-συνινώδη προσέγγιση p1 : X 1 ÝÑ Y 1 στον
µορφισµό Gppq : GpXq ÝÑ GpY q τέτοια ώστε ο µορφισµός p1 να είναι µια συννηµάτωση. ΄Ετσι,
p1 : X 1 ÝÑ Y 1 είναι µια συνινώδης προσέγγιση στον µορφισµό Gppq : GpXq ÝÑ GpY q στην οποία
οι συνινώδεις προσεγγίσεις pX 1, iGXq και pY 1, iGY q στο GX και στο GY αντίστοιχα είναι ινώδεις-
συνινώδεις. Ως εκ τούτου οι µορφισµοί iGX : X 1 ÝÑ GX και iGY : Y 1 ÝÑ GY είναι τετριµµένες
νηµατώσεις όπουX 1, Y 1 είναι συννινώδη αντικείµενα και επιπλέον ισχύει ότι iGY ˝p1 “ Gppq˝iGX .
Από την τελευταία ισότητα προκύπτει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

X 1

p1

��

iGX // GX

Gppq

��
Y 1

iGY
// GY

Το συζυγές του τελευταίου διαγράµµατος είναι το µεταθετικό διάγραµµα

FX 1

F pp1q

��

i#GX // X

p

��
FY 1

g

==

i#GY

// Y

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός p1 : X 1 ÝÑ Y 1 είναι µια συννηµάτωση µεταξύ συνινωδών α-
ντικειµένων και ότι ο αριστερός συζυγής συναρτητής F διατηρεί συννηµατώσεις µεταξύ συνινωδών
αντικειµένων έπεται ότι ο µορφισµός F pp1q : F pX 1q ÝÑ F pY 1q είναι συννηµάτωση µεταξύ συνι-
νωδών αντικειµένων. Τότε σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Αξιώµατος pMC4q έπεται ότι υπάρχει
µια ανύψωση g : FY 1 ÝÑ X στο τελευταίο µεταθετικό διάγραµµα. Ως εκ τούτου g ˝ F pp1q “ i#GX
και p ˝ g “ i#GY . Απο την ισότητα g ˝F pp1q “ i#GX προκύπτει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα
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FX 1

F pp1q

��

1FX1 // FX 1

i#GX

��
FY 1

g
// X

Εαν g# : Y 1 ÝÑ GX είναι ο συζυγής του µορφισµού g : FY 1 ÝÑ X τότε έχουµε το ακόλουθο
µεταθετικό διάγραµµα

X 1

p1

��

1X1 // X 1

iGX

��
Y 1

s

==

g#
// GX

στο οποίο ο µορφισµός p1 : X 1 ÝÑ Y 1 είναι µια συννηµάτωση και ο µορφισµός iGX : X 1 ÝÑ GX
είναι τετριµµένη νηµάτωση. Ως εκ τούτου, σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Αξιώµατος pMC4q
υπάρχει µια ανύψωση s : Y 1 ÝÑ X 1 στο τελευταίο µεταθετικό διάγραµµα. ΄Ετσι, ισχύει ότι s˝p1 “
1X1 και iGX ˝s “ g#. Αντίστοιχα, από την ισότητα p˝g “ i#GY προκύπτει το ακόλουθο µεταθετικό
διάγραµµα

FY 1

g

��

1FY 1 // FY 1

i#GY

��
X

p
// Y

Το συζυγές του τελευταίου διαγράµµατος είναι το µεταθετικό διάγραµµα

Y 1

g#

��

1Y 1 // Y 1

iGY

��
GX

Gppq
// GY

Ως εκ τούτου Gppq ˝ g# “ iGY ˝ 1Y 1 . Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την τελευταία ισότητα και τις ισότητες
iGX ˝ s “ g# και iGY ˝ p1 “ Gppq ˝ iGX προκύπτει ότι :

iGY ˝ p
1 ˝ s “ Gppq ˝ iGX ˝ s “ Gppq ˝ g# “ iGY ˝ 1Y 1 .

΄Ετσι, riGY ˝p1˝ss “ riGY ˝1Y 1s. Υπενθυµίζουµε ότι ο µορφισµός iGY : Y 1 ÝÑ GY είναι τετριµµένη
νηµατώση και το αντικείµενο Y 1 είναι συνινώδες. Τότε σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος της Πρότασης
3.2.34 έπεται ότι ο µορφισµός iGY : Y 1 ÝÑ GY επάγει έναν ισοµορφισµό iGY Y

1

˚ : πlpY 1, Y 1q ÝÑ
πlpY 1, GY q µεταξύ των συνόλων των αριστερών οµοτοπικών κλάσεων των µορφισµών ο οποίος
ορίζεται ως iGY Y

1

˚ prlsq “ riGY ˝ ls. Ως εκ τούτου από την τελευταία ισότητα έπεται ότι iGY Y
1

˚ prp
1 ˝

ssq “ iGY
Y 1

˚ pr1Y 1sq και κατ΄ επέκταση rp1 ˝ ss “ r1Y 1s. ΄Ετσι, ο µορφισµός p1 ˝ s : Y 1 ÝÑ Y 1 είναι
αριστερά οµοτοπικός του ταυτοτικού µορφισµού 1Y 1 : Y

1 ÝÑ Y 1. Επιπλέον εφόσον ο συναρτητής
γ : C ÝÑ HopCq στέλνει ασθενείς ισοδυναµίες στην C σε ισοµορφισµούς στην HopCq σύµφωνα
µε το πρώτο σκέλος του Λήµµατος 4.2.5 έπεται ότι γpp1 ˝ sq “ γp1Y 1q. Χρησιµοποιώντας τις
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ιδιότητες που διέπουν τον γ ως συναρτητή και τον ορισµό του συναρτητή γ από την τελευταία
ισότητα προκύπτει ότι γpp1q ˝ γpsq “ γp1Y 1q “ 1γpY 1q “ 1Y 1 . Εν συνεχεία εφαρµόζοντας τον
συναρτητή γ στην ισότητα s ˝ p1 “ 1X1 προκύπτει ότι γps ˝ p1q “ γp1X1q και κατ΄ επέκταση
οµοίως µε πριν γpsq ˝ γpp1q “ γp1X1q “ 1γpX1q “ 1X1 . ΄Ετσι, από τις τελευταίες ισότητες ο
µορφισµός γpp1q : X 1 ÝÑ Y 1 είναι ένας ισοµορφισµός στην HopCq µε αντίστροφο τον µορφισµό
γpsq : Y 1 ÝÑ X 1. Εποµένως, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.2.9 ο µορφισµός p1 : X 1 ÝÑ Y 1 είναι µια
ασθενής ισοδυναµία στην C. Οι µορφισµοί iGX : X 1 ÝÑ GX και iGY : Y 1 ÝÑ GY ως τετριµµένες
νηµατώσεις είναι ασθενείς ισοδυναµίες. ΄Ετσι, από την ισότητα iGY ˝ p1 “ Gppq ˝ iGX σύµφωνα
µε το Αξίωµα pMC2q ο µορφισµός Gppq : GpXq ÝÑ GpY q είναι εξίσου ασθενής ισοδυναµία και
κατ΄ επέκταση τετριµµένη νηµάτωση. Συνεπώς, ο συναρτητής G : C1 ÝÑ C διατηρεί τετριµµένες
νηµατώσεις. �

Πρόταση 5.1.8. Ας είναι C και C1 κατηγορίες µοντέλο και F : C Ô C1 : G ένα Quillen Ϲεύγος
συναρτητών.

1. Ο συναρτητής F στέλνει ασθενείς ισοδυναµίες µεταξύ συνινωδών αντικειµένων στην C σε
ασθενείς ισοδυναµίες στην C1.

2. Ο συναρτητήςG στέλνει ασθενείς ισοδυναµίες µεταξύ ινωδών αντικειµένων στην C1 σε ασθενείς
ισοδυναµίες στην C.

Απόδειξη. 1. Ας είναι F : C Ô C1 : G ένα Ϲεύγος συναρτητών του Quillen. Τότε από την Πρό-
ταση 5.1.5 ο αριστερός συζυγής συναρτητής F : C ÝÑ C1 διατηρεί εξίσου συννηµατώσεις
και τετριµµένες συννηµατώσεις. Ας είναι f : X ÝÑ Y µια ασθενής ισοδυναµία µεταξύ συ-
νινωδών αντικειµένων. Σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Λήµµατος 3.2.36 ο µορφισµός f
παραγοντοποιείται ως εξής : f “ j ˝ i όπου ο µορφισµός i : X ÝÑ Z είναι µια τετριµµένη
συννηµάτωση και ο µορφισµός j : Z ÝÑ Y είναι µια τετριµµένη νηµάτωση µε δεξιό αντί-
στροφο l : Y ÝÑ Z ο οποίος είναι µια τετριµµένη συννηµάτωση. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο
µορφισµός l είναι δεξιός αντίστροφος του µορφισµού j έπεται ότι j ˝ l “ 1Y . Εφαρµόζοντας
τον συναρτητή F στην τελευταία ισότητα και χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες που διέπουν
κάθε συναρτητή προκύπτει ότι F pjq ˝ F plq “ 1F pY q. Εφόσον ο µορφισµός l : Y ÝÑ Z
είναι µια τετριµµένη συννηµάτωση σύµφωνα µε την ιδιότητα που χαρακτηρίζει τον συναρ-
τητή F , ο µορφισµός F plq είναι εξίσου τετριµµένη συννηµάτωση και κατ΄ επέκταση ασθενής
ισοδυναµία. Ο ταυτοτικός µορφισµός 1FpYq : F pY q ÝÑ F pY q είναι επίσης µια ασθενής
ισοδυναµία. ΄Ετσι, από την τελευταία ισότητα σύµφωνα µε το Αξίωµα pMC2q ο µορφισµός
F pjq : F pZq ÝÑ F pY q είναι µια ασθενής ισοδυναµία. Επικαλούµενοι το ίδιο επιχείρηµα µε
παραπάνω ο µορφισµός F piq : F pXq ÝÑ F pZq είναι µια τετριµµένη συννηµάτωση και ως
εκ τούτου µια ασθενής ισοδυναµία. Εφαρµόζοντας τον συναρτητή F στην ισότητα f “ j ˝ i
προκύπτει ότι F pfq “ F pjq ˝ F piq. Εποµένως σύµφωνα µε το τρίτο σκέλος της Πρότασης
3.1.22 ο µορφισµός F pfq : F pXq ÝÑ F pY q είναι µια ασθενής ισοδυναµία. ΄Ετσι, συµπε-
ϱαίνουµε ότι ο συναρτητής F στέλνει ασθενείς ισοδυναµίες µεταξύ συνινωδών αντικειµένων
στην C σε ασθενείς ισοδυναµίες στην C1.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Παρατήρηση 5.1.9. Χρησιµοποιώντας ως µορφισµούς τους αριστερούς συναρτητές του Quillen,
τους δεξιούς συναρτητές του Quillen ή τα Ϲεύγη των συναρτητών του Quillen ορίζουµε διαφορετι-
κές έννοιες της «κατηγορίας» των κατηγοριών µοντέλα. Ωστόσο, οποιαδήποτε επιλογή µορφισµού
και να κάνουµε στην εν λόγω κατηγορία δεν διατηρεί τις συναρτητικές παραγοντοποιήσεις. Κατ΄
επέκταση, η επιλογή των συναρτητικών παραγοντοποιήσεων δεν έχει επίδραση στην κλάση ισο-
µορφίας της κατηγορίας µοντέλο. Αυτό γίνεται κατανοητό ϑεωρώντας µια κατηγορία µοντέλο C
και χρησιµοποιώντας την ίδια κατηγορία µοντέλο µε τους ίδιους µορφισµούς (συννηµατώσεις, νη-
µατώσεις, ασθενείς ισοδυναµίες) και επιλέγοντας διαφορετικές συναρτητικές παραγοντοποιήσεις.



5.1. ΣΥΝΑΡΤΗΤΕΣ ΤΟΥ QUILLEN 277

Κατ΄ αυτόν τον τρόπο αποκτούµε µια καινούργια κατηγορία µοντέλο C1. Ο ταυτοτικός συναρτητής
αποτελεί έναν ισοµορφισµό των κατηγοριών µοντέλα µεταξύ αυτών. Υπενθυµίζουµε ότι µια κα-
τηγορία αποτελείται από µια κλάση αντικειµένων και από ένα σύνολο µορφισµών. Ωστόσο κάθε
κλάση ορίζει µια κατηγορία µοντέλο όπου οι µόνοι µορφισµοί είναι οι ταυτοτικοί οι οποίοι ανή-
κουν και στις τρεις κλάσεις µορφισµών (συννηµατώσεις, νηµατώσεις, ασθενείς ισοδυναµίες). ΄Ετσι,
η συλλογή όλων των κατηγοριών µοντέλα περιέχει την συλλογή όλων των κλάσεων, η οποία ωστόσο
δεν συνιστά κλάση. Ανάλογα, η συλλογή όλων των συναρτητών µεταξύ δύο κατηγοριών µοντέλα
δεν είναι απαραίτητα σύνολο. ΄Ετσι, γίνεται εύκολα αντιληπτό ότι καµία από τις παραπάνω κατη-
γορίες δεν είναι κατηγορία µε την αυστηρή έννοια του όρου. Ορισµένοι ϑεωρούν εσφαλµένα ότι
µια λύση του προβλήµατος είναι να περιοριστούµε στις µικρές κατηγορίες µοντέλα στις οποίες τα
αντικείµενα απαιτούµε να σχηµατίζουν σύνολο. Ωστόσο, σύµφωνα µε το Αξίωµα pMC1q δεν υπάρ-
χουν µη τετριµµένες µικρές κατηγορίες µοντέλο. Μια λύση είναι να µεταβούµε σε ένα µεγαλύτερο
σύµπαν όπως ήδη έχουµε κάνει για να σχηµατίσουµε την κατηγορία των κατηγοριών µοντέλο.
Ωστόσο, η καλύτερη λύση του προβλήµατος αυτού είναι η ϑεώρηση της συλλογής των κατηγοριών
µοντέλα, των συναρτητών του Quillen και των ϕυσικών µετασχηµατισµών ως µια 2-κατηγορία.

΄Αµεση συνέπεια της Πρότασης 3.2.34 είναι το ακόλουθο αποτέλεσµα.

Λήµµα 5.1.10. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και X, Z και W αντικείµενα αυτής.

1. Εάν το αντικείµενο W είναι συνινώδες και το αντικείµενο X είναι ινώδες τότε η τετριµµένη
νηµάτωση iX : rQX ÝÑ X επάγει έναν ισοµορφισµό µεταξύ των συνόλων των οµοτοπικών
κλάσεων των µορφισµών

piXq
W
˚ : πpW, rQXq ÝÑ πpW,Xq, rf s ÞÝÑ riX ˝ f s

ο οποίος είναι ϕυσικός εξίσου στα W και X.

2. Εάν το αντικείµενο W είναι ινώδες και το αντικείµενο X είναι συνινώδες τότε η τετριµµένη
συννηµάτωση jX : X ÝÑ pRX επάγει έναν ισοµορφισµό µεταξύ των συνόλων των οµοτοπικών
κλάσεων των µορφισµών

pjXq
Z
˚ : πp pRX,Zq ÝÑ πpX,Zq, rgs ÞÝÑ rg ˝ jX s

ο οποίος είναι ϕυσικός εξίσου στα X και Z.

Απόδειξη. 1. Υποθέτουµε ότι W είναι ένα συνινώδες και το X είναι ένα ινώδες αντικείµενο
της C και ο µορφισµός iX : rQX ÝÑ X είναι µια τετριµµένη νηµάτωση. Τότε οι µορφισµοί
∅ ÝÑ W και X ÝÑ ˚ είναι αντίστοιχα συννηµάτωση και νηµάτωση και σύµφωνα µε το
πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.2.34 ο επαγόµενος µορφισµός piXq˚

W
: πlpW, rQXq ÝÑ

πlpW,Xq µεταξύ των συνόλων των αριστερών οµοτοπικών κλάσεων των µορφισµών ο οποίος
ορίζεται ως piXq˚

W
prf sq “ riX ˝ f s είναι ένας ισοµορφισµός. Ο µορφισµός iX : rQX ÝÑ X

ως τετριµµένη νηµάτωση είναι νηµάτωση. ΄Ετσι, ο µορφισµός rQX ÝÑ ˚ είναι νηµάτωση ως
σύνθεση των νηµατώσεων X ÝÑ ˚ και iX : rQX ÝÑ X. Ως εκ τούτου το αντικείµενο rQX
είναι ινώδες. ΄Ετσι, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τα παραπάνω σύµφωνα µε την Πρόταση 3.2.28 ο
µορφισµός piXq˚

W
: πpW, rQXq ÝÑ πpW,Xq µεταξύ των συνόλων των οµοτοπικών κλάσεων

των µορφισµών ο οποίος ορίζεται ως piXq˚
W
prf sq “ riX ˝ f s είναι ένας ισοµορφισµός. Για

να ολοκληρώσουµε την απόδειξη αρκεί να αποδείξουµε την ϕυσικότητα του ισοµορφισµού
piXq˚

W στα W και X.

• Φυσικότητα στο W : Ας είναι h : W 1 ÝÑ W ένας µορφισµός στην C. Θεωρούµε το
ακόλουθο διάγραµµα
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πpW, rQXq

piXq˚
W

��

πph, rQXq // πpW 1, rQXq

piXq˚
W 1

��
πpW,Xq

πph,Xq
// πpW 1, Xq

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τους ορισµούς των µορφισµών piXq˚
W , piXq˚

W 1

, πph, rQXq και
πph,Xq προκύπτει ότι :

pπph,Xq ˝ piXq˚
W
qprf sq “ πph,XqppiXq˚

W
qprf sqq “ πph,XqpriX ˝ f sq “ riX ˝ f ˝ hs

και

ppiXq˚
W 1

˝πph, rQXqqprf sq “ piXq˚
W 1

pπph, rQXqqprf sqq “ piXq˚
W 1

prf˝hsq “ riX˝f˝hs

΄Ετσι, από τις παραπάνω ισότητες έπεται ότι pπph,Xq ˝ piXq˚
W
qprf sq “ ppiXq˚

W 1

˝

πph, rQXqqprf sq για κάθε rf s P πpW, rQXq και κατ΄ επέκταση ότι πph,Xq ˝ piXq˚
W
“

piXq˚
W 1

˝ πph, rQXq. Ως εκ τούτου το παραπάνω διάγραµµα είναι µεταθετικό, γεγονός
που αποδεικνύει την ϕυσικότητα στο W .

• Φυσικότητα στο X: Ας είναι φ : X ÝÑ X 1 ένας µορφισµός στην C. Θεωρούµε το
ακόλουθο διάγραµµα

πpW, rQXq

piXq˚
W

��

πpW, rQpφqq // πpW, rQX 1q

piX1 q˚
W

��
πpW,Xq

πpW,φq
// πpW,X 1q

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τους ορισµούς των µορφισµών piXq˚
W , piX1q˚

W , πpW, rQpφqq
και πpW,φq και την ισότητα iX1 ˝ rQpφq “ φ ˝ iX η οποία συνάγεται απο το πρώτο
σκέλος του Λήµµατος 4.1.13 προκύπτει ότι :

pπpW,φq˝piXq˚
W
qprf 1sq “ πpW,φqppiXq˚

W
prf 1sqq “ πpW,φqpriX ˝f

1sq “ rφ˝ iX ˝f
1s

και

ppiX1q˚
W
˝πpW, rQpφqqqprf 1sq “ piX1q˚

W
pπpW, rQpφqqprf 1sqq “ piX1q˚

W
pr rQpφq ˝f 1sq “

“ riX1 ˝ rQpφq ˝ f 1s “ rφ ˝ iX ˝ f
1s

΄Ετσι, από τις παραπάνω ισότητες έπεται ότι pπpW,φq ˝ piXq˚
W
qprf 1sq “ ppiX1q˚

W
˝

πpW, rQpφqqqprf 1sq για κάθε rf 1s P πpW, rQXq και κατ΄ επέκταση ότι πpW,φq˝piXq˚
W
“

piX1q˚
W
˝πpW, rQpφqq. Ως εκ τούτου το παραπάνω διάγραµµα είναι µεταθετικό, γεγονός

που αποδεικνύει την ϕυσικότητα στο X.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Η ακόλουθη Πρόταση αναφέρει υπό ποιες προϋποθέσεις ένας συναρτητής διατηρεί ένα κυλιν-
δρικό αντικείµενο και δυϊκά ένα µονοπάτι αντικείµενο.
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Πρόταση 5.1.11. Ας είναι C και C1 κατηγορίες µοντέλα και F : C Ô C1 : G ένα Ϲεύγος συναρτητών
του Quillen.

1. Εάν X είναι ένα συνινώδες αντικείµενο της C και X
š

X
i“i0`i1 // Cyl(X)

s // X είναι
ένα κυλινδρικό αντικείµενο για το X τότε

F pXq
š

F pXq
F piq“F pi0q`F pi1q// F pCyl(X)q

F psq // F pXq

είναι ένα κυλινδρικό αντικείµενο για το F pXq.

2. Εάν Y είναι ένα ινώδες αντικείµενο της C1 και Y
r // Path(Y)

p“pp0,p1q // Y ˆ Y είναι ένα
µονοπάτι αντικείµενο για το Y τότε

GpY q
Gprq // GpPath(Y)q

Gppq“pGpp0q,Gpp1qq// GpY q ˆGpY q

είναι ένα µονοπάτι αντικείµενο για το GpY q.

Απόδειξη. 1. Ας είναι F : C Ô C1 : G ένα Ϲεύγος συναρτητών του Quillen. Τότε σύµφωνα µε
την Πρόταση 5.1.5 ο αριστερός συζυγής συναρτητής F : C ÝÑ C1 διατηρεί συννηµατώ-
σεις και τετριµµένες συννηµατώσεις. Υποθέτουµε ότι X είναι ένα συνινώδες αντικείµενο

της C και X
š

X
i“i0`i1 // Cyl(X) s // X είναι ένα κυλινδρικό αντικείµενο για το X.

Τότε σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Λήµµατος 3.2.6 ο µορφισµός i0 : X ÝÑ Cyl(X)
είναι τετριµµένη συννηµάτωση και επιπλέον εξ΄ ορισµού του κυλινδρικού αντικειµένου ο
µορφισµός i : X

š

X ÝÑ Cyl(X) είναι συννηµάτωση, ο µορφισµός s : Cyl(X) ÝÑ X είναι
ασθενής ισοδυναµία και s ˝ i “ 1X ` 1X . Εφαρµόζοντας τον συναρτητή F στο κυλινδρικό

αντικείµενο Cyl(X) λαµβάνουµε F pX
š

Xq
F piq“F pi0`i1q// F pCyl(X)q

F psq // F pXq . Ο συ-
ναρτητής F ως αριστερός συζυγής διατηρεί συνόρια και πιο συγκεκριµένα συν-γινόµενα.
΄Ετσι, F pX

š

Xq w F pXq
š

F pXq και F p1X ` 1Xq “ 1FpXq ` 1FpXq. Από το δεύτερο
σκέλος του Σχολίου 3.2.2 έχουµε ότι s ˝ i0 “ 1X. Εφαρµόζοντας τον συναρτητή F στην
τελευταία ισότητα και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις ιδιότητες που τον διέπουν ως συναρτητή
έπεται ότι F psq ˝ F pi0q “ 1FpXq. Εφόσον, ο συναρτητής F : C ÝÑ C1 διατηρεί συννηµα-
τώσεις και τετριµµένες συννηµατώσεις ο µορφισµός F piq είναι συννηµάτωση και ο µορ-
ϕισµός F pi0q είναι αντίστοιχα τετριµµένη συννηµάτωση και κατ΄ επέκταση ασθενής ισοδυ-
ναµία. Ο ταυτοτικός µορφισµός 1FpXq : F pXq ÝÑ F pXq ανήκει εξίσου στην κλάση των
ασθενών ισοδυναµιών. ΄Ετσι, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την τελευταία ισότητα από το Αξίωµα
pMC2q έπεται ότι ο µορφισµός F psq είναι µια ασθενής ισοδυναµία. Εν συνεχεία εφαρ-
µόζοντας τον συναρτητή F στην ισότητα s ˝ i “ 1X ` 1X και χρησιµοποιώντας την ισότητα
F p1X`1Xq “ 1FpXq`1FpXq προκύπτει ότι F psq˝F piq “ 1FpXq`1FpXq. ΄Ετσι, σύµφωνα µε τα

παραπάνω F pXq
š

F pXq
F piq“F pi0q`F pi1q// F pCyl(X)q

F psq // F pXq είναι ένα κυλινδρικό
αντικείµενο για το F pXq.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Στην Πρόταση 5.1.11 είδαµε ότι ένας αριστερός συναρτητής του Quillen και δυϊκά ένας δεξιός
συναρτητής του Quillen διατηρούν αντίστοιχα ένα κυλινδρικό και ένα µονοπάτι αντικείµενο. Κάτι
αντίστοιχο συµβαίνει µε την αριστερή και δεξιά οµοτοπία όπως υποδεικνύεται από το ακόλουθο
Λήµµα.

Λήµµα 5.1.12. Ας είναι C και C1 κατηγορίες µοντέλα και F : C Ô C1 : G ένα Ϲεύγος συναρτητών
του Quillen.
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1. Εάν ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g : X ÝÑ Y στην C
και το X είναι ένα συνινώδες αντικείµενο της, τότε ο µορφισµός F pfq : F pXq ÝÑ F pY q είναι
αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού F pgq : F pXq ÝÑ F pY q στην C1.

2. Εάν ο µορφισµός f : A ÝÑ B είναι δεξιά οµοτοπικός του µορφισµού g : A ÝÑ B στην C1 και
το B είναι ένα ινώδες αντικείµενο της, τότε ο µορφισµός Gpfq : GpAq ÝÑ GpBq είναι δεξιά
οµοτοπικός του µορφισµού Gpgq : GpAq ÝÑ GpBq στην C.

Απόδειξη. 1. Ας είναι F : C Ô C1 : G ένα Ϲεύγος συναρτητών του Quillen. Υποθέτουµε ότι ο
µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού g : X ÝÑ Y στην C
και το X είναι ένα συνινώδες αντικείµενο της. Τότε υπάρχει ένα κυλινδρικό αντικείµενο

X
š

X
i“i0`i1 // Cyl(X) s // X για το X και ένας µορφισµός H : Cyl(X) ÝÑ Y τέτοιος

ώστε H ˝ i0 “ f και H ˝ i1 “ g. ΄Ετσι, σύµφωνα µε τα παραπάνω από το πρώτο σκέλος

της Πρότασης 5.1.11 έπεται ότι F pXq
š

F pXq
F piq“F pi0q`F pi1q// F pCyl(X)q

F psq // F pXq

είναι ένα κυλινδρικό αντικείµενο για το F pXq. Επιπλέον, εφαρµόζοντας τον συναρτητή
F : C ÝÑ C1 στις παραπάνω ισότητες και χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες που τον διέπουν ως
συναρτητή προκύπτει ότι υπάρχει ένας µορφισµός F pHq : F pCyl(X)q ÝÑ F pY q τέτοιος ώστε
F pHq ˝ F pi0q “ F pfq και F pHq ˝ F pi1q “ F pgq. Εποµένως, ο µορφισµός F pfq : F pXq ÝÑ
F pY q είναι αριστερά οµοτοπικός του µορφισµού F pgq : F pXq ÝÑ F pY q στην C1 µε αριστερή
οµοτοπία τον µορφισµό F pHq : F pCyl(X)q ÝÑ F pY q.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Ολοκληρώνουµε την ενότητα µε την ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 5.1.13. Ας είναι C και C1 κατηγορίες µοντέλα και F : C Ô C1 : G ένα Ϲεύγος συναρτητών
του Quillen . Εάν X είναι ένα συνινώδες αντικείµενο της C και Y είναι ένα ινώδες αντικείµενο
της C1 τότε η επαγόµενη απεικόνιση µεταξύ των συνόλων των οµοτοπικών κλάσεων των µορφισµών
πpF pXq, Y q ÝÑ πpX,GpY qq από τον ισοµορφισµό συζυγίας µεταξύ των συναρτητών F και G είναι
ένας ϕυσικός ισοµορφισµός.

Απόδειξη. Ας είναι F : C Ô C1 : G ένα Ϲεύγος συναρτητών του Quillen. Τότε σύµφωνα µε την Πρό-
ταση 5.1.5 ο αριστερός συζυγής συναρτητής F : C ÝÑ C1 διατηρεί συννηµατώσεις και τετριµµένες
συννηµατώσεις και ο δεξιός συζυγής συναρτητής G : C1 ÝÑ C διατηρεί νηµατώσεις και τετριµµέ-
νες νηµατώσεις. Επιπλέον, ο αριστερός συζυγής συναρτητής F : C ÝÑ C1 διατηρεί συνόρια και
αντίστοιχα ο δεξιός συζυγής συναρτητής G : C1 ÝÑ C διατηρεί όρια. Υποθέτουµε ότι X είναι ένα
συνινώδες αντικείµενο της C και Y είναι ένα ινώδες αντικείµενο της C1. Ως εκ τούτου ο µορφι-
σµός ∅ ÝÑ X είναι συννηµάτωση και ο µορφισµός Y ÝÑ ˚ είναι νηµάτωση. Εφαρµόζοντας
τους συναρτητές F και G στους παραπάνω µορφισµούς και παίρνοντας υπ΄ όψιν την υπόθεση
λαµβάνουµε τους µορφισµούς F p∅q ÝÑ F pXq και GpY q ÝÑ Gp˚q οι οποίοι είναι συννηµάτωση
και νηµάτωση αντίστοιχα. Το τελικό αντικείµενο ˚ της κατηγορίας C1 µπορεί να οριστεί εξίσου
ως όριο του µοναδικού κενού διαγράµµατος H ÝÑ C1. Εφόσον, η κενή κατηγορία είναι µια
διακριτή κατηγορία το τελικό αντικείµενο ˚ µπορεί να ϑεωρηθεί ως ένα «κενό» γινόµενο (empty
product). Αντίστοιχα, το αρχικό αντικείµενο ∅ της κατηγορίας C1 µπορεί να οριστεί εξίσου ως
συνόριο του µοναδικού κενού διαγράµµατος H ÝÑ C. Εφόσον, η κενή κατηγορία είναι µια δια-
κριτή κατηγορία το τελικό αντικείµενο ˚ µπορεί να ϑεωρηθεί ως ένα «κενό» συν-γινόµενο (empty
coproduct) ή κατηγορικό άθροισµα. ΄Ετσι, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο αριστερός συζυγής συναρ-
τητής F : C ÝÑ C1 διατηρεί συνόρια και αντίστοιχα ο δεξιός συζυγής συναρτητής G : C1 ÝÑ C
διατηρεί όρια ο συναρτητής F στέλνει το αρχικό αντικείµενο ∅ στο αρχικό αντικείµενο F p∅q και
αντίστοιχα ο συναρτητής G στέλνει το τελικό αντικείµενο ˚ στο τελικό αντικείµενο Gp˚q. Ως εκ
τούτου οι µορφισµοι F p∅q ÝÑ F pXq και GpY q ÝÑ Gp˚q οι οποίοι είναι συννηµάτωση και νη-
µάτωση αντίστοιχα είναι µοναδικοί. ΄Ετσι, το αντικείµενο F pXq είναι συνινώδες αντικείµενο της
C1 και το αντικείµενο GpY q είναι ινώδες αντικείµενο της C. Λόγω της συζυγίας των συναρτητών
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F και G υπάρχει ένας ισοµορφισµός HomC1pF pXq, Y q ÝÑ HomCpX,GpY qq µεταξύ των συνόλων
HomC1pF pXq, Y q και HomCpX,GpY qq. Αρκεί να αποδείξουµε ότι ο εν λόγω ισοµορφισµός µεταφέ-
ϱεται στις κλάσεις οµοτοπίας. Σύµφωνα µε την Πρόταση 5.1.11 εάν δύο µορφισµοί X ÝÑ GpY q
είναι αριστερά οµοτοπικοί στην C τότε οι αντίστοιχοι συζυγείς F pXq ÝÑ Y είναι αριστερά ο-
µοτοπικοί στην C1 και εάν δύο µορφισµοί F pXq ÝÑ Y είναι δεξιά οµοτοπικοί στην C1 τότε οι
αντίστοιχοι συζυγείς X ÝÑ GpY q είναι δεξιά οµοτοπικοί στην C. Ως εκ τούτου οι απεικονίσεις
πlpF pXq, Y q ÝÑ πlpX,GpY qq µεταξύ των συνόλων των αριστερών οµοτοπικών κλάσεων των µορ-
ϕισµών και πrpF pXq, Y q ÝÑ πrpX,GpY qq µεταξύ των συνόλων των δεξιών οµοτοπικών κλάσεων
των µορφισµών είναι «1-1» και «επί». Ωστόσο, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι τα αντικείµενα F pXq, X
είναι συνινώδη και τα αντικείµενα Y , GpY q είναι ινώδη αντικείµενα σύµφωνα µε την Πρόταση
3.2.28 η σχέση της αριστερής οµοτοπίας συµπίπτει µε την σχέση της δεξιάς οµοτοπίας δίνοντάς
µας την σχέση οµοτοπίας. Ως εκ τούτου, η επαγόµενη απεικόνιση µεταξύ των συνόλων των ο-
µοτοπικών κλάσεων των µορφισµών πpF pXq, Y q ÝÑ πpX,GpY qq από τον ισοµορφισµό συζυγίας
µεταξύ των συναρτητών F και G είναι ένας ϕυσικός ισοµορφισµός. �

5.2 Παραγόµενοι Συναρτητές

Στην ενότητα αυτή εισάγουµε την έννοια του παραγόµενου συναρτητή ενός συναρτητή F : C ÝÑ C1
όπου C είναι µια κατηγορία µοντέλο. Οι παράγωγοι συναρτητές είναι συναρτητές στην οµοτοπι-
κή κατηγορία οι οποιοί επάγονται από συναρτητές του Quillen. Εάν κάποιος ενδιαφέρεται να
παραγοντοποιήσει τον συναρτητή F µέσω της οµοτοπικής κατηγορίας HopCq αυτό δεν είναι πά-
ντα δυνατό. Οι παράγωγοι συναρτητές είναι συναρτητές HopCq ÝÑ C1 οι οποίοι προσεγγίζουν
αυτή την παραγοντοποιήση µε έναν καθολικό τρόπο. Ιστορικά, η έννοια του παράγωγου συναρτη-
τή εµφανίστηκε για πρώτη ϕορά στο ειδικό πλαίσιο της οµολογικής άλγεβρας της κατηγορίας των
αλυσιδωτών συµπλόκων (chain complexes) και στην συνέχεια επεκτάθηκε στην γενική περίπτωση.

5.2.1 Αριστεροί και ∆εξιοί Παραγόµενοι Συναρτητές

Ξεκινάµε ορίζοντας τους αριστερά και δεξιά παραγόµενους συναρτητές.

Ορισµός 5.2.1. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο, C1 τυχαία κατηγορία, F : C ÝÑ C1 ένας συναρ-
τητής µεταξύ αυτών και γ : C ÝÑ HopCq ο κανονικός συναρτητής από την C στην Quillen οµοτοπική
της κατηγορία HopCq.

1. ΄Ενας αριστερά παραγόµενος συναρτητής (left derived functor) για τον συναρτητή F
είναι ένα Ϲεύγος pLF, εq, όπου LF : HopCq ÝÑ C1 είναι ένας συναρτητής και ε : LF ˝ γ ÝÑ F
είναι ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός, το οποίο ικανοποιεί την ακόλουθη καθολική ιδιότητα :
για οποιοδήποτε άλλο Ϲεύγος pG, ζq όπου G : HopCq ÝÑ C1 είναι ένας συναρτητής και ζ : G ˝
γ ÝÑ F είναι ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός υπάρχει µοναδικός ϕυσικός µτασχηµατισµός
θ : G ÝÑ LF τέτοιος ώστε ζ “ ε ˝ pθ ¨ γq.
∆υϊκά,

2. ΄Ενας δεξιά παραγόµενος συναρτητής (right derived functor) για τον συναρτητή F είναι
ένα Ϲεύγος pRF, εq, όπου RF : HopCq ÝÑ C1 είναι ένας συναρτητής και ε : F ÝÑ RF ˝ γ
είναι ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός, το οποίο ικανοποιεί την ακόλουθη καθολική ιδιότη-
τα : για οποιοδήποτε άλλο Ϲεύγος pG, ζq όπου G : HopCq ÝÑ C1 είναι ένας συναρτητής και
ζ : F ÝÑ G ˝ γ είναι ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός υπάρχει µοναδικός ϕυσικός µτασχηµατι-
σµός θ : RF ÝÑ G τέτοιος ώστε ζ “ pθ ¨ γq ˝ ε.

Σχόλιο 5.2.2. Στην ϐιβλιογραφία ένας αριστερά παραγόµενος συναρτητής του F : C ÝÑ C1 είναι
επίσης γνωστός ως δεξιά επέκταση του Kan του F κατά µήκος του συναρτητή γ : C ÝÑ HopCq.
Οµοίως, ένας δεξιά παράγωγος συναρτητής του F : C ÝÑ C1 είναι επίσης γνωστός ως αριστερή
Kan επέκταση του F κατά µήκος του συναρτητή γ : C ÝÑ HopCq.
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Χάρις στην ακόλουθη πρόταση µπορούµε να µιλάµε για «τον» αριστερά παραγόµενο συναρτητή
και για «τον» δεξιά παραγόµενο συναρτητή του F : C ÝÑ C1.

Πρόταση 5.2.3. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο, C1 τυχαία κατηγορία και F : C ÝÑ C1 ένας
συναρτητής µεταξύ αυτών.

1. Ο αριστερά παραγόµενος συναρτητής του F , µε την προϋπόθεση ότι υπάρχει, είναι µοναδικός
µέχρις µοναδικής ϕυσικής ισοδυναµίας.

2. Ο δεξιά παραγόµενος συναρτητής του F , µε την προϋπόθεση ότι υπάρχει, είναι µοναδικός
µέχρις µοναδικής ϕυσικής ισοδυναµίας.

Απόδειξη. 1. Ας είναι pLF, εq και pLF 1, ε1q δύο αριστερά παραγόµενοι συναρτητές του συ-
ναρτητή F . Τότε υπάρχουν µοναδικοί ϕυσικοί µετασχηµατισµοί θ : LF 1 ÝÑ LF και
θ1 : LF ÝÑ LF 1 τέτοιοι ώστε ε1 “ ε ˝ pθ ¨ γq και ε “ ε1 ˝ pθ1 ¨ γq. Συνδυάζοντας τις τε-
λευταίες ισότητες προκύπτει ότι ε1 “ ε1 ˝ pθ1 ¨γq ˝ pθ ¨γq και ε “ ε ˝ pθ ¨γq ˝ pθ1 ¨γq. Επιπλέον,
ισχύει ότι ε1 “ ε1 ˝ 1LF1˝γ και ε “ ε ˝ 1LF˝γ . Λόγω της µοναδικότητας που εξασφαλίζεται
από την καθολική ιδιότητα έπεται ότι pθ1 ¨ γq ˝ pθ ¨ γq “ 1LF1˝γ και pθ ¨ γq ˝ pθ1 ¨ γq “ 1LF˝γ ,
γεγονός που αποδεικνύει ότι ο θ ¨ γ : LF 1 ˝ γ ÝÑ LF ˝ γ είναι ένας ισοµορφισµός. ΄Ετσι, για
κάθε αντικείµενο X της κατηγορίας C ο pθ ¨ γqpXq είναι ένας ισοµορφισµός. Λαµβάνοντας
υπ΄ όψιν τον ορισµό του συναρτητή γ : C ÝÑ HopCq έχουµε θpXq “ θpγpXqq “ pθ ¨ γqpXq.
΄Ετσι, ο θpXq είναι ένας ισοµορφισµός για κάθε αντικείµενο X της HopCq, γεγονός που
αποδεικνύει ότι ο ϕυσικός µετασχηµατισµός θ : LF 1 ÝÑ LF είναι µια ϕυσική ισοδυναµία.
Εποµένως, ο αριστερά παραγόµενος συναρτητής του F εάν υπάρχει είναι µοναδικός µέχρις
µοναδικής ϕυσικής ισοδυναµίας.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Εφόσον παραθέσαµε τον ορισµό του αριστερά και δεξιά παραγόµενου συναρτητή για τον συ-
ναρτητή F : C ÝÑ C1 εγείρεται το ερώτηµα πότε ένας αριστερά ή δεξιά παραγόµενος συναρτητής
του υπάρχει. Εάν η κατηγορία C1 είναι πλήρης δηλαδή έχει όλα τα µικρά όρια ο αριστερά πα-
ϱαγόµενος συναρτητής υπάρχει και γνωρίζουµε την κατασκευή του ως µια δεξιά επέκταση του
Kan. Αντίστοιχα, εάν η κατηγορία C1 είναι συν-πλήρης δηλαδή έχει όλα τα µικρά συνόρια ο δεξιά
παραγόµενος συναρτητής υπάρχει και γνωρίζουµε την κατασκευή του ως µια αριστερή επέκταση
του Kan. Αυτό συµβαίνει διότι υπό αυτές τις προϋποθέσεις το Ϲεύγος συναρτητή και ϕυσικού
µετασχηµατισµού εξ΄ ορισµού υπάρχει και ικανοποιεί την καθολική ιδιότητα που περιγράψαµε
στον Ορισµό 5.2.1. Ωστόσο εάν η κατηγορία C1 είναι τυχαία κατηγορία τότε οι συνθήκες για την
ύπαρξη ενός αριστερά ή δεξιά παραγόµενου συναρτητή για τον συναρτητή F εξασφαλίζονται από
την ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 5.2.4. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο, C1 τυχαία κατηγορία και F : C ÝÑ C1 ένας
συναρτητής µεταξύ αυτών.

1. Εάν ο συναρτητής F στέλνει τετριµµένες συννηµατώσεις µεταξύ συννινωδών αντικειµένων
σε ισοµορφισµούς στην C1 τότε ο αριστερά παραγόµενος συναρτητής pLF, εq του F υπάρχει.
Επιπλέον, υπάρχει ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός ε : LF ˝ γ ÝÑ F µε την ιδιότητα για κάθε
συνινώδες αντικείµενο X ο µορφισµός εX : pLF ˝ γqpXq ÝÑ F pXq είναι ένας ισοµορφισµός.

2. Εάν ο συναρτητής F στέλνει τετριµµένες νηµατώσεις µεταξύ ινωδών αντικειµένων σε ισοµορ-
ϕισµούς στην C1 τότε ο δεξιά παραγόµενος συναρτητής pRF, εq του F υπάρχει. Επιπλέον,
υπάρχει ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός ε : F ÝÑ RF ˝ γ µε την ιδιότητα για κάθε ινώδες
αντικείµενο A ο µορφισµός εA : F pAq ÝÑ pRF ˝ γqpAq είναι ένας ισοµορφισµός.

Απόδειξη. 1. Ας είναι F ένας συναρτητής ο οποίος στέλνει τετριµµένες συννηµατώσεις µεταξύ
συνινωδών αντικειµένων σε ισοµορφισµούς στην C1. Θα κατασκευάσουµε το Ϲεύγος pLF, εq
και εν συνεχεία ϑα αποδείξουµε ότι πληροί την καθολική ιδιότητα η οποία αναφέρθηκε στον
Ορισµό 5.2.1. Ορίζουµε έναν συναρτητή F 1 : πCc ÝÑ C1 ως εξής :
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• F 1pXq “ F pXq, για κάθε αντικείµενο X της κατηγορίας πCc.
• F 1pfq “ F pfq, για κάθε µορφισµό f : X ÝÑ Y στην κατηγορία πCc.

Το πρώτο σκέλος του Λήµµατος 3.2.39 ταυτίζει τις δεξιές οµοτοπικές κλάσεις των µορφισµών
µεταξύ συνινωδών αντικειµένων της κατηγορίας C. Ως εκ τούτου ο συναρτητής F 1 είναι καλά
ορισµένος. Ας είναι rQ : C ÝÑ πCc ο συναρτητής ο οποίος ορίστηκε στο πρώτο σκέλος της
Πρότασης 4.1.16. Θεωρούµε την σύνθεση ξ “ F 1 ˝ rQ : C ÝÑ C1. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον
ορισµό του ξ και του συναρτητή F 1 έχουµε

• ξpXq “ pF 1 ˝ rQqpXq “ F 1p rQpXqq “ F p rQpXqq για κάθε αντικείµενο X της κατηγορίας
C.

• ξpfq “ pF 1 ˝ rQqpfq “ F 1p rQpfqq “ F p rQpfqq, για κάθε µορφισµό f : X ÝÑ Y στην
κατηγορία C.

Εφόσον οι συναρτητές rQ και F 1 είναι καλά ορισµένοι ο ξ “ F 1 ˝ rQ είναι καλά ορισµένος.
Επιπλέον ο ξ “ F 1 ˝ rQ είναι συναρτητής ως σύνθεση των συναρτητών F 1 και rQ. Ας είναι
f : X ÝÑ Y µια ασθενής ισοδυναµία. Τότε σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Λήµµατος
4.1.13 ο µορφισµός rQf : rQX ÝÑ rQY είναι εξίσου ασθενής ισοδυναµία. Λαµβάνοντας υπ΄
όψιν τον ορισµό του συναρτητή rQ τα αντικείµενα rQX και rQY είναι συννινώδη. ΄Ετσι, ο µορ-
ϕισµός rQf : rQX ÝÑ rQY είναι µια ασθενής ισοδυναµία µεταξύ συνινωδών αντικειµένων. Ως
εκ τούτου σύµφωνα µε την υπόθεση για τον συναρτητή F ο µορφισµός ξpfq “ F p rQpfqq είναι
ένας ισοµορφισµός. ΄Ετσι, συµπεραίνουµε ότι ο συναρτητής ξ “ F 1 ˝ rQ : C ÝÑ C1 στέλνει
ασθενείς ισοδυναµίες σε ισοµορφισµούς στην C1. Εποµένως, σύµφωνα µε την καθολική ιδιό-
τητα της οµοτοπικής κατηγορίας HopCq υπάρχει µοναδικός συναρτητής LF : HopCq ÝÑ C1
ο οποίος κάνει το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικό

C

ξ

��

γ // HopCq

LF

||
C1

΄Ετσι, LF ˝γ “ ξ. Εν συνεχεία ϑα κατασκευάσουµε έναν ϕυσικό µετασχηµατισµό ε : LF ˝γ “
ξ ÝÑ F . Σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Λήµµατος 4.1.13 δοθέντος του µορφισµού
f : X ÝÑ Y στην C υπάρχει ένας µορφισµός rQf : rQX ÝÑ rQY τέτοιος ώστε το ακόλουθο
διάγραµµα να είναι µεταθετικό

rQX

iX

��

rQf // rQY

iY

��
X

f // Y.

Ως εκ τούτου f ˝ iX “ iY ˝ rQf . Εφαρµόζοντας τον συναρτητή F στην τελευταία ισότητα
και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις ιδιότητες που τον διέπουν ως συναρτητή προκύπτει ότι F pfq ˝
F piXq “ F piY q ˝ F p rQfq. Από την τελευταία ισότητα λαµβάνουµε το ακόλουθο µεταθετικό
διάγραµµα

F p rQXq

F p rQfq

��

F piXq // F pXq

F pfq

��
F p rQY q

F piY q // F pY q.
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΄Ετσι, ϑέτοντας ως εX “ εpXq “ F piXq : pLF ˝ γqpXq “ ξpXq “ F p rQXq ÝÑ F pXq λαµ-
ϐάνουµε τον επιθυµητό ϕυσικό µετασχηµατισµό. Εάν το X είναι ένα συνινώδες αντικείµενο
τότε rQX w X. Στην περίπτωση αυτή ο µορφισµός εX είναι ο ταυτοτικός µορφισµός ο ο-
ποίος είναι ένας ισοµορφισµός, γεγονός που αποδεικνύει το δεύτερο σκέλος της παρούσας
Πρότασης. Συνοψίζοντας, κατασκευάσαµε το Ϲεύγος pLF, εq. Μας αποµένει να αποδείξουµε
ότι το εν λόγω Ϲεύγος ικανοποιεί την καθολική ιδιότητα την οποία περιγράψαµε στο πρώτο
σκέλος του Ορισµού 5.2.1. Ας είναι pG, ζq ένα άλλο Ϲεύγος όπουG : HopCq ÝÑ C1 είναι ένας
συναρτητής και ζ : G˝γ ÝÑ F ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός. Θεωρούµε έναν ϕυσικό µε-
τασχηµατισµό θ : G ÝÑ LF και για κάθε αντικείµενο X της κατηγορίας C κατασκευάζουµε
το ακόλουθο διάγραµµα

Gp rQXq

GpγpiXqq

��

θ
ĂQX // LF p rQXq

LF pγpiXqq“1 rQX

��

ε
ĂQX
“1 rQX

// F p rQXq

F piXq

��
GpXq

θX // LF pXq
εX“F piXq // F pXq

Επιπλέον, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον ορισµό του συναρτητή γ έπεται ότι :

ε
rQX ˝ θ rQX “ εp rQXq ˝ θp rQXq “ εp rQXq ˝ θγp rQXq “ εp rQXq ˝ pθ ¨ γqp rQXq

και
εX ˝ θX “ εpXq ˝ θpXq “ εpXq ˝ θγpXq “ εpXq ˝ pθ ¨ γqpXq

γεγονός που αποδεικνύει ότι οι οριζόντιοι µορφισµοί δίνουν την σύνθεση των µορφισµών θ˝γ
και ε. Ωστόσο για να ικανοποιεί ο θ επιπλέον την συνθήκη του πρώτου σκέλους του Ορισµού
5.2.1 ϑα πρέπει ζ

rQX “ ε
rQX ˝θ rQX . Λόγω της µεταθετικότητας του αριστερού τετραγώνου του

παραπάνω µεταθετικού διαγράµµατος έπεται ότι θX ˝GpγpiXqq “ LF pγpiXqq˝θ rQX . Λαµβά-
νοντας υπ΄ όψιν τις ιδιότητες του ταυτοτικού µορφισµού και την ισότητα LF pγpiXqq “ 1

rQX

προκύπτει ότι θ
rQX “ θX ˝GpγpiXqq. Συνθέτοντας στην τελευταία ισότητα από αριστερά µε

τον µορφισµό ε
rQX έπεται ότι ε

rQX ˝θ rQX “ ε
rQX ˝pθX ˝GpγpiXqqq. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την

προσεταιριστικότητα της σύνθεσης, την ισότητα ζ
rQX “ ε

rQX ˝ θ rQX , την ισότητα ε
rQX “ 1 rQX

και τις ιδιότητες του ταυτοτικού µορφισµού 1 rQX από την τελευταία ισότητα προκύπτει ότι
ζ
rQX “ θX ˝ GpγpiXqq. Σύµφωνα µε το Λήµµα 4.1.13 ο µορφισµός iX : rQX ÝÑ X είναι

µια συνινώδης-ινώδης προσέγγιση στο X και ως εκ τούτου µια ασθενής ισοδυναµία. Τότε
σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.2.9 ο µορφισµός γpiXq είναι ένας ισοµορφισµός στην οµοτο-
πική κατηγορία HopCq. ΄Ετσι, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν το πρώτο σκέλος της Πρότασης 1.2.9
ο µορφισµός GpγpiXqq είναι ένας ισοµορφισµός στην κατηγορία C1. Ως εκ τούτου υπάρχει
ο αντίστροφος GpγpiXqq´1 του GpγpiXqq και είναι εξίσου ισοµορφισµός. Συνθέτοντας από
δεξιά µε τον µορφισµό GpγpiXqq´1 στην τελευταία ισότητα και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την
ισότητα GpγpiXqq ˝GpγpiXqq´1 “ 1GpXq και τις ιδιότητες του ταυτοτικού µορφισµού 1GpXq
προκύπτει ότι θX “ ζ

rQX ˝ GpγpiXqq
´1. Ευθύς αµέσως ϑα ελέγξουµε εάν ο θ είναι πράγ-

µατι ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός από τον συναρτητή G στον συναρτητή LF . Για τυχόν
µορφισµό f : X ÝÑ Y έχουµε το ακόλουθο διάγραµµα

GpXq

Gpγpfqq

��

GpγpiXqq
´1

// Gp rQXq

Gγp rQpfqq

��

ζ
ĂQX // F p rQXq

F p rQpfqq

��
GpY q

GpγpiY qq
´1

// Gp rQY q
ζ
ĂQY // F p rQY q
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όπου ζ
rQX ˝ GpγpiXqq

´1 “ θX και ζ
rQY ˝ GpγpiY qq

´1 “ θY . Εφόσον ο ζ : G ˝ γ ÝÑ F
είναι ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός το δεξιό τετράγωνο του παραπάνω διαγράµµατος είναι
µεταθετικό. Ως εκ τούτου ζ

rQY ˝ Gγp
rQpfqq “ F p rQpfqq ˝ ζ

rQX . Εφαρµόζοντας τον συναρ-

τητή γ στην ισότητα f ˝ iX “ iY ˝ rQf και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις ιδιότητες που τον
διέπουν ως συναρτητή προκύπτει ότι γpfq ˝ γpiXq “ γpiY q ˝ γp rQfq. Κατόπιν εφαρµόζο-
ντας τον συναρτητή G έπεται ότι Gpγpfqq ˝ GpγpiXqq “ GpγpiY qq ˝ Gpγp rQfqq. Λαµβά-
νοντας υπ΄ όψιν ότι οι µορφισµοί GpγpiXqq και GpγpiY qq είναι ισοµορφισµοί συνθέτουµε
από αριστερά µε τον µορφισµό GpγpiY qq

´1 και από δεξιά µε τον µορφισµό GpγpiXqq
´1

στην τελευταία ισότητα και χρησιµοποιώντας τις ισότητες GpγpiY qq´1 ˝GpγpiY qq “ 1Gp rQYq

και GpγpiXqq ˝ GpγpiXqq´1 “ 1GpXq και τις ιδιότητες των ταυτοτικών µορφισµών 1Gp rQYq

και 1GpXq προκύπτει ότι GpγpiY qq´1 ˝ Gpγpfqq “ Gpγp rQfqq ˝ GpγpiXqq
´1. Ως εκ τούτου

το αριστερό τετράγωνο του παραπάνω διαγράµµατος είναι εξίσου µεταθετικό. Χρησιµο-
ποιώντας τις ισότητες ζ

rQY ˝ Gγp
rQpfqq “ F p rQpfqq ˝ ζ

rQX και GpγpiY qq´1 ˝ Gpγpfqq “

Gpγp rQfqq ˝GpγpiXqq
´1 έπεται ότι :

ζ
rQY ˝GpγpiY qq

´1˝Gpγpfqq “ ζ
rQY ˝Gpγp

rQfqq˝GpγpiXqq
´1 “ F p rQpfqq˝ζ

rQX ˝GpγpiXqq
´1

΄Ετσι, σύµφωνα µε την τελευταία ισότητα το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό

GpXq

Gpγpfqq

��

ζ
ĂQX
˝GpγpiXqq

´1

// F p rQXq

F p rQpfqq

��
X

ζ
ĂQY
˝GpγpiY qq

´1

// F p rQY q.

Ως εκ τούτου ο θ : G ˝ γ ÝÑ LF ˝ γ είναι ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός. Επιπλέον εφόσον
οι G : HopCq ÝÑ C1 και LF : HopCq ÝÑ C1 είναι συναρτητές από την οµοτοπική κατηγορία
HopCq στην τυχαία κατηγορία C1 από το Λήµµα 4.2.10 έπεται ότι θ είναι ένας ϕυσικός
µετασχηµατισµός από τον συναρτητήG στον συναρτητή LF . Εποµένως υπάρχει τουλάχιστον
ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός θ : G ÝÑ LF ο οποίος ικανοποιεί την συνθήκη του Ορισµού
5.2.1. Θα αποδείξουµε ότι ο µορφισµός θ είναι µοναδικός. Ας είναι θ1 : G ÝÑ LF ένας
άλλος ϕυσικός µετασχηµατισµός ο οποίος πληροί την ισότητα θ “ ε ˝ pθ1 ¨ γq. Λαµβάνοντας
υπ΄ όψιν ότι θ1 : G ÝÑ LF και ε : LF ˝γ ÝÑ F είναι ϕυσικοί µετασχηµατισµοί λαµβάνουµε
το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

Gp rQXq

GpγpiXqq

��

θ1
ĂQX // LF p rQXq

LF pγpiXqq“1 rQX

��

ε
ĂQX
“1 rQX

// F p rQXq

F piXq

��
GpXq

θ1X // LF pXq
εX“F piXq // F pXq

΄Ετσι, θ1X “ ζ
rQX ˝ GpγpiXqq

´1. Ως εκ τούτου θX “ θ1X , γεγονός που αποδεικνύει την
µοναδικότητα του ϕυσικού µετασχηµατισµού θ. ΄Ετσι, σύµφωνα µε όλα τα παραπάνω ο
αριστερά παραγόµενος συναρτητής pLF, εq του F υπάρχει.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �
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5.2.2 Ολικά Αριστερά και Ολικά ∆εξιά Παραγόµενοι Συναρτητές

Στην προηγούµενη υποενότητα ορίστηκε η έννοια του αριστερά παραγόµενου συναρτητή καθώς
και η έννοια του δεξιά παραγόµενου συναρτητή ενός συναρτητή F : C ÝÑ C1 όπου C είναι µια
κατηγορία µοντέλο. Εάν η κατηγορία C1 είναι εξίσου µια κατηγορία µοντέλο ορίζεται η έννοια
του ολικά αριστερά παραγόµενου συναρτητή καθώς και η έννοια του ολικά δεξιά παραγόµενου
συναρτητή ενός συναρτητή F : C ÝÑ C1. Εν συνεχεία µελετάµε τους ολικά αριστερά και ολικά
δεξιά παραγόµενους συναρτητές καθώς και τις ιδιότητες που τους διέπουν.

Ορισµός 5.2.5. Ας είναι C και C1 δύο κατηγορίες µοντέλα και F : C ÝÑ C1 ένας συναρτητής µεταξύ
αυτών.

1. ΄Ενας ολικά αριστερά παραγόµενος συναρτητής (total left derived functor) του F είναι
ένας αριστερά παραγόµενος συναρτητής του συναρτητή γC1 ˝ F : C ÝÑ HopC1q.
΄Ετσι, ένας ολικά αριστερά παραγόµενος συναρτητής του συναρτητήF είναι ένα Ϲεύγος pLF, εq,
όπου LF : HopCq ÝÑ HopC1q είναι ένας συναρτητής και ε : LF ˝ γC ÝÑ γC1 ˝ F είναι ένας
ϕυσικός µετασχηµατισµός τέτοιο ώστε να πληροίται η καθολική ιδιότητα του πρώτου σκέλους
του Ορισµού 5.2.1. ∆ηλαδή ένα Ϲεύγος pLF, εq τέτοιο ώστε για οποιοδήποτε άλλο Ϲεύγος
pG, ζq όπου G : HopCq ÝÑ HopC1q είναι ένας συναρτητής και ζ : G ˝ γC ÝÑ γC1 ˝ F είναι
ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός, υπάρχει µοναδικός ϕυσικός µετασχηµατισµός θ : G ÝÑ LF
τέτοιος ώστε ζ “ ε ˝ pθ ¨ γCq.

∆υϊκά,

2. ΄Ενας ολικά δεξιά παραγόµενος συναρτητής (total right derived functor) του F είναι
ένας δεξιά παραγόµενος συναρτητής του συναρτητή γC1 ˝ F : C ÝÑ HopC1q.
΄Ετσι, ένας ολικά δεξιά παραγόµενος συναρτητής του συναρτητή F είναι ένα Ϲεύγος pRF, εq,
όπου RF : HopCq ÝÑ HopC1q είναι ένας συναρτητής και ε : γC1 ˝ F ÝÑ RF ˝ γC είναι ένας
ϕυσικός µετασχηµατισµός τέτοιο ώστε να πληροίται η καθολική ιδιότητα του δεύτερου σκέλους
του Ορισµού 5.2.1. ∆ηλαδή ένα Ϲεύγος pRF, εq τέτοιο ώστε για οποιοδήποτε άλλο Ϲεύγος
pG, ζq όπου G : HopCq ÝÑ HopC1q είναι ένας συναρτητής και ζ : γC1 ˝ F ÝÑ G ˝ γC είναι
ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός, υπάρχει µοναδικός ϕυσικός µετασχηµατισµός θ : RF ÝÑ G
τέτοιος ώστε ζ “ pθ ¨ γCq ˝ ε.

Σχόλιο 5.2.6. Συχνά στην ϐιβλιογραφία αναφερόµαστε στον LF : HopCq ÝÑ HopC1q ως ολικά
αριστερά παραγόµενο συναρτητή του συναρτητή F και αντίστοιχα στον RF : HopCq ÝÑ HopC1q
ως ολικά δεξιά παραγόµενο συναρτητή του συναρτητή F παραλείποντας να αναφερθούµε στον
ϕυσικό µετασχηµατισµό ε και αφήνοντας τον να εννοηθεί.

Χάρις στην ακόλουθη πρόταση µπορούµε να µιλάµε για «τον» ολικά αριστερά παραγόµενο
συναρτητή και για «τον» ολικά δεξιά παραγόµενο συναρτητή του F : C ÝÑ C1.

Πρόταση 5.2.7. Ας είναι C και C1 κατηγορίες µοντέλα και F : C ÝÑ C1 ένας συναρτητής µεταξύ
αυτών.

1. Ο ολικά αριστερά παραγόµενος συναρτητής του F , µε την προϋπόθεση ότι υπάρχει, είναι
µοναδικός µέχρις µοναδικής ϕυσικής ισοδυναµίας.

2. Ο ολικά δεξιά παραγόµενος συναρτητής του F , µε την προϋπόθεση ότι υπάρχει, είναι µοναδι-
κός µέχρις µοναδικής ϕυσικής ισοδυναµίας.

Απόδειξη. 1. Ας είναι F : C ÝÑ C1 ένας συναρτητής µεταξύ κατηγοριών µοντέλα. Σύµφωνα
µε το πρώτο σκέλος του Ορισµού 5.2.5 ένας ολικά αριστερά παραγόµενος συναρτητής για
τον συναρτητή F είναι ένας αριστερά παραγόµενος συναρτητής για τον συναρτητή γC1 ˝
F : C ÝÑ HopC1q. Τότε από το πρώτο σκέλος της Πρότασης 5.2.3 έπεται ότι ο ολικά αριστερά
παραγόµενος συναρτητής του F εάν υπάρχει είναι µοναδικός µέχρις µοναδικής ϕυσικής
ισοδυναµίας.
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2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Ανάλογα, µε την Πρόταση 5.2.3 η ακόλουθη Πρόταση εξασφαλίζει τις συνθήκες για την ύπαρξη
του ολικά αριστερά παραγόµενου συναρτητή και του ολικά δεξιά παραγόµενου συναρτητή για τον
συναρτητή F : C ÝÑ C1.

Πρόταση 5.2.8. Ας είναι C και C1 κατηγορίες µοντέλα και F : C ÝÑ C1 ένας συναρτητής.

1. Εάν ο συναρτητής F στέλνει τετριµµένες συννηµατώσεις µεταξύ συνινωδών αντικειµένων στην
C σε ασθενείς ισοδυναµίες στην C1 τότε ο ολικά αριστερά παραγόµενος συναρτητήςLF : HopCq
ÝÑ HopC1q του F υπάρχει.

2. Εάν ο συναρτητής F στέλνει τετριµµένες νηµατώσεις µεταξύ ινωδών αντικειµένων στην C σε
ασθενείς ισοδυναµίες στην C1 τότε ο ολικά δεξιά παραγόµενος συναρτητής RF : HopCq ÝÑ
HopC1q του F υπάρχει.

Απόδειξη. 1. Ας είναι F : C ÝÑ C1 ένας συναρτητής ο οποίος στέλνει τετριµµένες συννηµατώ-
σεις µεταξύ συνινωδών αντικειµένων στην C σε ασθενείς ισοδυναµίες στην C1 και f : X ÝÑ Y
µια τετριµµένη συννηµάτωση µεταξύ συνινωδών αντικειµένων στην C. Τότε ο µορφισµός
F pfq : F pXq ÝÑ F pY q είναι µια ασθενής ισοδυναµία στην κατηγορία C1. Ως εκ τούτου, σύµ-
ϕωνα µε το Θεώρηµα 4.2.9 ο µορφισµός γC1pF pfqq είναι ένας ισοµορφισµός στην HopC1q.
΄Ετσι, συµπεραίνουµε ότι ο συναρτητής γC1 ˝F : C ÝÑ HopC1q στέλνει τετριµµένες συννηµα-
τώσεις µεταξύ συνινωδών αντικειµένων στην C σε ισοµορφισµούς στην HopC1q. Εποµένως,
από το πρώτο σκέλος της Πρότασης 5.2.4 ο αριστερά παραγόµενος συναρτητής του γC1 ˝ F
και κατά συνέπεια ο ολικά αριστερά παραγόµενος συναρτητής υπάρχει.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Εν συνεχεία ορίζουµε τον ολικά αριστερά παραγόµενο συναρτητή καθώς και τον ολικά δεξιά
παραγόµενο συναρτητή ενός συναρτητή F : C ÝÑ C1 επί ενός µορφισµού της C.

Ορισµός 5.2.9. Ας είναι C και C1 κατηγορίες µοντέλα, F : C ÝÑ C1 ένας συναρτητής και g : X ÝÑ

Y ένας µορφισµός στην C.

1. Εάν rQ είναι η ινώδης-συνινώδης προσέγγιση στην C η οποία χρησιµοποιείται στην κατασκευή
της οµοτοπικής κατηγορίαςHopCq ο µορφισµός F p rQpgqq στην C1 καλείται αριστερά παραγό-
µενος συναρτητής του συναρτητή F στον µορφισµό g (left derived functor of functor
F on map g) και συµβολίζεται µε LF pgq.

2. Εάν pR είναι η συνινώδης-ινώδης προσέγγιση στην C η οποία χρησιµοποιείται στην κατασκευή
της οµοτοπικής κατηγορίαςHopCq ο µορφισµόςF p pRpgqq στην C1 καλείται δεξιά παραγόµενος
συναρτητής του συναρτητή F στον µορφισµό g (right derived functor of functor F
on map g) και συµβολίζεται µε RF pgq.

Σχόλιο 5.2.10. 1. Η εικόνα στην HopC1q του µορφισµού LF pgq στην C1 είναι ισόµορφη µε
την εικόνα υπό του ολικά αριστερά παραγόµενου συναρτητή LF : HopCq ÝÑ HopC1q του F
της εικόνας του µορφισµού g στην HopCq. Αντίστοιχα, η εικόνα στην HopC1q του µορφισµού
RF pgq στην C1 είναι ισόµορφη µε την εικόνα υπό του ολικά δεξιά παραγόµενου συναρτητή
RF : HopCq ÝÑ HopC1q του F της εικόνας του µορφισµού g στην HopCq.

2. Ο ορισµός 5.2.9 υποδηλώνει ότι ο µορφισµός LF pgq εξαρτάται από την επιλογή της ινώδους-
συνινώδους προσέγγισης rQ και ότι ο µορφισµός RF pgq εξαρτάται από την επιλογή της
συνινώδους-ινώδους προσέγγισης pR.
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5.2.3 Ολικά (Αριστερά/∆εξιά) Παραγόµενοι Συναρτητές των Συναρτητών
του Quillen

Ολοκληρώνουµε την αναφορά µας στους παραγόµενους συναρτητές µε τους ολικά αριστερά και
ολικά δεξιά παραγόµενους συναρτητές των Συναρτητών του Quillen. Οι εν λόγω συναρτητές όπως
υποδηλώνει και το όνοµα τους επάγονται από τους αριστερούς και δεξιούς συναρτητές του Quillen
αντίστοιχα. Επιπλέον, αποδεικνύεται ότι ο ολικά αριστερά παραγόµενος συναρτητής ενός αριστε-
ϱού συναρτητή του Quillen και ο ολικά δεξιά παραγόµενος συναρτητής ενός δεξιού συναρτητή του
Quillen είναι ένα συζυγές Ϲεύγος συναρτητών µεταξύ των οµοτοπικών κατηγοριών.

Ορισµός 5.2.11. Ας είναι C και C1 κατηγορίες µοντέλα και F : C Ô C1 : G ένα Ϲεύγος συναρτητών
του Quillen.

1. ΄Ενας ολικά αριστερά παραγόµενος συναρτητής (total left derived functor) του αρι-
στερού συναρτητή του Quillen F είναι η σύνθεση

HopCq
HopQq // HopCcq

HopF q // HopC1q

και συµβολίζεται µε LF : HopCq ÝÑ HopC1q.

2. ΄Ενας ολικά δεξιά παραγόµενος συναρτητής (total right derived functor) του δεξιού
συναρτητή του Quillen G είναι η σύνθεση

HopC1q
HopRq // HopC1f q

HopGq // HopCq

και συµβολίζεται µε RG : HopC1q ÝÑ HopCq.

∆οθέντος ενός ϕυσικού µετασχηµατισµού α : F ÝÑ F 1 µεταξύ αριστερών συναρτητών του
Quillen και ενός ϕυσικού µετασχηµατισµού β : G ÝÑ G1 µεταξύ δεξιών συναρτητών του
Quillen, ορίζεται ο ολικά παραγόµενος ϕυσικός µετασχηµατισµός (total derived na-
tural transformation) ο οποίος συµβολίζεται µε Lα, να είναι η σύνθεση Hopαq ˝ HopQq,
καθώς και ο ολικά παραγόµενος ϕυσικός µετασχηµατισµός (total derived natural
transformation) ο οποίος συµβολίζεται µε Rβ, να είναι η σύνθεση Hopβq ˝ HopRq. ΄Ετσι,
pLαqpXq “ pLαqX “ αpQXq “ αQX και pRβqpXq “ pRβqX “ βpRXq “ βRX .

Παρατήρηση 5.2.12. 1. Στην πραγµατικότητα ένας συναρτητής είναι σπάνια εξίσου αριστερός
και δεξιός συναρτητής του Quillen. Ως εκ τούτου, µπορούµε να αναφερόµαστε στον ολικά
παραγόµενο συναρτητή του, παραλείποντας να αναφέρουµε εάν είναι δεξιός είτε αριστερός.

2. Ο ορισµός 5.2.11 αποτελεί τον λόγο για τον οποίο υποθέσαµε ότι οι συναρτητικές παραγο-
ντοποιήσεις είναι τµήµα της δοµής µιας κατηγορίας µοντέλο. ∆ιαφορετικά, ϑα επιλέγαµε
µια συναρτητική συνινώδη προσέγγιση για να ορίσουµε τον ολικά αριστερά παραγόµενο
συναρτητή LF . Κατ΄ αυτόν τον τρόπο δεν ϑα ήταν δυνατόν να ορίσουµε τον ολικά αριστερά
παραγόµενο συναρτητή LF έτσι ώστε να εξαρτάται από την κατηγορία µοντέλο C.

3. ΄Οπως είδαµε στην υποενότητα 5.2.2 µπορούµε να ορίσουµε τον ολικά αριστερά παραγόµενο
συναρτητή LF ενός συναρτητή F ακόµη και εάν ο συναρτητής F δεν είναι ένας αριστερός
συναρτητής του Quillen, αλλά απλώς ένας συναρτητής ο οποίος στέλνει ασθενείς ισοδυναµίες
µεταξύ συνινωδών αντικειµένων σε ασθενείς ισοδυναµίες. ∆υϊκά, µπορούµε να ορίσουµε τον
ολικά δεξιά παραγόµενο συναρτητή RG ενός συναρτητή G ακόµη και εάν ο συναρτητής G
δεν είναι ένας δεξιός συναρτητής του Quillen, αλλά απλώς ένας συναρτητής ο οποίος στέλνει
ασθενείς ισοδυναµίες µεταξύ ινωδών αντικειµένων σε ασθενείς ισοδυναµίες.
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4. Εάν α : F ÝÑ F 1 και α1 : F 1 ÝÑ F 2 είναι ϕυσικοί µετασχηµατισµοί µεταξύ αριστερών συ-
ναρτητών του Quillen τότε η σύνθεση τους α1 ˝ α : F ÝÑ F 2 ορίζεται και είναι εξίσου ένας
ϕυσικός µετασχηµατισµός µεταξύ των αριστερών συναρτητών του Quillen F και F 2. Επι-
πλέον, ο εν λόγω ολικά παραγόµενος ϕυσικός µετασχηµατισµός είναι συναρτητικός καθώς
Lpα1 ˝ αq “ Lpα1q ˝ Lpαq και Lp1Fq “ 1LF. ∆υϊκά, εάν β : G ÝÑ G1 και β1 : G1 ÝÑ G2

είναι ϕυσικοί µετασχηµατισµοί µεταξύ δεξιών συναρτητών του Quillen τότε η σύνθεση τους
β1 ˝ β : G ÝÑ G2 ορίζεται και είναι εξίσου ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός µεταξύ των δε-
ξιών συναρτητών του Quillen G και G2. Επιπλέον, ο εν λόγω ολικά παραγόµενος ϕυσικός
µετασχηµατισµός είναι συναρτητικός καθώς Rpβ1 ˝ βq “ Rpβ1q ˝Rpβq και Rp1Gq “ 1RG.

5. ∆οθέντων µιας κατηγορίας µοντέλο C και ενός συνόλου I, ο ολικά δεξιά παραγόµενος συ-
ναρτητής του συναρτητή γινόµενο CI ÝÑ C είναι ο συναρτητής γινόµενο pHopCqqI ÝÑ
HopCIq ÝÑ HopCq όπου ο µορφισµός pHopCqqI ÝÑ HopCIq είναι ένας ισοµορφισµός.

Εν συνεχεία παραθέτουµε ένα παράδειγµα ολικά αριστερά παραγόµενου συναρτητή ενός αρι-
στερού συναρτητή του Quillen καθώς και ενός ολικά δεξιά παραγόµενου συναρτητή ενός δεξιού
συναρτητή του Quillen.

Παράδειγµα 5.2.13. 1. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και I ένα σύνολο. Στο πρώτο σκέ-
λος του παραδείγµατος 5.1.3 είδαµε ότι το Ϲεύγος pC,P q όπου C : C ÝÑ CI είναι ο διαγώνιος
συναρτητής και P : CI ÝÑ C είναι ο συναρτητής γινόµενο είναι ένα Ϲεύγος συναρτητών του
Quillen. Ο ολικά δεξιά παραγόµενος συναρτητής του δεξιού συναρτητή P : CI ÝÑ C του
Quillen στην C είναι ο συναρτητής γινόµενο στην οµοτοπική κατηγορία HopCq. Πράγµατι,
λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι pLCqpXq “ CpQXq έπεται ότι ο συναρτητής LC είναι ϕυσικά
ισόµορφος µε τον διαγώνιο συναρτητή C 1 στην οµοτοπική κατηγορία HopCq υπό του ισο-
µορφισµού HopCIq w HopCqI .

2. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο και I ένα σύνολο. Στο δεύτερο σκέλος του παραδείγµατος
5.1.3. είδαµε ότι το Ϲεύγος pP 1, Cq όπου P 1 : CI ÝÑ C είναι ο συναρτητής συν-γινόµενο
και C : C ÝÑ CI είναι ο διαγώνιος συναρτητής, είναι ένα Ϲεύγος συναρτητών του Quillen.
Οµοίως, µε το µέρος 1., ο ολικά αριστερά παραγόµενος συναρτητής του συναρτητή συν-
γινόµενο στην C είναι ο συναρτητής συν-γινόµενο στην οµοτοπική κατηγορία HopCq.

Σχόλιο 5.2.14. Το παράδειγµα 5.2.13 αποδεικνύει ότι η οµοτοπική κατηγορία HopCq µιας κα-
τηγορίας µοντέλο C έχει όλα τα µικρά γινόµενα και συν-γινόµενα. Ως εκ τούτου είναι εφοδιασµένη
µε επιπλέον δοµή την οποία κληρονοµεί από την κατηγορία µοντέλο.

Το ακόλουθο Θεώρηµα υποδηλώνει την ύπαρξη του ολικά αριστερά παραγόµενου συναρτητή
που επάγεται από τον αριστερό συναρτητή του Quillen καθώς και την ύπαρξη του ολικά δεξιά
παραγόµενου συναρτητή που επάγεται από τον δεξιό συναρτητή του Quillen .

Θεώρηµα 5.2.15. Ας είναι C και C1 κατηγορίες µοντέλα και F : C Ô C1 : G ένα Ϲεύγος συναρτητών
του Quillen.

1. Ο ολικά αριστερά παραγόµενος συναρτητής LF : HopCq ÝÑ HopC1q του F υπάρχει.

2. Ο ολικά δεξιά παραγόµενος συναρτητής RG : HopCq ÝÑ HopC1q του G υπάρχει.

Απόδειξη. 1. Ας είναι F : C Ô C1 : G ένα Ϲεύγος συναρτητών του Quillen. Τότε σύµφωνα µε
το πρώτο σκέλος της Πρότασης 5.1.8 ο συναρτητής F στέλνει ασθενείς ισοδυναµίες µεταξύ
συνινωδών στην C σε ασθενείς ισοδυναµίες στην C1. Ως εκ τούτου από το πρώτο σκέλος της
Πρότασης 5.2.8 ο ολικά αριστερά παραγόµενος συναρτητής LF : HopCq ÝÑ HopC1q του F
υπάρχει.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �
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Λήµµα 5.2.16. Ας είναι C και C1 κατηγορίες µοντέλα.

1. ΕάνF : C ÝÑ C1 είναι ένας αριστερός συναρτητής του Quillen και g : X ÝÑ Y ένας µορφισµός
στην C, τότε ο ολικά αριστερά παραγόµενος συναρτητήςLF : HopCq ÝÑ HopC1q του F στέλνει
την εικόνα του g στην HopCq στην εικόνα του F prgq στην HopC1q όπου rg : rX ÝÑ rY είναι µια
συνινώδης προσέγγιση στον g.

2. Εάν F : C ÝÑ C1 είναι ένας δεξιός συναρτητής του Quillen και g : X ÝÑ Y ένας µορφισµός
στην C, τότε ο ολικά δεξιά παραγόµενος συναρτητής RF : HopCq ÝÑ HopC1q του F στέλνει
την εικόνα του g στην HopCq στην εικόνα του F ppgq στην HopC1q όπου rg : pX ÝÑ pY είναι µια
συνινώδης προσέγγιση στον g.

Απόδειξη. 1. Ας είναι F : C ÝÑ C1 ένας αριστερός συναρτητής του Quillen και g : X ÝÑ Y
ένας µορφισµός στην C. Το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό

C

F pγCq

��

F // C1

γC1

��
HopCq LF // HopC1q.

Ως εκ τούτου LF ˝ γC “ γC1 ˝ F . Εποµένως, για κάθε µορφισµό g : X ÝÑ Y στην C ισχύει
ότι LF pγCpgqq “ γC1pF pgqq. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο LF pγCpgqq w γC1pF prgqq προκύπτει
ότι LF pγCpgqq “ γC1pF pgqq w γC1pF prgqq. ΄Ετσι, ο ολικά αριστερά παραγόµενος συναρτητής
LF : HopCq ÝÑ HopC1q του F στέλνει την εικόνα του g στην HopCq στην εικόνα του F prgq
στην HopC1q.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Πρόταση 5.2.17. Ας είναι C και C1 κατηγορίες µοντέλα.

1. Εάν F : C ÝÑ C1 είναι ένας αριστερός συναρτητής του Quillen και g : X ÝÑ Y είναι ένας
µορφισµός στην C, τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

paq Ο ολικά αριστερά παραγόµενος συναρτητής LF : HopCq ÝÑ HopC1q του F στέλνει την
εικόνα του µορφισµού g στην HopCq σε έναν ισοµορφισµό στην HopC1q.

pbq Ο συναρτητής F στέλνει κάποια συνινώδη προσέγγιση στον µορφισµό g σε µια ασθενή
ισοδυναµία στην C1.

pcq Ο συναρτητής F στέλνει κάθε συνινώδη προσέγγιση στον µορφισµό g σε µια ασθενή
ισοδυναµία στην C1.

2. Εάν F : C ÝÑ C1 είναι ένας δεξιός συναρτητής του Quillen και g : X ÝÑ Y είναι ένας
µορφισµός στην C, τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

paq Ο ολικά δεξιά παραγόµενος συναρτητής RF : HopCq ÝÑ HopC1q του F στέλνει την
εικόνα του µορφισµού g στην HopCq σε έναν ισοµορφισµό στην HopC1q.

pbq Ο συναρτητής F στέλνει κάποια ινώδη προσέγγιση στον µορφισµό g σε µια ασθενή ισο-
δυναµία στην C1.

pcq Ο συναρτητής F στέλνει κάθε ινώδη προσέγγιση στον µορφισµό g σε µια ασθενή ισοδυ-
ναµία στην C1.

Απόδειξη. 1. Υποθέτουµε ότι ο συναρτητής F είναι ένας αριστερός συναρτητής του Quillen και
g : X ÝÑ Y είναι ένας µορφισµός στην C. Θα αποδείξουµε ότι pcq ñ pbq ñ paq ñ pcq.
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• pcq ñ pbq Υποθέτουµε ότι ο συναρτητής F στέλνει κάθε συνινώδη προσέγγιση στον
µορφισµό g σε µια ασθενή ισοδυναµία στην C1. Τότε ο συναρτητής F στέλνει κάποια
συγκεκριµένη συνινώδη προσέγγιση rg στον µορφισµό g σε µια ασθενή ισοδυναµία στην
C1.

• pbq ñ paq Υποθέτουµε ότι ο συναρτητής F στέλνει κάποια συνινώδη προσέγγιση στον
µορφισµό g σε µια ασθενή ισοδυναµία στην C1. Ας είναι rg : rX ÝÑ rY µια συνινώδης
προσέγγιση στον µορφισµό g. Τότε ο µορφισµός F prgq : F p rXq ÝÑ F prY q είναι µια
ασθενής ισοδυναµία στην C1. Ως εκ τούτου σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.2.9 ο µορφι-
σµός γC1pF prgqq : F p rXq ÝÑ F prY q είναι ένας ισοµορφισµός στην οµοτοπική κατηγορία
HopC1q. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο συναρτητής F είναι ένας αριστερός συναρτητής
του Quillen, δοθέντος ενός µορφισµού g : X ÝÑ Y στην C από το Λήµµα 5.2.16 έ-
πεται ότι pLF ˝ γCqpgq “ LF pγCpgqq “ γC1pF prgqq. ΄Ετσι, ο µορφισµός LF pγCpgqq
είναι ένας ισοµορφισµός. Ως εκ τούτου ο ολικά αριστερά παραγόµενος συναρτητής
LF : HopCq ÝÑ HopC1q του F στέλνει την εικόνα του µορφισµού g στηνHopCq σε έναν
ισοµορφισµό στην HopC1q.

• paq ñ pcq Ας είναι rg : rX ÝÑ rY µια συνινώδης προσέγγιση στον µορφισµό g. Υ-
ποθέτουµε ότι ο ολικά αριστερά παραγόµενος συναρτητής LF : HopCq ÝÑ HopC1q
του F στέλνει την εικόνα του µορφισµού g στην HopCq σε έναν ισοµορφισµό στην
HopC1q. ΄Ετσι, ο µορφισµός LF pγCpgqq είναι ένας ισοµορφισµός στην HopC1q. Λαµ-
ϐάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο συναρτητής F είναι ένας αριστερός συναρτητής του Quil-
len, δοθέντος ενός µορφισµού g : X ÝÑ Y στην C απο το Λήµµα 5.2.16 έπεται ότι
pLF ˝ γCqpgq “ LF pγCpgqq “ γC1pF prgqq. Ως εκ τούτου ο µορφισµός γC1pF prgqq είναι
ένας ισοµορφισµός στην HopC1q. ΄Ετσι, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.2.9 ο µορφισµός
F prgq : F p rXq ÝÑ F prY q είναι µια ασθενής ισοδυναµία στην C1. Εποµένως, ο συναρτη-
τής F στέλνει κάθε συνινώδη προσέγγιση στον µορφισµό g σε µια ασθενή ισοδυναµία
στην C1.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Ολοκληρώνουµε την παρούσα υποενότητα µε το ακόλουθο Θεώρηµα το οποίο υποδηλώνει την
συζυγία µεταξύ των ολικά παραγόµενων συναρτητών των συναρτητών του Quillen.

Θεώρηµα 5.2.18. Ας είναι C και C1 κατηγορίες µοντέλα και F : C Ô C1 : G είναι ένα Ϲεύγος
συναρτητών του Quillen.

1. Ο ολικά αριστερά παραγόµενος συναρτητής LF : HopCq ÝÑ HopC1q του F υπάρχει.

2. Ο ολικά δεξιά παραγόµενος συναρτητής RG : HopC1q ÝÑ HopCq του G υπάρχει.

3. Οι συναρτητές LF και RG είναι ένα συζυγές Ϲεύγος συναρτητών.

Απόδειξη. Ας είναι F : C Ô C1 : G ένα Ϲεύγος συναρτητών του Quillen.

1. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι F : C Ô C1 : G είναι ένα Ϲεύγος συναρτητών του Quillen α-
πό το πρώτο σκέλος του Θεωρήµατος 5.2.15 ο ολικά αριστερά παραγόµενος συναρτητής
LF : HopCq ÝÑ HopC1q του F υπάρχει.

2. Εφόσον F : C Ô C1 : G είναι ένα Ϲεύγος συναρτητών του Quillen από το δεύτερο σκέλος του
Θεωρήµατος 5.2.15 ο ολικά δεξιά παραγόµενος συναρτητής RG : HopC1q ÝÑ HopCq του G
υπάρχει.

3. Τα σκέλη 1. και 2. του παρόντος Θεωρήµατος εξασφαλίζουν την ύπαρξη του ολικά αρι-
στερά παραγόµενου συναρτητή LF : HopCq ÝÑ HopC1q του F και του ολικά δεξιά πα-
ϱαγόµενου συναρτητή RG : HopC1q ÝÑ HopCq του G. Θα αποδείξουµε ότι οι συναρ-
τητές LF : HopCq ÝÑ HopC1q και RG : HopC1q ÝÑ HopCq αποτελούν ένα συζυγές Ϲεύ-
γος συναρτητών. Για τον σκοπό αυτό αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει ένας ισοµορφισµός
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HomHopC1qpLFX, Y q ÝÑ HomHopCqpX,RGY q. Ας είναι rQ : C ÝÑ πCc ο συναρτητής της
συνινώδους προσέγγισης και pR : C ÝÑ πCf ο συναρτητής της ινώδους προσέγγισης της κα-
τηγορίας C. Αντίστοιχα, ας είναι rQ1 : C1 ÝÑ πC1c ο συναρτητής της συνινώδους προσέγγισης
και pR1 : C1 ÝÑ πC1f ο συναρτητής της ινώδους προσέγγισης της κατηγορίας C1. Λαµβάνο-
ντας υπ΄ όψιν τον ορισµό του συναρτητή LF : HopCq ÝÑ HopC1q καθώς και τον ορισµό των
µορφισµών στην οµοτοπική κατηγορία HopC1q έπεται ότι :

HomHopC1qpLFX, Y q “ HomHopC1qpF p rQXq, Y q “ πp pR1 rQ1F p rQXq, pR1 rQ1Y q

Σύµφωνα µε την Πρόταση 4.1.4 επιλέγουµε µια ινώδη-συνινώδη προσέγγιση iF p rQXq : rQ1F p rQXq

ÝÑ F p rQXq στο αντικείµενο F p rQXq της C1 και µια συνινώδη-ινώδη προσέγγιση j
rQ1F p rQXq :

rQ1F p rQXq ÝÑ pR1 rQ1F p rQXq στο αντικείµενο rQ1F p rQXq της πC1c. Ως εκ τούτου η ασθενής
ισοδυναµία iF p rQXq :

rQ1F p rQXq ÝÑ F p rQXq όπου rQ1F p rQXq είναι ένα συνινώδες αντικεί-

µενο είναι µια τετριµµένη νηµάτωση και η ασθενής ισοδυναµία j
rQ1F p rQXq :

rQ1F p rQXq ÝÑ

pR1 rQ1F p rQXq όπου pR1 rQ1F p rQXq είναι ένα ινώδες αντικείµενο είναι µια τετριµµένη συννηµά-
τωση. Εφόσον το αντικείµενο rQ1F p rQXq είναι ένα συνινώδες αντικείµενο ο µορφισµός ∅ ÝÑ
rQ1F p rQXq είναι συννηµάτωση. Ο µορφισµός j

rQ1F p rQXq :
rQ1F p rQXq ÝÑ pR1 rQ1F p rQXq ως τε-

τριµµένη συννηµάτωση είναι εξίσου συννηµάτωση. ΄Ετσι, ο µορφισµός ∅ ÝÑ pR1 rQ1F p rQXq

είναι συννηµάτωση ως σύνθεση των συννηµατώσεων j
rQ1F p rQXq :

rQ1F p rQXq ÝÑ pR1 rQ1F p rQXq

και ∅ ÝÑ rQ1F p rQXq. Ως εκ τούτου το αντικείµενο pR1 rQ1F p rQXq είναι συνινώδες. Εποµένως
ο µορφισµός j

rQ1F p rQXq :
rQ1F p rQXq ÝÑ pR1 rQ1F p rQXq είναι µια ασθενής ισοδυναµία µεταξύ

συνινωδών αντικειµένων. Επιπλέον από τον ορισµό του συναρτητή pR1 το αντικείµενο pR1 rQ1Y
είναι ένα ινώδες αντικείµενο. Ως εκ τούτου από το πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.2.66 έπεται
ότι πp pR1 rQ1F p rQXq, pR1 rQ1Y q w πp rQ1F p rQXq, pR1 rQ1Y q. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον ορισµό του
συναρτητή rQ, το αντικείµενο rQX είναι συνινώδες. Ως εκ τούτου ο µορφισµός ∅ ÝÑ rQX
είναι συννηµάτωση. Εφόσον, F : C Ô C1 : G είναι ένα Ϲεύγος συναρτητών του Quillen σύµ-
ϕωνα µε την Πρόταση 5.1.5 ο αριστερός συζυγής συναρτητής διατηρεί συννηµατώσεις και
τετριµµένες συννηµατώσεις. ΄Ετσι, ο µορφισµός F p∅q ÝÑ F p rQXq είναι συννηµάτωση. Ο
συναρτητής F ως αριστερός συζυγής συναρτητής στέλνει το αρχικό αντικείµενο ∅ σε ένα
αρχικό αντικείµενο. Ως εκ τούτου, το F p∅q είναι ένα αρχικό αντικείµενο. Εποµένως, ο
µοναδικός µορφισµός F p∅q ÝÑ F p rQXq είναι συννηµάτωση, γεγονός που αποδεικνύει ότι
το αντικείµενο F p rQXq είναι συνινώδες. ΄Ετσι, ο µορφισµός iF p rQXq : rQ1F p rQXq ÝÑ F p rQXq

είναι ασθενής ισοδυναµία µεταξύ συνινωδών αντικειµένων. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι pR1 rQ1Y
είναι ένα ινώδες αντικείµενο και χρησιµοποιώντας το ίδιο επιχείρηµα µε παραπάνω προκύ-
πτει ότι πp rQ1F p rQXq, pR1 rQ1Y q w πpF p rQXq, pR1 rQ1Y q. ΄Ετσι,

HomHopC1qpLFX, Y q “ πp pR1 rQ1F p rQXq, pR1 rQ1Y q w πp rQ1F p rQXq, pR1 rQ1Y q w

w πpF p rQXq, pR1 rQ1Y q.

Σύµφωνα µε την Πρόταση 4.1.4 επιλέγουµε µια ινώδη-συνινώδη προσέγγιση iY : rQ1Y ÝÑ Y
και µια συνινώδη-ινώδη προσέγγιση jY : Y ÝÑ pR1Y στο αντικείµενο Y της κατηγορίας
C1. Ως εκ τούτου η ασθενής ισοδυναµία iY : rQ1Y ÝÑ Y όπου rQ1Y είναι ένα συνινώδες
αντικείµενο, είναι µια τετριµµένη νηµάτωση και η ασθενής ισοδυναµία jY : Y ÝÑ pR1Y
όπου pR1Y είναι ένα ινώδες αντικείµενο είναι µια τετριµµένη συννηµάτωση. Εφόσον ο
µορφισµός iY : rQ1Y ÝÑ Y είναι ασθενής ισοδυναµία από το δεύτερο σκέλος του Λήµ-
µατος 4.1.13 έπεται ότι ο µορφισµός pR1piY q : pR1 rQ1Y ÝÑ pR1Y είναι εξίσου ασθενής ι-
σοδυναµία και µάλιστα µεταξύ ινωδών αντικειµένων. Επιπλέον, εφόσον το F p rQXq είναι
ένα συνινώδες αντικείµενο της C1 σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος της Πρότασης 3.2.66
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έπεται ότι πpF p rQXq, pR1 rQ1Y q w πpF p rQXq, pR1Y q. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι το rQX εί-
ναι ένα συνινώδες αντικείµενο της C και pR1Y είναι ένα ινώδες αντικείµενο της C1 και ότι
οι συναρτητές F και G αποτελούν ένα Ϲεύγος συναρτητών του Quillen από την Πρόταση
5.1.13 προκύπτει ότι πpF p rQXq, pR1Y q w πp rQX,Gp pR1Y qq. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον ο-
ϱισµό του συναρτητή pR1, το αντικείµενο pR1Y είναι ινώδες. Ως εκ τούτου ο µορφισµός
pR1Y ÝÑ ˚ είναι νηµάτωση. Εφόσον, F : C Ô C1 : G είναι ένα Ϲεύγος συναρτητών του
Quillen σύµφωνα µε την Πρόταση 5.1.5 ο δεξιός συζυγής συναρτητής διατηρεί νηµατώ-
σεις και τετριµµένες νηµατώσεις. ΄Ετσι, ο µορφισµός Gp pR1Y q ÝÑ Gp˚q είναι νηµάτω-
ση. Ο συναρτητής G ως δεξιός συζυγής συναρτητής στέλνει το τελικό αντικείµενο ˚ σε
ένα τελικό αντικείµενο. Ως εκ τούτου, το Gp˚q είναι ένα τελικό αντικείµενο. Εποµένως,
ο µορφισµός Gp pR1Y q ÝÑ Gp˚q ο οποίος είναι νηµάτωση είναι µοναδικός, γεγονός που
αποδεικνύει ότι το αντικείµενο Gp pR1Y q είναι ινώδες. ΄Ετσι, σύµφωνα µε το πρώτο σκέ-
λος του Λήµµατος 5.1.10 πp rQX,Gp pR1Y qq w πp pR rQX,Gp pR1Y qq. Σύµφωνα µε την Πρό-
ταση 4.1.4 επιλέγουµε µια ινώδη-συνινώδη προσέγγιση iGp pR1Y q :

rQGp pR1Y q ÝÑ Gp pR1Y q

στο αντικείµενο Gp pR1Y q της C. Ως εκ τούτου iGp pR1Y q :
rQGp pR1Y q ÝÑ Gp pR1Y q είναι µια

ασθενής ισοδυναµία. Εποµένως από το δεύτερο σκέλος του Λήµµατος 4.1.13 ο µορφισµός
pRpiGp pR1Y qq :

pR rQGp pR1Y q ÝÑ pRGp pR1Y q είναι εξίσου µια ασθενής ισοδυναµία. ΄Οµως το α-

ντικείµενο Gp pR1Y q είναι ινώδες και ως εκ τούτου pRGp pR1Y q “ Gp pR1Y q. Λαµβάνοντας υπ΄
όψιν τον ορισµό του συναρτητή rQ το αντικείµενο rQGp pR1Y q είναι συνινώδες αντικείµενο της
C1. ΄Ετσι, από τον ορισµό του συναρτητή pR το αντικείµενο pR rQGp pR1Y q είναι ινώδες. Επο-
µένως, pRpiGp pR1Y qq :

pR rQGp pR1Y q ÝÑ Gp pR1Y q είναι µια ασθενής ισοδυναµία µεταξύ ινωδών
αντικειµένων. Σύµφωνα µε την Πρόταση 4.1.4 επιλέγουµε µια συνινώδη-ινώδη προσέγγι-
ση j

rQX : rQX ÝÑ pR rQX στο αντικείµενο rQX της κατηγορίας C. Ως εκ τούτου η ασθε-

νής ισοδυναµία j
rQX : rQX ÝÑ pR rQX όπου pR rQX είναι ένα ινώδες αντικείµενο είναι µια

τετριµµένη συννηµάτωση. Ο µορφισµός j
rQX : rQX ÝÑ pR rQX ως τετριµµένη συννηµάτω-

ση είναι συννηµάτωση. ΄Ετσι, ο µορφισµός ∅ ÝÑ pR rQX είναι συννηµάτωση ως σύνθε-
ση των συννηµατώσεων j

rQX : rQX ÝÑ pR rQX και ∅ ÝÑ rQX. Εποµένως το αντικείµενο
pR rQX είναι ένα συνινώδες αντικείµενο της C. Συνεπώς, από το δεύτερο σκέλος της Πρό-
τασης 3.2.66 προκύπτει ότι πp pR rQX,Gp pR1Y qq w πp pR rQX, pR rQGp pR1Y qq. Λαµβάνοντας υπ΄
όψιν τον ορισµό της οµοτοπικής οµάδας HopCq της C έπεται ότι HomHopCqpX,Gp pR

1Y qq “

πp pR rQX, pR rQGp pR1Y qq. Επιπλέον, από τον ορισµό του δεξιά παραγόµενου συναρτητή RG

ισχύει ότι RGY “ Gp pR1Y q. Συνδυάζοντας τις τελευταίες δύο ισότητες προκύπτει οτι
HomHopCqpX,RGY q “ HomHopCqpX,Gp pR

1Y qq “ πp pR rQX, pR rQGp pR1Y qq. Συνοψίζοντας έ-
χουµε

HomHopC1qpLFX, Y q w πpF p rQXq, pR
1
rQ1Y q w πpF p rQXq, pR1Y q w πp rQX,Gp pR1Y qq w

w πp pR rQX,Gp pR1Y qq w πp pR rQX, pR rQGp pR1Y qq “ HomHopCqpX,Gp pR
1Y qq “ HomHopCqpX,RGY q

Ως εκ τούτου HomHopC1qpLFX, Y q w HomHopCqpX,RGY q, γεγονός που αποδεικνύει ότι οι
συναρτητές LF : HopCq ÝÑ HopC1q και RG : HopC1q ÝÑ HopCq αποτελούν ένα συζυγές
Ϲεύγος συναρτητών. �

5.3 Ισοδυναµίες του Quillen

Στην ενότητα αυτή µελετάµε τις ισοδυναµίες του Quillen. Οι ισοδυναµίες του Quillen όπως
ϑα δούµε είναι συναρτητές του Quillen οι οποίοι ικανοποιούν µια επιπλέον ιδιότητα η οποία
συνεπάγεται ότι οι ολικά παραγόµενοι συναρτητές τους είναι ισοδυναµίες κατηγοριών µεταξύ των
οµοτοπικών κατηγοριών. Επιπλέον, ανάλογα µε την ισοδυναµία κατηγοριών οι ισοδυναµίες του
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Quillen καθορίζουν εάν δύο κατηγορίες µοντέλα είναι «ουσιαστικά» ίδιες. Ωστόσο η έννοια της
ισοδυναµίας του Quillen είναι ασθενέστερη της έννοιας της ισοδυναµίας των κατηγοριών.

Ορισµός 5.3.1. Ας είναι C και C1 κατηγορίες µοντέλα και F : C Ô C1 : G είναι ένα Ϲεύγος συναρτη-
τών του Quillen. Εάν για κάθε Ϲεύγος αντικειµένων pX,Y q όπου X είναι ένα συνινώδες αντικείµενο
της C και Y είναι ινώδες αντικείµενο της C1, ένας µορφισµός f : FX ÝÑ Y είναι ασθενής ισοδυναµία
στην C1 αν και µόνο αν ο συζυγής µορφισµός του f# : X ÝÑ GY είναι ασθενής ισοδυναµία στην C,
τότε το Ϲεύγος συναρτητών του Quillen F : C Ô C1 : G καλείται Ϲεύγος ισοδυναµιών του Quillen
(pair of Quillen equivalences).

Στην περίπτωση αυτή ο αριστερός Quillen συναρτητής F : C ÝÑ C1 καλείται αριστερή ισο-
δυναµία του Quillen (left Quillen equivalence) και ο δεξιός Quillen συναρτητής G : C1 ÝÑ C
καλείται δεξιά ισοδυναµία του Quillen (right Quillen equivalence).

Ευθύς αµέσως παραθέτουµε ορισµένα παραδείγµατα ισοδυναµιών του Quillen.

Παράδειγµα 5.3.2. 1. Ας είναι S Set η κατηγορία των µονόπλοκων συνόλων και Top η κα-
τηγορία των τοπολογικών χώρων. Ο συναρτητής γεωµετρικής πραγµατοποιήσης (geometric
realization functor) | ¨ | : S Set ÝÑ Top ο οποίος στέλνει ένα µονόπλοκο σύνολο X P S Set
στην γεωµετρική πραγµατοποιήση του |X| (δηλαδή στον τοπολογικό ο οποίος έχει κατα-
σκευαστεί ως εξής : Ας είναι |∆n| το n-διάστατο simplex το οποίο ορίζεται ως

|∆n| “
 

pt0, t1, . . . , tnq |
n
ÿ

i“0

ti “ 1 και ti ě 0
(

Εφοδιάζουµε το X µε την διακριτή τοπολογία και ϑέτουµε X̄ “
Ť

ně0Xn ˆ |∆
n|. Εν

συνεχεία ορίζουµε µια σχέση ισοδυναµίας ως εξής :

pdixn, un´1q v pxn, θiun ´ 1q για xn P Xn και un´1 P |∆
n´1|

psixn, un`1q v pxn, σiun`1q για xn P Xn και un`1 P |∆
n`1|

Τότε |X| “ X̄{ v, και έναν µονόπλοκο µορφισµό f : X ÝÑ Y στην συνεχή απεικόνιση
|f | : |X| ÝÑ |Y | η οποία ορίζεται ως |f ||xn, un| “ |fpxnq, un| και ο ολικά ιδιάζον πολύπλο-
κος συναρτητής (total singular complex functor) Sing : Top ÝÑ S Set ο οποίος στέλνει έναν
τοπολογικό χώρο A στο ϐαθµωτό σύνολο SingpAq “

 

f : |∆n| ÝÑ A | f συνεχής n P N`
(

δηλαδή σε όλες τις συνεχείς απεικονίσεις από το |∆n| στον A και µια συνεχή απεικόνιση
g : A ÝÑ B στο

Singpgq : SingpAq ÝÑ SingpBq, pf : |∆n| ÝÑ Aq ÞÝÑ g ˝ f : |∆n| ÝÑ A ÝÑ B

αποτελούν ένα Ϲεύγος ισοδυναµιών του Quillen.

2. Ας είναι S Set˚ η κατηγορία των σηµειακών µονόπλοκων συνόλων και Top˚ η κατηγορία των
σηµειακών τοπολογικών χώρων. Ο συναρτητής γεωµετρικής πραγµατοποιήσης (geometric
realization functor) |¨|˚ : S Set˚ ÝÑ Top˚ και ο ολικά ιδιάζον πολύπλοκος συναρτητής (total
singular complex functor) Sing˚ : Top˚ ÝÑ S Set˚ αποτελούν ένα Ϲεύγος ισοδυναµιών του
Quillen .

Παρατήρηση 5.3.3. 1. Εάν X P HopCq είναι ένα συνινώδες αντικείµενο τότε η µονάδα (unit)
στο X δίνεται από τη σύνθεση

X
εX // GF pXq

GjFX // G pRF pXq

όπου ε : X ÝÑ GF pXq είναι η µονάδα του συζυγούς Ϲεύγους συναρτητών pF,Gq στο X και
jF pXq : F pXq ÝÑ pRF pXq είναι η ινώδης προσέγγιση στο F pXq.
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Εαν X P HopCq είναι τυχαίο αντικείµενο η µονάδα δίνεται από τη σύνθεση

X rQX
iXoo // G pRF rQX

όπου iX : rQX ÝÑ X είναι η συνινώδης προσέγγιση στο X, η οποία ως ασθενής ισοδυναµία
είναι αντιστρέψιµη στην οµοτοπική κατηγορία HopCq.

2. Εάν X P HopCq είναι ένα ινώδες αντικείµενο τότε η συνµονάδα (counit) στο X δίνεται από
τη σύνθεση

F rQGpXq
FiGX // FGpXq

ηX // X

όπου ηX : FGpXq ÝÑ X είναι η συνµονάδα του συζυγούς Ϲεύγους συναρτητών pF,Gq στο
X και iGX : rQGpXq ÝÑ GX είναι η συνινώδης προσέγγιση στο GpXq. Εάν X P HopCq
είναι τυχαίο αντικείµενο η συνµονάδα δίνεται από τη σύνθεση

F rQG pRX // pRX X
jXoo

όπου jX : X ÝÑ pRX είναι η ινώδης προσέγγιση στο X, η οποία ως ασθενής ισοδυναµία
είναι αντιστρέψιµη στην οµοτοπική κατηγορία HopCq.

Υπενθυµίζουµε ότι η ισοδυναµία µεταξύ δύο κατηγοριών µας εξασφαλίζει ότι οι εν λόγω κατη-
γορίες είναι «ουσιαστικά ίδιες». Η σηµασία των ισοδυναµιών του Quillen έγκειται στο γεγονός ότι
ακόµη και εάν το Ϲεύγος των ισοδυναµιών του Quillen δεν είναι ισοδυναµία κατηγοριών το συζυ-
γές Ϲεύγος των παράγωγων συναρτητών τους είναι µια ισοδυναµία κατηγοριών όπως υποδηλώνει
η ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 5.3.4. Ας είναι C και C1 κατηγορίες µοντέλα και F : C Ô C1 : G είναι ένα Ϲεύγος συναρ-
τητών του Quillen. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Το Ϲεύγος pF,Gq είναι ένα Ϲεύγος ισοδυναµιών του Quillen.

2. Η σύνθεση X
εX // GF pXq

GjFX // G pRF pXq είναι µια ασθενής ισοδυναµία για όλα

τα συνινώδη αντικείµενα X και η σύνθεση F rQGpXq
FiGX // FGpXq

ηX // X είναι µια
ασθενής ισοδυναµία για όλα τα ινώδη αντικείµενα X.

3. Το Ϲεύγος pLF,RGq είναι µια συζυγής ισοδυναµία κατηγοριών.

Απόδειξη. Ας είναι F : C Ô C1 : G ένα Ϲεύγος συναρτητών του Quillen. Θα αποδείξουµε ότι
p1q ô p2q και p3q ô p2q.

• p1q ñ p2q Υποθέτουµε ότι το Ϲεύγος συναρτητών pF,Gq του Quillen είναι ένα Ϲεύγος ισο-
δυναµιών του Quillen και ότι το αντικείµενο X είναι συνινώδες. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν το
πρώτο σκέλος της Παρατήρησης 5.3.3 ο µορφισµός jF pXq : F pXq ÝÑ pRF pXq είναι η ινώ-
δης προσέγγιση στο F pXq. Ως εκ τούτου ο µορφισµός jF pXq : F pXq ÝÑ pRF pXq είναι µια
ασθενής ισοδυναµία όπου pRF pXq είναι ένα ινώδες αντικείµενο. ΄Ετσι, εφόσον pF,Gq είναι
ένα Ϲεύγος ισοδυναµιών του Quillen ο συζυγής µορφισµός GjF pXq ˝ εX : X ÝÑ G pRF pXq

του µορφισµού jF pXq : F pXq ÝÑ pRF pXq είναι εξίσου µια ασθενής ισοδυναµία.
Ανάλογα, υποθέτουµε ότι το Ϲεύγος συναρτητών του Quillen pF,Gq είναι ένα Ϲεύγος ισοδυ-
ναµιών του Quillen και ότι το αντικείµενο X είναι ινώδες. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν το δεύτερο
σκέλος της Παρατήρησης 5.3.3 ο µορφισµός iGX : rQGpXq ÝÑ GpXq είναι η συνινώδης
προσέγγιση στο GpXq. Ως εκ τούτου ο µορφισµός iGX : rQGpXq ÝÑ GpXq είναι µια ασθε-
νής ισοδυναµία όπου rQGpXq είναι ένα συνινώδες αντικείµενο. ΄Ετσι, εφόσον pF,Gq είναι
ένα Ϲεύγος ισοδυναµιών του Quillen ο συζυγής µορφισµός ηX ˝FiGX : F rQGpXq ÝÑ X του
µορφισµού iGX : rQGpXq ÝÑ GpXq είναι εξίσου µια ασθενής ισοδυναµία.
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• p2q ñ p1q Υποθέτουµε ότι το Ϲεύγος συναρτητών του Quillen pF,Gq ικανοποιεί το 2. Ας είναι
f : FX ÝÑ Y µια ασθενής ισοδυναµία όπου X είναι ένα συνινώδες αντικείµενο και Y είναι
ένα ινώδες αντικείµενο. Ο µορφισµός X ÝÑ GpY q είναι η σύνθεση

X
εX // GpF pXqq

Gpfq // GpY q

Θεωρούµε το ακόλουθο διάγραµµα

X

1X

��

εX // GpF pXqq

GpjF pXqq

��

Gpfq // GpY q

GpjY q

��
X

β // G pRpF pXqq
G pRf // Gp pRY q

(5.1)

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την υπόθεση, ο µορφισµός X ÝÑ G pRpF pXqq είναι η σύνθεση

X
εX // GpF pXqq

GjFX // G pRpF pXqq . Σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του Λήµµατος

4.1.13 υπάρχει ένας µορφισµός pRf : pRpF pXqq ÝÑ pRY τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµ-
µα να είναι µεταθετικό

F pXq

jF pXq

��

f // Y

jY

��
pRpF pXqq

pRf

// pRY

Ως εκ τούτου pRf ˝ jF pXq “ jY ˝ f . Εφαρµόζοντας τον συναρτητή G στην τελευταία ισότητα
προκύπτει ότι G pRf ˝ GpjF pXqq “ GpjY q ˝ Gpfq. Χρησιµοποιώντας την τελευταία ισότητα
και την ισότητα β ˝ 1X “ GpjF pXqq ˝ εX έπεται ότι

G pRf ˝ β ˝ 1X “ G pRf ˝GpjF pXqq ˝ εX “ GpjY q ˝Gpfq ˝ εX .

Ως εκ τούτου, το διάγραµµα (5.1) είναι µεταθετικό. Εφόσον ο µορφισµός f : FX ÝÑ Y
είναι ασθενής ισοδυναµία σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του Λήµµατος 4.1.13 ο µορφισµός
pRf : pRFX ÝÑ pRY είναι εξίσου ασθενής ισοδυναµία. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι pF,Gq είναι
ένα Ϲεύγος συναρτητών του Quillen από το δεύτερο σκέλος της Πρότασης 5.1.8 έπεται ότι
ο συναρτητής G : C1 ÝÑ C στέλνει ασθενείς ισοδυναµίες µεταξύ ινωδών αντικειµένων στην
C1 σε ασθενείς ισοδυναµίες στην C. ΄Ετσι, οι µορφισµοί Gp pRfq : Gp pRFXq ÝÑ Gp pRY q,
GpjY q : GpY q ÝÑ Gp pRY q και GpiY q : GpY q ÝÑ Gp pRY q είναι ασθενείς ισοδυναµίες. Ε-
πιπλέον, εξ΄ υποθέσεως ο µορφισµός β “ GpjF pXqq ˝ εX είναι εξίσου µια ασθενής ισο-
δυναµία. Εποµένως, σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.1.22 ο µορφισµός
Gp pRfq˝β : X ÝÑ Gp pRY q είναι µια ασθενής ισοδυναµία. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν επιπροσθέ-
τως ότι ο ταυτοτικός µορφισµός 1X : X ÝÑ X ανήκει στην κλάση των ασθενών ισοδυναµιών
από την ισότητα G pRf ˝ β ˝ 1X “ GpjY q ˝ Gpfq ˝ εX σύµφωνα µε το Αξίωµα pMC2q έπεται
ότι ο µορφισµός Gpfq ˝ εX : X ÝÑ GY είναι ασθενής ισοδυναµία.
Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f# : X ÝÑ GY είναι µια ασθενής ισοδυναµία
όπου X είναι ένα συνινώδες αντικείµενο και Y είναι ένα ινώδες αντικείµενο. Ο µορφισµός

F pXq ÝÑ Y είναι η σύνθεση F pXq
F pf#

q // F pGpY qq
ηY // Y . Θεωρούµε το ακόλουθο
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διάγραµµα

F p rQXq

F piXq

��

F p rQpf#
qq // F p rQpGpY qqq

F piGpY qq

��

α // Y

1Y

��
FX

F pf#
q // F pGpY qq

ηY // Y

(5.2)

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την υπόθεση, ο µορφισµός α : F p rQpGpY qqq ÝÑ Y είναι η σύνθεση

F p rQpGpY qqq
F piGpY qq // F pGpY qq

ηY // Y . Σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Λήµµα-

τος 4.1.13 υπάρχει ένας µορφισµός rQpf#q : rQpXq ÝÑ rQpGY q τέτοιος ώστε το ακόλουθο
διάγραµµα να είναι µεταθετικό

rQpXq

iX

��

rQpf#
q // rQpGY q

iGY

��
X

f#

// GY

.

Ως εκ τούτου iGpY q ˝ rQpf#q “ f# ˝ iX . Εφαρµόζοντας τον συναρτητή F στην τελευταία
ισότητα και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις ιδιότητες που τον διέπουν προκύπτει ότι F piGpY qq ˝
F rQpf#q “ F pf#q˝F piXq. Χρησιµοποιώντας την τελευταία ισότητα και την ισότητα 1Y˝α “
ηY ˝ F piGpY qq έπεται ότι

ηY ˝ F pf
#q ˝ F piXq “ ηY ˝ F piGpY qq ˝ F rQpf#q “ 1Y ˝ α ˝ F rQpf#q

Ως εκ τούτου, το διάγραµµα (5.2) είναι µεταθετικό. Εφόσον ο µορφισµός f# : X ÝÑ GY
είναι ασθενής ισοδυναµία σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Λήµµατος 4.1.13 ο µορφι-
σµός rQpf#q : rQX ÝÑ rQpGY q είναι εξίσου ασθενής ισοδυναµία. Λαµβάνοντας υπ΄ ό-
ψιν ότι pF,Gq είναι ένα Ϲεύγος συναρτητών του Quillen από το πρώτο σκέλος της Πρό-
τασης 5.1.8 έπεται ότι ο συναρτητής F : C ÝÑ C1 στέλνει ασθενείς ισοδυναµίες µετα-
ξύ συνινωδών αντικειµένων στην C σε ασθενείς ισοδυναµίες στην C1. ΄Ετσι, οι µορφισµοί
F p rQpf#qq : F p rQXq ÝÑ F p rQpGY qq και F piXq : F p rQXq ÝÑ FX είναι ασθενείς ισοδυνα-
µίες. Επιπλέον, εξ΄ υποθέσεως ο µορφισµός α “ ηY ˝ F piGpY qq είναι εξίσου µια ασθενής
ισοδυναµία. Εποµένως, σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.1.22 ο µορφισµός
α ˝ F p rQpf#qq : F p rQXq ÝÑ Y είναι µια ασθενής ισοδυναµία. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ε-
πιπροσθέτως ότι ο ταυτοτικός µορφισµός 1Y : Y ÝÑ Y ανήκει στην κλάση των ασθενών
ισοδυναµιών από την ισότητα ηY ˝F pf#q˝F piXq “ 1Y ˝α˝F rQpf#q σύµφωνα µε το Αξίωµα
pMC2q έπεται ότι ο µορφισµός ηY ˝F pf#q : FX ÝÑ Y είναι ασθενής ισοδυναµία. Εποµένως
αποδείξαµε ότι για κάθε Ϲεύγος αντικειµένων pX,Y q όπου X είναι ένα συνινώδες αντικείµε-
νο της C και Y είναι ένα ινώδες αντικείµενο της C1 ο µορφισµός FX ÝÑ Y είναι ασθενής
ισοδυναµία αν και µόνο αν ο συζυγής µορφισµός του X ÝÑ GY είναι ασθενής ισοδυναµία.
Ως εκ τούτου το Ϲεύγος συναρτητών του Quillen pF,Gq είναι ένα Ϲεύγος ισοδυναµιών του
Quillen.

• p3q ô p2q Υποθέτουµε ότι το Ϲεύγος pLF,RGq είναι µια συζυγής ισοδυναµία κατηγοριών.
Τότε ο ταυτοτικός συναρτητής 1HopCq : HopCq ÝÑ HopCq είναι ϕυσικά ισόµορφος µε τον
συναρτητή RG ˝ LF : HopCq ÝÑ HopCq και ο συναρτητής LF ˝RG : HopC1q ÝÑ HopC1q
είναι ϕυσικά ισόµορφος µε τον ταυτοτικό συναρτητή 1HopC1q : HopC1q ÝÑ HopC1q. Σύµφωνα
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µε το πρώτο σκέλος της Παρατήρησης 5.3.3 για κάθε αντικείµενο X της HopCq η µονάδα
στο X δίνεται ως σύνθεση

X
i´1
X // rQX

Gj
F xQX

˝εX
// G pRF rQX .

Εφόσον ο ταυτοτικός συναρτητής 1HopCq : HopCq ÝÑ HopCq είναι ϕυσικά ισόµορφος µε τον
συναρτητή RG ˝ LF : HopCq ÝÑ HopCq για κάθε αντικείµενο X της HopCq ο µορφισµός
X ÝÑ pRG ˝ LF qpXq είναι ένας ισοµορφισµός. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον ορισµό των
συναρτητών LF : HopCq ÝÑ HopC1q και RG : HopC1q ÝÑ HopCq προκύπτει ότι :

pRG ˝ LF qpXq “ RGpLF pXqq “ RGpF p rQXqq “ G pRF rQX

΄Ετσι, ο µορφισµός X ÝÑ G pRF p rQXq είναι ένας ισοµορφισµός. Ωστόσο, σύµφωνα µε

το Θεώρηµα 4.2.9 ο µορφισµός X
i´1
X // rQX

Gj
F xQX

˝εX
// G pRF rQX είναι ένας ισοµορ-

ϕισµός αν και µόνο αν ο µορφισµός GjF pQX ˝ εX ˝ i
´1
X και κατ΄ επέκταση ο µορφισµός

GjF pQX ˝ εX : rQX ÝÑ G pRF rQX είναι ασθενής ισοδυναµία για όλα τα X. Εαν το αντικείµε-

νοX είναι συνινώδες λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι rQX w X ισχύει αν και µόνο αν ο µορφισµός

GjFX ˝εX : X ÝÑ G pRFX δηλαδή η σύνθεση X
εX // GF pXq

GjFX // G pRF pXq είναι
µια ασθενής ισοδυναµία. ΄Οσον αφορά τον δεύτερο µορφισµό σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος
της Παρατήρησης 5.3.3 για κάθε αντικείµενο X της HopC1q η συνµονάδα στο X δίνεται ως
σύνθεση

F rQG pRX
ηX˝FiGxRX // pRX

j´1
X // X .

Εφόσον ο συναρτητής LF ˝RG : HopC1q ÝÑ HopC1q είναι ϕυσικά ισόµορφος µε τον ταυτο-
τικός συναρτητής 1HopC1q : HopC1q ÝÑ HopC1q για κάθε αντικείµενο X της HopC1q ο µορ-
ϕισµός pLF ˝RGqpXq ÝÑ X είναι ένας ισοµορφισµός. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον ορισµό
των συναρτητών LF : HopCq ÝÑ HopC1q και RG : HopC1q ÝÑ HopCq προκύπτει ότι :

pLF ˝RGqpXq “ LF pRGpXqq “ LGF pGp pRXqq “ F rQG pRX

΄Ετσι, ο µορφισµός F rQG pRX ÝÑ X είναι ένας ισοµορφισµός. Ωστόσο, σύµφωνα µε το

Θεώρηµα 4.2.9 ο µορφισµός F rQG pRX
ηX˝FiGxRX // pRX

j´1
X // X είναι ένας ισοµορ-

ϕισµός αν και µόνο αν ο µορφισµός j´1
X ˝ ηX ˝ FiG pRX και κατ΄ επέκταση ο µορφισµός

ηX ˝FiG pRX : F rQG pRX ÝÑ pRX είναι ασθενής ισοδυναµία για όλα τα X. Εαν το αντικείµε-
νο X είναι ινώδες, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι pRX w X, ισχύει αν και µόνο αν ο µορφισµός

F rQGX ÝÑ X δηλαδή η σύνθεση F rQGpXq
FiGX // FGpXq

ηX // X είναι µια ασθε-
νής ισοδυναµία. ΄Ετσι, p1q ô p2q ô p3q. �

΄Αµεση συνέπεια της Πρότασης 5.3.4 είναι η ακόλουθη Πρόταση.

Πρόταση 5.3.5. Ας είναι pF,Gq, pF,G1q και pF 1, Gq Ϲεύγη συναρτητών του Quillen .

1. Το Ϲεύγος pF,Gq είναι ένα Ϲεύγος ισοδυναµιών του Quillen αν και µόνο αν το Ϲεύγος pF,G1q
είναι ένα Ϲεύγος ισοδυναµιών του Quillen.

2. Το Ϲεύγος pF,Gq είναι ένα Ϲεύγος ισοδυναµιών του Quillen αν και µόνο αν το Ϲεύγος pF 1, Gq
είναι ένα Ϲεύγος ισοδυναµιών του Quillen.

Απόδειξη. 1. Ας είναι pF,Gq και pF,G1q Ϲεύγη συναρτητών του Quillen. Υποθέτουµε ότι το
Ϲεύγος pF,Gq είναι ένα Ϲεύγος ισοδυναµιών του Quillen. Τότε σύµφωνα µε την Πρόταση
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5.3.4 το Ϲεύγος pLF,RGq είναι µια συζυγής ισοδυναµία κατηγοριών και κατ΄ επέκταση
ο συναρτητής LF είναι µια ισοδυναµία κατηγοριών. Εφόσον το Ϲεύγος pF,G1q είναι ένα
Ϲεύγος συναρτητών του Quillen σύµφωνα µε το τρίτο σκέλος του Θεωρήµατος 5.2.18 το
Ϲεύγος pLF,RG1q είναι ένα συζυγές Ϲεύγος συναρτητών. Ως εκ τούτου ο συναρτητής RG1 ως
συζυγής του LF είναι αυτόµατα ισοδυναµία κατηγοριών. ΄Ετσι, το Ϲεύγος pLF,RG1q είναι
συζυγής ισοδυναµία κατηγοριών. Ως εκ τούτου απο την Πρόταση 5.3.4 έπεται ότι το Ϲεύγος
pF,G1q είναι ένα Ϲεύγος ισοδυναµιών του Quillen. Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι το Ϲεύγος
pF,G1q είναι ένα Ϲεύγος ισοδυναµιών του Quillen. Τότε σύµφωνα µε την Πρόταση 5.3.4 το
Ϲεύγος pLF,RG1q είναι µια συζυγής ισοδυναµία κατηγοριών και κατ΄ επέκταση ο συναρτητής
LF είναι µια ισοδυναµία κατηγοριών. Εφόσον το Ϲεύγος pF,Gq είναι ένα Ϲεύγος συναρτητών
του Quillen σύµφωνα µε το τρίτο σκέλος του Θεωρήµατος 5.2.18 το Ϲεύγος pLF,RGq είναι
ένα συζυγές Ϲεύγος συναρτητών. Ως εκ τούτου ο συναρτητής RG ως συζυγής του LF είναι
αυτόµατα ισοδυναµία κατηγοριών. ΄Ετσι, το Ϲεύγος pLF,RGq είναι συζυγής ισοδυναµία
κατηγοριών. Ως εκ τούτου από την Πρόταση 5.3.4 έπεται ότι το Ϲεύγος pF,Gq είναι ένα
Ϲεύγος ισοδυναµιών του Quillen.
∆ιαφορετικά, εφόσον τα pF,Gq και pF,G1q είναι Ϲεύγη συζυγών συναρτητών έπεται ότι G w
G1. Ως εκ τούτου είναι άµεσο ότι το Ϲεύγος pF,Gq είναι ένα Ϲεύγος ισοδυναµιών του Quillen
αν και µόνο αν το Ϲεύγος pF,G1q είναι ένα Ϲεύγος ισοδυναµιών του Quillen.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Σχόλιο 5.3.6. Χάρις στην Πρότασης 5.3.5 µπορούµε να µιλάµε για την ισοδυναµία του Quillen
F παραλείποντας την υπόλοιπη συζυγία.

Πρόταση 5.3.7. Ας είναι F : C Ô C1 : Φ και G : C1 Ô C2 : Φ1 Ϲεύγη συναρτητών του Quillen.

1. Εάν τα Ϲεύγη pF,Φq και pG,Φ1q είναι Ϲεύγη ισοδυναµιών του Quillen, τότε το Ϲεύγος pG˝F,Φ˝
Φ1q είναι ένα Ϲεύγος ισοδυναµιών του Quillen.

2. Εάν τα Ϲεύγη pF,Φq και pG ˝ F,Φ ˝ Φ1q είναι Ϲεύγη ισοδυναµιών του Quillen, τότε το Ϲεύγος
pG,Φ1q είναι ένα Ϲεύγος ισοδυναµιών του Quillen.

3. Εάν τα Ϲεύγη pG,Φ1q και pG ˝ F,Φ ˝ Φ1q είναι Ϲεύγη ισοδυναµιών του Quillen, τότε το Ϲεύγος
pF,Φq είναι ένα Ϲεύγος ισοδυναµιών του Quillen.

Απόδειξη. Ας είναι F : C Ô C1 : Φ, G : C1 Ô C2 : Φ1 Ϲεύγη συναρτητών του Quillen. Τότε η σύνθεση
G ˝ F : C Ô C2 : Φ ˝ Φ1 ορίζεται και είναι ένα Ϲεύγος συναρτητών του Quillen.

1. Υποθέτουµε ότι τα Ϲεύγη pF,Φq και pG,Φ1q είναι Ϲεύγη ισοδυναµιών του Quillen. ΄Εστω
ότι για κάθε συνινώδες αντικείµενο B της C και κάθε ινώδες αντικείµενο X της C2 ο µορ-
ϕισµός pG ˝ F qpBq ÝÑ X είναι µια ασθενής ισοδυναµία στην C2. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν
ότι το αντικείµενο B είναι ένας συνινώδες αντικείµενο της C ο µορφισµός ∅ ÝÑ B είναι
συννηµάτωση. Εφόσον F : C Ô C1 : Φ είναι ένα Ϲεύγος συναρτητών του Quillen σύµφωνα
µε την Πρόταση 5.1.5 ο συναρτητής F : C ÝÑ C1 διατηρεί συννηµατώσεις. ΄Ετσι, ο µορφι-
σµός F p∅q ÝÑ F pBq είναι εξίσου συννηµάτωση. Ο συναρτητής F ως αριστερός συζυγής
συναρτητής στέλνει το αρχικό αντικείµενο ∅ στο αρχικό αντικείµενο F p∅q. Ως εκ τούτου
ο µορφισµός F p∅q ÝÑ F pBq είναι µοναδικός. Εποµένως, το αντικείµενο F pBq είναι ένα
συνινώδες αντικείµενο της C1. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι το Ϲεύγος pG,Φ1q είναι ένα Ϲεύγος ι-
σοδυναµιών του Quillen και ότι ο µορφισµός GpF pBqq ÝÑ X είναι µια ασθενής ισοδυναµία
στην C2 για κάθε συνινώδες αντικείµενο F pBq της C1 και για κάθε ινώδες αντικείµενο X της
C2 έπεται ότι ο µορφισµός F pBq ÝÑ Φ1pXq είναι µια ασθενής ισοδυναµία στην C1. Εφόσον
pG,Φ1q είναι ένα Ϲεύγος συναρτητών του Quillen σύµφωνα µε την Πρόταση 5.1.5 ο συναρτη-
τής Φ1 : C2 ÝÑ C1 διατηρεί τις νηµατώσεις. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι το αντικείµενο X είναι
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ινώδες ο µορφισµός X ÝÑ ˚ είναι νηµάτωση. ΄Ετσι, ο µορφισµός Φ1pXq ÝÑ Φ1p˚q είναι εξί-
σου νηµάτωση. Ο συναρτητής Φ1 : C2 ÝÑ C1 ως δεξιός συζυγής συναρτητής στέλνει το τελικό
αντικείµενο ˚ στο τελικό αντικείµενο Φ1p˚q. Ως εκ τούτου ο µορφισµός Φ1pXq ÝÑ Φ1p˚q
είναι µοναδικός. Εποµένως, το αντικείµενο Φ1pXq είναι ένα ινώδες αντικείµενο της C1. Λαµ-
ϐάνοντας υπ΄ όψιν ότι το Ϲεύγος pF,Φq είναι ένα Ϲεύγος ισοδυναµιών του Quillen και ότι
ο µορφισµός F pBq ÝÑ Φ1pXq είναι µια ασθενής ισοδυναµία στην C1 για κάθε συνινώδες
αντικείµενο F pBq της C1 και για κάθε ινώδες αντικείµενο X της C2 έπεται ότι ο µορφισµός
B ÝÑ pΦ ˝ Φ1qpXq είναι µια ασθενής ισοδυναµία στην C. Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι για
κάθε συνινώδες αντικείµενο B της C και κάθε ινώδες αντικείµενο X της C2 ο µορφισµός
B ÝÑ pΦ ˝ Φ1qpXq είναι µια ασθενής ισοδυναµία στην C. Ακολουθώντας την ίδια απο-
δεικτική διαδικασία ο µορφισµός pG ˝ F qpBq ÝÑ X είναι µια ασθενής ισοδυναµία στην
C2 για κάθε συνινώδες αντικείµενο B της C και κάθε ινώδες αντικείµενο X της C2. ΄Ετσι,
συνυπολογίζοντας ότι το Ϲεύγος G ˝ F : C Ô C2 : Φ ˝ Φ1 είναι ένα Ϲεύγος συναρτητών του
Quillen προκύπτει ότι το Ϲεύγος pG ˝ F,Φ ˝ Φ1q είναι ένα Ϲεύγος ισοδυναµιών του Quillen.

2. Υποθέτουµε ότι τα Ϲεύγη pF,Φq και pG ˝ F,Φ ˝ Φ1q είναι Ϲεύγη ισοδυναµιών του Quillen.
Ας είναι B ένα συνινώδες αντικείµενο της C. Εφόσον F : C Ô C1 : Φ είναι ένα Ϲεύγος συ-
ναρτητών του Quillen σύµφωνα µε την Πρόταση 5.1.5 ο αριστερός συζυγής συναρτητής
F : C ÝÑ C1 διατηρεί συννηµατώσεις και κατ΄ επέκταση όπως έχουµε αποδείξει στο πρώτο
σκέλος της παρούσας Πρότασης συνινώδη αντικείµενα. Ως εκ τούτου το αντικείµενο F pBq
είναι ένα συνινώδες αντικείµενο της C1. Υποθέτουµε ότι για κάθε συνινώδες αντικείµενο Z
της C1 και κάθε ινώδες αντικείµενο X της C2 ο µορφισµός GpZq ÝÑ X είναι µια ασθενής
ισοδυναµία. Ωστόσο, κάθε συνινώδες αντικείµενο Z της C1 είναι ισόµορφο µε ένα συνινώδες
αντικείµενο F pBq της C1. ΄Ετσι, ο µορφισµός GpF pBqq ÝÑ X και κατ΄ επέκταση ο µορφι-
σµός pG ˝ F qpBq ÝÑ X είναι µια ασθενής ισοδυναµία της C2. Ως εκ τούτου λαµβάνοντας
υπ΄ όψιν ότι το Ϲεύγος pG ˝ F,Φ ˝ Φ1q είναι ένα Ϲεύγος ισοδυναµιών του Quillen έπεται ότι
ο µορφισµός B ÝÑ pΦ ˝ Φ1qpXq και κατ΄ επέκταση ο µορφισµός B ÝÑ ΦpΦ1pXqq είναι
µια ασθενής ισοδυναµία. Εφόσον G : C1 Ô C2 : Φ1 είναι ένα Ϲεύγος συναρτητών του Quil-
len σύµφωνα µε την Πρόταση 5.1.5. ο δεξιός συζυγής συναρτητής Φ1 : C2 ÝÑ C1 διατηρεί
νηµατώσεις και κατ΄ επέκταση όπως έχουµε αποδείξει στο πρώτο σκέλος της παρούσας Πρό-
τασης ινώδη αντικείµενα. Ως εκ τούτου το αντικείµενο Φ1pXq είναι ένα ινώδες αντικείµενο
της C1. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι pF,Φq είναι ένα Ϲεύγος ισοδυναµιών του Quillen και ότι
ο µορφισµός B ÝÑ ΦpΦ1pXqq είναι µια ασθενής ισοδυναµία προκύπτει ότι ο µορφισµός
F pBq ÝÑ Φ1pXq είναι µια ασθενής ισοδυναµία. Ως εκ τούτου καθώς F pBq w Z έπεται ότι
ο µορφισµός Z ÝÑ Φ1pXq είναι ασθενής ισοδυναµία στην C1. Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι
για κάθε συνινώδες αντικείµενο Z της C1 και κάθε ινώδες αντικείµενο X της C2 ο µορφι-
σµός Z ÝÑ Φ1pXq είναι ασθενής ισοδυναµία στην C1. Ακολουθώντας την ίδια αποδεικτική
διαδικασία ο µορφισµός GpZq ÝÑ X είναι µια ασθενής ισοδυναµία για κάθε συνινώδες
αντικείµενο Z της C1 και κάθε ινώδες αντικείµενο X της C2. Εποµένως, συνυπολογίζοντας
ότι το Ϲεύγος G : C1 Ô C2 : Φ1 είναι ένα Ϲεύγος συναρτητών του Quillen προκύπτει ότι το
Ϲεύγος pG,Φ1q είναι ένα Ϲεύγος ισοδυναµιών του Quillen.

3. Υποθέτουµε ότι τα Ϲεύγη pG,Φ1q και pG ˝ F,Φ ˝ Φ1q είναι Ϲεύγη ισοδυναµιών του Quil-
len. Ας είναι X ένα ινώδες αντικείµενο της C2. Εφόσον G : C1 Ô C2 : Φ1 είναι ένα Ϲεύ-
γος συναρτητών του Quillen σύµφωνα µε την Πρόταση 5.1.5 ο δεξιός συζυγής συναρτητής
Φ1 : C2 ÝÑ C1 διατηρεί νηµατώσεις και κατ΄ επέκταση όπως έχουµε αποδείξει στο πρώτο
σκέλος της παρούσας Πρότασης ινώδη αντικείµενα. Ως εκ τούτου το αντικείµενο Φ1pXq
είναι ένα ινώδες αντικείµενο της C1. Υποθέτουµε ότι για κάθε συνινώδες αντικείµενο B
της C και κάθε ινώδες αντικείµενο W της C1 ο µορφισµός B ÝÑ ΦpW q είναι µια ασθενής
ισοδυναµία. Ωστόσο, κάθε ινώδες αντικείµενο W της C1 είναι ισόµορφο µε ένα ινώδες αντι-
κείµενο Φ1pXq της C1. ΄Ετσι, ο µορφισµός B ÝÑ ΦpΦ1pXqq και κατ΄ επέκταση ο µορφισµός
B ÝÑ pΦ˝Φ1qpXq είναι µια ασθενής ισοδυναµία της C. Ως εκ τούτου λαµβάνοντας υπ΄ όψιν
ότι το Ϲεύγος pG˝F,Φ˝Φ1q είναι ένα Ϲεύγος ισοδυναµιών του Quillen έπεται ότι ο µορφισµός
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pG ˝ F qpBq ÝÑ X και κατ΄ επέκταση ο µορφισµός GpF pBqq ÝÑ X είναι µια ασθενής ισο-
δυναµία. Εφόσον F : C Ô C1 : Φ είναι ένα Ϲεύγος συναρτητών του Quillen σύµφωνα µε την
Πρόταση 5.1.5 ο αριστερός συζυγής συναρτητής F : C ÝÑ C1 διατηρεί συννηµατώσεις και
κατ΄ επέκταση όπως έχουµε αποδείξει στο πρώτο σκέλος της παρούσας Πρότασης συννινώδη
αντικείµενα. Ως εκ τούτου το αντικείµενο F pBq είναι ένα συνινώδες αντικείµενο της C1. Λαµ-
ϐάνοντας υπ΄ όψιν ότι pG,Φ1q είναι ένα Ϲεύγος ισοδυναµιών του Quillen και ότι ο µορφισµός
GpF pBqq ÝÑ X είναι µια ασθενής ισοδυναµία προκύπτει ότι ο µορφισµός F pBq ÝÑ Φ1pXq
είναι µια ασθενής ισοδυναµία. Ως εκ τούτου καθώς Φ1pXq w W έπεται ότι ο µορφισµός
F pBq ÝÑ W είναι ασθενής ισοδυναµία στην C1. Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι ο µορφισµός
F pBq ÝÑ W είναι ασθενής ισοδυναµία στην C1 για κάθε συνινώδες αντικείµενο B της C
και κάθε ινώδες αντικείµενο W της C1. Ακολουθώντας την ίδια αποδεικτική διαδικασία ο
µορφισµός B ÝÑ ΦpW q είναι µια ασθενής ισοδυναµία για κάθε συνινώδες αντικείµενο B
της C και κάθε ινώδες αντικείµενο W της C1. Εποµένως, συνυπολογίζοντας ότι το Ϲεύγος
F : C Ô C1 : Φ είναι ένα Ϲεύγος συναρτητών του Quillen προκύπτει ότι το Ϲεύγος pF,Φq είναι
ένα Ϲεύγος ισοδυναµιών του Quillen. �

Παρατήρηση 5.3.8. Η Πρόταση 5.3.7 µας επιτρέπει να ϑεωρούµε διαισθητικά την κατηγορία των
κατηγοριών µοντέλα αυτού καθ΄ εαυτού ως κατηγορία µοντέλο στην οποία τις ασθενείς ισοδυναµίες
αποτελούν οι ισοδυναµίες του Quillen. Επιπλέον ένα Ϲεύγος συναρτητών του Quillen το οποίο είναι
retract ενός Ϲεύγους ισοδυναµιών του Quillen είναι εξίσου ένα Ϲεύγος ισοδυναµιών του Quillen.

Ολοκληρώνουµε το παρόν κεφάλαιο παραθέτοντας την ακόλουθη Πρόταση η οποία αποτε-
λεί ένα κριτήριο το οποίο µας επιτρέπει να ελέγχουµε πότε ένα Ϲεύγος συναρτητών του Quillen
αποτελεί ένα Ϲεύγος ισοδυναµιών του Quillen.

Πρόταση 5.3.9. Ας είναι F : C Ô C1 : G ένα Ϲεύγος συναρτητών του Quillen. Τα ακόλουθα είναι
ισοδύναµα:

1. Το Ϲεύγος pF,Gq είναι ένα Ϲεύγος ισοδυναµιών του Quillen.

2. Ο συναρτητής F : C ÝÑ C1 αντανακλά ασθενείς ισοδυναµίες µεταξύ συνινωδών αντικειµένων
και για κάθε ινώδες αντικείµενο Y ο µορφισµός F rQGY ÝÑ Y είναι µια ασθενής ισοδυναµία.

3. Ο συναρτητής G : C1 ÝÑ C αντανακλά ασθενείς ισοδυναµίες µεταξύ ινωδών αντικειµένων και
για κάθε συνινώδες αντικείµενοX ο µορφισµόςX ÝÑ G pRFX είναι µια ασθενής ισοδυναµία.

Απόδειξη. Ας είναι F : C Ô C1 : G ένα Ϲεύγος Quillen συναρτητών. Θα αποδείξουµε ότι p1q ô p2q
και p1q ô p3q

• p1q ñ p2q Υποθέτουµε ότι το Ϲεύγος των Quillen συναρτητών pF,Gq είναι ένα Ϲεύγος ισο-
δυναµιών του Quillen . Τότε από την Πρόταση 5.3.4 ο µορφισµός GjFX ˝ εX : X ÝÑ

G pRFX είναι µια ασθενής ισοδυναµία για κάθε συνινώδες αντικείµενο X και ο µορφισµός
ηY ˝ FiGY : F rQGY ÝÑ Y είναι µια ασθενής ισοδυναµία για κάθε συνινώδες αντικείµενο
Y . Ας είναι f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός µεταξύ συνινωδών αντικειµένων τέτοιος ώστε ο
µορφισµός F pfq : F pXq ÝÑ F pY q να είναι µια ασθενής ισοδυναµία. ∆οθέντος του µορφι-
σµού F pfq : F pXq ÝÑ F pY q σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του Λήµµατος 4.1.13 υπάρχει
µορφισµός pRF pfq : pRF pXq ÝÑ pRF pY q ο οποίος κάνει το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικό

F pXq

jFX

��

F pfq // F pY q

jF pY q

��
pRF pXq

pRF pfq

// pRF pY q
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Επιπλέον εφόσον ο µορφισµός F pfq : F pXq ÝÑ F pY q είναι µια ασθενής ισοδυναµία έ-
πεται ότι ο µορφισµός pRF pfq : pRF pXq ÝÑ pRF pY q είναι εξίσου µια ασθενής ισοδυναµία.
Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον ορισµό του συναρτητή pR έπεται ότι τα αντικείµενα pRF pXq και
pRF pY q είναι ινώδη αντικείµενα. ΄Ετσι, ο µορφισµός pRF pfq : pRF pXq ÝÑ pRF pY q είναι µια
ασθενής ισοδυναµία µεταξύ ινωδών αντικειµένων. Λόγω της συζυγίας των συναρτητών pF,Gq
προκύπτει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

X

GjFX˝εX

��

f // Y

GjFY ˝εY

��
G pRF pXq

G pRF pfq

// G pRF pY q

Ως εκ τούτου G pRF pfq ˝ GjFX ˝ εX “ GjFY ˝ εY ˝ f . Εφόσον το Ϲεύγος F : C Ô C1 : G
είναι ένα Quillen Ϲεύγος συναρτητών από το δεύτερο σκέλος της Πρότασης 5.1.8 έπεται ότι ο
συναρτητήςG : C1 ÝÑ C στέλνει ασθενείς ισοδυναµίες µεταξύ ινωδών αντικειµένων στην C1 σε
ασθενείς ισοδυναµίες στην C. Ως εκ τούτου ο µορφισµός G pRF pfq : G pRF pXq ÝÑ G pRF pY q
είναι µια ασθενής ισοδυναµία στην C. Επιπλέον λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι οι µορφισµοί
GjFX ˝ εX : X ÝÑ G pRFX και GjFY ˝ εY : F rQGY ÝÑ Y είναι ασθενείς ισοδυναµίες από
την τελευταία ισότητα σύµφωνα µε το Αξίωµα pMC2q ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι µια
ασθενής ισοδυναµία. Εποµένως, ο συναρτητής F : C ÝÑ C1 αντανακλά ασθενείς ισοδυναµίες
µεταξύ συνινωδών αντικειµένων.

• p1q ñ p3q Υποθέτουµε ότι το Ϲεύγος συναρτητών του Quillen pF,Gq είναι ένα Ϲεύγοςµισο-
δυναµιών του Quillen. Τότε από την Πρόταση 5.3.4 ο µορφισµός GjFX ˝ εX : X ÝÑ

G pRFX είναι µια ασθενής ισοδυναµία για κάθε συνινώδες αντικείµενο X και ο µορφισµός
ηX ˝ FiGX : F rQGY ÝÑ Y είναι µια ασθενής ισοδυναµία για κάθε συνινώδες αντικείµε-
νο Y . Ας είναι f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός µεταξύ ινωδών αντικειµένων τέτοιος ώστε ο
µορφισµός Gpfq : GpXq ÝÑ GpY q να είναι µια ασθενής ισοδυναµία. ∆οθέντος του µορφι-
σµού Gpfq : GpXq ÝÑ GpY q σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Λήµµατος 4.1.13 υπάρχει
µορφισµός rQGpfq : rQGpXq ÝÑ rQGpY q ο οποίος κάνει το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικό

rQGpXq

iGX

��

rQGpfq // rQGpY q

iGpY q

��
GpXq

Gpfq
// GpY q

Επιπλέον εφόσον ο µορφισµός Gpfq : GpXq ÝÑ GpY q είναι µια ασθενής ισοδυναµία έπεται
ότι ο µορφισµός rQGpfq : rQGpXq ÝÑ rQGpY q είναι εξίσου µια ασθενής ισοδυναµία. Λαµβά-
νοντας υπ΄ όψιν τον ορισµό του συναρτητή rQ έπεται ότι τα αντικείµενα rQGpXq και rQGpY q

είναι συννινώδη αντικείµενα. ΄Ετσι, ο µορφισµός rQGpfq : rQGpXq ÝÑ rQGpY q είναι µια
ασθενής ισοδυναµία µεταξύ συννινωδών αντικειµένων. Λόγω της συζυγίας των συναρτητών
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pF,Gq προκύπτει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

F rQGpXq

ηX˝FiGX

��

F rQGpfq // F rQGpY q

ηY ˝FiGY

��
X

f
// Y

Ως εκ τούτου f˝ηX˝FiGX “ ηY ˝FiGY ˝F rQGpfq. Εφόσον το Ϲεύγος F : C Ô C1 : G είναι ένα
Ϲεύγος συναρτητών του Quillen από το πρώτο σκέλος της Πρότασης 5.1.8 έπεται ότι ο συναρ-
τητής F : C ÝÑ C1 στέλνει ασθενείς ισοδυναµίες µεταξύ συνινωδών αντικειµένων στην C σε
ασθενείς ισοδυναµίες στην C1. Ως εκ τούτου ο µορφισµός F rQGpfq : F rQGpXq ÝÑ F rQGpY q
είναι µια ασθενής ισοδυναµία στην C1. Επιπλέον λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι οι µορφισµοί
ηX ˝ FiGX : F rQGX ÝÑ X και ηY ˝ FiGY : F rQGY ÝÑ Y είναι ασθενείς ισοδυναµίες από
την τελευταία ισότητα σύµφωνα µε το Αξίωµα pMC2q ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι µια α-
σθενής ισοδυναµία. Εποµένως, ο συναρτητής G : C1 ÝÑ C αντανακλά ασθενείς ισοδυναµίες
µεταξύ ινωδών αντικειµένων.

• p2q ñ p1q Υποθέτουµε ότι ο συναρτητής F : C ÝÑ C1 αντανακλά ασθενείς ισοδυναµίες µετα-
ξύ συνινωδών αντικειµένων και για κάθε ινώδες αντικείµενο Y ο µορφισµός F rQGY ÝÑ Y
είναι µια ασθενής ισοδυναµία. Σύµφωνα µε την Πρόταση 5.3.4 για να έχουµε το Ϲητού-
µενο αρκεί να αποδείξουµε ότι το Ϲεύγος pLF,RGq είναι µια συζυγής ισοδυναµία κατη-
γοριών. Ως εκ τούτου αρκεί να αποδείξουµε ότι οι µορφισµοί X ÝÑ pRG ˝ LF qpXq και
pLF ˝ RGqpXq ÝÑ X είναι ισοµορφισµοί στις οµοτοπικές κατηγορίες HopCq και HopC1q
αντίστοιχα. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον ορισµό των συναρτητών LF και RG προκύπτει ότι :

pRG ˝ LF qpXq “ RGpLF pXqq “ RGpF p rQpXqqq “ G pRF rQX

και
pLF ˝RGqpXq “ LF pRGpXqq “ LF pGp pRpXqqq “ F rQG pRX

΄Ετσι, επικεντρωνόµαστε στο να αποδείξουµε ότι οι µορφισµοίX ÝÑ G pRF rQX και F rQG pRX
ÝÑ X είναι ισοµορφισµοί στις οµοτοπικές κατηγορίες HopCq και HopC1q αντίστοιχα. Σύµ-
ϕωνα µε το δεύτερο σκέλος της Πρότασης 5.3.3 η συνµονάδα F rQG pRX ÝÑ X στο X είναι
η σύνθεση

F rQG pRX // pRX
j´1
X // X.

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον ορισµό του συναρτητή pR το αντικείµενο pRX είναι ινώδες. ΄Ετσι,
ο µορφισµός F rQG pRX ÝÑ pRX είναι εξ΄ υποθέσεως µια ασθενής ισοδυναµία. Ο µορφι-
σµός j´1

X : pRX ÝÑ X είναι µια ασθενής ισοδυναµία εκ κατασκευής. Εποµένως, σύµφω-
να µε το πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.1.22 η συνµονάδα F rQG pRX ÝÑ X είναι εξίσου
µια ασθενής ισοδυναµία στην C1. Συνεπώς, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.2.9 ο µορφισµός
F rQG pRX ÝÑ X και κατ΄ επέκταση ο µορφισµός pLF ˝RGqpXq ÝÑ X είναι ένας ισοµορ-
ϕισµός στην HopC1q. Μας αποµένει να αποδείξουµε ότι η µονάδα X ÝÑ G pRF rQX είναι
ένας ισοµορφισµός. Εφαρµόζοντας τον συναρτητή LF στον τελευταίο µορφισµό προκύπτει
ο µορφισµός LF pXq ÝÑ LF pG pRF rQXq. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον ορισµό του συναρτητή
LF έπεται ότι LF pXq “ F p rQXq και LF pG pRF rQXq “ F rQG pRF rQX. ΄Ετσι, λαµβάνουµε
τον µορφισµό F p rQXq ÝÑ F rQG pRF rQX ο οποίος είναι αντίστροφος της συνµονάδας και ως
εκ τούτου εξίσου ισοµορφισµός στην οµοτοπική κατηγορία HopC1q. Εποµένως σύµφωνα µε
το Θεώρηµα 4.2.9 ο µορφισµός F p rQXq ÝÑ F rQG pRF rQX είναι µια ασθενής ισοδυναµία
στην κατηγορία C1. ΄Οµως εξ΄ υποθέσεως ο συναρτητής F : C ÝÑ C1 αντανακλά ασθενείς
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ισοδυναµίες µεταξύ συνινωδών αντικειµένων. ΄Ετσι, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι από τον ο-
ϱισµό του συναρτητή rQ τα αντικείµενα rQX και rQG pRF rQX είναι συνινώδη, ο µορφισµός
rQX ÝÑ rQG pRF rQX είναι µια ασθενής ισοδυναµία στην κατηγορία C. Σύµφωνα µε το πρώ-
το σκέλος του Λήµµατος 4.1.13 ο συναρτητής rQ αντανακλά όλες τις ασθενείς ισοδυναµίες.
Εποµένως, ο µορφισµός X ÝÑ G pRF rQX είναι µια ασθενής ισοδυναµία στην C. Ως εκ τού-
του από το Θεώρηµα 4.2.9 ο µορφισµός X ÝÑ G pRF rQX και κατ΄ επέκταση ο µορφισµός
X ÝÑ pRG ˝ LF qpXq είναι ένας ισοµορφισµός στην HopCq.

• p3q ñ p1q Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης της συνεπαγωγής p2q ñ p1q. Εποµένως,
p1q ô p2q ô p3q. �



Κεφάλαιο 6

Παραδείγµατα Κατηγοριών
Μοντέλα

Στο παρόν κεφάλαιο παραθέτουµε ορισµένα παραδείγµατα κατηγοριών µοντέλα. Ειδικότερα, α-
ποδεικνύουµε ότι η κατηγορία των (δεξιών) προτύπων υπεράνω ενός δακτυλίου, µια κατηγορία
Frobenius, η κατηγορία των συµπλόκων ChpCq υπεράνω µιας προσθετικής κατηγορίας C καθώς
και η κατηγορία των τοπολογικών χώρων εφοδιάζονται µε τη δοµή µιας κατηγορίας µοντέλο και
στη συνέχεια περιγράφουµε την επαγόµενη οµοτοπική κατηγορία. Σηµειώνουµε ότι στις τρεις
πρώτες παραγράφους του παρόντος Κεφαλαίου εργαζόµαστε στο γενικότερο πλαίσιο των κατηγο-
ϱιών µοντέλο µε την έννοια του αρχικού ορισµού του Quillen, δηλαδή εργαζόµαστε σε κατηγορίες
µοντέλα οι οποίες δεν είναι απαραίτητα (συν-)πλήρεις και δεν υποθέτουµε ότι ισχύουν οι συναρ-
τητικές παραγοντοποιήσεις στο Αξίωµα pMC5q.

6.1 Κατηγορίες Προτύπων

Στην παρούσα ενότητα παραθέτουµε ίσως το απλούστερο παράδειγµα κατηγορίας µοντέλο. Πρό-
κειται για την κατηγορίαMod-R των δεξιώνR-προτύπων υπεράνω ενός δακτυλίου quasi-Frobenius
R. Γενικότερα, η κατηγορία Mod-R των δεξιών R-προτύπων υπεράνω ενός δακτυλίου R υπό κά-
ποιες προϋποθέσεις οι οποίες αφορούν τον δακτύλιο εφοδιάζεται µε δύο εν γένει διαφορετικές
µη-τετριµµένες δοµές κατηγορίας µοντέλο. Ωστόσο, υπεράνω ενός δακτυλίου quasi-Frobenius οι
δύο αυτές διαφορετικές δοµές συµπίπτουν δίνοντας µας τη δοµή κατηγορίας µοντέλο στην κατηγο-
ϱία Mod-R των δεξιών R-προτύπων υπεράνω ενός δακτυλίου Quasi-Frobenius R. Περιοριζόµενοι
στην κατηγορία προτύπων ορίζονται δύο διαφορετικές ϑεωρίες οµοτοπίας. Η ενέσιµη οµοτοπία η
οποία ορίζεται εξαλείφοντας τα ενέσιµα πρότυπα και η προβολική οµοτοπία η οποία ορίζεται εξα-
λείφοντας τα προβολικά πρότυπα. Πιο συγκεκριµένα, δοθείσης της κατηγορίας Mod-R των δεξιών
R-προτύπων όπου R είναι ένας προσεταιριστικός δακτύλιος χρησιµοποιώντας την ενέσιµη οµοτο-
πία λαµβάνουµε την ευσταθή κατηγορία Mod-R και αντίστοιχα χρησιµοποιώντας την προβολική
οµοτοπία λαµβάνουµε την ευσταθή κατηγορία Mod-R. Ωστόσο στην περίπτωση που ο δακτύλιος
R είναι quasi-Frobenius οι ευσταθείς κατηγορίες Mod-R και Mod-R ταυτίζονται δίνοντας την ευ-
σταθή κατηγορία των δεξιών R-προτύπων. Αποδεικνύεται ότι η ευσταθής κατηγορία των δεξιών R-
προτύπων είναι η οµοτοπική κατηγορία της κατηγορίας µοντέλο των δεξιών R- προτύπων µε την
προϋπόθεση ότι ο δακτύλιος R είναι ένας δακτύλιος quasi-Frobenius.

Αναπτύσσουµε πρώτα τα ϐασικά στοιχεία της ϑεωρίας των ευσταθών κατηγοριών.

Ορισµός 6.1.1. Ας είναι C µια προσθετική κατηγορία µε split idempotents και X µια πλήρης
υποκατηγορία της C η οποία είναι κλειστή ως προς τους ισοµορφισµούς και τους ευθείς προσθεταίους.

Η ευσταθής κατηγορία (stable category) της C η οποία συµβολίζεται µε C{X είναι η κατηγορία
η οποία έχει ως αντικείµενα τα αντικείµενα της κατηγορίας C και οι µορφισµοί της ορίζονται ως

305
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HomC{XpA,Bq “ HomCpA,Bq{HXpA,Bq όπου HXpA,Bq είναι η υποοµάδα της HomCpA,Bq η
οποία αποτελείται από όλους τους µορφισµούς οι οποίοι αναλύονται µέσω ενός αντικειµένου της X.

Η ευσταθής κατηγορία C{X είναι εφοδιασµένη µε έναν συναρτητή $ : C ÝÑ C{X ο οποίος
στέλνει ένα αντικείµενο A της κατηγορίας C στο αντικείµενο A το οποίο είναι το αντικείµενο A
εάν ιδωθεί ως αντικείµενο της κατηγορίας C{X και έναν µορφισµό f : A ÝÑ B στην κατηγορία C
στον µορφισµό f : A ÝÑ B στην κατηγορία C{X ο οποίος είναι η κλάση του µορφισµού f : A ÝÑ
B στο σύνολο HomC{XpA,Bq. Ο συναρτητής $ : C ÝÑ C{X καλείται συναρτητής προβολής
(projection functor).

Ορισµός 6.1.2. Ας είναι C µια προσθετική κατηγορία µε split idempotents, X µια πλήρης υποκα-
τηγορία της C η οποία είναι κλειστή ως προς τους ισοµορφισµούς και τους ευθείς προσθεταίους και
f : A ÝÑ B ένας µορφισµός στην C.

1. Ο µορφισµός f καλείται X-monic εάν ο µορφισµός f˚X “ HomCpf,Xq : HomCpB,Xq ÝÑ
HomCpA,Xq είναι «επί», δηλαδή εάν για κάθε µορφισµό α : A ÝÑ X υπάρχει µορφισµός
β : B ÝÑ X τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

A

α

��

f // B

D β
~~

X

για κάθε αντικείµενο X της X.

2. Ο µορφισµός f καλείται X-epic εάν ο µορφισµός fX˚ “ HomCpX, fq : HomCpX, Aq ÝÑ
HomCpX, Bq είναι «επί», δηλαδή εάν για κάθε µορφισµό α : X ÝÑ B υπάρχει µορφισµός
β : X ÝÑ A τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

A
f // B

X

α

>>

D β

OO

για κάθε αντικείµενο X της X.

3. Ο µορφισµός f καλείται X-ισοµορφισµός εάν υπάρχει µορφισµός g : B ÝÑ A στην C
τέτοιος ώστε οι µορφισµοί 1A ´ g ˝ f : A ÝÑ A και 1B ´ f ˝ g : B ÝÑ B να αναλύονται µέσω
αντικειµένων X και X 1 αντίστοιχα της X.

A

��

1A´g˝f // A

X

?? B

��

1B´f˝g // B

X 1

>>

Ισοδύναµα, µπορούµε να πούµε ότι ο µορφισµός f καλείταιX-ισοµορφισµός εάν ο µορφισµός
f είναι ένας ισοµορφισµός στην ευσταθή κατηγορία C{X.

Ορισµός 6.1.3. Ας είναι C µια προσθετική κατηγορία µε split idempotents και X µια πλήρης
υποκατηγορία της C η οποία είναι κλειστή ως προς τους ισοµορφισµούς και τους ευθείς προσθεταίους.

1. Η υποκατηγορία X καλείται συναλλοίωτα πεπερασµένη (covariantly finite) εάν για ο-
ποιοδήποτε αντικείµενο A της κατηγορίας C υπάρχει ένας X-monic µορφισµός xA : A ÝÑ XA

όπου το XA ανήκει στην X. Ο µορφισµός xA καλείται αριστερή X-προσέγγιση (left X-
approximation) του A.
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2. Η υποκατηγορία X καλείται αντισυναλλοίωτα πεπερασµένη (contravariantly finite) εάν
για οποιοδήποτε αντικείµενο A της κατηγορίας C υπάρχει ένας X-epic µορφισµός xA : XA ÝÑ

A όπου το XA ανήκει στην X. Ο µορφισµός xA καλείται δεξιά X-προσέγγιση (right X-
approximation) του A.

3. Η υποκατηγορία X καλείται συναρτητικά πεπερασµένη (functorially finite) εάν είναι
εξίσου συναλλοίωτα πεπερασµένη και αντισυναλλοίωτα πεπερασµένη.

Λήµµα 6.1.4. Ας είναι C µια προσθετική κατηγορία µε split idempotents, X µια πλήρης υποκα-
τηγορία της C η οποία είναι κλειστή ως προς τους ισοµορφισµούς και τους ευθείς προσθεταίους και
f : A ÝÑ B ένας µορφισµός στην C. Ορίζουµε τις κλάσεις των µορφισµών στην C ως εξής :

• Η κλάση των συννηµατώσεων C είναι η κλάση των X-monics µορφισµών.

• Η κλάση των νηµατώσεων F είναι η κλάση των X-epics µορφισµών.

• Η κλάση των ασθενών ισοδυναµιών W είναι η κλάση των X-ισοµορφισµών δηλαδή f PW αν
και µόνο αν f είναι ένας ισοµορφισµός στην ευσταθή κατηγορία C{X.

Τότε :

paq Ο µορφισµός f είναι τετριµµένη συννηµάτωση αν και µόνο αν ο µορφισµός f είναι διασπάσιµος
µονοµορφισµός και Coker f P X.

pbq Ο µορφισµός f είναι τετριµµένη νηµάτωση αν και µόνο αν ο µορφισµός f είναι διασπάσιµος
επιµορφισµός και Ker f P X.

Απόδειξη. paq Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f : A ÝÑ B είναι µια τετριµµένη συννηµάτωση.
Τότε ο µορφισµός f είναι συννηµάτωση και ασθενής ισοδυναµία. Ως εκ τούτου λαµβάνοντας
υπ΄ όψιν τον ορισµό των κλάσεων των µορφισµών στην C ο µορφισµός f : A ÝÑ B είναι
ένας ισοµορφισµός στην ευσταθή κατηγορία C{X και ο µορφισµός f είναι X-monic. ΄Ετσι,
υπάρχει µορφισµός g : B ÝÑ A τέτοιος ώστε f ˝ g “ 1B και g ˝ f “ 1A. Από την ισότητα
g ˝ f “ 1A έπεται ότι g ˝ f “ 1A. Ως εκ τούτου ο µορφισµός 1A´ g ˝ f : A ÝÑ A αναλύεται
µέσω ενός αντικειµένου της X, ας είναι X. Τότε το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό

A

1A´g˝f

��

x // X

k
~~

A.

Ως εκ τούτου k˝x “ 1A´g˝f . Εφόσον ο µορφισµός f είναι X-monic έπεται ότι ο µορφισµός
f˚X “ HomCpf,Xq : HomCpB,Xq ÝÑ HomCpA,Xq είναι «επί» για κάθε αντικείµενο X της
X. ΄Ετσι, για κάθε µορφισµό x : A ÝÑ X υπάρχει µορφισµός λ : B ÝÑ X τέτοιος ώστε
x “ λ ˝ f όπως παριστάνεται στο ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

A

x

��

f // B

λ
~~

X

για κάθε αντικείµενοX της X. Συνδυάζοντας τις τελευταίες ισότητες προκύπτει ότι k˝λ˝f “
1A´g˝f και κατ΄ επέκταση ότι g˝f`k˝λ˝f “ 1A. Ως εκ τούτου, ισχύει ότι pg`k˝λq˝f “ 1A.
Εφόσον υπάρχει µορφισµός g`k ˝λ : B ÝÑ A τέτοιος ώστε pg`k ˝λq ˝f “ 1A έπεται ότι ο
µορφισµός f : A ÝÑ B είναι διασπάσιµος µονοµορφισµός. Μας αποµένει να αποδείξουµε
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ότι ο συµπυρήνας Coker f του f υπάρχει και ανήκει στην X. Εφόσον στην κατηγορία C τα
idempotents διασπώνται ο µορφισµός f ως διασπάσιµος µονοµορφισµός έχει συµπυρήνα
και κατ΄ επέκταση ανήκει στην X.
Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f είναι διασπάσιµος µονοµορφισµός και Coker f P
X. Τότε εξ΄ ορισµού υπάρχει µορφισµός f 1 : B ÝÑ A τέτοιος ώστε f 1 ˝ f “ 1A. Εφαρµό-
Ϲοντας τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή HomCp´, Xq στην τελευταία ισότητα προκύπτει ότι
HomCpf,Xq ˝ HomCpf

1, Xq “ 1HomCpA,Xq και κατ΄ επέκταση ότι fX˚ ˝ f 1X
˚
“ 1HomCpA,Xq.

Ως εκ τούτου ο µορφισµός fX˚ είναι επί. ΄Ετσι, ο µορφισµός f : A ÝÑ B είναι X-monic
και κατ΄ επέκταση σύµφωνα µε τον ορισµό των µορφισµών στην C µια συννηµάτωση. Μας
αποµένει να αποδείξουµε ότι ο µορφισµός f είναι εξίσου µια ασθενής ισοδυναµία. Ισοδύ-
ναµα, αρκεί να αποδείξουµε ότι ο µορφισµός f : A ÝÑ B είναι ένας ισοµορφισµός στην
ευσταθή κατηγορία C{X. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι η κατηγορία C έχει split idempotents ο
µορφισµός f επάγει έναν ισοµορφισµό B w A

À

cokerpfq. Επιπλέον, εφόσον ο συµπυρή-
νας cokerpfq του µορφισµού f ανήκει στην X έπεται ότι ο µορφισµός f : A ÝÑ B είναι ένας
ισοµορφισµός στην ευσταθή κατηγορία C{X. Ως εκ τούτου ο µορφισµός f είναι εξίσου µια
ασθενής ισοδυναµία και κατ΄ επέκταση µια τετριµµένη συννηµάτωση.

pbq Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους. �

Το ακόλουθο Θεώρηµα υποδηλώνει ότι µια υποκατηγορία X µιας προσθετικής κατηγορίας C
είναι συναρτητικά πεπερασµένη αν και µόνο αν επάγει δοµή κατηγορίας µοντέλο στην C.

Θεώρηµα 6.1.5. Ας είναι C µια προσθετική κατηγορία µε split idempotents και X µια πλήρης
υποκατηγορία της C η οποία είναι κλειστή ως προς τους ισοµορφισµούς και τους ευθείς προσθεταίους.
Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Η X είναι µια συναρτητικά πεπερασµένη υποκατηγορία της C.

2. Η τριάδα pC,F,Wq είναι µια δοµή κατηγορίας µοντέλο, όπου C=X-monics, F=X-epics και
W=X-ισοµορφισµοί.

Στην περίπτωση αυτή όλα τα αντικείµενα είναι συνινώδη-ινώδη και η οµοτοπική κατηγορία CrW´1s

είναι ισοδύναµη µε την ευσταθή κατηγορία C{X. Επιπλέον δύο µορφισµοί f, g : A ÝÑ B είναι
οµοτοπικοί αν και µόνον αν η διαφορά f ´ g : A ÝÑ B αναλύεται µέσω ενός αντικειµένου της X.

Απόδειξη. ΄Οπως και παραπάνω, για έναν µορφισµό f : A ÝÑ B στην C ορίζουµε ο f να είναι :

paq µια συννηµάτωση, δηλαδή f P C, αν και µόνο αν είναι X-monic.

pbq µια νηµάτωση, δηλαδή f P F, αν και µόνο αν είναι X-epic.

pcq µια ασθενής ισοδυναµία, δηλαδή f P W, αν και µόνο αν ο µορφισµός f είναι ένας ισοµορ-
ϕισµός στην ευσταθή κατηγορία C{X.

Υποθέτουµε ότι η X είναι µια συναρτητικά πεπερασµένη υποκατηγορία της C. Θα αποδείξουµε
ότι η τριάδα pC,F,Wq αποτελεί δοµή κατηγορίας µοντέλο στην κατηγορία C. Αρκεί να δείξουµε
ότι πληρούνται τα Αξιώµατα pMC2q-pMC5q του Ορισµού 3.1.5 που αφορούν την δοµή κατηγορίας
µοντέλου της C.

pMC2q (Two out of three Axiom) Ας είναι f : A ÝÑ B και g : B ÝÑ E µορφισµοί στην C τέτοιοι
ώστε να ορίζεται η σύνθεση g ˝ f : A ÝÑ E.

– Υποθέτουµε ότι οι µορφισµοί f : A ÝÑ B και g : B ÝÑ E είναι ασθενείς ισοδυναµίες
στην κατηγορία C. Τότε οι µορφισµοί f : A ÝÑ B και g : B ÝÑ E είναι ισοµορφισµοί
στην ευσταθή κατηγορία C{X. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την ισότητα g ˝ f “ g ˝ f έπεται
ότι ο µορφισµός g ˝ f είναι ισοµορφισµός στην ευσταθή κατηγορία C{X ως σύνθεση
ισοµορφισµών. Ως εκ τούτου ο µορφισµός g˝f : A ÝÑ E είναι µια ασθενής ισοδυναµία
στην κατηγορία C.
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– Υποθέτουµε ότι οι µορφισµοί f : A ÝÑ B και g˝f : A ÝÑ E είναι ασθενείς ισοδυναµίες
στην κατηγορία C. Τότε οι µορφισµοί f : A ÝÑ B και g ˝ f : A ÝÑ E είναι ισοµορ-
ϕισµοί στην ευσταθή κατηγορία C{X. Ως εκ τούτου υπάρχει µορφισµός h : B ÝÑ A
στην C{X τέτοιος ώστε f ˝ h “ 1B και h ˝ f “ 1A. ΄Ετσι, ο µορφισµός h είναι εξίσου
ένας ισοµορφισµός στην C{X. Συνθέτοντας από δεξιά µε τον µορφισµό h : B ÝÑ A
στην ισότητα g ˝ f “ g ˝ f και χρησιµοποιώντας την ισότητα f ˝ h “ 1B καθώς και τις
ιδιότητες του ταυτοτικού µορφισµού 1B : B ÝÑ B έπεται ότι g “ g ˝ f ˝ h. ΄Ετσι, ο
µορφισµός g είναι ένας ισοµορφισµός στην ευσταθή κατηγορία C{X ως σύνθεση ισο-
µορφισµών. Ως εκ τούτου ο µορφισµός g : E ÝÑ A είναι µια ασθενής ισοδυναµία στην
κατηγορία C.

– Υποθέτουµε ότι οι µορφισµοί g : B ÝÑ E και g ˝ f : A ÝÑ E είναι ασθενείς ισο-
δυναµίες στην κατηγορία C. Τότε οι µορφισµοί g : B ÝÑ E και g ˝ f : A ÝÑ E
είναι ισοµορφισµοί στην ευσταθή κατηγορία C{X. Ως εκ τούτου υπάρχει µορφισµός
w : E ÝÑ B τέτοιος ώστε g ˝w “ 1E και w ˝ g “ 1B. ΄Ετσι, ο µορφισµός w είναι εξίσου
ένας ισοµορφισµός στην C{X. Συνθέτοντας από αριστερά µε τον µορφισµό w : E ÝÑ B
στην ισότητα g ˝ f “ g ˝ f και χρησιµοποιώντας την ισότητα w ˝ g “ 1B καθώς και
τις ιδιότητες του ταυτοτικού µορφισµού 1B : B ÝÑ B έπεται ότι f “ w ˝ g ˝ f . ΄Ετσι,
ο µορφισµός f είναι ένας ισοµορφισµός στην ευσταθή κατηγορία C{X ως σύνθεση ι-
σοµορφισµών. Ως εκ τούτου ο µορφισµός f : A ÝÑ B είναι µια ασθενής ισοδυναµία
στην κατηγορία C.

pMC3q (Retract Axiom) Ας είναι f : A ÝÑ B και g : E ÝÑ D µορφισµοί στην C τέτοιοι ώστε ο
µορφισµός f να είναι retract του g.

– Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός g : E ÝÑ D είναι µια ασθενής ισοδυναµία στην κατηγορία
C. Τότε ο µορφισµός g : E ÝÑ D είναι ένας ισοµορφισµός στην ευσταθή κατηγορία
C{X. Εφόσον ο µορφισµός f είναι retract του µορφισµού g το ακόλουθο διάγραµµα
είναι µεταθετικό

A

f

��

e1 // E

g

��

e2 // A

f

��
B

e3 // D
e4 // B

και επιπλέον τέτοιο ώστε e2 ˝ e1 “ 1A και e4 ˝ e3 “ 1B. Λόγω της µεταθετικότητας του
διαγράµµατος προκύπτει ότι e3 ˝ f “ g ˝ e1, e4 ˝ g “ f ˝ e2 και f ˝ e2 ˝ e1 “ e4 ˝ e3 ˝ f .
Εφαρµόζοντας τον συναρτητή προβολής $ : C ÝÑ C{X στις παραπάνω ισότητες και
λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις ιδιότητες που τον διέπουν ως συναρτητή προκύπτει ότι e3˝f “
g ˝ e1, e4 ˝ g “ f ˝ e2, f ˝ e2 ˝ e1 “ e4 ˝ e3 ˝ f , e2 ˝ e1 “ 1A και e4 ˝ e3 “ 1B. Ως εκ
τούτου λαµβάνουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

A

f

��

e1 // E

g

��

e2 // A

f

��
B

e3 // D
e4 // B

στο οποίο e2 ˝ e1 “ 1A και e4 ˝ e3 “ 1B. ΄Ετσι, ο µορφισµός f είναι retract του
ισοµορφισµού g στην ευσταθή κατηγορία C{X. Ως εκ τούτου σύµφωνα µε το Λήµµα
3.1.2 ο µορφισµός f είναι εξίσου ένας ισοµορφισµός στην ευσταθή κατηγορία C{X.
΄Ετσι, ο µορφισµός f : A ÝÑ B είναι µια ασθενής ισοδυναµία στην κατηγορία C.
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– Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός g : E ÝÑ D είναι µια νηµάτωση στην C. Τότε ο µορφισµός
g είναι X-epic. ΄Ετσι, ο µορφισµός gX˚ “ HomCpX, gq : HomCpX,Eq ÝÑ HomCpX,Dq
όπου X είναι ένα αντικείµενο της X είναι «επί». Εφόσον ο µορφισµός f : A ÝÑ B είναι
retract του µορφισµού g : E ÝÑ D το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό

A

f

��

e1 // E

g

��

e2 // A

f

��
B

e3 // D
e4 // B

και επιπλέον τέτοιο ώστε e2 ˝ e1 “ 1A και e4 ˝ e3 “ 1B. Λόγω της µεταθετικότητας
του διαγράµµατος προκύπτει ότι e3 ˝ f “ g ˝ e1, e4 ˝ g “ f ˝ e2 και f ˝ e2 ˝ e1 “ e4 ˝

e3˝f . Εφαρµόζοντας τον συναλλοίωτο συναρτητή HomCpX,´q στις παραπάνω ισότητες
προκύπτει ότι eX3 ˚ ˝ f

X
˚ “ gX˚ ˝ e

X
1 ˚, e

X
4 ˚ ˝ g

X
˚ “ fX˚ ˝ e

X
2 ˚, f

X
˚ ˝ e

X
2 ˚ ˝ e

X
1 ˚ “

eX4 ˚ ˝ e
X
3 ˚ ˝ f

X
˚, eX2 ˚ ˝ e

X
1 ˚ “ 1HomCpX,Aq και e

X
4 ˚ ˝ e

X
3 ˚ “ 1HomCpX,Bq. Λαµβάνοντας

υπ΄ όψιν τις παραπάνω ισότητες προκύπτει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

HomCpX,Aq

fX˚

��

eX1 ˚ // HomCpX,Eq

gX˚

��

eX2 ˚ // HomCpX,Aq

fX˚

��
HomCpX,Bq

eX3 ˚ // HomCpX,Dq
eX4 ˚ // HomCpX,Bq

στο οποίο eX2 ˚˝e
X
1 ˚ “ 1HomCpX,Aq και e

X
4 ˚˝e

X
3 ˚ “ 1HomCpX,Bq. ΄Ετσι, ο µορφισµός fX˚

είναι retract του επιµορφισµού gX˚ και κατ΄ επέκταση είναι επί. ΄Ετσι, ο µορφισµός g
είναι X-epic και ως εκ τούτου είναι νηµάτωση.

– Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός g : E ÝÑ D είναι µια συννηµάτωση στην C. Τότε ο
µορφισµός g είναι X-monic. ΄Ετσι, ο µορφισµός g˚X “ HomCpg,Xq : HomCpD,Xq ÝÑ
HomCpE,Xq όπου X είναι ένα αντικείµενο της X είναι «επί». Εφόσον ο µορφισµός
f : A ÝÑ B είναι retract του µορφισµού g : E ÝÑ D το ακόλουθο διάγραµµα είναι
µεταθετικό

A

f

��

e1 // E

g

��

e2 // A

f

��
B

e3 // D
e4 // B

και επιπλέον τέτοιο ώστε e2 ˝ e1 “ 1A και e4 ˝ e3 “ 1B. Λόγω της µεταθετικότητας
του διαγράµµατος προκύπτει ότι e3 ˝ f “ g ˝ e1, e4 ˝ g “ f ˝ e2 και f ˝ e2 ˝ e1 “

e4 ˝ e3 ˝f . Εφαρµόζοντας τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή HomCp´, Xq στις παραπάνω
ισότητες προκύπτει ότι fX˚ ˝ e3X

˚ “ e1X
˚ ˝ gX

˚, gX˚ ˝ e4X
˚ “ e2X

˚ ˝ fX
˚, e1X

˚ ˝

e2X
˚ ˝ fX

˚
“ fX

˚
˝ e3X

˚ ˝ e4X
˚, e1X

˚ ˝ e2X
˚ “ 1HomCpA,Xq και e3X

˚ ˝ e4X
˚ “

1HomCpB,Xq. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις παραπάνω ισότητες προκύπτει το ακόλουθο
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µεταθετικό διάγραµµα

HomCpB,Xq

fX
˚

��

e4X
˚

// HomCpD,Xq

gX
˚

��

e3X
˚

// HomCpB,Xq

fX
˚

��
HomCpA,Xq

e2X
˚

// HomCpE,Xq
e1X

˚

// HomCpA,Xq

στο οποίο e1X
˚ ˝ e2X

˚ “ 1HomCpA,Xq και e3X
˚ ˝ e4X

˚ “ 1HomCpB,Xq. ΄Ετσι, ο µορ-
ϕισµός fX˚ είναι retract του επιµορφισµού gX˚ και κατ΄ επέκταση είναι επί. ΄Ετσι, ο
µορφισµός g είναι X-monic και κατ΄ επέκταση είναι συννηµάτωση.

pMC4q (Lifting Axiom) ∆οθέντος ενός µεταθετικού διαγράµµατος στην κατηγορία C:

A

i

��

f // E

p

��
B

g
// D

(6.1)

– Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός i : A ÝÑ B είναι συννηµάτωση και ο µορφισµός p : E ÝÑ
D είναι τετριµµένη νηµάτωση. Εφόσον ο µορφισµός p : E ÝÑ D είναι µια τετριµµέ-
νη νηµάτωση σύµφωνα µε την απόδειξη του δεύτερου σκέλους του Λήµµατος 6.1.4.
µέσω του µορφισµού p επάγεται ένας ισοµορφισµός E w D

À

X όπου X είναι ένα
αντικείµενο της X. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι E “ D

À

X και
p “ p1D, 0q : D

À

X ÝÑ D. Ο µορφισµός f είναι της µορφής f “ tpf1, f2q : A ÝÑ
D
À

X. Λόγω της µεταθετικότητας του διαγράµµατος (6.1) έπεται ότι g ˝ i “ p ˝ f .
΄Οµως,

p ˝ f “ p1D, 0q ˝
tpf1, f2q “ 1D ˝ f1 ` 0 ˝ f2 “ f1.

΄Ετσι, f1 “ g ˝ i. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός i : A ÝÑ B είναι συν-
νηµάτωση έπεται ότι ο µορφισµός i είναι X-monic και κατ΄ επέκταση ο µορφισµός
i˚X “ HomCpf,Xq : HomCpB,Xq ÝÑ HomCpA,Xq όπου X είναι ένα αντικείµενο της
X είναι «επί». ΄Ετσι, για κάθε µορφισµό f2 : A ÝÑ X υπάρχει µορφισµός β : B ÝÑ X
τέτοιος ώστε β ˝ i “ f2. Θεωρούµε τον µορφισµό h “ tpg, βq : B ÝÑ D

À

X. Τότε :

h ˝ i “ tpg, βq ˝ i “ tpg ˝ i, β ˝ iq “ tpf1, f2q “ f

και
p ˝ h “ p1D, 0q ˝

tpg, βq “ 1D ˝ g ` 0 ˝ β “ g.

΄Ετσι, από τις τελευταίες ισότητες έπεται ότι ο µορφισµός h “ pg, βq είναι η Ϲητούµενη
ανύψωση στο διάγραµµα (6.1).

– Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός i : A ÝÑ B είναι τετριµµένη συννηµάτωση και ο µορ-
ϕισµός p : E ÝÑ D είναι νηµάτωση. Εφόσον ο µορφισµός i : A ÝÑ B είναι µια
τετριµµένη συννηµάτωση σύµφωνα µε την απόδειξη του πρώτου σκέλους του Λήµ-
µατος 6.1.4 µέσω του µορφισµού i επάγεται ένας ισοµορφισµός B w A

À

X. Χωρίς
ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι B “ A

À

X και i “ tp1A, 0q : A ÝÑ A
À

X. Ο
µορφισµός g είναι της µορφής g “ pg1, g2q : A

À

X ÝÑ D. Λόγω της µεταθετικότητας
του διαγράµµατος (6.1) έπεται ότι g ˝ i “ p ˝ f . ΄Οµως,

g ˝ i “ pg1, g2q ˝
tp1A, 0q “ g1 ˝ 1A ` g2 ˝ 0 “ g1.
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΄Ετσι, g1 “ p ˝ f . Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός p : E ÝÑ D είναι νηµά-
τωση έπεται ότι ο µορφισµός p είναι X-epic και κατ΄ επέκταση ο µορφισµός pX˚ “

HomCpX, pq : HomCpX,Eq ÝÑ HomCpX,Dq όπου X είναι ένα αντικείµενο της X είναι
«επί». ΄Ετσι, για κάθε µορφισµό g2 : X ÝÑ D υπάρχει µορφισµός α : X ÝÑ E τέτοιος
ώστε p ˝ α “ g2. Θεωρούµε τον µορφισµό h “ pf, αq : A

À

X ÝÑ E. Τότε :

h ˝ i “ pf, αq ˝ tp1A, 0q “ f ˝ 1A ` α ˝ 0 “ f

και
p ˝ h “ p ˝ pf, αq “ pp ˝ f, p ˝ αq “ pg1, g2q “ g.

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις τελευταίες ισότητες είναι άµεσο ότι ο µορφισµός h “ pf, αq
είναι η Ϲητούµενη ανύψωση στο διάγραµµα (6.1).

pMC5q (Factorization Axiom) Ας είναι f : A ÝÑ B ένας µορφισµός στην C.

paq Θεωρούµε τους µορφισµούς f1 “
tpxA, fq : A ÝÑ XA

À

B και f2 “ p0, 1Bq : X
A
À

B
ÝÑ B όπου xA : A ÝÑ XA είναι µια αριστερή X-προσέγγιση του A. Τότε

f2 ˝ f1 “ p0, 1Bq ˝
tpxA, fq “ 0 ˝ xA ` 1B ˝ f “ f

Ο µορφισµός f1 “
tpxA, fq : A ÝÑ XA

À

B είναι X-monic καθώς για κάθε µορφισµό
f : A ÝÑ B υπάρχει µορφισµός p0, 1Bq : XA

À

B ÝÑ B τέτοιος ώστε το ακόλουθο
διάγραµµα να είναι µεταθετικό

A

f

��

t
pxA,fq // XA

À

B

p0,1Bq

{{
B

Ως εκ τούτου, ο µορφισµός f1 “
tpxA, fq : A ÝÑ XA

À

B είναι συννηµάτωση. Ευθύς
αµέσως αποδεικνύουµε ότι ο µορφισµός f2 “ p0, 1Bq : X

A
À

B ÝÑ B είναι τετριµµέ-
νη νηµάτωση. Θεωρούµε τον µορφισµό f 12 “ tp0, 1Bq : B ÝÑ XA

À

B. Τότε :

f2 ˝ f
1
2 “ p0, 1Bq ˝

tp0, 1Bq “ 0 ˝ 0` 1B ˝ 1B “ 1B

Ως εκ τούτου ο µορφισµός f2 “ p0, 1Bq : X
A
À

B ÝÑ B είναι ένας διασπάσιµος
επιµορφισµός. Επιπλέον, D “ Ker f2 P X καθώς για κάθε µορφισµό tpα, 0q : D ÝÑ

XA
À

B υπάρχει µορφισµός α : D ÝÑ XA και για κάθε µορφισµό α1 : XA ÝÑ D
υπάρχει µορφισµός pα1, 0q : XA

À

B ÝÑ D τέτοιοι ώστε το ακόλουθα διαγράµµατα
να είναι µεταθετικά

XA
t
p1XA ,0q// XA

À

B

D

t
pα,0q

;;

α

OO XA

α1

��

t
p1XA ,0q// XA

À

B

pα1,0q

{{
D

΄Ετσι, σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του Λήµµατος 6.1.4 ο µορφισµός f2 “ p0, 1Bq :
XA

À

B ÝÑ B είναι τετριµµένη νηµάτωση. Συνεπώς, ο µορφισµός f µπορεί να
παραγοντοποιήθει ως f “ f2 ˝ f1 όπου ο µορφισµός f1 “

tpxA, fq : A ÝÑ XA
À

B
είναι συννηµάτωση και ο µορφισµός f2 “ p0, 1Bq : X

A
À

B ÝÑ B είναι τετριµµένη
νηµάτωση.
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pbq Θεωρούµε τους µορφισµούς f3 “
tp1A, 0q : A ÝÑ A

À

XB και f4 “ pf, xBq : A
À

XB

ÝÑ B όπου xB : XB ÝÑ B είναι µια δεξιά X-προσέγγιση του B. Τότε

f4 ˝ f3 “ pf, xBq ˝
tp1A, 0q “ f ˝ 1A ` xB ˝ 0 “ f

Ο µορφισµός f4 “ pf, xBq : A
À

XB ÝÑ B είναι X-epic καθώς για κάθε µορφισµό
f : A ÝÑ B υπάρχει µορφισµός tp1A, 0q : A ÝÑ A

À

XB τέτοιος ώστε το ακόλουθο
διάγραµµα να είναι µεταθετικό

A
À

XB
pf,xBq // B

A

f

;;

t
p1A,0q

OO

Ως εκ τούτου, ο µορφισµός f4 “ pf, xBq : A
À

XB ÝÑ B είναι νηµάτωση. Ευθύς αµέ-
σως αποδεικνύουµε ότι ο µορφισµός f3 “

tp1A, 0q : A ÝÑ A
À

XB είναι τετριµµένη
συννηµάτωση. Θεωρούµε τον µορφισµό f 13 “ p1A, 0q : A

À

XB ÝÑ A. Τότε :

f 13 ˝ f3 “ p1A, 0q ˝
tp1A, 0q “ 1A ˝ 1A ` 0 ˝ 0 “ 1A.

Ως εκ τούτου ο µορφισµός f3 “
tp1A, 0q : A ÝÑ A

À

XB είναι ένας διασπάσιµος µο-
νοµορφισµός. Επιπλέον, ακολουθώντας ανάλογη αποδεικτική διαδικασία µε αυτή του
πρώτου σκέλους προκύπτει ότι D “ Coker f2 P X. ΄Ετσι, σύµφωνα µε το πρώτο σκέ-
λος του Λήµµατος 6.1.4 ο µορφισµός f3 “

tp1A, 0q : A ÝÑ A
À

XB είναι τετριµµένη
συννηµάτωση. Συνεπώς, ο µορφισµός f µπορεί να παραγοντοποιήθει ως f “ f4 ˝ f3

όπου ο µορφισµός f3 “
tp1A, 0q : A ÝÑ A

À

XB είναι τετριµµένη συννηµάτωση και ο
µορφισµός f4 “ pf, xBq : A

À

XB ÝÑ B είναι νηµάτωση.

΄Ετσι, η τριάδα pC,F,Wq ορίζει µια δοµή κατηγορίας µοντέλο στην κατηγορία C.
Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι η τριάδα pC,F,Wq ορίζει µια δοµή κατηγορίας µοντέλο στην κα-

τηγορία C. Θα αποδείξουµε ότι η X είναι µια συναρτητικά πεπερασµένη υποκατηγορία της C.
Ισοδύναµα αρκεί να αποδείξουµε ότι η υποκατηγορία X είναι εξίσου συναλλοίωτα και αντισυναλ-
λοίωτα πεπερασµένη. Ας είναι A ένα αντικείµενο της κατηγορίας C. Εάν HomCpA,Xq “ 0 για
κάθε αντικείµενο X της X τότε A ÝÑ 0 είναι µια αριστερή X-προσέγγιση του A. Υποθέτουµε
ότι υπάρχει ένα αντικείµενο X 1 της X και ένας µη µηδενικός µορφισµός f : A ÝÑ X 1. Εφόσον
η τριάδα pC,F,Wq ορίζει µια δοµή κατηγορίας µοντέλο στην κατηγορία C σύµφωνα µε το πρώτο
σκέλος του Αξιώµατος pMC5q ο µορφισµός f : A ÝÑ X 1 παραγοντοποιείται ως f “ f2 ˝ f1 όπου
ο µορφισµός f1 : A ÝÑ B είναι µια συννηµάτωση και ο µορφισµός f2 : B ÝÑ X 1 είναι µια τε-
τριµµένη νηµάτωση. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός f2 : B ÝÑ X 1 είναι µια τετριµµένη
νηµάτωση σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του Λήµµατος 6.1.4 ο µορφισµός f2 είναι διασπάσιµος
επιµορφισµός και επιπλέον Ker f2 P X. ΄Ετσι, B P X. Εφόσον ο µορφισµός f1 : A ÝÑ B είναι µια
συννηµάτωση εξ΄ ορισµού είναι X-monic. Ως εκ τούτου ο µορφισµός f1 : A ÝÑ B είναι αριστερή
X- προσέγγιση του A. ΄Ετσι, η X είναι συναλλοίωτα πεπερασµένη. Μας αποµένει να αποδείξουµε
ότι η X είναι αντισυναλλοίωτα πεπερασµένη. Ας είναι A ένα αντικείµενο της κατηγορίας C. Εάν
HomCpX,Aq “ 0 για κάθε αντικείµενο X της X τότε 0 ÝÑ A είναι µια δεξιά X-προσέγγιση του A.
Υποθέτουµε ότι υπάρχει ένα αντικείµενοX 1 της X και ένας µη µηδενικός µορφισµός f : X 1 ÝÑ A.
Εφόσον η τριάδα pC,F,Wq ορίζει µια δοµή κατηγορίας µοντέλο στην κατηγορία C σύµφωνα µε το
δεύτερο σκέλος του Αξιώµατος pMC5q ο µορφισµός f : X 1 ÝÑ A παραγοντοποιείται ως f “ f4 ˝f3

όπου ο µορφισµός f3 : X 1 ÝÑ B είναι µια τετριµµένη συννηµάτωση και ο µορφισµός f4 : B ÝÑ A
είναι µια νηµάτωση. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός f3 : X 1 ÝÑ B είναι µια τετριµµένη
συννηµάτωση σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Λήµµατος 6.1.4 ο µορφισµός f3 είναι διασπάσι-
µος µονοµορφισµός και επιπλέον Coker f3 P X. ΄Ετσι, B P X. Εφόσον ο µορφισµός f4 : B ÝÑ A
είναι µια νηµάτωση εξ΄ ορισµού είναι X-epic. Ως εκ τούτου ο µορφισµός f4 : B ÝÑ A είναι δεξιά
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X- προσέγγιση του A. ΄Ετσι, η X είναι αντισυναλλοίωτα πεπερασµένη. Συνεπώς, η X είναι µια
συναρτητικά πεπερασµένη υποκατηγορία της C.
Ας είναι A ένα αντικείµενο της κατηγορίας C. Θα αποδείξουµε ότι το αντικείµενο A είναι
συνινώδες-ινώδες. Για κάθε µορφισµό 0: X ÝÑ 0 υπάρχει µορφισµός 0: X ÝÑ A τέτοιος ώ-
στε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

A
0 // 0

X

0

??

0

OO

για κάθε αντικείµενο X της X. Ως εκ τούτου ο µορφισµός A ÝÑ 0 είναι X-epic και κατ΄ επέκταση
νηµάτωση. ΄Ετσι, το αντικείµενο A είναι ινώδες. Επιπλέον για κάθε µορφισµό 0: 0 ÝÑ X υπάρχει
µορφισµός 0: A ÝÑ X τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

0

0

��

0 // A

0
��

X

για κάθε αντικείµενο X της X. Ως εκ τούτου ο µορφισµός 0 ÝÑ A είναι X-monic και κατ΄ επέκτα-
ση συννηµάτωση. ΄Ετσι, το αντικείµενο A είναι εξίσου συνινώδες. Συνεπώς το αντικείµενο A και
κατ΄ επέκταση κάθε αντικείµενο της κατηγορίας C είναι συννινώδες-ινώδες. Ας είναι f : A ÝÑ B
µια ασθενής ισοδυναµία στην κατηγορία C. Θεωρούµε τον συναρτητή προβολής $ : C ÝÑ C{X.
Ο συναρτητής $ εξ΄ ορισµού στέλνει την ασθενή ισοδυναµία f : A ÝÑ B στην κατηγορία C στον
µορφισµό f : A ÝÑ B στην ευσταθή κατηγορία C{X ο οποίος είναι εξίσου ένας ισοµορφισµός.
΄Ετσι, ο συναρτητής $ : C ÝÑ C{X στέλνει ασθενείς ισοδυναµίες σε ισοµορφισµούς. Ας είναι
F : C ÝÑ C1 ένας προσθετικός συναρτητής τέτοιος ώστε ο µορφισµός F pfq να είναι ένας ισοµορφι-
σµός για κάθε µορφισµό f PW. Εφόσον ο µορφισµός X ÝÑ 0 είναι µια ασθενής ισοδυναµία για
κάθε αντικείµενο X της X έπεται ότι ο µορφισµός F pXq ÝÑ F p0q “ 0 είναι ένας ισοµορφισµός
στην κατηγορία C1. ΄Ετσι, F pXq “ 0 για κάθε αντικείµενο X της X και κατ΄ επέκταση F pXq “ 0.
΄Ετσι, υπάρχει µοναδικός µέχρις ισοδυναµίας συναρτητής rF : C{X ÝÑ C1 τέτοιος ώστε rF ˝$ “ F .
Ως εκ τούτου αποδεικνύεται ότι η ευσταθής κατηγορία C{X είναι ισοδύναµη µε την οµοτοπική
κατηγορία CrW´1s. �

Ορισµός 6.1.6. Ας είναι C µια κατηγορία εφοδιασµένη µε µια δοµή µοντέλο (C, F,W). ΄Ενα
αντικείµενο A της C καλείται ακυκλικό (acyclic) εάν ισχύει A ÝÑ 0 P W ή ισοδύναµα αν ισχύει
0 ÝÑ A PW.

Η παραπάνω ανάλυση µας οδηγεί στο ακόλουθο αποτέλεσµατα (παραπέµπουµε στην εργασία
[4] για περισσότερες λεπτοµέρειες).

Θεώρηµα 6.1.7. Ας είναι AcpCq η επαγόµενη πλήρης υποκατηγορία των ακυκλικών αντικειµένων.
Υπάρχει µια «1-1» και «επί» αντιστοιχία µεταξύ κλειστών δοµών µοντέλου (C, F, W) στην C µε όλα
τα αντικείµενα συνινώδη-ινώδη και των συναρτητικά πεπερασµένων υποκατηγοριών X της C. Η
αντιστοιχία περιγράφεται ως εξής :

(C, F,W) ÝÑ AcpCq και X ÝÑ (CX,FX,WX)

Η κατηγορία δεξιών προτύπων Mod-R υπεράνω ενός δακτυλίου R εφοδιάζεται µε δύο διαφο-
ϱετικές δοµές κατηγορίας µοντέλο όπως υποδηλώνεται από το ακόλουθο Θεώρηµα.

Θεώρηµα 6.1.8. [4] Η κατηγορία δεξιών προτύπωνMod-R υπεράνω ενός δακτυλίουR εφοδιάζεται
υπό προϋποθέσεις, µε δύο, εν γένει διαφορετικές, δοµές κατηγορίας µοντέλο pC,F,Wq ως εξής :
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• Εάν R=δεξιά συναφής και αριστερά τέλειος και X “ R-Proj η κλάση των προβολικών R-
προτύπων τότε C=X-monic, F=X-epic=επιµορφισµοί και W=X-ισοµορφισµοί. Η οµοτοπική
κατηγορία της Mod-R είναι η ευσταθής κατηγορία Mod-R “ Mod-R{R-Proj των προτύπων
modulo τα προβολικά.

• Εάν R=αριστερός δακτύλιος της Noether και U “ R-Inj η κλάση των ενέσιµων R-προτύπων
τότε C=U-monic=µονοµορφισµοί, F=U-epic και W=U-ισοµορφισµοί. Η οµοτοπική κατηγορία
της Mod-R είναι η ευσταθής κατηγορία Mod-R “ Mod-R{R-Inj των προτύπων modulo τα
ενέσιµα.

Ορισµός 6.1.9. ΄Ενας δακτύλιος R καλείται quasi-Frobenius (QF) εάν R-Inj “ R-Proj ή ισοδύ-
ναµα εάν Inj--R “ Proj--R.

Ευθύς αµέσως παραθέτουµε ορισµένα παραδείγµατα quasi-Frobenius δακτυλίων.

Παράδειγµα 6.1.10. 1. Κάθε ηµιαπλός δακτύλιος είναι quasi-Frobenius καθώς οποιοδήποτε
πρότυπο υπεράνω ενός ηµιαπλού δακτυλίου είναι ενέσιµο και προβολικό.

2. Ας είναι G µια πεπερασµένη οµάδα. Ο δακτύλιος krGs υπεράνω ενός σώµατος k είναι
quasi-Frobenius.

3. Μια πεπερασµένη ϐαθµωτή συνεκτική Hopf άλγεβρα υπεράνω ενός σώµατος είναι quasi-
Frobenius.

Σηµειώνουµε ότι κάθε δακτύλιος QF είναι τέλειος και συναφής δακτύλιος της Noether. Ωστόσο,
το αντίστροφο δεν ισχύει όπως γίνεται ορατό από την ακόλουθη Παρατήρηση.

Παρατήρηση 6.1.11. Κάθε άλγεβρα πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος, για πα-
ϱάδειγµα η άλγεβρα των 2ˆ 2 άνω τριγωνικών πινάκων µε στοιχεία από το σώµα R, είναι τέλειος
και συναφής δακτύλιος της Noether, αλλά δεν είναι απαραίτητα QF.

Εφόσον κάθε δακτύλιος quasi-Frobenius είναι τέλειος και συναφής δακτύλιος της Noether, οι
δύο δοµές κατηγορίας µοντέλο του Θεωρήµατος 6.1.8 συµπίπτουν δίνοντας µας την δοµή µοντέλο
στην κατηγορία Mod-R των δεξιών R-προτύπων υπεράνω ενός δακτυλίου quasi-Frobenius.

Θεώρηµα 6.1.12. Η κατηγορία Mod-R των δεξιών R-προτύπων υπεράνω ενός δακτυλίου quasi-
Frobenius εφοδιάζεται µε µια δοµή µοντέλο στην οποία :

1. οι ασθενείς ισοδυναµίες είναι οι ευσταθείς ισοµορφισµοί, δηλαδή οι οµοµορφισµοί προτύπων
f : A ÝÑ B για τους οποίους υπάρχει οµοµορφισµός προτύπων g : B ÝÑ A έτσι ώστε οι
οµοµορφισµοί 1B ´ f ˝ g : B ÝÑ B και 1A ´ g ˝ f : A ÝÑ A αναλύονται µέσω προβολικών
προτύπων P και Q αντίστοιχα

B

��

1B´f˝g// B

P

>> A

��

1A´g˝f// A

Q

??

2. οι νηµατώσεις είναι οι επιµορφισµοί,

3. οι συννηµατώσεις είναι οι µονοµορφισµοί.

Κάθε δεξιό πρότυπο είναι συνινώδες-ινώδες, και η οµοτοπική κατηγορίαHopMod-Rq είναι ισοδύναµη
µε την ευσταθή κατηγορία προτύπων Mod-R{X, όπου X “ R-Proj “ R-Inj.
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Απόδειξη. Ας είναι Mod-R η κατηγορία των δεξιών R-προτύπων υπεράνω ενός δακτυλίου quasi-
Frobenius. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο δακτύλιος είναι quasi-Frobenius η κλάση των προβολικών
R-προτύπων ταυτίζεται µε την κλάση των ενέσιµων R-προτύπων. Θεωρούµε ως υποκατηγορί-
α X την υποκατηγορία η οποία αποτελείται από τα προβολικά R-πρότυπα τα οποία ταυτίζονται
µε τα ενέσιµα R-πρότυπα. Θα αποδείξουµε ότι η υποκατηγορία X είναι συναρτητικά πεπερα-
σµένη υποκατηγορία της κατηγορίας Mod-R των δεξιών R-προτύπων υπεράνω ενός δακτυλίου
quasi-Frobenius. Ας είναι J ένα αντικείµενο της υποκατηγορίας X. Τότε το J είναι ένα ενέσι-
µο πρότυπο. Υπενθυµίζουµε ότι κάθε πρότυπο εµφυτεύεται σε ένα ενέσιµο πρότυπο. ΄Ετσι, για
κάθε µονοµορφισµό δεξιών R-προτύπων f : A ÝÑ I όπου I είναι ένα ενέσιµο πρότυπο και για
κάθε οµοµορφισµό δεξιών R-προτύπων α : A ÝÑ J υπάρχει οµοµορφισµός δεξιών R-προτύπων
β : I ÝÑ J τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

A

α

��

f // I

β

��
J

όπου I είναι ένα πρότυπο το οποίο ανήκει στην υποκατηγορία X. Ως εκ τούτου ο µορφισµός
A ÝÑ I είναι X-monic και κατ΄ επέκταση µια αριστερή X-προσέγγιση του A. ΄Ετσι, η υποκα-
τηγορία X είναι συναλλοίωτα πεπερασµένη. Μας αποµένει να αποδείξουµε ότι η υποκατηγορία
X είναι αντισυναλλοίωτα πεπερασµένη. Ας είναι P 1 ένα αντικείµενο της υποκατηγορίας X. Τότε
το αντικείµενο P 1 είναι προβολικό πρότυπο. Υπενθυµίζουµε ότι κάθε πρότυπο είναι επιµορφική
εικόνα ενός προβολικού. ΄Ετσι, για κάθε επιµορφισµό δεξιών R-προτύπων g : P ÝÑ A και κάθε
οµοµορφισµό δεξιών R-προτύπων α : P 1 ÝÑ A όπου A είναι ένα προβολικό πρότυπο υπάρχει
οµοµορφισµός δεξιών R-προτύπων β : P 1 ÝÑ P τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι
µεταθετικό

P
g // A

P 1

α

>>

β

OO

όπου P είναι ένα πρότυπο το οποίο ανήκει στην υποκατηγορία X. Ως εκ τούτου ο µορφισµός
P ÝÑ A είναι X-epic και κατ΄ επέκταση µια δεξιά X-προσέγγιση του A. ΄Ετσι, η υποκατηγορία
X είναι εξίσου αντισυναλλοίωτα πεπερασµένη. Συνεπώς η υποκατηγορία X είναι συναρτητικά
πεπερασµένη υποκατηγορία της κατηγορίας Mod-R των δεξιών R-προτύπων υπεράνω ενός δα-
κτυλίου quasi-Frobenius. Ως εκ τούτου σύµφωνα µε το Θεώρηµα 6.1.5 η κατηγορία Mod-R των
δεξιών R-προτύπων υπεράνω ενός δακτυλίου Quasi-Frobenius εφοδιάζεται µε µια δοµή µοντέ-
λο στην οποία οι ασθενείς ισοδυναµίες είναι οι ευσταθείς ισοµορφισµοί, οι νηµατώσεις είναι οι
X-epics µορφισµοί, δηλαδή οι επιµορφισµοι και οι συννηµατώσεις είναι οι X-monics µορφισµοί,
δηλαδή οι µονοµορφισµοί. Επιπλέον, σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του Θεωρήµατος 6.1.5 η
οµοτοπική κατηγορία HopMod-Rq της κατηγορίας Mod-R των δεξιών R-προτύπων υπεράνω ε-
νός δακτυλίου quasi-Frobenius είναι ισοδύναµη µε την ευσταθή κατηγορία προτύπων Mod-R{X,
όπου X “ R-Proj “ R-Inj. �

6.2 Κατηγορίες Frobenius

Στην εν λόγω ενότητα ϑα ασχοληθούµε µε τις κατηγορίες Frobenius. Χρησιµοποιώντας το Θεώ-
ϱηµα 6.1.5 της προηγούµενης ενότητας αποδεικνύουµε ότι µια κατηγορία Frobenius εφοδιάζεται
µε την δοµή κατηγορίας µοντέλο και περιγράφουµε την οµοτοπική της κατηγορία.

Αρχίζουµε ορίζοντας την έννοια της ακριβούς κατηγορίας.
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Ορισµός 6.2.1. Ας είναι C µια προσθετική κατηγορία. ΄Ενα Ϲεύγος πυρήνα-συµπυρήνα (kernel-
cokernel pair) στην C είναι ένα Ϲεύγος µορφισµών pi, pq των οποίων ορίζεται η σύνθεση

A1
i // A

p // A2

τέτοιο ώστε ο µορφισµός i : A1 ÝÑ A είναι ο πυρήνας του µορφισµού p : A ÝÑ A2 και ο µορφισµός
p : A ÝÑ A2 είναι ο συµπυρήνας του µορφισµού i : A1 ÝÑ A.

Σταθεροποιούµε µια κλάση E Ϲευγών πυρήνα-συµπυρήνα.

1. ΄Ενας επιτρεπτός µονοµορφισµός (admissible monic) είναι ένας µορφισµός i για τον
οποίο υπάρχει µορφισµός p τέτοιος ώστε το Ϲεύγος pi, pq να ανήκει στην κλάση E .

2. ΄Ενας επιτρεπτός επιµορφισµός (admissible epic) είναι ένας µορφισµός p για τον οποίο
υπάρχει µορφισµός i τέτοιος ώστε το Ϲεύγος pi, pq να ανήκει στην κλάση E .

Σχόλιο 6.2.2. 1. Η έννοια του επιτρεπτού επιµορφισµού είναι δυϊκή της έννοιας του επιτρε-
πτού µονοµορφισµού.

2. Στην ϐιβλιογραφία ένας επιτρεπτός µονοµορφισµός συνήθως συµβολίζεται µε i : A1� A και
ένας επιτρεπτός επιµορφισµός συνήθως συµβολίζεται µε p : A� A2.

Ορισµός 6.2.3. Μια ακριβής δοµή (exact structure) στην C είναι µια κλάση E Ϲευγών πυρήνα-
συµπυρήνα η οποία είναι κλειστή ως προς τους ισοµορφισµούς και ικανοποιεί τα ακόλουθα αξιώµατα :

pEX1q Ο ταυτοτικός µορφισµός 1X : X ÝÑ X είναι επιτρεπτός µονοµορφισµός για κάθε αντικείµενο
X της κατηγορίας C.

pEX2q Η κλάση των επιτρεπτών µονοµορφισµών είναι κλειστή ως προς την σύνθεση.

pEX3q Η κλάση των επιτρεπτών µονοµορφισµών είναι κλειστή ως προς τα pushouts.

pEX4q Ο ταυτοτικός µορφισµός 1X : X ÝÑ X είναι επιτρεπτός επιµορφισµός για κάθε αντικείµενοX
της κατηγορίας C.

pEX5q Η κλάση των επιτρεπτών επιµορφισµών είναι κλειστή ως προς την σύνθεση.

pEX6q Η κλάση των επιτρεπτών επιµορφισµών είναι κλειστή ως προς τα pullbacks.

Μια προσθετική κατηγορία C εφοδιασµένη µε µια ακριβή δοµή E καλείται ακριβής κατηγορία
(exact category). Τα στοιχεία της κλάσης E καλούνται σύντοµες ακριβείς ακολουθίες (short
exact sequences).

Παράδειγµα 6.2.4. 1. Κάθε αβελιανή κατηγορία είναι µια ακριβής κατηγορία ορίζοντας ως E
να είναι η κλάση όλων των σύντοµων ακριβών ακολουθιών.

2. Κάθε αβελιανή κατηγορία είναι µια ακριβής κατηγορία ορίζοντας ως E να είναι η κλάση των
διασπάσιµων ακριβών ακολουθιών.

Παρατήρηση 6.2.5. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι η E είναι µια ακριβής δοµή στην C αν και µόνο
αν η Eop είναι µια ακριβής δοµή στην Cop συµπεραίνουµε ότι ισχύει η αρχή της δυϊκότητας για
τις ακριβείς κατηγορίες.

Ορισµός 6.2.6. Ας είναι C µια ακριβής ακολουθία.

1. ΄Ενα αντικείµενο P της C καλείται προβολικό (projective) εάν ο συναλλοίωτος συναρτητής
HomCpP,´q : C ÝÑ Ab είναι ακριβής.
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2. ΄Ενα αντικείµενο I της C καλείται ενέσιµο (injective) εάν ο αντισυναλλοίωτος συναρτητής
HomCp´, Iq : C ÝÑ Ab είναι ακριβής.

Παρατήρηση 6.2.7. Οι έννοιες του προβολικού και του ενέσιµου αντικειµένου είναι δυϊκές η µια
της άλλης. Πιο συγκεκριµένα:

P είναι προβολικό στην C αν και µόνο αν P είναι ενέσιµο στην Cop.

΄Ετσι, κανείς µπορεί να επικεντρωθεί στις ιδιότητες που αφορούν τα προβολικά αντικείµενα καθώς
οι ιδιότητες των ενέσιµων προκύπτουν ως δυϊκές τους και το αντίστροφο.

Ορισµός 6.2.8. Μια ακριβής κατηγορία C λέµε ότι έχει αρκετά προβολικά αντικείµενα (enough
projective objects) εάν για κάθε αντικείµενο A της C υπάρχει ένας επιτρεπτός επιµορφισµός P �
A όπου P είναι ένα προβολικό αντικείµενο. Αντίστοιχα, µια ακριβής κατηγορία C λέµε ότι έχει
αρκετά ενέσιµα αντικείµενα (enough injective objects) εάν για κάθε αντικείµενο A της C
υπάρχει ένας επιτρεπτός µονοµορφισµός A� I όπου I είναι ένα ενέσιµο αντικείµενο.

Στο σηµείο αυτό έχουµε ϑέσει τις ϐάσεις ώστε να ορίσουµε την Frobenius κατηγορία.

Ορισµός 6.2.9. Μια ακριβής κατηγορία καλείται Frobenius εάν έχει αρκετά προβολικά και ενέ-
σιµα αντικείµενα και επιπλέον η κλάση των προβολικών αντικειµένων συµπίπτει µε την κλάση των
ενέσιµων αντικειµένων.

Παρατήρηση 6.2.10. Εύκολα αποδεικνύεται ότι η ευσταθής κατηγορία C µιας Frobenius κατη-
γορίας C είναι προσθετική.

΄Ενας µορφισµός f : A ÝÑ B σε µια κατηγορία Frobenius C καλείται ευσταθής ισοµορφι-
σµός αν υπάρχει µορφισµός g : B ÝÑ A στην C έτσι ώστε οι µορφισµοί 1A ´ g ˝ f και 1B ´ f ˝ g
αναλύονται µέσω ενός προβολικού-ενέσιµου αντικειµένου. ΄Ετσι οι ευσταθείς ισοµορφισµοί στην
C συµπίπτουν µε τους X-ισοµορφισµούς, όπου X είναι η πλήρης υποκατηγορία των προβολικών-
ενέσιµων εντικειµένων της C.

Ολοκληρώνουµε την παρούσα υποενότητα αποδεικνύοντας ότι µια Frobenius κατηγορία εφο-
διάζεται µε µια δοµή κατηγορίας µοντέλο και η οµοτοπική της κατηγορία είναι ισοδύναµη µε την
ευσταθή κατηγορία C.

Πρόταση 6.2.11. Μια κατηγορία Frobenius C εφοδιάζεται µε µια δοµή µοντέλο στην οποία :

1. οι ασθενείς ισοδυναµίες είναι οι ευσταθείς ισοµορφισµοί.

2. οι νηµατώσεις είναι οι επιτρεπτοί επιµορφισµοί,

3. οι συννηµατώσεις είναι οι επιτρεπτοί µονοµορφισµοί.

Κάθε αντικείµενο της είναι συνινώδες-ινώδες και επιπλέον η οµοτοπική κατηγορία HopCq είναι ισο-
δύναµη µε την ευσταθή κατηγορία C{X, όπου X “ Proj-C “ Inj-C η κλάση Proj-C των προβολικών
αντικειµένων της C η οποία συµπίπτει µε την κλάση Inj-C των ενέσιµων αντικειµένων της.

Απόδειξη. Ας είναι C µια κατηγορία Frobenius. Τότε η ακριβής κατηγορία C έχει αρκετά προβο-
λικά και ενέσιµα αντικείµενα και επιπλέον η κλάση των προβολικών αντικειµένων συµπίπτει µε
την κλάση των ενέσιµων αντικειµένων. Θεωρούµε ως υποκατηγορία X την υποκατηγορία της C η
οποία αποτελείται από τα προβολικά αντικείµενα τα οποία ταυτίζονται µε τα ενέσιµα αντικείµε-
να. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι η C έχει αρκετά προβολικά και ενέσιµα αντικείµενα έπεται ότι η
υποκατηγορία C είναι συναρτητικά πεπερασµένη. Ως εκ τούτου σύµφωνα µε το Θεώρηµα 6.1.5
η C εφοδιάζεται µε µια δοµή µοντέλο στην οποία οι ασθενείς ισοδυναµίες είναι οι µορφισµοί οι
οποίοι αναλύονται µέσω ενός προβολικού αντικειµένου, οι νηµατώσεις είναι οι X-epics µορφισµοί
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δηλαδή οι επιτρεπτοί επιµορφισµοί και οι συννηµατώσεις είναι οι X-monics µορφισµοί δηλαδή οι
επιτρεπτοί µονοµορφισµοί. Επιπλέον, σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του Θεωρήµατος 6.1.5 κάθε
αντικείµενο της είναι συνινώδες-ινώδες και επιπλέον η οµοτοπική κατηγορία HopCq είναι ισοδύ-
ναµη µε την ευσταθή κατηγορία C{X, όπου X “ Proj-C “ Inj-C η κλάση Proj-C των προβολικών
αντικειµένων της C η οποία συµπίπτει µε την κλάση Inj-C των ενέσιµων αντικειµένων της. �

6.3 Σύµπλοκα

΄Ενα εξίσου σηµαντικό παράδειγµα κατηγορίας µοντέλο είναι η κατηγορία των συµπλόκων ChpCq
των (δεξιών) προτύπων υπεράνω µιας προσθετικής κατηγορίας C. Η παρούσα ενότητα αφιερώνεται
στο εν λόγω παράδειγµα.

Σύµβαση: Καθ΄ όλη την έκταση της παρούσας ενότητας, συµβολίζουµε µε C µια προσθετική
κατηγορία.

Αρχίζουµε, ορίζοντας τις έννοιες ενός συµπλόκου και ενός συν-αλυσιδωτού συµπλόκου στην
κατηγορία C.

Ορισµός 6.3.1. Ας είναι C µια προσθετική κατηγορία. ΄Ενα (αλυσιδωτό) σύµπλοκο (chain co-
mplex) C‚ “ tCn, dnunPZ, είναι µια ακολουθία αντικειµένων και µορφισµών στην C:

C‚ : ¨ ¨ ¨ // Cn`1

dn`1 // Cn
dn // Cn´1

dn´1 // Cn´2
// ¨ ¨ ¨

τέτοια ώστε dn ˝ dn`1 “ 0 για κάθε n P Z ή ισοδύναµα Im dn`1 Ď Ker dn για κάθε n P Z. Κάθε
µορφισµός dn µεταξύ των αντικειµένων για n P Z καλείται διαφορικό (differential operator).
Επιπροσθέτως, το σύµπλοκο C‚ καλείται ακριβές στο Cn, εάν Im dn`1 “ Ker dn, και ακριβές
(exact), εάν είναι ακριβές σε κάθε Cn για n P Z.

Ανάλογα,

Ορισµός 6.3.2. Ας είναι C µια προσθετική κατηγορία. ΄Ενα συν-αλυσιδωτό σύµπλοκο (cochain
complex) C‚ “ tCn, dnunPZ, είναι µια ακολουθία αντικειµένων και µορφισµών στην C:

C‚ : ¨ ¨ ¨ // Cn´1 dn´1
// Cn

dn // Cn`1 dn`1
// Cn`2 // ¨ ¨ ¨

έτσι ώστε dn`1 ˝dn “ 0 για κάθε n P Z ή ισοδύναµα Im dn Ď Ker dn`1 για κάθε n P Z. Κάθε µορφι-
σµός dn µεταξύ αντικειµένων για n P Z, καλείται διαφορικό (differential operator). Επιπλέον, το
συν-αλυσιδωτό σύµπλοκο C‚ καλείται ακριβές στο Cn εάν Im dn´1 “ Ker dn και ακριβές (exact)
εάν είναι ακριβές σε κάθε Cn για n P Z.

Παρατήρηση 6.3.3. Παρατηρούµε ότι σε ένα σύµπλοκο, οι δείκτες µειώνονται από τα αριστερά
στα δεξιά ενώ σε ένα συν-αλυσιδωτό σύµπλοκο οι δείκτες αυξάνονται από τα αριστερά στα δεξιά.
΄Ενα σύµπλοκο C‚ “ tCn, dnunPZ µπορεί να µετατραπεί σε ένα συν-αλυσιδωτό σύµπλοκο N‚ “

tNn, bnunPZ εάν ϑέσουµεNn “ C´n και bn “ d´n για κάθε n P Z. Ανάλογα, κάθε συν-αλυσιδωτό
σύµπλοκο µετατρέπεται σε ένα σύµπλοκο (chain complex). Ως εκ τούτου η µόνη διαφορά µεταξύ
ενός συµπλόκου και ενός συν-αλυσιδωτού συµπλόκου ανάγεται στον συµβολισµό.

Στο σηµείο αυτό επικεντρωνόµαστε σε (chain) σύµπλοκα. Επισηµαίνουµε ότι ανάλογα αποτε-
λέσµατα µε αυτά που ϑα παραθέσουµε για σύµπλοκα, ισχύουν για συν-αλυσιδωτά σύµπλοκα.

Παράδειγµα 6.3.4. 1. Κάθε ακριβής ακολουθία είναι ένα (ακριβές) σύµπλοκο κατά προφανή
τρόπο.

2. Το µηδενικό σύµπλοκο είναι το σύµπλοκο pC‚,d‚q του οποίου κάθε όρος Cn “ t0u και κατ΄
επέκταση κάθε διαφορικό dn “ 0.
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Σχόλιο 6.3.5. ΕάνC‚ “ tCn, dnunPZ είναι ένα σύµπλοκο και F : C ÝÑ C1 είναι ένας προσθετικός
συναλλοίωτος συναρτητής τότε η επαγόµενη ακολουθία F pC‚q

F pC‚q “ ¨ ¨ ¨ // F pCn`1q
F pdn`1q// F pCnq

F pdnq// F pCn´1q // ¨ ¨ ¨

είναι ένα σύµπλοκο καθώς για κάθε n P Z λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις ιδιότητες που διέπουν τον F
ως συναρτητή προκύπτει ότι

F pdnq ˝ F pdn`1q “ F pdn ˝ dn`1q “ F p0q “ 0

Ανάλογα, εάν C‚ “ tCn, dnunPZ είναι ένα σύµπλοκο στην C, και F : C ÝÑ C είναι ένας προσθετι-
κός αντισυναλλοίωτος συναρτητής τότε η επαγόµενη ακολουθία F pC‚q είναι ένα (συν-αλυσιδωτό)
σύµπλοκο στην C1.

Ορισµός 6.3.6. Ας είναι C µια προσθετική κατηγορία. ΄Ενας µορφισµός µεταξύ δύο συµπλόκων
(chain map) από αντικείµενα της C

f‚ : pC‚,d‚q ÝÑ pC1‚,d
1
‚q,

είναι µία οικογένεια tfn : Cn ÝÑ C 1nunPZ µορφισµών στην C, τέτοια ώστε το ακόλουθο διάγραµµα
να είναι µεταθετικό :

¨ ¨ ¨ // Cn`1

dn`1 //

fn`1

��

Cn
dn //

fn

��

Cn´1
//

fn´1

��

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // C 1n`1
d1n`1

// C 1n
d1n

// C 1n´1
// ¨ ¨ ¨

.

Ο µορφισµός f‚ “ tfn : Cn ÝÑ C 1nunPZ καλείται αντίστοιχα µονοµορφισµός (επιµορφισµός,
ισοµορφισµός), εάν κάθε fn για n P Z, είναι µονοµορφισµός (αντίστοιχα επιµορφισµός, ισοµορφι-
σµός).

Ορισµός 6.3.7. Ας είναι C µια προσθετική κατηγορία. Η κατηγορία των συµπλόκων (category
of chain complexes) ChpCq υπεράνω της C ορίζεται ως εξής :

1. Τα αντικείµενα της είναι τα σύµπλοκα στην C.

2. Οι µορφισµοί της είναι οι µορφισµοί µεταξύ των συµπλόκων.

3. Η σύνθεση δύο µορφισµών συµπλόκων στην C,

f‚ : pC‚,d‚q ÝÑ pC1‚,d
1
‚q & g‚ : pC1‚,d

1
‚q ÝÑ pC2‚,d

2
‚q,

είναι ο µορφισµός g‚ ˝ f‚ “ tgn ˝ fnunPZ.

4. Ο ταυτοτικός µορφισµός στο αντικείµενοC‚ τηςChpCq, είναι ο µορφισµός 1C‚ “ t1Cn : Cn ÝÑ
CnunPZ.

Επιπλέον, εάν f‚,g‚ : C‚ ÝÑ C1‚ είναι δύο µορφισµοί µεταξύ συµπλόκων στην C, τότε η πρόσθεση
στο σύνολο των µορφισµών HomChpCqpC‚,C

1
‚q, δίνεται ως ο µορφισµός συµπλόκων f‚ ` g‚ “

tfn ` gnunPZ.
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Ορισµός 6.3.8. Ας είναι C µια προσθετική κατηγορία και f‚,g‚ : pC‚,d‚q ÝÑ pC1‚,d
1
‚q δύο

µορφισµοί µεταξύ δύο συµπλόκων στην C. Τότε µια οµοτοπία (homotopy) s‚ από τον f‚ στον g‚,
είναι µια οικογένεια µορφισµών στην C s‚ “ tsn : Cn ÝÑ C 1n`1unPZ, έτσι ώστε για κάθε n P Z

fn ´ gn “ d1n`1 ˝ sn ` sn´1 ˝ dn

όπως περιγράφεται στο ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

¨ ¨ ¨ // Cn`1

gn`1

��

fn`1

��

dn`1 // Cn

gn

��

fn

��

dn //

sn

}}

Cn´1

gn´1

��

fn´1

��

//

sn´1

}}

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // C 1n`1
d1n`1

// C 1n
d1n

// C 1n´1
// ¨ ¨ ¨

Η οµοτοπία s‚ από τον f‚ στον g‚, συµβολίζεται µε s‚ : f‚ ÝÑ g‚. Στην περίπτωση που υπάρχει µια
τέτοια οµοτοπία, οι f‚ και g‚ καλούνται οµοτοπικοί µορφισµοί (homotopic chain maps), και
τότε γράφουµε f‚ – g‚.

∆ύο σύµπλοκα pC‚,d‚q, pC1‚,d1‚q στην C λέµε ότι έχουν τον ίδιο οµοτοπικό τύπο, εάν υπάρ-
χουν µορφισµοί f‚ : pC‚,d‚q ÝÑ pC1‚,d

1
‚q και g‚ : pC1‚,d

1
‚q ÝÑ pC‚,d‚q έτσι ώστε g‚ ˝ f‚ – 1C‚

και f‚ ˝ g‚ – 1C1‚ , όπου 1C‚ , 1C1‚ είναι οι ταυτοτικοί µορφισµοί των συµπλόκων C‚ και C1‚,
αντίστοιχα.

Ορισµός 6.3.9. Μια ακολουθία από σύµπλοκα και µορφισµούς συµπλόκων

C‚
f‚
ÝÑ C1‚

g‚
ÝÑ C2‚

καλείται ακριβής (exact sequence of chain complexes), εάν οι ακολουθίες Cn
fn
ÝÑ C 1n

gn
ÝÑ C2n

είναι ακριβείς για κάθε n P Z.

Μια ακριβής ακολουθία από σύµπλοκα και µορφισµούς συµπλόκων της µορφής :

0 ÝÑ pC1‚,d
1
‚q

f‚
ÝÑ pC‚,d‚q

g‚
ÝÑ pC2‚,d

2
‚q ÝÑ 0 (6.2)

καλείται σύντοµη ακριβής ακολουθία (short exact sequence of chain complexes) εάν ισχύ-
ουν τα ακόλουθα:

• Ο µορφισµός συµπλόκων f‚ είναι µονοµορφισµός.

• Ο µορφισµός συµπλόκων g‚ είναι επιµορφισµός

• @n P Z : Ker gn “ Im fn

΄Ετσι, µια σύντοµη ακριβής ακολουθία συµπλόκων όπως η (6.2), µπορεί να ιδωθεί ως το ακό-
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λουθο µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές :

...

��

...

��

...

��
0 // C 1n`1

d1n`1

��

fn`1 // Cn`1

dn`1

��

gn`1 // C2n`1

d2n`1

��

// 0

0 // C 1n

d1n
��

fn // Cn

dn

��

gn // C2n

d2n
��

// 0

0 // C 1n´1

��

fn´1 // Cn´1

��

gn´1 // C2n´1

��

// 0

...
...

...

Ορισµός 6.3.10. Ας είναι

pC‚, d‚q : ¨ ¨ ¨ // Cn`1

dn`1 // Cn
dn // Cn´1

dn´1 // Cn´2
// ¨ ¨ ¨

ένα σύµπλοκο. Το pC‚, d‚q καλείται σύσταλτο (contractible) εάν ο ταυτοτικός µορφισµός 1pC‚,d‚q
είναι οµοτοπικός µε τον µηδενικό µορφισµό 0pC‚,d‚q. ∆ηλαδή υπάρχει µορφισµός φn : Cn ÝÑ Cn`1

τέτοιος ώστε 1Cn “ dn`1 ˝φn`φn´1 ˝ dn όπως περιγράφεται στο ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

¨ ¨ ¨ // Cn`1

0

��

1Cn`1

��

dn`1 // Cn

0

��

1Cn

��

dn //

φn

}}

Cn´1

0

��

1Cn´1

��

//

φn´1

}}

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Cn`1
dn`1

// Cn
dn

// Cn´1
// ¨ ¨ ¨

Ολοκληρώνουµε την παρούσα ενότητα αποδεικνύοντας ότι η κατηγορία ChpCq των συµπλόκων
υπεράνω µιας προσθετικής κατηγορίας C εφοδιάζεται µε την δοµή κατηγορίας µοντέλο και επι-
πλέον η οµοτοπική της κατηγορία είναι ισοδύναµη µε την µε την κλασική οµοτοπική κατηγορία
KpCq των συµπλόκων υπεράνω της C.

Θεώρηµα 6.3.11. Η κατηγορία ChpCq εφοδιάζεται µε µια δοµή µοντέλο στην οποία :

1. οι ασθενείς ισοδυναµίες είναι οι οµοτοπικές ισοδυναµίες,

2. οι νηµατώσεις είναι οι µορφισµοί συµπλόκων οι οποίοι όταν παραλείψουµε τα διαφορικά είναι
διασπώµενοι επιµορφισµοί,

3. οι συννηµατώσεις είναι οι µορφισµοί συµπλόκων οι οποίοι όταν παραλείψουµε τα διαφορικά
είναι διασπώµενοι µονοµορφισµοί.

Κάθε σύµπλοκο είναι συνινώδες-ινώδες, και η οµοτοπική κατηγορία HopChpCqq είναι ισοδύναµη µε
την κλασική οµοτοπική κατηγορία KpCq των συµπλόκων υπεράνω της C.



6.3. ΣΥΜΠΛΟΚΑ 323

Απόδειξη. Ας είναι ChpCq η κατηγορία των συµπλόκων υπεράνω µιας προσθετικής κατηγορίας C.
Θεωρούµε ωςX την υποκατηγορία τηςChpCq η οποία αποτελείται απο όλα τα συσταλτά σύµπλοκα.
Θα αποδείξουµε ότι η υποκατηγορία X είναι συναρτητικά πεπερασµένη υποκατηγορία της. Το
σύµπλοκο

¨ ¨ ¨ // An`1 ‘An`2

¨

˝

0 0
1An`1 0

˛

‚

// An ‘An`1

¨

˝

0 0
1An 0

˛

‚

// An´1 ‘An // ¨ ¨ ¨

είναι συσταλτό καθώς υπάρχει
ˆ

0 1An`1

0 0

˙

: An ‘An`1 ÝÑ An`1 ‘An`2 τέτοιο ώστε

ˆ

0 0
1An`1

0

˙

˝

ˆ

0 1An`1

0 0

˙

`

ˆ

0 1An
0 0

˙

˝

ˆ

0 0
1An 0

˙

“

ˆ

0 0
0 1An`1

˙

`

ˆ

1An 0
0 0

˙

“

ˆ

1An 0
0 1An`1

˙

όπως παριστάνεται στο ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

¨ ¨ ¨ // An`1 ‘An`2

¨

˝

1An`1 0
0 1An`2

˛

‚

��

¨

˝

0 0
1An`1 0

˛

‚

// An ‘An`1

¨

˝

1An 0
0 1An`1

˛

‚

��

¨

˝

0 0
1An 0

˛

‚

//
¨

˝

0 1An`1

0 0

˛

‚

yy

An´1 ‘An

¨

˝

1An´1 0
0 1An

˛

‚

��

//
¨

˝

0 1An
0 0

˛

‚

zz

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // An`1 ‘An`2 ¨

˝

0 0
1An`1 0

˛

‚

// An ‘An`1 ¨

˝

0 0
1An 0

˛

‚

// An´1 ‘An // ¨ ¨ ¨

΄Ετσι, το σύµπλοκο

¨ ¨ ¨ // An`1 ‘An`2

¨

˝

0 0
1An`1

0

˛

‚

// An ‘An`1

¨

˝

0 0
1An 0

˛

‚

// An´1 ‘An // ¨ ¨ ¨

ανήκει στην υποκατηγορία X. Το σύµπλοκο

¨ ¨ ¨ // Yn`1 ‘ Yn`2

¨

˝

0 0
1Yn`1

0

˛

‚

// Yn ‘ Yn`1

¨

˝

0 0
1Yn 0

˛

‚

// Yn´1 ‘ Yn // ¨ ¨ ¨

είναι εξίσου συσταλτό καθώς υπάρχει
ˆ

0 1Yn`1

0 0

˙

: Yn ‘ Yn`1 ÝÑ Yn`1 ‘ Yn`2 τέτοιο ώστε

ˆ

0 0
1Yn`1 0

˙

˝

ˆ

0 1Yn`1

0 0

˙

`

ˆ

0 1Yn
0 0

˙

˝

ˆ

0 0
1Yn 0

˙

“

ˆ

0 0
0 1Yn`1

˙

`

ˆ

1Yn 0
0 0

˙

“

ˆ

1Yn 0
0 1Yn`1

˙

όπως παριστάνεται στο ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

¨ ¨ ¨ // Yn`1 ‘ Yn`2

¨

˝

1Yn`1 0
0 1Yn`2

˛

‚

��

¨

˝

0 0
1Yn`1 0

˛

‚

// Yn ‘ Yn`1

¨

˝

1Yn 0
0 1Yn`1

˛

‚

��

¨

˝

0 0
1Yn 0

˛

‚

//
¨

˝

0 1Yn`1

0 0

˛

‚

yy

Yn´1 ‘ Yn

¨

˝

1Yn´1 0
0 1Yn

˛

‚

��

//
¨

˝

0 1Yn
0 0

˛

‚

zz

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Yn`1 ‘ Yn`2 ¨

˝

0 0
1Yn`1 0

˛

‚

// Yn ‘ Yn`1 ¨

˝

0 0
1Yn 0

˛

‚

// Yn´1 ‘ Yn // ¨ ¨ ¨
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΄Ετσι, το σύµπλοκο

¨ ¨ ¨ // Yn`1 ‘ Yn`2

¨

˝

0 0
1Yn`1

0

˛

‚

// Yn ‘ Yn`1

¨

˝

0 0
1Yn 0

˛

‚

// Yn´1 ‘ Yn // ¨ ¨ ¨

ανήκει εξίσου στην υποκατηγορία X. Εν συνεχεία ας είναι

¨ ¨ ¨ // An`1

dn`1 // An
dn // An´1

dn´1 // ¨ ¨ ¨

ένα στοιχείο της κατηγορίας ChpCq δηλαδή ένα σύµπλοκο. Θεωρούµε έναν µορφισµό µεταξύ
συµπλόκων pfn, gnq : Yn ‘ Yn`1 ÝÑ An. Τότε λαµβάνουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

¨ ¨ ¨ // Yn`1 ‘ Yn`2

pfn`1,gn`1q

��

¨

˝

0 0
1Yn`1

0

˛

‚

// Yn ‘ Yn`1

pfn,gnq

��

¨

˝

0 0
1Yn 0

˛

‚

// Yn´1 ‘ Yn

pfn´1,gn´1q

��

// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // An`1
dn`1

// An
dn

// An´1
// ¨ ¨ ¨

Ως εκ τούτου

dn`1 ˝ pfn`1, gn`1q “ pfn, gnq ˝

ˆ

0 0
1Yn`1

0

˙

και κατ΄ επέκταση
dn`1 ˝ fn`1 “ gn

και
dn`1 ˝ gn`1 “ 0.

Θεωρούµε το ακόλουθο διάγραµµα

¨ ¨ ¨ // An`1 ‘An`2

p1An`1
,dn`2q

��

¨

˝

0 0
1An`1

0

˛

‚

// An ‘An`1

p1An ,dn`1q

��

¨

˝

0 0
1An 0

˛

‚

// An´1 ‘An

p1An´1
,dnq

��

// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // An`1
dn`1

// An
dn

// An´1
// ¨ ¨ ¨

(6.3)
Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι

¨ ¨ ¨ // An`1

dn`1 // An
dn // An´1

dn´1 // ¨ ¨ ¨

είναι ένα σύµπλοκο έπεται ότι dn ˝ dn`1 “ 0. Χρησιµοποιώντας την τελευταία ισότητα καθώς και
τις ιδιότητες των ταυτοτικών µορφισµών έπεται ότι :

dn ˝ p1An , dn`1q “ pdn ˝ 1An , dn ˝ dn`1q “ pdn, 0q “ p1An´1
, dnq ˝

ˆ

0 0
1An 0

˙
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΄Ετσι, το διάγραµµα (6.3) είναι µεταθετικό. Ως εκ τούτου η p1An , dn`1q : An ‘An`1 ÝÑ An είναι
ένας µορφισµός από το σύµπλοκο

¨ ¨ ¨ // An`1 ‘An`2

¨

˝

0 0
1An`1

0

˛

‚

// An ‘An`1

¨

˝

0 0
1An 0

˛

‚

// An´1 ‘An // ¨ ¨ ¨

στο σύµπλοκο

¨ ¨ ¨ // An`1

dn`1 // An
dn // An´1

// ¨ ¨ ¨

Κατόπιν ϑεωρούµε το διάγραµµα

¨ ¨ ¨ // Yn`1 ‘ Yn`2

¨

˝

fn`1 0
0 fn`2

˛

‚

��

¨

˝

0 0
1Yn`1

0

˛

‚

// Yn ‘ Yn`1

¨

˝

fn 0
0 fn`1

˛

‚

��

¨

˝

0 0
1Yn 0

˛

‚

// Yn´1 ‘ Yn

¨

˝

fn´1 0
0 fn

˛

‚

��

// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // An`1 ‘An`2¨

˝

0 0
1An`1 0

˛

‚

// An ‘An`1 ¨

˝

0 0
1An 0

˛

‚

// An´1 ‘An // ¨ ¨ ¨

(6.4)
Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των ταυτοτικών µορφισµών 1An : An ÝÑ An και 1Yn : Yn ÝÑ Yn
προκύπτει ότι

ˆ

0 0
1An 0

˙

˝

ˆ

fn 0
0 fn`1

˙

“

ˆ

0 0
fn 0

˙

“

ˆ

fn´1 0
0 fn

˙

˝

ˆ

0 0
1Yn 0

˙

΄Ετσι, το διάγραµµα (6.4) είναι µεταθετικό. Ως εκ τούτου η
ˆ

fn 0
0 fn`1

˙

: Yn ‘ Yn`1 ÝÑ An ‘

An`1 είναι ένας µορφισµός από το σύµπλοκο

¨ ¨ ¨ // Yn`1 ‘ Yn`2

¨

˝

0 0
1Yn`1

0

˛

‚

// Yn ‘ Yn`1

¨

˝

0 0
1Yn 0

˛

‚

// Yn´1 ‘ Yn // ¨ ¨ ¨

στο σύµπλοκο

¨ ¨ ¨ // An`1 ‘An`2

¨

˝

0 0
1An`1

0

˛

‚

// An ‘An`1

¨

˝

0 0
1An 0

˛

‚

// An´1 ‘An // ¨ ¨ ¨

Το διάγραµµα

p¨ ¨ ¨
//
An`1 ‘ An`2

˜

0 0
1An`1

0

¸

//
An ‘ An`1

ˆ

0 0
1An

0

˙

//
An´1 ‘ An ¨ ¨ ¨ q

p1An
,dn`1q //

p¨ ¨ ¨
//
An`1

dn`1 //
An

dn //
¨ ¨ ¨ q

p¨ ¨ ¨
//
Yn`1 ‘ Yn`2

` 0 0
1Yn`1

0
˘

//
Yn ‘ Yn`1 ˆ

0 0
1Yn

0

/̇/

` fn 0
0 fn`1

˘

gg

Yn´1 ‘ Yn
//

pfn,gnq
99

¨ ¨ ¨ q

είναι µεταθετικό καθώς

p1An , dn`1q ˝

ˆ

fn 0
0 fn`1

˙

“ p1An ˝ fn ` dn`1 ˝ 0, 1An ˝ 0` dn`1 ˝ fn`1q “ pfn, gnq
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Ως εκ τούτου ο µορφισµός p1An , dn`1q είναι µια δεξιά προσέγγιση του συµπλόκου

¨ ¨ ¨ // An`1

dn`1 // An
dn // An´1

// ¨ ¨ ¨

Ανάλογα, αποδεικνύεται ότι υπάρχει και µια αριστερή προσέγγιση. ΄Ετσι, η υποκατηγορία των συ-
σταλτών συµπλόκων X είναι συναρτητικά πεπερασµένη. Συνεπώς, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 6.1.5
η κατηγορία ChpCq των συµπλόκων υπεράνω µιας προσθετικής κατηγορίας C εφοδιάζεται µε µια
δοµή µοντέλο στην οποία οι ασθενείς ισοδυναµίες είναι οι οµοτοπικές ισοδυναµίες, οι νηµατώσεις
είναι οι X-epics µορφισµοί δηλαδή οι µορφισµοί συµπλόκων οι οποίοι όταν παραλείψουµε τα
διαφορικά είναι διασπώµενοι επιµορφισµοί και οι συννηµατώσεις είναι οι X-monics µορφισµοί
δηλαδή οι µορφισµοί συµπλόκων οι οποίοι όταν παραλείψουµε τα διαφορικά είναι διασπώµενοι
µονοµορφισµοί. Επιπλέον, σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του Θεωρήµατος 6.1.5 κάθε σύµπλοκο
είναι συνινώδες-ινώδες, και η οµοτοπική κατηγορία HopChpCqq είναι ισοδύναµη µε την κλασική
οµοτοπική κατηγορία KpCq των συµπλόκων υπεράνω της C. �

Παρατήρηση 6.3.12. ∆οθείσης µιας προσθετικής κατηγορίας C η κατηγορία των συµπλόκων
ChpCq υπεράνω µιας προσθετικής κατηγορίας C είναι µια κατηγορία Frobenius στην οποία οι
επιτρεπτοί µονοµορφισµοί είναι οι µορφισµοί συµπλόκων οι οποίοι όταν παραλείψουµε τα διαφο-
ϱικά είναι διασπώµενοι µονοµορφισµοί, οι επιτρεπτοί επιµορφισµοί είναι οι µορφισµοί συµπλόκων
οι οποίοι όταν παραλείψουµε τα διαφορικά είναι διασπώµενοι επιµορφισµοί και τα προβολικά-
ενέσιµα αντικείµενα είναι τα συσταλτά σύµπλοκα. Ως εκ τούτου σύµφωνα µε την παράγραφο 6.2
η κατηγορία ChpCq ως κατηγορία Frobenius εφοδιάζεται µε την δοµή κατηγορίας µοντέλο στην
οποία οι ασθενείς ισοδυναµίες είναι οι οµοτοπικές ισοδυναµίες, οι νηµατώσεις είναι οι επιτρεπτοί
επιµορφισµοί δηλαδή οι µορφισµοί συµπλόκων οι οποίοι όταν παραλείψουµε τα διαφορικά είναι
διασπώµενοι επιµορφισµοί και οι συννηµατώσεις είναι οι επιτρεπτοί µονοµορφισµοί δηλαδή οι
µορφισµοί συµπλόκων οι οποίοι όταν παραλείψουµε τα διαφορικά είναι διασπώµενοι µονοµορφι-
σµοί. Εάν επιπλέον η C έχει πεπερασµένα όρια και συνόρια η κατηγορία ChpCq είναι µια ευσταθής
κατηγορία µοντέλο, δηλαδή η οµοτοπική κατηγορία της είναι τριγωνισµένη.

6.4 Τοπολογικοί Χώροι

Στην παρούσα ενότητα κατασκευάζουµε τη «συνήθη» δοµή µοντέλου στην κατηγορία Top των
τοπολογικών χώρων και των συνεχών απεικονίσεων µεταξύ αυτών. Πρόκειται για τη δοµή µοντέλου
του Quillen. Στη συνέχεια αποδεικνύουµε ότι η κατηγορία Top εφοδιασµένη µε την εν λόγω δοµή
αποτελεί κατηγορία µοντέλο. Στην απόδειξη χρησιµοποιούµε στοιχεία από την Θεωρία Συνόλων
(διατακτικοί αριθµοί, υπερπεπερασµένες συνθέσεις) και τη Θεωρία Κατηγοριών (σχετικά κυτταρικά
συµπλέγµατα και ο ισχυρισµός του µικρού αντικειµένου) τα οποία αναλύονται στο Παράρτηµα Αʹ.

Ορισµός 6.4.1. Ας είναιX και Y δύο τοπολογικοί χώροι και f, g : X ÝÑ Y συνεχείς απεικονίσεις
µεταξύ αυτών. Μια οµοτοπία (homotopy) από τη συνεχή απεικόνιση f στη συνεχή απεικόνιση g
είναι µια συνεχής απεικόνιση H : X ˆ r0, 1s ÝÑ Y τέτοια ώστε

Hpx, 0q “ fpxq και Hpx, 1q “ gpxq,

για κάθε x P X. Εάν υπάρχει µια οµοτοπία από την f στην g, η f καλείται οµοτοπική (homotopic)
της g και συνήθως συµβολίζεται µε f w g.

Παρατήρηση 6.4.2. 1. ∆ιαισθητικά, ϑεωρούµε την οµοτοπία ως µια µονοπαραµετρική οικο-
γένεια συνεχών απεικονίσεων από τοX στο Y . Εάν ϕανταστούµε ότι η παράµετρος t αναπα-
ϱιστά τον χρόνο τότε η οµοτοπίαH αναπαριστά µια συνεχή «παραµόρφωση» της απεικόνισης
f στην απεικόνιση g καθώς το t πηγαίνει από το µηδέν στο ένα.
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2. Εάν συµβολίσουµε µε CpX,Y q το σύνολο των συνεχών απεικονίσεων από τον X στον Y η
σχέση οµοτοπίας που ορίστηκε παραπάνω είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο CpX,Y q.

Ορισµός 6.4.3. Ας είναι X ένας τοπολογικός χώρος και A ένας υπόχωρος του.

1. Ο υπόχωρος A καλείται retract του X εάν η απεικόνιση έγκλεισης i : A ÝÑ X έχει έναν
αριστερό αντίστροφο δηλαδή εάν υπάρχει συνεχής απεικόνιση r : X ÝÑ A τέτοια ώστε r ˝ i “
1A. Η απεικόνιση r καλείται retraction του X επί του A.

2. Ο υπόχωροςA καλείται ισχυρή συσταλτική παραµόρφωση (strong deformation retract)
του X εάν υπάρχει µια συνεχής απεικόνιση F : X ˆ r0, 1s ÝÑ X τέτοια ώστε

F px, 0q “ x για x P X,

F px, 1q P A για x P X,

F pa, tq “ a για a P A και t P r0, 1s.

Η απεικόνιση F καλείται ισχυρή συσταλτική παραµόρφωση (strong deformation retra-
ction).

Παρατήρηση 6.4.4. 1. ∆ιαισθητικά, ο χώρος A είναι µια ισχυρή συσταλτική παραµόρφωση
του χώρου X εάν ο X µπορεί να παραµορφωθεί σταδιακά στο A και κάθε σηµείο του A να
παραµένει σταθερό κατά την διάρκεια αυτής της παραµόρφωσης. Στο τέλος της παραµόρ-
ϕωσης έχουµε µια retraction του X επί του A η οποία στέλνει το x στο F px, 1q.

2. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον Ορισµό 6.4.3 συµπεραίνουµε ότι η ισχυρή συσταλτική παραµόρ-
ϕωση F είναι µια οµοτοπία µεταξύ της ταυτοτικής απεικόνισης 1X : X ÝÑ X του X και
ενός retract r : X ÝÑ A.

Ορισµός 6.4.5. Μια συνεχής απεικόνιση f : X ÝÑ Y καλείται οµοτοπική ισοδυναµία (homotopy
equivalence) εάν υπάρχει συνεχής απεικόνιση g : Y ÝÑ X τέτοια ώστε η συνεχής απεικόνιση
g ˝ f : X ÝÑ X να είναι οµοτοπική µε την ταυτοτική απεικόνιση 1X : X ÝÑ X τουX και η συνεχής
απεικόνιση f ˝ g : Y ÝÑ Y να είναι οµοτοπική µε την ταυτοτική απεικόνιση 1Y : Y ÝÑ Y του Y .
Στην περίπτωση αυτή η απεικόνιση g καλείται οµοτοπικός αντίστροφος (homotopy inverse) του
µορφισµού f .

Σχόλιο 6.4.6. 1. ∆οθείσης οποιασδήποτε συλλογής C τοπολογικών χώρων, η σχέση της οµο-
τοπικής ισοδυναµίας είναι µια σχέση ισοδυναµίας στη συλλογή C. ∆ύο τοπολογικοί χώροι
οι οποίοι είναι οµοτοπικά ισοδύναµοι λέµε ότι έχουν τον ίδιο οµοτοπικό τύπο (homotopy
type).

2. Η έννοια της οµοτοπικής ισοδυναµίας γενικεύει την έννοια της ισχυρής συσταλτικής παρα-
µόρφωσης. Εάν A είναι µια ισχυρή συσταλτική παραµόρφωση του X τότε ο A έχει τον ίδιο
οµοτοπικό τύπο µε τον X. Θεωρώντας ως i : A ÝÑ X την απεικόνιση έγκλεισης και ως
r : X ÝÑ A την retraction απεικόνιση, η σύνθεση r ˝ i : A ÝÑ A ισούται µε την ταυτοτική
απεικόνιση 1A : A ÝÑ A του A και η σύνθεση i˝r : X ÝÑ X είναι εξ΄ υποθέσεως οµοτοπική
µε την ταυτοτική απεικόνιση 1X : X ÝÑ X του X και στην πραγµατικότητα κάθε στοιχείο
του A παραµένει σταθερό µέσω της οµοτοπίας. Υπό την προϋπόθεση ότι δύο χώροι είναι
οµοτοπικά ισοδύναµοι αποδεικνύεται ότι έχουν ισόµορφες ϑεµελιώδεις οµάδες.

Ορισµός 6.4.7. Ας είναι X ένας τοπολογικός χώρος και x, y δύο σηµεία του X. ΄Ενα µονοπάτι
(path) στον X από το σηµείο x στο σηµείο y είναι µια συνεχής απεικόνιση f : r0, 1s ÝÑ X τέτοια
ώστε fp0q “ x και fp1q “ y. Ο χώρος X καλείται path συνεκτικός (path connected) εάν κάθε
Ϲεύγος στοιχείων του µπορεί να ενωθεί µε ένα µονοπάτι.



328 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ΚΑΤΗΓΟΡΙΩΝ ΜΟΝΤΕΛΑ

Παρατήρηση 6.4.8. ∆οθέντος ενός τοπολογικού χώρουX και δύο σηµείων του x και y, η ύπαρξη
ενός µονοπατιού από το x στο y ορίζει µια σχέση ισοδυναµίας στον τοπολογικό χώρο X ως εξής :

x v y εάν υπάρχει ένα µονοπάτι στον X απο το x στο y.

Οι κλάσεις ισοδυναµίας καλούνται συνεκτικές συνιστώσες (path components) του X.

Για κάθε n ě 1, συµβολίζουµε µε

Sn´1 “ tpx1, . . . , xnq P Rn | x2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` x

2
n “ 1u

Dn “ tpx1, . . . , xnq P Rn | x2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` x

2
n ď 1u

τη µοναδιαία σφαίρα και τον µοναδιαίο δίσκο στον Rn αντίστοιχα.

Ορισµός 6.4.9. Ας είναι X ένας τοπολογικός χώρος και x ένα σηµείο του. Εάν στην µοναδιαία
σφαίρα Sn επιλέξουµε ως σηµείο ϐάσης το σηµείο e0 “ p1, 0, . . . , 0q ϑα συµβολίζουµε µε πnpX,xq
το σύνολο των σηµειακών οµοτοπικών κλάσεων από το pSn, e0q στο pX,xq. Για κάθε n ě 1, το
σύνολο πnpX,xq εφοδιάζεται µε µια δοµή οµάδας και καλείται n-οστή οµάδα οµοτοπίας του X
(n-th homotopy group of X).

Παρατήρηση 6.4.10. 1. Για n “ 0 το σύνολο π0pX,xq είναι το σύνολο των συνεκτικών συνι-
στωσών του X.

2. Ας είναιX και Y δύο τοπολογικοί χώροι, x ένα σηµείο τουX και f : X ÝÑ Y µια συνεχής α-
πεικόνιση. Θα συµβολίζουµε µε πnpfq “ πnpf, xq την απεικόνιση πnpX,xq ÝÑ πnpY, fpxqq
η οποία ορίζεται ως εξής πnpf, xqprhsq “ rf ˝ hs.

3. Οι οµάδες οµοτοπίας είναι ανεξάρτητες της επιλογής του σηµείου ϐάσης.

4. Για n ě 1, ορίζεται ο συναρτητής n-οστής οµάδας οµοτοπίας (n-th homotopy group fu-
nctor) πn : Top˚ ÝÑ Grp από την κατηγορία Top˚ των σηµειακών τοπολογικών χώρων στην
κατηγορία Grp των οµάδων ο οποίος στέλνει έναν σηµειακό τοπολογικό χώρο pX,x0q στην
n-οστή οµάδα οµοτοπίας πnpX,x0q και µια συνεχή απεικόνιση f : pX,x0q ÝÑ pY, fpx0qq

η οποία διατηρεί το σηµείο ϐάσης στον οµοµορφισµό οµάδων πnpfq “ f˚ : πnpX,x0q ÝÑ

πnpY, fpx0qq ο οποίος ορίζεται ως f˚prgsq “ rf ˝ gs. Εύκολα αποδεικνύεται ότι η παραπάνω
αντιστοιχία ορίζει έναν συναλλοίωτο συναρτητή από την κατηγορία Top˚ των σηµειακών το-
πολογικών χώρων στην κατηγορία Grp των οµάδων, ο οποίος καλείται ο συναρτητής n-οστής
οµάδας οµοτοπίας. Για n ě 2, η n-οστή οµάδας οµοτοπίας πnpX,x0q είναι αβελιανή. ΄Ετσι,
στην περίπτωση αυτή ο συναρτητής n-οστής οµάδας οµοτοπίας ορίζεται από την κατηγορία
Top˚ των σηµειακών τοπολογικών χώρων στην κατηγορία Ab των αβελιανών οµάδων.

Ορισµός 6.4.11. ΄Ενας µορφισµός f : X ÝÑ Y καλείται ασθενής οµοτοπική ισοδυναµία
(weak homotopy equivalence) εάν για κάθε επιλογή του σηµείου της ϐάσης x P X η επαγόµενη
απεικόνιση πnpfq : πnpX,xq ÝÑ πnpY, fpxqq είναι ένας ισοµορφισµός των οµάδων οµοτοπίας και η
απεικόνιση π0pfq : π0pXq ÝÑ π0pY q είναι «1-1» και «επί».

Ορισµός 6.4.12. 1. Κάθε τοπολογικός χώρος οµοιοµορφικός µε τον Rn καλείται κύτταρο
(cell). Εάν X είναι ένας υπόχωρος ενός τοπολογικού χώρου Y τέτοιος ώστε να υπάρχει
ένα pushout διάγραµµα

Sn´1

��

// X

��
Dn // Y

για κάποιο n ě 0, ϑα λέµε ότι ο Y λαµβάνεται απο τον X µε την προσθήκη ενός
κυττάρου (Y is obtained from X by attaching a cell).
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2. Μια διαµέριση του τοπολογικού χώρου X σε υπόχωρους του οι οποίοι είναι κύτταρα καλείται
αποσύνθεση σε κύτταρα (cell decomposition).

3. ΄Ενα σχετικό κυτταρικό σύµπλεγµα (relative cell complex ) είναι µια έγκλειση i : X ÝÑ

Y ενός υποχώρου X στο Y τέτοια ώστε ο Y να µπορεί να κατασκευαστεί από τον X µέσω µιας
πιθανά άπειρης διαδικασίας προσθήκης κυττάρων.

4. ΄Ενας τοπολογικός χώρος X είναι ένα κυτταρικό σύµπλεγµα (cell complex) εάν ο µορφι-
σµός ∅ ÝÑ X είναι ένα σχετικό κυτταρικό σύµπλεγµα.

Παρατήρηση 6.4.13. 1. Είναι δυνατόν να κατασκευάσουµε ένα σχετικό κυτταρικό σύµπλεγ-
µα προσκολλώντας περισσότερα από ένα κύτταρα την ϕορά. Πιο συγκεκριµένα, δοθέντων
ενός χώρου X0, και για κάθε στοιχείο s ενός συνόλου S µιας απεικόνισης Spns´1q ÝÑ X0

µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα pushout διάγραµµα

š

sPS S
pns´1q

��

// X0

��
š

sPS D
ns // X1

Κατόπιν εκτελούµε µια παρόµοια κατασκευή µε το X1, στη συνέχεια µε το X2 κ.τ.λ . Επα-
ναλαµβάνουµε τη διαδικασία αυτή πιθανόν άπειρες ϕορές.

2. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον Ορισµό 6.4.12 συµπεραίνουµε ότι ένα σχετικό κυτταρικό σύ-
µπλεγµα είναι µια απεικόνιση η οποία µπορεί να κατασκευαστεί ως υπερπεπερασµένη σύν-
ϑεση των pushouts των εγκλείσεων του συνόρου ενός κυττάρου στο κύτταρο αυτό. Υπάρχουν
πολλές διαφορετικές πιθανές τέτοιες κατασκευές. Ωστόσο, όταν πρόκειται για έναν τοπολο-
γικό χώρο ο οποίος είναι ένα κυτταρικό σύµπλεγµα ή για έναν µορφισµό ο οποίος είναι
ένας σχετικό κυτταρικό σύµπλεγµα υποθέτουµε ότι έχουµε επιλέξει κάποια συγκεκριµένη
τέτοια κατασκευή. Επιπλέον, όπως είδαµε στο πρώτο σκέλος της παρούσας Παρατήρησης
µπορούµε να επιλέξουµε µια κατασκευή του µορφισµού ως υπερπεπερασµένη σύνθεση των
pushouts των συνγινοµένων των κυττάρων, δηλαδή ϑα ϑεωρούµε κατασκευές ως υπερπε-
περασµένες συνθέσεις στις οποίες περισσότερα από ένα κύτταρα ϑα προσκολλούνται την
ϕορά.

Ο ακόλουθος Ορισµός εισήχθη από τον J.H.C. Whitehead και περιγράφει πως τα κύτταρα
µπορούν «τοπολογικά» να προσκολληθούν µεταξύ τους.

Ορισµός 6.4.14. ΄Ενα Ϲευγάρι pX, Eq όπου X είναι ένας τοπολογικός χώρος Hausdorff και E
µια αποσύνθεση σε κύτταρα του X καλείται CW-σύµπλεγµα (CW-complex), αν ικανοποιούνται τα
ακόλουθα αξιώµατα :

1. (Characteristic Maps) Για κάθε κύτταρο e διαστάσεως n το οποίο ανήκει στην E υπάρχει µια
συνεχής απεικόνιση φe : Dn ÝÑ X τέτοια ώστε ο υπόχωρος φeppDnq˝q να είναι οµοιοµορφικός
µε το κύτταρο e και ο υπόχωρος φepSn´1q να είναι η ένωση κυττάρων διάστασης το πολύ n´1.

2. (Closure Finiteness) Το κάλυµµα ē κάθε κυττάρου e που ανήκει στην E τέµνει µόνο πεπε-
ϱασµένου πλήθους άλλα κύτταρα.

3. (Weak Topology) ΄Ενα υποσύνολο A του X είναι κλειστό αν και µόνο αν το σύνολο A
Ş

ē
είναι κλειστό.

Σχόλιο 6.4.15. Απλούστερα, µπορούµε να πούµε ότι ένα CW-σύµπλεγµα είναι ένας «καλός»
τοπολογικός χώρος ο οποίος µπορεί να κατασκευαστεί επαγωγικά µέσω µιας διαδικασίας προ-
σκολλήσεως n-διάστατων δίσκων Dn κατά µήκος των συνοριακών τους σφαιρών Sn´1.
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Παρατήρηση 6.4.16. 1. Τα Αξιώµατα 2. και 3. του Ορισµού 6.4.14 είναι απαραίτητα µόνο
στην περίπτωση που η κυτταρική αποσύνθεση E είναι άπειρη καθώς στην περίπτωση που
είναι πεπερασµένη ικανοποιούνται αυτόµατα.

2. Τα Αξιώµατα 2. και 3. του Ορισµού 6.4.14 είναι ανεξάρτητα το ένα του άλλου καθώς
υπάρχουν παραδείγµατα Ϲευγαριών pX, Eq µε X είναι ένας τοπολογικός χώρος Hausdorff
και E να είναι µια άπειρη αποσύνθεση σε κύτταρα του X τέτοια ώστε να ικανοποιείται το
Αξίωµα 1. του Ορισµού 6.4.14 και είτε το Αξίωµα 2. είτε το Αξίωµα 3.

3. Η χαρακτηριστική απεικόνιση για ένα 0-κύτταρο e υποσύνολο του X είναι απλώς η απεικό-
νιση η οποία στέλνει το µηδέν στον one-point space e.

Παράδειγµα 6.4.17. 1. Εφοδιάζουµε την Sn µε µια CW -δοµή διαµερίζοντας την επαγωγικά.
Υποθέτουµε ότι η Sn´1 διαµερίζεται. Τότε διαµερίζουµε το υπόλοιπο της Sn σε άνω και κάτω
ανοικτά ηµισφαίρια. Οι χαρακτηριστικές απεικονίσεις για αυτά τα δύο επιπλέον κύτταρα
µπορούν να ληφθούν να είναι οι προφανείς απεικονίσεις από τονDn στα κλειστά ηµισφαίρια
της Sn. Σε αυτή την CW -δοµή υπάρχουν δύο κύτταρα κάθε διάστασης µικρότερης ή ίσης
του n. Μια άλλη CW -δοµή µε την οποία εφοδιάζουµε την Sn δίνεται από την διαµέριση του
te1u όπου e1 είναι το πρώτο διάνυσµα της συνήθους ϐάσης του Rn`1 και από το Sn ´ te1u.
Ως χαρακτηριστική απεικόνιση για αυτό το µεγάλο κύτταρο µπορούµε να λάβουµε την
απεικόνιση πηλίκο Dn ÝÑ Sn η οποία ταυτίζει την Sn´1 µε το e1. Σε αυτή την CW -δοµή
υπάρχει ένα κύτταρο διάστασης µηδέν, ένα κύτταρο διάστασης n και κανένα άλλο.

2. Ορίζοντας ως S8 “
Ť

n S
n και εφοδιάζοντας την µε την τοπολογία :

F Ă S8 είναι κλειστό αν και µόνο αν F
č

Sn είναι κλειστό στηνSn,

για κάθε n ě 0, λαµβάνουµε µια CW -δοµή στην S8.

Σχόλιο 6.4.18. Κάθε CW -σύµπλεγµα είναι ένα κυτταρικό σύµπλεγµα. Ωστόσο, δεν είναι όλα
τα κυτταρικά συµπλέγµατα, CW -συµπλέγµατα καθώς η απεικόνιση προσκολλήσεως ενός κυττά-
ϱου σε ένα κυτταρικό σύµπλεγµα δεν είναι απαραίτητο να αναλύεται µέσω της ένωσης κυττάρων
µικρότερης διάστασης.

Ορισµός 6.4.19. Ας είναι f : X ÝÑ Y ένα σχετικό κυτταρικό σύµπλεγµα και e ένα κύτταρο του.
Μια λ-ακολουθία η οποία αποτελείται από pushouts συν-γινοµένων των στοιχείων του I

X0
// X1 . . . // Xβ

// . . . pβ ă λq

τέτοια ώστε η σύνθεση X0 ÝÑ lim
ÝÑβăλ

Xβ να είναι ισόµορφη µε την f καλείται παράσταση
(presentation) της f . Η διατακτική παράσταση (presentation ordinal) του e είναι ο πρώτος
διατακτικός β τέτοιος ώστε το e να ανήκει στο Xβ.

Ορισµός 6.4.20. Ας είναιX ένα CW-σύµπλεγµα. ΄Ενα υποσύµπλεγµα (sub-complex) A τουX
είναι η ένωση κυττάρων e στο X τέτοια ώστε e Ă A να συνεπάγεται ότι ē Ă A.

Παρατήρηση 6.4.21. 1. Η ένωση (αντίστοιχα τοµή) υποσυµπλεγµάτων είναι ένα υποσύµπλεγ-
µα.

2. Κάθε κύτταρο e του X περιέχεται σε ένα πεπερασµένο υποσύµπλεγµα.

3. ΄Ενα υποσύµπλεγµα A του X είναι ένα CW-σύµπλεγµα του οποίου οι χαρακτηριστικές
απεικονίσεις είναι οι δοθείσες χαρακτηριστικές απεικονίσεις για εκείνα τα κύτταρα του X
τα οποία ϐρίσκονται στο A.



6.4. ΤΟΠΟΛΟΓΙΚΟΙ ΧΩΡΟΙ 331

4. Εάν f : X ÝÑ Y είναι ένα σχετικό κυτταρικό σύµπλεγµα τότε ένα συµπαγές υποσύνολο του
Y µπορεί να τέµνει τα εσωτερικά µόνο πεπερασµένου πλήθους κυττάρων του Y zX.

Παράδειγµα 6.4.22. Εφοδιάζοντας την Sn µε την πρώτη δοµή που αναφέραµε στο πρώτο σκέλος
του Παραδείγµατος 6.4.17, η Sn´1 είναι ένα υποσύµπλεγµα της Sn και η Sn µε την σειρά της
ένα υποσύµπλεγµα της S8.

Πρόταση 6.4.23. Κάθε κύτταρο ενός σχετικού κυτταρικού συµπλέγµατος περιέχεται σε ένα πεπε-
ϱασµένο υποσύµπλεγµα ενός σχετικού κυτταρικού συµπλέγµατος.

Απόδειξη. Επιλέγουµε µια παράσταση ενός σχετικού κυτταρικού συµπλέγµατος X ÝÑ Y . Η
απόδειξη ϑα γίνει µε χρήση υπερπεπερασµένης επαγωγής ως προς την διατακτική παράσταση του
κυττάρου. Τα αρχικά κύτταρα τα οποία προσκολλούνται είναι το καθένα σε ένα υποσύµπλεγµα µε
ένα µόνο κελί. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι η διατακτική παράσταση κάθε κυττάρου είναι ένας επό-
µενος διατακτικός αρκεί να υποθέσουµε ότι το αποτέλεσµα ισχύει για κάθε διατακτική παράσταση
των κυττάρων µέχρι κάποιο διατακτικό β. Θα αποδείξουµε ότι ισχύει για την διατακτική παρά-
σταση του επόµενου του β. Η εικόνα της απεικόνισης προσκολλήσεως οποιασδήποτε διατακτικής
παράστασης του επόµενου του β είναι συµπαγής. Ως εκ τούτου σύµφωνα µε το τέταρτο σκέλος της
Παρατήρησης 6.4.21 τέµνει τα εσωτερικά µόνο πεπερασµένα πολλών κυττάρων. Σύµφωνα µε την
επαγωγική υπόθεση καθένα από αυτά τα κύτταρα περιέχεται σε ένα πεπερασµένο υποσύµπλεγµα.
Η ένωση αυτών των πεπερασµένων υποσυµπλεγµάτων και αυτό το καινούργιο κύτταρο είναι ένα
πεπερασµένο υποσύµπλεγµα το οποίο περιέχει το καινούργιο κύτταρο. �

΄Αµεση συνέπεια της Πρότασης 6.4.23 είναι η ακόλουθη Πρόταση.

Πρόταση 6.4.24. ΄Ενα συµπαγές υποσύνολο ενός σχετικού κυτταρικού συµπλέγµατος περιέχεται
σε ένα πεπερασµένο υποσύµπλεγµα ενός σχετικού κυτταρικού συµπλέγµατος.

Απόδειξη. Ας είναιW ένα συµπαγές υποσύνολο ενός σχετικού κυτταρικού συµπλέγµατος i : X ÝÑ

Y . Τότε σύµφωνα µε το τέταρτο σκέλος της Παρατήρησης 6.4.21 το συµπαγές υποσύνολο W του
Y τέµνει εσωτερικά µόνο πεπερασµένο πλήθος κυττάρων του Y zX. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την
Πρόταση 6.4.23 καθένα από αυτά τα κύτταρα ενός σχετικού κυτταρικού συµπλέγµατος περιέχε-
ται σε ένα πεπερασµένο υποσύµπλεγµα. Η ένωση αυτών των πεπερασµένων υποσυµπλεγµάτων η
οποία αποτελεί πεπερασµένο υποσύµπλεγµα περιέχει το συµπαγές υποσύνολο W . �

Συµβολίζουµε µε I το σύνολο των απεικονίσεων

I “ tSn´1 ÝÑ Dn | n ě 0u

το οποίο καλείται σύνολο παραγουσών συννηµατώσεων (set of generating cofibrations) και
µε J το σύνολο των απεικονίσεων

J “ tDn ˆ t0u ÝÑ Dn ˆ I | n ě 0u

το οποίο καλείται σύνολο παραγουσών τετριµµένων συννηµατώσεων (set of generating tri-
vial cofibrations).

Ορισµός 6.4.25. 1. Εάν X είναι ένας υπόχωρος ενός τοπολογικού χώρου Y τέτοιος ώστε να
υπάρχει ένα pushout διάγραµµα

Dn ˆ t0u

��

// X

��
Dn ˆ I // Y

για κάποιο n ě 0, ϑα λέµε ότι ο Y λαµβάνεται από τον X µε την προσθήκη ενός J-
κυττάρου (Y is obtained from X by attaching a J-cell).
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2. ΄Ενα σχετικό J-κυτταρικό σύµπλεγµα (relative J-cell complex ) είναι µια έγκλειση
i : X ÝÑ Y ενός υποχώρου X στο Y τέτοια ώστε ο Y να µπορεί να κατασκευαστεί από τον X
µέσω µιας πιθανά άπειρης διαδικασίας προσθήκης J -κυττάρων.

Σχόλιο 6.4.26. Κάθε στοιχείο του J είναι ένα σχετικό κυτταρικό σύµπλεγµα µε δύο κύτταρα. Εάν
ο τοπολογικός χώρος Y λαµβάνεται από τον τοπολογικό χώρο Y µε την προσθήκη ενός J-κυττάρου
τότε ο µορφισµός X ÝÑ Y είναι ένα σχετικό κυτταρικό σύµπλεγµα στο οποίο προστίθεται ένα
µόνο n-κύτταρο και στη συνέχεια ένα µόνο pn` 1q-κύτταρο για κάποιο n ě 0.

Παρατήρηση 6.4.27. Ανάλογα µε τα σχετικά κυτταρικά συµπλέγµατα είναι δυνατόν να κατα-
σκευάσουµε ένα σχετικό J-κυτταρικό σύµπλεγµα προσκολλώντας περισσότερα από ένα J-κύτταρα
τη ϕορά. Πιο συγκεκριµένα, δοθέντων ενός χώρου X0, και για κάθε στοιχείο s ενός συνόλου S
µιας απεικόνισης Dns ˆ t0u ÝÑ X0 µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα pushout διάγραµµα

š

sPS D
ns ˆ t0u

��

// X0

��
š

sPS D
ns ˆ I // X1.

Κατόπιν εκτελούµε µια παρόµοια κατασκευή µε το X1, στη συνέχεια µε το X2 κ.τ.λ . Επαναλαµ-
ϐάνουµε τη διαδικασία αυτή πιθανόν άπειρες ϕορές.

Λήµµα 6.4.28. Ας είναι S ένα σύνολο και f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός. Εάν για κάθε στοιχείο s
του συνόλου S έχουµε έναν µορφισµόAs ÝÑ Bs ο οποίος έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης
ως προς τον f , τότε το συνγινόµενο

š

sPS As ÝÑ
š

sPS Bs έχει εξίσου την ιδιότητα της αριστερής
ανύψωσης ως προς τον f .

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι για κάθε στοιχείο s του συνόλου S ο µορφισµός As ÝÑ Bs έχει την
ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς τον µορφισµό f . Τότε, για κάθε s P S υπάρχει µια
ανύψωση hs : Bs ÝÑ X στο ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

As

��

// X

f

��
Bs

hs

>>

// Y.

Θεωρούµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα
š

sPS As

��

// X

f

��
š

sPS Bs
// Y.

Εφόσον hs : Bs ÝÑ X είναι µια ανύψωση για καθένα Bs τότε
ř

sPS hs :
š

sPS Bs ÝÑ X εί-
ναι εξίσου µια ανύψωση στο τελευταίο µεταθετικό διάγραµµα. Ως εκ τούτου, το συνγινόµενο
š

sPS As ÝÑ
š

sPS Bs έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς τον f . �

Πρόταση 6.4.29. Εάν ένας µορφισµός έχει την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως προς κάθε στοι-
χείο του I τότε έχει εξίσου την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως προς όλα τα σχετικά κυτταρικά
συµπλέγµατα και τα retracts τους.
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Απόδειξη. Σύµφωνα µε την Παρατήρηση 6.4.13 δοθέντων ενός χώρου Xn, και για κάθε στοιχείο
s ενός συνόλου S µιας απεικόνισης Spns´1q ÝÑ Xn µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα pushout
διάγραµµα

š

sPS S
pns´1q

��

// Xn

��
š

sPS D
ns // Xn`1.

Επαναλαµβάνοντας την κατασκευή αυτή πιθανόν άπειρες ϕορές λαµβάνουµε ένα σχετικό κυττα-
ϱικό σύµπλεγµα. Ας είναι f : Z ÝÑ W ένας µορφισµός ο οποίος έχει την ιδιότητα της δεξιάς
ανύψωσης ως προς κάθε στοιχείο του I “ tSn´1 ÝÑ Dn | n ě 0u. ∆οθέντος ενός συνό-
λου S και για κάθε s P S οι µορφισµοί Sns´1 ÝÑ Dns έχουν την ιδιότητα της αριστερής
ανύψωσης ως προς τον µορφισµό f : Z ÝÑ W . Τότε σύµφωνα µε το Λήµµα 6.4.28 το συνγι-
νόµενο τους

š

sPS S
ns´1 ÝÑ

š

sPS D
ns έχει εξίσου την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως

προς τον µορφισµό f : Z ÝÑ W . Ο µορφισµός Xn ÝÑ Xn`1 είναι pushout του µορφισµού
š

sPS S
ns´1 ÝÑ

š

sPS D
ns κατά µήκος του µορφισµού

š

sPS S
ns´1 ÝÑ Xn και ο µορφισµός

š

sPS S
ns´1 ÝÑ

š

sPS D
ns έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς τον µορφισµό

f : Z ÝÑW . Τότε σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του Λήµµατος 3.1.16 ο µορφισµόςXn ÝÑ Xn`1

έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς τον µορφισµό f : Z ÝÑ W . ΄Ετσι, έχουµε µια
ακολουθία µορφισµών X0

// X1
// X2

// ¨ ¨ ¨ τέτοια ώστε ο µορφισµός Xn ÝÑ Xn`1

έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς τον µορφισµό f : Z ÝÑ W για όλα τα n ě 0.
Τότε σύµφωνα µε την Πρόταση Αʹ.0.65 ο µορφισµός X0 ÝÑ lim

ÝÑně0
Xn ο οποίος από τον τρό-

πο που κατασκευάστηκε είναι ένα σχετικό κυτταρικό σύµπλεγµα έχει την ιδιότητα της αριστερής
ανύψωσης ως προς τον µορφισµό f : Z ÝÑ W . Ως εκ τούτου ο µορφισµός f : Z ÝÑ W έχει
την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως προς το σχετικό κυτταρικό σύµπλεγµα X0 ÝÑ lim

ÝÑně0
Xn

και κατ΄ επέκταση ως προς όλα τα σχετικά κυτταρικά συµπλέγµατα. Για να ολοκληρώσουµε την
απόδειξη µας αποµένει να δείξουµε ότι ο µορφισµός f : Z ÝÑ W έχει την ιδιότητα της δεξιάς
ανύψωσης ως προς τα retracts των σχετικών κυτταρικών συµπλεγµάτων. Ας είναι g : E ÝÑ D
ένα retract του σχετικού κυτταρικού συµπλέγµατος X0 ÝÑ lim

ÝÑně0
Xn. Από το πρώτο σκέλος

της παρούσας Πρότασης το σχετικό κυτταρικό σύµπλεγµα X0 ÝÑ lim
ÝÑně0

Xn έχει την ιδιότητα
της αριστερής ανύψωσης ως προς τον µορφισµό f : Z ÝÑ W . ΄Ετσι, σύµφωνα µε το πρώτο σκέ-
λος της Πρότασης 3.1.15 έπεται ότι ο µορφισµός g : E ÝÑ D έχει την ιδιότητα της αριστερής
ανύψωσης ως προς τον µορφισµό f : Z ÝÑ W . Ως εκ τούτου ο µορφισµός f : Z ÝÑ W έχει
την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως προς το retract g : E ÝÑ D του σχετικού κυτταρικού συ-
µπλέγµατος X0 ÝÑ lim

ÝÑně0
Xn και κατ΄ επέκταση ως προς κάθε retract ενός σχετικού κυτταρικού

συµπλέγµατος. �

Ορισµός 6.4.30. ΄Ενας µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι µια νηµάτωση του Serre (Serre fibration)
αν και µόνο αν έχει την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως προς κάθε απεικόνιση του συνόλου
J “ tDn ˆ t0u ÝÑ Dn ˆ I | n ě 0u.

Ορισµός 6.4.31. ΄Ενας µορφισµός f : X ÝÑ Y στην κατηγορία Top των τοπολογικών χώρων
είναι :

• µια ασθενής ισοδυναµία εάν για κάθε επιλογή του σηµείου της ϐάσης x P X η επαγόµενη α-
πεικόνιση πnpfq : πnpX,xq ÝÑ πnpY, fpxqq είναι ένας ισοµορφισµός των οµοτοπικών οµάδων
και η απεικόνιση π0pfq : π0pXq ÝÑ π0pY q είναι «1-1» και «επί».

• µια συννηµάτωση εάν είναι σχετικό κυτταρικό σύµπλεγµα ή ένα retract ενός σχετικού κυτ-
ταρικού συµπλέγµατος.

• µια νηµάτωση εάν είναι νηµάτωση του Serre.
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Πρόταση 6.4.32. Κάθε νηµάτωση έχει την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως προς όλα τα σχετικά
J -κυτταρικά συµπλέγµατα και τα retracts τους.

Απόδειξη. Ας είναι f : X ÝÑ Y µια νηµάτωση. Τότε εξ΄ ορισµού η f είναι µια νηµάτωση του Serre
και ως εκ τούτου έχει την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως προς κάθε απεικόνιση του συνόλου
J “ tDn ˆ t0u ÝÑ Dn ˆ I | n ě 0u. Σύµφωνα µε την Παρατήρηση 6.4.27 δοθέντων ενός χώρου
Xn, και για κάθε στοιχείο s ενός συνόλου S µιας απεικόνισης Dns ˆ t0u ÝÑ Xn µπορούµε να
κατασκευάσουµε ένα pushout διάγραµµα

š

sPS D
ns ˆ t0u

��

// Xn

��
š

sPS D
ns ˆ I // Xn`1.

Επαναλαµβάνοντας την κατασκευή αυτή πιθανόν άπειρες ϕορές λαµβάνουµε ένα σχετικό J-
κυτταρικό σύµπλεγµα. ∆οθέντος ενός συνόλου S και για κάθε s P S οι µορφισµοί Dns ˆ t0u ÝÑ
Dns ˆ I έχουν την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς τον µορφισµό f : X ÝÑ Y . Τότε
σύµφωνα µε το Λήµµα 6.4.28 το συνγινόµενο τους

š

sPS D
ns ˆ t0u ÝÑ

š

sPS D
ns ˆ I έχει ε-

ξίσου την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς τον µορφισµό f : X ÝÑ Y . Ο µορφισµός
Xn ÝÑ Xn`1 είναι pushout του µορφισµού

š

sPS D
ns ˆ t0u ÝÑ

š

sPS D
ns ˆ I κατά µήκος

του µορφισµού
š

sPS D
ns ˆ t0u ÝÑ Xn και ο µορφισµός

š

sPS D
ns ˆ t0u ÝÑ

š

sPS D
ns ˆ I

έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς τον µορφισµό f : X ÝÑ Y . Τότε σύµφωνα
µε το πρώτο σκέλος του Λήµµατος 3.1.16 ο µορφισµός Xn ÝÑ Xn`1 έχει την ιδιότητα της αρι-
στερής ανύψωσης ως προς τον µορφισµό f : X ÝÑ Y . ΄Ετσι, έχουµε µια ακολουθία µορφισµών
X0

// X1
// X2

// . . . τέτοια ώστε ο µορφισµός Xn ÝÑ Xn`1 έχει την ιδιότητα της
αριστερής ανύψωσης ως προς τον µορφισµό f : X ÝÑ Y για όλα τα n ě 0. Τότε σύµφωνα µε την
Πρόταση Αʹ.0.65 ο µορφισµός X0 ÝÑ lim

ÝÑně0
Xn ο οποίος από τον τρόπο που κατασκευάστηκε

είναι ένα σχετικό J-κυτταρικό σύµπλεγµα έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς τον
µορφισµό f : X ÝÑ Y . Ως εκ τούτου ο µορφισµός f : X ÝÑ Y έχει την ιδιότητα της δεξιάς ανύ-
ψωσης ως προς το σχετικό J-κυτταρικό σύµπλεγµα X0 ÝÑ lim

ÝÑně0
Xn και κατ΄ επέκταση ως προς

όλα τα σχετικά J-κυτταρικά συµπλέγµατα. Για να ολοκληρώσουµε την απόδειξη µας αποµένει να
δείξουµε ότι ο µορφισµός f : X ÝÑ Y έχει την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως προς τα retracts
των σχετικών J-κυτταρικών συµπλεγµάτων. Ας είναι g : E ÝÑ D ένα retract του σχετικού J-
κυτταρικού συµπλέγµατος X0 ÝÑ lim

ÝÑně0
Xn. Από το πρώτο σκέλος της παρούσας Πρότασης το

σχετικό J-κυτταρικό σύµπλεγµα X0 ÝÑ lim
ÝÑně0

Xn έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως
προς τον µορφισµό f : X ÝÑ Y . ΄Ετσι, σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος της Πρότασης 3.1.15 έπεται
ότι ο µορφισµός g : E ÝÑ D έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς τον µορφισµό
f : X ÝÑ Y . Ως εκ τούτου ο µορφισµός f : X ÝÑ Y έχει την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως
προς το retract g : E ÝÑ D του σχετικού J-κυτταρικού συµπλέγµατος X0 ÝÑ lim

ÝÑně0
Xn και

κατ΄ επέκταση ως προς κάθε retract ενός σχετικού J-κυτταρικού συµπλέγµατος. �

Παρατήρηση 6.4.33. Εάν f : X ÝÑ Y είναι µια τετριµµένη νηµάτωση τότε υπάρχει µια ανύψω-
ση στο ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

ϑDn

i

��

h1 // X

f

��
Dn

h

==

g
// Y

για κάθε n ě 0.
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Ευθύς αµέσως κατασκευάζουµε δύο συναρτητικές παραγοντοποιήσεις των µορφισµών οι οποί-
ες ϑα χρησιµοποιηθούν κατόπιν στην απόδειξη του Αξιώµατος pMC5q.

Πρόταση 6.4.34. 1. Υπάρχει µια συναρτητική παραγοντοποίηση κάθε µορφισµού f : X ÝÑ Y
ως f “ p ˝ i όπου ο µορφισµός i : X ÝÑ W είναι ένα σχετικό κυτταρικό σύµπλεγµα και ο
µορφισµός p : W ÝÑ Y είναι I-ενέσιµος.

2. Υπάρχει µια συναρτητική παραγοντοποίηση κάθε µορφισµού f : X ÝÑ Y ως f “ q ˝ j
όπου ο µορφισµός j : X ÝÑ W είναι ένα σχετικό J -κυτταρικό σύµπλεγµα και ο µορφισµός
q : W ÝÑ Y είναι J -ενέσιµος.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [17, Proposition 4.1, 4.9]. �

Παρατήρηση 6.4.35. Οι παραπάνω συναρτητικές παραγοντοποιήσεις αποτελούν παραδείγµατα
του ισχυρισµού του µικρού αντικειµένου (ϐλέπε Αʹ.0.83).

Θεώρηµα 6.4.36. Η κατηγορία Top των τοπολογικών χώρων είναι µια κατηγορία µοντέλο εφοδια-
σµένη µε µια δοµή στην οποία :

1. οι ασθενείς ισοδυναµίες είναι οι ασθενείς οµοτοπικές ισοδυναµίες,

2. οι νηµατώσεις είναι οι νηµατώσεις του Serre,

3. οι συννηµατώσεις είναι τα σχετικά κυτταρικά συµπλέγµατα ή τα retracts των σχετικών κυττα-
ϱικών συµπλέγµατων.

Απόδειξη. Ας είναι f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην κατηγορία Top των τοπολογικών χώρων.
Ορίζουµε τον µορφισµό f να είναι :

• µια ασθενής ισοδυναµία εάν είναι ασθενής οµοτοπική ισοδυναµία.

• µια συννηµάτωση εάν είναι σχετικό κυτταρικό σύµπλεγµα ή ένα retract ενός σχετικού κυτ-
ταρικού συµπλέγµατος.

• µια νηµάτωση εάν είναι νηµάτωση του Serre.

Θα αποδείξουµε ότι πληρούνται τα Αξιώµατα pMC1q´ pMC5q του Ορισµού 3.1.5 για τη δοµή που
µόλις ορίσαµε.

pMC1q (Limit Axiom) Ας είναι I µια µικρή κατηγορία καιX : I ÝÑ Top ένας συναρτητής. Το όριο
lim
ÐÝ
pXq του X είναι το όριο στην κατηγορία Set των συνόλων εφοδιασµένο µε την τοπολογία

του υποχώρου και το συνόριο lim
ÝÑ
pXq τουX είναι το συνόριο στην κατηγορία Set των συνόλων

εφοδιασµένο µε την τοπολογία πηλίκο. Αναλυτικότερα, ας είναι I µια µικρή κατηγορία και
X : I ÝÑ Set, i ÝÑ Xi ένας συναρτητής. Συµβολίζουµε µε I το σύνολο αντικειµένων της
κατηγορίας I. Το όριο στην κατηγορία Set των συνόλων περιγράφεται ως εξής :

lim
ÐÝ
I
pXq “

#

pxiqiPI P
ź

iPI

Xi | @ µορφισµό φ : i ÝÑ i1 στην I, Xpφqpxiq “ xi1

+

Εάν pXiq είναι µια οικογένεια τοπολογικών χώρων, το καρτεσιανό γινόµενο
ś

iPI Xi ε-
ϕοδιάζεται µε την τοπολογία γινόµενο. Πρόκειται για την ασθενέστερη τοπολογία (δηλα-
δή την τοπολογία µε τα λιγότερα ανοικτά σύνολα) για την οποία οι κανονικές προβολές
πi :

ś

iPI Xi ÝÑ Xi είναι συνεχείς απεικονίσεις. ∆οθέντων ανοικτών συνόλων Ui, µια
ϐάση για την τοπολογία γινόµενο δίνεται από τα γινόµενα

ś

iPI Ui των ανοικτών συνό-
λων Ui Ď Xi µε Ui “ Xi εκτός από έναν πεπερασµένο αριθµό δεικτών. Το υποσύνολο
lim
ÐÝIpXq του τοπολογικού χώρου

ś

iPI Xi το οποίο ορίσθηκε παραπάνω εφοδιασµένο µε
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την τοπολογία του υποχώρου δηλαδή την ασθενέστερη τοπολογία για την οποία η έγκλειση
i : limIpXq ÝÑ

ś

iPI Xi είναι συνεχής, αποτελεί το όριο στην κατηγορία Top των τοπολογι-
κών χώρων. Αντίστοιχα, το συνόριο στην κατηγορία Set των συνόλων είναι το πηλίκο

lim
ÝÑ
I
pXq “

ğ

iPI

Xi{ v

όπου
Ů

iPI Xi είναι η ξένη ένωση των συνόλωνXi και «v» είναι η σχέση ισοδυναµίας η οποία
παράγεται ϑέτοντας :

xi v xi1 εάν xi P Xi, xi1 P Xi1 και Xpφqpxiq “ xi1 για κάποιο µορφισµό φ : i ÝÑ i1.

Το συνόριο lim
ÝÑIpXq “

Ů

iPI Xi{ v εφοδιασµένο µε την τοπολογία πηλίκο η οποία ορίζεται
ως εξής : ΄Ενα υποσύνολο U του lim

ÝÑ
pXq είναι ανοικτό αν και µόνο αν το σύνολο fi´1

pUq
είναι ανοικτό στον χώρο Xpiq για κάθε i P I όπου fi : Xpiq ÝÑ lim

ÝÑ
pXq είναι οι κανονικοί

µορφισµοί ως προς το συνόριο, αποτελεί το συνόριο στην κατηγορία Top των τοπολογικών
χώρων.

pMC2q (Two out of three Axiom) Ας είναι f : X ÝÑ Y και g : Y ÝÑ Z µορφισµοί στην Top τέτοιοι
ώστε να ορίζεται η σύνθεση g ˝ f : X ÝÑ Z.

– Υποθέτουµε ότι οι µορφισµοί f : X ÝÑ Y και g : Y ÝÑ Z είναι ασθενείς ισοδυναµίες.
Τότε για οποιαδήποτε επιλογή σηµείων ϐάσης x P X και fpxq P Y αντίστοιχα, οι
επαγόµενες απεικονίσεις

πnpfq : πnpX,xq ÝÑ πnpY, fpxqq

και
πnpgq : πnpY, fpxqq ÝÑ πnpZ, gpfpxqqq

είναι ισοµορφισµοί των οµοτοπικών οµάδων και οι απεικονίσεις

π0pfq : π0pXq ÝÑ π0pY q

και
π0pgq : π0pY q ÝÑ π0pZq

είναι «1-1» και «επί» απεικονίσεις µεταξύ συνόλων. Τότε για κάθε επιλογή σηµείου
ϐάσης x P X η απεικόνιση

πnpg ˝ fq “ πnpgq ˝ πnpfq : πnpX,xq ÝÑ πnpZ, gpfpxqqq

είναι ένας ισοµορφισµός των οµοτοπικών οµάδων ως σύνθεση ισοµορφισµών και η
απεικόνιση

π0pg ˝ fq “ π0pgq ˝ π0pfq : π0pXq ÝÑ π0pZq

είναι µια «1-1» και «επί» απεικόνιση µεταξύ συνόλων ως σύνθεση «1-1» και «επί» απει-
κονίσεων µεταξύ συνόλων. Ως εκ τούτου ο µορφισµός g˝f : X ÝÑ Z είναι µια ασθενής
ισοδυναµία.

– Υποθέτουµε ότι οι µορφισµοί g : Y ÝÑ Z και g ˝ f : X ÝÑ Z είναι ασθενείς ισοδυνα-
µίες. Τότε για οποιαδήποτε επιλογή σηµείων ϐάσης fpxq P Y και x P X αντίστοιχα, οι
επαγόµενες απεικονίσεις

πnpgq : πnpY, fpxqq ÝÑ πnpZ, gpfpxqqq

και
πnpg ˝ fq “ πnpgq ˝ πnpfq : πnpX,xq ÝÑ πnpZ, pg ˝ fqpxqq
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είναι ισοµορφισµοί των οµοτοπικών οµάδων και οι απεικονίσεις

π0pgq : π0pY q ÝÑ π0pZq

και
π0pg ˝ fq “ π0pgq ˝ π0pfq : π0pXq ÝÑ π0pZq

είναι «1-1» και «επί» απεικονίσεις µεταξύ συνόλων. Ως εκ τούτου υπάρχει ο αντίστροφος

πnpgq
´1 : πnpZ, gpfpxqqq ÝÑ πnpY, fpxqq

ο οποίος είναι ισοµορφισµός µεταξύ οµοτοπικών οµάδων και η αντίστροφη

π0pgq
´1 : π0pZq ÝÑ π0pY q

η οποία είναι «1-1» και «επί» απεικόνιση µεταξύ συνόλων. ΄Ετσι, για κάθε επιλογή
σηµείου ϐάσης x P X η απεικόνιση

πnpfq “ πnpgq
´1 ˝ πnpg ˝ fq : πnpX,xq ÝÑ πnpY, fpxqq

είναι εξίσου ένας ισοµορφισµός µεταξύ οµοτοπικών οµάδων ως σύνθεση ισοµορφισµών
και η απεικόνιση

π0pfq “ π0pgq
´1 ˝ π0pg ˝ fq : π0pXq ÝÑ π0pY q

είναι «1-1» και «επί» ως σύνθεση «1-1» και «επί» απεικονίσεων µεταξύ συνόλων. Ως εκ
τούτου ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι µια ασθενής ισοδυναµία.

– Υποθέτουµε ότι οι µορφισµοί f : X ÝÑ Y και g ˝ f : X ÝÑ Z είναι ασθενείς ισοδυνα-
µίες. Τότε η απεικόνιση π0pfq : π0pXq ÝÑ π0pY q είναι µια «1-1» και «επί» απεικόνιση
µεταξύ συνόλων. Στην περίπτωση αυτή δοθέντος ενός σηµείου y P Y ίσως δεν είναι
στην εικόνα του f . Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι η απεικόνιση π0pfq είναι ένας «1-1» και
«επί» υπάρχει ένα σηµείο x του X και ένα µονοπάτι α : r0, 1s ÝÑ Y από το fpxq στο
y. Τότε αp0q “ fpxq και αp1q “ y. ∆οθέντος του µορφισµού g : Y ÝÑ Z λαµβάνουµε
τους επαγόµενους οµοµορφισµούς

πnpg, yq : πnpY, yq ÝÑ πnpZ, gpyqq, rγs ÝÑ rg ˝ γs

και
πnpg, fpxqq : πnpY, fpxqq ÝÑ πnpZ, gpfpxqqq, rγs ÝÑ rg ˝ γs

Εφόσον Y είναι ένας τοπολογικός και y, fpxq είναι στοιχεία του Y τότε υπάρχει ένας
ισοµορφισµός

α˚ : πnpY, yq ÝÑ πnpY, fpxqq, rγs ÝÑ rα ˝ γ ˝ α´1s.

Επιπλέον το µονοπάτι g ˝ α : r0, 1s ÝÑ Z από το gpyq στο gpfpxqq επάγει έναν ισοµορ-
ϕισµό

pg ˝ αq˚ : πnpZ, gpyqq ÝÑ πnpZ, gpfpxqqq

ο οποίος ορίζεται όπως ο α˚. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τους ορισµούς των παραπάνω
απεικονίσεων προκύπτει ότι το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό

πnpY, yq

πnpg,yq

��

α˚ // πnpY, fpxqq

πnpg,fpxqq

��
πnpZ, gpyqq

pg˝αq˚

// πnpZ, gpfpxqq
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Ως εκ τούτου pg ˝αq˚ ˝πnpg, yq “ πnpg, fpxqq ˝α˚. Εφόσον οι µορφισµοί f : X ÝÑ Y
και g ˝ f : X ÝÑ Z είναι ασθενείς ισοδυναµίες τότε για οποιαδήποτε επιλογή σηµείου
ϐάσης x P X, οι επαγόµενες απεικονίσεις

πnpf, xq : πnpX,xq ÝÑ πnpY, fpxqq

και
πnpg ˝ f, xq : πnpX,xq ÝÑ πnpZ, gpfpxqqq

είναι ισοµορφισµοί των οµοτοπικών οµάδων. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την ισότητα πnpg ˝
f, xq “ πnpg, fpxqq ˝ πnpf, xq έπεται ότι η απεικόνιση πnpg, fpxqq είναι εξίσου ένας
ισοµορφισµός. ΄Ετσι, από την ισότητα pg ˝αq˚ ˝πnpg, yq “ πnpg, fpxqq˝α˚ έπεται ότι η
απεικόνιση πnpg, yq : πnpY, yq ÝÑ πnpZ, gpyqq είναι ένας ισοµορφισµός. Ως εκ τούτου
ο µορφισµός g : Y ÝÑ Z είναι µια ασθενής ισοδυναµία.

pMC3q (Retract Axiom) Ας είναι f : X ÝÑ Y και g : Z ÝÑ W µορφισµοί στην Top τέτοιοι ώστε ο
µορφισµός f να είναι retract του µορφισµού g.

– Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός g : Z ÝÑW είναι µια ασθενής ισοδυναµία. Λαµβάνοντας
υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός f είναι retract του µορφισµού g προκύπτει το ακόλουθο
µεταθετικό διάγραµµα

X

f

��

α // Z

g

��

β // X

f

��
Y

γ // W
δ // Y

στο οποίο β ˝ α “ 1X και δ ˝ γ “ 1Y . Από τη µεταθετικότητα του διαγράµµατος
λαµβάνουµε τις ισότητες

γ ˝ f “ g ˝ α, (6.5)

δ ˝ g “ f ˝ β (6.6)

και
f ˝ β ˝ α “ δ ˝ γ ˝ f. (6.7)

Εφαρµόζοντας τον συναρτητή πn στις παραπάνω ισότητες καθώς και στις ισότητες

β ˝ α “ 1X (6.8)

και
δ ˝ γ “ 1Y (6.9)

προκύπτει
πnpγ, fpxqq ˝ πnpf, xq “ πnpg, αpxqq ˝ πnpα, xq,

πnpδ, γpfpxqq “ gpαpxqqq ˝ πnpg, αpxqq “ πnpf, βpαpxqq “ xq ˝ πnpβ, αpxqq,

πnpf, x “ βpαpxqqq ˝πnpβ, αpxqq ˝πnpα, xq “ πnpδ, γpfpxqq “ gpαpxqqq ˝πnpγ, fpxqq˝

˝πnpf, xq,

πnpβ, αpxqq ˝ πnpα, xq “ 1πnpX,xq

και
πnpδ, γpfpxqq “ gpαpxqqq ˝ πnpγ, fpxqq “ 1πnpY,fpxqq
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Ως εκ τούτου προκύπτει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

πnpX,xq

πnpf,xq

��

πnpα,xq // πnpZ,αpxqq

πnpg,αpxqq

��

πnpβ,αpxqq // πnpX,xq

πnpf,βpαpxqq“xq

��
πnpY, fpxqq

πnpγ,fpxqq// πnpW,γpfpxqq “ gpαpxqqq
πnpδ,γpfpxqq“gpαpxqqq// πnpY, fpxqq

µε fpxq “ fpβpαpxqqq “ δpγpfpxqqq “ δpgpαpxqqq και x “ βpαpxqq στο οποίο
πnpδ, γpfpxqq “ gpαpxqqq ˝ πnpγ, fpxqq “ 1πnpY,fpxqq και πnpβ, αpxqq ˝ πnpα, xq “
1πnpX,xq. Ως εκ τούτου η απεικόνιση πnpf, xq είναι retract της απεικόνισης πnpg, αpxqq.
Εφόσον ο µορφισµός g : Z ÝÑ W είναι µια ασθενής ισοδυναµία για κάθε επιλο-
γή σηµείου ϐάσης αpxq P Z η επαγόµενη απεικόνιση πnpg, αpxqq : πnpZ,αpxqq ÝÑ
πnpW,γpfpxqq “ gpαpxqqq είναι ένας ισοµορφισµός των οµοτοπικών οµάδων. ΄Ετσι,
σύµφωνα µε το Λήµµα 3.1.2 η απεικόνιση πnpf, xq : πnpX,xq ÝÑ πnpY, fpxqq είναι
εξίσου ισοµορφισµός των οµοτοπικών οµάδων. Ως εκ τούτου ο µορφισµός f είναι µια
ασθενής ισοδυναµία. Για n “ 0 λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός g : Z ÝÑ W
είναι µια ασθενής ισοδυναµία η επαγόµενη απεικόνιση π0pgq : π0pZq ÝÑ π0pW q είναι
µια «1-1» και «επί» απεικόνιση µεταξύ συνόλων. Εφαρµόζοντας τον συναρτητή π0 στις
ισότητες (6.5), (6.6), (6.7), (6.8) και (6.9) και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις ιδιότητες που
τον διέπουν ως συναρτητή προκύπτουν οι ακόλουθες ισότητες

π0pγq ˝ π0pfq “ π0pgq ˝ π0pαq, (6.10)

π0pδq ˝ π0pgq “ π0pfq ˝ π0pβq (6.11)

π0pfq ˝ π0pβq ˝ π0pαq “ π0pδq ˝ π0pγq ˝ π0pfq (6.12)

π0pβq ˝ π0pαq “ 1π0pXq (6.13)

και
π0pδq ˝ π0pγq “ 1π0pY q. (6.14)

Ως εκ τούτου λαµβάνουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

π0pXq

π0pfq

��

π0pαq // π0pZq

π0pgq

��

π0pβq // π0pXq

π0pfq

��
π0pY q

π0pγq // π0pW q
π0pδq // π0pY q

στο οποίο π0pβq ˝ π0pαq “ 1π0pXq και π0pδq ˝ π0pγq “ 1π0pY q. ΄Ετσι, η απεικόνιση
π0pfq είναι retract της «1-1» και «επί» απεικόνισης µεταξύ συνόλων π0pgq και κατ΄
επέκταση σύµφωνα µε το Λήµµα 3.1.2 µια «1-1» και «επί» µεταξύ συνόλων. Συνεπώς,
ο µορφισµός f είναι µια ασθενής ισοδυναµία στην κατηγορία Top.

– Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός g : Z ÝÑW είναι µια συννηµάτωση. Τότε ο µορφισµός g
ένα retract ενός σχετικού κυτταρικού συµπλέγµατος. ΄Ετσι, ο µορφισµός f ως retract
ενός retract ενός σχετικού κυτταρικού συµπλέγµατος είναι εξίσου ένα retract ενός
σχετικού κυτταρικού συµπλέγµατος και κατ΄ επέκταση µια συννηµάτωση.
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– Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός g : Z ÝÑ W είναι µια νηµάτωση. Τότε ο µορφισµός
g είναι µια νηµάτωση του Serre. Ως εκ τούτου ο µορφισµός g έχει την ιδιότητα της
δεξιάς ανύψωσης ως προς κάθε απεικόνιση του συνόλου J “ tDn ˆ t0u ÝÑ Dn ˆ

I | n ě 0u των παραγουσών τετριµµένων συννηµατώσεων. ΄Ετσι, σύµφωνα µε το δεύτερο
σκέλος της Πρότασης 3.1.15 ο µορφισµός f ως retract του µορφισµού g έχει εξίσου την
ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως προς κάθε στοιχείο του συνόλου J “ tDn ˆ t0u ÝÑ
Dn ˆ I | n ě 0u των παραγουσών τετριµµένων συννηµατώσεων. Ως εκ τούτου ο
µορφισµός f είναι νηµάτωση του Serre και κατ΄ επέκταση νηµάτωση.

pMC4q (Lifting Axiom) ∆οθέντος ενός µεταθετικού διαγράµµατος στην κατηγορία Top:

A

i

��

f // X

p

��
B

g
// Y

paq Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός i : A ÝÑ B είναι συννηµάτωση και ο µορφισµός p : X ÝÑ

Y είναι τετριµµένη νηµάτωση. Ο µορφισµός p ως τετριµµένη νηµάτωση σύµφωνα µε
την Παρατήρηση 6.4.33 έχει την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως προς κάθε στοιχείο
του I “ tSn´1 ÝÑ Dn | n ě 0u. Τότε σύµφωνα µε την Πρόταση 6.4.29 ο µορφισµός
p : X ÝÑ Y έχει την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως προς όλα τα σχετικά κυτταρικά
συµπλέγµατα και τα retracts τους και κατ΄ επέκταση ως προς την συννηµάτωση i. ΄Ετσι,
υπάρχει µια ανύψωση h : B ÝÑ X στο παραπάνω µεταθετικό διάγραµµα.

pbq Υποθέτουµε ότι ο µορφισµός i : A ÝÑ B είναι τετριµµένη συννηµάτωση και ο µορφι-
σµός p : X ÝÑ Y είναι νηµάτωση. Χρησιµοποιώντας τον ισχυρισµό του µικρού αντι-
κειµένου παραγοντοποιούµε τον µορφισµό i ως i “ t˝s όπου ο µορφισµός s : A ÝÑW
είναι ένα σχετικό J-κυτταρικό σύµπλεγµα και ο µορφισµός t : W ÝÑ B είναι µια νη-
µάτωση. Σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος του Αξιώµατος pMC5q που ϑα αποδείξουµε
στην συνέχεια ο µορφισµός s είναι µια τετριµµένη συννηµάτωση και ο µορφισµός t εί-
ναι µια νηµάτωση. Οι µορφισµοί i και s ως τετριµµένες συννηµατώσεις είναι ασθενείς
ισοδυναµίες. Ως εκ τούτου από την ισότητα i “ t ˝ s σύµφωνα µε το Αξίωµα pMC2q
έπεται ότι ο µορφισµός t είναι εξίσου µια ασθενής ισοδυναµία. ΄Ετσι, ο µορφισµός t
είναι µια τετριµµένη νηµάτωση. Ο µορφισµός i ως τετριµµένη συννηµάτωση είναι συν-
νηµάτωση. Τότε σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος του παρόντος Αξιώµατος ο µορφισµός
i έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς τον µορφισµό t. Ως εκ τούτου
λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την ισότητα i “ t ˝ s από το πρώτο σκέλος του Λήµµατος 3.1.14
το οποίο ισχύει και για µια τυχαία κατηγορία έπεται ότι ο µορφισµός i είναι retract
του σχετικού J-κυτταρικού συµπλέγµατος s. Ο µορφισµός p ως νηµάτωση σύµφωνα
µε την Πρόταση 6.4.32 έχει την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως προς όλα τα σχετικά
J-κυτταρικά συµπλέγµατα και τα retracts τους. ΄Ετσι, ο µορφισµός p έχει την ιδιότητα
της δεξιάς ανύψωσης και ως προς το σχετικό J-κυτταρικό σύµπλεγµα i. Ως εκ τούτου
υπάρχει µια ανύψωση h : B ÝÑ X στο παραπάνω µεταθετικό διάγραµµα.

pMC5q (Factorization Axiom) Ας είναι f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην κατηγορία Top.

paq Ο µορφισµός f : X ÝÑ Y σύµφωνα µε τον ισχυρισµό του µικρού αντικειµένου µπορεί
να παραγοντοποιηθεί ως f “ p ˝ i όπου ο µορφισµός i : X ÝÑ W είναι ένα σχετικό
κυτταρικό σύµπλεγµα και ο µορφισµός p : W ÝÑ Y είναι I-ενέσιµος δηλαδή έχει την
ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως προς οποιοδήποτε απεικόνιση στο I. Λαµβάνοντας
υπ΄ όψιν ότι οι συννηµατώσεις έχουν οριστεί να είναι τα σχετικά κυτταρικά συµπλέγ-
µατα και τα retracts αυτών ο µορφισµός i είναι µια συννηµάτωση. Σύµφωνα µε το
Σχόλιο 6.4.26 κάθε απεικόνιση του συνόλου J “ tDnˆt0u ÝÑ Dnˆ I | n ě 0u είναι



6.4. ΤΟΠΟΛΟΓΙΚΟΙ ΧΩΡΟΙ 341

ένα σχετικό κυτταρικό σύµπλεγµα. Εφόσον ο µορφισµός p έχει την ιδιότητα της δεξιάς
ανύψωσης ως προς οποιαδήποτε απεικόνιση στο I από την Πρόταση 6.4.29 έπεται ότι
έχει εξίσου την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως προς όλα τα σχετικά κυτταρικά συ-
µπλέγµατα και τα retract αυτών. Ως εκ τούτου ο µορφισµός p έχει την ιδιότητα της
δεξιάς ανύψωσης ως προς κάθε απεικόνιση του συνόλου J . ΄Ετσι, ο µορφισµός p είναι
νηµάτωση του Serre και κατ΄ επέκταση νηµάτωση. Μας αποµένει για να ολοκληρώσου-
µε την απόδειξη να δείξουµε ότι ο p είναι εξίσου ασθενής ισοδυναµία. Λαµβάνοντας υπ΄
όψιν ότι ο µορφισµός p έχει την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως προς τον µορφισµό
∅ ÝÑ D0 υπάρχει µια ανύψωση h : D0 ÝÑW στο ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

∅

��

// W

p

��
D0

h

>>

// Y

.

΄Ετσι, ο µορφισµός p είναι «επί». Ως εκ τούτου κάθε συνεκτική συνιστώσα του Y είναι
στην εικόνα µιας συνεκτικής συνιστώσας του W . ΄Ετσι, τα X και Y είναι εξίσου κενά
είτε εξίσου µη κενά. Θα αποδείξουµε ότι κάθε απεικόνιση των οµοτοπικών οµάδων ή
των συνόλων πnppq : πnpW q ÝÑ πnpY q, n ě 0 για κάθε επιλογή σηµείου της ϐάσης του
W είναι «1-1». Σηµειώνουµε ότι κάθε στοιχείο του πυρήνα δηµιουργεί ένα µεταθετικό
διάγραµµα

Sn

��

// W

p

��
Dn`1

==

// Y

.

Η ύπαρξη της ανύψωσης στο τελευταίο µεταθετικό διάγραµµα υποδηλώνει ότι το εν
λόγω στοιχείο του πυρήνα είναι το µηδενικό στοιχείο του πnpW q. Εάν n “ 0 ισχύει για
κάθε επιλογή σηµείου της ϐάσης και ως εκ τούτου η απεικόνιση π0ppq : π0pW q ÝÑ
π0pY q είναι ένας µονοµορφισµός. Κατόπιν ϑα αποδείξουµε ότι κάθε απεικόνιση µεταξύ
των οµοτοπικών οµάδων πn`1ppq : πn`1pW q ÝÑ πn`1pY q για n ě 0 είναι «επί» σε κάθε
σηµείο ϐάσης του W . Κάθε σηµείο του πn`1Y δηµιουργεί ένα µεταθετικό διάγραµµα

Sn

��

// W

p

��
Dn`1

==

// Y

στο οποίο η απεικόνιση Sn ÝÑ W είναι η σταθερή απεικόνιση. Η ύπαρξη της ανύ-
ψωσης Dn`1 ÝÑ W αποδεικνύει ότι το επιλεγµένο στοιχείο πn`1Y είναι στην εικόνα
του πn`1W . Συνοψίζοντας ένας µορφισµός f : X ÝÑ Y µπορεί να παραγοντοποιηθεί
ως f “ p ˝ i όπου ο µορφισµός i : X ÝÑ W είναι µια συννηµάτωση και ο µορφισµός
p : W ÝÑ Y είναι µια τετριµµένη νηµάτωση.

pbq Ο µορφισµός f : X ÝÑ Y σύµφωνα µε τον ισχυρισµό του µικρού αντικειµένου µπορεί
να παραγοντοποιηθεί ως f “ p ˝ i όπου ο µορφισµός i : X ÝÑ W είναι ένα σχετικό
J-κυτταρικό σύµπλεγµα και ο µορφισµός p : W ÝÑ Y είναι J-ενέσιµος δηλαδή έχει
την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως προς οποιαδήποτε απεικόνιση στο σύνολο J . Ως
εκ τούτου ο µορφισµός p : W ÝÑ Y είναι µια νηµάτωση του Serre και κατ΄ επέκταση
νηµάτωση. Ο µορφισµός i : X ÝÑ W ως σχετικό J-κυτταρικό σύµπλεγµα σύµφωνα
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µε την Πρόταση Αʹ.0.80 είναι µια J-συννηµάτωση. Ως εκ τούτου από την Πρόταση
Αʹ.0.86 έπεται ότι ο µορφισµός i : X ÝÑ W είναι retract ενός σχετικού J-κυτταρικού
συµπλέγµατος και κατ΄ επέκταση µια συννηµάτωση. Μας αποµένει να αποδείξουµε ότι
ο µορφισµός i : X ÝÑW είναι εξίσου µια ασθενής ισοδυναµία. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν
ότι η έγκλειση Dn ˆ t0u ÝÑ Dn ˆ I είναι η έγκλειση µιας ισχυρής συσταλτικής πα-
ϱαµόρφωσης κάθε µορφισµός Wk ÝÑ Wk`1 στην κατασκευή της παραγοντοποίησης
είναι εξίσου έγκλειση µιας ισχυρής συσταλτικής παραµόρφωσης και κατ΄ επέκταση µια
ασθενής ισοδυναµία. ΄Ετσι, για κάθε n ě 0 η ακολουθία

πnW0
// πnW1

// πnW1
// πnW2

// . . .

είναι µια ακολουθία ισοµορφισµών. Εφόσον Sn και Dn`1 είναι συµπαγή σύµφωνα µε
την Πρόταση 6.4.23 κάθε απεικόνιση από την Sn ή τον Dn`1 στο W αναλύεται µέσω
τωνWk για κάποιο k ě 0. Ως εκ τούτου η απεικόνιση lim

ÝÑk
pπnWkq ÝÑ πnW είναι ένας

ισοµορφισµός. ΄Ετσι, η απεικόνιση πnX ÝÑ πnW είναι εξίσου ένας ισοµορφισµός και
ο µορφισµός i είναι µια ασθενής ισοδυναµία. Συνοψίζοντας ένας µορφισµός f : X ÝÑ

Y µπορεί να παραγοντοποιηθεί ως f “ p ˝ i όπου ο µορφισµός i : X ÝÑ W είναι µια
τετριµµένη συννηµάτωση και ο µορφισµός p : W ÝÑ Y είναι µια νηµάτωση. �

Παρατήρηση 6.4.37. Με την δοµή κατηγορίας µοντέλο της Top η οποία κατασκευάσθηκε στο
Θεώρηµα 6.4.36, κάθε αντικείµενο της Top είναι ινώδες και κάθε CW-σύµπλεγµα είναι συνινώδες.



Παράρτηµα Αʹ

Στοιχεία Θεωρίας Συνόλων και ο
Ισχυρισµός του Μικρού
Αντικειµένου

Στο παρόν παράρτηµα, αναφέρουµε εν συντοµία ορισµένες ϐασικές γνώσεις από τη Θεωρία συνό-
λων και διατυπώνουµε τον ισχυρισµό του µικρού αντικειµένου. Ο ισχυρισµός του µικρού αντικει-
µένου χρησιµοποιείται στην απόδειξη ότι η κατηγορία των τοπολογικών χώρων εφοδιάσµένη µε
την Quillen δοµή µοντέλου αποτελεί κατηγορία µοντέλο.

Αʹ.0.1 ∆ιατακτικοί Αριθµοί, Πληθικοί Αριθµοί και Υπερπεπερασµένες συν-
ϑέσεις

Στην παρούσα υποενότητα υπενθυµίζουµε ορισµένα ϐασικά στοιχεία της Θεωρίας συνόλων. Πιο
συγκεκριµένα, αναφερόµαστε στους διατακτικούς και πληθικούς αριθµούς και στις ιδιότητες που
τους διέπουν. Κατόπιν µε χρήση των διατακτικών αριθµών ορίζουµε την έννοια της υπερπεπερα-
σµένης σύνθεσης.

Ορισµός Αʹ.0.38. Ας είναι X ένα σύνολο και ď µια διµελής σχέση στο X.

1. Η διµελής σχέση ď καλείται µερική διάταξη (partial order) εάν είναι :

(αʹ) (ανακλαστική): x ď x,

(ϐʹ) (αντισυµµετρική): x ď y και y ď x τότε x “ y,

(γʹ) (µεταβατική): x ď y και y ď z τότε x ď z, @x, y, z P X.

΄Ενα σύνολο X εφοδιασµένο µε µια µερική διάταξη ď καλείται µερικά διατεταγµένο
(partially ordered). Εάν S είναι ένα υποσύνολο ενός µερικά διατεταγµένου συνόλου X,
τότε λέµε ότι το S έχει την επαγόµενη διάταξη µε x ď y στο S όπως ακριβώς αυτή η σχέση
πληρούται στο X .

2. Μια µερική διάταξη ď στο X τέτοια ώστε @x, y P X να ισχύει είτε x ď y είτε y ď x καλείται
ολική διάταξη (total order). ΄Ενα σύνολο εφοδιασµένο µε µια ολική διάταξη καλείται ολικά
διατεταγµένο (totally ordered).

3. ΄Ενα στοιχείο x ενός µερικά διατεταγµένου συνόλου X καλείται ελαχιστικό (minimal) εάν
x ď y, @y P X. Μια ολική διάταξη ď στο X µε την ιδιότητα κάθε µη κενό υποσύνολο S του
X εφοδιασµένο µε την επαγόµενη διάταξη να έχει ελαχιστικό στοιχείο καλείται καλή διάταξη
(well order). ΄Ενα σύνολο εφοδιασµένο µε µια καλή διάταξη καλείται καλά διάτεταγµένο
(well ordered).

343
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Ορισµός Αʹ.0.39. ∆ύο καλά διατεταγµένα σύνολα X και Y καλούνται ισόµορφα (isomorphic)
και συµβολίζονται µε X – Y εάν υπάρχει µια «1-1» και «επί» αντιστοιχία f : X ÝÑ Y η οποία
διατηρεί τη διάταξη, δηλαδή εάν x1 ď x2 στο X τότε fpx1q ď fpx2q στο Y .

Ορισµός Αʹ.0.40. Ας είναι X ένα καλά διατεταγµένο σύνολο. ΄Ενα υποσύνολο S του X λέγεται
τµήµα (segment) του X εάν όταν y ă x και x P S τότε και y P S.

Παρατήρηση Αʹ.0.41. 1. Η ένωση (αντίστοιχα τοµή) οποιασδήποτε συλλογής από τµήµατα
ενός καλά διατεταγµένου συνόλου X είναι εξίσου τµήµα του X.

2. Εάν S και T είναι τµήµατα του X τότε είτε S Ă T είτε T Ă S.

3. Το X είναι τµήµα του X.

Ορισµός Αʹ.0.42. Εάν S ‰ X και ένα στοιχείο x P X είναι ελαχιστικό στοιχείο του X ´ S, τότε
Sx “ ty P X | y ă xu είναι ένα τµήµα του X και αναφέρεται ως αρχικό τµήµα (initial segment).

Σχόλιο Αʹ.0.43. Το σύνολο των αρχικών τµηµάτων του X εφοδιασµένο µε την έγκλειση είναι ένα
καλά διατεταγµένο σύνολο το οποίο είναι ισόµορφο µε το X. ΄Ετσι εάν S0 Ą S1 Ą S2 Ą . . . είναι
τµήµατα του X, τότε για κάποιο n0 ě 0, Sn “ Sn0

, @ n ě n0

Ευθύς αµέσως εισάγουµε την έννοια του διατακτικού αριθµού.
Ας είναιX ένα καλά διατεταγµένο σύνολο το οποίο διαθέτει «αρκετά στοιχεία». Στην περίπτωση

αυτή το X έχει πρώτο στοιχείο, δεύτερο στοιχείο, τρίτο στοιχείο κ.τ.λ. Οι διατακτικοί αριθµοί
µπορούν να ορισθούν ως αριθµοί οι οποίοι αντιπροσωπεύουν τη ϑέση ενός στοιχείου σε ένα καλά
διατεταγµένο σύνολο. Το γεγονός αυτό γίνεται καλύτερα αντιληπτό µε την ϐοήθεια του ακόλουθου
παραδείγµατος.

Παράδειγµα Αʹ.0.44. Ορίζοντας τους ακέραιους αριθµούς ως σύνολα ως εξής

0 “ H

1 “ t0u

2 “ t0, 1u

3 “ t0, 1, 2u

. . . . . .

n “ t0, 1, 2, . . . n´ 1u

η διάταξη :
0 Ř t0u Ř t0, 1u Ř t0, 1, 2u ¨ ¨ ¨ Ř t0, 1, . . . n´ 1u

χρησιµοποιείται για να ορίσει τη συνήθη διάταξη :

0 ă 1 ă 2 ă ¨ ¨ ¨ ă n ă ¨ ¨ ¨

του συνόλου N0 των ϕυσικών αριθµών. Το σύνολο n µε την εν λόγω διάταξη είναι καλά διατεταγ-
µένο για n “ 0, 1, 2, . . . . Θεωρούµε το σύνολο n. Ας είναι

S0 “ tx P n | x ă 0u “ H “ 0

S1 “ tx P n | x ă 1u “ t0u “ 1

S2 “ tx P n | x ă 2u “ t0, 1u “ 2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Sn´1 “ tx P n | x ă n´ 1u “ t0, 1, ¨ ¨ ¨n´ 2u “ n´ 1.

Τότε το n είναι ένα καλά διατεταγµένο σύνολο τέτοιο ώστε k “ Sk, @ k P n.
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Ορισµός Αʹ.0.45. ΄Ενα καλά διατεταγµένο σύνολο α καλείται διατακτικός αριθµός (ordinal
number) εάν x “ Sx ,@x P α. Εάν X είναι ένα καλά διατεταγµένο σύνολο τέτοιο ώστε να είναι
ισόµορφο µε το α λέµε ότι το X έχει διατακτικό αριθµό a και το συµβολίζουµε µε OrdX “ α.

Παρατήρηση Αʹ.0.46. 1. Εάν α είναι ένας διατακτικός αριθµός και β P α τότε ο β είναι εξίσου
ένας διατακτικός αριθµός.

2. Κάθε καλά διατεταγµένο σύνολο έχει µοναδικό διατακτικό αριθµό.

3. Η ένωση ενός συνόλου διατακτικών είναι ένας διατακτικός και αυτό είναι το ελάχιστο άνω
ϕράγµα για το σύνολο.

4. Εάν OrdX “ a και X είναι πεπερασµένο σύνολο τότε το a είναι πεπερασµένος διατακτικός
αριθµός. Αντίστοιχα, εάν το X είναι ένα άπειρο σύνολο τότε το a είναι άπειρος διατακτικός
αριθµός.

5. Εάν α είναι ένας διατακτικός αριθµός τότε η σχέση του υποσυνόλου «Ă» είναι µια σχέση
καλής διάταξης στο α.

Παράδειγµα Αʹ.0.47. Στο Παράδειγµα Αʹ.0.44 καθένα από τα σύνολα n είναι διατακτικός αριθ-
µός. Επιπλέον, εάν το N0 είναι εφοδιασµένο µε τη συνήθη διάταξη τότε OrdN0 “ ω.

Η κλάση των διατακτικών αριθµών έχει την ιδιότητα της τριχοτοµίας όπως υποδηλώνει η ακό-
λουθη Πρόταση.

Πρόταση Αʹ.0.48. Ας είναι α και β δύο διατακτικοί αριθµοί. Οι αριθµοί α και β ικανοποιούν µια
και µόνο µια από τις ακόλουθες σχέσεις :

1. α ă β,

2. α “ β,

3. α ą β.

Κατόπιν µελετάµε την έννοια του πληθαρίθµου. Οι πληθάριθµοι αποτελούν γενίκευση των ϕυ-
σικών αριθµών και χρησιµοποιούνται για να µετρήσουµε το µέγεθος των συνόλων. Η πληθικότητα
όπως ϑα δούµε εκφράζεται µε την ϐοήθεια των «1-1» απεικονίσεων. ΄Ετσι, δύο σύνολα X και Y
έχουν τον ίδιο αριθµό στοιχείων εάν υπάρχει µια «1-1» αντιστοιχία µεταξύ των στοιχείων τους χωρίς
να ληφθεί υπ΄ όψιν η διάταξη στο X και στο Y . Στην περίπτωση των πεπερασµένων συνόλων, αυτό
συµφωνεί µε την διαισθητική έννοια του µεγέθους. Ωστόσο, στην περίπτωση των άπειρων συνόλων
η κατάσταση είναι πιο περίπλοκη.

Ορισµός Αʹ.0.49. Ας είναι X ένα σύνολο. Ο µικρότερος διατακτικός για τον οποίο υπάρχει µια
«1-1» αντιστοιχία µε το σύνολο καλείται πληθικότητα (cardinality) ή πληθάριθµος (cardinal)
του X και συµβολίζεται µε cardpXq. ΄Ενας διατακτικός αριθµός µεγαλύτερης πληθικότητας από
οποιοδήποτε µικρότερο διατακτικό καλείται πληθάριθµος (cardinal).

Παρατήρηση Αʹ.0.50. Κάθε σύνολο έχει έναν µοναδικό πληθάριθµο.

Το ακόλουθο παράδειγµα υποδηλώνει ότι υπάρχουν εξίσου πεπερασµένοι και άπειροι πληθά-
ϱιθµοι.

Παράδειγµα Αʹ.0.51. 1. Θέτουµε
0 “ cardpHq

1 “ cardpt0uq
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2 “ cardpt0, 1uq

3 “ cardpt0, 1, 2uq

. . . . . .

n “ cardpt0, 1, 2, . . . n´ 1uq

Τότε, για κάθε σύνολο X P cardpt0, 1, 2, . . . , n´ 1uq έχουµε cardpXq “ n.

2. Οι ακόλουθοι αριθµοί είναι αντίστοιχα ο πρώτος, ο δεύτερος, ο τρίτος,..., ο κ-οστός άπειρος
πληθάριθµος

ℵ0 “ cardpN0q

ℵ1 “ cardp℘pN0qq

ℵ2 “ cardp℘p℘pN0qqq

. . . . . .

ℵn “ cardp℘kpN0qq,

όπου ℘k προκύπτει εάν συνθέσουµε το ℘ µε τον εαυτό του k-ϕορές.

. . . . . .

Τότε, για κάθε σύνολο X P cardp℘kpN0qq έχουµε cardpXq “ ℵk .

Σχόλιο Αʹ.0.52. Εάν cardpXq “ n τότε λέµε ότι το X έχει πεπερασµένο πληθάριθµο n.

Ανάλογα µε τους διατακτικούς αριθµούς οι πληθάριθµοι ικανοποιούν την ιδιότητα της τριχο-
τοµίας όπως υποδηλώνει η ακόλουθη Πρόταση.

Πρόταση Αʹ.0.53. Ας είναι α και β δύο πληθάριθµοι. Οι αριθµοί α και β ικανοποιούν µια και µόνο
µια από τις ακόλουθες σχέσεις :

1. α ă β,

2. α “ β,

3. α ą β

Σχόλιο Αʹ.0.54. Η κλάση των πληθαρίθµων είναι µια αλυσίδα

0 ă 1 ă 2 ă 3 ă ¨ ¨ ¨ ă ℵ0 ă ℵ1 ă ℵ2 ă . . .

Η πρόσθεση, ο πολλαπλασιασµός πληθαρίθµων καθώς και η ύψωση σε εκθέτη ενός πληθαρίθ-
µου ορίζεται ως εξής :

Ορισµός Αʹ.0.55. Ας είναι X και Y σύνολα.

1. Εάν a “ cardpXq και b “ cardpY q, τότε a` b “ c όπου c “ cardppX ˆ t1uq
Ť

pY ˆ t2uqq.

2. Εάν a “ cardpXq και b “ cardpY q, τότε ab “ c όπου c “ cardpX ˆ Y q.

3. Εάν a “ cardpXq και b “ cardpY q, τότε ab “ c όπου c “ cardpXY q.

Πρόταση Αʹ.0.56. Στην κλάση Card των πληθαρίθµων ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Εάν a και b είναι πληθάριθµοι και ο a είναι άπειρος, τότε a` b “ maxta, bu.
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2. Εάν a και b είναι πληθάριθµοι, ο a είναι άπειρος και b ‰ 0, τότε ab “ maxta, bu.

3. Εάν a και b είναι πληθάριθµοί, ο b είναι άπειρος και 2 ď a ď 2b, τότε ab “ 2b.

4. Εάν a είναι ένας άπειρος πληθάριθµός και b “ aa, τότε ba “ b.

Απόδειξη. 1. Ας είναι a και b πληθάριθµοι µε a να είναι άπειρος. Υποθέτουµε ότι a ď b. Τότε,
b ď a` b ď b` b “ 2b ď bb “ b.

2. Ας είναι a και b πληθάριθµοι µε a να είναι άπειρος. Υποθέτουµε ότι 0 ă a ă b. Τότε,
b ď ab ď bb “ b.

3. Ας είναι a και b πληθάριθµοι µε b να είναι άπειρος. Υποθέτουµε ότι 2 ď a ď 2b. Τότε,
2b ď ab ď p2bqb “ 2b.

4. Ας είναι a ένας άπειρος πληθάριθµος και b “ aa. Τότε, ba “ paaqa “ aaa “ aa “ b. �

Ορισµός Αʹ.0.57. Ας είναι a ένας πληθάριθµος. Ο πρώτος πληθάριθµος µεγαλύτερος του a καλεί-
ται επόµενος (successor) και συµβολίζεται µε Succpaq.

Ορισµός Αʹ.0.58. Ας είναι a ένας πληθάριθµος. Ο πληθαριθµός a καλείται κανονικός πλη-
ϑάριθµος (regular cardinal) εάν όταν X είναι ένα σύνολο του οποίου ο πληθικός αριθµός είναι
µικρότερος του a και για κάθε στοιχείο x του X υπάρχει ένα σύνολο Sx του οποίου ο πληθικός
αριθµός είναι µικρότερος του a, τότε ο πληθικός αριθµός του συνόλου

Ť

xPX Sx είναι µικρότερος
του a. ΄Ενας πληθάριθµος ο οποίος δεν είναι κανονικός καλείται ιδιάζων πληθάριθµος (singular
cardinal).

Παράδειγµα Αʹ.0.59. 1. Ο πρώτος άπειρος κανονικός πληθάριθµος είναι ο ℵ0 καθώς ένα
σύνολο µε πληθικότητα µικρότερη αυτής του ℵ0 είναι ένα πεπερασµένο σύνολο και η πεπε-
ϱασµένη ένωση πεπερασµένων συνόλων είναι ένα πεπερασµένο σύνολο.

Σχόλιο Αʹ.0.60. Ο επόµενος ενός άπειρου πληθαρίθµου όπως για παράδειγµα ο ℵ1, είναι ένας
κανονικός πληθάριθµος. Στην περίπτωση του ℵ1 αυτό σηµαίνει ότι η αριθµήσιµη ένωση αριθ-
µήσιµων συνόλων είναι ένα αριθµήσιµο σύνολο. Ως εκ τούτου υπάρχει µια αυθαίρετα µεγάλη
συλλογή κανονικών πληθαρίθµων: για κάθε πληθάριθµο a υπάρχει ένας µεγαλύτερος κανονικός
πληθάριθµος ο οποίος συµβολίζεται µε a`.

΄Εχοντας ολοκληρώσει την αναφορά µας στους διατακτικούς αριθµούς και στους πληθαρίθ-
µους, ϑα χρησιµοποιήσουµε τους διατακτικούς αριθµούς για να ορίσουµε την έννοια της υπερπε-
περασµένης σύνθεσης.

Ορισµός Αʹ.0.61. Ας είναι C µια κατηγορία µε όλα τα µικρά συνόρια και λ ένας διατακτικός
αριθµός.

1. ΄Ενας συναρτητής X : λ ÝÑ C, δηλαδή ένα διάγραµµα της µορφής

X0
// X1

// X2
// . . . // Xβ

// ¨ ¨ ¨ pβ ă λq

στην C, τέτοιος ώστε ο επαγόµενος µορφισµός

lim
ÝÑ
βăγ

Xβ ÝÑ Xγ

να είναι ένας ισοµορφισµός για κάθε οριακό διατακτικό γ ă λ, καλείται λ-ακολουθία (λ-
sequence) στην C.
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2. Ο µορφισµός X0 ÝÑ lim
ÝÑβăγ

Xβ καλείται σύνθεση της λ-ακολουθίας (composition of
λ-sequence).

Σχόλιο Αʹ.0.62. 1. Ορισµένες ϕορές στην ϐιβλιογραφία µια λ-ακολουθία ορίζεται να είναι ένας
συναρτητής X : λ ÝÑ C ο οποίος διατηρεί συνόρια. Ωστόσο, ο ορισµός αυτός δεν διαφέρει
από τον ορισµό που εµείς παραθέσαµε καθώς λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι ο συναρτητής X
διατηρεί συνόρια συνάγεται ότι ο επαγόµενος µορφισµός

lim
ÝÑ
βăγ

Xβ ÝÑ Xγ

είναι ένας ισοµορφισµός για κάθε οριακό διατακτικό γ ă λ.

2. Η σύνθεση της λ-ακολουθίας δεν είναι µοναδική αλλά µοναδική µέχρις ισοµορφισµού υπό
του X.

3. Εάν λ “ ℵ0, τότε µια λ-ακολουθία είναι µια συνηθισµένη ακολουθία.

Ορισµός Αʹ.0.63. Ας είναι C µια κατηγορία µε όλα τα µικρά συνόρια, D µια κλάση µορφισµών της
και λ ένας διατακτικός αριθµός.

1. Μια λ-ακολουθία µορφισµών

X0
// X1

// X2
// . . . // Xβ

// ¨ ¨ ¨ pβ ă λq

στην C τέτοια ώστε ο µορφισµός Xβ ÝÑ Xβ`1 να ανήκει στην D για β ` 1 ă λ καλείται
λ-ακολουθία µορφισµών (λ-sequence of morphisms) στην D.

2. ΄Ενας µορφισµός στην C ο οποίος είναι η σύνθεση µιας λ-ακολουθίας στην D για κάποιο
διατακτικό λ πιθανότατα πεπερασµένο καλείται υπερπεπερασµένη σύνθεση µορφισµών
(transfinite composition of morphisms) στην D.

3. Ας είναι C1 µια υποκατηγορία της C. Η υπερπεπερασµένη σύνθεση των µορφισµών στην κλάση
των µορφισµών στην C1 καλείται υπερπεπερασµένη σύνθεση µορφισµών (transfinite
composition of morphisms) στην C1.

Σχόλιο Αʹ.0.64. ∆ιαισθητικά, η υπερπεπερασµένη σύνθεση είναι ένας τρόπος να µιλάµε σχετικά
µε µορφισµούς σε µια κατηγορία οι οποίοι συµπεριφέρονται ως το αποτέλεσµα της σύνθεσης
απείρως πολλών µορφισµών οι οποίοι συντίθενται διαδοχικά.

Ευθύς αµέσως µελετάµε τις ιδιότητες της ανύψωσης των υπερπεπερασµένων συνθέσεων.

Πρόταση Αʹ.0.65. Ας είναι C µια κατηγορία και p : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην C. Η κλάση των
µορφισµών µε την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς τον µορφισµό p είναι κλειστή ως προς
την υπερπεπερασµένη σύνθεση.

Απόδειξη. Ας είναι C µια κατηγορία και p : X ÝÑ Y ένας µορφισµός στην C. ∆οθείσης µια λ-
ακολουθία µορφισµών η οποία έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς τον µορφισµό
p ϑεωρούµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

X0

��

// X

p

��
lim
ÝÑβăγ

Xβ

h

;;

// Y
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Με χρήση υπερπεπερασµένης επαγωγής αποδεικνύεται ότι υπάρχει µια ανύψωση h : lim
ÝÑβăγ

Xβ ÝÑ

X στο παραπάνω διάγραµµα. Ως εκ τούτου ο µορφισµός X0 ÝÑ lim
ÝÑβăγ

Xβ έχει την ιδιότητα της
αριστερής ανύψωσης ως προς τον µορφισµό p : X ÝÑ Y . �

Πρόταση Αʹ.0.66. Ας είναι C µια κατηγορία µοντέλο.

1. Η κλάση των συννηµατώσεων είναι κλειστή ως προς τις υπερπεπερασµένες συνθέσεις.

2. Η κλάση των τετριµένων συννηµατώσεων είναι κλειστή ως προς τις υπερπεπερασµένες συνθέ-
σεις.

Απόδειξη. 1. Ας είναι i : A ÝÑ B µια συννηµάτωση. Τότε σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος της
Πρότασης 3.1.17 ο µορφισµός i : A ÝÑ B έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως
προς όλες τις τετριµµένες νηµατώσεις. Ας είναι p : X ÝÑ Y µια τετριµµένη νηµάτωση. Τότε
ο µορφισµός i : A ÝÑ B έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς τον µορφισµό
p : X ÝÑ Y . ΄Ετσι, από την Πρόταση Αʹ.0.65 έπεται ότι κλάση των συννηµατώσεων είναι
κλειστή ως προς τις υπερπεπερασµένες συνθέσεις.

2. Ας είναι i : A ÝÑ B µια τετριµένη συννηµάτωση. Τότε σύµφωνα µε το δεύτερο σκέλος της
Πρότασης 3.1.17 ο µορφισµός i : A ÝÑ B έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως
προς όλες τις νηµατώσεις. Ας είναι p : X ÝÑ Y µια νηµάτωση. Τότε ο µορφισµός i : A ÝÑ B
έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς τον µορφισµό p : X ÝÑ Y . ΄Ετσι, από
την Πρόταση Αʹ.0.65 έπεται ότι κλάση των τετριµένων συννηµατώσεων είναι κλειστή ως προς
τις υπερπεπερασµένες συνθέσεις. �

Ολοκληρώνουµε την παρούσα υποενότητα µε µια αναφορά στα µικρά αντικείµενα.

Ορισµός Αʹ.0.67. Ας είναι C µια κατηγορία η οποία έχει όλα τα µικρά συνόρια,W ένα αντικείµενο
της, D µια υποκατηγορία της και k ένας πληθάριθµος.

1. Εάν για κάθε κανονικό πληθάριθµο λ ě k και κάθε λ-ακολουθία

X0
// X1

// X2
// . . . // Xβ

// ¨ ¨ ¨ pβ ă λq

στην C τέτοια ώστε κάθε µορφισµός Xβ ÝÑ Xβ`1 να ανήκει στην D για κάθε διατακτικό β µε
β ` 1 ă λ, η απεικόνιση

lim
ÝÑ
βăλ

HomCpW,Xβq ÝÑ HomCpW, lim
ÝÑ
βăλ

Xβq

είναι ένας ισοµορφισµός ϑα λέµε ότι το αντικείµενο W της C είναι k-µικρό σχετικά (k-small
relative) µε την D.

2. Το αντικείµενο W καλείται µικρό σχετικά (small relative) µε την D εάν είναι k-µικρό
σχετικά µε την D για κάποιο πληθάριθµο k.

3. Το αντικείµενο W καλείται µικρό (small) εάν είναι µικρό σχετικά µε την C.

Σχόλιο Αʹ.0.68. Εάν k ă k1 και το W είναι k-µικρό σχετικά µε την D τότε το W είναι εξίσου
k1-µικρό σχετικά µε την D.

Ορισµένα παραδείγµατα µικρών αντικειµένων είναι τα ακόλουθα:

Παράδειγµα Αʹ.0.69. 1. Στην κατηγορία των συνόλων κάθε σύνολο X είναι µικρό.

2. Στην κατηγορία των προτύπων υπεράνω ενός δακτυλίου R κάθε πρότυπο είναι µικρό.
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Ορισµός Αʹ.0.70. Ας είναι C µια κατηγορία. ΄Ενα αντικείµενοX της κατηγορίας C καλείται retract
ενός αντικειµένου Y εάν υπάρχουν µορφισµοί i : X ÝÑ Y και r : Y ÝÑ X τέτοιοι ώστε r ˝ i “ 1X .

Η ακόλουθη ιδιότητα υποδηλώνει η κλάση των αντικειµένων τα οποία έχουν την ιδιότητα να
είναι k-µικρά σχετικά µε µια υποκατηγορία µιας κατηγορίας, είναι κλειστή ως προς τα retracts.

Πρόταση Αʹ.0.71. Ας είναι C µια κατηγορία η οποία έχει όλα τα µικρά συνόρια,D µια υποκατηγορία
της, k ένας πληθάριθµος καιX ένα αντικείµενο της C το οποίο είναι k-µικρό σχετικά µε την D. Κάθε
retract του X είναι εξίσου k-µικρό σχετικά µε την D.

Απόδειξη. Ας είναι C µια κατηγορία η οποία έχει όλα τα µικρά συνόρια, D µια υποκατηγορία
της, k ένας πληθάριθµος και X ένα αντικείµενο της C το οποίο είναι k-µικρό σχετικά µε την
D. Υποθέτουµε ότι W είναι ένα retract του X. Τότε υπάρχουν µορφισµοί i : W ÝÑ X και
r : X ÝÑ W τέτοιοι ώστε r ˝ i “ 1W . Ας είναι λ ένας κανονικός πληθάριθµος τέτοιος ώστε λ ě k
και Y0

// Y1
// Y2

// ¨ ¨ ¨ // Yβ // ¨ ¨ ¨ µε β ă λ είναι µια λ-ακολουθία στην D.
Τότε προκύπτει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

lim
ÝÑβăλ

HomCpW,Yβq

��

lim
ÝÑ

r˚

// lim
ÝÑβăλ

HomCpX,Yβq

��

lim
ÝÑ

i˚

// lim
ÝÑβăλ

HomCpW,Yβq

��
HomCpW, limÝÑβăλ

Yβq
r˚ // HomCpX, limÝÑβăλ

Yβq
i˚ // HomCpW, limÝÑβăλ

Yβq

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την ισότητα r˝i “ 1W έπεται ότι i˚˝r˚ “ 1HomCpW,limÝÑ
Yβq και lim

ÝÑ
i˚˝lim
ÝÑ

r˚ “

1lim
ÝÑβăλ

HomCpW,Yβq. Ως εκ τούτου ο µορφισµός lim
ÝÑβăλ

HomCpW,Yβq ÝÑ HomCpW, limÝÑβăλ
Yβq

είναι retract του µορφισµού lim
ÝÑβăλ

HomCpX,Yβq ÝÑ HomCpX, limÝÑβăλ
Yβq. Εφόσον το αντι-

κείµενο X είναι k-µικρό σχετικά µε την D έπεται ότι ο µορφισµός lim
ÝÑβăλ

HomCpX,Yβq ÝÑ

HomCpX, limÝÑβăλ
q είναι ένας ισοµορφισµός. ΄Ετσι, σύµφωνα µε το Λήµµα 3.1.2 ο µορφισµός

lim
ÝÑβăλ

HomCpW,Yβq ÝÑ HomCpW, limÝÑβăλ
Yβq είναι εξίσου ένας ισοµορφισµός ως retract του

ισοµορφισµού lim
ÝÑβăλ

HomCpX,Yβq ÝÑ HomCpX, limÝÑβăλ
q. �

Αʹ.0.2 Σχετικά Ι-κυτταρικά Συµπλέγµατα και ο Ισχυρισµός του Μικρού
Αντικειµένου

Στην προηγούµενη υποενότητα αναφερθήκαµε στα µικρά αντικείµενα. Το πλεονέκτηµα του να
είναι ένα αντικείµενο µικρό είναι ότι µας επιτρέπει να κατασκευάσουµε συναρτητικές παραγο-
ντοποιήσεις. Στην παρούσα υποενότητα αναφερόµαστε στον ισχυρισµό του µικρού αντικειµένου.
Ο ισχυρισµός του µικρού αντικειµένου χρησιµοποιείται κατά κόρον στην ϑεωρία των κατηγοριών
µοντέλα και πιο συγκεκριµένα στις συνινωδώς παραγόµενες κατηγορίες µοντέλο προκειµένου να
αποδείξουµε ότι ένας µορφισµός µπορεί να παραγοντοποιήθει έτσι ώστε να πληροίται το Αξίωµα
pMC5q και επιπλέον ότι οι εν λόγω παραγοντοποιήσεις είναι συναρτητικές.

Ορισµός Αʹ.0.72. Ας είναι C µια κατηγορία και I µια κλάση µορφισµών στην C.

1. ΄Ενας µορφισµός καλείται I-ενέσιµος (I-injective) εάν έχει την ιδιότητα της δεξιάς ανύ-
ψωσης ως προς οποιοδήποτε µορφισµό στην I. Η κλάση όλων των I-ενέσιµων µορφισµών
συµβολίζεται µε I-inj.

2. ΄Ενας µορφισµός καλείται I-προβολικός (I-projective) εάν έχει την ιδιότητα της αριστερής
ανύψωσης ως προς οποιοδήποτε µορφισµό στην I. Η κλάση όλων των I-προβολικών µορφι-
σµών συµβολίζεται µε I-proj.
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3. ΄Ενας µορφισµός καλείται I-συννηµάτωση (I-cofibration) εάν έχει την ιδιότητα της αρι-
στερής ανύψωσης ως προς κάθε I-ενέσιµο µορφισµό. Η κλάση όλων των I-συννηµατώσεων
συµβολίζεται µε I-cof.

4. ΄Ενας µορφισµός καλείται I-νηµάτωση (I-fibration) εάν έχει την ιδιότητα της δεξιάς ανύψω-
σης ως προς κάθε I-προβολικό µορφισµό. Η κλάση όλων των I-νηµατώσεων συµβολίζεται µε
I-fib.

Σχόλιο Αʹ.0.73. 1. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον Ορισµό Αʹ.0.72 η κλάση των I-συννηµατώσεων
την οποία συµβολίσαµε µε I-cof είναι η κλάση (I-inj)-proj και αντίστοιχα η κλάση των
I-νηµατώσεων την οποία συµβολίσαµε µε I-fib είναι η κλάση (I-proj)-inj.

2. Εάν C είναι µια κατηγορία µοντέλο και I είναι η κλάση των συννηµατώσεων τότε I-inj
είναι η κλάση των τετριµµένων νηµατώσεων και I-cof“ I. ∆υϊκά, εάν I είναι η κλάση των
νηµατώσεων τότε I-proj είναι η κλάση των τετριµµένων συννηµατώσεων και I-fib“ I.

Πρόταση Αʹ.0.74. Ας είναι C µια κατηγορία και I, J κλάσεις µορφισµών της C. Τότε ισχύουν τα
ακόλουθα:

1. I Ď I ´ cof.

2. I Ď I ´ fib.

3. pI ´ cofq ´ inj “ I ´ inj.

4. pI ´ fibq ´ proj “ I ´ proj.

5. Εάν I Ď J τότε J ´ inj Ď I ´ inj και J ´ proj Ď I ´ proj.

6. Εάν I Ď J τότε I ´ cof Ď J ´ cof και I ´ fib Ď J ´ fib.

7. Εάν I ´ inj Ď J ´ inj τότε J ´ cof Ď I ´ cof.

8. Εάν I ´ inj “ J ´ inj τότε I ´ cof “ J ´ cof.

Απόδειξη. Ας είναι C µια κατηγορία και I, J κλάσεις µορφισµών της C.

1. Ας είναι f P I. Τότε ο f είναι ένας µορφισµός στην κατηγορία C. ΄Ετσι, f P I ´ cof καθώς οι
µορφισµοί στην κλάση I´cof είναι οι µορφισµοί στην κατηγορία C οι οποίοι έχουν επιπλέον
την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς κάθε µορφισµό στην I ´ inj.

2. Ας είναι f P I. Τότε ο f είναι ένας µορφισµός στην κατηγορία C. ΄Ετσι, f P I ´ fib καθώς οι
µορφισµοί στην κλάση I´fib είναι οι µορφισµοί στην κατηγορία C οι οποίοι έχουν επιπλέον
την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως προς κάθε µορφισµό στην I ´ proj.

3. Αρκεί να αποδείξουµε ότι
pI ´ cofq ´ inj Ď I ´ inj (Αʹ.1)

και
I ´ inj Ď pI ´ cofq ´ inj. (Αʹ.2)

΄Οσον αφορά τη σχέση υποσυνόλου (Αʹ.1) ας είναι f P pI ´ cofq ´ inj. Τότε ο µορφισµός f
έχει την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως προς κάθε µορφισµό στην I ´ cof. Υποθέτουµε
ότι k είναι ένας µορφισµός ο οποίος ανήκει στην I. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν το πρώτο σκέλος
της παρούσας Πρότασης ο µορφισµός k ανήκει εξίσου στην κλάση I ´ cof. Ως εκ τούτου
ο µορφισµός f έχει την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως προς τον µορφισµό k P I και
κατ΄ επέκταση ως προς κάθε µορφισµό στο I. Ως εκ τούτου f P I ´ inj. ΄Ετσι, pI ´ cofq ´
inj Ď I ´ inj. Αντίστοιχα, όσον αφορά την σχέση υποσυνόλου (Αʹ.2) ας είναι f P I ´ inj.
Τότε, ο µορφισµός f έχει την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως προς κάθε µορφισµό στην
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I. Υποθέτουµε ότι k είναι ένας µορφισµός ο οποίος ανήκει στην κλάση I ´ cof. Τότε ο
µορφισµός k είναι ανήκει στην κλάση I. Ως εκ τούτου ο µορφισµός f έχει την ιδιότητα
της δεξιάς ανύψωσης ως προς τον µορφισµό k P I ´ cof και κατ΄ επέκταση ως προς κάθε
µορφισµό στην κλάση I ´ cof. Συνεπώς, f P pI ´ cofq ´ inj. ΄Ετσι, I ´ inj Ď pI ´ cofq ´ inj.
Εποµένως, pI ´ cofq ´ inj “ I ´ inj.

4. Αρκεί να αποδείξουµε ότι
pI ´ fibq ´ proj Ď I ´ proj (Αʹ.3)

και
I ´ proj Ď pI ´ fibq ´ proj. (Αʹ.4)

΄Οσον αφορά την σχέση υποσυνόλου (Αʹ.3) ας είναι f P pI ´ fibq ´ proj. Τότε ο µορφισµός f
έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς κάθε µορφισµό στην I´fib. Υποθέτουµε
ότι k είναι ένας µορφισµός ο οποίος ανήκει στην I. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν το δεύτερο
σκέλος της παρούσας Πρότασης ο µορφισµός k ανήκει εξίσου στην I ´ fib. Ως εκ τούτου
ο µορφισµός f έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς τον µορφισµό k P I
και κατ΄ επέκταση ως προς κάθε µορφισµό που ανήκει στο I. Ως εκ τούτου f P I ´ proj.
΄Ετσι, pI ´ fibq ´ proj Ď I ´ proj. Αντίστοιχα, όσον αφορά την σχέση υποσυνόλου (Αʹ.4)
ας είναι f P I ´ proj. Τότε, ο µορφισµός f έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης
ως προς κάθε µορφισµό στην I. Υποθέτουµε ότι j είναι ένας µορφισµός ο οποίος ανήκει
στην κλάση I ´ fib. Τότε ο µορφισµός j ανήκει στην κλάση I. ΄Ετσι, ο µορφισµός f έχει
την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς τον µορφισµό j P I ´ fib και κατ΄ επέκταση
ως προς κάθε µορφισµό στην κλάση I ´ fib. Ως εκ τούτου f P pI ´ fibq ´ proj. ΄Ετσι,
I ´ proj Ď pI ´ fibq ´ proj. Συνεπώς, pI ´ fibq ´ proj “ I ´ proj.

5. Υποθέτουµε ότι I Ď J . Ας είναι f ένας µορφισµός ο οποίος ανήκει στην κλάση J ´ inj. Τότε
εξ΄ ορισµού ο µορφισµός f έχει την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως προς κάθε µορφισµό
στην J . Υποθέτουµε ότι i είναι ένας µορφισµός ο οποίος ανήκει στην I. Λαµβάνοντας υπ΄
όψιν ότι η I είναι υποσύνολο της J , συµπεραίνουµε ότι ο µορφισµός i ανήκει εξίσου στην J .
Ως εκ τούτου ο µορφισµός f έχει την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως προς τον µορφισµό
i P I και κατ΄ επέκταση ως προς κάθε µορφισµό που ανήκει στην I. Συνεπώς f P I ´ inj.
΄Ετσι, J ´ inj Ď I ´ inj.
Αντίστοιχα, ας είναι f ένας µορφισµός ο οποίος ανήκει στην κλάση J´proj. Τότε εξ΄ ορισµού
ο µορφισµός f έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς κάθε µορφισµό στο J .
Υποθέτουµε ότι i είναι ένας µορφισµός ο οποίος ανήκει στο I. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι
η I είναι υποσύνολο της J , συµπεραίνουµε ότι ο µορφισµός i ανήκει εξίσου στην J . Ως
εκ τούτου ο µορφισµός f έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς τον µορφισµό
i P I και κατ΄ επέκταση ως προς κάθε µορφισµό που ανήκει στην I. Συνεπώς f P I ´ proj.
΄Ετσι, J ´ proj Ď I ´ proj.

6. Υποθέτουµε ότι I Ď J . Ας είναι f ένας µορφισµός ο οποίος ανήκει στην κλάση I ´ cof.
Τότε εξ΄ ορισµού ο µορφισµός f έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς κάθε
µορφισµό στην κλάση I ´ inj. Υποθέτουµε ότι h είναι ένας µορφισµός ο οποίος ανήκει στην
κλάση J´inj. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν το πέµπτο σκέλος της παρούσας πρότασης ο µορφισµός
h ανήκει εξίσου στην I´ inj. ΄Ετσι, ο µορφισµός f έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης
ως προς τον µορφισµό h P J ´ inj και κατ΄ επέκταση ως προς κάθε µορφισµό που ανήκει
στην J ´ inj. Συνεπώς, f P J ´ cof. ΄Ετσι, I ´ cof Ď J ´ cof.
Αντίστοιχα ας είναι f ένας µορφισµός ο οποίος ανήκει στην κλάση I ´ fib. Τότε εξ΄ ορισµού
ο µορφισµός f έχει την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως προς κάθε µορφισµό στην κλάση
I ´ proj. Υποθέτουµε ότι k είναι ένας µορφισµός ο οποίος ανήκει στην κλάση J ´ proj.
Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν το πέµπτο σκέλος της παρούσας Πρότασης ο µορφισµός k ανήκει
εξίσου στην I ´ proj. Ως εκ τούτου ο µορφισµός f έχει την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης
ως προς τον µορφισµό k P J ´ proj και κατ΄ επέκταση ως προς κάθε µορφισµό που ανήκει
στην J ´ proj. Συνεπώς f P J ´ fib. ΄Ετσι, I ´ fib Ď J ´ fib.
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7. Υποθέτουµε ότι I ´ inj Ď J ´ inj. Ας είναι f ένας µορφισµός ο οποίος ανήκει στην κλάση
J ´ cof. Τότε εξ΄ ορισµού ο µορφισµός f έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς
οποιοδήποτε µορφισµό στην J´ inj. Υποθέτουµε ότι i είναι ένας µορφισµός ο οποίος ανήκει
στην I ´ inj. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι I ´ inj Ď J ´ inj έπεται ότι ο µορφισµός i ανήκει
στην κλάση J´ inj. ΄Ετσι, ο µορφισµός f έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς
τον µορφισµό i P I´ inj και κατ΄ επέκταση ως προς κάθε µορφισµό που ανήκει στην I´ inj.
Ως εκ τούτου f P I ´ cof. Συνεπώς, J ´ cof Ď I ´ cof.

8. Υποθέτουµε ότι I ´ inj “ J ´ inj. Τότε I ´ inj Ď J ´ inj και J ´ inj Ď I ´ inj. Για να
αποδείξουµε το Ϲητούµενο αρκεί να αποδείξουµε ότι

J ´ cof Ď I ´ cof (Αʹ.5)

και
I ´ cof Ď J ´ cof. (Αʹ.6)

΄Οσον αφορά την σχέση υποσυνόλου (Αʹ.5) λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι I ´ inj Ď J ´ inj από
το έβδοµο σκέλος της παρούσας Πρότασης έπεται ότι J ´ cof Ď I ´ cof. ΄Οσον αφορά την
σχέση υποσυνόλου (Αʹ.6), ας είναι f ένας µορφισµός ο οποίος ανήκει στην κλάση I ´ cof.
Τότε ο µορφισµός f έχει εξ΄ ορισµού την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως πρός κάθε
µορφισµό στην I ´ inj. Υποθέτουµε ότι j είναι ένας µορφισµός ο οποίος ανήκει στην κλάση
J ´ inj. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι J ´ inj Ď I ´ inj έπεται ότι ο µορφισµός j ανήκει εξίσου
στην κλάση I ´ inj. Ως εκ τούτου ο µορφισµός f έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης
ως προς τον µορφισµό j P J ´ inj και κατ΄ επέκταση ως προς κάθε µορφισµό στην κλάση
J ´ inj. ΄Ετσι, ο µορφισµός f ανήκει στην κλάση J ´ cof. Συνεπώς, I ´ cof Ď J ´ cof.
Συνοψίζοντας από τις σχέσεις (Αʹ.5) και (Αʹ.6) προκύπτει ότι I ´ cof “ J ´ cof. �

Πρόταση Αʹ.0.75. Ας είναι C και C1 κατηγορίες, F : C Õ C1 : G ένα Ϲεύγος συζυγών συναρτητών, I
µια µορφισµών στην C και J µια κλάση µορφισµών στην C1. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. GpFI ´ injq Ď I ´ inj.

2. F pI ´ cofq Ď FI ´ cof.

3. F pGJ ´ projq Ď J ´ proj.

4. GpJ ´ fibq Ď GJ ´ fib.

Απόδειξη. Ας είναι F : C Õ C1 : G ένα Ϲεύγος συζυγών συναρτητών, I µια κλάση µορφισµών στην
C και J µια κλάση µορφισµών στην C1.

1. Υποθέτουµε ότι g είναι ένας µορφισµός ο οποίος ανήκει στην κλάση FI´ inj και f είναι ένας
µορφισµός ο οποίος ανήκει στην κλάση I. Τότε εξ΄ ορισµού ο µορφισµός g έχει την ιδιότητα
της δεξιάς ανύψωσης ως προς τον µορφισµό Ff της FI. ΄Ετσι, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι
F : C Õ C1 : G είναι ένα Ϲεύγος συζυγών συναρτητών από την Πρόταση 3.1.13 έπεται ότι ο
µορφισµός Gg έχει την ιδιότητα της δεξιάς ανύψωσης ως προς τον µορφισµό f στο I. Ως εκ
τούτου ο µορφισµός Gg ανήκει στην κλάση I ´ inj. Συνεπώς, GpFI ´ injq Ď I ´ inj.

2. Υποθέτουµε ότι f είναι ένας µορφισµός ο οποίος ανήκει στην κλάση I ´ cof και g είναι
ένας µορφισµός ο οποίος ανήκει στην κλάση FI ´ inj. Τότε Gg P GpFI ´ injq. ΄Οµως
σύµφωνα µε το πρώτο σκέλος της παρούσας πρότασης GpFI ´ injq Ď I ´ inj. Ως εκ τούτου
Gg P I ´ inj. Εφόσον f P I ´ cof εξ΄ ορισµού έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης
ως προς τον µορφισµό Gg. ΄Ετσι, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι F : C Õ C1 : G είναι ένα Ϲεύγος
συζυγών συναρτητών απο την Πρόταση 3.1.13 έπεται ότι ο µορφισµός Ff έχει την ιδιότητα
της αριστερής ανύψωσης ως προς τον µορφισµό g ο οποίος ανήκει στην κλάση FI ´ inj και
κατ΄ επέκταση ως προς κάθε µορφισµό ο οποίος ανήκει στην κλάση FI ´ inj. Ως εκ τούτου
ο µορφισµός Ff ανήκει στην κλάση FI ´ cof. Συνεπώς, F pI ´ cofq Ď FI ´ cof.
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3. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του πρώτου σκέλους.

4. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του δεύτερου σκέλους. �

Ευθύς αµέσως ορίζουµε τα I-συνινώδη και τα I-ινώδη αντικείµενα µιας τυχαίας κατηγορίας
C των οποίων ο ορισµός παραπέµπει στον ορισµό των συνινωδών και ινωδών αντικειµένων µιας
κατηγορίας µοντέλο.

Ορισµός Αʹ.0.76. Ας είναι C µια κατηγορία και I µια κλάση µορφισµών στην C.

1. ΄Ενα αντικείµενο X της κατηγορίας C καλείται I-συνινώδες (I-cofibrant) εάν ο µοναδικός
µορφισµός ∅ ÝÑ X είναι µια I-συννηµάτωση.

2. ΄Ενα αντικείµενο X της κατηγορίας C καλείται I-ινώδες (I-fibrant) εάν ο µοναδικός µορφι-
σµός X ÝÑ ˚ είναι µια I-νηµάτωση.

Ορισµός Αʹ.0.77. Ας είναι C µια κατηγορία η οποία έχει όλα τα µικρά συνόρια και I ένα σύνολο
µορφισµών της.

1. ΄Ενας µορφισµός ο οποίος µπορεί να κατασκευαστεί ως µια υπερπεπερασµένη σύνθεση η ο-
ποία αποτελείται από pushouts στοιχείων του I καλείται σχετικό I-κυτταρικό σύµπλεγµα
(relative I-cell complex). ∆ηλαδή, εάν f : A ÝÑ B είναι ένα σχετικό I-κυτταρικό σύµπλεγ-
µα τότε υπάρχει ένας διατακτικός αριθµός λ και µια λ-ακολουθία X : λ ÝÑ C τέτοια ώστε ο f
είναι η σύνθεση τηςX και για κάθε β τέτοιο ώστε β` 1 ă λ, υπάρχει ένα pushout διάγραµµα

Cβ //

gβ

��

Xβ

��
Dβ

// Xβ`1

τέτοιο ώστε gβ P I. Η κλάση των σχετικών I-κυτταρικών συµπλεγµάτων συµβολίζεται µε I-cell.

2. ΄Ενα αντικείµενο A της κατηγορίας C καλείται I-κυτταρικό σύµπλεγµα (I-cell complex)
εάν ο µορφισµός ∅ ÝÑ A είναι ένα σχετικό I-κυτταρικό σύµπλεγµα.

3. ΄Ενας µορφισµός i : A ÝÑ B καλείται έγκλειση των I-κυτταρικών συµπλεγµάτων
(inclusion of I-cell complexes) εάν είναι ένα σχετικό I-κυτταρικό σύµπλεγµα του οποίου το
αντικείµενο A είναι ένα I-κυτταρικό σύµπλεγµα.

Ορισµένα παραδείγµατα σχετικών I-κυτταρικών συµπλεγµάτων είναι τα ακόλουθα.

Παράδειγµα Αʹ.0.78. 1. Οι ταυτοτικοί µορφισµοί είναι σχετικά I-κυτταρικά συµπλέγµατα.
Πράγµατι, ας είναι A ένα αντικείµενο µιας κατηγορίας C. Ο ταυτοτικός µορφισµός στο A,
1A : A ÝÑ A µπορεί να κατασκευαστεί ως υπερπεπερασµένη σύνθεση της 1-ακολουθίας A
η οποία είναι τετριµµένη.

2. Κάθε ισοµορφισµός είναι ένα σχετικό I-κυτταρικό σύµπλεγµα. Πράγµατι, ας είναι f : A ÝÑ
B ένας ισοµορφισµός σε µια κατηγορία C. Ο µορφισµός f µπορεί να κατασκευαστεί ως
υπερπεπερασµένη σύνθεση της 1-ακολουθίας A.

3. ∆οθέντος ενός διατακτικού λ, η υπερπεπερασµένη σύνθεση µιας λ-ακολουθίας X : λ ÝÑ C
τέτοιας ώστε κάθε µορφισµός Xβ ÝÑ Xβ`1 να είναι είτε ένα pushout ενός µορφισµού στο
I ή ένας ισοµορφισµός, είναι ένα σχετικό I-κυτταρικό σύµπλεγµα.
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Σχόλιο Αʹ.0.79. ∆οθείσης µιας κατηγορίας C µε όλα τα µικρά συνόρια και ενός συνόλου µορφι-
σµών της I, η κλάση I-cell είναι κλειστή ως προς τις υπερπεπερασµένες συνθέσεις.

Πρόταση Αʹ.0.80. Ας είναι C µια κατηγορία και I ένα σύνολο µορφισµών στην C. Τότε κάθε σχετικό
I-κυτταρικό σύµπλεγµα είναι µια I-συννηµάτωση.

Απόδειξη. Ας είναι C µια κατηγορία και I ένα σύνολο µορφισµών στην C. Θα αποδείξουµε I ´
cell Ď I ´ cof. Για να έχουµε το Ϲητούµενο αρκεί να αποδείξουµε ότι η κλάση I-cof είναι κλειστή
ως προς τις υπερπεπερασµένες συνθέσεις και τα pushouts. Η κλάση I-cof είναι εξ΄ ορισµού η
κλάση των µορφισµών µε την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς κάθε µορφισµό ο οποίος
ανήκει στην κλάση I-inj. Ως εκ τούτου λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την Προτάση Αʹ.0.65 καθώς και
την Πρόταση 3.1.16 η κλάση I-cof είναι κλειστή ως προς τις υπερπεπερασµένες συνθέσεις και τα
pushouts. Εποµένως, κάθε σχετικό I-κυτταρικό σύµπλεγµα είναι µια I-συννηµάτωση. �

΄Αµεση συνέπεια της Πρότασης Αʹ.0.80 είναι η ακόλουθη Πρόταση.

Πρόταση Αʹ.0.81. Ας είναι C µια κατηγορία και I ένα σύνολο µορφισµών στην C.

1. Κάθε retract ενός σχετικού I-κυτταρικού συµπλέγµατος είναι µια I-συννηµάτωση.

2. Κάθε pushout ενός σχετικού I-κυτταρικού συµπλέγµατος είναι µια I-συννηµάτωση.

Απόδειξη. 1. Ας είναι f : A ÝÑ B ένα σχετικό I-κυτταρικό σύµπλεγµα και g : X ÝÑ Y ένα
retract του. Τότε σύµφωνα µε την Πρόταση Αʹ.0.80 ο µορφισµός f είναι µια I-συννηµάτωση.
΄Ετσι, ο µορφισµός f ανήκει στην κλάση I-cof. Η κλάση I-cof είναι εξ΄ ορισµού η κλάση
των µορφισµών µε την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς κάθε µορφισµό ο οποίος
ανήκει στην κλάση I-inj. Ως εκ τούτου λαµβάνοντας υπ΄ όψιν το πρώτο σκέλος της Προτάσης
3.1.15 η κλάση I-cof είναι κλειστή ως προς τα retracts. ΄Ετσι, ο µορφισµός g είναι µια I-
συννηµάτωση.

2. Ας είναι f : A ÝÑ B ένα σχετικό I-κυτταρικό σύµπλεγµα και g : X ÝÑ Y ένα pushout
του µορφισµού f : A ÝÑ B κατά µήκος ενός µορφισµού s : A ÝÑ X. Τότε σύµφωνα µε
την Πρόταση Αʹ.0.80 ο µορφισµός f είναι µια I-συννηµάτωση. ΄Ετσι, ο µορφισµός f ανήκει
στην κλάση I-cof. Η κλάση I-cof είναι εξ΄ ορισµού η κλάση των µορφισµών µε την ιδιότητα
της αριστερής ανύψωσης ως προς κάθε µορφισµό ο οποίος ανήκει στην κλάση I-inj. Ως εκ
τούτου λαµβάνοντας υπ΄ όψιν το πρώτο σκέλος του Λήµµατος 3.1.16 η κλάση I-cof είναι
κλειστή ως προς τα pushouts. ΄Ετσι, ο µορφισµός g είναι µια I-συννηµάτωση. �

Ορισµός Αʹ.0.82. Ας είναι C µια κατηγορία η οποία έχει όλα τα µικρά συνόρια, I ένα σύνολο µορφι-
σµών της και k είναι ένας πληθάριθµος. Η υποκατηγορία των σχετικά I-κυτταρικών συµπλεγµάτων
είναι η υποκατηγορία των µορφισµών οι οποίοι µπορούν να κατασκευαστούν ως υπερπεπερασµένη
σύνθεση pushouts στοιχείων του I.

Εφόσον έχουµε ολοκληρώσει την ϑεωρία των υπερπεπερασµένων συνθέσεων καθώς και των
σχετικών I-κυτταρικών συµπλεγµάτων είµαστε σε ϑέση να προχωρήσουµε στην διατύπωση του
ισχυρισµού του µικρού αντικειµένου. Ο ισχυρισµός του µικρού αντικειµένου που ϑα παραθέσου-
µε διατυπώθηκε από τον D.Quillen και για πρώτη ϕορά εµφανίστηκε στο ϐιβλίο του «Homotopical
Algebra», ϐλέπε [32].

Λήµµα Αʹ.0.83. (The Small Object Argument)Ας είναι C µια κατηγορία η οποία έχει όλα τα µικρά
συνόρια και I ένα σύνολο µορφισµών στην C των οποίων οι πηγές τους είναι µικρά αντικείµενα
σχετικά µε την υποκατηγορία των σχετικά I-κυτταρικών συµπλεγµάτων. Τότε κάθε µορφισµός f
στην C µπορεί να παραγοντοποιηθεί ως f “ p ˝ i όπου ο µορφισµός i είναι ένα σχετικό I-κυτταρικό
σύµπλεγµα και ο µορφισµός p είναι I-ενέσιµος.
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Παρατήρηση Αʹ.0.84. 1. Ορισµένες ϕορές στην ϐιβλιογραφία δοθείσης µιας κατηγορίας C
και ενός συνόλου µορφισµών της I εάν οι πηγές των µορφισµών του συνόλου I είναι µικρά
αντικείµενα σχετικά µε την υποκατηγορία των σχετικά I-κυτταρικών συµπλεγµάτων λέµε
ότι το I επιτρέπει τον ισχυρισµό του µικρού αντικειµένου. Ο όρος αυτός χρησιµοποιήθηκε
για πρώτη ϕορά από τον Dan Kan.

2. ∆οθείσης µιας κατηγορίας η οποία έχει όλα τα µικρά συνόρια, ενός συνόλου µορφισµών
της I των οποίων οι πηγές τους είναι µικρά αντικείµενα σχετικά µε την υποκατηγορία
των σχετικά I-κυτταρικών συµπλεγµάτων και ενός µορφισµού g : X ÝÑ Y ο οποίος είναι
retract ενός µορφισµού rg : rX ÝÑ rY εφαρµόζοντας τον ισχυρισµό του µικρού αντικειµένου
η παραγοντοποίηση του g είναι retract της παραγοντοποίησης του rg.

3. ∆οθείσης µιας κατηγορίας C η οποία έχει όλα τα µικρά συνόρια, ενός συνόλου µορφισµών
της I των οποίων οι πηγές τους είναι µικρά αντικείµενα σχετικά µε την υποκατηγορία
των σχετικά I-κυτταρικών συµπλεγµάτων και ενός πληθαρίθµου k τέτοιου ώστε η πηγή
κάθε µορφισµού στο σύνολο I να είναι k-µικρό αντικείµενο σχετικά µε την υποκατηγορία
των σχετικά I-κυτταρικών συµπλεγµάτων, κάθε µορφισµός στην C παραγοντοποιείται ως
σύνθεση ενός I-ενέσιµου µορφισµού και µιας σύνθεσης µιας k-ακολουθίας των pushouts
των συνγινοµένων των στοιχείων του I και η εν λόγω παραγοντοποίηση είναι συναρτητική.

΄Αµεση συνέπεια του ισχυρισµού του µικρού αντικειµένου είναι η ακόλουθη Πρόταση.

Πρόταση Αʹ.0.85. Ας είναι C µια κατηγορία η οποία έχει όλα τα µικρά συνόρια και I ένα σύνολο
µορφισµών της των οποίων οι πηγές τους είναι µικρά αντικείµενα σχετικά µε την υποκατηγορία των
σχετικά I-κυτταρικών συµπλεγµάτων. ∆οθέντος ενός µορφισµού f : X ÝÑ Y ο οποίος ανήκει στην
κλάση I-cof υπάρχει ένας µορφισµός g : X ÝÑ Z ο οποίος ανήκει στην κλάση I-cell τέτοιος ώστε
ο f να είναι retract του g µέσω ενός µορφισµού ο οποίος σταθεροποιεί το X.

Απόδειξη. Ας είναι C µια κατηγορία η οποία έχει όλα τα µικρά συνόρια και I ένα σύνολο µορ-
ϕισµών της των οποίων οι πηγές τους είναι µικρά σχετικά µε την υποκατηγορία των σχετικά
I-κυτταρικών συµπλεγµάτων. Υποθέτουµε ότι f : X ÝÑ Y είναι ένας µορφισµός της κατηγορίας
C ο οποίος ανήκει στην κλάση I-cof. Τότε σύµφωνα µε τον ισχυρισµό του µικρού αντικειµένου ο
µορφισµός f : X ÝÑ Y µπορεί να παραγοντοποιηθεί ως f “ p ˝ g όπου ο µορφισµός g : X ÝÑ Z
ανήκει στην κλάση I-cell και ο µορφισµός p : Z ÝÑ Y ανήκει στην κλάση I-inj. Λαµβάνοντας
υπ΄ όψιν ότι ο µορφισµός f : X ÝÑ Y είναι ένας µορφισµός ο οποίος ανήκει στην κλάση I-cof εξ΄
ορισµού έπεται ότι έχει την ιδιότητα της αριστερής ανύψωσης ως προς κάθε µορφισµό ο οποίος
ανήκει στην κλάση I-inj και κατ΄ επέκταση ως προς τον µορφισµό p. Ως εκ τούτου σύµφωνα
µε το πρώτο σκέλος του Λήµµατος 3.1.14 ο µορφισµός f είναι retract του µορφισµού g. ΄Ετσι,
δοθέντος ενός µορφισµού f : X ÝÑ Y ο οποίος ανήκει στην κλάση I-cof υπάρχει ένας µορφισµός
g : X ÝÑ Z ο οποίος ανήκει στην κλάση I-cell τέτοιος ώστε ο f να είναι retract του g µέσω ενός
µορφισµού ο οποίος σταθεροποιεί το X. �

Πρόταση Αʹ.0.86. Ας είναι C µια κατηγορία η οποία έχει όλα τα µικρά συνόρια και I ένα σύνολο
µορφισµών της των οποίων οι πηγές τους είναι µικρά αντικείµενα σχετικά µε την υποκατηγορία των
σχετικά I-κυτταρικών συµπλεγµάτων. Τότε η κλάση των I-συννηµατώσεων ισούται µε την κλάση
των retracts των σχετικών I-κυτταρικών συµπλεγµάτων.

Απόδειξη. Ας είναι C µια κατηγορία η οποία έχει όλα τα µικρά συνόρια, I ένα σύνολο µορφισµών
της των οποίων οι πηγές τους είναι µικρά αντικείµενα σχετικά µε την υποκατηγορία των σχετικά
I-κυτταρικών συµπλεγµάτων, I-cof η κλάση των συννηµατώσεων και ČI ´ cell η κλάση των retracts
των σχετικών I-κυτταρικών συµπλεγµάτων. Θα αποδείξουµε ότι I ´ cof “ ČI ´ cell. Για να έχουµε
το Ϲητούµενο αρκεί να αποδείξουµε ότι

I ´ cof Ď ČI ´ cell (Αʹ.7)
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και
ČI ´ cell Ď I ´ cof. (Αʹ.8)

΄Οσον αφορά την σχέση υποσυνόλου (Αʹ.7) ας είναι f : X ÝÑ Y ένας µορφισµός ο οποίος ανήκει
στην κλάση I-cof. Τότε σύµφωνα µε την Πρόταση Αʹ.0.85 υπάρχει ένας µορφισµός g : X ÝÑ Z ο
οποίος ανήκει στην κλάση I-cell τέτοιος ώστε ο f να είναι retract του g. Ως εκ τούτου f P ČI ´ cell.
΄Ετσι, I ´ cof Ď ČI ´ cell. ΄Οσον αφορά την σχέση υποσυνόλου (Αʹ.8) λαµβάνοντας υπ΄ όψιν το
πρώτο σκέλος της Πρότασης Αʹ.0.81 κάθε retract ενός σχετικού I-κυτταρικού συµπλέγµατος είναι
µια I-συννηµάτωση. Ως εκ τούτου ČI ´ cell Ď I ´ cof. Συνεπώς, η κλάση των I-συννηµατώσεων
ισούται µε την κλάση των retracts των σχετικών I-κυτταρικών συµπλεγµάτων. �
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Παράρτηµα Βʹ

Περίληψη - Abstract

Περίληψη. Ο κεντρικός στόχος της παρούσης ∆ιατριβής είναι η παρουσίαση και ανάλυση
σε ϐάθος των κύριων αποτελεσµάτων της Θεωρίας των Κατηγοριών Μοντέλα µε την έννοια του
Quillen. Η ∆ιατριβή αποτελείται από έξι Κεφάλαια και ένα Παράρτηµα. Στα δύο πρώτα Κεφάλαια
αναλύουµε τα ϐασικά στοιχεία από τη Θεωρία Κατηγοριών, τη Θεωρία Προτύπων και τη Θεωρία
Τοπικοποίησης Κατηγοριών, τα οποία ϑα µας χρειασθούν στη συνέχεια. Το τρίτο και το τέταρ-
το Κεφάλαιο είναι αφιερωµένα στη ϐασική ϑεωρία των κατηγοριών µοντέλα, και των οµοτοπικών
κατηγοριών τους. Στο πέµπτο Κεφάλαιο αναλύουµε το ϐασικά στοιχεία από τη ϑεωρία των παρά-
γωγων συναρτητών και των συναρτητών του Quillen µεταξύ κατηγοριών µοντέλα. Στο τελευταίο
Κεφάλαιο της διατριβής παρουσιάζουµε ϐασικά παραδείγµατα κατηγοριών µοντέλα από την ΄Αλ-
γεβρα και την Τοπολογία. Τα στοιχεία από την ϑεωρία συνόλων τα οποία είναι απαραίτητα στην
ανάπτυξη της ϑεωρίας των κατηγοριών µοντέλα παρατίθενται σε ένα παράρτηµα.

Abstract. The principal aim of this thesis is to present an in depth analysis of the main
results of the modern theory of Model Categories in the sense of Quillen. The thesis consists
of six chapters and an appendix. In the first two chapters we analyse the basic elements
of Category Theory, Module Theory and Localizations of Categories that we shall need in the
sequel. The next two chapters are devoted to the presentation of the basic theory of model
categories and their homotopy categories. In the fifth chapter we analyse the basic elements
of the theory of derived functors and Quillen functors between model categories. In the last
chapter of the thesis we present basic examples of model categories which arise in Algebra and
Topology. The necessary elements of set theory which are needed in the development of the
theory of model categories are collected in an appendix.
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