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Πρόλογος

Θα λέµε ότι µια απεικόνιση f ενός συνόλου X στον εαυτό του έχει σταθερό σηµείο (fixed
point) αν υπάρχει ένα στοιχείο u ∈ X τέτοιο ώστε f(u) = u. Με τον όρο ϑεώρηµα σταθε-
ϱού σηµείου εννοούµε µια πρόταση που εξασφαλίζει, κάτω από ορισµένες συνθήκες, ότι µια
απεικόνιση f του X στον εαυτό του έχει ένα ή περισσότερα σταθερά σηµεία. Τα ϑεωρήµατα
σταθερού σηµείου είναι πολύ ισχυρά αποδεικτικά εργαλεία στην Μαθηµατική Ανάλυση. ΄Ενα
από τα ευρέως χρησιµοποιούµενα ϑεωρήµατα σταθερού σηµείου είναι το Θεώρηµα Σταθερού
Σηµείου του Brouwer που έγινε γνωστό στη ϐιβλιογραφία το 1910 και στη γενική του µορφή
µπορεί να διατυπωθεί ως εξής :

Θεώρηµα 0.1 (Brouwer, [3], σ. 169). Ας είναιX ένα σύνολο της µορφήςX = {x ∈ Rν : ‖x‖ε ≤

M}, όπου ‖ · ‖ε είναι η ευκλείδεια στάθµη του Rν και M ένας ϑετικός πραγµατικός αριθµός. Αν

f : X → X είναι µια συνεχής συνάρτηση, τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα x0 ∈ X, τέτοιο ώστε

f(xo) = x0.

Για ν = 1, πρόκειται για το γνωστό ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 0.2 ([2], σ. 243). Αν f : [α, β]→ [α, β] συνεχής, όπου α, β ∈ R, τότε έχει τουλάχιστον

ένα σταθερό σηµείο στο [α, β].

Μερικά χρόνια αργότερα, το 1922, εµφανίστηκε ένα άλλο πολύ γνωστό ϑεώρηµα σταθερού
σηµείου, το ϑεώρηµα σταθερού σηµείου του Banach ή η Αρχή της Συστολής, το οποίο εξα-
σφαλίζει µοναδικό σταθερό σηµείο µιας συστολής σε έναν πλήρη σταθµητό χώρο. Ανάµεσα στα
ϑεωρήµατα σταθερού σηµείου που ϑα χρησιµοποιήσουµε για να αποδείξουµε τα συµπεράσµατά
µας είναι και τα ϑεωρήµατα σταθερού σηµείου του Schauder (1930), καθώς και κάποιες τρο-
ποποιήσεις αυτών, όπως το ϑεώρηµα του Schaefer ή Leray-Schauder Alternative, το Nonlinear
Alternative και το ϑεώρηµα σταθερού σηµείου των Boyd και Wong που αποτελεί γενίκευση της
Αρχής της Συστολής και αποδεικνύει ότι µια γενικευµένη συστολή ενός πλήρους σταθµητού
χώρου έχει µοναδικό σταθερό σηµείο.

Με την πάροδο του χρόνου, παρουσιάστηκε µια πληθώρα ϑεωρηµάτων σταθερού σηµείου
που χρησιµοποιούνται ευρέως στη µελέτη ύπαρξης λύσεων για µη γραµµικές ολοκληρωτικές
και διαφορικές εξισώσεις. Ο Krasnosel’skii [57] χρησιµοποιώντας την Αρχή της Συστολής και
κάποιες τοπολογικές µεθόδους, απέδειξε ότι το άθροισµα δύο τελεστών, που πληρούν ορισµένες
υποθέσεις, έχει σταθερό σηµείο. Το συγκεκριµένο ϑεώρηµα ανήκει στην κατηγορία των υβριδι-
κών (hybrid) ϑεωρηµάτων σταθερού σηµείου. Τα υβριδικά ϑεωρήµατα σταθερού σηµείου είναι
πολύ πλούσια σε εφαρµογές, ιδιαίτερα στη ϑεωρία µη γραµµικών διαφορικών και ολοκληρωτι-
κών εξισώσεων. Τα ϑεωρήµατα σταθερού σηµείου που ϑα µελετήσουµε στην παρούσα ∆ιατριβή
είναι υβριδικά ϑεωρήµατα σταθερού σηµείου τύπου Krasnosel’skii.

Πολλοί ερευνητές ασχολήθηκαν µε το ϑεώρηµα του Krasnosel’skii. Οι Burton και Kirk
[20] επέκτειναν το παραπάνω ϑεώρηµα συνδυάζοντας τα ϑεωρήµατα των Banach και Schaefer.
Ο Dhage απέδειξε ϑεωρήµατα σταθερού σηµείου για το γινόµενο δύο τελεστών, καθώς επίσης
και για το συνδυασµό του αθροίσµατος και του γινοµένου τριών τελεστών [30], [23], [24]. Οι
Avramescu, Vladimirescu, Barroso και Teixeira [9], [11], [12] και [13] παρουσίασαν ϑεωρήµατα
αυτού του τύπου ϐελτιώνοντας τις συνθήκες του ϑεωρήµατος Krasnosel’skii. Ο G. L. Karakostas



[45] γενίκευσε το ϑεώρηµα του Krasnosel’skii, για έναν τελεστή της µορφής T (x,C(x)), όπου
C είναι ένας συµπαγής τελεστής.

Σκοπός της παρούσας ∆ιατριβής είναι η παρουσίαση κάποιων υβριδικών ϑεωρηµάτων στα-
ϑερού σηµείου, και ορισµένες εφαρµογές τους στη µελέτη ύπαρξης λύσεων για µη γραµµικές
διαφορικές και ολοκληρωτικές εξισώσεις ή προβλήµατα αρχικών τιµών. Η ϐασική ιδέα είναι η
αναγωγή του προβλήµατος ύπαρξης λύσης της εκάστοτε εξίσωσης σε πρόβληµα ύπαρξης στα-
ϑερού σηµείου ενός κατάλληλα ορισµένου τελεστή. Για το σκοπό αυτό ϑεωρούµε ένα χώρο
Banach, ή µια Banach άλγεβρα, µε µια στάθµη που σχετίζεται, µεταξύ άλλων, µε τη µορφή
της εξίσωσης που ϑεωρούµε, και κατασκευάζουµε έναν κατάλληλο τελεστή, τα σταθερά σηµείου
του οποίου είναι ακριβώς οι λύσεις του προβλήµατος.

Η µελέτη διαφορικών και ολοκληρωτικών εξισώσεων έχει προκαλέσει το ενδιαφέρον πολλών
ερευνητών παγκοσµίως, καθώς τέτοιες εξισώσεις παρουσιάζονται αρκετά συχνά σε εφαρµογές
και ϕυσικά προβλήµατα [49]. Για παράδειγµα, σε αρκετές ϐιολογικές εφαρµογές, περιγραφές
των διακυµάνσεων των πληθυσµών δίνονται από διαφορικές εξισώσεις. Επίσης, εµφανίζονται
ως µοντέλα ηλεκτρικών δικτύων, τα οποία αφορούν γραµµές µετάδοσης χωρίς απώλειες. Τέτοια
δίκτυα υπάρχουν, επί παραδείγµατι, σε ηλεκτρονικούς υπολογιστές υψηλών ταχυτήτων, όπου
οι γραµµές µετάδοσης χωρίς απώλειες χρησιµεύουν στο να αλληλοσυνδέουν τα κυκλώµατα
µεταγωγής. Η µελέτη ύπαρξης και µοναδικότητας λύσεων είναι από τα πιο κοινά και σηµαντικά
χαρακτηριστικά µαθηµατικών µοντέλων, και ϐρίσκουν εφαρµογές στη µελέτη µοντέλων που
περιγράφουν πρακτικά προβλήµατα.

Υπάρχει µια µεγάλη ποικιλία ϑεωρηµάτων σταθερού σηµείου τα οποία χρησιµοποιούνται
στα πλαίσια της µεθοδολογίας που περιγράψαµε πιο πάνω. Συγκεκριµένα, στο πρώτο κεφάλαιο
της ∆ιατριβής παρατίθενται όλοι οι ορισµοί και τα Θεωρήµατα που ϑα χρησιµοποιήσουµε πα-
ϱακάτω. Στο δεύτερο κεφάλαιο γίνεται εκτενής αναφορά στο Θεώρηµα του Krasnosel’skii, που
αφορά το άθροισµα δύο τελεστών. Παραθέτουµε, επίσης, και κάποιες εναλλακτικές διατυ-
πώσεις του παραπάνω Θεωρήµατος µε τις αντίστοιχες εφαρµογές τους. Στο τρίτο κεφάλαιο της
∆ιατριβής διατυπώνουµε ένα Θεώρηµα για το γινόµενο δύο τελεστών. Και για αυτό το Θεώρηµα
παρατίθενται διάφορες παραλλαγές και δίνονται εφαρµογές σε µη γραµµικές ολοκληρωτικές
εξισώσεις, καθώς και σε συναρτησιακές ολοκληρωτικές εξισώσεις. Στο τέταρτο, και τελευταίο,
κεφάλαιο παρατίθεται ένα Θεώρηµα που αφορά το συνδυασµό αθροίσµατος και γινοµένου τε-
λεστών. Το Θεώρηµα αυτό αποτελεί γενίκευση των προηγούµενων δύο ϑεωρηµάτων σταθερού
σηµείου, αυτό του αθροίσµατος και εκείνο του γινοµένου δύο τελεστών, καθώς τα δύο αυτά
ϑεωρήµατα µπορούν να αποτελέσουν ειδικές περιπτώσεις του.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Εισαγωγή

Στο κεφάλαιο αυτό παρατίθενται οι ορισµοί και κάποια ϑεωρήµατα που ϑα χρησιµοποιήσουµε
στα επόµενα κεφάλαια. Ορίζουµε τις έννοιες των χώρων όπου ϑα εργαζόµαστε, όπως οι χώροι
Banach ή Banach άλγεβρες, καθώς και κάποιες ϐασικές ιδιότητες των χώρων αυτών, όπως για
παράδειγµα η πληρότητα, η συµπαγότητα και η κυρτότητα. Ορίζουµε τους τύπους των τελε-
στών, οι οποίοι αναφέρονται στα ϑεωρήµατα σταθερού σηµείου που µελετάµε, όπως συµπαγείς
και πλήρως συνεχείς τελεστές, συστολές και γενικευµένες συστολές, τελεστές Lipschitz και γενι-
κευµένους Lipschitz. Το κεφάλαιο ολοκληρώνεται µε τη διατύπωση των ϑεωρηµάτων σταθερού
σηµείου των Banach, Schauder, Schaefer, Nonlinear Alternative, το ϑεώρηµα σταθερού ση-
µείου των Boyd και Wong, καθώς, επίσης, και κάποιες τοπολογικές ιδιότητες που ϑα µας είναι
χρήσιµες στις αποδείξεις κάποιων συµπερασµάτων µας.

Θα συµβολίζουµε µεR το σύνολο των πραγµατικών αριθµών και µεN το σύνολο των ϕυσικών
αριθµών.

1.2 Ορισµοί και Παραδείγµατα

Η έννοια της απόλυτης τιµής στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών µας δίνει τη δυνατότητα να
µιλάµε για την απόσταση δύο αριθµών και παίζει ϑεµελιακό ϱόλο στη µελέτη του συνόλου αυτο-
ύ. Η αντίστοιχη έννοια, σε πιο γενικούς χώρους, είναι η έννοια της στάθµης και του σταθµητού
χώρου.

Ορισµός 1.1 ([5], σ.17). Ας είναι X ένα σύνολο. Η απεικόνιση ‖ · ‖ : X → [0,+∞) καλείται

στάθµη (norm) αν έχει τις εξής ιδιότητες :

(i) ‖x‖ = 0 αν και µόνον αν x = 0.

(ii) ‖αx‖ = |α|‖x‖, για κάθε α ∈ R και για κάθε x ∈ X.

(iii) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖, για κάθε x, y ∈ X.

Ορισµός 1.2 ([5], σ.17). ΄Ενα σύνολο X εφοδιασµένο µε µια στάθµη ‖ · ‖ καλείται σταθµητός

χώρος (normed space).
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2 Υβριδικά Θεωρήµατα Σταθερού Σηµείου

Παραδείγµατα σταθµητών χώρων αποτελούν οι πραγµατικοί αριθµοί µε την απόλυτη τιµή
(R, | · |), ο χώρος (Rν , ‖ · ‖ε), όπου ‖ · ‖ε είναι η ευκλείδεια στάθµη του Rν

‖x‖ε = ‖(x1, x2, . . . , xν)‖ε =
√

(x1)2 + (x2)2 + . . .+ (xν)2,

και ο χώροςC([α, β],R) των συνεχών συναρτήσεων του [α, β] ⊆ R στοR µε νόρµα την sup-norm
‖x‖sup = sup

t∈[α,β]
|x(t)|.

∆ύο ϑεµελιώδεις έννοιες των χώρων όπου ϑα εργαζόµαστε είναι η έννοια της ϐασικής ακο-
λουθίας και η έννοια του πλήρους σταθµητού χώρου.

Ορισµός 1.3 ([5], σ.86). Μια ακολουθία (xν)ν∈N σε ένα σταθµητό χώρο (X, ‖ · ‖) καλείται

ϐασική ακολουθία ή ακολουθία Cauchy (Cauchy sequence) αν για κάθε ε > 0 υπάρχει ϕυσικός

αριθµός ν0(ε) ∈ N τέτοιος ώστε να ισχύει ‖xν − xµ‖ < ε για όλους τους ϕυσικούς αριθµούς

ν, µ ≥ ν0(ε).

Ορισµός 1.4 ([5], σ.147). ΄Ενας σταθµητός χώρος (X, ‖·‖) καλείται πλήρης αν κάθε ακολουθία

Cauchy στοιχείων του X συγκλίνει σε κάποιο στοιχείο του X.

Ορισµός 1.5 ([5], σ.481). ΄Ενας πλήρης σταθµητός διανυσµατικός χώρος καλείται χώρος Ba-

nach.

Ως παραδείγµατα χώρων Banach αναφέρουµε τους πραγµατικούς αριθµούς µε την απόλυ-
τη τιµή (R, |·|), ο (Rν , ‖·‖ε), όπου ‖·‖ε είναι η ευκλείδεια στάθµη τουRν καιC([α, β],R) ο χώρος
των συνεχών συναρτήσεων του [α, β] στοR εφοδιασµένος µε την max-norm ‖x‖max = max

t∈[α,β]
|x(t)|.

΄Ενα αρκετά χρήσιµο ϑεώρηµα είναι το παρακάτω.

Θεώρηµα 1.6. Ας είναιX ένας χώρος Banach. Ο χώρος C(X,R) των πραγµατικών συναρτήσε-

ων µε πεδίο ορισµού το X, εφοδιασµένος µε τη στάθµη sup-norm ‖ · ‖sup, είναι χώρος Banach.

Απόδειξη. ΄Εστω (fν)ν∈N ∈ C(X,R) µια ϐασική ακολουθία συνεχών συναρτήσεων. Θα απο-

δείξουµε ότι υπάρχει συνεχής συνάρτηση f ∈ C(X,R) µε lim
ν→∞

fν = f . Επειδή η (fν)ν∈N

είναι ϐασική ακολουθία έπεται ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει ν0 ∈ N τέτοιο ώστε να ισχύει

‖fν − fµ‖sup < ε για όλους τους ν, µ ∈ N µε ν, µ ≥ ν0. Επίσης, για κάθε t ∈ X είναι

|fν(t)− fµ(t)| ≤ sup
t∈R
|fν(t)− fµ(t)|

= ‖fν − fµ‖sup < ε,

δηλαδή για κάθε ε > 0 υπάρχει ν0 ∈ N τέτοιο ώστε |fν(t) − fµ(t)| < ε για όλα τα ν, µ ∈

N µε ν, µ ≥ ν0 και για κάθε t ∈ X. Αυτό σηµαίνει ότι η ακολουθία πραγµατικών αριθµών

(fν(t))ν∈N είναι ϐασική ακολουθία του R, ο οποίος είναι πλήρης. ΄Ετσι, ορίζεται µια συνάρτηση
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f : X → R τέτοια ώστε fν(t)→ f(t) για όλα τα t ∈ X. Οπότε, για µ ≥ ν0, έχουµε

|fµ(t)− f(t)| =
∣∣fµ(t)− lim

ν→∞
fν(t)

∣∣
= lim

ν→∞
|fµ(t)− fν(t)|

≤ lim
ν→∞

‖fν − fµ‖sup ≤ ε.

΄Αρα fν → f οµοιόµορφα. Από το Βασικό Κριτήριο Οµοιόµορφης Σύγκλισης 1.41 έχουµε ότι

υπάρχει ν ∈ N τέτοιο ώστε

sup
t∈X
|fν(t)− f(t)| ≤ ε,

δηλαδή

‖fν − f‖sup ≤ ε.

Τώρα ϑα δείξουµε ότι η f είναι συνεχής για κάθε t ∈ X. Για κάθε ε > 0 υπάρχει ν0 ∈ N τέτοιο

ώστε να ισχύει

|fν(t)− f(t)| < ε

3
,

για όλα τα ν ∈ N µε ν ≥ ν0. ΄Εχουµε ότι η (fν)ν∈N είναι ακολουθία συνεχών συναρτήσεων,

οπότε για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε αν |x− y| < δ να έχουµε

|fν(x)− fν(y)| < ε

3
.

΄Ετσι,

|f(x)− f(y)| = |f(x) + fν(x)− fν(x) + fν(y)− fν(y)− f(y)|

≤ |f(x)− fν(x)|+ |fν(x)− fν(y)|+ |fν(y)− f(y)|

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε,

δηλαδή, για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε αν |x− y| < δ να έχουµε |f(x)− f(y)| < ε,

που σηµαίνει ότι f ∈ C(X,R).

Σηµείωση 1.7. Αν στο προηγούµενο ϑεώρηµα οι συνεχείς συναρτήσεις ορίζονται σε ένα συµ-

παγές σύνολο, έπεται ότι το supremum είναι στην πραγµατικότητα µέγιστο, δηλαδή ο χώρος

C([α, β],R) εφοδιασµένος µε την max-norm ‖x‖max = max
t∈[α,β]

|x(t)| είναι χώρος Banach.

Τα υβριδικά ϑεωρήµατα σταθερού σηµείου τύπου Krasnosel’skii, µε τα οποία ϑα ασχοληθο-
ύµε στη συνέχεια, αφορούν σε κυρτά σύνολα και συγκεκριµένου είδους τελεστές, όπως συστολές
ή γενικευµένες συστολές, Lipschitz ή γενικευµένους Lipschitz, συµπαγείς, ολικά ϕραγµένους
και πλήρως συνεχείς τελεστές.
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Ορισµός 1.8 ([5], σ.230). ΄Ενα σύνολο A, υποσύνολο ενός γραµµικού χώρου X υπεράνω του

R καλείται κυρτό (convex) αν για κάθε x, y ∈ A και για κάθε λ ∈ R ισχύει λx+ (1− λ)y ∈ A.

Ορισµός 1.9 ([5], σ.105). Ας είναι X ένας σταθµητός χώρος. ΄Ενας τελεστής f : X → X

καλείται συνεχής (continuous) αν για κάθε ακολουθία (xν)ν∈N ∈ X µε xν → x ∈ X ισχύει

f(xν)→ f(x) ∈ f(X).

Ορισµός 1.10 ([5], σ.122). Ας είναι (X, ‖·‖) ένας σταθµητός χώρος. ΄Ενας τελεστής f : X → X

καλείται οµοιόµορφα συνεχής (uniformly continuous) αν για κάθε ϑετικό αριθµό ε υπάρχει

ϑετικός αριθµός δ τέτοιος ώστε να ισχύει ‖f(x)− f(y)‖ < ε για κάθε x, y ∈ X µε ‖x− y‖ < δ.

Ορισµός 1.11 ([5], σ.159). Ας είναι (X, ‖·‖) ένας σταθµητός χώρος. ΄Ενας τελεστής f : X → X

καλείται συστολή (contraction) αν υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός κ ∈ [0, 1), τέτοιος ώστε :

‖f(x)− f(y)‖ ≤ κ‖x− y‖,

για κάθε x, y ∈ X.

Ορισµός 1.12 ([30]). Ας είναι T :X → X, ένας τελεστής, όπου (X, ‖·‖) ένας σταθµητός χώρος.

Τότε ο T καλείται γενικευµένη συστολή αν υπάρχει µια συνεχής συνάρτηση φ : R+ → R+, που

ονοµάζεται συνάρτηση συστολής, τέτοια ώστε

‖Tx− Ty‖ ≤ φ(‖x− y‖),

για κάθε x, y ∈ X, όπου φ(r) < r για r > 0.

Σηµείωση 1.13. Προφανώς, κάθε συστολή είναι και γενικευµένη συστολή.

Ορισµός 1.14 ([3], σ.183). Ας είναι (X, ‖ · ‖) ένας σταθµητός χώρος και f : X → X ένας

τελεστής. Τότε ο f καλείται Lipschitz αν υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός κ ≥ 0 τέτοιος

ώστε :

‖f(x)− f(y)‖ ≤ κ‖x− y‖,

για κάθε x, y ∈ X.

Ορισµός 1.15 ([24]). ΄Ενας τελεστής T :X → X, όπου (X, ‖·‖) ένας σταθµητός χώρος, καλείται

γενικευµένος Lipschitz αν υπάρχει µια συνεχής και αύξουσα συνάρτηση φ : R+ → R+ τέτοια

ώστε

‖Tx− Ty‖ ≤ φ(‖x− y‖), (1.1)

για κάθε x, y ∈ X, όπου φ(0) = 0.

Σηµείωση 1.16. Προφανώς, κάθε τελεστής Lipschitz είναι και γενικευµένος Lipschitz.



Εισαγωγή 5

Η συµπαγότητα είναι µια από τις πιο ϐασικές έννοιες της Τοπολογίας καθώς συµπαγείς
σταθµητοί χώροι είναι χώροι πλούσιοι σε ιδιότητες και έχουν µεγάλη συχνότητα εµφάνισης σε
όλους τους κλάδους της Μαθηµατικής Ανάλυσης. Η έννοια του σχετικά συµπαγούς συνόλου ϑα
µας οδηγήσει στους ορισµούς των συµπαγών και πλήρως συνεχών τελεστών που χρειαζόµαστε
για τα ϑεωρήµατα σταθερού σηµείου τύπου Krasnosel’skii.

Ορισµός 1.17 ([5], σ.179). Ας είναι X ένας σταθµητός χώρος και E ⊆ X. Κάλυψη (cover) C

του συνόλου E καλείται µια συλλογή υποσυνόλων του X, τέτοια ώστε E ⊆ ∪C.

Ορισµός 1.18 ([5], σ.180). Μια συλλογή συνόλων A καλείται υποκάλυψη (subcover) µιας

κάλυψης C του E αν A ⊆ C και επιπλέον E ⊆ ∪A.

Ορισµός 1.19 ([5], σ.180). Ας είναι S ένα υποσύνολο ενός σταθµητού χώρου X. Μια κάλυψη

C του S καλείται ανοιχτή (open) στον X αν κάθε A ∈ C είναι ανοικτό υποσύνολο του X ως προς

την τοπολογία που παράγεται από τη στάθµη.

Ορισµός 1.20 ([5], σ.180). Ας είναι X ένας σταθµητός χώρος και E ⊆ X. Το σύνολο E

καλείται συµπαγές (compact) αν κάθε ανοικτή κάλυψη του E έχει πεπερασµένη υποκάλυψη.

Ορισµός 1.21 ([5], σ.166). ΄Ενας σταθµητός χώρος X καλείται ολικά ϕραγµένος αν για κάθε

ε > 0 υπάρχει µια πεπερασµένη κάλυψη του X από σφαιρικές περιοχές ακτίνας ε.

Σηµείωση 1.22. Αντί του όρου ‘‘ολικά ϕραγµένος’’ χρησιµοποιείται ο όρος ‘‘προσυµπαγής’’ ή

‘‘σχετικά συµπαγής’’.

΄Ενας διαφορετικός ορισµός της έννοιας του σχετικά συµπαγούς συνόλου είναι ο ακόλουθος.

Ορισµός 1.23 ([5], σ.506). ΄Ενα σύνολο A υποσύνολο ενός σταθµητού χώρου X καλείται σχε-

τικά συµπαγές (relatively compact) ή προσυµπαγές (precompact) αν η κλειστή ϑήκη (closure)

A είναι συµπαγές σύνολο.

Ορισµός 1.24 ([57] σ.25, [60] σ.53). Ας είναι f : X → Υ ένας συνεχής τελεστής, όπου X

και Υ είναι σταθµητοί γραµµικοί χώροι.

• Ο τελεστής f καλείται συµπαγής (compact) αν το σύνολο f(X) είναι σχετικά συµπαγές

υποσύνολο του Υ.

• Ο τελεστής f καλείται πλήρως συνεχής (completely continuous) αν για κάθε ϕραγµένο

υποσύνολο S του X το σύνολο f(S) είναι σχετικά συµπαγές υποσύνολο του Υ.

• Ο τελεστής f καλείται ολικά ϕραγµένος (totally bounded) αν για κάθε ϕραγµένο υπο-

σύνολο S του X το σύνολο f(S) είναι ολικά ϕραγµένο υποσύνολο του Υ.
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Σηµείωση 1.25. ΄Εστω ένας συνεχής τελεστής f : X → Y , όπου X και Y είναι σταθµητοί

γραµµικοί χώροι. Αν το σύνολο f(X) είναι σχετικά συµπαγές σύνολο, τότε η εικόνα οποιου-

δήποτε ϕραγµένου υποσυνόλου του X είναι επίσης σχετικά συµπαγές σύνολο, εποµένως ο

τελεστής f είναι πλήρως συνεχής, δηλαδή κάθε συµπαγής τελεστής είναι και πλήρως συνεχής

τελεστής. Με άλλα λόγια, κάθε συµπαγής τελεστής µεταφέρει το πεδίο ορισµού του, αλλά και

κάθε υποσύνολο του πεδίου ορισµού του, σε σχετικά συµπαγές σύνολο.

Σηµείωση 1.26. ΄Ενας τελεστής είναι πλήρως συνεχής αν είναι συνεχής και ολικά ϕραγµένος.

Ηέννοια των συναρτήσεων Καραθεοδωρή που ϑα χρησιµοποιήσουµε παρακάτω δίνεται από
τον επόµενο ορισµό.

Ορισµός 1.27 ([39]). Μια συνάρτηση f : [0, T ] × E → E, όπου (E, ‖ · ‖) είναι ένας χώρος

Banach, καλείται συνάρτηση Καραθεοδωρή (Caratheodory function) αν :

• Η απεικόνιση t→ f(t, z) είναι µετρήσιµη για κάθε z ∈ E.

• Η απεικόνιση z → f(t, z) είναι συνεχής σχεδόν για όλα τα t ∈ [0, T ].

• Για κάθε r > 0 υπάρχει hr ∈ L1([0, T ], E)1 τέτοια ώστε αν ‖z‖ ≤ r να ισχύει ‖f(t, z)‖ ≤

hr(t) σχεδόν παντού στο [0, T ].

Για περισσότερες πληροφορίες σχετικά µε τις συναρτήσεις Καραθεοδωρή παραπέµπουµε
στο [41].

Αρκετά συχνά, για την απόδειξη της συµπαγότητας ενός συνόλου κάνουµε χρήση του Θε-
ωρήµατος των Arzela - Ascoli, που αφορά οµοιόµορφα ϕραγµένες και ισοσυνεχείς οικογένειες
συναρτήσεων.

Ορισµός 1.28 ([50], σ.171). Ας είναι (X, ‖ · ‖) ένας σταθµητός διανυσµατικός χώρος, E ⊆ X,

I ένα σύνολο δεικτών και (fa)a∈I : E → X µια οικογένεια συναρτήσεων. Η οικογένεια (fa)a∈I

καλείται οµοιόµορφα ϕραγµένη (uniformly bounded) αν υπάρχει µια σταθερά c > 0 τέτοια ώστε

‖fa(x)‖ ≤ c για όλα τα x ∈ E και όλα τα a ∈ I.

Ορισµός 1.29 ([50], σ. 172). ΄Εστω (X, (‖ · ‖) ένας σταθµητός διανυσµατικός χώρος, E ⊆ X,

I ένα σύνολο δεικτών και (fa)a∈I : E → X µια οικογένεια συναρτήσεων. Η οικογένεια (fa)a∈I

καλείται ισοσυνεχής (equicontinuous) αν, για κάθε ϑετικό αριθµό ε, υπάρχει ϑετικός αριθµός

δ τέτοιος ώστε να ισχύει ‖fa(x) − fa(y)‖ < ε, για όλα τα x, y ∈ E µε ‖x − y‖ < δ και όλα τα

a ∈ I.

Για τα ϑεωρήµατα σταθερού σηµείου που αφορούν το γινόµενο δύο τελεστών και το συν-
δυασµό του αθροίσµατος και του γινοµένου τελεστών εργαζόµαστε σε Banach άλγεβρα, δηλαδή
έναν χώρο Banach όπου για την πράξη του πολλαπλασιασµού ισχύει η προσεταιριστική και η
επιµεριστική ιδιότητα από δεξιά και από αριστερά αντίστοιχα.

1L1([0, T ], E) = {u : [0, T ] → E| u ολοκληρώσιµη}.
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Ορισµός 1.30 ([15]). ΄Ενας χώρος Banach X εφοδιασµένος µε µια στάθµη ‖ · ‖ καλείται

Banach άλγεβρα αν ορίσουµε µια πράξη πολλαπλασιασµού για την οποία ισχύει

(i) ab ∈ X για κάθε a, b ∈ X,

(ii) (ab)c = a(bc),

(iii) a(b+ c) = ab+ ac,

(iv) (b+ c)a = ba+ bc,

(v) α(ab) = (αa)b = a(αb),

(vi) ‖ab‖ ≤ ‖a‖‖b‖.

για κάθε a, b, c ∈ X, α ∈ R.

1.3 Βασικά Θεωρήµατα

Τα υβριδικά ϑεωρήµατα σταθερού σηµείου τύπου Krasnosel’skii που χρησιµοποιούµε απο-
δεικνύουν την ύπαρξη σταθερών σηµείων για συγκεκριµένου τύπου τελεστές, όπως συµπαγείς
τελεστές ή πλήρως συνεχείς τελεστές. Αρκετά συχνά ϑα πρέπει να αποδειχθεί η συµπαγότη-
τα κατάλληλων συνόλων. Εκτός από τον ακολουθιακό ορισµό της συµπαγότητας το επόµενο
ϑεώρηµα µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την απόδειξη της συµπαγότητας ενός συνόλου.

Θεώρηµα 1.31 ([5], σ.173). ΄Ενας σταθµητός χώρος X είναι συµπαγής αν και µόνο αν κάθε

ακολουθία του X έχει συγκλίνουσα υπακολουθία στον X.

Το ϑεώρηµα των Arzela - Ascoli, επίσης χρησιµοποιείται ευρέως για την απόδειξη της συµ-
παγότητας ενός συνόλου, και αφορά την ύπαρξη µιας οµοιόµορφα ϕραγµένης και ισοσυνεχούς
οικογένειας συναρτήσεων.

Θεώρηµα 1.32 (Arzela-Ascoli, [50], σ.172). Ας είναι X,Ω σταθµητοί διανυσµατικοί χώροι, Y

ένα συµπαγές υποσύνολο του X καιM µια οικογένεια συνεχών συναρτήσεων ορισµένων στο Y

µε τιµές στο Ω, δηλαδήM ⊆ C(Y,Ω). Η οικογένειαM είναι σχετικά συµπαγής στο C(Y,Ω) αν

και µόνο αν ηM είναι οµοιόµορφα ϕραγµένη και ισοσυνεχής.

Στη συνέχεια, διατυπώνουµε τα ϑεωρήµατα σταθερού σηµείου που ϑα χρειαστούµε για την
απόδειξη των συµπερασµάτων. ΄Ενα πολύ γνωστό ϑεώρηµα αυτής της κατηγορίας είναι η Αρχή
της Συστολής ή Θεώρηµα Σταθερού σηµείου του Banach, που εξασφαλίζει µοναδικό σταθερό
σηµείο για µια συστολή σε έναν πλήρη σταθµητό χώρο. Επίσης, ϑα µας ϕανούν πολύ χρήσιµα
και τα ϑεωρήµατα του Schauder. Τροποποιηµένες διατυπώσεις αυτών των ϑεωρηµάτων αποτε-
λούν τα ϑεωρήµατα του Schaefer και το Nonlinear Alternative που αναφέρονται παρακάτω.

Πρόταση 1.33 (Αρχή της συστολής (Contraction Principle), [5], σ.159). Ας είναι X ένας

πλήρης σταθµητός χώρος και f : X → X µια συστολή. Τότε η f έχει µοναδικό σταθερό σηµείο,

δηλαδή υπάρχει ακριβώς ένα σηµείο x ∈ X τέτοιο ώστε x = f(x).
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Θεώρηµα 1.34 (Schauder, [60], σ.56). ΄Εστω F ένα µη κενό, κλειστό και κυρτό υποσύνολο

ενός χώρου Banach X και f : F → F ένας συµπαγής τελεστής. Τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον

x ∈ F τέτοιο ώστε x = f(x), δηλαδή ο τελεστής f έχει ένα τουλάχιστον σταθερό σηµείο στο F .

Θεώρηµα 1.35 (Schauder∗, [60], σ.56). ΄Εστω F ένα µη κενό, ϕραγµένο, κλειστό και κυρτό

υποσύνολο ενός χώρου Banach X και f : F → F ένας πλήρως συνεχής τελεστής. Τότε υπάρχει

ένα τουλάχιστον x ∈ F τέτοιο ώστε x = f(x), δηλαδή ο τελεστής f έχει ένα τουλάχιστον σταθερό

σηµείο στο F .

Θεώρηµα 1.36 (Schaefer ή Leray-Schauder Alternative, [57], σ.29). ΄Εστω F ένα µη κενό,

κλειστό και κυρτό υποσύνολο ενός χώρου Banach X και f : F → F ένας πλήρως συνεχής

τελεστής. Αν E(f) = {x ∈ X : υπάρχει µ ∈ (0, 1) : x = µf(x)} τότε ισχύει ένα ακριβώς από τα

εξής :

(i) Το E(f) είναι µη-ϕραγµένο

(ii) Ο τελεστής f έχει ένα σταθερό σηµείο στο F .

Θεώρηµα 1.37 (Nonlinear Alternative, [41]). ΄Εστω F ένα µη κενό και κυρτό υποσύνολο ενός

γραµµικού χώρου X, U ένα ανοικτό υποσύνολο του F µε 0 ∈ U και f : U → F ένας πλήρως

συνεχής τελεστής. Τότε ισχύει ένα ακριβώς από τα εξής :

(i) Ο τελεστής f έχει ένα σταθερό σηµείο στο U ή

(ii) υπάρχει ένα u ∈ ∂U και λ ∈ (0, 1) µε u = λfu.

Παραθέτουµε, εδώ, και µια γενίκευση της Αρχής της Συστολής που αποδεικνύει την ύπαρξη
µοναδικού σταθερού σηµείου για γενικευµένη συστολή ενόςπλήρους σταθµητού χώρου και είναι
το ϑεώρηµα σταθερού σηµείου των Boyd και Wong.

Θεώρηµα 1.38 (Boyd και Wong, [14]). Ας είναιX ένας πλήρης σταθµητός χώρος και f : X →

X µια γενικευµένη συστολή. Τότε η f έχει µοναδικό σταθερό σηµείο, δηλαδή υπάρχει ακριβώς

ένα σηµείο x ∈ X τέτοιο ώστε x = f(x).

Στη συνέχεια, παρατίθενται µερικές γνωστές προτάσεις από την Τοπολογία, οι οποίες ϑα
χρησιµοποιηθούν για την απόδειξη κάποιων συµπερασµάτων µας.

Πρόταση 1.39 ([5], σ.110). ΄Εστω f : X → Y συνεχής απεικόνιση µεταξύ δύο γραµµικών

χώρων X, Y . Τότε f(S) ⊆ f(S) για κάθε S ⊆ X.

Θεώρηµα 1.40 (Bolzano-Weierstrass, [2], σ.76). Κάθε ϕραγµένη ακολουθία πραγµατικών

αριθµών έχει τουλάχιστον µία συγκλίνουσα υπακολουθία.

Θεώρηµα 1.41 (Βασικό Κριτήριο Οµοιόµορφης Σύγκλισης, [60], σ.110). Ας είναιX ένας χώρος

Banach και (fν)ν∈N ∈ C(X,R) ακολουθία συνεχών συναρτήσεων. Τότε η fν → f οµοιόµορφα

αν και µόνο αν lim
ν→∞

(
sup
x∈X
|fν(x)− f(x)|

)
= 0.
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Θεώρηµα 1.42 (Σύγκλισης Lebesgue ή Κυριαρχούµενης Σύγκλισης, [1], σ.276). Υποθέτουµε

ότι (fν)ν∈N είναι µια ακολουθία µετρήσιµων πραγµατικών συναρτήσεων επί του γραµµικού χώρου

X τέτοια ώστε

fν → f

κατά σηµείο. Αν υπάρχει g ∈ L1(X) τέτοια ώστε |fν | ≤ g(x), x ∈ X, τότε f ∈ L1(X) και

επιπλέον

lim

∫
X
|fν − f | = 0

και

lim

∫
X
fν =

∫
X
f.

Για περισσότερες πληροφορίες σχετικά µε τη ϑεωρία µέτρου παραπέµπουµε στα [1] και [58].





Κεφάλαιο 2

΄Αθροισµα Τελεστών

2.1 Εισαγωγή

Το ϑεώρηµα σταθερού σηµείου του Krasnosel’skii που ϑα µας απασχολήσει στην παρούσα
ενότητα είναι ένας συνδυασµός ϑεωρηµάτων σταθερού σηµείου των Schauder και Banach και
ϐρίσκει σηµαντικές εφαρµογές στη ϑεωρία διαφορικών εξισώσεων ουδετέρου τύπου. Αποδει-
κνύει ότι το άθροισµα δύο τελεστών που ικανοποιούν συγκεκριµένες ιδιότητες έχει σταθερό ση-
µείο. Με αφετηρία το συγκεκριµένο ϑεώρηµα αρκετοί ερευνητές ασχολήθηκαν µε γενικεύσεις
του, µε τροποποιήσεις των συνθηκών, ακόµα και επεκτάσεις του. Ο Reinerman [54] έδωσε ένα
συµπέρασµα τύπου Krasnosel’skii για ένα οµοιόµορφα κυρτό υποσύνολο ενός χώρου Banach.
Ο Avramescu [10], µε χρήση του ϑεωρήµατος Schaefer, έδωσε µια γενίκευση του ϑεωρήµατος
Krasnosel’skii, σε έναν τοπικά κυρτό χώρο. Επίσης, οι Burton και Kirk [16], [20] συνδυάσανε
το ϑεώρηµα του Krasnosel’skii µε το ϑεώρηµα του Schaefer και παρουσίασαν ένα αντίστοιχο
ϑεώρηµα σταθερού σηµείου. Ο Dhage [26] παρουσίασε µια απόδειξη του ϑεωρήµατος Krasno-
sel’skii για µερικώς διατεταγµένους σταθµητούς διανυσµατικούς χώρους και αντιµετώπισε το
πρόβληµα ύπαρξης λύσεων για µη γραµµικές κλασµατικές (fractional) ολοκληρωτικές εξισώσεις
Voltera.

2.2 ΄Ενα ϑεώρηµα του Krasnosel’skii

Πριν παρουσιάσουµε το ϐασικό ϑεώρηµα που µας απασχολεί σε αυτήν την ενότητα παραθέτουµε
τέσσερα Λήµµατα που ϑα χρειαστούµε για την απόδειξή του, αλλά και παρακάτω.

Λήµµα 2.1. Ας είναι (E, ‖ · ‖) ένας σταθµητός διανυσµατικός χώρος και X ένα υποσύνολό του.

Αν ο τελεστής B : X → X είναι συστολή, τότε ο τελεστής I −B : X → X είναι οµοιοµορφισµός

του X επί του (I −B)X.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι ο τελεστής I − B είναι 1-1, συνεχής και (I − B)−1 συνεχής.

11
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Ας είναι λ ∈ [0, 1) η σταθερά της συστολής. Για x, y ∈ X έχουµε:

(I −B)x = (I −B)y ⇒ x−Bx = y −By

⇒ x− y = Bx−By

⇒ ‖x− y‖ = ‖Bx−By‖ ≤ λ‖x− y‖

⇒ (1− λ)‖x− y‖ ≤ 0

⇒ ‖x− y‖ = 0

⇒ x− y = 0

⇒ x = y.

΄Αρα ο I −B είναι 1-1.

Επίσης,

‖(I −B)x− (I −B)y‖ = ‖x−Bx− y +By‖

= ‖x− y − (Bx−By)‖ ≤ ‖x− y‖+ ‖Bx−By‖

≤ ‖x− y‖+ λ‖x− y‖

= (1 + λ)‖x− y‖,

δηλαδή ο I −B είναι οµοιόµορφα συνεχής, άρα και συνεχής.

Είναι,

‖(I −B)x− (I −B)y‖ = ‖x− y − (Bx−By)‖

≥ ‖x− y‖ − ‖Bx−By‖

≥ (1− λ)‖x− y‖.

Επειδή ο τελεστής I − B είναι 1-1, υπάρχουν µονοσήµαντα ορισµένα z, w ∈ X τέτοια ώστε

(I −B)x = z, (I −B)y = w. ∆ηλαδή είναι

x = (I −B)−1z, y = (I −B)−1w,

και συνεπώς έχουµε:

‖z − w‖ ≥ (1− λ)‖(I −B)−1z − (I −B)−1w‖
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δηλαδή

‖(I −B)−1z − (I −B)−1w‖ ≤ 1

1− λ
‖z − w‖.

Αυτό σηµαίνει ότι ο (I−B)−1 είναι οµοιόµορφα συνεχής, άρα και συνεχής. Εποµένως, ο I−B

είναι οµοιοµορφισµός του X επί του (I −B)X.

Λήµµα 2.2. Ας είναιA ⊆ E όπου (E, ‖·‖) σταθµητός διανυσµατικός χώρος. Αν κάθε ακολουθία

του A έχει συγκλίνουσα υπακολουθία στο A τότε το A είναι συµπαγές.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 1.31 αρκεί να αποδείξουµε ότι το A είναι ακολουθιακά

συµπαγές. ΄Εστω (αν)ν∈N ∈ A. Τότε, για κάθε ν ∈ N ισχύει

B

(
αν ,

1

ν

)
∩A 6= ∅.

Εποµένως, µπορούµε να ϐρούµε ακολουθία (bν)ν∈N ∈ A τέτοια ώστε :

‖αν − bν‖ <
1

ν
, ν ∈ N.

Από την υπόθεσή µας, για την ακολουθία (bν)ν∈N έπεται ότι υπάρχει υπακολουθία της (bκν )ν∈N

που συγκλίνει στο A, δηλαδή υπάρχει b ∈ A τέτοιο ώστε

(bκν )ν∈N → b.

΄Εχουµε,

‖ακν − b‖ = ‖ακν − bκν + bκν − b‖

≤ ‖ακν − bκν‖+ ‖bκν − b‖

≤ 1

κν
+ ‖bκν − b‖,

από όπου, επειδή (bκν )ν∈N → b, προκύπτει

‖ακν − b‖ → 0, καθώς ν →∞,

δηλαδή

lim
ν→∞

ακν = b ∈ A.

Αυτό σηµαίνει ότι για την τυχαία ακολουθία (αν)ν∈N του A υπάρχει συγκλίνουσα υπακολουθία

στο A, που σηµαίνει ότι το A είναι ακολουθιακά συµπαγές.

Λήµµα 2.3. Ας είναιX,Y, Z σταθµητοί διανυσµατικοί χώροι, f : X → Y συµπαγής τελεστής και

g : Y → Z συνεχής. Τότε η σύνθεση g ◦ f : X → Z είναι συµπαγής.
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Απόδειξη. Επειδή, η g ◦ f είναι συνεχής ως σύνθεση συνεχών, αρκεί να αποδείξουµε ότι

(g ◦ f)(X) είναι συµπαγές ή σύµφωνα µε το Θεώρηµα 1.31 ακολουθιακά συµπαγές. Από

το Λήµµα 2.2 είναι αρκετό να αποδείξουµε ότι κάθε ακολουθία του g(f(X)) έχει συγκλίνουσα

υπακολουθία στο g(f(X)). ΄Εστω (zν)ν∈N τυχαία ακολουθία του g(f(X)) και zν = g(f(xν)) µε

(xν)ν∈N ∈ X. Τότε η f(xν) = yν , ν ∈ N είναι ακολουθία στο f(X) ⊆ f(X). ΄Οµως ο f είναι

συµπαγής, δηλαδή f(X) είναι συµπαγές σύνολο. Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει υπακολουθία

(yκν )ν∈N της (yν)ν∈N συγκλίνουσα στο f(X), δηλαδή υπάρχει y∗ ∈ f(X) τέτοιο ώστε

yκν → y∗.

Οπότε

lim
ν→∞

f(xκν) = y∗.

Επειδή ο g είναι συνεχής έχουµε ότι

lim
ν→∞

g(f(xκν )) = g(y∗),

και σύµφωνα µε την Πρόταση 1.39

lim
ν→∞

zκν = g(y∗) ∈ g(f(X)) ⊆ g(f(X)).

∆ηλαδή για την τυχαία ακολουθία (zν)ν∈N ∈ g(f(X)) υπάρχει συγκλίνουσα υπακολουθία της

στο g(f(X)). Συνεπώς, σύµφωνα µε το Λήµµα 2.2, το σύνολο g(f(X)) είναι συµπαγές.

Λήµµα 2.4. Ας είναι X,Y, Z σταθµητοί διανυσµατικοί χώροι, f : X → Y πλήρως συνεχής και

g : Y → Z συνεχής. Τότε η σύνθεση g ◦ f : X → Z είναι πλήρως συνεχής.

Απόδειξη. Επειδή, η g ◦ f είναι συνεχής ως σύνθεση συνεχών, αρκεί να αποδείξουµε ότι το

σύνολο (g ◦ f)(M) είναι συµπαγές, για κάθε ϕραγµένο M ⊆ X, ή σύµφωνα µε το Θεώρηµα

1.31 ότι είναι ακολουθιακά συµπαγές. ΄Εστω M τυχαίο ϕραγµένο υποσύνολο του X. Από το

Λήµµα 2.2 είναι αρκετό να πάρουµε τυχαία ακολουθία του g(f(M)) και να δείξουµε ότι έχει

συγκλίνουσα υπακολουθία στο g(f(M)). ΄Εστω (zν)ν∈N τυχαία ακολουθία του g(f(M)) και

zν = g(f(xν)) µε (xν)ν∈N ∈ M . Τότε f(xν) = yν , ν ∈ N είναι ακολουθία του f(M) ⊆ f(M).

΄Οµως ο f είναι πλήρως συνεχής, δηλαδή f(M) είναι συµπαγές σύνολο για κάθε ϕραγµένο

M ⊆ X. Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει υπακολουθία (yκν )ν∈N της (yν)ν∈N συγκλίνουσα στο

f(M), δηλαδή υπάρχει y∗ ∈ f(M) τέτοιο ώστε

yκν → y∗.

Οπότε

lim
ν→∞

f(xκν) = y∗.
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Επειδή ο g είναι συνεχής έχουµε ότι

lim g(f(xκν )) = g(y∗)

και σύµφωνα µε την Πρόταση 1.39

lim zκν = g(y∗) ∈ g(f(M)) ⊆ g(f(M))

. ∆ηλαδή για την τυχαία ακολουθία (zν)ν∈N ∈ g(f(M)) υπάρχει συγκλίνουσα υπακολουθία

της στο g(f(M)). Συνεπώς, σύµφωνα µε το Λήµµα 2.2, το σύνολο g(f(M)) είναι συµπαγές.

Το ϐασικό ϑεώρηµα αυτής της ενότητας είναι το ϑεώρηµα του Krasnosel’skii που παρουσι-
άζουµε εδώ.

Θεώρηµα 2.5 (Krasnosel’skii, [57], σ. 31). Ας είναι (X, ‖ · ‖) ένας χώρος Banach και M

ένα µη κενό, κλειστό και κυρτό υποσύνολό του X. Αν A,B : M → X είναι δύο τελεστές τέτοιοι

ώστε :

(i) Bx+Ay ∈M για κάθε x, y ∈M ,

(ii) ο A είναι συµπαγής,

(iii) ο B είναι συστολή,

τότε υπάρχει x ∈M τέτοιο ώστε x = Ax+Bx.

Απόδειξη. ΄Εστω τυχαίο y ∈M . Θεωρούµε τον τελεστή Sy : M → X µε Syx = Bx+Ay, x ∈M .

Αφού x, y ∈M , λόγω της (i), ισχύει Bx+Ay ∈M οπότε Syx ∈M . ∆ηλαδή είναι Sy : M →M .

Θα αποδείξουµε ότι ο τελεστής Sy είναι συστολή. Πραγµατικά, για κάθε x1, x2 ∈ M , και

λ ∈ [0, 1) η σταθερά της συστολής, είναι :

‖Syx1 − Syx2‖ = ‖(Bx1 +Ay)− (Bx2 +Ay)‖

= ‖Bx1 −Bx2‖ ≤ λ‖x1 − x2‖.

΄Αρα ο Sy είναι συστολή.

Σύµφωνα µε την Αρχή της Συστολής 1.33 υπάρχει µονοσήµαντα ορισµένο z ∈ M τέτοιο

ώστε

Syz = z ⇔ z = Bz +Ay

⇔ Iz = Bz +Ay

⇔ (I −B)z = Ay.
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Από το Λήµµα 2.1, επειδή ο B είναι συστολή, ο τελεστής I − B είναι οµοιοµορφισµός του M

επί του (I −B)M , δηλαδή ο I −B είναι συνεχής, 1-1, επί και ο (I −B)−1 είναι συνεχής.

΄Εχουµε ότι B : M → X, δηλαδή I − B : M → (I − B)M και αφού ο I − B είναι

οµοιοµορφισµός του (I − B)M συµπεραίνουµε ότι ορίζεται η απεικόνιση (I − B)−1 : (I −

B)M →M . ΄Ετσι, λόγω της πρώτης υπόθεσης του ϑεωρήµατος έχουµε

A : M → (I −B)M και (I −B)−1 : (I −B)M →M.

Οπότε ορίζεται η σύνθεση (I − B)−1 ◦ A : M → M . Αν ονοµάσουµε T τον τελεστή T =

(I − B)−1 ◦ A, τότε είναι T : M → M . ∆ηλαδή, ο T είναι σύνθεση ενός συµπαγούς τελεστή

κι ενός συνεχούς τελεστή, οπότε σύµφωνα µε το Λήµµα 2.3 έχουµε ότι ο T είναι συµπαγής.

Από το Θεώρηµα 1.34 (Schauder) έχουµε ότι ο τελεστής T έχει σταθερό σηµείο στο M , δηλαδή

υπάρχει x ∈M τέτοιο ώστε :

x = Tx⇔ x = [(I −B)−1 ◦A]x

⇔ x = (I −B)−1Ax

⇔ (I −B)x = Ax

⇔ x−Bx = Ax

⇔ x = Ax+Bx,

που είναι και το Ϲητούµενο.

2.3 Μια εφαρµογή σε ένα Πρόβληµα Αρχικών Τιµών

Στην παρούσα παράγραφο ϑα δώσουµε µια εφαρµογή του ϑεωρήµατος Krasnosel’skii που
αποδεικνύει την ύπαρξη λύσης ενός Προβλήµατος Αρχικών Τιµών.

Εφαρµογή 2.6 ([39]). Θεωρούµε το πρόβληµα αρχικών τιµών:y
′
(t) = f(t, y(t)), t ∈ [0, T ]

y(0) = α ∈ E,
(2.1)

όπου E είναι ένας πραγµατικός χώρος Banach και f : [0, T ] × E → E µια συνάρτηση της

µορφής f = g+h µε g, h : [0, T ]×E → E να είναι συναρτήσεις Καραθεοδωρή 1.27. Ορίζουµε

τους χώρους

C([0, T ], E) = {u : [0, T ]→ E, u : συνεχής}

και

Cα([0, T ], E) = {u ∈ C([0, T ], E) : u(0) = α}.
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Υποθέτουµε, επιπλέον, για τις g, h ότι ισχύουν :

(i) Το σύνολο {
∫ t
0 g(s, u(s))ds : u ∈ Cα([0, T ], E)} είναι σχετικά συµπαγές.

(ii) Υπάρχει q ∈ L1([0, T ],R+) µε ‖h(t, u)−h(t, v)‖ ≤ q(t)‖u−v‖ για όλα τα u, v ∈ E σχεδόν

παντού στο [0, T ].

Θα αποδείξουµε ότι το ΠΑΤ (2.1) έχει µία λύση.

Εφοδιάζουµε τον χώρο C([0, T ], E) µε τη στάθµη Bielecki:

‖u‖Q = max
t∈[0,T ]

‖e−Q(t)u(t)‖ όπου Q(t) =

∫ t

0
q(s)ds.

Αρχικά ϑα αποδείξουµε ότι (C([0, T ], E), ‖ · ‖Q) είναι χώρος Banach. Θα χρειαστούµε το
εξής Λήµµα:

Λήµµα 2.7. Ο χώρος (C([0, T ], E), ‖ · ‖Q) των συνεχών συναρτήσεων του [0, T ] είναι χώρος

Banach.

Απόδειξη. Αρκεί να αποδείξουµε ότι η στάθµη Bielecki είναι ισοδύναµη µε τη max-norm ‖·‖max.

Πράγµατι, σύµφωνα µε το ϑεώρηµα 1.6, ο (C([0, T ], E), ‖ · ‖max) είναι χώρος Banach, οπότε

αν δείξουµε ότι οι δύο στάθµες είναι ισοδύναµες, τότε και ο (C([0, T ], E), ‖ · ‖Q) ϑα είναι χώρος

Banach.

Για κάθε t ∈ [0, T ] είναι :

|u(t)e−Q(t)| ≤ |u(t)| ≤ max
t∈[0,T ]

|u(t)|

οπότε

max
t∈[0,T ]

|u(t)e−Q(t)| ≤ max
t∈[0,T ]

|u(t)|

δηλαδή

‖u‖Q ≤ ‖u‖max.

Επίσης, επειδή η συνάρτησηQ είναι αύξουσα, έπεται ότι για t ∈ [0, T ] είναι e−Q(T ) ≤ e−Q(t).

Εποµένως,

max
t∈[0,T ]

|u(t)e−Q(t)| ≥ max
t∈[0,T ]

|u(t)e−Q(T )| = e−Q(T ) max
t∈[0,T ]

|u(t)|,

δηλαδή

‖u‖Q ≥ e−Q(T )‖u‖max.

Εποµένως, e−Q(T )‖u‖max ≤ ‖u‖Q ≤ ‖u‖max, που αποδεικνύει ότι η στάθµη Bielecki είναι

ισοδύναµη µε τη max-norm ‖ · ‖max. Συνεπώς, ο χώρος (C([0, T ], E), ‖ · ‖Q) είναι χώρος

Banach.
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Προκειµένου να εφαρµόσουµε το Θεώρηµα Krasnosel’skii 2.5 ορίζουµε δύο τελεστές

T1 : Cα([0, T ], E)→ C([0, T ], E)

µε

(T1y)(t) =

∫ t

0
g(s, y(s))ds, t ∈ [0, T ]

και
T2 : Cα([0, T ], E)→ Cα([0, T ], E)

µε

(T2y)(t) = α+

∫ t

0
h(s, y(s))ds, t ∈ [0, T ].

∆ιαπιστώνουµε ότι το πρόβληµα ύπαρξης λύσης του ΠΑΤ (2.1) ανάγεται στο πρόβληµα ύπαρξης
σταθερού σηµείου του τελεστή Tsum : Cα([0, T ], E)→ Cα([0, T ], E) που ορίζεται ως εξής :

(Tsumy)(t) = α+

∫ t

0
f(s, y(s))ds

= α+

∫ t

0
h(s, y(s))ds+

∫ t

0
g(s, y(s))ds

= (T2y)(t) + (T1y)(t),

Αφού οι g, h είναι συναρτήσεις Καραθεοδωρή έπεται ότι οι T1, T2 είναι καλά ορισµένοι και
συνεχείς. Παρατηρούµε ότι από τη συνθήκη (i) έπεται ότι το σύνολο:{∫ t

0
g(s, u(s))ds : u ∈ Cα([0, T ], E)

}
= {T1u : u ∈ Cα([0, T ], E)}

= T1(Cα([0, T ], E))

⊆ C([0, T ], E)

είναι σχετικά συµπαγές, συνεπώς το σύνολο T1(Cα([0, T ], E)) είναι συµπαγές, που σηµαίνει ότι
ο τελεστής T1 είναι συµπαγής.

Τώρα ϑα αποδείξουµε ότι ο τελεστής T2 είναι συστολή. Πράγµατι, για u, v ∈ C([0, T ], E)
έχουµε:

‖T2u− T2v‖Q = max
t∈[0,T ]

∣∣∣(T2u(t)− T2v(t)) e−Q(t)
∣∣∣

= max
t∈[0,T ]

∣∣∣∣e−Q(t)

(
α+

∫ t

0
h(s, u(s))ds− α−

∫ t

0
h(s, v(s))ds

)∣∣∣∣
= max

t∈[0,T ]

∣∣∣∣e−Q(t)

∫ t

0
[h(s, u(s))− h(s, v(s))]ds

∣∣∣∣
≤ max

t∈[0,T ]

∣∣∣∣e−Q(t)

∫ t

0
[q(s)|u(s)− v(s)|] ds

∣∣∣∣
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σύµφωνα µε τη συνθήκη (ii).
΄Ετσι,

‖T2u− T2v‖Q ≤ max
t∈[0,T ]

∣∣∣∣e−Q(t)

∫ t

0
q(s)eQ(s)e−Q(s)|u(s)− v(s)|ds

∣∣∣∣
≤ ‖u− v‖Q max

t∈[0,T ]

∣∣∣∣e−Q(t)

∫ t

0
q(s)eQ(s)ds

∣∣∣∣
= ‖u− v‖Q max

t∈[0,T ]

∣∣∣∣e−Q(t)

∫ t

0
q(s)e

∫ s
0 q(r)drds

∣∣∣∣
= ‖u− v‖Q max

t∈[0,T ]

∣∣∣∣e−Q(t)

∫ t

0

(
e
∫ s
0 q(r)dr

)′
ds

∣∣∣∣
= ‖u− v‖Q max

t∈[0,T ]

[
e−Q(t)[eQ(t) − 1]

]
= ‖u− v‖Q max

t∈[0,T ]

(
1− e−Q(t)

)
=
(

1− e−Q(T )
)
‖u− v‖Q

= k0‖u− v‖Q

µε k0 = 1− e−Q(T ) < 1.
Για τη συνθήκη (ι) του ϑεωρήµατος 2.5 έχουµε:

T1x+ T2y ∈ C([0, T ], E)

και επειδή για t = 0 είναι
T1x(0) + T2y(0) = 0 + α = α

έπεται ότι
T1x+ T2y ∈ Cα([0, T ], E).

Συνεπώς, πληρούνται οι υποθέσεις του Θεωρήµατος 2.5 και έχουµε ένα σταθερό σηµείο του
τελεστή Tsum, δηλαδή µια λύση του ΠΑΤ (2.1).

2.4 Παραλλαγή του Θεωρήµατος Krasnosel’skii και µια Εφαρµο-

γή

Μια, ουσιαστικά, παρόµοια διατύπωση του Θεωρήµατος Krasnosel’skii είναι η ακόλουθη, που
αντί για έναν συµπαγή τελεστή, έχει έναν πλήρως συνεχή τελεστή σε ένα µη-κενό, κλειστό,
κυρτό και ϕραγµένο υποσύνολο ενός χώρου Banach.

Θεώρηµα 2.8 ([48]). Ας είναι M ένα µη κενό, ϕραγµένο, κλειστό και κυρτό υποσύνολο ενός

χώρου Banach (X, ‖ · ‖) και A,B : M → X είναι δύο τελεστές τέτοιοι ώστε :

(i) Bx+Ay ∈M για κάθε x, y ∈M ,
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(ii) ο A είναι πλήρως συνεχής και

(iii) ο B είναι συστολή.

Τότε υπάρχει x ∈M τέτοιο ώστε x = Ax+Bx.

Απόδειξη. Ας είναι αυθαίρετο y ∈ M και ορίζουµε τον τελεστή Sy : M → X µε Syx = Bx +

Ay, x ∈M .

Αφού x, y ∈ M , λόγω του (i), ισχύει Bx + Ay ∈ M δηλαδή Syx ∈ M . Αυτό σηµαίνει ότι

Sy : M →M . Τώρα ϑα δείξουµε ότι ο S είναι συστολή. Πραγµατικά, για x1, x2 ∈M και λ < 1,

η σταθερά συστολής του τελεστή B, έχουµε

‖Syx1 − Syx2‖ = ‖(Bx1 +Ay)− (Bx2 +Ay)‖

= ‖Bx1 −Bx2‖ ≤ λ‖x1 − x2‖.

΄Αρα ο S είναι συστολή.

Σύµφωνα µε την Αρχή της Συστολής 1.33 υπάρχει z ∈M τέτοιο ώστε

Syz = z ⇔ z = Bz +Ay

⇔ Iz = Bz +Ay

⇔ (I −B)z = Ay.

Από το Λήµµα 2.1, αφού ο B είναι συστολή, έπεται ότι η απεικόνιση I −B είναι οµοιοµορ-

ϕισµός του M επί του (I −B)M , δηλαδή ο I −B είναι συνεχής, 1-1, επί και ο (I −B)−1 είναι

συνεχής.

΄Εχουµε ότι B : M → X, δηλαδή I − B : M → (I − B)M και αφού ο I − B είναι

οµοιοµορφισµός του (I − B)M συµπεραίνουµε ότι ορίζεται η απεικόνιση (I − B)−1 : (I −

B)M →M . ΄Ετσι, λόγω της πρώτης συνθήκης του ϑεωρήµατος έχουµε

A : M → (I −B)M και (I −B)−1 : (I −B)M →M.

Οπότε ορίζεται η σύνθεση (I − B)−1 ◦ A : M → M . Αν ονοµάσουµε T τον τελεστή T =

(I −B)−1 ◦A τότε T : M →M . ∆ηλαδή, ο T είναι σύνθεση ενός πλήρως συνεχούς τελεστή κι

ενός συνεχούς τελεστή. Σύµφωνα µε το Λήµµα 2.4 προκύπτει ότι ο T είναι πλήρως συνεχής.

Τελικά, σύµφωνα µε το ϑεώρηµα 1.35 (Schauder∗) ο τελεστής T έχει σταθερό σηµείο στο M ,
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δηλαδή υπάρχει x ∈M τέτοιο ώστε :

x = Tx⇔ x = [(I −B)−1 ◦A]x

⇔ x = (I −B)−1Ax

⇔ (I −B)x = Ax

⇔ x−Bx = Ax

⇔ x = Ax+Bx,

δηλαδή το Ϲητούµενο.

Θα εφαρµόσουµε το προηγούµενο ϑεώρηµα για την ύπαρξη λύσης ενός ΠΑΤ της µορφής{(
x(t)− g(t, x(t))

)′
= f(t, x(t)), t ∈ [0, 1]

x(0) = ξ.

∆εν είναι δύσκολο να διαπιστώσουµε ότι η ύπαρξη λύσης του παραπάνω ΠΑΤ ανάγεται στην
ύπαρξη λύσης µιας ολοκληρωτικής εξίσωσης της µορφής

x(t) = G(t, x(t)) +

∫ t

0
f(s, x(s))ds, t ∈ [0, 1],

όπου G(t, x(t)) = ξ − g(0, ξ) + g(t, x(t)), t ∈ [0, 1].

Εφαρµογή 2.9 ([4]). Θεωρούµε την ολοκληρωτική εξίσωση

x(t) = G(t, x(t)) +

∫ t

0
f(s, x(s))ds, t ∈ [0, 1] (2.2)

όπου f : [0, 1]× Rν → Rν και G : [0, 1]× Rν → Rν είναι δεδοµένες συναρτήσεις.

Για την εξίσωση (2.2) µπορούµε να αποδείξουµε το επόµενο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 2.10 ([4]). Ας είναι f,G : [0, 1]× Rν → Rν συνεχείς συναρτήσεις, τέτοιες ώστε :

(i) Για t ∈ [0, 1] και x, y ∈ Rν ισχύει

‖G(t, x)−G(t, y)‖ε ≤ θ(t)‖x− y‖ε,

όπου θ : [0, 1] → R+ είναι µια ϕραγµένη συνάρτηση, τέτοια ώστε ‖θ‖max < 1 και ‖ · ‖ε η

ευκλείδεια στάθµη του Rν .

(ii) Υπάρχει συνεχής και αύξουσα συνάρτηση Ω : [0,+∞)→ [0,+∞) και συνεχείς συναρτήσεις

h, φ : [0, 1]→ R+, τέτοιες ώστε :

‖f(t, u)‖ε ≤ h(t)Ω(‖u‖ε) + φ(t)

για όλα τα t ∈ [0, 1] και u ∈ Rν .
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Τότε, αν

sup
z∈[0,+∞)

z

G∗ + ‖h‖maxΩ(z) + ‖φ‖max
>

1

1− ‖θ‖max
, (2.3)

όπου G∗ = sup
t∈[0,1]

|G(t, 0)|, η εξίσωση (2.2) έχει µια λύση.

Απόδειξη. Θεωρούµε τον χώρο Banach X = (C([0, 1],Rν), ‖ · ‖max), όπου ‖ · ‖max είναι η max-

norm, και τους τελεστές A,B : X → X που ορίζονται ως εξής :

Ax(t) = G(t, x(t)), t ∈ [0, 1]

και

Bx(t) =

∫ t

0
f(s, x(s))ds, t ∈ [0, 1]

Λόγω της συνθήκης (i) ο τελεστής A είναι συστολή. Για να αποδείξουµε ότι ο τελεστής B

είναι πλήρως συνεχής ϑα χρειαστούµε το επόµενο Λήµµα:

Πρόταση 2.11 ([4]). Θεωρούµε τον χώρο Banach X = (C([0, 1],Rν), ‖ · ‖max). Τότε ο τελεστής

B : X → X µε

Bx(t) =

∫ t

0
f(s, x(s))ds, t ∈ [0, 1],

όπου f : [0, 1]× Rν → Rν συνεχής, είναι πλήρως συνεχής τελεστής.

Απόδειξη. Πράγµατι, είναι αρκετό να δείξουµε ότι ο τελεστής B είναι συνεχής και µεταφέρει

ϕραγµένα υποσύνολα του πεδίου ορισµού του σε σχετικά συµπαγή υποσύνολα του πεδίου τιµών

του.

Αρχικά, ϑα αποδείξουµε ότι ο τελεστής B είναι συνεχής. ΄Εστω (xν)ν∈N ∈ X µε limxν =

x ∈ X. Τότε

lim
ν→∞

‖xν − x‖max = 0.

Θα αποδείξουµε ότι

lim
ν→∞

‖Bxν −Bx‖max = 0.

Αφού η f είναι συνεχής έχουµε:

|Bxν(t)−Bx(t)| =
∣∣∣∣∫ t

0
f(s, xν(s))ds−

∫ t

0
f(s, x(s))ds

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ t

0
[f(s, xν(s))− f(s, x(s))] ds

∣∣∣∣ .
Από το Κριτήριο Σύγκλισης Lebesgue 1.42 παίρνουµε ότι∣∣∣∣∫ t

0
[f(s, xν(s))− f(s, x(s))] ds

∣∣∣∣→ 0

όταν το ν →∞. Οπότε

|Bxν(t)−Bx(t)| → 0
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όταν το ν →∞.

΄Εστω M ϕραγµένο υποσύνολο του X. Τότε υπάρχει a > 0 τέτοιο ώστε

M ⊆ {x ∈ X : ‖x‖max ≤ a}.

Αρκεί να αποδείξουµε ότι το σύνολο {x ∈ X : ‖x‖max ≤ a} απεικονίζεται σε σχετικά συµπαγές

σύνολο. Ορίζουµε τα σύνολα

S = {x ∈ Rν : ‖x‖ε ≤ a}

και για σταθερά a, b ∈ [0, 1] το σύνολο

Σ = [a, b]× S ⊆ Rν+1.

Το Σ είναι συµπαγές σύνολο, ως καρτεσιανό γινόµενο κλειστών και ϕραγµένων συνόλων.

Η f είναι συνεχής στο [0, 1] × Rν , οπότε η f είναι συνεχής στο Σ ⊆ [0, 1] × Rν , που

είναι συµπαγές, οπότε η f είναι ϕραγµένη και οµοιόµορφα συνεχής, δηλαδή υπάρχει µ >

0 τέτοιο ώστε :

‖f(t, x)‖ε ≤ µ, (t, x) ∈ Σ.

Επίσης, για τυχόν ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε (ti, xi) ∈ Σ, i = 1, 2 µε

|t1 − t2|+ |x1 − x2| < δ

να ισχύει

‖f(t1, x1)− f(t2, x2)‖ε < ε.

Για να αποδείξουµε ότι το σύνολο B(M) είναι σχετικά συµπαγές ϑα χρησιµοποιήσουµε το

Θεώρηµα 1.32 (Arzela - Ascoli). Αρκεί να δείξουµε ότι το B(M) είναι ϕραγµένο και ισοσυνεχές.

Για x ∈M , έχουµε

|B(x(t))| =
∣∣∣∣∫ t

0
f(s, x(s))ds

∣∣∣∣
≤
∫ t

0
|f(s, x(s))|ds

≤ ‖f(t, x)‖ε
∫ 1

0
ds

≤ µ(1− 0) = µ,

δηλαδή ‖Bx‖max ≤ µ, που σηµαίνει ότι B(M) είναι ϕραγµένο.

Θεωρούµε ε∗ > 0 και ορίζουµε ε = ε∗

1+µ . Ας είναι δ = δ(ε∗) το δ που αντιστοιχεί στον ορισµό

της οµοιόµορφης συνέχειας της f επί του συνόλου Σ. Επίσης, ϑεωρούµε δ∗ = min{ε∗, δ}. Ας
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είναι t1, t2 ∈ [0, 1] µε |t1 − t2| < δ∗ και x ∈M .

Τότε

|B(x(t1))−B(x(t2))| =
∣∣∣∣∫ t1

0
f(t1, x(s))ds−

∫ t2

0
f(t2, x(s))ds

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫ t1

0
f(t1, x(s))ds−

∫ t1

0
f(t2, x(s))ds−

∫ t2

t1

f(t2, x(s))ds

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫ t1

0
(f(t1, x(s))− f(t2, x(s))) ds−

∫ t2

t1

f(t2, x(s))ds

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ t1

0
(f(t1, x(s))− f(t2, x(s))) ds

∣∣∣∣+∣∣∣∣∫ t2

t1

f(t2, x(s))ds

∣∣∣∣
≤
∫ 1

0
|f(t1, x(s))− f(t2, x(s))| ds+

∣∣∣∣∫ t2

t1

f(t2, x(s))ds

∣∣∣∣
≤ (1− 0)ε+ µ|t1 − t2|

≤ ε+ µε

= (1 + µ)ε

= ε∗,

δηλαδή το B(M) είναι ισοσυνεχές. Από το Θεώρηµα 1.32 παίρνουµε ότι το B(M) είναι σχετικά

συµπαγές. Συνεπώς, ο B είναι πλήρως συνεχής.

Λόγω της (2.3) και του ορισµού του supremum υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε

M

G∗ + ‖h‖maxΩ(M) + ‖φ‖max
>

1

1− ‖θ‖max
.

Θέτουµε τότε S′ = {u ∈ X : ‖u‖sup ≤ M}. Θα αποδείξουµε ότι το S′ είναι κλειστό, κυρτό και

ϕραγµένο υποσύνολο του X. Πράγµατι, έστω (uν)ν∈N ∈ S′ µε uν → u και ϑα δείξουµε ότι

u ∈ S′.
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Αφού (uν)ν∈N ∈ S′ είναι

‖uν‖sup ≤M

lim
ν→∞

‖uν‖sup ≤ lim
ν→∞

M

‖ lim
ν→∞

uν‖sup ≤M

‖u‖sup ≤M,

που σηµαίνει ότι u ∈ S′, δηλαδή S′ είναι κλειστό.

Για u1, u2 ∈ S έχουµε ‖u1‖sup ≤M και ‖u2‖sup ≤M και αν λ ∈ (0, 1) παίρνουµε:

‖λu1 + (1− λ)u2‖sup ≤ λ‖u1‖sup + (1− λ)‖u2‖sup

≤ λM + (1− λ)M

= M

δηλαδή λu1 + (1− λ)u2 ∈ S′, που σηµαίνει ότι S′ είναι κυρτό.

Θεωρούµε τυχόντα στοιχεία x, y ∈ S′. Από τη σχέση (ii) παίρνουµε

|A(x(t)) +B(y(t))| ≤ |G(t, x(t))|+
∣∣∣∣∫ t

0
f(s, y(s))ds

∣∣∣∣
≤ |G(t, x(t))−G(t, 0) +G(t, 0)|+

∫ t

0
|f(s, y(s))| ds

≤ |G(t, x(t))−G(t, 0)|+ |G(t, 0)|+

+

∫ t

0
(h(s)Ω(|y(s)|) ds+

∫ t

0
φ(s)ds.

Επειδή η G είναι συστολή και η Ω αύξουσα, για y ∈ S′ έχουµε

|A(x(t)) +B(y(t))| ≤ |θ(t)||x(t)|+G∗ + ‖h‖maxΩ(M) + ‖φ‖max,

και λόγω της σχέσης (2.3) παίρνουµε:

|A(x(t)) +B(y(t))| ≤M.

∆ηλαδή ‖Ax+By‖sup ≤M που σηµαίνει ότι Ax+By ∈ S′.

΄Ετσι έχουµε ότι ο A είναι συστολή, ο B είναι πλήρως συνεχής και Ax + By ∈ S′, όπου

S′ είναι κλειστό, κυρτό και ϕραγµένο υποσύνολο του χώρου Banach X και το συµπέρασµα

προκύπτει από το Θεώρηµα 2.8.
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2.5 Μια εφαρµογή στις Εξισώσεις ∆ιαφορών

Στο σηµείο αυτό ϑα γίνει χρήση της τροποποιηµένης µορφής του Θεωρήµατος Krasnosel’skii µε
σκοπό τη µελέτη της ύπαρξης ϑετικών περιοδικών λύσεων µιας εξίσωσης διαφορών µε υστέρηση.
Για περισσότερες πληροφορίες σχετικά µε τις εξισώσεις διαφορών παραπέµπουµε στα [37] και
[47], καθώς επίσης και αυτές µε υστέρηση στα [6] - [8], [17] - [19], [21], [22], [35], [36], [38],
[42], [43], [44], [46], [52] και [59] .

Θεωρούµε την εξίσωση διαφορών ουδετέρου τύπου µε υστέρηση

x(n+ 1) = a(n)x(n) + c∆x(n− τ) + g(n, x(n− τ)), ν ∈ N, (2.4)

όπου τ ένας µη-αρνητικός ακέραιος, a(n) µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών, g : N×R→ R
µια συνεχής συνάρτηση και

∆x(n) = x(n+ 1)− x(n), n ∈ N.

Επιπλέον υποθέτουµε ότι :

a(n+ T ) = a(n), g(n+ T, ·) = g(n, ·), για κάθε n ∈ N, (2.5)

µε
0 < a(n) < 1. (2.6)

Θεωρούµε το σύνολο

PT = {x(n) : n ∈ N, x(n) = x(n+ T ), T ≥ 1}.

Αρχικά ϑα δείξουµε ότι ο χώρος (PT , ‖ · ‖max), µε στάθµη την ‖x‖max = max
n∈[0,T−1]

|x(n)|, είναι

χώρος Banach.
Θα χρειαστούµε το επόµενο Λήµµα:

Λήµµα 2.12. Ο χώρος (PT , ‖·‖max) των πραγµατικών περιοδικών ακολουθιών µε περίοδο T ≥ 1,

είναι χώρος Banach.

Απόδειξη. Ας είναι (xi)i∈N ∈ PT µια ϐασική ακολουθία.Θα αποδείξουµε ότι συγκλίνει στο PT .

Αφού (xi)i∈N είναι ϐασική έχουµε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει i0 ∈ N τέτοιο ώστε να ισχύει

‖xi − xj‖max < ε

για κάθε i, j ∈ N µε i, j ≥ i0. Για n ∈ N έχουµε

|xi(n)− xj(n)| ≤ ‖xi − xj‖max < ε.

΄Αρα (xi(n))i∈N είναι ϐασική ακολουθία του R, που είναι πλήρης, οπότε για κάθε n ∈ N υπάρχει

το

lim
i→∞

xi(n) = :x(n) ∈ R.

Θα αποδείξουµε ότι x ∈ PT και

‖xi − x‖max → 0
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όταν i → ∞. Επειδή η (xi)i∈N είναι ϐασική ακολουθία έπεται ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει

i0 ∈ N τέτοιο ώστε, για κάθε i, j ∈ N µε i, j ≥ i0, να ισχύει

‖xi − xj‖max <
ε

2
.

∆ηλαδή για κάθε i, j ∈ N µε i, j ≥ i0

max
n∈[0,T−1]

|xi(n)− xj(n)| < ε

2
.

Εποµένως

|xi(n)− xj(n)| < ε

2
,

για κάθε i, j ∈ N µε i, j ≥ i0 και για κάθε n ∈ [0, T − 1]. ∆ηλαδή, για i ≥ i0 και για κάθε

n ∈ [0, T − 1] έχουµε ότι xj(n)→ x(n), καθώς j →∞. Αυτό σηµαίνει ότι

|xi(n)− xj(n)| → |xi(n)− x(n)|, για i→∞

και

max
n∈[0,T−1]

|xi(n)− xj(n)| → max
n∈[0,T−1]

|xi(n)− x(n)|, για j →∞

ή

max
n∈[0,T−1]

|xi(n)− x(n)| ≤ ε

2

για κάθε i ≥ i0 και για κάθε n ∈ [0, T − 1]. ΄Αρα

‖xi − x‖max ≤
ε

2
< ε,

για κάθε i ≥ i0, δηλαδή

‖xi − x‖max → 0, όταν i→∞.

Επίσης, x ∈ PT αφού x(n+ T ) = lim
i→∞

xi(n+ T ) = lim
i→∞

xi(n) = x(n).

Ας είναι

G(n, u) =

n+T−1∏
s=u+1

a(s)

1−
n+T−1∏
s=n

a(s)

, u ∈ [n, n+ T − 1]. (2.7)

Σηµειώνουµε ότι στην σχέση (2.7) ο παρανοµαστής δεν γίνεται 0 λόγω της (2.6) για κάθε n ∈
[0, T − 1]. Ορίζουµε, επίσης,

m: = min{G(n, u) : n ≥ 0, u ≤ T} = G(n, n) > 0, (2.8)

M : = max{G(n, u) : n ≥ 0, u ≤ T} = G(n, n+ T − 1) = G(0, T − 1) > 0. (2.9)

Το επόµενο λήµµα δίνει µια περιγραφή της λύσης της εξίσωσης (2.4)
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Λήµµα 2.13 ([53]). Υποθέτουµε ότι ισχύουν οι σχέσεις (2.5), (2.6). Αν x(n) ∈ PT τότε η x(n)

είναι λύση της (2.4) αν και µόνο αν

x(n) = cx(n− τ) +
n+T−1∑
u=n

G(n, u) [g(u, x(u− τ))− c(1− a(u))x(u− τ)] , n ∈ Z, (2.10)

όπου η G(n, u) ορίζεται από τη σχέση (2.7).

Απόδειξη. Από την (2.4) παίρνουµε την εξίσωση

x(n+ 1)− a(n)x(n) = c∆x(n− τ) + g(n, x(n− τ)), (2.11)

Πολλαπλασιάζοντας κάθε µέλος της (2.11) µε τον όρο
n∏
s=0

a−1(s) έχουµε

n∏
s=0

a−1(s) (x(n+ 1)− a(n)x(n)) = [c∆x(n− τ) + g(n, x(n− τ))]
n∏
s=0

a−1(s).

΄Οµως,

n∏
s=0

a−1(s) (x(n+ 1)− a(n)x(n)) =
n−1∏
s=0

a−1(s)
x(n+ 1)− a(n)x(n)

a(n)

=

n−1∏
s=0

a−1(s)[x(n+ 1)a−1(s)− x(n)]

=
n∏
s=0

a−1(s)x(n+ 1)−
n−1∏
s=0

a−1(s)x(n)

= ∆

[
x(n)

n−1∏
s=0

a−1(s)

]
.

΄Αρα,

∆

[
x(n)

n−1∏
s=0

a−1(s)

]
= [c∆x(n− τ) + g(n, x(n− τ))]

n∏
s=0

a−1(s). (2.12)

Αθροίζοντας την (2.12) από n έως n+ T − 1 παίρνουµε

n+T−1∑
u=n

∆

[
x(u)

u−1∏
s=0

a−1(s)

]
=

n+T−1∑
u=n

[c∆x(u− τ) + g(u, x(u− τ))]
u∏
s=0

a−1(s). (2.13)

΄Οµως, το πρώτο µέλος της εξίσωσης (2.13) γράφεται

n+T−1∑
u=n

∆

[
x(u)

u−1∏
s=0

a−1(s)

]
= ∆

[
x(n)

n−1∏
s=0

a−1(s)

]
+ ∆

[
x(n+ 1)

n∏
s=0

a−1(s)

]
+ . . .+

+ ∆

[
x(n+ T − 1)

n+T−2∏
s=0

a−1(s)

]
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= x(n+ 1)
n∏
s=0

a−1(s)− x(n)
n−1∏
s=0

a−1(s) + x(n+ 2)
n+1∏
s=0

a−1(s)− x(n+ 1)
n∏
s=0

a−1(s)+

+ . . .+ x(n+ T )

n+T−1∏
s=0

a−1(s)− x(n+ T − 1)

n+T−2∏
s=0

a−1(s)

= x(n+ T )
n+T−1∏
s=0

a−1(s)− x(n)
n−1∏
s=0

a−1(s).

Επειδή x ∈ PT έχουµε x(n+ T ) = x(n), οπότε :

n+T−1∑
u=n

∆

[
x(u)

u−1∏
s=0

a−1(s)

]
= x(n)

[
n+T−1∏
s=0

a−1(s)−
n−1∏
s=0

a−1(s)

]
.

Επιπλέον, για το δεύτερο µέλος της εξίσωσης (2.13) έχουµε

n+T−1∑
u=n

c∆x(u− τ)

u∏
s=0

a−1(s) = c

n+T−1∑
u=n

u∏
s=0

a−1(s)x(u+ 1− τ)− c
n+T−1∑
u=n

u∏
s=0

a−1(s)x(u− τ).

Για τον όρο: c
n+T−1∑
u=n

u∏
s=0

a−1(s)x(u+ 1− τ) έχουµε:

c

n+T−1∑
u=n

u∏
s=0

a−1(s)x(u+ 1− τ) =

c
n∏
s=0

a−1(s)x(n+ 1− τ) + c
n+1∏
s=0

a−1(s)x(n+ 2− τ) + . . .+ c
n+T−1∏
s=0

a−1(s)x(n+ T − τ).

Προσθαφαιρώντας τον όρο: cx(n− τ)

n−1∏
s=0

a−1(s), επειδή x ∈ PT , έχουµε

c
n+T−1∑
u=n

u∏
s=0

a−1(s)x(u+ 1− τ) =

c

n+T−1∏
s=0

a−1(s)x(n− τ)− cx(n− τ)

n−1∏
s=0

a−1(s) + cx(n− τ)

n−1∏
s=0

a−1(s)+

c
n∏
s=0

a−1(s)x(n+ 1− τ) + c
n+1∏
s=0

a−1(s)x(n+ 2− τ) + . . .+ c
n+T−2∏
s=0

a−1(s)x(n+ T − 1− τ).

∆ηλαδή,

c
n+T−1∑
u=n

u∏
s=0

a−1(s)x(u+ 1− τ) =

cx(n− τ)

[
n+T−1∏
s=0

a−1(s)−
n−1∏
s=0

a−1(s)

]
+ c

n+T−1∑
u=n

x(u− τ)

u−1∏
s=0

a−1(s).
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Εποµένως,

n+T−1∑
u=n

c∆x(u− τ)
u∏
s=0

a−1(s)

= cx(n− τ)

[
n+T−1∏
s=0

a−1(s)−
n−1∏
s=0

a−1(s)

]
+ c

n+T−1∑
u=n

x(u− τ)

u−1∏
s=0

a−1(s)−

− c
n+T−1∑
u=n

u∏
s=0

a−1(s)x(u− τ)

= cx(n− τ)

[
n+T−1∏
s=0

a−1(s)−
n−1∏
s=0

a−1(s)

]
− c

n+T−1∑
u=n

x(u− τ)

[ u∏
s=0

a−1(s)−
u−1∏
s=0

a−1(s)

]
.

Επειδή
u−1∏
s=0

a−1(s) = a(u)
u∏
s=0

a−1(s),

προκύπτει ότι

n+T−1∑
u=n

c∆x(u− τ)

u∏
s=0

a−1(s)

= cx(n− τ)

[
n+T−1∏
s=0

a−1(s)−
n−1∏
s=0

a−1(s)

]
−
n+T−1∑
u=n

x(u− τ)c[1− a(u)]
u∏
s=0

a−1(s).

Οπότε η (2.13) γίνεται

x(n)

[ n+T−1∏
s=0

a−1(s)−
n−1∏
s=0

a−1(s)

]
=cx(n− τ)

[ n+T−1∏
s=0

a−1(s)−
n−1∏
s=0

a−1(s)

]
−

−
n+T−1∑
u=n

x(u− τ)c[1− a(u)]
u∏
s=0

a−1(s)+

+

n+T−1∑
u=n

g(u, x(u− τ))

u∏
s=0

a−1(s).

∆ιαιρώντας κατ τα δύο µέρη της παραπάνω εξίσωσης µε τον όρο:

n+T−1∏
s=0

a−1(s)−
n−1∏
s=0

a−1(s)

παίρνουµε
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x(n) =cx(n− τ)+

+

n+T−1∑
u=n

{
g(u, x(u− τ))− x(u− τ)c[1− a(u)]

} u∏
s=0

a−1(s)

n+T−1∏
s=0

a−1(s)−
n−1∏
s=0

a−1(s)

,

όπου u ∈ [n, n+ T − 1]. ΄Οµως,

n+T−1∑
u=n

u∏
s=0

a−1(s)

n+T−1∏
s=0

a−1(s)−
n−1∏
s=0

a−1(s)

=

n∏
s=0

a−1(s) +

n+1∏
s=0

a−1(s) + . . .+

n+T−1∏
s=0

a−1(s)

n−1∏
s=0

a−1(s)

[
n+T−1∏
s=n

a−1(s)− 1

]

=

n∏
s=0

a−1(s)

[
1 + a−1(n+ 1) +

n+2∏
s=n+1

a−1(s) + . . .+
n+T−1∏
s=n+1

a−1(s)

]
n−1∏
s=0

a−1(s)

[
n+T−1∏
s=n

a−1(s)− 1

]

=

a−1(n)

[
1 + a−1(n+ 1) +

n+2∏
s=n+1

a−1(s) + . . .+

n+T−1∏
s=n+1

a−1(s)

]
[

1−
n+T−1∏
s=n

a(s)

]
/
n+T−1∏
s=n

a(s)

=

[
a−1(n) +

n+1∏
s=n

a−1(s) +
n+2∏
s=n

a−1(s) + . . .+
n+T−1∏
s=n

a−1(s)

]
·
n+T−1∏
s=n

a(s)[
1−

n+T−1∏
s=n

a(s)

]

=

n+T−1∏
s=n+1

a(s) +
n+T−1∏
s=n+2

a(s) + . . .+ 1[
1−

n+T−1∏
s=n

a(s)

] =

n+T−1∑
u=n

n+T−1∏
s=u+1

a(s)[
1−

n+T−1∏
s=n

a(s)

] =
n+T−1∑
u=n

n+T−1∏
s=u+1

a(s)[
1−

n+T−1∏
s=n

a(s)

] ,

όπου u ∈ [n, n+ T − 1]. Από τη σχέση (2.7) έπεται ότι

n+T−1∑
u=n

n+T−1∏
s=u+1

a(s)[
1−

n+T−1∏
s=n

a(s)

] =

n+T−1∑
u=n

G(n, u), u ∈ [n, n+ T − 1].
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∆ηλαδή

x(n) = cx(n− τ) +
n+T−1∑
u=n

G(n, u)
[
g(u, x(u− τ))− c(1− a(u))x(u− τ)

]
,

που είναι το Ϲητούµενο.

Για την απόδειξη των συµπερασµάτων µας ϑα χρησιµοποιήσουµε την τροποποιηµένη µορφή
του Θεωρήµατος Krasnosel’skii, δηλαδή το Θεώρηµα 2.8.

Θεωρούµε δύο σταθερές L ≥ 0, K > 0 και ορίζουµε το σύνολο

M = {φ ∈ PT : L ≤ φ ≤ K}, (2.14)

που είναι κλειστό, κυρτό και ϕραγµένο υποσύνολο του χώρου Banach PT . Υποθέτουµε ότι
(φν)ν∈N ∈M µε φν → φ και ϑα αποδείξουµε ότι φ ∈M. Επειδή (φν)ν∈N ∈M έπεται ότι

L ≤ φν ≤ K

ή
lim
ν→∞

L ≤ lim
ν→∞

φν ≤ lim
ν→∞

K,

δηλαδή
L ≤ φ ≤ K

και
φ(m+ T ) = lim

ν→∞
φν(m+ T ) = lim

ν→∞
φν(m) = φ(m),

που σηµαίνει ότι φ ∈M, δηλαδή το σύνολοM είναι κλειστό.
Για φ1, φ2 ∈M έχουµε

L ≤ φ1 ≤ K και L ≤ φ2 ≤ K.

Και για λ ∈ (0, 1) είναι
λL ≤ λφ1 ≤ λK

και
(1− λ)L ≤ (1− λ)φ2 ≤ (1− λ)K,

οπότε προσθέτοντας κατά µέλη τις δύο προηγούµενες ανισότητες παίρνουµε

λφ1 + (1− λ)φ2 ∈M,

που σηµαίνει ότι το σύνολοM είναι κυρτό.
Θα εξετάσουµε χωριστά τις περιπτώσεις 0 ≤ c < 1 και −1 < c ≤ 0. Αρχικά, υποθέτουµε ότι

0 ≤ c < 1 (2.15)

Επιπλέον υποθέτουµε ότι για κάθε u ∈ Z και ρ ∈M,

(1− c)L
mT

≤ g(u, ρ)− c[1− a(u)]ρ ≤ (1− c)K
MT

, (2.16)

όπου m και M ορίζονται από τις σχέσεις (2.8) και (2.9) αντίστοιχα.
Προκειµένου να εφαρµόσουµε το Θεώρηµα 2.8 ορίζουµε δύο τελεστές, τον B :M→ PT µε

(Bφ)(n) = cφ(n− τ), n ∈ N
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και τον C :M→ PT µε

(Cφ)(n) =
n+T−1∑
u=n

G(n, u)[g(u, x(u− τ))− c(1− a(u))φ(u− τ)], n ∈ N.

Λόγω της (2.15) ο τελεστής B είναι συστολή. Για να αποδείξουµε ότι ο τελεστής C είναι πλήρως
συνεχής ϑα χρειαστούµε το επόµενο Λήµµα:

Λήµµα 2.14 ([53]). Αν ισχύουν οι σχέσεις (2.5), (2.6), (2.15) και (2.16), τότε ο τελεστής C είναι

πλήρως συνεχής στοM.

Απόδειξη. Για n ∈ [0, T − 1] και για φ ∈M, λόγω της (2.16) παίρνουµε:

∣∣(Cφ)(n)
∣∣ =

∣∣∣∣ n+T−1∑
u=n

G(n, u)[g(u, x(u− τ))− c(1− a(u))φ(u− τ)]

∣∣∣∣
≤ TM (1− c)K

MT
= (1− c)K ≤ K

λόγω της (2.15). Οπότε ‖Cφ‖max ≤ K, που σηµαίνει ότι C(M) είναι ϕραγµένο. Θέλουµε να

δείξουµε ότι ο C είναι πλήρως συνεχής, δηλαδή για κάθε ϕραγµένο υποσύνολο S του M το

σύνολο C(S) είναι σχετικά συµπαγές, δηλαδή το σύνολο C(S) είναι συµπαγές. Σύµφωνα µε το

Λήµµα 2.2 αρκεί να πάρουµε τυχαία ακολουθία (fν)ν∈N του C(S) και να δείξουµε ότι υπάρχει

συγκλίνουσα υπακολουθία (fκν )ν∈N στο C(S). Πράγµατι, για την ακολουθία (fν)ν∈N ισχύει

(fν)ν∈N ∈ C(S) ⊆ PT , δηλαδή είναι περιοδική ακολουθία πραγµατικών αριθµών µε τιµές στο

σύνολο C(S), που είναι υποσύνολο του συνόλου C(M). Το σύνολο C(M) είναι οµοιόµορφα

ϕραγµένο, δηλαδή η ακολουθία (fν)ν∈N είναι ϕραγµένη ακολουθία πραγµατικών αριθµών.

Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα 1.40 (Bolzano-Weierstrass) η ακολουθία (fν)ν∈N έχει συγκλίνουσα

υπακολουθία στο C(S) ⊆ C(S).

Τώρα είµαστε σε ϑέση να διατυπώσουµε και να αποδείξουµε το ϑεώρηµα που µας εξασφα-
λίζει ϑετική περιοδική λύση της εξίσωσης διαφορών ουδετέρου τύπου (2.4).

Θεώρηµα 2.15 ([53]). Υποθέτουµε ότι ισχύουν οι σχέσεις (2.5), (2.6), (2.15) και (2.16). Τότε η

εξίσωση (2.4) έχει µια ϑετική περιοδική λύση z που πληροί τη σχέση L ≤ z ≤ K.

Απόδειξη. Ας είναι φ, y ∈M. Από την (2.16), για n ∈ N, έχουµε ότι

(Bφ) (n) + (Cy) (n) = cφ(n− τ)+

+
n+T−1∑
u=n

G(n, u) [g(u, y(u− τ))− c(1− a(u))y(u− τ)]

≤ cK +M

n+T−1∑
u=n

[g(u, y(u− τ))− c(1− a(u))y(u− τ)]

≤ cK +MT
(1− c)K
MT

= K.
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Επίσης, για n ∈ N είναι

(Bφ) (n) + (Cy) (n) = cφ(n− τ)+

+
n+T−1∑
u=n

G(n, u) [g(u, y(u− τ))− c(1− a(u))y(u− τ)]

≥ cL+m
n+T−1∑
u=n

[g(u, y(u− τ))− c(1− a(u))y(u− τ)]

≥ cL+mT
(1− c)L
mT

= L.

Εποµένως, από τις δύο προηγούµενες ανισότητες έπεται ότι

L ≤ Bφ+ Cy ≤ K,

που σηµαίνει ότι Bφ + Cy ∈ M. Το σύνολο M είναι κλειστό, κυρτό και ϕραγµένο υποσύνολο

του χώρου Banach PT ,άρα πληρούνται οι υποθέσεις του Θεωρήµατος 2.8. Συνεπώς, υπάρχει

z ∈M τέτοιο ώστε z = Bz+Cz, δηλαδή η εξίσωση (2.4) έχει µια ϑετική περιοδική λύση z που

πληροί τη σχέση L ≤ z ≤ K.

Τώρα, για την περίπτωση που
− 1 < c ≤ 0 (2.17)

υποθέτουµε ότι ισχύει η σχέση:

L− cK
mT

≤ g(u, ρ)− c[1− a(u)]ρ ≤ K − cL
MT

, (2.18)

για κάθε u ∈ Z και ρ ∈ M, όπου m και M ορίζονται από τις σχέσεις (2.8) και (2.9). Ακολου-
ϑώντας παρόµοιους ισχυρισµούς αποδεικνύονται το επόµενο λήµµα και ϑεώρηµα:

Λήµµα 2.16 ([53]). Αν ισχύουν οι σχέσεις (2.5), (2.6), (2.17) και (2.18), τότε ο τελεστής C είναι

πλήρως συνεχής στοM.

Θεώρηµα 2.17 ([53]). Υποθέτουµε ότι ισχύουν οι σχέσεις (2.5), (2.6), (2.17) και (2.18) αντίστοιχα.

Τότε η εξίσωση (2.4) έχει µια ϑετική περιοδική λύση z που πληροί την L ≤ z ≤ K.

2.6 Krasnosel’skii Alternative και µια Εφαρµογή σε Μη Γραµµι-

κές Ολοκληρωτικές Εξισώσεις

Το επόµενο Θεώρηµα είναι µια εναλλακτική µορφή του Θεωρήµατος Krasnosel’skii 2.5 και
έχει το πλεονέκτηµα ότι δεν απαιτεί την ύπαρξη ενός κυρτού και κλειστού υποσυνόλου µε
τις ιδιότητες του ϑεωρήµατος Krasnosel’skii 2.5. Για την απόδειξή του γίνεται χρήση του
Θεωρήµατος 1.36 (Schaefer).
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Θεώρηµα 2.18 (Krasnosel’skii Alternative, [20]). Ας είναι (X, ‖ · ‖) ένας χώρος Banach και

A,B : X → X δύο τελεστές. Υποθέτουµε ότι ο A είναι συστολή και ο B είναι πλήρως συνεχής

τελεστής. Τότε ισχύει ένα ακριβώς από τα εξής δύο :

(i) Το σύνολο όλων των λύσεων της εξίσωσης : x = λA

(
1

λ
x

)
+ λBx,

λ ∈ (0, 1) είναι µη ϕραγµένο.

(ii) Η εξίσωση: x = λA

(
1

λ
x

)
+ λBx έχει µια λύση για λ = 1.

Απόδειξη. Πρώτα ϑα αποδείξουµε ότι ο τελεστής λA
(

1

λ

)
: X → X είναι µια συστολή στον

X.Πράγµατι, για λ ∈ (0, 1), x, y ∈ X, επειδή ο τελεστής A είναι συστολή µε σταθερά συστολής

α και ο X είναι διανυσµατικός χώρος, ως χώρος Banach, παίρνουµε:∥∥∥∥λA( 1

λ
x

)
− λA

(
1

λ
y

)∥∥∥∥ ≤ λα ∥∥∥xλ − y

λ

∥∥∥ = α‖x− y‖.

Ας είναι y ∈ X ένα αυθαίρετο στοιχείο και ϑεωρούµε τον τελεστή Ty : X → X µε

Ty(x) = λA

(
1

λ
x

)
+ λBy. Τότε ο Ty είναι συστολή στον χώρο Banach X, οπότε σύµφωνα

µε την Αρχή της Συστολής 1.33 έχει µοναδικό σταθερό σηµείο, δηλαδή υπάρχει µοναδικό

x ∈ X τέτοιο ώστε :

x = Ty(x)

⇔ x = λA

(
1

λ
x

)
+ λBy

⇔ 1

λ
x = A

(
1

λ
x

)
+By

⇔ (I −A)
1

λ
x = By

⇔ 1

λ
x =

[
(I −A)−1 ◦B

]
y

⇔ x = λ
[
(I −A)−1 ◦B

]
y.

Τώρα, σύµφωνα µε το Λήµµα 2.1 ο τελεστής
(
I −A

)−1 υπάρχει και είναι συνεχής, και από το

Λήµµα 2.4 έπεται ότι η σύνθεση
(
I −A

)−1 ◦B είναι πλήρως συνεχής.

΄Ετσι, η τελευταία εξίσωση είναι µια εξίσωση της µορφής x = λTy για κάθε y ∈ X, που,

σύµφωνα µε το Θεώρηµα 1.36 (Schaefer) έχει λύση µε x = y για λ = 1 ή έχει το σύνολο των

λύσεών της για λ ∈ (0, 1) µη ϕραγµένο,δηλαδή τα Ϲητούµενα.

Θα δούµε πως εφαρµόζεται το ϑεώρηµα Krasnosel’skii alternative µέσα από την ακόλουθη
εφαρµογή, που αποδεικνύει την ύπαρξη λύσης για µια ολοκληρωτική εξίσωση συγκεκριµένης
µορφής.
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Εφαρµογή 2.19 ([4]). Θεωρούµε την ολοκληρωτική εξίσωση

x(t) = g(t, x(t)) +

∫ t

0
f(s, x(s))ds, t ∈ [0, T ] (2.19)

όπου g : [0, T ]× Rν → Rν µια συνεχής συνάρτηση, συστολή ως προς τη δεύτερη µεταβλητή µε

σταθερά συστολής L ∈ (0, 1) (δηλαδή ‖g(t, x)− g(t, y)‖ε ≤ L‖x− y‖ε) και f : [0, T ]×Rν → R

συνεχής.

Επιπλέον υποθέτουµε ότι :

|f(t, u)| ≤ m(t)Ω(‖u‖ε), (t, u) ∈ [0, T ]× Rn

όπου m : [0, T ]→ R και Ω : R→ (0,+∞) συνεχείς και Ω αύξουσα, τέτοιες ώστε :∫ T

0
m(s)ds < (1− L)

∫ ∞
G

1−L

ds

Ω(s)

µε G = max
t∈[0,T ]

|g(t, o)|. Θα αποδείξουµε ότι η ολοκληρωτική εξίσωση (2.19) έχει λύση στο

C ([0, T ],Rν).

Θεωρούµε την εξίσωση

x(t) = λg

(
t,

1

λ
x(t)

)
+ λ

∫ t

0
f(s, x(s))ds, t ∈ [0, T ] (2.20)

Τότε :

|x(t)| ≤ λ
∣∣∣∣g(t, 1

λ
x(t)

)
− g(t, 0) + g(t, 0)

∣∣∣∣+ λ

∫ t

0
|f(s, x(s))| ds

≤ λ
∣∣∣∣g(t, 1

λ
x(t)

)
− g(t, 0)

∣∣∣∣+ λ|g(t, 0)|+ λ

∫ t

0
|f(s, x(s))| ds

≤ λL
∣∣∣∣ 1λx(t)

∣∣∣∣+ λ|g(t, o)|+ λ

∫ t

0
m(s)Ω(|x(s)|)ds

≤ L|x(t)|+G+

∫ t

0
m(s)Ω(|x(s)|)ds,

δηλαδή

|x(t)| ≤ G

1− L
+

1

1− L

∫ t

0
m(s)Ω(|x(s)|)ds.

Θέτουµε

u(t) =
G

1− L
+

1

1− L

∫ t

0
m(s)Ω(|x(s)|)ds

οπότε έχουµε:

|x(t)| ≤ u(t) και u(0) =
G

1− L
.

Είναι :

|x(t)| ≤ u(t) ≤ G

1− L
+

1

1− L

∫ t

0
m(s)Ω(u(s))ds,
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οπότε παίρνουµε:

u′(t) ≤ 1

1− L
m(t)Ω(u(t))

ή
u′(t)

Ω(u(t))
≤ 1

1− L
m(t).

Ολοκληρώνοντας την τελευταία σχέση από 0 έως t έχουµε:∫ t

0

du

dw

dw

Ω(u(w))
≤ 1

1− L

∫ t

0
m(s)ds

ή ∫ t

0

du

Ω(u(w))
≤ 1

1− L

∫ t

0
m(s)ds,

και αν ϑέσουµε u(w) = s έχουµε du = ds, και όταν w = 0 παίρνουµε s = u(0) =
G

1− L
, ενώ

όταν w = t παίρνουµε s = u(t), οπότε έχουµε∫ t

0

du

Ω(u(w))
=

∫ u(t)

G
1−L

ds

Ω(s)
,

δηλαδή ∫ u(t)

G
1−L

ds

Ω(s)
≤ 1

1− L

∫ t

0
m(s)ds ≤ 1

1− L

∫ T

0
m(s)ds <

∫ ∞
G

1−L

ds

Ω(s)

οπότε υπάρχει κ > 0 τέτοιο ώστε |x(t)| ≤ u(t) ≤ κ, που σηµαίνει ότι το σύνολο όλων των λύσεων
της εξίσωσης

x = λA

(
1

λ
x

)
+ λBx, λ ∈ (0, 1),

µε
Ax(t) = g(t, x(t)), t ∈ [0, T ]

είναι συστολή εξ΄ υποθέσεως και

Bx(t) =

∫ t

0
f(s, x(s))ds, t ∈ [0, T ]

είναι πλήρως συνεχής σύµφωνα µε το Λήµµα 2.11, είναι ϕραγµένο. Εποµένως, ισχύουν οι
προϋποθέσεις του Θεωρήµατος 2.18 και άρα η εξίσωση

x = λA

(
1

λ
x

)
+ λBx

έχει µια λύση για λ = 1, δηλαδή η εξίσωση (2.19) έχει λύση στο [0, T ].

Σηµείωση 2.20. Το πλεονέκτηµα στο Θεώρηµα 2.18 είναι ότι το ϕράγµα προκύπτει εκ των

υστέρων, δηλαδή δεν απαιτείται εξ΄ αρχής να το γνωρίζουµε.





Κεφάλαιο 3

Γινόµενο Τελεστών

3.1 Εισαγωγή

Με συνδυασµό των Θεωρηµάτων Σταθερού Σηµείου των Banach και Schauder σε µία Banach
άλγεβρα προκύπτει το Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου που παρουσιάζεται στην επόµενη ενότητα
και αφορά το γινόµενο δύο τελεστών. Το συµπέρασµα αυτό ϐρίσκει εφαρµογές στη µελέτη µη
γραµµικών ολοκληρωτικών εξισώσεων σε Banach άλγεβρες. Ο Dhage µε τον Lakshmikatham
[31], [32] απέδειξαν ένα ϑεώρηµα ύπαρξης λύσης, µε τις υποθέσεις Lipschitz και Καραθεοδωρή,
και εξήγαγαν συµπεράσµατα σχετικά µε ύπαρξη λύσης, σύγκλιση και συνεχούς εξάρτησης από
τα αρχικά δεδοµένα για µη γραµµικές διαφορικές εξισώσεις.

3.2 ΄Ενα Θεώρηµα για το γινόµενο δύο τελεστών και Παραλλαγές

του

Το επόµενο ϑεώρηµα είναι ένα ϑεώρηµα τύπου Krasnosel’skii που εξασφαλίζει την ύπαρξη
σταθερού σηµείου του γινοµένου δύο τελεστών.

Θεώρηµα 3.1 ([29]). Ας είναι S ένα κλειστό, κυρτό και ϕραγµένο υποσύνολο µιας Banach

άλγεβρας X και A,B : S → X δύο τελεστές, τέτοιοι ώστε :

(i) ο A είναι Lipschitz µε σταθερά Lipschitz α,

(ii) ο B είναι πλήρως συνεχής και

(iii) AxBx ∈ S, για κάθε x ∈ S.

Αν αM < 1, όπου M = ‖B(S)‖ = sup{‖Bx‖ : x ∈ S}, τότε η εξίσωση

AxBx = x (3.1)

έχει µια λύση.

Μια διαφορετική µορφή του παραπάνω συµπεράσµατος είναι η ακόλουθη.

39
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Θεώρηµα 3.2 ([28]). Ας είναι S ένα κλειστό, κυρτό και ϕραγµένο υποσύνολο µιας Banach

άλγεβρας X και A,B : S → S δύο τελεστές, τέτοιοι ώστε :

(i) ο A είναι Lipschitz µε σταθερά Lipschitz α,

(ii) ο (I/A)−1 υπάρχει στο B(S), όπου I η ταυτοτική απεικόνιση του X,

(iii) ο B είναι πλήρως συνεχής και

(iv) AxBy ∈ S, για κάθε x, y ∈ S.

Αν αM < 1, όπου M = ‖B(S)‖, τότε η εξίσωση (3.1) έχει µια λύση.

Σηµείωση 3.3. Παρατηρούµε ότι ο τελεστής (I/A)−1 υπάρχει αν ο I/A είναι καλά ορισµένος

και 1-1 στον X, ενώ ο I/A είναι καλά ορισµένος αν ο τελεστής A απεικονίζει τον X σε όλα τα

αντιστρέψιµα στοιχεία του X.

Για την απόδειξη των παραπάνω ϑεωρηµάτων, που στηρίζεται στην έννοια του measure of
noncompactness, παραπέµπουµε στην εξής ϐιβλιογραφία [28], [29], [51] και [55].

Αν στο προηγούµενο ϑεώρηµα αντικαταστήσουµε τη συνθήκη Lipschitz για τον τελεστήA µε
τη συνθήκη γενικευµένος Lipschitz τότε προκύπτει ένα άλλο συµπέρασµα για ύπαρξη σταθερού
σηµείου.

Θεώρηµα 3.4 ([30]). Ας είναι S ένα κλειστό, κυρτό και ϕραγµένο υποσύνολο µιας Banach

άλγεβρας (X, ‖ · ‖) και A : X → X, B : S → X δύο τελεστές, τέτοιοι ώστε :

(i) ο A είναι γενικευµένος Lipschitz,

(ii) ο (I/A)−1 υπάρχει στο B(S), όπου I η ταυτοτική απεικόνιση του X,

(iii) ο B είναι πλήρως συνεχής και

(iv) για κάθε y ∈ S και x = AxBy έπεται ότι x ∈ S.

Αν Mφ(r) < r, r > 0, όπου M = ‖B(S)‖, τότε η εξίσωση (3.1) έχει µια λύση.

Απόδειξη. Είναι

B : S → B(S)

και (
I

A

)−1
: B(S)→ X.

΄Αρα, ορίζεται η σύνθεση
(
I

A

)−1
◦B : S → X. Θέτουµε

T =

(
I

A

)−1
◦B : S → X, (3.2)
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και ισχυριζόµαστε ότι

T (S) ⊆ S. (3.3)

Θεωρούµε ένα αυθαίρετο y ∈ S και ορίζουµε τον τελεστή Ay : X → X ως εξής

Ay(x) = AxBy. (3.4)

Από την υπόθεση (i), επειδή ο A είναι γενικευµένος Lipschitz µε συνάρτηση Lipschitz φ, για

κάθε x1, x2 ∈ X έχουµε:

‖Ay(x1)−Ay(x2)‖ = ‖Ax1By −Ax2By‖

= ‖(Ax1 −Ax2)By‖

≤ ‖Ax1 −Ax2‖‖By‖

≤Mφ(‖x1 − x2‖).

Επειδή, από την υπόθεση, έχουµε ότι Mφ(r) < r, r > 0 έπεται ότι ο τελεστής Ay είναι

γενικευµένη συστολή στον X. Με εφαρµογή του Θεωρήµατος Σταθερού Σηµείου 1.38 (Boyd

και Wong) έπεται ότι υπάρχει µοναδικό x∗ ∈ X τέτοιο ώστε

Ay(x
∗) = x∗ = Ax∗By. (3.5)

Λόγω της υπόθεσης (iv) έχουµε ότι x∗ ∈ S. Η εξίσωση (3.5) µπορεί να γραφεί ως(
I

A

)
x∗ = By ∈ B(S),

δηλαδή [(
I

A

)−1
◦B

]
(y) = x∗ ∈ S

που αποδεικνύει την (3.3). Ο
(
I

A

)−1
είναι καλά ορισµένος και συνεχής [28]. Αφού ο T είναι

σύνθεση ενός συνεχούς και ενός πλήρως συνεχούς τελεστή, σύµφωνα µε το λήµµα 2.4, είναι

πλήρως συνεχής. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 1.35 (Schauder), ο τελεστής T έχει σταθερό σηµείο

στο S, δηλαδή υπάρχει x ∈ S τέτοιο ώστε

x = Tx

ή

x =

(
I

A

)−1
(Bx) .

∆ηλαδή

x = AxBx,

που είναι το Ϲητούµενο.
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Με ϐάση την Σηµείωση 3.3 µπορούµε να πάρουµε το επόµενο Πόρισµα.

Πόρισµα 3.5. Ας είναι S ένα κλειστό, κυρτό και ϕραγµένο υποσύνολο µιας Banach άλγεβρας

X και A : X → X, B : S → X δύο τελεστές, τέτοιοι ώστε :

(i) ο A είναι γενικευµένος Lipschitz,

(ii) ο (I/A) είναι καλά ορισµένος και 1-1, όπου I η ταυτοτική απεικόνιση του X,

(iii) ο B είναι πλήρως συνεχής και

(iv) για κάθε y ∈ S και x = AxBy έπεται ότι x ∈ S.

Αν αM < 1, όπου M = ‖B(S)‖, τότε η εξίσωση (3.1) έχει µια λύση.

Θα παραθέσουµε µια διαφορετική διατύπωση του ϑεωρήµατος 3.4, χρησιµοποιώντας µια
ισοδύναµη µορφή της συνθήκης (iv) του ϑεωρήµατος. Παρατηρούµε ότι από την εξίσωση

x = AxBy,

έχουµε ότι
x

Ax
= By ή

(
I

A

)
x = By,

και ∥∥∥∥( IA
)
x

∥∥∥∥ = ‖By‖ . (3.6)

Πρόταση 3.6 ([30]). Ας είναι S ένα κλειστό, κυρτό και ϕραγµένο υποσύνολο µιας Banach

άλγεβρας (X, ‖ · ‖) τέτοιο ώστε S = {y ∈ X : ‖y‖ ≤ r} για κάποιον πραγµατικό αριθµό r > 0.

Ας είναι, επίσης, A : X → X, B : S → X δύο τελεστές που ικανοποιούν τις υποθέσεις ( i)-( iii) του

ϑεωρήµατος 3.4. Επιπλέον, αν

‖x‖ ≤
∥∥∥∥( IA

)
x

∥∥∥∥ , για κάθε x ∈ X (3.7)

τότε x ∈ S.

Απόδειξη. Η σχέση (3.7) µαζί µε τις υποθέσεις (i)-(iii) του ϑεωρήµατος 3.4 δηλώνουν ότι
(
I

A

)
x ∈

B(S) ή ότι x ∈
(
I

A

)−1
B(S). ΄Οµως, από τις (3.2) και (3.3) έπεται ότι

(
I

A

)−1
B(S) ⊆ S. ΄Αρα

x ∈ S.

Από την πρόταση 3.6 προκύπτει το επόµενο συµπέρασµα.

Θεώρηµα 3.7 ([30]). Ας είναι S ένα κλειστό, κυρτό και ϕραγµένο υποσύνολο µιας Banach

άλγεβρας (X, ‖ · ‖) και A : X → X, B : S → X δύο τελεστές, τέτοιοι ώστε :

(i) ο A είναι γενικευµένος Lipschitz,
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(ii) ο (I/A)−1 υπάρχει στο B(S), όπου I η ταυτοτική απεικόνιση του X,

(iii) ο B είναι πλήρως συνεχής,

(iv) ‖x‖ ≤
∥∥∥∥( IA

)
x

∥∥∥∥, για κάθε x ∈ X.

Αν Mφ(r) < r, r > 0, όπου M = ‖B(S)‖, τότε η εξίσωση (3.1) έχει µια λύση.

Με ϐάση την Σηµείωση 3.3 µπορούµε να πάρουµε το επόµενο Πόρισµα.

Πόρισµα 3.8. Ας είναι S ένα κλειστό, κυρτό και ϕραγµένο υποσύνολο µιας Banach άλγεβρας

(X, ‖ · ‖) και A : X → X, B : S → X δύο τελεστές, τέτοιοι ώστε :

(i) ο A είναι γενικευµένος Lipschitz,

(ii) ο (I/A) είναι καλά ορισµένος και 1-1, όπου I η ταυτοτική απεικόνιση του X,

(iii) ο B είναι πλήρως συνεχής και

(iv) ‖x‖ ≤
∥∥∥∥( IA

)
x

∥∥∥∥, για κάθε x ∈ X.

Αν Mφ(r) < r, r > 0, όπου M = ‖B(S)‖, τότε η εξίσωση (3.1) έχει µια λύση.

3.3 Μια εφαρµογή σε Μη Γραµµικές Ολοκληρωτικές Εξισώσεις

Στην παρούσα ενότητα παρουσιάζουµε µια εφαρµογή του ϑεωρήµατος 3.4, που εξασφαλίζει
ύπαρξη λύσης για µια µη γραµµική ολοκληρωτική εξίσωση.

Εφαρµογή 3.9 ([30]). Ας είναι J = [0, 1] ⊆ R και X = C(J,R) η Banach άλγεβρα όλων των

συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων µε στάθµη, την

‖x‖ = sup
t∈J
|x(t)|, (3.8)

και ϑεωρούµε τη µη γραµµική ολοκληρωτική εξίσωση

x(t) = [f(t, x(t))]

(
q(t) +

∫ t

0
g(s, x(s))ds

)
, t ∈ [0, 1], (3.9)

όπου q : J → R, g : J × R→ R, είναι συνεχείς, και f : J × R→ R δίνεται από τη σχέση

f(t, x) =


1

1+x , αν x ≥ 0,

1, αν x < 0.

Υποθέτουµε, επιπλέον, ότι

|g(t, x)| < 1− ‖q‖max, ‖q‖max < 1, για κάθε t ∈ J και x ∈ R, (3.10)

Θα αποδείξουµε ότι η εξίσωση (3.9) έχει λύση που ορίζεται στο J .
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Η f είναι συνεχής στο J × R. Ως λύση της εξίσωσης (3.9) εννοούµε µια συνεχή συνάρτηση
x ∈ X που πληροί την ολοκληρωτική εξίσωση (3.9) στο J . Ορίζουµε το σύνολο

S = {y ∈ X : ‖y‖sup ≤ 1}. (3.11)

Θεωρούµε τους τελεστές A : X → X µε

Ax(t) = f(t, x(t)), t ∈ J, (3.12)

και B : S → X µε

Bx(t) = q(t) +

∫ t

0
g(s, x(s))ds, t ∈ J. (3.13)

∆εν είναι δύσκολο να διαπιστώσουµε ότι το πρόβληµα ύπαρξης λύσης της ολοκληρωτικής ε-
ξίσωσης (3.9) ανάγεται στο πρόβληµα ύπαρξης σταθερού σηµείου της εξίσωσης τελεστών x =
AxBx, x ∈ X. Θα αποδείξουµε ότι οι τελεστές A,B πληρούν τις προϋποθέσεις του Πορίσµατος
(3.8). Ισχυριζόµαστε ότι ο τελεστής A είναι Lipschitz στον X. Πραγµατικά, για x, y ∈ X και
t ∈ J έχουµε

|Ax(t)−Ay(t)| = |f(t, x(t))− f(t, y(t))|

≤
∣∣∣∣ 1

1 + x(t)
− 1

1 + y(t)

∣∣∣∣
=

|x(t)− y(t)|
|1 + x(t)||1 + y(t)|

≤ ‖x− y‖sup,

δηλαδή ο A είναι Lipschitz µε σταθερά Lipschitz α = 1, άρα και γενικευµένος Lipschitz.
Είναι, (

I

A

)
(x) =

x

f(t, x)
ή
(
I

A

)
x(t) =

{
x(t)(1 + x(t)), αν x(t) ≥ 0,

x(t), αν x(t) < 0.

Ο (I/A) είναι καλά ορισµένος και 1-1 του X στον X. Πράγµατι, για x, y ∈ X και t ∈ J έχουµε(
I

A

)
x(t) =

(
I

A

)
y(t)

x(t)(1 + x(t)) = y(t)(1 + y(t))

x(t) + x2(t) = y(t) + y2(t)

x2(t)− y2(t) = y(t)− x(t)

(x(t) + y(t))(x(t)− y(t)) = −(x(t)− y(t))

Αν για κάποιο t ∈ J ισχύει x(t) 6= y(t) τότε x(t) + y(t) = −1, το οποίο είναι άτοπο αφού
x(t), y(t) ≥ 0, t ∈ J . ΄Αρα x(t) = y(t), δηλαδή (I/A) είναι 1-1 στον X.

Σύµφωνα µε την Πρόταση 2.11 ο τελεστής B είναι πλήρως συνεχής στο S. Θα δείξουµε ότι
B : S → S. Ας είναι x ∈ S. Λόγω των (3.10) και (3.13) έχουµε:

|Bx(t)| ≤ |q(t)|+
∫ t

0
|g(s, x(s))|ds

< |q(t)|+
∫ t

0
(1− ‖q‖max)ds.
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Επειδή Bx ∈ C(J,R), δηλαδή ο Bx είναι συνεχής στο συµπαγές σύνολο J , έπεται ότι υπάρχει
t∗ ∈ J τέτοιο ώστε

‖Bx‖ = |Bx(t∗)| = max
t∈J
|Bx(t)| .

Οπότε, έχουµε

‖Bx‖ = |Bx(t∗)|

< |q(t∗)|+
∫ t∗

0
(1− ‖q‖max)ds

≤ ‖q‖max +

∫ 1

0
(1− ‖q‖max)ds

= 1,

δηλαδή ‖Bx‖sup < 1, που σηµαίνει ότι B : S → S, όπου S είναι κλειστό, κυρτό και ϕραγµένο
υποσύνολο της Banach άλγεβρας X = C(J,R).

Επίσης, για κάθε x ∈ X έχουµε:∥∥∥∥( IA
)
x

∥∥∥∥
sup

= sup
t∈J

∣∣∣∣ x(t)

Ax(t)

∣∣∣∣
= sup

t∈J
|x(t)[1 + x(t)]|

≥ ‖x‖sup.

Συνεπώς, πληρούνται οι προϋποθέσεις του Πορίσµατος 3.8 και, άρα, η εξίσωση (3.1), δηλαδή,
η ολοκληρωτική εξίσωση (3.9), έχει µια λύση που ορίζεται στο J .

3.4 Alternative

Το επόµενο ϑεώρηµα είναι µια διαφορετική µορφή του ϑεωρήµατος 3.4 που προκύπτει µε
χρήση του ϑεωρήµατος 1.37 (Nonlinear Alternative).

Θεώρηµα 3.10 (Alternative, [34]). Ας είναι B(0, r) (αντίστοιχα, B[0, r]) η ανοικτή µπάλα

(αντίστοιχα, η κλειστή µπάλα) µε κέντρο 0 και ακτίνα r µιας Banach άλγεβρας X = (X, ‖ · ‖).

Υποθέτουµε ότι A,B : X → X είναι δύο τελεστές που πληρούν τα ακόλουθα:

(i) ο A είναι Lipschitz µε σταθερά Lipschitz α,

(ii) ο
I

A
: X → X είναι καλά ορισµένος και 1-1,

(iii) ο B είναι πλήρως συνεχής και

(iv) αM < 1, όπου M =
∥∥B(B[0, r]

)∥∥ = sup{‖Bx‖ : x ∈ B[0, r]}.

Τότε ισχύει ένα ακριβώς από τα εξής :
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(i) υπάρχει x ∈ B[0, r] µε x = AxBx ή

(ii) υπάρχει u ∈ ∂B[0, r] και λ ∈ (0, 1) µε u = λA
(u
λ

)
Bu.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε το Ϲητούµενο εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 1.37 (Nonlinear-Alternative)

για τον τελεστή T =

(
I

A

)−1
◦B στο σύνολο U = B(0, r). Ισχυριζόµαστε ότι

(
I

A

)−1
: B (B(0.r))→ X. (3.14)

Προκειµένου να αποδείξουµε τη σχέση (3.14), αρκεί να αποδείξουµε ότι

B (B(0.r)) ⊆
(
I

A

)
(X) ,

δηλαδή για αυθαίρετο y ∈ B(0, r) είναι αρκετό να αποδείξουµε ότι υπάρχει x ∈ X τέτοιο ώστε(
I

A

)
(x) = By. (3.15)

Για ένα αυθαίρετο y ∈ B(0, r) ορίζουµε τον τελεστή Ay : X → X ως εξής

Ay(x) = AxBy.

Για κάθε x1, x2 ∈ X, από την (i) έχουµε

‖Ay(x1)−Ay(x2)‖ ≤ ‖A(x1)−A(x2)‖ ‖By‖ ≤ αM‖x1 − x2‖,

και λόγω της (iv), προκύπτει ότι ο τελεστής Ay είναι συστολή στον X. Εποµένως, υπάρχει

µοναδικό x∗ ∈ X µε

Ay(x
∗) = x∗.

ή
x∗

A(x∗)
= By.

από όπου (
I

A

)
(x∗) = By,

που αποδεικνύει την (3.15). Θα αποδείξουµε ότι(
I

A

)−1
: B (B(0.r))→ X είναι συνεχής. (3.16)

Πραγµατικά, ας είναι (xν)ν∈N ∈ B (B(0.r)) τέτοια ώστε xν → x ∈ B (B(0.r)). Θα πρέπει να

αποδείξουµε ότι (
I

A

)−1
(xν)→

(
I

A

)−1
(x).

Θέτουµε

yν :=

(
I

A

)−1
(xν) και y :=

(
I

A

)−1
(x).
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Είναι

xνAyν = yν

και

xAy = y.

Παρατηρούµε ότι

‖yν − y‖ = ‖xνAyν − xAy‖

= ‖xνAyν + xνAy − xνAy − xAy‖

= ‖xν (Ayν −Ay) +Ay(xν − x)‖

≤ ‖Ayν −Ay‖ ‖xν‖+ ‖Ay‖ ‖xν − x‖

≤ αM‖yν − y‖+ ‖Ay‖ ‖xν − x‖.

∆ηλαδή

‖yν − y‖ ≤ αM‖yν − y‖+ ‖Ay‖ ‖xν − x‖.

Ωστόσο,

‖Ay‖ = ‖A0−A0 +Ay‖ ≤ ‖A0‖+ ‖A0−Ay‖ ≤ ‖A0‖+ α‖y‖ ≡ β,

΄Αρα από τις προηγούµενες δύο ανισότητες έπεται ότι

‖yν − y‖ ≤
β

1− αM
‖xν − x‖,

από όπου, για ν →∞ παίρνουµε ‖yν − y‖ → 0, που αποδεικνύει την (3.16).

Παρατηρούµε ότι B : B[o, r]→ B
(
B[o, r]

)
και

(
I

A

)−1
: B
(
B[0, r]

)
→ X. Εποµένως η

σύνθεση

T =

(
I

A

)−1
◦B : B[0, r]→ X

είναι καλά ορισµένη και, σύµφωνα µε το Λήµµα 2.4 και την συνθήκη (iii) του Θεωρήµατος,

είναι πλήρως συνεχής. Συνεπώς, µε εφαρµογή του Θεωρήµατος 1.37 για τον τελεστή T στον

χώρο B[0, r], που είναι κυρτό σύνολο, και ανοικτό υποσύνολό του την ανοικτή µπάλα B(0, r)

µε κέντρο 0 και ακτίνα r, παίρνουµε ότι ισχύει ακριβώς ένα από τα εξής

(i) ο τελεστής T έχει σταθερό σηµείο στο B[0, r],

(ii) υπάρχουν u ∈ ∂B[0, r] και λ ∈ (0, 1) µε u = λ
(
I
A

)−1
B(u).

Αυτό σηµαίνει ότι είτε (
I

A

)−1
B(x) = x, για x ∈ B[0, r]
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είτε

υπάρχουν u ∈ ∂B[0, r] και λ ∈ (0, 1) µε
I

A

(u
λ

)
= Bu

δηλαδή είτε

x ∈ B[0, r] µε x = AxBx

ή

υπάρχουν u ∈ ∂B[0, r] και λ ∈ (0, 1) µε u = λA
(u
λ

)
Bu.

Εποµένως, η απόδειξη είναι πλήρης.

Σηµείωση 3.11. Στο Θεώρηµα 3.10 ϑα µπορούσαµε να αντικαταστήσουµε το B : X → X µε

το B : B[0, r]→ X.

Σηµείωση 3.12. Στο Θεώρηµα 3.10 ϑα µπορούσαµε να αντικαταστήσουµε την συνθήκη (ii)

µε
(
I

A

)−1
υπάρχει στο B (B[0, r]), και επίσης µπορούµε να αντικαταστήσουµε το B(0, r) µε

οποιοδήποτε ανοικτό και ϕραγµένο σύνολο που περιέχει το 0.

3.5 Μια εφαρµογή σε Συναρτησιακές Ολοκληρωτικές Εξισώσεις

Στην παρούσα ενότητα παρουσιάζουµε µια εφαρµογή του ϑεωρήµατος 3.10 σε συναρτησιακές
ολοκληρωτικές εξισώσεις. Συγκεκριµένα ϑεωρούµε την συναρτησιακή ολοκληρωτική εξίσωση

x(t) = [f(t, x(α1(t)))]

(
q(t) +

∫ α2(t)

0
g(s, x(α3(s)))ds

)
, t ∈ J, (3.17)

όπου J = [0, 1] ⊆ R. Υποθέτουµε ότι

(i) f : J × R→ R συνεχής και υπάρχει µια ϕραγµένη συνάρτηση α : J → [0,∞) µε

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ α(t)|x− y|, t ∈ J,

για κάθε x, y ∈ R,

(ii) g : J × R → R είναι συνάρτηση Καραθεοδωρή, δηλαδή υπάρχει συνάρτηση hr ∈ L1(J)
τέτοια ώστε να ισχύει |g(t, x)| ≤ hr(t) σχεδόν παντού στο J ,

(iii) αi : J → J είναι συνεχής για i=1,2,3,

(iv) q : J → R είναι συνεχής,

(v) h : J × R→ R− {0} όπου h(t, x) =
x

f(t, x)
, (t, x) ∈ J × R,

(vi) για κάθε x1, x2 ∈ C(J,R) µε

x1(t)

f(t, x1(α1(t)))
=

x2(t)

f(t, x2(α1(t)))
έχουµε x1(t) = x2(t) για t ∈ J.

Θα αποδείξουµε ότι η εξίσωση (3.17) έχει λύση στην Banach άλγεβρα όλων των συνεχών πραγ-
µατικών συναρτήσεων X = C(J,R), εφοδιασµένη µε τη στάθµη ‖x‖sup = sup

t∈J
|x(t)|.
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Θεώρηµα 3.13 ([34]). Υποθέτουµε ότι ισχύουν οι συνθήκες ( i) έως (vi). Επιπλέον, υποθέτουµε

ότιυπάρχει µια συνεχής και αύξουσα συνάρτηση ψ : [0,∞)→ [0,∞), και

υπάρχει µια συνάρτηση φ ∈ L1(J) µε φ > 0 σχεδόν παντού στο J τέτοια ώστε

|g(t, y)| ≤ φ(t)ψ(|y|), για (t, y) ∈ J × R (3.18)

και υπάρχει γ > 0 µε

γ

[‖α‖maxγ + F ]
(
‖q‖max + ψ(γ)‖φ‖L1(J)

) > 1 (3.19)

όπου ‖φ‖L1(J): =

∫ 1

0
|φ(s)|ds.

Αν

‖α‖max
(
‖q‖max + ψ(γ)‖φ‖L1(J)

)
< 1 (3.20)

όπου F = sup
t∈J
|f(t, 0)|, τότε η εξίσωση (3.17) έχει λύση που ορίζεται στο J .

Απόδειξη. Ας είναι X = C(J,R) και B(0, γ) η ανοικτή µπάλα στον X, µε γ > 0 τέτοιο ώστε να

πληρούνται οι (3.19) και (3.20). Ορίζουµε τους τελεστές A : X → X µε

Ax(t) = f(t, x(α1(t))), t ∈ J

και B : X → X µε

Bx(t) = q(t) +

∫ α2(t)

0
g(s, x(α3(s)))ds, t ∈ J.

∆εν είναι δύσκολο να αποδειχθεί ότι λύση της εξίσωσης (3.17) ανάγεται σε λύση της εξίσωσης

τελεστών

AxBx = x στον X.

Θα αποδείξουµε ότι πληρούνται οι υποθέσεις του Θεωρήµατος 3.10. Ας είναι x, y ∈ X. Από τη

συνθήκη (i) έχουµε

|Ax(t)−Ay(t)| = |f(t, x(α1(t)))− f(t, y(α1(t)))|

≤ α(t) |x(α1(t))− y(α1(t))|

≤ ‖α‖max‖x− y‖,

δηλαδή

‖Ax−Ay‖ ≤ ‖α‖max‖x− y‖,

που σηµαίνει ότι ο τελεστής A είναι Lipschitz µε σταθερά Lipschitz ‖α‖. Από τις (ii), (iii) και

το Θεώρηµα 1.42 προκύπτει ότι ο τελεστής B : X → X είναι συνεχής (για την αναλυτική
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απόδειξη παραπέµπουµε στο [41]). Θα αποδείξουµε ότι είναι και πλήρως συνεχής µε χρήση

του Θεωρήµατος 1.32 (Arzela-Ascoli). Αρκεί να αποδείξουµε ότι το σύνολο B (B[0, r]), r > 0,

είναι σχετικά συµπαγές, ή, ισοδύναµα, (ϑεώρηµα 1.32) ϕραγµένο και ισοσυνεχές. Ας είναι

(xν)ν∈N µια ακολουθία στο B[0, r]. Με χρήση της (ii) παίρνουµε

‖Bxν‖ ≤ ‖q‖max + sup
t∈J

∫ α2(t)

0
|g(s, xν(α3(s)))| ds

≤ ‖q‖max + ‖hr‖L1(J),

που σηµαίνει ότι το σύνολο B (B[0, r]) είναι ϕραγµένο για οποιοδήποτε r > 0. Επίσης, για

t1, t2 ∈ J έχουµε

|Bxν(t1)−Bxν(t2)| ≤ |q(t1)− q(t2)|+

∣∣∣∣∣
∫ α2(t1)

α2(t2)
hr(s)ds

∣∣∣∣∣
= |q(t1)− q(t2)|+ |p(t1)− p(t2)|,

όπου p : J → R µε p(t) =

∫ α2(t)

0
hr(s)ds. Επειδή οι συναρτήσεις p και q είναι οµοιόµορφα

συνεχείς (ως συνεχείς στο συµπαγές διάστηµα J ), λόγω της προηγούµενης ανισότητας, συµπε-

ϱαίνουµε ότι B (B[0, r]) είναι ισοσυνεχές, για οποιοδήποτε r > 0. ΄Αρα, από το Θεώρηµα 1.32

προκύπτει ότι ο B : B[0, r] → X είναι πλήρως συνεχής για κάθε r > 0, άρα και για το r = γ.

Παρατηρούµε ότι για t ∈ [0, γ] είναι

M = B (B[0, γ]) = sup
t∈J
{Bx : x ∈ B[0, γ]}

≤ ‖q‖max + ψ(γ)

∫ 1

0
φ(s)ds

= ‖q‖max + ψ(γ)‖φ‖L1(J),

άρα, λόγω της (3.20) παίρνουµε ‖α‖M < 1. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.10, ισχύει ένα ακριβώς

από τα εξής :

(i) υπάρχει x ∈ B[0, γ] µε x = AxBx ή

(ii) υπάρχουν u ∈ ∂B[0, γ] και λ ∈ (0, 1) µε u = λA
(
u
λ

)
Bu.

Θα αποδείξουµε ότι η περίπτωση (ii) του συµπεράσµατος του Θεωρήµατος 3.10 δεν µπορεί να

ισχύει. Πράγµατι, υποθέτουµε ότι υπάρχουν x ∈ ∂B[0, γ] και λ ∈ (0, 1) µε x = λA
(
x
λ

)
Bx.

Τότε για t ∈ [0, γ] έχουµε

x(t) = λ

(
f

(
t,

1

λ
x(α1(t))

))(
q(t) +

∫ α2(t)

0
g(s, x(α3(s)))ds

)
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Για t ∈ [0, γ] είναι

|x(t)| ≤
(∣∣∣∣λf (t, 1

λ
x(α1(t))

)
− λf(t, 0)

∣∣∣∣+ λ |f(t, 0)|
)[
‖q‖max + ψ(‖x‖sup)‖φ‖L1(J)

]
≤ (‖α‖max‖x‖sup + F )

[
‖q‖max + ψ(γ)‖φ‖L1(J)

]
= (‖α‖maxγ + F )

[
‖q‖max + ψ(γ)‖φ‖L1(J)

]
,

από όπου παίρνουµε

γ = ‖x‖sup ≤ (‖α‖maxγ + F )
[
‖q‖max + ψ(γ)‖φ‖L1(J)

]
,

που αντίκειται στην υπόθεση (3.19). Εποµένως, υπάρχει x ∈ B[o, γ] µε x = AxBx, που

σηµαίνει ότι η εξίσωση (3.17) έχει µια λύση στο B[o, γ]. Η απόδειξη είναι πλήρης.





Κεφάλαιο 4

΄Αθροισµα και Γινόµενο Τελεστών

4.1 Εισαγωγή

Το ϐασικό ϑεώρηµα σταθερού σηµείου που ϑα µας απασχολήσει στην παρούσα παράγραφο
είναι ένα ϑεώρηµα σταθερού σηµείου που αφορά το συνδυασµό αθροίσµατος και γινοµένου
τριών τελεστών. Η απόδειξή του στηρίζεται στα ϑεωρήµατα σταθερού σηµείου των Banach και
Schauder. Ο Dhage [25] έκανε εφαρµογή αυτού του ϑεωρήµατος για την εξαγωγή συµπερα-
σµάτων σχετικά µε την ύπαρξη λύσεων, την ύπαρξη maximal και minimal λύσεων, καθώς και
χρήσιµων ανισοτήτων σε µια διαφορική εξίσωση µε εκτρεπόµενα ορίσµατα. Οι Dhage, Ntouyas
και Tsamatos [33] παρουσίασαν ένα ϑεώρηµα σταθερού σηµείου, που αφορά το συνδυασµό
αθροίσµατος και γινοµένου τελεστών, και εφαρµογές του σε µη γραµµικές ολοκληρωτικές ε-
ξισώσεις. Επίσης, οι A. E. Sayed και H. Hashem [56], κάνοντας χρήση του ϑεωρήµατος του
Dhage, παρουσίασαν ένα ακόµα ϑεώρηµα ύπαρξης λύσης που εφαρµόστηκε σε µια µη γραµ-
µική συναρτησιακή ολοκληρωτική εξίσωση κλασµατικού τύπου (fractional).

4.2 Το Βασικό Θεώρηµα και Παραλλαγές του

Το επόµενο υβριδικό ϑεώρηµα αφορά το συνδυασµό αθροίσµατος και γινοµένου τριών τελεστών.

Θεώρηµα 4.1 ([24]). Ας είναι S ένα κλειστό, κυρτό και ϕραγµένο υποσύνολο µιας Banach

άλγεβρας (X, ‖ · ‖) και A,B,C : S → X τρεις τελεστές, τέτοιοι ώστε :

(i) ο A και ο C είναι Lipschitz µε σταθερές Lipschitz α και β αντίστοιχα,

(ii) ο B είναι πλήρως συνεχής, και

(iii) AxBx+ Cx ∈ S, για κάθε x ∈ S.

Αν αM + β < 1, όπου M = ‖B(S)‖ = sup{‖Bx‖ : x ∈ S}, τότε η εξίσωση

AxBx+ Cx = x (4.1)

έχει µια λύση.

53
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Μια διαφορετική διατύπωση του παραπάνω Θεωρήµατος παρουσιάζεται παρακάτω.

Θεώρηµα 4.2 ([24]). Ας είναι S ένα κλειστό, κυρτό και ϕραγµένο υποσύνολο µιας Banach

άλγεβρας (X, ‖ · ‖) και A,B,C : S → S τρεις τελεστές, τέτοιοι ώστε :

(i) ο A και ο C είναι Lipschitz µε σταθερές Lipschitz α και β αντίστοιχα,

(ii) ο

(
I−C
A

)−1
υπάρχει στο B(S), όπου I η ταυτοτική απεικόνιση του X,

(iii) ο B είναι πλήρως συνεχής,

(iv) AxBy + Cy ∈ S, για κάθε x, y ∈ S.

Αν αM + β < 1, όπου M = ‖B(S)‖, τότε η εξίσωση (4.1) έχει µια λύση.

Σηµείωση 4.3. Παρατηρούµε ότι ο τελεστής
(
I−C
A

)−1
υπάρχει αν είτε

(i)
(
I−C
A

)
είναι καλά ορισµένος και 1-1 στον X, ή

(ii) I
A είναι καλά ορισµένος και 1-1 στον X, αφού(

I − C
A

)−1
=

(
I

A

)−1
◦ (I − C)−1.

Επιπλέον, οι
(
I−C
A

)
και

(
I
A

)
είναι καλά ορισµένοι αν ο τελεστής A απεικονίζει τον X σε όλα

τα αντιστρέψιµα στοιχεία του X.

Για την απόδειξη των παραπάνω ϑεωρηµάτων, που στηρίζεται στην έννοια του measure of
noncompactness, παραπέµπουµε στο [16].

Με αντικατάσταση της συνθήκης (iii) του ϑεωρήµατος 4.1 µε µια παρόµοια συνθήκη προ-
κύπτει ένα νέο υβριδικό ϑεώρηµα σταθερού σηµείου.

Θεώρηµα 4.4 ([24]). Ας είναι S ένα κλειστό, κυρτό και ϕραγµένο υποσύνολο µιας Banach

άλγεβρας (X, ‖ · ‖), A,C : X → X και B : S → X τρεις τελεστές, τέτοιοι ώστε :

(i) ο A και ο C είναι Lipschitz µε σταθερές Lipschitz α και β αντίστοιχα,

(ii) ο B είναι πλήρως συνεχής, και

(iii) για κάθε y ∈ S και x = AxBy + Cx έπεται ότι x ∈ S.

Αν αM + β < 1, όπου M = ‖B(S)‖, τότε η εξίσωση (4.1) έχει µια λύση.
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Απόδειξη. Ας είναι αυθαίρετο y ∈ S και ορίζουµε τον τελεστή Ay : X → X ως εξής

Ay(x) = AxBy + Cx, x ∈ X. (4.2)

Από την υπόθεση (i), για κάθε x1, x2 ∈ X έχουµε:

‖Ay(x1)−Ay(x2)‖ = ‖Ax1By + Cx1 −Ax2By − Cx2‖

≤ ‖(Ax1 −Ax2)By‖+ ‖Cx1 − Cx2‖

≤ ‖Ax1 −Ax2‖‖By‖+ ‖Cx1 − Cx2‖

≤Mα‖x1 − x2‖+ β‖x1 − x2‖

= (αM + β)‖x1 − x2‖,

και επειδή, από την υπόθεση, έχουµε ότι αM + β < 1 έπεται ότι ο τελεστής Ay είναι συστολή

στονX µε σταθερά συστολής αM+β. Με εφαρµογή της Αρχής της Συστολής υπάρχει µοναδικό

x∗ ∈ X τέτοιο ώστε

Ay(x
∗) = x∗ = Ax∗By + Cx∗. (4.3)

Λόγω της υπόθεσης (iii) έχουµε ότι x∗ ∈ S. Ορίζουµε τον τελεστή N : S → X ως εξής

Ny = z, (4.4)

όπου z ∈ X είναι η µοναδική λύση της εξίσωσης

z = AzBy + Cz, y ∈ S.

Για να αποδείξουµε ότι ο τελεστής N είναι πλήρως συνεχής, σύµφωνα µε τη σηµείωση 1.26,

αρκεί να αποδείξουµε ότι είναι συνεχής και ολικά ϕραγµένος. Πρώτα ϑα αποδείξουµε ότι ο N

είναι συνεχής. Ας είναι (yν)ν∈N µια ακολουθία του S, τέτοια ώστε να συγκλίνει προς ένα y ∈ S.

Θα αποδείξουµε ότι Nyν → Ny. Για ν ∈ N έχουµε∥∥Nyν −Ny∥∥ =
∥∥ANyνByν + CNyν −ANyBy − CNy

∥∥
=
∥∥ANyνByν −ANyByν +ANyByν −ANyBy + CNyν − CNy

∥∥
≤
∥∥ANyνByν −ANyByν∥∥+

∥∥ANyByν −ANyBy∥∥+
∥∥CNyν − CNy∥∥

≤
∥∥(ANyν −ANy)Byν∥∥+

∥∥ANy(Byν −By)∥∥+
∥∥CNyν − CNy∥∥

≤
∥∥ANyν −ANy∥∥∥∥Byν∥∥+

∥∥ANy∥∥∥∥Byν −By∥∥+
∥∥CNyν − CNy∥∥

≤Mα
∥∥Nyν −Ny∥∥+

∥∥ANy∥∥∥∥Byν −By∥∥+ β
∥∥Nyν −Ny∥∥.
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Επειδή ο B είναι συνεχής (ως πλήρως συνεχής) έπεται ότι
∥∥Byν − By

∥∥ → 0 για ν → ∞.

Εποµένως, ∥∥Nyν −Ny∥∥ ≤ (αM + β)
∥∥Nyν −Ny∥∥

ή

(1− αM − β)
∥∥Nyν −Ny∥∥ ≤ 0,

από όπου, λόγω του ότι αM + β < 1, έπεται ότι
∥∥Nyν −Ny∥∥ ≤ 0, και, συνεπώς, Nyν → Ny.

Αυτό σηµαίνει ότι ο τελεστής N είναι συνεχής.

Θα αποδείξουµε ότι οN είναι και ολικά ϕραγµένος, δηλαδή για ε > 0 υπάρχει πεπερασµένη

κάλυψή του από σφαιρικές περιοχές ακτίνας ε. Για κάθε z, a ∈ S

∥∥Az∥∥ =
∥∥Aa+Az −Aa

∥∥
≤
∥∥Aa∥∥+

∥∥Az −Aa∥∥
≤
∥∥Aa∥∥+ α‖z − a‖

≤ c,

όπου c =
∥∥Aa∥∥+ α diam(S).

Λόγω της υπόθεσης (ii) έχουµε ότι ο τελεστής B είναι πλήρως συνεχής, ή, ισοδύναµα, συ-

νεχής και ολικά ϕραγµένος. Αυτό σηµαίνει ότι το σύνολο B(S) είναι ολικά ϕραγµένο, δηλαδή,

για δ > 0 υπάρχει ένα πεπερασµένο σύνολο Y = {y1, y2, . . . , yν} ⊆ S τέτοιο ώστε

B(S) ⊂
ν⋃
i=1

Bδ(wi),

όπου Bδ(wi) είναι η ανοικτή µπάλα µε κέντρο wi και ακτίνα δ. Θέτουµε wi = B(yi) και

δ =

(
1− (αM + β)

c

)
ε. Για y ∈ S υπάρχει yk ∈ Y , τέτοιο ώστε

∥∥By −Byk∥∥ ≤ (1− (αM + β)

c

)
ε.

Επίσης, έχουµε

∥∥zk − z∥∥ =
∥∥AzkByk + Czk −AzBy − Cz

∥∥
=
∥∥AzkByk −AzByk +AzByk −AzBy + Czk − Cz

∥∥
≤
∥∥AzkByk −AzByk∥∥+

∥∥AzByk −AzBy∥∥+
∥∥Czk − Cz∥∥
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∆ηλαδή

∥∥zk − z∥∥ ≤ ∥∥(Azk −Az)Byk∥∥+
∥∥Az(Byk −By)∥∥+

∥∥Czk − Cz∥∥
≤
∥∥Azk −Az∥∥∥∥Byk∥∥+

∥∥Az∥∥∥∥Byk −By∥∥+
∥∥Czk − Cz∥∥

≤Mα
∥∥zk − z∥∥+

∥∥Az∥∥∥∥Byk −By∥∥+ β
∥∥zk − z∥∥

≤Mα
∥∥zk − z∥∥+ c

∥∥Byk −By∥∥+ β
∥∥zk − z∥∥

= Mα
∥∥Nyk −Ny∥∥+ c

∥∥Byk −By∥∥+ β
∥∥zk − z∥∥,

δηλαδή

[1− (Mα+ β)]
∥∥Nyk −Ny∥∥ ≤ c∥∥Byk −By∥∥

ή ∥∥Nyk −Ny∥∥ ≤ c

1− (Mα+ β)

∥∥Byk −By∥∥,
που σηµαίνει ότι ∥∥Nyk −Ny∥∥ < ε,

δηλαδή

N(S) ⊂
ν⋃
i=1

Bε(wi).

Η τελευταία σχέση δηλώνει ότι το σύνολο N(S) είναι ολικά ϕραγµένο, δηλαδή ότι ο τελεστής

N είναι ολικά ϕραγµένος. ΄Αρα ο N πλήρως συνεχής. Από το Θεώρηµα 1.35 (Schauder∗) ο

τελεστής N έχει σταθερό σηµείο στο S. ΄Αρα,

x = Nx = A(Nx)Bx+ C(Nx) = AxBx+ Cx.

Συνεπώς, η εξίσωση (4.1) έχει µια λύση στο S.

Παρατηρούµε ότι παίρνοντας για C ≡ 0 (ο τετριµµένος µηδενικός τελεστής τουX) καιA ≡ 1
στο ϑεώρηµα 4.4 προκύπτουν τα ϑεωρήµατα σταθερού σηµείου που αφορούν το άθροισµα δύο
τελεστών και αντίστοιχα το γινόµενο που µελετήσαµε στα προηγούµενα κεφάλαια.

Τώρα, ϑα παραθέσουµε µια διαφορετική µορφή του ϑεωρήµατος 4.1, χρησιµοποιώντας µια
ισοδύναµη µορφή της συνθήκης (iii) του ϑεωρήµατος. Ας είναι y ∈ S. Παρατηρούµε ότι από
την εξίσωση

x = AxBy + Cx, για κάποιο x ∈ X,

παίρνουµε ότι (
I − C
A

)
(x) = By,

από όπου έχουµε ∥∥∥∥(I − CA
)
x

∥∥∥∥ =
∥∥By∥∥. (4.5)
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Πρόταση 4.5 ([24]). Ας είναι S ένα κλειστό, κυρτό και ϕραγµένο υποσύνολο µιας Banach

άλγεβρας (X, ‖ · ‖) τέτοιο ώστε S = {y ∈ X | ‖y‖ ≤ r} για κάποιον πραγµατικό αριθµό r > 0.

Ας είναι A : X → X − {0}, B : S → S δύο τελεστές που ικανοποιούν τις υποθέσεις ( i)-( ii) του

Θεωρήµατος 4.2. Επιπλέον, αν

‖x‖ ≤
∥∥∥∥(I − CA

)
x

∥∥∥∥, για κάθε x ∈ X (4.6)

τότε x ∈ S.

Απόδειξη. Η σχέση (4.6) µαζί µε τις υποθέσεις (i)-(iii) του ϑεωρήµατος 4.2 δηλώνουν ότι(
I − C
A

)
x ∈ B(S)

ή ότι

x ∈
(
I − C
A

)−1
B(S).

΄Οµως ιχύει ότι (
I − C
A

)−1
B(S) ⊆ S.

΄Αρα x ∈ S.

Με χρήση της προηγούµενης πρότασης, από το ϑεώρηµα 4.1, προκύπτει το επόµενο συµ-
πέρασµα.

Θεώρηµα 4.6 ([24]). Ας είναι S ένα κλειστό, κυρτό και ϕραγµένο υποσύνολο µιας Banach

άλγεβρας (X, ‖ · ‖) και A,C : X → X, B : S → X τρεις τελεστές, τέτοιοι ώστε :

(i) ο A και ο C είναι Lipschitz µε σταθερές Lipschitz α και β αντίστοιχα,

(ii) ο B είναι πλήρως συνεχής και

(iii) ‖x‖ ≤
∥∥∥∥(I − CA

)
x

∥∥∥∥, για κάθε x ∈ X.

Αν αM + β < 1, όπου M = ‖B(S)‖, τότε η εξίσωση (4.1) έχει µια λύση.

4.3 Εφαρµογές σε Μη Γραµµικές Συναρτησιακές Ολοκληρωτικές

Εξισώσεις

Η χρησιµότητα του ϑεωρήµατος 4.1 γίνεται ϕανερή από τις ακόλουθες εφαρµογές, που αποδει-
κνύουν την ύπαρξη λύσης για µη γραµµικές συναρτησιακές ολοκληρωτικές εξισώσεις.

Εφαρµογή 4.7 ([24]). Θεωρούµε τη µη-γραµµική συναρτησιακή ολοκληρωτική εξίσωση

x(t) = −a(t)|x(t)|+
[

1

1 + b(t)|x(t)|

](
q(t) +

∫ σ(t)

0
g(s, x(η(s))ds

)
, t ∈ J, (4.7)
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όπου J = [0, 1] ⊆ R, a, b : J → R+ είναι ϕραγµένες συναρτήσεις µε ϕράγµατα ‖a‖max και

‖b‖max αντίστοιχα και σ, η : J → J, q : J → R, g : J × R→ R είναι συνεχείς, τέτοιες ώστεσ(t) ≤ t,

|g(t, x)| < 1− ‖q‖max, ‖q‖max < 1
(4.8)

για κάθε t ∈ J και x ∈ R. Θα αποδείξουµε ότι, αν ‖a‖max + ‖b‖max < 1, η εξίσωση (4.7) έχει

λύση που ορίζεται στο J .

Ας είναι X = C(J,R) η Banach άλγεβρα όλων των συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων µε
στάθµη, την

‖x‖sup = sup
t∈J
|x(t)|, (4.9)

Ορίζουµε το σύνολο
S = {y ∈ X : ‖y‖sup ≤ 1} (4.10)

Ως λύση της (4.7) εννοούµε µια συνεχή συνάρτηση x : J → R που να πληροί την (4.7) στο J .
Ορίζουµε τους τελεστές A : X → X µε

Ax(t) =
1

1 + b(t)|x(t)|
, t ∈ J, (4.11)

B : X → X µε

Bx(t) = q(t) +

∫ σ(t)

0
g(s, x(η(s)))ds, t ∈ J (4.12)

και C : X → X µε
Cx(t) = −a(t)|x(t)|, t ∈ J (4.13)

∆εν είναι δύσκολο να διαπιστώσουµε ότι το πρόβληµα εύρεσης λύσης της ολοκληρωτικής εξίσω-
σης (4.7) ανάγεται στο πρόβληµα εύρεσης σταθερού σηµείου της εξίσωσης τελεστών (4.1). Θα
αποδείξουµε ότι οι τελεστές A,B, και C ικανοποιούν τις προϋποθέσεις του Θεωρήµατος 4.6.
Αρχικά, ϑα αποδείξουµε ότι οι τελεστές A,C είναι Lipschitz στον X. Ας είναι x, y ∈ X. Τότε
έχουµε

∣∣Ax(t)−Ay(t)
∣∣ =

∣∣∣∣ 1

1 + b(t)|x(t)|
− 1

1 + b(t)|y(t)|

∣∣∣∣
≤ |b(t)(|x(t)| − |y(t)|)|

≤ ‖b‖max‖x− y‖sup

και ∣∣Cx(t)− Cy(t)
∣∣ =

∣∣− a(t)|x(t)|+ a(t)|y(t)|
∣∣

=
∣∣− a(t)(|x(t)| − |y(t)|)

∣∣
≤ ‖a‖max‖x− y‖sup,

που σηµαίνει ότι οι τελεστές A και C είναι Lipschitz µε σταθερές Lipschitz ‖b‖max και ‖a‖max
αντίστοιχα. Σύµφωνα µε την Πρόταση 2.11 ο τελεστήςB είναι πλήρως συνεχής. Θα αποδείξουµε
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ότι B : S → S. Ας είναι x ∈ S. Τότε από τις σχέσεις (4.6) και (4.8) παίρνουµε

∣∣Bx(t)
∣∣ =

∣∣∣∣q(t) +

∫ σ(t)

0
g(s, x(η(s)))ds

∣∣∣∣
≤ |q(t)|+

∫ σ(t)

0
|g(s, x(η(s)))|ds

< |q(t)|+
∫ σ(t)

0
(1− ‖q‖max)ds.

Επειδή Bx ∈ C(J,R), δηλαδή ο Bx συνεχής στο συµπαγές διάστηµα J , έπεται ότι υπάρχει
t∗ ∈ J τέτοιο ώστε ∥∥Bx∥∥ =

∣∣Bx(t∗)
∣∣ = max

t∈J

∣∣Bx(t)
∣∣.

΄Αρα, έχουµε ∥∥Bx‖ =
∣∣Bx(t∗)

∣∣
< |q(t∗)|+

∫ t∗

0
(1− ‖q‖max)ds

≤ ‖q‖max +

∫ 1

0
(1− ‖q‖max)ds

= 1,

δηλαδή B : S → S. Επίσης, είναι∣∣∣∣(I − CA
)
x(t)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣x(t)− Cx(t)

Ax(t)

∣∣∣∣
= |1 + b(t)|x(t)|||x(t)(1 + a(t))|

≥ |x(t)|,

για κάθε t ∈ J . ∆ηλαδή

sup
t∈J

∣∣∣∣(I − CA
)
x(t)

∣∣∣∣ ≥ sup
t∈J
|x(t)|,

που σηµαίνει ότι ∥∥∥∥(I − CA
)
x

∥∥∥∥
sup
≥ ‖x‖sup.

για κάθε x ∈ C(J,R). Εποµένως, αφού ‖a‖max + ‖b‖max < 1, οι τελεστές A, B και C ικανο-
ποιούν τις υποθέσεις του Θεωρήµατος 4.6. Συνεπώς, η εξίσωση τελεστών (4.1) έχει ένα σταθερό
σηµείο. Συνεπώς, η συναρτησιακή ολοκληρωτική εξίσωση (4.7) έχει µια λύση που ορίζεται στο
J .

Εφαρµογή 4.8 ([24]). Θεωρούµε τη µη-γραµµική συναρτησιακή ολοκληρωτική εξίσωση

x(t) = p1(t)| sinx(t)|+ [1 + p2(t)|x(θ(t))|]

(
q(t) +

∫ σ(t)

0
g(s, x(η(s))ds

)
, t ∈ J (4.14)
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όπου J = [0, 1] ⊆ R, θ, σ, η : J → J, q : J → R, g : J×R→ R είναι συνεχείς και p1, p2 ∈ L1(J)

τέτοιες ώστε σ(t) ≤ t,

|g(t, x)| < 1− ‖q‖max, ‖q‖max < 1
(4.15)

για κάθε t ∈ J και x ∈ R. Θα αποδείξουµε ότι η εξίσωση (4.14) έχει λύση που ορίζεται στο J .

Ας είναι X = C(J,R), όπου J = [0, 1] ⊆ R, η Banach άλγεβρα όλων των συνεχών πραγµα-
τικών συναρτήσεων µε στάθµη, την

‖x‖sup = sup
t∈J
|x(t)|, (4.16)

Ορίζουµε το σύνολο

S =

{
y ∈ X : ‖y‖sup ≤

1 + ‖p1‖max

1− ‖p2‖max

}
, (4.17)

όπου ‖p1‖ + ‖p2‖ < 1. Ως λύση της (4.14) εννοούµε µια συνεχή συνάρτηση x : J → R που
πληροί την (4.14) στο σύνολο J . Ορίζουµε τους τελεστές A : X → X µε

Ax(t) = 1 + p2(t)|x(θ(t))|, t ∈ J, (4.18)

B : X → X µε

Bx(t) = q(t) +

∫ σ(t)

0
g(s, x(η(s))ds, t ∈ J (4.19)

και C : X → X µε
Cx(t) = p1(t)| sinx(t)|, t ∈ J. (4.20)

∆εν είναι δύσκολο να διαπιστώσουµε ότι το πρόβληµα ύπαρξης λύσης της ολοκληρωτικής εξίσω-
σης (4.14) ανάγεται στο πρόβληµα ύπαρξης σταθερού σηµείου της εξίσωσης τελεστών (4.1). Θα
αποδείξουµε ότι οι τελεστές A,B, και C ικανοποιούν τις προϋποθέσεις του Θεωρήµατος 4.4.
Αρχικά, ϑα αποδείξουµε ότι οι τελεστές A,C είναι Lipschitz στονX. Ας είναι x, y ∈ X. ΄Εχουµε

∣∣Ax(t)−Ay(t)
∣∣ =

∣∣∣∣1 + p2(t)|x(θ(t))| − 1− p2(t)|y(θ(t))|
∣∣∣∣

≤ |p2(t)(|x(θ(t))| − |y(θ(t))|)|

≤ ‖p2‖max‖x− y‖sup

και ∣∣Cx(t)− Cy(t)
∣∣ =

∣∣p1(t)| sinx(t)| − p1(t)| sin y(t)|
∣∣

=
∣∣p1(t)(|x(t)| − |y(t)|)

∣∣
≤ ‖p1‖max‖x− y‖sup,

που σηµαίνει ότι οι τελεστές A, και C είναι Lipschitz µε σταθερές Lipschitz ‖p2‖max και ‖p1‖max
αντίστοιχα. Σύµφωνα µε την Πρόταση 2.11 ο τελεστήςB είναι πλήρως συνεχής. Θα αποδείξουµε
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ότι B : S → S. Ας είναι x ∈ S. Από τη σχέση (4.15) παίρνουµε

∣∣Bx(t)
∣∣ =

∣∣∣∣q(t) +

∫ σ(t)

0
g(s, x(η(s)))ds

∣∣∣∣
≤ |q(t)|+

∫ σ(t)

0
|g(s, x(η(s)))|ds

< |q(t)|+
∫ σ(t)

0
(1− ‖q‖max)ds.

Επειδή Bx ∈ C(J,R), δηλαδή ο Bx συνεχής στο συµπαγές διάστηµα J , έπεται ότι υπάρχει
t∗ ∈ J τέτοιο ώστε ∥∥Bx∥∥ =

∣∣Bx(t∗)
∣∣ = max

t∈J

∣∣Bx(t)
∣∣.

΄Αρα, έχουµε ∥∥Bx‖ =
∣∣Bx(t∗)

∣∣
< |q(t∗)|+

∫ t∗

0
(1− ‖q‖)ds

≤ ‖q‖max +

∫ 1

0
(1− ‖q‖max)ds

= 1 ≤ 1 + ‖p1‖max

1− ‖p2‖max
.

Εποµένως, B : S → S. Θα αποδείξουµε ότι πληρούται η συνθήκη (iii) του Θεωρήµατος 4.4.
Πράγµατι, ας είναι x ∈ C(J,R) και y ∈ S. Είναι

|x(t)| =
∣∣Ax(t)Bx(t) + Cx(t)

∣∣
≤
∣∣Ax(t)

∣∣∣∣Bx(t)
∣∣+
∣∣Cx(t)

∣∣
≤
∣∣1 + p2(t)|x(θ(t))|

∣∣∣∣∣∣q(t) +

∫ σ(t)

0
g(s, x(η(s))ds

∣∣∣∣+
∣∣p1(t)| sinx(t)|

∣∣
≤
∣∣1 + p2(t)|x(θ(t))|

∣∣(|q(t)|+ ∫ σ(t)

0
|g(s, x(η(s))|ds

)
+
∣∣p1(t)| sinx(t)|

∣∣
≤
(
1 + ‖p2‖max‖x‖sup

)(
‖q‖max +

∫ σ(t)

0
(1− ‖q‖max)ds

)
+ ‖p1‖max

≤
(
1 + ‖p2‖max‖x‖sup

)(
‖q‖max +

∫ 1

0
(1− ‖q‖max)ds

)
+ ‖p1‖max

= 1 + ‖p1‖max + ‖p2‖max‖x‖sup.

∆ηλαδή
sup
t∈J
|x(t)| ≤ 1 + ‖p1‖max + ‖p2‖max‖x‖sup,
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που σηµαίνει ότι (
1− ‖p2‖max

)
‖x‖sup ≤ 1 + ‖p1‖max,

ή

‖x‖sup ≤
1 + ‖p1‖max

1− ‖p2‖max
.

΄Αρα x ∈ S. Εποµένως, ισχύει και η συνθήκη (iii) του ϑεωρήµατος 4.4. Συνεπώς, η εξίσωση
(4.1) έχει σταθερό σηµείο, δηλαδή ότι η συναρτησιακή ολοκληρωτική εξίσωση (4.14) έχει µια
λύση που ορίζεται στο J .

Σηµείωση 4.9. Παρατηρούµε ότι οι τελεστές A, B και C δεν πληρούν τη σχέση (4.6) της

Πρότασης 4.5.

4.4 Τοπικό Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου

Στην παρούσα ενότητα παρουσιάζουµε µια τοπική εκδοχή του ϑεωρήµατος σταθερού σηµείου
4.1, το οποίο ϑα κάνουµε χρήση στη µελέτη του προβλήµατος τοπικής λύσης για µια µη
γραµµική συναρτησιακή ολοκληρωτική εξίσωση.

Θεώρηµα 4.10 ([27]). Ας είναι (X, ‖ · ‖) µια Banach άλγεβρα, a ∈ X και r ένας ϑετικός

πραγµατικός αριθµός. Υποθέτουµε ότι A,C : X → X και B : Br(a) → X τρεις τελεστές, τέτοιοι

ώστε

(i) ο A και ο C είναι Lipschitz µε σταθερές Lipschitz α και β αντίστοιχα,

(ii) ο B είναι πλήρως συνεχής µε M =
∥∥B(Br(a)

)∥∥, και

(iii)
∥∥a− (AaBy + Ca

)∥∥ ≤ [1− (αM + β)]r για κάθε y ∈ Br(a) µε αM + β < 1.

Τότε η εξίσωση τελεστών (4.1) έχει µια λύση στο Br(a).

Απόδειξη. Ας είναι αυθαίρετο y ∈ Br(a) και ορίζουµε τον τελεστή Ay : Br(a)→ X ως εξής

Ay(x) = AxBy + Cx.

Από την υπόθεση (i), για κάθε x1, x2 ∈ X έχουµε:

‖Ay(x1)−Ay(x2)‖ = ‖Ax1By + Cx1 −Ax2By − Cx2‖

≤ ‖(Ax1 −Ax2)By‖+ ‖Cx1 − Cx2‖

≤ ‖Ax1 −Ax2‖‖By‖+ ‖Cx1 − Cx2‖

≤Mα‖x1 − x2‖+ β‖x1 − x2‖

= (αM + β)‖x1 − x2‖,
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και επειδή ισχύει ότι αM+β < 1 έπεται ότι ο τελεστής Ay είναι συστολή στον Br(a) µε σταθερά

συστολής αM + β. Εποµένως, υπάρχει µοναδικό x∗ ∈ Br(a) τέτοιο ώστε :

Ay(x
∗) = x∗ = Ax∗By + Cx∗.

Λόγω της συνθήκης (iii) έχουµε ότι :

∥∥a−Ay(a)
∥∥ =

∥∥a− (AaBy + Ca
)∥∥ ≤ [1− (αM + β)]r.

Ορίζουµε τον τελεστή N : Br(a)→ Br(a) ως εξής :

Ny = z, (4.21)

όπου z ∈ Br(a) είναι η µοναδική λύση της εξίσωσης

z = AzBy + Cz, y ∈ Br(a).

Για να αποδείξουµε ότι ο τελεστής N είναι πλήρως συνεχής, σύµφωνα µε τη σηµείωση 1.26,

αρκεί να αποδείξουµε ότι είναι συνεχής και ολικά ϕραγµένος. Αρχικά, ϑα αποδείξουµε ότι ο

N είναι συνεχής. Ας είναι (yν)ν∈N µια ακολουθία στο Br(a), τέτοια ώστε να συγκλίνει προς ένα

y ∈ Br(a). Θα αποδείξουµε ότι Nyν → Ny. Πράγµατι,

∥∥Nyν −Ny∥∥ =
∥∥ANyνByν + CNyν −ANyBy − CNy

∥∥
=
∥∥ANyνByν −ANyByν +ANyByν −ANyBy + CNyν − CNy

∥∥
≤
∥∥ANyνByν −ANyByν∥∥+

∥∥ANyByν −ANyBy∥∥+
∥∥CNyν − CNy∥∥

≤
∥∥(ANyν −ANy)Byν∥∥+

∥∥ANy(Byν −By)∥∥+
∥∥CNyν − CNy∥∥

≤
∥∥ANyν −ANy∥∥∥∥Byν∥∥+

∥∥ANy∥∥∥∥Byν −By∥∥+
∥∥CNyν − CNy∥∥

≤Mα
∥∥Nyν −Ny∥∥+

∥∥ANy∥∥∥∥Byν −By∥∥+ β
∥∥Nyν −Ny∥∥.

Επειδή ο B είναι συνεχής (ως πλήρως συνεχής) έχουµε ότι
∥∥Byν−By∥∥ για ν →∞. Εποµένως,

∥∥Nyν −Ny∥∥ ≤ (αM + β)
∥∥Nyν −Ny∥∥

ή

(1− αM − β)
∥∥Nyν −Ny∥∥ ≤ 0,

που λόγω της υπόθεσής µας, έπεται ότι
∥∥Nyν −Ny∥∥ ≤ 0, δηλαδή Nyν → Ny. ΄Αρα ο τελεστής

N είναι συνεχής. Θα αποδείξουµε ότι είναι και ολικά ϕραγµένος, δηλαδή για ε > 0 υπάρχει
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πεπερασµένη κάλυψή του από σφαιρικές περιοχές ακτίνας ε. Για κάθε z, a ∈ Br(a), είναι :∥∥Az∥∥ =
∥∥Aa+Az −Aa

∥∥
≤
∥∥Aa∥∥+

∥∥Az −Aa∥∥
≤
∥∥Aa∥∥+ α‖z − a‖

≤ c,

όπου c =
∥∥Aa∥∥+ αr.

Λόγω της (ii) έχουµε ότι το σύνολο B(Br(a)) είναι ολικά ϕραγµένο, δηλαδή, σύµφωνα µε

τον ορισµό 1.21, υπάρχει ένα πεπερασµένο σύνολο Y = {y1, y2, · · · , yν} ⊆ Br(a) τέτοιο ώστε :

B(Br(a)) ⊂
ν⋃
i=1

Bδ(wi),

όπου Bδ(wi) είναι η ανοικτή µπάλα µε κέντρο wi και ακτίνα δ. Θέτουµε wi = B(yi) και

δ =

(
1− (αM + β)

c

)
ε. Οπότε, για κάθε y ∈ Br(a) παίρνουµε yk ∈ Y , τέτοιο ώστε :

∥∥By −Byk∥∥ ≤ (1− (αM + β)

c

)
ε.

Επίσης, έχουµε∥∥zk − z∥∥ =
∥∥AzkByk + Czk −AzBy − Cz

∥∥
=
∥∥AzkByk −AzByk +AzByk −AzBy + Czk − Cz

∥∥
≤
∥∥AzkByk −AzByk∥∥+

∥∥AzByk −AzBy∥∥+
∥∥Czk − Cz∥∥

≤
∥∥(Azk −Az)Byk∥∥+

∥∥Az(Byk −By)∥∥+
∥∥Czk − Cz∥∥

≤
∥∥Azk −Az∥∥∥∥Byk∥∥+

∥∥Az∥∥∥∥Byk −By∥∥+
∥∥Czk − Cz∥∥

≤Mα
∥∥zk − z∥∥+

∥∥Az∥∥∥∥Byk −By∥∥+ β
∥∥zk − z∥∥

≤Mα
∥∥zk − z∥∥+ c

∥∥Byk −By∥∥+ β
∥∥zk − z∥∥

= Mα
∥∥Nyk −Ny∥∥+ c

∥∥Byk −By∥∥+ β
∥∥zk − z∥∥,

δηλαδή

[1− (Mα+ β)]
∥∥Nyk −Ny∥∥ ≤ c∥∥Byk −By∥∥

ή ∥∥Nyk −Ny∥∥ ≤ c

1− (Mα+ β

∥∥Byk −By∥∥
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που σηµαίνει ότι ∥∥Nyk −Ny∥∥ < ε,

δηλαδή

N(Br(a)) ⊂
ν⋃
i=1

Bε(wi).

Η τελευταία σχέση δηλώνει ότι το σύνολο N(Br(a)) είναι ολικά ϕραγµένο ή ότι ο N είναι ολικά

ϕραγµένος. ΄Αρα ο τελεστής N είναι πλήρως συνεχής. Από το Θεώρηµα 1.35 (Schauder∗) ο

τελεστής N έχει ένα σταθερό σηµείο στο Br(a). Αυτό σηµαίνει ότι,

x = Nx = A(Nx)Bx+ C(Nx) = AxBx+ Cx.

Συνεπώς, η εξίσωση (4.1) έχει µια λύση στο Br(a).

Παίρνοντας για a = 0 στο παραπάνω Θεώρηµα έχουµε το εξής Πόρισµα που είναι χρήσιµο
σε εφαρµογές :

Πόρισµα 4.11 ([27]). Ας είναι (X, ‖ · ‖) µια Banach άλγεβρα και r ένας ϑετικός πραγµατικός

αριθµός. Ας είναι A,C : X → X και B : Br(0)→ X τρεις τελεστές, τέτοιοι ώστε

(i) ο A και ο C είναι Lipschitz µε σταθερές Lipschitz α και β αντίστοιχα,

(ii) ο B είναι πλήρως συνεχής µε M =
∥∥B(Br(0)

)∥∥ και

(iii)
∥∥A0By + C0)

∥∥ ≤ [1− (αM + β)]r για κάθε y ∈ Br(0) µε αM + β < 1.

Τότε η εξίσωση (4.1) έχει µια λύση στο Br(0).

Θέτοντας C ≡ 0 και C ≡ 1 στο ϑεώρηµα 4.10 προκύπτουν τοπικά συµπεράσµατα που
αφορούν το άθροισµα και το γινόµενο, αντίστοιχα, δύο τελεστών.

Πόρισµα 4.12 ([27]). Ας είναι (X, ‖ · ‖) µια Banach άλγεβρα, a ∈ X και r ένας ϑετικός

πραγµατικός αριθµός. Ας είναι A : X → X και B : Br(a)→ X δύο τελεστές, τέτοιοι ώστε :

(i) ο A είναι Lipschitz µε σταθερά Lipschitz α,

(ii) ο B είναι πλήρως συνεχής µε M =
∥∥B(Br(a)

)∥∥ και

(iii)
∥∥a− (AaBy)∥∥ ≤ [1− (αM)]r για κάθε y ∈ Br(a) µε αM < 1.

Τότε η εξίσωση x = AxBx έχει µια λύση στο Br(a).

Πόρισµα 4.13 ([27]). Ας είναι (X, ‖ · ‖) µια Banach άλγεβρα, a ∈ X και r ένας ϑετικός

πραγµατικός αριθµός. Ας είναι A : X → X και B : Br(a)→ X δύο τελεστές, τέτοιοι ώστε :

(i) ο A είναι Lipschitz µε σταθερά Lipschitz α,

(ii) ο B είναι πλήρως συνεχής και

(iii)
∥∥a− (Aa+By

∥∥ ≤ (1− α)r για κάθε y ∈ Br(a) µε α < 1.

Τότε η εξίσωση x = Ax+Bx έχει µια λύση στο Br(a).
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4.5 Μια εφαρµογή σε Μη Γραµµικές Συναρτησιακές Ολοκληρω-

τικές Εξισώσεις

Θεωρούµε τη µη-γραµµική συναρτησιακή ολοκληρωτική εξίσωση

x(t) = k(t, x(µ(t))) + [f(t, x(θ(t)))]

(
q(t) +

∫ σ(t)

0
g(s, x(η(s))ds

)
, t ∈ J, (4.22)

όπου J = [0, 1] ⊆ R, q : J → R, µ, θ, σ, η : J → J και f, g, k : J × R → R δοθείσες
συναρτήσεις. Ας είναι M(J,R) και B(J,R) οι χώροι όλων των µετρήσιµων και ϕραγµένων
αντίστοιχα πραγµατικών συναρτήσεων του J . Θα αναζητήσουµε λύση της εξίσωσης (4.22) στο
χώρο BM(J,R) των ϕραγµένων και µετρήσιµων πραγµατικών συναρτήσεων του J . Ορίζουµε
τη στάθµη:

‖x‖BM = max
t∈J
|x(t)|. (4.23)

Αρχικά, ϑα αποδείξουµε ότι
(
BM(J,R), ‖ ·‖BM

)
είναι Banach άλγεβρα. Αρκεί να αποδείξουµε

ότι είναι χώρος Banach µε στάθµη την (4.23). Θα χρειαστούµε το επόµενο λήµµα:

Λήµµα 4.14. Ο χώρος
(
BM(J,R), ‖ · ‖BM

)
των ϕραγµένων και µετρήσιµων συναρτήσεων του

J στο R είναι χώρος Banach.

Απόδειξη. Ας είναι (fν)ν∈N ∈ BM(J,R) µια ϐασική ακολουθία µετρήσιµων και ϕραγµένων

συναρτήσεων. Θα αποδείξουµε ότι υπάρχει συνάρτηση f ∈ BM(J,R) τέτοια ώστε : fν → f .

Επειδή η (fν)ν∈N είναι ϐασική ακολουθία έχουµε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει ν0 ∈ N τέτοιο

ώστε να ισχύει

‖fν − fµ‖BM < ε,

για κάθε ν, µ ∈ N µε ν, µ ≥ ν0.

Επίσης,

|fν(t)− fµ(t)| ≤ max
t∈N
|fν(t)− fµ(t)| = ‖fν − fµ‖BM < ε,

δηλαδή για κάθε ε > 0 υπάρχει ν0 ∈ N τέτοιο ώστε να ισχύει |fν(t) − fµ(t)| < ε για κάθε

ν, µ ∈ N µε ν, µ ≥ ν0 και για κάθε t ∈ J . Αυτό σηµαίνει ότι (fν(t))ν∈N είναι ϐασική ακολουθία

του R, που είναι πλήρης, οπότε υπάρχει συνάρτηση f : J → R τέτοια ώστε

fν(t)→ f(t),

για κάθε t ∈ J . ΄Αρα, για µ ≥ ν0 είναι :

|fµ(t)− f(t)| =
∣∣fµ(t)− lim

ν→∞
fν(t)

∣∣
= lim

ν→∞
|fµ(t)− fν(t)|

≤ ε.
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΄Αρα fν → f οµοιόµορφα. Οπότε, f ∈M(J,R). Επιπλέον, (fν)ν∈N ∈ BM(J,R) δηλαδή

‖fν‖BM ≤ α ∈ R

ή

lim
ν→∞

‖fν‖BM ≤ α

που σηµαίνει ότι

‖ lim
ν→∞

fν‖BM ≤ α.

Με άλλα λόγια

‖f‖BM ≤ α

ή

f ∈ BM(J,R).

Επίσης, ορίζουµε το σύνολο L(J,R) όλων των κατά Lebesgue ολοκληρώσιµων πραγµατικών
συναρτήσεων του J µε στάθµη την

‖x‖L1 =

∫ 1

0
|x(t)|dt. (4.24)

Υποθέτουµε, επιπλέον, ότι

(i) οι συναρτήσεις µ, θ, σ, η : J → J είναι συνεχείς,

(ii) η συνάρτηση q : J → R είναι συνεχής,

(iii) η συνάρτηση k : J × R → R είναι συνεχής και υπάρχει µια συνάρτηση β1 ∈ B(J,R)
τέτοια ώστε :

|k(t, x)− k(t, y)| ≤ β1(t)|x− y|

σχεδόν παντού στο J και για κάθε x, y ∈ R,

(iv) η συνάρτηση f : J×R→ R−{0} είναι συνεχής και υπάρχει µια συνάρτηση α1 ∈ B(J,R)
µε ϕράγµα ‖α1‖ τέτοιο ώστε για κάθε x, y ∈ R να ισχύει :

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ α1(t)|x− y|, σχεδόν παντού στο J,

(v) η συνάρτηση g είναι συνάρτηση Καραθεοδωρή, δηλαδή υπάρχει συνάρτηση hr ∈ L1(J)
τέτοια ώστε |g(t, x)| ≤ hr(t) σχεδόν παντού στο σύνολο J .

Το επόµενο ϑεώρηµα εξασφαλίζει την ύπαρξη λύσης της εξίσωσης (4.22) στο σύνολο BM(J,R).

Θεώρηµα 4.15 ([27]). Υποθέτουµε ότι ισχύουν οι συνθήκες ( i) έως (v). Επιπλέον, υποθέτουµε

ότι υπάρχει ένας ϑετικός πραγµατικός αριθµός r τέτοιος ώστε :

‖α1‖max(‖q‖BM + ‖hr‖L1) + ‖β1‖max < 1 (4.25)
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και

r >
F (‖q‖BM + ‖hr‖L1) +K

1− [‖α1‖max(‖q‖BM + ‖hr‖L1) + ‖β1‖max]
(4.26)

όπου F = sup
t∈J
|f(t, 0)| και K = sup

t∈J
|k(t, 0)|. Τότε η εξίσωση (4.22) έχει λύση x στο BM(J,R)

που πληροί την ανίσωση ‖x‖sup ≤ r.

Απόδειξη. Θεωρούµε την κλειστή µπάλα Br(0) κέντρου 0 και ακτίνας r, όπου r είναι επιλεγµένο

έτσι ώστε να πληρούνται οι σχέσεις (4.25) και (4.26). Ορίζουµε τους τελεστές A,B,C στον

BM(J,R) ως εξής :

Ax(t) = f(t, x(θ(t))), t ∈ J, (4.27)

Bx(t) =

∫ σ(t)

0
g(s, x(η(s))ds, t ∈ J, (4.28)

και

Cx(t) = k(t, x(µ(t))), t ∈ J (4.29)

Εύκολα διαπιστώνουµε ότι το πρόβληµα ύπαρξης λύσης της (3.17) ανάγεται στο πρόβληµα

εύρεσης λύσης της εξίσωσης τελεστών

AxBx+ Cx = x στο BM(J,R). (4.30)

Θα αποδείξουµε ότι πληρούνται οι προϋποθέσεις του Πορίσµατος 4.11. Ας είναι x, y ∈ X. Από

τις υποθέσεις (ii) και (iii) προκύπτει ότι :

∣∣Ax(t)−Ay(t)
∣∣ =

∣∣f(t, x(θ(t)))− f(t, y(θ(t)))
∣∣

≤ α1(t)
∣∣x(θ(t))− y(θ(t))

∣∣
≤ ‖α1‖max‖x− y‖BM ,

δηλαδή ∥∥Ax−Ay∥∥
BM
≤ ‖α1‖max‖x− y‖BM ,

και

∣∣Cx(t)− Cy(t)
∣∣ =

∣∣k(t, x(µ(t)))− k(t, y(µ(t)))
∣∣

≤ β1(t)
∣∣x(θ(t))− y(θ(t))

∣∣
≤ ‖β1‖max‖x− y‖BM ,

δηλαδή ∥∥Cx− Cy∥∥
BM
≤ ‖β1‖max‖x− y‖BM ,
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που σηµαίνει ότι οι τελεστές A και C είναι Lipschitz µε σταθερές Lipschitz ‖α1‖max και ‖β1‖max

αντίστοιχα. Παρατηρούµε ότι η συνθήκη (iv) και το Θεώρηµα (1.42) εξασφαλίζουν ότι ο τελεστής

B είναι συνεχής στον BM(J,R) (αναλυτική απόδειξη υπάρχει στη ϐιβλιογραφία [40]). Προκει-

µένου να αποδείξουµε ότι είναι και πλήρως συνεχής ϑα χρησιµοποιήσουµε το Θεώρηµα 1.32

(Arzela-Ascoli). Είναι αρκετό να αποδείξουµε ότι το σύνολο Br(0) είναι σχετικά συµπαγές, ή,

ισοδύναµα, (Θεώρηµα 1.32) ϕραγµένο και ισοσυνεχές. Ας είναι ακολουθία (xν)ν∈N ∈ Br(0).

΄Εχουµε ‖xν‖ ≤ r, για κάθε ν ∈ N. Από τη συνθήκη (iv), για ν ∈ N και t ∈ J έχουµε

∣∣Bxν(t)
∣∣ ≤ |q(t)|+ ∣∣∣∣ ∫ σ(t)

0
g(s, xν(η(s)))ds

∣∣∣∣
≤ |q(t)|+

∫ σ(t)

0
hr(s)ds

≤ ‖q‖BM + ‖hr‖L1(J),

δηλαδή ∥∥Bxν∥∥BM ≤ ‖q‖BM + ‖hr‖L1(J), για κάθε ν ∈ N

που σηµαίνει ότι το σύνολο B
(
Br(0)

)
είναι ϕραγµένο, για οποιοδήποτε r > 0. Επίσης, για

t1, t2 ∈ J και ν ∈ N παρατηρούµε ότι

∣∣Bxν(t1)−Bxν(t2)
∣∣ ≤ |q(t1)− q(t2)|+ ∣∣∣∣ ∫ σ(t1)

σ(t2)
hr(s)ds

∣∣∣∣
≤ |q(t1)− q(t2)|+ |p(t1)− p(t2)|,

όπου p : J → R µε p(t) =

∫ σ(t)

0
hr(s)ds. Επειδή οι συναρτήσεις p και q είναι οµοιόµορφα

συνεχείς συναρτήσεις (ως συνεχείς στο συµπαγές διάστηµα J ), συµπεραίνουµε ότι B
(
Br(0)

)
είναι ισοσυνεχές για οποιοδήποτε r > 0. ΄Αρα από το Θεώρηµα 1.32 παίρνουµε ότιB :B[0, r]→

X είναι πλήρως συνεχής για κάθε r > 0. Για κάθε y ∈ B
(
Br(0)

)
λόγω της (4.26) έχουµε:∥∥A0By + C0

∥∥
BM
≤
∥∥A0

∥∥
BM

∥∥By∥∥
BM

+
∥∥C0

∥∥
BM

≤ sup
t∈J
|f(t, 0)|[‖q‖BM + ‖hr‖L1(J)] + sup

t∈J
|k(t, 0)|

≤ F (‖q‖BM + ‖hr‖L1(J)) +K

≤ [1− ‖α1‖max(‖q‖BM + ‖hr‖L1(J))− ‖β1‖max]r,

και λόγω της συνθήκης (4.25) έχουµε ‖α1‖max(‖q‖BM + ‖hr‖L1(J)) + ‖β1‖max < 1. Εποµένως,

κάνοντας εφαρµογή του Πορίσµατος 4.11 προκύπτει ύπαρξη λύσης της εξίσωσης (4.30) στον

BM(J,R), ή, ισοδύναµα, ύπαρξη λύσης της εξίσωσης (4.22) που ορίζεται στο J .
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Τέλος, παραθέτουµε ένα Θεώρηµα που οφείλεται στον G. L. Karakostas και αποτελεί γε-
νίκευση του συµπεράσµατος που αφορά το συνδυασµό αθροίσµατος και γινοµένου τριών τελε-
στών.

Θεώρηµα 4.16 (G. L. Karakostas, [45]). Ας είναιA ένα µη κενό, κλειστό και κυρτό υποσύνολο

ενός χώρου Banach (X, ‖·‖), (Y, d) ένας µετρικός χώρος καιC : A→ Y ένας συµπαγής τελεστής.

Υποθέτουµε ότι ο τελεστής

T : A× C(A)→ A

είναι συνεχής και τέτοιος ώστε για την οικογένεια {T (·, y) : y ∈ C(A)} να υπάρχει k ∈ [0, 1)

τέτοιο ώστε να ισχύει

‖T (x1, y)− T (x2, y)‖ ≤ k‖x1 − x2‖,

για όλα τα (x1, y), (x2, y) ∈ A× C(A). Τότε η εξίσωση

x = T (x,C(x))

έχει µια λύση στο A.
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Περίληψη

Στη ∆ιατριβή αυτή σκοπός µας είναι να παρουσιάσουµε κάποια υβριδικά ϑεωρήµατα σταθε-
ϱού σηµείου τύπου Krasnosel’skii, τα οποία είναι χρήσιµα στη µελέτη της ύπαρξης λύσεων
για διαφορικές και ολοκληρωτικές εξισώσεις ή προβλήµατα αρχικών τιµών. Η ϐασική ιδέα ε-
ίναι η αναγωγή του προβλήµατος ύπαρξης λύσης της εκάστοτε εξίσωσης σε πρόβληµα εύρεσης
σταθερού σηµείου ενός κατάλληλα ορισµένου τελεστή.

Υπάρχει µια µεγάλη ποικιλία ϑεωρηµάτων σταθερού σηµείου τα οποία µπορούν να χρη-
σιµοποιηθούν στα πλαίσια της µεθοδολογίας που περιγράψαµε πιο πάνω. Σε καθένα από τα
κεφάλαια αναπτύσσεται ξεχωριστά καθένα από τα Θεωρήµατα Σταθερού Σηµείου µε τις αποδε-
ίξεις τους, καθώς, επίσης και διάφορες εναλλακτικές µορφές των µε εφαρµογές.

Συγκεκριµένα, στο πρώτο κεφάλαιο της ∆ιατριβής παρατίθενται όλοι οι ορισµοί και τα ϑε-
ωρήµατα που ϑα χρησιµοποιήσουµε για την απόδειξη των συµπερασµάτων µας. Στο δεύτερο
κεφάλαιο γίνεται εκτενής αναφορά στο Θεώρηµα του Krasnosel’skii, που αποδεικνύει ότι το
άθροισµα δύο τελεστών έχει σταθερό σηµείο. Παραθέτουµε, επίσης, και κάποιες εναλλακτικές
διατυπώσεις του παραπάνω Θεωρήµατος µε τις αντίστοιχες εφαρµογές τους. ΄Επειτα, στο τρίτο
κεφάλαιο της ∆ιατριβής διατυπώνουµε ένα ϑεώρηµα για το γινόµενο δύο τελεστών. Και για αυτό
το Θεώρηµα υπάρχουν διάφορες παραλλαγές και εφαρµογές σε µη γραµµικές ολοκληρωτικές
εξισώσεις, καθώς και σε συναρτησιακές ολοκληρωτικές εξισώσεις. Στο τέταρτο, και τελευταίο,
κεφάλαιο παρατίθεται ένα ϑεώρηµα που αφορά συνδυασµό του αθροίσµατος και γινοµένου
τελεστών.

Σε κάθε ένα κεφάλαιο αναπτύσσεται αναλυτικά η µεθοδολογία που χρησιµοποιούµε για
την εφαρµογή του συγκεκριµένου ϑεωρήµατος και δίνονται συγκεκριµένα παραδείγµατα που
εξασφαλίζουν την εφαρµοσιµότητα των ϑεωρητικών συµπερασµάτων. Ιδιαίτερη έµφαση δίνεται
στην παρουσίαση των συµπερασµάτων µε ενιαίο τρόπο σε όλα τα κεφάλαια και στη µεταξύ τους
διασύνδεση.

Τέλος παραθέτουµε έναν εκτενή κατάλογο εργασιών και ϐιβλίων σχετικών µε το αντικείµενο
της διατριβής, από όπου έχουµε αντλήσει τα συµπεράσµατα που παρουσιάζουµε εδώ.





75

Abstract

In this thesis, our goal is to present some hybrid fixed point theorems of Krasnosel’skii
type, which are useful to the study of the existence of solutions for differential and integral
equations or initial value problems. The main idea is the reduction of the problem of the
existence of solutions to the problem of finding fixed points of a suitable stated operator.

There is a wide variety of fixed point theorems which can be used in the context of the
methodology just described. In each chapter is developed individually each of the fixed point
theorems with their proofs as well, and also several alternative forms with their applications.

Specifically, in the first chapter of the thesis are listed all the definitions and some theo-
rems that we will use in order to prove our claims. In the second chapter is given an extensive
reference to the theorem of Krasnosel’skii, which shows that the sum of two operators has
a fixed point. Also we give several alternatives to the above theorem with their respective
applications. Then, in the third chapter of the thesis we formulate a theorem, which shows
that the product of two operators, under certain conditions, has a fixed point. And for this
theorem there are several alternative forms and applications in nonlinear integral equations,
as well as functional integral equations. The fourth, and last, chapter contains a theorem
on fixed points of a combination of the sum and the product of three operators.

In each chapter we present in detail the methodology used in order to apply the specific
fixed point theorem and we provide specific applications of the theoretical results. Special
attention is paid to presenting the results in a unified way throughout the whole thesis and
pointing out the relations between them.

Finally we present a detailed list of the papers and books we used in this thesis.
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