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Περιληψη

Στα κοινωνικά δίκτυα η Ισχυρη Τριαδικη κλειστοτητα είναι μία ανάθεση στις
ακμές με ισχυρές ή ασθενείς επιγραφές, τέτοια ώστε για δύο οποιεσδήποτε κορυ-

φές που έχουν κοινό γείτονα με ισχυρή ακμή να είναι γειτονικές. Το πρόβλημα της

μεγιστοποίησης των ισχυρών ακμών, οι οποίες ικανοποιούν την ισχυρή τριαδική

κλειστότητα, έχει πρόσφατα αποδειχτεί ότι είναι NP-πλήρες σε γενικά γραφήματα.
Στην παρούσα διατριβή γίνεται μελέτη σε κλάσεις γραφημάτων, για τις οποίες το

πρόβλημα χαρακτηρίζεται είτε με πολυωνυμική λύση είτε παραμένει NP-πλήρες.
Δείχνουμε ότι το πρόβλημα δέχεται πολυωνυμικό σε χρόνο αλγόριθμο σε δύο

ανεξάρτητες κλάσεις γραφημάτων των proper interval και των trivially-perfect,
καθώς και στις κλάσεις των bipartite, co-bipartite και threshold γραφημάτων.
Για να έχουμε μια πιο κατηγοριοποιημένη και ολοκληρωμένη αντίληψη των α-

ποτελεσμάτων μας, δείχνουμε ότι το πρόβλημα παραμένει NP-πλήρες στα split
γραφήματα, και ακολούθως στα chordal γραφήματα. Επομένως, μέσα από την
διατριβή αυτή συμβάλουμε να οριστούν τα πρώτα διαχωριστικά όρια μεταξύ των

κλάσεων γραφημάτων, όπου σε κάποιες κλάσεις το πρόβλημα λύνεται σε πολυω-

νυμικό χρόνο ενώ σε άλλες κλάσεις το πρόβλημα παραμένει NP-πλήρες.
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Abstract

In social networks the Strong Triadic Closure is an assignment of
the edges with strong or weak labels such that any two vertices that have a
common neighbor with a strong edge are adjacent. The problem of maximizing
the number of strong edges that satisfy the strong triadic closure was recently
shown to be NP-complete for general graphs. In this thesis we initiate the
study of graph classes for which the problem is either polynomially solvable
or remains NP-complete. We show that the problem admits a polynomial-
time algorithm for two unrelated classes of graphs: proper interval graphs
and trivially-perfect graphs, as well as, on classes of bipartite graphs, co-
bipartite graphs and threshold graphs. To complement our result, we show
that the problem remains NP-complete on split graphs, and consequently also
on chordal graphs. Thus in this thesis we contribute to define the first border
between graph classes on which the problem is polynomially solvable and on
which it remains NP-complete.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ1
Εισαγωγη

Στα κοινωνικά δίκτυα η πρόβλεψη της συμπεριφοράς ενός δικτύου είναι ση-

μαντικό κομμάτι [8]. Η κατανόηση της δύναμης και της φύσης των κοινωνικών

δικτύων έχει βρει ιδιαίτερη χρησιμότητα τα τελευταία χρόνια λόγω της ραγδαίας

ανάπτυξής τους (βλέπετε π.χ. [2]). Η αρχή της Ισχυρής Τριαδικής Κλειστότητας

(Strong Triadic Closure (STC)) βοηθάει στην κατανόηση των δομικών
ιδιοτήτων του δικτύου ή γραφήματος που μελετάται. Η αρχή αυτή αναφέρει ότι

δεν είναι εφικτό για δύο άτομα να έχουν ισχυρή σχέση με ένα κοινό φίλο και να

μην γνωρίζονται μεταξύ τους [12]. Δηλαδή, η αρχή αυτή ορίζει ότι αν δύο άτομα

σε ένα κοινωνικό δίκτυο έχουν ένα κοινό ῾ἱσχυρό φίλο᾿᾿, τότε υπάρχει αυξημένη

πιθανότητα να γίνουν φίλοι μεταξύ τους σε κάποια χρονική στιγμή στο μέλλον.

Για να ικανοποιηθεί η ισχυρή τριαδική κλειστότητα, αρκεί να χαρακτηριστούν οι

ακμές ενός γραφήματος σε ισχυρές και ασθενείς έτσι ώστε για οποιεσδήποτε δύο

κορυφές που έχουν ένα κοινό ισχυρό γείτονα να είναι γειτονικές. Επειδή οι χρή-

στες αλληλεπιδρούν και εμπλέκονται ενεργά στα κοινωνικά δίκτυα δημιουργώντας

ισχυρές σχέσεις, είναι φυσικό να θεωρηθεί το MaxSTC πρόβλημα, δηλαδή η με-
γιστοποίηση του πλήθους των ισχυρών ακμών το οποίο ικανοποιεί την ισχυρή

τριαδική κλειστότητα. Το πρόβλημα της μεγιστοποίησης έχει δειχθεί, ότι είναι

NP-πλήρες για γενικά γραφήματα και για το δυικό του πρόβλημα της ελαχιστοποί-
ησης των ασθενών ακμών δόθηκε ένας προσεγγιστικός αλγόριθμος με σταθερό

παράγοντα αναλογίας [32]. Στην παρούσα διατριβή επικεντρωνόμαστε σε κλάσεις

γραφημάτων και ιδιαίτερα στην κλάση των chordal γραφημάτων.

Στη συνέχεια του κεφαλαίου δίνονται βασικές έννοιες της θεωρίας γραφημάτων

και της θεωρίας πολυπλοκότητας. Επιπλέον, δίνεται μία τυποποίηση της ισχυρής

τριαδικής κλειστότητας και του προβλήματος, καθώς και ο συσχετισμός του με

άλλα προβλήματα. Τέλος, δίνονται κάποιες εφαρμογές που έχουν οι κλάσεις γρα-

φημάτων, όπου μελετήθηκε το πρόβλημα, στα κοινωνικά δίκτυα.
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1.1. Βασικές ΄Εννοιες Θεωρίας Γραφημάτων

1.1 Βασικές ΄Εννοιες Θεωρίας Γραφημάτων

΄Ενα γράφημα (graph) G είναι ένα διατεταγμένο ζεύγος G = (V,E) όπου V
είναι ένα πεπερασμένο σύνολο που το καλούμε σύνολο κορυφών (vertices) και
E είναι ένα σύνολο από διμελή σύνολα κορυφών τα οποία εκφράζουν τις ακμές
(edges) του γραφήματος . Με V (G) και E(G) συμβολίζουμε το σύνολο κορυφών
και το σύνολο ακμών του γαφήματος G, αντίστοιχα. Για κάθε ακμή υπάρχουν δύο
τερματικά σημεία(end points). Αν κάθε τερματικό σημείο της ακμής είναι κορυφή
του γραφήματος, τότε μία ακμή e συμβολίζεται ως e = {u, v}, με u, v ∈ V (G).
Επίσης, αν υπάρχει ακμή e ανάμεσα σε δύο κορυφές u και v λέμε ότι η ακμή e
ενώνει (join) τα u και v ή προσπίπτει (incedent) στις κορυφές u και v, αντίστοιχα
λέμε ότι η u είναι γειτονικη (adjacent) της v.

Η γειτονιά (neighbourhood) N(x) της κορυφής x ∈ V (G) ορίζεται ως το
σύνολο των κορυφών του γραφήματος G που συνδέονται με την κορυφή x,

N(x) = {y | x, y ∈ E(G)}.

Η κλειστή γειτονιά (closed neighbourhood) N [x] της κορυφής x ∈ V (G) ορίζεται
ως το σύνολο των κορυφών

N [x] = N(x) ∪ {x}.

Μπορούμε να γενικεύσουμε τις παραπάνω έννοιες για ένα σύνολο κορυφών S ⊆
V (G) ως εξής:

N(S) =
⋃

x∈S N(x) \ S και N [S] = N(S) ∪ S.

Αν για μία κορυφή x ∈ V (G) ισχύει N(x) = ∅ τότε ονομάζεται απομονωμένη
(isolated), ενώ αν ισχύει N [x] = V (G) τότε λέγεται καθολική (universal)· και
δύο γειτονικές κορυφές x, y ∈ V (G) λέγονται δίδυμες (twins) αν ισχύει N [x] =
N [y].

Επιπλέον, για δύο κορυφές u και v λέμε ότι η u βλέπει (sees) την v εάν
{u, v} ∈ E(G), διαφορετικά λέμε ότι η u χάνει (misses) την v. Μπορούμε
να επεκτείνουμε τον συμβολισμό για σύνολα κορυφών: ένα σύνολο κορυφών A
βλέπει (αντίστ. χάνει) ένα σύνολο κορυφών B εάν κάθε κορυφή του A είναι
γειτονική (αντίστ. μη-γειτονική) με κάθε κορυφή του B. Αντίστοιχα, λέμε ό-
τι δύο ακμές είναι μη-γειτονικές εάν δεν έχουν κανένα κοινό τερματικό σημείο,

διαφορετικά τις καλούμε γειτονικές ακμές. Τέλος, το πλήθος των κορυφών ενός
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1.1. Βασικές ΄Εννοιες Θεωρίας Γραφημάτων

γραφήματος G το συμβολίζουμε με n ενώ το πλήθος των ακμών με m, δηλαδή
n = |V (G)| και m = |E(G)|. Καθώς και τον βαθμό (degree) μίας κορυφής v με
degG(v) = |NG(v)|, δηλαδή το πλήθος των γειτονικών κορυφών της v.
Ορισμός 1.1. ΄Ενα σύνολο ακμών, M ⊂ E(G), καλείται ταίριασμα (mathcing)
αν οι ακμές του M δεν έχουν κοινό άκρο. Ο μέγιστος αριθμός ακμών ενός

γραφήματος που αποτελούν ένα ταίριασμα συμβολίζεται ως µ(G) και ανεφέρεται
ως μέγιστο ταίριασμα.

Εφόσον ορίσαμε κάποιες βασικές έννοιες για τα γραφήματα, είμαστε σε θέση

να ορίσουμε και κάποιες βασικές πράξεις πάνω σε αυτά. Αρχικά, το συμπλήρωμα

(complement) ενός γραφήματος G = (V,E) είναι το γράφημα με σύνολο κορυφών
V και σύνολο ακμών E′ τέτοιο ώστε μία ακμή e ∈ E(G) αν και μόνο αν e /∈ E′(G).
Το συμπλήρωμα του γραφήματος G συμβολίζεται με Ḡ.

Ḡ = (V (G), {{u, v} | u, v ∈ V (G)και{u, v} ∈ E(G)}).

΄Εστω, τώρα G(V,E) ένα γράφημα και v ∈ V (G). Η διαγραφή κορυφής (vertex
deletion) της κορυφής v έχει ως αποτέλεσμα την διαγραφή της κορυφής v από
το σύνολο κορυφών καθώς και την διαγραφή των ακμών που είναι προσπίπτουσες

σε αυτήν. Την πράξη της διαγραφης της v από το G την συμβολίζουμε ως G− v.
Για μία ακμή e ∈ E(G), η διαγραφή ακμής (edge deletion) έχει ως αποτέλεσμα
μόνο την διαγραφή της e από το σύνολο των ακμών και συμβολίζεται ως G− e.
Μπορούμε να επεκτείνουμε την διαγραφή κορυφής και ακμής σε σύνολα κορυφών

και ακμών. Αν S ⊆ V (G) τότε θα γράφουμε G \ S για την διαγραφή όλων των
κορυφών του S. Αντίσοιχα αν E ⊆ E(G) τότε θα γράφουμε G \ E για την
διαγραφή όλων των ακμών του E.

Λέμε ότι δύο γραφήματα G και H είναι ξένα μεταξύ τους ή διακεκριμένα αν
V (G)∩V (H) = ∅. Αν G και H είναι διακερκιμένα προφανώς E(G)∩E(H) = ∅.
Ορισμός 1.2. ΄Εστω G και H δύο διακεκριμένα γραφήματα. Ορίζουμε την
ένωση (union) των G και H ως εξής: G∪H = (V (G)∪ V (H), E(G)∪E(H)).

΄Ενα γράφημαH είναι υπογράφημα (subgraph) ενός γραφήματοςG εάν V (H) ⊆
V (G) και E(H) ⊆ E(G).

Ορισμός 1.3. Για δύο γραφήματα H και G, λέμε ότι το γράφημα H είναι
επαγόμενο υπογράφημα (induced subgraph) του G αν V (H) ⊆ V (G) καιE(H) ⊆
E(G).

Για ένα σύνολο κορυφών S ⊆ V (G) θα γράφουμε ως G[S] το επαγόμενο
υπογράφημα που ορίζεται ώς: G[S] = (S, {{u, v} | u, v ∈ S και {u, v} ∈ E(G)}).
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1.1. Βασικές ΄Εννοιες Θεωρίας Γραφημάτων

Σχήμα 1.1: α) μία κλίκα K4, β) ένας κύκλος C5 και γ) ένα μονοπάτι P4

Ορισμός 1.4. ΄Εστω G και H δύο γραφήματα. Λέμε ότι το γράφημα H είναι
παραγόμενο υπογράφημα (spanning subgraph) του G αν V (H) = V (G) και για
κάθε u, v ∈ V (H), {u, v} ∈ E(H) αν και μόνο αν {u, v} ∈ E(G).

Ορισμός 1.5. Το γραμμικό γράφημα (line graph) L(G) ενός γραφήματος G
είναι το γράφημα που έχει για κορυφές τις ακμές του G και δύο κορυφές του L(G)
είναι γειτονικές αν και μόνο αν οι δύο αρχικές ακμές έχουν κοινό ακρο στο G.

L(G) = (E(G), {{e, e′} | e, e′ ∈ E(G)και e ∩ e′ 6= ∅})

Ορισμός 1.6. ΄Ενα γράφημα το ονομάζουμε πλήρες γράφημα (complete graph)
ή κλίκα (clique) αν υπάρχει ακμή για κάθε ζεύζος κορυφών του γραφήματος. Μια
κλίκα με n κορυφές την συμβολίζουμε ως Kn.

Ορισμός 1.7. Το γράφημα G με V (G) = {v1, ..., vn} και {vi, vi+1} ∈ E(G)
καλείται μονοπάτι (path). Το γράφημα με n ≥ 2 κορυφές που ορίζεται ως

Pn = {{v1, ..., vn}, {{vi, vi+1} | 1 ≤ i < n}}

καλείται άχορδο (chordless) μονοπάτι.

Ορισμός 1.8. Το γράφημαG με V (G) = {v1, ..., vn} και {vi, vi+1}∪{v1, vn} ∈
E(G) καλείται κύκλος (cycle). Το γράφημα με n ≥ 4 κορυφές που ορίζεται ως

Cn = {{v1, ..., vn}, {{vi, vi+1} | 1 ≤ i < n} ∪ {v1, vn}}

καλείται άχορδος (chordless) κύκλος.

Στο Σχήμα 1.1 δίνονται παραδείγματα για την κλίκα, το μονοπάτι και τον κύ-

κλο.
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1.2. Τέλεια Γραφήματα

1.2 Τέλεια Γραφήματα

Ορισμός 1.9. Ο χρωματικός αριθμός ενός γραφήματος G είναι ο μικρότερος
δυνατός ακέραιος k για τον οποίο το γράφημα G είναι k-χρωματίσιμο και συμβο-
λίζεται με χ(G).

Ορισμός 1.10. Συμβολίζουμε με ω(G) τον μέγιστο αριθμό κορυφών σε μία
κλίκα ενός γραφήματος G. Η ποσότητα ω(G) καλείται αριθμός κλίκας του G. Με
άλλα λόγια ισχύει ω(G) = max{k | Kk υπογράφημα του G}.

Ορισμός 1.11. ΄Ενα γράφημα G είναι τέλειο (perfect) αν για όλα τα επαγώμενα
υπογραφήματα H του G , χ(H) = ω(H).

Ορισμός 1.12. ΄Ενα γράφημα G είναι Berge αν κανένα από τα επαγόμενα υπο-
γραφήματα του είναι κύκλος μήκους τουλάχιστον 5 ή τα συμπληρώματα αυτών.

Θεώρημα 1.1 (Strong Perfect Graph Theorem [5]). ΄Ενα γράφημα είναι τέλειο
αν και μόνο αν είναι Berge γράφημα.

Για ένα γράφημα G και S ⊆ V (G). Λέμε ότι το S είναι ανεξάρτητο σύνολο
(independent set) αν κανένα ζεύγος κορυφών του S δεν έχει ακμή στο G. Το
μέγιστο ανεξάρτητο σύνολο το συμβολίζουμε με I(G) Επίσης, λέμε ότι μία ακμή
καλύπτεται από ένα σύνολο κορυφών S αν τουλάχιστον ένα απο τα άκρα της ακμής
ανήκει στο S. Το S καλείται κάλυμμα κορυφών (vertex cover) ενός γραφήματος
G αν το S καλύπτει όλες τις ακμές του G. Το κάλυμμα κορυφών με τον ελάχιστο
αριθμό κορυφών καλείται αριθμός καλύμματος κορυφών του G και συμβολίζεται
με vc(G). Για το κάλυμμα κορυφών και για το ανεξάρτητο σύνολο ισχύει ό-
τι: ΄Ενα σύνολο κορυφών ενός γραφήματος είναι ανεξάρτητο αν και μόνο αν το

συμπλήρωμα του είναι κάλυμμα κορυφών και ισχύει |I(G)|+ |vc(G)| = |V (G)|.

1.3 Θεμελιώδης ΄Εννοιες Θεωρίας Πολυπλοκό-

τητας

Η αποτελεσματικότητα ενός αλγορίθμου καθορίζεται με βάση την πολυπλοκό-

τητα (complexity) του και η πολυπλοκότητα μπορεί να είναι χρονική ή χωρική.
Η πολυπλοκότητα που χρησιμοποιείται στην παρούσα διατριβή είναι η χρονική.

Ως πολυπλοκότητα ενός αλγορίθμου μπορούμε να θεωρήσουμε το πλήθος των

βημάτων ή των πράξεων που χρειάζεται ένας αλγόριθμος για να επιλύσει ένα πρό-

βλημα. Για την μελέτη της πολυπλοκότητας ενός αλγορίθμου, ένας από τους
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1.3. Θεμελιώδης ΄Εννοιες Θεωρίας Πολυπλοκότητας

συμβολισμούς που χρησιμοποιείται είναι το ασυμπτωτικό άνω φράγμα, O(f(n))
(κεφαλαίο όμικρον της f(n)), που εκφράζει το άνω φράγμα των απαιτούμενων
πράξεων (ή χείριστο χρόνο εκτέλεσης) ενός αλγορίθμου με βάση μια συνάρτηση

f(n), όπου n το μέγεθος του προβλήματος. Πιο συγκεκριμένα, έστω g(n) είναι
μια συνάρτηση, τέτοια ώστε να περιγράφει τον χείριστο χρόνο εκτέλεσης ενός

αλγορίθμου, τότε λέμε g(n) ∈ O(f(n)) αν υπάρχει σταθερά c > 0 και n0 > 0
έτσι ώστε για όλα τα n > n0 να έχουμε g(n) ≥ c · f(n). Επίσης, λέμε ότι η g(n)
είναι O(f(n)) (ή είναι τάξης O(f(n))). Επιπλέον, ως μέγεθος ενός προβλήματος
σε γράφημα συνήθως χρησιμοποιείται το πλήθος των κορυφών και το πλήθος

των ακμών. Από τα παραπάνω, μπορούμε να κατατάξουμε τα προβλήματα σε λο-

γαριθμικά, γραμμικά, εκθετικά κ.α. αν f(n) = log(n), f(n) = n, f(n) = 2n,
αντίστοιχα.

Αφού έχουμε ορίσει την πολυπλοκότητα ενός αλγορίθμου για κάποιο πρόβλη-

μα, μπορούμε να ομαδοποιήσουμε τα προβλήματα αναλόγως με την πολυπλοκότητα

του αλγορίθμου που τα επιλύει. Η ομαδοποίηση αυτή γίνεται με τις κλάσεις πο-

λυπλοκότητας (complexity classes). Η πιο απλή κλάση πολυπλοκότητας είναι η
κλάση P . ΄Εστω ένα πρόβλημα Π, λέμε ότι το πρόβλημα Π ανήκει στην κλάση
P , αν υπάρχει πολυωνυμικός αλγόριθμος που επιλύει το πρόβλημα Π. Δηλαδή, η
κλάση P περιέχει όλα τα προβλήματα που επιλύονται με πολυωνυμικούς αλγορίθ-
μους. Μια άλλη βασική κλάση πολυπλοκότητας είναι η NP . Για να μπορέσουμε
να ορίσουμε την κλάση αυτή θα δώσουμε αρχικά την έννοια του πιστοποιητή.

Είναι γνωστό ότι υπάρχουν προβλήματα που δεν λύνονται πολυωνυμικά, αλλά υ-

πάρχει ένας πολυωνυμικός αλγόριθμος όπου ελέγχει αν μια δοθείσα λύση είναι

λύση του προβλήματος. ΄Ενας τέτοιος πολυωνυμικός αλγόριθμος λέγεται πιστο-

ποιητής. ΄Ετσι, η κλάση NP μπορεί να οριστεί ως η κλάση που περιέχει όλα τα
προβλήματα για τα οποία υπάρχει πολυωνυμικός πιστοποιητής. Είναι φανερό ότι

ισχύει P ⊂ NP .
Για να γίνει ευκολότερη η μελέτη των προβλημάτων και ιδιαίτερα των NP

προβλημάτων πρέπει να μπορούμε να συσχετίζουμε τα προβλήματα μεταξύ τους.

΄Ετσι, εισάγεται η έννοια της αναγωγής (reduction). Λέμε ότι ένα πρόβλημα
Π1 ανάγεται πολυωνυμικά στο Π2 αν κάθε στιγμιότυπο του Π1 μπορεί να λυθεί

με χρήση πολυωνυμικού πλήθους υπολογιστικών βημάτων συν ένα πολυωνυμικό

αριθμό κλήσεων του τρόπου που λύνει το πρόβλημα Π2. Συμβολίζεται Π1≤PΠ2.

Με χρήση της πολυωνυμικής αναγωγής λέμε ότι ένα πρόβλημα Π2 είναι NP -
πλήρες (NP-complete) αν το Π2 ∈ NP και για όλα τα Π1 ∈ NP , Π1≤PΠ2.

Τέλος, ένα πρόβλημα Π2 είναι NP-δύσκολο (NP-hard) αν για όλα τα Π1 ∈ NP ,
Π1≤PΠ2.
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1.4. Τυποποίηση της Ισχυρής Τριαδικής Κλειστότητας (STC)

1.4 Τυποποίηση της Ισχυρής Τριαδικής Κλειστό-

τητας (STC)

΄Οπως αναφέρθηκε στην εισαγωγή η ισχυρή τριαδική κλειστότητα αναθέτει

στις ακμές του γραφήματος ισχυρές και ασθενείς επιγραφές, τέτοιες ώστε για

δύο ισχυρές ακμές που έχουν κοινό άκρο πρέπει και για τα άλλα δύο άκρα τους

να υπάρχει ακμή. ΄Ετσι παρακάτω δίνεται ένας μαθηματικός ορισμός της ιδιότητας

αυτής καθώς και του προβλήματος της μεγιστοποίησης.

΄Εστω ένα γράφημα G = (V,E). Μία ισχυρή-ασθενής επιγραφή (strong-weak
labeling) στις ακμές του G είναι μία συνάρτηση σ η οποία αναθέτει σε κάθε
ακμή του E(G) μία από τις επιγραφές ισχυρή ή ασθενή, δηλαδή, σ : E(G) →
{strong,weak}.

Ορισμός 1.13. Η ισχυρή τριαδική κλειστότητα ενός γραφήματος G είναι μία
ισχυρή-ασθενής επιγραφή σ τέτοια ώστε για οποιεσδήποτε δύο ισχυρές ακμές
{u, v} και {v, w} υπάρχει η (ισχυρή ή ασθενής) ακμή {u,w}. Με άλλα λόγια,
σε μία ισχυρή τριαδική κλειστότητα δεν υπάρχει ζεύγος ισχυρών ακμών {u, v}
και {v, w} τέτοιο ώστε η ακμή {u,w} /∈ E(G).

Παρατήρηση 1.1. ΄Εστω G ένα ισχυρό-ασθενές γράφημα με επιγραφές. Τότε
G \EW ικανοποιεί την ισχυρή τριαδική κλειστότητα αν και μόνο αν για κάθε P3

στο G \ EW , οι κορυφές του P3 επάγουν ένα K3 στο G.

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι το G \ EW είναι το γράφημα που παράγεται από τις

ισχυρές ακμές. Αν για δύο ισχυρές ακμές {u, v} και {v, w}, {u,w} /∈ E(G\EW )
τότε {u,w} είναι μία ακμή στοG και έτσι, u, v, w επάγουν έναK3 στοG. Από την
άλλη οποιεσδήποτε δύο ακμές στο G\EW είναι είτε μη-γειτονικές είτε μοιράζονται

μία κοινή κορυφή. Εάν αυτές μοιράζονται μία κοινή κορυφή τότε οι κορυφές πρέπει

να επάγουν ένα K3 στο G.

Το πρόβλημα που υπολογίζει την μέγιστη ισχυρή τριαδική κλειστότητα, και

το συμβολίζουμε με MaxSTC, είναι η εύρεση μίας ισχυρούς−ασθενούς επιγρα-
φής στις ακμές E(G) η οποία ικανοποιεί την ισχυρή τριαδική κλειστότητα και
μεγιστοποιεί το πλήθος των ισχυρών ακμών.

Αντί να μεγιστοποιήσουμε τις ισχυρές ακμές του αρχικού γραφήματος G, θα
ψάξουμε το μέγιστο ανεξάρτητο σύνολο του παρακάτω γραφήματος που το κα-

λούμε line-incompatibility γράφημα Ĝ του G: για κάθε ακμή του G υπάρχει ένας
κόμβος στο Ĝ και δύο κόμβοι του Ĝ είναι γειτονικοί αν και μόνο αν οι κορυφές
των αντίστοιχων ακμών επάγουν ένα P3 στο G. Παρατηρούμε, αρχικά, ότι το
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1.5. Σχετικά Προβλήματα με την STC

Σχήμα 1.2: Στην αριστερή πλευρά είναι ένα split γράφημα G. Στην δεξιά πλευρά
αναπαριστάται μία λύση για το MaxSTC στο G όπου οι ασθενείς ακμές είναι
ακριβώς οι ακμές του G που δεν φαίνονται. Η λύση περιέχει P3 ως επαγόμενο

υπογράφημα.

line-incompatibility γράφημα είναι ένα υπογράφημα του γραμμικού γραφήματος
και, δεύτερον, η κατασκευή του γίνεται σε O(n ·m) χρόνο.

Πρόταση 1.1. ΄Ενα σύνολο S από ακμές E(G) είναι μία βέλτιστη λύση για το
MaxSTC του γραφήματος G αν και μόνο αν το S είναι ένα μέγιστο ανεξάρτητο
σύνολο του Ĝ.

Απόδειξη. Από την Παρατήρηση 1.1 για κάθε P3 στο G τουλάχιστον μία από τις
δύο ακμές επιγράφονται ασθενείς στο S. Αυτό σημαίνει ότι αυτές οι δύο ακμές
είναι γειτονικές στο Ĝ και δεν μπορούν να ανήκουν σε ένα ανεξάρτητο σύνολο
του Ĝ. Από την άλλη, από την κατασκευή δύο κόμβοι του Ĝ είναι γειτονικοί
αν και μόνο αν υπάρχει ένα P3 στο G. Επομένως, οι κόμβοι ενός ανεξάρτητου
συνόλου του Ĝ μπορούν να έχουν ισχυρή επιγραφή στο G και ικανοποιούν την
ισχυρή τριαδική κλειστότητα.

Συνεπώς, αναζητούμε για βέλτιστη λύση του G ψάχνοντας μία λύση για το
μέγιστο ανεξάρτητο σύνολο του Ĝ. Συμβολίζουμε με I

Ĝ
το μέγιστο ανεξάρτητο

σύνολο του Ĝ. Για να διαχωρίσουμε τις κορυφές του Ĝ από τις κορυφές του G
θα αναφέρουμε τις πρώτες ως κόμβους και τις δεύτερες ως κορυφές. Για μία ακμή

{u, v} του G συμβολίζουμε με uv τον αντίστοιχο κόμβο του Ĝ.

1.5 Σχετικά Προβλήματα με την STC

Είναι φυσικό να προσπαθήσει κανείς να συσχετίσει το πρόβλημα της μεγιστο-

ποίησης της ισχυρής τριαδικής κλειστότητας με κάποιο άλλο γνωστό πρόβλημα

και ειδικά αφού μελετάται σε συγκεκριμένες κλάσεις γραφημάτων. Αρχικά, αν ένα

γράφημα είναι P3-free γράφημα (δηλ., ένα γράφημα χωρίς επαγόμενο μονοπάτι με
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1.5. Σχετικά Προβλήματα με την STC

Classes Cluster Deletion MaxSTC

General NP-c [31] NP-c [32]
Split P [3] NP-c
Interval Ανοιχτό Ανοιχτό

Proper Interval P [3] P
Cograph P [9] Ανοιχτό

Trivially-Perfect P P

Πίνακας 1.1: Πολυπλοκότητα σε κλάσεις γραφημάτων του προβλήματος Clu-
ster Deletion και του προβλήματος MaxSTC. Με έντονα γράμματα είναι τα
αποτελέσματα της παρούσας διατριβής. Το NP-c δηλώνει ότι το πρόβλημα είναι
NP-πλήρες στην αντίστοιχη κλάση και το P ότι υπάρχει πολυωνυμικός αλγόριθ-
μος.

τρεις κορυφές ισοδύναμα ένα γράφημα το οποίο αποτελείται από ανεξάρτητες κλί-

κες), τότε υπάρχει μία τετριμένη λύση επιγράφοντας όλες τις ακμές ισχυρές. Μια

τέτοια παρατήρηση μπορεί να οδηγήσει σε ένα πρόβλημα τροποποίησης του γρα-

φήματος, γνωστό ως Cluster Deletion πρόβλημα (βλέπετε π.χ, [3, 13]), στο
οποίο θέλουμε να αφαιρέσουμε τον ελάχιστο αριθμό ακμών, οι οποίες μπορούν

να αντιστοιχηθούν με τις ασθενείς ακμές, έτσι ώστε το γράφημα που απομένει

να μην περιέχει κανένα P3 ως επαγώμενο υπογράφημα. Πιο συγκεκριμένα, μία

προφανής αναγωγή θα μπορούσε να επιγράφει της ακμές που έχουν διαγραφτεί

στο στιγμιότυπο του Cluster Deletion ως ασθενείς και τις υπόλοιπες ως ι-
σχυρές. ΄Ομως, αυτή η αναγωγή δεν είναι σωστή διότι το γράφημα που απομένει,

αν διαγραφτούν οι ασθενείς ακμές σε μία βέλτιστη λύση του MaxSTC, μπορεί
να περιέχει ένα επαγόμενο P3, (βλέπετε Σχήμα 1.2). Η πολυπλοκότητα του Clu-
ster Deletion και του MaxSTC σε ορισμένες κλάσεις γραφημάτων φαίνεται
στον Πίνακα 1.1.

Επίσης, επειδή η ύπαρξη των P3 αναγκάζει να επιγραφούν ακμές ασθενείς, υ-

πάρχει μια σύνδεση του προβλήματος με το square root ενός γραφήματος· ένα
γράφημα H αποτελεί μία τετραγωνική ρίζα (square root) ενός γραφήματος G και
το γράφημα G είναι το τετράγωνο (square) του H αν δύο κορυφές είναι γειτονικές
στο G και είναι σε απόσταση ένα ή δύο στο H. ΄Ολα τα γραφήματα δεν αποτε-
λούν τετραγωνική ρίζα (για παράδειγμα ένα απλό μονοπάτι) κάποιου γραφήματος,

αλλά κάθε γράφημα περιέχει ένα υπογράφημα το οποίο έχει μία τετραγωνική ρί-

ζα. Αν και είναι NP-πλήρες να αποφανθεί κανείς αν ένα δοθέν chordal γράφημα
έχει μία τετραγωνική ρίζα [21], όμως υπάρχει πολυωνυμικός αλγόριθμος όταν η

είσοδος είναι ένα διμερές γράφημα [22], ή ένα proper interval γράφημα [21], ή ένα
trivially-perfect γράφημα [25]. Η σχέση μεταξύ του MaxSTC και του προβλή-
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1.6. Κοινωνικά Δίκτυα και Κλάσεις Γραφημάτων

Chordal (NPC) co-Comparability (?) Comparability (?)

Split (NPC) Interval (?) co-Bipartite (P) Cograph (?) Bipartite (P)

Proper Interval (P) Trivially Perfect (P)

Threshold (P)

Σχήμα 1.3: Η πολυπλοκότητα του MaxSTC στις κλάσεις γραφημάτων που α-
ποδείχτηκαν στην παρούσα διατριβή. Το κατευθυνόμενο βέλος → δηλώνει τη
σχέση ⊃. Το NPC δηλώνει ότι το πρόβλημα είναι NP-πλήρες. Το P σημαίνει ότι
υπάρχει πολυωνυμικός αλγόριθμος και το ? ότι το πρόβλημα παραμένει ανοιχτό.

ματος αυτού μπορεί να θεωρηθεί η εξής: Στο MaxSTC πρόβλημα μας δίνεται
ένα γράφημα G και θέλουμε να επιλέξουμε το μέγιστο δυνατό αριθμό ακμών, το
πολύ μία από κάθε επαγόμενο P3 στο G. ΄Ετσι χρειάζεται να βρεθεί το μεγα-
λύτερο υπογράφημα (ως προς το πλήθος των ακμών) H του G, τέτοιο ώστε το
τετράγωνό του του H να είναι ένα υπογράφημα του G. Ωστόσο, τα προηγούμενα
αποτελέσματα σχετίζουν την τετραγωνική ρίζα, με το αν μπορεί να αποφανθεί ότι

όλο το γράφημα είναι η τετραγωνική ρίζα κάποιου γραφήματος και δεν υπάρχει

ισοδύναμος μετασχηματισμός που να σχετίζει την μέγιστη τετραγωνική ρίζα.

1.6 Κοινωνικά Δίκτυα και Κλάσεις Γραφημάτων

΄Οπως αναφέρθηκε το πρόβλημα της μεγιστοποίησης της ισχυρής τριαδικής

κλειστότητας είναι NP-πλήρες, έτσι, γίνεται η μελέτη του προβλήματος σε συ-
γκεκριμένες κλάσεις γραφημάτων και κατά κύριο λόγο στην κλάση των chordal
γραφημάτων. Κίνητρο για την μελέτη της πολυπλοκότητας του προβλήματος στα

chordal γραφήματα (δλδ., γραφήματα που δεν έχουν άχορδους κύκλους μήκους
τουλάχιστον τέσσερα) και στις υποκλάσεις αυτών είναι, ότι βρίσκουν σημαντικές

εφαρμογές τόσο σε θεωρητικό και όσο και σε πρακτικό επίπεδο που σχετίζονται

με τα κοινωνικά δίκτυα [1, 18, 29]. Πιο συγκεκριμένα δύο γνωστές ιδιότητες

μπορούν να βρεθούν σε κοινωνικά δίκτυα. Η πιο γνωστή ιδιότητα σε κοινωνικά

και βιολογικά δίκτυα είναι η διάμετρός τους, δηλαδή το μήκος του μακρύτερου
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1.6. Κοινωνικά Δίκτυα και Κλάσεις Γραφημάτων

συντομότερου μονοπατιού μεταξύ δύο κορυφών του γραφήματος, είναι γνωστό

ότι είναι μία μικρή σταθερά [15]. Από την άλλη μεριά έχει δειχθεί ότι το πιο

συχνό υπογράφημα στα κοινωνικά δίκτυα είναι οι κλίκες, ενώ από τα πιο σπά-

νια επαγόμενα υπογραφήματα είναι οι κύκλοι μήκους τέσσερα [33]. ΄Ετσι, είναι

εμφανές ότι οι υποκλάσεις των chordal γραφημάτων σχετίζονται με τέτοια δί-
κτυα, αφού έχουν σχετική μικρή διάμετρο (για παράδειγμα, split γραφήματα ή
trivially-perfect γραφήματα) και χαρακτηρίζονται από την απουσία άχορδων κύ-
κλων (για παράδειγμα, proper interval γραφήματα). Δείχνουμε ότι τοMaxSTC
είναι NP-πλήρες στα split γραφήματα, επομένως, και στα chordal γραφήματα.
΄Ομως στην αντίθετη πλευρά, παρουσιάζουμε τον πρώτο πολυωνυμικό σε χρόνο

αλγόριθμο για τον υπολογισμό τουMaxSTC σε proper interval γραφήματα. Τα
proper interval γραφήματα, γνωστά ως και unit interval γραφήματα ή indiffere-
nce γραφήματα, είναι υποκλάση των interval γραφημάτων και δεν σχετίζονται με
τα split γραφήματα [30]. ΄Ετσι, είναι η πρώτη κλάση γραφημάτων, εκτός από τα
διμερή γραφήματα, για την οποία το MaxSTC δείχνεται ότι λύνεται πολυωνυμι-
κά. Επιπλέον, χρησιμοποιώντας ένα γράφημα, που η κατασκευή του σχετίζεται

με τις ακμές που παίρνουν μέρος στα επαγόμενα P3 και είναι υπογράφημα του

γραμμικού γραφήματος, δείχνουμε ότι υπάρχει πολυωνυμική σε χρόνο λύση σε

trivially-perfect γραφήματα για το MaxSTC. Επομένως, δίνουμε τα πρώτα όρια
μεταξύ των κλάσεων γραφημάτων στις οποίες το πρόβλημα λύνεται πολυωνυμικά

και στις οποίες παραμένει NP-πλήρες. Τα αποτελέσματα της παρούσας διατριβής
παρουσιάζονται συνοπτικά στο Σχημα 1.3.
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1.6. Κοινωνικά Δίκτυα και Κλάσεις Γραφημάτων
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ2
NP-πληροτητα σε Split
Γραφηματα

Το κεφάλαιο χωρίζεται σε δύο ενότητες. Στην πρώτη ενότητα χαρακτηρίζονται

μερικές λύσεις του MaxSTC σε split γραφήματα και ορίζεται ένα πρόβλημα για
την πολυωνυμική αναγωγή του MaxSTC. Στη δεύτερη δίνεται η αναγωγή του
προβλήματος.

΄Ενα γράφημα είναι split αν το σύνολο κορυφών του μπορούν να διαμεριστούν
σε μία κλίκα C και ένα ανεξάρτητο σύνολο I, όπου (C, I) καλείται ένας split parti-
tion. Τα split γραφήματα είναι υποκλάση των chordal γραφημάτων, τα οποία είναι
τα γραφήματα που δεν περιέχουν κύκλους μήκους 4 ή περισσότερο ως επαγόμενα

υπογραφήματα. Είναι γνωστό ότι τα split γραφήματα είναι self-complementary,
δηλαδή, το συμπλήρωμα ενός split γραφήματος είναι split γράφημα.

2.1 Χαρακτηρισμός Μερικών Λύσεων του Max-
STC.

Για να μπορέσουμε να αποδείξουμε την NP-πληρότητα στα split γραφήματα,
αρχικά, δίνεται ένα λήμμα που χαρακτηρίζει μερικές λύσεις. Δηλαδή, δείχνουμε

ότι σε ένα split γράφημα στην περίπτωση, όπου όλες οι κορυφές του ανεξάρτητου
συνόλου χάνουν τουλάχιστον τρεις κορυφές της κλίκας, η λύση του MaxSTC
είναι η κλίκα, ενώ, στην περίπτωση, όπου όλες οι κορυφές του ανεξάρτητου συ-

νόλου χάνουν μία κορυφή της κλίκας δίνεται ένα άνω φράγμα της λύσης. Επίσης,

ορίζεται το πρόβλημα MaxDisjointNN σε split γραφήματα το οποίο ανάγουμε
στο MaxSTC.

Λήμμα 2.1. ΄Εστω G = (V,E) ένα split γράφημα με split partition (C, I).
΄Εστω ES είναι το σύνολο των ισχυρών ακμών σε μία βέλτιστη λύση για το
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2.1. Χαρακτηρισμός Μερικών Λύσεων του MaxSTC.

MaxSTC στο G και έστω IW οι κορυφές του I οι οποίες είναι προσκείμενες σε
τουλάχιστον μία ακμή του ES .

1. ΄Αν κάθε κορυφή του IW χάνει τουλάχιστον τρείς κορυφές του C στο G τότε
ES = E(C).

2. ΄Αν κάθε κορυφή του IW χάνει ακριβώς μία κορυφή του C στο G τότε

|ES | ≤ |E(C)|+ b |IW |2 c.

Απόδειξη. ΄Εστω wi μία κορυφή του I και έστω Bi το σύνολο κορυφών στο

C το οποίο δεν είναι γειτονικό στη κορυφή wi. ΄Εστω Ai οι ισχυροί γείτονες

της κορυφής wi σε μία βέλτιστη λύση. Για τις ακμές της κλίκας, υπάρχουν

|Ai||Bi| ασθενείς ακμές λόγω της ισχυρής τριαδικής κλειστότητας. Επιπλέον,
κάθε κορυφή wj του I \ {wi} δεν μπορεί να έχει ισχυρό γείτονα στο Ai. Αυτό

σημαίνει ότι Ai∩Aj = ∅. Σημειώνουμε, όμως, ότι και τα δύο σύνολα Bi∩Bj και

Ai ∩Bj δεν είναι απαραίτητα κενά.

Παρατηρούμε ότι IW περιέχει τις κορυφές I οι οποίες είναι προσκείμενες σε
τουλάχιστον μία ισχυρή ακμή.

΄Εστω E(A,B) είναι το σύνολο των ασθενών ακμών όπου έχουν ένα τέρματικο
σημείο στο Ai και το άλλο τερματικό στο Bi, για κάθε 1 ≤ i ≤ |IW |. Θα δείξουμε
ότι 2|E(A,B)| ≥∑wi∈IW |Ai||Bi|. ΄Εστω η ακμή {a, b} ∈ E(A,B) τέτοια ώστε
η κορυφή a ∈ Ai και η κορυφή b ∈ Bi. Υποθέτουμε ότι υπάρχει ένα ζεύγος

Aj , Bj τέτοιο ώστε η ακμή {a, b} είναι ανάμεσα στο Aj και στο Bj , για j 6= i.
Τότε η κορυφή a δεν μπορεί να ανήκει στο Aj επειδή Ai ∩Aj = ∅. Επομένως, η
κορυφή a ∈ Bj και η κορυφή b ∈ Aj .

Συνεπώς, για κάθε ακμή {a, b} ∈ E(A,B) υπάρχουν το πολύ δύο ζεύγη
(Ai, Bi) και (Aj , Bj) για τα οποία η κορυφή a ∈ Ai∪Bj και η κορυφή b ∈ Bi∪Aj .

Αυτό σημαίνει ότι κάθε ακμή του E(A,B) καταμετράται το πολύ δύο φορές στο∑
wi∈IW |Ai||Bi|.
Για οποιεσδήποτε δύο ακμές {u, v}, {v, z} ∈ E(C) \ E(A,B), παρατηρούμε

ότι αυτές ικανοποιούν την ισχυρή τριαδική κλειστότητα, αφού υπάρχει η ακμή

{u, z} στο G. ΄Ετσι, οι ισχυρές ακμές της κλίκας είναι ακριβώς το σύνολο των
ακμών E(C) \ E(A,B). Καταμετρώντας στο σύνολο τον αριθμό των ισχυρών
ακμών ανάμεσα στο ανεξάρτητο σύνολο και την κλίκα, έχουμε |ES | = |E(C) \
E(A,B)|+∑wi∈IW |Ai|. Καθώς 2|E(A,B)| ≥∑wi∈IW |Ai||Bi|, παίρνουμε

|ES | ≤ |E(C)|+
∑

wi∈IW

|Ai|
(

1−
⌊ |Bi|

2

⌋)
.
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2.1. Χαρακτηρισμός Μερικών Λύσεων του MaxSTC.

Ο πρώτος ισχυρισμός του λήμματος ισχύει, επειδή |Bi| = 3 και (1− b |Bi|
2 c) < 0,

έτσι λοιπόν IW = ∅.
Για τον δεύτερο ισχυρισμό θα δείξουμε ότι για κάθε κορυφή του IW , |Ai| = 1.

΄Εστω η κορυφή wi ∈ IW τέτοια ώστε |Ai| ≥ 2 και ας είναι Bi = {bi}. Υπεν-
θυμίζουμε ότι δεν υπάρχει άλλη κορυφή στο IW τέτοια ώστε να έχει ισχυρούς
γείτονες στο Ai. Επίσης, επισημαίνουμε ότι υπάρχει το πολύ μία κορυφή wj στο

IW η οποία έχει τη κορυφή bi ως ισχυρό γείτονα. Εάν υπάρχει τέτοια κορυφή
wj και για την κορυφή bj της κλίκας η οποία χάνει την wj ισχύει bj ∈ Ai, τότε

αφήνουμε v = bj · αλλιώς επιλέγουμε v ως μία αυθαίρετη κορυφή του Ai. Πα-

ρατηρούμε ότι καμία κορυφή του I \ {wi} δεν έχει ισχυρή γειτονία στο Ai \ {v}
και μόνο η κορυφή wj ∈ IW είναι ισχυρός γείτονας της κορυφής bi. Τότε κά-
νουμε ασθενείς τις |Ai| − 1 ακμές ανάμεσα στη κορυφή wi και στις κορυφές του

Ai \ {v} και κάνουμε ισχυρές τις |Ai| − 1 ακμές ανάμεσα στη κορυφή bi και στις
κορυφές του Ai \ {v}. Κάνοντας ισχυρές της ακμές ανάμεσα στη bi κορυφή και
στις κορυφές του Ai \ {v} δεν παραβιάζεται η ισχυρή τριαδική κλειστότητα, κα-
θώς κάθε κορυφή στο C ∪ {wj} είναι γειτονική με κάθε κορυφή του Ai \ {v}.
Επιπροσθέτως, για κάθε κορυφή wi ∈ IW , το |Ai| = 1 και αντικαθιστώντας το
|Bi| = 1 στον τύπο του |ES | έχουμε φράγμα του ισχυρισμού.

Για να μπορέσουμε να δώσουμε μία αναγωγή για το πρόβλημά μας, εισάγουμε

το ακόλουθο πρόβλημα το οποίο καλούμε maximum disjoint non-neighbourhood:
δοθέντος ενός split γραφήματος (C, I), όπου κάθε κορυφή του ανεξάρτητου συ-
νόλου I χάνει τρεις κορυφές από την κλίκα C, θέλουμε να βρούμε το μέγιστο
υποσύνολο SI του I, τέτοιο ώστε οι μη-γειτονιές των κορυφών του SI να εί-
ναι ανά δύο ξένες. Στο αντίστοιχο πρόβλημα απόφασης, το συμβολίζουμε ως

MaxDisjointNN, μας δίνεται επίσης, και ένας ακέραιος k και το ζητούμενο του
προβλήματος είναι αν |SI | ≥ k. Η πολυωνυμική αναγωγή στοMaxDisjointNN
δίνεται από το κλασσικό NP-πλήρες πρόβλημα 3-Set Packing: Δοθέντος ενός
σύμπαντος U με n στοιχεία, μίας οικογένειας F από τριάδες του U , και ενός
ακέραιου k, ζητάμε για μία υποοικογένεια F ′ ⊆ F με |F ′| ≥ k, τέτοια ώστε όλες
οι τριάδες του F ′ είναι ανά δύο ξένες [16].
Θεώρημα 2.1. MaxDisjointNN είναι NP-πλήρες σε split γραφήματα.

Απόδειξη. Δοθέντος ενός split γραφήματοςG = (C, I) και ενός συνόλου SI ⊆ I,
ο έλεγχος αν το SI είναι λύση για το MaxDisjointNN είναι ισοδύναμος με
τον ελέγχο αν κάθε ζεύγος από κορυφές του SI έχουν κοινή γειτονία. Αυτό
μπορεί να γίνει σε πολυωνυμικό χρόνο, επομένως, το πρόβλημα είναι NP. Θα
δώσουμε μια πολυωνυμική αναγωγή στοMaxDisjointNN από το κλασικό NP-
πλήρες πρόβλημα 3-Set Packing: Δοθέντος ενός σύμπαντος U με n στοιχεία,
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2.2. Απόδειξη της NP-πληρότητας σε Split Γραφήματα

μίας οικογένειας F από τριάδες του U , και ενός ακέραιου k, ζητάμε για μία
υποοικογένεια F ′ ⊆ F με |F ′| ≥ k τέτοια ώστε όλες οι τριάδες του F ′ είναι ανά
δύο ξένες.

΄Εστω (U ,F , k) είναι ένα στιγμιότυπο του 3-Set Packing. Κατασκευάζουμε
ένα split γράφημα G = (C, I) ως εξής: Η κλίκα του G σχηματίζεται από τα n
στοιχεία του U . Για κάθε τριάδα Fi του F προσθέτουμε μία κορυφή vi στο I, η
οποία είναι γειτονική με κάθε κορυφή του C εκτός από τις τρεις κορυφές οι οποίες
αντιστοιχούν στην τριάδα Fi. ΄Ετσι, κάθε κορυφή του I χάνει ακριβώς τρείς
κορυφές από το C και βλέπει τις υπόλοιπες της C. Δεν είναι δύσκολο να δούμε
ότι υπάρχει μία λύση F ′ για το 3-Set Packing(U ,F , k) μεγέθους τουλάχιστον
k αν και μόνο αν υπάρχει μία λύση SI για το MaxDisjointNN(G, k) μεγέθους
τουλάχιστον k. Για κάθε ζεύγος (Fi, Fj) του F ′ γνωρίζουμε ότι Fi ∩Fj = ∅, το
οποίο συνεπάγει ότι οι κορυφές vi και οι vj έχουν ξένες μη-γειτονίες, αφού το Fi

αντιστοιχεί στη μη-γειτονία του vi. Από την ένα προς ένα αντιστοιχία ανάμεσα
στα σύνολα του F και τις κορυφές του I, κάθε σύνολο Fi ανήκει στο F ′ αν και
μόνο αν η κορυφή vi ανήκει στο SI .

2.2 Απόδειξη της NP-πληρότητας σε Split Γρα-
φήματα

Τώρα μπορούμε να επιστρέψουμε στο αρχικό μας πρόβλημα, το MaxSTC.
Το πρόβλημα απόφασης του MaxSTC δέχεται ως είσοδο ένα γράφημα G και
ένα ακέραιο k και ρωτά αν υπάρχει ισχυρή-ασθενής επιγραφή των ακμών του G,
η οποία ικανοποιεί την ισχυρή τριαδική κλειστότητα με τουλάχιστον k ισχυρές
ακμές.

Θεώρημα 2.2. Το πρόβλημα απόφασης τουMaxSTC είναι NP-πλήρες σε split
γραφήματα.

Απόδειξη. Δοθέντος αρχικά, μίας ισχυρούς−ασθενούς επιγραφής (ES , EW ) ενός
split γραφήματος G = (C, I), ο έλεγχος αν η (ES , EW ) ικανοποιεί την ισχυρή
τριαδική κλειστότητα, ισοδυναμεί με τον έλεγχο αν στο G − EW δεν υπάρχει

ακμή ανάμεσα στις τερματικές κορυφές από κάθε P3 σύμφωνα με την Παρατή-

ρηση 1.1. ΄Ετσι, βρίσκοντας όλα τα P3 του G \ EW το πρόβλημα ανήκει στην

NP. Στη συνέχεια, θα δώσουμε μια πολυωνυμική αναγωγή στοMaxSTC από το
MaxDisjointNN πρόβλημα στα split γραφήματα, το οποίο είναι NP-πλήρες από
το Θεώρημα 2.1. ΄Εστω το (G, k) ένα στιγμιότυπο του MaxDisjointNN όπου
G = (C, I) είναι ένα split γράφημα του οποίου κάθε κορυφή από το ανεξάρτητο
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2.2. Απόδειξη της NP-πληρότητας σε Split Γραφήματα

σύνολο I χάνει ακριβώς τρεις κορυφές από την κλίκα C. Για μία κορυφή wi ∈ I,
συμβολίζουμε με Bi το σύνολο των κορυφών στη C οι οποίες είναι μη-γειτονικές
στη κορυφή wi. ΄Εστω |C| = n. Επεκτείνουμε το G και κατασκευάζουμε ένα
άλλο split γράφημα G′ ως ακολούθως (βλέπετε Σχήμα 2.1):

• Προσθέτουμε n κορυφές y1, . . . , yn στην κλίκα οι οποίες αποτελούν το
σύνολο CY .

• Προσθέτουμε n κορυφές x1, . . . , xn στο ανεξάρτητο σύνολο οι οποίες απο-
τελούν το σύνολο IX .

• Για κάθε 1 ≤ i ≤ n, οι κορυφές yi είναι γειτονικές με όλες τις κορυφές του
(C ∪ CY ∪ I ∪ IX) \ {xi}.

• Για κάθε 1 ≤ i ≤ n, οι κορυφές xi είναι γειτονικές με όλες τις κορυφές του
(C ∪ CY ) \ {yi}.

΄Ετσι οι κορυφές wi χάνουν μόνο τις κορυφές του Bi από την κλίκα. Από την

κατασκευή είναι ξεκάθαρο ότι το G′ είναι ένα split γράφημα με split διαμέριση
(C∪CY , I∪IX). Σημειώνουμε ότι η κλίκα C∪CY έχει 2n κορυφές G = G′[I∪C].

Ισχυριζόμαστε ότι το G έχει λύση για τοMaxDisjointNN μεγέθους τουλά-
χιστον k αν και μόνο αν το G′ έχει ισχυρή τριαδική κλειστότητα με τουλάχιστον
n(2n− 1) + bn2 c+ dk2e ισχυρές ακμές.
Υποθέτουμε ότι οι κορυφές {w1, . . . , wk} ⊆ I είναι λύση για το MaxDisjoi-

ntNN στο G μεγέθους τουλάχιστον k. Επειδή τα σύνολα B1, . . . , Bk είναι ανά

δύο ξένα, υπάρχουν k διακεκριμένες κορυφές y1, . . . , yk στο CY τέτοιες ώστε

k ≤ n. Θα δώσουμε μια ισχυρή-ασθενής επιγραφή για τις ακμές του G′ η οποία
ικανοποιεί την ισχυρή τριαδική κλειστότητα και έχει τουλάχιστον τον ισχυριζό-

μενο αριθμό ισχυρών ακμών. Για απλοποίηση, περιγράφουμε μόνο τις ισχυρές

ακμές. Οι ακμές του G′ οι οποίες δεν αναφέρονται είναι ασθενείς.

Επιγράφουμε τις προσπίπτουσες ακμές της κάθε κορυφής wi, yi, xi και των
τριών κορυφών του κάθε συνόλου Bi, για 1 ≤ i ≤ k ως εξής:

• Οι ακμές της μορφής {yi, v} επιγράφονται ισχυρές εάν η κορυφή v ∈ (C ∪
CY ) \Bi ή v = wi.

• Οι ακμές που προσπίπτουν στις κορυφές xi και στις τρείς κορυφές του Bi

επιγράφονται ισχυρές.
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2.2. Απόδειξη της NP-πληρότητας σε Split Γραφήματα
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Σχήμα 2.1: Το split γράφημα (C ∪ CY , I ∪ IX) που δίνεται στην πολυωνυμική
αναγωγή. Κάθε κορυφή wi χάνει τις κορυφές του Bi και βλέπει τις κορυφές

του (C ∪ CY ) − Bi. Κάθε κορυφή xi χάνει yi και βλέπει τις κορυφές του (C ∪
CY ) − {yi}. Τα σύνολα B1, . . . , Bk είναι ανά δύο ξένα όπου για κάθε σύνολο

Bj , k < j ≤ |I|, υπάρχει ένα σύνολο Bi, 1 ≤ i ≤ k, τέτοιο ώστε Bi ∩ Bj 6= ∅.
Οι κανονικές ακμές αντιστοιχούν στις ισχυρές ακμές ανάμεσα στο ανεξάρτητο

σύνολο και της κλίκα, και οι διακεκομμένες ακμές είναι οι μόνες ασθενείς ακμές

μέσα στην κλίκα C ∪ CY .

΄Επειτα επιγράφουμε τις ακμές που προσπίπτουν στις υπόλοιπες κορυφές. ΄Ε-

στω IW είναι οι κορυφές του I \ {w1, . . . , wk} και έστω CW είναι οι κορυφές

του C \ (B1 ∪ · · · ∪ Bk). Καμία προσπίπτουσα ακμή σε κορυφή του IW επιγρά-
φεται ισχυρή. Για κάθε κορυφή u ∈ CW επιγράφουμε την ακμή {u, v} ισχυρή αν
v ∈ (C∪CY ). ΄Εστω C ′Y = {yk+1, . . . , yn} και έστω I ′X = {xk+1, . . . , xn}. Ανα-
καλούμε ότι κάθε κορυφή xk+j είναι γειτονική με κάθε κορυφή του C

′
Y \ {yk+j}.

΄Εστω ` = bn−k2 c. Ας είναι το M = {e1, . . . , e`} ένα μεγιστοτικό σύνολο α-
πό μη-γειτονικές ανά δύο ακμές στο G′[C ′Y ] όπου ej = {yk+2j−1, yk+2j}, για
j ∈ {1, . . . , `}· σημείωση ότι το M είναι ένα μεγιστοτικό ταίριασμα του G′[C ′Y ].
Για κάθε κορυφή y ∈ C ′Y , επιγράφουμε την ακμή {y, v} ισχυρή εάν η κορυφή
v ∈ (C∪CY )\{y′} τέτοια ώστε η ακμή {y, y′} ∈M . Επιπλέον, για j ∈ {1, . . . , `},
οι ακμές {xk+2j−1, yk+2j} και {xk+2j , yk+2j−1} επιγράφονται ισχυρές. Σημειώ-
νεται ότι αν n− k είναι περιττός, τότε καμία ακμή που προσπίπτει στη μοναδική
κορυφή yn δεν ανήκει στοM και όλες οι ακμές ανάμεσα στην yn και στις κορυφές
του C∪CY επιγράφονται ισχυρές· σε αυτήν την περίπτωση και καμία προσπίπτου-

σα ακμή στο xn δεν είναι ισχυρή.

Θα δείξουμε ότι μία τέτοια επιγραφή ικανοποιεί την ισχυρή τριαδική κλειστό-

τητα. Κάθε επιγραφή στις ακμές μέσα στο G′[C ∪ CY ] ικανοποιείται, επειδή
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2.2. Απόδειξη της NP-πληρότητας σε Split Γραφήματα

G′[C ∪ CY ] είναι κλίκα. Επίσης, σημειώνουμε ότι δεν υπάρχουν δύο γειτονι-
κές ισχυρές ακμές που να έχουν ένα κοινό άκρο στην κλίκα C ∪ CY και τα

άλλα δύο άκρα στο ανεξάρτητο σύνολο I ∪ IX . Εάν υπάρχουν δύο ισχυρές προ-
σπίπτουσες ακμές σε ίδια κορυφή v του ανεξάρτητου συνόλου, τότε η κορυφή
v ∈ {x1, . . . , xk} και NS [v] = Bi είναι μία κλίκα. Υποθέτουμε ότι υπάρχουν δύο

γειτονικές ισχυρές ακμές {u, v} και {v, z}, τέτοιες ώστε η κορυφή u ∈ I ∪ IX ,
και οι κορυφές v, z ∈ C ∪ CY .

• Αν η κορυφή u ∈ {w1, . . . , wk}, τότε η ακμή {u, z} ∈ E(G′) επειδή κάθε
κορυφή wi χάνει μόνο τις κορυφές του Bi.

• Αν η κορυφή u ∈ {x1, . . . , xk}, τότε κορυφή v ∈ Bi και η ακμή {u, z} ∈
E(G′), επειδή κάθε κορυφή xi χάνει μόνο την κορυφή yi.

• Αν η κορυφή u ∈ IX \ {x1, . . . , xk}, τότε οι ισχυροί γείτονες της κορυφής
v στη C ∪ CY είναι γείτονες της κορυφής u στο G

′
, επειδή για το μόνο

μη-γείτονα της κορυφής u στη C ∪CY υπάρχει μία ασθενής προσπίπτουσα

ακμή στη κορυφή v.

Υπενθυμίζουμε ότι δεν υπάρχουν ισχυρές ακμές που προσπίπτουν στις κορυφές

του I \ {w1, . . . , wk}. ΄Αρα, η δοθείσα ισχυρή-ασθενής επιγραφή ικανοποιεί την
ισχυρή τριαδική κλειστότητα.

Παρατηρούμε ότι ο αριθμός των κορυφών μέσα στην C ∪ CY είναι 2n. Υπάρ-
χουν ακριβώς 3k + ` ασθενείς ακμές μέσα στην G′[C ∪ CY ]. ΄Ετσι, ο αριθμός
των ισχυρών ακμών μέσα στην G′[C ∪ CY ] είναι n(2n− 1)− 3k − `. Υπάρχουν
k προσπίπτουσες ισχυρές ακμές στις κορυφές {w1, . . . , wk}, 3k προσπίπτουσες
ισχυρές ακμές στις κορυφές {x1, . . . , xk}, και 2` προσπίπτουσες ισχυρές ακμές
στις κορυφές του IX \ {x1, . . . , xk}. Επομένως, ο συνολικός αριθμός των ισχυ-
ρών ακμών είναι n(2n− 1)− 3k− `+ k+ 3k+ 2` = n(2n− 1) + `+ k και μέσω
αντικατάστασης ` = bn−k2 c παίρνουμε το ζητούμενο φράγμα.
Για την αντίθετη κατεύθυνση, υποθέτουμε ότι G′ έχει μία ισχυρή τριαδική

κλειστότητα με τουλάχιστον n(2n−1)+bn2 c+dk2e ισχυρές ακμές. Ας είναι ES το

σύνολο των ισχυρών ακμών σε μία τέτοια ισχυρή-ασθενή επιγραφή. Παρατηρούμε

ότι ο αριθμός των ακμών μέσα στην G′[C∪CY ] είναι n(2n−1) το οποίο συνεπάγει
ότι το ES περιέχει ακμές ανάμεσα στο ανεξάρτητο σύνολο I ∪ IX και στην κλίκα
C ∪ CY . Αν δεν υπάρχει κορυφή του IX να είναι προσκείμενη σε ακμή του
ES , τότε από τον πρώτο ισχυρισμό του Λήμματος 2.1 συνεπάγεται ότι |ES | =
|E(C ∪ CY )| = n(2n − 1). Αν δεν υπάρχει κορυφή του I να είναι προσκείμενη
σε ακμή του ES , τότε ο δεύτερος ισχυρισμός του Λήμματος 2.1 δείχνει ότι το

|ES | ≤ |E(C ∪ CY )| + bn2 c. Επομένως, το ES περιέχει ακμές οι οποίες είναι
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2.2. Απόδειξη της NP-πληρότητας σε Split Γραφήματα

προσπίπτουσες σε μία κορυφή του I και ακμές οι οποίες είναι προσπίπτουσες σε
μία κορυφή του IX .

Στο γράφημα που παράγεται από το ES συμβολίζουμε με SW το σύνολο των
κορυφών του I οι οποίες έχουν ισχυρούς γείτονες μέσα στην C∪CY . Θα δείξουμε

ότι οι μη-γειτονιές των κορυφών του SW μέσα στην C ∪CY είναι ξένες μέσα στο

G′ και, αφού το G είναι ένα επαγώμενο υπογράφημα του G′, οι μη-γειτονιές τους
είναι επίσης ξένες μέσα στο G.

Ισχυρισμός 2.2.1. Για κάθε κορυφή wi ∈ SW , NS(wi) ⊆ CY και υπάρχει

μία μοναδική κορυφή x ∈ IX τέτοια ώστε NS(x) = Bi.

Απόδειξη: ΄Εστω wi μία κορυφή του SW . Αρχικά, δείχνουμε ότι NS(wi) ⊆ CY .

΄Εστω Wi οι ισχυροί γείτονες της κορυφής wi στη C και έστω Yi οι ισχυροί
γείτονες της wi στη CY . Παρατηρούμε ότι καμία αλλή κορυφή του SW δεν

έχει ένα ισχυρό γείνονα στο Wi ∪ Yi. Επιπλέον, σημειώνουμε ότι υπάρχουν
(|Wi|+ |Yi|)|Bi| ασθενείς ακμές, αφού wi είναι μη γειτονικές με τις κορυφές του

Bi. Δείχνουμε ότι για κάθε κορυφή wi ∈ SW ισχύει Wi = ∅. Για όλες τις
κορυφές wi για τις οποίες Wi 6= ∅ αντικαθιστούμε στο ES τις ισχυρές ακμές

ανάμεσα στα wi και στις κορυφές των Wi με τις ακμές που σχηματίζονται από

τις κορυφές ανάμεσα στα Bi και στα Wi. Σημειώνουμε ότι κάνοντας ισχυρές τις

ακμές ανάμεσα στις κορυφές των Bi και Wi δεν παραβιάζεται η ισχυρή τριαδική

κλειστότητα, αφού καμία κορυφή από το SW δεν έχει ισχυρή γειτονιά στα Bi και

κάθε κορυφή του IX είναι γειτονική με όλες τις κορυφές τωνWi. ΄Εστω E(W,B)
το σύνολο των ακμών το οποίο έχει ένα άκρο στο Wi και το άλλο άκρο στο Bi,

για κάθε wi ∈ SW . Σημειώνουμε ότι η διαφορά μεταξύ των δύο παραπάνω λύσεων
είναι |E(W,B)| −∑ |Wi|. Από το Λήμμα 2.1 και ότι το |Bi| = 3, γνωρίζουμε
ότι |E(W,B)| ≥ 3/2

∑ |Wi|. ΄Ετσι μία τέτοια αντικατάσταση είναι ασφαλής ως
προς το πλήθος των ακμών του ES και επιπλέον κάθε κορυφή wi ∈ SW έχει ένα
ισχυρό γείτονα μόνο στο CY .

΄Εστω Xi το σύνολο κορυφών του IX που έχουν τουλάχιστον ένα μη-γείτονα
στο Yi. Από την κατασκευή κάθε κορυφή του Yi είναι μη-γειτονική με μία ακριβώς
κορυφή του IX , και έτσι |Xi| = |Yi|. Επειδή η wi έχει ισχυρούς γείτονες στο Yi,
κάθε ακμή ανάμεσα στο Xi και Yi είναι ασθενής. Από το προηγούμενο επιχείρημα
κάθε κορυφή του SW έχει ισχυρούς γείτονες μόνο στη CY , και έτσι NS(Bi)∩I =
∅. Επίσης, βλέπουμε ότι δύο κορυφές του ανεξάρτητου συνόλου δεν έχουν κοινό
ισχυρό γείτονα μέσα στην κλίκα, το οποίο δηλώνει ότι υπάρχουν |Bi| ισχυροί
γείτονες ανάμεσα στις κορυφές του Bi και του IX . Επιλέγουμε μία αυθαίρετη
κορυφή x ∈ Xi. Αντικαθιστούμε όλες τις ισχυρές ακμές μέσα στο ES ανάμεσα

στο Bi και στο IX με |Bi| ισχυρές ακμές ανάμεσα στη κορυφή x και στις κορυφές
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τού Bi. Σημειώνεται ότι μια τέτοια αντικατάσταση είναι επιτρεπτή, επειδή ο

μοναδικός μη-γείτονας της κορυφής x ανήκει στο Yi και υπάρχουν ήδη ασθενείς
ακμές στο ES ανάμεσα στο Bi και στο Yi εξαιτίας των ισχυρών ακμών ανάμεσα
στη κορυφή wi και στο Yi. Επικεντρωνόμαστε στις ακμές μεταξύ των κορυφών
της (C ∪ CY ) \ (Bi ∪ Yi) και της κορυφής x. Εάν μία κορυφή x του Xi έχει ένα

ισχυρό γείτονα u μέσα στη (C∪CY )\Bi τότε η ακμή {u, y} είναι ασθενής όπου η
κορυφή y ∈ Yi είναι ο μοναδικός μη-γείτονας της κορυφής x. Σημειώνεται, επίσης,
ότι NS(u) ∩ (I ∪ IX) = {x}, NS(y) ∩ (I ∪ IX) = {wi} και η κορυφή wi είναι

γειτονική με την κορυφή u. Τότε μπορούμε με ασφάλεια να αντικαταστήσουμε
την ισχυρή ακμή {x, u} με την ακμή {u, y} και να διατηρήσουμε το μέγεθος του
ES ίδιο. Συνεπώς, NS(x) = Bi. ♦

Ισχυρισμός 2.2.2. Για κάθε κορυφή wi ∈ SW , NS(wi) = {y} όπου η κορυφή
y ∈ CY είναι ο μη γείτονας της κορυφής x με NS(x) = Bi.

Απόδειξη: ΄Εστω Yi = NS(wi). Από τον Ισχυρισμό 2.2.1 γνωρίζουμε ότι Yi ⊆
CY και υπάρχει κορυφή x ∈ IX τέτοια ώστε NS(x) = Bi. Οι wi και x είναι
κορυφές του ανεξάρτητου συνόλου και, έτσι, καμία άλλη κορυφή του I ∪ IX
δεν έχει ισχυρούς γείτονες στο Bi ∪ Yi. Αυτό σημαίνει ότι αν αφαιρέσουμε την
κορυφή wi από το SW , κάνοντας ασθενείς τις προσπίπτουσες ακμές στη wi και

τις κορυφες του Yi, τότε οι ακμές μεταξύ των κορυφών του Bi και του Yi \{y} με
ασφάλεια μετατρέπονται σε ισχυρές. Ας είναι E′S το σύνολο των ισχυρών ακμών
σε μία βέλτιση λύση τέτοια ώστε όλες οι προσπίπτουσες ακμές στην κορυφή wi

να είναι ασθενείς. Τότε |ES | − |E′S | = |Yi|+ |Bi| − |Yi||Bi| και |ES | > |E′S | μόνο
αν |Yi| = 1 επειδή |Bi| > 1. Επομένως, NS(wi) περιέχει ακριβώς μία κορυφή
y ∈ CY . ♦

Ισχυριζόμαστε ότι για κάθε ζεύγος κορυφών wi, wj ∈ SW , Bi ∩ Bj = ∅.
Υποθέτουμε για αντίφαση ότι Bi ∩ Bj 6= ∅. Η εφαρμογή του Ισχυρισμού 2.2.1
για την κορυφή wi δείχνει ότι υπάρχει κορυφή x ∈ IX η οποία έχει ισχυρούς
γείτονες σε κάθε κορυφή του Bi ∩ Bj . Με τον ίδιο ισχυρισμό για την κορυφή

wj συμπεραίνουμε ότι υπάρχει κορυφή x
′ ∈ IX , η οποία έχει ισχυρούς γείτονες

με κάθε κορυφή του Bi ∩ Bj . ΄Αν η κορυφή x 6= x′ τότε μία κορυφή από το
Bi ∩Bj έχει δύο διακεκριμένους γείτονες στο IX το οποίο δεν είναι εφικτό λόγω
της ισχυρής τριαδικής κλειστότητας. ΄Ετσι x = x′. Ο Ισχυρισμός 2.2.2 συνεπάγει
ότι ο μοναδικός μη-γείτονας y της κορυφής x είναι ισχυρά γειτονικός και με την
κορυφή wi και με την κορυφή wj . ΄Ομως αυτό παραβιάζει την ισχυρή τριαδική

κλειστότητα για τις ακμές του ES , αφού οι κορυφές wi, wj είναι μη-γειτονικές

και καταλήγουμε σε άτοπο. ΄Ετσι, Bi∩Bj = ∅. Αυτό σημαίνει ότι ο αριθμός των
ακμών του ES είναι τουλάχιστον n(2n−1)+bn2 c+d

|SW |
2 e το οποίο μεγιστοποιείται
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για k = |SW |. Επομένως, το ES περιέχει τον μέγιστο αριθμό του |SW | το οποίο
είναι μία λύση για το MaxDisjointNN στο G, αφού το G είναι ένα επαγώμενο
υπογράφημα του G′.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ3
Υπολογισμος του MaxSTC σε
Trivially-perfect και
Threshold Γραφηματα

Στις ενότητες του κεφαλαίου αυτού θα δώσουμε χαρακτηρισμό για το line-
incompatibility γράφημα των trivially-perfect γραφημάτων και των threshold
γραφημάτων. Υπενθυμίζουμε ότι για την κατασκευή του line-incompatibility
αντιστοιχούμε κάθε ακμή του αρχικού γραφήματος σε ένα κόμβο και δύο κόμβοι

ενώνονται αν και μόνο αν οι κορυφές των αντίστοιχων ακμών επάγουν ένα P3

στο αρχικό γράφημα. Επίσης, η εύρεση ενός μέγιστου ανεξάρτητου συνόλου του

line-incompatibility γραφήματος αντιστοιχεί στην λύση του MaxSTC.

3.1 Χαρακτηρισμός του line-incompatibility Γρα-
φήματος των Trivially-perfect Γραφημάτων

΄Ενα γράφημα G καλείται trivially-perfect (quasi-threshold) εάν για κάθε επα-
γόμενο υπογράφημα H του G, ο αριθμός των μεγιστοτικών κλικών του H είναι
ίσος με το μέγιστο ανεξάρτητο σύνολο του H. Τα trivially-perfect γραφήμα-
τα είναι ισοδύναμα με την κλάση των (P4, C4)-free γραφημάτων, δηλαδή κάθε
trivially-perfect γράφημα δεν περιέχει P4 ή C4 ως επαγόμενο υπογράφημα [10].

Επιπλέον, ένα γράφημα G είναι cograph αν δεν περιέχει P4 ως επαγόμενο υπο-

γράφημα [6].

Θεώρημα 3.1. Το line-incompatibility γράφημα ενός trivially-perfect γραφή-
ματος G είναι cograph.

Απόδειξη. ΄Εστω G trivially-perfect γράφημα, το οποίο G είναι (P4, C4)− free.
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Γραφημάτων

Θα δείξουμε ότι το line-incompatibility γράφημα Ĝ του G είναι ένα P4 − free
γράφημα. Θεωρούμε ένα οποιοδήποτε P3 στο Ĝ. Από την κατασκευή του Ĝ, το
P3 έχει μία από τις επόμενες μορφές: (i) v1v2, v2v3, v3v4 ή (ii) v1x, v2x, v3x. Θα
αποδείξουμε ότι το P3 έχει την δεύτερη μορφή, επειδή το G δεν έχει επαγόμενο
P4 ή C4. Αν ισχύει η (i) τότε οι ακμές {v1, v3}, {v2, v4} /∈ E(G) και οι ακμές
{v1, v2}, {v2, v3}, {v3, v4} ∈ E(G) το οποίο συνεπάγει ότι η κορυφή v4 6= v1.
Επομένως, το G περιέχει ένα P4 ή ένα C4 το οποίο εξαρτάται αν υπάρχει η ακ-

μή {v1, v4} στο G. ΄Αρα, κάθε P3 στο Ĝ έχει την μορφή v1x, v2x, v3x, όπου
v1, v2, v3, x είναι διακεκριμένες κορυφές του G. Υποθέτουμε, τώρα, για αντίφα-
ση ότι το Ĝ περιέχει ένα P4. Τότε το P4 είναι της μορφής v1x, v2x, v3x, v4x,
επειδή περιέχει δύο επαγόμενα P3. Η δομή του P4 συνεπάγει ότι οι ακμές

{v1, v2}, {v2, v3}, {v3, v4} /∈ E(G) και οι ακμές {v1, v3}, {v2, v4}, {v4, v1} ∈ E(G).
Αυτό όμως δείχνει ότι οι κορυφές v3, v1, v4, v2 επάγουν ένα P4 στο G το οποίο
μας οδηγεί σε αντίφαση, αφού το G είναι ένα (P4, C4)-free γράφημα. Επομένως,
το Ĝ είναι ένα P4-free γράφημα.

Από το θεώρημα 3.1 και από το γεγονός ότι το μέγιστο ανεξάρτητο σύνο-

λο ενός cograph γραφήματος υπολογίζεται σε γραμμικό χρόνο [6], και λαμβάνο-
ντας υπόψη ότι η κατασκευή του line-incompatibility ενός γραφήματος χρειάζεται
O(nm), το MaxSTC λύνεται σε O(nm).

3.2 Χαρακτηρισμός του line-incompatibility Γρα-
φήματος των Threshold Γραφημάτων

΄Ενα γράφημα G είναι threshold αν είναι split γράφημα, δηλαδή G = (C, I) και
το ανεξάρτητο σύνολο I έχει μία nested neighborhood ordering [24]. Επίσης,
η τομή των split γραφημάτων και των cograph γραφημάτων ισοδυναμεί με τα
threshold γραφήματα [4].

Λήμμα 3.1. Το line-incompatibility Ĝ ενός threshold γραφήματος G είναι έ-
νωση από split γραφήματα.

Απόδειξη. ΄Εστω G = (V,E) threshold γράφημα με V = I ∪ C, με C κλίκα και
I ανεξάρτητο σύνολο που έχει μία nested neighborhood ordering. Θα δείξουμε
ότι μπορούμε να χωρίσουμε τις κορυφές του Ĝ σε split γραφήματα.

Αρχικά, για κάθε κορυφή x ∈ C, οι ακμές μεταξύ της κορυφής x και των
κορυφών NI(x) σχηματίζουν ένα K1, p, p = |NI(x)|. Το line-incompatibility
του K1, p είναι μία κλίκα μεγέθους p, αφού έχουμε p ακμές και ανά δύο ακμές
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3.2. Χαρακτηρισμός του line-incompatibility Γραφήματος των Threshold
Γραφημάτων

C IG:

z

y

x

c

b

a

Ĝ:
Ĝx Ĝy Ĝz

xa xb xc yb yc zc

xy xz yz

Σχήμα 3.1: Αριστερά ένα threshold γράφημα και δεξιά το αντίστοιχό του Ĝ.

έχουμε P3. Επομένως, για κάθε κορυφή x έχουμε και μία κλίκα Cx ∈ Ĝ. Οι
κλίκες αυτές είναι ανεξάρτητες. ΄Εστω ότι δεν είναι ανεξάρτητες, δηλαδή, υπάρ-

χουν δύο κόμβοι xa ∈ Cx και yb ∈ Cy και υπάρχει η ακμή {xa, yb} ∈ E(Ĝ).
Επειδή οι κορυφές x, y ∈ C και x 6= y, για τις κορυφές a, b ∈ I ισχύει ότι a = b.
Τότε οι κορυφές a, x, y σχηματίζουν ένα K3 στο G, άρα, οι αντίστοιχοι κόμβοι
xa, ya = yb, xy ∈ Ĝ είναι μη γειτονικοί. ΄Ατοπο, επειδή υποθέσαμε ότι υπάρχει
ακμή {xa, ya} ∈ E(Ĝ).

Για δύο οποιεσδήποτε ακμές {x, y}, {x, z} ∈ C, οι αντίστοιχοι κόμβοι xy, xz ∈
Ĝ είναι μη γειτονικοί, αφού υπάρχει η ακμή {y, z} ∈ C. Επομένως, ένας κόμβος
xy ∈ Ĝ με x, y ∈ C και N(y) ⊂ N(x) είναι γειτονικός με τους κόμβους xu ∈ Cx

με u ∈ NI(x) \ NI(y). ΄Εστω ότι ο κόμβος xy ∈ Ĝ ήταν γειτονικός και με ένα
κόμβο yv ∈ Cy, τότε η κορυφή v /∈ NI(x), το οποίο έρχεται σε αντίφαση στην
υπόθεση ότι N(y) ⊂ N(x). Στην περίπτωση όπου N(y) = N(x) ο κόμβος xy
είναι απομονωμένος.

Από τα παραπάνω έχουμε ως αποτέλεσμα ότι η κάθε κλίκα Cx θα έχει μο-

ναδικούς γείτονες τις μορφής Ix = {xyi | NI(yi) ⊂ NI(x), x, yi ∈ C}, που
σχηματίζουν ανεξάρτητο σύνολο. ΄Αρα, κλίκα Cx και το ανεξάρτητο σύνολο Ix
δίνουν ένα split γράφημα Ĝx στο Ĝ. ΄Ετσι, το Ĝ είναι ένωση από split γραφή-
ματα.

Θεώρημα 3.2. Το line-incomparability ενός threshold γραφήματος G είναι
ένωση από threshold γραφήματα.

Απόδειξη. Από το Λήμμα 3.1 γνωρίζουμε ότι το line-incomparability ενός thre-
shold γραφήματος είναι ένωση από split γραφήματα. Επίσης ισχύει ότι τα thre-
shold είναι υποκλάση των trivially-perfect γραφημάτων και από το Θεώρημα 3.1
το line-incomparability ενός trivially perfect γραφήματος είναι cograph. Επο-
μένως, το line-incomparability ενός threshold γραφήματος G είναι ένωση από
threshold γραφήματα (Σχήμα 3.1).
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3.2. Χαρακτηρισμός του line-incompatibility Γραφήματος των Threshold
Γραφημάτων

Από το Θεώρημα 3.2, από το γεγονός ότι το μέγιστο ανεξάρτητο σύνολο ενός

threshold γραφήματος υπολογίζεται σε γραμμικό χρόνο και η κατασκευή του
line-incompatibility χρειάζεται O(nm), το MaxSTC λύνεται σε O(nm).
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ4
Υπολογισμος του MaxSTC σε
Bipartite και co-Bipartite
Γραφηματα

Στο κεφάλαιο αυτό δείχνουμε, αρχικά, ότι το γραμμικό γράφημα είναι ισόμορ-

φο του line-incompatibility σε διμερή γραφήματα και συσχετίζουμε το μέγιστο
ταίριασμα με το MaxSTC σε αυτά τα γραφήματα. Μετά χαρακτηρίζουμε το
line-incompatibility των συμπληρωμάτων τους με στόχο να βρούμε το ανεξάρ-
τητο σύνολο.

Ορισμός 4.1. ΄Ενα γράφημα G = (V,E) είναι διμερές bipartite αν μπορεί να
διαμεριστεί το σύνολο V (G) σε δύο ξένα μη-κενά σύνολα, V (G) = A ∪ B και
για καθε ακμή {x, y} ∈ E(G) να ισχύει x ∈ A και y ∈ B. Συμβολίζεται με μια
τριάδα G = (A,B,E).

Από τον ορισμό έχουμε ότι οι κορυφές από ένα διμερές γράφημα μπορούν να

διαμεριστούν σε δύο ανεξάρτητα σύνολα. Ισοδύναμο του ορισμού είναι ότι ένα

γράφημα είναι διμερές αν και μόνο αν δεν περιέχει κύκλους περιττού μήκους.

Αναφέραμε στην αρχή ότι το line-incompatibility είναι υπογράφημα του γραμ-
μικού γραφήματος. Για τα διμερή γραφήματα το line-incompatibility είναι ισό-
μορφο του γραμμικού γραφήματος, Ĝ ≡ L(G). Αρκεί να παρατηρήσουμε ότι για
κάθε δύο ακμές του αρχικού γραφήματος με κοινό άκρο, οι αντίστοιχες κορυφές

επάγουν ένα P3 στο γράφημα. Επομένως, κάθε δύο κόμβοι στο Ĝ και στο L(G)
που έχουν κοινή κορυφή ενώνονται. Το γραμμικό γράφημα από ένα διμερές γρά-

φημα έχει δειχθεί ότι είναι επαγόμενο υπογράφημα από ένα greedline γράφημα
[28]. ΄Ενα greedline γράφημα είναι ένα πλέγμα όπου κάθε γραμμή και κάθε στήλη
έχει γίνει κλίκα. Επειδή Ĝ ≡ L(G), το Ĝ είναι ένα επαγόμενο υπογράφημα από
ένα greedline γράφημα (Σχήμα 4.1). Τέλος ένα ανεξάρτητο σύνολο στα greedline

29



4.1. Μέγιστο Ταίριασμα και MaxSTC σε Bipartite Γραφήματα

A BG:

z

y

x

c

b

a

L(G): Ĝ

ax

az

ay

ay

bz

by

cx

cy

cz

Σχήμα 4.1: Αριστερά ένα διμερές γράφημα G και δεξιά το greedline που έχει ως
επαγόμενο υπογράφημα το Ĝ.

γραφήματα βρίσκεται πολυωνυμικά, άρα και το MaxSTC λύνεται πολυωνυμικά
σε διμερή γραφήματα.

4.1 Μέγιστο Ταίριασμα και MaxSTC σε Biparti-
te Γραφήματα

Αν και με την παραπάνω παρατήρηση έχουμε μία λύση για το MaxSTC σε
διμερή γραφήματα δείχνουμε ότι ένα μέγιστο ταίριασμα είναι λύση για το Max-
STC σε αυτά. Ορίσαμε στο πρώτο κεφάλαιο ότι ένα ταίριασμα είναι ένα σύνολο
ακμών του γραφήματος, όπου οι ακμές του συνόλου αυτού δεν έχουν κοινό άκρο.

Επομένως, μπορούμε να δώσουμε το παρακάτω λήμμα για την ισοδυναμία των δύο

προβλημάτων.

Λήμμα 4.1. Σε ένα διμερές γράφημα G ένα ταίριασμα M είναι μέγιστο αν και
μόνο αν το M είναι λύση για το MaxSTC.

Απόδειξη. ΄Εστω G = (A,B,E) ένα διμερές γράφημα και έστω M ένα ταίριασμά
του. Αρχικά, στο ταίριασμα M του γραφήματος G ισχύει ότι για κάθε κορυφή
a ∈ A υπάρχει το πολύ μία κορυφή b ∈ B τέτοια ώστε η ακμή {a, b} ∈ M .
Συμμετρικά ισχύει και για κάθε κορυφή b ∈ B. Στο μέγιστο ταίριασμα θέλουμε
να μεγιστοποιήσουμε τις ακμές αυτές. Επίσης, γνωρίζουμε ότι σε ένα διμερές

γράφημα δεν υπάρχουν περιττοί κύκλοι, επομένως, ούτε K3 και από την Παρατή-

ρηση 1.1 για κάθε P3 ∈ STC οι κορυφές του θα έπρεπε να επάγουν ένα K3 στο

G. ΄Ετσι, στο STC του γραφήματος G μπορούμε να έχουμε το πολύ μία ισχυρή
ακμή που είναι προσπίπτουσα σε μία κορυφή a ∈ A, αντίστοιχα σε μία κορυφή
b ∈ B, και στο MaxSTC θέλουμε να μεγιστοποιήσουμε το πλήθος των ακμών
του STC. Συνεπώς, και στα δύο προβλήματα θέλουμε να μεγιστοποιήσουμε την
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4.2. Χαρακτηρισμός του line-incompatibility Γραφήματος των co-Bipartite
Γραφημάτων

ίδια ακριβώς ιδιότητα στις ακμές του G. Επομένως, ένα μέγιστο ταίριασμα M
είναι λύση για το γράφημα G αν και μόνο αν είναι λύση για το MaxSTC στο
G.

Λήμμα 4.2 ([26]). Το μέγιστο ταίριασμα σε διμερή γραφήματα λύνεται σε

O(n2.38).

Συνεπώς, από το Λήμμα 4.1 και από το Λήμμα 4.2 έχουμε το ακόλουθο θεώ-

ρημα:

Θεώρημα 4.1. Το MaxSTC σε διμερή γραφήματα λύνεται σε O(n2.38).

4.2 Χαρακτηρισμός του line-incompatibility Γρα-
φήματος των co-Bipartite Γραφημάτων

Από τον ορισμό του διμερούς γραφήματος έχουμε ότι το συμπλήρωμα αυτού

αποτελείται από δύο κλίκες, οι οποίες έχουν ακμές μεταξύ τους. Βάση αυτού του

ορισμού χαρακτηρίζουμε, στο θεώρημα που ακολουθεί, το line-incompatibility
γράφημά τους.

Θεώρημα 4.2. ΄ΕστωG το συμπλήρωμα ένος διμερούς γραφήματος (co-bipartite).
Το line-incompatibility Ĝ του G είναι διμερές γράφημα.

Απόδειξη. ΄Εστω G = (A,B,E) το συμπλήρωμα από ένα διμερές γράφημα και
έστω C ⊆ E(G) το σύνολο των ακμών μεταξύ των κορυφών των A,B. Θα
δείξουμε ότι οι κορυφές του Ĝ μπορούν να διαμεριστούν σε δύο ξένα σύνολα
A′, B′ ⊂ V (Ĝ) και οι ακμές του Ĝ είναι μεταξύ των δύο αυτών συνόλων, επομένως
το γράφημα που προκύπτει είναι διμερές. Αρχικά, το γράφημα G \ C είναι δύο
ανεξάρτητες κλίκες, των οποίων οι ακμές στο Ĝ δίνουν μη γειτονικούς κόμβους.
΄Εστω A′ ⊂ V (Ĝ) το σύνολο αυτών των κόμβων. Ισχυριζόμαστε ότι οι κόμβοι
Ĝ, που αντιστοιχούν στις ακμές του C, είναι μη γειτονικοί μεταξύ τους. Αρχικά,
γνωρίζουμε ότι αν δύο ακμές που δεν έχουν κοινό άκρο στο G, οι αντίστοιχοι
κόμβοι είναι μη γειτονικοί στο Ĝ. Επιπλέον, για δύο ακμές {x, y}, {x, z} ∈
C υπάρχει η ακμή {y, z}, έτσι οι αντίστοιχοι κόμβοι xy, xz ∈ V (Ĝ) είναι μη
γειτονικοί. Συνεπώς, κι ακμές του C δίνουν ένα σύνολο από μη γειτονικούς
κόμβους στο Ĝ και έστω B′ ⊂ V (Ĝ) το σύνολο αυτό. ΄Αρα, οι μόνες ακμές στο
Ĝ μπορεί να είναι μεταξύ των κόμβων του A′ και B′. ΄Ενας κόμβος xy ∈ A′ είναι
γειτονικός με ένα κόμβο xz ∈ B′ (αντίστ. yw ∈ B′) αν και μόνο αν η κορυφή
z είναι μη γειτονική της κορυφής y (αντίστ. η κορυφή w είναι μη γειτονική της
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4.2. Χαρακτηρισμός του line-incompatibility Γραφήματος των co-Bipartite
Γραφημάτων

A BG:

z

y

x

c

b

a

A′ B′ A′
Ĝ:

yz

xz

xy

bc

ac

ab

zc

yc

yb

xa

Σχήμα 4.2: Αριστερά ένα co-bipartite γράφημα και δεξιά το αντίστοιχό του Ĝ.

κορυφής x). Επομένως, το V (Ĝ) μπορεί να διαμεριστεί στα ανεξάρτητα σύνολα
A′, B′ και για κάθε ακμή {xy, xz} ∈ E′(Ĝ) ισχύει xy ∈ A′ και xz ∈ B′. Τελικά,
το Ĝ = (A′, B′, E′) (ένα παράδειγμα Σχήμα 4.2).

Υπενθυμίζουμε ότι αν βρούμε ένα ελάχιστο κάλυμα κορυφών γνωρίζουμε και

το μέγιστο ανεξάρτητο σύνολο. Από το θεώρημα του König [19] σε διμερή γρα-
φήματα έχουμε ότι το πλήθος των ακμών ενός μέγιστου ταιριάσματος είναι ίσο με

το πλήθος των κορυφών ενός ελάχιστου καλύματος κορυφών. Επομένως, έχουμε

το ακόλουθο πόρισμα.

Πόρισμα 4.1. ΤοMaxSTC σε συμπλήρωμα διμερούς γραφήματος λύνεται σε
O(m2.38) χρόνο.

Απόδειξη. Από το Θεώρημα 4.2 έχουμε ότι το Ĝ είναι διμερές γράφημα και η
κατασκευή του χρειάζεται O(n · m). Επιπλέον, επειδή το μέγιστο ανεξάρτητο
σύνολο σε διμερή γραφήματα λύνεται σε O(n2.38) χρόνο, τελικά έχουμε O(m2.38)
όπου m το πλήθος των κόμβων.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ5
Υπολογισμος του MaxSTC σε
Proper Interval Γραφηματα

Στο παρόν κεφάλαιο δείχνουμε ότι τοMaxSTC λύνεται πολυωνυμικά σε pro-
per interval γραφήματα. Για την λύση του χρησιμοποιούμε μία διάταξη των κορυ-
φών του γραφήματος, με την οποία χαρακτηρίζουμε τις λύσεις του προβλήματος.

Με βάση αυτές τις λύσεις δίνεται ένας αναδρομικός τύπος για την εύρεση της

βέλτιστης λύσης.

Ορισμός 5.1. ΄Ενα γράφημα είναι proper interval γράφημα αν υπάρχει μία
αντιστοιχία ένα προς ένα ανάμεσα στις κορυφές και σε μία οικογένεια κλειστών

διαστημάτων τής πραγματικής ευθείας τέτοια ώστε δύο κορυφές να είναι γειτονικές

αν και μόνο αν τα αντίστοιχα διαστήματα επικαλύπτονται και κανένα διάστημα δεν

περιέχεται πλήρως σε κάποιο άλλο.

Μία διάταξη (ordering) κορυφών σ είναι μία γραμμική τοποθέτηση σ = 〈v1, . . . , vn〉
των κορυφών του G. Για ένα ζεύγος κορυφών x, y συμβολίζουμε με x � y αν
x = vi και y = vj για κάποιους δείκτες i ≤ j· αν x 6= y, δηλαδή i < j, τότε
συμβολίζεται με x ≺ y. Η πρώτη θέση στην σ αναφέρεται ως το αριστερό άκρο
(left end) του σ, και η τελευταία θέση ως το δεξί άκρο (right end). Επίσης,
χρησιμοποιούμε τις εκφράσεις η πιο αριστερή (leftmost) θέση, και η πιο δεξιά
(rightmost) θέση με τον προφανή τρόπο ως προς το αριστερό και το δεξί άκρο
της διάταξης.

Μία διάταξη κορυφών σ για το G καλείται proper interval διάταξη αν για κάθε
τριάδα κορυφών x, y, z του G με x ≺ y ≺ z, η ακμή {x, z} ∈ E(G) συνεπάγει ότι
οι ακμές {x, y}, {y, z} ∈ E(G). Τα proper interval γραφήματα χαρακτηρίζονται
ως τα γραφήματα τα οποία έχουν τέτοιες διατάξεις, δηλαδή, ένα γράφημα είναι

proper interval αν και μόνο αν έχει μία proper interval διάταξη [23]. Για τον
χαρακτηρισμό των proper interval γραφημάτων θα θεωρήσουμε μόνο αυτήν την
διάταξη των κορυφών. Επιπλέον, μπορεί να αποφανθεί σε γραμμικό χρόνο πότε
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5.1. Ομαδοποίηση Δίδυμων Κορυφών

ένα δοθέν γράφημα είναι proper interval, και αν είναι, μπορεί να δημιουργηθεί
μία proper interval διάταξη σε γραμμικό χρόνο [23]. Είναι προφανές ότι μία
διάταξη κορυφών σ για το γράφημα G είναι μία proper interval διάταξη αν και
μόνο αν η αντίστροφη της σ είναι μία proper interval διάταξη. ΄Ενα συνεκτικό
proper interval γράφημα χωρίς δίδυμες κορυφές έχει μία μοναδική proper interval
διάταξη σ και την αντίστροφή της. [7, 14].

5.1 Ομαδοποίηση Δίδυμων Κορυφών

Για την εύρεση μίας βέλτιστης λύσης δείχνουμε ότι η ομαδοποίηση των δίδυμων

κορυφών δεν επηρεάζει την βέλτιστη λύση. Υπενθυμίζουμε ότι δύο κορυφές είναι

δίδυμες αν είναι γειτονικές και έχουν την ίδια γειτονιά.

Λήμμα 5.1. ΄Εστω x και y δύο δίδυμες κορυφές του γραφήματος G. Τότε
υπάρχει μία βέλτιστη λύση I

Ĝ
τέτοια ώστε ο κόμβος xy ∈ I

Ĝ
και για κάθε

κορυφή u ∈ N(x), ο κόμβος xu ∈ I
Ĝ
αν και μόνο αν ο κόμβος yu ∈ I

Ĝ
.

Απόδειξη. Αρχικά δείχνουμε ότι ο κόμβος xy είναι ένας απομονωμένος στο I
Ĝ
.

Αν ο κόμβος xy είναι γειτονικός στον κόμβο xu τότε η κορυφή y είναι μη-
γειτονική στη κορυφή u στο G το οποίο αντιβαίνει στο γεγονός ότι οι x και
y είναι δίδυμες κορυφές. ΄Ετσι ο κόμβος xy είναι ένας απομονωμένος στο Ĝ,
επομένως ο κόμβος xy ∈ I

Ĝ
. Για το δεύτερο ισχυρισμό είναι εμφανές ότι για

κάθε κορυφή u ∈ N(x), οι κόμβοι xu και yu είναι μη-γειτονικοί στο I
Ĝ
.

΄Εστω η κορυφή u ∈ N(x). Τότε ισχύει και η κορυφή u ∈ N(y). Το οποίο
σημαίνει ότι αν ο κόμβος xu ∈ I

Ĝ
(αντίστ., yu ∈ I

Ĝ
) τότε ο κόμβος yu (αντίστ.,

xu) είναι ένα κόμβος του Ĝ. Ορίζουμε τα επόμενα σύνολα με κόμβους του Ĝ:

• ΄Εστω Ax είναι το σύνολο από κόμβους xa τέτοιο ώστε οι κόμβοι xa ∈ IĜ
και οι κόμβοι ya /∈ I

Ĝ
και έστω Ay το σύνολο από κόμβους ya τέτοιο ώστε

οι κόμβοι xa ∈ Ax.

• ΄Εστω By είναι το σύνολο από κόμβους yb τέτοιο ώστε οι κόμβοι yb ∈ IĜ
και οι κόμβοι xb /∈ I

Ĝ
και έστω Bx είναι το σύνολο από κόμβους xb τέτοιο

ώστε οι κόμβοι yb ∈ By.

Είναι εμφανές ότι τα σύνολα Ax ⊆ IĜ, By ⊆ IĜ, και Ax∩By = ∅. Επίσης, ισχύει
ότι το |Ax| = |Ay| και το |By| = |Bx|, επειδή N [x] = N [y].

΄Εστω Ixy = I
Ĝ
\ (Ax ∪By) έτσι ώστε I

Ĝ
= Ax ∪By ∪ Ixy.
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5.1. Ομαδοποίηση Δίδυμων Κορυφών

ab

a{cde}

b{cde}

b{fgh}

{cde}{fgh}

{cde}i

{fgh}i

{fgh}j

ij

Ĝ:

IĜ

Σχήμα 5.1: Το line-incompatibility γράφημα Ĝ του proper interval γραφήματος
G που δίνεται στο Σχήμα 5.2. Το σύνολο I

Ĝ
είναι το μέγιστο ένβαρο ανεξάρτητο

σύνολο του Ĝ, λαμβάνοντας υπόψη το βάρος για κάθε κορυφή που αντιστοιχεί
στον αριθμό των δίδυμων κορυφών (βλέπετε Λήμμα 5.1).

Θα δείξουμε ότι κάθε κόμβος του Ay είναι μη γειτονικός με όλους τους κόμβους

του I
Ĝ
\By. ΄Εστω ya ένας κόμβος του Ay. Αν υπάρχει ένας κόμβος az ∈ IĜ\By

ο οποίος είναι γειτονικός του ya τότε οι κορυφές z και y είναι μη γειτονικές στο
G το οποίο συνεπάγει ότι οι κορυφές z και x είναι μη γειτονικές στο G. Αυτό
όμως οδηγεί σε αντίφαση επειδή οι κόμβοι xa, az ∈ I

Ĝ
και ο κόμβος xa είναι

γειτονικός με τον κόμβο az στο Ĝ. Αν υπάρχει ένας κόμβος yb ∈ I
Ĝ
ο οποίος

είναι γειτονικός του ya τότε η κορυφή a είναι μη γειτονική με την κορυφή b στο
G και ο κόμβος yb ∈ By επειδή ο κόμβος xa είναι ,επίσης, γειτονικός με τον

κόμβο xb στο Ĝ έτσι ώστε ο κόμβος xb /∈ I
Ĝ
. Συνεπώς, κάθε κόμβος του Ay

είναι μη γειτονικός με όλους τους κόμβους του I
Ĝ
\By και με ακριβώς συμμετρικά

ισχυρισμούς, κάθε κόμβος του Bx είναι μη γειτονικός με κάθε κόμβο του IĜ \Ax.

΄Ετσι και τα δύο σύνολα I1 = Ax ∪Ay ∪ Ixy και I2 = Bx ∪By ∪ Ixy σχηματίζουν
ανεξάρτητο συνολο στο Ĝ. Λόγω ότι το |Ax| = |Ay| και το |By| = |Bx| έχουμε
|I1| ≥ |Ixy| όταν το |Ax| ≥ |By| και |I2| ≥ |Ixy| όταν το |Ax| < |By|. Επομένως,
μπορούμε με ασφάλεια να αντικαταστήσουμε ένα από τα σύνολα Ax ή By με τα

σύνολα Bx ή Ay και να έχουμε τις λύσεις I2 ή I1, αντίστοιχα. Παρατηρούμε ότι
και στις δύο λύσεις I1 και I2 έχουμε τον κόμβο xu ∈ Ii αν και μόνο αν ο κόμβος
yu ∈ Ii, για i ∈ {1, 2}, και αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.

Με χρήση του Λήμματος 5.1 μπορούμε να θεωρήσουμε ένα γράφημα G, το
οποίο δεν έχει δίδυμες κορυφές, ως εξής: Διαμερίζουμε το V (G) σε σύνολα από
δίδυμες κορυφές. Μία κορυφή που δεν έχει δίδυμη εμφανίζεται στο σύνολο της

μόνη της. Για κάθε δίδυμο σύνολο Wx επιλέγουμε μία αυθαίρετη κορυφή x και
αφαιρούμε όλες τις δίδυμες κορυφές της, εκτός από την κορυφή x, από το G.
΄Εστω G′ το γράφημα μετά από τις αφαιρέσεις των δίδυμων κορυφών, το οποίο
δεν έχει δίδυμες κορυφές. Για κάθε ακμή {x, y} του G′ αναθέτουμε ένα βάρος
ίσο με το γινόμενο |Wx| · |Wy|. Αυτή η τιμή αντιστοιχεί στο πλήθος των ακμών
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του αρχικού γραφήματος G που σχηματίζονται ανάμεσα στις κορυφές τουWx και

του Wy. Το line-incompatibility γράφημα Ĝ′ του G′ κατασκευάζεται όπως ανα-

φέρθηκε παραπάνω με την μόνη διαφορά ότι ένας κόμβος του Ĝ′ έχει βάρος ίσο
με το βάρος τής αντίστοιχης ακμής στο G′. ΄Εστω I

Ĝ′ είναι ένα μέγιστο ένβαρο

ανεξάρτητο σύνολο, το οποίο είναι ένα ανεξάρτητο σύνολο του Ĝ′ τέτοιο ώστε το
άθροισμα των βαρών των κόμβων του να μεγιστοποιείται. Τότε από το Λήμμα 5.1

έχουμε το I
Ĝ

= I
Ĝ′ ∪ S(W ), όπου S(W ) περιέχει |Wx|(|Wx| − 1)/2 κόμβους

για κάθε δίδυμο σύνολο Wx. Συνεπώς, ενδιαφερόμαστε να υπολογίσουμε το μέ-

γιστο ένβαρο ανεξάρτητο σύνολο του Ĝ′. Επίσης, το G′ είναι ένα επαγόμενο
υπογράφημα του αρχικού γραφήματος του G. ΄Ετσι για να απλοποιηθεί ο συμ-

βολίσμος αναφερόμαστε στο Ĝ′ ως Ĝ υποθέτοντας ότι το G δεν έχει δίδυμες
κορυφές και κάθε κορυφή του G έχει ένα θετικό βάρος. Στο Σχήμα 5.1 φαίνεται
το line-incompatibility γράφημα ενός proper interval γραφήματος καθώς έχουν
ομαδοποιηθεί οι δίδυμες κορυφές.

Πριν δώσουμε τον αλγόριθμο για τα proper interval γραφήματα, ας δώσουμε τη
διαφορά ανάμεσα από μία βέλτιστη λύση τουMaxSTC και από μία βέλτιστη λύση
του Cluster Deletion. ΄Οπως έχουμε ήδη εξηγήσει μία λύση του Cluster
Deletion ικανοποιεί την ισχυρή τριαδική κλειστότητα, όμως το αντίθετο δεν
ισχύει πάντα. Μία τέτοια περίπτωση είναι το παράδειγμα για τα proper interval
γραφήματα, το οποίο φαίνεται στο Σχήμα 5.2. Και για το Cluster Deletion
πρόβλημα οι δίδυμες κορυφές μπορούν να ομαδοποιηθούν με παραπλήσιο τρόπο

όπως το Λήμμα 5.1, όπως αποδείκνύεται στο [3]. Επομένως, στα proper inte-
rval γραφήματα μία βέλτιστη λύση για το Cluster Deletion δεν συνεπάγει
αναγκαστικά μία βέλτιστη λύση για το MaxSTC.

5.2 Χαρακτηρισμός μιας Βέλτιστης Λύσης σε Pro-
per Interval Γραφήματα

΄Εστω G ένα proper interval γράφημα και έστω σ μία proper interval διάταξη
για το G. Λέμε ότι μία λύση I

Ĝ
έχει την διαδοχική ισχυρή διάταξη (consecutive

strong ordering) ως προς τη σ αν ισχύει το επόμενο, για κάθε τρεις κορυφές x, y, z
του G με x ≺ y ≺ z: ο κόμβος xz ∈ I

Ĝ
συνεπάγει ότι οι κόμβοι xy, yz ∈ I

Ĝ
.

Επομένως, θέλουμε να δείξουμε ότι μια τέτοια βέλτιστη λύση υπάρχει. Αρχίζουμε

χαρακτηρίζοντας την βέλτιστη λύση I
Ĝ
ως προς τη proper interval διάταξη σ.

Λήμμα 5.2. ΄Εστω x, y, z τρεις κορυφές ενός proper interval γράφηματος G
τέτοιες ώστε x ≺ y ≺ z. ΄Αν ο κόμβος xz ∈ I

Ĝ
τότε ο κόμβος xy ∈ I

Ĝ
ή ο

κόμβος yz ∈ I
Ĝ
.
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a b {cde} {fgh} i j
G:

a b {cde} {fgh} i j
G:

a b {cde} {fgh} i j
G:

Σχήμα 5.2: ΄Ενα proper interval γράφημα G και η proper interval διάταξή του.
Οι κορυφές {c, d, e} και οι {f, g, h} σχηματίζουν δίδυμα σύνολα στο G. Οι δύο
κάτω διατάξεις δείχνουν δύο λύσεις για το MaxSTC στο G. Μία συνεχόμενη
ακμή αντιστοιχεί σε ισχυρή ακμή, ενώ μία διακεκομένη αντιστοιχεί σε ασθενή

ακμή. Παρατηρείται ότι η πάνω λύση περιέχει περισσότερες ακμές από την κάτω.

Επίσης, η κάτω λύση σχηματίζει μία βέλτιστη λύση για το Cluster Deletion
στο G.

Απόδειξη. Θα δείξουμε ότι τουλάχιστον ένας από τους κόμβους xy ή yz ανήκει
στο I

Ĝ
. Θεωρούμε τον κόμβο xy στο Ĝ. ΄Αν ο κόμβος xy είναι γειτονικός με ένα

κόμβο xx` ∈ IĜ, τότε η ακμή {x`, y} /∈ E(G). Τότε παρατηρούμε ότι η κορυφή
x` ≺ y, επειδή η κορυφή x ≺ y και η ακμή {x`, y} /∈ E(G). Αφού ο κόμβος xx`
και ο κόμβος xz ανήκουν στο I

Ĝ
, η ακμή {x`, z} ∈ E(G). Αυτό όμως έρχεται

σε αντίφαση με την proper interval διάταξη, επειδή η κορυφή x` ≺ y ≺ z, η ακμή
{x`, z} ∈ E(G) και η κορυφή y είναι μη γειτονική της κορυφής x`. Επομένως ο
κόμβος xy είναι μη γειτονικός με οποιοδήποτε κόμβο xx` ∈ IĜ και, με ανάλογο
τρόπο, ο κόμβος yz είναι μη γειτονικός με οποιοδήποτε κόμβο zzr ∈ IĜ.
Ας υποθέσουμε τώρα ότι ο κόμβος xy είναι γειτονικός με ένα κόμβο yyr ∈ IĜ

και ο κόμβος yz είναι γειτονικός με ένα κόμβο y`y ∈ IĜ. Αυτό σημαίνει ότι η
ακμή {x, yr} /∈ E(G) και η ακμή {z, y`} /∈ E(G). ΄Ετσι η ακμή {x, z} ∈ E(G),
και λόγω της proper interval διάταξης έχουμε y` ≺ x ≺ y ≺ z ≺ yr. Τότε
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έχουμε την ακμή {y`, yr} ∈ E(G), επειδή και οι δύο κόμβοι yyr, yy` ∈ IĜ. Από
την proper interval διάταξη γνωρίζουμε ότι και οι δύο κορυφές x και z είναι
γειτονικές με τις y`, yr, το οποίο μας οδηγεί σε αντίφαση στην υπόθεση ότι η
ακμή {x, yr} /∈ E(G) και η ακμή {z, y`} /∈ E(G). Επομένως, τουλάχιστον ένας
από τους κόμβους xy ή yz ανήκει στο I

Ĝ
.

΄Ετσι από το Λήμμα 5.2 έχουμε δυο συμμετρικές περιπτώσεις να μελετήσουμε.

Ο επόμενος χαρακτηρισμός δείχνει ότι υπάρχει μία τέταρτη κορυφή με σημαντικές

ιδιότητες σε κάθε αντίστοιχη περίπτωση.

Λήμμα 5.3. ΄Εστω x, y, z τρεις κορυφές ενός proper interval γραφήματος G
τέτοιες ώστε x ≺ y ≺ z και ο κόμβος xz ∈ I

Ĝ
.

• Αν οι κόμβοι xy /∈ I
Ĝ
και yz ∈ I

Ĝ
, τότε ο κόμβος xy είναι μη-γειτονικός

με όλους τους κόμβους x`x ∈ I
Ĝ
και υπάρχει κορυφή w, τέτοια ώστε ο

κόμβος yw ∈ I
Ĝ
, η ακμή {x,w} /∈ E(G), και z ≺ w.

• Αν οι κόμβοι xy ∈ I
Ĝ
και yz /∈ I

Ĝ
, τότε ο κόμβος yz μη-γειτονικός με

όλους τους κόμβους zzr ∈ IĜ και υπάρχει κορυφή w, τέτοια ώστε ο κόμβος
wy ∈ I

Ĝ
, η ακμή {w, z} /∈ E(G) και w ≺ x.

Απόδειξη. ΄Εστω οι κόμβοι xy /∈ I
Ĝ
και yz ∈ I

Ĝ
. Η περίπτωση για τους κόμβους

xy ∈ I
Ĝ
και yz /∈ I

Ĝ
είναι συμμετρική. Γα την περίπτωσή μας υποθέτουμε το

αντίθετο, δηλαδή, δεν υπάρχει κορυφή w τέτοια ώστε ο κόμβος yw ∈ I
Ĝ
, η ακμή

{x,w} /∈ E(G) και z ≺ w. Αποδεικνύουμε ότι ο κόμβος xy είναι μη γειτονικός
με όλους τους κόμβους του I

Ĝ
, αντιβαίνοντας την υπόθεση ότι η λύση του I

Ĝ
είναι βέλτιση. Αρχικά, υποθέτουμε ότι ο κόμβος xy είναι γειτονικός με ένα κόμβο
x`x ∈ IĜ. Τότε η κορυφή y είμαι μη-γειτονική με την x` στο G. Σημειώνουμε
ότι η κορυφή x` ≺ x, επειδή η κορυφή y είναι γειτονική τής κορυφής x και x ≺ y.
Από το γεγονός ότι ο κόμβος yz ∈ I

Ĝ
, έχουμε ότι ο κόμβος x`x και ο κόμβος xz

είναι μη γειτονικοί στο Ĝ, το οποίο συνεπάγει ότι η ακμή {x`, z} ∈ E(G). Καθώς,
η κορυφή x` ≺ x ≺ y ≺ z και η ακμή {x`, z} ∈ E(G), από την proper interval
διάταξη έχουμε ότι η ακμή {x`, y} ∈ E(G), το οποίο μας οδηγεί σε αντίφαση.
Επομένως ο κόμβος xy είναι μη γειτονικός με όλους τους κόμβους x`x ∈ IĜ.
΄Επειτα υποθέτουμε ότι ο κόμβος xy είναι γειτονικός με ένα κόμβο yyr ∈ IĜ.

Τότε η ακμή {x, yr} /∈ E(G). Από την υπόθεση ότι δεν υπάρχει κορυφή w με
τον κόμβο yw ∈ I

Ĝ
, {x,w} /∈ E(G), και z ≺ w, έχουμε η κορυφή yr ≺ z. Αυτό

σημαίνει ότι, είτε η κορυφή yr ≺ x, είτε η κορυφή x ≺ yr ≺ z. Ωστόσο και στις
δύο περιπτώσεις οδηγούμαστε σε αντίφαση, δηλαδή, ότι η ακμή {x, yr} /∈ E(G),
επειδή, στην πρώτη περίπτωση έχουμε την ακμή {yr, y} ∈ E(G) και yr ≺ x ≺ y,
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και στην δεύτερη γνωρίζουμε ότι η ακμή {x, z} ∈ E(G). Συνεπώς, ο κόμβος xy
δεν έχει γείτονα στο I

Ĝ
φτάνοντας σε αντίφαση της βέλτιστης λύσης του I

Ĝ
.

Τώρα είμαστε έτοιμοι να δείξουμε ότι υπάρχει βέλτιστη λύση που έχει την

ιδιότητα που περιγράψαμε ως προς την δοθείσα proper interval διάταξη.

Λήμμα 5.4. Υπάρχει μία βέλτιστη λύση I
Ĝ
η οποία έχει την διαδοχική ισχυρή

ιδιότητα ως προς την σ.

Απόδειξη. ΄Εστω σ μία proper interval διάταξη για το G. Για να το αποδείξουμε
υποθέτουμε ότι το I

Ĝ
δεν έχει την διαδοχική ισχυρή ιδιότητα και θα καταλήξουμε

σε άτοπο. Τότε υπάρχει μία σύγκρουση (conflict) ως προς την σ, δηλαδή, υπάρ-
χουν τρεις κορυφές x, y, z με x ≺ y ≺ z και τον κόμβο xz ∈ I

Ĝ
τέτοιες ώστε ο

κόμβος xy /∈ I
Ĝ
ή ο κόμβος yz /∈ I

Ĝ
. Θα δείξουμε ότι όσο υπάρχουν συγκρού-

σεις στη σ, μπορούμε να μειώσουμε των αριθμό των συγκρούσεων στη σ χωρίς να
επηρεάσουμε την τιμή της βέλτιστης λύσης του I

Ĝ
. Θεωρούμε ότι μία σύγκρου-

ση σχηματίζεται από τρεις κορυφές x ≺ y ≺ z με τον κόμβο xz ∈ I
Ĝ
. Από το

Λήμμα 5.2 γνωρίζουμε ότι ο κόμβος xy ∈ I
Ĝ
ή ο κόμβος yz ∈ I

Ĝ
. Υποθέτουμε

ότι ο κόμβος yz ∈ I
Ĝ
. Τότε είναι εμφανές ότι ο κόμβος xy /∈ I

Ĝ
, διαφορετικά δεν

υπάρχει σύγκρουση. Οπότε από το Λήμμα 5.3 υπάρχει μία κορυφή w τέτοια ώστε
ο κόμβος yw ∈ I

Ĝ
, η ακμή {x,w} /∈ E(G), και x ≺ y ≺ z ≺ w. Παρατηρούμε

ότι και οι δύο τριάδες x, y, z και y, z, w δημιουργούν συγκρούσεις στη σ.

Αρχικά επιλέγουμε μία κατάλληλη σύγκρουση, η οποία σχηματίζεται από τέσ-

σερις κορυφές x, y, z, w τέτοιες ώστε x ≺ y ≺ z ≺ w, οι κόμβοι xz, yz, yw ∈ I
Ĝ
,

και η ακμή {x,w} /∈ E(G). Σταθεροποιώντας τις κορυφές y και z στη σ με y, z
να είναι αντίστοιχα, η πιο αριστερή και η πιο δεξιά κορυφές, τέτοιες ώστε για

κάθε κορυφή v με y ≺ v ≺ z να ισχύει ότι οι κόμβοι yv, vz ∈ I
Ĝ
. Ανακαλούμε

ότι ο κόμβος yz ∈ I
Ĝ
. Επιλέγουμε την κορυφή x ως την πιο αριστερή κορυφή

τέτοια ώστε ο κόμβος xz ∈ I
Ĝ
και επιλέγουμε την κορυφή w ως την πιο δεξιά

κορυφή τέτοια ώστε ο κόμβος yw ∈ I
Ĝ
. Ισχύει ότι η ακμή {x,w} /∈ E(G) α-

φού οι κορυφές y και z παίρνουν μέρος σε μία σύγκρουση. Λόγω της ιδιότητας
των συγκρούσεων που έχουν θεωρηθεί, όλες αυτές οι κορυφές υπάρχουν (βλ.

Σχήμα 5.3).

΄Εστω W (x) το σύνολο των κορυφών wi τέτοιο ώστε ο κόμβος ywi ∈ IĜ και
η ακμή {x,wi} /∈ E(G), και έστω X(w) το σύνολο των κορυφών xj τέτοιο ώστε
ο κόμβος xjz ∈ I

Ĝ
και η ακμή {xj , w} /∈ E(G). Παρατηρούμε ότι η κορυφή

w ∈W (x) και η κορυφή x ∈ X(w) όπου η w είναι η πιο δεξιά κορυφή στο W (x)
και η x είναι η πιο αριστερή κορυφή στο X(w). Για μία κορυφή wi του W (x)
ισχύει το ακόλουθο. Αν η κορυφή wi ≺ x τότε η ακμή {wi, x} ∈ E(G), επειδή η
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ακμή {wi, y} ∈ E(G), και αν η κορυφή x ≺ wi ≺ z τότε η ακμή {wi, x} ∈ E(G),
επειδή η ακμή {x, z} ∈ E(G). ΄Ετσι η κορυφή z ≺ wi, το οποίο μας δίνει ότι

η ακμή {z, wi} ∈ E(G), αφού η ακμή {y, wi} ∈ E(G). Αν ο κόμβος zwi ∈ IĜ
τότε, επειδή ο κόμβος xz ∈ I

Ĝ
, έχουμε την ακμή {x,wi} ∈ E(G) το οποίο είναι

άτοπο από τον ορισμό του W (x). Επίσης, για κάθε κορυφή b1 τέτοια ώστε ο
κόμβος wib1 ∈ I

Ĝ
και, επειδή η ακμή {x,wi} /∈ E(G), έχουμε ότι η κορυφή

x ≺ b1. Αν η κορυφή x ≺ b1 ≺ wi τότε η ακμή {z, b1} ∈ E(G) αφού η κορυφή
x ≺ z ≺ wi· και αν η κορυφή wi ≺ b1 τότε λόγω ότι οι κόμβοι ywi, wib1 ∈ IĜ
και η ακμή {y, b1} ∈ E(G), έχουμε ξανά την {z, b1} ∈ E(G), καθώς και η
κορυφή y ≺ z ≺ b1. Επιπλέον, θεωρούμε μία κορυφή b2 τέτοια ώστε η κορυφή
z ≺ b2 ≺ w και η κορυφή b2 /∈ W (x). Αυτό σημαίνει ότι ο κόμβος yb2 /∈ IĜ ή ο
κόμβος yb2 ∈ IĜ με την ακμή {b2, x} ∈ E(G). Η τελευταία περίπτωση δίνει ότι
η κορυφή b2 είναι γειτονική σε κάθε κορυφή του X(w), αφού η κορυφή x είναι
η πιο αριστερή κορυφή στο X(w) και για κάθε κορυφή του X(w) είναι αριστερά
της κορυφής z. Συνεπώς, για κάθε κορυφή wi του W (x) ισχύει το ακόλουθο:

• z ≺ wi,

• zwi /∈ IĜ,

• για κάθε κόμβο wib1 ∈ IĜ, η ακμή {z, b1} ∈ E(G), και

• για κάθε κορυφή b2 με z ≺ b2 ≺ w και b2 /∈W (x), ο κόμβος yb2 /∈ IĜ ή η
κορυφή b2 είναι γειτονική με κάθε κορυφή του X(w).

Συμμετρικά για κάθε κορυφή xj του X(w) έχουμε το ακόλουθο:

• xj ≺ y,

• xjy /∈ IĜ,

• για κάθε κόμβο a1xj ∈ IĜ, η ακμή {a1, y} ∈ E(G), και

• για κάθε κορυφή a2 με x ≺ a2 ≺ y και a2 /∈ X(w), ο κόμβος a2z /∈ IĜ ή η
κορυφή a2 είναι γειτονική σε κάθε κορυφή του W (x).

Η παραπάνω διάταξη δίνεται στο Σχήμα 5.3 και απεικονίζει τις αντίστοιχες περι-

πτώσεις.

΄Εστω Yw το σύνολο των κόμβων ywi στο Ĝ τέτοιοι ώστε η κορυφή wi ∈
W (x), και έστω Zx το σύνολο των κόμβων xjz στο Ĝ τέτοιοι ώστε η κορυφή
xj ∈ X(w). Παρατηρούμε ότι τα σύνολα Yw, Zx ⊆ I

Ĝ
από τους προηγούμενους
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ισχυρισμούς. Θα δείξουμε ότι αφαιρώντας είτε το Yw είτε το Zx από το IĜ δεν
δημιουργείται καμία καινούρια σύγκρουση. ΄Εστω ο κόμβος ywi ∈ Yw και έστω
u μία κορυφή τέτοια ώστε ο κόμβος uy ∈ I

Ĝ
και ο κόμβος uwi ∈ I

Ĝ
. Αν η

κορυφή y ≺ u ≺ wi τότε δεν δημιουργείται σύγκρουση αφαιρώντας τον κόμβο

ywi από το IĜ. Υποθέτουμε ότι η κορυφή u ≺ y ≺ wi. Παρατηρούμε ότι η

κορυφή x ≺ u ≺ z. Τότε ο κόμβος xu /∈ I
Ĝ
, επειδή η ακμή {x,wi} /∈ E(G).

Αφού ο κόμβος xz ∈ I
Ĝ
και τουλάχιστον ένας από τους κόμβους xu, uz ανήκει

στο I
Ĝ
, έχουμε τον uz ∈ I

Ĝ
. ΄Ομως αυτό αντιβαίνει στην πιο αριστερή επιλογή

για την κορυφή y στην διάταξη x ≺ u ≺ y ≺ z και έτσι δεν υπάρχει τέτοια
κορυφή. ΄Επειτα υποθέτουμε ότι η κορυφή y ≺ wi ≺ u. Αφού η κορυφή wi είναι

μη γειτονική τής κορυφής x και η κορυφή wi ≺ u, η κορυφή u είναι μη γειτονκή
τής κορυφής x. Τότε σύμφωνα με τον ορισμό του W (x), η κορυφή u ∈ W (x)
και ο κόμβος yu ∈ Yw. Η περίπτωση για τους κόβους του Zx είναι συμμετρική.

΄Ετσι, δεν δημιουργείται καμία σύγκρουση αφαιρώντας τους κόμβους του Yw ή
τους κόμβους του Zx από το IĜ.

΄Εστω Yx το σύνολο των κόμβων xjy στο Ĝ τέτοιοι ώστε οι κορυφές xj ∈
X(w), και έστω Zw το σύνολο των κόμβων zwi στο Ĝ τέτοιοι ώστε οι κορυφές
wi ∈ W (x). Συμβολίζουμε με I(Yx) και I(Zw) τα ακόλουθα σύνολα κόμβων:
I(Yx) =

(
I
Ĝ
\ Yw

)
∪ Yx και I(Zw) =

(
I
Ĝ
\ Zx

)
∪ Zw. Δείχνουμε ότι και τα δύο

σύνολα σχηματίζουν ανεξάρτητα σύνολα στο Ĝ. Αναλογιζόμαστε την περίπτωση
για το I(Yx). ΄Εστω xjy ένας κόμβος του I(Yx). Υπάρχουν δύο περιπτώσεις να
εξετάσουμε: υπάρχει ένας κόμβος uxj ∈

(
I
Ĝ
\ Yw

)
∪Yx και η ακμή {u, y} /∈ E(G)

ή υπάρχει ένας κόμβος yv ∈
(
I
Ĝ
\ Yw

)
∪Yx και η ακμή {xj , v} /∈ E(G). Στην πρώ-

τη περίπτωση γνωρίζουμε ότι ο κόμβος uxj ∈ IĜ και για κάθε κόμβο uxj ∈ IĜ,
η ακμή {u, y} πρέπει να είναι ακμή του G, το οποίο οδηγεί σε άτοπο, επειδή οι
κορυφές u και y είναι μη-γειτονικές. Για τη δεύτερη περίπτωση παρατηρούμε ότι
ο κόμβος yv ∈ I

Ĝ
\Yw και η κορυφή v /∈W (x). Εφόσον η ακμή {xj , v} /∈ E(G)

και η ακμή {y, v} ∈ E(G), έχουμε την κορυφή z ≺ v και από την δεξιότερη
επιλογή της κορυφής w για την κορυφή y έχουμε την κορυφή z ≺ v ≺ w. Αυτό
όμως συνεπάγει ότι η κορυφή z ≺ v ≺ w, η κορυφή v /∈ W (x) και ο κόμβος
yv ∈ I

Ĝ
το οποίο δείχνει ότι η ακμή {xj , v} ∈ E(G). Ο ακριβώς συμμετρικά

ισχυρισμός ισχύει για I(Zw). Οι δύο τελευταίες διατάξεις που δίνονται στο Σχή-
μα 5.3 παρουσιάζουν τις προαναφερθείσες περιπτώσεις. Επομένως, τα I(Yx) και
I(Zw) σχηματίζουν ανεξάρτητα σύνολα στο Ĝ.

Παρατηρούμε ότι και τα δύο σύνολα I(Yx) και I(Zw) έχουν μικρότερο αριθ-
μό συγκρούσεων ως προς το I

Ĝ
, επειδή, είτε οι κορυφές x, y, z στο I(Yx), είτε

οι κορυφές y, z, w στο I(Zw) ικανοποιούν την διαδοχική ισχυρή ιδιότητα. Είναι
προφανές ότι η διαφορά ανάμεσα στο I(Yx) και στο I

Ĝ
είναι οι κόμβοι του Yx
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a1 x
· · ·

xj

X(w)

a2 y u z b2 wi

· · ·
w

W (x)

b1

a1 x
· · ·

xj

X(w)

a2 y u z b2 wi

· · ·
w

W (x)

b1

a1 x
· · ·

xj

X(w)

a2 y u z b2 wi

· · ·
w

W (x)

b1

Σχήμα 5.3: Μία proper interval διάταξη για ένα γράφημα G με τις τρεις διαφορε-
τικές λύσεις που αναφέρθηκαν στην απόδειξη του Λήμματος 5.4. Μία συνεχόμενη

ακμή αντιστοιχεί σε ένα κόμβο του Ĝ ο οποίος ανήκει στο I
Ĝ
, το οποίο σημαίνει

ότι μία τέτοια ακμή επιγράφεται ισχυρή σε μία βέλτιστη ισχυρή-ασθενή επιγραφή,

ενώ μία διακεκομμένη ακμή αντιστοιχεί σε ένα κόμβο του Ĝ ο οποίος δεν ανήκει
στο I

Ĝ
, το οποίο σημαίνει ότι μία τέτοια ακμή επιγράφεται ασθενής σε μία βέλ-

τιστη ισχυρή-ασθενή επιγραφή. Παρατηρείστε ότι οι δύο κάτω διατάξεις έχουν

λιγότερες συγκρούσεις από την πρώτη, δηλαδή, υπάρχει τριάδα κορυφών η οποία

παραβιάζει την διαδοχική ισχυρή διάταξη.

και του Yw, ενώ η διαφορά μεταξύ του I(Zw) και του I
Ĝ
είναι οι κόμβοι του

Zw και του Zx. Για ένα σύνολο κορυφών A με θετικά βάρη, συμβολίζουμε με
M(A) το άθροισμα των βαρών των κορυφών του. Αν M(X(w)) ≥M(Z(x)) τό-
τε M(I(Yx)) ≥M(I

Ĝ
) και αν M(X(w)) < M(Z(x)) τότε M(I(Zw)) > M(I

Ĝ
).

΄Ετσι σε κάθε περίπτωση μπρούμε να αντικαταστήσουμε κατάλληλο σύνολο κόμ-

βων στο I
Ĝ
και να πάρουμε μια βέλτιστη λύση με μικρότερο αριθμό συγκρούσεων.

Επομένως, εφαρμόζοντας μία τέτοια αντικατάσταση σε κάθε τέτοια σύγκρουση,
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μπορούμε να πάρουμε μία βέλτιστη λύση η οποία δεν έχει συγκρούσεις και, με

αυτό τον τρόπο, ικανοποιεί την διαδοχική ισχυρή ιδιότητα.

5.3 Αλγόριθμος Δυναμικού Προγραμματισμού του

MaxSTC σε Proper Interval Γραφήματα

Το Λήμμα 5.4 προτείνει την εύρεση μίας βέλτιστης λύσης η οποία να έχει τη

διαδοχική ισχυρή ιδιότητα ως προς τη σ. Λόγω της Πρότασης 1.1 και της proper
interval διάταξης, αυτό ανάγει στον υπολογισμό την εύρεση του μεγαλύτερου
proper interval υπογραφήματος H του G τέτοιο ώστε οι κορυφές από κάθε P3

του H επάγουν μία κλίκα στο G.

΄Εστω G ένα proper interval γράφημα και έστω σ = 〈v1, . . . , vn〉 μία proper
interval διάταξή του. Για μία κορυφή vi συμβολίζουμε με v`(i) και vr(i) τον πιο
αριστερό και τον πιο δεξί γείτονα της, αντίστοιχα, στη σ. Παρατηρούμε ότι για
οποιεσδήποτε κορυφές vi ≺ vj στο σ, v`(i) � v`(j) και vr(i) � vr(j) [7]. Για
1 ≤ i ≤ r(1), έστω Vi = {v1, . . . , vi}, το οποίο, Vi περιέχει τις πρώτες i κορυφές
στη σ. Δεδομένου του συνόλου Vi, έστω r είναι ένα ακέραιος τέτοιος ώστε
1 ≤ i ≤ r ≤ r(1).

΄Εστω A(G) είναι η τιμή μίας βέλτιστης λύσης I
Ĝ
για το G. Για το σύνολο

Vi συμβολίζουμε με B(Vi) την τιμή που αντιστοιχεί στο συνολικό βάρος των
προσπιπτουσών ακμών μεταξύ της κορυφής v1 και σε καθεμία από τις κορυφές
v2, . . . , vi. Παρατηρούμε ότι οποιοδήποτε υποσύνολο από κορυφές του Vi επάγει
μία κλίκα στο G. Συμβολίζουμε με C(Vi) την τιμή που αντιστοιχεί στο συνολικό
βάρος των ακμών μεταξύ όλων των κορυφών του Vi. Με δεδομένο τις πρώτες
Vi κορυφές και i ≤ r ≤ r(1), έστω A(G,Vi, r) η τιμή της βέλτιστης λύσης
I(G,Vi, r) στο G τέτοια ώστε κάθε ακμή μεταξύ των κορυφών του Vi ανήκει στη
I(G,Vi, r) και ο κόμβος uvk /∈ I(G,Vi, r) με την κορυφή u ∈ Vi και k > r. Ως
μία τετριμένη περίπτωση παρατηρούμε ότι αν το γράφημα G περιέχει ακριβώς δύο
κορυφές v1, v2 τότε A(G) = B({v1, v2}) = C({v1, v2}).

Λήμμα 5.5. ΄Εστω G ένα proper interval γράφημα και έστω Vi και r τέτοιο
ώστε 1 ≤ i ≤ r ≤ r(1). Τότε, A(G) = A(G, {v1}, r(1)), και

A(G,Vi, r) =





max
i≤j≤r

{A(G− {v1}, Vj \ {v1}, r) +B(Vj)} αν i < r,

A(G− Vi, {vi+1}, r(i+ 1)) + C(Vi) αν i = r και i < n,

C(Vi) άλλως.
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Απόδειξη. Θα δείξουμε ότι η A(G) υπολογίζει την τιμή μιας βέλτιστης λύσης
η οποία ικανοποιεί την διαδοχική ισχυρή ιδιότητα. Από το Λήμμα 5.4 υπάρχει

τέτοια διάταξη . Εφόσον, δεν υπάρχουν ακμές μεταξύ των κορυφών v1 και vk με
k > r(1), ισχύει ότι A(G) = A(G, {v1}, r(1)). Παρατηρούμε ότι κάθε επαγόμενο
υπογράφημα ενός proper interval γραφήματος είναι proper interval, το οποίο μας
δίνει ότι τα γραφήματα G− {v1} και G− Vi παραμένουν proper interval. ΄Εστω
Vi = {v1, . . . , vi} είναι οι πρώτες i κορυφές του G. Σύμφωνα με το Λήμμα 5.4
αν ο κόμβος vivk /∈ I(G,Vi, r) και k > i, τότε κάθε κόμβος vjvk, 1 ≤ j ≤ i, δεν
ανήκει στη I(G,Vi, r). Επίσης, από το Λήμμα 5.4 αν ο κόμβος v1vk ∈ I(G,Vi, r)
με k > i, τότε κάθε κόμβος vjvk, 1 ≤ j ≤ i, ανήκει στη I(G,Vi, r).

΄Εστω I(Vi) είναι οι κόμβοι του Ĝ που αντιστοιχούν στις ακμές του G[Vi]. Από
τον ορισμό της I(G,Vi, r), I(Vi) ⊆ I(G,Vi, r). Αν i = r τότε είναι εμφανές ότι οι
κόμβοι του I(Vi) ανήκουν στη I(G,Vi, r). Επιπλέον, αν i = r < n τότε κανένας
κόμβος vivk, με i < k, δεν μπορεί να προστεθεί στη I(G,Vi, r) και συνεπάγεται
ότι όλοι οι κόμβοι που αντιστοιχούν στις ακμές μεταξύ των Vi και G − Vi δεν
ανήκουν στη λύση I(G,Vi, r). ΄Ετσι μπορούμε με ασφάλεια να προσθέσουμε τη
I(Vi) σε μία βέλτιστη λύση του G− Vi, που είναι η I(G− Vi, {vi+1}, r(i+ 1)).

Υποθέτουμε ότι i < r. Για να δούμε ότι το I(Vi) ⊆ I(G,Vi, r), παρατηρούμε
ότι το Vi ⊆ Vj για κάθε i ≤ j ≤ r και C(Vi) = B(Vi) + B(Vi \ {v1}) + · · · +
B({vi−1, vi}). Θεωρούμε τους κόμβους v1vj του Ĝ που αντιστοιχούν στις ακμές
που είναι προσπίπτουσες στην κορυφή v1. ΄Εστω ο κόμβος v1vj ∈ I

Ĝ
με j το

μεγαλύτερο δυνατό. Τότε i ≤ j ≤ r ≤ r(1). Απο το Λήμμα 5.4 κάθε κόμβος
v1vj′ του Ĝ με 1 ≤ j′ ≤ j ανήκει στη I

Ĝ
. ΄Ετσι I(Vj) ⊆ I(G,Vi, r). Ακόμα για

κάθε κόμβο vjvk, με r ≤ r(1) < k, γνωρίζουμε ότι ο κόμβος vjvk είναι γειτονικός

στον κόμβο v1vj στο Ĝ, επειδή η ακμή {v1, vk} /∈ E(G). Συνεπώς, ο κόμβος
vjvk /∈ IĜ, το οποίο συνεπάγει ότι κάθε κόμβος vj′vk με j′ ≤ j δεν ανήκει στη IĜ.
Αυτό σημαίνει ότι ο κόμβος vjvk ∈ I(G,Vi, r) μόνο αν k ≤ r ≤ r(1). Επομένως,
δίνοντας μία λύση αφαιρώντας την κορυφή v1 για όλες τις δυνατές τιμές του j,
παίρνουμε την επιθυμητή λύση.

Πλέον έχουμε όλα τα απαραίτητα εργαλεία ώστε να φτάσουμε τον στόχο, δη-

λαδη, να δώσουμε ένα πολυωνυμικό σε χρόνο αλγόριθμο για την λύση τουMax-
STC προβλήματος σε proper interval γραφήματα G.

Θεώρημα 5.1. Υπάρχει ένα πολυωνυμικός σε χρόνο αλγόριθμος ο οποίος υπο-

λογίζει το MaxSTC σε proper interval γραφήματα.

Απόδειξη. ΄Εστω G ένα proper interval γράφημα με n κορυφές και m ακμές.
Αρχικά, υπολογίζουμε την proper interval διάταξή του σ σε γραμμικό χρόνο [23].
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΄Επειτα, βρίσκουμε τα δίδυμα σύνολα χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι u και v είναι
δίδυμες κορυφές αν και μόνο αν `(u) = `(v) και r(u) = r(v). Συμπτύσσουμε
τα δίδυμα σύνολα σύμφωνα με το Λήμμα 5.1 και το αποτέλεσμα είναι ένα proper
interval γράφημα στο οποίο σε κάθε κορυφή έχει δοθεί ένα θετικό βάρος. Για να
υπολογίσουμε τη βέλτιστη λύση A(G) χρησιμοποιούμε δυναμικό προγραμματισμό
που βασίζεται στον αναδρομικό τύπο που δίνεται στο Λήμμα 5.5. Η ορθότητα

είναι επακόλουθο της Πρότασης 1.1 και των Λημμάτων 5.4 και 5.5.

Αν μας δοθεί μια διάταξη σ μπορούμε να αφαιρέσουμε τις δίδυμες κορυφές σε
γραμμικό χρόνο. ΄Ολα τα στιγμιότυπα του A(G,Vi, r) μπορούν να υπολογιστούν
ως εξής. Δίνοντας την πρώτη κορυφή v1 υπολογίζουμε όλα τα δυνατά σύνολα Vi
τα οποία φράσσονται από το n. Αφού r ≤ r(1) ≤ n, ο αριθμός των στιγμιότυπων
A(G,Vi, r) που δημιουργούνται από τη v1 είναι το πολύ n

2
. Επίσης, ο υπολο-

γισμός των τιμών των B(Vi) και C(Vi) χρειάζεται O(m) χρόνο. Επομένως, ο
συνολικός χρόνος του αλγορίθμου είναι O(n3m).
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ6
Συμπερασματα και Επεκτασεις

Είδαμε ότι στο πρόβλημα της Μεγιστοποιησης της Ισχυρης Τριαδικης Κλει-
στοτητας (MaxSTC), δηλαδή την ανάθεση ισχυρών και ασθενών επιγραφών
στις ακμές του γραφήματος, τέτοια ώστε να ικανοποιείται η ισχυρή τριαδική κλει-

στότητα και να μεγιστοποιούνται οι ισχυρές επιγραφές, αν και είναι NP-πλήρες σε
γενικά γραφήματα, υπάρχουν κλάσεις γραφημάτων στις οποίες λύνεται πολυωνυ-

μικά σε χρόνο. Οι κλάσεις αυτές είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους, proper interval
γραφήματα, trivially-perfect γραφήματα, bipartite και co-bipartite γραφήματα.
Για να δείξουμε την πολυωνυμική λύση του MaxSTC προβλήματος εκμεταλλευ-
τήκαμε, είτε τις ιδιότητες του ίδιου του γραφήματος (proper interval, bipartite),
είτε χαρακτηρίσαμε το line-incompatibility γράφημα αυτών (trivially-perfect, th-
reshold, co-bipartite). Στην αντίθετη κατεύθυνση, δείξαμε ότι το πρόβλημα πα-
ραμένει NP-πλήρες στα split γραφήματα, και ακολούθως στα chordal γραφήματα.
Συνεπώς, συμβάλουμε στο να οριστούν τα πρώτα όρια μεταξύ των κλάσεων γρα-

φημάτων, σε κάποιες από τις οποίες το πρόβλημα λύνεται πολυωνυμικά και σε

κάποιες παραμένει NP-πλήρες.

Δίνοντας τα πρώτα αποτελέσματα, θετικά και αρνητικά, για τοMaxSTC πρό-
βλημα με περιορισμό στην είσοδο, υπάρχουν μερικά ενδιαφέροντα ανοιχτά προ-

βλήματα. Παρόλο της δομικής ιδιότητας την οποία αποδείξαμε για την λύση σε

proper interval γραφήματα, η πολυπλοκότητα για το MaxSTC σε interval γρα-
φήματα είναι ακόμα ανοιχτή. Ο καθορισμός της πολυπλοκότητας του MaxSTC
για άλλες κλάσεις γραφημάτων, προς τα AT-free γραφήματα, φαίνεται να είναι
ενδιαφέρον για μελλοντική έρευνα. Πιο συγκεκριμένα, από την Πρόταση 1.1 είναι

ενδιαφέρον να θεωρήσουμε το line-incompatibility γράφημα ενός comparability
γραφήματος, αφού έχει δοθεί ένας παραπλήσιος χαρακτηρισμός [20]. Επιπλέον, εί-

ναι φυσικό να χαρακτηριστούν τα γραφήματα των οποίων το line-incompatibility
γράφημα είναι τέλειο (perfect). ΄Ενας τέτοιος χαρακτηρισμός θα μας δώσει πο-
λυωνυμικές λύσεις για το MaxSTC, επειδή το μέγιστο ανεξάρτητο σύνολο σε
τέλεια γραφήματα βρίσκεται πολυωνυμικά [11].
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Τέλος, υπάρχουν επεκτάσεις και παραλλαγές του MaxSTC προβλήματος οι
οποίες έχουν ενδιαφέρον να μελετηθουν όπως προτάθηκαν στο [32]. ΄Ενα φυσικό

πρόβλημα τροποίησης γραφήματος είναι το πρόβλημα της πρόσθεσης του ελάχι-

στου αριθμού ακμών έτσι ώστε να ικανοποιείται η ισχυρή τριαδική κλειστότητα

έχοντας όσο γίνεται λιγότερες ασθενείς ακμές στο αρχικό γράφημα. Πιο τυπικά ο

στόχος είναι να προστεθούν F ακμές στο G έτσι ώστε το τροποιημένο γράφημα
να ικανοποιεί την ισχυρή τριαδική κλειστότητα με το ελάχιστο αριθμό ακμών του

|F |+ |EW |.
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