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Περίληψη
Στη παρούσα εργασία εξετάζονται μέθοδοι ταξινόμησης που βασίζονται στη 

χρήση μικτών κατανομών για την εκτίμηση της δεσμευμένης κατανομής της κάθε 
κατηγορίας. Η ευρέως χρησιμοποιούμενη προσέγγιση στο πρόβλημα ταξινόμησης 
με χρήση μικτών κατανομών βασίζεται στη υπόθεση ότι η δεσμευμένη κατανομή 
της κατηγορίας μοντελοποιείται από μια ξεχωριστή μικτή κατανομή. Αυτό ση­
μαίνει ότι κάθε πυρήνας μιας μικτής κατανομής μπορεί να αναπαριστά δεδομένα 
μόνο της αντίστοιχης κατηγορίας. Μια εναλλακτική προσέγγιση είναι η χρήση 
μικτών κατανομών με κοινούς πυρήνες. Προτείνουμε μια γενίκευση των δύο προ­
γενέστερων τεχνικών εισάγοντας ένα νέο μοντέλο που επιτρέπει κάθε πυρήνα να 
είναι κοινός σε ένα υποσύνολο των κατηγοριών. Παρουσιάζουμε μια ανάλυση η 
οποία υποδηλώνει ότι για σταθερό συνολικό αριθμό πυρήνων, το μοντέλο με την 
καλύτερη επίδοση ταξινόμησης αποτελεί μια ειδική περίπτωση του γενικού μο­
ντέλου. Προκειμένου να ανακαλύψουμε μια αποτελεσματική μοντελοποίηση των 
δεσμευμένων κατανομών χρησιμοποιούμε τον αλγόριθμο ΕΜ προσαρμόζοντας 
κατά την εκπαίδευση όχι μόνο τις παραμέτρους του μοντέλου αλλά και τον βαθ­
μό που ένας πυρήνας συνεισφέρει στη αναπαράσταση δεδομένων των κατηγοριών. 
Η μέθοδος εκπαίδευσης είναι αρκετά γενική και επιτρέπει την εισαγωγή διαφό­
ρων αλγορίθμων εκπαίδευσης μικτών δεσμευμένων κατανομών σε προβλήματα 
ταξινόμησης.
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κάθε κατηγορίας έχουν παραχθεί με βάση τις κατανομές p(z|Ci) = 
0.5Ν([11]Τ,0.08)+0.5Ν([2.9 i f ,  0.08) καιρ(®|<72) = Ν ([3 Ι]7', 0.08), 
ενώ οι εκ των προτέρων πιθανότητες των κατηγοριών ήταν P(C\) =
0.7 και P(C2) =  0.3, αντίστοιχα. Σημειωτέον ότι αφού οι πυρήνες 
είναι σφαιρικές κανονικές κατανομές χρησιμοποιούμε τον συμβο­
λισμό Ν(μ, σ2), όπου μ είναι το διάνυσμα του μέσου και σ2 είναι η 
κοινή τιμή διακύμανσης όλων των συνιστωσών. Δημιουργήθηκαν 
δύο σύνολα δεδομένων, ένα για εκπαίδευση και ένα για έλεγχο.
Το μοντέλο των κοινών πυρήνων (α) έδωσε σφάλμα γενίκευσης 
27% και τιμή λογαριθμικής πιθανοφάνειας L =  —238.62. Το αντί­
στοιχο σφάλμα και η τιμή της λογαριθμικής πιθανοφάνειας για τις 
ανεξάρτητες μικτές κατανομές (β) ήταν 32.2% και L  =  —465.97. . 31
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2.3 Παράδειγμα προβλήματος ταξινόμησης όπου το μοντέλο των ανε­
ξάρτητων μικτών κατανομών έχει καλύτερη επίδοση γενίκευσης.
Τα δεδομένα της κάθε κατηγορίας έχουν παραχθεί με βάση τις 
κατανομές p(x\C\) =  0.57V([1 1]Τ,0.08) +0.5JV([3 1]Τ,0.08) και 
p(x|C2) =  Ν([3.8 1]Γ,0.08), ενώ οι εκ των προτέρων πιθανότητες 
των κατηγοριών ήταν P(C\) = 0.7 και P(C2) = 0.3. Δημιουργή- 
θηκαν δυο σύνολα δεδομένων, ένα για εκπαίδευση και ένα για 
έλεγχο. Το μοντέλο των κοινών πυρήνων (α) έδωσε σφάλμα γενί­
κευσης 26.1% και τιμή λογαριθμικής πιθανοφάνειας L = —326.23.
Το αντίστοιχο σφάλμα και η τιμή της λογαριθμικής πιθανοφάνειας
για τις ανεξάρτητες μικτές κατανομές (β) ήταν 7% και L = —489.18. 32

2.4 Παράδειγμα προβλήματος ταξινόμησης όπου μια κατάλληλη επιλο­
γή ενός Ζ-μοντέλου οδηγεί σε καλύτερη επίδοση γενίκευσης. Τα 
δεδομένα της κάθε κατηγορίας έχουν παραχθεί με βάση τις κα­
τανομές p(x|Ci) =  0.33ΛΓ([2.3 Ι]7’, 0.08) -Η 0.33W([4 1]Τ,0.08) + 
0.33ΛΓ([7 1]Γ,0.08) καιρ(χ|α2) = 0.5ΛΓ([1.5 1]Γ, 0.08)+0.51V([7 1]Γ,0.08), 
ενώ οι εκ των προτέρων πιθανότητες των κατηγοριών ήταν P(C\) =
P(C2) = 0.5. Δημιουργήθηκαν δύο σύνολα δεδομένων, ένα για 
εκπαίδευση και ένα για έλεγχο, ενώ σε κάθε περίπτωση βρέθηκε 
ο εκτιμητής μέγιστης πιθανοφάνειας. Το σφάλμα γενίκευσης e 
και η τελική τιμή της λογαριθμικής πιθανοφάνειας L  για κάθε μέ­
θοδο ξεχωριστά είναι: α) Μοντέλο κοινών πυρήνων: e = 33.33% 
και L =  -1754.51 β) Ανεξάρτητες μικτές κατανομές (δύο πυρήνες 
για την C\ και ένας για τη C2): e = 24.33% L — —2683.25, γ) 
Ανεξάρτητες μικτές κατανομές (ένας πυρήνας για την C\ και δύο 
πυρήνες για την C2): e = 34% και L =  -3748.42 και δ) Ένας 
πυρήνας κοινός και για τις δύο δεσμευμένες κατανομές, ενώ οι 
άλλοι δύο συνεισφέρουν ο καθένας σε μια κατηγορία: e = 21.67%
και L =  -1822.53..............................................................................  36
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Στατιστική αναγνώριση προτύπων

0  όρος αναγνώριση προτύπων αναφέρεται σε ένα πλήθος προβλημάτων επεξεργα­
σίας πληροφορίας όπως είναι η αναγνώριση φωνής, η αναγνώριση χειρόγραφων 
χαρακτήρων, κτλ. Τέτοιου είδους προβλήματα είναι συνήθως απλά για την αν­
θρώπινη νοημοσύνη, π.χ. ένας άνθρωπος έχει την ικανότητα να αναγνωρίζει 
χειρόγραφους χαρακτήρες ακόμη και σε περιπτώσεις που αυτοί είναι γραμμένοι 
με ιδιόμορφο τρόπο. Ωστόσο η επίλυση τέτοιων προβλημάτων χρησιμοποιώντας 
υπολογιστικές μηχανές έχει αποδειχθεί ιδιαίτερα δύσκολη και έχει αποτελέσει 
το επίκεντρο σημαντικής ερευνητικής προσπάθειας. Προκειμένου να κατασκευα­
στούν αποδοτικά συστήματα για την επίλυση προβλημάτων αναγνώρισης προτύ­
πων πρέπει να υιοθετηθεί μια γενική προσέγγιση η οποία θα προσφέρει ένα πλαί­
σιο αρχών και εννοιών πάνω στο οποίο θα βασιστεί στη συνέχεια η ερευνητική 
προσπάθεια.

Η στατιστική προσέγγιση προσπαθεί να αναδείξει την πιθανοτική φύση του 
προβλήματος. Ο τομέας της στατιστικής αναγνώρισης προτύπων είναι ο παλαιό- 
τερος και καλύτερα θεμελιωμένος και βασίζεται σε έννοιες της θεωρίας στατιστι­
κής και πιθανοτήτων.

Σε αυτό το εισαγωγικό κεφάλαιο περιγράφουμε έννοιες και μεθόδους της 
στατιστικής αναγνώρισης προτύπων που θα χρησιμοποιήσουμε στα επόμενα κε­
φάλαια.

1.1.1 Σ τατιστική  θεωρία απόφασης

Το πρόβλημα ταξινόμησης ορίζεται ως εξής: Έστω ότι έχουμε ένα πρότυπο χ το 
οποίο αποτελεί ένα διάνυσμα χαρακτηριστικών που στη γενική περίπτωση παίρνει 
τιμές στο συνεχή d-διάστατο χώρο (Rd). Το δεδομένο χ  ανήκει σε μια κατηγορία

1
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2 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

C*, όπου το k παίρνει τιμές από το πεπερασμένο σύνολο {1, . . . , Κ } με (Κ  > 2). 
Η κατηγορία του χ  θεωρείται άγνωστη και το πρόβλημα ταξινόμησης αφορά την 
εύρεση της άγνωστης κατηγορίας του δεδομένου χ  παρατηρώντας τις τιμές των 
χαρακτηριστικών του.

Η στατιστική προσέγγιση στο πρόβλημα ταξινόμησης θεωρεί το δεδομένο χ 
και την κατηγορία C* ως τυχαίες μεταβλητές. Το χ  αποτελεί συνεχή τυχαία 
μεταβλητή1 αφού ανήκει στο Rdy ενώ η κατηγορία C* αποτελεί διακριτή τυχαία 
μεταβλητή. Για την κατηγορία C* ορίζεται μια τιμή πιθανότητας P(Qt)> που θα 
καλείται εκ των προτέρων πιθανότητα της κατηγορίας, έτσι ώστε P(Cfc) =  
1. Ομοίως για το χ  ορίζεται μια συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ρ(χ) η οποία 
μπορεί να γραφεί σαν ολική συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας ως εξής:

κ
p{x) = Y ,p{x\C k)P{Ck) (1.1)

*=1

όπου p(x|C*) είναι η δεσμευμένη ως προς την κατηγορία C* συνάρτηση πυκνότη­
τας πιθανότητας του δεδομένου χ  (εν συντομία θα την αναφέρουμε ως δεσμευμένη 
κατανομή της κατηγορίας C*).

Επιδιώκουμε με βάση τις κατανομές και τις πιθανότητες (προς το παρόν θεω­
ρούνται γνωστές ποσότητες) που έχουμε ορίσει παραπάνω να κατασκευάσουμε 
ένα σύστημα ταξινόμησης (ή απόφασης) που θα επιλύει το πρόβλημα ταξινό­
μησης. Προκείμενου να δούμε για το πώς μπορούμε τα ταξινομούμε με βάση 
κατανομές και πιθανότητες ας θεωρήσουμε το εξής απλό παράδειγμα. Υποθέτου­
με ότι είμαστε αναγκασμένοι να κατασκευάσουμε το σύστημα ταξινόμησης με 
το περιορισμό ότι δεν επιτρέπεται η χρήση της πληροφορίας που δίνει το ίδιο το 
δεδομένο, δηλαδή οι τιμές των χαρακτηριστικών του. Προφανώς το μόνο που 
μπορούμε χρησιμοποιήσουμε είναι η πιθανότητα P(C*). Φαίνεται λογικό πως ο 
καλύτερος τρόπος απόφασης θα ήταν η επιλογή της κατηγορίας με την μεγαλύτε­
ρη πιθανότητα P(C*) και οπότε το σύστημα θα αποφάσιζε με βάση τον κανόνα: 
εηέλεξε την C* εάν P(Ck) > P(Ce) για χάθε Είναι προφανές ότι με τον
κανόνα αυτό ελαχιστοποιείται η πιθανότητα λανθασμένης ταξινόμησης. Επίσης 
από το προηγούμενο παράδειγμα είναι φανερό ότι η πιθανότητα P(Cfc) εκφράζει 
την εκ των προτέρων γνώση ή πεποίθησή μας για το ποια είναι η κατηγορία του 
δεδομένου, προτού αυτό εμφανιστεί (και παρατηρηθούν οι τιμές των χαρακτηρι­
στικών του) στο'σύστημα ταξινόμησης. Έτσι εξηγείται και το γεγονός ότι η

*θα μπορούσε να ήταν διακριτή αν κάθε συνιστώσα του διανύσματος χαρακτηριστικών λάμ- 
βανε διακριτές τιμές



1.1. ΣΤΑ ΤΙΣΤ ΙΚ Η  ΑΝΑΓΝΩΡΙΣΗ ΠΡΟΤΥΠΩΝ 3

πιθανότητα αυτή καλείται εκ των προτέρων πιθανότητα της κατηγορίας.
Ωστόσο ο παραπάνω τρόπος είναι υπερβολικά ’απλοϊκός’ αφού για οποιοδή- 

ποτε νέο πρότυπο επιλέγουμε πάντα την ίδια κατηγορία. Προκειμένου να βελτιώ­
σουμε την μέθοδο απόφασης μας πρέπει να χρησιμοποιήσουμε την τιμή χ του 
άγνωστου δεδομένου. Προφανώς για κάθε κατηγορία υπάρχουν κάποιες περιο­
χές του χώρου δεδομένων από όπου είναι πιθανότερο να προέρθουν δεδομένα που 
ανήκουν σ’ αυτήν και επιπλέον κάποιες άλλες περιοχές όπου η πιθανότητα αυτή 
είναι μικρότερη. Μια τέτοια πληροφορία εκφράζεται πλήρως από την δεσμευμένη 
κατανομή p(x|Cjt). Εάν οι δεσμευμένες κατανομές και οι εκ των προτέρων πι­
θανότητες είναι γνωστές, τότε η πιθανότητα της κατηγορίας CV δοθέντος του χ  
(τώρα παρατηρούμε τις συγκεκριμένες τιμές των χαρακτηριστικών του) δίνεται 
από τον κανόνα του Bayes:

W  = r W f W (1.2)

Η πιθανότητα P(Ck\x) αντιπροσωπεύει την εκ των υστέρων (a posterior) ’πίστη’ 
μας σχετικά με το ποια είναι η κατηγορία του δεδομένου' χ. Επομένως είναι 
λογικό να αποφασίσουμε ότι το χ  ανήκει στην κατηγορία με την μεγαλύτερη εκ 
των υστέρων πιθανότητα, δηλαδή να εισάγουμε τον εξής κανόνα:

επέλεξε την C* εάν P(C*|x) > P(Ce\x) για κάθε £ φ  k.

Ο κανόνας ονομάζεται κανόνας απόφασης του Bayes. Λόγω του ότι η ολική 
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ρ(χ) είναι ανεξάρτητη της κάθε κατηγορίας 
μπορεί αυτή να παραληφθεί στη σχέση ορισμού του κανόνα απόφασης, οπότε 
παίρνουμε τον ισοδύναμο κανόνα:

επέλεξε την Ck εάν p(x\Ck)P(Ck) > p(x\Ce)P(Ce) για κάθε i ^ k .

Στη συνέχεια θα δούμε ότι η προηγούμενη μέθοδος απόφασης ορίζει ένα βέλτι­
στο σύστημα ταξινόμησης όπου το κριτήριο που βελτιστοποιείται είναι αυτό της 
πιθανότητας λανθασμένης ταξινόμησης.

1.1.2 Ο κανόνας απόφασης του Bayes και ελαχιστοποίηση της πι­
θανότητας λανθασμένης ταξινόμησης

Επιδιώκουμε να υπολογίσουμε την πιθανότητα λανθασμένης ταξινόμησης για τον 
κανόνα απόφασης του Bayes που παρουσιάστηκε στο τέλος της προηγούμενης
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ενότητας. Έστω ότι για το άγνωστο δεδομένο χ  που εμφανίζεται στο σύστη

Cfc. θα έχουμε κάνει λάθος αν η σωστή κατηγορία είναι μια από τις υπόλοιπες 
κατηγορίες, δηλαδή

όπου με P(error|a:) συμβολίζουμε την πιθανότητα λανθασμένης ταξινόμησης του 
δεδομένου χ. Η ελάχιστη τιμή της P(error\x) με βάση την σχέση (1.3) συμβαίνει 
εάν επιλέξουμε την κατηγορία CV για την οποία ισχύει:

που προφανώς αποτελεί τον κανόνα με τον οποίο αποφασίσαμε, δηλαδή I  = 
k. Επομένως ο κανόνας του Bayes ελαχιστοποιεί την πιθανότητα λανθασμένης 
ταξινόμησης για το νέο δεδομένο που εμφανίζεται στο σύστημα.

Ένας κανόνας απόφασης για κάθε σημείο του χώρου δεδομένων ορίζει μια 
κατηγορία, όποτε μπορεί να θεωρηθεί ότι ο κανόνας ορίζει ένα διαχωρισμό του 
χώρου σε Κ  υποπεριοχές. Με βάση το γεγονός αυτό προκύπτει ότι ο χώρος 
δεδομένων είναι η ένωση Κ  ξένων περιοχών 7?ι,. . .  ,/?/<· (για οποιεσδήποτε δύο 
περιοχές ισχύει Λ*. Π R( — 0), έτσι ώστε όταν ένα δεδομένο χ  βρίσκεται στην 
περιοχή Rk ο κανόνας αποφασίζει ότι αυτό ανήκει στην κατηγορία C*. Για 
προφανή λόγο οι περιοχές αυτές ονομάζονται περιοχές απόφασης και η κάθε μια 
δεν είναι ανάγκη να είναι συνεχής αλλά μπορεί να αποτελείται από μη γειτονικές 
υποπεριοχές που όμως όλες σχετίζονται με την (δια κατηγορία. Τα όρια αυτών 
των περιοχών ονομάζονται όρια ή επιφάνειες απόφασης.

Αποδεικνύεται ότι οι περιοχές απόφασης που ορίζονται από τον κανόνα από­
φασης του Bayes είναι βέλτιστα οριοθετημένες. Συγκεκριμένα επιτυγχάνεται η 
βέλτιστη τοποθέτηση των ορίων απόφασης ως προς το κριτήριο της συνολικής πι­
θανότητας λανθασμένης ταξινόμησης (P(error)). θα το δείξουμε αυτό για την 
απλή περίπτωση δύο κατηγοριών που τα πρότυπα τους ανήκουν σε ένα υποσύ­
νολο Rq C R. Οι δύο περιοχές απόφασης είναι η R\ και η /?2 για τις οποίες 
προφανώς ισχύει R\ U R^ = Rq. Αναζητούμε εκείνα τα όρια απόφασης για τα 
οποία ελαχιστοποιείται η ακόλουθη πιθανότητα

μα ο κανόνας απόφασης του Bayes ισχυρίζεται ότι αυτό ανήκει στη κατηγορία

P(error\x) = 1 -  Ρ(<7*|χ). (13)

p ( c t \ x )  >  P ( C i \ x ) ,  v i ? e t (1.4)

(1.5)

( 1.6)
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Όταν το χ  βρίσκεται, στην περιοχή R\ ο κανόνας απόφασης αποφαίνεται ότι αυτό 
έχει προέρθει από την κατηγορία C\, οπότε η πιθανότητα λάθους για οποιοδή- 
ποτε χ G R\ είναι P(error\x) = P(C2 \x). Ομοίως όταν το χ G R2 ο κανόνας
απόφασης αποφαίνεται ότι ανήκει στην C2 και η πιθανότητα λάθους είναι ίση με 
P(Ci|x). Επομένως η σχέση (1.6) γράφεται στην μορφή:

η οποία με βάση το γεγονός ότι P(Ck\x)p(x) = P(x\Ck)p(Ck) γράφεται και ως

Αν οι δεσμευμένες κατανομές είναι αυτές που φαίνονται στο Σχήμα 1.1, η παρα­
πάνω συνολική πιθανότητα λάθους είναι ίση με το γραμμοσκιασμένο εμβαδόν. Σε 
αυτό το σχήμα το όριο απόφασης είναι εκείνο το χ από το οποίο περνάει η κάθετη 
γραμμή, ενώ εκατέρωθεν της γραμμής αυτής υπάρχουν οι περιοχές Ri και R2. 
Εάν επιλέξουμε ως κανόνα απόφασης αυτόν του Bayes δηλαδή για κάθε δεδομέ­
νο επιλέγουμε ότι ανήκει στην C\ εφόσον ισχύει P(x\C\)p(C\) > P(x|Ci)p(C2) 
και αντίστοιχα για την C2> το όριο απόφασης όπως φαίνεται στο Σχήμα 1.1 θα 
μετακινηθεί αριστερά και θα τοποθετηθεί στην τομή των δύο γραμμών, δηλαδή 
το όριο απόφασης θα είναι εκείνο το χ  για το οποίο ισχύει P(x\C\)p(C\) = 
P(x\C2)p(C2). Για τις νέες περιοχές απόφασης το γραμμοσκιασμένο εμβαδόν 
είναι το ελάχιστο δυνατό και οπότε και η συνολική πιθανότητα λάθους είναι η

Με παρόμοιο τρόπο τα παραπάνω μπορούν να γενικευθούν στην περίπτωση Κ  
κατηγοριών και d-διάστατου χώρου δεδομένων [3, 9].

1.2 Εκτίμηση των P ( C k )  και p(x\Ck)

Προηγουμένως είδαμε πώς μπορούμε να σχεδιάσουμε ένα βέλτιστο σύστημα ταξι­
νόμησης με κριτήριο την ελαχιστοποίηση της πιθανότητας λάθους. Η προσέγγισή 
μας προϋπέθετε ότι οι εκ των προτέρων πιθανότητες καθώς και οι δεσμευμένες 
κατανομές των κατηγοριών ήταν γνωστές. Ωστόσο, στη πράξη αυτές οι ποσότη­
τες είναι άγνωστες και ο υπολογισμός τους είναι το πραγματικό πρόβλημα που 
οφείλουμε να αντιμετωπίσουμε κατά τη διαδικασία εκπαίδευσης.

Στην στατιστική αναγνώριση προτύπων η εκτίμηση κατανομών και πιθανοτή­
των βασίζεται στη πληροφορία που εμπεριέχεται σε ένα σύνολο γνωστών παρατη-

Ρ (error) = / P(C2\x)p(x)dx + / P(Ci|x)p(i)dr (1.7)

Ρ (error) = P(x\C2)p(C2)dx + P(x\C\)p(C\)dx (1.8)

ελάχιστη.

I)
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Σχήμα 1.1: Απεικόνιση των από κοινού συναρτήσεων πυκνότητας P(x,Ck) = 
P(x\Ck)p(Ck) (fc =  1,2) των δύο κατηγοριών. Η κάθετη γραμμή βρίσκεται πάνω 
στο όριο απόφασης. Για αυτό το όριο απόφασης το γραμμοσκιασμένο εμβαδόν 
αντιστοιχεί στην συνολική πιθανότητα λανθασμένης απόφασης. Ελαχιστοποιώ­
ντας αυτό το εμβαδόν ελαχιστοποιούμε την πιθανότητα αυτή. Κάτι τέτοιο επι­
τυγχάνεται μετακινώντας το όριο αριστερά έτσι ώστε να τοποθετηθεί στην τομή 
των δύο γραμμών.
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ρήσεων ή δεδομένων2. Έστω ότι διαθέτουμε ένα τέτοιο σύνολο X  από δεδομένα
γνωστής κατηγορίας. Για το λόγο ότι κάθε χ  € X  ανήκει σε μια κατηγορία 
το αρχικό σύνολο μπορεί να διαχωριστεί σε Κ  ξένα μεταξύ τους υποσύνολα 
Xk, k = 1, ..., Κ  που το κάθε ένα περιέχει τα δεδομένα της κατηγορίας C*. Το 
ζητούμενο είναι με αυτά τα δεδομένα να εκτιμήσουμε τις εκ των προτέρων πιθα­
νότητες των κατηγοριών P(Ck) καθώς και τις δεσμευμένες κατανομές p(x|C*). 
Ο υπολογισμός των εκ των προτέρων πιθανοτήτων είναι εύκολος. Συγκεκριμένα 
για να υπολογίζουμε την P(C*) βρίσκουμε τον αριθμό των στοιχείων του συνό­
λου Xk καθώς και τον συνολικό αριθμό δεδομένων. Έπειτα εκτιμούμε τη P(Ck) 
με βάση το ακόλουθο κλάσμα:

όπου με |Υ| συμβολίζουμε το πλήθος των στοιχείων του συνόλου Υ. Από την 
άλλη, ο υπολογισμός των δεσμευμένων κατανομών είναι πολύ πιο περίπλοκος. 
Οι συναρτήσεις αυτές επιδιώκουμε να προσεγγίσουν την άγνωστη κατανομή των 
δεδομένων της κάθε κατηγορίας. Ωστόσο η συναρτησιακή μορφή της κατανομής 
αυτής μπορεί να είναι οσοδήποτε περίπλοκη, πράγμα που δυσχεραίνει την εκτί­
μησή της. Επιπλέον ο αριθμός των διαθέσιμων δεδομένων μπορεί να μην είναι 
αρκετός για μια τέτοια εκτίμηση, ιδιαίτερα αν η διάσταση του χώρου δεδομένων 
είναι μεγάλη.

Το σύνολο Xk έχει προέρθει με βάση την κατανομή p(x|Cjt), επομένως μπορεί 
να θεωρήσουμε ότι στο Xk δεν εμπεριέχεται καμιά πληροφορία σχετικά με τις 
υπόλοιπες δεσμευμένες κατανομές. Αυτό σημαίνει ότι το πρόβλημα εκτίμησης 
των δεσμευμένων κατανομών μπορεί να διαχωριστεί σε Κ  ανεξάρτητα προβλή­
ματα που το καθένα είναι της μορφής: Δοθέντος ενός συνόλου δεδομένων X  
το ζητούμενο είναι η εκτίμηση της άγνωστης κατανομής ρ(χ) από την οποία 
έχει προέρθει το X .  Το πρόβλημα αυτό αναφέρεται ως εκτίμηση συνάρτησης 
πυκνότητας πιθανότητας και περιγράφεται αρκετά αναλυτικά στη συνέχεια.

1.3 Εκτίμηση συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας

Παραπάνω είδαμε πώς προκύπτει το πρόβλημα εκτίμησης συνάρτησης πυκνότητας 
πιθανότητας σε ένα πρόβλημα ταξινόμησης. Η μέθοδος ανήκει στην κατηγορία 
των τεχνικών μάθησης χωρίς επίβλεψη [9, 10].

2Πολλές τεχνικές μοντελοποίησης προβλημάτων βασίζονται σε μάθηση μέσω γνωστών δε­
δομένων, όπως νευρωνικά δίκτυα κλπ.

(1.9)

II
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Κατά την μάθηση χωρίς επίβλεψη έχουμε να αντιμετωπίσουμε το εξής πρό­

βλημα. Δοθέντος ενός συνόλου δεδομένων X  επιδιώκουμε να κατασκευάσουμε 

ένα μοντέλο περιγραφής αυτών. Οι πληροφορίες που αναζητούμε μέσω μιας τέ­

τοιας περιγραφής αφορούν την μορφή ή την δομή των δεδομένων στο αντίστοιχο 

χώρο. Η κατανομή ρ(χ) από την οποία έχουν προέρθει τα δεδομένα X  δίνει πλήρη 

περιγραφή του X  γ ια  αυτό και η εκτίμηση συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας 

θεωρείται ως η πιο γενική τεχνική μάθησης χωρίς επίβλεψη.

Οι γνω στές μέθοδοι εκτίμησης συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας διακρί- 

νονται σε δύο μεγάλες κατηγορίες: στις παραμετρικές και στις μη παραμετρικές 

[9, 10]. Η βασική διαφορά μεταξύ των δύο είναι ότι οι πρώτες υποθέτουν ένα 

παραμετρικό μοντέλο για  την άγνωστη κατανομή ενώ οι δεύτερες δεν υποθέτουν 

κάτι τέτοιο αλλά προσπαθούν να εκφράσουν την άγνω στη κατανομή απευθείας 

από τα δεδομένα. Θα αναφερθούμε μόνο στις παραμετρικές μεθόδους αφού μόνο 

αυτές θα μας απασχολήσουν στην συνέχεια της εργασίας.

1.3.1 Παραμετρικά μοντέλα

Έ να ς τρόπος προσέγγισης του προβλήματος εκτίμησης άγνω στης κατανομής εί­

ναι να υποθέσουμε ότι η άγνω στη κατανομή είναι μια συγκεκριμένη συνάρτηση 

εξαρτώμενη από ένα διάνυσμα παραμέτρων. Η εκτίμηση σ ’ αυτή την περίπτωση 

δεν είναι τίποτε άλλο παρά η εύρεση εκείνων τω ν παραμέτρων3 έτσ ι ώστε η συ­

νάρτηση να ’ταιριάζει’ όσο το  δυνατό καλύτερα στην κατανομή τω ν δεδομένων. 

Επομένως υποθέτουμε ότι η ρ(χ) εξαρτάται από ένα διάνυσμα παραμέτρων θ  για  

το λόγο αυτό και θα την γράφουμε ως ρ(χ |θ ) .

Υ πόθεσ η  απλής κ α τα ν ο μ ή ς . Για την μορφή της ρ (ζ |Θ )  μπορούμε μια υποθέ­

σουμε μια από τις γνω στές συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας. Η  παραμετρική 

συνάρτηση στην οποία έχει δοθεί η μεγαλύτερη προσοχή από κάθε άλλη είναι η 

κανονική (ή G aussian) κατανομή. Η  δημοτικότητα της οφείλεται κυρίως στις 

καλές αναλυτικές και στατιστικές ιδιότητες που διαθέτει. Η  κανονική κατανομή 

στην γενική μορφή έχει την ακόλουθη μορφή:

Ρ{χ{μ' Σ) =  (2π ) ^ |Σ ΐν 2 ΘΧΡ - /* )} . (I·1**)

όπου μ είναι ένα d-διάστατο διάνυσμα που αναπαριστά το  μέσο της κατανομής 

και Σ  είναι ο d X'xl πίνακας συμμεταβλητότητας. Ο παράγοντας μπροστά στο

3Η Μπεϋσιανή μάθηση δεν βρίσκει απλά τιμές παραμέτρων, άλλα μια κατανομή ως προς τις 
παραμέτρους που εκφράζει το πόσο καλά αναπαριστά τα δεδομένα η κάθε τιμή παραμέτρων.



Λ

εκθετικό μέρος της συνάρτησης εγγυάται ότι ισχύει /  ρ(χ |μ, Σ)άχ =  1. Το μέσο 
μ και ο πίνακας Σ ορίζονται από τις σχέσεις:

μ = Ε[χ] = J  xp(x^j,Z)dx, (1.11)

Σ = Ε[(χ -  μ)(χ -  μ)τ ] = J  (χ -  μ)(χ -  μ)τ ρ{χ\μ^ Σ)άχ. (1.12)

Κάθε συνιστώσα μ,· του μέσου καθώς και κάθε στοιχείο ογ, του Σ ορίζονται από 
τις σχέσεις:

μ, =  £[*<] =  J  Χίρ{χ\μί,Σ)άχ, (1.13)

σα =  E[(xi -  pi){xj -  pj)T] =  J (xi — Pi)(xj -  pj)Tp(x\pj, Σ)άχ. (1.14)

Αν στο στοιχείο σ*j το t = j ,  τότε η παράμετρος αναπαριστά διακύμανση της 
συνιστώσας i, ενώ διαφορετικά αναπαριστά συμμεταβλητότητα της συνιστώσας 
i με την j. Ένας συνηθισμένος συμβολισμός της κανονικής κατανομής είναι 
Ν(μ , Σ), ενώ προκειμένου να δηλώσουμε ότι η μεταβλητή χ ακολουθεί την προη­
γούμενη κανονική κατανομή γράφουμε χ  ~  Ν(μ , Σ) και λέμε ότι η χ  ακολουθεί 
κανονική κατανομή με μέση τιμή μ και πίνακα συμμεταβλητότητας Σ.

Από τη σχέση (1.12) προκύπτει ότι ο Σ είναι πάντα συμμετρικός και θετικά 
ημιορισμένος πίνακας. Λόγω της συμμετρίας μπορεί να περιγραφεί με d(d+1)/2 
ανεξάρτητους παραμέτρους, οπότε συμπεριλαμβανομένων και των d παραμέτρων 
για το μέσο η συνάρτηση καθορίζεται πλήρως από d +  d{d +  1)/2 παραμέτρους. 
Η παρακάτω ποσότητα
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Α 2 = (χ — μ)τ Σ 1( χ - μ ) ,  (1.15)

η οποία εμφανίζεται στο εκθετικό μέρος της (1.10) ονομάζεται απόσταση Ma- 
halanobis μεταξύ χ  και μ. Προκειμένου να κατανοήσουμε πώς κατανέμονται τα 
δείγματα μιας κανονικής κατανομής ας σκεφτούμε το εξής: Για σταθερή απόστα­
ση Δ 2, όλα τα χ  ανήκουν σε μια υπερελλειψοειδή επιφάνεια που έχει ως κέντρο 
το μ ενώ το σχήμα της καθορίζεται από τον πίνακα Σ. Προφανώς για όλα τα χ 
μιας τέτοιας επιφάνειας η τιμή της συνάρτησης είναι σταθερή, πράγμα που σημαί­
νει ότι τα πρότυπα που παράγονται με βάση την κατανομή (1.10) ομαδοποιούνται 
έτσι ώστε να σχηματίζουν υπερελλειψοειδείς πυρήνες.

Μερικές φορές είναι βολικότερο να χρησιμοποιήσουμε μια απλούστερη μορφή 
της πολυδιάστατης κανονικής κατανομής. Αν για παράδειγμα υποθέσουμε ότι δεν 
υπάρχει συμμεταβλητότητα μεταξύ των συνιστωσών του χ, δηλαδή — 0 για

II
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κάθε % φ j,  τότε ο πίνακας συμμεταβλητότητας μετατρέπεται σε έναν διαγώνιο 

Σ  =  d ia g (a \ . . .  σ^). Με βάση την υπόθεση αυτή η κατανομή παίρνει τη μορφή

ρ ( φ ,Σ )  = (2π)ά/2σ\ .. .ad
exp{(®ι -  μ ι)2 (*d -  μ<ι)2

2σ\ 2 σ\ \
(1.16)

* ι * Ε> - Π ( ^ “ ρΡ τ } '  ο-»)
Η παραπάνω μορφή καθορίζεται από 2d ανεξάρτητους παραμέτρους. Υποθέτοντας 

ότι οι διακυμάνσεις της κάθε συνιστώσας είναι ίσες μεταξύ τους, δηλαδή ισχύει 

σ2 =  σ2 γιοι όλα ί, καταλήγουμε σε μια επιπλέον απλούστευση της σχέσης (1.17). 

Σ ε αυτή την απλουστευμένη μορφή της κατανομής ο αριθμός των παραμέτρων έχει 

μειωθεί στις d +  1 και η κανονική κατανομή γράφεται στην μορφή:

ρ(χ\μ,σ2) 1
(2πσ)ά/2

ΙΙ^-μ ΙΙ2!
2σ2 J ’ (1.18)

όπου με την νόρμα | |χ  — μ\\ συμβολίζουμε την ευκλείδεια απόσταση τω ν διανυ- 

σμάτων χ και μ. Σ ε αυτή την περίπτωση γ ια  σταθερή απόσταση M ahalanobis 

τα διανύσματα χ  με ίσες τιμές πιθανότητας ρ(χ) ορίζουν μια υπερσφαίρα στο 

d-διάστατο χώρο, επομένως πρότυπα κατανεμημένα με βάση την σ χέση  (1.18) 

ομαδοποιούνται έτσ ι ώστε να σχηματίζουν υπερσφαίρες. Η απλουστευμένη αυτή 

μορφή της κανονικής κατανομής έχει τις λ ιγότερες παραμέτρους αλλά υστερεί 

προφανώς σε γενικότητα.

Μ ικ τ έ ς  κ α τα ν ο μ έ ς . Μ ια μικτή κατανομή [32, 19] ορίζεται ως μια ειδική πε­

ρίπτωση γραμμικού συνδυασμού ενός πεπερασμένου αριθμού συναρτήσεων πυ­

κνότητας πιθανότητας. Δηλαδή η πιθανότητα μιας τυχα ίας μεταβλητής χ  που 

ακολουθεί μικτή κατανομή γράφεται ως άθροισμα συναρτήσεων πυκνότητας πι­

θανότητας με βάρη και στην γενική  περίπτωση τω ν Μ  τέτοιω ν συναρτήσεων 

δίνεται από την ακόλουθη σχέση:

Μ
ρ(*|θ) = Σ  Ιλ θ})· (!·19)

3= 1

Τ ον πυρήνα j  τον ονομάζουμε συστατικό πυρήνα ή απλώς πυρήνα, ενώ την αντί­

στοιχη κατανομή p$x\j, 0j) (που εξαρτάται από ένα διάνυσμα παραμέτρων 6j) του 

μικτού μοντέλου την ονομάζουμε συστατική συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

της ολικής κατανομής. Τ ο  βάρος Kj αποτελεί παράμετρο που εκφράζει την εκ



Λ

των προτέρων πιθανότητα σύμφωνα με την οποία η παραγωγή ενός δεδομένου 
οφείλεται στον συστατικό πυρήνα j. Το σύνολο των παραμέτρων της μικτής 
κατανομής είναι προφανώς θ  = {{^j,9j),j — Ι ,.,.,Μ } . Οι παράμετροι τγ7· δεν 
μπορούν να λάβουν αρνητικές τιμές και υπόκεινται στον εξής περιορισμό:

Μ
Σ>> = !. (1.20)
>=1

Η συνάρτηση p{x\j,Bj) εκφράζει την δεσμευμένη κατανομή βάσει της οποίας ο 
πυρήνας j  παράγει το δεδομένο χ. Προκειμένου να παράγουμε ένα πρότυπο που 
ακολουθεί μικτή κατανομή της μορφής (1.19) επιλέγουμε, καταρχήν, έναν πυρήνα 
j  από το σύνολο των Μ  πυρήνων με πιθανότητα π̂ · και στην συνέχεια παράγουμε 
το πρότυπο με βάση την συστατική κατανομή p(x\j,6j).

Είναι δυνατόν να υποθέσουμε μια μικτή κατανομή για την άγνωστη συνάρ­
τησης πυκνότητας πιθανότητας ενός συνόλου δεδομένων. Όπως είδαμε στην 
περίπτωση των παραμετρικών μεθόδων η υπόθεση ήταν ότι το σύνολο των δεδο­
μένων έχει παραχθεί από μια εκ των γνωστών συναρτήσεων πυκνότητας (π.χ. τη 
κανονική κατανομή). Στην περίπτωση ενός μικτού μοντέλου η υπόθεση είναι πιο 
γενική λόγω του ότι το σύνολο δεδομένων λαμβάνεται ως ένα μίγμα συστατικών 
πληθυσμών ο καθένας εκ των οποίων σχετίζεται με μια συστατική κατανομή και 
την αντίστοιχη εκ των προτέρων πιθανότητα.

Είναι αξιοσημείωτο ότι στο μικτό μοντέλο η έννοια της εκ των προτέρων 
πιθανότητας και της συστατικής κατανομής ενός πυρήνα χρησιμοποιείται ακρι­
βώς ανάλογα με την έννοια της εκ των προτέρων πιθανότητας και της δεσμευ­
μένης κατανομής της κατηγορίας στο πρόβλημα ταξινόμησης. Ωστόσο υπάρχει 
μια σημαντική διαφορά που αφορά την φύση του προβλήματος4. Στο πρόβλη­
μα ταξινόμησης τα πρότυπα είναι ’χαρακτηρισμένα’ ως προς την κατηγορία που 
ανήκουν πράγμα που αποτελεί σημαντικό πλεονέκτημα κατά την διαδικασία μά­
θησης. Όπως αναφέρθηκε προηγουμένως, μπορούμε να διαχωρίσουμε το σύνολο 
δεδομένων εκπαίδευσης σε τόσα υποσύνολα όσες είναι και οι κατηγορίες και 
στη συνέχεια να εκτιμήσουμε την υπό συνθήκη κατανομή της κάθε κατηγορίας 
χρησιμοποιώντας μόνο τα δεδομένα της. Αντιθέτως κατά την εκτίμηση πυκνό­
τητας πιθανότητας με μικτό μοντέλο δεν γνωρίζουμε σε ποιον πυρήνα ανήκει 
κάθε δεδομένο και επομένως έχουμε ένα επιπρόσθετο πρόβλημα σχετικά με την 
αντιστοίχηση δεδομένων και πυρήνων.

4Επιπλέον της προφανούς διαφοράς, δηλαδή ότι η εκτίμηση πυκνότητας και η ταξινόμηση- 
ως τεχνικές μάθησης- έχουν διαφορετικούς στόχους.

1.3. ΕΚΤΙΜ ΗΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΥΚΝΟΤΗΤΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ 11

II
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Μια σημαντική ιδιότητα των μικτών μοντέλων είναι ότι με κατάλληλες επιλο­

γές  συστατικών συναρτήσεων κατανομής μπορούν να προσεγγίσουν οποιαδήποτε 

συνεχή κατανομή με οσοδήποτε ακρίβεια εφόσον χρησιμοποιηθεί επαρκής αριθ­

μός πυρήνων [32].

Είναι ενδιαφέρον να δούμε τις πληροφορίες ομαδοποίησης που μπορεί να μας 

εξασφαλίσει η εκτίμηση συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας με μικτές κατανο­

μές. Ας υποθέσουμε ότι με κάποια διαδικασία μάθησης έχουν καθοριστεί όλοι 

οι παράμετροι της μικτής κατανομής. Καταρχήν, η εκ των προτέρων πιθανότητα 

ενός πυρήνα εκφράζει την αναλογία του αριθμού των δεδομένων που παράγονται 

από τον πυρήνα αυτό σε σχέση με το σύνολο των δεδομένων. Επιπλέον μέσω 

των συστατικών κατανομών παίρνουμε πληροφορίες σχετικά  με τα χαρακτηριστι­

κά της κάθε ομάδας (π.χ. κέντρο, διακύμανση). Και τέλος γ ια  ένα οποιοδήποτε 

δεδομένο χ  μπορούμε να υπολογίσουμε την εκ των υστέρων πιθανότητα να ανήκει 

σε ένα πυρήνα j  κάνοντας χρήση του κανόνα του Bayes:

Ρ(3\χ,Θ) 0j)
Σ ΐ ί ι  *ϊρ(ζΜ 0 ’

Οι εκ των υστέρων πιθανότητες ικανοποιούν την σχέση

(1.21)

Μ
Σ ρ θ > ; 0 )
j ' = l

1. ( 1.22)

1.4 Μέθοδοι εκτίμησης παραμέτρων

1.4.1 Μ έγισ τη πιθανοφάνεια

Σ την παρούσα ενότητα θα παρουσιάσουμε μια μέθοδο εύρεσης κατάλληλων τιμών 

παραμέτρων γ ια  τα  παραμετρικά μοντέλα κα ι θα δούμε πώς εφαρμόζεται στην 

περίπτωση της κανονικής κατανομής.

Έ σ τω  ότι έχουμε αποφασίσει γ ια  το  ποια θα είναι η παραμετρική συνάρτηση 

που θα χρησιμοποιήσουμε αυτό που απομένει είναι να ορίσουμε τρόπους με τους 

οποίους θα βρίσκουμε κατάλληλες τιμές γ ια  τις  παραμέτρους. Μ ια από τις  πιο 

ευρέως χρησιμοποιούμενες μεθόδους είναι αυτή της μέγιστης πιθανοφάνειας. Με 

βάση την μέθοδο της μέγιστης πιθανοφάνειας αναζητούμε εκείνες τις  τιμές των 

παραμέτρων οι οποίες μεγιστοποιούν μια συγκεκριμένη συνάρτηση, την οποία 

ονομάζουμε σ υνά ^η σ η  πιθανοφάνειας.

Υποθέτουμε ότι έχουμε στην διάθεσή μας ένα σύνολο δειγμάτω ν Χ> όπου 

κάθε στοιχείο χ  €  X  ανήκει στον d-διάστατο χώρο. Επιπλέον υποθέτουμε ότι
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τα στοιχεία του X  έχουν παραχθεί ανεξάρτητα το ένα από το άλλο με βάση 
την κατανομή ρ(χ|θ). Η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των 
δεδομένων δίνεται από την σχέση:

ρ ( * ιθ) = n  p(*i0 )· α ·» )
*€*

Η Ρ(Χ|Θ) όταν λαμβάνεται ως συνάρτηση των παραμέτρων θ  ονομάζεται πιθα- 
νοφάνεια του συνόλου δεδομένων X.  Ο εκτιμητής μέγιστης πιθανοφάνειας είναι 
εξ ορισμού εκείνο το διάνυσμα παραμέτρων θ  για το οποίο μεγιστοποιείται η πι- 
θανοφάνεια. Μεγιστοποιώντας την ποσότητα (1.23) φαίνεται λογικό ότι η ρ(χ|θ) 
θα ταιριάξει όσο το δυνατό καλύτερα στην άγνωστη κατανομή των δεδομένων 
(ακριβέστερα στα δεδομένα X). Για αναλυτικούς κυρίως λόγους προκειμένου να 
βρούμε τον εκτιμητή μέγιστης πιθανοφάνειας είναι βολικότερο να εργαστούμε με 
το λογάριθμο της σχέσης (1.23). Λόγω του ότι ο λογάριθμος είναι γνησίως μο­
νότονη (αύξουσα) συνάρτηση το μέγιστο της λογαριθμικής πιθανοφάνειας είναι 
συγχρόνως και το μέγιστο της πιθανόφανειας. Η λογαριθμική πιθανοφάνεια έχει 
την παρακάτω μορφή:

£ (θ ) = log Ρ(Χ|Θ) = Σ  Ι«Ερ (ι |Θ). (1.24)

Εφόσον η £ (θ ) είναι παραγωγίσιμη συνάρτηση ως προς το διάνυσμα θ  και, τότε 
ο εκτιμητής μέγιστης πιθανοφάνειας θ  πρέπει να είναι στάσιμο σημείο της (1.24), 
δηλαδή να αποτελεί λύση της εξίσωσης

ν θΖ,(θ) =  0, (1.25)

όπου με V© συμβολίζουμε τον τελεστή παραγώγισης ως προς το διάνυσμα θ . 
Στις περισσότερες των περιπτώσεων την παραπάνω εξίσωση δεν μπορούμε να την 
λύσουμε αναλυτικά πράγμα που σημαίνει ότι απαιτείται να καταφύγουμε σε κά­
ποια μέθοδο βελτιστοποίησης προκειμένου να προσεγγίσουμε τον εκτιμητή μέγι­
στης πιθανοφάνειας. Ωστόσο επιλέγοντας ένα πλήθος κατανομών για την ρ(ζ|θ) 
όπως, π.χ. αυτές που ανήκουν στην οικογένεια των εκθετικών κατανομών [9] 
μπορούμε να βρούμε τον εκτιμητή μέγιστης πιθανοφάνειας με ένα άμεσο τρό­
πο. Παρακάτω δείχνουμε μια τέτοια περίπτωση όπου η ρ(χ|θ) είναι η κανονική 
κατανομή.



14 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Εφαρμογή σε κανονική κατανομή. Η σχέση (1-24) χρησιμοποιώντας ως 
ρ(χ|Θ) την κατανομή από την σχέση (1.10) παίρνει την μορφή:

£(©) = Σ  { - \ \ ο Ζ2 π - 1- \ο Ζ \ Σ . \ - \ { χ - μ ) τ Υ.-ι { χ - μ ) Υ  (1.26)

Παραγωγίζοντας την παραπάνω σχέση ως προς μ και Σ και θέτοντας τις αντί­
στοιχες μερικές παραγώγους ίσες με το μηδέν παίρνουμε τελικά:

Α - * ϊ £ * ·

£  = τ4 τ Σ  (Χ ”  ~  ^)Τ·
·Λ Ι.€Χ

(1.27)

(1.28)

Παρατηρούμε ότι στον εκτιμητή μέγιστης πιθανοφάνειας η μέση τιμή μ  ορίζεται 
ως ο μέσος όρος των τιμών όλων των προτύπων. Κάτι τέτοιο φαίνεται λογι­
κό επειδή η εκτιμούμενη τιμή του μέσου θα είναι πλησιέστερα στις τιμές των 
δεδομένων που συναντώνται συχνότερα στο σύνολο δεδομένων. Ακριβώς ανά­
λογα ο πίνακας συμμεταβλητότητας είναι ο μέσος όρος όλων των ποσοτήτων 
(χ -  μ)(χ -  μ)τ .

Εφαρμογή σε μικτές κατανομές. Προηγουμένως παρουσιάσαμε τη μέθοδο 
της μέγιστης πιθανοφάνειας στην περίπτωση της κανονικής κατανομής. Η μέ­
θοδος χρησιμοποιείται και στην περίπτωση των μικτών μοντέλων, ωστόσο δεν 
είναι δυνατόν να επιτευχθεί μια άμεση αναλυτική λύση όπως στην περίπτωση των 
διάφορων απλών κατανομών.

Υποθέτουμε ότι έχουμε μια μικτή κανονική κατανομή ρ(χ|Θ) η οποία ορίζεται 
από την σχέση (1.19) ενώ οι συστατικοί της πυρήνες προς το παρόν υποθέτουμε 
ότι μπορούν να έχουν οποιαδήποτε μορφή. Η λογαριθμική πιθανοφάνεια έχει την 
παρακάτω μορφή:

Μ  Μ

L(&) =  log Π  Σ  πΜ χ \ΐ>θί) Σ  1οε Σ  πίΡ(*ϋ> θό)· ί1·29)
χ ζ Χ  j =1 z t X  j =1

Η L(Q) για το συγκεκριμένο σύνολο X  αποτελεί μια συνάρτηση του διανύσματος 
Θ. Η μεγιστοποίηση της (1.29) δεν είναι μια απλή διαδικασία όπως είναι στην 
περίπτωση των παραμετρικών μεθόδων. Η βασική δυσκολία συνίσταται στο ότι η 
συνάρτηση έχει υψηλή μη γραμμικότητα (λόγω του αθροίσματος μέσα στο λογά­
ριθμο), και διαθέτέί πολλά τοπικά μέγιστα πράγμα που σημαίνει ότι, αναζητώντας 
τον εκτιμητή μέγιστης πιθανοφάνειας μέσω ενός αλγορίθμου βελτιστοποίησης, εί­
ναι εύκολο να εγκλωβιστούμε σε ένα τοπικό μέγιστο. Εκτός των παραπάνω για
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την λογαριθμική πιθανοφάνεια μικτών κατανομών υπάρχουν διάφορα θεωρητικά 
ζητήματα σχετικά με την μοναδικότητα του εκτιμητή μέγιστης πιθανοφάνειας. 
Ειδικότερα λόγω των πολλών τοπικών μεγίστων ενδεχομένως το ολικό μέγιστο 
να προκύπτει για πολλά διαφορετικά διανυσματα παραμέτρων (που ορίζουν δια­
φορετικά μοντέλα), οπότε το βέλτιστο διάνυσμα δεν ορίζεται μοναδικά. Επίσης 
το πρόβλημα ύπαρξης μοναδικής λύσης προέρχεται και από την ίδια την κατανο­
μή για το λόγο ότι μπορεί να μην είναι ταυτοποιήσιμη συνάρτηση5. Για τέτοιου 
είδους θεωρητικά ζητήματα ο αναγνώστης μπορεί να ανατρέξει στο [25, 19].

Ο εκτιμητής μέγιστης πιθανοφάνειας αντιστοιχεί σε κάποιο από τα στάσιμα 
σημεία της συνάρτησης πιθανοφάνειας. Επομένως ως μια πρώτη προσέγγιση στο 
πρόβλημα καθορισμού του εκτιμητή μέγιστης πιθανοφάνειας μπορούμε να βρούμε 
το σύστημα εξισώσεων που ικανοποιεί. Όπως θα δούμε η μορφή των εξισώσεων 
αυτών δεν επιτρέπει μια άμεση λύση. Αν θ  είναι στάσιμο σημείο της (1.29), τότε 
ικανοποιεί τις εξισώσεις:

Σ  η>Ί*.θ)ν«, iogp(iL>,«i) =  ο,
*e*

για κάθε διάνυσμα Qj και

* *  =  ϊ 7 ί Σ ρ ϋΐ*·6 >·
*Λ I χ € Χ

(1.30)

(1.31)

για κάθε εκ των προτέρων πιθανότητα π_,·. Από την παραπάνω μορφή των εξι­
σώσεων είναι φανερό ότι δεν μπορεί να βρεθεί αναλυτική λύση για το διάνυσμα 
παραμέτρων. Η μορφή της εξίσωσης (1.30) εξαρτάται κάθε φορά από την επι­
λογή της συνάρτησης πυρήνα ρ(χ\j,9j). Παρακάτω εμφανίζονται οι εξισώσεις 
που παίρνουμε από την (1.30) στη περίπτωση που η p{x\j,9j) είναι η κανονική 
κατανομή:

λ . — ΣχεΧ Ρ{ΐ\χ ι &)χ  (1.32)
Ν  = Ρ ϋ \χ ,θ )

*  Σ ^ ν  P U l x M *  -  M i *  -  Μ τ  
3 Σ χ€Χ PU\x>$)

(1.33)

Σημειωτέον ότι οι δεύτερες παράγωγοι της λογαριθμικής πιθανοφάνειας ως προς 
τις εκ των προτέρων πιθανότητες δεν μπορούν να είναι θετικές:

ν „ ,.„ ί ,(θ )------- — Σ  Ρϋ\*<θ )ρ (’ \*,θ)  < ο.
7ri 7r* x e X

(1.34)

δΜια ποφομετριχή κατανομή ρ (χ |θ )  (ή και γενικότερα ένα παραμετρικό μοντέλο) είναι 
ταυτοποιήσιμη συνάρτηση αν για κάθε θ ι  φ  ©a υπάρχει τουλάχιστον ένα * τέτοιο ώστε 
ρ (χ |θ ι)  φ  ρ (χ |θ 2).

11
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Για τον λόγο αυτό ο Εισιανός πίνακας έχει αρνητικούς αριθμούς στη κύρια δια­
γώνιο και κατά συνέπεια δεν μπορεί να είναι θετικά ορισμένος. Αυτό έχει ως 
αποτέλεσμα να μη υπάρχει κανένα στάσιμο σημείο της λογαριθμικής πιθανοφά- 
νειας που να είναι ελάχιστο, πράγμα που αποτελεί μια γενική ιδιότητα των μικτών 
κατανομών [22].

1.4.2 Μπεϋζιανή Μάθηση

Με την μέθοδο της μέγιστης πιθανοφάνειας αναζητούμε μια μοναδική λύση για 
το διάνυσμα παραμέτρων. Ωστόσο είναι δυνατόν τα δεδομένα X  να αναπαρι- 
στώνται εξίσου καλά από διάφορες τιμές παραμέτρων και οι διαφορετικές τιμές 
παραμέτρων να δίνουν εναλλακτικές πιθανές ερμηνείες για την προέλευση των 
δεδομένων του X. Επομένως μια γενικότερη προσέγγιση εκτίμησης παραμέτρων 
είναι να βρούμε μια κατανομή εξαρτώμενη από τα δεδομένα που να εκφράζει την 
καταλληλότητα της κάθε δυνατής τιμής των παραμέτρων. Κάτι τέτοιο επιτυγχά­
νεται με την Μπεϋζιανή μάθηση.

Στη Μπεϋζιανή μάθηση υποθέτουμε ότι η άγνωστη συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας έχει μια γνωστή παραμετρική μορφή ρ(χ |θ ) όπου το διάνυσμα παρα­
μέτρων Θ θεωρείται άγνωστο και συγχρόνως αποτελεί τυχαία μεταβλητή. Μέρος 
της πληροφορίας μας για τις τιμές παραμέτρων Θ εκφράζεται μέσω μιας εκ των 
προτέρων κατανομής Ρ(Θ), ενώ το υπόλοιπο μέρος της πληροφορίας προέρχεται 
από το σύνολο X  (στη μέγιστη πιθανοφάνεια η πληροφορία προέρχονταν μόνο 
από το X)  που υποτίθεται ότι έχει παραχθεί από την ρ(χ|Θ). Αν τα δεδομένα 
X  έχουν παραχθεί ανεξάρτητα μεταξύ τους, τότε η εκ των υστέρων κατανομή 
ρ(θ|Χ) δίνεται από τον κανόνα του Bayes:

Ρ ( θ \Χ) = Ρ(*1Θ)ρ (Θ)
/P (X |0 )p (0 )d 0 (1.35)

Εφόσον έχει υπολογιστεί η εκ των υστέρων κατανομή, η εκτιμούμενη κατανομή 
θα δίνεται με βάση την σχέση

p(x|X) = J  p(x|0)p(0|X)d0. (1.36)

Η παραπάνω εκτίμηση εξαρτάται από την μορφή της κατανομής ρ(θ|Χ). Όσο 
ο αριθμός των δεδομένων αυξάνει ο όρος της πιθανοφάνειας στη σχέση (1.35) 
γίνεται ισχυρότερες, ενώ καθώς ο αριθμός των δεδομένων τείνει στο άπειρο η 
ρ(θ\Χ) είναι ανάλογη της P(A"|0). Αν διαθέτουμε λίγα δεδομένα ο όρος ρ(θ) 
επηρεάζει σημαντικά την λύση και τότε η Μπεϋζιανή μέθοδος ενδεχομένως να
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δώσει τελείως διαφορετική λύση από την μέγιστη πιθανοφάνεια. Λόγω του ότι 
η εφαρμογή της Μπεΰζιανής μεθόδου είναι δύσκολη υπολογιστικά (αφού απαι­
τεί την ολοκλήρωση ως προς θ), πολλές φορές χρησιμοποιείται η προσέγγιση 
ρ{χ\Χ) «  p(x I&m ap), όπου Θμαρ μεγιστοποιεί την ρ(θ|Χ). Μια διαφορετι­
κή προσέγγιση υπολογισμού του ολοκληρώματος (1.36) είναι μέσω της μεθόδου 
ολοκλήρωσης Monte Carlo η οποία προϋποθέτει την δειγματοληψία με βάση την 
κατανομή ρ(θ|Χ ) [13].

1.5 Βελτιστοποίηση μέσω του αλγορίθμου ΕΜ
1.5.1 Ορισμός του αλγορίθμου Ε Μ

Ο αλγόριθμος EM (Expectation-Maximization) [8] ορίζεται ως μια γενική διαδι­
κασία μεγιστοποίησης λογαριθμικών πιθανοφανειών σε προβλήματα όπου κάποιες 
μεταβλητές δεν έχουν παρατηρηθεί (μη παρατηρήσιμες ή κρυμμένες μεταβλητές), 
θα δώσουμε, καταρχήν, ένα γενικό ορισμό του αλγορίθμου και εν συνεχεία θα 
δούμε την μορφή που παίρνει στο πρόβλημα εκτίμησης πυκνότητας πιθανότητας 
υποθέτοντας μικτή κατανομή.

Η λειτουργία του ΕΜ βασίζεται στην σχέση μεταξύ δύο συνόλων. Το πρώτο 
σύνολο το ονομάζουμε ελλιπές σύνολο (incomplete set) και το δεύτερο πλήρες 
σύνολο (complete set). Ελλιπή σύνολα δεδομένων είναι συνήθως δείγματα δεδο­
μένων που παίρνουμε από πειράματα ή στατιστικές μετρήσεις, για αυτό το λόγο 
και τέτοιου είδους σύνολα αποτελούν πραγματικά δεδομένα. Αντιθέτως πλήρη 
σύνολα δεδομένων είναι συνήθως υποθετικά σύνολα και εκφράζουν την μορφή 
που θα θέλαμε να έχουν τα δεδομένα μας σε ένα πείραμα. Ωστόσο στην πράξη 
μια τέτοια μορφή δεν είναι διαθέσιμη, δηλαδή τα σύνολα αυτά είναι μη παρατη- 
ρήσιμα.

Υποθέτουμε ότι έχουμε ένα ελλιπές σύνολο προτύπων X  για το οποίο ορίζεται 
η από κοινού κατανομή P(AT|0) η οποία εξαρτάται από το άγνωστο διάνυσμα 
παραμέτρων Θ. Υποθέτουμε επίσης ένα πλήρες σύνολο Υ  = (X , Ζ) όπου Ζ  είναι 
ένα σύνολο μη παρατηρήσιμων μεταβλητών. Η κατανομή Ρ(Υ|Θ) εξαρτάται από 
το ίδιο διάνυσμα παραμέτρων Θ. Οι δύο κατανομές, δηλαδή του ελλιπούς και 
του πλήρους συνόλου δεδομένων συνδέονται με την σχέση:

Επίσης οι λογαριθμικές πιθανοφάνειες των δύο συνόλων είναι L(0) =  log P(X |0) 
και Lc{&) =  logP(Y|0 ), αντίστοιχα.

(1.37)

II
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Το πρόβλημα μας είναι να βρούμε εκείνο το διάνυσμα παραμέτρων για το 
οποίο μεγιστοποιείται η λογαριθμική πιθανοφάνεια του ελλιπούς συνόλου. Ο 
αλγόριθμος ΕΜ προσπαθεί να μεγιστοποιήσει την ποσότητα αυτή (την L(0)) 
αναδεικνύοντας την σχέση μεταξύ των δύο συνόλων. Συγκεκριμένα ο ΕΜ προ­
σεγγίζει το πρόβλημα μεγιστοποίησης έμμεσα εφαρμόζοντας μια επαναληπτική 
διαδικασία για την λογαριθμική πιθανοφάνεια Lc(&) του πλήρους συνόλου. Επει­
δή όμως το σύνολο V (συγκεκριμένα το Ζ) είναι μη παρατηρήσιμο και επομένως 
η λογαριθμική πιθανοφάνεια £»<?(©) είναι ακαθόριστη, ο ΕΜ την λαμβάνει ως τυ­
χαία μεταβλητή και υπολογίζει την αναμενόμενη τιμή της ως προς την κατανομή 
Ρ(Ζ\Χ, θ), όπου Θ λαμβάνει την τρέχουσα τιμή των παραμέτρων. Ειδικότερα 
εάν βρισκόμαστε στην t + 1 επανάληψη του αλγορίθμου και το τρέχον διάνυσμα 
είναι το 0 ^  η προηγούμενη ποσότητα ορίζεται ως εξής:

<?(θ; θ<«>) = E[LC(&)\Χ, ©W] = ί  LC(Q)P{Z\X, ©<*>), (1.38)
JZ

όπου
Ρ(Ζ\Χ,Θ) = Ρ (Χ ,Ζ  |θ)

(1.39)Ρ(Χ|Θ)
Κάθε επανάληψη του αλγόριθμου αποτελείται από δύο βήματα: το Ε-βήμα (Expectation- 
step) στο οποίο καθορίζεται η φ ( θ ;θ ^ )  και το Μ-βήμα (Maximization-step) 
στο οποίο μεγιστοποιείται η ποσότητα αυτή ως προς το διάνυσμα παραμέτρων.
Πιο συγκεκριμένα τα βήματα στην t + 1 επανάληψη ορίζονται ως εξής:

Ε-βήμα.: Υπολογισμός της ποσότητας Q (© ;0^). 
Μ-βήμα: 0(ί+1> = argmaxeQ(0 ;©W).

Σύμφωνα με τις ιδιότητες του αλγορίθμου η λογαριθμική πιθανοφάνεια του ελ­
λιπούς συνόλου δεν μειώνεται μετά από μια επανάληψη του αλγορίθμου, δηλαδή 
ισχύει:

L (0(t+1>) > L(0W). (1.40)

Από τον τρόπο που ορίζεται ο αλγόριθμος δεν είναι ξεκάθαρο για το πώς ορίζεται 
το σύνολο των μη παρατηρήσιμων μεταβλητών Ζ  και γιατί η μεγιστοποίηση της 
ποσότητας Q(0 ;©W) σε κάθε επανάληψη έχει ως αποτέλεσμα την αύξηση της 
£(θ). Για αυτά τα ζητήματα ο αναγνώστης μπορεί να ανατρέξει στον άρθρο 
εισαγωγής του αλγορίθμου [8] ή στο βιβλίο των McLachlan και Krishnan [21] το 
οποίο αναφέρεταιΑίίποκλειστικά στον αλγόριθμο αυτόν. Στην επόμενη ενότητα 
θα εφαρμόσουμε τον αλγόριθμο στο πρόβλημα μεγιστοποίησης της πιθανοφάνειας 
στην περίπτωση της μικτής κατανομής.
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1.5.2 Εφαρμογή του EM  σε μικτές κατανομές

Όπως είδαμε στην ενότητα (1.4.1) ο εκτιμητής μέγιστης πιθανοφάνειας δεν μπο- 
.> ρεί να βρεθεί αναλυτικά. Προκειμένου να λύσουμε το πρόβλημα με τον αλγόριθ-

% I μο ΕΜ πρέπει να ορίσουμε το σύνολο των μη παρατηρήσιμων μεταβλητών Ζ  και
ακολούθως την συνάρτησης φ (θ ;θ ^ ) .

Επιστρέφοντας σε όσα είχαμε πει συγκρίνοντας το μικτό μοντέλο και το 
στατιστικό μοντέλο ταξινόμησης τα αντίστοιχα σύνολα προτύπων εκπαίδευσης 
έχουν την εξής διαφορά. Κάθε πρότυπο στο πρόβλημα ταξινόμησης αποτελεί ένας 
ζεύγος της μορφής (x, C*) όπου C* υποδεικνύει την κατηγορία του x, δηλαδή 
το σύνολο εκπαίδευσης αποτελείται από ανεξάρτητα σύνολα δεδομένων ένα για 
κάθε κατηγορία. Αντιθέτως αν και το μικτό μοντέλο θεωρεί τα δεδομένα ως ένα 
μίγμα ανεξάρτητων υποσυνόλων, ένα για κάθε συστατικό πυρήνα, τα υποσύνολα 
αυτά στην πράξη είναι ακαθόριστα δεδομένου ότι δεν υπάρχει καμιά πληροφορία 
υπόδειξης σχετικά με τον πυρήνα προέλευσης του κάθε δεδομένου χ. Υπό αυτή 
την έννοια το σύνολο εκπαίδευσης θεωρείται πως είναι ελλιπές6. Προφανώς θα 
θέλαμε τα πρότυπα εκπαίδευσης να ορίζονται όπως στο πρόβλημα ταξινόμησης, 
δηλαδή να είναι της μορφής (χ, ζ) όπου ζ είναι ένας ακέραιος, ζ € Μ } που
υποδεικνύει τον πυρήνα από τον οποίο έχει παραχθεί το χ. Εάν τα πρότυπα μας 
είχαν αυτή την μορφή η εύρεση των παραμέτρων της μικτής κατανομής θα ήταν 
εύκολη. Για παράδειγμα στην περίπτωση των κανονικών πυρήνων θα υπολογίζαμε 
τις παραμέτρους της κάθε κανονικής κατανομής χρησιμοποιώντας το αντίστοιχο 
υποσύνολο, που όπως δείξαμε γίνεται με αναλυτικό τρόπο.

Με βάση τα προηγούμενα αν το σύνολο εκπαίδευσης είναι το X  και η αντί­
στοιχη λογαριθμική πιθανοφάνεια δίνεται από (1.29), για κάθε x € X  εισάγουμε 
την μεταβλητή ζ(χ) ως ένα ακέραιο που παίρνει τιμές από το σύνολο {1, . . . , Μ } 
και υποδεικνύει τον πυρήνα που παρήγαγε το χ7 [?]. Το πλήρες σύνολο είναι το 
εξής:

Y =  { (x ,z (x )) ,x e * } ,

ενώ η λογαριθμική πιθανοφάνεια του παραπάνω συνόλου είναι η ακόλουθη:

Lc (9) = log ΥΙ  τγ2(χ)ρ (χ|ζ(χ) ,02(χ)) =  Σ  Ιοξπζ(χ)ρ(χ\ζ(χ),θζ{χ)). (1.41) 
xex xex

60  χαρακτηρισμός του συνόλου X  προφανώς σχετίζεται με την υπόθεση της μικτής κατα­
νομής που κάναμε για την προέλευση του X .

7Ισοδύναμα κάθε μη παρατηρήσιμη μεταβλητή θα μπορούσε να είχε οριστεί ως ένα Μ -  
διάστατο διάνυσμα υπόδειξης που παίρνει τιμές μηδέν ή ένα ως εξής: Zj(x) = 1, αν ο πυρήνας 
j  παρήγαγε το χ  και zj(x) = 1 διαφορετικά.

1.5. ΒΕΛΤΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗ ΜΕΣΩ ΤΟΥ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΥ E M ' 19
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Η παραπάνω σχέση προκύπτει ως εξής: Το πρότυπο χ  γνωρίζουμε ότι ανήκει 
στο πυρήνα ζ(χ) πράγμα που σημαίνει ότι παράγεται με βάση την πιθανότητα 
p(x,z(:r)|0) = π*(*)ρΟφ(χ),0Ζ(χ)). Επομένως η από κοινού πιθανότητα των 
στοιχείων του Υ  είναι Ρ(Υ|Θ) = Π*€Χπ*(*)Ρ(®ΙΖ(®)ι®*(*)) απ^ την οποία προ­
κύπτει η σχέση (1.41).

Στην πραγματικότητα οι μεταβλητές ζ{χ) είναι άγνωστες, κάτι που σημαίνει 
ότι το πλήρες σύνολο (X, Ζ) είναι ακαθόριστο (όπως προαναφέραμε κάθε τέτοιο 
σύνολο είναι υποθετικό). Επομένως η ποσότητα Lc(0) είναι επίσης ακαθόριστη. 
Υπάρχουν πολλές επιλογές για την μορφή του πλήρους συνόλου που προκύπτουν 
αν σκεφτούμε ότι για κάθε χ  η μεταβλητή ζ μπορεί να πάρει τιμές από 1 έως Μ. 
Συγκεκριμένα υπάρχουν Μ Ν διαφορετικές επιλογές του συνόλου και ισάριθμες 
εκδοχές της λογαριθμικής πιθανοφάνειας του πλήρους συνόλου. Από τον ορισμό 
της συνάρτησης Q και δεδομένου ότι οι μεταβλητές του συνόλου Ζ  παίρνουν 
διακριτές τιμές έχουμε:

<?(θ;θ«) = 5 > σ (θ )Ρ (Ζ |* ,θ « ) ,
ζ

(1.42)

ή με βάση την (1.29), (1.39) και (1.41)

Λ(ί)ν f ,Ί ΙΙχΕΧ*%)Ρ(Χ\Ζ(Χ)ιθζϊχ))
Q ( e , e  ) Σ βΣ 1οβ { π«(*)Ρ(*Ι*(*).«.(«))} Πχ6χρ (* |θ (ί))

(1.43)
και χρησιμοποιώντας την (1.21)

<2(θ ;θ « )  = Σ Σ  log πζ(χ)Ρ(χ\ζ(χ)> θζ{χ)) Π Ρ (ζ ( χ ) \χ ,θ (ι))· (1.44)
Ζ  x e X  x e x

Από την παραπάνω σχέση με λίγες πράξεις και χρησιμοποιώντας την σχέση (1.22) 
προκύπτει τελικά

Μ
<9(Θ;Θ(ί)) =  Σ  ^ P ( j | x , 0 w )lo g ^ p (* |j ,^ ) . (1.45)

*€Xj=ι
Η παραπάνω ποσότητα υπολογίζεται στο Ε-βήμα. Στο Μ-βήμα υπολογίζεται 
το διάνυσμα παραμέτρων ©ίί+1) μεγιστοποιώντας την ποσότητα (1.45). Στην 
περίπτωση που κάθε p(x\j}9j) αποτελεί κανονική κατανομή, το διάνυσμα ©(*+*) 
προκύπτει με απλή παραγώγιση της συνάρτησης Q ως προς κάθε παράμετρο λαμ- 
βάνοντας υπόψη τον περιορισμό (1.20) για τις εκ των προτέρων πιθανότητες. Οι 
εξισώσεις ενημέρωσης των παραμέτρων είναι οι ακόλουθες:

(«+1) =  Σ χεχ P(j\x, &lt))x 
μί Σ χ ε χ  P ( j \* ,e M ) '

(1.46)
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j,e+i) = Σ ιεχ PQ-|».e(‘>)(« -  μ?+1))(ι  -  μ(,ι+ι|)Γ
'  Σ « χ  Ρ ϋ Ι ι ,θ Ο )

' Γ , 4 Σ ' ,(λ θ (,)),
ΙΛ I ire AT

(1.48)

(1.47)

για κάθε j  = 1 , . . . , Μ. Η επαναληπτική διαδικασία ξεκινά με αρχικοποίηση του 
διανύσματος παραμέτρων και εναλλάσσεται μεταξύ δύο βημάτων. Στο £-βήμα 
υπολογίζονται οι εκ των υστέρων πιθανότητες με βάση την τρέχουσα τιμή των 
παραμέτρων και στο Λ/-βήμα δίνονται νέες τιμές στις παραμέτρους με βάση τις 
παραπάνω σχέσεις. Ο αλγόριθμος αυξάνει σε κάθε επανάληψη την πιθανοφάνεια 
έως ότου έχουμε σύγκλιση στο τελικό διάνυσμα παραμέτρων θ* (η πιθανοφάνεια 
έχει μεγιστοποιηθεί έστω και τοπικά).

1.6 Ανασκόπηση της εργασίας

Στο δεύτερο κεφάλαιο παρουσιάζουμε την κύρια θεωρητική συνεισφορά της εργα­
σίας που αποτελεί η εισαγωγή του Ζ-μοντέλου. Το μοντέλο αυτό αποτελεί γε­
νίκευση των γνωστών μεθόδων εκτίμησης δεσμευμένων κατανομών με χρήση 
μικτών κατανομών που επίσης περιγράφονται στο κεφάλαιο αυτό. Η βασική 
ιδιότητα του Ζ-μοντέλου είναι ότι μοντελοποιεί τις δεσμευμένες κατανομές με 
μικτές κατανομές τέτοιες ώστε ο κάθε πυρήνας να χρησιμοποιείται συγχρόνως 
από ένα υποσύνολο των κατηγοριών. Ο τρόπος που οι πυρήνες συνεισφέρουν στις 
διάφορες κατηγορίες καθορίζεται από ένα πίνακα υπόδειξης Ζ. Η εφαρμογή του 
μοντέλου προϋποθέτει τον καθορισμό του πίνακα αυτού. Δοθέντος ότι ο πίνακας 
Ζ παίρνει εξ αρχής μια σταθερή τιμή, δείχνουμε πώς ο αλγόριθμος ΕΜ μπορεί να 
χρησιμοποιηθεί για την βελτιστοποίηση των παραμέτρων. Επίσης στο κεφάλαιο 
αυτό παρουσιάζουμε μια εκτενή ανάλυση (βασιζόμενοι στη μέθοδο της μέγιστης 
πιθανοφάνειας) των περιπτώσεων που η χρήση κοινών πυρήνων είναι ωφέλιμη από 
την σκοπιά της ταξινόμησης και αντιστρόφως. Η ανάλυση είναι σημαντική αφού 
μας προσφέρει κατευθύνσεις όσον αφορά την επιλογή του πίνακα Ζ.

Στο τρίτο κεφάλαιο περιγράφουμε μια μέθοδο εκπαίδευσης του Ζ-μοντέλου 
που ουσιαστικά καθορίζει τις τιμές του πίνακα Ζ. Ο αλγόριθμος εκπαίδευσης βα­
σίζεται στη εισαγωγή μιας κατάλληλης αντικειμενικής συνάρτησης, ενώ η βελτι­
στοποίηση των παραμέτρων γίνεται μέσω του αλγορίθμου ΕΜ.

Στο τέταρτο κεφάλαιο παρουσιάζουμε συγκριτικά αποτελέσματα των μεθό­
δων σε πέντε γνωστά προβλήματα ταξινόμησης. Τέλος στο επίλογο δίνουμε μια

II
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μικρή περίληψη της εργασίας καθώς και συγκεκριμένες κατευθύνσεις για μελλο­
ντική έρευνα. \
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'  ĉ f ■ ;

■.,*·«· $ j f *  %.-· '
“ '·· · :· ? · · ^ < · ^ ' - : v  ■ · . . .  H

φ ΐ  "  : ··: · V #?·>*
-· . ν ο , ' ί ,

’ ■' . : · . · · ο ·  ■ 

*  >
• . . .a te * . ' f i . . ' · - ^ - . , w

i-  · v ' * · η - ,  n-  
«, ρ  1 ' ·

•'■‘■ 'i > Λ * ' . ; λ

i X ?  : ; · :  : 

'  >

= - v  :·■ % > . . . . .  . . -  · ; ■ / ; .? > ·  v *  ;·

, ' i  -

r - ’ ( ?

' · " ·  · ^ - 1 · ! .  Λ

! v ^ A , ^ 3 X ■ 0 7

> *
s F  » ■ ■ · 

ί
. . ; / U  3 

&

ί ί - 1 , . . . 3 ;  -■ 

>

·.■;  v „ * 7  ^  U J . ' s ;  

• ■ ■ · ■ · - -  . * . V J

.&»«4t£&b£:V ' .V .·
>.··.·'./-iiifcTfc.:'. '

t.

I
*

• t

P



Κεφάλαιο 2

Μικτές Κατανομές για 
Ταξινόμηση

2.1 Γενικά

Σε αυτό το κεφάλαιο μελετώνται μέθοδοι εκτίμησης των δεσμευμένων κατανο­
μών των κατηγοριών για το πρόβλημα ταξινόμησης. Οι μέθοδοι βασίζονται στη 
χρήση μικτών κατανομών για την μοντελοποίηση της δεσμευμένης κατανομής 
κάθε κατηγορίας. Οι μικτές κατανομές (Κεφάλαιο 1) αποτελούν παραμετρικά 
μοντέλα με γενικές ιδιότητες εκτίμησης πυκνότητας πιθανότητας μιας άγνωστης 
κατανομής.

Η εκτίμηση των δεσμευμένων κατανομών αποτελεί το υπολογιστικά δύσκο­
λο μέρος της κατασκευής ενός συστήματος ταξινόμησης με βάση την στατιστι­
κή προσέγγιση. Όπως εξηγήσαμε στο εισαγωγικό κεφάλαιο για την παραπάνω 
εκτίμηση απαιτείται ο διαχωρισμός των δεδομένων σε υποσύνολα με βάση την 
κατηγορία στην οποία ανήκει το καθένα. Στη συνέχεια υπολογίζεται η κάθε δε­
σμευμένη κατανομή χρησιμοποιώντας τα δεδομένα του αντίστοιχου υποσυνόλου. 
Αυτό υποδηλώνει ότι τα παραμετρικά μοντέλα ρ(ζ|ί7*;θ*) που θα υποθέσουμε 
μπορεί κάλλιστα να είναι λειτουργικά ανεξάρτητα1, δηλαδή να μην περιέχουν 
κοινές παραμέτρους. Για παράδειγμα η υπόθεση ότι κάθε δεσμευμένη κατανομή 
αποτελεί μια ξεχωριστή κανονική κατανομή ανήκει στη προηγούμενη κατηγορία 
μεθόδων.

Η πρόθεση μας είναι να χρησιμοποιήσουμε μικτές κατανομές για την μοντελο­
ποίηση των δεσμευμένων κατανομών και σύμφωνα με τα παραπάνω μια προφανής 
λύση είναι να χρησιμοποιηθούν ανεξάρτητες μικτές κατανομές. Ωστόσο σε αυτό 
το κεφάλαιο θα δούμε επίσης μεθόδους βασισμένες σε μικτές κατανομές όπου

χΟ όρος εμφανίζεται στο βιβλίο των Duda και Heart [9].

23

II



24 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. Μ ΙΚΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ ΓΙΑ  ΤΑΞΙΝΟΜΗΣΗ

τα μοντέλα των δεσμευμένων κατανομών δεν είναι λειτουργικά ανεξάρτητα αλ­
λά περιέχουν κοινές παραμέτρους. Οι κοινές παράμετροι θα προκύπτουν από τη 
χρήση κοινών πυρήνων. Παρουσιάζουμε μια εκτενή ανάλυση των πλεονεκτημά­
των και μειονεκτημάτων της μεθόδου των ξεχωριστών μικτών κατανομών και 
αυτή των μικτών κατανομών με κοινούς πυρήνες. Η ανάλυση γίνεται με βάση 
τον περιορισμό ότι και οι δύο μέθοδοι πρέπει να χρησιμοποιούν συνολικά τον 
ίδιο αριθμό πυρήνων. Παρουσιάζουμε παραδείγματα όπου η μια μέθοδος είναι 
καλύτερη από την άλλη και αντιστρόφως. Τελικά εισάγουμε μια νέα πιο γενική 
μέθοδο εκτίμησης δεσμευμένων κατανομών με μικτές κατανομές και εξετάζουμε 
προβλήματα ταξινόμησης όπου η προτεινόμενη μέθοδος δίνει το αποδοτικότερο 
σύστημα ταξινόμησης.

2.2 Ξεχωριστές μικτές κατανομές

Για την εκτίμηση των δεσμευμένων κατανομών υποθέτουμε Κ  μικτές κατανομές 
τέτοιες ώστε η καθεμιά να έχει το δικό της σύνολο πυρήνων. Αν Μk είναι ο αριθ­
μός των πυρήνων που χρησιμοποιούνται από το μικτό μοντέλο της κατηγορίας 
Cfc, τότε η αντίστοιχη δεσμευμένη κατανομή δίνεται από την σχέση:

Mfc
P i x \Ck] @k) =  f t j i c k p fe l j k i  Qjk) fc =  1, . . . , K j  (2.1)

jk=i
όπου π* =  {KjkkJk = 1, · · - , Mk} και 9k =  {9jk, j k =  1, . . . ,  Mk}. Η παράμετρος 
7Tjk εκφράζει την εκ των προτέρων πιθανότητα σύμφωνα με την οποία ένα δεδο­
μένο της κατηγορίας Ck προέρχεται από τον πυρήνα j .  Για τις εκ των προτέρων 
πιθανότητες ισχύει ο περιορισμός:

Mk
53 = ^  (2.2)

ifc=ι
για κάθε k. Λόγω του γεγονότος ότι οι δεσμευμένες κατανομές δεν περιέχουν 
κοινές παραμέτρους η παραπάνω υπόθεση για τις κατανομές θα καλείται μοντέλο 
ανεξάρτητων μικτών κατανομών. Οι ιδιότητες της μεθόδου των ανεξάρτητων μι­
κτών κατανομών περιγράφονται στο [15]. Επίσης διάφορες εφαρμογές μοντέλου 
σε προβλήματα ταξινόμησης εμφανίζονται στα [2, 35].

2.3 Το μοντέλο των κοινών πυρήνων

Έστω ότι έχουμε στη διάθεση μας ένα σύνολο Μ  πυρήνων. Αν σε κάθε πυρήνα 
αντιστοιχεί μια κατανομή με παραμέτρους 9j συμβολίζουμε με 9 το διάνυσμα



Λ

όλων των κατανομών των πυρήνων, δηλαδή θ = (&ι,... ,Θμ ). Υποθέτουμε ότι 
οι δεσμευμένες κατανομές των κατηγοριών δίνονται από τις ακόλουθες μικτές 
κατανομές:

Μ
p(x\Ck; π*, 0) = ]Γ  TtjkP(x\j\ 0;) k =  1, . . . , Κ, (2.3)

i= ι
όπου έχουμε χρησιμοποιήσει ανάλογους συμβολισμούς με αυτούς της προηγού­
μενης ενότητας. Επίσης με θ  συμβολίζουμε το διάνυσμα όλων των παραμέτρων 
(εκ των προτέρων πιθανοτήτων και παραμέτρους πυρήνων 9j). Οι εκ των 
προτέρων πιθανότητες δεν λαμβάνουν αρνητικές τιμές και ικανοποιούν το περιο­
ρισμό

Μ
Σ "*  = 1· (2-4)

Παρατηρούμε ότι το μοντέλο έχει την ιδιότητα ότι οι δεσμευμένες κατανομές 
είναι λειτουργικά εξαρτημένες αφού οι παράμετρες των πυρήνων είναι κοινές. 
Η προηγούμενη υπόθεση για τις δεσμευμένες κατανομές θα αναφέρεται στη συ­
νέχεια ως μοντέλο κοινών πυρήνων [29]. Η μέθοδος των ξεχωριστών μικτών 
κατανομών διαφέρει από την προηγούμενη στο γεγονός ότι υποθέτει λειτουργικά 
ανεξάρτητες μικτές κατανομές (δεν υπάρχουν κοινοί πυρήνες). Με άλλα λόγια 
στο μοντέλο των κοινών πυρήνων κάθε πυρήνας έχει την δυνατότητα να συνεισφέ­
ρει σε όλες τις δεσμευμένες κατανομές, ενώ αντιθέτως στο αντίστοιχο μοντέλο 
των ανεξάρτητων μικτών κατανομών κάθε πυρήνας συνεισφέρει μόνο σε μια δε­
σμευμένη κατανομή. Αν κατά την υπόθεση των ανεξάρτητων μικτών κατανομών 
έχουμε αποφασίσει να χρησιμοποιήσουμε Μ  συνολικά πυρήνες, τότε μπορούμε 
να εκφράσουμε το μοντέλο αυτό μέσω του αντίστοιχου των κοινών πυρήνων ως 
εξής: Αν Mk είναι οι πυρήνες που θα χρησιμοποιηθούν από την κατηγορία Ck, θέ­
τουμε για κάθε πυρήνα j  ενός συνόλου πυρήνων με Mk στοιχεία (όλα τα σύνολα 
είναι ξένα μεταξύ τους) το περιορισμό π,-* = 0, για κάθε £ φ  k.

Έστω ότι διαθέτουμε ένα σύνολο δεδομένων X  όπως αυτό ορίστηκε στη ενό­
τητα 1.2. Αν υποθέσουμε ότι τα δεδομένα κάθε υποσυνόλου X k έχουν παραχθεί 
ανεξάρτητα με βάση την κατανομή ρ(α:|<!7*;7Γ*,0), τότε η λογαριθμική πιθανοφά- 
νεια του X  είναι

Κ  Κ
Ι ( θ )  = log Ρ(Χ|Θ) = Σ  Σ  logp(x|Cjt; η ,θ )  = Σ »). (2·5>

k=ixeXk λ=ι
όπου Lk είναι η λογαριθμική πιθανοφάνεια των δεδομένων της κατηγορίας Ck 
(αντιστοιχεί στο X k). Στο [29, 30] περιγράφουμε ένα αλγόριθμο ΕΜ για την
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Σχήμα 2.1: Η αρχιτεκτονική του μοντέλου των κοινών πυρήνων.

μεγιστοποίηση της λογαριθμικής πιθανοφάνειας ως προς τις παραμέτρους του 
μοντέλου. Αν υποθέσουμε ότι κάθε p{x\j',6j) αποτελεί μια κανονική κατανομή 
της μορφής (1.10), οι εξισώσεις ενημέρωσης των παραμέτρων είναι οι ακόλουθες:

(1+1) _ Σ?.1Σ,«.Ρ0Ί*,Ο ι.;4 ,),<)(<))*
’ Σ £ ι Σ « χ . Λ ; ΐ * · α ί; 4 '>.β<,)) '

E(t+1) =  Σ Ε ,ι Σ , 6χ, Ρ Ο Ί χ ,Ο ί;^ .  « ‘>)(* -  ^ ‘’Κχ -  μ(’+η)τ
‘  Σ ? . ι Σ . 6 χ . ί ’ϋΚ<='ί;<Γ?).β''>)

4 +1) = Τ3ΓΪ Σ  * = 1.....κ ,
|Afc| x€X*

(2.6)

(2.7)

(2.8)

για κάθε j .  Στις παραπάνω εξισώσεις με P(j|x,Cfc;7rfc,0) συμβολίζουμε την εκ 
των υστέρων πιθανότητα σύμφωνα με την οποία ένα δεδομένο χ, που ανήκει στη 
κατηγορία C*, έχει προέρθει από τον πυρήνα j  και δίνεται από τον κανόνα του 
Bayes

Pjj\x,Ck;„k,e) = (2.9)

To βασικό επιχείρημα σχετικά με την χρησιμότητα του μοντέλου των κοινών 
πυρήνων είναι ότι μπορεί να είναι αποτελεσματικό σε περιπτώσεις προβλημάτων 
ταξινόμησης με σημαντικό βαθμό επικάλυψης των κατηγοριών. Αυτό συμβαίνει 
διότι χρησιμοποιώντας κοινούς πυρήνες γίνεται δυνατή η ταυτόχρονη αναπαρά­
σταση δεδομένων που ανήκουν σε διαφορετικές κατηγορίες. Ωστόσο σε πραγμα­
τικά προβλήματα t̂ fev είναι γνωστή η μορφή της επικάλυψης των δεδομένων των 
κατηγοριών και ενδεχομένως εφαρμόζοντας το μοντέλο των κοινών πυρήνων να 
οδηγηθούμε σε μια αναξιόπιστη αναπαράσταση από τη σκοπιά της ταξινόμησης.
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Συγκεκριμένα αν βασιστούμε στη μέθοδο της μέγιστης πιθανοφάνειας είναι δυνα­
τόν να βρούμε τέτοιες τιμές παραμέτρων για κάποιους πυρήνες ώστε οι πυρήνες 
αυτοί να αναπαριστούν δεδομένα διαφορετικών κατηγοριών ακόμα και αν δεν 
υπάρχει τοπική επικάλυψη μεταξύ των κατηγοριών. Στην επόμενη ενότητα με­
λετιόνται περιπτώσεις όπου κάτι τέτοιο συμβαίνει και επηρεάζει σημαντικά την 
επίδοση του συστήματος.

2.4 Σύγκριση των δύο μεθόδων

Σε αυτή την ενότητα παρουσιάζουμε συγκριτικά τα πλεονεκτήματα και μειονε­
κτήματα του μοντέλου των κοινών πυρήνων και των ανεξάρτητων μικτών κατα­
νομών. Η ανάλυση βασίζεται στην υπόθεση ότι και οι δύο μέθοδοι χρησιμοποιούν 
συνολικά ίσο αριθμό πυρήνων, θα μας απασχολήσουν τα ακόλουθα δύο ζητήμα­
τα:

• υποθέσεις που απαιτούνται κατά την εφαρμογή της κάθε μεθόδου σχετικά 
με τον αριθμό πυρήνων

• καθορισμός περιπτώσεων όπου η χρήση κοινών πυρήνων οδηγεί σε καλύ­
τερη αναπαράσταση των δεδομένων από τη σκοπιά της ταξινόμησης και 
αντιστρόφως.

Σε ό,τι αφορά το πρώτο ζήτημα, κατά την εφαρμογή του μοντέλου των κοινών 
πυρήνων απαιτείται να επιλεγεί μόνο ο συνολικός αριθμός των πυρήνων Μ. Από 
την άλλη, η εφαρμογή των ανεξάρτητων μικτών κατανομών απαιτεί τον καθο­
ρισμό ενός διαχωρισμού των Μ  συνολικά πυρήνων σε Κ  υποσύνολα έτσι ώστε 
κάθε κατηγορία C* να χρησιμοποιεί Λί* πυρήνες, θεωρούμε την προηγούμενη 
διαφορά των δύο μεθόδων ως πλεονέκτημα του μοντέλου των κοινών πυρήνων 
λόγω του ότι δεν είναι φανερό πώς μπορεί να επιτευχθεί ένας αποτελεσματι­
κός διαχωρισμός των Μ  πυρήνων κατά την εφαρμογή των ανεξάρτητων μικτών

»
κατανομών2.

Όσον αφορά το δεύτερο ζήτημα, είναι φανερό ότι εφαρμόζοντας το μοντέλο 
των κοινών πυρήνων κάποιοι πυρήνες μπορούν να αναπαριστούν δεδομένα που 
ανήκουν σε περισσότερες από μια κατηγορίες, ή διαφορετικά να συνεισφέρουν 
στην εκτίμηση της δεσμευμένης κατανομής πολλών κατηγοριών. Κάτι τέτοιο

2Εφόσον δεν υπάρχει καμιά εκ των προτέρων πληροφορία σχετικά με την πολυπλοκότητα 
της κάθε δεσμευμένης κατανομής, οι πυρήνες διανέμονται ισάριθμα στις κατηγορίες.
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απαγορεύεται κατά την εφαρμογή του μοντέλου των ανεξάρτητων μικτών κατα­
νομών. Επομένως το μοντέλο των κοινών πυρήνων επιτρέπει την μείωση του 
συνολικού αριθμού πυρήνων που απαιτούνται για την αναπαράσταση των δεδο­
μένων. Ωστόσο, μένει να ερευνήσουμε αν η προηγούμενη ιδιότητα των κοινών 
πυρήνων είναι ωφέλιμη από τη πλευρά της ταξινόμησης. Παρακάτω αναλύονται 
κάποιες περιπτώσεις προβλημάτων ταξινόμησης όπου η χρήση κοινών πυρήνων 
έχει ως συνέπεια την βελτίωση της γενικευτικής ικανότητας του συστήματος 
καθώς και ορισμένες άλλες όπου έχει αντίθετα αποτελέσματα.

Εξετάζουμε αρχικά τις δύο περιπτώσεις μέσω δύο απλών παραδειγμάτων τα­
ξινόμησης. Τα δύο παραδείγματα αποτελούν προβλήματα ταξινόμησης δύο κα­
τηγοριών και τα δεδομένα ανήκουν στο δισδιάστατο χώρο (Σχήμα 2.2 και 2.3 
αντίστοιχα). Και στις δύο περιπτώσεις υποθέτουμε ότι ο συνολικός αριθμός πυ­
ρήνων είναι δύο. Στο πρώτο παράδειγμα (Σχήμα 2.2), τα δεδομένα της πρώτης 
κατηγορίας προέρχονται από δύο ομάδες δεδομένων, ενώ τα αντίστοιχα της δεύ­
τερης κατηγορίας ανήκουν σε μια ομάδα δεδομένων η οποία όμως έχει σημαντικό 
βαθμό επικάλυψης με μια εκ των δύο ομάδων της πρώτης κατηγορίας. Το μοντέ­
λο των κοινών πυρήνων με δύο πυρήνες αναπαριστά ικανοποιητικά τα δεδομένα 
και των δύο κατηγοριών3 (Σχήμα 2.2α). Προκειμένου να πάρουμε μια ανάλο­
γη αναπαράσταση των δεδομένων εφαρμόζοντας το μοντέλο των ανεξάρτητων 
μικτών κατανομών απαιτούνται συνολικά τρεις πυρήνες (δύο για την πρώτη κα­
τηγορία και ένας για την δεύτερη). Είναι φανερό ότι η χρήση δύο μόνο πυρήνων 
(ένας ανά κατηγορία) οδηγεί σε μια ανεπαρκή αναπαράσταση (Σχήμα 2.2β).

Το δεύτερο παράδειγμα (Σχήμα 2.3) είναι ανάλογο του πρώτου, με τη διαφορά 
ότι ο βαθμός επικάλυψης των δύο διαφορετικής κατηγορίας ομάδων δεδομένων 
έχει μειωθεί αισθητά (ασθενής επικάλυψη). Το μοντέλο των κοινών πυρήνων 
δίνει τέτοια λύση για τις παραμέτρους των πυρήνων ώστε ένας από τους πυρή­
νες τοποθετείται πάνω στο όριο απόφασης (Σχήμα 2.3α). Για το λόγο αυτό ο 
ταξινομητής παρουσιάζει αυξημένο σφάλμα γενίκευσης. Αντιθέτως η μέθοδος 
των ανεξάρτητων μικτών κατανομών (ένας πυρήνας ανά κατηγορία), αν και η 
λύση που δίνει δεν είναι καθόλου ικανοποιητική από τη σκοπιά της εκτίμησης 
πυκνότητας πιθανότητας, προσεγγίζει ωστόσο το πραγματικό όριο απόφασης με 
ικανοποιητική ακρίβεια (Σχήμα 2.3β).

Το φαινόμενο της τοποθέτησης κάποιων πυρήνων πάνω στο όριο απόφασης 
κατά την εφαρμογή του μοντέλου των κοινών πυρήνων εξηγείται αν εξετάσουμε

3Και στα δύο παραδείγματα χρησιμοποιήθηκαν κανονικοί πυρήνες, ενώ οι λύσεις που απει­
κονίζονται στα σχήματα αποτελούν εκτιμητές μέγιστης πιθανοφάνειας.
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τις συνθήκες που ισχύουν για τις παραμέτρους των πυρήνων σε στάσιμα σημεία 
(συνήθως τοπικά μέγιστα) της πιθανοφάνειας. Αν το θ  είναι ένα στάσιμο ση­
μείο της λογαριθμικής πιθανοφάνειας (2.5), για το διάνυσμα παραμέτρων 6j κάθε 
πυρήνα j  ισχύει

Κ
Σ  Σ  p U\x >c k’’ * k j ) V e i logp{x \ j \§ j ) =  0, (2.10)
fr=I*€Xfc

και για κάθε εκ των προτέρων πιθανότητα π^

Σ  ρ ϋ \χ ·<?»;**.«)· (2.H)

Με βάση την εξίσωση (2.10) μπορούμε να αναγνωρίσουμε δύο περιπτώσεις σχε­
τικά με τη μορφή της λύση των παραμέτρων του πυρήνα j .  Η πρώτη περίπτωση 
αφορά τιμές παραμέτρων που αποτελούν συγχρόνως στάσιμα σημεία της κάθε 
λογαριθμικής πιθανοφάνειας Ljt, δηλαδή ικανοποιούν την ακόλουθη εξίσωση για 
κάθε fc:

Σ  Ck\τίk, 6)Vej logpixlj; 9j) =  0. (2.12)
xexk

Αυτή η κατηγορία λύσεων προκύπτει είτε σε περιπτώσεις όπου ο πυρήνας j  το­
ποθετείται σε μια περιοχή δεδομένων όπου υπάρχει σημαντική επικάλυψη μεταξύ 
διαφορετικών κατηγοριών είτε σε περιπτώσεις όπου ο πυρήνας αναπαριστά δεδο­
μένα μόνο μιας κατηγορίας. Η δεύτερη περίπτωση αναφέρεται σε τιμές παραμέ­
τρων που ικανοποιούν την εξίσωση (2.10) χωρίς συγχρόνως να ικανοποιούν την 
(2.12) για κάθε k.

Βασιζόμενοι στις παραπάνω παρατηρήσεις όσον αφορά το μοντέλο των κοινών 
πυρήνων δίνουμε τον ακόλουθο ορισμό που ισχύει για κάθε μέθοδο εκτίμησης 
δεσμευμένων κατανομών των κατηγοριών χρησιμοποιώντας μικτές κατανομές.

Υποθέτουμε ένα μοντέλο μικτής κατανομής ρ(χ|6*;π*,0*) για την εκτίμηση 
της δεσμευμένης κατανομής της κατηγορίας C*, όπου με 0* συμβολίζουμε τις 
παραμέτρους όλων των πυρήνων που χρησιμοποιούνται από τη μικτή κατανομή. 
Ένα στάσιμο σημείο Θ της λογαριθμικής πιθανοφάνειας (που ορίζεται ομοίως με 
τη σχέση (2.5)) θα καλείται λύση τύπου 1, εάν για κάθε k το διάνυσμα παραμέτρων 
§(. είναι στάσιμο σημείο της λογαριθμικής πιθανοφάνειας L*. Διαφορετικά το θ  
θα καλείται λύση τύπου 2.

Είναι φανερό ότι το μοντέλο των ανεξάρτητων μικτών κατανομών δίνει πάντα 
λύσεις τύπου 1, αφού η μεγιστοποίηση της λογαριθμικής πιθανοφάνειας L ανά­
γεται σε Κ  ανεξάρτητα προβλήματα μεγιστοποίησης που το καθένα αντιστοιχεί 
στην λογαριθμική πιθανοφάνεια Lfc.

ii
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Επιστρέφοντας στην ανάλυση των δύο παραδειγμάτων, παρατηρούμε ότι στο 
πρώτο παράδειγμα εφαρμόζοντας το μοντέλο των κοινών πυρήνων οδηγούμαστε 
σε μια λύση (Σχήμα 2.2α) που είναι προσεγγιστικά τύπου 1. Αντιθέτως στο δεύ­
τερο παράδειγμα η λύση (Σχήμα 2.3α) δεν είναι τύπου 1 αφού ο πυρήνας στη 
δεξιά πλευρά του σχήματος έχει τοποθετηθεί σε μια περιοχή ασθενούς επικάλυ­
ψης μεταξύ των δεδομένων των δύο κατηγόριων. Αυτό έχει ως συνέπεια οι τιμές 
παραμέτρων του να μην ικανοποιούν την συνθήκη στάσιμου σημείου και για τις 
δύο λογαριθμικές συναρτήσεις πιθανοφάνειας L\ και L2* Επιπλέον, στο πρώτο 
παράδειγμα όπου και δυο μέθοδοι δίνουν λύσεις τύπου 1, η καλύτερη μέθοδος με 
κριτήριο την επίδοση γενίκευσης είναι το μοντέλο των κοινών πυρήνων και αυτό 
διότι δίνει μεγαλύτερη τιμή συνολικής λογαριθμικής πιθανοφάνειας. Βασιζόμε­
νοι στις προηγούμενες παρατηρήσεις και υποθέτοντας πάντα σταθερό συνολικό 
αριθμό πυρήνων παραθέτουμε τα ακόλουθα διαισθητικά συμπεράσματα:

• Οι λύσεις τύπου 2 δεν συνιστούν αποτελεσματική τοποθέτηση των πυρήνων 
από τη σκοπιά της ταξινόμησης

• Από τις λύσεις τύπου 1 εκείνες που αναμένεται να έχουν καλύτερη επίδοση 
ταξινόμησης είναι αυτές με την μεγαλύτερη τιμή συνολικής πιθανοφάνειας

Τελικά αν ένα πρόβλημα περιέχει περιοχές δεδομένων με σημαντικό βαθμό επικά­
λυψης μεταξύ δεδομένων διαφορετικών κατηγοριών και συγχρόνως αντίστοιχες 
περιοχές με ασθενή επικάλυψη, τότε ούτε το μοντέλο των κοινών πυρήνων και 
επίσης ούτε οι ανεξάρτητες μικτές κατανομές αναμένεται να δώσουν το αποτελε­
σματικότερο σύστημα ταξινόμησης (για σταθερό αριθμό πυρήνων). Ένα τέτοιο 
πρόβλημα απαιτεί μια πιο γενική μέθοδο εκτίμησης δεσμευμένων κατανομών βα­
σισμένη σε μικτές κατανομές.

2.5 Το Ζ-μοντέλο

Το μοντέλο των κοινών πυρήνων (2.3) μπορεί να γενικευτεί έτσι ώστε ένα ορι­
σμένο υποσύνολο του συνόλου των πυρήνων Μ  να χρησιμοποιείται από κάθε 
δεσμευμένη κατανομή [31]. Προκειμένου να ορίσουμε μια τέτοια μοντελοποίη- 
ση εισάγουμε έναν Μ  x Κ  πίνακα Ζ  που θα υποδεικνύει το πώς διανέμονται οι 
πυρήνες στις διάφορες κατηγορίες. Κάθε στοιχείο Zjk του πίνακα ορίζεται ως
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w

<w

Σχήμα 2.2: Παράδειγμα προβλήματος ταξινόμησης όπου το μοντέλο των κοι­
νών πυρήνων έχει καλύτερη επίδοση γενίκευσης. Τα δεδομένα της κάθε κατη­
γορίας έχουν παραχθεί με βάση τις κατανομές p(x\Ci) = 0.57V([1 l]7',0.08) + 
0.57V([2.9 1]T, 0.08) και p(rr|C2) =  Ν ([3 l]7', 0.08), ενώ οι εκ των προτέρων πι­
θανότητες των κατηγοριών ήταν P(Ci) =  0.7 και Ρ(<?2) = 0.3, αντίστοιχα. 
Σημειωτέον ότι αφού οι πυρήνες είναι σφαιρικές κανονικές κατανομές χρησιμο­
ποιούμε τον συμβολισμό Ν (μ,σ2), όπου μ  είναι το διάνυσμα του μέσου και σ2 
είναι η κοινή τιμή διακύμανσης όλων των συνιστωσών. Δημιουργήθηκαν δύο σύ­
νολα δεδομένων, ένα για εκπαίδευση και ένα για έλεγχο. Το μοντέλο των κοινών 
πυρήνων (α) έδωσε σφάλμα γενίκευσης 27% και τιμή λογαριθμικής πιθανοφάνειας 
L = —238.62. Το αντίστοιχο σφάλμα και η τιμή της λογαριθμικής πιθανοφάνειας 
για τις ανεξάρτητες μικτές κατανομές (β) ήταν 32.2% και L  = —465.97.
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Σχήμα 2.3: Παράδειγμα προβλήματος ταξινόμησης όπου το μοντέλο των ανε­
ξάρτητων μικτών κατανομών έχει καλύτερη επίδοση γενίκευσης. Τα δεδομέ­
να της κάθε κατηγορίας έχουν παραχθεΐ με βάση τις κατανομές p(x\C\) =  
0.5JV([1 1]T,0.08)+0.5JV([3 1]Τ,0.08) καιρ(χ|<?2) =  Ν([3.8 1]Γ,0.08), ενώ οι εκ 
των προτέρων πιθανότητες των κατηγοριών ήταν P(Ci) = 0.7 και Ρ((72) =  0.3. 
Δημιουργήθηκαν δύο σύνολα δεδομένων, ένα για εκπαίδευση και ένα για έλεγχο. 
Το μοντέλο των κοινών πυρήνων (α) έδωσε σφάλμα γενίκευσης 26.1% και τιμή 
λογαριθμικής πιθανοφάνειας L =  —326.23. Το αντίστοιχο σφάλμα και η τιμή 
της λογαριθμικής πιθανοφάνειας για τις ανεξάρτητες μικτές κατανομές (β) ήταν 
7% και L =  -489.18.



Λ

εξής:

{1 αν ο πυρήνας j  συνεισφέρει στην δεσμευμένη κατανομή της Ck 
0 διαφορετικά

(2.13)
Προκειμένου να αποκλειστούν περιπτώσεις όπου είτε κάποιοι πυρήνες δεν χρησι­
μοποιούνται από καμία δεσμευμένη κατανομή είτε υπάρχει ένα μοντέλο δεσμευμέ­
νης κατανομής που δεν χρησιμοποιεί κανένα πυρήνα, υποθέτουμε ότι κάθε γραμμή 
και στήλη ενός έγκυρου πίνακα Ζ περιέχει τουλάχιστον ένα στοιχείο με τιμή την 
μονάδα. Ένας τρόπος για να εισάγουμε τον περιορισμό Zjk στο μοντέλο που 
περιγράφεται από την (2.3) είναι να θέσουμε περιορισμούς στις εκ των προτέρων 
πιθανότητες ifjk. Συγκεκριμένα θέτουμε την τιμή της εκ των προτέρων πιθανό­
τητα Tijk σταθερά ίση με μηδέν αν Zjk =  0. Σε μια τέτοια περίπτωση, μπορούμε 
να θεωρήσουμε ότι η δεσμευμένη κατανομή της κατηγορίας C* εξακολουθεί να 
δίνεται από (2.3), αλλά με τη διαφορά ότι ο αρχικός χώρος παραμέτρων έχει 
περιοριστεί σε έναν υποχώρο που ορίζεται από τους περιορισμούς στις εκ των 
προτέρων πιθανότητες (τιμή του πίνακα Ζ), δηλαδή

Μ
p(x\Ck;zk,nk,0) = Y ^n jkp(x\j;ej ) =  £  njkp(x\j;0j), (2.14)

3- 1  i-* jk = ι

όπου με zk συμβολίζουμε την Α:-ιοστή στήλη του Ζ  και {j : zjk = 1} το σύνολο 
όλων των πυρήνων j  για τους οποίους Zjk = 1. Η σχέση (2.4) για τις εκ των 
προτέρων πιθανότητες είναι έγκυρη, ωστόσο αυτό που πραγματικά ισχύει είναι

Σ  (215)
J'*jk= 1

για κάθε k. Είναι προφανές ότι το μοντέλο των κοινών πυρήνων προκύπτει ως 
μια ειδική περίπτωση του Ζ-μοντέλου όπου Zjk — 1 για κάθε j, k. Επίσης οποιο- 
δήποτε μοντέλο ανεξάρτητων μικτών κατανομών με συνολικό αριθμό πυρήνων Μ  
προκύπτει από το Ζ-μοντέλο αν επιλέξουμε τον πίνακα έτσι ώστε κάθε γραμμή 
του να περιέχει ακριβώς ένα στοιχείο με τιμή μονάδα.

Έστω τώρα ότι έχουμε ένα σύνολο δεδομένων εκπαίδευσης X. Αν υποθέ­
σουμε ότι τα δεδομένα του υποσυνόλου X k έχουν παραχθεί ανεξάρτητα μεταξύ 
τους με βάση την p{x\Ck\zkl'nkl9)> η πιθανοφάνεια του συνόλου X  ορίζεται από 
τη σχέση

κ
Ρ{Χ\Θ) = Π Π ρ(*|σ*ί »,*·»,«). (2.16)

fc=i χ  e X / c
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Πρέπει να σημειωθεί ότι για την εφαρμογή του παραπάνω μοντέλου ο πίνακας 
Ζ καθορίζεται αρχικά και παραμένει σταθερός, με άλλα λόγια τα στοιχεία Zjt 
δεν αποτελούν προσαρμοζόμενες παραμέτρους. Σύμφωνα με την μέθοδο της μέ- 
γιστης πιθανοφάνειας επιθυμούμε να βρούμε εκείνες τις τιμές παραμέτρων που 
μεγιστοποιούν την παραπάνω συνάρτηση ή ισοδύναμα τον λογάριθμό της

κ
£(Θ) = Σ Σ logp(*|C*; θ). (2.17)

Η εκπαίδευση του Ζ-μοντέλου μπορεί να εκτελεστεί χρησιμοποιώντας τον αλγό­
ριθμο ΕΜ με τρόπο ακριβώς ανάλογο της εκπαίδευσης του μοντέλου των κοινών 
πυρήνων. Λεπτομέρειες της εφαρμογής του αλγορίθμου και εξισώσεις ενημέρω­
σης των παραμέτρων υπάρχουν στο Παράρτημα Α.

Ομοίως με την προηγούμενη ενότητα μπορεί να δειχθεί ότι σε κάποιο στάσιμο 
σημείο της πιθανοφάνειας, η αναγκαία συνθήκη για τις παραμέτρους θ, ενός 
πυρήνα j  είναι

Σ Σ ρ 0ΊΧ> *fc* logp(x|j; θ,) =  0 (2.18)
Λ::^=1ι€λ\

και για την εκ των προτέρων πιθανότητα π,·*

tyk «  r e - f  Σ  *fc» (2.19)

όπου (2.18) ισχύει για κάθε j ,  ενώ (2.19) για κάθε j  και k τέτοια ώστε Zjk =  1. 
Επίσης η εκ των υστέρων πιθανότητα P(j|x , C*..; **., π^,θ) δίνεται ομοίως με τη 
σχέση (2.9) από

P(j\x,Ck’}zk>nkte) w ( x |i ; g j )
Σ < :^= ι^ρ(*Ι*;βΟ “

(2.20)

Για τα στάσιμα σημεία της λογαριθμικής πιθανοφάνειας ενός Ζ-μοντέλου ισχύει 
η ακόλουθη πρόταση:
Πρόταση 1. Κάθε στάσψο σημείο 0  της λογαριθμικής πιθανοφάνειας (2.17) 
του Ζ-μοντέλου (για αυθαίρετο Ζ) είναι επίσης στάσιμο σημείο της λογαριθμι­
κής πιθανοφάνειας (2.5) που αντιστοιχεί στο μοντέλο των κοινών πυρήνων για 
τον ίδιο αριθμό πυρήνων.
Απόδειξη: Μια τιμή του διανύσματος παραμέτρων αποτελεί στάσιμο σημείο 
της λογαριθμικής 'πιθανοφάνειας του μοντέλου των κοινών πυρήνων (2.5), αν η 
συνθήκη (2.10) ισχύει για κάθε j  =  1, . . . , Μ  καθώς επίσης η (2.11) ισχύει για 
κάθε j  =  1 , . . . , Μ  και k — 1 , . . . , Κ.
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Αφού θ  είναι στάσιμο σημείο για το Ζ-μοντέλο, η εξίσωση (2.18) ισχύει για 
κάθε j. Τώρα, για όλα τα k : zjk = 1 και χ  6 Xk ισχύει Ρ(.7|χ,<!7*;2*,7γ*,0) = 
P(j\x, Ck\TTk,Q) σύμφωνα με τις σχέσεις (2.9), (2.14) και (2.20), οπότε η (2.18) 
γράφεται ως

Σ ,  Σ ρ0>. C k\*k, 0 )V ej logp(i|j; β} ) = 0. (2.21)
k-.tj k =i x e x k

Επιπλέον, εφόσον για όλα τα k τέτοια ώστε Zjk = 0 ισχύει = 0, κάθε
A

εκ των υστέρων πιθανότητα P ( j \ x , είναι μηδέν σύμφωνα με την (2.9). 

Επομένως ισχύει ότι T,k:zjk=o ExeX* P(j\x ^ k ^ k J ) '^ e j logp(x|;;^·) = 0, και 
ακολούθως η (2.21) μπορεί να γραφεί

Σ  Σ  P{i\x,Ck-*k,e)Ve, logpM j;^) + (2.22)
k:zjk=lzeXk

Σ  Σ  ρ ϋ \ χ ' C k ' * * » 1ο 8 ρ Ο Φ ' ; 9j )  =  ο ,
k:Zjk —0 x € X k 

ΚΣ Σ PU\r,Ck;*k,e)V e, logp(i|i;»j) = ο, (2.23)
k = 1x £ X k

η οποία δεν είναι τίποτα άλλο παρά ή συνθήκη (2.10) και ισχύει για κάθε j. Σε ό,τι 
αφορά τις εκ των προτέρων πιθανότητες των πυρήνων, έχουμε ότι η (2.11) ισχύει 
για όλα τα π̂ *. με Zjk =  1. Προφανώς, η (2.11) ισχύει επίσης για κάθε εκ των 
προτέρων πιθανότητα για την οποία Zjk =  0 αφού σε μια τέτοια περίπτωση και 
οι δύο πλευρές της εξίσωσης είναι μηδέν (όπως δείχθηκε προηγουμένως όλες οι 
σχετιζόμενες εκ των υστέρων πιθανότητες P(j\x,Ck\ π^,0) είναι ίσες με μηδέν). 
I

Σύμφωνα με την ανάλυση που παρουσιάστηκε στην Ενότητα 2.2, οι περιπτώ­
σεις Ζ-μοντέλων οι οποίες μπορούν να δώσουν συστήματα ταξινόμησης με καλές 
επιδόσεις ταξινόμησης είναι αυτές που προσεγγιστικά δίνουν λύσεις τύπου 1 με 
υψηλές τιμές λογαριθμικής πιθανοφάνειας. Παρακάτω, παρουσιάζουμε ένα πα­
ράδειγμα προβλήματος ταξινόμησης όπου ένα Ζ-μοντέλο έχει καλύτερη επίδοση 
ταξινόμησης συγκρινόμενο με το μοντέλο των κοινών πυρήνων και αυτό των 
ανεξάρτητων μικτών κατανομών (Σχήμα 2.4).

Το παράδειγμα προβλήματος ταξινόμησης αποτελεί συνδυασμό των παραδειγ­
μάτων που παρουσιάστηκαν στην ενότητα 2.2. Τα δεδομένα της πρώτης κατη­
γορίας σχηματίζουν τρεις ομάδες δεδομένων, ενώ τα αντίστοιχα της δεύτερης 
κατηγορίας σχηματίζουν δύο ομάδες. Το πρόβλημα είναι κατασκευασμένο με
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Σχήμα 2.4; Παράδειγμα προβλήματος ταξινόμησης όπου μια κατάλληλη επι­
λογή ενός Ζ-μοντέλου οδηγεί σε καλύτερη επίδοση γενίκευσης. Τα δεδομέ­
να της κάθε κατηγορίας έχουν παραχθεί με βάση τις κατανομές p{x\C\) = 
0.33iV([2.3 1]Τ,0.08) + 0.33ΛΓ([4 1]Γ,0.08) + 0.33ΛΓ([7 1]τ ,0.08) και p{x\C2) = 
0.5ΑΓ([1.5 1]τ , 0.08) + 0.5iV([7 1]Γ,0.08), ενώ οι εκ των προτέρων πιθανότητες 
των κατηγοριών ήταν P(C\) = Ρ(ί?2) = 0.5. Δημιουργήθηκαν δύο σύνολα δεδο­
μένων, ένα για εκπαίδευση και ένα για έλεγχο, ενώ σε κάθε περίπτωση βρέθηκε 
ο εκτιμητής μέγιστης πιθανοφάνειας. Το σφάλμα γενίκευσης e και η τελική τιμή 
της λογαριθμικής πιθανοφάνειας L για κάθε μέθοδο ξεχωριστά είναι: α) Μοντέλο 
κοινών πυρήνων: e =  33.33% και L = —1754.51 β) Ανεξάρτητες μικτές κατανο­
μές (δύο πυρήνες για την C\ και ένας για τη C<i): e =  24.33% L =  —2683.25, 
γ) Ανεξάρτητες μικτές κατανομές (ένας πυρήνας για την C\ και δύο πυρήνες για 
την C2): e =  34% και L =  —3748.42 και δ) Ένας πυρήνας κοινός και για τις 
δύο δεσμευμένες κατανομές, ενώ οι άλλοι δύο συνεισφέρουν ο καθένας σε μια 
κατηγορία: e =  21.67% και L =  —1822.53.
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τέτοιο τρόπο ώστε υπάρχει ένα ζεύγος από ομάδες διαφορετικών κατηγοριών 
οι οποίες έχουν σημαντική επικάλυψη, ενώ για ένα διαφορετικό ζεύγος ομάδων 
υπάρχει ασθενή επικάλυψη. Υποθέτουμε ότι ο συνολικός αριθμός πυρήνων είναι 
τρία.

Η λύση που βρήκαμε εφαρμόζοντας το μοντέλο των κοινών πυρήνων (Σχήμα 
2.4α) αν και δίνει μια ικανοποιητική αναπαράσταση της περιοχής όπου συμβαίνει 
σημαντική επικάλυψη, στη περίπτωση της περιοχής με ασθενή επικάλυψη τοπο­
θετεί τον πυρήνα πάνω στο όριο απόφασης πράγμα που αυξάνει δραματικά το 
σφάλμα γενίκευσης. Όσον αφορά το μοντέλο των ανεξάρτητων μικτών κατανο­
μών υπάρχουν δύο επιλογές: ί) χρησιμοποίηση δύο πυρήνων για την δεσμευμένη 
κατανομή της πρώτης κατηγορίας και ενός πυρήνα για την αντίστοιχη κατανομή 
της δεύτερης κατηγορίας (Σχήμα 2.4β) και Η) χρησιμοποίηση ενός πυρήνα για 
την πρώτη κατηγορία και δύο για την δεύτερη (Σχήμα 2.4γ). Το μοντέλο με 
την καλύτερη επίδοση ταξινόμησης δίνεται από ένα Ζ-μοντέλο με ένα μόνο κοι­
νό πυρήνα και με τους υπόλοιπους δύο να συνεισφέρουν ο καθένας σε μόνο μια 
κατηγορία (Σχήμα 2.4δ).

2.6 Συζήτηση

Το Ζ-μοντέλο αποτελεί μια γενίκευση των προηγούμενων τεχνικών μοντελο­
ποίησης δεσμευμένων κατανομών των κατηγοριών χρησιμοποιώντας μικτές κα­
τανομές, δηλαδή του μοντέλου των κοινών πυρήνων και των ανεξάρτητων μικτών 
κατανομών. Ως γενίκευση μπορεί να συνδυάζει με ευέλικτο τρόπο τα χαρακτη­
ριστικά των προγενέστερων μεθόδων.

Συγκεκριμένα το Ζ-μοντέλο μπορεί να διαθέτει κοινούς πυρήνες για ορι­
σμένες κατηγορίες καθώς και πυρήνες που χρησιμοποιούνται αποκλειστικά μόνο 
από μια κατηγορία. Ένας κοινός πυρήνας έχει την δυνατότητα να αναπαριστά 
συγχρόνως δεδομένα διαφορετικών κατηγοριών. Κάτι τέτοιο είναι ιδιαίτερα ση­
μαντικό διότι έτσι μειώνεται ο αριθμός των απαιτούμενων πυρήνων πράγμα που 
με την σειρά του αποτελεί υπολογιστικό πλεονεκτήματα δεδομένου ότι διαθέ­
τουμε πάντα ένα πεπερασμένο σύνολο δεδομένων εκπαίδευσης. Για να γίνει πιο 
εμφανές το τελευταίο ας θεωρήσουμε την εξής περίπτωση. Έστω ότι σε ένα πρό­
βλημα ταξινόμησης υπάρχει μια περιοχή που χώρου δεδομένων όπου οι άγνωστες 
δεσμευμένες κατανομές των κατηγοριών είναι τοπικά πανομοιότυπες (π.χ. τα 
δεδομένα παράγονται από την ίδια ομάδα). Τότε αν χρησιμοποιήσουμε για την 
συγκεκριμένη τοπική αναπαράσταση των δεδομένων πυρήνες που ανήκουν μόνο
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σε μια κατηγορία, ενδεχομένως να μη έχουμε καλή τοπική εκτίμηση ιδιαίτερα αν 
από κάθε κατηγορία διαθέτουμε λίγα δεδομένα εκπαίδευσης. Αντιθέτως αν χρη­
σιμοποιούσαμε ένα κοινό πυρήνα, τότε η εκτίμηση θα είναι πιο αξιόπιστη αφού 
χρησιμοποιείται αυξημένος αριθμός δεδομένων (όλων των κατηγοριών). Γενι­
κότερα σε προβλήματα ταξινόμησης όπου από κάθε κατηγορία διαθέτουμε μικρό 
αριθμό δεδομένων εκπαίδευσης (< 100), ενώ πιθανόν έχουμε πολλές κατηγορίες 
(> 10) η χρήση κοινών πυρήνων είναι πολύ σημαντική αφού θα έκανε περισσό­
τερο αξιόπιστη την εκτίμηση των δεσμευμένων κατανομών. Ωστόσο η χρήση 
κοινών πυρήνων (σε αντίθεση με την χρήση μη κοινών πυρήνων) δεν δίνει καλές 
αναπαραστάσεις σε περιοχές δεδομένων ασθενούς επικάλυψης οι οποίες αποτε­
λούν περιοχές κοντά στα όρια απόφασης και κατά συνέπεια είναι κρίσιμες για 
την επίδοση του συστήματος ταξινόμησης.

Από τα παραπάνω είναι προφανές ότι η χρησιμότητα του Ζ-μοντέλου σχετί­
ζεται με την επιλογή του πίνακα Ζ, δηλαδή των υποθέσεων σχετικά με την χρήση 
των πυρήνων από τις διάφορες κατηγορίες. Κάτι τέτοιο προφανώς εξαρτάται κά­
θε φορά από τα δεδομένα. Στο επόμενο κεφάλαιο παρουσιάζουμε μια μέθοδο 
επιλογής του πίνακα Ζ.



Κεφάλαιο 3

Μέθοδοι εκπαίδευσης του 
Ζ-μοντέλου

3.1 Το πρόβλημα καθορισμού του πίνακα Ζ

Στο προηγούμενο κεφάλαιο δεν έγινε ιδιαίτερη αναφορά για το πώς καθορίζονται 
οι τιμές του πίνακα Ζ κατά την εφαρμογή του Ζ-μοντέλου σε ένα δεδομένο 
πρόβλημα ταξινόμησης.

Προκειμένου να εφαρμόσουμε το Ζ-μοντέλο πρέπει να καθοριστεί αρχικά η 
τιμή του πίνακα Ζ. Σύμφωνα με την ανάλυση του προηγούμενου κεφαλαίου η 
επιλογή του πίνακα Ζ οφείλει να ανταποκρίνεται στη γεωμετρία του συνόλου δε­
δομένων, δηλαδή στο τύπο της επικάλυψης που συμβαίνει στις διάφορες περιοχές 
του χώρου δεδομένων. Ωστόσο μια τέτοια πληροφορία είναι εκ των προτέρων 
άγνωστη και πρέπει να εξαχθεί από τα δεδομένα κατά την διάρκεια της μάθη­
σης. Μια πρώτη προσέγγιση θα ήταν να διερευνήσουμε όλο τον χώρο τιμών του 
πίνακα Ζ, έπειτα να εκπαιδεύσουμε το κάθε μοντέλο χρησιμοποιώντας τον αλγό­
ριθμο ΕΜ και τελικά να ταξινομήσουμε τα μοντέλα με βάση μια εκτίμηση της 
γενικευτικής τους ικανότητας (μετρούμενη, π.χ. χρησιμοποιώντας μεθόδους δια­
σταυρωμένης επικύρωσης (cross-validation)). Ωστόσο απαιτείται υπολογιστικά 
σημαντικός χρόνος για την εξερεύνηση όλων των δυνατών Ζ-μοντέλων, ιδιαίτερα 
αν τα Μ  και Κ  λαμβάνουν μεγάλες τιμές. Επιπλέον η προσέγγιση αυτή πάσχει 
και από ένα σοβαρό πρόβλημα πρακτικής φύσεως που αφορά στην αρχικοποίηση 
των παραμέτρων των πυρήνων: εάν ένας πυρήνας έχει καθοριστεί (από τις τιμές 
του Ζ) να είναι κοινός για κάποια μοντέλα δεσμευμένων κατανομών, τότε είναι 
λογικό, στην αρχικοποίηση των παραμέτρων κατά την εφαρμογή του αλγορίθμου 
ΕΜ ο πυρήνας να τοποθετείται σε μια περιοχή δεδομένων όπου συμβαίνει επικά­
λυψη μεταξύ δεδομένων των αντίστοιχων κατηγοριών. Κάτι τέτοιο, ωστόσο δεν
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είναι καθόλου εύκολο να επιτευχθεί, αφού δεν διαθέτουμε καμιά πληροφορία για 
την επικάλυψη των δεδομένων μεταξύ διαφορετικών κατηγοριών.

Προκειμένου να αντιμετωπίσουμε τα παραπάνω προβλήματα εφαρμογής του 
Ζ-μοντέλου έχουμε αναπτύξει μια υπολογιστικά αποδοτική μέθοδο [31] η οποία 
βασίζεται στη εισαγωγή μιας νέας αντικειμενικής συνάρτησης. Με την μέθο­
δο αντιμετωπίζεται συγχρόνως η επιλογή της τιμής του πίνακα Ζ καθώς και η 
αρχικοποίηση των παραμέτρων των πυρήνων.

3.2 Μια μέθοδος επιλογής ενός Ζ-μοντέλου

Η βασική ιδέα της μεθόδου είναι ότι προσαρμόζουμε κατά την διάρκεια της βελτι­
στοποίησης όχι μόνο παραμέτρους των δεσμευμένων κατανομών αλλά και πα­
ραμέτρους περιορισμού (που καθορίζουν την συνεισφορά του κάθε πυρήνα στη 
εκτίμηση μιας δεσμευμένης κατανομής).

Ας ξεκινήσουμε την περιγραφή της μεθόδου παρατηρώντας το εξής: Οι τι­
μές των στοιχείων του πίνακα Ζ  περιορίζουν το διάνυσμα παραμέτρων θ  σε ένα 
υποχώρο του ευρύτερου χώρου παραμέτρων που αντιστοιχεί στο μοντέλο των 
κοινών πυρήνων (Zjk =  1 γιοι κάθε j,fc). Για το λόγο αυτό, αρχικά μπορούμε να 
υποθέσουμε ότι οι δεσμευμένες κατανομές ακολουθούν το πιο γενικό μοντέλο 
των κοινών πυρήνων. Στη συνέχεια κατά την διαδικασία μάθησης μπορούμε να 
περιορίζουμε τον χώρο παραμέτρων ανάλογα με τα χαρακτηριστικά του συνόλου 
δεδομένων εκπαίδευσης. Βέβαια ο αντικειμενικός σκοπός είναι να καταλήξουμε 
σε ένα αποδοτικό σύστημα ταξινόμησης για το λόγο αυτό και η αναζήτηση του 
τελικού υποχώρου παραμέτρων οφείλει να συμβαίνει προς την κατεύθυνση αυτή. 
Όπως εξηγήθηκε στο προηγούμενο κεφάλαιο, η βασική ’οδηγία’ για την αναζή­
τηση ενός αποδοτικού συστήματος ταξινόμησης είναι ότι ένας πυρήνας δεν πρέπει 
να αναπαριστά δεδομένα διαφορετικών κατηγοριών με εξαίρεση τις περιπτώσεις 
που υπάρχει τοπικά σημαντική επικάλυψη. Η μέθοδος που παρουσιάζουμε έχει 
την ιδιότητα ότι να κάνει ανταγωνιστική την μάθηση των δεσμευμένων κατανο­
μών ως προς την δέσμευση πυρήνων. Κάτι τέτοιο μπορεί να επιλύσει το πρόβλημα 
του μοντέλου των κοινών πυρήνων (και γενικότερα της χρήσης των κοινών πυ­
ρήνων) σχετικά με την περίπτωση της ασθενούς επικάλυψης μεταξύ δεδομένων 
διαφορετικών κατηγοριών.

Για να ορίσουμ^ μια μέθοδο εκπαίδευσης που προσαρμόζει ταυτόχρονα με τις 
παραμέτρους θ  και τους περιορισμούς χρήσης των πυρήνων από τις κατηγορίες, 
ορίζουμε τις παραμέτρους περιορισμού όπου 0 < rjk < 1 και για κάθε j



A

ικανοποιούν:
κ

(3.1)
k-\

Ο ρόλος της κάθε παραμέτρου τjk είναι ανάλογος της μεταβλητής ζ,·*: καθορί­
ζουν τον βαθμό που επιτρέπεται ο πυρήνας j  να χρησιμοποιηθεί από το μοντέλο 
της δεσμευμένης κατανομής της κατηγορίας Ck (να αναπαριστά δεδομένα της 
κατηγορίας αυτής).

Οι παράμετροι rjk χρησιμοποιούνται προκειμένου να οριστούν οι ακόλουθες 
συναρτήσεις που είναι όμοιες με τις συναρτήσεις των δεσμευμένων κατανομών1:

Μ
Ck, Γ*, π*, 0) =  Σ  rjk*jkP(x\j\ 0j) k = 1 , . . . , Κ. (3.2)

>=ι

Η εξίσωση (3.2) αποτελεί μια επέκταση της (2.3) όπου έχουν εισαχθεί ειδικοί 
παράμετροι περιορισμού μέσα στο γραμμικό άθροισμα. Όπως θα γίνει φανερό 
στη συνέχεια, οι παράμετροι rjk με k = Ι , . , . ,Κ  εκφράζουν τον ανταγωνισμό 
μεταξύ των κατηγοριών ως προς την δέσμευση του πυρήνα j.

Αν για μια παράμετρο περιορισμού ισχύει rjk = 0, τότε εξ ορισμού η αντί­
στοιχη εκ των προτέρων πιθανότητα είναι =  0. Επομένως, οι τιμές των εκ 
των προτέρων πιθανοτήτων ικανοποιούν

njk =  11 (3.3)
y r j k = ι

για κάθε k. Σημειωτέον ότι για κάθε κατηγορία Ck πρέπει να υπάρχει τουλάχι­
στον ένα rjk > 0. Έτσι, αποκλείουμε την περίπτωση όπου μια συνάρτηση φ, άρα 
και η αντίστοιχη δεσμευμένη κατανομή, είναι ίση με μηδέν.

Γενικά οι συναρτήσεις φ δεν αποτελούν συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας 
ως προς χ  λόγω του γεγονότος ότι /  φ{χ\ Ck, r*, π*, θ)άχ < 1. Εξαίρεση αποτελεί 
η περίπτωση όπου οι περιορισμοί rjk παίρνουν τιμές μηδέν ή ένα2. Μάλιστα τότε 
οι περιορισμοί rjk είναι ισοδύναμοι με τους περιορισμούς Zjk. Ωστόσο, γενικά 
ισχύει ότι <p(x-,Ck,rk,Kk,0) > 0 και / <p(x\Ck,rk,nk,0)dx > 0 που οφείλεται 
στην (3.3).

Προκειμένου οι συναρτήσεις φ να χρησιμοποιηθούν για την προσαρμογή όλων 
των παραμέτρων (Θ, r) (όπου r  είναι το διάνυσμα όλων των rjk) είναι απαραίτητο

JOi συναρτήσεις δεν αποτελούν τα μοντέλα των δεσμευμένων κατανομών που θέλουμε να 
εκπαιδεύσουμε, αλλά χρησιμοποιούνται προκειμένου να βρούμε κατάλληλες τιμές παραμέτρων 
για τις πραγματικές δεσμευμένες κατανομές που περιγράφονται πάντα από την σχέση (2.3).

2Σε αυτήν την ειδική περίπτωση κάθε συνάρτηση < p (x ; C k ,r k ,n k ,& )  ταυτίζεται με την αντί­
στοιχη p ( x \ C k \ K k , e ) ·
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να θεωρήσουμε τις συναρτήσεις αυτές ως δεσμευμένες κατανομές. Με βάση αυτή 
την λογική, εισάγουμε μια αντικειμενική συνάρτηση ανάλογη της λογαριθμικής 
πιθανοφάνειας ως ακολούθως:

Κ
£ ( Θ , γ ) = Σ  Σ  loS 'P ( z ; C k , r k , K k , 0 ) .  (3.4)

k=l x€Xk

Μέσω της μεγιστοποίησης της παραπάνω ποσότητας προσαρμόζουμε τις τιμές 
των μεταβλητών rjk (που ισοδυναμούν με τη προσαρμογή του βαθμού που διαμοι­
ράζονται οι πυρήνες στις δεσμευμένες κατανομές) και αυτό αυτόματα επηρεάζει 
την λύση των παραμέτρων των μοντέλων των δεσμευμένων κατανομών θ.

Ο αλγόριθμος [8] μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την μεγιστοποίηση της αντι­
κειμενικής συνάρτησης (3.4). Παρότι ο αλγόριθμος ΕΜ χρησιμοποιείται ως επί 
των πλείστων για τη μεγιστοποίηση της λογαριθμικής πιθανοφάνειας ή και για 
λογαριθμικής εκ των υστέρων κατανομής, το γεγονός ότι η συνάρτηση μας γε­
νικά δεν αποτελεί καμιά από τις δύο αυτές περιπτώσεις δεν συνιστά πρόβλημα. 
Στο Παράρτημα Γ αποδεικνύεται ότι η βασική ιδιότητα του ΕΜ όσον αφορά 
την εγγυημένη μονότονη αύξηση της αντικειμενικής συνάρτησης ισχύει και στη 
περίπτωση της £(Θ ,γ).

Η συνάρτηση Q που υπολογίζεται στο Ε-βήμα της ί + 1 επανάληψης του ΕΜ 
είναι:

3 ( θ ,Γ ;θ < ν « )
Κ  Μ

Σ  Σ  Σ  ΦΛ Χ ’ c k , Γ ί ° . 6) ( ί ) )  \og{r jk 7Tjkp ( x \ j ·,# _ ,) } ,
k=l x€X/e j= l

(3.5)
όπου

$j(x;Ck,rk,nk,0) rjkKjkP(x\j;Oj)
T , i i i rikTtikp(x\i;&i)

(3.6)

Ο αλγόριθμος στο Μ-βήμα μεγιστοποιεί την προηγούμενη ποσότητα ως προς το 
διάνυσμα παραμέτρων (Θ,γ). Στο Παράρτημα Β παρουσιάζουμε πώς εξάγεται η 
συνάρτηση Q (3.5) καθώς επίσης τις εξισώσεις ενημέρωσης των παραμέτρων για 
την περίπτωση πυρήνων που ακολουθούν κανονική κατανομή.

Σε αυτό το σημείο θα ήταν χρήσιμο να γράψουμε τις εξισώσεις ενημέρωσης 
(δίνονται στο Παράρτημα Β) για τις εκ των προτέρων πιθανότητες και τις 
παραμέτρους περιορισμού rjk προκειμένου να γίνει σαφές ο τρόπος που δουλεύει 
ο αλγόριθμος:
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για κάθε πιθανότητα και

Jt+D _
r jk  ~ (3.8)

για κάθε παράμετρο γ^ · Με βάση την εξίσωση (3.7), η (3.8) μπορεί να γραφεί 
ως

ς £ ι * Γ ’ι* ι
(3.9)

Από την παραπάνω εξίσωση φαίνεται η εξάρτηση των παραμέτρων rjk από τις νέες 
τιμές των εκ των προτέρων πιθανοτήτων κατά την εφαρμογή μιας επανάλη­
ψης του ΕΜ. Αν υποθέσουμε ότι οι κατηγορίες έχουν περίπου τον ίδιο αριθμό 
δεδομένων, τότε κατά την διάρκεια της μάθησης η χρήση του πυρήνα j  από την 
κατηγορία C* εξαρτάται από την τιμή της πιθανότητας τγ,* καθώς και το άθροι­
σμα όλων των αντίστοιχων πιθανοτήτων που σχετίζονται με τον ίδιο πυρήνα 
(π^*, k = 1 , . . . , Κ). Με αυτόν τον τρόπο, όσο περισσότερο ο πυρήνας j  συνει­
σφέρει στη δεσμευμένη κατανομή της κατηγορίας C*, δηλαδή η εκ των προτέρων 
πιθανότητα αυξάνει, ανάλογα επηρεάζεται και η νέα τιμή rjk. Καθώς αυξά­
νεται η τιμή μιας παραμέτρου γ,* σε μια επανάληψη, στη επόμενη επανάληψη η 
πιθανότητα njk γίνεται ακόμη μεγαλύτερη (λόγω της (3.7) και (3.6)) κοκ. Έτσι 
ερμηνεύεται ο ανταγωνισμός μεταξύ των κατηγοριών σχετικά με την δέσμευση 
πυρήνων ο οποίος επιτυγχάνεται μέσω των παραμέτρων περιορισμού γ̂ .  Σύμφω­
να με τον ανταγωνισμό αυτό είναι λιγότερο πιθανό ένας πυρήνας να τοποθετηθεί 
πάνω σε κάποιο όριο απόφασης, για το λόγο ότι σε μια τέτοια περίπτωση η κατη­
γορία με τα περισσότερα δεδομένα σ’ αυτήν την περιοχή θα τραβήξει τον πυρήνα 
προς το μέρος των δεδομένων που ανήκουν σ’ αυτήν. Από την άλλη, η μέθοδος 
δεν φαίνεται να επηρεάζει σημαντικά το πλεονέκτημα της χρήσης κοινών πυρήνων 
στην περίπτωση αναπαράστασης δεδομένων διαφορετικών κατηγοριών με σημα­
ντικό βαθμό επικάλυψης. Κάτι τέτοιο ερμηνεύεται από την εξίσωση (3.6). Αν 
ένας πυρήνας j  αναπαριστά μια περιοχή σημαντικού βαθμού επικάλυψης, η κα­
τανομή p{x\j\9j) θα δίνει υψηλές τιμές για δεδομένα όλων των κατηγοριών που 
εμπλέκονται. Επομένως, παρά το γεγονός ότι οι παράμετροι περιορισμού μπορεί 
να είναι μεγαλύτερες για κάποιες κατηγορίες, η τιμή της Φj (3.6) θα παραμένει 
υψηλή για τα δεδομένα όλων των κατηγοριών που εμπλέκονται.

Έστω ότι ο αλγόριθμος ΕΜ συγκλίνει σε ένα τοπικό βέλτιστο σημείο παραμέ­
τρων (Θ*,γ*). Τότε οι τιμές των παραμέτρων περιορισμού r^k χρησιμοποιούνται 
για επιλογή Ζ-μοντέλου, δηλαδή τον καθορισμό των τιμών zjk' Μια εύλογη
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επιλογή είναι η ακόλουθη

ί 1 εαν r*k > 0 
|  0 eau r*k =  0 (3.10)

Ο καθορισμός του πίνακα Ζ* βασίζεται στο επιχείρημα ότι αν rjk > °> ο πυρή­
νας j  συμβάλλει στην εκτίμηση της δεσμευμένης κατανομής της κατηγορίας C* 
(αφού 7Tjk > 0) και, επομένως, ο j  πρέπει να συμπεριληφθεί στη μικτή κατανομή 
για την αναπαράσταση των δεδομένων της C*.. Το αντίθετο ισχύει όταν Vjk =  0. 
Εφόσον καθοριστεί το Ζ*-μοντέλο, εφαρμόζεται ο αλγόριθμος ΕΜ ως την σύ­
γκλιση εκκινώντας από την τιμή παραμέτρων θ*. Οι τελικές τιμές παραμέτρων 
θ /  χρησιμοποιούνται για τον υπολογισμό των δεσμευμένων κατανομών από την 
σχέση (2.14).

Η παραπάνω μέθοδος εφαρμόστηκε στο πρόβλημα της ενότητας 2.5 (Σχήμα 
2.4). Η λύση Θ/ ήταν ακριβώς αυτή που απεικονίζεται στο Σχήμα 2.4δ, όπου 
ο πίνακας Ζ  είχε επιλεγεί κατάλληλα ώστε να ταιριάζει στη γεωμετρία του προ­
βλήματος. Είναι αξιοσημείωτο, ότι η διαφορά (με βάση την Ιχ νόρμα ) στις 
τιμές παραμέτρων Θ/ και θ* ήταν 0.03 και αφορούσε μόνο τις τιμές των εκ των 
προτέρων πιθανοτήτων του πυρήνα που αναπαριστά την περιοχή με σημαντική 
επικάλυψη3.

3.3 Το μοντέλο APRBF

Η μέθοδος επιλογής ενός Ζ-μοντέλου που περιγράφτηκε παραπάνω θα μπορούσε 
να χρησιμοποιηθεί εναλλακτικά θεωρώντας τις παραμέτρους περιορισμού r στα­
θερές και καθορισμένες πριν από την εφαρμογή του αλγορίθμου. Η εφαρμογή 
της μεθόδου με τέτοιο τρόπο μπορεί να έχει αρκετές ομοιότητες με την εφαρμο­
γή του Ζ-μοντέλου, όπου ο πίνακας Ζ έχει καθοριστεί εξ αρχής και παραμένει 
σταθερός κατά την εκπαίδευση. Μάλιστα υπάρχουν περιπτώσεις επιλογής των 
μεταβλητών r  όπου η μέθοδος εκπαίδευσης είναι ισοδύναμη με την εκπαίδευση 
ενός Ζ-μοντέλου. Για παράδειγμα οποιαδήποτε εκπαίδευση ανεξάρτητων μικτών 
κατανομών με συνολικό αριθμό πυρήνων Μ  μπορεί ισοδύναμα να πραγματοποιη­
θεί μέσω της τεχνικής εκπαίδευσης του r-μοντέλου επιλέγοντας κατάλληλα τις

3 Έχουμε παρατηρήσει ότι σε πολλά προβλήματα ταξινόμησης η τιμή θ /  είναι πολύ κοντά 
στη αντίστοιχη θ*, πράγμα που σημαίνει ότι μεγιστοποιώντας την συνάρτηση (3.4) λαμβάνουμε 
μια λύση που είναι χ<)γτά σε ένα τοπικό μέγιστο της (2.5). Μια ικανή συνθήκη προκειμένου να 
ισχύει θ /  =  θ* είνάΐ ότι οι παράμετροι πρέπει να λαμβάνουν τιμές μηδέν ή ένα. Σε μια 
τέτοια περίπτωση η λύση του Ζ-μοντέλου που παίρνουμε εφαρμόζοντας τη μέθοδο αντιστοιχεί 
σε ανεξάρτητες μικτές κατανομές όπου ol πυρήνες έχουν διανεμηθεί δυναμικά στις διάφορες 
κατηγορίες.
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τιμές των μεταβλητών rjk, που στη περίπτωση αυτή θα παίρνουν τιμές μηδέν ή 
ένα.

Παρακάτω περιγράφουμε μια ενδιαφέρουσα τεχνική εκπαίδευσης που προ­
κύπτει θέτοντας σταθερές τις τιμές των παραμέτρων περιορισμού. Η τεχνι­
κή περιγράφεται στο [30] όπου καλείται με το όνομα μοντέλο APRBF. Έστω 
ότι οι Μ  διαθέσιμοι πυρήνες διαχωρίζονται σε Κ  ανεξάρτητα σύνολα Tk, k = 
1 , . . . , Κ, με το κάθε υποσύνολο πυρήνων 7* να αντιστοιχεί στην κατηγορία Ck 
και |Τι| + .. .  +  \Τχ\ =  Μ. Εισάγουμε την παράμετρο λ 6 [0,1] που ο ρόλος της 
είναι να ρυθμίζει τον βαθμό χρήσης των ομαδοποιημένων πυρήνων στις διάφορες 
κατηγορίες. Ειδικότερα υποθέτουμε ότι η δεσμευμένη κατανομή της κατηγορίας 
Ck χρησιμοποιεί πλήρως τους πυρήνες της ομάδας Τ’*, ενώ οι υπόλοιποι πυρήνες 
χρησιμοποιούνται σε κάποιο βαθμό καθοριζόμενο από την τιμή της παραμέτρου 
λ. Η παράμετρος λ παίρνει μια σταθερή τιμή αρχικά και παραμένει αμετάβλητη 
κατά την διάρκεια της εκπαίδευσης.

Οι παραπάνω απαιτήσεις για το τρόπο περιορισμού των πυρήνων μπορεί να 
εκφραστούν μέσω ενός r-μοντέλου που προκύπτει αν θεωρήσουμε ότι οι τιμές 
των παραμέτρων rjk δίνονται ως ακολούθως:

rjk
Λ j i Tk

(3.11)

όπου η έκφραση j  $ Tk αναφέρεται σε όλους τους πυρήνες του συνόλου ^V· 
Σημειωτέου ότι με βάση την ανάθεση τιμών των παραμέτρων Tjk ικανοποιείται ο 
περιορισμός (3.1). Τώρα η αντικειμενική συνάρτηση (3.4) παίρνει την μορφή

Κ£(θ;λ) = Σ Σ i°g ¥>(*;<?*, λ, π*, 0),
fc=lxgXfc

(3.12)

όπου

<p(x\Ck, λ, TTfc, θ )=  Σ  π^ ρ (Φ ; 9j) +  λ Σ  njkP{x\r, 0,·)· (3.13)
j'eTfc j<trk

και όπου στη σχέση (3.12) έχουμε αφαιρέσει ένα σταθερό όρο που δεν έχει πε­
ριέχει προσαρμοζόμενους παραμέτρους. Η παραπάνω εξίσωση (3.13) περιγράφει 
το μοντέλο APRBF όπως αυτό ορίστηκε στο [30], ενώ η συνάρτηση (3.12) μεγι­
στοποιείται χρησιμοποιώντας το αλγόριθμο ΕΜ.

Αξίζει να σημειωθεί ότι όταν λ =  0, η (3.12) είναι μια λογαριθμική πιθανοφά- 
νεια που αντιστοιχεί σε μια περίπτωση ανεξάρτητων μικτών κατανομών (η μικτή 
κατανομή της κατηγορίας Ck χρησιμοποιεί μόνο τους πυρήνες του συνόλου Tk).

11
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Εάν λ = 1, η (3.12) ισούτοα με την (2.5), που είναι η λογαριθμική πιθανοφάνεια 
του μοντέλου των κοινών πυρήνων.

Στο Παράρτημα Δ περιγράφεται αναλυτικά ο αλγόριθμος ΕΜ για το APRBF 
μοντέλο.

3.3.1 Μέσος όρος ως προς Λ

Ωστόσο στο μοντέλο APRBF η τιμή της παραμέτρου λ καθορίζεται εξ αρχής και 
δεν είναι προφανής κάποιος τρόπος εύρεσης μιας βέλτιστης τιμής. Προκειμένου 
να αντιμετωπίσουμε το πρόβλημα αυτό εφαρμόζουμε την μέθοδο του μέσου όρου 
[27] ως προς διάφορα μοντέλα. Ειδικότερα, εκπαιδεύουμε διάφορα APRBF μο­
ντέλα για διαφορετικές τιμές λ. Η τελική δεσμευμένη κατανομή της κατηγορίας 
C* δίνεται ως ο μέσος όρος όλων των δεσμευμένων κατανομών p(x|C*,A) που 
υπολογίζονται για τις διαφορετικές τιμές λ.

Πιο συγκεκριμένα, επιλέγουμε ένα σύνολο τιμών της παραμέτρου λ {λ,·, i =  
1 και για κάθε τιμή λ* παίρνουμε μια εκτίμηση της δεσμευμένης κατα­
νομής p(x|i?fc,Aj), όπου k =  1 , εκπαιδεύοντας το αντίστοιχο μοντέλο
APRBF χρησιμοποιώντας το ίδιο σύνολο δεδομένων X . Η τιμή της δεσμευμένης 
κατανομής p(x|C*) για ένα νέο δεδομένο χ  που εμφανίζεται στο σύστημα είναι

1 ^
(3.14)

ι=1
Στο κεφαλαίο 4 δείχνουμε ότι εφαρμόζοντας την προηγούμενη μέθοδο μέσου 
όρου βελτιώνεται σημαντικά η επίδοση ταξινόμησης.

3.4 Συζήτηση

Η ιδέα της μεθόδου εκπαίδευσης του Ζ-μοντέλου που παρουσιάστηκε σε αυτό το 
κεφάλαιο βασίστηκε στη χρήση προσαρμοζόμενων παραμέτρων περιορισμού από 
τους οποίους τελικά εξάγουμε τις τιμές των Ζ περιορισμών. Η εύρεση λύσεων 
για τις παραμέτρους των δεσμευμένων κατανομών γίνεται σε δύο φάσεις. Στην 
πρώτη φάση προσαρμόζονται όλες οι παράμετροι (περιορισμού και των δεσμευ­
μένων κατανομών) (Θ,γ) μέσω της μεγιστοποίησης μιας κατάλληλα ορισμένης 
αντικειμενικής συνάρτησης. Με το πέρας της πρώτης φάσης έχει καθοριστεί ο 
πίνακας Ζ  καθώς επίσης και η αρχικοποίηση των παραμέτρων για την εφαρμογή 
του ΕΜ αλγορίθμου κατά την δεύτερη φάση.

Η αντικειμενική συνάρτηση που εισήχθηκε μπορεί να θεωρηθεί ότι αποτε­
λεί μια μορφή κανονικοποίησης της λογαριθμικής πιθανοφάνειας του μοντέλου
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των κοινών πυρήνων (2.5). Ωστόσο η κανονικοποίηση (regularization) υλοποιεί­
ται μέσω παραμέτρων περιορισμού που εμφανίζονται εμφωλευμένοι στην αρχική 
συνάρτηση λογαριθμικής πιθανοφάνειας. Ένας διαφορετικός τρόπος κανονικο- 
ποίησης θα ήταν να εισάγουμε μια κατάλληλη εκ των προτέρων κατανομή ρ(θ) 
και να μεγιστοποιούμε τη συνάρτηση (2.5) συν ένα ξεχωριστό όρο logp(6). Μια 
τέτοια προσέγγιση προτείνεται στο κεφάλαιο 5 ως μελλοντική έρευνα.



Κεφάλαιο 4

Πειραματικά αποτελέσματα

4.1 Μέθοδος αξιολόγησης των αλγορίθμων

Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζουμε πειραματικά αποτελέσματα από την εφαρμο­
γή των αλγορίθμων που περιγράψαμε στα προηγούμενα δύο κεφάλαια. Ο σκοπός 
των πειραμάτων είναι εκτίμηση της γενικευτικής ικανότητας των αλγορίθμων. 
Στη ενότητα αυτή περιγράφουμε συνοπτικά την μέθοδο εκτίμησης της γενικευτι- 
κής ικανότητας που θα χρησιμοποιήσουμε στη συνέχεια.

Έστω ότι διαθέτουμε ένα σύνολο X  δεδομένων. Ο απλούστερος τρόπος 
εκτίμησης της γενικευτικής ικανότητας μιας μεθόδου είναι να διαχωρίσουμε το 
αρχικό σύνολο σε δύο ξένα υποσύνολα Χχ και X 2. Στη συνέχεια χρησιμοποιούμε 
το Χχ για εκπαίδευση και το Χ<ι για έλεγχο. Αν Χ$ΓΓ είναι το σύνολο των 
δεδομένων που ανήκουν στο Χ<ι και ταξινομούνται λάθος, το σφάλμα γενίκευσης 
εκτιμάται από την σχέση

error = (4.1)

Ωστόσο η παραπάνω μέθοδος εκτίμησης της σφάλματος γενίκευσης εξαρτάται 
σημαντικά από την επιλογή των συνόλων Χχ και Χ<ι. Μια ακριβέστερη μέθοδος 
εκτίμησης του σφάλματος γενίκευσης είναι αυτή της διασταυρωμένης επικύρωσης 
(cross validation) [3]. Σύμφωνα με την μέθοδο αυτή διαχωρίζουμε το αρχικό 
σύνολο δεδομένων X  σε k ξένα υποσύνολα Χ{ έτσι ώστε τα υποσύνολα αυτά 
να περιέχουν κατά το δυνατόν ίσο αριθμό δεδομένων. Σχηματίζουμε σύνολα 
εκπαίδευσης και ελέγχου ως εξής: Θεωρούμε για κάθε i ως σύνολο εκπαίδευσης 
το X  — -X», ως σύνολο ελέγχου το Χι και υπολογίζουμε το σφάλμα γενίκευσης 
errori σύμφωνα με την σχέση (4.1). Έπειτα εκτιμούμε το σφάλμα γενίκευσης

48
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με βάση τον ακόλουθο μέσο όρο

(4.2)

Με την παραπάνω μέθοδο παίρνουμε επίσης μια εκτίμηση της τυπικής απόκλισης 
των επιμέρους σφαλμάτων με βάση την σχέση

Στη συνέχεια ως μέθοδο αξιολόγησης των αλγορίθμων χρησιμοποιούμε την δια­
σταυρωμένη επικύρωση με k = 5.

4.2 Προβλήματα ταξινόμησης

Οι μέθοδοι εφαρμόστηκαν σε πέντε γνωστά σύνολα δεδομένων. Συγκεκριμένα 
στα σύνολα Clouds, Satimage και Phoneme που προέρχονται από την βάση ELE­
NA [7] καθώς και το Pima Indians και Ionosphere που προέρχονται την UCI [6]. 
Ακολουθεί μια σύντομη περιγραφή των δεδομένων.

Clouds: Πρόκειται για ένα τεχνητό σύνολο δεδομένων με σημαντικό βαθμό 
επικάλυψης μεταξύ των δεδομένων των δυο κατηγοριών. Αποτελείται συνολικά 
από 5000 πρότυπα του διδιάστατου χώρου (Σχήμα 4.1). Τα πρότυπα της κατηγο­
ρίας Ci ακολουθούν μια μικτή κανονική κατανομή με τρεις πυρήνες. Τα πρότυπα 
της κατηγορίας Ci ακολουθούν μια απλή κανονική κατανομή.

Phoneme: Πρόκειται για ένα σύνολο πραγματικών δεδομένων που δημιουργή- 
θηκε για την ανάπτυξη συστημάτων αναγνώρισης ομιλίας σε πραγματικό χρόνο, 
ιδιαίτερα για την διάκριση ρινικών και στοματικών φωνηέντων που προέρχονται 
από διάφορες συλλαβές. Αποτελείται από 5404 πρότυπα του 5-διάστατου χώρου 
που ανήκουν σε δύο κατηγορίες.

Satimage: Είναι ένα σύνολο πραγματικών δεδομένων που ελήφθησαν από δο­
ρυφορικές εικόνες. Περιγράφουν τις τιμές των pixels σε τέσσερις φασματικές 
ζώνες για μια γειτονιά 3 x 3  pixels με σκοπό την ταξινόμηση του μεσαίου pix­
el της γειτονιάς. Αποτελείται από 6435 πρότυπα του 36-διάστατου χώρου που 
ανήκουν σε 6 κατηγορίες.

Pima Indians: Είναι ένα σύνολο πραγματικών δεδομένων που συγκεντρώ­
θηκαν από γυναίκες άνω των 21 ετών του πληθυσμού των ινδιάνων Pima. Τα 
χαρακτηριστικά των ασθενών αφορούν ιατρικές εξετάσεις, ηλικία των ασθενών

(4.3)

II
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Σχήμα 4.1: Απεικόνιση των δεδομένων του συνόλου Clouds.

και πληροφορίες εγκυμοσύνης. Χρησιμοποιήθηκαν για την διάγνωση του διαβή­
τη. Αποτελείται από 768 πρότυπα του 8-διάστατου χώρου που ανήκουν σε δύο 
κατηγορίες.

Ionosphere: Αποτελεί ένα σύνολο πραγματικών δεδομένων που συγκεντρώ­
θηκαν από παρατηρήσεις ηλεκτρονίων στη ιονόσφαιρα. Το πρόβλημα είναι δύο 
κατηγοριών ενώ τα δεδομένα ανήκουν στον 35-διάστατο χώρο και είναι συνολικά 
351.

4.3 Αποτελέσματα

Οι αλγόριθμοι που αξιολογούνται ως προς την επίδοση τους είναι: ί) Το μοντέλο 
των κοινών πυρήνων (CCM) ϋ) Οι ανεξάρτητες μικτές κατανομές (SM) in) Το 
Ζ*-μοντέλο και iv) To APRBF μοντέλο.

Εφαρμόσαμε τις μεθόδους στα πέντε σύνολα δεδομένων που περιγράψαμε · 
προηγουμένως χρησιμοποιώντας κανονικούς πυρήνες και για διάφορες τιμές του 
συνολικού αριθμού πυρήνων. Ορισμένα σύνολα δεδομένων, όπως για παράδειγ­
μα το Clouds (Σχήμα 4.1), παρουσιάζουν σημαντικό βαθμό επικάλυψης μεταξύ 
των δεδομένων διαφορετικών κατηγοριών, ενώ κάποια άλλα παρουσιάζουν ασθε­
νή επικάλυψη ή και τα δύο. Με βάση την ανάλυση που πραγματοποιήθηκε κυρίως 
στο κεφάλαιο 2 κ$1 δεδομένου ότι χρησιμοποιείται ένας επαρκής αριθμός πυρή­
νων για αναπαράσταση των δεδομένων, σε προβλήματα όπου έχουμε σημαντική 
επικάλυψη το μοντέλο των κοινών πυρήνων αναμένεται να έχει καλύτερη επίδοση.
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4.3. ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 51

4 πυρήνες 6 πυρήνες 8 πυρήνες 10 πυρήνες
error std error std error std error std

Ζ*-μοντέλο 18.82 4.94 12.4 0.93 11.42 0.51 10.82 0.85
CCM 13.06 0.8 11.12 0.84 11.32 0.89 10.42 0.89
SM 24.24 2.03 20.44 4.45 11.86 0.85 11.36 0.98

APRBF 19.4 3.04 13.12 1.47 11.46 0.96 11.16 0.91

Πίνακας 4.1: Σφάλμα γενίκευσης για το σύνολο δεδομένων Clouds.

Επίσης οι ανεξάρτητες μικτές κατανομές αναμένεται να έχουν καλύτερη επίδοση 
σε περιπτώσεις ασθενούς επικάλυψης. Το Ζ*-μοντέλο λόγω της ιδιότητας του να 
προσαρμόζεται στη γεωμετρία του συνόλου δεδομένων αναμένεται να έχει σε κά­
θε περίπτωση καλή απόδοση (είτε την καλύτερη από τις υπόλοιπες μεθόδους είτε 
πολύ κοντά στη καλύτερη). Το μοντέλο APRBF αποτελεί μια άμεση γενίκευ­
ση του μοντέλου των κοινών πυρήνων και των ανεξάρτητων μικτών κατανομών1 
υπό την έννοια ότι παίρνουμε ενδιάμεσες αναπαραστάσεις των δεσμευμένων κα­
τανομών. Με βάση την ιδιότητα αυτή του μοντέλου APRBF αναμένουμε με την 
μέθοδο του μέσου όρου (ενότητα 3.3.1) να λαμβάνουμε πιο ευσταθή συστήματα 
ταξινόμησης (σε σύγκριση με το μοντέλο των κοινών πυρήνων και των ανεξάρ­
τητων κατανομών) ως προς την ικανότητα γενίκευσης.

Η επιλογή του συνολικού αριθμού πυρήνων γίνεται έτσι ώστε σε κάθε περί­
πτωση ο αριθμός αυτός να είναι πολλαπλάσιος του αριθμού των κατηγοριών. Μια 
τέτοια σύμβαση έγινε για το λόγο ότι θα θέλαμε κατά την εφαρμογή των ανε­
ξάρτητων μικτών κατανομών η κάθε ανεξάρτητη δεσμευμένη μικτή κατανομή να 
χρησιμοποιεί ίσο αριθμό πυρήνων, αφού υποτίθεται ότι δεν διαθέτουμε καμιά εκ 
των προτέρων πληροφορία για την πολυπλοκότητα της κάθε κατηγορίας. Επίσης 
κατά την εφαρμογή του Ζ*-μοντέλου η αρχικοποίηση των παραμέτρων περιορι­
σμού που χρησιμοποιήθηκε ήταν = 1/Κ  για όλα τα j  και k. Τέλος όλοι 
οι αλγόριθμοι ΕΜ ήταν εύκολα υλοποιήσιμοι και με μικρό απαιτούμενο χρόνο 
εκτέλεσης.

Στους πίνακες 1-5 εμφανίζονται τα αποτελέσματα επίδοσης (σφάλμα γενίκευ­
σης και η αντίστοιχη τιμή της τυπικής απόκλισης χρησιμοποιώντας την διασταυ­
ρωμένη επικύρωση με k = 5) για τα πέντε προβλήματα ταξινόμησης καθώς και 
για διάφορες τιμές του αριθμού πυρήνων.

'Οι ανεξάρτητες μικτές κατανομές αντιστοιχούν σε μια συγκεκριμένη επιλογή του αριθμού 
των πυρήνων που χρησιμοποιεί η κάθε μικτή κατανομή.
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12 πυρήνες 18 πυρήνες 24 πυρήνες
error atd error atd error atd

Ζ*-μοντέλο 12.33 0.5 11.4 0.74 11.1 0.75
CCM 13.23 0.50 12.28 0.70 11.52 0.76
SM 12.05 0.53 11.21 0,75 10.08 0.71

APRBF 11.90 0.54 11.2 0.65 10.72 0.56

Πίνακας 4.2: Σφάλμα γενίκευσης για to σύνολο δεδομένων Satimagc.

10 πυρήνες 12 πυρήνες 14 πυρήνες
error atd error fltd error Mtd

^ ’-μοντέλο 17.06 1.14 17.07 1.01 15.85 1.10
CCM 20.62 0.76 20.03 0.75 20.08 1.04
SM 17.85 1.4 17.37 0.75 16.88 1.15

APRBF 18.52 1.25 17.33 1.10 17.24 1.1

Πίνακας 4.3: Σφάλμα γενίκευσης για το σύνολο δεδομένων Phoneme.

10 πυρήνες 12 πυρήνες 14 πυρήνες
error atd error Hid error atd

^•-μοντέλο 27.08 2.6 26.02 3.26 25.04 2.27
CCM 20.05 3.06 28.12 2.21 28.25 1,07
SM 26.60 3.58 26,43 1.34 27.08 2.22

APRBF 24.71 2.0 24.44 1.88 24.44 2.2

Πίνακας 4.4: Σφάλμα γενίκευσης για το σύνολο δεδομένων Pima Indiana.

8 πυρήνες 10 πυρήνες 12 πυρήνες
error atd error atd error atd
11.11 2.3 8.55 2.4 0.13 3,02

CCM 15.11 3.85 0,41 3,35 0,27 3.2Ϊ
SM 11.82 1.80 12.24 3.77 0.30 3

APRBF 9.41 2.10 8.56 4.06 7.97 3,27
ΤΓ

Πίνακας 4.6: Σφάλμα γενίκευσης για το σύνολο δεδομένων Ionosphere.
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4.4 Συμπεράσματα

Από τα πειραματικά αποτελέσματα συμπεραίνουμε τα ακόλουθα:

• Ανάλογα με την γεωμετρία του συνόλου δεδομένων καθώς και τον αριθμό 
των διαθέσιμων πυρήνων το μοντέλο των κοινών πυρήνων μπορεί να έχει 
καλύτερη επίδοση από τις ανεξάρτητες μικτές κατανομές και αντιστρόφως.

• Το μοντέλο APRBF έχει καλύτερη επίδοση και από το μοντέλο των κοινών 
πυρήνων και από το αντίστοιχο των ανεξάρτητων μικτών κατανομών.

•  Σε όλα τα προβλήματα που εξετάστηκαν το Ζ*-μοντέλο είτε υπερτερεί των 
υπολοίπων μεθόδων είτε η απόδοση του είναι κοντά στη απόδοση του κα­
λύτερου. Πρέπει να τονισθεί ότι σε καμιά από τις περιπτώσεις των προβλη­
μάτων ταξινόμησης η επίδοση του Ζ*-μοντέλο δεν ήταν κατώτερη των υπο­
λοίπων. Αυτό δείχνει έστω και πειραματικά την ικανότητα του Ζ-μοντέλου 
(ειδικότερα του αντίστοιχου αλγορίθμου εκπαίδευσης) να προσαρμόζεται 
στη γεωμετρία των δεδομένων χρησιμοποιώντας ικανοποιητικά το διαθέσι­
μο αριθμό πυρήνων δίνοντας ένα ικανοποιητικό σύστημα ταξινόμησης.

Επίσης πρέπει να σημειωθεί ότι σε όλες τις περιπτώσεις οι λύσεις παραμέτρων 
που έδωσε το Ζ*-μοντέλο ήταν προσεγγιστικά τύπου 1 με μεγάλη πιθανοφάνεια. 
Το γεγονός αυτό αποτελεί μια πειραματική απόδειξη της ορθότητας των επιχει­
ρημάτων που αναπτύξαμε στην ενότητα 2.2 σχετικά με το ποιες λύσεις οδηγούν 
σε καλύτερη επίδοση ταξινόμησης.

4.4. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜ ΑΤΑ ’ 53

11



Κεφάλαιο 5

Επίλογος

5.1 Τι προτάθηκε στην εργασία

Έχουμε γενικεύσει τις μέχρι τώρα γνωστές μεθόδους εκτίμησης δεσμευμένων 
κατανομών με μικτές κατανομές δηλαδή του μοντέλου των κοινών πυρήνων και 
των ανεξάρτητων μικτών κατανομών έτσι ώστε να συμπεριλάβουμε μοντέλα όπου 
ο κάθε πυρήνας χρησιμοποιείται μόνο από ένα μη κενό υποσύνολο των κατηγο­
ριών. Στο κεφάλαιο 2 δείξαμε με παραδείγματα ότι για σταθερό συνολικό αριθμό 
πυρήνων το Ζ-μοντέλο έχει την δυνατότητα να δώσει καλύτερο σύστημα ταξινό­
μησης σε σύγκριση με το μοντέλό των κοινών πυρήνων και αυτό των ανεξάρτητων 
μικτών κατανομών. Επίσης βασιζόμενοι στη μέθοδο της μέγιστης πιθανοφάνειας 
παρουσιάσαμε μια ανάλυση (συγκρίνοντας το μοντέλο των κοινών πυρήνων με το 
αντίστοιχο των ανεξάρτητων μικτών κατανομών) των περιπτώσεων που η χρήση 
κοινών πυρήνων είναι ωφέλιμη από την σκοπιά της ταξινόμησης και αντιστρό- 
φως. Τα συμπεράσματα της ανάλυσης είναι ιδιαίτερα σημαντικά αφού προσφέ­
ρουν βασικές κατευθύνσεις για την εύρεση των Ζ-μοντέλων με την αναμενόμενη 
καλύτερη επίδοση ταξινόμησης.

Στο κεφάλαιο 3 περιγράψαμε μια υπολογιστικά αποδοτική μέθοδο εκπαίδευ­
σης του Ζ-μοντέλου (επιλογή του πίνακα Ζ) που βασίζεται στη χρήση ειδικών 
παραμέτρων περιορισμού και στην εισαγωγή μιας κατάλληλης αντικειμενικής συ­
νάρτησης. Από τις τιμές των περιορισμών εξαρτάται ο βαθμός της χρήσης του 
κάθε πυρήνα από μια κατηγορία. Επίσης ο αλγόριθμος εκπαίδευσης μπορεί να 
χρησιμοποιηθεί με σταθερές παραμέτρους περιορισμού. Στην περίπτωση αυτή 
μπορούν να προκόψουν διάφορες τεχνικές εκπαίδευσης δεσμευμένων μικτών κα­
τανομών, όπως το μοντέλο APRBF. Επίσης πρέπει να σημειωθεί ότι σε όλες τις 
περιπτώσεις εκπαίδευσης και ιδιαίτερα κατά την επιλογή του Ζ-μοντέλου, χρησι-
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μοποιήθηκε ο αλγόριθμος ΕΜ. Κάτι τέτοιο αποτελεί πλεονέκτημα διότι ο γενικά 
αλγόριθμος ΕΜ συγκλίνει σε λίγες επαναλήψεις, ενώ επιπλέον ήταν εύκολα υλο- 
ποιήσιμος.

Πέρα από την θεωρητική προσφορά της εργασίας στη ανάπτυξη νέων μεθόδων, 
ο τελικός σκοπός ήταν η βελτίωση της επίδοσης προγενέστερων τεχνικών και 
κυρίως της τεχνικής των ανεξάρτητων μικτών κατανομών που είναι η επικρατέ­
στερη στη περιοχή της στατιστικής αναγνώρισης προτύπων. Για τα προβλήματα 
ταξινόμησης που εξετάσθηκαν στο κεφάλαιο 4 το παραπάνω επιτυγχάνεται σε 
ικανοποιητικό βαθμό.

5.2 Μελλοντική έρευνα

Ως κατευθύνσεις μελλοντικής έρευνας προτείνουμε τα ακόλουθα:

1. Τεχνικές εκπαίδευσης του Ζ-μοντέλου. Εναλλακτικά της μεθόδου εκπαί­
δευσης που παρουσιάσαμε στη εργασία φαίνονται πιθανές και οι ακόλουθες 
κατευθύνσεις:

• Διακριτή βελτιστοποίηση του πίνακα Ζ. Μια τέτοια προσέγγι­
ση μπορεί να έχει την ακόλουθη μορφή. Αρχικά υποθέτουμε την πιο 
γενική τιμή του πίνακα Ζ  (το μοντέλο των κοινών πυρήνων) και στα­
διακά αλλάζουμε τις τιμές του πίνακα κατά την εκπαίδευση. Κάτι 
τέτοιο μπορεί να βασιστεί στη ανάλυση που παρουσιάστηκε στην ενό­
τητα 2.2. Σύμφωνα με την ανάλυση αυτή γνωρίζουμε ότι επιθυμητές 
λύσεις είναι αυτές που είναι τύπου 1 και που επιπλέον δίνουν όσο το 
δυνατόν υψηλότερη τιμή πιθανοφάνειας. Επομένως μπορούμε να με­
γιστοποιούμε την πιθανοφάνεια και εν συνεχεία να ελέγχουμε αν η 
λύση παραμέτρων που πήραμε είναι τύπου 1 ή 2. Σε περίπτωση που 
είναι τύπου 2 μπορούμε να αλλάζουμε κατάλληλα τον πίνακα Ζ  ώστε 
με μια νέα εφαρμογή του ΕΜ να οδηγηθούμε σε μια λύση που θα είναι 
πιο κοντά σε λύση τύπου 1. Ωστόσο η αλλαγή του πίνακα Ζ  θα πρέ­
πει να γίνεται προσεκτικά προκειμένου να διατηρούμε όσο το δυνατόν 
υψηλότερη την τιμή της πιθανοφάνειας.

• Μπεϋζιανή προσέγγιση. Όπως είδαμε στα κεφάλαιο 2 και 3 ένα
συγκεκριμένο Ζ-μοντέλο (δηλ. ο πίνακας Ζ  έχει δεδομένη τιμή) προ­
κύπτει αν θέσουμε κατάλληλους περιορισμούς στο χώρο παραμέτρων 
που αντιστοιχεί στο μοντέλο των κοινών πυρήνων (zjk = 1 για κάθε j

5.2. ΜΕΛΛΟΝΤΙΚΗ ΕΡΕΥΝΑ 55
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και k). Επιπλέον ένα Ζ-μοντέλο με καλές ιδιότητες ταξινόμησης πρέ­
πει να επιλέγεται με βάση την ανάλυση της ενότητας 2.2. Επομένως 
αντί να αναζητούμε ένα συγκεκριμένο Ζ-μοντέλο μπορούμε να ορί­
σουμε μια εκ των προτέρων κατανομή ρ(θ) που να θέτει περιορισμούς 
στο χώρο παραμέτρων του μοντέλου των κοινών πυρήνων ευνοώντας 
λύσεις με καλές ιδιότητες από τη σκοπιά της ταξινόμησης.

2. Αύξηση του αριθμού των πυρήνων με σκοπό την βελτίωση της εκτίμησης 
των δεσμευμένων κατανομών σε περιοχές των δεδομένων που βρίσκονται 
κοντά στα όρια απόφασης.

Για την επίτευξη του παραπάνω στόχου προϋποτίθεται ότι υπάρχει η δυνα­
τότητα ανίχνευσης μιας περιοχής δεδομένων με επικάλυψη (περιοχές ορίων 
απόφασης) καθώς και ο ακόλουθος χαρακτηρισμός της περιοχής αυτής ως 
προς τον βαθμό επικάλυψης. Με την βοήθεια των κοινών πυρήνων μπορούν 
να ανιχνεύονται περιοχές με επικάλυψη. Πράγματι ένας κοινός πυρήνα j  
αναπαριστά δεδομένα όλων των κατηγοριών C*, με k € {% : > 0} που
ενδεχομένως βρίσκονται σε μια περιοχή επικάλυψης. Μια επικαλυπτόμενη 
περιοχή μπορεί να χαρακτηρίζεται από ασθενή ή σημαντικό βαθμό επικάλυ­
ψης. Μια τέτοια πληροφορία ενδεχομένως να μπορεί να εξαχθεί μέσω της 
ανάλυσης των στάσιμων σημείων που παρουσιάστηκε στην ενότητα 2.2. 
Όπως έχει εξηγηθεί στην ίδια ενότητα, όταν ένας πυρήνας αναπαριστά μια 
περιοχή με ασθενή βαθμό επικάλυψης, τότε αυτό έχει σημαντικές αρνητι­
κές συνέπειες στο σφάλμα γενίκευσης. Επομένως αναγνωρίζοντας τέτοιες 
περιοχές μπορούμε εν συνεχεία να λύσουμε το πρόβλημα προσθέτοντας (ή 
διαιρώντας τον αρχικό) τοπικά νέους πυρήνες. Για παράδειγμα στο πα­
ράδειγμα του σχήματος 2.3 (κεφάλαιο 2) και για το μοντέλο των κοινών 
πυρήνων (α) θα μπορούσαμε τον πυρήνα που βρίσκεται πάνω στο όριο από­
φασης να τον διαχωρίσουμε σε δύο έτσι ώστε ο καθένας να αναγνωρίζει 
δεδομένα μιας μόνο κατηγορίας.

3. Εφαρμογή των τεχνικών σε άλλα μοντέλα μάθησης χωρίς επίβλεψη που 
βασίζονται σε μικτές κατανομές. Για παράδειγμα μια άμεση γενίκευση θα 
ήταν να χρησιμοποιήσουμε ιεραρχικές μικτές κατανομές [5] ως μοντέλα 
για τις δεσμευμένες κατανομές. Επίσης οι τεχνικές που αναπτύχθηκαν θα 
μπορούσαν να εφαρμοστούν σε μεθόδους που ελαττώνουν την διάσταση του 
χώρου δεδομένων και βασίζονται σε μικτές κατανομές [28, 11]-



’f Παράρτημα A

Αλγόριθμος EM για το 
Ζ-μοντέλο

Για να ορίσουμε το σύνολο των κρυμμένων μεταβλητών παρατηρούμε ότι για κάθε 
κατηγορία C* το σύνολο των πυρήνων που χρησιμοποιούνται από το αντίστοιχο 
μοντέλο p(x|C*) της δεσμευμένης κατανομής είναι S* = {j : =  1}. Επομένως
για κάθε δεδομένο χ της κατηγορίας C* ορίζουμε ένα |5*|-διάστατο διάνυσμα 
w(x) το οποίο υποδεικνύει τον πυρήνα που παρήγαγε το χ (wj(x) = 1 αν ο 
πυρήνας j  παρήγαγε το χ  και ιυ<(χ) =  0, * ψ j)). Η λογαριθμική πιθανοφάνεια 
του πλήρους συνόλου δεδομένων δίνεται από

κ
ι σ(θ) = Σ Σ  Σ  wi(x )\°%{*ikP(x \rJj)}·  (Α.1)

k = lx € X k j:zJk=l

Κατά την επανάληψη t + 1 του αλγορίθμου ΕΜ υπολογίζεται η αναμενόμενη τιμή 
της ποσότητας Lc{&) η οποία δίνεται από τη σχέση

<3(θ;θ«>) = χ ;  Σ  Σ  ρ ν \* ,Ck; π<·>, i<‘>) log{W C,|*;«,)}, (Α.2)
k=1 x e X k j:zJk=1

όπου έχουμε αντικαταστήσει Wj(x) με την αναμενόμενη τιμή P(j |x, C*; ,0<θ)
(με βάση την εξίσωση (2.20)). Η συνάρτηση Q μπορεί να γραφεί ως εξής:

<?(θ;θ<,>) = Οι(π;θ<,>) +  θ2(0;θ<')), ' (Α.3)

όπου με π συμβολίζουμε όλες τις εκ των προτέρων πιθανότητες και

Qi(ir\ ©W) = Σ  Σ  Σ  p ti\x ' Ck' Zk' 4 ° · 0(0) lo« ^  (Α.4)
fc=l χ€Χ* j:ziks=l

<W«; β (,)) = Σ Σ  Σ  Ρ(31*. Cm , 4° .  *(,)) lo*p(*li; »,). (Α.5)
Λ*1 χ€Λ* j:zjksal
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58 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α. ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ EM ΓΙΑ ΤΟ Ζ-ΜΟΝΤΕΛΟ

Οι δύο παραπάνω όροι μεγιστοποιούνται ανεξάρτητα λόγω του ότι δεν περιέχουν 
κοινές παραμέτρους. Αν υποθέσουμε ότι οι κατανομές των πυρήνων δίνονται από 
κανονικές κατανομές της ακόλουθης γενικής μορφής

p(x |j;μά, Ej) =  (27r)rf/2|Sj.|i/2 “ Ρ “  ^ ) Τς 7 1(χ “  Mi)} . (Α.6)

τότε μεγιστοποιώντας την φ ι(0 ;θ ^ )  (παίρνοντας μερικές παραγώγους και εξι­
σώνοντας με το μηδέν) καταλήγουμε στις εξής εξισώσεις ενημέρωσης των παρα­
μέτρων

..(*+1) Σ * :χ^ = 1  Σ*€Λ·* P{j\x, Zk, 4 (), θΜ)χμί ~ ν- ν-« η/·ι_  ̂ .. Λ*)Σ χ£χ ,  P U I®, Ck;zk, , 9W)
(Α.7)

E (t + 1) =  Ek-,ik=l Σχβχ. P(j\x,  Ck; Zk , i f f ,  * < « > )(*  -  μ {; + 1 ) ) ( χ  -  μ ^ ) Τ

j  E k : z ^  1 Σ .6 *  ^ό ί *. <?*; 4 V ‘>)
(Α.8)

για κάθε j  = 1 , , Μ.
Προκειμένου να μεγιστοποιήσουμε την ποσότητα (^(π ; θ ^ )  λαμβάνοντας 

υπόψη τον περιορισμό (2.15) εισάγουμε Κ  πολλαπλασιαστές Lagrange λ*. Η 
συνάρτηση που μεγιστοποιούμε παίρνει τη μορφή

Κ

& (* ;θ « )  =  ρ 2( π ; θ « ) - Σ Λ* Σ  * i k - 1 |·
fc=l

(Α.9)

Τώρα, παίρνοντας παραγώγους και εξισώνοντας με το μηδέν παίρνουμε τελικά

4+1> =  ΠΓΪ Σ C„; zk, 4 ‘>, «<■>), (Α.10)

για κάθε j  και A: τέτοια ώστε Zj\t =  1.
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Παράρτημα B

Αλγόριθμος EM για επιλογή 
Ζ*-μοντέλου

Καταρχήν βρίσκουμε την μορφή της συνάρτησης Q που υπολογίζεται στο Ε-βήμα. 
Η αντικειμενική συνάρτηση που μεγιστοποιείται είναι:

Κ  Μ
L (0 ,r) =  log P (X ;0 ,r)  = log J J  J J  ^ 2 r jknjkp(x\j;9j). (B.l)

k = h e x k j= i

Σύμφωνα με τα όσα είπαμε στην ενότητα 3.4 η Ρ (Χ ;Θ ,γ) δεν αντιστοιχεί σε 
κατανομή (ως προς το X), και οπότε η αντικειμενική συνάρτηση (Β.1) μπο­
ρεί να θεωρηθεί ως η ’λογαριθμική πιθανοφάνεια του ελλιπούς συνόλου’ με μια 
ευρύ έννοια. Για κάθε δεδομένο χ  € X  θεωρούμε την κρυμμένη μεταβλητή 
y(x) € {1, ·. · , Μ } η οποία υποδεικνύει τον πυρήνα με βάση τον οποίο έχει πα- 
ραχθεί το χ. Το συνολικό διάνυσμα των κρυμμένων μεταβλητών είναι Υ  = 
( y ( x 1) , . . .  , y ( x N ) ) .  Χρησιμοποιώντας τις κρυμμένες μεταβλητές η λογαριθμική 
πιθανοφάνεια του πλήρους συνόλου ορίζεται ως εξής:

Κ
£<?(©,r) =  logΡ (Χ ,V ;0 ,r)  =  log J J  J J  {ry(l)fc7ry(l)fcp(a:|y(x);0y(,))}·

*=lz6Xfc
(B.2)

Μπορεί να δειχθεί ότι οι συναρτήσεις Ρ(Χ ;Θ ,γ) και Ρ(Χ ,Υ ;Θ ,γ) συνδέονται 
με βάση την ακόλουθη σχέση:

Ρ(Χ; Θ,γ) = Σ  Ρ(Χ, Υ; θ , r), (Β.3)
Υ

όπου το άθροισμα είναι ως προς όλες τιμές του διανύσματος Υ. Επιπλέον, ορί­
ζουμε την συνάρτηση

Ρ{Υ\Χ,*>τ) Ρ(Χ,Κ;Θ, τ) 
Ρ ( Χ ;Θ ,γ) ’

(Β·4)
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60 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ B. ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ EM ΓΙΑ ΕΠΙΛΟΓΗ Ζ*-ΜΟΝΤΕΛΟΥ

η οποία είναι κατανομή πιθανότητας του διανύσματος των κρυμμένων μεταβλη­
τών Υ  δοθέντος των παρατηρήσιμων δεδομένων X  και των παραμέτρων Θ (αφού 
Σ γ  Ρ(Υ ;Χ ,Θ ,γ) = 1 λόγω της (Β.3)). Τώρα, χρησιμοποιώντας τις σχέσεις 
(Β.1), (Β.2) και (3.6) η Ρ(Υ;Χ,θ,τ·) μπορεί να γραφεί

J w , e , r )  =  n  n  = Π  Πfc=ixeA\ L .j ^ r j k TTjk p {x \r y ej ) £ * Xx\ x k

(B.5)
Έστω ότι ο αλγόριθμος ΕΜ βρίσκεται στην επανάληψη t +  1 και οι τρέχουσα 
τιμή του διανύσματος παραμέτρων είναι (Θ ^ ,γ^ ) . Τότε ορίζουμε τη συνάρ­
τηση Q ως της αναμενόμενη τιμή της log/?(A ',y ;0 ,r)  ως προς την κατανομή

P (Y ;X ,0 < V (i))

Q(©,r;0W,r<‘)) =  2 > g { P ( X ,y ;0 ,r ) } P ( r ;A \e < V (t)) (Β.6)

και με βάση την (Β.5)

Q ( e ,r ;0 W ,r W )  =  ^ i o g { P (A - , y ; e , r ) } n  Π  * v ^ x ' C*'rk \4 \< > (t))·
Υ k=\x€Xfc

(Β·7)
Αντικαθιστώντας την ποσότητα log Ρ (Χ ,Υ ;Θ ,γ) σύμφωνα με την σχέση (Β.2) 
βρίσκουμε

<3(©,r;©(V (t)) = (Β.8)
( Κ κ  \

Σ ί Σ  Σ  °̂S'Cr'i/(ai)A:,ri/(ae)fcP(*|2/(ac)* ί̂/(*))} ΓΙ Π  0®) /
Υ (fcaliGX), <al ίβΧ< J

και χρησιμοποιώντας τον συμβολισμό του Kronecker

< ? (0 ,r ;© W ,rW )=  (Β.9)

{K M  Κ  Ί
Σ  Σ  Σ  fyv(x) °̂&{rjkKjkP(x\j, fy)} Π  i .

fc=lx6X*i=l imUceXi J

λόγω του γεγονότος ότι Σ } ίι  Φ>(χ;Ο'*,τ·<.,ιτα.,0) “ Μ  ε51σωση (Β.10) παίρνει 
τελικά την μορφή1

Κ  Μ
Q ( 0 , r ; 0 W ) r W) «  £  £

krs\ X̂ Xft ĵ =\
rt (B.10)

*Μια ανάλογη απόδειξη στη περίπτωση των μικτών κατανομών περιγράφεται στο [31. σελ,
69-72.
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Στο Παράρτημα Γ δείχνεται ότι ο αλγόριθμος ΕΜ που σε κάθε επανάληψη στο 
F-βήμα υπολογίζει την συνάρτηση Q και ενώ στο Μ-βήμα την μεγιστοποιεί ως 
προς τις παραμέτρους θ  και r, εγγυάται την μονότονη αύξηση της αντικειμενικής 
συνάρτησης L(©,r). Παρακάτω, δίνουμε τις αναλυτικές εξισώσεις ενημέρωσης 
στο Μ-βήμα για την περίπτωση κανονικών πυρήνων.

Η συνάρτηση Q (Β.10) μπορεί να γραφεί ως το άθροισμα τριών όρων

<?(θ, γ ; θ « , r<‘>) = Q, (γ ; θ<·>) +  θ<'>) +  Q3(0; θ«>), (Β.11)

όπου, ακριβώς ανάλογα με το Παράρτημα Α, οι μόνες προσαρμοζόμενοι παράμε­
τροι στη είναι οι περιορισμοί γ, στη φ ^ 77;© ^) οι εκ των προτέρων
πιθανότητες π και στη Q 3(6;0^) οι παράμετροι των πυρήνων θ. Προφανώς, 
κάθε όρος μπορεί να μεγιστοποιηθεί ανεξάρτητα. Υποθέτοντας κανονικούς πυρή­
νες οι όροι Φ3(0; θ ^ )  και Q2(7r; θ ^ )  μεγιστοποιούνται ακριβώς ανάλογα με τη 
περίπτωση του Παραρτήματος Α και τελικά οι εξισώσεις που παίρνουμε για κάθε 
j  είναι

(t+i) = Σ£=ι Σ χ€χ„ *i(x; ck, rg1,
1 ’

(Β.12) 

,(<+Ι)\Γ_ Σ*.ι Σ , ε Χ ι  ♦;(*; ct , r f , »?>,*«>)(» -  μ « * \ χ  -  
Σ £ . ι Σ ^ « . * ί (*;σ4,Γ<'>,* ί1,.«Μ)

4+1> =  Π Π  Σ kml... κ,
χελ·*

(Β.13)
(Β.14)

Προκειμένου να μεγιστοποιήσουμε τον όρο Q i(r;© ^) εισάγουμε Μ πολλαπλα­
σιαστές Lagrange λ7 (για την ικανοποίηση του περιορισμού (3.1)), οπότε η πο­
σότητα που μεγιστοποιείται είναι

Ql(r;Om) = <3.,(γ;Θ<'>) -  ( £  rjk -  Λ  . (Β.15)
j= l  \ k =1 /

Παίρνοντας μερικές παραγώγους, μηδενίζοντας και κάνοντας πράξεις τελικά κα­
ταλήγουμε στις ακόλουθες σχέσεις ενημέρωσης

Γ((+ΐ) =

*  Σ ί ί ι  Σ ,ε χ , α , ri0,4 \  »(1)) ’
όπου j  =  1 , . . . , Μ και k  =  1 , . . . , Κ.

(Β.16)
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Παράρτημα Γ

Απόδειξη της μονότονης 
αύξησης της L(Q,r)

Δίνουμε μια απλή απόδειξη ότι ο αλγόριθμος ΕΜ της ενότητας 3.4 εγγυάται σε 
κάθε επανάληψη την μονότονη αύξηση της αντικειμενικής συνάρτησης (3.4) έως 
ότου βρεθεί ένα τοπικό ελάχιστο. Εάν πολλαπλασιάσουμε και διαιρέσουμε το 
όρισμα του λογαρίθμου της εξίσωσης (Β.6) με Ρ (Χ ;Θ ,γ), η συνάρτηση Q που 
υπολογίζεται στο Έ-βήμα γράφεται ως

Q (e,r; θ « ,  r<‘>) = £  log { ~ Θ, Γ) } Ρ(Υ\ X, θ<*\ r (0)·

(Γ.1)
Χωρίζοντας το λογάριθμο και με βάση την (Β.4) παίρνουμε

·»

• %

Q(0, γ; θ « ,  γ<*>) = £  Ιο g{P(X; θ , r)}P (Y ; X, Θ, r)+ V  log{P(y; X, 0 , r)} P (y ; X, 0 (t), r « ) .  
Υ  γ

(Γ.2)
Ακολούθως χρησιμοποιώντας την (Β.1) καθώς και το γεγονός ότι P(V; X, 0 , r) =
1 έχουμε

Q (0,r; 0 (t), r « )  = 1 (0 ,r) +  £ log{P(F;X, Θ,r)}P(Y; X , 0<*\»■<*>). (Γ.3)

Έστω τώρα ότι στο Μ-βήμα του αλγορίθμου βρίσκουμε ένα διάνυσμα παραμέ­
τρων (0(i+1),r(i+1)) τέτοιο ώστε Q(0(t+l)Jr(t+1); ©W,rW) > Q(0W,rW; Θ ^ ,γ^ ) , 
(μια τέτοια υπόθεση αφορά την γενικότερη περίπτωση αλγόριθμου GEM [21]). 
Τότε μπορούμε να γράψουμε ότι

(Γ.4)

62



Λ.

Το άθροισμα στη παραπάνω εξίσωση σύμφωνα με την ανισότητα Jensen δεν 
μπορεί να πάρει θετική τιμή (δες [3], σελ. 66). 'Ετσι, καταλήγουμε στο ότι 
jr(©(*+!),r ^ 1)) >  £,(©<*>,r (t))·

, rk I
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Παράρτημα Δ

Αλγόριθμος ΕΜ για το μοντέλο 
APRBF

Ο αλγόριθμος ΕΜ για την μεγιστοποίηση της ποσότητας (3.12) μπορεί να προ­
κόψει ως ειδική περίπτωση του αλγορίθμου που περιγράφτηκε στο Παράρτημα Β 
με μόνη διαφορά ότι οι τιμές των περιορισμών r παραμένουν σταθερές κατά την 
βελτιστοποίηση. Όπως είδαμε στη ενότητα 3.3 οι περιορισμοί r  που αντιστοιχούν 
στο μοντέλο APRBF ορίζονται από την σχέση:

_  ί  ΐ + λ ( Χ - ι )  3 €  ^
I  ι+\(κ-ϊ) 3 $ Tk 

Για τις παραπάνω τιμές των r οι ποσότητες Φj που εμφανίζονται κατα την έ -f-1 
επανάληψη του αλγορίθμου ΕΜ γράφονται σε μια πιο βολική μορφή ως εξής:

π%ρ(χ\3’θ?)

rik (Δ.1)

Σ ί6 Tk πί* ρ(*ι·.β|4))+λ E igTjt 7r!fc,p(i ii'er)) 

. L ien  πίΙ,ρ(χΐ'·θϊ'>)+λΣ * τ Ι'

-Jtr, =  hjk(x\irjf\ 0(t)), j  € Tk

= Xhjk (x - ,4 \e (%  j # T k 

(Δ.2)
Επομένως οι εξισώσεις ενημέρωσης των παραμέτρων είναι οι ακόλουθες

μ(ί+ΐ) =  ΣχζΧ" h)k(x\ * ί \θ ® )χ  +  λ Σ (&  Σ χβΧί 4*}1 g(t))a /Δ 3) 
J Σ χ ζ χ *  Μ*; 4 V ‘>) + λ Σ χ & Χί Μ*; 4 \ θ Μ )

S (t+1) _  Σχ^Χ. M J ;4?» g(t)M g) + λ Ze^k ΣχβΧι b jtto  π ? ,Q{t))w{x)
* ~  Σ χ6Χ* hjk(x·, 4 t}, 0(0) +  λ Σ χ€Χ< M * !  0(0)

(Δ.4)
pfcr Σ χ εχ ί hjt{x·, 4 * \ 0(0), e = k 

ΣχβΧι hjt{x', 4  \  0^)> ^ Φ k
I t j t  =

&
(Δ.5)

όπου j  g Tk, k =  1,. · - , K  και w(x) αντιστοιχεί στη ποσότητα (x — μ^+1̂ )(χ —
μ ϊ+1))τ .
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