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Heplingm
2 napovoa epyacia efetéfovral uébodol Tagivéunons rov Paolioviar oty

xefhon uuctdv xatavoudyv yia Ty extiunon g deoueupévng xatavoprs tng x&le
xatnyoplag. H eupéwg ypnotuornoloiuevn npocéyyion oo npdBinua tagivéunong
ue yefion wxtdy xatavoudv Paolletar atn undbeon 6tu v deoucupévn xatavoud
e xatyyoplag povredonotelzan and wa Eexwproth uuxth xatavouy. Auté on-
palver 6t xéBe ruphivag weag uixThs xatavourc uropel va avarapiotd Sedouéva
mévo g avtlatoiyns xatnyoplag. M evahdaxtixf rpooéyyion elvan n xpfon
MIXTOV XaTavouwy He xowvous tuprves. Tpotelvouue pa yevixevon Ty d%o rpo-
YevéoTepWY TEXVXGDY ELodyovtag éva véo povtého rou emtpénet x&le mupfva va
elvan xowvég o€ éva urogivolo twv xatnyopidv. Iapousidlouue wa avéivon n
onola urodnhdver 6Tt yia oTalepd cuvohx6 aptBuéd ruphvev, to povtédo e v
xakUtepn exldoon tagivéunong arotelel wa ewdxh neplrtwan tou yewxob po-
viéhov. Ilpoxewuévou va avaxahifoupe wa aroteheopatixy poviehorolnon Twv
deopeupévov xatavoudy ypnowonotolue tov akydplluo EM rpocapuélovrag
xatd Ty exnaldevon 6yt ubvo T rapapétpoug Tou povtélou ahdd xat tov Pad-
6 mou évag rupfvag cuvelspéper oTN avarapdotaoy dedopévwy Tw xatyyopdy.
H pé0odog exnaldevong elvar apxetd yevoh xou emtpénel v ewoaywyy Siapé-

pwv ahyoplBuwy exnaldeuong wxtdy Seopeupévey xatavoudy e rpoPAfudta

Tagivéunong.
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1.1

2.1

2.2

Aneixévion Twv ané xovov suvaptiioewy ruxvétntas Pz, Cy) =
P(z|Cy)p(Ck) (k = 1,2) twv 80 xatnyopidv. H xdBetn ypapps
Beloxetan névw ato dpo anbpaorns. a autd to bpto anbpaorg
T0 Ypauuooxiaouévo euPaddv avtiotoryel oty guvoruny mbavé-
mta Aavlaouévng anépaorng. Elaytotonoudviag auté to euPadsdv
ehayiotoxoolue v mbavétyra auth. Kén tétoto emtuyydve-

T ETAUXLVAVTAS TO 6pLo aptotepd étot date va torofetnlel oty

TOMY TWV 8U0 YPAUUMY. .+« v v vt i i e e e e 6

H apyttextovind tou poviédou twv xowvdv rupvev. . . .. . .. 26

[Mapdderypa npofAfuatog tagivéunans 6mov to povrého twv xol-
vav tupfivev €xel xaldtepn exldoor yevixevorng. Ta dedouéva tng
x40e xatnyoplag €xouv rapayBel ye Béon tig xatavoués p(z|Cy) =
0.5N([1 1}7,0.08)+0.5N([2.9 1], 0.08) xou p(z|C3) = N([3 1]T,0.08),
EVE oL £X TV npoTépwy mbavéTnTeg Twv xatnyoptdy frav P(C)) =
0.7 xat P(Cy) = 0.3, avtiotoya. Tnueiwtéov 6t agod ot rupiveg
elvar opapixés xavovixég xatavoués Ypnowuonolovue Tov guufo-
Mowéd N(u,a?), 6mou p elvar To Biévuaua Tou péoou xar o2 elvar v
xouvij Ty draxduavens SAwv Tev ouviotwady. Anuoupyrinxay
300 clvoha dedouévawy, éva yia exnaldevon xat éva yia Eheyyo.

To povtého twv xovdv nuphivev (o) é8woe opdhua yevixeuong
27% xon Ty hoyapiBuxtc mbavophvewag L = —238.62. To avtl-
otoLyo opbhua xat 1) Tl g AoyapBuuaic mbavopdveiag yia Tig
aveEdptntes ixtés xatavopés (B) frav 32.2% xou L = —465.97. . 31
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2.3

24

4.1

EXHMA’I\‘A

Mapbderypa npofhfuatos tagivéunong 6mov 10 LOVTEAD TWY ave-
EhptnTwv puctdv xatavopdv éxel xahitepn entdoon yevixevons.

Ta dedouéva g xdfe xatnyoplag éyouv mapayBel pe Bdon g
xatavopé p(z|Cy) = 0.5N([1 1)T,0.08) + 0.5N([3 1)7,0.08) xou
p(z|C2) = N([3.8 1]T,0.08), evé ot ex twv mpotépwy mbavéTnres

TV xatnyoptdv fitav P(Cy) = 0.7 xaw P(C2) = 0.3. Anuovpyh-
Bnxav 300 ovvoha Bedopévwv, éva yra exmaldevon xau éva yia
éAeyyo. To poviého Twv xovdv nuphvwy (a) édwae opdiua yevi-
xevong 26.1% xat T hoyapBuuchc mbavopdvelag L = —326.23.

To avtlototyo opdhua xat n T tng AoyapBuuis mbavopdveiag

v 16 avegbptntes uixtés xatavoués (B) Arav 7% xau L = —489.18. 32
Topdderypa npofAiuatog Taivéunong 6mou pa xatdAAnin enho-

v1 evég Z-povtélov odnyel oe xaritepn enldoon yevixevong. Ta
dedouéva tng xdBe xatnyoplag éyouv mapaylel ue Bhon tig xa-
tavoués p(z|C1) = 0.33N([2.3 1jT,0.08) + 0.33N([4 1)7,0.08) +
0.33N([7 1], 0.08) xou p(z|C2) = 0.5N([1.5 1]T,0.08)+0.5N([7 1]7, 0.08),
eV oL £X TwV TpoTépwy mbavétnteg Twv xatnYoptdv ftav P(Cy) =
P(C3) = 0.5. Anuovpyfifnxav 360 obvoha dedouévwv, éva yia
exnaldevon xou vy €heyxo, evéd oe xéBe neplntwon Ppébnxe

o extuntis uéyiotns mbavophveias. To opdiua yevixevorng e

xo ) Tehoa) Ty} Trg AoyaptBuuxfic mBavopévelag L yia x40e pé-

8030 Eexwprotd elvat: o) Movtélo xowvdv rupfvev: e = 33.33%

xow L = —1754.51 B) AveZdptnres uixtés xatavoués (8o nupriveg

v v C1 xon évag yio ™) Co): e = 24.33% L = —2683.25, v)
Avegbptntes puxtég xatavopés (évag ruphvag yia Tnv Cp xat Svo
nuphves v v Cs): e = 34% xau L = —3748.42 xou 3) 'Evog
ruptivag xowv6g xan v Tig 300 Seapevpéves xatavoués, evé o
dMhot 800 ouvelogépouy o xabévag oe e xatnyopla: e = 21.67%

% L=—182253. . ............ .. ... 36
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Kegdhoro 1

Eltcoywy

1.1 ratiotxr avayvdpelon rpotinwy

O 6pog avayvopion tpotinwy avapépetar ot €va tAffog tpofAnudtwy erelepya-
olag mAnpogoplag 6nwe elvan N avayvdpion euvic, N avayvdpion xewdypagwy
xapaxtipwy, xtA. Téroiou eldoug mpoPAfuata elvar ocuvifwg arkd yia v aw-
Bpdmivn vonuoolvy, .y, évag dvBpwrog éxer v ixavétnTa va avayvepllet
XEbYpagoug xapaxthpeg axdun xar Ge REPITTHGELS MOV CIU;O( elvan ypappévor
ue Wiépopgo tpbno. Notéoo 1 erxthuon tétowwy tpofAnudTtwy YenoLoRoLdVTaS
unohoyloTixés unyavés €xet anodetyfel Wialtepa dloxohn xau éyet anoteléoer
70 enlxevipo anuavtxig epevvntcd rpoondBetag. ITpoxewévou va xataoxeva-
atolv arodotixd ovothuata v v enthuon tpofAnudtey avayvoplong tpotl-
nwv npénel va vtoBetnBel wa yevud npooéyyion 1 onola Ba npoopépet évar thal-
ol0 apXdVv xaL evvoldv ntdvw oto onolo Ba Paciatel oty Guvéyeta ) epeuvnTixy
npoondfeia.

H otatotudh npooéyyion npoonabel va avadelier tmv mbavotixd gion tov
npofAfuatos. O topéag Tng oTATIOTIXNG Avay vdPLONG RpoTiRwV elvat o takatd-
Tepog xan xahtepa Bepelwuévos xai Baolletan oe évvoieg tng Bewplag otatiot-
i xon mbavothtwv.

Le auté o eoaywyixd xephloo nepiyphpoupe évvoleg xar ueBbdoug g
ataTioTg avayvdpiong tpotunwy tou Ba ypnoluonoticoupe ota exdueva xe-

Pphhaa.

1.1.1 XEratiotxy Gewpla anbpaong

To npéBinua tagivéunong oplleton wg e&¥g: 'Eotw 6t éxouue éva rpdtuno z o
onolo arotehel Eva Stévuoua yapaxTnpLoTix@v tov 6ty YevixY neplntwon nalpvel
Té oo ouvexl d-8idotaro ydpo (R?). To Sedopévo T aviixet o€ pa xatnyopla

1

H




2 KE®AAAIO 1. EIEAFQFH

Ck, 6mov 10 k malpvet tyée ané 1o nenepaouévo odvoro {1,..., K} pé (K 22).
H xatnyopla Tov T Bewpeltan dyvwotn xaw 1o npbfAnua tadivéunons agpopd v
elpeoT) TG dyvwotng xatnyoplag Tou dedouévou T napatnpdvIag TLG TIWES TWV
XAPAXTNPLOTIXDV TOV.

H otatiotin rpocéyyion oto npéPAnua tagivéunorns Bewpel to dedouévo z
xav v xatnyopla Ci wg tuyales petaPAntés. To z amotehel ouveyh Tuyala
petaBAnth! agol aviixer ato RY, evéd n xatnyopla Cy anotehel Stoxpith Tuyala
petafint. T v xatnyopla Cy oplletar wa T mbavétnrag P(Cy), mou Ba
xaheltan ex Twv Tpotépwy mbavéTnTa TG Xatnyoplag, étol dote YK, P(Cy) =
1. Opolwg yia to = oplleTan pia suvdptnon tuxvétntag rbavétntag p(r) n onola
unopel va ypagel oav ol cuvdptnong nuxvétmtag mbavétrag we e€xg:

K
) = 3 palCPCY) (11)
émou p(z|Cy) elvan 1 deopeupévn wg rpog v xatnyopla Ck cuvdptnon ruxvétn-
g mBavéTnTag Tou dedopuévou T (ev ouvropla Bu Ty avagépoupe wg Seauevpévy
xatavopr tng xatnyoplag Ck).

Emdidxoupe pe Bdon tig xatavopés xon tg mbavotyteg (rpog to ropdy ew-
polvian Yvwotés Too6TNTES) Mou €XOoUME OploEL TaPATAVW VA XATAOKEVAGOUUE
éva ovotnua Tagivéunons (4 a;técpaong) nov Ba emhlel To mPbPAnua Tagivé-
unong. Ilpoxeluevou va dolue yia o mdg uropodue ta taftvopolue pe Pdon
xatavopés xou mbavétnteg ag Bewpricoupe 1o e€hc anhéd napddeiypa. Yrobétou-
pe OTL elpaote avayXAGUEVOL VO XATAGXEVAOOUUE TO GUGTNMA Tadivéunang ue
T0 mepLoplopd 6Tt dev emtpénetan N xpfion g mAnpogoplag mou dlvet to (o to
dedopévo, dnhadh oL Tés Ty yapaxtnplotxdyv tou. Ilpogavidg to yévo mov
umopolue ypnowonotoouue etvar n mbavétnra P(Ck). Palvetar hoyixd nwg o
xah0Tepog TpéTog anbdaong Ba frav n enthoyn tng xatnyoplag He TRV peYaATE-
en mBavétnra P(Cy) xaw onbte 1o obotnua Bu anopdole pe Béon tov xavéva:
enédee tpv Cy edv P(Cy) > P(Cy) yia xdbe € # k. Elvan npogavég 61t pe tov
xavéva autd ehayrtotonoteltar n nbavétnTa AavBaouévng tadvéunons. Erlong
and to nponyoluevo naphderyua elvar gavepb 6t n mbavétnta P(Cy) exppdlet
™MV €X TV tpoTépwy YVKoN 1 nenoliney wag Y to molx elvar 1 xatnyopla Tou
dedopévou, npotov auté eppaviotel (xar tapatnenfodv ot Tiwég TwV YapaxInpt-

OTIX®V TOV) oro"'i-}\‘)ompu tadvéunons. ‘Etor e€nyeltar xau 10 yeyovég 6t

18« uropovoe va firav Sraxpitl) av x4Be suVGTGO TOL BLaViGHATOG XAPAXTHPLOTIXGY A
Bave Braxpitég ipég




1.1. ZTATIETIKH ANATNQPIZH NPOTYTION . 3

mBavétnra auth xakeltal ex twv npotépwv mbavétnta Tng xatnyoplag.

261600 0 rapardvew Tpérog elvan urepBolixd ‘anhoixds’ agol yix orotodh-
ToTe véo mpbtuno emhéyoupe ndvta v (Sua xatnyopla. Ipoxeyévou va Bektid-
oovue v uéBodo anbpuong pag mpénel va Yenowonoljoovue v T = Tov
dyvwotou dedouévou. Ilpopavde yia xdbe xatnyopla urdpyouv xdnoreg neplo-
xég Tou xdpov dedouévwv anb 6rov elvon mbBavédtepo va npoépbouv dedouéva o
aviixouv o’ autiiv xau emrhéov xénoteg dhheg reproyés brou N mbavéTnTa auth
elvon puxpbrepn. Mia tétota rAnpogopla exppéletar thfjpws and tnv deauecupévy
xatavouhh p(z|Ci). Edv oi deopecupéveg xatavopés xat oL €x Twv RpoTépwy T
Bavétnreg elvan yvwotée, té6te 0 mbavéTa TG xatnyoplag Cy SoBévrog tou z
(tdpa mapatnEOUUE TLG GUYXEXPWEVES THES TWY YaPAXTNELETLXOV Tou) dlvetan

ané Tov xavéva tou Bayes:

p(ziCe) P(Ck)

P(Cilx) = 2(2)

(1.2)

H mbavétra P(Ci|z) aviinpocwnedet tv ex twv votépwy (a posterior) 'rloty’
Hag oxetxd pe to mowa elva ) xatnyopla Tou dedopévou T. Eropévwe elvon
Aoyixé va anogaclooupe 6Tt o T aviixer oty xatnyopla ue v peyakbtepn €x

TV votépwv mbavétyta, dnhadh va eredyoupe tov elic xavbva:
enéAede tpv Ci edv P(Cilz) > P(Cy|z) yia xdle € # k.

O xavévag ovoudletar xavéva¢ anbpaone tov Bayes. Abyw touv b1 n ohud
guvdptnon tuxvétnrag mbavétyrag p(z) elvan aveZdptnty g x&be xatyyoplag
unopel avth va rapadnglel atn oyfon opiopod tou xavéva anbpaocrg, onbte

nalpvoupue tov Loodivapo xavéva:
enéiele tpv Cy edv p(z|Ci)P(Cr) > p(z|Cr) P(Cy) yia xdbe £ # k.

L1n ouvéyewa B dolpue 6t 1) rponyouuevy uéBodog anbpaong opllet éva Béhtt-
o710 ovotnua tagivéunang érov to xpithplo nov Pedtiotonoteltan elvan autéd g

mhavétnrag Aavlaopévng tagivéunong.

1.1.2 O xavévag andépacng tov Bayes xou ehayroronolnom tng ru-
Oavétntag AavBaouévng Tadivéunong

Enduhroupe va unoroyloouue v mbavétnta Aavlaouévng tadivéunong yia tov

xavéva anbépaong tou Bayes nmou napouoidotnxe oto téhog tng mponyoluevg

I



4 KE®AAAIO 1. EIZATOI'H

evétrag. ‘Eotw 6T yua 1o dyvwoto dedouévo x mou eupavileta ato ovoT-
pa o xavévag andpaorns tou Bayes woyvplletan 6t autd avixer oty xatnyopla
Ck. Ou éxoupe néver Mo av n owoth xatnyopla elvan pa and tig urdhoineg
xatnyopleg, Snhadh

P(error|z) = 1 — P(Cj|z). (1.3)

énov ye P(error|z) ovuBollouvpe tv mbavétnta Aavlaouévng tagivéunang tov
3edopévou z. H ehdyrotn Tt tng P(error|z) ue Bhon v oxéon (1.3) ovuPalver
v emhé§ovpe v xatnyopla Cy yia Ty orola waylet:

P(Celz) > P(Cilz), Vi#¢, (14)

Tov rpogavdg anotelel tov xavéva pe tov onolo arogacloaue, dnhadh € =
k. Enopévwg o xavévag tou Bayes ehaytotonoel v mbavétyra havlaopévng
tagivéunons Y to véo dedouévo nou epgavietar oto ovoTnua.

‘Evag xavévag anbpaong yia xdfe onuelo tou xdpov dedouévwv opllel ua
xatnyopla, 6mote uropel va Bewpnbel 6T 0 xavévag opllel éva dlaywpioné tov
xdpouv oe K unonepioyés. Me Bdon 10 yeyovég autd mpoxintel 6Tt 0 Ydpog
dedopévuwy elvar n évwon K Eévwv neploxdv Ry, ..., R (v onoteadrinote 3bo
nepLoxés woyver R N Ry = ), étor Hhote btav éva dedopévo T Pploxetar atny
reploxf i o xavévag amogaciler 6T autéd avixer oty xatnyopla Ck. Ta
npogavi) Abyo ol neployés autég ovoudlovton neployés anbpaons xat n x&be uia
dev elvan avdyxn va elvon ouveylic alré p;tope( va anoteheltan and uy yettovxés
uroneploxés nov buws bheg oxeti{ovian we v (Bix xatnyopla. Ta dpia autdy
TWV TEPLOX DV ovoudlovial bpla 1 empdveleg anbpaong.

Amnodewxvietal 6L oL teployés anbpaong mov opllovial and tov xavéva anéd-
paong tov Bayes elvaw BéAtiota oploBetnuéves. Tuyxexpuuéva enttuyydveta 1)
Béhtiot TonobBétnon Twv oplwv andpacns ws tPog o xptthplo TS GUVOALXYG Rt
Bavétnrag AavBaouévng tagivéunong (P(error)). Oua to delfoupe autéd v v
anhyf neplntwon 3o xatnyoptdv mov Ta TpdTURA TOUG avijxouv o€ éva UTOCY-
voho Ry C R. Ou 800 mepioyés anbpaons elvan n Ry xaw n Rz v tig onoleg
rpo@avidg wyler By U Ry = Ry. Avadnrobue exelva ta dpua anbgaong yo to
onola ehayiotonoteltar n axbroudn mbavétnTo

P(error) = /Ro P(error, z)dz, (1.5)
1) o€ popy avapé@épevnq s e Roabttag Plerror|z)
P(error) = /Ro P(error{z)p(z)dz. (1.8)
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‘Otav 1o z Bploxetar oty reproyh Ry o xavévag anbépaons anogalvetar 6t autd
éxeL mpofpbel ané v xatnyopla Cy, ondte n mBavétnta Adbous yia onotodh-
note € Ry elvaw P(error|z) = P(Cylz). Opolwg 6tav 10 = € Ry o xavévag
anbégpaong anogalvetar 6T aviixer oty Ca xan 1 mbavétnta Adboug elvar (om pe
P(Cilz). Eropévwg n oxéon (1.6) ypdgetar otnv popph:

P(error) = /}; P(Cgl:t:)p(:t:)d:t:+/R2 P(Ci|z)p(z)dz (1.7)
n onola ue Bdon to yeyovég 6t P(Cilz)p(z) = P(z|Ci)p(Ci) vehdgpeton xan wg
Plerror) = [ PlCap(Codz + [ P(alCp(Cdz  (18)

Av ot deopevpéveg xatavoués elvan avtég mou galvovrar oto Tyfua 1.1, n nopa-
névew ouvolueh mbavétnta Adboug elvar Lo pe to ypaupooxiaouévo euPadév. e
auté 1o oyfua o bpLo ardpaorg elvar exelvo to = ané to onolo nepvéer 1) x&betn
yYeauut, evd exatépwlev g ypauuic authc urndpyouv ou neproxés Ry xou Rj.
Edv enhédoupe wg xavéva anbpaong autév tov Bayes Snhady yix xdle dedopeé-
vo emhéyoupe 6Tt avixer atnv C epbdoov wayder P(z|C))p(Cy) > P(z|C2)p(C2)
xat avtiotoiya v v Ca, 10 6plo andpaong 6nwe palvetan oto Tyfua 1.1 Ba
uetaxwvnlel apiotepd xar Ba tomoBetnlfel oty touh Twv dbo ypauudy, dnhadh
10 6pro anbgpaong Ba elvon exelvo t0 = yia 1o ornolo wyder P(z|Cy)p(Cy) =
P(z|C3)p(C)). T tg véeg reproyés anbpaone 1o Ypauuooxiaouévo euPadov
elvor To eMdytoto duvatd xon ombte xan 1 cuvolvh mBavétyta AdBoug elvan 1
eAdyrom).

Me rapbuolo 1pbno ta napandvew uropouv va yevixeuBodv atnv replrtwon K

xatnyoptdv xon d-dtdotatov ydpou dedopévwv [3, 9].

1.2 Extiynorn tov P(Ck) xav p(z|Ck)

ITponyouuévwg eldape ndg uropolue va oyedidoouvye éva BéATioto gloTnua Taldt-
véunone e xpttipro v ehaytotonolnon g mbavétntag Adfoug. H npootyyiod
pog rpoinéBete 6TL oL ex Twv rpoTépwv mBavéTNTES XBdG X oL deopevuéveg
XATAVOUES TV XaTNYOPLAY fTay YVwotés. 201600, TN npdln autés oL nocdty-
te¢ elvan dyvwoteg xau 0 unohoytopés Toug elvan To rpayuatixd tpéBAnua movu
ogelhovye va avtpetwrioovpe xaté tn ddixaola exnaldevorng.

Env atatiotun] avay vdpion tpotinwy N extiunon xatavouwy xa tbavoti-

twv Paciletoar ot tAnpogopla rou eunepiéyetat o€ éva GGVOAO YVWOTGY mapatn-
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RHCIPC,)

P(IC)P(C)

Iyfua 1.1: Anewxbédwion twv and xowvold cuvapthcewv tuxvétnrag Pz, Cy) =
P(z|Ci)p(Ck) (k = 1,2) twv 30 xatnyopudv. H xé0etn ypauuh Peloxetar rdve
oto éplo arbégaons. I'a auté 10 bplo anbégaong o ypappooxiacuévo euPaddy
avrioToxel oty ouvohudl mbavétnta AavBaouévne arnbépaons. Elayiotoroud-
vtag avtd 1o euBadbv ehayiotonololue v mbavétnta avth. Kéti tétolo emt-
TuyYbveton petadavdvtag to 6plo apLotepd €tol dote va ToroBenBel oV TouN
Twv 300 ypopudy.

< :‘,\
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phiocwy 1 dedopévav?. ‘Eotw 61t Siabétoupe éva tétoto obvoro X and dedouéva
yvwotfg xatnyoplag. I'x to Aéyo 6t x&fe = € X awixer oe pa xatnyopla
10 apyx6 cUvoho unopel va Sixywprotel oe K Eéva petadd toug uroovvola
Xk, k= 1,..., K nov 10 x&fe €va nepiéyer ta dedouéva g xatnyoplag Cr. To
Intoduevo elvon pe autd ta dedouéva va extiufiooupe Tig ex TwV Tpotépwv mba-
vétnTeS TV xatnyoptwv P(Cy) xabdg xal tg deouevuéves xatavoués p(z|C).
O unohoyiouds twv ex Twv npotépwy mBavothtwy elvar edxolog. Tuyxexpyréva
v va urohoyllouue v P(Cy) Bploxouvue tov apiBuéd twv atotyelwv touv ouvé-
Aov X xafdg xan tov ouvoluxnd aplBuéd dedopévwv. ‘Eneita extyoiue t P(Cy)
pe Béon to axdrovfo xhdoua:

X
P(Cy) = % k=1,...,K, (1.9)

6mov pe Y| oupBolTouvpe to nAiBog Twv ototyelwy Tou ouvbrov Y. Aré v
&Ahn, o uroloyiouds twv deoucupévwy xatavoudv elvar oAU o replrhoxog.
O1 ouvapthoelg autég emdidxouue va rpooeyyloouv Ty dyvwotn xatavoul Twv
dedopévwv g xdle xatnyoplag. atédoo n cuvaptnolaxy wopeY g xatavourg
avthg unopel va elvar ogodfrote neplnhoxn, mpdyua mou duoyepalver Tyv extl-
unot) . Emniéov o apifubds twv Subéowuwv dedouévwv uropel va uny elvon
apxetég Yia uea tétota extiunoy, Wialtepa av 1 Sudataon tov ydpou dedopévuwv
elvaw peydin.

To ovvolo X €xet npoépBer ue Béon tnv xatavour p(z|Ci), erouéviwg uropel
va Bewpfooupe 6T ato X Bev eunepiéyeton xapd thnpopopla oxeTIKd HE TIG
undhoirneg deopeupéveg xatavoués. Autd onualver 6t o rpéfAnua extliunong
Ty deopeupévav xatavoudy uropel va Siaywpiotel oe K aveldptnta npofif-
pata wou to xabéva elvan tng uopeiic: AobBévtog evée ouvéhou Bedouévv X
t0 {ntoduevo elvar n extlunon e dyvwotng xatavouric p(z) ané v omola
éyet npofpBet to X. To mpdPhnua autéd avagépetar wg extiunon ouvvdptnone
ruxvoTyrag mbavéTnrac xon REPLYPAPETOL APXETH AVAAUTLXE GTY CUVEYXELa.

1.3 Extilpnon ocuvdpinorng nuxvétntag mbavétntag

TMapandve eldaye ndg xpoxintet To xpbfAnua extiunong cuvdptnong ruxvéTnTag
mBavénrag oc éva npbfAnua tafivéunonc. H pébodog avixer otnv xatnyopla
TV TEYVXOV uddnone ywels exlBiredn (9, 10)].

IToAég texwixée povrelorolnone xpoPAnudrey Baotloviat ot udbnon péow yveotdy de-
Sopéva, rws veupwvixd Sherua xAr.

I
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Katd v udbnon yowels eniBredn éxovue va avripetwnloovpe to .eiﬁq np6-
BAnua. AoBévtog evég ouvohou dedopévwy X emBLdXOVUE VA XATATKEUAOOVUE
éva ovtéro meptypagrc oautdv. Ot minpogopleg mou avalntodue péow piag té-
ToLg mepLypapnc agopoly Ty uopen B v Sour Twyv dedopévwy ato avilotolyo
xopo. H xatavouy| p(z) anéd tnv onola éxouv npoépbhet to dedopéva X dlvel nhvipn
neptypagh Tov X yia autéd xan ) extiunon cuvéptnong tuxvétntag mbavétnTag
Bewpelton wg N mo yevu] texvix udbnone ywels exiBiedn.

Ou yvwotég uébodor extlunong ouvdptnong muxvétnrag nbavétnrag droxpl-
vovTat g€ dVo ueydheg xatnyoples: OTLG TUPAUETPIXES XAl OTLG MY TOPUUETELXES
[9, 10]. H Boouf diagopd petadld Tov dbo elvar étu ot npdteg unobétouv éva
TOPAMETPIXG UOVTEND YL TNV 4Y VWG TY xatavoul eved ot devtepeg dev urobétouv
x4t tétolo0 ahAd mpoonabolv va exgpdoouv TV dyvwotn xatavour ansubelag
ané T dedouéva. Ou avagepoipe Hévo otic napapeTpixés uebddous apoy ubvo

autés Ba pag anaoyorfgouv otV guvéyeta TG epyaoliag.

1.3.1 Tlapapetpixd RovTérad

"Evag tpdnog npocéyyLong tou rpoPhjuatog extiunong dyvwotng xatavours el-
v vo uroBéooupe 6L 1 dyvwotn xatavoul elvat por GUYXEXPWEVN GUVEPTHOY
eCaptduevn and éva didvuoua mapauétpwy. H extlunon ¢’ auti v repintwon
dev elvon tlrote dAho mapd 7 ex’)p‘son exelvey TV tapapétpwyd étot Gote N ou-
véptnon va 'toupldlel’ 600 1o duvatd xahltepa oV xatavour Tev dedouévov.
Enouévwg urobBétouue 6t v p(z) eZaptdton and éva Sidvuoua napauétpov © ya

T0 Aéyo autéd xaw B Ty Ypdgouue ws p(z|O).

Yré0eon anhvic xatavourc. I'e v popph g p(z|©) uropodue uia unobé-
goupe U and T Yvwotés ouvaptioels ruxvétntog mbavotntag. H rapauetpunt
guvéptnon oty onola éyet doBel n ueyahitepn rpocoyy and x&be &AAn elvon 4
xavowxt] (f Gaussian) xatavops. H dnuotixétqra g ogeihetar xuplwg otig

xahég avadutixés xal oTatiotus Wibtnteg mov dtabétet. H xavovua) xatavout

otV yevix wopen €xel Ty axbéiouln pop@ih:
1 1 -
p(z|p, X) = CnsR P {—5(-'5 -w)'E e - #)} , (1.10)

émov p elvan éva d-dtdotato didvuoua mou avaraploTd To MECO TNG XaTAvOUTC

xau 2 elvar o d x'?l nlvaxog ouppetaBintétnrag. O mopdyoviag Umpootd oTo

SH Mretowavi uéfnon dev Bploxer amhd Tipée mapapétpmv, GAA (o XATAVOWY WG TPOG TG
Tapapétpous Tou exgpdlel To téoo xahd avanapiotd ta Sedopéva ) xdbe T napapétpwy.
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exBetixé pépog g ouvdptnong eyyvdtat 6t woyvet [ p(z|pu, E)dr = 1. To péoo
p xan o wlvaxag L opllovian anéd tg ayéoels:

w=Elal = [ ep(alu;, B)ds, (1.11)

£=Elz-we-wl= [(@-p)a - 0ol Dz (112)

KdéBe ouwotdoa p; Tou péaou xabig xon xéBe atoiyelo oi; tou T opllovron anéd
TG oyéoels:
wi = Blai) = [ ziplalu;, B)de, (1.13)

0ij = El(zi — wi)(x; — p;)T] = / (zi — mi)(zj — 1) p(zlpj, T)dz.  (1.14)

Av o710 otoyelo 0y t0 i = j, T6TE N RUPdUETPOG avarapoTd Sraxiuaven e
OUVLBTHOOS 7, EVE BLAPOPETIXE AVaTAPLETE GUUUETABANTOTHTA TG OUMOTWORS
i we v j. 'Evag ouvnBiouévos oupufolouds tng xavovixfg xoatavours elvon
N(u, L), eve npoxetuévou va dnhdooupe bt 1 uetafinth z axohouBel tqv npon-
YoUpEVY xavovixt xatavouy ypdgoupe T ~ N(u, L) xon Mpe bt n x axoroubel
xavovil xatavouh ue péom T g xon wlvaxa ovuuetafintéttag .

Ané tn oxéon (1.12) npoxinter 6Tt o L elvan mévra ouppetpixbds xon Oetind
nopLouévog nivaxag. Adyw g ouppetplag urnopel va reprypagel pe d(d+1)/2
ave§dptnToug rapauétpous, onbte ovurepthauBavouévev xat Twv d xapauéTpwy
yia 0 péoo n ouvdptnon xaboplletar mAfipwg and d + d(d + 1)/2 rapapétpous.

H rapaxétw nocétnra
A? = (z - p)TE Nz - ), (1.15)

n onola epgaviletal 1o exBetixé uépog tng (1.10) ovoudletan anbotacn Ma-
halanobis petagV = xon p. Ilpoxewévou va xatavorgouue ndg xatavéuoviat ta
delypata pag xavovuig xatavoutic ag oxeptolue To e8¥g: I'a atabeph anbota-
on A2, 6Aa ta = avfixouv ot Wi urepeNhelfoedl emphvera mou xEL WG XEVTPO
10 p evd To o)fua e xaboplletar and tov mivaxa X. Ipogavdg yia 6ha ta T
Miag téTolag EmLpdveELag N T TNG ouvdptnang elvon atabepy, npdyua nou onual-
veL 671 ta tpdTuna mou mapdyovtal He Bdon v xatavout (1.10) opadonoiobvrat
étoL date vo oynuatilouv urepelerfoedels muprives.

Mepuxéc @opég elvar Bohuxbtepo va ypnowronotioouue o axhovotepn Hopet
™G ToAudLdaTaTnG xavovixrg xatavours. Av yu rapddetyua unoBéoouue 6T dev

undpyet oupuetaBAnténta petadd TV CUVCTWOWY TOV T, Snhadt 0;; = 0 Y

i
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x40e i # j, T61€ o mlvaxag ouupeTaBAnTédTNTOG UETATPETETAL OF évay draydvio

T = diag(c?...03). Me Baon v urdleon auth n xatavour ralpver T popey

- 1 _@m-m)® _ (za=pa)?
p(z|p, X) = @m0, . .04 exp { 203 e 20,3 ,  (1.16)

d )2
p(zl|p, X) = l}lme@{-%}- (1.17)

H ropandve poppn xaboptletar and 2d aveEdptnroug tapapétpous. Yrobétovtag
61 ot dlaupdvoeig g xdbe ouwatdoag elvon loeg puetagy toug, dnhadh Loylet
02 = 02 yt 6ot i, xatahfyoupe o€ wia emmAéov anhovatevon tng oyéong (1.17).
Ze auth v anhovatevpévn Lop@h T xatavous o aptiués Twv tapauétpwy Exel

pewwlel otig d + 1 xau n xavowxh xatavout| ypdgetar 6TV Hopei:

1 - z — pl|?
Plelino”) = s exp{———” —u } (118)

6mov we v vépua ||z — p|| ouuPorifouue v euxAeldela andotaon twv diavu-
oudtov T xat g. Xe auth v repintwon v otafepy anéotacy Mahalanobis
To Sraviopata = pe loeg Tyée mbavétnrag p(z) opilovv uwa urepogalpa oto
d-3téotato Ydpo, emouéveg mpéTuna xotaveunuéva pe Bdon my oxéon (1.18)
ouadorotobvtae étot Bote va oynuatiouv unepogaipes. H anhovotevpévn auth
HopPH NG Xavovuris xatavours éxel Tig Avy6Tepes mapapétpous ahAd uatepel

TPOQYUVAG G YEVXOTNTA.

Muxtég xatavopés. Mo uuxth xatavour [32, 19] oplletan wg pia elduxh ne-
pirTwon ypauuxol cuvduaouol evég menepacuévou apliuol ouvapthoewy Tu-
xvotntag mbavétnrag. Anhadh n mbavétnre wag tuxalag petafintic z mov
axolovBel uuxth xatavour ypdgetor wg dBpoioua ouvapthceEwy TUXVETNTAG TL-
Bavétnrag pe Bdpn xau oty yevix meplntwon twv M tétolwv cuvapthoewy

dtvetar and v axdéhovln oxéon:

M
p(zl) = )_ mip(lj, 8;)- (1.19)

=1
Tov nuprivat j Tov ovopdouue cuatatixd nupiva A arkég nuphva, evd v avri-
oTouyn xatavour g¥z|j, 6;) (rou eEaptérar ané éva dibdvuoua ropapétpwy 6;) Tou
pxtolb Hoviédou tnv ovoudfoupe suataTixt) guvdptnon ruxvétyTag rtbavétnTag

s oAuis xatavouris. To Bépog m; anorelel mapduetpo mov exppdlet Ty ex
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TV 1potépwy mbavétnTa olugwva pe v orola N rapaywylh evég dedouévou
ogeldetal atov guotatixd ruphva j. To oivolo Twv mopapétpwy g uuxthg
xatavoptis elvan npopavdg © = {(;,0;),7 = 1,...,M}. Ot naphuetpot ; dev

uropolv va ABouv apvntixés Tyuég xat urGxeLvTaL otov e5Yic mEPLOPLOUG:
M
Yom=1 (1.20)
j=1

H ouvéptnon p(z|j, 0;) exppalel v deopeupévy xatavour Baoet tng oxolag o
nupfvag j raphyet to dedouévo z. Ipoxewuévou va rapbyouue éva rpdturo mou
axohouBel it xatavour tng wopgrc (1.19) erthéyoupe, xatapyryv, évav rupfiva
J an6 1o abvoho Twv M nuphvev pe mBavéTnTa T; %A 6TV GUVEXELWX RAPAYOUUE
T0 mpbétuno ue Bdon v ouotatixh xatavouth p(z|j, 6;).

Elvow duvatév va uroBéooupe pa pucth xatavou yie v dyvwortn cuvdp-
m™mong muxvétnrag mbavétnrag evég ouvdrou dedouévwv. ‘Orwg eldaue otny
neplntwoy Twv rapaueTpixdv ueB6dwv 1) urdbeorn Arav 6Tt To cuvoro Twv dedo-
pévawv éxet rapayfel and pa ex twV YvRoTOV ouvapthoewy tuxvétntag (.. ™
xavovudh xatavoush). Etnv neplrtworn evég uixtod povré)\o;) n undbeon elvar mo
yevix) Aoy tou 611 10 oGvoho dedouévav AaufBdvetat wg éva ulypa ouoTaTiXdy
TAnfuoudy o xabévag ex twv onolwv oyetiletal ue wa ouatatix xatavoud xot
v avilotolyn ex Twv tpotépwyv mbavénra.

Elvar aloonuelwto 611 610 pixtd poviéro n €vvola g €x TwV RpoTépwv
mBavétntag xou TN ouoTatixfic xatavoufc evég rupva xpnoluoroelta axpl-
Bde avéroya pe v évvola NG £x Twv TPoTépwv mbavétnTag xou Tng deoueu-
uévne xatavoufs g xatnyoplag oto rpbBinua tafvéunorns. Slotéoo urdpyet
o onpavTc dagopd mou agopd v @lon Tou tpofifuatogt. Lo npbPAn-
pa tagvéunong ta rpdtuna elvan "yapaxtnpiopéva’ wg tpog v xatnyopia rou
avixouv mpdyua mou anotelel onuavtind tAeovéxtnua xatd v diadixacla ud-
Bnome. ‘Onwg avagéplnxe mponyoupévag, unopouue va diaxwploouue to alvolo
dedopévov exnaldevons oe té6oa unoolvoha baeg elvor xar ov xatnyopleg xau
ot ouvéyela va extyjooupe v uré ouvlren xatavoul g xdbe xatnyoplag
Xpnowonotdvtag wévo ta dedopéva tng. Avulbétwg xatd v extlunon ruxvé-
mrog mbavétnrog pe uxté poviého Bev yvwpllouue ae mowov muphva aviixel
x40e dedopévo xan enopévwe éxouue éva emirpbobeto TP6BAnua oyeTixd e Ty

avtiatolynon dedopévev xar tuphvov.

‘Emniéov tng mpogavols Sxpopds, Snhadh 61t 1 extlunon ruxvétntag xau n tadvéunon
g teExvxés pdlnongc- éxouv dragopetixols oTéyous.
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Mo onuoavTixn STt TV HXTOV ovTéAwy elvol 6TL ue xa‘rd)\)\nkg entho-
Y6 OUGTATIXADY CUVAPTHOEWY XATAVOWYG UTopoUY va Tpooeyyloouy onoladvinote
ouveyY| xatavour e ocodfinote axplfeia egboov yenowwonowmbel erapxg apth-
u6s ruphvov [32].

Elvau evdiagépov va dodue tig thnpogoples opadornolnang nov uropel va pag
egaopalloet ) extlunon ouvdptnong tuxvétntag mbavéTnTag pe WxTéG XoTavo-
ués. Ag unoBéoouue 6tL ne xdnowr dadixaota udbnong éxouvv xabopiotel 6hol
oL mapduetpol Tng uixthg xatavoudis. Katapyhv, n ex twv npotépwv nibavétnta
evéog muprva exppdler TV avaroyla Tou aplBuol Twv dedouévwv tou rapdyovral
and tov rmuphva autd oe oxéon pe to olvoro twv dedouévwv. EmnAiéov pyéow
TWY GUGTATIXADV XATAVORWY Ralpvouue TAnpoopleg GYETIXA UE TO YOPAXTNPLOTL-
x& tng x&Be ouddag (m.x. xévipo, draxduaveon). Kat téhog yia éva onotodfnote
dedopévo x uropoldye va unohoylooupe ™Y ex TwV VOTEPWLY mBavéTTA v arviixet

oe éva tuprva j xdvovtag xprion Tou xavéva tou Bayes:

: _ __mp(zl5,6;)
P(j|z,©) = Z,M=J1 roplali. 0 (1.21)

O1 ex twv votépwy mbavétnTeg xavorolodv v ayéon

M
> P(j|z;©) = 1. (1.22)
i=1

1.4 Mce0Oodol extiunong napayéTpwy
1.4.1 Méyot mbavogdvela

Ly rapoboa evétnta fa napovcrdoouye pa uéBodo edpeons xatdAAniwy Tudy
ROPAUETOWV Yl Ta Tapauetpixd povtéda xat Bo dodue mdg epapudéletar otny
neplntwon g xavovixic xatavourc.

'Ectw 61 éyoupe anogacioet yia to mota Ba elvon 1 mopapetpu ouvdpinoy
mou B ypnoyonotjooupe auté mov aropéve elvar va oplooupe Tpéroug pe ToUg
onotoug Ba Pploxouue xatddhnhes tpée yia Tig rapapétpovs. M ané tig mo
evpéwg xpnoyronotobueves wehodoug elvar avth g péyrotng mbavogbveras. Me
Phon v pébodo e péyiotng mbavoghvetag avalntodue exelves g TYéS TV
TAPUUETPWY Ot OTtolEg peEYLoTOTOLO0Y Ui oUYXEXPLéVY ouvdptno, TNV onola
ovopdlovue ouvddImon mbavopdvelag.

Yrofétoupe 6T éxovue oty dudbeoy pag éva obvoho derypdtwy X, 6mou

%48t atoelo T € X awixet otov d-dudotato ydpo. Emmhéov unobétoupe bt
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ta ototyela touv X éyouv napayfel aveldptnra to éva and to &\ho pe Phon
v xatavoud) p(z|©). H ané xowvod ouvhptnom ruxvétntag mbavétnrag twv
dedouévwv dlvetan and tnv oxéon:

P(xie) = [] p(z|®). (1.23)
zeX

H P(X|©) étav hapBévetat wg ouvdptnen twv napapétpov © ovopdleto mba-
vogpdvela Tou guvéhov dedouévev X. O extuntic uéyiotng mbavopdverag elvan
e opLopo exelvo To dihvuaua tapayuétpwy © yix To onolo ueyiotonotelta N ™-
Bavopdvera. Meyiotoroudvrag Tnv nosbtnta (1.23) palverar Aoywxé 6t 1 p(z|6)
Ba tatpidZer 660 to duvatd xalltepa otV dyvwoty xatavopr twv dedouévwv
(axpPéotepa ota dedopéva X). Ma avalutixoig xvuplwg Aéyoug rpoxewévou va
Bpolue Tov extiunt uéyrotns mbavophveras elvat Bolxbtepo va epyaoTOvUE pe
T0 hovépBuo tng oxéong (1.23). Abyw tou 6t 0 AoyépiBuog elvan Yvnolwg po-
vétovy (adfouca) ouvdptnon to péytoto tng AoyapBuixic rbavopaveiag elvat
ouyxp6vws xat to péyiato s mbavépavewns. H hoyapiBuud ribavopdivewa éxet
™V rapaxdtw popt:

L(©) =log P(X|©) = 3 logp(z[6). (1.24)
zeX

Egéboov n L(©) elvan napaywylown suvdptnon we xpog to Shvuopa O xat, téte
0 exTynTic uéytotng mbavopdveag © rpénet va elvar atdayto onuelo tng (1.24),
Inhady va anotedel Ao tng e&loworng

VeL(6) =0, (1.25)

6nov pe Vg oupBolllovue tov teleaty rapaydyions wg npog to Sdvuopa O.
L1 neplaodtepeg Twv TEpRTOGEWY TNV Rapandve eilowon dev unopodue v TRV
Adooupue avahutixd rphypa tov onualver 6t anawteltan va xatapiyouue o€ x&-
nola uéBodo Behtiotonolnong npoxelévou va tpoceyylooupe Tov extiunth uéyt-
otng rbavoghveilac. Notéoo emhéyovrag éva TANBog xatavoudy yia v p(z|O)
énwg, m.Y. autég mou avixouv GtV owxovévewr TV exBeTixdv xatavoudy [9)
uropolue va Bpoldue tov extiunth péytotng mbavopdveiag ue éva dueco tpéd-
no. Ilapaxdte delyvouue wa tétowa neplrtwon 6mov 1 p(z|O) elvar n xavowxt

xatavopn.

il

.
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Egapupoyy oc xavovixh xatavour. H oyéon (1.24) ypnowonoudvrog wg
p(z]©) v xatavou ané v oxéon (1.10) nalpver v popyi:
d
L(©)= Z {——log27r - llog|)3| - 1(2: - Yz - p)} . (1.26)
U2 2 2
Nopaywyillovtag v napandve oxéon wg npog p xav X xou Bétovrag Tig avi-

atolyes uepixéc mapaydyous loeg ue 1o undév nalpvouue tehixd:

.1
“=Eﬂ£;% (1.27)

. 1 . .

2=ﬁﬁé;@—uxx—m? (1.28)

Hopatnpoiue bt otov extiunth péyiotng mbavopdvetas 1 uéon Tl i oplleton
G 0 Wédog 6p0g TV TGV SAwV TV TpoTtinwy. Kdt tétolo gaivetal Aoyi-
%6 emedr) n extpoluevy Ty tov péoov Ba elvar mAnoéotepa oTig TS TWY
dedopévwv mov ouvavtdvton cuyvétepa oto olvoro dedouévwyv. AxpiBdg avd-

Aoya o mlvaxag ouuuetafintétntag elvan o péoog bpog GAwY TwV mogoTTWV
(z - )z - Q)T

Egapuory o pixtég xatavoués. Ilponyouuévwg napovoidoaue tn uéBodo
™me uéyiotng mbavogdvelag oty repintwon tng xavowxiic xatavoudg. H ué-
Bodog ypnowuonotelton xau oty mepinTRON TWY PTGV HOVTEAWY, WOTHGO BEV
elvon duvatédy va emtteuyBel wa dueon avahutixd Aoor énwg oty replrTwon Twv
dldgopwy arA®dv xaTtavoudy.

YrobBétoupe 6TL €xoupe pia uixth xavovixs xatavous p(z|©) n orola oplletor
and v oxéon (1.19) evédd or ovotatnol Tng muphveg npog to Tapbdv urobétoupe
611 unopolv va €youv onotadrimote pwopet. H AoyapBuixh nibavopdveia éxet tnv
THPAXETL pop@t:

M M ‘
L(©) =log H Zw,p(mu,o,-) z Iongjp(xlj, 6;). (1.29)

z€X j=1 zeX  j=1
H L(©) y.o 0o auyxexpuuévo aivoro X arotelet wa guvdptnon tou Staviouatog
©. H yeyiotonolnon g (1.29) dev elvan ua anhf dwadixaola drwe elvar oty
replntwon Twv rapapetpixdy HeBbdwv. H Paoixy duoxolla ouvietatar 6o 4t 1)
guvdptnon éxel VYNAY un Ypauuxdtnta (AdYw tou abpolopatog uéoa ato hoydé-
ptBuo), xou 3106618 ToAAG TomXd uéytota Tpdyua mov anualvet 61, avalntdvrag
Tov exTunTh péylotng mbavogdvelag péow evég ahyopifuov Behtiotorolnong, &l-

v €0x0ho va eyxhwPioTolpe o€ éva Tomix6 péyiato. Extéc Twv rapandve yio




vf

[
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v AoyaptBuixh mBavopévela uixtdv xatavoudv urdpyouv Sudgopa Bewprtind
Cnufuata oxetixd pe v povadubtyta tou extymth péytotne mbavogdveras.
Educdtepa Aoyw Twv "oAAGV Tomxdv peylotwy evdeyouévag 10 oAwed puéyisto
V& TPOXURTEL Yia TOAAG Sra@opetixd Saviouata rapauétpwv (rov oplfouv dia-
@opeTixd poviéha), ondte 1o BéATiaTo Sihvuoua dev oplletat yovadind. Enlong
10 mpbBAnua Urapgng wovadixfc Ao rpopyetal xat axé v (dia tnv xatavo-
@ yix o Aéyo 6Tt uropel va unv elvar Tavtorotioyn cuvdptnen®. T tétotou
eldoug Bewpntixd Intipata o avayvidotng uropel va avatpéet oto [25, 19).

O extuntic péyrotng mbBavogdverag aviiotoiyel ot xdrolo ané ta oThowa
onuela g ouvéptnorng mbavogdveras. Eropéveg wg wa xpdtn rpooéyyioy ato
rp6fBAnua xaBopiopod Tou extyunth péytotng mbavopdveiag uropouue va Bpolue
10 oUotnua e5Llohoewy tov txavorotel. ‘Onwg Ba Solue 1 popeh Twv edodoewy
autdv dev exttpéret pa dueorn Adan. Av 6 elvan otdoyo onuelo e (1.29), téte
ixavorotel T e§lodoerg:

3" P(ilz, 6)Vs, log p(zlj, 65) = 0, (1.30)
zeX -
Y x@fe didvuopa 8; xon
g = ﬁl‘,-' " P(ilz,6). (1.31)
reX

Yia x40 ex TV rpotépwv mbavétnTa 7. ARG TNV mapardve popel Twv €&t
odoewv elvar pavepb 6L Bev unopel va Ppedel avadutiaf Aioy yia to Siévuoua
rapapétpwv. H popeh ¢ ekloworng (1.30) edaptdrar xdfe popk aréb v em-
Aoyt tng ouvdptnomng ruprva p(z|j,0;). Mapaxdtw epgaviovrat ot eiowoelg
rou ralpvoupe ané v (1.30) oty reptrtwon rov N p(z|j,6;) elvan n xavovixd

xatavour:

97 Teex PUIz6)’
. A — - A T
ﬁj = Zzex P(jlz,0)(z /‘J)(x f‘J) . (1.33)

Tsex PUlz,©)
Tructotéov 6L o dedtepeg rapdywyor Tng Aoyapibutxfc mbavopdveras wg rpog
TG €x TWY RPoTépwv mBavétyTeg m; Sev unopoldv va elven Betixég:

Vanld8) =~ T PUIROPUnO) <0 (13
! ze

SMux mapapetpu xatavopyh p(z|0) (f xa yewxbtepa €va Rapauetpixd poveédo) elvar
tautonotiouy cuvdptnon av yia xdfe ©; F# Oz Urdpyel Touldytotov éva x tétolo dote

p(z[81) # p(x|©2).

il
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I Tov Aéyo auté o Eioravée nlvaxag €xer apyntixods apBuoic atn xbpra dra-
Yoo xar xatéd ouvénewa dev unopel va elvow Betixd oplouévog. Auté éxel wg
anotéAeoua Vo un Undpyet xavéva atéowo anuelo tng hovapiBuxic mboavops-
vetag wov vat elvan eEAdyLoTo, Tpdyua mtov aroteel wia yevixd BiétnTa TV XtV

xatavoudy [22].

1.4.2 Mnetliavi Mdbnon

Me v pébodo g wéyrotng mbavopdveias avalntodue po povadinh Avon yia
10 didvuopa mopapétpwy. Notéoo elvar duvatév ta dedouéva X va avoropt-
atavtan e€loov xohd and dudpopes T TopaETPLY KoL oL dtapopeTLNéS Tyég
nopapétpwy v dlvouv evalhaxtixés mbBavés epunveles yio tnv npoéhevan Twv
dedopévuwyv tou X. Enouévas pa yewxdtepn npooéyyion extiunong nopouétpwy
elvan va Bpodue wa xatavour egaptduevn and to dedouéva tou vor exppdlet Ty
xataAAnhéTa g xébe Suvatiic s twv Ttapauétpwy. Kdtt tétoto emtuyyd-
veton ue v Mrebliavi) uébnon.

L Mretliavi wdbnon unobétoupe 6t v dyvwotn cuvdptnon muxvéintag
mBavétnTag Exel wa YvwoTr rapauetpn) wopeh p(z|©) 6mov to Sdvuopa mapa-
pétpwy © Bewpeltan dyvwoto xaw ouyxpbvwe anotehel Tuyala uetafinth. Mépoc
™G mAnpogoplag wag Y Tig TuéS Tapapétpwy © exppdletal péow WAS EX TWV
npoTépwv xatavowrc P(0), evd to urbhoiro wépog g mAnpogoplag npoépyetal
ané 1o obvoho X (ot péyrot mOavoq);'zvstot n TAnpoyopla mpoépyovtav uévo
ané to X) mov urotlfetan 6L €xer napaylel ané v p(z|©). Av T dedouéva
X éxouv napayfel aveEdptnta petall Toug, TéTE N X TWV VOTEPWY XaTavoun
P(©]X) dlvetar and tov xavéva tou Bayes:
P(X|0)p(©)

P(O1X) = TR (XI6)p(6)d0

(1.35)

Egéboov éxet unohoytotel n ex twv vatépwy xatavour, N extiodUEV) xatavous

B Slvetar e Bdon v oxéon

p(eiX) = [ pal@)p(@IX)de. (1.36)

H napanéve extlunon edaptdtar and my wopeh g xatavourc p(©]X). 'Oco
o aptfuds twv dedopévwy avdvel o bpog Tng mbavopdvetag otn oxéon (1.35)
yivetan Loxupéreéag, evd xaBdg o aplbuds Twv dedouévwyv telver oo drelpo 1
P(©|X) elvan avéroyn ¢ P(X[O). Av diabétoupe Ay Sedopéva o 6pog p(@)
ennpedlet onuavtxd v Adon xau t6te ) Mretliavi) uéBodog evdexouévwg va
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ddoer tehelwg dragopetinh Ao and tnv péyiotn mbavopdvera. Adyw tou 6t
n spapuoYh e Mrebliavic peBbdou elvan dUoxoln unohoyiatixd (agpod amar-
el v ohoxhpwon wg rpog ©), mohrég Yopés xpnowonoieltal 1 tpocéyyion
p(z|X) =~ p(z|Omapr), 6nov Opap ueyiotonotel Tyv p(6|X). M Sxgopett-
%1} "poaéyylon uroloytopoy Tou ohoxAnpduatog (1.36) elvon péow tng uebbdou
ohoxAfipweng Monte Carlo 7 onola npouroféter v devypatohndla ue Bdon v
xatavopr p(0]X) [13].

1.5 Beltiotonolnon péow tou aryopibuov EM
1.5.1 Opioués tou aiyopibuov EM

O aAyépibpos EM (Expectation-Maximization) [8] oplletat wg pia yevixr Suadi-
xaola yeytotonolnong AoyaptBuixdv nifavogaveldv oe tpofAfiuata 6rov xdnoieg
uetaPhntés dev éxouv napatnenBel (un rapatnpiowes Y xpuupéves petaBintés).
Oa ddaoupe, xatapyhv, éva yevxb opioud touv aryoplBuou xat ev guveyela Ba
dolue ™V poper nou nalpver oto rPéBANua extlunone ruxvétntag mbavétnTag
urofétovtag uixth xatavouy. -

H Aetrovpyla tou EM Baolletat otnv oyéon yetagd dvo ouvérwv. To rpdto
guvoho to ovopdloupe ehlnég alvoro (incomplete set) xat To dedtepo mAfipeg
alvolo (complete set). EAhny) odvoha dedouévwv elvar ouviBug delypata dedo-
uévwy nou ralpvouue and melpduata i oTatioTiés ueTpHoELS, Yia auté o Adyo
xat tétolou eldoug olvola anoterolv mpayuatixd dedopéva. Aviibétwg mhfen
cUvoha dedouévwv elvar ouviBwg uroBetind odvola xat exppdlouv v popet
mov B Béhape va éxouv ta Sedouéva uag oe éva nelpapa. 6té600 6TV TPdEN
pea tétota pop@r dev elvar StabBéaiun, dnhadyd ta gvvora autd elvan un rnapatn-
pfiowa.

YroBétoupue 6t éxoupe éva eAAirég odvolo npotinwy X v To orolo oplleton
n and xowvol xatavouh P(X|O) n onola edaprdtat and 1o dyvwoto Sdvuoua
rapapétpwy O. Yrobétouue enlong éva nhfpeg aivoro Y = (X, Z) énov Z elvon
éva glvolo un napatnefiowuwy uetafintdv. H xatavouq P(Y|©) eZaptdtat axd
0 (310 Sidvuoua mapauétpwv ©. O 3o xatavoués, dnhadh tou eAhirols xat

Tou mAfipoug guvbrou dedopévwy cuvdéovtal ue v axéon:
P(X|©) = /Z P(X, Z|6)dZ (1.37)

Erlong o hoyapiBuués mbavogdvetes twy %o cuvbrwy elvar L(O©) = log P(X|€)
xou Lo (©) = log P(Y'|©), avtiotoya.

i
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To mpéPinua pag elvar va Ppoiue exelvo to Sidvuoua mpapérp.wv Y 10
onolo peyiotoroieltar  AoyaplBuuh mbavopdveta tov eAlnolg ouvéhou. O
ahy6piBuoc EM npoonabel va peyiotoroufoer v rooétnta auth (tnv L(O))
avadeucvioviag Ty oxéon uetall tTwy Yo ouvéiwv. Tuyxexpuyéva o EM npo-
oeyyller 10 mpdfAnua ueyiotonolnong éuueca epapubloviag Wi ExavaANmTIXY
Suaduxaola yia v hoyapBuix mbavogdveian Lo(O) tou nifpoug ouvéhov. Enet-
31 buwg To abvoho Y (ouyxexpiuéva to Z) elval un napatnpfowo xat enopéveg
n AovapiBuixh mbavopbvein Lo(©) elvon axabbpiatn, o EM tnv AapPdver wg tu-
xolo petafAnt xaw unohoy(ler TRV avapevouEVn TW TNG WG KPOG TNV XATAVOUN
P(Z|X,0), 6rou © hauPéve. tyv tpéxovoa Tuh Twv tapauétpwy. Edixbtepa
ebv Pploxbuacte oty t + 1 eravéhndn tou aryoplBuou xat to tpéyov Suévuoua
elvar 10 ©() n rponyolpevn roabTTa oplletar wg ek

Q(©;01) = E[Lc(0))X, 0] = /Z Le(©)P(Z|1X,01), (1.38)
6nov P(X. Zl6
P(Z|X,0) = —I(Wel))' (1.39)

Ké0e enavéindm tov alybpibuov anoteheltan anéd 300 Buata: to E-fhua (Expectation-

step) ato omolo xafoplletar N Q(O;0Y) xu 10 M-Bhua (Maximization-step)
ato onolo peyiatonoweltar n moodtnta auth wg tPog To dtévuoua TapaéTPLY.

Ilo ouyxexpuyéva ta fhuata oty ¢ + 1 enavéindn oplovtar wg e&xg:

E-Bhpa.: Yrohoyiopds s moobintag Q(O;01),
M-Brpa: ©1+) = arg maxe Q(O; 01).

Toupwva e g étTeg Tou alyoplluou n AoyaplBuxh mbavopdvelr tou el
Mrodg ouvéhou Bev perdvetar peté and wa exavéindm tov aryoplbiiov, Snhadh
oy et

L©“Y) 2 L(e®). (1.40)
Ané tov tpbmo mov oplletan o ahydpibog Bev elvon Eexdhapo yio o rdg oplieTan
0 0UVOAo TwY Wn TapaTNpiowwy uetafntdv Z xal ywetl n peyiotonolnon g
roobtntas Q(O;01)) oe xdhe eravédndm éxet wg arotéheopa Ty wdEnon g
L(©). Tw autd ta Inthuata o avayvdotng uropel va avatpégel atov dpbpo
ewoaywyfig Tou aryoplfuou [8] 4 oto BifAlo Twy McLachlan xou Krishnan [21] 1o
onolo uvaépewv“-&nox)\emnx& otov ahybpliuo autév. Lty enbuevn evétnTa
Ba epupbaoupe Tov akybpldio oto npdBAnua weyiotonolnong tng nibavopdvelag
oty replntwon tng wthe xatavours.
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1.5.2 Egopuoyr tou EM o€ pixtég xatovoués

'Onwg eldape oty evétnra (1.4.1) o extuntic péyiotng mbavopébveras Sev uro-
pel va Bpedel avarutixd. TTpoxewévou va hioouue to rp6BANUA ue Tov ahybpib-
uo EM rpéret va oploouue 1o alvolo twv uy rapatnpfowwy petaBintdv Z xa
axolotBwg v ouvédptnong Q(6; 61),

Emotpépovtag oc éoa elyape net ouyxplvoviag 10 wixté poviého xon o
otatiotnxd poviého tadivéunorne ta avilotolya glvoha potirwY exrallcuong
éxouv v e8¢ Sagpopk. Kdbe npbtuno oo npbfinua takivéunons aroteAel vag
Lebyog e popeic (z, Ck) 6mou Ci uroBexviel tnv xatnyopla Tou x, Snhadh
T0 oOvoho exmaldeuang anoteheltan and avedptnta clvola dedopévwv éva yia
x40 xatnyopla. AvtiBétwg av xat t0 pxtéd povtéro Bewpel Ta Sedopéva we éva
ulypa aveldptntwv utoouvélwy, éva yia xéfe ovotatind ruphva, Ta urosivola
autéd otnv rpd&n elvan axabbpiota Sedouévou 6Tt dev urdpyer xaud rAnpopopla
unédetng oxetixd ue tov nuphva tpoéheuors Tou xdbe dedopévou z. Yré auth
v évvola To oUvoho exnaldeuong Bewpeltar rwe elvan eAnéc®. IMpogavi Ba
Béhape ta npbtuna exraldevong va oplovtat drwe oto mpbBinua tagivéunorg,
dnhadi} va elvan tng popvs (z, z) 6rov 2z elvan évag axépanog, z € {1,..., M} rov
urodeixviel Tov tuphiva anb tov onolo éyxer napayBel To z. Edv ta npbtura pag
elyav auth v popen 1 elpeon Twv rapapétpwy TG uxThc xatavours Oa Hrav
eOxoAn. I rapddetypa oty replntwon Twv xavowxdv ruphvwv Ba uroroyllape
¢ rapapétpous T xdfe xavovixfc xatavoutic ypnoworoidvtag to avilatotyo
urocOvolo, rou 6nwe Belfaue ylvetaw pe avahutins tpbro.

Me Bdon ta rponyolueva av 10 ovvoro exraldeuong elvar 10 X xat n avrl-
oroiyn AoyaplBuuxy ribavopdvea dlvetan ané (1.29), yia x&be £ € X eiodyouye
v petafinth 2(z) wg éva axéparo mou ralpvel Tés anéd to evvoro {1,..., M}
xa unodetxvieL Tov mupva mou rapfiyaye to z' [?]. To ~Afpeg Gvvoro elvan To
3315

Y = {(z, z(z)), z € X},

evad n Aoyapiui miBavogpdvela Tou rapandvew cuvérou elvat 1 axbérouln:

Lc(@) = log H 7rz(:r:)p(xl‘z(a:), 0:(.1:)) = z log 7r.':(:L')I-"(a:I‘z(m)aoz(:z:))' (1.41)
zeX zeX

50 yapaxtneiouée tou ouvérou X npogavds oyetiletal ye v vrbleon tng wuths xata-
vopfis rou xévape yia tv rpoéheuon Tov X.

"Iood%vapa x&Be un rapatnphouy petafinth Bu umopouoe va elxe optatel we éva M-
dudatato Sudvuopa urédedng rou nalpver tipé undév 1 éva wg e€Nc: zj(z) = 1, av o ruphvag
J mapfiyaye 1o x xou zi(x) = 1 Sapopetixd.

I
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H ropanévw oxéon npoxinter ws e§fs: To npbtuno z yvwpllouue 6wt avixet
o710 mupfva z(z) mpdypa mou onualver 6Tt wapdyetar pe Pdon v mbavétnta
p(z,2()|©) = my(z)p(|2(T),0:(z)). Emopévws n ané xowvod mbavétnra twv
aroiyelwv tov Y elvan P(Y'|©) = [[ e x To(z)p(x]2(2), 62(r)) ané v omola mpo-
xUnteL ) oxéon (1.41).

Ly rpayuoatixdtnra o uetofAntés 2(z) elvan dyvwoteg, xdtt nov onualvet
6t o nhfpeg alvoro (X, Z) elvan axaBbpioto (6nwe rpoavapépaue x&le tétolo
guvolo elvai urofetid). Enopévwg n nrogbtnta Leo(O) elvan exlong axabbpioty.
Yrépyouv noArés emhovég yia Ty pop@r Tou TAipous GUVEAOV TOV KPOXURTOUY
av oxeptoupe 6t yia xéle x v wetafAnty) 2 unopel va ndpet Tiég and 1 fwg M.
Tuyxexpuéva undpyxouv MV Sapopetixés enthoyés Tou ouvbhou xat LadptBueg
exdoxés g hoyaplBuixig mbavopdverag Tou TAfpoug ouvbrou. A Tov optopd
™G ouvdptnong Q xau dedopévou 6Tt ot petaBAntég tou ouvéhou Z malpvouv
draxpités Tiég éxoupe:

Q(e;09) = 3" Lo(0)P(Z|X,01), (1.42)
Z

% pe Béon v (1.29), (1.39) xau (1.41)

: [lzex 7"(!() )p(a: |2(z), 6 (t() ))
Q(e;0) = 1og { (s 105z == ==
( ) ZZ::‘;{ g{ ()})(22'2(1:) ( ))} Hzexp(zle(‘))
(1.43)

xat ypnowonotdvrag v (1.21)
Q(©;09) =3~ 3" log m,(yp(zl2(2), 0u(ry) [] Pl2(2)}z,0P).  (1.44)
Z zeX zeX
Ané v rapandvew oyéan pe Myeg npdEetg xau ypnouwonodvtag Ty oxéon (1.22)
TPOXUNTEL TEMXE

M
Q(e;09) = Y 3 P(jlz, 0V) log m;p(z3, 6;). (1.45)
e X j=1

H rapandve moobétnia vrodoylletar oto E-fua. Lto M-Bhua uroroylletan
0 didvuopa rapapétpey O+ yeyigtonoudvtag v moobtta (1.45). Ttnv
neplntwon mov xéBe p(z|j, ;) anotehel xavovue xatavop, To Sihvuoua O
rPOXURTEL e anh mapaydyton g cuvdptnans @ wg mpog x&be TapdueTpo Aoy~
Bévovtag unbdn tov neplopiopéd (1.20) yia Tig ex TwY mpoTépwy mBavétnteg. Ot
eEL0G0ELS EVIUbpRENG TWV Topapétpwy elvat ot axbhoubdeg:

(t+1) ZIEX P(lea e(t))x
b+1) _ | , 1.46
U= P(il, 00) ()

‘s
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(t41) _ Lzex Plilz, 09)( - )z = YT

z - , 1.47
’ 5sex P12, 60) 14
) = 5™ P(jlz, 00), (148)

IXI reX

yia x&e j = 1,..., M. H eravainrtuef duadicaola exvd ue apyuxorolnan tou
dlaviopatog napauétpwv xan evarrdooetar petagl 3o Prudtwv. Lto E-fhua
vnoloyllovtat ot ex twv votépwv mBavétnTes ue Bdon v Tpéyovoa Tl TV
rapapétpwy xar 6o M-Bhua dlvovton véeg Twég atig rapapétpous pe Bhon T
rapandve oxéaelg. O ahybptBuog avidvel o x&le exavidngn v mbavophveta
¢wg dtou €youpe alyxhon oto telxd Sibvuoua tapapétpwy B (n nbavophvera

€xeL peyiotononfel éotw xan Tonixd).

1.6 Avaoxénnor tng epyacioag

10 dedtepo xepdhato rapouardfoupe v xVpLa Bewpntuah Guvelapopd g epya-
olag mov anotelel N ewoaywyy tou Z-povtérou. To povrého auté arotehel ye-
vixeuon twv Yveotdv pedédov extlunons deopevpévov xatavoudv e yetfion
MIXTOV xatavoudv rou exlong neptypbpovian 6to xepddato avtd. H PBaoued
Wiétyta tou Z-povtélou elvan 6tL ovielorotel TG deopeupéveg xatavoués He
uixtég xatavoués tétoleg date o xdbe ruprvag va ypnowonoteltar cuyypdvg
ané éva urooivolo Ty xatnyoptdv. O 1pérog nou ot tupliveg GUVELGPEPOLY OIS
Sidgpopeg xatnyopleg xaBoplletar ané éva nlvaxa vnédeling Z. H epapuoyy tov
novtéhou tpoinoBétet Tov xabopioué tou nlvaxa autol. AobBévtog 61t o rlvaxag
Z nalpvel € apyhc wa otabeph tud, delyvoupe ndg o akybpibog EM uropel va
xpnowornownfel vy v PeAtiatonolnon Tov rapauétpwy. Erlong oto xepdhato
autéd napouatdovue pa extevh avéivon (Baaléuevor oty péfodo tng péytotng
mBavopdveLag) TwV NEPLRTHOGEWY MOV 1) Xpian Xotvdv tuphvev elvat wpéAun anb
v oxomid tng tadivéunong xat aviietpbépws. H avdhuon elvan onuaviixh apob
uag tpoopépet xoteuBivoels 6cov agopd v emhoyy Tou nlvaxa Z.

1o tplto xe@draio nepryphpovue pa uébodo exnaldevong tou Z-povtédov
Tov ovoiaatixd xaBopllet Tig Tyég tou mivaxa Z. O arybpBuog exnaldevarng Pa-
olletar ot eLoaywY Lag XatdAAnAng aviixelevudic ouvdptnong, eve 1 BeAtt-
atonolnon twv tapauétewy Yivetal péow tou akyoplfuov EM.

Yto tétapto xe@dhato rapouctdloupe ouyxpltixd aroteréouata twv uedsé-

dwv ot névte Yvwotd tpofhfuata tagivéunorng. Télog oto exthoyo dlvoupe wa

I
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Kegpdhowo 2

Muxtég Katavouég yia
Tagivounon

2.1 Tevixd

Le auté to xepdhato ueretdvron uéBodot extlunone Twv deopcvpévav xatavo-
MOV TV XaTnYopl@V Yia To mpbBAnua Tagivéunons. O uéBodol faolloviat oty
xehon wxtdv xatavoudy yia v poviehorolnon g Seajcupévig xatavourc
xd0e xatnyoplag. O uixtés xatavoués (Kepdhato 1) arotedoltv napapetpixd
povtéha pe yevuég diétnteg extlunong ruxvétntag mbavétytag pag dyvwotng
xoTavouhs.

H extlunon twv deopevpévov xatavoudv arotehel To urodoyiotixd 3Goxo-
Ao wépog NG xatacxevfic evég ouatipatog Talivéunone ue Baon v oTatioTi-
x| rpocéyyion. ‘Onwg ednyfoaue 010 ElcaywYIXd Xe@dAato Y TNV RApATAVE
extlunon anawtelton o diaywpiopés twv dedopévwv oe unoolvora we Paon v
xatnyopla otnv onola avixet to xaBéva. Lt cuvéyeta uroroylletan n xé&be de-
ouevuévn xatavouy xenowonotdvrag Ta dedouéva Tou avrlgrotyou uroguvérov.
Auté urodnhdver 6T ta mapapetpixd poviéha p(z|Cy; Ox) mou Ba unobéaoupe
uropel xéhhota va elvar Aertoupyixd aveldptnral, Snhadh va unv mepiéyouv
xouvég mapauétpous. I napdderyua v unéBeon ét xdle deopeupévn xatavour
anotehel pia Eexwploth xavovix| xatavout avijxet 6ty rponyolueEVY xatnyopla
uebbdwv.

H rpé0eon pag elvan va ypnotonotfioouue uixtés xatavouég yia tnv HOVTENO-
nolnon Tev deoucupévev xatavoudv xat cOUPOVA UE To RapaRdve o Rpopavig
Ao elvar va yenotponowmBoiv avedptntes uxtég xatavopés. Natéoo oe autd

10 xe@bhaio Ba dodue enlong peBbdoug Paoiopéveg oe uixtég xatavoués érov

10 épog epgavileta 1o Pirlo twv Duda xa Heart [9).

23
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Tot LOVTEAQ TV SeoMEVHEVLY XaTavopdy dev elvar Aettoupytnd avegdptnta ah-
A& meptéyouv xowvég mapapétpoug. Ou xotvég mapduetpot Ba mpoxdnTouy and T
xpfon xowvdv nupfvey. Iapovotdlovue wa extev avdhuon Twv TAEOVEXTNUE-
TWV 0L MELOVEXTNUATWY T7)¢ 1eBOBOV Twv EeXwploTdY UIXTOV XATAVOUDY Xt
auTh) TV UXTOV XaTavOpdY HE xolvoug muprives. H avéiuon yivetar pe Béon
Tov meplopad 6t xan oL dVo uéBodor mpémet v ypnolLoROLOUY GUVOALXE TOV
B0 apuéd nuprivewv. IMapousdlouue mopadelypata émou ) woa pébodog elvan
xohOtepn and Ty dAAn xar avTioTpépws. Tehxd etodyouue pa véa mo yevixh
u€Bodo extiunomng deoucupévev xatavoudy pe puxtés xatavopés xa e§etdfouvpe
npoPhfuata taivéunons érou n npotetvéuevn pébodog dlver to arodotixdrepo
ovotnua tagvéunong.

2.2 EeywploTég PXTEG XUTOUVOUES

T Ty extiunon twv Seoueupévov xatavopdv urobétovpe K uixtés xatavoués
Tétoleg dote 1) xabeuid va éxet To dixd tng olvoho tuphvev. Av My elvar o apb-
H6g TV TupRvwy mou yenoiuonowolvrar and To uixté woviého g xatnyoplag

Ck, 161¢ 1 avtiotoiyn deopeupévy xatavous| dlvetar ané v oxéon:

. M;
p(:EICka Tk, ok) = Z Trjkkp(l'ljk; 9];;) k= 15 ceey K, (2'1)
ax=1

6mou M = {Mj.k, Jk = 1,..., Mi} o O = {0j,,jk = 1,..., My }. H nopbuetpog
Tj, EXQPACEL TNV €X TwY TpoTépwy ThavéTnta olugwva pe v onola éva dedo-
uévo e xatnyoplag Cr mpoépyetan and tov ruphva j. T Tig ex twv npotépwv

mBavénteg Loyver o neploplopde:

M;
Z Tik = 1, (2.2)
Jk=1

yw xébe k. Abyw tou yeyovétog 61t ot deopeupéveg xatavoués dev repéyouy
x0Lvég TopaUéTPOuS 1) Tapandve urBeon Yl Tig xatavopés Ba xakeltar povrédo
aveddptnrwy (ixtdy xatavoudyv. O dbtntes e pedbdov twv aveldptntwy ut-
XTOV xatavopdy nepiypbgovrat ato [15]. Enlong dubgpopes egapuoyée poviéhou
ot rpoPMjuata tadivéunong epgavifovran ota [2, 35].

2.3 To poyI€ro TV XOLVGY TUPHVLY

'Eotw 61t éxoupe ot dudbeon pag éva odvoro M nuphvev. Av ot xébe rupfve
avroTouyel o xatavopr pe mapauétpous 8; cupPollouvpe ue 8 to didvuoua

-
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6wV TV XaTAVOUGY TV TUpRvey, dnhadh 8 = (8),...,00M). YroBétouue 6t
oL deoueupéveg xatavopés twv xatnyoptdv dlvovion and tg axdhoubeg uixtég

xatovoués:

M
p(z|Crimk,0) = Y mup(zli;05) k=1,...,K, (2.3)
i=1

6mnov €yovpe xpnowonoufgel avdroyous cuufoliopols pe autols TN xponyYos-
pevng evétnrag. Enlong ue © oupPollfouvpe 1o dtdvuoua 6hwv twv rapauétpwv
(ex twv mpotépwv mbavoThtwy mix xou mapapuétpous tuphivwy 65). Ot ex Twv
npotépwv TbavétnTeg dev AapBhvouv apwnTixés TYéS xat tXavoroLody To TEPLO-
pwoud

M

Y mix=1. (2.4)

j=1
Mopatnpodue 61t t0 wovtélo €xet v Wibtnta 6Tt oL Seoueuuéveg xatavoués
elvow Aettovpyind eZoptnuéves agol or mapduetpes Twv Rrupvwv elvar xouvés.
H nponyoluevn unébean yia g deopevuéves xatavoués Bu avapépetat 6t ov-
véxewr wg uovrédo xoiviv nupfvwv [29]. H pébodog twv-Iexwptotdv pixtdy
XaTavoudv duapépel and tnv tponyoluevy oto YeYovég 6Tt utoBétel Aettoupyind
avegdptntes wxtég xatavoués (dev unbpyouv xowvol ruphves). Me dhha Adyia
670 HOVTEAD TWV XOLVAY TUpRvwY x&Be ruprvag éxet TV Suvatdtnta v GuvELoPE-
peL o€ bAeg TG deoueupbveg xatavopés, evd avtiBétwg ato avtlatotyo povtédo
TRV aveddpnTwy PixTodv xatavoudy xdbe tuphvag ouvelopéper uévo o€ [ Se-
ouevpévn xatavoul. Av xatd Ty unéBeon TwY AVEELPTNTLV MIXTAOV XATAVOUMY
éxouvue anogaoloel va ypnowonotoouue M ocuvohxd nuprveg, téte UropOUUE
Vo eExPpdoouue 10 HovTERD auTé PEGW TOU aVTIGTOLYOU TWY XOLVKY RUPHVLY WG
e&fic: Av M elvan oL nuprveg mou B ypnowonoinBoiv aré v xatnyopla Cy, 04-
Touue YL x&0e rupriva j evég ouvbrou nuphvwy pe My otouyela (6o T oUvola
elvon Eéva petagd toug) to neproplopd mie = 0, yia xdbe £ # k.

"Eotw 61t daBétoupe éva aivoro dedopévwv X brwg autéd oplotnxe ot evé-
mta 1.2. Av uroBéoouue 6T ta dedopéva xdBe unoouvélov Xi €xouv mapayBel
avegdptnta ue faon v xatavouh p(x|Ck; Tk, 0), 161€ 0 Aoyoaptbuvah mbavopd-
vewe Tov X elvat

K K
L(©) = log P(X|0) = kzl Y logp(z|C; m, 6) = kE:ILk(Wka 6), (28)
=1z€X; =

émov Ly elvar n hoyapiBuixt mBavopdvela twv dedouévwy g xatnyoplag Cy
(avriotouyel oto Xi). Zto [29, 30] nepiyphepoupe éva alybdpibuo EM yia v
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Sxhua 2.1: H apyttextovixt| ToU HOVTEAOU TWV XOLVOV RUpHVWLV.

ueywotonoinoyn g AoyuplBuudic mbavopdvelag wg mpog Tic mapaUETEOUS TOU
povtéhov. Av unoBécoupe 6t x&Be p(x|j;0;) arotelel wa xavovixh xatavoud

™5 wopetis (1.10), o eiioddoers evuépwong Twv rapauétpwy elvat ot axéiovbeg:

(t+1) _ YK ) Teex, PGz, Cr; ), 00z

, (2.6)
7 T Teex, Plle, Ci ), 00)
' . 1
g _ Tho Teexy POl G, 09)(e = i @ = )T
’ THo Teex, Plz, Crim), 00)
A4 = S P(jle, Cria®,00)  k=1,...,K, (2.8)
! | Xkl € Xk

v x&be j. Ttig napandvew e§iodoeg ue P(j|z, Ck; T, 8) ovuPorilovue v ex
Twv VoTépwy TbavétnTa olupwva pe TN orola éva dedouévo T, mou avixel 6T

xatnyopla Cy, €xet mpoépber and tov nuphva j xau dlvetan ard tov xavéva Tou
Bayes

. ()3 6;)
P(j|z, C; m, 0) = —2 . 2.9
Gl Coimen 0) = it (i 60 (29)

To PBaowxd emyelpnua oxetixd pe v YpnoWbTINTA TOU HOVTEAOU TWV XOLVEV
rupivev elvon 6t uropel va elvar anoteheopatind oe mepintdoeig npoPfAnubtwy
Tagwvéunong ue onuavtixd Babud enxdludrng Twv xatnyoptdv. Auté cupPatvet
déTL yenowonoldvtag xowvols uprves yiveton Suvath N tautéypovn avarapd-
ataoy dedouévwv Tou aviixouv oe diapopeTinés xatnyoples. otéoo oe Tpaypa-
xé mpoBAfuartaBey elvar yvwots 1 popph tne emuxdhudne twv dedouévov twv
XATNYOPLOY Xou EVIEXOUEVWS EQUPUOTOVTAG TO HOVTEAD TWY XOLVAY TUPAVLV Vot

odnynBolue oe wa avagbmot avanapdotacn and 1 oxond g Tagvéunong.
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Luyxexpwéva av Baciotolue otn uéBodo tng uéyrotng mbBavopdverag elvat Suva-
T6v va Ppodue tétoieg TWéS TapauéTEWY YIa XETOL0UG TUPYivES WOTE oL TupHveS
autol va avaraptotov dedouéva SlaopeTiXdv xatnyoptddv axdua xat av dev
urdpxet Tomixy erucdAudy uetadd Twv xatnyopdv. Linv exbuevn evétnta ue-
AeTdVTaL TEPLNTOGELS SOV xdTL TéTolo gupBalver xat exnpedler onpavid v

enldoom Tov ouothiuartog.

2.4 XOyxpiom tov 80o uedbdwy

e auth v evéTnTa TaPOUCLALOUME OUYXPLTLXG Tot RAEOVEXTHUOTA XOL UELOVE-
XTAUATA TOU MOVTEAOU TV XOLVGY TUPHVWY XatL TWY AVEZEPTNTOVY UIXTEV XaTa-
voudv. H avdiuan Bac(letat otnv uréBeon bt xan ot dGo uéBodol ypnotuorolodvv
ouvolixd (oo apBuéd tuphvev. Ba pag anaoyolfioouy ta axbérouba dbo {nthua-

Ta

e unoBéoetg mou anattodvron xatd TV eQapuoyYn g xGBe pebbdou oyeTind

ue tov aplfué muphvev

* xafopiouéds nepint@ocwy 6nou 1 XpKion xowvdv ruphvey odnyel oe xakd-
Tepn avanapdotacn Twv dedouévev and ) oxomd g tafivéunong xa

avToTpdPws.

Ze 6,7 aopd 10 mpdto Litnua, xatd TNV e@apuoyr Tou YoVTEAOU TWV XOLVGY
nupfivwy anatteltal va emAeyel uévo o ouvohunés aptBude twv tuphveov M. Aréd
™V GAAn, N e@upuoY Tev aveSdpTNTwV uxTdV xatavoudy arattel tov xafo-
ploud evég dlaywpropol Twv M ouvohixd nuphvev oe K urogivolra étol dote
x&Be xatnyopla Ci va ypnowonoel My nuphves. Oewpolpe v mponyoUHEVY
diapopd Twv 300 HEBSBWLY WG TALOVEXTNUA TOU HOVTEAOL TWV XOLVGV TUPHVEY
Aéyw tou 6T dev elvan @avepd mdg umopel va emiteuyBel évag aroteheopartt-
x6¢ Saywprtopds twv M ruphvev xatd v eQapuoyh Twv aveddptntwv uixtdv
xaTavoudv2. '

'Ocov agopd o deltepo {htnua, elvan avepd bt epapudéloviag To poviéro
TV %0Lvdv Tuphvewy xdrotol tupfves umopolv va avaraptoToUv dedouéva tou
avijxouv o€ meplocbTEPEG and wa xatnyopleg, 1 dapopetind va ouvelspépouv

oty extlunon g deopeupévng xatavouhs ToAAGV xatnyopidv. Kdéti tétolo

2Epbaov dev urdpyer xapid ex twv tpotépwv TAnpogopla OXETIXG UE TNV TOAUTAOXSTNTY
™G %&Be Beoueupévng xatavoprs, ot ruphves Savéuovian wodptBua otig xatnyoples.

!
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arayopeleTat Xatd v eQapuoyh Tou HoviéAou Twv aveldptnTLV ptxfév xoto-
voudv. Enouévag to Hovtéro twv xowvdv mupivev erttpéret tnv uelwoyn tou
GUVOAX0U aptfLoy RTUPKHVWV TOU ARALTOUVTAL Yo TNV AVARAPACTAGY TV dedo-
uévov. Q201660, UEVEL VA EPEUVIGOUUE AV 7) TEOTYOUUEVT) WILOTNTA TWV XOLVGY
nupfivev elvar w@éhun ard ) wAevpd ¢ Tadivéunong. Ilapaxdtew avahiovrar
XAROLEG REPLNTWOOELS TPOPBAnuUdTwY Tagivéunorns drou 1 yphon xotvdv ruphvev
éxet wg ouvérewa TNV Pedtinon ™G YEVIXELTIXNG XavéTNTAG TOV GUOTHUATOG
B¢ xan oprouéveg dhheg 6mou €xel avtifeta aroteréopata.

EZetalovue apytxd Tig d%0 neptrtdoets uéow 300 arhdv tapadelyHdtwy Ta-
Ewobunong. Ta dVo napadelypata anotehodv mpofifuata tadivéunong dvo xa-
myoptdv xat ta dedouéva aviixouv ato dodidstato ydpo (Lyfua 2.2 xa 2.3
avtlotorya). Kot otig 300 repirtdoetg unoBétoupe 6TL 0 ouvolués aplBuds mu-
pivev etvan 30o. to mpdto mapdderypa (Eyfua 2.2), ta dedouéva g TRGTNG
xatnyoplag rpoépyoviat ard d%o ouddeg dedouévwy, evd ta avticTotya tng deu-
TEPNS XaTNYOPlAg avixouv ot uia oudda dedouévwv 1 onola duwg €xet onuavtied
BabBué emuxdhudrng ue wa €x Twv d%o opddwv g tpdtne xatnyopiag. To povté-
A0 TWV x0LVQV TUpHvwy UE 800 TUPHVES AVATAPLOTE IXAvOTOTIXG Ta dedouéva
xau Twv Yo xatnyopdv® (Syfua 2.2¢). Ipoxewévou va mdpouue pa aviho-
Y avanapdotacy Twv dedopévev epapudloviag To poviéro Twv aveddptniwv
X TOV XaTavoudy arattodval GuvoAd TpeLg mupriveg (3o yia TV TPGTY Xa-
yopla xar évag ya Tv dedtepn). Elvan pavepd 61t 1) xprion dbo pévo rupfvwv
(évag avd xatnyopla) odnyel oe pa averapxy avanapdotacy (Tyfua 2.28).

To deltepo napdderyua (Xyfua 2.3) elvar avdhoyo Tou TpdTov, He T dlapopd
61 0 PabBudg emxdiudng Twv d%o dragopetiic xatnyopias ouddwv dedouévov
éxer pewwlel arobntd (acbeviic emxdhudn). To poviéro twv xowvdv ruphvev
diver tétota Abom yia Tig mapauétpoug Twv TUPHVLY Gate évag and Toug mupl-
veg torofeteitan Tdvw o6to dpto anbpacns (Tyfua 2.3a). T'a 0 Aéyo autéd o
Tadtvountic Tapovoidlet avEnuévo opddua yevixevorns. AvtiBétwg n uébodog
TV ave§dpTTeV WXTdV Xxatavoudv (évag mupfvag avd xatnyopla), av xat v
Aoy mou dlver dev elvan xabBbrou txavoroTixy and ) oxomd g extiunong
nuxvétTag mbavétntag, npoceyyilet wotdoo TO MPaypaTIXG GpLo anbpacng ue
wavornowTia axpifeta (Syfua 2.38).

To gavépevo tng Tonofétnong xdnolwy mupHvwy Tdve 6To dpro anbdgaacng

XaTd TV s(pappoyﬂ TOV HOVTEAOY TV XoLvdV ruphvwv efnyeltar av e§etdoouue

Ko ova 300 napadelypata ypnowonomnxay xavowxol muphves, Evd o AUGELS TOU anel-
xovifovran ot oyfuata arotehodv extuntés uéyomg mlavopdvelas.

-




2.4. TYTKPIZH TON AYO MEOOAQN ’ 29

15 ouvliixeg mou Layvouv yia Tig TopaUéTEOuS TWY TUpHvwy GE oTdoLua onuela
(ouviifwe Tomxd péyiota) e mbavogdvelas. Av to O elva éva otdowo on-
peto g AoyaptBuuaic mbBavopdvelag (2.5), yio To Sibvuoua tapapétpwy 8; xdbe

nuptiva j oy let

K
3" 3 Pz, Ci; itk 6) Ve, log p(zlj; 65) = 0, (2.10)
k=1zx€Xx
xou vl xdfe ex TV potépwv mBavéTnTa W)
. 1 . . A
ik = IX I z P(les Ck;"rk»o)- (2.11)
kl zeX,

Me Béon v edlowon (2.10) uropoldue va avayvwploovue dbo repirtioelg oye-
T4 HE TN Hop@h TG AUoY Twv mapauétpwy Tou ruphva j. H mpdtn neplrtwon
agopd TiéS RAPAUETPWY TOV ATOTEAOUV OLYYPOVWE oTdowua onuela tng xdbe
AoyapBuitic mlavopdvelag Ly, Snhadh ucavoroov v axéroudn elowon v
x&0¢ k:

3" P(jlz, Ck; 7k, 6) Ve, log p(zlj; 6;) = 0. (2.12)
z€X .
Avth 1 xatnyopla Aboewv npoxintel elte oe nepinTdoelg 6nov o nuplvag j To-

noBetelton oe pia neproyr dedouévwv brou urdpyet onuaviin) exudiudy petagd
dlapopeTixdv xatnyopidv elte ae repintdoel 6rov o ruphvag avarapiotd dedo-
uéva pévo pag xatnyoplag. H dedtepn neplntwon avagpépetar o€ Tiués rapayé-
TPwV ov txavorotovy v edlowoy (2.10) ywpls ouyypbvws va uxavoroloby v
(2.12) v xé6e k.

Baow 6uevor atig napandve napatnpfoels 660v apopd 10 oviélo TV XOLVGY
nupfivwv dlvoupe tov axbérouBo opioub mou toxler via xéfe uéBodo extiunong
deopeupévov XATAVOUDY TWV XATNYOPLDY XPNOWOTOLOVTAG MIXTEG XATAVOES.

YroBétouue éva povtéro pixtiic xatavouhc p(z]|Cr; mk, Oi) Y tnv extlunoy
g deopevpévng xatavoprhs e xatnyoplag Cy, 6mov pe O auuPBoAilovue Tig
TopapéTpous GAmV TV TUpvwV TTou YpnoionoloUvTaL and TN UixTH XxaTavouh.
'Eva atdoiyo onuelo © g hoyaptfuucic mbavogéveiag (rou oplletan opolwg e
) oxéon (2.5)) B xahelton Ao timov 1, edv yia x4Be k to Suhvuoua mapauétpwy
fx, elvan atéowo onuelo g hoyapiBuxhe mbavopdveag Ly. Awagopetind to ©
Ba xaheltat Abon TUmou 2.

Elvar gavepé 61t 10 povtédro twv aveldptnTov uxtdv xatavoudy dlvel tdvta
Mdoetg tonou 1, agod 1 uyeyistorolnon e hoyapiBuixis mbavopdveiag L avd-
vetaw oe K aveldptnta npofhfuata peytotorolnong mou to xabéva avriotouyel

otnv hoyapiBuxt| mbavogpdvea Ly.

i
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-

Entotpégovrag atnv avdivon tov dbo rapadetypdtoy, napampo(;pé 6T oo
TpWTo mapdderypa eQapubloviag T0 HOVTEAD TWV XOLVEV TUpH vy odnyoluacTe
oe wa Avor (Exdua 2.2a) rou elvar tpooeyyLotd Tumov 1. AvtiBétwg oo deu-
tepo mapddetypa n Ao (Syfua 2.3a) dev elvan tomov 1 agold o muphvag oty
de&1é mhevpd tou oyfuatog éxer Torobetnlel oe wa repoy) aclevoig emudhu-
g petad Tv dedouévev Tev 300 xatnYdplwy. Autéd €xel we ouvérela oL Tiég
RAPAUETPWY TOU VAL UMV LXAVOTOLOUY TNV ouvBixn otdoyiov onuelov xat yia Tig
dVo AoyaplBuixés ouvaptioelg mBavogdveiag Ly xaw Ly, Emnhéov, ato rpdto
ropddetypa drou xat duo uéBodor dlvouv Aiaerg Timov 1, n xahbtepn péBodog ue
xpithplo tnv enldoan yevixevong elva o povtéro Twv xotvdv Tuphvwy ot avtd
duétL Blver peyahltepn Ty ouvoluxfis AoyapiBuudic mbavopdveias. Baotloue-
vouL 6TL§ TponyYoUpEVES Ropatneroels xatl unoBétoviag tdvta otalepd cuvohixd

apLfud mupfivev rapabétouue Ta axérouba dunobntind ouprephopata:

e Ou Adoelg Tonov 2 dev cuvioTouv aroteheopatud ToroféTnon Twy Tupvwy

ané TN oxomid tng Tadivéunong

o Aré tg Mioetg tinou 1 exelveg mou avapévetan va €xouv xahitepn enldoon

ta€véunong elvan autée e TV peyahltepn Ty ouvoluxiig mbavopdvelag

Tehuxd av éva tpéBAnua reptéyet reployés 5eaopévov pe onuavted Pabud enxd-
Audng petadl dedopévev SlapopeTiXdv xaTnYopL®dY XxaL ouyYXpdvwg avtlotoiyeg
nepoyxés ue aoBevi) emucdAudn, téte 00TE TO HOVIENO TWV KOLVADV TUPHVLV XaL
enlong ovte ot avedptnieg Hixtég xatavouég avapévetal va SOO0UV To anotele-
ouatxétepo ovotnua Tagivéunong (yia otabepb aptbud ruphvwv). ‘Eva tétolo
TpéPAnua arautel pa mo yevoo] uéBodo extlunong deopevpévov xatavoudv fa-
oLopévn o€ PXTEG XATAVOUES.

2.5 To Z-yovtélo

To povtéro twv xotvdv ruphivev (2.3) uropel va yewuxeutel 1ot dote éva opt-
ouévo urmoalvolo tov ouvélou twv tuphvev M va ypnotporoteltar ard xdbe
deopeupévn xatavopr [31]. Tpoxeyévou va oplooupe wa tétola povtehonoly-
on ewodyovue évav M x K rlvaxa Z mou Ba urodewxviet to nedg diavépovat ot

nupfveg otig dudpopes xatnyoples. Kdbe otoiyelo zjx tou mivaxa oplletar we
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Syfiue 2.2: Tapdderypa npofifiuatos tagivéunorng énov 1o poviého Twv xot-
vév rupfivy éxe. xahitepn entdoon yevixevong. Ta 3edopéva tng xébe xatn-
yoplag éxouv rapayBel ue Bdon tg xatavoués p(z|Cy) = 0.5N([1 1)7,0.08) +
0.5N([2.9 1)T,0.08) xau p(z|Cp) = N([3 1]7,0.08), evé o ex Twv npotépwv m-
Bavétntes TV xatnyopldv Hrav P(C1) = 0.7 xau P(Cy) = 0.3, avtlotoiya.
Tnuetwtéov 6T aol o mupiiveg elvar SQatpixés Xavowxés xatavoués XeNnouLo-
notoUpe tov ouuPoliopé N(u,a?), 6mov p elvar to Sibvuopa tou péoou xou o?
elvat 1) xowvi T Stocipavang 6Awy Ty cuvisTwody. Anutovpyifnxav dvo ob-
voha Bedopévwy, éva yia exnaldevon xa éva yix éAeyyo. To poviédro Twy xotvav
nupfivev (o) €dwoe o@éhua yevixeuons 27% xou T AoyaptBuixfs mbavopdveiag
L = ~238.62. To avtlotoiyo opdhpa xat ) T g AoyapiBuxfc mbavoplvelag
Yt g ave§hptnteg wxtés xatavoués (B) frav 32.2% xou L = —465.97.

H
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Syfue 2.3: Topderyua npoPAfuatos tagivéunons 6mov To poviédo Twv ave-
Ehptntwv pxtdv xatavoudv éxer xalbtepn entdoon yevixevons. Ta dedoué-
va e x4Be xatnyoplag éxouv mapaybel pe Bhon Tg xatavoués p(z|Cy) =
0.5N([1 1)7,0.08)+-0.5N([3 1]T,0.08) xot p(z|C2) = N([3.8 1)7,0.08), evé ot ex
TV tpotépwy mavéTnTes TV Xatnyopdy Hrav P(C1) = 0.7 xa P(C3) = 0.3.
Anovpyifnay 390 olhvoha dedopévov, éva yia exnaldevon xo éva v éheyyo.
To povtého twv xowvdy ruphvey (a) é3woe apdipa Yevixevons 26.1% xo tiwh
AoyaptBuucic mBavoghvetag L = —326.23. To avtiotoiyo o@diua xou 0 Tuh
™ hoyapiBundic mBavogdveias Yo tig aveldptntes wuxtés xatavoués (B) frav
7% xon L = —489.18.
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233

- 1 av o nupfvag j ouvelopéper atnv Seoueupévn xatavouh g Ci
k=1 0 Bpopetixd
(2.13)

ITpoxewévou va anoxhetatoly repintmoels bnov elte xénotol tupves dev ypnot-
porotoUvrat and xoula Secueuuévn xatavout elte undpyet éva povtéro deoueupé-
vng xatavoutis tou dev ypnowonotel xavéva nuphva, uroBétouue bt xdle ypauuh
xaL 6THAN eVl €yxupou mivaxa Z repiéyel Touhdyiotov éva otoyelo He Ty Ty
povada. ‘Evag tpérog yia va eiodyoupe tov neplopond zjx oo poviého mov
replypdpetan and v (2.3) elvon va Béooupe replopiopols otig EX TV RPoTépLY
mBavétnteg mik. Luyxexpiuéva Bétovpe v T g ex Twv tpotépwy mbavé-
mta 75 otabepd lon pe undév av zjx = 0. Le wa tétowa neplntwon, punopolue
va Gewpriooupe bt n deopeupévn xatavour g xatnyoplag Ci eZaxorovBel va
Slvetan ané (2.3), adhl& e 0 dixpoph 6T 0 apyixds ydpog mapauétpwy €xer

neproplatel oe évav uroywpo mou oplletal ard toug mEPLOPLOMOUE TTIG EX TWVY

npotépwy xbavétntes (T tou nlvaxa Z), dnhad .-
M
P(z|Ck; 2k, 1k, 6) = ) miap(zlji65) = ) miap(zlis 0), (2.14)
j=1 =1

érov pe z aupPollfoupe v k-ooth athin tou Z xau {j : zjx = 1} 1o aldvodo
6hwv Ty nupfivey j yia toug oroloug zjx = 1. H oxéon (2.4) yix ¢ €x Twv
rpotépwv mbavétnteg elvan éyxupn, woT600 autd moU TPaYUATIXE LOYUEL Elvan

Y ma=1, (2.15)
Jizja=1

v x4Be k. Elvow rpogavég 6t 1o povtéro twv xowvdv ruphvev xpoxdntet wg
e €8xy neplntwon tou Z-povtédov brov zjx = 1 yio x&Be j, k. Exnlong onoto-
dfnote povtéro aveddptnTwy UxTdY XaTavopdy HE OuUvoAixd aptBuéd ruphvev M
rpoxuntel ané to Z-povitho av emAéfoupe tov rivaxa €tol Gote x&0e ypapu

Tou va meptéyel axpBig éva otoiyelo pe Ty povéda.
'Eotw tdpa 6t éxouue éva ovvolo dedopévwv exnaldevong X. Av urobé-
goupe 6t ta dedopéva Tou uroouvérov X éxouv rapaylel aveldprnta petagd
Toug We Bhon v p(z|Ck; 2k, Tk, ), n mBavogdvewr Tou ouvérov X oplletar and

™ oxéon

P(X|©) = H H p( mICk,zk,m,,ﬂ) (2.16)
=1z€Xx

i

N
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Mpérer va onuewwBel 6T ya TV epapuoyl tov rapardve woviélov N rlvaxag
Z xaBoplletan apytxd xau rapauéver otalepds, ue dhha Aéyra ta otoyela zj
dev aroteholv npocapuoléueves rapauétpous. Tuugpuva pe v pébodo tng pé-
netng mbavopdveiag embuuodue va Bpodue exelve g Twéq rapauétpwv rov
MEYLGTOROOUV TNV RAPAREVW GUVEETNOY 1 1Goduvaua Tov Aoyépilud tvg

K
L®) =3 Y logp(z|Cu; 2k, ™, 0). (2.17)
k=1 2€X)

H exraldeuon touv Z-poviéhou uropel va extedeotel ypnowonoidviag tov ahyd-
pBuo EM ue tpéro axpBdg avdroyo trg exraldevons Tou poviélou twv xotvdy
rupfivov. Aertouépeies g epapuoyhc Tou akyoplBuov xa eflodoeg eviuépw-
o1 TV rapauétpwv urdpxouv oto Magdptnua A.

Ouolwg e tnv rponyoUuevn evétnta uropel va devydel 6t ae xdrowo atdoo
onuelo e mBavophvewag, n avayxala ouvBixn Y T rapauétpoug 0 evég
ruptiva J elvan

> X Pl Cu; i, 0) Ve, log p(elsi6;) = 0 (2.18)
kizj=1x€X)
X0 Yo TV €x twv ntpotépwv mbavétnra mi
tie= 7 3 PUle, G2 o), (2.19)
r€X) .
érov (2.18) woyieL v xd0e 7, evdd (2.19) v xd8e j xan k térowa date z; = 1.
Ertong n ex twv votépwv mBavétnta P(j|z, C; 21, T, 0) Slveton opolwg pe
oyéon (2.9) aréd

P(ile, G 5 11y 0) = z’“:ffi;&,i T (2.20)
[ ta otdowa anuela e hoyapiBuixdc mbavophveiag evég Z-povélou woyde
n axbélouby rpbraoy:

Hpé6raoy 1. Kdbe ordowo onuelo © tnc doyapiQuixfc mbavopdveias (9.17)
tov Z-uovrédov (via avbalpeto Z) elvat ernlonc ordowo anuelo tne AoyapiGui-
xijc mBavopdveiac (2.5) nov avrigrotyel aro povtéAo twv xotviv ruplfvev yia
tov {810 apifué ruphvav.

Arédeln: M i tou dwaviouatoq rapauétpwv arnotehel otéowo onuelo
™ms loyaptﬁptxﬂc‘&\Gavoqdvewc ToU Uoviédou Twv xowvdv ruphvey (2.5), av y
ouvirn (2.10) woylel yia xéle j = 1,..., M xabdg exlang n (2.11) woyder v
x9ej=1,.... Mxan k=1,...,K.
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Agob 8 elva otdawuo onuelo yia 10 Z-povtédo, n eElowo (2.18) woyler Y
xéBe j. Tdpa, yio Oha tat k : zjp = 1 xn T € X royder P(j|z, C; 2k, ik, 6) =
P(j|z, Ck; ﬁk,é) obupwva we g oxéoes (2.9), (2.14) xau (2.20), orére n (2.18)
YehpeTan wg

3. 3 Pl Cuite, 6)Ve, logp(zljs6;) = . (221)
k:zj=1z€X)
Emn)éov, egboov yia Ao ta k tétowr @ote zjx = 0 woylew mj = 0, xdbe
ex Twv votépwv mbavétnta P(jlz, Ci; i, 8) elvan undév obuguwva e v (2.9).
Enopéveg toxdet 61 Yy, —0 Lzex, PU |z, Ci; #x, 8) Vg, log p(zl5; 6;) = 0, xau
axohoubwg n (2.21) uropel va ypapel
> Y Pilz,Cuie, 0)Ve, logp(zls;6;) + (222)
kizjr=1z2€X)

Y. Y P(jlz, Cr;#x, 6)Ve, log p(zli; 6;) = 0,
k:zj=0zxeX,

ﬂ K ~ - .’
3" S° P(jlz, Cr; i, 6) Ve, log p(zlj;65) = 0, (2.23)
k=1z€X,

n onola 3ev elvan tinota dAho napd ¥ ouvBiien (2.10) xa woyet Yo xdbe j. Le 6,1
a@opd Tig €x TwV tPoTépwv mbavéTNTES TWV TUPvEy, éxouue 6Tt 1) (2.11) LoxveL
Y Ao T i e 2k = 1. Ipogavdg, n (2.11) wylel exlong yia xdfe ex twv
rpotépwy mBavétnta mjx yio v onola 2k = 0 a@ol o€ wa tétola replntwon xon
ot 8Vo mhevpés g eflowang elvan undév (6rwg delybnxe rponyouuévmg bheg o
oxeTlbueves ex twv votépwy mbavétyres P(jlz, Cr; fix, 8) elvon oeg e undév).
|

Tipgwva e tnv avéiuor tov tapousidotxe oty Evétnta 2.2, oL nepirtad-
oelg Z-povtédwyv ol onoleg umopody va ddaouv ousThuata TaZvounong ue xahég
emdboels tagivéunong elvar autés nou npooeyyiatixd dlvouv Adoeig timou 1 pe
uPnhés Twég hoyapiBuuic mbavopdverng. Iapaxdtw, napovoidfovpe €va ma-
paderypa npofifuatog tagivéunong énou éva Z-povtélo éxer xahbtep entdoon
TagLvéuNoNG GUYXPLYOUEVO UE TO HOVTENO TWV XOoLvdV TUpHvey o autd Twv
aveEdpTnTey Hetodv xatavoudy (Syfua 2.4).

To napdderypa npofAfjuatog tagivéunons arotehel cuvduaoud twv tapadely-
pétwy mov mapousibotnxav otny evétnta 2.2. Ta dedopéva g TPdTNHG XaTH-
yoplag oxnuatilouv tpelg ouddeg dedopévwv, evd ta avtlotorya tng debtepng
xatnyoplag oynuatifouv dvo ouddeg. To mpbPhnua elvon xaTAGXEVXOUEVO WE

1
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Tyhua 2.4: Tapdderypo mpoPhfuatos tagivéunong 6mou pia xatdAAnhn ent-
Aovh evég Z-povtélov odnyel oe xahdtepn emldoon yevixeuons. Ta dedoué-
va g xdfe xatnyoplag €xouv mapayBel pe Pdon T xatavopés p(z|Ci) =
0.33N([2.3 1j7,0.08) + 0.33N([4 1}T,0.08) + 0.33N([7 1]7,0.08) xa p(z|C3) =
0.5N([1.5 1)7,0.08) + 0.5N([7 1]7,0.08), evé oL ex Twv mpotépwy mBavéTnTES
TV xatyopidv frav P(C1) = P(Cz) = 0.5. Anuoupyfifnxav 3o cOvola dedo-
Hévoyv, éva yia exnaldeuon xou éva yia éheyyo, evd oe xdBe neplntwon LeéOnxe
o exuuntis péyiotne mbavogdvewas. To apdhua yevixeuans e xau 1 tehus T
g AoyaptBuudic mbavogdveiag L yio x4Be u€B0d0 Eexwprotd elvar: o) Movtédo
xowvéyv nupfvev: e = 33.33% xow L = —1754.51 B) AveEdpintes puxtés xatavo-
pés (3Go muprveg v v Cy %o évag et Co): e = 24.33% L = —2683.25,
Y) AveEdptnteg wuintés xatavopés (€vag ruphvag i Ty Cp xou 3%0 rupfveg Y
v Cy): e = 34% xou L = —3748.42 xon 3) 'Evag ruphivag xowvés ot yio Tg
300 Beopeupéves xatavoués, v oL dhhol 8Go ouvelopépouv o xabévag oe e
xatnyoplo: e = 21.67% xou L = —1822.53.

iy
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€100 1pbno Gote undpyet éva Lelyog and ouddeq SlapopeTixdv xaTnyopldy
ot omoleg €youv onuavtunf emxdiudn, evd v éva Siapopetind {edyog oubdwv
urdpyet aclevh) emxdiudn. YroBétouue 6T 0 ouvolixde apiBués ruphivey elvar
Tplo.

H Mion rov Bprixaue eapuéloviag o poviédo twv xotvdv rupivay (Zyfua
2.4a) av xon Slvet W txavorotTixy avarapdatacy tng reployic dnou ouuPalver
onuavtu) enuxdhudn, ot replrtwon e neploytic pe aobevh erxdiudn tono-
Betel tov mupfiva mévw GT0 Gplo andgaorns mpdyua mou avlhver Spauatixd to
opdlua yevixevong. ‘Oocov agopd 10 poviéro twv ave§dpTntwy pixtdv xatavo-
uGv undpyouv dbo erhoyés: i) xpnowonolnon dvo nuphvwv yia Ty Seopeupévy
xatavoul g tpdTng xatnyoplag xat evég nuphva v tv avilotolyn xatavoul
™ deltepng xatnyoplag (Exfua 2.48) xan ii) ypnowonrolnen evés ruphiva yia
myv rpdtny xatnyopla xatr 800 yia v devtepy (Lyhua 2.4y). To povtéro ue
™V xahbtepy exldoon tadivéunang dlvetan ané éva Z-povtéro pe éva pévo xor-
v6 mupiiva xo Ue Toug unbhowroug 3o va ouvelspépouy o xabévag oe ubvo uia
xatnyopla (Syfua 2.43). .

-

2.6 Xul¥tnon

To Z-poviého amotehel pia yevixeuan tev nponYoUuevwy TEXVIXWY HOVIERO-
nolnong SeoueuUévy XATAVOUGY TWY XATNYOPLDV XPNOLLOROIOVTAG UIXTEG X~
Tavouég, dnhady Tou woviElou TV XoLVGY TUPHVEY XaL TwY AVEEPTNTWY IXTOV
xatavoudv. §lg yevixevon unopel va guvdudler pe euéhixto tpbro Ta yapaxty-
pLotxd Twv npoyevéotepwy neBbdwv.

Suyxexpiéva 1o Z-povtéro umnopel va daférer xotvolg muphveg yix opl-
ouéveg xatnyoples xaBde xon rUpriveg mou YpnoLLOROLOUVTAL AROXAELOTIXG Ubvo
ané wa xatnyopla. ‘Evag xowvég rupfivag éxet tyv duvatétnta va avaraplotd
ouYXpovwe dedopéva diagpopeTindy xatnyopdv. Kati tétoio elvan Wdaltepa o
pavTixd Bi6Tt étot perdvetan 0 apluds Twv anattoluevey TUPHVLY tEdYUA TOV
ME TV oepd Tou anotekel uroloyioTixdé mheovexTiuata dedouévou 6t Babé-
Toupe mhvta éva nenepacuévo olvolo dedopévwy exnaldevons. a va ylvel o
epgavég to teheutalo ag Bewphoouue Ty e€g neplntwon. 'Eotw 6t ot éva npé-
BAnua Tagvéunong undpyet wia xeployy rov Ydpou dedouévwy brou o dyvwoteg
deoueupéves xatovoués Twv xatnyopldv elvan tomxd mavopoiétures (m.y. Ta
dedopéva mapdyovian and v (dia oudda). Téte av ypnoywonovfjooupe yix Ty

ouyxexpwévy tomxy avanapdotacy twv dedopévwy nuphveg mou avixouy pévo
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oc wa xatnyopla, evdeyouévwg va un éyxouue xahf tomxd extliunon tSv;a(tepa av
and x&be xatnyopla Siabétoupe Ay dedopéva exnaldevong. Avubétwg av xen-
owonooboape éva xowvé rupfva, t6te N extlunon Oa elvan mo adémoty agold
xenowponoteltar avinuévog aptBués dedopévwv (6hwv twv xatnyopidv). Iew-
x6tepa oe mpoPAfuata Tagivéunong 6mov ané xdbe xatnyopla diabétouue pixpéd
optBu6 dedopévev exraldevons (< 100), evd mbavév éyovue ToArég xatnyoples
(> 10) n xpion xowvdv rupfvwy elvar ToAG onuavtudf agol Ba éxave replocé-
tepo afiématy v extiunon twv deopeupévev xatavoudv. Sletéoo n xevion
xovdv rupfvev (ot avtlfeon ue v ypfion un xowvdv tuphvev) dev dlver xakég
avanapaotdoelg oe nepoyés dedouévwv aaevolic emxdiudng oL omoleg amote-
Modv meproxés xovtd ota Gpta andpaong xar xatd cuvérea elvon xplowes v
v enldooy Tou ouaThaTog Tadtvéunang.

Ané ta ropandve elvar mpogavég 6T N xenotubtnta tou Z-poviélov oyetl-
eton pe v emhoy Tou nilvaxa Z, dnhady Twv urobécewy oyetixd pe TV xption
TV ruphvey and g Sdgopes xatnyoples. Kéti tétolo mpogavde efaptéran xd-
fe @opd ané ta dedouéva. Lo emduevo xepdlao rapovoiéovpe pa péGodo
erhoyiic Tov nlvaxa Z.

a3
)




KegaAoro 3

MebBodou exnaidevons tou
Z-LOVTENOU

3.1 To npéPAnua xabopiopol tou nlvaxa Z

Xto nponyoupevo xepdhato dev €ytve Wialtepn avagopd yia to nd¢ xaboplfovia
ou Twég tou rmlvaxa Z xaté v epapuoyh tov Z-poviéhou ot éva dedopévo
TpéBAnua tagivéunong. -

[Tpoxewwévou va epapuéooupe 10 Z-povtéro mpérer va xabopiotel apyind n
Tih) Tou nlvaxa Z. Tiugwva pe v avéhuoen tou rponyolpevou xegalalovu 7
emhoy Tou mlvaxa Z ogelder va avtanoxplvetat o1 yewuetpla Tou cuvélov d¢-
dopévwv, dnhadh oto tino tng erudhudng mou oupPatver ot Sibpopeg reptoyés
Tou ywpou dedopévwy. Rotéoo wa tétole mAnpogopla elvon €x Twv npotépwv
dyvwotn xou mpéner va eayBel ané ta dedouéva xotd v Sdpxern g pébn-
onc. M npdty npocéyyion B frav va Siepeuviooupe 6Ao Tov Ydpo TGV Tou
nlvaxa Z, érerta va exroudetioouue 10 x40e poviého ypnoonowdviag Tov ahyé-
piuo EM xon tehixd va tagivouroouue o povtéda ue Bdon wa extlunon e
YeVxeuTixXfg Toug xavéTnTag (LETpoUuEV, R.Y. XenoiLorotdvag uebbdoug Sia-
otavpwuévne emxdpwang (cross-validation)). Qotéoo arnaiteltar unoroyioTixd
anuavixés xedvog yia Ty eZepedvnon SAwv Twv duvatdv Z-povtédwy, Wialtepa
av T M xau K AapuPdvouv peydhes twés. Emnhéov n npooéyyion avth ndoyet
xat and éva ocofapb rpbBAnua npaxtixls PUcEwWS ToV apopd Gty apyLxorolnon
TRV RAPAUETPWY TV RUPHVLV: €4V évag Tuphvag €xel xabopiatel (and Tig Tég
Tou Z) va elvan xowvég yia xérola povtéha deaueupévwy xatavopdy, téte elva
Aoywxé, atny apyLxonolnon Ty rapauétpwy xatd Ty epapuoyy Tou akyoplBuou
EM o nupfjvag va toroBetelton o€ wa neployt) dedopévwy 6mov auuPalver emxd-

Avdn petagd dedopévev twv avilototywy xatyoptdv. Két tétoro, wotboo dev

39
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elvar xaBéhov elxoro va emiteuyBel, apod dev diabétoupe xaud n)\npécpopia it
™V enxdAudn Twv dedouévwv weTall dLapopeTIXdY XATNYOoPLOV.

Ipoxewévou va avtiuetwnioovue ta napandve mpoPAjuata e@apuoyng Tov
Z-povtéhou €youue avantiZel pa urohoyiotixd anodotixy uéfodo [31] n orola
Baoiletar oty etoaywy wag véag avixewevxic ouvdptnons. Me tnv pébo-
do avretwriletat ocuyypbvws 1 emhoyn e Thg Tov mivaxa Z xabdg xat y

apyxornolnon Twv TApAUETPWY TV TUPHVLV.

3.2 M pébodog emhoync evég Z-poviélov

H Baoud 1éa tng ebédou elvan 61t npooapudéloupe xatéd v didpxera tng Perte-
otonoinong Oyt uévo RapauéTPous TWV SECUEVHEVWVY XATAVOUMY aANE xat Tta-
papétpoug meproptapoy (mou xabopilouv TV cuvelopopd tou xdbe muphva oty
extiunon uiag deoueupévng xatavouns). '

Ag Zexuvijoouue v meptypagy tng neBodou mapatnpdvrag to €€k Ot Ti-
pég TV oTolyElwv Tou Tvaxa Z replopilouv To Stdvuoua napapétpwy © ot éva
UTOX®PO TOU EVPUTEPOV XHDPOU TAPAUETPWY OV AVTLOTOLYEL 6TO HOVTEAD TWV
xovey muphvey (zjx = 1 yix %80e j, k). T 10 Aéyo autd, apyixd uropodue va
unofécoupe 6Tl oL deopeuuéves xatavoués axohouBolv to To Yeixd Hoviélo
TWY XOVGY Tuprvewy. TN cuvéxelr xatd v Stadixacia udBnong uropolue va
nepLoploupe TOV Y Opo TapaUETPWY AVEATYO HE TA YAPAXTNPLGTLXE TOU GUVOAOU
dedouévwy exnaideuang. BéBaix o aviixewevinds oxonde etvat vo xatakfigouue
oe éva anodotixé obonua Tafvéunons Y To Adyo auté xat n avalftnorn tov
TeEAx00 unoYdpou Tapauétpwy ogelret va oupuPatver mpog TV xatevBuven auth.
'Onwg e&nyfiinxe oto nponyoluevo xepdhoto, n Baouxh odnyla’ yia Ty avalh-
oM ev6g anodotixol custiuatog Tadivéunong eivan 6t évag Tupfvag dev mpénet
v avanaploté Sedouéva diagopeTixdv xatnyoptdy pe efalpeon Tig nepnTdoELS
Tou undpyet tomxd onuavi] emxdhudn. H uéBodog mou napoustdloupe éxet
™y WBéTNTa 6TL var XdveL aviay oo Tk Ty uéfnon twv Seopeupévov xatavo-
ROV WG Tpog TNV déopcuon tupivwy. Kdtt tétoto unopel va emthboet To npdPinua
TOU HOVTEAOU TWY XOLVGY Tuphivey (Xt YEVXGTEPa TNG XPHONC TOV XOLVAV Tu-
piivev) oxeTixd pe v nepintwon g aoBevols emxdhudng wetall Sedouévewv
drapopeTindv xatnYOoPLOY.

Tt vt opioougie pia péfodo exnaldeuong mou mpocupuéle TAUTOYPOVY UE TIG
RoPapETPOUS © XxaL Toug TEpLopLapols Xprione Twy mupkivey ané Tig xaTnyoples,
opifouue Tig napapétpoug mEPLOPLOOY Tk 6mou 0 < i < 1 xou yia x&Be j
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AXALVOTOLOUV:
K
Y orie=1 (3.1)
k=1

O pbrog g xéBe mapapétpou 1k elvon avéhoyos g petafntic zjx: xafopl-
Louv Tov Babuéd mou emtpénetan o nuphvag j va yenowuornownBel axé to poviého
e Seopevpévig xatavoprc e xatnyoplag Ck (va avarapiotd dedopéva tng
xatnyoplag authg).

OL napbuetpol rji XPNOUOROLOUVTAL TPOXELUEVOU VAl OpLaTOVV Ot axbhouBeg

cuvapThoeig mou elvat duoteg ue Tig oUVaPTHOELS TwV Seoueupévv xatavoudvl:

M
P(T; Cey Ty Ty ) = erkujkp(ﬂj;oj) k=1,... ,K. (3.2)

j=1
H e€lowan (3.2) arotelel wa enéxtaon g (2.3) 6mou éxouv eroayBel ewduxol
ropdueTpoL MEpLOpLoOY uéca oTo yeapuixd dbpoioua. ‘Onwg Ba yiver pavepd
o1 ouvéyewa, oL mapduetpol Tk Me k = 1,..., K exppdlouv tov avtaywvioud

petady Twv xaTNYopLdv WG 1pos TNV déoueuon tou ruphiva j.

Av yuo ot mopduetpo TEPLOPLOUOY tayVEL Tk = 0, T61E €€ opiopot N avrl-
atolym ex Twv npotépwv mbavétnta elvar 7k = 0. Eropévwg, oL Tyés Twv ex

Twv rpotépwv ribavotitwy wavorolobv
Z Mik = 1, (33)

v x&be k. Inuewwtéov 6t yia x40 xatnyopla Cp mpéner va urdpyer Touhdyt-
atov éva 7 > 0. 'Etat, anoxhelovue tnv neplrntwan drov pa cuvdptnom ¢, bpa
xa 1) avtlotoryn deoucuuévn xatavout, elvan lon pe undév.

Tevixé ot guvaptiioeig ¢ dev arotedodv guvapthoeig ruxvétntag mbavétntag
¢ Tpo¢ = Abyw Tov Yeyovétog 6t [ (x; Cr, Tk, Tk, 0)dz < 1. Ealpeon anotehel
7 neplntwon érov ot neploptopol 1k nalpvouv Tyés undév # éva®. MéMota téte
o neplopiopol 75 elvan LoodOvapol pe Toug ReEploplopols zk. (atdoo, yevixd
woyvet 6t @(z; Ck,y Tk, Tk, 0) = 0 xou [ (z; Cry i, T, 8)dz > 0 mou ogpelhetan
oty (3.3).

Tpoxewévou ot ouvapthoeis ¢ va xpnotuoroinBoly yia v rpocapuoyy bhwy

Twv napauétpwy (©,r) (6rou r elvan to didvuopa SAwv Ty 74x) elval arapaltnto

101 ouvapthioeis 8ev anotelodv ta povEéla TwY Seopevpévov xatavoudv tou BéAoupe va
exnoudedoovue, ahhé ypnoionotodvian rpoxeiuévou va Bpodue xatdhnhes Tipés rapapétpwy
Y TIg mparypotixés SEoUEVMEVES Xatavopés Tou REpLYpdpovian rdvta and Ty oxéon (2.3).

?Te authv v elduch repintwon xdBe ouvdptnon o(x; Cr, Tk, Tk, ) Tautlleton pe v avil-
otowyn p(z|Ch; mk, 0).
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va Bewprjoouue Tig ouvaptiioeis autés wg deoueuuéveg xatavouéc. Me ﬁ&on auTh
Vv Aoyuaf, ELGAYOUUE Utar AVTLXELEVL] OUVAPTNOT avdloyn g AoyaptBuudic

mbavopdvelag we axololbwg:

K
L(e,r)= Z Z log ¢(z; Ci, Tk, Tk, 0). (3.4)

k=1z€X;
Méow tnc peyiotonolnong g napandve T0c6HTNTAS TPOCAPUGLOVUE TG TLuég
Twv yetafAntdy rjx (Tov tooduvauoly e ) npocapuoy) Tou Babuol Tou dapol-
palovtat oL tupriveg oTIG deoueuuéves xaTavoués) xar autd avtduata ennpedlet
v Ao TV TApAUéTPLY TV HOVTEAWY TWV SECUEVUEVLY XaTavOudY ©.

O ahydptbuoc [8] uropel va ypnowwonowmBel ya v peylotorolnon g av-
xewevixis ouvdptnong (3.4). Iapdte o ahydpiBuog EM ypnowworoeltar wg enl
Twv nheloTwy yia TN peytoTonoinoy g AoyaplBuuaic rbavopdverag ) xon yia
AoyaptButxrc ex Twv voTépwy XaTavours, To Yéyovég 6TL 1 ouvdptnon pag Ye-
wixd dev anotehel xapd and Tig dvo autés mepnTdoEls dev guviaTd TPbBAnua.
Zto IMapdptnua I' anodewxvietar bt n Baoudh Wiétnta tou EM boov agopd
™y eyyunuévn povétovn abinom g avitxetueixig ouvdptnong oyYeL xaL oty
neplntwon g L(O, 7).

H ouvépton Q mou unohoyileton oto E-frjua tne t + 1 enavéindng tov EM

elvor:

K M l
QO,r;09,rM) =3~ S 3" &,(z;Ci,,r?, 79, 60) log {riminp(z]3; 65)},
k=1zeX; j=1
(3.5)

érov

rimkp(z]7; 6;) (3.6)
Yo, ramap(zli; ;)
O ahybpiBuog oto M-Brijua yeyiotonotel tyv mponyoduevn rocbdTnta WG RPOG TO

@J(z; Ck’ Tky Tk, 0) =

dudvuoua rapauétpwy (0,r). Lo Mapdptnua B napovoidouvue ndg eEdyeto n

auvdptnon Q (3.5) xabd¢ eniong Tic edlodoels evuépwong TV RoPAUETPWY YL
v neplnTwon mupvey tou axolovBody xavovuc xatavous).

e auté 10 onuelo OBu Hrav yprowo va ypddouue Ti¢ e§lodboelgs evnuépwang
(3tvovton oto Mapdptnua B) yia T ex Twv mpotépwv mBavéTNTES ik XL Tig
RApaETPOUS REPLOPLOWOY Tk TPOXEWEVOL Vi YiveL cagéc o Tpbénog ou douhelet
o akybpbpog: %

a8 = LS 52,04, 20, 60), 3:7)
g 'Xk' T€Xx
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v X&0e mBavéTnTa Tk Mot

(t...l) _ E,exk <I>,-(:t; Ck, r,(:), ﬂ,(:),ﬂ(‘))
Jk E.Iil Ezéx‘ Qj(z; C,‘, T?), WI(‘), 0(‘)) !

(3.8)

Y x40 mapduetpo rix. Me Bhon v edlowon (3.7), n (3.8) uropel va ypagel
we

Tk |Xl
Ei,-{:l ﬁﬁi“’l&l .
Ané tnv napandve eglowon galvetan n e€dptnon Twv rapauétpwy rix axé Tg véeg

TWEG TV X TWY TpoTépwy RBAVOTHTWY ik XATd TNV EQUpUOYY Wag exavéin:

(t+1) _

Tk (3.9)

¢mc tov EM. Av unoBéooupe étL ou xatnyopleg éxouv replrou tov (8o aptbuéd
dedopévwyv, t6te xatd v Sidpxela g wélnons n xeon tou ruphva j ard Ty
xatnyopla Cy efaptatar and v Ty g mbavétnrag 7, xabds xaw 1o &por-
oua 6Awv twv avilotoiywv mbavothtwy mov ayetilovian pe tov (8o ruphva
(mjk, k=1,...,K). Me autév tov tpéno, 600 reploodtepo o nupfivag j ouvel-
optpeL atn Seapevpévn xatavout Tng xatnyoplag Ci, 3nhady n ex twv rpotépwv
mbavétnta i augdvel, avédhoya exnpedleTal xon N véa np'f; k. Kabdg avié-
vetow i T piag rapapétpov ik ot ua exavdindm, atn enbuevn exavaindn
mbavénta mix ylvetar axdun ueyahdtepn (Abyw g (3.7) xan (3.6)) xox. ‘Etor
EPUNVEVETAL O AVTAYWVLOMOG UETAGU TWV XATNYOopLdV oyeTixd ue v Séaucuon
rupfivwv o orolog emTuYYdveTal HéGw TWV RAPAUETPWY REPLOPLOUOY Tjk. Tippw-
va Ue Tov avtaywwioud autéd elvar Aydtepo mibavéd évag ruprhvag va toroBetnlel
Tdvw o€ X&rolo 6pLo anbypaons, Yia To Aéyo 6Tt ot Ha Tétola REplRTWON N XAT-
vopla e ta reploodtepa dedouéva 6’ authv v reployh Ba tpaPiZel Tov nupfva
npog 10 Hépog Twv dedouévwy tou avixouv ¢’ authv. Aré v &hdy, n uéBodog
dev palveta va exnpedlel onuaviixd to tAeovéxtnua tng xphomg xowvdv tupfvey
oty replntwon avarapdotaors dedopévav SlagopeTindv xatnyoptdv HE anua-
v Babud emxdiudng. Két tétoio epunvedetar ané v eilowon (3.6). Av
évag nupfivag j avaraplotd pia reployh onpaviixov Pabuod exudiudng, n xa-
Tavoph p(z|j; 8;) Ba lver udmAréc Tée v BeBopéva GAwv TwV xaTnyopLdY ROV
eunhéxoviat. Eropévwg, rapd to yeyovée bt o naphpetpot nepioptopol unopel
va elvan peyahitepeg yia xdroteg xatnyopleg, n ©uh e ®; (3.6) Ba mapopéver
ugMAY i Ta Sedopéva bAwV TV XATNYOPLOY ROV EUTAEXOVTAL.

"Eotw 611 0 akybpiBuoc EM cuyxAivel oe éva torix BéATioto onuelo napaué-
Tewv (6©%,7"). Té1e ot TWé TV TAPAUETPWY REPLOPLOHOY Tjk XPToyonoolvTa

Y emhoyh Z-poviéhov, dnhadyh tov xxboplopud Twv TV zj. M edhoyn
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emhoyy elvon 1 axbhouln

1 cavrt >0
* = ik
ka { 0 cqv r;k = (3.10)

O xafBopropés tov nivaxa Z* Bacileton oto emyelpnua 6t av T;'k > 0, o nuph-
vag j ouufdiher atnv extlunon g deouevuévng xatavouns g xatnyoplog Ck
(apod 73y > 0) xan, emopéves, o j mpénet va cuurepiAngBel oTn peth xatavous
Yl T avamapdotaon v dedopévwy g Ck. To aviifeto toyber dtav 75 = 0.
Egé6oov xabfopiotel to Z*-poviého, egapuéletar o ahybplbuog EM wg v o0-
YXMON EXXVOVTAG and Ty Ty rapauétewy O Ou teduxés TLuég TopauéTpwy
©; XPNOWOTOLOGVTAL YL TOV UTOAOYLOHS TWV SECUEUMEVLY XATAVOUGY artd TNV
oxéon (2.14).

H rapandvew uébodog egapudotnxe oto npbfinua tne evétntag 2.5 (Syhua
2.4). H Morn ©f frav axpiBdc auth nou aretxoviletar oto Tyfjua 2.43, énov
o nlvaxag Z elye emheyel xatdhinia dote va taptaler otn yewuetpla Tou npo-
BMjpatos.  Elvaw afioonuelwto, 6L 0 dwagopd (ue Pdon v £ vépua ) otig
Tiés napauétpwy Of xon ©F vtav 0.03 xou agopoloe H6VO TG TWES TWV EX TWV
npotépwy mBavoTATWY Tou TUPVE MOV AVARAPLOT TNV TEPLOXH ME ONUavTL

emuxdhudm3.

3.3 To wovtédo APRBF

H uébodog emhoyiic evég Z-uoviéhou nou reptypdptnxe napandvw Ba propovoe
va ypnoweononfel evolhaxtixd Gewpdvtag Tig napauéTpous neploplonol r oTa-
Bepéc xon xabBopiopéveg mpLy and v egappoyy tou aryoplfuov. H egapuoyi
s weB6Sov e tétolo Tpémo Umopel v €xEL APXETEG OUOLGTNTEG UE TNV EQAUPUO-
) Tou Z-poviéhov, émov o nlvaxag Z €yer xabopiotel €€ apyiic xau mopapéver
otafepbs xatd v exnaldevor. Méhioto undpyouv REPLITOOELS ERLAOYHC TWV
uetafAntdv r émov N wéBodog exmaldevong elvan toodbvaun ue v exnaldevon
evég Z-yovtéhou. Ia napdderypa onotadijnote exnaldevon avekdptntoy wxtdv
XATAVOU®DY ME GUVOALXS aptBud Tupivev M unopel Loodbvaua vo TpoyHATOROW)-

Bel péow g Texwric exnaldeuong Tou r-poviéhou emhéyovtag XatdAANAA TG

3'Exyoupe napatnefioel 6t ot ToME mpoBMipata tafivéunone 1 tih O elvar ToAG xovtd
ot avilatolyn ©°, rpdyua mou onualvel étL peytotorowdvtag v cuvdptnon (3.4) hauBdvouus
pia Aoom mou elva qutd ot éva Tonxd péyioto g (2.5). Mo ixavi ouvBixn rpoxeiuévou va
woyVeL 85 = ©° elvdl 6T oL napdpETPOL TS, Tpnel va AapBdvouy T undéy ¥ éva. Te ot
tétowx nepintwan n Mon tou Z-poviéhou mou nalpvouue egapubéloviag ) uébodo avtiatouyel
oe aveldptntes uxtég xatavoués Onou ol mupfiveg éxouv Braveunbel duvauixd otig Sldgopes
xatnyoples.
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Tés Tev HeTABANTdV Tk, Tou 61N Replrtwoyn auTh Ba ratpvouv Tyée undéy 4
éva.

Mapaxérw nepiypbgouvue wa evdiagpépovoa texvixh exraldevorng mouv mpo-
xuntes Gétoviag otabepés Tiq TéS Ttwv rapauétpwv replopiopoy. H oteyw-
x1 nepiypdgetan oto [30] bnou xakeltar ue to bvopa poviého APRBF. 'Ectw
bt oo M duaBéoipor ruprves Braywpllovian oe K aveldptnta ovvoha Tk, k =
1,..., K, ue 10 xéBe urogivolo ruphvwv Ty va avtiotoiyel otnv xatnyopla Ck
xau |Th| + ...+ |Tx| = M. Ewodyoupe v rapéuetpo A € [0, 1) mov o p6rog tng
elvar va puBullel tov Babuéd xefiong Twv opadoromuévey tuphivev otig Suépopeg
xatnyoples. Ewdixérepa unofétouue bt v Seoucuuévny xatavour tng xatnyoplag
Ci xpnowonotel nhfpwg toug tuphveg tng opddag Tk, evd ot undlotrotl ruphveg
Xenoiuorolotvtar ae xéroto Babud xabopillbuevo anbd v Tyh g ropauétpou
A. H rapduetpog A ralpver pia atabeph T apyixéd xaw rapauéver auetdBinty
xatd v dudpxeln g exraldevorng.

O nopanévw araithoelg yia o 1péno reploplopol Twv tuphivewv Uropel va
exXppacToly Uéow ev6g r-poviéhou mou mpoxuUnteL av Bewpiooupe 6Tt ot Tiég

TRV TapapéTpLY ik dlvovtal wg axololfug:

rey J€T

rik = { K- 7 (3.11)
wky JET

érou 1) éxgpaon j ¢ Ty avagpépetar oe houg Toug ruphiveg Tou cUVEAOL U2k Ti-

Inuewwtéov bt ue Bdon v avébeon Tudv Twy rapapétpwy ik txavonoteltat o

nepropiopuéds (3.1). Tdpa n aviixeiwevuh ouvdptnon (3.4) ralpver Tnv popel

K
L©;)) =) ) logy(z;Ck, Ak, 8), (3.12)
k=1z€X,
érov
P(2|Ch, A Tk, 0) = D miap(zlds 0;) + X Y map(zls; 65). (3.13)
JET; ieT

xat 6nov o1y oxéon (3.12) éxyovue apapéoel éva atabepbd bpo mou Bev Exer me-
péxer npocapuolbuevoug napapétpovs. H rapandvw eilowon (3.13) reprypbopet
10 povtéro APRBF érwg auté oplatnxe oto [30], evéd v ouvdptnon (3.12) peyt-
otonoteltal ypnotuonowdvrag 1o ahybpibuo EM.

AZ(e vo onuetwdel 1L btav A = 0, 1 (3.12) elvon pua AoyapiBunsr mbavod-
vewa xou avrtiotoiyel oe pa eplntwon aveSbptntov wxtdy xatavoudy (1 ot

xatavopl g xatnyoplag Cr ypnowionotel uévo toug nupfveg Tou ouvéhou Ti).

i

-
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Edv A =1, 7 (3.12) wooitan ye v (2.5), mov elvar 0 AoyapBuudh méavocp&veuz
TOU HOVTEAOU TWV XOLVADV TUPHVWV.

Tro Mapdptnua A reprypboetar avalutixd o akydptbuoc EM yia 1o APRBF
uovtédo.

3.3.1 Meéoog épog wg npog A

Qo100 o710 Yovtého APRBF 1 Tt tng ropapétpov A xabBoplleton €€ apyic xat
dev elvon tpogaviic xérolog Tpbrog elpeone uag Bétiotne tyfs. Mpoxeévou
va avtipetwricovue 1o TpdfAnua autd epapubélouue v wéBodo tou uéoou bpov
[27] ¢ mpog ddgopa povtéda. Ewdixbdrepa, exnadetouye dibgopa APRBF po-
viéda v Swagopetixég Tiwég A. H teduai deouevuévn xatavour tng xatnyoplag
Ci. dlveton wg 0 péoog 6pog Shwv Twv deopeupévav xatavoudv p(z|Ck, A) rov
unoloyllovran yir tig Stapopetinés Tuég A.

ITio auyxexpruéva, emhéyouue éva givoho Ttudv g rapapétpouv A {A;, i =
1,..., L} xon yi xébe myf A; ralpvoupe wa extlunon tng deopeupévng xata-
voutis p(z|Ck, Ai), 6mov k = 1,..., K, exradedovtag 1o avtiotoyo povtédo
APRBF ypnowonoidvtag to (3to alvolo dedopévewv X. H tyud tng deopevpévng

xatavouhs p(z|Cy) vt éva véo dedouévo T mou eugaviletar oto ovotnua elvan

L
p(EICH) ~ 7 3 p(EICk A (3.14)

i=1
1o xegahalo 4 delyvouue 6t epapubéloviag v nponyoluevn uéBodo yéoou
épou Behnidveton onuavtixd n exldoon Tagvéunong.

3.4 Xulvtnonm

H 13éa g ueb6dou exraldevong tou Z-poviélou mou mapousidotnxe o€ autd 10

xepdharo Baclotnxe ot ypon npocapuolduevwy rapauéTtpwy REPLOPLOUOY and

Toug omoloug tehxd e€dyouue T Tég Twv Z repopiopdv. H edpeon Aioewv

YLo TLS TOPAMETPOVS TwV deoueuuévay xatavoudy yivetal ot 800 gdaeg. Ty
npdtn @don mpooapubélovtar 6Aeg oL mapduetpol (neptoplopod xal Twv deoueu-
Hévwy xatavoudv) (6,r) wéow tng peyiotonolnong pag xatdAinia opiouévng
avuxelpeviic ouvdptnone. Me to mépag tng mpdtng Ppdong éxer xabopiotel o
nlvaxag Z xafdg exlong xat v apyixonolnon Twv rapauétpwy Yo v e@oppoyH
t0v EM alyoplBuov xaté tnv debtepn péon.

H avuxewevodi ouvdptnon nov ewohixnxe uropel va Bewpnbel 6T arote-
Ael g pope xavovixorolnong s AoyaplBuxfc mbavopdverag tou poviéhou




3.4. XYZHTHEH : 47

TV Xovdv nuphvev (2.5). Notéoo n xavowxorolnon (regularization) vioxotel-
T uéow Rapapétpwy REPLOPLoMOY Tov eugavilovion euwieupévor oTnv apyud
ouvéptnon hoyapiBuxfc mbavopaveras. ‘Evag diapopetindc TpdROE Xavowxo-
nolnorng Ba firav va ewcdyoupe pa xatéhAnin ex Twv rpotépwv xatavouy p(6)
XaL VoL LEYLOTOROLOUUE Y} ouvdptnom (2.5) cuv éva Eexwptoté bpo log p(0). Mux
tétoln kpootYYLon npotelvetar 670 xepdhono 5 we peloviud] épeuva.
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Kepdharo 4

Ietpapatind anoTeEAEGUATE

4.1 MEeBodog alloAéynorng twv aAyoplibuwy

Y10 mapbv xepdhato Tapovatdfovue r:ev.pauaux& arotehéouata and TNV EQPApLO-
Y1 TV akyoplBuwy tov replypddaue ota tponyolueva dvo xepdraa. O oxondg
TV newpaudtwy elvar extlunon g yewixeutuaig ixavétntag Twv akyoplOuwy.
Y evétnta autt mepLypdpoupe cuvorTixd trv uébodo extlunong tng yevixeut-

xfg eavétnTag mov Bu ypnowonolficouue oty cuvéyela.

‘Eotw 6Tt dtabétoupe éva gbvoro X dedouévwv. O arnrolotepog tpbnog
extlunong g vevixeutuaig an\:émmg uag uebédou elvon va Sraywplooupe to
apxtx6 obvolo ot B0 Eéva unosivoda X xar Xo. Tn cuvéyeta YpnoLLonotolue
10 X1 yw exnaldevon xa 10 Xy yia éheyyo. Av X577 elvar 10 olvolo twv
dedouévev Tou avixouv ato Xa xau tagivopodvton Adbog, To apdhua yevixeveng
exTiudTon and v oxéon

| X3 _
| X2|

error =

4.1)

Qot6é00 n mapandve péBodog extlunone tng opdhuatos yevixevone efaptdtan -

onuavxd and v emhoy Ty ouvbhwy X xaw Xo. Mua axpiB3éotepn uéfodog
extiunomng Tov opdhpatog yevixevuong elvar auth e dtaatavpwpévng emxipwang
(cross validation) [3]. Tiugwva pe v pébodo auth diaywptlovue 1o apytxé
alvolo dedopévwv X oe k Eéva unoolvoda X; étol date ta unoolvola autd
va TEpLEouy xatd 1o duvatdv (o aplBuéd dedopévov. Tynuatilouue alvora
exnaidevang xat é’iéyxou wg e&1ig: Oewpoiye yia x&be i wg abvoho exnaldevorng
10 X — Xi, wg obvoho edéyyov 1o X; xat urohoylloupe t0 apdhua yevixevong

error; oUpgwva ue v axéon (4.1). 'Eretta extyrolye 1o o@éhpa yevixevong

48
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ue Bhon tov axbérovBo péao bpo

1k
error = Z error;. (4.2)
i=]
Me v napandve pébodo ralpvouue enlong wa extlunon e Turuaic anéxiong
TV empuépous cpaiubtwy ue fhon v ayéon

k - 2
std = \/ E,=1(erro;. error) . (4.3)
L1n ouvéyeia wg uébodo adioréynong twv alyoplBuwy yenowonotodue v dia-
oTavpwuévy Emcipwon pe k = 5.

4.2 TlpofAjuoata taiivéunong

Ot ué0odol epapubotnxav oe révie Yvwotd glvola dedopévwv. Zuyxexpiuéva
ota odvora Clouds, Satimage xaw Phoneme rou npoépyovron ané tnv Béon ELE-
NA [7] xa8éc xat to Pima Indians xot Ionosphere nou npoépyoviar tqv UCI [6].
AxolouBel wa odvroun repiypagt Twv dedopévuwv.

Clouds: Tlpbxettan yio éva 1eXVNTé 0Uvoro dedouévwv pe onuavuxd Pabubd
enucdAudng petadl Twv dedopévev TV duo xatnyopidv. Aroteleltal cuvolxd
arné 5000 rpétuna Tou didihatatou xdpou (Exfua 4.1). Ta rpbtura g xatnyo-
plag C axorovBoiv pua pucth xavovix xatavous pe tpetg nupfveg. Ta npbruna
™™g xatnyoplag Cz axohovBolv pia arhy xavovixh xatavous.

Phoneme: Tlpbxertan yra éva 6Ovoho mpaypatiedy dedouévwv nou dnutovpyh-
Onxe yia TV avdntuln cuotnudtwy avayvdpiong ophiag ot tpaypatixd xebvo,
Wraltepa yia TNV SLdxpLon pLvixdv Xal GTOUATIXOV YLVNEVIWY TOU Tpoép)ovTaL
ané dudpopeg culafés. Anotereltar and 5404 mpétuna tou 5-Sidotatou xdpou
ToV aviixouv ot Yo xatnyoples.

Satimage: Elvan éva abvoho mpayuatixdv dedopévwv nou ehfiplnoav ané do-
pugopixég ewxbveg. Ilepiypdpouv Tig Tiwég Twv pixels oe téooeplg paouatiég
{dveg v pea yertowd 3 x 3 pixels pe oxoné v tafivéunon tov yeoalov pix-
el g yertowds. Armoteheltan and 6435 mpbtuna tou 36-didoTatouv yWpou mou
avixouv o€ 6 xatnyoples.

Pima Indians: Elvow éva abvolo mpaypatixdv Sedopévwv mou ouyxevipld-
Onxav and yuvalxes dvw twv 21 etdv tou TAnBuopod Twv wildvwv Pima. Ta

xapoxtneloTixd Twv aclevdv agopolv watpués efetdoelg, Nhuda Twv acBevidv

I
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Zyfua 4.1: Anexéwion tov dedopévwv Tou ouvérou Clouds.

xat TAnpogopleg eyxupoolvng. Xenoworoufnxay yia v dibdyvwor tou SwaPi-
™. Anoteheltar and 768 mpétuna tou 8-StdaTatouv xdpov mou avijxouv ot dVo
xatnyoples. |

Ionosphere: Anotehel éva givoro mpaypatixdv dedouévwv OV GUYXEVTPD-
Onxav ané napatnphoeic rextpovivy oty tovéogupa. To mpbPfAnua elvar dGo
XATNYOPLAY Eved Tat Sedopéva aviixouv atov 35-BtdaTato Xwpo xa elvar Guvolixd
351. -

4.3 Aroteréopata

O aky6ptBuot mou agohoyodvron we mpog Ty entdoom toug elvat: i) To poviélo
TWV X0V Tupivey (CCM) ii) O aveddptnres pxtés xatavoués (SM) iii) To
Z*-uovtédo xat iv) To APRBF povtélo.

Eqapuéoope ttg neBb6doug ota névie ovvoha dedouévwv mou meplypddaie
TPONYOUUEVWS YPNOLUOTOLBVTAS Xavowxols Tupfves xau yia didpopes Tyég Tov
auvohuxol apuod muphvwy. Oplouéva alivola dedouévwyv, 6nweg i nopddety-
pa 1o Clouds (Exfiua 4.1), napouvoidfouv onuaviixé Babué emxdhudng petagd
TV dedopévav SLapopeTindy xaTnYopLdY, Ve xdnow dhha tapovardfouy aobe-
vij emuxéhudm # xan ta 3%0. Me Béon v avdiuen nou rpaypatorotiinxe xuplwg
o710 xepdhano 2 xeh dedopévou 6T ypnawtonoeltar évag emapxhg aplBubs Tupt-
VOV Yo avanapdotaoy twv dedouévwy, ot tpofifuata étou éxyouue onuavTixi

emxdAudn 10 povtého Twv xoLvidv Tupvev avauévetal vo éxet xahbtepn entdoan.
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4 ruprveg 6 nupfveg 8 nuprveg 10 ruprveg
error | std | error | std | error | std | error | std
Z*-uovtého | 18.82 [4.94 | 124 [ 093 | 11.42 | 0.51 | 10.82 | 0.85

CCM 13.06 | 0.8 | 11.12 | 0.84 | 11.32 | 0.89 | 10.42 | 0.89
SM 24.24 1203 | 2044 |4.45| 11.86 | 0.85 [ 11.36 | 0.98
APRBF 194 |3.04 | 13.12 {147 | 11.46 [ 0.96 | 11.16 | 0.91

Mivaxag 4.1: Lpdhua yevixevong yia to odvoro dedouévwv Clouds.

Enlong ou ave§dptnres muxtéq xatavoués avapévetar va éyouv xakutepn eridoon
o€ nepuntwoel; aclevoig emxdiudng. To Z*-poviéro Adyw tng BidTtag Tov va
rpocapuéleta o1y Yewpetpla Tou cuvélou Bedopévwv avapévetar v éxel o€ xé-
Be replntwon xahf anddoan (elte v xakitepn anb tg urdrowres pueBbdoug elre
moAY xovtd oty xahVtepn). To poviého APRBF anotelel pia &ueon yevixeu-
G7) T0U UOVTENOU TWV XOLVEGV TUPHVEV Xat TwV aveEdpTNTLV XTGY Xatavopdy!
urd v évvolx 6T ralpvoupe evBidpeaes avanapadtdoels Twv deopeuuévwv xa-
tavoudv. Me Bdon v Wibtnra auth tou poviéhov APRBF avauévoupe pe v
ué6odo tou péoou Gpov (evétnta 3.3.1) va hapPdvoupe mo evatadl ovotiuata
tafivéunong (o olyxpion pe o HOVIELD TwV XOLV&V Tupivey Xan Twv avekdp-
TNTWV XATAVOUWDV) WG TPog TNV txavéTnta Yevixeuorg.

H emdoyh tou guvolixod apiBuod ruphvewy yivetal étol ote oe xébe repl-
ntwon o aptbués autds va elvan tohharhdaiog Tou apthuol Twv xatnyopidv. M
tétowx aupPaon éyive yia to Abyo 6T B Béhape xatd v eQapuoY Twv ave-
EhotnTwv uixtdv xatavopdv 1 xdde aveZdptntn Seopeuuévn puxth xatavour va
xenowuonotel (6o apiBud ruprvwv, agod urotlBetar 61 dev Srabétoupe xaurd ex
Twv tpotépwy rAnpogopla yia TNV roAurhoxbinta g x&be xatnyoplag. Erlong
xatd TV eQapuoyh tou Z*-povréhou 1 apyixorolnon Twv napapéTpwV REPLOPL-
ouol nou Ypnoworoufnxe ftav rjix = 1/K v 6Aa ta j xou k. Térog bhot
ot akyépfuor EM frav eixola uhonotforuor xat pe uixpb araitovuevo xpbévo
extéheorg. '

roug nlvaxeg 1-5 epgavioviat ta anoteréopata entdoons (opdiua yevixeu-
ang xau n avtlotoryn Ty g TurxiiG andxAiong YpnowonoldvIag TNy SlucTay-
pwpévn emxdpwon pe k = 5) yia ta névre rpoPhfuata tadivéunons xabdg xau
v Sidpopes Tués Tou aptfuol ruphvwv.

10t aveZdptntes pucré xatavoubs avioTolyody oe Wa auyxexpiuévn enthoyy tou apiBuod
TV TUpHVLY Tou Xpnoytonotel N xdBe puixth xatavouy.
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12 ruphives | 18 ruphves | 24 muphiveg
error | std | error | std | error | std
Z*-povtého | 1233 1 0.5 | 11.4 [0.74 | 11.1 |0.76
CCM 13.23 | 0.56 | 12.28 | 0.79 | 11.52 [ 0.75 |
SM_ ] 12.06 10563 ]11.21]0.756 | 10.98 | 0.71
APRBF 11.90 { 054 | 11.2 | 0.65 { 10.72 | 0.56

Ilvaxag 4.2: Lpdhua yevixevong yw 1o odvoho dedopévwy Satimage.

10 rupves | 12 rupfves | 14 muphveg

error | std | error | std | error | std
Z*-poviého | 17.96 | 1.14 [ 17.07 | 1.01 | 15.85 | 1.19
CCM 20.62 1 0.76 | 20.03 10.76 | 20.98 | 1.04
_SM 17.86 | 14 | 1737 | 0.75 | 16.88 | 1.16
APRBF 1862 1126} 17.33 | 1.19 | 17.24 | 1.1

Mivaxag 4.3: Tpbhua yevixevons yia 1o advolo 8edopévwy Phoneme.

10 rugrves

12 nuptives | 14 nupfveg

_f error | atd | error | std | error | std
Z'-poviedo | 27.08 | 2.6 [ 26.92 | 3.26 | 25.94 | 2.27
CCM 20.95 | 3.06 | 28.12 | 2.21 | 28.256 | 1.97
SM 26.69 | 3.58 | 2643 | 1.34 | 27.08 | 2.22
APRBF 124,711 2.9 | 24.44 | 1.88 | 24.44 | 2.2

Mlvaxog 4.4: Tpbdue yevixevons yw 1o odvolo 8edopévwy Pima Indians,

8 nupfves | 10 nupfves | 12 rupfveg
error | std | error | std | error | std
Z*-povibdo | 11,11 ] 2.3 [ 8.66 | 24 | 0.13 | 3.92
CCM 15.11 | 3.85 [ 941 | 3.35 | 9.27 | 3.21
SM 11.82 [ 1.80 11224 | 3.77 | 939 | 3
APRBF 9.41 |2.19] 856 | 4.00 | 7.97 | 3.27
)

Mivaxas 4.5: Epédyo yevixevans ywr 1o oGvoro Sedopévwy lonosphere.
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4.4 Xvpnepdopata

Axé ta rnelpapated axotedéopata ouprepalvoupe ta axéhouba:

e Avédoya pe tnv yewuetpla tou guvblov Sedopévov xabdc xat tov aptBud
v Swbéowwv rupivev To Hoviélo TwV xovdv Rupfivwy uropel va éxe

xahutepn enldoon and tig avelbptntes pxtée xatavopés Xou avTioTPOPLS.

e To povtého APRBF £xel xahbtepn enldoomn xat aréd to poviého twv xotvdv

Tupvev xat and To avrlototyo Twv aveldpTnTLV MIXTOV XATAVOROV.

o Xe 6)ha ta npoPhfuata wou eEetdotnxav to Z*-povrédo elte ureptepel TV
unoholnwv peBbdwv elte n ané3oon tou elvar xovtd oty anbédoon tou xa-
AUtepov. ITp€nel va toviolel 6t o xaud and T nepintdioers Twv rpofin-
udrev tagivéunong n exldoon Tou Z*-povtého dev fitav xatdepn Twv uRo-
Aolrwv. Auté Selyver éotw xan Relpapatind TV xavétnTa Tou Z-poviélov
(eWduxbTepa Tou avtlotoiyou ahyoplfuou exraldeuong) va xpocapudletar
o1 Yewpetpla Twv dedopévwv ypnowonoudviag txavorowmtixd to Sixbéot-

uo apbué nuphvev dlvovtag éva ixavoroutixéd cvotnua ta§véunorg.

Enlong rpénel va onueiwdel 61t oe bheg Tig repintdoelg ou Adoeg rapapétpwy
nou £8woe to Z*-poviélo frav npooeyYioTixd Timou 1 pe peyéhn mbavopdvera.
To yeyovég autd aroterel wa rewpapatuef axédeldn g opbbtntag twv extyer-
pNuéTwv Tou avartuiaue oty evétnta 2.2 oXETIXG UE TO RolEg AUoELS 0dNYoUV
ot xahitepn enldoon tagivéunong.




KegdAoro 5

EntAoyoc

5.1 T npotdbnxe atnv epyacio

'Exovue yevixeboer Tig uéxpt tdpa Yvwotés ueBbdoug extlunong deopeuvuévoy
XATAVOUGY Ue utxtée xatavoués dnhadl touv poviéhovu tewv xowvdv tupivev xat
TV aveldptntwy pTdy xatavoudy ot Gote va ouunepihdBoupe povtéha 6rov
o xd0e mupivag xpnoruornotelton uévo ané éva un xevé UTOOUYVOLO TwV XATNHYO-
pLdv. 1o xepdhano 2 delloue pe rapadelypata 6Tt yo atabepbd guvolixé aptBuéd
nupfivewv 10 Z-poviého €xel v SuvatétnTa va dGoet xahbtepo avoTnua Takivé-
MNOMG GE GUYXPLOT HLE TO MOVTEAS TWV XOLVAY TUPHivey Xat autd Twv avedptntwy
uxtav xatavoudv. Entone Bacléuevor ot uébodo tne péytotng mbavopdverag
Tapovctboaue wa avdhuon (ouyxplvoviag 1o HOVTEAO TwY XOLVGY TUPAVWY UE TO
avtioToLyo Twv aveddpTNTWV WXTAY XATAVOUDY) TwV REPIRTOOEWY oV 1 Xphomn
xowv@v upiveyv elvar weéhun and v oxomd e Tavéunons xaL aviioTed-
9ws. Ta ouurepdopata g avdhuong elvon Wialtepa onuavixd agol npoo@é-
pouv Paouxés xateubivoeis yia v elpeon TV Z-Hoviéwy Ye TV avapevépevy

xahdtepn enidoomn Tagivéunong.
Y10 xepdhono 3 meprypddaye pta uroroyiatd arodotixh uéBodo exraldeu-

ongG tou Z-povtélou (emhoyn tou nlvaxa Z) mov Baciletoan otn xphon edixdv
ToPUUETEWY TEPLOPLOMOY KoL GTNYV ELCAYWYH LA XATAAANANG avTixeLueVixHg ou-
véptnong. Anbd g Tpég Twv meploplopdy e&apthtar o Babubs Tng ypriong tov
x40 mupfva and wa xatnyopla. Erlong o ahydpibuog exraldevong uropel va
xenowonowmBel pe otabepés mopapétpous meploptouol. Tnv replrtwon auth
uropotv va mpox$douv dibpopeg TexVixég exnaldeuans SeaueuUEveY WXTAY Xo-
Tavopdy, 6nwg 1o poviého APRBF. Enlong npénet va onpeiwbel 6t e bheg tig

repuntoelg exnaldevong xou Wiaitepa xatd v exhoyh tov Z-poviélov, xpnor-

54
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poroufifnxe o ahybpibuog EM. Kétt tétolo anoterel mheovéxtnua 86Tt o yevixd
aryépifuog EM cuyxhiver ot Myeg eravahiers, evd emniéov fitav edxoha uho-
Totfoiog.

ITépa anéd v Bewpntuah Rpocgopd g epyasiag otn avantuln véwy uefbdwv,
o 1ehxdg oxonés frav n Pertlwon tng enldoorng npoyevéotepwv TEYVIXDY Xat
xuplwe e TexVLOiE TV aveddpTNTLY IXTGOY XaTavou®y mov elvar 1 exupaté-
atepn ot mepoy g oraToTig avayvdpiong rpotinwy. o ta rpoPhfuata
tafivéunong nov eetdabnxav oto xepdhaio 4 To mapandvw EMTUYYAVETAL OF

ucavorotn T Palbub.

5.2 MeAhovtxn €peuva

Q¢ xatevBivoeig pehhoviixtis épeuvag rpotelvouue ta axbéhovla:

1. Teyvixéc exnaldevone tov Z-povrédov. Evalhaxtixd tng uedbédov exnal-
3evang nov napousidoaue oty epyaala galvovran mBavég xan oL axbéroubeg

xateubBivoeig: -

o Auaxpity) fertiotonolnon tou nivaxa Z. M tétoia npocéyyt-
on uropel va €xel v axérouBn uopyt. Apyixd uroBétoupe v o
yvevixt) Ty tou nlvaxa Z (to povtéro Twv xoLvdv rupfvev) xat ota-
Stacd alhdloupe TG Tég Tou mlvaxa xatd tnv exraldevon. Két
tétoto uropel va Baciatel 61N avéhuon Rou TAPOUGLECTNXE OTNV EVS-
e 2.2. Bopgwva ye Ty avéivor avth yvepl{ovue bt embuuntéc
Avoeig elvan autég mou elvan Tomou 1 xaw mou emrAéov dlvouv 660 to
Suvatédv uPnrétepn T mbavopdvelas. Enouéveg unopodue vo pe-
yiotonowoUpe v mbavopdvela xat ev ouveyela va eAéyyouue av 7
Aon napapétpwy tov mhpaue elvat tonov 1 f 2. Xe neplrtwon nov
elvan Tmou 2 urnopolue va ahhdloupe xatdhhnia tov nlvaxa Z date
pe wa véa epapuoyy tov EM va odnynfolue o€ wa Adon nou fa elvar
To xovid o AVon tunov 1. Qatéoo n ahhayt tou wivaxa Z Ba npé-
eL va ylveton pooexTind rpoxewévou va diatnpodue 600 o Suvatdy
vnrétepn v Ty g mbavopdvetag.

o Mnetliavy npocéyyioy. ‘Onrwe eldaue ata xepdhato 2 xat 3 éva
ouyxexpyévo Z-puovtédro (dnh. o nlvaxag Z éxel dedopévn tiur) npo-
xUnTeL av Béooupe xatdAANAoug TEPLOPLOMOUS GTO XMDPO TAPAUETPWY

o avriatoiyel oTo Hovtéro TV xovdv nuphvev (zik = 1 Yt %Gbe j

i
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xot k). Emnhéov éva Z-povtédlo e xarés Wdibtnteg tagivéunong npé-
neL va exthéyeton pe Bhon v avdhuon tng evétnrag 2.2. Enopéveg
avtl va avadntodue €va ovyxexpuévo Z-povtého umopovue va opl-
COVUE LA EX TwV TPOTEPWY Xatavour p(©) mou va Bétel replopiopols
07O YWPO TAPAUETPWY TOU HOVTEAOU TWV XOLVOV TUPHVWY ELVOGVTAG

Aoewg we xahég Wibdtyteg anb ) oxomd tng tadivéunong.

2. Avénon tov apifuod twy nuphvwv pe oxond tnv Beltlwon tng extlunong

TwV deouEVUEVLY XATAVOU®Y ot TepLoxés Twv dedouévwv mou Bploxovrtal

xovté ota bpla andpaorg.

T tv enltevdn Tou napandve otéyov tpolnotiBetar 6TL undpyet n duva-
téTnTa aviyvevang pag neployfis Sedopévwv e emxdhudn (reproyés oplwv
anégaong) xabdg xat o axbéhouvbog yapaxtnpiouds tng nepoxfis auths wg
npog Tov Bafué emxdhudng. Me tnv Borfeia Ty Xxowdv tuphvey uropoby
va aviyvedovto meploxés ME emxdiudm. Ilpdypati évag xowvés muphva j
avanaploté dedouéva Shwv Twv xatnyoptdv Ck, ue k € {i : mj; > 0} nou
evdeyouévws Beloxovton ot pa neptox emxdhudng. Mia enmixaluntduevy
neploy | unopel va yapaxtnplletar and aobevh f onuavtixd Pabud enudhu-
dmg. Mua téroix minpogopla evdeyouévug va uropel vo egoyBel uéow g
avéhuons Twv oTdowy onuElwy Tou TapoucLhoTHXE otV evéTnTa 2.2,
'Onwg éxet eEnynBel oty Bia evétmra, brav évag mupfvag avaroplotd pLa
nepoy) pe aolevi Pabud emxbhudng, to6te autéd €xel onuoavtés apvnTi-
x€¢ ouvéneleg ato ophpa yevixevong. Enopévwg avayvwpllovrag tétoteg
neployég unopolue v guveyela va Aooupe 1o TpdPinua npoabétovrag (4
drapdvtag tov apytxd) tomxd véoug mupfves. I mopédetypa oto mo-
pédetypa Tou oxfuatos 2.3 (xepdhowo 2) xou yia TO HOVTEAD TWV XOLVAY
nupfivwv (o) Ba uropovoaue Tov ruplva tov Peloxetan tévw oto 6pto ané-
paorns va Tov Staywploovpe oe d0o étol Hhote o xabévag va avayvwpllet

dedopéva uag pévo xatnyoplag.

Egpapuoy# twv teyvixdv oe dAda poviéda udbnone ywplc enlPredn mov
Baollovtan oe uixtés xatavopés. o napddetypa uta dueorn yevixevon Oa
ftav va ypnoyLonotiooupe tepapyixés wxtée xatavoués [5] wg povtéla
Yo TLg Beog.t‘f‘\upéveg xatavopés. Enlong ou texvinés mov avantdybmiay Ha
unopoveay va £pupuoatoly ot ueB6dous tou ehattdvouy TN Siéataoy Tov

xhpov dedopévov xou Paotloviar oe puctés xatavopés [28, 11].




o f

Iapdptnua A

Alyopbpog EM yia to
Z-PUOVTENO

T va oplooupe 10 6Uvolo Twv xpuppévey petafintdv rapatnpoipe 6t yia xdde
xatnyopla Ci 10 0UVOAO TWV TUPKiVWY OV YpnoLLoROLOUVTaL and To avlatotyo
povtéro p(z|Ci) tng Seoucupévng xatavourhk elvar Sy = {j : zjx = 1}. Eropévwg
v x4Be dedopévo z g xatnyoplag Cj oploupe éva |Sk|-duhatato Sibwvoua
w(z) 1o onolo urodetxviel Tov nupkhva tou Taphyaye to z‘(w,-(:r) =1lavo
rupfivag j raphyaye 1o = xau wy(z) = 0, i # j)). H hoyapiBuuxh mBavopébvera
Tou rAfpoug auvbrov Bedopévwv Slvetar and
K

Le®) =3 Y 3 wj(z)log{mup(zlj;f;)}. (A.1)

k=1z€X, Jizge=1
Katé v enavéingn ¢ + 1 tou adyoplBuouv EM uroloyiletan n avapevéuevn Tyl
¢ roabtntag Lo (©) n onola Slvetar and ) ayéon

K
Q6;6M) =33 I P(jlz,Chi zx,m",69) log{mup(ilz; 6;)}, (A.2)

k=1z2€Xy Fzge=1

6mou éxoupe avtixataotioe w;j(z) pe v avapevépevy il P(jlz, Cy; z¢, ol 6(9))

(ue Béon v eflowan (2.20)). H ouvéptnan Q unopel va ypagel we ekig:
Q(8;0Y) = Qu(m;0¥) + 2(6;0Y), (A3)

érov pe 7 oupPorlfoupe bheg Tig ex twv Rpotépwy mBavéTNTES Xart

K
Qu(meN =% Y ¥ P(jlz, Ci; 21, m), 09) log my, (A.4)

k=1z€X; Jizge=1

K
Q009 =Y ¥ ¥ P(ile,Ceimim 0 logplzliie).  (AS)
k=12€X) j:z4p=1
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O 800 napanéve 6pot peyiotorolodvrar aveddptnta Adyw Tou 6Tt dev nepéyouv
xotvég rapapétpoug. Av unoBégouue 6T ou xatavoués Twy tuphvey dlvovtal and

xavowxés xatavoués e axdhovlng yevuic poppric
(@lisi %) = e e {3 - w S @ —n) ), (A6
P\Z|]; K5, &5) = (2”)‘1/2'2:.'1/2 P 2 Hj i T~ Hj) ¢ .

t6te peyratonowdvrag tnv Q1(8; ©®) (ralpvovtag pepixés mapaydyous xan €€t
odvovtag pe to undév) xatarfyouue atig e&fic ellodoelg evuépwaong Twv mapo-

uétpwv
e+1) _ Tkiagmt Seexy PUIE Ci 26,10, 60)z 7
T Lhizp=1 2zex, P17, Cr; 2, ﬂ,(ct), o®)y’ (4.7)
B _ Lkizje=1 Lzex, Pz, Cr; 2, m0,60)(z — p*V)(z — pH)T
Lkizp=1 Lzex, P12, Crs 2k, WJ(:), 6) ’
(A.8)

v xdfe j=1,..., M.
Mpoxewévoy va yeyiotorovfooupe v rogdtnta Qa(m; 1) AauBhvovrag
uréyn tov meplopioud (2.15) erodyoupe K moddarhaowaotée Lagrange M. H

ouvdpTNa mov UeyLtoToroloUue walpvel T popeh

]:ij=1

' K
Qa(m;019) = Qy(n;00) — 3"\, ( > mik— 1) . (A.9)

k=1

Tépa, nalpvovrag napaydyous xuu eilo@vovtag We To undév nalpvouye TeAxd

1 .
1r_§'7c+1) = IXkl z P(le'l Ckv 2k, W](:)) 0(t)), (A-].O)
z€Xy

Y x40e j xan k tétolx dote zj = 1.




Iapdptnua B

AMyopbupog EM yia enthoyH
Z*-ovtéhou

Katapyhv Beloxoupe v yopei tng ouvdptnong Q nov urohoyiletat oto E-Bhua.
H avtucewevorf) ouvdptnon rou peyiotonoteltan elvon:

1(6,7) = log P(X:0,7) = log [] [ zr,kw,kp(xu 6). (Bl
k=1z€X, j=1

Zougwva ue ta 6oa elrauye oty evétnra 3.4 n P(X;0,r) dev avuiotouyel oe
xatavouy) (wg mpog to X), xan oxbte N avixewewxh cuvéptnoyn (B.1) upro-
pel va OewpnBel we v "hoyaptButxh mbBavophvera tov ehlinoug ouvéhou’ ue uia
eupl évvorr. Ta xdBe dedopévo z € X Bewpodue v xpuupévy petafint
y(z) € {1,..., M} 7 onola urodetxvier Tov ruphiva pe Béomn Tov onolo éxeL na-
paxfel to z. To ouvohxé ddvuoua Twv xpuupévev petafhntdv v YV =
(y(z),...,y(zN)). Xpnoworowbvrag Tig xpupuéveg petaBintée 1 AoyapBuuy
mBavogdvela Tov TAfpoug cuvbhou oplletar we eEfig:

K
L¢(S, 7') = log P(Xv Y;6,r) =log H H {ry(z)k"y(z)kp(xly(x); oy(x))}'
k=1zeX,
(B-2)

Mropel va BeuyBel 6t ov ouvapthoeic P(X;0,r) xav P(X, Y ©,1) ouvifovtat
ue Bhon v axbéhouly oxéon:

P(X;0,r) = ZP(X Y;0,r), (B3)
6mou 1o &Bpotopa elvar W mpog Gheg Tiée Tou daviopatog Y. Emnhéov, opl-

Couue v ouvéptnoy

P(Xv Y; 9, 1') (B4)
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n onola elvan xatavou) mbavétyrag Tou Saviopatog Twv Xpuppévey METUBAY-
tdv Y Sofévrog twv napatnpriowy Sedopévwy X xal twv rapapétpwy © (apod
Ty P(Y;X,0,r) = 1 Myw g (B.3)). Tdpa, xpnowonowdvras ti¢ axéoeis
(B.1), (B.2) xau (3.6) n P(Y; X, ©,r) uropel va ypaepel

K Tk @ ep(Ely(2); 0,) K
P(Y;X,0,r) = W)k ule) yz) By(z) (23 Cley Ty i, 0).
' I 1 e station =L IT #wo
(B.5)

'Eotw 61 o akybépiBuos EM feloxetar oty enavéhndn ¢ + 1 xau ou tpéyovon

T tou dlaviopatog mupauétpwy elvan (O, r(8), Téte oplioupe ) ouvép-
mon @ wg g avapevépevn Tl g log P(X,Y;0,r) ws npog v xatavoun
. P(Y; X,0,r®) »

-

Q(6,r;0,r) = 3" log{P(X,Y;8,r)} P(Y; X,8, 1)) (B.6)
. .
xan e Pdon v (B.5)

Q(©,r;6W 1) = Z]og{P(X Y;0,r) 1'[ 1 &) (=i Crrd, 2,0,
k=1zxeXy
(B.7)

Avuxafiotdvrag tnv roebtnta Iog P(X,Y;©,r) oluguva e v oxéan (B.2)
Beloxouue

Q(e,r;0M,r) = B8 '

K K
3 {Z > log{ryumy@pp(@ly(@), 0y} [T T Pue(ziCirl®, «® ,9(”)}

Y \k=lzeX, i=1zeX¢

XaL xpnoionolwviag tov ouwfolaud tou Kronecker
Q(e,r;e® r“)) = (B.9)

{/ Z {Z Z Zéﬂl(-’l‘) log{rsmip(z|j,6;) }H H ‘I’v(w)(-"’;ct,ri(t),m(t),ﬂ(‘))}.

k=1zeX; j=1 f=1 X

‘ A6yw Tovu yeyovédTog 6Tt ):j‘ii ®;(z; ChyThey iy 0) = 1 1 eglowan (B.10) ralpvel
TEMXE TNV popph!

Q00,1 = 5 5™ 5" 8(ziCoyr 0, 0 00) B {remyin(als o)
;\ k=1ze X, j=1
i (B.10)

"Mux avéhoyn axédeifn otn repintwon Ty pixtdy xatavopdy FERYPAgeta gro [3), oe,
69-72.
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Lro Napbptnua ' delyvetan 611 0 ahybpibuog EM rou oe x&Be eravéindn oto
E-Brjua urodoyller tv ouvéptnon Q xou evé ato M-Bhua v ueyiotonotel wg
TPOg T1§ napapéTpous O xa r, eyyudton Ty novétovn al¥noy TG avieEvixhg
ouvlptnong L(©,r). Iapaxdtw, dlvoupe tic avahutixés efiodoelg eviuépwong
670 M-Phua yia v replrtwon xavovixdv nuphvey.

H ouvéptnon Q (B.10) uropel v ypagel wg t0 dBpotoua tpidv dpwv
Q(8,7:61,r) = Q1(r;01) + Qo(m;01) + Qs(6;0¥),  (B.11)

érov, axpiBig avéhoya ue to Maphptnua A, ou uéves tpocapuolbpevol naphpe-
tpot ot Q1 (r; ©1) elvar o repropiapol 7, ot Qa(7; OM) o1 ex TwV Rpotépwy
mbavétntes m xa ot Q3(8;01?) oL naphuetpor Twy ruphvev 6. Mpogavdc,
x48e bpog unopel va ueyiotononBel avekdptnta. Yrobétovtag xavovxois nuph-
ves o1 6pot Q3(6;6®) xan Qa(m; ©®) ueyioTonolobvran axpiBiic avéhoya pe T
replrtwon tou Mapapthipatog A xon telxd ol e8iowoerg rov nalpvoupe ya xéde

7 elvan
(t+1) _ TR 1 Teex, 9i(@: Cro ) 1)), 60)g
’ 2{:(:1 Ezex,, ®;(z; Cx, r,(:), 1r§:), 6(0)) ’

2’2 2z ®,(z; Cy, ,.(t)’ ﬂ(t), 00 (z — F(H—l) - P(-tﬂ))T
2(t+1) = k=1 €eX, *) k k ; J
’ zi‘;l EIEX. q’J(z; Cky TE), Wﬁt), 0(‘))

(B.12)

¥

(B.13)

1 1
i) = X g &;(z;:Ch, v, 70,69y k=1,... K (B.14)
z k

Tpoxewyuévoy va peyiotonofigouue tov bpo Q) (r; O1)) ewdyouue M rohhamha-
owotés Lagrange A; (v v ixavornolnon tou repopiopod (3.1)), ondte n no-

obtta nov peyiotonoieltat elvon

QS("; e(t)) = Q3(r;9(‘)) - f: Aj (f: Tk — l) . (B.15)

J=1 =1
Malpvovtag pepuxés napaydyous, undevilovrag xan xévovrag rpderg tehixd xa-

Tahfiyouue otig axbrouvBes oyéoeg evnuépwong

t) (¢
A Ezexk‘I’j("";ck,rfc)v";c)’o(t)) (B.16)

ik I
7 25——1 EzéX; q,j(x;ci’rst),,r’(t)’g(t))
6movj=1,.... Mxak=1,..., K.

|



IHapdptnua I' |

Andbde&n tng povotTovng
abvEnong tng L(O,r)

Alvouye pa ank) anédeiln 6t 0 akydépiBuos EM g evérag 3.4 eyyudta oe
xd0e emavaindn v povétovn alinon g aviuxewevixc ouvdptnong (3.4) éwg
6tov Ppebel éva tomxd ehdyioto. Edv molarhaoidooupe xou donpéooupe to
bpopa tou hoyaplBuov g edlowong (B.6) ue P(X;0,7), n ouvdptnon Q mou
urohoy{letat oto E-Pua ypdoetat wg

P(X,Y;0,r)P(X;0,r)
Q(e,r; 01 ) = log{
( ) § ~ P(X.6,r)

} P(Y; X,00 1(®),

(r.1)
Xwpllovrag to AoydptBuo xar pe Bdon v (B.4) ralpvouye '

-

Q(6,r;01,rM) = 3" log{P(X;0,r)}P(Y; X,0,r)+3  log{P(Y; X,0,r)} P(Y; X,0,r®),
Y Y
(L.2)

Axoholfwg ypnowonotdvtag v (B.1) xafdg xat To Yeyovés 6t Yy P(Y;X,0,r)=
1 éxouue

Q(6,r;6M,rM) = L(0,r) + Y log{P(Y; X, 0,r)} P(Y; X,0®, +®). (I.3)
Y

‘Eotw tdpa 611 o0 M-Bhua Tou akyoplfuou Beloxouue éva Sidvuopa mapapé-
TpwV (@(t+l)’ r(t+1)) 61010 HOTE Q(@(H'l), 7.(f.+1); @(t)’ T(t)) > Q(@(t), .r(t); oM, ,,.(t)),
(wo térorx uméBeon agopd TNV Yevixbtepn replntwon adybpibuov GEM [21]).
Téte uropolye vo yphdouue 61t
kY
L(e(“"‘), r(t+l))_ L(@(t)’,r(t)) '*‘Z log { P(Y; X,0t+]) p(t+1) ) } P(Y;X, e(t)’,r(t)) >0
Y

P(Y; X,00_;0)
()
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To é4Bporopa ot napardve eflowon olupuva pe tnv awodtnta Jensen dev
unopel va méper Betuch T (3ec (3], oed. 66). 'Eron, xatadfyouue oto bt
L6, £t+1)) > [(6®), #(0),

e, =t

[l

£kl diobal i




IMapdptnua A

AMyopBpog EM yia to povtélo
APRBF

-

O arybpibuoc EM yia v peyrotonolnon tng nooétntag (3.12) unopei va mpo-
xVdeL we edLA) teplntwor Tov aiyopibuov Ttou ;:eptyp&(ptnxs ovo Ilapdptnua B
HE uévn Suapopd 6Tt ot TiwéG TV TEpLoptoudY T tapauévouv otabepéc xatd v
Behtiotonolnon. 'Onwg eldape ot evétnra 3.3 oL nepropiopol r mov aviioToLy 0V

ato yovtého APRBF opilovrat anéd T'I)V oyéon:

'ﬁ-ﬁ j€Tk
_rjk —_ { +A(K-1 T (A.l)
e €T
Io 16 mapandve TWéS TV 7 o nooétmeg ®; nov epgavifovron xata v ¢+ 1
enavéAndn tou aryoplbuov EM ypdgovrai gt wa mo Bolux popet| wg egvc: “
(0 )
p(z]],e )

ot .
2 €T (:;)P(Ill (T)+,\Z T, “)P(zli o(t)) jk(x’ﬂk), 0(‘)), j€ Tk
i k 3 i

MiDp(l5,6)")
Z-ET,‘ ik p(xl: 0('))+z\ anT mp(zlz 0(‘))

®;(z; Cp, A, 1D, 60 =

= Mg (z; 7m0, 60), ¢ T,

(A.2)
Enopévic o eBlodoeis eviuépwons twv tapapétpwov elvat o axé)\oueec
D) _ Yzex, hik(T; )60z + Atk zex, hie(z; 7Te 9,00z (A.3)
J .

T zex, hik(T; 7D,60) + A Dtk Lzex, hie(T; 7, 6(®)

wt+)) _ Taex, Jk(‘”'wl(ct)ve(t))w(x) + A X ppk Xrex, hie(z Wgt)ae(t))w(z)
’ rex, hik(z; “k ,9(')) + A 0k Xzex, hie(z; 1r, ,o(t)) ;

(A4)
Wig = mzzexz hje(z; “e) 0®), e=k (A5)
o T\ g Seex hielas,00), ek
énov j € Ty, k = 1,..., K xou w(z) avuotoiyel oty nosétna (z — ﬂ,;,“f-l) ) -

t4+1
T,
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