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Σύνοψη

Το αντικείμενο της παρούσας διδακτορικής διατριβής είναι η μελέτη μοντέλων μεμβρανών 
(brane models) με εφαρμογές στη -θεωρία βαρύτητας και την κοσμολογία. Συγκεκριμένα, 
ασχολούμαστε με την κατασκευή νέων μοντέλων και εύρεση ακριβών αναλυτικών λύσεων, 
καθώς και με τη φαινομενολογία των λύσεων αυτών σε κοσμολογικό επίπεδο. Τα αποτε­
λέσματα που παρουσιάζονται στηρίζονται σε εργασία που διεκπεραιώθηκε στο Τμήμα Φυσικής 
του Πανεπιστημίου Ιωαννίνων, στο διάστημα μεταξύ Σεπτεμβρίου 2005 και Σεπτεμβρίου 2007 
και έχουν δημοσιευτεί στα ακόλουθα άρθρα:

1. “Pseudo-3-Branes in a Curved 6D Bulk”, C. Bogdanos, A. Kehagias, K. Tamvakis, 
Sep 2007, Phys. Lett. B656 : 112-118

" 2. “Synergistic Gravity and the Role of Resonances in GRS-Inspired Brane-worlds” ,
C. Bogdanos, A. Dimitriadis, K. Tamvakis, Jun 2007, Class. Quant. Grav. 25 :
045008

3. “Cosmic Acceleration Data and Bulk-Brane Energy Exchange”, C. Bogdanos, S. 
Nesseris, L. Perivolaropoulos, K. Tamvakis, May 2007, Phys. Rev. D76 : 083514

4. “Brane Cosmology with a Non-Minimally Coupled Bulk-Scalar Field” , C. Bogdanos, 
A. Dimitriadis, K. Tamvakis, Nov 2006, Class. Quant. Grav. 24 : 3701-3712

5. “Dark energy from bulk matter” , C. Bogdanos, A. Dimitriadis, K. Tamvakis, Nov 
2006, Phys. Rev. D 75 : 087303

6. “Brane Cosmological Evolution With Bulk Matter” , C. Bogdanos, K. Tamvakis, 
Sep 2006, Phys. Lett. B 646 : 39-46

7. “Brane Models with a Ricci-Coupled Scalar Field” , C. Bogdanos, A. Dimitriadis, 
K..Tamvakis, April 2006, Phys. Rev. D 74 : 045003

Τα πρώτα τρία κεφάλαια είναι εισαγωγικά στη θεωρία των μοντέλων μεμβρανών. Στο 
πρώτο κεφάλαιο δίνεται μία σύντομη ανασκόπηση των θεωριών επιπλέον διαστάσεων και του 
ρόλου που έχουν παίξει στη διαμόρφωση των σύγχρονων φυσικών θεωριών. Στο δεύτερο 
και τρίτο κεφάλαιο αναπτύσσεται το θεωρητικό υπόβαθρο των πιο δημοφιλών μοντέλων μεμ­
βρανών, στα οποία στηρίζεται η παρούσα διατριβή. Το δεύτερο κεφάλαιο ασχολείται με τη 
θεωρία Kaluza-Klein και τα μοντέλα μεμβρανών ADD και Randall-Sundrum-1 και 2, ενώ 
παρουσιάζεται επίσης το μοντέλο ημιεντοπισμένης βαρύτητας GRS. Το τρίτο κεφάλαιο είναι 
αφιερωμένο σε κοσμολογικές συνέπειες των μοντέλων μεμβρανών. Μετά από μία σύντομη 
αναφορά στο Καθιερωμένο Κοσμολογικό Μοντέλο και τα πρόσφατα παρατηρησιακά δεδο­
μένα, αναλύεται η κοσμολογία μεμβρανών και ο ρόλος των μεμβρανών συνδιάστασης-2 στο 
πρόβλημα της κοσμολογικής σταθεράς.

Τα κεφάλαια τέσσερα, πέντε, $|ξι και επτά περιέχουν την πρωτότυπη εργασία της διατρι­
βής. Στο κεφάλαιο τέσσερα παρουσιάζουμε αναλυτικές λύσεις σε μοντέλα μεμβρανών του

9



τύπου Randall-Sundrum πέντε διαστάσεων, παρουσία μη-ελάχιστης σύζευξης με ένα πεντα- 
διάστατο βαΌμωτό πεδίο, ενώ στο κεφάλαιο πέντε εξετάζουμε την κοσμολογία των λύσεων 

, > αυτών. Το κεφάλαιο έξι ασχολείται με την κοσμολογία μεμβρανών παρουσία περιβάλλουσας 
% ·* ύλης και με ανταλλαγή ύλης και ενέργειας μεταξύ της μεμβράνης και του Τπερχώρου (bulk). 

Συζητάμε τη δυνατότητα του μοντέλου μας να αναπαράγει επιταχυνόμενη κοσμική διαστο­
λή για μεγάλους χρόνους και καταστατική παράμετρο για τη σκοτεινή ενέργεια, η οποία να 
διασχίζει τη γραμμή w — — 1. Τέλος, στο κεφάλαιο επτά εξετάζουμε το φαινόμενο του η- 
μιεντοπισμού της βαρύτητας σε παραλλαγές του μοντέλου GRS . Διακρίνουμε περιπτώσεις 
με συμπαγή πέμπτη διάσταση, ασυμμετρία και μεμβράνη πεπερασμένου πάχους. Επίσης πα­
ρουσιάζουμε ένα μοντέλο συνδιάστασης-2, στο οποίο μία ψευδο-3-μεμβράνη, εμβαπτισμένη 
σε έναν εξαδιάστατο, μη-συμπαγή Τπερχώρο μπορεί να οδηγήσει σε μηδενική τετραδιάστατη 
κοσμολογική σταθερά, χωρίς ανάγκη επιβολής λεπτών ρυθμίσεων.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή - Πολυδιάστατες Θεωρίες 
στη Σύγχρονη Φυσική

Κατά το δεύτερο μισό του εικοστού αιώνα, η επιστήμη της φυσικής σημείωσε μία σειρά από 
εντυπωσιακές προόδους. Οι ιδέες των κβαντικών θεωριών βαθμίδας, που μελετήθηκαν για 
πρώτη φορά από τους Yang και Mills [1] (1954), οδήγησαν σε σαφή θεωρητικά μοντέλα 
για τις τρεις από τις τέσσερις γνωστές θεμελιώδεις αλληλεπιδράσεις, ηλεκτρομαγνητική, ι­
σχυρή και ασθενή πυρηνική, ενώ αποσαφηνίστηκε ο ρόλος των συμμετριών βαθμίδας στην 
ταξινόμηση των θεμελιωδών σωματιδίων και των αλληλεπιδράσεών τους [2]. Οι επιτυχίες 
της φυσικής υψηλών ενεργειών κορυφώθηκαν με τη διατύπωση της ηλεκτρασθενούς θεω­
ρίας [3, 4, 5, 6, 7] από τους Weinberg και Salam (1967), της πρώτης θεωρίας ενοποίησης 
δυνάμεων από την εποχή του Maxwell, η οποία σηματοδοτεί και την εδραίωση του λεγάμε­
νου Καθιερωμένου Μοντέλου της σωματιδιακής φυσικής. Όλες οι αλληλεπιδράσεις εκτός 
της βαρυτικής περιγράφονται από τη θεωρία αυτή, η οποία καθορίζει τη συμπεριφορά όλων 
των μέχρι σήμερα γνωστών σωματιδίων [8]. Η επιβεβαίωση της ηλεκτρασθενούς θεωρίας 
με την ανακάλυψη των μποζονίων βαθμίδας και Ζ° [9, 10] (1983) έθεσε το Καθιερω­
μένο Μοντέλο σε στέρεη βάση και δημιούργησε εμπιστοσύνη στην ικανότητα των κβαντικών 
θεωριών βαθμίδας και των συμμετριών που τις διέπουν να περιγράψουν τη φύση. Σημαν­
τικές ανακαλύψεις συνεχίστηκαν μέχρι και τη δεκαετία του '90, με την ανακάλυψη του top 
quark [11, 12] (1995) και τη μέτρηση της παραβίασης της συμμετρίας CP στο σύστημα 
των σωματιδίων Β  [8]. Μετρήσεις των ηλεκτρασθενών παρατηρήσιμων ποσοτήτων στους 
επιταχυντές LEP-I και II [13] κατέδειξαν την ορθότητα του Καθιερωμένου Μοντέλου, σε 
επίπεδο ακρίβειας 1%.

Ταυτόχρονα με τη σωματιδιακή φυσική, το νεόκοπο πεδίο της κοσμολογίας προχωρούσε 
γοργά, επιδεικνύοντας αντίστοιχα σημαντικά επιτεύγματα. Η πρόβλεψη της σωστής αναλο­
γίας ελαφρών στοιχείων στο σύμπαν [14], με βάση το μοντέλο της Μεγάλης Έκρηξης (Big 
Bang) και η ανακάλυψη της μικροκυματικής ακτινοβολίας υποβάθρου [15, 16] (CMB, 1965) 
με την σωστή προβλεπόμενη θερμοκρασία και κατανομή, ανέδειξαν τη Μεγάλη Έκρηξη ως 
την πρώτη βιώσιμη κοσμολογική θεωρία για τη δημιουργία και εξέλιξη του σύμπαντος και 
οδήγησε στη θέσπιση ενός αντίστοιχου Καθιερωμένου Κοσμολογικού Μοντέλου. Η πρότα­
ση από τον Guth [17] (1980) του πληθωριστικού μοντέλου και η ενσωμάτωσή του στο
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ήδη ύπαρχον πλαίσιο [18, 19, 20, 21], ανέδειξε πιθανές εξηγήσεις σημαντικών ερωτημάτων 
που παρέμεναν αναπάντητα από τη θεωρία της Μεγάλης Έκρηξης . Ακριβείς μετρήσεις των 
ανισοτροπιών της κοσμικής ακτινοβολίας υποβάθρου [22, 23] (COBE, 1992, WMAP, 2003) 
παρείχαν περαιτέρω επιβεβαίωση για την ορθότητα του πληθωριστικού μοντέλου.

Η κατάσταση στη φυσική στην αρχή του εικοστού πρώτου αιώνα "θυμίζει αναμφισβήτητα 
την εικόνα που επικρατούσε και στην αρχή του εικοστού. Όπως τώρα, έτσι και τότε, οι δια­
θέσιμες φυσικές "θεωρίες φαίνονταν σε θέση να εξηγήσουν πρακτικά κάθε φαινόμενο το οποίο 
ήταν προσβάσιμο μέσω παρατηρήσεων ή πειραμάτων. Τπήρχαν βέβαια μία-δύο ενοχλητικές 
ασυνέπειες, όπως η ακτινοβολία μέλανος σώματος ή η αδυναμία ανίχνευσης κίνησης της Γης 
δια μέσω του αιθέρα, για τις οποίες ακόμα εκκρεμούσαν εξηγήσεις, αλλά η γενική εικόνα που 
επικρατούσε ήταν ότι τα πιο σημαντικά προβλήματα είχαν επιλυθεί και η φυσική στεκόταν 
σε στέρεα "θεμέλια, ενώ απαιτούνταν μερικές μικρές μόνο προσθήκες και διορθώσεις. Όπως 
τότε, έτσι και τώρα, υπάρχουν μία-δύο ενοχλητικές ασυνέπειες, οι οποίες δεν εξηγούνται 
ακόμα στα πλαίσια της υπάρχουσας, αναμφισβήτητα τρομερά επιτυχημένης σύγχρονης φυ­
σικής. Τα μαθήματα του παρελθόντος ωστόσο έχουν κάνει τους σύγχρονους φυσικούς να 
υιοθετήσουν μία πιο νηφάλια στάση απέναντι στα επιτεύγματα του παρελθόντος και η γε­
νική εικόνα που επικρατεί φαίνεται να αποδέχεται το γεγονός ότι μεγάλες ανακαλύψεις, οι 
οποίες ενδεχομένως να ανατρέψουν πολλές από τις κρατούσες αντιλήψεις μας, είναι πιθανόν 
επικείμενες, αν όχι αναπόφευκτες.

Στα τελευταία είκοσι χρόνια, ένα διαρκώς αυξανόμενο -σύνολο από πειραματικά και πα- 
ρατηρησιακά δεδομένα φαίνεται να προκαλεί τα δύο παραπάνω Καθιερωμένα Μοντέλα, στον 
ίδιο σχεδόν βα\θμό με τον οποίο οι υπόλοιπες πειραματικές αποδείξεις που διαθέτουμε τα επι­
βεβαιώνουν πανηγυρικά. Στην αρένα της σωματιδιακής φυσικής, εκκρεμεί η ανακάλυψη του 
μποζονίου Higgs [8]1, το οποίο αποτελεί κύριο συστατικό της ηλεκτρασθενούς θεωρίας και 
του Καθιερωμένου Μοντέλου στο σύνολό του. Ταυτόχρονα, η επιβεβαίωση ταλαντώσεων 
σε ηλιακά και ατμοσφαιρικά νετρίνα [24] παρέχει την πρώτη πειραματική απόδειξη φυσικής 
πέραν του Καθιερωμένου Μοντέλου.

Στο μέτωπο της κοσμολογίας, οι εξελίξεις αυτή τη στιγμή είναι ακόμα πιο θεαματικές. 
Μέσα στα τελευταία είκοσι χρόνια, έχει πλέον επιβεβαιωθεί παρατηρησιακά η παρουσία σκο­
τεινής ύλης [25] σε μεγάλες ποσότητες (περίπου το 85% της ύλης στο σύμπαν ανήκει στην 
κατηγορία αυτή). Το 1997, μετρήσεις της απομάκρυνσης μακρινών supernova la [26] (Riess 
et al.) έδειξαν για πρώτη φορά ότι το σύμπαν βρίσκεται αυτή τη στιγμή σε φάση επιτα­
χυνόμενης διαστολής, σε αντίθεση με ό,τι προβλέπει η θεωρία της Μεγάλης Έκρηξης. Η 
ανακάλυψη αυτή υποδεικνύει την ύπαρξη μίας άγνωστης ενεργειακής συνιστώσας του σύμ- 
παντος, η οποία ονομάζεται σκοτεινή ενέργεια και είναι υπεύθυνη για την παρατηρούμενη 
επιταχυνόμενη διαστολή. Ακόμα πιο εντυπωσιακό είναι το γεγονός ότι η συνιστώσα αυτή 
αποτελεί το μεγαλύτερο ποσοστό ύλης και ενέργειας στο γνωστό σύμπαν, ~  70% [27]. Η 
πιθανή εξήγηση της σκοτεινής ενέργειας ως ένα είδος κοσμολογικής σταθεράς (ενέργεια 
κενού) είναι από μόνη της εξαιρετικά προβληματική, καθώς αποτυγχάνει να αναπαράγει από 
πρώτες αρχές της θεωρίας πεδίου την παρατηρούμενη πολύ μικρή τιμή της, οδηγώντας έτσι

1 Α ν  και η γεν ική  εικόνα είναι ότι το  πρόβλημα αυτό πρόκειται να επιλυθεί πολύ σύντομα, με την έναρξη 

της λειτουργίας του  επιταχυντή L H C .
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στο ιδιαίτερα δύσκολο θεωρητικό πρόβλημα της κοσμολογικής σταϋψάς [28, 29).
Τα παραπάνω πειραματικά αποτελέσματα υποδεικνύουν ότι η εικόνα που έχουμε για την 

σωματιδιακή φυσική και την κοσμολογία απέχει ακόμα από το να είναι πλήρης και αυτο- 
συνεπής. Ταυτόχρονα, εκκρεμεί το θεωρητικό πρόβλημα ενοποίησης της βαρυτικής δύνα- 

- μης με τις υπόλοιπες αλληλεπιδράσεις του Καθιερωμένου Μοντέλου της σωματιδιακής φυσι- 
■ ■ κής. Η αδυναμία εύρεσης μίας ικανοποιητικής θεωρίας η οποία να περιγράφει την κβαντική 

βαρύτητα αποτελεί από μόνη της αρκετή απόδειξη ότι η ερμηνεία που διαθέτουμε για τις 
θεμελιώδεις αλληλεπιδράσεις και ειδικά για τη βαρύτητα είναι ελλιπής. Σημαντικά βήματα 
προόδου έχουν γίνει προς την κατεύθυνση αυτή κατά τα τελευταία χρόνια από τη Θεωρία 
Ύπερχορδών/Θεωρία-Μ [30, 31, 32, 33], η οποία αποτελεί την πρώτη μέχρι στιγμής αυτο- 
συνεπή θεωρία η οποία επιτυγχάνει να ενοποιήσει τη βαρύτητα με τις υπόλοιπες δυνάμεις.
Προς το παρόν όμως, τα αποτελέσματα της θεωρίας αυτής απέχουν ακόμα πολύ από το να 

1 την καθιερώσουν ως μία θεωρία κβαντικής βαρύτητας. Αυτό οφείλεται κύρια στο γεγονός ·.
ότι η Θεωρία Τπερχορδών αφορά κλίμακες ενέργειας κοντά στην μάζα Planck~ 1018GeV, ’

: οι οποίες είναι απολύτως απροσπέλαστες για σημερινούς ή μελλοντικούς επιταχυντές σωμα­
τιδίων. Το δε χαμηλοενεργειακό όριο της θεωρίας δεν είναι εύκολο να εξαχθεί, οπότε δεν 
μπορούν προς το παρόν να γίνουν προβλέψεις από τη Θεωρία Τπερχορδών που να είναι πει­
ραματικά ελέγξιμες. Παρά τα προβλήματα αυτά, υπάρχει γενική εμπιστοσύνη στην ορθότητα 
της θεωρίας και στις βασικές παραδοχές της, μία εκ των οποίων είναι ότι ο χωρόχρονος στον 
οποίο λαμβάνουν χώρα τα φυσικά φαινόμενα έχει περισσότερες από τέσσερις διαστάσεις.

Η ευρεία αποδοχή της Θεωρίας Τπερχορδών έχει οδηγήσει σε αναζωπύρωση του ενδια­
φέροντος γύρω από το ενδεχόμενο ύπαρξης νέων διαστάσεων στη φύση, μία ιδέα η οποία 
είναι αρκετά παλιά στη φυσική. Ήδη από το 1919, λίγα μόλις χρόνια μετά τη διατύπωση 
της Γενικής Θεωρίας Σχετικότητας, παρατηρήθη'κε από τον Kaluza [34] ότι η θεωρία αυ­
τή μπορεί να διατυπωθεί σε πέντε διαστάσεις, όπου η πέμπτη διάσταση είναι συμπαγής με 
μορφή κύκλου πολύ μικρής ακτίνας, έτσι ώστε σε συνήθεις τετραδιάστατους παρατηρητές να 
καθίσταται αόρατη. Στην περίπτωση αυτή, οι εξισώσεις της Γενικής Σχετικότητας παρήγαν 

• τη συνήθη τετραδιάστατη θεωρία, συνοδευόμενη από ένα επιπλέον διανυσματικό πεδίο, το 
οποίο υπάκουε τις εξισώσεις Maxwell. Αυτή ήταν και η πρώτη απόπειρα γεωμετρικής ενο­
ποίησης δυνάμεων, στην προκειμένη περίπτωση της βαρυτικής και της ηλεκτρομαγνητικής.
Αργότερα, ο Klein [35] (1926) έδειξε ότι μία τέτοια μικρή συμπαγής διάσταση θα οδηγούσε 
στην ύπαρξη ενός “πύργου” από βαριά σωμάτια, τα οποία θα συνόδευαν τα ήδη γνωστά. Οι 
θεωρίες αυτού του είδους, όπου μικρές συμπαγείς διαστάσεις συνυπάρχουν με τις συνήθεις 
τέσσερις που γνωρίζουμε από την εμπειρία ονομάστηκαν θεωρίες Kaluza-Klein.

Οι ιδέες αυτές ωθούνται σήμερα στα όριά τους από την Θεωρία Τπερχορδών και τη 
Θεωρία-Μ. Σε αυτές, οι στοιχειώδεις οντότητες δεν είναι σημειακά σωμάτια, αλλά μικροσκο- 
πικές χορδές (ή και μεμβράνες στην περίπτωση της θεωρίας-Μ). Οι χορδές θεωρείται ότι 
κινούνται μέσα σε έναν χωρόχρονο 10 διαστάσεων (11 για τη θεωρία-Μ). Προκειμένου να 
μην είναι προσβάσιμες σε παρατήρηση, οι επιπλέον 6 (7) διαστάσεις πρέπει να ακολουθούν 
την εικόνα Kaluza-Klein και να είναι συμπαγοποιημένες σε κάποια μικροσκοπική συμπαγή 
πολλαπλότητα, η οποία έχει ενδεχομένως μη-τετριμμένη τοπολογία (π.χ. πολλαπλότητες 
Calabi-Yau). Μία άλλη εκδοχή είναι ότι οι χορδές δεν είναι όλες ελεύθερες να κινηθούν
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σε ολόκληρο τον 10(11)-διάστατο χώρο, αλλά τα άκρα τους είναι περιορισμένα να κινούνται 
πάνω σε πολλαπλότητες χαμηλότερης διάστασης (D-Branes), σχηματίζοντας έτσι μεμβράνες 

> πάνω στις οποίες βρίσκονται χωρικά εντοπισμένα τα πεδία ύλης και αλληλεπιδράσεων. Το 
δεύτερο σενάριο οδηγεί στην εικόνα των μοντέλων μεμβρανών, τα οποία έγιναν ιδιαίτερα 
δημοφιλή κατά την τελευταία δεκαετία και έχουν προσελκύσει μεγάλο ενδιαφέρον.

Η εικόνα στην οποία ο ορατός χωρόχρονος δεν είναι παρά μία μεμβράνη, εμβαπτισμένη 
μέσα σε ένα χώρο υψηλότερης διάστασης, έχει επίσης μελετηθεί στο παρελθόν, όταν το 1983, 
την ίδια περίπου εποχή που η Θεωρία Τπερχορδών σημείωνε σημαντικά βήματα και κέρδιζε 
σε αξιοπιστία, προτάθηκε από τον Akama [36] και από τους Rubakov και Shaposhnikov 
[37] ένα μοντέλο του σύμπαντός μας ως μία τοπολογική ανομοιομορφία, προκαλούμενη από 

ένα κατάλληλο βαθμωτό πεδίο μέσα σε έναν χώρο μεγαλύτερης χωρικής διάστασης. Με 
την ανακάλυψη μέσα στη δεκαετία του '90 του ρόλου που οι μεμβράνες παίζουν στη Θεωρία 
Τπερχορδών [32], το ενδιαφέρον πάνω στη φαινομενολογία των μοντέλων μεμβρανών έγινε 
ιδιαίτερα έντονο, και σύντομα παρουσιάστηκαν οι πρώτες εκδοχές που επιχειρούσαν να χρη­
σιμοποιήσουν τα πλεονεκτήματα των κατασκευών αυτών για την αντιμετώπιση προβλημάτων 
της σωματιδιακής φυσικής και της κοσμολογίας.

Η πρώτη εκδοχή ενός τέτοιου μοντέλου παρουσιάστηκε από τους Arkani-Hamed, Δη- 
μόπουλο και Dvali [38] (1998) και επιχειρούσε να εξηγήσει το λεγόμενο πρόβλημα της 
ιεραρχίας, την τεράστια διαφορά (~  ΙΟ15) που υφίσταται μεταξύ της κλίμακας ενέργειας των 
ηλεκτρασθενών αλληλεπιδράσεων και την κλίμακα Planck της βαρύτητας. Στο μοντέλο αυτό, 
ο τετραδιάστατος χωρόχρονος αποτελεί μία μεμβράνη, εμβαπτισμένη μέσα σε έναν χώρο με 
περισσότερες χωρικές διαστάσεις. Ενώ η ύλη του Καθιερωμένου Μοντέλου θεωρείται παγι- 
δευμένη μέσα στον όγκο της μεμβράνης, η βαρύτητα είναι ελεύθερη να διαδίδεται σε ολόκληρο 
τον χώρο. Ο περιορισμός της ύλης πάνω στη μεμβράνη καθιστά την ανίχνευση των επιπλέον 
διαστάσεων αδύνατη, παρά μόνο μέσω βαρυτικών πειραμάτων, τα οποία έχουν μέχρι στιγμής 
διεξαχθεί μόνο σε πολύ χαμηλές ενέργειες και άρα δεν μπορούν να δώσουν σημαντικούς πε­
ριορισμούς για το μέγεθος των επιπλέον διαστάσεων. Το μοντέλο ADD, όπως έγινε γνωστό, 
ήταν σε θέση να εξηγήσει την ιεραρχία μεταξύ της κλίμακας Planck και της ηλεκτρασθενούς 
κλίμακας, δεχόμενο ότι ο όγκος των επιπλέον διαστάσεων ήταν πολύ μεγαλύτερος, όχι μόνο 
από την κλίμακα Planck, αλλά και από την ηλεκτρασθενή κλίμακα αποστάσεων. Εξαιτίας 
της πολύ μεγαλύτερης ακτίνας συμπαγοποίησης που είναι επιτρεπτή στην περίπτωση αυτή σε 
σύγκριση με τις συνηθισμένες θεωρίες Kaluza-Klein και τις Θεωρίες Τπερχορδών, όπου οι 
επιπλέον διαστάσεις πρέπει να έχουν μεγέθη κοντά στην κλίμακα Planck, μοντέλα αυτού του 
είδους έχει επικρατήσει να ονομάζονται μοντέλα μεγάλων επιπλέον διαστάσεων.

Λίγο καιρό αργότερα, προτάθηκε από τους Randall και Sundrum [39] το ομώνυμο μον­
τέλο μεμβρανών (1999). Σε αυτό, ο χώρος εξωτερικά της μεμβράνης έχει πέντε διαστάσεις 
και διαθέτει τη γεωμετρία ενός χώρου anti-de Sitter, οπότε η επιπλέον διάσταση είναι καμ­
πυλωμένη. Δύο μεμβράνες είναι τοποθετημένες στα σταθερά σημεία του εξωτερικού χώρου, 
που αποτελεί μία σφαιρική πολλαπλότητα, μία εκ των οποίων ταυτίζεται με το παρατηρήσι- 
μο σύμπαν και φέρει τα πεδία του Καθιερωμένου Μοντέλου. Η γεωμετρία του μοντέλου 
Randall-Sundrum είναι μη-παραγοντοποιήσιμη λόγω του καμπυλωμένου εξωτερικού χώρου, 
και αυτό οδηγεί στην εισαγωγή μίας εκθετικής ιεραρχίας μεταξύ μεγεθών στις δύο μεμβράνες.
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Κλίμακες ενέργειας κοντά στην Μρι πάνω στη μία μεμβράνη υποβιβάζονται μέχρι την ηλε­
κτρασθενή κλίμακα πάνω στη δεύτερη. Με τον τρόπο αυτό επιλύεται και εδώ το πρόβλημα 
της ιεραρχίας με γεωμετρικό τρόπο. Η διαφορά σε σύγκριση με το μοντέλο ADD  είναι η 
απουσία ανάγκης επανεισαγωγής μεγάλων διαφορών μεταξύ της χαρακτηριστικής κλίμακας 
μήκους (στην προκειμένη περίπτωση κλίμακα Planck, ηλεκτρασθενής κλίμακα για το ADD) 
και του μεγέθους της επιπλέον διάστασης. Μία ακόμα πιο εντυπωσιακή ιδιότητα του μον­
τέλου αυτού είναι ότι επιτρέπει την ύπαρξη, όχι μόνο μεγάλων συμπαγών διαστάσεων, αλλά 
ακόμα και μη-συμπαγών, άπειρων σε έκταση. Σε μία παραλλαγή, η οποία περιέχει μόνο μία 
μεμβράνη [40], αποδεικνύεται ότι η Νευτώνεια βαρύτητα μπορεί να αναπαραχθεί πάνω στη 
μεμβράνη ακόμα και για άπειρο όγκο του εξωτερικού χώρου. Η μεμβράνη είναι σε θέση να 
προκαλεί χωρικό εντοπισμό στις μηδενικές καταστάσεις των πενταδιάστατων γκραβιτονίων 
και να παγιδεύει ουσιαστικά την βαρύτητα πάνω της, κρύβοντας έτσι από τετραδιάστατους
παρατηρητές την ύπαρξη της επιπλέον διάστασης.
*

Πέρα από τις ενδιαφέρουσες εφαρμογές των παραπάνω μοντέλων στο πρόβλημα της ιε­
ραρχίας, το πιο ενδιαφέρον στοιχείο τους είναι ίσως το ότι επιτρέπουν το ενδεχόμενο ελέγχου 
τροποποιήσεων στη θεωρία βαρύτητας, σε κλίμακες ενέργειας που βρίσκονται μέσα στις δυνα­
τότητες σύγχρονων και μελλοντικών επιταχυντών. Καθώς η θεμελιώδης κλίμακα βαρύτητας 
στα μοντέλα μεγάλων επιπλέον διαστάσεων επιτρέπεται να είναι χαμηλή μέχρι και ~  1 TeV , θα 
ήταν δυνατή η άμεση δοκιμή των προβλέψεων των θεωριών αυτών στα επερχόμενα πειράματα 
σε μεγάλους επιταχυντές όπως ο LHC. Στην περίπτωση που όντως οι επιπλέον διαστάσεις 
γίνονται ορατές σε τέτοιες ενέργειες, πειράματα σκέδασης θα ήταν σε θέση να ανιχνεύσουν 
την πλήρη κβαντική θεωρία βαρύτητας, όπως η Θεωρία Υπερχορδών. Μάλιστα, ένα πλήθος 
από πιθανά ίχνη των μοντέλων μεμβρανών σε επιταχυντές έχουν υπολογιστεί, και απομένει 
από το πείραμα να επαληθεύσει ή να διαψεύσει τις προβλέψεις αυτές [41, 42].

Ταυτόχρονα, η ιδέα της ύπαρξης επιπλέον διαστάσεων και μάλιστα μεγάλου μεγέθους 
έχει οδηγήσει σε νέα μοντέλα στον χώρο της κοσμολογίας, τα οποία προσπαθούν να εξη­
γήσουν την παρατηρούμενη κοσμική διαστολή. Όπως αποδεικνύεται, η κοσμολογία πάνω σε 
μεμβράνες μπορεί να οδηγήσει σε φαινομενολογία πολύ διαφορετική από αυτή που θα περι­
μέναμε για ένα συμβατικό τετραδιάστατο σύμπαν του τύπου Friedmann-Robertson-Walker 
[43, 44], και ορισμένα από τα μοντέλα τα οποία έχουν προταθεί μπορούν να αναπαράγουν ε­

πιταχυνόμενη διαστολή σε μεγάλους χρόνους. Μία σειρά από διαφορετικά μοντέλα, τα οποία 
εκμεταλλεύονται μεμβράνες συνδιάστασης-2 [45, 46, 47] ή βαθμωτά πεδία [48],προσπαθεί να 
επιλύσει το πρόβλημα της κοσμολογικής σταθερός.

Όπως γίνεται προφανές από την παραπάνω ανασκόπηση, οι πολυδιάστατες θεωρίες, αν 
και σχετικά νέες ως σύλληψη, έχουν ήδη διαδραματίσει έναν σημαντικό ρόλο στην ανάπτυξη 
της σύγχρονης φυσικής και εξακολουθούν αυτή τη στιγμή να αποτελούν θέμα αιχμής για 
την έρευνα στον εικοστό πρώτο αιώνα. Τα τελευταία χρόνια μάλιστα, έχουν ωριμάσει πολύ 
πέρα από το επίπεδο της απλής εικασίας, φτάνοντας στο σημείο να παρέχουν σαφείς και 
ελέγξιμες προβλέψεις, όπως περιμένουμε από οποιαδήποτε σοβαρή υποψήφια φυσική θεωρία. 
Η ιδέα των επιπλέον χωρικών διαστάσεων βρίσκεται πλέον σε στέρεα θεωρητική βάση, και 
η πλειοψηφία των φυσικών μοντέλων που επιχειρούν να βαδίσουν πέρα από το Καθιερωμένο 
Μοντέλο της σωματιδιακής φυσικής ή της κοσμολογίας ενσωματώνει αυτή τη στιγμή, σε
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μεγαλύτερο ή μικρότερο ποσοστό, κάποιες από τις αρχές των πολυδιάστατων “θεωριών.
Το κατά πόσον τελικά τα μοντέλα μεμβρανών μπορούν να αποτελέσουν χρήσιμες περι- 

* > γραφές για τη φυσική των στοιχειωδών σωματιδίων και την κοσμολογία μένει να διαπιστωθεί
% ■'* μέσω πειραμάτων και παρατηρήσεων. Η ιδέα της ύπαρξης περισσότερων διαστάσεων απ’ όσες

μπορούμε να αντιληφθούμε είναι σίγουρα συναρπαστική και χαίρει σοβαρού θεωρητικού υπο­
βάθρου. Η ενδεχόμενη επιβεβαίωση της ύπαρξης επιπλέον διαστάσεων θα βρίσκεται ουσια­
στικά σε συμφωνία με τη γενικότερη πορεία της γνώσης μας για τον κόσμο τους τελευταίους 
αιώνες, η οποία σταδιακά έχει απομυθοποιήσει τη θέση του ανθρώπου και τη σημασία του 
μέσα στον ευρύτερο κόσμο. Ο χώρος, ο χρόνος και η ύλη με τα οποία είμαστε εξοικειωμένοι 
διαπιστώνουμε ολοένα ότι παίζουν έναν πολύ δευτερεύοντα ρόλο στην πορεία του σύμπαντος 
στο σύνολό του. Η ύλη που μας απαρτίζει δεν είναι παρά ένα μικρό τμήμα συγκρινόμενη 
με τις υπόλοιπες, μέχρι στιγμής άγνωστες, συνιστώσες ύλης και ενέργειας που φαινομενικά 
κυριαρχούν στο σύμπαν σε μεγάλες κλίμακες. Δε θα αποτελέσει λοιπόν έκπληξη αν όντως 
διαπιστώσουμε ότι ακόμα και ο χώρος στον οποίο κατοικούμε δεν αποτελεί παρά μία μικρή 
γωνιά ενός πολύ μεγαλύτερου χωροχρονικού οικοδομήματος, την ύπαρξη του οποίο μόλις 
τώρα έχουμε αρχίσει να αντιλαμβανόμαστε.
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Κεφάλαιο 2

Πολυδιάστατες Θεωρίες χαι 
Μ οντέλα Μεμβρανών

/4

2.1 Θεωρία Kaluza-Klein

Η πρώτη'και πιο απλή σύλληψη ενός φυσικού μοντέλου, το οποίο περιέχει περισσότερες 
από τις γνωστές τέσσερις χωροχρονικές διαστάσεις, είναι η επονομαζόμενη 'θεωρία Kaluza- 
Klein [34, 35]. Θα πρέπει να τονίσουμε εδώ ότι πέρα από την πιο απλή μορφή, την οποία 
θα παρουσιάσουμε συνοπτικά εδώ, την ίδια επωνυμία δανείζεται και μία πλειάδα από θεωρίες 
με επιπλέον χωρικές διαστάσεις, όπως οι θεωρίες υπερβαρύτητας και οι Θεωρίες Υπερχορ- 
δών. Αρχικά, η θεωρία Kaluza-Klein προτάθηκε από τους δημιουργούς της ως μία πιθανή 
οδός ενοποίησης της βαρυτικής και ηλεκτρομαγνητικής δύναμης. Η βασική ιδέα πίσω α­
πό την θεωρία είναι ότι ο χωρόχρονος διαθέτει στην πραγματικότητα πέντε χωροχρονικές 
διαστάσεις, υπάρχει δηλαδή μία επιπλέον διάσταση, η οποία είναι χωροειδής και με κάποιον 
τρόπο απροσπέλαστη σε άμεση παρατήρηση, αφού δε γίνεται αντιληπτή σε πειράματα, τα 
οποία εκτελούμε σε συνήθεις κλίμακες ενέργειας. Η εξήγηση που δίνεται για την αδυναμία 
παρατήρησης της πέμπτης διάστασης είναι στην ουσία πολύ απλή. Η διάσταση αυτή δεν έχει 
άπειρη έκταση, όπως συμβαίνει με τις συνήθεις τρεις χωρικές διαστάσεις με τις οποίες είμαστε 
εξοικειωμένοι. Αντίθετα, έχει πεπερασμένο μήκος και είναι περιοδική. Αν οπτικοποιήσουμε 
τις άπειρης έκτασης χωρικές διαστάσεις με μία ευθεία, η σωστή αναπαράσταση για την πέμ­
πτη διάσταση θα είναι ένας κύκλος πεπερασμένης ακτίνας R, η οποία καθορίζει τη φυσική 
έκταση της διάστασης αυτής σε σύγκριση με τις υπόλοιπες.

Ακόμα και έτσι όμως, δεν εξηγείται επαρκώς ο τρόπος με τον οποίο η πέμπτη διάσταση 
παραμένει αόρατη. Η πιο απλή απάντηση είναι ότι η ακτίνα R  είναι πολύ μικρότερη από τις 
κλίμακες μήκους τις οποίες παρατηρούμε εμείς. Ο αριθμός των διαστάσεων του χωρόχρονου 
που βιώνουμε εξαρτάται δηλαδή από το γεγονός ότι είμαστε δεσμευμένοι να παρακολουθο­
ύμε μία συγκεκριμένη κλίμακα χωρικών αποστάσεων. Αν και η περίπτωση αυτή φαίνεται 
ιδιαίτερα αντιδιαισθητική, είναι στην πραγματικότητα πολύ κοντά στην καθημερινή εμπειρία. 
Ένα αντικείμενο, το οποίο έχει σφαιρικό σχήμα, όπως μία μπάλα, φαίνεται τρισδιάστατο σε 
έναν παρατηρητή, ο οποίος βρίσκεΐαι αρκετά κοντά, ώστε να διακρίνει τη δομή του. Ένας
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παρατηρητής όμως, ο οποίος είναι πολύ απομακρυσμένος, έτσι ώστε η απόστασή του να είναι 
πολύ μεγάλη σε σύγκριση με την ακτίνα του αντικειμένου, θα βλέπει ουσιαστικά ένα ση- 

> μείο μηδενικής διάστασης. Η διαστατικότητα του αντικειμένου, όπως την αντιλαμβάνεται ο 
\ παρατηρητής, δεν εξαρτάται μόνο από την εσωτερική διαστατικότητά του, αλλά και από την 

απόσταση που χωρίζει αντικείμενο και παρατηρητή. Η ίδια ακριβώς διαπίστωση εξακολουθεί 
να ισχύει, όχι μόνο για υλικά αντικείμενα μέσα στον χωρόχρονο, αλλά και για τον ίδκ> το 
χωρόχρονο. Η διαστατικότητα του χωρόχρονου που αντιλαμβανόμαστε εξαρτάται από τις 
κλίμακες μεγέθους στις οποίες τα πειράματα, τα οποία εκτελούμε για να εξακριβώσουμε τον 
αριθμό των διαστάσεων, λαμβάνουν χώρα.

Στην περίπτωση της θεωρίας Kaluza-Klein, η πιο ταιριαστή αναλογία είναι αυτή ενός 
κύκλου. Ο κύκλος αντιπροσωπεύει την πέμπτη, συμηαγοηο\ημ4νη διάσταση. Επειδή η α­
κτίνα του κύκλου είναι πολύ μικρή, δεν ήμαστε σε θέση να την αντιληφθούμε σε συμβατικά 
πειράματα. Η πέμπτη διάσταση παραμένει έτσι κρυμμένη από παρατηρητές, οι οποίοι δεν έχουν 
πρόσβαση σε κλίμακες μεγέθους συγκρίσιμες με την ακτίνα R. Ωστόσο, η ύπαρξη αυτής της 
μικρής επιπλέον διάστασης αποδεικνύεται ότι μπορεί να έχει πολύ σημαντικές επιπτώσεις 
στην φυσική του χωρόχρονου. Συνδυαζόμενη με τη Γενική Θεωρία της Σχετικότητας, η 
κεντρική ιδέα της θεωρίας Kaluza-Klein οδηγεί σε μία - όχι απόλυτα επιτυχημένη - ενοποίη­
ση βαρύτητας και ηλεκτρομαγνητισμού. Σε συνδυασμό με την κβαντική θεωρία, οδηγεί στην 
ύπαρξη ενός πλήθους από νέα βαριά σωμάτια, τα οποία δε θα υπήρχαν αν ο χωρόχρονος 
είχε τη συνηθισμένη τοπολογία Minkowski. Τέτοιου είδους σωματίδια θα μπορούσαν όντως 
να παρατηρηθούν σε πειράματα φυσικής υψηλών ενεργειών και να επηρεάζουν μετρήσιμες 
φυσικές διεργασίες, όπως διαφορικές διατομές σκέδασης και ρυθμούς αποδιέγερσης.

Η μαθηματική διατύπωση των παραπάνω δεν συναντά ιδιαίτερες δυσκολίες. Μπορούμε να 
περιγράφουμε τον χωρόχρονο της θεωρίας Kaluza-Klein χρησιμοποιώντας συντεταγμένες 
ΧΜ =  (χμ,ζ), όπου μ  =  0,1,2,3 είναι οι συντεταγμένες του τετραδιάστατου χωρόχρονου 
και ζ η πέμπτη διάσταση (την οποία θα ονομάζουμε από εδώ και πέρα διάσταση ΚΚ). Η 
διάσταση αυτή είναι συμπαγής, με μία ορισμένη ακτίνα συμπαγοποίησης R  και παίρνει τιμές 
από ζ =  0 έως ζ =  2πΛ, ενώ τα οριακά σημεία ταυτίζονται λόγω της περιοδικότητας της 
διάστασης Κ Κ . Με βάση το σύστημα συντεταγμένων που μόλις εισαγάγαμε, ο χώρος (χωρίς 
να περιλαμβάνουμε τον χρόνο) είναι ένας κύλινδρος, του οποίου οι τρεις διαστάσεις χ ι ,χ 2,χ 3, 
είναι άπειρες σε έκταση και η τέταρτη διάσταση ζ είναι ένας κύκλος ακτίνας R. Θεωρώντας 
ότι ο κύλινδρος αυτός είναι ομογενής και η μετρική επίπεδη, μπορούμε να γράψουμε ένα 
πλήρες σύνολο κυματοσυναρτήσεων στον χώρο αυτό για ένα ελεύθερο βαθμωτό κβαντικό 
σωμάτιο χωρίς μάζα, το οποίο υπακούει την εξίσωση Klein-Gordon

θ Μ 8 Μ φ { χ μ , ζ )  =  0. (2.1)

Οι λύσεις επιπέδου κύματος γράφονται στην περίπτωση αυτή ως

Φρ,π = , η = 0, ±1, ±2,... . (2.2)

Στην παραπάνω σχέση, ρμ είναι η (3+1)-διάστατη ορμή, ενώ ο ακέραιος π είναι η ιδιοτιμή 
της στροφορμής του σωματιδίου κατά την πέμπτη διάσταση. Λόγω του ότι η λύση ικανοποιεί
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την εξίσωση Klein-Gordon, η τετραδιάστατη ορμή και η στροφορμή στη διάσταση Κ Κ  για 
το σωματίδιο συνδέονται μέσω της σχέσης

ΡμΡ  ̂+ ^2 =  °' (2·3)

Για ένα σωματίδιο μάζας τη στον τετραδιάστατο χωρόχρονο Minkowski, η εξίσωση Klein- 
Gordon θα έπαιρνε τη μορφή ρμρ^ +  m2 =  0. Συγκρίνοντας την εξίσωση αυτή με την 
αντίστοιχη για τον πενταοιάστατο χώρο της θεωρίας Kaluza-Klein, βλέπουμε ότι ο όρος ^  
είναι ακριβώς ένας όρος μάζας. Καταστάσεις οι οποίες έχουν μηδενική στροφορμή κατά την 
πέμπτη διάσταση έχουν μηδενικό όρο μάζας και εμφανίζονται ακριβώς σαν τετραδιάστατα 
άμαζα σωματίδια. Σωματίδια με μη-μηδενική στροφορμή θα αντιμετωπίζονται από τετραδι- 
άστατους παρατηρητές σαν μαζικά σωμάτια με μάζες, οι οποίες είναι ακέραια πολλαπλάσια του 
Ι /R . Κάθε μία από τις καταστάσεις στροφορμής π  αποτελεί μία κατάσταση Kaluza-Klein, η 
οποία, από τη σκοπιά ενός (3+1)-διάστατου παρατηρητή, αντιστοιχεί σε ένα σωμάτιο μάζας 
mn =  Έτσι, κάθε πολυδιάστατο άμαζο πεδίο ισοδυναμεί με ένα άμαζο τετραδιάστατο 
σωμάτιο, συνοδευόμενο από έναν πύργο καταστάσεων με μάζες m„. Σε χαμηλές ενέργειες, 
συγκρινόμενες με τη θεμελιώδη ενεργειακή κλίμακα 1 /R , μόνο άμαζα σωματίδια μπορούν να 
παραχθούν, ενώ για ενέργειες ίσες ή μεγαλύτερες από την τιμή αυτή, οι καταστάσεις Κ Κ  
κάνουν την εμφάνισή τους, και η πέμπτη διάσταση γίνεται πλέον προσβάσιμη σε παρατήρηση.

Καθώς οι έμμαζες καταστάσεις Kaluza-Klein, οι οποίες θα συνόδευαν συνηθισμένα σω­
ματίδια, όπως το ηλεκτρόνιο ή το φωτόνιο, δεν έχουν ακόμα παρατηρηθεί, περιμένουμε ότι η 
ενεργειακή κλίμακα 1 / R  είναι τουλάχιστον της τάξεως των μερικών εκατοντάδων GeV. Αυτό 
σημαίνει ότι η ακτίνα της πέμπτης διάστασης πρέπει να είναι μικροσκοπική, R  < 10_17απ. 
Οι ιδιότητες αυτές δεν περιορίζονται μόνο στην απλούστερη περίπτωση που μελετάμε, αλλά 
διακρίνουν όλα τα μοντέλα του τύπου Kaluza-Klein (με -μεγαλύτερο αριθμό από επιπλέον 
διαστάσεις, με συμπαγοποίηση πάνω σε μη-τετριμμένες πολλαπλότητες ή σφαιρικές πολλα­
πλότητες αντί για κύκλο κλπ.).

Μία ιδιαίτερα ενδιαφέρουσα ιδιότητα των μοντέλων με επιπλέον διαστάσεις, την οποία 
μπορούμε εύκολα να μελετήσουμε στην περίπτωση της θεωρίας Kaluza-Klein, είναι η εξάρ­
τηση ορισμένων ενεργών σταθερών σύζευξης από τον όγκο του πολυδιάστατου χώρου. Για 
να δούμε τον τρόπο με τον οποίο το φαινόμενο αυτό λαμβάνει χώρα, θεωρούμε ένα βαθμωτό 
πεδίο όπως και πριν και ξεκινώντας από την πενταδιάστατη δράση, επιχειρούμε να γράψουμε 
την ενεργό τετραδιάστατη θεωρία, γράφοντας το πεδίο ως άθροισμα πάνω στον πύργο των 
καταστάσεων Κ Κ . Η αρχική δράση για το μοντέλο αυτό είναι η

S(5) =  J  dAxdz {^-ΒΜφδΜφ -  λ (Β)Φ ^ , (2.4)

όπου έχουμε θεωρήσει ένα άμαζο βαθμωτό με όρο αλληλεπίδρασης φ4. Γράφοντας το πε­
δίο ως άθροισμα ιδιοκαταστάσεων της στροφορμής κατά τη διάσταση Κ Κ , παίρνουμε το 
ανάπτυγμα

Φ&,ζ) = ^ Φ η { χ ) ^ ^ .  (2.5)
η
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Αντικαθιστώντας την έκφραση αυτή στην πενταδιάστατη δράση, μπορούμε να προβούμε σε 
ολοκλήρωση ως προς την συντεταγμένη ζ , οπότε παίρνουμε την έκφραση για την ενεργό 
δράση σε τέσσερις διαστάσεις,

s(4) = ν Jd'x h r  + λ(6)ψ; + χ,νΦΐ Σ  *ηΦ~* +... j (2.6)

όπου με V  =  2πΛ συμβολίζουμε τον όγκο της επιπλέον διάστασης. Εξαιτίας του παράγοντα 
αυτού, που πολλαπλασιάζει τον κινητικό όρο, η παραπάνω έκφραση δε βρίσκεται σε κανονική 
μορφή (όπου ο κινητικός όρος δα ήταν απλά της μορφής \  (d<j>)2). Αυτό σημαίνει ότι τα πεδία 
φη δεν έχουν τη σωστή κανονικοποίηση και δεν αντιστοιχούν στα φυσικά τετραδιάστατα πεδία 
της 'θεωρίας. Αυτά ορίζονται ως

Φ Γ  =  y /v * ··  (2.7)

Μόλις γράψουμε τη δράση με βάση τα κανονικοποιημένα πεδία, έχουμε την έκφραση

S(4) =

+

/ d<x (Σ ̂ «c"0*vr 
ψ  (φ γϋ+ψ  (φγ)2 Σ *·*-+···

(2.8)

(2.9)

Εξετάζοντας τους όρους αλληλεπίδρασης, βλέπουμε ότι η ενεργός τετραδιάστατη σταθερά 
σύζευξης συνδέεται με τη θεμελιώδη πενταδιάστατη σταθερά μέσω της σχέσης

Καθώς η σταθερά σύζευξης σε πέντε διαστάσεις, έχει διαστάσεις Μ -1, η πενταδιάστατη 
θεωρία και η ενεργός τετραδιάστατη εκδοχή της έχουν νόημα μέχρι ενέργειες Μ ~  λ ^ ,  η Μ  
δηλαδή μπορεί να θεωρηθεί ως μία κλίμακα υπεριώδους αποκοπής (UV cutoff). Δεδομένου 
ότι η επιπλέον διάσταση είναι αρκετά μεγάλη σε σύγκριση με την κλίμακα αποκοπής, R  »  
Μ -1, η ενεργός τετραδιάστατη σταθερά ζεύξης είναι πολύ μικρότερη της μονάδας, και άρα η 
τετραδιάστατη θεωρία είναι ασθενώς συζευγμένη σε χαμηλές ενέργειες [49].

Κάτι το οποίο επίσης διαπιστώνουμε από την παραπάνω δράση είναι ότι η διατήρηση 
της στροφορμής κατά την πέμπτη διάσταση συνεπάγεται την διατήρηση του ολικού αριθμού 
των καταστάσεων Κ Κ , όπως φαίνεται από τον τελευταίο όρο με την εμφάνιση του γινομένου 
φηφ-η· Αυτό έχει σαν αποτέλεσμα καταστάσεις Κ Κ  με μάζα να μπορούν να παραχθούν μόνο 
σε ζεύγη. Η στροφορμή διατηρείται, λόγω της συμμετρίας του χώρου κάτω από μετατοπίσεις 
κατά μήκος της συντεταγμένης ζ. Η ιδιότητα αυτή δεν ισχύει σε μοντέλα μεμβρανών τα οποία 
πρόκειται να εξετάσουμε στη συνέχεια. Εκεί, η μεμβράνη σπάει την συμμετρία μετατόπισης 
ως προς την επιπλέον διάσταση, και η στροφορμή δε διατηρείται πλέον.
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2.2 Μ εγάλες Επιπλέον Διαστάσεις:
Τ ο Μ οντέλο Μ εμβρανών ADD

Το μοντέλο μεμβρανών ADD  [38] προτάθηκε το 1998 από τους Arkani-Hamed, Δημόπουλο 
και Dvali και απετέλεσε το εφαλτήριο για την εντατική μελέτη ανάλογων μοντέλων μεμ­
βρανών κατά την τελευταία δεκαετία. Σκοπός του μοντέλου είναι να εξηγήσει την μεγάλη 
διαφορά που υπάρχει μεταξύ της ηλεκτρασθενούς κλίμακας m Ew ~  ΙΟ3 GeV, στην οπο­
ία έχουμε ενοποίηση της ηλεκτρομαγνητικής και της ασθενούς πυρηνικής δύναμης και της 
κλίμακας Planck Μρι = G ^ 2 ~  ΙΟ18 GeV, η οποία υποθέτουμε ότι ορίζει την κλίμακα 
ενέργειας της κβαντικής βαρύτητας. Το πρόβλημα των δεκαπέντε τάξεων μεγέθους μεταξύ 
των δύο αυτών θεμελιωδών φυσικών κλιμάκων έχει δημιουργήσει έντονο ενδιαφέρον και είναι 
γνωστό ως πρόβλημα της κραρχίας.
' Η λύση η οποία προτείνεται στο πρόβλημα της ιεραρχίας στα πλαίσια του μοντέλου ADD  
χρησιμοποιεί στοιχεία της θεωρίας Kaluza-Klein που είδαμε παραπάνω. Σύμφωνα με το 
μοντέλο, ο τετραδιάστατος χωρόχρονος τον οποίο αντιλαμβανόμαστε αποτελεί απλώς μία 
υπερεπιφάνεια μέσα σε έναν Τπερχώρο (bulk), ο οποίος διαθέτει περισσότερες χωροειδείς 
διαστάσεις. Τα συνήθη πεδία ύλης και τα πεδία βαθμίδας που μεταδίδουν τις θεμελιώδεις 
αλληλεπιδράσεις βρίσκονται εντοπισμένα πάνω στην υπερεπιφάνεια αυτή, σχηματίζοντας έτσι 
μία μεμβράνη (brane), πάνω στην οποία βρίσκεται περιορισμένο ολόκληρο το ενεργειακό πε­
ριεχόμενο του κόσμου μας. Το βασικό στοιχείο του μοντέλου αυτού είναι ότι, σε αντίθεση 
με τις αλληλεπιδράσεις του Καθιερωμένου Μοντέλου, οι οποίες διαδίδονται μέσω πεδίων 
βαθμίδας και είναι εξ υποθέσεως περιορισμένες πάνω στη μεμβράνη, η βαρυτική δύναμη, που 
συνδέεται με τη γεωμετρία ολόκληρου του χωρόχρονου, είναι ελεύθερη να διαδίδεται μέσα 
στον Τπερχώρο και άρα έχει μία πολύ μεγαλύτερη περιοχή επιρροής σε σύγκριση με τις υ­
πόλοιπες αλληλεπιδράσεις. Όπως προκύπτει, η χαρακτηριστική κλίμακα της τετραδιάστατης 
βαρύτητας πάνω στη μεμβράνη μπορεί να είναι πολύ μεγαλύτερη από την πραγματική "θεμε­
λιώδη βαρυτική σταθερά στον Τπερχώρο. Ο παράγοντας που προκαλεί την ενίσχυση αυτή 
σχετίζεται με τον όγκο των επιπλέον διαστάσεων του μοντέλου, Με τον τρόπο αυτό, η 
βαρύτητα μπορεί, σε τέσσερις διαστάσεις, να μοιάζει πολύ ασθενέστερη σε σύγκριση με τις 
υπόλοιπες δυνάμεις, ενώ έχει την ίδια θεμελιώδη κλίμακα με όλες τις αλληλεπιδράσεις.

Ένα σημαντικό σημείο το οποίο εκμεταλλεύεται το μοντέλο ADD  είναι η υπόθεση ότι 
η βαρυτική δύναμη εξακολουθεί να παρουσιάζει την ίδια συμπεριφορά από την κλίμακα με­
γέθους του ενός cm μέχρι την κλίμακα ~  Μρ*. Τη στιγμή που διατυπώθηκε το μοντέλο για 
πρώτη φορά, η βαρυτική δύναμη είχε μετρηθεί με ακρίβεια μόνο σε αποστάσεις της τάξεως του 
cm , πολύ μεγαλύτερες δηλαδή σε σύγκριση με τις υπόλοιπες αλληλεπιδράσεις του Καθιερω­
μένου Μοντέλου, οι οποίες έχουν μετρηθεί με μεγάλη ακρίβεια σε πολύ μικρές αποστάσεις, 
μέσω των πειραμάτων σκέδασης υψηλής ενέργειας. Δεδομένου ότι η σημασία της κλίμακας 
Planck στηρίζεται στην παραπάνω υπόθεση και εξακολουθεί προς το παρόν να είναι μόνο μία 
εύλογη θεωρία, ενώ η m Ew  έχει αναδειχθεί από το πείραμα σε θεμελιώδη φυσική σταθερά, 
το μοντέλο ADD  ουσιαστικά αμφισβητεί τον ουσιώδη ρόλο που παίζει αυτή τη στιγμή η 
Μρι, υποστηρίζοντας ότι η ηλεκτρςισθενής κλίμακα είναι η θεμελιώδης, τόσο για τις ηλε­
κτρασθενείς όσο και για τις βαρυτικές δυνάμεις. Η υπόθεση αυτή οδηγεί στο συμπέρασμα ότι
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φαινόμενα κβαντικής βαρύτητας δα μπορούσαν να εμφανίζονται κοντά στην κλίμακα mpvv, 
αντί για την Μρ/. Καδώς τα πειράματα μας δεν έχουν ακόμα ελέγξει την εγκυρότητα της 
τωρινής βαρυτικής δεωρίας στις ενέργειες αυτές, είναι εύλογο να υποδέσουμε ότι η άγνοια 
αυτή είναι ο μόνος λόγος που έχει οδηγήσει στο να δεωρούμε την Μρι σημαντική.

Στο μοντέλο ADD  λοιπόν, λαμβάνουμε την mpw  ως τη μόνη δεμελιώδη φυσική στα- 
δερά, η οποία καδορίζει, εκτός των άλλων, την ισχύ των βαρυτικών αλληλεπιδράσεων. Το 
πρόβλημα τις ιεραρχίας λύνεται έτσι κατά γεωμετρικό τρόπο. Η κλίμακα Planck δεν είναι 
μία δεμελιώδης σταδερά, αλλά προκύπτει ως παραπροϊόν της μη-τετριμμένης γεωμετρίας του 
χωρόχρονου και της ύπαρξης της μεμβράνης, η οποία διαχωρίζει την ισχύ των δυνάμεων του 
Καδιερωμένου Μοντέλου από τη βαρύτητα σε τέσσερις διαστάσεις. Το φυσικό ερώτημα που 
ανακύπτει στην περίπτωση αυτή είναι βέβαια το πώς εμφανίζεται η συνήθης ισχύς (1/Λ/ρι) 
που γνωρίζουμε για την βαρύτητα από το πείραμα. Η πιο απλή εικόνα είναι να δεωρήσουμε 
ότι υπάρχει ένας αριδμός η από επιπλέον χωροειδείς διαστάσεις τύπου Kaluza-Klein, δηλαδή 
συμπαγείς, με μία ακτίνα ~  R  (δεωρούμε εδώ για απλότητα ότι είναι περίπου (δια για όλες 
τις επιπλέον διαστάσεις). Αν υποδέσουμε ότι έχουμε δύο σημειακές μάζες m i,m 2, τοπο- 
δετημένες σε κάποια απόσταση r <fC R  μεταξύ τους, το βαρυτικό δυναμικό μεταξύ τους δα 
καδορίζεται από τον νόμο του Gauss για έναν (4 +  π)-διάστατο χώρο,

n r ) ~ j ^ k - ^ A r < R ) .  .(2.11)
m Pl{4+n) 7

Αντίδετα, μόλις οι δύο μάζες τοποδετηδούν σε μία απόσταση r  »  R, ο νόμος του Gauss δα 
εφαρμόζεται πλέον σε έναν τετραδιάστατο χώρο, καδώς οι δυναμικές γραμμές του βαρυτικού 
πεδίου διαδίδονται πλέον πολύ λιγότερο κατά μήκος των επιπλέον διαστάσεων. Ανακτούμε 
έτσι το σύνηδες βαρυτικό δυναμικό 1/r,

V(r)
mi 1

Μρΐ{4+η)Η* r
- ,  ( r > R ) (2.12)

Ο όρος Rn στον παρονομαστή έρχεται από το επιφανειακό ολοκλήρωμα στο νόμο του Gauss 
και δεν είναι άλλος από τον όγκο των διαστάσεων Κ Κ . Η σχέση αυτή καδορίζει την τιμή της 
ενεργού τετραδιάστατης σταδεράς Planck, η οποία σχετίζεται με την δεμελιώδη βαρυτική 
σταδερά στον (4 +  η)-διάστατο χώρο Μρ/(4+η) μέσω της

Μ ϊι ~  Μ ^ +η)/Γ . (2.13)

Βλέπουμε ότι, αν η ακτίνα συμπαγοποίησης R  είναι αρκετά μεγάλη σε σύγκριση με την 
•Λ̂ρι(4+π)ι η τετραδιάστατη σταδερά Planck μπορεί να γίνει πολύ μεγάλη. Η σχέση αυτή 
μας επιτρέπει να κάνουμε προβλέψεις για το μέγιστο δυνατό μέγεδος που μπορεί να έχουν 
οι διαστάσεις Κ Κ  του μοντέλου. Θέτοντας Mpj(4+n) ~  πΐΕ\ν, όπως συζητήσαμε παραπάνω 
και απαιτώντας η R  να είναι αρκετά μεγάλη, ώστε να αναπαράγεται η σωστή τιμή για την 
παρατηρούμενη Mpj, παίρνουμε το άνω όριο

R 1 0 ^ -17cm χ n T e V \
\mi3iv )

(2.14)
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Για μία μόνο επιπλέον έξτρα διάσταση, όπως στην περίπτωση της θεωρίας Kaluza-Klein, 
οπότε η =  1, παίρνουμε την τιμή R  ~  ΙΟ13 cm. Κάτι τέτοιο θα οδηγούσε σε αποκλίσεις από 
τη Νευτώνεια βαρύτητα μέσα στο ηλιακό σύστημα, γεγονός που βρίσκεται σε αντίθεση με τις 
παρατηρήσεις, οπότε η περίπτωση της μίας επιπλέον διάστασης, στα πλαίσια του μοντέλου 
AD D , δεν φαίνεται πιθανή. Αν όμως επιτρέψουμε την ύπαρξη περισσοτέρων διαστάσεων 
Κ Κ , έτσι ώστε η > 2, οι κλίμακες μεγέθους στις οποίες έχουμε τροποποίηση της βαρυτικής 
θεωρίας γίνονται πολύ μικρότερες από αυτές που είναι αυτή τη στιγμή διαθέσιμες στο πείραμα.
Το 1998, η περίπτωση η — 2 ή {R ~  100/im —1 mm) ήταν ιδιαίτερα ενδιαφέρουσα, καθώς 
έδινε αποκλίσεις, οι οποίες θα μπορούσαν σύντομα να μετρηθούν σε πειράματα βαρύτητας 
σε αυτές τις κλίμακες [50]. Η πιθανότητα αυτή δημιούργησε νέο ενδιαφέρον για έρευνα της 
βαρύτητας σε αποστάσεις κάτω από ένα mm. Αν και μέσα στην τελευταία δεκαετία μία σειρά 
από πειράματα έχει χαμηλώσει στο ανώτερο όριο για το μέγεθος της R σε περίπου ~  100 
nm [51, 52], δεν παύει να υπάρχει ακόμα μεγάλη απόσταση μέχρι την ηλεκτρασθενή κλίμακα, 
στην οποία θα ήταν πιθανό να παρατηρηθούν τροποποιήσεις στη Νευτώνεια βαρύτητα. Μία **
άλλη ενδιαφέρουσα περίπτωση είναι αυτή στην οποία υπάρχουν 6 επιπλέον διαστάσεις, όπως 
προβλέπεται από τη Θεωρία Τπερχορδών, όπου η ολική διάσταση του χώρου είναι D =  10.
Για η =  6, παίρνουμε το όριο R  ~  ΙΟ-12 cm, ακτίνα η οποία είναι ακόμα πολύ μεγαλύτερη 
από την ηλεκτρασθενή κλίμακα, (1 TeV)~1 ~  10“ ^cm 1. Τέλος, πρέπει να τονίσουμε ότι 
δεν είναι αναγκαστικό οι κλίμακες συμπαγοποίησης για όλες τις επιπλέον διαστάσεις να είναι 
οι ίδιες, ούτε καν της ίδιας τάξεως μεγέθους. Αν κάποιες από αυτές είναι πολύ μικρότερες 
σε σχέση με τις υπόλοιπες, τότε η περίπτωση με η > 2 μπορεί να παρουσιάζει βαρυτικές 
τροποποιήσεις στις ίδιες κλίμακες μεγέθους με ένα μοντέλο όπου η = 2. Διαπιστώνουμε 
δηλαδή ότι υπάρχει εκφυλισμός ως προς τον αριθμό των διαστάσεων Κ Κ  και την ακτίνα 
τους.

Σε αντίθεση με τη βαρύτητα, όπου ο πειραματικός της έλεγχος κοντά σε ατομικές κλίμα­
κες μεγέθους εμφανίζεται μάλλον ασθενικός, οι ηλεκτρασθενείς δυνάμεις του Καθιερωμένου *»
Μοντέλου έχουν ελεγχθεί με μεγάλη ακρίβεια σε αποστάσεις της τάξεως της ηλεκτρασθενο­
ύς κλίμακας m£w-> όπου εξακολουθούν να βρίσκονται σε πλήρη συμφωνία με την εικόνα που 
έχουμε για μία τετραδιάστατη θεωρία πεδίου βαθμίδας. Τα σωματίδια και οι αλληλεπιδράσεις 
του Καθιερωμένου Μοντέλου φαίνεται να διαδίδονται σε έναν τετραδιάστατο χωρόχρονο και 
να μην έχουν πρόσβαση σε έναν Τπερχώρο μεγαλύτερης διάστασης, τουλάχιστο μέχρι την 
msw- Εδώ βρίσκεται και η κύρια διαφορά μεταξύ της θεωρίας Kaluza-Klein και του μοντέλου 
ADD. Οι επιπλέον διαστάσεις δεν είναι προσβάσιμες σε όλα τα σωματίδια της θεωρίας, αλλά 
μόνο σε αυτά που μεταδίδουν τη βαρυτική δύναμη, δηλαδή στα βαρυτόνια. Αυτό σημαίνει ότι 
η κυματοσυναρτήσεις των σωματιδίων του Καθιερωμένου Μοντέλου έχουν το προφίλ μίας 
συνάρτησης δέλτα κατά μήκος των επιπλέον διαστάσεων, σε αντίθεση με τις κυματοσυναρ- 
τήσεις των βαρυτονίων, οι οποίες είναι μη-μηδενικές μέσα στον Τπερχώρο. Το αποτέλεσμα 
είναι ότι μόνο τα βαρυτόνια έχουν καταστάσεις Κ Κ . Η μηδενική τους κατάσταση μεταδίδει 
τη συνηθισμένη τετραδιάστατη βαρύτητα, ενώ ο πύργος των έμμαζων καταστάσεων δίνει

1 Σ τ ο  φυσικό σύστημα μονάδων, όπου h — c — 1, ο ι κλ ίμακες μήκους μπορούν να γραφούν με βάση κλ ίμ α­

κες  ενέργειας. Δ εδομένου  ενός μήκους /, μπορούμε να φτιάξουμε μία μοναδική μάζα  τη, χρησιμοποιώ ντας  

μόνο τις σταθερές h  κα ι c. Η  σ χέση  που σι^νδέει τις ποσότητες α υτές είναι m e2 =  ητ. Γ ια  να κάνουμε γ ρ ή γ ο ­

ρες μετατροπές ανάμεσα σε ενέργειες κοίι' κλίμακες μήκους, χρησιμοποιούμε ότι he ~  200M eV  x  10“ 15m .
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διορθώσεις σε μικρές κλίμακες μήκους, συγκρίσιμες με το μέγεθος των επιπλέον διαστάσε­
ων. Τα σωματίδια του Καθιερωμένου Μοντέλου δεν έχουν καταστάσεις Κ Κ  και βρίσκονται 

j. περιορισμένα πάνω στη μεμβράνη, που τους απαγορεύει να κινούνται κατά μήκος των δια­
στάσεων Κ Κ . Αυτό το σημείο σηματοδοτεί και μία επιπλέον διαφοροποίηση σε σύγκριση 
με τη "θεωρία Kaluza-Klein. Εκεί είδαμε ότι η κλίμακα 1/R  ορίζει τη μάζα των πρώτων 
έμμαζων καταστάσεων Κ Κ , τις οποίες θα βλέπαμε σε πειράματα σκέδασης ως νέα σωμάτια. 
Στο μοντέλο A D D , καθώς τέτοιες καταστάσεις δεν υπάρχουν εξ υποθέσεως, δεν υπάρχει 
σύγκρουση με το πείραμα, ακόμα και αν οι επιπλέον διαστάσεις έχουν ακτίνες συμπαγοποίη- 
σης πολύ μεγαλύτερες από ~  10“ 17cm. Αυτός είναι και ο λόγος που τα μοντέλα μεμβρανών 
όπως το ADD  και τα παράγωγά του ονομάζονται θεωρίες μεγάλων επιπλέον διαστάσεων.

Σε πρώτη προσέγγιση και λαμβάνοντας υπόψιν την περίπτωση όπου έχουμε μόνο μία δι­
άσταση Κ Κ , μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η μεμβράνη έχει απειροστό πάχος ως προς τη 
διάσταση αυτή. Το Καθιερωμένο Μοντέλο παραμένει έτσι τετραδιάστατο μέχρι αυθαίρετα 
υψηλές ενέργειες: ανεξάρτητα από την ενέργεια στην οποία γίνονται τα πειράματα, δεν υ­
πάρχει τρόπος να διώξουμε κάποιο σωματίδιο από τη μεμβράνη. Στην πράξη, θα περιμέναμε 
ότι ο χωρικός περιορισμός πάνω στη μεμβράνη δεν είναι απόλυτος. Αν θεωρήσουμε μάλιστα 
ότι η rriEw είναι η μόνη θεμελιώδης κλίμακα μικρού μήκους της θεωρίας, θα μπορούσαμε να 
υποθέσουμε ότι ο τετραδιάστατος χώρος μας δεν αποτελεί μία απειροστά λεπτή μεμβράνη, 
αλλά έχει ένα πεπερασμένο πάχος ~  κατά μήκος της επιπλέον διάστασης.

Το βασικότερο ερώτημα το οποίο καλούμαστε να απαντήσουμε σε ένα μοντέλο μεμβρα­
νών είναι προφανώς ο τρόπος με τον οποίο σχηματίζεται η μεμβράνη και η φυσική εξήγηση 
του περιορισμού του Καθιερωμένου Μοντέλου πάνω σε αυτήν την υπερεπιφάνεια. Κατά 
καιρούς, έχουν προταθεί διάφορες θεωρίες για τον σχηματισμό τέτοιου είδους μεμβρανών, 
προτού καν τα μοντέλα αυτά αναδειχθούν ως υποψήφια για την απάντηση του προβλήμα­
τος της ιεραρχίας. Μία μέθοδος στηρίζεται στην ύπαρξη τοπολογικών ανομοιομορφιών [37] 
(topological defects), πάνω στις οποίες παγιδεύονται οι μηδενικές καταστάσεις των πεδίων. 
Η μεμβράνη στην περίπτωση αυτή αποτελεί ουσιαστικά μία διαχωριστική επιφάνεια (domain 
wall), η οποία χωρίζει δύο περιοχές του χώρου, που χαρακτηρίζονται από διαφορετικές τιμές 
κάποιου φυσικού πεδίου, όπως ένα βαθμωτό πεδίο. Η εικόνα αυτή είναι ανάλογη με την 
συνήθη εμπειρία που έχουμε για φυσικές μεμβράνες ως διαχωριστικές επιφάνειες μεταξύ δύο 
διαφορετικών φάσεων της ύλης, π.χ. υγρή και αέρια. Στη Θεωρία Τπερχορδών επίσης, η 
ύπαρξη μεμβρανών ως φυσικών οντοτήτων φαίνεται απολύτως αναγκαία. Τέτοιες μεμβράνες 
(D-Branes) ορίζουν τα όρια πάνω στα οποία κινούνται τα άκρα ανοιχτών χορδών και μπορο­
ύν να έχουν εξίσου μεγάλη φυσική σημασία όσο και οι ίδιες οι χορδές, παρέχουν δε μία πιο 
θεμελιώδη εξήγηση για την ύπαρξη μεμβρανών και τον περιορισμό ύλης και ενέργειας πάνω 
σε αυτές [32].

Πέρα από την τροποποίηση της βαρυτικής δύναμης σε μικρές αποστάσεις, το μοντέλο 
ADD  προβλέπει επίσης νέα και ενδιαφέρουσα φαινομενολογία για τη σωματιδιακή φυσική σε 
κλίμακες ενέργειας κοντά στην rriEw· Αν όντως αυτή είναι η κλίμακα που ορίζει την ισχύ 
των βαρυτικών αλληλεπιδράσεων, θα περιμέναμε πειράματα σκέδασης στις ενέργειες αυτές, οι 
οποίες θα είναι προσβάσιμες από τους νέας γενιάς επιταχυντές όπως ο LHC (ο οποίος, καθώς 
γράφονται αυτές οι γραμμές, ετοιμάζεται να μπει σε λειτουργία) να μελετήσουν, όχι μόνο τη
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φαινομενολογία της ρήξεως της ηλεκτρασθενούς συμμετρίας, αλλά και την ίδια την κβαντική 
βαρύτητα! Πράγματι, εφόσον οι επιπλέον διαστάσεις στην εικόνα αυτή γίνονται διαθέσιμες 
σε παρατήρηση όταν φτάνουμε σε ενέργειες κοντά στην ttiew, και καθώς μόνο τα βαρυτόνια 
έχουν έμμαζες καταστάσεις Κ Κ , περιμένουμε να δούμε παραγωγή τέτοιων καταστάσεων σε 
πειράματα σκέδασης σωματιδίων. Καθώς τα βαρυτόνια Κ Κ  τα οποία παράγονται δεν είναι 
ανιχνεύσιμα, φαίνονται στο πείραμα ως έλλειμμα ενέργειας. Όπως είπαμε και πριν, η παρουσία 
της μεμβράνης σπάει τη συμμετρία μετατόπισης κατά μήκος των επιπλέον διαστάσεων και άρα 
είναι δυνατή η παραγωγή καταστάσεων Κ Κ  των βαρυτονίων μεμονωμένα και όχι σε ζεύγη. 
Επίσης, αν τα πεδία του Καθιερωμένου Μοντέλου είναι χωρικά περιορισμένα μέσα σε μία 
μεμβράνη πάχους rn~^# στις επιπλέον διαστάσεις, σε αρκετά ενεργειακές συγκρούσεις θα 
αποκτήσουν επαρκή ορμή κατά μήκος των επιπλέον διαστάσεων, ώστε να είναι σε θέση να 
αποδράσουν από τη μεμβράνη, δηλαδή από τον τετραδιάστατο χώρο μας, αν βέβαια αυτό 
δεν απαγορεύεται από συνθήκες διατήρησης κάποιου φορτίου βαθμίδας, όπως το ηλεκτρικό 
φορτίο [38] .

2.3 Τ ο Μ οντέλο Μ εμβρανών  
'Randall Sundrum-1

Μέχρι στιγμής, τα μοντέλα που θεωρήσαμε στηρίζονται στην βασική ιδέα της θεωρίας 
Kaluza-Klein ότι οι επιπλέον διαστάσεις είναι αρκετά μικρές, ώστε να διαφεύγουν ανίχνευσης 
σε συμβατικά πειράματα. Δεν λάβαμε επίσης καθόλου υπόψιν το γεγονός ότι μία μεμβράνη 
πρέπει να διαθέτει κάποια τάση, ενέργεια δηλαδή ανά μονάδα επιφάνειας, η οποία συνδέεται 
με την πυκνότητα ενέργειας του πεδίου που αρχικά τη δημιούργησε (αν θεωρήσουμε για 
παράδειγμα ότι προκαλείται ως τοπολογική ανομοιομορφία ενός βαθμωτού πεδίου) και η ο­
ποία περιμένουμε να έχει επιπτώσεις στη βαρυτική συμπεριφορά του μοντέλου. Όπως θα 
δούμε στο εδάφιο αυτό, μία ιδιοβαρυτική (self-gravitating) μεμβράνη μπορεί να επάγει μία 
καινούργια γεωμετρία στον Τπερχώρο της και να οδηγήσει σε μία σειρά από αξιοσημείωτα 
χαρακτηριστικά. Μάλιστα, κατασκευές αυτού του είδους, όχι μόνο επεκτείνουν το μοντέλο 
AD D , αλλά όπως θα δείξουμε στο επόμενο εδάφιο, ανοίγουν το δρόμο σε ακόμα πιο εντυ­
πωσιακές θεωρίες, όπου οι επιπλέον διαστάσεις μπορούν να είναι, όχι μόνο μεγάλες, αλλά 
και άπειρες σε έκταση!

Στο μοντέλο ADD, η γεωμετρία του χώρου ήταν παραγοντοποιήσψη, μπορούσε δηλαδή 
να γραφτεί ως το γινόμενο του συνήθους τετραδιάστατου χώρου και του χώρου που ήταν 
κάθετος σε αυτόν, απαρτιζόμενος από τις επιπλέον διαστάσεις Κ Κ . Μπορούμε όμως να 
φανταστούμε περιπτώσεις, όπου η γεωμετρία του Τπερχώρου δεν μπορεί να γραφτεί ως γι­
νόμενο δύο ανεξάρτητων γεωμετριών. Αντ’ αυτού, υπάρχει ένας παράγοντας στρέβλωσης 
(warp factor) στη μετρική, ο οποίος εξαρτάται από τις επιπλέον διαστάσεις και πολλαπλασι­
άζει την μετρική του τετραδιάστατου χωρόχρονου. Αν ο παράγοντας στρέβλωσης αλλάζει 
αρκετά γρήγορα ως προς τις επιπλέον διαστάσεις, μπορεί να οδηγήσει, όπως θα δούμε, σε 
ενδιαφέρουσα φαινομενολογία, όσοφ αφορά το πρόβλημα της ιεραρχίας. Ένα χαρακτηρι­
στικό παράδειγμα μοντέλου μεμβρανών με την ιδιότητα αυτή είναι το μοντέλο Randall -
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Sundrum [39] (ή R S  — 1). Σε αυτό, ο Τπερχώρος θεωρείται ότι είναι πενταδιάστατος, οπότε 
υπάρχει μία επιπλέον χωροειδής διάσταση, την οποία συμβολίζουμε χρησιμοποιώντας τη γω- 

> νιακή συντεταγμένη φ. Η διάσταση αυτή είναι περιοδική, με μία χαρακτηριστική ακτίνα rc και
- εκτείνεται από 0 έως 2π. Η μετρική που περιγράφει την (μη-παραγοντοποιήσιμη) γεωμετρία

του χωρόχρονου Randall - Sundrum είναι η

ds2 =  ε~2Ητ̂ η μνάχμάχν +  τ\άφ2. (2.15)

Στην έκφραση αυτή, ο παράγοντας k είναι ένα μέτρο του πόσο καμπυλωμένος είναι ο χώρος 
κατά μήκος της πέμπτης διάστασης. Βλέπουμε ότι στο μοντέλο αυτό ο Τπερχώρος δεν είναι 
πια ένας πολυδιάστατος χώρος Minkowski με μη-τετριμμένη τοπολογία, αλλά έχει τη μορφή 
ενός πενταδιάστατου χώρου anti — de S itter (AdS$). Μία γεωμετρία του παραπάνω τύπου 
προκύπτει ως λύση των εξισώσεων Einstein που παράγονται από την ακόλουθη δράση

S  =

Jgravity 

Svia 

Rhid

Rgravity + S v u  + S ^ id ,
J d * x  J *  (Ut>yf=G{-A +  2M3R} ,

J  d^Xy/ </vu{An« Ki«} i

j  d?X\/ 9hid{.^h id (2.16)

Βλέπουμε ότι η δράση αυτή περιέχει τρεις διαφορετικές συνεισφορές. Ο πρώτος όρος, 
Sgravity, περιέχει τον βαρυτικό όρο Einstein-Hilbert και την κοσμολογική σταθερά του πεν- 
ταδιάστατου Τπερχώρου Λ. Με Μ  συμβολίζουμε την πενταδιάστατη μάζα Planck, που ορίζει 
την ισχύ της βαρυτικής δύναμης στον Τπερχώρο. Ο δεύτερος και τρίτος όρος αντιπροσω­
πεύουν το ενεργειακό περιεχόμενο δύο μεμβρανών, τις οποίες ονομάζουμε ορατή (visible ή 
υπέρυθρη ή μεμβράνη TeV) και κρυμμένη (hidden ή υπεριώδης ή μεμβράνη Planck). Το πε­
ριεχόμενο κάθε μεμβράνης χωρίζεται σε ένα τμήμα £, το οποίο αντιπροσωπεύει συνηθισμένη 
ύλη, όπως πεδία του Καθιερωμένου Μοντέλου και σε έναν όρο V, ο οποίος είναι η τάση της 
μεμβράνης και είναι παρών ακόμα και όταν δεν υπάρχει κανένα άλλο είδος ύλης πάνω της.

Καθώς ο χωρόχρονος τον οποίο θεωρούμε δεν γεμίζει ολόκληρη την πέμπτη διάσταση, 
πρέπει να ορίσουμε κάποιες συνοριακές συνθήκες. Αυτές είναι η περιοδικότητα της φ, κα­
θώς και η ταύτιση των σημείων (χ,φ) με τα (χ ,—φ), οπότε η πέμπτη διάσταση έχει την 
τοπολογία σφαιρικής πολλαπλότητας (orbifold), S1/ Ζ2. Τα σταθερά σημεία της σφαιρικής 
πολλαπλότητας, φ =  0 και φ = π, είναι οι θέσεις στις οποίες βρίσκονται τοποθετημένες η 
κρυμμένη και η ορατή μεμβράνη αντίστοιχα. Οι επαγόμενες μετρικές πάνω σε αυτές είναι

9^ ’(χ“) = 0 ^ , φ  = π), 9“ (χμ) =  σ^,(χ",ψ  =  0). (2.17)

Μετά την επιβολή της συμμετρίας Ζ2, το πεδίο τιμών της πέμπτης διάστασης είναι 0 < φ < π. 
Απουσία άλλης ύλης πάνω στις μεμβράνες, οι εξισώσεις Einstein στον Τπερχώρο γράφονται 
ως

v —G ί R mn — - Gm nR
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Σχήμα 2.1: Ταυτοποίηση αρνητικών συντεταγμένων με δετικές πάνω σε μία σφαιρική πολ­
λαπλότητα (orbifold).

— Gmn + Vmsy/~9ws 9™ δ(φ — π)

+VhidV~9hid 9Ημυ ^(0)]· (2-18)
Αναζητούμε λύσεις, οι οποίες να είναι αμετάβλητες κάτω από μετασχηματισμούς Poincare 
σε τέσσερις διαστάσεις. Η απαίτηση αυτή μας οδηγεί στην ακόλουθη προδιαγραφή για τη 
μορφή της λύσης της μετρικής

ds2 = ε~2σ̂ η μνάχμάχ1' -I- τ 2άφ2. (2.19)

Αντικαθιστώντας την παραπάνω έκφραση στις εξισώσεις Einstein, αυτές ανάγονται στις δύο 
ακόλουθες εξισώσεις

/
θσ'2 Λ 
τ \  ~  4Μ3’

(2.20)

Τ1
Vhid

4M3rcδ(Φ) + 4M 3rc
δ(φ — π). (2.21)

Από αυτές μπορούμε να λύσουμε για τη μορφή της συνάρτησης σ(φ), η οποία και καθορίζει 
τον παράγοντα στρέβλωσης. Λαμβάνοντας υπόψιν τη σφαιρική συμμετρία φ —> —φ, η λύση 
γράφεται ως

*\σ =  τ0\φ\
24 Μ 3’

( 2. 22)
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όπου δεν έχουμε γράψει τη σταθερά ολοκλήρωσης, καθώς αυτή μπορεί να απορροφηθεί από 
μία αλλαγή των τετραδιάστατων συντεταγμένων. Όπως βλέπουμε, η λύση αυτή έχει νόημα 

> μόνο για αρνητικές τιμές της κοσμολογικής σταθεράς Λ, και άρα ο χώρος ανάμεσα στις δύο 
·* μεμβράνες είναι AdS5 .

Από την εξίσωση (2.21) επίσης συνάγεται ότι η παραπάνω λύση είναι έγκυρη μόνο όταν 
ισχύουν οι ακόλουθες συνθήκες, γνωστές και ως συνθήκες λεπτής ρύθμισης (fine-tunning)

Vhid = -V m  =  24Μ3*, Λ = -2 4 Λ/3*2. (2.23)

Όπως βλέπουμε, οι δύο μεμβράνες πρέπει να έχουν αντίθετες τάσεις. Αν η τάση της κρυμ­
μένης μεμβράνης είναι θετική, αυτή της ορατής μεμβράνης πρέπει να είναι αρνητική. Η 
παρουσία μίας μεμβράνης αρνητικής τάσεως σε αυτό το μοντέλο είναι δηλαδή επιβεβλημένη. 
Η τελική μορφή της λύσης είναι έτσι

ds2 =  ε~2Ι(Τ̂ η μνάχμάχ1' + τ^άφ2. (2.24)

Βλέπουμε ότι σε κάθε τιμή της φ αντιστοιχεί και μία τετραδιάστατη υπερεπιφάνεια, η οποία 
έχει τη γεωμετρία ενός χώρου Minkowski (με μετρική η ^ ). Οι ίδιες οι μεμβράνες χαρακτη­
ρίζονται επίσης από επίπεδους τετραδιάστατους χωρόχρονους.

Θα εξετάσουμε τώρα πώς η λύση αυτή αντιμετωπίζει το πρόβλημα της ιεραρχίας.^ Για να 
το κάνουμε αυτό, πρέπει να γράψουμε την ενεργό τετραδιάσΤατη δράση για την βαρύτητα 
πάνω στις μεμβράνες και από αυτήν να εξαγάγουμε την ενεργό τιμή της σταθεράς Planck. 
Το πρώτο βήμα είναι να αναγνωρίσουμε τις άμαζες βαρυτικές διαταραχές γύρω από την 
κλασική λύση. Αυτές παίζουν το ρόλο των βαρυτονίων στην ενεργό θεωρία, μεταδίδοντας 
την τετραδιάστατη βαρύτητα και είναι οι μηδενικές καταστάσεις των διαταραχών της μετρικής 
της μορφής

ds2 =  ε -ΜΤΜΜ[ημν +  Ημι/{χ)\άχμάχν +  Τ \χ )ά φ 2. (2.25)

Στην έκφραση αυτή, το h^  αντιπροσωπεύει τανυστικές διαταραχές γύρω από τον χώρο 
Minkowski και αντιστοιχεί στο τετραδιάστατο βαρυτόνιο. Θεωρούμε ότι το μέτρο της πέμ­
πτης διάστασης Τ(χ) είναι σταθεροποιημένο στην μέση τιμή του για το κενό (vacuum expec­
tation value) rc, ενώ τυχόν διανυσματικές διαταραχές δεν είναι παρούσες λόγω της επιβολής 
της Ζ2 συμμετρίας. Αντικαθιστώντας την έκφραση (2.25) για τη μετρική στη δράση, παίρ­
νουμε την ενεργό τετραδιάστατη εκδοχή της. Ενδιαφερόμαστε μόνο για το τμήμα το οποίο 
καθορίζει την ενεργό σταθερά Planck,

Se f f D J  d4x J *  άφ 2M2rce~2kTĉ  y f—lj ~R , (2.26)

όπου R  είναι το τετραδιάστατο βαθμωτό Ricci, παραγόμενο από τη μετρική 9μν{χ) =  ημν + 
Ημν(χ). Ο συντελεστής του ολοκληρώματος αυτού, μόλις εκτελέσουμε την ολοκλήρωση 
πάνω στην πέμπτη διάσταση, θα πρέπει να ισούται με 2 οπότε έχουμε την έκφραση

M 2Pl =  M 3rc Γ  άφε-2̂ Μ =  ^ [ 1  -  e~2kr‘v]. (2.27)

30 _______________________ Πολυδιάστατες θεω ρίες χαι Μ οντέλα  Μεμβρανών
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Η παραπάνω σχέση είναι ένα από τα πιο βασικά αποτελέσματα του μοντέλου Randall - 
Sundrum, και θα επανέλθουμε σε αυτήν στο επόμενο εδάφιο. Όπως βλέπουμε, αν krc »  1, 
η Μρι εξαρτάται πολύ ασθενώς από το μέγεθος της επιπλέον διάστασης. Αυτό επιτρέπει στην 
επιπλέον διάσταση να είναι μεγάλη σε έκταση, χωρίς όμως να επηρεάζει την κλίμακα ενέργειας 
της τετραδιάστατης βαρύτητας. Αν θεωρήσουμε Μ  ~  k ~  Μρι, η (2.27) αναπαράγει τη 
σωστή τιμή για την τετραδιάστατη σταθερά Planck.

Σχήμα 2.2: Η γεωμετρική δομή του μοντέλου R S  — 1. Ένας χώρος anti-de Sitter χωρίζει 
τις δύο μεμβράνες, τοποθετημένες στα σταθερά σημεία της σφαιρικής πολλαπλότητας (φ =  0 
και φ = π ).

Πιο πριν κάναμε έναν διαχωρισμό μεταξύ ορατής και κρυμμένης μεμβράνης. Θα δικαιο­
λογήσουμε τώρα αυτή την επιλογή. Θεωρούμε ότι η ορατή μεμβράνη είναι αυτή που φέρει 
αρνητική τάση και έχει ως ενεργειακό περιεχόμενο το Καθιερωμένο Μοντέλο. Η κρυμμένη 
μεμβράνη έχει θετική τάση και δεν είναι προσβάσιμη σε παρατήρηση. Τετραδιάστατοι παρα­
τηρητές βρίσκονται πάνω στην ορατή μεμβράνη, στο σημείο φ = π. Παρατηρούμε ότι η επα- 
γόμενη μετρική στην κρυμμένη μεμβράνη είναι ghid = ~§μι/, ενώ στην ορατή g $  =  e~2kre*gflt/. 
Ας θεωρήσουμε τώρα ένα βαθμωτό πεδίο πάνω στην ορατή μεμβράνη, ανάλογο με ένα πεδίο 
Higgs. Το τμήμα της δράσης που αντιστοιχεί στο πεδίο αυτό είναι της μορφής

SvisD J  ( ^ χ ^ - ρ υί3{ 9 ^ β μφ^Θμφ -  λ(|0 |2 -  mo)2}, (2.28)

όπου m 0 είναι η θεμελιώδης μάζα του πεδίου. Χρησιμοποιώντας την έκφραση για την επα- 
γόμενη μετρική πάνω στη μεμβράνη, η δράση γίνεται

S Vis D J -  Χ(\φ\2 -  m2)2}, (2.29)

31
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Απορροφώντας τώρα τους εκθετικούς παράγοντες στρέβλωσης στα πεδία, έτσι ώστε να 
φέρουμε τη δράση σε κανονική μορφή, παίρνουμε την τελική έκφραση για την ενεργό δράση 
στη μεμβράνη

Se„  3  ί  -  λ(|ψ|2 -  (2.30)

Όπως βλέπουμε, η ενεργός μάζα του πεδίου είναι τώρα

m =  e~kTc*mQ. (2.31)

Αν η μάζα του πεδίου είναι αρχικά της τάξεως Μρι και krc »  1, ο παράγοντας στρέβλωσης 
παράγει μία πολύ μικρότερη ενεργό μάζα. Η ιδιότητα αυτή είναι γενική για οποιαδήποτε 
κλίμακα μάζας εμφανίζεται στη δράση. Έτσι, ξεκινώντας από μία θεωρία διατυπωμένη στην 
Μρι, στην ίδια δηλαδή κλίμακα ενέργειας με αυτή της βαρύτητας, παίρνουμε μία ενεργό 
•θεωρία με πολύ μικρότερες μάζες. Μάλιστα, εξαιτίας του εκθετικού παράγοντα, ο όρος krc 
δεν είναι ανάγκη να είναι υπερβολικά μεγάλος, για να προκαλέσει μία τεράστια ιεραρχία. Με 
krc ~  50, μπορούμε να μεταβούμε από μάζες τάξεως Μρι στο 1 TeV. Η εικόνα εδώ είναι η 
αντίστροφη από αυτήν του μοντέλου ADD. Εκεί, η ttiew ήταν η θεμελιώδης κλίμακα και η 
Μρι παραγόταν από τη γεωμετρία. Εδώ, θεμελιώδης θεωρείται η Μρ/, ενώ η ηλεκτρασθενής 
κλίμακα παράγεται λόγω του εκθετικού παράγοντα στρέβλωσης.

Η εκθετική ιεραρχία του μοντέλου Randall - Sundrum παρουσιάζει ένα πλεονέκτημα 
απέναντι στο ADD. Είδαμε ότι στο δεύτερο μπορέσαμε να παραγάγουμε την κλίμακα Planck 
από την ηλεκτρασθενή, απαιτώντας όμως η ακτίνα συμπαγοποίησης να είναι πολύ μεγαλύτερη 
από την ακτίνα που αντιστοιχεί στην ηλεκτρασθενή κλίμακα2. Αυτή η συνθήκη ουσιαστικά 
επανεισάγει ένα νέο πρόβλημα ιεραρχίας, καθώς καλούμαστε να εξηγήσουμε γιατί η ακτίνα 
συμπαγοποίησης πρέπει να είναι τόσο μεγάλη. Αντίθετα, στο μοντέλο Randall - Sundrum, με 
krc ~  50 μπορούμε να επιτύχουμε την επιθυμητή ιεραρχία, οπότε η ακτίνα συμπαγοποίησης 
στην περίπτωση αυτή δεν απέχει πολύ από την κλίμακα Planck .

2.4  Α πειρες Ε πιπλέον Διαστάσεις:
Randall Sundrum -2

Είδαμε πώς το μοντέλο Randall Sundrum μπορεί με βάση μία μη-παραγοντοποιήσιμη γε­
ωμετρία να παράγει την παρατηρούμενη ιεραρχία μεταξύ της ηλεκτρασθενούς κλίμακας και 
της κλίμακας Planck. Όπως διαπιστώσαμε κατά την παραγωγή της έκφρασης (2.27), η α­
κτίνα συμπαγοποίησης rc επηρεάζει κατά ασθενή τρόπο τη σχέση μεταξύ της θεμελιώδους 
πενταδιάστατης κλίμακας βαρύτητας και της τετραδιάστατης σταθεράς Planck . Δεν εκμεταλ­
λευτήκαμε το χαρακτηριστικό αυτό παραπάνω, όπου προτεραιότητά μας ήταν να εξηγήσουμε 
το πρόβλημα της ιεραρχίας. Επανεξετάζοντας όμως τη σχέση που βρήκαμε, καταλαβαίνουμε 
ότι αυτή μπορεί να χρησιμοποιηθεί με έναν διαφορετικό τρόπο, για να απαντήσει ένα άλλο

2i?~ - L -  (
Τ Π Ε ίν  \ Τ Η £ \ ν  )
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ερώτημα: αυτό της ύπαρξης επιπλέον διαστάσεων, οι οποίες μπορούν να είναι μακροσκοπικής 
κλίμακας, ακόμα και άπειρες σε έκταση. Η αναζήτηση αυτή οδηγεί στο μοντέλο το οποίο 
είναι γνωστό ως Randall Sundrum-2 [40] (R S  — 2).

Η εικόνα που σχηματίσαμε για τις επιπλέον διαστάσεις στα προηγούμενα εδάφια ήταν 
ότι αυτές δε γίνονται αντιληπτές επειδή είναι συμπαγείς και πολύ μικρές σε μέγεθος. Στην 
περίπτωση της θεωρίας Kaluza-Klein, το μέγεθος των επιπλέον διαστάσεων περιορίζεται 
αυτομάτως από το γεγονός ότι δεν βλέπουμε καταστάσεις Κ Κ  των γνωστών σωματιδίων 
στους επιταχυντές. Στο ADD, έχουμε ένα μέγιστο όριο, το οποίο είναι λιγότερο ισχυρό και 
έχει να κάνει με την κλίμακα αποστάσεων στην οποία η βαρυτική δύναμη έχει πειραματικά 
ελεγχθεί. Όλα τα συμπεράσματα αυτά στηρίχτηκαν σε μοντέλα τα οποία χρησιμοποιούν πα- 
ραγοντοποιήσιμες γεωμετρίες. Όπως θα δούμε, οι περιορισμοί αυτοί παύουν να ισχύουν στο 
μοντέλο Randall Sundrum-2 λόγω του καμπυλωμένου Τπερχώρου. Ο εκθετικός παράγον­
τας στρέβλωσης παρέχει τη δυνατότητα στην επιπλέον διάσταση να είναι μη-συμπαγής και 
άπειρης έκτασης. Μία τέτοια εκτεταμένη πέμπτη διάσταση, προφανώς δε θα ήταν αντιληπτή 
από έναν τετραδιάστατο παρατηρητή μέσω των αλληλεπιδράσεων του Καθιερωμένου Μον­
τέλου, αφού αυτές θεωρούνται παγιδευμένες πάνω στη μεμβράνη. Η βαρύτητα όμως είναι 
σε θέση να μεταδίδεται σε όλες τις διαστάσεις. Αν όντως υπάρχει μία επιπλέον χωροειδής, 
μη-συμπαγής διάσταση πέρα από τις τρεις γνωστές, ο νόμος δύναμης της βαρύτητας θα πε­
ριμέναμε να είναι διαφορετικός από Ι /r . Όπως προκύπτει όμως, η μη-τετριμμένη γεωμετρία 
του Τπερχώρου οδηγεί τις μηδενικές καταστάσεις των βαρυτονίων να παγιδεύονται και αυτές 
κοντά στη μεμβράνη, αναπαράγοντας έτσι σε χαμηλές ενέργειες μία ενεργό τετραδιάστατη 
βαρύτητα.

Επιστρέφοντας στη σχέση (2.27), βλέπουμε ότι η τετραδιάστατη μάζα Planck εξακολου­
θεί να είναι καλά ορισμένη ακόμα και στο όριο rc —* οο. Η θεωρία αυτή φαίνεται να έχει σωστή 
τετραδιάστατη συμπεριφορά για μεγάλη ακτίνα συμπαγοποίησης, ακόμα και άπειρη, περίπτω­
ση που αντιστοιχεί ουσιαστικά στην μετακίνηση της μίας από τις μεμβράνες σε πολύ μεγάλη 
απόσταση. Αντίθετα, στην περίπτωση μίας παραγοντοποιήσιμης γεωμετρίας, θα περιμέναμε 
μία εξάρτηση της σταθεράς Planck από την πέμπτη διάσταση της μορφής Mpt =  M 3rc7r, η 
οποία προκύπτει από τη σχέση (2.13) για n  =  1. Η έκφραση αυτή αποκλείει το ενδεχόμενο 
να υπάρχουν μη-συμπαγείς διαστάσεις σε τέτοιου είδους μοντέλα.

Παρά το γεγονός ότι έχουμε μία καλά ορισμένη τετραδιάστατη σταθερά για τη βαρύτητα 
στη μεμβράνη, στο όριο άπειρης έκτασης της επιπλέον διάστασης, αυτό δεν εξασφαλίζει 
την ύπαρξη τετραδιάστατης βαρύτητας με τη σωστή συμπεριφορά. Για να συμβαίνει κάτι 
τέτοιο, θα πρέπει η θεωρία να διαθέτει μηδενικές καταστάσεις για τα βαρυτόνια, οι οποίες να 
είναι εντοπισμένες πάνω σε μία από τις μεμβράνες. Θα συμβολίσουμε την πέμπτη διάσταση 
με y, προκειμένου να δηλώσουμε με πιο προφανή τρόπο τη μη-συμπαγή της φύση3. Από 
εδώ και πέρα, θα θεωρήσουμε ότι απομακρύνουμε τη μεμβράνη, που στο μοντέλο R S  — 1 
ονομάσαμε ορατή, στο άπειρο, έτσι ώστε μόνο η προηγούμενα κρυμμένη μεμβράνη θετικής 
τάσεως παραμένει. Στο μοντέλο αυτό, θα θεωρήσουμε ότι τα πεδία του Καθιερωμένου 
Μοντέλου είναι περιορισμένα πάνω στην θετική μεμβράνη, οπότε η προηγούμενα κρυμμένη 
μεμβράνη γίνεται στην περίπτωση αυτή ορατή και ταυτίζεται με το γνωστό τετραδιάστατο

3Η αλλαγή συντεταγμένων που χρησιμοποιούμε είναι y  =  rctf>, στο όριο rc —♦ οο.
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σύμπαν μας. Θυμίζουμε ότι στο R S — 1, αυτή ήταν η μεμβράνη πάνω στην οποία η θεμελιώδης 
κλίμακα των αλληλεπιδράσεων ήταν η Μρι (υπεριώδης μεμβράνη). Καθώς δεν υπάρχει πια 
η υπέρυθρη μεμβράνη, δεν υπάρχει τρόπος να αναπαράγουμε την ηλεκτρασθενή κλίμακα, και 
άρα το μοντέλο αυτό δεν μπορεί να επιλύσει το πρόβλημα της ιεραρχίας.

Οι καταστάσεις Κ Κ  των βαρυτονίων βρίσκονται γράφοντας την εξίσωση κίνησης για τις 
τανυστικές διαταραχές της μετρικής. Για το μοντέλο που εξετάζουμε, μπορούμε να γράψουμε 

=  ε~2>ίΜημι/ + hpU(x,y), όπου οι διαταραχές hlu/(x ,y ) αντιπροσωπεύουν τα βαρυτόνια 
στην ενεργό τετραδιάστατη θεωρία. Αντικαθιστώντας τη μορφή αυτή για τη μετρική στις 
εξισώσεις Einstein, παίρνουμε την εξίσωση κίνησης για τα Ημν(χΛ y),

1
2 dy2

— Ah2 +  4kS (y) + hJJ =  0. (2.32)

Οι δείκτες T T  υποδηλώνουν ότι επιλέγουμε την εγκάρσια βαθμίδα μηδενικού ίχνους (transvere- 
traceless gauge), στην οποία d*‘h^J =  /ι£Γμ = 0. Στη βαθμίδα αυτή, οι δείκτες μ, ν υπακο- 
ύουν στην ίδια εξίσωση, οπότε μπορούμε να γράψουμε /i(x, y)  =  Tp(y)ei px , όπου ρ 2 =  -m 2.
Η εξίσωση που προκύπτει για την κυματοσυνάρτηση των βαρυτονίων κατά μήκος της πέμπτης 
διάστασης είναι

-  γ -  \& , -  2k6(y) +  2kA  =  0, - (2.33)

Μέσω της αλλαγής συντεταγμένων ζ = sgn(y) (e*,vl — 1) /Λ: κοα τον μετασχηματισμό των 
κυματοσυναρτήσεων ψ(ζ) = Tp{y)ek\yV2, h(x,z) =  /i(x, y)efc'vl/2, είναι δυνατό να ξανα­
γράψουμε τη σχέση αυτή στη μορφή μίας μονοδιάστατης εξίσωσης τύπου Schrodinger

+ n o ψ(ζ) =  τη2ψ,

όπου το δυναμικό δίνεται από τη σχέση

V(z) = 15 k2 3 k .. .
8 ( φ |  +  I)2 ~  Ύ  (Ζ)'

(2.34)

(2.35)

Οι λύσεις της εξίσωσης αυτής παρέχουν την μηδενική κατάσταση (τη =  0) και τις κατα­
στάσεις Κ Κ  (τη φ  0), οι οποίες μεταδίδουν την βαρυτική δύναμη πάνω στη μεμβράνη. Η 
μηδενική κατάσταση είναι υπεύθυνη για την αναπαραγωγή της συμβατικής τετραδιάστατης 
συμπεριφοράς, ενώ οι καταστάσεις Κ Κ  -δα παρέχουν διορθώσεις στο νόμο δύναμης. Το 
δυναμικό (2.35) είναι αυτό το οποίο καθορίζει το προφίλ των διαφόρων καταστάσεων κατά 
μήκος της πέμπτης διάστασης. Όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.3, έχει τη μορφή ηφαιστείου, 
με ένα άπειρο πηγάδι στην αρχή των αξόνων λόγω της ελκτικής συνάρτησης δέλτα, η οπο­
ία αντιπροσωπεύει την επίδραση της μεμβράνης. Η συμπεριφορά των λύσεων γίνεται πολύ 
εύκολα κατανοητή με βάση την μη-σχετικιστική κβαντομηχανική εικόνα. Για τη =  0, το 
οποίο στην ισοδύναμη εξίσωση Schrodinger αντιστοιχεί σε σωμάτιο μηδενικής ενέργειας, η 
μηδενική κατάσταση βρίσκεται ακριβώς στο ενεργειακό κατώφλι για να δώσει ένα ελεύθερο 
σωμάτιο. Επειδή το δυναμικό τείνει στο μηδέν σε άπειρη απόσταση, η κατάσταση αυτή δεν
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Σχήμα 2.3: Το δυναμικό περιορισμού για το μοντέλο R S  — 1 και η μηδενική κατάσταση.

μπορεί να ξεφύγει από το πηγάδι και δίνει έτσι μία δέσμια κατάσταση, η οποία είναι χωρικά 
εντοπισμένη στη θέση της μεμβράνης (y =  0). Όλες οι υπόλοιπες καταστάσεις Κ Κ ,  ακόμα 
και αυτές με τη —*· 0, έχουν πια αρκετή ενέργεια ώστε να μπορούν να διαφύγουν από το 
ελκτικό δυναμικό, δίνοντας έτσι καταστάσεις σκέδασης. Περιμένουμε λοιπόν να βρούμε μία 
δέσμια μηδενική κατάσταση, ακολουθούμενη από ένα συνεχές φάσμα έμμαζων καταστάσε­
ων σκέδασης, το οποίο ξεκινά από το μηδέν (δεν υπάρχει δηλαδή χάσμα στις μάζες του 
φάσματος).

Η διαισθητική αυτή εικόνα πράγματι επιβεβαιώνεται. Είναι εύκολο να λύσουμε την εξίσω­
ση κίνησης για την μηδενική κατάσταση, η οποία προκύπτει να είναι ψο{ζ) =  ' fk/{k\z\  + l ) l/2. 
Το προφίλ της φαίνεται επίσης στο Σχήμα 2.3, όπου ο χωρικός εντοπισμός πάνω στη μεμ­
βράνη γίνεται προφανής. Αυτό είναι και το βασικό αποτέλεσμα το οποίο ξεκινήσαμε να 
αποδείξουμε. Η μεμβράνη παγιδεύει την μηδενική κατάσταση του βαρυτονίου πάνω της, προ- 
καλώντας έτσι ενεργό τετραδιάστατη βαρύτητα4. Ένας τετραδιάστατος παρατηρητής πάνω 
στη μεμβράνη δεν είναι σε θέση να ανιχνεύσει την επιπλέον διάσταση μέσω π.χ. ηλεκτρο­
μαγ νητικών κυμάτων, καθώς αυτά είναι παγιδευμένα μέσα σε αυτήν και δεν. μπορούν να 
διαδοθούν στον Τπερχώρο. Δεν μπορεί μάλιστα να αντιληφθεί την ύπαρξη του Τπερχώρο, 
ούτε καν μέσω της βαρύτητας, της οποίας τα σωμάτια μπορούν να διαδίδονται σε πέντε δια­
στάσεις! Η μεμβράνη έχει παγιδεύσει την ίδια τη βαρύτητα, κρύβοντας εξολοκλήρου την 
ύπαρξη της πέμπτης διάστασης.

Δεν είναι επίσης δύσκολο να λύσουμε την εξίσωση κίνησης για τις έμμαζες καταστάσεις

4Τ ο  γεγο νό ς  ότι η μηδενική κατάσταση έχε ι κανονικοποιήσιμη κυματοσυνάρτηση ω ς προς την πέμπτη  

διάσταση είναι πολύ σημαντικό. Ε ά ν  κάτι τέτοιο δεν συνέβαινε, δεν ·θα μπορούσαμε να ερμηνεύσουμε τη μη­

δενική κατάσταση ω ς ένα άμαζο τετραδιάφίριτο βαρυτόνιο. Η  παρατήρηση αυτή αποτελεί το σημείο εκκίνησης  

στα μοντέλα ημιεντοπισμένης βαρύτητας που ϋα  μελετήσουμε στο επόμενο εδάφιο.
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S
. X

ΚΚ.  Με κατάλληλη αλλαγή συντεταγμένων, μπορούμε να τη μετασχηματίσουμε σε μία 
εξίσωση τύπου Bessel, με λύσεις

rpm ~  Wm(M + 1 Α )1/2 Υ2{τη{\ζ\ +  l /k))  +
4 k2 
ππι2*Μ™(Μ +  l /k))  , (2.36)

όπου Nm είναι μία σταΌερά κανονικοποίησης. Από την έκφραση αυτή, μπορούμε να υπολο­
γίσουμε τις τροποποιήσεις που υπεισάγουν οι καταστάσεις αυτές στην τετραδιάστατη βαρύτη­
τα στη μεμβράνη. Χρησιμοποιώντας τις ασυμπτωτικές εκφράσεις των συναρτήσεων Bessel 
για μικρά και μεγάλα ορίσματα, μπορούμε να δείξουμε ότι η τιμή της κυματοσυνάρτησης για 
τις καταστάσεις Κ Κ  πάνω στη μεμβράνη (ζ =  0) έχει τη μορφή

Ψπι (0) rv const. (2.37)

Η ισχύς τον κυματοσυναρτήσεων στην αρχή των συντεταγμένων είναι αρκετή για να γνω­
ρίζουμε ποια είναι η συνεισφορά τους πάνω στη μεμβράνη. Κάθε μία από τις έμμαζες κατα­
στάσεις παράγει ένα δυναμικό τύπου Yukawa

ο e~mr
(2.38)

Επειδή το φάσμα των καταστάσεων είναι συνεχές, πρέπει να ολοκληρώσουμε πάνω σε όλες 
τις μάζες στο διάστημα [0, οο]. Η διόρθωση στο Νευτώνειο δυναμικό -Θα είναι λοιπόν5

ΟΟ

/
_ p-mr

dm |<M 0)|2 —

0
_  Ga const 

r k2r2

Ga f  mdm
-r^const. /  — r— e~mT 
kr J  k

(2.39)

To βαρυτικό δυναμικό που παίρνουμε τελικά πάνω στη μεμβράνη είναι ο συνδυασμός των 
συνεισφορών της μηδενικής κατάστασης και των καταστάσεων Κ Κ ,

V( r )  = - Ga

r
(2.40)

Όπως διαπιστώνουμε, οι διορθώσεις στο νόμο του Νεύτωνα λόγω των έμμαζων καταστάσεων 
Κ Κ  είναι πολύ ασθενείς. Ο ρόλος τους γίνεται σημαντικός μόνο σε πολύ μικρές αποστάσεις, 
όπου τ ~  ΑΓ1, όταν δηλαδή οι αποστάσεις μεταξύ βαρυτικά αλληλεπιδρώντων σωμάτων είναι 
συγκρίσιμες με την ακτίνα του Τπερχώρου AdS, ΑΓ1. Πρέπει ωστόσο να τονίσουμε ότι οι 
διορθώσεις στο μοντέλο R S —2 λόγω των καταστάσεων Κ Κ  ακολουθούν έναν νόμο δύναμης 
Ι / r 3, ενώ σε ένα μοντέλο με συμπαγείς επιπλέον διαστάσεις συναντάμε εκθετική απόσβεση 
των διορΌώσεων σε μεγάλες αποστάσεις.

δΗ  σχέση μεταξύ μάζας P la n ck  και σταύεράς του Ν εύτω να είναι 2Mpl =
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2.5 Ημιεντοπισμένη Βαρύτητα - Μ οντέλο G R S

Η ιδέα της ύπαρξης επιπλέον διαστάσεων, οι οποίες να είναι μη-συμπαγείς και να έχουν άπειρη 
έκταση, αποδεικνύεται εξαιρετικά γόνιμη για τη δημιουργία μίας σειράς από μοντέλα βαρύτη­
τας με πλούσια φαινομενολογία, η οποία μπορεί να έχει εφαρμογές σε σύγχρονα κοσμολογικά 
προβλήματα. Στο μοντέλο R S  — 2, είδαμε ότι διορθώσεις στη Νευτώνεια βαρύτητα πάνω στη 
μεμβράνη εμφανίζονται μόνο σε αποστάσεις συγκρίσιμες με την ακτίνα του χώρου AdS^, 
k ~ \  Καθώς θεωρούμε ότι k ~  Μρι, η επιπλέον διάσταση ουσιαστικά επανεμφανίζεται μόνο 
σε πολύ μικρές αποστάσεις, ενώ σε μεγαλύτερες αποστάσεις η βαρύτητα πάνω στη μεμβράνη 
είναι πρακτικά τετραδιάστατη. Η κλίμακα μήκους 1/λΓ1 ορίζει έτσι το κατώφλι ανάμεσα στις 
δύο αυτές περιοχές ενεργού βαρύτητας. Όπως θα δούμε τώρα, είναι δυνατό να κατασκευα­
στούν παραλλαγές του RS  -  2, στις οποίες η πέμπτη διάσταση γίνεται ορατή από βαρυτικής 
απόψεως τόσο σε πολύ μικρές, όσο και σε πολύ μεγάλες κλίμακες μήκους. Τα μοντέλα αυτά 
στηρίζονται στο φαινόμενο του ημιεντοπισμού [53] (quasi-localization).

Ημιεντοπισμός της βαρύτητας υφίσταται σε χώρους όπου δεν υπάρχει μία κανονικοποιήσι- 
μη μηδενική κατάσταση για το βαρυτόνιο, η οποία να μπορεί να αναπαράγει το τετραδιάστατο 
βαρυτικό δυναμικό πάνω στη μεμβράνη. Αντί αυτής όμως, συναντάμε έναν συντονισμό, ένα 
σωματίδια δηλαδή, το οποίο εμφανίζεται από την συνδυασμένη δράση μίας σειράς από έμμα- 
ζες καταστάσεις Κ Κ  με μάζα κοντά στο μηδέν. Ο συντονισμός δεν αποτελεί ένα σταθερό 
βαρυτόνιο, αλλά διαθέτει έναν πεπερασμένο χρόνο ζωής. Αυτό έχει σαν αποτέλεσμα, αφού 
το σωματίδιο συντονισμού διανύσει μεγάλη απόσταση ως προς το χρόνο ζωής του, να απο- 
διεγείρεται, εγκαταλείποντας ουσιαστικά τη μεμβράνη. Έτσι, σωματίδια τα οποία βρίσκονται 
πάνω στη μεμβράνη και ανταλλάσσουν μεταξύ τους τέτοια σωμάτια συντονισμού, αλληλεπι- 
δρούν βαρυτικά με μία τετραδιάστατη δύναμη της'μορφής Ι / r ,  δεδομένου ότι η μεταξύ τους 
απόσταση είναι μικρή σε σχέση με το χρόνο ζωής του συντονισμού. Αν όμως απέχουν αρκε­
τά, τότε ο συντονισμός αποδιεγείρεται, και η βαρύτητα ακολουθεί πλέον τον πενταδιάστατο 
νόμο Gauss, με το δυναμικό της να είναι πλέον Ι / r 2. Σε μεγάλες δηλαδή κλίμακες μήκους 
(ή ισοδύναμα χρόνου) η βαρύτητα περνά από τετραδιάστατη σε πενταδιάστατη συμπεριφορά, 
μειούμενη έτσι σε ισχύ.

Το φαινόμενο αυτό μπορεί να είναι σε θέση να εξηγήσει πρόσφατες παρατηρήσεις, οι 
οποίες φαίνεται να υποδεικνύουν ότι το σύμπαν μας βρίσκεται σε φάση επιταχυνόμενης δια­
στολής. Δεδομένου ότι η ύλη και η ενέργεια που περιέχεται στον χώρο τείνει με την ιδιοβα- 
ρύτητά της να επιβραδύνει την κοσμική διαστολή, η παρουσία επιτάχυνσης είναι δηλωτική είτε 
της ύπαρξης κάποιας άγνωστης μορφής δύναμης ή ενεργειακού περιεχομένου, το οποίο δρα 
απωστικά, είτε της τροποποίησης της Νευτώνειας βαρύτητας σε κοσμολογικές κλίμακες. Α­
κριβώς μία τέτοια είδους τροποποίηση προτείνουν τα μοντέλα ημιεντοπισμένης βαρύτητας. Σε 
κοσμολογικές κλίμακες μεγέθους, η βαρύτητα εξασθενεί επειδή η κρυμμένη πέμπτη διάσταση 
επανεμφανίζεται, και η αλληλεπίδραση περνά από τέσσερις σε πέντε διαστάσεις.

Θα εξετάσουμε ένα παράδειγμα μοντέλου ημιεντοπισμένης βαρύτητας, που προτάθηκε από 
τους Gregory, Rubakov και Sibiryakov [54, 55] (γνωστό και ως μοντέλο GRS). Το μοντέλο 
αυτό στηρίζεται στο RS  -  2. Όπως και στην περίπτωση αυτή, θεωρούμε την ύπαρξη μίας 
μη-συμπαγούς, άπειρης σε έκταση #έμπτης διάστασης, την οποία θα συμβολίσουμε εδώ με 
ζ. Μία μεμβράνη με θετική τάση σ βρίσκεται τοποθετημένη στο σημείο 2 =  0. Το νέο
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στοιχείο στο GRS είναι η παρουσία δύο νέων μεμβρανών, με ίσες και αρνητικές τάσεις -σ /2 , 
τοποθετημένες συμμετρικά γύρω από την κεντρική, στα σημεία ζ = ± zc. Στο χώρο μεταξύ 
της θετικής και των δύο αρνητικών μεμβρανών, υπάρχει όπως και πριν μία κοσμολογική 
σταθερά Λ στον Τπερχώρο. Πέρα από τις θέσεις των δύο μεμβρανών αρνητικής τάσεως 
έχουμε Λ =  0. Η κατασκευή διαθέτει συμμετρία Ζ2, όπως και το R S — 2, λόγω της 
συμμετρικής τοποθέτησης των μεμβρανών και των ίδιων τάσεων που φέρουν. Ως εκ τούτου, 
αρκεί να ασχοληθούμε με τη μορφή της λύσης μόνο για θετικά ζ , αφού για αρνητικές τιμές 
της συντεταγμένης έχουμε απλώς μία κατοπτρική εικόνα.

Μπορούμε σχετικά εύκολα να καταλάβουμε ποια πρέπει να είναι η μορφή της λύσης. Στο 
χώρο ανάμεσα στις μεμβράνες, το μοντέλο είναι πρακτικά το ίδιο με το R S — 2. Περιμένουμε 
να βρούμε ένα τμήμα ενός χώρου AdSs. Εκτός των μεμβρανών, μπορούμε επίσης να κατα­
λάβουμε ποια πρέπει να είναι η λύση, θεωρώντας το σύστημα των μεμβρανών όπως φαίνεται 
από πολύ μεγάλη απόσταση. Όταν ζ 3> zc, οι τρεις μεμβράνες φαίνονται πρακτικά να συμ­
πίπτουν και εξαιτίας της μηδενικής ολικής τους τάσεως, πρακτικά αλληλοεξουδετερώνονται. 
Για μεγάλα ζ, ο χώρος πρέπει να είναι Minkowski. Με βάση αυτή την εικόνα, μπορούμε 
να προσπαθήσουμε να ενώσουμε έναν χώρο AdS$ για 0 < ζ < zc με έναν Minkowski για 
ζ > zc και να βρούμε ποιες συνοριακές συνθήκες πρέπει να ισχύουν πάνω στη μεμβράνη στο 
ζ = zc. Η λύση για τη μετρική του χώρου είναι 6 7

Βλέπουμε ότι, για ζ > zc, ο παράγοντας στρέβλωσης είναι σταθερός, και άρα έχουμε όντως

πάνω στη μεμβράνη, αναλύουμε τη μορφή των τανυστικών διαταραχών της μετρικής, όπως 
ακριβώς και στην περίπτωση του R S  — 2. Θεωρούμε ότι η απόσταση μεταξύ των μεμβρανών 
είναι σταθεροποιημένη με κάποιο κατάλληλο μηχανισμό, οπότε δεν ασχολούμαστε με διατα-

Θα χρησιμοποιήσουμε όπως και στο προηγούμενο εδάφιο την εγκάρσια βαθμίδα μηδενικού 
ίχνους, όπου =  }ί£Γμ =  0. Η εξίσωση που προκύπτει είναι η ίδια για όλους τους τανυ-
στικούς δείκτες μ, ν, οπότε μπορούμε να τους παραλείψουμε, καταλήγοντας στις εξισώσεις

6Η  μετρική αυτή έχει αντίθετη υπογραφή, (+ , - , — , - ,  — ), σε σύγκριση με αυτήν που χρησιμοποιήσαμε 

σ τα προηγούμενα εδάφια

7Η  υπόθεση αυτή είναι μη-τετριμμένη. Ο  συνυπολογισμός της συνεισφοράς του radian, σε περίπτωση 

που η απόσταση των μεμβρανών δεν είναι σταθεροποιημένη, μπορεί να επηρεάσει δραστικά την ανάλυση για  

την ενεργό τετραδιάστατη βαρύτητα. Η  ίδια η διαδικασία σταθεροποίησης είναι επίσης μη-τετριμμένη [56].

ds2 =  α2(ζ)ημνάχμάχν — dz2, -- (2.41)

όπου ο παράγοντας στρέβλωσης είναι

0 < ζ < Zc 
ζ > Zc

(2.42)

έναν χώρο Minkowski. Οι διάφορες φυσικές σταθερές του μοντέλου συνδέονται μεταξύ τους
με τις συνήθεις συνθήκες λεπτής ρύθμισης σ =  Λ = -o k .  Στις εκφράσεις αυτές, Gs 
είναι η πενταδιάστατη σταθερά του Νεύτωνα. Για να βρούμε τη συμπεριφορά της βαρύτητας

ραχές τύπου radian}. Οι τανυστικές διαταραχές της μετρικής γύρω από την παραπάνω λύση 
μπορούν να γραφούν ως

ds2 =  α2(ζ)ημνάχμάχν +  h ^ (x , ζ)άχμάχν — dz2. (2.43)(2.43)
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για την κυματοσυνάρτηση των βαρυτονίων

h" -  4k2h -  <4)Λ. =  0 0 < ζ < zc
h" — 4-C|(4)/i =  0 ζ > zc

(2.44)

Αυτές συνοδεύονται από τις Συνθήκες Συνέχειας πάνω στη μεμβράνη αρνητικής τάσεως

h' +  2kh =  0 ζ =  0 
[Λ-'] — 2kh =  0 ζ — zc

(2.45)

Στις Συνθήκες Συνέχειας συμβολίζουμε με [Λ'] την ασυνέχεια της παραγώγου ως προς ζ 
των διαταραχών της μετρικής, στο ζ =  zc. Προχωρούμε τώρα στην παραγωγή της εξίσωσης 
κίνησης για την κυματοσυνάρτηση ως προς ζ. Γράφουμε τις καταστάσεις των βαρυτονίων με 
βάση τις λύσεις τετραδιάστατων επίπεδων κυμάτων, h = φ{ζ)β'ρ“χμ, όπου ρ2 = m 2 (βλέπουμε 
την αντιστροφή του προσήμου στην τελευταία σχέση, σε σύγκριση με την πραγμάτευση του 
μοντέλου Randall-Sundrum λόγω της διαφορετικής υπογραφής της μετρικής). Οι εξισώσεις 
για τις καταστάσεις Κ Κ  στις δύο περιοχές του χώρου είναι τότε

φ" — 4k2ip +  =  0 0 < ζ < zc
φ "  +  ηρ-φ  = 0 ζ > zc

(2.46)

Η πρώτη από τις εξισώσεις είναι πρακτικά ισοδύναμη με την (2.33) για τις καταστάσεις Κ Κ  
στο μοντέλο RS — 2. Εφαρμόζοντας μία αντίστοιχη αλλαγή μεταβλητών, ζ =  £ekz, αυτή 
μετατρέπεται σε μία εξίσωση Bessel, με λύσεις

Φτη =  Cm [μ  -/2(πιζ) -  -Λ ^ 2(mC)] , 0 < 2 < zc, (2.47)

όπου ζ0 = k~lekZc. Η δεύτερη εξίσωση είναι μία συνήθης δευτεροτάξια διαφορική, αφού ο 
παράγοντας στρέβλωσης α_ είναι σταθερός για z > zc και οι λύσεις της είναι ημίτονα και 
συνημίτονα,

«

φη  =  Am COS +  Bm sin
m~ i z ~ zc)a-

z > zc. (2.48)

Τονίζουμε εδώ ότι, αν και οι παραπάνω εξισώσεις έχουν λύση ακόμα και για τη = 0, η 
μηδενική αυτή κατάσταση δεν αντιστοιχεί σε ένα φυσικό άμαζο βαρυτόνιο. Αυτό οφείλεται 
στο γεγονός ότι το ολοκλήρωμα

ΟΟ

/  (2'40) —ΟΟ

το οποίο καθορίζει τη σταθερά κςί&ονικοποίησης της κυματοσυνάρτησης, αποκλίνει στον 
χώρο Minkowski. Αυτό είναι και διαισθητικά προφανές. Όπως φαίνεται από την (2.48),
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για m  =  0 η μηδενική κατάσταση είναι σταθερή για ζ > zc. Καθώς το ολοκλήρωμα ε­
κτείνεται μέχρι το άπειρο, και ο παράγοντας στρέβλωσης είναι επίσης σταθερός, παίρνουμε

κανένα ρόλο στο μοντέλο αυτό. Οποιουδήποτε είδους ενεργός βαρύτητα πάνω στη μεμβράνη 
•θα οφείλεται στις έμμαζες καταστάσεις Κ Κ ,

Απομένει τώρα να προσδιορίσουμε τον σταθερό συντελεστή Cm στις παραπάνω εκφράσεις, 
ώστε να εξαγάγουμε την ισχύ των κυματοσυναρτήσεων αυτών στο μηδέν, πράγμα που θα 
καθορίσει τη συμπεριφορά της βαρύτητας πάνω στη μεμβράνη. Με βάση τη συνθήκη κανο- 
νικοποίησης

για τις κυματοσυναρτήσεις των βαρυτονίων και χρησιμοποιώντας την ασυμπτωτική μορφή 
των συναρτήσεων Bessel για μικρά ορίσματα8 προκύπτει ότι

Η έκφραση αυτή για τη σταθερά κανονικοποίησης οδηγεί στην ακόλουθη μορφή για την ισχύ 
των κυματοσυναρτήσεων στη θέση της μεμβράνης,

την οποία αναγνωρίζουμε ως ένα πλάτος συντονισμού, τύπου Breit-Wigner. Το πλάτος αυτό 
αντιστοιχεί σε ένα σωματίδιο συντονισμού με μηδενική μάζα και ρυθμό αποδιέγερσης Γ ~  
Am . Ισοδύναμα, ο χρόνος ζωής του συντονισμού είναι r  =  rc ~  1/Δτπ. Με rc =  Cc(̂ Cc)2

διασπαστεί. Η απόσταση αυτή όπως θα δούμε, καθορίζει το κατώφλι μεταξύ τετραδιάστατης 
και πενταδιάστατης βαρύτητας.

Έχοντας αποδείξει την ύπαρξη ενός συντονισμού μηδενικής μάζας, ο οποίος μπορεί να 
παίξει το ρόλο ενός άμαζου τετραδιάστατου βαρυτονίου, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε 
τα παραπάνω αποτελέσματα, για να εξαγάγουμε το βαρυτικό δυναμικό πάνω στη μεμβράνη. 
Εδώ, το δυναμικό παράγεται αποκλειστικά από τις έμμαζες καταστάσεις, αφού δεν υπάρχει 
κανονικοποιήσιμη μηδενική κατάσταση. Βρίσκουμε έτσι

είναι πολύ μεγαλύτερη από την ακτίνα του χώρου AdS$.  Ο ι δύο αυτές συνθήκες συνεπάγονται την m / k  «  1.

«, w

const. [ dz = οο. Η μηδενική κατάσταση είναι δηλαδή μη-κανονικοποιήσιμη και δεν παίζει
ΟΟ

(2.50)

(2.51)

(2.52)

συμβολίζουμε την απόσταση την οποία μπορεί να διανύσει το σωμάτιο συντονισμού προτού

ΟΟ

0

(2.53)
ο

8 Θ α θεωρήσουμε εδώ ότι ζε 1. Επίσης θα απαιτήσουμε ζΒ 2> fc” 1, η νέα κλίμακα μήκους δηλαδή να
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Για r  «; rc, ο εκθετικός παράγοντας γίνεται ίσως με τη μονάδα και ανακτάμε το Νευτώνειο 
δυναμικό V (r) =  όπου Gjv =  Για αποστάσεις πολύ μεγαλύτερες της r c,
το ολοκλήρωμα είναι ουσιαστικά αμελητέο. Όλη η συνεισφορά έρχεται από το διάστημα 
[0, rc], στο οποίο ο παρονομαστής είναι πρακτικά ίσος με τη μονάδα (αφού χ  1 σε αυτό το 
διάστημα). Παίρνουμε έτσι το τροποποιημένη δυναμικό,

V(r)
2 7ΓΓ2

(2.54)

Η τελευταία δεν είναι παρά η σχέση για το Νευτώνειο δυναμικό σε πενταδιάστατο χώρο. Σε 
αποστάσεις πολύ μεγαλύτερες από την r c, ο συντονισμός από τις καταστάσεις Κ Κ  αποδιε- 
γείρεται, και η επιπλέον διάσταση γίνεται πλέον ορατή, μέσω του πενταδιάστατου νόμου του 
Gauss. Το μοντέλο GRS  παρουσιάζει ημιεντοπισμένη βαρύτητα πάνω στη μεμβράνη. Η δια- 
στατικότητα της βαρύτητας που βιώνει ένας παρατηρητής πάνω στη μεμβράνη εξαρτάται από 
Την κλίμακα αποστάσεων που εξετάζει. Σε πολύ μικρές αποστάσεις, κοντά στην k ~ \  παρατη­
ρούμε τις ίδιες διορθώσεις Ι / r 3 όπως και στο R S  — 2 λόγω των έμμαζων καταστάσεων ΚΚ.  
Σε ενδιάμεσες κλίμακες, στο διάστημα k~l «  r  <  rc, η βαρύτητα είναι πρακτικά τετραδι- 
άστατη λόγω της ύπαρξης του συντονισμού. Για r  > r c, ο συντονισμός παύει να υφίσταται, 
και η βαρύτητα γίνεται πενταδιάστατη. Με την επιλογή που έχουμε κάνει ((c »  Λ-1), οι δύο 
χαρακτηριστικές κλίμακες μεγέθους στις οποίες έχουμε αλλαγή της βαρυτικής συμπεριφοράς 
είναι σαφώς διαχωρισμένες μεταξύ τους. Είναι μάλιστα ενδιαφέρον ότι μπορούμε να κάνουμε 
την rc συγκρίσιμη με κοσμολογικές κλίμακες μήκους, πράγμα το οποίο θα ήταν συνεπές 
με την εικόνα που αναφέραμε παραπάνω για την επιταχυνόμενη κοσμική διαστολή, χωρίς να 
χρειαστεί να καταφύγουμε σε λεπτή ρύθμιση παραμέτρων. Πράγματι, αν k ~  Μ Ρι, αρκεί να 
απαιτήσουμε zc ~  50ίΡί ώστε να έχουμε rc ~  IQ28 cm, ίση δηλαδή με την τωρινή τιμή του 
ορίζοντα του σύμπαντος.



Κεφάλαιο 3

Κοσμολογία Μεμβρανών

3.1 Τ ο Κ αθιερω μένο Κ οσμ ολογικό Μ οντέλο
Από την εποχή της ανακάλυψης από τον Hubble [57] της κοσμικής διαστολής, το 1929, και 
την μαθηματική εξήγηση του φαινομένου αυτού στα πλαίσια της Γενικής Θεωρίας Σχετικότη­
τας, η θεωρία της Μεγάλης Έκρηξης (Big Bang) έχει εξελιχθεί στο πέρασμα των δεκαετιών 
σε ακρογωνιαίο λίθο της εικόνας που έχουμε για την ιστορία του σύμπαντος και τη δυναμική 
του εξέλιξη. Αντιμετωπίζοντας αρχικά αρκετή αμφισβήτηση, η θεωρία αυτή κατόρθωσε να 
χαίρει ευρείας αποδοχής, εξαιτίας τριών βασικών προβλέψεων, οι οποίες επιβεβαιώθηκαν από 
τις παρατηρήσεις. Αυτές είναι

• η ύπαρξη κοσμικής διαστολής (οι πρώτες διατυπώσεις της θεωρίας ουσιαστικά προη- 
γήθηκαν της παρατήρησης της διαστολής [58])

• η ποσοστιαία κατανομή σε ελαφρών στοιχείων στο σύμπαν, υδρογόνο και ήλιο (πυρη­
νοσύνθεση) [14]

• η παρουσία κοσμολογικής μικροκυματικής ακτινοβολίας υποβάθρου (CMB) με την σω­
στή παρατηρούμενη θερμοκρασία [15, 16]

Σήμερα, η θεωρία της Μεγάλης Έκρηξης, συμπληρωνόμενη από το Πληθωριστικό Μον­
τέλο [17], θεωρείται η επικρατέστερη εκδοχή για την εξέλιξη του σύμπαντος. Η μαθηματική 
περιγραφή της γίνεται στα πλαίσια της Γενικής Σχετικότητας. Σύμφωνα με αυτήν, το σύμπαν 
αποτελεί έναν τετραδιάστατο χωρόχρονο με μετρική τύπου Robertson-Walker [59]. Ο χω­
ρόχρονος αυτός δηλαδή μπορεί να χωριστεί σε ένα σύνολο από τρισδιάστατες υπερεπιφάνειες, 
όπου όλες είναι μέγιστα-συμμετρικές ως προς τις τρεις διαστάσεις. Οι υπερεπιφάνειες αυ­
τές μπορούν να έχουν θετική, αρνητική ή μηδενική καμπυλότητα, οπότε αντιστοιχούν στο 
τρισδιάστατο ισοδύναμο μίας σφαίρας, ενός υπερβολοειδούς ή ενός επιπέδου. Η τοπολογία 
τους είναι της μορφής f ix  Σ, όπου R  είναι ο χρόνος και Σ ο μέγιστα συμμετρικός 3-χώρος. 
Η ύπαρξη ενός μέγιστα συμμετρικού 3-χώρου είναι η μαθηματική διατύπωση της αρχής ότι 
το σύμπαν είναι ομογενές στον χώρο και ισότροπο, φαίνεται δηλαδή το ίδιο για όλους τους 
ταρατηρητές μέσα σε αυτό σε μία δοσμένη χρονική στιγμή, ανεξάρτητα από την κατεύθυνση
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παρατήρησης. Η εικόνα αυτή μπορεί εν πρώτοις να φαίνεται αντιδιαισθητική. Είναι προφανές 
ότι στην περιοχή του ηλιακού μας συστήματος για παράδειγμα, το σόμπαν κάθε άλλο παρά 

> ομογενές και ισότροπο είναι, όσον αφορά την κατανομή της ύλης μέσα στον χώρο. Το ίδιο
ν .*· φαίνεται να εξακολουθεί να ισχύει και όταν πάμε σε ακόμα μεγαλύτερες κλίμακες, όπου η

ύλη φαίνεται συγκεντρωμένη στους γαλαξίες, με μεγάλα διαστήματα ουσιαστικά κενού χώρου 
μεταξύ τους. Μόνο όταν πηγαίνουμε σε πραγματικά μεγάλες κλίμακες, όπου παρατηρούμε 
πλέον την κατανομή των γαλαξιακών σμηνών, η ύλη αρχίζει να πλησιάζει μία ομογενή και 
ισότροπη κατανομή. Όπως και να έχει, η υπόθεση αυτή είναι καταρχήν εύλογη και κατά 
δεύτερον οδηγεί σε σημαντικές απλουστεύσεις των κοσμολογικών μοντέλων. Η θεώρηση ε­
νός μέγιστα συμμετρικού χωρόχρονον προφανώς δεν έχει νόημα, καθώς αντικρούεται από τις 
παρατηρήσεις. Το σόμπαν δεν έχει την ίδια μορφή καθώς ο χρόνος περνά, αλλά εξελίσσεται.

Κάνοντας χρήση των ιδιοτήτων των μέγιστα συμμετρικών χώρων, μπορούμε να εξαγάγου- 
με την μετρική ενός χωρόχρονου Robertson-Walker, η οποία είναι της μορφής

+  r W V  (3.1)ds2 =  —dt2 +  a (t)2

Η μετρική αυτή είναι γραμμένη με βάση ένα συν-κινούμενο (comoving) σύστημα αναφοράς. 
Ένας παρατηρητής, ο οποίος παραμένει σε σταθερές τιμές των χωρικών συντεταγμένων 
ενός τέτοιου συστήματος αναφοράς, ουσιαστικά “συμπαρασύρεται”από την κοσμική διαστολή 
και είναι αυτός για τον οποίο το σόμπαν φαίνεται ισότροπο1. Η ποσότητα α(ί) ονομάζεται 
παράγοντας κλίμακας και καθορίζει τον τρόπο με τον οποίο η φυσική απόσταση μεταξύ δύο 
ακίνητων σημείων σε συν-κινούμενες συντεταγμένες, αλλάζει με τον χρόνο. Ο παράγοντας 
κλίμακας κωδικοποιεί το μεγαλύτερο μέρος της πληροφορίας για την κοσμολογία ενός χώρου 
Robertson-Walker. Γνωρίζοντας το χρονικό προφίλ του α(ί), μπορούμε να αποφανθούμε 
για την ιστορία και το μέλλον του σύμπαντος. Επίσης σημαντική για τον καθορισμό της 
κοσμολογίας είναι η ποσότητα Λ:, ή παράμετρος καμπυλότητας. Στις συντεταγμένες που 
έχουμε χρησιμοποιήσει, αυτή παίρνει τις τιμές —1,0,1, ανάλογα με το αν ο 3-χώρος έχει 
αρνητική, μηδενική ή θετική καμπυλότητα αντίστοιχα. Ένας χώρος με k =  1 ονομάζεται 
κλειστός, με k =  0 επίπεδος και με Α: =  — 1 ανοιχτός. Οι όροι αυτοί χαρακτηρίζουν την 
τοπολογία του χώρου. Όπως θα δούμε, η παράμετρος k είναι στενά συνδεδεμένη με το 
ενεργειακό περιεχόμενο του σύμπαντος.

Εισάγοντας την παραπάνω έκφραση για τη μετρική του χώρου στις εξισώσεις Einstein 
και θεωρώντας ένα ενεργειακό περιεχόμενο με τον τανυστή ορμής-ενέργειας της μορφής ενός 
ιδανικού ρευστού,

Τ ” = diag(-p ,p ,p ,p ), (3.2)

προκύπτουν οι δύο εξισώσεις Friedmann

/ ά \ 2 8ttG k 
\ α )  ~  3 Ρ α2’ (3.3)

1Η  Γ η  δεν αποτελεί ένα τέτοιο συν-κινούμενο σύστημα αναφοράς, λόγω  των τοπικών της κινήσεων μέσα 

στο ηλιακό σύστημα και τον γαλαξία , οι οποίες είναι ανεξάρτητες της κοσμικής διαστολής. Α υτό  έχει σαν 

αποτέλεσμα η κοσμική ακτινοβολία υποβάθρου να εμφανίζει διπολική ανισοτροπία λόγω  φαινομένου Doppler.
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ά 47rG , „ .
α ά

Από αυτές, η πρώτη έχει επικρατήσει να ονομάζεται ως η εξίσωση Friedmann. Λύσεις 
a(t.) των εξισώσεων αυτών λέμε ότι περιγράφουν ένα σύμπαν Friedmann-Robertson-Walker 
(FRW). Οι εξισώσεις FYiedmann συνοδεύονται επίσης από την εξίσωση διατήρησης της 
ενέργειας

ρ +  3 (ρ + ρ) -  =  0. (3.5)
α

Ο ρυΰμός διαστολής του σύμπαντος περιγράφεται από την παράμετρο Hubble,

Η τιμή τις παραμέτρου Hubble σήμερα, δίνεται από τη σχέση

Η0 =  ΙΟΟ/ι
km

sec .Μpc

(3.6)

(3.7)

όπου οι πιο σύγχρονες μετρήσεις δίνουν την τιμή h ~  0.72.' Από την παράμετρο αυτή 
προκύπτουν επίσης το μήκος Hubble, dn = cHg και ο χρόνος Hubble, tn  =  Hq1. Ο 
τελευταίος είναι ενδεικτικός του χρόνου ζωής του σύμπαντος από τη στιγμή της Μεγάλης 
Έκρηξης μέχρι σήμερα, ~  13.5 δισεκατομμύρια έτη. Ο ρυύμός επιβράδυνσης της διαστολής 
(κάτι το οποίο 6α αναμέναμε να συμβαίνει, καΌώς η βαρύτητα αντιτίύεται στη διαστολή) 
δίνεται από την παράμετρο επιβράδυνσης,

Q

Είναι βολικό να ορίσουμε την κρίσιμη πυκνότητα,

„ - Μ
Ρί 8πΟ

(3.8)

(3.9)

Με βάση αυτήν, η εξίσωση Friedmann δίνει για το σύμπαν σήμερα (Η = Hq) την έκφραση

k _  ρ 
αο^ο Pc

(3.10)

Όπως βλέπουμε, αν η τωρινή τιμή της πυκνότητας ενέργειας ρ είναι μεγαλύτερη από την 
κρίσιμη τιμή, η παράμετρος k είναι ΰετική, και η γεωμετρία του σύμπαντος είναι κλειστή. 
Αντίστοιχα παίρνουμε ένα ανοιχτό σύμπαν για ρ < pc και ένα επίπεδο σύμπαν για ρ =  pc. 
Η ποσότητα ενέργειας που περιέχει το σύμπαν ορίζει δηλαδή μονοσήμαντα την τρισδιάστατη 
γεωμετρία του. Η τιμή της κρίσιμης πυκνότητας είναι pc =  1.9 x ΙΟ-26hi kgr/m 3, η οποία 
αντιστοιχεί σε περίπου έναν γαλαξία ανά Aipc3 ή 5 πρωτόνια ανά m3.

Το ενεργειακό περιεχόμενο του σύμπαντος μπορεί να Όεωρη'θεί ότι χωρίζεται σε δύο βασι­
κές κατηγορίες, ύλη και ακτινοβολία. Η διάκριση ανάμεσα στις δύο αυτές συνιστώσες γίνεται 
με βάση την καταστατική τους εξίσωση, ρ =  wp, όπου w είναι η καταστατική παράμετρος, 
με τιμές ^

%

• »
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• w =  Ο για ύλη (κονιορτός)

• w =  |  για ακτινοβολία

\ * Αντικαθιστώντας τις καταστατικές αυτές εξισώσεις στην εξίσωση διατήρησης ενέργειας (3.5), 
βρίσκουμε ότι η χρονική συμπεριφορά της πυκνότητας ενέργειας με βάση τον παράγοντας 
κλίμακας είναι

Καθώς το σόμπαν εξελίσσεται, και οι δύο πυκνότητες μειώνονται, αφού η ίδια ποσότητα 
ενέργειας διαμοιράζεται σε μεγαλύτερο χώρο επειδή το σόμπαν διαστέλλεται. Η πυκνότη­
τα ενέργειας της ακτινοβολίας όμως πέφτει γρηγορότερα, λόγω της βαρυτικής μετατόπισης 
Doppler στο φως, η οποία αυξάνει το μήκος κύματος της ακτινοβολίας καθώς αυτή ταξιδεύει 
μέσα στον χώρο, μειώνοντας έτσι την ενέργειά της.

Μπορούμε να εκφράσουμε όλες τις συνεισφορές στην εξίσωση FViedmann με διαστάσεις 
πυκνότητας ενέργειας ως προς την pc. Εφόσον ρ =  Ρμ +  ρκ, ορίζουμε τις αδιάστατες 
παραμέτρους πυκνότητας Ω ως

Η τρίτη ποσότητα αντιπροσωπεύει την ενεργό πυκνότητα ενέργειας που οφείλεται στην καμ­
πυλότητα του χώρου. Βλέπουμε ότι αυτή μειώνεται πιο αργά απ’ ότι οι παράμετροι πυκνότη­
τας της ύλης και της ακτινοβολίας. Με βάση τις παραμέτρους αυτές, η εξίσωση Friedmann 
μπορεί να γραφεί στη μορφή [49]

Ανάλογα με το ποιο συστατικό είναι το πιο σημαντικό σε κάποια συγκεκριμένη χρονική στιγ­
μή, διαχωρίζουμε μεταξύ σύμπαντος κυριαρχούμενου από ύλη και σύμπαντος κυριαρχούμενου 
από ακτινοβολία. Η εξίσωση Friedmann μπορεί εύκολα να λυθεί ξεχωριστά για κάθε μία από 
τις δύο περιπτώσεις, δίνοντας τους παράγοντες κλίμακας

• α oc ί2/3, σύμπαν κυριαρχούμενο από ύλη

• α oc £1/2, σύμπαν κυριαρχούμενο από ακτινοβολία

Από σημερινές παρατηρήσεις διαπιστώνουμε ότι η πυκνότητα ενέργειας της ακτινοβολίας είναι 
αμελητέα, οπότε σε αυτή τη φάση η ύλη είναι το κύριο ενεργειακό συστατικό στην εξίσωση 
Friedmann . Στο παρελθόν όμως, δεδομένου ότι η πυκνότητα ενέργειας της ακτινοβολίας 
αυξάνει πιο γρήγορα σε σύγκριση με την ύλη (α-4 και α-3 αντίστοιχα), το σύμπαν σε πρώιμες 
φάσεις της ιστορίας του θα ήταν κυριαρχούμενο από ακτινοβολία.

• Ρμ  =  για ύλη

•  pn =  για ακτινοβολία

-(3.11)

* =  hi [η* ( ^ ) 3 + ο, + η* ( ^ ) ’], (3.ΐ2)

Η  (ζ)2 =  Η* [Ω*# (1 +  ζ)ζ +  ΩΛ (1 +  ζ)4 +  Ω* (1 +  ζ)2] . (3.13)
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3.2 Πέρα Από το Κ αθιερω μένο Μ οντέλο
Μέσα στην τελευταία δεκαετία, θεαματικές ανακαλύψεις στο χώρο της παρατηρησιακής κο­
σμολογίας έχουν οδηγήσει σε ανάγκη δραστικών αναθεωρήσεων στο κοσμολογικό μοντέλο 
που μόλις περιγράψαμε. Μετρήσεις της ταχύτητας απομάκρυνσης σε supernova la [26] με 
ερυθρές μετατοπίσεις πάνω από 2 =  0.2 οδηγούν στο απροσδόκητο συμπέρασμα ότι το σόμ­
παν μας, όχι μόνο δεν υφίσταται επιβράδυνση στη διαστολή του λόγω της ιδιοβαρύτητας της 
ύλης που περιέχει, αλλά αντίθετα διαστέλλεται με επιταχυνόμενο ρυθμό! Το φαινόμενο αυτό 
αποδίδεται σε μία άγνωστη ενεργειακή συνιστώσα του σύμπαντος, την οποία ονομάζουμε 
σκότανή α'έργαα. Η ανακάλυψη αυτή αποτελεί την πρώτη άμεση ένδειξη για την ύπαρξη 
της κοσμολογικής σταθεράς, η οποία προϋπήρχε ως θεωρητική επινόηση. Η κοσμολογική 
σταθερά, που συμβολίζεται με Λ, μπορεί να ερμηνευθεί ως η ενέργεια του κενού χώρου λόγω 
κβαντικών διακυμάνσεων των θεμελιωδών πεδίων που περιέχει. Η καταστατική της εξίσωση 
είναι της μορφής ρ =  —ρ, χαρακτηρίζεται δηλαδή από w = — 1 και παρουσιάζει αρνητική 
πίεση, σε αντίθεση με την ύλη και την ακτινοβολία που έχουν πάντοτε θετικές πιέσεις. Στις 
εξισώσεις Einstein εμφανίζεται ως πολλαπλασιαστική σταθερά της μετρικής,

Πμ» ~  -Πρμν +  Λ·9μν = 8nGT^. (3.14)

Αν θέσουμε Τμ„ =  0, η λύση των εξισώσεων Einstein είναι ανάλογα με την τιμή της κοσμο­
λογικής σταθεράς είτε ένας χώρος de Sitter (Λ > 0) είτε ένας χώρος anti-de Sitter (Λ < 0). 
Προφανώς για Λ = 0 ανακτούμε τον χώρο Minkowski. Ένα τέτοιο σύμπαν ονομάζεται και 
κυριαρχούμενο από ενέργεια κενού. Η μετρική του χώρου de Sitter είναι

ds2 =  — dt2 + em  (dx2 +  dy2 +  dz2) , (3.15)

όπου Η  η παράμετρος Hubble, η οποία στην προκειμένη περίπτωση είναι σταθερή. Σε ένα 
σύμπαν κυριαρχούμενο από ενέργεια κενού, ο παράγοντας κλίμακας παρουσιάζει εκθετική 
αύξηση σε σύγκριση με τους νόμους δύναμης που είδαμε για ύλη και ακτινοβολία.

Η πυκνότητα ενέργειας της κοσμολογικής σταθεράς είναι ανεξάρτητη από τον χρόνο. 
Συμπεριλαμβάνοντας την στην εξίσωση Friedmann παίρνουμε

H { t f  = H 2 Ωλ+!2μ(^)) +iis(^)) +!ϊι(^ϊ) (3.16)

Γράφοντας την παράμετρο επιβράδυνσης για την παραπάνω εξίσωση, βρίσκουμε ότι η τωρινή 
τιμή της είναι

<7ο =  + Ωβ — Ωλ· (3.17)

Για τιμή της Ωλ θετική και αρκετά μεγάλη σε σύγκριση με την ύλη και την ακτινοβολία, 
η κοσμολογική σταθερά μπορεί να οδηγήσει σε επιταχυνόμενη διαστολή. Σύμφωνα με τα 
δεδομένα από τις παρατηρήσεις supernova la, η κοσμολογική σταθερά αναλογεί στο 70% 
περίπου του ενεργειακού περιεχομένου του σύμπαντος, με το υπόλοιπο 30% να προέρχεται

>

* t
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από ύλη [27]. Παρατηρήσεις από την κοσμική ακτινοβολία υποβάθρου οδηγούν επίσης στο 
συμπέρασμα ότι το σύμπαν είναι χωρικά επίπεδο, με Ω* < 0 .1 , παρέχοντας έτσι ανεξάρτητη 
επιβεβαίωση για την παραπάνω αναλογία ύλης-κοσμολογικής σταθεράς.

Η κοσμολογική σταθερά αποτελεί έναν σημαντικό υποψήφιο για την εξήγηση της σκο­
τεινής ενέργειας και της επιταχυνόμενης κοσμικής διαστολής. Δεν είναι όμως ο μοναδικός. 
Μία σειρά από θεωρίες έχουν παρουσιαστεί τα τελευταία χρόνια, οι οποίες ανταγωνίζον­
ται να εξηγήσουν, με τρόπο πιο φυσικό, το εντυπωσιακό αυτό φαινόμενο. Τέτοιες είναι 
η θεωρία της η(μκτουσίας (quintessence [60, 61, 62, 63, 64]), θεωρίες με βαθμωτά πεδία- 
φαντάσματα [65, 6 6 , 67], συνδυασμοί των δύο τελευταίων ((κτουσία, hessence [6 8]), το αέριο 
Chaplygin [69], θεωρίες τροποποιημένης βαρύτητας κλπ. Η καθεμία παρουσιάζει τα δικά της 
πλεονεκτήματα και μειονεκτήματα από θεωρητικής και πρακτικής απόψεως. Τπάρχουν δύο 
βασικοί λόγοι για την εμφάνιση των θεωριών αυτών. Ο πρώτος έχει να κάνει με το γεγονός 
ότι οι θεωρίες πεδίου προβλέπουν μία τιμή της κοσμολογικής σταθεράς πολύ μεγαλύτερη 
από αυτήν που παρατηρούμε. Ο δεύτερος στηρίζεται σε πρόσφατες αναλύσεις δεδομένων 
supernova la, σχετικά με το χρονικό προφίλ της κοσμικής διαστολής.

Σύμφωνα με τις τελευταίες, ορισμένα σύνολα δεδομένων φαίνεται να ευνοούν την εικόνα 
μίας κοσμολογικής σταθεράς, με καταστατική παράμετρο που δεν μεταβάλλεται με το χρόνο 
(w = - 1 , βλέπε για παράδειγμα αναλύσεις του συνόλου δεδομένων SNLS [70]), ενώ άλ­
λα (π.χ. το σύνολο Snla Gold) δίνουν ενδείξεις για την ύπαρξη κοσμικής διαστολής με 
μεταβαλλόμενο χρονικό προφίλ [71]. Μάλιστα, υποδεικνύεται ότι, σε σχετικά πρόσφατους 
χρόνους (σε ερυθρά μετατόπιση ζ ~  0 .2 ), είχαμε μία μετάβαση από αρχικά επιβραδυνόμενη 
στην επιταχυνόμενη διαστολή που παρατηρούμε τώρα. Τέτοιου είδους μεταβολές στο χρο­
νικό προφίλ της διαστολής δεν μπορούν να εξηγηθούν από μία απλή κοσμολογική σταθερά, 
και καθίσταται αναγκαία η θεώρηση μίας ενεργειακής συνιστώσας με χρονικά μεταβαλλόμενη 
καταστατική παράμετρο, της μορφής ρ — w(t) ρ. Ακόμα πιο εντυπωσιακό είναι το γεγονός 
ότι οι ίδιες αναλύσεις οδηγούν στο συμπέρασμα ότι, στην τωρινή εποχή, η τιμή της tu(t0) είναι 
μικρότερη από —1 , ενώ σε παλαιότερες φάσεις υπήρξε μεγαλύτερη από την τιμή αυτή. Το 
φαινόμενο αυτό (w=-l crossing) δεν μπορεί να εξηγηθεί με απλό τρόπο, π.χ. θεωρώντας μη- 
κανονικά βαθμωτά πεδία (π€δία-φαντάσματα) ως πηγή μίας σκοτεινής ενέργειας με μεταβλητή 
καταστατική παράμετρο. Οι διαπιστώσεις αυτές έχουν προκαλέσει έντονη κινητικότητα στο 
χώρο της κατασκευής κοσμολογικών μοντέλων, τα οποία να διαθέτουν τα επιθυμητά χαρα­
κτηριστικά μίας συνιστώσας σκοτεινής ενέργειας με μεταβλητό w, το οποίο τέμνει τη γραμμή 
w =  — 1. Προς το παρόν, οι παρατηρήσεις δε φαίνεται να αποκλείουν το ενδεχόμενο της α­
πλής κοσμολογικής σταθεράς [72], καθώς το περιθώριο σφάλματος είναι ακόμα πολύ μεγάλο 
για να αποκλείσει ανταγωνιστικά μοντέλα σκοτεινής ενέργειας. Περαιτέρω παρατηρήσεις και 
ανάλυση των δεδομένων αναμένεται να διασαφηνίσουν τα σημεία αυτά στο άμεσο μέλλον.

Το μέγεθος της ενεργού κοσμολογικής σταθεράς είναι στην πράξη πιο δύσκολο να εξη­
γηθεί, και αν όντως οι παρατηρήσεις αναδείξουν την κοσμολογική σταθερά ως το επικρατές 
μοντέλο σκοτεινής ενέργειας, η ανάγκη επίλυσης του προβλήματος αυτού θα γίνει ακόμα 
πιο πιεστική [28, 29]. Στην κβαντική θεωρία πεδίου, κάθε πεδίο χαρακτηρίζεται από μία 
ενέργεια μηδενικού σημείου, όπως ένας αρμονικός ταλαντωτής στην κβαντική μηχανική. Η 
ενέργεια ενός κενού χώρου, που περιέχει κβαντικά πεδία, είναι έτσι το άθροισμα πάνω στις
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Σχήμα 3.1: Διάγραμμα των παραμέτρων πυκνότητας ΩΜ και ΩΛ. Οι ελλείψεις αντιστοιχούν 
στην παρατηρησιακά ευνοούμενη περιοχή (Perlmutter et al., 1999 [27]).

ενέργειες μηδενικού σημείου για όλους τους τρόπους ταλάντωσης. Ένα τέτοιο άθροισμα ο­
δηγεί προφανώς σε απειρισμό, αν επιτρέψουμε αυθαίρετα υψηλές ενέργειες για τις κβαντικές 
διακυμάνσεις του κενού. Δεν περιμένουμε οι θεωρίες πεδίου που διαθέτουμε να έχουν ισχύ 
μέχρι αυτές τις κλίμακες και στην πράξη τις αντιμετωπίζουμε σαν ενεργές θεωρίες, έγκυρες 
μέχρι κάποια κλίμακα ενέργειας, στην οποία αντικαθίστανται από μία πιο θεμελιώδη περιγρα­
φή. Συνήθως, θεωρούμε ότι η κλίμακα αποκοπής ταυτίζεται με την κλίμακα Planck, Μρι, 
στην οποία περιμένουμε την εμφάνιση μίας κβαντικής θεωρίας βαρύτητας. Αυτό περιορίζει 
αυτομάτως αθροίσματα ενέργειας μηδενικού σημείου μέχρι την Μρι. Η πρόβλεψη που μπο­
ρούμε να κάνουμε για την πυκνότη-^ ενέργειας του κενού χώρου στα πλαίσια της κβαντικής

i
I
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■θεωρίας πεδίου είναι στην περίπτωση αυτή

Η προβλεπόμενη τιμή είναι ανάλογη της τετάρτης δύναμης της μάζας Planck. Αντικαθιστών­
τας την τιμή της Μρι ~  ΙΟ18 GeV και συγκρίνοντας με την μετρούμενη από παρατηρήσεις 
τιμή της, έχουμε τα ακόλουθα αποτελέσματα

• Θεωρητική πρόβλεψη: /Wuum ~  ΙΟ71 GeV4

•  Παρατηρησιακά εκτιμώμενη τιμή: pvacuum ~  ΙΟ-4 7  GeV4

Όπως φαίνεται, υπάρχει μία ασυμφωνία της τάξεως ~  ΙΟ118, μεταξύ των δύο τιμών, 120 
δηλαδή τάξεις μεγέθους περίπου! Αυτή είναι μία από τις μεγαλύτερες ασυνέπειες που έχουν 
παρατηρηθεί μεταξύ θεωρίας και πειράματος. Η κοσμολογική σταθερά που παρατηρούμε είναι 
πολύ μικρότερη απ’ ότι θα περιμέναμε. Η ασυμφωνία αυτή έχει γίνει γνωστή ως το πρόβλημα 
της κοσμολογικής σταθψάς και αποτελεί ένα από τα πιο φλέγοντα ερωτήματα αυτή τη στιγμή 
στη θεωρητική φυσική. Αυτός είναι και ο κύριος λόγος που οδηγεί σε σκεπτικισμό απέναντι 
στην ύπαρξη της κοσμολογικής σταθεράς και σε αναζήτηση εναλλακτικών θεωριών.

Θα κλείσουμε το εδάφιο αυτό, αναφερόμενοι σε άλλη μία εξέλιξη, η οποία μας πηγα­
ίνει πέρα από το Καθιερωμένο Κοσμολογικό Μοντέλο και έχει να κάνει με την ύπαρξη της 
σκοτεινής ύλης. Όπως έχει παρατηρηθεί, η καμπύλη περιστροφής των γαλαξιών φαίνεται να 
γίνεται σχεδόν σταθερή καθώς κινούμαστε σε μεγαλύτερες αποστάσεις από το κέντρο [73]. 
Το φαινόμενο αυτό έρχεται σε αντίθεση με ό,τι θα περιμέναμε από την απλή Νευτώνεια βα­
ρύτητα, όπου σώματα πιο απομακρυσμένα από το βαρυτικό κέντρο περιστρέφονται πιο αργά. 
Η εξήγηση που δίδεται είναι ότι υπάρχει ένα είδος αόρατης ύλης, η οποία δεν ακτινοβολεί και 
άρα δεν είναι ορατή μέσω τηλεσκοπίων, αλλά γίνεται αντιληπτή από τη βαρυτική της αλληλε­
πίδραση με την ορατή ύλη στα αστέρια του γαλαξία, των οποίων επιταχύνει την περιστροφή. 
Περαιτέρω, όταν εξετάζουμε την εμφάνιση δομής σε πολύ μεγάλη κλίμακα στο σύμπαν (γαλα- 
ξιακά σμήνη), προκύπτει ότι είναι αδύνατη η αναπαραγωγή της παρατηρούμενης συμπεριφορά, 
χωρίς να θεωρήσουμε την ύπαρξη μεγάλων ποσοτήτων αόρατης ύλης. Το φάσμα κατανομής 
των γαλαξιών είναι ευαίσθητο στην ποσότητα ΩΠ,/ι. Δεδομένου ότι Ω ^  ~  0.2 από τις 
περισσότερες παρατηρήσεις γαλαξιακών σμηνών και με h ~  0.72, βρίσκουμε ότι Qm ~  0.3. 
Αντίστοιχα, οι ανισοτροπίες της κοσμικής ακτινοβολίας υποβάθρου εξαρτώνται από την Qmh2 
και δίνουν επίσης τιμές συνεπείς με αυτές που προκύπτουν από την κατανομή γαλαξιών. Στην 
n m, μόλις το 16% είναι ορατή, βαρυονική ύλη. Το υπόλοιπο ονομάζεται συλλογικά σκοτ€\νή 
ύλη.

Όπως και με την σκοτεινή ενέργεια, η κινητικότητα στην κατασκευή υποψήφιων θεωριών 
για την ύλη αυτή είναι πολύ έντονη. Πολλές επεκτάσεις του Καθιερωμένου Σωματιδιακού 
Μοντέλου, όπως οι υπερσυμμετρικές θεωρίες, προβλέπουν την ύπαρξη πλήθους νέων σωμα­
τιδίων, ορισμένα από τα οποία θα μπορούσαν να παίζουν το ρόλο της σκοτεινής ύλης. Αν 
θεωρίες αυτού του είδους επιβεβαιωθούν σε πειράματα υψηλών ενεργειών, η εκδοχή αυτή

Pq f t

Μρι

■ I

1 rrz-------- 5 Μ%1
------=rrv/c2 +  m2 ~  ——  .
(2π)3 2 16τγ2

(3.18)

50



θα πρέπει να ληφθεί πολύ σοβαρά υπόψιν. Ταυτόχρονα, αρκετά πειράματα διεξάγονται ή 
σχεδιάζονται, με σκοπό την ανίχνευσης σκοτεινής ύλης στη Γη. Ωστόσο, μέχρι στιγμής, 
δεν έχουν δώσει κάποιο αποτέλεσμα. Παράλληλα με την ερμηνεία της σκοτεινής ύλης μέσω 
σωματιδιακής φυσικής, έχουν επίσης προταθεί θεωρίες, όπου επιφαινόμενα ανάλογα με αυτά 
της σκοτεινής ύλης προκαλούνται από τροποποιήσεις της βαρυτικής θεωρίας.

Το πιο σαφές συμπέρασμα που προκύπτει από τα παραπάνω είναι ότι η συνήθης ύλη, από 
την οποία αποτελούνται τα αστέρια, οι πλανήτες και οι γαλαξίες, δεν παίζει τον πρώτο ρόλο 
στην εξέλιξη του σύμπαντος, αν θεωρήσουμε ότι η εξίσωση FYiedmann περιγράφει σωστά την 
χρονική του συμπεριφορά για δοσμένο υπόθεμα ενέργειας. Το σύνολο των παρατηρήσεων 
που παίρνουμε από το κοσμολογικό μέτωπο καταδεικνύει την ανεπάρκεια των θεωριών που 
έχουμε στη διάθεσή μας να δώσουν μία επαρκή εξήγηση στο πρόβλημα της δομής και εξέλιξης 
του σύμπαντος, και είναι η πρώτη φορά εδώ και αρκετές δεκαετίες όπου έχουμε τέτοιου 
είδους ασυμφωνίες μεταξύ θεωρίας και πειράματος2. Ενδεχομένως, τα αποτελέσματα αυτά θα 
οδηγήσουν σε ανάγκη αναθεώρησης κάποιων από τις επικρατούσες θεωρίες στη σωματιδιακή 
φυσική και τη θεωρία βαρύτητας.

3.3 Κ οσμολογία  Πάνω στη Μ εμβράνη
Όπως εξηγήσαμε στο προηγούμενο εδάφιο, η παρατήρηση της κοσμικής διαστολής και η 
ύπαρξη της σκοτεινής ενέργειας έχουν οδηγήσει σε πλούσια παραγωγή κοσμολογικών μον­
τέλων. Μία από τις κύριες μεθόδους αντιμετώπισης του προβλήματος είναι η θεώρηση τρο­
ποποιήσεων στις εξισώσεις Einstein της τετραδιάστατης Θεωρίας Σχετικότητας. Τέτοιου 
είδους τροποποιήσεις θα οδηγούσαν σε διαφορετική δυναμική εξέλιξη του σύμπαντος, όχι 
λόγω νέων ενεργειακών συνιστωσών στην εξίσωση Friedmann, αλλά επειδή η (δια η μορφή 
της εξίσωσης θα άλλαζε. Τα μοντέλα μεμβρανών έχουν χρησιμοποιηθεί κατά τα τελευταία 
χρόνια για την παραγωγή μη-συμβατικών κοσμολογιών πάνω σε μία τετραδιάστατη μεμβράνη, 
οι οποίες παρουσιάζουν συμπεριφορά διαφορετική από αυτή ενός αντίστοιχου μοντέλου τύπου 
FRW [44, 43],

Για την μαθηματική περιγραφή ενός τέτοιου κοσμολογικού μοντέλου, θεωρούμε μία μεμ­
βράνη πέντε διαστάσεων, εμβαπτισμένη σε έναν Τπερχώρο, του οποίου η μετρική γράφεται 
κατά τα γνωστά ως

ds2 = gMNdxMdxN = μμυάχμάχ1' + b2dy2, (3.19)
όπου y είναι η πέμπτη διάσταση, η οποία θεωρούμε ότι είναι μη-συμπαγής και άπειρης έκτασης, 
στο πνεύμα του μοντέλου R S  — 2. Η μεμβράνη βρίσκεται τοποθετημένη στη θέση y = 0. 
Καθώς ενδιαφερόμαστε για την κοσμολογική εξέλιξη της μεμβράνη, είναι πρέπον να γράψουμε 
τη μετρική σε μία μορφή τύπου FRW,

ds2 =  ~ n 2(r, y)dr2 +  α2(τ, y)%jdxldxj 4- fc2 (r, y)dy2, (3 .2 0)

2 Σ ε  αντιδιαστολή, η σωματιδιακή φυσική υψηλών ενεργειώ ν “υποφέρει”  από έλλειψη τέτοιω ν ασυνεπειώ ν, 

Di οποίες είναι απαραίτητες γ ια  την πρόοδο της έρευνας, ενώ οι προβλέψεις των νέων θεω ριώ ν, όπω ς οι 

Θεωρίες Τπερχορδώ ν, βρίσκονται πολύ μακριά από τις  τεχν ικές  δυνατότητες γ ια  να ελεγχθ ο ύ ν  άμεσα. Τ ο  

<ατά πόσον η εικόνα αυτή πρόκειται να αλλάξει, αναμένεται να φανεί με την έναρξη της λειτουργίας του  

ΐπ ιταχυντή L H C .
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όπου η 7 y είναι η μετρική του εσωτερικού, μέγιστα συμμετρικού 3-χώρου της μεμβράνης, 
του οποίου η γεωμετρία χαρακτηρίζεται από την παράμετρο καμπυλότητας k =  —1 , 0 , 1 . Οι 
εξισώσεις Einstein στον Τπερχώρο γράφονται ως

G mn — Rmn — 2^9 μ ν — κ2Τμ ν3. (3.21)

Ένα νέο χαρακτηριστικό των εξισώσεων αυτών για την περίπτωση που εξετάζουμε είναι η 
δυνατότητα ύπαρξης πενταδιάστατης ύλης στον Τπερχώρο, η οποία να συνυπάρχει με τη συ­
νήθη τετραδιάστατη ύλη της μεμβράνης και να συμμετέχει στη διαμόρφωση της κοσμολογίας 
της. Μπορούμε έτσι να γράψουμε τον τανυστή ορμής-ενέργειας ως

f Mw =  f MN|k.,l + T " M|l_ ,  (3.22)

όπου έχουμε διαχωρίσει τις δύο συνεισφορές από τον Τπερχώρο (bulk) και τη μεμβράνη 
(brane). Θα -θεωρήσουμε ότι τόσο ο Τπερχώρος, όσο και η μεμβράνη φέρουν ένα ενεργειακό 
περιεχόμενο, το οποίο μπορεί να περιγραφεί ως ιδανικό ρευστό, οπότε χρησιμοποιούμε τις 
ακόλουθες εκφράσεις για τους τανυστές ορμής-ενέργειας (τονίζουμε ότι το ιδανικό ρευστό 
είναι ποιοτικά διαφορετικό σε κάθε χώρο, υπακούοντας στη δική του καταστατική εξίσωση)

jvlb»ik — diag (~Ρβ , Ρβ » -Ρβ, Ρβ , Ρτ ) . (3.23)

τ Μν \*,™ =  ^ d i a g ( - p 6,pfc,pfc,p6, 0 ). (3.24)

Βλέπουμε ότι ο τανυστής ορμής-ενέργειας της μεμβράνης είναι μηδενικός στο πέμπτο στοιχείο 
του, καθώς δεν ασκούνται πιέσεις κατά μήκος της πέμπτης διάστασης. Αντίθετα, ο τανυστής 
του Τπερχώρου φέρει μία πέμπτη συνιστώσα Ρ τ , η οποία μπορεί να είναι διαφορετική από 
τις άλλες τρεις, να διαθέτει δηλαδή μη-ισοτροπική πίεση. Πρέπει να τονίσουμε στο σημείο 
αυτό ότι, με βάση τις αρχές της ομογένειας και ισοτροπίας, τόσο στον Τπερχώρο όσο και 
στη μεμβράνη, οι συνιστώσες των τανυστών ορμής-ενέργειας είναι ανεξάρτητες των χωρικών 
συντεταγμένων και εξαρτώνται μόνο από τον χρόνο. Θα θεωρήσουμε επίσης ότι Tos = 0 . 
Ο όρος αυτός αντιπροσωπεύει ανταλλαγή ενέργειας μεταξύ μεμβράνης και Τπερχώρου. Ο 
μηδενισμός του συνεπάγεται τη διατήρηση της ενέργειας πάνω στη μεμβράνη, όπως ακριβώς 
και στη συνήθη κοσμολογία FRW, δεν έχουμε δηλαδή εισροή ή εκροή ενέργειας προς τον 
Τπερχώρο.

Έχοντας διασαφηνίσει τη δομή του ενεργειακού περιεχομένου, μπορούμε να γράψουμε 
τις εξισώσεις Einstein για τη συγκεκριμένη μετρική. Τα στοιχεία του τανυστή Einstein είναι

3 Η  σταθερά « σ χετίζετα ι με την πενταδιάστατη σταθερά του Ν εύτω να και την πενταδιάστατη μάζα P lan ck
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όπου ο τόνος δηλώνει παράγωγο ως προς την y και η τελεία χρονική παράγωγο. Από τις 
εκφράσεις αυτές και τις αντίστοιχες σχέσεις για τον τανυστή ορμής-ενέργειας, μπορούμε 
vtt γράψουμε τις εξισώσεις Einstein σε όλο τον χώρο. Επειδή ενδιαφερόμαστε για την 
κοσμολογία πάνω στη μεμβράνη, θέλουμε να παραγάγουμε εξισώσεις στο y = 0 , οι οποίες να 
εξαρτώνται μόνο από τετραδιάστατες ποσότητες, οπότε πρέπει να απαλείψουμε παραγώγους 
συναρτήσεων ως προς την πέμπτη διάσταση. Χρησιμοποιώντας τις Συνθήκες Συνέχειας 
πάνω στη μεμβράνη

Μ
Οο̂ Ο

nobo
j  (3pb + 2pb) ,

(3.29)

(3.30)

ιπορούμε να εκφράσουμε την ασυνέχεια των συναρτήσεων α' και π' ([/] =  /  (0+) —/  (Ο- )) με 
3άση τον τανυστή ορμής-ενέργειας στη μεμβράνη. Ποσότηγες με τον δείκτη 0 υπολογίζονται 
στη θέση της μεμβράνης. Μία απλοποιητική υπόθεση την οποία κάνουμε είναι ότι έχουμε 
συμμετρία Ζ2, y <-» — y, ενώ με κατάλληλη αλλαγή συντεταγμένων μπορούμε να επιλέξουμε 
no =  1 . Παίρνοντας τότε την μέση τιμή της εξίσωσης Einstein 55 γύρω από το μηδέν και 
χρησιμοποιώντας τις παραπάνω υποδέσεις, οδηγούμαστε στην ενεργό εξίσωση Friedmann 
στη μεμβράνη

κ2 κ4 

6 ΡΒ +  36
2 C k 

ΡΙ + Ζ 4 - - 2 -α0 α
(3.31)

Οπως διαπιστώνουμε, η εξίσωση αυτή διαφέρει σημαντικά από τη συνήθη εξίσωση Friedmann 
για κοσμολογίες τύπου FRW. Ο πρώτος όρος του δεξιού μέλους αντιστοιχεί στη συνεισφορά 
της ύλης του Τπερχώρου. Ο δεύτερος βλέπουμε ότι παρουσιάζει δευτεροβάθμια εξάρτηση 
από την πυκνότητα ενέργειας της συνήθους ύλης (στην εξίσωση Friedmann είχαμε γραμμική 
εξάρτηση). Ο τρίτος όρος συμπεριφέρεται σαν όρος ακτινοβολίας, καθώς έχει εξάρτηση της 
μορφής ~  1/α4. Η σταθερά C είναι μία σταθερά ολοκλήρωσης και εκφράζει την ύπαρξη της 
πέμπτης διάστασης. Όπως θα δούμε στο επόμενο εδάφιο, ο όρος αυτός, γνωστός και ως 
όρος σκοτανής ακτινοβολίας, σχετίζεται με τον τανυστή Weil του Τπερχώρου.

Η παραπάνω εξίσωση είναι αρκετή για να μελετήσουμε την κοσμολογία πάνω στη μεμ- 
3ράνη, ανεξάρτητα από τη μετρική τοΚ) Τπερχώρου και την χρονική εξάρτηση της συνάρτησης
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6. Για να διερευνήσουμε την χρονική εξέλιξη του τετραδιάστατου χώρου, θα θεωρήσουμε 
ότι το περιεχόμενο ενέργειας της μεμβράνης χωρίζεται σε δύο μέρη,

Pb — σ +  ρ, (3.32)

εκ των οποίων το δεύτερο αντιπροσωπεύει συνήθη ύλη, ενώ το πρώτο είναι η τάση της 
μεμβράνης, ή ισοδύναμα, η κοσμολογική σταθερά σε τέσσερις διαστάσεις. Αντικαθιστώντας 
την έκφραση αυτή στην ενεργό εξίσωση FYiedmann (3.31), βρίσκουμε

κ κ
β - Ρβ +  πτσ  +  — σρ +  — ρ" +  — -  - j  
6 36 18 36 ag Oq

(3.33)

Οι ομοιότητες και οι διαφορές σε σύγκριση με την συνήθη εξίσωση Friedmann είναι τώρα 
πιο εύκολα διακριτές. Ο δεύτερος όρος στο δεξί μέλος εξαρτάται αποκλειστικά από την τάση 
της μεμβράνης, ενώ ο τρίτος περιέχει το γινόμενο σρ και ταυτίζεται με τον συνήθη γραμμικό 
όρο, αν κάνουμε την ταυτοποίηση 8 7rG = Ο τέταρτος όρος είναι τετραγωνικός ως προς
την ρ και αποτελεί τη νέα προσθήκη στην κοσμολογική εξίσωση λόγω της μη-συμβατικής 
γεωμετρίας. Σε πρώιμους χρόνους, ο όρος αυτός υπερισχύει του γραμμικού, και η εξέλιξη που 
παίρνουμε είναι σημαντικά διαφορετική από αυτήν ενός σύμπαντος FRW. Είναι ενδιαφέρον 
να εξετάσουμε την περίπτωση με pe =  σ = 0. Επιλέγοντας μία καταστατική εξίσωση για το 
ρευστό στη μεμβράνη της μορφής ρ =  wp και χρησιμοποιώντας την εξίσωση διατήρησης της 
ενέργειας (3.5), βρίσκουμε ότι η χρονική συμπεριφορά του παράγοντα κλίμακας είναι

•  a oc ί 1/3 για ύλη

• a <χ t lfA για ακτινοβολία

Και στις δύο περιπτώσεις, ο παράγοντας κλίμακας αυξάνει πιο αργά απ' ότι στη συμβατική 
κοσμολογία. Όπως προκύπτει, οι συμπεριφορές αυτές δεν είναι συνεπείς με τους περιορισμούς 
που παίρνουμε από την εποχή της πυρηνοσύνθεσης. Ωστόσο, μπορούμε να παρακάμψουμε το 
πρόβλημα αυτό, αν θεωρήσουμε την ύπαρξη μίας κοσμολογικής σταθεράς στον Τπερχώρο, 
οπότε ps =  Λ, και μη-μηδενικής τάσεως στην μεμβράνη. Σε αυτό το σενάριο, διαπιστώνουμε 
ότι μπορούμε να έχουμε μία κοσμολογία σε πρόσφατους χρόνους, όπου ο όρος ρ2 και ο 
όρος σκοτεινής ακτινοβολίας είναι αμελητέοι σε σύγκριση με τον γραμμικό όρο πυκνότητας 
ενέργειας, η οποία να είναι ίδια με αυτήν που παίρνουμε από μία συνήθη κοσμολογία FRW, 
εφόσον επιβάλουμε τη συνθήκη

= 0 . (3.34)

Η παραπάνω δεν είναι άλλη από τη συνθήκη λεπτής ρύθμισης του μοντέλου Randall-Sundrum.
Ο συνδυασμός λ =  yj + §g παίζει το ρόλο μίας ενεργού τετραδιάστατης κοσμολογι­
κής σταθεράς. Για λ = 0, η λύση που παίρνουμε για τον παράγοντα κλίμακας, θέτοντας 
C = k = 0, έχει τη μορφή

Οθ(ί) -  ο*
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όπου ρ* και α* σταθερές και q =  3(1 Για μικρούς χρόνους, ο γραμμικός όρος στην πα­
ρένθεση είναι κυρίαρχος, και παίρνουμε συμπεριφορά α(ί) ΓΧ-* t1/q, ενώ για μεγάλους χρόνους, 
υπερισχύει ο τετραγωνικός όρος, και ανακτούμε έτσι την γνωστή συμπεριφορά α(ί) t2/q. 
0  παράγοντας κλίμακας αντανακλά με άμεσο τρόπο το γεγονός ότι σε πρώιμους χρόνους η 
κοσμολογία καθορίζεται από τον όρο ρ2, ενώ σε μεγάλους χρόνους τον κύριο ρόλο παίζει 
ο γραμμικός όρος ως προς ρ. Όλα αυτά ισχύουν αν η ενεργός κοσμολογική σταθερά στη 
μεμβράνη είναι μηδενική. Αν κάτι τέτοιο δεν ισχύει και έχουμε λ > 0, παίρνουμε τη λύση

αο =  a.pl/q | ^ 2  [cosh (?κ2λί) ~  !] + ^  sinh (qn2\ t ) j  . (3.36)

Η έκφραση αυτή οδηγεί σε τρεις διακριτές φάσεις στην πορεία εξέλιξης του σύμπαντος. Για 
μικρούς χρόνους, έχουμε όπως και πριν κυριαρχία του όρου ρ2, στη συνέχεια ο γραμμικός 
όρος υπερισχύει και τελικά έχουμε επικράτηση της ενεργού κοσμολογικής σταθεράς, η οποία 
προκαλεί επιταχυνόμενη διαστολή σε μεγάλους χρόνους. Εφόσον η ενεργός κοσμολογική 
σταθερά πρέπει να συμπίπτει με την παρατηρούμενη τετραδιάστατη τιμή, η οποία όπως σχο­
λιάσαμε πριν είναι πολύ μικρή, καταλαβαίνουμε ότι η ασυμφωνία μεταξύ της κοσμολογικής 
σταθεράς του Τπερχώρου και της αντίστοιχης συνεισφοράς από την τάση της μεμβράνης 
πρέπει επίσης να είναι πολύ μικρή. Η απαίτηση αυτή αποτελεί ουσιαστικά μία συνθήκη λεπτή 
ρύθμισης, και είναι η εκδοχή του προβλήματος της κοσμολογικής σταθεράς στην κοσμολογία 
μεμβρανών. Ωστόσο δεν πρέπει να ξεχνάμε ότι υπάρχουν ακόμα διάφορα ανοιχτά ενδεχόμε­
να για τους όρους της πενταδιάστατης ύλης και της σκοτεινής ακτινοβολίας που μπορούν 
να επηρεάσουν την κοσμολογία. Όπως θα δούμε σε μετέπειτα κεφάλαια, αν οι όροι αυτοί 
διαθέτουν κατάλληλη μορφή, μπορούν να οδηγήσουν σε ενδιαφέροντα μοντέλα σκοτεινής 
ενέργειας.

3.4 Εξισώσεις Shiromizu-M aeda-Sasaki
Ένας ενδιαφέρων τρόπος αντιμετώπισης προβλημάτων στην κοσμολογία μεμβρανών είναι η 
χρήση των'εξισώσεων Gauss-Codazzi [74], Οι εξισώσεις αυτές συνδέουν τη γεωμετρία μίας 
πολλαπλότητας διάστασης D με την εσωτερική γεωμετρία μίας υπερεπιφάνειας διάστασης 
D — 1 , εμβαπτισμένης μέσα σε αυτή. Για τη διατύπωσή τους, χρειαζόμαστε τον προβολικό 
τανυστή (ή πρώτη θεμελιώδη μορφή της υπερεπιφάνειας) ςμ„ και την εξωτερική καμπυλότητα 
Κμι/ (δεύτερη θεμελιώδης μορφή). Ο προβολικός τελεστή ορίζεται ως

— dfiu τίμΤΐι/ι (3.37)

όπου ημ είναι το κάθετο διάνυσμα στην υπερεπιφάνεια και, όπως δηλώνει και το όνομά του, 
προβάλλει άλλα τανυστικά μεγέθη πάνω στην υπερεπιφάνεια. Ουσιαστικά η ποσότητα 
δεν είναι τίποτα περισσότερο από την επαγόμενη μετρική της υπερεπιφάνειας. Η εξωτερική 
καμπυλότητα ορίζεται ως η παράγωγος Lie του προβολικού τανυστή κατά μήκος του πεδίου 
του κάθετου διανύσματος ημ,

Ρ'Κμ,, =  ^C nq^. (3.38)
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Από φυσικής απόψεως, η εξωτερική καμπυλότητα μετρά απλώς το ρυθμό μεταβολής της 
επαγόμενης μετρικής της υπερεπιφάνειας, καθώς κινούμαστε κατά μήκος του κάθετου πεδίου 
της. Για ένα κάθετο πεδίο το οποίο δεν είναι παντού γεωδαισιακό4, η εξωτερική καμπυλότητα 
μπορεί να γραφεί ως

Κμ„ — ν μη„ — ημα„, (3.39)
όπου αμ =  η„ νμημ είναι η επιτάχυνση του πεδίου. Για γεωδαισιακά πεδία η επιτάχυνση μηδε­
νίζεται. Χρησιμοποιώντας τους ορισμούς αυτούς, μπορούμε να γράψουμε τώρα τις εξισώσεις 
Gauss-Codazzi. Η εξίσωση Gauss εκφράζει τον τανυστή Riemann της υπερεπιφάνειας συ­
ναρτήσει του τανυστή Riemann του £>-διάστατου χώρου και της εξωτερικής καμπυλότητας. 
Καθώς μας ενδιαφέρει η εφαρμογή της εξίσωσης αυτής σε μοντέλα μεμβρανών με πέντε δια­
στάσεις στον Τπερχώρο και μία τετραδιάστατη μεμβράνη (υπερεπιφάνεια), θα γράψουμε την 
έκφραση για D — 5,

l4)« V  =  -  Κ%ΚβΊ. (3.40)

Η εξίσωση Codazzi είναι η

D„K; -  D„K =  , (3.41)

όπου έχουμε ορίσει την συναλλοίωτη παράγωγο ως προς την επαγόμενη μετρική στην μεμ­
βράνη, ϋ μ. Επίσης, Κ  =  Κ μ είναι το ίχνος της εξωτερικής καμπυλότητας. Συστέλλοντας 
τον πρώτο και τρίτο δείκτη της εξίσωσης Gauss, παίρνουμε την έκφραση για τον τανυστή 
Ricci της μεμβράνης, με βάση τον οποίο μπορούμε να γράψουμε τον τετραδιάστατο τανυστή
Einstein,

όπου

(4)σ ^ , m R „  -  q / q f  + (s,R ^ n ’ qm  + Κ Κ ^

Κμ'Κ μρ -  \ΐμ*(Κ2 ~ ΚαΒΚαβ) -  Ε^ ,

Em  =  WR’^ W q J ’q f .
Χρησιμοποιώντας τώρα την έκφραση

 ̂ ^ Κ μ α ν β  — g (ί7μ[ι̂  ^Κ β ]α  ~~ 9 α [ Κ β ] μ ) ~ ^ 9 μ \ ν 9 β \α ^ Κ  +

(3.42)

(3.43)

(3.44)

η οποία αποτελεί την ανάλυση του τανυστή Riemann ως προς του τανυστές Ricci και Weil, 
εξάγουμε την ακόλουθη έκφραση για τις εξισώσεις Einstein στη μεμβράνη

m Glw =  ^  ( τ ^ μν  +  ( τ ^ η *  -  j T ' j  ς Δ  + ΚΚμ„

-  Κ μ’ Κ μσ -  (Κ 2 -  Κ ^ Κ μβ) -  Ε ^ ,  (3.45)

4 Ένα πεδίο είναι γεωδαισιακό όταν μεταφέρει παράλληλα το εφαπτόμενο διάνυσμά του, δηλαδή η», V " ημ =

0.
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με τον ορισμό
ε  {5)Ca0ponQn \ 0q f .  (3.46)

Η ποσότητα Εμν αποτελεί ουσιαστικά μία προβολή του τανυστή Weil του Ύπερχώρου πάνω 
στη μεμβράνη. Από αυτήν προέρχεται ο παράγοντας σκοτεινής ακτινοβολίας, που συναν­
τήσαμε στο προηγούμενο εδάφιο. Η εξίσωση Codazzi γράφεται με βάση τον τανυστή ορμής- 
ενέργειας ως

DVK ” -  ϋ μΚ  =  κ2 T ^ r f q f .  (3.47)

Οι εξισώσεις Gauss-Codazzi είναι πολύ χρήσιμες σε προβλήματα όπου έχουμε ενεργειακό 
περιεχόμενο (όπως ένα ιδανικό ρευστό) περιορισμένο μέσα σε μία υπερεπιφάνεια. Το φαινόμε­
νο αυτό συναντάμε επίσης στην περίπτωση των μοντέλων μεμβρανών, όπου συχνά θεωρούμε 
ότι η κύρια ενεργειακή συνεισφορά βρίσκεται μέσα στον χώρο της μεμβράνης. Μπορούμε 
έτσι να χρησιμοποιήσουμε τις εξισώσεις Gauss-Codazzi, προκειμένου να εξαγάγουμε κοσμο­
λογικές εξισώσεις πάνω στη μεμβράνη, χωρίς να χρειαστεί να αντιμετωπίσουμε το πλήρες 
πρόβλημα της επίλυσης της γεωμετρίας στον Τπερχώρο.

Επιλέγουμε τώρα κάθετες συντεταγμένες Gauss, με συνέπεια η πενταδιάστατη μετρική 
να παίρνει τη μορφή

d s 2 =  άχ2 +  q ^ d x ^ d x " , (3.48)

όπου θεωρούμε ότι η μεμβράνη βρίσκεται τοποθετημένη στη θέση χ  = 0. Στις συντεταγμένες 
που χρησιμοποιούμε, το κάθετο πεδίο στην μεμβράνη είναι γεωδαισιακό.

Ο τανυστής ορμής-ενέργειας του Τπερχώρου θεωρούμε ότι αποτελείται από μία πενταδι- 
άστατη κοσμολογική σταθερά και το ενεργειακό περιεχόμενο της μεμβράνης, περιορισμένο 
στη θέση χ  =  0 ,

Τμν = — Λ#μι/ +  S^S{x), (3.49)

όπου ο τανυστής για τη μεμβράνη αναλύεται περαιτέρω σε μία τετραδιάστατη κοσμολογική 
σταθερά ή τάση μεμβράνης και στη συνεισφορά της συνήθους ύλης,

5μι/ ~  4“ μμ . (3.50)

Ο τανυστής τ μν μπορεί να έχει τη μορφή ενός τανυστή ιδανικού ρευστού, τ μυ =  diag(p, ρ, ρ, ρ).
Σκοπός μας είναι τώρα να εκφράσουμε τις συνιστώσες της εξωτερικής καμπυλότητας ως 

προς τον τανυστή ορμής-ενέργειας του Τπερχώρου και της μεμβράνης. Για να το επιτύχουμε 
αυτό, χρησιμοποιούμε τις Συνθήκες Συνέχειας Israel

[?μι/] “  0  >

\κ μν\ =  (3.51)

όπου [X] := limx _ +0 X  — limx_̂ _o X  = Χ + — Χ ~  είναι η ασυνέχεια της συνάρτησης στη 
θέση της μεμβράνης. Με την επιβολή συμμετρίας Ζ2, η εξωτερική καμπυλότητα ορίζεται 
μονοσήμαντα ως

=  (3.52)
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Μπορούμε τώρα να γράψουμε την τελική μορφή των εξισώσεων Einstein πάνω στη μεμβράνη 
ως

{4)Gμν =  -Λ 49μι/ +  8 η ΰ Ντμν + 7ΐ> -  Ε,» . (3.53)

Η τετραδιάστατη ενεργός κοσμολογική σταθερά ορίζεται ως

Λ4 =  + i/c2 λ2̂  (3.54)

και η τετραδιάστατη σταθερά του Νεύτωνα, Gn =  ~ ^ ·  Οι εκφράσεις αυτές είναι ισοδύνα­
μες με αυτές που είδαμε στο προηγούμενο εδάφιο. Το ενεργειακό υπόθεμα της μεμβράνης 
περιέχεται στον τανυστή

ΤΓμχ, = —~ΤμαΤυ 4" +  g<1μνταβτ°^ ~  · (3.55)

Με αντικατάσταση του τανυστή r^  στην παραπάνω έκφραση, επιβεβαιώνουμε την ύπαρξη 
τριών όρων, ενός τετραγωνικού ως προς ρ, ενός γραμμικού και ενός εξαρτώμενου από τη
λ2·

3.5 Μ εμβράνες Συνδιάστασης-2
Ένα διαφορετικό σενάριο αντιμετώπισης του προβλήματος της κοσμολογικής σταθεράς εμφα­
νίζεται στα μοντέλα με μεμβράνες συνδιάστασης-2. Με τον όρο συνδιάσταση (codimension) 
εννοούμε τη διαφορά D — d, μεταξύ της συνολικής διάστασης του Τπερχώρο και της μεμ­
βράνης. Μεμβράνες συνδιάστασης-2 έχουν μία πολύ σημαντική ιδιότητα, η οποία απλοποιεί 
εξαιρετικά την μελέτη τέτοιων μοντέλων: δεν επάγουν καμπύλωση στον Τπερχώρο, πέρα 
από μία κωνική ανωμαλία στο σημείο το οποίο βρίσκονται. Αυτό το γεγονός είναι ήδη γνω­
στό από την συνήθη τετραδιάστατη Γενική Σχετικότητα, όπου κοσμικές χορδές προκαλούν 
τέτοιου είδους κωνικές ανωμαλίες στον χωρόχρονο [75]. Αντίστοιχα, στη (2 4 - 1 )-βαρύτητα, 
σημειακά σωματίδια δεν ασκούν καμία βαρυτική δύναμη σε άλλα γειτονικά σώματα, αλλά 
επάγουν επίσης κωνικές ανωμαλίες [76]. Η διαπίστωση αυτή είναι απολύτως γενική. Αν­
τικείμενα συνδιάστασης-2  δεν επηρεάζουν τον χώρο μακριά από αυτά (και άρα δεν ασκούν 
βαρυτικές δυνάμεις). Η ιδιότητα αυτή, όπως θα δούμε, είναι ουσιώδης για την αντιμετώπιση 
του προβλήματος της κοσμολογικής σταθεράς.

Όπως παρουσιάστηκε στην [45], είναι δυνατόν να κατασκευαστούν στατικές λύσεις με 
δύο τετραδιάστατες μεμβράνες, τοποθετημένες μέσα σε έναν Τπερχώρο 6 διαστάσεων. Στο 
μοντέλο αυτό, ο εγκάρσιος δισδιάστατος χώρος είναι συμπαγής, με την τοπολογία μίας σφα­
ίρας ακτίνας αο, στο πνεύμα των θεωριών Kaluza-Klein. Η μετρική για τον χώρο αυτό, 
ο οποίος περιγράφεται από τις συντεταγμένες yl που είναι κάθετες στη μεμβράνη, έχει τη 
μορφή

7ijiy^y 'dyi =  a2(d02 +  sin2 θάφ2) . (3.56)
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θα  θεωρήσουμε περιπτώσεις όπου ο εσωτερικός χώρος της μεμβράνης είναι επίπεδος (Minkowski). 
Στην περίπτωση αυτή, η πλήρης μετρική στον εξαδιάστατο Υπερχώρο γράφεται ως

ds2 = Gab dX adX b =  ημυ άχμάχν +  (y)dyidyj . (3.57)

Εξετάζουμε πρώτα την περίπτωση που δεν υπάρχουν στο χώρο μεμβράνες. Ένα σημαντικό 
ζήτημα σε μοντέλα αυτού του είδους είναι η εξασφάλιση της ύπαρξης συμπαγούς γεωμετρίας 
για τον εγκάρσιο χώρο. Η συμπαγοποίηση των δύο επιπλέον διαστάσεων μπορεί να επιτευχθεί 
συμπεριλαμβάνοντας ένα πεδίο βαθμίδας U( 1 ) στον εγκάρσιο χώρο, το οποίο να έχει τη μορφή 
ενός μαγνητικού πεδίου, προερχόμενου από μαγνητικό μονόπολο. Θα θεωρήσουμε επίσης 
την παρουσία εξαδιάστατης κοσμολογικής σταθεράς λ. Η δράση του μοντέλου έχει τη μορφή

S6 = J  d6Xy/\G \ Q m 64S  -  λ -  ^ F a k F ^  . (3.58)
*

Ο πρώτος όρος, ο οποίος πολλαπλασιάζεται από την εξαδιάστατη μάζα Planck, είναι η συ­
νήθης βαρυτική δράση, ο δεύτερος είναι η κοσμολογική σταθερά του Τπερχώρου, ενώ ο 
τρίτος αντιπροσωπεύει το μαγνητικό πεδίο. Η λύση των εξισώσεων Maxwell για το μαγνη­
τικό πεδίο είναι

Fij = ν ϊ Βο*α » (3.59)
όπου So σταθερά. Οι τανυστές ορμής-ενέργειας που οφείλονται στην κοσμολογική σταθερά 
και το μαγνητικό πεδίο είναι αντίστοιχα

■ ■A( ’o \ i ) ·  <3'60>

TS, =  - \ β ϊ ( \  _°7 ϋ - ) ·  <3·61)

Χρησιμοποιώντας τις εκφράσεις αυτές μπορούμε να δείξουμε ότι η μετρική (3.56) είναι συμβα­
τή με έναν τετραδιάστατο χώρο σε τέσσερις διαστάσεις, επιβάλοντας τις ακόλουθες συνθήκες 
λεπτής ρύθμισης

Μ4
Β 20 = 2λ , «ο =  2Χ- · (3.62)

Οι συνθήκες αυτές εγγυώνται τη συμπαγοποίηση των επιπλέον διαστάσεων σε σφαίρα ακτίνας 
αο με στατική γεωμετρία.

Προχωρούμε τώρα στην εισαγωγή των μεμβρανών στην παραπάνω λύση. Τοποθετούμε 
συμμετρικά δύο μεμβράνες, ίδιας τάσεως σ, στους δύο πόλους της σφαίρας του εγκαρσίου 
χώρου, έτσι ώστε ο τανυστής ορμής-ενέργειάς τους να γράφεται συνολικά ως

7 Ϊ Γ "  =  —  (3.63)

δπου y„ είναι οι θέσεις των πόλων. Σκοπός μας είναι να έχουμε πάλι έναν τετραδιάστατο 
επίπεδο χώρο Minkowski, ο οποίο^θα ταυτίζεται με τη γεωμετρία μέσα στις μεμβράνες,
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περιμένουμε όμως, σύμφωνα με την παραπάνω συζήτηση, την εμφάνιση κωνικών ανωμαλιών 
στον εγκάρσιο χώρο. Για να μελετήσουμε τη γεωμετρία του εγκάρσιου χώρου, γράφουμε 
την μετρική του χρησιμοποιώντας σύμμορφα επίπεδη παραμετροποίηση,

Ίνάμ'άμί =  ^ (r)(d r2 +  τ2άφ2) . (3.64)

Ο σύμμορφος παράγοντας rp(r) εξαρτάται μόνο από την ακτινική συντεταγμένη των επιπλέον 
διαστάσεων και καθορίζει τη γεωμετρία του χώρου. Οι εξισώσεις Einstein γράφονται ως

0 = - A  +  i f i J ,  (3.65)

για τις κατευθύνσεις παράλληλα στη μεμβράνη και

(3.66)

για τις κάθετες συντεταγμένες. Η πρώτη από αυτές τις εξισώσεις είναι η ίδια συνθήκη λεπτής 
ρύθμισης μεταξύ μαγνητικού πεδίου και κοσμολογικής σταθεράς που είδαμε και στο μοντέλο 
χωρίς μεμβράνες. Η δεύτερη καθορίζει τη μορφή του σύμμορφου παράγοντα. Εφαρμόζοντας 
τη συνθήκη λεπτής ρύΰμισης, η δεύτερη εξίσωση απλοποιείται στη μορφή

Hr721
π

η οποία επιλύεται, δίνοντας τον σύμμορφο παράγοντα

4α2θο
ψ ( ν ) =

Οι παράμετροι α  και α0 δίνονται από τις σχέσεις

a  =  1 —
2  έΜλ

zln r , (3.67)

-α]2 · (3.68)

Mj
2λ ’ (3.69)

ενώ η ποσότητα Γο εξαρτάται από την επιλογή συντεταγμένων που έχουμε κάνει. Όπως 
βλέπουμε, η ακτίνα καμπυλότητας της σφαίρας στον εγκάρσιο χώρο είναι η (δια με πριν. 
Το γεγονός αυτό είναι συνεπές με την προσδοκία μας ότι η γεωμετρία μακριά από τη 6 έση 
των μεμβρανών στον εγκάρσιο χώρο 6 α παραμένει ανεπηρέαστη. Όλη η συνεισφορά των 
μεμβρανών έρχεται μέσω του όρου α, ο οποίος περιέχει την τάση σ. Για σ =  0 (απουσία 
μεμβρανών), ανακτούμε την αρχική λύση. Με κατάλληλη αλλαγή συντεταγμένων, η μετρική 
του εγκάρσιου χώρου γράφεται ως

7 ijdy'dyi =  αΙ(άθ2 4- σ2 sin2 θ άφ2) . (3.70)

Η μετρική αυτή 6 α αντιστοιχούσε σε ένα συνη6 ισμένο δισδιάστατο επίπεδο για α =  1. 
Επειδή όμως στην προκειμένη περίπτωση αυτό δεν ισχύει, βλέπουμε ότι ένα πλήρες γωνιακό 
ολοκλήρωμα γύρω από την αρχή των αξόνων δίνει

2τγ

/  αα,οδϊηθάφ = 2πααΟ8Ϊη0 . (3.71)
ο
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Εφόσον a < 1, βλέπουμε ότι η παραπάνω ποσότητα ισοδυναμεί με ολοκλήρωση στο γωνιακό 
διάστημα [0,2πα], έχουμε δηλαδή μία ελλειμματική γωνία δ =  27γ(1 — α). Συγκρίνοντας με 
την έκφραση που έχουμε εξαγάγει για την παράμετρο α, βλέπουμε ότι δ =  jjj, η ελλειμματική 
γωνία δηλαδή καθορίζεται από την τάση της μεμβράνης. Η ύπαρξη της γωνίας δ σηματοδοτεί 
την παρουσία κωνικής ανωμαλίας στον χώρο. Για μηδενική τάση της μεμβράνης, η κωνική 
ανωμαλία εξαφανίζεται. Η γεωμετρία του χώρου μοιάζει με αυτή του Σχήματος 3.2, έχει 
δηλαδή τη μορφή μία μπάλας του ράγκμπι. Η ελλειμματική γωνία αντιστοιχεί στον τομέα 
που αφαιρούμε από τη σφαίρα για να ενώσουμε τους δύο μεσημβρινούς. Πρέπει ωστόσο να 
τονίσουμε ότι η εικόνα αυτή δεν απόλυτα ακριβής, από την άποψη ότι μία μπάλα του ράγκμπι 
δεν έχει παντού την ίδια καμπυλότητα, ενώ ο χώρος που εξετάζουμε είναι παντού σφαιρικός, 
με εξαίρεση τους πόλους του.

Σχήμα 3.2: Η γεωμετρία του εγκάρσιου χώρου έχει τη μορφή μπάλας του ράγκμπι. Οι 
μεμβράνες βρίσκονται τοποθετημένες στους δύο πόλους (Carroll and Guica, 2003).

Όπως διαπιστώσαμε παραπάνω, το μοντέλο αυτό επιτυγχάνει την αναπαραγωγή ενός τε- 
τραδιάστατου χωρόχρονου πάνω στις μεμβράνες, ο οποίος είναι επίπεδος, άρα δεν υπάρχει 
ενεργός τετραδιάστατη κοσμολογική σταθερά. Η τάση της μεμβράνης (κοσμολογική στα­
θερά) καθίσταται αόρατη πρακτικά για τετραδιάστατους παρατηρητές. Το μόνο το οποίο 
προκαλεί, είναι μία κωνική ανωμαλία στον εγκάρσιο χώρο, μέσω της εμφάνισης της ελλειμ- 
ματικής γωνίας δ.

Θα πρέπει να παρατηρήσουμε ωστόσο ότι το μοντέλο αυτό δεν αποτελεί μία πλήρη λύση 
στο πρόβλημα της κοσμολογικής σταθεράς. Αυτό οφείλεται στη σχέση (3.65), η οποία κα­
θορίζει την πενταδιάστατη κοσμολογική σταθερά απέναντι στο μαγνητικό πεδίο. Η έκφραση 
αυτή είναι μία συνθήκη λεπτής ρύθμισης, άρα το πρόβλημα της κοσμολογικής σταθεράς επα­
νεμφανίζεται μέσω της απαίτησης μίας πολύ συγκεκριμένης σχέσης μεταξύ λ και Βο· Αξίζει 
όμως να σημειώσουμε ένα σημαντικό χαρακτηριστικό της λύσης αυτής: μόλις η συνθήκη 
λεπτής ρύθμισης εφαρμοστεί, η μεμβράνη παραμένει επίπεδη, ακόμα και αν έχουμε μεταβολές 
στην τάση σ. Αυτό σημαίνει ότι φαινόμενα όπως η παραβίαση συμμετρίας, η οποία μπορε­
ί να προκαλέσει αλλαγές στην σ ,^εν  επηρεάζουν καθόλου την τετραδιάστατη γεωμετρία,
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επάγοντας απλώς μία διαφορετική ελλειμματική γωνία δ. Με τον τρόπο αυτό, η φαινομενο­
λογία λόγω της τάσεως της μεμβράνης απωθείται εξολοκλήρου στον εγκάρσιο χώρο. Στο 
τελευταίο κεφάλαιο, θα δούμε πώς μπορούν μοντέλα αυτού του είδους να επεκταθούν με 

. '> θεώρηση εγκαρσίων χώρων, οι οποίοι δεν είναι συμπαγείς και παρέχουν τρόπους αποφυγής 
*·*| συνθηκών λεπτής ρύθμισης.
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Κεφάλαιο 4

Μ οντέλα Μεμβρανών Παρουσία 
Ενός Μη-Ελάχιστα Σ υζευγμένου  
στην Βαρύτητα Βατ&μωτού Πεδίου

4.1 Εισαγω γή

Η ιδέα της ύπαρξης του σύμπαντός μας ως μίας ατέλαας μέσα σε έναν χωρόχρονο υψηλότερης 
διάστασης, αν και όχι καινούργια [36, 37], έχει προκαλέσει έντονο ενδιαφέρον τα τελευταία 
χρόνια στο πλαίσιο της θεωρίας Χορδών, όπου Ό-Μ(μβράν(ς [32], δηλαδή μεμβράνες, πάνω 
στις οποίες τα θεμελιώδη πεδία της χορδής ικανοποιούν συνοριακές συνθήκες τύπου Dirich- 
let, παίζουν σημαντικό ρόλο. Στα πλαίσια των Θεωριών Χορδών/Θεωρίας-Μ [33, 77] ή 
της αντιστοιχίας AdS/CFT [78, 79, 80], μοντέλα μεμβρανών [81, 38, 82, 39] έχουν απο- 
καλύψει νέες δυνατότητες για την επίλυση του προβλήματος της ιεραρχίας στη σωματιδιακή 
φυσική, καθώς και για τη σχέση μεταξύ της βαρυτικής δύναμης και των υπολοίπων θεμελιω­
δών αλληλεπιδράσεων. Σε μοντέλα D-Μεμβρανών, τα πεδία του Καθιερωμένου Μοντέλου 
βρίσκονται παγιδευμένα πάνω στην μεμβράνη, ενώ τα βαρυτόνια διαδίδονται σε ολόκληρο τον 
υψηλότερης διάστασης χώρο (Υπ^ρχώρος). Σε μία ενδιαφέρουσα περίπτωση μοντέλων μεμ­
βρανών με μία επιπλέον διάσταση άπειρης έκτασης, τα βαρυτόνια είναι χωρικά εντοπισμένα 
πάνω στην μεμβράνη λόγω της καμπυλότητας της επιπλέον διάστασης [40, 83]. Τπάρχει λύση 
των εξισώσεων Einstein με επίπεδη μετρική πάνω στη μεμβράνη και γεωμετρία AdS5 στον 
Τπερχώρο υπό τον όρο ότι η μεμβράνη θετικής τάσεως είναι κατάλληλα ρυθμισμένη απέναντι 
σε μία αρνητική κοσμολογική σταθερά του Τπερχώρου.

Αν και τα πεδία του Καθιερωμένου Μοντέλου θεωρούνται χωρικά εντοπισμένα στη θέση 
της μεμβράνης, η βαρύτητα δεν είναι απαραίτητα το μόνο πεδίο το οποίο έχει την ιδιότητα να 
διαδίδεται στον Τπερχώρο. Μοντέλα μεμβρανών με βαθμωτά πεδία στον Τπερχώρο έχουν 
ήδη κατασκευαστεί [84] [85], είτε από θεωρητική είτε από φαινομενολογική σκοπιά [8 6 , 87]. 
Μάλιστα, η ίδια η μεμβράνη μπορεί να είναι μία ατέλεια, προκαλούμενη από ένα Περιβάλλον 
βαθμωτό πεδίο (βαθμωτό πεδίο το οποίο ορίζεται στον Τπερχώρο) συγκεκριμένης διαμόρφω­
σης (μία “κάμψη”, kink) [8 8 , 89].,ίΗ ύπαρξη ενός Περιβάλλοντος βαθμωτού πεδίου ανοίγει
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τον δρόμο στην πιθανότητα της ύπαρξης άμεσης σύζευξης του πεδίου αυτού με τη βαϋμωτή 
καμπυλότητα του χωρόχρονου. Μία συγκεκριμένη μορφή αυτής της σύζευξης αντιστοιχεί 
στον βαρυτικό όρο, ο οποίος εμφανίζεται στις αποκαλούμενες τανυστικές-βαϋμωτές θεωρίες 
βαρύτητας [90, 91]. Ένα Περιβάλλον βαϋμωτό πεδίο με μη-ελάχιστη σύζευξη με την βαρυτι- 
κή δύναμη, μέσω ενός όρου της μορφής φ2 R, έχει ήδη εξεταστεί, στα πλαίσια του μοντέλου 
Randall-Sundrum, και αριθμητικές λύσεις έχουν συζητηϋεί [92, 93].

Στο κεφάλαιο αυτό εξετάζουμε μία 3-μεμβράνη, εμβαπτισμένη σε έναν πενταδιάστατο 
χώρο, ο οποίος διαθέτει ένα Περιβάλλον βαϋμωτό πεδίο φ, μη*ελάχιστα συζευγμένο με την 
βαρύτητα μέσω ενός όρου της μορφής - ξ  φ2 R  [94]. Μελετάμε, χρησιμοποιώντας αναλυτικές 
μεϋόδους, την ύπαρξη λύσεων στο πεπλεγμένο σύστημα εξισώσεων κίνησης για τη μετρική 
και το βαϋμωτό πεδίο, υιοθετώντας για την μετρική την προδιαγραφή diag (eA{x*]ημυ, ΐ). 
Για μετρική της μορφής Randall-Sundrum, παράγουμε αναλυτικά ένα πλήρες σύνολο από 
ακριβείς λύσεις για ένα πεδίο τιμών της σταϋεράς μη-ελάχιστης σύζευξης ξ, οι οποίες αν­
τιστοιχούν σε συγκεκριμένες επιλογές για το βαϋμωτό δυναμικό. Βαϋμωτά πεδία, με ή 
χωρίς μη-ελάχιστη σύζευξη, εισάγονται συχνά μέσα σε ένα προϋπάρχον υπόβαϋρο Randall- 
Sundrum, υπό την προϋπόϋεση ότι οι επιπτώσεις τους στην γεωμετρία του υποβάϋρου δεν 
είναι ιδιαίτερα σημαντικές. Όντως, βρίσκουμε ακριβείς λύσεις για το βαϋμωτό πεδίο, χωρίς 
ύπαρξη ανωμαλιών, συμβατές με μία γεωμετρία υποβάϋρου, η οποία είναι ακριβώς της μορφής 
Randall-Sundrum, λαμβάνοντας υπόψη την ανάδραση από την ύπαρξη του βαϋμωτού πεδίου.

Επιδεικνύουμε την ύπαρξη μίας κλάσης λύσεων για μία πιο γενική συνάρτηση στρέβλω­
σης με μία ασυμπτωτική συμπεριφορά της μορφής Randall-Sundrum AdS$. Σε όλες αυτές 
τις περιπτώσεις λαμβάνουμε υπόψη την πιϋανότητα εξάρτησης της τάσεως πάνω στην μεμ­
βράνη από την τιμή του βαϋμωτού πεδίου εκεί. Επιπλέον, συζητάμε την ύπαρξη ομαλών 
λύσεων του τύπου AdSs, στις οποίες το ρόλο της μεμβράνης παίζει μία “κάμψη” του ίδιου 
του Περιβάλλοντος βαϋμωτού πεδίου. Προχωρούμε σε μία αριϋμητική αντιμετώπιση του 
πλήρους προβλήματος, όσο και σε προσεγγιστική αναλυτική πραγμάτευση. Εν προκειμένω, 
υπολογίζουμε τις συναρτήσεις στρέβλωσης για ομαλές γεωμετρίες παρουσία μίας κάμψης του 
βαϋμωτού πεδίου για διαφορετικές συνοριακές τιμές στην αρχή (ϋέση της μεμβράνης) και 
εξάγουμε μία σειρά από λύσεις. Αν και επικεντρωνόμαστε σε λύσεις που διαϋέτουν συμ­
μετρία Ζ2, ομαλές ασυμμετρικές λύσεις είναι επίσης δυνατές. Μέσω αναλυτικών μεϋόδων, 
επιβεβαιώνουμε την ύπαρξη παραγόντων στρέβλωσης, οι οποίοι μειώνονται εκϋετικά με την 
απόσταση από την μεμβράνη για ένα μεγάλο εύρος τιμών των παραμέτρων του μοντέλου, 
παρέχοντας έτσι πεπερασμένες γεωμετρίες. Βρίσκουμε επίσης αναλυτικές λύσεις για μερι­
κές ειδικές τιμές των παραμέτρων και διαφορετικά πεδία τιμών του ξ. Στο τελευταίο μέρος 
του κεφαλαίου, μελετάμε τον περιορισμό των βαρυτονίων στο μοντέλο που εξετάζουμε και 
ελέγχουμε την μορφή του περιοριστικού δυναμικού για τα βαρυτόνια, με την χαρακτηριστική 
μορφή τύπου “ηφαιστείου” . Διαπιστώνουμε ότι, για ξ μεγαλύτερο από μία ορισμένη τιμή, 
το δυναμικό αναπτύσσει ένα τοπικό μέγιστο στην αρχή, το οποίο σταδιακά αυξάνει, καϋώς 
κινούμαστε προς μεγαλύτερες τιμές της παραμέτρου σύζευξης.
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4.2 Δ ράση και Εξισώσεις Κίνησης
θεωρούμε μία γενική πενταδιάστατη θεωρία ενός πραγματικού βαθμωτού πεδίου, συζευγ- 
μένου με την βαρύτητα. Επιτρέποντας μόνο όρους γραμμικούς ως προς το βαθμωτό Ricci, 
μπορούμε να γράψουμε την ακόλουθη γενική έκφραση για τη δράση του συστήματος

S = J  ά5χ >/=σ |  f(<f>)R -  ^(νψ)2 -  ν(φ) -  cm |  , (4.1)

όπου / ( φ) είναι, προς το παρόν, μία γενική, ομαλή, θετικά ορισμένη συνάρτηση του βαθμωτού 
πεδίου φ. Gmn είναι η πενταδιάστατη μετρική, η οποία δεν θα πρέπει να συγχέεται με 
τον τανυστή Einstein. Στην περίπτωση μίας σταθερής / ,  παίρνουμε την δράση Einstein. 
Ο τελευταίος όρος αντιστοιχεί σε ύλη ανεξάρτητη από το φ. Τονίζουμε ότι η παραπάνω 
δράση μπορεί πάντα να μετασχηματιστεί μέσω ενός σύμμορφου μετασχηματισμού Gmn —* 
0 μ ν/{Φ)/2Μ3 σε μία δράση στην οποία το βαθμωτό Ricci εισέρχεται κατά τον συνηθισμένο 
τρόπο (2Μ 3) R, όπως ακριβώς στη δράση Einstein. Ωστόσο, η εξάρτηση από το φ θα 
εμφανιστεί τότε στον όρο που αντιπροσωπεύει την ύλη πάνω στη μεμβράνη, δίνοντας έτσι 
μία θεωρία διαφορετική από αυτή που θα έπαιρνε κανείς απουσία της /(φ).

Οι εξισώσεις κίνησης που προκύπτουν από την (4.1) είναι

m ^ R M N  -  \ g m n r )  -  V u V f t m  +  GMNV 2m  =  \ τ $ ]Ν +  ±7™ , (4.2)

όπου

_ 2  dV n df n 
ν φ  ά φ + Ά ά φ ~ ° '

Τμν = ?ΜφνΝφ -  Gmn ( \φφ)2 + Υ(φ) )  ,

(4.3)

(4.4)

είναι ο τανυστής ορμής-ενέργειας του βαθμωτού πεδίου φ και Τ ^ ,  ο τανυστής ορμής- 
ενέργειας της (επιπλέον) ύλης.

Σε αυτό το σημείο θα περιορίσουμε την μετρική Gm n  εισάγοντας την προδιαγραφή 
στρέβΚωσης

Gmn —
0

0
(4.5)

όπου xM =  (χμ, χ5) =  (χμ, y) και ημν είναι η τετραδιάστατη μετρική Minkowski, με υπο­
γραφή ( - 1 , 1 , 1 , 1). Μπορούμε πάντοτε να διαλέξουμε >1(0) =  0.

Η παρουσία της μεμβράνης εισάγει έναν επιπλέον όρο

J  d6x  \/^Ό σ (φ )  J(y) =  -  J  <?χσ{φ) <%) , (4.6)

όπου η τάση της Μεμβράνης σ(φ) είναι, γενικά, συνάρτηση του φ. Η εισαγωγή του όρου 
αυτού στη δράση τροποποιεί τον Τ μ ν  στις εξισώσεις Einstein ως

δΤΜΝ =  σ{φ) 6{y) =  σ (Φ) δΜ  ■
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Στη συζήτηση που ακολουθεί, θα αγνοήσουμε την ύπαρξη (επιπλέον) ύλης, πέρα από το 
Περιβάλλον βαθμωτό πεδίο. Αντικαθιστώντας την παραπάνω προδιαγραφή για τη μετρική 
στις εξισώσεις κίνησης και υποθέτοντας ότι το βαθμωτό πεδίο είναι συνάρτηση μόνο της 
πέμπτης διάστασης, δηλαδή φ =  φ(ν), έχουμε το σύστημα εξισώσεων

Ι η λ γ  + 2Α} = ±(φγ-±ν, (4.7)

\fA  +  \f(A?  +  p A  + /  =  -± (ψ )2 -  \v  -  i  σ(φ) % ) ,  (4.8)

+  5(X>2) -  3 > >  “  0 ' <4·9)
Στις εξισώσεις αυτές, η τελεία σηματοδοτεί παραγώγιση ως προς την πέμπτη συντεταγμένη
V-

Οι Συνθήκες Συνέχειας στο σημείο y =  0, όπου είναι τοποθετημένη η μεμβράνη, γράφον­
ται ως

Αφ(0) =  φ(+0) -  φ (-0 ) = J + Μ ψ . (4.10)

ΔΑ(0) =  Α(+0) -  Λ (-ο ) =  -  ( γ ^ ψ )  ■ (4.11)

0  τόνος σηματοδοτεί παραγώγιση ως προς το βαθμωτό πεδίο φ. Με σ  και σ7 δηλώνουμε τις 
τιμές της τάσεως της μεμβράνης και της πρώτης της παραγώγου ως προς το βαθμωτό πεδίο,
υπολογισμένες στο ψ(0 ).

Μεταξύ των παραπάνω τριών εξισώσεων κίνησης στον Ύπερχώρο, μόνο δύο είναι ανε­
ξάρτητες μεταξύ τους. Μπορούν να γραφούν ως

ν(φ) =  —3 /Λ 2 -  p A  -  7- A f  -  / , (4.12)

1 ·2 3 , V 1 , , y
2Φ = - 2 f A + 2A f - f · (4.13)

Θα περιορίσουμε τώρα την συνάρτηση σύζευξης / ( φ) σε μία μορφή δευτεροβάθμια1 ως 
προς το πεδίο φ. Εισάγοντας μία αδιάστατη παράμετρο ξ  και κανονικοποιώντας την κατάλ­
ληλα, μπορούμε να γράψουμε

ί{Φ) — 2 Α/ 3 — ~φ2 . (4.14)

Η κλίμακα μάζας Μ  σχετίζεται με την πενταδιάστατη σταθερά του Νεύτωνα G μέσω της 
σχέσης 2Μ 3 =  (16π£?)-1. Με την επιλογή αυτή, ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις

/ = ~ξΦΦ, / = ~ξΦ2 ~ ξΦΦ
1 Α κ ό μ α  κα ι γ ια  μ ία γεν ική  συνάρτηση σύζευξης, μπορούμε να θεωρήσουμε ένα ανάπτυγμά της σε άρτιες

δυνάμεις του πεδίου /{φ )  ~  /(Ο) -1-| / '(0 )φ2 Η----- κα ι να κρατήσουμε τους χαμηλότερους μη-τετριμμένους

όρους. Έ ν α  τέτο ιο  ανάπτυγμα θ α  ήταν έγκυρο γ ια  μικρές τιμές του πεδίου (φ -C  (|2/(0)//, (0)|)1̂ 2)·
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και οι εξισώσεις κίνησης στον Τπερχώρο παίρνουν τη μορφή

ν(Φ) = Μ 3 -  ξ-φ 2λ (  2Α2 + λ  ) +  7-^Α φ φ  + ξφφ +  ξφ2 , (4.15)

\ φ 2 =  ~  (2Μ* -  ψ }  A  -  |Α φ φ  + ξφφ +  ξφ2 . 

Οι Συνθήκες Συνέχειας, αντίστοιχα, γράφονται ως

• _  (2 Μ3 -  ^ 2(0 )) σ' +  %σφ{0)
Φ[ ) 2Λ/3 -  § ( 1  -  Ϋξ) ΦΗ0)

ΔΑ(0) =  -
\σ  -  f  <Α(0 )σ/

2Μ3 -  |  ( 1  -  ψ ξ) φ \ 0 )

(4.16)

(4.17)

(4.18)

Και πάλι, σ και σ' είνοα οι αντίστοιχες τιμές για φ = φ{0). Σημειώνουμε την απλοποίηση, 
η οποία λαμβάνει χώρα στον παρονομαστή για την σύμμορφη τιμή, που σε χώρο διάστασης 
D =  5 2 είναι ξα =  3/16.

*
1

4.3 Μ ετρική Randall-Sundrum
Στο εδάφιο αυτό θα κάνουμε μία συγκεκριμένη επιλογή για την συνάρτηση στρέβλωσης 
A(y), η οποία τίθεται ίση προς τη συνήθη συνάρτηση στρέβλωσης του μοντέλου Randall- 
Sundrum, A(y) =  — /e|y|. Επιπλέον, θα επιβάλουμε συμμετρία Ζ2 στο βαθμωτό πεδίο 
(Φ(~ν) = Φ ( ν ) ι <Κ+0) =  - φ ( - 0 )). Αντικαθιστώντας, παίρνουμε την εξίσωση για το φ(ρ) 
στον Τπερχώρο με y > 0 *

\ φ 2 = κ^φφ + ξφφ + ξφ2 . (4.19)

Οι τιμές πάνω στην μεμβράνη πρέπει να ικανοποιούν τη σχέση (1—2ξ)φ2(0) =  ξφ(0) ^κφ(Ο) +  2φ(0)^ φ(0).
Έτσι, η συνοριακή τιμή <̂>(0) =  0 είναι επιτρεπτή μόνο για ξ =  1 / 2 . Προχωρούμε διακρίνον- 
τας τις δύο περιπτώσεις (φ(0) =  0 και φ(0) φ  0).

4.3 .1  Ειδική περίπτωση με φ ( 0 )  =  0

Στην iπερίπτωση αυτή, δυνατή μόνο για ξ =  1/2, έχουμε τη λύση

φ{ν) =  (1 -  e-*l!,|/2) . (4.20)κ
Οι Συνθήκες Συνέχειας δίνουν

σ =  12κΜ 3 , σ' =  2φ{+0) . (4.21)
------------------------------------------- &L

2Η σύμμορφη τιμή σε D  διαστάσεις είναι 2̂ · · Βλέπε [95].
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Βλέπουμε ότι αυτή η λύση είναι εφικτή μόνο για τάση της μεμβράνης, η οποία εξαρτάται 
από το πεδίο. Διαπιστώνουμε επίσης ότι η πρώτη από τις δύο σχέσεις στην (4.21) είναι 
η συνήθης συνθήκη Randall-Sundrum. Αυτή η ειδική λύση έχει το σχήμα συμμ€τρικής 
εσοχής, όπως φαίνεται στο Σχήμα 4.1. Πέρα από μία μικρή περιοχή γύρω από τη μεμβράνη, 
αποκτά μία σταθερή τιμή φ(±οο) =  2«Γ10(+Ο) (Σχήμα 4.1).

#y> *y)

Σχήμα 4.1: Λύσεις για τάση της μεμβράνης εξαρτώμενη από το πεδίο και διαφορετικές τιμές 
του ξ.

Η απαιτούμενη θετικότητα της συνάρτησης σύζευξης

m  =  2Μ 3 -  =  2Μ3 -  2 (φ(<»/«)’ (1 -  > 0, (4.22)

επιβάλλει τον ακόλουθο περιορισμό στη συνοριακή τιμή

(0(Ο))2 < κ2Μ3 =$> (σ')2 < \ κ σ . (4.23)
Ο

Το βαθμωτό δυναμικό που αντιστοιχεί στη λύση αυτή προκύπτει να είναι

ν(φ) = —2«σ -  ^σ'2 + ^(κφ + σ')2. (4.24)
ο 4

Στην παραπάνω έκφραση, έχουμε χρησιμοποιήσει τις Συνθήκες Συνέχειας. Αν θεωρούσαμε 
αρχικά ένα γενικό δευτεροβάθμιο δυναμικό, της μορφής ν(φ) =  Λ +  0 \φ  +  (?2 02, η λύση 
(4.20) και A(y) — — «|y| είναι δυνατή για Λ =  — 2 «σ 4- σ^/δ, C\ =  κσ'/2  και Cz =  «2/4.

4 .3 .2  Γ ενική Π ερίπτωση
Στην γενική περίπτωση 0(0) φ  0, η εξίσωση κίνησης μπορεί να γραφεί ως

i ( l - 2 i ) | - 4 - f |  = ° (425)

και οδηγεί στη λύση
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Φ(ν) = Φ(0) [1 + α(4 -  ξ-1) (1 -  β - « )  ] &  ,
όπου

_ Φ(+0)
°  κφ(0)

Ot Συνθήκες Συνέχειας παίρνουν τη μορφή

"Λ-aiftn ( ^ - φ ’ΟΙΚ + ΐΜο)
*( )  2Λ/3 -  I (! -  Φ=(0) ’ 2 Μ = - | ( 1 - Μ ξ ) ^ ( 0)

Αυτοί οι δύο περιορισμοί μπορούν να ξαναγραφτούν ως

(4.26)

(4.27)

(4.28)

σ' = 2κφ(0)(α — 4ξ), σ = 6κ ^2Μ 3 -  ^φ 2{0)^ + 4ξκαφ2{0). (4.29)

Προκειμένου να μελετήσουμε αν η θετικότητα της συνάρτησης σύζευξης και η απαίτηση για 
θετική τάση στη μεμβράνη (σ > 0) μπορούν ταυτόχρονα να ικανοποιηθούν, θεωρούμε τις 
τέσσερις δυνατές τιμές του προσήμου για την παράμετρο μη-ελάχιστης σύζευξης ξ και την 
παράμετρο συνοριακών τιμών α.

Ικανοποιούνται3
1) Αν ξ > 0, α > 0, πάντοτε.
2 ) Αν ξ < 0, α < 0, πάντοτε.
3) Αν ξ < 0, α > 0, μόνο αν

0 < α < 3 3 Μ 3 -
4 \ t m o )  ·

4) Αν ξ > 0, α < 0, μόνο αν

3 3Μ 3
(X > ----4 -----------,

4 ξΦ2̂ )

Τ άση  Μ εμβράνης α νεξά ρ τη τη  το υ  πεδ ίου  (σ' =  0)

(4.30)

(4.31)

Προκειμένου να απλοποιήσουμε την ανάλυσή μας, μπορούμε να θεωρήσουμε ξεχωριστά την 
περίπτωση μίας τάσεως ανεξάρτητης του πεδίου (σ' =  0). Στην περίπτωση αυτή, οι Συνθήκες 
Συνέχειας απλοποιούνται στη μορφή

[2Λ/3 -  £ ( 1  -  ψ ()  ^ ( 0 )] ’
(4.32)

και

__________________________ £  α = 4 ξ
3Επιλέγουμε.^ (0) >  0.

(4.33)

κ
·»
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Διαπιστώνουμε ότι η θετικότητα της τάσεως στη μεμβράνη ικανοποιείται πάντοτε, αφού η 
ποσότητα 2 Μ 3 — ξφ2(0 ) / 2  +  8ξ2φ2(0)/3 είναι θετική, εφόσον η συνάρτηση σύζευξης είναι 

• * θετική (2 Μ 3 -  ξφ2/ 2 > 0).
% : Η σχέση a  = 4ξ απλοποιεί τη λύση (4.26) στη μορφή

Φ{ν) =  Φ{0) [1 +  4(4ξ -  1 ) ( 1  -  e~KW 2) ] . (4.34)

Για ξ > ξ(. = 3/16, η ποσότητα στην παρένθεση 16(ξ — ξ€) — 16(ξ — ξ0 — 1/4)β_Κ,ν,/2 είναι 
Όετική.

Σημειώνουμε ότι, για την ειδική τιμή ξ =  1/2, αν <p(y) είναι μία λύση, το ίδιο ισχύει και 
για την φ(ρ) +  const.. Επίσης, για την ειδική περίπτωση ξ =  1/4, η λύση παίρνει τη μορφή

^(y) =  0(O)e2(1“e” 'lw,/a). (4.35)

Η λύση αυτή απεικονίζεται στο Σχήμα 4.1.
Η απαίτηση για την θετικότητα της συνάρτησης σύζευξης, στο επιτρεπτό πεδίο τιμών 

ξ0 < ξ , αντιστοιχεί στην ανισότητα 2 Μ 3 > §02(Ο) (1 -μ 4(4ξ — Ι)]4*-1. Για την ειδική τιμή 
ξ =  1/4, αυτή αντιστοιχεί σε 2Μ 3 > γ φ 2(0).

Για τη σύμμορφη τιμή ξ0 = 3/16, η λύση ανάγεται σε ένα αύξον εκθετικό,

Φ Μ  =  Ψ(0 )ίΜ »Ι. (4.36)

Για τιμές της παραμέτρου σύζευξης στο διάστημα 0 < ξ < ξα, η ποσότητα στην παρένθεση 
μηδενίζεται στην τιμή y0 =  ± 2  In [1 +  (ξε — ξ)-1], ενώ ο εκθέτης είναι αρνητικός, δηλαδή 
4̂ ϊ  =  ~ 4(ζ -1 ) + 1 < "Ετσι! σε αυτό το διάστημα τιμών, η λύση παρουσιάζει ανωμαλία. 

Για ξ αρνητικό, η λύση
aiei

0(j,) =  ^ (O )[4 ( l+ 4 |i |)e -“W'2 - ( 3  +  16 |i|)]3,*Sr , (4.37)

χαρακτηρίζεται από έναν εκθέτη μεταξύ 0 και 1 , ενώ η έκφραση μέσα στην παρένθεση μη­
δενίζεται για yo =  In [1 +  (3 + 16|ξ|)-1]. Τονίζουμε ότι φ(νο) =  -οο. Όπως θα δούμε 
σύντομα, αυτές οι “λύσεις” δεν είναι αποδεκτές, καθώς το βαθμωτό δυναμικό, το οποίο 
διαθέτει αρνητικές δυνάμεις του πεδίου, παρουσιάζει ανωμαλία.

Το βαθμωτό δυναμικό που αντιστοιχεί στις λύσεις που μόλις παρουσιάσαμε μπορεί να 
εξαχθεί άμεσα από την εξίσωση (4.15). Προκειμένου να κάνουμε κάτι τέτοιο, είναι χρήσιμο 
να εξαγάγουμε πρώτα τις εκφράσεις για τις παραγώγους της λύσης. Αυτές έχουν τη μορφή

Φ(ν) =  <Κν) ( * ) (1 *  .<4ί -  ‘ ), ( |g i )
1- 4£
2ξ

-  1 (4.38)

και

m  =  - m  t e *  a + « κ  -  D) ( S ) " + 1 (4.39)
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Αντικαθιστώντας τις σχέσεις αυτές στην (4.15), προκύπτει ότι

m j  +Cs(m )Υ(φ) =  - 6 κ 2Μ 3 +  φ2 ( C i + C 2 ^
ξ

όπου

α ' = Ύ { 3 + 74 (ξ

Cl =  —4ξκ2 ( 1  +  4(4ξ -  1 ))
4 £ - 1

σ 3 = c?
32ξ2κ2

(4.40)

(4.41)

(4.42)

Όλες οι δυνάμεις είναι θετικές στο διάστημα 0 < ξ < | .  Για την ειδική τιμή ξ — 1/4, το 
βαθμωτό δυναμικό περιλαμβάνει λογαριθμικούς όρους. Η έκφρασή του είναι

ν(φ) =  — 6 κ2Μ 3 + ξκ* φ2 j.2 - i  +  j l n ( ^ ( 0 )) +  g (ln W M 0) j) : (4.43)

Για την ειδική τιμή ξ =  1/2, το βαθμωτό δυναμικό έχει την δευτεροβάθμια μορφή 

ν{φ) =  - 6 κ 2Μ 3 4- \ κ 2 (3φ2 -  &φφ(0) +  25φ2(0)) .
Ο

(4.44)

Για την οριακή σύμμορφη τιμή ξ0 = 3/16, όλοι οι παραπάνω συντελεστές μηδενίζονται και 
παίρνουμε έτσι ένα σταθερό δυναμικό V  = —6 κ2Μ 3. Για αρνητικές τιμές της παραμέτρου 
σύζευξης, οι εμφανιζόμενες δυνάμεις του πεδίου φ ^  και ψ*~2 είναι αρνητικές, και αφού η 
λύση φ(χ]) μηδενίζεται σε πεπερασμένη απόσταση, το δυναμικό παρουσιάζει ανωμαλία.

Γ ενική  περίπτω ση με τάση  Μ εμ βράνης εξα ρτώ μ ενη  από το  πεδίο  (σ' φ  0)

Προκειμένου να μελετήσουμε τη συμπεριφορά της λύσης για το βαθμωτό πεδίο (4.26), ε­
ξετάζουμε πρώτα την περίπτωση α > 0. Στην περίπτωση αυτή, έχουμε μία λύση, η οποία 
αυξάνει κοντά στην αρχή των αξόνων, καθώς κα  =  φ(+0)/φ(0) > 0. Η ποσότητα στην 
παρένθεση είναι θετική, δεδομένου ότι α(4 — ξ-1) > —(1 — e“'clyl/2)-1. Το κάτω όριο του 
δεξιού μέλους της ανισότητας αυτής είναι —1 , το οποίο αντιστοιχεί στο διάστημα ξ > γ^ρτ· 
Για παράδειγμα, θεωρούμε τις περιπτώσεις ξ =  α = 1 καιξ =  α =  1/8. Η πρώτη αντι­
στοιχεί σε έναν θετικό εκθέτη 2/3, ενώ η δεύτερη στον εκθέτη —1/2. Και οι δύο λύσεις 
απεικονίζονται στο Σχήμα 4.2.

Για τιμές του ξ κάτω από αυτό το όριο, υπάρχει ένα σημείο, για το οποίο η έκφραση μέσα 
στην παρένθεση μηδενίζεται, και εφόσον ο εκθέτης είναι αρνητικός, υπάρχει στο σημείο 
αυτό ανωμαλία. Αυτό συμβαίνει στο σημείο y0 =  — |  In [1 — ξ/α (  1 — 4ξ)]. Για την ειδική 
τιμή ξ =  χο ανώμαλο σημείο απωθείται στο άπειρο, και παίρνουμε έτσι μία καθαρά 
εκθετικής μορφής λύση,

φ(ν ) = φ(0 ) e'ca|y| . (4.45)
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Φ(Υ)

Σχήμα 4.2: Προφ(Χ των Χύσεων για τάση μεμβράνης εξαρτώμενη από το πεδίο.

Προτού προχωρήσουμε στη -θεώρηση αρνητικών τιμών, θα αναφέρουμε πάλι την ειδική 
τιμή ξ = 1/4, η οποία αντιστοιχεί στη λύση

φ(ν) = φ(0)e2°<l- ' " nw‘' . (4.46)

Όπως έχουμε σχολιάσει νωρίτερα, για ξ > 0 και α  > 0, η θετικότητα της τάσεως 
της μεμβράνης (σ  > 0) είναι πάντοτε αληθής. Ωστόσο, η απαίτηση για θετική συνάρτηση 
σύζευξης εισάγει έναν επιπλέον περιορισμό στις παραμέτρους. Είναι αρκετό να έχουμε 2Μ 3 >
§02(Ο) [1 4- α(4 — ξ-1) ] ^ 1 . Για την ειδική τιμή ξ =  1/4, ο περιορισμός αυτός έχει τη μορφή 
2 Μ 3 > *£-φ2{0).

Για αρνητικές τιμές ξ < 0 (και πάλι α  > 0), η λύση παίρνει τη μορφή

Φ(ν) =  0 (0) [1 +  α(4 +  ΙξΓ1) ^  -  e"*,w,/2)] *  . (4.47)

Τονίζουμε ότι, ενώ το βαθμωτό δυναμικό έχει αρνητικές δυνάμεις (φ~1/2̂  και 0 - 2_1/ΙίΙ)) 
δεν υπάρχει ανώμαλο σημείο, καθώς το βαθμωτό πεδίο δεν μηδενίζεται πουθενά. Σημειώνουμε 
επίσης ότι, για ξ < 0 και α > 0 , η θετικότητα της τάσεως της μεμβράνης εισάγει τον 
περιορισμό α < |  +  j ^ , .

Προχωρούμε τώρα στην εξέταση της περίπτωσης α < 0. Γράφοντας τη λύση ως

φ{ν) =  Φ(0) [ 1 -  |β|(4 -  ξ - 'Κ Ι  -  e -M " )  ] *  , (4.48)

βλέπουμε ότι, για ξ > 1/4, ο εκθέτης είναι θετικός. Για |α) < | ,  η ποσότητα στην παρένθεση 
παραμένει θετική. Ωστόσο, για |α| > είναι απαραίτητο να περιορίσουμε το πεδίο τιμών του 
ξ σε ξ < 4'_ρ ·̂. Για την κρίσιμη τιμή ξ = *) λύση ανάγεται σε ένα μειούμενο εκθετικό,

φ(ν) =  φ( 0 ) e“'6|a|,y|. (4.49)

Ως παραδείγματα της λύσης στο παραπάνω διάστημα τιμών, θεωρούμε τις τιμές α  =  —1 / 8 , ξ = 
1 και α — -1 /2 , ξ =  1/3, με τις αντίστοιχες λύσεις στο Σχήμα 4.3
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♦ <Υ)

Σχήμα 4.3: Λύσεις για τάση μεμβράνης εξαρτώμενη από το πεδίο και αρνητικό α.

'  Για |α| >  1/4 και ξ εκτός του παραπάνω διαστήματος, δηλαδή ξ > ^γτ-, έχουμε λύσεις
Ι“ ϊ

οι οποίες μηδενίζονται σε πεπερασμένη απόσταση από τη μεμβράνη, πιο συγκεκριμένα στο 
σημείο |y0| =  -  J In [1 -  ξ/|α |(4ξ -  1)]. Αυτό και πάλι αντιστοιχεί στην ύπαρξη ανώμαλου 
βαΰμωτού δυναμικού εξαιτίας της αρνητικής τιμής φι^~ 2 που εμφανίζεται σε αυτό.

Για τιμές του ξ μικρότερες από 1/4 αλλά -θετικές, η λύση έχει τη μορφή

Φ(ν) = Φ{0) [1 + |α |(Γ Χ ~  4)(1 -  ε-κ|ν|/2) ]_Τ̂  (4.50)
και δίνει ένα ομαλό, φΰίνον προφίλ, όπως φαίνεται παραπάνω.

Προτού θεωρήσουμε αρνητικές τιμές του ξ, εξετάζουμε πρώτα την ειδική τιμή ξ = 1/4. 
Στην περίπτωση αυτή, έχουμε

Φ(ν) = *(0) e-2lQl(1-er'e|vl/a) , (4.51)

η οποία απεικονίζεται για α =  —1 στο Σχήμα 4.4

♦<y)

Σχήμα 4.4: Προφίλ της λύσης για την ειδική £ ~  ?·

Η ΰετικότητα της τάσεως της μεμβράνης, για ξ > 0 και α  < 
• εισάγει τον περιορισμό

3 3 Μ 3
—Λ “ — -4— —

4 +  ξφ^Ο)

όπως βρέΌηκε πιο πριν,

(4.52)

ι
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Από την άλλη, η ΰετικότητα της συνάρτησης σύζευξης, αφού το 0(y) είναι φΰίνουσα συνάρ­
τηση, καλύπτεται απαιτώντας 2Μ 3 > |0 2(Ο).

Για αρνητικές τιμές ξ < 0, η λύση μπορεί να γραφεί ως

φ(ν) =  <Κ0) =  [ 1 -  Ν ( |ξ |- ·  +  4)(1 - 1-**!*) ] ^  ■ (4.53)

Εύκολα διαπιστώνουμε ότι, για |α| > 1/4, το βαΰμωτό πεδίο μηδενίζεται σε πεπερασμένη 
απόσταση από την μεμβράνη, συγκεκριμένα στο

Ν  =  - ; 1 η [ 1 - |ξ | / |α |( 4 | ί |  + 1)].
9\

Και πάλι, αυτό αντιστοιχεί στην ύπαρξη ανώμαλου σημείου στο βαΰμωτό δυναμικό λόγω των 
αρνητικών δυνάμεων φ~1/,|ξ| και φ- (1/ΚΙ+2).

Το βαΰμωτό δυναμικό έχει ακριβώς την ίδια μορφή όπως και στην περίπτωση για σ' =  0 
(α =  4ξ), η μόνη διαφορά είναι μία μικρή αλλαγή στους συντελεστές C2 και C3, οι οποίοι 
είναι στην περίπτωση αυτή

C, -  -4ξ«’ ( ΐ  + |(4 ξ  -  1)) ( jJ - j )  , C .  = 3 ^  · ' (4.54)

4.4  Π έρα Α πό τη Γεωμετρία  
Randall-Sundrum

Ας ΰεωρήσουμε πάλι το αρχικό σύστημα των δύο ανεξάρτητων εξισώσεων (4.12), (4.13) 
για την ειδική επιλογή της συνάρτησης σύζευξης / ( φ) =  2Μ3 — ξφ2/ 2. Αν δεν επιβάλου­
με κάποιον περιορισμό στο βαΰμωτό δυναμικό ν{φ), μπορούμε να ΰεωρήσουμε την πρώτη 
εξίσωση ως μία εξίσωση η οποία όριζα το βαΰμωτό δυναμικό με βάση τις συναρτήσεις φ(υ) 
και A(y). Επικεντρωνόμενοι στη δεύτερη εξίσωση, μπορούμε να τη ΰεωρήσουμε σαν μία 
εξίσωση για τον καΰορισμό του παράγοντα στρέβλωσης, η οποία δίνει ένα διαφορετικό A(y) 
για κάΰε διαφορετική €πιλογή της κατανομής του φ(y). Εφορμούμενοι από τη μορφή των 
λύσεων που πήραμε στην περίπτωση της γεωμετρίας Randall-Sundrum, μπορούμε να ξε­
κινήσουμε ΰεωρώντας μία μορφή του βαΰμωτού πεδίου, η οποία έχει το σχήμα εσοχής με 
συμμετρία Ζ24

Φ ( ν )  = Φο tanh(a|y |), (4.55)

όπου φο =  α_10(+Ο). Για τη ΰετικότητα της συνάρτησης σύζευξης, ΰα ήταν αρκετό να 
απαιτήσουμε φ2(0) < 4Μ 3α2/ξ.

Αντικαΰιστώντας την (4.55) στις Συνθήκες Συνέχειας, δεδομένου ότι φ(0) =  0, παίρ­
νουμε τις σχέσεις

Λ(+ο) =  ~ Έ μ * 1 ^ (+0) =  7  · (456)

Μ ( + 0 )  - - Α ! - 0 ) ,  φ(+0) =  - ψ ( - 0 ) .
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Πέρα Α πό τη Γεωμετρία Randall-Sundrum f5

Σημειώνουμε ότι η θετικότητα της τάσεως της μεμβράνης απαιτεί τη συνθήκη .4(4-0) < 0.
Στην περιοχή y > 0 στον Τπερχώρο, έχουμε φ =  αφο{ 1—φ2/φ Ι)> φ =  —2α2φ( 1—φ2/φΙ). 

Αντικαθιστώντας αυτές τις σχέσεις στην εξίσωση κίνησης, μπορούμε να την γράψουμε στη 
μορφή

\φο (2Μ 3 -  ^ φ ή  Χ'{φ) 4- ^ΦοφΧ(Φ) +  2αξφ2 + αφ2 ~  ( Χ “  £ )  =  0 ’ (4.57)

όπου X  =  A(y) και A — X  =  φΧ'(φ). Η διαφορική αυτή εξίσωση μπορεί να ολοκληρωθεί 
άμεσα, δίνοντας

Χ(φ) = φ |  C: ( ΐ  -  '  2-^1 (1 /2,1/3,3/2, ξφ2/4Μ 3) + C 2 |

Λ_^ΐν/3
V 4Μ3/  ’ '+  Co (4.58)

όπου οι συντελεστές C\ και C2 δίνονται από τις εκφράσεις

χϊ
r  _  ± Γ 1 -  6 4- 12Μ3(2ξ -  1)

r ‘ - 6 + 4M5( 2 i - 1)
(4.59)

και η σταθερά ολοκλήρωσης Co =  4(4-0) =  —σ / 1 2 Μ 3 πρέπει να είναι αρνητική, προκειμένου 
να έχουμε μία θετική τάση μεμβράνης.

Ο παράγοντας στρέβλωσης προκύπτει από τη σχέση eAΜ =  exp [ /  ώ/Χ(ψ) ]. Κοντά 
στη μεμβράνη, δηλαδή για y -* 0 ή φ -» 0 , έχουμε

^ » e x p [ - ^ j y  +  0 (y2)] , (4.60)

η οποία αντιπροσωπεύει μία συνήθη συμπεριφορά του τύπου Randall-Sundrum. 
Στην ασυμπτωτική περιοχή ( y -* οο = »  φ r*j φ0 = α~ιφ(0 ) ), έχουμε

> M u ) — exp {αφο) 1J
<20

exp - / —ιφο J  (1-
άφ

_2αφ0 J  (1 — φ/φφ) 
με κ = - X  (φο) και

g(y) =  exp

Φ2/ΦΙ)

(Χ(φο)  4- (Φ -  Φο)Χ'(φο) + ···)

Χ(φ)

,-πν g(y)

~ Ί ^ Χ '$ο) +  ( Χ{Φο) +  2φ0Χ'(Φο)) ε~2αν +

(4.61)

(4.62)
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Έτσι, στην ασυμπτωτική περιοχή, έχουμε μία συμπεριφορά, η οποία είναι εκθετικά κοντά στη 
συμπεριφορά Randall-Sundrum, δεδομένου ότι η παράμετρος κ είναι θετική. Η παράμετρος 

■ αυτή είναι
/  Pth2 \ 1/3

κ = 2 — /( « .Λ /" * ) ·  <4Κ»

όπου έχουμε εισαγάγει τη συνάρτηση /(ξ , χ), η οποία ορίζεται ως

/ « ,  *) =  U  -  Γ 1 -  -  1)) (1 -  * 7 4 ) ,Λ j f i  (1/2,1/3, 3/2, ί ^ / 4 )

+  Γ 1 -  6  +  ^ (2 ξ  -  1) . (4.64)

Η συνάρτηση σύζευξης είναι θετική αν ξφ% < 4Μ 3. Η θετικότητα της κ μπορεί πάντοτε 
να διασφαλιστεί για αρκετά μεγάλη τιμή της τάσεως της μεμβράνης σ. Ωστόσο, μπορούμε 
να είμαστε πιο συνεπείς, κάνοντας μία επιλογή για την 0(+Ο). Μπορούμε να ‘θεωρήσουμε 
0ο =  Λ/3. Τότε, η θετικότητα της συνάρτησης σύζευξης περιορίζει τις τιμές του ξ στο 
διάστημα ξ < 4. Η συνάρτηση /(ξ , 1 ) είναι αρνητική για όλες τις επιτρεπτές τιμές του ξ. 
Έτσι, ο παράγοντας στρέβλωσης ϋα είναι πάντοτε φθίνουσα συνάρτηση. Το διάγραμμα της 
συνάρτησης αυτής ως προς τη μεταβλητή ξ φαίνεται στο Σχήμα 4.5.

Σχήμα 4.5: Διάγραμμα της συνάρτησης /(ξ , 1) για ένα διάστημα τιμών του ξ. Η συνάρτηση 
διατηρεί αρνητικό πρόσημο.

Μπορούμε να κατασκευάσουμε αριθμητικές λύσεις για τη συνάρτηση A(y) και να μελε­
τήσουμε το προφίλ του παράγοντα στρέβλωσης eÂ  για διαφορετικές τιμές των παραμέτρων 
του μοντέλου. Στην περίπτωση αυτή, η τάση της μεμβράνης καθορίζει την τιμή της παρα- 
γώγου της A(y) στο y = 0 και έτσι προσδιορίζει την τιμή της μίας από τις δύο αρχικές 
συνθήκες, που χρειάζονται για την αριθμητική επίλυση. Η παραγωγός της τάσεως της 
μεμβράνης ως προς το βαθμωτό πεδίο, σ', είναι ανάλογη του α0ο· Έτσι, αλλάζοντάς την, 
έχουμε μία νέα τιμή για την 0(0). Τονίζουμε ότι, αν και έχουμε περιορίσει την μελέτη μας 
σε Ζ2-συμμετρικές λύσεις, ασυμμετρικές λύσεις είναι επίσης δυνατές. Το προφίλ αντιπρο­
σωπευτικών λύσεων απεικονίζεται στο Σχήμα 4.6.
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f*b\ /Μ

Σχήμα 4.6: Ο παράγοντας στρέβλωσης για διαφορετικές επιλογές των ·Λ'(0), α, ξ και φο σε 
αονάοες 2Μ3.

✓*

Διαπιστώνουμε ότι, γενικά, ο παράγοντας στρέβλωσης έχει ανάλογη μορφή με το φθίνον 
εκθετικό του μοντέλου Randall-Sundrum . Ωστόσο, για ένα διάστημα -τιμών στον παραμε- 
τρικό χώρο, παίρνουμε λύσεις οι οποίες αποκλίνουν ελαφρά από τη μορφή αυτή. Καθώς η 
τάση της μεμβράνης γίνεται μικρότερη και το ξ παίρνει μεγαλύτερες θετικές τιμές, ο παράγον­
τας στρέβλωσης παρουσιάζει μία κορυφή κοντά στην μεμβράνη, προτού αρχίσει να μειώνεται 
και πάλι. Η κορυφή αυτή ενισχύεται καθώς πλησιάζουμε την τιμή του ξ για την οποία η 
συνάρτηση σύζευξης / ( φ) τείνει στο μηδέν.

4.5 Ομαλοί Χώροι
Όπως είδαμε στο τελευταίο παράδειγμα, η παρουσία της-μεμβράνης δεν ήταν απαραίτητη, 
προκειμένου να έχουμε έναν χωρικά εντοπισμένο παράγοντα στρέβλωσης. Στο εδάφιο αυτό 
θα θεωρήσουμε λύσεις A(y) όταν η “μεμβράνη” είναι η ίδια η κατανομή του βαθμωτού 
περιβάλλοντος πεδίου. Ένα τέτοιο παράδειγμα είναι ήδη γνωστό στην περίπτωση που ξ =  0. 
Εισάγοντας ένα βαθμωτό πεδίο με το τυπικό προφίλ κάμψης (φ =  φύ tanh(ay)) στην εξίσωση 
κίνησης με ξ = 0, παίρνουμε στην Ζ2-συμμετρική περίπτωση (^4(0) =  0)

eA(y) — (cosh(ay))~7 e“ «tanh* ^  , (4.65)

όπου γ  =  Φο/9Μ3.
Ομαλές λύσεις των εξισώσεων κίνησης είναι επίσης δυνατές και για ξ φ  0. Δεν είναι 

δύσκολο να δει κανείς ότι η επιλογή της μετρικής

e<4(y) _  (cosh(ay))-,Y , (4.66)

αντιστοιχεί στην ίδια λύση για το βαθμωτό πεδίο, φ{μ) =  φ0 tanh(ay) με

7  =  2 ( Γ 1 - 6 ) , 1 ,  =  α-'φ (0) =  (2 M»)V= (4.67)
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Η λύση αυτή υπάρχει για Ο < ξ < 1/6 και μόνο για την παραπάνω ειδικά επιλεγμένη τιμή του 
0ο· Η βαΰμωτή καμπυλότητα του χώρου αυτού είναι R — 4α?η ^1 — ( 1  +  Σημει­
ώνουμε ότι για τον χώρο AdS η ασυμπτωτική τιμή του R  είναι R(οο) =  —20α2(ξ- 1  — 6 )2.Το 
βαΰμωτό δυναμικό το οποίο αντιστοιχεί στη λύση αυτή είναι μία τεταρτοβάΰμια συνάρτηση 
του πεδίου, με ειδικά ρυΰμισμένους συντελεστές εξαρτώμενους από το ξ. Η λύση αυτή είναι 
μία ειδική περίπτωση της (4.58). Η παραπάνω επιλογή για το 0ο, μαζί με την επιλογή Co =  0, 
αντιστοιχεί στους συντελεστές

C, =  0 , σ , =  (4.68)

Είναι ενδιαφέρον το γεγονός ότι η (δια μετρική αντιστοιχεί επίσης στη λύση

0(3/) =  0(0) (cosh(ay) ) ” 1 , (4.69)

με 02(Ο) =  12Μ3(ξ- 1  — 6)/(3 — 16ξ), ορισμένη στο ίδιο διάστημα τιμών του ξ όπως πριν.
Μία άλλη ενδιαφέρουσα λύση για τη μετρική μπορεί να οριστεί από την επιλογή 0ο = 

2γ/ξ- 1Μ 3, για την οποία η (4.58) δίνει

Λ — \α  tanh(ay)(8  — ξ~ι) cosh- 2/3(ay) 3/*!(1 / 2 ,"ϊ/3 , 3/2, tanh2(ay))Ο
— 4α tanh(ay). (4.70)

Ολοκληρώνοντας την εξίσωση αυτή, παίρνουμε

My )  =  | ( 8  -  i “ ‘) tanh2(ay) F p f q  ({1 ,1,7/6}, {3/2,2}, tanh’ M )

-  41n(cosh(ay)), (4.71)

Ο παράγοντας στρέβλωσης eA απεικονίζεται στο Σχήμα 4.7, για ξ =  1/4 και για ξ =  1/9.
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Σχήμα 4.7: Παράγοντες στρέβλωσης για 0 (y) =  0 (0) (cosh(ay))”1, ξ <  1 / 2 .
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Για μεγαλύτερα ξ, η συμπεριφορά δεν αλλάζει δραστικά. Παρατηρούμε όμως ότι για τιμές 
ξ > 1/2, ο παράγοντας στρέβλωσης αναπτύσσει ένα μέγιστο μακριά από την αρχή. Στο 
Σχήμα 4.8 σχεδιάζουμε τις περιπτώσεις ξ =  1 και ξ = οο.

Σχήμα 4.8: Παράγοντες στρέβλωσης <p(y) =  0(0) (cosh(ay)) 1; ξ > 1/2.

Όπως-έχουμε ήδη δει, η εξίσωση κίνησης για ένα βαθμωτό πεδίο με προφίλ σχήματος 
κάμψης δεν μπορεί να λυθεί αναλυτικά για γενικές συνοριακές συνθήκες. Είναι ωστόσο 
δυνατό να εξαγάγουμε αριθμητικές λύσεις. Αναμένουμε να βρούμε ένα σύνολο λύσεων με 
συμμετρία Ζ2 για το eA ŷ\  το οποίο ανάγεται στη γνωστή λύση για ξ =  0, που αναφέρεται 
στις [8 8 , 89]. Ως παράδειγμα, θεωρούμε αριθμητικές λύσεις για την εξίσωση του παράγοντα 
στρέβλωσης, επιβάλλοντας τις συνοριακές συνθήκες Α(0 ) =  1 , Α'(0 ) =  0 και θέτοντας 
διαφορετικές τιμές για το 0Ο. Οι παράγοντες στρέβλωσης που προκύπτουν για ξ = — 2  και 
ξ = 0.8 απεικονίζονται στο Σχήμα 4.9. Έχουμε χρησιμοποιήσει φο = a = 1 σε μονάδες 
2Μ 3. Γι' αυτή την επιλογή συνοριακών συνθηκών και μονάδων, η τιμή ξ = 2 αντιστοιχεί 
στην οριακή τιμή για την οποία η συνάρτηση / ( 0 ) μηδενίζεται στην αρχή των αξόνων, οπότε 
ιεγαλύτερες τιμές του ξ είναι απαγορευμένες. Παρατηρούμε την ύπαρξη κορυφής πέρα από 
την αρχή των αξόνων στο δεύτερο γράφημα.

**

Σχήμα 4 ^  Ομαλές αριθμητικές λύσεις.
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4 .6  Χ ω ρ ι κ ό ς  Ε ν τ ο π ι σ μ ό ς  τ ω ν  Β α ρ υ τ ο ν ί ω ν

Είναι ενδιαφέρον να ελέγξουμε εάν η βαρύτητα υφίσταται χωρικό εντοπισμό - όσον αφορά 
την πέμπτη διάσταση - στις γεωμετρίες τις οποίες εξετάσαμε και ιδιαίτερα σε αυτές που 
αποκλίνουν από την αρχική γεωμετρία Randall-Sundrum. θα  δώσουμε αρχικά ένα σύντομο 
γενικό επιχείρημα προτού μελετήσουμε ορισμένα συγκεκριμένα παραδείγματα, θεωρούμε μία 
διαταραχή της μορφής
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= ^ & νΝΗμν (χ , y ) , δφ = 0, (4.72)

για τη βαθμίδα h5M — 0. Επιβάλλοντας εγκάρσια βαθμίδα ( hp =  θμ/ιμ*' ~  0 ), προκύπτει 
ότι, σε πρώτη τάξη,

-  e - W  +  A ( y )  + A * (y )\  V  =  0 ,  (4.73)

όπου θ2 = ημι/δμ6>'. Παρατηρούμε ότι το αποτέλεσμα αυτό είναι ανεξάρτητο από τη συ­
νάρτηση σύζευξης / ( φ). Αν εισάγουμε μία δοκιμαστική λύση με τη μορφή ενός γινομένου 

oc eipxip{y), παίρνουμε μία εξίσωση τύπου Schrodinger

( “ ^  +  ^  +  = m2e~Aiv)1>(y) » (4·74)

όπου έχουμε εισάγει τη μάζα πι2 = —ρ2. Προκειμένου να μελετήσουμε το φάσμα αυτής 
της εξίσωσης, είναι πιο βολικό να την μετασχηματίσουμε σε μία συνηθισμένη εξίσωση τύπου 
Schrodinger. Για να εξαλείψουμε τον εκθετικό παράγοντα, μπορούμε να εισάγουμε τον 
μετασχηματισμό

(4.75)

Η προκύπτουσα εξίσωση είναι η

(  άζ2+ υ { ζ ) ^ ψ  = πι2ψ , (4.76)

με το δυναμικό
. . .  , 3 cPA 9 ( d A \ 2
υ{ζ) = 4 ΐ ?  + Τ β [ Έ )  ·

(4.77)

Παρατηρούμε ότι η εξίσωση αυτή μπορεί να γραφτεί στη μορφή

\  dz 4 dz )  \ d z  4 dz )
(4.78)

Αυτή είναι αντίστοιχη με την εξίσωση Schrodinger που συναντάμε στην υπερσυμμετρική 
κβαντική μηχανική, και η μετασχηματισμένη κυματοσυνάρτηση για το βαρυτόνιο (μηδενική 
στάθμη) αντιστοιχεί στην θεμελιώδη στάθμη. Η μορφή αυτή αποκλείει επίσης την ύπαρξη
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ταχυονικών καταστάσεων. Η μηδενική στάθμη είναι απλά ψο(ν) = NeA^  και είναι κανόνικο- 
ποιήσιμη. Πρέπει επίσης να γνωρίζουμε αν υπάρχει χάσμα μεταξύ της μηδενικής στάθμης και 
του συνεχούς φάσματος ιδιοτιμών. Για το λόγο αυτό, πρέπει να ξέρουμε την συμπεριφορά του 
δυναμικού U(z). Αν και στις περισσότερες από τις περιπτώσεις που συναντήσαμε παραπάνω, 
η αλλαγή μεταβλητής ζ =  J  dye~A('y^2 δεν είναι ολοκληρώσιμη με αναλυτικό τρόπο, μπο­
ρούμε να εξάγουμε μερικά συμπεράσματα εξετάζοντας την ασυμπτωτική συμπεριφορά (4.61). 
Αφού για y —► οο μπορούμε να έχουμε

2 = J  dye~A/2 «  J  dye*v/2 {g{y))~1/2 (4.79)

ή ζ ιχ e Ky/2. Ως αποτέλεσμα
Iim U(z) <χ eA —► 0 . (4.80)

y—> oo*

Έτσι, το συνεχές φάσμα αρχίζει από την τιμή m  = 0 (μηδενική μάζα) και δεν υπάρχει χάσμα.
Στη συνέχεια, μπορούμε να ελέγξουμε το προφίλ του δυναμικού περιορισμού U(z) για 

διάφορες τιμές του ξ. Για ξ =  | ,  έχουμε A(y) = —Aln(cosh(ay)). Στην περίπτωση αυτή, 
η ολοκλήρωση μπορεί να γίνει αναλυτικά και η μετασχηματισμένη συντεταγμένη είναι ζ =
^  sinh (2ay)+%. Για ξ = 0, η συνάρτηση στρέβλωσης γίνεται A (y) = — |  (4 In (cosh (ay)) +  tanh2 (ay)) 
Μπορούμε να προχωρήσουμε στην αλλαγή μεταβλητής και τον υπολογισμό του δυναμικού 
μόνο με αριθμητικό τρόπο. Τα προφίλ που προκύπτουν εικονίζονται στο Σχήμα 4.10. Το 
δυναμικό περιορισμού έχει το γνωστό σχήμα τύπου ηφαιστείου, το οποίο συναντάμε επίσης 
και στο συνηθισμένο μοντέλο Randall-Sundrum.

Σχήμα 4.10: Δυναμικά περιορισμού για διάφορες τιμές του ξ.

Διαπιστώνουμε ότι το σχήμα ηφαιστείου του δυναμικού δεν μπορεί να διατηρηθεί για όλες 
τις τιμές του ξ. Για τις επιλογές συνοριακών τιμών και μονάδων που κάναμε στις ομαλές 
αριθμητικές λύσεις του εδαφίου 5, εικονιζόμενες στο Σχήμα 4.9, βρίσκουμε ότι στην τιμή 
ξ =  (\/ΐ93 — 9)/16 «  0.306 το ολικό ελάχιστο στην αρχή των αξόνων y — 0 αλλάζει 
σε τοπικό μέγιστο. Έτσι, καθώς κινούμαστε προς υψηλότερες τιμές του ξ, μία κεντρική 
κορυφή αναπτύσσεται. Για ξ = 1 / 2 , το δυναμικό μηδενίζεται πάνω στη μεμβράνη, ενώ καθώς 
το ξ τείνει στο άπειρο, το δυναμικότατο σημείο αυτό τείνει στην μονάδα. Τα αντίστοιχα 
διαγράμματα φαίνονται στο Σχήμα 4.10.
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4 .7  Σ υ μ π ε ρ ά σ μ α τ α

Στο κεφάλαιο αυτό μελετήσαμε την ύπαρξη λύσεων στην περίπτωση ενός Περιβάλλοντος 
βαθμωτού πεδίου, παρουσία μη-ελάχιστης σύζευξης, στα πλαίσια μοντέλων μεμβρανών σε 
καμπυλωμένο χώρο. Για μία συνάρτηση σύζευξης της βαρύτητας με το βαθμωτό πεδίο της 
μορφής — |ξςί»2Λ, εξαγάγαμε ένα σύνολο ομαλών λύσεων για ένα μεγάλο εύρος τιμών της 
παραμέτρου σύζευξης ξ. Επιβεβαιώσαμε την συμβατότητα του συνηθισμένου παράγοντα 
στρέβλωσης Randall-Sundrum με την ύπαρξη ενός μη-τετριμμένου βαθμωτού πεδίου, για 
μία κατάλληλη επιλογή του βαθμωτού δυναμικού. Αυτό έγινε για τάση της μεμβράνης εξαρ- 
τώμενη ή όχι από το βαθμωτό πεδίο. Το προφίλ του βαθμωτού πεδίου ως προς την πέμπτη 
διάσταση, στην περίπτωση που η τάση δεν εξαρτάται από το πεδίο, έχει τη μορφή μίας εσο- 
χής  (tanh(a|y|)).To βαθμωτό πεδίο φτάνει τη μέγιστη τιμή του στη θέση της μεμβράνης, 
πλησιάζοντας μία σταθερή τιμή, καθώς κινούμαστε προς το άπειρο κατά μήκος της κατε­
ύθυνσης y. Η σύμμορφη τιμή της παραμέτρου σύζευξης ξα ξεχωρίζει τις λύσεις αυτές από 
"λύσεις” οι οποίες παρουσιάζουν ανώμαλη συμπεριφορά. Έτσι, για τον παράγοντα στρέβλω­
σης Randall-Sundrum, ομαλές λύσεις του βαθμωτού πεδίου υπάρχουν μόνο για ξ > ξ€ και 
έχουν, γενικά, το προαναφερθέν προφίλ τύπου εσοχής. Για αρνητικές τιμές της παραμέτρου 
σύζευξης ξ, οι “λύστις” που βρίσκουμε αντιστοιχούν σε βαθμωτό δυναμικό, το οποίο πε­
ριέχει αρνητικές δυνάμεις του πεδίου και έχει για το λόγο αυτό ανώμαλη συμπεριφορά. Μία 
τάση μεμβράνης που εξαρτάται από το πεδίο επιτρέπει ένα πιο ευρύ φάσμα συμπεριφορών στις 
λύσεις, περιλαμβάνοντας βαθμωτά πεδία τα οποία μειώνονται εκθετικά στο άπειρο.

Οδηγούμενοι από το σύνολο λύσεων που εξαγάγαμε με το χαρακτηριστικό προφίλ τύπου 
εσοχής, εξετάσαμε στη συνέχεια την ύπαρξη γενικών λύσεων για τον παράγοντα στρέβλω­
σης, οι οποίες να διαφέρουν από τον παράγοντα στρέβλωσης Randall-Sundrum, αλλά να 
οδηγούν σε πεπερασμένες γεωμετρίες. Έτσι, θεωρώντας ένα βαθμωτό πεδίο του τύπου 
tanh(a|y|), βρήκαμε λύσεις, οι οποίες εξετάστηκαν με ημιαναλυτικές και αριθμητικές με­
θόδους. Η αναλυτική μας μελέτη έδειξε περαιτέρω ότι, για ένα μεγάλο πεδίο τιμών στον 
παραμετρικό χώρο του μοντέλου, παίρνουμε πεπερασμένες γεωμετρίες, οι οποίες έχουν καλή 
συμπεριφορά για μεγάλο y, δεδομένου ότι η τάση την οποία εισάγουμε είναι αρκετά μεγάλη. 
Επιπλέον, θεωρήσαμε ομαλές λύσεις για τον παράγοντα στρέβλωσης, στις οποίες τον ρόλο 
της μεμβράνης τον παίζει το ίδιο το βαθμωτό πεδίο. Σε αυτού του είδους την κατασκευή, 
θεωρήσαμε μερικές ειδικές λύσεις και προχωρήσαμε στην αριθμητική εξέταση γενικότερων 
πεπερασμένων γεωμετριών. Συγκεντρωθήκαμε στην περίπτωση λύσεων, οι οποίες παρουσι­
άζουν συμμετρία Ζ2, αν και μη-συμμετρικές λύσεις είναι επίσης εφικτές. Βρήκαμε μία κλάση 
λύσεων, οι οποίες ανάγονται σε μειούμενα εκθετικά σε μεγάλες αποστάσεις από τη μεμβράνη, 
του τύπου Randall-Sundrum. Οι λύσεις αυτές υπάρχουν για παράμετρο σύζευξης ξ εντός 
ενός διαστήματος τιμών. Για ένα υποσύνολο αυτών των χωρικά εντοπισμένων λύσεων, ο 
παράγοντας στρέβλωσης δεν είναι μία μονότονη φθίνουσα συνάρτηση, αλλά παρουσιάζει ένα 
δεύτερο μέγιστο κοντά στη θέση της μεμβράνης και στη συνέχεια μειώνεται. Εξαγάγαμε 
επίσης με αναλυτικές μεθόδους ειδικές ακριβείς λύσεις, έγκυρες για ειδικές επιλογές των 
συνοριακών συνθηκών και για ένα πεδίο τιμών της παραμέτρου σύζευξης. Για τις λύσεις 
αυτές, ο ίδιος παράγοντας στρέβλωσης αντιστοιχεί είτε σε μία λύση για το βαθμωτό πεδίο 
με σχήμα κάμψης, είτε στη λύση φ  =  </>(0 ) (cosh(ay))-1.
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Συμπεράσματα

t

8$

Τέλος, μελετήσαμε τον χωρικό περιορισμό των βαρυτονίων κοντά στη μεμβράνη. Αν και 
η εξίσωση κίνησης (τύπου Schroedinger) για τις βαρυτικές διαταραχές είναι η ίδια όπως και 
στην περίπτωση ελάχιστης σύζευξης, το προφίλ του παράγοντα στρέβλωσης εξαρτάται από 
την παράμετρο σύζευξης, και οι λεπτομέρειες του φάσματος πρέπει να εξαρτώνται επίσης 
από αυτήν. Βεβαίως, το φάσμα και πάλι δεν έχει χάσμα και είναι ελεύθερο από ταχυονικές 
καταστάσεις. Η μορφή του περιοριστικού δυναμικού εξαρτάται από το ακριβές προφίλ του 
παράγοντα στρέβλωσης. Αυτή μελετήθηκε αριθμητικά σε έναν αριθμό περιπτώσεων, αλλά 
και αναλυτικά σε ειδικές περιπτώσεις. Για μία συγκεκριμένη επιλογή συνοριακών συνθηκών 
για το βαθμωτό πεδίο και την ειδική τιμή ξ =  | ,  το περιοριστικό δυναμικό έχει την τυπική 
μορφή “ηφαιστείου” όπως και για ξ =  0. Ωστόσο, για τιμές του ξ μεγαλύτερες από μία 
ορισμένη τιμή, το δυναμικό αναπτύσσει μία κορυφή στην αρχή των αξόνων, η οποία μεγαλώνει 
παράλληλα με την παράμετρο σύζευξης. Για ξ = η κορυφή φτάνει την τιμή μηδέν, ενώ 
πλησιάζει τη μονάδα για πολύ μεγάλες τιμές του ξ.

ι
*
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I
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Κεφάλαιο 5

Κ οσμολογία Παρουσία 
Μη-Ελάχιστα Σ υζευγμένου  
Βα'θμωτού Πεδίου

5 .1  Ε ι σ α γ ω γ ή

Τα τελευταία χρόνια, ένας διαρκώς αυξανόμενος αριθμός από κοσμολογικά δεδομένα [23, 
26, 27, 96] δείχνει ότι το σύμπαν υφίσταται επιταχυνόμενη διαστολή, η οποία αποδίδεται σε 
αία ενεργειακή συνιστώσα, αναφερόμενη ως “σκοτανή evepyaa” . Η σκοτεινή αυτή ενέρ­
γεια είναι ένα σημαντικό ποσοστό του ολικού ενεργειακού περιεχομένου του σύμπαντος. Αν 
και η 'θεωρία της ύπαρξης μίας κοσμολογικής σταθερός είναι παραδεδεγμένα το απλούστερο 
αοντέλο για την σκοτεινή ενέργεια, η πολύ λεπτή ρύθμιση που απαιτείται για την τιμή της 
αποτελεί προφανές μειονέκτημα [28, 29, 97, 98, 99]. Άλλες επιχειρούμενες εξηγήσεις για 
:ην προέλευση της σκοτεινής ενέργειας αποτελούν τα πεδία-φαντάσματα [65, 6 6 , 67] και η 
ιεμπτουσία [60, 61, 62, 63, 64], όπως και οι τροποποιήσεις της ίδιας της βαρυτικής θεω- 
>ίας [100, 101]. Ανεξάρτητα από το αίνιγμα της σκοτεινής ενέργειας, θεωρίες με επιπλέον 
χωρικές διαστάσεις, στις οποίες το παρατηρούμενο σύμπαν είναι εμβαπτισμένο σε έναν χώρο 
αψηλότερης διάστασης (Τπψχώρος), έχουν συγκεντρώσει αρκετή προσοχή τα τελευταία 
[ρόνια. Στα πλαίσια των θεωριών αυτών, η συνηθισμένη ύλη είναι παγιδευμένη πάνω σε μία 
ιεμβράνη, αλλά η βαρύτητα διαδίδεται μέσα σε ολόκληρο τον χωρόχρονο [38, 39, 40, 81, 82], 
I κοσμολογική εξέλιξη πάνω στη μεμβράνη περιγράφεται από μία ενεργό εξίσωση Fried- 
nann, [74, 43, 44], η οποία εμπεριέχει με μη-τετριμμένο τρόπο τα φαινόμενα του Τπερ- 
ώρου. Τα μοντέλα μεμβρανών μας παρέχουν νέες προοπτικές για την κατανόηση ανοιχτών 
οσμολογικών ερωτημάτων, όπως η παρατηρούμενη επιταχυνόμενη διαστολή. Η ύπαρξη ενός 
ώρου εμβάπτισης υψηλότερης διάστασης επιτρέπει την παρουσία πενταδιάστατης περιβάλ- 
ουσας ύλης, η οποία θα μπορούσε βέβαια να επηρεάσει την κοσμολογική εξέλιξη πάνω στη 
εμβράνη και να λειτουργήσει ως μία σημαντική συνιστώσα αυτού που αποκαλούμε σκοτεινή 
νέργεια. Μία συγκεκριμένη μορφή ’̂ εριβάλλουσας ύλης είναι ένα πενταδιάστατο βαθμωτό 
εδίο [102, 103·, 104]. Η παρουσία ενός περιβάλλοντος βαθμωτού πεδίου ανοίγει τη δυνα-
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τότητα για απευθείας σύζευξή του με την βαθμωτή καμπυλότητα. Μία συγκεκριμένη μορφή 
> αυτής της σύζευξης αντιστοιχεί στον βαρυτικό όρο που εμφανίζεται στις αποκαλούμενες 

τανυστικές-βαθμωτές “θεωρίες βαρύτητας (90, 91]. Ένα Περιβάλλον βαθμωτό πεδίο, μη- 
ελάχιστα συζευγμένο με την βαρύτητα, μέσω ενός όρου της μορφής f{<f>)R, εξετάστηκε στο 
προηγούμενο κεφάλαιο, στο πλαίσιο της γεωμετρίας Randall-Sundrum και μία κλάση από 
αναλυτικές και αριθμητικές λύσεις έχει μελετηθεί [94, 93, 105, 106, 107].

Στο παρόν κεφάλαιο, μελετάμε την κοσμολογική εξέλιξη πάνω στη μεμβράνη, παρουσία 
ενός Περιβάλλοντος βαθμωτού πεδίου, μη-ελάχιστα συζευγμένου με το βαθμωτό Ricci [108] 
1. Εξάγουμε την εξίσωση που περιγράφει την εξέλιξη της γεωμετρίας της μεμβράνης, καθώς 
και την αντίστοιχη εξίσωση για τη συμπεριφορά του βαθμωτού πεδίου. Σε ό,τι ακολουθεί, 
επιτρέπουμε την ύπαρξη ενός γενικού βαθμωτού δυναμικού. Εκτός από το δυναμικό, οι 
εξισώσεις αυτές περιέχουν την απροσδιόριστη συνάρτηση φ"{ί), η οποία αντιπροσωπεύει 
το μέρος της δεύτερης παραγώγου του πεδίου ως προς την πέμπτη διάσταση, το οποίο δεν 
έχει συμπεριφορά κατανομής. Επικεντρωνόμαστε σε μία επιλογή για τον όρο σύζευξης με το 
βαθμωτό Ricci, η οποία είναι δευτεροβάθμια ως προς το πεδίο, της μορφής /{φ) =  2Μ3(1 -  
ξφ2/ 2). Θεωρώντας μία απλή, επίσης δευτεροβάθμια μορφή για το βαθμωτό δυναμικό πάνω 
στη μεμβράνη και χρησιμοποιώντας διάφορες προδιαγραφές για την ποσότητα 0 "(έ), εξάγουμε 
μία κλάση από προσεγγιστικές λύσεις, έγκυρες για μεγάλους χρόνους. Οι λύσεις αυτές 
παρουσιάζουν επιταχυνόμενη διαστολή για ένα διάστημα τιμών της παραμέτρου σύζευξης ξ. 
Το πλάνο του κεφαλαίου είναι το ακόλουθο: στο εδάφιο 5.2, εισάγουμε το γενικό πλαίσιο 
του μοντέλου και παράγουμε τις εξισώσεις Einstein για αυθαίρετο περιεχόμενο ύλης στη 
μεμβράνη και τον Τπερχώρο. Στο εδάφιο 5.3, υπολογίζουμε τις εξισώσεις χρονικής εξέλιξης 
στη μεμβράνη για μία γενική συνάρτηση σύζευξης. Επικεντρωνόμαστε στην ειδική περίπτωση 
ενός δευτεροβάθμιου όρου σύζευξης ~ξφ2 R  και γράφουμε τις εξισώσεις χρησιμοποιώντας 
τον φορμαλισμό της “μεταβλητής σκοτεινής ενέργειας”. Στο Εδάφιο 5.4, συζητάμε την 
κοσμολογία σε μεγάλους χρόνους, απουσία ύλης. Κατάλληλες επιλογές για την ποσότητα 
φ" και το βαθμωτό δυναμικό δίνουν επιταχυνόμενη διαστολή, ωθούμενη από μία κοσμολογική 
σταθερά, και ένα βαθμωτό πεδίο, το οποίο πέφτει εκθετικά με τον χρόνο. Τέλος, στο εδάφιο 
5.5, παρουσιάζουμε δύο προσεγγιστικές λύσεις για μεγάλους χρόνους για δύο διαφορετικές 
προδιαγραφές του φ", οι οποίες παρουσιάζουν επιταχυνόμενη διαστολή για ένα περιορισμένο 
σύνολο τιμών της παραμέτρου σύζευξης ξ.

5 .2  Γ ε ν ι κ ό  Π λ α ίσ ιο  τ ο υ  Μ ο ν τ έ λ ο υ

Θεωρούμε τη δράση

ι Μ (α παρόμοια περίπτωση με ένα τετραδιάστατο βαθμω τό πεδίο, μη-ελάχιστα συζευγμένο με την καμπυ­

λότητα R icc i είχε συζητηθεί στην [109].

(5.1)
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η οποία περιγράφει πενταδιάστατη βαρύτητα, παρουσία ενός βαθμωτού πεδίου φ, το οπο­
ίο βρίσκεται σε μη-ελάχιστη σύζευξη με το πενταδιάστατο βαθμωτό Ricci R, μέσω μίας 
γενικής συνάρτησης σύζευξης /(φ). Η ύλη του Καθιερωμένου Μοντέλου, περιγραφόμε- 
νη από τον όρο ££m), βρίσκεται περιορισμένη πάνω σε μία μεμβράνη, τοποθετημένη στη 
■θέση χ5 = y =  0. Επιπλέον ύλη του Τπερχώρου, ξεχωριστή από το περιβάλλον βαθμωτό 
πεδίο φ, περιγράφεται από την Η πενταδιάστατη μετρική Gmn έχει την υπογραφή
(—, +, + , + , +). Με ςμν υποδηλώνουμε την τετραδιάστατη μετρική πάνω στη μεμβράνη. 
Τέλος, σ  είναι η (θετική) τάση της μεμβράνης και Λ είναι η πενταδιάστατη κοσμολογική 
σταθερά. Μεταβάλλοντας τη δράση ως προς τη μετρική, παίρνουμε τις εξισώσεις Einstein

ί{Φ) (^Πμ ν  — - — V MV Nm  +  i?MJvV2/(^ )  =  -Τ μν ’

όπου Τμν ο ολικός τανυστής ορμής-ενέργειας

Τμν  = Τ $ Ν +  ϊ £ £  +  Τ ($ Ν -  Gm nA  -  G ^ Na8{y) .

(5.2)

(5.3)

< (Φ )'Τμν είναι Τ0 ψήμα του τανυστή ορμής-ενέργειας ΤΜΝ που αντιστοιχεί στο βαθμωτό πεδίο, 
[συγκεκριμένα,

τ Ά  = ν Μφ?ΝΦ -  G w Q w f  + ν(φ) )  ,

:νώ η εξίσωση κίνησης για το βαθμωτό πεδίο είναι η

(5.4)

dV df da
ν ψ - ^  +  ^ - # ί ω  =  0 ·

Ας εισάγουμε τώρα την προδιαγραφή για την μετρική [43, 44]

d s 2 =  —n 2 ( y , t ) d t 2 +  a 2 ( y , t )  'yij d x %doci  +  b2( y , t ) d y ‘

(5.5)

(5.6)

Gmn —
- n 2(y,t) 0 0

0 a2(y,t)7ij 0
0 0 b2(y,t)

(5.7)

|i μετρική αυτή αντιστοιχεί σε μία γεωμετρία τύπου Priedmann-Robertson-Walker πάνω στη 
ιεμβράνη, με μία μέγιστα συμμετρική τρισδιάστατη γεωμετρία, Θεωρούμε συμμετρία Ζ2, 
Ινώ η y παίρνει τιμές στο διάστημα [—οο, +οο]. Οι συναρτήσεις n(y,t), a(y,t) και b(y, t) 
«ναι συνεχείς ως προς την y, αλλά μπορούν να έχουν ασυνεχείς πρώτες παραγώγους στη 
>έση της μεμβράνης. ^

Για την προδιαγραφή της μετρικής (5.7), ο τανυστής ορμής-ενέργειας του βαθμωτού
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πεδίου είναι

II

!?

rp W  __— - a^ h > 2 + 2 > ,2+ v] ·

II

If? -φ'2 + ^ φ 2 -  &V ,
T  I f f

■*05 “ ΦΦ' , (5.8)

όπου ΰεωρούμε ότι το βαΌμωτό πεδίο εξαρτάται μόνο από την πέμπτη διάσταση και σημει­
ώνουμε με φ' την παράγωγό του ως προς αυτήν και με φ την παράγωγό του ως προς το 
χρόνο. Οι συνιστώσες του τανυστή ορμής-ενέργειας από τον Τπερχώρο και τη μεμβράνη 
μπορούν να παραμετροποιηΰούν ως

=  1
(  p e n 2 0 - n 2P6

° P e a 2 7y 0
^ ~ n 2P s 0 P B*

T (b) _ 
*MN ~sm (p n 2 

0
0

p a H j sj
b V 0 0 0 /

(5.9)

όπου η περιβάλλουσα πυκνότητα ενέργειας και ορμής και οι πιέσεις, Ρβ , Ρβ , Ρ β , όπως και 
η συνάρτηση ανταλλαγής ζνέργαας Ρ5, είναι συναρτήσεις του χρόνου και της y, ενώ η 
πυκνότητα ενέργειας της μεμβράνης, ρ και η πυκνότητα ορμής ρ, είναι συναρτήσεις του 
χρόνου.

Αντικαθιστώντας την παραπάνω προδιαγραφή και επιλέγοντας κάϋξίζς συντζταγμένςς 
Gauss (b(y, έ) =  1 ), παίρνουμε τις εξισώσεις κίνησης στην ακόλουθη μορφή

{(;)'-■■( Η ί ) >  4 } Μ '
7 Φ2 + ΙγΦ'2 + ΊΓν (Φ) + \ ρβ + ~τδ(ν)ρ + '·τ·δ(ν)σ(Φ) + Ϊγλ >

r f
~2

rf
1

r f
~2

(5.10)

\ n  a a )  n - f t ,

1̂ α \ α  n )  r f  \  a \ a  n )  a )  a*)

(5.11)
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- Μ '* (Ή ) 'Μ ί: +£)''
-  ϊ ^  +  4 ^ - ϊ ν ΐ Λ - 5 Α +  51’· '

(5.12)

2 / α' ( α! η ' \  α" η"Ί α2 Γ ά /  ά  ή \  ο )
α ~  “  +  2-  ) +  2— + — ? /  +  —ό7θ'  ̂ +  2 -  -  2 -   ̂ /( α \  α η /  α n j  π 2 [ α \  α η /  a j

- * / 7 ϋ +  7ij {  - ^ 5  [^' +  ( 2;  '  ^ )  / ]  +  “! [ / "  +  ( 2|  +  ϊ )  Ζ '] }

=  - y 7 u  [- 2 ^ 2 +  φΛ +  +  γ7<7·(^β -  Α) +  ^ Ί χ Α ν )  (Ρ -  σ(Φ)) . (5-13)
4

φ +  ^3^ — Φ “  η2 |  0" +  +  3 ^  ^  |  +  n2V 9 — η2??./' +  n2a'£(y) =  0 . (5.14)

ο βα*θμωτό Ricci 7Ζ, το οποίο εμφανίζεται στην εξίσωση για το βαθμωτό πεδίο είναι

κ  =  3Α  + λ  ( e “ +  - β - - 2 -  — β ( —V  — 6—— .
α1 η1 1 α \ ο /  a n  I a η \ α )  a n

ΐχουμε σημειώσει με τελείες τις παραγώγους ως προς τον χρόνο και με τόνους τις παρα- 
ώγους ως προς την πέμπτη διάσταση. Σημειώστε ωστόσο ότι η V  δηλώνει παραγωγό ως 
:ρος το βαΰμωτό πεδίο φ. Έχουμε επίσης επιτρέψει την ύπαρξη εξάρτησης από το φ της 
:άσεως στην μεμβράνη σ  και δηλώσαμε με σ' την παραγωγό της ως προς το πεδίο.

Θεωρώντας συμμετρία ϊ-ι και χρησιμοποιώντας τον συμβολισμό α'(έ) =  α'(+0, ί), η '(ί) =  
ι'(+0,ί) και φ'(ί) =  φ'(+Ο,ί), μπορούμε να προχωρήσουμε και να εξαγάγουμε από τις 
:ξισώσεις κίνησης τις Συνθήκες Συνέχειας στο y = 0. Έτσι, από τις (5.10), (5.13) και 
5.14) παίρνουμε

_ 6 / ^ _ 2 / V = I ( p  +  <r),
Οι Λ»

α _ .  . ,±, 14/ — +  2 η '/  +  2 / 'ψ  = - ( ρ - σ )  ,
(X L·

- 2 φ· +  4 / ' (η ' +  3 ^ 0  =  - σ '  .

μημειώνουμε ότι, από εδώ και πέρα, / '  σημαίνει παραγωγός ως προς το φ. Έχουμε επίσης 
ιαλέξει η(0,ί) =  1. Οι εξισώσεις αυτές μπορούν να έρθουν στη μορφή

— = 1  (σ +  2 /V )  , 1 (3Ρ ~  ρ) _  ι  (ρ +  ρ )
α 2  u 8 u  16 /

n' =  1 (σ +  2^ 7') . 1 (3ρ ~  ρ) 3 (ρ +  ρ)
2  u 8 η 16 /

(5.15)

(5.16)
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Λ 3 Ρ - Ρ )  +  (3 /σ 7 —4 σ /')  
u u  ’

όπου έχουμε εισαγάγει τον συμβολισμό

u s  2 [ 3 /  +  8 ( / ' ) 2 ] .

(5.17)

(5.18)

Στην περίπτωση που η τάση της μεμβράνης δεν εζαρτάται από το ^(ί), οι σχέσεις αυτές 
απλοποιούνται στις

o' 1 (3ρ — ρ  — 4σ) 1 ( ρ + ρ )
α ”  8 u  16 /  ’

1 ( 3 ρ - ρ - 4 σ )  , 3 ( ρ + ρ )
"  " 8  ΰ +  Ϊ6 7 ’

(5.19)

(5.20)
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5 .3  Ε ξ ισ ώ σ ε ι ς  Χ ρ ο ν ι κ ή ς  Ε ξ έ λ ι ξ η ς  σ τ η  Μ ε μ β ρ ά ν η

Από την εξίσωση (5.11), παίρνουμε πάνω στη μεμβράνη μία γζνικξυμένη εξίσωση συνέχς\α<$

ρ + 3 -(ρ  + ρ) + 2Ρ5 =  0 , (5.22)
α

η οποία εκφράζει τη διατήρηση της ενέργειας. Βλέπουμε ότι η εξίσωση αυτή εξαρτάται από 
την / .  Από την εξίσωση (5.12) μπορούμε να εξαγάγουμε μία δευτεροτάξια ή γενικευμενη 
εξίσωση Friedmann

3 /
ά / ά \ 2 k 
- +  -  + -  a \ a j  ad + / + + - b v+Λ)=ά (3p- p - ̂

6 (p + p)2 i p  / v , , _  „ at \ 3f frT>\2
_  2 B ~  - ρ - 4 σ ) -  8ί ( σ >

(5.23)

οποία εκφράζει τη χρονική εξέλιξη του παράγοντα κλίμακας α(έ). Έχουμε “θεωρήσει k =  0. 
’έλος, η εξίσωση του βαθμωτού πεδίου (5.14) δίνει πάνω στη μεμβράνη

+w'(i)(l+rf) = ί " - - 2 / ' ( 3 7 +Λ" ) ·  <5·24)

όπου οι ποσότητες φ"(ί), ά"(ί), ή"(έ), αντιπροσωπεύουν το μέρος αυτών των παραγώγων 
που δεν έχει συμπεριφορά κατανομής. Οι ποσότητες ά" και η" εμφανίζονται στις εξισώσεις 
(5.10), (5.13), θεωρούμενες πάνω στη μεμβράνη και μπορούν να εκφραστούν με βάση την φ" 
και συνηθισμένες ποσοτήτες, όπως οι a(t), φ(ί), οι χρονικές τους παράγωγοι και οι διάφορες 
πυκνότητες ύλης. Κάνοντας αυτό2, παίρνουμε ένα σύνολο από τρεις ανεξάρτητες εξισώσεις, 
συγκεκριμένα την (5.22) και τις

ά
-  + α 1 2 / u  +  24f u  ^  3ρ  ̂ 6 / Ρβ

<1 + * ' " ) - £ ( * + & ) (5.25)

φ +  3- φ  — φ" +  — 02 ~  — ~ ν \ Φ ) --- — (3Ρ β  +  Ρ β  — Ρβ )
d utXL XL u

+10—(V + Λ) + 3Ρ) + m u  + w
u  u3 U3

(5.26)

!Για απλότητα, έχουμε θεωρήσει σ' = 0.
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Έχουμε επιβάλει την προσέγγιση χαμηλής πυκνότητας, όπου αγνοούμε όρους της μορφής

σταθερά για μεγάλους χρόνους (βαρύτητα Einstein). Έτσι, μπορούμε να θεωρήσουμε μία 
δευτεροβάθμια συνάρτηση σύζευξης

όπου ξ είναι μία κατάλληλη παράμετρος σύζευξης [90, 91, 94, 93, 105). Τονίζουμε ότι η
(5.27) μπορεί να είναι μία καλή προσέγγιση για μία γενική συνάρτηση σύζευξης / ( φ) «  
/(Ο) +  Γ'(0)φ2/2  +  · · ■ για μικρό φ «  (2 /(0 )//"(0 ))1/2.

Προκειμένου να πάρουμε την εξίσωση (5.25) για τον παράγοντα κλίμακας στην γνωστή 
πρωτοτάξια μορφή τύπου Friedmann, μπορούμε να εισαγάγουμε μία βοηθητική μεταβλητή 
χ(έ), το επονομαζόμενο πεδίο σκοτεινής ακτινοβολίας. Χρησιμοποιώντας τον φορμαλισμό που 
παρουσιάζεται στις [110, 111, 112, 113], η εξίσωση (5.25) αντικαθίσταται από ένα ζεύγος 
πρωτοτάξιων εξισώσεων. Οι εξισώσεις αυτές είναι οι

Σημειώνουμε ότι έχουμε περιορίσει τη συζήτησή μας στη μορφή (5.27) για τη συνάρτηση 
σύζευξης / ,  αν και δεν έχουμε αντικαταστήσει αυτή την έκφραση παντού. Οι συναρτήσεις 
β, 7  και λ, που εμφανίζονται στις (5.28) και (5.29), ορίζονται ως

Η αρχική δευτεροτάξια διαφορική εξίσωση (5.25) μπορεί να ανακτηθεί παραγωγίζοντας την
(5.28), εισάγοντας την (5.29) και χρησιμοποιώντας την εξίσωση συνέχειας (5.22), η οπο-

Η συνάρτηση λ είναι η ενεργός κοσμολογική σταθερά πάνω στη μεμβράνη και στην περίπτωση 
ελάχιστης σύζευξης ( /  =  2 Μ 3), η συνθήκη

αντιστοιχεί στη γνωστή συνθήκη του συνήθους μοντέλου Randall-Sundrum για μηδενική 
κοσμολογική σταθερά στη μεμβράνη, απουσία ύλης.

σύζευξης / ( φ), ξέρουμε ότι, αφού φ =  φ(ί), αυτή δεν μπορεί να διαφέρει πολύ από μία
*■ Λ  1 . .  .  / Μ  » Μ .  .  V —  ■ .  .

ρ2. Διαπιστώνουμε ότι η εξίσωση εξέλιξης του βαθμωτού πεδίου περιέχει την άγνωστη 
ποσότητα φ". Αν και, μέχρι στιγμής, έχουμε δουλέψει στα πλαίσια μίας γενικής συνάρτησης

(5.27)

(5.28)

Μ
X +  4 -  α {*+ιΜ Ρ Β + ^ (1 ~ 4 ξ )0 2 -  V  -2 ξ φ  

=  4 7 Ρ5 — 2 7Ρ — λ .

(ψ + 3Η φ )]}

(5.29)

(5.30)

ία υποθέτουμε ότι ισχύει πάντοτε. Μία εξίσωση που σχετίζει τον λόγο ά/α με το πεδίο 
σκοτεινής ακτινοβολίας μπορεί επίσης να γραφεί, συγκεκριμένα
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5 .4  Σ υ μ π ε ρ ι φ ο ρ ά  Μ ε γ ά λ ω ν  Χ ρ ό ν ω ν  Α π ο υ σ ί α  'Ύ ­
λ η ς

Ας θεωρήσουμε τώρα την περίπτωση της απουσίας κάθε υποθέματος ύλης. Στην περίπτωση 
αυτή, το σύστημα εξισώσεων μας γίνεται

X +  λ , (5.32)

X +  4
ά ί 1 
α \  * +  1 2 /

^(1 -  4 ξ)φ2 - V -2 ξφ(ψ  +  3 Ϊ ψ ) ] }  =  - Λ ,  (5.33)

α · w · 2 § f Xru±\ . , π/ ' μ;  , Λ\ , 8/ ' ( ω + / ν ) σ :φ + Ζ - φ - φ "  + — φ2 = ~̂ ~ν'(φ) + 1 0 ^-(Κ +  Λ) +
a 2u u u u '

(5.34)

Βλέπουμε ότι, στην περίπτωση ελάχιστης σύζευξης ( / '  =  0), η εξίσωση του βαθμωτού πεδίου 
μπορεί να ικανοποιηθεί από μία χρονικά ανεξάρτητη λύση φ0 με V'(0 o) =  Φ", δεδομένου ότι η 
φ" είναι επίσης χρονικά ανεξάρτητη. Στην περίπτωση αυτή, η εξίσωση σκοτεινής ακτινοβολίας 
(5.33) είναι απλώς (Vq =  V(<f>0))

* + 4 * ( Χ —* α ΐ , *  24Λ/3 /

με λύση της μορφής
=  £  ί- ν<>

Χ α4 24Μ3 '
Τέλος, η ενεργός εξίσωση Friedmann είναι

(5.35)

(5.36)

+24 Μ 3 24Μ 3 Λ 4-
24 Μ3 )· (5.37)

Μπορούμε πάντα να επιλέξουμε Vo =  0. Τότε, η συνθήκη για μηδενική κοσμολογική σταθερά 
πάνω στην μεμβράνη παίρνει την γνωστή μορφή της σχέσης λεπτής ρύθμισης του μοντέλου 
Randall-Sundrum, Λ +  σ2/24Μ 3 =  0 . Στην περίπτωση μηδενικής κοσμολογικής σταθεράς, 
η προκύπτουσα διαστολή, κυριαρχούμενη από σκοτεινή ακτινοβολία, είναι επιβραδυνόμενη ως 
a(t) or Μάλιστα, μία σταθερή λύση είναι δυνατή παρουσία της μη-ελάχιστης σύζευξης

Α

και η παραπάνω συμπεριφορά δεν τροποποιείται. Απλά, η συνθήκη στην σταθερά φ" αντι­
καθίσταται από μία πιο σύνθετη συνθήκη φ" =  6 /V '(0 )/u  — 1 0 / '(V  +  A) /u  — 8 f ' ( u  + 
f 'u ' ) a 2/ u 3. To πεδίο σκοτεινής ενέργειας είναι τώρα χ  = C/a4 + V0/ I 2 f ,  ενώ η εξίσωση 
Friedmann διατηρεί την ίδια μορφή, όπου το λ ορίζεται από την (5.30). Ανάλογα με την 
συνθήκη λεπτής ρύθμισης την οποία επιβάλλουμε, έχουμε είτε μία εκθετική διαστολή κυριαρ­
χούμενη από μία κοσμολογική σταθερά είτε μία διαστολή με χρονική συμπεριφορά a(t) oc ί 1/2 
κυριαρχούμενη από σκοτεινή ακτινοβολία, όπως στην περίπτωση ελάχιστης σύζευξης. Αφού
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η ενεργός κοσμολογική σταθερά λ εξαρτάται από τις /  και u, η τιμή της σε μεγάλους χρόνους 
■θα περιέχει την παράμετρο σύζευξης ξ. Μία εναπομένουσα κοσμολογική σταθερά -θα είναι 
έτσι παρούσα, ακόμα και αν επιβάλουμε τη λεπτή ρύθμιση Randall-Sundrum εξαιτίας της 
μη-ελάχιστης σύζευξης, όπως μπορεί να δει κανείς από την ανεπτυγμένη εξίσωση Friedmann

Η * = - τ + Μ,
a4 24Μ 3 + ^  (ν°+ (*-£)) ■ (5·38)

όπου κρατήσαμε μόνο όρους μέχρι φ2 και επιβάλαμε τη συνθήκη λεπτής ρύθμισης. Προφα­
νώς, η παρουσία του όρου Vo δεν είναι απαραίτητη, προκειμένου να πάρουμε μη-τετριμμένα 
αποτελέσματα, εκτός από την περίπτωση σύμμορφης σύζευξης, ξ = ξε =  3/32Μ3.

Αντί να αντιμετωπίζουμε την εξίσωση του βαθμωτού πεδίου (5.34) ως μία εξίσωση που 
μας παρέχει μία λύση για το φ(ί) για δεδομένη συνάρτηση φ", μπορούμε εναλλακτικά να 
την δούμε ως μία εξίσωση που καθορίζει την άγνωστη συνάρτηση φ" για μία επιλεγμένη 
κατανομή φ(ί). Έτσι, μπορούμε να διαλέξουμε ένα εκθετικά μειούμενο πεδίο

φ[ί) = φ0β K t (5.39)

και να υποθέσουμε ότι είναι λύση της (5.34) για μία κατάλληλη συνάρτηση φ". Αντικαθι­
στώντας το στην (5.33), παίρνουμε

* +  4! { X +  W  y  (1 -  4 i)0J -  V -  2ξψ’ ] } =  - λ ,  (5.40)

ή, χρησιμοποιώντας την (5.32),

X 4- λ +  4
ά ( κ
ά{χ + -

:2(1 ~  8{ )
24/ Φ* - L U j J i12/  / / (χ +  λ)ψ2 =  ο. (5.41)

Για μεγάλους χρόνους, μπορούμε να αναπτύξουμε το βαθμωτό δυναμικό σε δυνάμεις του
φ =  (f)Qe~Kt ως

ν ( Λ «  V(0) +  iv " ( 0 ) ^  +  . . . ,

θεωρώντας το ως συνάρτηση του φ2. Έτσι, κρατώντας μόνο όρους πρώτης τάξεως ως προς 
Φ2, παίρνουμε

Ι{X + 4 -  < χ  + Φ2
48 Μ 3

- ξ Λ -
ξ ( 1  -  ξ / 2 ξ> 2

12 Μ3
+ κ2{1 - Ζ ξ ) - ν ”(0) - ξ ν ( 0)

- λ ( 0 ) -  ,
Κ ( 0 )

24 Μ 3 } +  w Φ2Χ «  ο, (5.42)

όπου χ  =  χ  +  λ και λ(0) =  (Λ + σ2/24Μ 3)/24Μ 3. Σε μηδενική τάξη, έχουμε

*  +  42 ( χ - λ ( 0 ) - ; Ώ 5 1 ) 0 ,
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με μία λύση ίδια με την (5.36). Η προκύπτουσα εξίσωση Friedmann είναι απλώς η (5.37). 
Έτσι, σε μεγάλους χρόνους, ανάλογα με την συνθήκη λεπτής ρύθμισης που έχουμε επιβάλει, 
έχουμε είτε εκθετική διαστολή ωθούμενη από κοσμολογική σταθερά ή επιβραδυνόμενη δια­
στολή λόγω της σκοτεινής ακτινοβολίας. Η μη-ελάχιστη σύζευξη δεν παίζει κάποιο ρόλο σε 
αυτήν την τάξη. Διορθώσεις που εξαρτώνται από το ξ εμφανίζονται μόλις συμπεριλάβουμε 
όρους τάξεως φ2. Σε κάθε περίπτωση, η ύπαρξη της εκθετικής λύσης (5.39) εξαρτάται από 
την εξίσωση του βαθμωτού πεδίου και κατ’ επέκταση από την φ". Αναπτύσσοντάς την σε 
δυνάμεις του φ και αντικαθιστώντας, παίρνουμε

* 2  _  3/ttf(0) -  {<£"(0)}ι +  n o )  +  f  n o )  + Λ) +  ^ σ 2 Φ

~ Φ " ( 0) + -3/ctf'(0) -  ^"(0)>2 0 , (5.43)

όπου έχουμε εισαγάγει την παράμετρο Hubble Η  =  ά/α. Έχουμε επίσης χρησιμοποιήσει τα 
αναπτύγματα

Η * Η { 0 )  + Η'(0)φ + . . .

και

Φ" * Φ " ( ο) + {*"(0)}ι* +  ^ " ( 0 ) } 2</>2 +  . . .  ·

Η εξίσωση (5.43) ικανοποιείται για φ"{0) =  0,

{ί"(0)}ι =  κ2 -  ΖκΗ(0) + V"(0) +  ^  (V(0) + Λ) +

και *
{0"(Ο) } 2 =  —6κΗ'(0) .

Αν περιορίζαμε επιπλέον την επιτρεπτή μορφή των φ" και V, θα ήμασταν υποχρεωμένοι να 
επιβάλουμε λεπτή ρύθμιση στις παραμέτρους κ, Η (0) και Η ’(0). Για φ" = 0 και V  = 0, η 
εξίσωση (5.43) ανάγεται στην

Η' (0) =  0, (κ2 + (5.44)

η οποία παρέχει μία προσεγγιστική λύση για την σταθερά Η, που εξαρτάται από το ξ.

♦

%

5 .5  Μ ία  Κ λ ά σ η  Π ρ ο σ ε γ γ ι σ τ ι κ ώ ν  Λ ύ σ ε ω ν

Ας θεωρήσουμε τώρα τις εξισώσεις μας για την κοσμολογική εξέλιξη, παρουσία ύλης πάνω 
στη μεμβράνη, αλλά απουσία ύλης στο Τπερχώρο, εκτός από το βαθμωτό πεδίο. Για τη συμ­
περιφορά του βαθμωτού πεδίου σε«μεγάλους χρόνους, θα υιοθετήσουμε μία προδιαγραφή, η
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οποία να έχει τη μορφή αρνητικής δύναμης του χρόνου με έναν, προς το παρόν, απροσδιόριστο 
εκθέτη α, συγκεκριμένα

φ(ί) «  ^  . (5.45)

Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την αρχική δευτεροτάξια εξίσωση για τον παράγοντα κλίμα­
κας αντί για τον φορμαλισμό του πεδίου σκοτεινής ακτινοβολίας, αφού και οι δύο μέθοδοι είναι 
ισοδύναμες. Για την ύλη στη μεμβράνη θα θεωρήσουμε την καταστατική εξίσωση ρ = wp. 
Με αυτή την καταστατική εξίσωση, η εξίσωση συνέχειας (ό.22) δίνει

a .
ρ + 3-(1 +  w)p =  0 

α
=> ρ 0C α - 3<1+*>. 

Για την παραπάνω προδιαγραφή, το ζεύγος εξισώσεων εξέλιξης δίνει

+  — -/>(1 -  3iy)
ά / ά \  ^  c 
α " \ α /  1 2 f u  ' 24fu

^  +  Λ ) - ^ (1 +  4 η - ^ ( ί  +  3 2 ψ ) .

(5.46)

(5.47)

■· ά · u* ·ο
Φ +  3 -0  -  φ + — φ2 α 2  u

6/
u

V'(0 )

+ 10—(V +  Λ) +  4 /- (^ / ' “ ·)·% ( 1  -  3 . )  +  ■ (5-48)tl u3 u3
Για την επιλεγμένη δευτεροβάθμια μορφή της συνάρτησης σύζευξης (5.27), η u μετατρέπε- 
ται στην απλή έκφραση u =  1 2 Μ 3 [ 1  — ξ ( 1  — ξ/ξ0) Φ2/%\ > όπου £c =  3/32Μ 3 είναι η 
σύμμορφη τιμή της παραμέτρου σύζευξης 3. Οι παράγωγοι της συνάρτησης σύζευξης που 
εμφανίζονται στην παραπάνω εξίσωση είναι / '  =  — (2 Μ 3)ξφ και ιι1 =  —1 2 Μ 3(1  — ξ/ξ€)ξφ- 
Θα θεωρήσουμε επίσης ένα απλό δευτεροβάθμιο βαθμωτό δυναμικό και χωρίς απώλεια γενι­
κότητας θα επιβάλουμε να μηδενίζεται στην αρχή, ν(φ) =  μ20 2/ 2 .

Στη συνέχεια, εισάγουμε μία προδιαγραφή για τον παράγοντα κλίμακας με τη μορφή

a(t) «  C ztv , (5.49)

έγκυρη για μεγάλους χρόνους, με βάση έναν εκθέτη ν, ο οποίος μένει να προσδιοριστεί. 
Εισάγοντας την προδιαγραφή (5.49) για τον παράγοντα κλίμακας, το βαθμωτό πεδίο (5.45) 
και αντικαθιστώντας την πυκνότητα ενέργειας (5.46) ως

ρ =  C4t~3l/(1+w) (5.50)

3Η  ενεργός κοσμολογική  “σταθερά ” πάνω στη μεμβράνη είναι λ  =  (Λ  +  σ2/2 ιι) /1 2 /. Γ ια  τη σύμμορφη 

τιμή της παραμέτρου σύζευξης ξ =  ξ€, έχουμε u =  12Μ 3 γ ια  όλα τα φ, και η συνήθης συνθήκη λεπτής 

ρύθμισης R an d a ll-S u n d ru m  δίνει λ  =  0, όπω ς και στην περίπτωση ελάχιστης σύζευξης.
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στην εξίσωση FYiedmann παίρνουμε 

^  ~  !) ^
ί2

C[
f2a

48Μ3 \  6 Μ3 V 12Μ3 /  ί 3"*1

4(2ξβ -  ξ)σ2

3̂ι/(1+ω)

£3ι/(1+ω)
2 μ 2 +  2ξ ( λ  + +  4 ξ ^ (1 -3 « ;)(2 ξ £- ξ )σ 1

9/ν 1 'ϊ
[α ( 1  -  1 6Μ3ξ) + 8Μ 3ξ(3ι/ -  1 ) ] L (5.51)

θεωρούμε ότι a  > 1. Κρατώντας μόνο όρους μέχρι δεύτερης τάξεως, φτάνουμε στις συν­
θήκες

ν =  rrr-^— γ . (5.52)
3(1 +  w) ’

A + =  0 ,

Ca .

(5.53)

(5.54)

24Μ3

u(2v -  1 ) =  g P  ~  3W) ^
K ] 144(2M3)2 4

Διαπιστώνουμε ότι η (5.53) είναι η συνήθης λεπτή ρύθμιση για μηδενική κοσμολογική στα­
θερά πάνω στη μεμβράνη.

Με αντίστοιχο τρόπο, η εξίσωση του βαθμωτού πεδίου δίνει

< Φ  + 1 -  3*) -  Φ" +  0 ( Γ « “«>) «t° + 2

5 ξ £ ι
3 ί“

i _ i l S
2ξεί2° J

M M H W 2]
18Μ3

2σ + (5.55)

Έχουμε χρησιμοποιήσει την εξίσωση (5.52). Στο σημείο αυτό πρέπει επίσης να επιλέξουμε 
μία προδιαγραφή για την άγνωστη συνάρτηση φ".

Π ρ ο δ ια γρ α φ ή  1 : φ" oc φ
Αυτή αντιστοιχεί σε μία συμπεριφορά για μεγάλους χρόνους

I ψ ta + 2

Αντικαθιστώντας αυτήν στην εξίσωση (5.55), παίρνουμε τις δύο σχέσεις

Co -

(5.56)

(5.57)

Έχουμε θεωρήσει μόνο όρους μέχρι δεύτερης τάξεως και αγνοήσαμε όρους της μορφής
o r 3-). »,
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Από τις εξισώσεις (5.52), (5.54), (5.57), μπορούμε να καθορίσουμε τις τιμές των Α, μ2 
και C4, οπότε βρίσκουμε

a  =
3ν — 1 / (3u — I )2 C2 0 ξ+  —  -  3 - ι / ( 2 ι / -  1)

t -Ί sc
(5.58)

Σημειώνουμε ότι το ν δίνεται από την (5.52). Για ν < 1 , ή ισοδύναμα, w > —1/3, ο εκθέτης 
α είναι πραγματικός για κάθε τιμή του ξ. Αντίθετα, για ν  > 1 , ή ισοδύναμα, -1  < w < —1/3, 
ο εκθέτης α είναι πραγματικός και θετικός για

ξ < ξα
[ ( 3 ι / - 1 ) 2 +  4§»]

12u{u -  1)

Η ανισότητα αυτή περιορίζει τις τιμές που το ξ επιτρέπεται να πάρει, προκειμένου να έχουμε 
πραγματικές τιμές του α και μία τιμή του ν  η οποία να αντιστοιχεί σε επιταχυνόμενη διαστολή. 
Η παρουσία της ελεύθερης παραμέτρου ^  επιτρέπει έναν βαθμό ευελιξίας στην επιλογή του 
ξ για μικρές τιμές του ν.

Π ρ ο δ ια γρ α φ ή  2 : φ" α  φ
Η επιλογή αυτή αντιστοιχεί, για μεγάλους χρόνους, σε συμπεριφορά της μορφής

Α"
φ = F ' (5.59)

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση του βαθμωτού πεδίου (5.55), παίρνουμε

- 1·-  3 ^  - 1  +  0 ( r — >) -  ~ φ  [ 1 -  0

ξσ (
- I I M M H W S ]

2σ +  ^ ( 1 - 3 » ) ) ί | [ ΐ  +  ξ ( ΐ - | )  ( ΐ  + 2Μ3ξ ) %
Ct

18Μ 3 V~ ' *2 

Αγνοώντας όρους 0 ( ί_3“), εξάγουμε τις σχέσεις

(5.60)

(5.61)

(5.62)

Από αυτές, παίρνουμε μία σχεδόν ταυτόσημη έκφραση για τον εκθέτη α, όπως στην περίπτω­
ση της προηγούμενης προδιαγραφής. Η μόνη διαφορά είναι ότι ο όρος CifC \ απουσιάζει. 
Συγκεκριμένα, έχουμε

3ι/ — 1 \ (3 ν  — I)2 0 ξ /η
α  = —z—  ± κ I -— -  3 ~ ν { 2 ν  -  1). (5.63)
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Το ν δίνεται από την (5.52). Για ν < 1 ή w >  -1 /3 , ο εκθέτης α είναι πραγματικός για 
κάθε τιμή του ξ. Αντίθετα, για ν > 1 ή - 1  < w < -1 /3 , ο εκθέτης είναι πραγματικός και 
θετικός για

ξ < ξο
(to  - 1 ) 2 

12υ{υ — 1)
(5.64)

Συγκριτικά με την προηγούμενη προδιαγραφή, το εύρος επιτρεπόμενων τιμών για το ξ ε­
ίναι μικρότερο εδώ. Στην περίπτωση αυτή, η ελεύθερη παράμετρος ^  είναι παρούσα στην 
έκφραση για το μ2, η οποία παράγεται από την (5.61), συγκεκριμένα

2 _  C2 _  ξσ2 
Ci 24 Μ 3 '

5 .6  Σ υ μ π ε ρ ά σ μ α τ α
I

Στο κεφάλαιο αυτό μελετήσαμε την κοσμολογική εξέλιξη πάνω σε μία τετραδιάστατη μεμ­
βράνη εμβαπτισμένη σε έναν πενταδιάστατο Τπερχώρο, παρουσία ενός Περιβάλλοντος βαθ- 
μωτού πεδίου, μη-ελάχιστα συζευγμένου με τη βαθμωτή καμπυλότητα Ricci, μέσω ενός όρου 
f{<j>)R. Εξαγάγαμε τις κοσμολογικές εξισώσεις χρονικής εξέλιξης πάνω στη μεμβράνη, πα­
ρουσία αυθαίρετου περιεχομένου ύλης στην μεμβράνη και τον Τπερχώρο. Η εξίσωση χρο­
νικής εξέλιξης για το βαθμωτό πεδίο στην μεμβράνη περιέχει το μέρος της δεύτερης παρα­
γωγού του πεδίου που δεν διαθέτει συμπεριφορά κατανομής (φ"), μία άγνωστη ποσότητα 
που απαιτεί γνώση της εξάρτησης του πεδίου από την πέμπτη διάσταση. Προχωρήσαμε στη 
μελέτη μας θεωρώντας την ποσότητα αυτή ως μία συνάρτηση που εξαρτάται από τη δομή 
του Υπερχώρου και εισαγάγαμε διάφορες προδιαγραφές για αυτήν. Αν και παραγάγαμε τις 
εξισώσεις χρονικής εξέλιξης για μία γενική συνάρτηση σύζευξης, επικεντρωθήκαμε σε μία 
δευτεροβάθμια μορφή αυτής, συγκεκριμένα την /(φ ) = 2Μ3(1 — ξφ2/ 2). Χρησιμοποιήσαμε 
τον φορμαλισμό πεδίου σκοτεινής ενέργειας για τις εξισώσεις του παράγοντα κλίμακας, στα 
πλαίσια του οποίου η δευτεροτάξια διαφορική εξίσωση για τον παράγοντα κλίμακας αντικα­
θίσταται από μία ενεργό πρωτοτάξια εξίσωση Friedmann και μία εξίσωση για την βοηθητική 
μεταβλητή. Εξετάσαμε πρώτα την περίπτωση όπου δεν υπάρχει καθόλου ύλη στη μεμβράνη 
ή τον Τπερχώρο. Δείξαμε ότι υπάρχουν λύσεις για μεγάλους χρόνους, με ένα σταθερό 
ή εκθετικά μειούμενο βαθμωτό πεδίο, στις οποίες η εξέλιξη του παράγοντα κλίμακας οφε­
ίλεται είτε σε μία ενεργό κοσμολογική σταθερά είτε σε σκοτεινή ακτινοβολία. Η τιμή της 
ενεργού κοσμολογικής σταθερός μπορεί και στις δύο περιπτώσεις να εξαρτάται από την πα­
ράμετρο σύζευξης. Αν και οι λύσεις αυτές δεν επιβάλλουν κάποιου είδους περιορισμό στην 
παράμετρο σύζευξης, εξαρτώνται από τη συμπεριφορά του φ". Στη συνέχεια, θεωρήσαμε την 
περίπτωση όπου, εκτός από το βαθμωτό πεδίο, υπάρχει επιπλέον ύλη πάνω στη μεμβράνη. 
Χρησιμοποιήσαμε μία προδιαγραφή για τον παράγοντα κλίμακας με μορφή νόμου δύναμης 
(α ~  tv) και θεωρήσαμε ένα βαθμωτό πεδίο που μειώνεται με το χρόνο, ακολουθώντας ε­
πίσης έναν νόμο δύναμης για μεγάλους χρόνους (φ ~  t~a). Οι προκύπτοντες περιορισμοί 
εξαρτώνται από τις υποθέσεις για τη συμπεριφορά της φ". Εξετάζοντας πρώτα την περίπτω­
ση φ'1 oc φ, είδαμε ότι όντως παίρνουμε τέτοιου είδους λύση για μεγάλους χρόνους μόνο
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για ύλη στη μεμβράνη με καταστατική παράμετρο — 1 < w < -1 /3  και παράμετρο σύζευξης 
ξ < ξ<.[(3ι/ — I )2 +  4C2/Ci]/12i/(u — 1 ). Ο λόγος C2/C 1 είναι ο λόγος των συντελεστών
Λ A

φ" / φ. Κατόπιν, θεωρήσαμε την περίπτωση όπου φ" oc φ και βρήκαμε ότι, ξανά, τέτοιου είδους 
λύσεις είναι δυνατές μόνο για ύλη μεμβράνης με καταστατική παράμετρο — 1 < w < —1/3 
και παράμετρο σύζευξης ξ < £c(3ν — \)2/V2v{v — 1 ). Τα αποτελέσματα αυτά αντιστοιχούν 
σε ένα απλό δευτεροβάθμιο βαθμωτό δυναμικό, αλλά δεν περιμένουμε να τροποποιούνται 
από υψηλότερες δυνάμεις στο δυναμικό για μεγάλους χρόνους. Ωστόσο, θα μπορούσαν να 
αλλάξουν από την παρουσία ύλης στον Τπερχώρο, η οποία να αλληλεπιδρά με την μεμβράνη.



αιο 6

Κοσμολογία Μ οντέλων Μ εβρανών 
και Περιβάλλουσα 'Ύλη

6 .1  Κ ο σ μ ο λ ο γ ι κ ή  Ε ξ έ λ ι ξ η  σ τ η  Μ ε μ β ρ ά ν η  μ ε  Π ε ρ ι -  
β ά λ λ ο υ σ α  'Τ λ η

6.1.1 Ε ισαγω γή

Τα πρόσφατα κοσμολογικά δεδομένα [23, 26, 27, 96] παρέχουν ενδείξεις για το γεγονός 
ότι ένα σημαντικό ποσοστό της ολικής ενέργειας του σύμπαντος μπορεί να αποδοθεί σε 
ένα συστατικό, το οποίο αναφέρεται συχνά ως “σκοτεινή ζνέργςία”. Η σκοτεινή ενέργεια 
είναι η κινητήριος δύναμη πίσω από την παρατηρούμενη επιταχυνόμενη κοσμική διαστολή. 
Η φυσική της προέλευση είναι, κατά το μεγαλύτερο μέρος της, άγνωστη μέχρι στιγμής και 
αποτελεί το αντικείμενο έντονων θεωρητικών υποθέσεων και επίπονων ερευνών. Ανάμεσα 
στα πολυάριθμα κοσμολογικά μοντέλα της σκοτεινής ενέργειας, συναντάμε την κοσμολογική 
σταθερά, εξωτικές μορφές ύλης, οι οποίες παραβιάζουν τις ενεργειακές συνθήκες, όπως τα 
πεδία-φαντάσματα [65, 6 6 , 67], την πεμπτουσία [60, 61, 62, 63, 64], καθώς και μοντέλα τα 
οποία προσφεύγουν σε τροποποιήσεις της ίδιας της βαρυτικής θεωρίας [100, 101]. Η κοσμο­
λογική σταθερά αποτελεί αναμφισβήτητα το απλούστερο ανάμεσα σε αυτά τα εγχειρήματα 
εξήγησης, αν και η τεράστια λεπτή ρύθμιση η οποία απαιτείται προκειμένου να εξηγηθεί η 
σημερινή, πολύ μικρή της τιμή φαντάζει ιδιαίτερα δυσάρεστη για την πλειοψηφία των θεω­
ρητικών φυσικών [97, 98, 28, 29]. Ανεξάρτητα από τις προκλήσεις που θέτει το αίνιγμα 
της σκοτεινής ενέργειας, κατά τα τελευταία χρόνια, θεωρίες με επιπλέον χωρικές διαστάσεις, 
στις οποίες το παρατηρούμενο σύμπαν βρίσκεται εμβαπτισμένο εν είδει μίμβράνης μέσα σε 
Ιέναν χώρο υψηλότερης διάστασης (Πψιβάλλων), έχουν συγκεντρώσει μεγάλο ενδιαφέρον. 
|Η συνηθισμένη ύλη βρίσκεται περιορισμένη πάνω στην μεμβράνη, αλλά η βαρύτητα είναι ε­
λεύθερη να διαδίδεται μέσα σε ολόκληρο τον χωρόχρονο [81, 38, 82, 39, 40]. Στις θεωρίες 
αυτές, η κοσμολογική εξέλιξη πάνω στη μεμβράνη περιγράφεται από μία ενεργό εξίσωση 
Friedmann [74], η οποία ενσωματώνει μη-τετριμμένες συνεισφορές εξαιτίας της ύπαρξης του 
Τπερχώρου. Τα μοντέλα μεμβρανών ανοίγουν έτσι νέες προοπτικές για την αντιμετώπιση
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σύγχρονων προβλημάτων της κοσμολογίας, όπως η επιταχυνόμενη κοσμική διαστολή [43, 44].
Η ύπαρξη ενός Τπερχώρου υψηλότερης διάστασης επιτρέπει επίσης το ενδεχόμενο της 

παρουσίας περιβάλλουσας ύλης. Η ύλη αυτή, καθώς μπορεί να επηρεάσει την κοσμολογική 
εξέλιξη πάνω στη μεμβράνη, θα μπορούσε να είναι ένα σημαντικό συστατικό αυτού που απο- 
καλούμε σκοτεινή ενέργεια. Καθώς εξ υποθέσεως δεν μπορούμε να ανιχνεύσουμε άμεσα τον 
Τπερχώρο και την ύλη που ενδεχομένως περιέχει, η κοσμολογική εξέλιξη της μεμβράνης, 
τροποποιημένη από τα φαινόμενα που οφείλονται στις βαρυτικές ιδιότητες της σκοτεινής ενέρ­
γειας, παρέχει έναν έμμεσο τρόπο για να μελετήσουμε τις ιδιότητες του Τπερχώρου και την 
δυναμική του. Είναι επίσης δυνατό ot φαινόμενες ιδιότητες της σκοτεινής ενέργειας, οι οπο­
ίες αποδίδονται σε πεδία-φαντάσματα, να είναι αποτέλεσμα της επίδρασης της περιβάλλουσας 
ύλης στην κοσμολογία της μεμβράνης, παρόλο που καμία από τις δύο συνιστώσες ύλης στον 
Τπερχώρο και την μεμβράνη δεν φέρει τέτοιου είδους εξωτικά χαρακτηριστικά [114, 115].

Προκύπτει ότι, τόσο η πίεση της περιβάλλουσας ύλης, όσο και η μη-διαγώνια 05 συ­
νιστώσα του τανυστή ορμής-ενέργειας του Τπερχώρου, μπορούν να εισέρχονται στις κο­
σμολογικές εξισώσεις της μεμβράνης και να έχουν σημαντικές επιπτώσεις στην εξέλιξη του 
τετραδιάστατου σύμπαντος. Μοντέλα όπου παρατηρείται ανταλλαγή ενέργειας μεταξύ του 
Τπερχώρου και της μεμβράνης έχουν ήδη κατασκευαστεί [116, 117, 118, 119, 111] και αυτού 
του είδους η αλληλεπίδραση φαίνεται ικανή να δράσει ως κινητήριος δύναμη για την επιταχυ­
νόμενη διαστολή, υπό ορισμένες συνθήκες. Στο κεφάλαιο αυτό, θεωρούμε την κοσμολογική 
εξέλιξη της μεμβράνης, παρουσία περιβάλλουσας ύλης. Τιοθετούμε μία φαινομενολογική 
περιγραφή για την περιβάλλουσα ύλη, την οποία μοντελοποιούμε ως κλασικό ρευστό και 
παράγουμε ακριβείς λύσεις της ενεργού εξίσωσης Friedmann με χρονικό προφίλ που αντι­
στοιχεί σε επιταχυνόμενη διαστολή [112]. Βρίσκουμε ότι, αν και η καταστατική παράμετρος 
του περιβάλλοντος ρευστού δεν παρουσιάζει κάποια μη-κανονική συμπεριφορά, για κατάλ­
ληλες τιμές της περιβάλλουσας πίεσης και της σταθεράς σκοτεινής ακτινοβολίας, η ενεργός 
καταστατική παράμετρος για τη σκοτεινή ενέργεια μπορεί να τέμνει την γραμμή w =  — 1 .

6 .1 .2  Γ ενικό Π λαίσιο του Μ οντέλου

Θεωρούμε μία δράση της γενικής μορφής

S  =  J (2 Μ 3β -  Λ +  +  J (Pxyf^g  ( - σ  -1- 4 ”°)- (6 .1 )

Gmn είναι η πενταδιάστατη μετρική με υπογραφή (—, +, +, +, +) και ςμν η αντίστοιχη τετρα- 
διάστατη μετρική πάνω στη μεμβράνη. R  είναι το πενταδιάστατο βαθμωτό Ricci, ενώ Λ είναι 
η περιβάλλουσα κοσμολογική σταθερά και σ  η θετική τάση της μεμβράνης. Έχουμε συμ- 
περιλάβει αυθαίρετο περιεχόμενο ύλης, τόσο στη μεμβράνη όσο και στον Τπερχώρο, μέσω 
των όρων και αντίστοιχα. Με Μ  δηλώνουμε την πενταδιάστατη μάζα Planck. 
Μεταβάλλοντας τη δράση ως προς τη μετρική, παίρνουμε τις εξισώσεις Einstein

Gm n  =  R m n  — ^ G m n R  =  T m n  · (6 .2 )
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Ο τανυστής ορμής-ενέργειας Τμ ν , ο οποίος προκύπτει από την παραπάνω δράση, είναι της 
μορφής

Τμν =  Τμν +  τ μν ■“ GmnA -  ημυ σ S(y) δμΜδυΝ , (6.3)

όπου ο T g ), προέρχεται από τον όρο και ο Τ $ Ν από τον £ (bm).
Η προδιαγραφή που θα χρησιμοποιήσουμε για τη μετρική είναι της μορφής που συναντάμε 

στις αναφορές [43, 44]

ds2 =  —n2(y,t)dt2 +  a2(y,t)rYijdxld3Ci 4- b2(y,t)dy2 (6.4)

ή
/  —n2(y,t) 0 0 \

G W  =  ( 0 a2(y>£)7»j 0 I , (6.5)
\ 0 0 b2 ( y , t )  J

έτσι ώστε να έχουμε μία μεμβράνη γεωμετρίας FYiedmann-Robertson-Walker, με μία μέγιστα- 
συμμετρική τρισδιάστατη μετρική 7 υ· Η πέμπτη διάσταση σημειώνεται με y, και η μεμβράνη 
βρίσκεται τοποθετημένη στη θέση y = 0. Θεωρούμε συμμετρία Ζ2 και η y παίρνει τιμές 
στο διάστημα [—οο, +οο]. Οι συναρτήσεις της μετρικής n(y, <), a(y, t) και b(y,t) είναι συ­
νεχείς ως προς την y, αλλά μπορούν να έχουν ασυνεχείς πρώτες παραγώγους στη θέση της 
μεμβράνη'ς.

Ως πφιβάλλοντα τανυστή ορμής-ζνέργαας θα θεωρήσουμε τον πίνακα

r (s>" -
(  ~PB 0 P5 )£O

 *

11 0 1

01 P b J

II

Pen2 0 - n 2P5
0 Pea27ij 0

1 O P Bb2
(6.6)

Τονίζουμε την ύπαρξη του μη-διαγώνιου στοιχείου Τ°δ = Ρ5, το οποίο αντιπροσωπεύει τη ροή 
ενέργειας προς (ή από) τη μεμβράνη. Παρατηρούμε επίσης ότι έχουμε κάνει μία ανισοτροπική 
επιλογή για την πίεση στον Τπερχώρο, Ρβ φ  Ρβ > εν γένει.

Ως τανυστή ορμής-(νψγαας της μεμβράνης Τ ^ Ν θα θεωρήσουμε αντίστοιχα τον πίνακα

Γ (6)Μ <%)
b

- ρ  0 0
0 ρδ^ 0
0 0 0

rp(b) _  Ην) 
> 1 Μ Ν — ~~ζ~

p n 2 0 0
0 p a 27 ij 0
0 0 0

(6.7)

Αντικαθιστώντας τις παραπάνω προδιαγραφές για την μετρική (6.5) και τον τανυστή 
ορμής-ενέργειας (6 .6 ), (6.7) στις εξισώσεις κίνησης (6.2), παράγουμε τις εξισώσεις

S ί ( *  + ϊ
Ι α ί α

a" o'  /  a' b'
a a  l a  b
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3
[ α \ α  η )  η1 \ α \ α  η )  a )  α2 J

ό2
4 Μ3

( —Λ + Ρ β ) , (6.11)

όπου τελείες δηλώνουν χρονικές παραγώγους και τόνοι παραγώγους ως προς y. Η καμπυ­
λότητα του εσωτερικού, μέγιστα συμμετρικού χώρου, παραμετροποιείται από την ποσότητα 
k = - 1 , 0 , 1 .

Στο σημείο αυτό, μπορούμε να επιλέξουμε κάθετες συντεταγμένη Gauss, έτσι ώστε 
b(t,y) =  1· Επιπλέον, έχουμε την ελευθερία να θέσουμε n(0,t) =  rio(t) =  1 . Μετά από 
αυτές τις απλοποιήσεις, οι Συνθήκες Συνέχειας στη μεμβράνη, οι οποίες προκύπτουν από τις 
(6 .8 ) και (6.9), είναι

(6.12)

όπου ao(t) = α(0 , ί) και πο(ί) = n(0 , t). Έχουμε χρησιμοποιήσει συμμετρία Ζ3> θεωρώντας 
a '(—0 ,t) =  —α(+0 ,ί) και π '(—0 , t) =  - π '( + 0 ,ί).

Χρησιμοποιώντας τις τελευταίες δύο εξισώσεις κίνησης πάνω στη μεμβράνη και επιστρα­
τεύοντας τις Συνθήκες Συνέχειας, παίρνουμε

ρ + 3 (ρ  + ρ ) — = - 2  Ρ5, 
αο

(6.13)

αο +  (α 0)  +  α2 (24Μ3)2 +  (2σ Ρ 3ρ) + 12Μ3 Ρ β  ̂ ’ (6*14)
Η πρώτη από τις εξισώσεις αυτές εκφράζει την διατήρηση ενέργειας στη μεμβράνη. Για 
μη μηδενική Ρ$, υπάρχει ανταλλαγή ενέργειας μεταξύ της μεμβράνης και του Τπερχώρου 
και η πυκνότητα ενέργειας ρ στη μεμβράνη προφανώς δε διατηρείται. Η δεύτερη εξίσωση 
θα μας δώσει την τροποποιημένη εξίσωση Friedmann στη μεμβράνη. Διαπιστώνουμε ότι η 
συνιστώσα “55” της περιβάλλουσας πίεσης εμφανίζεται στο δεξί μέλος της εξίσωσης (6.14), 
επηρεάζοντας έτσι την κοσμολογική εξέλιξη.
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6.1 .3  Εξίσωση Friedmann και Δ ιατήρηση Ε νέρ γε ια ς
Συνεχίζουμε δεωρώντας την εξίσωση (6.14), η οποία καθορίζει την χρονική εξέλιξη του 
παράγοντα κλίμακας της μεμβράνης, θ α  υποδέσουμε ότι ισχύει μία καταστατική εξίσωση ρ  = 
u>p μεταξύ της πυκνότητας ενέργειας και της πίεσης της ύλης στη μεμβράνη. Παραλείποντας 
τον δείκτη “ο" και ορίζοντας β = (24Μ3)-2 και 7 = σ/?, παίρνουμε (111, 116, 117, 118,119]

\  +  ( ; ) ’ +  7  “ τ * 1 -  3” >'  β Α ι  + + I S P ' (615)
όπου

A s Λ + (6.16)
24 Μ 3 '

Θα κάνουμε την υπόδεση ότι η ενεργός κοσμολογική σταδερά σε τέσσερις διαστάσεις λ 
μηδενίζεται. Έτσι, δα προχωρήσουμε δέτοντας λ = 0. Ενδιαφερόμαστε κύρια για την 
περίπτωση χαμηλής πυκνότητας, δηλαδή

(1 + 3ω)ρ2 <£ (1 — 3ιν)ρσ. (6.17)

Η δευτεροτάξια εξίσωση χρονικής εξέλιξης (6.15), με A = 0, μπορεί να γραφτεί στη μορφή 
δύο πρωτοτάξιων εξισώσεων, μία εκ των οποίων είναι ανάλογη με την εξίσωση Friedmann της 
συνηδισμένης κοσμολογίας. Αυτό μπορεί να επιτευχδεί εισάγοντας την μτταβλητή σκοτανής 
ακτινοβολίας χ(ί). Το νέο σύνολο εξισώσεων είναι

( ; )  +  ^  ”  27P +  i V + X <6 18>

Το ζεύγος αυτό1 είναι ισοδύναμο με την (6.15).
Μαζί με τις δύο αυτές εξισώσεις, έχουμε επίσης την έκφραση για τη διατήρηση ενέργειας 

(6.13). θεωρώντας την προσέγγιση χαμηλής πυκνότητας, το σύνολο αυτό των εξισώσεων 
ανάγεται στις

ρ + 3ρ~ (1 + w )~  - 2 Ρ 5, 
α

α· -  2 7 Ρ +  χ
Ρ β

1 2 Μ 3 ’

Χ 24 Μ 3)
Ρ β

12Μ3 + 4Ρβ7 .

( 6.20)

( 6 .21)

(6.22)

1 Συγκρίνοντας την πρώτη από τις εξισώσεις αυτές με την αρχική μας εξίσωση χρονικής εξέλιξης (6.15), 
έχουμε

-  = ~ (Sw  4* 2)0f?  -  (3w  4- 1) .
a

Διαφορίζοντοα; την (6.18) και χρησιμοπσ$&ντοα; την εξίσωση αυτή απσδεικνύεται η (6.19).
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Η εξίσωση (6.21) είναι η εξίσωση Friedmann, που περιγράφει την κοσμολογική εξέλιξη 
στην μεμβράνη. Το βοηθητικό πεδίο χ  ενσωματώνει τις μη-συμβατικές συνεισφορές (σκοτει­
νή ακτινοβολία), πέρα από το σύνηθες ενεργειακό περιεχόμενο της μεμβράνης. Η περιβάλ- 

■ Γ λουσα ύλη συνεισφέρει στην ενέργεια της μεμβράνης, μέσω του όρου περιβάλλουσας πίεσης 
* "] ( Ρ β  = Tgf*), ο οποίος εμφανίζεται στο δεξί μέλος της εξίσωσης Friedmann . Εκτός από 

αυτό, η περιβάλλουσα ύλη συνεισφέρει στην εξίσωση διατήρησης ενέργειας (6 .20), μέσω της 
Ρ5 =  Tg, η οποία περιγράφει ενέργεια που κινείται από την μεμβράνη προς τον Τπερχώρο ή 
αντίστροφα. Οι συναρτήσεις Ρβ, Ρδ, είναι συναρτήσεις του χρόνου, που αντιστοιχούν στις 
τιμές των P B(y, ί) και P5(y, t), υπολογισμένων πάνω στη_μεμβράνη. Η διατήρηση ορμής- 
ενέργειας, VafT ^  = 0 , δεν μπορεί να ορίσει πλήρως τις Ρβ και Ρ5, και για το λόγο αυτό 
πρέπει να επιλέξουμε ένα συγκεκριμένο μοντέλο για την περιβάλλουσα ύλη. Σε ό,τι ακο­
λουθεί, θα μοντελοποιήσουμε την περιβάλλουσα ύλη μέσω ενός φαινομενολογικού ιδανικού 
περιβάλλοντος ρευστού, πράγμα που μπορεί να μας οδηγήσει σε αναλυτικές λύσεις.

6 .1 .4  Ιδιότητες της Π εριβάλλουσας Ύ λη ς
Στο εδάφιο αυτό θα παραγάγουμε τις εξισώσεις διατήρησης για τις συνιστώσες του περιβάλ­
λοντος τανυστή ορμής-ενέργειας και θα μελετήσουμε τους περιορισμούς που υφίστανται τα 
Ρδ και Ρ β  πάνω στη μεμβράνη για διάφορες προδιαγραφές και για το συγκεκριμένο μοντέλο 
ενός περιβάλλοντος ρευστού. Θεωρούμε την διατήρηση του τανυστή ορμής-ενέργειας

ν ΜΓ "  =  0 = >  ΘΜΤ% +  Γ%ΚΤ% -  r £ wT "  =  0 . (6.23)

Η συνιστώσα “0” της (6.23) είναι

Ρβ  + 3~(ρΒ +  Ρβ ) + 3π2Ρ5 ( -  +  - " ) +  n2Pg + S(y) Ip  4- 3- (ρ  + ρ) \  =  0. (6.24)α \  π α /  ^ a j

Ολοκληρώνοντας γύρω από το y = 0 και χρησιμοποιώντας τη συμμετρία Zj (Ρδ(+0 , ί) =  
—Ρ5(—0,ί) =  Ρ5(έ)), αναπαράγουμε την εξίσωση κίνησης “05” πάνω στη μεμβράνη

106__________ _______ _______Κ οσ μ ολογία  Μ οντέλω ν Μ εβρανών χαι Π εριβάλλουσα Ύ λη

ρ  +  3 - ( ρ  + ρ )  
α

=  - 2f t ,

και στον Τπερχώρο την εξίσωση

Ρβ  4- 3—(ρ β  + Ρ β ) +  3η2Ρδ ( (6.25)
α \,π  α )

Αντίστοιχα, η συνιστώσα “5” της (6.23) δίνει

n  +  A  +  f t g  +  s f ) 4- — (Ρβ 4- ρ β )  =  0 · η '
(6.26)

Στο όριο y —► 4-0, οι εξισώσεις αυτές γίνονται

Ρβ  + 3 - ( ρ β  + Ρ β ) + Ρ$ — 
α

8Μ 3 (2<τ ρ  3p)ft, (6.27)
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A  +  3 ^ Ρ 5 +  Ρ 'β =  (σ  ~ 2 Ρ ~  3 ρ ^ ΡΒ +  Ρ Β>· (6 -28)

Αυτές ot δύο εξισώσεις, όπως έχουν, δεν μπορούν να περιορίσουν την ελευθερία που έχουμε 
στην επιλογή των P B(t) και Ρ5(ί), αφού οι άγνωστες συναρτήσεις Pg και Ρ'Β εμφανίζονται 
σε αυτές. Ωστόσο, συγκεκριμένα μοντέλα περιβάλλουσας ύλης θα περιορίσουν σε μεγάλο 
βαθμό την επιτρεπτή μορφή των συναρτήσεων αυτών.

Ως ένα συγκεκριμένο μοντέλο, θα θεωρήσουμε τον τανυστή ορμής-ενέργειας για ένα 
κλασικό ρευστό σε κίνηση, κινούμενο με ταχύτητα ν κατά μήκος της πέμπτης διάστασης

Τ μν = Ρ Μ +  ( p f  + Ρf ]) Um Un  , (6.29)

με
U° = ( 1 -  υ2)~1/2, U* =  0, Ub = υ(1 -  ν2)~ι/2.

Θεωρώντας μία καταστατική εξίσωση της μορφής

Ρβ0) =  ωΡ̂Β > · ' (6.30)

(ρευστό), παίρνουμε

/  ω - η 2( 1 + ω ) 0 ν (\+ ω )  \
0 ωί} ο +  0 (ν 2) . (6.31)

\  - π 2υ(1 +  ω) 0 ω + ν{1+ω) /

Με βάση τις συνήθεις μεταβλητές των προηγούμενων εδαφίων, έχουμε

Τ°ο =  -ΡΒ  =  - p f  [”2(1 +  ω) -  ω] , Τ °6 =  Ρ6 =  ρ<,0)υ(1 +  ω), (6.32)

Τ% =  —η2Ρ& =  —η2υ ( 1  +  ω)ρ^0), 7* =  δ)Ρ Β =  ω/>(β0)̂ · , (6.33)

=  Ρ Β =  Λ0) [ω +  ν(1 +  ω)} . (6.34)

Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις αυτές στις εξισώσεις (6.27) και (6.28), παίρνουμε δύο ε­
ξισώσεις, οι οποίες περιλαμβάνουν τις ρ̂Β και . Απαλείφοντας την χωρική παράγωγο 
μεταξύ τους, εξάγουμε μία πρωτοτάξια εξίσωση για το ρΒ\θ ,  ΐ), συγκεκριμένα

Ρβ* Ιω +  ν (1 +  ω)] +  Pbi* ί3 -ω (1  +ω) +  3-ν(1 +  ω)2 ̂ a a

+  2 4^  Μ 1 +  ω )(ρ '+ 3ρ -  2σ) +  (1 +  α/)2(σ -  2ρ -  3ρ) ] } =  0. (6.35)

Η λύση αυτής στην χαμηλότερη προσέγγιση είναι

p S  *  (1  +  0 ( ν σ / Μ 3) +  0 ( ν * ) ) . (6.36)
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Αυτή αντιστοιχεί σε

ΡΒ ~  α3(ί-Κ>) ( *  +  · · · )  ι Ρβ ~ α;α3(ΐ+ω) ( *  +  · · ·) » (6.37)

*  =  +  0(»»)) . Ρ β =  « ^ > ( 1  +  · . . )  · (6.38)

Οι τελείες δηλώνουν όρους 0 {νσ /Μ 3) και 0{ν2).
Από φαινομενολογικής απόψεως, είναι δυνατόν να γενικεύσουμε την προδιαγραφή αυτή, 

αποκλίνοντας από την ερμηνεία της με βάση το κλασικό ρευστό. Για παράδειγμα, εισαγωγή 
χρονικής εξάρτησης στην παράμετρο ν θα προκαλούσε την εμφάνιση ενός επιπλέον όρου ν 
στην (6.35), αλλά η χαμηλότερης τάξεως προσέγγιση (6.36) δεν Όα επηρεαζόταν από την 
αλλαγή αυτή.

6 .1 .5  Α κριβείς Λ ύσεις και Ε πιτάχυνση σ ε  Μ εγά λ ο υ ς  Χ ρόνους
Ας επιστρέφουμε τώρα στο σύνολο των κοσμολογικών εξισώσεων στην προσέγγιση χαμηλής
πυκνότητας βρ 7

=  βρ2 +  2η ρ -  -5 +  χ  -
a·

Ρ β  
12 ΑΡ

Ρ β

12 Μ3 ’ (6.39)

Χ + 4 Ρ* + Τ ~ ϊ  «  47Ρ5 +  Ρβ12 Μ 3 12 Μ3 ’

.α
ρ +  3 -ρ (1  +  ιο) =  —2Ρδ ·

Χρησιμοποιώντας την σχετική εξίσωση

-  =  -  (3ω +  2) βρ2 -  (3w +  1) 7ρ -  χ  «  — (3tu + 1 ) ηρ -  χ ,d

(6.40)

(6.41)

(6.42)

μπορούμε να γράψουμε μία γενική έκφραση για την καράμϊτρο emβράδυνσης q, η οποία, για
k =  0, είναι

9
X +  (1 +  3 w )jp  
X +  27ρ — \2Μ̂

(6.43)

Συναντάμε επιταχυνόμενη συμπεριφορά όταν q < 0.
Η χρονική εξάρτηση του παράγοντα κλίμακας α(ί) καθορίζεται από την εξίσωση Fried­

mann (6.39), η οποία τελικά θα έχει τη γενική μορφή

Ν Ν
=  Co +  £ C „ a "  +

n = l n = l

(6.44)

108



Κ οσμολογική  Εξέλιξη στη Μεμβράνη μ ε  Π εριβάλλουσα Ύ λη 109

Θεωρώντας ότι έχουμε κοσμική διαστολή, σε μεγάλους χρόνους το δεξί μέλος θα κυριαρχε­
ίται από έναν όρο, οπότε

/ Λ  2

Cua" (6.45)

Ο προκύπτων παράγοντας κλίμακας για μεγάλους χρόνους είναι είτε

α(ί) =  α(ί0) [ ΐ  -  ^VC~A<to))2/,/ (ί -  «ο)]

για ν < 0, ή

Φ)  =  .( ίο )  '  ,

για ν > 0. Ο χρόνος tr είναι ο χρόνος “μεγάλης σχάσης” (big rip), στον οποίο ο παράγοντας 
κλίμακας αποκλίνει. Επιταχυνόμενη διαστολή μπορεί να επιτευχθεί με τετριμμένο τρόπο, 
όταν ο κυρίαρχος όρος είναι μία σταθερά. Γενικά, η επιταχυνόμενη διαστολή απαιτεί q =  
- 1 —1//2 < 0  . Είναι ενδιαφέρον να εξετάσουμε εάν η περιβάλλουσα ύλη μπορεί να προκαλέσει 
επιταχυνόμενη διαστολή, όταν δεν υπάρχει όρος κοσμολογικής σταθερός (λ =  0) και η 
συνηθισμένη ύλη είναι σε μία τυπική φάση w = 0 ή w =  1/3.

Το σύνολο των κοσμολογικών εξισώσεων (6.39), (6.40), (6.41) μπορεί να λυθεί επακρι­
βώς για την ακόλουθη γενική προδιαγραφή για την περιβάλλουσα πίεση πάνω στη μεμβράνη 
(βλέπε επίσης [114, 115])

Ρ Β = D a 1' , Ρ5 (6.46)

Θα προχωρήσουμε στην εξαγωγή της ακριβούς λύσεως, αλλά θα δικαιολογήσουμε την επι­
λογή μας για τη συγκεκριμένη προδιαγραφή στη συνέχεια. -Αντικαθιστώντας την (6.46) στην 
εξίσωση (6.40), παίρνουμε

X+  4 X - δ α " -  ν-δα"

ή

X =
θ ' +  2)
Θ '+  4)

α" + J F l  αβ
(μ +  4)° ’

(6.47)

όπου έχουμε ορίσει δ =  D/24M 3. Αντίστοιχα, μπορούμε να προχωρήσουμε σε ολοκλήρωση 
της (6.41), οπότε παίρνουμε

C 2 F
ρ =  -  [3(1 + νυ) + μ] ^  ■ (6-48)

Αντικαθιστώντας τις (6.47) και (6.48) στην εξίσωση Friedmann (6.39), μπορούμε να τη 
γράψουμε σε συμβατική μορφή ως

α \  k 8π
=  T G" Pe//’

(6.49)
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όπου Gn =  37/4π = 3σ/4π(24Μ3)2 είναι η τετραδιάστατη σταθερά του Νεύ-τωνα και η 
ξνζργός πυκνότητα ενέργαας pef f  αντιστοιχεί στην

P e f f + C/27 2<5
-α*' + 2(3tu -  1 )F

a3(i+u>) 1 α4 7(^ +  4)^ ’ (μ + 4) [3(1 + w) +  μ]

Παρατηρούμε ότι, για w = 1/3, η συνιστώσα Τ% δε συνεισφέρει στην pejj.  
Η επιταχυνόμενη συμπεριφορά μπορεί να εξαχθεί από τη σχέση

(6.50)

a 7 ( 1  +  3 w)C
a a4

2F~f(l — 3ιι>)(μ -f 2)
α3(ΐ+«;) a4 - ~(i/ + 4)~ (μ + 4) [3(1 +  w) + μ]*" ’ (6.51)

Για v και μ μεγαλύτερα από τον συνηθισμένο εκθέτη που αντιστοιχεί σε ύλη, -3(1 +  w), οι 
όροι που οφείλονται στην παρουσία της περιβάλλουσας ύλης θα υπερισχύσουν για μεγάλους 
χρόνους. Η σχετική παράμετρος επιβράδυνσης για μεγάλους χρόνους προκύπτει να είναι

<7 =

ι/ > μ -1 V
2

μ = ν -1 ν
2

, μ > ν -1 _  Η 2

(6.52)

Βλέπουμε ότι ο παράγοντας επιβράδυνσης είναι ανεξάρτητος του λόγου των παραμέτρων της 
προδιαγραφής D/F.  Αυτό σημαίνει ότι, ακόμη και αν μία από τις δύο περιβάλλουσες πιέσεις 
μηδενίζεται, η επιβράδυνση για μεγάλους χρόνους θα είναι η ίδια. Το ίδιο δεν αληθεύει βέβαια 
για την peff , η οποία είναι ανάλογη του -4<$ + ·

Μία δικαιολόγηση της προδιαγραφής (6.46) που χρησιμοποιήσαμε μπορεί να δοθεί στο 
πλαίσιο του απλού μοντέλου ρευστού, το οποίο αναλύσαμε στο προηγούμενο εδάφιο. Ε­
κεί είδαμε ότι η προσεγγιστική λύση για έναν διατηρούμενο τανυστή ορμής-ενέργειας της 
περιβάλλουσας ύλης οδηγεί στις (6.37) και (6.38). Η δεύτερη από αυτές είναι

Ρ5 =  ν ( 1 + ω ) - £ ~ ^ ,  Ρ Β =  ω- ° Β' a 3(l+u>) ’ '  α  α 3(1+ω )

Όπως αναφέραμε πριν, μπορούμε να υιοθετήσουμε μία φαινομενολογική άποψη και να θεω­
ρήσουμε μία παράμετρο ταχύτητας που να εξαρτάται από τον χρόνο. Ένα μέτρο του ρυθμού 
χρονικής εξέλιξης πάνω στη μεμβράνη δίδεται από την παράμετρο Hubble Η = ά/α, οπότε 
είναι εύλογο να θέσουμε ν =  ζΗ , όπου ζ είναι μία φαινομενολογική παράμετρος. Με την 
επιλογή αυτή, η παραπάνω προσεγγιστική λύση παίρνει τη μορφή

CB η s / ι  . \ CbΡ Β = ω- Ρ5 =  C(l+w)-
© -

(6.53)
a 3(l+w) ’ ' °  ■ W' a3(l+w)

Έτσι, για το φαινομενολογικό μας περιβάλλον ρευστό, παίρνουμε την ενεργό πυκνότητα 
ενέργειας 2

P e f f  = + C/ 2 7 2ω C B 2 ζ(3« /-1 )(1+ ω ) CB
+

α 3(ΐ+ω) α 4 -γ ( ΐ  _  3ω) α3(1+ω> (I — 3α>) [3(ιυ — ω)] α3<1+<*4
(6.54)

2Όπου C B =  κοα ζ  =  24Μ \ .
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α _  7(1 +  3w)C _  , ~ (1 + 3ω) Cg
a a3(1+u,) ο4 (1 — 3ω) α3(1+ω)

2C7(1+w) ( 1 - 3 u;)(1 +  3w) Cb 
(1 -  3ω) [3(ιΐ) -  ω)] α30+"> '

+ (6.55)

Για ω < 0, ο όρος που οφείλεται στην περιβάλλουσα ύλη είναι κυρίαρχος για μεγάλους 
χρόνους και δίνει τον παράγοντα επιβράδυνσης

1
? =  2 + 3 2·

Το αντίστοιχο πεδίο τιμών για επιταχυνόμενη διαστολή είναι

(6.56)

q < 0 = >  — 1 < ω < —-
*5

(6.57)

Και οι δύο συνεισφορές στην εξίσωση Friedmann πέραν του περιεχομένου ύλης της 
μεμβράνης, ήτοι ο όρος σκοτεινής ακτινοβολίας C/α4 και οι όροι της περιβάλλουσας ύλης, 
μπορούν να ερμηνευθούν ως σκοτανή (νέργξια. Η ενεργός καταστατική παράμετρος για την 
σκοτεινή ενέργεια, w ^ j,  μπορεί να υπολογιστεί χρησιμοποιώντας την έκφραση [120]

ld ln(0 t f2)(D) Λ 1
Weff ~  3 d lna (6.58)

όπου η ποσότητα δ Η2 =  Η 2 /  Η% — Clma~3 περιλαμβάνει όλους τους όρους στην εξίσωση 
Friedmann, οι οποίοι δε συνδέονται με ύλη της μεμβράνης, για την οποία έχουμε θέσει 
w =  0. Στην περίπτωσή μας, η εξίσωση (6.58) γίνεται

,(*?>
eff

„  1 { f -^ >  +  ] Ce(X + z)3" - 1 }

+ 3 { c  + o i i )  [-4^ + Ifr2? 4 ] 5 fl(i + *)»-■ } ' (6'59)

[Ο παρονομαστής είναι ανάλογος της ενεργού πυκνότητας σκοτεινής ενέργειας και πρέπει να 
είναι -θετικός. Προκειμένου να έχουμε < — 1, χρειαζόμαστε

4C + 3 (1 +<«0 
(1 -  3ω)

λ  . ^ 7  Ί " ω )-4ω  +  - ζ 7 ---------ο ω C e il  + z)3" - 1 < 0 . (6.60)

Λ,αμβάνοντας υπόψη ότι ο παρονομαστής είναι -θετικός, παίρνουμε το ακόλουθο χαμηλότερο 
ιράγμα για την παραπάνω έκφραση:

4C + 3 (1 +<*>)
(1 — 3ω) .

λ 4— (1 ■4ω +  -<̂ 7- ω C B( 1 +  «)3ω_1 > (1 -  3w)C, (6.61)
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θέλουμε το κατώτερο φράγμα να είναι αρνητικό. Όπως αναφέραμε ήδη, προκειμένου να έχου­
με επιταχυνόμενη διαστολή, το ω πρέπει να βρίσκεται εντός του διαστήματος — 1 < ω < — |.

* Γι’ αυτό το εύρος τιμών, παίρνουμε 1 -3 ω  > 0. Έτσι, για να έχουμε ένα αρνητικό κατώτερο 
φράγμα, πρέπει να θεωρήσουμε C < 0. Προφανώς, η ύπαρξη ενός τέτοιου κατώτερου φράγ­
ματος είναι μία αναγκαία, αλλά όχι και ικανή συνθήκη, για να έχουμε διάσχιση της γραμμής 
w = —1 για την καταστατική παράμετρο. Ωστόσο, με κατάλληλες τιμές για τις παραμέτρους 
C και C b του περιβάλλοντος ρευστού, το αριστερό μέλος της (6.61) μπορεί να λάβει αρνητικές 
τιμές, καθώς η ερυθρά μετατόπιση ζ μεταβάλλεται.

Συνοψίζοντας, παρουσιάσαμε μία μελέτη της κοσμολογικής εξέλιξης μοντέλων μεμβρα­
νών, τα οποία περιέχουν ένα γενικό περιεχόμενο περιβάλλουσας ύλης. Στο πλαίσιο του 
μοντέλου μας, η περιβάλλουσα πίεση και ο όρος ανταλλαγής ενέργειας μεταξύ Τπερχώρου 
και μεμβράνης είναι συγκρίσιμα με την πυκνότητα ενέργειας της μεμβράνης. Τιοθετήσαμε 
μία φαινομενολογική περιγραφή της περιβάλλουσας ύλης ως ρευστού και χρησιμοποιώντας 
την προδιαγραφή ΤΒ\  ~  α~3(1+ω), ΤΒ\  ~  //a~3(1+w), βρήκαμε ακριβείς λύσεις της εξίσωσης 
Friedmann, οι οποίες παρουσιάζουν επιταχυνόμενη διαστολή για μεγάλους χρόνους. Βρήκα­
με ότι η ενεργός καταστατική παράμετρος της σκοτεινής ενέργειας μπορεί να διασχίσει τη 
γραμμή w =  —1, χωρίς τη χρήση υποθέματος ύλης, το οποίο να παραβιάζει τις ενεργειακές 
συνθήκες, τόσο στη μεμβράνη όσο και στον Υπερχώρο.
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6 .2  Σ κ ο τ ε ι ν ή  Ε ν έ ρ γ ε ι α  α π ό  Π ε ρ ι β ά λ λ ο υ σ α  Ύ λ η

6 .2 .1  Ε ισαγω γή

Όπως είδαμε στο προηγούμενο εδάφιο [112], μία κατανομή περιβάλλουσας ύλης, η οποία 
προσομοιάζει ένα ιδανικό ρευστό που κινείται κατά μήκος της πέμπτης διάστασης, είναι ι­
κανή να παράγει επιταχυνόμενη διαστολή και να δώσει μία ενεργό καταστατική παράμετρο 
για την σκοτεινή ενέργεια, η οποία να τέμνει τη γραμμή w = — 1. Ωστόσο, προκειμένου να 
συμβεί αυτό, είναι απαραίτητη η ύπαρξη ενός μεγάλου και μάλιστα αρνητικού όρου σκοτεινής 
ακτινοβολίας. Η παρουσία ενός τέτοιου όρου μπορεί να προκαλέσει προβλήματα για πρώι­
μους χρόνους της ιστορίας του σύμπαντος, καθώς μπορεί να οδηγήσει σε αρνητική ενεργό 
πυκνότητα ενέργειας (αν και η εγκυρότητα της ενεργού εξίσωσης Friedmann για μεγάλες 
ερυθρές μετατοπίσεις είναι υπό αμφισβήτηση). Ο στόχος μας εδώ είναι να αναπαράγουμε 
τα φαινόμενα αυτά, αγνοώντας τον όρο σκοτεινής ακτινοβολίας και θεωρώντας μόνο την 
περιβάλλουσα ύλη ως το κυρίαρχο συστατικό του σύμπαντος για μεγάλους χρόνους [113]. 
Ενδιαφερόμαστε επίσης όχι μόνο για τον προσδιορισμό των συνθηκών υπό τις οποίες μπο­
ρούμε να έχουμε wef f  < — 1, αλλά επίσης για το αν μπορούμε να έχουμε ένα χρονικό προφίλ 
της διάσχισης της γραμμής αυτής το οποίο να είναι (τουλάχιστον ποιοτικά) σε συμφωνία με 
τις πρόσφατες παρατηρήσεις για 0 < ζ < 1. Όπως θα δούμε, οι απαιτήσεις αυτές μπορούν 
να ικανοποιηθούν, στα πλαίσια μίας συγκεκριμένης προδιαγραφής για την περιβάλλουσα ύλη, 
όπου οι παράμετροι του μοντέλου έχουν κατάλληλα ρυθμιστεί. Θα καταδείξουμε επίσης την 
ισοδυναμία αυτού του είδους περιβάλλουσας ύλης με ένα αέριο Chaplygin.
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6 .2 .2  Π εριορισμοί στις Π αραμέτρους του Μ ο ντέλ ο υ
Κύριο αρχικό μέλημά μας είναι η γραφή της ενεργού καταστατικής παραμέτρου σε κατάλ­
ληλη μορφή, η οποία να διευκολύνει τη διερεύνηση που θα ακολουθήσει. Όπως είδαμε και 
στο προηγούμενο εδάφιο, χρησιμοποιώντας την σχέση για την ενεργό πυκνότητα ενέργειας, 
μπορούμε να παραγάγουμε μία έκφραση για την ενεργό καταστατική παράμετρο, χρησιμοποι­
ώντας τη σχέση (6.58). Λαμβάνοντας υπόψιν τις υποθέσεις που έχουμε κάνει για τη μορφή 
των όρων πίεσης και ανταλλαγής ενέργειας για την περιβάλλουσα ύλη και χρησιμοποιώντας 
ως μεταβλητή την ερυθρά μετατόπιση 2 =  ^  — 1, η wej f  προκύπτει να έχει τη γενική μορφή

1 / ι/Α + μΒ  (ζ + 1)ν μ 
Weff +  3 V - Α - Β ( ζ +  ϊ)ν- μ

(6.62)

όπου οι παράμετροι Α  και Β  εξαρτώνται από τις πιέσεις της περιβάλλουσας ύλης βάσει των 
σχέσεων

2δ 48 D M 3 2 F
7(^  + 4) “  (ι/ +  4 )σ ’ “  (μ +  3)(μ +  4 ) ' ( J

Έχουμε θεωρήσει εδώ, σε αντίθεση με το προηγούμενο εδάφιο, ότι η παράμετρος που πε­
ριγράφει την συνεισφορά της σκοτεινής ακτινοβολίας C είναι μικρή και ότι, για μεγάλους 
χρόνους, ο όρος σκοτεινής ακτινοβολίας ~  <̂ L είναι αμελητέος σε σχέση με τις συνει­
σφορές που έχουμε από τις πιέσεις Ρβ και Ρ$. Έτσι, δεν έχουμε λάβει υπόψη τη σκοτεινή 
ακτινοβολία στην παραγωγή της (6.62), ούτε θα τη χρησιμοποιήσουμε σε ό,τι ακολουθεί.

Η εξίσωση (6.62) μας επιτρέπει να εξετάσουμε υπό ποιες συνθήκες μπορούμε να έχουμε 
.ιία ενεργό καταστατική εξίσωση, η οποία να παρουσιάζει διάσχιση (crossing) της γραμμής 
wej f  =  —1, φαινόμενο για το οποίο υπάρχουν ενδείξεις με βάση πρόσφατες κοσμολογι­
κές παρατηρήσεις. Πιο συγκεκριμένα, θέλουμε να βρούμε ποιες είναι οι απαιτήσεις που οι 
παράμετροι του μοντέλου μας πρέπει να ικανοποιούν, προχειμένου να έχουμε μία ποιοτικά 
σωστή συμπεριφορά για την χρονική εξέλιξη της wef f  σε πρόσφατους χρόνους. Τα τωρινά 
παρατηρησιακά δεδομένα δείχνουν ότι αυτή τη στιγμή (2 =  0) βρισκόμαστε σε μία φάση επι­
ταχυνόμενης διαστολής με παράμετρο επιβράδυνσης μέτρου \q\ της τάξεως της μονάδας και 
ενεργό καταστατική παράμετρο με τιμή wef f  =  —1.21. Η διάσχιση της γραμμής wef f  =  —1, 
αν όντως υφίσταται ως φαινόμενο, φαίνεται να έχει συμβεί σε ερυθρές μετατοπίσεις 2 =  0.2. 
Έτσι, η wef f  φαίνεται να αυξάνει με το 2 , ξεκινώντας από μία τιμή περίπου —1.21 σε ζ =  0 
και τέμνοντας την γραμμή u>e/ /  =  — 1 περίπου στο 2 =  0.2. Ο στόχος μας είναι να παρα­
γάγουμε περιορισμούς στις τιμές των παραμέτρων μας Α, Β , μ  και u και να δούμε για ποιους 
συνδυασμούς μπορούμε να έχουμε μία wef f  με το επιθυμητό χρονικό προφίλ, ενώ παράλληλα 
να λαμβάνει χώρα επιταχυνόμενη κοσμική διαστολή. Η αντίστοιχη παράμετρος επιβράδυνσης 
για μεγάλους χρόνους (όπου έχουμε αγνοήσει την συνεισφορά από την ύλη της μεμβράνης, 
καθώς και τη σκοτεινή ακτινοβολία) είναι

1 S  (ν + 2)Α + (μ + 2 ) Β (ζ  + 1)"~*
--------2Α + 2Β(ζ + ΐ Γ “-------- ■ (6'64)

Εξετάζοντας την εξίσωση (6.62), παρατηρούμε καταρχήν ότι ο παρονομαστής είναι η 
ενεργός πυκνότητα ενέργειας για μεγάλους χρόνους και άρα πρέπει να είναι θετικός στο

q ~  Η 2 α
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διάστημα του ζ για το οποίο ενδιαφερόμαστε (στη συζήτηση αυτή επικεντρωνόμαστε στο 
διάστημα 0 < 2 < 1). Για 2 =  0, η συνθήκη αυτή ανάγεται στην ανισότητα Α + Β  < 0. Είναι 
έτσι προφανές ότι τα Α και Β  δεν μπορούν να είναι και τα δύο "θετικά. Παραγωγίζοντας την
(6.62), παίρνουμε

dwe/f =  Λ Β (ν -  μ)2 { ζ  +  λ ) ” μ 1 

dz (Λ + Ρ(2 + 1)·"μ)2
(6.65)

Όλοι οι όροι στο δεξί μέλος της (6.65) είναι θετικοί στο διάστημα 0 < ζ < 1, εκτός από το 
γινόμενο ΑΒ. Προκειμένου να έχουμε μία αυξανόμενη iue// , τα Α και Β  πρέπει να έχουν το 
ίδιο πρόσημα, άρα πρέπει να είναι και τα δύο αρνητικά (Λ, Β < 0). Στη συνέχεια, “θέλουμε η 
wef f  να παίρνει τιμή μικρότερη από —1 στο 2 =  0. Για να το πετύχουμε, πρέπει να έχουμε 
νΑ + μΒ  < 0. Υπάρχουν τέσσερις πιθανοί συνδυασμοί:

1) μ, ν > 0: Ο περιορισμός ικανοποιείται.
2) μ > 0, ν < 0: νΑ + μΒ  < 0 όταν £ > - j .
3) μ < 0, ν  > 0: νΑ  + μΒ < 0 όταν ^
4) μ, ν < 0: Ο περιορισμός δεν μπορεί να ικανοποιηθεί για Α και Β  αρνητικά.
Έτσι, οι τρεις πρώτες περιπτώσεις φαίνεται καταρχήν να επιτρέπονται. Ωστόσο, ένας 

επιπλέον περιορισμός έρχεται από το γεγονός ότι θέλουμε we/ f  = — 1 για ζ  =  0.2. Αυτός 
ανάγεται στη σχέση

-  =  - 4 ( 1 .2 Γ - μ . '(6.66)Λ
Στην περίπτωση (1), με μ και ν θετικά, το αριστερό μέλος της (6.66) είναι θετικό, ενώ το 
δεξί μέλος είναι αρνητικό και έτσι η περίπτωση αυτή αποκλείεται. Οι περιπτώσεις (2) και 
(3) μπορούν να ικανοποιήσουν την εξίσωση αυτή χωρίς να δίνουν επιπλέον περιορισμούς για 
τις δυνάμεις μ και ν. Συμπεραίνουμε ότι οι μόνες επιλογές παραμέτρων, οι οποίες είναι σε 
συμφωνία με το γενικό προφίλ για την χρονική εξέλιξη της wej j  για 0 < ζ < 1 είναι:

1) A, Β  < 0 με μ > 0, ν < 0 και ^
2) A, Β < 0 με μ < 0, ν > 0 και ^ < — j .
Αφού μία από τις δυνάμεις πρέπει να είναι θετική, η συνθήκη τηαχ(μ, ν) > —2 ικανοποιε­

ίται πάντοτε, δίνοντας έτσι την επιθυμητή επιταχυνόμενη διαστολή για μεγάλους χρόνους. 
Βλέπουμε επίσης ότι ο λόγος των δύο παραμέτρων πίεσης της περιβάλλουσας ύλης Α και Β 
καθορίζει τον λόγο των δύο δυνάμεων. Μία μεγάλη διαφορά ανάμεσα στις αρχικές πιέσεις 
D και F  θα οδηγούσε σε μία αντίστοιχα μεγάλη απόκλιση μεταξύ των μ και ν. Αυτό κατα­
δεικνύεται στο Σχήμα 6.1, όπου έχουμε σχεδιάσει την παράμετρο επιβράδυνσης (q) και την 
ενεργό καταστατική παράμετρο zue//, για μία επιλογή τιμών των παραμέτρων που ικανοποιεί 
τους παραπάνω περιορισμούς. Για τις τιμές αυτές, βλέπουμε ότι υπάρχει επιταχυνόμενη δια­
στολή σε πρόσφατους χρόνους και η wef f  έχει ένα ρεαλιστικό χρονικό προφίλ, συνεπές με 
αυτό που παίρνουμε από παρατηρήσεις.

Η απαίτηση να είναι τα Α  και Β  αρνητικά έχει προφανώς άμεσες επιπτώσεις στο πρόσημο 
των παραμέτρων D και F  και στην αντίστοιχη συμπεριφορά του υποθέματος περιβάλλουσας 
ύλης που περιγράφουν. Προκειμένου να έχουμε β < 0 μ ε μ < —4 ή μ >  —3, πρέπει να 
ισχύει Ps < 0, πράγμα που σημαίνει ότι έχουμε ροή ενέργειας από τον Τπερχώρο προς την
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Σχήμα 6.1: Γραφική παράσταση της παραμέτρου επιβράδυνσης q Χαν της ενεργού καταστα­
τικής παραμέτρου wej j  για την επιλογή A  =  —1, Β = —2, μ =  2, u =  —2.

μεμβράνη. Όταν - 4  < μ < -3 , παίρνουμε Ρ5 > 0 και ροή ενέργειας από την μεμβράνη προς 
τον Τπερχώρο. Κατά παρόμοιο τρόπο, για A < 0, παίρνουμε ΡΒ < 0 αν ν > —4. Αυτό 
σημαίνει ότι η περιβάλλουσα ύλη πρέπει να έχει αρνητική πίεση. Η κατάσταση αυτή -θυμίζει 
ένα είδος πενταδιάστατου πεδίου πεμπτουσίας (όπως ένα βαΰμωτό πεδίο). Για ν < —4, η 
πίεση ΡΒ γίνεται -δετική, και μπορούμε να -θεωρήσουμε ότι η περιβάλλουσα ύλη συμπερι- 
φέρεται σαν ένα συνηθισμένο ρευστό. Προφανώς δεν μπορούν να είναι και οι δύο πιέσεις 
θετικές, αφού τότε θα είχαμε δύο αρνητικές δυνάμεις, πράγμα που αποκλείεται από τους 
παραπάνω περιορισμούς. Βλέπουμε επίσης ότι έχουμε καταφέρει να επιτύχουμε διάσχιση της 
γραμμής wef j  =  —1, χωρίς τη χρήση περιβάλλουσας ύλης, η οποία να παραβιάζει ενεργεια­
κές συνθήκες, όπως πεδία-φαντάσματα. Η παρουσία του όρου σκοτεινής ακτινοβολίας επίσης 
δεν ήταν αναγκαία για να αναπαράγουμε το επιθυμητό φαινόμενο, το οποίο υλοποιείται ως 
αποτέλεσμα της συνέργειας της περιβάλλουσας πίεσης και του όρου ανταλλαγής ενέργειας 
ιεταξύ Τπερχώρου και μεμβράνης. Έχουμε έτσι επιτύχει μία περιγραφή της σκοτεινής ενέρ­
γειας βάσει ενός τανυστή ορμής-εν^ργειας για την περιβάλλουσα ύλη, ο οποίος μπορεί να
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προκαλέσει την επιταχυνόμενη διαστολή στην τωρινή εποχή του σύμπαντος, ενώ παράλληλα 
παρέχει μία ποιοτικά σωστή εικόνα για την εξέλιξη της καταστατικής εξίσωσης της σκοτεινής 
ενέργειας σε πρόσφατους χρόνους.

6 .2 .3  Α έριο Chaplygin και Π εριβάλλουσα Ύ λη
Ως μία περαιτέρω εφαρμογή του μοντέλου μας, μπορούμε να δείξουμε ότι, με κατάλληλη 
επιλογή των παραμέτρων για τις περιβάλλουσες πιέσεις, μπορούμε να εξομοιώσουμε τη συμ­
περιφορά ενός αερίου Chaplygin, το οποίο είναι επίσης ένα υποψήφιο μοντέλο για την πεμ­
πτουσία. Ένα αέριο Chaplygin είναι ένα ιδανικό τετραδιάστατο ρευστό, το οποίο υπακούει 
την καταστατική εξίσωση

Ρ — —~  ■ (6.67)

θεωρώντας διατήρηση ενέργειας στη μορφή

d (pa3) =  -p d  (α3) , (6.68)

είναι εύκολο να δείξουμε ότι για μικρά α, δηλαδή μικρούς χρόνους, ρ α  α-3. Αυτή είναι η 
συμπεριφορά που περιμένουμε από ύλη που έχει τη μορφή κονιορτού με w =  0 (μηδενική 
πίεση). Για μεγάλα α ή μεγάλους χρόνους, έχουμε ρ = —ρ. Αυτή είναι η καταστατική εξίσω­
ση για την κοσμολογική σταθερά. Το αέριο Chaplygin δηλαδή συμπεριφέρεται ως σκοτεινή 
ύλη σε πρώιμους χρόνους και ως σκοτεινή ενέργεια (κοσμολογική σταθερά) σε μεγάλους 
χρόνους και είναι ένα απλό παράδειγμα ενοποιημένης αντιμετώπισης και των δύο αυτών συ­
στατικών. Είναι εύκολο να δούμε ότι η we/ f  στην (6.62) μπορεί να αναπαραγάγει αυτήν την 
συμπεριφορά, και έτσι η περιβάλλουσα ύλη να παίξει ένα ρόλο ανάλογο με αυτόν του αερίου 
Chaplygin. Καταρχήν, θέλουμε η ενεργός καταστατική παράμετρος να είναι ίση προς —1 σε 
πρόσφατους χρόνους (ζ =  0). Αυτή η απαίτηση μπορεί να ικανοποιηθεί για uA + μΒ  =  0, ή

ν  _  _ Β  
μ Α

(6.69)

Επιπλέον, θέλουμε wef j  =  0 για ζ <g. 1. Ανάλογα με το ποια είναι η μεγαλύτερη δύναμη, 
πρέπει να έχουμε είτε μ =  — 3 για ν — μ > 0 ή ν =  — 3 για υ — μ  < 0. Οι αντίστοιχες 
συνθήκες είναι τότε:

1) μ =  -3 , ν  =  34.
2) ν =  -3 , μ =  3§.
Για τις παραπάνω επιλογές παραμέτρων, μπορούμε να αναπαραγάγουμε τη συμπεριφορά 

ενός αερίου Chaplygin, χρησιμοποιώντας μόνο περιβάλλουσα ύλη.
Συνοψίζοντας, πραγματευθήκαμε στο εδάφιο αυτό το πρόβλημα της αναπαραγωγής των 

ιδιοτήτων της σκοτεινής ενέργειας, στο πλαίσιο της κοσμολογίας μεμβρανών. Δείξαμε ότι, 
θεωρώντας την ύπαρξη μίας επιπλέον διάστασης και περιβάλλουσας ύλης, της οποίας ο τα- 
νυστής ορμής-ενέργειας έχει τη μορφή (6.46), μπορούμε να αναπαραγάγουμε την παρατη­
ρούμενη επιταχυνόμενη διαστολή του σύμπαντος, καθώς και την καταστατική εξίσωση της 
σκοτεινής ενέργειας. Αναλύσαμε σε λεπτομέρεια τους περιορισμούς που οι παράμετροι του
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μοντέλου μας πρέπει να ικανοποιούν, προκειμένου να έχουμε ένα ρεαλιστικό προφίλ για τη 
χρονική εξέλιξη της weff  για μικρά ζ. Η διάσχιση της γραμμής we/ /  =  — 1 λαμβάνει χώρα με 
φυσικό τρόπο, χωρίς να χρειάζεται η ύπαρξη εξωτικών μορφών ύλης στον Τπερχώρο ή την 
μεμβράνη, οι οποίες να παραβιάζουν τις ενεργειακές συνθήκες. Τα αποτελέσματά μας έχουν 
επίσης το πλεονέκτημα να μην εξαρτώνται από τον όρο σκοτεινής ακτινοβολίας και κατ’ ε­
πέκταση δεν καθορίζουν το πρόσημο της σταθεράς C. Δείξαμε επίσης ότι το μοντέλο αυτό 
μπορεί να παράγει προβλέψεις ανάλογες με αυτές που δίνουν άλλες υποψήφιες θεωρίες σκο­
τεινής ενέργειας, όπως εν προκειμένω το αέριο Chaplygin. Δεν μπορούμε, προς το παρόν, να 
δικαιολογήσουμε πλήρως την προδιαγραφή (6.46) βάσει ενός φαινομενολογικού περιβάλλον­
τος ρευστού. Όπως είδαμε στο προηγούμενο εδάφιο, αυτό οφείλεται στις άγνωστες χωρικές 
παραγώγους της περιβάλλουσας πίεσης και του όρου ανταλλαγής ενέργειας, οι οποίες εμ­
φανίζονται στην εξίσωση διατήρησης για τον τανυστή ορμής-ενέργειας του περιβάλλοντος 
ρευστού. Ένα συγκεκριμένο μοντέλο για την περιβάλλουσα ύλη είναι απαραίτητο, προκει­
μένου να εξαλείψουμε την ελευθερία αυτή. Στο επόμενο εδάφιο θα μετατρέψουμε την μέχρι 
τώρα ποιοτική συμφωνία μεταξύ του μοντέλου μας και των παρατηρήσεων σε ποσοτική, χρη­
σιμοποιώντας απευθείας κοσμολογικά δεδομένα για να προβλέψουμε τις προτιμώμενες τιμές 
για τις διάφορες παραμέτρους. Η ανάλυση αυτή πρόκειται να μας δώσει περαιτέρω ενδείξεις 
για την πιθανή μορφή του περιεχομένου ύλης στον Τπερχώρο.

6.3 Π εριβάλλουσα Ύ λη και Παρατηρήσεις της Κ ο­
σμικής Δ ιαστολής

6 .3 .1  Ε ισαγω γή

Πρόσφατες παρατηρήσεις [121] μακρινών supernova τύπου_ la (Snla) παρέχουν ισχυρές εν­
δείξεις για ένα ιδιαίτερα αντισυμβατικό προφίλ κοσμικής διαστολής για το σύμπαν μας σε 
πρόσφατους χρόνους. Όπως φαίνεται, βρισκόμαστε αυτή τη στιγμή σε μία φάση επιταχυ­
νόμενης διαστολής [121, 70], αντίθετα με ό,τι θα περιμέναμε σε ένα σύμπαν κυριαρχούμενο 
από ύλη, όπου η βαρύτητα τείνει να επιβραδύνει τη διαστολή. Το αποτέλεσμα αυτό είχε 
δραματικές επιπτώσεις στα κοσμολογικά μοντέλα, οδηγώντας στην υπόθεση της ύπαρξης 
σκοτεινής ενέργειας, ένα άγνωστο συστατικό του ενεργειακού περιεχομένου του σύμπαντος, 
το οποίο είναι υπεύθυνο για την παρατηρούμενη επιτάχυνση. Πέρα από την επιβεβαίωση 
της ύπαρξης σκοτεινής ενέργειας, τα δεδομένα Snla παρέχουν επίσης πολύτιμες πληροφορίες 
γύρω από τα χαρακτηριστικά της, συγκεκριμένα την καταστατική εξίσωση την οποία υπακο­
ύει. Λεπτομερής ανάλυση διάφορων διαθέσιμων συνόλων δεδομένων οδηγεί στο συμπέρασμα 
5τι μία καταστατική παράμετρος, η οποία τέμνει τη γραμμή w =  — 1, είναι συνεπής με τα 
δεδομένα [99, 122] και φαίνεται μάλιστα να ευνοείται ως εκδοχή από ορισμένα από αυτά τα 
σύνολα. Αν αυτού του είδους η συμπεριφορά επαληθευτεί, θα καταστήσει μία σειρά από 
ιοσμολογικά μοντέλα μη-βιώσιμα ως υποψήφιες εξηγήσεις της σκοτεινής ενέργειας, όπως 
7υμβαίνει με μοντέλα που στηρίζονται αποκλειστικά σε πεδία-φαντάσματα ή σε βαθμωτά πε- 
ϊία πεμπτουσίας. Η κατασκευή μοντέλων, τα οποία να μπορούν να εξηγήσουν, τόσο την 
:πιταχυνόμενη διαστολή σε μεγάλους χρόνους, όσο και τη διάσχιση της γραμμής w =  — 1
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για την καταστατική παράμετρο, ανάγεται έτσι σε υψηλή προτεραιότητα.
Στα προηγούμενα δύο εδάφια, παρουσιάσαμε ένα μοντέλο, το οποίο βασιζόμενο στην 

κοσμολογία μεμβρανών, μπορούσε να παράγει φαινόμενα αντίστοιχα με αυτά που αποδίδονται 
στην σκοτεινή ενέργεια εξαιτίας της ύπαρξης ύλης στον Τπερχώρο, καθώς και λόγω της αν­
ταλλαγής ενέργειας μεταξύ μεμβράνης και Τπερχώρου. Το μοντέλο δίνει επιταχυνόμενη δια­
στολή για μεγάλους χρόνους, καθώς και μία καταστατική παράμετρο wej f , η οποία διασχίζει 
τη γραμμή wej j  — —1. Μοντελοποιώντας την περιβάλλουσα ύλη ως ένα αργά κινούμενο 
ιδανικό ρευστό, δείξαμε ότι η διάσχιση αυτή μπορεί να συμβεί χωρίς να χρειάζεται η ύπαρξη 
ύλης, η οποία να παραβιάζει τις ενεργειακές συνθήκες, όπως συνήθως συμβαίνει σε τέτοια 
μοντέλα. Στη συνέχεια, αποκλίνοντας από την ερμηνεία μας με βάση το ιδανικό ρευστό, εξα­
γάγαμε περιορισμούς, τους οποίους πρέπει να υπακούουν οι παράμετροι του μοντέλου, ώστε 
να έχουμε το σωστό χρονικό προφίλ για την καταστατική παράμετρο [123, 124, 125, 68]. 
Στόχος μας στο εδάφιο αυτό είναι να διεκπεραιώσουμε μία πιο λεπτομερή ανάλυση γύρω από 
το επιτρεπόμενο εύρος παραμέτρων, κάνοντας άμεσα fit στο σύνολο δεδομένων supernova 
la Gold και εξετάζοντας αν οι καλύτερες τιμές των παραμέτρων που εξάγουμε από τη διαδι­
κασία αυτή υποδηλώνουν επιταχυνόμενη διαστολή και διάσχιση της γραμμής w =  — 1, αντί 
να απαιτούμε τέτοια συμπεριφορά a priori [126]. Επίσης, θα κρατήσουμε κατά τη διερεύνηση 
αυτή τον όρο σκοτεινής ακτινοβολίας και θα εξετάσουμε αν υπάρχουν λύσεις οι οποίες να 
ευνοούν θετικό πρόσημο γι' αυτόν.

Θα πρέπει να σημειώσουμε εδώ ότι η ανάδραση από τις κοσμολογικές διαταραχές σε 
μεγάλες κλίμακες μπορεί να μιμηθεί την επιταχυνόμενη διαστολή [127], και έτσι να διαφορο­
ποιήσει τα αποτελέσματα οποιασδήποτε ανάλυσης η οποία επικεντρώνεται μόνο στην χρονική 
εξέλιξη του υποβάθρου. Επιλέξαμε να μην συμπεριλάβουμε τα φαινόμενα λόγω διαταραχών 
στην περίπτωσή μας για δύο λόγους:

• Το σύνολο των εξισώσεων για κοσμολογικές διαταραχές είναι γνωστό ότι δεν είναι 
κλειστό πάνω στη μεμβράνη [128], δηλαδή πληροφορία σχετικά με την πλήρη δυναμική 
και χρονική εξέλιξη του Τπερχώρου είναι απαραίτητη προκειμένου να βρεθεί λύση. 
Καθώς το μοντέλο που εξετάζουμε εδώ δεν προέρχεται από κάποια ακριβή λύση για 
τον πλήρη Τπερχώρο, αλλά από μία εύλογη προδιαγραφή για την περιβάλλουσα ύλη, 
μία διαταρακτική ανάλυση δεν μπορεί να είναι ιδιαίτερα χρήσιμη.

• Προκύπτει ότι σε μεγάλους χρόνους, όταν η ακτίνα Hubble είναι πολύ μεγαλύτερη από 
την ακτίνα καμπυλότητας του Τπερχώρου, τα αποτελέσματα των διαταραχών φαίνε­
ται να είναι ισοδύναμα με αυτά που εξάγουμε εξετάζοντας μία συνήθη τετραδιάστατη 
κοσμολογία [129].

6 .3 .2  Π αραμετροποίηση του Μ οντέλου
Στο προηγούμενο εδάφιο, πραγματοποιήσαμε μία ανάλυση στο επιτρεπόμενο πεδίο τιμών για 
τις τέσσερις βασικές παραμέτρους του μοντέλου, απαιτώντας μία κοσμολογική εξέλιξη η ο­
ποία να είναι σύμφωνη προς το γενικό προφίλ που υποδεικνύεται από τις παρατηρήσεις και 
θεωρώντας ότι ο όρος σκοτεινής ακτινοβολίας είναι αμελητέος για μεγάλους χρόνους. Εδώ,
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θα εκτελέσουμε μία γενική ανάλυση, κρατώντας επίσης τον όρο σκοτεινής ακτινοβολίας και 
κάνοντας fit στο σύνολο δεδομένων Gold , έτσι ώστε να πάρουμε καλύτερες τιμές για τις 
πέντε διαθέσιμες παραμέτρους (η νέα παράμετρος έρχεται από την σκοτεινή ακτινοβολία). 
Προκειμένου να απλοποιήσουμε τη διαδικασία, θα ξαναγράψουμε την ενεργό εξίσωση Fried­
mann με βάση παραμέτρους πυκνότητας ενέργειας, θεωρώντας επίσης έναν επίπεδο χώρο 
(k = 0). Πρέπει να τονίσουμε ότι στην πραγματικότητα υπάρχει ένας ενδιαφέρων εκφυλι­
σμός μεταξύ χωρικής καμπυλότητας και χρονικά μεταβαλλόμενης σκοτεινής ενέργειας, όπως 
περιγράφεται στις αναφορές [130, 131]. Έτσι, μία μικρή χωρική καμπυλότητα θα μπορούσε 
να εξαλείψει εντελώς την ελαφρά τάση για διάσχιση της γραμμής w = — 1, η οποία καταδει­
κνύεται από το σετ Gold06 όταν -θεωρούμε ένα επίπεδο σύμπαν. Ωστόσο, επιλέξαμε να μην 
ασχοληθούμε με την πιθανότητα μίας μη-μηδενικής χωρικής καμπυλότητας για δύο λόγους.

• Τπάρχουν σοβαρά θεωρητικά κίνητρα, προερχόμενα από την θεωρία του πληθωρισμο­
ύ, για να θεωρήσουμε ότι k =  0 με πολύ μεγάλο ποσοστό ακρίβειας. Η πιθανότητα

' μίας μη-μηδενικής χωρικής καμπυλότητας πρακτικά θα αναιρούσε την επίλυση του προ­
βλήματος της επιπεδότητας, την οποία παρέχει ο πληθωρισμός.

• Επιτρέποντας μία μη-μηδενική καμπυλότητα του χώρου, θα εισαγάγαμε μία επιπλέον 
παράμετρο, η οποία θα έμενε να προσδιοριστεί από το σύνολο δεδομένων Snla . Ω- 
στόοο, ο αριθμός παραμέτρων που ενέχεται στο μοντέλο μας είναι ήδη μεγάλος και 
αυτό υποδηλώνει μία μεγάλη περιοχή σφάλματος (βλέπε Σχήμα 6.2). Η εισαγωγή 
μίας επιπλέον παραμέτρου θα επέκτεινε περαιτέρω την περιοχή αυτή, καθιστώντας την 
ερμηνεία των αποτελεσμάτων της ανάλυσής μας ιδιαίτερα δυσχερή.

Εφαρμόζοντας τα παραπάνω, παίρνουμε την ακόλουθη έκφραση

^  =  Ω& a~3(1+u,) +  n DRa~A + Ωβ >  +  Ω5<Λ (6.70)
•“ ο

όπου έχουμε ορίσει τις παραμέτρους πυκνότητας ενέργειας για την ύλη της μεμβράνης, την 
σκοτεινή ακτινοβολία και τις συνιστώσες της περιβάλλουσας ύλης ως

n " ( c ) - 83”* σ ’
(6.71)

4 D
ΩΒ ( £ , ! / ) _  24Μ3# 02(ι/ +  4) ’ (6.72)

r, / ρ  Λ _  8jrGN 2 (3-U) — 1) F  
Μ  3Hi  (3(1 +  α;) +  μ)(μ  +  4)· (6.73)

Η παράμετρος πυκνότητας ενέργειας της μεμβράνης, Ω„, αντιστοιχεί στην παρατηρούμενη 
ιυκνότητα ύλης. Έχει τιμή περίπου Ω,„ ~  0.27 [23]. Καθώς το ενεργειακό περιεχόμενο της 
ιεμβράνης είναι κυριαρχούμενο από,όλη, θα θεωρήσουμε την τιμή w =  0 στις παραπάνω
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εκφράσεις. Οι τέσσερις παράμετροι πυκνότητας είναι στην πραγματικότητα σχετιζόμενες, 
μέσω της απαίτησης επιπεδότητας, η οποία δίνει

Ωδ =  1 — — Ω#λ — Ω β. (6-74)

Έτσι, μπορούμε να εξαλείψουμε τον όρο Ω5, εκφράζοντάς τον με βάση τον Ωβ. Βλέπουμε 
ότι αυτός εξαρτάται, τόσο από τον συντελεστή D, ο οποίος χαρακτηρίζει την πίεση της 
περιβάλλουσας ύλης, όσο και από τη δύναμη ν. Προκειμένου να καταστήσουμε την εξάρτηση 
από το ν εκπεφρασμένη, μπορούμε να ξαναγράψουμε την παράμετρο ως Ωβ =

Χρησιμοποιώντας την παραπάνω παραμετροποίηση, είμαστε τώρα σε θέση να κάνουμε 
fit το μοντέλο μας στα δεδομένα των supernova la . Τπάρχουν τέσσερις παράμετροι που 
πρέπει να προσδιοριστούν, Ω/j/j, Ωβ, ν και μ. Έχοντας προσδιορίσει τις καλύτερες τιμές 
για τις παραμέτρους αυτές, μπορούμε να εξαγάγουμε την χρονική συμπεριφορά της παρα­
μέτρου επιβράδυνσης q, όπως και το προφίλ της ενεργού καταστατικής παραμέτρου w ef j -  

Αναφερόμαστε σε αυτήν ως ενεργό παράμετρο, αφού δεν είναι άμεσα συνδεδεμένη με ένα 
συγκεκριμένο είδος ύλης, αλλά είναι αντιπροσωπευτική των συσσωρευμένων συνεισφορών 
της περιβάλλουσας ύλης και ανταλλαγής ενέργειας και της σκοτεινής ακτινοβολίας λόγω της 
ύπαρξης της επιπλέον διάστασης. Η παράμετρος wef f  δίνεται από την (6.58), από την οποία, 
αντικαθιστώντας την νέα παραμετροποίηση, παίρνουμε την έκφραση

. . , 1 /  -4Ω ββ + ν Ωβ au+4 .+ μ Ω5 αμ+4 λ
Weff  α 3 \  n DR + Ωβ α*,+4 + Ω5α**+4 )  ’

(6.75)

από την οποία μπορούμε να καθορίσουμε την μεταβολή της wej j  με τον χρόνο. Όπως 
βλέπουμε, όλη η χρονική εξάρτηση έρχεται από τους όρους του Τπερχώρου. Η παράμετρος 
€πιβράδυνσης q δίδεται από την

_ 1 ά Ω ^ ~ 3 +  2QDRa~4 -  {ν + 2) Ωβα* -  {μ + 2) Ω5αμ ^
^ Η  ̂ο 2 (Clma~3 + CIdR(i~* -+- $lRoy +

Στη συζήτηση που ακολουθεί, 'θα επανεκφράσουμε την q και την we/ f  ως προς την ερυθρά 
μετατόπιση ζ, αντί για τον παράγοντα κλίμακας α. Οι δύο αυτές ποσότητες συνδέονται μέσω 
της γνωστής σχέσης α =  όπου α0 είναι η τωρινή τιμή του παράγοντα κλίμακας στο 
τετραδιάστατό μας σύμπαν.

6 .3 .3  Α νά λυση  του Σ υ νό λ ο υ  Δ εδ ο μ ένω ν  Gold
Πρόκειται να χρησιμοποιήσουμε το ανανεωμένο σύνολο δεδομένων Gold από τους Riess et 
al. [121] (Gold06), απαρτιζόμενο από συνολικά 182 Snla, ευρισκόμενα σε αποστάσεις, οι 
οποίες κυμαίνονται στο διάστημα 0.024 < ζ < 1.755. Το σετ αυτό επιτρέπει μία αρκετά 
ακριβή ανακατασκευή της ιστορίας της κοσμικής διαστολής του σύμπαντος σε πρόσφατους 
χρόνους.

Το σύνολο Gold συγκροτείται από διάφορες πηγές, οι οποίες αναλύονται κατά αυτοσυ- 
νεπή και συμπαγή τρόπο, με μειωμένα σφάλματα βαθμονόμησης, τα οποία προέρχονται από
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συστηματικά σφάλματα. Περιέχει 119 πειραματικά σημεία από προηγούμενα δημοσιευμένα 
δεδομένα συν 16 σημεία με 0.46 < ζ < 1.39, τα οποία ανακαλύφθηκαν πρόσφατα από το Δια­
στημικό Τηλεσκόπιο Hubble (HST). Περιλαμβάνει επίσης 47 σημεία (0.25 < ζ < 1) από την 
πρώτη χρονιά του συνόλου δεδομένων SNLS [70] από ένα σύνολο 73 μακρινών Snla. Μερικά 
supernova αποκλείστηκαν [121], εξαιτίας μεγάλων αβεβαιοτήτων στις μετρήσεις χρώματος ή 
υψηλό ρυθμό εξαφάνισης, Α γ  > 0.5, δηλαδή μείωση των μεγεθών των supernova, η οποία 
προέρχεται από την μεσοαστρική σκόνη. Ένα κατώτερο όριο στην ερυθρά μετατόπιση επι­
βλήθηκε στην τιμή cz < 7000km /s  ή ζ < 0.0233, προκειμένου να αποφύγουμε την επίδραση 
μίας τοπικής “Φυσαλίδας Hubble” , δηλαδή μίας περιοχής με μεγαλύτερη παράμετρο Hub­
ble εξαιτίας της ύπαρξης ενός μεγάλου τοπικού κενού [132], Έτσι, ορίζεται ένα υποσύνολο 
υψηλής εμπιστοσύνης.

Οι παραπάνω παρατηρήσεις δίνουν το φαινόμενο μέγεθος m(z)  των supernova σε μέγι- 
στη λαμπρότητα, αφού πρώτα έχουν εφαρμοστεί διορθώσεις για γαλαξιακή εξαφάνιση, Κ- 
διορθώσεις και διόρθωση πλάτους καμπύλης φωτός-φωτεινότητας. Το προκύπτον φαινόμενο 
μέγεθος τ π ( ζ )  σχετίζεται με την απόσταση φωτεινότητας (luminosity distance), cLl {z ), μέσω 
της σχέσης

rrhh(z) =  Μ(Μ, Η0) + 5logi0(DL{z))·, ' (6.77)

όπου σε ένα επίπεδο κοσμολογικό μοντέλο

Dl (z) dz' Ηρ
Η ( ζ , Οχ,..., <χη)

(6.78)

είναι η ανεξάρτητη της σταθερός Hubble απόσταση φωτεινότητας (Hodi/c). Οι παράμετροι 
:αχ,..., On είναι παράμετροι του θεωρητικού μοντέλου και Μ  είναι η μετατόπιση μηδενός για 
το μέγεθος, εξαρτώμενη από το απόλυτο μέγεθος Μ  και την τωρινή παράμετρο Hubble Η0 
ως

c Η~ι
Μ  =  Μ  + 5Ζορ10(— Μ  +  25 =

Mpc
=  Μ  -5 lo g 10h + 42.38. (6.79)

Η παράμετρος Μ  είναι το απόλυτο μέγεθος και θεωρούμε ότι είναι σταθερό αφού έχουν 
εφαρμοστεί οι παραπάνω διορθώσεις στο τπ{ζ).

Τα πειραματικά σημεία του συνόλου Gold06, αφού έχουν εφαρμοστεί οι διορθώσεις, 
δίνονται με βάση το μέτρο απόστασης

/̂ obeĈ i) — TTlo6i(2j) Μ  . (6.80)

)ι παράμετροι του θεωρητικού μοντέλου καθορίζονται ελαχιστοποιώντας την ποσότητα

21 \  iP o b s iZ i) Mt/ii-Zj))2χ  (αι,...,α„) =  ^ ·
»=ι μ ι υ t

(6.81)
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όπου σ2 t και σ2{ είναι τα σφάλματα λόγω αβεβαιοτήτων στη ροή ακτινοβολίας και η διασπορά 
στις ταχύτητες ιδίας κίνησης αντίστοιχα. Τα σφάλματα αυτά -θεωρούνται Γκαουσσιανά και 
μη-συσχετισμένα (uncorrelated). Το -θεωρητικό μέτρο αποστάσεως ορίζεται ως

Pth(zi) = mth(zi) -  Μ  =  5logi0(DL(z)) + μο , (6.82)

όπου
μ0 = 42.38 — blogi0h . (6.83)

Το μ^ Ζ ί )  εξαρτάται επίσης από τις παραμέτρους αι,...,θη που χρησιμοποιούνται για την 
παραμετροποίηση του Η(ζ) στην εξίσωση (6.78).

Για να βρούμε τις καλύτερες τιμές των παραμέτρων με βάση την (6.70), χρησιμοποιούμε 
την υπόθεση Ωο™ =  0.27 και ακολουθούμε τρεις διαφορετικές προσεγγίσεις, τις οποίες ονο­
μάζουμε ελαχιστοποίηση (minimization), περιθωριοποίηση-ελαχιστοκοίηση (magninalization- 
minimization^at περιθωριοποίηση μέσης τιμής (marginalization-average), με αποτελέσμα­
τα τα οποία είναι συνεπή μεταξύ των τριών μεθόδων. Οι προσεγγίσεις αυτές μπορούν να 
περιγραφούν ως εξής:

•  Ελαχιστοποίηση: ελαχιστοποιούμε την εξίσωση (6.81) και ως προς τις τέσσερις 
παραμέτρους (Ωββ, Ωβ, ν και μ). Τα βήματα που ακολουθούμε για την ελαχιστοπο- 
ίηση αναφέρονται με λεπτομέρεια στην [72]. Το πλεονέκτημα αυτής της μεθόδου είναι 
ότι αντιμετωπίζει και τις τέσσερις παραμέτρους ισότιμα και δίνει για όλες άμεσες πλη­
ροφορίες. Από την άλλη, υπεισάγει σημαντικό εκφυλισμό, οδηγώντας έτσι σε μεγάλα 
σφάλματα για τις καλύτερες τιμές των παραμέτρων.

• Περι-θωριοποίηση-ελαχιστοποίηση: στην προσέγγιση αυτή περιθωριοποιούμε 
ως προς τα Qqr € [—1.5,5] και Ωβ € [—10,2] και προβαίνουμε κατόπιν σε ελαχι- 
στοποίηση ως προς τις εναπομένουσες δύο παραμέτρους u και μ. Για να επιλέξουμε 
το διάστημα στο οποίο θα γίνει η περιθωριοποίηση, ελαχιστοποιούμε το χ 2 για αρκετά 
ζεύγη λογικών τιμών των ν και μ και βρίσκουμε ένα αρκετά μεγάλο διάστημα, το οποίο 
να περιέχει όλες τις καλύτερες τιμές για τα Qqr και Ωβ. Επίσης, ελέγχουμε ότι τα 
αποτελέσματά μας δεν επηρεάζονται αν επιλέξουμε ένα μεγαλύτερο διάστημα από αυτό 
που χρησιμοποιήσαμε για την περιθωριοποίηση. Το περιθωριοποιημένο χ 2 ορίζεται ως:

χ 2(ι/,μ) =  — 2 In J  e~x2/2 dCloR dQB · (6.84)

Αυτό με τη σειρά του ελαχιστοποιείται ως προς τις παραμέτρους ν και μ. Παίρνουμε 
έτσι τις καλύτερες τιμές για τους εκθέτες υ και μ, οι οποίοι είναι άμεσα σχετικοί με 
τις φυσικές ιδιότητες των δύο συνιστωσών ΡΒ και Ρ,fc. Η μέθοδος αυτή έχει μικρότερο 
εκφυλισμό στο ελάχιστο, συγκρινόμενη με την προηγούμενη στρατηγική της απευθείας 
ελαχιστοποίησης, αλλά δεν παρέχει μία εκτίμηση για τις παραμέτρους Qqr και Ωβ. 
Μία τέτοια εκτίμηση είναι απαραίτητη, προκειμένου να κατασκευάσουμε την ενεργό 
καταστατική εξίσωση που βρίσκεται σε συμφωνία με τα δεδομένα, weff(z), η οποία 
έχει οριστεί στην (6.58). Προκειμένου να πάρουμε την εκτίμηση αυτή, θέτουμε τα ν 
και μ ίσα με τις καλύτερες τιμές τις οποίες αναφέραμε και ελαχιστοποιούμε το χ 2 ως 
προς τα και Ωβ.
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Π εριθω ριοποίηση μέσης τιμ ής: οι καλύτερες τιμές των Ω#β και Ωβ που παίρ­
νουμε μετά την περιθωριοποίηση, όπως περιγράψαμε παραπάνω, επιβεβαιώνονται επίσης 
θεωρώντας τις μέσες τιμές αυτών των παραμέτρων αντί για τις τιμές τους που ελαχι­
στοποιούν το χ 2. Ορίζουμε έτσι τις μέσες τιμές των δύο παραμέτρων ως

< Ωpar

όπου par =  {D R , Β}.

= f f l Pare'X2/2 dn DR dClB
> f  e- * 2/2 dflDR dClB

(6.85)

Πίνακας 6 .1 : Οι καλύτερες τιμές των παραμέτρων που παίρνουμε με καθεμία από τις τρεις 
μεθόδους. Σημειώνουμε ότι για τις ποσότητες που υπολογίζονται με την διαδικασία Μέση 
Τιμή της (6.85) δεν αναφέρουμε κάποιο αντίστοιχο σφάλμα λόγω της φύσεως της μεθόδου.

Π α ρά μετρος Ελαχιστοποίηση Περ.-Ελαχ. -Περ. Μεσ. Τιμής

ν 0.75 ±  5.09 -3 .0  ±1.1 -3 .0  ±1.1

μ -3.55 ±  5.77 -0 .8  ±  0.3 -3.55 ±  5.77

Ωοη 0.29 ±  2.45 0.49 ±  0.25 0.52

Ωβ 3.39 ±  0.76 -1.00 ±0.49 -1.05

Ω5 -0.27 ±2.57 1.-24 ±  1.23 1.26

Οι καλύτερες τιμές των παραμέτρων με καθεμία από τις παραπάνω μεθόδους φαίνονται 
[στον Πίνακα 1 . Η πρώτη προσέγγιση δεν μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να εξαχθούν ασφαλή 
[συμπεράσματα σχετικά με το υπό εξέταση μοντέλο, εξαιτίας των μεγάλων σφαλμάτων για 

ις καλύτερες τιμές. Από την άλλη, η μέθοδος της περιθωριοποίησης φαίνεται να ευνοεί 
ιία ερμηνεία του ν ~  — 3 και αρνητική Ωβ, που αντιστοιχεί σε μία θετική περιβάλλουσα 
:(εση Ρβ (βλέπε τις εξισώσεις (6.46) και (6.71) ). Επίσης, μία θετική Ω5 αντιστοιχεί σε 

\Ρ$ < 0, το οποίο σημαίνει ότι ενέργεια ρέει προς τη Μεμβράνη από τον Τπερχώρο. Αυτό ε­
ίναι ένα διαισθητικά λογικό αποτέλεσμα, το οποίο ενδεχομένως υποδεικνύει την ύπαρξη μίας 

συνιστώσας ύλης, η οποία διαδίδεται στον Τπερχώρο και κινείται με μία ταχύτητα ν κατά 
ιήκος της πέμπτης διάστασης [112, 113]. Έχει δειχθεί ότι ο όρος σκοτεινής ακτινοβολίας 
σχετίζεται με την γενικευμένη συν-κινούμενη μάζα Μ  του περιβάλλοντος ρευστού και στην 
ιροκειμένη περίπτωση, η καλύτερη τιμή της Ωββ είναι θετική [117]. Αυτό είναι ένα θετικό 

[(αρακτηριστικό του μοντέλου, αφού μία αρνητική τιμή θα αντιστοιχούσε σε αρνητική μάζα 
. Εξασφαλίζει επίσης μία σωστή συμπεριφορά για την κοσμολογία σε πρώιμους χρόνους, 

ιν και η εγκυρότητα της ενεργού εξίσωσης Friedmann σε αυτά τα χρονικά διαστήματα είναι
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Σχήμα 6.2: Η ενεργός καταστατική παράμετρος ιυβ/ /  για την μέθοδο Έλαχιστοποίηση” (Σχ. 
6.2α) και την μέθοδο “Περιθωριοποίηση-Ελαχιστοποίηση” (Σχ. 6.2β). Η μεγάλη περιοχή 
σφάλματος του Σχ. 6.2α οφείλεται στο σημαντικό εκφυλισμό του μοντέλου, ενώ το γεγονός 
ότι η αντίστοιχη περιοχή σφάλματος είναι μικρότερη στο Σχήμα 6.2β οφείλεται στο ότι οι 
τιμές των ν και μ θεωρήθηκαν σταθερές κατά τη φάση της ελαχιστοποίησης ως προς ΩΟΛ 
και Ωβ.

από μόνη της υπό αμφισβήτηση. Τέλος, όπως βλέπουμε στον Πίνακα 1, οι δύο προσεγ­
γίσεις “Περιθωριοποίηση-Ελαχιστοποίηση” και “Περιθωριοποίηση Μέσης Τιμής” βρίσκονται 
σε καλή συμφωνία μεταξύ τους.

Τα αντίστοιχα χρονικά προφίλ της ενεργού καταστατικής παραμέτρου weff(z)  και της 
παραμέτρου επιβράδυνσης q(z) φαίνονται στα Σχήματα 6.2 και 6.3 για τις δύο πρώτες με­
θόδους (“Ελαχιστοποίηση”και “Περιθωριοποίηση-Ελαχιστοποίηση”). Παρά τα μεγάλα σφάλ­
ματα, οι καλύτερες καμπύλες των weff(z) και q(z) βρίσκονται σε αρκετά καλή συμφωνία για 
τις δύο διαδικασίες. Τα διαγράμματα που αντιστοιχούν στην τρίτη προσέγγιση ( “Περιθω­
ριοποίηση Μέσης Τιμής”) είναι πρακτικά ίδια με τα Σχήματα 6.2β και 6.3β της μεθόδου 
“Περιθωριοποίηση-Ελαχιστοποίηση” (βλέπε επίσης τον Πίνακα 1).

Ένα αξιοσημείωτο χαρακτηριστικό των Σχημάτων 6.2α και 6.2β είναι η ύπαρξη “ευνοϊκών 
σημείων” στα ζ ~  0.2 και ζ ~  0.55. Η ύπαρξη αυτών των “ευνοϊκών σημείων” σε διαφο­
ρετικές ερυθρές μετατοπίσεις για διαφορετικές παραμετροποιήσεις, συνήθως πολυωνυμικές, 
είναι ένα γνωστό φαινόμενο το οποίο έχει ήδη μελετηθεί (βλέπε [71]) και είναι συνέπεια της 
προδιαγραφής που χρησιμοποιείται. Ωστόσο, εφαρμόζοντας την περιθωριοποίηση, η περιοχή 
σφάλματος στο Σχ. 6.2β είναι σημαντικά πιο ομαλή από αυτή του Σχ. 6.2α.

Χρησιμοποιήσαμε τα πιο πρόσφατα δεδομένα Snla που περιλαμβάνονται στο σύνολο δε-
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Σχήμα 6.3: Η παράμετρος επιβράδυνσης g για τη μέθοδο “Ελαχιστοποίηση” (Σχ. 6.3α) και 
την μέθοδο “Περιθωριοποίηση-Ελαχιστοποίηση”(Σχ. 6.3β). Η μεγάλη περιοχή σφάλματος 
του Σχ. &3α οφείλεται και πάλι στο σημαντικό εκφυλισμό του μοντέλου, ενώ η αντίστοιχη 
περιοχή σφάλματος είναι μικρότερη στο Σχήμα 6.3β λόγω της εφαρμογής της περιθωριοπο­
ίησης, πριν την ελαχιστοποίηση ως προς Cion και Ωβ.

ίομένων Gold06 [23, 26, 27, 96] για να κάνουμε μία εκτίμηση των προτιμητέων τιμών των 
:αραμέτρων του μοντέλου. Το πλεονέκτημα του μοντέλου μας είναι η ύπαρξη φυσικής αιτιο- 
,όγησης, προερχόμενης από θεμελιώδη φυσική. Αν και ο μεγάλος αριθμός των παραμέτρων 
:ου μοντέλου υπεισάγει μεγάλα σφάλματα, ο συνδυασμός διαφορετικών τρόπων ανάλυσης 
:ων δεδομένων μας έδωσε ενδιαφέρουσες πληροφορίες γύρω από τις προτιμητέες τιμές τους.

Εξαιτίας της ύπαρξης σημαντικού εκφυλισμού, η πρώτη μέθοδος ανάλυσης μας έδωσε 
Ιπμές με μεγάλα σφάλματα (βλέπε Πίνακα 1) και δεν επιτρέπει την εξαγωγή ασφαλών συμ­
περασμάτων. Από την άλλη, η μέθοδος της περιθωριοποίησης υποδεικνύει μία- συνιστώσα 
:ης περιβάλλουσας ύλης που συμπεριφέρεται ως ιδανικό ρευστό, κινούμενο με ταχύτητα υ 

|<ατά μήκος της πέμπτης διάστασης, ενώ ο όρος ανταλλαγής ενέργειας μεταξύ μεμβράνης 
και Τπερχώρου αντιστοιχεί σε αρνητική πίεση, που σημαίνει ότι ενέργεια ρέει από τον Υ- 
[τερχώρο πάνω στη μεμβράνη. Παρά τις φυσικές τιμές των παραμέτρων, η καλύτερη ενεργός 
:αταστατική παράμετρος uic/ /  τέμνει οριακά την γραμμή w =  — 1. Αναπαράγει επίσης την πα- 
ιατηρούμενη κοσμική διαστολή σε πρόσφατους χρόνους, με μία μετάβαση από επιταχυνόμενη 
ιε επιβραδυνόμενη φάση για ζ «  0.5, σε συμφωνία με προηγούμενες αναλύσεις [70, 121].
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6.4 Συμπεράσματα
Σκοπός μας στο κεφάλαιο αυτό υπήρξε η μελέτη της κοσμολογίας των μοντέλων μεμβρα­
νών, παρουσία περιβάλλουσας ύλης και ανταλλαγής ενέργειας μεταξύ του Τπερχώρου και 
της μεμβράνης. Κατασκευάζοντας ένα συγκεκριμένο μοντέλο σε πέντε διαστάσεις, δείξα­
με ότι είναι δυνατόν να πάρουμε μία ενδιαφέρουσα κοσμολογική συμπεριφορά για μεγάλους 
χρόνους, η οποία να είναι σε συμφωνία με τις πρόσφατες παρατηρήσεις. Τόσο οι πιέσεις της 
περιβάλλουσας ύλης, όσο και ο όρος σκοτεινής ακτινοβολίας, παίζουν σημαντικό ρόλο στην 
αναπαραγωγή ενός χρονικού προφίλ για την ενεργό καταστατική παράμετρο της σκοτεινής 
ενέργειας, το οποίο να παρουσιάζει διάσχιση της γραμμής w = —1, καθώς και στην εμφάνι­
ση επιταχυνόμενης διαστολής. Είδαμε δε ότι το πρόσημο του όρου σκοτεινής ακτινοβολίας 
πρέπει να είναι αρνητικό, γεγονός το οποίο μπορεί να προκαλέσει επιπλοκές σε πρώιμους 
χρόνους. Το ενεργειακό περιεχόμενο του Τπερχώρου επιδέχεται μία ικανοποιητική περιγρα­
φή ως ιδανικό ρευστό. Αυτό είναι ένα από τα κύρια αποτελέσματα του κεφαλαίου, καθώς 
επιτυγχάνεται η αναπαραγωγή της διάσχισης της γραμμής w = — 1, χωρίς να καταφύγουμε σε 
μορφές ύλης οι οποίες παραβιάζουν ενεργειακές συνθήκες. Το φαινόμενο αυτό έχει δηλαδή 
στα πλαίσια του μοντέλου που εξετάζουμε μία καθαρά γεωμετρική εξήγηση.

Στη συνέχεια, εξετάσαμε κατά πόσον με επιβολή κατάλληλων περιορισμών στις παρα­
μέτρους του μοντέλου μας μπορούμε να πάρουμε ένα προφίλ εξέλιξης για την ενεργό κα­
ταστατική παράμετρο, το οποίο να βρίσκεται σε ποιοτική συμφωνία με τα κοσμολογικά δε­
δομένα, παρακάμπτοντας ταυτόχρονα το πρόβλημα του αρνητικού όρου σκοτεινής ενέργειας. 
Μελετήσαμε τα επιτρεπτά πεδία τιμών για τις παραμέτρους-και διαπιστώσαμε ότι η επιθυ­
μητή συμπεριφορά απαιτεί διαφορετικές δυνάμεις για τις δύο συνιστώσες πίεσης. Αυτό μας 
εξαναγκάζει να εγκαταλείψουμε την αρχική μας ερμηνεία με βάση ένα φαινομενολογικό ρευ­
στό, καθώς μία τέτοια εξήγηση θα απαιτούσε αυτομάτως οι δυνάμεις να είναι ίσες. Ωστόσο, 
μία ερμηνεία της περιβάλλουσας ύλης ως σύνθεσης τουλάχιστον δύο διαφορετικών ρευστών 
συνιστωσών είναι επιτρεπτή.

Τέλος, χρησιμοποιώντας το σύνολο δεδομένων Snla Gold06, προχωρήσαμε σε μία άμε­
ση αντιπαραβολή του μοντέλου με τις πιο πρόσφατες παρατηρήσεις. Διαπιστώσαμε ότι η 
ανάλυση των δεδομένων δίνει καλύτερες τιμές για τις παραμέτρους οι οποίες υποστηρίζουν 
την ερμηνεία του περιεχομένου του Τπερχώρου ως κονιορτού (καθώς η τιμή ν =  — 3 ευ­
νοείται). Ταυτόχρονα, ο όρος σκοτεινής ακτινοβολίας έχει μία καλύτερη τιμή, η οποία είναι 
θετική. Οι καμπύλες που παίρνουμε για τη χρονική εξέλιξη της παραμέτρου επιβράδυνσης και 
της ενεργού καταστατικής παραμέτρου βρίσκονται σε συμφωνία με άλλες πρόσφατες μελέτες 
γύρω από τη συμπεριφορά της σκοτεινής ενέργειας και το προφίλ της κοσμικής διαστολής 
σε πρόσφατους χρόνους. Εν κατακλείδι, η πραγμάτευση του μοντέλου αυτού, ξεκινώντας 
από πρώτες αρχές και φτάνοντας μέχρι την απευθείας σύγκρισή του με τα παρατηρησιακά 
δεδομένα αποτελεί ένα ενδιαφέρον παράδειγμα των εφαρμογών που τα μοντέλα μεμβρανών 
μπορούν να έχουν στην προσπάθεια εξήγησης σύγχρονων προβλημάτων της κοσμολογίας, 
όπως η επιταχυνόμενη κοσμική διαστόλή και η φυσική της προέλευση.
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Κεφάλαιο 7

Κοσμολογική ΣταΌερά και 
Φαινομενολογία Μ οντέλων 
Μεμβρανών

7.1 Σ υνεργατική Βαρύτητα και Σ υντονισ μ ός σε Πα­
ραλλαγές του Μ οντέλου GRS

7.1 .1  Ε ισαγω γή

Εδώ και αρκετό καιρό, οι 'θεωρίες με επιπλέον χωρικές διαστάσεις, έχοντας θεωρητική υπο­
στήριξη από την Θεωρία Χορδών/Θεωρία-Μ, έχουν αναδειχτεί σε μία από τις πιο σημαντικές 
μεθόδους προσέγγισης στις προσπάθειες να προχωρήσουμε πέρα από το Καθιερωμένο Μον­
τέλο της φυσικής. Σε φαινομενολογικά βιώσιμα μοντέλα, οι επιπλέον διαστάσεις εμφανίζονται 
μόνο σε πολύ μικρές κλίμακες μήκους, ενώ πάνω από μία ορισμένη κλίμακα απόστασης, η 
φυσική περιγράφεται από μία ενεργό τετραδιάστατη θεωρία. Κεντρικό ρόλο σε αυτές τις θεω­
ρήσεις παίζει το φαινόμενο της χωρικά εντοπισμένης βαρύτητας [39, 40], το οποίο εμφανίζεται 
στην περίπτωση του μοντέλου Randall-Sundrum, όπου μία 3-μεμβράνη είναι εμβαπτισμένη σε 
έναν πενταδιάστατο Τπερχώρο με αρνητική κοσμολογική σταθερά και μία άπειρη πέμπτη δι­
άσταση. Σε αυτό το πλαίσιο, η τετραδιάστατη βαρύτητα αναπαράγεται σε μεγάλες αποστάσεις, 
ενώ τα επιφαινόμενα από το συνεχές φάσμα των μαζικών καταστάσεων Kaluza-Klein (ΚΚ) 
[είναι αμελητέα σε χαμηλές ενέργειες. Ωστόσο, έχει δειχθεί από τους Gregory, Rubakov και 
Sibiryakov ότι είναι δυνατό να κατασκευαστεί ένα μοντέλο, στο οποίο οι επιπλέον διαστάσεις 
:μφανίζονται ξανά, τόσο σε πολύ μικρές, όσο και σε πολύ μεγάλες αποστάσεις [54, 55]. Στην 
ιερίπτωση αυτή, η τετραδιάστατη βαρύτητα αναπαράγεται μόνο σε ενδιάμεσες αποστάσεις. 
!ε πολύ μικρές αποστάσεις, εμφανίζονται οι τυπικές διορθώσεις τύπου Randall-Sundrum, 

;νώ σε πολύ μεγάλες κλίμακες, η βαρύτητα τροποποιείται και πάλι και έχει συμπεριφορά 
(ψηλότερης διάστασης. Η αιτία του φαινομένου αυτού, επονομαζομένου “ημκντοπισμός” 

|(quasi-localization), είναι η απουσία της μηδενικής κατάστασης και η αντικατάστασή της 
ιπό έναν συντονισμό μηδενικής μάζας του συνεχούς φάσματος. Το εύρος αποστάσεων, στο

;τ>
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οποίο είναι έγκυρη η Νευτώνια βαρύτητα, εξαρτάται από τον χρόνο ζωής αυτού του συντο­
νισμού. Διεξοδική ανάλυση των συνθηκών υπό τις οποίες ο ημιεντοπισμός λαμβάνει χώρα 
έχει ήδη ολοκληρωθεί στις [53, 133, 134] για την περίπτωση ασυμπτωτικά επίπεδων χώρων 
και για χώρους μελανών οπών [135, 136, 137]. Παρόμοια φαινόμενα εμφανίζονται επίσης σε 

> μοντέλα τύπου DGP [138]. Το μη αναμενόμενο φαινόμενο του ημιεντοπισμού σε ορισμένους 
< χωρόχρονους που δεν παρουσιάζουν ασυμπτωτική επιπεδότητα αναλύθηκε στην [139].

Στο παρόν εδάφιο, εξετάζουμε τα φαινόμενα του ημιεντοπισμού της βαρύτητας, στο πλα­
ίσιο πενταδιάστατων μοντέλων μεμβρανών, τα οποία παρουσιάζουν ασυμπτωτικά επίπεδη γε­
ωμετρία [140]. Θα περιοριστούμε σε χώρους, οι οποίοι μοιάζουν με έναν συνηθισμένο χώρο 
Minkowski μακριά από την αρχή των αξόνων της πέμπτης διάστασης. Ενδιαφερόμαστε κυ­
ρίως για την αλληλεπίδραση μεταξύ της μηδενικής κατάστασης των μοντέλων αυτών [141] 
(όποτε αυτή η μηδενική κατάσταση είναι κανονικοποιήσιμη) και των φαινομένων πιθανών 
άμαζων συντονισμών, οι οποίοι προέρχονται από τις συνεισφορές των μαζικών καταστάσεων 
ΚΚ του φάσματος. Αρχικά, θεωρούμε μία συμπαγοποιημένη εκδοχή του μοντέλου GRS. 
Οι μάζες του φάσματος ΚΚ, το οποίο προκαλεί τον συντονισμό και την εμφάνιση ενεργού 
τετραδιάστατης βαρύτητας πάνω στη μεμβράνη, εξαρτώνται από την ακτίνα συμπαγοποίη- 
σης και παρουσιάζουν την σωστή συμπεριφορά στο όριο άπειρης ακτίνας, αναπαράγοντας τις 
προβλέψεις του μοντέλου GRS. Αφού θεωρούμε ότι η επιπλέον διάσταση είναι πεπερασμένη, 
υπάρχει πάντα μία κανονικοποιήσιμη μηδενική κατάσταση, αντίθετα με ό,τι συναντάμε στο 
σύνηθες GRS. Δείχνουμε ότι, καθώς ο συντονισμός ενισχύέται, η ισχύς της μηδενικής κα­
τάστασης πάνω στη μεμβράνη μειώνεται. Η κλίμακα μήκους της ημιεντοπισμένης βαρύτητας 
του μοντέλου GRS δεν είναι πλέον το κατώφλι μεταξύ τετραδιάστατης και πενταδιάστατης 
βαρύτητας πάνω στη μεμβράνη, αλλά καθορίζει την απόσταση για την οποία, τόσο ο συν­
τονισμός, όσο και η μηδενική κατάσταση έχουν σημαντική συνεισφορά στην τετραδιάστατη 
βαρύτητα. Πάνω από την κλίμακα αυτή, η βαρύτητα διαδίδεται κύρια από την μηδενική κα­
τάσταση, και ο συντονισμός προκαλεί μόνο υψηλότερης τάξεως διορθώσεις. Η κατάσταση 
αυτή είναι παρόμοια με τα μοντέλα διβαρύτητας και πολυβαρύτητας [142, 143, 144], αλλά 
στη δική μας περίπτωση η επιπλέον συνεισφορά στο βαρυτικό δυναμικό δεν οφείλεται σε μία 
ασυνήθιστα ελαφριά κατάσταση ΚΚ, αλλά στη συσσωρευμένη επίδραση μίας πλειάδας από 
έμμαζες καταστάσεις. Στη συνέχεια, θεωρούμε ένα ασυμμετρικό μοντέλο GRS, το οποίο δεν 
είναι συμπαγές και έχει διαφορετικές κοσμολογικές σταθερές σε κάθε πλευρά μίας μεμβράνης 
θετικής τάσεως. Καθώς το μοντέλο είναι μη-συμπαγές και ασυμπτωτικά επίπεδο, δεν υπάρ­
χει σε αυτή την κατασκευή μηδενική κατάσταση. Όποια τετραδιάστατα βαρυτικά φαινόμενα 
παίρνουμε θα είναι τότε αποκλειστικά λόγω της ύπαρξης συντονισμού. Παράγουμε το φάσμα 
των καταστάσεων ΚΚ στην περίπτωση αυτή και τα αποτελέσματα συγκρίνονται με αυτά του 
συμμετρικού μοντέλου. Δείχνουμε ότι ένας συντονισμός είναι πράγματι παρών, αλλά το α­
συμμετρικό δυναμικό περιορισμού τον αποδυναμώνει, οδηγώντας σε μικρότερο χρόνο ζωής 
και κατ’ επέκταση μικρότερες αποστάσεις πάνω στη μεμβράνη, στις οποίες παίρνουμε τετρα- 
διάστατη βαρύτητα (βλέπε επίσης [145, 146]). Τέλος, ως ένα τρίτο παράδειγμα μοντέλου 
που παρουσιάζει ημιεντοπισμό, παρουσιάζουμε μία μη-συμπαγή κατασκευή, όπου η κεντρική 
μεμβράνη αντικαθίσταται από μία κατάλληλη ανομοιομορφία ενός βαθμωτού πεδίου.
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7 .1 .2  Σ υμ π α γοπ οιη μ ενο  GRS
Β ασική Δ ο μ ή  το υ  Μ οντέλου

Θα ξεκινήσουμε θεωρώντας μία μετρική της γενικής μορφής

ds2 =  e~Â ^ v d x fidx1' — dy2, (7.1)

όπου μ, ν =  0,1,2,3 είναι τετραδιάστατοι δείκτες και υιοθετούμε μία υπογραφή της μορφής 
Η διαμόρφωση του μοντέλου στον πενταδιάστατο χώρο εικονίζεται στο 

σχήμα 1. Θεωρούμε ότι η πέμπτη διάσταση, y, είναι συμπαγοποιημένη σε έναν κύκλο α­
κτίνας R, έτσι ώστε — nR < y < nR  και επίσης υποθέτουμε ότι έχουμε συμμετρία τύπου 
σφαιρικής πολλαπλότητας για τον χώρο μας, οπότε μπορούμε να περιορίσουμε την μελέτη 
μας μόνο στην περιοχή τιμών 0 < y < nR. Για αρνητικές τιμές του y, το σύστημα είναι 
απλώς μία κατοπτρική εικόνα του χώρου των θετικών y. Όπως και στο σύνηθες μοντέλο 
G R S , τοποθετούμε μία μεμβράνη θετικής τάσεως σ σε ένα δοσμένο σημείο της σφαιρικής 
πολλαπλότητας y =  0 και δύο μεμβράνες αρνητικής τάσεως —σ/2 σε κάποιο σημείο y0 (ε­
φόσον ο χώρος είναι κατοπτρικά συμμετρικός, τοποθέτηση μίας μεμβράνης ορισμένης τάσεως 
στο θετικό σημείο yo συνεπάγεται ταυτόχρονη τοποθέτηση μίας δεύτερης μεμβράνης ίδιας 
τάσεως στο σημείο —yo). Παρατηρούμε ότι το ολικό φορτίο στη σφαιρική πολλαπλότητα, 
αν ερμηνεύσουμε την τάση των μεμβρανών ως φορτίο, είναι μηδενικό [144]. Τποθέτουμε ότι 
μεταξύ της μεμβράνης θετικής τάσεως και των αρνητικά φορτισμένων μεμβρανών υπάρχει μία 
αρνητική κοσμολογική σταθερά Λ, έτσι ώστε ο χώρος για |y| < y0 να έχει γεωμετρία AdS5 
(πενταδιάστατος anti-de Sitter). Για |y| > yo, η κεντρική μεμβράνη θωρακίζεται από τις δύο 
μεμβράνες αρνητικής τάσεως και παίρνουμε έτσι, εξωτερικά του συστήματος των μεμβρανών, 
έναν χώρο Minkowski. Για να μελετήσουμε την κατασκευή αυτή, είναι βολικό να κάνου­
με μία αλλαγή μεταβλητών. Αντί για την προηγούμενη μετρική, θα χρησιμοποιήσουμε την 
ακόλουθη προδιαγραφή

ds2 = e~A(z) (nfU/dxftdx'' -  dz1) , (7.2)

με την ίδια υπογραφή. Τα δύο συστήματα συντεταγμένων συνδέονται, μέσω της σχέσης ^  =  
e -A /2  Προκειμένου να προχωρήσουμε στη διερεύνησή μας, πρέπει πρώτα να επανεκφράσουμε 
τη δράση των μεμβρανών με βάση την νέα συντεταγμένη 2 , αφού ο ορισμός του μοντέλου 
έγινε αρχικά με βάση την συντεταγμένη y. Η δράση του μοντέλου ως προς την πρώτη μετρική 
μπορεί να γραφεί ως

$  — Sgravity *?brane3 ,

3που το βαρυτικό μέρος είναι

Sgravity =  2 Μ3 J  d*xVG R - J  d5x \ /G  Λ (7.3)

<αι η δράση της κάθε μεμβράνης είναι

sklne -  - J  ̂ χ σ {ι) y / - g  (y) = -  J  d*x J  d y a {i)S (y -  y{) y / - g  (y{) . (7.4)
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-αϊ2

Σχήμα 7.1: Η βασική δομή της σφαιρικής πολλαπλότητας, με {itoc μεμβράνη θετικής τάσεως 
τοποθετημένη στο y — 0 και δυο αρνητικής τάσεως μεμβράνες στα σημεία y =  ±y0.

Στις σχέσεις αυτές, σ ^  είναι η τάση της μεμβράνης ϊ, τοποθετημένης στο σημείο yt. Gmn 
είναι η πενταδιάστατη μετρική και g^  είναι η επαγόμενη μετρική πάνω σε κάθε μεμβράνη. 
Συμβολίζουμε την ορίζουσα της επαγόμενης μετρικής ως g(y), για να καταστήσουμε εκπε­
φρασμένη την εξάρτηση από την συντεταγμένη y. Τονίζουμε ότι, εξαιτίας της επιλογής που 
κάναμε για την υπογραφή της μετρικής, η ορίζουσα της τετραδιάστατης μετρικής G ενέχει 
ένα γινόμενο τεσσάρων αρνητικών προσήμων και άρα είναι θετική. Ωστόσο, η επαγόμενη 
μετρική κληρονομεί μία υπογραφή της μορφής σε τέσσερις διαστάσεις και έτσι
η ορίζουσά της είναι αρνητική. Έτσι, γράφουμε \/G και yf—g αντίστοιχα. Εκτελούμε τώρα 
τον μετασχηματισμό στην συντεταγμένη ζ και παίρνουμε

S w  =  ~ J  d*x J  d y a (<)0 (y -y i )  y / - g  (y.)

=  ~ J  d*x J dz (y ~ yi) ^ ~ 9 fo*)

= - J  cPx J  dz σ(ι) δ { ζ -  Zi) y / - g  (y<). (7.5)

Παρατηρούμε ότι, για τις επαγόμενες μετρικές, έχουμε, gμl/ (yi) =  ε~Α^ η μν =  β~Α^ η μι> = 
9μν (ζ )·, έτσι ώστε y /—g (yi) =  y /—g (ζ^. Ο τανυστής ορμής-ενέργειας για κάθε μεμβράνη 
τ£)  παράγεται μεταβάλλοντας τη δράση ως προς ολόκληρη την πενταδιάστατη μετρική, αλλά
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πρέπει να θυμόμαστε ότι η δράση της ίδιας της μεμβράνης εξαρτάται μόνο από τις συνιστώσες 
της επαγόμενης μετρικής. Παίρνουμε έτσι

Τ£} = ------ —
ΜΝ y/Gjz)  SGM” (z)

—σ ^ δ  ( ζ  — Zi) yJ -9  fa)
y /G W )

9 , A z i ) W · (7.6)

Αφού y j—g {ζϊ)/i /G  (z{) = eAM / 2  ̂ ^ χεχική έκφραση για τον τανυστή ορμής-ενέργειας της 
μεμβράνης είναι

Γ£ ,„  = ( ζ g ( * ) „  Μ . (7.7)
Βλέπουμε τώρα ότι η τάση της μεμβράνης υφίσταται κλιμάκωση με βάση τον παράγοντα 
στρέβλωσης της επιπλέον διάστασης. Αυτός είναι ο λόγος που μας εμπόδισε να εκφράσουμε 
αρχικά το μοντέλο μας ως προς τη συντεταγμένη ζ. Τώρα που γνωρίζουμε τις συνεισφορές 
από τους τανυστές ορμής-ενέργειας των μεμβρανών, μπορούμε να γράψουμε τις εξισώσεις 
Einstein . Η κατασκευή μας είναι τώρα πλήρως εκπεφρασμένη ως προς την συντεταγμένη 
ζ. Θα παραγάγουμε σύντομα την ακριβή σχέση η οποία απεικονίζει σημεία y στα ομόλογά 
τους σημεία ζ. To y =  0 προκύπτει ότι απεικονίζεται επίσης στο ζ = 0, ενώ υπάρχει ένα 
2ο, το οποίο αντιστοιχεί στο yο, όπου βρίσκεται η μεμβράνη αρνητικής τάσεως. Αντίστοιχα, 
συμβολίζουμε με ζ\ τη θέση που είναι ομόλογη της y =  nR. Υπενθυμίζουμε ότι έχουμε 
επίσης μία κοσμολογική σταθερά Λ για \ζ\ < z q . Οι εξισώσεις Einstein είναι

Gm n
Τμν 
4 Μ3 ’ (7.8)

όπου Qm n  είναι ο τανυστής Einstein. Το πρόσημο μείον έρχεται από την επιλογή μας για 
την υπογραφή της μετρικής. Έχοντας λάβει όλα τα παραπάνω σημεία υπόψιν, οι εξισώσεις 
που περιγράφουν το μοντέλο μας προκύπτουν να είναι

R m n  — g  -β  G m n  =

{ λ Θ (ζ0 - ζ) Gmn -I- ( σ ί ( ζ )  |  δ (ζ -  z0) ■ (?·9)

Ο πρώτος όρος μέσα σε παρένθεση είναι η κοσμολογική στα'θερά, ο δεύτερος έρχεται από 
τη μεμβράνη θετικής τάσεως στο 2 =  0, ενώ ο τρίτος είναι η συνεισφορά της αρνητικά 
φορτισμένης μεμβράνης στο ζ =  ζ0. Προχωρούμε σε επίλυση μόνο για θετικές τιμές του ζ. 
Χρησιμοποιώντας την προδιαγραφή μας για τη μετρική, καταλήγουμε στις εξισώσεις

\Α![ΖΫ  (7.10)

\  (Α' (ζ)2 -  2Α" (ζ)) =

Τ ρ ε~Λ Μ Λ θ ~ ζ) ~  W & s ε ~ Ψ  + δ ^ £" ί ( 2 _ ζ ") <7·Π >
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Εύκολα παρατηρούμε ότι η λύση στις εξισώσεις αυτές για \ζ\ < ζο είναι η μετρική Randall- 
Sundrum, A (ζ) =  2 In (\k\ z +  1), μαζί με τις συνθήκες λεπτής ρύθμισης

Λ =  -24Μ 3*2, σ  = 24M3k .

Για τον υπόλοιπο χώρο, η λύση είναι απλώς η μετρική Minkowski, Α(ζ) =  A ( zq) — 2 In (\k\ zq +  1), 
όπου η τιμή του Α καθορίζεται από την συνέχεια της μετρικής στο σημείοζο- Έχοντας βρει 
τη λύση για τον παράγοντα στρέβλωσης, είναι εύκολο να συμπεράνουμε ότι για |ζ| < Ζο, η 
σχέση που συνδέει τις δύο συντεταγμένες y και ζ είναι ζ =  sign (y) e<tl̂ l~1, ενώ για \ζ\ > Ζο, 
ζ =  {k |ζ0| ■+· 1) y. Χρησιμοποιώντας τις εκφράσεις αυτές μπορούμε να απεικονίσουμε τα 
σημεία που μας ενδιαφέρουν από φυσικής απόψεως,

e*vo _  ι
y =  0 —► ζ =  0, y = y0 — 2q = — ^— . y = π Λ -► ζΧ =  (*|ζο| +  1)πΛ .

Μηδενική Στάθμη και Φάσμα Kaluza - Klein

Είμαστε τώρα σε θέση να μελετήσουμε τις διαταραχές γύρω από τη λύση που πήραμε 
και να παραγάγουμε το δυναμικό περιορισμού και το φάσμα των διαταραχών. Περιμένου­
με να βρούμε μία μηδενική κατάσταση και έναν πύργο από καταστάσεις Kaluza-Klein, ε- 
ξαιτίας της συμπαγούς φύσεως της επιπλέον χωρικής διάστασης. Με βάση τη συντεταγ­
μένη ζ, θεωρούμε διαταραχές γύρω από την τετραδιάστατη μετρική Minkowski, της μορφής 
Ιΐμ» (χ, ζ) =  e3i4(z)/V  (ζ) ίι,α, (x), με n ^ d a d p h ^  (χ) = - m 2'h^ (x), όπου m είναι η μάζα 
Kaluza-Klein των διαταραχών. Η εξίσωση τύπου Schroedinger για την εγκάρσια κυματοσυ- 
νάρτηση ψ(ζ) είναι

d V  (ζ) 
dz2

+  V  (ζ) ψ (z) =  m V  (2) *

όπου

(7.12)

(7.13)

(7.14)

είναι το δυναμικό περιορισμού για το μοντέλο μας. Αντικαθιστώντας τη λύση για τον πα­
ράγοντα στρέβλωσης, έχουμε

V  (ζ) «  , 6(1*. -  *1) -  3 kS (ζ) + ^ Γ ϊΓ Τ Τ Τ ·5
4 (k \ζ\ 4- I)2 2 «|ζο| +  1

Η λύση της (7.12) για πι =  0 (μηδενική κατάσταση) είναι της μορφής 

Φο (ζ) = Ne~>Mi) =  Ν  ^

όπου Ν  είναι η σταθερά κανόνικοποίησης. Η συνθήκη κανονικοποίησης για την ψ0(ζ) 
ζι J  Jί άζψΐ  (ζ) *= 2 J dzipl (ζ) +  2 j dztf i  (ζ) =  1 ,

-*ι 0 *0

(7.15)
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καθορίζει την τιμή του Ν  να είναι

Ν 2 =  k 1 +  2/ φ ι  -Ζ ο ) j~*
{kzQ +  I)2 (kzo +  l)3 .

(7.16)

Η παραπάνω ποσότητα καθορίζει την ισχύ με την οποία η μηδενική κατάσταση μεταδίδει την 
τετραδιάστατη βαρύτητα πάνω στη μεμβράνη και θα συζητηθεί στη συνέχεια διεξοδικότερα. 
Στρεφόμαστε τώρα στο φάσμα των μαζικών καταστάσεων Κ Κ .  Για m φ  0, η εξίσωση 
κίνησης έχει τη γενική λύση

• |*| <  Ζο·

ipm (z) =  Α[πι) \ / l  +  k \ζ\ J2 (m(k_1 +  |z|))

+  B(m )y / l  + k \z\Y2 {m(k~l +  |z|)) (7.17)
i '

•  \z\ > Zo:
Φπι{ζ) =  C (m) cosm |z| +  £>(m )sinm |z| (7.18)

Η λύση αυτή είναι συνεχής στο ζ =  0 και διαθέτει συμμετρία Ζ2. Πρέπει επίσης να επι­
βάλουμε συνέχεια της κυματοσυνάρτησης στο ζ =  ζο, καθώς και συνθήκες ασυνέχειας για 
τις πρώτες παραγώγους στα ζ = 0 και ζ = ζ$. Τέλος, απαιτούμε συνέχεια της κυματοσυ­
νάρτησης (η οποία ικανοποιείται αυτομάτως λόγω της συμμετρίας Ζ2) στο ζ = ζ\. Αφού 
δεν υπάρχει μεμβράνη στη θέση αυτή και κρατάμε μόνο συμμετρικές κυματοσυναρτήσεις, 
-.ροκειμένου οι λύσεις μας να είναι ομαλές στο ζ = ζγ, πρέπει να απαιτήσουμε η παράγωγος 
να μηδενίζεται εκεί. Έχουμε έτσι τέσσερις εξισώσεις, που περιορίζουν τις τέσσερις σταθερές 
κανονικοποίησης, οι οποίες κωδικοποιούνται συνολικά στην ορίζουσα

Λ (  τ )  * ( ? )  0- - 0
0 0 — sin mz\  cos πιζχ

V \ J 2 (χ λ )  \ / \ Υ 2 (χ λ )  — cos mzo — sin mz0 
s /W ,(?A ) χ Α ν ,( ? λ )  sin m z o  — cos vtizq

=  0 , (7.19)

όπου χρησιμοποιήσαμε την συντόμευση λ =  1 4- kz0. Η εξίσωση αυτή μας δίνει το φάσμα 
μαζών για τις καταστάσεις Κ Κ .  Η συνθήκη κβάντωσης είναι προφανώς μη-τετριμμένη. Στο 
όριο που Ζο —> Ζι, όπου οι δύο μεμβράνες αρνητικής τάσεως συγχωνεύονται σε μία, με ο­
λικό φορτίο ίσο και αντίθετο με αυτό της θετικά φορτισμένης μεμβράνης, αναπαράγουμε το 
σύνηθες μοντέλο RS-1 και παίρνουμε το φάσμα μαζών για τις καταστάσεις Κ Κ  στην πε­
ρίπτωση αυτή. Για την γενική περίπτωση, οι ιδιοτιμές μαζών μπορούν να βρεθούν αριθμητικά, 
λύνοντας την ισοδύναμη εξίσωση

a  +  β  tan τηζ0tan τηζχ =  —---------------- ,
ρ  — a  tan mz0

όπου έχουμε ορίσει τους συντελεστές που ενέχουν συναρτήσεις Bessel

(7.20)

(7.21)
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Σχήμα 7.2: Διάγραμμα των πρώτων 20 ιδιοτιμών μάζας για τις καταστάσεις Kaluza-Klein, σε 
αντιπαραβολή με τις αντίστοιχες ισαπέχουσες ιδιοτιμές που εξάγονται από τη σχέση (7.23), 
σε μονάδες του k. Για μεγάλες τιμές του λόγου *£, το ισαπέχον φάσμα δίνει μία-έγκυρη 
προσέγγιση.

' - * ( τ ) * Φ ) - * ( τ * )* (τ )· <7·22>
Σε ό,τι ακολουθεί, θα επικεντρωθούμε στην περίπτωση όπου Ζχ »  ζ0, όταν δηλαδή η α­
πόσταση μεταξύ των μεμβρανών είναι πολύ μικρότερη από το μέγεθος της συμπαγοποιημένης 
διάστασης. Διαισθητικά περιμένουμε, αφού στην περίπτωση αυτή οι τρεις μεμβράνες σχεδόν 
συνενώνονται και εξαφανίζονται εξαιτίας των αντίθετων φορτίων τους, ότι οι καταστάσεις 
Κ Κ  θα είναι ημίτονα και συνημίτονα, καθώς ο χώρος γίνεται ομαλός, χωρίς ασυνέχειες και 
οι ιδιοτιμές μάζας θα δίνονται από την απλή σχέση

τη* =  π — η =  1 ,2 ,3 ..., (7.23)
ζ\

η οποία αντιστοιχεί στο σύνηθες, ισαπέχον φάσμα των μαζών Κ Κ  του Λαπλασιανού τελε­
στή. Είναι εύκολο να δείξουμε ότι το δεξί μέλος της (7.20) τείνει στο μηδέν όταν ζ0 —► 0, και 
έτσι αναπαράγουμε τη σωστή σχέση (7.23) για μικρή απόσταση μεταξύ των μεμβρανών. Στη 
συζήτηση που ακολουθεί, θα εργαστούμε στην περιοχή ζχ z0> kzo 1 και κατ’ επέκταση 
τα ορίσματα των συναρτήσεων Bessel θα είναι όλα αρκετά μικρά για να επιτρέπουν ασυμπτω- 
τική ανάπτυξη. Τπό τις προϋποθέσεις αυτές, το φάσμα (7.23) είναι μία καλή και ταυτόχρονα 
βολική προσέγγιση για τις πραγματικές ιδιοτιμές, και θα χρησιμοποιήσουμε την έκφραση 
αυτή από εδώ και πέρα. Η επιλογή αυτή επαληθεύεται και από αριθμητικά αποτελέσματα 
(βλέπε Σχήμα 7.2).
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Σχήμα 7.3: Διάγραμμα των πρώτων τριών ιδιοσυναρτήσεων (μηδενική κατάσταση, 1η και 2η 
κατάσταση Κ Κ )  για την περίπτωση του συμπαγοποιημένου μοντέλου GRS.

Χρησιμοποιώντας τις συνθήκες συνέχειας, μπορούμε να εκφράσουμε τώρα τους τρεις από 
τους τέσσερις συντελεστές Κ Κ  με βάση τον συντελεστή Ά  (πι)

C(n)  =  ^ Λ ( » )  ( ψ χ )  -  ( ^ λ ) )

- s i n m ^  U  ( ψ λ )  -  ( ^ λ )

D(n)  =  V \A ( n )  | Sinm„2o ^  ( ^ λ )  -

(7.24)

(7.25)

(7.26)
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Η εναπομένουσα σταθερά Α(ή) θα καθοριστεί από τη συνθήκη κανονικοποίησης για την
Ψη(ζ) 21 *0 21 

f  d z i p l ( z )  =  2 J ά ζ ψ ΐ ( ζ ) +  2  J ά ζ φ ΐ ( ζ )  =  1 .

-21 0 2ο
Το πρώτο από τα δύο ολοκληρώματα ενέχει συναρτήσεις Bessel και δεν μπορεί να υπολογιστεί 
εύκολα. Ωστόσο, ενδιαφερόμαστε κύρια για το όριο, στο οποίο η ακτίνα συμπαγοποίησης 
R  είναι πολύ μεγάλη, έτσι ώστε ζ\ »  Ζς>, δηλαδή η απόσταση μεταξύ της θετικά φορτι­
σμένης μεμβράνης και των δύο μεμβρανών αρνητικής τάσεως παραμένει πεπερασμένη και 
πολύ μικρότερη από την έκταση της επιπλέον διάστασης. Στο όριο αυτό, μόνο το δεύτερο 
ολοκλήρωμα είναι σημαντικό, και μπορούμε να το επεκτείνουμε, ώστε να ξεκινά από το μη­
δέν, αφού θεωρούμε ότι το ζο είναι αρκετά μικρό. Καταλήγουμε έτσι εύκολα στη συνθήκη 
κανονικοποίησης,

C (τι)2 +  D (π)2 =  — , (7.27)
Ζ\

η οποία και καθορίζει την τιμή της Α(η). Για να εξαγάγουμε μία έκφραση για την Α(η), θα 
κάνουμε μερικές επιπλέον απλουστευτικές υποθέσεις. Θα θεωρήσουμε ότι kzo »  1, δηλαδή 
η απόσταση μεταξύ των μεμβρανών είναι πολύ μεγαλύτερη από την ακτίνα de Sitter. Η υ­
πόθεση αυτή είναι εύλογη, καθώς θέλουμε η κλίμακα μήκους της πενταδιάστατης βαρύτητας 
μικρής κλίμακας (λ) να είναι σαφώς διαχωρισμένη από την κλίμακα επιρροής της τετραδι- 
άστατης ημιεντοπισμένης βαρύτητας, η οποία εξαρτάται από το zq. Με τις προϋποθέσεις 
αυτές, τόσο το mnz0 και το είναι πολύ μικρότερα από τη μονάδα, ενώ λ =  1 +  kzo ~  kzo. 
Στην περίπτωση αυτή όλα τα ορίσματα των συναρτήσεων Bessel θα είναι πολύ μικρά, και 
μπορούμε να αντικαταστήσουμε τις συναρτήσεις με τους πρώτους όρους στην ανάπτυξή τους 
σε δυναμοσειρά. Φτάνουμε έτσι στην ακόλουθη έκφραση

Λ  (m)2 ~  Γ - '4  3 - ■, (7.28)

όπου A  ~  . Έτσι, η ισχύς των καταστάσεων Κ Κ  στην αρχή των
αξόνων είναι στο όριο αυτό

* ·  (°)2 ~  ^ m>2 ( έ  ( ΐ ) 4 -  3 (τ ϊ + 0  ~  A <m>2 ■ <7·29>

όπως μπορεί να εξαχθεί από την (7.17) εφαρμόζοντας τις προσεγγίσεις. Βλέπουμε ότι η 
ποσότητα A(m)2 έχει τη γνωστή μορφή ενός συντονισμού γύρω από την τιμή μάζας τη =  0, 
με ένα εύρος συντονισμού A m  ~  2/z0{kzo)2. Η χαρακτηριστική κλίμακα μήκους στην οποία 
ο συντονισμός διασπάται μακριά από τη μεμβράνη είναι r2 ~  (Am)~l ~  z0(kzo)2/2. Αυτό 
ακριβώς θα περιμέναμε από το συνηθισμένο μοντέλο GRS. Έτσι, το φάσμα διεγέρσεων Κ Κ  
μας δίνει έναν συντονισμό στο όριο άπειρης ακτίνας συμπαγοποίησης, ζ\ —► οο. Ωστόσο, 
μία άπειρη επιπλέον διάσταση δεν είναι απαραίτητη για να πάρουμε τον συντονισμό, ο οποίος
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εμφανίζεται μόλις ο διαχωρισμός μεταξύ των καταστάσεων Κ Κ  γίνει αρκετά μικρός, οπότε 
το φάσμα μοιάζει σχεδόν συνεχές. Στην περίπτωση αυτή, το ελάχιστο των μαζών Κ Κ  
πλησιάζει το μηδέν και παίρνουμε μία συνεισφορά στο βαρυτικό δυναμικό από την ζώνη των 
καταστάσεων χαμηλότερης μάζας, η οποία αναπαράγει βαρύτητα της μορφής r~l .

Στατικό Βαρυτικό Δ υναμικό  στην Μ εμβράνη και Σ υνεργατική Βαρύτητα

Είμαστε τώρα σε θέση να υπολογίσουμε το ενεργό τετραδιάστατο δυναμικό πάνω στη μεμ­
βράνη, εξαιτίας του φάσματος καταστάσεων Κ Κ  και της μηδενικής κατάστασης. Όπως 
εξηγήσαμε αναλυτικά στο προηγούμενο εδάφιο, το φάσμα μαζικών καταστάσεων Κ Κ , το 
οποίο υπακούει την (7.23), προκαλεί την εμφάνιση του συντονισμού μόλις πάρουμε το όριο 
Ζ\ »  2ο· Η ύπαρξη του συντονισμού είναι εξέχουσας σημασίας για την αναπαραγωγή της 
τετραδιάστατης βαρύτητας πάνω στη μεμβράνη από τις καταστάσεις Κ Κ , αλλιώς το δυναμικό 
τους θα υφίσταται εκθετική εξασθένιση και θα δίνει μία πιο ασθενή συμπεριφορά, η οποία θα 
επισκιάζεται από την ισχύ τύπου γ- 1, που οφείλεται στη μηδενική κατάσταση. Για το ολικό 
στατικό δυναμικό ανάμεσα σε δύο σημειακά σωματίδια πάνω στη μεμβράνη έχουμε

V{r)  = V0 (r) + X > m(r) = 1 ο̂2 (0)
Μ3 r +  „ (0)

, 771η Γ
(7.30)

όπου ο πρώτος όρος έρχεται από τη μηδενική κατάσταση και ο δεύτερος από το σύνολο των 
καταστάσεων Κ Κ .  Χρησιμοποιώντας την έκφραση που εξαγάγαμε πριν για την ισχύ της 
μηδενικής κατάστασης στην αρχή, παίρνουμε για το δυναμικό της

y0 (Γ) ---------Γ 1 .· ■ Ί -  =  ----- 1 ------Γ -  , (7.31)
Μ 3 ) + 2< 5 ? ] Γ- ^ 3 ( i  + s )

[όπου έχουμε χρησιμοποιήσει το γεγονός ότι fcz0 »  1. Βλέπουμε ότι μόλις η κλίμακα συμ- 
:αγοποίησης γίνεται πολύ μεγαλύτερη από την χαρακτηριστική κλίμακα μήκους του συντο­

νισμού, η συνεισφορά της μηδενικής κατάστασης γίνεται πολύ μικρή και πρακτικά ο συντο- 
ιισμός παίζει τον κυρίαρχο ρόλο όσον αφορά την ενεργό τετραδιάστατη βαρύτητα. Στο όριο 
■·ι —> οο, η. μηδενική κατάσταση γίνεται μη-κανονικοποιήσιμη και τότε, ο συντονισμός είναι 

|η μοναδική πηγή τετραδιάστατης βαρύτητας, οπότε βρισκόμαστε στην περιοχή του μοντέλου 
1RS. Τα φαινόμενα των καταστάσεων Κ Κ  από την άλλη, αναπαριστώνται από τον δεύτερο 

|Spo στο δυναμικό, ο οποίος αντιστοιχεί ουσιαστικά στο άθροισμα πάνω σε δυναμικά τύπου 
ukawa για όλες τις δυνατές μάζες των καταστάσεων Κ Κ .  Αφού ο διαχωρισμός ανάμεσα 

|τε καταστάσεις εξαρτάται από το —, καθώς το ζΧ γίνεται πολύ μεγάλο, η απόσταση μεταξύ 
των καταστάσεων γίνεται αρκετά μικρή για να μετατρέψει το άθροισμα σε ένα ολοκλήρωμα 
Ιιάνω στο πι. Θα πρέπει να τονίσουμε ότι, προκειμένου να κάνουμε αυτή την αντικαταστά­
τη, θα πρέπει να έχουμε υπόψιν το γεγονός ότι αρχικά αθροίζαμε πάνω στις καταστάσεις 
ΚΚ, δηλαδή πάνω στη μεταβλητή π, ενώ το ολοκλήρωμα είναι πάνω στη μάζα και οι δύο 
Ιεταβλητές σχετίζονται μεταξύ τους μέσω της mn =  π^· => dm = ^ dn. Παίρνουμε έτσι

Vkk  (r) ~  Ζι 
,7s π Μ3

ΟΟ

/ dme -mr^m (0)
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■_c

%

-  _5_  h m  e—  (  A  \
7tM 3 J  τ \ m 2 + A m 2 J

o

Az\Ti
7rM3r

e «■j *
x2 + 1

(7.32)

Βλέπουμε ότι, αν και η έκφραση που αντικαταστήσαμε για το ^ ( 0 )  είναι έγκυρη μόνο 
για μικρές μάζες, το ολοκλήρωμα υφίσταται γρήγορα κορεσμό για μεγάλα m, εξαιτίας του 
εκθετικού. Είναι έτσι επιτρεπτό να κρατήσουμε το όριο ολοκλήρωσης στο άπειρο. Για 
r  <  r-2 ~  (kzo)2z0, δηλαδή πολύ μικρότερο από την χαρακτηριστική κλίμακα στην οποία 
ο συντονισμός διασπάται, παίρνουμε

Vk k (t) rw

00

ΑζχΤι Γ dx
TtMzr J χ 2 +  1

ο

ΑζχΤι 
2 M3r (7.33)

Όπως φαίνεται, ο συντονισμός δίνει μία συμπεριφορά γ -1  στο στατικό δυναμικό. Έτσι, 
για κλίμακες μήκους στο εύρος τιμών λ -C r  <  7*2, η ενεργός τετραδιάστατη βαρύτητα 
αναπαράγεται, τόσο από τη μηδενική κατάσταση, όσο και από τον συντονισμό που οφείλεται 
στο μαζικό φάσμα καταστάσεων Κ Κ .  Το ολικό δυναμικό είναι

V  ^  ~  rM 3 ( ΐ + 1 *  +  ~2ΖΐΓ*) ' *7'34^

Όπως προκύπτει από την έκφραση αυτή, για ζχ 3> Γ2 , ο συντονισμός υπερισχύει. Για κλίμα­
κες γ  »  γ 2, η μόνη συνεισφορά στην τετραδιάστατη βαρύτητα ·θα είναι μόνο από τη μηδενική 
κατάσταση, καΌώς ο συντονισμός υφίσταται διάσπαση και δίνει πενταδιάστατες διορθώσεις 
τάξεως τ~2. Στο όριο GRS, η συνεισφορά της μηδενικής κατάστασης εξαφανίζεται, και το 
τετραδιάστατο δυναμικό στη μεμβράνη υπάρχει μόνο εξαιτίας του συντονισμού. Βλέπουμε 
ότι, ενώ ο δεύτερος όρος στο δυναμικό είναι γραμμικός ως προς το Ζχ, αυτός ακυρώνεται 
από τον Α, ο οποίος φέρει μία εξάρτηση Ζχ1. Θα πρέπει επίσης να καταδείξουμε ότι στο όριο 
GRS, οι μαζικές καταστάσεις Κ Κ  ΰα πρέπει να αλλάξουν σε μία συνεχή κανονικοποίηση, 
η οποία να μην περιλαμβάνει το Ζχ. Η συμπεριφορά του δυναμικού αυτού μπορεί να γίνει 
περαιτέρω κατανοητή αν το μετασχηματίσουμε στη μορφή

V ( r ) ~  (G" o+^Gn„) ' (735)

με τους ορισμούς για την τετραδιάστατη σταθερά του Νεύτωνα

Gn0 ~ (7.36)

όπου οι συνεισφορές αυτές προέρχονται από τη μηδενική κατάσταση και τον συντονισμό 
αντίστοιχα. Στην παραγωγή του G^R, χρησιμοποιήσαμε ότι Ar2 ~  2k/ζχ. Ο λόγος των δύο 
βαρυτικών σταθερών στην περιοχή τιμών k -1 < γ < γ2 είναι

Gnr 
Gn0

(7.37)
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Ακό τη σχέση αυτή διαπιστώνουμε ότι ο συντονισμός υπερισχύει της μηδενικής καταστάσεως 
σε αυτή την κλίμακα μήκους. Μόνο για r > γ2, όπου ο συντονισμός διασπάται και η σχέση 
δεν ισχύει πλέον, η μηδενική κατάσταση γίνεται κυρίαρχη στην μετάδοση της τετραδιάστατης 
βαρύτητας πάνω στη μεμβράνη.

7.1 .3  Έ να  Α συμ μετρικό Μ ο ντέλ ο  GRS
Στο εδάφιο αυτό θα κατασκευάσουμε και θα μελετήσουμε μία ασυμμετρική επέκταση του μη- 
συμπαγούς μοντέλου GRS. Με τον όρο ασυμμετρικό, εννοούμε ότι οι δύο τομές του χώρου 
AdSs γύρω από την κεντρική, "θετικής τάσεως μεμβράνη, έχουν διαφορετικές κοσμολογικές 
σταθερές, τις οποίες συμβολίζουμε με Λ+ και Λ_. Το μοντέλο απεικονίζεται στο Σχήμα
7.4 και η τοποθέτηση των μεμβρανών γίνεται με βάση τη μετρική, γραμμένη ως προς την 
συντεταγμένη y (7.1). Οι μεμβράνες αρνητικής τάσεως είναι τοποθετημένες συμμετρικά γύρω 
ψιό τη θέση y — 0, σε κάποια απόσταση y0. Η δράση κάθε μεμβράνης δίνεται από την (7.4) 
όπως πριν. Θα μεταβούμε σε νέες συντεταγμένες ζ και τη μετρική (7.2) για λόγους ευκολίας 
στην εξέταση του δυναμικού περιορισμού. Ο τανυστής ορμής-ενέργειας της μεμβράνης παίρνει 
τη μορφή (7.7). Το τμήμα της δράσης το οποίο οφείλεται στην κοσμολογική σταθερά είναι 
S \  = — f  dsx y/G Λ, όπου

Λ_ (—zq < ζ < 0)

Λ =  < Λ+

0

(0 < ζ < ζ0) 

(1*1 >  *ο)

(7.38)

με

zo = - ( e ^ - i ) .

Οι εξισώσεις Einstein για το μοντέλο αυτό είναι

R mn  ~  t̂ RGmn  — 4 ^ 3  +

- f i f i  (cr2S (ζ + ζο) +  σδ (ζ) eΨ  +  σχδ (ζ -  ζ0) g ^ M&vN , (7.39)

Ιμε την κοσμολογική σταθερά Λ να παίρνει την κατάλληλη τιμή σε κάθε διάστημα. Αντικαθι­
στώντας την προδιαγραφή για τη μετρική (7.2) στις εξισώσεις αυτές, παίρνουμε το σύστημα 
:ξισώσεων

Λ
Ι Α ' ^ =  4Μ 3

J p ( < r , i  (* +  * )«

-Μ*)

4 Μ 3

(7.40)

,-Α(ζ)

' Δί^ +  οδ {ζ) e ~ ^  +  σιδ (ζ -  ζο) . (7.41)
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Σχήμα 7.4: Το ασυμμετρικό μοντέλο" GRS.

Θα θεωρήσουμε μία λύση της μορφής

21n(—k-Zo +  1)

Α{ζ)
21n (—k - z  +  1) 

21η (k+z + 1 )

{ζ < -2ο) 

(-2ο < 2 < 0) 

(0 < 2 < 2ο)
(7.42)

2 1 n(fc+20 +  l) (2 > 20)

Εισάγοντάς την στις εξισώσεις κίνησης, διαπιστώνουμε ότι η παραπάνω αποτελεί όντως λύση, 
εάν οι ακόλουθες συνθήκες (λεπτή ρύθμιση) ισχύουν για τις τάσεις των μεμβρανών

σι =  — 12M3fc+, σ2 =  -12M 3fc_, σ  =  12Μ3 (k+ + k_) (7.43)

και τις κοσμολογικές σταθερές

Λ+ =  -24Μ 3Α£, Λ_ =  -2 4 M zk i .  (7.44)

Έχοντας παραγάγει τη λύση για τον παράγοντα στρέβλωσης, προχωρούμε στη γραφή του 
φάσματος διεγέρσεων για τη δεδομένη κατασκευή. Αυτό επιτυγχάνεται ενώνοντας μεταξύ 
τους τις αρχικές λύσεις για το μοντέλο GRS για διαφορετικά k , οπότε οι κυματοσυναρτήσεις 
για τις καταστάσεις Κ Κ  θα είναι
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• \ζI < ζ0

• 2 > Ζο

Φτη (Ζ) =  Α± (τη) v /l ±  k±z J2 (m(k±l ±  ζ )) 

4- (τη) y j l  ±  k±z Υ2 (m ( k ±  ζ))

Φτη {ζ) =  C± (τη) cos mz  ±  D± (m) sin mz

(7.45)

(7.46)

Τονίζουμε την ύπαρξη του προσήμου ±  στον όρο D, το οποίο έχει προστεθεί για κατοπινή 
διευκόλυνση. Το μοντέλο δεν διαθέτει κανονικοποιήσιμη μηδενική κατάσταση, θ α  χρησι­
μοποιήσουμε τις Συνθήκες Συνέχειας, προκειμένου να καθορίσουμε τις διάφορες σταθερές 
των κυματοσυναρτήσεων. Υπάρχουν τρεις συνθήκες συνέχειας (στα y = 0 και y =  ±y0) και 
άλλες τρεις εξισώσεις από τις ασυνέχειες των πρώτων παραγώγων στα ίδια σημεία. Έτσι, 
στο σύνολό τους, υπάρχουν έξι εξισώσεις συνέχειας/ασυνέχειας και οχτώ απροσδιόριστες 
σταθερές. Εφαρμόζοντας τις Συνθήκες Συνέχειας μπορούμε να γράψουμε όλες τις άλλες 
σταθερές ως προς τις Α±

C± =  Λ± y f \±  [cos mzoJ2 (u±) — sin τηζοΛ (n±)]
+  -B±\/A± [cos mzoY2 (u±) — sin τηζ0Υχ (n±)] , (7.47)

με

D± =  A± [sin mzoJ2 (u±) + cos mz0Ji (u±)] 
+ B± \A± [sin mz0Y2 (u±) +  cos zqYi (u±)] ,

B + =  ±
[^ (e )« (e )+ ^ (e )> 'i(e ) ]

Ke)*(&)+ya (£)*(£)]'

(7.48)

(7.49)

ίημειώνουμε τους ορισμούς u± =  j£-\± και λ± =  1 +  k±z0.
Στο σημείο αυτό μπορούμε να υιοθετήσουμε μία συνθήκη κανονικοποίησης η οποία, στην 

ιερίπτωση Λ+ =  Λ_, θα αναγόταν στην συνήθη. Η συνθήκη αυτή προκύπτει να είναι

π (C* +  D\ ) =  π (Cl  + D2_) = 1.

Ί δύο αυτές σχέσεις επαρκούν για να προσδιοριστούν όλοι οι συντελεστές.
Όπως και πριν, ενδιαφερόμαστε για την κλίμακα r2, στην οποία ο συντονισμός αποδιε- 

^είρεται, ή ισοδύναμα, τη μάζα του συντονισμού Δτη. Για να το κάνουμε αυτό, πρέπει να 
υπολογίσουμε την ισχύ (0) των Καταστάσεων Κ Κ  στην αρχή των αξόνων. Θα κάνουμε
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%

προσεγγίσεις για τα ορίσματα των συναρτήσεων Bessel. Συγκεκριμένα, θεωρούμε k±zo 1, 
δηλαδή η απόσταση μεταξύ των “θετικά και αρνητικά φορτισμένων μεμβρανών να είναι πολύ με­
γαλύτερη από την ακτίνα AdS και στις δύο πλευρές. Επίσης “θεωρούμε mzo 1 =φ· 1.
Εδώ μπορούμε να εισαγάγουμε την παράμετρο ασυμμετρίαςη =  ]■*■. Χρησιμοποιώντας τις 
παραπάνω προσεγγίσεις, καταλήγουμε στην έκφραση για την μάζα συντονισμού, στο όριο 
που το η είναι κοντά στη μονάδα

8(2 — η3 (1 — η3)) 2 (2 -  η3 (1 -  η3))
Δτη

(η + I)2 (k+zo)2 ζ$ fa + Ι Υ
-Am2GRS (7.50)

Είναι προφανές ότι η κλίμακα του συντονισμού εξαρτάται έντονα από την παράμετρο ασυμ- 
μετρίας η. Καθώς το η αυξάνεται, το πλάτος του συντονισμού αυξάνει και κατ' επέκταση, 
η απόσταση Γ2 στην οποία ο συντονισμός διασπάται μειώνεται. Σημειώνουμε ότι η κλίμακα 
αποδιέγερσης είναι ανάλογη του αντιστρόφου της μάζας συντονισμού. Έτσι, ο συντονισμός 
γίνεται πιο ασθενής, καθώς η ασυμμετρία του μοντέλου μεγαλώνει, ενώ η μεγαλύτερη δυνατή 
κλίμακα αποδιέγερσης επιτυγχάνεται στην περίπτωση του συμμετρικού μοντέλου. Βλέπουμε 
από την (7.50) ότι η μάζα συντονισμού του μοντέλου GRS αναπαράγεται στη συμμετρική 
περίπτωση, η =  1.

7 .1 .4  Η μ ιεντοπισμένη  Β αρύτητα σε Π επερασμένου Π άχους  
Μ εμβράνη

Στο εδάφιο αυτό, “θα θεωρήσουμε μία παραλλαγή του Ζ^-συμμετρικού μοντέλου GRS, στην 
οποία η κεντρική μεμβράνη έχει αντικατασταθεί από μία κατάλληλη κατανομή ενός περιβάλ­
λοντος βαθμωτού πεδίου [88] [89] [147]. Όπως και στην περίπτωση του GRS, ο χώρος AdS 
περιορίζεται από τις δύο συμμετρικά τοποθετημένες μεμβράνες, ενώ η πέμπτη διάσταση είναι 
άπειρη σε έκταση και σε μεγάλες αποστάσεις από την αρχή των αξόνων ο χώρος γίνεται 
Minkowski. Θα ξεκινήσουμε θεωρώντας μία δράση της μορφής

d5x\/G | 2 M3R +  i  (V<£)2 -  V (4>) J -  j (φ) , (7.51)

όπου συμβολίζουμε την πενταδιάστατη μετρική με GMn και την τετραδιάστατη μετρική πάνω 
στη μεμβράνη με ρμι/. Το πρώτο μέρος της δράσης περιέχει τον βαρυτικό και βαθμωτό τομέα, 
ενώ το δεύτερο είναι η συνεισφορά από μία Λεπτή μεμβράνη (με τον όρο λεπτή μεμβράνη 
δηλώνουμε μεμβράνη απειροστού πάχους κατά την πέμπτη διάσταση, σε αντιδιαστολή με την 
μεμβράνη πεπερασμένου πάχους, που σχηματίζεται λόγω του βαθμωτού πεδίου). Η τάση 
της μεμβράνης εξαρτάται από το βαθμωτό πεδίο, δηλαδή υπάρχει ένα βαθμωτό δυναμικό 
πάνω στη μεμβράνη. Η δράση γράφεται με βάση τη μετρική (7.1), η οποία έχει μία υπογραφή 
(+, —). Θα θεωρήσουμε ότι y0 φ  0 είναι η θέση αυτής της λεπτής μεμβράνης. Όπως
έχουμε ήδη εξηγήσει, ξαναγράφουμε τη δράση της μεμβράνης και τις εξισώσεις κίνησης ως 
προς τη μετρική (7.2) της ίδιας υπογραφής, η οποία είναι πιο βολική για τη μελέτη του 
φάσματος. Οι εξισώσεις Einstein παίρνουν τη μορφή

ν Μ Φ ν Ν φ  -  gmn (1 φ φ ϋ  - ν (φ))
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+ GmnA + σδ (ζ -  ζ0) e^  

Η εξίσωση του βαθμωτού πεδίου είναι

W  +  ^  =  o.

(7.52)

(7.53)

Παρατηρούμε ότι το πρόσημο αλλάζει λόγω της επιλογής μας για την υπογραφή της μετρικής, 
Αντικαθιστώντας την προδιαγραφή της μετρικής στις εξισώσεις αυτές, έχουμε το σύστημα

ο Ε Α(ζ) ρ
Α·  (ζ f  -  2A" (ζ) = ~ -pr (Λ 4- V) -

3 Μ 3 

2

Ϊ Κ ρ σ 6 { ! - Ζα)- ύ ρ
JJ2φ »

GM3 ίΛ +  ^ +  ΐ2Μ 3<ί>
Π

1β**> (3Λ' (ι) φ' (ζ) -  2r  W ) +  ~  =  - e - * » ) '2 Ο-ΙΦ) δ(ζ -  ζ0),

(7.54)

(7.55)

(7.56)

όπου σ'{φ) είναι η παράγωγος της τάσεως της μεμβράνης ως προς το βαθμωτό πεδίο στο 
ζ = zq. Μόνο δύο από αυτές τις εξισώσεις είναι ανεξάρτητες. Μπορούν να τεθούν στη 
μορφή -

φ12 =  3Μ3 [Αα +  2Λ") -  σδ (ζ -  ζ0) e- ^

χαι
V  =  (2 A" -  3 Αα) - Α - ^ δ { ζ -  ζ0) e

L· L·
Οι Συνθήκες Συνέχειας στο ζ — zq είναι

A' (*>+) -  A' (ζ0~)  =

(7.57)

(7.58)

(7.59)

(7.60)Φ’(ζο+) -  Φ'(ζο-) = σ ' e~A^ 2 .

Θα εισαγάγουμε τώρα μία δοκιμαστική λύση για τον παράγοντα στρέβλωσης Α(ζ), της μορ­
φής Α(ζ)  = — In (1+'(fc2)7)· Η λύση στον περιβάλλοντα για το μοντέλο αυτό είναι

/ .

φ (ζ ) =  ν/ Ϊ 2Μ3/2 arctan (kz) ,

γ _ 6k2Μ 3 f 4 t ™2 ~  1
tan" ( ν/12Λ/»/ί) + 1

(7.61)

(7.62)
νΊ2Μ®72

Η λύση αυτή είναι έγκυρη για ολόκληρο τον χώρο, ακόμα και στην περίπτωση μίας απόλυτα 
ομαλής κατασκευής, όπου απουσιάζουν οι λεπτές μεμβράνες. Οι Συνθήκες Συνέχειας στο 
ζ = ζο γίνονται

σ — 12M3k2zo σ' =
τ/Ϊ2*Μ 3/2

\Jb (1 Ή # ^ ) 2) ( ΐ  +  (kz0)2)
(7.63)
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τρόπο, η απλή παρατήρηση ότι μία μεμβράνη, η οποία διαθέτει συνδιάσταση-2, είναι πάν­
τοτε επίπεδη ως προς την καμπυλότητα Ricci(Ricci-flat), παρέχει μία νέα δυνατότητα για 
την ακύρωση της κοσμολογικής σταθεράς. Όπως έχει ήδη δειχθεί [45], μία τετραδιάστατη 
μεμβράνη, η οποία βρίσκεται εμβαπτισμένη μέσα σε έναν εξαδιάστατο Τπερχώρο, όπου ο 
εγκάρσιος στη μεμβράνη χώρος είναι συμπαγοποιημένος χρησιμοποιώντας μαγνητικές ρο­
ές, επάγει μία κωνική ανωμαλία μέσα στον Τπερχώρο, παραμορφώνοντας τον χώρο σε ένα 
σχήμα με μορφή μπάλας του ράγκμπι. Με τον τρόπο αυτό, η κοσμολογική σταθερά της μεμ­
βράνης (τάση) μετατίθεται εξολοκλήρου στον Υπερχώρο, όπου καθορίζει την ελλειμματική 
γωνία της επαγόμενης κωνικής ανωμαλίας. Αν και η κατασκευή αυτή λύνει το πρόβλημα 
μόνο μερικώς, καθώς είναι απαραίτητη λεπτή ρύθμιση για να εξασφαλιστεί η ύπαρξη μίας 
επίπεδης μεμβράνης [46, 149, 150], παρέχει παρόλα αυτά ενδείξεις ότι οι επιπλέον διαστάσεις 
μπορεί να παίζουν κάποιον ρόλο στην επίλυση του αινίγματος της κοσμολογικής σταθεράς. 
Επεκτάσεις και εναλλακτικές προσεγγίσεις μελετήθηκαν στη συνέχεια από διάφορους συγ­
γραφείς (βλέπε [46, 47, 151, 152, 153, 154, 155, 156, 157, 158, 159, 160, 161, 162, 163] και 
αναφορές).

Στο κεφάλαιο αυτό, μελετάμε ένα μοντέλο όπου μία μεμβράνη με ενεργό συνδιάσταση-2 
είναι εμβαπτισμένη σε έναν εξαδιάστατο Τπερχώρο [164]. Πρόκειται για μία φευδο-3 μεμ­
βράνη, με την έννοια ότι, ενώ η υποπολλαπλότητα, μέσα στην οποία η συνηθισμένη ύλη και 
τα πεδία βρίσκονται περιορισμένα, έχει στην πραγματικότητα πέντε διαστάσεις, είναι δηλαδή 
μία 4-μεμβράνη, ο τανυστής ορμής-ενέργειας των πεδίων αυτών επιλέγεται με τέτοιο τρόπο, 
ώστε να προσομοιάζει την τανυστική δομή μίας 3-μεμβράνης. Η παρουσία της μίας επιπλέον 
διάστασης της μεμβράνης είναι κρυμμένη κατ’ αυτό τον τρόπο από τον εξωτερικό χώρο, και 
μπορούμε να εκμεταλλευτούμε το γνωστό αποτέλεσμα ότι μεμβράνες συνδιάστασης-2 προ- 
καλούν μόνο κωνικές ανωμαλίες στους Περιβάλλοντες χώρους τους [75, 76, 165, 166, 167]. 
Προκειμένου να παραγάγουμε τον απαραίτητο τανυστή ορμής-ενέργειας, θα χρησιμοποιήσου­
με την τεχνική που παρουσιάζεται στις αναφορές [168, 169]. Ωστόσο, δεν θα θεωρήσου­
με έναν κενό Τπερχώρο, αλλά έναν ο οποίος περιέχει τα πεδία ενός 0(3) σίγμα-μοντέλου 
(βλέπε [156, 159, 170]), σε αντίθεση με την πιο ευρέως χρησιμοποιούμενη περίπτωση της 
συμπαγοποίησης μέσω μαγνητικής ροής, η οποία χρησιμοποιεί πεδία U{ 1) [171, 172]. Ο 
εγκάρσιος χώρος μακριά από τη μεμβράνη θα είναι έτσι καμπυλωμένος, αλλά η καμπυλότη- 
τά του θα οφείλεται μόνο στα πεδία του σίγμα-μοντέλου, καθώς η μεμβράνη δεν μπορεί να 
συνεισφέρει τίποτα περισσότερο από μία κωνική ανωμαλία στη θέση στην οποία βρίσκεται. 
Αυτή η κατασκευή είναι παρόμοια με αυτήν που εξετάζεται στην [156], η δε κύρια διαφο­
ρά έγκειται στην ύπαρξη της ψευδο-3 μεμβράνης, αντί μίας μεμβράνης η οποία έχει καθαρά 
συνδιάσταση-2.

Ο σκοπός ενός τέτοιου μοντέλου είναι να δώσει μία μέθοδο επίλυσης του προβλήματος 
της κοσμολογικής σταθεράς. Θα δούμε ότι έχοντας ένα κατάλληλο ενεργειακό περιεχόμενο, 
μπορούμε να κατασκευάσουμε μία επίπεδη τετραδιάστατη γεωμετρία πάνω στη μεμβράνη, με 
όλη την καμπυλότητα του χώρου να εκτοπίζεται προς τον εγκάρσιο χώρο. Για να αποφύγουμε 
την επιβολή ανεπιθύμητων λεπτών ρυθμίσεων, θα επιτρέψουμε σενάρια, στα οποία ο χώρος 
δεν είναι συμπαγής. Έχουμε έτσι μία διάσταση κάθετη στην 4-μεμβράνη, η οποία δεν είναι 
συμπαγής, αλλά είναι ολοκληρώσιμη σε πεπερασμένο όγκο, και μία η οποία είναι συμπαγο-
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ποιημένη στο πνεύμα των θεωριών τόπου Kaluza-Klein. Όπως προκύπτει, για ένα εύρος 
παραμέτρων του μοντέλου, ο δισδιάστατος εγκάρσιος χώρος είναι κανονικοποιήσιμος, και 
άρα περιμένουμε μία συμβατική φαινομενολογία Kaluza-Klein, με μία μηδενική κατάσταση να 
μεταδίδει τις συνήθεις τετραδιάστατες βαρυτικές αλληλεπιδράσεις πάνω στη μεμβράνη και ένα 
φάσμα από μαζικές καταστάσεις Κ Κ  ως διορθώσεις. Η κοσμολογική σταθερά πάνω στην 
3-μεμβράνη μπορεί να γίνει ίση με μηδέν με κατάλληλη επιλογή παραμέτρων, η οποία επάγει 
μία αντίστοιχη ελλειμματική γωνία στον Τπερχώρο. Μόλις γίνει η επιλογή αυτή, οποιαδήπο­
τε μεταβολή σε μία από τις παραμέτρους του μοντέλου, για παράδειγμα στην κοσμολογική 
σταθερά της μεμβράνης, οδηγεί σε νέα τιμή της ελλειμματικής γωνίας, χωρίς καμία επιπλέον 
λεπτή ρύθμιση. Στο τελευταίο μέρος του κεφαλαίου, παράγουμε τις εξισώσεις Einstein πάνω 
στην 4-μεμβράνη, χρησιμοποιώντας τον φορμαλισμό Gauss-Codazzi. Με βάση τις εξισώσεις 
αυτές, συζητάμε γενικά χαρακτηριστικά τέτοιων μοντέλων, καθώς και την επίδραση επι­
πλέον ύλης πάνω στη μεμβράνη, η οποία θα δράσει ως πηγή της συμβατικής τετραδιάστατης 
βαρύτητας μόλις επιτελεστεί η αναγωγή Κ Κ  ως προς την συμπαγή διάσταση.

7.2 .2  Γενική Μ ορφή του Μ ο ντέλ ο υ
Θα ξεκινήσουμε περιγράφοντας τη δράση του μοντέλου μας. Αυτή περιλαμβάνει ένα μη- 
γραμμικό -σίγμα-μοντέλο, πάνω σε μία πολλαπλότητα Kahler, μέσα σε έναν εξαδιάστατο 
Τπερχώρο χώρο. Η κοσμολογική σταθερά στον Τπερχώρο θεωρούμε ότι είναι μηδενική. 
Τπσθέτουμε επίσης την ύπαρξη μίας 4-μεμβράνης, η οποία φέρει μία τάση σ  και ένα αξιονικό 
πεδίο (axion) Σ. Το αξιονικό πεδίο χρησιμοποιείται για να αντισταθμίσουμε την τάση της 
μεμβράνης κατά την αζιμουθιακή κατεύθυνση φ και να εξασφαλίσουμε ότι ο τανυστής ορμής- 
ενέργειας πάνω στην 4-μεμβράνη μιμείται αυτόν μίας 3-μεμβράνης, έτσι ώστε να πάρουμε μία 
μεμβράνη με ενεργό συνδιάσταση-2 [169], Η μετρική του Τπερχώρου θεωρούμε ότι έχει τη 
μορφή

dsl = ημι/άχμάχν +  dp2 + μφφ(ρ)άψ2 , (7.71)

σε κάθετες συντεταγμένες Gauss. Βλέπουμε ότι μόνο η ρ είναι η κατεύθυνση που είναι 
κάθετη στην 4-μεμβράνη, ενώ φ είναι η συμπαγής διάσταση. Η μεμβράνη βρίσκεται τοποθε­
τημένη σε μία απόσταση ρο μακριά από την αρχή των αξόνων του εγκάρσιου χώρου, κατά 
την ακτινική κατεύθυνση. Η δράση του μοντέλου έχει έτσι τη μορφή

S  = J d6xy/=g ( m 4R  -  ~ -2ha0 (φ) ν Μφαν Μ/ ^

-  J  dhxdpd {ρ -  ρο) y / ^ f  +  ^η/α0θαΣδ0Σ ^  . (7.72)

Κεφαλαίοι ελληνικοί χαρακτήρες παίρνουν τιμές από 0 έως 5, ενώ μικροί χαρακτήρες είναι 
δείκτες πάνω στην 4-μεμβράνη, οι οποίοι δεν περιλαμβάνουν την συντεταγμένη ρ, και α ,β  
είναι δείκτες στην πολλαπλότητα Kahler. Ο πρώτος όρος αντιπροσωπεύει τις συνεισφορές 
του Τπερχώρου από τον βαρυτικό τομέα και τα πεδία του σίγμα-μοντέλου φα, ενώ ο δεύτερος 
περιέχει τις συνεισφορές της μεμβράνης για την τάση και το αξιονικό πεδίο. Προς το παρόν
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θα -θεωρήσουμε μηδενικό ενεργειακό περιεχόμενο από συνή-θη ύλη πάνω στη μεμβράνη. Ο 
τανυστής ορμής-ενέργειας της μεμβράνης μπορεί να γραφεί ως

=  6 (ρ -  Ρο) ( " σ^  -  \ - Τ ^ » ο Σ β β Σ  +  βμΣ Θ ^  . (7.73)

Έχουμε επίσης έναν τανυστή ορμής-ενέργειας για τα πεδία φ°

τ Ά  = -JT ( ^ μ Φ ^ νΦ3 -  ^ M « V Ar V Â  . (7.74)

Οι εξισώσεις Einstein γίνονται στην περίπτωση αυτή

« ν *  -  \ 9h n R  =  ^  ( τ Ά  +  τ%>) (7.75)

-  2 ^ 7  ( ΤΆ  -  +  5 S i  ( «  -  ’ <7'76>

όπου συμβολίζουμε με Ν  την ολική διάσταση του Τπερχώρου και χρησιμοποιούμε το η για 
τον αρι-θμό διαστάσεων της μεμβράνης (στην περίπτωση που εξετάζουμε, Ν  =  6 και η — 5). 
Ο τανυστής ορμής-ενέργειας περιέχει συνεισφορές, τόσο από το μιγαδικό βαθμωτό πεδίο, 
όσο και από το περιεχόμενο της μεμβράνης. Οι εξισώσεις του αξιονικού πεδίου λύνονται για

Σ = q φ ,
έτσι ώστε το Σ να παρουσιάζει άλματα κατά 2ττς, καθώς συμπληρώνουμε πλήρεις περιστροφές 
στην κατεύθυνση φ. Αν επιπλέον η παράμετρος q (το φορτίο του αξιονίου) είναι τέτοια, ώστε

q2 =  2a g ^  , (7.77)

η συνεισφορά από το αξιόνιο εξαλείφει απολύτως οποιαδήποτε τάση κατά την αζιμουθιακή 
κατεύθυνση φ. Σημειώνουμε ότι η παραπάνω συνθήκη δεν αποτελεί λεπτή ρύθμιση μεταξύ 
των q και σ με τη συνηθισμένη έννοια, καθώς οι συνιστώσες της μετρικής φέρουν σταθερές 
ολοκλήρωσης, οι οποίες δεν έχουν καθοριστεί ακόμα από άλλους περιορισμούς. Έτσι, η τιμή 
του q δεν είναι δεδομένη για δοσμένη τάση της μεμβράνης. Με την επιλογή αυτή παίρνουμε

ΤΆ  -  =  ί  (ρ -  Λ.) ^ 5  [σ ( - ν , ί ί Α  +

+ \y ° 3daS d ^  |  (7.78)

και αντίστοιχα για τα βαθμωτά πεδία

=  ψ ν Μφ ° ν κ φΡ . (7.79)

Καθώς χρησιμοποιούμε κάθετες συντεταγμένες Gauss, οι ορίζουσες του Τπερχώρου και 
της επαγόμενης μετρικής είναι οι ίδιες και ο λόγος τους είναι μονάδα. Έχουμε επίσης την 
εξίσωση κίνησης για τα βαθμωτά πεδία, η οποία είναι

V MV M<i>a +  Γ^ V r <^Vr 07 =  0 . (7.80)
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7.2 .3  Λ ύσεις με Μ ία και Α ύ ο  Μ εμ βράνες
Προκειμένου να προχωρήσουμε στην επίλυση των εξισώσεων στον Τπερχώρο, πρέπει να 
επιλέξουμε μια προδιαγραφή για τα πεδία στον Τπερχώρο και για την εγκάρσια μετρική. Θα 
■θεωρήσουμε ένα σίγμα-μοντέλο τύπου 0(3) και μία μετρική για την πολλαπλότητα Kahler, 
η οποία είναι τώρα μία σφαίρα S2, της μορφής

hap —
(1  +  Φ2 Ϊ

δαβ ι (7.81)

όπου φ2 =  (<̂>1)2 +  (ςό2)2. Η συγκεκριμένη επιλογή για το σίγμα-μοντέλο είναι εντελώς ad hoc 
και έχει χρησιμοποιηθεί ως ένα απλό παράδειγμα. Μία άλλη επιλογή του χώρου του σίγμα- 
μοντέλου της μορφής SL(2)/U (l), η οποία εμφανίζεται στις θεωρίες υπερβαρύτητας, θα 
ήταν εξίσου καλή. Προκειμένου να μελετήσουμε την προκύπτουσα γεωμετρία του εγκάρσιου 
δισδιάστατου χώρου, θα τον αναπαραμετροποιήσουμε σε μία σύμμορφα επίπεδη μορφή ως

d$\ = dp2 + 9 φφάφ2 = φ  (r) (dr2 + r2dip2) =  φ  (r ) 6mndymdyn . (7.82)

Αυτή η αλλαγή συντεταγμένων υποδηλώνει ότι dp2 =  φ  (r ) dr2, πράγμα που οδηγεί στην

=► 6 (Ρ ~  Ρο) =
V W )

5 ( r - r 0) ,

για τον μετασχηματισμό της δέλτα συνάρτησης, όπου r0 είναι η θέση που αντιστοιχεί στο ρο 
στις νέες σύμμορφες συντεταγμένες. Θα υιοθετήσουμε τώρα μία προδιαγραφή για τα πεδία 
του σίγμα-μοντέλου της μορφής φα = ya, έτσι ώστε φ2 =  r2. Η προδιαγραφή αυτή λύνει τις 
εξισώσεις για τα βαθμωτά πεδία, χωρίς επιπλέον περιορισμούς, και από τις εκφράσεις για για 
τον βαθμωτό τανυστή ορμής-ενέργειας βλέπουμε ότι μόνο οι συνιστώσες παραμένουν.
Οι εξισώσεις Einstein ανάγονται στις

Κμν = Ο, (7.83)

Rmn —
Μ4λ2 (1 + γ2)

0(7 0< 2)
ό ^ φ ° ν „ φ *  +  w - ^ = 6 (  γ - * ) ,  (7.84)

όπου μ, ν =  0 ,1,2,3, είναι συντεταγμένες πάνω στην ενεργό 3-μεμβράνη και πι,η, είναι 
συντεταγμένες του δισδιάστατου εγκάρσιου χώρου. Σημειώνουμε και πάλι ότι μόνο η συντε­
ταγμένη r  είναι πραγματικά εγκάρσια στη μεμβράνη. Η πρώτη ομάδα εξισώσεων, εξασφαλίζει 
έναν επίπεδο τετραδιάστατο χώρο. Ο εγκάρσιος δισδιάστατος χώρος θα είναι καμπυλωμένος. 
Παίρνοντας το ίχνος της τελευταίας εξίσωσης, έχουμε

4_______ 1
Μ4λ 2 φ  ( r )  (1  +  γ 2) 2

+
4σ 1 
Μ'4 \ / Φ  (γ )

<5 (r -  τ-ο) , (7.85)

όπου RW = —λ ν 21η φ  είναι το βαθμωτό Ricci του δισδιάστατου εγκάρσιου χώρου. Καθώς 
ο σύμμορφος παράγοντας Φ ( γ ) εξαρτάται μόνο από την ακτινική κατεύθυνση, όταν πολλα­
πλασιάζει τη συνάρτηση δέλτα, γίν£*αι απλώς μία σταθερά Φ ( γ0). Απουσία της μεμβράνης,
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Ψ (r ) = C2-
rJth^+Cl

-2\τϊΤΓ7(l +  r 2)O T

Λαμβάνοντας υπόψιν τον όρο της συνάρτησης δέλτα, βρίσκουμε τη λύση

■ ψίτ) = c 2 r ^ ^ . - e~4^ v^ e(r~ro)ln(^) , 
(1 +  γ2)*?^

(7.86)

(7.87)

που προφανώς ανάγεται στην ομαλή περίπτωση, όταν παίρνουμε το όριο r<> —» 0. Τονίζουμε 
ότι η τιμή ψ(το), η οποία υπεισέρχεται στον εκθέτη, είναι απλώς ένας σταθερός παράγοντας. 
Ο παράγοντας αυτός εισέρχεται επίσης στην (7.77) και έτσι η σταθερά ολοκλήρωσης C2 
αποτρέπει οποιαδήποτε λεπτή ρύθμιση. Βλέπουμε επίσης ότι ο εγκάρσιος χώρος διατηρεί 
μία μη-μηδενική καμπυλότητα μέσα στον πυρήνα της μεμβράνης. Τπάρχουν επίσης, εν γένει, 
κωνικές ανωμαλίες στα σημεία r  =  0 και r  —» οο. Ωστόσο, μπορούμε να εξαλείψουμε την 
ανωμαλία στην αρχή των αξόνων, εφαρμόζοντας τη συνθήκη C\ =  —j/Tj?· Στην περίπτωση 
αυτή, η δισδιάστατη μετρική είναι κανονική στο σημείο r  =  0, και έχουμε μόνο μία κωνι­
κή ανωμαλία στο άπειρο, η οποία σηματοδοτεί την ύπαρξη μίας μη-συμπαγούς γεωμετρίας. 
Μπορούμε επίσης να επαληθεύσουμε την ύπαρξη μίας ελλειμματικής γωνίας στο άπειρο και 
να επιδείξουμε ότι δεν υπάρχει καμία ανωμαλία καθώς περνάμε το όριο της μεμβράνης. Για 
να απλουστεύσουμε τη συζήτησή μας, θα ορίσουμε τις ποσότητες 6 =  4ar0M~A y/ ψ  (r0) και 
c =  Μ -4λ-2. Αναπτύσσοντας τον σύμμορφο παράγοντα γύρω από το r — τ*ο, παίρνουμε

ψ (γ) ~ ( Γ ^ Γ ·  (7'88)

οπότε οι δύο ακτινικές συντεταγμένες ρ και r είναι ανάλογες κοντά στη μεμβράνη, και δεν 
εμπλέκεται κάποια ελλειμματική γωνία. Ωστόσο, για r  —♦ οο βρίσκουμε

Ψ(Γ) ~  r_2c ( “ ) (7.89)

και ο μετασχηματισμός συντεταγμένων οδηγεί σε μία μετρική για τον 
μορφής

ds\ =  dp2 +  k2p2dip2,

εγκάρσιο χώρο της 

(7.90)

όπου t
(7.91)

Η σχετική ελλειμματική γωνία είναι

δ -  2π (1 -  k) =  2π ^  . (7.92)
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Ο συνδυασμός c + | ,  ο οποίος υπεισέρχεται στην έκφραση για την ελλειμματική γωνία, 
δεν είναι άλλος από τον αριθμό Euler του εγκάρσιου χώρου, όπως μπορούμε εύκολα να 
επιβεβαιώσουμε

X h j irr I  άψφ  (r) RW4π

I I drr (  4
\Μ 4λ2 (1 +  Γ2)2Ί2 +

4σ
Μ4 V ty (ro ) ί  (γ -  γ0)^

1 2ar0y/ip (r0) _  6 _  ί
Μ4 λ2 + Μ4 C + 2 2π

Προκειμένου ο χώρος να έχει πεπερασμένο όγκο, πρέπει να έχουμε

1
Μ4λ2 +

2σπ0
Μ4 ν ψ ( το) > 1,

(7.93)

(7.94)

η οποία, δεδομένης της (7.93), είναι ισοδύναμη με τη συνθήκη χ  > 1. Ο πεπερασμένος όγκος 
του δισδιάστατου χώρου προκύπτει να είναι

ν2 = π -------i~b- 2cnC2r\B  ( - 1  c +  |  -  1,1 -  c )  . (7.95)

B  είναι η ελλιπής συνάρτηση Βήτα. Ως αποτέλεσμα της θετικότητας των παραμέτρων και 
του περιορισμού (7.94), ο όγκος είναι πραγματικός και θετικός. Δεδομένου του πεπερα­
σμένου όγκου του εγκάρσιου χώρου [173, 174, 175], η κατασκευή αυτή παρουσιάζει μία 
τετραδιάστατη βαρυτική συμπεριφορά σε χαμηλές ενέργειες, συγκρινόμενες με την ακτίνα 
συμπαγοποίησης, οι οποίες μεταδίδονται από μία μηδενική.κατάσταση του βαρυτονίου πάνω 
στη μεμβράνη, ακολουθούμενη από έναν πύργο από μαζικές καταστάσεις Κ Κ  σε υψηλότερες 
ενεργειακές κλίμακες. Προφανώς, ο χώρος παραμένει μη-συμπαγής για ολόκληρο το εύρος 
παραμέτρων για το οποίο η σχέση 1 < +  f f i y /M r o j  < 2 ικανοποιείται. Τελικά, για
κατάλληλες τιμές, ο αριθμός Euler του εγκάρσιου χώρου φτάνει την τιμή χ  = 2 και ο χώρος 
συμπαγοποιείται σε μία σφαίρα.

Θα μπορούσαμε επίσης να τοποθετήσουμε δύο μεμβράνες στο μοντέλο μας, οι οποίες θα 
εγγυόνταν εξαρχής μία συμπαγή εγκάρσια γεωμετρία. Για να συμπεριλάβουμε τη δεύτερη 
μεμβράνη στην κατασκευή μας, τάσεως σ ' και τοποθετημένη σε κάποια θέση ρ \  > ρο μακριά 
από την αρχή των αξόνων, προσθέτουμε στη δράση τον όρο

J  ά 5χ ά ρ δ  { ρ  -  ρ ι )  ν/=7 (σ ’ +  , (7.96)

όπου η επαγόμενη μετρική γ πρέπει τώρα να υπολογιστεί στο σημείο ρ  = ρ \ . Με την 
τροσθήκη αυτή, και οι δύο μεμβράνες παραμένουν επίπεδες, εφόσον ισχύει η συνθήκη
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• Γ

% ·*

η οπο(α συσχετίζει την τάση της μεμβράνης & και το φορτίο του αξιονίου q πάνω στη δεύτερη 
μεμβράνη. Το στοιχείο της μετρικής g** υπολογίζεται στο σημείο ρ = ρχ. Η εξίσωση (7.85) 
γίνεται τώρα

Λ<2> =
_4_______ 1
Μ4Χ2 φ ( r )  (1 +  γ 2)2

+
4σ 1
Μ 4 y/rjjjr)

δ (r -  r0) +
4σ' 1
Μ 4 y/ ψ  (r)

δ (γ  -  Γχ) (7.98)

και η αντίστοιχη λύση για τον σύμμορφο παράγοντα είναι

φ ( τ ) =  C2
r2c+Ci

( ϊ Τ ϊ ψ
^ -6 Θ ( γ - γ0) In ~  - & ιθ ( ι·—n )  In Jj- (7.99)

όπου, επιπλέον, έχουμε ορίσει 6χ =  4M - W i  y/ φ  (rj). Ξανά, η μετρική είναι ομαλή στην 
αρχή των αξόνων, αν θέσουμε C\ =  —2c. Δε συναντάμε κάποια ελλειμματική γωνία γύρω 
από το τ =  0, ή καθώς διασχίζουμε καθεμία από τις δύο μεμβράνες. Η ολική ελλειμματική 
γωνία του χώρου προκύπτει ελέγχοντας τη μετρική στο άπειρο,

φ (γ ) ~  ΓοΓχ1 r2~2c~b~bl , (7.100)

από την οποία η αντίστοιχη ελλειμματική γωνία

c + b ~ r L )  ’ (7·101)

μπορεί να εξαχθεί άμεσα. Για να διασφαλίσουμε ότι ο χώρος έχει την τοπολογία της σφαίρας, 
πρέπει να επιβάλουμε την συνθήκη

δ =  2π (1 — k) = 2τϊ (

X =  c + ^ .  =  2, (7.102)

η οποία συσχετίζει τις τάσεις με τις θέσεις των δύο μεμβρανών.
Θα αφιερώσουμε λίγο χρόνο για να συζητήσουμε τον τρόπο με τον οποίο το πρόβλημα της 

κοσμολογικής σταθεράς αντιμετωπίζεται στα πλαίσια του μοντέλου που μόλις περιγράψαμε. 
Όπως αναφέραμε ήδη, η ενεργός 3-μεμβράνη εμφανίζεται επίπεδη ως προς την καμπυλότητα 
Ricci, με την τάση της να επάγει μία ελλειμματική γωνία στον μη-συμπαγή εγκάρσιο χώρο. 
Οι σχέσεις που συνδέουν τις διάφορες φυσικές σταθερές στην περίπτωση της κατασκευ­
ής με μία μεμβράνη είναι οι (7.77) και (7.92). Ο πιθανός κίνδυνος ανεπιθύμητων λεπτών 
ρυθμίσεων μπορεί να προέλθει από τις εξισώσεις αυτές. Για να εξετάσουμε αν όντως κάτι 
τέτοιο συμβαίνει, φανταζόμαστε μία κατάσταση, στην οποία μία λύση με επίπεδη μεμβράνη 
έχει βρεθεί για μία συγκεκριμένη τιμή τάσεως σ. Αλλάζουμε τότε την τιμή της τάσεως και 
εξετάζουμε αν η αλλαγή αυτή προκαλεί μία μεταβολή στην ελλειμματική γωνία, η οποία για 
έναν τετραδιάστατο παρατηρητή είναι μη-παρατηρήσιμο μέγεθος, ενώ παράλληλα να αφήνει 
άλλες φυσικές σταθερές αμετάβλητες. Βλέπουμε ότι μία τέτοια μεταβολή μπορεί να επηρε­
άσει μέσω της (7.77) την τιμή του φορτίου του αξιονικού πεδίου q. Ωστόσο, όπως τονίσαμε 
και πιο πριν, το στοιχείο της μετρικής ς ψφ φέρει την απροσδιόριστη σταθερά ολοκλήρωσης
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C2, η οποία με τη σειρά της εισέρχεται στην σταθερά Ψ ( γ 0) και κατ’ επέκταση στην b. Έτσι, 
αλλάζοντας την τάση της μεμβράνης, το αξιονικό φορτίο παραμένει αμετάβλητο, ενώ μόνο η 
ελλειμματική γωνία επηρεάζεται μέσω της (7.92), η οποία ενέχει την ποσότητα 6. Με τον 
τρόπο αυτό, η λεπτή ρύθμιση φυσικών σταθερών σε αυτό το μοντέλο αποφεύγεται. Η νέα 
τάση της μεμβράνης θα μπορούσε επίσης να οδηγήσει σε μία επιπλέον αλλαγή της ακτίνας 
της 4-μεμβράνης.

Όπως έχει ήδη υποδειχθεί στην αναφορά [156], η ύπαρξη ενός μη-συμπαγούς εγκάρσιου 
χώρου είναι θεμελιώδους σημασίας για την επίτευξη λύσεως. Στην περίπτωσή μας, όπου η 
απειροστού πάχους 3-μεμβράνη έχει αντικατασταθεί από μία ενεργό 3-μεμβράνη, η οποία πε­
ριέχει μία συμπαγή διάσταση μικρού μήκους, υπάρχει ακόμα δυνατότητα εύρεσης λύσεων που 
δεν απαιτούν παραπάνω από μία ελαφρά λεπτή ρύθμιση, παρά το γεγονός ότι ο Τπερχώρος 
έχει αναγκαστικά την τοπολογία της σφαίρας. Αυτό οφείλεται στη σχέση (7.102), η οποία 
καθορίζει την τιμή της μέχρι πρότινος απροσδιόριστης σταθεράς C-i. Θεωρώντας τον λόγο 
των σχέσεων (7.77) και (7.97), βλέπουμε ότι μεταβάλλοντας την τιμή της σ  ή της σ', επάγου­
με μία αλλαγή στον λόγο των αντίστοιχων αξιονικών πεδίων. Αυτό μπορεί να αποφευχθεί αν 
η αλλαγή στην τάση της μεμβράνης αντισταθμίζεται από μία ανάλογη μεταβολή στον λόγο 
των στοιχείων της μετρικής στο π0 και στο Τι. Καθώς και τα δύο φέρουν την ίδια ολική 
σταθερά C2 , η οποία απαλείφεται, ο μόνος τρόπος να ικανοποιηθεί η απαίτηση αυτή είναι 
να μεταβληθούν οι ακτίνες των μεμβρανών. Έτσι, είναι απαραίτητη η επιβολή μίας λεπτής 
ρύθμισης στις ακτίνες των μεμβρανών, προκειμένου να έχουμε επίπεδες μεμβράνες για αυθα­
ίρετες, μεταβαλλόμενες τιμές τάσεως. Η τετραδιάστατη κοσμολογική σταθερά επηρεάζει και 
πάλι την τιμή της ελλειμματικής γωνίας μέσω της (7.101).

7 .2 .4  Φ ορμαλισμός Gauss-Codazzi
Ένας εναλλακτικός τρόπος για την ανάλυση του προβλήματος που μας απασχόλησε παρα­
πάνω είναι η χρήση του φορμαλισμού Gauss-Codazzi, όπως αυτός παρουσιάζεται στην [74]. 
Οι εξισώσεις πάνω σε μία μεμβράνη συνδιάστασης-1, όταν ο Τπερχώρος είναι η-διάστατος, 
προκύπτουν να είναι

=  +  Γ<"’Λ,<ν  -  Τ7ν )

+ΚΚμ„ -Κ°μΚ„- (Κ2 -  Κ°βΙ<μ„) -  β„„, (7.103)

όπου Εμ„ είναι η προβολή του τανυστή Weyl του Τπερχώρου,

Εμυ =  (η)Οαβρσηαπ ^ Χ  (7.104)

και Κμν η εξωτερική καμπυλότητα της μεμβράνης. Η σταθερά κη σχετίζεται με την η- 
διάστατη μάζα Planck της θεωρίας. Θα θεωρήσουμε κάθετες συντεταγμένες Gauss, όπου 
η συντεταγμένη που είναι κάθετη στη μεμβράνη συμβολίζεται με ρ και έναν τανυστή ορμής- 
ενέργειας της μορφής

Τμμ γλρμν + 4- 3μνδ (ρ) , (7.105)
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(Β)όπου ΤΜΰ  είναι 0 τανυστής ορμής-ενέργειας του Τπερχώρου, χωρίς να περιλαμβάνουμε την 
περιβάλλουσα κοσμολογική σταθερά. 5μΙ/ είναι το ενεργειακό περιεχόμενο της μεμβράνης και 
μπορεί να αναλυθεί περαιτέρω στην περίπτωσή μας, με βάση τη σχέση

% ' (7.106)

Ο πρώτος όρος αντιπροσωπεύει την τάση της μεμβράνης, ο δεύτερος είναι ο τανυστής ορμής- 
ενέργειας του αξιονίου και ο τρίτος περιγράφει συνεισφορές από επιπλέον ενεργειακό πε­
ριεχόμενο πάνω στη μεμβράνη. Με τον τρόπο αυτό, μπορούμε επίσης να πραγματευτούμε 
περιπτώσεις με αυθαίρετο ενεργειακό περιεχόμενο στη μεμβράνη, επιπλέον του αξιονικού πε­
δίου, το οποίο χρησιμοποιείται μόνο για να εξαλειφθεί η αζιμουθιακή πίεση της μεμβράνης 
και ουσιαστικά παραμένει μη-ορατό. Προχωρούμε υποθέτοντας επιπλέον μία συμμετρία Za 
στην κατεύθυνση ρ. Από τις Συνθήκες Συνέχειας Israel, ο περιορισμός αυτός καθορίζει 
κατά τρόπο μονοσήμαντο την εξωτερική καμπυλότητα της μεμβράνης με βάση το ενεργειακό 
της περιεχόμενο. Η προκύπτουσα σχέση είναι η

Αντικαθιστώντας την έκφραση αυτή στην (7.103) και χρησιμοποιώντας τους παραπάνω τα- 
νυστές ορμής-ενέργειας παίρνουμε τις ενεργές εξισώσεις Einstein πάνω στη μεμβράνη

Ποσότητες με περισπωμένη αναφέρονται σε συνεισφορές από το αξιονικό πεδίο, ενώ οι πο­
σότητες με παύλα προέρχονται από την ύλη της μεμβράνης, με εξαίρεση τον δεύτερο όρο, ο 
οποίος οφείλεται στο περιεχόμενο του Τπερχώρου. Οι ορισμοί που χρησιμοποιούμε είναι οι 
ακόλουθοι

(7.107)

^  — — Λ ( η _ ΐ)7μ ι/  +  & π Ο (η -1 )Τ μ ν  +  8 7 rG (n - l)  {Τμ» +  Τμμ)

"t"̂ n (πμΙ/ ^  ?Γμι/ 4* 1̂1/ ) — Εμ„ . (7.108)

(7.109)

(7.110)

(7.111)

(7.114)

(7.113)

(7.112)
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Ως έλεγχο των παραπάνω σχέσεων, βλέπουμε ότι -θέτοντας η =  5 και Τμμ -- Τμμ — 0,
ανακτούμε την ίδια εξίσωση που παρουσιάζεται στην αναφορά [74]. Η εξίσωση (7.108) 
συμπληρώνεται από την εξίσωση του Codazzi

DVK ; -  ΰ μΚ  = K lT ^ n W q i . (7.115)

Χρησιμοποιώντας την (7.108), μπορούμε να ερευνήσουμε την χρονική εξέλιξη πάνω σε μία 
υπερεπιφάνεια διάστασης η — 1, εκμεταλλευόμενοι τον φορμαλισμό που παρουσιάσαμε παρα­
πάνω. Θεωρούμε πρώτα το μοντέλο το οποίο παρουσιάστηκε στην [168], όπου έχουμε μία 
μεμβράνη με ενεργό συνδιάσταση-2, η οποία βρίσκεται τοποθετημένη μέσα σε έναν εξαδι- 
άστατο Τπερχώρο. Υπάρχει μία 4-μεμβράνη και το αντίστοιχο αξιονικό πεδίο, χωρίς κανένα 
επιπλέον ενεργειακό περιεχόμενο στον Υπερχώρο ή τη μεμβράνη και θεωρούμε επίσης την 
ύπαρξη συμμετρίας Ζ2. Ο προκύπτον χώρος είναι παντού επίπεδος, εκτός από τη θέση της 
μεμβράνης, όπου η τάση προκαλεί μία ελλειμματική γωνία στον Υπερχώρο. Κατά ενδια­
φέροντα τρόπο, προκύπτει ότι η επιβαλλόμενη συνθήκη (7.77), η οποία σχετίζει το φορτίο 
του αξιονίου με την τάση της μεμβράνης, εξαναγκάζει όλους τους όρους να είναι δευτεροβάθ­
μιοι ως προς την σ, έτσι ώστε οι όροι της κοσμολογικής σταθεράς και ο τμ„ να απαλείφονται 
από τον όρο 7Γμ„. Η εξίσωση κίνησης (7.108) ανάγεται στην περίπτωση αυτή στις εξισώσεις 
Einstein σε πέντε διαστάσεις, χωρίς ενεργειακό περιεχόμενο,

(5)G ^  =  0. (7.116)

Πρέπει να τονίσουμε εδώ ότι ο Εμι/ υπολογίζεται κοντά στη μεμβράνη και όχι πάνω σε αυτήν, 
έτσι ώστε στον χώρο που μόλις περιγράψαμε, ο οποίος είναι επίπεδος μακριά από τη θέση 
της μεμβράνης, παίρνουμε Εμν — 0. Εξετάζοντας την εξίσωση αυτή και λαμβάνοντας υπόψιν 
το γεγονός ότι η γωνιακή συντεταγμένη είναι συμπαγοποιημένη, μπορεί να οδηγηθούμε στο 
πρώιμο συμπέρασμα ότι το μοντέλο αυτό διαθέτει τη συνήθη φαινομενολογία μίας θεωρίας 
Kaluza-Klein, με μία μηδενική κατάσταση για το βαρυτόνιο, συνοδευόμενη από έναν πύργο 
από μαζικές καταστάσεις. Αυτό είναι ωστόσο παραπλανητικό, αφού η (7.116) δεν περιέχει 
καμία πληροφορία για το γεγονός ότι έχουμε ήδη εκτελέσει μία διαστατική αναγωγή από 
έξι σε πέντε διαστάσεις πάνω στην μη-συμπαγή διάσταση. Παρουσία ύλης η προκύπτουσα 
εξίσωση είναι

(5)<?μι/ = 8π ΰ 5τμμ + κ\πμμ +  κ\κμν -  Εμν . (7.117)

Βλέπουμε ότι στην περίπτωση αυτή η λύση για τον κενό χώρο δεν ισχύει πλέον, οπότε ο 
Υπερχώρος θα είναι εν γένει καμπυλωμένος και δεν μπορούμε πλέον να αγνοήσουμε τον όρο 
Εμν, ο οποίος εξαρτάται από την καμπυλότητα του Υπερχώρου.

Επανερχόμαστε τώρα στο μοντέλο που εξετάσαμε παραπάνω, όπου έχουμε τα πεδίου του 
σίγμα-μοντέλου στον Υπερχώρο. Εξετάζοντας τον τανυστή ορμής-ενέργειας των πεδίων αυ- 
τών, βλέπουμε ότι οι συνιστώσες Tmn είναι μηδενικές στο σύστημα συντεταγμένων (7.82). 
Παρατηρούμε ότι οι συντεταγμένες αυτές δεν αποτελούν κάθετες συντεταγμένες Gauss, αλ­
λά σχετίζονται με αυτές μέσω ενός σύμμορφου μετασχηματισμού. Αφού ο μετασχηματισμός 
αυτός δεν αναμιγνύει τις συνιστώσες Τγητί ^αΐ Τμμ ̂ , οι πρώτες θα εξακολουθούν να είναι 
μηδέν όταν επανέλθουμε σε κάθετες συντεταγμένες Gauss, οι οποίες χρησιμοποιήθηκαν για
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την παραγωγή της εξ(σωσης(7.108). Από την άλλη, ο μετασχηματισμός αυτός δεν επηρεάζει 
τη δεύτερη ομάδα συνιστωσών, οι οποίες 6α είναι οι ίδιες και στις δύο περιπτώσεις, θεω­
ρώντας ότι δεν υπάρχει επιπλέον ύλη στον Τπερχώρο ή τη μεμβράνη, πέρα από το αξιονικό 
πεδίο και τα πεδία φα, οι εξισώσεις πάνω στη μεμβράνη δίνουν

<5>ααβ =  3κ| ^ 16
. 2 , 9ο/95A2(l +  r 2) ψ λ2 (1 +  Γ 2 ) φ

'ΤΙμ,/δ^δβ
» ) -

(7.118)

Εδώ, οι δείκτες α, β υποδηλώνουν συντεταγμένες πάνω στην 4-μεμβράνη, ενώ οι μ, ν είναι 
συντεταγμένες πάνω στην 3-μεμβράνη. Οι συνιστώσες του τανυστή ορμής-ενέργειας του 
Τπερχώρου λαμβάνονται ως οι οριακές τιμές τους κοντά στη 6έση της μεμβράνης. Από την 
έκφραση αυτή συνάγεται άμεσα ό τ ι(5)/? =  0, το οποίο σημαίνει ότι η 4-μεμβράνη εμφανίζεται 
επίπεδη ως προς την τιμή του βα6μωτού Ricci, αλλά όχι όσον αφορά τον τανυστή Ricci. 
Μάλιστα, τα πεδία φα δρουν στη μεμβράνη σαν ένα είδος ιδανικού ρευστού με ανισοτροπική 
πίεση, κα6ώς βλέπουμε ότι η πέμπτη διαγώνια συνιστώσα του τανυστή ορμής-ενέργειας είναι 
διαφορετική. Ωστόσο, έχουμε ακόμα συνεισφορές από τον τανυστή Weyl του Τπερχώρου, 
ο οποίος για την μετρική (7.82) παίρνει τη μορφή

3/c2 1
■ (7Π 9 )

Μόλις λάβουμε υπόψιν την παραπάνω σχέση, βρίσκουμε ότι η σονεισφορά από τον Τπερχώρο 
απαλείφεται από τον προβεβλημένο τανυστή Weyl και η 4-μεμβράνη έχει

(5)β μι/ =  0, (7.120)

οπότε είναι Ricci-επίπεδη σε πέντε διαστάσεις.
Στο μοντέλο αυτό μπορούμε να συμπεριλάβουμε ύλη πάνω στη μεμβράνη χωρίς ιδιαίτερες 

περιπλοκές. Μάλιστα, η μόνη επιπλέον συνεισφορά, σε σύγκριση με το προηγούμενο μοντέλο 
στον κενό Τπερχώρο, έρχεται από τα πεδία του σίγμα-μοντέλου. Η προκύπτουσα εξίσωση 
είναι η

+8irGsTa0 +  ι4πα0 +  κ\καβ -  Ea0 . (7.121)

Σε πρώτη τάξη, περιμένουμε ο πρώτος και τελευταίος όρος να απαλείφονται όπως και πριν. 
Επιπλέον, 6α έχουμε εναπομένουσες συνεισφορές στον τανυστή Εαβ εξαιτίας του περιεχο­
μένου της μεμβράνης.

7.3 Συμπεράσματα
Στο κεφάλαιο αυτό, 6εωρήσαμε πενταδιάστατα μοντέλα μεμβρανών, τα οποία παρουσιάζουν 
το φαινόμενο τους ημιεντοπισμού της βαρύτητας. Τα μοντέλα αυτά είναι ασυμπτωτικά ε­
πίπεδα, και μοιάζουν με χώρους Minkowski σε πολύ μεγάλες αποστάσεις. Περιορίσαμε την
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ερευνά μας στη μελέτη μόνο τανυστικών διαταραχών της μετρικής. Επικεντρωθήκαμε στην 
αλληλεπίδραση μεταξύ της μηδενικής κατάστασης των μοντέλων αυτών (όποτε η κατάστα­
ση αυτή ήταν κανονικοποιήσιμη) και των φαινομένων των πιθανών συντονισμών, οι οποίοι 
προέρχονται από τις συνεισφορές των μαζικών καταστάσεων Kaluza-Klein του φάσματος. 
Ως πρώτο παράδειγμα, θεωρήσαμε μία συμπαγοποιημένη εκδοχή του μοντέλου GRS. Στην 
περίπτωση αυτή, όπως και στο σύνηθες GRS, το μαζικό φάσμα καταστάσεων Κ Κ  προκαλεί 
την εμφάνιση ενός συντονισμού μηδενικής μάζας και ενεργού τετραδιάστατης βαρύτητας π-1 
πάνω στη μεμβράνη, η οποία εξαρτάται από το μέγεθος της ακτίνας συμπαγοποίησης. Τα φαι­
νόμενα του GRS αναπαράγονται στο όριο άπειρης ακτίνας. Όσο όμως η επιπλέον διάσταση 
παραμένει πεπερασμένη, υπάρχει πάντα μία κανονικοποιήσιμη μηδενική κατάσταση. Δείξαμε 
ότι, καθώς ο συντονισμός γίνεται πιο ισχυρός, η ισχύς της μηδενικής κατάστασης πάνω στη 
μεμβράνη μειώνεται. Το φαινόμενο αυτό είναι αντίστοιχο με αυτό που περιγράφεται στην [141] 
για το ασυμμετρικό μοντέλο Randall-Sundrum. Η κλίμακα της ημιεντοπισμένης βαρύτητας 
του μοντέλου GRS δεν είναι πλέον το κατώφλι μεταξύ τετραδιάστατης και πενταδιάστατης 
βαρύτητας πάνω στη μεμβράνη, αλλά ορίζει την κλίμακα μήκους, για την οποία, τόσο ο 
συντονισμός, όσο και η μηδενική κατάσταση έχουν σημαντική συνεισφορά στη μετάδοση τε- 
τραδιάστατης βαρυτικής δύναμης. Πάνω από την κλίμακα αυτή, η βαρύτήτα μεταδίδεται κύρια 
από τη μηδενική κατάσταση και ο συντονισμός δίνει μόνο υψηλότερης τάξεως διορθώσεις. 
Για κλίμακες απόστασης στο πεδίο τιμών £ •C r  r2 ~  {kzo)2za, η ενεργός τετραδιάστατη 
βαρύτητα μεταδίδεται ταυτόχρονα από τον συντονισμό και από τη μηδενική κατάσταση. Το 
ολικό δυναμικό είναι

ν »  ~
1

7"Μ 3

k

1 + £
+

Λ
2 2ιΓ2

Όπως μπορούμε να δούμε από την έκφραση αυτή, για ζ\  »  γ 2 , ο  συντονισμός υπερισχύει. 
Για κλίμακες τ »  γ2, η μόνη συνεισφορά στην τετραδιάστατη βαρύτητα θα έρχεται από 
τη μηδενική κατάσταση, αφού ο συντονισμός διασπάται και δίνει πενταδιάστατες διορθώσεις 
τάξεως r -2. Ο λόγος των δύο βαρυτικών σταθερών στην περιοχή ft-1 C r < r 2 είναι

G NR
Gnο

~ l  +  2 .
?2

Στη συνέχεια, εξετάσαμε μία ασυμμετρική παραλλαγή του μοντέλου GRS, στην οποία 
οι δύο τομείς γεωμετρίας AdS έχουν διαφορετικές κοσμολογικές σταθερές Λ+ φ  Λ_. Το 
μοντέλο είναι μη-συμπαγές και επίπεδο σε μεγάλες αποστάσεις. Έτσι, δεν υπάρχει μηδενική 
κατάσταση στην κατασκευή αυτή. Τα όποια τετραδιάστατα βαρυτικά φαινόμενα οφείλονται 
αποκλειστικά στην ύπαρξη ενός συντονισμού. Βρήκαμε το φάσμα των μαζικών καταστάσε­
ων Κ Κ , το οποίο, αν και πιο πολύπλοκο απ' ότι στη συμμετρική περίπτωση, παρουσιάζει 
παρόμοια συμπεριφορά και προκαλεί την εμφάνιση συντονισμού. Δείξαμε ότι τα φαινόμενα 
του συντονισμού, αν και είναι πάντοτε παρόντα, μπορούν να εξασθενίσουν εξαιτίας της α- 
συμμετρίας. Η συμπεριφορά αυτή γίνεται φανερή στο δυναμικό περιορισμού και μπορεί να 
οδηγήσει σε μικρότερο χρόνο ζωής του συντονισμού και κατ' επέκταση μικρότερη απόσταση 
στην οποία έχουμε ημιεντοπισμένη τετραδιάστατη βαρύτητα. Τέλος, ως ένα τρίτο παράδειγ­
μα ενός μοντέλου που παρουσιάζ^ημιεντοπισμό, θεωρήσαμε μία μη-συμπαγή κατασκευή,
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όπου η κεντρική μεμβράνη αντικαθίσταται από ένα κατάλληλο βαθμωτό πεδίο. Όπως α- 
ναφέρεται στην [53], ένα υπόβαθρο τύπου GRS δεν μπορεί να προκόψει χρησιμοποιώντας 

• > μόνο ένα περιβάλλον βαθμωτό πεδίο. Η παρουσία των μεμβρανών αρνητικής τάσεως είναι 
1 έτσι αναγκαία και οι ίδιες παθολογίες που εμφανίζονται στο σύνηθες GRS [55] παραμένουν 

και εδώ. Ωστόσο, το μοντέλο της μεμβράνης πεπερασμένου πάχους εμφανίζεται βιώσιμο 
και είναι σίγουρα πιο ρεαλιστικό, συγκρινόμενο με την απλοποιημένη περίπτωση της λεπτής 
μεμβράνης. Θα πρέπει τέλος να σημειώσουμε ότι το συμπαγοποιημένο μοντέλο GRS είναι 
ενδεχομένως επιρρεπές σε προβλήματα που έχουν να κάνουν με την ύπαρξη φαντασματικών 
βαθμών ελευθερίας (ghosts), εξαιτίας της ύπαρξης μεμβρανών αρνητικής τάσεως, όπως ανα- 
φέρεται στις [143, 176] (αλλά βλέπε επίσης [177]). Μία πιο διεξοδική ανάλυση των βαθμωτών 
διαταραχών στο πλαίσιο αυτό θα ήταν απαραίτητη, προκειμένου να απαντηθούν τα ερωτήματα 
αυτά.

Στο δεύτερο μέρος του κεφαλαίου, παρουσιάσαμε ένα μοντέλο, όπου μεμβράνες ενερ­
γού συνδιάστασης-2 βρίσκονται εμβαπτισμένες μέσα σε έναν εξαδιάστατο Τπερχώρο χώρο, 
ο οποίος διαθέτει ένα σίγμα-μοντέλο συμμετρίας 0(3). Η εισαγωγή μεμβρανών, οι οποίες 
έχουν κυλινδρική δομή σε έξι διαστάσεις μέσα σε ένα τέτοιο υπόβαθρο, επιτρέπει μία πιο 
ρεαλιστική προσέγγιση σε σύγκριση με καθαρές μεμβράνες συνδιάστασης-2, οι οποίες είναι 
γνωστό ότι αντιμετωπίζουν τεχνικά προβλήματα [155]. Παρουσιάσαμε λύσεις στην περίπτω­
ση μίας μεμβράνης και μη-συμπαγούς εγκάρσιας γεωμετρίας, καθώς και στην περίπτωση δύο 
μεμβρανών μέσα σε έναν συμπαγή εγκάρσιο χώρο με τοπολογία σφαίρας. Όπως προκύπτει, 
το μοντέλο με μία μόνο μεμβράνη μπορεί να δώσει μία επίπεδη 3-μεμβράνη, χωρίς να απαι­
τείται λεπτή ρύθμιση των παρατηρήσιμων φυσικών παραμέτρων του μοντέλου. Έχουμε έτσι 
μία μέθοδο επίλυσης του προβλήματος της κοσμολογικής σταθεράς με ταυτόχρονη αποφυγή 
επιβολής λεπτών ρυθμίσεων, οι οποίες είναι συνήθως αναγκαίες σε παρόμοιες κατασκευές 
με 3-μεμβράνες. Στην εκδοχή με δύο μεμβράνες, μία ελαφρά λεπτή ρύθμιση είναι απαρα­
ίτητη μεταξύ των ακτίνων των μεμβρανών. Βρήκαμε επίσης τις εξισώσεις Einstein πάνω 
στην ψευδο-3-μεμβράνη για αυθαίρετο αριθμό διαστάσεων και τις εφαρμόσαμε στο μοντέλο 
μας, προκειμένου να εξετάσουμε τη δυναμική πάνω στην υπερεπιφάνεια. Το μοντέλο φαίνε­
ται να επιδέχεται μία συνεπή ερμηνεία, μετά τη διαστατική αναγωγή Kaluza — Klein της 
συμπαγοποιημένης διάστασης.
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