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ΠΕΡΙΛΗΨΗ

Στόχος αυτής της εργασίας είναι η μελέτη, τόσο θεωρητικά όσο και πειραματικά, των 

αλγορίθμων και των δομών δεδομένων που χρησιμοποιούνται σε συστήματα προσομοίωσης 

διακριτών γεγονότων. Τέτοιου είδους συστήματα έχουν σαν σκοπό τη βελτιστοποίηση του 

χρόνου απόκρισης σε συστήματα με ουρές προτεραιότητας. Για το σκοπό αυτό μελετώνται 

πειραματικά και θεωρητικά δενδροειδείς δομές και αλγόριθμοι και γίνεται σύγκριση της 

απόδοσής τους και της συμπεριφοράς τους με σκοπό να προσδιοριστούν εκείνοι οι αλγόριθμοι 

και οι δομές δεδομένων οι οποίες θα είναι οι πιο κατάλληλες (αποτελεσματικές) για να 

προσομοιώσουν μια ουρά προτεραιότητας σε ένα σύστημα προσομοίωσης διακριτών·. 

γεγονότων. Για την εκτίμηση της αποτελεσματικότητας των αλγορίθμων χρησιμοποιείται το 

μοντέλο HOLD και η τεχνική Event Horizon. Το σύνολο των δενδροειδών δομών δεδομένων 

που μελετήθηκε για να χρησιμοποιηθεί για την αποθήκευση του συνόλου γεγονότων 

αποτελείται από ήδη υπάρχουσες δομές αλλά και από νέες που προτείνονται. Συγκεκριμένα, οι 

προτεινόμενες δομές είναι επεκτάσεις της δομής του σωρού και του Ρ-tree που ονομάζονται 

Multiple heap, n-heap και Indexed Ρ-tree και Multiple P-tree, αντίστοιχα. Τέλος, μελετάται και 

η παράλληλη προσομοίωση διακριτών .γεγονότων και προτείνονται παράλληλοι αλγόριθμοι 

που χρησιμοποιούν της δομές που μελετήθηκαν ακολουθιακά.



ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ

Κ ε φ α λ α ίο  1 Ε ισ α γ ω γ ή  1

1.1 Προσομοίωση και Εξομοίωση 2

1.2 Ορισμός του Συστήματος και Ιδιότητες Συστημάτων 2

1.3 Μοντέλα Συστημάτων 3

1.4 Δημιουργία Μοντέλων Προσομοίωσης 3

1.5 Βήματα και Χαρακτηριστικά της Προσομοίωσης 4

1.6 Η Τεχνολογία στην Προσομοίωση 10

1.7 Στόχος της Εργασίας 11

1.8 Θέματα Μελέτης της Εργασίας 11

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2  ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗ ΔίΑΚΡΙΤΩΝ ΓΕΓΟΝΟΤΩΝ 13

2.1 Προσομοίωση Γεγονότων 13

2.2 Βασικοί Όροι 15

2.3 Το Μοντέλο HOLD και η Τεχνική Event Horizon 15

2.4 Γεννήτορας Αριθμών και Κατανομές 17

2.5 Δομές Δεδομένων 24

2.6 Συνθήκες Πειραματικής Μελέτης 25

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 ΒΑΣΙΚΕΣ ΔΟΜΕΣ ΔΕΔΟΜΕΝΩΝ ΓΙΑ ΤΗΝ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗ
ΤΟΥ ΣΥΝΟΛΟΥ ΓΕΓΟΝΟΤΩΝ .27

3.1 Η Δομή του Σωρού 27

3.2 Η Δομή Leftist Heap 29
*

3.3 Η Δομή Binomial Heap 32

3.4 Η Δομή P-tree 37

Κεφαλαίο 4 Σύνθετες Δομές Δεδομένων:



SPEEDES Q h ea p  και C a len d a r  Q u eu es  45

4.1 Η Δομή SPEEDES Qheap 45

4.2 Η Δομή Calendar Queues 48

4.3 Θεωρητική Μελέτη των Αλγορίθμων 52

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 Ε π εκ τά σεις  τ η ς  Δ ο μ ή ς  το υ  Σ ω ρο ύ : 
W-HEAP και Μ -h ea p 54

5.1 Εισαγωγή 54

5.2 Η Δομήπ-heap 55

5.3 ΗΔομήΜ -heap 56

5.4 Θεωρητική Μελέτη των Αλγορίθμων 58

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6 Ε π εκ τά σεις  τ η ς  Δ ο μ ή ς  P -t r e e :
■* In d exe d  P -t r e e  και M u ltiple  Ρ - t r e e 60

6.1 Εισαγωγή 60

6.2 Η Δομή Indexed Ρ-tree (/P-tree) 61

6.3 Η Δομή Multiple Ρ-tree (MP-tree) 63

6.4 Θεωρητική Μελέτη των Αλγορίθμων 64

Κ εφαλαίο  7 ΠΑΡΑΛΛΗΛΗ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗ ΔίΑΚΡΙΤΩΝ 
ΓΕΓΟΝΟΤΩΝ 66

7.1 Εισαγωγή 66

7.2 Παραδείγματα Προσομοίωσης του Συνόλου 
Γεγονότων σε Παράλληλο Περιβάλλον 69

7.3 Αλγόριθμοι για την Παράλληλη Εκτέλεση των 
Λειτουργιών του Συνόλου Γεγονότων 70

7.4 Συμπεράσματα 92

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8
;?>

ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΗ ΜΕΛΕΤΗ ΤΩΝ ΑΛΓΟΡΙΘΜΩΝ 94

8.1 Εισαγωγή 94

8.2 Βασικές Δομές Δεδομένων 95



8.3 Σύνθετες Δομές Δεδομένων 110

8.4 Επεκτάσεις της Δομής του Σωρού 113

8.5 Επεκτάσεις της Δομής του E-tree 117

8.6 Συμπεράσματα 121

Κεφ αλ αίο  9  Σ ύ γκριση  τω ν  Α λ γο ρίθ μ ω ν  - Σ υ μ π ερά σμ α τα  -
Ε π εκ τά σεις  123

9.1 Ακολουθιακοί Αλγόριθμοι 123

9.2 Σύγκριση Ακολουθιακών και Παράλληλων
Αλγορίθμων 128

9.3 Επεκτάσεις 130



1. Εισαγωγή

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

Ε ι σ α γ ω γ ή

1.1 Προσομοίωση και Εξομοίωση

1.2 Ορισμός του Συστήματος και Ιδιότητες Συστημάτων

1.3 Μοντέλα Συστημάτων

1.4 Δημιουργία Μοντέλων Προσομοίωσης

1.5 Βήματα και Χαρακτηριστικά της Προσομοίωσης

1.6 Η Τεχνολογία στην Προσομοίωση

1.7 Στόχος της Εργασίας

1.8 Θέματα Μελέτης της Εργασίας

Η μελέτη συστημάτων με μαθηματικές μεθόδους απαιτεί αφενός πλήρη γνώση του υπάρχοντος 
ή προτεινόμενου συστήματος, αφετέρου δυνατότητα αναπαράστασης του συστήματος με 
μαθηματικά μοντέλα. Οι παραπάνω όμως προϋποθέσεις σχεδόν ποτέ δεν πληρούνται σε 
πολύπλοκα συστήματα, γεγονός που οδήγησε στην ανάπτυξη άλλων μεθόδων για τη μελέτη 
και ανάλυσή τους, οι οποίες αν και δεν είναι τόσο ακριβείς όσο οι μαθηματικές μέθοδοι 
προσφέρουν σημαντικά πλεονεκτήματα. Μια τέτοια μέθοδος είναι ή προσομοίωση, η οποία 
αποτελεί μία πειραματική μέθοδο που έχει σαν σκοπό τη βελτιστοποίηση, ανάλυση και μελέτη 
της λειτουργίας των συστημάτων. Η προσομοίωση εξαρτάται από το μοντέλο που θα 
χρησιμοποιηθεί για το σύστημα καθώς και από την επιλογή των παραμέτρων που απαιτούνται 
για την εξαγωγή αξιόπιστων και χρήσιμων συμπερασμάτων. Στο Κεφάλαιο αυτό γίνεται μια 
εισαγωγή στα χαρακτηριστικά των συστημάτων και των μοντέλων προσομοίωσης καθώς και 
στα βασικά χαρακτηριστικά της μεθοδολογίας προσομοίωσης. Αναλύονται επίσης οι τύποι των 
μοντέλων που χρησιμοποιούνται για προσομοίωση και οι μέθοδοι προσομοίωσης που 
αντιστοιχούν σε κάθε τύπο!
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1. Εισαγωγή

1.1 Προσομοίωση και Εξομοίωση

Ο όρος προσομοίωση (simulation) συγχέεται συχνά με τον όρο εξομοίωση (emulation) αν και 
οι όροι αυτοί δηλώνουν τελείως διαφορετικές μεθοδολογίες. Η προσομοίωση είναι μέθοδος 
μελέτης ενός συστήματος και εξοικείωσης με τα χαρακτηριστικά του, με τη βοήθεια ενός 
άλλου συστήματος το οποίο στις περισσότερες περιπτώσεις είναι ηλεκτρονικός υπολογιστής. 
Η εξομοίωση είναι μέθοδος αναπαραγωγής ενός συστήματος εντός ή μέσω ενός άλλου 
συστήματος παρόμοιου με το πρώτο. Είναι λοιπόν εμφανές ότι κατά την προσομοίωση δεν 
πρέπει να υπάρχει ούτε η εντύπωση ούτε η επιθυμία υλοποίησης του πραγματικού συστήματος 
αφού σκοπός είναι η μελέτη του συστήματος και όχι η χρήση του. Αντίθετα, κατά την 
εξομοίωση, υπάρχει η εντύπωση υλοποίησης στο πραγματικό σύστημα αφού σκοπός είναι η 
χρήση του.

(
1.2 Ορισμός του Συστήματος και Ιδιότητες Συστημάτων -

Η προσομοίωση χρησιμοποιείται, όπως προαναφέρθηκε, για τη μελέτη συστημάτων. Είναι 
επομένως απαραίτητο να ορισθεί η έννοια του συστήματος και τα συστατικά του στοιχεία 
καθώς και να εξεταστούν οι ιδιότητές του.

Σύστημα είναι ένα σύνολο άλληλεπιδρώντων στοιχείων τα οποία συνεργάζονται μεταξύ τους 
ή λειτουργούν συλλογικά για την επίτευξη κάποιου σκοπού. Η μελέτη συστημάτων αφορά 
τόσο στην ανάλυσή τους, όταν πρόκειται για υπάρχοντα συστήματα, όσο και στη σύνθεσή 
τους, όταν πρόκειται για συστήματα που σχεδιάζονται. Η ανάλυση ορίζεται ως ο καθορισμός 
της εξόδου του συστήματος όταν δοθεί σε αυτό η είσοδος. Η μεθοδολογία αυτή 
χρησιμοποιείται επομένως όταν είναι γνωστά τα στοιχεία του συστήματος και επιδιώκεται να . , 
διαπιστωθεί η λειτουργία του και να καθορισθεί η αξιοπιστία του. Η σύνθεση ορίζεται ως ο * 
καθορισμός των στοιχείων του συστήματος όταν δοθούν οι είσοδοι και οι έξοδοι που 
αντιστοιχούν σε αυτές τις εισόδους. Η μεθοδολογία αυτή χρησιμοποιείται κατά το σχεδίασμά 
ενός συστήματος.

Τα συστήματα αποτελούνται από οντότητες, χαρακτηριστικά και ιδιότητες. Οντότητα είναι 
κάθε αντικείμενο του συστήματος που ενδιαφέρει το μελετητή. Ανάλογα με την περίπτωση και 
τους σκοπούς της μελέτης ακόμη και το ίδιο το σύστημα αποτελεί μια οντότητα. Οι ιδιότητες 
των οντοτήτων αποτελούν τα χαρακτηριστικά. Δραστηριότητα ονομάζεται κάθε διεργασία 
που προκαλεί αλλαγές στο σύστημα.

Ένα πολύ σημαντικό στοιχείο που χαρακτηρίζει ένα σύστημα είναι η κατάσταση του 
συστήματος, που ορίζεται ως η συνολική περιγραφή των οντοτήτων, των χαρακτηριστικών 
τους και των δραστηριοτήτων σε μια δεδομένη χρονική στιγμή. Η προσομοίωση ασχολείται 
ακριβώς με την παρακολούθηση της κατάστασης ενός συστήματος, όπως αυτή μεταβάλλεται 
με την πάροδο του χρόνρυ. Η κατάσταση ενός συστήματος όμως μπορεί να μην εξαρτάται 
μόνο από τις δραστηριότητες που λαμβάνουν χώρα μέσα στο σύστημα αλλά και από 
δραστηριότητες εκτός του συστήματος. Για το λόγο αυτό ορίζεται ως περιβάλλον του 
συστήματος το σύνολο των μεταβολών που συμβαίνουν εκτός του συστήματος. Τα 
συστήματα χωρίζονται σε κατηγορίες ανάλογα με τις μεταβολές της κατάστασής τους ή τη
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1. Εισαγωγή

σχέση τους με το περιβάλλον.

Στα συνεχή συστήματα οι μεταβολές της κατάστασης είναι κατά κύριο λόγο'ομαλές. Οι 
δραστηριότητες δηλαδή μεταβάλλουν συνεχώς την κατάσταση του συστήματος και όχι μόνο 
όταν τελειώσουν. Παράδειγμα τέτοιου συστήματος είναι ένα αυτοκίνητο.

Στα διακριτά συστήματα οι μεταβολές είναι κυρίως ασυνεχείς πράγμα που σημαίνει ότι η 
κατάσταση του συστήματος αλλάζει μόλις τελειώσει μια δραστηριότητα. Παράδειγμα 
διακριτού συστήματος είναι μια τράπεζα.

Στην πραγματικότητα βέβαια όλα τα συστήματα είναι ασυνεχή στη φύση. Κατά τη μελέτη των 
συστημάτων όμως, πολλές φορές έχουν ενδιαφέρον οντότητες και χαρακτηριστικά που 
εμφανίζουν ασυνεχείς μεταβολές. Στο παράδειγμα της τράπεζας, ενδιαφέρον παρουσιάζει ο 
συνολικός χρόνος αναμονής ενός πελάτη στην ουρά. Το χαρακτηριστικό αυτό αποκτά τιμή 
μόνο όταν ο πελάτης βγει από την ουρά και αρχίσει να εξυπηρετείται. Επομένως η κατάσταση 
του συστήματος μεταβάλλεται μόνο σε διακριτές χρονικές στιγμές, μια από τις οποίες είναι η 
έναρξη εξυπηρέτησης ενός πελάτη.

1.3 Μοντέλα Συστημάτων

Η μελέτη των συστημάτων, είτε με μαθηματικές μεθόδους είτε με προσομοίωση, δε γίνεται με 
το ίδιο το σύστημα αλλά με ένα μοντέλο του συστήματος. Μερικοί από τους λόγους για τους 
οποίους κατασκευάζεται ένα μοντέλο είναι η ανεύρεση εναλλακτικών λύσεων και η 
βελτιστοποίηση της απόδοσης του συστήματος, η πρόβλεψη της συμπεριφοράς του 
συστήματος και η διευκόλυνση στην κατανόησή του.

Μοντέλο είναι το σύνολο των πληροφοριών ενός συστήματος που έχει συγκεντρωθεί με ‘ ‘ 
σκοπό τη μελέτη του συστήματος. Το μοντέλο θα πρέπει να αντιπροσωπεύει το σύστημα όσο 
πιο πιστά γίνεται έτσι ώστε τα συμπεράσματα που θα εξαχθούν από τη μελέτη του μοντέλου 
να αντιστοιχούν σε συμπεράσματα για το σύστημα. Τα μοντέλα μπορούν να ταξινομηθούν σε 
μερικές κατηγορίες με βάση συγκεκριμένα κριτήρια. Έτσι υπάρχουν φυσικά και μαθηματικά 
μοντέλα, τα μαθηματικά μπορεί να είναι αριθμητικά ή αναλυτικά ενώ τόσο τα φυσικά όσο και 
τα μαθηματικά μπορεί να είναι είτε στατικά είτε δυναμικά.

1.4 Δημιουργία Μοντέλων Προσομοίωσης

Τα μοντέλα προσομοίωσης είναι κυρίως αριθμητικά δυναμικά μαθηματικά μοντέλα. Όλα τα 
μοντέλα προσομοίωσης είναι περιγραφικά μοντέλα, με την έννοια ότι χρησιμοποιούνται 
αλγόριθμοι, υπολογιστικές μέθοδοι και διεργασίες για να περιγράψουν τη λειτουργία του 
συστήματος. Σχεδόν όλα τα̂  μοντέλα προσομοίωσης αποτελούνται από κάποιο συνδυασμό των 
παρακάτω στοιχείων:
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1. Εισαγωγή

1. Συστατικά
2. Μεταβλητές
3. Παραμέτρους
4. Λειτουργικές Σχέσεις
5. Περιορισμούς
6. Συναρτήσεις Κριτηρίων

Η προσομοίωση συνεπώς δεν είναι κάποια θεωρία αλλά μια απλή μεθοδολογία επίλυσης 
προβλημάτων, μια από τις πολλές που υπάρχουν.

Δημιουργία Μοντέλων Προσομοίωσης

Η δημιουργία μοντέλων προσομοίωσης είναι μια δύσκολη τεχνική γιατί πρέπει να 
εξισορροπήσει αντικρουόμενους παράγοντες. Αφενός το μοντέλο θα πρέπει να είναι απλό 
ώστε να είναι δυνατόν να κατασκευαστεί και να μελετηθεί, αφετέρου θα πρέπει να είναι 
αρκετά πολύπλοκο έτσι ώστε να αντιπροσωπεύει όσο πιο πιστά γίνεται το σύστημα που 
πρόκειται να μελετηθεί.

Η ισορροπία αυτή μπορεί να επιτευχθεί με προσεκτική ανάλυση του μοντέλου. Αν το μοντέλο 
που έχει κατασκευαστεί είναι απλό και κατανοητό τότε μπορεί να εμπλουτιστεί, αντίθετα αν 
είναι πολύπλοκο και δυσνόητο μπορεί να απλοποιηθεί. Ο στόχος είναι τελικά να 
κατασκευαστεί ένα μοντέλο το οποίο προσαρμόζεται και εξελίσσεται εύκολα.

1.5 Βήματα και Χαρακτηριστικά της Προσομοίωσης

Περιγραφή των Βημάτων της Διαδικασίας της Προσομοίωσης

Η διαδικασία της προσομοίωσης περιλαμβάνει τις εξής φάσεις, οι οποίες παρουσιάζονται στο 
Σχήμα 1.1.

Καθορισμός του προβλήματος. Το πρώτο βήμα της διαδικασίας είναι ο καθορισμός του 
προβλήματος που επιλύει το μοντέλο. Καθορίζεται ακριβώς ο χώρος που ενδιαφέρει καθώς και 
η ζητούμενη ακρίβεια των αποτελεσμάτων.

Καθορισμός μοντέλου. Αυτή η φάση περιλαμβάνει τον καθορισμό των αλγορίθμων που θα 
χρησιμοποιηθούν προκειμένου να καθοριστεί ο τρόπος που θα περιγράφει το σύστημα, τα 
δεδομένα εισόδου και τα δεδομένα που θα προκόψουν. Περιγράφεται ακόμη ο συνολικός 
χρόνος, το προσωπικό και τα μέσα που θα χρειαστούν.

Συλλογή δεδομένων εισόδου. Σε αυτή τη φάση συλλέγονται πληροφορίες που θα 
χρησιμοποιηθούν είτε ως παράμετροι εισόδου είτε στην αξιολόγηση της απόδοσης της 
προσομοίωσης είτε θα βοηθήσουν στην ανάπτυξη των αλγορίθμων. Αποτελεί μία από τις πιο 
δύσκολες φάσεις αλλά καίΑαπό τις πιο ευάλωτες σε λάθη.
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Σχήμα 1.1

Καθορισμός μοντέλου λογισμικού. Μαθηματικές και 
λογικές περιγραφές του πραγματικού συστήματος σε 
αυτή τη φάση κωδικοποιούνται έτσι ώστε να μπορούν να 
εκτελεστούν από υπολογιστή. Η δημιουργία και η 
υλοποίηση ενός προγράμματος προσομοίωσης γίνεται με 
βάση τις αρχές της τεχνολογίας λογισμικού.

Επικύρωση. Ένα σημαντικό βήμα κατά το οποίο 
επιβεβαιώνεται ότι οι αλγόριθμοι του μοντέλου, τα 
δεδομένα εισόδου και οι παραδοχές είναι όλα ορθά.

Σχεδιασμός πειραμάτων. Σε αυτή τη φάση
αναζητούνται παραγωγικές και ακριβείς μέθοδοι 
εκτέλεσης της προσομοίιυσης, έτσι ώστε να προκόψουν 
τα επιθυμητά αποτελέσματα.

Εκτέλεση της προσομοίωσης. Πρόκειται για τη φάση , 
κατά την οποία εκτελείται το πρόγραμμα προσομοίωσης. ■*

Συλλογή δεδομένων εξόδου. Κατά τη διάρκεια της 
εκτέλεσης του προγράμματος τα αποτελέσματα που Οα 
προκόψουν συγκεντρώνονται, ομαδοποιούνται και τέλος 
αποθηκεύονται.

Ανάλυση δεδομένοιν. Τα αποτελέσματα της εκτέλεσης 
του προγράμματος επεξεργάζονται, παίρνουν κατάλληλες 
μορφές προκειμένου να προκόψουν οι ζητούμενες 
πληροφορίες.

Αποθήκευση αποτελεσμάτων. Σε αυτό το σημείο τα 
αποτελέσματα διανέμονται στους ενδιαφερομένους και “  
εξετάζεται κατά πόσο έχουν απαντηθεί τα αρχικά 
ερωτήματα.

Επέκταση μοντέλου. Τα μοντέλα προσομοίωσης είναι 
ακριβά και υλοποιούνται δύσκολα. Για το λόγο αυτό, 
αφού πραγματοποιηθεί ένα μοντέλο, θα τροποποιηθεί και 
θα επεκταθεί προκειμένου να χρησιμοποιηθεί και για την 
επίλυση άλλων παρόμοιων προβλημάτων.

Η κατασκευή του μοντέλου αποτελεί ίσως το πιο σημαντικό βήμα για την προσομοίωση του 
συστήματος, αφού η ποιότητα και η αξιοπιστία του καθορίζουν και την αξιοπιστία της 
προσομοίωσης. Στο επόμενο Κεφάλαιο δίνεται αναλυτικά η μεθοδολογία ανάπτυξης μοντέλων 
για διακριτά συστήματα, τα οποία είναι τα πιο κατάλληλα για προσομοίωση. Στη συνέχεια 
αυτού του κεφαλαίου αναπτύσσεται η μεθοδολογία ελέγχου του χρόνου καθώς το μοντέλο 
εξελίσσεται κατά τη διάρκεια της προσομοίωσης. Θα πρέπει να σημειωθεί ότι ο χρόνος που 
χρησιμοποιείται κατά την προσομοίωση αποτελεί μοντελοποίηση του χρόνου του συστήματος. 
Επομένως, ο προσομοιωμένος χρόνος δεν έχει καμία σχέση μι; τον πραγματικό χρόνο που 
παρέρχεται όταν εκτελείται η προσομοίωση.
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1. Εισαγωγή

Μηχανισμοί Διαχείρισης Χρόνου
s

Η προσομοίωση αποτελεί ένα μοντέλο του συστήματος στο οποίο μελετιόνται οι χρονικές 
μεταβολές της κατάστασης του συστήματος. Είναι απαραίτητο επομένως να χρησιμοποιηθεί 
κάποιος μηχανισμός ο οποίος θα καταγράφει την πάροδο του χρόνου και θα ελέγχει αυτές τις 
μεταβολές.

Οι μηχανισμοί χρόνου βασίζονται στα γεγονότα που συμβαίνουν κατά την προσομοίωση. 
Γεγονός είναι μια αλλαγή της κατάστασης του συστήματος, η οποία λαμβάνει χώρα σε κάποια 
συγκεκριμένη χρονική στιγμή. Το τμήμα της προσομοίωσης που ασχολείται με την παρέλευση 
του χρόνου ονομάζεται Μηχανισμός Ροής Χρόνου (ΜΡΧ). Το τμήμα αυτό, αφενός αυξάνει 
τον προσομοιωμένο χρόνο και αφετέρου προσφέρει τον απαιτούμενο συγχρονισμό ανάμεσα 
στα υπόλοιπα τμήματα της προσομοίωσης καθώς εμφανίζονται τα διάφορα γεγονότα. Οι δύο 
βασικοί ΜΡΧ που υπάρχουν είναι:

1. Μηχανισμός Επόμενου Γεγονότος. Με τον μηχανισμό αυτό, καθορίζεται η χρονική 
στιγμή κατά την οποία θα συμβεί το επόμενο γεγονός και το ρολόι της προσομοίωσης · 
προχωρά σε αυτή τη χρονική στιγμή προσπερνώντας όλο τον ενδιάμεσο χρόνο, κατά τον '  
οποίο δε συμβαίνει τίποτα. Η εφαρμογή της μεθόδου αυτής περιλαμβάνει την ύπαρξη ενός 
"καταλόγου" ή "λίστας" γεγονότων όπου καταγράφονται τα γεγονότα που πρόκειται να 
συμβούν στο μέλλον.

2. Μηχανισμός Σταθερού Χρονικού Διαστήματος. Σύμφωνα με το μηχανισμό αυτό, ο 
χρόνος, δηλαδή το ρολόι της προσομοίωσης, αυξάνει κατά ένα μικρό και σταθερό χρονικό 
διάστημα. Όλα τα γεγονότα που εμφανίζονται τη συγκεκριμένη χρονική στιγμή, καθώς και 
όσα συνέβησαν κατά το διάστημα που μεσολάβησε από την προηγούμενη χρονική στιγμή 
μέχρι αυτή, θεωρούνται ότι συμβαίνουν κατά τη συγκεκριμένη χρονική στιγμή.

Το γενικό διάγραμμα ΜΡΧ δίνεται στο Σχήμα 1.2. Ο μηχανισμός ροής χρόνου του επόμενου 
γεγονότος χρησιμοποιείται κυρίως σε διακριτά συστήματα ενώ ο μηχανισμός του σταθερού 
διαστήματος χρησιμοποιείται για την προσομοίωση συνεχών συστημάτων.

Για την καλύτερη μελέτη και σύγκριση των δύο μηχανισμών χρόνου εξετάζεται το παράδειγμα 
ενός απλού συστήματος ουράς. Στο σύστημα αυτό υπάρχει ένας εξυπηρετητής, για την 
εξυπηρέτηση των πελατών και η ουρά που σχηματίζεται μπροστά από αυτόν. Οι πελάτες 
φτάνουν στο σύστημα και παραμένουν στην ουρά μέχρι να εξυπηρετηθούν. Μόλις τελειώσει η 
εξυπηρέτηση ενός πελάτη, αυτός φεύγει από το σύστημα και αρχίζει η εξυπηρέτηση του 
επόμενου πελάτη που βρίσκεται στην ουρά. Η κατανομή του χρόνου που μεσολαβεί ανάμεσα 
σε δύο αφίξεις, καθώς και του χρόνου εξυπηρέτησης θεωρούνται γνωστές. Επίσης, η ουρά 
είναι FIFO, δηλαδή πρώτος αφικνούμενος πρώτος εξυπηρετούμενος και θεωρείται ότι έχει 
άπειρο μήκος. Οι συμβολισμοί που χρησιμοποιούνται στα διαγράμματα που ακολουθούν 
παρουσιάζονται στον Πίνακα 1.1.

Στο Σχήμα 1.3 δίνεται το διάγραμμα ροής της προσομοίωσης στην οποία χρησιμοποιείται ο 
μηχανισμός ροής χρόνου του επόμενου γεγονότος. Στο διάγραμμα αυτό δε φαίνεται μόνο ο 
μηχανισμός ροής χρόνου αλλά και ολόκληρη η προσομοίωση, στην οποία η ποσότητα που 
πρέπει να υπολογισθεί είναι! ο μέσος χρόνος των πελατών στο σύστημα.
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Σχήμα 1.2. Διάγραμμα Ροής της 
Προσομοίωσης

Τ Χρόνος
ΑΙ Χρόνος μεταξύ αφίξεων (τυχαία μεταβλητή)

Α(Ι) Χρόνος άφιξης του I πελάτη ^
D(I) Χρόνος τέλους εξυπηρέτησης τουί πελάτη
ST Χρόνος εξυπηρέτησης (τυχαία μεταβλητή)
Ν Αριθμός πελατών στο σύστημα

ΝΜΑΧ Αριθμός πελατών που θα εξυπηρετηθούν
TSUM Αθροισμα των χρόνων στο σύστημα

ΤΜΕΑΝ Εκτίμηση του μέσου χρόνου στο σύστημα
DT Χρόνος τέλους εξυπηρέτησης του πελάτη
Μ Αριθμός των πελατών που εξυπηρετήθηκαν

Πίνακας 1.1

Έστω ότι οι αρχικές τιμές των χρόνων άφιξης και 
αναχώρησης των πελατών (που υπολογίζονται κατά την 
αρχικοποίηση της προσομοίωσης) είναι αυτές που δίνονται · 
στον Πίνακα 1.2

/ MD D(I)
1 0 οο
2 6 οο
3 15 οο
4 33 οο
, .

. ,

. . .

Πίνακας 1.2
*»

Έστω επίσης ότι οι χρόνοι εξυπηρέτησης είναι: ST = {9, 14, 11, ...}. Σύμφωνα με το 
μηχανισμό επόμενου γεγονότος, το ρολόι της προσομοίωσης (7) σταματά μόνο στις χρονικές 
στιγμές κατά τις οποίες συμβαίνουν γεγονότα. Επομένως, στην περίπτωση αυτή, το ρολόι θα 
σταματήσει μόνο στις χρονικές στιγμές αφίξεων πελατών στο σύστημα και στις χρονικές 
στιγμές αναχωρήσεων πελατών από το σύστημα.

Στην περίπτωση του μηχανισμού ροής χρόνου σταθερού διαστήματος, το ρολόι της 
προσομοίωσης αυξάνει κάθε φορά κατά δεδομένο χρονικό διάστημα. Το διάστημα αυτό θα 
πρέπει να είναι αρκετά μικρό ώστε να ελαχιστοποιείται η πιθανότητα να συμβούν δύο 
ανεξάρτητα γεγονότα κατά τη διάρκεια του διαστήματος αυτού. Διαφορετικά δεν θα 
προσομοιωθεί σωστά η αλληλουχία δύο ή περισσότερων γεγονότων που συμβαίνουν στο 
χρονικό αυτό διάστημα επειδή δεν θα είναι γνωστό ποιο συνέβη πρώτο και ποιο δεύτερο. Αν 
για την προσομοίωση υποτεθεί ότι οι χρόνοι λαμβάνουν μόνο ακέραιες τιμές, τότε το διάστημα 
μπορεί να τεθεί ίσο με μια χρονική μονάδα. Έτσι διατηρείται η σωστή αλληλουχία των 
γεγονότων, αφού δύο γεγονότα θα συμβούν είτε ταυτόχρονα είτε σε διαφορετικά χρονικά 
διαστήματα. ^
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Αρχικές Συνθήκες:
TSUM = 0 ΝΜΑΧ
Ν = 0 4(1) = 0
D(J) = oo,J=l, ..., ΝΜΑΧ

Παραγωγή Αφίξεων:
Παραγωγή ΑΙ και υπολογισμός 
Α(Ι) = Α(ΙΛ) + A I J - 2 ..... ΝΜΑΧ

. ΝΑΙ ^ 7=0(7)
(Αναγώριση) Ν = Ν -1

Παραγωγή ST 
D(J) = T+ST

Παοανωντί ST
0(7+1) =7+57

s. /ν^υ /

J o x i

-------► TSUM = TSUM + 0(7) - Λ(7)

1 r
Ν = Ν+1 
/ = /+! <4----

7 = 7+1

ΤΜΕΑΝ = TSUM / ΝΜΑΧ

1r
Τέλος

» t

Σχήμα 1.3. Διάγραμμα ροής του μηχανισμού επόμενου γεγονότος

Στο Σχήμα 1.4 δίνεται το διάγραμμα ροής της προσομοίωσης στην οποία χρησιμοποιείται ο 
ΜΡΧ σταθερού χρονικού διαστήματος. Η προσομοίωση χρησιμοποιείται πάλι για τον 
υπολογισμό του μέσου χρόνου που καταναλώνουν οι πελάτες στο σύστημα. Όπως φαίνεται και 
στο διάγραμμα, οι χρόνοι άφιξης δεν υπολογίζονται όλοι κατά την αρχικοποίηση, αλλά κατά 
τη διάρκεια εκτέλεσης της προσομοίωσης. Με το ΜΡΧ σταθερού διαστήματος, το ρολόι της  ̂
προσομοίωσης σταματά σε όλες τις χρονικές στιγμές που καθορίζονται από το μέγεθος του 
σταθερού διαστήματος, ανεξάρτητα από το αν συμβαίνει κάποιο γεγονός ή όχι.

Το βασικό μειονέκτημα του  ̂δεύτερου σε σχέση με το μηχανισμό επόμενου γεγονότος είναι η 
άσκοπη αύξηση του ρολογιού προσομοίωσης κατά το σταθερό χρονικό διάστημα και ο 
συνεχής έλεγχος για να διαπιστωθεί αν κάποιο γεγονός έχει συμβεί. Αντίθετα, ο μηχανισμός 
επόμενου γεγονότος μειονεκτεί έναντι του μηχανισμού σταθερού διαστήματος γιατί 
περιλαμβάνει πιο πολύπλοκο μηχανισμό προγραμματισμού των επόμενων γεγονότων.
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I
*

Σχήμα 1.4. Διάγραμμα ροής του μηχανισμού σταθερού διαστήματος

Παραγωγή Τυχαίων Αριθμών

Πολλά μοντέλα απαιτούν τη χρήση τυχαίων αριθμών λόγω της στατιστικής περισσότερο παρά 
ντετερμινιστικής παρουσίασης των γεγονότων. Οι γεννήτορες τυχαίων αριθμών 
χρησιμοποιούνται από τους υπολογιστές για τη δημιουργία μιας ακολουθίας αριθμών που είναι
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τυχαίοι και ανεξάρτητοι ο ένας από τον άλλον. Συνήθως οι αλγόριθμοι πρέπει να είναι 
γρήγοροι, οικονομικοί από άποψη μνήμης και συνήθως παράγουν ομοιόμορφα 
κατανεμημένους αριθμούς στο διάστημα [0,1]. Για τη δημιουργία μεταβλητών 'από άλλες 
κατανομές, οι ομοιόμορφοι τυχαίοι αριθμοί γίνονται είσοδοι σε έναν άλλο αλγόριθμο που 
παράγει κανονικά ή εκθετικά κατανεμημένους αριθμούς, ή αριθμούς σύμφωνα με κατανομές 
όπως η Beta, Poisson, Gamma, Binomial.

1.6 Η Τεχνολογία στην Προσομοίωση

Η ανάγκη για τη δημιουργία πολύπλοκων μοντέλων προσομοίωσης συνήθως προηγείται της 
ικανότητας αναπαράστασης του υλικού και του λογισμικού. Οι εφαρμογές της προσομοίωσης 
διευρύνονται συνεχώς αφού παρέχονται εργαλεία αρκετά ισχυρά ώστε να αναπαριστώνται τα 
προβλήματα. Μερικά χρήσιμα επιτεύγματα της τεχνολογίας περιγράφονται παρακάτω.

·»
Δίκτυα. Η ικανότητα να κατανεμηθεί η προσομοίωση σε ένα δίκτυο υπολογιστών οδηγεί 
στην κατασκευή πιο πολύπλοκων και λεπτομερών μοντέλων.

Παράλληλη Επεξεργασία. Η παράλληλη επεξεργασία παρέχει πολλά από τα 
πλεονεκτήματα των κατανεμημένων προσομοιώσεων. Μερικά προβλήματα μπορούν να 
διαιρεθούν σε πολλές διαφορετικές διεργασίες αλλά η επικοινωνία μεταξύ αυτών είναι τόσο 
συχνή που εισάγονται μεγάλες καθυστερήσεις. Σε αυτές τις περιπτώσεις η παράλληλη 
επεξεργασία μπορεί να αποτελεί μία αποδοτική λύση.

Τεχνητή Νοημοσύνη. Η αναπαράσταση της ανθρώπινης συμπεριφοράς έχει γίνει πολύ 
απαραίτητη σε μερικές περιπτώσεις προσομοίωσης. Όταν η προσομοίωση περιλαμβάνει 
τεχνητή νοημοσύνη, έμπειρα συστήματα ή νευρωνικά δίκτυα η αναπαράσταση αυτή γίνεται , k 
πιο σωστά και πιο ρεαλιστικά.

Γραφικά. Η διεπαφή χρήστη (user interface) μπορεί να παρέχει εύκολη υλοποίηση και 
λειτουργία του μοντέλου προσομοίωσης, εύκολη ανάλυση και παρουσίαση δεδομένων. Αυτά 
τα εργαλεία κάνουν πιο ελκυστική τη διαδικασία της προσομοίωσης.

Βάσεις Δεδομένων. Η διαδικασία της προσομοίωσης μπορεί να παράγει έναν πολύ μεγάλο 
αριθμό πληροφοριών που χρειάζονται ανάλυση ή ακόμη μπορεί να απαιτεί ως είσοδο μεγάλο 
όγκο δεδομένων. Οι βάσεις δεδομένων καθιστούν ευκολότερη και πιο αποδοτική τη 
διαδικασία.

World Wide Web. Η ανάπτυξη του διαδικτύου (internet) έχει οδηγήσει σε πειράματα με 
προσομοιώσεις που είτε είναι κατανεμημένες μέσα στο internet είτε προσπελάσιμες από αυτό. 
Έτσι οι χρήστες δεν χρειάζεται να κατέχουν έναν συγκεκριμένο υπολογιστή προκειμένου να 
εκτελέσουν το πρόγραμμα της προσομοίωσης αρκεί να αποκτήσουν πρόσβαση σε μία 
συγκεκριμένη μηχανή για προσομοίωση που είναι συνδεδεμένη στο δίκτυο.

Γλώσσες για την Προσομοίωση Διακριτών Γεγονότων. Μερικά παραδείγματα 
γλωσσών προγραμματισμού που χρησιμοποιούνται για την προσομοίωση διακριτών
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γεγονότων (discrete event simulation) είναι η Simula, η GPSS/H, η SIMSCRIPT Π.5, η 
SIMAN/Cinema, η SLAM Π και η MODSIM.

Γλώσσες για την Προσομοίωση Συνεχούς Χρόνου. Οι επικρατέστερες μέχρι τώρα 
γλώσσες προγραμματισμού που χρησιμοποιούνται για την προσομοίωση συνεχούς χρόνου 
(continuous simulation) είναι η ACSL (Advanced Continuous Simulation Language και η 
CSMP (Continuous System Modeling Program).

Γλώσσες για Αια).ογική Προσομοίωση. Μερικά παραδείγματα γλωσσών 
προγραμματισμού που χρησιμοποιούνται για την διαλογική προσομοίωση (interactive 
simulation), η οποία χρησιμοποιείται κυρίως σε στρατιωτικές εφαρμογές είναι η VRLink, η 
ITEMS, η FLAMES και η MultiGenD.

1.7 Στόχος της Εργασίας
·*

Στόχος αυτής της εργασίας είναι η μελέτη, τόσο θεωρητικά όσο και πειραματικά, των 
αλγορίθμων και των δομών δεδομένων που χρησιμοποιούνται σε συστήματα προσομοίωσης 
διακριτών γεγονότων. Τέτοιου είδους συστήματα έχουν σαν σκοπό τη βελτιστοποίηση του 
χρόνου απόκρισης σε συστήματα με ουρές προτεραιότητας.

Για το σκοπό αυτό μελετώνται δενδροειδείς δομές και αλγόριθμοι με σκοπό να 
προσδιοριστούν εκείνοι οι αλγόριθμοι και οι δομές δεδομένων οι οποίες θα είναι οι πιο 
κατάλληλες (αποτελεσματικές) για να προσομοιώσουν μια ουρά προτεραιότητας σε ένα 
σύστημα προσομοίωσης διακριτών γεγονότων.

1.8 Θέματα Μελέτης της Εργασίας

Για την εκτίμηση της αποτελεσματικότητας των αλγορίθμων προγραμματισμού γεγονότων 
χρησιμοποιείται το μοντέλο HOLD και η τεχνική Event Horizon. Περιγράφεται ένα σύνολο 
δενδροειδών δομών δεδομένων που χρησιμοποιούνται για την αποθήκευση του συνόλου 
γεγονότων. Χρησιμοποιούνται επίσης κατανομές για την παραγωγή τυχαίων αριθμών με 
συγκεκριμένα χαρακτηριστικά. Συγκεκριμένα, πρόκειται για τις κατανομές που 
παρουσιάζονται στο Σχήμα 1.5 και οι οποίες επιλέχθηκαν γιατί, λόγω των χαρακτηριστικών 
τους, μπορεί κανείς να μελετήσει την αποτελεσματικότητα ενός αλγόριθμου υπό πολύ 
διαφορετικές κάθε φορά συνθήκες.

Οι αλγόριθμοι και οι δομές μελετώνται πειραματικά και θεωρητικά και γίνεται σύγκριση της 
απόδοσής τους και της συμπεριφοράς τους. Έχουν μελετηθεί γνωστές δομές, όπως η δομή του 
Leftist heap ή του P-tree αλλά προτείνονται και κάποιες νέες δομές που αποτελούν επεκτάσεις 
της δομής του σωρού (static heap) και του P-tree. Οι δομές που προτείνονται είναι Multiple 
heap, /i-heap, Indexed P-tree και Multiple P-tree. Όλες οι δομές που μελετήθηκαν αναφέρονται 
στο επόμενο κεφάλαιο.
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1. Εισαγωγή

Τέλος μελετάται και η παράλληλη προσομοίωση διακριτών γεγονότων και προτείνονται 
παράλληλοι αλγόριθμοι που χρησιμοποιούν τις δομές που μελετήθηκαν και σε ακολουθιακό 
περιβάλλον.

(1) Συνεχείς Κατανομές

•  Uniform στο διάστημα [0,2].
•  Uniform στο διάστημα [0.9,1.1].
•  Exponential (με λ  = 1).
•  Bimodal

με πιθανότητα 0.9 ομοιόμορφη στο διάστημα [0,S], <
με πιθανότητα 0.1 ομοιόμορφη στο διάστημα [100*S,101*S], '
όπου το S επιλέγεται έτσι ώστε η μέση τιμή να είναι 1.

(2) Αιακριτές Κατανομές

•  Discrete με τιμή 1.
•  Discrete με τιμές 0,1 και 2.

Σχήμα. 1.5: Κατανομές

» %



2. Προσομοίωση Διακριτών Γεγονότων

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗ

Δ ι α κ ρ ι τ ώ ν

ΓΕΓΟΝΟΤΩΝ

« ' ·»

2.1 Προσομοίωση Γεγονότων

2.2 Βασικοί Όροι

2.3 Το Μοντέλο HOLD και η Τεχνική Event Horizon

2.4 Γεννήτορας Αριθμών και Κατανομές

2.5 Δομές Δεδομένων

2.6 Συνθήκες Πειραματικής Μελέτης

2.1 Προσομοίωση Γεγονότων

Η προσομοίωση γεγονότων παρουσιάστηκε για πρώτη φορά από τον Markowitz το 1962 κατά 
την ανάπτυξη της γλώσσας προσομοίωσης SIMSCRIPT. Το βασικό στοιχείο της 
προσομοίωσης γεγονότων είναι ο ορισμός και χρονοδρομολόγηση των γεγονότων του 
μοντέλου.

Κατά την προσομοίωση γεγονότων ο διαχειριστής είναι υπεύθυνος κυρίως για τρεις 
λειτουργίες:

1. τον έλεγχο του χρόνου, &
2. τον προσδιορισμό των γεγονότων και
3. την εκτέλεση των γεγονότων
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2. Προσομοίωση Διακριτών Γεγονότων

Ο έλεγχος του χρόνου γίνεται μέσω του ρολογιού προσομοίωσης, ενώ ο προσδιορισμός των 
γεγονότων προς εκτέλεση γίνεται μέσω μιας χρονικής λίστας γεγονότων στην οποία 
τοποθετούνται τα γεγονότα που πρόκειται να εκτελεσθούν σε κάποια μελλοντική χρονική 
στιγμή. Το ρολόι της προσομοίωσης δείχνει σε κάθε χρονική στιγμή το χρόνο της 
προσομοίωσης, ο οποίος αντιστοιχεί στα γεγονότα που εκτελούνται αυτή τη χρονική στιγμή. Η 
διαχείρισή του γίνεται από το πρόγραμμα ελέγχου, σύμφωνα με το μηχανισμό ροής χρόνου 
επόμενου γεγονότος. Ένα γενικό διάγραμμα του προγράμματος ελέγχου γεγονότων δίνεται στο 
Σχήμα 2.1.

Σχήμα 2.1. Διάγραμμα του 
προγράμματος ελέγχου προσομοίωσης 

γεγονότων

Η χρονική λίστα των γεγονότων είναι μια δυναμική 
λίστα, η οποία περιέχει τα γεγονότα που πρόκειται να 
εκτελεσθούν. Η εισαγωγή γεγονότων στη λίστα και η 
διαγραφή τους από αυτή γίνεται τόσο από το 
πρόγραμμα ελέγχου όσο και από τα προγράμματα 
εκτέλεσης των γεγονότων, σύμφωνα με την εξής 
διαδικασία:

I
·»

• αμέσως μόλις το πρόγραμμα ελέγχου αυξήσει το 
ρολόι της προσομοίωσης στη νέα του τιμή, που 
αντιστοιχεί στο χρόνο του αμέσως επόμενου 
γεγονότος που πρόκειται να εκτελεστεί, ελέγχει τα 
γεγονότα της λίστας για να προσδιορίσει αυτά που 
πρέπει να εκτελεσθούν κατά τη χρονική αυτή 
στιγμή. Τα γεγονότα αυτά δίνονται προς εκτέλεση 
στα αντίστοιχα προγράμματα και αφαιρούνται από 
τη χρονική λίστα γεγονότων.

• κατά την εκτέλεση ενός γεγονότος από το 
πρόγραμμα εκτέλεσής του, είναι δυνατόν να 
προγραμματισθεί ένα άλλο γεγονός για το μέλλον.
Το γεγονός αυτό εισάγεται στη χρονική λίστα 
γεγονότων για να εκτελεσθεί σε κάποια επόμενη 
επανάληψη του κύκλου του προγράμματος ελέγχου. 
Φυσικά, για απλούστερη και καθαρότερη δομή των 
προγραμμάτων προσομοίωσης, η εισαγωγή αυτή 
γίνεται πάντα από το πρόγραμμα ελέγχου μετά από 
αίτηση του προγράμματος εκτέλεσης, έτσι ώστε η 
διαχείριση της λίστας γεγονότων να
πραγματοποιείται κεντρικά.

Ο κύκλος του Σχήματος 2.1 επαναλαμβάνεται μέχρι να τελειώσει η προσομοίωση. Η 
διαχείριση της χρονικής λίστας γεγονότων είναι αρκετά κρίσιμη για την ταχύτητα της ' 
προσομοίωσης, ιδίως όταν το μοντέλο είναι πολύπλοκο και προγραμματίζονται πολλά 
γεγονότα για το μέλλον. Για το λόγο αυτό στα προγράμματα προσομοίωσης χρησιμοποιούνται 
συνήθως χρονικά διατεταγμένες λίστες, έτσι ώστε να είναι εύκολη τόσο η προσθήκη και 
αφαίρεση γεγονότων όσο ι&ι η αναζήτηση του επόμενου γεγονότος που πρόκειται να 
εκτελεσθεί. Η αναζήτηση αυτή είναι στοιχειώδης σε μια χρονικά διατεταγμένη λίστα γιατί το 
επόμενο γεγονός που πρόκειται να εκτελεσθεί βρίσκεται στην αρχή της λίστας.
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2. Προσομοίωση Διακριτών Γεγονότων

2.2 Βασικοί Όροι

Event Notice. Ο όρος αναφέρεται σε έναν κόμβο που αντιστοιχεί σε ένα γεγονός και 
αποτελείται από δύο πεδία, έστω t και α, όπου α είναι η ενέργεια (activity) που θα 
πραγματοποιηθεί κατά το χρόνο t (event time).

Χρόνος Δρομολόγησης (Event Time ή Scheduling Time). Ο όρος χρόνος 
δρομολόγησης αντιστοιχεί στον προγραμματισμένο χρόνο εκτέλεσης ενός γεγονότος.

Σύνολο Γεγονότων (Event S et). Το σύνολο γεγονότων είναι η δομή που χρησιμοποιείται 
για την αποθήκευση των μελλοντικών γεγονότων (events).

Αλγόριθμος Δρομολόγησης Γεγονότων (Event Set Algorithm ή Event 
Scheduling Algorithm). Αλγόριθμος δρομολόγησης γεγονότων είναι ο αλγόριθμος για τη ·. 
διαχείριση των γεγονότων σε ένα σύστημα προσομοίωσης διακριτών γεγονότων. 
Πραγματοποιεί κυρίως τις εξής λειτουργίες:

α) Αφαίρεση από το Event Set του Event Notice με το μικρότερο χρόνο
εκτέλεσης.

β) Δημιουργία του νέου Event Notice με κατάλληλο χρόνο εκτέλεσης.
γ) Εισαγωγή του νέου γεγονότος στο Event Set.
δ) Συγχώνευση δύο συνόλων γεγονότων (Event Set).
ε) Ακύρωση (cancel) ενός γεγονότος, δηλαδή αφαίρεσή του από το Event Set.

2.3 Το Μοντέλο HOLD και η Τεχνική Event Horizon

Το βασικό χαρακτηριστικό της διαδικασίας της προσομοίωσης διακριτών γεγονότων είναι ότι 
τα γεγονότα πραγματοποιούνται σε διακριτές και γενικά απρόβλεπτες χρονικές στιγμές. Όταν 
γίνει γνωστός ο χρόνος πραγματοποίησης ενός γεγονότος ένας κατάλληλος αλγόριθμος 
εξασφαλίζει ότι το γεγονός θα πραγματοποιηθεί κατά τον προγραμματισμένο χρόνο. Ο 
αλγόριθμος αυτός περιλαμβάνει μερικά χαρακτηριστικά στοιχεία, όπως είναι η δομή που 
χρησιμοποιείται για την αποθήκευση του συνόλου μελλοντικών γεγονότων καθώς και κάποιες 
λειτουργίες, όπως για παράδειγμα η εισαγωγή ενός νέου γεγονότος στη δομή. Το είδος των 
λειτουργιών που θα πραγματοποιηθούν καθώς και ο τρόπος πραγματοποίησής τους 
προσδιορίζει το είδος του μοντέλου που χρησιμοποιείται προκειμένου να μελετηθεί η · 
αποτελεσματικότητα των αλγορίθμων που χρησιμοποιούνται κατά την προσομοίωση 
συστημάτων διακριτών γεγονότων.

Το μοντέλο που χρησιμοποιήθηκε, που διαδραματίζει καθοριστικό ρόλο για την 
πραγματοποίηση της μελέτης της αποτελεσματικότητας των αλγορίθμων, είναι το HOLD. Δεν 
αποτελεί μοντέλο προσομοίωσης, όπως ορίστηκε στο Κεφάλαιο 1, αλλά ένα μέτρο σύγκρισης, 
μια κοινή βάση προκειμένου να γίνει η σύγκριση των αλγορίθμων πιο αποδοτική. Το μοντέλο
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2. Προσομοίωση Διακριτών Γεγονότων

HOLD καθώς και η τεχνική Event Horizon, η οποία χρησιμοποιείται για την βελτίωση της 
αποτελεσματικότητας των αλγορίθμων περιγράφονται στη συνέχεια.

Μοντέλο Hold

Για την προσομοίωση ενός κόμβου γεγονότος (event notice), όπως έχει ήδη αναφερθεί, 
χρησιμοποιείται μια δομή record (ή struct στην γλώσσα προγραμματισμού C), που περιέχει 
πληροφορίες όπως το είδος της ενέργειας που θα πραγματοποιηθεί και το χρόνο εκτέλεσής της 
(event time).

Οι πιο συνήθεις λειτουργίες που πραγματοποιούνται από ένα σύστημα προσομοίωσης 
διακριτών γεγονότων είναι η διαγραφή του γεγονότος με το μικρότερο χρόνο εκτέλεσης από το 
event set και εισαγωγή ενός νέου κόμβου στο σύνολο γεγονότων.

Η διαδικασία HOLD αρχικά εντοπίζει το γεγονός με το μικρότερο χρόνο εκτέλεσης, t, και 
αφαιρεί αυτόν τον κόμβο από το σύνολο γεγονότων (διαδικασία διαγραφής - delete_min). Στη ξ 
συνέχεια αυξάνεται κατά Τ ο χρόνος δρομολόγησης (event time) t, όπου Τ είναι μια τυχαία 
τιμή χρόνου που προέρχεται από κάποια κατανομή. Τέλος εισάγεται ο νέος κόμβος με τη νέα 
τιμή ξανά στο σύνολο γεγονότων (διαδικασία εισαγωγής - insert). Επομένως διαδοχικές 
κλήσεις της διαδικασίας HOLD προκαλούν μια σειρά από διαδοχικές διαγραφές του κόμβου 
με τη μικρότερη τιμή και εισαγωγές ενός κόμβου, που εναλλάσσονται. Περιλαμβάνει δηλαδή 
τις εξής διαδικασίες:

(α) διαγραφή του κόμβου με την μικρότερη τιμή, έστω min,
(β) δημιουργία ενός νέου κόμβου με χρόνο δρομολόγησης min + Τ, όπου Τ προέρχεται από 

κάποια κατανομή και είναι η παράμετρος του μοντέλου, και τέλος 
(γ) εισαγωγή του νέου κόμβου στο σύνολο γεγονότων.

Οι διαδικασίες εκτελούνται με τη σειρά. '

Για την πραγματοποίηση της διαδικασίας της εισαγωγής, κατά την υλοποίηση του μοντέλου 
HOLD, λαμβάνεται υπόψη και η μικρότερη τιμή χρόνου που βρίσκεται ήδη αποθηκευμένη στη 
δομή που χρησιμοποιείται για την προσομοίωση του συνόλου γεγονότων. Αυτό εξασφαλίζει τη 
σωστή προσομοίωση της ροής του χρόνου. Αφού η μικρότερη τιμή χρόνου αντιστοιχεί στον 
τρέχοντα χρόνο, ένα νέο γεγονός δεν είναι δυνατόν να έχει ακόμη μικρότερο 
προγραμματισμένο χρόνο εκτέλεσης διότι κάτι τέτοιο θα σήμαινε ότι το συγκεκριμένο γεγονός 
πρέπει να εκτελεστεί στο παρελθόν.

Ο παράγοντας που θα κρίνει την αποτελεσματικότητα των αλγορίθμων είναι ο χρόνος που 
απαιτείται για την εκτέλεσή τους, δηλαδή ο χρόνος επεξεργαστή (CPU time). Ο χρόνος αυτός 
προφανώς επηρεάζεται καθοριστικά από τη δομή που χρησιμοποιείται για την αποθήκευση του ♦ 
συνόλου γεγονότων. Έτσι κάποιες δομές έχουν αποδοτική διαδικασία εισαγωγής η οποία 
εκτελείται σε σύντομο χρόνο και μη αποδοτική διαδικασία καθορισμού του στοιχείου με το 
μικρότερο χρόνο εκτέλεσης, ενώ σε κάποιες άλλες είναι δυνατόν να συμβαίνει το αντίθετο. Η 
αποδοτικότητα μιας συγκεκριμένης δομής δεν εξαρτάται από το μοντέλο HOLD.

Μερικοί ακόμη καθοριστικοί παράγοντες για την αποδοτικότητα των αλγορίθμων που όμως 
διαδραματίζουν τον ίδιο ρόλο ανεξάρτητα με το μοντέλο το οποίο χρησιμοποιείται, είναι το
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2. Προσομοίωση Διακριτών Γεγονότων

μέγεθος του συνόλου γεγονότων (event set), ή αλλιώς ο αριθμός Ν  των κόμβων γεγονότων που 
αποτελούν το event set και φυσικά η επιλογή της κατανομής. Η κατανομή που θα επιλεγεί 
χρησιμοποιείται για την αρχική δημιουργία του συνόλου γεγονότων πριν αρχίσει η (ϊελέτη της 
συμπεριφοράς του, καθώς επίσης και για την ανάθεση μιας τιμής χρόνου σε ένα νέο γεγονός 
που θα εισαχθεί, αφού προσφέρει την τιμή Τ.

Παρά το γεγονός ότι το μοντέλο υλοποιεί τις πιο συνήθεις λειτουργίες που απαιτούνται από 
ένα σύστημα προσομοίωσης διακριτών γεγονότων, δηλαδή τις διαδικασίες εισαγωγής και 
διαγραφής, υπάρχουν και άλλες λειτουργίες που μπορεί να πραγματοποιηθούν σε ένα σύνολο 
γεγονότων. Μερικές από αυτές τις λειτουργίες τροποποιούν κάποιες από τις παραμέτρους που 
επηρεάζουν την αποτελεσματικότητα του αλγόριθμου. Για παράδειγμα η λειτουργία ακύρωσης 
(cancel), η οποία αφαιρεί ένα γεγονός από το σύνολο γεγονότων ώστε αυτό να μην 
πραγματοποιηθεί ποτέ, μεταβάλλει το μέγεθος του event set.

Το μοντέλο HOLD δεν είναι αρκετά ρεαλιστικό αφού πραγματοποιεί διαδοχικές διαγραφές και 
εισαγωγές. Διατηρεί σταθερό το μέγεθος του συνόλου γεγονότων, κάτι που επίσης δεν είναι 
ρεαλιστικό, αφού σε πραγματικές προσομοιώσεις το πλήθος των γεγονότων που βρίσκονται ·. 
κάθε στιγμή στο event set αλλάζει δυναμικά. Ένας ακόμη περιορισμός που υπάρχει, μπορεί 
όμως εύκολα να αντιμετωπισθεί, είναι ότι οι προγραμματισμένοι χρόνοι εκτέλεσης όλων των 
γεγονότων προέρχονται από την ίδια κατανομή. Παρά την ύπαρξη όμως των περιορισμών που 
εντοπίστηκαν, τα αποτελέσματα που προέκυψαν είναι έγκυρα, αφού όλοι οι αλγόριθμοι 
μελετήθηκαν κάτω από τις ίδιες συνθήκες.

Τεχνική Event Horizon

Ο όρος Event Horizon αντιστοιχεί σε μία τεχνική εξαιρετικά χρήσιμη κατά την παράλληλη 
προσομοίωση. Όπως προέκυψε από τη μελέτη που πραγματοποιήθηκε είναι εξίσου αποδοτική 
και για την προσομοίωση διακριτών γεγονότων, όχι απαραίτητα σε παράλληλο περιβάλλον 
επεξεργασίας.

«

Η τεχνική Event Horizon περιλαμβάνει τη χρήση μιας βοηθητικής, δευτερεύουσας δομής 
προκειμένου να αποθηκεύονται προσωρινά τα γεγονότα, η οποία συνήθως είναι διπλά 
συνδεδεμένη λίστα. Η μικρότερη πληροφορία που βρίσκεται αποθηκευμένη στη βοηθητική 
δομή είναι κάθε χρονική στιγμή γνωστή και δεν χρειάζεται να είναι ταξινομημένη. Έτσι, αν το 
νέο γεγονός που θα πρέπει κάποια στιγμή να επεξεργαστεί, δηλαδή να αφαιρεθεί από την ουρά 
προτεραιότητας, βρίσκεται στη βοηθητική δομή, αυτή ταξινομείται και συγχωνεύεται με τη 
βασική δομή που υλοποιεί την ουρά προτεραιότητας.

Σκοπός της παραπάνω διαδικασίας είναι η όσο το δυνατόν μείωση του χρόνου που απαιτείται 
προκειμένου να πραγματοποιηθεί η διαδικασία της εισαγωγής ενός νέου γεγονότος στην ουρά 
προτεραιότητας. Απαιτεί ιδιαίτερη προσοχή, όμως, η διαδικασία της ταξινόμησης της 
βοηθητικής δομής καθώς και η συγχώνευσή της με τη βασική δομή, αφού σε κάποιες, 
περιπτώσεις μπορεί να αποβεί τελικά όλη η διαδικασία μη αποδοτική.
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2. Προσομοίωση Διακριτών Γεγονότων

2.4 Γεννήτορας Αριθμών και Κατανομές

Κατά την προσομοίωση απαιτείται η δημιουργία μιας σειράς τυχαίων μεταβλητών οι οποίες θα 
προσομοιώνουν είτε τη μη προκαθορισμένη άφιξη οντοτήτων στο μοντέλο είτε τη μη 
προκαθορισμένη συμπεριφορά των οντοτήτων του μοντέλου. Οι τυχαίες αυτές μεταβλητές 
ακολουθούν συνήθως κατανομές οι οποίες έχουν προσδιοριστεί είτε από μετρήσεις στο 
πραγματικό σύστημα είτε από υποθέσεις για το πραγματικό σύστημα. Οι υποθέσεις βασίζονται 
συνήθως σε εμπειρία για τις κατανομές που ακολουθούν ορισμένες κλάσεις μεταβλητών. Στην 
περίπτωση που η κατανομή μιας τυχαίας μεταβλητής δεν είναι προκαθορισμένη είναι δυνατόν 
να επαναληφθεί η προσομοίωση με διάφορες κατανομές για να καθοριστεί η απόκριση του 
συστήματος σε όλες τις δυνατές κατανομές εισόδων. Η παραγωγή των τυχαίων μεταβλητών 
βασίζεται στην παραγωγή τυχαίων αριθμών και τη μετατροπή τους σε τυχαίες μεταβλητές που 
ακολουθούν την απαιτούμενη κατανομή.

Οι αριθμοί που προκύπτουν από τις κατανομές χρησιμοποιούνται για τον προσδιορισμό της , 
παραμέτρου Τ, που αποτελεί την προσαύξηση στις τιμές του χρόνου και καθορίζει το χρόνο ·» 
εκτέλεσης του νέου γεγονότος που εισάγεται στο event set.

Οι κατανομές που χρησιμοποιήθηκαν, οι οποίες παρουσιάζονται αναλυτικά στη συνέχεια, 
έχουν επιλεγεί διότι είναι αντιπροσωπευτικές αφού αποκαλύπτουν τα μειονεκτήματα και τα 
πλεονεκτήματα κάθε μιας από τις δομές δεδομένων που μελετήθηκαν. Η αποτελεσματικότητα 
κάθε δομής εξαρτάται από τα δεδομένα τα οποία αποθηκεύει, δηλαδή από το πεδίο ημών των 
στοιχείων της. Εξάλλου πρόκειται για κατανομές που έχουν ήδη μελετηθεί σε ορισμένους 
αλγόριθμους, γεγονός που επιτρέπει την ύπαρξη μέτρου σύγκρισης για τα αποτελέσματα αυτής 
της μελέτης.

Τυχαίοι και Ψευδοτυχαίοι Αριθμοί

Η παραγωγή πραγμαηκά τυχαίων αριθμών δεν είναι δυνατή με ψηφιακούς ηλεκτρονικούς 
υπολογιστές. Αυτό προφανώς οφείλεται στο γεγονός όη  οι ηλεκτρονικοί υπολογιστές εκτελούν 
πάντα μια αλληλουχία συγκεκριμένων εντολών η οποία αν επαναληφθεί με τις ίδιες αρχικές 
συνθήκες θα δημιουργεί πάντα τα ίδια αποτελέσματα. Οι μόνες μέθοδοι που παράγουν 
τυχαίους αριθμούς βασίζονται σε φυσικά φαινόμενα τα οποία, λόγω του πολύ μεγάλου 
αριθμού παραμέτρων που υπεισέρχονται, δίνουν τυχαία αποτελέσματα. Είναι όμως δυνατή η 
δημιουργία τυχαίων αριθμών και με ηλεκτρονικά μέσα όπως οι γεννήτριες λευκού θορύβου 
και οι ηλεκτρονικές λυχνίες. Τυχαίοι αριθμοί που έχουν δημιουργηθεί με παρόμοιες μεθόδους 
είναι διαθέσιμοι με τη μορφή πινάκων οι οποίοι μπορούν να εισαχθούν ως δεδομένα σε ένα 
πρόγραμμα. Για παράδειγμα, η εταιρεία RAND Corporation διαθέτει πίνακα 1000000 τυχαίων 
αριθμών. Η χρήση όμως αυτών των πινάκων δεν ενδείκνυται για δύο λόγους. Ο πρώτος είναι η 
αδυναμία αποθήκευσης των τεραστίων αυτών πινάκων στην περιορισμένη μνήμη ενός 
υπολογιστή αφού αυτό θα αποτελούσε σπατάλη πολύημων πόρων. Αν υποτεθεί όη  
αποθηκεύονται σε δευτερεύουσα μνήμη, η χαμηλή ταχύτητα πρόσβασης σε αυτή θα 
καθιστούσε την προσομοίοοψη απαράδεκτα αργή. Ο δεύτερος λόγος είναι όη  σε πολλές 
περιπτώσεις απαιτείται η δημιουργία πολύ περισσότερων από 1000000 τυχαίων αριθμών ενώ η 
επαναχρησιμοποίηση των ίδιων αριθμών θα προκαλεί σταησηκά απαράδεκτη πόλωση στα 
αποτελέσματα.

18



2. Προσομοίωση Διακριτών Γεγονότων

Οι σειρές των τυχαίων αριθμών παράγονται στους ψηφιακούς υπολογιστές χρησιμοποιώντας 
απλές επαναληπτικές μεθόδους. Οι αριθμοί αυτοί ονομάζονται ψευδοτυχαίοι άΐρού στην 
πραγματικότητα δεν είναι εντελώς τυχαίοι. Ξεκινώντας από τις ίδιες αρχικές συνθήκες 
παράγεται πάντα η ίδια σειρά τυχαίων αριθμών επειδή η μέθοδος παραγωγής είναι 
συγκεκριμένη. Το μειονέκτημα όμως αυτό αποτελεί στην ουσία πλεονέκτημα για την 
προσομοίωση. Αν μια σειρά τυχαίων αριθμών ικανοποιεί τα στατιστικά τεστ τυχαιότητας, η 
επανάληψη αυτής της σειράς είναι επιθυμητό χαρακτηριστικό για την προσομοίωση, αφού μια 
από τις σημαντικότερες εφαρμογές της είναι ο έλεγχος υποθέσεων, δηλαδή η εξέταση ενός 
συστήματος κάτω από διαφορετικές συνθήκες ή με διαφορετικές παραμέτρους. Στην 
περίπτωση αυτή ενδιαφέρει η μεταβολή μόνο των παραμέτρων του συστήματος και όχι των 
εξωτερικών παραγόντων, οι οποίοι θα πρέπει να είναι οι ίδιοι για κάθε εκτέλεση της 
προσομοίωσης. Οι σειρές των τυχαίων αριθμών είναι ένας εξωτερικός παράγοντας που πρέπει 
να διατηρηθεί σταθερός για να μην επηρεάσει τα αποτελέσματα. Επιπλέον, η ιδιότητα αυτή 
είναι σημαντική ακόμη και όταν δεν συγκρίνονται αποτελέσματα προσομοίωσης του ίδιου 
συστήματος με διαφορετικές παραμέτρους αλλά απαιτείται η επανάληψη της ίδιας σειράς 
τυχαίων δειγμάτων σε διαφορετικά συστήματα.

Γεννήτορας Αριθμών

Έχει ήδη αναφερθεί ότι προκειμένου να παραχθεί μια ακολουθία αριθμών που ακολουθούν μια 
συγκεκριμένη κατανομή, αρχικά παράγονται τυχαίοι αριθμοί ομοιόμορφα κατανεμημένοι στο 
διάστημα (0,1). Είναι όμως ευκολότερο να παραχθεί ακολουθία ακεραίων {Χ„} μεταξύ του 
μηδενός και ενός αριθμού m και στη συνέχεια να προκόψουν οι ομοιόμορφοι αριθμοί U„ ως 
εξής:

U„=Xnl m

Συνήθως ο αριθμός m έχει σχέση με το μέγεθος της λέξης του επεξεργαστή που 
χρησιμοποιείται. Σε δυαδικούς επεξεργαστές ο αριθμός m έχει την μορφή m = 2b , όπου b είναι 
ο αριθμός των bits που χρησιμοποιούνται για την αναπαράσταση των ακεραίων.

Ο επόμενος αριθμός της ακολουθίας Χ„ προκύπτει μετά από έναν μετασχηματισμό f(.) που 
υφίσταται ο προηγούμενος. Ξεκινώντας επομένως από έναν αριθμό που ονομάζεται seed, 
παράγεται η ακολουθία

ι
r.

/

X0 ,X, = f(Xo)......Xn+i = f(Xn) , ...

Υπάρχει μία ποικιλία μεθόδων παραγωγής κάθε αριθμού από τον προηγούμενό του. Ο 
γεννήτορας όμως που χρησιμοποιείται συχνότερα είναι αυτός που προτάθηκε από τον Lehmer:

Χ)+ι = (kXj + C) mod m με i = 0 ,1 ,2 ,...

όπου οι Xo, k, C, m είναι ακέραιοι και Xq, k, C < m. Η ακολουθία {Xj / m} αποτελεί την 
ακολουθία των ομοιόμορφα κατανεμημένων αριθμών. Προφανώς κάποια στιγμή η ακολουθία 
θα αρχίσει να επαναλαμβάνεται η ίδια από την αρχή αλλά με κατάλληλη επιλογή των αριθμών 
Χο, k, C, m παράγεται ένας ικανοποιητικά μεγάλος κύκλος.
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Θεωρία Αριθμών (Number Theory)

Το παρακάτω θεώρημα ( FERMAT, 1640) είναι βασικό στη θεωρία αριθμών:

Έστωρ  ένας πρώτος αριθμός και k ένας θετικός ακέραιος που ικανοποιεί τη σχέση:

k * 0  mod ρ

και έστω d  ο μικρότερος από τους θετικούς ακεραίους η που ικανοποιεί τη σχέση:

I f  = 1 mod ρ

Τότε ο αριθμός d  διαιρεί το ρ-1.

Έστω τώρα ο γεννήτορας Χ„+ι = kX„ modp με λ = 0 ,1 ,2 , . . .  (1)

όπου ο ρ  είναι πρώτος αριθμός. Τότε

Χη = I f  Χ0 mod ρ  (2)

Η ακολουθία των X  που ικανοποιεί την (1) αρχίζει να επαναλαμβάνεται από την τιμή του η για 
την,οποία ισχύει

I f  Χ ο-Χ α  mod ρ  (3)

Έτσι ο αριθμός (Jf Χο - Χο) διαιρείται με το ρ και αφού και το Χο διαιρείται με το ρ  (αν δεν 
ίσχυε αυτό η (2) θα έδινε ότι Χ\ -  Χ ι = ... = 0) ο αριθμός I f  - 1 θα πρέπει επίσης να διαιρείται 
με το ρ, δηλαδή θα ισχύει

I f  = lmod ρ  (4)
«

Το μέγεθος του κύκλου δίνεται από το μικρότερο η που ικανοποιεί την σχέση (4). Αν αυτός ο * 
αριθμός είναι ο d  τότε λέγεται περίοδος του γεννήτορα. Από το θεώρημα του FERMAT 
προκύπτει ότι η μεγίστη δυνατή τιμή της περιόδου είναι (ρ-1).

Παραγωγή Τυχαίων Αριθμών (Random Number Generation)

Λαμβάνοντας υπόψη τα παραπάνω επιλέγεται ρ  = 67099547 και η τιμή του k ως 2Ι3= 8192. 
Έτσι ο γεννήτορας του Lehmer που δημοσιεύθηκε από τους Downham και Roberts

Χΐι+ι = 8192 X* mod (67099547)

παράγει έναν πλήρη κύκλο και η ακολουθία {X* / 67099547} μπορεί να χρησιμοποιηθεί σαν 
ακολουθία ομοιόμορφα κατανεμημένων τυχαίων αριθμών.

Στη γλώσσα προγραμματισμού C, τα παραπάνω υλοποιούνται ως εξής:

void Starter( int *f)
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{
*/=7*ey);
if(*/>=m) */= (*f) % m\ 
*f=  (*/)*! 3;
if(*y>=m) */=  (*/) % »«;
*/=(*/)* 15; 
if(*f>=m) * / =  (*y) % m ; 

*/=  (*Λ*27; 
if(*/>=m) */= (*/) % w;

}

int Random( int */)
{

int counter,
iot(counter=\\ counter<=2\ counter++)
{
*i = 32*(*0;
if(*/>=m) *i = (*i) % m;
} - 

*i = (*i)*8;
if(*/>=m) */ = (*i) % m\
retum(*i);

}

float RNG(int *i)
{

float/,
*i = Random(i);
/ =  (float)(*i) /  (float)m; 
retum(/);

}

Συνεχείς Κατανομές 

>  Uniform(a,b)

Έστω η συνεχής τυχαία μεταβλητή x με πεδίο ορισμού το διάστημα [a,b], όπου α και b είναι 
πραγματικοί αριθμοί. Τότε αν όλα τα ισομήκη υποδιαστήματα του [a,b] έχουν την ίδια 
πιθανότητα να περιέχουν μία τιμή της x  τότε η τυχαία μεταβλητή χ  ακολουθεί την ομοιόμορφη , 
(uniform) κατανομή και συμβολικά: χ  ~ U[a,b].

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της χ  είναι

f(x)=—-— εαν b > x > a ,  αλλιώς f(x) = 0
b - a
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Η αθροιστική συνάρτηση κατανομής της χ  -  U [α, b] είναι η

FW =}/(()<*= f - i

Η μέση τιμή της χ ~  U [a, fc] δίνεται από τη σχέση

Ε(X) = ) ( /■ « ) * =

Ο κώδικας που υλοποιεί την ομοιόμορφη κατανομή είναι:

float Uniform(f\oat α, float b, int *x)
{

float arts, r, 
r = RNG(x)·, 
ans = a + (b-a)*r, 
retum(a/w);

}

> Exponential(X)

Μία συνεχής τυχαία μεταβλητή ακολουθεί την εκθετική κατανομή αν η συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας είναι

f (x)=Xe'}x αν ;t > 0 ,αλλιώ ςf(x) =  0

όπου λ > 0 και είναι ο μέσος αριθμός συμβάντων στη μονάδα του χρόνου, η οποία μπορεί να  
είναι για παράδειγμα ένα δευτερόλεπτο, μία ώρα ή ένας χρόνος. Στη μελέτη που έχει γίνει 
θεωρήθηκε το λ =  1, δηλαδή ο μέσος αριθμός συμβάντων στη μονάδα του χρόνου είναι ένα. 
Επομένως θα ισχύει f(x) = ε χ.

Η αθροιστική συνάρτηση κατανομής δίνεται ως εξής:

X
F (x)=  \ f { t ) d t  =  1 -e-** , για *  > 0

ο

και η μέση (ή αναμενόμενη) τιμή δίνεται από τη σχέση

A

1
E(x) = j  χ λ  e~Xxdx =  —

Η εκθετική κατανομή υλοποιείται ως εξής:
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float Expon(float ex, int *x)
{

float r, 
r = RNG(x)\ 
retum(-(ex*log(r)));

}

>  B im odal

Η κατανομή bimodal παρουσιάζει δύο "κορυφαίες τιμές" στην συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας. Στη μελέτη που έγινε θεωρήθηκε μία bimodal κατανομή, η οποία περιλαμβάνει 
δύο ομοιόμορφες κατανομές. Με πιθανότητα 0.9 παράγει ομοιόμορφη τυχαία μεταβλητή στο 
διάστημα (0,5) και με πιθανότητα 0.1 παράγει ομοιόμορφη τυχαία μεταβλητή στο διάστημα 
(100 5, 101 5). Ο αριθμός 5 επιλέγεται έτσι ώστε το μέσο να είναι 1 και υπολογίζεται από τον 
τύπο:

0.5 S 0.9 + 0.5 100 S  0.1 = 1

Η κατανομή Bimodal υλοποιείται ως εξής:

float Bimodal(int *χ, int *y, int *z)
{

float rl\ 
rl  = RNG{x)\
if(/7<0.9) Kt\iTn(RNG(y)*s)·, 
else retum((\00+RNG(z))*s);

} *

Διακριτές κατανομές

> Discrete(k)

Αν x είναι μια τυχαία μεταβλητή η οποία παίρνει τις ακέραιες τιμές στο διάστημα [kl, k2] με 
σταθερή πιθανότητα ρ, τότε η χ  ακολουθεί τη διακριτή κατανομή. Στη μελέτη που έγινε 
θεωρήθηκε ότι k l = 0 και k2 = k, οπότε ισχύει ρ  -  1 / k.

Η συνάρτηση πιθανότητας της διακριτής τυχαίας μεταβλητής δίνεται από τη σχέση:

Ρ(*) = τ  μ εχ  = 0 ,1 ,2 , ..., k 
k

Η συνάρτηση κατανομής υπολογίζεται από τη σχέση:

m = j  k
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και η μέση τιμή:

k
Ε(*)= Σ*'*,

<=ο

Η διακριτή κατανομή υλοποιείται ως εξής:

float Discrete^int a, int b, int *x)
{

float ans, r; 
r = RNG(x)·,
ans = a + (int)(r*(&-a+l)); 
return(ani);

}

2.5 Δομές Δεδομένων

Οι δομές που μελετήθηκαν ανήκουν στην κατηγορία των δενδροειδών δομών. Συγκεκριμένα 
έχει μελετηθεί η δομή του σωρού (heap) με στατική και δυναμική αναπαράσταση μνήμης 
καθώς και οι νέες δομές «-Heap και Μ-Heap που προτείνονται και που αποτελούν επέκταση 
της δομής του σωρού. Αλλες δομές σωρού που μελετώνται είναι οι Binomial και Leftist Heap. 
Επιπλέον θα εξετασθεί η αποτελεσματικότητα της δομής SPEEDES QHeap που χρησιμοποιεί 
την τεχνική Event Horizon καθώς και -η δομή Calendar Queues. Ακόμη θα μελετηθεί 
εκτενέστερα η δομή του Ρ-δέντρου (P-tree) καθώς και τρόποι βελτίωσης της 
αποτελεσματικότητάς της. Με βάση τις ιδιότητες* της δομής P-tree και την τεχνική Event 
Horizon δημιουργείται και μελετάται μια πολύ αποτελεσματική δομή που ονομάζεται Indexed 
P-tree (/P-tree) ενώ συνδυάζοντας κατάλληλα έναν αριθμό από P-trees δημιουργείται η δομή 
Multiple P-tree (MP-tree) της οποίας η αποτελεσματικότητα μελετάται επίσης. Αναλυτικά:

•  Στατική Αναπαράσταση του Σωρού (Static Heap)

•  Δυναμική Αναπαράσταση του Σωρού (Dynamic Heap)

•  Δ ιωνυμικός Σωρός (Binomial Heap)

•  SPEEDES QHeap

• n-Σωρός (n-Heap)

• Μ-Σωρός (Μ-Heap)

•  Leftist Heap

• Calendar Queues
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•  Ρ-δέντρο (P-tree)

• Indexed P-tree (IP-tree)

•  Multiple P-tree (MP-tree)

Κάθε μια από αυτές τις δομές περιγράφεται αναλυτικά στα επόμενα κεφάλαια.

2.6 Συνθήκες Πειραματικής Μελέτης

Σαν τμήμα ενός συστήματος προσομοίωσης, ένας αλγόριθμος του συνόλου γεγονότων 
απαιτείται να λειτουργεί κάτω από μια πληθώρα διαφορετικών συνθηκών. Το μοντέλο HOLD 
που συνδυάζει τις λειτουργίες της εισαγωγής και της διαγραφής, έχει επιλεγεί προκειμένου να 
καθοριστεί η μέση πολυπλοκότητα καθενός από τους αλγορίθμους. !,

Για κάθε μία δομή προσομοίωσης του συνόλου γεγονότων και με δεδομένο το μέγεθος του και 
την κατανομή από την οποία προέρχονται οι χρόνοι δρομολόγησης των γεγονότων εκτελείται 
ένας βρόχος 16000 φορές, δηλαδή η διαδικασία hold εκτελείται 16000 φορές άρα 
πραγματοποιούνται συνολικά 16000 εισαγωγές και διαγραφές.

Μια παράμετρος που προφανώς καθορίζει την αποτελεσματικότητα ενός αλγόριθμου είναι ο 
αριθμός των κόμβων γεγονότων, Ν, που αποτελούν το event set. Οι τιμές του Ν  που έχουν 
ελεγχθεί είναι Ν = 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, 4096, 8192 και 16384 κόμβοι.

Με την επιλογή της κατανομής που χρησιμοποιείται κάθε φορά επιδιώκεται να 
προσδιοριστούν τα πλεονεκτήματα αλλά και τα μειονεκτήματα της κάθε δομής δεδομένων που 
χρησιμοποιήθηκε. Οι κατανομές που έχουν επιλεγεί, διακριτές και συνεχείς, διαφέρουν κατά 
μεγάλο βαθμό μεταξύ τους, έχουν όμως μέσον το ένα.

Για την πραγματοποίηση καθενός από τους ελέγχους δημιουργείται το σύνολο γεγονότων με 
τον απαιτούμενο αριθμό γεγονότων. Οι χρόνοι δρομολόγησης των γεγονότων που αποτελούν 
αρχικά το event set προέρχονται από μια συγκεκριμένη κάθε φορά κατανομή.

Αξίζει να σημειωθεί επίσης το γεγονός ότι κατά τον υπολογισμό του χρόνου που απαιτείται 
από τον επεξεργαστή προκειμένου να ολοκληρώσει τη μελέτη κάποιου αλγόριθμου, 
υπεισέρχεται και μία ακόμη παράμετρος η οποία ίσως και να μην είναι επιθυμητή. Πρόκειται 
για το χρόνο που απαιτείται για την παραγωγή τυχαίων αριθμών που θα αντιστοιχούν στους 
χρόνους δρομολόγησης των γεγονότων καθώς και στην κλήση της συνάρτησης hold. Τα 
αποτελέσματα όμως που προκύπτουν από τη μελέτη σχετικά με την αποτελεσματικότητα των ' 
αλγορίθμων εξακολουθούν να είναι έγκυρα αφού η παραπάνω παράμετρος υπεισέρχεται σε 
κάθε έναν από τους αλγορίθμους. Κρίνεται όμως απαραίτητο να μελετηθεί και ο αριθμός των 
συγκρίσεων μεταξύ των στοιχείων που πραγματοποιεί ο κάθε αλγόριθμος προκειμένου να 
ολοκληρωθούν οι διαδικασίες της εισαγωγής και της διαγραφής. Παρέχονται κατά αυτόν τον 
τρόπο ακριβέστερα αποτελέσματα αφού η αποτελεσματικότητα μερικών αλγορίθμων σχεδόν
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ταυτίζεται όταν αυτή κρίνεται με βάση το χρόνο που απαιτείται από τον επεξεργαστή 
προκειμένου να πραγματοποιήσει τις διαδικασίες που προαναφέρθηκαν.

Το κυρίως πρόγραμμα (main program) του κάθε αλγόριθμου είναι σε πολλά σημεία κοινό, 
ανεξάρτητα από τη δομή δεδομένων που χρησιμοποιείται κάθε φορά. Έτσι, δημιουργείται κάθε 
φορά το σύνολο γεγονότων τόσο με τη χρήση συναρτήσεων που ποικίλλουν ανάλογα με τη 
δομή δεδομένων που χρησιμοποιείται όσο και με τις συναρτήσεις που υλοποιούν τις διάφορες 
κατανομές. Στη συνέχεια ακολουθεί μια διαδικασία που είναι γνωστή ως προετοιμασία του 
συστήματος. Αυτό που ουσιαστικά γίνεται είναι η εκτέλεση της διαδικασίας που θα εκτελεστεί 
με βάση το HOLD μοντέλο, χωρίς να υπολογίζεται ο χρόνος που θα απαιτηθεί, τόσες φορές 
όσο είναι το πλήθος των γεγονότων που αποτελούν κάθε φορά το event set. Η προετοιμασία 
αυτή του συστήματος πραγματοποιείται προκειμένου τα αποτελέσματα που θα προκύψουν 
τελικά από κάθε αλγόριθμο να είναι εγκυρότερα. Ακόμη, όλοι οι αλγόριθμοι έχουν υλοποιηθεί 
σε Sun Sparc-4 επεξεργαστή με 32 MB μνήμη.
Η μορφή του κυρίως προγράμματος παρουσιάζεται καλύτερα στο Σχήμα 2.2. Η συνάρτηση 
clock() που προσφέρεται από τη γλώσσα προγραμματισμού C, επιστρέφει το χρόνο 
επεξεργαστή που καταναλώθηκε από την αρχή της εκτέλεσης του προγράμματος μέχρι τη , 
στιγμή της κλήσης της συνάρτησης. Η διαίρεση του χρόνου με τη σταθερά ·» 
CLOCKS_PER_SEC, η οποία επίσης παρέχεται από τη C, μετατρέπει το χρόνο επεξεργαστή 
από κτύπους του ρολογιού σε δευτερόλεπτα.

main program 
begin

for i = 32,64, 128, 256,512, 1024, 2048,4096, 8192 και 16384 do 
begin

για κάθε μια από τις κατανομές εκτέλεσε: 
begin

1. Δημιούργησε το σύνολο γεγονότων με χρήση 
συγκεκριμένης δομής δεδομένων.

2. Για k = 1 μέχρι ϊ εκτέλεσε: 
κλήση της συνάρτησης HOLD.

3. a = clock().
4. Για k = 1 μέχρι 16000 εκτέλεσε: 

κλήση της συνάρτησης HOLD.
5. b = clock().
6. Ο χρόνος επεξεργαστή που καταναλώθηκε, σε 

δευτερόλεπτα, υπολογίζεται ως εξής:
CPUJTime = φ - α ) /  CLOCKS_PER_SEC.

end.
end.

end.

_

Σχήμα 2.2. To Κυρίως Πρόγραμμα (Main Program)
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

Β α σ ικ έ ς  Δ ο μ έ ς  Δ ε δ ο μ έ ν ω ν

ΓΙΑ ΤΗΝ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗ  

ΤΟΥ ΣΥΝ Ο ΛΟ Υ  ΓΕΓΟΝΟΤΩΝ

3.1 Η Δομή του Σωρού

3.2 Η Δομή Leftist Heap

3.3 Η Δομή Binomial Heap

3.4 Η Δομή P-tree

3.1 Η Δομή του Σωρού

Μια από τις δομές που χρησιμοποιήθηκαν για την προσομοίωση του συνόλου γεγονότων είναι 
η δομή του σωρού (heap). Συγκεκριμένα υλοποιήθηκε η στατική και η δυναμική 
αναπαράσταση της δομής του σωρού ελάχιστων. Στην συνέχεια παρατίθενται ο ορισμός καθώς 
και οι ιδιότητες της δομής του σωρού ελάχιστων.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.1: Σωρός Ελάχιστων είναι το σχεδόν πλήρες (left complete) δυαδικό δέντρο που 
έχει την ιδιότητα η τιμή της πληροφορίας κάθε κόμβου να είναι μικρότερη ή ίση από τις τιμές 
των πληροφοριών των δύο παιδιών.

Σχεδόν πλήρες (left complete) δυαδικό δέντρο είναι το δέντρο του οποίου κάθε επίπεδο είναι 
πλήρες εκτός ίσως από το^ τελευταίο, το οποίο περιλαμβάνει κόμβους διατεταγμένους 
διαδοχικά από τα αριστερά προς τα δεξιά.
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Σωρός - Στατική Αναπαράσταση (Static Heap)

Για την αποθήκευση της δομής του σωρού είναι δυνατόν να χρησιμοποιηθεί ένας 
μονοδιάστατος πίνακας, έστω Η, το μέγεθος Ν  του οποίου ορίζεται να είναι τέτοιο ώστε το 
πλήθος των κόμβων που αποτελούν τη δομή να μην το υπερβαίνει. Έτσι, αν η μικρότερη 
πληροφορία που υπάρχει στη δομή βρίσκεται αποθηκευμένη στην θέση //[I], τότε για κάθε 
κόμβο που βρίσκεται στη θέση i του πίνακα θα ισχύει ότι το δεξί παιδί του βρίσκεται 
αποθηκευμένο στη θέση Η[2 ι] και το αριστερό παιδί του στη θέση Η[2 / + 1], για κάθε ι 
τέτοιο ώστε I < i < Ν. Ακόμη θα ισχύει //[/] > H[i div 2] για κάθε / τέτοιο ώστε 2 < i < Ν, 
αφού το στοιχείο H[i div 2] είναι ο πατέρας του στοιχείου Η[ϊ].

Η διαδικασία της διαγραφής του μικρότερου στοιχείου από τη δομή πραγματοποιείται 
διαγράφοντας αρχικά την τιμή που είναι αποθηκευμένη στην πρώτη θέση (//[I]). Στη 
συνέχεια, αν Ν  είναι το πλήθος των στοιχείων που είναι αποθηκευμένα στη δομή, το στοιχείο 
που βρίσκεται στη θέση Η[Ν], δηλαδή στην τελευταία θέση, τοποθετείται στην πρώτη θέση 
του πίνακα, δηλαδή στη θέση //[I]. Τέλος, αν η τιμή αυτή είναι μεγαλύτερη από οποιοδήποτε 
από τα δύο παιδιά της ρίζας, ανταλλάσσονται οι θέσεις των δύο στοιχείων. Στην περίπτωση 
που η τιμή που έχει τοποθετηθεί στη ρίζα είναι μεγαλύτερη και από τα δύο παιδιά, 
ανταλλάσσεται με το παιδί που έχει το μικρότερο χρόνο δρομολόγησης. Η διαδικασία αυτή 
συνεχίζεται μέχρι να τοποθετηθεί το στοιχείο στη σωστή θέση ώστε να ισχύουν ξανά οι 
ιδιότητες της δομής ή μέχρι να φτάσει σε τερματικό κόμβο (φύλλο).

Η διαδικασία της εισαγωγής ενός νέου κόμβου στη δομή αρχικοποιείται με την τοποθέτηση 
της νέας τιμής στην τελευταία θέση (Η[Ν + 1], με δεδομένο ότι η δομή περιέχει ήδη Ν  
στοιχεία). Συγκρίνεται, στη συνέχεια, η τιμή αυτή με την τιμή που περιέχεται στον πατέρα του 
νέου στοιχείου και αν βρεθεί μικρότερη ανταλλάσσονται. Η διαδικασία αυτή συνεχίζεται μέχρι 
ο πατέρας κάποιου κόμβου να περιέχει μικρότερη πληροφορία ή μέχρι να φτάσει η νέα τιμή 
στη ρίζα, δηλαδή στη θέση//[!].

Σωρός - Δυναμική Αναπαράσταση (Dynamic Heap)

Η δυναμική αναπαράσταση της δομής του σωρού περιλαμβάνει τη χρήση δεικτών για τον 
εντοπισμό των στοιχείων του δέντρου. Οι κόμβοι του δέντρου περιέχουν την πληροφορία που 
αντιστοιχεί στον χρόνο δρομολόγησης καθώς και τρεις δείκτες που υποδεικνύουν τη θέση 
μνήμης των δύο παιδιών και του πατέρα του κάθε κόμβου. Φυσικά οποιοσδήποτε από τους δύο 
δείκτες προς τα δύο παιδιά μπορεί να είναι null. Ο δείκτης προς τον πατέρα του κόμβου της 
ρίζας δείχνει στον ίδιο τον κόμβο, στη ρίζα.

Οι διαδικασίες της εισαγωγής ενός νέου κόμβου και της διαγραφής του κόμβου με τη 
μικρότερη πληροφορία πραγματοποιούνται κατά τον τρόπο που περιγράφηκαν στην 
παρουσίαση της στατικής υλοποίησης της δομής του σωρού. Αυτό που αξίζει να σημειωθεί 
είναι ότι η αρχική εισαγωγή ενός νέου κόμβου γίνεται έτσι ώστε να διατηρείται η ιδιότητα του 
σχεδόν πλήρους δέντρου. Προκειμένου να είναι εφικτό κάτι τέτοιο υπάρχει ένας δείκτης που 
αντιστοιχεί στο πιο αριστερό φύλλο του δέντρου.
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θεωρητική Μελέτη της Δομής του Σωρού

Έστω ότι κάθε κόμβος της δομής έχει 2 παιδιά. Τότε το πλήθος των κόμβων που βρίσκονται 
στα πρώτα k επίπεδα είναι:

Δηλαδή,
C* = 1 + 2 + 22 + ... + 2 * '1

C* = (2 * - l)

Το τελευταίο επίπεδο συνήθως δεν είναι πλήρες. Με βάση τα παραπάνω, το πλήθος των 
επιπέδων ενός σωρού η κόμβων είναι:

Z, = log2(l +η)

Έτσι, η πολυπλοκότητα της διαδικασίας της εισαγωγής είναι:

C /=  1 + 2  (L -Λ)

όπου h είναι το επίπεδο στο οποίο τελικά θα εισαχθεί ο νέος κόμβος. Η πολυπλοκότητα στη 
χειριστή περίπτωση της διαδικασίας της εισαγωγής είναι 1+2L και αντιστοιχεί στην τιμή h = 0.

Προκειμένου να πραγματοποιηθεί η διαδικασία της διαγραφής, το στοιχείο που βρίσκεται στην 
πρώτη θέση, η μικρότερη δηλαδή πληροφορία, αντικαθίσταται από το στοιχείο που είναι 
αποθηκευμένο στην τελευταία θέση, όπως έχει ήδη περιγράφει για τη δομή του σωρού είτε σε 
στατική είτε σε δυναμική αναπαράσταση. Στη συνέχεια η πληροφορία αυτή προωθείται προς 
τα φύλλα ώστε να τοποθετηθεί στη σωστή θέση και να ολοκληρωθεί έτσι η διαδικασία της 
διαγραφής. Αν η θέση που θα σταματήσει το στοιχείο είναι στο επίπεδο έστω Λ, τότε η χρονική 
πολυπλοκότητα της όλης διαδικασίας είναι ίση με:

C7? = 1 + 3 (A + 1)

Η πολυπλοκότητα της διαδικασίας της διαγραφής στη χειριστή περίπτωση είναι 1 + 3  (L+1) 
όταν ισχύει h = L.

3.2 Η Δομή Leftist Heap

Η δομή Leftist Heap, η οποία παρουσιάζεται στη συνέχεια, παρέχει την δυνατότητα της 
εύκολης συνένωσης (melding). Αρχικά ορίζεται ο όρος rank.

Αν χ  είναι ένας κόμβος σε ένα πλήρες δυαδικό δέντρο, rank του κόμβου χ  ορίζεται να είναι το 
ελάχιστο μήκος ενός μονοπαίΐού από τον κόμβο χ  σε έναν εξωτερικό κόμβο. Οι εξωτερικοί 
κόμβοι δεν περιέχουν πληροφορία και θεωρείται ότι είναι NULL. Έτσι, ισχύει rank(x) = 0 αν ο 
κόμβος χ είναι εξωτερικός και rank(x) = 1 + mm{rank{left(x)), rank(right(x))} αν ο κόμβος χ
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είναι εσωτερικός. Ένα πλήρες δυαδικό δέντρο είναι leftist αν ισχύει rank(left(x)) > 
rank(right{x)) για κάθε εσωτερικό κόμβο χ. Σε ένα leftist δέντρο το δεξί μονοπάτι είναι το πιο 
σύντομο μονοπάτι από τη ρίζα σε έναν εξωτερικό κόμβο. Αποδεικνύεται με επαγωγή ότι αυτό 
το μονοπάτι έχει μήκος το πολύ log/i [37].

Leftist heap ορίζεται να είναι ένα leftist tree που περιέχει στοιχεία τοποθετημένα στους 
εσωτερικούς κόμβους κατά τέτοιο τρόπο ώστε να ικανοποιείται η ιδιότητα του σωρού 
ελάχιστων, δηλαδή κάθε κόμβος να μην περιέχει τιμή μεγαλύτερη από εκείνη των παιδιών του. 
Θεωρείται ότι οι εξωτερικοί κόμβοι δεν περιέχουν πληροφορία και επομένως είναι NULL και 
ισχύει ra/iJfc(NULL) = 0. Παράδειγμα μιας δομής leftist heap παρουσιάζεται στο Σχήμα 3.1.

ι:ί
1<

Κάθε κόμβος της δομής, εκτός από την πληροφορία, περιέχει και τρεις δείκτες, δύο προς τις 
θέσεις μνήμης των παιδιών του και έναν προς τόν πατέρα καθώς και ένα πεδίο για την .» }
αποθήκευση της τιμής rank. Η μορφή του κάθε κόμβου είναι:

struct node {
float information; 

int rank',
struct node *right_child; 
struct node *left_child; 
struct node ^parent;

};

Η βασικότερη λειτουργία της δομής leftist heap είναι η συνένωση, για την πραγματοποίηση 
της οποίας συγχωνεύονται τα δεξιά μονοπάτια των δύο δομών έτσι ώστε οι πληροφορίες των 
κόμβων να ταξινομηθούν κατά αύξουσα σειρά. Στη συνέχεια υπολογίζονται οι νέες τιμές rank 
των κόμβων του νέου μονοπατιού και ανταλλάσσεται το δεξί με το αριστερό παιδί όπου είναι 
απαραίτητο. Όλη η διαδικασία ολοκληρώνεται σε O(logn) χρόνο, όπου η είναι το πλήθος των 
κόμβων των δύο δομών Lefftst Heap. Στο Σχήμα 3.2 παρουσιάζεται το αποτέλεσμα Τ3 της 
συνένωσης δύο δομών leftist heap ΤΙ και Τ2. Η διαδικασία της συνένωσης σε αλγοριθμική 
μορφή είναι η εξής:

31



3. Βασικές Δομές Δεδομένων για την Προσομοίωση του Συνόλου Γεγονότων

Meld(hcap h i , heap Λ2):

1. Αν hi = NULL retum(/i2);
2. Αν Κ2 = NULL retum(/i/);
3. Αν hi.key > h2.key swap(/i7, h2)\
4. Av hi.right = NULL τότε hi.right = h2, 

αλλιώς Meld(hl.right, h2)‘,
5. Av rank(hl.left) < rankihl.right) τότε swapfhl.left, hi.right)",
6. rank(hl) = rankihl.right) + 1;
7. return(Λ/);

όπου h.key, h.left, h.right συμβολίζουν την πληροφορία, το αριστερό και το δεξί υποδέντρο του 
κόμβου h, ενώ rankih) αντιστοιχεί στην τιμή rank του κόμβου Λ.

Η διαδικασία της εισαγωγής ενός νέου στοιχείου σε ένα leftist heap πραγματοποιείται με 
βοήθεια της συνένωσης. Το νέο στοιχείο θεωρείται σαν leftist heap και συγχωνεύεται με 
δομή. Αλγοριθμικά:

Insertinode χ, heap Λ):

1. x.left = NULL;
2. χ. right = NULL;
3. rankix) = 1;
4. h = Meldix, h)\

Για τη διαγραφή του στοιχείου με τη μικρότερη πληροφορία, αφαιρείται ο κόμβος-ρίζα και 
συνενώνονται το δεξί και το αριστερό υποδέντρο. Τόσο η διαδικασία της εισαγωγής όσο και 
αυτή της διαγραφής του στοιχείου με τη μικρότερη τιμή απαιτούν χρόνο τάξης O(logn). 
Ακολουθεί η αλγοριθμική περιγραφή της διαδικασίας της διαγραφής.

Deletejninimumi heap h)

1. x = h;
2. h = Meldih. left, h. right);
3. retum(;c);

77 Ί2 T3

Σχήμα 3.2
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3.3 Η Δομή Binomial Heap

Η δομή binomial heap είναι επίσης μια δομή η οποία έχει αποδοτική διαδικασία συνένωσης. 
Μια δομή binomial heap είναι μια συλλογή από binomial trees (διωνυμικά δέντρα). Στη 
συνέχεια ορίζεται η δομή binomial tree.

Binomial trees
To binomial tree Bk είναι ένα ταξινομημένο δέντρο που ορίζεται αναδρομικά. Έτσι, το 
binomial tree Βο αποτελείται από έναν και μόνο κόμβο. Το δέντρο Bk αποτελείται από δύο Bk.\ 
δέντρα τα οποία είναι συνδεδεμένα μεταξύ τους ως εξής: η ρίζα του ενός είναι το πιο αριστερό 
παιδί της ρίζας του άλλου. Ο αναδρομικός ορισμός του διωνυμικού δέντρου Bk απεικονίζεται 
στο Σχήμα 3.3.

Μερικές από τις ιδιότητες των διωνυμικών δέντρων δίνονται από το παρακάτω λήμμα.

Λήμμα 3.1. Για το binomial tree Bk ισχύουν.τα εξής:
1. αποτελείται από 2* κόμβους,
2. το ύψος του δέντρου είναι k,

4. η ρίζα έχει βαθμό fc, μεγαλύτερο από το βαθμό οποιουδήποτε άλλου κόμβου και επιπλέον 
αν θεωρηθεί ότι τα παιδιά της ρίζας αριθμούνται από αριστερά προς τα δεξιά με k-1, k-2, 
..., 0 τότε το παιδί / είναι η ρίζα του υποδέντρου Β,.

Από τις ιδιότητες 1 και 4 του παραπάνω λήμματος προκύπτει επίσης ότι ο μέγιστος βαθμός 
οποιουδήποτε κόμβου σε ένα binomial tree η κόμβων είναι log/i.

Binomial heaps
Ένας διωνυμικός σωρός (binomial heap) Η είναι ένα σύνολο από διωνυμικά δέντρα και 
ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες:
1. Κάθε διωνυμικά δέντρο στο Η ικανοποιεί την ιδιότητα του σωρού, δηλαδή η τιμή ενός 

κόμβου είναι μεγαλύτερη ή ίση από την τιμή του κόμβου-πατέρα.
2. Υπάρχει το πολύ ένα διωνυμικά δέντρο στο Η  του οποίου η ρίζα έχει τον ίδιο βαθμό.
Η δεύτερη ιδιότητα υποδηλώνει ότι ένας διωνυμικός σωρός η κόμβων αποτελείται από το πολύ 
LlognJ + 1 διωνυμικά δέντρσ.'Χυτό ισχύει αφού η δυαδική αναπαράσταση του η έχει Llog/iJ + 
1 bits, έστω <0Liog,iJ, L̂iognJ-i. ···. bd> έτσι ώστε:

Bo By

Ο

Σχήμα 3.3

3. υπάρχουν ακριβώς κόμβοι σε βάθος για / = 0, 1, . . . , k και
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Επομένως, από την ιδιότητα 1 του Λήμματος 3.1, το διωνυμικό δέντρο 5, εμφανίζεται στη 
δομή αν και μόνον αν το bit bt = 1. Έτσι, ο διωνυμικός σωρός περιέχει το πολύ LlognJ + 1 
διωνυμικά δέντρα.

Στο Σχήμα 3.4 παρουσιάζεται ένα παράδειγμα διωνυμικού σωρού 13 κόμβων. Η δυαδική 
αναπαράσταση του 13 είναι <1101 > και ο σωρός Η  αποτελείται από τα δέντρα Bj,, Βι και Bq ■» 
που έχουν 8, 4 και 1 κόμβο αντίστοιχα. Οι ρίζες των διωνυμικών δέντρων είναι συνδεδεμένες 
σε λίστα, που ονομάζεται λίστα ριζών (root list). Οι βαθμοί των ριζών αυξάνονται αυστηρά 
καθώς διασχίζεται η λίστα. Από τη δεύτερη ιδιότητα της δομής προκύπτει ότι σε μια δομή η 
κόμβων οι βαθμοί των ριζών είναι υποσύνολο του {0, 1, ..., Llog/jJ}. Κάθε κόμβος περιέχει, 
εκτός από ένα πεδίο για την πληροφορία που του αντιστοιχεί, ένα επιπλέον πεδίο για το βαθμό 
του και τρεις δείκτες, προς τον πατέρα, το πιο αριστερό παιδί και τον αδερφό του κόμβου. 
Έτσι, η μορφή του κόμβου είναι:

struct node {
float key; 

int degree; 
struct node ’•'child; 
struct node *sibling; 
struct node *parent;

};
Πριν την περιγραφή των διαδικασιών της εισαγωγής ενός νέου στοιχείου και της διαγραφής 
του στοιχείου με τη μικρότερη τιμή, κρίνεται απαραίτητο να περιγράφει η διαδικασία της 
συνένωσης {union) δύο δομών διωνυμικού σωρού.
Κατά τη διαδικασία της συνένωσης συνδέονται τα διωνυμικά δέντρα των οποίων οι ρίζες 
έχουν τον ίδιο βαθμό. Η παρακάτω διαδικασία συνδέει το Bu-\ δέντρο με ρίζα τον κόμβο y με 
το Bk. ι δέντρο με ρίζα τον κόμβο ζ, δηλαδή ο κόμβος ζ γίνεται πατέρας του κόμβου y. Έτσι, ο 
κόμβος ζ γίνεται η ρίζα ενός Bk δέντρου.

Link(y, ζ):
1. y.parent = z;
2. y.sibling = z.child·,
3. z.child = y;
4. z.degree = z.degree + 1;

όπου u.parent, u.sibling, u.child και u.degree είναι ο πατέρας, ο αδερφός, το παιδί και ο 
βαθμός του κόμβου «, αντίστοιχα.

Η διαδικασία της συνένωσης περιγράφεται αλγοριθμικά ως εξής:
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Union(Hl, Η2):

1. Η  = MergefJHl, Η2)\
2. \ϊ Η  = NULL retum(//);
3. prev_x = NULL;
4. x = H;
5. next_x = x.sibling;
6. while next_x * NULL

if x.degree *  next_x.degree or
(next_x.sibling * NULL and next_x.sibling.degree = x.degree) 

then {prevjc = .v,.v = next_x} 
else if x£ey < next_x. key

then [x.sibling = next_x.sibling, Link{next_x, jc) } 
else if prev_x = NULL then H = next_x else prev_x.sibling = next_x 

Link(x, next_x) 
x = next_x 

next_x = x. sibling',
7. return

Η παραπάνω διαδικασία έχει δύο φάσεις. Κατά την πρώτη φάση, καλείται η συνάρτηση Merge 
η οποία συγχωνεύει τις λίστες των ριζών (root lists) των σωρών Η1 και Η2 σε μια λίστα, 
πρώτος κόμβος της οποίας είναι ο κόμβος Η, η οποία είναι ταξινομημένη με βάση το βαθμό 
κατά μονοτονικά αύξουσα σειρά. Υπάρχει βέβαια η πιθανότητα να υπάρχουν περισσότερες 
από μια ρίζες (το πολύ δύο) που έχουν τον ίδιο βαθμό κι έτσι κατά τη δεύτερη φάση 
συνδέονται ρίζες που έχουν τον ίδιο βαθμό μέχρι να υπάρχει μόνο μια ρίζα με συγκεκριμένο 
βαθμό. Το αποτέλεσμα Η  της συνένωσης των σωρών Η1 και Η2 παρουσιάζεται στο Σχήμα 3.5.

Hi Η2

Σχήμα 3.5
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Η πολυπλοκότητα χρόνου της διαδικασίας που περιγράφηκε είναι O(logn), όπου η είναι ο 
συνολικός αριθμός των κόμβων που περιέχουν οι δύο σωροί, Η1 και Η2. Το αποτέλεσμα αυτό 
προκύπτει ως εξής:

Έστω ότι οι σωροί HI και Η1 περιλαμβάνουν η.] και « 2  κόμβους, αντίστοιχα, έτσι ώστε ηι + ti2 

= η. Τότε ο σωρός Η1 περιλαμβάνει το πολύ LlognJ + 1 ρίζες και ο σωρός Η2 το πολύ Llog/^J 
+ 1 ρίζες. Έτσι, για το αποτέλεσμα Η  θα υπάρχουν το πολύ Llogn/J + Llog^J + 2 < 2 LlognJ + 2 
= O(logn) ρίζες αμέσως μετά την κλήση της διαδικασίας Merge. Ο χρόνος επομένως που 
απαιτείται για τη συνάρτηση Merge είναι O(logn). Κάθε επανάληψη του while απαιτεί σταθερό 
χρόνο και το πλήθος των επαναλήψεων είναι LlognyJ + Llog^J + 2, αφού κάθε επανάληψη είτε 
μετακινεί τους βοηθητικούς δείκτες κατά μια θέση δεξιά στην λίστα των ριζών (root list) είτε 
διαγράφει από την τελευταία μια ρίζα. Επομένως ο συνολικός χρόνος που απαιτείται είναι της 
τάξης του O(logn).

ι
’ Για την εισαγωγή ενός νέου στοιχείου σε μια δομή διωνυμικού σωρού, θεωρείται ότι το νέο ·* 

αυτό στοιχείο αποτελεί σωρό ενός κόμβου οπότε ενώνεται με τη δομή η κόμβων σε χρόνο 
O(logn) σύμφωνα με τη διαδικασία που έχει ήδη περιγράφει. Αλγοριθμικά η διαδικασία της 
εισαγωγής περιγράφεται ως εξής:

Insert (heap Η, node χ):

1. x.parent = NULL;
2. x.child = NULL;
3. x. sibling = NULL;
4. x.degree = NULL;
5. H ' = x;
6. Union(H,Hy,

Η διαδικασία της διαγραφής του στοιχείου με τη μικρότερη τιμή, η οποία ολοκληρώνεται σε 
χρόνο O(logn), πραγματοποιείται ως εξής:

Deletejninimum(H):

1. Εντοπίζεται και αφαιρείται από τη λίστα των ριζών η ρίζα χ  με τη μικρότερη τιμή;
2. Αντιστρέφεται η σειρά των κόμβων που αποτελούν τη λίστα των παιδιών του κόμβου χ  Και 

δημιουργείται έτσι ο σωρός Η'\
3. H=Union(H ,Hy,
4. return χ;

Η παραπάνω διαδικασία πραγματοποιείται σε O(logn) χρόνο σε μια δομή που αποτελείται από 
η κόμβους. Στο Σχήμα 3.6 παρουσιάζεται αναλυτικά όλη η διαδικασία της διαγραφής του 
στοιχείου με τη μικρότερη τιμ^από ένα διωνυμικό σωρό 22 κόμβων.
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3.4 Η Δομή P-tree

Η δομή P-tree (Priority Tree) είναι ένα δυαδικό δέντρο το οποίο είναι είτε κενό είτε 
αποτελείται από ένα αριστερό μονοπάτι που είναι μια φθίνουσα ακολουθία από κόμβους κάθε 
ένας από τους οποίους, εκτός από τον τελευταίο, έχει σαν δεξί υποδέντρο ένα P-tree. Ο κόμβος 
με τη μεγαλύτερη πληροφορία βρίσκεται πάντα στη ρίζα. Οι διάδοχοι κάθε κόμβου έχουν 
πληροφορία μικρότερη από την πληροφορία του κόμβου αυτού και οι τιμές του δεξιού 
υποδέντρου του είναι μεγαλύτερες από όλες τις πληροφορίες του αριστερού υποδέντρου. Έτσι, 
δεν υπάρχει δεξί υποδέντρο σε κάποιον κόμβο, αν δεν υπάρχει αριστερό. Επιπλέον, ο 
τερματικός κόμβος στο πιο αριστερό μονοπάτι περιέχει τη μικρότερη πληροφορία.

Το Σχήμα 3.7 παρουσιάζει ένα παράδειγμα της δομής P-tree που αποτελείται από 11 κόμβους.

Κάθε κόμβος του δέντρου, εκτός από την πληροφορία, περιέχει και τρεις δείκτες, δύο προς τις 
θέσεις μνήμης των παιδιών του και έναν προς τον πατέρα. Η μορφή του κάθε κόμβου είναι: '

struct node {
float information; 
struct node *right_child; 
struct node *left_child; 
struct node *parent;

};

Η διαδικασία της εισαγωγής ενός νέου στοιχείου χ  σε ένα P-tree Τ  πραγματοποιείται 
αναδρομικά ως εξής:

P-insert(x, Τ):

1. Αν Τ - 0  ή xvalue > T.value, τότε ο κόμβος χ  γίνεται η νέα ρίζα και το Τ γίνεται αριστερό 
του υποδέντρο;

2. Αλλιώς, αναζητείται στο αριστερό μονοπάτι του Τ, ξεκινώντας από τη ρίζα, ο πρώτος 
κόμβος y, αν υπάρχει, τέτοιος ώστε y.value < x.value;
2.1 Αν δεν υπάρχει, ο κόμβος χ  γίνεται το νέο αριστερό φύλλο;
2.2 Αλλιώς, y.value < xvalue < ζ. value, όπου ζ είναι ο πατέρας του y  (y = z.left);

P-insert(x, z. right);

όπου τα jc, y  και ζ δηλώνουν κόμβους και τα u.left, u.right και u.value δηλώνουν το αριστερό 
υποδέντρο, το δεξί υποδέντρο και την τιμή του κόμβου μ , αντίστοιχα.

Στο Σχήμα 3.7 παρουσιάζεται η δομή Τ' που προκύπτει αν εισαχθεί ένας νέος κόμβος u με την 
πληροφορία u.value = 8 στο P-tree Τ  που παρουσιάζεται στο ίδιο σχήμα.

Ο εντοπισμός του κόμβου με τη μικρότερη πληροφορία μπορεί να πραγματοποιηθεί σε 
σταθερό χρόνο, εφόσον υπάρχέι μία επιπλέον μεταβλητή τύπου δείκτη που αντιστοιχεί στον 
τερματικό κόμβο του πιο αριστερού μονοπατιού. Μετά την αφαίρεση αυτού του κόμβου, το 
τελευταίο δεξί υποδέντρο, δηλαδή αυτό που αντιστοιχεί στον πατέρα του κόμβου που 
αφαιρέθηκε, αν δεν είναι κενό, παίρνει τη θέση του κόμβου που αφαιρέθηκε, σαν αριστερό
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υποδέντρο. Αν πραγματοποιηθεί η διαδικασία της διαγραφής στη δομή Τ του Σχήματος 3.8, θα 
προκόψει η δομή Τ". -,

»
·►

Σχήμα 3.7

ϊ

,ί»

»*

Σχήμα 3.8

Θεωρητική Μελέτη της Δομής P-tree

Η θεωρητική μελέτη της δομής του P-tree που παρατίθεται στη συνέχεια πραγματοποιήθηκε 
από τους A. Jonassen και O.J. Dahl. Συγκεκριμένα, πρόκειται για τη μελέτη με θέμα Analysis 
of an Algorithm for Priority Queue Administration που υπάρχει στο BIT 15 (1975) 409-422.

Έστω μια ακολουθία π στοιχείων που αποτελούν τα στοιχεία μιας δομής P-tree. Χωρίς 
περιορισμό της γενικότητας, «ποιαδήποτε ακολουθία η στοιχείων μπορεί να παρασταθεί σαν 
μετάθεση των 1, 2 , ..., η. Έστω Ι?η\  η>  0, το σύνολο όλων των μεταθέσεων των αριθμών 1, 2, 
..., η και έστω Ρ*η> το σύνολο των P-trees που αποτελούνται από η στοιχεία και που προκύπτουν 
αν πραγματοποιηθούν διαδοχικές εισαγωγές των στοιχείων κάθε μιας από αυτές τις 
μεταθέσεις. Θεωρείται ότι κάθε μετάθεση έχει την ίδια πιθανότητα να επιλεγεί, η οποία είναι
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\Ιη\. Αφού γενικά δεν ισχύει ότι διαφορετικές μεταθέσεις από το σύνολο Γΐη) αντιστοιχούν και 
σε διαφορετικά δέντρα του συνόλου Ρ*η> οι πιθανότητες που αντιστοιχούν στα^ δέντρα 
(στοιχεία) του συνόλου Ptn> είναι διαφορετικές μεταξύ τους.

Το σύνολο Ρ η> μπορεί να θεωρηθεί σαν το σύνολο όλων των δυαδικών δέντρων Τ 
μεταθεματικής (postfix) διάταξης που αποτελούνται από η κόμβους. Σε κάθε δέντρο Τ 
ανατίθεται η πιθανότητα επιλογής του:

Prob(7) = Ν(Τ)/ η\

όπου Ν(Τ) είναι το πλήθος των μεταθέσεων που ανήκουν στο σύνολο ΓΤ"1 που αντιστοιχεί στο
Τ.

Η αποτελεσματικότητα της διαδικασίας της εισαγωγής μπορεί να εκτιμηθεί από το πλήθος των 
συγκρίσεων (5„) που πραγματοποιούνται μεταξύ των στοιχείων προκειμένου να εισαχθεί ένα 
τυχαίο στοιχείο χ που ανήκει στο σύνολο Χ η) = {1/2, 3 /2 ,..., (π+1)/2} σε ένα τυχαίο δέντρο του 
συνόλου Ρ1"1. Σημειώνεται ότι κάθε στοιχείο έχει την ίδια πιθανότητα να επιλεγεί, η οποία είναι 
ίση με 1/(η+1). Ακόμη, για το πλήθος των συγκρίσεων ισχύει ότι S„ = V„ + W„ (1) όπου Vn είναι 
το μέσο πλήθος συγκρίσεων που πραγματοποιούνται με στοιχεία αριστερού μονοπατιού και W„ 
είναι το μέσο πλήθος συγκρίσεων με στοιχεία δεξιού μονοπατιού. Οι δύο όροι υπολογίζονται 
στη συνέχεια.

> Το Αριστερό Μονοπάτι

Ο υπολογισμός του V„ απλοποιείται αν παρατηρήσει κανείς ότι ένα αριστερό μονοπάτι μήκους
t:

^  (ίΐι 2̂» ··*) *7f),

όπου 2 < t< n  και η = q\ > q2 > ... > q, = 1, εμφανίζεται στο Ρ π) με την ίδια πιθανότητα με την 
οποία εμφανίζεται το μονοπάτι

V  = (n + 1 - q„ η + 1 - q,.u ..., η + 1 - $,).

Η παραπάνω πρόταση αποδεικνύεται ως εξής: ένα στοιχείο qk μιας μετάθεσης ρ  = (pu Ρι, —, 
ρη) e  Ι?η) ανήκει στο αριστερό μονοπάτι του αντίστοιχου δέντρου Τ  αν και μόνο αν είναι είτε 
μεγαλύτερο είτε μικρότερο από όλα τα στοιχεία p u ρ 2, ..., pk.\ της μετάθεσης ρ. Έστω μια 
μετάθεση ρ '  = (ρ{, ρ2',..., ρ„') e r f n) και το αντίστοιχο δέντρο Τ  όπου ρ{  = η + 1 - /?,, / = 1, 2, 
..., η. Αν το στοιχείο pk βρίσκεται στο αριστερό μονοπάτι του Τ, τότε το στοιχείο pk' είναι είτε 
μικρότερο είτε μεγαλύτερο από όλα τα στοιχεία της ρ  που βρίσκονται αριστερά του, που 
σημαίνει ότι το pk βρίσκεται στο αριστερό μονοπάτι του Τ’. Έτσι, το αριστερό μονοπάτι του 
Τ’ είναι το L .

Χρησιμοποιώντας αυτήν την ιδιότητα της συμμετρίας προκύπτει ότι το μέσο πλήθος 
συγκρίσεων αριστερού μονοπατιού είναι:
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όπου λ„ είναι το μέσο μήκος αριστερού μονοπατιού στο Ρ(η). >.

Έστω α„. * η πιθανότητα να επιλεγεί ένα δέντρο από το Pia) με μήκος αριστερού μονοπατιού k. 
Η εισαγωγή ενός στοιχείου jc e  2Cn) σε ένα τέτοιο δέντρο αυξάνει το μήκος του αριστερού 
μονοπατιού κατά 1 στην περίπτωση κατά την οποία χ -  1/2 ή χ  = η + 1/2, ενώ σε κάθε άλλη 
περίπτωση δεν αλλάζει το μήκος. Έτσι ισχύει η ακόλουθη αναδρομική σχέση:

(« + 1) <!«+!,* = (η -  1) αηΛ + 2 (3)
η

Αν οριστεί Gn(z) = ^ a nkz k θα ισχύει λ„ = G'„(l). Από τη σχέση (3) προκύπτει:
*=2

(η + 1) C?„+i(z) = (n -  1 + 2ζ) G„(z) (η >2)
G2(z) = £

Παραγωγίζοντας και θέτοντας ζ = 1 προκύπτει

2η+Ι=2„ + 2 / ( π + 1 )  (η > 2) .
λ2 = 2

Από την οποία προκύπτει η σχέση (4):

λη = 2 Η „ - ί  (η > 2) (4)

Π

όπου Η η = X l/fc . Η σχέση (4) ισχύει και για η = 1.
1=1

> Τα Δεξιά Υποδεντρα

Έστω ότι το σύνολο όλων των εμφανίσεων δεξιών υποδέντρων που περιέχουν τους εξής k 
κόμβους: a + 1, a + 2 , ..., a + k αποτελείται από πλήρεις εμφανίσεις του Ρ(*). Τα στοιχεία κάθε 
Ρ ι1) έχουν τις σωστές σχετικές πιθανότητες (αλλά τα στοιχεία τροποποιούνται με την πρόσθεση 
του ά). Προκειμένου να γίνει αυτό κατανοητό, έστω ρ e I f n\  με αντίστοιχο δέντρο Τ  e  F*n} που 
περιέχει ένα τέτοιο δεξί υποδέντρο Β. Ο κόμβος-πατέρας του Β του αριστερού μονοπατιού 
είναι αυτός που περιέχει το στοιχείο a + k + 1, του οποίου αριστερός διάδοχος είναι το στοιχείο 
α.

Στην μετάθεση ρ , τα στοιχεία a + 1 ,..., a + k εμφανίζονται όλα στα δεξιά του α και του a + k + 
1. Αν διατηρηθεί το σύνολο των θέσεων στην ρ  αυτών των στοιχείων σταθερό αλλά 
μετατεθούν εσωτερικά, οι μόνες αλλαγές στο Τ θα πραγματοποιηθούν στο υποδέντρο Β και θα 
δημιουργηθεί πλήρες P{k) από όλες τις k\ μεταθέσεις των a + 1, ..., a + k. Είναι φανερό ότι η 
παραπάνω διαδικασία διαμερίζει εξαντλητικά το σύνολο των δέντρων Τ e Ρ(η) που περιέχουν 
ένα δεξί υποδέντρο Β e :>ΰε ξένα υποσύνολα που κάθε ένα από αυτά είναι ισόμορφο με το 
P(k). Συνεπώς, ο μέσος αριθμός συγκρίσεων στο Β για την εισαγωγή του χ, a < x < a  + k+  1, 
είναι ίσος με Sk και για τον υπολογισμό του W„ υπολογίζεται η πιθανότητ^(η) οι κόμβοι α και 
a + k + 1 να είναι γείτονες στο αριστερό μονοπάτι στο Ρ(η). Οι συνθήκες “για να ισχύει αυτό 
είναι:
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1. αν a + it + 1 είναι στα δεξιά του α στην ρ, τότε όλα τα στοιχεία στα αριστερά του α.+ k + 1 
πρέπει να είναι μικρότερα ή ίσα με το α, και

2. αν το α είναι στα δεξιά του a + k + 1 στην ρ, τότε όλα τα στοιχεία στα αριστερά του α 
πρέπει να είναι μεγαλύτερα ή ίσα με το a + k  + 1.

Για την πιθανότητα ισχύει:

« 2  =
1 , (1 <α<η ,  0 < k < n - a )  (5)

( η - α ) ( η - α  + 1) (a + k)(a + k + 1)

Έτσι, θα ισχύει: Wn = £  J  (6)
α=! *=0 Λ + 1

Αν η πιθανότητα να ισχύει a < x < a  + k+  1 είναι (k + 1) / (η + 1).

>  Αναμενόμενό Πλήθος Συγκρίσεων

Από τις σχέσεις (1), (2), (4), (5) και (6) προκύπτει ότι:

5Π = Η η+2-'(/ι-1)/(η  + 1) + [2/(α(π + 1 ))]Σ (« -* -1 )5 *  (π>1) (7)
*=0

Ισχύει S0 = 0, St = 1 οπότε:

S, = (1 /3 )//2+Ι + (1 0 /9 )//π+ι -(1 /3 )-//^  -2 8 /2 7  (η >2)
π+Ι

όπου Η™ = £  λ '2 και Η™ = π 2/6.
Α=Ι

Η σχέση (7) μπορεί να αποδειχθεί με επαγωγή . Σημειώνεται ακόμη ότι ισχύει S„ = 0(log η).

> Αναμενόμενό Βάθος της Ανάδρομης

Έστω R„ το αναμενόμενο βάθος της αναδρομής κατά τη διαδικασία της εισαγωγής, το οποίο 
είναι κατά ένα μεγαλύτερο από το αναμενόμενο πλήθος των «βημάτων προς τα δεξιά». Έτσι, 
ισχύει:

ί Rn = 1 + [2/(η(η + l) ) ]^ (n  — 1 — k)Rk (η>1)
k=0

Ro=l

και η λύση είναι:

R„ = (2/3 )//„+ι + 1/9 (η >2)
= = 1.
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> Η Διαδικασία της Διαγραφής

Έστω ότι κάθε κόμβος του P-tree έχει μια μεταβλητή-δείκτη που αντιστοιχεί στον τελευταίο 
κόμβο του πιο αριστερού μονοπατιού του δεξιού του υποδέντρου. Αυτό διευκολύνει την 
ολοκλήρωση της διαδικασίας της διαγραφής, αφού μετά τη διαγραφή του μικρότερου 
στοιχείου πρέπει να εντοπισθεί το νέο μικρότερο στοιχείο που υπάρχει στη δομή.

Το αναμενόμενο μήκος του αριστερού μονοπατιού του τελευταίου δεξιού υποδέντρου, RL„, 
είναι ίσο με:

RLn = 3/2 -  4/η + 1 /(η(η-1)) (η£2).

Αφού το RL„ φράσσεται από μια σταθερά, ακόμη και στην περίπτωση που δεν υπάρχει η 
μεταβλητή-δείκτης που προαναφέρθηκε, η διαδικασία της διαγραφής του μικρότερου 
στοιχείου εξακολουθεί να πραγματοποιείται σε σταθερό χρόνο.

Σημειώνεται ότι αν πραγματοποιηθεί η διαδικασία της διαγραφής σε ένα τυχαίο δέντρο του F*n) 
δεν προκύπτει ένα τυχαίο δέντρο του Ρ(η''>. Έτσι, αν εναλλάσσονται οι διαδικασίες της 
εισαγωγής και της διαγραφής προκύπτουν αποτελέσματα διαφορετικά από την (7). Όμως 
πειραματικά αποτελέσματα δείχνουν ότι οι διαφορές αυτές είναι αμελητέες.

> Το Μήκος του Δεξιού Μονοπατιού

Το πλήθος των κόμβων του δεξιού μονοπατιού, συμπεριλαμβάνοντας και τον κόμβο-ρίζα, 
φράσσεται από μια σταθερά. Συνεπώς, η ρίζα ενός τυχαίου P-tree μπορεί να διαγραφεί με τη 
χρήση κάποιου αλγόριθμου που εκτελείται σε σταθερό χρόνο. Μετά τη διαγραφή, όλοι οι 
κόμβοι του δεξιού μονοπατιού μετακινούνται μια θέση προς τη ρίζα και το τελευταίο αριστερό 
υποδέντρο, αν δεν είναι κενό, προσαρτάται στο δεξί μονοπάτι. Για το αναμενόμενο μήκος του 
δεξιού μονοπατιού ρ„ ισχύει:

Ρ ο = 0  
•ρ,  = ρ 2 =1

ρ „ = ι + Σ ρ , f " 2 3 )
k=0

όπου είναι η ποσότητα που δίνεται από τη σχέση (5). Έχει αποδειχθεί ότι ισχύει

lim „_  ρ„ = ± V  /[(j + m 2 =1.6261754
;=0

>  Το Πλήθος των Διαφορετικών P-trees
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Οπως έχει ήθη αναφερθεί παραπάνω, περισσότερες από μια μεταθέσεις είναι δυνατόν να 
δημιουργούν, μετά από διαδοχικές εισαγωγές των στοιχείων τους, το ίδιο P-trge. Έχει 
αποδειχθεί ότι για το πλήθος Νη των διαφορετικών δέντρων που ανήκουν στο Ρίη). ισχύει:

1=0
N0 = N t =l

(η *  2)

με λύση:

Ν.  = (-D
ο  2λ+3

Λ Λ+Ι
'2k^f 2n-2k + 2 \

n - k +I J
Y  (-3)* i  (« £  1)
^  (2λ -  l)(2/i - 2 k +  \)k=0

Έχει επίσης αποδειχθεί ότι lim Μ»ι / Νη = 3 . Οι τρεις προηγούμενες σχέσεις είναι σε * 
αντιστοιχία με τις γνωστές ακόλουθες σχέσεις για το πλήθος Κη των διαφορετικών δυαδικών 
δέντρων.

κ . = Σ κ . * - , - ,  ο · * »
*=0

* 0 =1

(2η>
η

η +1
(λ * 0 )

και τέλος: lim Π-+οο K ^ fK „  = 4.
« ft
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4

Σ ύ ν θ ε τ ε ς  Δ ο μ έ ς  Δ ε δ ο μ έ ν ω ν :

SPEEDES Q h e a p  κ α ι  

C a l e n d a r  Q u e u e s

4.1 Η Δομή SPEEDES Qheap

4.2 Η Δομή Calendar Queues

4.3 Θεωρητική Μελέτη των Αλγορίθμων

4.1 Η Δομή SPEEDES Qheap

Στην παράγραφο αυτή παρουσιάζεται μια δομή δεδομένων για την προσομοίωση του συνόλου 
γεγονότων, της οποίας η συμπεριφορά μελετήθηκε θεωρητικά και πειραματικά. Αυτή είναι η 
δομή SPEEDES Qheap η οποία υλοποιεί τη δομή του σωρού χωρίς όμως να χρησιμοποιείται 
κάποιος από τους δύο τρόπους που περιγράφηκαν στο προηγούμενο κεφάλαιο (στατική ή 
δυναμική αναπαράσταση) και έχει εξαιρετικά καλή συμπεριφορά.

Για την υλοποίηση της δομής χρησιμοποιείται η δομή της διπλά συνδεδεμένης λίστας τόσο για 
την αποθήκευση των κόμβων που περιέχουν πληροφορία όσο και για την οργάνωση των μετα- 
κόμβων, οι οποίοι, όπως θα περιγράφει αναλυτικά στη συνέχεια της παραγράφου, αποτελούν 
ομαδοποιημένα σύνολα κόμβων. Επιπλέον, στη δομή μπορεί να χρησιμοποιηθεί . 
αποτελεσματικά η τεχνική Event Horizon η οποία έχει ήδη περιγράφει στο Κεφάλαιο 2. 
Υπενθυμίζεται ότι περιλαμβάνει τη χρήση μιας βοηθητικής, δευτερεύουσας δομής 
προκειμένου να αποθηκεύονται προσωρινά τα γεγονότα, που στη συγκεκριμένη περίπτωση 
είναι διπλά συνδεδεμένη λίσίίχ. Η μικρότερη πληροφορία που βρίσκεται αποθηκευμένη στη 
βοηθητική δομή είναι γνωστή κάθε χρονική στιγμή και δεν χρειάζεται να είναι ταξινομημένη. 
Έτσι, αν το νέο γεγονός που θα πρέπει να επεξεργαστεί, δηλαδή να αφαιρεθεί από την ουρά
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προτεραιότητας, βρίσκεται στη βοηθητική δομή, αυτή ταξινομείται και συγχωνεύεται με τη 
βασική δομή που υλοποιεί την ουρά προτεραιότητας.

Όπως προαναφέρθηκε, οι κόμβοι της δομής είναι οργανωμένοι σε συνδεδεμένη λίστα Q η 
οποία διατηρείται ταξινομημένη και δεν επιτρέπεται να έχει μήκος μεγαλύτερο από μια 
προκαθορισμένη τιμή 5. Το μέγεθος 5 πρέπει να επιλεγεί έτσι ώστε να εντοπίζει το σημείο στο 
οποίο η απευθείας εισαγωγή ενός στοιχείου σε μια ήδη ταξινομημένη συνδεδεμένη λίστα είναι 
πιο αποδοτική από άλλες λογαριθμικές τεχνικές. Αν ισχύει 5 = 2 η δομή είναι ουσιαστικά ένας 
δυαδικός σωρός. Τυπικές τιμές για το 5 είναι από 20 μέχρι 80 [36].

Τα νέα στοιχεία εισάγονται στη λίστα Q με το γνωστό τρόπο που γίνεται η εισαγωγή σε μια 
ταξινομημένη λίστα. Αν όμως το πλήθος των στοιχείων που υπάρχουν στη δομή είναι ίσο με 
το 5, πριν την εισαγωγή του νέου στοιχείου, η λίστα αναδιοργανώνεται και σχηματίζεται ένας 
μετα-κόμβος (metaitem) η τιμή του οποίου θεωρείται ότι είναι αυτή του πρώτου του στοιχείου, 
δηλαδή του πρώτου στοιχείου στη λίστα Q. Η παραπάνω διαδικασία έχει σαν αποτέλεσμα να 
περιέχει η λίστα Q τόσο κόμβους με πραγματική πληροφορία όσο και μετα-κόμβους. 
Επιπλέον, είναι δυνατόν ένας μετα-κόμβος να αποτελείται από στοιχεία που είναι επίσης μετά- ·» 
κόμβοι. Έτσι, η Q μπορεί να θεωρηθεί σαν αναδρομική λίστα που σχετίζεται με την ιδιότητα 
του σωρού. Στο Σχήμα 4.1 παρουσιάζεται η δομή που προκύπτει από την αρχική αν εισαχθούν 
διαδοχικά στοιχεία με τιμές 25, 35 και 15 και ισχύει 5 = 3.

IO W 2 0 W 3 0 J W  2λ—>( 3

Σχήμα 4.1

Η διαδικασία της διαγραφής του μικρότερου στοιχείου είναι περισσότερο πολύπλοκη από 
εκείνη της εισαγωγής αφού το πρώτο στοιχείο, το οποίο θα πρέπει να αφαιρεθεί, είναι πιθανόν 
να περιέχεται σε μετα-κόμβο. Αν ισχύει αυτό, τότε το πρώτο στοιχείο (μετα-κόμβος) διασπάται 
καθώς αφαιρείται ο πρώτος κόμβος του ενώ οι υπόλοιποι δημιουργούν ένα νέο μετα-κόμβο 
που εισάγεται ξανά στη λίστα Q  με τον τρόπο που περιγράφηκε παραπάνω. Η διαδικασία αυτή 
επαναλαμβάνεται μέχρι να βρεθεί ένας απλός κόμβος. Στο Σχήμα 4.2 παρουσιάζονται τα 
βήματα που πρέπει να πραγματοποιηθούν ώστε να αφαιρεθεί το μικρότερο στοιχείο από τη 
δομή, δηλαδή ο κόμβος με την τιμή 10.
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10 20 30 15 25

Σχήμα 4.2

Η τεχνική Event Horizon εφαρμόζεται ως εξής: κάθε φορά που εισάγεται ένα στοιχείο 
τοποθετείται σε μια άλλη λίστα Q lemp η οποία δεν είναι ταξινομημένη. Όταν κατά τη 
διαδικασία της διαγραφής το στοιχείο που πρέπει να αφαιρεθεί βρίσκεται στη δευτερεύουσα 
λίστα Q lemp, αυτή ταξινομείται και έτσι διαγράφεται το πρώτο της στοιχείο. Στη συνέχεια, το 
υπόλοιπο της Q,emp δημιουργεί ένα μετα-κόμβο ο οποίος εισάγεται στη λίστα Q. Προφανώς, 
ένα πλεονέκτημα της χρήσης της δευτερεύουσας λίστας είναι ότι δημιουργεί μετα-κόμβους 
που περιέχουν μεγάλο πλήθος απλών κόμβων χωρίς κανένα μετα-κόμβο, γεγονός που καθιστά 
τη διαδικασία της διαγραφής από την Q αποδοτικότερη, αφού μειώνει τα βήματα που θα 
απαιτούνται για την αναδιοργάνωσή της. Η δομή SPEEDES Qheap χρησιμοποιείται στο 
λειτουργικό σύστημα SPEEDES.

Ακολουθεί η αλγοριθμική περιγραφή των διαδικασιών της εισαγωγής και της διαγραφής (με 
χρήση της τεχνικής Event Horizon) που περιγράφηκαν παραπάνω.

SPEEDES Qheap Insertion:

1. Το νέο στοιχείο τοποθετείται στο τέλος της λίστας Q,emp·
2. Ενημερώνεται η τιμή της μεταβλητής Τηύη αν το νέο στοιχείο έχει τη μικρότερη τιμή από 

εκείνες των στοιχείων που υπάρχουν στην Q temp·

SPEEDES Qheap Removal:

1. Αν Tmi„ < min, όπου min η μικρότερη τιμή στη λίστα Q εκτελούνται τα βήματα 1.1 ως 1.6, '
αλλιώς, εκτελείται το βήμα 2.
1.1. Ταξινομείται η λίστα Q ,emp και τίθεται Τ„„„ = οο.
1.2. Αφαιρείται το πρώτο ,ςτοιχείο της Qlemp και επιστρέφεται σαν NextEvent.
1.3. Τα υπόλοιπα στοιχεία'της Q,emp σχηματίζουν ένα νέο μετα-κόμβο που ονομάζεται 

nieta!emp.
1.4. Αν η λίστα Q περιέχει ήδη S στοιχεία, σχηματίζεται ένας νέος μετα-κόμβος από αυτά 

τα στοιχεία και έτσι η Q περιέχει ένα μόνο στοιχείο.

48



4. Σύνθετες Δομές Δεδομένων: SPEEDES Qheap και Calendar Queues

1.5. Το στοιχείο meta,empt ισάγεται στη λίστα Q.
1.6. Return NextEvent. ^

2. Αφαιρείται το Nextltem, το πρώτο στοιχείο από τη λίστα Q. Τα βήματα 2.1 ως 2.4 
επαναλαμβάνονται μέχρι το Nextltem να μην είναι μετα-κόμβος. Μόλις συμβεί αυτό, 
επιστρέφεται σαν NextEvent.
2.1 Αφαιρείται το πρώτο στοιχείο από το Nextltem και ονομάζεται Newltem. Αν το 

Nextltem έχει μόνο ένα στοιχείο, παύει να θεωρείται μετα-κόμβος.
2.2 Αν η λίστα Q περιέχει 5 στοιχεία, αυτά σχηματίζουν ένα μετα-κόμβο που εισάγεται 

στην Q σαν το μοναδικό της στοιχείο.
2.3 To Nextltem εισάγεται στην Q.
2.4 Nextltem = Newltem.

4.2 Η Δομή Calendar Queues

Η δομή calendar queue ακολουθεί τη λογική ενός ημερολογίου. Ένα γεγονός 
προγραμματίζεται να πραγματοποιηθεί μια συγκεκριμένη ημέρα και γράφεται στη 
συγκεκριμένη σελίδα του ημερολογίου. Η διαδικασία αυτή αντιστοιχεί στην εισαγωγή ενός 
στοιχείου στη δομή, του οποίου η τιμή είναι η ημερομηνία πραγματοποίησης του γεγονότος. Η 
διαδικασία της διαγραφής του μικρότερου στοιχείου από τη δομή αντιστοιχεί στην |
πραγματοποίηση ενός γεγονότος, σύμφωνα με την ημερομηνία που αυτό έχει προγραμματιστεί ρ
στο ημερολόγιο. 'ί

ι .

Κάθε σελίδα του ημερολογίου υλοποιείται από μια ταξινομημένη συνδεδεμένη λίστα που 
περιλαμβάνει τα γεγονότα που πρέπει να πραγματοποιηθούν τη συγκεκριμένη ημέρα. Ο 
εντοπισμός της λίστας των γεγονότων μιας συγκεκριμένης ημέρας γίνεται με τη βοήθεια ενός ,,
μονοδιάστατου πίνακα bucket που περιέχει δείκτες για κάθε ημέρα (λίστα) του έτους. Για “  |
παράδειγμα, το στοιχείο bucket[ 12] είναι ένας δείκτης για τη λίστα των γεγονότων που έχουν 
προγραμματιστεί για τη 12η ημέρα του έτους. Επομένως, ολόκληρο το ημερολόγιο αποτελείται 
από έναν πίνακα από 365 δείκτες, δηλαδή από 365 συνδεδεμένες λίστες.

Θεωρώντας το ημερολόγιο κυκλικό, είναι δυνατόν να προγραμματίζονται γεγονότα για ένα 
ολόκληρο έτος από την τρέχουσα ημέρα. Για παράδειγμα, αν η τρέχουσα ημερομηνία είναι 5 
Δεκεμβρίου, είναι δυνατόν, γυρίζοντας στη λίστα που αντιστοιχεί στις 12 Νοεμβρίου, να 
προγραμματίσει κανείς γεγονότα για το επόμενο έτος. Μετά τη διαγραφή του τελευταίου 
γεγονότος που έχει προγραμματιστεί για 31 Δεκεμβρίου του τρέχοντος έτους, η διαδικασία 
συνεχίζεται από την 1η Ιανουάριου του επόμενου έτους. Έτσι, το ίδιο ημερολόγιο μπορεί να 
χρησιμοποιηθεί επ’ αόριστον.

Τα γεγονότα μπορούν να προγραμματίζονται για περισσότερα από ένα μελλοντικά χρόνια αν 
κανείς σημειώνει την ημερομηνία που αντιστοιχεί σε κάθε λίστα. Έτσι, πριν τη διαγραφή ενός 
γεγονότος ελέγχεται η ημερομηνία που αντιστοιχεί στη συγκεκριμένη λίστα προκειμένου να 
εξακριβωθεί ότι το γεγονός-όίναι προγραμματισμένο για το τρέχον έτος. Αν ισχύει αυτό, 
πραγματοποιείται η διαδικασία της διαγραφής, αλλιώς το γεγονός αγνοείται.
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Το μέγεθος ενός έτους, δηλαδή η διάσταση του πίνακα bucket, επιλέγεται να είναι αρκετά 
μεγάλο έτσι ώστε τα περισσότερα γεγονότα, τουλάχιστον το 75%, να πραγματοποιηθούν μέσα 
σε ένα έτος το πολύ από τη στιγμή που εισάγονται. Επιπλέον, αυτό έχει σαν αποτέλεσμα η 
λίστα των γεγονότων να μην είναι πολύ μεγάλη. Τόσο το πλήθος των ημερών του έτους όσο 
και το μέγεθος της λίστας που αντιστοιχεί σε κάθε μέρα αλλάζουν και προσαρμόζονται 
ανάλογα με το πλήθος των γεγονότων, των στοιχείων δηλαδή που υπάρχουν στη δομή. Στο 
Σχήμα 4.3 παρουσιάζεται ένα παράδειγμα μιας δομής calendar queue με έτος που αποτελείται 
από οκτώ μέρες. Το μέγεθος του χρόνου είναι 4 χρονικές μονάδες ενώ το μήκος της ημέρας 
είναι 0.5 χρονικές μονάδες. Το γεγονός που πρέπει να αφαιρεθεί έχει τιμή 14.5 και η τρέχουσα 
ημερομηνία είναι στη θέση bucket[5]. Σημειώνεται ότι το στοιχείο με τιμή 19.1 του bucket[6] 
θα αγνοηθεί την πρώτη φορά και θα αφαιρεθεί σε επόμενο έτος. Το έτος του συγκεκριμένου 
παραδείγματος αρχίζει με την τιμή 12.0 και τελειώνει με την τιμή 16.0. Αν το έτος 0 ξεκινά τη 
στιγμή 0.0, το έτος 1 τη στιγμή 4.0 κτλ, τότε το τρέχον έτος είναι το έτος με αριθμό 4.

Bucket 0: 16.2 /*12.0- 12.5*/
Bucket 1: 16.6 /* 12.5 -  13.0*/
Bucket 2: /* 13.0 -  13.5*/
Bucket 3: 17.8 /*13.5- 14.0*/
Bucket 4: /* 14.0 -  14.5*/
Bucket 5: 14.5 14.7 14.8 /*14.5- 15.0*/
Bucket 6: 15.2 15.3 19.1 /*15.0 -  15.5*/
Bucket 7: 15.9 /*15.5- 16.0*/

Σχήμα 4.3

Αν το πλήθος των στοιχείων της δομής είναι κατά πολύ μικρότερο ή μεγαλύτερο από το 
πλήθος των buckets, η δομή δεν θα είναι αποτελεσματική, αφού αν κάθε λίστα περιέχει μεγάλο 
πλήθος στοιχείων, ο χρόνος της εισαγωγής ενός νέου στοιχείου θα είναι απαγορευτικά 
μεγάλος. Αντίθετα, αν μόνο ένα bucket στα 100 περιέχει κάποιο στοιχείο, η διαδικασία της 
διαγραφής δεν είναι αποδοτική.

Έστω μια δομή που σταδιακά μεγαλώνει και τελικά περιλαμβάνει 10000 στοιχεία. Τότε το 
πλήθος των buckets θα πρέπει να είναι κοντά στο 10000. Όσο όμως το πλήθος των στοιχείων 
είναι μικρό, περίπου κοντά στο 10 μόνο ένα στα 1000 buckets θα περιέχει κάποιο στοιχείο. 
Έτσι, μεγάλος πλήθος από buckets καθιστά τη δομή μη αποδοτική. Η λύση επομένως είναι να 
μεταβάλλεται το πλήθος των buckets, όπως προαναφέρθηκε. Ένας τρόπος είναι αρχικά το 
πλήθος των buckets να είναι μικρός και να αντιγράφονται τα στοιχεία σε μια άλλη δομή κάθε 
φορά που το πλήθος τους γίνεται μεγαλύτερο από το διπλάσιο του πλήθους των buckets. 
Όμοια, αν το πλήθος των στοιχείων ελαττωθεί τόσο ώστε να γίνει μικρότερο από το μισό του 
πλήθους των buckets, τα στοιχεία αντιγράφονται σε ένα μικρότερο ημερολόγιο. Αν το πλήθος 
των buckets διπλασιάζεται όταν το πλήθος των στοιχείων γίνει ίσο με το διπλάσιο του πλήθους 
των buckets, η νέα δομή θά έχει τόσα στοιχεία όσα είναι και τα buckets. Αντίστοιχα, 
μειώνοντας στο μισό το πλήθος των buckets όταν το πλήθος των στοιχείων γίνει υποδιπλάσιός 
του θα έχει σαν αποτέλεσμα η νέα δομή να έχει τόσα στοιχεία όσα και τα buckets.
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Έστω μια δομή η οποία ξεκινώντας από 0 έχει τελικά 1024 στοιχεία και έστω ότι αρχικά είχε 2 
buckets. Τα στοιχεία αντιγράφηκαν σε νέα δομή όταν το πλήθος τους έγινε ίσο με 5, 9^17, 33, 
65, 129 κτλ. Δηλαδή, η αντιγραφή πραγματοποιήθηκε κάθε φορά που το πλήθος των στοιχείων 
ήταν κατά ένα μεγαλύτερο από μια δύναμη του 2. Έτσι, τα μισά στοιχεία δεν αντιγράφηκαν 
καθόλου, αφού εισήχθησαν μετά τον τελευταίο διπλασιασμό του πλήθους των buckets. Τα 
μισά από τα υπόλοιπα 512 στοιχεία εισήχθησαν μετά τον προτελευταίο και πριν το τελευταίο 
διπλασιασμό, με αποτέλεσμα να έχουν αντιγράφει μια φορά. Έτσι, προκύπτει τελικά ότι 1/4 Ν  
στοιχεία αντιγράφηκαν μια φορά, 1/8 Ν  στοιχεία αντιγράφηκαν δύο φορές, 1/16 Ν  στοιχεία 
αντιγράφηκαν τρεις φορές κτλ, όπου Ν  = 1024. Επομένως, ένα στοιχείο αντιγράφεται κατά 
μέσο όρο (1/4) + 2(1/8) + 3(1/16) + 4(1/32) + 5(1/64) + ... φορές. Ο τελευταίος όρος του 
αθροίσματος είναι αυτός που αντιστοιχεί στο αρχικό πλήθος των στοιχείων που σε αυτή την 
περίπτωση πρόκειται για δύναμη του δύο. Η χειριστή περίπτωση είναι όταν το πλήθος των 
στοιχείων είναι κατά ένα μεγαλύτερο από μια δύναμη του δύο. Όταν γίνει ίσο με 1025, όλα τα 
στοιχεία αντιγράφονται σε μια άλλη δομή ενώ το μέσο στοιχείο αντιγράφεται το πολύ δύο 
φορές.

Έστω ότι το μέγεθος της δομής είναι μεταβλητό. Αυτό σημαίνει ότι το πλήθος των στοιχείων 
αυξάνεται ή μειώνεται είτε τυχαία είτε περιοδικά. Η χειριστή περίπτωση είναι να αυξάνεται 
απότομα σε μια τιμή λίγο μεγαλύτερη από μια δύναμη του δύο και στη συνέχεια να πέφτει λίγο 
κάτω από την αμέσως μικρότερη δύναμη του δύο και η διαδικασία αυτή να επαναλαμβάνεται 
συνέχεια.

Το μέγεθος της ημέρας, δηλαδή το μήκος της λίστας, πρέπει να προσαρμόζεται κάθε φορά που 
η δομή αντιγράφεται σε μια άλλη. Αν είναι πολύ μεγαλύτερο από τη μέση διαφορά μεταξύ δύο 
γειτονικών στοιχείων, τα στοιχεία θα μοιραστούν σε ένα μικρό πλήθος λιστών (buckets) που 
είναι κοντά στην τρέχουσα ημέρα ενώ οι υπόλοιπες λίστες θα είναι άδειες. Αν, αντίθετα, είναι 
πολύ μικρό, τα περισσότερα στοιχεία θα αντιστοιχούν σε μελλοντικά έτη. Ο χρόνος που 
απαιτείται για τις διαδικασίες της εισαγωγής και της διαγραφής είναι ο μικρότερος όταν το 
μήκος της λίστας είναι κοντά στη μέση διαφορά γειτονικών στοιχείων. Αφού αυτή η τιμή 
γενικά μειώνεται καθώς νέα στοιχεία εισάγονται στη δομή, το μέγεθος των buckets πρέπει να 
προσαρμόζεται κάθε φορά που η δομή αντιγράφεται σε μια άλλη. Τα buckets που περιέχουν τα 
στοιχεία που πρόκειται να διαγραφούν συνήθως περιέχουν το μεγαλύτερο πλήθος στοιχείων 
αφού δεν έχει γίνει πρόσφατα (μέσα στο τρέχον έτος) διαγραφή από αυτά. Ένας εύκολος 
τρόπος να υπολογίσει κανείς το νέο μέγεθος των buckets είναι να υπολογίσει τη μέση διαφορά 
μερικών στοιχείων.

Ένα τελευταίο πρόβλημα που πρέπει να αντιμετωπιστεί είναι η περίπτωση κατά την οποία τα 
στοιχεία έχουν τέτοιες τιμές ώστε να ομαδοποιούνται και να μοιράζονται γύρω από δύο ή 
περισσότερα σημεία. Για παράδειγμα, αν τα μισά στοιχεία ανήκουν στο διάστημα [0, 0.1] και 
τα υπόλοιπα στο διάστημα [5.6, 5.7] και η δομή περιέχει Ν  = 1000 στοιχεία, η μέση διαφορά 
μεταξύ των στοιχείων σε οποιοδήποτε από τα δύο διαστήματα θα είναι 0.0002. Αν το μέγεθος 
του bucket είναι 0.0002 τότε το μήκος του έτους θα είναι 0.1024 (υποθέτοντας ότι υπάρχουν 
512 buckets). Η απόσταση μεταξύ των δύο διαστημάτων είναι 54 έτη με 512 ημέρες για κάθε 
έτος. Τα πρώτα 500 στοιχεία θα διαγραφούν γρήγορα ενώ θα πρέπει να περάσουν 54 έτη 
προκειμένου η αναζήτηση να οδηγήσει στα υπόλοιπα στοιχεία τα οποία ανήκουν στο διάστημα 
[5.6, 5.7] που στη συνέχεια θαήίπορούν να διαγραφούν αμέσως.

Μια απλή λύση στο παραπάνω πρόβλημα θα ήταν να αναζητείται κατευθείαν το μικρότερο 
στοιχείο κάθε φορά που περνά ένα έτος χωρίς να εντοπιστεί το στοιχείο που πρέπει να
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διαγράφει (direct search). Αφού τα στοιχεία σε κάθε bucket είναι ταξινομημένα, αρκεί να 
εξετάσει κανείς το πρώτο μόνο στοιχείο σε κάθε λίστα. Ένα πλεονέκτημα αυτής της μεθόδου 
είναι ότι αποτρέπει την επιλογή ενός μη αποδοτικού αρχικού εύρους για τα buckets. Αν η δομή 
αρχικοποιείται με δύο buckets, η μέση διαφορά μεταξύ των στοιχείων δεν θα υπολογιστεί 
μέχρι το πλήθος των στοιχείων να γίνει ίσο με 5, οπότε μέχρι τότε το εύρος του bucket θα έχει 
την αρχική τιμή του. Αν αυτή είναι πολύ μεγάλη τότε όλα τα στοιχεία θα ανήκουν σε ένα 
bucket. Αυτό, στη συγκεκριμένη περίπτωση, δεν είναι πρόβλημα αφού θα υπάρχουν μόνο 4 
στοιχεία στη δομή. Αν όμως η αρχική αυτή τιμή είναι πολύ μικρή, τα στοιχεία μπορεί να 
απέχουν μεταξύ τους εκατοντάδες ή χιλιάδες έτη, κάτι που θα αποτελεί σοβαρό πρόβλημα αν 
δεν εφαρμοστεί η τεχνική που περιγράφηκε παραπάνω, η οποία για 2 buckets και 4 στοιχεία 
είναι αποδοτική. Επομένως, η τιμή 1.0 αποτελεί καλή επιλογή για το εύρος των buckets.

Ακολουθεί η αλγοριθμική περιγραφή των διαδικασιών της εισαγωγής και της διαγραφής:

Insert(item):

- 1. Υπολογίζεται ο αριθμός του bucket στο οποίο θα γίνει η εισαγωγή:
bucket = (item / width) mod number_of_buckets.

2. Εισάγεται το στοιχείο item στη λίστα του bucket με νούμερο bucket.
3. number_of_nodes -  number_of_nodes + 1.
4. Αν number_of_nodes > top_threshold η δομή αλλάζει και το πλήθος των buckets 

διπλασιάζεται.

Η μεταβλητή topjhreshold έχει συνήθως τιμή που ισούται με το διπλάσιο του τρέχοντος 
πλήθους των buckets, ενώ η μεταβλητή width αντιστοιχεί στο εύρος των buckets.

Delete_minimum\

1. Για κάθε bucket / πραγματοποιούνται τα εξής:
Αν η λίστα του bucket[i] δεν είναι κενή και bucket[i].key < buckettop, πραγματοποιούνται 
τα εξής:
1.1 Αφαιρείται το πρώτο στοιχείο της λίστας.
1.2 lastbucket = i.
1.3 lastitem = item.
1.4 number_of_nodes = number_of_nodes -  1.
1.5 Ελέγχεται αν πρέπει να υποδιπλασιαστεί η δομή:

Αν number_of_nodes < botjhresholdυποδιπλασιάζεται το πλήθος των buckets.
1.6 return (item).
Αλλιώς, πραγματοποιούνται τα εξής:
1.1 1 = 1+1.
1.2 Αν / = number_of_buckets, τότε / = 0.
1.3 buckettop = buckettop + width.
1.4 Αν i = lastbucket πραγματοποιείται η διαδικασία direct_search.

Στη συνέχεια περιγράφεται ανάλυτικά η μέθοδος direct search που περιγράφηκε παραπάνω: 

directjsearch:
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1. Εντοπίζεται το μικρότερο στοιχείο της δομής, έστω minimum, ελέγχοντας τα πρώτα 
στοιχεία κάθε λίστας.

2. lastbucket = ο αριθμός του bucket που περιέχει το στοιχείο minimum.
3. lastitem = minimum.
4. Ενημερώνεται η μεταβλητή buckettop με βάση το στοιχείο minimum.
5. return (Delete jninimum).

Οι τρεις μεταβλητές, lastbucket, lastitem και buckettop χρησιμοποιούνται στον εντοπισμό της 
θέσης που βρισκόταν το τελευταίο στοιχείο που αφαιρέθηκε. Συγκεκριμένα, η μεταβλητή 
lastbucket αντιστοιχεί στον αριθμό του bucket από το οποίο αφαιρέθηκε το στοιχείο ώστε να 
εντοπίζεται το σημείο από το οποίο πρέπει να αρχίσει η επόμενη αναζήτηση, η μεταβλητή 
buckettop αντιστοιχεί στην μεγαλύτερη πληροφορία που θα μπορούσε να αποθηκεύσει το 
συγκεκριμένο bucket ώστε να αναγνωρίζεται να το στοιχείο πρέπει να αφαιρεθεί σε κάποιο 
επόμενο έτος, ενώ lastitem είναι η τιμή του στοιχείου που αφαιρέθηκε. Οι μεταβλητές 
lastbucket και lastitem ενημερώνονται κάθε φορά πριν επιστραφεί το μικρότερο στοιχείο ενώ η 
buckettop κάθε φορά που η αναζήτηση συνεχίζεται σε κάποιο άλλο bucket.

4.3 Θεωρητική Μελέτη των Αλγορίθμων

> Η Δομή SPEEDES Qheap

Για τη δομή SPEEDES Qheap ο συνολικός χρόνος που απαιτείται για την εισαγωγή και τη 
διαγραφή ενός γεγονότος είναι:

τ  = C / B S +  ς 2

όπου το C/ αντιστοιχεί στο χρόνο που απαιτείται για τη διάσχιση της συνδεδεμένης λίστας της 
δομής που αποτελείται από S μετα-κόμβους, το Β στο μέσο ποσοστό γεγονότων που 
διασχίζονται και εξαρτάται από την εκάστοτε κατανομή, και το C2 αντιστοιχεί στο χρόνο που 
απαιτεί η διαδικασία της διαγραφής.

Η διαδικασία της συγχώνευσης της δευτερεύουσας δομής με την κύρια είναι ουσιαστικά 
ισοδύναμη με την εισαγωγή ενός στοιχείου σε μια ταξινομημένη λίστα μήκους το πολύ 5, 
αφού πριν την συγχώνευση η δευτερεύουσα δομή αναδιοργανώνεται ώστε να αποτελέσει ένα 
μετα-κόμβο. Επομένως η διαδικασία αυτή απαιτεί χρόνο τάξης O(logS). Είναι γνωστό ακόμη 
ότι η διαδικασία της ταξινόμησης m γεγονότων απαιτεί χρόνο της τάξης O(mlogm)· Έτσι, αφού 
ο αλγόριθμος περιλαμβάνει τις δύο παραπάνω διαδικασίες, οι οποίες πραγματοποιούνται για 
κάθε m γεγονότα, η σχέση που ακολουθεί αντιστοιχεί στο χρόνο που απαιτείται για την 
εισαγωγή ενός γεγονότος:

Ti = C/ + C2 log2(wi) + Cj —
m ( 1)

όπου εδώ το C/ αντιστοιχεί στο σταθερό χρονικό κόστος για την εισαγωγή στη δευτερεύουσα 
δομή ενός γεγονότος, το C2 αντιστοιχεί στο χρονικό κόστος για την ταξινόμηση m γεγονότων,
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και τέλος, το Cj αναπαριστά το κόστος από τη συγχώνευση ιη γεγονότων της δευτερεύουσας 
λίστας (δηλαδή ενός μετακόμβου) με S γεγονότα της κύριας δομής. ^

Για την διαδικασία της διαγραφής στη χειριστή περίπτωση, δηλαδή στην περίπτωση κατά την 
οποία «-1 στοιχεία αποτελούν τον πρώτο μετα-κόμβο της δομής, απαιτείται χρόνος τάξης 
0( [(_//-l/Sj+(mnodS)] logs'). Στη χειριστή περίπτωση δηλαδή, προκειμένου να διαγράφει το 
μικρότερο στοιχείο, απαιτούνται |_«- 1/SJ+(/imodS) διασπάσεις του πρώτου μετα-κόμβου, όσα 
δηλαδή είναι και τα στοιχεία (μετα-κόμβοι) που τον αποτελούν. Σημειώνεται ότι όλοι οι 
μετακόμβοι (πριν την πραγματοποίηση της διαγραφής) έχουν το ίδιο πρώτο στοιχείο, το 
μικρότερο στοιχείο της δομής.

Παραγωγίζοντας την σχέση (1) ως προς m και μηδενίζοντας την παράγωγο, υπολογίζεται 
εύκολα ότι ο καλύτερος χρόνος για την διαδικασία της εισαγωγής επιτυγχάνεται όταν το m 
είναι ίσο με:

^optimal = (Cj I  C 2) S  loge(2)

> Η Δομή Calendar Queues

Οι δυο παράμετροι που διαδραματίζουν καθοριστικό ρόλο στην αποτελεσματικότητα της 
δομής calendar queues είναι το εύρος (width) δ και το πλήθος Μ  των buckets. Η επιλογή των 
τιμών των δυο αυτών παραμέτρων εξαρτάται από το πλήθος Ν  των στοιχείων της δομής καθώς 
και από την κατανομή σύμφωνα με την οποία παράγονται τα στοιχεία.

Όπως έχει ήδη αναφερθεί κατά την περιγραφή της δομής, αν η τιμή της παραμέτρου Μ  είναι 
πολύ μικρή ή αν η τιμή της δ είναι είτε πολύ μικρή είτε πολύ μεγάλη, η δομή είναι 
αναποτελεσματική. Αν t(e) είναι η τιμή που αντιστοιχεί στο γεγονός e, τότε θεωρείται ότι η 
ποσότητα jump = t{e) -  t(e0) είναι μια τυχαία μεταβλητή που ακολουθεί μια κατανομή που έχει 
μέσο μ, όπου e0 είναι το γεγονός με το μικρότερο χρόνο δρομολόγησης. Η επιλογή της τιμής δ 
εξαρτάται από τις τιμές μ  και Ν. Συγκεκριμένα, καθώς αυξάνει το μ  πρέπει και το δ να αυξάνει, 
ενώ όσο αυξάνει το Ν, το δ πρέπει να μειώνεται.

Υποθέτοντας ότι το πλήθος των buckets είναι πολύ μεγάλο (Μ  —» °°), η τιμή του δ εξαρτάται 
και από άλλες τρεις παραμέτρους της υλοποίησης, b, c και d, όπου b είναι ο χρόνος 
επεξεργασίας ενός άδειου bucket, c είναι ο χρόνος διάσχισης ενός κόμβου σε μια λίστα 
προκειμένου να βρεθεί το μικρότερο στοιχείο και d  είναι ο σταθερός χρόνος επεξεργασίας ενός 
γεγονότος. Αν m άδεια buckets διασχίζονται πριν εντοπιστεί ένα bucket που περιλαμβάνει η 
γεγονότα (η > 1), τότε ο χρόνος επεξεργασίας ενός γεγονότος είναι bm + cn + d. Έστω Κ ^δ) η 
αναμενόμενη τιμή του χρόνου επεξεργασίας ενός γεγονότος. Αν το πλήθος των buckets είναι 
πεπερασμένο, όπως συμβαίνει στην πρ^^χ^^ότητα, έστω ο αναμενόμενος χρόνος
επεξεργασίας ενός γεγον^ιβ^Ισχύει τότε > Κ^δ), αφού απαιτείται περισσότερος
χρόνος διότι κάποια γεγονότα δεν επεξεργάζονται αν ο χρόνος δρομολόγησής τους δεν ανήκει 
στο δ. Αποδεικνύεται [15] ότι η τιμή Κ ^δ) είναι ελάχιστη για τιμή δυ,„ που ισούται με:

Ακόμη αποδεικνύεται [15] ότι η απόδοση του αλγορίθμου είναι βέλτιστη όταν ισχύει Μ  =
^ = J f w + 0 < N ~r,>

Ο Μ
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5

Ε π ε κ τ ά σ ε ι ς  τ η ς  Δ ο μ ή ς  

τ ο υ  Σ ω ρ ο ύ : « - H e a p  κ α ι  Μ -Η ε α ρ

5.1 Εισαγωγή

5.2 Η Δομή /i-Heap

5.3 Η Δομή M-Heap

5.4 Θεωρητική Μελέτη των Αλγορίθμων

5.1 Εισαγωγή

Όπως έχει περιγράφει στο Κεφάλαιο 3, για την αποθήκευση της δομής του σωρού είναι 
δυνατόν να χρησιμοποιηθεί ένας μονοδιάστατος πίνακας, έστω Η, το μέγεθος Ν  του οποίου 
ορίζεται να είναι τέτοιο ώστε το πλήθος των κόμβων που αποτελούν τη δομή να μην το 
υπερβαίνει. Έτσι, αν η μικρότερη πληροφορία που υπάρχει στη δομή βρίσκεται αποθηκευμένη 
στην θέση //[I], τότε για κάθε κόμβο που βρίσκεται στη θέση i του πίνακα θα ισχύει ότι το 
δεξί παιδί του βρίσκεται αποθηκευμένο στη θέση Η[2Ϊ] και το αριστερό παιδί του στη θέση 
H[2i+l], Ακόμη θα ισχύει H[i] > H[i div 2] για κάθε i τέτοιο ώστε 2 < / < Ν. Η διαδικασία της 
διαγραφής του μικρότερου στοιχείου από τη δομή πραγματοποιείται διαγράφοντας αρχικά την 
τιμή που είναι αποθηκευμένη στην πρώτη θέση (//[I]) και στη συνέχεια πραγματοποιείται η 
αναδιοργάνωση της δομής του δέντρου ώστε να επανακτηθούν οι ιδιότητες του σωρού. Με 
όμοιο τρόπο αναδιοργανώνεται η δομή του δέντρου μετά την εισαγωγή στην τελευταία θέση 
του πίνακα ενός νέου στοιχείου. Στο ίδιο κεφάλαιο περιγράφηκε επίσης και η δυναμική 
αναπαράσταση της δομής του σωρού, η οποία περιλαμβάνει τη χρήση δεικτών για τον 
εντοπισμό των στοιχείων του; δέντρου. Για τις διαδικασίες της εισαγωγής ενός νέου κόμβου 
και της διαγραφής του κόμβού με τη μικρότερη πληροφορία ισχύουν όσα περιγράφηκαν στην 
παρουσίαση της στατικής υλοποίησης της δομής του σωρού. Πραγματοποιούνται όμως με 
τέτοιο τρόπο ώστε το δέντρο να παραμένει σχεδόν πλήρες (left complete).
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Στη συνέχεια αυτού του κεφαλαίου παρουσιάζονται δύο επεκτάσεις της δομής του σωρού με 
σκοπό τη βελτίωση της αποτελεσματικότητάς του. Η πρώτη, η δομή «-heap, περιλαμβάνει ένα 
σχεδόν πλήρες δυαδικό δέντρο, όπως και η δομή του απλού σωρού, με τη διαφορά όμως ότι οι 
κόμβοι του δεν περιλαμβάνουν ένα μόνο στοιχείο αλλά «, τα οποία διατηρούνται και 
ταξινομημένα. Η δομή Μ-heap, η δεύτερη επέκταση της δομής του σωρού που θα 
παρουσιαστεί σε επόμενη παράγραφο, περιλαμβάνει Μ σχεδόν πλήρη δυαδικά δέντρα τα οποία 
ικανοποιούν τις ιδιότητες του σωρού.

5.2 Η Δομή «-heap

Όπως αναφέρθηκε παραπάνω, η δομή «-heap αποτελεί επέκταση της δομής του σωρού. 
Πρόκειται για ένα σχεδόν πλήρες δυαδικό δέντρο του οποίου οι κόμβοι περιέχουν αρχικά «, 
αντί ενός, στοιχεία. Κάθε κόμβος περιλαμβάνει, εκτός από τους τρεις δείκτες που αντιστοιχούν 
στον πατέρα, το δεξί και το αριστερό παιδί του κόμβου, έναν μονοδιάστατο πίνακα Α για την 
αποθήκευση των στοιχείων και μία μεταβλητή position που αντιστοιχεί στο πλήθος των 
στοιχείων που υπάρχουν στο συγκεκριμένο κόμβο. Η μορφή του κόμβου επομένως είναι:

struct node {
float A[n]; 

int position;
struct node *right_child; 
struct node *left_child; 
struct node *parent;

b

Τα στοιχεία σε κάθε κόμβο είναι ταξινομημένα κατά φθίνουσα τάξη. Επιπλέον, οι κόμβοι του 
δέντρου είναι τοποθετημένοι κατά τέτοιο τρόπο ώστε για τα μικρότερα στοιχεία που περιέχουν 
οι κόμβοι να ισχύουν οι ιδιότητες του σωρού. Έτσι, για τη διαγραφή του μικρότερου στοιχείου 
που υπάρχει στη δομή πραγματοποιείται ως εξής: το στοιχείο που πρέπει να αφαιρεθεί 
βρίσκεται στην τελευταία θέση του πρώτου κόμβου, δηλαδή στη ρίζα του δέντρου. Αφού 
αφαιρεθεί το στοιχείο και ενημερωθεί η μεταβλητή position του κόμβου, η δομή 
αναδιοργανώνεται ώστε η ρίζα να περιέχει εκείνο το σύνολο των στοιχείων που περιέχει το 
μικρότερο στοιχείο από όλα όσα υπάρχουν στη δομή. Πρόκειται για τη διαδικασία που 
πραγματοποιείται και στην απλή δομή του σωρού. Ένα παράδειγμα της δομής «-heap, όπου « 
= 4, παρουσιάζεται στο Σχήμα 5.1.

Η διαδικασία της εισαγωγής αρχικοποιείται με την τοποθέτηση του νέου στοιχείου στον 
κόμβο-ρίζα του δέντρου και την ενημέρωση της μεταβλητής position του κόμβου αυτού. Η 
διαδικασία ολοκληρώνεται με την εισαγωγή του στοιχείου στην κατάλληλη θέση του πίνακα 
ώστε ο τελευταίος να περιέχει τα στοιχεία κατά φθίνουσα τάξη. Αναδιοργάνωση της δομής δεν 
χρειάζεται αφού αν το νέο στοιχείο είναι μικρότερο από το μικρότερο στοιχείο που υπήρχε στη 
δομή τότε θα εξακολουθεί ναΜσχύει η ιδιότητα του σωρού επειδή αυτό τοποθετείται στον 
κόμβο-ρίζα. Στην περίπτωση που το στοιχείο που εισάγεται δεν είναι μικρότερο από το 
τελευταίο στοιχείο της ρίζας, δηλαδή το μικρότερο, η μικρότερη τιμή που υπάρχει στη δομή 
δεν αλλάζει και βρίσκεται στον κόμβο-ρίζα του δέντρου.
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Σχήμα 5.1

Αξίζει να σημειωθεί ότι το μήκος του πίνακα σε κάθε έναν από τους κόμβους μπορεί να 
αλλάζει. Αυτό ισχύει γιατί μετά τη διαγραφή του μικρότερου στοιχείου, η δομή 
αναδιοργανώνεται με αποτέλεσμα η διαδικασία της εισαγωγής να μην πραγματοποιείται πάντα 
στον ίδιο κόμβο από τον οποίο είχε γίνει η διαγραφή. Επιπλέον, η εισαγωγή ενός νέου 
στοιχείου μπορεί να πραγματοποιηθεί σε κόμβο που περιέχει ήδη η στοιχεία. Όμως, αφού στο 
μοντέλο hold η διαδικασία της διαγραφής του μικρότερου στοιχείου ακολουθείται πάντα από 
τη διαδικασία της εισαγωγής, το πλήθος των στοιχείων που θα περιέχει τελικά κάθε ένας από 
τους κόμβους θα είναι κατά ένα λιγότερο ή κατά ένα περισσότερο από η.

5.3 Η Δομή M-heap

Η δομή M-heap (Multiple heap) αποτελεί, όπως έχει προαναφερθεί, επέκταση της δομής του 
σωρού. Αποτελείται από ένα σταθερό πλήθος Μ από σωρούς και έναν πίνακα index δύο 
διαστάσεων ο οποίος διατηρεί δείκτες προς τη ρίζα και προς το πιο αριστερό φύλλο κάθε ενός 
από τους σωρούς. Επιπλέον, περιλαμβάνει και μια δομή /-heap, μια στατική δηλαδή 
αναπαράσταση της δομής του σωρού. Προφανώς, τόσο ο πίνακας index όσο και ο πίνακας /- 
heap έχουν σταθερό μήκος Μ, όπου Μ είναι το πλήθος των δομών του σωρού που αποτελούν 
τη δομή M-heap, όπως φαίνεται και στο Σχήμα 5.2. Έτσι, θα μπορούσε κανείς να αριθμήσει 
τους σωρούς σύμφωνα με τη θέση (index) των δεικτών που αντιστοιχούν σε κάθε έναν από 
αυτούς στη δομή index. Η δομή /-heap περιέχει ακεραίους που αντιστοιχούν στη θέση-αριθμό 
κάθε ενός από τους σωρούς. Η θέση κάθε αριθμού, δηλαδή η θέση κάθε σωρού, εξαρτάται από 
το μικρότερο στοιχείο που υπάρχει στο σωρό στον οποίο αντιστοιχεί ο συγκεκριμένος αριθμός 
καθώς και την κατάταξη αυτού του στοιχείου σε σχέση με τα υπόλοιπα αντίστοιχα στοιχεία 
των υπολοίπων σωρών. Με άλλα λόγια, ικανοποιούνται οι ιδιότητες του σωρού για τα 
μικρότερα στοιχεία που είναι υποθηκευμένα σε κάθε δομή. Έτσι, το μικρότερο στοιχείο που 
υπάρχει στη δομή Μ-heap θα βρίσκεται σε εκείνο το σωρό που υποδεικνύεται από την πρώτη 
θέση του πίνακα /-heap, δηλαδή από τη ρίζα του σωρού /-heap.

i
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Σχήμα 5.2

Σημειώνεται ότι η δομή M-heap δημιουργείται κατά τέτοιο τρόπο ώστε το πλήθος, έστω η, των 
στοιχείων κάθε σωρού να είναι σχεδόν ίδιος για όλους. Συγκεκριμένα, αν Ν  είναι το πλήθος 
των στοιχείων, θα ισχύει η = Ν / Μ. Η σχέση αυτή, όπως θα καταστεί φανερό και στη συνέχεια, 
ισχύει και κατά τη διάρκεια και μετά το τέλος της εκτέλεσης οσωνδήποτε διαδικασιών hold, 
επομένως, με άλλα λόγια το πλήθος των στοιχείων σε κάθε σωρό είναι σχεδόν σταθερό.

Έστω ότι στο παράδειγμα του Σχήματος 5.2 ισχύει Μ  = 10 και Ν  = 80. Η διαδικασία της 
διαγραφής του μικρότερου στοιχείου αρχικοποιείται με τον εντοπισμό του σωρού που το 
περιέχει. Ο ζητούμενος σωρός είναι αυτός που υποδεικνύεται από την πρώτη θέση του πίνακα 
I-heap και στη συγκεκριμένη περίπτωση ο 9*̂  σωρός. Η θέση του στοιχείου είναι προφανώς 
στη ρίζα του συγκεκριμένου σωρού. Η διαδικασία της διαγραφής συνεχίζεται κατά τα γνωστά 
στον 9° σωρό, και η μικρότερη τιμή που περιέχει αλλάζει. Έτσι, ενημερώνεται η δομή /-heap 
ώστε η πρώτη θέση (ρίζα) να περιέχει και πάλι το σωρό που αποθηκεύει τη μικρότερη τιμή της 
δομής M-heap. Αυτό πραγματοποιείται με όμοιο τρόπο με αυτόν που πραγματοποιείται η 
διαδικασία της εισαγωγής σε μία δομή σωρού. Η τιμή που θεωρείται ότι εισάγεται είναι η νέα 
μικρότερη τιμή που υπάρχει στον 9° σωρό, παρόλο που τελικά αποθηκεύεται ο αριθμός 9.

Κατά τη διαδικασία της εισαγωγής ενός νέου στοιχείου στη δομή M-heap πρέπει αρχικά να 
καθοριστεί ο σωρός στον οποίο αυτό θα τοποθετηθεί. Έτσι, η εισαγωγή γίνεται στον σωρό που 
υποδεικνύεται από την πρώτη θέση της δομής /-heap, δηλαδή στο προηγούμενο παράδειγμα 
στον 9° σωρό. Ο πίνακας /-heap δεν χρειάζεται ενημέρωση αφού ο 9ος σωρός θα εξακολουθεί
να περιέχει τη μικρότερη τιμή της δομής M-heap.

.'Λ

Τέλος, σημειώνεται ότι υπάρχει περίπτωση η διαδικασία της διαγραφής να έχει σαν 
αποτέλεσμα κάποιος από τους σωρούς να καταστεί κενός. Προκειμένου να αποφευχθεί μια 
τέτοια κατάσταση, αν το στοιχείο που διαγράφεται είναι το τελευταίο που υπάρχει σε κάποιο
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σωρό, η εισαγωγή γίνεται στον ίδιο σωρό. Ακόμη, όπως αναφέρθηκε παραπάνω, η διαδικασία 
της εισαγωγής δεν επηρεάζει τη δομή /-heap. Έτσι, αν t είναι ο αριθμός (index) που αντιστοιχεί 
στο σωρό στον οποίο πραγματοποιήθηκε η τελευταία εισαγωγή, σύμφωνα με τα παραπάνω και 
με τη διαδικασία hold, το στοιχείο που θα διαγράφει, αυτό δηλαδή με τη μικρότερη τιμή, θα 
βρίσκεται στον ίδιο σωρό, στον r,h σωρό. Για το λόγο αυτό, το πλήθος των στοιχείων των 
σωρών παραμένει σχεδόν σταθερό.

5.4 Θεωρητική Μελέτη των Αλγορίθμων

Για τον υπολογισμό της πολυπλοκότητας χρόνου που απαιτείται για την πραγματοποίηση των 
διαδικασιών της εισαγωγής και της διαγραφής για τις δομές «-heap και M-heap, αρκεί να λάβει 
κανείς υπόψη του τη χρονική πολυπλοκότητα των αντίστοιχων διαδικασιών της απλής δομής 
του σωρού. Στη συνέχεια παρουσιάζεται η θεωρητική μελέτη της αποτελεσματικότητας των ' 
δύο αλγορίθμων.

>  Η ΔΟΜΗ «-HEAP

Αφού, η δομή αποτελείται από ένα σχεδόν πλήρες δυαδικό δέντρο του οποίου οι κόμβοι 
περιέχουν « στοιχεία, προκύπτει ότι, αν Ν  είναι το πλήθος των στοιχείων που υπάρχουν στη 
δομή, για το ύψος h του δέντρου θα ισχύει h = 0(log(Λ7«)). Έτσι, σύμφωνα με όσα 
αναφέρθηκαν παραπάνω, το στοιχείο με τη μικρότερη τιμή που υπάρχει στη δομή, εντοπίζεται 
και διαγράφεται σε σταθερό χρόνο. Απαιτείται όμως επιπλέον χρόνος για την αναδιοργάνωση 
της δομής μετά τον εντοπισμό και τη διαγραφή του συγκεκριμένου στοιχείου. Πρόκειται για τη 
διαδικασία που πραγματοποιείται και στην απλή δομή του σωρού μετά τη διαγραφή του 
στοιχείου από τον κόμβο-ρίζα. Επομένως ο χρόνος που απαιτείται για την διαδικασία της 
διαγραφής είναι τάξης 0(log(Ν/η)).

Με βάση τον τρόπο που πραγματοποιείται η διαδικασία της εισαγωγής προκύπτει ότι 
απαιτείται χρόνος μόνο για την εισαγωγή του νέου στοιχείου στην κατάλληλη θέση του πίνακα 
του κόμβου-ρίζα. Έτσι, η εισαγωγή ολοκληρώνεται με χρονική πολυπλοκότητα τάξης 0(log«).

>· Η Δομή Μ-ηεαρ

Έστω μια δομή M-heap που αποτελείται από Μ σωρούς. Επιπλέον, περιλαμβάνει και μια δομή 
/-heap, μια στατική δηλαδή αναπαράσταση της δομής του σωρού, η οποία, προφανώς, είναι 
ένας πίνακας μήκους Μ. Αν η είναι το πλήθος των στοιχείων κάθε σωρού και Ν  είναι το 
πλήθος των στοιχείων που υπάρχουν στη δομή, θα ισχύει η ~ Ν  / Μ. Αφού το μικρότερο 
στοιχείο που υπάρχει στη δομή M-heap θα βρίσκεται σε εκείνο το σωρό που υποδεικνύεται 
από την πρώτη θέση του πίνακα /-heap, δηλαδή από τη ρίζα του σωρού /-heap, ο σωρός από 
τον οποίο θα πραγματοποιηθεί η διαδικασία της διαγραφής εντοπίζεται σε σταθερό χρόνο. Η 
διαγραφή του μικρότερου στοιχείου ακολουθείται από τη διαδικασία της αναδιοργάνωσης του 
σωρού /-heap, η οποία προφανώς απαιτεί χρόνο O(logM). Έτσι, η διαδικασία της διαγραφής 
για τη δομή M-heap πραγματοποιείται συνολικά σε χρόνο τάξης 0(logM + log «).
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Η εισαγωγή ενός νέου στοιχείου στη δομή M-heap γίνεται στον σωρό που υποδεικνύεται από 
την πρώτη θέση της δομής /-heap. Ο πίνακας /-heap δεν χρειάζεται ενημέρωση συνεπώς η 
διαδικασία απαιτεί πολυπλοκότητα χρόνου O(logn). "*

* ι,
*

I

ι.

*
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6

Ε π ε κ τ ά σ ε ις  τ η ς  Δ ο μ ή ς  
t o y  P - t r e e : Indexed P - t r e e  

κ α ι  Multiple P - t r e e

·»

6.1 Εισαγωγή

6.2 Η Δομή In d e x e d  P-tree (/P-tree)

6.3 Η Δομή M u ltip le  P-tree (Μ Ρ -tree)

6.4 Θεωρητική Μελέτη των Αλγορίθμων

» %

6.1 Εισαγωγή

Οπως έχει περιγράφει στο Κεφάλαιο 5, ένα P-tree ορίζεται αναδρομικά. Έτσι, είτε είναι άδειο 
είτε είναι μια ταξινομημένη, μη αύξουσα ακολουθία από κόμβους που αποτελούν το αριστερό 
μονοπάτι, τέτοια ώστε σε κάθε έναν από αυτούς, εκτός από τον τελευταίο, να αντιστοιχεί ένα 
P-tree σαν δεξί υποδέντρο (πιθανόν και άδειο). Επιπλέον, οι κόμβοι του δεξιού υποδέντρου 
του κόμβου χ  έχουν τιμές μεταξύ της τιμής του κόμβου χ  και της τιμής του αριστερού παιδιού 
του. Τέλος, για να είναι ένα δέντρο P-tree θα πρέπει κάθε κόμβος που έχει δεξί να έχει και 
αριστερό παιδί.

Υπενθυμίζεται ότι η διαδικασία της διαγραφής του μικρότερου στοιχείου πραγματοποιείται 
αφαιρώντας τον τελευταίο κόμβο του πιο αριστερού μονοπατιού και τοποθετώντας σαν 
αριστερό παιδί του πατέρα του το δεξί υποδέντρο του πατέρα του. Για τη διαδικασία της 
εισαγωγής η αναζήτηση της κατάλληλης θέσης αρχικοποιείται από τη ρίζα και συνεχίζεται 
πολλές φορές αναδρομικά σε κάποιο δεξί υποδέντρο.

Στη συνέχεια αυτού του κεφαλαίου παρουσιάζονται δύο επεκτάσεις της δομής του P-tree με 
σκοπό τη βελτίωση της αποτελεσματικότητάς του. Η πρώτη, η δομή Indexed P-tree, συνδυάζει
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τα πλεονεκτήματα της δομής του P-tree και της στατικής αναπαράστασης της δομής της 
λίστας, που ονομάζεται /-list. Η τελευταία έχει σταθερό μήκος και τα στοιχεία της είναι 
μεταβλητές τύπου δείκτη που αντιστοιχούν σε κόμβους του P-tree. Ο συνδυασμός ίων δύο 
δομών και η εφαρμογή της τεχνικής Event Horizon δημιουργεί μια αποτελεσματική δομή για 
την προσομοίωση του συνόλου γεγονότων. Το βασικό χαρακτηριστικό της δομής είναι η 
αποτελεσματικότητα της διαδικασίας της συγχώνευσης, δηλαδή της διαδικασίας της 
ταξινόμησης της δευτερεύουσας δομής και της εισαγωγής των στοιχείων της στην κύρια δομή, 
δηλαδή στη δομή του P-tree.

Η δεύτερη επέκταση της δομής του P-tree που θα παρουσιαστεί σε επόμενη παράγραφο, η 
δομή Multiple P-tree για την προσομοίωση του συνόλου γεγονότων, περιλαμβάνει Μ  Ρ-trees 
και τη στατική αναπαράσταση της δομής του σωρού που ονομάζεται /-heap. Η τελευταία δεν 
περιλαμβάνει κόμβους που αντιστοιχούν σε γεγονότα αλλά παρέχει τη δυνατότητα του 
εύκολου εντοπισμού του P-tree που περιέχει το μικρότερο στοιχείο. Το βασικό 
χαρακτηριστικό της δομής είναι ότι διαιρεί το σύνολο των στοιχείων, τα οποία μοιράζονται σε 
έναν ικανοποιητικά μεγάλο αριθμό από P-trees, με αποτέλεσμα να καθίσταται αποδοτικότερη 
η διαδικασία της εισαγωγής ενός νέου στοιχείου στη δομή.

6.2 Η Δομή I n d e x e d  Ρ -tree (/P-tree)

Η δομή indexed P-tree, ή απλά /P-tree, αποτελείται από μια δομή P-tree και μια δομή που 
ονομάζεται /-list η οποία είναι στατική αναπαράσταση της δομής της λίστας. Τα στοιχεία της 
δομής /-list είναι δείκτες σε κόμβους της δομής του P-tree, όπως φαίνεται και στο Σχήμα 6.1.

/-list P-tree

Χρησιμοποιείται η τεχνική Event H orizontal επομένως κάθε φορά που η μικρότερη τιμή που 
υπάρχει στη δομή /P-tree βρίσκεται στη δευτερεύουσα δομή, η τελευταία ταξινομείται και τα
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στοιχεία της επανατοποθετούνται στο P-tree. Έτσι θα πρέπει να βρεθεί ένας αποδοτικός 
τρόπος προκειμένου να πραγματοποιείται αποδοτικά η διαδικασία της συγχώνευσης.

Έστω ότι πρέπει να εισαχθεί στη δομή του P-tree ένα σύνολο στοιχείων. Κατά τη διαδικασία 
της εισαγωγής ενός στοιχείου στη δομή αναζητείται η κατάλληλη θέση διασχίζοντας το δέντρο 
ξεκινώντας από τη ρίζα. Στη δομή IP-tree μπορεί κανείς να εκμεταλλευτεί το γεγονός ότι τα 
στοιχεία της δευτερεύουσας δομής που εισάγονται διαδοχικά είναι ταξινομημένα κατά 
φθίνουσα τάξη καθώς και ότι η δομή /-list καθορίζει τμήματα του δέντρου (υποδέντρα). 
Υπενθυμίζεται ότι κάθε υποδέντρο της δομής του P-tree αποτελεί επίσης ένα P-tree. Έτσι, για 
την εισαγωγή ενός στοιχείου δεν είναι απαραίτητο η αναζήτηση για την κατάλληλη θέση να 
ξεκινήσει από τη ρίζα, αλλά από ένα συγκεκριμένο υποδέντρο που εντοπίζεται με τη βοήθεια 
της δομής /-list. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι είναι γνωστό ότι το αμέσως προηγούμενο 
στοιχείο που τοποθετήθηκε στο P-tree είχε μεγαλύτερη τιμή από το νέο και παρέχεται έτσι η 
δυνατότητα να τοποθετούνται δείκτες σε συγκεκριμένους κόμβους στο μονοπάτι που 
ακολούθησε το προηγούμενο στοιχείο προκειμένου να διευκολυνθεί η εισαγωγή του νέου. 
Εξάλλου τα μονοπάτια που ακολουθούνται στο δέντρο για την εισαγωγή των στοιχείων θα 
είναι μέχρι κάποιο σημείο κοινά, γεγονός που οφείλεται στη σχέση που έχουν τα δύο στοιχεία 
μεταξύ τους.

Αφού εντοπισθεί το κατάλληλο υποδέντρο, η διαδικασία της εισαγωγής ολοκληρώνεται στο 
συγκεκριμένο P-tree σύμφωνα με τον τρόπο που περιγράφηκε στην προηγούμενη παράγραφο. 
Για παράδειγμα, έστω α το στοιχείο του οποίου η εισαγωγή μόλις ολοκληρώθηκε και r το 
τελευταίο στοιχείο του πιο αριστερού μονοπατιού με το οποίο συγκρίθηκε το στοιχείο α 
προτού η αναζήτηση της κατάλληλης θέσης προχωρήσει σε δεξί υποδέντρο. Αν το νέο στοιχείο 
που πρέπει να εισαχθεί, έστω b, έχει μικρότερη τιμή, αρκεί η διαδικασία της εισαγωγής να 
ξεκινήσει από το υποδέντρο (P-tree) με ρίζα τον κόμβο r. Έτσι, είναι απαραίτητο να 
διατηρούνται δείκτες σε εκείνους τους κόμβους με τους οποίους συγκρίθηκε το στοιχείο α 
προτού η διαδικασία συνεχιστεί σε δεξί υποδέντρο. Οι κόμβοι αυτοί ονομάζονται /-κόμβοι και 
είναι τα στοιχεία της δομής /-list. Ο πρώτος /-κόμβος είναι η ρίζα του P-tree ενώ ο τελευταίος 
είναι ο κόμβος που περιέχει τη μικρότερη πληροφορία που υπάρχει στο P-tree, ο τελευταίος 
δηλαδή κόμβος του πιο αριστερού μονοπατιού του δέντρου.

Στο παράδειγμα του Σχήματος 6.1, έστω ότι έχει εισαχθεί ο κόμβος α με τιμή 14. Οι /-κόμβοι 
επομένως που καθορίζονται είναι οι κόμβοι με τιμές 18 και 17. Κατά την εισαγωγή ενός νέου 
κόμβου b με τιμή 13, θα γίνουν συγκρίσεις μόνο με τις τιμές των αριστερών παιδιών των /- 
κόμβων μέχρι να εντοπισθεί ο κόμβος c με τη μεγαλύτερη τιμή που είναι όμως μικρότερη από 
την τιμή του κόμβου b, δηλαδή το 13. Στη συνέχεια πραγματοποιείται η γνωστή διαδικασία της 
εισαγωγής στο υποδέντρο P-tree με ρίζα τον κόμβο c. Σημειώνεται τέλος ότι η ακολουθία των 
τιμών των /-κόμβων είναι επίσης ταξινομημένη και έτσι η διαδικασία γίνεται αποδοτικότερη 
αν πραγματοποιείται δυαδική αναζήτηση για τον εντοπισμό του κόμβου c.

6.3 Η Δομή M u l t i p l e  Ρ -tree { Μ Ρ - tree)

Η δομή Multiple P-tree, ή ΜΡ-tree, αποτελείται από ένα σταθερό πλήθος Μ  από P-trees και 
έναν πίνακα index δύο διαστάσεων ο οποίος διατηρεί δείκτες προς τη ρίζα και προς τον κόμβο 
με τη μικρότερη τιμή που υπάρχει σε κάθε δομή P-tree. Επιπλέον, περιλαμβάνει και μια δομή
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/-heap, μια στατική δηλαδή αναπαράσταση της δομής του σωρού. Όπως θα γίνει φανερό και 
στη συνέχεια, οι δομές multiple P-tree και ΛΖ-heap παρουσιάζουν πολλές ομοιότητες; αφού 
ουσιαστικά η μόνη τους διαφορά είναι η χρήση της δομής P-tree στην πρώτη και της δομής 
του σωρού στη δεύτερη. Λεπτομέρειες για τις ομοιότητες και τις διαφορές τους καθώς και για 
την αποτελεσματικότητά τους θα παρουσιαστούν σε επόμενα κεφάλαια.

Προφανώς, τόσο ο πίνακας index όσο και ο πίνακας /-heap έχουν σταθερό μήκος Μ, όπου Μ  
είναι ο αριθμός των P-trees που αποτελούν τη δομή ΜΡ-tree, όπως φαίνεται και στο Σχήμα 6.2.
Έτσι, θα μπορούσε κανείς να αριθμήσει τα P-trees σύμφωνα με τη θέση (index) των δεικτών 
που αντιστοιχούν σε κάθε ένα από αυτά στη δομή index. Η δομή /-heap περιέχει ακεραίους 
που αντιστοιχούν στη θέση-αριθμό κάθε ενός από τα δέντρα. Η θέση κάθε αριθμού, δηλαδή η 
θέση κάθε δέντρου, εξαρτάται από το μικρότερο στοιχείο που υπάρχει στο P-tree στο οποίο 
αντιστοιχεί ο συγκεκριμένος αριθμός καθώς και την κατάταξη αυτού του στοιχείου σε σχέση 
με τα υπόλοιπα αντίστοιχα στοιχεία των υπολοίπων P-trees. Με άλλα λόγια, ικανοποιούνται οι 
ιδιότητες του σωρού για τα μικρότερα στοιχεία που είναι αποθηκευμένα σε κάθε δομή. Έτσι, 
το μικρότερο στοιχείο που υπάρχει στη δομή ΜΡ-tree θα βρίσκεται σε εκείνο το P-tree που 
υποδεικνύεται από την πρώτη θέση του πίνακα /-heap, δηλαδή από τη ρίζα του σωρού /-heap. **

Σημειώνεται ότι η δομή ΜΡ-tree δημιουργείται κατά τέτοιο τρόπο ώστε ο αριθμός, έστω η, των 
στοιχείων κάθε P-tree να είναι σχεδόν ίδιος για όλους. Συγκεκριμένα, αν Ν  είναι το πλήθος 
των στοιχείων, θα ισχύει η ~ Ν !Μ .  Η σχέση αυτή, όπως θα καταστεί φανερό και στη συνέχεια, 
ισχύει και κατά τη διάρκεια και μετά το τέλος της εκτέλεσης οσωνδήποτε διαδικασιών hold, 
επομένως, με άλλα λόγια το πλήθος των στοιχείων σε κάθε δέντρο είναι σχεδόν σταθερό.

Έστω ότι στο παράδειγμα του Σχήματος 6.2 ισχύει Μ  -  10 και Ν  = 80. Η διαδικασία της 
διαγραφής του μικρότερου στοιχείου αρχικοποιείται με τον εντοπισμό του P-tree που το 
περιέχει. Το ζητούμενο δέντρο είναι αυτό που υποδεικνύεται από την πρώτη θέση του πίνακα 
/-heap και στη συγκεκριμένη περίπτωση το 9° P-tree. Η θέση του στοιχείου υποδεικνύεται από 
έναν από τους δείκτες του πίνακα index στη θέση 9 και έτσι το στοιχείο εντοπίζεται σε *»
σταθερό χρόνο. Μετά τη διαγραφή, η μικρότερη τιμή που περιέχει το συγκεκριμένο δέντρο 
αλλάζει. Έτσι, ενημερώνεται η δομή /-heap ώστε η πρώτη θέση (ρίζα) να περιέχει και πάλι το 
P-tree που αποθηκεύει τη μικρότερη τιμή της δομής ΜΡ-tree. Αυτό πραγματοποιείται με όμοιο 
τρόπο με αυτόν που πραγματοποιείται η διαδικασία της εισαγωγής σε μία δομή σωρού. Η τιμή 
που θεωρείται ότι εισάγεται είναι η νέα μικρότερη τιμή που υπάρχει στον 9° P-tree, παρόλο 
που τελικά αποθηκεύεται ο αριθμός 9.

Κατά τη διαδικασία της εισαγωγής ενός νέου στοιχείου στη δομή ΜΡ-tree πρέπει αρχικά να 
καθοριστεί το P-tree στο οποίο αυτό θα τοποθετηθεί. Έτσι, η εισαγωγή γίνεται στο δέντρο που 
υποδεικνύεται από την πρώτη θέση της δομής /-heap, δηλαδή στο προηγούμενο παράδειγμα 
στο 9° δέντρο. Ο πίνακας /-heap δεν χρειάζεται ενημέρωση αφού το 9° P-tree θα εξακολουθεί 
να περιέχει τη μικρότερη τιμή της δομής ΜΡ-tree.
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/-heap

1 2 3 ΜΑ Μ

ΜΑ 1 Μ • · · 2 3

Σχήμα 6.2

Τέλος, σημειώνεται ότι υπάρχει περίπτωση η διαδικασία της διαγραφής να έχει σαν 
αποτέλεσμα κάποιο από τα P-tree να καταστεί κενό. Προκειμένου να αποφευχθεί μια τέτοια 
κατάσταση, αν το στοιχείο που διαγράφεται είναι το τελευταίο που υπάρχει σε κάποιο P-tree, η 
εισαγωγή γίνεται στο ίδιο P-tree. Ακόμη, όπως αναφέρθηκε παραπάνω, η διαδικασία της 
εισαγωγής δεν επηρεάζει τη δομή /-heap. Έτσι, αν t είναι ο αριθμός (index) που αντιστοιχεί 
στο P-tree στο οποίο πραγματοποιήθηκε η τελευταία εισαγωγή, σύμφωνα με τα παραπάνω και 
με τη διαδικασία hold, το στοιχείο που θα διαγράφει, αυτό δηλαδή με τη μικρότερη τιμή, θα 
βρίσκεται στο ίδιο P-tree, στο Ith. Για το λόγο αυτό, το πλήθος των στοιχείων των Ρ-trees 
παραμένει σχεδόν σταθερό.

6.4 Θεωρητική Μελέτη των Αλγορίθμων

Για τον υπολογισμό της πολυπλοκότητας χρόνου που απαιτείται για την πραγματοποίηση των 
διαδικασιών της εισαγωγής και της διαγραφής για τις δομές IP-tree και ΜΡ-tree, αρκεί να 
λάβει κανείς υπόψη του τη χρονική πολυπλοκότητα των αντίστοιχων διαδικασιών της απλής 
δομής του P-tree. Στη συνέχεια παρουσιάζεται η θεωρητική μελέτη της αποτελεσματικότητας 
των δύο αλγορίθμων.

> Η ΔΟΜΗ /P-TREE ^
Η διαδικασία του εντοπισμού και της διαγραφής του μικρότερου στοιχείου από τη δομή 
πραγματοποιείται σε σταθερό χρόνο, όταν αυτό υπάρχει στην δομή του P-tree. Η διαδικασία 
της εισαγωγής ενός νέου στοιχείου στη δομή πραγματοποιείται σε σταθερό χρόνο αφού αυτό 
εισάγεται στην δευτερεύουσα δομή, στη δομή της λίστας. Είναι γνωστό ακόμη ότι η
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διαδικασία της ταξινόμησης τη γεγονότων απαιτεί χρόνο της τάξης O(mlogm). Έτσι, αφού η 
συγχώνευση πραγματοποιείται για κάθε τη γεγονότα, η σχέση που ακολουθεί αντιστοιχεί στο 
χρόνο που απαιτείται για την εισαγωγή ενός γεγονότος:

7ϊ = C/ + C2 log2 (m) + C}nlm (1)

όπου εδώ το C/ αντιστοιχεί στο σταθερό κόστος χρόνου για την εισαγωγή στη δευτερεύουσα 
δομή ενός γεγονότος, το C2 αντιστοιχεί στο κόστος χρόνου για την ταξινόμηση τη γεγονότων, 
και τέλος, το Cj αναπαριστά το κόστος από τη συγχώνευση (εισαγωγή) m γεγονότων της 
δευτερεύουσας λίστας με η γεγονότα της κύριας δομής.

Παραγωγίζοντας την σχέση (1) ως προς m και μηδενίζοντας την παράγωγο, υπολογίζεται 
εύκολα ότι ο καλύτερος χρόνος για την διαδικασία της εισαγωγής επιτυγχάνεται όταν το τη 
είναι ίσο με:

ôptimal = (Cj /  C2) η logc(2)

>  Η  ΔΟΜΗ M P-TREE

Έστω μια δομή MP-tree που αποτελείται από Μ  το πλήθος P-trees. Επιπλέον, περιλαμβάνει και 
μια δομή /-heap, μια στατική δηλαδή αναπαράσταση της δομής του σωρού, η οποία, 
προφανώς, είναι ένας πίνακας μήκους Μ  Αν η είναι το πλήθος των στοιχείων σε κάθε P-tree 
και Ν  είναι το πλήθος των στοιχείων που υπάρχουν στη δομή, θα ισχύει η ~ Ν  / Μ. Αφού το 
μικρότερο στοιχείο που υπάρχει στη δομή MP-tree θα βρίσκεται σε εκείνο το P-tree που 
υποδεικνύεται από την πρώτη θέση του πίνακα /-heap, δηλαδή από τη ρίζα του σωρού /-heap, 
το δέντρο από τον οποίο θα πραγματοποιηθεί η διαδικασία της διαγραφής εντοπίζεται σε 
σταθερό χρόνο. Η διαγραφή του μικρότερου στοιχείου ακολουθείται από τη διαδικασία της 
αναδιοργάνωσης του σωρού /-heap, η οποία προφανώς απαιτεί χρόνο O(logM). Έτσι, η 
διαδικασία της διαγραφής για τη δομή ΜΡ-tree πραγματοποιείται συνολικά σε χρόνο τάξης 
O(logM).

Η εισαγωγή ενός νέου στοιχείου στη δομή γίνεται στο δέντρο που υποδεικνύεται από την 
πρώτη θέση της δομής /-heap. Ο πίνακας /-heap δεν χρειάζεται ενημέρωση συνεπώς η 
διαδικασία απαιτεί στη χειριστή περίπτωση πολυπλοκότητα χρόνου 0(/ι).

-4
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7

Π ΑΡΑΛΛΗ ΛΗ  ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗ  

ΔίΑΚ ΡΙΤΩ Ν ΓΕΓΟΝΟΤΩΝ

7.1 Εισαγωγή

7.2 Παραδείγματα Προσομοίωσης του Συνόλου Γεγονότων σε Παράλληλο 
Περιβάλλον

7.3 Αλγόριθμοι για την Παράλληλη Εκτέλεση των Λειτουργιών του Συνόλου 
Γεγονότων

7.4 Συμπεράσματα

Ένας παράλληλος αλγόριθμος χρησιμοποιείται στην προσομοίωση διακριτών γεγονότων με 
σκοπό να καταστούν όσο το δυνατό πιο αποδοτικές οι διαδικασίες της εισαγωγής και της 
διαγραφής. Είναι δυνατόν να χρησιμοποιηθούν περισσότεροι από ένας επεξεργαστές με σκοπό 
να επιταχυνθούν οι διαδικασίες της εισαγωγής ενός νέου στοιχείου στο σύνολο γεγονότων και 
της διαγραφής του μικρότερου στοιχείου. Ακόμη είναι δυνατόν να επιτευχθεί, με τη χρήση 
πολλών επεξεργαστών, η ταυτόχρονη εισαγωγή ή και διαγραφή περισσότερων του ενός 
στοιχείων. Τότε πρόκειται για παράλληλη προσομοίωση διακριτών γεγονότων. Στη συνέχεια 
μελετώνται αναλυτικά και οι δύο περιπτώσεις χρήσης του παραλληλισμού, ενώ προηγείται μια 
εισαγωγή σε βασικές έννοιες της περιοχής των παράλληλων αλγορίθμων και της παράλληλης 
επεξεργασίας.

7.1 Εισαγωγή
λΝ

Μερικά από τα προβλήματα που εμφανίζονται κατά τη χρήση παράλληλων επεξεργαστών είναι 
ο τρόπος επικοινωνίας, συντονισμού και συνεργασίας των επεξεργαστών για την εκτέλεση 
μιας εργασίας, αλλά και ο καθορισμός των προβλημάτων που επιδέχονται επίλυση σε
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παράλληλο περιβάλλον. Έτσι, ο προγραμματισμός παράλληλων συστημάτων έχει αρκετές και 
σημαντικές διαφοροποιήσεις από τον κλασικό σειριακό προγραμματισμό και γενική είναι 
αρκετά δυσκολότερος.

Όπως είναι γνωστό, η επικοινωνία των επεξεργαστών πραγματοποιείται με δύο τρόπους: (α) 
μέσω κοινής μνήμης, και (β) μέσω απευθείας συνδέσεων μεταξύ των επεξεργαστών. Ο τρόπος 
επικοινωνίας και συνεργασίας των επεξεργαστών καθορίζει σε ποια κατηγορία ανήκει το 
σύστημα. Γενικά, τα υπολογιστικά συστήματα ανήκουν σε μία από τις παρακάτω τρεις 
κατηγορίες:

♦ SISD (single-instruction single-data). Είναι οι κλασσικοί σειριακοί υπολογιστές, οι οποίοι 
εκτελούν μια εντολή τη φορά πάνω σε ένα δεδομένο.

♦ SIMD (single-instruction multiple-data). Είναι οι υπολογιστές οι οποίοι εκτελούν μια 
εντολή τη φορά αλλά μπορούν να την εφαρμόσουν ταυτόχρονα σε πολλαπλά δεδομένα.

♦ MIMD (multiple-instruction multiple-data). Πρόκειται για συστήματα που διαθέτουν Ν 
ανεξάρτητους επεξεργαστές που ο καθένας μπορεί να εκτελεί διαφορετικές εντολές σε 
διαφορετικά δεδομένα. Διακρίνονται σε συστήματα κοινής και κατανεμημένης μνήμης, 
όπως φαίνεται και στο Σχήμα 7.1.

Σχήμα 7.1: Υπολογιστές MIMD

Μ οντέλα Παραλλήλου  Υ πολογισμ ού :
Το Μοντέλο Παραλλήλου  Υ πολογισμού  PRAM.

Ένα PRAM (Parallel Random Access Machine) είναι ένα υπολογιστικό πρότυπο με τις 
ακόλουθες ιδιότητες:

/Λ
Αποτελείται από Ν  επεξεργαστές Ρ\, Ρ2, Ρν οι οποίοι εργάζονται ταυτόχρονα εκτελώντας 
την ίδια πράξη σε διαφορετικό σύνολο δεδομένων (SIMD). Οι επεξεργαστές κατονομάζονται 
με διακριτούς ακεραίους ί, με 1 < i < Ν, οι οποίοι ονομάζονται επιγραφές. Κάθε επεξεργαστής
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είναι εφοδιασμένος με την δική του τοπική μνήμη και με μια μονάδα επεξεργασίας που μπορεί 
να διαβάζει, να γράφει δεδομένα και να εκτελεί αριθμητικές και λογικές πράξεις, ρλο ι οι 
επεξεργαστές έχουν πρόσβαση σε μια κοινή μνήμη, στην οποία μπορούν να γράφουν και από 
την οποία μπορούν να διαβάζουν και να μεταφέρουν δεδομένα στη δική τους μνήμη. 
Οποιαδήποτε θέση μνήμης μπορεί να αποθηκεύσει έναν οποιοδήποτε ακέραιο ή μια λογική 
τιμή (σταθερά). Η εκτέλεση των αριθμητικών και λογικών πράξεων καθώς και ο χρόνος 
κύκλου μνήμης για ανάγνωση και εγγραφή απαιτούν μια μονάδα χρόνου.

Υπενθυμίζεται ότι, με βάση τις ιδιότητες που χαρακτηρίζουν τις πράξεις ανάγνωσης και 
εγγραφής στην κοινή μνήμη, τα υπολογιστικά μοντέλα PRAM διακρίνονται σε τέσσερις 
τύπους:

♦ EREW-PRAM (Exclusive Read - Exclusive Write PRAM). Δύο ή περισσότεροι
επεξεργαστές δεν μπορούν να διαβάσουν ταυτόχρονα το περιεχόμενο της ίδιας θέσης
μνήμης και δεν μπορούν να γράψουν ταυτόχρονα στην ίδια θέση μνήμης.

♦ CREW-PRAM (Concurrent Read - Exclusive Write PRAM). Δύο ή περισσότεροι
επεξεργαστές μπορούν να διαβάσουν ταυτόχρονα το περιεχόμενο οποιοσδήποτε θέσης 
μνήμης αλλά δεν μπορούν να γράψουν ταυτόχρονα στην ίδια θέση μνήμης.

♦ CRCW-PRAM (Concurrent Read - Concurrent Write PRAM). Δύο ή περισσότεροι 
επεξεργαστές μπορούν να διαβάσουν ταυτόχρονα το περιεχόμενο οποιοσδήποτε θέσης 
μνήμης και να γράψουν ταυτόχρονα σε οποιαδήποτε, ακόμη και την ίδια, θέση μνήμης.

♦ ERCW-PRAM (Exclusive Read - Concurrent Write PRAM). Δύο ή περισσότεροι
επεξεργαστές δεν μπορούν να διαβάσουν ταυτόχρονα το περιεχόμενο της ίδιας θέσης 
μνήμης αλλά μπορούν να γράψουν ταυτόχρονα σε οποιαδήποτε θέση μνήμης.

Μ έτρα Εκτίμησης της Αποτελεςμ ατικοτητας των  Αλγορίθμων

Η αποτελεσματικότητα ενός αλγόριθμου εκτιμάται με βάση τα μέτρα πολυπλοκότητας και 
σύγκρισής του. Αναλυτικότερα, πρόκειται για τις πληροφορίες που ακολουθούν:

♦ Χρόνος Τ(η). Είναι ο παράλληλος χρόνος εκτέλεσης του αλγόριθμου.

♦ Επεξεργαστές Ρ(η). Είναι το πλήθος των επεξεργαστών που χρησιμοποιούνται για την 
υλοποίηση του αλγόριθμου.

♦ Κόστος C{n). Είναι η ποσότητα που ορίζεται από τη σχέση:
C(n) = Τ(ή) Ρ(η).

♦ Επιτάχυνση S(n). Είναι η ποσότητα που ορίζεται από τη σχέση:
S(n) = Ts(n) / Τ(η),
όπου Ts(n) είναι ο ακολουθιακός χρόνος επίλυσης του συγκεκριμένου προβλήματος.

♦ Αποτελεσματικότητα Ε{η). Είναι η ποσότητα που ορίζεται από τη σχέση:
Ε(η) = S(n) / Ρ(η).

♦ Εργασία W(n). Είναι ο ,^τυνολικός αριθμός λειτουργιών-εντολών (operations) που 
πραγματοποιεί ο αλγόριθμους.

70



7. Παράλληλη Προσομοίωση Διακριτών Γεγονότων

7.2 Παραδείγματα Προσομοίωσης του Συνόλου 
Γεγονότων σε Παράλληλο Περιβάλλον

Όπως έχει ήδη αναφερθεί, είναι δυνατόν να χρησιμοποιηθούν παράλληλοι αλγόριθμοι 
προκειμένου να επιταχυνθούν οι διαδικασίες της εισαγωγής και της διαγραφής, για τις 
περιπτώσεις που σειριακά δεν πραγματοποιούνται αποδοτικά.

Η χρήση περισσότερων του ενός επεξεργαστών είναι δυνατόν να συμβάλλει σημαντικά στην 
προσπάθεια να γίνει όσον το δυνατόν ταχύτερα μια λειτουργία. Για παράδειγμα, η διαδικασία 
της διαγραφής του γεγονότος με το μικρότερο χρόνο δρομολόγησης από το σύνολο γεγονότων, 
όταν χρησιμοποιείται η δομή δεδομένων της ταξινομημένης, διπλά συνδεδεμένης λίστας 
πραγματοποιείται εύκολα σε σταθερό χρόνο. Αντίθετα, η διαδικασία της εισαγωγής 
ολοκληρώνεται σε χρόνο Ο(Ν), όπου Ν  είναι το πλήθος των γεγονότων της λίστας. Αν 
χρησιμοποιηθεί όμως CREW PRAM μοντέλο και Ν  επεξεργαστές, τότε η αναζήτηση της 
κατάλληλης θέσης εισαγωγής του νέου γεγονότος πραγματοποιείται εύκολα αν κάθε ένας από 
τους επεξεργαστές αναλάβει να συγκρίνει το περιεχόμενο της θέσης μνήμης που αντιστοιχεί σε 
έναν μόνο κόμβο με την νέα τιμή που πρόκειται να εισαχθεί. Έτσι, κάθε επεξεργαστής θα 
εκτελέσει μία μόνο σύγκριση, δεδομένου ότι όλοι οι επεξεργαστές διαβάζουν από την 
κοινόχρηστη μνήμη, σε σταθερό χρόνο, τη νέα πληροφορία που πρόκειται να εισαχθεί έτσι 
ώστε να είναι δυνατόν να γίνει σύγκριση με την τιμή του γεγονότος της λίστας που έχουν 
διαβάσει.

Αφού κάθε ένας από τους επεξεργαστές πραγματοποιήσει τη σύγκριση γράφει σε δεδομένη 
θέση ενός διανύσματος μήκους Ν  στην κοινόχρηστη μνήμη, την τιμή 0 ή 1, ανάλογα με το 
αποτέλεσμα της σύγκρισης. Αφού η λίστα είναι ταξινομημένη, το διάνυσμα θα περιέχει 
ακολουθία από 1 την οποία διαδέχεται ακολουθία από 0 ή αντίστροφα. Το σημείο στο οποίο 
γίνεται η εναλλαγή, το οποίο εντοπίζεται εύκολα και. σε σταθερό χρόνο είναι αυτό στο οποίο 
πρέπει να πραγματοποιηθεί η εισαγωγή του νέου γεγονότος.

Η παραπάνω διαδικασία είναι δυνατόν να πραγματοποιηθεί σε σταθερό χρόνο, με την 
προϋπόθεση ότι το υπολογιστικό μοντέλο που θα χρησιμοποιηθεί θα είναι CREW PRAM.

Προσομοίωση του Συνόλου Γεγονότων με Χρήση Παράλληλου Σωρού

Στην παράγραφο αυτή αναφέρεται ένας τρόπος προσομοίωσης του συνόλου γεγονότων με 
χρήση παράλληλου σωρού [30]. Το Σχήμα 7.2 παρουσιάζει έναν τρόπο μέ τον οποίο O(logA0 
επεξεργαστές, γραμμικά συνδεδεμένοι, μπορούν να πραγματοποιήσουν τις διαδικασίες της 
εισαγωγής και της διαγραφής από δομή Ν  στοιχείων σε σταθερό χρόνο. Η δομή που 
παρουσιάζεται [30] αποτελείται από δύο μέρη:

1. Cache. Πρόκειται για δομή προσομοίωσης του συνόλου γεγονότων η οποία χρησιμοποιεί L 
= Θ(1) + logA επεξεργαστές.

2. Backup. Πρόκειται για n *=1ogiV επεξεργαστές σε γραμμική διάταξη. Οι αιτήσεις φτάνουν 
στον επεξεργαστή π και μετακινούνται μέσω της δομής από τον ένα επεξεργαστή στον 
άλλο.
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BACKUP

Σχήμα 7.2

Λεπτομέρειες για τη λειτουργία της δομής δεν αναφέρονται αφού θεωρείται ότι η χρήση 
παράλληλου σωρού που υλοποιείται με τον τρόπο που περιγράφηκε, δεν βρίσκεται στα 
πλαίσια αυτής της μελέτης.

7.3 Αλγόριθμοι για την Παράλληλη Εκτέλεση των 
Λειτουργιών του Συνόλου Γ εγονότων

Έχει ήδη αναφερθεί ότι υπάρχει η δυνατότητα, με τη χρήση ενός παράλληλου συστήματος, να 
επιταχυνθούν σημαντικά λειτουργίες που εφαρμόζονται σε κάποια δομή δεδομένων. Δηλαδή οι 
διαδικασίες της εισαγωγής και της διαγραφής ενός γεγονότος στο σύνολο γεγονότων (event 
set) γίνονται πιο αποδοτικές.

Υπάρχει όμως και η δυνατότητα να γίνει ταυτόχρονη εισαγωγή k γεγονότων στο σύνολο 
γεγονότων καθώς επίσης και διαγραφή k γεγονότων, τα οποία προφανώς θα έχουν τους k 
μικρότερους χρόνους δρομολόγησης. Για την πραγματοποίηση αυτής της διαδικασίας 
χρησιμοποιούνται περισσότεροι του ενός επεξεργαστές. Σε μια δομή Q που επιτρέπει τα 
παραπάνω, μπορούν να οριστούν οι εξής λειτουργίες:

* Insert (</;, 12,.... ι’/ν>, 0 ,  για την εισαγωγή των στοιχείων //, ΐ2, —, ‘ν στη δομή Q.

* Delete_min ( Q, k), για την διαγραφή και επιστροφή των k στοιχείων με τη μικρότερο τιμή.

* MakejQueue (S, 0 ,  για την σύνθεση της δομής Q από τα στοιχεία του συνόλου S.

Στη συνέχεια μελετάται η βελτ,ίρση της αποτελεσματικότητας αλγορίθμων που χρησιμοποιούν 
τις δομές δεδομένων leftist heap, binomial heap, n-heap, M-heap, P-tree, 7P-tree και MP-tree 
όπου πραγματοποιείται ταυτόχρονη εισαγωγή k  στοιχείων αλλά και διαγραφή ισάριθμων 
στοιχείων από το σύνολο γεγονότων.
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Παράλληλος Αλγόριθμος για τη Δομή Leftist Heap **

Προκειμένου να επιτευχθούν αποτελεσματικά οι διαδικασίες λ-insert και £-delete_minimum σε 
μια δομή leftist heap, δηλαδή η εισαγωγή λ στοιχείων και η διαγραφή των k μικρότερων 
στοιχείων που υπάρχουν στη δομή, είναι απαραίτητο να γίνουν μερικές τροποποιήσεις στη 
δομή, όπως αυτή περιγράφηκε στο Κεφάλαιο 3. Έτσι, η νέα δομή, λ-leftist heap, αποτελείται 
από κόμβους οι οποίοι περιέχουν λ ταξινομημένα στοιχεία. Η διάταξη των κόμβων και των 
στοιχείων τους είναι τέτοια ώστε το στοιχείο που έχει τη μεγαλύτερη πληροφορία σε κάθε 
κόμβο να είναι μικρότερο ή ίσο από όλα τα στοιχεία που βρίσκονται στους απογόνους του 
κόμβου. Η οργάνωση αυτή έχει σαν αποτέλεσμα τα λ μικρότερα στοιχεία να εντοπίζονται στον 
κόμβο ρίζα. Αν Ν  είναι το πλήθος των στοιχείων που είναι αποθηκευμένα στη δομή τότε για το 
ύψος Λ του πιο δεξιού μονοπατιού της δομής θα ισχύει: h e  Oflog(N/k)).

Στη συνέχεια αποδεικνύεται ότι, για τη δομή λ-leftist heap, με λ επεξεργαστές και σε CREW- 
PRAM μοντέλο ισχύουν τα ακόλουθα:

♦ λ στοιχεία εισάγονται σε χρόνο Ο (λ + 1ο^)

♦ Τα λ στοιχεία με τη μικρότερη πληροφορία διαγράφονται σε χρόνο 0(Α + loglo^)

♦ Η δομή leftist heap μπορεί να δημιουργηθεί με στοιχεία που προέρχονται από ένα σύνολο S 
που περιέχει Ν  στοιχεία σε χρόνο 0((Μλ) logλ)

♦ Δύο leftist heaps που περιέχουν Ν, και Ν2 στοιχεία συγχωνεύονται σε χρόνο 0(h , + h2 + 
loglogλ) όπου h, = log(A ^) και h2 = log(.N2/k).

Λ ε ι τ ο υ ρ γ ί ε ς  τ η ς  Δ ο μ ή ς  ^ - l e f t i s t  H e a p

Η διαδικασία της συγχώνευσης αποτελεί τη βασική διαδικασία για την πραγματοποίηση των 
διαδικασιών της εισαγωγής και της διαγραφής του μικρότερου στοιχείου. Για τη συγχώνευση 
δύο δομών leftist heap Qi και Q2 σε μια δομή Q συνδυάζονται τα μονοπάτια ρ } και ρ2 από τις 
ρίζες μέχρι τα πιο δεξιά φύλλα σε ένα μονοπάτι ρ μήκους h = h, + h2, όπου h, και h2 το πλήθος 
των κόμβων του μονοπατιού pt και ρ2 αντίστοιχα, με h, < h2. Οι υπόλοιποι κόμβοι των Qt και 
Q2 ενώνονται κατάλληλα με αυτό το μονοπάτι και τέλος τροποποιούνται οι τιμές των 
μεταβλητών rank των κόμβων ώστε να ισχύουν οι ιδιότητες της δομής leftist heap.
Ένας κόμβος Ρ  της δομής αναπαρίσταται από ένα record Ρ = (Ε, left, right, rank) όπου Ρ.Ε 
είναι η ταξινομημένη ακολουθία λ στοιχείων που είναι αποθηκευμένη στον κόμβο Ρ, P.left και 
Ρ. right είναι οι δείκτες προς το αριστερό και το δεξί παιδί αντίστοιχα του κόμβου Ρ  ενώ P.rank 
είναι η τιμή της μεταβλητής rank που αντιστοιχεί στον κόμβο Ρ. Επιπλέον, για τον κόμβο Ρ 
ορίζεται L(P) να είναι το ζεύγος (P.left, ma\(Ρ.Ε)) και Ερ·, με i = 1 ,2 , είναι η συνένωση των 
λιστών Ρ.Ε των κόμβων που ανήκουν στο μονοπάτι ρ,. Όμοια, Lpi ορίζεται να είναι η 
ακολουθία των ζευγών που αντιστοιχούν στους κόμβους του ρ,. Η ακολουθία Lpi είναι 
ταξινομημένη αφού το δεύτερο μέρος κάθε ζεύγους εμφανίζεται κατά μη φθίνουσα σειρά. Η 
διαδικασία της συγχώνευσης 7κριγράφεται αλγοριθμικά στη συνέχεια.

Meld(Qh Q2, Q):
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1. Ε  = Parallel-Merge(£p/, Ε„2);
2. L = Parallel-Merge^/, Lp2) (με βάση το δεύτερο πεδίο των ζευγών);

Έστω Ε', ..., Ε'1 + ω οι h, + h2 το πλήθος υποακολουθίες μήκους k που αποτελούν την 
ακολουθία Ε\
Έστω V ..... Lh' + h2xah, + h2 το πλήθος πρώτα μέρη των ζευγών του L;

3. h = h,+ h2\
4. new(P);

4.1 Ρ.Ε = Ε1';
4.2 P.left = Lh\
4.3 Ρ.right = NULL;
4.4 P.rank= 1;

5. Για / = Λ-1 μέχρι 1 εκτέλεσε:
5.1 Μ = {Ε, Ε , Ρ, 1);
5.2 Αν M.right.rank > M.left.rank τότε swap(M.left, Μ.right)·,
5.3 Μ.rank = M.right.rank + 1;
5.4 new(P);
5.5 P = M;

6. Q = P;

Σημειώνεται ότι το βήμα 5 της παραπάνω διαδικασίας πραγματοποιεί τη δημιουργία του 
μονοπατιού καθώς και την ενημέρωση των μεταβλητών rank. Για την ορθότητα του παραπάνω 
αλγόριθμου αρκεί να παρατηρήσει κανείς ότι η σύνθεση του πιο δεξιού μονοπατιού ρ εγγυάται 
την ισχύ των ιδιοτήτων της δομής του leftist heap, αφού για κάθε υποδέντρο Τ με ρίζα έναν 
κόμβο Ρ του μονοπατιού ρ, τα στοιχεία του Ρ.Ε μπορεί να είναι μικρότερα ή ίσα με εκείνα του 
κόμβου του pi ή του ρ2 που αρχικά ήταν ρίζα του Τ. Η χρονική πολυπλοκότητα της 
διαδικασίας καθορίζεται από την συνάρτηση Parallel-Merge. Όλα τα υπόλοιπα βήματα 
απαιτούν χρόνο τάξης Ο {hi + hi). Έτσι, για την χρονική πολυπλοκότητα της συνολικής 
διαδικασίας θα ισχύει Ο {hi + h2 + loglog k) = O (h + loglog k).

Όλες οι υπόλοιπες διαδικασίες, δηλαδή η εισαγωγή k στοιχείων, η διαγραφή των k  μικρότερων 
στοιχείων και η δημιουργία της δομής βασίζονται στη διαδικασία της συγχώνευσης. 
Συγκεκριμένα, προκειμένου να εισαχθούν k νέα στοιχεία στη δομή, έστω Q, αυτά εισάγονται 
ταξινομημένα σε έναν κόμβο ο οποίος αποτελεί δομή ^-leftist heap η οποία συγχωνεύεται στη 
συνέχεια με τη δομή Q. Για τη διαγραφή των k μικρότερων στοιχείων, τα οποία βρίσκονται 
στη ρίζα, διαγράφεται η ρίζα της δομής και συγχωνεύονται τα δύο υποδέντρα της, τα οποία 
αποτελούν δομές ^-leftist heap. Για τη δημιουργία της δομής Ν  στοιχείων δημιουργούνται Nik 
δομές, οι οποίες αποτελούνται από έναν κόμβο, που στη συνέχεια συγχωνεύονται. 
Υπολογίζεται ότι η χρονική πολυπλοκότητα των διαδικασιών της εισαγωγής, της διαγραφής 
και της δημιουργίας της δομής είναι Ο (Λ + log k), Ο (Λ + loglogfc), 0((N/k)logk), αντίστοιχα 
[29],

Παράλληλος Αλγόριθμος για τη Δομή Binomial Heap

Σύμφωνα με όσα έχουν αναφερθεί στο Κεφάλαιο 3, ένας διωνυμικός σωρός η κόμβων 
αποτελείται από το πολύ Ll<?gnJ + 1 διωνυμικά δέντρα. Έτσι, κατά τη διαδικασία της 
συνένωσης, μετά τη συγχώνευση των λιστών των ριζών των δύο δομών, συνδέονται τα 
διωνυμικά δέντρα των οποίων οι ρίζες έχουν τον ίδιο βαθμό. Η χρονική πολυπλοκότητα της 
διαδικασίας είναι O(logn), όπου η είναι ο συνολικός αριθμός των κόμβων που περιέχουν οι δύο
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σωροί που συγχωνεύονται. Για την εισαγωγή ενός νέου στοιχείου σε μια δομή διωνυμικού 
σωρού, θεωρείται ότι το νέο αυτό στοιχείο αποτελεί σωρό ενός κόμβου οπότε συγχωνεύεται με 
τη δομή η κόμβων σε χρόνο 0(log/?)· Η διαδικασία της διαγραφής του στοιχείου με τη 
μικρότερη τιμή, η οποία ολοκληρώνεται σε χρόνο 0(log«), αρχικοποιείται με τον εντοπισμό 
και τη διαγραφή από τη λίστα των ριζών της ρίζας με τη μικρότερη τιμή. Στη συνέχεια 
δημιουργείται ο σωρός που αποτελείται από τα παιδιά του κόμβου που διαγράφηκε ο οποίος 
συγχωνεύεται στη συνέχεια με το υπόλοιπο της δομής.

Η δομή λ-binomial heap προκύπτει από τη δομή binomial heap. Η διαφορά είναι ότι οι 
διαδικασίες της εισαγωγής και της διαγραφής που περιγράφηκαν παραπάνω τροποποιούνται 
ώστε η δομή λ-Binomial heap να επιτρέπει την εισαγωγή λ στοιχείων και τη διαγραφή των k 
μικρότερων στοιχείων με την προϋπόθεση ότι ισχύει k = 2J. Προφανώς και για τη δομή αυτή 
ισχύουν όσα αναφέρθηκαν παραπάνω.

Η διαδικασία της εισαγωγής k νέων στοιχείων στη δομή λ-binomial heap, έστω Η, που περιέχει 
Ν  στοιχεία, περιλαμβάνει δύο στάδια. Κατά το πρώτο στάδιο, τα λ νέα στοιχεία συγχωνεύονται 
και δημιουργούν ένα νέο σωρό ο οποίος, με βάση τις ιδιότητες που αναφέρθηκαν παραπάνω, 
αποτελείται από ένα δέντρο Bd (αφού λ = 2J). Έτσι, στο δεύτερο στάδιο της διαδικασίας ο 
σωρός αυτός συγχωνεύεται με τη δομή Η. Η δημιουργία του σωρού του πρδιτου σταδίου 
ολοκληρώνεται σε χρόνο τάξης O(log^) με Ο(λ) επεξεργαστές και σε EREW PRAM. Αρχικά, 
κάθε ένας από τους επεξεργαστές πραγματοποιεί τη συγχώνευση 2 στοιχείων με αποτέλεσμα 
να πρϋκύψουν λ/2 δέντρα που το κάθε ένα περιέχει 2 στοιχεία. Στη συνέχεια τα δέντρα 
συγχωνεύονται ανά δύο και προκύπτουν λ/4 δέντρα των 4 στοιχείων. Έτσι, κατά την /'-οστή 
επανάληψη προκύπτουν λ/2' δέντρα που το κάθε ένα περιέχει 2' στοιχεία. Μετά την 
ολοκλήρωση των h = Ο (^ λ )  επαναλήψεων δημιουργείται ένα Bd δέντρο που περιέχει λ 
στοιχεία. Επομένως, αφού η συγχώνευση δύο δομών με η συνολικά στοιχεία απαιτεί χρόνο 
τάξης O(logn), ο χρόνος που απαιτείται για τη δημιουργία του Bd δέντρου είναι:

o f £ log2 ' ϊ= οί £ /lo g 2 )=  Ο (λ1 2 )= C>(log2 λ) 
< '=■ J V »-■ )

Η συγχώνευση του Bd δέντρου με τη δομή Η  πραγματοποιείται σε χρόνο 0(log/V') όπου Ν ' -  
N+k. Επομένως, η διαδικασία της εισαγωγής συνολικά πραγματοποιείται σε χρόνο 
0(logAT+log2k).

Η διαδικασία της διαγραφής των λ μικρότερων στοιχείων από μια δομή Ν  στοιχείων 
ολοκληρώνεται σε χρόνο 0(λ logΝ) όταν θα έχουν πραγματοποιηθεί λ διαδοχικές διαγραφές. 
Δηλαδή η αλγοριθμική περιγραφή της διαδικασίας είναι η εξής:

Delete_mitiimum(H):

1. Για i = 1 μέχρι λ πραγματοποιούνται τα εξής:
1.1 Εντοπίζεται και αφαιρείται από τη λίστα των ριζών η ρίζα χ[ΐ] με τη μικρότερη τιμή;
1.2 Αντιστρέφεται η σειρά των κόμβων που αποτελούν τη λίστα των παιδιών του κόμβου 

χ[ί] και δημιουργείτάί έτσι ο σωρός Η ’\
1.3 Η =υηίοη(Η ,Η ');

2. return X;
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Παράλληλος Αλγόριθμος για τη Δομή n-Heap „

Η δομή δεδομένων που περιγράφεται στη συνέχεια και ονομάζεται λ-heap, βασίζεται στη δομή 
«-heap. Αποτελεί ουσιαστικά επέκταση της δομής του δυαδικού σωρού (δυναμική 
αναπαράσταση), αφού η διαφορά είναι ότι κάθε κόμβος της δομής περιλαμβάνει k 
ταξινομημένα στοιχεία. Έτσι, αν Ν  είναι ο συνολικός αριθμός των στοιχείων που βρίσκονται 
αποθηκευμένα στη δομή, τότε το ύψος του δέντρου θα είναι h = log(N/k). Στη συνέχεια 
αποδεικνύεται ότι με k επεξεργαστές και σε CREW-PRAM μοντέλο ισχύουν τα ακόλουθα:

♦ k στοιχεία εισάγονται σε χρόνο 0(Λ + logA')

♦ Τα k στοιχεία με τη μικρότερη πληροφορία διαγράφονται σε χρόνο 0(/ι + loglog/c)

♦ Η δομή μπορεί να δημιουργηθεί με στοιχεία που προέρχονται από ένα σύνολο S που 
περιέχει Ν  στοιχεία σε χρόνο Ο ((N/k) logk)

Η δομή λ-heap είναι ουσιαστικά ένας δυαδικός σωρός που κάθε ένας από τους κόμβους του 
περιέχει k στοιχεία τα οποία είναι διατεταγμένα με έναν τρόπο ο οποίος στηρίζεται στις 
ιδιότητες της διάταξης των στοιχείων της δομής του σωρού. Δηλαδή, προκειμένου να 
εντοπίζονται τα k μικρότερα στοιχεία σε 0(1) παράλληλο χρόνο, τα στοιχεία αποθηκεύονται 
κατά λ-άδες στους κόμβους, κατά τέτοιο τρόπο ώστε το στοιχείο που έχει τη μεγαλύτερη 
πληροφορία να είναι μικρότερο ή ίσο από όλα τα στοιχεία που βρίσκονται στους απογόνους 
του κόμβου. Με αυτή την οργάνωση τα k μικρότερα στοιχεία εντοπίζονται στον κόμβο ρίζα. 
Όπως προαναφέρθηκε, τα στοιχεία που περιέχει κάθε κόμβος είναι ταξινομημένα.

Λ ε ι τ ο υ ρ γ ί ε ς  τ η ς  Δ ο μ ή ς  κ -η ε α ρ

Έστω Ερ η ταξινομημένη ακολουθία των k στοιχείων που βρίσκονται αποθηκευμένα σε έναν 
κόμβο Ρ και maχ(Ερ) το μέγιστο στοιχείο της ακολουθίας Ερ. Επιπλέον, ένα μονοπάτι π = 
Ρι,...,Ρ„ είναι μια ακολουθία από κόμβους της δομής από τη ρίζα Ρ/ μέχρι ένα φύλλο Ρ„ και για 
δεδομένο μονοπάτι π, το Επ αντιστοιχεί στη συνένωση ΕριΕΡ2...Ερ„ η οποία είναι μια 
ταξινομημένη ακολουθία στοιχείων. Όμως, κατά τη διάρκεια εισαγωγών ή διαγραφών το 
σύνολο που είναι αποθηκευμένο στον κόμβο Ρ/ ή Ρη αντικαθίσταται από άλλο σύνολο, κάτι το 
οποίο μπορεί να διαταράξει τη σωστή διάταξη του Επ. Προκειμένου αυτό να ταξινομηθεί ξανά 
και να επανακτηθούν οι ιδιότητες της δομής, χρησιμοποιείται η συνάρτηση Rearrange, η οποία 
αποδεικνύεται ότι απαιτεί χρόνο της τάξης Ο (Λ + log log k) με k επεξεργαστές σε CREW- 
PRAM μοντέλο, όπου h είναι το πλήθος των κόμβων που αποτελούν το μονοπάτι π.

> Η Δ ιαδικασία της Ε ισαγωγής

Προκειμένου να εισαχθούν k νέα στοιχεία στη δομή, πρώτα ταξινομούνται και εισάγονται 
αρχικά στο πιο αριστερό, μη κενό φύλλο της δομής, έστω V/,. Στη συνέχεια αναδιοργανώνεται 
το μονοπάτι π από τη ρίζα μέχρι το φύλλο Vi με κλήση της συνάρτησης Rearrange. Ακολουθεί 
η περιγραφή της συνάρτησης Rearrange και ο αλγόριθμος της διαδικασίας της εισαγωγής.

Rearrange(π, Ρ e {Ρι, Ρ„}):

1. Ε = Parallel-M erged, £*./>);
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2. Έστω Ε \  ..., Ε1' είναι οι υποακολουθίες (Α το πλήθος) που αποτελούν την ακολουθία Ε  και 
έχουν μήκος k. Τότε:

Ο(Α), η χρονική πολυπλοκότητα της συνάρτησης Rearrange καθορίζεται από το χρόνο που 
απαιτεί η συνάρτηση Parallel-Merge για τη συγχώνευση δύο ακολουθιών που έχουν μήκος k 
και it (Λ - 1) με Α επεξεργαστές. Είναι όμως γνωστό ότι η συγχώνευση δύο ακολουθιών με 
μήκος έστω λ/ και k2 πραγματοποιείται σε χρόνο τάξης:

με η επεξεργαστές και CREW-PRAM μοντέλο. Έτσι, προκύπτει ότι η χρονική πολυπλοκότητα 
της διαδικασίας Rearrange είναι 0(Λ + log logΑ), όπως έχει ήδη αναφερθεί παραπάνω.

- Insert(\u x2, ..., xk):

1. Τα Α νέα στοιχεία ταξινομούνται (Parallel-Sort) και τοποθετούνται στο πιο αριστερό κενό 
φύλλο VL της δομής;

2. Καθορίζεται το μονοπάτι π  από τη ρίζα στο φύλλο Vl,
3. Rearrange^, Vl);

Αφού Λ είναι το πλήθος των κόμβων που αποτελούν το μονοπάτι π, το τελευταίο μπορεί να 
προσδιοριστεί σε 0(A) χρόνο. Έτσι, ο χρόνος που απαιτεί η διαδικασία της εισαγωγής 
καθορίζεται από τις συναρτήσεις Parallel-Sort και Rearrange. Όπως είναι γνωστό όμως, σε 
CREW PRAM μοντέλο η επεξεργαστών, η στοιχεία ταξινομούνται σε χρόνο 0(log«). 
Συμπερασματικά, η διαδικασία της εισαγωγής πραγματοποιείται επομένως σε χρόνο της τάξης 
0(Α + logA) με χρήση k επεξεργαστών και CREW-PRAM μοντέλου.

> Η Δ ιαδικασία της Δ ιαγραφής

Για την περιγραφή της διαδικασίας της διαγραφής είναι απαραίτητο να διευκρινιστεί ο όρος 
ελάχιστο μονοπάτι μ  της δομής, ο οποίος ορίζεται αναδρομικά. Έτσι:

1. η ρίζα της δομής ανήκει στο μονοπάτι μ.
2. έστω ότι ένας εσωτερικός κόμβος Ρ ανήκει επίσης στο μονοπάτι μ. Τότε, αν X  και Υ είναι 

τα παιδιά του Ρ και το Υ είτε δεν υπάρχει είτε ισχύει max (Εχ) < max (Εγ), ο κόμβος X  
ανήκει στο μονοπάτι μ.

Η διαδικασία της διαγραφής χρησιμοποιεί τις διαδικασίες Adjust και Rearrange. Ακολουθεί η 
περιγραφή της διαδικασίας Adjust.

»
*

\ι

\\
'

χ

ι
« »

Για / = 1 μέχρι Λ: £>, = Ει\

Αφού η αντιγραφή των υποακολουθιών Ε! στις υποακολουθίες £>, απαιτεί παράλληλο χρόνο

Adjust(μ):

1. Για κάθε κόμβο Ρ e μ  πραγματοποιούνται τα εξής:
Αν υπάρχει αδερφός του κόμβου Ρ τότε:
1.1 Ε = Parallel-Merge(Ep, EsmngtP))',
1.2 Έστω Ε1 και E? το αριστερό και το δεξί μισό τμήμα του Ε, αντίστοιχα. Τότε:
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·>

Ερ = Ε*\
Esibling(P) =  Ε ?\ ^

Η παραπάνω διαδικασία αναδιοργανώνει τα στοιχεία των κόμβων που ανήκουν στο μονοπάτι μ 
καθώς στους αδερφούς αυτών των κόμβων προκειμένου να εξακολουθούν να ισχύουν οι 
ιδιότητες της δομής. Έστω ότι ανατίθενται max{l_£//ij, 1} επεξεργαστές σε κάθε κόμβο του μ  
προκειμένου να πραγματοποιήσουν τη διαδικασία Parallel-Merge μεταξύ του συγκεκριμένου 
κόμβου και του αδερφού του. Ο παραπάνω αλγόριθμος αποτελείται τότε από Γ/ι/λΙ φάσεις κάθε 
μια από τις οποίες πραγματοποιεί min {Λ, k} στιγμιότυπα της Parallel-Merge σε διαφορετικά 
ζεύγη κόμβων. Αφού κάθε φάση απαιτεί χρόνο τάξης 0(min{/j, k } + log logk), η διαδικασία 
Adjust τελικά έχει χρονική πολυπλοκότητα ίση με Ο (Λ + log log/:).

Έστω R και FR οι κόμβοι που αντιστοιχούν στη ρίζα και στο πιο δεξί μη κενό φύλλο της δομής 
σε ύψος h. Αφού η ρίζα περιέχει τα k μικρότερα στοιχεία που υπάρχουν στη δομή, η 
διαδικασία της διαγραφής επιστρέφει την ακολουθία E r  και αντικαθιστά τα στοιχεία της ρίζας 
με τα στοιχεία του κόμβου Fr. Καλούνται στη συνέχεια οι συναρτήσεις Adjust και Rearrange 
προκειμένου να μην παραβιαστούν οι ιδιότητες της δομής. Έτσι, η διαδικασία της διαγραφής 
περιγράφεται αλγοριθμικά ως εξής:

Delete(k):

1. Επιστρέφονται τα στοιχεία της ακολουθίας E r ,

2 . E r  =  E r r ,

3. Προσδιορίζεται το ελάχιστο μονοπάτι μ;
4. Adjust^);
5. Rearrange^, R);

Η πολυπλοκότητα χρόνου της διαδικασίας της διαγραφής καθορίζεται από εκείνη των 
συναρτήσεων Adjust και Rearrange, αφού τα- υπόλοιπα βήματα του αλγόριθμου 
πραγματοποιούνται σε χρόνο Ο(Λ). Έτσι, απαιτεί χρόνο της τάξης 0 ( h  + log log/:).

>  Η  Δ η μ ιο υ ρ γ ί α  τ η ς  Δ ο μ ή ς

Η δημιουργία της δομής πραγματοποιείται σε δύο ουσιαστικά φάσεις. Έστω 5[1, ..., Ν] το 
σύνολο των Ν  στοιχείων που πρέπει να αποθηκευθούν στη δομή. Αρχικά τα στοιχεία 
τοποθετούνται στο δέντρο και τα στοιχεία που υπάρχουν σε κάθε κόμβο ταξινομούνται. Στη 
συνέχεια η δομή τροποποιείται προκειμένου να αποκτήσει και τις ιδιότητες του σωρού. Αυτό 
επιτυγχάνεται με μια διαδικασία που ελέγχει το δέντρο κατά επίπεδα ξεκινώντας από τα 
φύλλα. Συγκεκριμένα, το ελάχιστο μονοπάτι μ τ που αντιστοιχεί σε κάθε υποδέντρο Τ στο 
επίπεδο i αναδιοργανώνεται με τη βοήθεια των συναρτήσεων Adjust και Rearrange. Η 
συνολική διαδικασία της δημιουργίας της δομής k-heap παρουσιάζεται στη συνέχεια:

Make_Heap(S, λ-heap Q)

1. Γιαι = 1 μέχριN /k -l:  ,
Q[i k + 1 ,..., 0 + 1) k] = Pajrallel-Sort(S[i k + 1,..., (i + 1) λ]);

2. Για i = h μέχρι 1:
Για κάθε κόμβο Ρ  του επιπέδου ι:
Έστω Τ το υποδέντρο με ρίζα τον κόμβο Ρ.
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2.1 Καθορίζεται το ελάχιστο μονοπάτι μ τ\
2.2 Adjuster);
2.3 Rearrange^/, P);

Η ορθότητα του παραπάνω αλγόριθμου μπορεί εύκολα να αποδειχθεί με επαγωγή στο ύψος Λ. 
Σύμφωνα με τα γνωστά για τη χρονική πολυπλοκότητα της ταξινόμησης, το πρώτο βήμα του 
παραπάνω αλγόριθμου πραγματοποιείται σε χρόνο 0((N/k)logk). Κατά τη διάρκεια του 
δεύτερου βήματος όλοι οι επεξεργαστές δουλεύουν παράλληλα προκειμένου να 
αναδιοργανωθεί κάθε υποδέντρο με ρίζα κάθε κόμβο Ρ  του επιπέδου /. Έτσι, κάθε επιμέρους 
βήμα του βήματος 2 απαιτεί χρόνο τάξης Ο (Λ -  i + loglogfc), ενώ συνολικά το δεύτερο βήμα 
απαιτεί χρόνο:

Ν
k V

O' + log log k) j= o j y lo g lo g £
\

J

Επομένως, συνολικά η διαδικασία Make_Heap εκτελείται με πολυπλοκότητα χρόνου τάξης: I
*

Παράλληλος Αλγόριθμος για τη Δομή M-Heap

Η δομή δεδομένων που περιγράφεται στη συνέχεια, και ονομάζεται k-M-heap, βασίζεται στη 
δομή M-heap. Η διαφορά είναι ότι η δομή λ-M-heap επιτρέπει την εισαγωγή k στοιχείων καθώς 
και τη διαγραφή των k μικρότερων στοιχείων που υπάρχουν στη δομή. Η τελευταία 
πραγματοποιείται εύκολα αν τα k μικρότερα στοιχεία βρίσκονται αποθηκευμένα σε k 
διακεκριμένους σωρούς (στατικής αναπαράστασης), κάτι που επιτυγχάνεται από τον τρόπο 
δημιουργίας της δομής και αποτελεί τη βασική της ιδιότητα. Έτσι, αν Ν  είναι ο συνολικός 
αριθμός των στοιχείων που βρίσκονται αποθηκευμένα στη δομή και k το πλήθος των σωρών 
που την αποτελούν, τότε κάθε σωρός περιέχει Nik στοιχεία. Η διαδικασία της εισαγωγής των k 
νέων στοιχείων πραγματοποιείται με τέτοιο τρόπο ώστε οι σωροί να εξακολουθούν να 
αποτελούνται από ισάριθμα στοιχεία, όπως ισχύει κατά τη δημιουργία της δομής, αλλά και 
χωρίς να διαταράσσεται η ιδιότητα που περιγράφηκε παραπάνω. Σημειώνεται ακόμη ότι η 
δομή /-heap που χρησιμοποιείται από τη δομή M-heap, όπως περιγράφηκε σε προηγούμενο 
κεφάλαιο, δεν χρησιμοποιείται από τη δομή k-M-heap, αφού δεν χρειάζεται να είναι γνωστός ο 
σωρός που περιέχει τη μικρότερη πληροφορία που υπάρχει στη δομή. Στη συνέχεια 
αποδεικνύεται ότι με π επεξεργαστές και σε CREW-PRAM μοντέλο ισχύουν τα ακόλουθα:

♦ k στοιχεία εισάγονται σε χρόνο 0((/i/fc)loglogfc)

♦ Τα k στοιχεία με τη μικρότερη πληροφορία διαγράφονται σε χρόνο 0(1)

Λ ε ιτ ο υ ρ γ ί ε ς  τ η ς  Δ ο μ ή ς  κ -Μ -Η ε α ρ

Έστω ότι η δομή αποτελείταί από τα Ν  στοιχεία της ακολουθίας X, τα οποία, κατά τη 
δημιουργία της, μοιράζονται σε k σωρούς. Κατά τη διαδικασία της διαγραφής επιστρέφεται 
ένας μονοδιάστατος πίνακας MIN[k] που περιέχει τα k μικρότερα στοιχεία της δομής, ενώ κατά
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την εισαγωγή χρησιμοποιείται ένας επίσης μονοδιάστατος πίνακας NEW[k] ο οποίος περιέχει 
τα k νέα στοιχεία που πρόκειται να εισαχθούν.

> Η ΔΗΜΙΟΥΡΓΙΑ ΤΗΣ ΔΟΜΗΣ

Για τη δημιουργία της δομής χρησιμοποιείται η διαδικασία Build_£-M-Heap, η οποία 
περιγράφεται αλγοριθμικά στη συνέχεια. Η ακολουθία X  ταξινομείται κατά το βήμα 1 με 
χρήση της συνάρτησης Parallel-Sort σε O(logAr) χρόνο σε CREW PRAM μοντέλο k 
επεξεργαστών. Αφού πραγματοποιηθεί η ταξινόμηση, κάθε ένας από τους επεξεργαστές 
εισάγει ακολουθιακά μια ακολουθία Nik στοιχείων στον αντίστοιχο σωρό ως εξής: ο πρώτος 
επεξεργαστής εισάγει στον πρώτο από τους σωρούς τα πρώτα Nik στοιχεία της ταξινομημένης 
ακολουθίας X, ο δεύτερος επεξεργαστής εισάγει ακολουθιακά στον δεύτερο σωρό το δεύτερο 
τμήμα Nik στοιχείων της ακολουθίας X  κτλ. Για την ακολουθιακή εισαγωγή των στοιχείων, 
που πραγματοποιεί κάθε επεξεργαστής, εκτελείται η γνωστή διαδικασία της εισαγωγής ενός 
στοιχείου σε μια δομή σωρού.

• BuilcUc-AfP-treeCY):

1. Parallel-Sort(X);
2. For ι = 1 to k do in parallel:

2.1 n = i;
2.2 m = 1;
2.3 while η < N  do:

2.3.1 MH[i][m]=X[n]\
2.3.2 n = n +k\
2.3.3 m = m + l',

3. For i = 1 to k do in parallel:
3.1 For/ι = 1 to N i k  do:

Insert(A///[i][n] at heap #/);

Σε κάθε γραμμή του πίνακα δύο διαστάσεων MH[k][N/k] που χρησιμοποιεί η παραπάνω 
συνάρτηση, αποθηκεύονται τα Nik στοιχεία που αντιστοιχούν σε κάθε έναν από τους σωρούς.

>  Η  Δ ια δ ικ α σ ί α  τ η ς  Δ ια γ ρ α φ ή ς

Για την πραγματοποίηση της διαδικασίας της διαγραφής των k μικρότερων στοιχείων 
(Delete_/c-M-Heap) χρησιμοποιείται η συνάρτηση Delete_minimum, η οποία διαγράφει και 
επιστρέφει το μικρότερο στοιχείο από μια δομή σωρού, το οποίο βρίσκεται στην πρώτη θέση 
του πίνακα που αντιστοιχεί στο σωρό και στη συνέχεια τα στοιχεία του πίνακα μετακινούνται 
μια θέση αριστερά. Κάθε ένας από τους επεξεργαστές εκτελεί τη διαδικασία Delete_minimum 
σε κάθε έναν από τους σωρούς, με αποτέλεσμα η Delete_£-M-Heap να επιστρέφει ένα 
διάνυσμα MIN[k] που περιέχει τα k μικρότερα στοιχεία που υπάρχουν στη δομή λ-Μ-heap. 
Υπενθυμίζεται ότι τα k μικρότερα στοιχεία βρίσκονται σε k διακεκριμένους σωρούς. Έτσι, η 
διαδικασία της διαγραφής πραγματοποιείται σε σταθερό χρόνο με χρήση n/k επεξεργαστών για 
κάθε έναν από τους σωρούς,^ Ακολουθεί η αλγοριθμική περιγραφή της διαδικασίας της 
διαγραφής.

Delete_£-M-Heap:
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1. for /=  1; i<k; i = i + 1; do in parallel:
MIN[i] = Delete_minimum(from heap #/);

3. retum(M/A0;

>  Η  Δ ια δ ικ α σ ί α  τ η ς  Ε ισ α γ ω γ ή ς

Έστω NEW η ακολουθία των k νέων στοιχείων που πρόκειται να εισαχθούν. Όπως έχει ήδη 
αναφερθεί, είναι απαραίτητο η εισαγωγή των νέων στοιχείων να μην διαταράσσει την βασική 
ιδιότητα της δομής, σύμφωνα με την οποία τα k μικρότερα στοιχεία ανήκουν σε k 
διαφορετικούς σωρούς. Προκειμένου να επιτευχθεί αυτό, πραγματοποιείται συγχώνευση των 
στοιχείων που ήδη υπάρχουν στη δομή με τα k νέα. Έτσι, συγκρίνεται το μικρότερο στοιχείο 
της ακολουθίας NEW, έστω α, με τα στοιχεία του πρώτου σωρού, ξεκινώντας από το 
μικρότερο, μέχρι να βρεθεί το ι'-στό το οποίο είναι το πρώτο μεγαλύτερο στοιχείο από το α. Με 
αυτό τον τρόπο εντοπίζεται το σημείο από το οποίο ξεκινά η συγχώνευση, προκειμένου να 
αποφευχθούν άσκοπες συγκρίσεις. Συγκεκριμένα, αφού εντοπιστούν τα ι-στά στοιχεία σε κάθε 
έναν από τους σωρούς, σχηματίζεται από αυτά η ακολουθία R, η οποία συγχωνεύεται με την 
αρχική ακολουθία NEW. Προκύπτει έτσι μια νέα ακολουθία Μ  που έχει μήκος 2k. Στη 
συνέχεια, τα k στοιχεία της R, τα οποία ανήκουν σε διαφορετικούς σωρούς, αντικαθίστανται 
από τα k μικρότερα στοιχεία της Μ. Τα υπόλοιπα k στοιχεία της Μ αποτελούν στη συνέχεια τα 
στοιχεία της νέας ακολουθίας NEW  και έτσι η διαδικασία επαναλαμβάνεται μέχρι να έχουν 
εισαχθεί όλα τα νέα στοιχεία, δηλαδή τα στοιχεία της αρχικής ακολουθίας NEW.

Σημειώνεται ότι ο εντοπισμός του i-στού μικρότερου στοιχείου που υπάρχει σε κάθε έναν από 
τους σωρούς γίνεται σε σταθερό χρόνο αφού πρόκειται για το στοιχείο που είναι 
αποθηκευμένο στη θέση i του πίνακα που χρησιμοποιείται από κάθε σωρό για την αποθήκευση 
των στοιχείων του. Η ιδιότητα αυτή ισχύει λόγω του τρόπου δημιουργίας της δομής.

Η παραπάνω διαδικασία περιγράφεται αλγοριθμικά ως εξής:

InsertJfc-M-Heap(N£WO:

1. Parallel-Sort(jV£W);
2. ι= 1 ;
3. NEXT= NEW;
4. Εφόσον το ι-οστό μικρότερο στοιχείο του σωρού #1 < ΝΕΧΤ[ 1 ] επανέλαβε: / = / + 1;
5. / = / -  1;
6. Εφόσον υπάρχει στοιχείο της ακολουθίας NEW  που δεν έχει εισαχθεί επανέλαβε:

6.1 Για η = 1 μέχρι n < k  εκτέλεσε παράλληλα:
£[«] =ΜΗ[η][ΐ]; (το ί-οστό μικρότερο στοιχείο του σωρού #ή)

6.2 Μ  = Parallel-Merge(£, NEXT);
6.3 Για η -  1 μέχρι n < k  εκτέλεσε παράλληλα:

Replace(TO στοιχείο /?[η] του σωρού #η με το στοιχείο Μ[η]);
6.4 Για η = 1 μέχρι n < k  εκτέλεσε: ΝΕΧΤ[ή] = M[k+n];
6.5 ι' = ι + 1;

ι
7. Για η = 1 μέχρι η < k εκτέλέσε παράλληλα:

Insert(MiXT[n] στο σωρό #η στη θέση i μετακινώντας μια θέση δεξιά τα υπόλοιπα 
στοιχεία);
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■>
Από τη μελέτη της διαδικασίας της εισαγωγής, όπως περιγράφηκε παραπάνω, προκύπτει ότι ο 
χρόνος που απαιτείται για την ολοκλήρωσή της είναι της τάξης 0((«/£)loglogA). Σημειώνεται 
ότι το βήμα 6 του αλγορίθμου επαναλαμβάνεται στη χειριστή περίπτωση n/k φορές, όσο 
δηλαδή είναι και το πλήθος των στοιχείων του κάθε σωρού.

Έστω ότι στη δομή k-M-heap του Σχήματος 7.3, όπου k = 4 πρόκειται να πραγματοποιηθεί η 
διαδικασία της εισαγωγής και ότι η ακολουθία των 4 στοιχείων που πρόκειται να εισαχθούν 
είναι η εξής:

NEW= {8, 19,31,46}

Σύμφωνα με τον αλγόριθμο, αρχικά γίνεται η συγχώνευση των ακολουθιών {6, 7, 10, 13} και 
(8, 19, 31, 46} οπότε στη θέση των στοιχείων της πρώτης ακολουθίας τοποθετούνται τα 
στοιχεία {6, 7, 8, 10}. Στη συνέχεια συγχωνεύονται οι ακολουθίες {16, 17, 20, 21} και {13, 
19, 31, 46} οπότε στη θέση των στοιχείων της πρώτης ακολουθίας τοποθετούνται τα 13, 16, 17 
και 19 αντίστοιχα. Ακολουθεί η συγχώνευση των ακολουθιών {24, 27, 29, 32} και {20, 21,31, 
46} οπότε στη θέση των στοιχείων 24, 27, 29 και 32 τοποθετούνται τα 20, 21, 24 και 27 
αντίστοιχα. Η συγχώνευση των {38, 41, 45, 47} και {29, 31, 32, 46} οδηγεί στην εισαγωγή 
των 29, 31, 32 και 38 στη θέση των στοιχείων της πρώτης ακολουθίας. Τέλος, συγχωνεύονται 
οι ακολουθίες {50, 52, 55, 56} και {41, 45, 46, 47} και έτσι τα στοιχεία 41, 45, 46 και 47 
εισάγονται στη θέση των στοιχείων της πρώτης ακολουθίας.

Αφού έχουν εισαχθεί όλα τα στοιχεία της ακολουθίας NEW, εισάγονται τα 50, 52, 55 και 56 
και η διαδικασία της εισαγωγής ολοκληρώνεται. Το αποτέλεσμα της διαδικασίας που 
περιγράφηκε είναι η δομή που παρουσιάζεται στο Σχήμα 7.4.

Όπως ίσως θα έχει ήδη παρατηρηθεί, οι ιδιότητες της δομής του σωρού δεν χρησιμοποιούνται 
στους παραπάνω αλγορίθμους. Έτσι, προκειμένου να απαλλαγεί κανείς από μετακινήσεις 
στοιχείων στους πίνακες, θα μπορούσε να χρησιμοποιήσει συνδεδεμένες λίστες για την 
αναπαράσταση των σωρών. Όμως σε μια τέτοια περίπτωση, κατά τη διαδικασία εντοπισμού 
του ι-οστού στοιχείου που υπάρχει σε κάθε έναν από τους σωρούς, απαιτείται διάσχιση της 
λίστας που αναπαριστά το σωρό)
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Παράλληλος Αλγόριθμος για τη Δομή P-tree

Η δομή δεδομένων που περιγράφεται στη συνέχεια και ονομάζεται k-P-tree, βασίζεται, 
προφανώς, στη δομή Ρ-tree. Αποτελεί ουσιαστικά επέκταση της δομής του P-tree, αφού η 
διαφορά είναι ότι κάθε κόμβος της δομής περιλαμβάνει k ταξινομημένα στοιχεία. Έτσι, αν Ν 
είναι ο συνολικός αριθμός των στοιχείων που βρίσκονται αποθηκευμένα στη δομή, τότε το Ρ- 
tree αποτελείται από Nik κόμβους. Στη συνέχεια αποδεικνύεται ότι με 4k επεξεργαστές και σε 
CREW-PRAM μοντέλο ισχύουν τα ακόλουθα:

♦ k στοιχεία εισάγονται σε χρόνο 0({nlk)\og\ogk)

♦ Τα λ: στοιχεία με τη μικρότερη πληροφορία διαγράφονται σε χρόνο 0(1)

Η δομή Λ-P-tree είναι ουσιαστικά ένα P-tree που κάθε ένας από τους κόμβους του περιέχει k 
ταξινομημένα στοιχεία, όπως προαναφέρθηκε. Επιπλέον, οι κόμβοι είναι συνδεδεμένοι με έναν 
τρόπο ο οποίος στηρίζεται στις ιδιότητες της διάταξης των στοιχείων της δομής του P-tree. 
Δηλαδή, προκειμένου να εντοπίζονται τα k μικρότερα στοιχεία σε 0(1) παράλληλο χρόνο, τα 
στοιχεία αποθηκεύονται κατά Λ-άδες στους κόμβους, κατά τέτοιο τρόπο ώστε να ισχύουν οι 
ιδιότητες του P-tree, δηλαδή, τα στοιχεία κάθε κόμβου είναι μικρότερα από όλα τα στοιχεία 
που βρίσκονται στο υποδέντρο με ρίζα τον συγκεκριμένο κόμβο. Με αυτή την οργάνωση τα k 
μικρότερα στοιχεία εντοπίζονται στον τελευταίο κόμβο του πιο αριστερού μονοπατιού.

Πιο συγκεκριμένα, αν ΕΡι είναι η ακολουθία των στοιχείων που περιέχει ό κόμβος Ρ, και ΕΡ/ 
είναι η ακολουθία των στοιχείων της ρίζας του δέντρου, η δομή Λ-P-tree είναι ένα δυαδικό 
δέντρο το οποίο είναι είτε κενό είτε αποτελείται από ένα αριστερό μονοπάτι, μήκους έστω Μ, 
από κόμβους οι οποίοι περιέχουν ακολουθίες k στοιχείων που αν συνενωθούν, {EPtEP2EPi...EPM, 
όπου Ρ,, Ρ2,..., ΡΜ είναι οι κόμβοι του πιο αριστερού μονοπατιού με τη σειρά που διασχίζονται 
αν ξεκινήσει κανείς από τη ρίζα) ξεκινώντας από τη ρίζα, δίνουν φθίνουσα ακολουθία 
στοιχείων. Επιπλέον, κάθε ένας από τους κόμβους του πιο αριστερού μονοπατιού, εκτός από 
τον τελευταίο, έχει σαν δεξί υποδέντρο ένα k-P-tree. Η ακολουθία με τα Λ μεγαλύτερα στοιχεία 
της δομής βρίσκεται πάντα στον κόμβο-ρίζα. Οι διάδοχοι κάθε κόμβου έχουν ακολουθίες από 
στοιχεία μικρότερα από τα στοιχεία του κόμβου αυτού και οι ακολουθίες του δεξιού 
υποδέντρου του περιέχουν στοιχεία που είναι μεγαλύτερα από όλα τα στοιχεία όλων των 
ακολουθιών του αριστερού υποδέντρου. Έτσι, δεν υπάρχει δεξί υποδέντρο σε κάποιον κόμβο,
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αν δεν υπάρχει αριστερό, όπως ισχύει και για τη δομή του P-tree, και επιπλέον, όπως 
αναφέρθηκε παραπάνω, ο τερματικός κόμβος στο mo αριστερό μονοπάτι περιέχει τα k 
μικρότερα στοιχεία που υπάρχουν στη δομή. ^

Το Σχήμα 7.5 παρουσιάζει ένα παράδειγμα της δομής fc-P-tree που αποτελείται από 8 κόμβους 
και για την οποία ισχύει k -  4.

15!44 47

30 31 32
_ 3

35 37 38 3

20 22 24
Ί

26 27 28 1

0 I 2 Ί 12 15 η ϊ

Σχήμα 7.5

Λ ε ιτ ο υ ρ γ ί ε ς  τ η ς  Δ ο μ ή ς  axP -t r e e

Έστω Epi η ταξινομημένη ακολουθία των k στοιχείων που βρίσκονται αποθηκευμένα σε έναν 
κόμβο Pi και έστω Pi.up και Ρ ,.^λγ το αριστερό και το δεξί παιδί αντίστοιχα του κόμβου Ρ,. 
Έτσι, αν Ρy είναι ο κόμβος-ρίζα και Ρ2 και Pj είναι το αριστερό και το δεξί παιδί της ρίζας 
αντίστοιχα (έστω ότι υπάρχει δεξί παιδί) τότε η ακολουθία EpiEpjEP 2 είναι μια ταξινομημένη 
(φθίνουσα) ακολουθία στοιχείων. Η διαδικασία της εισαγωγής των k νέων στοιχείων πρέπει να 
γίνει με τέτοιο τρόπο ώστε να εξακολουθούν να ισχύουν οι ιδιότητες της δομής λ-P-tree. 
Επομένως δεν είναι δυνατόν να χρησιμοποιηθεί η γνωστή διαδικασία της εισαγωγής που 
εφαρμόζεται σε μια δομή P-tree όπως αυτή έχει περιγράφει σε προηγούμενο κεφάλαιο. Για τη 
διαδικασία της διαγραφής των k μικρότερων στοιχείων όμως μπορεί να χρησιμοποιηθεί η 
γνωστή διαδικασία της διαγραφής του μικρότερου στοιχείου, αφού τα k μικρότερα στοιχεία 
βρίσκονται, όπως και στη δομή του P-tree στον τελευταίο κόμβο του πιο αριστερού 
μονοπατιού. Προφανώς, για τη δημιουργία της δομής χρησιμοποιείται η διαδικασία της 
εισαγωγής.

> Η ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΑ ΤΗΣ ΕΙΣΑΓΩΓΗΣ

Προκειμένου να εισαχθούν k νέα στοιχεία στη δομή, πρώτα ταξινομούνται και εισάγονται 
αρχικά σε ένα νέο κόμβο ΡΝ και αποτελούν την ακολουθία ΕΡΝ. Σημειώνεται αρχικά ότι ακόμη 
και αν βρεθεί η κατάλληλη θέση εισαγωγής του νέου κόμβου Ρν και συνδεθεί με τους κόμβους 
της δομής, η διαδικασία της εισαγωγής μπορεί να μην έχει ακόμη ολοκληρωθεί, αφού 
ταυτόχρονα πραγματοποιείται^όυγχώνευση μερικών ακολουθιών και αυτή η διαδικασία των 
συγχωνεύσεων υπάρχει περίπτωση να μην έχει ολοκληρωθεί.
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Η ακολουθία ΕΡΝ των στοιχείων του κόμβου ΡΝ συγχωνεύεται με τις ακολουθίες EPR, EpR.ieft 
και Enpr right των κόμβων PR, PR,ief, και Pr, right, δηλαδή της ρίζας, του αριστερού και τοι^δεξιού 
της παιδιού αντίστοιχα (αν το τελευταίο υπάρχει). Έστω ότι προκύπτει η αύξουσα ακολουθία 
Μ[1...4£], η οποία αποτελείται από 4k στοιχεία. Τα λ μεγαλύτερα στοιχεία της (τελευταίο 
τμήμα της ακολουθίας Μ) τοποθετούνται στον κόμβο-ρίζα, τα k μικρότερα (πρώτο τμήμα της 
ακολουθίας Μ) στο αριστερό παιδί της ρίζας και τα στοιχεία M[4k-7], M[4k-6], M[4k-5] και 
M[4k-4] (το προτελευταίο, τρίτο τμήμα της ακολουθίας Μ) τοποθετούνται στο δεξί παιδί της 
ρίζας. Αν δεν υπήρχε δεξί παιδί τότε δεξί παιδί γίνεται ο νέος κόμβος και περιέχει τα στοιχεία 
που προαναφέρθηκαν. Η διαδικασία επαναλαμβάνεται αναδρομικά για το αριστερό υποδέντρο 
της ρίζας θεωρώντας ότι τα στοιχεία που θα εισαχθούν και που αποτελούν την ακολουθία £>λ', 
είναι τα στοιχεία M[k+1], M[k+2], M[k+3] και M[k+4} (το δεύτερο τμήμα της ακολουθίας Μ).

Αν κατά τη διάρκεια της διαδικασίας βρεθεί κόμβος του οποίου τα στοιχεία είναι όλα 
μικρότερα από τα στοιχεία που πρέπει να εισαχθούν (ακολουθία ΕΡχ) η διαδικασία συνεχίζεται 
για το δεξί υποδέντρο του πατέρα του συγκεκριμένου κόμβου. Αν αυτό δεν υπάρχει τότε η 
εισαγωγή γίνεται σε αυτό το σημείο και η διαδικασία τερματίζεται. Ακόμη, η διαδικασία της 
εισαγωγής τερματίζεται όταν γίνει η συγχώνευση της νέας ακολουθίας με κάποιον κόμβο­
φύλλο. Σε αυτή την περίπτωση η ακολουθία Μ  αποτελείται από 2k στοιχεία. Τα k μεγαλύτερα 
από αυτά τοποθετούνται στο συγκεκριμένο κόμβο, ενώ τα k μικρότερα γίνονται αριστερό παιδί 
του κόμβου.

Στο Σχήμα 7.6 παρουσιάζεται το αποτέλεσμα της εισαγωγής των k = 4 στοιχείων της 
ακολουθίας Ερν = {3, 11, 33, 36}στη δομή του Σχήματος 7.5. Με βάση τον αλγόριθμο της 
εισαγωγής, τα νέα στοιχεία συγχωνεύονται αρχικά με τις ακολουθίες Epr = {44, 47, 51, 60}, 
EpR.ieft = {30, 31, 32, 34} και £>Λ.Πί/„ = {35, 37, 38, 42}. Προκύπτει η ακολουθία Μ  = {3, 11, 
30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 42, 44, 47, 51, 60}, οπότε στη συνέχεια θα ισχύει EPR = {44, 
47, 51, 60}, EpRieft = {3, 11, 30, 31}, ΕΡΚ.^,„ = {36, 37, 38, 42} κ α ι£ Λν= {32, 33, 34, 35}. Η 
διαδικασία επαναλαμβάνεται θεωρώντας σαν κόμβο PR το αριστερό παιδί της ρίζας και PR.ie/t 
και PR.right το αριστερό και το δεξί παιδί του, αντίστοιχα. Όταν τεθεί PR ο τελευταίος κόμβος 
του πιο αριστερού μονοπατιού θα περιέχει τα στοιχεία 0, 1, 2 και 3 τα οποία είναι όλα 
μικρότερα από τα στοιχεία της ακολουθίας ΕΡΝ -  {4, 11, 12, 15} οπότε η διαδικασία 
συνεχίζεται στο δεξί υποδέντρο του πατέρα του κόμβου PR, ο οποίος περιέχει την ακολουθία 
{18, 19,20, 22}.

44 47 51 60

32 33 34 35 1 36 37 38 42

24 25 26 27 1 28 29 30 31

Σχήμα 7.6
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>  Η  Δ ια δ ικ α σ ί α  τ η ς  Δ ια γ ρ α φ ή ς

Ο εντοπισμός του κόμβου με τις k μικρότερες πληροφορίες μπορεί να πραγματοποιηθεί σε 
σταθερό χρόνο, εφόσον υπάρχει μία επιπλέον μεταβλητή τύπου δείκτη που αντιστοιχεί στον 
τερματικό κόμβο του πιο αριστερού μονοπατιού. Μετά την αφαίρεση αυτού του κόμβου, το 
τελευταίο δεξί υποδέντρο, δηλαδή αυτό που αντιστοιχεί στον πατέρα του κόμβου που 
αφαιρέθηκε, αν δεν είναι κενό, παίρνει τη θέση του κόμβου που αφαιρέθηκε, σαν αριστερό 
υποδέντρο. Δηλαδή η διαδικασία της διαγραφής των k μικρότερων στοιχείων από τη δομή k-P- 
tree είναι ίδια με η διαδικασία της διαγραφής του μικρότερου στοιχείου από μια δομή P-tree.

Αν πραγματοποιηθεί η διαδικασία της διαγραφής των k = 4 μικρότερων στοιχείων στη δομή 
του Σχήματος 7.5, θα διαγραφούν τα στοιχεία {0, 1, 2, 4} και θα προκόψει η δομή του 
Σχήματος 7.7.

ί
544 47

12 15 18 1

I
·»

Σχήμα 7.7

Παράλληλος Αλγόριθμος για τη Δομή IP-tree

Η δομή IP-tree αποτελείται, όπως περιγράφηκε σε προηγούμενο κεφάλαιο, από μια δομή Ρ- 
tree και μια δομή που ονομάζεται /-list. Υπενθυμίζεται ότι τα στοιχεία της δομής /-list είναι 
δείκτες σε κόμβους της δομής του P-tree.

Χρησιμοποιείται η τεχνική Event Horizon και επομένως κάθε φορά που η μικρότερη τιμή που 
υπάρχει στη δομή /P-tree βρίσκεται στη δευτερεύουσα δομή, η τελευταία ταξινομείται και τα 
στοιχεία της επανατοποθετούνται στο P-tree. Στη δομή IP-tree μπορεί κανείς να εκμεταλλευτεί 
το γεγονός ότι τα στοιχεία της δευτερεύουσας δομής που εισάγονται διαδοχικά είναι 
ταξινομημένα κατά φθίνουσα τάξη καθώς και ότι η δομή /-list καθορίζει τμήματα του δέντρου 
(υποδέντρα). Έτσι, για την εισαγωγή ενός στοιχείου δεν είναι απαραίτητο η αναζήτηση για την 
κατάλληλη θέση να ξεκινήσει από τη ρίζα, αλλά από ένα συγκεκριμένο υποδέντρο που 
εντοπίζεται με τη βοήθεια της·§ομής /-list.
Η δομή δεδομένων που περιγράφεται στη συνέχεια και ονομάζεται k-IP-tree, βασίζεται, 
προφανώς, στη δομή IP-tree. Αποτελεί ουσιαστικά επέκταση της δομής του IP-tree κατά τον 
τρόπο με τον οποίο πραγματοποιήθηκε και η επέκταση της δομής του P-tree και
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δημιουργήθηκε η δομή k-P-tree. Έτσι, η διαφορά της δομής k-IP-tree σε σχέση με τη δομή ΙΡ- 
tree είναι ότι κάθε κόμβος της δομής περιλαμβάνει k ταξινομημένα στοιχεία. Έτσι, αν Ν  είναι ο 
συνολικός αριθμός των στοιχείων που βρίσκονται αποθηκευμένα στη δομή, τότε το P-tree 
αποτελείται από N/k κόμβους. Στη συνέχεια αποδεικνύεται ότι με 4k επεξεργαστές και σε 
CREW-PRAM μοντέλο ισχύουν τα ακόλουθα:

♦ k στοιχεία εισάγονται σε χρόνο 0(η  loglogfc / k m)

♦ Τα it στοιχεία με τη μικρότερη πληροφορία διαγράφονται σε χρόνο 0(1)

όπου ο αριθμός ιη είναι πολλαπλάσιος του λ. Η δομή k-IP-tree είναι ουσιαστικά μια δομή ΙΡ- 
tree που κάθε ένας από τους κόμβους της περιέχει k ταξινομημένα στοιχεία, όπως 
προαναφέρθηκε. Επιπλέον, οι κόμβοι είναι συνδεδεμένοι με έναν τρόπο ο οποίος στηρίζεται 
στις ιδιότητες της διάταξης των στοιχείων της δομής του Ρ-tree. Συγκεκριμένα, το P-tree της 
δομής είναι ουσιαστικά μια δομή λ-P-tree, η οποία περιγράφηκε παραπάνω. Έτσι, προκειμένου 
να εντοπίζονται τα k μικρότερα στοιχεία σε 0 ( 1) παράλληλο χρόνο, τα στοιχεία αποθηκεύονται 
κατά λ-άδες στους κόμβους, κατά τέτοιο τρόπο ώστε τα στοιχεία κάθε κόμβου να είναι 
μικρότερα από όλα τα στοιχεία που βρίσκονται στο υποδέντρο με ρίζα τον συγκεκριμένο 
κόμβο. Με αυτή την οργάνωση τα k μικρότερα στοιχεία εντοπίζονται στον τελευταίο κόμβο 
του mo αριστερού μονοπατιού.

Με τη δομή λ-ΖΡ-tree προφανώς χρησιμοποιείται η τεχνική Event Horizon και επομένως κάθε 
φορά που οι k μικρότερες τιμές που υπάρχουν στη δομή βρίσκονται στη δευτερεύουσα δομή, η 
τελευταία ταξινομείται και τα στοιχεία της επανατοποθετούνται στο P-tree. Η διαδικασία της 
συγχώνευσης πραγματοποιείται με τον τρόπο που γίνεται η συγχώνευση σε μια δομή /P-tree.

Συγκεκριμένα, έστω ότι πρέπει να συγχωνευθεί με τη δομή του P-tree ένα σύνολο στοιχείων, 
το οποίο είναι πολλαπλάσιο του k. Η συγχώνευση γίνεται εισάγοντας διαδοχικά τμήματα της 
ακολουθίας μήκους k κάθε φορά. Η διαδικασία της συγχώνευσης-εισαγωγής περιγράφεται στη 
συνέχεια.

Λ ε ιτ ο υ ρ γ ίε ς : τ η ς  Δ ο μ ή ς  k -IP -t r e e  

>  Η  Δ ια δ ικ α σ ί α  τ η ς  Σ υ γ χ ω ν ε υ ς η ς - Ε ις α γ ω γ η ς

Κατά τη διαδικασία της εισαγωγής μιας ακολουθίας k στοιχείων στη δομή του P-tree 
αναζητείται η κατάλληλη θέση διασχίζοντας το δέντρο ξεκινώντας από τη ρίζα. 
Χρησιμοποιώντας τη δομή /-list, για την εισαγωγή της ακολουθίας δεν είναι απαραίτητο η 
αναζήτηση για την κατάλληλη θέση να ξεκινήσει από τη ρίζα, αλλά από ένα συγκεκριμένο 
υποδέντρο. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι είναι γνωστό ότι τα k προηγούμενα στοιχεία που 
τοποθετήθηκαν στο P-tree είχαν όλα μεγαλύτερες τιμές από τα νέα k στοιχεία (αφού η 
δευτερεύουσα δομή είχε ταξινομηθεί) και παρέχεται έτσι η δυνατότητα να τοποθετούνται 
δείκτες σε συγκεκριμένους κόμβους στο μονοπάτι που ακολούθησε η προηγούμενη ακολουθία 
προκειμένου να διευκολυνθεί η εισαγωγή της νέας. Υπενθυμίζεται ότι η διαδικασία που 
περιγράφεται πραγματοποιείται όταν διαπιστωθεί ότι δεν περιέχονται όλα τα k μικρότερα 
στοιχεία στο P-tree αλλά υπάρχει τουλάχιστον ένα από αυτά στη δευτερεύουσα δομή.

Αφού εντοπισθεί το κατάλληλο υποδέντρο, η διαδικασία της εισαγωγής ολοκληρώνεται στο 
συγκεκριμένο P-tree σύμφωνα με τον τρόπο που περιγράφηκε παραπάνω για τη δομή λ-P-tree.
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Για παράδειγμα, έστω Εα η ακολουθία των k στοιχείων της οποίας η εισαγωγή μόλις 
ολοκληρώθηκε και Er η τελευταία ακολουθία ενός κόμβου r  του πιο αριστερού μονοπατιού με 
την οποία συγκρίθηκε και συγχωνεύθηκε η ακολουθία Εα προτού η αναζήτηση της κατάλληλης 
θέσης προχωρήσει σε δεξί υποδέντρο. Αν η νέα ακολουθία που πρέπει να εισαχθεί, έστω Eh, 
έχει όλα της τα στοιχεία μικρότερα, αρκεί η διαδικασία της εισαγωγής να ξεκινήσει από το 
υποδέντρο (P-tree) με ρίζα τον κόμβο r. Έτσι, είναι απαραίτητο να διατηρούνται δείκτες σε 
εκείνους τους κόμβους με τις ακολουθίες των οποίων συγκρίθηκε η ακολουθία Εα προτού η 
διαδικασία συνεχιστεί σε δεξί υποδέντρο. Οι κόμβοι αυτοί είναι οι γνωστοί /-κόμβοι. Ο 
πρώτος /-κόμβος είναι η ρίζα του P-tree ενώ ο τελευταίος είναι ο κόμβος που περιέχει τις k 
μικρότερες πληροφορίες που υπάρχουν στο P-tree, ο τελευταίος δηλαδή κόμβος του πιο 
αριστερού μονοπατιού του δέντρου.

Αν η είναι το πλήθος των στοιχείων που υπάρχουν στη δομή, τότε το P-tree αποτελείται από 
n/k κόμβους. Έτσι, για τη διαδικασία της εισαγωγής k στοιχείων στη δομή του P-tree, 
απαιτείται πολυπλοκότητα χρόνου τάξης ίση με αυτή που απαιτεί η αντίστοιχη διαδικασία για 
τη δομή του λ-P-tree, δηλαδή 0((n/k)\oglogk) με 4k επεξεργαστές. Η διαδικασία της εισαγωγής 
k νέων στοιχείων στη δομή πραγματοποιείται σε σταθερό χρόνο αφού αυτά εισάγονται στη 
δευτερεύουσα δομή, στη δομή της λίστας. Είναι γνωστό ακόμη ότι η διαδικασία της 
ταξινόμησης m γεγονότων απαιτεί χρόνο της τάξης 0(//ilog/n)· Έτσι, αφού η συγχώνευση 
πραγματοποιείται για κάθε m, έστω, γεγονότα, η σχέση που ακολουθεί αντιστοιχεί στο χρόνο 
που απαιτείται για την εισαγωγή k γεγονότων στη δομή k-IP-tree:

Ti = C j+ C 2log2(w) + Ο  n loglogA'/ ( km ) (1)

όπου εδώ το Ci αντιστοιχεί στο σταθερό χρονικό κόστος για την εισαγωγή στη δευτερεύουσα 
δομή k γεγονότων, το C2 αντιστοιχεί στο χρονικό κόστος για την ταξινόμηση m γεγονότων, και 
τέλος, το C? αναπαριστά το κόστος από τη συγχώνευση (εισαγωγή) m γεγονότων της 
δευτερεύουσας λίστας με η γεγονότα της κύριας δομής. Προφανώς το πι είναι πολλαπλάσιο 
του k.

Έστω ότι το P-tree της δομής είναι αυτό του Σχήματος 7.5, όπου k = 4, και ότι η δευτερεύουσα 
δομή περιέχει τα στοιχεία {48, 36, 23, 17, 16, 13, 8, 3}. Προφανώς τα 4 μικρότερα στοιχεία 
δεν βρίσκονται όλα στη δομή του P-tree. Έτσι η διαδικασία της συγχώνευσης αρχικοποιείται 
με την εισαγωγή των στοιχείων {17, 23, 36, 48} σύμφωνα με τον τρόπο που περιγράφηκε 
παραπάνω κατά την περιγραφή της διαδικασίας της εισαγωγής στη δομή λ-P-tree. Το 
αποτέλεσμα είναι η δομή που παρουσιάζεται στο Σχήμα 7.8. Όπως φαίνεται στο Σχήμα, 
υπάρχει ένας νέος /-κόμβος. Έτσι, η εισαγωγή των στοιχείων {3, 8, 13, 16} πραγματοποιείται 
με τη βοήθεια αυτού του κόμβου και η διαδικασία της εισαγωγής δεν ξεκινά από τη ρίζα αλλά 
από αυτό το συγκεκριμένο κόμβο. Τελικά το αποτέλεσμα της διαδικασίας της συγχώνευσης 
είναι το P-tree που παρουσιάζεται στο Σχήμα 7.9.

>  Η  Δ ια δ ικ α σ ί α  τ η ς  Δ ια γ ρ α φ ή ς

Ο εντοπισμός του κόμβου με τις λ μικρότερες πληροφορίες μπορεί να πραγματοποιηθεί σε 
σταθερό χρόνο, εφόσον υπάρχει μία επιπλέον μεταβλητή τύπου δείκτη που αντιστοιχεί στον 
τερματικό κόμβο του πιο αριστερού μονοπατιού. Μετά την αφαίρεση αυτού του κόμβου, 
πραγματοποιείται η ίδια διαδικασία που ισχύει και για τη δομή λ-Ρ-tree. Έτσι, το τελευταίο 
δεξί υποδέντρο, δηλαδή αυτό που αντιστοιχεί στον πατέρα του κόμβου που αφαιρέθηκε, αν δεν 
είναι κενό, παίρνει τη θέση του κόμβου που αφαιρέθηκε, σαν αριστερό υποδέντρο. Δηλαδή η
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διαδικασία της διαγραφής των k μικρότερων στοιχείων από τη δομή k-IP-tree είναι ίδια με η 
διαδικασία της διαγραφής του μικρότερου στοιχείου από μια απλή δομή P-tree και συνεπώς 
ολοκληρώνεται σε σταθερό χρόνο.

Root pointer 
-------►

Root 1---------- 47 48 51
Ί

32 34 35
- J

37 38 42 3

24 25 21 I 28 29 30

Current pointer Current 
-------► ---------- ► 0 1 2 1 19 20 2: 1

5 7 9 12 15 17 1

Σχήμα 7.8

Σχήμα 7.9

89



7. Παράλληλη Προσομοίωση Διακριτών Γεγονότων

Παράλληλος Αλγόριθμος για τη Αομή MP-tree

Η δομή δεδομένων που περιγράφεται στη συνέχεια και ονομάζεται k-MP-tree, βασίζεται στη 
δομή MP-tree. Η διαφορά είναι ότι η δομή k-MP-tree επιτρέπει την εισαγωγή k στοιχείων 
καθώς και τη διαγραφή των k μικρότερων στοιχείων που υπάρχουν στη δομή. Η τελευταία 
πραγματοποιείται εύκολα αν τα k μικρότερα στοιχεία βρίσκονται αποθηκευμένα σε k 
διακεκριμένα P-trees, κάτι που επιτυγχάνεται από τον τρόπο δημιουργίας της δομής και 
αποτελεί τη βασική της ιδιότητα. Έτσι, αν Ν  είναι ο συνολικός αριθμός των στοιχείων που 
βρίσκονται αποθηκευμένα στη δομή και k το πλήθος των P-trees που την αποτελούν, τότε κάθε 
P-tree περιέχει N/k στοιχεία. Η διαδικασία της εισαγωγής των k νέων στοιχείων 
πραγματοποιείται με τέτοιο τρόπο ώστε τα P-trees να εξακολουθούν να αποτελούνται από 
ισάριθμα στοιχεία, όπως ισχύει κατά τη δημιουργία της δομής, αλλά και χωρίς να 
διαταράσσεται η ιδιότητα που περιγράφηκε παραπάνω. Προκειμένου να είναι αποδοτική η 
διαδικασία τροποποιείται η δομή MP-tree με την πρόσθεση μιας ακόμη μεταβλητής δείκτη 
le ftje a f  σε κάθε κόμβο. Συγκεκριμένα, η μεταβλητή αυτή δείχνει στο πιο αριστερό φύλλο του 
δεξιού υποδέντρου του κόμβου, αν ο κόμβος έχει δεξί υποδέντρο. Σημειώνεται ακόμη ότι η 
δομή /-heap που χρησιμοποιείται από τη δομή MP-tree, όπως περιγράφηκε σε προηγούμενο 
κεφάλαιο, δεν χρησιμοποιείται από τη δομή A-MP-tree, αφού δεν χρειάζεται να είναι γνωστό το 
P-tree που περιέχει τη μικρότερη πληροφορία που υπάρχει στη δομή. Ένα παράδειγμα μιας 
δομής k-MP-tree, όπου k = 4, παρουσιάζεται στο Σχήμα 7.10. Στη συνέχεια αποδεικνύεται ότι 
με k επεξεργαστές και σε CREW-PRAM μοντέλο ισχύουν τα ακόλουθα:

♦ k στοιχεία εισάγονται σε χρόνο 0((MA)loglogA)

♦ Τα Α στοιχεία με τη μικρότερη πληροφορία διαγράφονται σε χρόνο 0(1)

Λ ε ιτ ο υ ρ γ ί ε ς  τ η ς  Δ ο μ ή ς  k -M P -t r e e

Έστω ότι η δομή αποτελείται από τα Ν  στοιχεία της ακολουθίας X, τα οποία, κατά τη 
δημιουργία της, μοιράζονται σε k Ρ-trees. Κατά τη διαδικασία της διαγραφής επιστρέφεται 
ένας μονοδιάστατος πίνακας MIN[k\ που περιέχει τα k μικρότερα στοιχεία της δομής, ενώ κατά 
την εισαγωγή χρησιμοποιείται ένας επίσης μονοδιάστατος πίνακας NEW[k] ο οποίος περιέχει 
τα k νέα στοιχεία που πρόκειται να εισαχθούν.

> Η Δημιουργία της Δομής

Για τη δημιουργία της δομής χρησιμοποιείται η διαδικασία Build_A-MP-tree, η οποία 
περιγράφεται αλγοριθμικά στη συνέχεια. Η ακολουθία X  ταξινομείται κατά το βήμα 1 με 
χρήση της συνάρτησης Parallel-Sort σε O(logA) χρόνο σε CREW PRAM μοντέλο k 
επεξεργαστών. Αφού πραγματοποιηθεί η ταξινόμηση, κάθε ένας από τους επεξεργαστές 
εισάγει ακολουθιακά μια ακολουθία N/k στοιχείων στο αντίστοιχο P-tree ως εξής: ο πρώτος 
επεξεργαστής εισάγει στο πρώτο από τα P-trees τα πρώτα N/k στοιχεία της ταξινομημένης 
ακολουθίας X, ο δεύτερος επεξεργαστής εισάγει ακολουθιακά στο δεύτερο από τα P-trees το 
δεύτερο τμήμα N/k στοιχεία»^ της ακολουθίας X  κτλ. Για την ακολουθιακή εισαγωγή των 
στοιχείων, που πραγματοποιεί κάθε επεξεργαστής, εκτελείται η γνωστή διαδικασία της 
εισαγωγής ενός στοιχείου σε μια δομή P-tree. Σημειώνεται ακόμη ότι κάθε υποακολουθία 
μήκους N/k που πρέπει να εισαχθεί σε κάθε ένα από τα P-trees, τροποποιείται κατάλληλα πριν
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την εισαγωγή των στοιχείων, κατά το βήμα 3.1 του αλγορίθμου, αφού η διαδοχική εισαγωγή 
ταξινομημένων στοιχείων οδηγεί σε δομή P-tree η οποία έχει τη μορφή συνδεδεμένης λίστας.

Build_A:-AfP-tree(X):

4. Parallel-Sort(X);
5. for i = 1 to k do in parallel:

2.1 n = i;
2.2 m=  1;
2.3 while η < N

2.3.1 MP[i][m]=X[n]·
2.3.2 n = n + k;
2.3.3 m = m+  1;

3. for i = 1 to k do in parallel:
3.1 Permute(MP[i']);
3.2 for η = 1 to N l  k Insert(MP[i][n] at P-tree #/); .

Σε κάθε γραμμή του πίνακα δύο διαστάσεων MP[k][N/k] που χρησιμοποιεί η παραπάνω 
συνάρτηση, αποθηκεύονται τα Nik στοιχεία που αντιστοιχούν σε κάθε ένα από τα k Ρ-trees.

>  Η ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΑ ΤΗΣ ΔΙΑΓΡΑΦΗΣ

Για την πραγματοποίηση της διαδικασίας της διαγραφής των k μικρότερων στοιχείων 
(Delete_A:-MP-tree) χρησιμοποιείται η συνάρτηση Delete_minimum, δηλαδή η γνωστή 
διαδικασία της διαγραφής του μικρότερου στοιχείου από μια δομή P-tree. Κάθε ένας από τους 
επεξεργαστές εκτελεί τη διαδικασία Delete_minimum σε κάθε ένα από τα P-trees, με 
αποτέλεσμα η Delete_/c-MP-tree να επιστρέφει ένα διάνυσμα MIN[k] που περιέχει τα k 
μικρότερα στοιχεία που υπάρχουν στη δομή k-MP-tree. Υπενθυμίζεται ότι τα k μικρότερα 
στοιχεία βρίσκονται σε k διακεκριμένα P-trees. Έτσι, η διαδικασία της διαγραφής αυτών των * » 
στοιχείων είναι δυνατόν να πραγματοποιηθεί σε σταθερό χρόνο. Ακολουθεί η αλγοριθμική 
περιγραφή της διαδικασίας της διαγραφής.

Delete_fc-MP-tree:

1. fo r i=  1; i< h , i = i+  1; do in parallel:
MIN[i\ = Delete_minimum^0 τη δομή P-tree #0;

6. retum(M/A0;

Στο Σχήμα 7.11 παρουσιάζεται το αποτέλεσμα της διαγραφής των k = 4 μικρότερων στοιχείων 
από τη δομή του Σχήματος 7.10.
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1 2  3 4

>  Η Διαδικασία της Ε ισαγωγής

Έστω NEW  η ακολουθία των k νέων στοιχείων που πρόκειται να εισαχθούν. Όπως έχει ήδη 
αναφερθεί, είναι απαραίτητο η εισαγωγή των νέων στοιχείων να μην διαταράσσει την βασική 
ιδιότητα της δομής, σύμφωνα με την οποία τα k μικρότερα στοιχεία ανήκουν σε k διαφορετικά 
P-trees. Προκειμένου να επιτευχθεί αυτό, πραγματοποιείται συγχώνευση των στοιχείων που 
ήδη υπάρχουν στη δομή με τα k νέα. Έτσι, συγκρίνεται το μικρότερο στοιχείο της ακολουθίας 
NEW, έστω α, με τα στοιχεία του πρώτου P-tree, ξεκινώντας από το μικρότερο, μέχρι να 
βρεθεί το ϊ-στό το οποίο είναι το πρώτο μεγαλύτερο στοιχείο από το α. Με αυτό τον τρόπο 
εντοπίζεται το σημείο από τρ, οποίο ξεκινά η συγχώνευση, προκειμένου να αποφευχθούν 
άσκοπες συγκρίσεις. Συγκεκριμένα, αφού εντοπιστούν τα z'-στά στοιχεία σε κάθε ένα από τα Ρ- 
trees κατά το βήμα 6.1 του αλγόριθμου που παρουσιάζεται στη συνέχεια, σχηματίζεται από 
αυτά η ακολουθία R, η οποία συγχωνεύεται με την αρχική ακολουθία NEW. Προκύπτει έτσι, 
κατά το βήμα 6.2, μια νέα ακολουθία Μ  που έχει μήκος 2k. Στη συνέχεια, τα k στοιχεία της R,
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τα οποία ανήκουν σε διαφορετικά P-trees, αντικαθίστανται από τα k μικρότερα στοιχεία της Μ. 
Τα υπόλοιπα k στοιχεία της Μ αποτελούν στη συνέχεια τα στοιχεία της νέας ακολουθίας NEW 
και έτσι η διαδικασία επαναλαμβάνεται μέχρι να έχουν εισαχθεί όλα τα νέα στοιχεία, δηλαδή 
τα στοιχεία της αρχικής ακολουθίας NEW.

Σημειώνεται ότι η διαδικασία Find που χρησιμοποιείται στο βήμα 6.1, η οποία εκτελείται σε 
κάθε έναν από τους επεξεργαστές, είναι αυτή που εντοπίζει το /'-στό μικρότερο στοιχείο που 
υπάρχει σε κάθε ένα από τα P-trees. Προκειμένου να πραγματοποιηθεί αυτό, η διαδικασία 
χρησιμοποιεί τις μεταβλητές (δείκτες) leftJeaf των κόμβων.

Η παραπάνω διαδικασία περιγράφεται αλγοριθμικά ως εξής:

Insert_£-A/P-tree(MTWO:

1. Parallel-Sort(W£W);
2. ι= 1 ;
3. NEXT = NEW;
4. Εφόσον το /-οστό μικρότερο στοιχείο του P-tree #1 < ΝΕΧΤ[ 1 ] επανέλαβε: / = / + 1;
5. ι = / - 1 ;
6. Εφόσον υπάρχει στοιχείο της ακολουθίας NEW  που δεν έχει εισαχθεί επανέλαβε:

6.1 Για // = 1 μέχρι k εκτέλεσε παράλληλα:
/?[«] = Find (το /-οστό μικρότερο στοιχείο της δομής P-tree #//);

6.1 Μ = Parallel-Merge(P, NEXT);
6.2 Για η = 1 μέχρι k εκτέλεσε παράλληλα:

Replace(ro στοιχείο R[n] του P-tree #// με το στοιχείο Μ[η]);
6.3 Για // = 1 μέχρι k εκτέλεσε: ΝΕΧΤ[η] = M[k+n];
6.4 / = / + 1;

7. Για η = 1 μέχρι k εκτέλεσε παράλληλα: Insert(MTAT[rt] στο P-tree #«);

Έστω Ν  το πλήθος των στοιχείων που υπάρχουν στη δομή k-MP-tree οπότε το πλήθος των 
κόμβων που θα περιλαμβάνει κάθε ένα από τα k Ρ-trees θα είναι Nik. Αφού ο αλγόριθμος της 
διαδικασίας της εισαγωγής απαιτεί χρόνο 0(log£) για την ταξινόμηση, Ο {Nik) χρόνο για την 
πραγματοποίηση των βημάτων 4 και 7 και 0((N/k)\og\ogk) για το βήμα 6, συνεπάγεται ότι η 
διαδικασία συνολικά ολοκληρώνεται με χρονική πολυπλοκότητα 0((N/k)\og\ogk).

Έστω ότι στη δομή k-MP-tree του Σχήματος 7.10 πρόκειται να πραγματοποιηθεί η διαδικασία 
της εισαγωγής και ότι η ακολουθία των 4 (λ = 4) στοιχείων που πρόκειται να εισαχθούν είναι η 
εξής:

NEW= {5, 32,45,46}

Σύμφωνα με τον αλγόριθμο, αρχικά γίνεται η συγχώνευση των ακολουθιών {0, 1, 3, 4} και (5, 
32, 45, 46} οπότε τα στοιχεία της δομής δεν αλλάζουν αφού τα 4 μικρότερα είναι τα στοιχεία 
0, 1, 3 και 4, που ήδη υπάρχουν. Στη συνέχεια συγχωνεύονται οι ακολουθίες {7, 9, 13, 15} και 
{5, 32, 45, 46} οπότε στη θέσ?ι των στοιχείων 7, 9, 13 και 15 τοποθετούνται τα 5, 7, 9 και 13 
αντίστοιχα. Ακολουθεί η συγχώνευση των ακολουθιών (16, 19, 21, 24} και {15, 32, 45, 46} 
οπότε στη θέση των στοιχείων 16, 19, 21 και 24 τοποθετούνται τα 15, 16, 19 και 21 αντίχτοιχα. 
Μετά τη συγχώνευση των ακολουθιών {29, 30, 31, 35} και {24, 32, 45,46} τα στοιχεία 24, 29, 
30 και 31 τοποθετούνται στη δομή. Η συγχώνευση των {39, 40, 43, 44} και {32, 35, 45, 46}
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έχει σαν αποτέλεσμα την εισαγωγή των στοιχείων 32, 35, 39 και 40. Τέλος, αφού 
συγχωνευθούν οι ακολουθίες {48, 51, 53, 57} και {43, 44, 45, 46} θα εισαχθούν στη-δομή τα 
στοιχεία 43,44,45 και 46.

Αφού έχουν εισαχθεί όλα τα στοιχεία της ακολουθίας NEW, εισάγονται τα 48, 51, 53 και 57 
και η διαδικασία της εισαγωγής ολοκληρώνεται. Το αποτέλεσμα της διαδικασίας που 
περιγράφηκε είναι η δομή που παρουσιάζεται στο Σχήμα 7.12.

index

Σχήμα 7.12

7.4 Συμπεράσματα

Η εισαγωγή του παραλληλισμού στην προσομοίωση διακριτών γεγονότων, σύμφωνα με όσα 
προηγήθηκαν μπορεί να επιφέρει αξιόλογη βελτίωση στην αποτελεσματικότητα ενός 
αλγόριθμου. Η χρήση περισσοτέρων του ενός επεξεργαστή είναι δυνατόν να επιταχύνει την 
ολοκλήρωση των διαδικασιών της εισαγωγής και της διαγραφής. Επιπλέον, η επεξεργασία 
περισσοτέρων του ενός γεγονότος κάθε φορά, δηλαδή η εισαγωγή ή η διαγραφή k γεγονότων 
ταυτόχρονα, καθιστά την προσομοίωση ενός συστήματος διακριτών γεγονότων πιο ρεαλιστική.

Στον Πίνακα 7.1 που ακολουθεί παρουσιάζεται συνοπτικά η πολυπλοκότητα χρόνου για τις 
διαδικασίες της εισαγωγής και της διαγραφής, καθώς επίσης και το πλήθος των επεξεργαστών 
που απαιτεί κάθε ένας από τους παράλληλους αλγορίθμους. Οι μεταβλητές Ν  και Μ  που 
εμφανίζονται στον πίνακα συμβολίζουν το πλήθος των στοιχείων, το πλήθος των σωρών ή των 
P-trees που υπάρχουν στη δομή Μ -heap ή MP-tree, αντίστοιχα. Η μεταβλητή m αντιστοιχεί στο 
πλήθος των στοιχείων που υπάρχουν στη δευτερεύουσα δομή ακριβώς πριν πραγματοποιηθεί η 
συγχώνευσή της με την κύρια. Τέλος, η μεταβλητή k προφανώς αντιστοιχεί στο πλήθος των 
στοιχείων που εισάγονται ή διαγράφονται ταυτόχρονα.
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Αξίζει να σημειωθεί ότι οι αλγόριθμοι M-heap, P-tree, MP-tree και IP-tree πραγματοποιούν τη 
διαδικασία της διαγραφής των k μικρότερων στοιχείων σε σταθερό χρόνο. Στο τελευταίο 
κεφάλαιο πραγματοποιείται σύγκριση ανάμεσα στους ακολουθιακούς και τους παράλληλους 
αλγορίθμους που μελετήθηκαν.

Π. ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ Λ-ΕΙΣΑΓΩΓΗ Α-ΔΙΑΓΡΑΦΗ ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΤΕΣ

Leftist heap O(logA0 0(log(A//£)+loglog/:) k

Binomial heap 0(log(N+k)+log2k) 0(£logN) k

/{•heap 0(log/V) 0(log(A//&)+loglog/r) k

M-heap 0((/V/A:)logIogA:) 0 ( 0 N

P-tree 0((N/k)\og\ogk) 0(1) 4 k

MP-tree 0((N/k)\oglogk) 0(1) k

IP- tree 0((N/km)loglogk+\ogm) 0(1) 4k

Πίνακας 7.1.
Ί
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8

Π ΕΙΡΑΜ Α ΤΙΚ Η  Μ Ε Λ Ε Τ Η

τ ω ν  Α λ γ ο ρ ί θ μ ω ν

8.1 Εισαγωγή

8.2 Βασικές Δομές Δεδομένων

8.3 Σύνθετες Δομές Δεδομένων

8.4 Επεκτάσεις της Δομής του Σωρού

8.5 Επεκτάσεις της Δομής του P-tree

8.6 Συμπεράσματα

8.1 Εισαγωγή

Η μελέτη που παρουσιάζεται στη συνέχεια έχει στόχο την εκτίμηση της αποτελεσματικότητας 
των αλγορίθμων με βάση πειραματικά αποτελέσματα. Η αποτελεσματικότητα ενός αλγόριθμου 
εκτιμάται με βάση τη μέση πολυπλοκότητα χρόνου που απαιτείται για την εκτέλεση των 
λειτουργιών της δημιουργίας ενός νέου γεγονότος με κατάλληλο χρόνο δρομολόγησης και της 
εισαγωγής του στο σύνολο γεγονότων καθώς επίσης και της διαγραφής του γεγονότος με τον 
μικρότερο χρόνο δρομολόγησης.

Για κάθε μία δομή προσομοίωσης του συνόλου γεγονότων και με δεδομένο το μέγεθος του και 
την κατανομή από την οποία προέρχονται οι χρόνοι δρομολόγησης των γεγονότων, η 
διαδικασία hold εκτελείται 16000 φορές. Άρα πραγματοποιούνται συνολικά 16000 εισαγωγές 
και διαγραφές ενώ ταυτόχρργα υπολογίζεται ο χρόνος που απαιτήθηκε, όπως ακριβώς 
περιγράφεται στη συνάρτηση main στο Κεφάλαιο 2. Μια παράμετρος που προφανώς καθορίζει 
την αποτελεσματικότητα ενός αλγόριθμου είναι το πλήθος των κόμβων γεγονότων, Ν, που 
αποτελούν το σύνολο γεγονότων. Οι τιμές του Ν  που έχουν επιλεγεί είναι Ν  = 32, 64,128, 256, 
512, 1024, 2048, 4096, 8192 και 16384 κόμβοι. Με την επιλογή της κατανομής που
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χρησιμοποιείται κάθε φορά επιδιώκεται να προσδιοριστούν τα πλεονεκτήματα αλλά και 
μειονεκτήματα της κάθε δομής δεδομένων που χρησιμοποιήθηκε.

Στη συνέχεια παρουσιάζονται τα αποτελέσματα καθενός από τους αλγορίθμους που 
μελετήθηκαν. Ο χρόνος επεξεργασίας που απαιτεί κάθε ένας από τους αλγορίθμους σε 
συνάρτηση με το μέγεθος Ν  του συνόλου γεγονότων παρουσιάζεται σε μορφή γραφικών 
παραστάσεων. Τα αποτελέσματα παρατίθενται επίσης και σε μορφή πίνακα για μεγαλύτερη 
ακρίβεια.

Κρίνεται όμως απαραίτητο να μελετηθεί και το πλήθος των συγκρίσεων μεταξύ των στοιχείων 
που πραγματοποιεί ο κάθε αλγόριθμος προκειμένου να ολοκληρωθούν οι διαδικασίες της 
εισαγωγής και της διαγραφής. Παρέχονται κατά αυτόν τον τρόπο ακριβέστερα αποτελέσματα 
αφού η αποτελεσματικότητα μερικών αλγορίθμων σχεδόν ταυτίζεται όταν αυτή κρίνεται με 
βάση το χρόνο που απαιτείται από τον επεξεργαστή προκειμένου να πραγματοποιήσει τις 
διαδικασίες που προαναφέρθηκαν.

8.2 Βασικές Δομές Δεδομένων

Η  Δομή του Σωρού

Μελετώντας τα αποτελέσματα που προκύπτουν από την πειραματική μελέτη της δομής του 
σωρού, συμπεραίνει κανείς ότι η αποτελεσματικότητα της δομής είναι σχεδόν η ίδια είτε κατά 
τη στατική είτε κατά τη δυναμική αναπαράστασή της. Όπως ήταν αναμενόμενο, οι χρόνοι 
επεξεργασίας που απαιτεί η δομή του σωρού κατά τη δυναμική αναπαράσταση είναι ελάχιστα 
μεγαλύτεροι από εκείνους της στατικής αναπαράστασης, αφού στη δεύτερη περίπτωση δεν 
περιλαμβάνεται η χρήση δεικτών. Αυτό όμως δεν ισχύει και για το πλήθος των συγκρίσεων 
που πραγματοποιεί κάθε ένας από τους δυο αλγορίθμους, οι οποίοι είναι το ίδιο 
αποτελεσματικοί αν συγκριθούν με βάση αυτό το κριτήριο.

Για τους λόγους που αναφέρθηκαν παραπάνω, παρουσιάζονται στη συνέχεια τα αποτελέσματα 
από τη μελέτη της αποτελεσματικότητας της δομής του σωρού μόνο κατά τη στατική 
αναπαράστασή του. Έτσι, στα Σχήματα 8.1 και 8.2 παρουσιάζονται σε μορφή πινάκων οι 
χρόνοι επεξεργασίας και το πλήθος των συγκρίσεων, αντίστοιχα που απαιτεί ο αλγόριθμος για 
την πραγματοποίηση των διαδικασιών της εισαγωγής και της διαγραφής, ενώ στα Σχήματα 8.3 
και 8.4 παρουσιάζονται τα ίδια αποτελέσματα σε μορφή γραφικών παραστάσεων. Αυτό που 
παρατηρεί κανείς είναι ότι η δομή είναι εξαιρετικά αποτελεσματική και μάλιστα ανεξάρτητα 
από την εκάστοτε κατανομή.

Όπως προέκυψε πειραματικά, η χρήση της τεχνικής Event Horizon, με οποιοδήποτε τρόπο και 
να εφαρμοστεί στη δομή του σωρού, δεν βελτιώνει την αποτελεσματικότητα της δομής. 
Παρατηρείται σχεδόν ίδια συμπεριφορά είτε χρησιμοποιείται η τεχνική Event Horizon είτε όχι, 
τόσο ως προς το συνολικό χρόνο επεξεργασίας όσο και ως προς τις συγκρίσεις και τις 
κατανομές. Ο τρόπος με τον οποίο εφαρμόζεται η τεχνική Event Horizon δεν είναι ακριβώς 
αυτός που παρουσιάστηκε κατά την περιγραφή της τεχνικής. Έτσι, η δευτερεύουσα δομή είναι 
επίσης μια δομή σωρού, η οποία δεν συγχωνεύεται με την κύρια όταν βρεθεί ότι περιέχει το 
μικρότερο στοιχείο, αλλά γίνεται κύρια δομή, δηλαδή η διαδικασία της διαγραφής
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πραγματοποιείται στη συνέχεια από αυτή. Η αλλαγή αυτή πραγματοποιείται κάθε φορά που το 
μικρότερο στοιχείο που πρέπει να διαγράφει βρίσκεται στην δευτερευουσα δομή. Τα 
πειραματικά αποτελέσματα της μελέτης της δομής παρουσιάζονται στα Σχήματα 8.5-8.8 όπου 
με τη μορφή γραφικών παραστάσεων και πινάκων παρουσιάζονται οι χρόνοι επεξεργασίας και 
οι συγκρίσεις που πραγματοποιεί ο αλγόριθμος.

> < EXP U02 U09 Β ΙΜ D1 D012

32 0 . 0 5 0 . 0 6 0 - 0 5 0 . 0 8 0 . 0 5 0 . 0 5
64 0 . 0 6 0 . 0 6 0 . 0 5 0 . 0 8 0 . 0 6 0 . 0 5

128 0 . 0 8 0 . 0 6 0 . 0 6 0 . 0 8 0 . 0 6 0 . 0 6
2 5 6

COοο

0 . 0 7 0 . 0 6 0 . 0 8 0 . 0 7 0 . 0 5
512 0 . 0 8 0 . 0 7 0 . 0 7 0 . 0 9 0 . 0 7 0 . 0 7

10 24 0 . 0 8 0 . 0 7 0 . 0 6 0 , 09 0 . 0 7 0 . 0 7
2 0 4 8 0 . 0 8 0 . 0 8 0 . 0 7 0 . 0 9 0 . 0 8

α>οο

4 0 96 0 . 0 9 ο ο ιο 0 . 0 8 0 . 1 0 0 . 0 8 0 . 0 9
81 92 0 . 1 0 0 . 0 9 0 . 0 9 0 . 1 1 0 . 0 9 0 . 0 9

1 6 3 8 4 0 . 1 0 0 . 0 9 0 . 1 0 0 . 1 1  . 0 . 0 9  ' 0 . 0 9

Σχήμα 8.1. Οι χρόνοι επεξεργασίας για τη δομή Static heap.

Ν ΕΧΡ U02 U09 ΒΙΜ D1 D012

32 1 5 8 4 0 5 1 5 4 2 6 1 1 4 4 7 0 2 1 9 0 4 8 6 1 4 4 0 0 0 1 4 5 3 7 5
64 1 8 8 4 0 6 1 8 5 1 1 3 1 7 6 5 2 9 2 1 4 1 8 8 1 7 6 0 0 0 1 7 4 9 2 4

12 8 2 2 7 9 4 9 2 1 5 4 4 9 2 0 8 3 7 1 2 2 7 9 4 9 2 0 8 0 0 0 2 0 4 4 1 9
25 6 2 4 6 5 1 2 2 4 5 6 1 4 2 4 0 2 5 2 2 4 3 1 8 8 2 4 0 0 0 0 2 3 4 9 2 1
512 2 7 5 3 0 4 2 7 5 9 1 1 2 7 2 1 4 7 2 6 9 0 1 1 2 7 2 0 0 0 2 6 6 2 4 0

1 02 4 3 0 4 4 2 2 3 0 6 2 2 8 3 0 4 1 0 6 2 9 7 7 7 3 3 0 4 0 0 0 2 9 7 0 4 6
2 0 4 8 3 3 3 7 3 8 3 3 6 4 5 5 3 3 6 0 5 7 3 2 3 3 3 6 3 3 6 0 0 0 3 2 8 7 7 1
4 0 9 6 3 6 3 3 9 7 3 6 6 8 4 7 3 6 8 0 2 3 3 6 3 5 3 2 3 6 8 0 0 0 3 6 0 1 0 1
8 19 2 3 9 3 0 0 4 3 9 7 7 9 6 4 0 0 0 0 8 3 9 5 7 8 8 4 0 0 0 0 0 3 9 2 0 4 2

1 6 3 8 4 4 2 3 3 5 1 4 2 8 6 8 3 4 3 2 0 0 6 4 2 7 0 4 4 4 3 2 0 0 0 4 2 4 3 7 5

Σχήμα 8.2. Οι συγκρίσεις για τη δομή Static heap.
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I.

Stabc Heap

Σχήμα 8.3. Οι χρόνοι επεξεργασίας για τη δομή Static heap.

Σχίίμα 8.4. Οι συγκρίσεις για τη δομή Static heap.

•»
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EXP U02 U09 ΒΧΜ D1 D012

32 0 . 0 5 0 . 0 5 0 . 0 4 0 . 0 7 0 . 0 4 0 . 0 4
64 0 . 0 6 0 . 0 5 0 . 0 5 0 . 0 9 0 . 0 5 0 . 0 5

12 8 0 . 0 8 0 . 0 5 0 . 0 6 0 . 0 8 0 . 0 6 0 . 0 6
256 0 . 0 6 0 . 0 6 0 . 0 6 0 . 0 8 0 . 0 6 0 . 0 6
512 0 . 0 7 0 . 0 7 0 . 0 6 0 . 0 9 0 . 0 7 0 . 0 7

1024 0 . 0 8 0 . 0 7 0 . 0 7 0 . 0 9 0 . 0 7 0 . 0 7
2 04 8 0 . 0 8 0 . 0 7 0 . 0 7 0 . 0 9 0 . 0 8 0 . 0 8
4 0 96 0 . 0 9 0 . 0 8

COοο

0 . 1 0 0 . 0 8 0 . 0 8
8192 0 . 0 9 0 . 0 9 0 . 0 9 0 . 1 0 0 . 0 9 0 . 0 8

1 63 8 4 0 . 1 0 0 . 1 0 0 . 0 9 0 . 1 2 0 . 0 9 0 . 0 9

Σχήμα 8.5. Οι χρόνοι επεξεργασίας για τη δομή Static heap 
με την τεχνική Event Horizon.

ΕΧΡ 0 0 2 D0 9 ΒΙΜ D1 D012

32 15 9 25 5 1 54 6 9 8 1 44 8 1 7 1 8 3 2 3 9 1 4 4 0 0 0 1 4 7 8 8 3
64 19 03 14 1 86 5 5 2 1 76 7 4 2 2 1 8 4 2 3 1 7 6 0 0 0 1 7 7 3 6 2

128 2 3 8 5 6 0 2 1 7 0 5 1 2 08 5 0 4 2 3 8 5 6 0 2 0 8 0 0 0 2 0 6 6 8 0
256 24 9 70 4 2 4 7 4 6 6 2 4 0 3 9 7 2 5 2 0 9 0 2 4 0 0 0 0 2 3 6 5 2 9
512 2 7 8 4 6 9 2 7 7 7 4 2 2 7 2 2 6 8 2 7 6 1 5 0 2 7 2 0 0 0 2 6 7 0 1 7

1024 3 07 4 0 3 3 0 8 0 8 0 3 0 4 1 9 7 3 0 2 6 3 1 3 0 4 0 0 0 2 9 7 6 9 5
2048 ' 3 3 6 2 0 7 3 3 8 1 8 0 3 3 6 0 9 0 3 2 7 8 8 1 3 3 6 0 0 0 3 2 8 9 9 8
4 09 6 3 65 7 4 0 3 6 8 6 6 5 3 68 0 5 8 3 6 5 2 4 9 3 6 8 0 0 0 3 6 0 5 5 6
8192 3 9 4 9 7 1 3 9 8 9 7 0 4 0 0 0 4 2 3 97 2 5 3 4 0 0 0 0 0 3 9 2 2 0 2

1 6 3 8 4 4 2 5 2 6 9 4 2 9 7 2 5 4 3 1 9 9 1 4 2 8 2 3 9 4 3 2 0 0 0 4 2 4 1 0 9

Σχήμα 8.6. Οι συγκρίσεις για τη δομή Static heap 
με την τεχνική Event Horizon.

Σχήμα 8tfl Οι χρόνοι επεξεργασίας για τη δομή Static heap
με την τεχνική Event Horizon.
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Static Heap with Event Horizon

Σχήμα 8.8. Οι συγκρίσεις για τη δομή Static heap 
με την τεχνική Event Horizon.

Η  Δομή Leftist Heap

Στα Σχήματα 8.9 και 8.10 παρουσιάζονται οι χρόνοι επεξεργασίας που προέκυψαν από την 
πειραματκή μελέτη της δομής Leftist heap σε μορφή πίνακα και γραφικής παράστασης 
αντίστοιχα. Αυτό που παρατηρεί κανείς μελετώντας τα αποτελέσματα είναι ότι η δομή 
παρουσιάζει την καλύτερη συμπεριφορά με τις διακριτές κατανομές, DISRETE(l) και 
DISCRETE(0,1,2), ενώ με τις υπόλοιπες συνεχείς κατανομές δεν είναι αποδοτική. Αυτό 
συμβαίνει διότι, όταν τα στοιχεία που αποτελούν τη δομή προέρχονται από τις διακριτές 
κατανομές, κάθε ένα από τα δεξιά μονοπάτια της δομής έχει μικρό μήκος, γεγονός που 
καθιστά τις διαδικασίες της εισαγωγής και της διαγραφής πολύ αποτελεσματικές.

EXP 00 2 U09 ΒΙΚ D1 D012

32 0 . 0 9 0 . 0 9 0 . 0 9 0 . 0 9 0 . 0 7 0 . 0 7
64 0 . 1 1 0 . 1 0 0 . 1 0 0 . 0 9 0 . 0 8 0 . 0 7

128 0 . 1 1 0 . 1 1 0 . 1 3 0 . 1 1 0 . 0 8 0 . 0 8
25 6 0 . 1 1 0 . 1 4 0 . 1 4 0 . 1 3 0 . 0 8 0 . 0 8
512 0 . 1 5 0 . 1 5 0 . 1 6 0 . 1 6 0 . 0 9 0 . 0 8

1 0 24 0 . 1 8 0 . 1 8 0 . 1 7 0 . 1 9 0 . 0 6 0 . 0 8
2 0 48 0 . 2 1 0 . 2 0 0 . 2 1 0 . 2 0 0 . 0 6 0 . 0 9
4 09 6 0 . 2 2 0 . 2 2 0 . 2 2 0 . 2 3 0 . 0 6 0 . 0 8
8192 0 . 2 4 0 . 2 6 0 . 2 6 0 . 2 6 0 . 0 7 0 . 0 8

1 6 3 8 4 _ ° · 3 3 0 . 2 7 0 . 2 8 0 . 2 9 0 . 0 6 0 . 0 8

Σχήμα 8.9. Οι χρόνοι επεξεργασίας για τη δομή Leftist heap.
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Leftist Heap

Σχήμα 8.10. Οι χρόνοι επεξεργασίας για τη δομή Leftist heap.

Η χρήση της τεχνικής Event Horizon, όπως φαίνεται και στα Σχήματα 8.11-8.14, βελτιώνει 
αρκετά την απόδοση της δομής Leftist heap. Η δευτερεύουσα δομή είναι επίσης μια δομή 
Leftist heap, η οποία, κάθε φορά που το μικρότερο στοιχείο βρίσκεται σε αυτή, συγχωνεύεται 
με την κύρια και δημιουργείται μια δομή Leftist heap. Εξάλλου η διαδικασία της συγχώνευσης 
δυο δομών Leftist heap είναι πολύ αποδοτική. Αξίζει να σημειωθεί ακόμη ότι, σύμφωνα με την 
μελέτη που πραγματοποιήθηκε, αν η δευτερεύουσα δομή είναι λίστα και η διαδικασία της 
συγχώνευσης πραγματοποιείται με διαδοχικές εισαγωγές των στοιχείων της στην κύρια δομή, 
η βελτίωση που παρατηρείται στην απόδοση της δομής δεν είναι το ίδιο σημαντική με αυτή 
που πραγματοποιείται από την τεχνική που περιγράφηκε παραπάνω. Το ίδιο ισχύει και για την 
περίπτωση που δεν πραγματοποιείται συγχώνευση των δυο δομών Leftist heap, όταν το 
μικρότερο στοιχείο εντοπιστεί στην δευτερεύουσα δομή, αλλά εναλλαγή μεταξύ κύριας και 
δευτερεύουσας δομής. Τα πειραματικά αποτελέσματα που προκύπτουν δείχνουν ότι ένας 
τέτοιος αλγόριθμος δεν είναι το ίδιο αποδοτικός με εκείνον που περιγράφηκε αρχικά, παρά το 
γεγονός ότι είναι αποδοτικότερος από τον αλγόριθμο της δομής Leftist heap χωρίς τη χρήση 
της τεχνικής Event Horizon.
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EXP U02 0 0 9 B1M D1 D012

32 0 . 0 8 0 . 0 8 0 . 0 7 0 . 0 7 0 . 0 4 0 . 0 6
64 0 . 1 0 0 . 0 9 0 . 0 9

CDOO

0 . 0 5 0 . 0 6
128 0 . 1 0 0 . 1 0 0 . 1 1 0 . 1 0 0 . 0 5 0 . 0 6
256 0 . 1 2 0 . 1 2 0 . 1 2 0 . 1 1 0 . 0 4 0 . 0 6
512 0 . 1 4 0 . 1 1 0 . 1 4 0 . 1 3 0 . 0 5 0 . 0 7

1024 0 . 1 6 0 . 1 4 0 . 1 6 0 . 1 6 0 . 0 5 0 . 0 6
2 04 8 0 . 1 9 0 . 1 7 0 . 2 1 0 . 1 7 0 . 0 5 0 . 0 5
4096 0 . 1 9 0 . 1 8 0 . 2 0 0 . 1 9 0 . 0 5 0 . 0 6
8192 0 . 2 1 0 . 1 9 0 . 2 3 0 . 2 2 0 . 0 5 0 . 0 7

1 6 3 8 4 0 . 2 2 0 . 2 2 0 . 2 7 0 . 2 4 0 . 0 5 0 . 0 7

Σχήμα 8.11. Οι χρόνοι επεξεργασίας για τη δομή Leftist heap 
με την τεχνική Event Horizon.

N
EXP U02 U09 BIM D1 D012

32 5 4 5 7 1 9 5 4 3 0 4 9 5 8 0 1 8 1 3 11 2 0 4 1 5 7 0 0 0 3 6 4 4 4 7
64 66 4 14 2 6 6 5 2 3 0 740 1 03 4 1 8 7 4 4 1 5 8 5 0 0 3 8 7 0 5 0

12 8 5 67 0 8 2 7 8 4 7 7 9 9 09 9 6 7 5 6 7 0 8 2 1 5 9 2 5 0 3 9 5 3 8 0
256 90 6 58 1 9 05 1 3 9 1 0 8 0 3 9 7 7 3 1 3 5 3 1 59 6 2 4 4 0 2 6 5 5
512 1 0 2 5 4 0 2 1 0 2 4 9 5 2 1 2 5 6 9 9 7 8 9 0 7 0 6 1 5 9 8 1 0 4 0 5 1 9 1

10 24 1 1 4 7 5 4 3 1 1 4 2 3 8 0 1 4 2 9 2 0 2 1 0 4 6 3 3 2 1 5 9 9 0 6 4 0 6 4 6 0
2 0 48 1 2 6 7 43 4 1 2 6 5 5 3 9 1 6 0 9 8 7 6 1 1 7 6 6 6 5 1 59 9 5 4 4 1 0 2 2 1
4 0 9 6 1 3 9 3 73 2 1 3 8 7 2 3 1 1 7 8 6 4 8 1 1 3 8 0 2 4 2 1 5 9 9 7 8 4 1 0 1 4 6
8 192 1 5 1 0 5 0 1 1 5 1 2 5 4 6 1 9 6 0 1 4 3 1 5 1 2 3 9 9 1 5 9 9 9 0 4 1 0 6 3 0

1 6 38 4 1 6 3 0 1 5 2 1 6 3 4 8 8 0 2 1 3 7 7 4 0 1 6 5 9 2 7 7 1 5 9 9 9 6 3 9 9 1 1 0

Σχήμα 8.12. Οι σογκρίσεις για τη δομή Leftist heap 
με την τεχνική Event Horizon.

\

Σχήμα 8.13. Οι χρόνοι επεξεργασίας για τη δομή Leftist heap
yy) με την τεχνική Event Horizon.
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Σχήμα 8.14. Οι συγκρίσεις για τη δομή Leftist heap 
με την τεχνική Event Horizon.

Η  Δομή Binomial Heap

Στα Σχήματα 8.15 και 8.16 παρουσιάζονται οι χρόνοι επεξεργασίας που προέκυψαν από την 
πειραματκή μελέτη της δομής Binomial heap σε μορφή πίνακα και γραφικής παράστασης 
αντίστοιχα. Αυτό που παρατηρεί κανείς μελετώντας τα αποτελέσματα είναι ότι η δομή 
παρουσιάζει την ίδια συμπεριφορά με όλες τις κατανομές. Τα ίδια συμπεράσματα προκύπτουν 
από τη μελέτη του πλήθους των συγκρίσεων που απαιτούνται από τον αλγόριθμο, όπως 
φαίνεται και στα Σχήματα 8.17 και 8.18.

Η χρήση της τεχνικής Event Horizon, όπως φαίνεται στα Σχήματα 8.19-8.22, βελτιώνει την 
απόδοση της δομής Binomial heap μόνο όταν χρησιμοποιούνται οι διακριτές κατανομές. Η 
δευτερεύουσα δομή είναι επίσης μια δομή Binomial heap, η οποία, κάθε φορά που το 
μικρότερο στοιχείο βρίσκεται σε αυτή, συγχωνεύεται με την κύρια και δημιουργείται μια δομή 
Binomial heap. Εξάλλου η διαδικασία της συγχώνευσης δυο δομών Binomial heap είναι πολύ * 
αποδοτική. Όταν χρησιμοποιούνται οι διακριτές κατανομές, η κύρια δομή γίνεται κενή κατά τη 
διάρκεια της εκτέλεσης με αποτέλεσμα η διαδικασία της συγχώνευσης να πραγματοποιείται σε 
σταθερό χρόνο.
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EXP 0 0 2 0 0 9 ΒΙΜ D1 D012

32 0 . 1 2 0 . 1 1 0 . 1 1 0 . 1 3 0 . 1 2 0 . 1 2
64 0 . 1 3 0 . 1 2 0 . 1 2 0 . 1 4 0 . 1 3 0 . 1 3

128 0 . 1 5 0 . 1 3 0 . 1 4 0 . 1 5 0 . 1 2 0 . 1 3
256 0 . 1 5 0 . 1 4 0 . 1 3 0 . 1 6 0 . 1 4 0 . 1 4
512 0 . 1 5 0 . 1 5 0 . 1 5 0 . 1 7 0 . 1 5 0 . 1 5

1 02 4 0 . 1 8 0 . 1 6 0 . 1 6 0 . 1 9 0 . 1 7 0 . 1 6
2 0 4 8 0 . 1 9 0 . 1 8 0 . 1 8 0 . 2 0 0 . 1 7 0 . 1 7
4 0 9 6 0 . 2 0 0 . 1 8 0 . 1 9 0 . 2 2 0 . 1 9 0 . 1 8
8192 0 . 2 2 0 . 2 1 0 . 1 9 0 . 2 0 0 . 1 9 0 . 1 8

1 63 8 4 0 . 2 5 0 . 2 2 0 . 2 2 0 . 2 6 0 . 2 0 ο to ο

Σχήμα 8.15. Οι χρόνοι επεξεργασίας για τη δομή Binomial heap.

Binomial Heap

Σχήμα 8.16. Οι χρόνοι επεξεργασίας για τη δομή Binomial heap.

iV  \
EXP 0 0 2 U09 BIH D1 D012

32 3 5 2 0 0 0 3 5 2 0 0 0 3 5 2 0 0 0 3 5 2 0 0 0 3 5 2 0 0 0 3 5 2 0 0 0
64 4 1 6 0 0 0 4 1 6 0 0 0 4 1 6 0 0 0 4 1 6 0 0 0 4 1 6 0 0 0 4 1 6 0 0 0

128 4 8 0 0 0 0 4 8 0 0 0 0 4 8 0 0 0 0 4 8 0 0 0 0 4 8 0 0 0 0 4 8 0 0 0 0
256 5 4 4 0 0 0 5 4 4 0 0 0 5 4 4 0 0 0 5 4 4 0 0 0 5 4 4 0 0 0 5 4 4 0 0 0
512 6 0 8 0 0 0 6 0 8 0 0 0 6 0 8 0 0 0 6 0 8 0 0 0 6 0 8 0 0 0 6 0 8 0 0 0

1 0 2 4 6 7 2 0 0 0 6 7 2 0 0 0 6 7 2 0 0 0 6 7 2 0 0 0 6 7 2 0 0 0 6 7 2 0 0 0
2 0 4 8 7 3 6 0 0 0 7 3 6 0 0 0 7 3 6 0 0 0 7 3 6 0 0 0 7 3 6 0 0 0 7 3 6 0 0 0
4 0 9 6 8 0 0 0 0 0 8 0 0 0 0 0 8 0 0 0 0 0 8 0 0 0 0 0 8 0 0 0 0 0 8 0 0 0 0 0
8 19 2 8 6 4 0 0 0 8 6 4 0 0 0 8 6 4 0 0 0 8 6 4 0 0 0 8 6 4 0 0 0 8 6 4 0 0 0

1 6 3 8 4 9 28 'HAO 9 2 8 0 0 0 9 2 8 0 0 0 9 2 8 0 0 0 9 2 8 0 0 0 9 2 8 0 0 0

Σχήμα 8.17. Οι συγκρίσεις για τη δομή Binomial heap.
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Binomial Heap

Σχήμα 8.18. Οι συγκρίσεις για τη δομή Binomial heap.

EXP U02 U09 ΒΙΜ D1 D012

32 0 . 1 3 0 . 1 1 0 . 1 0 0 . 1 3 0 . 0 9 0 . 1 1
64 0 . 1 4 0 . 1 3 0 . 1 1 0 . 1 4 0 . 1 0 0 . 1 1

12 8 0 . 1 5 0 . 1 4 0 . 1 2 0 . 1 5 0 . 0 9 0 . 1 1
256 0 . 1 7 0 . 1 7 0 . 1 2 0 . 1 8 0 . 1 0 0 . 1 0
512 0 . 1 6 0 . 1 6 0 . 1 4 0 . 1 8 0 . 0 9 0 . 1 2

10 24 0 . 1 9 0 . 1 7 0 . 1 5 0 . 2 0 0 . 1 0 0 . 1 3
2 0 48 0 . 2 2 0 . 2 2 0 . 1 8 0 . 2 2 0 . 1 0 0 . 1 2
4 0 96 0 . 2 4 0 . 2 3 0 . 1 9 0 . 2 4 0 . 1 1 0 . 1 4
81 92 0 . 2 7 0 . 2 5 0 . 2 1 0 . 2 6 0 . 1 3 0 . 1 2

1 6 3 8 4 0 . 2 5 0 . 2 7 0 . 2 7 0 . 2 7 0 . 1 1 0 . 1 3

Σχήμα 8.19. Οι χρόνοι επεξεργασίας για τη δομή Binomial heap 
με την τεχνική Event Horizon.

ΕΧΡ U02 0 0 9 ΒΙΜ D1 . D012

32 4 4 3 5 5 8 4 3 3 3 6 6 3 0 6 7 7 8 4 0 1 3 7 1 2 3 0 0 0 0 3 3 4 8 5 8
64 5 3 7 1 8 3 5 3 0 0 4 3 3 7 9 7 7 6 4 5 3 7 5 9 2 5 3 5 0 0 3 7 7 4 1 6

12 8 5 5 5 2 3 8 6 2 8 1 8 6 4 5 8 6 8 9 5 5 5 2 3 8 2 7 5 8 7 5 4 1 1 6 7 1
25 6 7 3 2 0 1 6 7 2 6 5 9 7 5 4 6 3 6 8 6 8 0 7 9 4 2 9 7 4 8 0 4 4 2 1 7 5
512 8 3 2 9 8 7 8 2 6 6 8 9 6 4 4 0 7 5 8 0 1 3 4 6 3 1 8 5 0 5 4 7 4 7 9 4

1 02 4 9 3 2 8 0 2 9 2 8 2 4 9 7 4 8 7 3 6 9 1 7 9 3 7 3 3 9 2 4 1 4 9 7 4 6 8
2 0 4 8 1 0 3 3 8 8 6 1 0 3 0 5 2 9 8 5 4 2 2 8 1 0 2 2 6 2 5 3 5 9 7 2 9 5 2 4 7 7 3
4 0 9 6 1 1 3 6 6 6 2 1 1 3 0 4 7 5 9 6 1 5 7 5 1 1 3 4 1 0 2 3 8 0 0 6 1 5 5 1 6 9 1
8192 1 2 3 9 7 2 4 1 2 3 2 4 5 1 1 0 6 9 0 2 0 1 2 3 3 7 8 0 4 0 0 2 9 7 5 6 9 7 7 4

1 6 3 8 4 1 3 4 3 2 4 5 4 3 3 3 6 6 1 1 7 1 7 4 4 1 3 3 5 5 6 9 4 2 0 4 7 5 6 0 9 5 9 2

;$s
Σχήμα 8.20. Οι συγκρίσεις για τη δομή Binomial heap

με την τεχνική Event Horizon.
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Binomial Heapw th Event Horizon

Σχήμα 8.21. Οι χρόνοι επεξεργασίας για τη δομή Binomial heap 
με την τεχνική Event Horizon.

Σχήμα 8.22. Οι συγκρίσεις για τη δομή Binomial heap 
με την τεχνική Event Horizon.
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Η  Δομή P-tree

Η δομή του P-tree συνδυάζει τα πλεονεκτήματα της ταξινομημένης λίστας σε συνδυασμό με 
τα πλεονεκτήματα τα οποία παρουσιάζουν οι δενδροειδείς δομές. Τα αποτελέσματα της 
πειραματικής μελέτης και συγκεκριμένα οι χρόνοι επεξεργασίας για τη δομή του P-tree, 
παρουσιάζονται στα Σχήματα 8.23 και 8.24, σε μορφή πίνακα και γραφικής παράστασης 
αντίστοιχα. Οι συγκρίσεις που απαιτεί ο αλγόριθμος παρουσιάζονται στα Σχήματα 8.25 και 
8.26, με τη μορφή πίνακα και γραφικής παράστασης, αντίστοιχα. Αξιοσημείωτο είναι το 
γεγονός ότι η κατανομή DISCRETE(l) παρουσιάζει εξαιρετικά καλή συμπεριφορά ενώ η 
DISCRETE(0,1,2) όταν το σύνολο γεγονότων αποκτά περισσότερα από 512 γεγονότα είναι 
εξαιρετικά αναποτελεσματική σε σχέση με τις υπόλοιπες κατανομές.

ΕΧΡ U02 U09 ΒΙΜ D1 D012

32 0 . 0 5 0 . 0 4

οο

0 . 0 8 0 . 0 3 0 . 0 4
64 0 . 0 5 0 . 0 4

οο

0 . 1 0 0 . 0 3 Γ ο ο in

12 8 0 . 1 3 0 . 0 4 0 . 0 3 0 . 1 3 0 . 0 3

\0οο

256 0 . 0 7 0 . 0 5 0 . 0 4 0 . 1 6 0 . 0 3 !© »-
» ο

512 0 . 0 7 0 . 0 6 0 . 0 4 0 . 1 7 0 . 0 3 0 . 1 6
1 02 4 0 . 0 8 0 . 0 8 0 . 0 5 ο to ο 0 . 0 3 0 . 3 4
2 04 8 ο ο Φ 0 . 1 0 0 . 0 6 0 . 2 1 0 . 0 3 0 . 7 3
4 0 9 6 0 . 1 0 0 . 1 2 0 . 0 8 0 . 2 3 0 . 0 3 1 . 4 9
8 1 92 0 . 1 1 0 . 1 5 0 . 1 0 0 . 2 5 0 . 0 3 2 . 8 9

1 6 3 8 4 0 . 1 3 0 . 2 0 0 . 1 2 0 . 3 1 0 . 0 3 5 . 4 1

Σχήμα 8.23. Οι χρόνοι επεξεργασίας για τη δομή P-tree.

P-tree

Σχήμα 8.24. Οι χρόνοι επεξεργασίας για τη δομή P-tree.
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ΕΧΡ U02 U09 ΒΪΜ D1 D012

32 21 38 44 1 6 5 8 2 9 6 2 3 1 5 4 4 4 6 6 7 1 6 0 0 0 1 6 9 3 0 0
64 2 7 4 1 8 8 2 2 1 0 3 9 88 73 6 7 7 1 1 2 9 1 6 0 0 0 2 8 5 3 4 6

128 1 1 5 9 4 4 6 2 9 1 3 5 1 1 2 1 4 6 0 1 1 5 9 4 4 6 1 6 0 0 0 5 1 6 0 3 5
25 6 4 2 2 1 0 0 3 7 9 9 1 7 1 67 4 0 3 1 5 2 2 3 4 7 1 6 0 0 0 9 7 7 7 5 8
512 4 8 9 8 8 7 4 9 2 1 8 1 2 3 2 7 7 7 1 7 8 1 6 3 1 1 6 0 0 0 1 8 9 2 9 7 5

1 024 5 77 0 7 6 6 6 9 0 1 5 31 80 5 4 2 0 5 3 7 7 0 1 6 0 0 0 3 7 3 0 7 3 9
2 0 4 8 6 84 7 4 2 8 70 7 7 6 4 5 6 0 2 2 2 1 4 7 0 2 7 1 6 0 0 0 7 3 2 1 3 2 5
4 0 9 6 7 6 4 9 4 9 1 1 9 6 7 6 8 6 3 2 8 7 0 2 1 7 7 8 1 3 1 6 0 0 0 1 4 6 2 8 6 8 5
8192 8 9 9 1 8 0 1 5 4 38 6 3 9 29 6 7 2 2 4 3 3 9 7 7 1 6 0 0 0 2 8 2 4 8 8 2 2

1 6 38 4 1 0 2 6 1 4 0 2 0 6 0 2 3 7 1 1 5 1 7 4 0 2 8 9 7 7 5 3 1 6 0 0 0 5 2 9 6 9 9 7 1

Σχήμα 8.25. Οι συγκρίσεις για τη δομή Ρ - tree.

P-tree

Σχήμα 8.28. Οι συγκρίσεις για τη δομή Ρ - tree.

Όταν χρησιμοποιείται η κατανομή DISCRETE(l) τότε η δομή του P-tree εκφυλλίζεται σε 
λίστα, αφού κάθε νέος κόμβος που θα εισάγεται θα περιέχει την μεγαλύτερη τιμή από όλα τα 
στοιχεία της δομής, οπότε θα έχει ως αριστερό παιδί τη ρίζα του δένδρου και θα αποτελεί τη 
νέα ρίζα του P-tree. Ο κάθε νέος κόμβος επομένως θα εισάγεται σε σταθερό χρόνο στη δομή.
Η διαγραφή πραγματοποιείται σε σταθερό χρόνο, ανεξάρτητα από την κατανομή που ' 
χρησιμοποιείται, αφού ο κόμβος με την μικρότερη πληροφορία εντοπίζεται αμέσως. 
Επομένως, όταν πρόκειται για την κατανομή DISCRETE(l), εισαγωγή και διαγραφή 
πραγματοποιούνται ταχύτατα, σε σταθερό χρόνο.

/Λ
Όπως προαναφέρθηκε, ο αλγόριθμος δεν είναι αποτελεσματικός όταν η δομή περιέχει στοιχεία 
που ακολουθούν την κατανομή DISCRETE(0,1,2). Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι η δομή του 
P-tree, λόγω των στοιχείων που περιέχει, ουσιαστικά εκφυλλίζεται σε τρεις λίστες (προφανώς

110



8. Πειραματική Μελέτη των Αλγορίθμων

συνδεδεμένες μεταξύ τους) με αποτέλεσμα η διαδικασία της εισαγωγής να μην 
πραγματοποιείται αποτελεσματικά. '■

Από τη χρήση της τεχνικής Event Horizon στη δομή του P-tree προκύπτουν τα ίδια 
αποτελέσματα όσον αφορά στη συμπεριφορά των κατανομών αλλά το πλήθος των συγκρίσεων 
που απαιτούνται για τις διαδικασίες εισαγωγής και διαγραφής είναι μικρότερο. Ένα 
αξιοσημείωτο συμπέρασμα που προκύπτει από την πειραματική μελέτη είναι ότι η ταξινόμηση 
της δευτερεύουσας δομής δεν φαίνεται να διευκολύνει τη διαδικασία της εισαγωγής των 
γεγονότων στην κύρια, αφού αν δεν πραγματοποιηθεί ταξινόμηση η απόδοση της δομής 
βελτιώνεται αλλά όχι σε μεγάλο βαθμό. Επιπλέον, αν μελετηθεί το πλήθος των συγκρίσεων 
που πραγματοποιούνται προκειμένου τα στοιχεία της δευτερεύουσας δομής να επανενταχθούν 
στην κύρια, προκύπτει ότι είναι μεγαλύτερος αν προηγηθεί ταξινόμηση της πρώτης. Το 
γεγονός αυτό είναι εξάλλου αναμενόμενο, αφού και ο χρόνος επεξεργασίας είναι μεγαλύτερος 
σε αυτήν την περίπτωση. Ο χρόνος επεξεργασίας που απαιτείται καθώς και το πλήθος των 
συγκρίσεων που πραγματοποιούνται παρουσιάζονται στα Σχήματα 8.27 και 8.28 με τη μορφή 
πινάκων, ενώ οι αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις παρουσιάζονται στα Σχήματα 8.29 και 
8.30.

EXP U02 Π09 ΒΪΗ D1 D012

32 0 . 0 5 0 . 0 4 0 . 0 5 0 . 0 8 0 . 0 4 0 . 0 4
64 0 . 0 5 0 . 0 5 0 . 0 6 0 . 1 1 0 . 0 3 0 . 0 5

128 0 . 1 3 0 . 0 5 0 . 0 6 0 . 1 3 0 . 0 4 0 . 0 7
256 0 . 0 7 0 . 0 6 0 . 0 6 0 . 1 6 0 . 0 3 0 . 1 2
512 0 . 0 8 0 . 0 7 0 . 0 8 0 . 1 9 Q .  03 0 . 1 8

1024 0 . 0 9 0 . 0 7 0 . 0 7 0 . 2 1 0 . 0 4 0 . 3 7
2 04 8 0 . 1 0 0 . 1 0 0 . 1 0 0 . 2 5 0 . 0 2 0 . 7 7
4 09 6 0 . 1 2 0 . 1 2 ‘  0 . 1 0 0 . 2 4 0 . 0 4 1 . 7 3
8192 0 . 1 2 0 . 1 5 0 . 1 1 0 . 2 5 0 . 0 4 3 . 0 0

1 6 3 8 4 0 . 1 5 0 . 1 9 0 . 1 5 -  0 . 3 1 0 . 0 4 7 . 3 4

Σχήμα 8.27. Οι χρόνοι επεξεργασίας για τη δομή P-tree 
με την τεχνική Event Horizon.

EXP U02 D09 BIM D1 D012

3 2 *· 1 8 6 4 1 4 1 5 6 4 6 5 1 8 8 7 1 5 4 1 2 4 5 5 4 7 0 0 0 1 8 0 4 8 1
64 2 4 2 9 6 6 2 0 3 3 4 2 2 6 1 6 6 2 7 2 2 5 5 6 4 7 5 0 0 2 9 6 4 7 0

1 28 1 1 0 0 4 1 0 2 5 8 8 4 6 3 3 9 2 5 6 1 1 0 0 4 1 0 4 7 7 5 0 5 2 3 8 9 6
2 56 3 7 9 7 5 6 3 3 5 1 7 5 4 2 7 8 5 1 1 4 3 4 9 0 3 4 8 0 0 3 9 9 2 6 0 1
512 4 3 6 8 9 4 4 2 9 2 5 4 5 2 0 7 3 4 1 6 7 7 1 4 8 4 8 3 2 1 1 9 2 4 6 2 3

1 024 5 1 8 0 1 7 5 7 3 1 0 0 6 3 6 4 6 6 1 9 0 3 6 0 8 4 8 3 5 3 3 8 3 4 1 8 1
2 0 4 8 6 2 7 6 1 1 7 1 6 4 2 0 7 3 7 5 5 0 1 9 4 3 0 6 9 4 8 3 6 9 7 5 4 1 2 9 6
4 0 9 6 7 0 0 1 3 5 9 4 0 0 6 6 8 2 4 9 3 0 1 9 9 6 2 8 3 4 8 3 7 7 1 2 9 7 8 9 5 7
8 192 8 31 3 7 4 1 2 2 7 4 8 1 8 4 0 7 6 3 2 2 0 1 6 5 1 4 8 3 8 1 2 8 3 3 5 5 8 0

1 6 3 8 4 9 48 3 7 6 1 5 9 0 8 0 7 1 0 2 1 9 7 9 2 4 9 2 7 1 8 4 8 3 8 3 5 0 2 4 5 0 6 0

Σχήμα 8.28. Οι συγκρίσεις για τη δομή P-tree 
με την τεχνική Event Horizon.
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P-tree w ih Event Horizon

Σχήμα 8.29. Οι χρόνοι επεξεργασίας για τη δομή P-tree 
με την τεχνική Event Horizon.

P-tree w ih  Event Horizon

Σχήμα 8.30. Οι συγκρίσεις για τη δομή P-tree 
με την τεχνική Event Horizon.
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8.3 Σύνθετες Δομές Δεδομένων

Η  Δομή SPEEDES Qheap

Η δομή SPEEDES Qheap χρησιμοποιεί την τεχνική Event Horizon, με αποτέλεσμα η 
διαδικασία της εισαγωγής να πραγματοποιείται σε σταθερό χρόνο. Όπως έχει ήδη αναφερθεί 
σε προηγούμενο Κεφάλαιο, όταν το μικρότερο στοιχείο το οποίο θα πρέπει να διαγράφει 
βρίσκεται στη δευτερεύουσα δομή, αυτή ταξινομείται και αναδιοργανώνεται ώστε να 
αποτελέσει ένα μετα-κόμβο. Έτσι, η συγχώνευση των δύο δομών, κύριας και δευτερεύουσας, 
είναι ουσιαστικά η διαδικασία της εισαγωγής ενός στοιχείου σε μια ταξινομημένη λίστα 
μήκους S. Για τη διαδικασία της διαγραφής του μικρότερου στοιχείου, όπως είναι γνωστό, 
απαιτείται αναδιοργάνωση του πρώτου μετα-κόμβου της δομής. Η διαδικασία αυτή όμως δεν 
είναι χρονοβόρα αφού οι μετα-κόμβοι της δομής θα περιέχουν κυρίως απλά στοιχεία, γεγονός 
που οφείλεται στον τρόπο με τον οποίο γίνεται η συγχώνευση της δευτερεύουσας με την κύρια 

- δομή.

Τα παραπάνω οδηγούν στο συμπέρασμα ότι ο αλγόριθμος είναι πολύ αποτελεσματικός, 
γεγονός που επιβεβαιώνεται από τα πειραματικά αποτελέσματα που προέκυψαν. Τα Σχήματα 
8.31-8.34 παρουσιάζουν τα αποτελέσματα της πειραματικής μελέτης της δομής, όπου S = 40, 
συγκεκριμένα το χρόνο επεξεργασίας που απαιτείται καθώς και τις συγκρίσεις που 
πραγματοποιούνται, με τη μορφή πινάκων και γραφικών παραστάσεων. Η τιμή του S 
επιλέχθηκε μετά από πειράματα από τα οποία διαπιστώθηκε ότι για τιμή S = 40 η δομή είναι 
περισσότερο αποτελεσματική.

EXP U02 U09 BIH D1 D012

32 0 . 0 7 0 . 0 7 0 . 0 6 0 . 0 6 0 . 0 6 0 . 0 7
64 0 . 0 7 0 . 0 6 0 . 0 6 0 . 0 6 0 . 0 7 0 . 0 6

128 0 . 0 6 0 . 0 7 0 . 0 6 0 . 0 6 0 . 0 7 0 . 0 7
256 0 . 0 7 0 . 0 7 0 . 0 8 0 . 0 7 0 . 0 6 0 . 0 6
512 0 . 0 7 0 . 0 6 0 . 0 7 0 . 0 7 0 . 0 7 0 . 0 7

10 24 0 . 0 7 0 . 0 7 0 . 0 8 0 . 0 7 0 . 0 7 0 . 0 7
2 0 48 0 . 0 5 0 . 0 7 0 . 0 8 0 . 0 7 0 . 0 8 0 . 0 7
4 0 96 0 . 0 7 0 . 0 7 0 . 0 9 0 . 0 7 0 . 0 8 0 . 0 7
8 1 92 0 . 0 7 0 . 0 6 0 . 1 0 0 . 0 7 0 . 0 8 0 . 0 7

1 6 3 8 4 0 . 0 7 0 . 0 7 0 . 1 1 0 . 0 7 0 . 0 9 0 . 0 7

Σχήμα 8.31. Οι χρόνοι επεξεργασίας για τη δομή SPEEDES Qheap.
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E XP U02 U09 BIN D l D012

32 2 3 7 2 9 1 2 7 9 8 9 2 3 0 47 28 1 3 5 8 5 9 2 9 6 5 0 0 2 9 6 5 6 8
64 2 3 4 0 9 1 2 7 7 6 9 0 3 3 00 35 1 3 7 3 2 5 3 1 6 2 5 0 2 9 7 0 9 4

128 1 4 54 7 1 2 7 7 6 1 7 3 5 4 3 3 7 1 4 5 4 7 1 3 3 4 1 2 5 2 9 0 9 0 0
2 56 2 3 0 7 6 9 2 7 5 1 2 2 3 8 0 8 7 7 1 5 7 1 0 6 3 5 2 7 2 4 2 8 4 1 2 6
512 2 3 3 8 1 6 2 7 3 2 7 4 4 0 5 5 2 7 1 7 8 8 8 3 3 7 2 9 0 1 2 8 8 0 1 6

1 024 2 3 4 9 0 4 2 7 5 5 5 6 4 4 3 0 1 4 1 8 6 0 4 5 3 8 9 5 2 5 2 8 3 7 2 5
2 0 4 8 2 38 7 74 2 7 4 5 3 8 4 6 6 4 2 3 2 0 0 7 3 3 4 0 6 0 2 9 2 8 2 8 2 0
4 0 9 6 2 4 2 8 4 0 2 7 4 3 1 1 4 9 4 0 5 9 1 9 5 7 6 0 4 2 2 4 7 3 2 8 2 0 3 1
8 192 2 4 1 6 9 9 2 7 0 6 8 0 5 2 1 2 0 3 1 9 6 2 7 1 4 3 8 8 8 7 2 7 7 1 1 8

1 6 3 8 4 2 3 9 9 8 0 2 6 8 2 9 6 5 4 9 3 9 7 2 0 5 3 9 6 4 5 5 2 8 6 2 7 5 1 5 6

Σχήμα 8.32. Οι συγκρίσεις για τη δομή SPEEDES Qheap.

Σχήμα 8.33. Οι χρόνοι επεξεργασίας για τη δομή SPEEDES Qheap.
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Σχήμα 8.34. Οι συγκρίσεις για τη δομή SPEEDES Qheap.

/
» I

Η  Δομή Calendar Queues

Η δομή Calendar Queues είναι πολύ αποτελεσματική όταν το πλήθος των buckets, το οποίο 
όπως έχει περιγράφει σε προηγούμενο κεφάλαιο αλλάζει ανάλογα με το πλήθος των στοιχείων, 
είναι ικανοποιητικά μεγάλο, όπως έχει ήδη αναφερθεί σε προηγούμενο κεφάλαιο και τα 
στοιχεία που περιέχει κατανέμονται ομοιόμορφα σε κάθε ένα από αυτά. Σε μια τέτοια 
περίπτωση οι λίστες που θα αντιστοιχούν σε κάθε bucket δεν θα αποτελούνται από μεγάλο 
αριθμό στοιχείων οπότε οι διαδικασίες της εισαγωγής και της διαγραφής θα είναι αποδοτικές.
Έτσι, όπως είναι αναμενόμενο, ο αλγόριθμος είναι εξαιρετικά αναποτελεσματικός όταν τα 
στοιχεία που υπάρχουν στη δομή προέρχονται από τις κατανομές DISCRETE(l) και 
DISCRETE(0,1,2), αφού τα στοιχεία μοιράζονται σε ελάχιστα μόνο buckets. Τα αποτελέσματα 
της πειραματικής μελέτης παρουσιάζονται στα Σχήματα 8.35-8.38.
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SXP U02 σ ο 9 ΒΙΜ D1 D0 12

32 0 . 0 4 0 . 0 4 0 . 0 5 0 . 0 6 0 . 0 6 0 . 0 6
64 0 . 0 4 0 . 0 5 0 . 0 4 0 . 0 6 0 . 0 8 0 . 0 6

1 2 Θ 0 . 0 4 0 . 0 5 0 . 0 6 0 . 0 6 0 . 1 2 0 . 1 0
256 0 . 0 5 0 . 0 5 0 . 0 4 0 . 0 6 0 . 2 3 0 . 1 7
512 0 . 0 4 0 . 0 4 0 . 0 5 0 . 0 6 0 . 4 0 0 . 2 9

1024 0 . 0 4 0 . 0 4 0 . 0 5 0 . 0 6 0 . 7 6 0 . 5 3
2048 0 . 0 4 0 . 0 4 0 . 0 5 0 . 0 6 1 . 5 4 1 . 0 6
4 096 0 . 0 4 0 . 0 4 0 . 0 5 0 . 0 6 3 . 0 9 2 . 1 0
8192 0 . 0 4 0 . 0 4 0 . 0 5 0 . 0 6 6 . 2 7 4 . 3 6

1 63 84 0 . 0 5 0 . 0 5 0 . 0 4 0 . 0 6 1 5 . 9 4 1 1 . 0 7

Σχήμα 8.35. Οι χρόνοι επεξεργασίας για τη δομή Calendar Queues.

Calendar Queues

Σχήμα 8.36. Οι χρόνοι επεξεργασίας για τη δομή Calendar Queues.

SXP U02 0 0 9 Β ΙΚ D1 D012

32 15 3844 1 5 7 7 8 0 1 3 0 7 3 9 2 1 6 4 6 2 3 8 0 0 7 6 3 5 2 1 3 1
64 1 4864 2 1 5 9 2 8 4 1 3 3 2 3 0 1 7 5 0 8 8 6 3 6 0 5 4 4 6 5 0 0 0

1 28 1 6 70 6 7 1 5 9 8 0 9 1 5 5 0 9 2 1 5 5 0 9 2 1 1 4 8 0 7 1 8 0 8 3 2 4
256 14 9874 1 5 7 1 2 6 1 3 1 0 7 6 1 4 6 5 8 7 2 1 6 4 2 0 2 1 4 8 8 8 7 5
512 1 38 72 8 1 8 4 3 7 9 1 3 4 1 4 2 1 5 0 4 2 6 4 1 9 6 3 6 0 2 8 6 3 4 4 2

1 02 4 1 4 2 4 8 5 1 7 7 5 2 0 1 2 8 0 1 9 1 5 0 8 9 3 8 1 9 4 4 0 4 5 5 6 9 6 1 3
2 0 4 8 1 4 30 9 8 r  1 8 0 9 2 2 1 3 2 1 6 8 1 3 4 2 0 3 1 6 1 7 6 5 0 7 1 1 0 0 7 6 8 5
4 0 9 6 1 4 4 3 5 7 1 76 6 44 1 2 8 6 4 1 1 2 4 7 2 6 3 2 1 5 5 2 9 5 2 1 7 7 0 7 4 3
8 1 9 2 1 5 4 3 1 9 1 4 8 8 9 3 1 2 9 9 6 6 1 2 2 6 8 8 6 4 1 3 0 8 6 2 4 3 7 8 1 9 6 5

1 6 3 8 4 1 4 0 9 6 5 1 9 1 0 4 1 1 3 1 1 5 3 1 2 6 7 3 8 1 2 8 0 9 0 9 9 9 8 7 3 9 0 7 1 5

Σχήμα 8.37. Οι συγκρίσεις για τη δομή Calendar Queues.
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Calendar Queues
1e+06
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32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192 16384

Σχήμα 8.38. Οι συγκρίσεις για τη δομή Calendar Queues.

8.4 Επεκτάσεις της Δομής του Σωρού
»»

Η  Δομή Multiple Heap (M-heap)

Έστω Μ  το πλήθος των σωρών που αποτελούν τη δομή. Διαπιστώθηκε πειραματικά ότι η 
απόδοση του αλγόριθμου είναι μεγίστη όταν η τιμή του Μ  είναι ικανοποιητικά μικρή και 
συγκεκριμένα όταν είναι κοντά στην τιμή 60 ή και μικρότερη. Υπενθυμίζεται ότι η τιμή του Μ  
καθορίζει το μέγεθος της δομής του σωρού /-heap. Τα αποτελέσματα που παρουσιάζονται στη 
συνέχεια, στα Σχήματα 8.39-8.42, προκύπτουν για τιμή Μ  = 16. Όπως ισχύει και για την απλή 
δομή του σωρού, η δομή Μ-heap είναι εξίσου αποτελεσματική ανεξάρτητα από την κατανομή 
που χρησιμοποιείται κάθε φορά.

Μελετήθηκε ακόμη το αποτέλεσμα της χρήσης της τεχνικής Event Horizon σε μια 
τροποποιημένη δομή M-heap. Έτσι, αν η δομή /-heap είναι λίστα και όχι σωρός και η 
δευτερεύουσα δομή είναι μια δομή σωρού η οποία εισάγεται στην κύρια αυξάνοντας την τιμή 
του Μ κατά 1 κάθε φορά που το μικρότερο στοιχείο εντοπίζεται σε αυτή, σύμφωνα με τα 
αποτελέσματα της πειραματικής μελέτης, η χρήση της τεχνικής Event Horizon δεν βελτιώνει 
την απόδοση της δομής, είτε ίιβόκειται για τη στατική είτε για τη δυναμική της αναπαράσταση. 
Σημειώνεται ακόμη ότι το πλήθος Μ των σωρών δεν παραμένει σταθερό και μάλιστα μπορεί 
να ισχύει Μ = 1, όπως για παράδειγμα στην περίπτωση της κατανομής DISCRETE(l).
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ΕΧΡ U02 U09 ΒΙΜ D1 D012

32 0 . 0 6 0 . 0 6 0 . 0 7 0 . 0 7 0 . 0 4 0 . 0 7
64 0 . 0 8 0 . 0 7 0 . 0 6 0 . 0 8 0 . 0 7 0 . 0 7

128 0 . 1 0 0 . 0 7 0 . 0 7 0 . 1 0 0 . 0 7 0 . 0 8
256 0 . 0 9 0 . 0 8 0 . 0 7 0 . 1 1 0 . 0 7 0 . 0 8
512 0 . 0 9 0 . 0 9 0 . 0 9 0 . 1 1 0 . 0 9 0 . 0 9

10 24 0 . 1 0 0 . 1 0 0 - 0 9 0 . 1 1 0 . 0 9 0 . 0 9
2 0 48 0 . 1 1 0 . 1 0 0 . 0 9 0 . 1 2 0 . 1 0 0 . 1 0
4 0 96 0 . 1 2 0 . 1 1 0 . 1 1 0 . 1 3 0 . 1 1 0 . 1 0
81 92 0 . 1 2 0 . 1 2 0 . 1 1 0 . 1 4 0 . 1 2 0 . 1 2

16 3 84 0 . 1 2 0 . 1 2 0 . 1 1 0 . 1 3 0 . 1 3 0 . 1 2

Σχήμα 8.39. Οι χρόνοι επεξεργασίας για τη δομή Λί-heap.

Muttple Heap

Σχήμα 8.40. Οι χρόνοι επεξεργασίας για τη δομή Λί-heap.

ΕΧΡ U02 U09 ΒΙΜ D1 D012

32 1 37 2 5 4 14 01 82 1 4 3 8 6 2 1 01 0 8 4 1 4 8 0 0 0 1 4 3 8 7 8
64 1 6 8 4 4 7 16 6 43 9 1 6 2 0 5 9 1 5 8 9 9 4 1 6 6 0 0 0 1 6 7 4 9 3

128 2 1 1 0 1 8 19 40 86 1 8 4 9 1 5 2 1 1 0 1 8 1 9 1 0 0 0 1 9 2 7 5 8
256 2 2 9 7 1 2 2 2 2 6 8 0 2 1 0 5 9 4 2 4 8 5 9 0 2 1 9 4 3 6 2 1 9 6 4 0
512 2 5 9 0 4 6 2 52 2 1 4 2 3 9 6 5 4 2 7 2 0 5 6 2 4 9 6 8 4 2 4 7 0 8 0

1024 2 8 7 5 0 0 2 81 7 2 2 2 6 9 9 1 8 2 9 2 2 1 2 2 8 0 5 4 8 2 7 6 5 7 1
2 0 4 8 3 1 5 1 1 6 31 12 36 3 0 0 9 4 4 3 1 5 7 6 1 3 1 1 8 6 2 3 0 7 4 1 8
4 09 6 3 43 1 1 4 3 40 8 0 1 3 3 2 4 1 1 3 40 8 6 2 3 4 3 6 3 8 3 3 7 5 0 0
8192 3 70 7 1 8 3 69 8 4 8 3 64 2 1 3 3 6 9 7 4 4 3 7 5 5 2 6 3 6 8 4 5 0

1 6 3 8 4 3 99 1 9 4 39 98 42 3 9 6 0 4 6 3 9 9 2 2 5 4 0 7 4 7 0 3 9 8 1 4 5

Σχή^α 8.41. Οι συγκρίσεις για τη δομή M-heap.
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MutjpteHeap

Σχήμα 8.42. Οι συγκρίσεις για τη δομή Λί-heap.

Η  Δομή n-heap

Έστω π το πλήθος των στοιχείων που υπάρχουν σε κάθε κόμβο της δομής. Τα αποτελέσματα 
που παρουσιάζονται στη συνέχεια προέρχονται από μια δομή n-heap για την οποία ισχύει π -
8. Σύμφωνα με την πειραματική μελέτη που πραγματοποιήθηκε, αν η τιμή του π επιλεγεί να 
είναι είτε μικρότερη είτε μεγαλύτερη, η δομή είναι λιγότερο αποδοτική για τις διαδικασίες της 
εισαγωγής και της διαγραφής.

'Οπως φαίνεται και στα Σχήματα 8.43-8.46, όπου παρουσιάζονται οι χρόνοι επεξεργασίας και 
οι συγκρίσεις που πραγματοποιούνται σε πίνακες και γραφικές παραστάσεις, ο αλγόριθμος 
είναι εξίσου αποτελεσματικός ανεξάρτητα από την κατανομή από την οποία προέρχονται κάθε 
φορά τα στοιχεία, κάτι που ισχύει εξάλλου και για την απλή δομή του σωρού.
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g y p U02 U09 ΒΙΜ D1 D012

32 0 . 0 5 0 . 0 7 0 . 0 5 0 . 0 6 0 . 0 5 0 . 0 6
64 0 . 0 6 0 . 0 5 0 . 0 6 0 . 0 6 0 . 0 6 0 . 0 6

128 0 . 0 7 0 . 0 6 0 . 0 6 0 . 0 7 0 . 0 6 0 . 0 5
256 0 . 0 7 0 . 0 7 0 . 0 7 0 . 0 8 0 . 0 6 0 . 0 6
512 0 . 0 7 0 . 0 7 0 . 0 7 0 . 0 8 0 . 0 7 0 . 0 8

10 24 0 . 0 8 0 . 0 7 0 . 0 8 0 . 0 8 0 . 0 7 ο ο 00

2 0 48 0 . 0 9 0 . 0 9 0 . 0 9 0 . 1 0 0 . 0 9 0 . 0 9
4 0 9 6 0 . 1 0 0 . 0 9 0 . 0 9 0 . 1 1 0 . 0 9 0 . 0 9
61 92 0 . 1 1 0 . 1 0 0 . 1 0 0 . 1 2 0 . 0 9 0 . 1 0

1 63 8 4 0 . 1 2 0 . 1 1 0 . 1 2 0 . 1 4 0 . 1 1 0 . 1 0

Σχήμα 8.43. Οι χρόνοι επεξεργασίας για τη δομή n-heap.

n-Heap

>

Σχήμα 8.44. Οι χρόνοι επεξεργασίας για τη δομή n-heap.

EXP U02 U09 ΒΙΜ D1 D012
32 1 30 3 9 0 1 22 0 5 6 8 8 5 2 0 82 95 4 7 2 0 0 0 1 1 5 3 9 6
64 1 51 9 9 5 1 43 5 7 1 1 09 7 3 8 1 06 9 9 3 92 50 0 1 3 8 0 9 7

12 8 1 35 9 1 7 16 8 16 8 1 3 4 4 2 6 1 3 5 9 1 7 1 2 2 0 0 0 1 6 4 3 0 5
25 6 2 0 5 1 5 3 1 9 5 3 4 9 1 6 3 6 7 9 1 7 1 5 1 1 1 4 2 2 0 0 1 9 1 1 7 6
512 2 3 3 0 5 3 2 2 5 6 3 8 1 9 6 1 1 1 2 0 6 3 9 2 1 7 2 5 7 8 2 1 9 9 8 6

1 0 24 2 6 3 7 9 7 2 5 5 4 9 0 2 3 0 2 8 8 2 4 5 3 0 5 2 0 3 1 0 2 2 4 9 1 5 3
2 0 48 2 9 5 5 2 5 2 8 6 3 3 7 2 6 6 5 2 4 2 7 9 9 9 9 2 3 5 9 4 2 2 8 0 2 1 6
4 09 6 3 2 6 1 3 7 3 1 8 0 8 7 3 0 2 4 3 1 3 2 5 9 0 6 2 6 4 3 0 8 3 1 0 4 3 9
8 19 2 3 57 9 4 3 3 50 7 6 4 3 3 7 5 8 6 3 6 3 2 4 3 2 7 5 4 0 6 3 4 0 7 3 1

1 63 8 4 3 8 9 4 7 0 3 8 2 1 1 7 3 7 0 1 5 3 3 9 6 8 0 0 3 3 2 9 4 2 3 7 2 7 3 5

ΣΧήμα 8*45. Οι συγκρίσεις για τη δομή n-heap.
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n-Heap

Σχήμα 8.46. Οι συγκρίσεις για τη δομή Λ-heap.

8.5 Επεκτάσεις της Δομής-του P-tree

Η  Δομή Multiple P-tree (MP-tree)

Έστω Μ  το πλήθος των P-trees που αποτελούν τη δομή. Διαπιστώθηκε πειραματικά ότι η 
απόδοση του αλγόριθμου είναι μεγίστη όταν η τιμή του Μ  είναι ικανοποιητικά μεγάλη. 
Συγκεκριμένα, αν Ν  είναι το πλήθος των στοιχείων που υπάρχουν στη δομή, όταν ισχύει Μ  ~ 
Ν/ 16 η δομή είναι πολύ αποτελεσματική και μάλιστα ανεξάρτητα από την κατανομή από την 
οποία προέρχονται τα στοιχεία της. Υπενθυμίζεται ότι η τιμή του Μ καθορίζει το μέγεθος της 
δομής του σωρού /-heap αλλά και το πλήθος των στοιχείων που θα περιέχει κάθε ένα από τα 
P-trees. Τα αποτελέσματα που παρουσιάζονται στη συνέχεια, στα Σχήματα 8.47-8.50, 
προκύπτουν για τιμή Μ = Ν Ι  16. Ο αλγόριθμος παρουσιάζει σημαντική βελτίωση στην απόδοσή 
του σε σύγκριση με την απλή δομή του P-tree κυρίως όταν χρησιμοποιείται η κατανομή 
DISCRETE(0,1,2).

Μελετήθηκε ακόμη το αποτέλεσμα της χρήσης της τεχνικής Event Horizon σε μια 
τροποποιημένη δομή MP-tree. Έτσι, αν η δομή /-heap είναι λίστα και όχι σωρός και η 
δευτερεύουσα δομή είναι μια'^ομή P-tree η οποία εισάγεται στην κύρια αυξάνοντας την τιμή 
του Μ κατά 1 κάθε φορά που το μικρότερο στοιχείο εντοπίζεται σε αυτή, σύμφωνα με τα 
αποτελέσματα της πειραματικής μελέτης, η χρήση της τεχνικής Event Horizon όχι μόνο δεν 
βελτιώνει την απόδοση της δομής, αλλά την καθιστά λιγότερο αποτελεσματική. Σημειώνεται
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ακόμη ότι το πλήθος Μ  των P-trees δεν παραμένει σταθερό και μάλιστα μπορεί να ισχύει Μ  = 
1, όπως για παράδειγμα στην περίπτωση της κατανομής DISCRETE( 1).

ΒΧΡ U02 U09 ΒΙΜ D1 D012

32 0 . 0 6 0 . 0 5 0 . 0 4 0 . 0 8 0 . 0 5 0 . 0 5
64 0 . 0 6 0 . 0 6 0 . 0 5 0 . 0 9 0 . 0 3 0 . 0 5

12 8 0 . 0 9 0 . 0 6 0 . 0 6 0 . 0 9 0 . 0 5 0 . 0 6
256 0 . 0 7 0 . 0 6 0 . 0 6 0 . 0 9 0 . 0 6 0 . 0 7
512 0 . 0 8 0 . 0 7 0 . 0 7 ο ο 10 0 . 0 6 0 . 0 7

10 24 0 . 0 9 0 . 0 7 0 . 0 7 0 . 1 1 0 . 0 7
10Οο

20 48 0 . 1 0 0 . 1 0 ο ο αο 0 . 1 1 0 . 0 7 0 . 0 9
4 0 96 0 . 1 0 0 . 1 1 0 . 1 0 0 . 1 2 0 . 0 9 0 . 0 9
81 92 0 . 1 1 0 . 1 1 0 . 1 1 0 . 1 3 0 . 0 9 0 . 1 0

1 6 3 8 4 0 . 1 4 0 . 1 2 0 . 1 1 0 . 1 5 0 . 0 9 0 . 1 1

Σχήμα 8.47. Οι χρόνοι επεξεργασίας για τη δομή M P -X ree .

«
Multiple P-tree

>

»t

Σχήμα 8.48. Οι χρόνοι επεξεργασίας για τη δομή A/P-tree.

Αξίζει ακόμη να σημειωθεί ότι έχουν μελετηθεί και μερικές άλλες δομές που βασίζονται στη 
δομή ΜΡ-tree, οι οποίες όμως δεν είναι το ίδιο αποτελεσματικές όσο η τελευταία. ' 
Συγκεκριμένα, αν η δομή /-heap δεν είναι σωρός αλλά ταξινομημένη, διπλά συνδεδεμένη 
λίστα ή ακόμη και η γνωστή δομή Two Level, η δομή ΜΡ-tree γίνεται λιγότερο αποδοτική. 
Ανάλογα αποτελέσματα προέκυψαν για την περίπτωση κατά την οποία το αρχικό πλήθος των 
P-trees είναι ένα και αυξάνεται σταδιακά μέχρι την τιμή Μ. Ακόμη, στην περίπτωση κατά την 
οποία η εισαγωγή ενός νέου στοιχείου δεν πραγματοποιείται στο P-tree που περιέχει το 
μικρότερο στοιχείο αλλά σε κάποιο άλλο που επιλέγεται με κάποια συγκεκριμένα κριτήρια, τα 
πειραματικά αποτελέσματα που προκύπτουν δεν είναι το ίδιο ικανοποιητικά. To P-tree στο
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οποίο γίνεται η εισαγωγή ενός νέου στοιχείου μπορεί να είναι ένα από τα γειτονικά δέντρα του 
Ρ-tree από το οποίο πραγματοποιήθηκε η τελευταία διαδικασία διαγραφής. Επίσης, για την 
διαδικασία της εισαγωγής μπορεί να επιλέγεται ένα διαφορετικό δέντρο κάθε φορά έτσι ώστε 
να επιλέγονται διαδοχικά και με τη σειρά όλα τα P-trees της δομής. Μετά την πειραματική 
μελέτη των παραπάνω δομών, δεν κρίνεται απαραίτητη η παρουσίαση των αποτελεσμάτων που 
προέκυψαν, αφού η δομή ΜΡ-tree όπως έχει περιγράφει σε προηγούμενο Κεφάλαιο είναι 
αποτελεσματικότερη.

εχρ U02 U09 ΒΙΜ D1 D012
32 1 57 2 2 5 1 27 1 1 3 6 36 58 2 6 1 6 2 9 4 8 0 0 0 1 2 2 1 7 5
64 17 31 63 1 44 0 6 9 8 02 63 2 6 9 9 4 8 6 4 0 0 0 1 3 8 5 4 0
128 2 82 0 8 1 16 4 00 2 1 0 0 6 1 1 2 8 2 0 8 1 80 50 0 1 6 2 2 9 8
256 21 8 00 4 1 8 8 0 0 9 126 5 14 3 00 5 1 3 1 1 9 6 8 8 1 9 0 0 7 1
512 2 45 0 9 3 2 1 5 0 8 2 1 5 6 1 3 5 3 12 2 8 8 13 85 4 4 2 1 5 3 9 9
1024 2 7 4 2 5 7 2 4 4 6 0 1 1 88 7 5 6 3 27 2 4 3 1 70 4 2 0 2 4 4 7 9 9
2048 30 4 52 4 2 7 4 6 3 5 2 2 2 7 3 7 3 4 9 2 6 1 2 0 1 2 1 8 2 7 6 3 7 6
4096 3 3 6 2 2 8 3 0 4 9 2 5 2 5 8 2 4 5 3 5 6 2 1 3 2 3 4 6 1 2 3 0 7 6 2 8
8192 3 67 4 3 4 3 3 6 6 3 9 2 9 2 8 6 2 3 7 8 3 2 2 2 63 3 9 4 3 3 7 0 0 5
16384 3 9 8 5 8 8 3 6 9 3 3 1 3 2 6 8 3 7 4 0 5 8 0 8 2 7 3 1 6 0 3 6 7 3 2 7

Σχήμα 8.49. Οι συγκρίσεις για τη δομή Μ Ρ -tree.

Σχήμα 8.50. Οι συγκρίσεις για τη δομή ΜΡ-tree.
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Η  Δομή Indexed P-tree (IP-tree)

Η αποτελεσματικότητα της δομής IP-tree σε σχέση με τη δομή P-tree είναι προφανής αν 
μελετήσει κανείς τα πειραματικά αποτελέσματα που προκύπτουν για τη δομή /P-tree. Η 
βελτίωση της αποτελεσματικότητας της δομής του P-tree είναι μεγαλύτερη για την περίπτωση 
κατά την οποία χρησιμοποιείται η κατανομή DISCRETE(0,1,2). Έτσι, ο αλγόριθμος είναι το 
ίδιο αποτελεσματικός είτε χρησιμοποιείται η κατανομή DISCRETE(l) είτε η DISCRETE(01,2) 
είτε τελικά οποιαδήποτε από τις κατανομές που μελετήθηκαν. Τα αποτελέσματα της 
πειραματικής μελέτης παρουσιάζονται αναλυτικά στα Σχήματα 8.51-8.54 που ακολουθούν.

EXP U02 U09 ΒΙΜ D1 D012

32 0 . 0 7 0 . 0 6 0 . 0 5 0 . 0 8 0 . 0 5

νοοο

64 0 . 0 7 0 . 0 7 0 . 0 6 0 . 0 8 0 . 0 6

10Οο

128 0 . 0 9 0 . 0 6 0 . 0 6 0 . 0 9 0 . 0 7 0 . 0 6
256 ο ο CD 0 . 0 8 0 . 0 6 0 . 0 9 0 . 0 6 0 . 0 7
512 0 . 0 8 0 . 0 8 0 . 0 7 0 . 0 9 0 . 0 6 0 . 0 7

10 24 0 . 0 9 0 . 0 8 0 . 0 8 0 . 1 0 0 . 0 7 ωοο

2 0 48 0 . 1 0 0 . 0 9 0 . 0 8 0 . 1 0 0 . 0 7

QDΟοJ

4 0 9 6 ο*-♦

ο

0 . 0 9 ο ο 0D 0 . 1 1 0 . 0 7

r*οοI

8 19 2 0 . 1 1 0 . 1 0 0 . 0 9 0 . 1 2 0 . 0 8 0 . 0 8
1 63 84 0 . 1 2 0 . 1 0 0 . 1 0 0 . 1 3 0 . 0 9 0 . 0 7

Σχήμα 8.51. Οι χρόνοι επεξεργασίας για τη δομή I P - tree.

Indexed P-tree

Σχήμα 8.52. Οι χρόνοι επεξεργασίας για τη δομή /P-tree.
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ΒΧΡ U02 U09 ΒΧΜ D1 D012

32 2 4 1 2 7 6 2 4 1 1 8 8 2 2 0 0 6 2 2 8 1 7 3 7 2 0 5 0 0 0 2 1 5 1 2 2
64 2 7 9 4 2 7 2 7 3 9 9 3 2 5 6 9 9 7 3 44 1 4 3 2 2 2 5 0 0 2 4 0 6 2 3

1 2 Θ 3 8 6 9 2 5 3 06 3 7 3 2 8 4 9 0 9 3 8 6 9 2 5 2 3 9 2 5 0 2 6 6 1 4 0
25 6 3 5 2 9 5 0 3 3 7 2 4 6 30 93 0 3 3 8 6 0 9 1 2 5 7 5 4 2 2 9 1 5 1 2
512 3 88 3 8 5 3 6 8 4 5 6 3 27 3 1 1 4 0 1 0 9 5 2 7 7 9 5 2 3 1 9 5 4 1

1024 4 2 4 8 6 6 4 0 1 1 9 2 3 56 4 1 0 4 1 5 7 9 3 2 9 4 4 3 2 3 4 1 1 5 2
2 0 48 4 5 9 9 2 5 4 34 7 1 4 36036 3 4 2 6 4 5 6 31 08 6 4 3 6 3 8 7 4
4 0 96 4 9 4 9 7 0 4 6 7 5 0 8 38 11 8 7 4 5 4 6 7 0 3 2 7 2 7 2 3 3 6 8 4 1
81 92 5 37 3 0 0 50 4 20 2 4 0 7 5 1 9 4 9 0 1 0 9 3 43 6 6 8 4 0 5 0 7 3

16 3 84 5 7 5 8 8 9 5 37 0 1 0 4 3 3 3 2 9 5 1 9 2 9 5 3 6 0 0 5 8 3 2 6 3 8 1

Σχήμα 8.53. Οι συγκρίσεις για τη δομή I P - tree.

indexed P-tree

Σχήμα 8.54. Οι συγκρίσεις για τη δομή I P - tree.

8.6 Συμπεράσματα

Έχοντας ολοκληρώσει την πειραματική μελέτη όλων των αλγορίθμων, είναι κανείς σε θέση να 
καταλήξει σε κάποια συμπεράσματα σχετικά με την αποτελεσματικότητά τους. Έτσι, η δομή 
του σωρού είναι πολύ απλή και εξαιρετικά αποδοτική. Η στατική αναπαράστασή του 
μειονεκτεί σε σχέση με τηΐδυναμική στο ότι είναι απαιτητική σε μνήμη, αφού πρέπει να 
ορισθεί ένα διάνυσμα μέγιστου μήκους για την αποθήκευση των γεγονότων. Όμως, η διάσχιση 
του δένδρου που απαιτείται κατά τη δυναμική αναπαράσταση για την ολοκλήρωση των 
διεργασιών εισαγωγής και διαγραφής, αποτελεί μειονέκτημα έναντι της στατικής. Επιπλέον, με
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8. Πειραματική Μελέτη των Αλγορίθμων

βάση τα αποτελέσματα της πειραματικής μελέτης, η τεχνική Event Horizon δεν επηρεάζει την 
αποτελεσματικότητα της δομής. ' '

Οι υπόλοιπες από τις βασικές δομές που μελετήθηκαν, Leftist heap, Binomial heap και P-tree 
δεν είναι ιδιαίτερα αποτελεσματικές αν και οι δύο πρώτες έχουν πολύ αποδοτική διαδικασία 
συγχώνευσης. Επίσης, η εφαρμογή της τεχνικής Event Horizon δεν προκαλεί σημαντική 
βελτίωση στην απόδοση των αλγορίθμων που χρησιμοποιούν της δομές που προαναφέρθηκαν. 
Σημειώνεται ακόμη ότι η δομή του P-tree δεν είναι καθόλου αποτελεσματική όταν τα στοιχεία 
προέρχονται από την κατανομή DISCRETE(0,1,2).

Η δομή Calendar Queues είναι εξαιρετικά αποδοτική όταν τα στοιχεία της προέρχονται από 
οποιαδήποτε από τις συνεχείς κατανομές που μελετήθηκαν. Η χρήση της όμως είναι 
απαγορευτική σε περίπτωση που τα στοιχεία προέρχονται από τις κατανομές DISCRETE(l) 
και DISCRETE(0,1,2), αφού, όπως έχει ήδη αναφερθεί, η δομή τότε ουσιαστικά εκφυλλίζεται 
σε λίστα. Αντίθετα, η δεύτερη από τις σύνθετες δομές που μελετήθηκαν, η δομή SPEEDES 
Qheap είναι εξαιρετικά αποτελεσματική ανεξάρτητα από την εκάστοτε κατανομή. . 
Συγκεκριμένα, παρουσιάζει απόδοση καλύτερη από εκείνη της δομής του σωρού, δεν είναι "* 
όμως το ίδιο απλή.

Οι επεκτάσεις της δομής του σωρού που προτάθηκαν και μελετήθηκαν, δηλαδή οι δομές η- 
heap και Μ-heap απαιτούν χρόνους επεξεργασίας ανάλογους με εκείνους της δομής του 
σωρού. Το πλήθος των συγκρίσεων όμως που πραγματοποιούνται είναι μικρότερο από το 
αντίστοιχο της απλής δομής του σωρού. Έτσι, οι επεκτάσεις της δομής του σωρού βελτιώνουν 
την απόδοση της απλής δομής του σωρού.

Οι δομές ΜΡ-tree και IP-tree αποτελούν εξαιρετικές επεκτάσεις της δομής του P-tree, αφού 
βελτιώνεται κατά πολύ μεγάλο βαθμό η αποτελεσματικότητα της τελευταίας. Η δομή IP-tree 
είναι περισσότερο αποτελεσματική από τη δομή ΜΡ-tree, αλλά και οι δυο δομές είναι σχεδόν 
εξίσου αποτελεσματικές, με κριτήριο το χρόνο επεξεργασίας, ακόμη και από τη δομή του < * 
σωρού. Αν συγκρίνει κανείς τις δομές ΜΡ-tree και IP-tree με τη δομή του σωρού με κριτήριο 
το πλήθος των συγκρίσεων, διαπιστώνει ότι είναι περισσότερο αποτελεσματικές. Στο επόμενο 
κεφάλαιο πραγματοποιείται πιο αναλυτικά σύγκριση μεταξύ όλων των αλγορίθμων που 
μελετήθηκαν.

Τέλος, στα Σχήματα 8.55-8.60 παρουσιάζεται η αποτελεσματικότητα όλων των αλγορίθμων 
για κάθε μια από τις κατανομές. Αν μελετήσει κανείς τα σχήματα, συμπεραίνει ότι για τις 
συνεχείς κατανομές οι δομές SPEEDES Qheap, Calendar queues, Static heap καθώς και οι νέες 
δομές που προτείνονται (επεκτάσεις της δομής του σωρού και του P-tree) είναι πολύ 
αποτελεσματικές.

Όταν χρησιμοποιείται η κατανομή Discrete(l), πιο αποτελεσματική δομή είναι η δομή του Ρ- 
tree, αφού σε αυτή την περίπτωση η δομή γίνεται λίστα και μάλιστα οι διαδικασίες της 
εισαγωγής και της διαγραφής πραγματοποιούνται σε σταθερό χρόνο. Αντίθετα, η δομή 
Calendar queues είναι πολύ αναποτελεσματική, τόσο με την κατανομή Discrete(l) όσο και με 
την Discrete(0,l,2). Το γεγονός αυτό ισχύει διότι τα buckets της δομής περιέχουν πολύ 
μεγάλες λίστες μια και τα στοιχεία συγκεντρώνονται σε μερικά μόνο από αυτά. Κατά την 
χρήση της κατανομής Discrete(0,l,2) η δομή του P-tree είναι επίσης αναποτελεσματική, αφού 
σε αυτή την περίπτωση η δομή εκφυλλίζεται σε τρεις λίστες.
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Uniform[0.0.2.0]

“Static Heap" 
“Static Heap (Event Horizon)" 

“Leftist Heap" 
“Leftist Heap (Event Horizon)" 

^Binomial Heap" 
Binomial Heap (Event Horizon)" 

"P-tree"
"P-tree (Event Horizon)" 

“Calendar Queues" 
“S P E E D E S  QHeap" 

“Multiple Heap" 
“n-heap" 

“Multiple P-tree" 
"Indexed P-tree"

2048 4096 8192 16384

I

Σχήμα 8.55. Η κατανομή Uniform[0.0,2.0].
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8.56. Η κατανομή Uniform[0.9,l.l].
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EXPO N EN T IAL
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Σχήμα 8.57. Η κατανομή Exponential.
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Σχήμα 8.59. Η κατανομή Discrete(l).
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Σχήμα 8.60. Η κατανομή Discrete(0,l,2).
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9

Σ ύ γ κ ρ ι σ η  τ ω ν  Α λ γ ο ρ ί θ μ ω ν  -

ΣΥΜ ΠΕΡΑΣΜΑΤΑ -

Ε π ε κ τ ά σ ε ι ς

»

·»

9.1 Ακολουθιακοί Αλγόριθμοι

9.2 Σύγκριση Ακολουθιακών και Παράλληλων Αλγορίθμων

9.3 Επεκτάσεις

» t

9.1 Ακολουθιακοί Αλγόριθμοι

Με βάση την πειραματική μελέτη που πραγματοποιήθηκε θα μπορούσε κανείς να κατατάξει 
τους αλγορίθμους σε τρεις κατηγορίες, ανάλογα με την αποτελεσματικότητά τους. Έτσι, μη 
αποδοτικοί, σε σύγκριση πάντα με τους υπόλοιπους, θα μπορούσαν να χαρακτηριστούν οι 
αλγόριθμοι που χρησιμοποιούν τις δομές Calendar Queues και Ρ-tree, αφού απαιτούν μεγάλο 
χρόνο επεξεργασίας κυρίως για τις διακριτές κατανομές (Κατηγορία I). Στην Κατηγορία Π θα 
μπορούσαν να ομαδοποιηθούν οι αλγόριθμοι που χρησιμοποιούν τις δομές Leftist heap και 
Binomial heap με ή χωρίς την τεχνική Event Horizon καθώς και ο αλγόριθμος που 
χρησιμοποιεί τη δομή P-tree με χρήση της τεχνικής Event Horizon. Τέλος, πολύ 
αποτελεσματικοί θα μπορούσαν να χαρακτηριστούν οι αλγόριθμοι που χρησιμοποιούν τις 
δομές SPEEDES Qheap, Static heap, η-heap, Af-heap, MP-tree και /P-tree, οι οποίοι και 
σχηματίζουν την Κατηγορία ΙΠ. Η ομαδοποίηση αυτή των αλγορίθμων παρουσιάζεται στον 
Πίνακα 9.1.

&
Αφού πολλοί από τους αλγορίθμους έχουν διαφορετική απόδοση ανάλογα με την κατανομή 
που χρησιμοποιείται, πραγματοποιήθηκε η μελέτη τους χρησιμοποιώντας όχι μόνο μια 
κατανομή κάθε φορά αλλά όλες μαζί με βάση κάποιον αλγόριθμο επιλογής. Συγκεκριμένα,
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επιλέγεται τυχαία κάποια κατανομή και χρησιμοποιείται κατά ένα χρονικό διάστημα κατά την 
εκτέλεση του αλγόριθμου. Στη συνέχεια του αλγορίθμου επιλέγεται ξανά τυχαία κάποια από 
τις κατανομές και η διαδικασία συνεχίζεται μέχρι να τερματιστεί ο αλγόριθμος. Έτσι, είναι 
δυνατή η εκτίμηση της αποτελεσματικότητας κάθε ενός από τους αλγορίθμους με βάση ένα 
διαφορετικό κριτήριο. Με αυτό τον τρόπο επιχειρείται η καλύτερη αξιολόγηση των 
αλγορίθμων αφού εκτελούνται υπό διαφορετικές συνθήκες. Οι χρόνοι επεξεργασίας που 
προκύπτουν με τον τρόπο που περιγράφηκε παραπάνω παρουσιάζονται στον Πίνακα 9.2, ενώ 
το Σχήμα 9.1 παρουσιάζει τα ίδια αποτελέσματα με τη μορφή γραφικών παραστάσεων. Το 
πλήθος των συγκρίσεων που πραγματοποιεί κάθε αλγόριθμος παρουσιάζεται στον Πίνακα 9.3 
και σε μορφή γραφικής παράστασης στο Σχήμα 9.2. Από τα σχήματα και τους πίνακες 
επιβεβαιώνεται η ομαδοποίηση των αλγορίθμων που περιγράφηκε παραπάνω, με εξαίρεση τον 
αλγόριθμο που χρησιμοποιεί τη δομή Calendar Queues η οποία είναι πολύ αποτελεσματική, 
αφού με τη χρήση όλων των κατανομών δεν εμφανίζονται τα προβλήματα που παρουσιάζονται 
όταν χρησιμοποιούνται οι διακριτές (DlSCRETE(l) και D1SCRETE(0,1,2)). Ο Πίνακας 9.4 
παρουσιάζει μια κατάταξη των αλγορίθμων με κριτήριο τα αποτελέσματα του Πίνακα 9.2.

%
·»

ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ I ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ II ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ III

Calendar queues P-tree (E.H) Static heap

Ρ- tree Leftist heap Static heap (E.H)

Leftist heap (E.H) SPEEDES Qheap

Binomial heap a-heap

Binomial heap (E.H) A/-heap

MP- tree

IP-tree

Πίνακας 9.1.
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Ν

A l g o r U h n i ^ ^ ^
32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192 16384

Static heap 0 . 0 6 0 . 0 5 0 . 0 7 0 . 0 7 0 . 0 8 0 . 0 8 0 . 0 7 0 . 0 9 0 . 1 0 0 . 1 0

Static heap(E.H) 0 . 0 6 0 . 0 6 0 . 0 7 0 . 0 8 0 . 0 8 0 . 0 8 0 . 0 9 0 . 0 9 0 . 0 9 0 . 1 0

Leftist heap 0 . 0 9 0 . 1 0 0 . 1 2 0 . 1 4 0 . 1 5 0 . 1 8 0 . 1 8 0 . 2 1 0 . 2 4 0 . 2 5

Leftist heap (E.H) 0 . 0 8 0 . 0 8 0 . 1 0 0 . 1 2 0 . 1 3 0 . 1 4 0 . 1 5 0 . 1 6 0 . 1 8 0 . 1 8

Binomial heap 0 . 1 0 0 . 1 3 0 . 1 4 0 . 1 5 0 . 1 5 0 . 1 6 0 . 1 9 0 . 1 8 0 . 2 1 0 . 2 3

Binomial heap (E.H) 0 . 1 1 0 . 1 2 0 . 1 3 0 . 1 5 0 . 1 6

COπΊO

0 . 1 9 0 . 2 1 0 . 2 2 0 . 2 6

* P-tree 0 . 0 5 0 . 0 6 0 . 1 0 0 . 1 5 0 . 2 7 0 . 3 3 0 . 3 8 0 . 4 6 0 . 5 5 0 . 7 5

P-tree (E.H) 0 . 0 6 0 . 0 7 0 . 0 7 0 . 1 0 0 . 1 2 0 . 1 6 0 . 1 7 0 . 1 9 0 . 2 3 0 . 2 4

Calendar queues 0 . 0 5 0 . 0 5 0 . 0 5 0 . 0 6 0 . 0 5 0 . 0 4 0 . 0 5 0 . 0 5 0 . 0 5 0 . 0 7

SPEEDES Qheap 0 . 0 6 0 . 0 7 0 . 0 6 0 . 0 6 0 . 0 7 0 . 0 7 0 . 0 7 0 . 0 7 0 . 0 8 0 . 0 7

n-heap 0 . 0 6 0 . 0 6 0 . 0 7 0 . 0 8 0 . 0 8 0 . 0 8 0 . 0 9 0 . 1 0 0 . 1 0 0 . 1 1

Af-heap 0 . 0 7 0 . 0 7 0 . 0 8 0 . 0 9 0 . 1 0 0 . 1 0 0 . 1 1 0 . 1 2 0 . 1 2 0 . 1 2

AfP-tree 0 . 0 6 0 . 0 6 0 . 0 7 0 . 0 8 0 . 0 9 0 . 0 9 0 . 0 9 0 . 1 0 0 . 1 2 0 . 1 2

/P-tree 0 . 0 7 0 . 0 6 0 . 0 7 0 . 0 7 0 . 0 8 0 . 0 9 0 . 0 9 0 . 0 9 0 . 1 1 0 . 1 1

Πίνακας 9.2. Οι χρόνοι επεξεργασίας.
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Average Performance ol the Atgorthms

ι
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Σχήμα 9.1. Οι χρόνοι επεξεργασίας.
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$*Σχήμα 9.2. To πλήθος των συγκρίσεων.
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JV
A l g o r i t h m  — ^

32 64 128 256 512 1024 2048 4 0 9 6 8192 16384

S tatic  heap 15 5 6 6 1 188 0 1 2 2 1 7 6 7 6 2 4 9 7 1 7 2 7 8 3 5 1 3 0 9 8 7 8 3 4 0 3 0 9 3 7 0 0 4 3 4 0 6 1 4 0 4 2 9 6 6 8

S tatic heap(E .H ) 15 6 4 7 3 188 5 0 2 2 1 9 2 9 9 2 5 0 7 8 6 2 8 0 9 3 4 3 1 2 0 4 2 3 4 2 9 0 5 3 7 2 4 3 5 4 0 8 4 0 2 4 3 1 9 2 8

L eftist heap 6 0 3 8 7 8 7 2 7 5 7 5 8 6 9 8 3 6 1016258 1130820 1282528 1364173 1532878 1654642 1806660

Leftist heap(E.H) 516 9 4 2 6 2 6 5 9 1 7 5 3 9 8 0 8 6 8 6 3 3 9 4 6 3 6 1 1034764 1091980 1231404 1317768 1455738

B inom ial heap 3 5 2 0 0 0 4 1 6 0 0 0 4 8 0 0 0 0 5 4 4 0 0 0 6 0 8 0 0 0 6 7 2 0 0 0 7 3 6 0 0 0 8 0 0 0 0 0 8 6 4 0 0 0 9 2 8 0 0 0
1

4

Binomial heap(E.H) 3 9 1 2 1 2 4 6 6 6 8 6 5 5 0 3 0 5 6 5 3 7 1 6 7 4 5 8 6 7 8 3 2 5 4 0 8 9 8 8 9 1 1019700 1128000
· »

1290071

P -tree 2 0 8 6 7 2 3 1 6 1 4 8 4 6 9 9 0 3 6 1 5 4 5 5 1112267 '1306006 1933576 1772335 1833560 1842175

P -tree'iE .H ) 2 1 9 0 4 8 3 1 6 1 5 6 4 6 5 7 2 5 5 3 6 6 7 9 1018575 1246940 1699971 1420350 1691204 1631503

C alen d ar queues 1 3 5 8 3 5 1 3 3 5 8 6 1 3 6 9 3 2 1 9 6 5 9 9 1 6 6 6 7 8 1 5 9 3 0 0 2 0 7 8 2 0 2 4 5 2 0 0 2 0 1 3 1 6 3 4 0 4 6 8

SPE E D E S Q heap 2 5 0 1 4 1 2 5 7 3 8 8 2 4 8 2 7 3 2 5 5 2 7 1 2 4 7 3 2 5 2 5 4 9 5 8 2 5 9 2 6 2 2 9 5 5 4 1 2 8 0 6 4 3 2 4 7 6 0 9

n -h eap 1 1 6 1 7 7 1 3 8 6 6 3 1 7 2 9 8 9 1 9 9 6 4 2 2 2 7 4 6 6 2 6 0 0 3 5 2 7 9 8 5 2 3 0 8 5 4 8 3 3 0 9 5 0 3 6 4 6 9 6

A f-heap 1 3 4 4 9 2 1 6 4 1 2 3 1 9 6 4 0 1 2 2 4 1 7 7 2 5 7 9 3 2 2 9 0 0 2 7 3 1 8 9 1 5 3 4 8 1 4 2 3 7 7 0 3 0
4 6

4 0 7 1 8 8

M P -tree 9 5 4 1 2 8 8 7 2 2 9 2 4 8 0 91 4 6 4 1 1 6 2 8 4 1 4 3 8 1 4 1 7 2 9 8 2 1 9 8 9 8 2 2 2 7 1 7 2 2 5 5 7 5 8

/P -tr e e 2 2 7 2 0 2 2 5 8 1 7 7 2 9 0 7 2 7 3 2 0 0 1 9 3 6 5 9 5 7 3 9 6 0 1 7 4 5 0 3 1 4 4 3 6 0 5 9 5 0 1 8 0 4 4 9 3 3 5 3

Πίνακας 9.3. Το πλήθος των συγκρίσεων.

ι

Λ
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32 128 512 1024 4096 16384

Calendar queues Calendar queues Calendar queues Calendar queues Calendar queues Calendar queues

Ρ · tree SPEEDES Qlicnp SPEEDES Qheap SPEEDES Qheap SPEEDES Qheap SPEEDES Qheap

M/Mree //Mree I P · tree «-heap I  P -ir c c Static heap

«-heap M P -ire e «-heap Static heap Static heap Static hcap(E.H)

SPEEDES Qheap «-heap Static heap Static hcap(E.H) Static hcap(E.H) I P · tree

/Mree (E.H) /Mrcc (E.H) Static heup(E.H) //Mree M P-Xxcc «-heap

Static heap Static heap JWMree M P · tree «-heap M P ·tree .

Static heap(E.H) Static hcap(E.H) Λί-hcap A/*hcap M-hcap A/-heap

I P · tree AS-heap /Mree (E.H) Leftist hcap(E.H) Leftist hcap(E.H) Leftist hcup(E.H)

ΛΥ-heap P - tree Leftist hcnp(E.H) /Mree (E.H) Binomial heap Binomial heap

Leftist heap(E.H) Leftist hcap(E.H) Leftist heap Binomial heap /Mree (E.H) P -tree (E.H)

Leftist heap Leftist heap Binomial heap Binomial hcup(E.H) Leftist heap Leftist heap

Binomial heap Binomial hcop(E.H) Binomial hcop(E.H) Leftist heap Binomial hcap(E.H) Binomial hcap(E.H)

Binomial heap(E.H) Binomial heap P-irce /Mree P · tree
* k

/'-tree

Πίνακας 9.4.

9.2 Σύγκριση Ακολουθιακών και Παράλληλων 
Αλγορίθμων

Οι πίνακες που ακολουθούν συνοψίζουν την αποτελεσματικότητα των ακολουθιακών και των 
παράλληλων αλγορίθμων που έχουν μελετηθεί, Από τους πίνακες είναι εύκολο να συμπεράνει 
κανείς, λαμβάνοντας υπόψη και το πλήθος των επεξεργαστών που χρησιμοποιούνται, ότι οι 
παράλληλοι αλγόριθμοι που χρησιμοποιούν τις δομές Leftist heap, Binomial heap, P-tree, MP- 
tree και IP-tree είναι το ίδιο αποτελεσματικοί με τους αντίστοιχους ακολουθιακούς, το οποίο 
προφανώς είναι ένα πάρα πολύ χρήσιμο συμπέρασμα. Οι μεταβλητές Ν  και Μ  που 
εμφανίζονται στους πίνακες συμβολίζουν το πλήθος των στοιχείων, το πλήθος των σωρών ή
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των P-trees που υπάρχουν στη δομή M-heap ή ΜΡ-tree, αντίστοιχα. Σημειώνεται όμως ότι για 
τον ακολουθιακό αλγόριθμο που χρησιμοποιεί τη δομή «-heap, η μεταβλητή Μ  αντιστοιχεί στο 
πλήθος των στοιχείων που υπάρχουν σε κάθε κόμβο. Η μεταβλητή m αντιστοιχεί στο πλήθος 
των στοιχείων που υπάρχουν στη δευτερεύουσα δομή ακριβώς πριν πραγματοποιηθεί η 
συγχώνευσή της με την κύρια. Τέλος, η μεταβλητή k προφανώς αντιστοιχεί στο πλήθος των 
στοιχείων που εισάγονται ή διαγράφονται ταυτόχρονα.

ΠΑΡΑΛ. ΑΑΓΟΡ. Λ-ΕΙΣΑΓΩΓΗ ^-ΔΙΑΓΡΑΦΗ ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΤΕΣ

Leftist heap O(logA0 0(log(A7£)+loglog£) k

Binomial heap 0(log(/V+£)+log2/;) O(klogN) k

«-heap O(logN) 0(log(N/£)+loglog£) k

M-heap 0((M£)loglog£) 0(1) N

P-tree 0((N/k)loglogk) 0(1) 4k

MP- tree 0((N/k)\oglogk) 0(1) k

IP- tree 0{(N/km)\og\ogk+\ogm) 0(1) 4k

Πίνακας 9.3. Οι παράλληλοι αλγόριθμου

ΑΚΟΛΟΥΘ.ΑΛΓΟ
P.

ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΔΙΑΓΡΑΦΗ

Leftist heap O(logN) O(logN)

Binomial heap O(logN) O(logN)

«-heap O(logM) 0(log(A7M))

M-heap 0(log (MM)) 0(logk+log(N/M))

P-tree 0(N) 0 (1 )

MP- tree 0(N) 0(logM)

/P-tree 0((N/m)+logm) 0(1)

Πίνακας 9.4. Οι ακολουθιακοί αλγόριθμοι.
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9.3 Επεκτάσεις

Όπως προέκυψε από τη μελέτη που πραγματοποιήθηκε, δομές που δεν είναι ιδιαίτερα 
αποτελεσματικές είναι δυνατόν να τροποποιηθούν κατάλληλα ώστε να βελτιωθεί η απόδοσή 
τους, όπως η δομή P-tree οδήγησε στη δομή IP-tree. Με βάση τη μελέτη προτείνονται κάποιοι 
αλγόριθμοι προκειμένου να χρησιμοποιηθούν κατά την προσομοίωση διακριτών γεγονότων 
που θεωρούνται αποτελεσματικοί.

Η αναζήτηση για ακόμη πιο αποτελεσματικούς αλγορίθμους, είτε ακολουθιακούς είτε 
παράλληλους, αποτελεί προφανώς ένα πεδίο που απαιτεί περαιτέρω έρευνα. Έτσι, υπάρχουν 
δομές των οποίων η αποτελεσματικότητα κατά την προσομοίωση του συνόλου γεγονότων δεν 
έχει μελετηθεί εκτενώς, όπως για παράδειγμα η δομή Soft heap [8]. Επίσης θα μπορούσε να 
μελετηθεί η επίδραση της τεχνικής Event Horizon σε δομές που δεν έχει εφαρμοστεί, όπως για 
παράδειγμα η δομή Calendar Queues. Τέλος, αλγόριθμοι που δεν είναι ιδιαίτερα 
αποτελεσματικοί θα μπορούσαν ίσως να τροποποιηθούν κατάλληλα ώστε να βελτιωθεί η 
απόδοσή τους. Για παράδειγμα, ο αλγόριθμος που χρησιμοποιεί τη δομή Calendar Queues ο 
οποίος είναι αναποτελεσματικός όταν οι χρόνοι δρομολόγησης των γεγονότων ακολουθούν 
κατανομές όπως οι DISCRETE(l) και DISCRETE(0,1,2), θα μπορούσε ίσως να βελτιωθεί με 
κατάλληλη τροποποίηση για αυτές τις καταστάσεις, αλλάζοντας για παράδειγμα το εύρος των 
buckets.

ss
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