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'Αφιερώνεται, σ 'α ύτούς* πού 
• |» ψάχνουν γ ιά  τήν Α λή θ ε ια .



ΠΡΟΛΟΓΟΣ
\

Εκοπός αύτοϋ τοΟ β ιβ λ ίο υ  ε ίν α ι  νά βοηθήσει αύτούς, πού 
Ασχολούνται μέ τήν έρευνα κα ί δημοσιεύουν Π ειραματικά  Απο
τελέσματα, στήν Α ν τ ικ ε ιμ ε ν ικ ή  παρουσίασή το υς . Τά β ιβ λ ίο  Α
πευθύνεται πρώτα στόν Αναλυτικό χ η μ ικό , πού μ ιά  Από τ ί ς  Ι 
δ ιό τη τες  πού πρέπει νά τόν ξεχ ω ρ ίζε ι Από τούς χημ ικούς άλ
λων ειδ ικοτήτω ν ε ίν α ι  ή αύστηρή νοητική  π ε ιθ α ρ χ ία  στήν έ κ 
θεση των Αναλυτικών του συμπερασμάτων. Τό β ιβ λ ίο  Απευθύνε
ται καί σ 'ό λο υς όσους παράγουν πειραματικά  δεδομένα , σ ' ό- 

ποιονδήποτε τομέα τής έπ ισ τή μ η ς .
Γ ιά  νά μπορεί νά χρησ ιμοπ ο ιηθεί σωστά αότό τό β ιβ λ ίο  

πρέπει νά δ ια βα σ τεί όλόκληρο, Ιδ ια ίτ ε ρ α  Α π 'τόν Αναγνώστη,πού 
έκ τ ίθ ετ α ι γ ιά  πρώτη φορά στά θέματα πού θ ίγο ν τα ι στό β ιβ λ ίο . 
Αύτό θά βοηθήσει τόν όποιονδήποτε έρευνητή νά δ ια κ ρ ίν ε ι σχέ
σ ε ις  σέ πολλά Από τά παραδείγματα πού δ ίν ο ν τ α ι, μέ τό δ ικό  
του Α ν τ ικ ε ίμ εν ο  κα ί νά τά προσαρμόσει στά δ ικά  του σ τ α τ ι

σ τ ικ ά  προβλήματα.
Εάν γλώσσα τοΟ β ιβ λ ίο υ  χρησιμοποιήθηκε ή δ η μ ο τ ική , γ ια 

τ ί  νο μ ίζο υ μ ε , ό τ ι αύτό θά βοηθήσει στήν προσπάθεια , πού γ ί 
ν ετα ι σ 'όλους τούς κρατικούς κα ί Ιδ ιω τ ικ ο ύ ς  φ ο ρ ε ίς , γ ιά  τήν 
εισαγωγή τής δημοτικής γλώσσας στή δημόσια ζωή. Αύτό βέβα ια  
ε ίν α ι  Αρκετά δύσκολο Ιδ ια ίτ ε ρ α , όταν γ ίν ε τ α ι άπό συγγραφέα, 
πού γράφει γ ιά  πρώτη φορά στή δημ οτική . Παραλήψεις κα ί λάθη, 
πού τυχόν ύπάρχουν στό κ ε ίμ ε ν ο , ε ίμ α σ τε έ τ ο ιμ ο ι νά τά Ανα
γνωρίσουμε κα ί νά δεχτούμε κάθε καλόπιστη κ ρ ιτ ικ ή . Λ έ ξ ε ις ,  
όπως "πεπερασμένος” , "δ ια κεκο μ μ ένο ς" , "σ υ ν τ ετ α γ μ έν ες" , π ε ι 

ραματικά "δεδομένα" κ . λ . π . ,  πα ίρνονται άπό τήν καιθαρεύουσα 
χρησιμοποιώντας τήν ίδ ια  λ ο γ ικ ή , πού θά χρησιμοποιούσαμε 
παίρνοντας μ ιά  ξένη λ έ ξ η , άν δέν μπορούσαμε νά τήν Αποδώ-



σουμε μέ μ ιά  Α ν τ ίσ το ιχ η  έλλη ν ική  (π .χ . t r a n s is t o r )  .
Ά π ό  τή θέση αύτή θά ήθελα νά εύχαριστήσω τόν Καθηγητή 

Θ .Π . Χατζηϊωάννου δ ιευθυντή  τοΟ Ερ γα σ τη ρ ίο υ  Α ν α λ υ τ ικ ή ς  Χη

μ ε ία ς  τοΟ Π αν/μίου Α θηνώ ν, γ ια τ ί  μέ τό έρευνητικό  πνεύμα, 
πού δημιούργησε μέσα στό Ερ γ α σ τή ρ ιο  Ά ν α λ υ τ ικ ή ς  Χημείας κα ί 
άνάμεσα στούς συνεργάτες το υ , έ γ ιν ε  Αφορμή γ ιά  πολλές έ π ι-  
σ τη μ ο ν ικ ές  σ υ ζη τ ή σ ε ις  πάνω στά θέματα , πού θ ίγο ντα ι στό β ι 
β λ ίο  α ύτό . Ε ύ χ α ρ ισ τ ίε ς  ό φ είλο ντα ι έπ ίσ η ς  σ 'δλους τούς συνερ
γά τες  μου στό Ε ρ γ α σ τ ή ρ ιο  Α ν α λ υ τ ικ ή ς  Χ η μ ε ία ς , ο ί ό π ο ιο ι μέ 
τή συζήτηση των έπ ιστημονικώ ν προβλημάτων τους βοήθησαν ν* 
Ασχοληθώ ίδ ια ίτ ε ρ α  μέ τό Α ν τ ικ ε ίμ εν ο  αύτοΟ τοϋ β ιβ λ ίο υ  κ α ί 

νά καθορίσω τήν έκτα σ η , μέ τήν όποία παρουσιάζονται τά δ ιά 

φορα κεφ ά λα ια . Έ π ίσ η ς  εύχαριστώ τήν "Ενωση Ελλήνω ν Χ η μ ι
κών γ ιά  τή διοργάνωση Σ εμ ιν α ρ ίο υ  σχετικοΟ  μέ τά θέματα τού 
β ιβ λ ίο υ , στό όποϋο μέ προσκάλεοε νά διδάξω . Στούς κατά κ α ι
ρούς μαθητές μου όφείλω ε υ χ α ρ ισ τ ίε ς , γ ια τ ί  μέ τή γόνιμη συ
νερ γα σ ία  τους σ τ ίς  σ υ ζη τή σ ε ις  βοήθησαν ποικιλλότροπα στή 
διαμόρφωση αύτοΟ τού κ ε ιμ έ ν ο υ . Τέλος εύχαριστώ τή σύζυγό μρυ 

Στέλλα  Τζουβάρα-Καραγιάννη, βοηθό τού Ερ γα στη ρ ίου  Φαρμα
κογνω σίας, γ ιά  τή βοήθεια  στή διόρθωση τού κ ε ιμ έν ο υ  κα ί τ ί ς  
εύσ τοχες παρατηρήσεις τ η ς . Τό ίδ ιο  ίσ χ υ ε ι κα ι γ ιά  τη βοηθό 
τού Ερ γ α σ τ η ρ ίο υ  Α ν α λ υ τ ικ ή ς  Χημείας Μαρία Μανιαδάκη.

Α θ ή ν α , Φεβρουάριος 1978
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Εισαγωγή

* Η έ ζ έ λ ιξ η  τής 'Επ ισ τή μ ης κα ί τής Τεχνολογίας,όπ ω ς ε ϊ -  
να ι γνωστός β α σ ίζετ α ι πάνω σέ έπ ισ τη μο ν ικά  πειράματα , πού 
σ χ εδ ιά ζο ν τ α ι, χαταστρώνονται κα ί φυσικά έκτελο ϋντα ι έ τ σ ι ώ
στε νά παράγουν ένα Αριθμό συμπερασμάτων σάν Αποτέλεσμα μ ε
τρήσεων διαφόρων φυσικών μεγεθώ ν. 'Από πειρΑματα πού σ χ ε δ ι
άστηκαν κα ί έκτελέστηκαν μέ μεγάλη προσοχή έχουν συγκεν- 
τρωθή σ τ ο ιχ ε ία  κα ί Αποτελέσματα, πού θεμελίωσαν Αρχές κάί συμ
περάσματα κα ί πού ή ίσχύς τους ε ίν α ι πέρα άπό κάθε Αμφισβήτηση.

Οί π ε ιρ α μ α τ ικ ές  παρατηρήσεις του Is a a c  Newton (1643 - 
1727 μ . Χ . )  π . χ .  στήρ ιζαν  τούς γνωστούς νόμους το υ , πού Ανα- 
φέρονται στήν κ ίνηση τών σωμάτων κα ί στήν Π αγχόσμια*ΈλΕη .Ο ί 
νόμοι αύτοί ίσχύουν σέ Παγκόσμια Κ λ ίμα κα . Μ ετρήσεις μεγαλύ
τερης Α κ ρ ίβ ε ια ς  πάνω στούς νόμους του Newton έδραίωσαν π ε
ρισσότερο τήν ίσχύ το υς . Νεώτερα π ειρα μα τικά  δεδομένα όμως, 
πού μετρήθηκαν μέ μεγαλύτερη Α κ ρ ίβ ε ια  κα ί δ ιερευνήθηκαν μέ 
μεθοδικότητα όδήγησαν σέ νεώ τερες θεω ρίες (Θεωρία τής Σ χ ε
τ ικ ό τη τα ς , A . E in s t e in  1 8 7 9 -1 9 5 5 ), πού Αντικατέστησαν τούς 
Νόμους τοΟ Newton. 'Α ξιοσημείω το  ε ίν α ι  τό γ εγο νό ς , ό τ ι, ένώ 
ο ί μ ετ ρ ή σ ε ις , πού όδήγησαν στούς Νόμους του Newton, έζακο 
λουθούν νά ίσχύουν κα ί σήμερα, προσεκτικότερη έπ εξερ γα σ ία  
τους βοήθησε στήν έδραίωση τής Θεωρίας τής Σ χ ετ ικ ό τ η τ α ς ,τ ή ς
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όποιας ο I Νόμοι του Newton Αποτελούν όρ ια κές π ερ ιπ τώ σεις .
Πολλά άλλα παραδείγματα άπό τήν ισ το ρ ία  των θετικώ ν έ -  

πιστημων δ ε ίχ ν ο υ ν , δ τ ι μεθοδική έπ εξεργασία  πειραματικών 
δεδομένων μπορεί νά όδηγήσει ε ίτ ε  στη διατύπωση νέων θεωρι
ών, πού "δ ια κρ ίνο υ ν" περισσότερο ένα φυσικό φ αινόμενο , ε ίτ ε  
στήν έφαρμογή άκριβεστέρω ν κα ί βελτίωση παλαιοτέρων μεθόδων 
γ ιά  τή μέτρηση ένός φυσικού μ εγέθους. Στή Χημική έπιστήμη ό 
έρευνητής πρέπει νά ε ίν α ι  σέ θέση νά κά νει έπ ιλογή τής κα
ταλληλότερης μεθόδου γ ιά  τή δουλειά  του κα ί νά μπορεί νά έ -  
π εξερ γα σ τεΐ κα ί νά άξιολογήση σωστά τά π ειρα μα τικά  του δε
δομένα. Δέν ε ίν α ι  άρκετό σήμερα γ ιά  ένα έρευνητή νά ε ίν α ι  σέ 
θέση νά έ κ τ ε λ έ σ ε ι μ ιά  άνάλυση ή μ ιά  μέτρηση βάσει προδιαγρα- 
ψομένης μεθόδου. Παρά τήν Ανάπτυξη πολύ π ιό  νέων Αναλυτικών 
τεχν ικώ ν , τήν Ανάπτυξη αύτομάτων συστημάτων μέτρησης, τήν 
χρήση πολύ καθαρών Αντιδραστηρίω ν, ό έρευνητής χημ ικός , πού 
έ χ ε ι  σάν στόχο τή μέτρηση ένός χημικού μ εγέθους, δέν μπορεί 
νά άποφύγει σφάλματα,πού ε ίν α ι  στενά συνδεδεμένα μέ τό φ αι
νόμενο πού μ ελετά  κα ί τ ί ς  συνθήκες τού πειράματος. Μόνο ή 
σωστή έπ εξεργα σ ία  τών Αποτελεσμάτων του θά τόν βοηθήσει νά 
έν τ ο π ίσ ε ι παραμέτρους τού πειράματος, πού εισάγουν τά παρα
πάνω σφάλματα. 'Υ π ο κ ε ιμ ε ν ικ έ ς  έκ τ ιμ ή σ ε ις  σφαλμάτων κα ί δ ι 
ορθώσεις τιμών μέ βάση ύ π ο κε ιμ εν ικά  κ ρ ιτή ρ ια  ε ίν α ι  συχνά 
έπ ικ ίν δ υ ν ες  Ακόμη κα ί γ ιά  ένα έμπειρο  έρευνητή . *0 <χ«κττός
ύπολογισμός ένός σφάλματος κα ί ή διόρθωση τιμών έξα σψ α λίζε- 
τ α ι μέ τή γνώση τής γ εν ικ ή ς  θεωρίας σφαλμάτων κα ί τή σ τ α τ ι

σ τ ική  θεω ρία .
Ή  σ τ α τ ισ τ ικ ή  άνάλυση μας βοηθά νά έψαρμόσουμε μεθόδους 

έπ εξεργα σ ία ς πειραματικώ ν δεδομένω ν,μέ τ ίς  όπο ιες άπό τή 
μ ιά  μ ερ ιά  έξα σ φ α λίζετα ι ή λήψη τού π ιό  μεγάλου δυνατού Αριθ
μού πληροφοριών κα ί άπ 'τήν άλλη μ ερ ιά  καθορίζετα ι μ ιά  συγ
κεκρ ιμ ένη  πιθανότητα τά συμπεράσματα πού βγάλαμε νά ε ί 
να ι λαθεμένα . Τό πρόβλημα, πού γ εν ικ ά  Α ντ ιμετω π ίζει ένας 
έρευνητής, ε ίν α ι  ή Α ξ ι ο π ι σ τ ί α  τού συμπεράσματος 
τής έρευνάς το υ . Ή  ίδ έα  τής Α ξ ιο π ισ τ ία ς  ά π ο δ εικνύετα ι, δ τ ι 
ε ίν α ι  πολύπλοκη. Τουλάχιστον τ ρ ε ις  έν ν ο ιε ς  συνδέονται μέ τήν 
άξ ιο π ισ τ ία : α) *Η Ι σ χ ύ ς  τής έ<ραρμο£όμενης,γ«.ά τήν μέ
τρηση, μεθόδου δ) *Η έ π α ν α λ η π τ ι κ ό τ η τ α  τών
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μετρήσεων καί. γ) *Η Α κ ρ ί β ε ι α  τού Αποτελέσματος. "Ο
ταν γ ίν ε τ α ι έκθεση πειραματικώ ν δεδομένων, καμμi d άπό τ ι ς  πα

ραπάνω τ ρ ε ις  έν ν ο ιε ς  δέν πρέπει νά Α γ ν ο ε ίτ α ι.
Κατά τήν πειρα μα τική  έργασία ένα Από τά δυσκολώτερα έρ- 

,γα του έρευνητή ε ίν α ι  ή Απόφασή του γ ιΑ  τήν Απόρριψη ή θε
ώρηση μ ια ς  "ύποπτης"ή "τ εθ ε ίσ η ς  ύπό Αμφισβήτηση" τ ιμ ή ς  σέ 
μ ιΑ  σ ειρ ά  πειραματικώ ν δεδομένων. ‘ Η ύπαρξη τιμών, πού Απο
κλίνουν Από τήν κ εντρ ική  τ ιμ ή  μ ια ς  σ ε ιρ ά ς  πειραματικώ ν δ ε
δομένων, μπορεί νά ό φ ε ίλ ετ α ι ε ί τ ε  στήν ύπαρξη π ρ α γ μ α 
τ ι κ ή ς  α ί τ ι α ς ,  πού καλύπτει ν έ ο  φ υ σ ι κ ό  
φαινόμενο, ε ί τ ε  σέ λ ά θ ο ς  κατά τήν έκτέλεση  τού π ε ιρ ά 
ματος. * Η Απόρριψη τέτοιω ν τιμών μέ βάση υ π ο κ ε ιμ εν ικ ά  μόνο 
κ ρ ιτή ρ ια  ίσως νά σήμα ινε τήν Απώλεια εύ κ α ιρ ία ς  γ ιά  Ανακάλυ
ψη ένός νέου φ αινομένου. Ή  παραδοχή τών Αμφιβόλων τιμών π ι
θανόν νά έπ ιφ έρ ε ι σημαντική Αλλοίωση στόν Α ρ ιθ μ ητικό  μέσο 
δρο καί νά δδηγήση στήν παραδοχή ένός λαθεμένου συμπεράσμα
το ς . Γνωστό ε ίν α ι  Από τήν ισ το ρ ία  τής Χημεία ς τό παράδειγμα 
τής Ανακάλυψης του σ τ ο ιχ ε ίο υ  Α ργού μέ βάση έργασία  του Ray
le ig h . *0 R a y le ig h  κατά τήν προσπάθειά του νά προσδιορίση 
τήν πυκνότητα τού Α ζώ το υ , χρησιμοποίησε Αζωτο προερχόμενο 
Από διάφορες π η γές . Παρατήρησε, ό τ ι μόνο τό *Αζωτο πού προ
ερχόταν Από τόν Ατμοσφαιρικό Αέρα βρισκόταν νά έ χ ε ι  ψηλότε
ρη τ ιμή  πυκνότητας, ένώ δλα τά άλλα δείγμα τα  συμφωνούσαν μ ε
ταξύ το υς . Ά ν  ό R a y le ig h  ε ίχ ε  Απορρίψει τήν Α ποκλίνουαατι- 
μή θά ε ίχ ε  μέν κα τα λήξει νωρίτερα σέ μ ιά  Ακριβή μέση τ ιμή  
πυκνότητας τού Αζώτου, δέν θά ε ίχ ε  δώσει όμως τήν εύ κ α ιρ ία  
στούς W.Ramsay κα ί Μ.W .T ra v e rs  νά Ανακαλύψουν τό σ τ ο ιχ ε ίο  
Α ρ γό  πού ήταν συστατικό  τών δειγμάτων Αζώτου, πού προερχό
ταν Από τόν Ατμοσφαιρικό Αέρα.

Στό β ιβ λ ίο  αότό περιγράφονται ο ι σπουδαιότερες μέθοδοι 
έπεξεργασίας πειραματικώ ν δεδομένων, πού έχουν σκοπό νά βο
ηθήσουν τόν έρευνητή νά παρουσιάσει τά συμπεράσματα τής π ε ι 
ραματικής του δ ο υλειά ς περισσότερο Α ξ ιό π ισ τα  μέ έπ ισ τη μ ο ν ι-  
κή μεθοδικότητα κα ί νά τά άξιοπο ιήση κατά τόν καλύτερο κα ί 
οίκονομικώ τερο τρόπο.

Στήν Αρχή θά Αναπτυχθούν ώ ρισμένες γνώ σεις Από τή θεω
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ρ ί α  πιθανοτήτων κα ί σ τ α τ ισ τ ικ ή ς , δπως π · Χ ·  ο ί διαφορετικού 
τύποι κατανομών κα ι ot έν ν ο ιε ς  τής τ υ π ι κ ή ς  ά π ό-  
κ λ ί σ η ς  καύ τής  τ υ π ι κ ή ς  Α π ό κ λ ι σ η ς  
τ ο Ο  μ έ σ ο υ  δ ρ ο υ .  Θά Αναλυθούν ο ΐ έν ν ο ιες  τής 
έ π α ν α λ η π τ  ι κ ό τ η τ α ς ,  τής  Α κ ρ ί β ε ι α  ς 
καύ τοΟ τ υ π ι κ ο ύ  σ φ ά λ μ α τ ο ς .  Τό πρόβλημα 
τής σ υ σ χέτ ισ η ς  δύο σειρώ ν πειραματικώ ν δεδομένων Από Απο
ψη σ ύγκρ ιση ς τών μέσων δρων (Δοκιμή—fc) ή των τυπικών Α
ποκλίσεω ν (Δ οκιμή- F )  θά έ κ τ ε θ ε ϊ σέ ξεχω ριστό κεφ άλα ιο . Θά 
δοθούν καύ θά περιγραφούν Α ν τ ικ ε ιμ ε ν ικ ο ί τρόποι Απόρριψης 
τιμών Από μ ιΑ  σ ε ιρ ά  πειραματικώ ν δεδομένων μέ τήν Ανάπτυξη 
τών διαφόρων Α ν τ ικ ε ιμ εν ικ ώ ν  κρ ιτηρίω ν δπως τά κ ρ ιτ ή ρ ια  2 ,5  
ά ,  4d , Q κα ί gn . 'Ε π ίσ η ς  θέματα , πού έχουν σχέση μέ έκθεση 
Αριθμών δ η λ . σημαντικΑ  ψηφία κα ί "στρογγύλεμα" τών Αριθμών, 
θά μάς άποσχολήσουν μέ σύγχρονη παράθεση μερικών παραδειγ
μάτων. Σέ ξεχω ριστό κεφάλαιο θά Ασχοληθούμε μέ προβλήματα 
προσαρμογής καμπύλών σέ π ε ιρ α μα τικά  δεδομένα κα ί γεν ικώ τε- 
ρα μέ σ τ α τ ισ τ ικ ή  διαγραμματικών παραστάσεων. Στό πολύ σπου
δα ίο  πρόβλημα τού ύπολογισμοΰ συνολικού σφάλματος θά ά φ ιε-  
ρωθή ίδ ια ίτ ε ρ ο  κεφάλαιο κα ί θά έκτεθοΰν παραδείγματα έφαρ- 
μογής Από τή Φυσική κα ί Χ η μ ε ία .



Κεφάλαιο |
\

Oi έννοιες Ισχύς, ακρίβεια καί 
έπαναληπτικότητα μιας μεθόδου

1 . ’Ισχύς Μεθόδου

Προτού έψαρμοστεί μ ιά  μέθοδος ό έρευνητής πρέπει νά ε ί 

ν α ι  β έ β α ι ο ς ,  δ τ ι ή μέθοδος πού χρ η σ ιμ ο π ο ιε ί ί σ χ ύ ε  ι γ ιά  
τήν προκειμένη περίπτωση. Ε ίν α ι γνωστό, ό τ ι ένα ήλεκτρόδ ιο  ύ- 
άλου άνταποκρίνετα ι σ τ ι ς  μεταβολές συγκέντρωσης κατιόντω ν 
υδρογόνου κα ί δ τ ι ο ί άπόλυτες τ ιμ έ ς  των δυναμικώ ν, τά όποια 
δ ε ίχ ν ε ι  σ 'έν α  υδατικό διάλυμα κατιόντων ύδρογόνου, ύπολογίζον- 
τα ι μέ τήν έξίσωση N e rn s t . Τό ίδ ιο  ήλεκτρόδ ιο  ύάλου δ ε ίχ ν ε ι  
άνταπόκριση κα ί όταν β α π τ ισ τε ΐ σέ ά κετο ν ικό  διάλυμα κ α τ ιό ν 
των ύδρογόνου. Αότό όμως δέν σ η μ α ίν ε ι , δ τ ι μπορούμε νά μ ε
τρήσουμε τό pH άκετονικώ ν διαλυμάτων ό£έων ή βάσεων μέ τό ή
λεκτρόδιο  ύάλου ένός πεχαμέτρου, πού π ρ ο ορ ίζετα ι νά χρησιμο
π ο ιη θ εί γ ιά  τή μέτρηση του pH ύδατικών διαλυμάτω ν. *Η μέθο
δος λοιπόν δ έ ν  ί σ χ ύ ε ι  στήν περίπτωση αύτή , παρ' 
δλο δ τ ι ε ίν α ι  δυνατό νά δ ε ίχ ν ε ι  καλή έπαναληπτικότητα . Μπο
ρούμε δμως νά χρησιμοποιήσουμε τό ήλεκτρόδ ιο  ύάλου σέ έργα -  
σ ία  μέτρησης δ χ ι τής άπόλυτης τ ιμ ή ς  τού pH ένός άκετον ικού  
διαλύματος ήλεκτρολύτη , άλλά των 'σ χετ ικώ ν  μεταβολών του συ
ναρτήσει κάποιας παραμέτρου τού πειρά μα τος. Στήν τ ελ ευ τ α ία  

περίπτωση ή μέθοδος ί σ χ ύ ε  ι .

2. ’Ακρίβεια Μεθόδου

‘ Η Απόκλιση τής π ειρα μα τικής τ ιμ ή ς , κατά τή μέτρηση ένός
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μ εγέθ ο υς , άπό τήν Αληθή xtu^ ε ίν α ι  μέτρο της *Α κ ρ ι β ε ί 
α ς της χρησιμοποιθυμένης μεθόδου. Μέ άλλα λόγ ια  ή Α κρ ί
β ε ι α  μ ια ς  μεθόδου π ερ ιγρά φ ει τή διαφορά μεταξύ μ ια ς  τ ιμ ή ς , 
πού βρέθηκε π ε ιρ α μ α τ ικ ά , άπό τήν άληθή τ ιμ ή . Καλή Α κ ρ ίβ ε ια  
σέ μ ιά  μέθοδο σ η μ α ίν ε ι τήν έλλειψ η συστηματικού σφάλματος 
κατά τήν έφαρμογή τ η ς . Ή  Α κ ρ ίβ ε ια  μ ια ς  μεθόδου σ χ ε τ ίζ ε τ α ι 
πολλές φορές μέ τήν έ ξ ε ιδ ίκ ε υ σ ή  τ η ς . *Αν π .χ.έψαρμόσουμετήν 
μέθοδο Fo lin -W u  προσδιορισμού σακχάρου κ α τ 'εύ θ ε ία ν  στό α ί 
μα, βρ ίσκουμε ψηλότερες τ ιμ έ ς  άπ#δ τ ι κατά τήν έφαρμογή της 
γ ιά  τόν προσδιορισμό σακχάρου στόν όρρό α ίμ α το ς . Ή  είσαγω - 
γή τού σφάλματος ό φ ε ίλ ετ α ι στό μή έ ξ ε ιδ ικ ε υ μ έ ν ο  τής μεθόδου, 
έπ ε ιδ ή  υπάρχουν κ α ί άλλα Αναγωγικά σώματα στό α ίμα  έκτός Α

πό τά σάκχαρα.

3. Έπαναληπτικότητα Μεθόδου

Ή  έπαναληπτικότητα μ ια ς  μεθόδου περιγράφ ει τή δ ι α -  
σ π ο ρ ά  σ ε ιρ ά ς  πειραματικώ ν δεδομένων. 'Ε π ίσ η ς  μας δ ί 
ν ε ι  μ ιά  ε ίκ ό ν α  τής κατανομής των πειραματικώ ν τιμών μεταξύ 
τ ο υ ς . %Η έπαναληπτικότητα μ ια ς  μεθόδου Αναφέρεται σέ καθω- 
ρ ισ μ ένο  τύπο π ειρ ά μ α το ς , δπου τό Α ν τ ικ ε ίμ εν ο  έφαρμογής τής 
μεθόδου ε ίν α ι  σ υ γ κ εκ ρ ιμ έν ο .

4. Παράγοντες πού έππρεαζουν την ’Ακρίβεια καί Έπαναλη~ 

πτικοτπτα μιας Μεθόδου

"Ολοι ο ι παράγοντες, πού έπηρεάζουν τήν Α κ ρ ίβ ε ια  κα ί 
έπαναληπτικότητα μ ιά ς  μεθόδου, έχουν σάν Αποτέλεσμα τήν έμ- 
φάνιση διαφόρων σφαλμάτων. Π ρίν περιγράφουν ο ί διάφοροι τύ
ποι σφαλμάτων, θά π ρ έπ ει νά γ ί ν ε ι  ή Α ντιδ ιαστολή μεταξύ των 
έννοιώ ν σ φ ά λ μ α  καί  λ ά θ ο ς .  Τά λάθη γ εν ικ ά  ε ίν α ι 
Αποτέλεσμα Απροσεξίας Από μέρους τού π ε ιρ α μ α τ ισ τή . Μπορεί 
νά τά Αποφύγη, άν έπαναλάβει τό π είρα μα . Λαθεμένη τ ιμή  σέ μ ιά  
σ ε ιρ ά  πειραματικώ ν δεδομένων μ π α ίν ε ι σέ Αμφισβήτηση κα ί μπο
ρ ε ί νά Α π ο κ λε ισ τ ε ί μέ έφαρμογή καταλλήλων Α ντ ικε ιμ εν ικώ νκρ ι- 
τηρίων Απόρριψης τιμών ( σ ε λ .  80) . Λαθεμένα Αποτελέσματα μπο
ρ ε ί  έπ ίση ς νά Αποδοθούν σέ έφαρμογή μ ιά ς  μή ίσχύουσας μεθό
δου.
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*Η ζύγιση  ύγροσκοπικού δείγμ α το ς , τό όποιο έ χ ε ι  έ κ τ ε θ ε ί 
προηγουμένως στήν έλεύθερη Ατμόσφαιρα, ή κακή έπ ιλογή μ ε
θόδου, ή Απροσεξία κατά τούς Α ρ ιθμητικούς ύπολογ ισμούς κλπ. 
Αποτελούν παραδείγματα λαθών κατά τήν δ ιά ρ κ ε ια  π ειρα μα τι - 

κής έρ γα σ ία ς .
» \

Α ν τ ίθ ε τ α  τά σ φ ά λ μ α τ α  συνοδεύουν όποιοδήπο-
τε Αναλυτικό Αποτέλεσμα ή μέτρηση φυσικού μ εγέθ ο υς . ‘ Η ύ
παρξη των σφαλμάτων μπορεί νά έξακρ ιβω θει μέ έκτέλεση  πα
ραλλήλων προσδιορισμών πάνω σ 'έ ν α  όμογενές δ ε ίγ μ α . Τά λαμ- 
βανόμενα Αποτελέσματα διαφέρουν μεταξύ τ ο υ ς ,έπ ε ιδ ή  Ακριβώς 
ύπάρχουν τά σφάλματα. ΤΑ σφάλματα μπορεί νά ε ίν α ι  σ υ σ τ η 
μ α τ ι κ ά  ή όρ ιζόμενα  κα ί τ υ χ α ί α  ή Α προσδιόρ ι

στα .

Συστηματικά σφάλματα. Τά συστηματικά σφάλματα ε ίν α ι  
συνήθως μονοκατευθυνόμενα δηλ.' ε ίτ ε  θ ετ ικ ά  ε ίτ ε  Α ρνητικά . 
'Ο φ είλοντα ι σέ α ίτ ια  πού μπορούν νά προσδιοριστούν κα ί έ 
χουν σχέση μέ τήν Αρχή πάνω στήν όποια σ τ η ρ ίζ ετ α ι ή μέθο
δος. Πολλές φορές προέρχονται Από τ ίς  Α τ έ λ ε ιε ς  τής μετρη
τ ικ ή ς  δ ιά τα ξη ς . Γ εν ικ ό τερ α  τά συστηματικά σφάλματα μπορεί 
νά τεθούν υπό τόν έλεγχο  τού πειρα μα τιστή  κα ί έ τ σ ι νά έ -  
λαττωθοϋν ή νά έξουδετερωθούν μέ τελε ιο π ο ίη σ η  τής μεθόδου 
κα ί των μετρητικώ ν δ ια τάξεω ν. Σάν χαρακτηρ ιστικά  παραδείγ
ματα συστηματικών σφαλμάτων Αναφέρουμε τά έ ξ ή ς :

(α) Ή  ζύγ ιση  ένός ύγροσκοπικού δ είγμα τος π ε ρ ιέ χ ε ι 
πάντα ένα συστηματικό σφάλμα. Τό σφάλμα ε ίν α ι  πάντα θ ετ ικ ό  
(μονοκατευθυνόμενο) κα ί μπορεί νά τ ε θ ε ί ύπό τόν έλεγχο  τού 
πειραματιστή μέ έργασία  κατά τή ζύγ ισ η  σέ κατάλληλη Ατμό
σφαιρα. 'Ε π ίσ η ς  μπορεί νά γ ίν ε ι  Απολογιστική  διόρθωση,άφοΰ 
προηγουμένως μ ελ ετ η θ ε ί ή αύξηση τού βάρους ώρισμένου δ ε ίγ 
ματος συναρτήσει τού χρόνου κα ί κατασκευαστεί ή Α ν τ ίσ τ ο ι
χη καμπύλη διόρθωσης.

(β) * Η μέτρηση τής έπ ιτάχυνσης τής βαρύτητας μέ χρή
ση έκκρεμούς Απ 'τόν τύπο Τ = 2 π Υ ν ¥  (Τ=περίοδος τού έκκρ ε- 
μούς, I  » τό μήκος τού νήματος έκ κ ρ εμ ο ύ ς ), δυνατό νά συνο
δ εύετα ι Από συστηματικό σφάλμα,Αν τό μήκος δέν έ χ ε ι  μετρη
θ ε ί σωστά ή άν έ χ ε ι  γ ίν ε ι  κάποια μεταβολή σ 'αότό  λόγω πα
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λαίωσής το υ .
(γ ) ‘ Η Απώλεια βάρους ιζήματος, πού ό φ είλετα ι στή πεπε

ρασμένη δ ιαλυτότητα  του (έστω κα ί μ ικρή ) σέ ένα δ ια λύ τη .Τό  
σφάλμα,πού έμ ιρα νίζετα ι σ 'έ ν α  σταθμικό προσδιορισμό, πού στη
ρ ίζ ε τ α ι  στό ίζημ α  αύτό, ε ίν α ι  πάντοτε Αρνητικό κα ί Α π ο τελεί 
περίπτωση συστηματικού σφάλματος (Μ ονοκατευθυνόμενο).

(δ) ‘ Η μέτρηση ένός ραδιενεργού δείγματος μέ ένα ύγρό 
ψθοριστή (L iq u id  S c i n t i l l a t i o n  C ounting ) π ε ρ ιέ χ ε ι συστημα
τ ικ ά  σφάλμα, δταν στό διάλυμα τού φθοριστή μα ζί μέ τό δείγ
μα ύπάρχουν ο ύ σ ίε ς , πού άποσβένουν τούς φθορισμούς (quen -  
c h in g ) .

(ε )  Μή όπτική  στεγανότητα ένός φασματοφωτομέτρου. Κα
τά τήν φασματοφωτομετρική μέτρηση ένός δείγματος υπάρχει 
συστηματικό σφάλμα, δταν δέν ύπάρχει όπτική στεγανότηταστό 
χώρο, πού β ρ ίσ κ ετ α ι δ όπ τικός μεταλλάκτης. "Οταν μετρούμε Α

πορρόφηση ένός δείγμα τος μέ ένα τ έτο ιο  φασματοφωτόμετρο,ή 
συγκέντρωση β ρ ίσ κ ετ α ι μ ικρότερη κα ί έχουμε Αρνητικό σφάλμα. 
"Οταν μετρούμε φθορισμό ή έκπομπή, τό σφάλμα ε ίν α ι  θ ε τ ικ ό . 
Κα ί σ τ ίς  δύο π ερ ιπ τώ σ εις  τό σφάλμα χαρακτηρ ίζετα ι συστημα
τ ικ ό .

Συστηματικά  σφάλματα μπορεί νά έμφανιστοϋν σ 'έ ν α  Ανα
λ υ τ ικ ό  προσδιορισμό κ α ί σέ περίπτωση χρησιμοποίησης μή βαθ
μολογημένων σταθμών ή έμφάνισης θερμικών διαστολών στά γυά
λ ιν α  όγκο μετρ ικά  σ κ εύ η . 'Ε π ίσ η ς  Αλκάλια  ή π υ ρ ιτ ικ ό  δζύ, πού 
παραλαμβάνονται Από δ ια λύμα τα , πού παραμένουν σέ γυάλινα  
σκεύη ή σκεύη άπό πορσελάνη, πιθανόν νά έπηρεάσουν θ ετ ικ ά  
ή Α ρνητικά  ένα προσδιορισμό κ α ί νά γ ίνουν φ ορείς σύστημα -  
τικώ ν σφαλμάτων. 'Α τ ε λ ε ίς  Α ν τ ιδ ρ ά σ ε ις , μόλυνση ιζημάτωνλό
γω συγκαταβυθίσεω ν, Απώ λειες λόγω ύπερβολικών πυρώσεων, ύ - 
γροσκοπικότητα ιζημάτω ν, π λ ευ ρ ικ ές  ά ντ ιδ ρά σεις ,φ α ινόμ ενα 0 - 
δρολύσεων κ . λ . π . ,  μπορεί νά προκαλέσουν συστηματικά σφάλ -  
ματα κατά τήν Αναλυτική έρ γα σ ία . Σέ πολλές περιπτώ σεις υ
π ο κ ε ιμ εν ικ ά  σφάλματα τού Αναλυτή ε ίν α ι  έπ ίσης δυνατό νά 
γ ίν ο ν τ α ι α ίτ ια  γ ιά  συστηματικά σφάλματα. *Η έκτίμηση τού 
χρώματος διαφόρων διαλυμάτων ή ό προσδιορισμός τού σημείου 
Αλλαγής τού χρώματος ένός δ ε ίκ τ η  άποτελούν παραδείγματα,πού
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μπορεί νά έχουν ύη ο κειμ εν ικό  σφάλμα. Τό μέγεθος του συστη
ματικοί} σφάλματος μπορεί νά εϋνα ι σταθερό άπό δ ε ίγμ α  σέ 
δ ε ίγ μ α , νά εϋνα ι άνάλογο του βάρους του δείγματος ή τέλος 
νά μεταβάλλεται κατά πολυπλοκώτερη σχέση μέ τό βάρος.

 ̂ Τυχαία σφάλματα. Τά τυχαία  σφάλματα, τά όποια  ̂ συνο
δεύουν μ ιά  μέτρηση φυσικού μεγέθους ή ένα άναλυτικό προσ
διορισμό, εϋναι συνισταμένη πολλών παραγόντων, πού άποδί- 
δονται σέ, t φαινόμενα συνήθως μή έλεγχόμενα άπό τόν πειραμα
τ ισ τ ή . Τά συστηματικά σφάλματα εϋνα ι δ ι κ α τ ε υ θ υ  
ν ό μ ε ν α , δηλ. μπορεί νά εϋνα ι θ ετ ικ ά  κα ί ά ρ νητικά .

* Η ύπαρξη τυχαίων σφαλμάτων φ α ίνετα ι σέ μ ιά  σ ε ιρ ά  πολ
λών μετρήσεων στό ίδ ιο  δ ε ίγ μ α . Οι τ ιμ έ ς  πού παίρνουμε σέ 
μ ιά  τ έτο ια  έργασία παρά τ ις  διαφορές πού δείχνουν μεταΕύ 
τους π ερ ικ λε ίο υ ν  πάντοτε τήν άληθή τ ιμ ή .

Τά τυχα ία  σφάλματα μειώνουν τήν έπαναληπτικότητα μ ε
θόδου, άλλά μέ έκτέλεση  μεγάλου άριθμοϋ πειραμάτων εϋνα ιδυ
νατόν νά έλαττώσουμε τήν άπόκλιση τοϋ μέσου όρου άπό τήν 
άληθή τ ιμ ή , μέ τήν προϋπόθεση φυσικά ό τ ι δέν ύπάρχουν κα ί 
συστηματικά σφάλματα. Μόνο τά τυχα ία  σφάλματα μποροΟν νά 
διερευνηθοϋν μέ τή μαθηματική σ τ α τ ισ τ ικ ή , ώστε νά υπολο
γιστούν ά ν τ ικ ε ιμ ε ν ικ ά  μέτρα έπαναληπτικότητας. *Η σ τ α τ ισ τ ι
κή άποφασίζει, άν ο ΐ δ ια φ ορές, πού ύπάρχουν σέ μ ιά  σ ε ιρ ά  με
τρήσεων στό ίδ ιο  δ ε ίγ μ α , εϋνα ι σ τ α τ ι σ τ ι κ ά  σ η 
μ α ν τ ι κ έ ς  ή δ χ ι .

Τέλος π ρέπ ει νά τ ο ν ισ τ ε ΐ ,δ τ ι  ή έμφάνιση τών τυχαίων 
σφαλμάτων ό φ ε ίλ ετ α ι στήν προσθήκη κα ί άλληλοεξουδετέρωση 
στοιχειωδών σφαλμάτων, πού δέν μ ετρ ιο ύ ν τα ι κα ί πού έχουν τήν 
ϋδια πιθανότητα νά έμφανιστούν σάν θ ετ ικ ά  ή ά ρ νητικά .

Παραδείγματα τυχαίων σφαλμάτων εϋνα ι τά έ Ε ή ς :
(α) Κατά τή ζύγ ιση  ύγροσκοπικού δ ε ίγ μ α το ς , όταν δέν 

έλέγχοντα ι παράγοντες,όπως ό χρόνος ζυ γ ίσ εω ς , ή ύγρασίακαί 
θερμοκρασία τού περιβάλλοντος κα ί τυχόν ρεύματα άέρος, πού 
έμφ ανίζονται στό χώρο ζυ γ ίσ εω ς , ο ί τ ιμ έ ς  βάρους πού παίρ - 
νουμε γ ιά  τό ίδ ιο  δ είγμα  θά δείχνουν  άλλοτε θ ετ ικ ή  κα ί άλ
λοτε άρνητική άπόκλιση άπό τόν μέσο δρο. Πρέπει νά σημειω 
θ ε ί , δ τ ι σ 'έ ν α  τ έτ ο ιο  πείραμα κα ί ό μέσος δρος θά β ρ ίσ κ ετα ι
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έπύσης σέ Απόσταση Από την Αληθή τ ιμ ή , έπ ειδή  θά υπάρχει 
συγχρόνως κα ί τό συστηματικό σφάλμα*

(β ) Στό παράδειγμα του έκκρεμοΰς, πού Αναφέρθηκε π ιο  
πάνω. Αστάθμητοι παράγοντες, όπως ρεύματα πού υπάρχουν μ έ
σα στό χώρο πού γ ίν ε τ α ι τό πείραμα , μπορεί νά προκαλέσουντιτ- 
χα ια  σφάλματα. Οι τ ιμ έ ς  του g, πού θά προκύψουν Από ένα τ έ 
το ιο  π ε ίρ α μ α ,θ ά  δ είχνο υ ν  διασπορά μέ μεγαλύτερες ή μ ικρ ό  -  
τερ ες  τ ιμ έ ς  γύρω Από τόν μέσο όρο.

(γ ) Οι α ύ ξο μ ειώ σ εις  τής έντασης φωτεινής ροής τής λάμ
πας φασματοφωτομέτρου ή ο ί διάφορες δ ια κυμά νσεις  τής τ ιμ ή ς  
του σήματος στήν έξοδο ένός ψωτοπολλαπλασιαστή οφ είλοντα ι 
σέ τυ χα ία  σφάλματα. Πολλά Από τά σφάλματα αύτά ούτε ε ίν α ι  
γνωστά, άλλά ούτε κα ί μπορούν νά τεθούν ύπό τόν έλεγχο  τού 
π ε ιρ α μ α τ ισ τ ή .

Οί έ ν ν ο ιε ς  Α κ ρ ί β ε ι α  καί  ' Ε π α ν α λ η π τ ι 
κ ό  τ η τ α , πού τ ί ς  χρησιμοποιούμε συχνά,όταν π ρ ό κειτα ινά  
έκτ ιμήσο υμε μ ιά  Αναλυτική μέθοδο, δέν π ρέπ ει νά χρησιμοποι
ούντα ι λαθεμένα . Μιά μέθοδος μέ καλή έπαναληπτικότητα δέν 
ε ίν α ι  δπωσδήποτε κ α ί Α κ ρ ιβ ή ς . Μιά βασική δ ιά κρ ιση  μεταξύ 
Α κ ρ ίβ ε ια ς  κ α ί έπαναληπτικότητας ε ί ν α ι ,  ό τ ι τά Ακριβή Απο
τελέσματα ε ίν α ι  κατά κανόνα κ α ί έπαναλήψιμα. Δέν συμβαί -  
ν ε ι  όμως κα ί τό Α ν τ ίθ ετ ο . Γ ιά  νά καταλάβουμε καλύτερα τ ίς  
έ ν ν ο ιε ς  τής Α κ ρ ίβ ε ια ς  κα ί έπαναληπτικότητας μ ια ς  Αναλυτι -  
κής μεθόδου παραθέτουμε τά σχήματα 1 κα ί 2 . Τά σ ημεία  στά 
διαγράμματα του σχήματος 1 ποριστούν χω ριστές τ ιμές ,π ο ύ  πή
ραμε κατά τή μέτρηση ένός φυσικού μεγέθους κάτω Από τ ίς  ί 
δ ιε ς  Ακριβώς σ υνθ ήκες , πού μπορεί νά έ λ έ γ ξ ε ι  δ πειρα μα τι - 
σ τ ή ς . *Η θέση τής Αληθούς τ ιμ ή ς  μ ^αί ή θέση του μέσου ό
ρου χ τών πειραματικώ ν τιμών δ ε ίχ ν ο ντα ι πάνω στά σχήματα 
Ια - ΐδ  μέ τήν συνεχή κα ί δ ιακεκομένη κάθετη γραμμή Α ντ ί -  
σ τ ο ιχ α . Τό σ χ . Ια  δ ε ίχ ν ε ι  Αποτελέσματα,πού λαμβάνονται μέ 
μέθοδο καλής Α κ ρ ίβ ε ια ς  κ α ί έπαναληπτικότητας. Τά σημεία
βρ ίσ κο ντα ι τό ένα κοντά στό Αλλο (καλή έπαναληπτικότητα)καί

%

6  μέσος δρος χ β ρ ίσ κ ετα ι κοντά στήν άληθή τ ιμή  (καλή ά κ ρ ί-  
β ε ι α ) . Τό διάγραμμα 1β παριστά μέθοδο μέ καλή έπαναληπτι -  
κότητα άλλά άνα κρ ιβή . Έ νω  ο ί διάφορες τ ιμ έ ς  βρίσκονταικον-
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τά ή μ ία  στήν άλλη , ό μέσος όρος κ άπ έχει άπό την άληθή τ ι 

μή μ .
'Α ντ ίθ ετα  τό διάγραμμα 1γ άναφέρεται σέ μέθοδο μέ καλή

ά κ ρ ίβ ε ια  κα ί μειωμένη έπαναληπτικότητα.
Τέλος τό διάγραμμα 1δ παριστά μέθοδο μή άκριβή κα ί κα

κής έπαναληπτικότητας. '

(α)

Ιχ. Γ. Οί έννοιες τής ακρίβειας καί έ καναληπ ίΐκόι π ίας uia<; υεθόδου 
σχέση μέ τη θέση των τιμών.

οε

(α) ( Υ )  ( 6 )

Ι χ .  2 .  Ο ί  έ ν ν ο ι ε ς  τ η ς  α κ ρ ί β ε ι α ς  κ α ί  έ π α ν α λ η π τ ι κ ό τ η τ α ς  μ ι α ς  μεθ όδ ου  σέ  
σχέση μ έ  τ ί ς  κ α τ α ν ο μ έ ς  των τ ι μ ώ ν .

Τά διαγράμματα α-δ του. σ χ . 2 ποριστούν τ ί ς  ίδ ι ε ς  π ε ρ ι
πτώ σεις άναλυτικών μεθόδων δπως τά ά ν τ ίσ το ιχ α  διαγράμματα 
τοΟ σ χ . 1 . Στόν άξονα των y σημειώ νετα ι ή συχνότητα, μέ τήν 

ιόποία έμψ α νίζετα ι κάθε τ ιμή  ώ ρισμένης άπόκλισης ά^,πού ση
μ ε ιώ ν ε τ α ι στόν άξονα των τετμημένων (Κατανομές τιμώ ν) .Στήν  
πράξη ο ί μέθοδοι, πού ποριστούν τά διαγράμματα α ,β ,γ  των σχη
μάτων 1 καί 2, μπορούν νά χρησιμοποιηθούν γ ιά  μέτρηση φυσι - 
κού μ εγέθους. Στή μέθοδο τού διαγράμματος β δλες ο ί τ ιμ έ ς
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π ερ ιέχο υν  ένα συστηματικό  σψάλμα μέ Αποτέλεσμα ό μέσος όρος 
χ νά Α π ο κ λ ίν ε ι Α π 'τήν Αληθή τ ιμ ή  μ . Παρ'όλα αυτά ή μέθοδος 
χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίτ α ι, έπ ε ιδ ή  έμ φ α ν ίζε ι καλή έπαναληπτικότητα .Στήν 
περίπτωση αύτή ή Αληθής τ ιμ ή  μ υ π ο λο γ ίζετα ι Απ 'τήν έξίσωση

μ = χ ± d ( 1 )

Τό d , δηλ . ή Απόκλιση τοΰ μέσου όρου χ Από τήν Αληθή τ ιμ ή , 
ε ίν α ι  τό συστηματικό  σφάλμα. Α ποτελέσματα  μεθόδου καλής 
έπαναληπτικότητας κα ί μ ικρ ή ς  Α κ ρ ίβ ε ια ς  ε ίν α ι  π ιό  χρήσιμα Α
πό Αποτελέσματα Ακριβή Αλλά μ ικρ ής έπαναληπτικότητας. Στήν 
πρώτη περίπτωση μπορούμε μέ μ ικρό  Αριθμό μετρήσεων κα ί 
προσθήκη ή Αφαίρεση τοϋ συστηματικού σφάλματος στόν π ειρ α 

μ α τ ικό  μέσο όρο x  νά υπολογίσουμε τήν άληθή τ ιμ ή . Στή δεύ
τερη περίπτωση γ ιά  νά πάρουμε τόν Ακριβή μέσο όρο χ χ ρ ε ιά 
ζ ε τ α ι μεγάλος Αριθμός μετρήσεω ν.

"Οταν μ ιΑ  Αναλυτική  μέθοδος έφαρμόζεται σέ σ ε ιρ ά  μετρή
σεων, όπου ή Α ρ ιθ μ η τική  τ ιμ ή  τοΰ φυσικοϋ μεγέθους πού μετρού
με μ ετα βά λλετα ι γραμμικά μέ τό μέγεθος τοϋ δ ε ίγ μ α τ ο ς ,ή  γρα
φ ική  παράσταση των άποτελεσμάτων Α ποδίδετα ι μέ ένα Από τά 
διαγράμματα (α ) - (δ )  τοϋ σχήματος 3 .

Σ χ . 3 . Κχμκιίλες αναφοράς γ ιά  μεθόδους ίο υ  α ντ ισ το ιχ ο ύ ν  σε μεθόδους των 
σχημάτων 1 κ α ι 2 .

Τά διαγράμματα 3 (α )- 3 (δ )  ά ν τ ισ το ιχ ο ϋ ν  σέ μεθόδους, ο ί όπ ο ιες 
περιγράψ ονται Από τά Α ν τ ίσ το ιχ α  διαγράμματα των σχημάτων 1 
κ α ί 2 . Κατά τή χάραξη μ ια ς  καμπύλης Αναφοράς, πού προκύπτει 
μετά  τήν έφαρμογή μ ια ς  μεθόδου άναλύσεως, μπορεί νά έμωα -  
ν ισ ε ε ΐ  μ ία  Από τ ί ς  π ερ ιπ τώ σεις  των διαγραμμάτων 3 (α ) - 3 (δ ) .
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Τό διάγραμμα 3(α) άναφέρεται σέ καμπύλη Αναφοράς, όπου δέν υ
πάρχει μετρήσιμη τ ιμή  μεγέθους γ ιά  τό τυφλό δ είγμ α  (b la n k ) .  
Τό διάγραμμα φανερώνει έλλειψ η συστηματικού σφάλματος (ή άν 
ύπήρχε συστηματικό σφάλμα, έ χ ε ι ά ν τ ισ τα θ μ ισ τ ε ι) κα ί καλή έ -  
παναληπτικότητα. Γ ιά  τή χάραξη τής καμπύλης Αναφοράς χ ρ ε ιά 
ζετα ι ή μέτρηση μικρού άριθμού προτύπων δειγμάτω ν. Α ν τ ίθ ε 
τα ή καμπύλη 3 (δ) Α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί σέ Αναλυτική μέθοδο, πού ή έ-  
φαρμογή της πρέπει όπωσδήποτε νά Αποφ εύγετα ι. *Η τιμή  τού 

' μεγέθους πού μετρούμε στό τυφλό δείγμ α  ε ίν α ι μεγάλη (ύπαρξη 
μεγάλου συστηματικού σφάλματος) κα ί ή διασπορά των σημείων 
τής καμπύλης Αναφοράς φανερώνει ύπαρξη τυχαίων σφαλμάτων,πού 
μειώνουν τήν έπαναληπτικότητα τής μεθόδου.

Τά συστηματικά κα ί τά τυχαία σφάλματα έπηρεάζουν κα ί 
άλλα χαρακτηριστικά ποιότητας μ ιά ς  Αναλυτικής μεθόδου, όπως 
π . χ . τ ό  δ ρ ι ο  ά ν ι χ ν ε υ σ ι μ ό τ η τ α ς  αύ- 
τ ή ς . 'Επ ίσ η ς  τά τυχαία σφάλματα έχουν σχέση μέ τούς λεγό - 
μένους θορύβους, πού έμφ ανίζονται στήν έξοδο διαφόρων μ ε -  
τ α λ λ α κ τ ώ ν  (T ra n sd u ce rs ) ή γενικώ τερα στήν έξοδο 
διαφόρων μετρητικών διατάξεων. "Αν παραστήσουμε τό σήμα στήν 

έξοδο ένός φωτοπολλαπλα- 
σ ια στή , πού δέν "β λέπ ε ι 
φως" μέ τό σ χ . 4 , ε ίν α ι  
φανερό, ό τ ι τό δρ ιο  ά ν ι
χνευσιμότητας τού φωτο - 
πολλαπλασιαστή ε ίν α ι έ -  
κ ε ίν η  ή ένταση φωτεινής 
ροής, πού δ ίν ε ι  σήμα του
λάχιστον τ ιμ ή ς  Η (Βλέπε κα ί

Σχ. 4. ΘορυΒοι στην έξοδο ενός φωτο- 
πολλαπλασιαστή με' κλειστό δια- 
φραγμα. 

σ ελ . 174)



Κεφάλαιο II

Μ ερικές έννοιες από τήν μα
θηματική στατιστική

1. 'Ορισμοί

Προτοϋ έκτεθούν τά Α ν τ ικ ε ιμ ε ν ικ ά  μέτρα γ ιά  τήν περ ί -  
γραφή τής Α κ ρ ίβ ε ια ς  κα ί έπαναληπτικότητας, θά δοθούν μ ε ρ ι
κ ές  βοηθητικές έ ν ν ο ιε ς  Από τή μαθηματική σ τ α τ ισ τ ικ ή . "Οπως 
άναφέραμε π ιό  πάνω, μόνο τά τυχα ία  σφάλματα μπορούν νά δ ιε -  
ρευνηθοϋν μέ τή σ τ α τ ισ τ ικ ή . Γ ιά  τήν κατανόηση των μεθόδων 
έπ εζερ γα σ ία ς  των τυχαίων σφαλμάτων δέν ε ίν α ι Απαραίτητη ή 
γνώση όλόκληρης τής θεω ρίας πιθανοτήτων. Ε ίν α ι δμως άπαραί- 
τητη ή γνώση βασικών θεωρημάτων τ η ς .

‘ Υπάρχουν δύο γ ε ν ικ έ ς  μέθοδοι γ ιά  τόν προσδιορισμό τής 
πιθανότητας νά έμ φ α ν ισ τε ΐ ένα φ αινόμενο :

α) Ή  Αναλυτική μέθοδος. Ε ίν α ι κατάλληλη, δτα ντό  φ αι
νόμενο πού μελετούμε μπορεί νά Αναλυθεί σέ άπλούστερα βα
σ ικ ά  φ α ινόμενα . Οί π ιθανότητες έμφάνισης των Απλών αύτών 
Φαινομένων ε ίν α ι  a p r i o r i  γνω στές.

β) ‘ Η π ε ιρ α μ α τ ική  μέθοδος. 'Εφαρμόζεται, όταν ή πρό
βλεψη τής πιθανότητας γ ιά  τήν έμφάνιση ένός φαινομένου δέν 
ε ίν α ι  δυνατή παρά μόνον, Αφού συγκεντρωθούν πειραματικά  δ ε

δομένα.
‘ Η πρόβλεψη π .χ . ,δ τ ι  άπό 100 ρ ίψ ε ις  ένός νομίσματος ο ί 

50 θά ε ίν α ι  "γράμματα", μπορεί νά γ ίν η  μέ Ανάλυση τού φ αι
νομένου σέ άπλούστερα, δ η λ . μεμονωμένες ρ ίψ ε ις  γ ιά  τ ίς  ό-
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ποιες,  ή πιθανότητα νά έμφανιστούν "γράμματα" ε ίν α ι ρ =0,5 
(Αναλυτική μ έθ ο δ ο ς). 'Α ν τ ίθ ετα  ή εύρεση τοϋ ποσοστοϋ των 
φοιτητών, πού διαβάζουν σωστά μ ιά  προχοΐδα, μπορεί νά γ ί 
ν ε ι  μόνο μέ πείραμα κα ί μέ μελέτη των πειραματικώ ν δεδομέ

νω ν (πειραματική  μ έθ ο δ ο ς). ^
Στενά δεμένη μέ τή Σ τ α τ ισ τ ικ ή  ε ίν α ι  ή ένν ο ια  π λ η 

θ υ σ μ ό ς .  "Οταν λέμε πληθυσμό στή σ τ α τ ισ τ ικ ή , έννοουμετό 
σύνολο όλων τών τιμών {χ }  μ ια ς  μεταβλητής X . ‘ Η ίδ ια  τ ιμή  
τής μεταβλητής X μπορεί νά έμ φ α ν ίζετα ι στό σύνολο περ ισσό
τερο άπό μ ία  φορά. Γ ιά  νά προσδιορίσουμε π .χ .  τό λόγο συγ
κεντρώσεων Ag καί Ζη στά 'Α τ τ ικ ά  νομίσματα μ ια ς  συγκεκρ ι - 
μένης περιόδου κάνουμε μ ιά  άνάλυση συγκεντρώσεων Ag κα ί Ζη 
πάνω σ 'έν α  συγκεκρ ιμένο  νόμισμα καί ύπολογίζουμε τόν λόγο 
Ag/Zn=x. Τό σύνολο τών τιμών (χ ) , πού θά βρ ίσκαμε, αν έζετά - 
ζαμε όλα τά 'Α τ τ ικ ά  νομίσματα πού υπάρχουν, θά Αποτελούσαν 
ένα πληθυσμό. Οί μ ετρ ή σ ε ις  πού πραγματικά κάνουμε Αποτε
λούν ένα δ ε ί γ μ α  Από τόν παραπάνω πληθυσμό.Τ ό γ ε 
ν ι κ ό  σ τ α τ ι σ τ ι κ ό  π ρ ό β λ η μ α  ε ί ν α ι  
ά π ό  μ ε τ ρ ή σ ε ι ς ,  π ο ύ  κ ά ν ο υ μ ε  σ'  έ- .  
ν α  δ ε ί γ μ α ,  ν ά  β γ ά λ ο υ μ ε  σ υ μ π ε ρ ά 
σ μ α τ α  κ α ί  π ο ρ ί σ μ α τ α  γ ι ά  τ ό ν
π λ η θ υ σ μ ό ,  Α π '  τ ό ν  ό π ο ι ο  π ρ ο έ ρ χ ε  
τ α ι  τ ό  δ ε ί γ μ α .  Τά δείγμα τα , πού χρησιμοποιούμε 
γ ιά  τήν μελέτη ένός πληθυσμού, ως πρός ένα χαρακτηριστικό , 
πρέπει νά ε ίν α ι τ υ χ α ί α  δηλ . παρμένα έ τ σ ι ,  ώστε κά
θε Ατομο τού πληθυσμού πού έζετά ζουμε (στό παράδειγμά μας 
κάθε Α ττικό  νόμισμα) νά έ χ ε ι τήν ίδ ια  πιθανότητα νά πορθεί 
γ ιά  δ ε ίγ μ α . Κάθε σ ε ιρ ά  πειραματικώ ν δεδομένων πού συγκεν - 
τρώνουμε Α π οτελεί Αντιπροσωπευτικό δ ε ίγμ α  τοϋ πληθυσμού ό
λων τών πειραματικώ ν δεδομένων πού θά παίρναμε, Αν τό π ε ί 
ραμα γινόταν σ'όλόκληρο τόν πληθυσμό.

"Ενας συνήθης τρόπος γ ιά  νά παρουσιάζουμε τά Αποτελέ - 
σματα μ ια ς  σ ε ιρ ά ς  μετρήσεων, πάνω σ 'έν α  χαρακτηρ ιστικό  X 
ένός πληθυσμού, ε ίν α ι ο ί λεγό μενες κ α τ α ν ο μ έ ς  σ υ χ 
ν ο τ ή τ ω ν .  "Ολες ο ί τ ιμ έ ς  ένός πληθυσμού ε ίν α ι  δυνα
τόν νά καταταγοϋν σέ π λά σ εις  ή τ ά ζ ε ις .  Σ υ χ ν ό τ η τ α
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ε ί ν α ι  δ Αριθμός των τιμών ένός πληθυσμού, πού Ανήκουν σέ μ ιά  
τά ξη . *Η συχνότητα μπορεί νά έκφραστεΐ σέ Απόλυτες ή σ χ ε τ ι
κ ές  μονάδες. Οί κατανομές συχνοτήτων μπορεί νά δοθούν ε ίτ ε  
μέ π ίν α κες  ε ιτ #ε μέ γραφ ικές παραστάσεις.

Οί σπουδαιότερες κατανομές, πού ένδιαφέρουν τή μελέτη 
τυχαίων σφαλμάτων κατά τ ις  μ ετρ ή σ ε ις  φυσικών μεγεθών, ε ίν α ι 
ή Δ ι ω ν υ μ ι κ ή  κ α τ α ν ο μ ή  (B in o m ia l D is t r ib u  - 
t io n )  , ή  Κ α τ α ν ο μ ή  P o i s s o n  (P o isso n  D i s t r i 
b u t io n ) κα ί ή Κ α τ α ν ο μ ή  G a u s s  ή Κανονική Κα
τανομή (Normal D i s t r ib u t io n ) .

Οί διάφορες τ ιμ έ ς  ένός πληθυσμού κατανέμονται γύρω Από 
μ ιά  τ ιμ ή , πού λ έγ ετ α ι π α ρ α μ ε τ ρ  ι κ ό ς .  μ έ σ ο ς  δ-  
ρ ο ς  ή Α λ η θ ή ς  τ ι μ ή  κα ί σ υ μ β ο λ ίζετα ι μέ τό 
μ . Οί τ ιμ έ ς  ένός δ είγμα το ς τού πληθυσμού κατανέμονται έ π ί-  
σης γύρω Από μ ιά  κ ε ν τ ρ ι κ ή  τ ι μ ή ,  πού λ έγ ετα ι 
μ έ σ ο ς  δ ρ ο ς  τ ο ύ  δ ε ί γ μ α τ ο ς  κα ί συμ
β ο λ ίζ ε τ α ι μέ χ . *0 μέσος δρος των τιμών τού δείγμα τος (χ) 

ε ίν α ι  μ ιά "έκ τ ίμ η σ η "  (e s t im a te ) τής τ ιμ ή ς  τού παραμετρικοΟμέ
σου δρου μ . “Οταν τό δ ε ίγ μ α  μεγαλώ νει, ή τ ιμ ή  χ τ ε ί ν ε ι  πρός 
τήν Αληθή τ ιμ ή  μ .

2. Διωνυμική Κατανομή

"Αν ή πιθανότητα νά σ υ μ β ε ί ένα φαινόμενο κατά μ ιά  κα ί 
μόνο προσπάθεια (π ιθανότητα έπ ιτ υ χ ία ς ) ε ίν α ι ρ κα ί ή π ιθα
νότητα νά μή σ υ μ β εί τό φαινόμενο (πιθανότητα άποτυχίας) ε ί 
να ι q = l-p , τότε ή πιθανότητα νά συμβεί τό φαινόμενο x  φορές 
Α π 'τ ις  η προσπάθειες (δ η λ . έμφάνιση χ έπ ιτυχιώ ν κα ί (n -x ) 

Αποτυχιών) δ ίν ε τ α ι Από τή σχέση

P n (x ) η .  χ -_η-χ
χ·. (n -x)! Ρ q

( 2 )

Ε ιδ ικ ή  περίπτωση έφαρμογής τής δ ιω νυμικής κατανομής συναν 
τουμε σέ προβλήματα δειγμα τοληψ ία ς, δ τ α ν  ό π λ η θ υ 
σ μ ό ς  π ε ρ ι λ α μ β ά ν ε ι  μ ό ν ο  δ υ ο  τ ύ 
π ο υ ς  ( χ α ρ α κ τ η ρ ι σ τ ι κ ά )  τ ω ν  - Α τ ό μ ω ν

τ ο υ .  Οί δυό τύποι μπορεί π .χ .  νά ε ίν α ι  τό έ λ α τ τ ω -  
μ α τ ι  η ό καί  τό μ ή  έ λ α τ τ ω μ α τ ι κ ό  προϊόν
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μ ια ς  β ιομηχανικής παραγωγής, σω ματίδια δύο διαφορετικώ ν ό- 

ρυχτών σέ μ ίγμα κ .λ .π .
‘ Η έξίσωση πού περιγράφ ει τη διω νυμική κατανομή παρά - 

γ ετα ι άπ 'τό  θ ε ώ ρ η μ α  B e r n o u l l i  τής θεω ρί
ας πιθανοτήτων. Κατά τό θεώρημα B e r n o u l l i ,  ή πιθανότητα 
Ρη (χ ) νά συμβεΐ ένα φαινόμενο χ φορές άπό η προσπάθειες ε ί 
να ι ό (χ+1) όρος του άναπτύγματος (q+p)n . Τά ρ κα ί q έχουν 
τήν έννο ια  πού τούς δόθηκε π ιό  πάνω. "Αν γ ίνουν  k σ ε ιρ έ ς

h ' ·
πειραμάτων, καθεμιά  άπό η προσπάθειες, τότε ό άριθμός των 
σειρών, πού έμφανίζουν άριθμό έπ ιτυχ ιώ ν χ, ε ίν α ι  κα ί πάλι ό 
(χ+1) δρος του άναπτύγματος k(p+ q)n .

"Οταν ένας πληθυσμός περιγράφ εται άπό δ ιω νυμική κατα
νομή, τότε ό άναμενόμενος άριθμός έπ ιτυχ ιώ ν στό δ ε ίγ μ α  δ ί 

νετα ι άπό τή σχέση <
μ = η ρ (3)

* Η τυπική άπόκλιση σ τής κατανομής κα ί ή τυπική άπό- 
κλιση  τοϋ μέσου όρου σ- δ ίνο ντα ι ά ν τ ίσ το ιχ α  άπό τ ί ς  σ χέ

σ ε ις  (4) κα ί (5)
σ = V Ρ q (4)

151

Παράδειγμα: "Αν 25% τών έλιώ ν μ ια ς  έλαιοπαραγω γήςεί-
να ι έλαττω μα τικές , νά υ π ο λο γ ιστεί ή πιθανότητα νά έχουμε 
σ 'έν α  δ είγμα  10 έλιώ ν χ= 1 ,2 , 3 , . . . 1 0  έλαττω ματικές έ λ ιέ ς

Μέ τή βοήθεια  τού τύπου (2) ύπολογίζουμε τ ί ς  ζητούμε
νες  π ιθ α νό τητες . Τά άποτελέσματα δ ίνο ντα ι στόν π ιό  κάτω 
π ί νακα*

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

?ιο Μ 0,056 0,108 0,282

οΙΓ>(ΜΟ

0,146 0,058 0,016 0,003

ι-ΗΟΟο

0 ,0 0,0

Μέ τή γραφική παράσταση τών Αποτελεσμάτων του υπολογισμού 
μπορούμε νά έχουμε κα ί μ ιά  όπτική ε ίκ ό ν α  τής κατανομής τών 
τιμών Ρ η (χ ) .

*  ’ 0 υπολογισμός τών πιθανοτήτων μπορεί νά γ ίν η  κ α ί μέ τόν πίνακα 
τοϋ Παραρτήματος Ζ.



Γ ιά  τό παραπάνω παράδειγμα αύτή ή κατανομή δ ε ίχ ν ετ α ι στό 
ίστόγραμμα τσϋ σ χ . 5 .

t8

Σχ. 5. 'Η κατανομή Ριο(χ) γιά ρ=0,25

'Από τό παράδειγμα αύτό βλέπουμε, πόσο ένα μ ικρό  δ ε ίγ 
μα ε ίν α ι  Α να ξιό π ισ το  στήν έκτίμηση  των ποσοστών των 60οκα
τηγοριών έλιώ ν, πού υπάρχουν στόν πληθυσμό. 'Α ν ό πληθυσμός 
εϋχε ποσοστό 10% έλαττωματικών έλιώ ν, τότε ο ΐ π ιθανότητες 
νά έχουμε σέ δ ε ίγ μ α  10 έλιώ ν 1 , 2 , 3 , . . . , 1 0  έλαττω ματικές έ -  
λ ι έ ς ,  ύπ ο λο γ ιζό μ ενες  μέ βάση τόν τύπο (2), δ ίνο ντα ι στόν 
παρακάτω π ίνακα (Βλέπε κα ί Παράρτημα Ζ)

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Ρμ> (X) (*3490 0,3874 0,1547 0,0574 0,0112 0,0015 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

Τό δ ε ίγ μ α  τών 10 έλιώ ν ε ίν α ι  Α ναξιόπ ιστο  γ ιά  νά ιάς 
δώσει τήν πραγματική ε ίκ ό ν α  τής ποιότητας τών έλ ιώ ν . Ένώ  
π .χ .  ξέρουμε, ό τ ι πραγματικά μ ία  σ τ ις  10 έ λ ιέ ς  ε ίν α ι έλατ- 
τω ματική , σέ 100 τ έ τ ο ιε ς  δ ειγμα τολη ψ ίες  τών 10 έλιών μόνον 
ο ί 39 θά μάς δ ίνο υν  τό Αποτέλεσμα αύτό .

'Α ν τ ίθ ετ α  35 σ τ ίς  έκατό δειγμα τοληψ ίες  θά μας δίνουν 
Αποτέλεσμα,πού δέν θά ύπάρχει καμμιά έλαττωματική έ λ ιά .
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Προϋποθέσεις γ ιά  νά ισ χ ύ ε ι κατανομή B e r n o u l l i  ή διωνυ- 

μ ική  κατανομή σ 'έν α  φαινόμενο ε ϋ ν α ι:

1 . Τά πειράματα κα ί τά Αποτελέσματα των πειραμάτων παίρνόν- 

τα ι Ανεξάρτητα τό ένα Από τό ά λλο .
Μ \
2 . Γ ιά  κάθε πείραμα ή πιθανότητα ρ νά συμβει ένα φαινόμενο 

παραμένει σταθερή.

Τό σ χ . 6 δ ε ίχ ν ε ι  δ ιω νυ μ ικές  κατανομές γ ιά  η=8 κα ί γ ιά  

διάφορες τ ιμ έ ς  του ρ .

0.2* ρ-0 .5

οι— I— I—  —  —  — L 
0 2 4 6

Ρ  ( χ )
0.2

0

Ρ-  0.2

. J__ 1__ .__ _________

0.4-

0.6

0.4

0.2 * ρ - 0.1 0.2 ρ - 0 . 9 5

0 1 -1 __I ........
0 2 4

Σχ. 6 . Δ ιω νυμικές

■■ - »» χ 
6  Θ

01___________
0 2 4

χ

I
6 8

χ

κατανομές γ ιά  η=8 κ α ι γ ιά  διάφορες τ ιμ έ ς  
του ρ.

"Οπως φ α ίνετα ι άπό τό σ χ · 6, ή δ ιω νυμική κατανομή εϋνα ι 
συμμετρική μόνο στήν περίπτωση ρ ® 0 , 5  κα ι έμ φ α ν ίζετα ι πλατύ- 
σμένη πρός τά δ εξ ιά /  δταν ρ < 0 / 5  κα ί πλατυσμένη πρός τά Α
ρ ισ τερ ά , δταν ρ  > 0 / 5 .  "Οσο τό ρ  γ ίν ε ,τ α ι μ ικρότερο  κα ί τ ε ίν ε ι  
πρός τό μηδέν μέ ταυτόχρονη αύξηση τού η ,  τόσο ή διω νυμική 
κατανομή π λ η σ ιά ζε ι πρός τήν κατανομή P o isso n /  δπως θά δούμε 

ί Αργότερα. "Οταν τό μέγεθος τού δ είγμα τος α ύ ξά ν ε ΐ/τ ό τ ε  ή συχ
νότητα πού προβλέπεται άπ 'τή  δ ιω νυμική κατανομή, δσο κα ί ή 
συχνότητα τής κατανομής P o is so n , τ ε ίν ο υ ν  πρός τήν υπολογιζό

μενη άπ 'τήν  κανονική κατανομή.
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Αύτό συμβα ίνει, άχόιια κα ί δταν τό ρ ε ίν α ι  μ ικ ρ ό , άλλά <ρυσικ< 
τόσο π ιό  γρήγορα γ ίν ε τ α ι αύτή ή μετάπτωση, όσο τό ρ ε ίν α ι  μι 

γαλύτερο κα ί π λ η σ ιά ζε ι πρός τό 0 ,5 .
Στόν π ιό  κάτω π ίνακα δ Cochran έ χ ε ι  υπ ο λο γίσει τά κατώτερε 
ό ρ ια  μεγέθους του δ είγμα τος η, πάνω άπό τά όποια μπορεί νέ 
χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίτ α ι ά ν τ ί τής δ ιω νυμικής ή κανονική κατανομή,πρ 
κ ε ιμ έν ο υ  νά ύπολογίσουμε ό ρ ια  έμπ ιστοσύνης,νά  έωαρμόσοιμεμ 
δοκιμή  σημαντικότητας διαφοράς ποσοστών κ .λ .π .  μέ μεγάλη ά 
κ ρ ίβ ε ια . Μέ ρ συμβολίζουμε τήν πιθανότητα έπ ιτυχ ία ς ,π ού  προ 

κ ύ π τ ε ι π ε ιρ α μ α τ ικά  κα ί ά π ο τελεΐ έκτίμηση τοΰ ρ .

Ρ 0 ,5 0 ,4

I
Ο OJ

i__
__

__ 0 ,2 0 ,1 0 ,0 5

η
(Μ έγεθος δ ε ίγ 
ματος)

30 50 80 200 600 1400

‘ Ο π ιό  πάνω π ίνακας δ ε ίχ ν ε ι ,  ό τ ι, δταν άπό ένα δ είγμ α  γ ί 
ν ε ι  μ ιά  έκτ ίμηση  γ ιά  τό ρ = 0 ,2 ,τ ό τ ε  γ ιά  νά έφαρμόσουμε τήν 
κανονική  κατανομή σέ ύπολογισμούς δρίων ά ξ ιο π ισ τ ία ς , πρέπει 

τό δ ε ίγ μ α  (η ) νά ε ίν α ι  μεγαλύτερο άπό 200 .

Παράδειγμα: Σ 'έ ν α  πείραμα γ εν ετ ικ ή ς  μας ένδ ια φ έρ ει δ 
άρ ιθμός των θηλυκών, πού ύπάρχουν σέ γ έννες  των 4 ποντικώ ν. 
Τά άποτελέσματα ,πού πήραμε άπό 200 γ έν ν ες  αύτοϋ τού τύπου, 

ε ί ν α ι :

άριθμός θηλυκών ποντικω ν/γέννα 0 1 2 3 4

άριθμός των γεννών (σύνολο 200) 15 63 66 47 9

Νά β ρ εθ ε ί, άν ο ί π ιθανότητες γεννήσεως θηλυκών κα ί άρ- 
σενικώ ν ποντικών ρ κα ί q ά ντιστο ίχω ς ε ίν α ι  ίσ ε ς .

Ή  π ιθανότητα ρ γεννήσεως θηλυκού ποντικού ύπ ο λο γ ίζετα ι 
άπό τά π ε ιρ α μ α τ ικά  δεδομένα ως έ ξ η ς :

-  _  ___________μέση τ ιμ ή  θηλυκών ποντικών _________
ρ Συ νο λ ικ ό ς  άρ ιθμός των άτόμων τοΰ δείγματοΙΓ



21

(Ο χ 15)+(1 χ 63)4(2 χ 66)4(3 * 47)+(4 * 9) 
> 4 χ 200

*  0 ,465

άρα q = 1-0 ,465  = 0 ,5 3 5  \

θά πρέπει νά έξεχάσουμε, &ν ό άριθμός ρ=0,465 δ ια φ έρ ει 
σημαντικά άπό τή θεωρητική τ ιμή  ρ = 0 ,5 . 'Επ ε ιδ ή  τό δ είγμ α  
εΓνα ι άρκετά μεγάλο, μπορούμε νά έφαρμόσουμε κανονική κατα
νομή .

Τά όρια  Εμπ ιστοσύνης τής πιθανότητος ρ πού ύπολογίσα
με ε ίν α ι ±1,96 s p μέ ά ^ ιο π ισ τ ία  95% (σ ύ γκρ ινε κα ί σ ε λ , 72) 
* Η τ ιμή  του ύ π σ λο γ ίζετα ι άπό τόν τύπο

- -  ι / 0 ,4 6 5 ·0 ,5 3 5SP" V Η V- - - 8 5̂ 0 ,0 1 7 6 .
<

‘ Επομένως ή πιθανότητα ρ, πού υπολογίστηκε άπό τά π ε ιρ α 
ματικά  δεδομένα, β ρ ίσ κ ετα ι άνάμεσα στά δρ ια  ρ=0,465 ± 1 ,9 6 · 
0 ,0 1 7 6 , δηλ . άνάμεσα σ τ ις  τ ιμ έ ς  0 ,4 3 0  κα ί 0 ,5 0 0 . Τό άποτέ- 
λεσμα αύτό δ ε ίχ ν ε ι , ό τ ι μέ βεβα ιότητα  95% δέν ύπάρχει , στό 
πείραμα μας διαφορά σ τ ίς  π ιθανότητες γεννήσεως θηλυκών κα ί 
άρσενικών ποντικώ ν. *Η διαφορά μεταξύ τοΟ ρ=0,5 κα ί ρ=0,465 
ό φ ε ίλετα ι σέ σ τ α τ ισ τ ικ ή  άνεπάρκεια  δ η λ . στήν έξέτ'αση δ ε ίγ 
ματος κα ί όχ ι όλου του πληθυσμού.

Χρήση τής δ ιω νυμικής κατανομής κάνουμε κα ί όταν προ
σπαθούμε νά προσδιορίσουμε έναν καλύτερο μέσο όρο αύξάνον - 
τας τόν άριθμό τών μετρήσεων, πού κάνουμε σ 'έ ν α  πείραμα ή μ ιά  
χημική άνάλυση. Γνω ρ ίζουμε, ό τ ι τό μ έγ ισ το  σ χ ετ ικ ό  σφάλμα 

ε ν τής συνάρτησης

y = f ( χ ι ,X 2 f X i r · · · »x n) U )

ε ίν α ι too μέ τό ά λγεβρ ικό  άθροισμα τών σχετικώ ν σφαλμάτων 
τών μεταβλητών χ ι ,Χ 2 ,Χ 3 , · · · » χ η · ' Ισ χ ύ ε ι  δ η λ . ή σχέση

ε„ *  ε„ +ε +ε + · · ·+ ε χ (7 )y Χ| χ» "η

Τό σφάλμα ε γ σέ έ ξ α ιρ ε τ ικ έ ς  μόνο περ ιπ τώ σεις π α ίρ ν ε ι τή μ ε
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γ ίσ τη  του τ ιμ ή , δ η λ . δταν δλα τά σ χ ετ ικ ά  σφάλματα ε , ε ,
ΧΙ *2

ε* έ χ ο υ ν  τό ίδ ιο  Α λγεβρ ικό  σ η μ ε ίο . *Η διωνυμικη κα-
τανομή μπορεί νά χρ ησ ιμο π ο ιη θ εί γ ιά  τόν υπολογισμό της π ι 
θανότητας νά έμφανιστοϋν δλα τά σ χ ετ ικ ά  σφάλματα μέ τό ίδ ιο  
σ η μ ε ίο , όπότε θά συνεισφέρουν δλα πρός την ίδ ια  κατεύθυνση 
στό γ εν ικ ό  σφάλμα. 'Α ν τό y στήν π ιό  πάνω σχέση ε ίν α ι  ό μ έ
σος δρος, πού ύ π ο λο γ ίζετα ι άπό τ ις  μ ερ ικ ές  τ ιμ έ ς  X i ,X 2 , . . . x n 
μ ια ς  σ ε ιρ ά ς  μετρήσεων στό ίδ ιο  δ ε ίγ μ α  κα ί τά ε .  , ε  , . . . ε „

Χ 1 χ 2 * Π

παριστάνουν τυχα ία  σφάλματα,πού συνδέονται μέ τ ις  τ ιμ έ ς  
Χ ι , Χ 2 , · · · , x n , τότε ή πιθανότητα νά ε ίν α ι δλα τά σφάλματαθε- 
τ ικ ά  ή δλα άρνητικά  συγχρόνως ε ίν α ι

max - ’ (-Η W (7 )

‘ Ο παράγων 2 μ π α ίν ε ι, γ ια τ ί  ύπάρχουν δύο δυνατότητες νά 
έμ φ α ν ισ τε ΐ μ ιά  τ έτ ο ια  περίπτωση προσθετικότητας των σφαλμά

των, δ η λ . νά ε ίν α ι  δλα άρνητικά  (p dpvf>t = (~2- )  )  ή νά ε ίν α ι

δλα θ ετ ικ ά  ( =  ( ± ) ° )  ·

"Οσο αύζάνουμε τόν άριθμό η των προσδιορισμών, άπ' τδύ$ 
όποιους ύ π ο λο γ ίζετα ι ό μέσος δρος, ή πιθανότητα νά έχουσ 
ό λο ι ο ι π ροσδ ιορ ισμο ί μονοκατευθυνόμενο σφάλμα γ ίν ε τ α ι γρή-, 
γορα πολύ μ ικ ρ ή . Αύτό δ ε ίχ ν ε ι  ό π ίνακας I .

ΠΙΝΑΚΑΣ I
‘ Υπολογισμός π ιθανότητας νά έμφ α νιστεί τό μ έγ ιστο  σφάλμα 
Pmaw σ 'έ ν α  μέσο δρο, πού β ρ ίσ κ ετ α ι άπό π προσδιορισμούς.

Γπ α X

* Αρ t θ . τιροοδ L ο— 
ρι,σμων η -  (τ )"

0 » 1 ,0
1 0 ,5
2 0 ,2 5
3 0 ,1 25
4 0 ,0 62 5
5 0 ,03125
6 0 ,015625
7 0,0078125
8 0,00390625
9 0 ,002953125_

10 0,0009765625
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*0 πίνακας I  δ ε ίχ ν ε ι  π .χ . ,  δ τ ι γ ιά  ένα μέσο δρο, πού ύπο- 
λ ο γ ίζ ε τ α ι άπό έξη προσδιορισμούς, ή πιθανότητα νά έχουυκαί 
ο ί έξη τ ιμ έ ς  θ ετ ικ ό  ή άρνητικό σφάλμα ε ίν α ι 2 χ 0 ,015625- 
*0 ,0 3 1  ή 3% π ερ ίπ ου . Σ 'δ λ ε ς  τ ί ς  ά λλες  π ερ ιπ τώ σεις  θά ύπάρ- 
χουν συγχρόνως θ ετ ικ ά  κα ί άρνητικά  σφάλματα, τά όποια θά 
άλληλοεξουδετερώ νονται έντελώ ς f) μ ερ ικώ ς ..

3 .Κατανομή P o isso n
: ι

• η κατανομή P o isso n  μπορεί νά πρρκύψει άπό τή δ ιω νυμ ι- 
κή κατανομή, άν θεωρήσουμε, δ τ ι τό η αυξάνετα ι ά π ερ ιόρ ιστα  
καί τό ρ (πιθανότητα έπ ιτ υ χ ία ς ) μ ικ ρ α ίν ε ι έπ ίσης ά π ερ ιό ρ ι-  
στα μέ τέτο ιο  τρόπο, ώστε τό γ ινόμενο  ηρ (άναμενόμενη τ ιμ ή  
έπ ιτυχ ιώ ν) νά παραμένει πεπερασμένο. "Αν σ 'έ ν α  φαινόμενο 
ό μέσος ρυθμός έπ ιτυχ ιώ ν ε ίν α ι μ , τότε ή πιθανότητα νά έμ- 
φανιστοΟν σ 'έ ν α  πείραμα x  έ π ιτ υ χ ίε ς  δ ίν ε τ α ι άπό τή σχέση

ΡΦ,Χ)
(8)

Ή  έΕίσωση (8) ε ίν α ι  ή μαθηματική περιγραφή τής κατα -  
νομής Po isso n  κα ί ίσ χ ύ ε ι μέ τήν προϋπόθεση, δ τ ι ή π ιθανότη
τα ρ ε ίν α ι  πολύ μ ικρ ή , άλλά ό άριθμός των σ το ιχ ε ίω ν  (υποψη
φίων καταστάσεων), πού λαβαίνουν μέρος σέ μ ιά  προσπάθεια έ -  
π ιτ υ χ ία ς , ε ίν α ι τόσο μεγάλος, ώστε νά έΕα σ φ α λίζετα ι μ ετρ ή σ ι
μη έ π ιτ υ χ ία . Γ ιά  τήν κατανόηση τής σχέσης (8) κα ί των ό
σων άναχρέρθηκαν γ ιά  τά χαρακτηριστικά  γνωρίσματα τής κατα
νομής Po isso n  θά άναχρέρουμε ένα παράδειγμα άπό τό φ α ινόμε
νο ραδιενεργού δ ιάσπασης, δπου κα τ ' έΕοχή έφαρμόζεται ή 
κατανομή P o is s o n .

Παρά6ειγμα: *Ένα ραδιενεργό δ ε ίγ μ α  ά π ο τελε ίτα ι άπό
μεγάλο άριθμό πυρήνων η ,πού ε ίν α ι ύποψήφιοι νά ύποστοϋνρα- 
διενεΓργό διάσπαση. *Η πιθανότητα ρ γ ιά  κάθε πυρήνα νά δ ια - 
σπαστεί ε ίν α ι πολύ μ ικρή (π ρ ό κ ειτα ι γ ιά  μακρόβιο ραδιενεργό). 
*0 άναμενόμενος ρυθμός διασπάσεων (μ) στή μονάδα τοϋ χρό
νου ε ίν α ι ηρ κα ί ε ίν α ι μ ιά  πεπερασμένη τ ιμ ή . Κατά τήν έκ -  
τέλεση μεγάλου άριθμοϋ πειραμάτων μέτρησης τοΟ ρυθμού δ ια 
σπάσεων τοϋ δείγμα τος παίρνουμε κα ί ά λλες  τ ιμ έ ς  μ ικρ ό τερ ες  
ή μεγαλύτερες άπό τήν .άναμενόμενη τ ιμ ή  μ=ηρ. *Η π ιθανότη-
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τα νά έμφανι,στεϋ τ ιμ ή  x  (δ ιαφ ορετική  άπό τή μ) περιγράφε- 
τα ι άπό τήν κατανομή P o isso n  κα ί υ π ο λο γ ίζετα ι άπό τή σχέ
ση (8 ) .

Στήν κατανομή P o is so n  τά μ κα ί χ ε ίν α ι μεγέθη, πού μ ε
ταβάλλονται κατά βα θμ ίδες (δηλ- μ ία  διάσπαση, 2 δ ιασπ άσεις 
3 δ ια σ π ά σ εις  κ . λ .π * ), ένώ στήν συνήθη κατανομή, δπως θά δού
με σ 'ά λλη  παράγραφο, τό μετρούμενο μέγεθος μεταβάλλεται συ
νεχώς κα ί μπορεί νά πάρει όλες τ ίς  τ ιμ έ ς  γύρω άπό τήν άλη- 
θή τ ιμ ή . Ά λ λ ε ς  π ερ ιπ τώ σεις  έφαρμογής τής κατανομής P o is 
son ε ί ν α ι :  Συχνότητα έμφάνισης γεννήσεων σ 'έν α  πληθυσμό, 
συχνότητα τηλεφωνικών συνδιαλέξεω ν σέ μεγάλη πόλη, έ τ ή σ ι-  

ο ι θάνατοι κ .λ .π .
Γ ιά  νά δούμε, πώς άκριβώς έφαρμόζεται ή σχέση (8 )θ ά  ά- 

ναφέρουμε ένα παράδειγμα διάσπασης μακροβίου ραδιονουκλι -  
δ ίο υ  τού U2 3 8 . Τό U2 3 8 έκπ έμπ ει α-σω ματίδια κα ί ή πιθανό - 
τητα ένός άτόμου U238 νά έκπέμψ ει ο-σω ματιδ ιο  ε ίν α ι  ρ= 5χΐθ ' 
(γνωστό άπό τήν άκριβή μέτρηση τής ήμ ιπερ ιόδου ζωής του ) . 
'Ε π ίσ η ς  ε ίν α ι  γνωστό, δ τ ι 0 ,1  mg U23 8 π ερ ιέχουν 1 ,3  * 10 18 
άτομα υ 238 (η=πολύ μεγάλος ά ρ ιθ μ ό ς ) .*0 άριθμός των διασπάσε
ων, πού συμβαίνουν στό δ ε ίγ μ α  των 0 ,1  mg U238 σ 'έ ν α  δεύτε -  
ρόλεπτο, ε ίν α ι  μ=ηρ=1,3 * 1018 * 5 χ ΙΟ '18 =6 ,5 dps (dps = d is irr- 
te g r a t io n s  p e r s e c o n d ) . Δηλ. άν γ ίν ε ι  μεγάλος άριθμός μ ε
τρήσεων δ ιά ρ κ ε ια ς  1 se c  κα ί ύ π ο λο γ ιστεί άπ αύτές ό μέσος 
δρος, βρ ίσκουμε 6 ,5  dps* \Η πιθανότητα νά παρατηρήσουμε άλτ 

λη τ ιμ ή  διασπάσεων x  dps δ ίν ε τ α ι άπό τή σχέση

Ρ(6,5, X)
6 ,5 Χ -6,5

χ!
(9)

Οί π ιθ α νότη τες , πού ύπ ολογίζοντα ι μέ βάση τήν έξίσωση 
(9 ) γ ιά  διάφορες τ ιμ έ ς  του χ , δ ίνο ντα ι στόν πίνακα I I *  Η 
γραφική παράσταση τής συνάρτησης Ρ(65χ) “ f ( x > ^έ βάση τ ίς  
τ ιμ έ ς  τού π ίνακα I I  δ ίν ε τ α ι στό σ χ · 7 .

*  Ό  υ π ο λ ο γ ισ μ ό ς  των π ι θ α ν ο τ ή τ ω ν  Ρ ( μ , χ ΐ  Μπορεί ^α γ ί ν ε ι  κ α ί  με' τή  βο
ή θ ε ι α  τ ο υ  π ί ν α κ α  τ ο υ  Π α ρ α ρ τ ή μ α τ ο ς  Η.
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Π ΙΝ Α Κ Α Σ  I I

X — ;j X Ρ
(6 ,5 ,  X)

0 | 0 ,0015 7 0 ,1 46 2
' 1 0 ,0 09 8 8 0/11 88

2 0 ,0 31 8 9 0 ,0 85 8
3 0 ,0 68 8 10 0 ,0 5 5 8
4 0 ,1 11 8 11 0 ,0 33 0
5 0 ,1454 12 0 ,0 1 7 8
6 0 ,1575 13 0 ,0089

j Ε χ . 7 .  Γραφι,χή παράσταση τή ς  συνάρτησης Ρ = f ( x )  μ έ  βάση τά
δ ε δ ο μ έ ν α  τοΟ  π έ ν α χ α  Π .  <μ,Χ

Πάνω στή μορφή τής καμπύλης κατανομής τοΟ σ χ . 7 κα ί στά 
1 δεδομένα τοΟ π ίνακα  παρατηροΟμε τά έ Ε ή ς :
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1) ’ Η καμπύλη δέν ε ίν α ι, σ υμμ ετρ ική . "Αν ή τ ιμ ή  μ β ρ ι
σκόταν πολύ δ εξ ιό τ ερ α  άπ 'τήν τ ιμή  6 ,5  d p s , ή καμπύλη θά έ 
δ ε ιχ ν ε  μεγαλύτερη συμμετρία  κα ί γ ιά  πολύ μεγάλες τ ιμ έ ς  του 
μ ή κατανομή θά γ ινότα ν συμμ ετρ ική .

2) ‘ Η μ εγ ίσ τη  τ ιμ ή  στόν π ίνακα I I  δέν σ υ μ π ίπ τε ι μέ την 
άναμενόμενη (άληθή) τ ιμ ή  μ=6,5 d p s .

3) Ά π ό  ΙΟ 1* μ ε τ ρ ή σ ε ις , δ ιά ρ κ ε ια ς  1 se c  κάθε μ ιά ,1 5  μό
νο μ ετ ρ ή σ ε ις  δ ίνο υν  άποτέλεσμα μηδέν διασπάσεων, 89 μετρή -  
σ ε ις  δ ίνο υν  άποτέλεσμα 13 , ένώ 1575 μ ετρ ή σ ε ις  δ ίνουν 6 c p s .

4) "Αν κάνουμε ΙΟ 1* μ ετ ρ ή σ ε ις  στό δ ε ίγ μ α  δ ιά ρ κ ε ια ς  ls e c , 
θά έχουν γ ί ν ε ι  σ υνο λ ικά  63953 δ ια σπ ά σεις  άτόμων U238 . ‘ 0 ά- 
ρ ιθ μ ό ς αύτός συγκρ ινόμενος μέ τόν 1 ,3  * ΙΟ 18 (άριθμός άτόμων 
στά 0 ,1  mg U23 8 ) ε ίν α ι  πάρα πολύ μ ικ ρ ό ς . *0 άριθμός λοιπόν 
των υποψηφίων γ ιά  διάσπαση άτόμων παραμένει στήν πράξη στα
θερός .

"Οπως ε ίπ α μ ε π ιό  πάνω, ή κατανομή P o isso n  γ ιά  πολύ μ ε
γά λες τ ιμ έ ς  τοϋ μ γ ίν ε τ α ι συμμετρική  κα ί περιγράφ εται άπό 
μαθηματική σχέση άνάλογη μ 'α ύ τή ,π ο ύ  ίσ χ ύ ε ι γ ιά  τήν κανονική 
κατανομή.

d p  ■ a *  α ο )

Ή  τυπ ική  άπόκλιση στην περίπτωση αύτή ε ίν α ι  σ=Υΰ".
Στήν τιράξη ίσ χ ύ ε ι , δ τ ι ή κατανομή P o isso n  μπορεί νά π ε

ρ ιγρ ά φ ει ικ α ν ο π ο ιη τ ικ ά  μέ κανονική κατανομή γ ιά  μ ^ 9 .  Στήν 
περίπτωση αύτή τά δ ρ ια  τής τ ιμ ή ς  του μέσου δρου ένός π ε ιρ ά 
μα τος, γ ιά  ά ξ ιο π ισ τ ία  95%, κα θορίζοντα ι άπό τή σχέση 
μ ± 1 ,9 6 Υ μ . Τό σ χ . 8 δ ε ίχ ν ε ι  τήν καμπύλη κατανομής τής συχ
νότητας μ ια ς  κα νο ν ική ς κατανομής γ ιά  μ=9 κα ί σ=3. Στό ίδ ιο  
σχήμα δ ίν ε τ α ι κ α ί ή κατανομή των τιμών των πιθανοτήτων Ρ 
υπολογισμένη μέ τή σχέση (8 ) υπό μορφή ιστογράμματος·

Ε κ τ ό ς  άπό τήν ραδιοχημική  άνάλυση, δπου τά άποτελέσματα 
έμψ ανίζοντα ι μέ τ ιμ έ ς  μεταβαλλόμενες α ύ ξη τ ικ ά , στή Χημικήά- 
νάλυση υπάρχουν κα ί ά λλες  π ερ ιπ τώ σεις  έφαρμογής τής κατανο
μής P o is so n , δπως π ·χ .  ο ι μ ετ ρ ή σ ε ις  τής έντασης ά κτ ινο βο λ ία ς  
άκτίνω ν -X  κ α ί στόν όπτική φασματοσκοπία, δπου, δταν ύπάρ- 
χουν χαμηλά έπ ίπ εδα  έντασης φωτεινών άκτινοβολιώ ν , γ ίν ε τ α ι
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Απαρρίθμηση κβάντων (Photon c o u n t in g ) . 'Ε π ίσ η ς  στην κρυσταλ
λογραφία, ή μελέτη κατανομής διαφόρων δομικών χαρακτηριστι - 
κών των κρυστάλλων, δομικά σφάλματα των κρυστάλλων κ .λ .π .Α 
ποτελούν φαινόμενα,πού περιγράφονται μέ κατανομή P o is s o n .Τά 
άποτελέσματα μ ια ς  ήμ ιποσοτικής άνάλυσης έμφανίζουν τ ιμ έ ς

I # \
κλιμακωτά μεταβαλλόμενες κα ί έπ εξεργάζοντα ι έπ ίσ η ς  μέ κατα
νομή P o is so n .

Σ χ .  8 .  Γ ρ α φ ι κ έ ς  π α ρ α σ τ ά σ ε ις  κ α ν ο ν ι κ έ ς  κ α τ α ν ο μ ή ς  γ ι ά  μ = 9 , σ = 3  
κ α ι  κ α τ α ν ο μ ή ς  P o i s s o n  γ ι ά  μ = 9 .

4. Κανονική Κατανομή ή Κατανομή Gauss

"Εχουμε παρατηρήσει μέχρ ι τώ ρα,δτι ή διασπορά των τ ι - '  

μων μ ια ς σ ειρ ά ς προσδιορισμών στό ίδ ιο  δ ε ίγ μ α , ή όποια πα
ραμένει μετά τήν άπομάκρυνση των συστηματικών σφαλμάτων, ό- 
φ ε ίλ ετ α ι σέ τυχα ία  σφάλματα. 'Ε π ίσ η ς  ε ίπ α μ ε , δ τ ι ύπάρχει ίση 
πιθανότητα νά έμ φ α ν ισ τεί θ ετ ικ ή  ή άρνητικη άπόκλιση π είρα  - 
ματικής κα ί άληθοϋς τ ιμ ή ς , δταν τά σφάλματα που συνδέοντ α ι  
μέ τη μέτρηση ε ίν α ι τυ χα ία . Στήν παράγραφο αύτή θά Α σ χ ο λ η 
θούμε μέ τό πρόβλημα τού μεγέθους αύτής τής Απόκλισης μ-X j 
σέ σχέση μέ τήν πιθανότητα έμφάνισής τ η ς . Η διασπορά τών 
,τιμων χλ, χ2, χ3, . , xn Υύρω άπό τήν άληθή τ ιμ ή  Ακολουθεί ώ- 
ρ ισμένο  νόμο, πού λ έγ ετ α ι κ α ν ο ν ι κ ή  κ α τ α ν ο μ ή  
ή σ υ ν ή θ η ς  κ α τ α ν ο μ ή  fl κ α τ α ν ο μ ή  G a -  

| u s s  ή κ α ν ο ν ι κ ό ς  ν ό μ ο ς  σ φ ά λ μ α τ  ος.
‘ Η μαθηματική περιγραφή αύτής τής κατανομής δ ίν ε τ α ι Από
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τή σχέση
ρ -  d y  _  1 -<χ-μ)ι/?ο*
(*| μ,οι, dx Υ2π σ ( 11 )

Ό π ο υ : Ρ ε ίν α ι  ή πυκνότητα πιθανότητας (p r o b a b i l i t y  den·
( Χ | μ , σ )

s i t y ) . Αύτή παριστά τό κλάσμα τιμών πληθυσμού, πού βρ ίσκον
τα ι στό διάστημα χ κ α ί x+dx

μ = ό μέσος όρος τών τιμών όλου τοΟ πληθυσμού (Αληθής 

τ ιμ ή ) .
σ = ή τυπ ική  άπόκλιση τοΰ πληθυσμού, ή όποια  ε ίν α ι  μ ε

γαλύτερη ά π 'τό  μηδέν (σ  > 0 ) .
Τό χ μπορεί νά πάρει όποιαδήποτε τ ιμ ή  μεταξύ -<*> κα ί +®

(-00 < χ < +οο) .

Ή  κατανομή Gauss ά π ο τελε ΐ τό περισσότερο χρησιμοποιού
μενο πρότυπο κατανομής, πού έφαρμόζεται σέ σ υ ν εχ ε ίς  μεταβλη
τ έ ς . Μέ τήν κατανομή αύτή περιγράφονται μέ έπ ιτ υ χ ία  πολλά 
Φαινόμενα τής καθημερ ινής ζωής, τά όποια έξαρτώνται άπό τυ
χ α ίε ς  σ υ ν ε χ ε ίς  μετα βλητές καθώς κα ί άλλα φαινόμενα θεω ρητι
κού ένδ ια φ έρ ο ντο ς. Γ εν ικ ό τ ερ α  ή συνήθης κατανομή έφαρμόζε -  
τα ι σέ φαινόμενα μή κβα ντισμένα  δ η λ . σέ φυσικά μεγέθη , πού 
ο ι τ ιμ έ ς  τους μεταβάλλονται συνεχώς κα ί ό χ ι μέ β α θ μ ίδ ες .Κ α 
τά τήν έπ ανηλειμμένη  ζύ γ ισ η  ένός δείγμα τος π .χ .  βρ ίσκοντα ι 
άποτελέσματα, τά ό π ο ια , λόγω τών τυχαίων σφαλμάτων,μπορεί νά 
πάρουν πολλές τ ιμ έ ς  γύρω άπό τήν άληθή τ ιμή  μ τού δ είγμα το ς . 
Οί τ ιμ έ ς  α ύ τές , όταν κα θ ο ρ ίζο ντα ι μόνο άπό τυχα ία  σφάλματα,Α

κολουθούν κανονική  κατανομή.
Οί προϋποθέσεις γ ιά  τήν ύπαρξη κανονικής κατανομής στ ίς  

τ ιμ έ ς  σ ε ιρ ά ς  πειραματικώ ν δεδομένων ε ίν α ι  ο ί έ ξ ή ς :
1) “ Υπαρξη πολλών παραμέτρων _άπλών ή συνθέτων, ο ί ό

π ο ιε ς  έπηρεάζουν τήν μέτρηση.
2) 'Εμφ άνιση τών π ιό  πάνω παραμέτρων Ανεξάρτητα τής 

μ ιά ς  άπό τήν ά λλη .
3) 'Επ ίδραση τών π ιό  πάνω παραμέτρων άνεξάρτητα τής 

μ ιά ς  άπό τήν Αλλη (δ η λ . ή έπίδράση τών παραμέτρων νά ε ίν α ι  

ά λ γ ε β ρ ικ ή ) .
4) “Υπαρξη ίσ η ς  συνεισφοράς τών παραμέτρων στήν έμφα- 

ν ιζό μ εν η  δ ι α κ ύ μ α ν σ η  τών τιμών τοΰ πληθυσμού(v a 

r ia n c e )  .
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' Ιδ ιό τ η τ ε ς  τής κανονικής κατανομής

‘ Η μαθηματική σχέση (11), πού περ ιγράφ ει τήν κανονική κα

τανομή, μπορεί νά δοθεί κα ί μέ τήν μορφή

f(x) = σΥΖτΓ
Γ (κ -μ ) * /2 0 * ά χ ( 1 2 )

Τό μέγεθος f ( x )  πα ρ ιστά νει τήν σ χ ετ ικ ή  συχνότητα (πυ
κνότητα) Μέμφάνίσης κάθε τ ιμ ή ς  Xj · Η σχέση (12) περιλαμβά
ν ε ι  δυό σταθερές π κα ί β κα ι δυο παραμέτρους μ κα ι σ . Η 
σταθερά π Αντιπροσωπεύει τόν άριθμό 3 ,14159 , ένώ ή σταθερά β 
τή βάση των νεπερείω ν λογαρίθμων δ ηλ . τόν άριθμό 2 ,7 1 8 2 8 · Α
πό τ ίς  δύο παραμέτρους τής συνάρτησης f ( x )  ή μ λ έγ ετ α ι π or  

ρ α μ ε τ ρ ι κ ό ς  μ έ σ ο ς  ό ρ ο ς  ή ά λ η θ η ς  
τ ι μ ή  ή Α ν α μ ε ν ό μ ε ν η  τ ι μ ή ,  ένώ ή σ λ έ γ ε 

τα ι π α ρ α μ ε τ ρ ι κ ή  τ υ π ι κ ή  ά π ό κ λ ι  σ η  
τής συνάρτησης f ( x ) .  Οι παράμετροι μ κα ί σ καθορίζουν άν- 
τ ίσ τ ο ιχ α  τήν θέση κα ί τό σχήμα της καμπύλης κατανομής. Αυτό 
φ α ίνετα ι στό σ χ · 9 . Οι καμπύλες I  κα ί I I  άναφέρονται σέ κα
ν ο ν ικ ές  κατανομές μέ τήν ίδ ια  τυπική άπόκλιση σ κα ι διαφο — 
ρ ετ ικ ό  μ , ένώ ο ί καμπύλες I I I  κα ί IV  έχουν τήν ίδ ια  τ ιμή  
μ κα ί διαφέρουν σ τ ίς  τυ π ικ ές  ά π ο κ λ ισ ε ις .

*

(β)
Σ χ .  9 .  'Ε π ίδ ρασ η  των παραμέτρων μ κ α ι  σ πάνω στ ή  θ έ σ η  κ α ι  
τό σχήμα τ ή ς  κ α ν ο ν ι κ ή ς  κ α τ α ν ο μ ή ς ,  ( α )  " ί σ ε ς  τ υ π ι κ έ ς  απο
κ λ ί σ ε ι ς  σ ,  δ ι α φ ο ρ ε τ ι κ έ ς  τ ι μ έ ς  τοΟ μ ,  ( β )  " ί σ ε ς  τ ι μ έ ς  τ ο υ  

μ , δ ι α φ ο ρ ε τ ι κ έ ς  τ ι μ έ ς  τοΟ σ .

"Οπως παρατηρούμε στό σ χ . 9 , όλες ο ί καμπύλες κατανομών ε ί 

ν α ι  σ υ μ μ ετρ ικ ές , γεγονός πού Α π οτελεί χαρακτηριστική (δ ιό  -
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τητα της κατανομής G a u ss . Σ υ ν έπ ε ια  της συμμετρ ίας αυτής ε ί 
ν α ι ή σύμπτωση της μ έ σ * ι ς  τ ι μ ή ς  (mean v a lu e ) , τήε 
δ ι α μ έ σ ο υ  τ ι μ ή ς  (m edian) κ α ί τής £ «  ι κ  ρ α- 

τ έ σ τ ε ρ η ς  τ ι μ ή ς  (mode) τής κατανομής·
Τά σύμβολα μ κ α ί σ χρησιμοποιούντα ι γ ιά  τ ις  παραμέ -  

τρους μ ια ς  κατανομής πληθυσμού άπειρων τιμώ ν χ , . "Οταν Λ 
κατανομή άναφέρεται σέ πεπερασμένο μ ικρ ό  άριθμό τ ιμώ ν , χρη
σ ιμ ο π ο ιο ύ ν τα ι τά σύμβολα χ κ α ί s  ά ν τ ί των συμβόλων μ κ α ί σ .

Κανονικοποιημένη κατανομή Gauss (Normalized Gauss di
stribution) .

"Αν στήν έξίσω ση (12) άντικαταστήσουμε τόν όρο (χ - μ )/ σ  

μέ μ ίά  νέα  μεταβλητή ζ ,  παίρνουμε

f ( * j )  e A  = 0 , 4  e - » 1 (13)

%Η Αντικατάσταση αύτή μας έ π ιτ ρ έ π ε ι τήν κ α ν ό ν ι  -  
κ ο π ο ί η σ η  της κατανομής G a u ss , δπότε παίρνουμε μ ιά  
νέα  κατανομή μέ μέση τ ιμ ή  μηδέν κ α ί τυπ ική  Απόκλιση ιση  μέ 
τή μονάδα. Ε ίν α ι  ή κατανομή των Αποκλίσεων ( X j -μ ) , δταν αύ- 
τ έ ς  έκ<ρραστοΟν σάν κλάσματα τοΟ σ κ α ί δ χ ι π ιά  ή κατανομή 

των τιμώ ν x s .
Τό σ χ . 10 δ ε ίχ ν ε ι  τήν Αλλαγή στήν κλίμακα  τοΟ Αξονα χ, 

δταν πάμε Από τήν κατανομή Gauss στήν κανονικοποιημένη κα
τανομή G a u ss . Στήν πραγματικότητα ή Αλλαγή παραμέτρων στήν 
κανονικοπ ο ιημένη  μορψή έ χ ε ι  σαν Αποτέλεσμα τήν μετατόπιση 
της Αρχής των συντεταγμένω ν στό κέντρο τής κατανομής.

Ηχ) n fU)

Σ χ .  1 0 *  Κ α ν ο ν ικ ή  κ α τ α ν ο μ ή .  Δ ε ί χ ν ο ν τ α ι  η  τ υ τ ι κ ή  ά ε ό κ λ ισ η  * α C  τ α  
σ η μ ε ί α  κ α μ ιά ς .  *Η  α λ λ α γ ή  τ ή ς  μ ε τ α β λ η τ ή ς  α τ ό  χ  σ έ  ζ  γ ί ν ε τ α ι  μ έ

τ ή  σ χ έ σ η  ζ = ( χ - μ ) / σ
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‘ Η συνάρτηση (13) ε ίν α ι  πολύ χρήσιμη γ ιά  π ρ α κτικές  έ -  
φαρμογές, γ ια τ ί ε ίν α ι γ ε ν ικ ή . Οΐ παραμετρικοί όροι μ κα ί σ , 
πού άλλάζουν άπό πληθυσμό σέ πληθυσμό» 6έν ύπάρχουν στή σ χέ
ση (1 3 ) .  ‘ Α ντί γ ι'α ύ τ ο ύ ς  ύπάρχει μόνο ή μεταβλητή ζ .  Τό 
μ έγ ισ το  τής κανόνικοποιημένης κατανομής G au ssp iva ^ . πάντα 
0 ,3989  (περίπου 0 ,4 )  κα ί β ρ ίσ κ ετ α ι στή θέση ζ= 0 .

Ή  όλοκληρωμένη μορφή τής σχέσης (13) ε ίν α ι

γ<*>- ysrJ/''"'1* 1141

Τό σ χ . 11 δ ίν ε ι  τή γραφική παράσταση τής δ ιαφ ορικής κα ί 
τής όλοκληρωμένης κατανομής G au ss . “ Οπως φ α ίνετα ι στό σχήμα 
11 , ή όλοκληρωμένη καμπύλη α ύξά νει μονότονα άπό τό 0 μ έχρ ι 
τό 1 κα ί έ χ ε ι  ένα σημείο  καμπής, πού ά ν τ ισ τ ο ιχ ε ί στην τομή 
ζ=0 δηλ. στό μ έγ ισ το  τής δ ιαφ ορικής καμπύλης. *Η τ ιμ ή  του

Υ (ζ )  στό σημείο  αύτό ε ίν α ι  0 ,5 .
* Η φυσική σημασία τής σ χέ

σης (14) ε ίν α ι , δ τ ι μάς δ ίν ε ι  
τήν πιθανότητα νά έμ φ α νιστεί 
ένα σφάλμα,πού ά ν τ ισ τ ο ιχ ε ί σέ 

τ ιμ ή  ζ πού β ρ ίσ κ ετα ι στό δ ιά 
στημα ζ ι κα ί ζ 2 · *Η π ιθανότη
τα αύτή δ ίν ε τ α ι σάν μέρος τής 
μονάδας, άφοϋ ή πιθανότητα νά 
β ρ εθ ε ί τό σφάλμα στό διάστημα 
-»  κα ί +°° ε ίν α ι  1 (δ η λ . β ε β α ι
ότητα) / Γ ι ά  νά ύπολογίσουυε τήν 
έπ ιφ ά νεια  αύτή χρησιμοποιούμε 
π ίν α κ ες , πού δ ίνουν τήν τ ιμ ή  
Υ (ζ )  τής σχέσης (14) γ ιά  δ ιά 
φορες τ ιμ έ ς  τής μεταβλητής άπό 
-οο μ έχρ ι ζ .  “ Ενας τ έτ ο ιο ς  π ί-

Σ χ .  1 1 .  Δ ι α φ ο ρ ι κ ή  ( α )  κ α ι  όλο -  
κληρωμένη ( 0 )  μορφή τ ή ς  κ α ν ο ν ι -  
κ ο π ο ι η μ έ ν η ς  κ α τ α ν ο μ ή ς  G auss.

στό τέλο ς τού β ιβ λ ίο υ . Η
12 βρί-

τού παραρτήματος A 
Τό ίδ ιο  κάτ

νακας β ρ ίσ κ ετα ι στό παράρτημα A 
έπ ιφ ά νεια  π .χ . τού γραμμοσκιασμένου τμήματος τού σ χ . 

σ κετα ι ώς έ ξ ή ς : Βρίσκουμε άπό τόν π ίνακα 
τήν τ ιμ ή  τού Υ (ζ )  γ ιά  ζ - 1 ,5  δ ηλ . Υ ( 1 , 5 ) » 0 , 93319 .



3 2

22.55 Ή

νουμε κα ί γ ιά. τήν τ ιμ ή  του ζ=-1 δ η λ . Υ(_)} = 0 ,1 5 8 7 . · Όπως
φ α ίν ετα ι άπό τό σχήμα,ή τ ιμ ή  τής ζητούμενης έπ ΐφ ά νεια ς  ε ί 
να ι ή δ ια υ φ ο ρ ά 'τώ ν  δ ύ ο  τιμών Υ ,  , =Υ „  -Υ, „ = 0 ,7 7 4 5 . Βρέ-ί Ζ ̂  j ' Π ,5/ I*')
θηκε λοιπόν, δ τ ι σ 'έ ν α  πληθυσμό τιμών, πού Ακολουθεί κα νο ν ι
κή κατανομή, ή π ιθανότητα νά συναντήσουμε ένα σφάλμα U-X;f 
πού β ρ ίσ κ ετ α ι ιιεταξύ  τών όρίων - 1 ·σ  κ α ί 1 ,5 ·σ , ε ίν α ι  0 ,7745 
ή 77 ,45% . Έ ξ ω  άπό τήν περιοχή αύτή β ρ ίσ κ ετα ι τό ύπόλοιπο 

22,55% τών τιμών τοΰ πληθυσμού.
Τό ίδ ιο  πρόβλημα μπορεί νά 

λ υ θ ε ί μέ π ίν α κ ες ,π ο ύ  δ ίνο υν  τ ί ς  
τ ιμ έ ς  τού όλοκληρώματος γ ιά  τά 

όρ ια  άπό 0 μ έχ ρ ι 2 . Σ 'α ύ τή  τήν 
περίπτωση γ ιά  τή λύση τού ίδ ιο υ  
προβλήματος π ρ έπ ει νά ύπ ο λο γι- 
στοΟν ο ι τ ιμ έ ς  Υ κα ί Υ κα ί^Ζ|) 12j )
νά προστεθούν (άν βρ ίσ κο ντα ι σέ 

διαφορετικές μ ε ρ ιέ ς  ώς πρός τό μέ
γ ισ τ ο ) ή νά άφαιρεθοϋν (δταν βρί
σκοντα ι πρός τό ίδ ιο  μέρος ώς πρός τό μ έγ ισ το ) , όπότε 
παίρνουμε τό ίδ ιο  άποτέλεσμα. Τό πρόσημο του z στην τ ε 
λ ευ τ α ία  περίπτωση δέν λαμβάνεται ύπ'δψ η.

Στήν πράΕη στή συμμετρ ική  κατανομή μας ένδ ια φ έρ ε ινά  
βρούμε τήν π ιθανότητα νά συναντήσουμε σέ μ ιά  μέτρηση μ ιά  
άπόκλιση άπό τήν άληθή τ ιμ ή , πού β ρ ίσ κ ετα ι στά δ ρ ια  ±ζ σ . 
Ή  π ιθανότητα αύτή β ρ ίσ κ ετ α ι, άν όλοκληρώσουμε μεταξύ τών 
όρίων +ζ κα ί - 2 . Οι τ ιμ έ ς  γ ι'α ύ τ ό  τό ώρισμένο όλοκλήρωμακαί 
γ ιά  δ ιάφορες τ ιμ έ ς  του ζ δ ίν ο ν τα ι στόν πίνακα I I I .

*0 π ίνακας IV  δ ίν ε ι  μ ερ ικ έ ς  τ ιμ έ ς  τοΟ ώρισμένου όλο
κληρώματος γ ιά  τ ιμ έ ς  του ζ ,  πού χρησιμοποιούνται συχνά γ ιά  
δ ιάφορες έφ αρμογές, δταν κάνουμε σ τα τ ισ τ ικ ή  έπ εξεργασ ία  π ει- 
ραματικών δε δομένων·
'Ε π ίσ η ς  μέ βάση τόν π ίνακα I I I  ύπ ολογίζοντα ι κα ί τ ά π ιό  κά
τω δεδομένα .

Σ χ .  1 2 .  'Ολοκλήρωση μ ε τ α ξ ύ  
όύο σ η μ ε ίω ν  ζχ κ α ί  Ζ 2 -

50% τδν τιμΕν τοΟ πληθυσμού βρ ίσ κο ντα ι στήν περιοχή μ ± 0 ,6 8 ·σ  
95% τ2κ> τιμάν τοΰ πληθυσμού βρ ίσ κοντα ι στήν περιοχή μ ± ΐ ,9 6 ·σ  
99% xuv τιμών τοΰ πληθυσμού βρ ίσ κο ντα ι στήν περιοχή μ ± 2 ,5 6 ·σ
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ΠΙΝΑΚΑΣ I I I
! ♦  * j

Τ ιμ έ ς  τοΟ όλοκληρώματος Yu i= e ' ' ' , z dz τής  κατανομής
G a u s s .

z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 . 0 0 . 0 0 0 0 C.0080 0-0160 0.0239 0.0319 0.0399 0.0478 0.0558 0.0638 0.0717
0.1 0.0797 0.0876 0.0955 0.1034 0.1113 0.1192 0.1271 0.1350 0.1428 0.1507
0.2 0.1585 0.1663 0.1753 0.1819 0.1897 0.1974 0.2051 0.2127 0.2205 0.2282
0.3 0.2358 0.2434 0.2510 0.2586 0.2661 0.2737 0.2812 0.2886 0.2961 0.3035
0.4 0.3108 Ό.3182 0.3255 0.3328 0.3401 0.3473 0.3545 0.3616 0.3688 0.3759

0.5 0.3829 0.3899 0.3969 0.4039 0.4177 0.4108 0.4245 0.4313 0.4381 0.4448
0.6 0.4515 0.4581 0.4647 0.4713 0.4778 0.4843 0.4907 0.4971 0.5035 0.5098
0.7 0.5161 0.5223 0.5285 0.5346 0.5407 0.5467 0.5527 0.5587 0.5646 0.5705
0.8 0.5763 0.5821 0.5878 0.5935 0.5991 0.6047 0.6102 0.6157 0.6211 0.6265
0.9 0.6319 0.6372 0.6424 0.6476 0.6528 0.6579 0.6629 0.6680 0.6729 0.6779

1.0 0.6827 0.6875 0.6923 0.6970 0.7017 0.7063 0.7109 0.7154 0.7199 0.7243
1.1 0.7287 0.7330 0.7373 0.7415 0.7457 0.7499 0.7540 0.7580 0.7620 0.7660
1.2 0.7699 0.7737 0.7775 0.7813 0.7850 0.7887,0.7923 0.7959 0.7995 0.8029
1.3 0.8064 0.8098 0.8132 0.8165 0.8198 0.8230 10.8262 0.8293 0.8324 0.8355
1.4 0.8385 0.8415 0.8444 0.8473 0.8501 0.8529 0.8557 0.8584 0.8611 0.8638

1.5 0.8664 0.8690 0.8715 0.8740 0.8764 0.8789 10.8812 0.8836 0.8859 0.8882
1.6 0.8904 0.8976 0.8948 0.8969 0.8990 0.9011!0.9031 0.9051 0.9070 0.9090
1.7 0.9109 0.9127 0.9146 0.9164 0.9181 0.9199 0.9216 0.9233 0.9249 0.9265
1.8 0.9281 0.9297 0.9312 0.9327 0.9342 0.935710.9371 0.9385 0.9399 0.9412
1.9 0.9426 0.9439 0.9451 0.9464 0.9476 0.9488!0.9500

i
0.9512 0.9523 0.9534

2.0 0.9545 0.9556 0.9566 0.9576 0.9586 0.9596 0.9606 0.9615 0.9625 0.9633
2.1 0.9643 0.9651 0.9660 0.9668 0.9676 0.9684:0.9692 0.9700 0.9707 0.9715
2.2 0.9722 0.9729 0.9736 0.9743 0.9749 0.9756 0.9762 0.9768 0.9774 0.9780
2.3 0.9786 0.9791 0.9797 0.9802 0.9807 0.9812 0.9817 0.9822 0.9827 0.9832
2.4 0.9836 0.9840 0.9845 0.9849 0.9853 0.9857 0.9861 0.9865 0.9869 0.9872

2.5 0.9876 0.9879 0.9883 0.9886 0.9889 0.9892 0.9895 0.9898 0.9901 0.9904
2.6 0.9907 0.9909 0.9912 0.9915 0.9917 0.9920 0.9922 0.9924 0.9926 0.9929
2.7 0.9931 0.9933 0.9935 0.9937 0.9939 0.9940 0.9942 0.9944 0.9946 0.9947
2.8 0.9949 0.9950 0.9952 0.9953 0.9955 0.9956 0.9958 0.9959 0.9960 0.9961
2.9 0.9963 0.9964 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972
3.0 0.9973 0.9974 0.9975 0.9976 0.9976 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980

ΠΙΝΑΚΑΣ IV

z ποσοστό 
τιμώ ν % ό ρ ια  γύρω άπό τό μ

1 0 ,6 8 2 7 6 8 ,2 7 μ ± σ
2 0 .9 5 4 5 9 5 ,4 5 μ ± 2σ
3 0 ,9 9 7 3 9 9 ,7 3 μ ± 3σ
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Π ρ έ π ε ι ν ά  σ η μ ε  ιω θ ε ΐ ,  δ τ ι  κ ά θ ε  τ ιμ ή  το ϋ  π ίν α κ α  I I I  ε ί ν α ι  ά κ ρ ι-

ρωμα γ ιά  τά δρ*ια 0 μ έχ ρ ι ζ .  Αύτό προκύπτει κα ί άπό τό γεγο
νός, δ τ ι λόγω τής συμμετρ ία ς ίσ χ ύ ε ι ή σχέση

Γ ιά  ζ=±1 δ η λ . |χ -μ |= σ  ύ π ο λο γ ίξετα ι, δ τ ι τό Υ(ζ) π α ίρ ν ε ι την 
τ ιμ ή  0 ,6 8 2 6 . Αύτό σ η μ α ίν ε ι , δ τ ι τό ποσοστό των τ ιμώ ν , πού έ 
χουν θ ετ ικ ή  ή άρνητική  άπόκλιση άπό τήν άληθή τ ιμ ή  μ ίση μέ 
σ , ε ίν α ι  68 ,26% . 'Α ν δ η λ . πάρουμε τυχα ία  ΙΟΟΟΟτιμές χ ; τοΰ 
πληθυσμού, ο ι 6826 θά βρ ίσκοντα ι μέσα στό διάστημα μ-σ  κα ί 
μ+σ. Μ π ο ρ ο ύ μ ε  λ ο ι π ό ν  ν ά  ό ρ ί σ ο υ μ ε  
τ ή ν  τ υ π ι κ ή  ά π ό κ λ ι σ η  σ μ ι α ς  κ α 
ν ο ν ι κ ή ς  κ α τ α ν ο μ ή ς  σ ά ν  τ ή ν  ά π ό -  
κ λ ι σ η  ά π ό  τ ή ν  ά λ η θ ή  τ ι μ ή  ( θ ε τ ι κ ή
ή ά ρ ν η τ ι κ ή ) , μ έ σ α  σ τ ή ν  ό π ο ι α  β ρ ί 
σ κ ο ν τ α ι  68,26% τ ω ν  τ ι μ ώ ν  τ ο ύ  π λ η 
θ υ σ μ ο ύ .  Σέ μ ιά  κανονική κατανομή ο ί κά θ ετες , πού φέρνου
με άπό τά σ η μ ε ία  καμπής δ ε ξ ιά  κα ί άρ ιστερά τοΰ μ εγ ίσ το υ  τής 
κατανομής, συναντούν τόν άξονα των τετμημένων σέ άπόσταση σ 
άπό τήν άληθή τ ιμ ή . Αύτό φ α ίνετα ι στό σ χ . 10 . ‘ Η τυπική άπό- 
κ λ ισ η , σύμφωνα μέ τόν δρισμό πού δόθηκε π ιό  πάνω, ά π ο τελεΐμ έ
τρο τού βαθμού συγκέντρωσης των τυχαίων τιμών τής μεταβλητής 

χ γύρω άπό τήν μέση τ ιμ ή  μ .
Ά π ό  πρακτική άποψη o t τ ιμ έ ς  πού δ ίνο ντα ι στόν πίνακα I I I  

σημαίνουν τό έ ξ ή ς : Ά ν  σέ μ ιά  φασματοφωτομετρική μέθοδο άνά- 
λυσης μέ τυπ ική  άπόκλιση σ = 0 ,0 05  μετρηθεί δ είγμα  άπορρόφη- 
σης A « 0 ,6 7 5 , τότε άναγνώ σεις έξω άπό τήν περιοχή (0 ,67 5  -  
1 ,9 6  χ 0 ,0 0 5 ) — (0 ,6 7 5 + 1 ,9 6  χ 0 ,0 0 5 ) θά συμβαίνουν μέ συχνότητα 
5%. Ε π ίσ η ς  τ ιμ έ ς  άπορρόφησης έξω άπό τήν περιοχή (0 ,67 5  -  
2 ,5 8  χ 0 ,0 0 5 ) - ( 0 ,675+2,58 χ 0 ,0 0 5 ) θά έμφ ανίξοντα ι μέ τήν μ ι 
κρή συχνότητα τοϋ 1%.

Π ροσεκτική μ ελέτη  τής συνήθους κατανομής σφάλματος σ ε ι 
ράς άναλυτικών δεδομένων δ ίν ε ι  τά άκόλουθα συμπεράσματα:

βώς δ ιπ λ ά σ ια  άπό τ ή ν  τ ιμ ή  των π ινά κ ω ν, πού δ ίν ο υ ν  τ ό  ό λ ο κ λ ή  -

(15)
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1) *Η κανονική κατανομή περίγράφ εται πλήρως,δταν ε ί 
ναι γνωστές ο ι παράμετροι μ κα ί σ . ‘ 0 παραμετρικός μέσος 
δρος μ κα θ ο ρ ίζε ι τή θέση τής κατανομής πάνω στόν άξονα των 
χ , ένώ ή τυπική άπόκλιση σ τό σχήμα τής καμπύλης τής κατα
νομής. “Οσο μεγαλύτερο τό σ, τόσο π ιό  πλατιά  ε ίν α ι  καμ
πύλη, δηλ . τόσο χαμηλότερα β ρ ίσ κ ετα ι τό μ έγ ισ τ ο .

2) * Η τυπική άπόκλιση ό ρ ίζ ετ α ι άπό τά σ η μ εία  καμπής. 
^Περίπου 2/3 όλων των παρατηρήσεων βρ ίσκοντα ι στό διάστημα 

των τετμημένων των σημείων καμπής.
3) * Η καμπύλη ε ίν α ι  συμμετρική ως πρός τόν άξονα χ=μ. 

Θ ετ ικ ές  καί ά ρ νητικές  ά π ο κ λ ίσ ε ις  ε ίν α ι τό ίδ ιο  π ιθ α ν ές .
4) Μ ικρές ά π ο κ λ ίσ ε ις  παρατηρούνται ιιέ μεγαλύτερη συχ

νότητα ά π 'δ τ ι μ εγά λες . Πολύ μεγάλες ά π ο κ λ ίσ ε ις  παρατηρούν

τα ι πολύ σπάνια .
5) “Οσο μεγαλύτερο ε ίν α ι τό ύφος τής κορυφής τής κα

τανομής, τόσο καλύτερη ε ίν α ι  έπαναληπτικότητα τής μεθό 
δου. Τό ά ν τ ικ ε ιμ ε ν ικ ό  κ ρ ιτ ή ρ ιο  τής έπαναληπτικότητας ε ίν α ι  

ή τ ιμή  τής τυπ ικής άπόκλισης σ .
6) “Οταν έκθέτουμε άναλυτικά  δεδομένα , π ρέπ ει νά δ ί 

νουμε τήν κ ε ν τ ρ ι κ ή  τ ι μ ή  τοΟ άποτελέσματοςκαι 
τό β α θ μ ό  π ι σ τ ό τ η τ ά ς  το υ , πού έξαρταται 

άπό τά δρ ια  μ ± ζ · σ  δηλ . άπό τήν τ ιμή  του ζ .
Πρέπει κα ί στό σ ημείο  αύτό νά σ η μ ε ιω θ ε ί, δ τ ι ή κατα -  

νομή Gauss ε ίν α ι  δριακή περίπτωση τής δ ιω νυμικής κατανομής 

γ ιά  n —► οο. 'Επ ίσ η ς  άν ένας πληθυσμός πειραματικώ ν δεδομέ
νων δέν άκολουθεί κατανομή G au ss , αύτό σ η μ α ίν ε ι , δ τ ι ή ύ
παρξη τής κατανομής των τιμών γύρω άπό μ ιά  κ εντρ ική  τ ιμ ή  
δέν ό φ ε ίλετα ι μόνο σέ τυχα ία  σφάλματα άλλά κα ί σέ σφάλματα 

άλλων τύπων.



Κεφάλαιο I I I

Τρόποι έκφρασης κεντρικής 
τιμής σειράς Αποτελεσμάτων

Γ ε ν ικ ά . Μία άπό τ ί ς  παραμέτρους, πού χαρακτηρίζουν τήν 
§έοη  μ ια ς  κατανομής σ υ χ ν ό τ η τ α ς ,ε ίν α ι 6 παραμετρικός μέσος 
δρος ή ή άληθής τ ιμ ή  μ . Κατά τήν έπ εζερ γα σ ία  π ε ιρ α μ α τ ικ ώ ν  
δεδομένων μ ικρού δ είγμ α το ς  ένός άγνωστου πληθυσμού δέν  ε ί 
ν α ι γνωστή ή άληθής τ ιμ ή  κα ί ένας άπό τούς σκοπούς αύτής 
τής έπ εζερ γα σ ία ς  ε ίν α ι  νά δοθεί μ ια  έ κ τ  ι  μ η σ η ■ (β— 
s t iro a te ) γ ιά  τόν παραμετρικό μέσο δρο τής κατανομής. 'Ανά
λογα μέ τό ε ίό ο ς  τής κατανομής ή κ ε ν τ ρ ι κ ή  τ ι μ ή ,  
πού ε ίν α ι  έκτ ίμηση  τής άληθοΰς τ ιμ ή ς , μπορεί νά δ ο θ εί μέ 

τούς π ιό  κάτω τρόπους:

1 . Μέσος δρος ή μέση τ ιμ ή  (A verage ή mean v a lu e )

Ό  ά ρ ιθ μ η τ ικ ό ς  μέσος δρος (a r i t h m e t ic  mean) ε ίν α ι  τό 
άθροισμα δλων των τιμώ ν τού δ είγμα το ς διηρημένο μέ τόν ά- 
ρ ιθμό  των τ ιμ ώ ν . Σ υ μ β ο λ ίζ ετ α ι μέ τό σύμβολο χ κα ί υπολογί

ζ ε τ α ι άπό τή σχέση

_  _  Χ ι + χ 2 + χ 3 + · · · + χ „  =  Σ χ ,  ( ΐ 6 )
χ 5 η

Τό i  π α ίρ ν ε ι τ ιμ έ ς  άπό I  μ έχρ ι η .  Ε ίν α ι  φανερό, ό τ ι ,  δταν 
χ<$ η —► <*>, τό τε ό μέσος δρος, πού υ π ο λο γ ίζετα ι άπό τή σχέση 

(1 6 ), ε ίν α ι  ό παραμετρικός μέσος δρος.

(  ΠαρόθεινΜα: *0 μέσος δρος των τιμώ ν 8 ,7 ,5 ,1 2 ,1 0  ε ί 

ν α ι



8+7+5+12+10 _  42 i0  4x = -------- 5 -------------—  - 8 , 4

Πολλές φορές διάφορες τ ιμ έ ς  μ ια ς  σειρ ά ς μετρήσεων Α Ειο λο - 
γοϋνται κατά διαφορετικό τρόπο ή/ δτιως λέμε, συνεισφέρουνστήν 
κεντρ ική  τιμή  μέ δ ιαφ ορετικό  σ τ α τ ι σ τ ι κ ό  β ά ρ ο ς  
w . Σ τ ις  περιπτώ σεις αυτές γ ιά  τόν υπολογισμό του μέ^ου δ- 

ρου χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίτα ι ή σχέση

I 1 · -  W i X ! + W 2 X2  +  · * * + Wn X n
X w W i + W 2 +  * * * + W n

Xw
Ew·, x·, 

TW:
(17)

* Η χρήση τοΟ μ έ σ ο υ  δ ρ ο υ  μ έ  σ τ α τ ι σ τ ι 
κ ό  β ά ρ ο ς  (w eighted mean) γ ίν ε τ α ι, δταν θέλουμε νά υ
πολογίσουμε τήν κεντρ ική  τ ιμή  μ ια ς  σ ε ιρ ά ς  μετρήσεων, πού έ 
γ ιναν μέ δ ιαφορετική Α ξ ιο π ισ τ ία . Κατά τήν μέτρηση π . χ .  φυ
σικών σταθερών μέ π ερ ισσότερες τής μ ιά ς  μεθόδους, πού δ ια 
φέρουν στήν ά κ ρ ίβ ε ια , δ υπολογισμός του μέσου δρου μέ στα
τ ισ τ ικ ό  βάρος ε ίν α ι περισσότερο Α ξιό π ισ το ς  παρά κάθε τ ιμή  
χωριστά ή δ άρ ιθμητικός μέσος δρος. Στήν περίπτωση αύτή δ 
σ τα τ ισ τ ικ ό ς  παράγων w μπορεί νά ε ίν α ι ή τυπική άπόκλιση ή 
ένα άλλο μέτρο έπαναληπτικότητας ή ποιότητας τής μεθόδου.

Παράδειγμα: Σέ μιά άνάλυση κράματος Νικελίου άπο τρεις
Φοιτητές προέκυφαν τά παρακάτω άποτελέσματα συγκέντρωσης
Ni %.

χ j = 3 , 20 ± 0 , 06 χ 2= 3 ,70  + 0 ,12  καί  χ 3= 2 , 6 ± 0 , 1 0

Ποιά τ ιμή  πρέπει νά δοθεί σάν π ερ ιεκ τ ικ ό τη τα  N i γ ιά  τό κρά
μα; “Οπως φ α ίνετα ι, π ρ ό κειτα ι γ ιά  τ ρ ε ις  φ ο ιτη τές , πού έχουν 
διαφορετική Ικανότητα σάν Α να λυτές · Λύτό δείχνουν κα ί τά δ ια 
φορετικά σφάλματα του καθένα. Κάθε Αποτέλεσμα πρέπει νάμπεί 
(στό τ ελ ικ ό  μέσο δρο μέ δ ιαφ ορετικό  σ τ α τ ισ τ ικ ό  βάρος. Στήν 
περίπτωση αύτή ο ί παράγοντες w i , w 2 κα ί w3 γ ιά  τούς τ ρ ε ις  

! Φ οιτητές μπορεί νά ε ίν α ι ot Αντίστροφοι τών τυπικών Α ποκλί

σεω ν σ . Θά έχουμε λοιπόν



3 8

3 ,20
v -

0 ,0 6 +3,70 0,12 +2, 6 0 , 10

0 ,0 6  0 ,1 2  0 ,1 0

_  5 3 , 3+30 ,8 + 26 ,0  110,1
16 ,6+8,3+10 34 ,9  = -3' 15

Ε π ίσ η ς  μπορεί νά δ ε ι χ τ ε ί , δ τ ι  τό σφάλμα γ ιά  τόν ύπολογ-ΐ -  
σθέντα μέσο δρο υ π ο λο γ ίζετα ι άπό τή σχέση

Μέ τή σχέση (18) βρ ίσκουμε σ- =0 ,0 5 .  Τό Αποτέλεσμα τής δου- 
λ ε ία ς  των τριών φοιτητών μπορεί νά δοθεί ώς χ = ( 3 , 1 5 ± 0 , 0 5 ) %

2 .  Διάμεση τ ιμ ή  (M edian)

"Οταν δ άρ ιθμός τών μετρήσεων ε ίν α ι  πολύ μ ικ ρ ό ς , τότε 
ό Α ρ ιθ μ η τ ικό ς  μέσος δρος έπ ηρεά ζετα ι άπό τή συμμετρ ία  τής 
κατανομής G a u ss . Οί Α κρ α ίες  τ ιμ έ ς  δ η λ . συνεισφέρουν μεγαλύ
τερο σφάλμα (σ ύ γ κρ ιν ε  κα ί κατανομή t  σελ  46 ) .  ‘ Ε π ίσ η ς , ένώ 
ο ί ά κρ α ΐες  τ ι μ έ ς  στήν κατανομή Gauss έμφ ανίζοντα ι μέ μ ικρ ό 
τερη συχνότητα, δταν ο ί τ ιμ έ ς  του δείγμα τος ε ίν α ι  λ ί γ ε ς , α ύ τ ό  
δέν τό λαμβάνουμε ύπ 'δψ η. Γ ιά  νά Απαλλαγούμε άπό τά σφάλμα
τα τών άκραίων τ ιμώ ν , χρησιμοποιούμε τή Δ ι ά μ ε σ η  τ ι -  
μ ή π ροκειμένου νά έκφράσουμε τήν κεντρ ική  τ ιμ ή  τού πληθυ
σμού. Διάμεση τ ιμ ή  ε ίν α ι  έκ ε ίν η  ή τ ιμ ή , πού δ ια ιρ ε ί  δ λ ε ς τ ί ς  
τ ι μ έ ς  σέ δυό ίσ ε ς  όμάδες, δταν αύτές τοποθετηθούν σέ σ ε ιρ ά  
αυξανομένου ή έλαττουμένου μ εγέθ ο υ ς . "Οταν δ άριθμός τών τ ι 
μών τού δ είγμα το ς ε ίν α ι  ά ρ τ ι ο ς , τ ό τ ε  σάν διάμεση τ ιμή  πα ίρ
νουμε τό ήμιάθροισμα τών δύο τιμών, πού βρ ίσκοντα ι στό κ έν 
τρο .

Παράδειγμα: Οί δ ιά μ εσ ες  τ ιμ έ ς  τών δύο σειρών πείραμα-
τικώ ν δεδομένων Α κα ί Β ε ίν α ι  rn =6 κα ί m =  ̂ —10 ά ν τ ί-
σ τ ο ιχ α .

Σ ε ι ρ ά  A:  ‘ 3 ,  4 ,  4 ,  5 ,  6 , 8 ,  8,  8 ,  10
Σ ε ιρ ά  Β : 5 , 5 , 7 , 9 , 11» 12 , 15 , 18

*Η δ ιάμεση τ ιμ ή , γ ιά  άριθμό τιμών δείγμα τος η ^ 3 ,  ε ίν α ι
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Ανεξάρτητη των Ακραίων τ ιμώ ν , άφοϋ αύτές δέν είσέρχονταιστά ; 
προσδιορισμό της- ‘ Η έκφραση της κ εντρ ική ς  τ ιμ ή ς  μέ τή δ ιά 
μεση τ ιμή  ε ίν α ι περισσότερο άποδοτική σ τ ι ς  π ερ ιπ τώ σεις  ά- 
συμμέτρων κατανομών μέ μετατόπιση πρός μεγαλύτερες ή μ ικρ ό 
τερες τ ι μ έ ς .  Γ ι ά  σ υμμ ετρ ικές  κατανομές ή μέση τ ιμ ή  κα ί ή 
διάμεση τ ιμή  συμπίπτουν (m =x). *Η προτίμηση τής διαμέσου τ ι 
μής ά ντί τής μέσης μόνο σέ περίπτωση μ ικρού δείγμα τος 
δ ικ α ιο λ ο γ ε ίτ α ι ώς έΕ ή ς : Σέ σ ε ιρ ά  τριών μετρήσεων γ ιά  τόν Α
πολογισμό 'τής μέσης τ ιμ ή ς  λαβα ίνονται όλες ύπ'δψη, ένώ γ ιά  
τόν Απολογισμό τής διαμέσου τ ιμ ή ς  μόνο ή Χ ι ·  *Η πληροφορία, 
πού περιέχουν ο ί άλλες δύο τ ι μ έ ς  χ ^ α ί χ 3, λα βα ίνετα ι ύπ'δψη 
μόνο γ ιά  τήν κατάταξη τών τιμών (χ ι < Χ2 < χ 3) · "Οταν δ Α ρ ιθ 
μός τών μετρήσεων γ ίνη έπτά,  δηλ . Χι ,Χ 2 , χ 3 ,Χ ·. ,X s  »Χ7,  τό
τε , ένώ γ ιά  τόν Απολογισμό τής μέσης τ ιμ ή ς  συμμετέχουν κα ί, 
ο ί έπτά , γ ιά  τόν Απολογισμό τής διαμέσου τ ιμ ή ς  ο ί έξη  δέν 
λαβαίνονται ύπ'δψη. Δηλαδή ο ί πληροφ ορίες, πόυ π ερ ιέχο ντα ι 
σέ έξη  μ ετρ ή σ ε ις , δέν ά ξ ιο π ο ιο ύ ν τ α ι. Τό μόνο πού λαβαίνουμε 
ύπ'δψη ε ί ν α ι ,  δτ ι  ή σ ε ιρ ά  κατάταξής τους ε ίν α ι  χ ,Χ 2 , χ 3<κι»< 
Χ ; , χ ε , Χ 7 · "Οσο μεγαλύτερος ε ίν α ι δ άριθμός τών μετρήσεων η , 
τόσο μεγαλύτερη ε ίν α ι ή Απώλεια τών πληροφοριών κατά τόν υ

πολογισμό τής διαμέσου τ ι μ ή ς .
*0 πίνακας V δ ε ί χ ν ε ι  τήν σ χετ ικ ή  άπόδοση τής διαμέσου 

τ ιμ ή ς  σέ σχέση μέ τήν μέση τ ιμή  γ ιά  δείγμα τα  διαφόρου μ εγ έ

θους .
Ό  πίνακας V δ ε ί χ ν ε ι  π . χ . , δ τ ι  γ ι ά  άριθμό μετρήσεων η=2 

ή χρήση τής διάμεσης (m= Χ | *-—) ή τής μέσης τιμής (χ= χ ^ χ? )  ε ί -  
ναι τό ί δ ιο  ά ξ ιό π ισ τ η .  "Οταν έχουμε η=5, ή χρήση τής δ ιά με - 
αης ά ντί τής μέσης τ ιμ ή ς  γ ί ν ε τ α ι  μέ άπόδοση 70% δηλ.  χάνε
ται ίσως τό 30% τών πληροφοριών. "Οπως φ α ίνετα ι άκόμα στόν 
πίνακα V , γ ιά  η άρτιο  έχουμε άπόδοση μεγαλύτερη άπ' αύτή 
πού ά ν τ ι σ τ ο ι χ ε ι  στήν άμέσως μ ικρότερη τ ιμή  του η .
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ΠΙΝΑΚΑΣ V
Σ χ ετ ικ ή  Απόδοση τής δ ιαμέσου τ ιμ ή ς  ο έ  σχέση μέ τή μέση τ ιμ ή .

'Απόδοση

2 1 ,00

3 0 ,7 4

4 0 ,8 4

5 0 ,7 0

6 0 ,7 8

7 0 ,6 8

8 0 ,7 4

9 0 ,6 7

10 0 ,7 2

οο 0 ,6 4

3 .'Επικρατέστερη τιμή Π τιμή της πιό μεγάλης συχνότητας (Mode)
Ε ίν α ι  ή τ ιμ ή /  πού έμ ω α νίζετα ι μέ τή μεγαλύτερη συχνό -  

τητα σέ μ ιά  σ ε ιρ ά  πειραματικώ ν δεδομένων.
Στή σ ε ιρ ά  των τιμών 2 , 2 , 5 , 7 , 8 , 8 , 8 , 9 , 1 0 / 1 0 , 1 1 , 12 , 18 ή ό ”  

π ικρατέστερη  τ ιμ ή  ε ίν α ι  τό 8 .
‘ Η έπ ικρατέστερη  τ ιμ ή  σ υ μ β ο λ ίζετα ι μέ τό γράμμα Μ.
Στή σ υμμετρ ική  κατανομή (συνήθη) ο ι τ ρ ε ις  κ ε ν τ ρ ικ έ ς  τιτ 

μ έ ς , μ έ σ η ,  δ ι ά μ ε σ η  καί  έ π ι κ ρ α τ έ σ τ ε -  

ρ η συμπ ίπ τουν . Στήν περίπτωση Ασύμμετρης κατανομής ή θ χ ε ~  

τ ικ ή  θέση των τριώ ν κεντρ ικώ ν τιμών δ ε ίχ ν ε τ α ι στό σχήμα 1 3 .

Σ χ . 1 3 . Π ο ιο τ ικ ό  δ ιά γ ρ α μ μ α ,ιο ό  δ ε ίχ ν ε ι  τη  σ χ ε τ ικ ό  θέσ η των Μ , m κ α ί  χ ·
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4. Γεωμετρικός μέσος όρος

Ε ίνα ι ό παραμετρικός μέσος όρος σέ μ ιά  λογαριθμική κα
τανομή. ‘ Υπολογίζεται άπό τούς λογαρίθμους των μεΐρουμέν ων 
ποσοτήτων 6 ηλ. Χ( = logXj . ‘ Ο μέσος όρος των τιμών X, δηλ.

χ = —  εχ· (19)
n \

ε ίν α ι ό λογάριθμος του γεω μετρικού μέσου όρου x g . Μετά άπό 
τούς π ιό  πάνω μετασχηματισμούς καί δρισμούς, ή σχέση (19) 
γράφεται h

lo 9 xg= *·,

καί x g= V x i·χ 2 ·Χ 3 · · .  χη

Τό μέγεθος xg ε ίν α ι ό γ ε ω μ ε τ ρ ι κ ό ς  μ έ σ ο ς  ό - .  
Ρ ο ς .

* 0  γεω μετρικός μέσος όρος ε ίν α ι πάντοτε μ ικρότερος του 
άριθνιητικοΟ ιιέσου δρου χ κσί ή διαφορά τους γ ίν ε τ α ι συνεχώς 
μεγαλύτερη, δσο δ βαθμός άσυμμετρίας της κατανομής μεγαλώ - 
ν ε ι .  "Όταν σέ μ ιά  σ ειρά  πειραματικών δεδομένων τό εύρος τών 
άκραίων τιμών (χ -χ ) ε ίν α ι  μεγάλο καί παρατηρεϊτα ι συμ· 
πύκνωση τιμών πρός τή μ ία  ή τήν άλλη άκραια τιμή# ε ίν α ι προ- 
τιμώτερη ή άπόδοση τής κ εντρ ικ ή ς  τ ιμ ή ς  μέ τό γεω μετρικό μ έ
σο όρο παρά μέ τή μέση τ ιμ ή .

"Αν θέλουμε νά ύπολογίσουμε ένα γ εν ικ ό  μέσο όρο άπό τούς 
γεωμετρικούς όρους πολλών δειγμάτων, πού τό καθένα τους πε
ρ ιλα μβά νει δ ια φ ορετικό  άριθμό μετρήσεων η ; (τό i  μπορεί νά 
πάρει τ ίς  τ ιμ έ ς  π .χ . άπό 1 μ έχ ρ ι k ) , έψαρμόζουμε τή σχέση

Ιοα X -  n,  l o g  *9 ,  + η 2 l o g  x g + - - - + n K l o g  χ 9κ ( 2 2 )
y Λ ο ηι+η2+ · ··+η

* 0  γεω μετρικός μέσος όρος χρησ ιμ ο π ο ιε ίτα ι#ότα ν  π ρό κειτα ι νά 
ύπολογιστεί ένας μέσος όρος σχετικών άριθμών, πού αύξάνονται 
κατά τακτά χρονικά διαστήματα. 'Επίσης χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίτα ι, όταν 
ή χρονική μεταβολή σ 'ένα  ύπό μελέτη  μέγεθος ε ίν α ι σ χετικά  
σταθερή. Αύτό σ υμ βα ίνει σέ προβλήματα αύξησης πληθυσμώνπαν- 

■ τός τύπου# όπως π .χ . αύξηση πληθυσμού μ ιά ς πόλης# τών άσθε-

( 2 0 )

( 2 1 )
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νών 'ένός νοσοκομείου ή των βακτηρίων μ ια ς μ ικ ρ ο β ιο λο γ ικ ή ς  
κ α λ λ ιέρ γ ε ια ς .

Παρσ6ει'ν ματα:

1. Σέ μ ιά  μ ικ ρ ο β ιο λο γ ικ ή  κ α λ λ ιέρ γ ε ια  αύΕάνεται 6  άριθ" 
μός των βακτηρίων άπό 200 σέ 720 μέσα σέ 3 μ έρ ες . Ποιά 
ε ίν α ι ή μέση έκα τοσ τια ία  ήμερήσια αύξηση του πληθυσμού.

Λύση: "Αν ή ζητούμενη τ ιμ ή  ε ίν α ι χ ,τ ό τ ε  θά έχουμε

1 μέρα 2 0 0 + 2 0 0 χ = 2 0 0 ( 1 +χ) βακτήρια
2 μέρα 2 0 0 ( 1 + χ )+ 2 0 0 ( 1 +χ)χ= 2 0 0 ( 1 +χ ) 2 βακτήρια
3 μέρα 2 0 0 (1 + χ )2 + 2 0 0 ( 1+χ)2 χ=200( 1 + χ )3βακτήρια

Πρέπει νά ίσ χ ύ ε ι άκόμα ή σχέση 200 ( 1+χ) 3 = 720, άπ' τήν 
δποία βρίσκουμε χ=0,53, δηλ. 53% γ ιά  κάθε μέρα θά ε ίν α ι ή 
αύξηση τού πληθυσμού των βακτηρίω ν. "Αν ύπολογίζαμε τήν ζη
τούμενη αύξηση άπό τή συνολική έκα τοσ τια ία  αύξηση δια ιρώ ν
τας μέ τό τρ ία , θά βρίσκαμε 1 2 0 % σάν μέση έκα τοσ τια ία  ήμε -  
ρήσια αύξηση τού πληθυσμού.

2) ‘ Η ένεργότητα  κατιόντων ύδρογόνου μ ε τ ρ ιέ τ α ι μέ μ ιά  
ψασματοφωτομετρική μέθοδο σέ τέσσερα δείγματα  σ 'έν α  άγνω - 
στο διάλυμα. Τά άποτελέσματα των τεσσάρων μετρήσεων δ ε ίχ 
νονται στή δεύτερη στήλη τού πίνακα V I.

ΠΙΝΑΚΑΣ VI

Πείραμα α Η+ pH = - lo g a H+

1 1 ,3  χ 10 *“ 3 ,20
2 2 , 1  χ 1 0 ·" 3 ,68
3 5 ,7  χ 10 3,20
4 5 ,8  χ 1 0 ·“ 3,10

Σύνολα 1 7 , 1 x 1 0 ' “ 13,88

Στά ίδ ια  δείγμα τα  γ ίν ε τ α ι καί μέτρηση τού pH (pH=-logaH+) 
καί παίρνουμε τ ίς  τ ιμ ές ,π ο ύ  δ ε ίχ ν ο ν τα ι στή στήλη 3 τού π ί - 
νακα V I. *Η μέση τ ιμ ή  άΗ+ί όπως υπολογίζετα ι άπό τή στήλη 2, 
ε ίν α ι 4 ,30  χ 1 0 '1* .  "Αν έπ ιχειρούσαμε νά υπολογίσουμε τήν δ +Μ
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άπό τ ίς  τ ιμ έ ς  του ρΗ,άφού πρώτα ύπολογίσουμε μ ιά  μέση τ ι 
μή p i  = 3 , 4 7  καί άπό τή τ ιμ ή  αύτή μέ άντιλογαρίθμηση τήυ 
ένεργότητα κατιόυτων υδρογόνου, θά βρίσκαμε τ ιμ ή  3 , 4 *  10 
ά ντί τής 4 , 3  *  1 0 "\πού βρίσκουμε κ α τ 'εύ θ ε ϊα ν  άπό τ ίς  συγ - 
κεντρώ σεις. ‘ Η διαφορά αότή ό φ είλ ετα ι στό γεγονός, S c i  ή 
συγκέντρωση άκολουθεΓ κανονική κατανομή, ένώ τό pH άκο- 
λουθεΐ λογαριθμική κατανομή. Ά ν  γ ιά  κάθε τ ιμ ή  pH ύπολογί- 
σομμε τήν ένεργότητα καί μετά τή μέση τ ιμ ή  του , θά βροϋμε 
τ ιμ ή  4 , 4  χ 1 0 * \  πού π λησ ιά ζει περισσότερο πρός τήν φασμανο- 
φωτομετρική τ ιμ ή  4 ,3  x 1 ο ·1* .  .

5 . ’ Αρμονικός μέσος όρος ,

* 0  άρμονικός μέσος όρος χ ε ίν α ι ό άντίστροφος του ά-
Τ

ριθμητικοΟ  μέσου όρου των άντιστρόφων των έπ ί μέρους τι.υών 
σειράς πειραματικών δεδομένων. * * Αν ή σ ειρ ά  τών μετρήσεων ε ί
να ι χ ι , χ 2 , x j , . . . . , x „ ,  ά άρμονικός μέσος δρος, σύμφωνα μέ 
τόν όρισμό, ύπολογίζετα ι άπό τή σχέση

* 0  άρμονικός μέσος δρος χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίτα ι σ τ ις  παρακάτω 
π ερ ιπ τώ σ εις .

1 ) Όταν θέλουμε νά ύπολογίσουμε τή μέση ταχύτητα κ ι 
νητού, πού δ ια ν ύ ε ι διάφορα τμήματα ένός διαστήματος μέ δ ια 
φ ορετικές τα χύτητες.

2) Όταν θέλουμε νά ύπολογίσουμε τή μέση πυκνότητα ά- 
ερ ίω ν, ύγρών ή σωματιδίων, πού βρ ίσκοντα ι σέ ξεχωριστούςχώ
ρους κα ί έχουν δ ια φ ο ρ ετικ ές  πυκνότητες.

3) Γενικώ τερα δταν ot τ ιμ έ ς  τών παρατηρήσεων μας β ρ ί
σκονται σέ άντίστροφη σχέση μέ τό μέγεθος, τού όποιου ζη
τούμε τήν κεντρ ική  τ ιμ ή  ή δταν ot παρατηρήσεις μας π ερ ιέ  -  
χουν κάποιο μέγεθος, πού β ρ ίσ κ ετα ι <£ άντίστροφη σχέση πρός 
αύτό πού μάς έν δ ια φ έρ ε ι. Π .χ . ώρες άνά χ ιλ ιό μ ετ ρ ο  ά ν τ ί χ ι 
λ ιόμετρα  άνά ώρα.
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Παρα&ειγμοτα:

1 . Κλασσικό παράδειγμα χρησιμοποίησης άρμονικοΟ μέσου 
δρου εϋνα ι τό πρόβλημα ύπολογισμου μέσης ταχύτητας. Κάποιος 
τ ρ έ χ ε ι μέ τό α ύτοκίνητο  του μ ιά  διαδρομή πάνω στήν π ερ ίμ ε 
τρο ένός τετραγώνου. Την πρώτη πλευρά τήν τ ρ έ χ ε ι μέ ταχύτητα 
30 km, τήν δεύτερη μέ 50 km, τήν τ ρ ίτ η  μέ 40 km καί τήν τ ε 
λευ τα ία  μέ 80 km άνά ώρα. Ποιά ε ίν α ι ή μέση ταχύτητά του;

Λύση: Μέ χρήση τής έξίσωσης (23) βρίσκουμε 

_  4
xh= — ι ----- ^ ^ ------- — =44,04 km/ώρα.

3 ό  + Το- + Ιό "  + W

Πράγματι άν λύσουμε κανονικά τό πρόβλημα, δηλ. ύπολο - 
γ ίσουμε τ ίς  ώρες, πού χ ρ ε ιά ζ ετα ι γ ιά  κάθε πλευρά (άντίστροφο 
μέγεθος πρός τήν τα χύτητα ), τ ί ς  προσθέσουμε καί δ ια ιρέσ ουμε 
τήν συνολική άπόσταση μέ τόν άριθμό αύτό, βρίσκουμε τό ίδ ιο  
άποτέλεσμα. ‘ Α ντίθετα  άν βγάλουμε τόν ά ρ ιθμ ητικό  μέσο δρο 
των τεσσάρων ταχυτήτων (χ=50 km/ώρα) καί δώσουμε αύτόν σάν 
μέση ταχύτητα, ή άπάντηση ε ίν α ι  λάθος.

2 . Π ροκειμένου νά υπολογίσουμε τή μέση ταχύτητα μετα
βολής τής άπορρόφησης σ ' ένα χημικό σύστημα πού ά ντιδρά , μ ε
τρούμε π ειρα μα τικά  τό χρόνο σέ δευτερόλεπτα,πού γ ίν ε τ α ι μ ιά  
συγκεκριμένη μεταβολή άπορρόφησης 0 ,1  Α. Οι τ ιμ έ ς  πού παίρ
νουμε ε ίν α ι  Χ ι= 6 0 , χ 2= 6 6 , χ 3=70 , χ«»=72, χ 5=74 δευτερό λε
πτα. Νά ύπολογ,ιστεί τό ζητούμενο μέγεθος σέ μονάδες άπορρό
φησης άνά δευτερόλεπτο  ( A /s e c ) .

Λ ύ σ η :  Τό μέγεθος, πού μετρούμε καί τό μέγεθος, πού θ έ 
λουμε νά ύπολογίσουμε, βρ ίσκοντα ι σέ άντίστροφη σ χέσ η .Ά ν έ -  
Φορμόσουμε τή σχέση (23), βρίσκουμε

xh= —------ j------- γ ----- 1------ j—=68,02  s e c /0 ,1  A
60" + Τ Γ  + ΤδΓ + "72" + Τ Ι

ή x h=680 , 2 se c /A  ή — =1, 47 * 10-3 A /se c .
h

Ά ν  δμως βρούμε τόν ά ρ ιθμ η τικ ό  μέσο δρο των παραπάνω τ ι
μών καί μετά σχηματίσουμε τόν Αντίστροφό του ,βρ ίσ κουμε:
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x=68,4  s e c /0 ,1  A καί -= -= 1 ,4 6  x 10 3 A /se c .
Λ

Μεταξύ τών τριών μεγεθών χ , χ' καί x h Ισχύει ή σχέση

X h « X g < Χ (24) *

Ή Ισότητα ίσ χ ύ ει, όταν ο ΐ τ ιμ έ ς  τού δ ε ίγ μ α το ς ,,ε ίν α ι C-
2 
9

I ' «  W W W H J W V A  U  W A .  ν /5 >  W ,  W I . V A V  κ  ο  H 'C S fc »  v w w  W & i m V A l V ^

σες μεταξύ τους· Γ ιά  δε ίγμ α  δύο τιμών Οσχύει x *x h=x* .

..Λ....
!»

I :

Η



Κεφάλαιο IV

’Άλλες στατιστικές 
κατανομές

Ε Ι σ α γ ω γ ή

*Η μ ελέτη  των κατανομών δειγμα τοληψ ία ς στή σ τ α τ ισ τ ι
κή μικρών δειγμάτων λ έγ ετ α ι θ ε ω ρ ί α  μ ι κ ρ  ώ ν 
δ ε ι γ μ ά τ ω ν .  Έ χουμε τ ο ν ίσ ε ι σέ προηγούμενα κεφά
λα ια , δ τ ι  ο ί κατανομές κα νονική , P o isso n  καί Διωνυμική 
ίσχύουν μερ ικώ ς, δταν έχουμε δείγμα τα  μέ η > 30 καί δ τ ι 
ό βαθμός ίσχύος τους μεγαλώνει, δσο τό η μεγα λώ νει. Γ ιά - μ ι
κρά δείγμ α τα  (η < 30) ή μεθοδολογία τής έπεξεργασίας π ε ι
ραματικών δεδομένων ε ίν α ι  δ ια φ ορετική  καί σ τη ρ ίζ ετα ι σέ 
μ ε ρ ικ έ ς  κατανομές, πού ίσχύουν γ ιά  μ ικρά  δείγμα τα . Σέ σχέση 
μέ τή μεθοδολογία  αύτή θά περιγράφουμε τ ρ ε ις  ν έες  κατανο- 
μ έ ς ; Τήν κατανομή- t  , τήν κατανομή-F καί τήν κατανομή - χ ·

1. Κατανομή t ή Κατανομή "Student"

‘ Η θεω ρητική περιγραφή τής συνήθους κατανομής καί ο ΐ 
σ χ έσ ε ις , πού δ ίνο υν  τ ίς  παραμέτρους τής κατανομής (μ καί σ), 
ίσχύουν μόνο, δταν έχουμε μεγάλο άριθμό πειραματικών δεδο - 
μένων δηλ. η > 30 .

Στό έργαστήριο  π ερ ιορ ιζόμα στε σέ μ ικρό  άριθμό π ειρα 
ματικών δεδομένων ή παρατηρήσεων κα ί γ ι'α ύ τ ό  ή μαθηματι
κή έπεξεργα σ ία  αύτών μέ βάση τή συνήθη κατανομή μπορεί νά 
δδηγήσει σέ λανθασμένα συμπεράσματα. Τό 1908 δ 'Ιρλανδός 
Χημικός W .S .G osse t δημοσίευσε μέ τό ψευδώνυμο "stu d e n t " 
μ ιά  έρχα σ ία ,στήν δποία π ερ ιγρά φ ει τήν κατανομή τών μέσων
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όρων μικρού Αριθμού μετρήσεων. *0  W.S. G osset Α πέδειζε, ό τ ι 
ή κατανομή τοΟ λόγου τής Απόκλισης τοΟ μέσου όρου χ Από 
τήν Αληθή τ ιμ ή  μ πρός τήν τυπική Απόκλιση τοΟ μέσου όρου 
σ5 (όρισμός στή σ ελ. 69) Ακολουθεί κανονική κατανομή μόνο, 
δ,ταν τό σ (τυπική Απόκλιση τής μ ια ς μέτρησης) εϋναι^ δυνατό 
νΑ ύπολογιστει μέ βάση τ ί ς  Α ποκλίσεις όλων των τιμών χ Α
πό τήν Αληθή τ ιμ ή  μ . *Οταν καί ot δυό παρΑμετροι μ καί σ 
ε ίν α ι Αγνωστες,τότε δ Α ντίστο ιχος λόγος

(25)
ss s

Ακολουθεί μιΑ νέα κατανομή, πού λ έγ ετα ι Κ α τ α ν ο μ ή-S t  u- 
d e n t  ή Κ α τ α ν ο μ ή  t .  Τό s  στήν σχέση (25) ύπο- 
λογίστηκε Από μ ικρό Αριθμό μετρήσεων. *Η κατανομή τής μ ε 
ταβλητής t  περιγρΑχρεται Από μιΑ σχέση, πού δέν  π ε ρ ιέ χ ε ι τό 
σ τού πληθυσμού, ΑλλΑ έΕαρταται μόνο Από τόν Αριθμό των πα
ρατηρήσεων η . Τό σχήμα 14 δ ε ίχ ν ε ι ,  ό τ ι, όσο ο ΐ βαθμοί έλ ευ -  
θερ ία ς  ν (ν=η-1 ) αύΕάνουν, τόσο ή κατανομή- t  πλησιάζειπρός 
τήν κανονική κατανομή. Τό σχήμα των κατανομών -  t  θ υ μ ίζ ε ι

Ε χ .  Μ .  Γ ρ α φ ικ ή  χ α ρ ά σ τα σ η  κ α τ α ν ο μ ή ς  t  γ ι 4  Α ρ ιθ μ ό  
μ ε τ ρ ή σ ε ω ν  n = 2 ,  n = 6  n a C  n = ° °

τό σχήμα τής κανονικής κατανομής. *Η διαφορά ε ίν α ι,  ό τ ι γ ιά  
μ ικ ρ ές  τ ιμ έ ς  τοϋ n ot καμπύλες έμφανίζονται περισσότεροπλα-
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τυσμένες καί πλησιάζουν τόν άξονα των y π ιό  άργά, δταν τό 
t  — , ά π 'δ τ ι στήν κανονική κατανομή. Τό μεγαλύτερο πλάτος
τής κατανομής - t  ό φ ε ίλ ετα ι στό δ τ ι δ δρος ( χ - μ ) / ^  ύπόκει - 
τα ι σέ μεγα λύτερες δ ια κυμάνσεις ά π 'δ τ ι ό δρος (χ-μ)/σ_ . ‘ Η 
κατανομή - t  έ χ ε ι  τ ί ς  ίδ ι ε ς  ιδ ιό τ η τ ε ς  μέ τήν κανονική κατα - 
νομή δηλ. τήν ιδ ιό τ η τ α  τής συμμετρίας καί τής ύπαρξης θ ε τ ι 
κών κα ί άρνητικών άποκλίσεων. *Η διαφορά υπάρχει μόνο στήν 
συχνότητα έμφάνισης μεγάλων άποκλίσεων ( χ - μ ) . Στήν κατανο
μή t  ή συχνότητα αύτή ε ίν α ι  μεγαλύτερη. 'Α ν τ ίθ ετα  μ ικ ρ ές  
ά π ο κ λ ίσ ε ις  έμφ ανίζοντα ι στήν κατανομή- t  μέ μ ικρότερη συχνό
τητα ά π 'δ τ ι στήν κανονική κατανομή. Ένω π .χ . στήν κανονι
κή κατανομή 5% καί 1% τής συνολικής έπ ιψ ά νεια ς βρίσκονται έ 
ξω άπό τά όρ ια  t=  ±1 ,96  καί t=  ± 2 ,5 8 , στήν κατανομή- t  γ ιά  
βαθμούς έλ ευ θ ερ ία ς  5 τά ά ντ ίσ το ιχ α  δρ ια  ε ίν α ι t -± 2 ,5 7  καί 
t= ± 4 ,0 3 . Γ ιά  βαθμούς έλ ευ θ ερ ία ς  ν = ΐ2 0  τά δρ ια  ε ίν α ι t= ± l ,9 8  
κα ί t= ± 2 ,62  ά ν τ ίσ το ιχ α , δηλ. ή κατανομή - t  σ υμπ ίπ τει σχεδόν 
μέ τήν κανονική, κατανομή. Ή κατανομή - t  ε ίν α ι λοιπόν γ ε 
ν ικώτερη περίπτωση κατανομής καί ή κανονική κατανομή ε ίν α ι 
ε ιδ ικ ή  περίπτωση αύτής γ ιά  n=e>. Οί τ ιμ έ ς  του z 0 ,6 8 , 1 ,96 
κα ί 2 ,58 , πού δόθηκαν στή σ ελ ίδα  32, ε ίν α ι δρ ια κές τ ιμ έ ς  τοΰ 
t  γ ιά  άπειρο άριθμό μετρήσεων η=» . Οί τ ιμ έ ς  αυτές βρίσκον
τα ι στό τέλο ς κάθε πίνακα t .  Γ ιά  νά καθορίσουμε τά δρ ια  
τιμώ ν, μέσα στά όποια θά β ρ ίσ κ ετα ι ή άληθής τ ιμ ή , δταν ή τυ
π ική άπόκλιση τής μεθόδου δέν ε ίν α ι γνωστή ή βγήκε άπό μ ι 
κρό άριθμό μετρήσεων, δέν χρησιμοποιούμε τ ίς  τ ιμ έ ς  0 ,68 ,1 ,96  
κα ί 2 ,5 8 , πού βρ ίσκοντα ι στήν τελ ευ τα ία  σ ειρά  των πινάκαντού 
t ,  άλλά τ ίς  τ ιμ έ ς  τού t  γ ιά  τόν συγκεκριμένο βαθμό έλευθε - 
ρ ία ς  ν (ν=η-1) κα ί γ ιά  τήν ά ντίσ το ιχη  ά ξ ιο π ισ τ ία . Οί τ ι 
μ ές  αύτές δ ίν ο ν τα ι σέ π ίνα κ ες , δπως αύτός πού βρ ίσ κ ετα ι στό 

Β παράρτημα στό τέλος τού β ιβ λ ίο υ .
Οί π ίνα κες άπαντοΰν στά έρωτήματα: Ποιά ε ίν α ι ή π ιθα

νότητα ρ ή τ ιμ ή  t  νά ε ίν α ι μεγαλύτερη άπό μ ιά  τ ιμ ή  τοΰ π ί
νακα t pv γ ιά  ώρισμένους βαθμούς έλευ θερ ία ς  ν άπό έντελως 
τυ χ α ίες  δ ια κ υμ ά νσ εις ; (Συμβολισμός P ( t > t PiV) = ; ) .

*Η άπάντηση δ ίν ε τ α ι συμβολικά ώς έξ η ς :

P ( t  > t p<v) = ρ
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"Ετσ ι άπ'τόν πίνακα βλέπουμε, ό τ ι γ ιά  ν=7 (7 βαθμοί έλευθε - 
ρ ία ς) ή πιθανότητα νά ύ π ερβ α ίνει τό t  τήν τ ιμ ή  3,499 ε ίν α ι  
ρ =0 ,01  ή 1%. 'Ε π ειδή  τό t  ό ρ ίζ ετ α ι άπό τή σχέση t= μ-χ  / s R, 
τό ρ Αντιπροσωπεύει τό ποσοστό τής έπ ιφ α νεία ς τής καμπύλης 
κατανομής-t , πού βρ ίσ κ ετα ι καί άπό τ ίς  δυό μ ε ρ ιέ ς  (ρ^ 2  άπό 
κάθε μ ε ρ ιά ) .

Περισσότερα πάνω στό θέμα αύτό έκθέτουμε στό κεφάλαιο 
VII (σελ. 97) j  Σέ.σχέση μέ τήν κατανομή- t  ίσ χ ύ ε ι καί τό έ -  
ξής θεώρημα: "Αν ε ίν α ι ή τ ιμ ή  μ ια ς  κα ί μόνο μέτρησης σ ε ι
ράς τιμών, πού υπακούει σέ κανονική κατανομή μέ άληθή τ ιμ ή  
μ καί τυπική Απόκλιση σ , τό τε ό μέσος όρος χ πού ύπ ολογ ίζε- 
τα ι άπό η μ ετρ ή σ εις  Ακολουθεί έπ ίσης κανονική κατανομή μέ 
τήν ίδ ια  άληθή τ ιμ ή  μ καί τυπική Απόκλιση σχ = -γ==-. ‘ Η παρά
μετρος σ. τής κατανομής λ έγ ετ α ι τ υ π ι κ ή  Α π ό κ λ ι 
σ η  τ ο υ  μ έ σ ο υ  δ ρ ο υ .  Τό ίδ ιο  ίσχύει καί γιά τυ
π ικ ές  Α ποκλίσεις, πού ύπολογίστηκαν άπό μ ικρό Αριθμό μετρή - 
σεων. (s-= s /V n )· 'Από Αναλυτική άποψη ο ί παραπάνω συλλο
γ ισ μ ο ί δ ε ίχ νο υ ν , ό τ ι γ ιά  νά γ ίν ε ι  δυό φορές καλύτερη ή έπα- 
ναληπτικότητα μέτρησης ένός Αποτελέσματος π ρέπει νά τετρα 
πλασιαστεί ό Αριθμός των μετρήσεων, Από τ ίς  όπ ο ιες ύπολογί- 
ζουμε τό Αποτέλεσμα σάν μέσο δρο. Τήν έζάρτηση αύτή τής τυ
π ικής Απόκλισης τού μέσου δρου άπό τό η δ ε ίχ ν ε ι  τό σχ. 15. 
Έ πίσης τό σχ. 16 δ ε ίχ ν ε ι  τήν κανονική κατανομή ένός πληθυ
σμού μέ τυπική Απόκλιση σ=1 καί τήν κατανομή τού μέσου δρου 
χ,πού υπολογίζετα ι Από 4 καί 16 μ ετρ ή σ ε ις .

Οι τ ρ ε ις  τυπ ικές  Α ποκλίσεις έχουν τή σχέση
σ ι :σ 2 :σ 3 = 1 :2 :4

Σάν συμπέρασμα β γ α ίν ε ι ,  δ τ ι ή κατανομή "S tu d e n t"  ε ίν α ι 
ή κατανομή τού λόγου t = (μ -χ ) / s - , δταν τό s - σ τη ρ ίζ ετα ι σέ 1 ,
2 , . . . , η βαθμούς έλ ευ θ ερ ία ς . ‘ Η κατανομή συχνότητας t  τού 
'•S tud en t” ίσ χύ ει, δταν ό πληθυσμός ε ίν α ι κανονικός. Δεδομέ - 
νου δέ δ τ ι ο ί πληθυσμοί μέ τούς όποιους έχουμε συνήθως νά 
κάνουμε στή Χημεία , στή Βιομηχανία καί στή Β ιο λο γ ία  ε ίν α ι 
κανονικοί ή πλησιάζουν τήν κανονικότητα, ο ι μέσο ι δροι Απο
κτούν γρήγορα τήν κανονική κατανομή (γ ιά  μ ικ ρ ές  τ ιμ έ ς  τού rj.

.A
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ϊ

ί

Σχ.  1 6 . Κ α νο ν ική  κατανομή ιληθυσ μοϋ μ έ  τ υ ί ικ ή  ά ιο κ λ ισ π  o a = l  
κ α ί  κα τα νο μ ές  του  μέσου δρου χ  γ ια  η=4 κ α ι η=16

*Η κατανομή S tu d en t στάθηκε μεγάλος σταθμός στήν έ ξ έ λ ι-  
ξη τής Αναλυτικής σ τα τ ισ τ ικ ή ς , γ ια τ ί  Αποτέλεσε τή βάση στή 
μεθοδολογία  έπεξεργασέας μικρών δειγμάτω ν.
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2. Κατανομή

Σ ' ένα κανονικό πληθυσμό μέ τυπική άπόκλιση σ Από η μ ε
μονωμένες μ ετρ ή σ εις  Χ ι,Χ 2 * . . . , χ Π ύπολογίζουμε ένα μέσο δρο 
χ καί τό σ τα τ ισ τ ικ ό  μέγεθος

( χ ι- χ ) 2+ ( χ 2~ χ ) * + · · »+ (xn ~ x )2 _ Σ (χ ί- χ )^  ^2 6 )

Τό μ έγ εθ ο ςχ ·’ λ έγ ετα ι"Χ ί-τετρ ά γ ω ν ο ν "( c h i- s q u a r e ) . "Οπως φαί
ν ετα ι άπό τή σχέση (26), ή τ ιμ ή  τοϋ χ 1 θά μετα βάλλετα ι μέ τό 
η, γ ια τ ί  δ μέσος δρος χ μεταβάλλετα ι έπ ίσης μέ τό η. Πολλά 
πειράματα μέ τόν ίδ ιο  άριθμό μετρήσεων η θά δώσουν έπ ίσης 
δ ια φ ορετικές  τ ιμ έ ς  τοΟ χ ’ . Ή κατανομή συχνότητας αύτών των 
τιμών όνομάζεται Κ α τ α ν ο μ ή  - χ *  ·

"Οπως κάθε κατανομή περιγράφ εται άπό μ ιά  μαθηματική σχέ
ση, πού Α ν τ ισ το ιχ ε ί στήν καμπύλη τής κατανομής, έ τ σ ι καί ή 
κατανομή - χ ’ περιγράφ εται άπό τή σχέση

Π χ ’ ,ν) = Υ ( * ’ >“ * "  e ^  , (27)

δπου ί ( χ 7, ν )  = πυκνότητα πιθανότητας τοΟ χ 7 κα ί
Υ = σταθερά πού έξαρτάται άπό τούς βαθμούς έλ ευ θ ερ ία ς  

ν .
*Η σταθερά Υ π α ίρ ν ε ι τ έ τ ο ια  τ ιμ ή ,ώ σ τε νά κ ά ν ε ι τήν έ π ι-  

φάνεια κάτω άπό τήν καμπύλη ίση μέ τή μονάδα. Τό χ 7 μπορεί 
νά πάρει τ ίς  τ ιμ έ ς  άπό μηδέν μ έχρ ι ά π ειρο . Οταν π .χ . τό η 
γ ίν ε ι  ά π ειρο , έπ ειδή  δ Αριθμητής στή σχέση (26) γ ίν ε τ α ι n o ]

τό χ 7 π α ίρ ν ε ι τήν τ ιμ ή  χ ’ * 00.
* Η σχέση (26) μπορεί νά γραφεί καί σάν

( 2 8 )

Ετό σχήμα 17 δ ίν ο ν τα ι καμπύλες κατανομών - χ *  Υ ΐ ά  διάφορους 
I βαθμούς έλευθερ ία ς  Οί καμπύλες ε ίν α ι Ασύμμετρες και ό βαθ- 

μός άσυμμετρίας γ ίν ε τ α ι μ ι κ ρ ό τ ε ρ ο ς ,  δταν αύξάνει τό ν .Ά ν -  
1 τ ίθ ε τ α  μέ τήν κανονική κατανομή καί τήν κατανομή - t  ή καμ 
I πύλη τής κατανομής* 2 π λησ ιά ζει τόν ό ρ ιζ ό ν τ ιο  άξονα, άσυμπτω- 

τ ικ ά  μόνο άπό τή μ ιά  μ ερ ιά , 6 ηλ. πρός τό -η» . Τό μ έγ ισ το  τής
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κατανομής f ( ^ s»v) βρ ίσ κ ετα ι στή θέση χ*=*\> -2  (γ ιά  ν » 2 ) .
"Οπως θά δοΰμε καί στό κεφάλαιο V II , ή κατανομή- ^ 2 χρη

σ ιμ ε ύ ε ι γ ιά  τόν καθορισμό όρίων έμπιστοσύνης γ ιά  τήν τυπική 
άπόκλιση τής κατανομής ένός πληθυσμού, όταν ή τυπική άπό- 
κλιση s  υπ ολογ ίζετα ι άπό μικρό δ ε ίγ μ α . Παραδείγματα έφαρμο- 
γής τής κατανομής - χ 3 θά δοθούν στό κεφάλαιο V n  , δταν θά 
μελετήσουμε τή 4 ο κ ι  μ  ή - .  Στή θέση αυτή θά δούμε 
μόνο, πώς γ ίν ε τ α ι χρήση των πινάκων τού χ *  , πού βρ ίσκονται στό 
Παράρτημα Γ στό τέλος τού β ιβ λ ίο υ . Στούς π ίνακες αύτούς 
δ ίν ο ν τα ι ο ι τ ιμ έ ς  τού χ 3 γ ιά  διάφορες τ ιμ έ ς  τού ν καί γ ιά  
συγκεκριμένη π ιθανότητα . Οί π ίνακες δ ίνουν άπάντηση στό έ -  
ρώτημα: Ποιά ε ίν α ι  ή π ιθανότητα νά ε ίν α ι  ή τ ιμ ή  χ 1 μεγαλύ
τερη άπό μ ιά  ώρισμένη τ ιμ ή  χ 3 . Αύτό σ υμ βολίζετα ι σάν 
ν ( χ 1>χ ] ) ) '  *Η Απάντηση γράφεται: =Ρ κα·ί δ ιαβάζε -
τ α ι:  * Η πιθανότητα τό χ 3 νά ε ίν α ι  μεγαλύτερο μ ια ς τ ιμ ή ς  χ £  ε ί 
να ι ρ . Τό ρ δμως ε ίν α ι  συνάρτηση τού ν .

"Οταν βρίσκουμε π .χ . στούς π ίνακες, ό τ ι ή τ ιμ ή  τ ο ύ ^ 2γ ιά  
ν = 1 0  έ χ ε ι  π ιθανότητα 0 , 1  (ή 1 0 %) νά ε ίν α ι μεγαλύτερη τού 16 
(συμβολισμός: Ρ( ^·2>16) = 0 ,1  γ ιά  ν = 1 0 ), αύτό σημαίνει-, δ τ ι, 
&ν γ ίνο υ ν  1 0 0  πειράματα άπό 11  μ ετρ ή σ ε ις  καί ύπολογίσουνεκά
θε φορά τό s  καί τή σχέση j^ 2= ( n - l ) s 2 / o 2 = 1 0  s 3 / ο 3 , θά βρούμε 
τ ί ς  10 φορές τ ιμ ή  ^ 2>16 καί τ ίς  90 φορές χ 3< , \6 .

Σ χ . 1 7 . Γραφ ική  παράσταση τί)5  π υχνότητας π ιθα νό τη τα ς  χατανο
“ ν 2 γ ιά  ν = 2 ,  4 xau 10 .
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*Αναχρερόμενοι τώρα ατό οχ* 17 διαπιστώνουμε, δ τ ι , ένω ή π ιθα 
νότητα νά βροΟμε τ ιμ ή  j £ 3 ^ l l , 8  ε ίν α ι 30% γ ιά  ν=10, αύτή μ ε ι 
ώνεται στό 2% περίπου, όταν τό ν=4 .

"Οταν θέλουμε νά καθορίσουμε δυό όρια  τιμών τοΟ χ 2, τότε 
Ισχύει ή σχέση

ρ ( λ £ < λ ', < λ £ ) =  P i _E>2 ( 2 9 )

* η σημασία τ ή ς  έΕισώσεως (29) ε ίν α ι  ή άκόλουθη: *Η πιθανό -  
τητα τό χ 3 νά ε ίν α ι μεγαλύτερο του χ 3̂ ε ίν α ι p j , *ή π ιθανότη
τα νά ε ίν α ι  μεγαλύτερο τοΟ ε ίν α ι ρ 2 καί ή π ιθανότητα νά 
βρ ίσ κ ετα ι άνάμεσα στό κα ί χ 3̂ ε ίν α ι P j- p 2 .

Παράδειγμα: Θέλουμε νά βρούμε τά όρια  τού χ 1 γ ιά  βαθ
μ ο ύ ς  έλευθερ ία ς ν=10 καί πιθανότητα 90%. Ά π 'τό ν  πίνακα 
τού παραρτήματος Γ βρίσκουμε τ ίς  τ ιμ έ ς  τού χ 1 γ ιά  P j= 0 ,9 5  
καί ρ 2 = 0 ,0 5 . Οί τ ιμ έ ς  αύτές ε ίν α ι χ Ι „ /η  =3 ,94  καί χ Ι Μ/ί0 = 
= 1 8 ,3 1 . Τά όρια  λοιπόν τού χ 3, μέσα στά όποια β ρ ίσ κ ετα ι μέ 
πιθανότητα 90%, ε ίν α ι 3 ,94 καί 1 8 ,3 1 , 6 ηλ . Ρ (3 ,9 4  < ^ *< 1 8 ,3 1 )  
= 0 ,9 5 -0 ,0 5 = 0 ,9 0 . "Οταν ή τ ιμ ή  τού χ 2 δέν β ρ ίσ κ ετα ι στούς π ί
νακες, γ ιά  νά βροΟμε τήν ά ντίσ το ιχη  πιθανότητα ρ κάνουμε λο
γαριθμική παρεμβολή ( lo g a r ith m ic  in t e r p o la t io n ) .

Παράδειγμα: Σέ πείραμα μέ ν=10 βρίσκουμε χ 3 ,0= 1 3 , 4 . ‘ Η
τ ιμ ή  αύτή ά ν τ ισ τ ο ιχ ε ΐ σέ π ιθανότητα ρ, πού β ρ ίσ κ ετα ι άνάμεσα 
στό 10 καί 30%. Τά ά ντίσ το ιχα  όρια  τού χ 1 ε ίν α ι  Λο’.ι/ι* = 1 6 ' °  
καί x i Mfn m 11»β · * Η Ζητούμενη τ ιμ ή  τού ρ β ρ ίσ κ ετα ι άπό τή 
σχέση

2 2
lnp -ln O ,  30 _ Xpim -  X».»lv> / o n )

InO, 1 0 -lnO , 30 Χο#> ~ JCo.io

καί ε ίν α ι ρ=0,197 ή par 0 ,2 0 .
Μία σπουδαία Ιδ ιό τητα  τής κατανομής - χ 3 ε ίν α ι  ή προσθε- 

τ ικ ό τη τα . "Οταν δύο άνεΕάρτητα μεγέθη έχουν κατανομές-χ 1 μέ 
βαθμούς έλευθερ ία ς  ν ι καί ν 2 , τότε καί τό άθροισμά τους έ χ ε ι  
κατανομή-χ 3 μέ βαθμούς έλευ θερ ία ς  (v j+ v 2) .

‘ Υπάρχουν περ ιπτώ σεις έπεξεργασίας πειραματικών δεδομέ -  
νων ('Εφαρμογή Δ ο κ ιμ ή ς-^ 1), πού ή π οσ ότητα ς* ΰπ ολογ ίζετα ι ά
πό τή σχέση
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( f  , - * i  ) 
F ( 31 )

δπου fi = παρατηρούμενη συχνότητα γ ιά  τήν παρατήρηση i  καί 
Ft = θεω ρητικά άναμενόμενη συχνότητα γ ιά  τήν παρατήρη

ση i .
*Η σχέση (31) χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίτα ι, όταν θέλουμε νά συγκρί -  

νουμε τήν συμπεριφορά μ ια ς σ ειρά ς πειραματικών δεδομένων 
μέ τήν Α ντίσ το ιχη  θεω ρητική συμπεριφορά, όταν αύτή μπορεί 
νά έκφραστεί μέ Αναμενόμενες συχνότητες.

3; Κατανομή - F

*Η κατανομή -F  ε ίν α ι  ή κατανομή συχνότητας ένός λόγου 
F= s * / S j  ( s j  > s 2) . 'Α ν τ ίθ ετα  μέ τήν κατανομή- t  καί χ *  ή μορ
φή των καμπύλών τής κατανομής-F  έξαρτάται άπό δυό τ ιμ έ ς  
βαθμών έλ ευ θ ερ ία ς  Vj κα ί ν 2 . Όπως καί ο ί κατανομές t  καί 
χ 3, ή κατανομή-F  ε ίν α ι  μ ιά  συνεχής κατανομή, Ασύμμετρη. *Η 
τ ιμ ή  τοϋ λόγου F Α ρ χ ίζ ε ι άπό τό μηδέν καί μπορεί νά φθά- 
σ ε ι άσυμπτωτικά μ έχ ρ ι τό Α πειρο. ‘ Η κατανομή-F περιγράφε -  
τα ι Από μ ιά  πολύπλοκη μαθηματική σχέση, πού γ ιά  τόν προ
βληματισμό αύτοΟ τοϋ β ιβ λ ίο υ  δέν ένδ ια φ έρ ε ι ή διατύπωαικαί 
δ ιερεύνησ ή τη ς . Θά δώσουμε όμως π ο ιο τ ικ ά  σ τ ο ιχ ε ία  γ ιά  τό 
πώς έ ξ η γ ε ΐτ α ι ή ύπαρξη μ ια ς τέτο ια ς  κατανομής μέ ένα παρά
δ ε ιγ μ α : Γ ίν ο ν τα ι πειράματα γ ιά  νά ύπολογίσουμε τήν τυπική 
Απόκλιση μ ια ς μεθόδου Ανάλυσης. Ή τυπική Απόκλιση s ϋπο- 
λ ο γ ίζ ετ α ι άπό Αναλύσεις προτύπου δείγμα τος καί γ ίνοντα ι δυό 
σ ε ιρ έ ς  πειραμάτων μέ άριθμό μετρήσεων η ι = 6  καί η 2= 8 .Ό  λό
γος F=s \ / s j  πρέπει νά έ χ ε ι τ ιμ ή  ίση ή κοντά στή μονάδα, 
γ ια τ ί  τό μέγεθος s  πού ύπολογίζουμε καί στά δυό πειράμα
τα ε ίν α ι ή έκτίμηση τοϋ ίδ ιο υ  μεγέθους, πού ε ίν α ι ή τυπική 
Απόκλιση σ τής μεθόδου. 'Ε π ειδή  δμως ύπάρχει σ τ α τ ι 
σ τ ι κ ή  Α ν ε π ά ρ κ ε ι α  (μ ικρός Αριθμός μετρήσε
ων σέ κάθε σ ε ιρ ά ) , ο ί έκ τ ιμ ή σ ε ις  s : καί s 2 θά διαφέρουνμε- 
ταζύ τους καί -γ ι'α ύτό  ό λόγος F θά δ ια φ έρ ει έπίσης άπό τή 
μονάδα. Ά ν  έπαναλάβουμε πολλές φορές τ ίς  δ ιπ λές  σ ε ιρ ές  με
τρήσεων, πάντα δμως μέ άριθμό μετρήσεων η ^ δ  καί η 2= 8 , θά 
διαπιστώσουμε, δ τ ι ο ί τ ιμ έ ς  τοϋ F πού ύπολογίζονται κάθε
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φορά έμφανίζονται μέ δ ια φ ο ρ ετ ικ ές  συχνότητες· διάγραμ
μα τής πυκνότητας συχνότητας f ( F v/Vj ) σέ συνάρτηση μέ τήν 
τ ιμ ή  Fv/v λ έγ ετα ι κ α μ π ύ λ η  κ α τ α ν ο μ ή  C “ F · 
Γ ιά  κάθε δυνατό συνδυασμό ν ι καί ν 2 ( v i= n i - l ,  v 2=n2 -D  νέ 
τ ιμ έ ς  άπό ένα ώς τό άπειρο ύπάρχει καί μ ιά  ξεχωριστή καμ- 
πύλη naxavoufic-F σάν αύτές, πού δ ε ίχ ν ο ν τα ι στό σχ· 18.

"Οπως (ραίνεται στό σχήμα 1 8 , γ ιά  πολύ χαμηλές τ ιμ έ ς  βαθ
μών έλευθερ ία ς ή κατανομή δέν παρουσιάζει μ έγ ισ το , άλλά ε ί 
ναι ύπερβολή. Οί τ ιμ έ ς  του F γ ιά  κάθε συνδυασμό ν ι καί ν 2 

δ ίνο ντα ι σέ σ τα τισ τικούς π ίνακες σάν αύτούς, πού ύπάρχουν 
στό Παράρτημα Δ στό τέλος του β ιβ λ ίο υ . Κάθε πίνακας έ χ ε ι  
τ ίς  τ ιμ έ ς  του ν ι σέ ό ρ ιζ ό ν τ ια  σ ειρά  καί τ ίς  τ ιμ έ ς  του ν 2 

σέ κάθετη στήλη. Σέ κάθε διασταύρωση των τιμών ν ι καί ν 2ύ- 
πάρχει ή τ ιμ ή  του F,u ’ . 01 π ίνακες αότοί έχουν κατασκευ-
α σ τεί χωριστά γ ιά  διάφορους βαθμούς Α ξ ιο π ισ τ ία ς  ή διάφορες 
π ιθανότητες ρ .

F
Ζ χ .  1 8 .  Γ ρ α φ ική  παράσταση τ ή ς  π υ κνό τη τας  π ιθ α ν ό τ η τ α ς  κ α τ α ν ο -  

υών- F  γ ι ά  ( ν χ , ν 2 ) = ( 1 0 , 4 ) ,  ( 1 0 , 5 0 )  κ α ί  ( 1 , 5 )

Σ ’ δλες τ ίς  π ερ ιπτώ σεις ύπ ο τίθετα ι, δ τ ι  τό 8 ι πού Α ν τ ι
σ τ ο ιχ ε ί στούς βαθμούς έλευ θ ερ ία ς  ν ι ε ίν α ι  μεγαλύτερο Από 
τό s 2 καί Θοίσκεται στόν Αριθμητή τοΟ λόγου F . Πρέπει νά 
σημειω θεί, δ τ ι Εν ν , Φ F Μ. . j b l  π ίνα κες δ ίνο υν  Απάντηση,ν»'νΓ (Va»V1) /
στό έρώτημα: Ποιά εΓναι ή πιθανότητα νά εϋνα ι ή τ ιμ ή  τοΟ F 
μεγαλύτερη άπό ώρισμένη τ ιμ ή  F_,„ τοΟ πίνακα; Συγκεκρι -r '" l*  y g t
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μένα ό συμβολισμός F0 l(4 g)= 2 ,8 l  σ η μ α ίνε ι, ό τ ι Λ πιθανότητα 
νά ε ίν α ι ή τ ιμ ή  του F γ ιά  βαθμούς έλευ θερ ία ς  ν ι= 4  καί V2 = 8  

μεγαλύτερη άπό τήν τ ιμ ή  2 , 8 1  ε ίν α ι ρ=0 , 1  ή 1 0 %.
* Η σωστή χρήση των πινάκων έ χ ε ι σημασία Υ ιό  τή σωστή 

έφαρμογή τής Δοκιμής- F , όπως θά δούμε στό κεφάλαιο VII ,ό 
που θά έκθέσουμε κα ί παραδείγματα έφαρμογής τη ς .

Γ ιά  ένδ ιά μ εσ ες  τ ιμ έ ς  των ν ι καί V2 , πού δέν βρίσκον - 
τα ι στόν π ίνακα, ή τ ιμ ή  του F ύπολογίζετα ι μέ ά ρ μ ο ν  ι -  
κ ή  π α ρ ε μ β ο λ ή  (harmonic in te r p o la t io n ) !A v

π .χ . θέλουμε νά βρούμε τήν τ ιμ ή  τού F γ ιά  ν =24 καί ν = 60 
κα ί π ιθανότητα ρ = 0 ,0 1 , βρίσκουμε τ ίς  τ ιμ έ ς  F001(?0 60) καί 
F , , κα ί έφαρμόζουμε τή σχέση

0 ,0 1 (3 0 .6 0 ) '
_1______1_

Fo.ott» 60) - Fp ·οι(?«.6ο) — 20 24  (32)
ρ F
Γ 0 .01(20.60) 0 ,01(30.60) - - - - -  -  - r r r -

όπότε έχουμε

_1______1_
2 .2 0 -F nn,(2660) _ 20 ~ 24

2 ,2 0 -2 ,0 3  _1_ _1_
20 30

καί

^0,01(24,60) 2  f  1  ·

Μ ερικές φορές ε ίν α ι  άναγκαϊο νά ύπολογίσουμε τ ιμ έ ς  τού 
F γ ιά  ρ > 0 , 5 (δηλ. τ ιμ έ ς  πού βρ ίσκοντα ι στό άριστερό μισό 
τής καμπύλης κατανομής- F ) . Τ έτ ο ιες  τ ιμ έ ς  μπορούν νά υπολο

γιστούν άπό τή σχέση

Ρ(ν, ■V
1

(Ι-ρ Η ν ,,ν , )
(33)

-Αν θέλουμε π .χ . νά ύπολογίσουμε τήν τ ιμ ή  F095K10), β ρ ί
σκουμε τήν τ ιμ ή  F0OS(1M) -  5 ,96  άπό π ίνακες καί έφαρμόζου- 
με τή σχέση (33), όπότε βρίσκουμε F0 95M10) ' = 0 ,1 6 8 . *Η ίσχύς
τής έξίσωσης ( 3 3 ) έ ξ η γ ε ΐτ α ι μέ τό γεγονός, ό τ ι στήν κατανο- 
μή-F υπάρχει μ ιά  "άντίστροφή σ υ μ μ ετρ ία ".

Τέλος π ρέπ ει νά σ ημειω θεί, δ τ ι μεταξύ των στατιστικώ ν 
μεγεθών t ,  χ 2 κα ί F ίσχύουν ο ι σ χ έσ εις  (34) καί (35), πού ή 
άπόδειξή τους β ρ ίσ κ ετα ι έξω άπό τούς στόχους αύτού τού β ι 

β λ ίο υ .

ρ<ν„®>
X (P.V- (3 4 ) ,

ν ,
p(i,V*) = t 2

< P , V
(35)



Κεφάλαιο V

\

I \

Μέτρα έπαναληπτικότητας

1. Γενικά
<

4Η έννο ια  της έπαναληπτικότητας Α ποδίδεται π ο ιο τ ικ ά  μέ 
τήν μικρή ή μεγάλη διασπτορά των τιμών μ ια ς σ ειρά ς μετρήσε
ων. Ε ίν α ι μ ία  άπό τ ίς  σπουδαιότερες έν ν ο ιες , πού έμφανίζον- 
τα ι κατά τήν έπεξεργασία πειραματικών δεδομένων. 4Η έννο ια  
τής έπαναληπτικότητας έκφράζεται ποσοτικά μέ τά έξής μ έ
τρα: 1) Εύρος (Range) 2) Μέση άπόκλιση (Average d e v ia t io n )
3) Τυπική άπόκλιση (Stan dard  d e v ia t io n ) . 'Επ ίσης ύπάρχουν 
μερικά  παράγωγα μεγέθη, όπως εϋναι τά σ χετικά  έπ ί τ ο ις  έκα- 
τόν πρός τά τρ ία  παραπάνω μεγέθη καί έπ ίσης ό ' σ υ ν τ ε 
λ ε σ τ ή ς  δ ι α κ ύ μ α ν σ η ς  . 'Α ντί τού μέτρου 
έπαναληπτικότητας τυπική άπόκλιση (s  ή σ) χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίτα ι 
πολλές φορές ή δ ι α κ ύ μ α ν σ η  ( s 2 ή σ2), πού εϋνα ι 
τό τετράγωνο τής τυπικής Απόκλισης/ 0  σκοπός τού ύπολογισμοϋ 
των μέτρων έπαναληπτικότητας θά α ίτ ιο λ ο γ η θ ε ΐ, δταν θά μ ιλ ή 
σουμε γ ιά τ ά  δ ρ ι α  ά ξ ι ο π ι σ τ ί α ς  μ ια ς κ εν 
τρ ικής τ ιμ ή ς  ένός Αποτελέσματος.

2. Ε^ρος R (Ran®·)
Τό εύρος R εϋναι ή διαφορά μεταξύ τής μεγαλύτερης καί 

τής μ ικρότερης τ ιμ ή ς  μ ια ς σειρά ς μετρήσεων σ 'έν α  δ ε ίγ μ α .4Η 
σχέση, πού δ ίν ε ι  τό εύρος εϋνα ι
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R = Xmax xmin (36/

Τό εδρος χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίτ α ι σάν μέτρο έπαναληπτικότητας, 
όταν ό άριθμός των μετρήσεων ε ίν α ι μ ικρός (η < 1 0 ) . Ε ίν α ι 
ένα μέτρο έπαναληπτικότητας,πού μπορεί νά ύπ ολογιστεί πολύ 
εύκολα κα ί ή κατανόησή του ε ίν α ι εύκολη κα ί άπό άτομα μέ 
μ ικ ρ ές  ή καθόλου γνώ σεις σ τ α τ ισ τ ικ ή ς .

Τό εδρος έμ φ α ν ίζε ι τά ίδ ια  μειονεκτήμα τα , πού έμφανί- 
ξουν ή διάμεση κα ί ή Αντιπροσωπευτική τ ιμ ή  (σ ε λ . 39 ) δηλ . 
δέν λ α β α ίν ε ι ύπ'δψη τ ιμ έ ς , πού βρ ίσκοντα ι Ανάμεσα σ τ ις  ά- 
κ ρ α ϊες  τ ιμ έ ς  του δ είγμα το ς κα ί έτ σ ι χάνονται πληροφορίες,πού 
π ερ ιέχ ο ντα ι σ 'α ύ τ έ ς .

'Αϊτό τό εύρος R ε ίν α ι  δυνατό νά ύπ ο λο γιστεΐ μ ιά  καλή 
έκτίμηση γ ιά  τήν τυπ ική  Απόκλιση ένός πληθυσμού μέ έφαρμο- 
γή τής σχέσης

σ„= Cn oo*R , (37)

όπου σμ = τυπ ική  Απόκλιση πληθυσμού έκτιμώμενη άπό τό εδρος 
R .

Cn _ =σταθερά, πού ο ί τ ιμ έ ς  της δ ίνο ντα ι γ ιά  δ ια φ ο ρ ετ ι-  
κ ές  τ ιμ έ ς  η στή δέκατη στήλη τού πίνακα V I I .

‘ Η μέθοδος αύτή τού κατά προσέγγιση ύπολογισμού τής
τυπ ικής Απόκλισης ίσ χ ύ ε ι μέ τήν προϋπόθεση, ό τ ι ό πληθυ -  
σμός πού έξετάζουμε έ χ ε ι  κανονική κατανομή κα ί γ ιά  άριθμό 

μετρήσεων στό δ ε ίγ μ α  η < 10Λ-
"Οπως φ α ίνετα ι στήν τ ελ ευ τ α ία  στήλη τού π ίνακα V I I ,  ή 

μέθοδος ε ίν α ι  λιγώ τερο Αποδοτική σέ σύγκριση μέ τήν όρθό -  
δοξη μέθοδο ύπολογ ισμού τού s (σ ε λ . 62 ) . 'Α ν δηλ . ύπολογί- 
σουμε τήν τυπ ική  άπόκλιση s άπό τή σχέση s 2=E (χ - χ ι ) V  (η -1 ) 
γ ιά  ένα μεγάλο άριθμό μετρήσεων κα ί μετά χωρίσουμε τ ίς  μ ε
τρ ή σ ε ις  σέ τ υ χ α ίες  δ ιά δ ες  κα ί ύπολογίσουμε ξανά τό s μέ βά
ση τή σχέση (37 ) ,  βρ ίσκουμε τήν ίδ ια  τ ιμ ή . Ά ν  δμως χωρί -  
σουμε τ ί ς  τ ιμ έ ς  σέ πεντάδες κα ί έφαρμόσουμε πάλι τή σχέση 
(37) δέν βρίσκουμε τήν ίδ ια  τ ιμ ή  τού s .  *Η σχέση (37) μπο
ρ ε ί  νά χρ η σ ιμο π ο ιη θ εί ό χ ι μόνο γ ια  τήν έκτίμηση τής τυ π ι
κής Απόκλισης σ σ 'έ ν α  πληθυσμό άπό ένα δ ε ίγμ α  (χρήση τού 
Cnoo) ,  Αλλά κα ί τήν έκτίμηση  τής τυπ ικής Απόκλισης s στό
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[δ ιό  τ ό  δ είγμ α  (χρήση C_ , ) . Τό πλεονέκτημα τής μεθόδου αύ- 
της της έκτ ίμη σ η ς του σ ή s ε ίν α ι ,  δ τ ι ή έκτίμηση μπορεί νά 
γ ίν ε ι , άπό π ειρ α μα τικά  δεδομένα, πού τυχόν έχουν συγκεντρω - 
θ ε ί σέ δ ια φ ορετικά  δείγμα τα  μέ μ ικρό άριθμό μετρήσεων (η=2 
ή 3 ) .  "Αν π .χ .  θέλουμε νά έκτιμήσουμε τήν τυπική άπόκλιση 
μ ια ς  μεθόδου κα ί δ ιαθέτουμε μ ιά  σ ε ιρ ά  διπλών προσδιορισμών, 
πού έγ ινα ν  σέ k δ ια φ ορετικά  δ είγμ α τα , ύπολογίζουμε ένα μ έ
σο εύρος R άπό τή σχέση R = ( L R { ) / k  κα ί τό άντικαθιστοϋμεστή 
σχέση (37)♦ 'Ε π ε ιδ ή  τό R ύ π ο λο γ ίζετα ι άπό πολλά δείγματα  
(μεγάλο k ) , τό μέγεθος πού υπολογίζουμε ε ίν α ι μ ιά  καλή έκ 
τίμηση τής τυπ ικής άπόκλισης τής μεθόδου. ‘0 άριθμός των 
παραλλήλων προσδιορισμών σέ κάθε δ ιαφ ορετικό  δ ε ίγμ α  δέν ε ί

να ι άπαραίτητο νά ε ίν α ι  δπωσδήποτε η=2. Πρέπει δμως δ ά
ρ ιθμός αύτός νά ε ίν α ι  δ ίδ ιο ς  σ #δλα τά k δ ιαφ ορετικά  δ ε ίγ 
ματα, γ ιά  νά ε ίν α ι  δυνατή ή έπ ιλογή του Cnk άπό τόν πίνακα 

V I I .

Παράδειγμα ϊ Κατά τήν άνάπτυζη μ ια ς  νέας άναλυτικήςμε
θόδου προσδιορ ίζουμε τήν π ερ ιεκ τ ικ ό τη τα  τριών δειγμάτων σέ 
σ ίδ η ρ ο . Σέ κάθε δ ε ίγ μ α  γ ίν ο ν τ α ι 2 προσδιορισμοί μέ άντίστοι- 
χα εύρη τιμών R i= 0 ,6 , R2=0,5 κα ί R a = 0 ,7 . Έ κ τ ίμ η σ η  τής τυ
π ική ς  άπόκλισης μόνο ά π 'τό  πρώτο δ ε ίγ μ α  δ ίν ε ι  s= 0,7 0 9 *0 ,6 =  
= 0 ,4 2 5 . *Η έκτ ίμη σ η  τής τυπ ική ς άπόκλισης του πληθυσμού άπ# 
τό ίδ ιο  δ ε ίγ μ α  δ ίν ε ι  σ _=0,886 χ 0 ,6 = 0 ,5 3 2 . Τέλος άπ τά τρίοΗ
δείγμα τα  έχο υμε: R= ( 0 , 6+0, 5+0, 7) / 3=0,6 κα ί s= 0 ,8 l3> < 0,6=  
= 0 ,488 (δ ιό τ ι  Cnk γ ιά  η=2 κα ί k=3 ε ίν α ι  0 ,8 1 3 ) .

3. Μέση 'Απόκλιση

Τό μέτρο αύτό έπαναληπτικότητας σ υ μ β ο λ ίζετα ι μέ τό d 
κα ί ύ π ο λο γ ίζετα ι άπό τό άθροισμα των άπολύτων άποκλίσεων 
κάθε τ ιμ ή ς  Χ; άπό τή μέση τ ιμ ή  χ κα ί δ ια ίρ εσ η ς  νιέ τόν συ

ν ο λ ικ ό  άριθμό τών διαφορών η .

3_ Σ 1χ—χ ( | _ |χ-χ, | + | χ - χ , 1 + · · ·+1χ-χη | (38)
η. η

Δύο άπό τά σπουδαιότερα μειονεκτήματα  τής μέσης άπό- 
κ λ ισ η ς , τά όποια μειώ νουν τήν ά ζ ία  της σάν μέτρου έπαναλη-
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πτικότητας ε ίν α ι :
1 ) "Αν ύπολογιστεί ή μέση Απόκλιση 3 σ ε ιρ ά ς  μεγάλου Α

ριθμού πειραματικών δεδομένων κα ί μετά χω ριστεί ή σ ε ιρ ά  σέ 
μ ικρ ότερες υποομάδες, ο ι τ ιμ έ ς  των μέσων Αποκλίσεων των υ
ποομάδων δείχνουν μεγάλη διασπορά. Ε ίν α ι γνωστό, ό τ ι^ γ ιά  τήν 
Ανάπτυξη μεθόδου ύπολογισμοΟ ένός μέτρου έπαναληπτικότητας 
είνα^ βασικής σημασίας ή δυνατότητα του υπολογισμού του άπό 
μ ικρό Αριθμό τιμώ ν. "Αρα ή Α ξ ιο π ισ τ ία  της μέσης Απόκλισης 
θά ε ίν α ι  μ ικρή, έπ ειδή  Ακριβώς ύπάρχει ή παραπάνω Ιδ ιό τ η τ α .

2) Ά π ο δ ε ικ ν ύ ετ α ι, δ τ ι ό μέσος όρος των μέσων Α π οκλίσε
ων δυάδων, τριάδων,, πεντάδων κα ί δεκάδων, πού σχηματίστηκαν 
Από τ ιμ έ ς  σ ειρ ά ς πειραματικώ ν δεδομένων, ε ίν α ι  Α ντ ίσ το ιχ α  
τό 71%, τό 82%, τό 89% καί τό 94% τής μέσης Απόκλισης όλων 

τών τιμών η σάν μ ιά  όμάδα.
* Η μέση Απόκλιση , δπως φ α ίνετα ι Από τόν τρόπο ύπολογι - 

σμοϋ τη ς , δ ίν ε ι  ίση βαρύτητα σ τ ις  μεγά λες κα ί σ τ ις  μ ικ ρ ές  
Α π ο κ λ ίσ ε ις . 'Ε π ε ιδ ή  δμως ο ι μεγάλες κα ί μ ικ ρ ές  Α π ο κ λ ίσ ε ις  
στήν κανονική κατανομή δέν ε ίν α ι  τό ίδ ιο  π ιθ α ν ές , ή μέση 
Απόκλιση δ ίν ε ι  μ ικρ ό τερ ες  τ ιμ έ ς  ά π 'δ τ ι ή τυπική Απόκλιση s .  
"Ετσ ι τά Αποτελέσματα έμφ ανίζοντα ι π ιό  ένθαρρυντικά Από Α
ποψη έπαναληπτικότητας Α π 'δ τ ι ε ίν α ι  στήν πραγματικότητα .

*. Τυπική Απόκλιση (Standard Deviation)

Γ ιά  τή φυσική σημασία κα ί τόν δρισμό τής τυπ ικής Από
κ λ ισ η ς  μιλήσαμε σέ προηγούμενο κεφάλαιο ( σ ε λ .34 ) .  Ε κ τ ό ς  
άπό τ ίς  έν ν ο ιες ,π ο ύ  συμβολίζοντα ι μέ τά γράμματα σ κα ί s , υ
πάρχει κα ί ή έννο ια  τής π α ρ α λ λ α κ τ ι κ ό τ η τ  α ς 
ή δ ι α κ ύ μ α ν σ η ς ,  πού σ υ μ β ο λ ίζετα ι μέ τό σ2 κα ί χρη
σ ιμ ο π ο ιε ίτ α ι συχνά σάν μέτρο έπαναληπτικότητας. Τό σ 2 λ έ γ ε 
τα ι καί π σ ρ α λ λ α κ τ ι κ ό τ η τ α  ή δ ι α κ ύ μ α ν 
σ η  τ ο 0 π λ η θ υ σ μ ο ύ  μ ια ς  κατανομής, γ ιά  νά ξ ε 
χω ρ ίζε ι άπό τήν π α ρ α λ λ α κ τ ι κ ό τ η τ α  ή δ ι α 
κ ύ μ α ν σ η  τ ο 0 δ ε ί γ μ α τ ο ς ,  πού συμβόλ ιζε - 
τα ι μέ τό s2 · "Οπως 6 μέσος δρος 5c μερικών τιμών ένός πλη
θυσμού Αντιπροσωπεύει έκτίμηση τής Αληθούς τ ιμ ή ς  μ , έτ σ ι κα ί



62

ή τυπ ική  άπόκλιση τού δείγμα τος s Α π ο τελεί έκτίμηση τής πα- 
ραμετρ ικής τυ π ική ς  Απόκλισης σ . Οι έν ν ο ιε ς  σ κα ί s γ ίν ο ν τα ι 
ταυτόσημες γ ιΑ  Αριθμό μετρήσεων η, που τ ε ίν ε ι  στό Α π ε ιρ ο .Γ ιΑ  
τόν Απολογισμό τής τυπ ικής Απόκλισης τού δείγμα τος χρησιμο

π ο ιε ίτ α ι  ή σχέση

(3 9 )

Στήν παραπΑνω σ χέσ η , όταν τό η — τό X — μ , τό s 
γ ίν ε τ α ι ή τυπ ική  Απόκλιση του πληθυσμοί) σ κα ί δ τύπος (39) 

γ ίν ε τ α ι

σ
Σ ( μ - X j  ) 

π

2
(39α)

‘ Η σχέση (39) μπορεί νΑ μετατραπεΐ σέ μ ιΑ  π ιό  χρήσιμη 
μορφή, πού Α π λουστεύει τόν ύπολογισμό τού s .

Έ τ σ ι  ή παρΑσταση Σ(χ- χ , ) 2 Αναπτύσσεται ώς έξης:

Σ ( χ - χ ( ) 2=  Σ ( x 2- 2 2 X j +χ,2 )

= π2 2- 2 χ Σ χ ( +Σχ 2

Γ  Υ ,

Ε ίν α ι  όμως χ = ---- L , δπότεη

Σ ( χ - χ ,  ) 2=  Σ χ 2- 2 η χ 2+ η χ 2 

=  Σ χ 2- η χ 2

Μέ δόση τούς παραπΑνω μετασχηματισμούς ή σχέση (39) 
γρ ό φ ετα ι,

s  (Σ χ 2- π χ2 ) (40)

κ α ί s  = y 3 ^ 7 1 1 H I J  (41)

Οί σ χ έ σ ε ις  (40) κα ί (41) χρησιμοποιούντα ι, δταν γ ιΑ  τήν 
έκτέλεσ η  των πρΑξεων γ ίν ε τ α ι χρήση ύπ ο λο γιστικής μηχανής.

*Η τυη ική  Απόκλιση μ ια ς  μεθόδου μπορεί νΑ ύπ ολογιστεΐ 
κ α ί Από Αποτελέσματα μετρήσεων, πού έγ ιν α ν  σέ δείγματα δ ια 
φορετικών πληθυσμών. "Αν γ ίνο υ ν  συνολικό  η μ ετρήσ εις  σέ k 
δ ια φ ο ρ ετ ικό  δ ε ίγ μ α τα , ή τυπική Απόκλιση τής μεθόδου ύπολο- 
γ ί ί ε τ α ι  στήν περίπτωση αότή Από τόν τύπο:
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■ i -
E ( 3 t i - X i . , )  2+Σ(5Ε2- χ 1. , ) 2 +  · · · + Σ ( 5 £ κ - χ 1.κ )

η -)ς  '

S
-X lj )

δπου Xj = μέσος όρος των τιμών τοΟ j  δ είγμα τος 
χ·(j  = τ ιμή  i  τοΟ j  δ είγμα τος
η = συνολικός άριθμός των μετρήσεων

11
k = άριθμός των δειγμάτω ν.

(42)

(43)

Παράδειγμα: *0 προσδιορισμός S i02 σέ τ ρ ία  δ ια φ ορετικά  
π υ ρ ιτ ικ ά  δείγματα  δ ίν ε ι  τόν παρακάτω πίνακα τιμών (% S iO 2) .  

Νά ύπολογιστεΕ ή τυπική άπόκλιση τής μεθόδου.

Δ είγμα  1 (χ ι>()

64 ,89
65 ,04
65 ,34

ΠΙΝΑΚΑΣ V I I I

Δ είγμ α  2 ( x i 2)

47 ,56
4 7 ,6 3
47 ,02
4 7 ,6 8

Δ είγμ α  3 (χ ί 3 )

75 ,16
7 4 ,5 4
7 5 ,0 0

Γ ιά  νά έχουμε μ ικρούς άριθμούς κατά τούς ύπολογισμούς μετα
σχηματίζουμε τ ίς  παραπάνω τ ιμ έ ς  των δειγμάτων σύμφωνα μέ 

τούς τύπους

Δ είγμ α  1 Χ()1 *  100 χ ( ) -6500
Δ είγμ α  2 X j>3 *» 100 x i( ,-47 50  
Δ είγμ α  3 Χ ι>3 = 100 χ (3 -7500

Έ τ σ ι  παίρνουμε τόν π ίνα κα :

Δ είγμα  1 (X if) )

-1 1  

+ 4 
+34

Δ είγμ α  2 (X if3)

.+6
+ 1 3

—48

Δ είγμ α  3 (Χ 1(3)

+16
-46

0

+18

Μέ δάση τ ίς  τ ιμ έ ς  τοΟ τελευ τα ίο υ  π ίνακα ύπ ολογίζοντα ι ο ί πα· 

ρ α σ τά σ εις :
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Σ (X j 2- X 2) = 6 2+132+482+ l8 2- i6 ± 2 J z |8 ± l l L L  = 2803

Σ (Χ ( 3-Χ 3 ) = 162+462+02-  - ^ 3^ ^ — = 2072

I L ( X ( j j -X j ) 2= 1050 + 2803 + 2072 = 5925 

Έίοαρμογή του τύπου (43) μέ η=10 κα ι k=3 μας 6 tv e t

s -VIPί -  2 9 ' ° 8

Λαμβάνοντας ύπ'δψη τ ι ς  τ ιμ έ ς  πρό τού μετασχηματισμού, τό s 
θά ε ίν α ι  s=0,29% S i02 σέ άπόλυτες μονάδες.

Στήν άναλυτική  Χ η μεία  παίρνουμε συχνά δ ιπ λές  τ ιμ έ ς  
γ ιά  κάθε άναλυόμενο δ ε ίγ μ α . Ά ν  παραστήσουμε μέ χ ' κα ί χ "  
τ ίς  δύο τ ιμ έ ς  πού άνήκουν σ 'δ ν α  δ ε ίγ μ α , τότε δ μέσος δρος 
αύτών ε ίν α ι  χ= (χ '+ χ ”  ) / 2 .  Στήν περίπτωση αύτή δ τύπος ύπο- 
λογισμου τής τυ π ική ς  άπόκλισης τής μεθόδου ε ίν α ι

s ■VΣ ί χ ’ -χ ,"  )
2k

(44)

δπου k δ άριθμός των δειγμάτων, στά δποΐα κάναμε τ ί ς  δ ιπ λές  

ά ν α λ ύ σ ε ις .
Τό παρακάτω παράδειγμα δ ε ίχ ν ε ι  τόν τρόπο έφαρμογής τής 

μεθόδου, πού περιγράφουμε π ιό  πάνω.

Π α ρ ά δ ειγ μ α : Κατά τόν προσδιορισμό Ν( σέ χάλυβα βρέθη
καν o t τ ιμ έ ς  τσΟ π ιό  κάτω π ίνα κα , πού ά ντ ιστο ιχο ϋν  σέ δ ι 
π λές  τ ιμ έ ς  6Ε*) διαφορετικώ ν δειγμάτων (k=6 ) .

'Α ρ ιθ . Δ είγματος χ' χ" Ιχ ' -χ 'Ί (χ '-χ ' ')2
(% Ν, ) (% Ν; )

1 1,88 1 ,8 9 0,01 0,0001
2 1 ,37 1 ,38 0,01 0,0001
3 1 ,8 5 1 ,8 9 0 ,04 0,0016
4 2 ,4 1 2 ,4 6 0 ,05 0 ,0025
5 1 ,7 3 1 ,7 3 0,00 0,0000
6 1 ,1 6 1,21 0 ,05 0 ,0025

0,0068
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Ή  τυπική Απόκλιση θά ε ίν α ι :

s
1 /θΤθ068 _λ / Ο ,068
V 2 χ 6 V 12 =0,024% Ν ι

*Η έκτίμηση τής τυπ ικής Απόκλισης μπορεί νά γ ίν ε ι  κα ί 
Από τό εύρος R μικροΟ ΑριθμοΟ μετρήσεων, όπως Αναφέραμε <?τή 
σ ελ ίδ α  58 .

Συντελεστής δ ιακύμανσης. Ε ίν α ι παράγωγο μέτρο έπανα- 
ληπτικότητας ένός πληθυσμοΟ. Ε ίν α ι ή τυπική Απόκλιση τής Με
θόδου, πού έ χ ε ι  έκφραστεί σάν % ποσοστό τού μέσου όρου. 
συντελεστής διακύμανσης λ έγ ετ α ι κα ί σ χ ε τ ι κ ή  τ υ 
π ι κ ή  Α π ό κ λ ι σ η .  Μέ τόν ίδ ιο  τρόπο μπορούν νά 
έκφραστούν σάν σ χ ετ ικ ά  μεγέθη κα ί τό εύρος R κα ί ή μέση 
Απόκλιση 3 . 01 σ υντελεστές  αύτο ί δ ίνο ντα ι Από τ ί ς  σ χ έ σ ε ις :

σ° Χ = *100 I βσχ= ^ - · 1 0 0  , άσχ = · 100 (45)

Παράδειγμα: *0 μέσος όρος μετρήσεων κάποιου μεγέθους
ε ίν α ι x= 50 ,0  xaC ή τυπική Α πόκλιση , τό εύρος κα ί ή μέση Α
πόκλιση ε ίν α ι Α ντ ίσ το ιχ α  2 ,0 ,  1,8 κα ί 3 ,0 .  Τά σ χ ετ ικ ά  μ εγ έ 

θη θά ε ίν α ι :

σσχ ~
2 , 0 0
5 0 ,0 •100=4% σχ

s  JJL1 #8
50 •100=3,6% κα ί

d °x 5 0 ,0 •100=6%.

Πολλές φορές Από μεγάλο Αριθμό πειραματικώ ν δεδομένων 
ένός πληθυσμοΟ θέλουμε νά Οπολογίσουμε έ κ τ ιμ ή σ ε ις  γ ιά  τ ί ς  
παραμέτρους μ κα ί σ . Σ 'α ύ τ ές  τ ί ς  περ ιπ τώ σεις  ή έφαρμογή τών 
έξισώσεων (16) κα ί (40) δέν ε ίν α ι  εύκολη στήν πράξη. Έ ξ ω  Απ' 
τή δυσκολία αύτή ή έκτίμηση τοΟ μ μέ τόν μέσο δρο χ δέν ε ί 
ναι κα ί σωστή, -γ ια τ ί δέν λαβαίνόυμε ύπ'δψη τήν συχνότητα, μέ 
τήν όποία Οπάρχουν ot διάφορες τ ιμ έ ς  χ . ‘ Η π ορεία  Οπολογι -  
σμοΟ πού Ακολουθούμε ε ίν α ι :

1 ) Όμαδοποιοϋμε τά π ειρα μα τικά  δεδομένα , ΑψοΟ πρώτα
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καθορίσουμε δ να πλάτος Π γ ιά  κάθε όμάδα. Ά ν  π .χ .  δχουμε μ ε
τ ρ ή σ ε ις , πού δχουν τ ιμ έ ς  στήν περιοχή άπό 10 μ έχρ ι 15 , χωρί
ζουμε τ ί ς  μ ετ ρ ή σ ε ις  σέ 5 όμάδες μέ π ερ ιο χ ές  1 0 ,0 - 1 0 ,9 , 11 , 0- 
1 1 ,9 , 1 2 ,0 - 1 2 ,9 , 1 3 ,0 - 1 3 ,9  κα ί 1 4 ,0 - 1 4 ,9 . Τό πλάτος ε ίν α ι 
Π = 1 ,0 . Κάθε όμάδα X, χα ρα κτηρ ίζετα ι μέ τή μεσα ία  τ ιμ ή  τ η ς . 
Π .χ . 1 0 ,5 ,  1 1 ,5 , 1 2 ,5 , 1 3 ,5 , 1 4 ,5 .

2) Βρίσκουμε τή συχνότητα f ir μέ τήν δποία ύπάρχουν ο ί 
τ ιμ έ ς  x f μέσα σέ κάθε όμάδα X j .

3 )  Έ κ τ ιμ ο 0 μ ε  τόν παραμετρικό μέσο δρο μ μέ μ ιά  τ ιμ ή  άπ* 
αΟτές πού χαρακτηρίσαμε τ ί ς  όμάδες (όποιαδήποτε) κα ί τή συμ
βο λ ίζο υμ ε μέ μ ^ .  (π .χ .  μέκΤ= ΐ2 ,5 ) .

4) Σχηματίζουμε τ ί ς  Α π ο κ λ ίσ ε ις  D} = X j- μ ^  (Α λγεβ ρ ικές  
δ χ ι Α π ό λ υ τ ες ).

5) ‘ Υπολογίζουμε τά γ ινό μ ενα  fj-Dj κα ί f,-D? γ ιά  κάθε ό
μάδα τ ιμώ ν .

6 ) ΤακτοποιοΟμε τά έπεζεργασμένα Αποτελέσματα σέ 6να 
π ίνακα μέ σ τή λες Χ4 ,  f ,  , D( , fj-Dj κα ί fj-D, .

7 )  ‘ Υπολογίζουμε τά μ κα ί σ άπό τ ί ς  σ χ έσ ε ις

^ έ κ χ + Π
Σ (fj-Dj ) 

η (46)

κα ί
- * [

Σ (fi*Dt2) — Σ (frD j ) 
η (47)

Παρόβειγμα: Σέ πείραμα μ ελέτη ς  κάποιου πληθυσμού συγ -  
κεντρώσαμε 47 τ ιμ έ ς .  Μέ βάση τήν πορεία  πού π ερ ί γράφαμε'π ιό  
πάνω καταστρώσαμε τόν π ίνακα

Χί Di fi-P i f-D f

1 0 ,5 2 -2 -4 8
1 1 ,5 9 -1 -9 9 Π=1

1 2 ,5 27 0 0 0
*έκτ=12' 5

1 3 ,5 8 1 8 8
1 4 ,5 1 2 2 4

Σύνολα 47 -3 29
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U=12,5+1 · =12,44

σ=12 [29- (47 } 2 ] τ Γ =0,β3 η α ί  σ=νθ, 63=0,8

5.' Βαθμοί Ελευθερίας ' ^

Γ ιά  νά Οπολογίσουμε τήν τυπική Απόκλιση s μ ια ς  σ ε ιρ ά ς  
πειραματικών δεδομένων, μέ βάση τή σχέση ( 3 9 ) ,  δ ια ιροΟ με τό 
άθροισμα τών τετραγώνων των Αποκλίσεων κάθε τ ιμ ή ς  x t μέ τήν 
παράσταση ( n - l ) . 'Α ν τ ίθ ετ α  στή σχέση (39α) δ ια ιρο ϋμ ε μέ τό 
η . %Ο όρος (η -1) Αντιπροσωπεύει τούς βαθμούς έλ ευ θ ερ ία ς  κα ί 
σ υ μ βο λ ίζετα ι μέ τό ν (ν = η - ΐ ) ,  Ο t β α θ μ ο ί  έ λ ε υ 
θ ε ρ ί α ς  μ ι α ς  σ τ α τ ι σ τ ι κ ή ς  κ α τ α ν ο 
μ ή ς  ό ρ ί ζ ο ν τ α ι  μ έ  τ ό ν  Α ρ ι θ μ ό  τ ών  
Α ν ε ξ α ρ τ ή τ ω ν  π α ρ α τ η ρ ή σ ε ω ν  η έ - 
λ α τ τ ω μ έ ν ο  τ ό σ ο ,  ό σ ο ς  ε ί ν α ι  ό Α 
ρ ι θ μ ό ς  τ ώ ν  π α ρ α μ έ τ ρ ω ν  τ ή ς  κ α τ α 
ν ο μ ή ς ,  π ο ύ  ύ π ο λ ο γ ί ζ ο ν τ α ι  Α π ό  τ ί ς  
π α ρ α τ η ρ ή σ ε  ι ς .  *0 Αριθμός τών παραμέτρων πού 0- 
πολογίζουμε Από τά π ειρα μα τικά  δεδομένα σέ Α λλες  περιπτώ-ο
σ ε ις  μπορεί νά Αντιπροσωπεύει π ε ρ ι ο ρ ι σ μ ο ύ ς ,  πού 
βάζουμε κατά τήν έπ εξεργασ ία  πειραματικώ ν δεδομένων·

* Ο όρος "βαθμοί έλ ευ θ ερ ία ς" στή σ τα τ ισ τ ικ ή  έ χ ε ι  τήν ίδ ια  
σημασία πού έ χ ε ι  στή Γεω μετρία κα ί τή Φ υσική . "Ενα σημείο  
π . χ .  πού ή θέση του περιγράφ εται Από τ ρ ε ις  παραμέτρους (έ -  
λεύθερο στόν τρ ιδ ιάστατο  χώρο) έ χ ε ι τ ρ ε ίς  βαθμούς έ λ ευ θ ερ ί
α ς . "Οταν ή κίνησή του π ε ρ ιο ρ ίζ ε τ α ι πάνω σ 'έν α  έπ ίπεδο καθ- 
ω ρισμένο, έ χ ε ι  δυό βαθμούς έλ ευ θ ερ ία ς , γ ια τ ί  ή θέση του π ε- 
ριγράφεται αύστηρά Από δυό παραμέτρους. Τέλος όταν τό ση
μ ε ίο  ύποχρεωθεί νά κ ιν ε ίτ α ι  πάνω σέ μ ιά  εύ θ ε ΐα  γραμμή,ή θ έ
ση του περιγράφεται Από μ ιά  παράμετρο κα ί έ χ ε ι  ένα βαθμό έ 
λ ευ θ ερ ία ς . 

ί
Σ 'έν α  γνωστό πληθυσμό η παρατηρήσεων, πού κατανέμετα ι 

κανονικά , ο ί παράμετροι μ κα ί σ ε ίν α ι  σταθερές κ α ί Ανεξάρ
τητες Από τ ίς  μ ετρ ή σ εις  π . Δηλ. o t βαθμοί έλ ευ θ ερ ία ς  θά ε ί 
να ι v « n -0=n. 'Α ντ ίθ ετα  σέ μ ιά  κατανομή δ είγμα τος (Αγνώστου
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πληθυσμόΟ) μ ικρού Αριθμού η παρατηρήσεων τό χ ύπ ο λο γίζε- 
τα ι άπό τ ι ς  η δ ια φ ο ρ ετ ικές  τ ιμ έ ς  *·\ κα ί μ π α ίν ε ι Αμέσως ένας 
π ερ ιο ρ ισ μ ό ς σ τ ίς  τ ιμ έ ς  Xj : Πρέπει νά ΙκανοποιοΟν τή σχέση 
Σ ( χ - Χ ; ) = 0 .  Μόνο (η -1 ) Α π ο κ λ ίσ ε ις  μπορεί νά ε ίν α ι  Ανεξάρτη
τ ες  μ ετα β λη τές , ή μ ία  κα θ ο ρ ίζετα ι αύστηρά Από τή σχέση 
Σ ( χ - χ j )=0, πού μπήκε σάν π ερ ιο ρ ισ μ ό ς . Σέ 3 μ ετρ ή σ εις  π . χ . Χ ι ,  
χ 2 , χ j γ ι ά  νά έχουν άθροισμα χ 1+χ2+χ3=3Χ πρέπει νά Ισ χ ύ ε ι 

κα ί ή σχέση

( x - X j ) + (χ -χ2 ) + (χ - χ 3) =0 ( 4 8 ) .

Ά ν  δώσουμε τ ί ς  τ ιμ έ ς  σέ δύο άπό τ ί ς  τ ρ ε ις  διαφορές (ν= 

=3-1=2), ή τ ρ ίτη  διαφορά ε ίν α ι  αύστηρά καθωρισμένη, έπ ειδή  
ύπάρχει δ π ερ ιο ρ ισ μ ό ς , δ τ ι τό άθροισμά τους πρέπει νά ε ίν α ι 
μ η δέν .

Γ ιά  νά καταλάβουμε καλύτερα τήν έννο ια  των βαθμών έ -  
λ ευ θ ερ ία ς  δ ίνουμε ένα παράδειγμα άπό τήν πράξη: Μέ μ ιά  νέα 
μέθοδο προσδιορ ίζουμε τή συγκέντρωση ένός προτύπου δ ια λύ
ματος γνωστής συγκέντρωσης γ ιά  ένα συστα τικό . Σκοπός τοϋ 
πειράματος ε ίν α ι  νά προσδιορίσουμε τήν έπαναληπτικότητα τής 
μεθόδου. Στήν περίπτωση αύτή τ ί ς  ά π ο κ λ ίσ ε ις  των τιμών Χ ι ,  
χ 2 , χ 3. . .  μποροΟμε νά τ ί ς  ύπολογίσουμε άπό τήν Αληθή τ ιμή  
μ ,πού ε ίν α ι  γνωστή (πρότυπο δ ιά λ υ μ α ). Ά ν  ή μέθοδος δέν έ 
χ ε ι  συστηματικό σφάλμα, ό όρος Σ (μ - χ ()2 θά δ ια ιρ ε θ ε ί μέ τόν 
Αριθμό π κα ί δ χ ι μέ τό (η -1 ) .  Αύτό γ ίν ε τ α ι , γ ια τ ί  καμμιά πα
ράμετρος τής κατανομής, πού έμ φ α ν ίζετα ι κα ί στήν παράσταση 
Σ ( μ - Χ ; ) 2 , δέν ύ π ο λο γ ίζετα ι άπό τ ίς  τ ιμ έ ς  χ 1 , χ 2 , . . .  *Η σ χέ
ση Σ ( μ - χ ; )=0 δέν ισ χ ύ ε ι σ 'αύτή  τήν περίπτωση. Α ν τ ίθ ε τ α  άν 
τό διάλυμα πού χρησιμοποιοΟμε δέν ε ίν α ι  πρότυπο (τό μ δέν 
ε ίν α ι  γνωστό), π ρέπ ει άπό τ ί ς  τ ιμ έ ς  x l f x 2 , x 3. . .  νά ύπολογί
σουμε τή ύέση τ ιμ ή  χ κα ί μέ βάση αύτή τήν τ ιμή  νά σχηματί
σουμε τό άθροισμα Σ ί χ - χ ^ 2 . Γ ιά  τόν ύπολογισμό τής τυπ ικής 
Απόκλισης στή δεύτερη περίπτωση θά δ ια ιρέσουμε μέ (η - 1 ) . 01 
βαθμοί έλ ευ θ ερ ία ς  έλαττώ νονται κατά έν α ,έπ ε ιδ ή  ύπολογίσαμε 
τό χ . Μέ τό νά μή γνωρίζουμε λοιπόν τήν άληθή τ ιμή  μ , χάσα
με ένα βαθμό έ λ ευ θ ερ ία ς ..



Στήν περίπτωση πού έχουμε η μ ετρ ή σ εις  σέ k δ ιαφ ορετικά  
δείγματα (σχέση 43 ), ο ί βαθμοί έλευ θ ερ ία ς  ε ίν α ι  (n -k ) , γ ι α τ ί  
άπό τ ι ς  η άνεζάρτητες μ ετρ ή σ εις  ύπολογίζοντα ι k παράμετροι 
γ ιά  τήν πλήρη περιγραφή τής κατανομής.

' \ 
β. Έπαναληπτικότητα τοΟ Μέσου "Ορου

Έ χο υ μ ε δ ε ι , ό τ ι ή μέση τ ιμ ή  χ άντιπροσω πεύει τήν καλύ
τερη έκτίμηση τής άληθοΟς τ ιμ ή ς  μ . Ε π ίσ η ς  έχουμε μάθει, ό
τ ι ,  όσο 6 άριθμός των μετρήσεων μεγαλώ νει, τόσο κ α ί ή μέση 
τ ιμή  π λη σ ιά ζε ι π ιό  κοντά στήν άληθή τ ιμ ή . Τό τ ελ ευ τ α ίο  ε ί 
να ι σωστό, όταν δέν ύπάρχουν συστηματικά σφάλματα στή μέθοδο, 
πού χρησιμοποιούμε. *0 μέσος όρος χ άκολουθει κανονική κα
τανομή (άν ό πληθυσμός άκολουθει κανονική κατανομή) μέ τυ
π ική άπόκλιση s- =s/yiT ή σχ =σ/Υη.

Ά π ' τ ί ς  παραπάνω σ χ έ σ ε ις  ή πρώτη ισ χ ύ ε ι, όταν ή τυπ ική  ά- 
πόκλιση τής κατανομής δέν ε ίν α ι  γνωστή κα ί ύ π ο λο γ ίζετα ι άπό 
δείγμα  τού πληθυσμού, ένώ ή δεύτερη όταν ή τυπ ική  άπόκλιση 
ε ίν α ι  γνωστή ή έ χ ε ι  π ρ ο σ δ ιο ρ ισ τεί άπό μεγάλο άριθμό παρατη
ρήσεων. 01 σ χ έσ ε ις  αύτές φανερώνουν άκόμα, ό τ ι ή άπόκλιση τής 
μέσης τ ιμ ή ς  £ άπό τήν άληθή τ ιμ ή  μ ε ίν α ι  άνάλογη πρός τήν 
τυπική άπόκλιση τής μι&ς μετρήσεως κα ί άντίστροφα άνάλογη 
πρός τήν τετραγωνική ρ ίζα  των παρατηρήσεων. Ά ν  λάβουμε ύπ' 
όψη τ ι ς  σ χ έσ ε ις  (40) καί  (42),  πού δ ίνουν τήν τυπ ική  ά π ό κλ ι- 
ση τής μ ιά ς  μέτρησης σ 'έν α  πείραμα η παρατηρήσεων κ α ί τήν 
σχέση s g* s /V n , καταλήγουμε στήν έζίσωση

_ - W L ( x - X i ) z λ /  Σ χ ? - ( Σ Χ ί  ) 2 / n
*» V n ( n - l j  V ηΤη-Τ5 (49)

* Η τυπική άπόκλιση τού μέσου όρου, πού δ ίν ε τ α ι άπό τή σχέ
ση s ^ s /V n  ή άπό τή σχέση ( 4 9 ) ,  ισ χ ύ ε ι μέ τήν προϋπόθεση, ό
τ ι ή τυπική άπόκλιση έ χ ε ι  ύ π ο λο γ ισ τεί άπό μ ικρό άριθμό πα
ρατηρήσεων κα ί άντιπροσωπεύει τό σφάλμα τού μέσου όρου μέ 
σ τα τ ισ τ ική  βεβαιότητα 68,26%.

Γενικώ τερα ή τυπική άπόκλιση τού μέσου όρου δ ίν ε τ α ι ά
πό τή σχέση
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t - s  _ t  -\ /Σ (x - x i ) 
γη- γ η  V n-1 ( 50 )

Τό t  ε ίν α ι, ή παράσταση (μ -χ  ) / s s , πού Ακολουθεί κατανομή "S tu 
d e n t" . * Η τ ιμ ή  τής σταθερός t  έξα ρ τά τα ι, δπως γνωρίζουμε (σελ 
48) , άπό τόν αριθμό των μετρήσεων κα ί άπό τό έπ ίπεδο Α ξ ιο 
π ισ τ ία ς . ‘ Ο παρακάτω π ίνακας δ ί ν ε ι  τ ί ς  τ ιμ έ ς  τοΟ t /V rT , πού 
χρειάζοντα ι γ ιά  τόν ύπολογισμό τοΟ s5 στή σχέση (50) γιά στα
τ ισ τ ικ ή  βεβα ιότητα  95% κα ί 99%.

ΠΙΝΑΚΑΣ V I I I

Τ ιμ έ ς  τοΟ t  κα ί t/V rT  γ ιά  διαφόρους βαθμούς έλ ευ θ ε- 
ρ ία ς  ν κ α ί διάφορα έπ ίπεδα Α ξ ιο π ισ τ ία ς

Βαθμός έλ ευ -  
θ ερ ία ς  

(ν= η-1 )

t t/VrT

95% 99% 95% 99%

1 12 ,71 63 ,66 9 ,01 45 ,15
2 4 ,3 0 9 ,92 2 ,49 5 ,75
3 3 ,18 5 ,8 4 1 ,59 2 ,92
4 2 ,7 8 4 ,6 0 1,24 2 ,06
5 2 ,5 7 4 ,03 1,05 1,65
6 2 ,45 3 ,71 0 ,92 1,40

7 2 ,36 3 ,50 0 ,84 1,24
8 2 ,3 1 3 ,36 0 ,77 1,12
9 2 ,2 6 3 ,25 0 ,72 1 ,03

10 2 ,2 3 3 ,17 0 ,6 7 0 ,96

Ά ν  ή τυπ ική  άπόκλιση τής μεθόδου (ή τοΟ πληθυσμού) ε ί 
ν α ι γνωστή, τό τε ή τυπ ική  Απόκλιση τού μέσου όρου θά ε ίν α ι

σ*=ζ σ
ν ϊΓ (51)

Οί τ ιμ έ ς  τού ζ έξαρτώ νται μόνο Από τό έπ ίπεδο Α ξ ιο π ισ τ ία ς  
κ α ί ε ίν α ι  Α νεξάρτητες άπό τόν Αριθμόςτών μετρήσεων στό δείγ
μα. Τό ζ έ χ ε ι  τ ιμ έ ς  1 , 0 ,  1 , 9 6 ,  2 ,5 7  Α ντ ίσ το ιχ α  γ ιά  τά έ π ί
πεδα Α ξ ιο π ισ τ ία ς  68 ,26%,  95% κ α ί 99%.
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*0 δρος t- s /V rT  έκφ ράζει χό τυπικό σφάλμα· "Οταν τό s δ ί 
ν ετα ι σέ σ χ ε τ ι κ έ ς  % μονάδες ( σ ε λ . 6 5 ) ,  ό δρος t - s ox/Vn έκφρά
ζε ι τό σ χετ ικό  % τυπικό σφάλμα.

"Αν δ μέσος δρος χ ύπ ολογιστει άπό τούς μέσους δρους 5̂  
πού παίρνουμε σέ k δ ιαφ ορετικά  δ ε ίγμ α τα , ή τυπική απόκλιση 
τοΟ μέσου δρου δ ίν ετ α ι άπό τή σχέση

Ά π ό  τά παραπάνω, πού έκθέσαμε γ ιά  τήν τυπ ική  Απόκλιση 
τοϋ μέσου δρου, β γ α ίν ε ι τό συμπέρασμα, δ τ ι ή άληθής τ ιμ ή  
πρέπει νά δ ίν ε τ α ι μέ τ ί ς  σ χ έσ ε ις

μ=χ ± ζσ5 (δταν ή μέθοδος ε ίν α ι  γνωστή ή άναγνω- (53)

Σέ μ ιά  έκθεση π ειρα μα τική ς δο υλειά ς ή έκτίμηση  τοϋ μ 
μόνον μέ τό μέσο δρο χ ε ίν α ι  ά τ ελ ή ς , δταν δέν δ ίν ο ν τα ι δ ά- 
ρ ιθμός μετρήσεων η κα ί ή τυπική Απόκλιση s τής μεθόδου. %Η 
Απόδοση τοΟ μ μέ τ ί ς  παραπάνω σ χ έσ ε ις  (53) καί  (54) ε ίν α ι  
πληρέστερη, γ ι α τ ί  τό μέγεθος sx περ ιλαμβά νει κα ί τόν Αριθμό 
η κα ί τό s .  Σ τ ί ς  σ χ έσ ε ις  (53) καί  (54) ύπάρχει έπ ίσ η ς  κα ί 
ή Α Ε ιο π ισ τ ία ,μ έ  τήν δποία δ ίν ε τ α ι τό Αποτέλεσμα (τ ιμή  ζ ή t )

Στό σημείο  αύτό πρέπ ει νά τ ο ν ισ τ ε ί, δ τ ι μετά τή λήψη 
τεσσάρων ή πέντε μετρήσεων ή λήψη περισσοτέρων μετρήσεων 
δέν Α λλά ζει σοβαρά τόν δρο s5 , ένώ β ελτ ιώ ν ε ι δραστικά τόν 
μέσο δρο χ .

Γ ιά  νά καταλάβουμε τόν παραπάνω τρόπο παρουσίασης Απο
τελεσμάτων, δ ίνουμε τό π ιό  κάτω παράδειγμα.

Παράδειγμα: Γ ίνο ντα ι τέσσερες Α ναλύσεις  σέ όρυκτό χαλ- 
κοΟ κα ί βρ ίσκοντα ι τ ιμ έ ς  γ ιά  τήν % π ερ ιεκ τ ικ ό τη τα  τοΟ χαλ
κού στό δ ε ίγ μ α : 65,3%,  65 ,2%,  65,7% καί  64 ,9%.  Νά υπολογι
σ το ύ ν ; 1) %0 μέσος δρος χ . 2) %Η τυπική Απόκλιση β*τής μ ε
θόδου. 3) * Η τυπική Απόκλιση τού μέσου δρου s . 4 ) Τό άπο-

(52)

ρ ισμένη)

ή μ = χ ± 1: · 3- (δταν ή τυπική Απόκλιση τής μεθόδου (54)
δέν ε ίν α ι γνωστή)



7 2

τέλεσμα vd  δ ο θ εί μέ Α ξ ιο π ισ τ ία  95% κ α ί 99%. 

Λύση: Καταστρώνουμε τόν πίνακα

#Αριθμ. Δείγματος 
η

%Cu
X χ-χ; (χ -χ *) 2

1 65,3 0 0
2 65,2 -0 ,1 0,01
3 65,7 +0,4 0,16
4 64,9 -0 ,4 0,16

χ = 6 5 ,3% ,  Σ ί χ - X j ) 2=0,33 

3 , ψ ψ * 0 , 3  ,  100 *0,45%

* Από τόν πίνακα V I I I  σελ. 70 παίρνουμε τ ις  τ ιμ ές  τοϋ t / ] / n  

γιά  ν=3 (βαθμοί έλευθερίας ν=4—1=3). OL τ ιμ ές  αύτές ε ίν α ι 
1 ,60  και 2,92 γ ιά  Αξιοπιστία 95% καί 99% Αντίστοιχα. Οί τ ι 
μές τοΟ s5 θά ε ίν α ι :

s 5= 1 ,6 0 » 0 ,3  0,5% (95% Αξιοπιστία)

s-= 2 ,9 2 .0 ,3  = 0,9% (99% Αξιοπιστία)

*Η Αληθής τ ιμή  θΑ δ ο θ εί:

μ=65,3±0,5%  (95% Αξιοπιστία)

μ=65,3 ±0,9% (99% Αξιοπιστία)

7. "Ορια Λ Επίπεδα ’Αξιοπιστίας (π δρια πιστότητας, Confidence 

Lim its)

*Η παρουσίαση Αποτελέσματος μιας πειραματικής δούλει&ς 
μέ τό μέσο όρο χ καί τό τυπικό σφάλμα Ισοδύναμε! μέ καθο
ρισμό ένός διαστήματος, μέσα στό όποιο βρίσκεται ή Αληθής τ ι 
μή μ μέ βεβαιότητα,πού καθορίζεται Από τήν τιμή τοϋ z ή τοΟ 
t .  Τό διάστημα αύτό δρ ίζετα ι Από δυό τ ιμ ές , πού λέγονται ό
ρ ι α  π ι σ τ ό τ η τ α ς .  ΤΑ όρια πιστότητας προσδιο
ρ ίζο ν τα ι: α) Άπό τό μέγεθος τοΟ δείγματος (μέσος όρος χ),
0) Από τή στατιστική διακύμανση καί γ) Από τό βαθμό Αξιο



7 3

π ισ τ ία ς  μέ τήν δποία θέλουμε νά δώσουμε τό Αποτέλεσμα.*  Υπο
θέτουμε, δ τ ι έχουμε μ ιά  σ ε ιρ ά  πειραμάτων, πού στό καθένα γ ί 
νονται 25 μ ετ ρ ή σ ε ις . Ά ν  ή Αληθής τ ιμή  τοΟ μεγέθους πού προσ
δ ιο ρ ίζο υμε ε ίν α ι  μ , τότε ό μέσος δρος χ Ακολουθεί κανονική 
κατανομή μέ παραμέτρους μ κα ί σ/V25". Αύτό σ η μ α ίν ε ι, δ τ ι τά 
95% των μέσων δρων χ (πού δ καθένας β γ α ίν ε ι Από 25 μετρή
σ ε ι ς )  θΑ βρ ίσκοντα ι μέσα στά δρ ια  μ-1,96·σ/ν<ΠΓ κα ί μ+1 ,96 ·
σ/Ύ25. Τό ί δ ι ο  συμπέρασμα σ υ μ β ο λ ίζετα ι κα ί σάν

ι 1

ρ [μ - · - /956,σ < χ < μ+ 1 / 956 ,σ  (=0 ,95 (55)

‘ Η σχέση (55) δ ια β ά ζετ α ι: ‘ Η πιθανότητα νά ισ χ ύ ε ι ή σχέση

- (56)μ- 1- ' ψ σ < * < η + 1 - ' ψ °

ε ίν α ι  0 , 9 5 .

Ή  Ανισότητα (56) μπορεί νά γράψει κα ί σάν

χ - - ^ 956 ,σ  < μ < χ+ ·ι ·' * * · α

δπότε θά Ισ χ ύ ε ι κα ί ή σχέση

ρ j χ- < μ < Χ + Λ ι ψ ο .  J =0 , 95

(57)

(58)

Ot έρ μ η ν ε ϊες  των έζισώσεων (55) καί  (58) Από τήν άπο
ψη πιθανότητας νά Ισχύουν μεταξύ χ κα ί μ ε ίν α ι  ο ΐ Ακόλου -  
θ ες :

Σχέση ( 5 5 ) :  Σέ μ ιά  σ ε ιρ ά  πειραμάτων των 25 μετρήσεων 
τό καθένα 95% τών πειραμάτων θά δ ίνουν μέσο δρο χ ,πού θά 
β ρ ίσ κ ετα ι στό διάστημα μ± ΐ , 9 6 · σ / 5 .

ί  Σχέση ( 5 8 ) :  Σέ σ ε ιρ ά  πειραμάτων των 25 μετρήσεων τό κα
θένα 95% τ&ν πειραμάτων καθορίζουν ένα διάστημα χ ± 1 , 9 6 · σ / 5 ,  
πού π ε ρ ιέ χ ε ι τήν Αληθή τ ιμή  μ .
; ‘ Η γεω μετρική παράσταση των παραπάνω συμπερασμάτων δ ί-  
ν ετ α ι μέ τά σχήματα 19α κα ί 19β.
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(α)

( β )

Σχήμα 1 9 :  Γ ε ω μ ε τ ρ ικ ή  εαρασ τασ η  τίάν ο ρ ίω ν  ά ξ ι ο ε ι σ τ ί α ς .  Μόνο ση
μ ε ία  εο υ  β ρ ίσ κ ο ν τ α ι μέσ α σ τή ν  τ α ι ν ί α  95% σ τό  σχήμα ( α )  κ α θ ο ρ ί
ζο υ ν  σ το  σχήμα ( β )  ε ν α  δ ιά σ τ η μ α ,ε ο υ  ε ε ρ ι έ χ ε ι ' τ ή ν  α λη θή  το μ ή  μ .

Τό διάστημα χ ± 1 r^  σ στό παραπάνω παράδειγμα λέγε
ται 9 5 % - δ ι ά σ τ η μ α  Α ξ ι ο π ι σ τ ί α ς  τού μ. 
Τά Ακραία σημεία τοΟ διαστήματος αύτοΰ λέγονται 95% - ό ρ ι α  
Α ξ ι ο π ι σ τ ί α ς .  Όλα όσα έχουν έκ τεθεΐ γ ιά  τΑ όρια 
Αξιοπιστίας ισχύουν μέ τήν προϋπόθεση, δ τ ι δέν υπάρχουν συ
στηματικά σφάλματα στήν εφαρμοζόμενη μέθοδο. Α ντίθετα  ο ί 
παραπάνω σχέσεις μπορούν νά χρησιμοποιηθούν γιά  τή δ ιερεύ- 
νηση ύπαρξης συστηματικών σφαλμάτων κατά τήν έφαρμογή νέας 
μεθόδου. 'Αν π .χ . παρατηρηθούν μεγαλύτερες αποκλίσεις |μ-χ| 
Απ'δτι τό 1,96 ·σ σέ ποσοστό μεγαλύτερο τού 95%, αύτό σημαί
ν ε ι ,  δ τ ι ύπάρχει συστηματικό σφάλμα κατά τήν έφαρμογή τής 
μεθόδου. Οί Αριθμοί 1,96 καί 2,58 μέ τούς όποιους πολλαπλα- 
σιάζεται ή τυπική Απόκλιση σ τής μεθόδου ή τυπική Απόκλιση 
σ̂  τού μέσου δρου, δταν πρόκειται νά καθορισθοΰν Αντίστοιχα 
τά όρια Αξιοπιστίας 95% καί 99%, ε ίν α ι ο ί τ ιμ ές  τής συνάρ
τησης ζ=(μ-χ)/σ 5, πού μπαίνει σάν παράμετρος στή μαθηματική
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σχέση, πού περιγράφει τήν κανονική κατανομή (έξίσωση 14 σελ. 
31).

*Η χρήση των αριθμών 1,96 καί 2,58 ε ίν α ι σωστή μόνο στήν 
περίπτωση, πού τό τό σ εϋναι γνωστό σάν τυπική Απόκλιση κα
θιερωμένης καί Απόλυτα έλεγχομένης μεθόδου ή έχ ε ι ύπολογι-' \ 
στεΐ Από μεγάλο Αριθμό (η > 30) μετρήσεων κατά τήν Ανάπτυξη
τής μεθόδου. Γενικώτερα τά όρια Αξιοπιστίας τής Αληθούς τ ι 
μής μ δίνονται Από τή σχέση

μ=χ ±. ζ(ρ)
σ

Vn (59)

όπου ζ, εϋναι ή τιμή τής παραμέτρου ζ γιά  στατιστική βε-
<Ρ)

βαιότητα ρ καί σ ή τυπική Απόκλιση τής μεθόδου. *Η σχέση (59) 
γράφεται καί σάν • ■ <

μ=χ ± ζ(ρ) ·σ ? (60)

Όταν τό σ δέν ε ίν α ι γνωστό καί ύπολογίζεται άπό μικρό 
άριθμό παρατηρήσεων, ο ί τ ιμ ές  1,96 καί 2,58 πρέπει νά ά ντ ι-  
κατασταθοΟν μέ τ ίς  τ ιμ ές  τής συνάρτησης t = ^ - x ) / s s γιά  στα
τισ τική  βεβαιότητα 95% καί 99% καί βαθμούς έλευθερίας ν=η-1 
(σελ. 48 ) .  Τό τυπικό σφάλμα στήν περίπτωση αύτή δ ίν ετα ι άπό 
τή σχέση

Τυπικό σφάλμα = t (p v)»ss '61)

καί τό σχετικό τυπικό σφάλμα άπό τή σχέση

Σχετικό τυπικό σφάλμα = t (pv)· -=γ ·100 (62)

4Ο συμβολισμός t ( } σημαίνει, δ τ ι ot τ ιμ ές  τού t  εϋναι 
συνάρτηση τής στατιστικής βεβαιότητας καί των βαθμών έλευ
θερίας. *Η έξάρτηση αύτή φαίνεται στό σχήμα 20. Στό ίδ ιο  
σχήμα φαίνεται έπίσης, δ τ ι τό ζ έξαρτάται μόνο άπό τή στατι
στική βεβαιότητα ρ καί εϋναι Ανεξάρτητο άπό τό ν .

Συμπερασματικά τά δρια άξιοπιστίας Απλών μετρήσεων ή 
μέσων όρων χ, γ ιά  όλες τ ίς  περιπτώσεις πού δόθηκαν, συγκεν-
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τρώνσνται στόν πίνακα IX .

ΠΙΝΑΚΑΣ IX

Τρόπος έκτίμησης 
κεντρικής 

τιμής

"Ορια Αξιοπιστίας

σ γ ν ω σ τ ό  Από μετρή
σ ε ις  η > 30

s  πού ύπολοΥ ίστηκε 
άπό «μικρό άριθμό 

μετρήσεων

Μία μέτρηση χ « 4 ζ(ρ ,·σ Xi η (Μ .·8
Χί

Μέσος δρος χ *  Ζ<Ρ> 'γ ? Γ Χ  ± t { P .v) φ
X

X  ±  ζ (ρ, ‘ °χ χ ± ^Ρ,ν>·®5

Π α ρ ά δ ειγμ α : Προσδιορισμός σιδήρου σέ άγνωστο δ ε ί Υιια δ £-
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ν ε ι τά παρακάτω Αποτελέσματα. χ ,=10 ,1 , χ2=9 ,8 , χ3=10,2 και 
χ 4= 9 / 9  ugFe/ml. Νά υπολογιστεί τό διάστημα Αξιοπιστίας καί 
τά όρια Αξιοπιστίας τοΟ μέσου όρου γιά στατιστική βεβαιό
τητα 95% καί 99%.

< Λ ύ σ η :  Υπολογίζεται ό μέσος όρος χ=10,0 μ9Ρβ/πι|. καί ή 
τυπική άπόκλιση s= 0 ,l8  μ9Ρβ/ιη1 άπ'τή σχέση (40). Γιά βαθ - 
μούς έλευθερίας ν=3 ο ι τ ιμ ές  τού t/yn ε ίν α ι 1,59 καί 2,92 
Αντίστοιχα γιά στατιστική βεβαιότητα 95% καί 99% (Πίνακας 
V I I I  σελ. 70 ) .
(α) Διάστημα Αξιοπιστίας:

95% στατιστική βεβαιότητα yn • s = l , 5 9 ·0 , 18 - 0,3

99% t
yn • s —2,92*0 ,18 0,5

(β)"Ορια Αξιοπιστίας:

95% στατιστική βεβαιότητα ( 1 0 , 0 - 0 , 3 ) - ( 1 0 , 0 + 0 , 3)  =
9 , 7 - 1 0 , 3  μ 9 Γ β /π ι1

99% " Μ ( 1 0 , 0 —0 , 5 )  — ( 1 0 , 0  + - 0 , 5 )  =

9 , 5 - 1 0 , 5  μ 9 Γ β /π \1

"Αν στό παραπάνω παράδειγμα εϋναι γνωστό, δ τ ι μέ τήν έ- 
Φαρμοζόμενη μέθοδο μποροϋμε νά φτάσουμε τό διάστημα Αξιοπι
στίας 0,1 μ9Ρβ/πι1, ή τιμή 0,3 μ9Ρβ/πι1, πού βρήκαμε, δψ είλε- 
ται στόν περιορισμένο Αριθμό προσδιορισμών καί έπομένως στήν 
ύπαρξη σ τ α τ ι σ τ ι κ ή ς  Α ν ε π ά ρ κ ε ι α ς .  Μπο- 
ροΟμε τό διάστημα πιστότητας νά τό κάνουμε 0,1 μ9Ρβ/ιη1, Αν 
αύξήσουμε τόν Αριθμό των προσδιορισμών. "Οταν έργαζόμαστε 
μέ μέθοδο γνωστής τυπικής Απόκλισης σ, τότε μπορεί νά ύπολο- 
γίσουμε τόν Αριθμό των προσδιορισμών, πού πρέπει νά κάνουμε, 
γιά νά φτάσουμε ένα προκαθωρισμένο διάστημα Αξιοπιστίας σ̂  . 
Στό πιό πάνω παράδειγμα, Αν ξέρουμε δ τ ι σ=0,2 μ9Ρθ/πι1 καί 
θέλουμε νά φθάσουμε τό διάστημα Αξιοπιστίας σ-=0,1 μ9Ρβ/ιη1, 
δ Αριθμός η των προσδιορισμών θά ε ίν α ι

η « Λ ζ<ρ> * σ V σ3
(63)
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' Ά ν θά κάνουμε τούς 15 προσδιορισμούς γιά  νά βελτιώσου- 
με τό σφάλμα τοΟ μέσου δρου άπό 0,18 μ^Ρβ/πιΙ σέ 0,1 μς^Ρβ/ιηΙ, 
θά έξαρτηθή άπό τό ε ίδος τής πειραματικές δουλειάς πού κά
νουμε .

Στήν πράξη τά όρια άξιοπιστίας μπορεί νά ύπολογιστοϋν 
καί άπό τό εύρος. Στήν περίπτωση αύτή τά όρια δίνονται άπό 
τό ±Cn · R, όπου R ε ίν α ι τό εύρος πού ύπολογίζεται άπό πείρα
μα η μετρήσεων καί Cn σταθερά, πού ο ΐ τ ιμ ές  της βρίσκονται 
στόν πίνακα X γιά  στατιστική βεβαιότητα 95% καί 99%.

Π Ι Ν Α Κ Α Σ  X

Τιμές τής σταθερός Cn γιά  τόν ύπολογισμό των ό ρ ί
ων άξιοπιστίας άπό τό εύρος

η CΠ
95% 99%

2 6,4 · 31,8
3 1/3 3,01
4 0,92 1,32
5 0,51 0,84
6 0,40 0,63
7 0,33 0,51
8 0,29 0,43
9 0,26 0,37

10 0,23 0,33

Παράδειγμα: Τέσσερες άναλύσεις Ν; σέ δείγμα όρυκτοΰ έ
δωσαν τ ις  τ ιμ ές  γ ιά  τή συγκέντρωση τοϋ Ν4 : 3,35, 3 ,37, 3,32, 
3 ,20 , %. *0 μέσος όρος ε ίν α ι χ=3,31%, τό εύρος R*=3,37-3,20= 
0,17%. Τά όρια άξιοπιστίας θά ε ίν α ι 3,31 ± (0 ,1 7 x 0 ,9 2 ) δηλ. 
3/47-3,15% Ν γ ιά  βεβαιότητα 95%.

Τελειώνοντας τό κεφάλαιο αύτό, δίνουμε ένα κατατοπι
στικό πίνακα γ ιά  τά μεγέθη σ, σ5 , s ,  ε^πού δ ε ίχ ν ε ι καί τ ίς
περιπτώσεις χρησιμοποίησης των μέτρων αύτών έπαναληπτικότη- 
τας.
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ΠΙΝΑΚΑΣ XI

Μ έ τ ρ ο  έπαναληπτικό- 
τητας Χρήση

* "Οταν εϋναι γνωστή ή άληθής τ ι̂μή μ 
καί ή τυπική άπόκλιση ύπολογίζεται 
άπό μεγάλο άριθμό μετρήσεων η> 30. 
Καθορίζει τά όρια, μέσα στά όποια 
πέφτει κάθε τιμή Xj μέ πιθανότητα 
68,26%.

γη

"Οταν ε ίν α ι γνωστή ή τυπική άπόκλί
ση τής μεθόδου. Καθορίζει τά όρια 
μέσα στά όποια πέφτει ό μέσος όρος 
χ, πού ύπολογίζεται σ 'ένα δεΐγμσ ά
πό η μετρήσεις μέ πιθανότητα 68,26%.

"Οταν δέν ε ίν α ι γνωστή ή τυπική ά- 
πόκλιση μεθόδου, άλλά ύπολογίζεται 
άπό μικρό άριθμό μετρήσεων. OL ξε
χωριστές τ ιμ ές  χ { τοϋ μεγέθους,πού 
μετρούμε, άκολουθοϋν κατανομή t  μέ 
τυπική άπόκλιση s .

β .  -  -g -o V j- (x ~ xi ) 2 
* Vn V η(η-1)

"Οταν δέν ε ίν α ι γνωστή ή τυπική ά
πόκλ ιση τής μεθόδου. OL μέσοι όροι 
χ,πού υπολογίζονται άπό μικρό άριθ
μό μετρήσεων, άκολουθοϋν κατανομή 
t  μέ τυπική άπόκλιση s- .

I



Κεφάλαιο VI

Κριτήρια απόρριψης τιμών 
σέ μιά σειρά πειραματικών 
δεδομένων

1* Προβληματισμός

Π ολλές Φορές, προτοϋ νά έφαρμοστεΐ όποιαδήποτε μέθοδος 

έπ εζερ γ α σ ία ς  π ειραματικώ ν δεδομένων ή κάποια σ τα τ ισ τ ικ ή  μ έ

θοδος, δ έρευνη τή ς β ρ ίσ κ ετ α ι μπροστά στό δίλημμα νά άπορ- 

ρ ίψ ε ι ή νά κρα τή σει μ ιά  ή π ερ ισ σ ό τ ερ ες  τ ιμ έ ς , πού "φ α ίνετα ι"  

νά άποκλίνουν άπό τήν κ εν τ ρ ικ ή  τάση των υπολοίπων τιμώ ν. 01 

Οπό άμφίσβήτηση τ ιμ έ ς  ε ίν α ι  δυνατό νά μήν άνήκουν πράγματι 

στόν πληθυσμό πού έ ζ ε τ ά ζ ε τ α ι κα ί νά έχουν μ ετρ η θ εί μέ σφάλ

μα (ύ π ο λο γισ τικό  σφάλμα, μέτρηση μετά άπό λαθεμένη άπόφαση 

κ . λ . π . ) .  'Ε π ίσ η ς  ο ί  τ ιμ έ ς  πού βάζουμε σέ άμφίσβήτηση ε ίν α ι  

δυνατό νά άνήκουν μ α ζί μέ τ ί ς  "κ α ν ο ν ικ ές"  μ ετ ρ ή σ εις  σ ' ένα  

μεγαλύτερο πληθυσμό τιμών κ α ί νά περιγράφουν ένα κα ινού ρ γιο  

Φ α ινό μ ενο . "Αν ο ί  άμφ ίσβητούμενες τ ιμ έ ς  άπορριφτοϋν μέ βάση 

μ ό ν ο ,ύ π ο κ ε ιμ εν ικ ά  κ ρ ιτ ή ρ ια , τό ν έο  αύτό φαινόμενο μπορεί νά  

χ α θ ε ί .  Γ ι 'α υ τ ό  προτού νά άπορρίφούμε όποιαδήποτε τ ιμ ή , πού 

ά π ο κ λ ίν ε ι πολύ, π ρ έπ ει νά έζετ ά ζο υ μ ε τήν π ροϊστορία  τής λή

ψης τής άμφίσβητούμενης τ ιμ ή ς . ‘ 0 έρευνητής π ρέπ ει νά έ λ έ γ -  

\ ε ι  γεγο νό τα , πού ίσως νά συντέλεσαν στή μείωση τής Ικανό

τητάς του να έ κ τ ε λ έ σ ε ι  άκριβή πειράματα κα ί νά σ υ σ χ ετ ίσ ει  

κ α τα σ τά σ εις , πού ίσως νά συντέλεσα ν στήν άλλαγή παραμέτρων 

τοΟ π ειράματος κατά τό χρόνο, πού μέτρησε τήν άμφισβητούμενη 

τ ιμ ή  (κόπωση, έλ λ ε ιψ η  συγκέντρωσης, μή κα νονική λ ε ιτ ο υ ρ -
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γία θερμοστάτησης καί έξαερισμού τοϋ χώρου κ .λ .π .) .  ‘ Αφού 
Αποκλειστεί ή περίπτωση συστηματικού σφάλματος ή λάθους κατά 
τή μέτρηση, ή άπόρριψη ή παραδοχή των Αμφισβητούμενων τιμών 
θά πρέπει νά γ ίνετα ι μέ τή χρήση Αντικειμενικών κριτηρίων, 
πού θά περιγραφοϋν Αμέσως πιό κάτω. ^

"Αν ή Αληθής τιμή μ ήταν γνωστή, θά ήταν εύκολος ό καθο
ρισμός των όρίων Αξιοπιστίας (σελ. 74) μέ συγκεκριμένη στα
τισ τική  βεβαιότητα. Κάθε τιμή  πού βρίσκεται έξω Από τά όρια 
αύτά θά μπορούσε νά Απορρίφτεΐ. ‘ Η Αληθής τιμή όμως σέ Α
γνωστους πληθυσμούς δ ίν ετα ι κατά προσέγγιση μέ τό μέσο όρο 
χ. "Αν ό Αριθμός των μετρήσεων ε ίν α ι μεγάλος, τό πρόβλημα τής 
Απόρριψης μιΑς καί μόνο τιμής δέν παρουσιάζει δυσκολία, ά- 
ΦοΟ μιά μόνο τιμή θά ε ίχ ε  μικρή έπίδραση στόν ύπολογισμό έ- 
νός μέσου όρου. Γιά μεγάλο Αριθμό μετρήρεων μπορούν νά έ- 
φαρμοστούν καί Ασφαλείς στατιστικοί συλλογισμοί. *Η μεγάλη 
δυσκολία ύπάρχει, όταν ο ΐ τ ιμ ές  πού έχουμε ε ίν α ι λ ίγ ες  (η=3 
μέχρι 6 ). Στήν περίπτωση αύτή, Αν μία ά π 'τ ίς  τ ιμ ές  ε ίν α ι ξέ
νη πρός τόν πληθυσμό, θά έπηρεάσει σοβαρά τό μέσο όρο. Συλ-

I

λογισμοί πού έγιναν έδειξαν, ό τι Από τρ ε ις  τ ιμ ές  μπορούμε 
νά Απορρίψουμε μία μόνο, Αφού είμαστε βέβα ιο ι ό τ ι αύτή πάρ- 
θηκε μέ συστηματικό σφάλμα. Κατά τόν ποσοτικό προσδιορισμό 
ούσίας ζυγίζονται τρία δείγματα. Κατά τή ζύγιση τού δευτέ
ρου δείγματος παρατηρήθηκε ρεύμα Αέρα στήν αίθουσα ζυγών Α
πό άγνωστη α ίτ ια . Μετά τούς ύπολογισμούς τής π ερ ιεκ τ ικ ό τη 
τας τού προσδιοριζόμενου συστατικού στά τρία  δείγματα βρέ
θηκε, ότι ή περιεκτικότητα στό δεύτερο δείγμα διαφέρει ση
μαντικά Από τά Αλλα δυό δείγματα. Στήν περίπτωση αύτή μπο
ρούμε νά Απορρίψουμε τήν τιμή, έπειδή πιθανότατα ύπάρχει συ
στηματικό σφάλμα.

Στήν περίπτωση μικρού Αριθμού μετρήσεων ό πειραματι
στής μπορεί νά χρησιμοποιήσει τή δ ι ά μ ε σ η  τ ι μ ή ά ν  
τ ί γ ι ά τ ή  μ έ σ η  τ ι μ ή  γ ιά ν ά  έκφράσει τήν Αληθή τ ιμ ή . 
"Οπως είδαμε, ή διάμεση τιμή δέν έπηρεάζεται Από τό μέγεθος 
τών Αλλων τιμών. 'Επειδή όμως γιά  μικρό Αριθμό μετρήσεων ή 

ι Απόδοση τής πραγματικότητας μέ τή διάμεση τιμή ε ίν α ι μειω
μένη, ε ίν α ι Απαραίτητη ή λήψη περισσοτέρων μετρήσεων (Βλέπε
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καί σελ. 3 9 ). Πολλοί έρευνητές σέ περιπτώσεις Αμφιβολιών υ
πολογίζουν τόν μέσο δρο, Λφοϋ πρώτα άπορρίφουν την πιό μεγάλη 
καί τήν πιό μικρή τιμή σέ μιά σειρά πειραματικών δεδομένων. 
Μέ τήν ένέργεια  όμως αύτή φαίνεται σάν νά παραγνωρίζεται ή 
στοιχειώδης φιλοσοφία τής στατιστικής έρμηνείας τής έπανα- 
ληπτικότητας.

Σέ προβλήματα άπόρριφης τιμών πρέπει έπίσης νά γνωρί- 
ζουμε,δτι ή πιθανότητα νά ύπάρξει μιά τιμή μεγάλης Απόκλι
σης Από τήν κεντρική τάση των Αλλων τιμών ε ίν α ι Ανεξάρτητη 
Από τόν Αριθμό η. *Η συχνότητα δμως,μέ τήν όποια μπορεί νά 
παρουσιαστεί μ ιά  τέτο ια  Απόκλιση, ε ίν α ι Ανάλογη τοΟ η.

2. Κριτήρια "2,5 d" καί "*d"

Τά κριτήρ ια  2 ,53  καί 4d έφαρμόζονται στήν περίπτωση μ ι
κ ρ ο ύ  ΑριθμοΟ μετρήσεων (τριών μέχρι όκτώ).

' Αποδεικνύεται, ό τ ι ή τυπική Απόκλιση σ τής κατανομής 
ένός πληθυσμού καί ή μέση Απόκλιση 3 συνδέονται μέ τή σχέ
ση σ *1 ,253 . Τό διάστημα Αξιοπιστίας ±2σ ε ίν α ι αυτό μέσα στό 
όποιο βρίσκονται περίπου τά 95% τών τιμών ένός πληθυσμού. 
"Αν γ ιά νά Απορρίψουμε μιά Αμφισβητούμενη τιμή θεωρήσουν οά 
κρ ιτήρ ιο  νά βρίσκεται ή τιμή  έξω Από τό διάστημα αύτό,τότε,άν τό 
διάστημα έκφραστεΐ σάν συνάρτηση τής μέσης Απόκλισης 3, 
αύτό θά ε ίν α ι ±2 · 1, 25d=±2,53 . Τό διάστημα έξ άλλου μέσα στό 
όποιο βρίσκονται τά 99,9% τών τιμών ε ίν α ι ±3,29σ=±3,29·l,25d 
= ±43. Ά π 'τ ίς  σχέσεις αύτές πήραν τό όνομά τους τάδυό κ ρ ι
τήρια "2,5d" καί "4 ,03 " καί έφαρμόζονται κατά τόν έξής τρό
πο: Μιά τιμή  πού μπαίνει σέ Αμφισβήτηση Απορρίπτεται, όταν ή 
Απόκλισή της Από τό μέσο όρο χ τών άλλων μετρήσεων ε ίν α ι με
γαλύτερη τού 2,5d ή τοϋ 4d. ‘ Η έπιλογή τού ένός ή τοΰ Αλλου 
κριτηρίου ε ίν α ι θέμα αύστηρότητας γ ιά  τόν καθορισμό του δια
στήματος Α ξιοπιστίας.
X

Παράδειγμα: Κατά τόν προσδιορισμό σιδήρου σέ δείγμα 
παίρνουμε τ ίς  τ ιμ ές  X j = 4 5 , 6  χ 2= 4 6 , 5  χ 3- 4 5 , 8  καί χ * = 4 5 ,2 %  Fe. 
*Η τ ιμή  χ2 Αμφισβητείται, ό τ ι Ανήκει στόν πληθυσμό. *0 μέσος 
όρος τών x 3 καί χ,, ε ίν α ι χ = 45 ,6 3 %  Fe καί ή μέση άπόκλι-
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ση μέ βάση τ ίς  τ ιμ ές  αύτές ε ίν α ι 3=0,22. Ή Απόκλιση τής Tt” 
μΤ)ς χ2 Από τό μέσο όρο ε ίν α ι d2= |x -x ? |=0 ,97 . 'Επειδή 0,97> 
> 4 ,0 ·0 ,2 2 , ή τιμή χ2 Απορρίπτεται μέ τόν κανόνα 4d καί Φυ“ 
σικΑ καί μέ τόν κανόνα 2 ,5d . ΤΑ κριτήρια 2,53 και 4,θ3 δέν 
ε ίν α ι αύστηρά στατιστικΑ καί γ ι'αύτό ή έκλογή τοΟ ένρςήτοΟ 
άλλου δέν δ ικα ιολογείτα ι στατιστικΑ. Πρέπει νΑ το ν ισ τεί , ό
τ ι  παρΑ τή συχνή χρήση τους τΑ κριτήρια  43 καί 2,53 προσ- 
φέρονται γιΑ τήν Απόρριψη μ ι α ς , μ ό ν ο  τ t μ ί  C 
πό όμΑδα τεσσάρων μέχρι όκτώ τιμών.^ * Η Λ π ό ρ ρ ι Ψ Π  
μ ι Λ ς  τ ι μ ή ς  Α π ό '  Α μ ά δ α  τ ρ ι ώ ν  τ ι 
μ ώ ν  ή δ ύ ο  Α π ό  ό μ ά δ α  π έ ν τ ε  τ ι μ ώ ν  
δ έ ν  ε ί ν α ι  δ υ ν α τ ή  μ έ  τ ά  κ ρ ι τ ή ρ  ta 
2,53 κ α ί  4 ,03 .

3. Κριτήριο Q.n ( Δοκιμή - <Χη)

* η Αοκιμή-Οη έχ ε ι περισσότερο στατιστικό στήριγμα. Τό 
μέγεθος Qn δρ ίζετα ι σΑν ένας λόγος τής Απόκλισης τής Αμφι
σβητούμενης τιμής Από τήν Αμέσως γειτον ική  της, πρός τό εύ
ρος τών τιμών δλόκληρης τής σειρ&ς (συμπεριλαμβανομένης καί 
τής Αμφισβητούμενης τ ιμ ή ς ) .

ο m  1 Χάϋ»Τχν«τ. I . (64)
wn R

*Η έφαρμογή τοΟ κριτηρίου-Q,, γ ίν ετα ι στήν πρά£η μέ τόν 
πιό κάτω τρόπο: "Αν ή τιμή τοΟ Οη,πού ύπολογίζεται πειραμα
τικά (Q ) γιά  τήν Αμφισβητούμενη τ ιμ ή , ε ίν α ι μεγαλύτερη 
ά ,η ό  τήν Αντίστοιχη τιμή ζ)η,πού βρίσκουμε σέ στατιστικούς π ί
νακες (γιά τόν ίδ ιο  Αριθμό μετρήσεων η ) , τότε ή Αμφίβολη τ ι 
μή Απορρίπτεται.
Δηλ. dv (Qn)neip. >Qn,̂ l χάμφ Απορρίπτεται

Αν (Qn)ncip. < 0 „ ,ή  Χάμψ.6έν Απορρίπτεται.

* Οί τ ιμ ές  Qn γ ιά  διαφορετικό Αριθμό μετρήσεων καί γιΑ 
στατιστική βεβαιότητα 90%, 95% καί 99% δίνονται στόν πίνα
κα X II.
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ΠΙΝΑΚΑΣ XII

Κρίσιμες τ ιμ ές  τοΟ Qn

'Α ριθ. Μετρή
σεων 

η

Τιμές Qn

90% 95% 99%

3 0,94 0,98 0,99
4 0,76 0,85 0,93
5 0,64 0,73 0,82
6 0,56 0,64 0,74
7 0,51 0,59 0,68
6 0,47 0,54 0,63
9 0,44 0,51 0,60

10 0,41 0,48 0,57

4. Κριτήριο Τη ί ΔοιιιμΛ -Τη )
"Ενα άλλο κριτήριο  πού ξεκινά άπό άπλρύς άναλυτικούς 0- 

πολογισμούς ε ίν α ι τό κριτήριο  Τη .
Τό μέγεθος Τη δρ ίζετα ι άπό τή σχέση

Τη= ΙΧ<ψ|£?1 (65)

όπου χάμφ ε ίν α ι ή π ιό μεγάλη ή ή πιό μικρή τιμή, πού άμφί- 
σ βητεΐτα ι στή σειρά των πειραματικών δεδομένων καί s *  ε ίν α ι 
ή τυπική άπόκλιση, πού ύπολογίξεται άπό τή σχέση s*=3/E(x-X;)Vn 
Δηλαδή ή s *  δίνεται μέ τήν ίδια σχέση,μέ τήν όποία ύπολογίζεται ή 
έκτίμηση a γ ιά  τήν τυπική άπόκλιση τής άναλυτικής μεθόδου, 
μέ τή διαφορά δ τ ι διαιρούμε μέ η άντί γιά  (η-1) . Τό μέγεθος 
s *  χρησιμοποιείτα ι στήν περίπτωση αύτή όχι σάν έκτίμηση τής 
παραμετρικής σταθεράς σ τής μεθόδου, άλλά σάν ένα μέτρο τού 
βαθμού διασποράς των τιμών χ,· γύρω άπό τόν μέσο όρο χ σ ε ι
ράς παραλλήλων προσδιορισμών, πού γίνονται σ'ένα συγκεκρι
μένο δείγμα.

‘ Η πειραματική τιμή τού κριτηρίου (Tn )nC(p. συγκρίνεται 
μέ τήν τ ιμή  τού Τη,πού δ ίν ετα ι σέ στατιστικούς πίνακες. *0 
πίνακας X III δ ίν ε ι  τ ιμ ές  τού Τ„ γιά  διάφορες τ ιμ ές  τού ηκαί
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στατιστική βεβαιότητα 90%, 95% καί 98%.
Ά ν (Tn)ncip > Τ „ , ή  τιμή χάμφ. Απορρίπτεται.

Τό κριτήριο  Τη , έπειδή στηρίζεται στόν ύπολογισμό τής 
τυπικής Απόκλισης τοΟ δείγματος s * ,  πού γ ίν ετα ι συνήθως Από 
μεγάλο Αριθμό μετρήσεων, έχ ε ι έψαρμογή α έ  περιπτώσεις\πού τό 
η εϋναι μεγάλο. 'Αντίθετα τό κριτήριο  Qn έφαρμόζεται σέ πε
ριπτώσεις μικροϋ Αριθμού παρατηρήσεων. 

ι 1

ΠΙΝΑΚΑΣ X I I I

Κρίσιμες τ ιμ ές  τού Τ„ γ ιά  Απόρριψη Αμφιβόλων τιμών

Π
90% 95% 98%

3 1,412 1,414 1,414
4 1,689 1,710 1,723
5 1,869 1,917 1,955
6 1,996 2,067 2,130
7 2,093 2,182 2,265
8 2,172 2,273 2,374
9 2,237 2,349 2,464

10 2,294 2,414 2,540
11 2,343 2,470 2,606
12 2,387 2,519 2,663
13 2,426 2,562 2,714
14 2,461 2,602 2,759
15 2,493 2,638 2,800
16 2,523 2,670 2,837
17 2,551 2,701 2,871
18 2,577 2,728 2,903
19 2,600 2,754 2,932
20 2,623 2,778 2,959
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β. Κριτήριο - gn

Τό στατιστικό μέγεθος gn καθορίζεται μέ τόν άκόλουθο 
τρόπο: 1) ‘ Υπολογίζεται τό εδρος Rl f όταν θεωρήσουμε όλες τ ίς  
τ ιμ ές  τής σειράς μαζί μέ τήν τιμή πού άμφ ισβητεΐτα ι. 2) ‘ Υ
πολογίζεται τό εδρος R2 τών τιμών τής σειράς βγάζοντας 6Ε& 
τήν άμφισβητούμενη τ ιμ ή . 3) Σχηματίζεται ό λόγος τών τιμών 
r j καί R2fπού λέγετα ι κρ ιτήριο  gn καί ύπολογίζεται ή τιμή 
του (gn=Ri/R2) ·

* η έφαρμογή τοΟ κριτηρίου gn γιά  τήν άπόρριψη τιμών γ ί 
νετα ι μέ τόν άκόλουθο τρόπο: 1) ‘ Υπολογίζεται ή πειραματική 
τιμή  (9η)Π«ρ. Υιά τήν άμφισβητούμενη τ ιμ ή . 2) Συγκρίνεται μέ 
τήν τ ιμή  gn,no0 δ ίν ετα ι σέ στατιστικούς πίνακες γιά  στατι
στική βεβαιότητα 95% καί 99% καί γιά  διάφορες τ ιμ ές  τοΟ η.
3) Άν ( g n )ncip. > 9 η .τώτε ή άμφισβητούμενη τιμή άπορρίπτεται 
μέ τήν άντίστοιχη στατιστική βεβαιότητα. Τιμές τοΟ στατι
στικού μεγέθους gn δίνονται στόν πίνακα XIV.

ΠΙΝΑΚΑΣ XIV
Κρίσιμες τ ιμ ές  τού μεγέθους gn

‘ Αριθ. μετρή- 
σεων 

η

Τιμές 9η

95% 99%

3 16,95 83,34
4 4,26 9,01
5 2,79 4,55
6 2,27 3,31
7 2,03 2,76
8 1,88 2,44
9 1,78 2,25

10 1,70 2,11
11 1,65 2,01
12 1,60 1,93
13 1,57 1,87
14 1,54 1,82
15 1,51 1,78
16 1,49 1,74
17 1,47 1,71
18 1,46 1,69
19 1,44 1,66
20 1,43 1,64
21 1,42 1,62
22 1,41 1,61
23 1;40 1,59
24 1,39 1,58
25 1,38 1,57
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Γενικά κατά τήν χρησιμοποίηση τής Δοκιμής gn γ ιά τή ν ά - 
πόρριψηήμή μιας τιμής,πού μπαίνει σέ Αμφισβήτηση,ίσχύουν τά 
&Εής: Ά ν ή τιμή άπορριψτεΐ, ή πιθανότητα παρ'δλα αύτά νάά- 
νήκει στόν πληθυσμό ε ίν α ι 5% ή 1%, όταν ή σύγκριση γ ίνετα ι 
μέ θεωρητικές τ ιμ ές  τοϋ gn στατιστικής βεβαιότητας 95^ ή 
99% άντίστοιχα.

Άν ύπάρχουν περισσότερες τ ιμ ές  πού ε ίν α ι άμφίβολες,τότε 
τό κριτήριο Απόρριψης τιμών πρέπει νά έφαρμόζεται χωριστά 
γιά κάθε Αμφίβολη τ ιμ ή . Πρώτα θά δοκιμαστεί ή περισσότερο 
Αμφίβολη τιμή καί μετά στήν όμάδα των τιμών πού θά μείνουν 
έΕετάζουμε, άν Απορρίπτεται άλλη άμφίβολη τ ιμ ή .

Παράδειγμα: 'Ανάλυση άσβεστολίθου έδωσε τά παρακάτω Α
ποτελέσματα σέ μιά σειρά 5 δειγμάτων πού Αναλύθηκαν! Χι =
55,95, χ2=56,00, χ 3=56,04, χ „=56,08 καί χ5>*56,23% CaO. *Η
τελευταία τιμή φαίνεται Αμφίβολη. Πρέπει νά άπορρίφτεΐ ή

(

νά ληφθεί ύπ'δψη;

’Απάντηση:

(α) Δοκιμή μέ τό κριτήριο  Qn

(0 ) -  56,23-56,08 q g .
l0» W  56,23-55,95 0 ' b4

Q„=0,73 (άπό τόν πίνακα X II, n=5, 95%) 
'Επειδή (Q„)neip < 0 „,ή  τιμή  xs παραμένει.

(β) Δοκιμή μέ τό κριτήριο  Τη

Ά π 'τ ίς  5 τ ιμ ές  βρίσκουμε: χ=56,06% CaO

g»_y  0,0121+0,0036+0,0004+0,0004+0,0289 =Q 0̂95

'Εφαρμογή τοΟ τύπου (65) μάς δ ίν ε ι

<Tn )„e,p. s  56,23-56,06 , 1 , 7g9 
0,095

' Απ'τόν πίνακα XIII βρίσκουμε Τη· Ι , 9 ΐ7  γ ιά  η=5 καί 95% 
βεβαιότητα.

'Επειδή (Τ„)Πίιρ < Τη, ή τιμή χ, παραμένει.
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\

(γ) Δοκιμή μέ τό κριτήριο  gn.

,α ) -  5<i,23-55,95-. =2,14
" W  5 6 , 0 8 - 5 5 , 9 5

gn=2,79 (Από τόν πίνακα XIV γιά  η=5, 95%).
'Επειδή (9η W.p.<  ̂ τ ιμή  χ5 παραμένει καί συνυπολογίζε
ται στήν εύρεση τοΟ μέσου δρου.

‘ Οπωσδήποτε κατά τήν Απόρριψη τιμών πρέπει νά έχουμε ί>π* 
δψη μας καί τά άκόλουθα:

1) 'Αν Απορρίπτεται μεγάλο ποσοστό άπό τ ίς  πειραματι
κές τ ιμ ές , ύπάρχει περίπτωση δ πληθυσμός νά μήν Ακολουθεί κα
νονική κατανομή. Στήν περίπτωση αύτή πρέπει νά γ ίν ετα ι έ 
λεγχος, άν ισχύει ή κανονική κατανομή (βλέπε σελίδα 116).

2) Σ' όποιαδήποτε περίπτωση Απόρριψης τιμών συνιστδται 
ό ύπολογισμός τού μέσου δρου μετά τήν Απόρριψη τής τ ι -  
μής (ή τιμών) καί τής τυπικής Απόκλισης μέ τήν Αμφίβολη τ ι 
μή.

3) Κατά τήν έκθεση τών συμπερασμάτων τής πειραματικής 
του δουλειάς δ έρευνητής πρέπει νά συμπεριλάβει μέ σχολα
στικότητα τ ίς  συνθήκες μέ τ ίς  όποιες πήρε τ ίς  τ ιμ ές , πού Α- 
πορρίφτηκαν μέ κριτήρια  Απόρριψης τιμών. Πρέπει έπίσης νά 
Αναφέρει τόν συνολικό Αριθμό τών μετρήσεων, τ ίς  τ ιμ ές  πού Α- 
πέρριψε καί τΑ κριτήρια  πού έφαρμόστηκαν γιά  τήν Απόρριψή 
τους.

6. ’Επιτρεπόμενη διαφορά μεταξύ δύο παραλλήλων μετρή

σεων

"Ολες ot δοκιμές γ ιά  Απόρριψη Αμφίβολων τιμών, πού π ερ ι- 
γράψαμε μέχρι τώρα, άναφέρονται σέ περιπτώσεις, δπου ύπάρ- 
χουν τρ ε ις  τουλάχιστον τ ιμ ές . Τό έρώτημα δμως πού ύπάρχει 
συχνά ε ίν α ι:  Πόσο έπ ιτρέπετα ι νά διαφέρουν μεταξύ τους δυό 
τ ιμ ές , πού πάρθηκαν σέ δυό παράλληλους προσδιορισμούς στό ί 
δ ιο  δείγμα;

"Αν ε ίν α ι γνωστή ή τυπική Απόκλιση σ μιΑς Αναλυτικής με
θόδου, ή έπιτρεπόμενη διαφορά μεταξύ δύο παραλλήλων προσ
διορισμών δ ίν ετα ι άπό τή σχέση
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δπου α ε ίν α ι σταθερά,πού ot τ ιμ ές  της δίνονται στόν πίνακα 

XV.
Ετήν πράξη δμως ή παράμετρος σ μπορεί νά έκ τ ιμ η θ ε ϊ μέ 

τήν' τυπική άπόκλιση s ,  πού στήν περίπτωση μικροϋ άριθμοϋ με
τρήσεων δ ίνετα ι άπό τή σχέση (37) στή σελίδα 58. Γιά η=2 ή 
σχέση ε ίν α ι s=0,886R (πίνακας V II, σελ. 59 ), δπότε ή σχέση 
(66) γίνεταν

R m«x“ a * 0 ' ? 8 6 R  ( 6 7 )

Οί τ ιμ ές  του α γιά  η=2 καί στατιστική βεβαιότητα 90% καί 99% 
ε ίν α ι Αντίστοιχα α090=2,77 καί α0„= 3 ,6 4 .

Γενικώτερα, άν τό εύρος ύπολογιστεί άπό άριθμό k δειγ
μάτων (δπως έχ ε ι περιγράφει στή σελίδα 60) και έκφραστείμέ 
μιά μέση τιμή R, ή σχέση (67) γ ίν ετα ι

Rm =bR (68)max

δπου b=cnK»a. ΟΙ τιμή των σταθερών α καί b δίνονται στόν π ί
νακα XV·

ΠΙΝΑΚΑΣ XV

Π α b=a· cn,k
90% 99% 90% 99%

2 2,77 3,64 2,46 3,23
3 3,31 4#12 1,96 2,43
4 3 , 6 3 4,40 1,76 2,14
5 3 , 8 6 4,60 1,66 1,98

Παράβεινμα: Μέ μιά μέθοδο προσδιορισμοΟ γλυκόλης# πού 
έχ ε ι γνωστή τυπική Απόκλιση σ=0,075, κάνουμε δυό προσδιορι- 
σμούς σ'ένα άγνωστο δείγμα καί βρίσκουμε Xj=3,93% καί χ2= 
3,69% γλυκόλη. Ε ίνα ι έπιτρεπτή ή διαφορά (χ ,-χ 2) ;

I Λύση: Άπό τή σχέση (66) καί τόν πίνακα XV Οπολογίζου- 
ve Rme- 2 ,77*0,075=0,208%. *Η διαφορά 3,93-3,69=0,24% ε ίν α ι
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μεγαλύτερη καί γ ι'α ύτό  συμπεραίνουμε, δ τ ι μιΑ άπό τΙς6ν»ό τ ι 
μές δέν ε ίν α ι Ακριβής. "Αν ή τυπική Απόκλιση τής μεθόδου δέν 
ε ίν α ι γνωστή, Αλλά υπάρχουν Αλλα πειραματικό δεδομένα, Απ' 
τΑ όποια μπορεί νΑ υπολογιστεί μιΑ καλή μέση τιμή  R=0,095, 
τότε ή έπιτρεπόμενη διαφορά των τιμών Xj καί χ2 θά ύπολο- 
γ ισ τ ε ΐ άπό τή σχέση (68) μέ b=2,46. Τότε βρίσκουμε R ,^  «  
=2 ,46 .0 ,095=0 ,234 . Καί πάλι ή διαφορά πέρνα τό έπιτρεπτό δ- 
ρ ιο . Καί σ τ ίς  δυό περιπτώσεις τό συμπέρασμα βγα ίνει μέ στα
τ ισ τ ικ ή  βεβαιότητα 90%. Σ'αύτές τ ίς  περιπτώσεις πρέπει νά 
γ ίν ετα ι ένας τρ ίτο ς  προσδιορισμός καί νά Απορρίπτεται μιά 
Από τ ίς  δυό τ ιμ έ ς .



Κεφάλαιο VII Λ

Δοκιμές σημαντικότητας
(Σύγκρ ισ η  σειρών πειραματικών δεδομένων)

1. Ή Μηβενική καί ή Εναλλακτική 'Υπόθεση ( Null , and  

A ltern ative  H y p o th e s i s )

‘ Η ύπόθεση της ύπαρξης ισοδυναμίας μεταξύ δύο πληθυσμών 
(σειρών πειραματικών δεδομένων), όταν συνκρίνονται ώς πρός 
ώρισμένη ίδιότητά τους, λέγετα ι Μ η δ ε ν ι κ ή  ' Υ π ό 
θ ε σ η  ( Η 0 ) . Κατά τήν έφαρμογή δοκιμών σημαντικότητας στη 
στατιστική διατυπώνουμε τήν μηδενική υπόθεση καί έξετάζου- 
μ ε ά ν ή  ' Ε ν α λ λ α κ τ ι κ ή  ' Υ π ό θ ε σ η  ( Η α ) ,  ή 
όποία πάντοτε "φαίνεται" νά ύπάρχει κατά τ ίς  συγκρίσεις π ε ι
ραματικών δεδομένων, ε ίν α ι Σ τ α τ ι σ τ ι κ ά  σ η μ α ν -  
τ ι κ ή. Κατά τήν έξέταση Αναλυτικής μεθόδου π .χ . άπό άπο
ψη Ακριβέ ίας ύπολογίξουμε τόν μέσο όρο χ (άπό μέτρηση προ
τύπων δειγμάτων) καί τόν συγκρίνουμε μέ τήν άληθή τιμή μ. 
Ή μηδενική ύπόθεση Η0 λ έ ε ι, ό τι ή μέθοδος ε ίν α ι Ακριβής δηλ· 
δτ ι χ=μ ή ότι |μ-χ |=0 . Καί στήν περίπτωση όμως μεθόδων μέ 
μεγάλη άκρίβεια ο ι μετρήσεις δίνουν μιά πεπερασμένη διαφο
ρά |μ -χ |, * Η διαφορά αύτή δ ικα ιολογεί κατ'άρχή τή διατύπω
ση τής έναλλακτικής ύπόθεσης Ηρ , ή όποία λ έ ε ι,  ό τ ι ή μέθοδος 
δέν ε ίν α ι Ακριβής ή δ τ ι μ^χ ή δ τ ι |μ-χ| > 0 · 'Εξετάζουμε λοι
πόν, Αν ή διαφορά πού βρίσκουμε μεταξύ μ καί χ ε ίν α ι στατι
στικά σημαντική δηλ. άν όφείλετα ι σέ σ τ α τ ι σ τ ι κ  ή 
ί ά ν ε π ά ρ κ ε  ι α  λόγ<ρ του μικροϋ ΑριθμοΟ πειραμάτων,
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πού κάναμε γ ιά  τόν ύπολογισμό του χ κα ί ό χ ι γ ια τ ί ή μέθοδος 
ε ίν α ι  ά να κρ ιβή ς . ‘ Η βέβα ιη  άπόρριψη μ ια ς  μηδενικής ύπόθεσης 
κα ί ή παραδοχή μ ια ς  ένα λλα κτικής μπορεί νά γ ίν ε ι  μόνο,δταν 
ή έμφανιζόμενη διαφορά (στό παράδειγμά μας |μ - χ |)  δέν ε ίν α ι 
τυχα ίας φύσης. "Οταν ή διαφορά |μ —x | π έφ τει μέσα στην πε
ρ ιο χή , πού προβλέπεται άπό τή σ τ α τ ισ τ ικ ή , λόγω τής τυχαίας 
κατανομής των διαφόρων τιμών μετρήσεων, ή άπόρριψη τής μη
δ εν ικ ή ς  ή ή παραδοχή τής ένα λλα κτικής ύπόθεσης μπορεί νά γ ί 
ν ε ι  μόνο μέ τόν καθορισμό όρίων σ τα τ ισ τ ικ ή ς  βεβα ιότητας, μέ 
τήν όποια δ ίν ε τ α ι ή άπάντηση τής άπόρριφης ή τής παραδοχής. 
Μέ άλλα λ ό γ ια , μόνο όταν ή διαφορά ό φ ε ίλ ετα ΐ σέ συστηματικό 
σφάλμα,μπορεί ή άπόρριψη μ ιά ς  μηδενικής ύπόθεσης νά γ ίν ε ι  

μέ βεβα ιότητα  100%. "Αν καθοριστούν όμως πολύ αυστηρά όρια 
σ τ α τ ισ τ ικ ή ς  β ε β α ιό τ η τ α ς » (π .χ . 99%), ύπάρχει κ ίνδυνος νά πα
ραδεχτούμε τήν μηδενική  ύπόθεση (ένώ δέν ίσ χ ύ ε ι)  κα ί νά χά
σουμε μ ιά  παραμετρική έπίδραση πάνω σέ κάποιο φυσικό φαινό
μ ενο . Τό σφάλμα πού κάνουμε στήν περίπτωση αύτή λ έγ ετ α ι 
σ φ ά λ μ α  π ρ ώ τ ο υ  ε ί δ ο υ ς  ή τ ύ π ο υ  I .

Α ν τ ίθ ε τ α , άν καθορίζουμε πολύ χαλαρά όρια  σ τα τ ισ τ ικ ή ς  
βεβα ιότητας (π .χ .  90%), ύπάρχει κ ίνδυνος νά παραδεχτούμε τήν 
ένα λλακτική  ύπόθεση (ένώ ίσ χ ύ ε ι ή μ η δ εν ικ ή ). Στήν τελευτα ία  
περίπτωση χαρακτηρίζουμε τ ί ς  διαφορές σ η μ α ντ ικές , ένώ αύτές 
δέν ό φ είλο ντα ι σέ παραμετρικές έπ ιδ ρ ά σ εις  πάνω στό έζετά ζό 
μενο φ α ινόμενο . Τό σφάλμα στήν περίπτωση αύτή λέγετα ι σφ άλ- 
μ α  δ ε υ τ έ ρ ο υ  ε ί δ ο υ ς  ή τ ύ π ο υ  I I ,  
' Αν π .χ .  μετά άπό μ ιά  δοκιμή σημαντικότητας καταλήγουμε στό 
συμπέρασμα, ό τ ι δύο κατιόντα  μετάλλων έχουν διαφορετική κα
τα λυτ ική  έπίδραση πάνω στήν άντίδράση

Η 20 + 3 Ι '+ 2 Η + —  Ι ' 3+2Η20  ,

ένώ ύπάρχει στήν πραγματικότητα ή ίδ ια  άκριβώς καταλυτική 
έπ ίδραση , λέμε ό τ ι κάναμε σφάλμα τύπου I .  Α ν τ ίθ ετ α ,ά ν  κα
ταλήγουμε στό συμπέρασμα ό τ ι τά κατιόντα έχουν τήν ίδ ια  κα
ταλυτική  δράση, ένώ στήν πραγματικότητα έχουν δ ιαφ ορετική , 
κάνουμε σφάλμα τύπου I I .
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Μέ βάση τούς παραπάνω συλλογισμούς μπορούμε νά κατα- 
στρώσουμε τόν πίνακα X V I. Μέ τά σύμβολα Η0 κα ί Ηα παριστά
νουμε Α ντίστο ιχα  τήν μηδενική καί έναλλακτική  ύπόθεση. Σάν 
συμπέρασμα άπό τόν πίνακα β γ α ίν ε ι , ό τ ι ή Απόρριψη μ ια ς  μη
δ εν ική ς  υπόθεσης, πού στήν πραγματικότητα ισ χ ύ ε ι ,  ισοδύνα
μ ε ! μέ σφΑλμα τύπου I ,  ένώ ή παραδοχή μ ια ς  μηδενικής υπόθε
σης, πού δέν ισ χ ύ ε ι ,  ισοδύναμε! μέ σφΑλμα τύπου I I .

ι V
ΠΙΝΑΚΑΣ XVI

Συμπέρασμα Δομικής 
σημαντικότητας

Πραγματική Κατάσταση
Η0 ίσ χ ύ ε ι Η0 δέν ισ χ ύ ε ι

Η0 Απορρίπτεται 

Η0 ίσ χ ύ ε ι

Σφάλμα τύπου I  

Σωστό τό συμπέρασμα

Σωστό τό συμπέρασμα 

Σφάλμα τύπου I I

"Ενα δεύτερο παρΑδειγμα, πού δ ιε υ κ ρ ιν ίζ ε ι  τήν περίπτωση 
σφάλματος τύπου I  ή I I ,  ε ίν α ι  τό άκόλουθο: Σ ' ένα πε ίραμα σύγ
κρ ισης δραστικότητας δύο φαρμάκων, ένός παλαιού κα ί ένός ν έ 
ου , καταλήγουμε στό συμπέρασμα, ό τ ι τό νέο φάρμακο ε ίν α ι  δρα- 
στικώ τερο , ένώ στήν πραγματικότητα έ χ ε ι  τήν ίδ ια  δράση μέ 
τό παλα ιό . Τό συμπέρασμα Α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί μέ σφΑλμα τύπου I . ' Α ν 
τ ίθ ετα , Αν καταλήγουμε στό συμπέρασμα ό τ ι έχουν τήν ίδ ια  
δραστικότητα, ένώ στήν πραγματικότητα τό νέο φάρμακο ε ίν α ι  
δραστικώτερο, κάνουμε σφάλμα τύπου I I .

2. Στατιστική Δοκιμή

Ή  σ τα τ ισ τ ικ ή  μεθοδολογία μέ τήν όποια δ ίν ε τ α ι ή Απάν
τηση, Αν τό συμπέρασμα Από μ ιΑ  σ ε ιρ ά  πειραματικώ ν δεδομένων 
συμφωνεί ή δέν συμφωνεί μέ τή διατυπωμένη μηδενική  ύπόθε
ση , λ έγ ετ α ι Σ τ α τ ι σ τ ι κ ή  Δ ο κ ι μ ή .

%Η πορεία τήν όποία Ακολουθούμε κατά τήν έφαρμογή στα
τ ισ τ ικ ή ς  δοκιμής ε ίν α ι  ή έ ζ ή ς : Διατυπώνουμε Αρχικά τή μηδε
ν ικ ή  ύπόθεση κα ί ύστερα τήν άπορρίπτουμε, έφ 'δσον ή σ τ α τ ι
σ τ ική  δοκιμή δώσει συμπέρασμα πού ε ίν α ι  Απίθανο γ ιΑ  τήν C- 
σχύουσα μηδενική ύπόθεση.
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' Ή  διατύπωση μ ιά ς  μηδενικής ύπόθεσης πρέπει νά έχη πάν
τοτε προσωρινό χαρακτήρα. Μέ τήν έρευνα (Θεωρητική ή Π ειρα
ματική ) πετυχα ίνουμε τή συμπύκνωση κα ί γεν ίκευσ η  πολλών έ -  
ναλλακτικών ύποθέσεων ή τήν άνασκευή κα ί γενικώ τερη δ ια τύ
πωση μηδενικών ύποθέσεων. Στόχος στήν έπ ιστημονική  έρευνα 
π ρέπ ει νά ε ίν α ι  ή έρ μη νεία  κατά τό δυνατό μεγάλου άριθμοΰ 
φαινομένων μέ κατά τό δυνατό πολύ μικρό άριθμό μηδενικών ύ
ποθέσεων, ο ί ό π ο ιες  τ ίθ ε ν τ α ι συνεχώς ύπό Αμφισβήτηση. Σύνο
λο πολλών μηδενικών ύποθέσεων ά π ο τελεϊ τή θ ε ω ρ ί α .

Σάν παράδειγμα δ ίνουμε π ιό  κάτω τήν πορεία , πού θά Ακο
λουθούσαμε γ ιά  νά έλέγξο υμ ε τή σημαντικότητα διαφοράς σέ δυό 

πληθυσμούς ώς πρός ένα χα ρα κτηρ ιστικό :
α) Διατυπώνουμε τήν ύπ όθεση ,δτι δέν ύπάρχε ι  διαφορά με

ταξύ τών δύο πληθυσμών. Αύτό σ υ μ β ο λ ίζετα ι μέ Η0.
β) Διατυπώνουμε τήν ένα λλακτική  ύπόθεση Ηα , πού λ έ ε ι ,  

ό τ ι ύπάρχει διαφορά μεταξύ τών δύο πληθυσμών.
γ) Δ ιαλέγουμε τήν κατάλληλη σ τα τ ισ τ ικ ή  δο κ ιμή .
6) Δ ιαλέγουμε τό έπ ίπεδο  σημαντικότητας τής δο κ ιμής .*Η  

έκλογή του έπ ιπέδου σημαντικότητας γ ίν ε τ α ι αύθαίρεταάπό τόν 
π ειρα μα τιστή  κα ί φανερώνει τήν πιθανότητα νά κ ά ν ε ι σφάλμα 
τύπου I  (λαθεμένη Απόρριψη τής Η0) .  Τό έπ ίπεδο αύτό συμβο
λ ίζ ε τ α ι  μέ τό 2α . ‘ Η έπ ί τ ο ΐς  έκατό πιθανότητα νά Λπορρι- 
φ τεϊ ή μηδενική  ύπόθεση Hq ε ίν α ι  100 χ (2 α ) · Αν π .χ . α = 
= 0 ,025 , ή πιθανότητα λαθεμένης Απόρριψης τής Η0 θά ε ίν α ι  5%.

ε) 'Ε κ τέλ εσ η  τού κατάλληλου πειράματος κα ί συλλογή τών 
πειραματικώ ν δεδομένων, πού χ ρ ε ιά ζο ν τ α ι.

στ) 'Εφαρμογή τής κατάλληλης δοκιμής σημαντικότητας και 
άπόρριψη τής παραδοχής τής μηδεν ικής υπόθεσης Η0.

3. Δύναμη της Στατιστικής Δοκιμής

Μιά έ ν ν ο ι α  π ο ύ  σ χ ε τ ί ζ ε τ α ι  μ έ  τ ή  δ ο κ ιμ ή  μ ιΑ ς  ύ π ό θ εσ η ς  

ε ί ν α ι  ή Δ ύ ν α μ η  τ ή ς  Δ ο κ ι μ ή ς .  Γ ι ά ν ά  κ α τα 

λ ά β ο υ μ ε  τ ή ν  έ ν ν ο ι α  α ύ τ ή  ά ν α φ ε ρ ό μ α σ τ ε  σ τό  σχήμα 2 1 .

01 δύο πληθυσμοί παριστάνουν ό ένας τήν μηδενική ύπό
θεση Η0 κα ί ό άλλος τήν έναλλακτική  ύπόθεση Ηα μέ παραμε-
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τρικούς μέσους όρους μ 0 κα ί μ α Α ντ ίσ το ιχ α  xaC τήν ίδ ια  τυ
π ική Απόκλιση σ . ‘ Η τ ιμή  Τκ ε ίν α ι  ή κρ ίσ ιμ η  τ ιμ ή  πάνω Απ' 
τήν όποια διαφορές χ - μ 0 έμφ ανίζοντα ι μέ πιθανότητα μ ικρ ό 
τερη άπό a , πού καθωρίστηκε άπό τον πειραματιστή  μέ βάση τ ι ς  
σ υ ν έπ ε ιες  άπό τήν άπόφαση. Τό α ίσοΟται κα ί μέ τήν πιθανό
τητα νά ύπάρζει σφάλμα τύπου I  (π ιθανότητα Απόρριψης μ ιά ς  
ίσχύουσας Η0) .  Τό τμήμα τής καμπύλης Ηα , πού ε ίν α ι  κάθετα 
γραμμοσκιασμένο, ίσοΟται μέ τή μικρή πιθανότητα νά παραδε - 
χτοΟμε μ ιά  λαθεμένη μηδενική ύπόθεση κα ί σ υ μ β ο λ ίζετα ι μέ τό 
β . Τό β ίσοΟται έπ ίσης μέ τήν πιθανότητα νά κάνουμε σφάλμα 
τύπου I I .  (παραδοχή μή ίσχύουσας ένα λλα κτικής υπ όθεσης).

*Η ποσότητα Δ=1-β Ονομάζεται Δ ύ ν α μ η  τ ή ς  Σ τ α 
τ ι σ τ ι κ ή ς  Δ ο κ ι μ ή ς  (Power o f S t a t i s t i c a l  T e s t ) .  
4Η φυσική σημασία τής Δ ε ίν α ι  ή Ικανότητα τής σ τ α τ ισ τ ικ ή ς  
δοκιμής νά δ ια κ ρ ίν ε ι διαφορές (ώς πρός μ ιά  Ιδ ιό τη τα ) μετα- 

Εύ δύο δειγμάτων δύο πληθυσμών.
*Η Δύναμη μι&ς σ τ α τ ισ τ ικ ή ξ  δοκιμής Ο πολογιζετα ι Αριθμη

τ ικ ά , άν άφαιρέσουμε άπό τή μονάδα τήν πιθανότητα νά γ ίν ε ι  
σφάλμα τύπου I I .  Ά π 'τ ό  σχήμα 21 φ α ίνετα ι, ό τ ι ,  όσο π ιό  κον- 

, τά βρ ίσκοντα ι ο ί καμπύλες των δυο κατανομών κα ι ό σ ο π ιό π λα - 
• τ ε ιέ ς  ε ίν α ι  αύτές* τόσο μ ικρότερη ε ίν α ι  ή δύναμη τής δ ο κ ι

μής. "Οσο ο ί δυό ύποθέσεις Η0 κα ί Ηα διαφέρουν περισσότερο 
(όσο ή Οπερκάλυψη των δυό κατανομών ε ίν α ι  μ ικρότερη) , τόσο 

1 κα ί ή δύναμη τής δοκιμής γ ίν ε τ α ι μεγαλύτερη . "Αν κρατήσουμε
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σταθερό τό α , μπορούμε νά μεγαλώσουμε τήν δύναμη μι&ς δ ο κ ι
μής βελτιώ νοντας τό μέθοδο Από Αποψη έπαναληπτικότητας τοΟ 
μέσου όρου. Αύτό μπορεί νά γ ίν ε ι  μέ αύ£ηση τού Αριθμού τών 
μετρήσεων η ,ά π 'τ ο ύ ς  όποιους ύ π ο λο γ ίζετα ι ό μέσος όρος χ (σ ε λ . 
6 9 ) .  Πριν έζετάσουμε τ ίς  π ιό  συχνά χρησιμοποιούμενες σ τ α τ ι
σ τ ικ έ ς  δ ο κ ιμ έ ς , θά άναφέρουμε μερ ικούς κανόνες έπ ιλογής τής 
σ τ α τ ισ τ ικ ή ς  βεβα ιότητας γ ιά  τήν άπόρριψη ή παραδοχή μ ια ς  
σ τ α τ ισ τ ικ ή ς  ύπόθεσης. ‘ Η έπ ιλογή  τής βεβαιότητας πρέπει νά 
έ χ ε ι  πάντα σάν γνώμονα τ ί ς  σ υ ν έπ ε ιες ,π ο ύ  θά ε ίχ ε  ένα λαθε
μένο συμπέρασμά, νά άπορρύψα^αε μιά ίσχύουσα μηδενική υπόθεση ή 
νά παραδεχθούμε μ ιά  ένα λλα κ τ ικ ή , πού δέν ισ χ ύ ε ι .  Ά ν  π .χ .μ ε -  

τά άπό έφαρμογή μ ια ς  σ τ α τ ισ τ ικ ή ς  δοκιμής π ρ ό κειτα ι νά Απο
φασίσουμε γ ιά  τ ί ς  θανατηφόρες π α ρ ενέρ γειες  μ ιά ς  χημ ικής ού- 
σ ία ς , πού ύπάρχει σ 'έν α  φαρμακευτικό σκεύασμα, ή σ τα τ ισ τ ική  
βεβα ιότητα μέ τήν όποια θά δώσουμε τό συμπέρασμά μας θά πρέ
π ε ι νά ε ίν α ι  ή ύψηλότερη δυνατή. Τό ίδ ιο  ίσ χ ύ ε ι κα ί γ ιά  τήν 
Απόφαση έφαρμογής μ ια ς  θεραπείας σάν Αποτέλεσμα μ ια ς  κ λ ι 
ν ικ ή ς  Ανάλυσης. 'Α ν τ ίθ ε τ α , άν π ρ ό κε ιτα ι νά καταλήγουμε σ 'έ - -  
να συμπέρασμα γ ιά  τήν έπίδραση ή μή μ ιά ς  χημ ικής ούσίας στήν 
έμφάνιση τής έπ ιφ ά νεια ς  π .χ .  ένός έργαστηριακοϋ πάγκου, ή 
σ τ α τ ισ τ ικ ή  βεβα ιότητα  μπορεί νά ε ίν α ι  λιγώ τερο αύστηρή.

Ot π ιό  κάτω κανόνες μπορούν νά έφαρμοστοΰν κατά τήν στα
τ ισ τ ικ ή  δ ο κ ιμ ή . Σ 'δ λ ε ς  τ ί ς  περ ιπ τώ σεις  ίσ χ ύ ε ι ή σχέση

% Σ τ α τ ισ τ ικ ή  βεβα ιότητα  + 2αχΐ00=100 (69)

* Η τ ιμ ή  τού α , πού δ ίν ε τ α ι μέσα στήν παρένθεση στούς π ιό  
κάτω κα νό νες , ε ίν α ι  τό σφάλμα πρώτου ε ίδ ο υ ς  (τύπου I )  μόνο 
γ ιά  τό ένα Ακρο τής καμπύλης τής κατανομής.

α) 'Α ν ή σ τα τ ισ τ ικ ή  βεβα ιότητα , μέ τήν όποια γ ίν ε τ α ι Α
ποδεκτή ή Απορρίπτετα ι μ ιά  ύπόθεση, ε ίν α ι  μεγαλύτερη ή ίση 
μέ 99% (α $ 0 ,0 0 5 ) ,  τότε ή Απόφαση (συμπέρασμα) θεω ρείτα ι αύ
στηρή .

β) Ά ν  ή σ τ α τ ισ τ ικ ή  βεβα ιότητα ε ίν α ι  ίση ή μικρότερη 
τοΟ 95% (α » 0 ,0 2 5 ) ,  ή Απόφαση Απόρριψης ή παραδοχής θεω ρεί
τ α ι Α σθενής.
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γ) "Αν ή σ τ α τ ι σ τ ι κ ή  β ε β α ι ό τ η τ α  β ρ ί σ κ ε τ α ι  μ ε τ α ξ ύ  95% καί 

99% (Ο , 025 ^ α ^ 0 , 005)  , τ ό τ ε  ά νά λο γα  μ έ  τ ι ς  συν έ π ε  ι ε ς  τ£ν σφαλ

μάτων τύ π ου  I  ή τύ π ο υ  I I  μ π ο ρ ε ί  ή άπόφαση νά  θ ε ω ρ η θ ε ί  Ι 

σχυρή ή νά  π ρ έ π ε ι  νά  σ υ μ π λ η ρ ω θ ε ί  τό  π ε ίρ α μ α  μ έ  ν έ ε ς  μ ε τ ρ ή 

σ ε ι ς ·  "Αν τό  τ ε λ ε υ τ α ί ο  δ έ ν  ε ί ν α ι  δ υ ν α τ ό ,  τ ό τ ε  ή άπόφαση π ρ έ 

π ε ι  νά  κ λ ί ν ε ι  π ρ ό ς  τό  μ έ ρ ο ς  τ ή ς  δ υ σ μ ε ν έ σ τ ε ρ η ς  έ ρ μ η ν ε ί α ς  των 

π ε ιρ α μ α τ ικ ώ ν  δ ε δ ο μ έ ν ω ν ,  

ι
4. Δοκιμή t ή Δοκιμή σημαντικότητας διαφορών ( t - to s t )

Πολύ συχνά ό έρευνητής κ α λ ε ίτ α ι νά άποφασίσει, άν ή δ ια 
φορά δυό τιμώ ν, πού άναφέρονται σάν παραμετρικοί μέσο ι όροι 
δύο πληθυσμών, ε ίν α ι  σ τ α τ ι σ τ ι κ ά  σ η μ α ν τ ι 
κ ή .  01 συγκρ ινόμενο ι άρ ιθμο ί μπορεί νά ε ί ν α ι :

1 . Ό  παραμετρικός μέσος όρος μ ένός πληθυσμού κα ί δ 
μέσος δρος χ ένός δείγμα τος τοϋ πληθυσμού.

2 . Δύο μέσοι δροι χ Α κα ί χα δύο διαφορετικών δ ε ιγ μ ά -
A Β

των Α κα ί Β .
3 . Γενικώ τερα ο ι μέσοι δροι δύο σειρών πειραματικώ ν δε

δομένων, ο ί ό π ο ιο ι πάρθηκαν μέ δ ια φ ο ρ ετ ικές  μεθόδους ή άπό 
δυό διαφ ορετικούς έρ ευ ν η τές .

4Η σ τα τ ισ τ ική  δοκιμή ,π ού  έφαρμόζεται σ τ ίς  π ιό  πάνω π ε
ρ ιπ τώ σ εις , λ έγ ετ α ι Δοκιμή- t  ( t - T e s t ) . Σ 'δ λ ε ς  α ύτές  τ ίς  π ε ρ ι
πτώ σεις διατυπώ νεται πάντα μ ιά  μηδενική  ύπόθεση H0r τήν δ- 
ποία πρέπ ει ν'Αποδεχτούμε ή ν 'άπορρίφ ούμε.

α) Σύγκριση μέσου δρου χ μέ τήν Αληθή τ ιμή  μ .

4Η δοκιμή αύτή έφαρμόξεται, δταν θέλουμε νά έλέγξουμε, άν 
μ ιά  Αναλυτική μέθοδος ε ίν α ι  Ακριβής.* Σ 'έ ν α  π είρα μα , πού σχε
διάστηκε κα ί έκ τ ελ έσ τη κ ε , έχουμε τά έξή ς  δεδομένα : 'Ανάλυση 
έννέα δειγμάτω ν, πού παρασκευάστηκαν άπό πρότυπη ούσ ία , έδω
σε μέσο δρο χ=28 mgFe/ml, ένώ ή Αληθής τ ιμή  ε ίν α ι  μ = 30 
mgFe/ml. 4Η τυπική Απόκλιση τής μεθόδου, πού ύπολογίστηκε 
άπό τά πειραματικά  δεδομένα, ε ίν α ι  s=3 mgFe/ml. Πρέπει ν ά ά - 
ποφασίσουμε, άν ή διαφορά μ-χ=30-28 ε ίν α ι  σ τ α τ  ι σ τ  ι - 
'κ ά σ η μ α ν τ ι κ ή  ή ό φ ε ίλετα ι σέ σ τ α τ ι σ τ ι κ ή  
ά ν ε π ά ρ κ ε  ι α ,  έπ ειδ ή  έχουμε περιω ρισμένο Αριθμό με
τρήσεων .
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Ή  μηδενική  κα ί ένα λλακτική  ύπόθεση ε ίν α ι

χ=30 j χ < 30
‘ Η μέθοδος ε ίν α ι  Ακριβής j * Η  μέθοδος δέν ε ίν α ι  Ακριβής

j κα ί δ ίν ε ι  μ ικρ ό τερ ες  τ ιμ έ ς .

α) Καθορίζουμε σάν έπ ίπεδο σημαντικότητας α=0,025 (δΠ~ 
λαδή ή Απόφαση Αποδοχής τής μηδενικής ύπόθεσης γ ίν ε τ α ι ue 
σ τ α τ ισ τ ικ ή  βεβα ιότητα  95% ).

8) 'Υπ ολογ ίζουμε τήν παράσταση

t  = -L H lB l .V H = 4 -V 9 = 2  (69)neip. s- s 3 *

γ) Βρίσκουμε Από π ίν α κ ες  τήν θεωρητική τ ιμ ή  τού t ipv, 
γ ιΑ  σ τ α τ ισ τ ικ ή  Βεβα ιότητα  95% κα ί βαθμούς έλευ θ ερ ία ς  ν=8.*Η  
τ ιμ ή  ε ίν α ι  t  = 2 ,3 0 6 .

6) Ε π ε ιδ ή  t neip < 2 , 306, ή μηδενική ύπόθεση δέν Απορρί
π τ ε τ α ι. Καταλήγουμε λοιπόν στό συμπέρασμα, δ τ ι ή μέθοδος πού 
δοκιμάζουμε ε ίν α ι  Α κρ ιβής η <5τι ή διαφορά μ-χ δέν ε ίν α ι στα

τ ι σ τ ι κ ά  σ η μα ντική .
Στό παραπάνω παράδειγμα , Αν ξέρουμε, δ τ ι ο ι τ ιμ έ ς  Ακο

λουθούν κανονική κατανομή ή δ τ ι ή τυπική Απόκλιση πού βρέ
θηκε Από άλλο πείραμα ε ίν α ι, σ=3, τότε ή τ ιμ ή  t ne πρέπει νά 
σ υ γ κ ρ ιθ ε ι μέ τήν τ ιμ ή  ζ= 1 ,96 ,π ο ύ  ε ίν α ι  ή όριακή τ ιμ ή  του t  
γ ιά  άπειρο  Αριθμό μετρήσεων κ α ί σ τ α τ ισ τ ικ ή  βεβαιότητα 95%. 
Στήν τ ελ ευ τ α ία  περίπτωση ή μηδενική ύπόθεση τού παραδείγμα- 
τός μας Α π ορρίπ τετα ι, γ ια τ ί  t netp > t (0 05 β) = 1 ,9 6 . "Αν θέλαμε νά 
έξετάσουμε τήν ύπαρξη σημαντικής διαφοράς μ ι ά ς μ έ 
τ ρ η σ η ς  χ 4 ένός πληθυσμού, πού Ακολουθεί κανονική 
κατανομή, άπό τήν Αληθή τ ιμ ή  μ , θά ύπολογίζαμε τήν παρά -  
σχοοη z - |u - X j  | / σ ,  δπου σ ε ίν α ι  ή τυπική Απόκλιση τής με
θόδου, πού ε ίν α ι  γνωστή. Χρησιμοποιούμε τό ζ πειρ. ά ν τ ί τού t nejp 
γ ιά  νά δ ε ίξο υ μ ε , δ τ ι τό ε ίν α ι  μέλος ένός κανονικού πληθυ
σμού. 01 τ ιμ έ ς  τού ζ στήν περίπτωση αύτή ε ίν α ι γ ιά  σ τ α τ ι
σ τ ικ έ ς  β εβ α ιό τη τες  90%, 95%, 99% κ α ί 99 ,9% , Α ντ ίσ το ιχ α  1 ,64
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1, 96 , 2 ,5 8  κα ί 3 , 2 9 ,  δπως έχουμε δ ε ι σέ προηγούμενα κεφά
λ α ια .

Παράδειγμα: νΕνα φαρμακευτικό σκεύασμα π ρέπ ει νά π ε ρ ι
έ χ ε ι 2 ,740  mg τοΟ δραστικού του συστατικού , όταν β γ α ίν ε ι ά- 
πό τό έργοστάσιο . 'Από τήν π είρα  πού συγκεντρώθηκε στό πα
ρελθόν εϋνα ι γνωστό, δ τ ι ή τυπική Απόκλιση τής μεθόδου προσ
διορισμού τού δραστικού συστατικού ε ίν α ι  σ=0,003 mg. Μιά ώ- 
ρ ισμένη μέρα παραγωγής υπήρξε ύ π ό νο ια ,δ τ ι ή συγκέντρωση τού 
δραστικού συστατικού στό προϊόν ήταν ύψηλή. Σέ τέσσερα δ ε ίγ 
ματα πού Αναλύθηκαν βρέθηκαν ο ΐ παρακάτω συγκεντρ ώ σεις : χ χ =  

=2,743 mg, Χ ! = 2 , 7 3 4  mg, X ! = 2 , 7 4 6  mg κα ί X j = 2 , 7 4 5  mg (χ=2,742 
mg). Ε ίν α ι βάσιμη ή ύ π ό νο ια ,δ τ ι ή παραγωγή τής ήμέρας αύτής 
βγήκε άπό τό έργοστάσιο μέ συγκέντρωση σέ δραστικό σ υσ τα τι
κό μεγαλύτερη τού 2 ,740  mg;

Λ ύση : *Η τυπική Απόκλιση τού μέσου δρου ε ίν α ι  σ *= 
=0,003/V4=0,00l5 mg. Ε π ίσ η ς  ύπολογίξουμε ζΠ£ιρ = | 2 , 740-2, 742 
0,0015=1,33. Γ ιά  α=0,025 (βεβα ιότητα  95%) ή τ ιμ ή  τού ζ εϋ 
να ι 1,96. 'Επ ε ιδ ή  ζ πειρ <1^96, ή ύπόθεση δ τ ι τό προϊόν βγήκε 
άπ 'τό έργοστάσιο μέ υεγάλη συγκέντρωση ως πρός τό δραστικό 
συστατικό Α π ορρ ίπ τετα ι. *0 καθορισμός των δρίων Α ξ ιο π ισ τ ί
ας τού μέσου δοου θά ε ίν α ι

χ±1,96.σ*=2,742±1,9β .0,00ΐ5

Αύτό σ η μ α ίν ε ι, δ τ ι, άν προσδιορίσουμε τό δραστικό συστατικό· 
σέ 20 δείγμ α τα , τά 19 θά βρεθούν νά έχουν τό δραστικό συ
στατικό  σέ ποσότητα,πού β ρ ίσ κ ετα ι μεταξύ 2 ,739  mg κα ί 2 ,745  
mg(ot μέσοι δροι τεσσάρων δειγμάτω ν).

β) Σύγκριση δύο μέσων δρων χΑ κα ί χ _ .

Στήν παράγραφο αύτή θά έ ξ ετ α σ τ ε ϊ ή έφαρμογή τής Δ οκ ι- 
μής- t  γ ιά  τή σύγκριση δύο μέσων δρων χΑ κα ί χ . Γ ιά  τόν έ-  

λεγχο τής ύπαρξης ή μή συστηματικού σφάλματος πολλές φορές 
ένας μέσος δρος τιμών σ υ γκρ ίνετα ι μέ ένα δεύτερο μέσο δρο, 
πού προσδιορίστηκε σέ δ ιαφ ορετικό  χρόνο ή μέ δ ιαφ ορετικό  πεί
ραμα ή άπό διαφορετικό έρευνητή ή τέλος μέ χρήση δ ια φ ο ρ ετ ι
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κ ή ς  ή τ ρ ο π ο π ο ιη μ έ ν η ς  μ ε θ ό δ ο υ .  *Η σ ύ γ κ ρ ισ η  αύχή ε ί ν α ι  έ ν α  

κα θα ρά  σ τ α τ ι σ τ ι κ ό  π ρ ό β λ η μ α ,  άψοΟ κ ά θ ε  μ έ σ ο ς  ό ρ ο ς ,  ά κόμα κ ι  

άν π ρ ο σ δ ι ο ρ ί σ τ η κ ε  μ έ  μ έ θ ο δ ο  χ ω ρ ίς  σ υ σ τ η μ α τ ικ ό  σφ άλμα, ε ί ν α ι  

έ ν α  δ ε ί γ μ α  έ ν ό ς  π λ ή θ ο υ ς  μέσων ό ρω ν. Ά φ ο ϋ  ο ι  δύο  μ έ σ ο ι  ό ρ ο ι  

ε ί ν α ι  δ ε ί γ μ α τ α  π λ η θ υ σ μ ώ ν , π ε ρ ιμ έ ν ο υ μ ε  νά  δ ια φ έ ρ ο υ ν  μ έ χ ρ ι  

κ ά π ο ιο  βα θμό , πού π ρ ο β λ έ π ε τ α ι  άπό τ ή  σ τ α τ ι σ τ ι κ ή .  Τό π ρ ό β λ η 

μα λ ο ιπ ό ν  ε ί ν α ι  ν ά  ά π ο φ α σ ίσ ο υ μ ε  μ έ  βάση σ τ α τ ι σ τ ι κ ά  κ ρ ι τ ή ρ ι α ,  

άν ή έ μ φ α ν ιζ ό μ ε ν η  δ ια φ ο ρ ά  ε ί ν α ι  σ τ α τ ι σ τ ι κ ά  σ η μ α ν τ ικ ή .

Τό Κ ρ ι τ ή ρ ι ο  τ ή ς  Δ ο κ ιμ ή ς - t  γ ι ά  τ ι ς  π ι ό  πάνω π ε ρ ι π τ ώ σ ε ι ς

ε ί ν α ι

ν -  | χ α - χ β  I λ Ι  * * α · η Ρ
S V +ηΒ

(70)

όπου ηΑ κα ί ηΒ ε ίν α ι  δ άριθμός τών μετρήσεων σέ κάθε σ ειρ ά  
κ α ί s  ε ίν α ι  ή τυπ ική  άπόκλιση, πού πα ρ ιστά νει τό τυχαίο  σφάλ
μα πού σ υνδ έετα ι μέ τή διαφορά. "Αν ο ί δυό σ ε ιρ έ ς  άφοροΟν 
δ ια φ ορετικούς πληθυσμούς κα ί ή τυπ ική  άπόκλιση τής μεθόδου 
μέ τήν όποια έγ ιν α ν  ο ί μ ετρ ή σ ε ις  τών δύο σειρών ε ίν α ι σ , τό
τε στή σχέση (70) τό σ μ π α ίν ε ι στή θέση τοΟ s .  Ά ν  δέν ξ έ 
ρουμε τήν τυπ ική  άπόκλιση τής μεθόδου, τότε τό s στή σχέση 
(70) ύ π ο λο γ ίζετα ι άπό τόν τύπο

s4 Σ (xA- x iA ) 2+Σ (χΒ-ΧίΒ )
nA+nB_ i

(71)

δ όπο ιος δ ίν ε ι  μ ιά  καλή έκτίμηση  τής άγνωστης σ .
Ή  ύπολογιζόμενη τ ιμ ή  t nc,p. σ υ γκ ρ ίν ετα ι μέ τήν τ ιμ ή  t (p>y)l 

πού β ρ ίσ κ ετ α ι σέ σ τ α τ ισ τ ικ ο ύ ς  π ίν α κ ες  γ ιά  βαθμό έλευθ ερ ία ς

ν=ηΑ +ηΒ- 2 ·
Στή σχέση (70) ύποθέτουμε, δ τ ι ο ί μ ετρ ή σ εις  γ ίν ο ν τα ι μέ 

τήν ίδ ια  μέθοδο. "Οταν όμως συγκρίνουμε δύο μέσους δρους,πού 
ύπολογίστηκαν μέ δ ια φ ο ρ ετ ικ ές  μεθόδους κα ί έχουν δ ια φ ορετι
κ ές  τ υ π ικ έ ς  ά π ο κ λ ίσ ε ις , τότε ή τ ιμ ή  τοΟ t  ύπ ο λο γίξετα ι άπό 
τή σχέση (7.2)

t= Ι χ α - χ β  I_________

(πΑ- 1 ) s;? + (nB- 1 )
nA+nB- 2

Π α  · Π β

nA+nB (72)
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"Οταν ό Αριθμός των μετρήσεων σ τ ίς  δυό σ ε ιρ έ ς  ε ίν α ι  δ 
ίδ ιο ς  δηλ. n =η =η, o t σ χ έσ ε ις  (70) κα ί (72) Απλοποιούνται

A Β

σ τ ις

κα ι (74)

Παράδειγμα: ‘ ΐΓ σταθερά ταχύτητας άντίδρασης τοΟ άσκορ-
βικοΟ όΕέος μέ 2 ,6-δ ιχλω ρο-φ αινολ-ινδοφ α ινόλη  προσδιωρίστη-

\
κ ε  μέ δύο δ ια φ ο ρ ετ ικές  μεθόδους κα ί συγκεντρώθηκαν τά π ιό  
κάτω Αποτελέσματα*

Μέθοδος A : X j= 57 , 5x10 "3 , χ 2= 5 5 ,8x10 ~3 , χ 3= 5 7 ,0x10 ~3 
x „ = 5 7 ,lx l0  ~3 , χ 5= 5 7 ,3x10 “3 , χ 6= 5 5 ,8 χ 10~3 
l»m ole *'sec ·

Μέθοδος Bs x 1= 5 7 ,2 x l0  ‘ 3, x 2=57,2 x 1 0 ‘ 3, x 3= 5 6 , l x l 0 ' 3 
x 1+= 5 4 ,6 x l0  "3 , x 5 =56,2x10 ‘ 3 l»m o le  -1 - se c  -1

Διαφέρουν σημαντικά ot δύο μέσοι δροι χΑ κα ί χ Β;

Λύση: ‘ Υπολογίζουμε τούς μέσους όρους κα ί τ ί ς  τ υ π ικ ές  
Α π ο κ λ ίσ ε ις  s4 κα ί s0 χρησιμοποιώντας τόν τύπο (4 0 ) .  Έ τ σ ι  
βρ ίσκουμε: χΑ=56,8χΐΟ  "3 l*m o l '* *sec  _1 χ Β= 56,2χΐΟ  *ί 1·πο1β"'·9βο-1 
sA = 0 ,8x10 “ 3 κα ί sB= l , 3 x l 0 ' 3. 'Εφαρμογή τοΟ τύπου (72) δ ίν ε ι

_______________5 6 .8 -5 6 .2 _________ ΐ/6χ5
r neip.“ Λ / (6 —1) (0 ,8 )  * + (5 -1 ) (1 ,3 )  ‘ V 6 +5

V-------------- ----------------------
= 0,94

Ot βαθμοί έλευ θ ερ ία ς  γ ιά  τήν εύρεση τού t (p ν) ε ίν α ι  ν= 
*6+5-2=9. Ot τ ιμ έ ς  τού t (00Si) κα ί t ( #) ε ίν α ι  Α ντ ίσ το ιχ α  
2 ,26  κ α ί 3 ,2 5 . 'Ε π ε ιδ ή  t neip < t (#>#M) < t (001i) , καταλήγουμε 
στό συμπέρασμα, δ τ ι o t δύο μέσο ι δροι δέν διαφέρουν σημα ντι
κά .

Στήν πράξη συμβαίνει συχνά νά Αναλύονται διάφορα δ ε ίγ 
ματα συγχρόνως μέ δυό διαφορετικές μεθόδους,πού πρόκειται 
νά συγκριθούν γιά  τήν ίσοδυναμία τους. "Αν συμβολίσουμε μέ 
η τόν Αριθμό των ζ ε υ γ ώ ν  τών δειγμάτων, πού άναλύονται μέ τ ίς  
δυό μεθόδους Α καί Β , μέ D, τή θετική ή Αρνητική τιμή των

* Ν .Ι. Karayannis, Talanta 23, 27-30, (1976).
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διαφορών x iA ~XiB κ α ι μέ D τόν μέσο δρο όλων των διαφορών D-, 

τό κ ρ ιτ ή ρ ιο  τής Δ οκιμ ής- t  ύ π ο λο γίζετα ι στην περίπτωση αύτή 

άπό τή σχέση (75)

η (η -1 ) 
V Σ ( D j  - D ) 2 (75)

Παράδειγμα: Π ρ όκειτα ι νά συγκριθοϋν μ ιά  πολαρογραφική 
κα ί μ ιά  συμπλοκομετρική μέθοδος προσδιορισμού Β ισμο υθ ίο υ . 
Γ ιά  τόν σκοπό αύτό Αναλύονται τέσσερα δείγματα  (πρότυπα) κα ί 
συγκεντρώνονται τά Αποτελέσματα τοΟ παρακάτω π ίνακα .

Ά ρ ιθ μ *
Δείγματος

Β ισμο ύθ ιο  (mg)
Di Di -δ (D; -D) 2Πολαρογραφικός

προσδιορισμός
Συμπλοκομετρικός
προσδιορισμός

1 4 0 ,4 40 ,0 0 ,4 0 ,225 0,050625
2 33 ,4 33 ,4 0 ,0 0 ,175 0,030625
3 35 ,7 35 ,5 0 ,2 0 ,025 0,000625
4 38 ,5 38 ,4 0 ,1 0 ,075 0,005625

χ α = 3 7 ,0 0 ,  χ β = 3 6 ,8 2 ,  D = 0,175 , χΑ- Χ Β= 0 , 18, Σ (Dj ~D)J =0, 087500. 
'Εφαρμογή τοΟ τύπου (75) δ ίν ε ι

*·πεφ.= 0 ' 18 * Υ θ ^ 0 8 7 5  =2 ' 108

Γ ιά  σ τ α τ ισ τ ικ ή  βεβα ιότητα  95% ε ίν α ι  t  }» 3 ,1 8 2 .'Ε π ε ι
δή t ncip< 3 ,1 8 2 , o t δύο μέθοδοι άπό άποψη Α κ ρ ίβ ε ια ς  ε ίν α ι Ι 
σοδύναμες.

χ

5* Δοκιμή - F ( F-test)

* 0  λόγος F= s2/ s 2 χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίτ α ι γ ιά  τή σύγκριση δύοΑ Β
σειρών πειραματικώ ν δεδομένων άπό άποψη έπαναληπτικότητας. 
Πρίν γ ί ν ε ι  έφαρμογή τής δο κ ιμή ς- t  σέ μ ιά  σειρ ά  πειραματικών 
δεδομένων, σ υ ν ισ τά τα ι ό έλεγχο ς τής ίσοδυναμίας τών. σειρών 
άπό άποψη έπαναληπτικότητας. ‘ Ο έλεγχο ς αύτός γ ίν ε τ α ι μέ τή 
Δοκιμή- F .  Διατυπώνουμε κα ί πάλι τήν μηδενική ύπόθεση,πού λ έ 
ε ι ,  ό τ ι o t παραλλακτικότητες τών δυό πληθυσμών δηλ. σΑ2 κα ί



1 0 3

σξ e l  ν α ι ίσ ε ς  (Η0: σΑ2=σβ2) .  Ή  έναλλακτική  ύπόθεση ε ίν α ι  Η : 
σ 2? σ ζ . Παρά τήν Ισχύ τής μηδεν ικής ύπόθεσης ο ΐ ύπολογιζό- 
μενες  άτιό τά δύο δείγματα τ υ π ικ ές  ά π ο κ λ ίσ ε ις  sA κα ί s0 δ ια 
φέρουν κα ί δ λόγος F=sA / ε 2 ε ίν α ι  διάφορος άπό τή μονάδα. ‘ Η 
διαφορά όμως τοϋ λόγου F άπό τή μονάδα μπορεί νά μήν ' ε ί ν α ι  
σ τα τ ισ τ ικ ά  σηιιαντική κα ί νά ό φ ε ίλ ετα ι σέ σ τα τ ισ τ ικ ή  άνεπάρ— 

κ ε ια .
' ‘ Η έφαρμ!ογή τής Δοκιμής- F  γ ίν ε τ α ι κατά τόν άκόλουθο τρό

πο: Σχηματίζουμε τό λόγο Fneip. =s2/ s 2 προσέχοντας πάντοτε νά 
β ρ ίσ κετα ι στόν άριθμητή ή μεγαλύτερη παραλακτικότητα ."Αν δ 
λόγος Fneip ε ίν α ι  Ισος ή μεγαλύτερος (γ ιά  τήν σ τ α τ ισ τ ικ ή  βε
βαιότητα πού βάλαμε) άπ 'τή  θεωρητική τ ιμ ή  τοϋ λόγου FPi(vA,ve)» 
πού δ ίν ετ α ι σέ σ τα τ ισ τ ικ ο ύ ς  π ίνα κες  γ ιά  βαθμούς έλ ευ θ ερ ία ς  
ν. =n -1  κα ί ν =n - 1 , τότε o t δυό τ υ π ικ ές  ά π ο κ λ ίσ ε ις  εΑ κα ί

A A Β Β

ε διαφέρουν σημαντικά (έτερο γενής παραλλακτικότητα , σΑ /σΒ2) 
"Αν δ λόγος Fncip ε ίν α ι  μ ικρότερος τοϋ FPf(v̂ v , , τότε μπορεί νά 
θεωρηθεί ό τ ι σΑ2=σΒ2 (δμογενής παραλλακτικότητα) . *0 παρακάτω 
πίνακας τιμών ά π ο τελει ένα μ ικρό  τμήμα τιμών F γ ιά  έπ ίπεδο 

ά ζ ιο π ισ τ ία ς  95%.

ΠΙΝΑΚΑΣ X V II

Τ ιμ έ ς  F γ ιά  95% ά Ε ιο π ισ τ ία

Ve \
2 3 4 5 6 00

2 19 ,00 19 ,16 19 ,25 19 ,30 19 ,33 19 ,50

3 9 ,5 5 9 ,2 8 9 ,1 2 9 ,0 1 8 ,9 4 8 ,5 3

4 6 ,9 4 6,5-ΐ 6 ,3 9 6 ,2 6 6 ,1 6 5 ,6 3

5 5 ,7 9 5 ,4 1 5 ,1 9 5 ,0 5 4 ,9 5 4 ,3 6

6 5 ,1 4 4 ,7 6 4 ,5 3 4 ,3 9 4 ,2 8 3 ,67
00 U

)

Ο ο 2 ,6 0 2 ,3 7 2 ,2 1 2 ,1 0 1 ,00

Γ ιά  νά δοϋμε, πώς χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίτα ι δ π ίνακας X V II ,  δ ίνο υ 
με τό παρακάτω παράδειγμα: ‘ Υποθέτουμε, ό τ ι έχουμε δυό σ ε ι 
ρές μετρήσεων, ή μία 5 παρατηρήσεων κα ί ή άλλη 6 παρατηρήσεων.
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Ot τ υ π ικ ές  Α π ο κ λ ίσ ε ις , πού ύπολογ ίστηκαν γ ιά  τ ί ς  δυό σ ε ιρ ές  
Α κα ί Β ε ίν α ι  sA=0,06 κα ί sB= 0,03 Α ν τ ίσ τ ο ιχ α . Πρέπει νά έ -  
λ έγ ζο υ μ ε, άν ή sA ε ίν α ι  σ τα τ ισ τ ικ ά  μεγαλύτερη Από τήν s„ . 01 
βαθμοί έλ ευ θ ερ ία ς  ειναα  νΑ =5-1=4 κα ί νβ =6-1=5 κα ί ή τομή του 

4 n ' τών π ν̂ακα X V II  ε ίν α ι  F005(45) = 5 ,1 9 . Τό Fneip ε ίν α ι :

=sA2/ s ‘  =2 _
πειρ.

0 ,0036
0 ,0009 =4,0

'Ε π ε ιδ ή  Fnctp < F0 05(4s), καταλήγουμε στό συμπέρασμα,δτι ο ί
δυό σ ε ιρ έ ς  ε ίν α ι  ίσοδύναμες Από Αποψη τυπικών Αποκλίσεων δηλ. 
ή μηδενική  ύπόθεση σΑ2=σ2 ίσ χ ύ ε ι .  *Η δήλωση γ ιά  τήν ίσχύ τής 
μ ηδεν ικής υπόθεσης γ ίν ε τ α ι μέ σ τα τ ισ τ ικ ή  βεβαιότητα 95%.Μό
νο 5% τέτοιω ν πειραμάτων θά δ ίνουν λόγο Fn£|p > 5 ,19 . Γ ιά  νά 
καταλάβουμε τή χρησιμότητα τής Δοκιμής-F  θά άναφερθοΰμε σέ 
μ ερ ικ ές  δ ια π ισ τώ σ εις ,π ο ύ  κάναμε σέ προηγούμενα κ εφ ά λ α ια .Ε ί
δαμε, δ τ ι έχουμε τέσ σ ερ ες  κατανομές πειραματικών δεδομένων 
(σ ελ . 10) . Ά ν  συγκρίνουμε τ ί ς  δυό κατανομές,πού έχουν καλή 

Α κ ρ ίβ ε ια  (σ χ . 2α κα ί 2γ ) κα ί διαφέρουν μόνο στήν έπαναλη- 
π τ ικό τη τα , προτιμούμε αύτή μέ τή μικρότερη έπαναληπτικότητα 
κα ί Απορρίπτουμε τή μέθοδο μέ τήν π λα τειά  κατανομή. Ή  Α
πόρριψη αύτή όμως γ ίν ε τ α ι μέ βάση τήν όπτική έξέταση τών δύο 
κατανομών κα ί μέ τήν προϋπόθεση,ότι θά έχουμε μεγάλο Αριθμό 
πειραματικώ ν δεδομένων γ ιά  νά τ ί ς  παραστήσουμε γραφικά. ‘ Ο

πωσδήποτε μ ιά  τ έτ ο ια  μέθοδος ε ίν α ι  μόνο π ο ιο τ ική  κα ί έ π ι-  
σφαλής γ ιά  νά Αποφασίσουμε, Αν ο ί τυ π ικ ές  Α π ο κ λ ίσ ε ις  τών δύο 
μεθόδων ε ίν α ι  σημαντικά δ ια φ ο ρ ετ ικ ές . Στήν πράζη τά π ειρα 
ματικά  δεδομένα π ερ ιο ρ ίζο ν τ α ι σέ μ ικρό  Αριθμό παρατηρήσεων 
κα ί γ ι 'α ύ τ ό  ή Δοκιμή- F  έ π ιτ ρ έπ ε ι νά προσδιορίσουμε, άν ύπάρ- 
χ ε ι  σημαντική διαφορά στήν έπαναληπτικότητα δύο σειρών π ε ι
ρ ματικών δεδομένων κα ί μάλιστα  κατά τρόπο π ο σ ο τ ικ ό .‘ Η έρ - 
μ .ΐν ε ία  τής Δ οκιμής-F  γ ίν ε τ α ι μέ βάση τούς παρακάτω κανόνες: 

α) Ά ν  Fn£ip >F(vV) Ύ*-ά 95% κα ί 99% βεβα ιότητα , τότε ή 
διαφορά στήν έπαναληπτικότητα τών δύο σειρών ε ίν α ι σημαντι
κή ( ίσ χ ύ ε ι  ή ένα λλα κτική  ύπόθεση Ηα : σΑ ^σ0 ) .

β) Ά ν  FnEip̂ < F , γ ιά  βεβα ιότητα 95%, τότε ο ί έπανα- 
λη π τ ικό τη τες  τών δύο σειρών πειραματικώ ν δεδομένων δέν δ ια -
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φέρουν σημαντικά ( Ισ χ ύ ε ι Η0 :σΑ =σΗ ) .

Υ) ' Αν F .«»,vv. * Fnc,p.< Foo.,v ν . ' τότε ύπάρχει δυσκολία
στή λήφη Απόφασης γ ιά  τήν Ισχύ ή μή Ισχύ τής μηδενικής ύπό- 
θέσης. Στήν περίπτωση αΟτή θεωρούμε, ό τ ι τά πειρα μα τικά  δε
δομένα δέν ε ίν α ι άρκετά κα ί δέν μπορούμε νά καταλήξουμε σέ 
συμπέρασμα χωρίς νά συγκεντρώσουμε συμπληρωματικά δεδόμένα. 
‘ Η δοκιμή-F, όπως έ χ ε ι  περ ιγράφ ει μέχρ ι τώρα, ίσ χ ύ ε ι γ ιά  τή 
σύγκριση μόνο δύο σειρών πειραματικών δεδομένων. "Ε τσ ι μπο
ρ ε ί νά χρησιμοποιηθεί γ ιά  νά έλέγξουμε, άν δύο Αναλυτές δ ί 
νουν άποτελέσματα τό ίδ ιο  έπαναλήψιμα ή άν π .χ . μ έθ ο δ ο ς ,μ ε
τά άπό κάποια τροποποίησή τ η ς , δ ίν ε ι  μ ετρ ή σ εις  μέ βελτ ιω 
μένη έπαναληπτικότητα.

Πολλές φορές έχουμε σάν ε ίδ ικ ή  περίπτωση τό πρόβλημα 
τής σύγκρισης τής τυπ ικής Απόκλισης s μ ιά ς  σ ε ιρ ά ς  μετρήσεων 
μέ τή θεωρητική τ ιμ ή  σ του πληθυσμού,στόν όποιο ά ν ή κε ι τό 
δ ε ίγ μ α . Σχηματίζουμε τό λόγο F= s2/o 2 (στόν Αριθμητή μ π α ίν ε ι 
ή μεγαλύτερη τ ιμ ή ) κα ί τόν συγκρίνουμε μέ τήν τ ιμ ή  Fn ,wμ,» ν, ,®)

Ά ν  σ 2 > s 2, τότε ό λόγος F=o2/ s 2 σ υ γκρ ίνετα ι μέ τήν τιμή ν .. 
*Η έξίσωση τοΟ ένός βαθμού έλευ θ ερ ία ς  μέ τό » σ υ μ β α ίνε ι,γ ια 
τ ί  τό σ ύπ ο τίθετα ι, ό τ ι ύ π ο λο γ ίζετα ι Από άπειρο Αριθμό μ ε
τρήσεων.

‘ Ο έλεγχος τής όμοισγένειας ή μή περισσοτέρων τυπικών Α
ποκλίσεων διαφόρων δειγμάτων τού ίδ ιο υ  ή δ ιαφ ορετικού μ ε
γέθους γ ίν ε τ α ι μέ τή μέθοδο BARTLETT. *Η μηδενική  ύπόθεση 
στήν περίπτωση αύτή ε ίν α ι  Η0 :σ ι= σ 2=σ3 = · · ·=σΚ =σ. Μας ζητούν 
τ ι.χ . νά συγκρίνουμε τήν έπαναληπτ ικότητα περισσοτέρων άπό 
δύο μεθόδων. Συγκεντρώνουμε τά πειρα μα τικά  δεδομένα κα ί ύ- 
πολογίζουμε μέ βάση τόν τύπο (40) γ ιά  κάθε μέθοδο τήν τ υ π ι
κή Απόκλιση s, ( j  = l , 2 ,  . . ,k )  . Ε π ίσ η ς  μέ τή βοήθεια τού τύ
που (4 3) ύπολογίζουμε τήν τυπι^κή Απόκλιση s τών η μετρήσεων 
όλων τών k σειρώ ν. Τό κ ρ ιτή ρ ιο  BARTLETT ύ π ο λο γ ίζετα ι Από τή 
σχέση

Β= 2 / c ° 3 (ν ° l ° 9 s 2~£Vj l o g s 2 ) (76)

όπου v 0*=n-k ε ίν α ι  ot σ υ νο λ ικο ί βαθμοί έλ ευ θ ερ ία ς  κα ί Vj ε ί -

i



106

v a t  t i l  βαθμοί έλ ευ θ ερ ία ς  γ ιά  κάθε μ ία  άπό τ ί ς  k δμάδες. 
‘ Η τ ιμ ή  τοΟ c δ ίν ε τ α ι άπό τή σχέση

c=
Σ

3 (k- l ) +1 ( 7 7 )

Γ ιά  τ ιμ ή  τοΟ ν̂   ̂ 5 ή τ ιμ ή  τοΟ c γ ίν ε τ α ι περίπου ίση μ£ 
τή μονάδα.

‘ Η χρήση τοϋ κ ρ ιτη ρ ίο υ  BARTLETT γ ίν ε τ α ι ώς έ ζ ή ς : Συγ

κρ ίνουμε τήν τ ιμ ή  τοΟ Β μέ τήν τ ιμή  χ?ρ ν ) , πού δ ίν ετ α ι στόν 
π ίνακα τοϋ παραρτήματος Γ . ‘ Ο τρόπος πού χρησιμοποιοϋμε 
τούς π ίν α κ ες  αύτούς δόθηκε στή σ ελ ίδ α  52 . Οί βαθμοί έλ ευ 
θ ερ ία ς  γ ιά  τήν εύρεση τοϋ χ * ρ ν) άπό τούς π ίνα κες  ε ίν α ι  v = k - l.

Παράδειγμα: Τρ ία  δ ιαφ ορετικά  έργαστήρια άναλύουν ένα 
όρυκτό κα ί προσδιορίζουν χαλκό μέ τή μέθοδο τής άτομικής ά- 
πορρόφησης. Θέλουμε νά έλέγζο υμε, άν ή παραλλακτικότητα των 
άποτελεσμάτων των τριών έργαστηρίων ε ίν α ι  ή ίδ ια .  Τά άποτε- 
λέσματα των τριών έργαστηρίων δ ίν ε ι  6 π ιό  κάτω π ίνα κα ς .

'Εργαστήρ ιο  1 'Εργαστήρ ιο  2 Έργαστήρ

Cu% Cu% Cu%

4/89 5 ,8 8

CMΗ

5/04 6 ,0 6 7 ,5 1
5/44 5 ,8 0 7 ,3 9
5 ,1 3 5 ,9 2 7 ,2 1

7 ,4 8

Καταστρώνουμε τόν π ιό  κάτω π ίνα κα :

'Εργαστήρ ιο SJ2 ν, • cn "“'
JO j  log  Sj2 vj lo g ·*

1 0,0539 3 0,1618 -1,268 -3,805
2 0,0119 3 0,0356 -1,924 -5,773
3 0,0291 4 0,1164 -1,536 -6,144

Σύνολα 10 0,3138 -15,722

•Υπολογίζουμε τό s 2 μέ τή βοήθεια  τοϋ τύπου (4 3 ) . Ηστ1^
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λη 4 τοϋ παραπάνω πίνακα έ χ ε ι  τά άθροίσματα E (X j - χ .. ) 2t πού 
χρ ειά ζο ντα ι γ ιά  τόν ύπολογισμό αύτό.

s 2 = " f i 0 38' =0 *03138

Μετά ύπολογίζουμε τά μεγέθη lo g s 2 κα ί v 0lo g s 2, πού μ & ς 'χ ρ ε ι-  
άζονται γ ιά  τόν ύπολογισμό τού κρ ιτη ρ ίο υ  BARTLETT.

lo g s 2=log 0 ,0 3 1 38=-1,5033 

ν 0lo g s 2=10 · lo g  0 ,0 3 1 38 = -15 ,033

Τό κ ρ ιτή ρ ιο  Β ύπ ο λο γ ίζετα ι τώρα άπό τή σχέση (76), άφοΟ πρώ
τα ύπ ο λο γιστεΐ ή παράμετρος c άπό τή σχέση (77)

J- + .L + J _
3 3 * 4  10

3 (3 -1 ) +1=1,136

Β=' l | l f l  [ " I 5 > 0 3 3 - (-1 5 ,7 2 2 )]= 1 ,4 0

Γ ιά  ν =2 βαθμούς έλ ευ θ ερ ία ς  ή τ ιμ ή  χ °0  ĵ *(0  ̂2> * 6 ,0 0 .  Τό 
συμπέρασμα άπό τ ί ς  τ ιμ έ ς  πού βρήκαμε ε ίν α ι , ό τ ι δέν ύπάρχει 
καμμιά διαφορά μεταξύ των παραλλακτικοτήτων των τριών έρ - 
γαστηρίων παρά τή διαφορά στήν διασπορά των τιμών, πού βλέ
πουμε στά πειρα μα τικά  δεδομένα. Πρέπει νά σημειω θεί, ό τ ι ό 
έλεγχος αύτός έ γ ιν ε  μόνο γ ιά  νά έλέγξουμε τ ί ς  παραλλακτικό- 
τητες κα ί ό χ ι τούς μέσους όρους πού μπορεί νά διαφέρουν, έ -  

πειδή ύπάρχουν συστηματικά σφάλματα.

β. Δ ό κ ιμ ό  -  χ2

* Η δο κ ιμή-χ 2 σ τ η ρ ίζετ α ι στήν κατανομή- j f 2, πού έξετάστηκε 
ατό κεφάλαιο IV  (σ ε λ . 5 1 ) .  Ε ίν α ι  ένα πολύτιμο σ τ α τ ισ τ ικ ό  όρ
γανο γ ιά  τόν έλεγχο  τής συμπεριφοράς πειραματικώ ν δεδομένων, 
όταν ή θεωρητική τους συμπεριφορά μπορεί νά έκφραστεΐ ποσο
τ ικ ά  σάν πιθανότητα ή άναμενόμενη συχνότητα. Κατά τήν μ έ
τρηση ραδιενεργοΟ δείγμα τος θέλουμε π .χ .  νά έλέγξο υμε, dv o t 
κρο ύσεις  πού καταγράφονται άπό μ ιά  μ ετρητική  διάταξη άκο -
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λουθούν κατανομή P o is s o n . Ή  Δοκιμή-j^·2 μάς έπ ιτ ρ έπ ε ι νά Α
ποφασίσουμε, άν ή .ύπόθεση πού θά κάνουμε ε ίν α ι  σωστή ή λαθε
μένη . ΟΙ δ ια σ π ά σ εις  των ραδιενεργών δειγμάτω ν, όπως ε ίν α ι 
γνωστό, Ακολουθούν κατανομή P o is s o n . "Αν ή δοκιμή δώσει 
ά ν τ ίθ ετο  Αποτέλεσμα, αυτό σ η μ α ίνε ι ό τ ι ή μετρητική  διάταξη 
δέν λ ε ιτ ο υ ρ γ ε ί κα νο νικά . 'Ε π ε ιδ ή  ή περιγραφή τής κατανομής- 
γ 7 κα ί ή σημασία τής ποσότητας χ 7 έκτέθηκαν άλλου, στό ση

μ ε ίο . αύτό θά δώσουμε μόνο παραδείγματα, πού δείχνουν τή χρη
σιμότητα τής Δ ο κ ιμ ή ς-^ 2.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1: Κάνουμε μ ιά  έρευνα μεταξύ των φοιτητών έ -  

νός π α νεπ ιστημίου  μέ σκοπό νά έλέγξουμε τήν ύπόθεση, ό τ ι ο ΐ 

φ ο ιτη τές  προτιμούν τήν κλασσική κα ί ό χ ι τή μοντέρνα μουσι
κή . Γ ιά  τό σκοπό αύτό ρωτούμε 100 φ ο ιτητές  κα ί διαπιστώνου
με, ό τ ι 63 προτιμούν τήν κλασσική μουσική κα ί 37 τή μοντέρ
να . 'Υπ ά ρχει σημαντικότητα στή διαφορά των Απαντήσεων των 
φοιτητώ ν;

Λ ύση : Π ροκειμένου νά έφαρμόσουμέ τή Δ ο κ ι μ ή - τ ά  π ε ι 
ραματικά Αποτελέσματα συγκρ ίνοντα ι μ 'αύτά πού περιμένουμε 
σύμφωνα μέ κάποια ύπόθεση πού κάνουμε γ ιά  τόν πληθυσμό.*Στό 
παράδειγμά μας διατυπώνουμε τήν μηδενική  ύπόθεση, ό τ ι δέν ύ- 
πάρχει προτίμηση. γ ιά  κανένα ε ίδ ο ς  μ ο υσ ική ς . Μετά καταστρώ
νουμε τόν π ιό  κάτω π ίνα κα .

Πίνακας: ‘ Υπολογισμός χ 2 γ ιά  τήν ύπόθεση Ισης πιθανότητας.

Προτιμούν
κλασσική
μουσική

Προτιμοϋν
μοντέρνα
μουσική

Σύνολο

Παρατηρούμενη f ( 63 37 100
'Αναμενόμενη F; 50 50 100

( f - F i  ) 13 -13

( f i - F i  )’ 169 169

( f i : ρ·» 
Fi

3 , 38 3,38 6,76

*Η τ ιμ ή  χ 2= 6 , 7 6  ύ π ο λο γ ίζετα ι μέ βάση τόν τύπο ( 3 ΐ ) . Ά π ό
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τόν πίνακα τιμών τοϋ χ 7̂  ν) βρίσκουμε, δτ ι ή πιθανότητα τό χ 1 

νά ε ίν α ι μεγαλύτερο τοϋ 6 ,76  ε ίν α ι μ ικρότερη άπό 1% (βαθμός 
έλευθερ ία ς ν =2 -1 = 1 ). Δηλ. ή τ ιμ ή  χ 7- 6 , Ί β  πού βρήκαμε θά ά
παντα κατά τύχη σέ ποσοστό μικρότερο άπό 1%. Ή σύγκριση αύ- 
τή 'μας έπ ιτ ρ έπ ε ι νά άπορρίψουμε τήν ύπόθεση τής Πσης^πιθα- 
νότητας των Απαντήσεων. Μπορούμε νά πούμε μέ σ τα τ ισ τ ικ ή  β ε 
βαιότητα μεγαλύτερη άπό 99%, δ τ ι ο ΐ φ ο ιτη τές  προτιμούν ΐή ν  
κλασσική άπό τήν μοντέρνα μουσική.

Παράδειγμα 2: Θέλουμε νά δοκιμάσουμε, άν ένα ζάρι δ ίν ε ι  
τούς Αριθμούς 1 μέχρ ι 6 κατά τύχη καί δ τ ι δέν ύπάρχει προ
τίμηση σ 'ένα  συγκεκριμένο Αριθμό. Κάνουμε 60 ρ ίψ ε ις  καί παίρ
νουμε τόν παρακάτω πίνακα.

Α ρ ιθμ ό ς πού φ έρνει τό ζάρι 1 2 3 4 5 6

Συχνότητα f 7 16 8 17 3 9

Μηδενική ύπόθεση Η0 : Τό ζάρι ε ίν α ι καλό
* Η θεωρητική τ ιμ ή  συχνότητας, πού έμψ α ν ίζετα ι κάθε ά ρ ιθ- 

μός, ε ίν α ι F( =10 = 10  ̂ .

‘ Υπολογίζουμε τήν τ ιμ ή  τοϋ χ 7

(f i-F i ) 2_ (7-10) 2 + (l6 -1 0 ) 2 + (8-10) 2 + (l7 -1 0 ) 2 + (3-10) 2+ (9 - lt f  
Λ L η 10

- 1 4 , 8

Γ ιά  βαθμούς έλευ θ ερ ία ς  ν=6-1=5 καί γ ιά  σ τα τ ισ τ ικ ή  β ε 
βαιότητα 95% ή τ ιμ ή  τοϋ χ 7ρ ν) άπό τούς π ίνακες ε ίν α ι  1 1 ,1 0 . 
‘ Η μηδενική ύπόθεση λοιπόν γ ιά  τό δείγμα  των τιμών π ρέπει 
νά ά πορριψτεί, γ ια τ ί  χ 7 > x \ 0b/t>

“Ενα πρόβλημα πού συναντούμε πολύ συχνά, όταν έπεζεργα- 
^ζόμαστε πειραματικά δεδομένα, ε ίν α ι  νά διαπιστώσουμε, άν μ ιά  
^σειρά μετρήσεων μπορεί νά π ερ ιγρά φ ει (νά προσαρμοστεί) μέ . 
μ ιά  συγκεκριμένη θεωρητική κατανομή. *Η π ιό συχνά έμφανιζό- 
μενη περίπτωση ε ίν α ι ή σύγκριση σ ειρά ς μετρήσεων μέ τήν κα
νονική (συνήθη) κατανομή. Καλύτερα θά λέγαμε, δ τ ι  μέ τή σύγ
κριση αύτή βρίσκουμε σέ τ ί  βαθμό τ α ιρ ιά ζ ε ι ή π ειραμα τική μας
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κατανομή μέ τήν θεω ρητική κατανομή· Γ ιά  τό σκοπό αυτό υπο
λογίζουμε άπό τή σχέση (28) ή (31) τήν τ ιμ ή  τοΟ γ 2 καί β ρ ί
σκουμε άπό τόν πίνακα τιμών τ°υ  παραρτήματος Γ τήν 
πιθανότητα πού πε-ριμένουμε νά έμψανίζοντα ι τ ιμ έ ς  τοΟ χ 2 ,πού 
ε ίν α ι μεγαλύτερες άπ'αύτήν πού ύπολογίσαμε έ μ ε ΐς .  "Αν ή π ι
θανότητα ε ίν α ι μ ικρότερη άπό τό έπ ίπεδο σημαντικότητας, πού 
έ μ ε ΐς  δ ια λέξα μ ε, τότε παραδεχόμαστε, δ τ ι ο ί δύο κατανομές ταυ
τ ίζ ο ν τ α ι .

Προκειμένου νά κάνουμε τή δοκιμή, άν τά πειραματικά μας 
δεδομένα τα ιρ ιά ζουν σέ μ ιά  θεωρητική κατανομή, τά χωρίζουμε 
σέ δ μ ά δ ες ,ο ί ό π ο ιες  δέν π ρέπ ει νά ε ίν α ι λ ιγώ τερες άπό π έντε. 
'Ομάδες πού π ερ ιέχουν λ ιγώ τερ ες  άπό πέντε τ ιμ έ ς  ( f { < 5 ) έ -  
νώνονται μέ άλλες, ώστε ό άριθμός των τιμών σέ κάθε δμάδα νά 
μήν ε ίν α ι μ ικρότερος τών π έν τε .

Παράδειγμα3: Μέ δύο δ ια φ ο ρ ετ ικ ές  μετρητικές δ ια τά ξ ε ις  μ ε
τρούμε κοσμική ά κ τ ινο βο λ ία  καί παίρνουμε τόν πιό κάτω πίνα
κα. Νά έλ εγ χ θ ε ι ή υπόθεση, ό τ ι  τά άποτελέσματα άκολουθοΟν κα
τανομή P o is so n .

'Αριθ. κρούσεων 
άνά ώρα (χ)

ΜετρηΟεΐαα Συχνότητα 
fi

'Αναμενόμενη 

Ευχνότητα F,

(F j- f j)2
Fj

Διάταξη A j Διάταξη Β Διάταξη A Διάταξη Β

<£ 5 7
Γ

0 6 ,4 0,056 6,40
6 7 1 6 ,2 0,103 4,36
7 8 1 9 ,0 0,111 7 ,11
8 10 2 11,3 0,150 7,65
9 12 0 12,5 0,020 12,50

10 14 82 12,5 0,180 386,42
11 11 4 11,4 0,014 4,80
12 10 5 9,5 0,026 2 ,13
13 6 2 7 ,3 0,232 3,85
14 7 2 5 ,2 0,623 1,97

5  15 8 1 8 ,2 0,005 6 ,32

Σύνολα 100 100 99,5 1,52 443,51

* Η δεύτερη καί τ ρ ίτ η  στήλη τοϋ πίνακα ε ίν α ι πειραματικά 
δεδομένα γ ιά  τ ίς  δύο μ ετρ η τ ικ ές  δ ια τά ξ ε ις  Α καί Β. *Η τ έ 
ταρτη στήλη τοΟ πίνακα ύπολογίστηκε μέ βάση τόν τύπο (8) (σελ.2  3)
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παίρνοντας σάν u=lO κρούσεις/ώρα. %Η τ ιμ ή  αύτή του μ Οπολο
γ ίστηκε άπό τη σχέση

μ= ΣΧι f, 
Σ £ ι

Τά Αθροίσματα των στηλών πέντε καί έξη εϋνα ι οί^ τ ιμ έ ς  
τοϋ χ 2 γ ιά  τ ίς  μ ετρ η τ ικ ές  δ ια τά ξ ε ις  Α καί Β Α ντίσ το ιχα . Τά 
πειραματικά δεδομένα, Οπως φ α ίνετα ι άπό τόν π ίνα κ α ,είνα ι μοι
ρασμένα σέ 11 π ερ ιο χ ές . Οί βαθμοί έλευ θ ερ ία ς  όμως ε ίν α ι  ν=9, 
έπ ε ιδ ή ό  Αριθμός των ωριαίων μετρήσεων ε ίν α ι π ερ ιω ρισμένος 
καί ή τ ιμ ή  τοϋ μ Οπολογ ίστηκε Από τά πειραμα τικά  μας δε>- 
δομένα. #Από τούς σ τα τισ τ ικούς π ίνακες τιμών χ 2 στό πα
ράρτημα Γ βρίσκουμε, ό τ ι ή πιθανότητα χ 2> 1,52 εϋνα ι μ ε
γαλύτερη άπό 99% ( Ρ ( χ 2> 1 , 5 2 ) ^ 1 , 0 ) .  Ή υπόθεση πού βάλαμε 
στήν Αρχή Ισχύει γ ιά  τήν πρώτη μ ετρητικ ή  δ ιά τα ξη . "Α ντίθετα  
ή πιθανότητα νά εϋνα ι χ 2^ 453,51 εϋνα ι πολύ μικρή και δέν υ
πάρχει στούς π ίνακες (μ ικρότερη άπό 1%ο). Τά Αποτελέσματα 
λοιπόν άπό τή μετρητική  διάταξη Β δέν ΑκολουθοΟν κατανομή 
P o isso n .

"Οπως δ ια π ιστώ νει κ α νε ίς  άπό τά 3 παραδείγματα πού δώ
σαμε, ύπάρχει μ ιά  δυσκολία έξαγωγής συμπεράσματος κατά τήν 
έφαρμογή τής Δ ο κ ι μ ή ς - Ο ι  συλλογισμοί που π ρέπ ει νά γ ί 
νοντα ι κατά τήν έφαρμογή της εϋ ν α ι:

α) Διατύπωση τής μηδεν ικής ύπόθεσης Η0 : Μεταξύ π ειρ α 
ματικής καί π ροτεινόμενης θεω ρητικής κατανομής δέν ύπάρχει 
διαφορά.

β) Διατύπωση τής έναλλακτικής ύπόθεσης Ηα : Μεταξύ τής 
πειραμα τικής καί θεω ρητικής κατανομής ύπάρχει διαφορά. Τό 
δείγμ α  τών τιμών πού έχουμε δέν Ανήκει στόν π ροτεινόμενο  θ ε 
ωρητικό πληθυσμό.

γ) "Απόφαση: Κ αθορίζεται ή πιθανότητα σφάλματος α (π .χ . 
α=0,01 ή α*=0,05. *Η σ τα τ ισ τ ικ ή  βεβα ιότητα  θά εϋνα ι Ρ=1-α δηλ. 
0 ,99  ή 0 ,95) καί σ υγκρ ίνετα ι ή τ ιμ ή  τοϋ χ 2, πού ύπολογίσαμε, 
μέ τήν Α ντίστοιχη τών πινάκων. Ή μηδενική ύπόθεση Απορρί
π τετα ι, όταν ή ύπολογιζόμενη τ ιμ ή  χ 2 εϋναι ίση ή μεγαλύτερη 
άπό τήν τ ιμ ή  τοϋ πίνακα γ ιά  τούς συγκεκριμένους βαθμούς έ 
λευ θερ ία ς ν .



Κεφάλαιο V III

Αποκλίσεις από τήν κανο
νική κατανομή σφαλμάτων

1. Γενικά

Σέ προηγούμενα κεφάλαια είδα με, δ τ ι  ο ί έξ ισ ώ σ εις  (12) 
κα ί (13) , πού περιγράφουν τήν κανονική κατανομή, άποδεικνύ- 
ετα ι, δ τ ι  ισχύουν μέ τήν προϋπόθεση, ό τ ι κάθε τ ιμ ή  χ, ή z k 

σ υνδέετα ι μόνο μέ τυχαία σφάλματα. *Η έξαγωγή των σχέσεων
(12) κα ί (13) σ τη ρ ίζ ετα ι στήν παραδοχή τής ύπαρξης άπειρου 

άριθμοΰ άπειρόστων στοιχειωδών σφαλμάτων, τά όποια προστί
θ εν τα ι Α λγεβρικά .

'Ε π ειδ ή  ο ί παραπάνω προϋποθέσεις δέν πληροΰνται πάντοτε 
στήν πράξη, ύπάρχουν συχνά Α ποκλίσεις Από τόν νόμο τής κα
νο ν ικ ή ς  κατανομής ιδ ια ίτ ε ρ α  γ ιά  τ ιμ έ ς , πού βρίσκονται σέ πε
ριοχή Απόκλισης Από τό μ μεγαλύτερης Από σ (|μ-Χί|>σ) ή γ ιά  
τ ιμ έ ς ,  πού βρ ίσ κοντα ι κοντά στό μ ( |μ - χ (| 2=0). Οι Α ποκλίσεις 
αύτές έμφ ανίζοντα ι σάν:

α) 'Αλλοίωση τοΰ σχήματος τής καμπύλης κατανομής, ένώ 
δ ια τ η ρ ε ίτ α ι ή συμμετρ ία .

β) 'Εξαφάνιση τής συμμετρίας τής καμπύλης κατανομής ή 
τής σ υνέχεια ς  τής κατανομής (Συνηθισμένη στή Χημική Ανάλυ

ση) ·
γ) 'Εμφάνιση περισσοτέρων Από μ ιά  κορυφών στήν καμπύλη 

κατανομής (Bim odular — η roultunodular—D is t r ib u t io n ) .
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Α ίτ ια  γ ιά  τήν Αλλοίωση του σχήματος μιάς καμπύλης κα
τανομής, μέ διατήρηση τής συμμετρίας τη ς, μπορεί νά ε ίν α ι 
ή ύπαρξη δυό πληθυσμών μέ τόν ίδ ιο  παραμετρικό μέσο όρο, Αλ
λά' μέ διαφορετική παραλλακτικότητα (τυπική Απόκλιση). Μιά 
έννοια ,πού συνδέετα ι μέ τήν δξυνση ήπλάτυνση μ ια ς σ υμ μετρ ι
κής κατανομής, σέ σχέση μέ τήν κανονική κατανομή , ε ίν α ι ή κύρ- 
τ ω σ η (Kurtosis). ’ Υπάρχουν λ ε π τ ό κ υ ρ τ ε ς ,  π λ α -  
τ ύ κ υ ρ τ ^ ε ς  καί. μ ε σ ό κ υ ρ τ ε ς  κα τα νομές.‘ Η μ ε- 
σόκυρτη κατανομή ε ίν α ι αύτή,πού Α ν τ ισ το ιχ ε ί στή μορφή τής 
κανονικής κατανομής.

Α ίτ ια  γ ιά  τήν έμφάνιση Ασυμμετρίας (Skewness) στ ή ν καμ
πύλη κατανομής ε ίν α ι ή ύπαρξη θετικώ ν καί Αρνητικών σφαλ
μάτων μέ ά ν ισ ες  π ιθα νό τητες . *Η Ασυμμετρία μπορεί νά ε ίν α ι 
θ ε τ ι κ ή (Ασυμμετρία πρός τά δεξ ιά ) ή Α ρ ν η τ ι ,. κ ή 
(Ασυμμετρία πρός τά Αριστερά) . Οί δύο αύτές περιπτώσεις δείχ
νονται στό σχήμα 22.

Εχ. 22. 'Ασύμμετρες κατανομές: Χαρακτηρίζονται απ'το γεγονός, 
δτι τιμές, πού απέχουν το' ίδιο άπέ τέ μέγιστο τής κατανομής, 
έμφανιζονται μέ διαφορετικές συχνότητες, (α) Θετική άσυμμε- 

τρια (3) ’Αρνητική ασυμμετρία

I

/ Μέτρο τής Ασυμμετρίας ε ίν α ι  ή διαφορά τοΟ μέσου δρου 
ίκα( τής έπ ικρατέστερης τ ιμ ή ς  (χ-Μ ). “Οταν ή διαφορά αύτή δ ι 
α ιρ ε θ ε ί μέ τήν τυπική άπόκλιση, γ ίν ε τ α ι άδιάστατη καί έκφρά- 
ζ ε ι  τήν άσυμμετρία.

_  S - M  3 ( R - m )
22 S3

8 S'Ασυμμετρία (78)
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όπου Μ ε ίν α ι  ή έπ ικρατέστερη καί m ή διάμεση τ ιμ ή  τής κατα
νομής.

Στή χημική Ανάλυση, έκτός άπό τήν έμφάνιση άσυμμετρίας, 
πού σ υνδέετα ι μέ τήν ύπαρξη θετικώ ν καί Αρνητικών σφαλμάτων 
μέ Αν ίσ ες  π ιθα νό τη τες , έχουμε καί Αλλες α ίτ ι ε ς  έμφάνισης ά
σ υμ μετρ ία ς. "Οταν θέλουμε π .χ . νά υπολογίσουμε τήν τυπική 
Απόκλιση μ ια ς μεθόδου άπό ζεύγη τιμών συγκεντρώσεων πού προσ- 
διω ρίστηκαν σέ δείγμα τα  διαφόρου μεγέθους ( σ ε λ .64 ) . Κατά 
τήν έργασία αύτή σχηματίζουμε μ ιά  σ ειρά  πειραματικών δεδο
μένων άπό δείγματα ,πού ο ί συγκεντρώσεις τους μπορεί νά δ ια 
φέρουν πολλές φορές περισσότερο άπό μ ιά  τάξη μεγέθους. "Αν 
ύπάρχει έξάρτηση τής τυπ ικής Απόκλισης σ σέ κάθε δείγμα  άπό 
τό μέγεθός του (δηλ. σ. = ί(μ ) ,  τότε ή τυπική Απόκλιση πού ύ- 
πολογίζουμε Α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί σέ μή συμμετρική κατανομή. Ή συμ
μ ετρ ία  άποκαθίσταται, όταν ο ί διάφορες τ ιμ έ ς  τών διαφόρων 
δειγμάτων μετασχηματιστούν λογαριθμ ικά  (logXj ) .

"Οταν δ λ ο γ ά ρ ιθ μ ε  τής μεταβλητής καί ό χ ι ή ίδ ια  ή με
ταβλητή Ακολουθεί κανονική κατανομή, τότε μιλούμε γ ιά  Λ ο 
γ α ρ ι θ μ ι κ ή  κ α τ α ν ο μ ή .  Λογαριθμική κατανομή 
έχουμε καί όταν τά στο ιχειώ δη σφάλματα, κατά τήν χρήση μιάς 
μεθόδου, δέν π ρο σ τίθεντα ι Αλγεβρικά πάνω στήν Αληθή τ ιμ ή , Αλ
λά Αποτελούν παράγοντες γινομένου, τό όποιο δ ίν ε ι  τήν μετρού- 
μενη τ ιμ ή  σάν

Xj = μ ·ε ,  · ε 2 · ε 3. . . ε η (79)

Σ'αύτή τήν περίπτωση ή προϋπόθεση κανονικής κατανομής έπ α - 
ν έ ρ χ ε τ α ι, όταν λογάριθμίσουμε τή σχέση (7 9 ) .

X; =logXj = lo g μ + lo g ε 1+logε2  + · · · + l o g ε n (80)

* Η σχέση (80) μάς φανερώνει, ό τ ι ο ί λογάριθμοι τών σ το ιχειω 
δών σφαλμάτων π ρο σ τίθεντα ι Αλγεβρικά καί ό τ ι ή συνάρτηση X, = 
lo gx j κατανέμετα ι κανονικά.

"Οταν ή τυπική Απόκλιση μ ιά ς μεθόδου έξαρτάται άπό τήν
Αληθή τ ιμ ή ,  τό τε ή έκτίμησή της s.. δ ίν ε τ α ι άπό τή σχέση*)

s  =a+bx*i
(81)
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Στή σχέση (81) τό α Αποτελεί την τυπική Απόκλιση τοϋ τυφλοϋ 
πε ιράματος.

Παράδειγμα Ασυμμετρίας κατανομής έχουμε κατά τήν όγκο
μέτρηση μέ τή χρήση δεικτώ ν. *Η καμπύλη τής κατανομής σ ε ι
ράς Αποτελεσμάτων έμφ α νίζετα ι άούμμετρη καί μετατοπισμένη 
πρός τά δεξ ιά , έπ ειδή  ύπάρχει τάση νά παίρνουμε τ ιμ έ ς  έ ν δ ε ι
ξης τής προχοιδας μετά τό ισοδύναμο σ η μ είο . 'Επ ίσης κατά τ ις  
μ ετρήσ εις  μεγεθών, πού ή τ ιμ ή  τους Απέχει πολύ λ ίγ ο  Από τό 
μηδέν (συγκέντρωση ένός Ιχνο σ το ιχείο υ  σ 'ένα  δ ε ίγ μ α ) , έμφα- 
ν ίζ ε τ α ι άσυμμετρία στήν καμπύλη κατανομής, έπ ε ιδ ή  λείπουν ot 
μ ικρότερες  Απ'τό μηδέν τ ιμ έ ς  (6 παραμετρικός μέσος όρος ε ί 
να ι περίπου μ η δ έν ).

"Αλλες περιπτώ σεις έμφάνισης άσυμμετρίας ή λογα ρ ιθμ ικής 
κατανομής στή χημική Ανάλυση ε ίν α ι :

α) Προσδιορισμός συγκεντρώσεων σέ περιοχή πολλών δεκά
δων.

β)'Ε ργα σ ία  σέ περιοχή συγκεντρώσεων κοντά στό μηδέν καί 
έκατό τ ο ϊς  έκατό. %Η περίπτωση αύτή Α ντιμετω π ίζετα ι κατά τόν 
έλεγχο καθαρότητας Αντιδραστηρίων.

γ) "Οταν τό τυχαίο σφάλμα μ ιά ς μεθόδου σ υ γκ ρ ίνετα ι σέ 
μέγεθος μέ τήν ίδ ια  τήν μετρούμενη τ ιμ ή . Τ έτ ο ιες  περιπτώ
σ ε ις  Αντιμετωπίζουμε σέ έργα σ ίες  μέ συγκεντρώ σεις γύρω στό 
όριο  εύαισθησίας καί σέ π ερ ιπ τώ σ εις  ήμιποσοτικών Αναλύσεων 
Ιχνών στο ιχείω ν (π .χ . ήμιποσοτική φασματοσκοπική Ανάλυση Ι 
χνοστοιχείω ν) .

Στήν π ο ιοτ ική  Ανάλυση, ή όποία μπορεί νά θεωρηθή σάν 
μ ιά  ε ίδ ικ ή  περίπτωση ήμιποσοτικής Ανάλυσης, έχουμε νά κά
νουμε μέ κατανομές P o isson  ή Δ ιω νυμικές κατανομές, έπ ε ιδ ή  έ -  
ξαφανίζεται καί ό συνεχής χαρακτήρας τής κατανομής.

δ) "Οταν ή μετρούμενη ποσότητα έξαρτάται Από κάποια πα
ράμετρο, πού δ ε ίχ ν ε ι  κανονική κατανομή καί σ υνδέετα ι λογα
ρ ιθ μ ικ ά  μέ αύτήν. (π .χ . pH, ρΚβρ κ . λ . π . ) .

Α ίτ ία  γ ιά  τήν έμφάνιση δυό ή περισσοτέρων κορυφών στήν 
καμπύλη κατανομής ε ίν α ι ή ύπαρξη Α νομοιογένεια ς στό δ ε ίγ μ α . 
"Ετσι έμφανίζονται π .χ . δυό κορυφές, βταν γ ιά  τή χάραξη τής 
καμπύλης κατανομής χρησιμοποιηθρϋν πειραματικά  δεδομένα, πού
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προέρχονται ε ίτ ε  άπό δύο διαφορετικούς έρευνη τές  ή δύο δ ια 
φ ορετικά έργαστήρια ή δύο δ ια φ ορετικές  μεθόδους.

'Ανάλογα μέ τό ποσοστό συμμέτοχης κάθε πληθυσμού καί τ ίς  
σ χ ετ ικ ές  τ ιμ έ ς  των παραμέτρων μ καί σ των πληθυσμών, παίρ
νουμε μορφές κατανομών, πού μπορεί νά ε ίν α ι άσύμμετρες Α νά 
ε ίν α ι δικόρυφες κατανομές ή άκόμα σ υμμετρ ικές κατανομές, πού 
έμφ ανίζοντα ι μέ άλλοιωμένο μόνο τό σχήμα. Παραδείγματα άνά- 
μ ειΕ η ς δύο διαφορετικών κατανομών καί τά σχήματα, πού παίρ
νουμε ά π 'τήν άνάμειξή το υ ς ,δ ε ίχ ν ο ν τα ι στό σχήμα 23. 2

Σχ. 23. ’Ανάμειξη κατανομών. (1). Κανονική κατανομή. (2). Κα
τανομή άνομοιογενοϋε δείγματος δυο πληθυσμών σε' αναλογία 1:1 
καί απόσταση παραμετρικών μέσων όρων 2σ. (3). “Οπως στήν πε
ρίπτωση (2), άλλα μέ απόσταση μέσων όρων 3 σ. (4). Κατανομή ά- 
νομοιογενοΟς δείγματος δυο κανονικών πληθυσμών σέ αναλογία 
1,5:1 καί |μι-μ2 |=2σ. (5) Όπως στήν περίπτωση (4), άλλα μέ

|μι-μ2|=3σ

2. ’Έλεγχος γιό χάν ϋπαρξη ’Απόκλισης άπό την Κανονική Κα

τανομή

‘ 0 έλεγχος γ ιά  τήν ύπαρξη άπόκλισης μ ιδ ς  σειράς μετρήσε
ων άπό τήν κανονική κατανομή μπορεί νά γ ίν ε ι  μέ πολλές με
θόδους, πού χω ρίζονται σέ υπ ολογισ τικές καί γραφικές.

"Εχουμε κ ιόλας έξ ετά σ ει μ ερ ικ ές  δο κ ιμ ές  σημαντικότητας, 
πού μπορούν νά προσαρμοστούν καί νά χρησιμοποιηθούν γ ιά  ένα 
τ έ τ ο ιο  έλεγχ ο . *Η Δ οκ ιμή-j f *  π .χ . μπορεί νά χρησιμοποιηθεί, 
άφοΰ ύ π ο λο γ ισ τεϊ ή τ ιμ ή  χ *  καί σ υ γ κ ρ ιθ ε ΐ μέ τ ί ς  τ ι μ έ ς ν).



117

πού βρίσκονται στους σ τα τιστικούς π ίνα κες. ‘ Η ίδ ια  δοκιμή 
μπορεί νά χρησιμοποιηθεί γ ιά  τόν έλεγχο, άν μ ιά  κατανομή εϋ - · 
ναι λογα ριθμ ική . Στήν τελευ τα ία  περίπτωση ή έφαρμογή τής Δο- 
κ ιμής- j f 2 γ ίν ε τ α ι πάνω στούς λογαρίθμους των τιμών χ·, .

Μιά άλλη Δοκιμή, πού χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίτα ι περισσότερο γ ιά  
τόν έλεγχο τής προσαρμογής μ<,άς πειραμα τικής κατανομή'ς στήν 
θεωρητική κατανομή G au ss, ε ίν α ι ή Δ ο κ ι μ ή  Κ ο 1 m ο-  
g o r o v - S m i r n o v  (Δ ο κ ιμ ή -( k - s ) ) . 4 Η δοκιμή αύτή ε ί 
ναι παρόμοια μέ τή δόκιμή- j f 2, άλλά π λεο νεκ τε ί στό ό τ ι μπο
ρ ε ί νά έφαρμοστεΐ καί σέ μικρά δείγμα τα . 4Η θεωρία τής δο
κιμής Kolmogorov-Smirnov προϋποθέτει συνεχή κατανομή, άλλά 
μπορεί νά έφαρμοστεΐ καί σέ ά συνεχεΐς κατανομές, όπως ε ίν α ι 
ή Διωνυμική καί ή κατανομή P o isso n . Κατά την έφαρμογή τής Δο
κιμής (k-s) δοκιμάζετα ι ή έξής μηδενική ύπόθεση Η0: Τό δείγ
μα άνήκει στή γνωστή θεωρητική κατανομή f ( x ) .  4 Η έναλλα- 
κτική  ύπόθεση ε ίν α ι Ηα : Τό δείγμα  δέν άνήκει στή γνωστή κα
τανομή f ( x ) .  Ά ναλυτικώτερα ή έργασία πού άκολουθοϋμε π ε ρ ι
λαμβάνει τά π ιό  κάτω στάδια :

α) Προσδιορίζουμε τ ις  άναμενόμενες άπόλυτες συχνότητες 
μέ βάση τή γνωστή θεωρητική κατανομή καί ύπολογίζουμε τ ί ς  
ά θρ ο ισ τικ ές  συχνότητες F γ ιά  κάθε όμάδα. 4Η ά θρο ισ τική  συχ
νότητα μια ς όμάδας (cum ulative frequency) υπ ολογ ίζετα ι, άν 
προσθέσουμε στό άθροισμα των συχνοτήτων όλων των προηγουμέ
νων όμάδων καί τή συχνότητα τής όμάδας.

β) ‘ Υπολογίζουμε τ ίς  ά θ ρ ο ισ τικ ές  συχνότητες F (χ) γ ιά  
κάθε όμάδα μέ βάση τά πειραματικά δεδομένα.

γ) Σχηματίζουμε τ ίς  διαφορές F (x )-F  κάθε όμάδας. 
δ) Δ ια ιρούμε τή μεγαλύτερη άπόλυτη διαφορά |F (x ) - F |max 

μέ τόν άριθμό k των όμάδων, σ τ ίς  όπο ιες χωρίστηκαν τά π ειρ α 
ματικά δεδομένα καί ύπολογίζουμε τό λόγο D„fm = F̂π ε ψ .  χ

ε) Συγκρίνουμε τό λόγο Dncip μέ τ ί ς  τ ιμ έ ς  D, πού δ ίν ο ν 
τα ι στόν πίνακα XVIII γιά διάφορα έπίπεδα σημαντικότητας.
"Αν Dneip< D, τότε ή μηδενική ύπόθεση ίσ χ ύ ε ι γ ιά  τό έπ ίπεδο ση
μαντικότητας πού δ ια λέξα με.
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ΠΙΝΑΚΑΣ X V I I I

Τ ιμ ές  τού λόγου Kolmogorov-Smirnov D γ ιά  διάφορα, 
έπ ίπεδα  σημαντικότητας

Τ ιμ ές  τού °  'Επίπεδο σημαντικότητας α

1 , 0 7 /Vn  0 ,2 0  

1,14/V n 0 ,15  
1 ,22/V n 0,10 
1 ,36/Υ η 0 ,05  
1,63/V n 0,01

Παράδειγμα: Κατά τόν έλεγχο τοΰ χρόνου ζωής ένός τυπου 
λυχνιών φωτισμοΟ βρέθηκε σέ 80 π ερ ιπ τώ σ εις , ό τ ι ύ *Ρ<5" 
νος ζωής ήταν άπό 33 μ έχρ ι 47 μέρες συνεχούς λ ε ιτ ο υ ρ γ ία τΰ»  

λυχνιώ ν. Τά άποτελέσματα δ ίν ο ν τα ι ταξινομημένα σέ δμάδες 
στόν π ιό  κάτω πίνακα. Νά β ρ εθ ε ί, &ν ft κατανομή των τιμών προσ· 
αρμόζεται στή θεω ρητική κατανομή G auss.

Αάσπ: ‘ Υπολογίζουμε πρώτα τό μέσο όρο χ καί τήν τυπική 
Απόκλιση s  άπό τούς τύπους

= - i-Z f(X i)  .X; (82) και s Λ / Σ (Xj - χ )  2f  (Χι λ. (83)  
V k - 1

Ot σ χ έσ ε ις  (82) κα ί (83) χρησιμοποιούνται πάντοτε, όταν 
χωρίζουμε τά π ειρα μα τικά  δεδομένα σέ όμάδες και γ ιά  τόν ύ— 
πολογ ισμό τού μέσου όρου X καί της τυπ ικής Απόκλισης λαμτ 
βάνονται ύπ'δψη o t  συχνότητες f  (X; ), μέ τ ι ς  όπο ιες έμφανι- 
ζοντα ι ο ί  μέσοι όρο ι χ  ̂ σέ κάθε όμάδα. Τό k ε ίν α ι  ό Αριθμός 

των όμάδων.
*Η στήλη (1) τού π ιό  κάτω πίνακα δ ίν ε ι  τή μέση τ ιμ ή  κάθε 

όμάδας (*Η πρώτη όμάδα π .χ . άψορά λ υ χ ν ίες  μέ χρόνο ζωής 33 
μ έχ ρ ι 35 μ έρες  μέ μέση τ ιμ ή  όμάδας 34 μ έ ρ ε ς ) . Η τ ιμ ή  z-t 

ύπ ο λο γ ίζετα ι άπό τή σχέση zt = (X i- x ) / s  καί δ ίν ε τ α ι στή στήλη 
(2) γ ιά  κάθε όμάδα. Ot στήλες (3) καί (6) δ ίνουν τ ί ς  Απόλυ
τ ε ς  π ειρ α μ α τικ ές  κα ί θεω ρητικές συχνότητες Α ντίστο ιχα . Ot 
τ ιμ έ ς  τή ς  στήλης (4) πάοθπκαν Από σ τα τισ τ ικούς π ίνακες και
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Πίνακας

( 1 ) (2) ( 3 ) ( 4 ) ( 5 ) ( 6 ) ( 7 ) ( 8 ) ( 9 )

ζ, f  (Xj) f  (Z( ) <3. T !
F(x) 1 F l F (x )-F

l »

3 4 - 2 , 8 49 I 1 0 , 0 0 7 1 0 , 0 0 4 9 « 1 1Ί 0
1 V

36 - 2 , 1 5 2 0 , 0 3 9 6 0 , 0 2 7 4 2 '! 3
I 2 1

38 - 1 , 4 5 8 0 , 1 3 9 4  '' 0 , 0 9 6 5 8 11 i! 10 1
I

40 - 0 , 7 $ 13 0 , 2 9 8 9 0 , 2 0 6 8 17 2 4 27 3

42

ΟοI 25 0 , 3 9 8 0 0 , 2 7 5 4 22 49 49 0

44 0 , 6 2 16 0 , 3 2 9 2 0 , 2 2 7 8 18 6 5 6 7 -2

46 1 , 3 1 13 0 , 1 6 9 1 0 , 1 1 7 0 9 7 8 7 6 2

4 8 2,01 2 | θ , 0 5 2 9  
I

0 , 0 3 6 6 3 8 0 7 9 1

Χ = 4 2 , 2 0  , s=2,,89 , z, X, -x
s q, = " F f  (z* ) , f ·, = n * q .

ά ντιστο ιχοϋν στήν έζίσωση (13) (σελ. 3 0 ) .  ΟΙ τ ιμ έ ς  τής στή
λης (5) ύπολογίζονται άπό τή σχέση - · f  (Ζ\ ) , δτιου π ε ί 
να ι τό πλάτος κάθε δμάδας δηλ. στήν περίπτωσή μας π=2. Ot 
άπόλυτες θεω ρητικές συχνότητες ύπολογίστηκαν άπό τή σχέση 
ί { =nq(, όπου η=80.

‘ Η πειραματική τ ιμ ή  Dncip =3/80=0,0375. #Απ#τόν πίνακα XVIII 
καί γ ι ά α = 0 , 0 5  βρίσκουμε D =0,152. 'Ε π ειδή  Dneip < D ,Ισ χύει μέ 
βεβαιότητα 95% ή μηδενική ύπόθεση, δηλ. ό τ ι o t τ ιμ έ ς  πού πή
ραμε σάν χρόνο ζωής των λυχνιών άκολουθοΟν κατανομή G auss.

Τό σχήμα 24 ε ίν α ι ή γραφική παράσταση των δεδομένων του 
π ιό  πάνω πίνακα. %Η διακεκομένη γραμμή ένώ νει τά π ε ιρ α μ α τι
κά σημεία ,ένώ  ή συνεχής καμπύλη ε ίν α ι ή θεω ρητική καμπύλη 
Gauss μέ παραμετρικό μέσο όρο χ=42,2  καί τυπική άπόκλιση 2,89 
Τό σχήμα 24 δ ίν ε ι  μ ιά  όπτική είκόνα  τοϋ βαθμοϋ τής προσαρ
μογής των δύο καμπύλών, πού ά π οδεικνύετα ι μέ τή Δ ο κ ιμ ή -(k-s), 
δ τ ι ύπάρχει μέ σ τα τ ισ τ ικ ή  βεβα ιότητα  95%.

Μέ τή βοήθεια  τών γραφικών μεθόδων έλέγχου κανονικής 
κατανομής μποροΟμε σ χετικά  γρήγορα νά πάρουμε μ ιά  όπτική 
είκόνα  καί νά διαπιστώσουμε, άν μ ιά  σ ειρά  τιμών χ { άκολουθεΐ 
κανονική ή λογαριθμική κατανομή. * Η γραφική παράσταση μάς 
δ ε ίχ ν ε ι  άκόμα, άν τό δείγμα  τοϋ πληθυσμού πού μελετοϋμε ε ί -
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Σχ. 2*+. Διάγραμμα κατανομής πειραματικών τιμών (διακεκομμένη) 
και θεωρητικής κατανομής Gauss (συνεχής)

ναι δμ ο ιο γ εν ές  καί dv ή κατανομή ε ίν α ι  δικόρυφη ή πολυκόρυ- 
φη. 'Εκτός Από τά π ο ιο τ ικ ά  σ το ιχ ε ία , πού μπορούμε νά δ ια κ ρ ί
νουμε σέ μ ιά  γραφική παράσταση, μπορούμε άκόμα νά προσδιορί
σουμε γραφικά τ ίς  έ κ τ ιμ ή σ ε ις  του παραμετρικοΟ μέσου δρου καί 
τής τυπ ικής Απόκλισης τοΟ πληθυσμοΟ. Τέτο ια  διαγράμματα γ ί 
νοντα ι σέ χαρτί ε ίδ ικ ά  χαραγμένο, πού λ έγ ετα ι χ α ρ τ ί  π ι 
θ α ν ό τ η τ α ς .  ‘ Ο Αξονας των τεταγμένων σ 'ένα  διάγραμ
μα πιθανότητας δ ίν ε ι  τήν % Α θροιστική συχνότητα γ ιά κ ά θε τ ι 
μή χ ( , πού μ π α ίν ε ι στόν Αξονα των τετμημένω ν. ‘ 0 Αξονας των 
τετμημένων ε ίν α ι  χωρισμένος γραμμικά ή λογαριθμικά Ανάλογα. 
Αν θέλουμε νά έλέγξουμε "γραμμική" ή λογαριθμ ική κανονική κα
τανομή. Οί τ ιμ έ ς  0% καί 100% λείπουν άπό τόν Αξονα των τ ε 
ταγμένων (βλέπε καί διάγραμμα τοϋ σχήματος 25) καί γ ι '  αύτό 
Α θρο ισ τ ικ ές  συχνότητες, πού Α ντιστο ιχούν σ τ ίς  τ ιμ έ ς  αύτές,δέν 
λα βα ίνοντα ι ύπ'δψη κατά τή γραφική μέθοδο.

"Αν ένα διάγραμμα κατανομής πάνω σ 'έν α  τ έ τ ο ιο  χαρτί π ι
θανότητας δώσει εύ θ ε ΐα  γραμμή μεταξύ 10% καί 90%, ή κατα
νομή πού έξετάξουμε ε ίν α ι  κανονική.

Γ ιά  νά βρούμε γραφικά τ ί ς  έ κ τ ιμ ή σ ε ις  των παραμέτρων μ
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καί σ μ '6να  τ έτο ιο  διάγραμμα έργαζόμαστε μέ τόν άκόλουθο 
τρόπο:

(α) Φέρνουμε τήν παράλληλη εύ θεια  πρός τόν άξονα των 
χ , ,  πού ά ρ χ ίζ ε ι άπό τό 50% καί άπ'τήν τομή της μέ τήν εύ- 
θ ε ϊα  τής κατανομής φέρνουμε κάθετη εύ θ ε ια  πάνω στόν άξονα 
τδ»ν χ, . Τό σημείο τομής τής καθέτου μέ τόν άξονα των 'xt μάς 
δ ίν ε ι  τόν μέσο όρο χ,πού ε ίν α ι ή έκτίμηση τοϋ μ.

(β) Φέρνουμε τ ίς  παράλληλες άπ'τά σημεία  16% καί 84% 
(άκριβέστερα 15,87% καί 84,13%, 8 4 , 13 -15 ,8 7 = 6 8 , 26%) πρός τόν 

άξονα των χ . Άπό τά σημεία  τομής τους μέ τήν εύ θ ε ια  τής κα
τανομής φέρνουμε κάθετες πάνω στόν άξονα των χ . Ot κάθετες 
αύτές συναντούν τόν άξονα τών χ πάνω στά σημεία  x - s  καί X+s, 
δηλ. σέ σημεία πού άπέχουν μεταξύ τους 2 s . Έ τ σ ι ύπολογί- 
ξουμε τό s των πειραματικών δεδομένων, πού ε ίν α ι  ή έκτίμηση 
γ ιά  τό σ τού πληθυσμού.

Τό σχήμα 25 δ ε ίχ ν ε ι  διάγραμμα πιθανότητας, πού έ γ ιν ε  μέ 
βάση τά δεδομένα τού προηγουμένου παραδείγματος. 01 τετα γ- 
μένες τών σημείων ε ίν α ι o t % ά θ ρ ο ισ τ ικ ές  συχνότητες, πού ύ- 
πολογίζονται άπό τή στήλη (7) τού πίνακα τής σ ε λ . 1 ΐ 9 . * Η  συ
νεχής γραμμή έ χ ε ι χαραχτεί μέ βάση τ ίς  % ά θ ρ ο ισ τ ικ ές  συ
χνότητες, πού Οπολογίστηκαν άπό τή στήλη (8) τού π ίν α κ α .Ά π ' 
τό διάγραμμα τού σχ. 25 ύπολογίζονται γραφικά σάν μέσος δ-
ρος ζωής τών λυχνιάλ» χ=41,4 καί τυπική άπόκλιση s = 2 ,85 
μ έρες . ‘ Η άσυμφωνία μεταξύ τών τιμών Χ=42,2 μέρες, πού ύπο- 
λ ο γ ίζ ετα ι μέ βάση τόν τύπο (82) καί τής χ = 4 ΐ , 4  μέρες,πού βρί
σκετα ι γραφικά, Ο φ είλετα ι στό ό τ ι ό τύπος (82) λ α β α ίν ε ι ύπ' 
όψη τ ί ς  συχνότητες τών τιμών σέ κάθε όμάδα, ένώ στή γραφική 
μέθοδο όλες o t τ ιμ έ ς  μπαίνουν μέ τό ίδ ιο  σ τα τ ισ τ ικ ό  βάρος.

£έ περίπτωση δικορύφων κατανομών τό σχήμα, πού παίρνου
με στά διαγράμματα πιθανότητας, δ ε ίχ ν ε τ α ι στό σχήμα 27. 'Ε μ
φανίζονται δυό εύθύγραμμα τμήματα μή συνεχόμενα. Ά ν ot δύο 
κορυφές άναφέρονται σέ δυό διαφ ορετικούς πληθυσμούς μέ τήν 
ίδ ια  διακύμανση σ2, τότε τά δυό εύθύγραμμα τμήματα στό δ ιά 
γραμμα πιθανότητας έμφανίζοντα ι παράλληλα μετατοπισμένα. *Η 
άπόσταση μεταξύ τών παραλλήλων ε ίν α ι μέτρο τής άπόστασης τών
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παραμετρικών μέσων όρων των δύο πληθυσμών. "Αν ot δυό πλη
θυσμού διαφέρουν έκτός άπό τό μ καί στήν παραλλακτικότητα σ, 
τότε τά δυό εύθύγραμμα τμήματα σ' ένα διάγραμμα π ιθανότη
τας δέν ε ίν α ι παράλληλα. "Οσο π ιό  μεγάλη ε ίν α ι ή κλίση τοϋ 
εύθύγραμμου τμήματος σ 'ένα  διάγραμμα σέ χαρτί πιθανότητας, 
τόσο ή διακύμανση τοϋ πληθυσμού ε ίν α ι μ ικρότερη .

Γ ιά  νά δείξουμε τήν άξια  τής γραφικής μεθόδου γ ιά  τή 
διαιΐίστωση Α νομοιογένειας σ 'ένα  δείγμα  καί τήν Ανάλυση των 
πληθυσμών, πόύ συνιστοϋν τό δ ε ίγ μ α , δίνουμε τό π ιό  κάτω πα
ράδειγμα.

Παράδειγμα: Σέ μ ιά  έργασία γ ιά  τόν καθορισμό των όρίων 
σημαντικότητας 95% ( x ± l , 9 6 . s )  γ ι ά  τή συγκέντρωση ίν ν ο σ το ι-  
χείου ,π ού Αποτελεί μόλυνση ένός χημικού παρασκευάσματος, 
έ γ ι ν ε  Ανάλυση σέ 212 δείγματα,πού Αντιπροσώπευαν 212 διαφο
ρ ε τ ικ έ ς  παρτίδες, πού παρασκευάστηκαν σέ διάφορα χρονικά δ ια 
στήματα. Τά Αποτελέσματα έδ ε ιξα ν  εύρος 40 μ έχρ ι 120 ppm καί 
χωρίστηκαν σέ 16 όμάδες μέ πλάτος π=5 ppm. Ot συχνότητες τώυ 
τιμών σέ κάθε όμάδα δίνονται, στή στήλη (2) τοϋ παρακάτω π ί
νακα.

Πίνακας δεδομένων παραδείγματος

Συγκέντρωση
Ιχνοσ το ιχείου

ppm
'Αριθμός ! 
Δειγμάτων 1

'Α θροιστική
Συχνότητα

% 'Α θρο ιστική  
Συχνότητα

40-44 1 1 0,47
45-49 6 7 ' 3,30
50-54 13 20 9,43
55-59 22 42 19,81
60-64 34 76 35,84
65-69 32 108 50,94
70-74 22 130 61,32
75-79 15 145 68,40
80-84 10 155 73,11
85-89 Θ 163 76,89

ί 90-94 11 174 82,08
1 95-99 12 186 87,74

100-104 10 196 92,45
105-109 8 204 96,23

1 110-114 5 209 98,58
115-119

1 _______________
3 212 100 ,00
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' Νά β ρ εθ ε ί, άν δ πληθυσμός ε ίν α ι  δμοιογενής καί νά ύπο- 
λογ ιστοΟν γραφικά α) *0  μέσος όρος β) ή τυπική άπόκλιση καί 
γ) τά όρ ια  ά Ε ιο π ισ τ ία ς  95% γ ιά  τή συγκέντρωση τοϋ Ιχνοστοι
χ ε ίο υ  μόλυνσης στό χημικό παρασκεύασμα.

Λύση: Ά ν  παραστήσουμε τά άποτελέσματα σέ διάγραμμα συχ
νοτήτων βάζοντας στόν άΕονα των τεταγμένων τ ίςά π ό λ υ τες  συχ
νό τη τες  κα ί στόν άΕονα των τετμημένων τή μέση τ ιμ ή  συγκέν
τρωσης τοΟ Ιχ νο σ το ιχ είο υ  σέ κάθε όμάδα^ παίρνουμε τό δ ιά 
γραμμα κατανομής συχνοτήτων τοΟ σχ. 26. Τό διάγραμμα αύτό 
φανερώνει ά νο μ ο ιο γένε ια  τοϋ δείγμα τος, γ ια τ ί  έ χ ε ι  δυδ κορυφές.

Συγκέντρωαΐ) ρρπι —►

Σχ· 26. Διάγραμμα συχνοτήτων γιά τά δεδομένα παραδείγματος 
ανάλυσης όυχάρυφης κατανομής

Τό διάγραμμα δ ε ίχ ν ε ι ,  δ τ ι  ένα μέρος άπό τ ίς  μετρήσ εις  έγ ινα ν 
σέ περίοδο, πού κάποια συνθήκη τής παραγωγής δέν βρισκόταν 
σέ έλεγχο μέ άποτέλεσμα τό παρασκεύασμα νά μολύνεται π ερ ισ 
σότερο. Αύτό ε ίχ ε  σάν άποτέλεσμα νά έμφ α νισ τεΐ μ ία  δεύτερη 
κορυφή στό διάγραμμα κατανομής συχνοτήτων. *Ό ύπολογισμός
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τοΟ μέσου όρου χ άπό τήν πρώτη κορυφή (πού Α ν τ ισ το ιχ ε ί σ τ ι ς  
κανονικές συνθήκες παραγωγής) καί ή εύρεση των δρίων χ± 
± 1 , 9 6 *s  μπορεί νά γ ί ν ε ι  κάνοντας μ ιά  προέκταση του δ εξ ιο ύ  
τμήματος τής πρώτης κορυφής (διακεκομένη γραμμή στό σχήμα 26 
Ή έ ρ γ α σ ί α  όμως αύτή δέν ε ίν α ι πάντοτε εύκολη καί Ασφαλής. 
Μπορεί νά γ ί ν ε ι  μόνο μέ έκτίμησ η , γ ι α τ ί  δέν ξέρουμε τό βαθ
μό πού ή δεύτερη κορυφή έπηρεάζει τήν πρώτη στό δε ξ ι ό  της 
τμήμα καί τό πόσο σ υνεισ φ έρει στή διαμόρφωση τής περιοχής 
της γύρω στό μ έγ ισ το . "Αν ύπολογίσουμε Α θρο ιστικές συχνότη
τες  (στήλη 3 στόν πίνακα) καί % Α θρο ιστικές συχνότητες(στή
λη 4 στόν π ίνακα ), μπορούμε νά παραστήσουμε διαγραμματικά τά 
Αποτελέσματα σέ χαρτί π ιθανότητας. Τό διάγραμμα δ ε ίχ ν ε τ α ι 
στό σχ. 27. Ά π 'τό  διάγραμμα αύτό μπορούμε εύκολα νά ύπολο
γίσουμε Xj=66 ppm καί τά όρια έμπιστοσύνης 95% 45,5 ppm καί
86 ,0  ppm. ( s ! = 1 0 , 1 ppm).

Ά π 'τό  διάγραμμα τού σχήματος 27 μπορούμε νά ύπολογί
σουμε καί τ ίς  παραμέτρους χ 2 καί s 2 τού δεύτερου πληθυσμού, 
πού άπό τό διάγραμμα συχνοτήτων τού σχ. 26 θά ήταν πολύ δύ
σ κ ο λ ο  νά ύπολογιστούν. Φέρνουμε τήν εύ θ ε ΐα  (3) παράλληλη πρός 
τήν εύ θ ε ια  (2) σέ Απόσταση άπ 'τό  σημείο  Q τ έ τ ο ια , πού νά ε ί 
να ι MQ=QM#. 01 τομές των εύθειών, πού φέρνονται παράλληλες 
άπ'τά σημεία 50%, 15,87% καί  84,13%, καθορίζουν τόν μέσο όρο 
χ 2 καί τήν τυπική Απόκλιση s 2 τής δεύτερης κορυφής τής δ ι-  
κόρυφης κατανομής. 01 τ ιμ έ ς , πού βρ ίσκοντα ι άπ 'τήν Ανάλυση 
αύτή γ ιά  τό παράδειγμά μας, ε ί ν α ι  χ 2=98,0 ppm καί s 2 = l4ppm.‘

* Η γραφική μέθοδος ε ίν α ι σ χετικά  γρήγορη μέθοδος γ ιά  νά 
δούμε, άν μ ιά  πειραματική κατανομή προσαρμόζεται στή θεωρη
τ ι κή  κατανομή G auss. Πρέπει όμως νά πούμε, ό τ ι γ ιά  μεγαλύ
τερη Α κρ ίβεια  δέν ε ίν α ι ή π ιό  κατάλληλη. 01 Α ποκλίσεις των 
πειραματικών σημείων άπό τά θεω ρητικά, πάνω σ' ένα τ έ τ ο ι ο  
διάγραμμα,δέν ε ίν α ι δυνατό νά έκτιμηθούν κατά πόσο είνα ι στα
τ ι σ τ ι κ ά  σημαντικές ή ό χ ι .  'Επ ίσης σ 'ένα  τ έ τ ο ι ο  διάγραμμα δέν 
ε ίν α ι δυνατό νά Α π ο δ ε ί ξ ο υ μ ε  τήν ύπαρξη δμο ιο- 
γ έν ε ια ς  σ 'ένα  δ ε ίγ μ α . Αύτό πού μπορούμε νά κάνουμε μέ β εβ α ι
ότητα ε ίν α ι νά δ ι α π ι σ τ ώ σ ο υ μ ε  ύπαρξη Ανομοιο
γ έν ε ια ς * * Η γραφική μέθοδος μπορεί νά έφαρμοστεΐ καί σ τ ί ς
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περιπ τώ σεις διαφορικών φασμάτων, όπτικών, χρωματογραφικών, 
πολλαρογραφικών κ . λ .π . ,  δταν π ρ ό κε ιτα ι νά έλέγξο υμε τήν δ- 
μ ο ιο γ έν ε ια  ένός δείγμα τος Λ νά έλέγξουμε τήν δ ια κ ρ ιτ ικ ή  Ι 
κανότητα μι&ς μεθόδου ή άκόμη νά διερευνήσουμε τήν ύπαρξη 
μι,κρών κορυφών, πού δέν δ ια κρ ίνο ντα ι καλά .

I
ί



Κεφάλαιο IX

Σημαντικά ψηφία - στρογγύ - 
λεμα αριθμών

1. Γενικά

Στήν έπ ισ τη μ ο ν ική  β ιβ λ ιο γρ α φ ία  o t διάφοροι τύποι Α ρ ιθ
μών πού συναντούμε κατατάσσονται σ τ ίς  έ |ή ς  τ ρ ε ις  κατηγορί

ε ς :
α) 'Α ρ ιθ μ ο ί πού συγκεντρώνουμε κάνοντας μ ετρ ή σ εις  σέ 

μ ιά  π ε ιρ α μα τική  δ ο υ λ ε ιά . ΟΙ ά ρ ιθ μ ο ί αότοί γράφονται μέ τόσα 
σ η μ α ν τ ι κ ά  ψ η φ ί α ,  όσα προβλέπονται άπό τήν Α
κ ρ ίβ ε ια  τής μεθόδου μέ τήν όποια προσδιωρίστηκαν.

β) Τ έ λ ε ιο ι  ά ρ ιθ μ ο ί, δπως ό άριθμός 1/2 ή τό σθένος έ -  
νός σ τ ο ιχ ε ίο υ  ή ό άρ ιθμός τών γραμμοϊσοδυνάμων στό γραμμο
μόριο μ ιά ς  ο ύσ ία ς κ .λ .π .  *0 άριθμός π ά ν ή κε ι έπ ίσ η ς  στήν ί 
δ ια  κατηγορία  Αριθμώ ν, όταν χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίτα ι σέ διάφορους ύ- 
πολογισμούς χωρίς νά χ ρ ε ια σ τ ε ί νά γραφεί σάν 3 ,1 4 1 5 9 . . . .

γ) Ε ίκ ο ν ικ ο ί  ά ρ ιθ μ ο ί σάν αύτούς πού δ ίνο ντα ι λ .χ .  σέ 
προβλήματα δ ιδακτικώ ν β ιβ λ ίω ν , πού έχουν σκοπό νά δ ιευ κο λύ 
νουν τ ί ς  π ρ ά Εε ις  γ ιά  τή λύση τού προβλήματος ή γ ιά  νά κα
ταλήγουν σκόπιμα σέ κάποιο ύπ ολογιστικό  Αποτέλεσμα, πού Α— 
π ο δ ε ικ ν ύ ε ι β α σ ικ ές  θεω ρητικές Α ρ χές .

01 ά ρ ιθ μ ο ί τής πρώτης κα ΐηγο ρ ία ς  χρε ιάζοντα ι πολλές φο

ρές "στρογγύλεμα", γ ια τ ί  αύτό δέν βοηθά μόνο στή διαμόρφωση 
τής πραγματικής ε ίκ ό ν α ς  γ ιά  τή διακύμανση τού δείγματος στό 
όποιο άνήκουν, άλλά έ χ ε ι  κα ί πρακτική σημασία, γ ια τ ί  δ ιευ κο 
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λύ νε ι ύπολογι,σμους. *0 ύπολογ ισμός τοΟ μέσου δρου X κα ί τής 
τυ π ικ ές  Απόκλισης s δ ιευ κο λύ νετα ι, δταν o t τ ιμ έ ς  * ι μ ιΛ ς  σ ε ι 
ράς πειραματικών δεδομένων στρογγυλεφτοΟν.

Σ τ ρ ο γ γ ύ λ ε μ α  ένός άριθμοΟ ε ίν α ι  ή Απομάκρυν
ση, σημαντικών ψηφίων του , τά δποία θεωρούνται άχρηστη, άν 
λάβη κ α ν ε ίς  ύπ#δψη τήν Α κ ρ ίβ ε ια  τής μεθόδου μέ τήν δποία πάρ- 
θηκε.

Σάν σ η μ α ν τ ι κ ά  ψ η φ ί α  ένός άριθμοΟ δ ρ ί-  
ζονται έκ ε ΐν α  τά ψηφία το υ , πού ε ίν α ι  γνωστά μέ βεβα ιότητα 
καί ένα ψηφίο άκόμα, πού ε ίν α ι  τό πρώτο Α β έβ α ιο . Στόν ύπο- 
λογισμό τών σημαντικών ψηφίων λογαριάζουμε τή σειράδλω ντώ ν 
ψηφίων τοΟ άριθμοΟ χωρίς νά παίρνουμε ύπ'δψη τήν ύποδιαστο- 
λή . Σέ περίπτωση άριθμοΟ μικρότερου άπ 'τό  μηδέν δέν ύπολο
γ ίζουμε τό μηδέν πρίν άπό τό κόμμα ή τά μηδενικά  άμέσως μ ε
τά άπό τό κόμμα· Τό μηδενικό  στό τέλος τοΟ. άριθμοΟ θεω ρεί
τα ι σημαντικό ψηφίο άκόμα κ ι  άν ε ίν α ι  άμέσως μετά τήν ύπο- 
δ ιαστολή . ‘ ο π ίνα κα ς , πού δ ίν ε τ α ι άμέσως π ιό  κάτω, δ ε ίχ ν ε ι  
παραδείγματα ύπολογισμοΟ σημαντικών ψηφίων διαφόρων Αριθμών.

ΠΙΝΑΚΑΣ

Σημαντικά ψηφία διαφόρων άριθμών

#Α ρ ιθ . σημαντικών ψηφίων 2 3 4

Διάφοροι άρ ιθμο ί πού έ 
χουν τόν σημειούμενο ά
ριθμό σημαντικών ψηφί
ων.

17
0 ,4 8
0 ,0035
4,6x10 ·*

17 ,2
0 ,487
0 ,00350
4 ,6 0 x1 0 *

17 ,20
0 ,4871
0 ,003506
4 ,6 0 0 x1 0 *

"Οπως βλέπουμε στόν παραπάνω πίνακα, τά μηδενικά  ψηφία έ 
νός άριθμοΟ δέν ε ίν α ι  πάντοτε σημαντικά ψηφία. "Οταν τό μη
δέν β ρ ίσ κ ετα ι μεταξύ δύο άλλων ψηφίων, ε ίν α ι  σημα ντικό . Στόν 
άριθμό 180,05 λ .χ .  κα ί τά δύο μηδενικά  ε ίν α ι  σημα ντικά . Τά 
μηδενικά στήν άρχή τοΟ άριθμοΟ δέν ε ίν α ι  ποτέ σημαντικά ,για
τ ί  καθορίζουν μόνο τή θέση τής ύ ΐιοδ ιαστολής. Στόν άριθμό 
0 ,0725 g τά σημαντικά ψηφία ε ίν α ι  τ ρ ία ,γ ια τ ί  ή βεβα ιότητα ,μέ 
τήν όποία δ ίν ε τ α ι ό άρ ιθμός, ε ίν α ι  ή ίδ ια  ε ίτ ε  δ άριθμός γρα-
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cpeC 0 ,0 72 5  g ε ίτ ε  72 ,5m g. (*H Αβεβαιότητα ε ίν α ι  ± 0 ,0001 g 
κα ί ±0,1 mg σ τ ίς  δυό π ερ ιπ τώ σεις  Α ν τ ίσ τ ο ιχ α ) . Τό μηδενικό 
στό τέλο ς  ένός ΑριθμοΟ θ εω ρείτα ι σημαντικό . 'Υπάρχει διαφο
ρά π .χ . ,ά ν  ένας Αριθμός γραφεί 2 ,5 25  g ή 2 ,5250  g .ZT flv  πρώ
τη περίπτωση σ η μ α ίν ε ι , ό τ ι ό Αριθμός ε ίν α ι  Βέβα ιος μέ Α κρ ί
β ε ια  ±0,001 g , ένώ στή δεύτερη περίπτωση ό Αριθμός ε ίν α ι  βέ
βα ιος μέ Α κ ρ ίβ ε ια  ±0,0001 g .

Γ ιά  νά Αποφύγουμε τή γραφή Αριθμών μέ πολλά ψηφία, ό
πως σ υ μ β α ίν ε ι στούς πολύ μεγάλους κα ί στούς πολύ μ ικρούς Α
ρ ιθ μ ο ύ ς , σ υ ν η θ ίζετ α ι νά δ ίνουμε τούς Αριθμούς αύτούςσάν γ ι 
νόμενο δύο παραγόντων, Α π 'τούς όποιους ό ένας ε ίν α ι  μ ιά  δύ
ναμη τού 10 . Έ τ σ ι  ο ί Α ρ ιθμο ί 0 ,0000472 κα ί 4 .6 0 0 .0 0 0 .0 0 0  
γράφονται σάν 4 7 2 x1 0 ~7 κ α ί 4 ,6 χ 1 0 9. Ή  ή λ ικ ία  τής γής π .χ . 
δ ίν ε τ α ι ώς 4 ,6  δ ισ εκα το μ . έτη  ή 4 ,6 χ 1 0 9 έτη κα ί ό χ ι
4 .6 0 0 .0 0 0 .0 0 0  έτ π . Ά ν  δ ίναμε τόν Αριθμό σέ έ τ η , αύτό θά σή- 
μ α ιν ε , ό τ ι γνω ρίζουμε τήν ή λ ικ ία  τής γής μέ Α κ ρ ίβ ε ια  ένός 
έτ ο υ ς , ένώ μέ τόν Αλλο τρόπο Απόδοσης ή Α κ ρ ίβ ε ια  ε ίν α ι  0 ,1  
δ ισεκατομμύρ ια  έτ η .

*0 τρόπος αύτός γραφής των Αριθμών κ ά ν ε ι δυνατή τήν Α
πόδοσή τους μέ όσαδήποτε σημαντικά ψηφία θ έλουμε. Ή  ίδ ια  
Α ξ ία  κ α ί Α κ ρ ίβ ε ια  ύπάρχει στόν Αριθμό 63 ,00x10* όπως καί στούς 
Αριθμούς 6 ,3 0 0 χ ΐ0 7 ή 6 3 0 ,0 χ 1 0 5 . Συμβατικά όμως προτείνοντα ι 

γραφές των Αριθμών μέ δ υνά μ εις  τοΟ 10, πού νά ε ίν α ι  τρ ία  ή 
πολλαπλάσια τοϋ τ ρ ία . Ό ταν ό λο ι ο ί μεγάλο ι ή ο ί μ ικ ρ ο ί Α
ρ ιθ μ ο ί γράφονται μ 'αύτόν τόν τρόπο, δ ιευ κ ο λύ ν ετα ι πολύ ή σύγ
κρ ισή  τ ο υ ς .

2. Διάστημα £τρογγυλέματος

Σάν δ ι ά σ τ η μ α  σ τ ρ ο γ γ υ λ έ μ α τ ο ς  δ 

έννοοΟμε τή μ ικρότερη δυνατή θ ετ ικ ή  διαφορά, πού συναντοΟ- 
με Ανάμεσα σέ δυό Αριθμούς μ ιΑ ς  σ ε ιρ ά ς  στρογγυλεμένων μ ε
τρήσεων .

Στά προηγούμενα κεφάλαια ε ίδ α μ ε , ό τ ι ή τυπική Απόκλιση 
μπορεί νά δ ο θ εί σάν μέτρο έπαναληπτ ικότητας μ ιά ς  μεθόδου δηλ 
σάν μέτρο τής Α κ ρ ίβ ε ια ς ,π ο ύ  συνδέετα ι μέ τά τυχαία  σφάλματα
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τής μεθόδου. "Οσο η ιό  μεγάλη ε ίν α ι  ή τυπική Απόκλιση μ ια ς 
μεθόδου, τόσο λιγώτερο Ακριβής θεω ρείτα ι ή μέθοδος κα ί νόσο 
π ιό  λ ίγη  σημασία έ χ ε ι  ή Απόδοση ένός Αποτελέσματος μέτρησης 
μέ πολλά δεκαδικά ψηφία. Μετά Από ένα δεκαδικό ψηφίο κα ί 
πέρα τά σημαντικά ψηφία τοϋ ΑριθμοΟ μπαίνουν μέ κάποιο βαθ
μό α ύθ α ιρ εσ ία ς . Στήν πράξη ή π ιό  πάν(ο συσχέτ ισ η  σημ α ίν ε ι ,
ό τ ι μέ βελτίωση τής έπαναληπτικότητας. τής με,θάδου , π εχυχα ί-___
νουμε τή λ ή ψ η^μεχρ ήσεων, που διαφέρουν λιγώ τερο μεταξύ το υς .

‘ Ο μέσος όρος μι&ς σ ειρ ά ς μετρήσεων δέν ε ίν α ι  μόνο μ ιά  
καλή έκτίμηση γ ιά  τόν παραμετρικό μέσο όρο ένός πληθυσμού, 
Αλλά μέ τόν τρόπο πού θά δοθεί πρέπει νά δ ίν ε ι  κα ί μ ιά  ί,δέα 
γ ιά  τήν έπαναληπτικότητα των τιμών τού δ ε ίγ μ α το ς . *0 μέσος 
όρος χ πρέπει νά π ε ρ ιέχ ε ι  όλα τά ψηφία του ,, πο.ύ ε ί ν α ι ,  γγω- 
στά μέ^βεθαιότητα-κα ί τό πρώτσΆβόβατσ·. “Δέτ7~πρέιτετ ·νά-*ιτ€^ρι- 
λαμβάνονται σ 'αύτόν τά υπόλοιπα*Αβέβαια ψηφία. ' Ιδ ια ίτ ε ρ α  
δύσκολο φ α ίνετα ι τό πρόβλημα τής σωστής Απόδοσης ένός μέσου 
όρου, όταν αύτός προκύπτει Από μ ιά  Ατελή δ ια ίρ εσ η .

Παρά6ε·γμα: *0 μέσος όρος των Αριθμών 6 1 ,6 4 , 61,42, 61,55
κα ί 61 ,62  meq ε ίν α ι  x= 6 l,5 5 7 5  meq (όπως β γ α ίν ε ι Από τή σ χέ
ση χ=Εχ( / η )  . Τό έρώτημα πού βάζουμε ε ί ν α ι :  Πόσα δεκαδικά  ψη
φία μετά τήν ύποδιαστολή θά κρατήσουμε ή μέ πόσα σημαντικά 
ψηφία θά δώσουμε τόν μέσο όρο? "Αν ύπολογίσουμε τήν τυπική 
Απόκλιση των Αριθμών, βρίσκουμε s= ± 0 ,08 . ‘ Η τ ιμ ή  αύτή μάς φα
νερ ώ νει, ό τ ι τό δεύτερο δεκαδικό ψηφίο τού μέσου όρου έπη- 
ρεά ξετα ι Από τήν τ ιμ ή  τής τυπ ικής Απόκλισης κα ί πρέπει νά 
ε ίν α ι τό πρώτο Α βέβα ιο . "Ολα τά ψηφία μετά τό δεύτερο δεκα
δ ικό  ψηφίο πρέπει νά παραληφτοϋν, γ ια τ ί  ε ίν α ι  χωρίς σημασία 
κα ί δ ίνουν μ ιά  ψεύτικη ε ίκό ν α  γ ιά  τήν έπαναληπτικότητα τής 
μεθόδου. *0 μέσος όρος θά δοθεί σάν x = 6 l,5 6  meq κα ί τό Απο
τέλεσμα θά έκφραστεί σάν μ = 6 ΐ,5 6 ± 0 ,0 8  meq. Πώς θά γ ίν ε ι  τό 
στρογγύλεμα, θά δούμε π ιό  κάτω. Είδαμε λο ιπ ό ν , ό τ ι τό δ ιά στη
μα στρογγυλέματος μπορεί νά κα θ ο ρ ιστεί μέ βάση τήν τυπική 
Απόκλιση σ ή s .  *0 καθορισμός αύτός όμως πρέπ ει νά γ ίν ε ι  προ
σ εκ τ ικ ά  κα ί κατά τ έτ ο ιο  τρόπο, ώστε ή έπαναληπτικότητα των 
Αποτελεσμάτων νά μήν έπηρεαστεί σοβαρά. "Αν τό στρογγύλεμα
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προχώρησει σέ μεγάλο βαθμό, τότε τά άποτελέσματα δέν θά μάς 
δ ίνουν τήν πραγματική ε ικό να  τής διασποράς τοΟ πληθυσμοΟ.
Ά ν  π .χ .  σέ μ ιά  σ ε ιρ ά  μετρήσεων ό ΐ  ά ρ ιθ μο ί 348, 342 , 345,
34 3 , 341 στρογγυλεφτοΟν στήν δεκάδα κα ί δοθοΟν σάν 3 5 0 ,3 4 0 , 
340 , 350 , 340 , 340 , τότε θά ήταν σάν νά άνήκουν σ 'έν α  πλη
θυσμό, πού άκολουθει δ ιω νυμική κατανομή δηλ . πού έ χ ε ι  μόνο 
τ ί ς  τ ιμ έ ς  340 κ α ί 350 .

Τό μ έγ ισ το  πλάτος τοΟ διαστήματος στρογγυλέματος υπο
λ ο γ ίζ ε τ α ι άπό τή σχέση

δ™ χ = °'6 · σ *  W 0 . 6 - S  (84)

"Αν γ ιά  τυπ ική  άπόκλιση τοΟ πληθυσμοΟ έχουμε τήν έ κ τ ί-  
μησή της s ,  ή χρήση τοΟ τύπου (84) γ ίν ε τ α ι μέ έπ ιτ υ χ ία  γ ιά  
βαθμούς έλ ευ θ ερ ία ς  ν > 5 .  "Οταν ύ π ο λο γ ιστεΐ τό δ ^  άπ' τή 
σχέση ( 8 4 ) ,  τότε μπορεί κ α ν ε ίς  νά π ρ ο τ ε ίν ε ι ένα έ π ι τ ρ ε -  
π τ ό  π λ ά τ ο ς  διαστήματος στρογγυλέματος δ , πού νά 

ε ίν α ι  ίσο  ή μ ικρότερο  τοΟ 6max (δ  ̂6max) . εάν τ ιμ έ ς  τοΟ δ προ- 
τ ε ίν ο ν τ α ι δ υ νά μ εις  τοΟ 10 ή πενταπλάσιά το υς . 01 τ ιμ έ ς  πού
μπορούμε νά προτείνουμε γ ιά  τό δ ε ί ν α ι :

»

1 X Ι Ο 2 1 X 1 0 1 1 x 1 0 °  1 X 10 -1 1 X 10"2

η 5 Χ 1 0 1 5 x 1 0 °  5  X 1 0 - 1 5 χ 1 0 “ 2

Στό παράδειγμα των άριθμων, πού δώσαμε π ιό  πάνω,ό μ έ
σος όρος ύ π ο λο γ ίζετα ι ώς χ=345,5 κα ί ή τυπική άπόκλιση ώς
s = 4 ,8 5 . Σύμφωνα μέ τή σχέση (84) θά ε ίν α ι  6 ^ = 0 ,6 x4 ,8 5 = 2 ,9 1 . 
Σάν δ π ρ έπ ει νά προτείνουμε τό δ=1. Έ τ σ ι  δ μέσος όρος πρέ
π ε ι νά δ ο θ εί σάν χ=346. 'Ε π ίσ η ς  άπ 'τό  άποτέλεσμα αύτό φαί
ν ετ α ι, ό τ ι ο ί ά ρ ιθ μ ο ί, όπως δόθηκαν προτοΟ νά στρογγυλεφτοΟν 
στή δεκάδα, δόθηκαν μέ τά σωστά σημαντικά ψηφία.

Γ ιά  νά γ ίν ε ι  π ιό  κατανοητή ή έπ ιλογή τοΟ έπιτρεπτοΟ δια
στήματος στρογγυλέματος δ , δ ίνουμε σάν παράδειγμα τόν παρα-

κα ί

κάτω π ίν α κα , πού Φ α ίνετα ι

κ α ί δ .
Γ ιά :  σ= 5 ,7 W  3 ,4 2

σ= 1 ,4 <W e 0 ,8 4
σ= 2 3 ,7 <W =14,22

6= 1 ή 0 ,5  
6= 0 ,1  ή 0 ,05  
6= 10 ή 5
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σ= 9*7 <W= 5 ,8 2 δ= 1

inο

σ=90 6 m ax=5 4 6=10 5

σ=0 *05 5max= ^ 03 δ=0 *01 ή 0*005

τό δ μπορεί vd Οπολογ ισ τ έ ι  κα ί άπό τό εύρος R το^max
δείγματος ή άπό τό μέσο εύρος R πολλών όμάδων τ ιμώ ν . Π ιά τόν 
σκοπό αύτό χρησιμοποιοΟμε τόν πίνακα X IX ,π ο ύ  δ ίν ε ι  τούς συν
τ ελ εσ τ ές , μέ τούς Οποίους πολλαπλασιάζουμε τό R ή R γ ιά  νά 
καθορίσουμε Λ 6  6max.

ΠΙΝΑΚΑΣ X IX

Συ ντελεσ τές  γ ιά  τόν προσδιορισμό τοϋ μ εγ ίστο υ  πλά
τους 0max άπό τή μέση τ ιμ ή  εύρους R

Α ρ ιθ μ ό ς  μετρήσεων 
στήν όμάδα 'Α ρ ιθμός όμάδων Μέγιστο πλάτος

6 _ .„max

2 5 0 ,5  R
3 3 0 ,3  R
4 2 0 ,3  R
5 . . . 1 0 1 0 ,1  R

*0 πίνακας X IX  Ισ χ ύ ε ι γ ιά  τήν περίπτωση πού έχουμε η 4 10 
κα ί χωρίζουμε τ ί ς  τ ιμ έ ς  σέ Ομάδες τών 2* των 3 των 4 ή των 
5 τιμώ ν.

Παράδειγμα: ' Εννέα προσδιορισμοί S*i02 σέ Ορυκτό, έδωσαν 
τ ί ς  τ ιμ έ ς :  3*91* 4*04* 3*^4* 4*01* 4*15* 3*^9* 4*11* 4*15*
3*88% S i0 2 . Νά προταθεΐ /τό έπ ιτρεπ τό  διάστημα στρογγυλέμα- 
τος κα ί νά δοθεί 0 μέσος Ορος μέ τό σωστό άριθμό σημαντικών 
ψηφίων.

Λύση: Κατατάσουμε τυχα ία  τά έννέα  άποτελέσματα σ ' ένα
πίνακα τριών 

3 ^ 1

Ισάριθμων όμάδων 

4 , ^ 1  3,88 Rt-0,23% -
3 ,^ ί 4 / / ί 4,>5 R2- 0 , 31%

| 3,?'9
/

4,15
/

Rj-0 ,27%

-0 ,27%
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' δ =0, 3 R = 0 ,3 -0 ,27 = 0 ,08 1  %max
6 = 0 ,0 1 . ‘ Ο μέσος όρος χ=3,991% στρογγυλεύετα ι στήν τ ι 

μή χ=4,00% S i0 2 .

3. Σημαντικά ψηφία παραγωγού ύποτκΑίοματος

"Οταν χρησιμοποιήσουμε 6υό άριθμούς (π .χ . X j = l 3 2 , 7  κα ί 
χ 2 = 0 ,061 ) κα ί πάρουμε άπ 'αύτούς ένα άλλο άποτέλεσμα μέ πρόσ
θ εση , Αφ αίρεση , πολλαπλασιασμό κα ί δ ια ίρ εσ η , τό έρώτημα πού 
συχνά μ π α ίν ε ι ε ί ν α ι :  Πόσα δεκαδικά  ψηφία ή πόσα σημαντικά 
ψηφία θά κρατήσουμε στό παράγωγο άποτέλεσμα;

Πρέπει νά έχουμε πάντα ύπ'δψη μας σ 'αύτή τήν περίπτωση, 
δ τ ι δέν μάς δ ίν ε τ α ι τό σφάλμα των x j  καί χ 2, τό τελευτα ίο  
σημαντικό ψηφίο τοϋ άριθμοΟ ε ίν α ι  τό πρώτο Αβέβαιο κα ί δ τ ι 
τό σφάλμα του κ α θ ο ρ ίζετα ι άπ 'α ύτό . Γ ιά  τό παράδειγμά μας 
στόν παρακάτω π ίνακα σημειώνουμε τούς δυό άριθμούς κα ί τήν 
άπόλυτη κα ί σ χ ετ ικ ή  Αβεβαιότητα (σφάλμα), μέ τήν όποια δ ί 

νοντα ι οί, ά ρ ιθ μ ο ί 132 ,7  κα ί 0 ,0 6 1 .

'Α ρ ιθμός Σφάλμα
Απόλυτο Σ χ ετ ικ ό  %ο

132 ,7 0 ,1

00ο

0 ,0 61 0 ,001 16

'Α ς  δοΟμε π ο ιά  Αποτελέσματα παράγονται άπό τούς δυό ά
ριθμούς μέ πρόσθεση, Αφαίρεση, πολλαπλασιασμό κα ί δ ια ίρ εσ η .

Π ρ ό σ θ ε σ η :

132 ,200  Τά ψηφία πού δ ίνο ντα ι ύπογραμμισμένα στούς
3 ,061  άριθμούς 1 3 2 ,7 0 0 , 0 ,061  κα ί στό άποτέλεσμα

, ,  132 ,761 ε ίν α ι  Α βέβα ια . Στό άθροισμα τά ψη-
1 3 *  ^  ν  1

φία 7 , 6 κα^. Σ,^πρώ ΐο, δεύτερο κα ί τρ ίτο  δε
καδικό) ε ίν α ι  Α βέβα ια , γ ια τ ί  προκύπτουν άπό πρόσθεση ένός βέ
βα ιου κα ί ένός άβέβα ιου ψηφίου ή δύο Αβέβαιω ν. Τό άποτέλε
σμα λοιπόν π ρέπ ει νά στρογγυλεφ τεΐ στό πρώτο .δεκαδικό ψηφίο 
κα ί νά γραφεί σάν 1 3 2 ,8 .
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Ά ψ α  ί ρ e σ η :

'Ισχύουν ot ίδ ιο ι  συλλογισμο ί δπως κα ί στήν πρόσθεση. 
Ή  διαφορά των δύο άριθμών ε ίν α ι  χ 1- χ 2« 1 3 2 , 6 .

Π ο λ λ α π λ α σ ι α σ μ ό ς :> * . \

σμα πρέπει νά στρογγυλεφτεΐ στό πρώτο δεκαδικό ψηφίο κα ί νά 
δοθεί σάν χ , · χ 2= 8 ,1 .

Δ ι α ί ρ ε σ η :

Τό Αποτέλεσμα τής δ ια ίρ εσ η ς  τών δύο Αριθμών είναι 132,7: 
0 ,061= 2175 ,409836 . Γ ιΑ  νΑ βρούμε πόσα δεκαδικά ψ ηφ ίαθΑκρα
τήσουμε, σκεφτόμαστε μέ τόν Ακόλουθο τρόπο: ΆφοΟ τό μεγα
λύτερο σφάλμα στούς δυό Αριθμούς ε ίν α ι  16%ο(βλέπε καί πίνακα 
σ ελ . 134), αύτό σ η μ α ίνε ι, ό τ ι κα ί τό Αποτέλεσμα δέν μπορεί νά 
δοθεί μέ μικρότερο σφάλμα. Θά πρέπει λοιπόν νά ε ίν α ι  Αβέ
βαιο κατά 2175 ,409836x0 ,016= 34 ,8  μονάδες. Τό Αποτέλεσμα τής 
δ ια ιρέσεω ς τών δύο Αριθμών έπηρεάζετα ι σ τ ίς  δεκάδες του κα ί 
πρέπει νά γραφεί σάν 2180.

Γενικώ τερα κατά τήν έκτέλεσ η  πράβεων μέ Α ρ ιθμούς, πού 
δ ίνο ντα ι μέ δ ιαφ ορετική Α κ ρ ίβ ε ια ,π ρ έπ ε ι νά έχουμε ύπ'όψη μας 
τούς π ιό  κάτω κα νό νες :

Κανόνας 1 : Ετήν έκφραση τοΟ Αποτελέσματος ε ίν α ι  άσκοπη ή
έκθεση δεκαδικών ψηφίων πέρα Από τό πρώτο Α βέβ α ιο .

Κανόνας 2 : "Οταν π ρ ό κειτα ι νά παραλήψουμε Από ένα Αριθμό πε
ρισσότερα Από ένα σημαντικά ψηφία, τό στρογγύλεμα γ ίν ε τ α ι 

σ 'έν α  στάδι,ρ . ·
I I

Κανόνας 3 : “Οταν στρογγυλεύουμε άρ ιθμούς,
α) Αόξάνουμε τό τ ελευ τα ίο  σημαντικό ψηφίο τιού κρατούμε

1 3 2 , 7

0 ,061

1327' 
7962

8,0947

Κάθε ψηφίο πού προκύπτει άπό 
πολλαπλασιασμό ένός βέβα ιου 
κα ί ένός άβέβαιου ή δύο ά βέ- 
βαιων ψηφίων ε ίν α ι  άβέβα ιο  
κα ί δ ίν ε τ α ι Υπογραμμισμένο .

“Οπως φ α ίν ε τ α ι, τό άπ οτέλε-
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κατά μ ία  μονάδα, όταν τό έπόμενο ε ίν α ι  μεγαλύτερο τοΟ 5 .
6) 'Αφήνουμε τό τ ελ ευ τ α ίο  ψηφίο Αμετάβλητο, άν τό έπό

μενο ε ίν α ι  μ ικρότερο  ά π 'τό  5 .
γ) 'Αν τό ψηφίο, Από τό όποιο Αρχίζουμε νά Απορρίπτου

μ ε , ε ίν α ι  Ακριβώς 5 , τότε τό τ ελ ευ τα ίο  παραμένει τό ίδ ιο , &ν 
ε ίν α ι  ά ρ τ ιο ς  Αριθμός ή αύξάνετα ι κατά μ ία  μονάδα,άν ε ίν α ι 
π ερ ιτ τ ό ς  Α ρ ιθ μ ός .

Κανόνας 4 : Στήν πρόσθεση κα ί Αφαίρεση Αριθμών Αφήνουμε τόσα 
μόνο δεκαδ ικά  ψηφία στό Αποτέλεσμα, όσα έ χ ε ι  ό Αριθμός μέ τόν 
μ ικρότερο  Αριθμό δεκαδικών ψηφίων.

ο

Κανόνας 5 : Στόν πολλαπλασιασμό ή τή δ ια ίρ εσ η  δύο Αριθμών ή 
σ χ ετ ικ ή  Αβεβαιότητα στό Αποτέλεσμα (σ χ ετ ικό  δ) θά πρέπει νά 
ε ίν α ι  τής ίδ ια ς  τάξης μέ τή σ χ ετ ικ ή  Αβεβαιότητα έκ ε ίν ο υ  τού 
Αριθμού Από τούς δύο, πού ε ίν α ι  λιγώ τερο β έβ α ιο ς .

Παραδείγματα:

1 . Νά στρογγυλεφτοΟν στά 4 σημαντικά ψηφία ο ί Αριθμοί 
1 ,0 2 3 4 5 , 1 ,0 2 0 5 5 , 1 ,02350 κ α ί 1 ,0 2 4 5 0 .

’Απάντηση: 1,023, 1 ,0 2 1 , 1 ,024  κ α ί 1 ,0 2 4 .

2 . Νά προστεθούν ο ί Α ρ ιθ μο ί 2 1 ,1 ,  2 ,035  κα ί 6 ,1 2  κα ί 

νά δ ο θ εί τό σωστό Αποτέλεσμα.

’Απάντηση: 2 9 ,3

3 . Νά στρογγυλεφτοΟν ο ί Α ρ ιθμο ί τής στήλης (1) τού π ιό  

κάτω π ίνακα στά 4 , 3 κα ί 2 σημαντικά ψηφία.

12,,346 12 ,35 12 ,3 12

12,,350/ 12 ,35 12 ,4 12

12,,250 12 ,25 12 ,2 12

12,,251 12 ,25 1 2 ,3 12

12,,351 12 ,35 12 ,4 12

12,,349 12 ,35 12 ,3 12

4 . Νά γ ίνο υ ν  ο ί πολλαπλασιασμοί κα ί ο ί δ ια ιρ έ σ ε ις  κα ί 
νά δ ο θ εί τό σωστό Αποτέλεσμα
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(α) 2 1 ,1  x 0 ,029  x 83 ,2  -  50 ,91008
(β) 173 x 242 x 891 « 37302606
(γ ) (291 χ 2 7 2 ) : 0 , 086 « 9 2 0 3 7 2

'Απαντήσεις: (α) 51 (β ) 3 ,7 3  x 107

Γ

(Υ) 9 ,2  X 10s .
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Κεφάλαιο X

'Υπολογισμός συνολικού σφάλ
ματος - μετάδοση σφαλμάτων

ΐ· Μετάδοση Σφαλμάτων ( Propagation of Errors)

*0 προσδιορισμός τής τ^μής ένός φυσικού μεγέθους μπορεί 
νά γ ίν ε ι  μέ δυό τρόπους: οΟ "Αμεσα μέ χρήση τής κατάλληλης 
μεθόδου, πού μάς τό έ π ιτ ρ έ π ε ικ α ί 3) "Εμμεσα , δταν ή ποσότη
τα πού μάς έν δ ια φ έρ ε ι ύ π ο λο γ ίζετα ι μέ βάση μ ιά  μαθηματική 
σχέση , ή δπαία π ε ρ ιέ χ ε ι  άλλα μ εγέθ η , τΐού μετροΟμε άμεσα·· *Η 
συγκέντρωση λ .χ .  ένός* δ ιαλύματος μπορεί νά ύπ ο λο γ ιστεϊ έμ 
μεσα σάν συνάρτηση μεγεθώ ν, όπως ε ίν α ι  ή άγω γιμότητα, ή δ- 
π τ ική  δ ιαπερατότητα , τό βάρος τοΟ δ ε ίγ μ α το ς , ή ένταση <ρθο- 

ρ ισ μ ο υ , ό δγκος δ ε ίγ μ α τ ο ς , ή ένταση ρεύματος, δ δγκυς τοΟ 
Α ντιδραστηρίου όγκομέτρησης τού δείγμα τος κ .λ .π .

Στήν μέτρηση ένός φυσικού μεγέθους μπαίνουν διάφορα 
σφάλματα συστηματικά ή τ υ χ α ία , τά δποία καθορίζουν κ α ίτ ό δ -  
λ ικ ό  σφάλμα μέτρησης τοΟ μ εγέθ ο υς . "Αν ή μέτρηση Ακολουθεί 
πολλά σ τά δ ια , τότε ύπάρχει μ ιά  μ ε τ ά δ ο σ η  των σ φ αλ- 
μ ά τ ω ν (P ro p a g a tio n  o f E r r o r s )  μ έχρ ι τό τ ελ ικ ό  Αποτέλε

σμα.
*0 σκοπός αύτοΟ τοΟ κεφαλαίου ε ίν α ι  νά συζητηθεί δ ύπο- 

λογ ισμό ς τοϋ συνολικού  σφάλματος, πού ε ίν α ι  Αποτέλεσμα τής 
μετάδοσης τών σφαλμάτων. ‘ Η έρώτηση πού Απαντούμε ε ί ν α ι :  
Ποιό ε ίν α ι  τό σφάλμα μ ιά ς  συνάρτησης R , πού ύπ ο λο γίζετα ι άπό 
Α ρ ιθ μ ούς, πού συγκεντρώνουμε στήν πορεία  ένός πειράματος,
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δταν τά μερ ικά  σφάλματα των άριθμών ε ίν α ι γνωστά.
Γ ιά  τή γενικώ τερη συζήτηση τοΟ ιιιό  κάνω προβλήματος θά 

θεωρήσουμε, δ τ ι τό άποτέλεσμα R π ρ ό κειτα ι νά ό π ο λο γ ιστει ά- 
πό μ ετρ ή σ εις  χ , y ,  z μέ βάσει τή γ εν ικ ή  συνάρτηση

Τό σφάλμα dR γ ιά  τό ύπολογιζόμενο άποτέλεσμα R δ ίν ε τ α ι ,  γ ιά  
τήν περίπτωσή συστηματικών κα ί τυχαίων σφαλμάτων, ά ν τ ίσ τ ο ι-  
χα άπό τ ί ς  σ χ έσ ε ις  (86) κα ί (8 7 ) ,

όπου εΧ , ey , εζ ε ίν α ι  τά συστηματικά σφάλματα, μέ τά όποια 
συνδέετα ι ή μέτρηση τών μεγεθών x ,  y κα ί ζ .  Τά s 2 , s 2 κα ί 
s 2 ε ίν α ι  o t παραλλοοιτικότητες των μεθόδων μέτρησης των με
γεθών χ , y κα ί ζ .  Τό εΒ ε ίν α ι  τό συνολικό  συστηματικό σφάλ
μα τής τ ιμ ή ς  τοΟ R κα ί τό sB ε ίν α ι  ή παραλλακτικότητα γ ιά  
τόν Οπολογισμό τοΟ άποτελέσματος R . Ot παραστάσεις 3R /3x , 
3R/3y κα ί 3R/3z ε ίν α ι  o t μ ε ρ ικ έ ς  παράγωγοι τής συνάρτησης 
R γ ιά  τ ί ς  μεταβλητές χ , y  κ α ί ζ .  Ετή σχέση (87) τά μεγέθη 
βΧ , By κα ί βζ μποροΟν νά άντικατασταθοΟν άπό τ ί ς  τ υ π ικ ές  ά- 
π ο κ λ ίσ ε ις  σχ , σγ κα ί σζ , dv o t μέθοδοι μέτρησης τών x , y  κ α ί 
ζ ε ίν α ι  γνωστές κα ί δ ο κ ιμα σ μ ένες .

Γ ιά  νά καταλάβουμε τή σημασία τής έΕίσω σης (8 7 ) ,  άκο- 
λουθοΟμε τούς έζή ς  συλλογ ισμο ύς: "Ας Οποθέσουμε πρώτα, δ τ ι 
κάνουμε μ ιά  μόνο μέτρηση τών x , y , z  κα ί δ τ ι τά π ρ α γ μ α 
τ ι κ ά  σφάλματα τών τιμών τους σ 'αύτή  τή μέτρηση ε ίν α ι  
d x , ,  d y , κα ί d z , .  Τότε τό συνολικό  σφάλμα γ ιά  τό R θά ε ίν α ι

R = f ( x , y ,ζ) \ (85)

( 86 )

(87)

( 8 8 )

Ετό σημείο  αύτό πρέπ ει νά σ η μ ε ιω θ ε ί, δ τ ι ,  4ν τά d X i ,  
d y , κα ί d z , θεωρηθοΟν συστηματικά σφάλματα, ή σχέση (8 8 )ε ί 
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να ι Ισοδύναμη μέ τή σχέση (86) .
Τά d x l f  d y x κα ί d z ! ε ίν α ι  όμως τυχαία σφάλματα κα ί μπο

ρ ε ί σέ μ ιά  άλλη μέτρηση νά έμφανιστοΟν μέ τό. ίδ ιο  ή ά ν τ ίθ ε-  
το άλγε& ρικό σ η μ είο  ά π 'β τ ι στήν πρώτη μέτρηση. Γ ιά  μ ιά  δεύ
τερη μέτρηση μέ πραγματικά σφάλματα d x 2 , d y2 κα ί d z 2 θά ί -  
σχύ ε ι

d R z =  Τ Γ  * d X z +  W  # d y 2 +  I f  * dZ2  ( 8 9 )

"Αν ύποθέσουμε, δ τ ι σ υνεχ ίζο υμ ε τά πειράματα κα ί κάθε φορά 
μετρούμε τά Xj y( κ α ί ζ χ μ έ τ ά  π ρ α γ μ α τ ι κ ά  τ ο υ ς  

σφάλματα d x ( dy, κα ί dZj , τότε ή παραλλακτικότητα των δ ια 
φόρων τιμών τοΟ R θά ε ίν α ι

σ?= όρ ιο  S -̂ dRi —̂  γ ιά  η —► « (90)κ Π

"Οπως ε ίν α ι  φανερό, θά ύπάρχουν η έ£ ισ ώ σ εις  σάν τ ί ς  έζ ισώ - 
σ ε ις  (88) κα ί (89) . "Αν ο ί έ ξ ισ ώ σ ε ις  αύτές ύφωθοΟν στό τ ε 
τράγωνο, θά πάρουμε

+2  W  · Τ 7  - f f  - I f ·  d y ,d z ,+2 - | £ . . i S . d x ld 2 t (91)

- - . y *

« - H - l f -  a * ’ dy « +2 - f r ^ dy ’ dZ !+2 ' & - ' ! f - a :t!Z ! (92)

<dR» » ! - ( - w · ^ ’  H l f -  • d 2 ")! ♦

«  « 1 7 - f r  -d*. dz- +2 I t" l r  ·ίΧ"·άΖ»
(93)

Προσθέτοντας τίς πιό πάνω έξισώσεις,διαιρώντας μέ τό η καί
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λαβαίνοντας ύπ'δψη τήν έΕίσωση (90) θά πάρουμε

Σ (dRi ) 2 _ /  3R Υ Σ (dx
i ) 2  +ι( Μ . ) ’ S (d y * ) 2 ,

“ Π \,3χ /  η IO y ) n

Σ (dz 
Π

i ) 2 + 2 - 2 * .  
Δ 3χ

3R : 
3y

C (dx* dy, ) , 
η

+ 2 - 2 * . 3R Σ (dvi dz( ) +2 3R Σ (dxi dzi )
ay 3ζ η 3χ 3z n

Στή σχέση (94) ο ί παραστάσεις Σ ( ά χ ; ) 2/η ,  Σ (ά γ ( ) 2/η καί  
Σ ( ά ζ { ) 2/η ε ίν α ι ίσ ε ς  μέ τ ί ς  παραλλακτικότητες των μεγεθών 
x ,y  κα ί ζ .  01 παραστάσεις Σ(άΧ;άγ;  ) / n ,  Σ ( ά γ ί ά ζ ( ) /η καί  
E idx jdZ j  ) /η παίρνουν τήν τ ιμ ή  μηδέν, όταν τό η —*-«, γ ια τ ί τά 
γ ινόμενα  dxjdy· κ . λ . π .  ε ίν α ι  άλλοτε θ ετ ικ ά  κα ί άλλοτε άρνη- 
τ ικ ά  μέ ί δ ι ε ς  π ιθανότητες (σ ύγκρ ινε κα ί σ ε λ . 9,22) .  Έ τ σ ι  στήι 
έΕίσωση (94) ot ό ρ ο ι, πού έχουν τόν παράγοντα 2 , έΕαφ ανί- 
ζοντα ι όλο ι κα ί μ έ ν ε ι σάν τ ελ ικ ή  σχέση

( ■ £ ] «„*+ titf (*y (95)

6πως αύτή δόθηκε κα ί μέ τήν έΕίσωση (87) .
Τό oR ε ίν α ι  ή τυπική Α πόκλιση , πού ισ χ ύ ε ι γ ιά  £ ν a  

ύπολογισμό τοϋ R . “Οταν όμως τό R δοθεί σάν μέσος όρος πολ
λών πειραμάτων, τότε κα ί ή τυπική άπόκλιση τοΟ μέσου δρου R 
θά ε ίν α ι  σ̂  =oR /V n . Στήν περίπτωση αύτή τά σ 2 , σ 2 κα ί σ 2 πρέ
π ε ι νά άντικατασταθοϋν Α ντ ίσ το ιχ α  μέ τά μεγέθη σ 2/ η ,  σ 2/η
καί  σ 2/η .

*0 π ίνακας XX δ ί ν ε ι  τό ό λ ικό  ύπολογιζόμενο συστηματικό 
ή τυχαίο  σφάλμα γ ιά  διάφορες συνα ρ τή σ εις , πού παρουσιάζουν 
Ιδ ια ίτ ερ ο  ένδιαφέρον στήν Ανάλυση πειραματικώ ν δεδομένων. 
Στόν πίνακα αύτόν βλέπουμε, ό τ ι τό συστηματικό σφάλμα ε ή ή 
παραλλακτικότητα s 2 προστίθεντα ι Α λγεβρ ικά  στήν πρόσθεση ή 
Αφαίρεση, ένώ στήν περίπτωση πολλαπλασιασμού ή δ ια ίρ εσ η ς  Ι 
σ χύ ει ή προσθετικότητα γ ιά  τά σ χ ετ ικ ά  μεγέθη ( ε Χ/χ) ή τ ά  τ ε 
τράγωνα των σχετικώ ν τυπικών Αποκλίσεων ( ε χ / χ ) 2 κ . λ . π .  Ot 
feEισώ σεις  (86),  (87) καί  (95) Αποτελούν τήν μαθηματική έκφρα-
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ση τοΟ ν ό μ ο υ  τ ή ς  μ ε τ ά δ ο σ η ς  τ ων  σ φ α λ -  
μ ά τ ω ν .

2. Εφαρμογές τοΟ Νέμου τής Μετάδοσης των Σφαλμάτων

' α) Σ τ ή  φ α σ μ α τ ο φ ω τ ο μ ε τ ρ ι κ ή \  ' Α 
ν ά λ υ σ η ,  όπως ε ίν α ι  γνωστό, 6 νόμος τοϋ B ee r

A = -lo gT= e .b *c (96)
έφαρμόζεται γ ιά  τόν προσδιορισμό τής συγκέντρωσης c σ ' ένα 
δ ιάλυμα , πού άπορροφά φως ώρισμένου μήκους κύματος. Τό μ έ-  
γεθος πού μετρούμε ε ίν α ι ή διαπερατότητα Τ , πού στήν π ιό  συ
νηθισμένη περίπτωση συνδέετα ι μ 'έν α  συστηματικό ή τυχαίο  
σφάλμα ή γενικώ τερα μέ μ ιά  άβεβαιότητα ±dT γ ιά  τήν τ ιμ ή  της. 
Ά ν  διαφορίσουμε τή σχέση (9 6 ) ,  παίρνουμε

-*2 .___ 1—. 125LL dT
c εbc Τ

„  lo ge-dT  _  0 ,4343  dT
lo g T ·Τ  logT T (97)

*Av θέλουμε νά βρούμε τή δ ιαπερατότητα, γ ιά  τήν όποια τό σχε
τ ικ ό  σφάλμα στή συγκέντρωση ε ίν α ι  έλ ά χ ισ τ ο , π ρέπ ει νά έλα - 
χιστοποιήσουμε τή συνάρτηση (97) μέ παραγώγιση πρός Τ κα ί 
έΕίσωση μέ τό μηδέν. Τότε παίρνουμε

d (d c /c ) _  d T (0 ,4 3 4 3 * d T )/ ( lo g T ) · Τ ]
— a f—  = — ------------- a r ---------------

= -d T (lo g T + 0 ,4 3 4 3 )*0  (98)

Ά π 'τ ή  σχέση (98) έχουμε - lo g T= 0 ,4343  ή Τ = 0 ,3 6 8 . Τό άποτέ- 
λεσμα αύτό σ η μ α ίν ε ι , ό τ ι γ ιά  νά έχουμε τό έλά χ ισ το  σ χ ετ ικ ό  
σφάλμα στή συγκέντρωση, πού π ρ ο σ δ ιο ρ ίζετα ι φ ω τομετρικά ,πρέ
π ε ι  ή διαπερατότητα νά έ χ ε ι  τήν τ ιμ ή  0 ,3 6 8  δηλ . ή άπορρόφη- 
ση τού διαλύματος νά ε ίν α ι  0 ,4 3 4 3 . *Η συνθήκη αύτή ,δταν τό 

j διάλυμα ε ίν α ι  πυκνό, μπορεί νά πραγματοποιηθεί μέ χρήσιμο
ι ποίηση κυψελίδας κατάλληλης όπτικής διαδρομής ή μέ άραίωση 
τού δ ιαλύματος, ‘ η δεύτερη μέθοδος δέν ε ίν α ι  πάντα δυνατή ί~
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δ ια ίτ ε ρ α , δταν στό διάλυμα πού μετρούμε ύπάρχουν χ η μ ικές  Ι 
σ ο ρρ οπ ίες , πού μέ τήν άραίωση μπορεί vd  μετατοπιστούν. “Ο
ταν τό διάλυμα ε ίν α ι  πολύ ά ρ α ιό , ή λύση τού προβλήματος β ρ ί
σ κ ετα ι στή χρησιμοποίηση κυφ ελίδας μέ δπτική διαδρομή τ έ 
τ ο ια , πού νά δ ίν ε ι  άπορρόφηση κοντά στό Α »0 ,434 3 .

Τό  σχήμχ 29(1) δ ίν ε ι  τό σ χ ετ ικ ό  σφάλμα στόν προσδιορισμό 
τής συγκέντρωσης c , σέ συνάρτηση μέ τή διαπερατότητα τού δείγ
ματος. “Οπως φ α ίνετα ι στό σχήμα, τό έλάχιστο  τής καμπύλης 
ά ν τ ισ τ ο ιχ ε ΐ  σέ Τ=»0,37 κα ί ή τ ιμ ή  τού σφάλματος ε ίν α ι  π ε ρ ί
που 5,4%  (γ ιά  άτ=0,002) .Ά π 'τ ή ν  ίδ ια  καμπύλη φ α ίνετα ι έ π ί-

ο
τ %  —

20 40 60 80 100
— <C-----------1 ---------- - I --------------1------------- £-------------1------------- 1-------------1

\  } \
V ’

Δείγμα \ ν S'S*N Πρότυπο

J----- 1----- L -Δ__ I_____ I -
<α>

« ι______« ■ >

Πρότυπο

J ---------- L  . -  I I

Δείνμα

'  Τυφλό

■_____ ι ,,ι----- 1----- 1------1---- X ' ■
<β>

I----- 1------ I-----J S r J ________ L

Ποότυπο , '
(C,) /

/
S

/
*  I I________ L

Δείγμα \

J_______L

Πρότυπο
<C2>

J------1---- ι
(Υ) C ,<  C ,

Σ χ . 2 8 . ’ Αρχή τή ς  τ ε χ ν ικ ή ς  τή ς  δ ια φ ο ρ ικ ή ς  φασματοφωτομετρέας:
( α )  ’ Επέκταση κλι'μακας γ ιό  δει'γματα  χαμηλής δ ια π ερ α τό τη τα ς  
( 8 )  ’ Επέκταση κλόμακας γ ίό  δει'γματα  υψηλής δ ια π ερ α τό τη τα ς  
( γ )  ’ Επέκταση τή ς  κλέμακας μ έ  ρύθμ ισ η  το 0  0%Τ και' 100%Τ μέ 

πρότυπα
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σ η ς ,  ό τ ι  τό  σφάλμα π α ρ α μ έ ν ε ι  σ χ ε δ ό ν  τό  ί δ ι ο  ( 6 ,2 - 7 ,1%ο) Υ ιά  

π ε ρ ιο χ ή  δ ια π ε ρ α τ ό τ η τ α ς  Τ= 0,2 μ έ χ ρ ι  0 ,6 5 .
Γ ι ά  δ ια λ ύ μ α τ α ,  πού β ρ ί σ κ ο ν τ α ι  έξω  άπό τ η ν  π ε ρ ιο χ ή  Τ = 

= 0 ,2 -0 ,6 5 , ή Α κ ρ ί β ε ι α  έ ν ό ς  φ ω τ ο μ ε τ ρ ικ ο ύ  π ρ ο σ δ ιο ρ ισ μ ο ύ  μπο

ρ ε ί  νά  β ε λ τ ι ω θ ε ί  σ η μ α ν τ ικ ά  μέ  τ ή ν  έφ α ρμ ο γή  τ ή ς  δ ι  α Φ ο -  

ρ ι κ ή ς  φ α σ μ α τ ο φ ω τ ο μ ε τ ρ ί α ς *  Σ '  α ύ τ ή ν  

τή ν  π ε ρ ίπ τ ω σ η  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ μ ε  γ ι ά  τή  ρ ύ θ μ ισ η  τ ο ύ  1 0 0 % Τ ή τ ο ύ  

0% Τ κ ά π ο ιρ  π ρ ό τυ π ο  δ ιά λ υ μ α  ά ν τ ί  τ ο ύ  δ ι α λ ύ τ η .  Μ 'α ύ τό ν  τ ό ν  

τρόπ ο  κ ά ν ο υ μ ε  μ ι ά  έ π έ κ τ α σ η  σ τ ή ν  κ λ ίμ α κ α  τ ο ύ  ό ρ γ ά ν ο υ ,π ο ύ  χ ρ η 

σ ι μ ο π ο ι ο ύ μ ε .  Σ τό  σ χήμα 28 δ ε ί χ ν ε τ α ι  δ ια γ ρ α μ μ α τ ικ ά  ή ά ρχή  τ ή ς  

τ ε χ ν ι κ ή ς  τ ή ς  δ ια φ ο ρ ικ ή ς  φ α σ μ α τ ο φ ω τ ο μ ε τ ρ ία ς .

"Αν π .χ . χρησιμοποιήσουμε γ ιά  ρύθμιση τού 100% δ χ ι τό 
τυφλό, .άλλά ένα πρότυπο διάλυμα πραγματικής^ ,δ ιαπερατότητας 
ΤΓ μεγαλύτερης άπό τή διαπερατότητα τού δ ε ίγ μ α τ ο ς , θά έχουμε

/d T = 0 ,4343
T ( l o g T + l o g T r ) (99)

όπου Τ ε ίν α ι ή διαπερατότητα τού Αγνώστου δείγμα τος γ ιά  ρύθ
μιση τού 100% μέ τό τυφλό κα ί T r ή διαπερατότητα τού προ
τύπου γ ιά  τή ρύθμιση τού 100% στήν διαφορική φασματοφωτομε- 
τ ρ ία .

Στό σχήμα 29 (ραίνεται ή έπίδραση τής σ χ ετ ικ ή ς  διαπερα
τότητας τού προτύπου δ ια λύμα τος, πού χρησιμοποιήθηκε γ ιά  τή 
ρύθμιση τού 100% τού όργάνου, πάνω στή μορφή κα ί τή θέση τού 
έλαχίστου τής καμπύλης, πού περιγράφ εται άπό τή σχέση (9 9 ) .
* Η θέση τού έλαχίστου κάθε καμπύλης σφάλματος μ ετα το π ίζετα ι 
άπό τήν τ ιμή  0 ,3 6 8 , πού ε ίν α ι  γ ιά  τήν κανονική ρύθμιση τού 
100% μέ τό τυφλό δ ιά λυμα , μ έχρ ι τήν τ ιμ ή  1 ,0 ,  πού ά ν τ ισ τ ο ι-  
χ ε ΐ σέ ρύθμιση τού 100% μέ διάλυμα πραγματικής διαπερατότη
τας 0 ,0 2 . Σάν παράδειγμα έφαρμογής γ ιά  τούς τύπους (97) κα ί 
(99) φέρνουμε τήν έΕής κατάσταση: *Ενα διάλυμα διαπερατότη
τας Τ ·0 ,2  μ ετ ρ ιέ τ α ι κανονικά μέ σφάλμα dT=0,2% . Σύμφωνα μέ 
τή σχέση (97) τό σ χετ ικ ό  σφάλμα d c/c  θά ε ίν α ι

*  C .F . H is k e y , P r in c ip le s  o f  P r e c is io n  C o lo r im e t r y ,  A n a l. C hem .21f 
1 4 4 0 , ( 1 9 4 9 ) .  C .F . H is k e y , J .  R a b in o w itz  and I . C .  Young, P r in c ip le s  o f  
P r e c is io n  C o lo r im e t r y ,  A n a l. C hem ., 2 2 , 1 4 6 4 , ( 1 9 5 0 ) .  C .F . H is k e y  and 
1 .6 .  Young, P r in c ip le s  o f  P r e c is io n  C o lo r im e t r y ,  A n a l. C hem ., 2 3 , 1196 , 
( 1 9 5 1 ) .
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Σ χ . 2 9 . 'Επύδραση χ!\ς δ ι,α π ερα τύτητας Τ τοϋ  δ ε ίγ μ α το ς  παύω 
σχό σφάλμα προσδμορμσμοΟ d c /c  γυα δ ιά φ ορ ες  τυ μ ές  δ ια π ερ α τό τη 
τα ς  ΤΓ τοΟ προτύπου, νέ χ6 δποΣο ρ υ θ μ ίζ ε τα ι, τ<ί 100% τοΟ όργοί-

υου

-  o , 2 ,4 o!639- - ° - ° ° 2- 6 >2 < 1 0 ' ’

Ά ν  γ ιά  xtS ρύθμιση τοΟ 100 τ έ ς  κλίμακας τοΟ άργάνου χ ρ η 

σ ιμ ο π ο ιη θ ε ί δ ιάλυμα πραγματικές διαπερατότητας Tr = 0 ,3 7 , τό 

σ χ ετ ικ ό  σφάλμα d c /c  θά ε ίν α ι

0 .4 343 * 0 ,0 02  _  =_ 3 ,8  χ 10 ’ 3
0,2 (0,699+0,4343)

ΟΙ καμπύλες τού σχήματος (29) δείχνουν άκύμα, J u  » t  
κα λύτερ ες  ουνδήπες 4πύ 4πο*π οούλ^χτος d=/= υπύρχουν γ ι4  τ , -
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■ 0,02 καί διαπερατότητα τοΟ Αγνώστου δείγματος Τ » 1 .

δ) ‘ Υπολογισμός συνολικοΟ σφάλματος μέσου όρου μέ σ τα τισ τι
κό βάρος.

■ Έχουμε 6εΤ στή σελίδα 38 , δ τ ι ,  όταν θέλουμε νά\ ύπολο- 
γίσουμε ένα μέσο όρο χ άπό περισσοτέρους μέσους όρους Χ ι, 
χ2, χ 3. . . ,  πού ΰπολογίστηκαν μέ διαφορετικές παραλακτικότη- 
τες σ£ , ,  , ,  μπορούμε νά πάρουμε σάν στατ ιστ ικ5 βά
ρος Wj τό Αντίστροφο τής παραλακτικότητας γιά  κάθε ένα μέσο 
δρο δηλ.

8» Σ  (5ci / a l
T U T a f ]

Λ ί

) (100 )

Άν έφαρμόσουμε τό νόμο τής μετάδοσης τών σφαλμάτων, πού 
δ ίνετα ι άπό τή σχέση (8 7 ), καταλήγουμε στόν τόπο

(101)

γ) ‘ Υπολογισμός σφάλματος βάρους δείγματος, πού παίρνουμε ά
πό διαφορά δύο ζυγίσεων.

Μέ δύο ζυγ ίσ εις  ύπολογίζουμε π .χ . μιά ποσότητα Na2C03, 
πού άπομακρύνουμε άπό ένα φ ία λ ίδ ιο , πού π ερ ιέχ ε ι τό δείγμα. 
Τά πειραματικά δεδομένα ε ίν α ι:

(Βάρος φ ιαλιδίου + βάρος δείγματος) ■  β 3·  31,4057 g

(Βάρος φ ιαλιδίου - βάρος δείγματος) ■  β2·  31,1536 g

(Βάρος δείγματος) ■  β ■  0,2521 g

‘ Ο ύπολογισμός τού δείγματος καί τού σφάλματος γ ίν ετα ι 
άπό τ ίς  σχέσεις

β - β ,- β 2

Τά άβ3 καί άβ2 ε ίν α ι ή Ακρίβεια κάθε ζύγισης καί ΙσοΟ- 
ται μέ τό τυχαίο σφάλμα σρ, ·σρ} . "Αν ό ζυγός ε ίν α ι ά κ ρ ίβ ε ί"
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ας τετάρτου δεκαδικού ψηφίου, θά έχουμε σ^ =σρ2 =σ=0,0001 g . 
Τό συνολικό  σφάλμα γ ιά  τό βάρος & θά ε ίν α ι

σβ=σ1 +σρ? =( 0 , 0001)  2 + ( 0 , 0001) 2

ή σρ· ν 2 χ (0 ,0 0 0 1 )ζ= 0 ,00014 g

Τό σ χ ετ ικ ό  σφάλμα γ ιά  τό δ είγμ α  πού ζυγ ίστηκε ε ίν α ι  σρ/β = 
*0 ,0 0 0 1 4 /0 ,2 5 2 1 = 0 ,0 0 0 5 5  δηλ. περίπου Ο,β^οο. Τό βάρος τσΟ δείγ 
ματος πού ζυγίσα με θά δοθεί σάν

β=0,2521 ± 0 ,0001  (στρογγύλεμα τοϋ 0 ,00014)

6) Υ π ο λο γ ισ μ ό ς  σφάλματος γ ιά  τήν άνάγνωση προχοΐδας σέ όγ
κομετρ ικο ύς προσδιορισμούς.

Ε ίν α ι  γνωστό, ό τ ι Λ κατανάλωση ένός προτύπου διαλύμα
τος σέ μ ιά  όγκομετρ ική  άνάλυση ύπ ο λο γ ίζετα ι άπό δυό άναγνώ- 
σ ε ις  τής κλίμα κα ς μ ιά ς  προχοΐδας. Τό συνολικό σφάλμα γ ιά  τόν 
όγκο Vo=VTCA — πού ξο δ εύετα ι ε ίν α ι  συνισταμένη τού σφάλ
ματος τών δύο άναγνώσεων κα ί τοΟ σφάλματος γ ιά  τήν ά β εβ α ι- 
ότητα στόν προσδιορισμό τού τ ελ ικ ο ύ  σ η μ ε ίο υ . Σύμφωνα μέ τόν 
νόμο μετάδοσης τών σφαλμάτων θά Ισ χ ύ ε ι

(102)

Γ ιά  τήν άβεβα ιότητα  στήν άνάγνωση μ ιά ς  προχοΐδας, πού 
ε ίν α ι  χωρισμένη σέ δέκατα τού m l, μπορούμε νά π ο ύ μ ε ,ό τ ι αύ- 
τή ε ίν α ι  μ ισή  γραμμή δηλ. 0 ,0 5  m l. 'Ακόμα δέν ε ίν α ι λάθος νά 
θεωρήσουμε, ό τ ι έπαναλαμβανόμενες άνεξάρτητες άναγνώσε ι ς  (ά
πό άνεξάρτητους παρατηρητές) θά δώσουν άποτελέσματα,πού θά 
βρ ίσ κοντα ι μέσα στά ό ρ ια  ±0,05 γύρω άπό τόν μέσο όρο. "Αν 
θυμηθούμε, ό τ ι τό σύνολο τών τιμών ένός πληθυσμού μέ κανο
ν ικ ή  κατανομή β ρ ίσ κ ετα ι μέσα στά όρ ια  ±2,5 σ , μπορούμε νά ύ- 
π ο λογ ίσουμε, ό τ ι ή τυπ ική  άπόκλιση γ ιά  τήν άνάγνωση (τήν άρ- 
χ ικ ή ) μ ιά ς  προχοΐδας θά ε ίν α ι  σν̂  = 2 ,5  =0 ,0 2  m l. Α ν τ ίθ ε
τα τό σφάλμα τής άνάγνωσης ντελ δέν κα θ ο ρ ίζετα ι μόνο άπό τό 
σφάλμα τής κλίμακας τής προχοΐδας, άλλά πολύ περισσότερο άπό
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τήν Αβεβαιότητα πού ύπάρχει στην Απόφασή μας νΑ σταματήσου
με τήν όγκομέτρηση μέ τήν Αλλαγή χρώματος τοϋ δ είκτη .. Ε ίν α ι 
πολύ λογικό  νά θεωρήσουμε, ό τ ι ή Αβεβαιότητα αύτή ε ίν α ι  μ ιά  
σταγόνα νωρίτερα ή .μ ιά  σταγόνα Αργότερα (1 ml=20 σ τα γ ό ν ες ). 
%Η τυπική Απόκλιση τής κατανομής γ ιά  τόν τ ελ ικ ό  όγκο πρέπει 
νά ύπ ολογιστεΐ Από τήν τυπική Απόκλιση γ ιά  τήν Ανάγνωση τής 
κλίμακας (0 ,0 2  ml) καί τήν Αβεβαιότητα Αλλαγής τοϋ χρώματος

τοΟ δ είκτη  ( Χ σ^ ό ν α _  ,  0 ,0 5 j t d =0>()2 m l) . Δηλ. =

= V (0 ,0 2 )2 + ( 0 ,0 2 ) 2=0,03 m l. *Η συνολική τυπική άπόκλιση γ ιά  
τόν όγκο ν 0 θά εϋνα ι

σνβ = ^ Χ. +σν„λ = V (0 ,02 ) 2+ (0 ,0 3 ) 2« 0 ,0 4  ml

Ά ν  έργαστοϋμε μέ προχοΐδα, πού ε ίν α ι  χωρισμένη σέ έκα- 
τοστά τοΟ m l, τότε ή συνολική τυπική άπόκλιση γ ιά  τόν όγκο 
ν 0 θά ε ίν α ι  σ, = V (0 ,0 0 2 ) 3 + (0 ,0 2 ) y* :0 ,02  ml

ε ) ‘ Υπολογισμός σφάλματος pH, όταν εϋνα ι γνωστό τό σ χ ετ ικ ό  
σφάλμα προσδιορισμού τής [η* ]

pH = -log[Η+] (103)

3 (* lo g  [Η+] ) Λ Γ η + ΐ -  - lo g e
dpH ------- fp T -----  *■ -*-----F T d [ r > - 0 ,4 34 3

" F T "
d [H ‘ ]

(104)

Ά ν  τό σ χετ ικό  σφάλμα π .χ .  εϋνα ι
L" J

μα στό pH θά εϋνα ι

0 ,0 1 , τότε τό σφάλ-'

dpH=-0,4343 χ 0 ,0 1 = - 0 ,0043 pH

3. Ά λλες ’Αριθμητικός Εφαρμογές

ι Παράδειγμα 1: Στή μέτρηση ένός ραδιενεργού δ είγμα τος κα
ταγράφονται 1000 κρούσεις  σέ διάστημα 10 m in . Γ ιά  τόν προσ
διορ ισμό  τού ύποστρώματος (background) γ ίν ε τ α ι μέτρηση χω
ρ ίς  τό δείγμα  κα ί καταγράφονται 600 κρο ύσ εις  σέ 15 m in . Νά 
ύπολογιστεΧ 6 ρυθμός κρούσεων σέ com. πού ό φ είλο ντα ι μόνο



150

στό δ ε ίγ μ α  (cpm ■ co u n ts  p e r m inute) κα ί νά δοθεί τό άποτέ- 
λεσμα μέ τό συνολικό  σφάλμα.

Λύση:

R=x-y , όπου

χ *  cpm δ είγμ α το ς μ α ζί μέ τό ύπόστρωμα 
y  = cpm ύποστρώματος

'Από τά π ε ιρ α μ α τ ικά  δεδομένα έχουμε χ=1000/ΐ0=100ορπικαι 
y=600/l5«*40cpm. Δηλ. R=l00-40=60 cpm.

* Επίσης θά ισχύει sK = -̂ ^ — =3/2 cpm# sy = =1,6 cpm

κ α ί 8 „ = ν (3 ,2 )*  + ( ΐ , 6 ) * · 3 , 6  cpm. Τό άποτέλεσμα θά δοθεί αάν 
R=60 ± 3 , 6  cpm.

Π α ρ ά β εινμ α  2 : * Η συγκέντρωση μι&ς χημ ικής ούσίας σ ' ένα 
διάλυμα π ρ ο σ δ ιο ρ ίζετα ι φασματοφωτομετρικά μετά άπό έφαρμογή 
τοϋ νόμου τοΟ B e e r A = c*b«c. Τά σ χ ετ ικ ά  σφάλματα τής μέτρη
σης ε ίν α ι  =±10%, σε =±6% κα ί σ„=±2%.- Ποιό ε ίν α ι  τό συνολ ι
κό σ χ ετ ικ ό  σφάλμα γ ιά  μέτρηση συγκέντρωσης c .

Λύση:

ο= Α /ε·ό  κα ί

( τ ί  * (-%-)1 + (-%)’ * ($  <βλέηε ηίναχα χχι

ζή Ξ -J »1 ο2+62+22=140 ή -^ -& 1 2 %

Π α ρ ά β ειν μ α 3 : Ποιά ε ίν α ι  ή ά κ ρ ίδ ε ια  τής πυκνότητας ένός 
κράματος C u-Zn , πού π ρ ο σ δ ιο ρ ίζετα ι έμμεσα άπό τή μέτρηση τής 
μάζας τοΟ δ είγμα τος m »504,83 g κα ί τοΟ όγκου της v=60,25cm*. 
Οί ά ν τ ίσ τ ο ιχ ε ς  τ υ π ικ ές  ά π ο κ λ ίσ ε ις  γ ιά  τά μετρούμενα μεγέθη 

ε ίν α ι  sm= 0 ,22  g κα ί s v= 0 ,2  cm3.

504 ,83
60 ,25 =8,379 g .cm 3

Λύση:
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s 2 +m f a ) '  · · >  (-6071t )  <0 · 22» ,+ ( 16012 5 ? a )' < ° · , 2 >

= 2 ,918  x 1 0 " \

Τό Αποτέλεσμα θά δοθεί σάν d±2sd=8,38± 0 ,04  g«cm 3 μέ σ τ α τ ι

στ ική  βεβαιότητα 95%.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α 4 :Στήν όγκομέτρηση δείγμα τος Na2C0 3 μέ δ ιά 
λυμα HC1 ό δγκος VHCt Ο πολογίζετα ι μετά Από δύο Αναγνώσεις 
τής προχοίδας (VHC<=V2- V ! ) . Τό σφάλμα Ανάγνωσης εϋ να ι σν = 
=±0,02 ml κα ί τό σφάλμα τοΟ προσδιορισμοΟ τοϋ Ισοδύναμου ση
μ είο υ  τής όγκομέτρησης εϋνα ι ν=±0,03 ml (σφάλμα δ ε ίκ τ η ) ,  Νά 
Ο πολογιστεί τό συνολικό σφάλμα τής όγκομέτρησης κα ί τά όρ ια , 
μέσα στά όποια β ρ ίσ κετα ι ό θεω ρητικός δγκος HC1, πού χ ρ ε ιά 
ζετ α ι γ ιά  τήν όγκομέτρηση. Δ ίνο ντα ι V2=40,19 ml κ α ί ν ^ Ο ,ΐδ  

m l·

A lie n :

V„c« =V2- V != 4 0 ,19 -0 ,15= 40 ,04  ml

8« = V (0 , 02) 2 + (0 ,0 2 ) 2+ (0 ,0 3 ) 2=0 ,04  ml
V M C < •

νθεωρ.=40' 04±2 * 0 ,0 4 = (4 0 ,0 4 ± 0 ,0 8 ) ml

4 . Π ρ ο σ εγ γ ισ τ ικ ο /  Τόπ οι Υ π ο λ ο γ ισ μ ώ ν  μ έ  πολό Μ ικ ρ ο ύ ς  ’Α ρ ι

θ μ ο ύ ς

*Αν θεωρήσουμε, ό τ ι τά μεγέθη x , y , z  εϋνα ι πολύ μ ικ ρ ο ί Α
ρ ιθμ ο ί (π .χ . % σ χ ετ ικ ά  σφάλματα τιμών πού προσδιορ ίζουμε σέ 
ένα π ε ίρ α μ α ), τότε γ ιν ό μ εν α , δπως τό χ 2 , x y ,  x 2y ,  x z 2 κ .λ .π ,  
μποροΟν νά Αγνοηθοϋν σέ διάφορους Οπολογισμούς. 4 Η παράληψη 
τέτοιω ν γινομένων μπορεί νά δ ιευ κ ο λ ύ ν ε ι πάρα πολύ στούς 0- 
πολογισμούς. Στόν πίνακα πού Ακολουθεί δ ίνουμε μ ερ ικο ύς προσ- 
εγ γ ισ τ ικ ο ύ ς  τύπους, πού μπορεί νά χρησιμοποιηθοϋν στούς 0- 
πολογισμούς μέ πολύ μ ικρούς ά ρ ιθ μο ύς. 4Η τ ελ ευ τ α ία  στήλη τοΟ 
πίνακα δ ίν ε ι  τήν τ ιμ ή  τοϋ χ , γ ιά  τήν όποία τό σφάλμα τόΟ Ο
πολογ ισμοΟ μέ τόν Απλοποιημένο τύπο παραμένει μ ικρότερο  τοϋ 

0 , 0 0 1 .
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ΠΙΝΑΚΑΣ XXI

'Υπολογισμού παραστάσεων μέ μ ικρούς άριθμούς κα ί Α
πλοποιημένο ι τύποι

Ά ρ . Παράσταση Π ροσεγγ ιστικός
τύπος

Σφάλμα <0,001 
γ ιά  |χ |*

1. (1+χ) C1±y) 1+x±y γ ιά  |χ | $ |y | 0 ,031
2. (1+χ) (1+y) (1+ζ) 1+x+y+z

γι.ά Iχ | > |y |  > |ζ |
0 ,017

3. VT±x=(1±x) 1/2 1 1 - Γ 0 ,089

4. -5fl±x-(1±x) 1,3 0 ,095

5. Λ^1±χ=(1±χ) ιΛ 1 * - Γ 0 ,100

6. 1+χ 0 ,032

7. Τ ϊ ι χ Γ 5· (1±χ) 2 1 + 2χ 0 ,018

8. , ΐ ’ χ ) ! - ( 1 ί * )  ! 1 + 3χ 0 ,013

9. Υ Τ ϊ Γ = (1 ίχ > 0 ,052  -

10. 0 ,067

11. 1 ±χ 
1+χ 1 ±2χ 0 ,022

12. ΥΪ£ 1 + χ 0 ,045

13. /1 ±χ\2
\ ι+ χ ;

1 ±4χ 0,011

14. e±x 1 ±χ 0 ,045

15. ln (1 ± x ) ±χ 0 ,045

16. lo g (1 ±χ) ±0, 4343·χ • 0 ,068

17. , 1+χ 
1η 1-χ 2χ 0 ,1 2 0

18. , „  1+Χ 
lo g  1-χ

2 ·0 ,4 3 4 3 .x 0 ,152

19. 1 - e 'x X 0 ,049
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Π αρ ά β ειγμα : Στήν φθορισμομετρία ή 6ντάση φθορισμοΟ υ

πολογίζεται Από τή σχέση

Ρ=φΡ0 (1 —e_et>c) Π05)

όπου F = ένταση φθορισμοΟ
Φ  = συντελεστής κβαντικής Απόδοσης ^

Ρ 0“  ένταση Α κτ ινο βο λ ία ς  δ ιέγερ σ η ς
ε *  συντελεστής Απορρόφησης τής Φθορίζουσας ούσ ία ς γ ιΑ

| ι
τήν 6ιαγε£ρουσα ά κ τ ιν ο β ο λ ία . 

c  » ή συγκέντρωση τής Φθορίζουσας ούσ£ας· '

ΓιΑ πολύ χαμηλές συγκεντρώσεις ή παράσταση (1-e 'cbc)μπο
ρ ε ί νΑ Δντικατασταθεΐ Από τήν εδο. *0 τύπος (105) γ ίν ετα ι

Ρ=φΡο·εδο (106)

καί συνδέει γραμμικό τήν ένταση φθορισμοΟ μέ τή συγκέντρωση 
c . ΓιΑ Pbc ί  0,049 τό σφΑλμα παραμένει μικρότερο Από 0,001.

I .



Κ ε φ ά λ α ι ο ^  J

Στατιστική διαγραμματικών 
παραστάσεων

1. Γενικά

‘ Η γραφική παράσταση ε ίν α ι  Εσως δ άπλούστερος τρόπος γιά 
νά δ ε ίξο υ μ ε  τήν έπίδραση μ ιά ς  μεταβλητής παραμέτρου πάνω σ ' 
ένα μετρούμενο μ έγεθ ο ς . Μιά γραφική παράσταση ένός φαινομέ
νο υ , πού μ ελετο ύ μ ε , μπορεί νά γ ίν ε ι  μέ τή μορφή ένός Ιστο 
γράμματος, όταν τό μέγεθος πού μετρούμε μεταβάλλετα ι αύξη- 
τ ικ ά  ( d i s c r e t e ) ,  ή μ ια ς  συνεχούς γραμμής, όταν αύτό (τό μέ
γεθος) μ εταβά λλετα ι συνεχώς.

Μέ τή γραφική παράσταση περίγράφ εται εύκολα ένα φαινό

μ ενο , ο ι ύπολογισμοί όμως παραγώγων μεγεθών άπό τ ί ς  γραφι
κ ές  παραστάσεις δέν εΤνα ι πολύ ά κ ρ ιβ ε ΐς . ‘ Η άδυναμία αύτή 
φ α ίνετα ι ίδ ια ίτ ε ρ α  σήμερα, πού ο ι π ε ιρ α μ α τ ικές  μετρήσειςστούς 
διαφόρους κλάδους τών θετικώ ν έπιστημών γ ίν ο ν τα ι κάθε μέρα 
κα ί μέ μεγαλύτερη ά κ ρ ίβ ε ια .

Σ τ ίς  ο ίκ ο ν ο μ ικ ές  ή δημοσ ιονομ ικές έπ ισ τή μ ες , όπου ή 
χρήση τών μαθηματικών ε ίν α ι  π ερ ιω ρ ισμένη , ο ί γραφικές μέθο
δο ι έπ εξερ γα σ ία ς  δεδομένων χρησιμοποιούντα ι σέ μεγαλύτερη 
έκταση .

"Ενας άπό τούς π ιό  συνηθισμένους τρόπους γραφικών παρα
στάσεων εϋ να ι ή παράσταση άποτελεσμάτων πάνω σέ όρθογώνι
ούς ά ξο νες συντεταγμένω ν. Τό πλεονέκτημα μ ιά ς  τ έτο ια ς  παρά
στασης ε ί ν α ι ,  ό τ ι ό π ειρ α μ α τ ισ τή ς έ χ ε ι  άμέσως μ ιά  πρώτη π ο ι
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οτική  έκτίμηση τοϋ φαινομένου, πού μ ελετά . "Από μ ιά  τ έτ ο ια  
παράσταση μποροϋν νά υπολογιστούν εύκολα κα ί μέσοι όροι δια
φόρων μεγεθών. "Αν π .χ . θέλουμε νά προσδιορίσουμε τόν συν
τελεστή μοριακής άπορρόφησης μέ βάση μ ετρ ή σ εις  άπορρόφησης 
Α πέντε διαλυμάτων γνωστής συγκέντρωσης τής ούσ ίας πού Α
πορροφά, κάνουμε τή γραφική παράσταση A = f ( c ) .  ‘ Η παράσταση 
αύτή ε ίν α ι  ό νόμος τού B e e r , πού σ υ νδ έει γραμμικά τήν Απορ
ρόφηση Α κα ί τή συγκέντρωση c .  *Η κλ ίσ η  τής γραμμής μας δ ί 
νει- τό συντελεστή μοριακής Απορρόφησης ε ,  πού ε ίν α ι  μ ιά  Αν
τιπροσωπευτική τ ιμή  Α π 'τ ίς  πέντε μ ετ ρ ή σ ε ις . Κάθε ένα Από τά 
πέντε ζεύγη τιμών μας δ ίν ε ι  έπ ίσης τήν δυνατότητα ύπολογι- 
σμοϋ τοϋ μοριακού συντελεστή Απορρόφησης, Αλλά τό Αποτέλε
σμα δέν Α ποτελεί Αντιπροσωπευτική τ ιμ ή  όπως ή κ λ ίσ η .

Αύτό πού συνήθως γ ίν ε τ α ι ,  όταν κ α ν ε ίς  προσπαθεί νά πα
ρουσιάσει γραφικά τά συμπεράσματά το υ , ε ίν α ι  νά χαράξει μ ιά  
γραμμή πού νά τ α ιρ ιά ζ ε ι ,  όσο γ ίν ε τ α ι καλύτερα , στά πειραμα
τ ικ ά  του σ η μ ε ία . Τό γενικώ τερο πρόβλημα, πού θά συζητηθεί 
π ιό  κάτω, ε ίν α ι  ή εύρεση μ ιά ς  μαθηματικής έξ ίσ ω σ η ς , πού πε
ρ ιγράφ ει τήν πειραματική  καμπύλη. Αύτό λ έγ ετ α ι προσαρμογή 
τών πειραματικών σημείων σέ καμπύλη (cu rve  f i t t i n g ) . %Η πρό
χειρη  χάραξη τών γραμμών, πού τα ιρ ιά ζο υ ν  στά π ειρα μα τικά  ση
μ εία  (εύθειώ ν ή καμπύλών), π ρέπ ει νά γ ίν ε τ α ι μέ τή χρήση δια
φανών χαράκων ή καμπυλογράμμων μέ τρόπο πού ο ΐ Α π ο κ λ ίσ ε ις  
τών πειραματικών σημείων κα ί τής γραμμής, πού θά χα ρ α χ τεί, 
νά έ χ ε ι  Αλγεβρικό Αθροισμα μηδέν . Μέ* έκτίμηση θά π ρέπ ει νά 
Φροντίζουμε ο ί θ ε τ ικ έ ς  κα ί o t Α ρ νη τ ικές  Α π ο κ λ ίσ ε ις  νά έξο υ- 
δετερώ νονται.

'Ακόμα κα ί στήν περίπτωση πειραματικώ ν δεδομένων μέ μ ι 
κρή διασπορά γύρω Από τή "θεωρητική γραμμή" θά π ρ έ π ε ι, στή 
διαγραμματ ική τους παράσταση, νά φ α ίνετα ι ή έπαναληπτικότη- 
τα τής μεθόδου, δηλ. τό τυχαίο  σφάλμα. Κατά συνθήκη τό μέ
γεθος τών σημείων ( π . χ .  ή δ ιάμετρος τών κύκλων ή τό μήκος 
τών σταυρών κ . λ . π . )  πρέπει νά δείχνουν τήν έπαναληπτικότητα 

τής μεθόδου.
"Αν μ ιά  γραφική παράσταση θά βοηθήσει στή σωστή Α ξ ιο λ ό 

γηση τών πειραματικών δεδομένων, έξαρτΑται σέ μεγάλο βαθμό
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Λπό' τή σωστή έπ ιλο γή  των κλιμάκων ατούς άξονες συντεταγμέ
νων. ‘ Η έπ ιλογή  αύτή θά π ρέπ ει νά γ ίν ε τ α ι μέ γνώμονα τά έ -  
£ής κ ρ ιτή ρ ια .: α) Κάλυψη όλόκληρου τοΟ χαρτιού τής γραφικές 
παράστασης μέ τά π ειρ α μα τικά  δεδομένα . 6) *Η ά κ ρ ίβ ε ια  τής ά - 
νάγνωσης τής κλίμακας τών άξόνων π ρέπ ει νά ε ίν α ι  τής ίδ ια ς  
τάξης μέ τήν ά κ ρ ίβ ε ια , πού πάρθηκαν τά πειρα μα τικά  σ η μ ε ία , 
γ) Πρέπει νά έξα σ φ α λ ίζετα ι τό ε ύ α ν ά γ ν ω σ τ ο  τ ο ύ  
δ ι α γ ρ ά μ μ α τ ο ς  ( l e g i b i l i t y  o f the  g ra p h ) . Τά πα
ραπάνω κ ρ ιτ ή ρ ια  μπορεί νά ε ίν α ι  άλληλοσυγκρουόμενα.

Τά περισσότερα είχχνάγνωστα διαγράμματα ε ίν α ι  αύτά πού 
παριστάνουν ε ύ θ ε ίε ς ,  πού περνούν άπ 'τήν άρχή τού συστήματος 
τών όρθογωνίων συντεταγμένων κα ί πού σχηματίζουν γωνία 45° 
μέ τούς δύο ά ξο ν ες . 'Α ν τ ίθ ετ α  γραφ ικές παραστάσεις μέ γραμ
μ έ ς , πού φ α ίνοντα ι σχεδόν παράλληλες στόν ένα ή τόν άλλο ά
ξονα , δέν ε ίν α ι  κατάλληλες γ ιά  άνάγνωση τιμώ ν , πού βρίσκον
τα ι άνάμεσα σέ π ε ιρ α μ α τ ικ ές  τ ιμ έ ς .  01 κ λ ίσ ε ις  δμως τών δ ια 
γραμμάτων αύτών μπορεί νά βελτιωθούν μέ κατάλληλη έπ ιλογή 
τής κλίμ α κα ς τών άξόνων. Γραφ ικές παραστάσεις πειραματικών 
δεδομένων μπορεί νά γ ίνο υ ν  σέ διάφορα ύποδείγματα φύλλων 
χαρτιού, πού ο ί άξο νές τους ε ίν α ι  χαραγμένοι μέ δ ια φ ορετι
κούς τρόπους. Διάφορα ύποδείγματα χάραξης τέτοιω ν χαρτιών 
(γρ α μ μ ική , ή μ ιλ ο γ α ρ ιθ μ ικ ή , πλήρης λο γα ρ ιθ μ ική , πιθανότητας 
κ . λ . π . )  δ ίν ο ν τ α ι στό τ έλο ς  τού β ιβ λ ίο υ .

2. Π α ρ α δ είγ μ α τα  ΓραιρικΑς Π α ρ ά σ τ α σ η ς  Α ν α λ υ τ ικ Α ν  Δ ε β ο μ έ ν η ν  

κα ί Υ π ο λ ο γ ισ μ ο ύ  Π αραγώ γω ν Μ εγ εθ ώ ν

α) Γραφικός προσδιορισμός τού Ισοδύναμου σημείου π οτενσ ιο - 
μετρικώ ν όγκομετρήσεων

Τό ίσοδύναμο ση μείο  ( 1 . 2 . )  σέ μ ιά  π ο τενσ ιομετρ ική  όγ
κομέτρηση β ρ ίσ κ ετ α ι στό σημείο  τής π ιό  μεγάλης κ λ ίσ η ς  στήν 
καμπύλη, πού τήν π α ρ ισ τ ά ν ε ι. Σέ πολλές περ ιπτώ σεις τό σημείο  
αύτό ε ίν α ι  εύκολο νά π ρ ο σ δ ιο ρ ισ τε ί γραφικά άπό τήν ίδ ια  τήν 
καμπύλη όγκομέτρησης χω ρίς κανένα μετασχηματισμό. Αύτό συμ
β α ίν ε ι π . χ . ,  όταν έχουμε δγκομετρήσεις Ισχυρών όξέων κα ί βά
σεων Ιδ ια ίτ ε ρ α , δταν τά διαλύματά τους βρ ίσκοντα ι σέ μεγά-
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\,ec συγκεντρώ σεις· Σ 'ά λ λ ες  όμως περιπτώ σεις» όταν ot συγ
κεντρώ σεις τών διαλυμάτων πού όγκομετροϋνται ε ίν α ι  πολύ χα
μηλές ή δταν ot σταθερές χημ ικής Ισορροπίας (ka , k „ , ksp, k f 
κ . λ . π . )  τών στοίχειομετρικώ υ άντιδράσεων ε ίν α ι  πολύ μ ικ ρ έ ς ,
τό> σημείο  καμπής τής καμπύλης όγκομέτρησης δέν ε ίν α ι  σαφές

\ \
κα ί δέν π ρ ο σδ ιορ ίζετα ι εύκολα μέ τόν παραπάνω τρόπο.

* η καμπύλη όγκομέτρησης ε ίν α ι  ή γραφική παράσταση τού δυ
ναμικού Ε ,(ή τού - lo g [ x ] )  σέ συνάρτηση μέ τόν όγκο τού προσ
τιθ εμένου  άντιδραστηρίου . ‘ Η παράσταση - lo g [ x ] ,  πού συμβο
λ ίζ ε τ α ι  κα ί σάν ρ [ Χ ] ,  άναφ έρετα ι,στή  συγκέντρωση του Ιόντος | 
X πού ό γ κ ο μ ετ ρ ε ϊτ α ι. Μιά τ έτ ο ια  καμπύλη έ χ ε ι  σ ιγμ ο ε ιδ ή  μορ

φή, όπως φ α ίνετα ι α τ ό  σχήμα 30.

! Ζχ. 3 0 . Καμπύλη π ο τε ν σ ιο μ ετρ ιχ ή ς  δγχομέτρησης 50 m l 0 ,1 0 0  Ν
δ ια λύ μ α το ς  F e ( I I )  μ έ  δ ιά λυμα  C e ( IV )  0 ,1 0 0  Ν .

ί

ί Ετήν περίπτωση τής καμπύλης τού σ χ . 30 ή εύρεση τού Ι . Ε .
ί μπορεί νά γ ί ν ε ι  άμεσα μέ τόν έζή ς  άπλό τρόπο: Χαράζουμε μ ιά  

εύ θ ε ΐα  ΜΜ' έ τ σ ι ,  ώστε αότή μ α ζί μέ τήν καμπύλη νά π ε ρ ικ λ ε ί-
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e i  ίσα έμβαδά (μέ έκτ ίμ η σ η ) πάνω κα ί κάτω άπό τό σημείο  το

μής Ο . Τότε τό σ η μ είο  τομής 0 θά ε ίν α ι  τό 1 .2 .  τής καμπύλης 
όγκομέτρησης. 'Ε π ε ιδ ή  ή καμπύλη έ χ ε ι  μεγάλη κλ ίσ η  γύρω στό 
Ισοδύναμο σ η μ ε ίο , άκόμα κ α ί μεγάλα σφάλματα στήν έκτίμηση 
τής Ισότητας των δύο έμβαδών συνεπάγονται μ ικρό σφάλμα στόν 
προσδιορισμό τού βγκου V , πού ά ν τ ισ τ ο ιχ ε ΐ στό ίσοδύναμο ση- 
με to .

Σχ. 31. Καμπύλη όγκομέ
τρησης (α) μαζί με την 
πρώτη (β) καί τη δεύτε
ρη (γ) παραγωγό της·

Σ τ ί ς  π ερ ιπ τώ σ ε ις , πού ή κλίση  
τού εύθύγραμμου τμήματος τής καμπύ
λης ε ίν α ι  μ ικ ρ ή , ή π ιό  πάνω μέθοδος 
δέν ε ίν α ι  άκρ ιβής κα ί πρέπει νά έ -  
φαρμόζεται ή δ ι α φ ο ρ ι κ ή  
μ έ θ ο δ ο ς .  Στή μέθοδο αύτή ύ- 
π ο λ ο γ ίζετα ι ή πρώτη κα ί ή δεύτερη 
παράγωγος τής καμπύλης όγκομέτρησης 
E = f (V) σέ διάφορα σημεία  τής καμπύ

λ η ς . Ά ν  γ ί ν ε ι  ή γραφική παράσταση 
τής πρώτης κα ί τής δεύτερης παραγώ- 
γου,  παίρνουμε καμπύλες σάν αότές 
πού δ ε ίχ ν ο ν τα ι στό σχήμα 318 κα ί 3ΐγ 
ά ν τ ίσ τ ο ιχ α . Τό Ϊ . Σ .  ά ν τ ισ τ ο ιχ ε ΐ στό 
μ έγ ισ το  τής πρώτης παραγώγου ή στό 
σ η μ ε ίο , πού ή δεύτερη παράγωγος παίρ
ν ε ι  τήν τ ιμ ή  μηδέν δηλ. στό σημείο  
τομής της μέ τόν άςονα των όγκων.

Στήν πράξη ό υπολογισμός τής 

πρώτης κα ί δεύτερης παραγώγου γ ί ν ε 
τ α ι μέ τόν άκόλουθο τοόπο: Ά π ό  τόν 
πίνακα των πειραματικώ ν τιμών Ε κα ί 
V (ή pH κα ί V) ύπολογίζουμε τούς 
λόγους Δ Ε/Δ ν ή ΔρΗ/Δν σέ διάφορα ση
μ ε ία  τής καμπύλης όγκομέτρησης κα ί 
μ 'αύτούς κατασκευάζουμε τήν καμπύλη
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τής πρώτης παραγωγού*. Μέ τόν ί δ ι ο  τρόπο, Αφού όπολογιστούν 
τ ιμ έ ς  Δ2Ε/Δ ν2 ή Δ2ρΗ/Δν2 γ ιά  διάφορα σημεία  τής κ α μ π ύ λη ς ,γ ί· 
ν ετα ι γραφική παράσταση τής δεύτερης παραγωγού.

* η μέθοδος τής πρώτης κα£ δεύτερης παραγωγού έφαρμόζε- 
ται, μέ έπ ι τ υ χ ία  σέ π ερ ιπ τώ σεις , πού ή καμπύλη όγκομέτρησης 
ε ίν α ι συμμετρική γύρω άπό τό Ισοδύναμο σ η μ ε ίο . "Οταν ή καμ
πύλη δέν ε ίν α ι συμμετρική (όπως π . χ .  στήν όγκομέτρηση Ιόν  -  
των Αργύρου,μέ χρωμικά (όντα ή γενικώ τερα σ τ ί ς  όγκομετρή- 
σ ε ι ς ,π ο ύ  συμμετέχουν Ιόντα μέ δ ιαφ ορετικό  φ ο ρ τ ίο ) ,  ύπάρχει 
διαφορά μεταΕύ τοΟ Ι . Ε .  τής καμπύλης κα ί τού μ εγ ίσ το υ  τής 

πρώτης παραγώγου.
Πρέπει νά σημειω θεΐ, ό τ ι ή χάραΕη των καμπύλών τής πρώ

της κα ί δεύτερης παραγώγου μπορεί νά γ ί ν ε ι  κα ί αύτόματα μέ 
συστήματα ήλεκτρονικής δ ια φ ό ρ ισης. Τά σήματα έΕόδου των δ ια - 
φοριστών μπορούν μ ά λ ισ ια  νά χρησιμοποιηθούν γ ιά  τόν αύτόμα- 
το τερματισμό των ποτενσιομετρικώ ν δγκομετρήσεων.

Μιά άλλη μέθοδος γ ιά  τή γραφική εύρεση τού Ι . Ε .  καμπύ
λης όγκομέτρησης ε ίν α ι  ή γραφική παράσταση τού λόγου Δν/ΔΕ 
(άντίστροφος τής πρώτης παραγώγου ΔΕ/Δν) σέ συνάρτηση μέ τόν 
προστιθέμενο όγκο V . Μιά τ έτ ο ια  γραφική παράσταση δ ί ν ε ι  δυό 
εύθεΧες γραμμές δ εΕ ιά  κα ί Αριστερά ά π 'τό  Ισοδύναμο σημείο^, 
πού συναντιούντα ι πάνω στόν Α£ονα των όγκων κα ί άκριθώς στό 
Ι . Ε * * .  Τά διαγράμματα αύτά,γνωστά σάν διαγράμματα GRAN, πα
ρουσιάζουν πολλά πλεονεκτήματα κα ί έφαρμόζονται μέ μεγάλη 6- 
π ι τ υ χ ία  σ τ ί ς  6γκομετρήσεις  όΕυμετρ ία ς -  ά λ κ α λ ιμ ετ ρ ία ς , κα- 
θ ιζή σ εω ς, συμπ λοκομετρ ικές , 6£ειδοαναγωγής κ . λ . π .  ‘ Η μέθο
δος έ χ ε ι  γ ί ν ε ι  μέθοδος ρουτίνας σ τ ί ς  π ο τ εν σ ιο μ ετ ρ ικ ές  δγκο- 
μ ετρ ή σ ε ις  κα ί τό ένδιαφέρον των Αναλυτικών χημικών γ ιά  τά

* Ι.Ν. Kolthoff and Ν.Η. Furman, Potentiometric Titrations, ' John 
Wiley & Sons, New York (1947) p.p. 9-60.

** G. Gran, Acta 'Chem. Scand. 4, 559 (1950).
T. Anfalt, D. Dyrssen and D. Jagner, Anal. Chim. Acta 43, 487

(1968).
A. Ivaska and E. WSnninen, Anal. Letters 6(11), 961 (1973).
L. Pehrsson, E. Ingman and A. Johansson, Talanta 23, 769 (1976).
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6 uayράμματα GRAN έχει, μεγαλώσει, μετά τήν εισαγωγή έ;κλεπτι
κών Ηλεκτροδίων γ ιά  τήν παρακολούθηση των συγκεντρώσεων των 
όγκομετρούμενων ιόντων.

"Ας δούμε, πως έξη γ εϊτα ι ή γραμμικότητα τής συνάρτησης 
= f (V ) . Θά πάρουμε τήν όγκομέτρηση διαλύματος Ισχυρού 6-

ΔΕ
ξέος όγκου ν0 καί συγκέντρωσης CA μέ μιά  ράση συγκέντρωσης 
CB . Σ *όποιοδήποτε σημεϊο τής όγκομέτρησης ισχύει ή σχέση

[H+]=Ca ν 0+ν ”CB ν 0+ν (107)

Τό δυναμικό, πού μετρούμε σέ μιά  τέτοια  όγκομέτρηση, ε ίν α ι  
άνάλογο μέ τό pH τού διαλύματος καί Ισχύουν ο ΐ σχέσεις

pH=-logaH = -lo g fM.· [η *]

= k -lo g [η*] , (108)

όπου f H. ό συντελεστής ένεργότητας τού Η* καί k= -log^ . ."Ο
πως ε ίν α ι γνωστό, τό f M. ε ίν α ι συνάρτηση τής ίονικής ισχύος 
τού διαλύματος. 'Αντικαθιστώντας τήν (107) στήν (108) -παίρ
νουμε

pH k-log^CA v 0+V -C8 Vo+V ) (109)

Μέ διαφόριση ή έΕίσωση (109) μάς δ ίν ε ι

dV
dpH =2,30 Vo+V

Vo
CaVq-CbV 

C* +C B
( 110)

"Αν όνομάσουμε τόν όγκο μέχρι τό ισοδύναμο σημείο, θά ι 
σχύει CA ·ν 0=(  ̂ ·νβ καί ή σχέση (110) γ ίνετα ι τελικά

dV
dpH =2,30 Vo+V

ν β+\ς (V. -V) (1 11 )

'Επειδή στήν περιοχή γύρω άπό τό ισοδύναμο σημείο Ισχύει 
V = V .  ή σχέση (111) μπορεί νά γραφτεί καί σάν

dV
ΰρ Η

—2,30 (VB -V) (112 )
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Μετά τό Ισοδύναμο σημείο θά Ισχύει άντίστοιχα

άν
άρΗ =2, 30 (V-Ve ) (113)

ΟΙ,γραφικές παραστάσεις τών συναρτήσεων (112) καί (113) ε ί 
ναι εύ θ εϊες  γραμμές, πού τέμνονται στό Ισοδύναμο σημείο.Αύ- 
τό δείχνεται στό σχήμα 32.

'Ανάλογες σχέσεις μπορούν 
νά άποδειχτοΟν καί γ ιά  δποια- 
δήποτε ποτενσιομετρική όγκο
μέτρηση. Ε 'δ λες  τ ίς  περιπτώ
σ ε ις  ή συνάρτηση =f (ν)πα- 
ριστά εύθεϊα γραμμή μέ τήν 
προϋπόθεση, ότι γ ίνετα ι διόρ
θωση γ ιά  τήν άραίωση των δ ια 
λυμάτων, πού όφείλεται στήν 
προσθήκη τοϋ άντιδραστηρίου 
6γκομέτρησης. Γ ιά  τήν περίπτω
ση καθίζησης πού γ ίνετα ι μέ 
βάση τήν στοίχειομετρική άντίδραση

Σ χ . 3 2 . Γραφ ική παράσταση των 
συναρτήσεων ( 112 ) κ α ί  ( 1 1 3 ) γ ιά  
τάν π ροσδιορισμό τοΟ Ι . Σ .  πο- 
τ ε ν σ ιο μ ε τ ρ ικ ή ς  ό γκο μ έτρ η σ η ς .

xX+mM —► Μ„,Χχ ,

ά π ο δεικ νύ ετα ι, ό τ ι Ισχύουν ot έ£ ισ ώ σ εις

dV B m
dE X

dV _  Zm*F
dE RT

ά ντίσ το ιχα  πρίν καί μετά τό Ισοδύναμο σ ημείο

(114)

(115)

(116)

β) Κατασκευή ‘ Ημιλογαριθμικών Διαγραμμάτων καί Διαγραμμάτων 
GRAN.

'Ενας τρόπος νά πετύχουμε γραμμική σχέση μεταΕύ τοϋ μ ε-  
τρούμενου δυναμικοϋ καί τή ς  συγκέντρωσης ένός Ιόντος [χ] ε ί 
να ι νά κάνουμε τή γραφική παράσταση τής έζίσωσης N ern st
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E = E t
lo g  [χ ] (117)

σέ ήμιλογαριθμικό χα ρτί. *Η έξίσωση (117) μετασχηματίζεται
στήν

Ε=Εο +Slog  [χ] , (118)

όπου S = ^ ' 30.3RT  ̂ · Η g gxeL χςμή 56,16 mV καί 29,58

mV Αντίστοιχα γιά  μονοσθενή καί δισθενή ίόντα. Τό δυναμικό 
Ε 0 όψ είλεται σέ σταθερά δυναμικά τοΟ γαλβανικοΰ στοιχείου  
καί συνήθως έξαφ ανίζεται μέ τή σωστή ρύθμιση καί βαθμονόμι- 
ση τού όργάνου, πού γ ίν ετ α ι μέ τή μέτρηση προτύπων διαλυμά
των. * Η σχέση (118) τελικά  γ ίνετα ι

E = S lo g [x ] (119)

Στό τέλος τού βιβλίου δ ίνετα ι ύπόδειγμα ήμιλογαριθμικοϋ χρρ- 
τιού γιά  τή μετατροπή τής λογαριθμικής συνάρτησης (118) ή 
(119) σέ γραμμική. ‘ Η έξίσωση (119) μπορεί νά γραφτεί Καί 
σάν

E /S = lo g  [χ] (120)

ή a n t i lo g (E /S )  = [X] (121)

“Οπως δ ε ίχ ν ε ι  ή έξίσωση (121), ή συγκέντρωση τού ίόν-
τος X συνδέεται γραμμικά μέ τόν άντιλογάριθμο τού (E / S ) .

OL έξισ ώ σ εις  (119) καί (121) μπορούν νά χρησιμοποιη
θούν γ ιά  χάραξη καμπύλων άναφορ&ς, όταν θέλουμε μέ άπόλυτη 
ποτενσιομετρία νά προσδιορίσουμε τή συγκέντρωση τού Χσέ ά
γνωστα δείγματα. *Η έξίσωση (121) δ ίν ε ι  εύθεΐα  γραμμή, όταν 
παρασταθεΐ γραφικά σέ άντιλογαριθμικό χάρτι. Οί δύο τρόποι 
τής γραφικής παράστασης τής καμπύλης άναφοράς ποτενσιομε- 
τρικών μετρήσεων παρουσιάζουν μιά σειρά άπό πλεονεκτήματα καί 
μειονεκτήματα: Τό ήμιαντιλογαριθμικό διάγραμμα μπορεί νά χρη

σιμοποιηθεί μόνο γ ιά  μικρή περιοχή συγκεντρ<ήσεων τού X (μιά  
δεκάδα), ένω τό ήμιλογαριθμικό διάγραμμα μπορεί νά καλύψει 
πολλές δεκάδες συγκέντρωσης μέ τήν προϋπόθεση,άτι δ ιαθέτει
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κανείς ή μ ιλογαριθμικό χαρτί πολλών κύκλων. "Ενα άπό τά πλε
ονεκτήματα τοΟ ήμιαντιλογαριθμικοϋ διαγράμματος ε ίν α ι ,  ότι 
μπορεί νά μάς δώσει τό σημείο συγκέντρωσης [χ]=0 σάν τομή 
τής εύθείας γραμμής μέ τόν όριξόντιο άξονα. Ή Ιδιότητα αύ- 
τή,τοΟ άντιλογαριθμικοΟ διαγράμματος ε ίν α ι πάρα πολύ^χρήσι
μη , γ ια τί μάς έπιτρέπει νά μετατρέφουμε καμπύλες όγκομέτρη
σης σέ εύθύγραμμες παραστάσεις καί νά προσδιορίσουμε τό Ι 
σοδύναμο σημείο, πού δέν ε ίν α ι άλλο άπό τό σημείο [χ ]» 0 .  Τό 
σημείο αύτό μπορεί νά προσδιοριστεί μέ προεκβολή τοϋ εύθύ- 
γραμμου τμήματος του άντιστοίχου ήμιαντιλογαριθμικοϋ δ ια

γράμματος.
"Οταν ή συγκέντρωση [χ ] στήν έξίσωση (121) δοθεί σάν συ

νάρτηση τοϋ άρχικοϋ όγκου ν 0, τοϋ προστιθέμενου όγκου νκ .λ .π . 
ή σχέση αυτή παίρνει γιά  όγκομέτρηση ένός διαλύματος ίσχυ- 
ροϋ καί ένός διαλύματος άσθενοϋς όξέος άντίστοιχα τή μορφή 
των έξισώσεων ( 1 22 ) καί (123)*

Tip tv άπό τό Ι . Ε .  (V0+V) 10lk' pH'=f (V) ,
( 122)

μετά τό Ι . Ε .  (V0+V) 10<pH‘ k = f (V)

uptv άπό τό Ι . Ε .  ν ·1 0 ιΚρΗ> =f (V) 

μετά τό Ι .Ε .  (V0+V) · 10<pH‘ k '= f  (V)
(123

Ανάλογες σχέσεις δίνονται καί γ ιά  άλλους τύπους όγκο -  

μετρήσεων**.
Ε π ε ιδ ή  ή χάραξη ένός διαγράμματος GRAN προϋποθέτει προ

ηγούμενο ύπολογισμό διαφόρων παραστάσεων καί γενικά  πολύ
πλοκους ύπολογισμούς, έχουν τυπωθεί ε ίδ ικ ά  χαρτιά χαραγμέ
να κατάλληλα, ώστε νά μπορούν νά παρασταθοϋν κατ'εύθεΐαν τά 
πειραματικά σημεία. Τά χαρτιά αύτά μέ ε ίδ ικ ή  χάραξη τής συ
νάρτησης GRAN προβλέπουν καί διόρθωση γιά  τήν άραίωση των 
διαλυμάτων λόγω τοϋ προστιθέμενου όγκου. Αύτό γ ίν ετ α ι μέ τή

Λ L, Pehrson, F. Ingman and A. Johansson, Talanta, 23, 769 (1976). 

f t f t D. Jagner and V, Pavlova, Anal. Chim. Acta, 60, 153, (1972).
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λοξή χάραξη των όρ ιζόντίω ν γραμμών. Ted τή σωστή Αξιολόγηση 
τ&ν διαγραμμάτων GRAN π ρέπ ει νά γ ίν ε τ α ι καί μ ιά  όγκομέτρηση 
μέ τυφλό διάλυμα (B la n k ) . Τό σχήμα 33 δ ε ίχ ν ε ι  ένα παράδει
γμα χρησιμοποίησης τής τ εχ ν ικ ή ς  των διαγραμμάτων GRAN γ ιά  
τόν προσδιορισμό C l”  σέ δείγμα τα  πολύ χαμηλής συγκέντρωσης. 
"Οπως φ α ίνετα ι στό σχ. 33 (α ), ε ίν α ι  πάρα πολύ δύσκολο νά 
προσδιορίσουμε τό Ι .Σ .  στήν καμπύλη όγκομέτρησης, ένω αύτό 
β ρ ίσ κ ετα ι εύκολα μέ διάγραμμα GRAN.

V <ml2,8 2 * 10" 3M AflNO,)

Ε χ . 3 3 . ( α )  Καμπύλη όγχομέτρ ησ ηε δ ια λ ύ μ α το ς  C l“ 2 ,5  ppm με δ ιά 
λυμα AgN03 2 ,8 2  x 1 ο '1 Μ. ( 8 ) Δ ιάγραμμα GRAN γ ιά  το' To<plo'(Blank) 
χ α ί  τύ  δ ε ίγ μ α . 'Η  συγχέντρωση χλω ρίου υ π ο λ ο γ ίζ ε τα ι άπά τή  σχε'- 
ση [ d ~ ]  =2 , 8 2 ( V2 - V 1 ) · 3 5 ,5  · 10 ”2 ppm. (Τ ε χ ν ιχ ο  φ υλλάδιο ORION -  Α - 

n a l y t i c a l  m ethods g u id e , May 1 9 7 7 ) .
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3. 'Ανάλυση ΣυμμεταβολΑς (RegreMion A n a lye i·)

"Ενα συνηθισμένο πβόβλημα κατά τήν έπεΕεργασία πειραμα
τικών δεδομένων ε ίν α ι Λ εύρεση μ ιά ς μαθηματικής έζίσωσης, ή 
δποία νά περιγρά φ ει τά πειραματικά  μας άποτελέσματα καί γ ε 
ν ικότερα  τό φαινόμενο πού μελετο ύ μ ε. %Η εύρεση τής έξίσωσης 
έκτός άπό τή θεωρητική της σημασία έ χ ε ι  καί πρακτική ε ί δ ι -  
κώτερα, όταν π ρόκειτα ι μέ βάση τά πειραματικά  δεδομένα νά ύ- 
πολογίσουμε ένδ ιά μεσ ες τ ιμ έ ς  τής συνάρτησης μέ παρεμβολή(In 
te rp o la t io n )  . Ε π ίσ η ς  τ ιμ έ ς  τής συνάρτησης, πού βρ ίσκοντα ι 
έξω άπό τήν περιοχή των πειραματικών δεδομένων, μπορούν νά 
ύπολογιστούν σωστά μέ προεκβολή (e x tr a p o la t io n )  μόνο, όταν 
ε ίν α ι σωστά χαραγμένη ή γραμμή ή ε ίν α ι γνωστή μέ ά κ ρ ίβ ε ια  
ή έζίσωση, πού περ ιγρά φ ει τό φαινόμενο. *Η γραφική ά ντιμ ετώ - 
πιση τών παραπάνω προβλημάτων σέ συνδιασμό μέ τά σφάλματα 
στή λήφη τών πειραματικών τιμ ώ ν, μπορεί νά μ ε ιώ σ ει πολύ τήν 
ά κ ρ ίβ ε ια  τού τελ ικ ο ύ  άποτελέσματος.

%η έξίσωση, πού ζητούμε νά βρούμε, ε ίν α ι  αύτή πού ύπολο- 
γ ίζ ε τ α ι ε ίτ ε  μ4 βάση τά πειραμα τικά  δεδομένα ε ί τ ε  μέ βάση 
μ ιά  έζομαλυμένη γραμμή, πάνω στήν όποία τα ιρ ιά ζουν τά π ε ι
ραματικά δεδομένα. ‘ Η πρώτη τεχ ν ικ ή  ε ίν α ι καλύτερη, ένώ ή 
δεύτερη έφαρμόζεται μόνο σέ π ερ ιπτώ σεις,π ού  τά πειρα μα τικά  
δεδομένα ε ίν α ι άνακριβή. Σέ κάθε περίπτωση ή γραφική παρά
σταση ε ίν α ι χρήσιμη γ ιά  νά άποφασίσουμε γ ιά  τόν πιθανό τύπο 
τής έΕίσωσης, πού τ α ιρ ιά ζ ε ι στά πειραματικά  δεδομένα.

Σέ ώ ρισμένες π ερ ιπ τώ σ εις  ό νόμος, πού π ερ ιγρά φ ει τό φαι
νόμενο, ε ίν α ι γνωστός καί ή θεω ρητική έΕίσωση έφαρμόζεται 
άμέσως. "Οταν ό νόμος ε ίν α ι άγνωστος, άρχίζουμε νά δοκιμά
ζουμε μέ τήν έΕίσωση τής εό θ ε ία ς  γραμμής, έπ ε ιδ ή  αύτή ε ίν α ι  
εύκολώτερο νά ύ π ο λο γ ισ τεί. "Αν ά π ο δ ε ιχ τ ε ΐ,  ό τ ι ή γραμμή δέν 
ε ίν α ι εύ θ ε ΐα , άλλά περίπου ε ύ θ ε ΐα , τότε δοκιμάζουμε σάν δεύ
τερη τήν παραβολική συνάρτηση Y =a+b*x+c»x2 · Μετά δοκιμάζον
τα ι ο ΐ π ερ ιπτώ σεις έκ θ ετ ικ ή ς  (Y =a.bx ) ,  γεω μετρ ικής (Y «a .x b ) , 
ύπερβολικής (Υ®1/(a + b x ), λ ο γ ισ τ ικ ή ς  (Υ=1/ ( a .b x +c) καί άλλων 
συναρτήσεων.
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Α) Γραμμική συμμεταβολή (L in e ar  r e g r e s s io n ) .

"Ας θεωρήσουμε σάν πρώτη προσέγγιση στό πρόβλημά μας ίή  
γραμμική σχέση μεταΕύ τής συνάρτησης y καί τής άνεξάρτητης 
μεταβλητής χ . ‘ Υπάρχουν δυό τύποι γραμμικών σχέσεων,πού δ ί 
νοντα ι άπό τ ί ς  έ£ ισ ώ σ εις  (124) καί (1 2 5 ).

Υ =b · X 

Υ = α+b-x

Στή συζήτηση πού άκολουθεΐ θά συμβολίζουμε μέ y τ ί ς  πει
ρα μα τικές τ ιμ έ ς  κα ί μέ Υ τ ί ς  θεω ρητικές  τ ιμ έ ς  τής συνάρτη
σης, πού ύπολογίζοντα ι μέ βάση τ ί ς  έ£ ισ ώ σ εις  (124) καί (125) 
πού ζητούμε νά βρούμε. 01. σ υντελεσ τές  α ,καί b ε ίν α ι  ή τεταγ-

Σ χ . 3 4 . Π ε ιρ α μ α τ ικ ο ί δεδομένα  κ α ί  ή θεω ρ η τικ ή  καμπέλπ» που τ<ί
π ερ ιγ ρ ά φ ε ι

μένη κα ί ή κλ ίσ η  τής διαγραμματικής παράστασης Y =f(x) καί 
λ έγο ντα ι α ν τ ίρ το ιχ α  μ ε τ α τ ό π ι σ η  τ ή ς  ε ύ θ ε ί -  
ο ς ( s h i f t  o f  the r e g r e s s io n  l in e )  καί σ υ v τ  ε λ ε σ τ ή ς  
σ υ μ μ ε τ α β ο λ ή ς  ( r e g r e s s io n  c o e f f i c i e n t ) . Στό σχή“ 
μα 34 δ ίν ο ν τ α ι τά πειραματικά δεδομένα, ή εύ θ ε ΐα  πού τά πε-

(124)

(125)
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ριγράφ ει καί o t συντελεστές α παί b Υ1(̂  τ1̂  γ εν ικ ή  περίπτω
ση γ=α+θ·χ.

Γ ιά  τήν εύρεση τής θεω ρητικής καμπύλης Y=b-x ή Y=a+b*x 
έφαρμόζονται ο ί έζής τ ε χ ν ικ έ ς .

α) Μέθοδος των μέσων δρων '

* η Αρχή πάνω στήν δποία βα σ ίζετα ι ή μέθοδος των μέσων 
δρων ε ίν α ι ή έζή ς : ‘ Η κ α λ ύ τ ε ρ η  ε ύ θ ε ΐ α  γραμ·
μ ή' π ο ύ  ζ π τ ο Ο μ ε  ε ί ν α ι  α ύ τ ή ,  π ο ύ
κ ά ν ε ι  τ ό  ά θ ρ ο ι σ μ ά  ό λ ω ν  τ ω ν  θ ε 
τ ι κ ώ ν  κ α ί  Α ρ ν η τ ι κ ώ ν  ά π ο κ λ ί σ ε ω ν
ί σ ο  μ έ  τ ό  μ η δ έ ν .  Γ ιά  πολλές π ερ ιπ τώ σ εις  ή 
μέθοδος αύτή ε ίν α ι  άρκετά Ακριβής# άν καί παρουσιάζει τό μ ε ι
ονέκτημα# ό τ ι θεω ρεί κάθε π ειρα μα τικό  σημείο  μέ τό ίδ ιο  στα
τ ισ τ ικ ό  βάρος.

Όταν ή έζίσωση ε ίν α ι τής μορφής Y=b*x καί έφαρμόσουμε 
τήν άρχή, πού άναφέραμε π ιό  πάνω, θά ίσχύουν o t  σ χ έσ ε ις

‘ Η σχέση (127) χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίτα ι γ ιά  τόν ύπολογισμό τής 
τ ιμ ή ς  τού b , πού ε ίν α ι  ό λόγος τού Αθροίσματος όλων των π ε ι
ραματικών τιμών τοϋ y καί τού άθροίσματος όλων των τιμών τού 
χ .  Όταν ή έζίσωση ε ίν α ι τής μορφής Y =a+b*x, γ ιά  τόν ύπολο- 
γισμό τών α καί b μέ τή μέθοδο τών μέσων δρων χωρίζουμε τά 
πειραματικά  δεδομένα σέ δυό όμάδες. ‘ Υπολογίζουμε τά ά θρ ο ί-  
σματα Σ ' y , Σ '  χ καί Σ "  y ,  ε "  χ  τών δύο όμάδων. Καταστρώνουμε 
τό σύστημα τών έζισώσεων (1 2 8 ), (129) τού όποίου ή λύση μάς 
δ ίν ε ι  τά α καί b

E (y -Y )= E (y -b .x ) = 0 (126)

Ey-bEx=0

(127)

Σ *y «E 'a + b E 'x  

E ".y »E  "  a+bE "  x

(128)

( 129)
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'Ά ν  o t 6υό δυάδες π ερ ιέχουν η ' κα ί η "  ζεύγη π ειρ α μ α τι
κών τ ιμ ώ ν, τό τε  τά Αθροίσματα Σ ’α κα ί Σ "α  θά ε ίν α ι Α ντί
στο ιχα  ίσα μέ η 'α  κα ί η " α .

6) Μέθοδος τών έλαχίστων τετραγώνων

*Η μέθοδος τών έλαχίστων τετραγώνων γ ιά  τόν υπολογισμό 
τών συντελεστών α κα ί b σ τη ρ ίζ ετα ι στήν Ακόλουθη Αρχή: *Η
κ α λ ύ τ ε ρ η  γ ρ α μ μ ή  π ο ύ  ζ η τ ο ύ μ ε  ε ί 
ν α ι  α ύ τ ή,  π ο ύ  κ ά ν ε ι  τ ό  ά θ ρ ο ι σ μ α  
τ ώ ν  τ ε τ ρ α γ ώ ν ω ν  τ ώ ν  Α π ο κ λ ί σ ε ω ν  
(Y-y) έ λ ά χ ί σ τ ο .  Τό θεώρημα αότό Α ποδίδεται μαθημα
τ ικ ά  σάν

"Οταν ή ζητουμένη έξίσωση ε ίν α ι τής μορφής Y =b*x, ή τ ι 
μή τής συνάρτησης Q έζαρτάται μόνο Από τήν τ ιμ ή  τής b . 'Αν
τ ίθ ε τ α  στήν περίπτωση πού ή έζίσωση ε ίν α ι τής μορφής Υ=α+ 
+ b *x , ή τ ιμ ή  τής συνάρτησης Q έζαρτάται Από τ ί ς  τ ιμ έ ς  καί 
τών δύο συντελεστών α κα ί b . Γ ιά  νά γ ίν ε ι  έλάχιστη ή συνάρ
τηση Q π ρέπ ει ή παράγωγος της Q' πρός b ή ο ί μ ερ ικ ές  παρά- 
γωγοί της πρός α κα ί b νά γ ίνουν μηδέν. Θά π ρέπ ει λοιπόν νά 
ίσ χ ύ ε ι :

0 = Σ (y -Y )2 = 'Ελάχιστο (130)

Γ ιά  Y=b»x
dQ _ d E (V -b -x )2 =0 
db 3b (131)

2 Σ (- X ) (y - b .x )=0 

2Σ (-xy) +2Σ (b ·Χ 2) =0

κα ί τ ελ ικ ά
Σ (xy) (132)Σχ2

Γ ιά  Y =a+b*x π ρέπ ει νά Ισχύουν συγχρόνως

3Q Σ (y - a - b « x )2 _0 
3α 3α

(133)

κα ί
3Q Σ (y - a - b x )2 ( 134)
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* Η εύρεση των παραγωγών σ τ ίς  σ χ έσ εις  (133) καί (134) μάς ό- 
δ η γ ε ϊ τελ ικ ά  στό σύστημα

Σ = (y -a - b - x )=0 

Z x (y -a -b *x )= 0. \

ή ατό Α ντίστο ιχο

n*a+bEx=Ey
Μ * ,

αΣχ+bEx = Σ (χ - y ) ,

όπου η = Αριθμός πειραματικών ζευγών τιμών y καί χ.
* Η λύση τοϋ συστήματος τών έξισώσεων (137) κα ί (13.8) μπο

ρ ε ί νά γ ίν ε ι  μέ τή μέθοδο τών όριζουσών καί βρίσκουμε γ ιά  τA 
α καί b τ ίς  σ χέσ εις

(135)

(136)

(137)

(138)

b= Σ (x y )- η ·χ .ν  
Σχ2 -η · (xr (139)

a=y - b *x  (140)

%Η τιμ ή  τών b μπορεί νά ύπ ολογ ισ τεί καί Από τ ί ς  έζισώ - 
σ ε ις  (141) καί (142), πού ε ίν α ι  Ισοδύναμες μέ τήν (1 3 9 ), Αλ
λά διευκολύνουν τούς ύπολογισμούς,όταν χρησιμοποιούμε ύπο- 
λο γ ισ τ ικ ή  μηχανή.

w J S X X .  

b’  Σ χ ’ - i f ^ ·

fc_s f (x -x )» (y -y )]
Ε (χ -χ )2

(141)

(142)

Γ ιά  τόν ύπολογισμό τών α καί b μέ τή βοήθεια  τών έΕ ι~  
οώσεων (139) καί (140) π ρέπει νά χρησιμοποιήσουμε τ ί ς  χ καί 
•y# π ρ ίν  γ ίν ε ι  δποιαδήποτε προσπάθεια γ ιά  στρογγύλεμα τών τ ι -  
|μών τους. Αύτό «ραίνεται άναγκαΐο, άν προσέΕουμε τήν έΕίσωση 
S (1 3 9 ), δπου καί στόν άριθμητή καί στόν παρονομαστή τοΟ κλά
σματος ο ΐ δύο όροι ε ίν α ι  σχεδόν ίσ ο ι καί θά π ρέπ ει τά χ καί

ι
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y νά μποϋν μέ όσο τό δυνατό περισσότερα δεκαδικά ψηφία γ ιά  
νά μποροΟν νά ύπολογιστοϋν ot διαφορές πού σχεδόν πλησιά
ζουν τό μηδέν. Συγχρόνως όμως π ρέπ ει νά είμ α σ τε προσεκτικοί 
στόν άριθμό των σημαντικών ψηφίων, μέ τά όποια θά δώσουμε 
τ ίς  τ ιμ έ ς  των α καί b . Γ ιά  τήν ά ν τ ικ ε ιμ ε ν ικ ή  Αντιμετώπιση 
αύτών τών προβλημάτων μπορούμε νά ύπολοχίσουμε τυ π ικ ές  Απο
κ λ ίσ ε ις ,  πού Αναφέρονται σ τ ις  τ ιμ έ ς  τών μεγεθών α καί b. Ot 
έξ ισ ώ σ ε ις , πού δ ίνο υν  αύτές τ ί ς  τυ π ικ ές  Α π οκλίσεις, ε ίν α ι

Sb= Vsxi!-n.xi

Τό μέγεθος s 0 ε ίν α ι  ένα μέτρο τής διασποράς τών τιμών 
γύρω Από τή θεω ρητική καμπύλη δηλ. ή τυπική Απόκλιση μεταξύ 
τών μετρούμενων y( καί τών ύπολογ ιζόμενων τιμών Υ·, καί δ ί 
ν ετ α ι Από τή σχέση

S o, y n ^ s :  ( 1 , 4 )

0L βαθμοί έλ ευ θ ερ ία ς  στήν περίπτωση αυτή ε ίν α ι η - 2 ,γ ια 
τ ί  γ ιά  τόν προσδιορισμό τής εύ θ ε ία ς  χρειά ζοντα ι τουλάχιστον 
2 σημεία  ή χ ρ ε ιά ζ ετα ι νά υπολογιστούν δύο μ εγέθη , τά α καί 
b . Πρέπει νά τ ο ν ισ τ ε ί ,  ό τ ι τό μέγεθος s 0 δέν ε ίν α ι ταυτόση
μο μέ τήν έπαναληπτικότητα τής μεθόδου, πού έκφράζει τό τυ
χαίο σψάλμα στή λήψη μεμονομένων μετρήσεων.

Ε ίδ ικ ή  περίπτωση έφαρμογής τής μεθόδου τών έλαχίστων 
τετραγώνων ε ίν α ι 6 υπολογισμός τοΟ μέσου όρου μ ιας σειράς 
τιμών x lf x 2 , χ 3. . . ·  στό ίδ ιο  δ ε ίγ μ α . Στήν περίπτωση αύτή ή 
γ εν ικ ή  έξίσωση τής εύ θ ε ία ς  Y=a+b-x γ ίν ε τ α ι Υ=α, γ ια τ ί ή Α
ληθής τ ιμ ή  τού πληθυσμού πρέπει νά ε ίν α ι Ανεξάρτητη Από τό 
δ ε ίγμ α  (b = 0 ) . ‘ Η έφαρμογή τής Αρχής τών έλαχίστων τετραγώ
νων γ ίν ε τ α ι ώς έξ ή ς :

και (143)

Σ (α ( - Υ )2 = 'Ελάχιστο  (145)

Ή σχέση (145) σ η μ α ίνε ι, ό τ ι 6 Α ριθμητικός μ έσ ο ς ό ρ ο ς ε ί-  
να ι αύτός, πού κά νει τό άθροισμα τών τετραγώνων τών άποκλί-
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σεων των μεμονομένων μετρήσεων άπ'αύτόν έλά χ ισ το . "Αν παρα- 
γώγίσουμε τή σχέση (145) πρός Υ καί έ£ισώσουμε μέ τό μηδέν, 
παίρνουμε

καί

ά Σ (α ι-Υ )2
"37 =0 ή 2ς (a j - y ) =0 ( 1 4 6 )

\

γ =  Σ α ί
Π

Β) 'Α κ ρ ίβε ια  προσδιορισμού μέ χρήση καμπύλης άναφοράς -  Τό
όριο  ά νιχνευσ ιμότητα ς.

‘ Η καμπύλη άναφορας (C a lib r a t io n  Curve ή Working Curve), 
πού χρησιμοποιούμε συχνά στήν άνάλυση, όταν κάνουμε χρήση ό
χ ι άπολύτων άλλά σχετικών μεθόδων (Φασματοφωτομετρία 'Απορ
ρόφησης, Φλογοφωτομετρία, Φασματοφωτομετρία 'Α τομικής'Α πορ
ρόφησης, 'Απόλυτη Π οτενσ ιομετρ ία , Κ ιν η τ ικ ές  Μέθοδοι 'Ανάλυ
σης κ . λ . π . ) , έ χ ε ι άπό άποψη ά κ ρ ίβ ε ια ς  π ερ ιω ρ ισ μένες  δυνα
τό τη τες , ο ί όπο ιες έξαρτώνται άπό διάφορους παράγοντες. Σέ 
κάθε προσδιορισμό άγνωστου δε ίγμ α το ς , πού γ ίν ε τ α ι μέ βάση 
τήν καμπύλη άναφοράς, μπορεί νά δοθούν όρια  έμ π ισ το σ υ νη ς .Έ · 
πίσης όρια  έμπιστοσύνης μπορούν νά δοθούν καί στήν ίδ ια  τήν 
καμπύλη άναφοράς καί γ ιά  όλόκληρη τήν περιοχή τη ς . Άπό μ ιά  
καμπύλη άναφοράς μπορούμε έπ ίσ ης νά ύπολογίσουμε μ ιά  έκτίμη- 
ση γ ιά  τό όρ ιο  ά ν ιχνευσ ιμ ότη τα ς, δηλ. τό κατώτερο όρ ιο  συγ
κέντρωσης πού μπορούμε νά προσδιορίσουμε μέ βάση τήν έφαρ- 
μοζόμενη μέθοδο καί τήν καμπύλη άναφοράς.

Ά ς  ύποθέσουμε, ό τ ι μετρήσαμε άπό μ ιά  φορά η πρότυπα 
δείγματα  καί βρήκαμε μέ τή μέθοδο ,τών έλαχΙστών τετράγωνων 
τήν έΕίσωση τής καμπύλης άναφοράς

Y=a+b. χ (147)

Αντικατάσταση τού α μέ τό ίσο του a=y-bx (έΕίσωση 140) 
μάς έπ ι τρ έπ ε ι νά γράψουμε τήν τ ελ ικ ή  έξίσωση, μέ τήν όποια 
άπό τήν τ ιμ ή  y·, μ ιά ς Ιδ ιό τητα ς τού άγνωστου δε ίγμ α το ς  Υπο
λογίζουμε τήν άγνωστη συγκέντρωση X i*

χ »88 ^  b: I ~ * χ U 4 8 )
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Τό τυχα ίο  σφάλμα στήν τ ιμ ή  τοϋ x t θά έξαρτάται άπό το 
σφάλμα στό (γ; -y) καί άπό τό σφάλμα τοϋ b . Τό σφάλμα στό χ 
ύ π ο τ ιθ ετα ι ό τ ι  ε ίν α ι  μηδέν, άφοϋ ή καμπύλη άναφοράς έ γ ιν ε  μέ 
πρότυπα δ ε ίγμ α τα . Ά ν  μέ βάση τή σχέση (148) υπολογίσουμε 
τήν παοαλλακτικότητα s 2 έφαρμόζοντας τόν νόμο τής μετάδο- 
σης τών σφαλμάτων (βλέπε σ ελ . 143 καί πίνακα XX) , βρίσκουμε

δπου

,2 =  
’χΛ I

; 2 -  + iy.-y) V η /

+ (Y i-y) (149)

2
2 2_ S °

S 0 f s b ~ Σχ*-Τΐχ2 (150)

‘ Η τ ιμ ή  τοϋ S j ύ π ο λο γ ίζετα ι άπό τή σχέση (1 4 4 ). Πρέπει νά 
προσθέσουμε, ό τ ι γ ιά  τήν π ιό  πάνω συζήτηση τά πρότυπα καί τό 
άγνωστο δ ε ίγ μ α  άναλύονται μέ τόν ίδ ιο  άριθμό παραλλήλων προσ
δ ιορ ισ μώ ν. 'Αντικατάσταση τών σχέσεων (150) στήν (149) μάς 
δ ίν ε ι  σάν τ ε λ ικ ή  έζίσωση γ ιά  τό σφάλμα στό x

s + Γν, -V) 2
b* (Σ χ ^ η χ *) (151)

‘ Η ποσότητα s x τής έξίσωσης (151) μπορεί νά χρησιμο
π ο ιη θ ε ί γ ιά  τόν καθορισμό τών όρίων έμπιστοσύνης τής τ ιμ ή ς  
χ; τοϋ άγνωστου δ ε ίγ μ α το ς , δηλ. δ ρ ια  έμπιστοσύνης

X; ± t (Ρ,ν) χ. (152)

δπου t (p<v, ε ίν α ι  ή τ ιμ ή  τοϋ t  γ ιά  έπ ίπεδο  ά ζ ιο π ισ τ ία ς  ρ κα ί 
βαθμούς έλ ευ θ ερ ία ς  ν = η -2 .

"Αν ή άνάλυση τών προτύπων γ ίν ε ι  μ ιά  φορά γ ιά  τό καθένα, 
άλλά ή άνάλυση τοϋ άτνώστου γ ί ν ε ι  m Φορές, τό 1 στήν ύπόρ- 
ρ ιζ ο  ποσότητα τής σχέσης (151) γ ίν ε τ α ι .

ΙΑ

Όπως φ α ίν ετα ι άπό τή σχέση (1 5 1 ), τό σφάλμα στόν προσ
δ ιο ρ ισ μ ό  τοϋ X; έζα ρ τά τα ι: 1) 'Από τήν κλ ίσ η  b τής καμπύλης 
άναφοράς. Έ μμεσα ή έξάρτηση αύτή άνάγετα ι στήν εύαισθησία 
τής άνα λυτικής μεθόδου. 2) Άπό τή διασπορά s 0 των σημείων 
σέ σχέση μέ τήν θεω ρητική γραμμή συμμεταβολής. 3) Άπό τόν 
ά ριθμό τών προτύπων δειγμά τω ν, πού χρησιμοποιήθηκαν γ ιά  τήν
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κατασκευή τής καμπύλης άνοκρορ&ς. 4) Άπό τήν κατανομή των 
τιμών των προτύπων δειγμάτων σέ σχέση μέ τό χ . 5) *Από τή 
θέση τής τ ιμ ή ς  y,· σέ σχέση μέ τήν y καί 6) Άπό τόν άριθμό 
των παραλλήλων προσδιορισμών, πού γ ίν ο ν τα ι στό άγνωστο δεϊγ-

α α Τ ^
Τό συμπέρασμα λοιπόν ε ίν α ι ,  ό τ ι τό s Xi δέν ε ίν α ι  στα

θερό, άλλά έξαρτ&ται άπό τήν τ ιμ ή  τού χ,· καί π α ίρ ν ε ι τήν έ -  
λάχιστη τ ι ι ιή ,  όταν y, =y , πού ε ίν α ι

■ V
n+m
n.m (152) ,.

Ετήν τελευ τα ία  περίπτωση τά όρια  έμπιστοσύνης του χ( ε ίν α ι

+ t (D V) S qt / n+m
- b V n*m (153)

Τό σχήμα 34 δ ίν ε ι  μ ιά  εΙκόνα τής μεταβολής των όρίων έμ π ι-  
στοσύνης γ ιά  όλόκληρη τήν περιοχή μ ιά ς καμπύλης άναφοράς. 
Τά όρια  αύτά ύπολογίζονται άπό τήν έξίσωση

(1S4,

τιού ε ίν α ι έΕίσωση ύπερβολής.
‘ Η γραψική παράσταση τοϋ σχήματος 35 μέ τά όρ ια  έμ π ι-  

στοσύνης γ ιά  τήν εύ θ ε ΐα  συμμεταβολής ε ίν α ι μεγάλης σημασίας 
γ ιά  τόν άναλυτικό χημικό. Τά όρια  έμπιστοσύνης σ τίςδύο  πλευ
ρές τής εύ θ εια ς  συμμεταβολής μπορούν νά χαραχτούν γ ιά  δ ιά 
φορα έπίπεδα ά ζ ιο π ισ τ ία ς , πού καθορίζοντα ι άπό τήν τ ιμ ή  τού 
α καί τού β . Τό έπ ίπεδο ά ζ ιο π ισ τ ία ς  δ ίν ε τ α ι στήν περίπτωση 
αύτή άπό τή σχέση 1 -α -β *. Στό σχήμα 35 αύτό μεταφράζεται ώς 
έξή ς : 100α% των άποτελεσμάτων θά βρίσκοντα ι 6ξω άπό τήν πε
ρ ιο χ ή , πού κα θορ ίζετα ι άπό τό κατώτερο όρ ιο  έμπιστοσύνης καί 

ιτήν καμπύλη άναφοράς.

*  A, Hubaux and G. Vos, D e c is io n  and D e te c t io n  L im its  f o r  L in e a r  
C a l ib r a t io n  C u rv e s , A n a l. C hem ., 4 2 , 8 4 9 -8 5 5  ( 1 9 7 0 ) .
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Γι-ά μ ιά  τ ιμ ή  Vi · π° ύ Μετρούμε σ ' έ ν α  Αγνωστο δείγμα ,κα 
θο ρ ίζο ντα ι δυό τ ιμ έ ς  xmin καί xmax Απ'τήν ιχαρΑλληλη μέ τόν 
Αξονα των χ καί τά δύο δρ ια  έμπιστοσύνης τής εύ θ εία ς  συμμε- 
ταβολής. ‘ Η περ ιοχή XmirTxmax δ έ ε τ α ι  φυσικά μέ σ τα τισ τ ικ ή  β ε
βα ιότητα 1 0 0 (l -α -β) Απως Αναφέραμε π ιό  πάνω.

Σ υ γκέντρ ω σ η  χ

Σ χ . *35. Γραμμυκιί καμπύλη άναφορδς με το ανώτερο καύ κ α -  
τώ τερο ό ρ ιο  έμπ ισ τοσ ύνης τ η ς .  Τό χ 0 ε ί ν α ι  τό  ό ρ ιο  ά ν ιχ -

ν ευ σ ιμ ό τη τα ς

Κάτι πολύ βασικό γ ιά  τόν Αναλυτικό χημ ικό , πού δ ε ίχ ν ε ι  ή γρα
φ ική παράσταση τοΟ σχήματος 35 , ε ίν α ι καί τό Ακόλουθο: "Ας
ύποθέσουμε, ό τ ι ό Αξονας των y παριστΑ τό μέγεθος μ ια ς Ι δ ι
ότητας τοΰ δ ε ίγ μ α το ς , πού μ ε τ ρ ιέ τ α ι μέ τήν τ ιμ ή  ένός ήλεκ- 
τρ ικ ο ΰ  σήματος, πού σ υνδέετα ι γραμμικά μέ τή συγκέντρωση χ. 
Τότε ή τ ιμ ή  yKpia Α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί στήν τ ιμ ή  συγκέντρωσης χ=0. ‘ Η 
τ ιμ ή  χ0 λ έγ ετ α ι ό ρ ι ο  ά ν ι χ ν ε υ σ ι μ ό τ η τ α ς  
(βλέπε καί σ ελ . 13) τής ούσ ίας, πού προσδιορίζουμε στό δ ε ίγ 
μα. Σήματα ίσα ή μ ικρότερα  άπ 'τό  yKpi0 έχουν μ ιά  μεγάλη π ι
θανότητα (1—α—β ) -100% νά Ανήκουν σέ δείγματα  συγκέντρωσης 
ίσης μέ μηδέν (blar.k = τυφλό) . Τό ό ρ ιο  χ0 ε ίν α ι  καί τό όριο  
καθαρότητας μ ια ς  ούσ ία ς, πού μπορεί νά δ ια π ιστω θεί μέ τή μέ
θοδο αύτή. 'Από τήν παραπάνω συζήτηση γ ίν ε τ α ι άκόμα φανερό, 
δ τ ι  τά y^,-,, κα ί χ η δέν έχουν καθωρισμένες τ ιμ έ ς .  Γ ιά  μιάσυγ-
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κεκριμένη μέθοδο καί ένα ώρισμένο άριθμό προτύπων δειγμάτων 
θά μεταβάλλονται τά γκρίσ καί χ0 μέ τήν έκλογή των α καί β . 
Σέ ένα άλλο πείραμα κατασκευής τής καμπύλης άναφοράς ε ίν α ι 
πιθανό παρά τή χρησιμοποίηση των ίδιω ν προτύπων δειγμάτων 
νά πάρουμε τ ιμ έ ς  σημάτων τοϋ y , πού διαφέρουν άπό τά προη
γούμενα, έπ ειδή  ύπάρχουν τά τυχαία σφάλματα. "Ε τσ ι ή^γραμμή 
συμμεταβολής καί τά όρια έμπιστοσύνης δέν θά συμπέσουν στά 
δύο πειράματα καί ο ί τ ιμ έ ς  yKpi0. καί χ0 θά βρεθούν διαφορε
τ ικ έ ς .  Τό χ0 λοιπόν ά π οτελεΐ έκτίμηση μόνον τοϋ όρίου ά ν ιχ -  
νευσ ιμότητας.

Τά παρακάτω παραδείγματα έΕηγοϋν τόν τρόπο έφαρμογής 
των τεχνικώ ν, πού περιγράφηκαν μέχρ ι τώρα γ ιά  τήν εύρεση τής 
κατάλληλης εύ θ εία ς  συμμεταβολής πειραματικών δεδομένων.

Παράδειγμα is Κατά τή δ ιά ρ κ ε ια  πειράματος γ ιά  τόν 
προσδιορισμό τοϋ συντελεστή μοριακής άπορρόφησης μ ιά ς ο ύσ ί- 
ας σέ διάλυμα μετρήθηκαν 4 διαλύματα διαφόρων συγκεντρώ
σεων καί ό διαλύτης καί βρέθηκαν τ ιμ έ ς  άπορρόφησης, πού δ ί 
νοντα ι στή δεύτερη στήλη τοϋ π ιό  κάτω πίνακα. *Η όπτική δ ια 
δρομή στήν κυψελίδα ε ίν α ι 1 cm. Μά β ρ εθ ε ί ή τ ιμ ή  τοϋ συντε
λεστή μοριακής άπορρόφησης ε .

Πίνακας πειραματικών τιμών

Συγκέντρωση 
χ(Μ χ 10 '" )

' Απορρόφηση 
y (Α)

Y=b· χ (y~Y)
103

0 ,0 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0

1,0 0 ,210 0,201 +9
2 ,5 0 ,530 0 ,502 +28

3,0 0 ,580 0 ,603 -23

Οin 0,990 1,005 -15

ΣΧ“ 11 , 5 E y *2 ,310 • 1

Αάαπ: (Μέθοδος μέσων δρων)

« -  Η ξ "  l l t - . ~ l - . c m - '
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Ή έξίσωση πού δ ίν ε ι  τήν Απορρόφηση τών διαλυμάτων σέ συνάρ
τηση μέ τή συγκέντρωση θά ε ίνα ι.

Υ =2 ,01 ·10  3· χ (155)

Μέ τήν έξίσωση αύτή ύπολογίζονται ο ΐ θεω ρητικές τ ιμ έ ς  τήξ 
τρ ίτ η ς  στήλης του πίνακα καί μετά o t Α ποκλίσεις των π ειρα 
ματικών καί τών θεωρητικών τιμών τής τελευτα ία ς στήλης. Ό 
πως δ ε ίχ ν ε ι  ή τελ ευ τα ία  στήλη του πίνακα, τό Αθροισμα τών Α
ποκλίσεων ε ίν α ι σχεδόν μηδέν (ή τ ιμ ή  1 ό φ είλ ετα ι σέ στρογ
γύλευα τών Α ριθμώ ν).

Παράδειγμα 2: Γ ιά  τήν ΑνάπτυΕη Αναλυτικής μεθόδου φθο·
ρ ισμομετρ ικού  προσδιορισμού τού άνθρακενίου σ 'ένα  νέο δ ια 
λύτη μετρήθηκαν 6 δείγμα τα  συγκεντρώσεων Από 1 ppm μέχρ ι 
6 ppm. Τά π ειρα μα τικά  δεδομένα δ ίν ε ι  ό π ιό  κάτω πίνακας. Νά 
β ρ εθ ε ί ή έξίσωση, πού π ερ ιγρά φ ει τά πειραματικά δεδομένα.

Π ίνακας

Συγκέντρωση 
Ανθρακενίου 

χ (ppm)

'Ε ν δ ε ιξ η
όργάνου

y
Y=a+b*x (y-Y)

1 14,0 15,44 -1 ,4 4
2 2 1 ,0 20 ,33 +0,67
3 26 ,0 25 ,22 +0 ,78

Σ 'χ  = 6
/

4

Σ ' γ  =  61 ,0

32 ,0 30,11 +1,89
5 34 ,0 35,00 -1 ,0 0
6 39,0 39,89 -0 ,8 9

Σ "  χ = 15 Σ '' y = 105,0 Σ (y-Y )= 0,1
•

Μέ βάση τ ί ς  τ ιμ έ ς  τού π ιό  πάνω πίνακα καί τ ίς  έξ ισ ώ σεις  
(128) κα ί (129) καταστρώνουμε τό σύστημα

6 1 , 0=3·α+6*b 

105,0 = 3 ·α + ΐ5  *b
(156)
(157)
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καί βρίσκουμε τ ίς  τ ιμ έ ς  α =10 ,55 , b = 4 ,8 9 . ‘ Η έΕίσωση, πού δ ί 
ν ε ι  τό φθορισμό των διαλυμάτων σέ συνάρτηση μέ τη συγκέν
τρωση, θά ε ίν α ι

Υ =10,55+4 , 8 9 ·χ
' \

Παράδειγμα 3: Μέ φασματοφωτόμετρο, πού διαβάζουμε Α
πορρόφηση μέ ά κ ρ ίβ ε ια  στό τ ρ ίτ ο  δεκαδικό ψηφίο, μετρούμε έΕΠ 
πρότυπα διαλύματα μέ κυψελίδα 1 cm. 01 τ ιμ έ ς  συγκέντρωσης 
των διαλυμάτων γ ιά  τό συστατικό Q, πού Απορροφά στό μ .κ .π ο ύ  
μετρούμε καί ot Α ντ ίσ το ιχ ες  Απορροφήσεις δ ίν ο ν τ α ι στόν η ιό  
κάτω πίνακα. *Η ρύθμιση τού 100% Τ τού δργάνου έ γ ιν ε  μέ Η2Ο 
καί δ χ ι μέ τόν δ ια λύ τη .

Πίνακας τιμών παραδείγματος

Συγκέντρωση [q] 
(χ)

Απορρόφηση A
(y)

Παράγωγα μεγέθη χ ρ ή σ ι- ( 
μα γ ιά  τούς ύπολογισμούς

1-10 _s 0 ,415 Σχ=21 *10 *5
2-10 "s 0 ,516 χ = 3 ,5 ·1 0  *5
3-10 "s 0 ,650 χ 2= 1 2 ,25*10 *5
4*10 ~5 0 ,756 E y»4 ,186
5 · 10 ”s 0 ,884 ?= 0 ,6 9 8
6-10 _s 0 ,965 J 2=0 ,4872  

Σχ 2=91 · 10-,° 
Ey2=*2,574 
EXy=16,6 3 1 ·10 *5

Νά ύπολογιστούν: 1) *0  συντελεστής μοριακής Απορρόφησης τού 
συστατικού Q. 2) %Η Απορρόφηση τού διαλύτη γ ιά  τό μ ·κ · πού 
μετρούμε. 3) Τά δρ ια  έμπιστοσύνης γ ιά  τά παραπάνω μ ε γ έ θ η .4) 
Ή τυπική Απόκλιση β 0, πού δ ε ίχ ν ε ι  τή διασπορά τών πειραμα
τικών σημείων γύρω Από τή θεω ρητική ε ύ θ ε ΐα . 5) *Η συγκέντρω
ση Αγνώστου διαλύματος πού π ε ρ ιέ χ ε ι τό συστατικό Q. Τ ρ εΙς  
μ ετρ ή σ εις  τού Αγνώστου έδωσαν τ ιμ έ ς  Απορρόφησης Αι ■  0#715# 
Α2β0,706  καί Α 3=0,709. 6) Τά δρ ια  έμπιστοσύνης γ ιά  τήν άγ
νωστη συγκέντρωση χ . 7) %Η έΕίσωση τών δρίων έμπιστοσύνης#
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πού Ισ χύ ει γ ιά  δλόκληρη τήν καμπύλη άναφοράς καί 8) Τό όριο  
άν ιχνευσ ιμό τη τα ς xD τής ούσίας Q μέ βάση τήν καμπύλη άνα- 
φοράς Hat τήν χρησιμοποιούμενη μέθοδο.

Λύση: 1) Μέ έφαρμογή των έ£ισώσεων (139) καί (140), ά- 
φοΟ λάβουμε ύπ'δψη τά παράγωγα μεγέθη τού π ιό  πάνω πίνακα, 
βρίσκουμε

1 6 .6 3 1 *1 0 ' 5- 6 ·3 ,5 ·1 0  _5· 0 . 698 ,
9 1 * 1 0  * 1U - 6 *  1 2 7 2 5 ·  ί θ  ‘ 1ϋ - 1 1 , 2 7 4 * 1 0

τό b=ε=μop ιaκός συντελεστής άπορρόφησης.

2) a = y -b x = 0 ,6 9 8 -1 1 ,2 7 4 ·1 0 3· 3 , 5 * 1 0 ' 5= 0 ,303 

Τό α ε ίν α ι  ή άπορρόφηση τοΟ δ ια λύ τη .

3) Γ ιά  νά βρούμε τά όρια  έμπιστοσύνης γ ιά  τά b καί a  
π ρέπ ει νά ύπολογιστούν τά s b κα ί sQ . Ά π 'το ύ ς  τύπους (1 44 ), 
(1 4 3 ), άφού πρώτα ύπ ο λο γ ισ τεΐ ή παράσταση Σ (y-Y) 2= 7 ,42 · 1 0 ' ι* 
βρίσκουμε

s 0 = ^ - ^ ^ 7 ^ = 1 , 3 6 2 * 1 0  *2 (άπάντηση στό έρώτημα 4)

s b _  V 9 1  * 1 0  - ‘ “ - 6  · 1 2 , 2 5 * 1 0  _1U 0  ̂3 2 5 * 10 3

-2

sa 0 ,3 2 5 » 1 0 3»Υ 91,61- --10- =12 ,66  10 -3

Τό διάστημα έμπιστοσύνης γ ιά  τά s b καί sa καί βεβα ιότητα  95% 
θά ε ίν α ι  ά ν τ ίσ το ιχ α

± t (0i05(4, * s b = ± 2 ,7 8 *0 ,3 2 5 *103= 0 ,9 0 4 ·1 0 3

± t (o,os.^, * s a = ± 2 , 7 8 * 1 2 , 6 6  * 1 0  - 3= 0 , 0 3 5

'Αρα τά b κα ί α θά δοθούν ά ντίσ το ιχα

b = (11 ,274  ± 0 ,9 0 4 ) ·1 0 3

α = 0 ,303 ± 0 ,035
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‘ Η έ££σωση της εύ θ ε ία ς , πού π ερ ιγρά φ ει τά πειραμα τικά  δεδο
μένα στό σχήμα 36 , θά ε ίν α ι

Υ = 0 ,303+11 ,2 7 4 · 1 0 3· χ (158)
ι \

Σχ. 36. Πευραματιχά σημεία χαί θεωρητυχή ευθεία συμμε- 
τα&ολής μέ τα δρυα έμπιστοσύνης της γιά το. παράδειγμα 3.

5) *0 μέσος όρος των τριών τιμών άπορρόψησης δ ίν ε ι  A = 
=ϊί = 0 ,7 1 0 . Γ ιά  Υ=0,710 στήν έξίσωση (158) ύπολογίζουμε χ = 
= 3 ,616-10 "5 6

6) Τά όρια  έμπιστοσύνης γ ιά  τή συγκέντρωση χ μπορούν 
νά ύπολογιστούν, άψού πρώτα ύπολογ ισ τ ε ΐ  τό s x άπό τή σχέση 
(151)
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(1 1 ,2 7 4 · 10 3) 2 . (9 1 -6 *1 2 ,2 5 ) .10 ' ι0
(0 ,7 1 0 - 0 .6 9 8 )2

0 ,0 8 5 *1 0  ' 5 (159)

Τά όρ ια  έμπιστοσύνης τού χ θά ε ίν α ι

X ± t (0i05(4) ·β χ “ (3 ,616  ± 2 ,7 8 *0 ,0 8 5 ) *10 "

“ (3 ,616  ± 0 ,236) ·10 ' 5

7) "Αν στήν έξίσωση (154) βάλουμε τ ί ς  τ ιμ έ ς  τών διαφό 
ρων μεγεθώ ν, πού Υπολογίσαμε, βρίσκουμε

Μέ βάση τήν έξίσωση (160) χαράζονται τά όρια  έμπιστοσύνης 
στό σχήμα 36.

8) Τό ό ρ ιο  ά ν ιχνευσ ιμ ότη τα ς χ0* ε ίν α ι  αύτό, πού ά ν τ ι-  
σ τ ο ιχ ε ΐ στό άνώτατο ό ρ ιο  έμπιστοσύνης τού α , πού ε ίν α ι

Γ ιά  τήν τ ιμ ή  yKpto-=0 ,338  βρίσκουμε άπ’ τήν εύ θ ε ϊα  χ = 0 ,3 5 ·ΙΟ'5 Μ. 
Έδώ όμως π ρέπ ει νά π ροσ τεθεί κα ί τό άνώτερο όριο  έμπ ιστο- 
σύνης γ ιά  τήν τ ιμ ή  0 ,3 5 * 1 0 '5 Μ,πού ε ίν α ι  0 ,4 4 *1 0 '*  Μ.‘ Η μ ι 
κρότερη συγκέντρωση λοιπόν πού μπορούμε νά δια κρίνουμε άπ' 
τό μηδέν μέ βεβα ιότητα  95% ε ίν α ι  χο= (0 ,3 5 + 0 ,4 4 ) * 1 0 ‘ s =
= 0 ,8 *10  ' 5 Μ.

*Η άνάλυση συμμεταβολής μπορεί νά έφαρμοστεΐ μέ έπ ιτυ χ ία*
γ ιά  τόν προσδιορισμό πολύ χαμηλών συγκεντρώσεων μέ τή μ έ -  
θ ο δ ο  τ ή ς  γ ν ω σ τ ή ς  ή σ τ α θ ε ρ ή ς  προσ- 
θ ή κ η ς  (Known ή S tan d ard  A d d itio n  M ethod). ‘ Η μέθοδος 
αύτή χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίτ α ι, όταν Υπάρχουν προβλήματα παρεμποδί- 
σεων στή μέτρηση κα ί παράγοντες, πού έχουν σάν άποτέλεσμα 
τή δ ια φ ο ρ ετ ικ ή  άνταπόκριση τού μεταλλάκτη ή τού όργάνου μέ-

Υκρίσ. = c t+ ^(o,os, <) * s a

=0,303+0,035

=0,338
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τρήσης γ ιά  τά πρότυπα καί τό άγνωστο δ ε ίγ μ α . Αύτό σ υμ βα ίνει 
π .χ . ,  όταν τό άγνωστο δείγμ α  ε ίν α ι ίξώδες Λ μεγάλου είδ ικοΟ  
βάρους ή έ χ ε ι άλλες φυσικές Ιδ ιό τ η τ ε ς , πού δέν μπορούμε νά 
δημιουργήσουμε στά πρότυπα δείγμα τα . Στή μέθοδο αύτή προσθέ
τουμε αύξητικά στόν ίδ ιο  δγκο τού άγνωστου δείγμα τος μ ικ ρ ές  
γνωστές ποσότητες τής οόσίας πού αροσδιορίζουμε. Σ τ ίς  πε
ρ ισσότερες περιπτώ σεις εΖναι άναγκαία καί ή κατασκευή άνά- 
λογης καμπύλης συμμεταβολής μέ πρότυπα δείγματα  (χωρίς τό 
άγνωστο δείγμα) γ ιά  νά μπορέσουμε νά προσδιορίσουμε τό δρ ιο  
άνιχνευσ ιμότητας τής μεθόδου, όταν αύτό δέν ε ίν α ι  γνωστό. 
Στήν περίπτωση χρησιμοποίησης π οτενσ ιομετρ ικής μεθόδου ή γ ε -  
νικώ τερα, όταν ύπάρχει λογαριθμ ική Ανταπόκριση τού όργάνου, 
μπορεί νά χρησ ιμοποιηθεί γ ιά  τή χάραξη τής καμπύλης Αναφο
ράς χαρτί ε ιδ ικ ή ς  χάραξης (όπως π .χ . χαρτί χάραξης GRftN,β λ έ
πε σ ε λ .163 ) .  Σ 'δ λ ες  τ ί ς  π ερ ιπτώ σεις ή τομή τής προεκβολής 
τής εύ θεία ς  γραμμής μέ τόν άξονα των συγκεντρώσεων (ό ρ ιζό ν- 
τ ιο  άξονα) μάς δ ίν ε ι  τήν τ ιμ ή  τής συγκέντρωσης τής ούσ ίας, 
πού προσδιορίζουμε στό άγνωστο δ ε ίγ μ α . Στήν τ ιμ ή  αύτή π ε ρ ι-  
έχ ετα ι καί ή τ ιμ ή  τού όρίου ά νιχνευσ ιμότητα ς τού όργάνου 
('Η λεκτρόδ ιο , φασματοφωτόμετρο κ .λ .π . )

Π αράδειγμα 4 :  Γιά τόν προσδιορισμό τής συγκέντρωσης
Ζη σέ διάλυμα χρησιμοποιήθηκε ή μέθοδος φασματοφωτομετρίας 
Ατομικής Απορρόφησης καί ή τεχνική τής γνωστής προσθήκης. 
Μετρήθηκε μιά σειρά προτύπων δειγμάτων γιά  τόν έλεγχο τού 
όρίου άνιχνευσιμότητας τού όργάνου καί μετά τό Αγνωστο δ ε ίγ 
μα, Αφού σέ γνωστό όγκο του έγ ιν ε  διαδοχικά προσθήκη γνω
στών ποσοτήτων άπό πρότυπο διάλυμα Ζη. Τά πειραματικά δε
δομένα δείχνονται στόν πιό κάτω πίνακα*.

* η γραφική παράσταση τών τιμών τού πίνακα δ ίν ετα ι στό 
σχήμα 37. “Οπως φαίνεται στό σχήμα 37, ο ί τ ιμ ές  χβ καί χ0 ε ί 
ναι ot τ ιμ ές  προεκβολής τών εύθειών συμμεταβολής γ ιά  τό άγ-

*  I.L . Larsen, Ν.Α. Hartman, and J . J .  Wagner, Estimating Precision 
for the Method of Standard Additions, Anal.Chem., *+5, 1511 (1973).
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Πίνακας τιμών Παραδείγματος
—

Συγκέντρωση 
προστιθεμένου Ζη 

χ, (ppm)

—

" Ε ν δ ε ι ό ρ γ ά ν ο υ y (Απορρόφηση)

Γιά τά πρότυπα 
(Μέσος όρος 7 
μετρήσεων)

Γιά τό δείγμα 
(μέσος όρος 7 
μετρήσεων)

ο ο 0,103 0,196
0,5 0,196 0,289
1 ,0 0,288 0,382
2,0 0,466 0,555
3,0 0,649 -

Σ χ .  3 7 .  Π ρ ο σ δ ι ο ρ ι σ μ έ  σ υ γ κ έν τρ ω σ η ς  Ζη σ έ  άγνωστο δ ε ίγ μ α  
μ έ  τή  μ έθο δ ο  τ ή ς  σ τ α θ ε ρ α ς  π ροσ θήκης. (Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4·).

νωστο δε ίγ μ α  κα ί τά πρότυπα διαλύματα ά ντίσ το ιχα  πάνω στάν 
άΕονα τών χ . *Η τ ιμ ή  χ0 ε ίν α ι  ή τ ιμ ή  τοΟ τυφλού γ ιά  τό δρ-
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γανο9 δηλ. τό όριο  άνι,χνευσιμότητας, τιού ό φ είλ ετα ι σέ παρά
γοντες τής μεθόδου, πού δέν έχουν σχέση μέ τήν ΟπαρΕη τοϋ 
Ζη. * Η τ ιμ ή  χδ ό φ είλ ετα ι στόν Ζη, πού ύπάρχει άρχικάστό άγ
νωστο δείγμα  καί στήν τ ιμ ή  χ0 ·

01 καμπύλες συμμεταβολής γ ιά  τά δύο πειράματα ε ίν α ι :
ι \

Υ = 0 ,102 + 0 ,Ι83 ·χ  (γ ιά  τά πρότυπα) (161)

καί Υ « 0 ,199 + 0 ,179·χ (γ ιά  τό άγνωστο) (162)
\

Γιά  Υ=0 βρίσκουμε άπό τ ί ς  έ£ ισ ώ σ εις  (161) καί (162) τ ί ς τ ι 
μές x =0,557 ppm καί χ =1 ,11  ppm. 01 τ ιμ έ ς  τού s 0 γ ιά  τ ί ς  
6ύο π ερ ιπτώ σεις ε ίν α ι s 0= ± 4 , 1 6 ·1 0 ' 3 (γ ιά  τά πρότυπα)χαί 8ο = 

±3 ,81 *10  ‘ 3 (γ ιά  τό δ ε ίγ μ α ) . Τά όρια  έμπιστοσύνης μέ β εβ α ι
ότητα 95% γ ιά  τ ί ς  τ ιμ έ ς  χ6 καί χ0 ε ίν α ι  (1 ,11 *4 .,98  χ 10 2) 
καί (0 ,5 5 9 *4 ,4 9 *1 0  "2) Α ντίσ το ιχα . Ά π 'τ ό  σχήμα 37 φ α ίν ετ α ι, 
ό τ ι ή πραγματική τ ιμ ή  τής συγκέντρωσης Ζη τού άγνωστου δ ε ίγ 
ματος θά ε ίν α ι

χ6γν. = Χδ-Χο*1 ,1 1 -0 ,5 5 7 = 0 ,5 5 3  ppm Ζη

Τό σφάλμα γ ιά  τήν τ ιμ ή  τής συγκέντρωσης, πού ύπολογίσαμε π ιό  
πάνω, θά ε ίν α ι ή τυπική Απόκλιση τής διαφοράς ( x j - x 0 ) δηλ.

s x =Ys2 + s 2
*6γν. * 6

(163)

=Υ(4 ,9 8 *1 0  -2) 2 + (4 ,4 9 *1 0  '* )  2 

= 6 ,7 0 *1 0  ~2 ppm

‘ Η τελ ικ ή  τ ιμ ή  τοΟ άγνωστου θά δ ο θ εί σάν

χάΥν. = ( ° ,5 S 1 ± ° , ° 67) ppm Ζη 

Γ) Μή Γραμμική Ευμμεταβολή

ί Εέ πολλές π ερ ιπτώ σεις ή γραφική παράσταση Αποτελεσμά
των δ ε ίχ ν ε ι ,  ά τ ι ή γραμμή συμμεταβολής πού ζητούμε δέν μπο
ρ ε ί νά ε ίν α ι  εύ θ ε ΐα . Τ ίς  π ερ ισ σότερες φορές αύτή π ερ ιγρά - 
φεται άπό μ ιά  έζίσωση δευτέρου βαθμού τής γ εν ικ ή ς  μορφής
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' Y=a+bx+cx* (164)

‘ Ο ύπολογισμός τών συντελεστών a ,b , c  της έξίσωσης (164) μέ 
τή μέθοδο τών έλαχίστων τετραγώνων γ ίν ε τ α ι μέ τή λύση τού 
συστήματος τών έξισώσεων

η «α+ b ·Σ χ+ c · Ex2=Ey

a*E x + b *Z x 2+ c»E x3=Exy (165)

a .E x 2+ b -2 x 3 + c .S x l*=Sx2y

Στήν πράξη γ ιά  τούς ύπολογισμούς καταστρώνουμε πίνακα τιμών- 
δπως αύτός πού δ ίν ε τ α ι π ιό  κάτω. Οί δύο πρώτες στήλες τού π ί
νακα ε ίν α ι  ο ί  π ε ιρ α μ α τ ικ ές  τ ιμ έ ς .  Οί τ ιμ έ ς  τών ύπολοίπων στη
λών ύπολογίζοντα ι ά π 'τ ίς  π ε ιρ α μ α τ ικ ές . Τά άθροίσματα κάθε 
στήλης τού πίνακα ε ίν α ι  τά μ εγέθ η , πού χρειά ζοντα ι γ ιά  τή 
λύση τού συστήματος τών έξισώσεων (1 6 5 ).

X “ Τ '
—

x y
—

X 2 x 2y X 3 X

Χ ι Υ , χ ιΥ  ι χ ? χ ιΥ  ι V 3 ν 1*Χ 1
• • • • • • •
• • • • • • •
• • • • • • •
• • • • • • •

χ η y n x n * y n X 2Α η χ πΥ„ X 3Λ η χ 1*Λ η

Μιά άλλη μή γραμμική συνάρτηση, πού συναντούμε συχνά στή με
λέτη  φυσικών καί χημικών φαινομένων, ε ίν α ι  ή έκ θ ετ ικ ή

y *a «b x (166)

‘ Η έκ θ ετ ικ ή  συνάρτηση μπορεί νά μετατραπεϊ σέ γραμμική μέ 
λογαρίθμησή τη ς .

lo g y = lo g a + x *lo g b  (167)

‘ Η σχέση (167) π α ίρ ν ε ι τή μορφή Υ=Α+Β·χ, βταν γ ίνουν ο ί άν- 
τ ικα τα σ τά σ εις  Y =logy, A=.loga καί B =logb. Οί έξ ισ ώ σ εις  γ ιά  
τόν ύπολογ ισμό τών συντελεστών α καί b τής συνάρτησης (166)
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μέ τή μέθοδο των έλαχίστων τετραγώνων ε ίν α ι

n *lo g a + (L x )*lo g b = E lo g y  

(Σ χ )*lo g a + (Z x 2)- lo g b = E (x .lo g y )
(168)

\

'Ανάλογα μέ τ ίς  παραπάνω π εριπτώ σεις μπορεί νά μετασχη- 
ματιστοΟν καί άλλες μή γραμμικές συναρτήσεις καί νά ύπολο-
γιστοΟν ο ί συντελεστές τους μέ τή μέθοδο των έλαχίστων τ ε -

\
τράγώνων καταστρώνοντας συστήματα έξισώσεων άνάλογα μέ τό 
(168) . Στόν πίνακα XXII δ ίνουμε μερ ικά  άλλα παραδε ίγματα μ ε
τασχηματισμοί) μή γραμμικών συναρτήσεων σέ γραμμικές τού τύ
που Υ=Α+Β·χ. Ά π 'τ ίς  γραμμικές έξ ισ ώ σ εις  μπορούμε νά ύπολο- 
γίσουμε τούς συντελεστές των άρχικών συναρτήσεων μέ τή μ έ
θοδο των έλαχίστων τετραγώνων μέ τόν τρόπο πού έκθέσαμε στή 
σ ε λ .168.

01 συναρτήσεις 2 , 3 κα ί 4 τού πίνακα XXII δ ίνουν εύ - 
θ ε ΐα  γραμμή, δταν παρασταθοϋν γραφικά σέ γραμμικό χα ρτί (Ο
πό δείγμα  1 στό τέλος τού β ιβ λ ίο υ ) μέ άξονα τεταγμένων (Υ) 

1 x 1Α ντίστο ιχα  άΕονα τετμημένων σ ημειώ νον
τα ι ο ί τ ιμ έ ς  τοϋ χ.

‘ Η συνάρτηση 5 τοϋ πίνακα/ πού λ έγ ετ α ι έκ θ ετ ικ ή , μπορεί 
νά δώσει γραμμική παράσταση, άν παρασταθεΐ σέ ή μ ιλ ο γ α ρ ιθ μ ι-  
κό χαρτί (βλέπε ύπόδειγμα 2 στό τέλος τοϋ β ιβ λ ίο υ ) . Τό ίδ ιο  
Ισ χύει καί γ ιά  τ ί ς  συναρτήσεις 7 καί 8 τοϋ πίνακα XXII.

Τέλος ή συνάρτηση 6 τοϋ πίνακα λ έγ ετ α ι γεω μετρική κα ί 
μπορεί νά δώσει εύ θ ε ΐα  γραμμή, όταν παρασταθεΐ γραφικά σέ 
πλήρες λογαριθμ ικό χαρτί (βλέπε ύπόδειγνια 3 ) .

Σάν παράδειγμα μαθηματικής έπεΕεργασίας μή γραμμικής 
γραφικής παράστασης δίνουμε τήν περίπτωση τών ένζυματικών 
Αντιδράσεων. Σέ μ ιά  ένζυματική Αντίδραση ή ταχύτητα τή ς  Αν
τίδρασης υ δ ίν ε τ α ι Από τή σχέση

μ » V m .K » [e ] ( 169)

όπου Vmex -  ή δριακή μ εγ ίσ τη  ταχύτητα τής Αντίδρασης



Μ
ετ

ατ
ρο

πή
 

μή
 

γρ
α

μμ
ικ

ώ
ν 

συ
να

ρτ
ήσ

εω
ν 

σέ
 

γρ
α

μμ
ικ

ές
 τ

ού
 τ

ύπ
ου

 Υ
=Α

+Β
·

186

X X  >c x  * - | X X

lo
g

 
x

 

x X

I >> >1 >1 >1
>* > ι * - | > 1  X > 1  O ' O' O ' O'1 1 O O O 0

Η  Η  Η  H

Λ  a>
m -Q X i  -Q XX\ 0  O ' Λ  X) O'

o  o
Η  «Η

ΧΪ

d  d
d

< d  d  d a o
g

o
g a o
g

f- ι  «Η rH

Ε X
D O •
Ρ  Ρ X  XI
Ρ 0 I jQ O ' ·
α  -> X O ' 0  Φ

ο  ρ 0  rH O'
>  d rH · O
Ρ  3 X Λ  Ή
D Ρ J3 d  . +  +  X +

X X  X d  d  · d
-Ρ  D • • +  0* Ο» Λ  O'
χ  d X  X > X I I o  0  + 0
-> ρ • Η +  * -! 0  Η  Η  ΰ  H
3. ω λ  d  d  1 n 8 o o
2  Χ. +  It Π I
d d  I I O' O' O' O'
0 . «u p Η > ι X : *  T- > ι Ο Ο Ο O

>1 1 1 .-f t - i  f - i  f - i

ρ
0 *P
Ρ <<
Ρ o

%
<na

> ω
Ρ X6 o  -

■ρ d  —  -P
χ -* ·Ρ  X

•P >  X  _
X  *< X •3  J  c i x

x  d • 0 • X  Ρ Ρ Ώ  *
PJ •  ρ  τ - Λ  <n x Λ  X X  Ο X «  λ  j j  *  λ
a •Q U +  a +  · +  <o x i <t> x  3  2  ®
>* +  <0 d  ω d  d - Q O . - X - 3 0 ·

d  O e o  d  w  d  ω *-* d

f
n ω h o  b i
>i  >1 w  > t

.  B * B >■ Π ■
>1 >i  >1 w  >1 >1

<Ν 1. 2. 3. 4
. 5. 6
. 7. 8
.

<



187

[s ]  = ή συγκέντρωση τοϋ ύποστώματος 
καί Km = ή σταθερά M ic h a e lis , Α ριθμητικά ίση μέ τή συγκέν

τρωση τοϋ ύποστρώματος, πού Α ν τ ισ το ιχ ε ί σέ ταχύτη
τα Αντίδρασης υ= - γ  Vmax.

‘ Η γραφική παράσταση τοΟ υ σέ συνάρτηση τοϋ [ s ]  δ ίν ε ^ ι ι  στό 
σχήμα 38 καί όπως φ α ίνετα ι ε ίν α ι καμπύλη γραμμή.

Σ χ . 3 8 .  Γρ α φ ική  παράσταση τ η ς  σ χέσης τ α χ ύ τ η τ α ς  μ ι α ς  
έ ν ζ υ μ α τ ι κ ή ς  α ν τ ίδ ρ α σ η ς  κ α ί  τ ή ς  σ υγκέντρ ω σ η ς το υ  ύ 

ποστρώματος

"Οπως φ α ίνετα ι στό σχήμα 38, ή τ ιμ ή  τοϋ Vmax δέν ε ίν α ι  
εύκολο νά κ α θ ο ρ ισ τε ί, γ ια τ ί  ή καμπύλη τ ε ίν ε ι  Αευμπτωτικά 
στήν όριακή τ ιμ ή  Vmax.*ETOi γ ίν ε τ α ι δύσκολος καί γραικός προσ
δ ιορ ισ μ ός τοϋ Km, έπ ειδή  υπάρχει Ακόμα καί μεγάλο σφάλμα Α
νάγνωσης στό διάγραμμα. Μετασχηματίζοντας τήν έζίσωση (169) 
σέ έζίσωση εύ θ ε ία ς  γραμμής, παίρνουμε

1_
υ

1
Vmax

(170)

πού εϋνα ι τής μορφής Υ=Α+Β·χ μέ Υ =—■ Α= 1
Vmax

Β= vKrn καί
Vmax

* Η γραφική παράσταση τών πειραματικών δεδομένων μέ βάση τήν 
εξίσωση (170) δ ίν ε τ α ι στό σχήμα 30. *Η εύ θ ε ια  συμμεταβολής 
ύπολογίζετα ι μέ τή μέθοδο των έλαχίστων τετραγώνων. Γ ιά  τό
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£χ.  3 9 . Γρ α μ μ ικό ς  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ έ  τ ή ε  καμπύλης τοΰ  
σχτίμοτοε 38 γ ιά  τόν π ροσόιορισμό τοΟ Km.

Α ριθμητικό  μ α ς  παράδειγμα ε ίν α ι

- i - » l , 6 6 * l 0  '2+ 4 ,3 3 *1 0  *β · (171)

Τό σ ημείο  τομής τής ευ θ ε ία ς  μέ τόν άΕονα τ&ν τεταγμένων μάς 
δ ίν ε ι  τήν τ ιμ ή  = 1 ,6 6 -1 0  '2 ή Vmax=60. Γνωρίζοντας τό
V α μποροϋμε άπό τήν κλ ίσ η  τής εύ θ ε ία ς  νά ύπολογίσουμε καί

ι τ ι Β Χ

τό Km άπό τή σχέση

Km= 4 , 3 3 · 10 ~6 ‘ Xnax"4 * 33 * 10 *6 · 6 0 * 2 , 6 ·  10 ’ **

Ό  τ ρ ό π ο ς  αότός ύπολογισμοΟ ε ίν α ι  άκριβέστερος άπό τόν 

γραφικό.

4. Ανάλυση Συσχέτισης (Correlation Α η ·Ιγ ·Ι ·)

*Η άνάλυση συσχέτισης έ χ ε ι  οάν ά ν τ ικ ε ίμ εν ο  μελέτης τήν 
έξάρτηση δυό τυχαίων μεταβλητών παραμέτρων, δ εκ ινδ  άπό τήν 
προϋπόθεση, ό τ ι o t δύο τυ χ α ίες  μετα βλητές χ καί y άνήκουν σ' 
ένα πληθυσμό μέ δ ιδ ιά σ τα τη  κατανομή μέ παραλλακτικότητες s *  
κα ί Sy · "Οταν ή άναλυτική μέθοδος, μέ τήν δποία μετροϋμε τ ις  
τ ιμ έ ς  των χ κα ί y ε ίν α ι  ά κρ ιβής κα ί μέ σ χετικά  καλή έπανα- 
λη π τικό τητα , ε ίν α ι  εύκολο νά δ ια κρίνουμε σέ μ ιά  γραφική πα-

ί
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ράσταση κάποια έξάρτηση μεταξύ των χ καί y. νΟταν όμως τό 
τυχαίο σφάλμα ε ίν α ι πολύ μεγάλο, ή έξάρτηση των χ κ α ί  y δέν 
φ α ίνετα ι καθαρά. Τά σημεία  δέν δείχνουν μ ιά  συνηθισμένη δια- 
σπορά γύρω άπό τήν εύ θ ε ΐα  συμμεταβολής, Αλλά σχηματ ίξουν μ ιά  
π^ατειά τ α ιν ία  ή ένα νέφος. Τότε μ ιλούμε γ ιά  Σ τ ο \χ  α σ τ ι-  
κ ή ' Ε ξ ά ρ τ η σ η  κ α ίτ ό  μόνο πού μπορούμε νά πούμε 
ε ίν α ι ,  ό τ ι τά δύο μεγέθη π ι θ α ν ό ν  νά συνδέονται μέ 
κάποια σ ύ σ χ έ τ ι σ η . Μεταξύ της αύστηρά σ υ ν α ρ 
τ η σ ι α κ έ ς  καί  της σ τ ο χ α σ τ  ι κ η ς  έξάρτησης 
δέν ύπάρχουν πολλές φορές σαφή ό ρ ια . 'Α ντίθετα  μάλιστα Ακό
μα καί στήν περίπτωση πολύ μεγάλων τυχαίων σφαλμάτων μπορεί 
κ α νείς  νά βγά λει συμπέρασμα, ό τ ι μεταξύ των x κα ί y ύπάρχει 
κάποιος βαθμός έξάρτησης.

Σέ προηγούμενες παραγράφους αύτοϋ τού κεφαλαίου ε ίδ α 
μ ε, ό τ ι ή γραμμική σχέση μεταξύ των y καί χ δ ίν ε τ α ι άπό μ ιά  
έξίσωση y =a+b*x . Σ τ ίς  περ ιπτώ σεις πού έξετάσαμε μ έχρ ι τώρα, 
θεωρούσαμε ό τ ι ή τ ιμ ή  τού χ ε ίν α ι γνωστή χωρίς σφάλμα καί 
ό τ ι ο ΐ τ ιμ έ ς  τού y Ανήκουν σέ μ ιά  κανονική κατανομή. "Αν ή 
εύ θ ε ΐα  συμμεταβολής γραφεί σάν συνάρτηση τού χ άπό τό y , 
παίρνουμε

x = i r “ 1 r y = a ' + b ' y (172)

Μπορούμε μέ τή μέθοδο των έλαχίστων τετραγώνων νά βρού
με τ ί ς  τ ιμ έ ς  των α ' καί b ' ,  όπως κάναμε γ ιά  τά α καί b. 01 
δύο ε ύ θ ε ΐε ς  y=a+b*x καί x = a '+ b '* x  τέμνοντα ι σ 'έν α  σημείο  μέ 
συντεταγμένες y , χ.

“Οταν μεταξύ των χ καί y ύπάρχει ίσχυρή συναρτησιακή έ -  
ξάρτηση, τότε o t δύο ε ύ θ ε ΐε ς  συμμεταβολής συμπίπτουν. ΜΟταν 
ή έξάρτηση ε ίν α ι  στοχαστική, τότε μεταξύ των εύθειώ ν συμμε
ταβολής σχημα τίζετα ι μ ιά  γωνία πού τό μέγεθός της δ ε ίχ ν ε ι  τό 
βαθμό έξάρτησης ή τό βαθμό συσχέτισης μεταξύ των χ καί y . 
Στήν περίπτωση πού ot δύο ε ύ θ ε ΐε ς  ε ίν α ι κά θετες μεταξύ τους 
καί ή καθεμιά παράλληλη μέ έναν άπό τούς άξονες των συντε
ταγμένων, τότε λ έμ ε , ό τ ι τά μεγέθη χ καί y δέν συνδέονται ή 
ό τ ι μεταβάλλονται Ανεξάρτητα τό ένα άπό τό άλλο. ‘ 0 βαθμός
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αύτός τής έξάρτησης μεταξύ των χ κα ί y δ ίνετα ι, μέ τό συντε
λεστή συσχέτισης ρ , πού π α ίρ ν ε ι τ ί ς  τ ιμ έ ς  -1 μ έχ ρ ι +1. Τιμή 
ρ = + ΐ σ η μ α ίν ε ι συναρτησιακή έξάρτηση μέ μεταβολή των y κα ί χ 
πρός τήν ίδ ια  κατεύθυνση. Τ ιμή ρ=-1 σ η μ α ίνε ι συναρτησιακή 
έξάρτηση μέ Α ρνητική κ λ ίσ η  τής εύ θ ε ία ς  συμμεταβολής.Γιά  μ ιά  
στοχαστική έξάρτηση ή τ ιμ ή  τού ρ βρ ίσ κ ετα ι μεταξύ τού 0 κα ί 
τού +1 ή - 1 .  Όσο π ιό  μ ικρή  ε ίν α ι  ή διασπορά των σημείων 
γύρω άπό τήν εύ θ ε ία  συμμεταβολής, τόσο ή έξάρτηση μεταξύ τΟν 
χ κα ί y ε ίν α ι  π ιό  ίσχυρή. Όταν ρ=0, τότε δέν ύπάρχει καμιά 
σχέση μεταξύ των χ καί y . Ό λες  ο ί π ιό  πάνω π ερ ιπτώ σ εις έ -  
ξάρτησης μεταξύ χ κα ί y δ ίχ ν ο ν τα ι στό σχήμα 40.

Σ χ . 40. ’ Εξάρτηση τή ς  γω ν ία ς  μ ε τα ξύ  των ευ θ ε ιώ ν  y=a+bx χ α ί  
χ = α '+ b ' y  ά ιό  τή ν  τ ιμ ή  το ΰ  r .  ( I )  Συναρτησ ιαχή εξά ρ τη σ η , 
( Ι Ι ) Σ τ ο χ α σ τ ιχ ή  έ ξ ά ρ τ η σ η , ( I I I )  χ α μ μ ιά  έξά ρ τησ η  μ ε τα ξύ  των x

χαί y

Ό  συντελεστής συσχέτισης» πού ύπολογίζουμε πειραματικά 
άπό μ ιά  σ ε ιρ ά  ζευγών τιμών χ κα ί y , σ υμ βολ ίζετα ι μέ τό γράμ
μα r  κα ί ε ίν α ι  μ ιά  έκτίμησ η τού παραμετρικοΟ συντελεστή συ- 
σ χ έτ ισ η ς  ρ . *Η τ ιμ ή  τού r  δ ίν ε τ α ι άπό τή σχέση

r= V b *b k (173)

* Η σχέση (173) δ ε ίχ ν ε ι ,  ό τ ι  ό συντελεστής συσχέτισης ε ίν α ι 
ό γεω μετρ ικός μέσος όρος των δύο συντελεστών συμμεταβολής 
b κ α ί b ’ .
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Μιά άλλη σχέση, πού συνδέει, τά r  καί b ή b r , ε ίν α ι

r=b · J?2L = b ' -5*. (174)
s y s x

* Η σχέση (174) δ ε ίχ ν ε ι  άκόμα, ό τ ι τά r καί b ή b ' έχομν τό 
ίδ ιο  πρόσημο, έπ ε ιδή  τά sx καί s y εϋνα ι πάντα θ ε τ ικ ο ί ά ρ ιθ -  
μ ο ί. 'Όταν ot τυ π ικ ές  Α ποκλίσεις των δύο μεταβλητών s x καί 
s y^ε ίν α ι ίσ ες / τότε ό συντελεστής συσχέτισης γ ίν ε τ α ι ίσος μέ 
τόν συντελεστή συμμεταβολής δηλ. r= b = b '.

"Αν στή σχέση* (173) άντικαταστήσουμε τά b κα ί b ' μέ τ ίς  
συναρτήσεις τους/ δπως αύτές βρ ίσκοντα ι μέ τή μέθοδο των έ -  
λαχίστων τετραγώνων, τότε παίρνουμε

r = Σ ( χ - χ ) * (y-y) 
Υ Σ ( χ - χ ) 2 · Σ ( γ - γ ) Ύ (175)

Ό τύπος (175) μπορεί νά χρησ ιμοπ οιηθεί γ ιά  τόν ύπολογισμό 
τοϋ r  άπό τ ίς  π ειρα μα τικές  τ ιμ έ ς .  "Οταν όμως δ ια θέτουμ ε ύ- 
πολογιστική μηχανή ε ίν α ι ποοτιμώτερη ή χρήση των τύπων (176) 
ή (1 7 7 ).

r = (176)

_ η Σ χ γ - Σ χ * Σ γ _______
r  V [n E x z- ( E x ) ζ]  [n S y z- (Σγ )

(177)

'Ε π ε ιδ ή , δπως ε ίπ α μ ε, o t τ ιμ έ ς  των r  πού βρίσκουμε πειραμα
τ ικ ά  ε ίν α ι  έ κ τ ιμ ή σ ε ις  τοΟ ρ , ύπάρχει πολλές φορές τό έρώτη- 
μα: 1) "Αν ή τ ιμ ή  ένός συντελεστή σ υσ χέτισης, πού ε ίν α ι  κον
τά στό μηδέν, δ ια φ έρ ε ι άπ'αύτό σημαντικά. 2) "Αν δυό συντε
λεσ τές  r l καί r 2 , πού ύπολογίστηκαν σέ δυό πειράματα, (π .χ . 
μετά άπό βελτίωση ή άλλαγή παραμέτρων μ ιά ς μεθόδου) άπό τΐχ 

καί η 2 ζεύγη τιμώ ν, διαφέρουν μεταξύ τους σημαντικά ή δ χ ι.
Γ ιά  ν ' Απαντήσουμε στά έρωτήματα αύτά έφαρμόζουμε στα

τ ισ τ ικ έ ς  δ ο κ ιμ ές :
1) Σέ περίπτωση μή ύπαρξης έξάρτησης μεταξύ x καί
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y Ισ χύ ει ή σχέση r=p=0 , όταν δ ά ριθμός των ζευγών τιμών e l  - 
ν α ι ά π ειρος ή πολύ μεγάλος. Γ ιά  μ ικρό άριθμό ζευγών μπορεί 
νά β ρ ε θ ε ί | r |  > 0 χωρίς ή διαφορά τοΟ r  άπό τό μηδέν νά ε ί 
να ι σημα ντική. *Η δοκιμή γ ιά  τήν ύπαρξη σημαντικότητας γ ί 
ν ετ α ι μέ τή σχέση

πειρ. ■ V w 1 (17$)

Ή τ ιμ ή  t „ eip. σ υ γ κ ρ ίν ετα ι μέ τήν τ ιμ ή  t (pv) τής κατανομής - t  
"Αν t ncip > t ( , , τό τε ύπάρχει έξάρτηση μεταξύ τών χ καί y 
κα ί ή μηδεν ική  ύπόθεση r=p=0 ά π ο ρ ρ ίπ τετα ι. 0L βαθμοί έλευ - 
θ ερ ία ς  γ ιά  τήν έκλογή τού t (pv) ε ίν α ι  ν = η -2 . ‘ 0 έλεγχος αύ- 
τός γ ίν ε τ α ι π ιό  εύκολα κα ί μέ τή βοήθεια  τοΰ πίνακα τού πα
ραρτήματος Λ. 01 τ ιμ έ ς  τού παραρτήματος Λ ύπολογίστηκαν μέ 
βάση τόν τύπο (178) καί δ ίνουν γ ιά  μ ιά  καθωρισμένη πιθανό
τητα σφάλματος καί βαθμούς έλ ευ θ ερ ία ς  ν=η-2 έκ ε ίν η  τήν τ ιμ ή  
τού r ,  γ ιά  τήν όποια άκόμα ίσ χ ύ ε ι ή’ μηδενική ύπόθεση r=p=0.

2) Γ ιά  ν'άπαντήσουμε στό δεύτερο έρώτημα διατυπώνουμε 
τή μ η δεν ικ ή  ύπόθεση H „ = r j= r 2 . ‘ Υπολογίζουμε τήν παράσταση

Κ „ειρ. =  1 , 1 5 1 3
- 3) ♦ (π2 — 3) 

+ η , - 6 lo g ( 1 + r i )  (1 —r 2 ) 
( 1 - r J  (1 + r2) (179)

‘ Η τ ιμ ή  Kneip> σ υ γ κ ρ ίν ετα ι πάλι μέ τ ιμ έ ς  τοΰ Κ(ρν) , πού β ρ ί
σκονται σέ σ τα τ ισ τ ικ ο ύ ς  π ίνα κες γ ιά  διάφορες σ τα τ ισ τ ικ ές  β ε
β α ιό τ η τ ες . 'Αν Kncip > Κ(ρ ν) , τό τε  ύπάρχει σημαντική διαφορά 
μεταξύ τών Τχ κα ί r 2 . "Οταν τά καί η 2 ε ίν α ι  μεγαλύτερα 
άπό 20, τό τε  ή σύγκριση τού Κπεφι μπορεί νά γ ίν ε ι  μέ τό 1,96, 
πού ε ίν α ι  ή τ ιμ ή  τού t (pv) γ ιά  95% σ τα τισ τ ικ ή  βεβα ιότητα  καί 
άπειρο  άριθμό μετρήσεων.

Παράδειγμα*. Σέ δείγμα τα  νερού γ ίν ο ν τα ι γεωχημικές 
μ ε λ έ τ ε ς  κα ί έν δ ια φ έρ ε ι νά άποδείξουμε άν μεταξύ τών συγ

*  Κ . D o r f f e l ,  B e u r te i lu n g  von A n a ly s e n v e r fa h re n  und E rg e b n is s e n ,  
Z . A n a ly t .  C hem ie , 1 8 5 , 1 -9 8  ( 1 9 6 2 ) .



κεντρώσεων τοϋ Νατρίου καί τοϋ Λ ιθίου, ύπάρχει συσχέτιση.Οί 
τ ιμ ές  π°ύ  τιροσ&ιωρίστηκαν δίνονται στόν παρακάτω πίνακα.

Πίνακας τιμών Παραδείγματος

Δείγμα
Συγκέντρωση m g / l i t

Παράγωγα μεγέθηΝατρίου
(X)

Λ ιθ ίου
<y)

- 1 " 55
\00*

° Σχ=2574
2 92 1 ,6 (Σ χ )2=6625476 '
3 148 1,1 Σχ2=908394

.4 371 1 ,8 Σγ=17,0
5 67 1 ,0 (S y )2= 2 8 9 ,0
6 403 3 ' 1 Σγ2= 3 4 ,20 .' | <
7 294 1 ,8 Exy = 5332, 8
8 547 2 ,7 .

9 356 2 ,1 Σχ.Σγ=43758
10 241 1 ,0 η=10

* Η τιμή τοϋ r ε ίν α ι

_ ____________ 1Q.5332,8-43758____________ _
V( 10-908394-6625476)(10 .34 ,20-209 ,0^

«0 ,8 3 8

Γιά ν'άποδείξουμε άν ή διαφορά τοΟ άπ'τό μηδέν ε ίν α ι ση
μαντική, ύπολογ ίζουμε τήν παράσταση

t  ,  . 8 3 8 . T - . y n p 7 a 4 . 35
π « ρ · y l - o 7 8 3 8 *  Ύ , J

Γιά 95% στατιστική βεβαιότητα καί ν«8 βρίσκουμε άπ'τούς π ί
νακες (Παράρτημα Β) t (oose) «2 ,31 . 'Επειδή t„eip > t (i#5i, , 0-
πάρχει συσχέτιση μεταξύ των συγκεντρώσεων τοϋ Να καί τοϋ L1 
στά δείγματα τοϋ νεροϋ.

Μέ τόν ίδ ιο  τρόπο, πού καθορίζονται συντελεστές συσχέ- 
τισης γ ιά  μιά εύθεΐα  συμμεταβολής, μπορούν νά ύπολογιστοϋν 
καί συντελεστές συσχέτισης άλλων μή γραμμικών συναρτήσεων.
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α) Γ ιά  παραβολική συνάρτηση της μορφής

y = a + b * x + c x 2

δ σ υντελεστή ς σ υ σ χέτ ισ η ς e lv a t

^  b(n£xy-z:x._£Ŷ c ( ^ E g 2̂ -Sx2.gy) {180)

β) Γ ιά  έκ θ ετ ικ ή  συνάρτηση τής μορφής

y=a»ebx

δ σ υντελεστή ς σ υ σ χέτ ισ η ς  ε ίν α ι

„ b Γη*Σ(χ*lny)-Σχ·Σΐηγ] r - ns (lny) ‘‘-^lny ) 1
( 181 )

‘ Η άνάλυση σ υ σ χέτ ισ η ς  ε ίν α ι  πολύ χρήσιμη μέθοδος στή χη
μ ική  άνάλυση. Π ερ ιπ τώ σεις  πού μπορεί ή έφαρμογή της νά δδη- 
γ ή σ ε ι σέ σωστές λ ύ σ ε ις  κ α ί συμπεράσματα ε ί ν α ι :  1) "Οταν θ έ
λουμε νά βρούμε έξάρτηση δύο μεταβλητών σ 'έν α  πείραμα .. 2) 
Στόν έμμεσο προσδιορισμό διαφόρων συστατικώ ν, πού ε ίν α ι  δύσ
κολο νά άναλυθοΰν, όταν ε ίν α ι  γνωστή ή έξάρτησή τους άπό άλ
λα συστατικά  στό δ ε ίγ μ α , πού δ προσδιορισμός τους ε ίν α ι  π ιό  
εύκολος ή π ιό  ά κ ρ ιβ ή ς . 3) Μετά τήν άνάπτυξη μ ιδ ς  άναλυτικής 
μεθόδου, ε ίν α ι  άναγκαΐο πολλές φορές νά ξέρ ο υμε, άν ύπάρχει 
κάποιο συστηματικό ή τυχα ίο  σφάλμα, πού έξαρτδτα ι μέ κάποια 
συνάρτηση άπό τή συγκέντρωση τού προσδιοριζόμενου συστατι -  
κοΟ. ‘ Η άνάλυση σ υ σ χέτ ισ η ς  μεταξύ τών συγκεντρώσεων κ α ί τών 
σφαλμάτων, δ η λ . δ ύπολογισμός τής εύ θ ε ία ς  συμμεταβολής κα ί 
τής τ ιμ ή ς  τού συντελεστή  συσ χέτ ισ ης r ,  μπορεί νά μάς δ ε ί 
ξ ε ι ,  άν ύπάρχει πραγματικά τ έτ ο ια  έξάρτηση.
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5. Σφάλμα διατομής δύο γραμμικών συμμεταβολων

Σε περίπτωση γραμμικών όγκομετρήσεων, όπως ε ίν α ι ο ί ά- 
γω γιμομετρικές, άμπερομετρικές, θερμομετρικές κα ί φωτομετρι
κές όγκομετρήσεις, τό μετρούμενο μέγεθος (Αγωγιμότητα, ρεύ
μα, Απορρόφηση κ .λ .π . )  μεταβάλλεται γραμμικά μέ τήνίΠροσθή
κη του Αντιδραστηρίου καί μετά τό Ισοδύναμο σημείο  ή συνάρ
τηση Αλλάζει κ λ ίσ η . Οί καμπύλες όγκομέτρησης λαμβάνουν τήν 

,  μορφή το υ ‘σχήματος 41.

Σ χ . 41 . *Η σημασία τοΟ σημείου διατομής δύο εύθειώ ν συμμε- 
ταβολής και ή περιοχή έμπιστοσύνης.
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Το ισοδύναμο σημείο  π ροσδ ιορ ίζετα ι συνήθως γραφικά μέ προ
έκταση των δύο εύθύγραμμων τμημάτων.

'Από τ ις  δύο έζ ισ ώ σ εις  των εύθειών συμμεταβολπς Υ «a.j+b.jX 
καί Y2=a2+b2x ,πού λαμβάνονται μέ την μέθοδο των έλαχίστων
τετραγώνων,μπορεί νά ύπολογισθεϋ τό σημείο τομής πού έχ ε ι

συντεταγμένες κα ί SL . Οι συντεταγμένες καί χ .
1

εύ ρ ί-
σκόνταt άπό τήν λύση του συστήματος

h  = a i +V i
(182)

= a 2 + b 2 X i (183)

όπότε λαμβάνουμε

Ι α 2 - α ι Ι
χ . = ------------------  κ . -  a i b 2 - a 2 b 1 

a t  y . = ----------------------- (184)
b -b2 1 b 2 ' b 1

"Οπως είδα με στη σ ελ ίδ α  1 7 3 ,κάθε γραμμή συμμεταβολής 
συνδέετα ι μέ δύο υπερβολικά τόξα έμπιστοσύνης, όπότε τό ση
μ ε ίο  τομής Q (x^ ,y^ ) συυιστά μ ία  μέση τ ιμή  μέ συγκεκριμένα 
όρια έμπιστοσύνης πού περ ιέχοντα ι στήν γραμμοσκιασμένη πε
ρ ιο χή . Δηλαδή, κάθε σημείο  τής γραμμοσκιασμένης επ ιφάνειας 
ε ίν α ι πιθανό νά ε ίν α ι τό ίσοδύναμο σημείο τής όγκομέτρησης. 
‘ Η τ ιμή  x i  εύ ρ ίσ κ ετα ι άπό τήν προβολή τής διατομής των εύ- 
θειών πάνω στόν άξονα των x καί τά όρια έμπιστοσύνης Χ£* 
κα ί χ / ' καθορίζονται άπό τήν προβολή πάνω στόν άξονα χ τής 
έπ ιφ ά νεια ς πού σχηματίζουν τά σημεία  τομής των τεσσάρων ύ
περβολικών τόξων κ ,λ ,μ  κα ί ν .

Τό άναλυτικό πρόβλημα πού τ ίθ ετ α ι σ 'α ύτές  τ ις  περιπτώ
σ ε ις  ε ίν α ι δ καθορισμός του όρίου έμπιστοσύνης χ ' - χ / ·  μ έ
σα στό όποιο θά β ρ ίσ κετα ι ή άληθής τ ιμή  του ισοδυνάμου ση
μ ε ίο υ . Γ ιά  νά υπολογίσουμε τό όριο έμπιστοσύνης χ /  - χ / '  άρ- 
κ ε ί  νά προσδιορίσουμε τ ις  συντεταγμένες των σημείων Α και 
Γ .  Τό σημείο  Α ε ίν α ι ή τομή των ύπερβολικών τόξων μ καί λ . 
'Α ντ ίθ ετα  τό σημείο  Γ ε ίν α ι ή τομή τών ύπερβολικών τόξων κ , 
ν . Οί έξ ισ ώ σ εις  τών τόξων αύτών μπορούν νά εύρεθούν μέ κα
τάλληλη έφσ,ρμογή τής έξισώσεως (1 5 4 ) .

*0 τρόπος έφαρμογής τής μεθόδου πού περιγράφαμε άνωτέρω 
γ ιά  τόν προσδιορισμό του χ  ̂ κα ί τών όρίων έμπιστοσύνης χ^
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καί χ ' /  θά έπεξηγηθεί μέ ένα παράδειγμα.

Παράδειγμα: 100,0 ml δείγματος πού π ερ ιέχ ε ι έγχρωμη ού- 
σ ία  0 σε άγνωστη συγκέντρωση C0 όγκομετρείτα ι μέ ένα έγχρωμο 
άντιδραστήριο Τ . ‘ Υποθέτουμε δ τ ι τό σχηματιζόμενο π'ροίόν Π 
δεν άπορροφά στό μήκος κύματος πού γ ίν ετ α ι ή όγκομέτ^ηση. *Η 
χημική άντίδράση έκφράζεται μέ τήν έξίσωση

Ο + Τ = Π (185)

"Μέχρι τό ίσοδύναμο σημείο τής όγκομέτρησης ή άπορρόφηση A 
του μ ίγματος, δειγμα-προστιθέμενο Αντιδραστήριο , έλαττοΰται 
καί μετά τό ίσοδύναμο σημείο αύξάνεται π ά λ ι. Οί μοριακοί 
συντελεστές άπορροφήσεως γ ιά  τήν ούσία Ο καί Τ ε ίν α ι

Δ 1 - ι  3 — ι —ί
ε ο=104 μ"  *cm καί ε Γ=5.10 Μ -cm

καί ή όπτική διαδρομή του δοχείου όγκομέτρησης ε ίν α ι d=10,0
-4cm. ‘ Η συγκέντρωση του τιτλοδότη ε ίν α ι CT=1,0*10 Μ. Ζ η τ ε ί

ται νά εύρεθει ή συγκέντρωση C0 καί νά καθορισθοΟν τά όρια 
μέσα στά όποια θά βρ ίσκετα ι ή τιμή  τής C0 μέ πιθανότητα- 95%.

Πίνακας Πειραματικών Τιμών

"Ογκος τιτλοδότη 

ml <*i>
1 3 5 7 9

'Απορρόφηση A

<Υί>
1 ,039 0,825 0,630 0,430 0,230

Όγκος τιτλοδότη

(χ*)
11 13 15 17 19

'Απορρόφηση A

(Y i )
0,180 0,277 0,372 0,493 0,570

4Η άπορρόφηση πού δ ίν ετ α ι στόν πίνακα ε ίν α ι διορθωμένη
γ ιά  τήν άραίωση, λόγω προσθήκης τοϋ τιτλοδότη Τ .

Πριν προχωρήσουμε στήν λύση τοΟ προβλήματος θά πρέπει 
έδω νά ποϋμε δτι ή σχέση (154) λόγω τής (148) μπορεί νά γρα-
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φ ε ι 'κ α ί  ώς

y.=a+b X .1
t (p»v )

b

( X j - i ) 2 

(Z xc -n x2 )
(186)

*H γραφική παράσταση των πειραματικών δεδομένων δ ίν ετ α ι 

στό σχήμα 42 .

__’Ογκος, ml___ ►
Σ χ . 42 . Καμπύλη μ ια ς  φωτομετρικής όγκομετρήσεως

"Οπως φ α ίνετα ι άπό τό σχήμα αύτό τό Ισοδύναμο σημείο τής
φωτομετρικής όγκομετρήσεως θά βρ ίσκετα ι μεταξύ 9 καί 11 m l·
Γ ιά  τά δύο τμήματα τής καμπύλης όγκομετρήσεως υπολογίζονται
άπό τά πειραματικά δεδομένα ο£ π ίνακες των σ ε λ ί δ ω ν  199 κα ί 200

Γ ιά  την έξίσωση συμμεταβολής Υ =α - b , χ . του πρώτου τμη-
1 1 1 ι

ματος τής όγκομετρήσεως υπ ο λο γίζοντα ι,μέ τήν βοήθεια * του 
πίνακα τής σελ ίδα ς 199,άκόμη:
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(xg> - n - j - y  = 12jl2 * L z J ± j1 1  , _ 0 , ι ο ο6
b 1 s x ? - n ( x ) 2 1 6 5 - 1 2 5

a i=9 -b x= 0 ,6309 + (0 ,10065-5 ) = 1 , 13415 

To πρώτο τμήμα τής καμπύλης περ(.γράφεται άπό την έξίσωση

Υ 1=1, 13420-0 ,1006-χ (187)

Γ ι ά  τό τμήμα αύτό τής καμπύλης όγκομετρήσεως ύπολογίζονται 

άκόμη τά μεγέθη :

-4ε = 4 , 9 6 . 1 0- 3 , sb=7, 9 · 10-4 sa=46, 74·10

μέ έφαρμογή των τύπων (143) και  (144) . Η στήλη (8) τοΟ π ί — 
νακα υπολογίζετα ι μέ την βοήθεια τής έξισώσεως (187) κα ί ή 
στήλη (9) άπό τ ίς  τ ι μ έ ς  των στηλών (8 ) καί (5) τοΰ ίδ ιο υ  

πίνακα.
Μέ τόν ίδ ιο  τρόπο κα ί μέ τήν βοήθεια τοΰ πίνακα τής σελ. 

201 πού δ ί ν ε ι  ύπολογισμένα παράγωγα μεγέθη άπό τά πειραμα
τ ικ ά  δεδομένα,βρίσκουμε τά α ντίστο ιχα  μεγέθη γ ιά  τό δεύτερο 
τμήμα τής καμπύλης όγκομετρήσεως.

Γ ιά  τήν έξίσωση Y 2=a2+b 2x  τοΰ δευτέρου τμήματος τής καμ
πύλης όγκομετρήσεως θά έχουμε:

Υ 2= -0 ,3686+0,0498-χ (188)

Άπό τή σχέση (184) βρίσκουμε τ ίς  τ ιμ έ ς  τοΰ χ̂  και 
πού ά ντιστο ιχοΰν στό ίσοδύναμο σημείο  χρησιμοποιώντας και 
τ ί ς  τ ιμ έ ς  τών a 1 , a 2 , b 1 κα ί b2 πού βρέθηκαν πιό πάνω.

_ | α ?- α . I  | - 0 , 3 6 8 6 - 1 , 1 3 4 2 |
1 |b 2-b τ I I 0,0498-(0- ,  1006) | " '

a 1b 2 ' a 2b l 1 , 1 3 4 2 - 0 , 0 4 9 8 -  | - 0 , 3 6 8 6 * ( - 0 , 1 0 0 6 )  I
y  i bo-b 1 . 0 , 0 4 9 8 - ( -0 ,1006)

_ 0 .05648-0 ,0371 _ n 12g 
0,1504 '
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Γ ιά  νά υπολογίσουμε τό κατο>τερο χ / κα ί ανώτερο χ£  όριο, 
μέσα στό όποιο θά βρ ίσ κετα ι ή τ ιμή  υπολογίζουμε τήν τ ε 
τμημένη των σημείων Α κα ί Γ .  Τά τόξα λ καί μ τέμνονται στό 
σημείο  Α κα ί τά τόξα κ καί ν στό σημείο  Γ .

Μέ χρήση τής έξισώσεως (186) καί των τιμών πού βρήκαμε 

π ιό  πάνω γ ιά  τα α ι#α2 ' ^ ΐ '^ 2  κ . λ . π .  μπορούμε νά γράψουμε τ ίς  
έξ ισ ώ σ εις  των υπερβολικών τόξων πού σχετ ίζο ντα ι μέ τ ίς  εύ- 

θ ε ϊ ε ς  συμμεταβολής, Y ^ a ^ f c ^ . x  κα ί Y2 =a2 +b2 *x · *Η τ ιμή  τοϋ 
t ( p j V ) γ ιά  ρ=0,05 κα ί ν=3 ε ίν α ι 2 ,353 .  *0 άριθμός τών ση
μείων σέ κάθε εύ θ εία  ε ίν α ι η=5.

Οι εξ ισ ώ σ ε ις  τών τόξων λ , μ , κ  καί ν δ ίνοντα ι άντίστο ιχα  
άπό τ ίς  σ χ έσ ε ις  ( 1 8 9 ) ,  (1 90 ) ,  (1 91) καί (192 ) .

-3 \ / 1 ( x i - 5 ) 2y 1 =1 ,1 3 42 -0 ,1006 ·  X i - 2 ,3 53 *4 ,9 6 *10  .Wl + 1 + — ^ -----  (189)
40

Υ2
^3\ / 1 ( Χ ί - 1 5 ) 2

= - 0 , 3 6 8 6 -i 0 , 0 4 9 6 - χ.+ 2 , 3 5 3 - 1 0 , 5 ·  1 0  V 1 + r  + —  --------------  (1
ι  Υ 5 40

90)

_3 \  /  1 ( Χ ; - 5 )
y 1 =1 , 1342  - 0 , 1  006·χ^+2,353 * 4 , 9 6  · 10 ‘V  1 + £ + — -----  (191)

40

-3 \ / 1 x̂ iyo = -0 ,3686 + 0 , 0498· χ ^ , 35 3- 10 ,5 ·10 + — L·-------- (192)

Ot έξ ισ ώ σ ε ις  (189) καί  (190) γ ιά  y ' =y. =y0 καί x .  = x'·l i b  1 1
μας δ ίνο υ ν  τ ίς  συντεταγμένες του σημείου Α , Οί έΕισώ σεις 

(191) καί  (192) γ ι ά  Υ £ #=Υ1 =Υ2 κα  ̂ uSc έπιτρέπουν νά
ύπολογίσουμε τ ίς  συντεταγμένες τοϋ σημείου Γ .

Οί ευρ ισκόμενες τ ι μ έ ς  ε ίν α ι χ / = 9 , 6 6  ml καί  χ " =10,32 
m l. 'Απαντώντας στό άρχικό έρώτημα τοϋ προβλήματος ύπολογί- 
ζουμε τήν συγκέντρωση τής ουσίας Ο στό άρχικό δείγμα καί 
βρίσκουμε

9 ,99-ΟΤ^ , 9 9 . 1 , 0 · 1 < Γ 4,
°  1 0 0 , 0  100

Τά όρια  ά ξ ιο π ισ τ ία ς  ε ίν α ι

c 0' =—-y p -Q10— = 9 , 6 6 * 1 0~6 Μ κα ί C 0"  - 1 0 ,γ·̂ - - — = 1 , 0 3 2 · 1 θ “ 5 Μ.
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*Η μεθοδολογία πού δόθηκε στήν παράγραφο αύτή κα ί έφαρμόσθη-^ 
κε στήν περίπτωση μ ιάς φωτομετρικής όγκομετρήσεως β ρ ίσ κ ε ι 
έφαρμογή σέ κάθε φυσικό ή χημικό φαινόμενο κατά τό όποιο μ ε- 
λετάται ένα μέγεθος πού άκολουθει μ ιά  συνάρτηση μέ σημείο 
καμπής (σημεία λ άλλαγής φάσεων, εύτηκτικά σ η μ εία , άγωγιμο- 
μ ετρ ικές  όγκομετρήσεις κλπ . )  δηλ. άλλαγής τοϋ ρυθμού μετα
βολής του σέ συνάρτηση μ ιά ς μεταβλητής παραμέτρου.Φαινόμενα
τών όποίων ή γραφική παράσταση ε ίν α ι σ ιγμ ο ειδής όπως π . χ .

ι1
ό ί  καμπύλες ποτενσιομετρικών όγκομετρήσεων, όγκομετρήσεων 
καθιξήσεως, όγκομετρήσεων όξειδοαναγωγής κλπ . μπορούν νά 
έπεΕεργασθούν μέ τήν μεθοδολογία αύτή άφού προηγουμένως μ ε- 
τασχηματισθούν σέ δύο εύ θ ε ίες  συμμεταβολής μέ δ ιαφ ορετικές 
κ λ ί σ ε ι ς .
Τέτο ια  παραδείγματα μετασχηματισμού δόθηκαν σ τ ί ς  σ ελ ίδ ες  
159-161 όπου καμπύλες όγκομετρήσεως διαφόρων τύπων, μεττάτρέ-I
πονται σέ διαγράμματα G ran .



Κ ε φ ά λ α ι ο χ υ

Σφάλματα καί πηγές σφαλμάτων 
κατά τίς μετρήσεις ραδιενέργειας

1 . Γ εν ικ ά

Τα πυρηνικά φαινόμενα, δπως ε ίν α ι ή πυρηνική διάσπαση ή 
ή έκπομπή σωματιδίων άπό ένα στόχο πού έ χ ε ι ά κτινο βο ληθεί, 
συμβαίνουν τυ χα ία . Ά π ο δ ε ικ ν ύ ετα ι δ τ ι' ή ρ α δ ιενέργεια  R ένός 
δείγματος σε χρόνο t  δ ίν ε τ α ι άπό την σχέση,

*Η σχέση αυτή συμφωνεί μέ τ ί ς  παρατηρήσεις δ τ ι ή ραδ ιενέργεια  
ε ίν α ι πυρηνικό φαινόμενο (εκπομπή ένός σωματιδίου άπό έναν 
άτομικό πυρήνα) , δ τ ι ε ίν α ι ανάλογη μέ τόν ρυθμό μειώσεως του 
άριθμου των υποψηφίων να 6 ιασπασθοΟν πυρήνων κα ι δ τ ι δ 
ρυθμός μειώσεως ακολουθεί έκθ ετ ική  συνάρτηση,

Ν0 = ό άριθμός των υποψηφίων νά διαοπασθουν πυρήνων σέ χρόνο

λ = ή σταθερά ραδιενεργού διασπάσεως πού σ χ ετ ίζ ετ α ι μέ την 
πιθανότητα ένός πυρήνα νά δ ιασπασθεί.

*0 χρόνος t j ,  στον όποιο μ ισά  άπό τά άτομα διασπώνται, λ έ 
γ ετ α ι ήμ ιπερ ίοδος ζωής. *Η σχέση του μέ τήν σταθερά λ εύ-

(193)

Wt  = Ν0 e (194)

t  * 0
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ρ ίσκετα ι όταν στήν έξίσωση (194) Αντίκαταστήσουμε Nt =Ν0 / 2 
και t  = t j ,

*

No
Τ

= No e“ x t i

ln2  _ 0,693
t i  " λ " λ

(195)
\

(196)

‘ Ως μονάδα'της ραδ ιενέργειας λαμβάνεται το dpm ή dps πού ε ί 

ν α ι  δ Αριθμός των πραγματικών διασπάσεων στό πρώτο λεπτό ή 
στό δευτερόλεπτο Α ντ ίσ το ιχα , (dpm =d is in te g ra t io n s  per minu

te ) .
*H μονάδα dps λέγετα ι καί B ecq uere l ( B q ) . Μία μεγαλύτερη μο
νάδα μέτρησης τής ρ α δ ιενέργεια ς R ε ίν α ι το C u r ie  ( C i ) . wEva
C i ίσούται με 3 ,7  Χ Ι Ο 1** dps (Bq) .  Ε π ίσ η ς  χρησιμοποιούνται

7
συχνά καί ο ΐ μονάδες 1m C i = 3 ,7  χ 10 dps κα ι 1 μ C i = 3 ,7  χ 
10  ̂ dps.
Στό σημείο αύτό καί σύμφωνα μ ' αυτά πού θά έκτ εθουν π ιό κάτω, 
θά πρέπει νά άντιδ ιάστείλουμε τ ίς  ένν ο ιες  βυθ^ός_διασπάσεων 
(d is in te g ra t io n  ra te )  καί 6υθμός_ώθΐ}σεων (co un ting  ra te )  .
*0 ρυθμός ώθήσεων πού καταγράφουμε (άπαρριθμοϋμε) σέ μ ία  δ ιά 
ταξη μέτρησης ραδ ιενέργειας δεν τα υ τ ίζετα ι πάντοτε μέ τον 
πραγματικό άριθμό τών πυρηνικών συμβάντων. ‘ Ο ρυθμός ώθήσεων 
ε ίν α ι ένα σύνολο ήλεκτρικών σημάτων πού παράγει δ Ανιχνευτής 
καί καταγράφει δ άπαρριθμητής, Αποτελούν μέτρο του πραγματι
κού ρυθμου διασπάσεων, άλλά πού μπορεί νά ε ίν α ι λιγώτερα ή 
περισσότερα άπό τ ις  πυρηνικές δ ια σπ ά σεις . Τό Αποτέλεσμα αύτό 
έκφράζεται σέ ώθήσεις άνά πρώτο λεπτό cpm (£Ounts per minute) 
ή ώθήσεις άνά δευτερόλεπτο cps (counts p er second).

2 . Παράγοντες πού έπηρεάζουν μ ιά  μέτρηση ρ α δ ιενέρ γεια ς

‘ Η τυχαία φύση του φαινομένου τής πυρηνικής διάσπασης 
έχε ι  σάν συνέπεια τήν Αναγκαιότητα συλλογής μεγάλου Αριθμού 
πυρηνικών συμβάντων προκειμένου νά ύπολογισθεί με α κ ρ ίβ ε ια  
ή ρ α δ ιενέργεια  ένός δείγμα τος . Κατά τήν μέτρηση τής ρ α δ ιε
νέργειας πρέπει νά λαμβάνονται ύπ'δψη ο ί έξής παράγοντες πού
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υπεισέρχονται στή μέτρηση: i )  Τό σωματίδιο ή κβάντο πού έκ- 
πέμπεται άπό τό δείγμα  δέν φθάνει πάντοτε στόν δραστικό χώ
ρο τοϋ ανιχνευτή λόγψ πιθανής άπορροωήσεώς του άπό τό παρά
θυρο του Ανιχνευτή ή άκόμη κα ί άπό τό στρώμα τοϋ άέρα πρύ 
μεσολαβεί στην διαδρομή του πρός αύτόν. i i ) *0 Ανιχνευτής 
δέν έ χ ε ι  συντελεστή άποδόσεως 1 . Αύτό σημα ίνει δ τ ι γ ιά  κάθε 
σωματίδιο πού έκπέμπεται άπό τό δείγμα  δέν δ ί ν ε ι  όπωσδήποτε 
μ ιά  καί μόνον ηλεκτρ ική  ώθηση. Μερικά σωματίδια ε ίν α ι δυνα
τόν νά μήν καταγραφοϋν άπό τόν Ανιχνευτή και άλλα νά δώσουν 
περισσότερες άπό μ ία  ώ θήσεις , λόγψ παραλλήλων δευτεροταγών 
Φαινομένων, i i i )  Τό ίδ ιο  τό δείγμα  αύτοαπορροψεί δνα ποσοστό 
των έκπεμπομένων σωματιδίων ή κβάντων πρίν αυτά φθάσουν στόν 
δραστικό χώρο τοϋ Ανιχνευτή.  Αύτό συμβα ίνει έπειδή κάθε δ ε ί 
γμα έ χ ε ι  δνα πεπερασμένο πάχος, iv )  Λόγψ τής γεωμετρικής δ ια - 
τάξεως δ ε ίγμ α το ς-ά ν ιχ νευ τή , φθάνουν σ'αύτόν μόνον έκ ε ίν α  τά 
σωματίδια πού π ερ ιέχο ντα ι μέσα σέ μ ιά  ώρισμένη στερεά γωνία, 
πού μπορεί νά ε ί ν α ι  μικρότερη άπό 4π. ν) Σέ περίπτωση ίσχυ- 
ρών ραδιενεργών δειγμάτων ό Ανιχνευτής δέν μπορεί νά δ ια κ ρ ί
ν ε ι  ξεχωριστά δλα τά πυρηνικά συμβάντα γ ι α τ ί  αυτά ωθάνουν μέ 
ρυθμό πολύ μεγαλύτερο άπ 'δ τ ι  έπ ιτρ έπ ε ι ή δ ια κρ ιτ ικ ή  ικανότη
τά του . 'Υπάρχουν δηλαδή Απώλειες ώθήσεων λόγψ συμπτώσεων, 
νχ) Σ τ α τ ισ τ ι κ ο ί  νόμοι έπιτρέπουν τήν πρόβλεψη τοϋ μεγέθους 
τής Απόκλισης γύρω άπό τήν Αληθή τ ιμή  τής ρ α δ ιενέργεια ς κα
θώς κα ί τήν πιθανότητα νά παρατηρηθεί μ ιά  δεδομένη Απόκλιση 
άπό την άληθή τ ιμ ή .

Συμπεραίνουμε λοιπόν δ τ ι ό ρυθμός ώθήσεων πού καταγράφο
ντα ι άπό μ ία  μετρητική  διάταξη ρ α δ ιενέργεια ς δέν ε ίν α ι πάν
τοτε ίσος μέ τόν πραγματικό ρυθμό διασπάσεων των ραδιενεργών 
πυρήνων ένός δ ε ίγμ α το ς . "Αν παραστήσουμε με I  τόν αριθμό 
ώθήσεων στήν μονάδα τοϋ χρόνου κα ί μέ R τήν ραδ ιενέργεια  τοϋ 
δε ίγματος ,  δηλ.  τόν πραγματικό άριθμό τών διασπάσεων στήν 
μονάδα τοϋ χρόνου, τότε μεταξύ αυτών τών δύο μεγεθών υπάρχει 
ή παρακάτω σχέση:

I η · R + U (197)
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όπου η ε ίν α ι ένας συντελεστής πού περιλαμβάνει όλους τους 
παράγοντες που προαναφέρθηκαν καί πού υπεισέρχονται στήν μ έ
τρηση. U ε ίν α ι τό ύπόστρωμα (background), δηλ. παράσιτες 
ώθησεις πού καταγράφονται άπό τόν μετρητή καί πού δέν έχουν 
καμιά σχέση μέ τό μετρούμενο δε ίγμα.  Συνήθως ε ίν α ι ή^εκτρο- 
ν ικ ο ί θόρυβοι ή ώθήσεις πού όφείλονται στην κοσμική Α κτινο
βολία πού φθάνει στόν εύαίσθητο χώρο του Α ν ιχνευτή .

*0 συντελεστής η ε ίν α ι συνήθως μικρότερος Από τήν μονάδα 
καί μπορεί να ύπολογισθεί Από τή σχέση

n = η0 ( 1 - α ) · ( 1 - s ) · ( 1 - r ) - g  (198)

δπου ο ί παράγοντες η^, ( 1 - α ) ,  ( 1 - s ) ,  ( 1 - r ) ,  g έχουν σχέση 
μέ τ ίς  "Α τέλ ε ι ε ς "  πού είσάγόνται κατά τή μέτρηση.

= συντελεστής των ώθήσεων πού δ ί ν ε ι  ό Α νιχνευτής γ ιά  κάθε 
σωματίδιο ή κβάντο.

α = Τό ποσοστό Απορρόφησης τής Α κτινοβολίας Από τό παράθυρο 
τοΟ Α νιχνευτή .

s * Τό ποσοστό αύτοαπορρόφησης τής μετρούμενης Ακτινοβολίας 
άπό τό δείγμα (λόγφ τοΟ πεπερασμένου πάχους τ ο υ ) . 

r  = ό νεκρός χρόνος τοΰ αν ιχνευτή ,  δηλ. ό χρόνος πού χ ρ ε ιά 
ζεται  νά έπανέλθει στήν κανονική του κατάσταση μετά τήν 
μέτρηση ένός σωματιδίου ή ένός κβάντου. "Οσο π ιό μ ικρός 
ε ίν α ι ο χρόνος αύτός, τόσο ο ί Απώλειες λόγφ συμπτώσεων 
ε ίν α ι μ ικρ ό τερ ες .

g = ό γεωμετρικός παράγων πού έξαρτάται Από τήν γεωμετρική 
διάταζη τοΟ Ανιχνευτή σέ σχέση μέ τό δείγμα  (βλέπε σχή
μα 43) ·

Γ ιά  Α νιχνευτές G e ig e r-M lllle r  και Α ν ιχνευτές  σπινθηρισμοΟ 
μέ κρύσταλλο ή τ ιμή  τοΟ g ε ίν α ι περίπου 0 , 1 .  Γ ιά  έναν Α ν ιχνευ
τή ίονισμοΟ 2π το g « 0 , 5 ,  ένώ γ ια  Α ν ιχνευτές  4π, γ ια  Α ν ιχνευ 
τές  υγρών φθοριστών κα ί γ ιά  κρυστάλλους Nal τοΟ τύπου πηγαδι- 

I οϋ το g * 1 .
*0 γεωμετρικός παράγων g μπορεί νά προσδιορισθεί μέ μέτρηση 
γνωστών προτύπων δειγμάτων.
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* η τ ιμ ή  του συντελεστή αύτοαπορρόφησης s έξαρτάται άπό τό 
ε ίδ ο ς  της μετρούμενης Α κτ ινο β ο λ ία ς . Γ ιά  γ-άκτινοβολία  ίσχύ- 
ε ι  s - 0 . Γ ιά  β-ά κτινοβο λία  έ χ ε ι  σημασία τό πάχος τοΟ παρα
σκευάσματος κα ί γ ιά  πολύ λεπτά παρασκευάσματα ή τ ιμή  του s 
τ ε ί ν ε ι  πάλι πρός τό μηδέν . Γ ιά  β-άκτινοβολία  χαμηλής ένέρ- 
γ ε ια ς  κα ί γ ιά  α -ά κτ ινο β ο λ ία , άκόμα καί γ ιά  λεπτά παρασκευά
σματα, τό σφάλμα άπό αυτοαπορρόφηση τής Ακτινοβολίας γ ίνετα ι  
σημαντικά μεγάλο.

‘ 0 διορθω τικός συντελεστής r  (νεκρός χρόνος του Ανιχνευτή) 
π α ί ζ ε ι  σημαντικό ρόλο στους Α ν ιχνευ τές  G e ig e r-M u lle r , ο ί 
,όποιοι ε ίν α ι σχετ ικά άργοί Αν ιχνε υτές .  Στους άλλους Α νιχνευ
τ ές  τό σφάλμα αύτό ε ίν α ι σημαντικό μόνο γ ιά  δείγματα πολύ 
ύψηλής ρ α δ ιεν έρ γ ε ια ς . *Η διόρθωση γ ιά  τήν Απώλεια ωθήσεων 
λόγφ του r  μπορεϊ νά γ ί ν ε ι  γραφικά άπό διαγράμματα, ή ύπο- 
λ ο γ ισ τ ικ ά  μέ τήν σχέση,

I  = — :—  ------  - (199)
1 -  Ι ' · γ

( r  = ό νεκρός χρόνος σέ μονάδες χρόνου πού μ ετρ ιέτα ι κα ι' τό 
I * .  To I *  εΕνα ι ό μετρούμενος ρυθμός ώθήσεων και I  ό ρυθμός 
ώθήσεων dv δέν ύπήρχαν Απώλειες λόγψ νεκρού χρόνου).

Γ ιά  νά διορθώσουμε τ ις  
Απώλειες λόγψ συμπτώσεων, 
δταν ή ραδ ιενέργεια  του 
δείγματος εΕναι ύψηλή, 
ύπάρχουν δύο μέθοδοι προσ
διορισμού του r :  
α) Ή  κατασκευή μ ια ς  καμ
πύλης άναφορδς μέ σειρά 
δειγμάτων πού παίρνουμε μέ 
άραίωση του ίσχυροΟ δείγμα
τος ή μέ μ ιά  σειρά  προτύ- 

. Γεωιιετρι-κή βιάταΕη β ε ί γ ύ α - δειγμίτων Υνωστής ρα-

τος-άυιχνευτή β ιε ν ίρ γ ε ιβ ς .

— Ανιχνευτής

V /\ /
\  /
\  /

\  /
\  /

\  /

\ /V /
Ραδ1 ενεργό Παρασκεύασμα 

V“~J  (σημειακή)
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3) Ή  μέτρηση δύο δειγμάτων πρώτα χωριστά καί κατόπιν καί 
των δύο μαζ ί .  Στην δεύτερη περίπτωση ό νεκρός χρόνος του 
Ανιχνευτή ή ό χρόνος δ ιάκρισης δύο ώθήσεων r  δ ίν ετα ι  άπό τη 
σχέση,
. I + Ι 0 ~ I  - 92_____ι , 2 U

°  ( 2 0 0 )

2 I 1 I 2

όπου 11 και Ι 9 ε ίν α ι ο ί ρυθμοί ώθήσεων μέ τό υπόστρωμα γ ιά  
τά δείγματα 1 και 2 Α ντίστο ιχα  και 2 ε ^ναι ό ρυθμός ώθή
σεων των δύο δειγμάτων μαζί καί μέ τό υπόστρωμα U.
*0 ρυθμός ώθήσεων γ ιά  τό υπόστρωμα U προσδιορ ίζετα ι μέ ξ ε 
χωριστό πείραμα.
Στήν περίπτωση σχετικών μετρήσεων, όπότε τό άγνωστο καί τό 
πρότυπο δείγμα μετρουνται μέ τήν ίδ ια  μετρητική διάταξη καί 
στ ι ς  ί δ ι ε ς  συνθήκες, ο ί τ ι μ έ ς  τών παραγόντων nD, g και α 
παραμένουν ο ί ί δ ι ε ς .  "Οταν συγκρίνονται δείγματα μέ ραδ ιενέρ
γε ια α- και 3“ πρέπει νά λαμ3άνεται σοβαρά ύπ' όψη ή διαφο
ρετική τιμή  τού s γ ιά  τ ίς  δύο Α κ τ ιν ο β ο λ ίες . Στήν περίπτωση 
απολύτων μετρήσεων, ο ί τ ι μ έ ς  όλων τών παραγόντων πού ε ίσ έρ -  
χονται στήν σχέση ( 1 9 8 ) , πρέπει νά ε ίν α ι γνωστές μέ Α κ ρ ίβ ε ια . 
Γ ιά  τήν Α κρ ίβεια  του Αποτελέσματος μεγάλη σημασία έχε ι  καί 
το σταστικό σφάλμα γ ιά  τό όποιο θά μιλήσουμε π ιό  κάτω.

3 . Στα τ ιστ ικό  σφάλμα τών μετρήσεων ρ α δ ιενέρ γεια ς

'Επ ειδή  ή ραδιενεργός διάσπαση ε ίν α ι ένα τυχαίο φαινόμενο 
(δηλ.  δέν γνωρίζουμε Ακριβώς πότε ένας συγκεκριμένος πυρήνας 
θα δ ιασπασθεί, Αλλά μόνο τήν πιθανότητα νά συμβεί αύτό) , ο ί 
ρυθμοί διασπάσεων θά δείχνουν τ ίς  δ ιακυμάνσεις πού προβλέ- 
πονται Από τήν στατιστ ική  τού φαινομένου. 7

*0 τυχαίος χαρακτήρας τής ραδιενεργού έκπομπής Αποδείχθη
κε Από παρατηρήσεις τών διακυμάνσεων τού Αριθμού τών σωματι
δίων πού έκπέμπονται Από μ ία  ραδιενεργό πηγή σέ ένα καθωρι- 
σμένο χρονικό διάστημα. "Αν μ ε ίν α ι ό Αναμενόμενος Αριθμός 
τών διασπάσεων, Λ πιθανότητα νά παρατηρήσουμε X δ ιασπάσεις 
όπολογίζεται Από τή σχέση πού περιγράφει τήν κατανομή Po isso n
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γ ιά  τυχαία  φαινόμενα

Ρ (Ur η)

X
U *“μe

X ι ( 201 )

Μιά τέτ ο ια  κατανομή γ ιά  μ = 6 ,5  δ ίν ετ α ι στό σχήμα 7 κα ί τόν 
πίνακα I I  τής σ ελ ίδ α ς  2 5 .
Στήν πραγματικότητα ο ι πυρηνικές δ ιασπάσεις άκολουθουν μ ία  
διω νυμική κατανομή, δπου ό άριθμός των πυρήνων πού πρόκειτα ι 
νά διασπασθουν ε ίν α ι πάρα πολύ μεγάλος κα ί ή πιθανότητα νά 
συμβεί αυτό ε ίν α ι πολύ μ ικ ρ ή .
'Η τυπική άπόκλιση γ ιά  μ ιά  διωνυμική κατανομή δ ίν ετ α ι άπό 
τήν σχέση

σ = \ j  n .pTq  (202)

Στήν περίπτωση των πυρηνικών διασπάσεων τό η ε ίν α ι ό ά ρ ι
θμός Ν0 των υποψηφίων νά διασπασθουν πυρήνων, ρ ε ίν α ι ή π ι
θανότητα νά διασπασθεί κα ί q ή πιθανότητα νά μήν διασπα- 
σ θ ε ί ένας συγκεκρ ιμένος πυρήνας.
Προφανώς ί σ χ ύ ε ι :

Μ _ NQ-Nt  
Ν0 “ Ν0

1-e -At (203)

καί q = 1-ρ = 1- (1-e~X t ) = e "X t (204)

Το Μ ε ίν α ι ό άριθμός των πυρήνων πού έχουν διασπασθεί στον 
χρόνο t .
Μέ τ ίς  κατάλληλες άντικαταστάσεις ή σχέση (202) γ ί ν ε τ α ι ,

σΜ * \ J  N0 (1-e ‘ X t ) . e ' x  = \ j t i . e Xt (205)

Ετήν πρά£η τό X t ε ίν α ι  συνήθως μικρό (ό χρόνος μέτρησης ε ί 
να ι μ ικρ ός σέ σχέση μέ τήν ήμιπερίοθο ζωής) κα ί σάν συνέπεια  
ό παράγων e 1 , όταν X t Ο.
‘ Η σχέση (205) γράφεται τ ελ ικ ά
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σΜ
(206)

και δ ίν ε ι  τήν δυνατότητα υπολογισμού τής τυπ ικές  Αποκλίσεως 
άπό τόν ίδ ιο  τόν άριθμό των συμβάντων πού έχουν άπαριθμηθεί. 
Βλέπουμε έδω ένα παράδειγμα μ ιας πολύ ένδιαφέρουσας, ιδ ιό τ η 
τας τής διωνυμικής κατανομής πού έπαληθεύεται κα ί στήν κατα
νομή Po iso n . ‘ Η ίδ ιότητα αυτή ά<ρορά τήν απλή σχέση μεταξύ 
τής Αληθούς τ ιμής καί τής άληθοΟς παραλλακτικότητας σ γ ιά  
τ ίς  κατανομές αύτές . Συνέπεια  αυτού του γεγονότος ε ίν α ι ό τ ι 
μιά καί μόνο μέτρηση ραδ ιενέργειας μάς δ ίν ε ι  μ ιά  έκτίμηση 
γ ιά  τήν Αληθή τιμή μ (μ = M/t) καί τήν τυπική άπόκλιση σμ 
(au *y~M /t). Λυτό δέν συμβα ίνει σέ φαινόμενα πού ύπακούουν 
στήν συνήθη κατανομή G auss. Γ ια  παράδειγμα ή τυπική άπόκλι- 
ση μ ιας άνάγνωσης άναλογικών όργάνων, όπως ένός θερμομέτρου, 
μ ιας προχοΐδας, ένός κανόνα γ ια  μέτρηση μηκών, ένός βολτομέ
τρου κ λ π ., δέν μπορεί νά έκ τ ιμ η θ ε ι μόνο μέ μ ιά  μέτρηση καί 
όπωσδήποτε δέν ε ίν α ι ίση μέ τήν τετραγωνική ρ ίζα  τής τ ιμ ή ς  
τού μεγέθους πού μετρούμε.

Τό έρώτημα πού τ ίθ ετ α ι στήν συνέχεια  ε ίν α ι ποιά θά ε ίν α ι 
τό άποτέλεσμα γ ιά  τόν υπολογισμό τής τυπικής άπόκλισης σ σ ' 
ένα πείραμα, στό όποιο ό χρόνος μέτρησης t  ε ίν α ι σχετ ικά  με
γάλος συγκρινόμενος μέ τήν ήμιπερίοδο ζωής t i . Ε ίν α ι εύκολο 
νά συμπεράνουμε ό τ ι, όταν λ t  — τό e -> -0  κα ί ό τ ι τό 
όριο τοΟ σ θά ε ίν α ι τό μηδέν. *Η φυσική σημασία
τοϋ Αποτελέσματος αύτοϋ ε ίν α ι προφανής. "Αν ξεκινήσουμε μέ 
Ν0 άτομα καί περιμένουμε τόσο χρόνο γ ιά  νά διασπασθούν όλοι 
ο ΐ πυρήνες, τότε ό άριθμός των διασπάσεων πού θά Απαριθμή
σουμε θά ε ίν α ι Ν0 καί δέν θά υπάρχει διακύμανση στήν τιμή  
αύτή.
* Η σχέση (206) μας φανερώνει ό τ ι ο ί ρυθμοί διασπάσεως πού 
προσδιορίζουμε όταν μετρούμε ραδιενεργά δείγματα ε ίν α ι τόσο 
πιό Α κ ρ ιβ ε ίς , όσο πιό μεγάλος ε ίν α ι ό άριθμός τών ’’συμβάντων” 
που άπαρριθμούμρ γ ιά  νά τούς υπολογίσουμε. "Ετσ ι γ ιά  Αριθμό 
ώθήσεων Μ = 100 που Απαρριθμούνται σ 'έν α  λεπτό , ή τυπική 
Απόκλιση θά ε ίν α ι σ = \ j  100 = 10 ώθήσεις καί τό Αποτέλεσμα 
θά δοθεί ως I  * 100 ±10 cpm (ύποτίθεται ό τ ι U = 0 ) .
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Γ ιά  άριθμό ώθήσεων Μ = 10000, σε χρόνο t  = 100 m in , ή τυπική 
απόκλιση γ ιά  τό Αποτέλεσμα θά ε ίν α ι σΜ = ̂ 10000 = 100 ώθή- 
σ ε ις  κα ί ό ρυθμός διασπάσεως θά γράφει I  = (10000 ± 100) /100 
= 100 ± 1 cpm ( I  = M /t) . Γ ιά  τήν τυπική Απόκλιση τοΟ ρυθμού 
ώθήσεων I  Ισ χ ύ ε ι

σ I
\ / i - t

Έ~ (207)

‘ Η σχέση (207) φανερώνει ό τ ι τό σφάλμα γ ιά  τόν προσδιορισμό 
του I  γ ίν ε τ α ι τόσο μικρότερο δσο π ιό  μεγάλος ε ίν α ι ό χρόνος 
τής μέτρησης t  κα ί δ τ ι μπορεί νά έλαττωθεί Απεριόριστα . 
'Ε π ε ιδ ή  κα ί ό ρυθμός των ώθήσεων του υποστρώματος U ύπ όκει- 
τα ι έπ ίσης σέ σ τ α τ ισ τ ικ ές  δ ιακυμάνσεις θά πρέπει πάντοτε 
καί τό σφάλμα Από τήν μέτρηση του υποστρώματος νά λαμβάνε- 
ται ύπ'δψη.
'Επ ε ιδ ή  ή πραγματική τ ιμ ή  τής ρ α δ ιενέρ γεια ς  ύπολογίζετα ι Ant 
τήν σχέση R = I-U  (δταν το η= 1  στήν έξίσωση 1 9 8 ), ή τυπική 
Απόκλιση γ ιά  τήν μέτρηση του R θά δ ίν ετ α ι Από τήν σχέση

° *  - V  4  *  (2 0 8 >

Ή  τυπική Απόκλιση του ύποστρώματος ύπολογίζετα ι Από τήν 
σχέση σ^ = \ /  U / t , δπου t  ε ίν α ι ό χρόνος μέτρησης του ύπο
στρώματος κα ι U ε ίν α ι ό Αριθμός των ώθήσεων, πού όφείλονται 
στό υπόστρωμα, στήν μονάδα του χρόνου.
Τό ύπόστρωμα Αποκτά σημαντικότητα κατά τ ίς  μετρήσεις ρα δ ιε
ν έρ γ ε ια ς , δταν ό λόγος Ι /U ε ίν α ι μικρότερος του 20 , δ ιό τ ι 
τότε ε ίν α ι δύσκολο νά μετρήσουμε £να δείγμα μέ Α κ ρ ίβ ε ια , 
δταν ό ρυθμός διασπάσεως ε ίν α ι μ ό λ ις  λ ίγο  μεγαλύτερος Από 
τόν ρυθμό του ύποστρώματος. Στήν περίπτωση αύτή μπορούμε νά 
προκαθορίσουμε τόν λόγο των χρόνων μετρήσεως του ύποστρώμα
τ ο ς , t y  κα ί τού δείγματος Από την σχέση

(2 0 9 )
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Τά μεγέθη ϋ καί I  προσδιορίζονται μέ προκαταρκτικά πειράματα.

4 . Παραδείγματα

1= Παράδειγμα: Μέτρηση δείγματος γ.ιά 10 min έδωσε 1600 δ ια 
σπάσεις συνολικά . Τό ύπόστρωμα μετρήθηκε γ ιά  15 min και̂  κα
ταγράφηκαν συνολικά 450 ώ θησεις. Νά βρεθεί ή ρ α δ ιενέρ γεια  R 
τ ο υ  δείγματος σε dpm (δ ιασπάσεις άνά ένα m in ) .

I
11

1600
10 = 160  cpm 1600

10 4 cpm

* U 450
15 = 30 cpm U

450
15 1,41 cpm

R = I-U  = (160-30) dpm = 130 dpm
I <

°R  s\ ! ° \  + °U = V * 2 *  (1 ' 2 )2  s 4 · 2 · Τό Αποτέλεσμα θά 6o- 

θ ε ι ώς
R = (130 ± 4 ,2 ) dpm

Παράδειγμα: Ραδιενεργό δείγμα μ ετρ ιέτα ι με Ανιχνευτή πού 
έ χ ε ι νεκρό χρόνο r  = 200 \ i s e c . “Οταν μετρήσουμε τόν ρυθμό 
διασπάσεως του δείγματος βρίσκουμε I '  = 30000 cpm. Ποιό ε ίν α ι 
τό ποσοστό Απωλειών λόγφ συμπτώσεων;

'Από τήν έξίσωση (199) έχουμε:

I  =
I '

1 - Ι ' τ

30000

1-30000* 200 · 10*~6 
60

I  = 33333 cpm

ποσοστό Απωλειών

I

Ι - Ι '
1 x 100 33333-30000 X 100 “ 10%.

33333
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ΛΥΜΕΝΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

1. "Υποτίθετα ι δ τ ι πρόκειτα ι νά χαράξετε μ ιά  γραμμή Ακριβώς 
δέκα έκατοστών μέ έναν κανόνα που δ ε ίχ ν ε ι έκατοστά τοΟ μέ
τρου- Πώς θά έκφρασθει τό μήκος τής γραμμής, ώς (α) 10 cm 
(β) 10 .0cm , (γ ) 10.00cm ή (δ) 10.000cm ;

* Απάντηση: "Ως 10.0cm δ ιό τ ι ή Α κ ρ ίβ ε ια  πού μας δ ίν ε ι  ό χά
ρακας εΕνα ι έκατοστά. Τό πρώτο Αβέβαιο σημαντικό ψηφίο θα 
εΕνα ι τά δέκατα του έκατοστου.

2. "Η πυκνότητα τοΟ ΰδατος σε g.ml χιά διάφορες θ ερ μ ο κ ρ α 

σίες εΕναι:
0°C 0,999841
4°C 0,999973

10°C 0,999700
20°C 0,998203
30°C 0,995646 -

Νά Απαντηθούν ot έρω τήσεις:

i )  "Η πυκνότητα του ύδατος στους 4°C εΕναι 1 ,0 0 , 1 ,0 0 0 ,
1 ,0000 ή 1 ,00000 g .m l- 1 ;

i i )  "Η δήλωση; "Σέ συνήθεις  θερμοκρασίες δωματίου το ύδωρ
έχει πυκνότητα 1,00000 g .m l" 1 εΕναι σωστή; "Αν όχι διορθώ
στε τήν δήλωση κόβοντας ή προσθέτοντας σημαντικό ψηφία.

*Α παντήσεις : i )  1 ,0000 g .m l" 1 δ ιό τ ι στρογγύλεμμα στό τέταρτο 
δεκαδικό ψηφίο διαφοροποιεί τ ι ς  πυκνότητες σ τ ίς  διάφορες 
θερμοκρασίες . Στρογγύλεμμα στό πέμπτο δεκαδικό ψηφίο θά έ δ ι
νε τ ιμ ή  πυκνότητας 0 ,99997 κα ί δχ ι 1 ,00000 . i i )  "Αν θέλουμε 
νά δώσουμε μ ιά  τ ιμ ή  χαρακτηριστική γ ια  όλόκληρη τήν περιοχή 
θερμοκρασιών Ο-30°€ το στρογγύλεμμα μέ μ ιά  φορά στό δεύτε
ρο δεκαδικό ψηφίο δ ίν ε ι  τήν Εδια τ ιμ ή , 1 , 0 0 ,  γ ιά  δλες τ ις  
θερμοκρασίες. 3

3 . "Η συγκέντρωση της χοληστερίνης στόν δρρό ύγιοΟς Ατόμου 
κυμ α ίνετα ι μεταξύ 180 κα ι 280 mg/ml. Σ 'έν α  δείγμα όρροΟ
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Ασθενούς προσδιορίζετα ι ή χοληστερίνη μέ τήν μέθοδο B u rc h a rt-  
Liebermann ή όποια έχ ε ι τυπική Απόκλισησ = 25 mg/ml. Πώς θά 
στρογγυλευθεί ένα Αποτέλεσμα 2 8 7 , 8  mg/1.00 ml δείγματος όρροΟ 
πού προσδιορίσθηκε μέ τήν μέθοδο αύτή;

'Απάντηση: Πρώτα υπολογίζετα ι τό μέγιστο  πλάτος δ___Λ τοΟ ---------- —1— max
διαστήματος στρογγυλεύματος. Ε ίν α ι = 0 * 6 .σ  = 25 mg/100ml

I u a X

= 15 mg/100ml. Τό έπιτρεπτό διάστημα στρογγυλεύματος δ θά 
ε ίν α ι 10 ή <5. Τό Αποτέλεσμα θά δοθεί ώς X = 290 mg/100 m l.

4 . Ε ίν α ι γνωστό ό τ ι στήν παραγωγή ένός φαρμάκου το 10% των 
ψ ιαλιδίω ν συσκευασίας. του δέν ε ίν α ι στεγανά. 1) Νά βρεθούν 
ο ΐ  πιθανότητες/ σέ ένα δείγμα  20 φ ία λ ιδ ίω ν , νά έχουμε 0 ,  1 ,
2/ . . . . /  20 έλαττωματικά. 2) "Αν πάρουμε 100 δείγματα τών 
20 φ ίαλιδίω ν πόσα Από τά 100 δείγματα περιμένουμε νΑ π ε ρ ιέ 
χουν 0/ 1/ 2/ . . . . /  20 έλαττωματικά φ ία λ ίδ ια ; 3) Νά βρεθεί 
ό μέσος δρος τών ελαττωματικών φ ίαλιδίω ν άνά δείγμα  τών 100 
καί ή τυπική Απόκλιση του ΑριθμοΟ τών έλαττωματικών σ 'έν α  
δείγμα . 4) Κατασκευάστε το Ιστόγραμμα καί φέρετε τά όρια 
3σ πάνω σ 'α ύτό .

' Απαντήσεις: 'Εδώ έχουμε προφανώς ρ = 0/1/ q = 0/9 και
η = 2 0 .
Σύμφωνα μέ τόν τύπο (2) τής σελ .  16 ύπολογίζουμε τ ίς  τ ιμ έ ς  

τών πιθανοτήτων ^20 (X) YLĈ  διάφορες τ ιμ έ ς  τοΟ X Από Ο μέχρι 
20 καί παίρνουμε τόν πίνακα

X 0 1 2 3 4 5 6

Ρ20(Χ) 0/1215 0/2700 0,2850 0,1900 0,0897 0,0319 0,0089

X 7 8 9

Ρ20(X) 0/0020

οοοο 0,0001 ..................................  σύνολο (0 ,9995)

4 Η παράθεση τιμών Ρ20 (X) Ytc  ̂ τ°δ  Χ >  ̂ ε ίν α ι άνευ ση
μασίας γ ια τ ί  ο ί πιθανότητες ε ίν α ι πολύ μ ικ ρ έ ς .

(2) Γ ιά  νά βροΟμε πόσα Από τά 100 δείγματα τών 20 φ ίαλιδ ίω ν
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περιέχουν 0 , 1 , 2 , 3 . . . .  20 έλαττωματικά, πολλαπλασιάζουμε 
τ ις  πιθανότητες Ρη (χ) του πίνακα έπ ί 100. "Ετσ ι βρίσκουμε 
δ τ ι :  12 δείγματα θά βρεθούν μέ μηδέν έλαττωματικά φ ια λ ίδ ια ,
27 δείγματα με 1 έλαττωματικά φ ι α λ ί δ ι ο ,  29 δείγματα μέ 2 
ελαττωματικά κλπ .

3) Ό  αναμενόμενος άριθμός έλαττωματικών φ ιαλιδίω ν ε ίν α ι μ= 
η .ρ  = 20.01 = 2 κα ί ή τυπική Απόκλιση σ = \fnTpTq *^ 2 0 .0 ,9 .0 ,1  
= 1 ,3 4 .

4) Τό σχήμα δ ε ί χ ν ε ι  δτ ι  ή κατσ.νομή ε ίν α ι Ασύμμετρη έπειδή 
p<<q .

Ιυχνοτητα

Σ χ , 44 . Άσσύμετρη διωνυμική κατανομή γ ι Α η = 2 0 ,  ρ = 0,1 
και  q = 0 , 9

5 ) .  *Η δεύτερη στήλη του κατωτέρω πίνακα δ ί ν ε ι  τά Αποτελέ
σματα 8 παράλληλων προσδιορισμών θ είο υ  σέ όργανική ένωση.

ΠΙΝΑΚΑΣ πειραματικών δεδομένων
(1) (2) (3) (4)

Προσδιορ ισμός Xi ,S% ( X - X i ) ( X - X i )

1 19,87 0 ,08 0,0064
2 19,89 0,06 0,0036
3 19,93 0 ,02 0,0004
4 19,94 0,01 0,0001
5 19,96 -0 ,01 0,0001
6 19,99 - 0 ,0 4 0,0016
7 20 ,00 - 0 ,0 5 0,0025
8 20,02 - 0 ,0 7 0,0049

Σ (X -  Χ ί )  2 =

2

0,0196
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Νά ύπολογισθει ή τυπική Απόκλιση τοΟ μέσου όρου S—
μεθόδους: α) Μέ βάση τόν τύπο

VS (Χ-Χ1 )2 
n (η—1)

μέ δύο

και β) Μέ βάση τό εύρος R καί τόν συντελεστή Cn τοϋ πί\)ακα 
τής σελίδος 59.

_ — Σ Χ ί
'Α παντήσεις : α) βρ ίσκετα ι ό μέσος όρος X , X =— g— = 19,95*

Συμπληρώνονται ο ι στήλες (3) και (4) τοϋ πίνακα κα ί ύπολογί- 
ζετα ι ή τυπική Απόκλιση S— Από τόν τύπο

λ

Σ (Χ  - X I ) 2 
n ( n - 1 )

0·>.0.1 9·̂ - = 0,0187 
8 .7

0) ύπολογίζεται ή τυπική άπόκλιση άπό τήν σχέση S = Cr R,  δπου 
R =20 ,02-19 ,87  = 0 , 1 5 .  ‘ Η τ ιμ ή  CR ε ίν α ι 0 ,338 (βλέπε πίνακα 
V I I ,  σ ελ .  5 9 ) .

S = 0 , 3 3 8 . 0 , 1 5  = 0,0507 καί  S„  = - '~ Ι -̂7— = 0,0179
Χ ψ ΊΓ

*Η σύμπτωση των τιμών ε ίν α ι ικα νο π ο ιητική . "Αν ο ί δύο τ ιμ έ ς  
0,0187 και 0,0179 στρογγυλευτούν στό δεύτερο δεκαδικό ψηφίο 
δίνουν και ο ί δύο 0 , 0 2 .

6) Κατά τή δοκιμή μ ιας νέας καταλυτικής μεθόδου προσδιορι
σμού βαναδίου μετρήθηκε 10 φορές τό ίδ ιο  πρότυπο δείγμα  πού 
π ε ρ ιε ίχ ε  μ = 0,180 ppb βαναδίου. Τά Αποτελέσματα πού συγκεν
τρώθηκαν ε ί ν α ι :  0 , 1 9 ,  0 , 1 8 ,  0 , 1 7 ,  0 , 2 6 ,  0 , 2 1 ,  0 , 2 0 ,  0 , 2 1 ,  
0 , 2 1 ,  0 , 1 8 ,  0 ,19 ppb. α) Νά εξετα σθ εί Αν ή τ ιμή  0 ,26 ppb 
Απορρίπτεται μέ βάση τό κρ ιτήρ ιο  2 ,5  d κα ι το κρ ιτήρ ιο  Q, 
γ ια  Α ξ ιο π ισ τ ία  95%. β) Νά ύπολογισθει ό μέσος όρος X , ή τυ
πική Απόκλιση S καί ή τυπική Απόκλιση τοϋ μέσου όρου S— καί 
γ) Νά έξετασθεί Αν ή μέθοδος έχ ε ι  συστηματικό σφάλμα.

' Απαντήσεις:

a) 5GklllG ι ο _ 2 ̂ 1 'Από τ ις  9 μ ετρήσεις  (ή χαμ(ρ = ° * 26 δεν 
λαμβάνεται ύπ'όψη) υπολογίζετα ι πρώτα ό μέσος όρος Χ = 0,193 
καί ή μέση Απόκλιση d = 0 , 0125 .  ' Ι σ χ ύ ε ι ,  Ιχ ~χαμφ Ι = ° * °67  >
2 ,5 . 0 , 0 1 2 5  * 0 ,0 31 .  Επομένως ή τ ιμή  0 ,26 Απορρίπτεται μέ
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το κρ ιτή ρ ιο  2 ,5  d . 
Κ ρ ιτή ρ ιο _β _  0π ειρ 0 ,2 6 -0 1 .2.1— = 0>556>0,48 (Q ος ) 

0 , 2 6 - 0 , 1 7  ' ' 10

*Η τ ιμ ή  0 ,26  ppb Απορρίπτεται κα ί μέ το κρ ιτήρ ιο

β) *0 μέσος δρος γ ιά  τ ις  9 ύπόλοιπες μετρήσεις χρησιμοποιή
θηκε στο (α) μέρος του προβλήματος κα ί ε ίν α ι X = 0 ,1 93 .  *Η 
τυπική Απόκλιση ε ίν α ι S = 0 ,015 κα ί ή τυπική Απόκλιση του
μέσου δρου ε ίν α ι S— =  ̂ - = 0 ,0 0 3 .

Χ 9
γ) Θά έξετα σ θ ει Αν

lu-χΙ  > t
s_  r ( 0 , 0 5 ,  8)

X

10,180-0,1931
0,003

-■■γ01 —  = 4 ,33 > 2,306  
0,003

Επομένω ς ή μέθοδος έ χ ε ι  θ ετ ικ ό  συστηματικό σφάλμα-·

Παρατήρηση: 'Επ ε ιδ ή  ή Αληθής τ ιμ ή  του 'δείγματος ε ίν α ι γνω
σ τ ή , ,  θά μπορούσε να έξετα σ θ ε ι ή σ τα τιστ ική  σημαντικότητα 
τής διαφοράς μ-Χ με βάση τή δοκιμή t  (σ ελ . 98 , έξίσωσηΟΙμΙψ ·
69) Α ντί νΑ έφαρμοσθουν τά κρ ιτή ρ ια  Απόρριψης τής τιμής 
0 ,26  ppb

_  . ( 0 , 1 8 - 0 , 2 6 )  0 .08 . . .  . . .Πράγματι — — 1------1 1-------  >> 2,306
0,003 0,003

7) *0 πίνακας πού Ακολουθεί δ ί ν ε ι  τά Αποτελέσματα κουλομε- 
τρ ικου  προσδιορισμού Αρσενικού σέ έννέα πρότυπα δείγματα 
γεωργικού φαρμάκου (στήλη 3) . Στήν στήλη (2) δ ίνοντα ι ot 
γνωστές τ ιμ έ ς  των προτύπων.

Νά δ ιερ ευ νη θ ε ί ή υπόθεση ύπαρξης συστηματικού σφάλματος γ ιά  
την περιοχή συγκεντρώσεως των προτύπων. Ποιά ε ίν α ι ή έπανα- 
ληπτικότητα τής μεθόδου;

' Απάντηση: Ε ίν α ι προφανές δ τ ι άν δεν ύπάρχει συστηματικό 
σφάλμα τότε στην συνάρτηση = a + bx^, το a και b πρέπει 
νά έχουν τ ί ς  τ ιμ έ ς  Ο κα ι 1 ά ν τ ίσ το ιχ α .
Άπό τά ζεύγη των τιμών του πίνακα κα ί μέ χρήση των τύπων 
(139) και  (140) βρ ίσκονται ο ι π ειρα μα τικές τ ιμ έ ς  των a και b ,
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ΠΙΝΑΚΑΣ πειραματικών δεδομένων

(1) (2) (3)
Συγκέντρωση A s , %

(4)

Δείγμα Στό πρότυπο, X i  Εύρεθείσα , y i *Υπολογισθε

1 6 ,8 6 ,9 6,74
i 4 ,5 4 ,5 4 ,48\
3 7 ,5 7 ,5 7,42
4 3 ,5 3 ,4 3,51

.5 " 1,5' 1 ,5 1 ,55
6 3 ,9 3 ,7 3 ,90

, 7 8 ,5 8 ,3 00 ο

8 1,1 1 ,2 1,16
9 1,4 1,6 1,45

a '  = 8 ,19 • 10-2 καί  b ’ != 0 ,97836.  Έ τ σ ι  άπό την σχέση

'
Υ = 8 ,1 9 ·1 0~2 + 0,097836 ·Χ

μπορούμε νά υπολογίζουμε τ ί ς  τ ιμ έ ς  πού περιμένουμε νά βρού
με πειραματικά γ ιά  διάφορες τ ιμ έ ς  συγκεντρώσεων προτύπων· 
Στήν στήλη (4) του πίνακα υπολογίζονται ο ί τ ιμ έ ς  Y i .
'Από τά ζεύγη των τιμών των στηλών (3) κα ι (4) του πίνακα 
καί με χρήση του τύπου (144) ύπολογίζετα ι ή τυπική άπόκλιση 
SQ και στη συνέχεια  μέ τούς τύπου (143) ο ί τυ π ικ ές  Αποκλί
σ ε ι ς  * και S. *.

a k . ι  -2
Οί τ ιμ έ ς  πού βρίσκονται ε ί ν α ι :  SQ = 1,32*10 , 1 ,68*10
και S ·= 8 ,45*10 ^α
Γ ιά  νά διαπιστώσουμε ύπαρξη συστηματικού σφάλματος κάνουμε

*-2δοκιμή - t  νά δούμε άν ο ί ά π ο κλ ίσ ε ις  τών a ' = 8 , 1 9 · 1 0  άπό 
τό 0,000000 και τού b'  = 0,97836 άπό τήν μονάδα ε ίν α ι σημαν
τ ι κ έ ς :

= Ο- a * Β 8 ,19*10 -2

π ε ιρ . 8 ,45*10 -2 0,969 < 2 ,37 = t 0 , 0 5 ,  7

και π ε ιρ .
= - ΐ ^ :  = - b M 2 8 3 6  e 1f29 < 2 # 3 7 . - t

&b* 1 ,68*10“ z 0 , 0 5 ,  7

I
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Οί. τι ιό πάνω σ υ γ κ ρ ίσ ε ις  του t  καί t ( p , v )  δείχνουν δ τ ι ή
ιΧ ν  ν Ρ  ·

υπόθεση Απουσίας συστηματικού σφάλματος ί σ χ ύ ε ι ,  δ ιότ ι  ο ί  δ ια 
φορές του a '  κα ι b ' άπό τό 0 και 1 Α ντ ίσ το ιχα , δέν ε ίν α ι ση
μ α ν τ ικ ές .

8) Κατά μ ία  πρότυπη φωτομετρική μέθοδο άνάλυσης σιδήρου καί 
μ ιά  τροποποιημένη, με σκοπό την βελτίωση τής Α κρ ίβεια ς καί 
επαναληπτικότητας τ ης ,  πάρθηκαν τά Αποτελέσματα τοΟ πιό  κάτω 
πίνακα σέ πρότυπο δείγμα  σιδήρου συγκεντρώσεως 0,0200 % Fe .

Πρότυπη μέθοδος

Τροποποιημένη μέθοδος i

0 , 0 1 9 , 0 , 0 23 , 0 ,0 22 , 0 ,015
0 , 0 1 7 , 0 ,0 1 6 , 0 ,0 22 , 0,017
0 , 0 1 9 , 0 ,0 17 , 0 ,0 19 , 0,020
0 ,0 1 9 , 0 ,0 19 , 0 ,0 19 , 0,015
0 , 0 2 1 , 0 ,0 2 0 , 0 , 0 22 , 0,024

0 , 0 1 9 , 0 , 0 19 , 0 ,0 23 , 0,020

0 ,0 2 0 , 0 ,0 20 , 0 ,0 25 , 0,023
0 ,0 1 9 , 0 ,0 19 , 0 ,0 20 , 0,021
0 , 0 2 0 , 0 , 0 17 , 0 , 0 23 , 0,023
0 , 0 2 0 , 0 ,0 20 , 0 , 0 2 1 , 0,017

Ζ η τ ε ί τ α ι :  α) Νά έζετα σ θ ε ί άν ή διαφορά στους μέσους δρους
κα ι Χ2 καί σ τ ί ς  τυ π ικ ές  Α π ο κλ ίσ εις  και ε ίν α ι ση

μ α ντ ικές  κα ί β) "Αν ή τροποποιημένη μέθοδος ε ίν α ι Ακριβής 
κα ί άν δ ια φ έρει στήν Α κ ρ ίβ ε ια  σημαντικά έναντι τής προτύπου.

' Απάντηση: α) Οί μέσοι δροι κα ί ο ί τυπ ικές  Α π ο κλίσεις  τών 
δύο σειρών υπολογίζονται μέ βάση τούς τύπους (16) καί (39) 
κα ί βρ ίσκοντα ι Χ̂  = 0 , 0 19 2 ,  Χ2 = 0 ,0205 ,  » 0 ,0026 ,  S2 =
0 , 0 02 2 .  Γ ι ά  νά βρούμε άν ο ί διαφορές σ τ ι ς  τυπ ικές  Αποκλί
σ ε ι ς  κα ί στούς μέσους δρους ε ίν α ι σ τα τισ τ ικά  σημαντικές 
έφαρμόζουμε σ τ α τ ισ τ ικ ές  δ ο κ ιμές  -F  κα ι - t .  Μέ τήν βοήθεια 
τών τύπων (74) κα ί F = S ^ / S ^  βρίσκουμε πειρα μα τικές τ ιμ έ ς  
γ ιά  τό t  κα ι F κα ί τ ί ς  συγκρίνουμε μέ αύτές τών στατιστικών 
πινάκων.

t π ε ι ρ .
0 .0192-0,0205___________

( 0 , 0 0 2 6 )2 ♦ (0/0022)2

η -  1 20  -  1



221

β) Στήν δεύτερη περίπτωση, το βάρος β ύπολογίζετα ι άπό τή

σχέση β = B-̂ V , δπου Β = 2,0000 g,  V'= 250,0 m l, V ’= 250 ml

'Εφαρμόζοντας τήν άρχή τής προσθετικότητας των σφαλμάτων 
έχουμε

β

h

(-® -Λ  ( - ψ ) 2 <■ t- ψ - ) 2
Β V ν

(2 ,82 Χ Ι Ο " ! ) 2 , ( 0 . J 5 ) 2 + (O^OSj2 
2 250 25

1 , 4 1 x 1 0  * + 1 x 1 0   ̂ + 4 x 1 0   ̂ καί

\ \

( Λ - )
0

2,24 χ 10 * 3 ή (-££-) χ 100 = 0 ,224 % 
0

Συμπέρασμα: ‘ Η πρώτη μέθοδος ε ίν α ι π ιό  ά κρ ι0ής .

9) ‘ Η μάζα συστατικού άγνώστου δείγματος πού π ρ ο σδ ιορ ίζε
ται μέ κουλομετρική όγκομέτρηση ύπολογίζετα ι τ ελ ικ ά  άπό τήν 
σχέση:

_  i . t  . Μ m -------  · ----
F n

"Οπου πι=ή μάζα τοΟ συστατικού ατό δείγμα (g r)
1= ή  ένταση τοϋ σταθεροΟ ρεύματος (Ampers, A) 
t  = ό χρόνος τής όγκομετρήσεως (s )
F = ή σταθερά τοΟ Fa rad ay , F = 96486,7 c/eg  
Μ = Τό τυπικό (μοριακό) 0άρος τής ούσίας 
η=άριθμός τών ήλεκτρονίω ν, τά όποια συμμετέχουν 

στήν άντί δράση (eq .m ol )

Βάρος Β = 0 , 2560 g φυτοφαρμάκου πού π ερ ιέχ ε ι διαλυτό άλας
άρσενικοΟ διαλυτοποιοΟνται κατάλληλα κα ί τό δ ιά 
λυμα άραιώνεται μ έχρ ις

V »  100,0 m l. *0 κουλομετρικός προσδιορισμός γ ίν ετ α ι 
V=  30,00 ml τοϋ διαλύματος, μέ ήλεκτρ ικά  παραγό- 
μενο ίώδιο μέ σταθερή ένταση ρεύματος 1 =0 ,0250 A 
γ ιά  χρόνο t  « 4 , 0 5  m in . Γ ιά  σφάλματα που συνοδεύ
ουν τήν δλη πορεία έργασίας ε ίν α ι Ζυγίσεως :
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= 0,0001 g . f μέτρηση ρεύματος: ± 0 ,0003 Α,  χρόνου: ± 0 ,0 2 m in  
άνάγνωση όγκου: ± 0 ,0 5  m l· *Η σταθερά Faraclay 96486,7 C.eq~^,TO 
άτομ* βάρος του As 74,9216 g r.m o l  ̂ κα ί ό άριθμός n = 2eq .m o l 
θά ληψθοϋν ώς τ έ λ ε ιο ι  ά ρ ιθ μ ο ί. Νά ύπολογισθει ή έκατοστια ία  
π ερ ιεκτ ικό τη τα  του φαρμάκου σέ άρσενικό (As) κα ί τό συνολικό 
σφάλμα πού συνδέετα ι μ 'α ύ τή ν .

* Απάντηση: Ά ν  m είναι ή μάζα του άρσενικου στόν όγκο των 
V' ml, ή έκατοστιαία περιεκτικότητα τοϋ δείγματος ο έ As θά
είναι:

R =
m χ V

V
Β

χ  100

'Επειδή m i.t
F

Μ
---  6 πιό πάνω τύπος γράφεται

Π

R - i.t.y.M 
B .F .V '.n

χ 100

0 .0 2 5 0 ·  (4 .05  χ 60) *74 ,9216-100,0 χ 10ο=3,07%
0 .2560*96 48 6 ,7 -3 0 , 00 -2

Τό σφάλμα του R ύπολογ Lζετ α ί ώε

SR +  < W > 2  *-S”  + ^ 2  **S-2 +θΒ Β

OR
dV( “ 577“·) " - S

2
V

s r  2
h r »

S . 2 S. 2 S „  2 Sv -2 S 2
«“ Τ ’ + , - J L ,  ♦ «J . ,  ♦ ( - £ l  -  < -f>

Apa

2

• 0 ,0 0 0 3 .2 , .0 , 02«2 , (0 , 0j>) +
0 ,0 2 5 0  4 ,0 5  100

• 0 , 05.2 , . O/OOPj)2 
30 ' o ,2560

1 ,4 4 .1 0~ 4 + 2 . 4 4 . 1 0 -5 +25 .10  8 + 2 ,7 8 . 1 0  6 +1 ,5 3 .1 0

1 ,7 2 .1 0 ~ 4
0 ,0 4  %
R = 3 ,07 ±0,04%
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F
( 0 , 002 2 )

Ot τ ιμ ές  τών στατιστικώ ν πινάκων ε ίν α ι t ( 0 , 5 ,  38) « 2,024 καί

-  2,024 >aC F „ e l p . .  1 ,40

ρΛ AC /-λ -ot =2 ,19  ot μέσοι όροι κα ί ot τυπ ικές  άποκλί-0 ,0 b ,  \ 9
σ ε ι ς  δέν διαφέρουν σημαντικά. β) Συγκρίνοντας τ ίς  δυο τ ιμ έ ς  
Χλ και Χ2 μέ τήν Αληθή τιμή μ =0,0200 βλέπουμε δ τ ι κα ί ot 
δύο μέθοδοι ε ίν α ι ά κ ρ ιβ ε ίς

10 )Γ ιά τήν λήψη 200 mg δείγματος γ ιά  Ανάλυση έφαρμόζονται 
2 μέθοδοι: α) Ζύγιση 200 mg έκ διαφοράς βάρους δύο ζυ γ ίσ ε 
ων κα ι β) Ζύγιση δύο γραμμαρίων τοϋ στερεού δ είγμα το ς , δ ιά 
λυση σέ όγκομετρική φιάλη των 250 ml κα ί λήψη όγκων 25 ml 
μέ σιφώνιο έλευθέρας ροής τών 25 m l. Σέ π ιά  άπό τ ίς  δύο μ ε
θόδους δειγματοληψίας τό σ χετ ικό  σφάλμα ε ίν α ι μ ικρότερο ;

άναγνώσεως τής όγκομετρικής φιάλης κα ί τοϋ σιφωνίου Α ν τ ί
στοιχα 0,250 ml καί  0,050 ml .

*Απαντήσεις: α) Στήν πρώτη περίπτωση το βάρος β ύπολογί- 
ζετα ι ώς διαφορά δύο βαρών κα ι Β2 τό καθένα άπό τά όποία 
προσδιορίζετα ι μέ σφάλμα σ « 2 κ ΐ 0 ~ 4 g 
‘ Επομένως το σ χετ ικό  σφάλμα ε ίν α ι

= 1 , 38 < 1 , 66

1.°.,-Ρ20-0— ° r ° 2 Q 5 j^  = 1#02 < 1 , 6 6  
0 , 0 0 2 2

- V σ^ +σ^ . ■ σ VT ■ 1,41 χ 2 χ 10“ 4 *ι

4
X 100 -  0 ,141 %
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Τμμές τοΟ t  γμά δμάφορα έπμπεδα σ η μ α ντμ - 

κ ο τη τα ς  2α σε συνάρτηση μέ τ ο ύ ς  βαθμούς 

έλ ευ θ ερ μ α ς  ν *

ν\ ° 0 , 5 0

ΟCOο

0 , 1 0 0 , 0 5 0 , 0 2 0 , 0 1 0 , 0 0 2 0 , 0 0 1 0 . 0 0 0 1

1 1 , 0 0 0 3 , 0 7 8 6 , 3 1 4 1 2 , 7 0 6 3 1 . 8 2 1 6 3 , 6 5 7 3 1 8 , 3 0 9 6 3 6 , 6 1 9 6 3 6 6 . 1 9 8
2 0 , 8 1 6 1 , 8 8 6 2 . 9 2 0 4 . 3 0 3 6 , 9 6 5 9 , 9 2 5 2 2 , 3 2 7 3 1 , 5 9 8 9 9 . 9 9 2
3 0 , 7 6 5 1 , 6 3 8 2 . 3 5 3 3 . 1 8 2 4 , 5 4 1 5 , 8 4 1 1 0 , 2 1 4 1 2 , 9 2 4 2 8 , 0 0 0
4 0 , 7 4 1 1 . 5 3 3 2 , 1 3 2 2 . 7 7 6 3 . 7 4 7 4 . 6 0 4 7 , 1 7 3 8 , 6 1 0 1 5 , 5 4 4

5 0 , 7 2 7 1 , 4 7 6 2 . 0 1 5 3 , 5 7 1 3 . 3 6 5 4 , 0 3 2 5 , 6 9 3 6 . 8 6 9 1 1 . 1 7 8
6 0 , 7 1 8 1 , 4 4 0 1 , 9 4 3 2 . 4 4 7 3 . 1 4 3 3 , 7 0 7 5 , 2 0 8 5 , 9 5 9 9 , 0 8 2
7 0 , 7 1 1 1 , 4 1 5 1 , 8 9 5 2 . 3 6 5 2 , 9 9 8 3 . 4 9 9 4 . 7 8 5 5 , 4 0 8 7 , 8 8 5
8 0 , 7 0 6 1 , 3 9 7 1 , 8 6 0 2 , 3 0 6 2 . 8 9 6 3 , 3 5 5 4 , 5 0 1 5 , 0 4 1 7 , 1 2 0
9 0 , 7 0 3 1 , 3 8 3 1 . 6 3 3 3 . 2 6 2 2 , 8 2 1 3 , 2 5 0 4 , 2 9 7 4 , 7 8 1 6 , 5 9 4

10 0 , 7 0 0 1 , 3 7 2 1 , 8 1 2 3 . 3 3 8 2 , 7 6 4 3 . 1 6 9 4 , 1 4 4 4 , 5 8 7 6 , 2 1 1
11 0 , 6 9 7 1 , 3 6 3 1 . 7 9 6 3 , 3 0 1 2 . 7 1 8 3 , 1 0 6 4 , 0 2 5 4 , 4 3 7 5 , 9 2 1
12 0 . 6 9 5 1 , 3 5 6 1 , 7 8 2 3 . 1 7 9 2 . 6 8 1 3 . 0 5 5 3 , 9 3 0 4 , 3 1 8 5 , 6 9 4
13 0 , 6 9 4 1 , 3 5 0 1 , 7 7 1 2 , 1 6 0 2 . 6 5 0 3 . 0 1 2 3 , 8 5 2 4 . 2 2 1 5 , 5 1 3
14 0 , 6 9 2 1 , 3 4 5 1 , 7 6 1 2 , 1 4 5 2 . 6 2 4 2 , 9 7 7 3 , 7 8 7 4 , 1 4 0 5 , 3 6 3

15 0 , 6 9 1 1 . 3 4 1 1 , 7 5 3 2 , 1 3 1 2 . 6 0 2 2 , 9 4 7 3 , 7 3 3 4 , 0 7 3 5 , 2 3 9
16 0 , 6 9 0 1 , 3 3 7 1 . 7 4 6 2 , 1 2 0 2 . 5 8 3 2 . 9 2 1 3 , 6 6 6 4 , 0 1 5 5 , 1 3 4
17 0 , 6 8 9 1 , 3 3 3 1 , 7 4 0 2 . 1 1 0 2 , 5 6 7 2 . 8 9 8 3 , 6 4 6 3 , 9 6 5 5 , 0 4 4
18 0 , 6 8 8 1 , 3 3 0 1 , 7 3 4 2 , 1 0 1 2 , 5 5 2 2 , 8 7 8 3 . 6 1 0 3 , 9 2 2 4 , 9 6 6
19 0 , 6 8 8 1 , 3 2 8 1 , 7 2 9 2 , 0 9 3 2 , 5 3 9 2 , 8 6 1 3 , 5 7 9 3 , 8 8 3 4 , 8 9 7

20 0 , 6 8 7 1 , 3 2 5 1 , 7 2 5 2 , 0 8 6 2 , 5 2 8 2 , 6 4 5 3 , 5 5 2 3 , 8 5 0 4 , 8 3 7
21 0 , 6 8 6 1 , 3 2 3 1 , 7 2 1 2 , 0 8 0 2 , 5 1 8 2 , 8 3 1 3 . 5 2 7 3 , 8 1 9 4 , 7 8 4
22 0 , 6 8 6 1 , 3 2 1 1 . 7 1 7 2 , 0 7 4 2 . 5 0 8 2 . 8 1 9 3 . 5 0 5 3 , 7 9 2 4 , 7 3 6
23 0 , 6 8 5 1 , 3 1 9 1 . 7 1 4 2 , 0 6 9 2 . 5 0 0 2 , 8 0 7 3 . 4 8 5 3 . 7 6 7 4 , 6 9 3
24 0 , 6 8 5 1 , 3 1 6 1 . 7 1 1 2 , 0 6 4 2 . 4 9 2 2 , 7 9 7 3 . 4 6 7 3 . 7 4 5 4 , 6 5 4

25 0 , 6 8 4 1 , 3 1 6 1 , 7 0 8 2 , 0 6 0 2 , 4 8 5 2 , 7 8 7 3 , 4 5 0 3 , 7 2 5 4 , 6 1 9
26 0 , 6 8 4 1 . 3 1 5 1 , 7 0 6 2 , 0 9 6 2 . 4 7 9 2 , 7 7 9 3 , 4 3 5 3 . 7 0 7 4 , 5 8 7
27 0 , 6 8 4 1 , 3 1 4 1 , 7 0 3 2 . 0 5 2 2 , 4 7 3 2 . 7 7 1 3 . 4 2 1 3 , 6 9 0 4 , 5 5 8
28 0 , 6 8 3 1 , 3 1 3 1 , 7 0 1 2 , 0 4 8 2 . 4 6 7 2 . 7 6 3 3 , 4 0 8 3 , 6 7 4 4 , 5 3 0
29 0 , 6 8 3 1 . 3 1 1 1 . 6 9 9 2 , 0 4 5 2 , 4 6 2 2 , 7 5 6 3 , 3 9 6 3 , 6 5 9 4 , 5 0 6

3 0 0 , 6 8 3 1 , 3 1 0 1 , 6 9 7 2 , 0 4 2 2 , 4 5 7 2 , 7 5 0 3 , 3 8 5 3 , 6 4 6 4 , 4 8 2
35 0 , 6 8 2 1 , 3 0 6 1 . 6 9 0 2 , 0 3 0 2 , 4 3 8 2 , 7 2 4 3 , 3 4 0 3 , 5 9 1 4 , 3 8 9
40 0 , 6 8 1 1 , 3 0 3 1 , 6 8 4 2 . 0 2 1 2 , 4 2 3 2 , 7 0 4 3 , 3 0 7 3 , 5 5 1 4 , 3 2 1
45 0 , 6 8 0 1 , 3 0 1 1 , 6 7 9 2 . 0 1 4 2 , 4 1 2 2 , 6 9 0 3 , 2 8 1 3 , 5 2 0 4 , 2 6 9
50 0 . 6 7 9 1 , 2 9 9 1 , 6 7 6 2 , 0 0 9 2 , 4 0 3 2 , 6 7 8 3 , 2 6 1 3 , 4 9 6 4 , 2 2 8

6 0 0 , 6 7 9 1 , 2 9 6 1 . 6 7 1 2 , 0 0 0 2 , 3 9 0 2 , 6 6 0 3 , 2 3 2 3 , 4 6 0 4 , 1 6 9
70 0 , 6 7 8 1 , 2 9 4 1 , 6 6 7 1 . 9 9 4 2 , 3 8 1 2 , 6 4 8 3 , 2 1 1 3 , 4 3 5 4 , 1 2 7
8 0 0 , 6 7 8 1 , 2 9 2 1 . 6 6 4 1 , 9 9 0 2 , 3 7 4 2 , 6 3 9 3 , 1 9 5 3 , 4 1 6 4 , 0 9 6
9 0 0 , 6 7 7 1 , 2 9 1 1 . 6 6 2 1 , 9 8 7 2 , 3 6 8 2 , 6 3 2 3 , 1 8 3 3 , 4 0 2 4 . 0 7 2

1 0 0 0 , 6 7 7 1 , 2 9 0 1 , 6 6 0 1 , 9 8 4 2 , 3 6 4 2 , 6 2 6 3 , 1 7 4 3 , 3 9 0 4 , 0 5 3

1 2 0 0 , 6 7 7 1 , 2 8 9 1 . 6 5 8 1 , 9 8 0 2 , 3 5 8 2 , 6 1 7 3 , 1 6 0 3 , 3 7 3 4 , 0 2 5
2 0 0 0 , 6 7 6 1 , 2 8 6 1 . 6 5 3 1 . 9 7 2 2 , 3 4 5 2 , 6 0 1 3 , 1 3 1 3 , 3 4 0 3 , 9 7 0
5 0 0 0 , 6 7 5 1 , 2 8 3 1 , 6 4 8 1 , 9 6 5 2 , 3 3 4 2 , 5 8 6 3 , 1 0 7 3 , 3 1 0 3 , 9 2 2

1 0 0 0 0 . 6 7 5 1 , 2 8 2 1 . 6 4 6 1 , 9 6 2 2 , 3 3 0 2 , 5 8 1 3 , 0 9 8 3 , 3 0 0 3 , 9 0 6
m 0 , 6 7 5 1 , 2 8 2 1 , 6 4 5 1 , 9 6 0 2 , 3 2 6 2 , 5 7 6 3 , 0 9 0 3 , 2 9 0 3 , 8 9 1

ι Α 0 . 2 S 0 , 1 0 0 , 0 5 0 . 0 2 5 0 , 0 1 0 , 0 0 5 ο , ο ο ι ΐ 0 , 0 0 0 5 0 , 0 0 0 0 5

*  Τ6 έπμπεδο σ η μ α ν τμ κ ά τη τα ς  2α δ έ ν ε τα μ  π ο λλές  φ ορές σ τό  
χ εμ μ ενο  τοΟ βμβλμου καμ σάν ρ .

Παράδεμγμα 1 : Γμά 10 βαθμούς έ λ ευ θ ερ μ α ς  ή τμ μ έ  τοΟ t  
ε ίν α μ  μση fi μ μ κρά τερη  τοΟ 2 ,2 2 8  ( t  ^  2 ,2 2 8 )  μ έ  π μ θ α ν έτη τα  95% 
καμ t  > 2 , 2 2 8  μέ π μθανάτητα  5%.

Παράδεμγμα 2 : Σττί Δοχμμτί t  καμ γμά ν=6, 5ν t neip ^ 2,*+*+7, 
ή δμαφορά χ Α- χ Β ε ίν α μ  σημαυτμκτΐ μ έ  β εβ α μ ά τη τα  95%. *Η πμθα- 
ν έ τ η τ α  ομ χ Α καμ χ Β νά  α νήκο υν  σ τά ν  C 6 to  π ληθυσμέ ε ίν α μ  μ ά -
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ

Τμμός τοϋ χ 2 σε συνάρτηση μό την πιθανό

τητα Ρ (χ ?>Χρ) τούς βαθμούς ελευθε
ρίας ν τί^ς κατανομές - χ *

Βαθμού Πιθανότητα Ρ (χ 2> χ 2)
έλευ-

0.99 0.98 0.95 0.90 0.80 0.70 0.50 0.30θερυας
V

1 0.00016 0.0006 0.0039 0.010 0.064 0.148 0,455 1.07
2 0.020 0.040 0.103 0.211 0.440 0.713 1.386 2.41
3 0.115 0.185 0.352 0.584 1.005 1.424 2.366 3.66
4 0.30 0.43 0.71 1.06 1.05 2.19 3.30 4.9
5 0.65 0.75 1.14 1.01 2.34 3.00 4.35 0.1
Θ 0.87 1.13 1.03 2.20 3.07 3.83 5.35 7.2
7 1.24 1.56 2.17 2.83 3.82 4.67 0.35 8.4
8 1.65 2.03 2.73 3.49 4.59 6.53 7.34 9.5
9 2.09 2.53 3.32 4.17 5.38 0.39 8.34 10.7

10 2.50 3.00 3.94 4.86 0.18 7.27 9.34 11.8
11 3.1 3.0 4.0 5.6 7.0 8.1 10.3 12.9
12 3.6 4.2 5.2 0.3 7.8 9.0 11.3 14.0
13 4.1 4.8 5.9 7.0 8.0 9.9 12.3 15.1
14 4.7 6.4 6.6 7.8 9.5 10.8 13.3 16.2
15 5.2 β.ο 7.3 8.6 10.3 11.7 14.3 17.3
16 5.8 β.β 8.0 9.3 11.2 12.6 16.3 18.4
17 6.4 7.3 8.7 10.1 12.0 13.5 10.3 19.6
18 7.0 7.9 0.4 10.0 12.9 14.4 17.3 20.0
10 7.0 8.6 10.1 11.7 13.7 15.4 18.3 21.7
20 8.3 9.2 10.9 12.4 14.0 10.3 19.3 22.8
21 8.9 9.9 11.0 13.2 15.4 17.2 20.3 23.9
22 9.5 10.0 12.3 14.0 10.3 18.1 21.3 24.923 10.2 11.3 13.1 14.8 17.2 19.0 22.3 20.024 10.9 12.0 13.8 15.7 18.1 19.9 23.3 27.125 11.5 12.7 14.0 10.5 18.9 20.9 24.8 28.2
2β 12.2 13.4 15.4 17.3 19.8 21.8 25.3 29.327 12.9 14.1 10.2 15.1 20.7 22.7 20.3 30.328 13.0 14.8 10.9 18.9 21.0 28.0 27.3 31.430 15.0 16.3 18.5 20.0 23.4 25.5 29.3 33.5

Παράδεμγμα. ’Η πιθανότητα γυά ν=10,τό^*2 νά είναι, μεγαλύ
τερο Από 3,94 είναι, 95%.
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ ( σ υ ν έ χ ε ι α )

Β αθμού Π ιθ α ν ό τ η τ α  Ρ ( χ 7> χ 2ρ)

έ λ ε υ θ ε ρ υ α ς
V 0.20 0.10 0.0 Γ) 0.02 0.01 0.005 \0.002 0.001

1 1.04 2.7 3.8 5.4 0.0 7.9 9.5 10.8
2 3.22 4.6 6.0 7.8 9.2 J0.0 12.4 13.8
3 4.04 6.3 7.8 9.8 11.3 12.8 14.8 10.3
4 6.0 7.8 9.5 11.7 13.3 14.9 16.9 18.5
5 7.3 9.2 11.1 13.4 15.1 10.3 18.9 20.5

0 8.6 10.6 12.6 15.0 16.8 18.0 20.7 22.5
7 9.8 12.0 14.1 16.6 18.5 20.3 22.0 24.3
8 11.0 13.4 15.5 18.2 20.1 12.9 24.3 26.1
9 12.2 14.7 10.9 19.7 21.7 23.0 26.1 27.9

10 13.4 16.0 18.3 21.2 23.2 25.2 27.7 29.0

11 14.6 17.3 19.7 22.6 24.7 20.8 29.4 31.3
12 15.8 18.5 21.0 24.1 26.2 28.3 31 32.9
13 17.0 19.8 22.4 25.5 27.7 29.8 32.5 34.5
14 18.2 21.1 23.7 26.9 29.1 31 34 36.1
15 19.3 22.3 25.0 28.3 30.6 32.5 35.5 37.7

16 20.5 23.5 26.3 29.6 32.0 34 37 39.2
17 21.6 24.8 27.6 31.0 33.4 35.5 38.5 40.8
18 22.8 26.0 28.9 32.3 34.8 37 40 42.3
10 23.9 27.2 30.1 33.7 36.2 38.5 41.5 43.8
20 25.0 28.4 31.4 35.0 37.6 40 43 45.3

21 26.2 29.6 32.7 36.3 38.9 41.5 44.5 46.8
22 27.3 30.8 33.9 37.7 40.3 42.5 46 48.3
23 28.4 32.0 35.2 39.0 41.6 44.0 47.5 49.7
24 29.6 33.2 36.4 40.3 43.0 45.5 48.5 51.2
25 30.7 34.4 37.7 41.6 44.3 47 5 0 , 52.6

20 31.8 35.6 38.9 42.9 45.6 48 51.5 54.1
27 32.9 36.7 40.1 44.1 47.0 49.5 53 55.5
28 34.0 37.9 41.3 45.4 48.3 51 54.5 56.9
29 35.1 39.1 42.6 46.7 49.6 52.5 56 58.3
30 36.3 40.3 43.8 48.0 50.9 54 57.5 59.7
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0 . 4 0 , 3 6 8 3 0 , 3 6 6 8 0 , 3 6 5 3 0 , 3 6 3 7 0 , 3 6 2 1 0 , 3 6 0 5 0 , 3 5 8 9 0 , 3 5 7 2 0 , 3 5 5 5 0 , 3 5 3 8
0 . 5 1 0 , 3 5 2 1 0 , 3 5 0 3 0 , 3 4 8 5 0 , 3 4 6 7 0 , 3 4 4 8 0 , 3 4 2 9 0 , 3 4 1 0 0 , 3 3 9 1 0 , 3 3 7 2 0 , 3 3 5 2
0 . 6 0 , 3 3 3 2 0 , 3 3 1 2 0 , 3 2 9 2 0 , 3 2 7 1 0 . 3 2 5 1 0 , 3 2 3 0 0 , 3 2 0 9 0 , 3 1 8 7 0 , 3 1 6 6 0 , 3 1 4 4

0 , 7 0 , 3 1 2 3 0 , 3 1 0 1 0 , 3 0 7 9 0 , 3 0 5 6 0 . 3 0 3 4 0 , 3 0 1 1 0 , 2 9 8 9 0 , 2 9 6 6 0 , 2 9 4 3 0 , 2 9 2 0
0 . 8 0 . 2 8 9 7 0 . 2 8 7 4 0 . 2 8 5 0 0 . 2 8 2 7 0 . 2 8 0 3 0 . 2 7 8 0 0 . 2 7 5 6 0 . 2 7 3 2 0 , 2 7 0 9 0 . 2 6 8 5
0 , 9 ι 0 , 2 6 6 1 0 . 2 6 3 7 0 , 2 6 1 3 0 , 2 5 8 9 0 , 2 5 6 5 0 . 2 5 4 1 0 , 2 5 1 6 0 , 2 4 9 2 0 , 2 4 6 8 0 , 2 4 4 4

1 . 0 (Γ, ? < 2 0 0 , 2 3 9 6 0 , 2 3 7 1 0 , 2 3 4 7 θ Τ 2 3 2 3 ~ °  ,229_9_ °  ̂ 2 2  7 5̂ 0 . 2 2 5 1[ —. - · — - -— 0 _ j 2  2 7 0_,2_203_

Μ 0 , ? 1 7 9 ί  0 , 2 1 5 5 0 , 2 1 3 1 0 , 2 1 0 7 0 , 2 0 8 3 0 , 2 0 5 9 0 , 2 0 3 6 1 0 , 2 0 1 2 0 , 1 9 8 9 0 , 1 9 6 5
1 . 2 0 , 1 9 4 2 0 , 1 9 1 9 0 , 1 8 9 5 0 , 1 8 7 2 0 , 1 8 4 9 0 , 1 8 2 6 0 , 1 8 0 4 0 , 1 7 8 1 0 , 1 7 5 8 0 , 1 7 3 6
1 . 3 0 , 1 7 1 4 0 . 1 6 9 1 0 , 1 6 6 9 0 , 1 6 4 7 0 , 1 6 2 6 0 , 1 6 0 4 0 , 1 5 8 2 ! 1 0 , 1 5 6 1 0 , 1 5 3 9 0 , 1 5 1 8

1 . 4 0 , 1 4 9 7 0 , 1 4 7 6 0 , 1 4 5 6 0 , 1 4 3 5 0 , 1 4 1 5 0 , 1 3 9 4 0 , 1 3 7 4 0 , 1 3 5 4 0 , 1 3 3 4 0 , 1 3 1 5
1 . 5 1 0 , 1 2 9 5 0 , 1 2 7 6 0 , 1 2 5 7 0 , 1 2 3 8 0 , 1 2 1 9 0 , 1 2 0 0 0 , 1 1 8 2 0 , 1 1 6 3 0 , 1 1 4 5 0 , 1 1 2 7
1 . 6 ] 0 , 1 1 0 9 0 , 1 0 9 2 0 , 1 0 7 4 0 , 1 0 5 7 0 , 1 0 4 0 0 , 1 0 2 3 0 , 1 0 0 6 0 , 0 9 8 9 0 , 0 9 7 3 0 , 0 9 5 7

1 , 7 0 , 0 9 4 0 0 , 0 9 2 5 0 , 0 9 0 9 0 , 0 8 9 3 0 , 0 8 7 8 0 , 0 8 6 3 0 , 0 8 4 8 0 , 0 8 3 3 0 , 0 8 1 8 0 , 0 8 0 4

1 . 8 0 , 0 7 9 0 0 . 0 7 7 5 0 , 0 7 6 1 0 , 0 7 4 8 0 , 0 7 3 4 0 , 0 7 2 1 0 , 0 7 0 7 0 , 0 6 9 4 0 , 0 6 8 1 0 , 0 6 6 9
1 . 9 0 , 0 6 5 6 0 , 0 6 4 4 0 , 0 6 3 2 0 , 0 6 2 0 0 , 0 6 0 8 0 , 0 5 9 6 0 , 0 5 8 4 0 , 05 7 3 _ 0 ^ 0 5 6 2 0,0_55_1

2 .  θ' 0 . 0 5 4 0 0 , 0 5 2 9 0 ~ 0 5 19 "θ Τ θ 5 0 8 θ",~0~498 0 , 0 4 8 8 0^ , 0 4 7 8 0 L0 4 6 8 _ _0_l 04  59 0 , 0 4 4 9

2 .  1Ί 0 ^ 0  4 4 0 7 . 0 4 3  1 Τ ,  0 4 2 2 0 , 0 4 1 3 0 , 0 4 0 4 0 , 0 3 9 6 0 , 0 3 8 7 0 , 0 3 7 9 0 , 0 3 7 1 0 , 0 3 6 3
2 , 21 0 , 0 3 5 5 0 , 0 3 4 7 0 , 0 3 3 9 0 , 0 3 3 2 0 , 0 3 2 5 0 , 0 3 1 7 0 , 0 3 1 0 0 , 0 3 0 3 0 , 0 2 9 7 0 , 0 2 9 0

2 . 3 0 , 0 2 8 3 0 , 0 2 7 7 0 , 0 2 7 0 0 , 0 2 6 4 0 , 0 2 5 8 0 , 0 2 5 2 0 , 0 2 4 6 0 , 0 2 4 1 0 , 0 2 3 5 0 , 0 2 2 9

2 . 4 0 . 0 2 2 4 0 , 0 2 1 9 0 , 0 2 1 3 0 , 0 2 0 8 0 , 0 2 0 3 0 , 0 1 9 8 0 , 0 1 9 4 0 , 0 1 8 9 0 , 0 1 8 4 0 , 0 1 8 0
2 , 5 0 . 0 1 7 5 0 , 0 1 7 1 0 , 0 1 6 7 0 , 0 1 6 3 0 , 0 1 5 8 0 . 0 1 5 4 0 , 0 1 5 1 0 , 0 1 4 7 0 , 0 1 4 3 0 , 0 1 3 9
2 , 6 0 , 0 1 3 6 0 , 0 1 3 2 0 , 0 1 2 9 0 , 0 1 2 6 0 , 0 1 2 2 0 , 0 1 1 9 0 , 0 1 1 6 0 , 0 1 1 3 0 , 0 1 1 0 0 , 0 1 0 7

2 , 7 0 , 0 1 0 4 0 , 0 1 0 1 0 , 0 0 9 9 0 , 0 0 9 6 0 , 0 0 9 3 0 , 0 0 9 1 0 , 0 0 8 8 0 , 0 0 8 6 0 , 0 0 8 4 0 , 0 0 8 1
2 . 8 0 . 0 0 7 9 0 , 0 0 7 7 0 , 0 0 7 5 0 , 0 0 7 3 0 , 0 0 7 1 0 , 0 0 6 9 0 , 0 0 6 7 0 , 0 0 6 5 0 . 0 0 6 3 0 , 0 0 6 1
2 , 9 |  0 , 0 0 6 0 0 , 0 0 5 8 0 , 0 0 5 6 0 , 0 0 5 5 0 , 0 0 5 3 0 , 0 0 5 1 * 0 , 0 0 5 0 0 . 0 0 4 8 0 ,004_7 °  . 0 0 4 6

Τ Γ δ ί θ * ’ 0 0 4 4 ' Ο", 0 0  43 0 , 0 0 4 2 0 , 0 0 4 0 0 , 0 0 3 9 0 , 0 0 3 8 0^003 7 0 , 0 0 3 6 _ 0 , 0 0 3 5 0 , 0 0 3 4

Τ ϊ » 0 , 0 0 3 3 0 7 0 0 3 2 0 , 0 0 3 1 0 , 0 0 3 0 0 , 0 0 2 9 0 , 0 0 2 8 0~00 27 0 , 0 0 2 6 0 , 0 0 2 5 0 , 0 0 2 5
3 , 21 0 , 0 0 2 4 0 , 0 0 2 3 0 , 0 0 2 2 0 , 0 0 2 2 0 , 0 0 2 1 0 , 0 0 2 0 0 , 0 0 2 0 0 , 0 0 1 9 0 , 0 0 1 8 0 , 0 0 1 8
3 . 3 0 . 0 0 1 7 0 , 0 0 1 7 0 , 0 0 1 6 0 , 0 0 1 6 0 , 0 0 1 5 0 , 0 0 1 5 0 , 0 0 1 4 0 , 0 0 1 4 0 , 0 0 1 3 0 , 0 0 1 3

3 . 4 0 , 0 0 1 2 0 , 0 0 1 2 0 , 0 0 1 2 0 , 0 0 1 1 0 , 0 0 1 1 0 , 0 0 1 0 0 , 0 0 1 0 0 , 0 0 1 0 0 , 0 0 0 9 0 , 0 0 0 9
3 , 5 0 , 0 0 0 9 0 , 0 0 0 8 0 , 0 0 0 8 0 , 0 0 0 8 0 , 0 0 0 8 0 , 0 0 0 7 0 , 0 0 0 7 0 , 0 0 0 7 0 , 0 0 0 7 0 , 0 0 0 6
3 . 6 0 , 0 0 0 6 0 , 0 0 0 6 0 , 0 0 0 6 0 , 0 0 0 5 0 , 0 0 0 5 0 , 0 0 0 5 0 , 0 0 0 5 0 , 0 0 0 5 0 , 0 0 0 5 0 , 0 0 0 4

3 , 7 0 , 0 0 0 4 0 , 0 0 0 4 0 , 0 0 0 4 0 , 0 0 0 4 0 , 0 0 0 4 0 , 0 0 0 4 0 , 0 0 0 3 0 , 0 0 0 3 0 , 0 0 0 3 0 , 0 0 0 3

3 , 8 0 , 0 0 0 3 0 , 0 0 0 3 0 , 0 0 0 3 0 , 0 0 0 3 0 , 0 0 0 3 0 , 0 0 0 2 0 , 0 0 0 2 0 , 0 0 0 2 0 , 0 0 0 2 0 , 0 0 0 2

3 , 9 | 0 . 0 0 0 2 0 , 0 0 0 2 0 , 0 0 0 2 0 , 0 0 0 2 0 , 0 0 0 2 0 , 0 0 0 2 0 , 0 0 0 2 0 , 0 0 0 2 0 , 0 0 0 1 0 , 0 0 0 1

4,0 | θ , 0 0 0 1 0 , 0 0 0 1 0 , 0 0 0 1 ο,οοοι10 , 0 0 0 1 0 , 0 0 0 1 0 , 0 0 0 1 0 , 0 0 0 1 0 , 0 0 0 1 Ο,,ΟΟΟΙ

Ζ ο"7ο“ 0 , 0 1 0 , 0 2 0,03 0,04 0 , 0 5 0,06 1 0,07 0 , 0 8 0 , 0 9

Π α ρ ά δ ευ γ μ α : f (1 1β) = f („, β)= 0 ,1 9 8 9
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ΙΑΡΑΡΤΗΜΑ Ζ

Δι,ωνυμυχε'ς π ιθανότητες Ρη(χ) 

καό γεά  δεάφορες τμμές του ρ

^ Γ ( η - χ ) ! ' Ρ ' · ΐ " ' “ ^  n 510 

’ ίσχόεμ q=l-p.

Ρ 0.01 0 ,05 0 .10 0,15 0 .2 0 0 ,25
Γ ■ ' 1 Ί

0 ,30 1/3 0.35 0.40 0 .45 0,50

2 0 0,9801 0,9025 0,8100 0,7225 0,6400 0,5625 0,4900 0,4444 0,4225 0,3600 0,3025 0,2500
1 0,0198 0.0950 0,1800 0,2550 0,3200 0,3750 0.4200 0,4444 0,4550 0,4800 0,4950 0,5000
2 ο,οοοι 0,0025 0,0100 0,0225 0,0400 0,0625 0,0900 0,1111 0,1225 0,1600 0,2025 Ρ ,2500

3 0 0,9703 0,8574 0,7290 0,6141 0,5120 0,4219 0 .3430 0.2963 0.2746 0,2160 0,1664 0,1250
1 0,0294 0,1354 0,2430 0,3251 0,3840 0,4219 0 ,4410 0,4444 0,4436 0.4320 0,4064 0,3750
2 C ,0003 0,0071 0 ,0270 0,0574 0,0960 0,1406 0,1890 0,2222 0,2369 0,2680 0,3341 0,3750
3 0,0000 0,0001 0 ,0010 0,0034 0,0080 0,0156 0,0270 0,0370 0,0429 0.0640 0.0911 0,1250

4 0 0,9404 0,8145 0.6561 0.5220 0,4096 0,3164 0,2401 0,1975 0 , 178$ 0,1296 0,0915 0,0625
I 0,0388 0.1715 0,2916 0.3685 0,4096 0,4219 0,4116 0,3951 0,3845 0,3456 0,2995 0,2500
2 0,0006 0,0135 0,0486 0,0975 0 . 1S36 0,2109 9,2646 0,2963 0,3105 0.3456 0.3675 0.3750
3 0,0000 0.0005 0,0036 0,0115 0,0256 0,0469 9,0756 9,9968 0,1115 0,1536 0,2005 0,2500
4 0,0000 0,0000 0,0001 0,0005 0,0016 0,0039 0.0061 0,0123 0.0150 0,0256 0,0410 0.0625

S 0 0,9510 0,7738 D.5905 Ρ , 4437 0,3277 0.2373 9,1681 0.1317 0,1160 [0,0778 0,0503 0,0312
1 0.0480 0.2036 3,3280 3 , 391$ 0,4096 0.3955 9.3602 9,3292 0,3124 0,2592 0,2059 0.1562
2 3,0010 0,0214 0.0729 3.1382 0.2048 0.2637 Ρ .3087 9,3292 0,3364 10.3456 0.3368 0. 312S
3 3,0000 0,0011 3,0081 3,0244 0,0512 3,0879 9.1323 3,1646 0,1811 0,2304 Ο·*?** 0.31254 3,0000 0,0000 Ρ .0004 3,0022 0,0064 3,0146 9,0264 3.0412 0,0488 0,0768 0.1126 0,1562
5 3,0000 0,0000 3,0000 3,0001 0,0003 b ,οοιο 3,0024 3,0042 0,0053 b ,9102 Ο.ΟΙ85 0,0312

6 0 0,9415 0,7351 0,5314 0,3771 0,2621 0.1780 0,1176 0,0878 0,0754 0,0467 0,0277 Ρ ,0156
1 0,0571 0,2321 0,3543 0,3993 0.3932 0,3560 0,3025 0,2634 0,2437 0,1666 0,1359 0,0938
2 0.0014 0,0305 0,0984 0.1762 0.2458 0,2966 0,3241 0,3292 0,3260 0,3110 0,2760 0,2344
3 0,0000 0,0021 0,0146 0 , 041$ 0,0819 0.1318 0,1652 0.2195 0,2355 0,2765 0,3032 0.3125
4 0.0000 0 ,0001 k) , 0012 0,0055 0,0154 0,0330 0,0595 0,0823 0,0951 0,1382 0.1861 0,2344
5 0,0000 0,0000 0,0001 0,0004 0.0015 0,0044 0,0102 0,0165 0,0205  0.0369  10,0609 0.0936
4 0.0000 0,0000 0,0000 9,0000 9,0001 0,0002 0,0007 0,0014 0,0018 0,0041 0,0083 0,0156

7 0 0,9321 9,6983 0,4783 0,3206 0.2097 0,1335 0,0824 o.oses 0,0490 0,0280 0.0152 0.0078
1 0,0459 0,2573 0.3720 0,3960 0,3670 0.3115 0.2471 0.2046 0 1846 0,1306 0,0872 •0,0547
2 0.0020 0.0406  0,1240 Κ7.2097 0»27 S3 0,3115 0,3177 0,3073  !θ , 2965 0,2613 0.2140 0,1641
3 0,0000 0,0036 0.0230 9,0617 0.1147 0,1730 0.2269 0,2561  10.2679 0.2903  0,2918 0,2734
4 0,0000 0.0002 0,0026 9,0109 0,0287 0,0577 0.0972 0,1280 0.1442 0 , 193$ 0,2366 Ρ ,2734
$ 0,0000 0,0000 0,0002 9.0012 0,0043 0,0115 0,0250 0,0364 0,0466 0,0774 0.1172 0.1641
€ 0,0000 0,0000 0.0000 9,0001 0.0004 0,0013 0.0036 0,0064 0.0064 0,0172 0,0320 Ρ ,0547
7 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0.0000 0,0001 0,0002 0,0005 0.0006 0,0016 0,0037 0,0078

β 0 0,9227 0,6634 0,4305 10.2725 0,1678 0,1001 0,0576 0,0390 0,0319 0,0168 0,0064 0,0039
1 0,0744 0,2793 0,3826 9,3847 0 . 33S5 0,2670 Ό , 1977 0,1561 0.1373 0,0896 0,0546 0,0312
2 0,0026 0,0515 0 ,1488 9,2376 0,2936 0,3115 0,2965 0,2731 0,2587 0,2090 0,1569 0.1094
3 0,0001 0,0054 0,0331 9,0839 0.1468 0,2076 0,2541 0.2731 0,2766 0,2787 0,2566 (0,2166
4 0,0000 0,0004 0,0046 (0,0185 0,0459 0.0665 0,1361 0,1707 0.1875 0,2322 0,2627 0,2734
$ 0,0000 0,0000 0,0004 9,0026 0,0092 0,0231 0,0467 0,0683 0,0808 0,1239 0,1719 0,2188
4 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002 0,0011 (0,0036 0,0200 0,0171 0,0217 0,0413 0,0703 0,1094
7 0,0000 0,0000 0,0000 9.0000 0,0001 0,0004 0,0012 0,0024 0,0033 0,0079 0,0164 0,0312
β 0,0000 0,0000 0,0000 9.0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0002 0,0002 0,0007 0,0017 0,0039

9 0 0,9135 0,6302 0,3874 9,2316 0,1342 0.0751 0,0404 0,0260 0,0207 0,0101 0,0046 0,0020
1 0,0830 0,2985 0,3874 9.3679 0,3020 0,2253 0,1556 0,1171 0,1004 0,0605 0,0339 0,0176
2 0,0034 0,0629 0,1722 9.2597 0,3020 0,3003 0,2668 0,2341 0,2162 0,1612 0,1110  :0,0703
3 0,0001 0,0077 0,0446 9 . 1Q69 0,1762 0,2336 0,2668 0,2731 0,2716 0,2508 0,2119  (0,1641
4 0.0000 0,0006 0,0074 9.0283 0,0661 0,1168 0.1715 0,2048 0,2194 0,2508 0,2600  jQ, 2461
5 0,0000 0.0000 0,0008 9,0050 0,0165 9,0389 0,0735 0,1024 0,1181 0,1672 0,2126 0,2461
4 0,0000 0.0000 0,0001 9,0006 0.0026 9,0087 0,0210 0,0341 0,0424 0,0743 0,1160  0,1641
7 0,0000 0,0000 0,0000 9,0000 0,0003 0.0012 0,0039 0,0073 0,0098 0,0212 0.0407  0.0703
β 0,0000 0,0000 0,0000 9,0000 0,0000 0,0001 0,0004 0,0009 0,0013 0,0035 0,0063 0,0176
9 0,0000 0,0000 0,0000 9,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0001 0.0003  0,0008 0,0020

10 0 0,9044 0,5987 0.3487 p ,1969 0,1074 9,0563 0,0262 0,0173 0.0135 0.0060 0 , 002$ [0,0010
1 0,0914 0,3151 0,3874 9,3474 0,2684 0,1877 0,1211 0,0667 0,0725 0,0403 0,0207 0,0096
2 0,0042 0,0746 0,1937 9,2759 0,3020 0,2816 0 , 2)35 0,1951 0,1757 0,1209 0,0763 0,0439
3 0,0001 0,0105 0 . 0 S74 9,1298 0,2013 0,2503 0,2668 0,2601 0,2522 0.2150 0,1665 0,1172
4 0,0000 0,0010 0,0112 9,0401 0,0681 0,1460 0,2001 0,2276 0,2377 0,2506 0,2364 0.2051
S 0,0000 0,0001 0,0015 9.0085 9,0264 9,0584 0,1029 0,1366 0,1536 0,2007 0,2340 0,2461

4 0,0000 0,0000 0,0001 9,0012 0,0055 0,0162 0,0366 0,0569 0,0669 0,1115 0,1596 0.2051
7 0,0000 0,0000 0,0000 9,0001 0,0006 9,0031 0,0090 0,0163 0,0212 0,0425 0,0746 0,1172
1 0,0000 0,0000 0,0080 0.0000 0,0001 0,0004 0,0014 0,0030 0,0043 0,0106 0,0229 0,0439
9 0,0000 0,0000 0,0000 9,0000 0,0000 0,0000 0.0001 0,0003 0,0005 0,0016 0,0042 0.0098

10 0,0000 0,0000 0,0000 9,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0003 0,0010

Παράδειγμα: Ρ9(3) = 3 '( 9 - 3 ) 1  ^0 ***^3*^0 »6 <̂9-3)=0»2508
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Η (συνέχεια)

g )  Γυ<ί 1 2 < μ « 2 0

\  μ
X \ 12,0 14,0 16,0 18.0 20,0

0
1 0.0001
2 0.0004 0,0001
3 0.0018 0.0004 0,0001
4 0.0053 0,0013 0.0003 0,0001

5 0,0127 0.0037 0,0010 0,0002 0,0001
6 0,0255 0,0087 0,0026 0,0007 0,0002
7 0,0437 0,0174 0,0060 0.0019 0,0005
8 0,0655 0.0304 0,0120 0,0042 0.0013
9 0,0874 0,0473 0,0213 0.0083 0.0029

10 0,1048 0,0663 0.0341 0.0150 0.0058
11 0,1144 0,0844 0.0496 0,0245 0,0106
12 0,1144 0,0984 0,0661 0,0368 0,0176
13 0,1056 0,1060 0,0814 0,0509 0,0271
14 0.0905 0,1060 0.0930 0,0655 0,0387

15 0,0724 0,0989 0.0992 0,0786 0,0516
16 0,0543 0.0866 0,0992 0,0884 0,0646
17 0,0383 0,0713 0,0934 0,0936 0,0760
18 0,0255 0,0554 0,0830 0,0936 0.0844
19 0,0161 0,0409 0,0699 0,0887 0,0888
20 0.0097 0,0286 0,0559 0,0798 0,0888
21 0,0055 0,0191 0,0426 0,0684 0,0846
22 0,0030 0,0121 0,0310 0,0560 0,0769
23 0,0016 0,0074 0,0216 0,0438 0,0669
24 0,0008 0,0043 0,0144 0,0328 0,0557

25 0,0004 0,0024 0,0092 0,0237 Ό.0446
26 0,0002 0,0013 0,0057 0,0164 0,0343
27 0,0001 0,0007 0,0034 0.0109 0,0254
28 0,0003 0,0019 0,0070 0,0181
29 0,0002 0.0011 0,0044 0,0125

30 0,0001 0,0006 0,0026 0,0083
31 0,0003 0,0015 0,0054
32 0,0001 0,0009 0,0034
33 0,0001 0,0005 0,0020
34 0,0002 0,0012

35 0,0001 0,0007
36 0,0001 0,0004
37 0,0002
38 0,0001
39 0,0001

γ) Γ μ ά  0 , 2  <  μ  <  0 , 8

Μ ^ sT  0 ,2
0,4 0,6 0.8

0 0,8187 0,6703 0.5488 0,4493
1 0,1637 0,2681 0,3293 0,3595
2 0,0164 0,0536 0,0988 0.1438
3 0,0011 0,0072 0.0198 0.0383
4 0,0001 0,0007 0.0030 0,0077
5 0,0001 0.0004 0,0012

0.0002
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ θ

Τετράγωνά, τετραγωνικές ρυζες καέ αντίστροφες τυμές των 

άρυθμών η άπέ 1 μέχρι, 100

η η2 ΛΓ / 10η 1/η η η2 /ϊ  On 1/η
. \

1 1 1 , 0 0 0 3 , 1 6 2 1 , 0 0 0 0 0 51 2601 7 , 1 4 1 2 2 , 5 8 3 0 , 0 1 9 6 1
ζ 4 1 ' 4 1 4 4 , 4 7 2 0 , 5 0 0 0 0 52 2704 7 , 2 1 1 2 2 , 8 0 4 0 , 0 1 9 2 3
3 9 1 , 7 3 2 5 , 4 7 7 0 , 3 3 3 3 3 53 28 09 7 , 2 8 0 2 3 , 0 2 2 0 , 0 1 8 8 7
4 16 2 , 0 0 0 6 , 3 2 5 0 , 2 5 0 0 0 54 2916 7 , 3 4 8 2 3 , 2 3 8 0 , 0 1 8 5 2
5 25 2 , 2 3 6 7 , 0 7 1 0 , 2 0 0 0 0 55 3025 7 , 4 1 6 2 3 , 4 5 2 0 , 0 1 8 1 8

6 36 2 , 4 4 9 7 , 7 4 6 0 , 1 6 6 6 7 56 3136 7 , 4 8 3 2 3 , 6 6 4 0 , 0 1 7 8 6
7 49 2 , 6 4 6 8 , 3 6 7 0 , 1 4 2 8 6 57 3249 7 , 5 5 0 2 3 , 8 7 5 0 , 0 1 7 5 4
9 Μ 2 , 8 2 8 8 , 9 4 4 0 , 1 2 5 0 0 58 3364 7 , 6 1 6 2 4 , 0 8 3 0 , 0 1 7 2 4
9 81 3 , 0 0 0 9 , 4 8 7 0 , 1 1 1 1 1 59 3481 7 , 6 8 1 2 4 , 2 9 0 0 . 0 1 6 9 5

10 100 3 , 162 1 0 , 0 0 0 0 , 1 0 0 0 0 60 3600 7 , 7 4 6 2 4 , 4 9 5 0 , 0 1 6 6 7
11 121 3 , 3 1 7 1 0 , 4 8 8 0 , 0 9 0 9 1 61 3721 7 , 8 1 0 2 4 , 6 9 8 0 , 0 1 6 3 9
12 144 3 , 4 6 4 1 0 , 9 5 4 0 , 0 8 3 3 3 62 3844 7 , 8 7 4 2 4 , 9 0 0 0 , 0 1 6 1 3
13 169 3 , 6 0 6 1 1 , 4 0 2 0 , 0 7 6 9 2 63 3969 7 , 9 3 7 2 5 , 1 0 0 0 , 0 1 5 8 7
14 196 3 , 742 1 1 , 8 3 2 ' 0 , 0 7 1 4 3 64 4096 8 , 0 0 0 2 5 , 2 9 8 0 , 0 1 5 6 2
15 ?Γ5 3 , 8 7 3 1 2 , 2 4 7 0 , 0 6 6 6 7 66 4225 8 , 0 6 2 2 5 , 4 9 5 0 , 0 1 5 3 8

16 256 4 , 0 0 0 1 2 , 6 4 9 0 , 0 6 2 5 0 66 4356 8 , 1 2 4 2 5 , 6 9 0 0 , 0 1 5 1 5
17 289 4 , 1 2 3 1 3 , 0 3 8 0 , 0 5 8 8 2 67 4 48 9 8 , 1 8 5 2 5 , 8 8 4 0 , 0 1 4 9 3
18 324 4 , 2 4 3 1 3 , 4 1 6 0 , 0 5 5 5 6 68 4624 8 , 2 4 6 2 6 , 0 7 7 0 , 0 1 4 7 1
19 361 4 , 3 5 9 1 3 , 7 8 4 0 , 0 5 2 6 3 69 4761 8 , 3 0 7 2 6 , 2 6 8 0 , 0 1 4 4 9
20 400 4 , 4 7 2 1 4 , 1 4 2 0 , 0 5 0 0 0 70 4900 8 , 3 6 7 2 6 , 4 5 8 0 , 0 1 4 2 9

21 441 4 , 5 8 3 1 4 , 4 9 1 0 , 0 4 7 6 2 71 5041 8 , 4 2 6 2 6 , 6 4 6 0 , 0 1 4 0 8
22 484 4 , 6 9 0 1 4 , 8 3 2 0 , 0 4 5 4 5 72 5184 8 , 4 8 5 2 6 , 8 3 3 0 , 0 1 3 8 9
23 529 4 , 7 5 6 1 5 , 1 6 6 0 , 0 4 3 4 8 73 5329 8 , 5 4 4 2 7 , 0 1 9 0 , 0 1 3 7 0
24 576 4 , 8 9 9 1 5 , 4 9 2 0 , 0 4 1 6 7 74 5476 8 , 6 0 2 2 7 , 2 0 3 0 , 0 1 3 5 1
25 625 5 , 0 0 0 1 5 , 8 1 1 0 , 0 4 0 0 0 75 5625 8 , 6 6 0 2 7 , 3 8 6 0 , 0 1 3 3 3

26 676 5 , 0 9 9 1 6 , 1 2 5 0 , 0 3 8 4 6 76 5776 8 , 7 1 8 2 7 , 5 6 8 0 , 0 1 3 1 6
27 729 5 , 1 9 6 1 6 , 4 3 2 0 , 0 3 7 0 4 77 5929 8 , 7 7 5 2 7 , 7 4 9 0 , 0 1 2 9 9
28 784 5 , 2 9 2 1 6 , 7 3 3 0 , 0 3 5 7 1 78 6084 8 , 8 3 2 2 7 , 9 2 8 0 , 0 1 2 8 2
29 841 5 , 3 8 5 1 7 , 0 2 9 0 , 0 3 4 4 8 79 6241 8 , 8 8 8 2 8 , 1 0 7 0 , 0 1 2 6 6
30 900 5 , 4 7 7 1 7 , 3 2 1 0 , 0 3 3 3 3 80 64 00 8 , 9 4 4 2 8 , 2 8 4 0 , 0 1 2 5 0

31 961 5 , 5 6 8 1 7 , 6 0 7 0 , 0 3 2 2 6 81 6561 9 , 0 0 0 2 8 , 4 6 0 0 , 0 1 2 3 5
32 1024 5 , 6 5 7 1 7 , 8 8 9 0 , 0 3 1 2 5 82 6 72 4 9 , 0 5 5 2 8 , 6 3 6 0 , 0 1 2 2 0
33 1089 5 , 7 4 5 1 8 , 1 6 6 0 , 0 3 0  30 83 6889 9 , 1 1 0 2 8 , 8 1 0 0 , 0 1 2 0 5
34 1 156 5 , 8 3 1 1 8 , 4 3 9 0 , 0 2 9 4 1 84 70 Γι6 9 , 1 6 5 2 8 , 9 8 3 0 , 0 1 1 9 0
35 ί/ 25 5 , 9 1 6 1 8 , 7 0 8 0 , 0 2 8 5 7 85 7225 9 , 2 2 0 2 9 , 1 5 5 0 , 0 1 1 7 6

36 1296 6 , 0 0 0 1 8 , 9 7 4 0 , 0 2 7 7 8 86 7396 9 , 2 7 4 2 9 , 3 2 6 0 , 0 1 1 6 3
37 1369 6 , 0 8 3 1 9 , 2 3 5 0 , 0 2 7 0 3 87 7569 9 , 3 2 7 2 9 , 4 9 6 0 , 0 1 1 4 9
38 1444 6 , 1 6 4 1 9 , 4 9 4 0 , 0 2 6 3 2 88 7744 9 , 3 8 1 2 9 , 6 6 5 0 , 0 1 1 3 6
39 1521 6 , 2 4 5 1 9 , 7 4 8 0 , 0 2 5 6 4 89 7921 9 , 4 3 4 2 9 , 8 3 3 0 , 0 1 1 2 4
40 1600 6 , 3 2 5 2 0 , 0 0 0 0 , 0 2 5 0 0 90 8 10 0 9 , 4 8 7 3 0 , 0 0 0 0 , 0 1 1 1 1
41 1681 6 , 4 0 3 2 0 , 2 4 8 0 , 0 2 4 3 9 91 8281 9 , 5 3 9 3 0 , 1 6 6 0 , 0 1 0 9 9
42 1764 6 , 4 8 1 2 0 , 4 9 4 0 , 0 2 3 8 1 92 84 64 9 , 5 9 2 3 0 , 3 3 2 0 , 0 1 0 8 7
43 1849 6 , 5 S7 2 0 , 7 3 6 0 . 0 2 3 2 6 93 8 6 4 9 9 , 6 4 4 3 0 , 4 9 6 0 , 0 1 0 7 5
44 1936 6 , 6 3 3 2 0 , 9 7 6 0 , 0 2 2 7 3 94 88 36 9 , 6 9 5 3 0 , 6 5 9 0 , 0 1 0 6 4
4 5 2025 6 , 7 0 8 2 1 , 2 1 3 0 , 0 2 2 2 2 95 9 02 5 9 , 7 4 7 3 0 , 8 2 2 0 , 0 1 0 5 3
46 ' 2116 6 , 7 8 2 2 1 , 4 4 8 0 , 0 2 1 7 4 96 9 2 1 6 9 , 7 9 8 3 0 , 9 8 4 0 , 0 1 0 4 2
47 2209 6 , 8 5 6 2 1 , 6 7 9 0 , 0 2 1 2 8 97 94 09 9 , 8 4 9 3 1 , 1 4 5 0 , 0 1 0 3 1
48 2304 6 , 9 2 8 2 1 , 9 0 9 0 , 0 2 0 8 3 98 9 60 4 9 , 8 9 9 3 1 , 3 0 5 0 , 0 1 0 2 0
49 2401 7 , 0 0 0 2 2 , 1 3 6 0 , 0 2 0 4 1 99 $801 9 , 9 5 0 3 1 , 4 6 4 0 , 0 1 0 1 0
50 2500 7 , 0 7 1 2 2 , 3 6 1 0 , 0 2 0 0 0 100 100 00 1 0 , 0 0 0 3 1 , 6 2 3 0 , 0 1 0 0 0

Π αραδείγματα: V75=8,660 , V 775  = V75
Υ Ϊ0 2,7388

V o , 75=0 ,8660 , V 7500 = 86,60

V750=V75*Vl0=27,383,

1/75000=273,83
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ I

Δ εκα δ ικο ύ  λογάρεθμοε τεσσάρων ψηφεων μ ετά  τό  χαρ ακτη - 

ρ εσ τε κ ό . Με το υς  κ εν α κ ες  αύτοΰς μτοροΰν έτιεσης νά ΰ τ ο -  

λο γεσ το ΰν  φυσεκοε λογάρεθμοε καε τ ε μ έ ς  e '  α τ ό  τ ε ς  σ χ ε- 

σ εες  ln x = 2 ,3 0 2 6 * lg x  καε' e ' = 10” !9e =10°·4ί*3·’

S * 9 -  *
^ ο ο σ θ η χ ε ς  > u x  δ έ κ α 
τ α  τ ο υ  δ ε α σ τ τ π ι α τ ο ς

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 0 0 0 0 0 1 ’ “0 0 0 4 0 0 0 9 0 0 1 3 0 0 1 7 0 0 2 2 0 0 2 6 0 0 3 0 0 0 3 5 0 0 3 9 0 ι 1 2 2 3 3 3 4
1 0 1 0 0 4 3 0 0 4 8 0 0 5 2 0 0 5 6 0 0 6 0 0 0 6 5 0 0 6 9 0 0 7 3 0 0 7 7 0 0 8 2 0 1 1 2 2 3 3 3 4
1 0 2 0 0 8 6 0 0 9 0 0 0 9 5 0 0 9 9 0 1 0 3 0 1 0 7 0 1 1 1 0 1 1 * 0 1 2 0 0 1 2 4 0 1 1 2 2 3 3 3 4
1 0 3 0 1 2 8 0 1 3 3 0 1 3 7 0 1 4 1 0 1 4 5 0 1 4 9 0 1 5 4 0 1 5 8 0 1 6 2 0 1 6 6 0 1 1 2 2 3 3 3 4
1 0 4 0 1 7 0 0 1 7 5 0 1 7 9 0 1 8 3 0 1 8 7 0 1 9 1 0 1 9 5 0 1 9 0 0 2 0 4 0 2 0 8 0 1 1 2 2 2 3 3 4
1 0 5 0 2 1 2 0 2 1 6 0 2 2 0 0 2 2 4 0 2 2 8 0 2 3 3 0 2 3 7 0 2 4 1 0 2 4 5 0 2 4 9 0 1 1 2 2 2 3 3 4
1 0 * 0 2 5 3 0 2 5 7 0 2 6 1 0 2 6 5 0 2 6 9 0 2 7 3 0 2 7 8 0 2 8 2 0 2 8 6 0 2 9 0 0 1 1 2 2 2 3 3 4
1 0 7 0 2 9 4 0 2 9 8 0 3 0 2 0 3 0 6 0 3 1 0 0 3 1 4 0 3 1 8 0 3 2 2 0 3 2 6 0 3 3 0 0 1 1 2 2 2 3 3 4
1 0 8 0 3 3 4 0 3 3 8 0 3 4 2 0 3 4 6 0 3 5 0 0 3 5 4 0 3 5 6 0 3 6 2 0 3 6 6 0 3 7 0 0 1 1 2 2 2 3 3 4
1 0 9 0 3 7 4 0 3 7 8 0 3 8 2 0 3 8 6 0 3 9 0 0 3 9 4 0 3 9 8 0 4 0 2 0 4 0 6 0 4 1 0 0 1 1 2 2 2 3 3 4

1 0 0 0 0 0 0 0 4 3 0 0 9 6 0 1 2 8 0 1 7 0 0 2 1 2 0 2 5 3 0 2 9 4 0 3 3 4 0 3 7 4 4 6 1 2 1 7 2 1 25 29 33 3 7
1 1 0 4 1 4 0 4 5 3 0 4 9 2 0 5 3 1 0 5 6 9 0 6 0 7 0 6 4 5 0 6 8 2 0 7 1 9 0 7 5 5 4 8 1 1 1 5 1 9 2 3 26 30 34
1 2 0 7 9 2 0 8 2 8 0 8 6 4 0 8 9 9 0 9 3 4 0 9 6 9 1 0 0 4 1 0 3 8 1 0 7 2 1 1 0 6 3 7 1 0 1 4 1 7 2 1 24 28 3 1
1 3 1 1 3 9 1 1 7 3 1 2 0 6 1 2 3 9 1 2 7 1 1 3 0 3 1 3 3 5 1 3 6 7 1 3 9 9 1 4 3 0 3 6 10 1 3 1 6 1 9 23 26 29
1 4 1 4 6 1 1 4 9 2 1 5 2 3 1 5 5 3 1 5 8 4 1 6 1 4 1 6 4 4 1 6 7 3 1 7 0 3 1 7 3 2 3 6 9 1 2 1 5 1 8 2 1 24 2 7
1 5 1 7 6 1 1 7 9 0 1 8 1 8 1 8 4 7 1 8 7 5 1 9 0 3 1 9 3 1 1 9 5 9 1 9 8 7 2 0 1 4 3 6 8 1 1 1 4 1 7 20 22 2 5
1 6 2 0 4 1 2 0 6 8 2 0 9 5 2 1 2 2 2 1 4 6 2 1 7 5 2 2 0 1 2 2 2 7 2 2 5 3 2 2 7 9 3 5 e 1 1 1 3 16 1 8 2 1 24
1 7 2 3 0 4 2 3 3 0 2 3 5 5 2 3 8 0 2 4 0 5 2 4 3 0 2 4 5 5 2 4 8 0 2 5 0 4 2 5 2 9 2 5 > 1 0 1 2 1 5 1 7 20 2 2
1 8 2 5 5 3 2 5 7 7 2 6 0 1 2 6 2 5 2 6 4 8 2 6 7 2 2 6 9 5 2 7 1 8 2 7 4 2 2 7 6 5 2 5 7 9 1 2 1 4 1 6 19 2 1
1 9 2 7 8 8 2 8 1 0 2 8 3 3 2 8 5 6 2 8 7 8 2 9 0 0 2 9 2 3 2 9 4 5 2 9 6 7 2 9 8 9 2 4 7 9 1 1 13 1 6 1 8 20
20 3 0 1 0 3 0 3 2 3 0 5 4 3 0 7 5 3 0 9 6 3 1 1 8 3 1 3 9 3 1 6 0 3 1 8 1 3 2 0 1 2 4 6 8 1 1 1 3 1 5 1 7 1 9
2 1 3 2 2 2 3 2 4 3 3 2 6 3 3 2 8 4 3 3 0 4 3 3 2 4 3 3 4 5 3 3 6 5 3 3 8 5 3 4 0 4 2 4 6 6 1 0 1 2 1 4 1 6 1 8
22 3 4 2 4 3 4 4 4 3 4 6 4 3 4 8 3 3 5 0 2 3 5 2 2 3 5 4 1 3 5 6 0 3 5 7 9 3 5 9 8 2 4 6 8 1 0 1 2 1 4 1 5 1 7
23 3 6 1 7 3 6 3 6 3 6 5 5 3 6 7 4 3 6 9 2 3 7 1 1 3 7 2 9 3 7 4 7 3 7 6 6 3 7 8 4 2 4 6 7 9 Π 1 3 1 5 1 7
24 3 8 0 2 3 8 2 0 3 8 3 8 3 8 5 6 3 8 7 4 3 8 9 2 3 9 0 9 3 9 2 7 3 9 4 5 3 9 6 2 2 4 5 7 9 ΐ ι 1 2 1 4 1 6
25 3 9 7 9 3 9 9 7 4 0 1 4 4 0 3 1 4 0 4 8 4 0 6 5 4 0 8 2 4 0 9 9 4 1 1 6 4 1 3 3 2 3 5 7 9 10 1 2 1 4 1 5
26 4 1 5 0 4 1 6 6 4 1 8 3 4 2 0 0 4 2 1 6 4 2 3 2 4 2 4 9 4 2 6 5 4 2 8 1 4 2 9 8 2 3 5 7 β 1 0 1 1 1 3 1 5
2 7 4 3 1 4 4 3 3 0 4 3 4 6 4 3 6 2 4 3 7 8 4 3 9 3 4 4 0 9 4 4 2 5 4 4 4 0 4 4 5 6 2 3 5 6 8 9 1 1 1 3 1 4
2 8 4 4 7 2 4 4 8 7 4 5 0 2 4 5 1 8 4 5 3 3 4 5 4 8 4 5 6 4 4 5 7 9 4 5 9 4 4 6 0 9 2 3 5 6 8 9 1 1 1 2 1 4
29 4 6 2 4 4 6 3 9 4 6 5 4 4 6 6 9 4 6 8 3 4 6 9 8 4 7 1 3 4 7 2 8 4 7 4 2 4 7 5 7 1 3 4 6 7 9 1 0 1 2 1 3
30 4 7 7 1 4 7 8 6 4 8 0 0 4 8 1 4 4 8 2 9 4 8 4 3 4 8 5 7 4 8 7 1 4 8 8 6 4 9 0 0 1 3 4 6 7 9 1 0 1 1 1 3
Η 4 9 1 4 4 9 2 8 4 9 4 2 4 9 5 5 4 9 6 9 4 9 8 3 4 9 9 7 5 0 1 1 5 0 2 4 5 0 3 8 1 3 4 6 7 8 1 0 1 1 1 2
32 5 0 5 1 5 0 6 5 5 0 7 9 5 0 9 2 5 1 0 5 5 1 1 9 5 1 3 2 5 1 4 5 5 1 5 9 5 1 7 2 1 3 4 5 7 8 9 1 1 1 2
33 5 1 8 5 5 1 9 8 5 2 1 1 5 2 2 4 5 2 3 7 $ 2 5 0 5 2 6 3 5 2 7 6 5 2 8 9 5 3 0 2 1 3 4 5 6 8 9 1 0 1 2
3 4 5 3 1 5 5 3 2 8 5 3 4 0 5 3 5 3 5 3 6 6 5 3 7 8 5 3 9 1 5 4 0 3 5 4 1 6 5 4 2 6 1 3 4 5 5 8 9 1 0 Π
35 5 4 4 1 5 4 5 3 5 4 6 5 5 4 7 8 5 4 9 0 5 5 0 2 5 5 1 4 5 5 2 7 5 5 3 9 5 5 5 1 1 2 4 5 6 7 9 1 0 Π
36 5 5 6 3 5 5 7 5 5 5 8 7 5 5 9 9 5 6 1 1 5 6 2 3 5 6 3 5 5 6 4 7 S 6 5 8 5 6 7 0 1 2 4 5 6 7 8 1 0 1 1
3 7 5 6 8 2 5 6 9 4 5 7 0 5 5 7 1 7 5 7 2 9 5 7 4 0 5 7 5 2 5 7 6 3 5 7 7 5 5 7 8 6 1 2 3 5 6 7 8 9 1 0
38 5 7 9 8 5 8 0 9 5 8 2 1 5 8 3 2 5 8 4 3 5 8 5 5 5 8 6 6 5 8 7 7 5 8 8 8 5 8 9 9 1 2 3 5 6 7 6 9 1 0
39 5 9 1 1 5 9 2 2 5 9 3 3 5 9 4 4 5 9 5 5 5 9 6 6 5 9 7 7 5 9 6 8 59 9 9 6 0 1 0 1 2 3 4 5 7 8 9 1 0

40 6 0 2 1 6 9 3 1 6 0 4 2 6 0 5 3 6 0 6 4 6 0 7 5 6 0 8 5 6 0 9 6 6 1 0 7 6 1 1 7 1 2 3 4 5 6 8 9 1 0
4 1 6 1 2 8 6 1 3 8 6 1 4 9 6 1 6 0 6 1 7 0 6 1 8 0 6 1 9 1 6 2 0 1 6 2 1 2 6 2 2 2 1 2 3 4 5 6 7 6 9

4 2 6 2 3 2 6 2 4 3 6 2 5 3 6 2 6 3 6 2 7 4 6 2 8 4 6 2 9 4 6 3 0 4 6 3 1 4 6 3 2 5 1 2 3 4 5 6 7 8 9
4 3 6 3 3 5 6 3 4 5 6 3 5 5 6 3 6 6 6 3 7 5 6 3 8 5 6 3 9 5 6 4 0 5 6 4 1 5 6 4 2 5 1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 4 6 4 3 5 6 4 4 4 6 4 5 4 6 4 6 4 6 4 7 4 6 4 8 4 6 4 9 3 6 5 0 3 6 5 1 3 6 5 2 2 1 2 3 4 S 6 7 8 9

45 6 5 3 2 6 5 4 2 6 5 5 1 6 5 6 1 6 5 7 1 6 5 8 0 6 5 9 0 6 5 9 9 6 6 0 9 6 6 1 8 1 2 3 4 5 6 7 8 9
46 6 6 2 8 6 6 3 7 6 6 4 6 635S6 6 6 6 5 6 6 7 5 6 6 8 4 6 6 9 3 6 7 0 2 6 7 1 2 1 2 3 4 S 6 7 7 8
4 7 6 7 2 1 6 7 3 0 6 7 3 9 6 / 4 9 6 7 5 8 6 7 6 7 6 7 7 6 6 7 8 5 6 7 9 4 6 8 0 3 1 2 3 4 5 5 6 7 8
4 8 6 8 1 2 6 8 2 1 6 8 3 0 6 8 3 9 6 8 4 8 6 8 5 7 6 8 6 6 6 8 7 5 6 8 8 4 6 6 9 3 1 2 3 4 4 S 6 7 8
49 6 9 0 2 6 9 1 1 6 9 2 0 6 9 2 8 6 9 3 7 6 9 4 6 6 9 S 5 6 9 6 4 6 9 7 2 6 9 8 1 1 2 3 4 4 5 6 7 8

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Παράδεεγμα: lg 11,76=1,0682+0,0023=1,0705
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ I (συνέχευα)

ig
X

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

. 50 6990 6998 7007 7016 7024 7033 7042 7050 7059 7067 1 2 3 3 4 5 6 7 8
51 7076 7084 7093 7101 7110 7118 7126 7135 7143 7152 1 2 3 3 4 5 6 7 8 \
52 7160 7168 7177 7185 7193 7202 7210 7218 7226 7235 2 3 3 4 5 6 7 7 7

53 7243 7251 7259 7267 7275 7284 7292 7300 7308 7316 1 2 2 3 4 5 6 6 7

54 7324 7332 7340 7348 7356 7364 7372 7380 7388 7396 1 2 2 3 4 5 6 6 7

55 7404 7412 7419 7427 7435 7443 7451 7459 7466 7474 1 2 2 3 4 5 5 6 7
56 7482 7490 7497 7505 7513 7520 7528 7536 7543 7551 1 2 2 3 4 5 5 6 7
57 7559 7566 7574 7582 7589 7597 7604 7612 7619 7627 ι 2 2 3 4 5 5 6 7

58 7634 7642 7649 7657 7664 7672 7679 7686 7694 7701 1 1 2 3 4 4 5 6 7
59 7709 7716 7723 7731 7738 7745 7752 7760 7767 7774 1 1 2 3 4 4 5 6 7

60 7782 7789 7 796 7803 7810 7818 7825 7832 7839 7846 1 1 2 3 4 4 5 6 6
61 7853 7860 7868 7875 7882 7889 7896 7903 7910 7917 1 1 2 3 4' 4 5 6 6
62 7924 7931 7938 7945 7952 7959 7966 7973 7980 7987 1 1 2 3 3 4 5 6 6
63 7993 8000 8007 8014 8021 8028 80 35 8041 80 48 80 55 1 1 2 3 3 4 5 5 6
64 8062 8069 8075 8082 8089 8096 81 02 8109 8116 8122 1 1 2 3 3 4 5 5 6

65 8129 8136 8142 8149 8156 8162 8169 8176 8182 8189 1 1 2 3 3 4 5 5 6
66 8195 8202 8209 8215 8222 8228 82 35 8241 8248 8254 1 1 2 3 3 4 5 5 6
67 8261 8267 8274 8280 8287 8293 8299 8306 8312 8319 1 1 2 3 3 4 5 5 6
68 8325 8331 8338 8344 8351 8357 8 36 3 8370 8376 8382 1 1 2 3 3 4 4 5 6 - ν
69 8388 8395 8401 8407 8414 8420 84 26 8432 8439 84 45 1 1 2 2 3 4 4 5 6

70 8451 8457 8463 8470 8476 8482 8 48 8 8494 8500 8506 1 1 2 2 3 4 4 5 6
71 8513 8519 8525 8531 8537 8543 85 49 8 55 5 8561 8 56 7 1 1 2 2 3 4 4 5 5
72 8573 8579 8585 8591 8597 8603 8609 8615 8621 8627 1 1 2 2 3 4 4 5 5
73 86 33 8639 8645 8651 8657 8663 86 69 8675 8681 8686 1 1 2 2 3 4 4 5 5
74 8692 8698 8704- 8710 8716 8722 8727 8733 8739 8745 1 1 2 2 3 3 4 5 5
75 8751 8756 8762 8768 8774 8779 87 85 879  1 8797 88 02 1 1 2 2 3 3 4 5 5
76 8808 8814 8820 8825 8831 8837 88 42 8848 8854 8859 1 1 2 2 3 3 4 5 5
77 8865 8871 8876 8882 8887 8893 8899 8904 8910 8915 1 1 2 2 3 3 4 4 5
78 8921 8927 8932 8938 8943 8949 8954 8960 8965 8971 1 1 2 2 3 3 4 4 5
79 8976 8982 8987 8993 8998 9004 9009 9015 9020 90 25 1 1 2 2 3 3 4 4 5
80 9031 9036 9042 9047 9053 9058 9 06 3 9069 9074 9079 1 1 2 2 3 3 4 4 5
81 90 85 9090 9096 9101 9106 9112 9117 9122 91 28 91 33 1 1 2 2 3 3 4 4 5
82 91 38 9143 9149 9154 9159 9165 9170 9175 9180 91 86 1 1 2 2 3 3 4 4 5
83 9191 9196 9201 9206 9212 9217 9222 9227 9232 9238 1 1 2 2 3 3 4 4 5
84 9 24 3 9248 92 53 9258 9263 9269 9274 9279 9284 9289 1 1 2 2 3 3 4 4 5
85 92 94 9299 9304 9309 9315 93 20 93 25 9330 93 35 9340 1 1 2 2 3 3 4 4 5
86 93 45 9350 9355 9360 9365 9370 9 375 9380 9385 9390 1 1 2 2 3 3 4 4 5
87 9395 9400 9405 9410 9415 9420 9425 9430 94 35 9440 0 1 1 2 2 3 3 4 4
88 94 45 9450 9455 9460 9465 9469 9474 9479 9484 9489 0 1 1 2 2 3 3 4 4
89 9494 9499 9504 9509 9513 9518 95 23 95 28 9533 9538 0 1 1 2 2 3 3 4 4
90 9542 9547 9552 9557 0562 9566 9571 9576 9581 9586 0 1 1 2 2 3 3 4 4
91 9590 9595 9600 9605 9609 9614 9619 9624 9628 9633 0 1 1 2 2 3 3 4 4
92 96 38 9643 9647 9652 9657 9661 9666 9671 9675 9680 0 1 1 2 2 3 3 4 4
93 96 85 9689 9694 9699 9703 9708 97 13 9717 9722 97 27 0 1 1 2 2 3 3 4 4
94 9731 9736 9741 9745 9750 9754 9 759 9 /6 3 9768 9773 0 1 1 2 2 3 3 4 4
95 9777 9782 9786 9791 9795 9800 9 80 5 9809 9814 9818 0 1 1 2 2 3 3 4 4 ·
96 98 23 9827 9832 9836 9841 9845 9850 9854 9859 9863 0 1 1 2 2 3 3 4 4
97 9868 9872 9877 9881 9886 9890 98 94 9899 99 03 99 08 0 1 1 2 2 3 3 4 4
98 9912 9917 9921 9926 9930 9934 9939 9943 9948 9952 0 1 1 2 2 3 3 4 4
99 9966 9961 9965 9969 9974 9978 9 98 3 9987 9991 9996 0 1 1 2 2 3 3 3 4

r t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

προσθήκες γυά δ έκα 
τα  τοΟ δυασττΐματος

Αλλα π αραδείγματα: 1 ) 1η 7 9 ,3 = 2 ,3 0 2 6  · lg 7 9 ,3 =

= 2 ,3 0 2 6  -1 ,8 9 9 3  =*4,3733

2 ) e o,3733 =20°»4343 ’ °»3733 = 10°’1621 = 1 ,^ 5 2 5

1



252

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Κ

Δ ε κ α δ ι , κ ο ε  ’ Α ν τ ι , λ ο γ ά ρ ε θ μ ο ο

lg λ
X

προσθήκες γμά δέκα
τα τοΰ δι,ασττίματος

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9
,00 1000 1002 1005 1007 1009 1012 1014 1016 1019 1021 0 0 1 1 1 1 2 2 2
,01 1023 1026 1028 1030 1033 1035 1038 1040 1042 104$ 0 0 1 1 1 1 2 2 2,02 1047 1050 1052 1054 1057 1059 1062 1064 1067 1069 0 0 1 1 1 1 2 2 2,03 1072 1074 1076 1079 1081 1084 1086 1089 1091 1094 0 0 1 1 1 1 2 2 2.04 1096 1099 1102 1104 1107 1109 1112 1114 1117 1119 0 1 1 1 1 2 2 2 2
,05 1122 1125 1126 1130 1132 1135 1138 1140 1143 1146 0 1 1 1 1 2 2 2 2,06 1148 1151 1153 1156 1159 1161 1164 1167 1169 1172 0 1 1 1 1 2 2 2 2,0? 1175 1178 1180 1183 1186 1189 1191 1194 1197 1199 0 1 1 1 1 2 2 2 2,08 1202 1205 1208 1211 1213 1216 1219 1222 1225 1227 0 1 1 1 1 2 2 2 3,09 1230 1233 1236 1239 1242 1245 1247 1250 1253 1256 0 1 1 1 1 2 2 2 3
,10 1259 1262 1265 1268 1271 1274 1276 1279 1282 1285 0 1 1 1 1 2 2 2 3
,11 1288 1291 1294 1297 1300 1303 1306 1309 1312 1315 0 1 1 1 2 2 2 2 3
.12 1318 1321 1324 1327 1330 1334 1337 1340 1343 1346 0 1 1 1 2 2 2 2 3,13 1349 1352 1355 1358 1361 1365 1368 1371 1374 1377 0 1 1 1 2 2 2 3 3,14 1380 1384 1387 1390 1393 1396 1400 1403 1406 1409 0 1 1 1 2 2 2 3 3
.15 1413 1416 1419 1422 1426 1429 1432 1435 1439 1442 0 1 1 1 2 2 2 3 3.16 1445 1449 1452 1455 1459 1462 1466 1469 1472 1476 0 1 1 1 2 2 2 3 3
,17 1479 1483 1486 1489 1493 1496 1500 1503 1507 1510 0 1 1 1 2 2 2 3 3,18 1514 1517 1521 1524 1528 1531 1535 1538 1542 1545 0 1 1 1 2 2 2 3 3
.19 1549 1552 1556 1560 1563 1567 1570 1574 1578 1581 0 1 1 1 2 2 3 3 3
,20 1585 1589 1592 1596 1600 1603 1607 1611 1614 1618 0 1 1 1 2 2 3 3 3
,21 1622 1626 1629 1633 1637 1641 1644 1648 1652 1656 0 1 1 2 2 2 3 3 3
.22 1660 1663 1667 1671 1675 1679 1683 1687 1690 1694 0 1 1 2 2 2 3 3 3
,23 1698 1702 1706 1710 1714 1718 1722 1726 1730 1734 0 1 1 2 2 2 3 3 4
,24 1738 1742 1746 1750 1754 1758 1762 1766 1770 1774 0 1 1 2 2 2 3 3 4 .
.25 1778 1782 1786 1791 1795 1799 1803 1807 1811 1816 0 1 1 2 2 2 3 3 4
,26 1820 1824 1828 1832 1837 1841 1845 1849 1454 1858 0 1 1 2 2 3 3 3 4
,27 1862 1866 1871 1875 1879 1884 1888 1892 1897 1901 0 1 1 2 2 3 3 3 4
.28 1905 1910 1914 1919 1923 1928 1932 1936 1941 1945 0 1 1 2 2 3 3 4 4
.29 1950 1954 1959 1963 1968 1972 1977 1982 1986 1991 0 1 1 2 2 3 3 4 4
.30 1995 2000 2004 2009 2014 2018 2023 2028 2032 2037 0 1 1 2 2 3 3 4 4
.31 2042 2046 2051 2056 2061 2065 2070 2075 2080 2084 0 1 1 2 2 3 3 4 4
.32 2089 2094 2099 2104 2109 2113 2118 2123 2128 2133 0 1 1 2 2 3 3 4 4
.33 2138 2143 2148 2153 2158 2163 2168 2173 2178 2183 0 1 1 2 2 3 3 4 4
.34 2188 2193 2198 2203 2208 2213 2216 2223 2228 2234 1 1 2 2 3 3 4 4 5
. 3 5 ι 2239 2244 2249 2254 2259 2265 2270 2275 2280 2286 1 1 2 2 3 3 4 4 5
.36 2291 2296 2301 2307 2312 2317 2323 2328 2333 2339 1 1 2 2 3 3 4 4 5
.37 2344 2350 2355 2360 2366 2371 2377 2382 2388 2393 1 1 2 2 3 3 4 4 5
.38 2399 2404 2410 2415 2421 2427 2432 2438 2443 2449 1 1 2 2 3 3 4 4 5
.39 2455 2460 2466 2472 2477 2483 2489 2495 2500 2506 1 1 2 2 3 3 4 5 5

,40 2512 2518 2523 2529 2535 2541 2547 2553 2559 2564 1 1 2 2 3 4 4 5 5
.41 2570 2576 2582 2588 2594 2600 2606 2612 2618 2624 1 1 2 2 3 4 4 5 5
,42 2630 2636 2642 2649 2655 2661 2667 2673 2679 2685 1 1 2 2 3 4 4 5 6
.43 2692 2698 2704 2710 2716 2723 2729 2735 2742 2748 1 1 2 3 3 4 4 5 6
.44 2754 2761 2767 2773 2780 2786 2793 2799 2805 2612 1 1 2 3 3 4 4 5 6
.45 2818 2825 2831 2838 2844 2851 2858 2864 2871 2877 1 1 2 3 3 4 5 5 6
.46 2884 2891 2897 2904 2911 2917 2924 2931 2938 294.4 1 1 2 3 3 4 5 5 6
,47 2951 2958 2965 2972 2979 2985 2992 2999 3006 3013 1 1 2 3 3 4 5 5 6
.48 3020 3027 3034 3041 3048 3055 3062 3069 3076 3083 1 1 2 3 4 4 5 6 6 J
.49 3090 3097 3105 3112 3119 3126 3133 3141 3148 3155 1 1 2 3 4 4 5 6

6 i
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Παράδει,γμα: a n t i l g  0 ,0 5 2 7 = 1 ,1 2 6 + 0 ,0 0 2 = 1 ,1 2 8
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Κ (συνεχευα)

X
προσθήκες yux δε'κα- 
τα του δυασττίματος

19 χ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9
,50 3162 3170 3177 3184 3192 3199 3206 3214 3221 3228 1 1 2 3 4 \ 4 5 6 7
.51 3236 324 3 3251 3258 3266 3273 3281 3289 3296 3304 1 2 2 3 4 5 5 6 7
.52 3311 3319 3327 3334 3342 3350 3357 3365 3373 3381 1 2 2 3 4 5 5 6 7
,53 3388 3396 3404 3412 3420 3428 3436 3443 3451 3459 1 2 2 3 4 5 6 6 7
.54 3467 3475 3483 3491 3499 3508 3516 3524 3532 3540 1 2 2 3 4 5 6 6 7
,55 3548 3556 3565 3573 3581 3589 3597 3606 3614 3622 1 2 2 3 4 5 6 7 7
.56 3631 3639 3648 3656 3664 3673 3681 3690 3698 3707 1 2 3 3 4 5 6 7 8
,57 3715 3724 3733 3741 3750 3758 3767 3776 3784 3793 1 2 3 3 4 5 6 7 8
.58 3802 3811 3819 3828 3837 3846 3855 3864 3873 3882 1 2 3 4 4 5 6 7 8
,59 3890 3899 3908 3917 3926 3936 3945 3954 3963 3972 1 2 3 4 5 5 6 7 8
,60 3981 3990 3999 4009 4018 4027 4036 4046 4055 4064 1 2 3 4 5 6 6 7 6
.61 4074 4083 4093 4102 4111 4121 4130 4140 4150 4159 1 2 3 4 5 6 7 8 9
,62 4169 4178 4188 4198 4207 4217 4227 4236 4246 4256 1 2 3 4 5 6 7 8 9
.63 4266 4276 4285 4295 4305 4315 4325 4335 4345 4355 1 2 3 4 5 6 7 8 9
,64 4365 4375 4385 4395 4406 4416 4426 4436 4446 4457 1 2 3 4 5 6 7 8 9
.65 4467 4477 4487 4498 4508 4519 4529 4539 4550 4560 1 2 3 4 5 6 7 8 9
,66 4571 4581 4592 4603 4613 4624 4634 4645 4656 4667 1 2 3 4 5 6 7 9 10
.67 4677 4688 4699 4710 4721 4732 4742 4753 4764 4775 1 2 3 4 5 7 8 9 10
,68 4786 4797 4808 4819 4831 4842 4853 4864 4875 4887 1 2 3 4 6 7 8 9 10
,69 4898 4909 4920 4932 4943 4955 4966 4977 4989 5000 1 2 3 5 6 7 8 9 10
.70 5012 5023 5035 5047 5058 5070 5082 5093 5105 5117 1 2 4 5 6 7 8 9 11
,71 5129 5140 5152 5164 5176 5188 5200 5212 5224 5236 1 2 4 5 6 7 8 10 11
.72 5248 5260 5272 5284 5297 5309 5321 5333 5346 5358 1 2 4 5 6 7 9 10 11
.73 5370 5383 5395 5408 5420 5433 5445 5458 5470 5483 1 3 4 5 6 8 9 10 11
.74 5495 5508 5521 5534 5546 5559 5572 5585 5598 5610 1 3 4 5 6 8 9 10 12
,75 5623 5636 5649 5662 5675 5689 5702 5715 5728 5741 1 3 4 5 7 8 9 10 12
,76 5754 5768 5781 5794 5808 5821 5834 5848 5861 5875 1 3 4 5 7 8 9 11 12
.77 5888 5902 5916 5929 5943 5957 5970 5984 5998 6012 1 3 4 5 7 8 10 11 12
.78 6026 6039 6053 6067 6081 6095 6109 6124 6138 6152 1 3 4 6 7 8 10 11 13
.79 6166 6180 6194 6209 6223 6237 6252 6266 6281 6295 1 3 4 6 7 9 10 11 13
,80 6310 6324 6339 6353 6368 6383 6397 6412 6427 6442 1 3 4 6 7 9 10 12 13
.81 6457 6471 6486 6501 6516 6531 6546 6561 6577 6592 2 3 5 6 8 9 11 U 14
.82 6607 6622 6637 6653 6668 6683 6699 6714 6730 6745 2 3 5 6 8 9 11 12 1*4
,83 6761 6776 6792 6808 6823 6839 6855 6871 6887 6902 2 3 5 6 8 9 11 13 14
.84 6918 6934 6950 6966 6982 6998 7015 7031 7047 7063 2 3 5 6 8 10 11 13 15
.85 7079 7096 7112 7129 7145 7161 7178 7194 7211 7228 2 3 5 7 8 10 12 13 15
,86 7244 7261 7278 7295 7311 7328 7345 7362 7379 7396 2 3 5 7 8 10 12 13 15
,87 7413 7430 7447 7464 7482 7499 7516 7534 7551 7568 2 3 5 7 9 10 12 14 16
,88 7586 7603 7621 7638 7656 7674 7691 7709 7727 7745 2 4 5 7 9 11 12 14 16
.89 7762 7780 7798 7816 7834 7852 7870 7889 7907 7925 2 4 5 7 9 11 13 14 16
.90 7943 7962 7980 7998 8017 8035 8054 8072 8091 8110 2 4 6 7 9 11 13 15 17
.91 8128 8147 8166 8185 8204 8222 8241 8260 8279 8299 2 4 6 8 9 11 13 15 17
.92 8318 8337 8356 8375 8395 8414 8433 8453 8472 8492 2 4 6 8 10 12 14 15 17
.93 8511 8531 8551 8570 8590 8610 8630 8650 8670 8690 2 4 6 8 10 12 14 16 18
.94 8710 8730 8750 8770 8790 8810 8831 8851 8872 8892 2 4 6 8 10 12 14 16 18
.95 8913 8933 8954 8974 8995 9016 9036 9057 9078 9099 2 4 6 8 10 12 15 17 19
.96 9120 9141 9161 9183 9204 9226 9247 9268 9290 9311 2 4 6 8 11 13 15 17 19
.97 9333 9354 9376 9397 9419 9441 9462 9484 9506 9528 2 4 7 9 11 13 15 17 20
.98 9550 9572 9594 9616 9638 9661 9683 9705 9727 9750 2 4 7 9 11 13 16 18 20
.99 9772 9795 9817 9840 9863 9886 9908 9931 9954 9977 2 5 7 9 11 14 16 18 20

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 'ι 2 3 4 5 6 7 8 9

Παράδεεγμα: a n t i lg  0 ,9 6 3 5 = 9 ,1 8 3 + 0 ,0 1 1 = 9 ,1 9 4
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Λ

Μέγεστες τεμές τού συντελεστή συσχέτεσης r yud vd ί,σχύεε η μη- 

δ'ενεκύ ύποθεση Ho:r=0 σε συνάρτηση μέ τούς βαθμούς έλευθερεας ν καύ 

τύ έπεπεδο σημαντεκύτητας ρ. *Οταν |γ | φτασεε η ξεπεράσεε τήν τεμή πού 

δενεταε στύν πενακα, τύτε γ^Ο (καέ οί, δύο συντελεστές μεταβολής b, b # 

εεναε δεάφοροε άπ’το' μηδε'ν).

Παραδεεγμα: Οταν ν = 30 (η=32) γεα να εσχύεε η μηδενεχή υπόθεση

Hq : γ - 0 , δεν πρέπεε η πεεραματεκη τεμύ τού r να ξεπερνά τήν τεμύ 0,349 
γεά στατεστεκύ βεβαεύτητα 95%.
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Ήμιλογαριθμικό χαρτί. ‘Ο Αξονας των τεταγμένων (y) el- 
§§§ ναι χαραγμένος λογαριθμικά καί 6 άξονας των τετμημένων ( χ ) 

είναι χαραγμένος γραμμικά. Χρήσιμο γιά τή γραφική παράστα
ση έκθετικών συναρτήσεων τής μορφής Y=a*bx # τίς όποιες με-:£

r~Pf τατρέπει σέ γραμμικές. Τό χαρτί είναι λογαριθμικής χάραξης 
ΓΓΤ τριών κύκλων. ‘Υπάρχουν καί χαρτιά μέ χάραξη λιγώτερων ή -I_U

I περισσότερων λογαριθμικών κύκλων (βλέπε καί σελ. 162, 185
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’-Η-

Υπόδειγμα 4

ΰ Τ Π Τ Γ
4—

ΓΤΓ

.1* L
i -1
u .

rη

ί

Γ ! I

m x

Χαρτί κατανομής Gauss. Τό χαρτιΐ μετατρέπει τήν κωνοει 
δή καμπύλη Gauss σέ γραμμή, *0 Αξονας των τετμημένων είναι 
γραμμικά χαραγμένος.
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ΑΛΦΑΒΗΤΙΚΟ ΕΥΡΕΤΗΡΙΟ

\

Άκρε'βεεα 3 ,6 ,1 0
’ Αληθης τεμό 29
’ Ανάλυση ποτενσεομετρεκη 181

-  συμμεταβολης 165
'  -  συσχέτεσης 188,194

-  φασματοφωτομετρεκτί 143
-  χημεκό 115

’ Ανομοεογένεεα πληθυσμού 123 ,124  
’ Αξεοπεστε'α 2 
‘ Αντίστροφη συμμετρία 56 
’ Αρεθμοε' μεκροε 151 
’ Αρμονεκός μέσος όρος 43 
’Ασυμμετρέα, μέτρο 113

-  άρνητεκη 113
-  θετεκά  113

Βαθμοε' έλευθερέας 4 7 ,6 7 ,1 0 0 ,1 7 0  
Βαθμός πεστότητος 35 
Beer-νόμος 143,155  
B e rn o u ll i  17

Γεωμετρεκός μέσος όρος 4 1 ,1 90  
Γεωμετρεκη συνάρτηση 1 6 5 ,1 8 5 ,1 8 6  
GRAN-Δεάγραμμα 1 5 9 ,1 6 0 ,1 6 1 ,1 6 4 ,  

181
Γραμμεκό συμμεταβολό 166 
Γραφεκό παράσταση 1 2 0 ,1 5 4 ,1 5 6

Δεεγμα 15 ,20
Δεαγράμματος "ευανάγνωστο" 156 
Δεαγραμματεκό παράσταση 154 
Δεακύμανση (βλ .  παραλλακτεκάτητα) 
Δεάμεση τεμό 3 0 ,3 8 ,4 0 ,8 1 ,1 1 4  
Δεασπορά 6 ,2 7 ,1 3 2 , 172 , 190 
Δεάστημα άζεοπεστεας 74,77

-  στρογγυλέματος 130 ,132  
Δεαφορεκό μέθοδος 158 
Δοκεμτί- t  97 ,100

-  F 102,104  
- V 2 107,115
-  ( k - s )  117
-  Kolmogorov-Smiroov  

(Βλέπε Δ οκεμτί-(k - s ) )
-  Q„ (Βλέπε Κρετόρεο-()η )
-  Τ„ (Βλέπε Κρετόρεο-Τη )

Δύναμη σ τατεστεκ^ς δοκεμ^ς 94 ,95

\
Έκθετεκη συνάρτηση 165,184-186, 

194
Έναλλακτεκη υπόθεση 91,103,117 
’Ενζυματεκές άντεδράσεες 185 
’Επαναληπτεκότητα 2,6,10,155

- μέσου δρου 69
- μέτρα 57

’Επεκρατέστερη τεμη 30,40,113 
’Επέπεδα άζεοπεστέας 72,173 
Εδρος 57,89,133

- σχετεκό 65

’Ημεαντελογαρεθμεκό δεάγραμμα 162, 
163

’Ημελογαρεθμεκδ δεάγραμμα 161
- χαρτέ 162,185

Θεωρέα 94

’Ισχύς μεθόδου 2,5
’Ισοδύναμο σημεεο 157,158,160,161

Καμπύλη άναφορας 12,162,171,173
- όγκομέτρησης 157,159 

Κατανομτί Δεκόρυφη 115,116,120,
121,125,126
- Δεωνυμεκη 16,22,115,132
- Κανονεκη 16,27,118
- Gaus (βλέπε κανονεκη)
- Κανονεκοποεημένη 30
- Λεπτόκυρτη 113
- Λογαρεθμεκό 41,114
- Μεσόκυρτη 113
- Πλατύκυρτη 113
- Poisson 16,23,27,110,115
- Συχνοτήτων 11,15,124 

Κατανομό^ 46,47, 49,192
- STUDENT (βλέπε Κατανομη-t) 

Κατανομό-F 54 
Κατανομό“ίχ,251,52
Κρετόρεο 2,5 d 82

- 4,0 d 82
-  gn 86,88
- Qn 83,86,87
- Tn 84,85,87
- BARTLETT 105,106
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Κύρτωση 113 

Λάθος 3,6
Λογεστεκη συνάρτηση 165

Μέθοδος γνωστής προσθήκης 180
- έλαχέστων τετραγώνων 168,185
- μέσων δρων 167,175
- ποτενσεομετρεκά 181 

Μετάδοση σφαλμάτων 138
- Νάμος 143,147 

Μετατόπιση εύθεέας 166 
Μέση άπάχλεση 57,60

- σχετεχά άπάχλεση 65 
Μέση τεμά 30,36,81 
Μέσο ς δρο ς 36,113,170

- με στατεστεχά βάρος 37,147
- παραμετρεχάς 16,29,36,131 

Μηδενεχη ύπάθεση, 91,97,102,109,
117

Michaelis-Σταθερά 187 
Μεχροε άρεθμοέ 151

Nernst-έξεσωση 5,162

Όγκομέτρησης καμπύλη 157 
Όγκομέτρηση ποτενσεομετρεκά 156,161 
Όγκομετρεκάς προσδεορεσμάς 148,149 
'Ολοκληρωμένη Κατανομή Gauss 31 
'Ομοεογένεεα δεεγματος 125,127 
Όρεα άζεοπεστέας 57, 72,74,77,99

- έμπεστοσύνης 20,171,173,178
- πεστοτητας 72,171

Ό ρεο άνεχνευσεμοτητας 1 3 ,1 7 1 ,1 7 4 ,  
180 ,183
- εύαεσθησέας 115

Στατεσ τεκά  Βάρος 37,167  
Στατεσ τεκη βεβαεάτητα 9 6 ,1 11 ,1 93  
Στατεσ τεκη δοχεμή 93 
Στοχαστεχτί έζάρτηση 189 ,190  
Στρογγύλεμα άρεθμου 128 ,129  
Συμμεταβολη γραμμεχη 166

-  μτί γραμμεχη 183,193  
Συναρτησεακη έζάρτηση 189 ,190  
Συντελεστής δεακύμανσης 5 7 ,6 5

-  ένεργάτητας 160
-  συμμεταβολτί^ 166
- συσχέτεσης. 190,194 

Συχνάτητα 15
-  άθροεστεκη 117 ,125  

Σφάλμα 6 ,7
-  ανάγνωσης προχοεδας 148
-  ζύγεσης 147
-  μεκρών άρεθμών 151 ,152
-  όγχομέτρησης 149 ,151
-  πραγματεκά 140
-  συστηματεκο 7 ,8 ,1 2 ,1 3 9 ,1 4 2
- σχετεκο 144,145,148,150
- τύπου I 92,95
- τύπου II 92,95
-  τυχαεο 9 ,1 3 9 ,1 4 2 ,1 7 2 , 194
- τυπεκό 4,71,75
- τυπεκά σχετεκο 71,75
- ύπολογεσμού pH 149
- φασματοφωτομετρεκά 143,150

Τυπεκη άπάχλεση 4,29,34,35,57, 
61,114,170,191
- Δεωνυμεκης κατανομής 17
- μέσου δρου 4,47,49,69,141
- κατανομής Poisson' 26
- σχετεχη 65

Τυφλά δεεγμα 1 3 ,1 1 5 ,1 6 4 , 174 , 182
Παραβολεκη συνάρτηση 165,184,194
Παραλλακτεκάτητα 28,57,61,123,139,141*Υπερβολά 173,186

- δεεγματος 61
- έτερογενης 103
- ομογενές 103
- πληθυσμού 61 

Παρεμβολή άρμονεκέ 56
- λογαρεθμεκτί 53 

Πεθανάτητας, χαρτε 120,125 
Πλάτος στρογγυλέματος 132 
Πληθυσμές 15;17,66,124 
Προσαρμογή καμπύλης 155

-δρθογώνεα 186 
* Υπόστρωμα 149,187

Φασματοφωτομετρέα άτομεκης άπορ- 
ράφησης 181

Φασματοφωτομετρέα δεαφορεκη 145 
Φασματοφωτομετρεκά σφάλμα 150 
Φθορεσμομετρέα 153 
Φθορεσμομετρεκάς προσδεορεσμάς 

176.

Σημαντεκάτητα 91,192 
Σημαντεκά ψηφέα 128,129,170 
Στατεστεκη άνεπάρκεεα 54,77,91,97
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ΛΕΞΙΛΟΓΙΟ ΞΕΝΩΝ ΟΡΩΝ

'Ελληνυκά

Άθρουστυκές Συχνότητες 
'ΑκρίΒευα
'Αμερόληπτο δείγμα 
’Ανάλυση' συμμεταΒολάς 
Ανάλυση συσχέτυσης 
'Αρμονυκός μέσος δρος 
Ασυνεχείς κατανομές

Βαθμοί έλευθερίας

Γεωμετρικός μέσος δρος 
Γραμμυκά συμμεταΒολά

Δείγμα
Δοακόμανση (παραλλα- 
κτυκότητα)

Δυάμεση τυμά 
Δυασπορά
Δυάστημα άξυοπυστίας 
Δοάστημα στρογγυλέματος 
Δι,δυάστατη κατανομή

Δυκόρυφη κατανομή 
Δυωνυμυκά κατανομή 
Δοκυμά-t 
Δοκυμά-F
Δ ο π ι,μ Ί -χ 2
Δύναμη Δοκυμάς

'Εκθετυκτί συνάρτηση 
Εκτίμηση
'Εναλλακτικά υπόθεση 
'Επαναληπτυκότητα

Άγγλυκά

Cumulative frequencies 
Accuracy 
unbiased sample 
Regression analysis 
Correlation analysis 
Harmonic mean 
Discrete distributions

Degrees of freedom

Geometric mean 
Linear regression

Sample

Variance
Median
Dispersion
Confidence intervall 
Rounding intervall 
Bivariate distribution

Bimodular distribution 
Binomial distribution 
t-Test 
F-Test
Chi-square Test 
Power of test

Exponential function 
Estimate
Alternative hypothesis 
Precision, repeatabili

ty

Γερμανυκά

Summenhaufigkeiten 
Genauigkeit 
Unverzerrte Stichprobe 
Regre s s ion sanalys e 
Korrelat ion sanalyse 
Das harmonische Mittel 
Diskrete Verteilungen

Freiheitsgrade

Das geometrische Mittel 
Leneare Regression

Stichprobe

Varianz
Halbwert, Median 
Streuung
Vertrauensintervall 
Rundungsintervall 
Zweidimensionale Vertei- 
lung
Zweigipfelige Verteilung 
Binomial Verteilung 
t-Priifung 
F-Priifung
Chi-Quadrat Priifung 
Teststarke

Exponentialfunktion 
Schatzwert 
Altemat ivhypothese 
Reproduzierbakeit, Wie- 

derholbarkeit
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'Επεξεργασία 
'Επμκρατέστερη τμμή 
'Επίπεδο άξμοπμστέας

'Επμπεδο anyαντμχότητας

Εύθεμα συμμεταβολης 
Εδρος

Κανονμκή κατανομή
Κανονμχοπομηρένη κατα

νομή Gauss 
Καμπύλη άναφορας

Κενχρμχή τμμή
Κατανομή-F
Κατανομή" ^ 2
Κατανομη-STUDENT
Κατανομή Poisson
Κατανομή συχνότητας
Κύρτωση

Λάθος
Λογαρμθμμχή κατανομή

Λογμστμχή συνάρτηση

Μέθοδος μέσων δρων 
Μέθοδος έλαχμστων τε

τραγώνων
Μέθοδος γνωστές προσ

θήκης
Μέση άπδκλμση 
Μέσος δρος
Μέσος δρος ρέ στατμστμ- 

χδ βάρος
Μετάδοση σφαλμάτων 
Μηδενυχη ύπάθεση

"Ορμο άνμχνευσμμήτητας 
"Ορμα έμπμστοσύνης

Γιαραλλαχτμχάτητα 
Παρεμβολή 
Πληθυσμός 
Προεκβολή
Προσαρμογή καμπύλης 

Σημαντμχά ψηφμα
Στατμστμχή Δοχμμή

Σταχμστμχη σημαυτυχο- 
τητα

Evaluation
Mode
Confidence level

Significance level

Regression line 
Range

Auswertung 
Modus, Dichtemittel 
Vertrauenswahrscheinlich- 

keit
Signifikanzniveau, 
Irrtumswahrscheinlichkeit 
Regre ss ionsgerade 
Spannweite, Variations- 

bereich0
Normal distribution Normalverteilung
Normalized Gauss distrir-Normierte Gauss Vertei- 

bution lung
Calibrat ion (Working) Eichkurve

curve
Central value Zentralwert
F-distribution F-Verteilung
Chi-square distriouticn Chi-Quadrat Verteilung 
STUDENT-distribution STUDENT-Verte ilung
Poisson-distribution Poisson-Verteilung
Frequency distribution Haufigkeitsverteilung 
Kurtos is Wolbung, Schiefe

Mistake Versehen
Logarithmic distribu- Logarithmische Vertei- 

tion , lung
Logistic funktion Logistischefunktion

The method of averages 
The method of least 

squares
The method of known 

addition 
Mean deviation 
Mean (average) value 
Weigthed mean

Propagation of Errors 
Null hypothesis

Limit of detection 
Confidence limits

Variance 
Interpolat ion 
Population 
Extrapolation 
Curve fitting

Significant figures 
Statistical Test

Statistic significance

Die Mittelwertmethode 
Die Methode der kleins- 
ten Quadrate 

Die methode der bekan- 
nten Addition 

Die mittlere Abweichung 
Mittelwert, Durchschnitt 
Der bewichtete Durch
schnitt

Fehlerfortpflanzung 
Nullhypothe se

Nachwe isgren ze 
Vertrauensgrenzen

Varianz 
Interpolation 
Grundge samtheit 
Extrapolat ion 
Kurvenanpassung

Signifikante Ziffern 
Statistisches PrQfverfa- 

hren
Statistische Signifi- 
kanz



265

Στρογγύλεμα 
Στοχαστική έζάρτηση

Συντελεστής δυακΰμανσης 
Συντελεστής συμμεταβο- 
λής

Συντελεστής συσχάτυσης 
Συστηματι,κά σφάλμα

Συσχάτυση
Σχετική τυπυχή άπάκλυ- 
ση ι»

Σχετυκά σφάλμα

Τυπυκή άπάκλυση 
Τυπμκά σφάλμα 
ΤυχαΣο σφάλμα 
Τυφλά(λευκά) δείγμα 
'Υπερβολή 
'Υπάστρωμα

Rounding
Stachastic dependence

Coefficient of variance 
Regression coefficient

Correlation coefficient 
Systematic (determi
nant )error 

Correlation 
Relative standard de

viation
Relative error

Standard deviation
Standard error
Random error
Blank
Hyperbola
background

Rundung
Stochastische Abhangig- 
keit

Variationskoeffizient 
Regre ss ion skoeffizient

Korrelationskoeffizient 
Systematise!!^ Fehler

Korrelation 
Relative Standardab- 

weichung
Relativer Fehler

i

Standardabwe ichung
Standardfehler
Der Zufallsfehler
Blindprobe
Hyperbel
Untergrund

>
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Σελ . 6 13η σ ε ι^  <̂ ) ^ τω ^  ϊΡαφε^: UtoLs άντί μ ίας
ι· 9 9η σειρά να γράφει: συστηματικά άντί τυχαία

». 16 10η σειρά άπό κάτω νά γράφει: ή πιθανότητα Pn(x) νά συμβεί

άντί ή πιθανότητα νά συμβει

" 17 11η σειρά άπό κάτω νά γράφει: χ=0, 1, 2 , 3 ...,1 0  αντί
Χ=1. 2,  2,  . . . 1 0

" 17 'Εξίσωση (4) να γράφει: o=\J npq
" 20 Τελευταία σειρά νά γράφει: συνολικός άντί Συνολικός

" 21 7η σειρά άπό πάνω νά γράφει: συχνότητας άντί συχνότητος
" 22 Στον πί-νακα I α) να γράφει: 'Υπολογισμός τής πιθανότητας

Pmax νά έμρανισθει τό μέγιστο σφάλμα σ 'έν α .. . .
β) Νά γράφει: 0,0019 άντί 0,0029 ■ 1

" 31 12η σειρά άπό πάνω νά γράφει: τιμή άντί τομή
11 43 12η σειρά άπό πάνω νά γράφει: χ̂  άντί χ

41 'Εξίσωση (22) σχόν παρονομαστή νά γραφεί: άντί π

" 45 1η σειρά άπό πάνω νά γραφεί: 10*  ̂ άντί ΙΟ3
" 66 στόν πίνακα στήλη 5 νά γραφεί: f i  άντί f

2
” 67 2η σειρά άπό πάνω νά γραφεί: σ άντί σ

" 70 Στήν έξίσωση (50) νά γραφεί: άντί
" 94 7η σειρά άπό κάτω νά γραφεί: ή παραδοχή άντί τή£ παραδοχής
" 99 16η σειρά άπό πάνω νά γραφεί: |2 , 740 - 2,742|/0/0015
Μ 160 Έξίσωση 109 νά προστεθη τό = μεταζύ pH καί k 

162 5η σειρά άπό πάνω νά γραφεί: 59,16 άντί 56,16 
169# Έξίσωση 142 νά .̂ γραφεί:

b= -5ΐίϊ:ϊ1ιΙ*:ίϊ1.
ς (χ-χ )2

II
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Λ
Σελ. 183 Τελευταία έξίαωρη νά άντικατασταθεϊ τό 0,551 μέ 0,553 
'! 189 11η σειρά άπί̂ χάτω νά γραφεί x=a'+b'y άντί x=a,+b'x
" 193 10η σειρά άπό κάτω νά γραφεί: ή διαφορά του r  άπ'τό μηδέν
" 200 Στή Βιβλιογραφική παραπομπή 17 νά γραφεί: ContrOles καί

Appliqu£e
" 218 Στον τελευταίο πίνακα ή κάθετη στήλη νά συμβολισθεΐ με χ

άντί μ
" 234 16η σειρά άπό κάτω, μεσαία στήλη: stochastic άντί stachastic
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