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Η διανομή στους/στις Φοιτητές/Φοιτήτριες του Τμήματος Μαθηματικών του 
Πανεπιστημίου Ιωαννίνων αυτής της συλλογής Ασκήσεων αποσκοπεί σε μια 
υποβοήθηση στην προσπάθεια για την εμπέδωση του περιεχομένου του Μαθήματος 
"Διαφορικές Εξισώσεις I"  του 5ου Εξαμήνου του Προγράμματος Σπουδών.

Για την εκμάθηση του γνωστικού αντικειμένου του Μαθήματος "Διαφορικές 
Εξισώσεις I", οι Φοιτητές/Φοιτήτριες καλούνται (πέραν του αυτονόητου ότι θα 
πρέπει να παρακολουθούν τη διδασκαλία του Μαθήματος), αφού πρώτα 
μελετήσουν τη σχετική Θεωρία από το Βιβλίο "Χρίστος Γ. Φίλος, Μ ια Εισαγωγή 
στις Διαφορικές Εξισώσεις, Ιωάννινα, 1992" (και από τις διανειμόμενες 
σημειώσεις ) και ασχοληθούν με τα σχετικά Παραδείγματα που περιλαμβάνονται 
στο Βιβλίο αυτό, στη συνέχεια να "εντρίψουν" στη λύση των Ασκήσεων και όχι 
απλώς να μελετήσουν τις λύσεις αυτών.

Δίνεται ακόμα μια συλλογή άλυτων Ασκήσεων που είναι κάπως 
συνθετότερες και σχετικά πιο προχωρημένης μορφής. Οι Φοιτητές/Φοιτήτριες 
(προ)καλούνται να προσπαθήσουν να λύσουν τις Ασκήσεις αυτές. Το αποτέλεσμα 
της προσπάθειας αυτής θα πρέπει να παραδοθεί στο τέλος του Εξαμήνου στον 
Διδάσκοντα "εν είδει εργασίας" για το Μάθημα "Διαφορικές Εξισώσεις I". Τέλος, 
δίνονται τρία Θέματα για επεξεργασία* τα Θέματα αυτά θα πρέπει να 
παραδοθούν επεξεργασμένα ("εν είδει εργασίας") στον Διδάσκοντα 10 ημέρες 
πριν από το τέλος του Εξαμήνου.



Α. ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΚΑΙ ΔΙΑΦΟΡΙΚΑ 
ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ: ΥΠΑΡΞΗ ΚΑΙ ΜΟΝΟΣΗΜΑΝΤΟ 
ΔΥΣΕΩΝ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ ΑΡΧΙΚΩΝ ΤΙΜΩΝ

Α-1. Να αποδειχθεί ότι σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις η 
συνάρτηση g πληροί τη συνθήκη του Lipschitz στο σημειούμενο σύνολο:

(i) g(x,y) = 4x2+y2 , R = {(x,y): lxl<l, lyl<l}.
(ii) g(x,y) = x3e'xy2, S = {(x,y): 0<x<l, y αυθαίρετο}.

( y(3x-l), av x>0
(iii) g(x,y) = ] λ , S ={(x,y): lxl<l, y αυθαίρετο).

L y(2x-l), av x<0

d g  ,
(i) Η —  είναι συνεχής στο R.

(ii) Είναι

(x,y) = -2x4ye'xy2 για 0<x<l, y e R . dy
dg

Εύκολα διαπιστώνει κανείς ότι η ~  , εκτός του ότι είναι συνεχής, είναι και

φραγμένη στο S.
(iii) Έχουμε

dg
dy (x,y) = ‘

3x-l, αν χ>0, y e R  

. 2χ-1, αν χ<0, y e R

^  ,
επθμένω5η ^  είναι συνεχής και φραγμένη στο S.

Α-2. Να αποδειχθεί ότι σε καθεμιά από τις παρακάτω δυο περιπτώσεις η 
συνάρτηση g δεν πληροί τη συνθήκη του Lipschitz στο σημειούμενο σύνολο:

(i) g(x,y) = xy2, S = {(x,y): lxl<l, y αυθαίρετο).
(ii) g(x,y) = exy2/3, R = {(x,y): lxl<l, lyl<l).
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(ί) Ας υποθέσουμε ότι η συνάρτηση g πληροί τη συνθήκη του Upschitz στο 
S. Τότε θα υπάρχει μια σταθερά Κ>0 έτσι ώστε

lg(x,y)-g(x,z)l < Kly-zl για όλα τα (x,y), (χ,ζ) ε S.
Έτσι, θα έχουμε

lg(l,6)-g(l,6/2)l < Κΐδ-δ/21 για κάθε δ>0,
δηλαδή

3δ<2Κ γιαόλαταδ>0,
το οποίο είναι ένα άτοπο.

(ίί) Έστω ότι η g πληροί τη συνθήκη του Lipschitz στο R με σταθερά Κ>0. 
Τότε ισχύει

lg(x,y)-g(x,z)l < Kly-zl για όλα τα (x,y), (χ,ζ) ε R.
Επομένως

lg(0,6)-g(0,0)l < Κΐδ-Ol για κάθε δε (0,1],

δηλαδή
1 < Κ δ ^ 3 για όλα τα δε (0,1],

το οποίο είναι αδύνατο.

Α-3.Ν α αποδειχθεί ότι καθένα από τα παρακάτω δυο προβλήματα 
αρχικών τιμών έχει ακριβώς μια λύση στο σημειονμενο διάστημα:

(i) y' = l+y+y2cosx, y(0) = 0; I  = [-1/ 3,1/3].

(ii) y' = (4y+e'x2)e2y, y(0) = 0; I  =

(i) Ας είναι

R = j(x,y): lxl<^, lyl<bj,

όπου b είναι ένας θετικός αριθμός. Η συνάρτηση f με f(x,y) = l+y+y2cosx είναι
συνεχής στο ορθογώνιο R. Ακόμα, η f πληροί τη συνθήκη του Lipschitz στο R, γιατί 

θ ί
η ~  υπάρχει και είναι συνεχής στο R. Έχουμε

Μ ξ max lf(x,y)l = l+b+b2>0.
(x,y)e R

_1_____1 _

. 8 ’ 8Ve"

Ας είναι
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Το πρόβλημα αρχικών τιμών έχει ακριβώς μια λύση στο διάστημα [-γ,γ]. 

Επιλέγοντας b=l, έχουμε γ=1/ 3. Έτσι το πρόβλημα αρχικών τιμών έχει ακριβώς 
μια λύση στο [-1/ 3,1/3].

(ii) Ας είναι b ένας θετικός αριθμός και ας θεωρήσουμε το ορθογώνιο

R = (x,y): lx l< ^ = ,ly l< b

Παρατηρούμε ότι η συνάρτηση f με f(x,y) = (4y+e*x2)e2y είναι συνεχής στο R και 
άρα η f πληροί τη συνθήκη του Lipschitz στο R. Είναι

Ας θέσουμε

Μ = max lf(x,y)l = (4b+l)e2b>0. 
(x,y)e R

Για b=l/ 4, παίρνουμε r = . Αρα, το πρόβλημα αρχικών τιμών έχει ακριβώς

μια λύση στο διάστημα - “ ί ρ  , ~η=-
L 8ve 8 \ e .

Α-4. Να αποδειχθεί ότι:
(ί) Το πρόβλημα αρχικών τιμών

y' = ylogd+IxO+e^logd+y2), y(0)=0 
έχει ακριβώς μια λύση στην πραγματική ευθεία.

(ϋ) Το πρόβλημα αρχικών τιμών

y '= ^ . y ( 0 ) = - 2

έχει ακριβώς μια λύση στο διάστημα (-1,1).

(ί) Η συνάρτηση
f(x,y) = ylog(l+lxl)+e’xlog(l+y2) , (x ,y )e R 2

είναι συνεχής. Είναι
9f ο
— (x,y) = log(l+lxl)+e*x^ 2 , (x,y)e R 2

9f
και επομένως η —  είναι συνεχής . Επιπλέον, αν J είναι ένα συμπαγές διάστημα, 

έχουμε για όλα τα (x,y) e JxR
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2 lyl
< log(l+lxl)+e'x ^ log(l+lx!)+e'x

<max [log(l+lxl)+e'x], 
xeJ

3f
δηλαδή η ~  είναι φραγμένη στο JxR. Επομένως, για κάθε συμπαγές διάστημα J,

η f πληροί τη συνθήκη του Lipschitz στο JxR. Άρα, το πρόβλημα αρχικών τιμών 
έχει ακριβώς μια λύση στο R.

(ϋ) Η συνάρτηση f με
„ cosy
f(x,y)= Y ^ 2  , (x,y)e (-U )x R  

θί
είναι συνεχής . Συνεχής επίσης είναι και η ~ ,  αφού

dy
θί siny
9 y (x,y) = ‘ Lx* ’ (x,y) e  ί - 1·1) * * ·

af
Ακόμα, παρατηρούμε ότι για κάθε συμπαγές διάστημα J με J ^  (-1,1), η είναι

dy
φραγμένη στο JxR. Άρα, η συνάρτηση f πληροί τη συνθήκη του Lipschitz στο JxR 
για κάθε συμπαγές υποδιάστημα J του (-1,1). Έτσι, το πρόβλημα αρχικών τιμών 
έχει ακριβώς μια λύση στο (-1,1).

Α - 5. Να εξετασθεί ως προς την ύπαρξη και το μονοσήμαντο λύσεων το 
πρόβλημα αρχικών τιμών

y' = f(x,y), y(0)=0,

όπου f(x,y) = x+x2y4 , (x,y) e R 2. Να αποδειχθεί στη συνέχεια ότι, για κάθε 

συμπαγές διάστημα J, η συνάρτηση f δεν πληροί τη συνθήκη Lipschitz στο σύνολο 
JxR.

Ας θεωρήσουμε το ορθογώνιο R = {(x,y): Ixl < a, lyl < b}, όπου a>0 και b>0.
af

Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο R. Επίσης, η τ~ υπάρχει και είναι συνεχής στο R
dy

και άρα η f πληροί τη συνθήκη του Lipschitz στο ορθογώνιο R. Έχουμε

Μ ξ  max lf(x,y)l = a+a2b4>0. 
(x,y)eR

Θέτουμε
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r = min{a’M} = min{a’i ^ } ·
Τότε το πρόβλημα αρχικών τιμών έχει ακριβώς μια λύση στο διάστημα [-γ,γ]. Θα 
βρούμε τώρα το μεγαλύτερο τέτοιο διάστημα. Για ένα δεδομένο a>0, η μέγιστη

τιμή της παράστασης b/ (a+a2b4) λαμβάνεται για b = 1/ ^3ai και είναι ίση με

3/(4aV3a). Τότε η μέγιστη τιμή του r = min { a,3/ (4 aV?a)} είναι

V27/ 256 και λαμβάνεται για a = V27/256 . Έτσι, εκλέγοντας

a = ♦

συμπεραίνουμε ότι το πρόβλημα αρχικών τιμών έχει ακριβώς μια λύση στο 
διάστημα

Ας είναι J ένα συμπαγές διάστημα και ας υποθέσουμε ότι η συνάρτηση f 
πληροί τη συνθήκη του Lipschitz στο JxR. Τότε θα υπάρχει μια σταθερά Κ>0 έτσι 
ώστε

lf(x,y)-f(x,z)l < Kly-zl για όλα τα x e j , y e  R , z e  R .
Ας θεωρήσουμε ένα σημείο x0 e J μεχ0 *0 . Θα έχουμε

lf(x0,y)-f(x0,0)l < Kly-0l για κάθε y>0,

δηλαδή
Χ0ν  -  Κ  για όλα τα y>0,

που είναι ένα άτοπο. Επομένως, για κάθε συμπαγές διάστημα J, η f δεν πληροί τη 
συνθήκη του Lipschitz στο JxR.

A -6. Να εξετασθεί ως προς την ύπαρξη και το μονοσήμαντο λύσεων το 
πρόβλημα αρχικών τιμών

y* = l+xy2 , y(0)=o.

Θεωρούμε δύο αριθμούς a>0, b>0 και θέτουμε
R = {(x,y): Ixl^a, lyl<b}.
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Η συνάρτηση f με f(x,y) = 1+xy2 , (x,y) e R 2 είναι συνεχής στο ορθογώνιο R.
8f

Επίσης, η f πληροί τη συνθήκη του Lipschitz στο R, αφού η ~  υπάρχει και είναι
dy

συνεχής στο R. Είναι
Μ  ξ  max lf(x,y)l = 1+ab2 > 0. 

(x.y)eR
Ας είναι

r = mm la‘•^ }=min{a’ 1+ab2 Γ-

Το πρόβλημα αρχικών τιμών έχει ακριβώς μια λύση στο διάστημα [-γ,γ]. Για ένα 
δεδομένο a>0, η παράσταση b/( 1+ab2) παίρνει τη μέγιστη τιμή της l/2 V a  για

b = l/V a . Η μέγιστη τιμή του τ = min {  a,l/2Va }  λαμβάνεται για a = ι / λ/4 και

είναι ίση με l /V T . Έτσι, επιλέγοντας

a = 1 /V T  και b = V2  ,

συμπεραίνουμε ότι το πρόβλημα αρχικών τιμών έχει ακριβώς μια λύση στο 
Γ 3 3

διάστημα 1 /V T , 1 /^ 4

A -7. Να εξετασθεί ως προς την ύπαρξη και το μονοσήμαντο λύσεων το 
πρόβλημα αρχικών τιμών

y’i = x2y{ +xVi+y2, y2 = exyr y2; y^D^, y{ (D=o, y2(l)=-i.

Θέτοντας y ^ U j, y[ =u2, y2=u3, το πρόβλημα αρχικών τιμών 
μετασχηματίζεται στο ακόλουθο:

u i =u2’ ^  =x2U2+x4u i +u3’ u 3 =eXur u3 » 
u1(l)=2, u2(l)=0,u3(l)=-l.

Αυτό γράφεται και ως εξής
u’ = Au, u(l) = u0 ,

όπου

οΗο ( 2 \

X4 X2 1 για χ € R, u = u2 και Uq = 0
v ex 0 Λ  )

Έτσι, το πρόβλημα αρχικών τιμών που δόθηκε έχει ακριβώς μια λύση στην 
πραγματική ευθεία.
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A -8. Να εξετασθεί ωζ προς την ύπαρξη χαι το μονοσήμαντο λύσεων το 
πρόβλημα αρχικών τιμών

y; = i+xy22.y2 =xy\ ; y,(0)=y2(0)=o.

Ας θέσουμε

f a '

y = U y
και f(x,y)sf(x,y1,y2) =

^1+xy2 N

xyf για (x,y) e R x R 2.

To πρόβλημα αρχικών τιμών παίρνει τότε τη μορφή

Ϋ  = f(x,y), y(0) = ο.
Ας θεωρήσουμε το ορθογώνιο

R -  {(x,y): lxl<a, lyl^b},
όπου a>0, b>0 είναι σταθερές. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο R. Επίσης, αφού οι
af af

και —  υπάρχουν και είναι συνεχείς στο R, η f θα πληροί τη συνθήκη του
θΥι uy2

Lipschitz στο ορθογώνιο R. Έχουμε

Ας θέσουμε

Μ — max lf(x,y)l = 1+ab2 > 0. 
(x,y)e R

To πρόβλημα αρχικών τιμών έχει ακριβώς μια λύση στο διάστημα [-r, r]. Θα 
βρούμε το μέγιστο τέτοιο διάστημα. Για ένα δεδομένο a>0, η παράσταση 
b/ (1+ab2) παίρνει τη μέγιστη τιμή της 1/ zV a όταν b = l /V a . Τώρα, το

r = min { a, 1/ 2Va } γίνεται μέγιστο για a = 1 /V 4  και η αντίστοιχη μέγιστη τιμή

είναιr = ΐ Λ / ϊ .  Έτσι,επιλέγοντας

a = 7~ , b = λ/2.

συμπεραίνουμε ότι το πρόβλημα αρχικών τιμών έχει ακριβώς μια λύση στο 

διάστημα [-1  /V ? , 1 /V ? ].

Α -9. Να έξετασθεί ως προς την ύπαρξη και το μονοσήμαντο λύσεων το 

πρόβλημα αρχικών τιμών
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Ϋ  = xVl+x2+y2 , y(0) = 0.

Η συνάρτηση f με _______
f(x, y) = xV l+x2+y2 , (x, y)e R 2 
8f ,

είναι συνεχής. Ακόμα, η ~  είναι συνεχής στο αφού

a f

3y (x'y> V T S 7
XV , (X, y)e R 2.

Ας είναι J ένα συμπαγές διάστημα. Τότε έχουμε για όλα τα (x, y)e JxR
af
ay(X, y)

Ixllyl
V l + x ^ y 2

< lx! < max Itl 
teJ

3f
και επομένως η ~  είναι φραγμένη στο JxR. Άρα, το πρόβλημα αρχικών τιμών 

έχει ακριβώς μια λύση στο R.



Β. ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ

Β-1. Ας είναι f μια συνάρτηση στο διάστημα (0,°·=) που δεν μηδενίζεται σε

η τουλάχιστον σημεία. Να αποδειχθεί ότι οι συναρτήσεις
fk(x) = x^fCx), xe (Ο,®®) (k=l,...,n)

είναι γραμμικά ανεξάρτητες.

Ας υποθέσουμε ότι c1f1-»-..-+cnfn==0, όπου ck (k = l,. . η) είναι σταθερές.Τότε 
(c1+c2x+...+cnxn'1)f(x)=0 για όλα τα χ>0.

Ας είναι xk (k=l,...,n) διαφορετικά ανά δύο σημεία του διαστήματος (0,«>) στα

οποία η συνάρτηση f δεν μηδενίζεται. Τότε
Γ C1+C2X l + '" +CnX ,l"1=0

cl+c2x2+- +cnx”'1=0

<

I  c1+c2xn+...+cnxl-1=0 .

To ομογενές αυτό γραμμικό αλγεβρικό σύστημα με αγνώστους cv  cn έχει
μόνο τη μηδενική λύση . .=cn=0, αφού η ορίζουσά του είναι

Λ

1 Χο

det

V ι  χ .

Χ ^ 1 Λ
νη-1

η-1

Π
= Π ( χ Γχ ι ) ^ ° ·

i.j=l
i>j

/

Αυτό αποδεικνύει τη γραμμική ανεξαρτησία των fk (k=lv..,n).
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Β-2. Με τη βοήθεια της αντικατάστασης y = ζεχ2, να επιλυθεί η μη 
ομογενής γραμμική διαφορική εξίσωση

y"-4xy' +(4x2-l)y = ex2.

Για κάθε χ € R, έχουμε

y' = (z’+2xz)ex2
και

y" = [ζ"+4χζ'+(2+4χ2)ζ]εχ2 
και έτσι η διαφορική εξίσωση μετασχηματίζεται στην

z"+z = 1.
Οι λύσεις αυτής δίνονται από τον τύπο

z(x) = c1cosx+c2sinx+l, χ e R,
όπου οι c1? Cj είναι αυθαίρετες σταθερές. Άρα, όλες οι λύσεις της αρχικής 

διαφορικής μας εξίσωσης είναι

y(x) = (c1cosx+c2sinx+l)ex2, x e R (Cj, αυθαίρετες σταθερές).

Β - 3. Να επιλυθεί η ομογενής διαφορική εξίσωση

y(5).y-.- y = 0 , Χ>0

με τις αντικαταστάσεις y=xz, z^-z=w.

Ας ονομάσουμε (Ε) τη διαφορική εξίσωσή μας. Κάνουμε την αντικατάσταση 
y=zx για χ>0. Τότε έχουμε για όλα τα χ>0

y' = xz'+z και y^=xz^+5z^.
Έτσι, η (Ε) μετασχηματίζεται στην εξίσωση

χζ(5̂ +5ζ^ - χζ'-5ζ = 0,
η οποία γράφεται ως 

Με την αντικατάσταση ζί4>

x[z(4)-z] + 5 [ζ(4)-ζ] = 0.
-ζ = w, η τελευταία διαφορική εξίσωση γίνεται 

xw'+5w = 0,
της οποίας οι λύσεις είναι

w(x) = c/x5 , χ>0,
όπου c είναι μια αυθαίρετη σταθερά. Έτσι, καταλήγουμε στη διαφορική εξίσωση
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(Ε*) ζ(4)-ζ = c/x5 , χ>0.

Η αντίστοιχη ομογενής γραμμική διαφορική εξίσωση της (Ε*) έχει τις γραμμικά 
ανεξάρτητες λύσεις

z1(x)=ex, Z2 (x)=e*x, z3(x)=cosx, z4(x)=sinx για x>0.

Τώρα, για κάθε χ>0, έχουμε

λ

W(x) = det
ζ[ (X) 

ζ ϊ  (χ)

= det

Wj(x) = det

ί  ex e' 
ex -e'

V ex -e‘

f  0 e 
0 -e 
0 e

V 1 -e

Ζ̂  (X) Zj (X) ztJ (X)

ζ£(χ) Ζ^(Χ) Ζ{j (x)

Ζ^(Χ) ζ^'(χ) ζ,t (X) J
χ cosx sinx^
χ -sinx cosx
χ -cosx -sinx = -8,

χ sinx -cosx J

χ cosx sinxN
χ -sinx cosx

-Υ = -2e*xχ -cosx -sinx
-χ sinx -cosx,

W2(x) = det

(  ex 0 cosx sinx^
ex 0 -sinx cosx
ex 0 -cosx -sinx

V ex 1 sinx -cosx)

= 2ex,

W3(x) = det

(  ex e*x 0 sinx^ 
ex -e'x 0 cosx

v-x 0 -sinx
1 -cosx J

= -4sinx,

f

W4(x) = det

cosx (Λ

ex -e x -sinx 0
ex e‘x -cosx 0 
ex -e‘x sinx 1J

Άρα, μια μερική λύση της (Ε*) είναι για χ>0

= 4cosx.
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4, r Wt(t) c
W(t) t5 dt

X X X
_  <L 0x f . c _x r e* . c r sint . c . r cost .
“ 4 j J  t5 d t '  4 e  j J  ^ d t + ^ c o s x  J  - ^ r d t - - s m x  J - p “ d t .

Έτσι, όλες οι λύσεις της (Ε) θα δίνονται από τον τύπο

y(x) = χ c ι e A+c2e'x+c3cosx+c4sinx+c5 ex ί Τ" dt- e'x f % dt+2cosx J - j r  dt 
r  1 l 1 l 1

x
.  . f cost . -2smx ~3“ dt 

r  1
για x>0, όπου c} ( i= l, . . . ,  5) είναι αυθαίρετες σταθερές.

B - 4 . Να αποδειχθεί ότι οι συναρτήσεις
χ

yj(x) = e'x2/ 2, χ > 0 και y7(x) = e'x2/ 2 J et2/ 2dt, χ > 0
ο

αποτελούν ένα βασικό σύνολο λύσεων της ομογενούς γραμμικής διαφορικής 
εξίσωσης

xy"+xy+y = 0 , χ>0.
Στη συνέχεια, να επιλυθεί το πρόβλημα αρχικών τιμών

xy"+xy'+y = 0; y (l)= l/ Ve, y'(l)=-l/ Ve.

Είναι εύκολο να διαπιστώσουμε ότι οι yj, y2 είναι λύσεις της διαφορικής 

μας εξίσωσης. Οι λύσεις αυτές είναι γραμμικά ανεξάρτητες, αφού

ί

W(y1,y2)(x) = det

-χ2/2 ;-χ2/2 J et2/2dt ^

V
-χ2/2 ν -χ2/2-χβ'Λ_7 * -xe'A“' 4 fet2/2dt+l

ο /

_ e-x2/2

για όλα τα χ > 0. 'Αρα, {y1,y2) είναι ένα βασικό σύνολο λύσεων. Παρατηρούμε ότι
y ι(1)=1/ κοα y[ (1)=-1/ Ve.. Άρα, η yj είναι η (μοναδική) λύση του
προβλήματος αρχικών τιμών.
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Β - 5. Με τον μετασχηματισμό χ = tg ~ , να επιλυθεί η ομογενής γραμμική 

διαφορική εξίσωση
(1 +x2)2y" +2χ( 1 +x2)y ’+4y = Ο, χ e R.

Έχουμε για κάθε x e R

II

•81*II
•δ)-8III >» 2

l+x2
dy ,
^  * ήτοι (l+x2)y' = 2

dy
dt

και
, dh  d ( 2 άγλ 4x d y , 4 d2y
y dbr dx Vl+xz d t j - '  (l+x2)2 dt (l+x2)2 dt2 ’

ήτοι

(l+x2)2y" _ d2v 
dt2 ’

Έτσι, η εξίσωσή μας μετασχηματίζεται στην
&
dtt +y=o ,

η οποία έχει ως δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις τις cost, t e R και sint, t e R. 

Τώρα, δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της αρχικής διαφορικής εξίσωσης είναι 
οι συναρτήσεις

Ι -x2 2χ
y(x) = cos(2Artgx) = ^ 2 , x e R και y2(x) = sin(2Artgx) = , x e R .

Άρα, όλες οι λύσεις της διαφορικής μας εξίσωσης δίνονται από τον τύπο

Ι -x2 2χ
y(x) = Cj + C2 ^ 2  , χ e R (clt C2  αυθαίρετες σταθερές).

Β - 6. Δίνεται η γραμμική διαφορική εξίσωση
y"+o)2y = Acoscux, χ>0,

όπου ω και Α είναι θετικές σταθερές. Να αποδειχθεί ότι για κάθε λύση y αυτής 
είναι

lim sup ly(x)l =r 00.

Στη συνέχεια, να βρεθεί η λύση y  με

y(0) = 0 , y'(0) = 1.
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Ας ονομάσουμε (Ε) τη διαφορική μας εξίσωση και ας συμβολίσουμε με (Ε0) 
την αντίστοιχη ομογενή γραμμική διαφορική εξίσωση αυτής. Δύο γραμμικά 
ανεξάρτητες λύσεις της (Ε0) είναι οι

yj(x) = costox, x>0 και y2(x) = sincox, χ>0.

Έχουμε για χ>0
(

W(yl5y2)(x) = det ^
COSOOX

-osincox
sintox

cocoscox
= ω>0,

W i(y i,y2)(x) = det
0 siniox ^
1 cocoscox

= -ειηωχ,

( cosoix 0
W2(y1,y2)(x) = det[ ^  χ J

Έτσι, μια μερική λύση της (Ε) είναι για χ>0

= coscox.

rXW,(y„y2)(t) . f  W,(y„y2)(t)
V x) = y>(x) 0J W (y i,y2)(t)'Acoso)t<it + y2(x) 0J W ( ^ K t 7 Ac°SU)t t

X X

= - ~  coscox J sinωtcosωtdt + ~  sintox J cos2ωtdt 
ω oJ ω oJ

X X

= - ^  coscox^J sin2ωtdt + —  sincox^J (cos2cot+l)dt

■ cos“x [to(cos2u,x' 1)] + to sinm ( ά 5in2a,x+x)  ·
Τελικά, βρίσκουμε

γμ(χ) = xsiniox, χ>0.

Όλες, λοιπόν, οι λύσεις της (Ε) δίνονται από τον τύπο y = ΖγΥι+οι Υ2+Υρ δηλαδή 

από τον τύπο
A

y(x) = ο1οο5ωχ+€2δΐηωχ+— χδΐηωχ, χ>0,

όπου Cj, C2 είναι αυθαίρετες σταθερές. Έτσι, για μια τυχούσα λύση y, έχουμε για 

όλα τα ν=1,2,...

y((2v- 1);a C2(’ 1)V’1+S (2V‘ I)<‘ I)
Απ ,ν-1

που σημαίνει ότι
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lim
V—>oo

=  oo.

'Αρα, για κάθε λύση y της (Ε) ισχύει
lim sup ly(x)l = οοβ

Χ->00

Τέλος, για τη λύση y0 που πληροί τις αρχικές συνθήκες y0(0)=0, yQ (0)=1, βρίσκουμε 
Cj=0 και C2=l/to και άρα είναι

, Χ 1 . A . 1 Λ Α  Λ .
y0(x) = ~ srnujx + ~ xsinoox = ~ ( l+ ~ x ls m o x  γιαχ>0.

Β - 7. Δίνεται η γραμμική διαφορική εξίσωση
Y'+BLiY+atf = b(x), χ>0,

όπου a1? είναι σταθερές και b είναι μια συνεχής συνάρτηση στο [0,°°). Ας είναι 

r lt r2 οι ρίζες του πολυωνύμου i^+ajr+ag με rj φ γ2 και ας υποθέσουμε ότι 
Rer^O, Rer2<0. Να αποδειχθεί ότι: Αν η b είναι φραγμένη, τότε όλες οι λύσεις

είναι φραγμένες.

Ας είναι Γ1=α1-»-ΐβ1, Γ2=α2+ϊβ2, όπου α1? βΐ5 α2, β2 είναι πραγματικοί αριθμοί με 
α^Ο, α2<0 και (α1,β1)^(α2,β2). Δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της αντίστοιχης

ομογενούς γραμμικής διαφορικής εξίσωσης είναι οι

y2(x) = eriX = εαιΧ(οο5β1χ+ΐ5ΐηβ1χ), χ>0; 
y2(x) = ef2X = βα2χ(οο8β2χ+ί8ίηβ2χ), χ>0. 

Επειδή α^Ο, α2<0, θα είναι
lim y2(x) = lim y2(x) = 0

X—>oo Χ-Χ»

και άρα όλες οι λύσεις της αντίστοιχης ομογενούς εξίσωσης τείνουν στο μηδέν για 
χ—>οο και επομένως είναι φραγμένες. Αρκεί, λοιπόν, να διαπιστωθεί ότι υπάρχει

μια φραγμένη μερική λύση, με την προϋπόθεση ότι η συνάρτηση b είναι φραγμένη. 
Έχουμε για χ£θ

(
W(y!,y2)(x) = det

ν

6η χ

r je riX

er2x

r2erzX V
= (r2-r1)e(ri+l^ x φ 0,

( 0
W 1(y1,y2)(x) = det

er2x

r2er2X

Λ
= -er2x

/
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( eflX Ο Λ

i\e riX 1
\ 1

= eriXW2(y1,y2)(x) = det 

Έτσι, μια μερική λύση της διαφορικής μας εξίσωσης είναι για χ>0

. , , . . ^Wjiy^y^Xt) ?W 2(y,,y2)(t)
w w j  ^ W b® dt+^(X)01 * » *

1 X x

= “~ ~ e riX J e'Flt b(t)dt + erzX f e'1"2* b(t)dt.
ΓΓ Γ2  oj t2-̂ i oJ

Ας υποθέσουμε ότι η b είναι φραγμένη. Τότε υπάρχει μια σταθερά Κ>0 έτσι ώστε 
lb(x)l<K για όλα τα χ>0. Έτσι, για κάθε χ>0 παίρνουμε

,Γΐ“Γ2,^μ(χ)1 -  ^ ΓιΧI ί  le'Tltl lb(t)ldt + lerzXl j  le'^l lb(t)ldt
x x

= ettlX f e‘0lt lb(t)ldt + e°2X J e‘tt2t lb(t)ldt 
0 o

f x x >
ettlX J e'Cltdt + e®2X J e*aztdt

o '

ealX _i_ (g-ajx.^ + ea2x J _  ( ^ χ ^ )

< K  

= K 

= K
( i _ J J u p - alX i_  a2x]
,-α1+ ‘a2, lal a2 JJ

< K -cl λ -aoV “ 2
και άρα η μερική λύση γμείναι φραγμένη στο διάστημα [0,°°).

Β-8. Αν {yl t . . . , yn) είναι ένα βασικό σύνολο λύσεων και {<pj,. . . , φη}

είναι ένα σύνολο λύσεων μιας ομογενούς γραμμικής διαφορικής εξίσωσης, να 
αποδειχθεί ότι

W(q>j........φη) = εΨ(γ1, . . . , γ η),

όπου c είναι μια σταθερά.

Ας υποθέσουμε ότι η εξίσωσή μας είναι

a j^ + a^ y^ '1̂ . . .  +a1y’+a0y = 0,



17

όπου aj (i=0, 1, . . . , n-l,n) είναι συνεχείς συναρτήσεις σε ένα διάστημα I και 
^(χ^Ο για όλα τα xe I. Ας είναι χ0 ένα σημείο του I. Αφού {ylf.. . , yn} είναι ένα

βασικό σύνολο λύσεων, θα ισχύει
W(y,..... yn)(x0) *  °-

Τώρα, με τη βοήθεια του τύπου του UouviUe, έχουμε για όλα τα xe I
X

W(qpl t . . . , φη)(χ) = W(<p1?. . . , φη)(χ0) exp
^ (ι)

_ >ν(φ1, . . . , φ η)(χ0) 
“ W(yl f . . . , yn)(x0) W(ylf · . . , yn)(x0) exp J

*0 <4,(«
dt

W(q? i , . .  ■, φΠ)(Χρ)

W(yj,..., yn)(x0)
W(ylt. · ·, yn)(x).

B - 9. (i) Δίνεται η ομογενής διαφορική εξίσωση

(*) y"+py' +qy = ο,
όπου p, q είναι συνεχείς πραγματικές συναρτήσεις σε ένα διάστημα I  και η ρ έχει 
συνεχή παράγωγο στο I. Να αποδειχθεί ότι η αντικατάσταση (όπου x0e I)

y(x) = u(x) exp
Λ

- ,  Jp(t)dt , xel

μετασχηματίζει την (*) στην εξίσωση 

Ακόμα, αν {u1,u2} είναι ένα βασικό σύνολο λύσεων της (**), τότε οι συναρτήσεις
u " + [q -2 P ,- 4 p2) u = 0 ·

yi(x)=ui(x) exp
Λ

Λ  J p(t)dt ,xel (i=l,2)

αποτελούν ένα βασικό σύνολο λύσεων της (*).
(ϋ) Να επιλυθεί η διαφορική εξίσωση

y"+(2x+l)y'+^x2+x+“ j  y = 0, xe [0,1]. (i)

(i) Για κάθε Χ€ I, έχουμε
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Ο
xcu

ο

Έτσι, μετά από τις πράξεις, μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι η δοθείσα 
αντικατάσταση μετασχηματίζει την (*) στην (**). Ας είναι, τώρα, {Uj, ιι2}ένα
βασικό σύνολο λύσεων της (**). Τότε οι ylty2 είναι λύσεις της (*). Οι λύσεις αυτές

είναι γραμμικά ανεξάρτητες. Πραγματικά- ας υποθέσουμε ότι c^+t^y^O , όπου 
Cj, C2 είναι σταθερές. Αυτό συνεπάγεται ότι αναγκαστικά c ^ ^ Q ,  αφού οι uj5 u2 
είναι γραμμικά ανεξάρτητες. Έτσι, [yj, y2} είναι ένα βασικό σύνολο λύσεων της 

εξίσωσης (*).
(ίί) Η αντικατάσταση

y1(x)=u1 (χ)ε'(χ2+Χ̂  2=ê x*x2̂  2 και y2(x)=u2(x)e'^x2+x̂  2=e'(-x2+3x̂  2 yiaxe [0,1]

αποτελούν ένα βασικό σύνολο λύσεων της διαφορικής μας εξίσωσης και άρα όλες 
οι λύσεις της δίνονται από τον τύπο

χ

y(x) = u(x) exp - ~ ί (2t+l)dt = u(x) e*(x2+x)/ 2, xe [0,1]
L 2 o

μετασχηματίζει τη διαφορική εξίσωση στην

Uj(x) = ex, xe[0,l] και u2(x) = e*x, xe [0,1].

Έτσι, οι συναρτήσεις

y(x) = 2+c2e'(-x2+3x̂  2, xe [0,1],

όπου οι clt είναι αυθαίρετες σταθερές.
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Β-10. Ας είναι και y2 οι λύσεις της ομογενούς γραμμικής διαφορικής 

εξίσωσης
x2y"+xy'+(x2-a2)y = Ο, χ>0

(όπου α σταθερά) με
Υι(ΐ)=ι> (ΐ)=ο; y2(i)=o, y2 (ΐ)=ΐ·

Να βρεθεί η ορίζουσα Wronski των yv y2.

Έχουμε

W(yj, y2)(l) = det
Yid) y2d) 
Yi (i) y2(i)

= det
( \  0  >

0  1
= 1.

Στη συνέχεια, με χρήση του τύπου του Liouville, παίρνουμε για κάθε χ>0

W(ylsy2)(x) = W(y1,y2)(l) exp - j j i  dt
f x λ f xJ >>

. r *= exp
Vl' V

1
X

B - l l .  Ας είναι f μια συνεχής συνάρτηση στο Να επιλυθεί η μη 

ομογενής γραμμική διαφορική εξίσωση

y + 4 ? y  = f(x )co sx ,x > 0 ·

Ας συμβολίσουμε με (Ε) την μη ομογενή γραμμική διαφορική εξίσωσή μας 
και με (Ε0) την αντίστοιχη ομογενή εξίσωση αυτής. Η (Ε0) μπορεί να γραφεί ως

4x2y"+y = 0.
Αυτή είναι μια διαφορική εξίσωση Euler, η οποία με την αντικατάσταση t=logx, 
x>0 μετασχηματίζεται στην

4 < &  4 <!ϊ  
4 dt2 4 dt + y a

Δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της τελευταίας εξίσωσης είναι οι et/2, t e R  και 
tet/2, t e R . Επομένως, οι συναρτήσεις

y1(x)=elogx̂  2=Vx, x>0 και y2(x)=logx elo6X̂  2=Vxlogx, x>0

συνιστούν ένα βασικό σύνολο λύσεων της (Ε0). Τώρα, έχουμε για κάθε χ>0
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W(yp y2)(x) = det
f  yi(x) y2(x) 

yi(x) y2(x)
= det

f  Vx ^ o g x

Λ ^ logx+iV

\

y

= 1 ,

Wj(yi. y2)(x) = det
( o y2(x) >| 

i y2(x)
= det

f

\

0 Vxlogx A
1 1 1 —  iogx+~p

2 Vx Vx
= -Vxlogx,

y

W2(yj, y2)(x) = det
fyi(x) o  ̂

yi(x) i
= det

V 2V x

=V^.

Έτσι, μια μερική λύση y της (Ε) είναι

, . ΐ  W,(y,. y,)(0
V x)=yi(x),i W(y1>y2)(t) «B“ * *  + y2« J  ^ ^ - f ( , ) c o Stdt

X X

« - Vx J f(t)VTlogt cost dt + Vx logx^ J f(t) VTcost dt

για x>0. Τέλος, όλες οι λύσεις της (Ε) δίνονται από τον τύπο y ^ y j+ c ^ + y ^  

δηλαδή από τον τύπο

y(x) = Vx Cj- j f(t)VTlogt cost dt Vx logx C2 + J f(t)VTcost dt ,x> 0 ,

όπου Cj, C2 είναι αυθαίρετες σταθερές.

B-12. Ας θεωρήσουμε την μη ομογενή γραμμική διαφορική εξίσωση
y"+y * b(x), x>l,

όπου b είναι μια συνεχής συνάρτηση στο Να αποδειχθεί ότι:

(ΐ) Μια μερική λύση είναι
χ

yM  = j sin(x-t)b(t)dt, χ>1. 
μ ι

οο

(ϋ) Αν  J lb(x)ldx < ο*, τότε κάθε λύση είναι φραγμένη.
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Δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της αντίστοιχης ομογενούς γραμμικής
διαφορικής εξίσωσης είναι οι

y^x) = cosx, χ>1 και y2(x) = sinx, x^l.

Η ορίζουσα Wronski αυτών είναι
( cosx sinx ^

= 1, χ>1.
 ̂-sinx cosx )

W(yj, y2)(x) = det

Βρίσκουμε

και

WiCyj, y2)(x) = det

w 2(y p  y2)(x) = det

r0 y2(x) ' (  0 sinx >
= det .

, 1 y 2 « ,  ̂1 cosx )

fyi(x) <n (  cosx 0 ^
= det . .

v y; (x) 1,  ̂-sinx 1 J

= -sinx, x£l

= cosx, x>l.

Έτσι, μια μερική λύση της μη ομογενούς γραμμικής διαφορικής εξίσωσης είναι
fxw,(y,,y2)(t) ΐ  W2(y,, y2)(t)

y^(X) = y i(xV  W(yi,y2)(t) + J W (yi- ;y2)(t) · > « ) *
X X

= cosx j (-sint)b(t)dt + sinx j cost b(t) dt 
r  1

X X

= J (-cosxsint+sinxcost)b(t) dt = J sin(x-t)b(t) d t , x> l. 
l l

Αν τώρα y είναι μια τυχούσα λύση της μη ομογενούς εξίσωσης, τότε θα υπάρχουν 
σταθερές clt έτσι ώστε y = c1y1+c2y2+y[i και άρα θα έχουμε για κάθε χ>1

ly(x)l < Icjllcosxl+lc^llsinxl-i- J Isin (x-1) I lb (t) I dt

X 00

< 1021+102!+ J lb(t)ldt < Icjl+lcjk J lb(t)ldt.

Αν λοιπόν ισχύει J lb(x)ldx < <*>, τότε όλες οι λύσεις είναι φραγμένες.

Β-13. Μ ια μη ομογενής γραμμική διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης έχει 
τις λύσεις

yjCx) = l+ex2, y2(x) = l+xex2 και y2(x) = (x+l)ex2+ l για x e R .

Να επιλυθεί η διαφορική εξίσωση. Ιδιαίτερα, να βρεθεί η λύση y  με

y(0) = l,y'(0)=l.
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Ας καλέσουμε (Ε) την μη ομογενή γραμμική διαφορική εξίσωσή μας και ας 
συμβολίσουμε με (Ε0) την αντίστοιχη ομογενή γραμμική διαφορική εξίσωση. Οι 
συναρτήσεις

Y l(x) = y3(x)-yi(x) = xex2, x e R  

και
Y 2(x) = y3(x)-y2(x) = ex2, x e R

είναι λύσεις της (Ε0). Οι Υ ν Υ 2 αποτελούν ένα βασικό σύνολο λύσεων της (Ε0), 
αφού για κάθε χ e R

W(Y1,Y2)(x) = det((i+5 eX2 ζ ρ
χ2 ,χ2

I = -e2x2* 0 .

Έτσι, όλες οι λύσεις της (Ε) δίνονται από τον τύπο y=c1Y 1+c2Y 2+y1, δηλαδή
y(x) = (CjX+Cj+^e^+l, χ e 1R,

όπου c1 και είναι αυθαίρετες σταθερές. Τέλος, παρατηρούμε ότι y2(0)=y2 (0)=1. 
Άρα, η y2 είναι η λύση της (Ε) που πληροί τις αρχικές συνθήκες y(0)=l, y'(0)=l.

Β-14. Να επιλυθεί η ομογενής γραμμική διαφορική εξίσωση 

x2y"+xy'+(x2- y = 0, xe(Ο,π),

αφού βρεθεί μια λύση yl αυτής της μορφής y fa) = ̂ s in (ax), xe (Ο,π) (a σταθερά)

Για κάθε xe (Ο,π) έχουμε
yfa) = x*1/2sin(ax), 

yj (x) = - 2  x'3/2sin(ax)+ax'1/2cos(ax),

y'i (x) = f  x*5/2sin(ax)-ax*3/2cos(ax)- a2x~1/2sin(ax).

Με την αντικατάσταση στην εξίσωση, βρίσκουμε ότι η είναι μια λύση αν και 

μόνο αν
(1-α2)χ3/ 2sin(ax) = 0 για κάθε xe (Ο,π).

Δηλαδή, η yx είναι μια λύση τότε και μόνον τότε αν α=1 ή α=-1. Επιλέγουμε α=1 

και έχουμε τη μερική λύση
y2(x) = x‘1/2sinx, χε(Ο,π).
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Εκτελούμε τον μετασχηματισμό
y(x) = u(x)yj(x) = u(x)x'1/2sinx για xe (Ο,π).

Τότε για όλα τα xe (Ο,π) είναι

Ϋ  (x) = u'(x)x*1/2sinx+u(x)^- ^ x '3/2sinx+x_1/2cosxj,

y"(x) = u"(x)x'1/2sinx+u'(x)(- x'3/2sinx+2x'1/2cosx)

+u(x)^ ~ x‘5/2sinx - x'3/2cosx-x*1/2sinxj.

Έτσι, μετά από τις πράξεις, η εξίσωσή μας γίνεται
(sinx)u"+2(cosx)u' = 0.

Θέτοντας u'=v, καταλήγουμε στην ομογενή γραμμική διαφορική εξίσωση πρώτης 
τάξης

(sinx)v'+2(cosx)v = 0,
η οποία έχει τη λύση

νι (X) = > xe (Ο,π).1V '  surx ν 7
Τότε η συνάρτηση

X X

y2(x) = yx(x) f v,(t)dt = x‘1/2sinx f ~γ τ : = -x'1/2cosx, xe (Ο,π) 
π/2 π/2 SU1 1

είναι μια λύση της εξίσωσής μας τέτοια ώστε το {yj ,y2} να είναι ένα βασικό

σύνολο λύσεων. Έτσι, όλες οι λύσεις της διαφορικής μας εξίσωσης δίνονται από 
τον τύπο

y(x) = x’^icjsinx+cjcosx), xe (Ο,π), 
όπου Cj, C2 είναι αυθαίρετες σταθερές.

Β-15. Ας είναι f και g δύο παραγωγίσιμες συναρτήσεις σε ένα διάστημα I. 
Να αποδειχθεί ότι:

(ί) Αν οι f και g είναι γραμμικά εξαρτημένες, τότε W(f,g)(x)=0 για κάθε
xel.

(ϋ) Αν  W (f,g)(x)*0 για κάποιο xe I, τότε οι f, g είναι γραμμικά 

ανεξάρτητες.
(ϋΐ) Αν W(f,g)(x)=0 για κάθε xe I, τότε οι f, g δεν είναι αναγκαστικά 

γραμμικά εξαρτημένες. (Αντιπαράδειγμα: f(x)=x2, x e R και g(x)=xlxl, χ e R.)
(ίν) Αν W(f,g)(x)=0 για κάθε xe I  και g(x)*0 για όλα τα xe I, τότε οι f, g 

είναι γραμμικά εξαρτημένες.
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(i) Ας υποθέσουμε ότι οι f, g είναι γραμμικά εξαρτημένες. Τότε υπάρχουν 
σταθερές Cj, C2 , όχι και οι δύο μηδέν, έτσι ώστε c1f+c2g=0. Χωρίς βλάβη της 
γενικότητας, μπορούμε να υποθέσουμε ότι c ^ .  Τότε, θέτοντας Cj, έχουμε 
f=Xg. Έτσι, παίρνουμε

W(f,g) = det
f
f

g
g'

 ̂ , fXg
= det

/ λg,
g '

=  0.

(ii) Ας υποθέσουμε ότι W(f,g)(x0)?O για κάποιο x0e I. Έστω ότι c1f+c2g=0, 
όπου Cj, C2 είναι σταθερές. Τότε θα είναι και c1f+c2g=0. Έτσι, έχουμε

c1f(xo)+c2g(xo)=O,c1f’(x0)+c2g'(x0)=O.
Το ομογενές αυτό γραμμικό αλγεβρικό σύστημα έχει ορίζουσα την W(f,g)(x0) που 
δεν είναι μηδέν και επομένως έχει μόνο τη μηδενική λύση, δηλαδή αναγκαστικά 
είναι c1=c2=0. Αυτό αποδεικνύει την γραμμική ανεξαρτησία των f, g. [Ας 
σημειωθεί ότι το συμπέρασμά μας μπορεί να προκύψει από το (i).]

(iii) Ας θεωρήσουμε τις συναρτήσεις
f(x)=x2, x e R  και g(x)=xlxl, x € R.

Έχουμε

W(f,g)(x) = det
( f(x) g(x) "1

f’(x) g'(x)

/
= det

xlxl 
2x 21x1 = 0 γ ιαόλαταχβΚ.

Από την άλλη μεριά, οι f, g είναι γραμμικά ανεξάρτητες. Πραγματικά- αν 
υποθέσουμε ότι c1f-t-c2g=0, όπου Cj, Οη, είναι σταθερές, τότε (για χ=1 και για χ=-1) 
έχουμε

c1+c2=0 και Cj-Cj^ ,  
που συνεπάγεται ότι αναγκαστικά Cj=C2 =0 .

(iv) Ας υποθέσουμε ότι W(f,g)(x)=0 για κάθε xe I  και ότι g(x)?K) για όλα τα 
xe I . Τότε έχουμε

( t y  f'£ -fg '_ W (f,g )_

I s J  ”  £2 g2
και άρα υπάρχει μια σταθερά c έτσι ώστε {/ g=c. Επομένως, είναι f-cg=0, που 
σημαίνει ότι οι f, g είναι γραμμικά εξαρτημένες.

Β-16. Να επιλυθεί το πρόβλημα αρχικών τιμών
y"-y'-2y = 4e'x; y(0) = α, y’(0) = β,

όπου α, β είναι σταθερές. Ακόμα, να βρεθεί η ικανή και αναγκαία συνθήκη για τα 
α, β ώστε η λύση να είναι φραγμένη στο [0,»).
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Η αντίστοιχη ομογενής γραμμική διαφορική εξίσωση έχει ως δύο γραμμικά 
ανεξάρτητες λύσεις τις

y^x) = e'x, xe R και y2 (x) = e2x, xe R .
Εύκολα μπορούμε να βρούμε ότι μια μερική λύση της μη ομογενούς γραμμικής 
διαφορικής μας εξίσωσης είναι η

4 νγμ(χ) = - ~ xe'x, xeR.

Έτσι, όλες οι λύσεις της διαφορικής μας εξίσωσης δίνονται από τον τύπο 
γ=θιΥΐ+σ2Υ2 +Υμ, δηλαδή από τον τύπο

y(x) = c1e'x+c2 e2x- ~ xe'x , xe R , 

όπου Cj, C2 είναι αυθαίρετες σταθερές. Τώρα, έχουμε
4

y(0) = Cj+C2 =α και Υ’(Ο) = -CJ+2 C2 - ~ = β

από όπου προκύπτει Cj= 2̂ α-β-j j  και <^=  ̂ (a+P+f }  ^ λύση y0  του

προβλήματος αρχικών τιμών είναι

Υ0 (χ) = 3  (^α-β- 3  j  e*x+ “  |α+β+|^2χ-1  xe'x, xe R .

Οι συναρτήσεις e'x και xe*x είναι φραγμένες για χ>0. Επομένως, η λύση y0 είναι 
φραγμένη στο διάστημα [0 ,°°) αν και μόνο αν

4
α+β+ ”  = 0 .

Β-17. Δίνεται, η γραμμική διαφορική εξίσωση

®»> (1-x )y" + 6 - ? y' - ? ) y' - i y = x - ? · ? ’ χ>1-
Να αποδειχθεί ότι η αντικατάσταση t= l /x  μετασχηματίζει την (Εχ) σε μια μη 

ομογενή γραμμική διαφορική εξίσωση (Ε2). Να βρεθεί μια λύση γμ της (Ε^ της 
μορφής y ^ t^ t111, 0<t<l (m ακέραιος). Ας είναι (Ε3) η αντίστοιχη ομογενής 
εξίσωση της (Ε^. Να βρεθούν δύο λύσεις y l και y2  της (Ε3) των μορφών 
y 1(t)=at+3, 0<t<l και y2 (t)=eYt, 0<t<l (α, β, γ σταθερές). Τέλος, να βρεθούν όλες 
οι λύσεις της εξίσωσης (Ε3).

Έχουμε για κάθε χ> 1

( = d y_ d y d t_  J_dy 
y “ dx ~ dt dx ~ " χ2 dt ’

= 2_dy_X_lfdy> 2_dy l _ £ y
y dt2 dx V x2 dt) x3 d t" x2 dx l^dt) x3 dt ’ x4 dt2
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και έτσι, η (Ej) μετασχηματίζεται στην εξίσωση

(% ) t3(l-t) ^ 2Γ +t4 ^  -t3y = 2-2t-2t2, 0<t<l.

Εύκολα διαπιστώνουμε ότι γμ(ε) = tm, 0<t<l (m ακέραιος) είναι μια λύση της (Ε^ 
αν και μόνο αν m=-l. Άρα, είναι

Υμ(ί) = ""> 0<t<l.

Στη συνέχεια, βρίσκουμε ότι yj και y2 είναι δύο λύσεις της (Ε3) αν και μόνο αν 
α=1, β=0 και γ=1. Αρα, δύο λύσεις της (Ε3) είναι οι

yr  =t, 0<t<l και y2(t) = e \ (kt<l.
Αυτές είναι γραμμικά ανεξάρτητες, αφού

f  t el ^
W(y!,y2)(t) = det 1 el J= (t-l)el < 0 για 0<td.

Έτσι, οι λύσεις της (Ej) δίνονται από τον τύπο y=c1y1+c2y2+y|i, δηλαδή από τον 
τύπο

y(t) = Cjt-K^e^+x, x>l, 

όπου Cj, %  είναι αυθαίρετες σταθερές.



C. ΓΡΑ Μ Μ ΙΚ Α ΔΙΑΦΟΡΙΚΑ ΣΥΣΤΗ Μ Α ΤΑ

C -1. Να αποδειχθεί ότι οι συναρτήσεις

ί χ(χ) = και f2(x) = (^χ )  yta xe [0,1]

είναι γραμμικά ανεξάρτητες. Στη συνέχεια, να αποδειχθεί ότι για οποιοδήποτε 
x0e [0,1] τα διανύσματα ^(Xq) και f2(xo) είναι Υ0<*μμι>κά εξαρτημένα. Μπορεί οι 
fj, f2 να είναι λύσεις ενός ομογενούς γραμμικού διαφορικού συστήματος;

Ας υποθέσουμε ότι όπου Cj και είναι σταθερές. Τότε

cl+c2eX = 0 για κάθε xe [0,1].

Αρα θα είναι (για χ=0 και για χ=1)
Cj+c  ̂= 0 και Cj+c^e = 0

και επομένως θα πρέπει αναγκαστικά c^c^O. Αυτό αποδεικνύει τη γραμμική 
ανεξαρτησία των συναρτήσεων fj και f2.

Για οποιοδήποτε σημείο x0e [0,1], τα διανύσματα f^Xg) και f2(x0) είναι 
γραμμικά εξαρτημένα, αφού ισχύει

e^fjC X oH ^X o) = 0.

Αν οι fp f2 ήταν λύσεις ενός ομογενούς γραμμικού διαφορικού συστήματος, 
τότε η γραμμική ανεξαρτησία των fj, f2 θα ισοδυναμούσε με τη γραμμική 
ανεξαρτησία των διανυσμάτων ^(Xq), f2(Xo) για οποιοδήποτε x0e I. Άρα, οι 
συναρτήσεις f1? f2 δεν είναι δυνατόν να είναι λύσεις ενός ομογενούς γραμμικού 
διαφορικού συστήματος.

C-2. Να αποδειχθεί ότι η ορίζουσα κάθε πίνακα λύσεων του ομογενούς 
γραμμικού διαφορικού συστήματος

( l-cos2x log(l+x2)  ̂
y' = χ2+7 -sin2x y, x s R

είναι σταθερά.
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Ας είναι Υ  ένα πίνακας λύσεων. Τότε, με τη χρήση του τύπου του Jacobi, 
παίρνουμε για όλα τα χ e IR

X

detY(x) = detY(O) exp cos2t-sin2t)dt = detY(O).

C-3. Δίνεται το ομογενές γραμμικό διαφορικό σύστημα y’=Ay, όπου A 
είναι ένας σταθερός τρίτης τάξης πίνακας. Αν

/ex+e2x\ êx+e3x>l êx-e3x̂

yi(x) = e2x
l 0 J, y2(x) = e3x

l e3x J
, y3(x) = -e3x

 ̂-e3x j
για x e R

είναι τρείς λύσεις αυτού, να βρεθεί ο πίνακας συνάρτηση e ^ , x € R .

Ας θέσουμε

Υ(χ) =

f ex+e2x ex+e3x ex-e3x Λ
— e2x e3x -e3x

l 0 e3x -e3x j
, X € R.

Ο πίνακας Υ  είναι ένας πίνακας λύσεων. Επιπλέον, βρίσκουμε
detY (χ) = 2e6x φ 0 για όλα τα χ € R .

Αρα, Υ  είναι ένας βασικός πίνακας. Αφού και ο e5̂ ,  x e R  είναι ένας βασικός 
πίνακας, θα υπάρχει ένας σταθερός τρίτης τάξης πίνακας C με detC*0 έτσι ώστε

β Χ Λ -Υ ίχ ^  για κάθε x e R .

Έχουμε για χ=0
I = e0A = Y(0)C, δηλαδή C = Y*1(0).

' Ετσι, παίρνουμε για όλα τα χ e R

exA = Υ(χ)Υ"1(0) =

V

x+e2x ex+e3x ex-e3x ^
(  0

2 -2 Λ
e2x e3x -e3x 1

9 1 -2 2

0 e3x -e3x J l  1 -2 0 )
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ί
ex 2  (e2x-ex) 2  (-e2x+e3x)

Λ

0 e2x -e2x+e3x

V 0 0 e3x y

Σ  £ ^ 7 7  t2v' 1 = sint,

C - 4. Δεδομένου ότι για κάθε t e R  

V  (-DV 2ν
ν ? ο (2 ν ) !1 =C° St * “  - i C v - l ) !  

να επιλυθεί (χωρίς χρησιμοποίηση του Θεωρήματος του Putzer) το πρόβλημα 
αρχικών τιμών

(  Ο 2 Λ

y =
*2 °

y, y(0) = ί  1 )

Ας θέσουμε

A =
/  0  2  \

’ 2 0V 2

Είναι εύκολο να διαπιστώσουμε ότι
Α2ν = (-1)νΙ  και Α2̂ 1 = (-1)ν_1Α 

Έτσι, για κάθε χ e R παίρνουμε
(ν=1,2,...)·

νΑν
^ « ι + Σ  *^γ = ι+ Σν=1 ν·

— Χ2νΑ2ν χ^^Α2^ 1
Si (2ν)! (2ν-1)!

_ Τ y  x2v(-l)vI y  x ^ - V - l ^ A  
ν~ ι  (2ν)! +vt l  (2ν-1)!

L l L v 2ν
va  Ο ν)!1+ Σ 1 + ί ι υ Π χ 2 ν . 1

a  (2ν-1)!

f 0 2 Λ
f 1 0 Λ

s (cosx)I+(sinx)A = cosx

o ►—
*

V_

+ sinx 1 Λ
ί -Γ  0v 2 ;
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(  cosx 2sinx
1

srnx cosx
y

Η λύση του προβλήματος αρχικών τιμών είναι

ί  cosx 2sinx Λ
y(x) = e(x‘0)Ay(0) =

2
1 .
“ srnx cosx

(  1 >

-2 /

f cosx-4sinx

- sinx-2cosx
\  /

C - 5. A ίνεται το ομογενές γραμμικό διαφορικό σύστημα

Ϋ  = Ay με A = 

(i) Να αποδειχθεί ότι

Υ(χ) =

 ̂3 1 -1 > 
1 3 -1 

\ 3  3 -1 y

( ex e2x e2x >
ex -e2x 0 , x e R

V 3ex 0 e2x J
είναι ένας βασικός πίνακας.

(ϋ) Να βρεθεί η λύση y με

y(0) =
Γ1 ϊ

0

ν °  )
(ϋί) Να'βρεθεί ένας βασικός πίνακας Υ * με Υ*(0)=-2Ι. 
(ίν) Να βρεθεί ο e**, xe  R.

(ί) Για όλα τα χ e R, έχουμε

f  ex 2e2x 2e2x > f 3 1 Λ Ί
f  ex e2x e2x Λ

Y ’(x) = ex -2e2x 0 = 1 3 -1 ex -e2x 0
 ̂3ex 0 2e2x J U 3 -1 J  ̂3ex 0 e2x )

και
detY(x) = e5x φ 0

και επομένως ο Υ  είναι ένας βασικός πίνακας.
(ii) Η ζητούμενη λύση είναι για x e R

\

, x e R .
j

ΑΥ(χ)
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 ̂ ex e2x e2x ^ ( A  -1 1 λ ( ΐ λ f  -ex+2e2x Λ
y(x) = Y(x)Y'1(0)y(0) = ex -e2x 0 

^3ex 0 e2x j
-1 -2 1 

V 3  3 -2 J

0

VO J
= -ex+e2x 

 ̂-3ex+3e2x ,

(ϋΐ) Θα είναι Y*=YC για κάποιον σταθερό τρίτης τάξης πίνακα Ο.Έτσι,
-21 = Υ*(0) = Y(0)C

και επομένως C=-2Y'1(0). Άρα, έχουμε για κάθε x e R

f ex e2x e2x -1 -1 1 ^
Y*(x) = -2Y(x)Y'1(0) = -2 ex -e^x 02x

V 3ex 0 e2x J
-1 -2 1 

V 3 3 -2 J

f 2ex-4e2x 2ex-2e2x -2ex+2e2x  ̂
2ex-2e2x 2ex-4e2x -2ex+2e2x 

^6ex-6e2x 6ex-6e2x -6ex+4e2x j

(iv) Αφού o exA, x e R είναι επίσης ένας βασικός πίνακας, θα υπάρχει

ένας σταθερός τρίτης τάξης πίνακας D τέτοιος ώστε
exA = Y*(x)D γ ια ό λ α τα x e R .

Τότε θα είναι
I  = e0A = Y*(0)D = -2ID = -2D

και άρα D=- ~ I. Επομένως, για όλα ταχ e R

exA = -^ Y *(x ) =

-ex+2e2x -ex+e2x ex-e2x

-ex+e2x -ex+2e2x ex-e2x
l  -3ex+3e2x -3ex+3e2x 3ex-2e2x )

C-6. Ας είναι Ύ ένας βασικός πίνακας τον ομογενούς γραμμικού 
διαφορικού συστήματος

y’ = Ay,
όπου Α είναι ένας συνεχής πίνακας- συνάρτηση σε ένα διάστημα I. Θέτουμε για 
τυχόντα χ, t e I

Ε(χ, t) = Y(x)Y-‘ (t).



32

Να αποδειχθεί ότι

~  Ε(χ, t) = -Ε(χ, t)A(t) για χ, t e I.

Αφού ο Υ  είναι ένας βασικός πίνακας, θα ισχύει detY(t)*0 για όλα τα t e I  
(και επομένως θα ορίζεται ο Y '^ t) για t e l )  και ακόμα

Y'(t) = A(t)Y(t) για κάθε t e l .
Έτσι, για τυχόντα x, t e I, παίρνουμε

ft E(x,t) = Y(x) = Y (x )[-V 1(t)Y'(t)Y->(t)]

-  - [Y W Y -'w lfA tttY W lY -’ it) = -E(x, t)A(t).

3

C - 7. Δίνεται το ομογενές γραμμικό διαφορικό σύστημα
( f g >

y’ =
-g f y.

όπου f και g είναι συνεχείς πραγματικές συναρτήσεις σε ένα διάστημα I. Ας είναι 
χ0 ένα σημείο τον I  και για κάθε xe I ας θέσουμε

Λ  Λ

h1(x) = J g(t)dt και h2(x) = exp J f(t)dt

Να αποδειχθεί ότι
ί

Y(x) =
h2(x)coshj(x) h2(x)sinh1(x)

, x e l
*h2(x)sinh1(x) h2(x)cosh1(x) 

είναι ένας βασικός πίνακας. Να βρεθεί, στη συνέχεια, η λύση y  με
( 1  \  

y(xo>= η ·

Αμέσως βρίσκουμε
detY(χ) = [h2(x)]2 > 0 για όλα τα xe I. 

Επίσης, έχουμε για κάθε xe I

Υ'(χ)
r f(x)h2(x)cosh1(x)-g(x)h2(x)sinh1(x) f(x)h2(x)sinh1(x)+g(x)h2(x)cosh1(x) > 

, -f(x)h2(x)sinh1(x)-g(x)h2(x)cosh1(x) f(x)h2(x)cosh1(x)-g(x)h2(x)sinh1(x) ^
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f(x) g(x) \ (  h2(x)cosh1(x) h2(x)sinh1(x) λ

-g(x) f(x) ) {  -h2(x)sinh1(x) h2(x)cosh1(x) J

Αρα, ο Y  είναι ένας βασικός πίνακας. Η ζητούμενη λύση θα είναι
y(x) = Y (x)Y '1(x0)y(x0), xe ι.

Αλλά παρατηρούμε ότι Υ(χ0)=Ι. Έτσι, είναι για κάθε xe I

C - 8. Ας είναι η λύση τον ομογενούς γραμμικού διαφορικού συστήματος

r h2(x)coshj(x)  ̂

ν -h2(x)sinh1(x) j

Ϋ  = y (ε*0 σταθερά) 
\ ε 1

και y2 η λύση τον διαφορικού συστήματος

( \ 0 >

Να αποδειχθεί ότι y1-^y2 όταν ε-»0.

Αμέσως βρίσκουμε

y2(x) = e(x*0)Iy2(0) =
f ex 0 V  1

_χ για κάθε x e R .  
V 'e )

Στη συνέχεια, ας θέσουμε
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A = :; )·
Οι ιδιοτιμές του Α είναι λ ^ Ι-ε  και λ2=1+ε με λ^λ^ Εύκολα βρίσκουμε ότι η λύση 

του προβλήματος αρχικών τιμών

είναι

τ{ = (Ι-ε)^, τ± =^+(1+8^ ; rj(0) =1, r2(0) = 0 

rj(x) = e(1'e)x, r2(x) = h  [e(1+e)x-e(1'£)x] για xeR .

Έτσι, παίρνουμε για κάθε χ € R

,χΑ = r ^ I+ r ^ x X A ^ I )  = e(1’e)x^Q J ^  [e(1+e)x-e(1'e)x]Q  * )

(  β(ΐ+ε)χ.^(ΐ-β)χ e(1+e)x-e(1*£)x A

β(1+ε)χ_6(1-ε)χ 6(1+ε)χ+6(1-ε)χ

Αρα, έχουμε για κάθε x e R

y,(x) = e(x-°)Ay1(0) = |

(  e,(1-ε)χ

f  e(l+e)x+e(l-£)x e(l+E)x_e(l-E)x \ 

e(l+E)x.e(l-e)x e(l+e)x+e(l-E)x a )

V-e,(l-e)x l·

Επομένως, είναι
y^x) = e'exy2(x) για όλα τα x e R  

καιάρα y1->y2 όταν ε-»0.

C-9.

A 1 “

Ας είναι

"4  -1

<° 2

οοο*-Η1

^ 1 - 3  Ο 0 2 0 0 0
0 -2 -5 και A = 0 0 1 - 3 1

^0 0 3 j 0 0 0 -2 -5

^0 0 0 0 3 /
Να επιλυθούν τα ομογενή γραμμικά διαφορικά συστήματα y'=Ajy και y'=A2y. Στη

συνέχεια, να χρησιμοποιηθούν οι λύσεις αυτών για να επιλυθεί το ομογενές 
γραμμικό σύστημα y'=Ay.
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είναι

Οι ιδιοτιμές του Aj είναι 4 και 2. Η λύση του προβλήματος αρχικών τιμών 

Γΐ = 4γ ι  ’ Γ2 = γι +2γ2 ί Γχ(0) = 1 , γ2(0) = 0

rx(x) = e4x και r2(x) = \  (e4x-e2x)  για χ e R .

Έτσι, είναι για κάθε χ e R

e ^ i  = e4x 1+ \  (e4x-e2x)(A r 4I) = e4x (  * °  j  + \  (e4x-e2x) (° _1Ί 
, 0  - 2 ,

και επομένως
{

»ΧΑι _ e™ 2  (e2x-e4x)  

a2x

4x

V 0

Λ

, X € R.

Ο A2 έχει τις ιδιοτιμές 1,-2 και 3. Το πρόβλημα αρχικών τιμών 
Γϊ = Γι ,  r2 = γγ 2γ2 , r3 = γ2+3γ3 ; rj(0) = 1 , γ2(0) = γ3(0) = 0

έχει τη λύση

rx(x) = ex , r2(x) = “  (ex-e'2x)  , r3(x) = - \  ex e*2x + ^  e3x

για χ e R. Επίσης, είναι
( °  -3 1 λ 

0 -3 -5
ν 0 0  2 j

Α2-Ι = και (Α2-Ι)(Α2+2Ι) =
r  0  0  20  ^  

0  0  -10 

^0 0 10 J
Έχουμε

e ^ 2 = γ1(χ)Ι+γ2(χ)(Α2-Ι)+γ3(χ)(Α2-Ι)(Α2+2Ι), x e R  

και έτσι βρίσκουμε

e ^ 2  =

Τώρα, είναι φανερό ότι θα είναι για όλα τα x e R

/

( ex e*2x-ex -3ex+e*2x+2e3x

0 e'2x e'2x-e3x x e  R

\ 0 0 e3x J

exA =
( exAl 0  ^

0 exA2

e4x 1 ( e2x.e4x) 0 0 0

0 e2x 0 0 0

0 0 ex e*2x-ex -3ex+e'2x+2e

0 0 0 e'2x e*2x-e3x

0 0 0 0 e3x

Λ

y
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C-10. (i) Ας θεωρήσουμε το ομογενές γραμμικό διαφορικό σύστημα y’ =Ay, 
όπου Α είναι ένας σταθερός η-τάξης πίνακας. Αν  λ είναι μια σταθερά και c είναι 
ένα η-δ ιάστατο διάνυσμα, να αποδειχθεί ότι y(x)=e^xc, χ e R είναι μια λύση αν

και μόνο αν Ac-Xc.
(ϋ) Να επιλυθεί το πρόβλημα αρχικών τιμών

r 1 -1 4 ^ f  1 ^
y’ = 3 2 - 1

U  1 -1 )
y. y(0) = 0

1-1 )

(i) Η y(x)=e^xc, χ e R είναι μια λύση αν και μόνο αν για όλα τα χ e R

ισχύει
λελχε = Αελχε ή (Αε-λε)βλχ = 0,

δηλαδή αν και μόνο αν Αε-λε=0. Έτσι, αν λ είναι μια ιδιοτιμή του πίνακα Α και c 
είναι ένα ιδιοδιάνυσμα αυτού αντίστοιχο της ιδιοτιμής λ, τότε η y(x)=e^xc, x e R 
είναι μια λύση του διαφορικού συστήματος. Ακόμα, αν λ^ . . ., λη είναι 
διακεκριμμένες ιδιοτιμές του Α και Cj, . . . ,  cn είναι, αντίστοιχα των ιδιοτιμών

αυτών, ιδιοδιανύσματα του πίνακα Α, τότε οι συναρτήσεις
yk(x) = eXkXck , x e R (k= l , . . . , n)

είναι γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις του διαφορικού συστήματος, αφού τα αρχικά 
διανύσματα yk(0)=ck (k=l.......η) είναι γραμμικά ανεξάρτητα (γιατί αντιστοιχούν

σε διαφορετικές ανά δύο ιδιοτιμές).
(il) Ας ονομάσουμε Α τον πίνακα του γραμμικού διαφορικού συστήματός 

μας. Οι ιδιοτιμές του Α είναι
λ̂  = 1 , —- 3 και λ3 = -2.

Επίσης, μπορούμε να βρούμε ότι τα διανύσματα
ί - ι  Λ

( ι  ^
( Λ  λ

Cl = 4

1 1 )
’ c2 = 2

l l  J

και c3 = 1

1 1 J
είναι ιδιοδιανύσματα του πίνακα Α αντίστοιχα των ιδιοτιμών λ^ κσι Έτσι,

τρεις γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις του γραμμικού διαφορικού συστήματος είναι 
για χ e R

(  -ex ^ ί e3x Ί f  -e*2x λ
yj(x) = βλιΧσ1= 4ex , y2(x) = eXzxC2 = 2e3x και y3(x) = ελ3Χε3= e'2x

 ̂ ex V U 3x J < e'2x J
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Όλες οι λύσεις δίνονται από τον τύπο y=C1y1+C2y2 +C3y3 , δηλαδή από τον τύπο

y(x) =

V

-C1ex+C2e3x-C3e'2x > 

4C1ex+2C2e3x+C3e-2x 

Cj^+Cje^+Cje-2* j
»X € R ,

όπου Cj, C2 και C3 είναι αυθαίρετες σταθερές. Για τη λύση y0 του προβλήματος 

αρχικών τιμών έχουμε
-Ci+Cj-Cj = 1 , 4CJ+2C2+C3 = 0 , C j+ q+ C j = -1

καιάρα

Επομένως, είναι

Cj = 1/ 3 , C2  = 0 και C3 = .4 /  3 .

/ ^ . i ex + - e '2x ^
3 *  3 e
4 γ 4 Ον

y00 0  = 3 e " 3 6

1 χ 1 -2χ
V 3e 3e y

X € R .

C -ll. Να βρεθεί ο σταθερός πίνακας A, αν

2e2x-ex e2x-ex ex-e2x Λ
exA = e2x-ex 2e2x-ex ex-e2x

3e2x-3ex 3e2x-3ex 3ex-2e2x y

'Εχουμε
(e3̂ ) ' = AexA γαι κάθεχ^ R . 

Για x=0 (αφού ο Α είναι σταθερός) παίρνουμε

A = (e3* ) ' χ=0 ·
Έτσι, βρίσκουμε

A =

(  3 1 -1 λ 

1 3 -1 

V 3 3 -1 )
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C-12. Να αποδειχθεί ότι

( ex xex e2x

Υ(χ) = ex (x+l)ex 2e2x

ι ex (x+2)ex 4e2* )

χ ε  R

είναι ένας βασικός πίνακας ενός ομογενούς γραμμικού διαφορικού συστήματος 
της μορφής y’=Ay, όπου Α είναι ένας σταθερός τρίτης τάξης πίνακας. Να βρεθεί ο 
πίνακαςΑ.

Αμέσως βρίσκουμε
detY(x) = e4x *  0 , χ ε R .

Επίσης, για κάθε χ ε R, έχουμε (μετά τους υπολογισμούς)

(  °
1 0 λ

Y'(x)Y  ̂ (x) = 0 0 1

l  2 -5 4 )
και επομένως

Υ'(χ) = ΑΥ(χ) για όλα τα χ ε R .

Άρα, ο Υ  είναι ένας βασικός πίνακας του ομογενούς γραμμικού διαφορικού 
συστήματος y'=Ay, όπου ο Α ορίσθηκε παραπάνω.



ΑΣΚΗΣΕΙΣ
Προτεινόμενες για λύση

1. Να αποδειχθει ότι το πρόβλημα αρχικών τιμών

y’ = ̂ 2  expC -yW x) , y(0) = 1 

έχει ακριβώς μια λύση στην πραγματική ευθεία.

2. Να αποδειχθει ότι το πρόβλημα αρχικών τιμών
y' = (3x2+l)cos2y+(x3-2x)sin2y, y(5) = 7 

έχει ακριβώς μια λύση στην πραγματική ευθεία.

3. Να βρεθεί μια λύση του προβλήματος αρχικών τιμών y '= -x v l-y 2 , 
y(0)=l, διαφορετική από τη σταθερή λύση y=l αυτού. Το γεγονός της ύπαρξης δύο 
λύσεων για το πρόβλημα αρχικών τιμών αυτό έρχεται σε αντίθεση με κάποιο από 
τα γνωστά κριτήρια ύπαρξης και μονοσημάντου λύσεων προβλημάτων αρχικών 
τιμών; Να δικαιολογηθεί η απάντηση.

4. Ας είναι λ μια πραγματική σταθερά με ΙλΙ<1. Να αποδειχθει ότι το 
πρόβλημα αρχικών τιμών

y' = y -^ 2siny, y(0) = 1
έχει ακριβώς μια λύση στο διάστημα [-1,1], η οποία είναι τέτοια ώστε

ly(x)-exl < Ιλΐ(β|χ|-ΐ) για ΙχΙ<1.

5. Αν λ>0, να εξετασθεί ως προς την ύπαρξη και το μονοσήμαντο λύσεων
το πρόβλημα αρχικών τιμών ________

y’ = V Ι-ΰλχ-y2 , y(0) = 0.

6. Να εξετασθεί ως προς την ύπαρξη και το μονοσήμαντο λύσεων το 
πρόβλημα αρχικών τιμών
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ym+ 7 ^ 2 y "+y 'Sinx+ y2+z2+l = 0,

z"+e'xz’+cos(y+z) = 0;
y (0 )= l, y’(0)=0, y"(0)=5, z(0)=0, z’(0)=3.

ΥΠΟΔΕΙΞΗ: To διαφορικό σύστημα να αναχθεί σε μια 5-διάστατη 
διανυσματική διαφορική εξίσωση με την αντικατάσταση

y=yi, y'=y2, y"=y3’ z=y4, z’=y5.

7. Ας είναι ε, g, υ0 και α θετικές σταθερές και ας θεωρήσουμε τα 
διαφορικά συστήματα

(*) y" = -ey', z" = -g-8z’
και
(**) y" = 0, ζ" = -g.
Να αποδειχθεί ότι καθένα από τα συστήματα (*) και (**) έχει ακριβώς μια λύση 
στην πραγματική ευθεία, η οποία πληροί τις αρχικές συνθήκες 
(C) y(0) = ζ(0) = 0 , y’(0) = υ0οοεα, ζ'(0) = υ^ΐπα.
Στη συνέχεια, αν φ = (yj ,Zj) είναι η λύση του προβλήματος αρχικών τιμών (*)-(C) 
και ω = ( y ^ )  είναι η λύση του (**)-(C), να αποδειχθεί ότι Ιφ-ωΙ-»0 όταν ε-»0.

ΥΠΟΔΕΙΞΗ: Καθένα από τα συστήματα (*) και (**) να αναχθεί σε ένα 
(πρώτης τάξης) γραμμικό διαφορικό σύστημα.

8. Ας είναι {y1,y2) ένα βασικό σύνολο πραγματικών λύσεων μιας 
ομογενούς γραμμικής διαφορικής εξίσωσης δεύτερης τάξης με διάστημα ορισμού 
το ( - « ο , » » ) .  Να αποδειχθεί ότι μεταξύ δύο διαδοχικών ριζών της y2 υπάρχει 
ακριβώς μια ρίζα της λύσης ylf

ΥΠΟΔΕΙΞΗ: Παραγωγίσατε τη συνάρτηση y2/ και χρησιμοποιείστε το 
Θεώρημα του Rolle.

9 · Ας είναι a, b και c θετικοί αριθμοί. Να αποδειχθεί ότι όλες οι λύσεις 
της ομογενούς γραμμικής διαφορικής εξίσωσης

ay"+by'+cy = 0
τείνουν στο μηδέν για χ—

10. Ας θεωρήσουμε τη γραμμική διαφορική εξίσωση 
(Ε) = b ,
όπου a0, aj είναι σταθερές και b είναι μια συνεχής συνάρτηση στο διάστημα [0,°°). 
Ας υποθέσουμε ότι οι ρίζες λ1 και λ2 της χαρακτηριστικής εξίσωσης λ2+31λ+Ε0 = 0
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είναι διακεκριμμένες και ReX^O, ReX2<0. Να αποδειχθεί ότι, αν ισχύει 
lim b(x) = 0, τότε όλες οι λύσεις της (Ε) τείνουν στο μηδέν για χ—

X — >οο

11. Ας θεωρήσουμε την ομογενή γραμμική διαφορική εξίσωση 
(Ε0) y"+a1y'+a0y = 0 ,

όπου aQ, ^  είναι συνεχείς συναρτήσεις σε ένα διάστημα I, και ας είναι Xq ένα 
σημείο του I. Ας υποθέσουμε ότι yj είναι μια λύση της (Ε0) με y^CxM) για όλα τα 
xe I. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει μια λύση y2 της (Ε0) τέτοια ώστε

W iy j^ X X o ) = 1 ·

Να βρεθεί η y2, συναρτήσει της yp από τον τύπο

yx (x)y  ̂ (x)-yi (x)y2(x) = exp - J aj(t)dt , x e l.
L X 0

12. Δίνεται η διαφορική εξίσωση Riccati
Ϋ  = P ^ + Q y + R  ,

όπου Ρ, Q και R είναι συνεχείς συναρτήσεις σε ένα διάστημα I  και Ρ(χ)?*0 για όλα
2'

τα xe I. Να αποδειχθεί ότι η αντικατάσταση y = - ~  μετασχηματίζει την εξίσωση

αυτή στη γραμμική διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης
z"-[Q+(P'/ P )]z'+PRz = 0 ,

όπου υποτίθεται ότι η Ρ έχει συνεχή παράγωγο στο I.
Εφαρμογή: Να επιλυθούν οι ακόλουθες εξισώσεις Riccati:

(i) xy’ = x V -y + l, x>0.
(ii) x2y' = x4y2+(3x2-2x)y+2 , x>0.
(iii) (cosx)y' = (cos2x)y2+(sinx-2cosx)y+5 , -π/ 2<χ<π/ 2 .

13. Ας θεωρήσουμε τη γραμμική διαφορική εξίσωση 
(Ε) y ^ + a ^ y fr'1̂ . . .  +a1y'+a0y = b ,
όπου aj (i=0,1 , . . . , n-1) είναι σταθερές και b είναι μια συνεχής συνάρτηση στο R . 
Ας είναι υ η λύση της αντίστοιχης ομογενούς εξίσωσης που πληροί τις αρχικές 
συνθήκες

υ(0) = υ'(0) = . . .  = υ(η'2)(0) = 0 , υ^'^Ο ) =1.
Να αποδειχθεί ότι

X

y(x) = J υ(χ-ί)ό(ΐ)(1ί, χ e R

είναι η λύση της (Ε) που πληροί τις αρχικές συνθήκες

y(0) = y'(0) = . . .  = y(n'1}(0) =0.
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ΥΠΟΔΕΙΞΗ: Να μετασχηματισθεί η (Ε) σε ένα γραμμικό διαφορικό 
σύστημα της μορφής Υ'=ΑΥ+Β και να αποδειχθεί ότι, για κάθε x € R ,

{  υ(χ) Λ  
υ'(χ)

είναι η n-οστή στήλη του e50̂ .
^u(n 4 )(x) )

14. Ας είναι p μια συνεχής πραγματική συνάρτηση στο R, η οποία είναι 
περιοδική με περίοδο Τ>0, και ας θεωρήσουμε τη διαφορική εξίσωση του Hill
(Η) y"+py = 0.
Να αναχθεί η (Η) σε ένα ομογενές γραμμικό διαφορικό σύστημα. Ας είναι Φ ένας 
βασικός πίνακας αυτού με Φ(0)=Ι και ας υποθέσουμε ότι

Φ(χ+Τ) = Φ(χ)0 για κάθε χ e R ,
όπου C είναι ένας σταθερός πίνακας. Να αποδειχθεί ότι detC=l. Στη συνέχεια, ας 
είναι 2A=trC. Να αποδειχθεί ότι, για Α2<1 όλες οι λύσεις της εξίσωσης (Η) είναι 
φραγμένες, ενώ η (Η) έχει (και) μη φραγμένες λύσεις όταν Α2>1.

15. Να αποδειχθεί ότι το διαφορικό σύστημα
y{ = 2xyj+y2 , y2 = e*xyi+(cosx)y2 ; x>0

έχει μια μη φραγμένη λύση.

16. Ας θεωρήσουμε τους n-τάξης τετραγωνικούς πίνακες

A =

Α ι ο . . . ° Λ
0λ 1 .. . 0

000 .  . . 1
Vo ο ο .. λ )

Λ> ι ο 
ο ο ι

και Ρ =

·< Λ  
. 0

0 0 0

Vo οο
. 1 

.0 J

όπου λ είναι μια σταθερά. Να αποδειχθεί ότι ΡΠ=0 και, στη συνέχεια, ότι

χ2ρ2 χη-1ρη-1-
eXA _ ελΧ £Ι+χρ+ :

2! + " * + (π-1)!
"J , X 6 R.
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17. (i) Αν A και T είναι η-τάξης τετραγωνικοί πίνακες με detTVO, να 
αποδειχθεί ότι eT 1ατ = T"1eAT.

(ϋ) Αν

Τ ^ Α Τ  =

να βρεθεί ο e50̂ , xeR.

© o f l  -1 Λ λ
0 2 0 με T = 3 - 1 2

VO 0 -1 J v2 2 3 y

18. Ας είναι f 1 1 1 1 1 \
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 J

Να αποδειχθεί ότι Α(Α-5Ι)=0 και, στη συνέχεια, να βρεθεί ο xeR.

19. Σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να εξετασθεί αν ο πίνακας- 
συνάρτηση Υ  είναι ή όχι βασικός πίνακας ενός ομογενούς γραμμικού διαφορικού 
συστήματος της μορφής y'=Ay για κάποιον σταθερό πίνακα Α:

(ί) Υ(χ) =

(  ex e‘x ex+2e'x Λ 
ex -e'x ex-2e*x 

^2ex e‘x 2(ex+e'x) J
, x e R;

 ̂ -5cos2x -5sin2x 3e2x Λ

(ii) Y(x) = -2(cos2x+sin2x) 2(cos2x-sin2x) 0
cos2x sin2x e2x J

, x e R ;

(ill)

(iv)

Y(x) = e*

Y(x) =

f l x+1 x2+l
ex 1 2(x+l) 4x2

U x+2 3

f  e;2X 2e'x e3x Λ
2ex 2e*x e3x

V 3ex e'x 2e3x>

, x e R ;

, xeR.
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2 Ο. Να βρεθεί ένας βασικός πίνακας του ομογενούς γραμμικού διαφορικού 
συστήματος y'=Ay με

A =

/  1 6 -5 6 -6 1 -1 Λ

-3 7 -3 7 -6 1 -1 

0 0 1 6 - 5 1 - 1  

0 0 -3 7 -2 1 -1

0 0 0 0 2 1 -1

0 0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 0 0 2
V J

Να μελετηθεί η συμπεριφορά για χ-»°° των λύσεων του διαφορικού συστήματος

αυτού.



ΘΕΜΑΤΑ ΓΙΑ ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΙΑ

ΘΕΜΑ I. Ας είναι (Ε, ρ) ένας μετρικός χώρος. Μ ια απεικόνιση Τ: Ε-»Ε  
είναι μια συστολή, αν υπάρχει ένας αριθμός θ με 0^θ<1 τέτοιος ώστε 
ρ(Τχ, Τγ)<θρ(χ,γ) για όλα τα χ, y στο Ε. Ισχύει το ακόλουθο συμπέρασμα, γνωστό 
ως Αρχή της Συστολής: Αν (Ε, ρ) είναι ένας πλήρης μετρικός χώρος και Τ: Ε-»Ε  
είναι μια συστολή,τότε η Τ έχει ακριβώς ένα σταθερό σημείο, δηλαδή υπάρχει ένα 
ακριβώς σημείο xe Ε τέτοιο ώστε Τχ=χ.

Με εφαρμογή της Αρχής της Συστολής, να αποδειχθούν τα παρακάτω 
Θεωρήματα για την ύπαρξη και το μονοσήμαντο λύσεων προβλημάτων αρχικών 
τιμών.

ΘΕΩΡΗΜΑ Α. Ας είναι
R = {(χ, y): lx-Xol<a, ly-y0l<b} ,

όπου a>0, b>0, x0e R  και y0e K n με K = R  ή (Ε. Ας είναι, ακόμα, f: R—»Kn μια 
συνεχής συνάρτηση, η οποία πληροί τη συνθήκη του Upschitz με σταθερά Κ>0. Ας 
θεωρήσουμε έναν αριθμό τ με

0 < r < m i n { a , ^ , £ } ,

όπου
Μ = max lf(x, y)l > 0 .

(x,y)e R

Τότε το πρόβλημα αρχικών τιμών

y' = f(x,y), y(x0) = yo
έχει ακριβώς μια λύση στο διάστημα [Xq-γ, χ0+γ].

ΥΠΟΔΕΙΞΗ: Ας συμβολίσουμε με C τον χώρο όλων των συνεχών 
συναρτήσεων με πεδίο ορισμού το διάστημα [Xq-γ, Xq+γ] και με τιμές στον Κ η . Για
τυχούσες συναρτήσεις φ και ψ στον C ορίζουμε

ρ(φ, ψ) = sup Ιφ(χ)-ψ(Χ)Ι.
XQ-r<X<Xo+r

Θέτουμε
Ε =  {ςρε C: ρ(φ, y0) < b} .
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Να αποδειχθεί ότι (Ε, ρ) είναι ένας πλήρης μετρικός χώρος. Για τυχούσα 
συνάρτηση (pe Ε, ορίζουμε

X

(Τφ)(χ) = y0 + J f(t, <p(t)) dt για xe [x0-r, x0+ r ] . 
xo

Να αποδειχθεί ότι ο τύπος αυτός ορίζει μια συστολή Τ: Ε-»Ε . Στη συνέχεια, να 
αποδειχθεί ότι το μοναδικό σταθερό σημείο της Τ είναι η μοναδική λύση του 
προβλήματος αρχικών τιμών στο διάστημα [x0-r, x0+r].

ΘΕΩΡΗΜΑ Β. Ας είναι f: [x0, x0+a]xKn-»K n μια συνεχής συνάρτηση που 
πληροί τη συνθήκη του Lipschitz (με σταθερά Κ>0), όπου x0e ]R, a>0 και K =R  
ή Κ=(Ε.

Τότε το πρόβλημα αρχικών τιμών
y'=f(x,y) ,  y(x0) = y0

έχει ακριβώς μια λύση στο διάστημα [Xq, x0+a].
ΥΠΟΔΕΙΞΗ: Ας συμβολίσουμε με C τον χώρο όλων των συνεχών 

συναρτήσεων με πεδίο ορισμού το διάστημα [x0, x0+a] και με τιμές στον Κ η . Για
τυχούσες συναρτήσεις φ και ψ στον C, ορίζουμε

ρ(φ, ψ) = sup |yL(x-xo) |φ(χ)-ψ(χ)ΐ] ,
XQ<X<X0+a

όπου L είναι μια σταθερά με L>K. Να αποδειχθεί ότι (C, ρ) είναι ένας πλήρης 
μετρικός χώρος. Για τυχούσα συνάρτηση cpe C, ορίζουμε

X

(Τφ)(χ) = y0+ J f(t, cp(t))dt για xe [χ0, x0+a]. 
χο

Να αποδειχθεί ότι ο τύπος αυτός ορίζει μια συστολή Τ: C-»C. Στη συνέχεια, να 
αποδειχθεί ότι το μοναδικό σταθερό σημείο της Τ είναι η μοναδική λύση του 
προβλήματος αρχικών τιμών στο διάστημα [Xq, Χφ+a].

ΘΕΜΑ II. Ας θεωρήσουμε το απλό εκκρεμές του Σχήματος 1. Με την
προϋπόθεση ότι οι ταλαντώσεις είναι μικρές, η κίνηση περιγράφεται από τις λύσεις
της ομογενούς γραμμικής διαφορικής εξίσωσης δεύτερης τάξης

<Ι2Θ 2η λ 
m d? +Γηωοθ = °.

Η σταθερά m είναι η μάζα και ω2 =gf L, όπου g είναι η επιτάχυνση της βαρύτητας 
και L είναι το μήκος του εκκρεμούς. Οι αρχικές συνθήκες είναι
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θ(0) = θ0 και —  (0) = υ0 ,

όπου θ0 είναι η αρχική γωνία του εκκρεμούς, δηλαδή η γωνία αυτού στο χρόνο t=0, 
και υ0 είναι η αρχική (γωνιακή) ταχύτητα του εκκρεμούς.

I 
ι

ΣΧΗΜ Α 1

Ας θεωρήσουμε τώρα δύο εκκρεμή του ιδίου μήκους L και της αυτής μάζας 
m που είναι συζευγμένα με ένα ελατήριο (Σχήμα 2). Ας είναι x(t) και y(t) οι 
αντίστοιχες γωνίες στον χρόνο t. Η δράση του ελατηρίου συνίσταται στην 
εισαγωγή μιας δύναμης ανάλογης προς τη διαφορά των μετατοπίσεων, δηλαδή 
μιας δύναμης της μορφής k*(x-y) όπου k* είναι μια θετική σταθερά. Τότε η κίνηση 
περιγράφεται από τις λύσεις του διαφορικού συστήματος

Γ ά2χ 2 , .m -^2 +πιω5 χ = -k*(x-y)

(S) ] d2
k m ^2  +mo)2y = -k*(x-y),

όπου u>Q=g/ L (g είναι η επιτάχυνση της βαρύτητας). Ας θέσουμε

k = k*/m και cdj =Λ^ω2+2k.

Οι αρχικές συνθήκες είναι

χ(0) = χ0, ^ (0)=υ10
«

. y(Q) = y0. ^ ( ° ) = υ2ο·
όπου χ0, y0 είναι οι αρχικές γωνίες των εκκρεμών (οι γωνίες, δηλαδή, στον χρόνο 
t=0) και υ10, υ20 είναι οι αρχικές γωνιακές ταχύτητες αυτών.

Αν θέσουμε

ΣΧΗ Μ Α  2

dx dy
χ ι = χ > = &  ; y i = y *  y2 = d t .
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τότε το διαφορικό σύστημα (S) ανάγεται στο ομογενές γραμμικό διαφορικό 
σύστημα

Γ * 1
dt =Χ* 
dx, ,

I I T  = ' <0ox i ' l“ i +kyi

I
dt =y2

dy2 ,
l  d f = - woy r ky i+kxi ’

το οποίο μπορεί να γραφεί στη μορφή
Mr

(S) 

όπου

όζ
s = A 2 -

/Χΐ λ

ζ =
Χ2

y i

v y 2 y
και

0 1 0 0 λ

I ε ΟΝ
) 1 ΡΤ 0 k 0

0 0 0 1

k 0

*«ΊΟ3I 0 J
Να βρεθεί ο βασικός πίνακας Z(t) του ομογενούς γραμμικού διαφορικού 
συστήματος (S) με

Ζ(0) =

f  1 0 1 0 \
0 ω0 0 ω1

1 0 -1 0

1 ° ωο 0 -ω1 J
Να βρεθούν, ακόμα, όλες οι λύσεις τον (S). Στη συνέχεια:

(ΐ) Ας υποθέσουμε ότι οι αρχικές γωνίες είναι x0=y0=l και ότι οι αρχικές 
γωνιακές ταχύτητες είναι μηδέν, δηλαδή υ10=υ2ο=0. Να βρεθεί η λύση του 
διαφορικού συστήματος (S) που αντιστοιχεί σε αυτές τις αρχικές συνθήκες. Αυτή η
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λύση είναι περιοδική με περίοδο 2π/ ω0 και αφορά την περίπτωση όπου η κίνηση 
των εκκρεμών είναι τέτοια ώστε το ελατήριο δεν είναι ποτέ τεντωμένο.

(ϋ) Ας υποθέσουμε ότι χ0=1, y0= -l κοα υιο=υ2 θ= ·̂ Με αυτές τις αρχικές 
συνθήκες, να βρεθεί η λύση του διαφορικού συστήματος (S). Αυτή η λύση είναι 
περιοδική με περίοδο 2π/ ω^ Η κίνηση των δύο εκκρεμών είναι ακριβώς αντίθετη. 
Επειδή co^cog, συμπεραίνουμε ότι το ελατήριο επενεργεί ώστε τα εκκρεμή να 
ταλαντούνται γρηγορότερα.

(in) Ας είναι Χο=1, y0=0 και υ10=υ2ο=0. Να βρεθεί η λύση του διαφορικού 
συστήματος (S) με αυτές τις αρχικές τιμές. Αυτή η λύση είναι ένας γραμμικός 
συνδυασμός δύο περιοδικών συναρτήσεων, αλλά δεν είναι περιοδική εκτός αν η 
σταθερά k είναι τέτοια ώστε να είναι ένα ρητό πολλαπλάσιο του ω0.

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ: Ο ζητούμενος βασικός πίνακας Z(t) του (S) είναι

Κάθε λύση z(t) του (S) είναι της μορφής z(t)=Z(t)c, όπου c είναι ένα κατάλληλο 
διάνυσμα.

όπου Α είναι ένας σταθερός n-τάξης τετραγωνικός πίνακας.
Να αποδειχθεί πρώτα το ακόλουθο λήμμα.

ΛΗΜ Μ Α. Ας είναι οι ιδιοτιμές του πίνακα Α  (όχι αναγ
καστικά διακεκριμμένες) και σ ένας πραγματικός αριθμός με σ >max Re^. Τότε 
υπάρχει μια σταθερά Κ>0 τέτοια ώστε

ί  cos(o)0t) sm(o)0t) cosiest) sinCo t̂) Λ

-ω08ΐη(ω0ί) u)0cos(o)0t) -ojjSinCajjt) ω1σο8(ω1ί)
Z(t) =

cos(co0t) sin(a)0t) -cosCajjt) -sinCa t̂)

y  -a)0sm(cu0t) co0cos(co0t) ojjSinCa t̂) α^σοδίω^) y

(i)
(ii)

x(t) = cos(oj0t), y(t) = cos(a)0t). 
x(t) = cosio^t), y(t) = -cosiest).

(So)
ΘΕΜΑ I I I .  Ας θεωρήσουμε το ομογενές γραμμικό διαφορικό σύστημα

y' = A y,

le^ l < Ke0*  για όλα τα x > 0 .
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ΥΠΟΔΕΙΞΗ: Ας θεωρήσουμε τη λύση γ1? γ2, . . . . , rn του προβλήματος 
αρχικών τιμών

' = λ ^ ,  γ; = Γ ^ + λ ^  α = 2 , . . . , η)

r1(0) = l ,  rj(0) = 0 (i = 2 , . . . , n ) .

Να αποδειχθεί ότι υπάρχουν θετικές σταθερές Cj, Cj,. . . , cn έτσι ώστε 
Ir^x)! ^ Cje0*  για κάθε x > 0 (i = 1 , 2 , . . . , η).

Αν
k

Pk = I l ( A- ¥ ) * = 1 . 2 , . . . , η - 1 ) ,
j=i

τότε (σύμφωνα με το Θεώρημα του Putzer) είναι
η-1

exA = r1(x ) I+X  rk+1(x)Pk για xeR.  
k=l

Από τον τύπο αυτόν θα προκύψει το ζητούμενο.

Τώρα, με τη χρησιμοποίηση του παραπάνω λήμματος, να αποδειχθεί το 
παρακάτω θεώρημα για την ασυμπτωτική ευστάθεια του (Sq).

ΘΕΩΡΗΜΑ. Η  μηδενική λύση τον (S0) είναι ασνμπτωτικά ευσταθής αν 
όλες οι ιδιοτιμές του Α έχουν αρνητικά πραγματικά μέρη.

Επίσης, πάλι με τη χρησιμοποίηση του παραπάνω λήμματος, να αποδειχθεί 
η ακόλουθη πρόταση.

ΠΡΟΤΑΣΗ. Ας θεωρήσουμε το μη ομογενές γραμμικό διαφορικό σύστημα 

(S) y’ = Ay+b ,
όπου b είναι μια συνεχής η -διάστατη διανυσματική συνάρτηση στο διάστημα 
[Ο,*»). Ας υποθέσουμε ότι όλες οι ιδιοτιμές τον Α  έχουν αρνητικά πραγματικά 
μέρη. Ισχύουν:

οο

(ΐ) Αν J lb(x)ldx < οο, τότε όλες οι λύσεις του (S) είναι φραγμένες.

(ϋ) Αν  lim b(x) = 0, τότε όλες οι λύσεις του (S) τείνουν στο μηδέν για χ-**>. 
χ-*»

ΥΠΟΔΕΙΞΗ: Αν σ είναι ένας πραγματικός αριθμός μεγαλύτερος από το 
πραγματικό μέρος κάθε ιδιοτιμής του Α, να αποδειχθεί ότι υπάρχει σταθερά Κ>0 
έτσι ώστε για κάθε λύση y του (S) να ισχύει
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ly(x)l < Ke0* ly(0)l +qJ e'os lb(s)lds
x

για όλα τα x>0.

'.-Λ'·:·

O-i’S-TViK '.

.«*aV. ···;·' ·’ ■."Λί*ν.. ;'y;
&y)~i ' - 'V v ^ - t;· ·  C3:'U μ., m *··:■■ ■·■· ■■·

·Γ>?· .·:? .l· ',-v 'V *  srf.f;··;
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