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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

Εισαγωγή

1.1 Περίληψη

Στο παρόν κεφάλαιο γίνεται αρχικά η περιγραφή ενός συστήματος εξυπηρέ­
τησης και δίνονται ορισμένα παραδείγματα αυτού, όπως παρατηρούνται στην 
καθημερινότητα. Ακολούθως, παρατίθενται τα βασικά χαρακτηριστικά του. 
Υστερα από μία σύντομη ιστορική αναδρομή, γίνεται μία ανασκόπηση συστη­
μάτων εξυπηρέτησης τα οποία εμφανίζονται στην παρούσα διατριβή. Στην εν 
λόγω ανασκόπηση παρουσιάζονται συστήματα με το χαρακτηριστικό των προ­
τεραιοτήτων, των διακοπών των υπαλλήλων, καθώς και συστήματα στα οποία 
η διαδικασία εξυπηρέτησης αποτελείται από έναν αριθμό φάσεων εξυπηρέτη­
σης. Επιπλέον περιγράφσνται συστήματα στα οποία ο υπάλληλος χρειάζεται ένα 
χρόνο προετοιμασίας προτού ξεκινήσει να εξυπηρετεί πελάτες και ένα χρόνο 
αποφόρτισης αμέσως μετά. Ακολουθεί η λεπτομερής επισκόπηση των συστημά­
των με επαναλαμβανόμενες αφίξεις πελατών, τα οποία αποτελούν και το κύριο 
αντικείμενο μελέτης της παρσύσης διατριβής, καθώς και οι κύριες εφαρμογές 
αυτών. Τέλος, παρατίθεται η συμβολή της παρούσης διατριβής στη συγκεκρι­
μένη περιοχή-

1.2 Περιγραφή και χαρακτηριστικά ενός συστήματος 
εξυπηρέτησης

Ολοι μας έχουμε ζήσει την δυσάρεστη εμπειρία να περιμένουμε σε μία ουρά 
ώστε να εξυπηρετηθούμε. Το φαινόμενο αυτό γίνεται όλο και περισσότερο 
συχνό, στοσημερινό συνωστισμένο τρόπο ζωής μας. Χρειάζεται να περιμένουμε
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στην ουρά στο super market για να πληρώσουμε, στο αυτοκίνητο να ανάψει το 
πράσινο φανάρι, στις τράπεζες και στα ταχυδρομεία. Τα παραπάνω απλά πα­
ραδείγματα αφορούν ουρές οι οποίες είναι άμεσα αντιληπτές. Παρακάτω θα 
δούμε παραδείγματα συστημάτων εξυπηρέτησης τά οποία δεν γίνονται αντιλη­
πτά με την πρώτη ματιά.

Στη βιομηχανία, η παραγωγή ενός προϊόντος που διατίθεται στην αγορά, 
χρειάζεται να προωθηθεί από πολλά στάδια με μία συγκεκριμένη σειρά, όπως 
αυτό της κατασκευής, ύστερα του τεχνικού ελέγχου και τέλος της συσκευασίας 
του. Είναι προφανές ότι για την εύρυθμη λειτουργία του συστήματος απαιτεί­
ται μία ισορροπία μεταξύ της λειτουργίας των σταδίων παραγωγής. Αν κάποιο 
από αυτά καθυστερεί γιά διάφορους λόγους (π.χ. συχνές βλάβες, ανεπαρκής 
αριθμός εργαζομένων) την περαίωση της εργασίας που του αναλογεί επηρεάζει 
άμεσα και την λειτουργία των άλλων. Αυτό έχει α>ς αποτέλεσμα την καθυστέ­
ρηση της παράδοσης της παραγγελίας, που σημαίνει κακή ποιότητα εξυπηρέτη­
σης και κατ' επέκταση απώλεια χρημάτων.

Σε ένα σταθμό πρώτων βοηθειών ή σε ένα τηλεφωνικό κέντρο, αν ο αριθμός 
των νοσοκομειακών οχημάτων ή των υπαλλήλων τηλεφωνικής εξυπηρέτησης εί­
ναι ανεπαρκής, μία "κλήση” θα χρειαστεί να περιμένει.

Σε ένα αεροδρόμιο υπάρχει ένας αριθμός διαδρόμων προσγείωσης. Τα αε­
ροπλάνα που καταφθάνουν, δεσμεύουν έναν διάδρομο προσγείωσης. Αν δεν 
υπάρχει κάποιος ελεύθερος διάδρομος, τότε τα αεροπλάνα θα χρειαστεί να 
πραγματοποιήσουν κύκλους γύρω από το αεροδρόμιο μέχρις ότου βρουν δια­
θέσιμο διάδρομο. Βέβαια, σε κάθε κύκλο που θα πραγματοποιούν σπαταλούν 
καύσιμα και επομένως είναι προφανές ότι θα εξυπηρετηθεί (προσγειωθεί) αυτό 
που θα έχει τα λιγότερα.

Από τα παραπάνω παραδείγματα είναι προφανές ότι η μελέτη συστημάτων 
εξυπηρέτησης είναι ιδιαιτέρως σημαντική τόσο από κοινωνική όσο και από οι­
κονομική άποψη. Τα προβλήματα που προκύπτουν από την δυσλειτουργία των 
συστημάτων εξυπηρέτησης επηρεάζουν τόσο τους πελάτες όσο και τους διαχει­
ριστές αυτών, αφού έχουν απώλεια σε χρήμα και αξιοπιστία. Η δυσλειτουργία 
των συστημάτων εξυπηρέτησης συμβαίνει γιατί υπάρχει περισσότερη ζήτηση 
για εξυπηρέτηση από την διαθέσιμη δύναμη που εξυπηρετεί. Επομένως κρίνεται 
απαραίτητος ο κατάλληλος προγραμματισμός ενός τέτοιου συστήματος ώστε, 
αφ* ενός μεν οι υπάλληλοι να είναι αρκετοί, ελαττώ νοντας τον χρόνο αναμο­
νής των πελατών στο σύστημα, παρέχοντας υψηλή ποιότητα εξυπηρέτησης και 
αφ* εταίρου νά μήν μένουν κάποιοι από αυτούς "εν άχρηστε ία”, γεγονός που συ­
νεπάγεται αυξημένο κόστος. Η  θεα>ρία Συστημάτων Εξυπηρέτησης (Queueing
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Theory) προσπαθεί να δώσει λύσεις στα παραπάνω προβλήματα.
Η  θεωρία Συστημάτων Εξυπηρέτησης, είναι η μαθηματική θεωρία που 

σκοπό έχει την μελέτη και πρόβλεψη της συμπεριφοράς διαφόρων συστημάτων 
παροχής εξυπηρέτησης ή ουρών (queueing system, waiting line, queue) σε ζητή­
σεις που εμφανίζονται τυχαία. Γενικά ένα σύστημα εξυπηρέτησης περιγράφεται 
από το ακόλουθο σχήμα.

ΑΦΙΞΕΙΣ
ΠΕΛΑΤΩΝ

ΑΝΥΠΟΜΟΝΟΙ
ΠΕΛΑΤΕΣ

ΑΝΑΧΩΡΗΣΕΙΣ

ΣΤΑΘΜΟΣ
ΕΞΥΠΗΡΕΤΗΣΗΣ

Σχήμα 1.1: Το γενικό μοντέλο ουράς.

Πελάτες καταφθάνουν από μία πηγή, σε έναν σταθμό εξυπηρέτησης που απο- 
τελείται από έναν ή περισσότερους υπαλλήλους. Αν η εξυπηρέτηση δεν είναι 
άμεση, τοποθετούνται σέ έναν χώρο αναμονής μέχρι να εξυπηρετηθούν και κα­
τόπιν εγκαταλείπουν το σύστημα. Η  πηγή μπορεί να είναι είτε πεπερασμένης 
είτε άπειρης χωρητικότητας και παριστά τον πληθυσμό από όπου προέρχονται 
οι πελάτες και ζητούν εξυπηρέτηση. Η  έννοια του “πελάτη” και του “υπαλλή­
λου” χρησιμοποιείται γενικά και δεν αναφέρεται απαραίτητα σε άνθρωπο. Για 
παράδειγμα ένας πελάτης μπορεί να είναι ένα αεροπλάνο που πρόκειται να 
προσγειωθεί σε ένα αεροδρόμιο, ενώ στη συγκεκριμένη περίπτωση ο διάδρο­
μος προσγείωσης παίζει το ρόλο του υπαλλήλου. Επιπλέον, ένα πρόγραμμα ενός 
ηλεκτρονικού υπολογιστή που αναμένει να εκτελεστεί από τον κεντρικό επεξερ­
γαστή αποτελούν τον πελάτη και τον υπάλληλο αντίστοιχα στο συγκεκριμένο 
σύστημα.

Η σύνδεση συστημάτων εξυπηρέτησης μεταξύ τους συνιστά τη δημιουργία 
δικτύων συστημάτων εξυπηρέτησης (queueing networks). Στα δίκτυα συστημά­
των εξυπηρέτησης, η διαδικασία των αναχωρήσεων των πελατών από κάποιο 
σταθμό αποτελεί την διαδικασία αφίξεων για έναν άλλο σταθμό. Γενικά, τα δί­
κτυα εξυπηρέτησης χωρίζονται σε δύο μεγάλες κατηγορίες.

1. Κλειστά δίκτυα εξυπηρέτησης, στα οποία υπάρχουν μόνιμοι πελάτες που 
κινούνται εντός του δικτύου μεταξύ των σταθμών εξυπηρέτησης. Σε αυτή 
τη περίπτωση δεν εισέρχονται, ούτε αναχωρούν πελάτες από το σύστημα.
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2. Ανοιχτά δίκτυα εξυπηρέτησης, στα οποία καταφθάνουν πελάτες σε κά­
ποιο σταθμό και αφού προωθηθούν σε έναν ή περισσότερους σταθμούς 
εντός του δικτύου, αναχωρούν.

Υπάρχουν διάφοροι τρόποι σύνδεσης συστημάτων εξυπηρέτησης πσυ συνι- 
στσύν το δίκτυο. Η σύνδεση αυτή είναι είτε σειριακή (tandem), είτε κυκλική 
(polling), είτε άτακτη (random). Το π ιό ενδιαφέρον χαρακτηριστικό των δι­
κτύων εξυπηρέτησης αποτελεί το φαινόμενο του μπλοκαρίσματος (blocking) 
ενός ή περισσοτέρων σταθμών. Σύμφωνα με αυτό, όταν κάποιος πελάτης ολο­
κληρώσει την εξυπηρέτηση του σε κάποιο σταθμό και ο σταθμός προορισμού 
του είναι ήδη κατειλλημένος, τότε μπλοκάρει τον σταθμό από τον οποίο προέρ­
χεται. Σε αυτή τη περίπτωση, ο εν λόγω σταθμός παρότι δεν απασχολείται από 
κάποιο πελάτη, δεν είναι διαθέσιμος για να εξυπηρετήσει. Για περισσότερες 
λεπτομέρειες παραπέμπουμε στους Perros [156], Langaris [127],

Ενα σύστημα εξυπηρέτησης περιγράφεται λεπτομερώς από τα παρακάτω βα­
σικά χαρακτηριστικά (βλέπε Gross and Harris [95], Jaiswal [102]).

Η Διαδικασία τ®ν Αφίξεων: Οι αφίξεις των πελατών σε ένα σύστημα εξυπη­
ρέτησης είναι συνήθως τυχαίες και επομένως είναι αναγκαίο να γνωρίζουμε την 
κατανομή πιθανότητας πσυ περιγράφει το χρονικό διάστημα μεταξύ διαδοχικών 
αφίξεων (interarrival times) των πελατών. Η εύρεση της κατανομής του χρόνου 
μεταξύ διαδοχικών αφίξεων μπορεί να γίνει με τη βοήθεια μεθόδων της στατι­
στικής. Επομένως, αν £ο,ίχ,..., χρονικές στιγμές διαδοχικών αφίξεων πελατών 
σε ένα σύστημα, τότε η διαδικασία αφίξεων (arrival process) χαρακτηρίζεται 
πλήρως από την κατανομή των τυχαίων μεταβλητών τ* =  ί* — ι, k  =  1,2,.... 
Πολλές φορές οι τυχαίες μεταβλητές (τ.μ.) r fc, k  > 1, θεωρούνται ότι είναι 
ανεξάρτητες και ισόνομες με αθροιστική συνάρτηση κατανομής (α.σ.κ.)

Α (χ)  =  Ρ(τ* < χ), χ  >  0,

η οποία καλείται και κατανομή των αφίξεων. Ετσι, για παράδειγμα θεωρούμε 
ότι οι χρόνοι μεταξύ διαδοχικών αφίξεων προέρχονται από την εκθετική κατα­
νομή, ή την Erlang κατανομή ή οποιαδήποτε άλλη γενική κατανομή.

Ενδιαφέρον παρουσιάζει και ο αριθμός των πελατών πσυ καταφθάνουν ανά 
άφιξη. Οι αφίξεις των πελατών σε ένα σύστημα εξυπηρέτησης θεωρούνται συ­
νήθως μεμονωμένες, με την έννοια ότι σε κάθε άφιξη καταφθάνει ένας πελάτης. 
Σε πολλές βέβαια περιπτώσεις παρατηρείται το φαινόμενο οι πελάτες να κα­
ταφθάνουν ταυτόχρονα σε ομάδες (batch ή balk arrivals) τυχαίου ή σταθερού 
μεγέθους.
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Ο τρόπος αντίδρασης του πελάτη που φθάνοντας σε ένα σύστημα, δεν βρει 
διαθέσιμο τσν υπάλληλο χρήζει επίσης ιδιαίτερης προσοχής. Ο πελάτης ίσως 
αποφασίσει να περιμένει υπομονετικά στην ουρά μέχρι να εξυπηρετηθεί ή να 
απσγοητευθεί βλέποντας το μέγεθος της ουράς και να αναχωρήσει αμέσως. Σε 
αυτή τη περίπτωση θεωρούμε ότι είμαστε σε κατάσταση balk. Αν ο πελάτης 
αποφασίσει εν τελεί να παραμείνει για κάποιο χρονικό διάστημα στην ουρά και 
αναχωρίσει στη περίπτωση που δεν έρθει η σειρά του στην διάρκεια αυτού του 
χρόνου, θεωρούμε ότι είμαστε στη κατάσταση renege. Και στις δυο παραπάνω 
περιπτώσεις ο πελάτης αναχωρεί χωρίς να εξυπηρετηθεί. Στη περίπτωση που 
υπάρχουν δύο ή περισσότερες ουρές που τοποθετούνται παράλληλα, παρατη- 
ρείται το φαινόμενο του jockeying, δηλαδή οι πελάτες μετακινούνται από την 
μία ουρά στην άλλη. Οι τρεις παραπάνω περιπτώσεις αποτελούν παραδείγματα 
συστημάτων εξυπηρέτησης με μή-υπομσνετικούς πελάτες (impatient customers). 
Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν και τα συστήματα στα οποία αν ο πελάτης 
κατά την άφιξή του δεν βρει διαθέσιμο τον υπάλληλο, αναχωρεί προσωρινά από 
το σύστημα και επαναλαμβάνει την προσπάθεια του να συνδεθεί με αυτόν για 
να εξυπηρετηθεί, ύστερα από κάποιο χρονικό διάστημα. Αυτά καλούνται συστή­
ματα με επαναλαμβανόμενες αφίξεις πελατών (retrial queueing systems, queues 
with repeated demands, queues with retrial customers) και αποτελούν το κύριο 
αντικείμενο της παρσύσης διατριβής.

Η Διαδικασία των Εξυπηρετήσεων: Η διαδικασία των εξυπηρετήσεων 
(service process) χαρακτηρίζεται από την κατανομή του χρόνου που ο πελάτης 
αναλώνει εξυπηρετούμενος. Εστω λοιπόν 0k, k  =  1 ,2 ,..., τ.μ. που εκφράζει τον 
χρόνο εξυπηρέτησης του k  πελάτη. Συνήθως θεωρούμε ότι οι τ.μ. 0* (λ =  1,2,...) 
είναι ανεξάρτητες και ισόνομές με α.σ.κ.

s ( x )  = p ( e k < x), x >  ο,

η οποία καλείται κατανομή των εξυπηρετήσεων. Κατά αναλογία με την περί­
πτωση των αφίξεων σε κάθε εξυπηρέτηση μπορεί να εξυπηρετηθεί είτε ένας πε­
λάτης, είτε να εξυπηρετηθεί μία ομάδα πελατών τυχαίου ή σταθερού μεγέθους. 
Επιπλέον υπάρχουν περιπτώσεις όπου η διαδικασία των εξυπηρετήσεων εξαρ- 
τάται από τον αριθμό των πελατών που αναμένουν για να εξυπηρετηθούν. Για 
παράδειγμα, ένας ξεναγός που καθοδηγεί ταυτόχρονα πολλούς ανθρώπους είτε 
ένα κεντρικό τερματικό που εξυπηρετεί παράλληλα έναν αριθμό Η/Υ. Επιπλέον 
σε κάποιες περιπτώσεις ο υπάλληλος εξυπηρετεί σε υψηλότερο ρυθμό ή να γί­
νεται λιγότερο αποτελεσματικός, όσο ο αριθμός των πελατών που περιμένουν 
στην ουρά αυξάνει.
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Γενικά η διαδικασία αφίξεων και εξυπηρετήσεων ενός συστήματος εξυπη­
ρέτησης θεωρούνται ανεξάρτητες.

Πειθαρχία Ουράς: Οι κανόνες με τους οποίους επιλέγονται οι πελάτες ώστε 
να εξυπηρετηθούν από τους υπαλλήλους όταν διαμορφωθεί η ουρά, συνιστούν 
την έννοια της πειθαρχίας της ουράς. Η  πειθαρχία ουράς που εμφανίζεται συχ­
νότερα στην καθημερινότητα είναι να εξυπηρετείται ο καθένας με τη σειρά του, 
με την έννοια οι πρώτοι εξυπηρετούνται πρώτοι. Η  παραπάνω πειθαρχία συ- 
ναντάται στη βιβλιογραφία με τον όρο FIFO ή FCFS (First In First Out ή First 
Come First Served). Παρ' όλα αυτά υπάρχουν και περιπτώσεις που οι τελευ­
ταίοι πελάτες που θα έλθουν, εξυπηρετούνται πρώτοι (UFO, Last In First Out 
ή LCFS, Last Come First Served). Η  παραπάνω πειθαρχία έχει πολλές εφαρ­
μογές σε συστήματα αποθήκευσης, όπου συνηθίζεται το τελευταίο αντικείμενο 
που αποθηκεύτηκε να είναι to  πρώτο που θα επιλεγεί για να πουληθεί ή στην 
εκφόρτωση οχηματαγωγών πλοίων, όπου το πρώτο όχημα που θα αποβιβαστεί 
(εξυπηρετηθεί) είναι το τελευταίο που επιβιβάστηκε. Υπάρχουν και άλλες πει­
θαρχίες, όπως η επιλογή του πελάτη που θα εξυπηρετηθεί να γίνει με τυχαίο 
τρόπο (SIRO, Service In Random Order) και πλήθος παραλλαγών όπου εμφανί­
ζεται το φαινόμενο της προτεραιότητας (priority discipline), όπως μία επείγουσα 
περίπτωση που φτάνει στα εξωτερικά ιατρεία ενός νοσοκομείου. Ενδιαφέρον 
επίσης παρουσιάζει και η πειθαρχία PS (Processor Sharing) με εφαρμογές σε 
δίκτυα υπολογιστών. Σύμφωνα με αυτή, ο παρεχόμενος χρόνος εξυπηρέτησης 
μοιράζεται σε ίσα μέρη σε όλους τους πελάτες που βρίσκονται στο σύστημα.

Χωρητικότητα του συστήματος: Με τον όρο αυτό αναφερόμαστε στον μέγι­
στο αριθμό πελατών που δέχεται το σύστημα. Σε πολλές περιπτώσεις ο χώρος 
αναμονής του συστήματος είναι περιορισμένος και επομένως μόλις ο αριθμός 
των πελατών φτάσει το όριο του χώρου το σύστημα δεν μπορεί να δεχθεί νέους 
πελάτες εως ότσυ ελευθερωθεί κάποια θέση. Σε αυτή τη περίπτωση συνήθως οι 
νέοι πελάτες αναχωρούν αμέσως.

Αριθμός υπαλλήλων ή των καναλιών εξυπηρέτησης: Ενα σημαντικό χαρα­
κτηριστικό της λειτουργίας ενός συστήματος εξυπηρέτησης είναι ο καθορισμός 
του αριθμού των υπαλλήλων που παρέχουν ταυτόχρονη εξυπηρέτηση. Υπάρχουν 
δύο βασικά συστήματα με πολλούς υπαλλήλους (multiserver queueing systems)
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τα οποία περιγράφονται από το παρακάτω σχήμα.

m - ° 00 Γ 1 1
/

0 00  “ * 1 | —► 0 0 0 1 2 1

\  ; i
(a) □ □  - (b) ο ο ο [ η  |

Η διαφορά μεταξύ των δύο συστημάτων είναι ότι στο (a) υπάρχει μόνο μία ουρά 
πελατών που ζητά εξυπηρέτηση από η  υπαλλήλους, ενώ στο (b) υπάρχει μία ουρά 
για κάθε ένα υπάλληλο. Για παράδειγμά ένα κομμωτήριο με πολλές πολυθρό­
νες, όπου οι πελάτες περιμένουν σε μία ουρά περίγράφεται από το (a), ενώ ενα 
supermarket με αρκετά ταμεία, όπου σε κάθε ένα από αυτά σχηματίζεται και 
από μία ουρά πελατών, από το (b).

Φάσεις εξυπηρέτησης: Πολλές φορές ένα σύστημα εξυπηρέτησης μπορεί 
να έχει από περισσότερες από μία φάσεις εξυπηρέτησης. Για παράδειγμα, ένα 
προϊόν που διατίθεται στην αγορά πρέπει να περάσει από αρκετά στάδια, όπως 
αυτό της παραγωγής, ακολούθως της συσκευασίας και τέλος του ελέγχου ποιό­
τητας. Σε πολλές περιπτώσεις αν το προϊόν δεν ικανοποιεί κάποια ποιοτικά κρι­
τήρια θα χρειαστεί να προωθηθεί ξανά σε κάποια ή όλα τα  παραπάνω στάδια 
(επανατροφοδότηση, feedback). Το παρακάτω σχήμα περιγράφει ένα σύστημα 
ουράς με πολλές φάσεις εξυπηρέτησης.

0 00 1 1~1 “4 0  ° 0 [ 2 | ------► ο ο ο | η  | —►

Τα παραπάνω χαρακτηριστικά είναι αρκετά για να περιγράφουν με ακρίβεια 
ένα σύστημα εξυπηρέτησης. Για την ταχύτερη αναγνώριση των χαρακτηριστι­
κών ενός συστήματος έχει επικρατήσει στη βιβλιογραφία ο παρακάτω συμβολι­
σμός ο οποίος οφείλεται στον Kendall [111].

χ \ Υ ) / z W / η / Κ  Πειθαρχία ουράς

όπου
X :  Προσδιορίζει την κατανομή των αφίξεων.
Υ:  Προσδιορίζει την κατανομή του αριθμού των πελατών ανά άφιξη.
Ζ: Προσδιορίζει την κατανομή του χρόνου εξυπηρέτησης.
W :  Προσδιορίζει την κατανομή του αριθμού των πελατών ανά εξυπηρέτηση. 
η: Αριθμός των υπαλλήλων εξυπηρέτησης.
Κ :  Προσδιορίξειτην χωρητικότητα του συστήματος. Δηλαδή τον αριθμό των 

θέσεων στον χώρο αναμονής συν τον αριθμό των καναλιών εξυπηρέτησης.
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Επιπλέον αν οι αφίξεις ή οι εξυπηρετήσεις είναι μεμονωμένες, οι εκθέτες στο 
συμβολισμό παραλείπσνται. Αν η χωρητικότητα του συστήματος έιναι απεριό­
ριστη, το Κ  επίσης παραλείπεται.

Επομένως όταν αναφερόμαστε σε ένα σύστημα εξυπηρέτησης

G ^ / G ^ / n / o o  F C F S

εννοούμε ένα σύστημα στο οποίο οι πελάτες καταφθάνουν στο σύστημα σύμ­
φωνα με μία γενική κατανομή (G, general) σε ομάδες των τη πελατών και εξυπη­
ρετούνται σε ομάδες των k πελατών με διάρκεια εξυπηρέτησης που προέρχεται 
από μία γενική κατανομή. Υπάρχουν τι υπάλληλοι εξυπηρέτησης ενώ το σύστημα 
είνα απεριόριστης χωρητικότητας. Τέλος η πειθαρχία της ουράς είναι F C F S .

Μέχρι τώρα, επικεντρωθήκαμε στη φυσική περιγραφή ενός συστήματος εξυ­
πηρέτησης. Στη συνέχεια θα αναφερθούμε σε εκείνα τα χαρακτηριστικά τα 
οποία έχουν πρακτική αξία και δίνουν απαντήσεις σε βασικά ερωτήματα σχε­
τικά με την αποτελεσματικότητα και την ποιότητα εξυπηρέτησης που παρέχουν. 
Οπως έχει γίνει αντιληπτό, όλες οι διαδικασίες που λαμβάνουν χώρα στην διάρ­
κεια της λειτουργίας ενός συστήματος εξυπηρέτησης εξαρτώνται από το χρόνο 
κάτω από ένα πιθανοθεωρητικό υπόβαθρο. Δηλαδή πρόκειται για στοχάστικές 
διαδικασίες. Ετσι ερωτήματα που πρέπει να απαντηθούν είναι της μορφής: ποιά 
η πιθανότητα ένας πελάτης φθάνσντας στο σύστημα να βρεί απασχολημένο τον 
υπάλληλο; Ποιά η κατανομή του χρόνου που πρέπει να περιμένει ένας πελάτης 
ώστε να εξυπηρετηθεί; Ποιά η κατανομή του αριθμού των πελατών που βρίσκο­
νται στο σύστημα; Επομένως χαρακτηριστικά πρακτικού ενδιαφέροντος για ένα 
σύστη μα εξυπηρέτησης είναι (a) ο αριθμός των πελατών που βρίσκονται στο σύ­
στημα μία δεδομένη χρονική στιγμή t, η γνώση του οποίου είναι χρήσιμη στον 
σχεδιασμό του (b) ο χρόνος αναμονής ενός πελάτη στην ουρά αναμονής και στον 
χώρο εξυπηρέτησης, η γνώση του οποίου ενδιαφέρει τους πελάτες (ο) ο συνο­
λικός χρόνος που απαιτείται από τους υπαλλήλους για να εξυπηρετήσουν τους 
πελάτες που αναμένουν στην ουρά.

1.3 Η έννοια της στατιστικής ισορροπίας

Το πρώτο βήμα της ανάλυσης των συστημάτων εξυπηρέτησης αφορά την μελέτη 
τους σε εξάρτηση με το χρόνο t  (time dependent analysis) από την έναρξη της 
λειτουργίας τους (όπου ί =  0). Η ανάλυση του συστήματος σε συνεχή χρόνο εί­
ναι αρκετά πολύπλοκη και σε πολλά συστήματα αδύνατη. Αυτό συμβαίνει γιατί
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μετά την έναρξη της λειτουργίας του αναμένουμε το σύστημα να δουλεύει για 
ένα χρονικό διάστημα μή ομαλά και οι καταστάσεις του να αλλάζουν συνεχώς. 
Ενα τυπικό παράδειγμα αποτελεί η λειτουργία των εξωτερικών ιατρείων ενός 
νοσοκομείου, όπου την στιγμή που ανοίγουν υπάρχει πολύς κόσμος να περιμένει. 
Αυτό σημαίνει ότι ο χρόνος αναμονής ενός πελάτη που φθάνει στο σύστημα λίγο 
μετά την έναρξη της λειτουργίας του συστήματος να εξαρτάται από τον αριθμό 
των πελατών που βρήκε ήδη εκεί (αρχικές συνθήκες, t  =  0) και από τον χρόνο 
άφιξης του t. Το επόμενο βήμα είναι η μελέτη του συστήματος σε στατιστική 
ισορροπία (steady state analysis). Αυτό συμβαίνει όταν το σύστημα θεωρήσουμε 
ότι λειτουργεί για ένα μεγάλο χρονικό διάστημα και επομένως η κατάσταση του 
δεν εξαρτάται πλέον από τις συνθήκες που επικρατούσαν στην έναρξη της λει­
τουργίας του. Η  έννοια τηςστατιστικής ισορροπίας είναι θεμελιώδους σημασίας 
στη μελέτη συστημάτων εξυπηρέτησης και η εύρεση των συνθηκών κάτω από τις 
οποίες περιέρχονται πρέπει να συνοδεύει πάντα την ανάλυση τους.

Οταν ένα σύστημα είναι σε στατιστική ισορροπία η κατάσταση του εξαρ- 
τάται από τον αριθμό των πελατών που εισέρχονται και εξέρχονται από αϊτό. 
Πιό συγκεκριμένα, ας θεωρήσουμε με λ τον αναμενόμενο αριθμό αφίξεων και 
με μ τον αναμενόμενο ρυθμό εξυπηρετήσεων σε ένα σύστημα με c υπαλλήλους. 
Τότε ένα μέτρο της πυκνότητας κυκλοφορίας του συστήματος αποτελεί το πη­
λίκο ρ =  λ/ομ. Ετσι, αν ρ  > 1 (λ > ομ), τότε ο αναμενόμενος αριθμός των 
αφίξεων είναι μεγαλύτερος από τον μέγιστο αναμενόμενο αριθμό εξυπηρετή­
σεων και επομένως αναμένουμε το μήκος της ουράς να αυξάνει συνεχώς με τη 
πάροδο του χρόνου. Α ϊτό σημαίνει ότι το σύστημα μας δεν θα φτάσει ποτέ σε 
κατάσταση στατιστικής ισορροπίας. Επομένως το σύστημα θα φτάσει σε κα­
τάσταση στατιστικής ισορροπίας, δηλαδή η πιθανότητα να έρθει ένας πελάτης 
και να βρεί πεπερασμένο αριθμό πελατών να περιμένουν μπροστά του να είναι 
θετική, όταν ρ  <  1 (λ < ομ).

1.4 Σύντομη ιστορική αναδρομή

Στο παρόν εδάφιο επιχειρείται μία σύντομη αναδρομή στην ιστορική εξέλιξη της 
θεωρίας συστημάτων εξυπηρέτησης, καθώς και στα βασικά εργαλεία μελέτης 
της.

Η αντιμετώπιση των προβλημάτων συμφόρησης στα συστήματα τηλεπικοι­
νωνιών ήταν η αιτία, για την πρώτη προσπάθεια πιθανοθεωρητικής μοντελο­
ποίησης τους. Ο Δανός Erlang [68], υπάλληλος της τηλεφωνικής εταιρίας της 
Κοπεγχάγης, δημοσίευσε το 1909, την πρώτη εργασία πάνω στο αντικείμενο της
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θεωρίας συστημάτων εξυπηρέτησης, στη προσπάθεια του να βρει μία φόρμουλα 
για τον αριθμό των κλήσεων που μπλοκάρσνται (και επομένως χάνονται) εξαι- 
τίας κατειλημένης τηλεφωνικής γραμμής. Επιπλέον έδειξε ότι ο χρόνος μεταξύ 
διαδοχικών αφίξεων (τηλεφωνημάτων) προέρχεται από την εκθετική κατανομή. 
Ο ίδιος συγγραφέας [68], εισήγαγε την μέθοδο των φάσεων, θεωρώντας ότι ο 
χρόνος που απαιτείται για την διεκπεραίωση μιάς τηλεφωνικής σύνδεσης απο- 
τελείται από μία σειρά φάσεων, που η κάθε μία από αυτές προέρχεται από την 
εκθετική κατανομή. Σε αυτή τη κατανομή έδωσε το όνομά του.

To 1953oKendal [111] εισήγαγε τον συμβολισμό A / B / c ,  ενώ σημαντική ήταν 
και η συνεισφορά του Lindley [140] στη μελέτη του G /G /1  συστήματος με τη 
βοήθεια ολοκληρωτικών εξισώσεων. Ο Little [141], απέδειξε ένα αποτέλεσμα το 
οποίο ισχύει στη συντριπτική πλειοψηφία των συστημάτων εξυπηρέτησης. Συ­
γκεκριμένα έδειξε ότι ο μέσος αριθμός των πελατών στο σύστημα είναι ίσος με 
το γινόμενο του ρυθμού αφίξεων, με τον μέσο χρόνο αναμονής. Η  χρήση στοι­
χείων μιγαδικής ανάλυσης και μετασχηματισμών Laplace-Stieltges, στη μελέτη 
συστημάτων εξυπηρέτησης οφείλεται στον Takacs [164], ενώ ιδιαίτερα σημα­
ντική ήταν η συνεισφορά του Cox [54], για την εισαγωγή της μεθόδου συμπλη­
ρωματικής μεταβλητής. Στους Kendal [111], Gaver [88] οφείλεται η εισαγωγή της 
μεθόδου της υπεισερχόμενης Μαρκοβιανής αλυσίδας, που μαζί με τη μέθοδο συ­
μπληρωματικής μεταβλητής αποτελούν τα συνηθέστερα εργαλεία ανάλυσης των 
συστημάτων εξυπηρέτησης. Ιδιαίτερη μνεία πρέπει να γίνεικαιστσν Neuts [152] 
για την εισαγωγή των κατανομών τύπου φάσεων, που αποτελούν γενικεύσεις της 
εκθετικής κατανομής και της Erlang κατανομής (PH distribustion), καθώς και 
των πινακο-αναλυτικών μεθόδων (matrix analytic methods), οι οποίες δίνουν τη 
δυνατότητα εύρεσης αποτελεσμάτων τα οποία είναι αλγοριθμικά, εύκολα στον 
υπολογισμό τους.

1.5 Ειδικές κατηγορίες συστημάτων εξυπηρέτησης

Στη παρούσα ενότητα θα παρουσιάσουμε συνοπτικά, ορισμένα βασικά είδη συ­
στημάτων εξυπηρέτησης. Τα χαρακτηριστικά αυτών χρησιμοποιούνται στο κύ­
ριο αντικείμενο της παρσύσης διατριβής, που αναφέρεται στη μελέτη συστημά­
των με επαναλαμβανόμενες αφίξεις πελατών.
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1.5.1 Συστήματα εξυπηρέτησης με προτεραιότητες

Η έννοια της προτεραιότητας στη μελέτη συστημάτων εξυπηρέτησης αναφέρε- 
ται γενικά στο τρόπο με τον οποίο ο υπάλληλος επιλέγει κάποιον πελάτη για να 
εξυπηρετήσει. Πρόκειται δηλαδή για μία μορφή πειθαρχίας της ουράς. Γενικά 
σε όλες της μορφές πειθαρχίας της ουράς υπάρχει η έννοια της προτεραιότητας 
(βλέπε Cohen [52], σελ. 427-429). Για παράδειγμα, στα σύστημα εξυπηρέτησης 
όπου οι πελάτες εξυπηρετούνται ανάλογα με το ποιος ήρθε πρώτος (FCFS), οι 
"αρχικοί” πελάτες εξυπηρετούνται πρώτοι και έπονται οι υπόλοιποι ανάλογα με 
τη σειρά άφιξης. Στα συστήματα με πειθαρχία LCLS εξυπηρετείται πρώτα ο 
πελάτης που φθάνει τελευταίος. Παρ' όλα αυτά όμως, χάνει την προτεραιότητα 
του από νέους πελάτες που φθάνουν στο σύστημα όσο αυτός περιμένει για να 
εξυπηρετηθεί. Οι παραπάνω δυο περιπτώσεις αποτελούν τις απλούστερες μορ­
φές προτεραιότητας και υποδηλώνουν ότι κάποιοι από τους πελάτες που φθά­
νουν στο σύστημα κρίνσνται περισσότερο σημαντικοί από κάποιους άλλους και 
επομένως απαιτείται η ταχύτερη πρόσβασή τους στον υπάλληλο, ενώ σε ορισμέ­
νες περιπτώσεις η διάρκεια του χρόνου εξυπηρέτησης τους είναι επίσης διαφο­
ρετική. Επομένως σε ένα σύστημα με προτεραιότητες είναι αναγκαίο ο κάθε 
πελάτης να ανήκει σε μία από κάποιες διαφορετικές κατηγορίες οι οποίες σχη­
ματίζονται σύμφωνα με κάποιο "μέτρο σημαντικότητας” (Gross and Harris [95], 
Jaiswal [102]).

Ας υποθέσουμε λοιπόν ότι κάθε πελάτης που καταφθάνει σε ένα σταθμό εξυ­
πηρέτησης ανήκει σε μία από k  (k  > 1) διαφορετικές κατηγορίες. Για να δια­
κρίνουμε το “μέτρο σημαντικότητας” σχετίζουμε κάθε κατηγορία με ένα δείκτη 
i, 1 < i <  λ- Ο πελάτης της κατηγορίας ϊ , θα λέμε ότι έχει προτεραιότητα έναντι 
των πελάτοσν της κατηγορίας j ,  αν i < j .  Επομένως η κατηγορία πελατών με 
την μεγαλύτερη σημαντικότητα είναι η 1, ενώ αυτή με τη μικρότερη είναι η k. Σε 
κάθε σύστημα εξυπηρέτησης με προτεραιότητες θα πρέπει να καθοριστούν τα 
ακόλουθα δύο ζητήματα:

1. Από ποιά κλάση (κατηγορία) θα επιλεγεί ένας πελάτης για εξυπηρέτηση 
από τον υπάλληλο, μόλις ολοκληρωθεί κάποια εξυπηρέτηση;

2. Επηρεάζει η ύπαρξη πελατών κάποιας κλάσης την εξέλιξη της εξυπηρέτη­
σης ενός πελάτη κάποιας άλλης κλάσης;

Η απάντηση στο πρώτο ερώτημα οδηγεί σε δύο βασικά είδη προτεραιοτήτων:
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a. Εξωγενείς προτεραιότητες: Η  επιλογή ταυ επόμενου πελάτη που θα εξυ­
πηρετηθεί εξαρτάται από τη γνώση της πλάσης στην οποία ανήκει. Στα 
συστήματα εξυπηρέτησης με το χαρακτηριστικό των προτεραιοτήτων, οι 
εξωγενείς προτεραιότητες συναντώνται συχνότερα και θα μελετηθούν λε­
πτομερώς παρακάτω.

b. Ενδογενείς προτεραιότητες: Η  επιλογή του επόμενου πελάτη που θα 
εξυπηρετηθεί εξαρτάται απσκλειστικώς ή μερικώς από την κατάσταση 
του συστήματος τη δεδομένη στιγμή. Για παράδειγμα εξαρτάται από τη 
κλάση του πελάτη που εξυπηρετήθηκε τελευταίος (εναλλάξ προτεραιό­
τητα, alternating discipline) ή από το χρόνο αναμονής των πελατών που 
υπάρχουν τη δεδομένη στιγμή στο σύστημα (dynamic priority discipline). 
Μία άλλη μορφή ενδογενούς προτεραιότητας, ευρέως διαδεδομένη σε συ­
στήματα δικτύων Η/Υ, είναι εκείνη κατά την οποία για κάθε ένα πελάτη 
που περιμένει στην ουρά, ο υπάλληλος αντιστοιχεί έναν προκαθορισμένο 
χρονικό διάστημα εξυπηρέτησης δ. Αν η διάρκεια του χρόνου εξυπηρέ­
τησης ενός πελάτη είναι μεγαλύτερη από την προκαθορισμένη διάρκεια δ, 
τότε ο υπάλληλος διακόπτει την εξυπηρέτηση του και τον αναγκάζει να επι­
στρέφει πίσω στην ουρά, ενώ ακολούθως αρχίζει να εξυπηρετεί τον επό­
μενο πελάτη που περιμένει, για την ίδια προκαθορισμένη διάρκεια δ. Αυτή 
η μορφή προτεραιότητας αποκαλείται RR (Round Robin) και στη πράξη 
δίνει προτεραιότητα εξυπηρέτησης στους πελάτες που έχουν τις λιγότερες 
απαιτήσεις όσον αφορά τον χρόνο εξυπηρέτησης. Για περισσότερες πλη­
ροφορίες σχετικά με συστήματα εξυπηρέτησης με το χαρακτηριστικό των 
ενδογενών προτεραιοτήτων, ο αναγνώστης παραπέμπεται στο βιβλίο του 
Jaiswal [102], σελ. 175-215.

Σχετικά με το δεύτερο ερώτημα, η απάντηση μπορεί να εξαρτάται αλλά και 
να μην εξαρτάται από την κατάσταση στην οποία βρίσκεται το σύστημα, τόσο 
σε συστήματα με εξωγενείς όσο και ενδογενείς προτεραιότητες.

Στη συνέχεια θα αναφερθούμε με λεπτομέρειες στις εξωγενείς προτεραιό­
τητες. Υπενθυμίζουμε ότι σύμφωνα με αυτές, ο πελάτης που θα επιλεγεί για 
να εξυπηρετηθεί, μετά από κάποια εξυπηρέτηση εξαρτάται από την κλάση στην 
οποία ανήκει. Δηλαδή μεταξύ δυο πελατών, ενός της ι κατηγορίας και ενός της 
j  κατηγορίας όπου % < j ,  θα επιλεγεί για εξυπηρέτηση ο πελάτης της ζ κατηγο­
ρίας. Το ερώτημα που τίθεται τώρα όμως αναφέρεται στο τί θα συμβεί αν ένας 
πελάτης j  κατηγορίας είναι στην εξυπηρέτηση και αφιχθεί ένας πελάτης i κατη­
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γορίας, όπου ϊ  < j .  Η  απάντηση στο ερώτημα δίνεται από τις παρακάτω μορφές 
εξωγενών προτεραιοτήτων (Jaiswal [102]):

(i) Διακόπτουσα προτεραιότητα (preemptive priority): Σύμφωνα με αυτή η 
εξυπηρέτηση του πελάτη της j  κατηγορίας διακόπτεται άμεσα και ο υπάλ­
ληλος αρχίζει να εξυπηρετεί τον νέο αφιχθεντα πελάτη της i κατηγορίας.

(ϋ) Μη διακόπτουσα προτεραιότητα (non-preemptive, head-of-the-line): Σύμ­
φωνα με αυτή η άφιξή του πελάτη της % κατηγορίας δεν θα επηρεάσει την 
εξυπηρέτηση του πελάτη της j  κατηγορίας. Μόλις ο υπάλληλος θα ολο­
κληρώσει την εν λόγω εξυπηρέτηση θα αρχίσει την εξυπηρέτηση του νέο 
αφιχθεντα πελάτη της % κατηγορίας.

(ϋί) Κατ' επιλογή προτεραιότητα (discretionary discipline): Ο υπάλληλος απο­
φασίζει να επιλέξει είτε το (i), είτε το (ii) ανάλογα με την διάρκεια του 
χρόνου εξυπηρέτησης που έχει ήδη λάβει ο πελάτης της j  κατηγορίας.

Η κατηγορία της διακόπτουσας προτεραιότητας μπορεί κατ’ επέκταση να 
διαιρεθεί σε τρεις υποκατηγορίες, ανάλογα με τον τρόπο που θα εξυπηρετηθεί 
ο διακοπτόμενος πελάτης της j  κατηγορίας όταν επιλεγεί ξανά για εξυπηρέτηση:

(ia) Διακόπτουσα μη-επαναληπτική (preemptive resume): Σύμφωνα με αυτή ο 
διακοπτόμενος πελάτης, αρχίζει την εξυπηρέτηση από τοσημείοστο οποίο 
αυτή διεκόπει. Σε αυτή τη περίπτωση η διακοπή της εξυπηρέτησης δεν 
προκάλεσε απώλειες, όσον αφορά το χρόνο εξυπηρέτησης που είχε ήδη 
λάβει ο εν λόγω πελάτης πριν διακοπεί.

(ib) Διακόπτουσα επαναληπτική-ταυτοηκή (preemptive repeat identical or 
preemptive repeat without resampling): Σύμφωνα με αυτή ο διακοπτόμε­
νος πελάτης επαναλαμβάνει την εξυπηρέτηση του από την αρχή. Επιπλέον 
η διάρκεια του χρόνου εξυπηρέτησης προέρχεται από την ίδια κατανομή 
με αύτή, κατά τη διάρκεια της οποίας προέκυψε η διακοπή ενώ θα παρα- 
μείνει ίδια ανεξάρτητα από τον αριθμό των διακοπών που ενδέχεται να 
συμβούν.

(ic) Διακόπτουσα επαναληπτική-μη ταυτοτικη (preemptive repeat different or 
preemptive repeat with resampling): Σύμφωνα με αυτή οδιακοπτόμενος πε­
λάτης θα επαναλάβει από την αρχή την εξυπηρέτηση του, αλλά η διάρκειά
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της θα προέρχεται από διαφορετική κάθε φορά κατανομή, η οποία θα είναι 
ανεξάρτητη από τον αριθμό των διακοπών που θα προκόψουν.

Η μελέτη συστημάτων εξυπηρέτησης με το χαρακτηριστικό των προτεραιο­
τήτων είναι σαφώς πολυπλοκότερη σε σχέση με τη μελέτη αυτών χωρίς προτε­
ραιότητες. Αυτό είναι αναμενόμενο καθώς για την περιγραφή του συστήματος 
απαιτέιται η επιπλέον πληροφορία της κλάσης από την οποία προέρχεται ο πε­
λάτης που εξυπηρετείται. Ενα σύστημα εξυπηρέτησης με k  κατηγορίες πελατών 
περιγράφεται στη γενικότητα του σύμφωνα με το συμβολισμό του Kendall ως
εξής:

/ Z[fcT f n f K W Πειθαρχία ουράς

όπου ο δείκτης k , στη διαδικασία των αφίξεων δηλώνει τον αριθμό των κατηγο­
ριών των πελατών που φθάνουν στο σύστημα, στη διαδικασία εξυπηρετήσεων 
ότι κάθε μία από αυτές έχει διαφορετική κατανομή χρόνου εξυπηρέτησης, ενώ 
υπάρχουν διαφορετικές ουρές πεπερασμένης χωρητικότητας που δέχονται πε­
λάτες για κάθε κατηγορία.

Οι πρώτες εργασίες πάνω στα συστήματα με προτεραιότητες εμφανίζονται 
στις αρχές της δεκαετίες του 1960 και εξαιτίας της πολυπλσκότητας της ανάλυ­
σης αναφέρσνταν σε δύο κατηγορίες πελατών. Ενδεικτικά αναφέρουμε αυτές 
των Gaver [89], Takacs [165], Jaiswal [103] και Keilson [114] καθώς και το βιβλίο 
του Jaiswal [102]. Η σημαντικότερη έννοια που προέκιτψε στη μελέτη συστη­
μάτων με προτεραιότητες είναι αυτή του χρόνου συμπλήρωσης εξυπηρέτησης 
(completion time) ενός πελάτη. Αυτή ορίστηκε σχεδόν ταυτόχρονα και ανεξάρ­
τητα στις εργασίες των Gaver [89], Keilson [114] και Avi-Itzak and Naor [27],

Ο χρόνος συμπλήρωσης εξυπηρέτησης ενός πελάτη, ορίστηκε ως η διάρκεια 
του χρόνου από τη στιγμή που αρχίζει να εξυπηρετείται, εως τη στιγμή που τε­
λειώνει οριστικά και ο υπάλληλος ελευθερώνεται και είναι έτοιμος να αρχίσει 
την εξυπηρέτηση ενός άλλου πελάτη της ίδιας κατηγορίας. Σύμφωνα με τον 
Gaver [89], ο χρόνος συμπλήρωσης εξυπηρέτησης ενός πελάτη της ρ  κατηγορίας 
έιναι το χρονικό διάστημα από τη στιγμή που ο εν λόγω πελάτης αρχίζει την εξυ­
πηρέτηση του (προφανώς δεν υπάρχουν πελάτες των κατηγοριών 1,2, ...,p — 1 
στο σύστημα) εως τη στιγμή που ξανά για πρώτη φορά δεν θα υπάρχουν πελάτες 
των κατηγοριών 1,2 ,..., ρ  — 1 στο σύστημα. Στη πράξη πρόκειται για τσν χρόνο 
“εξυπηρέτησης” του πελάτη της ρ  κατηγορίας που είναι επεκταμένος εξαιτίας πι­
θανών διακοπών στην εξυπηρέτηση του από πελάτες υψηλότερης προτεραιότη­
τας. Προφανώς στη περίπτωση που στη διάρκεια της εξυπηρέτησης του πελάτη
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της ρ  κατηγορίας δεν έρθουν πελάτες υψηλότερης προτεραιότητας, ο χρόνος συ­
μπλήρωσης εξυπηρέτησης ταυτίζεται με τσν χρόνο εξυπηρέτησης του.

Στη πρόσφατη βιβλιογραφία εμφανίζονται πολυπλσκότερα συστήματα στα 
οποία εμφανίζεται το χαρακτηριστικό των διακοπών του υπαλλήλου (βλέπε 
παρακάτω) και συστήματα στα οποία οι πελάτες καταφθάνουν κατα ομάδες 
όπου σε κάθε ομάδα ενδέχεται να υπάρχουν πελάτες διαφόρων κατηγοριών 
(structured batch arrivals). Ενδεικτικά αναφέρουμε τις εργασίες των Takahashi 
and Takagi [166], Langaris and Katsaros [133]. Επιπλέον o Langaris [128] εισή- 
γαγε γιά πρώτη φορά την έννοια των προτεραιοτήτων σε δίκτυα συστημάτων 
εξυπηρέτησης, θ α  πρέπει επίσης να αναφέρουμε την συμβολή του Eisenberg 
[66] στη μελέτη συστημάτων με ενδογενείς προτεραιότητες καθώς και τον Lee 
[137] που μελέτησε ένα παρόμοιο συστήματα. Επιπλέον θα πρέπει να σημειωθεί 
ότι αρκετά από τα συστήματα με κλάσεις πελατών και ενδογενείς προτεραιό­
τητες επιλύονται με την βοήθεια ισχυρών μαθηματικών εργαλείων της μιγαδι- 
κής ανάλυσης και ανάγονται σε προβλήματα συνοριακών τιμών (boundary value 
problems, βλέπε Eisenberg [66], Lee [137], Cohen and Boxma [53]). Επιπλέον, 
εμφανίζονται εργασίες σε συστήματα με προτεραιότητες όπου υπάρχει το χα­
ρακτηριστικό των επαναλαμβανόμενων αφίξεων, κύριο αντικείμενο μελέτης της 
παρούσης διατριβής.

1.5*2 Συστήματα εξυπηρέτησης με διακοπές υπαλλήλων

Η  λειτουργία ενός κλασσικού συστήματος εξυπηρέτησης εναλλάσεται μεταξύ 
περιόδων όπου ο υπάλληλος εξυπηρετεί (busy periods) πελάτες και σε περιόδους 
όπου παραμένει άεργος (idle periods), αναμένοντας νέες αφίξεις που θα ζητή­
σουν εξυπηρέτηση. Πρόκειται λοιπόν για συστήματα στα οποία ο υπάλληλος 
είναι πάντα διαθέσιμος ώστε να εξυπηρετήσει. Σε πρακτικές εφαρμογές όμως, 
παρατηρείται το φαινόμενο, όπου ο υπάλληλος (ή οι υπάλληλοι) δεν είναι διαθέ­
σιμος για διάφορούς λόγους. Αυτή η περίοδος απουσίας του υπαλλήλου μπορεί 
να θεωρηθεί ως ένα χρονικό διάστημα στο οποίο είτε ασχολείται με κάποια ερ­
γασία ανεξάρτητη από αυτή που μελετάμε, είτε πραγματοποιεί έναν έλεγχο συ­
ντήρησης στις μηχανές εξυπηρέτησης, είτε απλά πραγματοποιεί ένα προγραμμα­
τισμένο διάλειμα. Για να μπορέσουμε να μελετήσουμε τέτοια συστήματα όπου 
παρατηρείται η προσωρινή απουσία του υπαλλήλου εισάγουμε την έννοια των 
διακοπών (server vacations). Ισοδύναμα άς θεωρήσουμε ένα σύστημα εξυπηρέ­
τησης όπου ο  υπάλληλος εξυπηρετεί δύο κατηγοριών εργασίες, τις πρωτεύοντες 
και τις δευτερεύσντες. Τότε την περίοδο στην οποία ο υπάλληλος εξυπηρετεί
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τις δευτερεύσντες εργασίες, παύει να είναι διαθέσιμος για τις πρωτεύοντες και 
επομένως από τη σκοπιά των πρωτευόντων εργασιών (πελατών) μπορεί να θεω­
ρηθεί ότι ο υπάλληλος είναι σε διακοπές. Χωρίς βλάβη της γενικότητας άς θεω­
ρήσουμε ότι οι δευτερεύσντες εργασίες εξυπηρετούνται μόλις ολοκληρωθεί η 
εξυπηρέτηση των πρωτευόντων, ενώ για να επιστρέφει ο υπάλληλος σε θέση 
εξυπηρέτησης για πρωτεύοντες, πρέπει να εξυπηρετήσει όλες τις δευτερεύω- 
ντες εργασίες. Τότε η συγκεκριμένη "περίοδος διακοπών” εξαρτάται από τον 
αριθμό των δευτερεύαντων εργασιών λίγο πριν την έναρξή τους όσο και τον 
αριθμό των εργασιών καταφθάνουν κατα την διάρκεια αυτής. Με λίγα λόγια, η 
χρονική περίοδος στην οποία ο υπάλληλος δεν είναι διαθέσιμος στους πρωτεύο­
ντες πελάτες δεν είναι κάθε φορά πιθανοθεωρητικά ίδιου μήκους και εξαρτάται 
από τον αριθμό των δεύτε ρευοντών εργασιών που καταφθάνουν στη διάρκεια 
των διακοπών. Επιτρέποντας λοιπόν, στον υπάλληλο να αναχωρεί για διακοπές 
σχηματίζονται συστήματα εξυπηρέτησης τα οποία είναι πιο ευέλικτα, προσεγ­
γίζοντας αληθινές περιπτώσεις συστημάτων ουρών. Μερικές από αυτές είναι οι 
ακόλουθες.

Στους συνοριακούς σταθμούς μιάς χώρας υπάρχει ένας αριθμός εισόδων από 
όπου γίνεται ο έλεγχος των διαβατηρίων. Ο αριθμός αυτών καθορίζεται από το 
επίπεδο της κίνησης ή το μήκος των αυτοκινήτων που περιμένουν για να εισα- 
χθσύν στη χώρα. Οταν το μήκος της ουράς είναι πολύ μικρό, τότε κάποιες από 
τις εισόδους κλείνουν και ο έλεγχος πραγματοποιείται από τις υπόλοιπες. Οταν 
το μήκος αυξηθεί σε ένα συγκεκριμένο όριο, οι κλειστές είσοδοι ανοίγουν ξανά 
ώστε να ελαττώσουν το επίπεδο της κίνησης. Σε αυτή τη περίπτωση ο χρόνος 
στον οποίο οι είσοδοι είναι κλειστοί και επομένως οι υπάλληλοι απασχολού­
νται σε άλλες δραστηριότητες μπορεί να θεωρηθεί ως χρόνος διακοπών των εν 
λόγω υπαλλήλων. Ενα άλλο παράδειγμα συναντάται στη βιομηχανία όπου στο 
τέλος μίας εβδομάδας συνεχούς λειτουργίας μίας μηχανής, πραγματοποιείται 
ένας έλεγχος συντήρησης, σε αυτή τη περίπτωση τα προϊόντα που προωθούνται 
πρός επεξεργασία στη μηχανή "περιμένουν” σε μία υποθετική ουρά να επανέλ- 
θει σε κατάσταση λειτουργίας. Τότε ο χρόνος συντήρησης μπορεί να θεωρηθεί 
ως χρόνος διακοπών.

Είναι προφανές ότι μία μηχανή που παράγει προϊόντα (πελάτες) μπορεί να 
μοντελαποιηθεί ως ένα σύστημα ουράς μέ έναν υπάλληλο. Βλάβες της μηχανής 
μπορούν να συμβσύν τυχαία και ανεξάρτητα από την κατάσταση του συστήμα­
τος. Ο χρόνος επιδιόρθωσης της μηχανής, ώστε να έρθει σε θέση λειτουργίας 
μπορεί να θεωρηθεί ως χρόνος διακοπών. Αξίζει να σημειωθεί ότι στο συγκε­

16



κριμένο παράδειγμα ο χρόνος στον οποίο η μηχανή δεν είναι διαθέσιμη είναι 
ίδιου μήκους κάθε φορά που συμβαίνει βλάβη.

Η  συμπεριφορά του υπαλλήλου ποικίλει τη στιγμή που αρχίζει ή ολοκληρώ­
νεται η περίοδος διακοπών του. Οσον αφορά την έναρξη της περιόδου των δια­
κοπών υπάρχουν δυο βασικοί κανόνες. Σύμφωνα με τον πρώτο, ένας υπάλλη­
λος αναχωρεί για διακοπές κάθε φορά που στο σύστημα δεν υπάρχουν πελάτες 
(exhaustive type), ενώ σύμφωνα με τον δεύτερο μπορεί να αναχωρήσει ακόμα 
και όταν υπάρχουν πελάτες που περιμένουν στην ουρά (π.χ. να αναχωρήσει μό­
λις εξυπηρετήσει ένα συγκεκριμένο αριθμό πελατών, non-exhaustive type). Επι­
πλέον, ένας άλλος κανόνας σχετικά με την έναρξη της περιόδου διακοπών απο­
τελεί και η χρονική στιγμή στην οποία διακόπτεται η εξυπηρέτηση ενός πελάτη 
εξαιτίας μίας βλάβης (breakdown). Τότε ο χρόνος διακοπών μπορεί να θεωρη­
θεί το χρονικό διάστημα επισκευής για να επανέλθει το σύστημα σε κατάσταση 
λειτουργίας. Οσον αφορά την ολοκλήρωση της περιόδου διακοπών υπάρχουν 
επίσης δυο βασικοί τύποι. Πρόκειται για τις απλές διακοπές (single vacations) 
και τις πολλαπλές διακοπές (multiple vacations).

Απλές διακοπές: Με την ολοκλήρωση των διακοπών του, ο υπάλληλος επι­
στρέφει σε κατάσταση λειτουργίας με την έννοια ότι αν βρεί πελάτες να περι­
μένουν τότε αρχίζει να τους εξυπηρετεί. Αν δεν βρεί, παραμένει άεργος αναμέ­
νοντας την πρώτη άφιξη που θα ζητήσει εξυπηρέτηση.

Πολλαπλές διακοπές: Σε αυτή τη περίπτωση ο υπάλληλος επαναλαμβάνει την 
περίοδο διακοπών του, εως ότσυ βρεί κάποιον πελάτη να περιμένει στην ουρά 
την στιγμή ολοκλήρωσης των διακοπών.

Υπάρχουν και άλλοι γενικότεροι κανόνες όπως αυτή που απαιτεί ο υπάλ­
ληλος να τερματίσει τις διακοπές του όταν ένας προκαθορισμένος αριθ­
μός πελατών περιμένει στην ουρά (threshold policies, N-policy). Σε συστή­
ματα με πολλούς υπαλλήλους υπάρχουν και άλλες παραλλαγές σχετικά με 
την έναρξη/τερματισμό της περιόδου διακοπών, όπως αυτή που αναφέρεται 
στην ταυτόχρονη αναχώρηση για διακοπές όλων των υπαλλήλων (synchronized 
vacations) και αυτή που αναφέρεται στη περίπτωση που κάποιοι από αυτούς ανα­
χωρούν για διακοπές ανεξάρτητα από τους άλλους (asynchronous vacations).

Η σημαντικότερη ιδιότητα που συναντάται στα συστήματα εξυπηρέτησης με 
διακοπές υπαλλήλου είναι η ιδιότητα της διάσττασης (decomposition property). 
Σύμφωνα με αυτή, η κατανομή του αριθμού των πελατών στο σύστημα ή η κατα­
νομή ταυ χρόνου αναμονής ενός πελάτη, μπορούν να θεωρηθούν ως η κατανομή 
του αθροίσματος δύο ανεξάρτητων τ.μ.. Η μία από αυτές είναι το μήκος της ου­
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ράς ή αντίστοιχα ο χρόνος αναμονής ενός πελάτη, στο κλασσικό σύστημα χωρίς 
διακοπές και η άλλη το μήκος της ουράς και ο χρόνος αναμονής που οφείλο­
νται στην ύπαρξη των διακοπών. Για περισσότερες πληροφορίες σχετικά με την 
ιδιότητα της διάσπασης στα συστήματα εξυπηρέτησης με διακοπές υπαλλήλων, 
παραπέμπουμε στις εργασίες των Doshi [61], Teghem [169].

Η μεγάλη εφαρμογή των συστημάτων εξυπηρέτησης με διακοπές υπαλλήλων, 
έχει εντείνει την ερευνητική δραστηριότητα πάνω σε τέτοια συστήματα. Για μία 
πλήρη επισκόπηση των εν λόγω συστημάτων παραπέμπουμε τον αναγνώστη στο 
πρόσφατο βιβλίο των Tian and Zhang [170] καθώς και σε αυτό του Takagi [167], 
το οποίο αναφέρεται σε μοντέλα με έναν υπάλληλα Επιπροσθέτως, λεπτομερή 
αποτελέσματα σχετικά με τα εν λόγω μοντέλα περιέχσνται στις εργασίες των 
Doshi [61], Keflson and Servi [115], Blondia [28].

1.53  Συστήματα εξυπηρέτησης με χρόνους
προετοιμασίας (start up ή set up) και αποφόρτισης (dose 
down)

Συστήματα εξυπηρέτησης, όπου ο υπάλληλος για να αρχίσει να εξυπηρετεί 
κάποιον πελάτη, χρειάζεται έναν χρόνο προετοιμασίας και έναν χρόνο απο­
φόρτισης μετά από μία περίοδο συνεχούς εξυπηρέτησης πελατών συναντιόνται 
συχνά στη βιομηχανική παραγωγή καθώς και σε συστήματα δικτύων υπολογι­
στών (SVC based virtual LAN-emulation) και παροχής υπηρεσιών διαδικτύου 
(IP over ATM). Ταυτόχρονα με τα παραπάνω χαρακτηριστικά είναι σύνηθες 
στα παραπάνω συστήματα να εμφανίζεται και το φαινόμενο των διαφορετικών 
κλάσεων των πελατών που ζητούν εξυπηρέτηση καθώς και αυτό των διακοπών 
του υπαλλήλου. Πρόκειται λοιπόν στη πράξη για πολύπλοκα συστήματα εξυ­
πηρέτησης τα οποία θεωρούνται γενικεύσεις αυτών με τα χαρακτηριστικά των 
προτεραιοτήτων και των διακοπών.

Συστήματα εξυπηρέτησης με το χαρακτηριστικό της περιόδου προετοιμα­
σίας και αυτά των διακοπών του υπαλλήλου συναντώνται στις εργασίες των 
Doshi [61] και Levy and Kleinrock [136], στίς οποίες ασχολούνται ιδιαιτέρως 
με την ιδιότητα της διάσπασης που αναφέραμε στο προηγούμενο εδάφιο. Στη 
πράξη τα μοντέλα ουρών με χρόνους προετοιμασίας ή αποφόρτισης μπορεί να 
θεωρηθούν ως περιπτώσεις μοντέλων με διακοπές υπαλλήλου. Ας θεωρήσουμε 
ένα σύστημα στο οποίο καταφθάνουν πελάτες και τοποθετούνται σε μία ουρά 
περιμένσντας να εξυπηρετηθούν. Ο υπάλληλος χρειάζεται ένα χρόνο προετοι­
μασίας μόλις φθάσει ο πρώτος πελάτης που με την άφιξή του τερματίζει την πε­
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ρίοδο αεργίας του. Ακολούθως τον εξυπηρετεί, καθώς και όλους όσους φθάσαν 
κατά τη διάρκεια της περιόδου προετοιμασίας και εξυπηρέτησης του συγκεκρι­
μένου πελάτη. Τότε το παραπάνω μοντέλο ουράς είναι ισοδύναμο μέ ένα μο­
ντέλο ουράς με διακοπές υπαλλήλου, όπου η περίοδος διακοπών αρχίζει κάθε 
φορά που ολοκληρώνεται η περίοδος αεργίας του υπαλλήλου. Στο βιβλίο του 
Takagi [167] (σελ. 135-136) αναλύεται ένα σύστημα εξυπηρέτησης όπου εμφα­
νίζονται τα χαρακτηριστικά της περιόδου προετοιμασίας, αποφόρτισης και των 
διακοπών του υπαλλήλου. Σε αυτό, ο υπάλληλος για να αρχίσει να εξυπηρετεί 
τους πελάτες χρειάζεται ένα χρόνο προετοιμασίας και μόλις ελευθερωθεί ενερ­
γοποιεί μία περίοδο αποφόρτισης. Αν στη διάρκεια αυτής δεν έλθει κάποιος 
πελάτης τότε αναχωρεί για διακοπές, ενώ σε αντίθετη περίπτωση θα την δια- 
κόψει και θα προετοιμαστεί για να εξυπηρετήσει τους νέοαφιχθέντες πελάτες. 
Σκοπός της εν λόγω μελέτης ήταν ο προσδιορισμός της κατανομής του χρόνου 
αναμονής ενός τυχαίου πελάτη. Το 1990 ο Takagi [168], εισήγαγε την έννοια του 
χρόνου προετοιμασίας σε ένα σύστημα εξυπηρέτησης το οποίο δεχόταν Ρ  κατη­
γορίες πελατών. Σύμφωνα με αυτό, ο υπάλληλος χρειαζόταν να ενεργοποιήσει 
μία περίοδο προετοιμασίας 8Ρ αν ένας πελάτης ρ  κατηγορίας ήταν ο πρώτος 
που κατέφθανε στην διάρκεια της περιόδου αεργίας του, ενώ στη συνέχεια τον 
εξυπηρετούσε.

Αξίζει να αναφερθούμε εδώ και σε κάποια μοντέλα με τα χαρακτηριστικά 
της περιόδου προετοιμασίας και αποφόρτισης που μελετήθηκαν εξαιτίας της 
εφαρμογής τους σε συστήματα παροχής υπηρεσιών διαδυκτύου. Ενδεικτικά 
αναφέρουμε τις εργασίες των Sakai et. al [159] και Niu and Takahashi [154]. 
Σύμφωνα με αυτές ο χρόνος προετοιμασίας αντιστοιχούσε στο χρονικό διά­
στημα που απαιτείται για την σύνδεση του χρήστη με τον παροχέα εξυπηρέτησης 
(Internet Processor), ενώ η περίοδος αποφόρτισης στον χρόνο που απαιτείται 
για να διακοπεί η εν λόγω σύνδεση ύστερα από την εξυπηρέτηση που έλαβε ο 
χρήστης. Μετά το πέρας της περιόδου αποφόρτισης, ο υπάλληλος αναχωρούσε 
για διακοπές ενώ ο χώρος αναμονής ήταν πεπερασμένος. Επιπλέον έδοσαν τη 
δυνατότητα διακοπής της περιόδου αποφόρτισης και τη ευκαιρία για άμεση εξυ­
πηρέτηση χωρίς να χρειαστεί να παρέλθει χρόνος προετοιμασίας, σε κάποιον 
πελάτη που θα κατέφθανε στοσύστημα στη διάρκεια της εν λόγω περιόδου απο­
φόρτισης.
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1-5.4 Συστήματα εξυπηρέτησης με έναν υπάλληλο 
και πολλές φάσεις εξυπηρέτησης

Συστήματα ουρών στα οποία ένας υπάλληλος παρέχει σε κάθε πελάτη έναν 
αριθμό φάσεων εξυπηρέτησης σε σειρά μπορούν να αποδειχθουν χρήσιμα στην 
μσντελοποίηση δικτύων Η/Υ, γραμμών παραγωγής στη βιομηχανία και τηλε­
πικοινωνιακών συστημάτων. Για παράδειγμα ας θεωρήσουμε ένα κεντρικό 
επεξεργαστή, στον οποίο καταφθάνουν εργασίες προς επεξεργασία από έναν 
αριθμό υπο-επεξεργαστών. Ο κεντρικός επεξεργαστής αρχικά καταγράφει ή 
συλλέγει τις παραπάνω εργασίες και ακολούθως πρσχωρά στην εκτέλεση των 
εν λόγω εργασιών. Σε αυτό το σύστημα η πρώτη φάση εξυπηρέτησης αναφέ- 
ρεται στη συλλογή ή καταγραφή των εργασιών ενώ η δεύτερη στην άμεση επε­
ξεργασία τους. Επιπλέον, στη βιομηχανία γιά την προώθηση ενός προϊόντος 
στην αγορά απαιτείται η επεξεργασία του από έναν αριθμό διαφορετικών φά­
σεων. Αφού ολοκληρωθεί το κατασκευαστικό στάδιο, ο υπάλληλος θα ελέγξει 
την ποιότητα του προϊόντος και ακολούθως αν ικανοποιεί κάποια ποιοτικά κρι­
τήρια θα προωθηθεί στο τελικό στάδιο της συσκευασίας, ενώ σε αντίθετη περί­
πτωση θα σταλλεί για να επαναλλάβει το στάδιο της κατασκευής. Το παραπάνω 
σύστημα παρέχει εξυπηρέτηση τριών φάσεων σε σειρά. Η  πρώτη φάση αναφέ- 
ρεται στη κατασκευή του προϊόντος, η δεύτερη στον ποιοτικό έλεγχο του και η 
τρίτη στη συσκευασία. Επιπλέον υπάρχειη δυνατότητα της επανατροφοόότησης 
στη πρώτη φάση της κατασκευής, στη περίπτωση που το προϊόν δεν ικανοποιεί 
τα ποιοτικά κριτήρια.

Τέτοιου είδους συστήματα, με δύο φάσεις εξυπηρέτησης μελετήθηκαν αρ­
χικά στις εργασίες των Nair [150] και Taube-Netto [151]. Στις παραπάνω εργα­
σίες αναλύθηκαν μοντέλα με δύο ουρές απείρου χωρητικότητας συνδεδεμένες 
σε σειρά (two queues in tandem) που εξυπηρετούνται από έναν υπάλληλο. Μό­
λις ολοκληρώσει την εξυπηρέτηση του στη πρώτη ουρά ο πελάτης προωθείται 
άμεσα στη δεύτερη. Ο υπάλληλος θα αρχίσει να εξυπηρετεί τους πελάτες της 
δεύτερης ουράς μόλις εξυπηρετήσει όλους τους πελάτες της πρώτης και ακολού­
θως θα επιστρέφει στην πρώτη ουρά. Αν κατα την επιστροφή του υπαλλήλου 
υπάρχουν πελάτες που περιμένουν για την πρώτη φάση εξυπηρέτησης, θα αρχί­
σει να τους εξυπηρετεί έναν έναν ενώ σε αντίθετη περίπτωση παραμένει άερ­
γος. Επιπλέον ο υπάλληλος μεταβαίνει από τη μία ουρά στην άλλη κάθε φορά 
που βρίσκει άδεια την εν λόγω ουρά. Στη διδακτορική διατριβή του Taube-Netto 
[151] μελετώνται παραλλαγές συστημάτων στα οποία υπάρχουν και άλλοι κανό­
νες σχετικά με το πότε ο υπάλληλος εναλλάσεται μεταξύ των δύο ουρών. Αρ­
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γότερα ο Katayama [109] ([108]) μελέτησε την κατανομή του χρόνου αναμονής 
ενός τυχαίου πελάτη, θεωρώντας ένα σύστημα με Ν  ουρές απείρου χωρητικότη­
τας συνδεδεμένες σε σειρά, οι οποίες εξυπηρετούνται από έναν υπάλληλο. Στο 
εν λόγω μοντέλο η σειρά με την οποία εξυπηρετούσε ο υπάλληλος τις Ν  ουρές 
ήταν κυκλική (polling), δηλαδή της μορφής 1 —» 2 —►•••-►^-*•1*··.  Τέλος, 
οι Iravani e t  al [101], μελέτησαν ένα παρόμοιο σύστημα, δίνοντας κυρίως βάση 
στην εύρεση της βέλτιστης πολιτικής λειτουργίας του. Οι Krishna and Lee [118], 
θεώρησαν ένα σύστημα στο οποίο οι πελάτες έφταναν ένας ένας και στη πρώτη 
φάση εξυπηρετούνταν κατά ομάδες τυχαίου μεγέθους. Ακολούθως τοποθετού­
νταν σε μία δεύτερη ουρά όπου ο ίδιος υπάλληλος αμέσως μετά την ομαδική 
εξυπηρέτηση, τους εξυπηρετούσε έναν-έναν. Οι χρόνοι εξυπηρέτησης τόσο στη 
πρώτη, όσο και στη δεύτερη φάση προέρχονταν από την εκθετική κατανομή. Ο 
Dos hi [62], γενίκευσε το παραπάνω σύστημα θεωρώντας ότι οι χρόνοι εξυπηρέ­
τησης και στις δύο φάσεις προέρχονταν από μία αυθαίρετη κατανομή.

Οι Selvam and Sivasankaran [160] γενίκευσην το μοντέλο του Doshi [62] θεω­
ρώντας ότι μετά την ολοκλήρωση των μεμονωμένων εξυπηρετήσεων στη δεύ­
τερη φάση επέστρεφε στη πρώτη ουρά και εξυπηρετούσε τους επόμενους πελά­
τες που ζητούσαν εξυπηρέτηση στη πρώτη φάση, ενώ σε αντίθενη περίπτωση 
αναχωρούσε για διακοπές, οι οποίες επαναλαμβάνονταν αν επίσης δεν υπήρχαν 
πελάτες να περιμένουν μετά την επιστροφή ταυ από τις εν λόγω διακοπές. Οι 
Kim and Chae [112] μελέτησαν ένα παρόμοιο μοντέλο θεωρώντας ότι αν μετά 
το πέρας των μεμονωμένων εξυπηρετήσεων δεν υπήρχαν πελάτες να περιμένουν 
για να λάβουν την πρώτη φάση εξυπηρέτησης, ο υπάλληλος θα παρέμενε άεργος 
μέχρις ότσυ να συγκεντρωθούν τουλάχιστον Ν  πελάτες στη πρώτη φάση για να 
ξεκινήσει να τους εξυπηρετεί. Στη περίπτωση που θα υπήρχαν πελάτες (>  1) 
μετά το πέρας των μεμονωμένων εξυπηρετήσεων, θα άρχιζε η πρώτη φάση της 
εξυπηρέτησης κατα ομάδες.

Ο Madan [143] θεώρησε ένα μοντέλο ουράς στο οποίο κάθε πελάτης αμέσως 
μετά το πέρας της βασικής (υποχρεωτικής) εξυπηρέτησης του έχει η  δυνατότητα 
να λάβει και μία επιπλέον προαιρετική φάση εξυπηρέτησης. Στο παρόν μοντέλο 
η διάρκεια της πρώτης (υποχρεωτικής) φάσης εξυπηρέτησης προέρχονταν από 
μία αυθαίρετη κατανομή ενώ η διάρκεια της δεύτερης (προαιρετικής) προέρχο­
νταν από την εκθετική κατανομή. Τέτοια μοντέλα παρουσιάζουνε πολλές εφαρ­
μογές στη καθημερινότητα. Για παράδειγμα άς θεωρήσουμε τη λειτουργία ενός 
λιμανιού στο οποίο όλα τα πλοία που φτάνουν σε αυτό ξεφορτώνουν εμπορεύ­
ματα. Ομως, μόνο μερικά από αυτά φορτώνονται στη συνέχεια με άλλα προϊό­
ντα. Στο εν λόγω σύστημα η πρώτη φάση εξυπηρέτησης που λαμβάνουν όλοι
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οι πελάτες (πλοία), αναφέρεται στη εκφόρτωση των εμπορευμάτων, ενώ η δεύ­
τερη φάση αναφέρεται μόνο σε ένα μέρος των πλοίων και αφορά την φόρτωση 
προϊόντων. Επομένως, ο συνολικός χρόνος εξυπηρέτησης ενός πελάτη (πλοίου) 
αποτελείται είτε από δύο φάσεις (αν φορτωθεί με νέα εμπορεύματα πριν ανα­
χωρήσει), είτε από μία φάση στη περίπτωση που αναχωρήσει αμέσως μετά την 
πρώτη εξυπηρέτηση. Επιπλέον άς θεωρήσουμε τους πελάτες ενός δικηγορικού 
γραφείου στο οποίο σε πρώτη φάση όλοι συζητούν με τον δικηγόρο, τις λεπτομέ­
ρειες της υπόθεσης τους. Ομως μόνο ένα μέρος από αυτούς θα τον προσλάβει. 
Οι πελάτες που τελικά θα προσλάβσυν τον δικηγόρο λαμβάνουν εξυπηρέτηση 
δυο φάσεων (στη πρώτη γίνεται καταγραφή των λεπτομερειών της υπόθεσης και 
στη δεύτερη η παράσταση στο δικαστήριο), ενώ οι υπόλοιποι θα αναχωρήσουν 
λαμβάνσντας μία φάση, αυτή της συζήτησης της υπόθεσης με τον δικηγόρο.

Αργότερα ο Medhi [147], γενίκευσε το μοντέλο του Madan [143], θεωρώ­
ντας ότι η διάρκεια του χρόνου της δεύτερης προεραιτικής φάσης εξυπηρέτησης 
προέρχονταν από μία αυθαίρετη κατανομή. Οι Choudhuiy and Paul [46] μελέ­
τησαν ένα παρόμοιο μοντέλο στο οποίο κάθε φορά που το σύστημα άδειαζε, 
ο υπάλληλος παρεμενε άεργος μεχρις ότσυ συγκεντρωθούν στην ουρά τουλάχι­
στον Ν  (> 1) πελάτες. Οι ίδιοι συγγραφείς εισήγαγαν την έννοια της κατ’ επιλο­
γήν επανατροφοδότησης στο μοτέλο με την προαιρετική δεύτερη φάση εξυπη­
ρέτησης. Συγκεκριμένα, κάθε φορά που ο πελάτης ολοκλήρωνε την διαδικασία 
εξυπηρέτησης του είχε την δυνατότητα (με πιθανότητα ρ) να επαναλάβει την 
εξυπηρέτηση του είτε (με πιθανότητα 1 — ρ) να αναχωρήσει οριστικά από το σύ­
στημα. Σε μία ακόμη γενίκευση της εργασίας του Madan [143], ο Choudhuiy [43] 
θεώρησε ένα μοντέλο στο οποίο μόλις ο  υπάλληλος ελευθερωνόταν, ο υπάλληλος 
παρέμενε ανενεργός μεχρις ότσυ ο συνολικός χρόνος εξυπηρέτησης που απαι­
τείται συνολικά από τους πελάτες που καταφθάνουν ξεπεράσει ένα συγκεκρι­
μένο σταθερό επίπεδο D  (Z>-poKcy). Ο ίδιος συγγραφέας γενίκευσε τα μοντέλα 
των Madan [143] και Medhi [147], θεωρώντας ότι οι αφίξεις πελατών γίνονται 
κατά ομάδες τυχαίου μεγέθους. Αξίζει να παρατηρήσουμε ότι στα παραπάνω 
μοντέλα δεν υπάρχει χώρος αναμονής για πελάτες που ολοκληρώνουν τη πρώτη 
βασική φάση εξυπηρέτησης και αποφασίζουν να λάβουν την προαιρετική δεύ­
τερη φάση. Στη συγκεκριμένη περίπτωση, ο υπάλληλος ακολουθεί τον πελάτη 
καθώς μεταβαίνει από τη πρώτη στη δεύτερη φάση.

Ο Madan [142], εισήγαγε την έννοια των διακοπών του υπαλλήλου σε μο­
ντέλα ουρών με δύο φάσεις εξυπηρέτησης θεωρώντας ένα σύστημα με μία ουρά 
απείρου χωρητικότητας και έναν υπάλληλο, ο οποίος παρέχει εξυπηρέτηση δυο 
φάσεων σε σειρά η μία μετά την άλλη σε κάθε πελάτη. Ολοκληρώνοντας την εξυ­
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πηρέτηση στη πρώτη φάση, ο υπάλληλος παρέχει αμέσως και την δεύτερη φάση 
εξυπηρέτησης σε κάθε πελάτη. Μετά το πέρας της δεύτερης φάσης εξυπηρέτη­
σης, ο υπάλληλος έχει τη δυνατότητα να αναχωρήσει για διακοπές (με πιθανό­
τητα ρ) σταθερού μήκους ά, κάθε φορά, είτε να παραμείνει στο σύστημα και να 
συνεχίζει να εξυπηρετεί (με πιθανότητα 1 — ρ). Εφαρμογές τέτοιων συστημάτων 
συναντιόνται στη λειτουργία κρσυαζιερόπλοιων όπου μετά την ολοκλήρωση ενός 
ταξιδιού μετ' επιστροφής, το πλοίο παύει να είναι διαθέσιμο για σταθερό χρο­
νικό διάστημα. Το ταξίδι μπορεί να θεωρηθεί ως μία εξυπηρέτηση δύο φάσεων, 
τη διαδρομή προς τον προορισμό και ακολούθως αυτή της επιστροφής.

Ο Wang [172] εισήγαγε την έννοια των βλαβών του υπαλλήλου σε ένα σύ­
στημα με δύο φ ά σ εις  εξυπηρέτησης. Συγκεκριμένα, γενίκευσε το μοντέλο του 
Madan [143] με την προαιρετική δεύτερη φάση εξυπηρέτησης, θεωρώντας εκ­
θετικούς χρόνους ζωής για τον υπάλληλο και στις δύο φάσεις. Αμέσως μετά 
από κάποια βλάβη σε οποιαδήποτε φάση, ακολουθούσε η αντίστοιχη περίοδος 
επιδιόρθωσης η οποία προέρχονταν από αυθαίρετες κατανομές διαφορετικές 
για κάθε φάση. Πρόσφατα οι Choudhury and Tadj [48], γενίκευσαν το μοντέλο 
του Wang [172] θεωρώντας ότι η διάρκεια του χρόνου της προαιρετικής δεύτε­
ρης φάσης εξυπηρέτησης προέρχονταν από μία αυθαίρετη κατανομή. Επιπλέον 
θεώρησαν ότι πριν από την έναρξη της περιόδου επιδιόρθωσης, ο υπάλληλος ο 
υπάλληλος θα πρέπει να περιμένει για ένα χρονικό διάστημα που προέρχεται 
από μία αυθαίρετη κατανομή. Το εν λόγω χρονικό διάστημα το θεώρησαν ως 
καθυστέρηση στην έναρξη της επιδιόρθωσης.

Οι Choudhury and Madan [42] επίσης γενίκευσαν το μοντέλο του Madan
[143] , θεωρώντας ότι οι πελάτες κατάφθαναν κατά ομάδες τυχαίου μεγέθους ενώ 
ο χρόνος διακοπών του υπαλλήλου προέρχονταν από μία αυθαίρετη κατανομή. 
Οι ίδιοι συγγραφείς [44] γενίκευσαν το δικό τους μοντέλο προσθέτοντας επι­
πλέον την υπόθεση ότι κάθε φορά που ο υπάλληλος θα ελευθερωνόταν, θα πα­
ρέμενε άεργος μέχρις ότου συγκεντρωθούν μπροστά του τουλάχιστον Ν  (>  1) 
πελάτες. Ακολούθως θα άρχιζε να τους εξυπηρετεί. Οι Madan and Choudhury
[144] εισήγαγαν την έννοια του χρόνου προετοιμασίας καθώς και αυτή της πε­
ριορισμένης προσβασιμότητας προς τον υπάλληλο στο μοντέλο του Madan [143]. 
Συγκεκριμένα θεώρησαν ένα σύστημα στο οποίο καταφθάνουν πελάτες κατά 
ομάδες τυχαίου μήκους με έναν υπάλληλο που παρέχει εξυπηρέτηση δύο φάσεων 
σε σειρά. Επιπλέον ο υπάλληλος για να αρχίσει να τους εξυπηρετεί (έναν-έναν), 
χρειάζεται αρχικά έναν χρόνο προετοιμασίας. Μόλις ολοκληρωθεί η δεύτερη 
φάση εξυπηρέτησης κάθε πελάτη, ο υπάλληλος είτε αναχωρεί για διακοπές (με 
πιθανότητα r), είτε παραμένει διαθέσιμος για να εξυπηρετήσει (με πιθανότητα
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1 — r) τους υπόλοιπους πελάτες (αν υπάρχουν). Αξίζει να σημειωθεί ότι γυρ- 
νώντας ο υπάλληλος από τις διακοπές αν δεν βρεί πελότες να περιμένουν για 
να εξυπηρετηθούν έχει την δυνατότητα να αναχωρήσει ξανά για διακοπές. Επι­
πλέον, υπάρχει ένας κανόνας σχετικά με την αποδοχή της ομάδας πελατών στο 
σύστημα. Συγκεκριμένα, αν ο υπάλληλος δεν βρίσκεται σε διακοπές κάθε ομάδα 
γίνεται αποδεκτή με πιθανότητα c \, ενώ σε αντίθετη περίπτωση με Ο Ke 
[ΙΙΟ], γενίκευσε το κλασσικό μοντέλο του Madan [143], θεωρώντας ένα μοντέλο 
στο οποίο οι πελάτες καταφθάνουν κατά ομάδες τυχαίου μεγέθους, ενώ πριν 
αρχίσει την εξυπηρέτηση τους χρειάζεται έναν χρόνο προετοιμασίας η διάρ­
κεια του οποίου προέρχεται από μία αυθαίρετη κατανομή. Αφού ολσκληρα>θεί 
η πρώτη φάση εξυπηρέτησης, υπάρχουν οι εξής επιλογές για τον αντίστοιχο πε­
λάτη. Είτε αναχωρεί από το σύστημα, είτε απαιτεί και μία δεύτερη φάση εξυ­
πηρέτησης. Για την προαιρετική δεύτερη φάση εξυπηρέτησης, ο υπάλληλος πα­
ρέχει στον κάθε πελάτη μία από J  τύπους εξυπηρέτησης.

Οι Choudhury and Paul [45], μελέτησαν ένα σύστημα με δύο φάσεις εξυπη­
ρέτησης σε σειρά, πραγματοποιώντας και εκτίμηση των βασικών παραμέτρων 
του μοντέλου με την βοήθεια στατιστικών εργαλείων. Συγκεκριμένα θεώρησαν 
ένα σύστημα με δύο φάσεις εξυπηρέτησης, όπου μετά την ολοκλήρωση της δεύ­
τερης φάσης κάθε πελάτη ο υπάλληλος είχε τη δυνατότητα (με πιθανότητα ρ) 
να αναχωρήσει για διακοπές, είτε να συνεχίσει να εξυπηρετεί πελάτες. Κάθε 
φορά που ο υπάλληλος επέστρεφε από διακοπές, μπορούσε να τις επαναλάβει 
(πολλαπλές διακοπές) μέχρις όχου να υπάρχει κάποιος πελάτης να περιμένει τη 
στιγμή επιστροφής του υπαλλήλου στο σύστημα. Πρόσφατα οι Choudhury and 
Tadj and Paul [47], γενίκευσαν το παραπάνω σύστημα θεωρώντας ότι οι πελάτες 
καταφθάνουν σε ομάδες τυχαίου μεγέθους.

1.5.5 Συστήματα εξυπηρέτησης με επαναλαμβανόμενες 
αφίξεις πελατών

Στο παρόν εδάφιο θα γίνει μία λεπτομερής επισκόπηση των συστημάτων εξυπη­
ρέτησης με επαναλαμβανόμενες αφίξεις πελατών, που αποτελούν και το κύριο 
αντικείμενο μελέτης της παρούσης διατριβής.

Στα μοντέλα και στα παραδείγματα που είδαμε μέχρι τώρα και τα οποία ανή­
κουν στο κλάδο της κλασσικής θεωρίας συστημάτων εξυπηρέτησης, θεωρήσαμε 
ότι ο πελάτης που φθάνσντας στο σύστημα δεν μπορεί να εξυπηρετηθεί άμεσα, 
είτε τοποθετείται σε μία ουρά και περιμένει να εξυπηρετηθεί σύμφωνα με κά­
ποια πειθαρχία, είτε αναχωρεί από το σύστημα χωρίς να λάβει εξυπηρέτηση.
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Δηλαδή o i μη υπομονετικοί πελάτες που επιλέγουν να αναχωρήσουν, χάνονται 
δια παντός για το σύστημα. Αυτό βέβαια είναι η μία πλευρά της πραγματικό­
τητας. Συνήθως οι πελάτες που επιλέγουν να αναχωρήσουν από το σύστημα, 
επιστρέφουν αργότερα και προσπαθούν να εξυπηρετηθούν.

Τέτοιου είδους ουρές, με πελάτες που επιστρέφουν για να εξυπηρετη­
θούν μετά από κάποιο χρονικό διάστημα, συναντιόνται συχνά στη καθημερινό­
τητα. Για παράδειγμα ένας συνδρομητής τηλεφώνου που καλώντας, βρίσκει την 
γραμμή κατειλημένη, συνεχίζει να καλεί εως ότου καταφέρει να συνδεθεί με το 
άτομο που επιθυμεί να μιλήσει. Επομένως η ροή των κλήσεων σε ένα τηλεφω­
νικό δίκτυο αποτελείται από δύο μέρη: από τις κλήσεις που πραγματοποιούνται 
απευθείας και από εκείνες που είναι αποτέλεσμα της μη επιτυχούς σύνδεσης των 
απευθείας κλήσεων. Δηλαδή εκείνων που επαναλαμβάνονται μέχρι να συνδε­
θεί ο αντίστοιχος συνδρομητής. Επομένως κρίνεται αναγκαία η μσντελοποίηση 
της συμπεριφοράς του συνδρομητή ενός τηλεφωνικού κέντρου με τη βοήθεια 
συστημάτων που περιλαμβάνουν το χαρακτηριστικό των επαναλαμβανόμενων 
αφίξεων. Αλλη μία εφαρμογή, αναφέρεται στην διαδικασία προσγείωσης ενός 
αεροπλάνου σε κάποιο διάδρομο προσγείωσης, οπού το αεροπλάνο είναι υπο­
χρεωμένο να κάνει κύκλους γύρω από το αεροδρόμιο (επαναλαμβάνει την άφιξή 
του) εως ότου βρεί διαθέσιμο διάδρομο προσγείωσης.

Γενικά, η συγκεκριμένη κλάση συστημάτων εξυπηρέτησης έχει το ακόλουθο 
χαρακτηριστικό: ένας πελάτης που φθάνοντας στο σύστημα συναντά όλους τους 
διαθέσιμους υπάλληλους απασχολημένους, αναχωρεί προσωρινά από το σύ­
στημα και επαναλαμβάνει την προσπάθεια του, ώστε να λάβει την εξυπηρέτηση 
που του αναλογεί μετά από τυχαίο χρονικό διάστημα. Οπως αναφέρθηκε πα­
ραπάνω το συγκεκριμένο χαρακτηριστικό παίζει σημαντικό ρόλο στη μοντελο­
ποίηση δικτύων και συστημάτων επικοινωνιών. Οι Falin and Templeton [80], τό­
νισαν ότι τα κλασσικά μοντέλα ουρών δεν λαμβάνουν υπόψιν το χαρακτηριστικό 
των επαναλαμβανόμενων αφίξεων και επομένως δεν μπορούν να περιγράφουν 
ένα μεγάλο αριθμό σημαντικών πρακτικών εφαρμογών. Για να στηρίξουν τον 
ισχυρισμό τους αναφέρσνται σε ένα σημαντικό βιβλίο σχετικά με την εφαρμογή 
της θεωρίας συστημάτων εξυπηρέτησης σε τηλεπικοινωνίες του Kosten [116], 
ο οποίος σημειώνει ότι “κάθε θεωρητικό αποτέλεσμα το οποίο δεν λαμβάνει 
υπόψιν του, την επίδραση αυτής της επανάληψης πρέπει να θεωρείται ύποπτο 
Τα συστήματα ουρών με επαναλαμβανόμενες αφίξεις πελατών (retrial queues or 
queues with repeated attempts or queues with returning customers), εισήχθησαν 
για να αντιμετωπίσουν αυτήν την δυσλειτσυργικότητα των κλασσικών συστημά­
των.
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Το γενικό μοντέλο ουράς με επαναλαμβανόμενες αφίξεις πελατών μπορεί 
να περιγραφεί ως εξής. Ας υποθέσουμε ότι υπάρχουν c (> 1) διακεκριμένοι 
υπάλληλοι (θέσεις εξυπηρέτησης), στους οποίους καταφθάνουν πελάτες που ζη­
τούν εξυπηρέτηση. Κάθε τέτοιος πελάτης καλείται πρωτεύων πελάτης (primary 
call or primary customer). Αν κατά την άφιξή του, ένας πρωτεύων πελάτης βρεί 
διαθέσιμο κάποιον υπάλληλο, τον καταλαμβάνει άμεσα και αναχωρεί από το 
σύστημα μόλις ολοκληρωθεί η εξυπηρέτηση του. Σε αντίθετη περίπτωση κάθε 
πελάτης, είναι υποχρεωμένος να αναχωρήσει προσωρινά από αυτό και να επα- 
ναλάβει την προσπάθεια του για να εξυπηρετηθεί, ύστερα από τυχαίο χρονικό 
διάστημα μέχρις ότσυ βρεί ελεύθερο κάποιον υπάλληλο. Αυτοί οι πελάτες, που 
αναγκάζονται να αναχωρήσουν από το σύστημα (αφού δεν βρήκαν διαθέσιμο 
τον υπάλληλο στην πρώτη τους προσπάθεια) λέγονται δευτερεύοντες πελάτες 
(secondary call or secondary customer) και υποθέτουμε ότι εισέρχονται σε έναν 
υποθετικό χώρο αναμονής, που απσκαλσύμε “κουτί των επαναλαμβανόμενων 
αφίξεων” (retrial box). Κάθε τέτοιος πελάτης επαναλαμβάνει την προσπάθεια 
του (retrial customer) ανεξάρτητα από τους υπόλοιπους, μετά από τυχαίο χρο­
νικό διάστημα εως ότσυ σε κάποια προσπάθεια του βρεί κάποιον υπάλληλο ελεύ­
θερο. Σε αυτή τη περίπτωση θα εξυπηρετηθεί και θα αναχωρήσει από το σύ­
στημα. Αξίζει να σημειωθεί ότι η χωρητικότητα του συστήματος είναι ίση με τον 
αριθμό των θέσεων εξυπηρέτησης και επομένως δεν σχηματίζεται ουρά μπροστά 
από τον σταθμό εξυπηρέτησης. Το ακόλουθο σχήμα περιγράφει ένα σύστημα 
ουράς με επαναλαμβανόμενες αφίξεις.

αφίξεις
πελατών ________________________________  αναχώρησες

Σταθμός
Εξυπηρέτησης

μπλσκαρισμενοι επανάληψη
πελάτες * κλήσεων

κουτί των επαναλ. 
αφίξεισν

Σχήμα 1.2: Το γενικό μοντέλο με επαναλαμβανόμενες αφίξεις.

Βασικά συστατικά στη μελέτη του συστήματος αποτελούν οι διαδικασίες των 
αφίξεων, των εξυπηρετήσεων και των επαναλαμβανόμενων αφίξεων. Σημειώ­
νουμε, ότι η διαδικασία των αφίξεων αναφέρεται στη περίπτωση της πρώτης 
άφιξης του πελάτη στο σύστημα (πρωτεύων πελάτης).
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a) Διαδικασία αφίξεων: Περιγράφεται από την ακολουθία On, η > 1, που 
εκφράζει την διάρκεια του χρόνου μεταξύ της άφιξης του τζ-οστού και (η -I-1)- 
οστσύ πελάτη.

b) Διαδικασία εξυπηρετήσεων: Περιγράφεται από την ακολουθία τ η, η > 1, 
που εκφράζει τη διάρκεια του χρόνου εξυπηρέτησης του η-οστσυ πελάτη.

c) Διαδικασία επαναλαμβανόμενων αφίξεων: Περιγράφεται από την ακο­
λουθία {ζ n,rni,rn2,...,rnCn, n > 1}, όπου η Cn, n > 1, εκφράζει τον μέγιστο 
αριθμό επαναλήψεων (προσπαθειών-retrials) που μπορούν να πραγματοποιη­
θούν από τον n-οστό πρωτεύοντα πελάτη που μπλσκαρίστηκε και εισήλθε στο 
κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων. Συνήθως υποθέτουμε ότι ζη =  οο. Η 
rnj ,r„2, ..., rn<n , η > 1  εκφράζει τις διάρκειες των χρονικών διαστημάτων με­
ταξύ διαδοχικών επαναλήψεων του εν λόγω n-οστσυ πελάτη. Συνήθως υποθέ­
τουμε ότι οι τυχαίες μεταβλητές προέρχονται από την εκθετική κατανομή.

Επιπλέον υποθέτουμε ότι οι {α*, k > 1}, {τ*, k > 1}, {r*, k > 1}, είναι 
ανεξάρτητες ακολουθίες, ανεξάρτητων και ισόνομων τυχαίων μεταβλητών.

Ας ορίσουμε με N{t), την τ.μ. που εκφράζει τον αριθμό των πελατών που βρί­
σκονται στο κουτί των επαναλαβανόμενων αφίξεων και με C(t) την τ.μ. που εκ­
φράζει τον αριθμό των απασχολημένων υπαλλήλων, την χρονική στιγμή ί. Τότε 
η εξέλιξη του συστήματος σε οποιαδήποτε χρονική στιγμή ί  μπορεί να καθο­
ριστεί από την διδιάστατη διαδικασία X  =  (C(t),N(t); t  > 0) με τιμές στο 
S =  {0 ,l,...,c}xZ + .

Οι πρώτες εργασίες, σχετικά με τη μελέτη συστημάτων με επαναλαμβανόμε­
νες αφίξεις πελατών, εμφανίζονται στη βιβλιογραφία στις αρχές της δεκαετίας 
του ‘50 από τους Kosten [1171 Qos [501 Cohen [51] και Wilkinson [1711 στΠ 
προσπάθεια τους να μσντελοποιήσσυν τη συμπεριφορά των συνδρομητών των 
τηλεφωνικών δικτύων. Συγκεκριμένα το ενδιαφέρον τους εστιαζόταν στην πι­
θανότητα μπλοκαρίσματος ενός πελάτη (δηλαδή τη πιθανότητα να συναντήσει 
κατά την άφιξή του όλους τους υπάλληλους απασχολημένους) και στο ποσοστό 
των πελατών που τελικά χάνονται από το σύστημα. Από τις πρώτες εργασίες 
της δεκαετίας του ‘50 μέχρι σήμερα, έχουν δημοσιευτεί πάνω από 500 εργασίες 
σε διάφορα περιοδικά επιχειρησιακής έρευνας, μαθηματικού ενδιαφέροντος και 
τηλεπικοινωνιακών συστημάτων, γεγονός που φανερώνει το πρακτικό και ερευ­
νητικό ενδιαφέρον γιά τη μελέτη τέτοιων συστημάτων. Επιπλέον διάφορα βιβλία 
θεωρίας ουρών (Kulkarni [1211 Wolff [173]) έχουν αφιερώσει κεφάλαια σχετικά 
με τα εν λόγω μοντέλα, ενώ έχουν επίσης δημοσιευτεί δυο σημαντικές μονογρα­
φίες αυτές των Falin and Templeton [80] και Artalejo and Gomez-Corral [23]. 
Για μία περιεκτική επισκόπηση των βασικών αποτελεσμάτων στα μοντέλα με
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επαναλαμβανόμενες αφίξεις πελατών ο αναγνώστης παραπέμπεται στις εξαιρε­
τικές εργασίες των Yang and Templeton [177], Falin [70], [73], Artalejo [6], [5J, 
Kulkami and Liang [123] και Gomez-Corral [91].

Αξίζει να σημειωθεί ότι η ύπαρξη του χαρακτηριστικού των επαναλαμβανό­
μενων αφίξεων επιφέρει πολύ σημαντικές τεχνικές και μαθηματικές δυσκολίες 
στη μελέτη των συστημάτων. Το γεγονός αυτό έχει ως συνέπεια να είναι πολύ 
δύσκολη η εύρεση αναλυτικών αποτελεσμάτων κυρίως σε μοντέλα επαναλαμβα­
νόμενων αφίξεων με σύνθετα χαρακτηριστικά. Ετσι σε πολλές εργασίες ακολου­
θούνται προσεγγιστικές μέθοδοι ανάλυσης. Στη συνέχεια θα επικεντρωθούμε 
στη μελέτη του απλσύστερσυ μοντέλου με επαναλαμβανόμενες αφίξεις πελατών 
και έναν υπάλληλο εξυπηρέτησης καθώς και στις διάφορες παραλλαγές αυτού.

1.5.6 Το βασικό μοντέλο M/G)  1 με επαναλαμβανόμενες 
αφίξεις πελατών

Στο παρόν εδάφιο θα παρουσιαστούν τα βασικά αποτελέσματα του μοντέλου 
M/G / 1 με επαναλαμβανόμενες αφίξεις πελατών. Σύμφωνα με τον συμβολισμό 
που χρησιμοποιήσαμε στο προηγούμενο εδάφιο υπάρχει ένας υπάλληλος (οπότε 
c = 1) και επομένως η τ.μ. C(t) λαμβάνει τις τιμές 0 ή 1 ανάλογα με το αν ο 
υπάλληλος είναι ελεύθερος ή απασχολημένος αντίστοιχα τη χρονική στιγμή ί.

Πελάτες καταφθάνουν ένας ένας σύμφωνα με τη διαδικασία Poisson παρα­
μέτρου λ. Αυτοί είναι οι πρωτεύοντες πελάτες. Αν ο υπάλληλος είναι ελεύθερος 
τη στιγμή άφιξης ενός πρωτεύοντος πελάτη, τότε ο εν λόγω πελάτης τον καταλαμ­
βάνει και αναχωρεί αμέσως μετά την εξυπηρέτηση του. Σε αντίθετη περίπτωση 
ο πελάτης αναχωρεί προσωρινά από το σύστημα και εισέρχεται στο λεγόμενο 
κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων (δευτερεύων πελάτης) απ’ όπου επα­
ναλαμβάνει την άφιξη του, ανεξάρτητα από τους άλλους πελάτες που ενδέχεται 
να βρίσκονται σε αυτό, μετά από τυχαίο χρονικό διάστημα με σκοπό να βρεί 
ελεύθερο τον υπάλληλο γιά να τον εξυπηρετήσει. Το χρονικό διάστημα μεταξύ 
διαδοχικών επαναλαμβανόμενων αφίξεων ενός δευτερεύοντος πελάτη, προέρ­
χεται από την εκθετική κατανομή παραμέτρου μ. Ο δευτερεύων πελάτης που θα 
βρεί ελεύθερο τον υπάλληλο, θα εξυπηρετηθεί και θα αναχωρήσει, ενώ σε αντί­
θετη περίπτωση θα επαναλάβει την προσπάθεια του. Ο χρόνος εξυπηρέτησης 
ενός πελάτη (είτε πρωτεύοντος, είτε δευτερεύοντος) προέρχεται από μία αυθαί­
ρετη κατανομή με αα.κ. Β(χ). Επιπλέον οι διαδικασίες αφίξεων, εξυπηρετή­
σεων και επαναλαμβανόμενων αφίξεων θεωρούνται ανεξάρτητες. Το ακόλουθο
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σχήμα περιγράφει το εν λόγω μοντέλο.

αφίξεις
πελατών

αναχωρήσεις

Υπάλληλος 
Β{χ)

μπλσκαρισμένοι
πελάτες ϊ  Τ

επανάλ. κλήσεων 
βχρ(μ)

κουτί των επαναλ. 
αφίξεων

Σχήμα 13: Το Μ /G / l  μοντέλο με επαναλαμβανόμενες αφίξεις.

Η λειτουργία του συστήματος εξελίσεται με τον ακόλουθο τρόπο. Ας υποθέ­
σουμε ότι την χρονική στιγμή ^ _ lf ολοκληρώνεται η εξυπηρέτηση του (« -  1)- 
οστού πελάτη (οι πελάτες αριθμουνταισύμφωνα με τη σειρά εξυπηρέτησης τους) 
και αναχωρεί από το σύστημα. Τότε ακόμα και αν υπάρχουν δευτερεύσντες πε­
λάτες στο κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων, ο υπάλληλος θα παραμείνει 
άεργος. Αυτό συμβαίνει επειδή οι δευτερεύσντες πελάτες έχουν άγνοια της κα­
τάστασης στην οποία βρίσκεται ο υπάλληλος. Ο υπάλληλος θα παραμείνει άερ­
γος για ένα χρονικό διάστημα Ri περιμένσντας τον επόμενο, «-οστό πελάτη που 
θα ζητήσει εξυπηρέτηση. Ο ΐ-οστός πελάτης που θα εξυπηρετηθεί θα είναι, είτε 
πρωτεύων, είτε δεύτερεύων, ανάλογα με το ποιος θα ζητήσει πρώτος εξυπηρέ­
τηση. Εστω Ν ^ ι  =  Ν ( η ^  ι) =  π, ο αριθμός των πελατών που βρίσκονται στο 
κουτί των επαναλαμβανόμενον αφίξεων αμέσως μετά την χρονική Τότε η 
τ.μ. Ri προέρχεται από την εκθετική κατανομή παραμέτρου λ 4- ημ. Ο ί-οστός 
πελάτης θα είναι πρωτεύων με πιθανότητα Α_^μ, ενώ θα είναι δευτερεύων με 
πιθανότητα Τη χρονική στιγμή ξί =  rji_l +  Ri, θα αρχίσει η εξυπηρέτηση 
του ι-οστού πελάτη, η οποία θα ολοκληρωθεί μετά από χρόνο S* (με 5* συμβολί­
ζουμε την διάρκεια του χρόνου εξυπηρέτησης του «-οστού πελάτη). Ολοι οι πρω­
τεύοντες πελάτες που φθάνουν στο σύστημα στη διάρκεια της εξυπηρέτησης του 
εν λόγω πελάτη εισέρχονται στο κουτί των επαναλαμβανόμενον αφίξεων. Επι­
πλέον οι δευτερεύσντες πελάτες που επαναλαμβάνουν την προσπάθεια τους στη 
διάρκεια του Si, δεν επηρεάζουν την εξέλιξη του συστήματος αφού, βρίσκοντας 
απασχολημένο τον υπάλληλο, επιστρέφουν ξανά στο κουτί. Την χρονική στιγμή

29



ηί = ξ .+  Si, ολοκληρώνεται η εξυπηρέτηση του i-οστσύ πελάτη και ο υπάλληλος 
μένει άεργος ξανά,

Η διδιάστατη διαδικασία (C(i),iV(£); t > 0), περιγράφει την εξέλιξη του 
συστήματος και στην περίπτωση μας, όπου ο χρόνος εξυπηρέτησης προέρχεται 
από μία αυθαίρετη κατανομή, δεν είναι Μαρκοβιανή διαδικασία και επόμένως 
για να μπορέσουμε να μελετήσουμε τις μελλοντικές της καταστάσεις, εισάγουμε 
μία συμπληρωματική μεταβλητή (στη περίπτωση όπου C(t) = 1) £(ί), η οποία 
εκφράζει τον χρόνο εξυπηρέτησης που έχει ήδη παρέλθει για τον πελάτη, που 
απασχολεί τον υπάλληλο τη χρονική στιγμή t (elapsed service time). Επιπλέον 
ορίζουμε

δηλαδή {kn; η > 0}, είναι η κατανομή του αριθμού των πρωτευόντων πελατών 
που φθάνουν στο σύστημα στη διάρκεια του χρόνου εξυπηρέτησης ενός πελάτη. 

Τα πρώτα αποτελέσματα στο Μ/G / l  μοντέλο με επαναλαμβανόμενες αφί­
ξεις πελατών εμφανίστηκαν στην εργασία των Keflson, Cozzolino and Young 
[113], οι οποίοι χρησιμοποίησαν την μέθοδο της συμπληρωματικής μεταβλητής 
(supplementary variable) για να μελετήσουν την από κοινού κατανομή της δι- 
διάστατης διαδικασίας (C(i),7V(t); t  > 0), ενώ ταυτόχρονα έδωσαν και την 
συνθήκη στατιστικής ισορροπίας. Ο Falin [75], μελέτησε τις συνθήκες κάτω από 
τις οποίες το σύστημα βρίσκεται σε κατάσταση στατιστικής ισορροπίας, υπο­
θέτοντας ότι οι χρόνοι εξυπηρέτησης προέρχονταν από την εκθετική κατανομή 
Si ~  exp(i^) (Μ/Μ/1 σύστημα). Ακολούθως προσάρμοσε την εν λόγω μελέτη 
στο μοντέλο με εκθετικές εξυπηρετήσεις και πολλούς υπαλλήλους (M/M/c  σύ­
στημα). Η μέθοδος του βασίστηκε στην τεχνική της υπεισερχόμενης Μαρκοβια- 
νής αλυσίδας (Imbeded Markov chain). Ετσι μελέτησε το σύστημα σε χρονικές 
στιγμές αναχώρησης ενός πελάτη από αυτό (σε αυτές τις στιγμές η στοχαστική 
διαδικασία που περιγράφει τοσύστημα είναι Μαρκοβιανή) και παρατήρησε ότι,

β{») =  J T  e~HdB(t), Pk =  ( - 1 ) ^ ( 0 ) ,
Ρ = Χβι, k(z) = Y ^ L 0 knzn = P ( X - \ z ) ,

όπου β ^  (0) η παράγωγος k τάξης στο σημείο s = 0 και

N i-  N i- i-B i+ V i,
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όπου η τ.μ, Bi εκφράζει τον αριθμό των πελατών της “ουράς” των επαναλαμβα­
νόμενων αφίξεων που μπήκαν στην εξυπηρέτηση την χρονική στηγμή ξί (προφα­
νώς Bi = 1 αν ο z-οστός πελάτης που λαμβάνει εξυπηρέτηση είναι δευτερεύων 
και Bi =  0 αν ο ζ-οστός πελάτης που λαμβάνει εξυπηρέτηση είναι πρωτεύων) 
και η τ,μ. ν{ εκφράζει τον αριθμό των πρωτεύοντων πελατών που φθάνουν στο 
σύστημα στη διάρκεια του χρόνου εξυπηρέτησης Si του i-οστού πελάτη. Επομέ­
νως,

Pr (Β, = l\Ni-i =n)  = j ^ ,  Pr(B< =  W - i  = «) =

Χρησιμοποιώντας τα παραπάνω και το θεώρημα του Foster (βλέπε και Pakes 
[155]), απέδειξε ότι η Μαρκοβιανή αλυσίδα {TV»; i > 0}, είναι εργοδική αν 
p =  ~ < 1. Παράλληλα μελετήθηκαν και οι περιπτώσεις όπου p > 1 και ρ =  1. 
Αξίζει να σημειωθεί ότι στη περίπτωση όπου p =  1 η συμπεριφορά του συστήμα­
τος εξαρτάται από τον ρυθμό επαναλαμβανόμενων αφίξεων μ, των δευτερεύο- 
ντων πελατών. Οταν p > 1, ο αριθμός των πελατών στο κουτί των επαναλαμ­
βανόμενων αφίξεων αυξάνει συνεχώς με τη πάροδο του χρόνου και το σύστημα 
δεν πρόκειται να περιέλθει σε κατάσταση στατιστικής ισορροπίας.

Η συνθήκη στατιστικής ισορροπίας για το μοντέλο με έναν υπάλληλο και εξυ­
πηρετήσεις που προέρχονταν από μία αυθαίρετη κατανομή, μελετήθηκε από τον 
Falin [77] με τη βοήθεια της περιόδου συνεχούς απασχόλησης του υπαλλήλου 
(busy period). Αξίζει να σημειωθεί, ότι η συνθήκη p < 1 είναι επίσης και ανα­
γκαία για να βρίσκεται το σύστημα σε στατιστική ισορροπία (βλέπε Sennot et 
aL[161]).

Στη συνέχεια θα αναφερθούμε στην εύρεση της από κοινού κατανομής της 
κατάστασης του υπαλλήλου και του αριθμού πελατών στο κουτί των επαναλαμ­
βανόμενων αφίξεων, στο γενικό Μ / G / l  μοντέλο με επαναλαμβανόμενες αφί­
ξεις. Εστω,

P0n(t)= P(C(i)=0,l\T(i) =  7l),

Pin(x, t)dx = P(C(t) =  1, N(t) = ny x  < ξ(ΐ) < X  + dx)i

όπουητ,μ. ξ(ί) εκφράζει τον χρόνο εξυπηρέτησης που έχει ήδη παρέλθειγιάτσν 
πελάτη που απασχολεί τον υπάλληλο την χρονική στιγμή t. OiKeilson, Cozzolino 
and Young [113], ήταν οι πρώτοι που έδωσαν αποτελέσματα σχετικά με την από 
κοινού κατανομή της (C(t),iV(£); t > 0) χρησιμοποιώντας τη μέθοδο της συ­
μπληρωματικής μεταβλητής θεωρώντας ότι το σύστημα ήταν σε κατάσταση στα­
τιστικής ισορροπίας (p < 1). Ορίζοντας με pon = limt^ooPon(t)> Pi«(x) =
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(1.1)

limt-*<»Pin(z,t)> απέδειξαν 6*ι,

Λ (* )=  ΣΖοΡΟηΖ” =  (1 -  P)exp{| /*

P l M  =  Σ ^ ο Ρ ΐη (Φ η =  λ ^ Ρ ο ( ^ ) [ 1  -  Β(*)]β-<λ' λ2)*.

Στην περίπτωση όπου C(t) = 1, ολοκληρώνοντας ως προς χ  την δεύ­
τερη σχέση στην (1.1), προσδιορίζουμε την γεννήτρια των πιθανοτήτων ρχη =  
Ρ(σ(ί) = 1,ΛΓ(ί)=«),

Ρΐ(*) =  | > « 2 "  =  ^ ^ Ρ θ ( 2 ) .
η=0 ν ’

Με την βοήθεια των γεννητριών Pq(z), Ρι(ζ) μπορούμε να υπολογίσουμε 
χρήσιμα χαρακτηριστικά μεγέθη του συστήματος σε στατιστική ισορροπία 
όπως,

α) την γεννήτρια πιθανοτήτων του αριθμού των πελατών που βρίσκονται στο 
κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων,

Ρ(ζ) = Ρ0(ζ) +  ΡΎ(ζ) =  *-Ρο(ζ),

β) την γεννήτρια πιθανοτήτων του αριθμού των πελατών που βρίσκονται στο 
σύστημα Κ (ί) =  C(t) 4- Ν (ί) (στον χώρο εξυπηρέτησης και στο κουτί των επα­
ναλαμβανόμενων αφίξεων),

Q(z) =  P0(z)+zPj(z) = k(z) 1 Ζ Ρ0(ζ) = Ρ(ζ) x k(z),Κ\Ζ) — ζ

γ) τις πιθανότητες των καταστάσεων του υπαλλήλου,

ρο =  Ρτ(ο υπάλληλος άεργος)= 1 — />,
Ρι — Ρ γ(ο  υπάλληλος απασχολημένος)^ ρ9

δ) τον αναμενόμενο αριθμό πελατών στο κουτί των επαναλαμβανόμενων αφί­
ξεων και στο σύστημα συνολικά

E(N) = ±P(z)\zm ι =  £ ( £  +  $ ) ,

Ε(Κ) = £Q(*)U=i = Ρ+ + %)-

Ο Aleksandrov [3] και ο Falin [73], μελέτησαν το ίδιο σύστημα και βρήκαν 
τα ίδια αποτελέσματα με τα παραπάνω, χρησιμοποιώντας τη μέθοδο της υπει- 
σερχόμενης Μαρκοβιανής αλυσίδας. Συγκεκριμένα μελέτησαν το σύστημα σε
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χρονικές στιγμές αναχωρήσεων. Αν πη =  Hindoo TV,· =  nT n  > 0, η κατανομή 
της Μαρκοβιανής αλυσίδας Niy τότε

=  Σ τ η = 0  Σ τ η = 1  λ+ Α μ ^ n - m + 1  j

# 0  = Σίϊΐο *■«*"■
Αποδεικνύεται μετά από πράξεις ότι η φ(ζ) συμπίπτει με την γεννήτρια πιθα­
νοτήτων σε στατιστική ισορροπία της κατανομής της τ.μ. K(t) =  C(t) 4- TV(t), 
δηλαδή της Q(z).

Νωρίτερα και ανεξάρτητα, οι Jonin and Sedol [104], μελέτησαν το σύστημα 
με εκθετικές εξυπηρετήσεις (f?(x) =  1 — e~t/x) και έδωσαν ακριβείς εκφράσεις 
για τις πιθανότητες pon, Pin, όπως δίνονται παρακάτω:

Ρ θ η =  ^ Π Γ = - θ ( λ  +  ψ ) * ( 1  - Ρ ) 1 + λ / Μ .

Ρΐη=  ^ Π ? = ο ( λ  +  ί μ ) χ ( 1 - ρ ) 1 + λ / μ ,

καθώς και εκφράσεις για την pi και τον αναμενόμενο αριθμό των πελατών που 
βρίσκονται στο κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων οποιαδήποτε χρονική 
στιγμή t, E(N(t)). Παρόμοιες εκφράσεις για τα plf l?(7\r(£)) έδωσαν, ο Jonin 
[105] και οι Jonin and Brezgunova [106] στη περίπτωση που οι εξυπηρετήσεις 
προέρχονταν από την κατανομή Erlang. Τέλος, σημειώνουμε τη συμβολή του 
Artalejo [9], που έδωσε ακριβείς εκφράσεις σε στατιστική ισορροπία στο μο­
ντέλο με χρόνους εξυπηρέτησης που προέρχονταν από υπερεκθετική κατανομή, 
για την από κοινού κατανομή της κατάστασης του υπαλλήλου και του αριθμού 
των πελατών στο κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων.

Η μελέτη της χρονικά εξαρτημένης κατανομής του αριθμού των πελατών 
που βρίσκονται στο κουτί tcov επαναλαμβανόμενων αφίξεων (transient analysis), 
πραγματοποιήθηκε στις εργασίες του Falin [77], [73], με τη βοήθεια της στοχα­
στικής διαδικασίας (C(i),£(£),iV(£),/(£)), όπου η τ.μ. I(t) εκφράζει τον αριθμό 
των πελατών που έχουν εξυπηρετηθεί μέχρι τη χρονική στιγμή t, δεδομένου ότι 
το σύστημα στην έναρξη της λειτουργίας του (ί =  0) ήταν άδειο. Η μελέτη του 
περιελάμβανε τον υπολογισμό των γεννητριών πιθανοτήτων των μετασχηματι­
σμών Laplace των

Poni(i)= Pr(C(£)=0,iV (£)=n,J(t) =  i),
Plni(x,t)dx =  Pr(C(i) =  0,ΛΓ(ί) =  nyI( t )  =  i , x <  £(£) <  x +  dx).

Αξίζει να παρατηρήσουμε ότι η κατανομή της τ.μ. που περιγράφει την κατά­
σταση του υπαλλήλου σε στατιστική ισορροπία (1.2), εξαρτάται από την διάρ­
κεια του χρόνου εξυπηρέτησης Β(χ), μόνο μέσω της μέσης της τιμής β ι και δεν
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εξαρτάται καθόλου από τον ρυθμό επαναλαμβανόμενων αφίξεων μ, των δευ- 
τερευόντων πελατών. Στην πραγματικότητα, η εν λόγω κατανομή συμπίπτει με 
την αντίστοιχη κατανομή στο κλασσικό Μ/G / l  σύστημα χωρίς επαναλαμβανό­
μενες αφίξεις. Αυτό το αποτέλεσμα είναι προφανές αν σκεφτουμε ότι σε κάθε 
μοντέλο ουράς με έναν υπάλληλο η πιθανότητα, ο υπάλληλος να είναι απασχο­
λημένος είναι ίση με την πυκνότητα κυκλοφορίας. Αφού στο γενικό μοντέλο με 
επαναλαμβανόμενες αφίξεις, οι πελάτες δεν αναχωρούν χωρίς εξυπηρέτηση, η 
πυκνότητα κυκλοφορίας ισούται με Χβχ =  ρ.

Είναι γνωστό ότι η μελέτη της περιόδου συνεχούς απασχόλησης σε ένα σύ­
στημα εξυπηρέτησης πελατών είναι ιδιαιτέρως σημαντική. Η περίοδος συνεχούς 
απασχόλησης, εκφράζει την διάρκεια του χρόνου από τη στιγμή που ένας πελά­
της φθάνει σε άδειο σύστημα, εως τη στιγμή που κάποιος πελάτης αναχωρώ- 
ντας, αφήνει το σύστημα πάλι άδειο. Αξίζει να παρατηρήσουμε την διαφορά 
της εν λόγω περιόδου, μεταξύ ενός κλασσικού συστήματος και ενός συστήματος 
με επαναλαμβανόμενες αφίξεις. Σε ένα κλασσικό σύστημα ο υπάλληλος αρχίζει 
να εξυπηρετεί τσν νέο-αφιχθέντα πελάτη και θα μείνει για πρώτη φορά άεργος 
όταν δεν θα υπάρχουν πελάτες στην ουρά. Δηλαδή η εν λόγω περίοδος αποτε- 
λείται από διαδοχικές περιόδους εξυπηρέτησης των πελατών που υπάρχουν στην 
ουρά. Στη περίπτωση του συστήματος με επαναλαμβανόμενες αφίξεις, ο υπάλ­
ληλος παραμένει πάντα άεργος για κάποιο χρονικό διάστημα μετά από κάθε 
εξυπηρέτηση, ακόμα και αν υπάρχουν δευτερεύσντες πελάτες στην ουρά. Αρα 
στη συγκεκριμένη περίπτωση η περίοδος συνεχούς απασχόλησης αποτελείται 
από περιόδους εξυπηρέτησης πελατών και περιόδους αεργίας (υπάρχουν δευτε­
ρεύσντες πελάτες στο κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων). Επομένως στα 
συστήματα με επαναλαμβανόμενες αφίξεις, ως περίοδο συνεχούς απασχόλησης 
εννοούμε το χρονικό διάστημα από τη στιγμή που το κουτί των επαναλαμβα­
νόμενων αφίξεων είναι άδειο (N(t) = 0) και κάποιος πελάτης αρχίζει να εξυ­
πηρετείται και ολοκληρώνεται τη στιγμή που αναχωρεί κάποιος πελάτης αφή­
νοντας για πρώτη φορά το κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων πάλι άδειο 
(C(t) = 0 ,Ν  (ί) =  0).

Ο Aleksandrov [3], ήταν ο πρώτος που μελέτησε την δομή της περιόδου συνε­
χούς απασχόλησης στο Μ /G / l  σύστημα με επαναλαμβανόμενες αφίξεις, αλλά 
κάποιες από τις σχέσεις που προέκυψαν στη μελέτη του, ήταν λανθασμένες. Οι 
Choo and Conolly [39], επίσης ασχολήθηκαν με την εν λόγω περίοδο, αλλά στο 
σύστημα με εκθετικές εξυπηρετήσεις. Η λεπτομερής μελέτη της περιόδου συ­
νεχούς απασχόλησης πραγματοποιήθηκε από τσν Falin [77], με την βοήθεια της
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μεθόδου των μαρκαρισμένων πελατών. Συγκεκριμένα, έδειξε ότι ο μετασχημα­
τισμός Laplace της από κοινού κατανομής της γεννήτριας πιθανοτήτων της εν 
λόγω περιόδου L  και του αριθμού των πελατών που εξυπηρετούνται στη διάρ­
κεια αυτής I  δίνεται από την ακόλουθη σχέση,

£ [ « - V ! =  · #  -  ί UT-1··"’e x p i- i  g
~ du 1—1

y/?(s-f λ —λ ι* )— t» 1 >

όπου η ποσότητα TToofoy) είναιη μοναδική ρίζα της εξίσωσης y/3(s-hA—λζ) =  ζ 
στο διάστημα [0,1], Επιπλέον απέδειξε τα ακόλουθα, σχετικά με την συνθήκη 
στατιστικής ισορροπίας του συστήματος.

ά) Αν ρ > 1 ή ρ = 1  και μ  >  2β1/β2 τότε Ρ(Χ =  οο) =  Ρ(Ι = οο) >  0;

β) Αν ρ =  1 και μ > 2βχ/ β 2 τότε £[L] =  £[/] =  οο;

γ ) Α \ ρ < 1  τότε£[J] =  ^ exp{££  < οο, £[L] =  ^  < οο.

θ α  πρέπει να σημειώσουμε ότι συνθήκη στατιστικής ισορροπίας ή ισοδύ­
ναμα η συνθήκη κάτω από την οποία είναι θετικώς επαναληπτική η Μαρκοβιανή 
αλυσίδα που περιγράφει την εξέλιξη του συστήματος εξαρτάται από το αν εί­
ναι ή όχι πεπερασμένες οι τιμές των E[L]t £[/]. Αρα η συνθήκη ρ < 1 είναι 
αναγκαία και ικανή για να είναι το σύστημα σε στατιστική ισορροπία.

Ο Falin [69], γενίκευσε τα παραπάνω αποτελέσματα εισάγσντας την k- 
περίοδο συνεχούς απασχόλησης η οποία αρχίζει όταν ένας πελάτης εισέρχεται 
στο σύστημα, βρίσκοντας ελεύθερο τον υπάλληλο ενώ υπάρχουν Ar — 1, k > 1, 
πελάτες στο κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων και ολοκληρώνεται όταν, 
για πρώτη φορά, αναχωρώντας ένας πελάτης αφήνει άδειο το κουτί των επανα­
λαμβανόμενων αφίξεων. Η περίπτωση όπου k =  1, παραπέμπει στον ορισμό της 
περιόδου συνεχούς απασχόλησης που δόθηκε προηγουμένως. Μία επίσης λε­
πτομερή μελέτη πάνω στον χρόνο συνεχούς απασχόλησης L, έδωσαν αργότερα 
οι Artalejo and Falin [13] εισάγσντας δύο νέα χαρακτηριστικά, αυτό του χρόνου 
αεργίας στο κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων (orbit idle period) και αυτό 
του χρόνου συνεχούς απασχόλησης στο εν λόγω κουτί (orbit busy period). Επι­
πλέον έδωσαν την σχέση που συνδέει την L με τον χρόνο συνεχούς απασχόλησης 
στο κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων. Αργότερα οι Artalejo and Lopez- 
Herrero [20], πρότειναν μία εναλλακτική μέθοδο με την βοήθεια των taboo πιθα­
νοτήτων, για την μελέτη της περιόδου συνεχούς απασχόλησης και υπολόγησαν 
σε κλειστή μορφή την ροπή δεύτερης τάξης πέρι το μηδέν της εν λόγω περιό­
δου. Η Lopez-Herrero [138], μελέτησε εκτενώς την κατανομή του αριθμού των
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πελατών I, που εξυπηρετούνται στην διάρκεια της περιόδου συνεχούς απασχό­
λησης Ly με την βοήθεια της στατιστικής τεχνικής της μέγιστης εντροπίας. Ακο­
λούθως, η ίδια συγγραφέας [139] έδωσε έναν επαναληπτικό αλγόριθμο για τον 
υπολογισμό της κατανομής του I, μελετώντας το σύστημα σε χρονικές στιγμές 
αναχωρήσεων. Τέλος, οι Artalejo and Gomez-Corral [19], προχώρησαν σε μία 
λεπτομερή μελέτη της περιόδου συνεχούς απασχόλησης στο Μ/G / l  σύστημα με 
περιορισμένες θέσεις (Κ) στο κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων.

Ενα σημαντικό χαρακτηριστικό στη μελέτη συστημάτων με επαναλαμβανό­
μενες αφίξεις αποτελεί ο ουσιαστικός χρόνος αναμονής (virtual waiting time) 
W(t), ο οποίος ορίζεται ως το χρονικό διάστημα που θα χρειαστεί να περιμέ­
νει ένας πελάτης για να εισέλθει στον χώρο εξυπηρέτησης, από τη στιγμή που 
έφτασε στο σύστημα τη χρονική στιγμή ί. Ο Falin [71], πρότεινε μία μέθοδο για 
την μελέτη της W(t) και τον υπολογισμό της αναμενόμενης τιμής της E(W(t)) 
στη περίπτωση των εκθετικών εξυπηρετήσεων (Β(χ) =  1 — e~vx) και έδειξε ότι 
σε στατιστική ισορροπία

Ασυμπτωτικές ιδιότητες της W{t) σε περιπτώσεις όπου ρ —> 1, επίσης δόθηκαν 
από τον Falin [74]. Οι Choo and Conolfy [39], επίσης ασχολήθηκαν με την με­
λέτη της W(t), ενώ θα πρέπει να σημειώσουμε ότι όλες οι παραπάνω εργασίες 
αναφέρονταν σε μοντέλα με εκθετικές εξυπηρετήσεις. Οι Falin and Flicker [81], 
ήταν οι πρώτοι που μελέτησαν την κατανομή του ουσιαστικού χρόνου αναμο­
νής, στο Μ/G / l  μοντέλο με επαναλαμβανόμενες αφίξεις πελατών, υπολογίζο­
ντας τον μετασχηματισμό Laplace E(e~aW)y της W(t) σε στατιστική ισορροπία, 
με την βοήθεια της μεθόδου των μαρκαρισμένων πελατών. Συγκεκριμένα,

E{e~aW) =  1 ρ + Ψ Κ ·
Μ  A q - t t ) f j9 (A -A u ) - f f (a + A -A u ) l 

[/?(λ — At*)-u][/9(s-f-A—Ati)— ti]

όπου 7Γοο («) είναι ο μετασχηματισμός Laplace του μήκους της περιόδου συνεχούς 
απασχόλησης στο κλασσικό Μ/G/l  σύστημα χωρίς επαναμβανόμενες αφίξεις. 
Ιδιαίτερη μνεία πρέπει να γίνει και στον Grishechkin [93] για την μελέτη του χρό­
νου αναμονής με την βοήθεια των κλαδωτών ανελίξεων (branching process). Ο 
ουσιαστικός χρόνος αναμονής, μελετήθηκε και σε γενικότερα μοντέλα με επα­
ναλαμβανόμενες αφίξεις. Για περισσότερες πληροφορίες ο αναγνώστης παρα-
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πέμπεται στις εργασίες των Choi, Han and Falin [35], Choi, Park and Pearce [36], 
Falin and Artalejo [79],

Παραπάνω παρατηρήσαμε to  γεγονός ότι η λειτουργία του κλασσικού 
Μ/ G / l  συστήματος με επαναλαμβανόμενες αφίξεις, εναλλάσεται μεταξύ περιό­
δων εξυπηρέτησης και αεργίας, στη διάρκεια των οποίων ενδέχεται να υπάρχουν 
πελάτες στο κουτί. Επομένως το μοντέλο με επαναλαμβανόμενες αφίξεις μπο­
ρεί να θεωρηθεί και ως μία ειδική μορφή μοντέλου με διακοπές, στο οποίο οι 
διακοπές του υπαλλήλου θα αρχίζουν αμέσως μετά από μία εξυπηρέτηση και η 
διάρκεια τους θα είναι όση και η διάρκεια τσυ χρόνου που χρειάζεται κάποιος 
πελάτης (είτε από έξω, είτε από το κουτί) για να “καταλάβει” τον υπάλληλο. 
Αρα τίθεται το ερώτημα, αν στο εν λόγω σύστημα ισχύει κάποια μορφή διάσπα­
σης (decomposition property), που να υποδεικνύει την εξάρτηση τσυ συστήματος 
από τον ρυθμό επανάληψης των αφίξεων μ, των δευτερευόντων πελατών.

Η  ιδιότητα της διάσπασης στα μοντέλα με επαναλαμβανόμενες αφίξεις πε­
λατών έχει μελετηθεί από πολλούς συγγραφείς όπως οι Yang et al. [177], [175], 
Falin, Artalejo and Martin [82], Artalejo and Falin [12]. Oi Artalejo and Falin 
[12], έδωσαν και ακριβείς τύπους για την εύρεση ροπών της κατανομής τσυ μή­
κους των πελατών στο κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων σε στατιστική 
ισορροπία. Συγκεκριμένα απέδειξαν ότι ο συνολικός αριθμός των πελατών Κ μ 
στο M/G / 1 σύστημα με επαναλαμβανόμενες αφίξεις πελατών, εκφράζεται ως το 
άθροισμα δύο ανεξάρτητων τ.μ., η μία από τις οποίες είναι ο συνολικός αριθμός 
του αριθμού των πελατών Κοο, στο Μ/G / l  σύστημα χωρίς επαναλαμβανόμενες 
αφίξεις και η άλλη είναι η τ.μ. ϋ μι που εκφράζει τον αριθμό των πελατών στο 
κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων, δοθεντος ότι ο υπάλληλος είναι άερ­
γος. Δηλαδή Κ μ = Η γεννήτρια των πιθανοτήτων της ϋ μ δίνεται
από,

S ^ )  = «P < H ‘ m3 S 'M  = W ·

ενώ είναι γνωστό ότι η γεννήτρια πιθανοτήτων του αριθμού των πελατών στο 
κλασσικό Μ/ G / l  σύστημα χωρίς επαναλαμβανόμενες αφίξεις δίνεται από

Q<x,{z) = ( l - p ) k^ _ ; k(z).

Ετσι η γεννήτρια πιθανοτήτων του αριθμού των πελατών στο M/G / 1 σύστημα με 
επαναλαμβανόμενες αφίξεις δίνεται από την Q(z) = Qoo{z)^{z). Ομοια η γεν­
νήτρια τσυ αριθμού των πελατών στο κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων
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δίνεται από την σχέση

Ρ{ζ) =  P00(z)Rli(z),

όπου

ρ00(ζ) = {1 - Ρ ) Λ(Ζ) _ Ζ,

η γεννήτρια πιθανοτήτων του αριθμού των πελατών που βρίσκονται στην ουρά 
(όχι στην εξυπηρέτηση) στο κλασσικό M/G/1  σύστημα χωρίς επαναλαμβανόμε­
νες αφίξεις. Εκτατέ η ιδιότητα της διάσπασης στα μοντέλα με επαναλαμβανό­
μενες αφίξεις πελατών μελετήθηκε σε πολλές παραλλαγές του μοντέλου M/G/1  
με επαναλαμβανόμενες αφίξεις.

Ο Falin [70], [72], ήταν ο πρώτος που μελέτησε την διαδικασία αναχωρήσεων 
(departure process) στο M/G /1  σύστημα με επαναλαμβανόμενες αφίξεις. Η  δια­
δικασία αναχωρήσεων ορίζεται ως η ακολουθία των χρονικών στιγμών η{, i  >  1, 
στις οποίες αναχωρούν οι πελάτες μετά το πέρας της εξυπηρέτησης τους ή ισο­
δύναμα από την ακολουθία Ti =  — ^ _ 1? των μεσοδιαστημάτων μεταξύ δια­
δοχικών αναχωρήσεων. Αξίζει να παρατηρήσουμε ότι το χρονικό διάστημα Τ* 
αποτελείται από δύο μέρη. Το χρονικό διάστημα στο οποίο ο υπάλληλος παρα­
μένει άεργος περιμέναντας τον ΐ-οστό πελάτη, Ή* και τον χρόνο εξυπηρέτησης 
Si του εν λόγω πελάτη. Δηλαδή Τ* =  /£* +  Sit Ο Falin υπολόγισε εκφράσεις 
για την αναμενόμενη τιμή και την διακύμανση της 7ϊ σε στατιστική ισορροπία. 
Αξίζει να σημειώσουμε ότι η αναμενόμενη τιμή της Τ* ισσύται με E(Ti) — 1/λ. 
Δηλαδή η Ε(Τ%) είναι ανεξάρτητη του ρυθμού επαναλαμβανόμενων αφίξεων μ. 
Αυτό είναι απόρροια του γεγονότος ότι σε στατιστική ισορροπία ο μέσος χρόνος 
μεταξύ διαδοχικών αναχωρήσεων, είναι ίσος με τον μέσο χρόνο μεταξύ διαδο­
χικών αφίξεων. Η δομή της διαδικασίας αναχωρήσεων μελετήθηκε εν συντομία 
και από τους Choo and ConoDy [39],

Ανάλογης σημασίας με την διαδικασία αναχωρήσεων αποτελεί και η διαδι­
κασία έναρξης των εξυπηρετήσεων {ξ{; % > 1} (quasi-input process), η οποία 
μελετήθηκε αρχικά από τον Falin [73]. Αμεσα συνδεδεμένη με την παραπάνω 
ακολουθία είναι η ακολουθία των μεσοδιαστημάτων =  ξί — ξ ^ ν μεταξύ 
διαδοχικών ενάρξεων εξυπηρέτησης. Αξίζει να παρατηρήσουμε ότι Ε(Α{) = 
E(Ti) =  1/λ.

Η  πολυπλακότητα της ανάλυσης και η αδυναμία που παρουσιάζεται στην 
πρακτική εφαρμογή των βασικών χαρακτηριστικών των μοντέλων με επαναλαμ­
βανόμενες αφίξεις, έκρινε αναγκαία την εύρεση μεθόδων που θα δίνουν αλγο-

38



ριθμικά εύχρηστα υπολογιστικά αποτελέσματα. Για το λόγο αυτό τις τελευ­
ταίες δυο δεκαετίες, υπάρχει ένας μεγάλος αριθμός εργασιών πάνω στα μο­
ντέλα με επαναλαμβανόμενες αφίξεις με την βοήθεια πινακο-αναλυτικών με­
θόδων (matrix analytic techniques), που εισήχθηκαν από τον Neuts [152], πα­
ράλληλα με την εισαγωγή των κατανομών τύπου φάσεων (PH-distribution). Για 
περισσότερες πληροφορίες σχετικά με τις κατανομές τύπου φάσεων παραπέ­
μπουμε τον αναγνώστη στους Neuts [152] και Dimitriou [58]. Με κατάλληλη 
μοντελαποίηση, αρκετά πολύπλοκα συστήματα μπορούν να περιγράφουν από 
μία Μαρκοβιανή αλυσίδα τύπου Μ /(7/1 ή τύπου G /M /1, είτε να έχουν τη δομή 
μίας διαδικασίας QBD.  Για περισσότερες πληροφορίες σχετικά με τις πινακο- 
αναλυτικές μεθόδους στη μελέτη συστημάτων με επαναλαμβανόμενες αφίξεις; ο 
αναγνώστης παραπέμπεται στην λεπτομερή επισκόπηση του Gomez-Corral [91], 
καθώς και στο πρόσφατο βιβλίο των Artalejo and Gomez-Corral [23], που δίνει 
έμφαση στην υπολογιστική προσέγγιση τέτοιων συστημάτων.

Η πρώτη εργασία που μελετήθηκε με την βοήθεια πινακο-αναλυτικών με­
θόδων έγινε από τους Diamond and Alfa [56], οι οποίοι θεώρησαν ότι οι χρόνοι 
εξυπηρέτησης προέρχονταν από μία PH-κατανομή. Σε αυτή τη περίπτωση η δια­
δικασία που περιγράφει την εξέλιξη του συστήματος είναι η (C(t), JV(t), J(i)), 
όπου η C(t) περιγράφει την κατάσταση του υπαλλήλου (0 αν είναι άεργος, 1 αν 
είναι απασχολημένος), η τ.μ. N(t)  εκφράζει τον αριθμό τον πελατών στο κουτί 
των επαναλαμβανόμενων αφίξεων και η τ,μ. J(t) εκφράζει την φάση στην οποία 
βρίσκεται η διαδικασία της εξυπηρέτησης. Αξίζει να παρατηρήσουμε ότι η εν 
λόγω διαδικασία είναι Μαρκοβιανή, γεγονός που εξασφαλίζεται από την γνώση 
οποιαδήποτε στιγμή t της φάσης στην οποία βρίσκεται η διαδικασία εξυπηρέτη­
σης μιάς και κάθε φάση της εν λόγω διαδικασίας προέρχεται από την εκθετική 
κατανομή. Τα προβλήματα που αντιμετωπίζουμε με την εν λόγω μεθοδολογία 
αναφέρσνται γενικά, στο υπολογιστικό μέρος εξαιτίας της επιπλέον μεταβλητής 
που περιγράφει τη διαδικασία που προέρχεται από την ΡΗ-κατανομή.

Η επισκόπηση του Gomez-Corral [91], παρουσιάζει όλες τις δημοσιεύσεις 
στο συγκεκριμένο αντικείμενο μέχρι το 2006 καθώς και διάφορες παραλλαγές 
αυτών. Ενδεικτικά αναφέρουμε αυτές των Dudin and Klimenok [64], [65], Choi, 
Chang and Dudin [30], Artalejo and Chakravarthy [11].

Αλγοριθμικές μέθοδοι για τον υπολογισμό της κατανομής του αριθμού των 
πελατών στο κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων στο Μ/G / l  σύστημα με 
επαναλαμβανόμενες αφίξεις μελετήθηκαν αρχικά από τον de Kok [55], συνδυά­
ζοντας ιδιότητες των αναγεννητικών διαδικασιών (regenerative process) και την 
ιδιότητα PASTA (Poisson Arrivals See Time Averages) του Wolff [173].
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Παρά το γεγονός ότι τα χαρακτηριστικά του συστήματος σε στατιστική ισορ­
ροπία, όσον αφορά τον αναμενόμενο αριθμό πελατών στο κουτί δίνονται σε 
κλειστό τόπο είναι δύσκολα στο χειρισμό τους, καθώς εμπεριέχουν ολοκλη­
ρώσεις μετασχηματισμών Laplace, είτε λύσεις συναρτησιακών σχέσεων κ.ο.κ.. 
Αυτό σημαίνει στη πράξη, ότι η γεννήτρια συνάρτηση δεν απσκαλείπτει με ακρί­
βεια τα χαρακτηριστικά της κατανομής {ρη =  ροπ 4- Pin; η > 0}. Το ίδιο πρό­
βλημα υπάρχει ακόμα και στη περίπτωση του κλασσικού Μ/G / l  συστήματος 
χωρίς επαναλαμβανόμενες αφίξεις. Παρ' όλα αυτά, η κατανομή του αριθμού των 
πελατών στο κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων μπορεί να προσεγγιστεί 
σε κάποιες ειδικές περιπτώσεις. Το πρώτο αποτέλεσμα σε αυτή τη κατεύθυνση 
έδωσε ο Falin [77], ο οποίος απέδειξε ότι όταν το ρ —> 1 (heavy traffic analysis), 
η τ.μ. (1 -  p)N(t) συγκλίνει ασυμπτωτικά σε μία Γάμμα κατανομή. Το γεγο­
νός ότι στα μοντέλα με επαναλαμβανόμενες αφίξεις υπάρχει επιπλέον μία πα­
ράμετρος μ , πρσκαλσύν το ενδιαφέρον οι περιπτώσεις όπου μ  —» 0 και μ —► οο. 
Ο Falin [77], μελέτησε τις παραπάνω περιπτώσεις και απέδειξε ότι στη περί­
πτωση όπου μ —► 0, δηλαδή στη περίπτωση που οι δευτερεύσντες πελάτες αρ­
γούν πολύ να επαναλάβσυν την προσπάθεια τους για να συνδεθαόν με τον υπάλ­
ληλο ((1/μ) -+ οο), η κατανομή του αριθμού των πελατών στο κουτί των επανα­
λαμβανόμενων αφίξεων συγκλίνει ασυμπτωτικά σε μία κανονική κατανομή με 
μέση τιμή λρ( 1 -  ρ)~1μ~1 και διακύμανση (λζβ2 +  2λρ — 2Χρζ)/{2{1 -  ρ)2μ). 
Ιδιαίτερο ενδιαφέρον πρσκαλεί η περίπτωση όπου μ —» οο, δηλαδή όταν ο πε­
λάτης που δεν βρήκε διαθέσιμο τον υπάλληλο σε κάποια προσπάθεια του, επα­
ναλαμβάνει σχεδόν αμέσως την προσπάθεια να συνδεθεί μαζί του ((1/μ) —>· 0). 
Σε αυτή τη περίπτωση, το κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων συμπεριφέ- 
ρεται σαν μία κανονική ουρά και επομένως η κατανομή του αριθμού των πελα­
τών στο κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων συμπίπτει με την κατανομή του 
αριθμού των πελατών στο κλασσικό Μ/ G / l  σύστημα χωρίς επαναλαμβανόμε­
νες αφίξεις. Οι στατιστικές μέθοδοι της θεωρίας πληροφοριών και της αρχής της 
μέγιστης εντροπίας, χρησιμοποιήθηκαν για τον προσεγγιστικό υπολογισμό της 
κατανομής των καταστάσεων του Μ/G / l  μοντέλου με επαναλαμβανόμενες αφί­
ξεις. Τις παραπάνω μέθοδσυς εφάρμοσαν στις εργασίες τους, οι Falin, Martin 
and Artalejo [83] και Artalejo and Lopez-Herrero [21].
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1.5.7 Παραλλαγές του M / G / 1 με επαναλαμβανόμενες 
αφίξεις πελατών

Σε όλα τα μοντέλα που αναφερθήκαμε παραπάνω, υποθέσαμε ότι η διάρκεια 
του χρόνου μεταξύ διαδοχικών επαναλήψεων της άφιξης ενός δευτερεύοντος 
πελάτη, προέρχονταν από την εκθετική κατανομή με παράμετρο μ . Επομένως 
η διάρκεια του χρόνου μεταξύ διαδοχικών επαναλήψεων από το κουτί των επα­
ναλαμβανόμενων αφίξεων δοθέντος ότι υπάρχουν j  (> 0) πελάτες στο κουτί, 
προέρχεται από την εκθετική κατανομή με παράμετρο j/z. Ο παραπάνω “κανό­
νας” επανάληψης (classical retrial policy) της προσπάθειας ενός πελάτη βρίσκει 
άμεση εφαρμογή στη μοντελοποίηση συστημάτων τηλεφωνίας.

Αντιθέτως, πολλές εφαρμογές δικτύων υπολογιστών και επικοινωνιών βασί­
ζονται στο χαρακτηριστικό ότι η διάρκεια του χρόνου μεταξύ διαδοχικών επα­
ναλαμβανόμενων αφίξεων ελέγχεται από ένα ηλεκτρονικό μηχανισμό και επο­
μένως είναι ανεξάρτητη από τον αριθμό των πελατών που προσπαθούν να συν- 
δεθσυν με τον υπάλληλο. Σε αυτή τη περίπτωση η διάρκεια του χρόνου μεταξύ 
διαδοχικών επαναλήψεων, προέρχεται από την εκθετική κατανομή με παράμε­
τρος, ανεξάρτητα του αριθμού των πελατών που βρίσκονται στο κουτί (constant 
retrial policy). Ο Fayolle [85], ήταν ο πρώτος που εφάρμοσε τον παραπάνω κα­
νόνα επανάληψης αφίξεων στο μοντέλο με εκθετικές εξυπηρετήσεις, ενώ ταυτό­
χρονα μελέτησε τις συνθήκες στατιστικής ισορροπίας και τον χρόνο αναμονής. 
Αργότερα ο Farahmand [86], μελέτησε το ίδιο σύστημα με χρόνους εξυπηρέτη­
σης που προέρχονταν από μία αυθαίρετη κατανομή. Ο ίδιος συγγραφέας [86], 
[87] πρότεινε παραλλαγές του παραπάνω συστήματος με “μόνιμους” πελάτες, οι 
οποίοι χαρακτηρίζονται από το γεγονός ότι μόλις ολοκληρώσουν την εξυπηρέ­
τηση τους θα εισέλθουν ξανά στο κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων. Ο 
εν λόγω κανόνας επανάληψης των προσπαθειών των δευτερευόντων πελατών, 
χρησιμοποιήθηκε και σε άλλες παραλλαγές του Μ/G / l  συστήματος με επανα­
λαμβανόμενες αφίξεις. Ενδεικτικά αναφέρουμε τις εργασίες των Choi, Shin and 
Ahn [38], Artalejo [8], Martin and Artalejo [145].

Αργότερα οι Martin and Gomez-Corral [146], συνδύασαν τους παραπάνω 
δύο κανόνες και δημιούργησαν ένα νέο κανόνα επανάληψης της άφιξης ενός 
δευτερεύωντος πελάτη. Σύμφωνα με αυτόν, ο χρόνος μεταξύ διαδοχικών προ­
σπαθειών από το κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων προέρχεται από την 
εκθετική κατανομή με παράμετροίμ+ α( \  — S0j ) , j  > 0 (linear retrial policy). Οι 
Artalejo and Gomez-Corral [14], μελέτησαν λεπτομερώς σε στατιστική ισορρο­
πία, το M /G /1 σύστημα με τον εν λόγω κανόνα επανάληψης αφίξεων. Επιπλέον
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έδωσαν ακριβείς εκφράσεις σε όρους υπεργεωμετρικών συναρτήσεων, στη πε­
ρίπτωση των εκθετικών εξυπηρετήσεων. Οι ίδιοι συγγραφείς [16], [17], [18], 
μελέτησαν και άλλες παραλλαγές του Μ/ G / l  συστήματος με γραμμικό κανόνα 
επανάληψης αφίξεων. Επιπροσθέτως, θα πρέπει να σημειώσουμε και την συμ­
βολή στο εν λόγω πεδίο, των Artalejo and Rodrigo [24] και Dudin and Klimenok 
[65]. Οι Diamond and Alfa [57], προχώρησαν ένα βήμα παραπάνω και μελέτησαν 
προσεγγιστικά το Μ/ΡΗ/1  σύστημα με τον χρόνο μεταξύ διαδοχικών προσπα­
θειών από το κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων να προέρχεται από μία 
ΡΗ-κατανομή.

Ακόμα και σε αυτές τις παραλλαγές στην κατανομή του χρόνου μεταξύ δια­
δοχικών προσπαθειών από το κουτί, το κόστος (υπολογιστικό ή τεχνικό) είναι 
μικρό αφού σε όλες τις παραπάνω περιπτώσεις διατηρείται ο χαρακτήρας της εκ­
θετικής κατανομής. Μεγάλα προβλήματα, μαθηματικού χαρακτήρα, εμφανίζο­
νται αν θεωρήσουμε ότι οι χρόνοι μεταξύ διαδοχικών προσπαθειών από το κουτί 
των επαναλαμβανόμενων αφίξεων προέρχονται από μία αυθαίρετη κατανομή. Η  
πρώτη προσπάθεια πρός αυτή τη κατεύθυνση έγινε από τον Karypin [107], που 
όμως αποδείχθηκε λανθασμένη (βλέπε Falin [73]). Το ίδιο μοντέλο μελετήθηκε 
αρ/ότερα και από τους Choi, Park and Pearse [36] με εκθετικούς χρόνους εξυπη­
ρέτησης. Οι Yang et al. [175], προχώρησαν σε μία προσεγγιστική ανάλυση του 
M/G/ 1 συστήματος με χρόνους επανάληψης αφίξεων, που προέρχονταν από μία 
γενική κατανομή και έδωσαν τη συνθήκη στατιστικής ισορροπίας. Ενδεικτικά 
αναφέρουμε και τις εργασίες των Gomez-Corral [90], Atencia and Moreno [25] 
και Krishna Kumar et al. [125] που μελέτησαν παραλλαγές συστημάτων με γενι­
κούς χρόνους επανάληψης αφίξεων.

Είναι σννηθες σε πολλά συστήματα επικοινωνιών, οι αφίξεις των πελατών να 
πραγματοποιούνται κατά ομάδες (Batch arrivals). Ο Falin [71], ήταν ο πρώτος 
που μελέτησε ένα σύστημα με επαναλαμβανόμενες αφίξεις πελατών, στο οποίο 
οι πρωτεύοντες πελάτες καταφθάνουν σε ομάδες τυχαίου μεγέθους. Χρησιμο­
ποιώντας την μέθοδο την υπεισερχόμενης Μαρκοβισνής αλυσίδας μελέτησε την 
από κοινού κατανομή της κατάστασης του υπαλλήλου και του αριθμού των πε­
λατών στο κουτί, σε χρονικές στιγμές αναχωρήσεων. Σε αυτά τα συστήματα οι 
πελάτες καταφθάνουν σε ομάδες μεγέθους k με πιθανότητα c* και αν κατά την 
άφιξη ο υπάλληλος είναι ελεύθερος, ένας πελάτης από αυτούς τον καταλαμβά­
νει και οι υπόλοιποι εισέρχονται στο κουτί. Στη περίπτωση που ο υπάλληλος 
είναι απασχολημένος, ολόκληρη η ομάδα τοποθετείται στο κουτί των επανα­
λαμβανόμενων αφίξεων. Μία διαφορετική προσέγγιση δόθηκε από τους Yang
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and Templeton [177]. Αξίζει να σημειωθεί ότι η παραδοχή των ομαδικών αφί­
ξεων δεν περιπλέκει ιδιαίτερα την μελέτη των συστημάτων. Για παράδειγμα στο 
Μ /G/l  σύστημα με ομαδικές αφίξεις, η συνθήκη στατιστικής ισορροπίας δίνε­
ται από την ρ = \ β Ύο < 1, όπου c =  £c(z)\z=u  με c(z) — ενώ οι
γεννήτριες πιθανοτήτων των καταστάσεων του συστήματος δίνονται από τις,

Ρ θ { ζ )  =  Σ Ξ = θ Ρ θ η 2 η =  (1  -  ρ ) β χ ρ { μ  Ι ι  < Μ .

Ρι (*) =  Σ ~  ο /ο°° Ρι»(*)**η = m g g P o i* ) ·

Η εφαρμοσιμότητα των μοντέλων με ομαδικές αφίξεις σε συστήματα επικοινω­
νιών καταδεικνύεται και στην εργασία των Langaris and Moutzoukis [135], που 
μελέτησαν ένα σύστημα reader-writer με επαναλαμβανόμενες αφίξεις, καθώς 
και σε αυτές του Langaris [129], [130], [131]. Παραλλαγές του βασικού μοντέ­
λου με ομαδικές αφίξεις δόθηκαν και από τους Langaris and Moutzoukis [134], 
Moutzoukis and Langaris [148], ενώ με την βοήθεια πινακο-αναλυτικών μεθόδων, 
μελετήθηκαν και από τους Dudin and Klimenok [64], [65].

Στο βασικό μοντέλο και στις διάφορες παραλλαγές που έχουμε αναφέρει 
παραπάνω, θεωρήσαμε ότι όλοι οι πελάτες είναι “όμοιοι”, από την άποψη ότι 
οι διαδικασίες αφίξεων, εξυπηρετήσεων και επαναλαμβανόμενων αφίξεων εί­
ναι ίδιες για όλους τους πελάτες. Δηλαδή υποθέσαμε ότι οι πελάτες ανήκουν 
στην ίδια κλάση ή ισοδύναμα θεωρήσαμε μοντέλα με μία κλάση πελατών. Είναι 
προφανές, ότι το γεγονός αυτό δεν είναι ρεαλιστικό, καθώς η συμπεριφορά των 
πελατών συνήθως διαφέρει και α>ς πρός τον τρόπο που φθάνουν στο σύστημα 
(διαφορετική διαδικασία αφίξεων) και ως πρός τον τρόπο που ζητούν να εξυ­
πηρετηθούν (διαφορετική διαδικασία εξυπηρετήσεων), καθώς και με τον τρόπο 
που επαναλαμβάνουν την προσπάθεια (διαφορετική διαδικασία επαναλαμβα­
νόμενων αφίξεων) να συνδεθούν με τον υπάλληλο, στη περίπτωση που δεν τον 
βρήκαν διαθέσιμο στη πρώτη τους προσπάθεια. Επομένως, άμεσα αναγκαζόμα­
στε να μελετήσουμε συστήματα εξυπηρέτησης με επαναλαμβανόμενες αφίξεις 
και πολλές κλάσεις πελατών. Η μαθηματική ανάλυση συστημάτων με πολλές 
κλάσεις πελατών, είναι σαφώς δυσκολότερη και πολυπλοκότερη από την αντί­
στοιχη ανάλυση με μία κλάση. Τογεγσνόςαυτόσυμβαίνειγιατί στην προκειμένη 
περίπτωση, η στοχαστική διαδικασία που εκφράζει τον αριθμό των πελατών στο 
σύστημα είναι πολυδιάστατη με τιμές στο ZJ, αν το μοντέλο μας δέχεται η δια­
φορετικές κλάσεις πελατών.

Οι Hanschke [97], Kulkarni [119] και Falin [70], ήταν οι πρώτοι που μελέτη­
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σαν μοντέλα με πολλές κλώσεις πελατών, έναν υπάλληλο και επαναλαμβανόμε­
νες αφίξεις. Το απλούστερο μοντέλο με η  κλώσεις πελατών περιγράφεται ως 
εξής. Οι πρωτεύοντες πελάτες κλώσης ζ, ζ =  1,2,...,π  (ζ-πελώτες) καταφθά­
νουν στο σύστημα σύμφωνα με την κατανομή Poisson παραμέτρου λ<, και αν 
βρουν ελεύθερο τον υπάλληλο, εξυπηρετούνται και αναχωρούν. Σε αντίθετη πε­
ρίπτωση, αναχωρούν προσωρινά από τοσύστημα και εισέρχονται στο κουτί επα­
ναλαμβανόμενων αφίξεων απ’ όπου επαναλαμβάνουν την προσπάθειά τους να 
συνδεθούν με τον υπάλληλο μετά από εκθετικό χρονικό διάστημα παραμέτρου 
μ{. Τέλος, οι χρόνοι εξυπηρέτησης προέρχονται από μία αυθαίρετη κατανομή με 
α.σ.κ. Bi(x), για κάθε i -πελάτη. Προφανώς οι διαδικασίες αφίξεων, εξυπηρετή­
σεων και επαναλαμβανόμενων αφίξεων θεωρούνται ανεξάρτητες. Το παρακάτω 
σχήμα περιγράφει το εν λόγω μοντέλο.

Σχήμα 1.4: Το μοντέλο με η  κλώσεις πελατών

θα πρέπει να παρατηρήσουμε ότι τοσύστημα είναι ισοδύναμο με το μοντέλο 
με π κουτιά επαναλαμβανόμενων αφίξεων, όσα και οι κλώσεις πελατών, από τα 
οποία κάθε ζ-πελώτης επαναλαμβάνει την προσπάθεια του μετά από εκθετικό 
χρόνοπαραμέτρου μίΊ ϊ =  1,...,π. Επιπλέον, έστω για k =  1,2,...,

λ =  λ1+ „ . +  ληι pi(s)=f™e-**dBi(x)1 

Pi = * iP n, ρ = Σ 2 = ιΡ ί·

Η στοχαστική διαδικασία που περιγράφει την εξέλιξη του συστήματος εί­
ναι η (C,(t),7Vi(£),...,2Vn(t)), με τιμές στο {Ο,ζ} x Ζ+, όπου η τ.μ. C(t) = 
ζ, ζ = 1,2,...,π, υποδηλώνει ότι ο υπάλληλος είναι απασχολημένος με έναν 
ζ-πελάτη και η Ni(t) εκφράξει τον αριθμό των ζ-πελατών που βρίσκονται στο 
κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων τη χρονική στιγμή ί .  Αξίζει να ανα­
φέρουμε ότι το σύστημα μας είναι σε στατιστική ισορροπία όταν ρ < 1. Ο 
Hanschke [97] επίλυσε το πρόβλημα όταν μ{ = μ, ενώ αργότερα ο Kulkami [119], 
μελέτησε το μοντέλο με δύο κλώσεις πελατών και κατάφερε να υπολογίσει τον

44



αναμενόμενο αριθμό Ν{, των ί-πελατών, i =  1, % στο κουτί των επαναλαμβα­
νόμενων αφίξεων, σε στατιστική ισορροπία. Ο Falin [70], μελέτησε το γενικό 
μοντέλο με η κλάσεις πελατών και έδειξε ότι οι αναμενόμενες τιμές Ni , του αριθ­
μού των ι-πελατών στο κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων, σε στατιστική 
ισορροπία, δίνονται από την ακόλουθη σχέση,

Ni = Λ(1 - ρ) 2
*=1,2, ?η,

όπου οι σταθερές είναι οι λύσεις του παρακάτω συστήματος εξισώσεων

Αργότερα, ο Kulkarni [120] γενίκευσε το παραπάνω μοντέλο θεωρώντας ότι 
οι πελάτες κατέφθαναν σε ανεξάρτητες ομάδες τυχαίου μεγέθους. Δηλαδή κάθε 
ομάδα περιείχε πελάτες της ίδιας κλάσης και έστω C* το μέγεθος της ομάδας των 
ί-πελατών, με dk = P(C* — λ), λ >  1 και Ci(z) = Υ ^ =1 Ci^zh. Αν τη =  
1,2,..., η ροπή τη τάξης περί το μηδέν της κατανομής της C^i  =  1,2, ...,πκαι

Pi =  , ρ =  ΣΓ= 1  Pi,

τότε οι αναμενόμενοι αριθμοί των i-πελατών στο κουτί των επαναλαμβανόμενων 
αφίξεων σε στατιστική ισορροπία (ρ <  1), δίνονται από

Α,(ρ + ̂  —1)
Ν * ~  μ,-(1 -  ρ) + ~ 2 ~ Xi’

όπου τα χ*, ήταν οι λύσεις του ακόλουθου γραμμικού συστήματος

Σλi= 1 (Xi+Xj) =Xi 1̂)T ,j= l  ĵCJ β , 2 - gn&*<2>

Αξίζει να σημειωθεί ότι λόγω της πολυπλσκότητας της πολυδιάστατης διαδι­
κασίας που περιγράφει την εξέλιξη των εν λόγω συστημάτων, δεν υπάρχει μα­
θηματική απόδειξη γιά την ικανή και αναγκαία συνθήκη, κάτω από την οποία 
τα παραπάνω συστήματα βρίσκονται σε στατιστική ισορροπία. Γενικά όμως, 
κάθε σύστημα εξυπηρέτησης είναι σε στατιστική ισορροπία, όταν η συνολική 
πυκνότητα κυκλοφορίας ρ < 1.

Ο Grishechkin [94], μελέτησε το ίδιο σύστημα ακολουθώντας μιά νέα μέθοδο 
με την βοήθεια των κλαδωτών ανελίξεων. Μοντέλα με επαναλαμβανόμενες αφί­
ξεις και πολλές κλάσεις πελατών μελέτησαν και οι Langaris [129], [130], [131], 
Moutzoukis and Langaris [148], Choi and Chang [31].
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Σε όλες τις σύγχρονες εφαρμογές της τηλεφωνίας και όχι μόνο, γίνεται συχνά 
από τον υπάλληλο, διαχωρισμός μεταξύ των πελάτών όσον αφορά το ποιοι πελά­
τες θα εξυπηρετηθούν πρώτοι. Επομένως, η έννοια της προτεραιότητας αποτε­
λεί αναπόσπαστο κομμάτι της μελέτης των συστημάτων με επαναλαμβανόμενες 
αφίξεις. Το βασικό μοντέλο με επαναλαμβανόμενες αφίξεις και προτεραιότη­
τες, χαράκτηρίζεται από την ύπαρξη δύο τύπων πελατών, που φθάνουν στο σύ­
στημα με διαφορετικές διαδικασίες αφίξεων. Ο πρώτος τύπος πελατών διακρί- 
νεται ως υψηλής προτεραιότητας και με την άφιξή τους τοποθετούνται σε μία 
ουρά περιμένοντας να εξυπηρετηθούν με κάποια πειθαρχία. Ο δεύτερος τύπος 
πελατών διακρίνεται ως χαμηλής προτεραιότητας και στην περίπτωση μπλσκα- 
ρίσματος (είτε κατά την πρώτη άφιξή του, ή σε κάποια επανάληψη της) αναχωρεί 
αμέσως από τοσύστημα και εισέρχεται στο κουτί των επαναλαμβανόμενων αφί­
ξεων. Οι πελάτες χαμηλής προτεραιότητας, έχουν την δυνατότητα να συνδεθούν 
με τον υπάλληλο μόνο στη περίπτωση, που δεν υπάρχουν πελάτες υψηλής προ­
τεραιότητας να περιμένουν στην ουρά. Επομένως οι πελάτες της ουράς έχουν 
μη - διακόπτσυσα προτεραιότητα έναντι αυτών του κουτιού των επαναλαμβανό­
μενων αφίξεων. Το παρακάτω σχήμα περιγράφει ένα τέτοιο μοντέλο.

Ρ(Χι) —> ο ο ο 

/
Ρ{Μ) — >

Σχήμα 1.5: Το μοντέλο με επαναλαμβανόμενες αφίξεις και προτεραιότητες

Υπάλληλος
Bj(x)__________

ΐ exp(^)
κουτί επαν. 

αφίξεων

Οι Choi and Park [37], ήταν ol πρώτοι που εισήγαγαν την έννοια της προτε­
ραιότητας στα συστήματα με επαναλαμβανόμενες αφίξεις μελετώντας την από 
κοινού κατανομή (σε όρους γεννητριών συναρτήσεων) του αριθμού των πελάτών 
στην ουρά και στο κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων. Αργότερα οι Falin, 
Artalejo and Martin [82] μελέτησαν λεπτομερώς ένα παρόμοιο σύστημα, δίνο­
ντας αποτελέσματα για την συνθήκη στατιστικής ισορροπίας, για την ιδιότητα 
της διάσπασης και διάφορα οριακά θεωρήματα. Ο ουσιαστικός χρόνος αναμο­
νής ενός πελάτη χαμηλής προτεραιότητας μελετήθηκε από τους Choi, Han and 
Falin [35]. Αργότερα οι Choi et al. [33], επηρεασμένοι από μία πρακτική εφαρ­
μογή κινητής τηλεφωνίας, μελέτησαν την από κοινού κατανομή του αριθμού των
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πελατών στην ουρά και στο κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων στο παρα­
πάνω μοντέλο, θεωρώντας ότι το μήκος της ουράς επαναλαμβανόμενων αφίξεων 
είναι πεπερασμένο.

Οι Langaris and Moutzoukis [134], θεώρησαν ένα μοντέλο επαναλαμβανό­
μενων αφίξεων με δυο τύπους πελατών, οι οποίοι καταφθάνουν σε ομάδες τυ­
χαίου μήκους. Επιπλέον, υπέθεσαν ότι κάθε ομάδα είναι δυνατόν να περιέχει 
πελάτες και των δυο τύπων. Οι πελάτες υψηλής προτεραιότητας είχαν διακό- 
πτουσα μή επαναληπτική προτεραιότητα έναντι αυτών χαμηλής προτεραιότητας, 
ενώ κάθε φορά που ο υπάλληλος ελευθερωνόταν (δεν υπήρχαν πελάτες υψηλής 
προτεραιότητας στην ουρά) αναχωρούσε για απλές διακοπές. Στην εν λόγω ερ­
γασία μελέτησαν την από κοινού κατανομή του μήκους των ουρών υψηλής και 
χαμηλής προτεραιότητας καθώς και τον ουσιαστικό χρόνο αναμονής με την βοή­
θεια της μεθόδου των Falin and Flicker [81] και Choi, Han and Falin [35]. Λίγο 
αργότερα οι Moutzoukis and Langaris [148], γενίκευσαν το μοντέλο θεωρώντας 

- η τύπους πελατών, εκ των οποίων οι ϊ (< η) σχηματίζουν κανονικές ουρές και οι 
υπόλοιποι η — ι, καταλαμβάνουν η —% κουτιά επαναλαμβανόμενων αφίξεων. Για 
περισσότερες πληροφορίες σχετικά με τη βιβλιογραφία των συστημάτων με επα­
ναλαμβανόμενε ς αφίξεις και προτεραιότητες, ο αναγνώστης παραπέμπεταιστην 
επισκόπηση του Choi and Chang [31] και στις εργασίες των Bocharov, Pavlova 
and Buzicova [29], Choi, Chang and Kim [32], Choi, Choi and Li [33].

To βασικό χαρακτηριστικό των συστημάτων με επαναλαμβανόμενες αφίξεις, 
είναι το γεγονός ότι κάθε φορά που κάποιος πελάτης αδυνατεί να συνδεθεί με 
τον υπάλληλο, αναχωρεί προσωρινά από το σύστημα και επαναλαμβάνει την 
άφιξη του αργότερα, μέχρις ότου βρει τον υπάλληλο διαθέσιμο. Σε πολλές περι­
πτώσεις όμως ο πελάτης υστέρα από κάποιο αριθμό προσπαθειών εγκαταλείπει 
για πάντα το σύστημα. Αυτή η τροποποίηση της συμπεριφοράς των πελατών 
οδηγεί στη μελέτη συστημάτων με επαναλαμβανόμενες αφίξεις και ανυπόμο­
νους πελάτες (impatient customers or non persistent customers). To παραπάνω 
σύστημα λειτσυρ/εί ως εξής: ο πελάτης που φθάνει στο σύστημα και βρίσκει 
απασχολημένο τον υπάλληλο, το εγκαταλείπει για πάντα με πιθανότητα 1 — Η\, 
ή τοποθετείται στο κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων με πιθανότητα Ηχ. 
Μετά τη δεύτερη αποτυχημένη προσπάθεια, παραμένει στο κουτί με πιθανότητα 
Η2, είτε το εγκαταλείπει οριστικά με πιθανότητα 1 — Η^· Μετά από την j -οστή 
αποτυχημένη προσπάθεια, θα παραμείνει στο κουτί με πιθανότητα Hj, είτε το 
εγκαταλείπει οριστικά με πιθανότητα 1 — Hj κ,ο.κ.. Η μελέτη λοιπόν, του εν 
λόγω συστήματος γίνεται με την βοήθεια της συνάρτησης {Hj; j  > 1}. Συνή­

47



θως μελετώνται μοντέλα, όπου ισχύει Η<ι =  Η% =  δηλαδη η πιθανότητα, ο 
πελάτης να παραμείνει στο κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων (και επο­
μένως στο σύστημα) μετά από κάποια προσπάθεια, να μην εξαρτάται από τις 
προηγούμενες επαναλήψεις. Ο Falin [73], επιχείρησε τη μελέτη ενός τέτοιου 
γενικού συστήματος στη περίπτωση του Μ/Μ/1 συστήματος με επαναλαμβα­
νόμενες αφίξεις. Η πρώτη εργασία που εμφανίστηκε στη βιβλιογραφία, με το 
στοιχείο των μή-υπομονετικών πελατών ήταν αυτή του Cohen [51], οποίος υπέ­
θεσε ότι οι πελάτες του κουτιού των επαναλαμβανόμενων αφίξεων αναχωρούν 
από το σύστημα με ρυθμό δ. Δεν κατάφερε όμως, να βρεί ακριβή αποτελέσματα 
για την κατανομή του αριθμού των πελατών στο κουτί σε στατιστική ισορροπία, 
παρά μόνο στη περίπτωση των εκθετικών εξυπηρετήσεων. Οι Jonin and Sedol 
[104] μελέτησαν επίσης ένα παρόμοιο σύστημα. Η κύρια εργασία πάνω στο 
Μ/G /l σύστημα με επαναλαμβανόμενες αφίξεις και μή-υπομσνετικσύς πελά­
τες οφείλεται στους Yang, Posner and Templeton [176], οι οποίοι θεώρησαν ότι 
Ηχ =  #2 < 1* ενώ πρόσθετα αποτελέσματα παραθέτσνται και στη μονογραφία 
των Falin and Templeton [80]. Παραλλαγές των μοντέλων με μή-υπομονετικσύς 
πελάτες μελέτησαν και οι Choi and Chang [31], ενώ αποτελέσματα με τη βοήθεια 
πινακο-αναλυτικών μεθόδων έδωσαν και οι He, Li and Zhao [100].

Οπως και στα κλασσικά συστήματα εξυπηρέτησης, ο υπάλληλος ενός μοντέ­
λου με επαναλαμβανόμενες αφίξεις ενδέχεται να υπόκειται σε βλάβες και ακο­
λούθως σε επισκευές, ώστε να επανέλθει σε κατάσταση λειτουργίας. Στα κλασ­
σικά συστήματα η συμπεριφορά του πελάτη, του οποίου η εξυπηρέτηση διακό­
πηκε εξαιτίας κάποιας βλάβης διακρίνεται γενικά σε τρείς τύπους. Μόλις επι­
διορθωθεί η βλάβη, είτε θα συνεχίσει την εξυπηρέτηση του από το σημείο που 
διεκόπει (preemptive resume), είτε θα επαναλάβει από την αρχή την ίδια (πιθα- 
νοθεωρητικά) εξυπηρέτηση (preemptive repeat identical), είτε θα εξυπηρετηθεί 
για χρόνο διαφορετικό σε σχέση με αυτόν, κατά τη διάρκεια του οποίου συνέ- 
βει η βλάβη (preemptive repeat different). Σε κάθε περίπτωση ο πελάτης, που 
διεκόπει δεν θα χάσει τη σειρά του, με την έννοια ότι επιστρέφοντας από την 
επισκευή ο υπάλληλος, θα αρχίσει να τον εξυπηρετεί. Η συμπεριφορά των πε­
λατών στα συστήματα με επαναλαμβανόμενες αφίξεις διαφέρει σε σχέση με τα 
προηγούμενα. Σε αυτή τη περίπτωση, ο διακοπτόμενος πελάτης, είτε αναχωρεί 
οριστικά από το σύστημα χωρίς να ολοκληρώσει την εξυπηρέτηση του, είτε ει­
σέρχεται στο κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων. Αμέσως μετά την βλάβη, 
ακολουθεί άμεσα η επισκευή του υπαλλήλου. Είναι προφανές, ότι σε αυτή την 
περίπτωση δεν υπάρχει η έννοια της σειράς και επομένως ο πελάτης που διακό­
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πηκε θα πρέπει, να επαναλάβει την προσπάθεια του να συνδεθεί με τον υπάλ­
ληλο, ώστε να λάβει μία νέα, ανεξάρτητη από την προηγούμενη, εξυπηρέτηση.

Μ /G/l  συστήματα με επαναλαμβανόμενες αφίξεις με το χαρακτηριστικό 
των βλαβών και επισκευών του υπαλλήλου εισήχθηκαν από τους Kulkami and 
Choi [122] και Aissani [1]. Οι Rulkarni and Choi [122], μελέτησαν με τη βοήθεια 
της υπεισερχόμενης Μαρκοβιανής αλυσίδας την κατανομή του αριθμού των πε­
λατών στο κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων, ενώ χρησιμοποιήσανε απο­
τελέσματα Μαρκοβιανών αναγεννητικών διαδικασιών για να διερευνήσσυνε τη 
συμπεριφορά της στοχαστικής διαδικασίας που περιγράφει την εξέλιξη του συ­
στήματος. Ταυτόχρονα, έδωσαν και την συνθήκη στατιστικής ισορροπίας του 
μοντέλου. Αξίζει να σημειωθεί ότι στο συγκεκριμένο μοντέλο, οι βλάβες προέ- 
κυπταν, τόσοστη περίπτωση που ο υπάλληλος ήταν απασχολημένος, όσο και στη 
περίπτωση που ήταν άεργος. Αργότερα ο Artalejo [7], μελέτησε ένα πολυπλο- 
κότερο σύστημα με s >  1 υπαλλήλους, που ο καθένας τους υπόκειται σε βλά- 

_ βες και επισκευές, μόνο στη περίπτωση που είναι απασχολημένος. Επιπλέον, το 
μοντέλο περιελάμβανε και την συνάρτηση ανυπομονησίας {Hj\ j  > 1}, όπου 
#2 =  #3 = ... με / /2 < 1? ενώ οι χρόνοι εξυπηρέτησης, προέρχονταν από την 
εκθετική κατανομή για όλους τους υπαλλήλους. Τέλος, μελέτησε με τη βοήθεια 
των αλγοριθμικών μεθόδων του de Kok [55], μία εναλλακτική προσέγγιση του 
μοντέλου των Kulkami and Choi [122]. Παραλλαγές του Μ/G / l  συστήματος με 
επαναλαμβανόμενες αφίξεις με βλάβες και επισκευές μελέτησαν και οι Aissani 
and Artalejo [2], Sherman and Klaroufeh [162], Yang and Li [174] και Choudbury 
and Deka [41].

Oi Artalejo and Gomez-Corral [18] μελέτησαν ένα νέο σύστημα με επανα­
λαμβανόμενες αφίξεις, στο οποίο καταφθάνουν “αρνητικές” αφίξεις. Μία αρ­
νητική άφιξη (ή αρνητικός πελάτης) επιδρά σαν ένα σήμα, που αναγκάζει έναν 
πελάτη της ουράς των επαναλαμβανόμενων αφίξεων (αν υπάρχουν τέτοιοι πε­
λάτες) να αναχωρήσει αμέσως από το σύστημα. Επομένως, παράλληλα με την 
συνηθισμένη ροή πελατών, εμφανίζεται και η ροή των αρνητικών πελατών, που 
“διαγράφουν” ένα πελάτη από την ουρά των επαναλαμβανόμενων αφίξεων, με 
την προϋπόθεση ότι αυτή δεν θα είναι άδεια.

Η ανάλυση τέτοιων συστημάτων (retrial queues with negative customers), πα­
ρουσιάζει σημαντικές μαθηματικές δυσκολίες σε σχέση με αυτήν που χρησι­
μοποιήθηκε στα μοντέλα που αναφέραμε παραπάνω. Οι Artalejo and Gomez- 
Corral [18], γενίκευσαν την εργασία των Harisson and Pitel [98] και μελέτησαν το 
απλό Μ /G/l  σύστημα με επαναλαμβανόμενες αφίξεις και αρνητικούς πελάτες,
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ενώ διερεύνησαν την κατανομή του αριθμού των πελατών στην ουρά των επανα­
λαμβανόμενων αφίξεων, καθώς και τη συνθήκη στατιστικής ισορροπίας. Ακριβή 
αποτελέσματα δεν δίνονται, μιάς και η ανάλυση βασίζεται στην αριθμητική επί­
λυση μιάς Fredholm ολοκληρωτικής εξίσωσης πρώτης τάξης. Παραλλαγές του 
παραπάνω μοντέλου μελετήθηκαν και από τους Artalejo and Gomez-Corral [15], 
[16], [171 Shin [163].

Στη πλεισψηφία των εργασιών στα μοντέλα με επαναλαμβανόμενες αφί­
ξεις πελατών υποθέτουμε ότι οι πρωτεύοντες πελάτες καταφθάνουν από μία 
πηγή απεριόριστης χωρητικότητας (άπειρος πληθυσμός) ή από έναν απεριόρι­
στο αριθμό πηγών. Σύγχρονες εφαρμογές της κινητής τηλεφωνίας και των το­
πικών δικτύων Η/Υ στρέφουν το ενδιαφέρον στη μελέτη συστημάτων με επανα­
λαμβανόμενες αφίξεις από έναν πεπερασμένο αριθμό πηγών Κ  (< οο, πεπερα­
σμένος πληθυσμός). Κάθε φορά που ένας πελάτης (πηγή) είναι ελεύθερος (δη­
λαδή δεν εξυπηρετείται, ούτε περιμένει γιά να εξυπηρετηθεί), πραγματοποιεί 
μία κλήση. Αν ο υπάλληλος είναι ελεύθερος τότε τον καταλαμβάνει και η κλήση 
του θα εξυπηρετηθεί. Κατά τη διάρκεια της εξυπηρέτησης της κλήσης, η αντί­
στοιχη πηγή (πελάτης) δεν μπορεί να πραγματοποιήσει νέα κλήση. Στη περί­
πτωση που η κλήση βρει απασχολημένο τον υπάλληλο, εισέρχεται στην υποθε­
τική ουρά των επαναλαμβανόμενων αφίξεων και προσπαθεί να συνδεθεί μετά 
από κάποιο χρονικό διάστημα με αυτόν. Η κύρια εργασία στον εν λόγω τομέα 
οφείλεται στους Falin and Artalejo [79]. Με τη μελέτη συστημάτων επαναλαμ­
βανόμενων με το χαρακτηριστικό της πεπερασμένης πηγής ασχολήθηκαν και οι 
Dragieva [63], Artalejo [10].

Εχει αναφερθεί παραπάνω, ότι τα συστήματα εξυπηρέτησης με επαναλαμβα­
νόμενες αφίξεις, είναι ειδικές περιπτώσεις συστημάτων με διακοπές υπαλλήλου. 
Στο βασικό μοντέλο, ο υπάλληλος δεν είναι διαθέσιμος μετά από κάθε εξυπηρέ­
τηση ακόμα και αν υπάρχουν πελάτες στην ουρά των επαναλαμβανόμενων αφί­
ξεων. Η κλασσική έννοια των διακοπών του υπαλλήλου, συναντάται σε διάφορες 
παραλλαγές του βασικού Μ/G/l  μοντέλου με επαναλαμβανόμενες αφίξεις. Το 
απλσύστερο παράδειγμα αναφέρεται σε ένα Μ /G / l  σύστημα με δύο κλάσεις 
πελατών. Η πελάτες της πρώτης κλάσης τοποθετούνται σε μία ουρά και έχουν 
μη-διακόπτσυσα προτεραιότητα έναντι των πελατών δεύτερης κλάσης, που ει­
σέρχονται στο κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων κάθε φορά που δεν κα­
ταφέρνουν να συνδεθσυν με τον υπάλληλο σε κάποια άφιξή τους. Κάθε φορά 
που ο υπάλληλος ελευθερώνεται, δηλαδή όταν δεν θα περιμένει κανένας πελά­
της πρώτης κλάσης στην ουρά, αναχωρεί για απλές διακοπές τυχαίου μήκους.
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Επιστρέφσντας από τις διακοπές, αν βρεί πελάτες πρώτης κλάσης αρχίζει να 
τους εξυπηρετεί, ενώ σε αντίθετη περίπτωση παραμένει άεργος (άρα διαθέσι­
μος), αναμένοντας τη πρώτη άφιξη είτε πρωτεύοντα πελάτη, είτε δευτερεύοντα. 
Σε αυτό το σύστημα, συνδυάζονται οι έννοιες της προτεραιότητας και των δια­
κοπών. Συστήματα εξυπηρέτησης με επαναλαμβανόμενες αφίξεις και διακοπές 
έχουν μελετηθεί από τους Artalejo and Rodrigo [24], Langaris and Moutzoukis 
[134], Moutzoukis and Langaris [148], Choi, Chang and Dudin [30].

Πρόσφατα, εμφανίστηκαν στη βιβλιογραφία, παραλλαγές του Μ /G / l  συ­
στήματος με επαναλαμβανόμενες αφίξεις και δύο φάσεις εξυπηρέτησης, που 
παρέχονται από έναν υπάλληλο. Σε κλασσικά μοντέλα με έναν υπάλληλο, 
στα οποία η διαδικασία εξυπηρέτησης αποτελείται από έναν αριθμό φάσεων 
σε σειρά, αναφερθήκαμε εκτενώς σε προηγούμενο εδάφιο. Οι Artalejo and 
Choudhury [22], ήταν οι πρώτοι που εισήγαγαν το χαρακτηριστικό των επανα­
λαμβανόμενων αφίξεων σε μοντέλα με δύο φάσεις εξυπηρέτησης. Συγκεκριμένα 

- γενίκευσαν το κλασσικό μοντέλο του Madan [143] θεωρώντας ένα σύστη μα, στο 
οποίο πελάτες καταφθάνουν σύμφωνα με τη διαδικασία Poisson παραμέτρου λ 
και αν βρουν τον υπάλληλο απασχολημένο, αναχωρούν από το σύστημα και ει­
σέρχονται στο κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων, απ' όπου προσπαθούν 
ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλο να συνδεθούν με τον υπάλληλο μετά από εκ­
θετικό χρόνο παραμέτρου ν. Ο υπάλληλος παρέχει την πρώτη φάση εξυπηρέ­
τησης σε όλους τους πελάτες και σε ένα ποσοστό αυτών (με πιθανότητα ρ) μία 
προαιρετική δεύτερη φάση. Ol πελάτες που δεν επιθυμούν δεύτερη φάση εξυ­
πηρέτησης, αναχωρούν μετά το πέρας της πρώτης με πιθανότητα q — 1 — ρ. 
Επιπλέον οι χρόνοι εξυπηρέτησης τόσο στη πρώτη, όσο και στη δεύτερη προέρ­
χονται από αυθαίρετες κατανομές. Οι συγγραφείς μελέτησαν την συνθήκη στα­
τιστική ισορροπίας ρ ~  \ β χ < 1 και την κατανομή του αριθμού των πελατών στο 
κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων κάτω από αυτή. Παραλλαγές του παρα­
πάνω μοντέλου μελέτησαν και οι Choudhury [40], Choudhury and Deka [41] και 
οι Krishana Kumar et al. [124].

1.5.8 To μοντέλο με επαναλαμβανόμενες αφίξεις 
και c (> 1) υπαλλήλους

Η δομή και η λειτουργία του μοντέλου επαναλαμβανόμενων αφίξεων με c (> 1) 
υπαλλήλους παραμένει ίδια. Αν κάποιος πελάτης φθάνσντας στο σύστημα, βρεί 
απασχολημένους όλους τους υπάλληλους, θα εισέλθειστην ουρά των επαναλαμ­
βανόμενων αφίξεων και θα προσπαθήσει μετά από τυχαίο χρονικό διάστημα
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να συνδεθεί με κάποιον από αυτούς. Η στοχαστική διαδικασία (<7(ί),ΑΓ(ί)) 
με χώρο καταστάσεων {0,1,..., c} x Ζ+ , περιγράφει την εξέλιξη του συστήμα­
τος. θ α  πρέπει να τονίσουμε ότι εξαιτίας του μεγάλου αριθμού υπαλλήλων, εί­
ναι αδύνατη η μελέτη του συστήματος, θεωρώντας ότι οι χρόνοι εξυπηρέτησης 
προέρχονται από μία οποιαδήποτε γενική κατανομή. Για να διατηρηθεί ο Μαρ- 
κοβιανός χαρακτήρας του συστήματος θα πρέπει να γνωρίζουμε κάθε στιγμή 
τον χρόνο εξυπηρέτησης, που έχει λάβει κάθε πελάτης που εξυπηρετείται την 
δεδομένη στιγμή, γεγονός που αυξάνει ακόμα περισσότερο την πολυπλσκότητα.

Η πρώτη προσπάθεια μελέτης του συστήματος με πολλούς υπάλληλους έγινε 
από τον Wilkinson [171], ο οποίος θεώρησε ότι οι χρόνοι μεταξύ διαδοχικών 
αφίξεων, οι χρόνοι εξυπηρετήσεων και οι χρόνοι μεταξύ διαδοχικών προσπα­
θειών από το κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων, προέρχονται από εκθετι­
κές κατανομές με παράμετρους λ, ν και μ αντίστοιχα. Πρόκειται δηλαδή για ένα 
M/M /c  με επαναλαμβανόμενες αφίξεις και επομένους η διαδικασία που το περι­
γράφει είναι Μαρκοβιανή. Χωρίς βλάβη της γενικότητας υπέθεσε ότι ν  =  1 και 
μελέτησε σε στατιστική ισορροπία βασικά χαρακτηριστικά, όπως η πιθανότητα 
μπλσκαρίσματος ενός πελάτη Β  =  limf—ooPr(C(t) =  c) και ο μέσος αριθμός 
πελατών στο κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων Ν  =  ϋπη—οο E(N(t)).

Λίγο αργότερα ο Cohen [51] μελέτησε ένα παρόμοιο σύστημα με μή- 
υπομονετικούς πελάτες, οι οποίοι είχαν τη δυνατότητα να αναχωρήσουν ορι­
στικά από το σύστημα μετά από οποιαδήποτε αποτυχημένη προσπάθεια να συν- 
δεθουν με κάποιον υπάλληλο. Στην ίδια εργασία μελετήθηκε η συνθήκη στατι­
στικής ισορροπίας, σε ένα "περικομμένο” (truncated) σύστημα. Στα περικομ- 
μένα συστήματα η χωρητικότητα του κουτιού επαναλαμβανόμενων αφίξεων εί­
ναι πεπερασμένη (Μ). Το γεγονός αυτό είναι σημαντικό μιάς και με αυτόν τον 
τρόπο περιορίζουμε σημαντικά των χώρο καταστάσεων του συστήματος.

Ο Elldin [67], μελέτησε ενα σύστημα, στο οποίο ο πελάτης πρέπει να εξυ­
πηρετηθεί σε δύο διαδοχικά στάδια για να αναχωρήσει. Και στα δύο στάδια, 
ο χρόνος εξυπηρέτησης προέρχεται από την εκθετική κατανομή. Αν η εξυπη­
ρέτηση στο πρώτο στάδιο, που για παράδειγμα αντιστοιχεί στην επίτευξη της 
σύνδεσης μιάς τηλεφωνικής συνδιάλεξης, είναι επιτυχής (με πιθανότητα ρ), τότε 
ακολουθεί η κύρια εξυπηρέτηση (έναρξη συνδιάλεξης). Σε αντίθετη περίπτωση, 
ο πελάτης εισέρχεται στην ουρά των επαναλαμβανόμενων αφίξεων και προσπα­
θεί να βρει διαθέσιμο κάποιον υπάλληλο.

θ α  πρέπει να τονίσουμε ότι ακριβή αποτελέσματα σχετικά με την από κοι­
νού κατανομή του αριθμού των απασχολημένων υπαλλήλων και του αριθμού των 
πελατών στο κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων, έχουμε για συστήματα
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M/M/c,  όπου c < 2. Αρχικά οι Jonin and Sedol [104] και αργότερα οι Falin [70], 
HaiBchke [96], έδωσαν τα πρώτα λεπτομερή αποτελέσματα σε όρους υπεργεω­
μετρικών συναρτήσεων. Για την γενική περίπτωση ο  2, υπάρχουν αποτελέ­
σματα μόνο για δίαφορες ροπές της στοχαστικής διαδικασίας που περιγράφει 
το εν λόγω σύστημα. Τέλος, ο Artalejo [8] μελέτησε λεπτομερώς το Μ/Μ/2  σύ­
στημα με το χαρακτηριστικό ότι μόνο ο πρώτος από την ουρά των επαναλαμβα­
νόμενων αφίξεων να μπορεί να επαναλάβει την προσπάθεια σύνδεσης (constant 
retrial policy).

Η αναγκαία και ικανή συνθήκη για να είναι ένα σύστημα με επαναλαμβα­
νόμενες αφίξεις σε κατάσταση στατιστικής ισορροπίας, προκύπτει απλά από το 
γεγονός ότι ο ρυθμός αφίξεων των πελατών πρέπει να είναι μικρότερος από τον 
ρυθμό των εξυπηρετήσεων. Δηλαδή το σύστημα είναι σε κατάσταση στατιστι­
κής ισορροπίας αν και μόνο εαν ρ =  λfcp <  1. Παρ' όλα αυτά η απόδειξη έχει 
σημαντικές δυσκολίες. Σημαντική, όσον αφορά την μελέτη της συνθήκης στα­
τιστικής ισορροπίας στα μοντέλα με πολλούς υπαλλήλους, ήταν η συμβολή των 
Falin [75], Hanschke [96].

Τα περισσότερα αποτελέσματα για συστήματα με πολλούς υπάλληλους δί­
νονται με την βοήθεια προσεγγίστικών μεθόδων και περικομμένων μοντέλων. 
Ενδεικτικά αναφέρουμε τις εργασίες των Falin and Artalejo [84] και Neuts and 
Rao [153]. Για περισσότερες πληροφορίες για την ανάλυση συστημάτων με πολ­
λούς υπαλλήλους με την βοήθεια πινακο-αναλυτικών μεθόδων, παραπέμπουμε 
τον αναγνώστη στην επισκόπηση του Gomez-Corral [92]

Η βιβλιογραφία πάνω στο αντικείμενο των επαναλαμβανόμενων αφίξεων εί­
ναι αρκετά μεγάλη και πλούσια και επομένως, ο αναγνώστης μπορεί να βρεί 
έναν μεγάλο όγκο εργασιών πάνω σε συστήματα με διακριτό χρόνο (Atencia and 
Moreno [26]), συστήματα με έναν υπάλληλο ο οποίος κινείται κυκλικά (Langaris 
[129], [130], [131]), δίκτυα συστημάτων (Moutzoukis and Langaris [149], Gomez- 
Corral [91], Pourbabai [157]), συστήματα με εφαρμογές σε πρωτόκολλα επικοι­
νωνιών CSMA/CD  και τοπικών δικτύων (Choi, Shin and Ahn [38], Moutzoukis 
and Langaris [135]), συστήματα με εφαρμογές στη διαχείρηση αποθεμάτων 
(Krishnamoorthyetal. [126]) κ,ο.κ.. Ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης παραπέμπε- 
ται στις μονογραφίες των Falin and Templeton [80], Artalejo and Gomez-Corral 
[23], καθώς και στις επισκοπήσεις των Falin [70], Artalejo [5], Gomez-Corral [92] 
και Yang and Templeton [177].
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1.6 Συμβολή της παρούσης διατριβής

Το πρώτο μοντέλο με επαναλαμβανόμενες αφίξεις και έναν υπάλληλο που πα­
ρέχει εξυπηρέτηση δυο φάσεων σε σειρά, μελετήθηκε από τους Artalejo and 
Choudhuiy [22], Αργότερα ακολούθησαν παραλλαγές αυτού του συστήμα­
τος, περιλαμβάνοντας ομαδικές αφίξεις, διακοπές υπαλλήλου, βλάβες κ.ο.κ. 
(Choudhuiy [40], Choudhuiy and Deka [41]). Σύμφωνα με το βασικό μοντέλο, οι 
πελάτες φθάνουν μεμωνομένα και αν βρουν ελεύθερο τον υπάλληλο, αρχίζουν να 
εξυπηρετούνται, ενώ σε αντίθετη περίπτωση, αν είναι απασχολημένος τοποθε­
τούνται στο κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων. Οι πελάτες της ουράς των 
επαναλαμβανόμενων αφίξεων προσπαθούν επανειλλημένα, μέχρι να συνδεθσύν 
με τον υπάλληλο. Ο υπάλληλος παρέχει την πρώτη φάση εξυπηρέτησης σε όλους 
τους πελάτες (είτε πρωτεύοντες, είτε δευτερεύσντες) και σε ένα ποσοστό αυτών, 
μία προαιρετική δεύτερη φάση. Η κατανομή του χρόνου εξυπηρέτησης σε κάθε 
φάση είναι πιθανοθεωρητικά ίδια, είτε πρόκειται γία κάποιο πρωτεύοντα, είτε 
για κάποιο δευτερεύοντα πελάτη. Οι συγγραφείς μελέτησαν την συνθήκη στα­
τιστικής ισορροπίας, καθώς και την κατανομή του αριθμού των πελατών στην 
ουρά των επαναλαμβανόμενων αφίξεων κάτω από τη συνθήκη αυτή.

Στο κεφάλαιο 2 της παρούσης διατριβής μελετάται ένα σύστημα, που αποτε­
λεί πολλαπλή γενίκευση του προηγουμένου. Οι πελάτες καταφθάνουν στο σύ­
στημα μεμωνομένα και τοποθετούνται αρχικά σε μία ουρά απείρου χωρητικότη­
τας, περιμένοντας την σειρά τους για να αρχίσουν την εξυπηρέτηση τους. Μετά 
το πέρας της πρώτης φάσης εξυπηρέτησης κάθε πελάτη, υπάρχουν δύο δυνατό­
τητες για την μετέπειτα πορεία του. Είτε θα προωθηθεί άμεσα στην δεύτερη 
φάση εξυπηρέτησης, είτε θα αναχωρήσει από το σύστημα και θα εισέλθει στο 
κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων, απ' όπου κάθε ένας από αυτούς προ­
σπαθεί (ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλο) να συνδεθεί με τον υπάλληλο, ώστε να 
λάβει την δεύτερη φάση εξυπηρέτησης που του αναλογεί. Οι πελάτες που τοπο­
θετούνται στην ουρά και συνεχίζουν την διαδικασία εξυπηρέτησης τους, χωρίς 
να εισέρχονται στο κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων, λέγονται πελάτες 
τύπου 1, ενώ όσοι τοποθετούνται στην ουρά των επαναλαμβανόμενων αφίξεων 
λέγονται τύπου 2. Οι χρόνοι εξυπηρέτησης στη δεύτερη φάση είναι πιθανοθεω- 
ρητικά διαφορετικοί για κάθε τύπο πελάτη. Επιπλέον κάθε φορά που ελευθε­
ρώνεται ο υπάλληλος, αναχωρεί για απλές διακοπές. Οι πελάτες τύπου 1 έχουν 
μη-διακόπτσυσα προτεραιότητα, έναντι των πελατών τύπου 2, με την έννοια ότι 
για να είναι σε θέση ένας πελάτης τύπου 2, να βρεί διαθέσιμο τον υπάλληλο δεν 
πρέπει να υπάρχουν στο σύστημα πελάτες τύπου 1, με την επιστροφή του υπαλ­
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λήλου από τις διακοπές.
Το παρόν μοντέλο γενικεύει τα υπάρχοντα συστήματα επαναλαμβανόμενων 

αφίξεων με δυο φάσεις εξυπηρέτησης, αφού για πρώτη φορά περιλαμβάνεται 
μία κανονική ουρά στην οποία τοποθετούνται όλοι οι αφιχθέντες πελάτες, που 
βρίσκουν μη διαθέσιμο τον υπάλληλο. Το γεγονός αυτό, δυσκολεύει σημαντικά 
την ανάλυση, καθώς θα πρέπει κάθε στιγμή να λαμβάνσνται υπόψιν, τόσο το μή- 
κος της κανονικής ουράς, όσο και το μήκος της ουράς των επαναλαμβανόμενων 
αφίξεων. Η ύπαρξη της κανονικής ουράς, προσδίδει στο μοντέλο μας το χαρα­
κτηριστικό των προτεραιοτήτων μεταξύ των δύο τύπων πελατών, γεγονός που 
εμφανίζεται για πρώτη φορά στη σχετική βιβλιογραφία των μοντέλων με δύο 
φάσεις εξυπηρέτησης. Ενα επίσης πρωτότυπο χαρακτηριστικό του μοντέλου, 
είναι η προέλευση των πελατών τύπου 2. Σε όλα τα μοντέλα με επαναλαμβανό­
μενες αφίξεις και δύο τύπους πελατών, που περιλαμβάνουν το χαρακτηριστικό 
των προτεραιοτήτων, οι πελάτες τύπου 2 που τοποθετούνται τελικά στο κουτί 
των επαναλαμβανόμενων αφίξεων προέρχονται από μία ανεξάρτητη, ως πρός 
του τύπου 1, ροή πελατών που μπλσκαρίστηκαν και εισήλθαν σε αυτό. Στο υπό 
μελέτη μοντέλο οι πελάτες τύπου 2, προέρχονται αποκλειστικά από την ροή των 
πελατών τύπου 1, που τελικά “έχασαν” την προτεραιότητα τους, αφού η πρώτη 
φάση εξυπηρέτησης τους δεν ικανοποιούσε τα ποιοτικά κριτήρια που έθεσε ο 
υπάλληλος. Από τη στιγμή αυτή και μετά, η πορεία της διαδικασίας εξυπηρέτη­
σης τους αλλάζει.

Εκτός από την εφαρμοσιμότητα του μοντέλου σε προβλήματα βιομηχανικής 
παραγωγής, όπου μετά το πέρας της πρώτης φάσης γίνεται έλεγχος ποιότητας 
της εξυπηρετούμενης μονάδας, αξίζει να σημειωθεί ότι το εν λόγω μοντέλο μπο­
ρεί να χρησιμοποιηθεί και σε περιπτώσεις αποφυγής συμφόρησης στην ουρά. 
Μετά το πέρας της πρώτης φάσης, αν ο υπάλληλος διακρίνει μεγάλο μήκος της 
ουράς, δεν συνεχίζει την εξυπηρέτηση του πελάτη, αλλά τον υποχρεώνει να ει- 
σέλθε ι στο κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων και ακολούθως συνεχίζει να 
εξυπηρετεί τους πελάτες της κανονικής ουράς.

Για το μοντέλο αυτό μελετήθηκαν αρχικά, οι πιθανότητες των καταστάσεων 
σε συνεχή χρόνο. Κατόπιν διερευνήθηκε με την βοήθεια του κριτηρίου του 
Pakes, η συνθήκη κάτω από την οποία το σύστημα περιέρχεται σε στατιστική 
ισορροπία και ακολούθησε η μελέτη των πιθανοτήτων των καταστάσεων κάτω 
από την εν λόγω συνθήκη. Επιπλέον αποδείχθηκε ότι στο υπό μελέτη μοντέλο 
ισχύει η ιδιότητα της διάσπασης. Τα αποτελέσματα της εργασίας αυτής δημο­
σιεύτηκαν στο περιοδικό Queueing Systems (βλέπε [59]).

Στο κεφάλαιο 3 μελετάται μία γενίκευση του μοντέλου του κεφαλαίου 2 με η
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φάσεις εξυπηρέτησης και η τύπους πελατών. Οι πελάτες καταφθάνουν μεμωνο- 
μένα και τοποθετούνται σε μία ουρά απείρου χωρητικότητας περιμένσντας τη 
σειρά τους να εξυπηρετηθούν. Ο υπάλληλος παρέχει εξυπηρέτηση η  φάσεων σε 
σειρά σε όλους τους πελάτες ενώ σε κάθε φάση γίνεται έλεγχος των εξυπηρε­
τούμενων μονάδων. Μετά το πέρας της ί-οστής (ι =  1,2,..., η - 1 )  φάσης εξυπη­
ρέτησης, αν η μονάδα δεν ικανοποιεί ορισμένα ποιοτικά κριτήρια εκτοπίζεται 
από το σύστημα και τοποθετείται στο ϊ κουτί επαναλαμβανόμενων αφίξεων, απ’ 
όπου επαναλαμβάνει την προσπάθεια για να συνδεθεί με τον υπάλληλο και να 
συνεχίσει τη διαδικασία εξυπηρέτησης στην (i 4* 1) φάση. Σε αντίθετη περί­
πτωση, προωθείται άμεσα στην (ϊ +  1) φάση. Οι πελάτες που τοποθετούνται 
στην ουρά και συνεχίζουν την διαδικασία εξυπηρέτησης τους χωρίς να εισέλ­
θουν σε κάποιο κουτί, καλούνται τύπου 1. Οι πελάτες που τοποθετούνται στο ϊ 
(ι — 1,2,..., η—1) κουτί επαναλαμβανόμενων αφίξεων, και αφού καταφέρουν να 
συνδεθούν με τον υπάλληλο συνεχίζουν τη διαδικασία εξυπηρέτησης τους χωρίς 
να εισέλθουν σε κάποιο j  (j > %) κουτί, καλούνται τύπου (ί +  1) πελάτες. Οι 
πελάτες τύπου 1 έχουν μή-διακόπτσυσα προτεραιότητα έναντι των πελατών τύ­
που 2,3,..., η. Κάθε φορά που ελευθερώνεται ο υπάλληλος (δεν υπάρχουν τύπου 
1 πελάτες να περιμένουν στην ουρά) αναχωρεί για απλές διακοπές. Οι χρόνοι 
εξυπηρέτησης είναι πιθανοθεωρητικά διαφορετικοί, τόσο για κάθε φάση, όσο 
και για κάθε τύπο πελάτη στην αντίστοιχη φάση. Επιστρέφσντας από τις διακο­
πές ο υπάλληλος αν δεν βρεί πελάτες τύπου 1, παραμένει άεργος περιμένσντας 
την πρώτη άφιξη που θα ζητήσει να εξυπηρετηθεί, είτε από το εξωτερικό περι­
βάλλον, είτε από κάποιο από τα η — 1 κουτιά επαναλαμβανόμενων αφίξεων.

Το υπό μελέτη μοντέλο γενικεύει σημαντικά τα αποτελέσματα του μοντέλου 
του κεφαλαίου 2, καθώς και τα συστήματα με επαναλαμβανόμενες αφίξεις και 
πολλούς τύπους πελατών. Η ανάλυση του εν λόγω συστήματος είναι διαφορετική 
από αυτή του κεφαλαίου 2, ενώ γίνεται αρκετά πολύπλοκη, αφού κάθε στιγμή 
θα πρέπει να λαμβάνουμε υπόψιν το μήκος μίας κανονικής ουράς καθώς και τα 
μήκη η — 1 ουρών επαναλαμβανόμενων αφίξεων. Για πρώτη φορά στη σχετική 
βιβλιογραφία, κάθε πελάτης που φθάνει στο σύστημα, έχει τη δυνατότητα να 
εισέλθει σέ ένα αριθμό κουτιών επαναλαμβανόμενων αφίξεων, μέχρι να αναχω­
ρήσει μετά το πέρας της π-οστής φάσης. Επιπλέον για πρώτη φορά στα μοντέλα 
με πολλούς τύπους πελατών, οι πελάτες της ι ουράς επαναλαμβανόμενων αφί­
ξεων μπορούν να εισέλθουν στην j  ουρά επαναλαμβανόμενων αφίξεων (ί < 3) 
και επομένως να αλλάξουν τύπο. Η αλλαγή του τύπου του πελάτη, προκαλεί 
την αλλαγή της μελλοντικής διαδικασίας εξυπηρέτησης του. Οπως και στο μο­
ντέλο του κεφαλαίου 2, οι πελάτες των ουρών επαναλαμβανόμενων αφίξεων δεν
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προέρχονται από ανεξάρτητες ροές πελατών, όπως συμβαίνει σε όλα τα αντί­
στοιχα μοντέλα με πολλούς τύπους πελατών. Για παράδειγμα οι πελάτες τύπου 
%, ενδέχεται να προέρχονται από τους τύπου 1,2,..., t — 1 πελάτες. Το υπό με­
λέτη μοντέλο, εκτός της εφαρμογής του σε προβλήματα βιομηχανικής παραγω­
γής, όπου στο τέλος κάθε φάσης γίνεται έλεγχος ποιότητας της εξυπηρετούμενης 
μονάδας, μπορεί επίσης να χρησιμοποιηθεί σε περιπτώσεις αποφυγής συμφό­
ρησης της κανονικής ουράς. Μετά το πέρας κάθε φάσης, αν ο υπάλληλος αντι- 
ληφθεί μεγάλο μήκος ουράς, υποχρεώνει τον πελάτη να εισέλθει στο αντίστοιχο 
κουτί επαναλαμβανόμενων αφίξεων και ακολούθως συνεχίζει την εξυπηρέτηση 
των πελατών της κανονικής ουράς.

Για το υπό μελέτη μοντέλο μελετήθηκαν σε στατιστική ισορροπία οι αναμε­
νόμενες τιμές του αριθμού των πελοτών, τόσο της κανονικής ουράς, όσο και των 
ουρών επαναλαμβανόμενων αφίξεων ξεχωριστά. Τα αποτελέσματα της εν λόγω 
εργασίας [132] είναι υπό κρίση.

Τέλος στο κεφάλαιο 4 μελετάται για πρώτη φορά ένα σύστημα επαναλαμ­
βανόμενων αφίξεων με τα χαρακτηριστικά του χρόνου προετοιμασίας (start up) 
και αποφόρτισης (close down), πριν και μετά αντίστοιχα, από μιά περίοδο συ­
νεχούς απασχόλησης του υπαλλήλου. Συγκεκριμένα, καταφθάνουν μεμωνομένα 
πελότες κλόοης 1 και 2 και αν βρουν απασχολημένο τον υπάλληλο, οι μεν κλόσης 
1 τοποθετούνται σε ουρά απείρου μήκους, ενώ οι δέ κλόσης 2 εισέρχονται στην 
ουρά επαναλαμβανόμενων αφίξεων. Για να αρχίσει ο υπάλληλος να εξυπηρετεί, 
είτε τους κλόσης 1, είτε κάποιον κλόσης 2, που κατάφερε να συνδεθεί μαζί του, 
χρειάζεται ένα χρόνο προετοιμασίας (διαφορετικό πιθανοθεωρητικά για κάθε 
τύπο πελότη). Μόλος ο υπάλληλος ολοκληρώσει την εξυπηρέτηση όλατν των πε­
λατών που αναμένουν στην ουρά ή στο χώρο εξυπηρέτησης (το κουτί των επα­
ναλαμβανόμενων αφίξεων δεν είναι αναγκαστικά άδειο), ενεργοποιεί μία πε­
ρίοδο αποφόρτισης. Στη διάρκεια αυτής της περιόδου, ο υπάλληλος είναι διαθέ­
σιμος μόνο για τους πελότες τύπου 1. Συγκεκριμένα, αν κάποιος πελάτης τύπου 
1 φθάσει στη διάρκεια του χρόνου αποφόρτισης, ο υπάλληλος ενεργοποιεί ένα 
χρόνο προετοιμασίας ώστε να είναι σε θέση να τον εξυπηρετήσει Αν ο χρόνος 
αποφόρτισης παρέλ.θει χωρίς να αφιχθεί στο σύστημα κάποιος πελότης τύπου 
1, ο υπάλληλος αναχωρεί για απλός διακοπές. Επιστρέφοντας, αν δεν υπάρχουν 
τύπου 1 να αναμένουν στην ουρά, παραμένει άεργος περιμένοντας την πρώτη 
άφιξη, είτε από έξω, είτε από την ουρά των επαναλαμβανόμενων αφίξεων.

Οι πελότες κλόσης 1 έχουν μή-διακόπτσυσα προτεραιότητα έναντι των πε­
λατών κλόσης 2, με την έννοια ότι μία ενδεχόμενη άφιξή τους δεν επηρεάζει την 
εξυπηρέτηση ενός τύπου 2. Από την άλλη, η άφιξη ενός τύπου 1 πελάτη κατά
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τη διάρκεια του χρόνου προετοιμασίας ενός τύπου 2, προκαλεί την διακοπή του 
και αναγκάζει τον υπάλληλο να ενεργοποιήσει έναν χρόνο προετοιμασίας, για 
να είναι σε θέση να εξυπηρετήσει τον νεο-αφιχθέντα τύπου 1 πελάτη. Σε αυτή τη 
περίπτωση ο διακοπτόμενος τύπου 2  πελάτης, δεν επιστρέφει στο κουτί των επα­
ναλαμβανόμενων αφίξεων, αλλά παραμένει στον χώρο εξυπηρέτησης αναμένο­
ντας τον υπάλληλο να εξυπηρετήσει τον νεο-αφιχθέντα τύπου 1 πελάτη καθώς 
και όλους τους τύπου 1, που ενδέχεται να φθάσσυν στο σύστημα στη διάρκεια 
της διαδικασίας εξυπηρέτησης του. Ο υπάλληλος θα αρχίσει την διαδικασία 
εξυπηρέτησης του διακοπτόμενου πελάτη, όταν ολοκληρωθεί επιτυχώς η περίο­
δος αποφόρτισης που ενεργοποιείται αμέσως μετά την εξυπηρέτηση όλων των 
πελατών τύπου 1. Για το εν λόγω μοντέλο μελετιόνται οι πιθανότητες των κατα­
στάσεων σε συνεχή χρόνο και διερευνάται η συνθήκη στατιστικής ισορροπίας. 
Ακολούθως, μελετιόνται οι πιθανότητες των καταστάσεων του μοντέλου, κάτω 
από αυτή τη συνθήκη.

Στο υπό μελέτη μοντέλο, τα χαρακτηριστικά του χρόνου προετοιμασίας και 
αποφόρτισης, συνδυάζονται για πρώτη φορά στα μοντέλα με επαναλαμβανόμε­
νες αφίξεις. Αξίζει να σημειωθεί ότι είναι σύνηθες σε πολλές πρακτικές εφαρμο­
γές η ύπαρξη τέτοιων χρονικών περιόδων, γεγονός που υποδηλώνει την εφαρμο- 
σιμότητα του εν λόγω μοντέλου. Επιπλέον παρατηρείται ένα μεικτό είδος προτε­
ραιότητας των πελατών τύπου 1, έναντι αυτών τύπου 2. Υπενθυμίζουμε ότιη δια­
δικασία εξυπηρέτησης ενός πελάτη τύπου 2, αποτελείται από τον χρόνο προετοι­
μασίας και τον καθαρό χρόνο εξυπηρέτησης. Στο παρόν μοντέλο, ο πελάτης τύ­
που 1 διακόπτει την διαδικασία εξυπηρέτησης αν αυτή βρίσκεται στην φάση του 
χρόνου προετοιμασίας, ενώ δεν την επηρεάζει καθόλου αν αυτή βρίσκεται στην 
φάση του καθαρού χρόνου εξυπηρέτησης. Δηλαδή παρατηρείται διακόπτσυσα 
επαναληπτική προτεραιότητα όταν η διαδικασία εξυπηρέτησης βρίσκεται στη 
φάση του χρόνου προετοιμασίας και μή διακόπτσυσα, όταν η διαδικασία είναι 
στη φάση του καθαρού χρόνου εξυπηρέτησης (βλέπε Jaiswal [102] σελ. 176-186). 
Επιπλέον, η προτεραιότητα των πελατών τύπου 1 διακρίνεται και από το γεγο­
νός ότι ο υπάλληλος είναι διαθέσιμος μόνο γιά αυτούς, κατά τη διάρκεια της πε­
ριόδου αποφόρτισης. Οι παραπάνω παραλλαγές προτεραιοτήτων εμφανίζονται 
επίσης για πρώτη φορά στα μοντέλα με επαναλαμβανόμενες αφίξεις. Τα απο­
τελέσματα της παρσυσης εργασίας θα δημοσιευθσύν στο περιοδικό Stochastic 
Models (βλέπε [60]).
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

Ενα σύστημα ουράς 
επαναλαμβανόμενων αφίξεων 
με δύο φάσεις εξυπηρέτησης 
και διακοπές

2.1 Περίληψη

Στο κεφάλαιο αντό μελετάται ένα σύστημα ουράς με έναν υπάλληλο, ο οποίος 
παρέχει εξυπηρέτηση δυο φάσεων σε σειρά. Οι πελάτες φτάνοντας στο σύστημα 
τοποθετούνται σε μια κανονική ουρά και περιμένουν την σειρά τους για  να εξυ­
πηρετηθούν. Ολοι οι πελάτες λαμβάνουν εξυπηρέτηση και στις δυο φάσεις. 
Οταν κάποιος πελάτης ολοκληρώσει την πρώτη φάση εξυπηρέτησης, υπάρχουν 
δύο δυνατότητες για την μετέπειτα πορεία του. Είτε θα συνεχίσει άμεσα στην 
δεύτερη φάση εξυπηρέτησης, είτε θα αναχωρήσει προσωρινά από το σύστημα 
και θα εισέλθει στην ουρά των επαναλαμβανόμενων αφίξεων, απ' όπου επανα­
λαμβάνει την άφιξη του μετά από τυχαίο χρονικό διάστημα, ανεξάρτητα από 
τους υπόλοιπους πελάτες που ενδέχεται να υπάρχουν ήδη εκεί, με σκοπό να συν­
δεθεί με τον υπάλληλο και να λάβει την δεύτερη φάση εξυπηρέτησης που του 
αναλογεί. Επιπλέον, κάθε φορά που ο υπάλληλος ελευθερώνεται, εγκαταλείπει 
το σύστημα για κάποιο χρονικό διάστημα (διακοπές).

Στο επόμενο εδάφιο περιγράφεται λεπτομερώς το μοντέλο και στην συνέχεια 
(εδάφιο 23) αναλύονται οι καταστάσεις του συστήματος σε συνεχή χρόνο. Ακο­
λούθως (εδάφιο 2.4) δίνονται ορισμένα βοηθητικά αποτελέσματα, όσον αφορά 
τον χρόνο συμπλήρωσης εξυπηρέτησης ενός πελάτη καθώς και την περίοδο συ-
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νεχσύς απασχόλησης ταυ υπαλλήλου, τα οποία είναι απαραίτητα για την ανά­
λυση του μοντέλου. Στο εδάφιο 2.5, διερευνώνται οι συνθήκες κάτω από τις 
οποίες το σύστημα είναι σε στατιστική ισορροπία και ακολούθως αναλύονται οι 
καταστάσεις (εδάφιο 2.6) κάτω από τις συνθήκες αυτές. Στο εδάφιο 2.7 υπολο­
γίζονται ορισμένα σημαντικά χαρακτηριστικά μέτρα του συστήματος, ενώ στο 
εδάφιο 2.8  αποδεικνύεται ότι για το υπο μελέτη μοντέλο ισχύει η ιδιότητα της 
διάσπασης. Τέλος (εδάφιο 2.9), εξάγονται ορισμένα αριθμητικά αποτελέσματα, 
τα οποία είναι χρήσιμα για την κατανόηση της λειτουργίας του συστήματος. 
Τα απόοτελέσματα αυτού του καφαλαίου περιλαμβάνονται στην εργασία των 
Dimitriou and Langaris [59].

2.2 Περιγραφή του μοντέλου

Θεωρούμε ένα σύστημα ουράς με έναν υπάλληλο, ο οποίος παρέχει εξυπηρέ­
τηση δυο φάσεων σε σειρά. Επιπλέον ο υπάλληλος ακολουθεί τον πελάτη στην 
εξυπηρέτηση, καθώς αυτός μεταβαίνει από την πρώτη φάση στην δεύτερη. Οι 
πελάτες φτάνουν στο σύστημα σύμφωνα με την κατανομή P oisson  παραμέτρου 
λ και τοποθετούνται σε μια κανονική ουρά (προτεραιότητας) απείρου χωρητι­
κότητας περιμένοντας να εξυπηρετηθούν. Ολοι οι πελάτες λαμβάνουν εξυπη­
ρέτηση και σας δυο φάσεις. Οταν ένας πελάτης ολοκληρώσει την πρώτη φάση 
εξυπηρέτησης τότε υπάρχουν δυο δυνατότητες για την μετέπειτα πορεία του. 
Είτε με πιθανότητα 1 — ρ  θα προωθηθεί άμεσα στην δεύτερη φάση εξυπηρέτη­
σ η ς είτε με πιθανότητα ρ  θα αναχωρήσει προσωρινά από το σύστημα και θα 
εισέλθει στην λεγάμενη “ουρά των επαναλαμβανόμενων αφίξεων” (απείρου χω­
ρητικότητας). Από εκεί προσπαθεί, ανεξάρτητα από τους άλλους πελάτες που 
υπάρχουν ήδη εκεί, μετά από τυχαίο χρονικό διάστημα που προέρχεται από την 
εκθετική κατανομή με παράμετρο α, να βρει τον υπάλληλο διαθέσιμο (άεργο) 
ώστε να λάβει την δεύτερη φάση εξυπηρέτησης που του αναλογεί. Στη περί­
πτωση που ο πελάτης επιλέξει να αναχωρήσει από το σύστημα και να εισέλθει 
στην ουρά των επαναλαμβανόμενων αφίξεων, ο υπάλληλος αρχίζει αμέσως την 
πρώτη φάση εξυπηρέτησης του επόμενου πελάτη (αν υπάρχει) στην κανονική 
ουρά. Κάθε φορά που ο υπάλληλος ελευθερώνεται, δηλαδή όταν δεν υπάρχουν 
πελάτες που περιμένουν στην κανονική ουρά μετά το τέλος κάποιας εξυπηρέ­
τησης, εγκαταλείπει το σύστημα για τυχαίο χρονικό διάστημα (διακοπές). Πιό 
συγκεκριμένα, οι διακοπές θεωρούνται απλές: ο υπάλληλος με την επιστροφή 
του στο σύστημα αρχίζει να εξυπηρετεί τους πελάτες της κανονικής ουράς αν 
υπάρχουν. Αν την στιγμή της επιστροφής δεν υπάρχουν τέτοιοι πελάτες τότε ο
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υπάλληλος παραμένει άεργος αναμένοντας την πρώτη άφιξη που θα ζητήσει εξυ­
πηρέτηση (είτε από έξω, είτε από την ουρά επαναλαμβανόμενων αφίξεων), θ α  
θεωρούμε ότι ο  χρόνος διακοπών ϋο του υπαλλήλου προέρχεται από οποιαδή­
ποτε αυθαίρετη συνεχή κατανομή με αθροιστική συνάρτηση κατανομής (α,σ.κ) 
Bq(x), συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (ojijc.) 6q(x), μέση τιμή 6ο και ραπή 
δεύτερης τάξης πέρι το μηδέν

θ α  καλούμε Ρχ πελάτες, εκείνους που τοποθετούνται στην κανονική ουρά 
περιμένσντας να εξυπηρετηθούν ή συνεχίζουν τη διαδικασία εξυπηρέτησης τους 
χωρίς να εισέλθουν στο κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων, ενώ Ρζ πε­
λάτες, εκείνους που εισέρχονται στην ουρά των επαναλαμβανόμενων αφίξεων. 
Εστω, ϋ φ  « =  1,2, j  =  ϊ, % η τυχαία μεταβλητή (τ.μ.) που παριστά τον χρόνο 
εξυπηρέτησης του Ρ» πελάτη στην j  φάση, θεωρούμε ότι οι τ.μ U{j προέρχο­
νται από αυθαίρετες κατανομές με α,σ.κ. Β ^(χ), ojcjc. 6tj(x), μέση τιμή 6^ και 
ροπή δεύτερης τάξης πέρι το  μηδέν 6^ .  Επιπροσθετως, υποθέτουμε ότι όλες οι 
παραπάνω τ.μ. είναι ανεξάρτητες.

Σύμφωνα με τις παραπάνω παραδοχές, η δυναμική του συστήματος περιγρά- 
φεται από το ακόλουθο σχήμα.

e ta g e o n e  sta g e  two
—► ο οο ο Β "—► 0

prob. ρ
\  /exp(a)

Ξ
retrial box

Σχήμα 2.1: Το μοντέλο με επαναλαμβανόμενες αφίξεις 
και δυο φάσεις εξυπηρέτησης

Οι Kumar, Vijayakumar and Arivudainambi [124], Artaiejo and Choudhoury 
[22] και o Choudhuiy [40], ήταν οι πρώτοι που εισήγαγαν την έννοια των “επα­
ναλαμβανόμενων αφίξεων” σε μοντέλα με δυο φάσεις εξυπηρέτησης. Ο ι Kumar 
et.al. [124] γενίκευσαν μια προηγούμενη εργασία τους σε ένα μοντέλο με μία 
φάση εξυπηρέτησης (Kumar et.al. [125]), θεωρώντας ένα σύστημα ουράς με δύο 
φάσεις εξυπηρέτησης, όπου κάθε πελάτης που βρίσκει μη διαθέσιμο τον υπάλ­
ληλο αναχωρεί για την ουρά επαναλαμβανόμενων αφίξεων. Από εκεί, μόνο ο 
πρώτος στην σειρά πελάτης προσπαθεί να συνδεθεί με τον υπάλληλο, μετά από 
τυχαίο χρονικό διάστημα, που προέρχεται από μία αυθαίρετη κατανομή. Επι­
πλέον όταν κάποιος πελάτης ολοκληρώσει την πρώτη φάση εξυπηρέτησης, είτε
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ζητά να λάβει μια επιπλέον φάση εξυπηρέτησης, είτε αναχωρεί από το σύστημα. 
Στην εργασία του Choudhury [40] κάθε πελάτης, ολοκληρώνοντας την πρώτη 
φάση εξυπηρέτησης, συνεχίζει αμέσως και στην δεύτερη. Εν συνεχεία το εν 
λόγω μοντέλο, περιλαμβάνει διακοπές του υπαλλήλου, που υπόκειται σε ένα μη­
χανισμό Bernoulli, ενώ ο χρόνος μεταξύ διαδοχικών προσπαθειών ενός πελάτη 
από την ουρά των επαναλαμβανόμενα™ αφίξεων ακολουθεί εκθετική κατανομή 
με παράμετρο k a  4 - β, όπου k  ο αριθμός των πελατών που βρίσκονται στη δεδο­
μένη στιγμή στην ουρά tcov επαναλαμβανόμενα™ αφίξεων (linear retrial policy), 
θ α  πρέπει να παρατηρήσουμε ότι και στις τρείς παραπάνω εργασίες δεν υπάρ­
χει κανονική ουρά και όλοι οι πελάτες, που βρίσκουν μη διαθέσιμο τον υπάλληλο 
τοποθετούνται στην ουρά των επαναλαμβανόμενα™ αφίξεα™.

Το μοντέλο του παρόντος κεφαλαίου, που εμφανίζεται για πρώτη φορά στην 
βιβλιογραφία, είναι διαφορετικό ως προς την λειτουργία του και σαφώς γενι­
κότερο από αυτά των Kumar et al. [124], Artalejo and Choudhoury [22] και 
Choudhury [40], αφού σε οποιαδήποτε στιγμή δύο ουρές, η κανονική και αυτή 
των επαναλαμβανόμενα™ αφίξεα™ πρέπει να λαμβάνσνται υπόψιν, κάνοντας πο- 
λύπλσκότερη την αναλυσή του. Επιπλέον θα πρέπει να παρατηρηθεί ότι στο υπό 
μελέτη μοντέλο, οι πελάτες της ουράς tcov επαναλαμβανόμενα™ αφίξεα™, έχουν 
ήδη λάβει ένα ποσοστό εξυπηρέτησης (αυτό της πρώτης φάσης) την στιγμή που 
εισέρχονται σε αυτήν, γεγονός που δεν ισχύει τόσο στα παραπάνω μοντέλα, όσο 
και σε άλλα συστήματα με επαναλαμβανόμενες αφίξεις πελατών. Το γεγονός 
αυτό το καθιστά ακόμα πιο ενδιαφέρον σε σχέση με τα προαναφερθέντα μο­
ντέλα. Επιπρόσθετός θα πρέπει να επισημάνσυμε ότι οι Ρ<ι πελάτες προέρχο­
νται από τη ροή των Ρχ πελατών, που μετά την ολοκλήρωση της πρώτης φάσης 
εισήλθαν στο κουτί.

Το υπό μελέτη μοντέλο είναι κατάλληλο για να περιγράφει συστήματα με 
δυο φάσεις εξυπηρέτησης, όπου στην πρώτη φάση γίνεται έλεγχος των εξυπη­
ρετούμενα™ μονάδα™ (πελάτες, εργασίες). Αν μία μονάδα ικανοποιεί κάποια 
ποιοτικά κριτήρια προωθείται άμεσα στην επόμενη φάση. Αν η ποιότητα της 
μονάδας είναι χαμηλή, τότε αποσύρεται προσωρινά απόο το σύστημα και επα­
ναλαμβάνει την προσιτά θεία της, ώστε να ολοκληρώσει την διαδικασία εξυπη­
ρέτησης της, όταν ο υπάλληλος είναι ελεύθερος από μονάδες υψηλής ποιότητας. 
Τέτοιες καταστάσεις συναντώνται συχνά, στην μετάδοση “πακέτων” πληροφο­
ρίας στα τηλεπικοινωνιακά δίκτυα, σε βιομηχανικά συστήματα, οε δίκτυα υποε- 
πεξεργαστών που συνδέονται με έναν κεντρικό επεξεργαστή κ.ο.κ..
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2 3  Ανάλυση των καταστάσεων του συστήματος σε συ­
νεχή χρόνο

Σε αυτή την παράγραφο θα μελετήσουμε τις πιθανότητες του αριθμού των πε­
λατών που βρίσκονται στο σύστημα (στην κανονική ουρά και στην ουρά των 
επαναλαμβανόμενων αφίξεων) σε οποιαδήποτε χρονική στιγμή. Το εν λόγω χα­
ρακτηριστικό είναι από τα ταό ενδιαφέροντα ενός συστήματος εξυπηρέτησης 
και πολλές φορές είναι δύσκολο να μελετηθεί, ενώ άλλες είναι αδύνατο. Ετσι, 
τα πρώτα αποτελέσματα της ανάλυσης αφορούν τις χρονικά εξαρτημένες πιθα­
νότητες των καταστάσεων του συστήματος.

Εστω N i(t) , ^ ( ί ) ,  οι τ.μ. που ποριστούν τον αριθμό των ΡΧ και Ρ<ι πελατών, 
που βρίσκονται στη κανονική ουρά και στην ουρά των επαναλαμβανόμενων αφί­
ξεων αντίστοιχα, την χρονική στιγμή (χ.σ.) t. Ορίζουμε επιπλέον με,

ί °
υπάλληλος σε διακοπές την χ σ . t,

6  =  { (*.i) υπάλληλος απασχολημένος στη j  φάση
με Pi πελάτη την χσ . ί,1 id υπάλληλος άεργος την χ σ . ί,

την τ.μ. που εκφράζει την κατάσταση που βρίσκεται ο υπάλληλος τη δεδομένη 
χσ . ί. Με την βοήθεια των παραπάνω ορισμών, ορίζονται οι πιθανότητες των 
καταστάσεων του συστήματος ως

q{k2,t)  =  P {N i{ t) =  0, N 2(t) =  *2, ξ, =  id),

P Q {k i,k z ,x ,t)d x  =  P(iV i(i) =  k i, N 2(t) =  k%, ξ ι =  0 , χ <  0 0{t) < x  +  dx), 

P ij{k i,k 2 ,x , t ) d x  =  P(W i(i) =  fci, N 2(t) =  fca, ξ4 =  x  <  t/0 (t) < x  +  dx),

όπου ϋ 0(t)  είναι ο χρόνος εξυπηρέτησης, που έχει ήδη λάβει ο Ρ  πελάτης
στην j  φάση (ί =  1, 2 , j  =  t , 2) και ο  χρόνος διακοπών, που έχει ήδη λάβει 
ο  υπάλληλος αντίστοιχα, την χ.σ. ί. Αν επιπλέον ορίσουμε και τις αντίστοιχες 
γεννήτριες πιθανοτήτων

Q(̂ 2»*) = Σ*2>θ9(*2> *)*£*>
Ρ)(Ζ1ι22ι^> )̂ =  Σ*1>0 Y k̂2>oPo(ki,k2,X ,t)^1 ,
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τότε συνδέοντας, κατα τον γνωστό τρόπο, τις πιθανότητες της χ.σ. t  με αυτές της 
ί  +  d t παίρνουμε, στην περίπτωση όπου χ  >  0 ,

( £  +  &)?«(**>**.*.*) +  (λ +  nij{x))P ij{k1,k2,x , t )  =  X p ijih  -  1 , k 2,x , t ) ,  

+  ^)Ρο(*ι, *2, x ,ί) +  (λ +  77ο(®))Ρο(Λι , *2, ί) =  Apo(fci - 1 , *2 , χ ,ί) ,

και

^ ? (* 2 ,<) +  (λ +  *2α ) # 2,ί) =  jT °  Ρο(0 , *2, χ, ί)η 0(χ )ά χ ,

ενώ οι αντίστοιχες αρχικές συνθήκες κάτω από τις οποίες θα πρέπει να επιλύ­
σουμε τις παραπάνω εξισώσεις δίνονται από

P u ( * l , * 2 , 0 , t )  =

Pl2(fcl,fc2 ,0 ,t)  =  

Ρ22(*1,*2,0,ί) =
P o ( k i , k 2 , 0 , t )  =

5{fe,=o}Ag(fc2,i) +  ρ  p n (k! +  l.fca -  l,x ,t)? ju (x)dx 

+  J T  Po(k  1 + 1 . *2» x,t)V o{x)dx  

+ Σ ί = 1  JS” P<2(*1 +  l,fc2,x ,t)77i2(x)<ix,

(1 _ P)JiT Pui*!»*^1-*)»?!! (*)<&:>
£{*,=ο}α(*2 + i)g(fca + M), 

δ(*ι=ο }[pJo°
+  E i= iJ T  Pi2(0 , *2 , x, i)77i2(x)<ix],

όπου  η συνάρτηση 6{il=o} είναι to  δέλτα του Kronecker και

η (x) = Μ*)
1 - £ .( χ ) '

Ορίζοντας με Q '(z 2 , s ) ,  Ρ ^ ( ζ ι , ζ 2 , χ , 8 ) ,  /^ (ζ χ ,^ ,χ ,β )  το υς  αντίστοιχους 
Μετασχηματισμούς Laplace (M X) των γεννητριών συναρτήσεων που ορίστηκαν 
παραπάνω, καταλήγουμε στις εξής σχέσεις

Ρ0(ζΙ,Ζ2,Χ,β)
Pij(Zl,2>2,X,8)

και

Ρ<ϊ(ζι,Ζ2,0,β)(1 -  Bo(x))e x p [ - ( s  +  λ -  λζι)χ], 

Ρ £ (ζ ι ,  *>2 ,0 , s ) ( l  -  exp [-(s +  λ -  λζ^χ],
(2.1)

a z 2— Q , (z2,8) +  {X +  8)Qt (z2,8) =  1 +  Ρ0*(0 ,ζ 2 ,0 ,β)/35(β +  λ), (2.2)
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όπου /?0(-)ι P'ij(-) είναι οι M.L. των 6ο(·), &y(-) αντίστοιχα. Με ανάλογο τρόπο 
οι αντίστοιχες αρχικές συνθήκες (χ =  0 ) δίνονται από

Ρ 0* ( 0 , 2 2 , 0 , ε )  =  p 2 2 P 1*1 ( 0 ) 2 2 , 0 ) s K x ( s  +  A ) +  P 1*2 ( 0 , ^ 2 , 0 , s ) / ? i 2 ( s  +  A )

"̂ ■̂22(0> ·22>̂ Ϊ 3)βί2^3 λ),
Ρ ΐ2(21. *2, ° . 3) =  (1 -  ν)Ρ χ1 (*1.22; °» s)/?il(« +  λ  -  λΧχ), 

ί&ίΟ^,Ο,ε) =  «d^Q‘(z2>8)»

(2.3)

ενώ
*1^ 1(21. 22, 0 ,ε) =  P22 (P1*1(21,22 ,0 ,s ) # 1(s4 -A -A 21)

—Pix(0, 22,0, 8)β'η  (s +  X)) +  Ρ0· (0, 22, 0 , s)

* (β θ{8 +  λ — λ2χ) — 0o(s +  λ)) +  P ij^ l)· 2̂ )^)5) 

x f t2(s +  λ -  Χ ζι) -  Ρ ’2(0 ,22, 0 , β)0ί2(β +  λ)

+Ρ2*2(·̂ ΐ! 22)0, 3)βτ2(3 + λ — ΑΖχ)
- Ρ 2’2(0 ,22,0, ε)/322(ε +  λ) +  Α21<5’(22, «).

(2.4)

Αντικαθιστώντας τις (2.1), (23) στην (2.4) καταλήγουμε στην ακόλουθη 
σχέση

Pl*l(2l,22,0,S) =
X z iQ m(z2 r f + ^ l i i e + X - X z ^ - j L - Q *  {Ζ 2 ,β )-P q (Q,z7,O,8)[1+0q( 8 ± \ ) -  0 q( $ + \ - \ z i )] 

Ζ ΐ~ β ί ι ( 8 + \ - λ ζ 1)\ρ Ζ 2 + (ΐ-ρ )β {7( 8 + λ - \Ζ ι ) ]  “

(2.5)

Ας ορίσουμε με S  τον χρόνο που απαιτείται από τον υπάλληλο για να εξυ­
πηρετήσει πλήρως (δηλαδή είτε να ολοκληρώσει την διαδικασία εξυπηρέτησης 
και να αναχωρήσει από το σύστημα, είτε να εισέλθει στην ουρά των επαναλαμ­
βανόμενων αφίξεων και να γίνει Ρ2 πελάτης) έναν Ρλ πελάτη και έστω Ν \ (S ), 
N 2(S )  ο  αριθμός των νέων Ρ\ και Ρ2 πελατών, πσυ φτάνουν στην κανονική ουρά 
και στην ουρά των επαναλαμβανόμενων αφίξεων αντίστοιχα στην διάρκεια του
S . Εστω επιπλέον

bijtydt = P (t < S  < t  +  dt, N iiS )  = i , N 2(S) =  j ) ,

0*(*, *i, *2) =  / 0°° e " ‘ Σ Ζ ο  Σ]=ο bij(t)z\4dt.
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Είναι προφανές ότι ο χρόνος εξυπηρέτησης ενός Ρχ πελάτη είτε αποτελείται, με 
πιθανότητα ρ, μόνο από την πρώτη φάση (σε αυτή τη περίπτωση ο αριθμός των 
Ρ2 πελατών αυξάνει κατά ένα), είτε αποτελείται, με πιθανότητα 1 — ρ, και από 
τις δυο φάσεις εξυπηρέτησης. Τότε,

Μ <) =  E L o  -  Ρ) * e - * ^ b l2{i),

Μ*) =  e~Xt̂ a~bu(t)p.

Επομένως είναι εύκολα κατανοητό ότι,

/ ? * ( $ ,  Ζχ, Ζ2) =  β{χ(3 4 -  λ  -  λΖχ)\ρΖ2 +  ( 1  “  Ρ)β12(3 +  λ  -  λΖχ)),

και επομένως η απόδειξη του ακόλουθου λη μματος αποτελεί απλή εφαρμογή του 
γνωστού θεωρήματος του Takacs [164].

Λήμμα 2.1 Για (i) \ζ%\ < 1, Re(s) > 0, ή (ϋ) |ε |̂ <  1, Re($) >  0, ή («*) \ζ%\ <  
1, Re(a) >  0 και ρ1 =  λφ χι +  (1 — ρ)δΐ2) >  1, η σχέση

Ζχ ~  β*ιι(3 +  λ -  λζι)(ρζ2 +  (1 -  Ρ )#2(« +  A -  \ζχ%  (2.7)

έχε/ μ/α κα/ μόνο μία  ρίζα, έστω ^  =  x(a,5fe), μέσα στην περιοχή \ζχ\ < 1. 
Ειδικότερα για ε =  0  κα/ 22 — 1, η ̂ (0> 1) *δ/α/ η μικρότερη θετική πραγματική 
ρίζατης (Ζ 7)με χ{0,1) < l a v  ρχ > 1κα/χ(0,1) =  Ιανρ* < L

Επειδή η συνάρτηση Ρ̂ χ (21, 22,0 ,5) πρέπει να είναι αναλυτική για \ζχ\ <  

1, \ζ%\ < 1, η ρίζα του παρονομαστή, χ(ε,ε2), πρέπει να είναι και ρίζα του 
αριθμητή. Οπότε από την σχέση (Ζ5) χρησιμοποιώντας το παραπάνω Λήμμα, 
καταλήγουμε στην

Po(0,Z2,0,s) 22) Q *(*2, ή  Η- αβ&ί*  +  λ  -  A x ( a ,  2 2 ) ) ^ Q *  fa ,  &) 
1 +  βο(& +  Α ) — β5 ( s  4 -  Λ  — λ χ ( β ,  ζ$))

(2.8)

και αντικαθιστώντας στην συνέχεια στην (2 .2) θα έχουμε

α(ζ2 -  D 2 (8 ,za ))^ Q * (z2 ,s )  +  (s + λ - X D jfa& flQ ’fa ,* )  -  l , (2.9)
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όπου

(2.10)

Εστω,

Ρθ =  p l x j ' P2 — λρΪ22, p  — Po +  Pi +  P2> (2.11)

όπου t o  ρ λ δίνεται στο Λήμμα 2.1. Διατυπώνεται τώρα το ακόλουθο θεώρημα:

Θεώρημα 2 2  Για  (ΐ) Re(s) >  0, ή  («) Re(s) > 0 και ρ  >  1, η εξίσω ση

Z2 - D 2&Z2) =0, (2.12)

έχει μ ια  κα ι μόνο μ ια  ρίζα, έστω  ζ% =  φ(&), μ έ σ α  σ την  περιοχή \ζ%\ <  1. Ειδικό­
τερα  για  3 — 0, η φ (0 ) είναι η μ ικρότερη  θετική  πραγματική  ρ ίζα  τη ς  (2.12), μ ε  
^(0 ) <  1 α ν  p  > 1 κα ι φ{0) =  1 α ν  ρ  <  L

Απόδειξη: Η απόδειξη του θεωρήματος είναι εξ5 ολοκλήρου βασισμένη στην 
έννοια του “γενικευμένσυ τροποποιημένου χρόνου συμπλήρωσης εξυπηρέτη­
σης” ενός Ρ2 πελάτη, η οποία θα αναλυθεί στην επόμενη παράγραφο. Ετσι, 
συγκρίνοντας την συνάρτηση D 2(s, ζ^), πρώτη από την σχέση (2 .10), με την συ­
νάρτηση ιι>2 {&, &ι) στην σχέση (2.17) του επόμενου εδαφίου, βλέπουμε ότι

rOΟ ° °

D2(8, Ζ2) = 10̂ (3, Ζ2) = /  €"8ί V  W$(t)z?dt,
JO m^0

όπου η συνάρτηση v im \ t)  είναι σ ,ππ.. Δηλαδή η ^ ( ε ,  2̂ ) είναι στην πράξη M.L. 
μιας γεννήτριας πιθανοτήτων.

θεωρούμε την κλειστή καμπύλη |^ | =  1. Τότε κάτω από την συνθήκη (ζ) 
ισχύει πάντα

\Ό2{8 ^ ) \  < D2(Re{*)> 1) < Γ>2(0,1) = 1 == |«*|,

ενώ στην περίπτωση όπου R e(s) > 0 , πρέπει να θεωρήσουμε την κλειστή κα­
μπύλη \ζ2 \ =  1 — e (όπου € >  0  είναι αρκετά μικρός αριθμός). Σε αυτή την 
περίπτωση

\D 2(s ,z 2)\ < Ό 2{Βε{8), 1 -  e) < 1 -  c =  (2.13)
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μόνο εαν επιπρόσθετός ισχύει

ή ισοδύναμα ρ >  1, ώστε να ισχύει η σχέση (2.13). Το πρώτο μέρος της απόδει­
ξης ολοκληρώνεται λαμβάνσντας υπσψιν το θεώρημα του Rouche.

Επιπλέον για s =  0 η κυρτή συνάρτηση Ζ?2(0 » &ι) είναι αύξουσα ως προς 
Ζ 2 ,  για 0 <  Ζ2  <  1, παίρνοντας τιμές Ζ22(0,0) <  1 και £>2(0,1) =  1 και συνεπώς 
0 < φ(0) <  1 α νρ>  1,ενώ γιαρ< 1 , έχουμε <£(0 ) =  1, γεγονός που ολοκληρώνει 
την απόδειξη. □

Λαμβάνσντας υπάψιν το παραπάνω θεώρημα, η διαφορική εξίσωση (2.9) 
μπορεί να επιλυθεί (βλέπε Falin and Flicker [81]) στα διαστήματα [0, </?(«)) και 
(v?(s), 1]. Τελικώς η γεννήτρια Q*{s,Z2), που προκύπτει ως λύση της εν λόγω 
διαφορικής εξίσωσης δίνεται από,

Αρα έχοντας υπολογίσει τη γεννήτρια συνάρτηση Q*(sJ zq), χρησιμοποιώ­
ντας τις σχέσεις (2.1), (23), (23) και (2.8), όλες οι γεννήτριες πιθανοτήτων που 
ορίστηκαν προηγουμένως είναι γνωστές. Με αυτό το αποτέλεσμα ολοκληρώνε­
ται η ανάλυση του συστήματος σε συνεχή χρόνο.

2.4 Βοηθητικά αποτελέσματα

Στη συνέχεια δίνουμε κάποιους βασικούς ορισμούς, που χρησιμεύουν στην κα­
λύτερη κατανόηση της λειτουργίας του μοντέλου. Επιπλέον, παρουσιάζουμε και 
αποδεικνύσυμε ορισμένα βασικά αποτελέσματα, που βοηθούν στην ανάλυση του 
συστήματος (βλέπε απόδειξη θεωρήματος 2.2  του προηγούμενου εδαφίου).

Ορισμός: Η περίοδος συνεχούς απασχόλησης των Ρ1 πελατών, εκφράζει την 
χρονική διάρκεια από τη στιγμή που κάποιος Ρχ πελάτης αρχίζει να εξυπηρετεί­
ται μέχρι την στιγμή που ο υπάλληλος ελευθερώνεται για πρώτη φορά, δηλαδή 
όταν η ουρά προτεραιότητας αδειάζει.

Q*(S*Z2)— s+A-AD,(3̂ 2)’ λί 2̂ — <£($),
■ Ζ2 *+ Α -Α .Ρ ι( * ,ζ )  
u λ(Ζ>2(*,χ)-*) dx}dut i f  Ζ2 Φ Φ(&).
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Ας ορίσουμε

B ffi  =  Διάρκεια περιόδου συνεχούς απασχόλησης Ρχ 
πελατών που αρχίζει με ί Ρχ πελάτες,

Ν ( Β ^ )  =  Αριθμός νέων Ρ2 πελατών που φτάνουν στην 
διάρκεια του Β ^%\

g£(t)dt =  P ( t  <  Β® < ί  + dt, Ν{Β& ) =  m), * >  1, m >  0.

Τότε εργαζόμενοι όπως οι Laogaiis and Eatsaros [133], καταλήγουμε στην

ίΓ(0(«,Ζ2) =  Γ °  e  ’ ι V  =  **(». 3ΐ),
Λ ^

όπου χ($, είναι η μοναδική ρίζα της εξίσωσης (2-7) του Λήμματος 2-L
Ας ορίσουμε με C, την τ.μ. που εκφράζει το χρονικό διάστημα από την 

στιγμή που ένας Ρ2 (retrial) πελάτης βρίσκει διαθέσιμο τον υπάλληλο και αρ­
χίζει την εξυπηρέτηση του, μέχρι την στιγμή που ο υπάλληλος είναι έτοιμος να 
αναχωρήσει για διακοπές (δηλαδή τη στιγμή που ολοκληρώνεται μία εξυπηρέ­
τηση και η ουρά προτεραιότητας είναι άδεια). Εστω επίσης N { C )y τ,μ. που 
εκφράζει τον αριθμό των νέων πελατών που εισέρχονται στην ουρά των επα­
ναλαμβανόμενων αφίξεων, στη διάρκεια του C . Τον χρόνο C, θα το  καλούμε 
και ως “τροποποιημένο χρόνο συμπλήρωσης εξυπηρέτησης" ενός Ρ2 πελάτη. 
Παρατήρησε ότι αν δεν έρθει κανένας Ρχ πελάτης στην διάρκεια του χρόνου 
εξυπηρέτησης του Ρ2 πελάτη, τότε το C  ολοκληρώνεται και ο υπάλληλος ανα­
χωρεί για διακοπές. Σε αυτή τη περίπτωση δεν έρχεται κανένας νέος Ρ2 πε­
λάτης. Επιπροσθέτως, αν στην διάρκεια του χρόνου εξυπηρέτησης του Ρ2 πε­
λάτη έρθουν ί ΡΧ πελάτες, μετά το  πέρας αυτού θα ακολουθήσει μια περίο­
δος συνεχούς απασχόλησης Ρχ πελατών που αρχίζει με ϊ Ρχ πελάτες και μόλις 
αυτή ολοκληρωθεί, ο  υπάλληλος θα αναχωρήσει για διακοπές. Σε αυτή τη περί­
πτωση υπάρχει η δυνατότητα να έχουμε νέους Ρ2 πελάτες. Ετσι αν ορίσουμε με 
c ^ t ) #  — P (t <  C  < 14- dt, N(C) ~  m) την από κοινού o ju t . των C, N{C) 
τότε,

co(t) =  + Σ ~ ,  * ά ° (0 .

cm(t) = Σ Ζ ι  * «ί?(0,
όπου (*) εκφράζει συνέλιξη και μετά από κράξεις καταλήγουμε στην

c* (* ,* * )=  Γ  e - r t V a ) ^  =  % ( *  +  A - A i ( f z 2)) . (2.14)
Jo
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Κατα αναλογία, ας ορίσουμε με V , την τ.μ. που εκφράζει το χρονικό διά­
στημα από τη στιγμή που ο υπάλληλος αναχωρεί για διακοπές, μέχρι την στιγμή 
που είναι για πρώτη φορά άεργος (δηλαδή τη στιγμή που επέστρεψε από τις 
διακοπές και βρήκε άδεια την ουρά προτεραιότητας). Επιπλέον, έστω N (V ),  
τ.μ. που εκφράζει τον αριθμό των νέων πελατών που εισέρχονται στην ουρά 
των επαναλαμβανόμενων αφίξεων, στη διάρκεια του V . Τον χρόνο V , θα το 
καλούμε και ως γενικευμένο χρόνο διακοπών του υπαλλήλου. Αν στη διάρκεια 
των διακοπών του  υπαλλήλου δεν έρθει κανένας Ρχ πελάτης, τότε μετά το πέρας 
αυτών ο υπάλληλος θα παραμείνει άεργος, ενώ κανένας νέος Ρ2 πελάτης δεν 
θα έχει εισέλθει στην ουρά των επαναλαμβανόμενων αφίξεων. Στη περίπτωση 
που έρθουν % Ρχ πελάτες, στη διάρκεια των διακοπών, μετά την επιστροφή του 
υπαλλήλου θα ακολουθήσει μια περίοδος συνεχούς απασχόλησης Ρ\ πελατών 
που αρχίζει με z Ρχ πελάτες και κατόπιν, ο υπάλληλος θα αναχωρήσει ξανά για 
διακοπές κ.ο.κ.. Στη παρούσα φάση ενδέχεται να έχω νέους Ρ2 πελάτες. Ετσι, 
αν ορίσουμε με

vm (t)d t = Ρ (ί < V  <  t  + dt, N {V )  = m ),
1>*(«,Z2) = j r  e_etE^=0 vm{t)2fdt,

την από κοινού σ χ π . των V , N (V )  και τον M L. της αντίστοιχης γεννήτριας 
πιθανοτήτων τότε

v0(t) = e~xtbo(t) + e~Xt^ b o ( t )  * g ^(t)  *  v0(t),

vm (t) =  Σ Ζ ι  e~xt^ b 0(t) * Σ Ζ ο  £ ](t) * Vm. k {t),

και επομένως

v* {s ,z2)
____________βρ(* +  A)___________
1 +  /?o(e Η" λ) — βρ{3 +  λ — λχ(ε, 2̂ ))

(2.15)

Τώρα είμαστε σε θέση να ορίσουμε τις έννοιες του γενικευμένσυ τροποποιη­
μένου χρόνου συμπλήρωσης εξυπηρέτησης ενός Ρ% πελάτη και της γενικευμένης 
περιόδου συνεχούς απασχόλησης Ρι πελατών, λαμβάνοντας υπόψιν τις διακοπές 
του υπαλλήλου.

Ως "γενικευμένο τροποποιημένο χρόνο συμπλήρωσης εξυπηρέτησης”, έστω 
W 2, ενός Ρ2 πελάτη, ορίζουμε την τ.μ. που εκφράζει το χρονικό διάστημα από 
την στιγμή που ένας Ρ2 πελάτης βρίσκει διαθέσιμο τον υπάλληλο και αρχίζει 
την εξυπηρέτηση του, μέχρι την στιγμή που ο υπάλληλος είναι άεργος για πρώτη
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φορά. Παρατήρησε o n  η περίοδος W 2 αποτελείται από δυο ανεξάρτητες χρονι­
κές περιόδους. Το χρονικό διάστημα από τη στιγμή που ένας Ρ2 πελάτης κατά- 
φερε να συνδεθεί με τον υπάλληλο, εως τη στιγμή που ο υπάλληλος είναι έτοιμος 
να αναχωρήσει για διακοπές (C), συν το χρονικό διάστημα από τη στιγμή που ο 
υπάλληλος αναχώρησε για  διακοπές, εως τη στιγμή που έμεινε άεργος για  πρώτη 
φορά (V). Ωςγενικευμένη περίοδο συνεχούς απασχόλησης, έστω Η \, Ρ χ πελα­
τών, ορίζουμε την τ.μ. πσυ εκφράζει το  χρονικό διάστημα από τη στιγμή που ένας 
Ρ ι πελάτης φτάνε ι σε άδε ιο συστη μα (ο υπάλληλος άεργος), μέχρι την στιγμή που 
ο υπάλληλος θα είναι άεργος για πρώτη φορά. Κατ' ανάλογο τρόπο, το  W \ απσ- 
τελείται από δυο ανεξάρτητα χρονικά διαστήματα. Από τη περίοδο συνεχούς 
απασχόλησης Ρ\ πελατών που ξεκινά με 1 Ρχ πελάτη, συν το χρονικό διά­
στημα από τη στιγμή που ο υπάλληλος αναχώρησε για διακοπές (αμέσως μετά 
την ολοκλήρωση του Β ^ ) ,  εως τη στιγμή που έμεινε άεργος για  πρώτη φορά (V). 
Εστω επιπλέον, N (W 2), N (W X), τ.μ. που εκφράξουν τον αριθμό των νέων πελα­
τών πσυ εισέρχονται στην ουρά των επαναλαμβανόμενων αφίξεων, στη διάρκεια 
των W 2j W x τ αντίστοιχα.

Αν ορίσουμε με

τις από κοινού o ju t. των W if N {W i)  και τους M.L. των αντίστοιχων γεννητριών 
πιθανοτήτων τότε

*£(*»*&) =  C*(5,22)u*(5,22), w l(8 ,Z 2) =  x(s, Zz)v*{s,Z2), (2.16)

και επομένως

Παραγωγίζσντας τις προκύπτουσες σχέσεις ως προς 2% 0X0 σημείο Ζ2 =  
1 , ε =  Οθαέχουμε

w £{t)d tt =  P ( t  < Wi < t  -+- d t, N (W i) =  to),

«£ *2) =  fiT  e~3t ΣΓ=ο w™ {t)z?dt.

(2.17)

(2.18)
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(2.19)

όπου τα ρ$, ρ ν  ρ ^  δίνονται από την σχέση (2.11). Παρατήρησε ότι η σχέση
(2.18) παριστύ τον αναμενόμενο αριθμό των Ρ2 πελατών που εισέρχονται στην 
ουρά των επαναλαμβανόμενων αφίξεων στην διάρκεια ενός τροποποιημένου 
χρόνου συμπλήρωσης εξυπηρέτησης ενός Ρ2 πελάτη. Κατα αναλογία η σχέση
(2.19) παριστύ τον αναμενόμενο αριθμό των νέων Ρ2 πελατών, που εισέρχονται 
στην ουρά των επαναλαμβανόμενων αφίξεων στην διάρκεια μιας γενικευμένης 
περιόδου διακοπών του υπαλλήλου. Στην ουσία, η σχέση (2.19) δίνει την επί­
δραση των διακοπών στην ουρά των επαναλαμβανόμενων αφίξεων. Επομένως 
ο αναμενόμενος αριθμός των νέων Ρ2 πελατών, που εισέρχονται στην ουρά των 
επαναλαμβανόμενων αφίξεων, στη διάρκεια των W 2, W x δίνονται από τις πα­
ρακάτω σχέσεις

θ α  πρέπει να τονιστεί εδώ, ότι ο  όρος E (N (W 2)) μπορεί να θεωρηθεί ως η πυ­
κνότητα κυκλοφορίας (traffic intensity) των Ρ2 πελατών στο σύστημα.

Π αραγωγίζονταςτιςσχέσεις(2.17),ω ςπρός^στοσημείο22 =  1, 5  =  0, μπο­
ρούμε να υπολογίσουμε την αναμενόμενη διάρκεια των W x και W2 αντίστοιχα. 
Τότε, οι εν λόγω όροι θα δίνονται από

2.5 Συνθήκη στατιστικής ισορροπίας

Η  συνθήκη στατιστικής ισορροπίας είναι θεμελιώδους σημασίας στα συστήματα 
εξυπηρέτησης, αφού μας δίνει πολύτιμες πληροφορίες για αυτά, ενώ τις περισ­
σότερες φορές είναι επίπονη η εύρεσή της. Κάτω από την συνθήκη στατιστικής 
ισορροπίας, η στοχαστική διαδικασία, που περιγράφει τις καταστάσεις του μο­
ντέλου μας είναι ευσταθής, ή ισοδύναμα το σύστημα έιναι ευσταθές.

e (n (w 2)) =  (0 , 22)1̂ ^  =
αζ2 1 —Pi

(2.20)

E (N (W 1)) =  - ^ ( 0 ,3 2 ) 1  =
dz2 1 — Pi (221)

(222)
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Εστω η στοχαστική διαδικασία

Ζ =  {(ΛΓι(ί), iV2 (t), &) : 0 <  t  <  οο},

όπου οι τ,μ. JVi(t), ξ ι εκφράζουν αντίστοιχα, τους αριθμούς uov Ρ* πελατών και 
την κατάσταση του υπαλλήλου στο σύστημα σε οποιαδήποτε χρονική στιγμή t.

Ορισμός; Ενα σύστημα ονομάζεται ευσταθές, αν και μόνο αν, οι οριακές πι­
θανότητες της διαδικασίας Ζ , καθώς το ί —»· οο,υπάρχουν, είναι ανεξάρτητες της 
αρχικής κατάστασης του συστήματος, είναι θετικές και αθροίζουν στη μονάδα.

Σκοπός του παρόντος εδαφίου είναι η εύρεση της συνθήκης κάτω από την 
οποία η στοχαστική διαδικασία Ζ είναι ευσταθής. Για την επίτευξη αυτού, θα 
χρησιμοποιήσουμε το κριτήριο του Pakes [155], καθώς και αποτελέσματα από 
την Μαρκοβιανή θεωρία ανανεώσεων (Markov Renewal Theory) και την θεωρία 
Ημιαναγεννητικών διαδικασιών (Semi-regenerative processes).
_ Ας θεωρήσουμε τις χρονικές στιγμές

Γ0 = 0 < ΤΧ < Τ2 < ...,

όπου με Τ{, θα συμβολίζουμε τα χρονικά σημεία κατά τα οποία ο υπάλληλος 
μένει άεργος για ί-οστή φορά, θ α  πρέπει να παρατηρήσουμε εδώ, ότι τα εν 
λόγω χρονικά σημεία είναι στιγμές ολοκλήρωσης είτε μιας γενικευμένης πε­
ριόδου συνεχούς απασχόλησης Ρχ πελατών, είτε ενός γενικευμένσυ τροποποιη­
μένου χρόνου συμπλήρωσης εξυπηρέτησης ενός Ρ2 πελάτη. Εστω επιπλέον 
N%i =  Ν 2(Ά  4- 0), * =  0 ,1 ,2 ,..., δηλαδή η τ.μ. TV2t δκφράζει τον αριθμό των 
πελατών, που βρίσκονται στην ουρά των επαναλαμβανόμενων αφίξεων αμέσως 
μετά την χρονική στιγμή Γ».

Είναι προφανές ότι η στοχαστική διαδικασία { Ν χ  ; % =  0 ,1 ,2 ,...}  είναι 
μία μη διαχωρίσιμη (irreducible) και απεριοδική (aperiodic) Μαρκοβιανή αλυ­
σίδα. Το ακόλουθο θεώρημα δίνει την συνθήκη, κάτω από την οποία η παρα­
πάνω Μαρκοβιανή αλυσίδα είναι θετικώς επαναληπτική (δηλαδή οι οριακές της 
πιθανότητες υπάρχουν, είναι θετικές και αθροίζουν στη μονάδα).

Θεώρημα 2 3  Για ρ  < 1 η μαρκοβιανή αλυσίδα  {iV2< : i =  0 ,1 ,2 ,...}  είναι θετι­
κ ό ς  επαναληπτική.

Απόδειξη: Για την απόδειξη του θεωρήματος θα χρησιμοποιήσουμε το εξής 
κριτήριο που οφείλεται στον Pakes [155]:
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Μ ια μή  διαχω ρίσιμη και ααιεριοδική Μ αρκοβιανή αλυσίδα  (y„ \ n  > 0 )  με  
χώρο καταστάσεω ν τους μη  αρνητικούς ακέραιους, είναι θετικώ ς ετίαναλητττική 
α ν  |£*| < οογ ια  κάθε k  =  0 ,1 ,2 ,... και limsuptf* <  0 όπου δ* =  E[Yn± i —Υη |

k—KXi
Yn =  k].

Για την Μαρκοβιανή αλυσίδα του μοντέλου μας, ας ορίσουμε τις πιθανότητες

h kjm (t)dt =  Pr[i <  Tn + 1 - T n < t  +  d t, N 2n+i ~  N 2« =  m \ N 2n =  *]. 

Τότε είναι εύκολο να αποδειχθεί ότι για m =  0 ,1 ,2 ,...

Afc,m(i) =  Xe- ( ^ a ) t  *  w£ ) ( t ) +  t o e - (A+fca>£ *

ενώ για m =  —1

7ifc,-i(t) =  feae“ Â+fcot̂  * e“Ai&22(i) * vo(t)

+*ae-<*+te>‘ * Σ Ζ ι  e -At̂ i 622(t) * 9{o \ t )  * v0(t), 

και επομένως μετά από πράξεις

■°° 00 λ ν> 1 ( 3 , ζ )  +  ψ ι υ Ζ ( 8 ,  ζ )
ί  e et V  hk>m(t) z md t =

m = - l
s  4- λ 4- Λα

(223)

Παραγωγίζοντας την (2.23), ως πρός 2  οτο σημείο ζ  =  1, s  =  0 καταλήγουμε 
στην

,  AE(N(Wx)) +  fca[E(^(W 2)) -  1] ,  . „ ,
Sk= ---------------- , « — 0 , 1, . . .  ,

όπου τα E (N (W 1))1 E { N (W 2)) έχουν οριστεί στις (221) και (2.20) αντίστοιχα.
Αρα αν υποθέσουμε ότι p < 1, τότε το |δ*| είναι πεπερασμένο για κάθε μή 

αρνητικό ακέραιο k  και επιπλέον lim sup6* =  E (N (W 2) ) —1 =  1 < 0 , και
k —* c o  1

έτσι to κριτήριο ικανοποιείται και η Μαρκοβιανή αλυσίδα { Ν 2<: i =  0,1,2,...} 
είναι θετικώς επαναληπτική. □

Στη συνέχεια θα δώσουμε την ικανή συνθήκη, κάτω από την οποία το σύ­
στημα μας είναι ευσταθές.

Θεώρημα 2.4 Για ρ  < 1 η σ το χα σ τική  δ ιαδικασία  Ζ είναι ευσταθής.

Απόδειξη: Είναι προφανές ότι η στοχαστική διαδικασία Ζ είναι ημιαναγεν- 
νητική (semi regenarative) με υπεισερχόμενη Μαρκοβιανή διαδικασία ανανεώ- 
σεων {Ν , Τ }  =  {(ΛΓ2„, Τ „ ): η  =  0 ,1 ,2 ,...} .
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Α ς υποθέσουμε 6η ρ <  1 και έστω οι ποσότητες

rrik =  Ε(Τχ\ Νζο =  λ)»

και qk k  =  0 ,1, 2,... να είναι οι πιθανότητες σε στατιστική ισορροπία της Μαρ- 
κοβιανής αλυσίδας {N 2 i : χ =  0,1,2,...}. Παραγωγίζσντας την σχέση (223), ως 
πρός 3 στο σημείο ζ  =  1, s  =  0, θα έχουμε

rrik =
X E { W i)+ k a E (W 2) +  l  

λ +  kcz

και επομένως μετά από πράξεις

αο οο
q  m  =  qkm k =  E (W 2) +  {1 +  A{B(Wi) -  E {W 2)]}

k=0 fc=0

g*
λ + fca (224)

Είναι γνωστό από την θεωρία των ημιαναγεννητικών διαδικασιών, ό η  η διαδι­
κασία Ζ  είναι ευσταθής αν

q  - m  <  οο.

Ομως είναι προφανές ότι πάντα υπάρχει ένας πεπερασμένος ακέραιος k* τέ 
τοιοςώστε

λ -4- (λ* — 1)α  ^   ̂^  λ  +  λ*α ’

και επομένως

Σ °° gfc — T·̂ **-* fffc ι Τ̂ οο gfc ^  V***”1 qk 
fc=0 X + k a  / -rffcssO λ+ fca  ‘ 2 ^ i k = k *  X + k c t  ^  2 ^ fc = 0  A+Jba

+ g* = Σ*«0 λ+fca 4" (1 "  Σ*=0
Αντικαθιστώντας επιπλέον την σχέση (222) στην (224) τότε εύκολα προκύπτει 
6 n q  * m  <  οο. Επομένως στην περίπτωση όπου ρ  <  1, η στοχαστική διαδικασία 
Ζ είναι ευσταθής (αφού τότε q  - m  <  οο, βλέπε Cinlar [49], θεώρημα 6.12, ρ. 
347) □

Παραπάνω αποδείχθηκε μαθηματικά, ότι η αναγκαία και ικανή συνθήκη για 
να περιέλθει το  σύστημα σε στατιστική ισορροπία είναι η p < 1. Στη συνέχεια 
θα παρουσιάσουμε μία διαισθητική απόδειξη βασιζόμενοι στον ορισμό της στα­
τιστικής ισορροπίας.
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Εστω R, ο συνολικός κύκλος εξυπηρέτησης (total service cycle), δηλαδή το 
χρονικό διάστημα που απαιτείται από τον υπάλληλο για να εξυπηρετήσει πλή­
ρως ένα πελάτη και να αναχωρήσει από το σύστημα. Στη περίπτωση που ένας 
πελάτης ολοκληρώσει τη διαδικασία εξυπηρέτησης του, χωρίς να εισέλθει στο 
κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων, ο συνολικός χρόνος που θα απασχο­
λήσει τον υπάλληλο είναι R  =  Β η  +  Βχ2, με πιθανότητα 1 — ρ. Τότε ο ML. 
της σ.π.π. είναι Tq(s) =  P h(s)P l2(s). Αν μετά τη πρώτη φάση εξυπηρέτησης, 
ο πελάτης εισέλθει στην ουρά των επαναλαμβανόμενων αφίξεων, ο συνολικός 
κύκλος εξυπηρέτησης του είναι R  =  Β η  Η- V  4- Β̂ .% με πιθανότητα ρ.

Η τ.μ. V  εκφράζει αθροιστικά τον συνολικό χρόνο απουσίας του υπαλλή­
λου, ο οποίος οφείλεται στις διακοπές και που προηγείται πάντα πριν από την 
εξυπηρέτηση ενός πελάτη της ουράς των επαναλαμβανόμενων αφίξεων. Στην 
περίπτωση που δεν έρθει κάποιος πελάτης στη διάρκεια των διακοπών, ο χρό­
νος απουσίας του υπαλλήλου, είναι ίσος με την διάρκεια των διακοπών Up. Εαν 
έρθουν πελάτες στη διάρκεια των διακοπών, μετά το πέρας αυτών ο υπάλλη­
λος θα αρχίσει την περίοδο συνεχούς απασχόλησης Pt πελατών (οπότε παύει να 
ασχολείται με τον πελάτη που εισήλθε στην ουρά των επαναλαμβανόμενων αφί­
ξεων). Αρα το εν λόγω χρονικό διάστημα θα διακοπεί και θα συνεχιστεί μόλις 
ο υπάλληλος αναχωρήσει ξανά για διακοπές και πριν γίνει διαθέσιμος για τον 
πελάτη. H ojcjc. v(t), της τ.μ. V  ικανοποιεί την ακόλουθη σχέση

Ο ML. της a jt j t .  της R, σε αυτή τη περίπτωση δίνεται από την ri(s) =
/̂ π (5)^ (5)^22(5)- Συνολικά ο M.L. τηςσΛΛ. της R  είναι,

r*(s) = (1 -p)*o(5) + Ρ ΓΪ(5) =  (1 ~ P)Ph(3)0h (3) +  P$

v(t) =  e x% (t)  +  (1  - e  λ ί ) δ ο ( ί )  *  u ( i ) ,

με M L

βο(λ +  ε)
1 + m  + 5) ”  βο(3)

με μέση τιμή

E(R) =  ~"^Γ*(5)Ι*=° =  +  (1 -P )b i 2 +  Ρ&22 +  ~β*^*
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Ομως η αναμενόμενη διάρκεια ενός κύκλου εξυπηρέτησης, είναι η αναμε­
νόμενη διάρκεια του χρόνου που απαιτείται για να εξυπηρετηθεί ένας πελάτης 
που φθάνει στο σύστημα Γενικά, γνωρίζουμε ότι για να βρίσκεται ένα σύστημα 
σε στατιστική ισορροπία θα πρέπει η πυκνότητα κυκλοφορίας του, X E (R ) <  1. 
Ομως

XE(R) =  λ(&ιι 4-(1 — p)6i2 +  pb22 +  — Ρ<  1-
Ρο\Λ)

2.6 Ανάλυση των καταστάσεων σε στατιστική ισορρο­
πία

Ας υποθέσουμε ότι το σύστημα μας βρίσκεται σε στατιστική ισορροπία (ώστε 
ρ_< 1) και ας ορίσουμε για i , j  =  1, 2,

Ρθ(*ι, &2, x )  =  limi_oo Ρο(*ι, * 2, χ, ί) ,

q(k2) =  lim t-> 00 # 2 , i),

Pij{ki,k2 ,x) — lim f —♦OO Pij{ki,k2,x,t),

Q{*2 ) =  Efca>o 9(^)4*»

Τότε χρησιμοποιώνταςγνωστές ιδιότητες των M L προκύπτει ότι Ρ (ζ ι,Ζ 2,χ )  — 
lim5_ 0 sF*(zx,Z2,x,s), Q(«2) =  Iim,̂ ,o sQ*{z2, s), και επομένως χρησιμοποιω- 
ντας τις σχέσεις (2 .1) και (2 .2) καταλήγουμε στην περίπτωση όπου ι  >  0,

fb(zi,32 ,x) =  Ρο(^ι , 22,0)(1 -  Β ο ( χ ) )  exp[—(λ — \ ζ ι ) χ ] ,

P i j { z i , z n ,x )  =  P<j(zi, Z2,0)(l -  B ij(x ))  exp[—(λ -  λζ χ)χ\, (225)

και

+ = ρο(°.^2,0)/30(λ), (226)
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ενώ οι αρχικές συνθήκες (23) και (2.4) γίνονται

Ρο(Ο,^,Ο) =  ρ Ζ 2 Ρ ι ι ( 0 , Ζ 2 > 0)β11(Χ) +  Ρ ΐ2 (0 ,Ζ 2 > ® )β ΐ2 ( λ )  

-hP22(0j ̂ 2ϊθ)̂ 22(·̂ )»
Pl2(zijZ2,ty ~  (1 — ρ)Ρη(Ζΐ,Ζ2ι$βΐχ(λ — λΖχ),
Ρ22(0^2,0)= a^Q(^2), 

και

A glQ (g2 )+ a ^ 2 2 (A~ Ajgl ) 5 f ? <3 (Za ) - / >o (0 > ^ 2 » 0 )[ l+ ^ o (^ )~ ^ o (^  Λ ζΐ)ΙΡ ιι^ ι,^ ,ο ; —

(228)

Επειδή η συνάρτηση ΡιιΟ^ι,^,Ο), πρέπει να είναι αναλυτική για \ζχ\ <  
1, \ζ%\ < 1 η ρίζα τσυ παρονομαστή (στην περιοχή \ζ\\ < 1) χ{ζ%) s  ζ (0,Ζ2), 
πρέπει να είναι και ρίζα ταυ αριθμητή. Επομένως αντικαθιστώντας στον αριθ­
μητή της σχέσης (228) την ρίζα τσυ παρονομαστή προκύπτει η σχέση

Ρο(Ο,^,Ο)
te{Z2)Q(Z2) + αβ&(\ -  λχ(ζ2))^0 (ζ2 )

1 + 00 (λ )-0 5 (λ -λ * (* 4 ))
(229)

Στη συνέχεια αντικαθιστώντας την σχέση (229) στην (226) καταλλήγσυμε στη 
σχέση

α ( ζ 2 -  W 2 (0 ,Z 2  ) ) ^ Q M  +  λ(1 ~ W1 (°> =  ο. (2.30)

Αν θεωρήσουμε τώρα την συνάρτηση

ω(ζ2) = i - w;(Q,32) 
2̂ -<4(0,2 2 ) ’

τότε για ρ < 1, η ποσότητα ζ ι — «/̂ (Ο, 22) δεν μηδενίζεται ποτέ για \z$\ < 1 

(βλέπε θεώρημα 2 2 ) και επιπλέον

lim ω(ζ2) =  — < οο.Ζ2-*1 1 — Ρ

Αρα η συνάρτηση α;(^) είναι αναλυτική στη περιοχή \ζ2\ < 1 και συνεχής στο 
σύνορό της. Επομένως για κάθε 22, που ανήκει στην περιοχή \ζ?\ < 1, μπορούμε

78



να εταλνσσνμε την διαφορική εξίσωση (230) και θα έχουμε

<3 (22) =  Q (l)e x p { -^  ί  
® J  Ζ2

(231)

Τελικά, αντικαθιστώντας την γεννήτρια Q fa )  στις πιθανσγεννήτριες συναρτή­
σεις που ορίστηκαν παραπάνω, θέτοντας ζ1 =  Ζ2 =  1 και ζητώντας το άθροισμά 
τους να ισουται με μονάδα προκύπτει ότι

Με αυτό το αποτέλεσμα όλες οι γεννήτριες συναρτήσεις, που περιγράφουν τις 
πιθανότητες των καταστάσεατν του συστήματος σε στατιστική ισορροπία, είναι 
γνωστές.

Στο επόμενο θεώρημα αποδεικνυεται ότι η συνθήκη ρ  < 1, είναι επίσης ανα­
γκαία για να είναι το σύστημα μας ευσταθές.

θεώρημα 23 Α ν  η σ το χα σ τικ ή  διαδικασία  Ζ είναι ευσ ταθής τό τε  ρ <  1.

Απόδειξη: Ας υποθέσουμε ότι η Ζ είναι ευσταθής και ρ  >  1. Τότε από το 
θεώρημα 2 2  η εξίσωση ζ% — w^O, ζ%) =  0  έχει μοναδική ρίζα φ(0 ) εντός του 
μοναδιαίου κύκλου, αυστηρά μικρότερη της μονάδας (<£(0 ) <  1) και επομένως 
λ(1— (0, φ(0))) φ  0. Αν λοιπόν θέσουμε </>(0) όπου ζα στην (230) θα προκόψει

και επομένως (}(φ(0)) =  £  $ 0 )^  (0) =  0 με 0 <  φ(0) <  L Αρα q(j) =  0 V j  
και χρησιμοποιώντας τις γεννήτριες συναρτήσεις (235)-(2.29) είναι προφανές 
ότι όλες ο ι πιθανότητες των καταστάσεων του συστήματος μηδενίζονται. Αυτό 
το αποτέλεσμα προφανώς αντιβαίνει στην υπόθεση οτι το σύστημα μας είναι 
ευσταθές.

Εστω τέλος, ότι η Ζ είναι ευσταθής και ότι ρ  =  Ι.Παραγωγίζρντας την σχέση 
(230), ως πρός ζ^ (στο σημείο ζ% =  1) καταλήγουμε (στην περίπτωση όπου ρ  =  
1) στη σχέση

και επομένως Q (l)  — Σ  QU) ~  το οποίο πάλι είναι αντίθετο με την υπόθεση 
ότι το σύστημά μας είναι ευσταθές.

(232)

A(l-t^O,0(O)))Q(0(O))=O,

4 ~  λ(1 -  «/,·(0,22))|Ζ3=ι<?(1) =  -X E (N {W {))Q { \)  =  0,
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2.7 Χαρακτηριστικά μέτρα του συστήματος

Ακολούθως θα χρησιμοποιήσουμε τους τύπους των γεννητριών συναρτήσεων, 
που παράχθησαν στην προηγούμενη παράγραφο, με σκοπό τον υπολογισμό των 
πιθανοτήτων των καταστάσεων του υπαλλήλου και του αναμενόμενου αριθμού 
των πελατών στην κανονική ουρά και στην ουρά των επαναλαμβανόμενων αφί­
ξεων, σε στατιστική ισορροπία (όπου ρ  <  1). Τα παραπάνω μέτρα είναι σημα­
ντικά, ώστε να κατανοήσουμε την δυναμική του συστήματος.

Για τον υπολογισμό των πιθανοτήτων των καταστάσεων του υπαλλήλου, θέ- 
τουμαι ζχ =  ζ% =  1 στις σχέσεις (2.25)-(2.29) και εύκολα προκύπτουν τα ακό­
λουθα αποτελέσματα

Ρ [ο υπάλληλος άεργος] = Q(i) =
1-ρ

Ρ[
ο υπάλληλος απασχολημένος με 
Ρ ι πελάτη στη 1η φάση ] = Αι(1» 1) = λδιι»

η
ο υπάλληλος απασχολημένος με 
Ρι πελάτη στη 2η φάση ] = Λ2(1,1) = λ(1 — p)bi2y

Ρ[
ο υπάλληλος απασχολημένος με 
Ρ2 πελάτη στη 2η φάση ] =  ^22(1,1) 2 2 ,

Ρ[ο υπάλληλος σε διακοπές] =  Ρ0(1 ,1) =  +  τ~  >£.- )·
° 1+^(»

(233)

Ο υπολογισμός του αναμενόμενου αριθμού πελατών στην κανονική ουρά και 
στην ουρά των επαναλαμβανόμενων αφίξεων, απαιτεί τη παραγώγίση των σχέ­
σεων (235)-(2.29), ως πρός ζ \  και zq, αντίστοιχα στο σημείο (ζχ , ζζ) =  (1,1).

Επομένως, όσον αφορά τον αναμενόμενο αριθμό πελατών στην κανονική 
ουρά, έχουμε μετά από πράξεις τις ακόλουθες σχέσεις

Ε{Νχ,ξ = (1,1)) =

w , e = ( i , 2 ) )  =

E ( N l t £ =  { 2,2)) =  

Ε (Ν ΐ9ξ  =  0 ) =

2(1
(2) 2Ε(2)

+ λ 61L

+  λ2(1 -  P )(b n h 2  +  ψ ) ,

λ36<3> , ,
2̂ 5?Α)(Ρ + ).

(234)
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εν® στιινΛερίίΠΒίσητΕον πελατών της ουράς το^ β(θνα^αμρανήμενοονα|^ εα]|ν 
έχουμε

W a , i  =  ( l , l ) )  =
Ε(Ν3,ζ =  (1,2)) =  
Ε(Ν 3ιξ =  (2,2)) =  

Ε (Ν 2,ξ  =  0) =  

Ε (Ν 2,ξ  =  ΰ ί) =

**ΐι,

^ ( 1 "Ρ)6ΐ2,
2̂2 Ο,

*Ε

απσυ

D = λρ Γλ . Λ2Ρρ (2)
W { +  Λ) + 2(ΓΤΤϊ + * * u  +  Α)}>

== + (1 "  Ρ ) δ +  2(1 — ρ)6ιι6ΐ2 +  ρ ^ )  4 - —(1 4- ———),
0ο(λ) ρ + ρο

Κ = ___ i V 2)___ *!<*> + βι) . λ(λρ6η+Α,)
2(1 — Ρ)(1 — Ρι) +  β ( ΐ - ρ )  + ----- ----------- '

2.8 Η Ιδιότητα της διάσπασης

Η  ιδιότητα της διάσπασης (decomposition property), παρατηρείται ευρέως σε 
συστήματα εξυπηρέτησης με διακοπές υπαλλήλου. Σύμφωνα με αυτή, βασικές 
t^l, όπως το μήκος της ουράς και ο χρόνος αναμονής ενός πελάτη σε στατιστική 
ισορροπία, προκύπτουν ως to  άθροισμα δύο ανεξάρτητων τ.μ~ Μ ια από αυ­
τές είναι το μήκος της ουράς (αντίστοιχα ο  χρόνος αναμονής) του αντίστοιχου 
μοντέλου χωρίς διακοπές και η άλλη το μήκος της ουράς (αντίστοιχα ο χρόνος 
αναμονής) που οφείλεται στην ύπαρξη των διακοπών του υπαλλήλου.

Δεν είναι τυχαίο το γεγονός ότι η ιδιότητα της διάσπασης εμφανίζεται και 
στα συστήματα εξυπηρέτησης με επαναλαμβανόμενες αφίξεις πελατών, αφού τα 
εν λόγω μοντέλα μπορούν να θεωρηθούν ως συστήματα με διακοπές υπαλλήλου. 
Για να γίνει αυτό πιο σαφές, ας θεωρήσουμε ένα σύστημα με έναν υπάλληλο, 
ουρά «στείρου χωρητικότητας, ενώ η σειρά με την οποία εξυπηρετεί ο υπάλλη­
λος να είναι τυχαία (random service order). Ο υπάλληλος θα αναχωρήσει για  
διακοπές κάθε φορά που θα ολοκληρώνει την εξυπηρέτηση ενός πελάτη. Η  κα­
τανομή του χρόνου διακοπών του υπαλλήλου θα είναι εκθετική παραμέτρου λα,
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αν υπάρχουν k  πελάτες στην ουρά όταν ο υπάλληλος είναι έτοιμος να αναχωρή­
σει για διακοπές, ενώ ο όρος α είναι σταθερός. Επιπροσθέτως, οι διακοπές του 
υπαλλήλου θα τερματίζονται, αν στην διάρκεια αυτών έρθει στο σύστημα κά* 
ποιος νέος πελάτης. Σε αυτή τη περίπτωση ο υπάλληλος θα αρχίσει να εξυπηρε­
τεί τον νέο εισερχόμενο πελάτη. Το παραπάνω μοντέλο με διακοπές υπαλλήλου 
είναι ισοδύναμο με ένα μοντέλο ουράς με επαναλαμβανόμενες αφίξεις πελατών.

Η ιδιότητα της διάσπασης στα συστήματα με επαναλαμβανόμενες αφίξεις 
πελατών μας δίνει την δυνατότητα να διακρίνουμε την εξάρτηση των χαρακτη­
ριστικών τους από τον ρυθμό επανάληψης α, των προσπαθειών ενός πελάτη για 
να βρει διαθέσιμο τον υπάλληλο και να εξυπηρετηθεί. Στα συγκεκριμένα συ­
στήματα, το μήκος της ουράς και ο χρόνος αναμονής ενός πελάτη σε στατιστική 
ισορροπία, προκύπτουν ως το άθροισμα δύο ανεξάρτητων τ.μ.. Μια απο αυ­
τές είναι το μήκος της ουράς (αντίστοιχα ο χρόνος αναμονής) του αντίστοιχου 
μοντέλου χωρίς επαναλαμβανόμενες αφίξεις πελατών (δηλαδή ο ρυθμός επανά­
ληψης της άφιξης α —► οο) και η άλλη το μήκος της ουράς (αντίστοιχα ο χρόνος 
αναμονής) που οφείλεται στην ύπαρξη των επαναλαμβανόμενων αφίξεων. Η εν 
λόγω ιδιότητα ισχύει και για το υπό μελέτη μοντέλο.

Ακριβέστερα, ας υποθέσουμε ότι ο ρυθμός αφίξεων στο μοντέλο μας α —*■ οο. 
Σε αυτή τη περίπτωση, οι πελάτες της ουράς των επαναλαμβανόμενων αφίξεων 
(Ρ2 πελάτες) συμπεριφέρσνται σαν πελάτες μιας κανονικής ουράς, που όμως ε ί­
ναι χαμηλότερης προτεραιότητας σε σχέση με τους Ρχ πελάτες. Τώρα το υπό με­
λέτη μοντέλο αποτελείται από δύο κανονικές ουρές. Ολοι οι πελάτες λαμβάνουν 
την πρώτη φάση εξυπηρέτησης στην πρώτη ουρά (Ρι πελάτες) και στη συνέχεια 
κάποιοι από αυτούς (με πιθανότητα ρ) εισέρχονται στην δεύτερη ουρά χαμηλής 
προτεραιότητας (Ρ2 πελάτες), περιμένσντας να λάβουν την δεύτερη φάση εξυπη­
ρέτησης, ενώ οι υπόλοιποι (με πιθανότητα 1 — ρ) προωθούνται άμεσα στην δεύ­
τερη φάση εξυπηρέτησης. Είναι προφανές ότι στο εν λόγω μοντέλο ο υπάλληλος 
αρχίζει να εξυπηρετεί την ουρά χαμηλής προτεραιότητας (με μη-διακόπταυσα 
προτεραιότητα), κάθε φορά που επιστρέφει από διακοπές και δεν υπάρχουν πε­
λάτες υψηλής προτεραιότητας να περιμένουν στην πρώτη ουρά. Τέλος, ο υπάλ­
ληλος αναχωρεί για διακοπές κάθε φορά που αντιμετωπίζει άδεια ουρά προ­
τεραιότητας ή κάθε φορά που ολοκληρώνει την εξυπηρέτηση ενός Ρ2 πελάτη, 
παρόλο που και στις δυο περιπτώσεις ενδέχεται να υπάρχουν Ρ2 πελάτες στην 
δεύτερη ουρά που περιμένουν για να εξυπηρετηθούν.

Ας ορίσουμε με TV*, % =  1,2 τις τ.μ. που εκφράζουν τον αριθμό των Pj πε­
λατών σε στατιστική ισορροπία του παραπάνω τροποποιημένου μοντέλου και 
με Ρο(*)> P i j { )  'πς αντίστοιχες γεννήτριες συναρτήσεις. Τότε υποθέτοντας ότι
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a  —> oo στις γεννήτριες συνειδήσεις που υπολσ/ίσαμε στα προηγούμενα εδάφια 
για to  βασικό υπο μελέτη μοντέλο με επαναλαμβανόμενες αφίξεις, προκύπτουν 
τα ακόλουθα αποτελέσματα

Α ι («ι ,3ζ)

Pi2(zi, zq) 

Ρζι{ζι,ζΐ) 

Ρθ(ζχ,Ζ2)

( 1 - # , ( Α - Α * ι ) ) 9ο ί .  _  * ί» » Χ ΐ+ « ( Α Ϊ - « ( Α - Α » 0 )  
( l - * i ) ( * i - o ( z i , * j ) ) l  1 1 -Η 3 ;(λ ) -> * (Α -λ τ ( ϊ2))

. r o ,  , »  λ *  \ )?« (A -A » (» ? ) ) ( l + / ? ; ( A ) - / 9 0 ( A - ^ , ) jn
+  « * (0 ,2̂ - / a \Ρ 7 Λ \Χ  -  * * 1 )  ~  1 + 0 5 ( Α ) - / 3 · ( λ - λ * ( £ ) ) JJ*

Ι - ^ Ι ϊ ί λ - λ ζ ! )  ^ ι η * ι >*2Λ

(»5(0,»ί)-*2)(ΐ-*ι)
( 1 - ^ ( A - A z i ) ) g0 f  /  λ  , q - y ^ O tza) ) ^ ( A - A x ( z j ) j |

(i-«i)(i+̂ S(aV^S(a-Ax(z2T ) ) ^ ^  +  «ς(0,*2)-ζ2 J5

όπου qd =  Q (l) δίνεται από τη σχέση (232) και α (ζ ι,ζζ )  =  /?JX(A — Λ^ι)1ρ^2 +
( 1 - ρ ) β 1 2( λ - Χ ζ ι )),

Τώρα είναι προφανές όη οι γεννήιριεςσυναρτησεις του υπο μελέτη μοντέλου 
και οι αντίστοιχες του τροποποιημένου συνδέονται μεταξύ τους ως εξής

Q(z2) = q&Q*feoU Pofel,^) = Po(ZU^)Qa(z2),
Pij fell = Ẑ Qafê z)·) *j3 ^  2 ,

όπου η ποσότητα

Q a ( z 2 ) = £ ( z 2 ° ) = e x p { - ^  f
** J  Ζτ

l - w j ( p , u )  
1 2̂ (0 , a) — u du},

είναι η γεννήτρια συνάρτηση της τ.μ. Qa, που εκφράζει (βλέπε σχέση (231)) 
τον αριθμό των πελατών της ουράς των επαναλαμβανόμενων αφίξεων, δοθέντος 
ότι ο υπάλληλος είναι άεργος. Αυτό το αποτέλεσμα επιβεβαιώνει το γεγονός 
ότι το υπό μελέτη μοντέλο ικανοποιεί την ιδιότητα της διάσπασης, που παρα- 
τηρείται σε συστήματα εξυπηρέτησης με επαναλαμβανόμενες αφίξεις πελατών 
(βλέπε Falin et aL [82]).

2.9 Αριθμητικά αποτελέσματα
Στη συνέχεια θα χρησιμοποιήσουμε τις σχέσεις που υπολογίστηκαν προηγουμέ­
νως, με σκοπό να εξάγουμε αριθμητικά αποτελέσματα και να εξετάσουμε τον
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τρόπο με τον οποίο επηρεάζεται ο αναμενόμενος αριθμός πελατών Ε (Ν 2) όταν 
αλλάζουμε τις τιμές των παραμέτρων του μοντέλου μας.

Για να κατασκευάσουμε τους πίνακες των αριθμητικών αποτελεσμάτων 2.1— 
2.5, υποθέτουμε ότι ο χρόνος διακοπών Uq και οι χρόνοι εξυπηρέτησης του υπαλ­
λήλου προέρχονται από τις εκθετικές κατανομές με o j t j t .  αντίστοιχα τις,

&ο(χ) =  r e_(1/io)*’ Μ * ) =  i , j  =  1, 2 .6q b\j
Επιπλέον υποθέτουμε όη  σε όλους τους παρακάτω πίνακες ισχύει 612 — 
0.5, p =  0.5.

Ο πίνακας 2,1 μας δείχνει τσν τρόπο με τον οποίο μεταβάλλεται ο αναμενό­
μενος αριθμός πελατών jE7(7V2) καθώς αλλάζουμε τις τιμές της μέσης διάρκειας 
των διακοπών του υπαλλήλου 6ο, για αυξανόμενες τιμές του ρυθμού αφίξεων λ. 
Μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι ακόμα και για μικρές τιμές του λ, για παρά­
δειγμα λ =  0 .2 , το Ε (Ν 2) αυξάνει από 0.229 σε 66323 καθώς περνάμε από ένα 
σύστημα χωρίς διακοπές (6ο =  0) σε ένα σύστημα με μέση διάρκεια διακοπών 
60 =  3.9. Επιπλέον, όταν ο ρυθμός των αφίξεων λ αυξάνει σε λ =  0.6, ακόμα και 
μια μικρή αύξηση της μέσης διάρκειας διακοπών από 6ο =  0 σε 6ο =  0.4 αυξάνει 
δραματικά τσν αναμενόμενο αριθμό πελατών στην ουρά των επαναλαμβανόμε­
νων αφίξεων σε 1696.1. Από τα παραπάνω αποτελέσματα είναι αντιληπτό, ότι 
η επιλογή του επιτρεπόμενου χρόνου διακοπών του υπαλλήλου είναι ιδιαίτερης 
σημασίας για την ομαλή λειτουργία του μοντέλου. Ετσι θα πρέπει να είμαστε 
προσεκτικοί, όσον αφορά την διάρκεια των διακοπών του υπαλλήλου, ώστε να 
αποφύγουμε μεγάλη αύξηση του αριθμού πελατών στην ουρά των επαναλαμβα­
νόμενων αφίξεων.

_V_6q_ 0 0.2 0.4 0.6 0 .8 1 1.3 2 .2 3 .9

0.2 0.229 0.2779 0.3353 0.4025 0.4818 0.5755 0.7503 1.718 66.323

0.3 0.5131 0.641 0.8083 1.0287 1.3243 1.7299 2.6926 54.231

0.4 1.1378 1.4866 2.0188 2.8701 4.3641 7.4778 38.347

0.45 1.7538 2.3771 3.4485 5.5148 10.682 41.261

0.5 2.8366 4.0762 6.6607 14.125 140.2

0.55 4.9698 7.9557 17.347 1248.7

0.6 10.037 20.887 1696.1

0.65 27.659 435.68

0.7 427.81

Πίνακας 2.1: Τιμές του Ε (Ν 2) για a  =  0 .8 , bn  =  1, 622 =  0.33
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Ο πίνακας 2 2  περιέχει τιμές του Ε (Ν 2), όταν μεταβάλλουμε χ ο λ  κα ι την μέση 
διάρκεια του χρόνου μεταξύ επαναλαμβανόμενων αφίξεων i£(retnal)= 1/α . Η 
πρώτη στήλη του πίνακα 2.2  (i?(retrial)= 0) αντιστοιχεί στο Ε {Ν 2) του τροπο­
ποιημένου μοντέλου, που περιγράψαμε στο εδάφιο 2.8. Μ πορεί να παρατηρηθεί 
η επίδραση της μέσης διάρκειας του χρόνου μεταξύ επαναλαμβανόμενων αφί­
ξεων, στο Ε {Ν 2) και επιπλέον να εξαχθούν χρήσιμα συμπεράσματα σχετικά με 
το μέγιστο επιτρεπόμενο χρόνο μεταξύ διαδοχικών επαναλήψεων, των πελατών 
της ουράς επαναλαμβανόμενων αφίξεων, ώστε να έχουμε όσο το δυνατόν μικρό­
τερο μήκος στην εν λόγω ουρά.

A/i£(retrian 0 0.02 0.2 1 2 10

0 .2 0.0908 0.0938 0.1207 0.2405 0.3902 1.5877

0 .3 0.2739 0.2797 0.3264 0.5676 0.8613 3.2109

0 .4 0.7905 0.8016 0.9019 1.3474 1.9043 6.3598

0 .45 1.3918 1.4076 1.5495 2.18 2.9683 9.2742

0 .5 2.6105 2.6339 2.845 3.783 4.9556 14.336

0.55 5.5417 5.5803 5.9279 7.4729 9.4041 24.854

0 .6 15.749 15.831 16.571 19.859 23.969 56.851

0.65 354.17 355.48 367.22 419.38 484.58 1006.2

Πίνακας 22: Τιμές του Ε (Ν 2) για 6ο =  0-2, 6n  =  1, 622 =  0.33

Οι πίνακες 2 3  και 2.4, δίνουν τιμές του Ε (Ν 2), όταν μεταβάλλουμε την μέση 
διάρκεια του χρόνου εξυπηρέτησης στην πρώτη φάση bn  και την μέση διάρκεια 
του χρόνου εξυπηρέτησης ενός Ρ2 πελάτη 622 στην δεύτερη φάση αντίστοιχα. 
Μπορεί επίσης να παρατηρηθεί ο τρόπος με τον οποίο το Ε (Ν 2) αυξάνει καθώς 
αυξάνουν τα 6U, 622, ιδιαιτέρως για  μεγάλες τιμές του ρυθμού αφίξεων λ.

λ /611 0 .7 0 .8 1 1.1 1.4 1.6 1.9 2.8 4.4

0.2 0.2295 0.2465 0.2779 0.2987 0.3797 0.4551 0.6129 1.892 403.3

0.3 0.4585 0.5083 0.641 0.7295 1.1397 1.6206 3.0542 1700.5

0.4 0.8615 1.0148 1.4866 1.8565 4.2892 9.4264 101.65

0.45 1.1843 1.4536 2.3771 3.2012 11.155 58.268

0.5 1.6503 2.1352 4.0762 6.1912 67.333

0.6 3.4947 5.3823 20.887 104.29

0.65 5.5195 10.073 435.68

0.75 21.845 1852.1

0.8 151.65

Πίνακας 2.3: Τιμές του Ε (Ν 2) για 6q =  0.2, ο  =  0.8, b22 =  0.33
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λ/&22 0.2 0.6 0.9 1.2 1.7 2.2 3.9 7 .2

0.2 0.2697 0.2962 0.3202 0.3487 0.409 0.4915 1.1084 105.56

0.3 0.6072 0.721 0.8369 0.991 1.3794 2.07 125.1

0.4 1.356 1.8293 2.4178 3.405 7.6509 66.169

0.45 2.105 3.1561 4.7433 8.3593 207.52

0.5 3.4511 6.1607 12.349 67.354

0.55 6.2201 16.151 404.98

0.6 13.469 678.52

0.65 43.304

Πίνακας 2.4: Τιμές του E (N z)  για 6q =  0.2, α =  0.8, bn  =  1

Τέλος, ο πίνακας 2 5  δίνει τιμές των πιθανοτήτων Pq =  Ρ (ο  υπάλληλος 
άεργος) and Ρν = Ρ (ο  υπάλληλος σε διακοπές), καθώς μεταβάλλουμε τον ρυθμό 
αφίξεων λ και την μέση διάρκεια των διακοπών του υπαλλήλου 5ο* Α ξίζει να 
παρατηρήσουμε ότι οι Ρο και ΡΌ δεν επηρεάζονται απο τις διάφορες τιμές του 
ρυθμού των επαναλήψεων αφίξεων α (βλέπε σχέση (233)).

λ/6ο 0 0.4 0.8 1.3 2.2 3.9

0.2 Ρο= 0 .7 1 6 7  

Ρ „ =  0

0.6199

0.0968

0.5262

0.1905

0.4164

0 .3

0.2447

0.4719

0.0094

0.7073

0 .3 0.575

0
0.4476

0.1274

0.3285

0.2465

0.1971

0 .3779

0.0129

0.5621

0 .4 0.4333

0
0.2872

0.1461

0.1562

0.2772

0 .0213

0.412

0 .5 0 .2917

0
0.1384

0.1532

0.0075

0.2842

0 .7 0.0083

0
Πίνακας 25: Τιμές των Ρ0, Ρν για  6U =  1, 622 =  0.33

2.10 Ανακεφαλαίωση-Παρατηρήσεις

Στο κεφάλαιο αυτό, μελετήθηκε ένα μοντέλο επαναλαμβανόμενων αφίξεων, με 
έναν υπάλληλο, ο οποίος παρέχει εξυπηρέτηση δυο φάσεων σε σειρά. Οι πελά­
τες φτάνοντας στοσύστη μα τοποθετούνταισε μια κανονική ουρά και περιμένουν 
να εξυπηρετηθούν. Κάθε πελάτης, που ολοκληρώνει την πρώτη φάση εξυπηρέ­
τησης είτε προωθείται άμεσα στην δεύτερη φάση εξυπηρέτησης είτε εισέρχε­
ται στην ουρά των επαναλαμβανόμενων αφίξεων, από όπου προσπαθεί να βρεί 
άεργο τον υπάλληλο και να λάβει την δεύτερη φάση εξυπηρέτησης που του ανα-
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λσγεί. Ο υπάλληλος εξυπηρετεί σύμφωνα με την μη-διακόπτουσα προτεραιότητα 
ενώ κάθε φορά που ελευθερώνεται αναχωρεί για διακοπές.

Ορίζοντας μια Μαρκοβιανή διαδικασία ανανεώσεων σε συγκεκριμένες χρο­
νικές στιγμές, η στοχαστική διαδικασία που περιγράφει το σύστημα μας είναι 
Ημιαναγεννητική και με την βοήθεια της αντίστοιχης θεωρίας βρέθηκε η συν­
θήκη στατιστικής ισορροπίας του υπό μελέτη μοντέλου. Επιπροσθέτως, χρησι­
μοποιώντας την μέθοδο της συμπληρωματικής μεταβλητής, βρέθηκαν οι εκφρά­
σεις για τις γεννήτριες συναρτήσεις της κατανομής του αριθμού των πελατών 
στο σύστημα, τόσο σε συνεχή χρόνο, όσο και σε στατιστική ισορροπία. Με την 
βοήθεια των παραπάνω γεννητριών υπολογίστηκαν ορισμένα βασικά χαρακτη­
ριστικά του μοντέλου, όπως οι πιθανότητες καταστάσεων του υπαλλήλου και ο 
αναμενόμενος αριθμός πελατών τόσο στην κανονική ουρά, όσο και στην ουρά 
των επαναλαμβανόμενων αφίξεων. Αποδείχθηκαν ορισμένα βοηθητικά αποτε­
λέσματα, απαραίτητα για την ανάλυση, καθώς και το γεγονός on  το υπό μελέτη 
μοντέλο ικανοποιεί την ιδιότητα της διάσπασης. Τέλος, υπολογίστηκαν αριθμη­
τικά αποτελέσματα, που έδωσαν χρήσιμα συμπεράσματα όσον αφορά τη μετα­
βολή του αναμενόμενου αριθμού Ρ2 πελατών, στις διάφορες αλλαγές των παρα­
μέτρων του μοντέλου.

Θα ήταν ενδιαφέρον να μελετηθεί μια γενίκευση ταυ παραπάνω μοντέλου, 
θεωρώντας π-φάσεις εξυπηρέτησης, έναν υπάλληλο, ( η —1)-ουρές επαναλαμβα­
νόμενων αφίξεων και διακοπές υπαλλήλου. Ενα τέτοιο μοντέλο μελετάται στο 
επόμενο κεφάλαιο.
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ΕΦΑΛΑΙΟ 3

να σύστημα ουράς με η 

άσεις εξυπηρέτησης, 
ιακοπές
αι η — 1 τύπους πελατών 
«αναλαμβανόμενων αφίξεων

1 Περίληψη

ο κεφάλαιο αυτό γενικεύεται to μοντέλο του προηγούμενου κεφαλαίου με 
θεώρηση πολλών ουρών επαναλαμβανόμενων αφίξεων (retrial boxes), κάθε 

a από τις οποίες περιέχει ένα συγκεκριμένο τύπο πελάτη. Ετσι, μελετάται 
α σύστημα εξυπηρέτησης με έναν υπάλληλο, ο οποίος παρέχει εξυπηρέτηση 
φάσεων σε σειρά. Ολοι οι πελάτες λαμβάνουν εξυπηρέτηση σε όλες τις φά- 
;ις. Οταν ένας πελάτης ολοκληρώνει την εξυπηρέτηση του στην τ-οστή φάση 
>τε, είτε προωθείται άμεσα στην επόμενη, είτε εισέρχεται στο JC; retrial box 
=  1, 2 , ..., π—1), απ' όπου επαναλαμβάνει την προσπάθειά του μετά από τυχαίο 

?σνικό διάστημα, ανεξάρτητα από τους άλλους πελάτες στο σύστημα, ώστε να 
ρεί διαθέσιμο τον υπάλληλο και να λάβει την εξυπηρέτηση του στην (ί+ 1)-οστη 
άση. Κάθε φορά που ο υπάλληλος ελευθερώνεται, αναχωρεί για διακοπές τυ- 
αίσυ μήκους. Πλήρης περιγραφή του συστήματος δίνεται στο επόμενο εδάφιο, 
ικαλ,ούθως (εδάφιο 33), δίνονται ορισμένα βοηθητικά αποτελέσματα, τα οποία 
ρησιμοποιούνται για την ανάλ.υση του μοντέλου (εδάφιο 3.4). Στο εδάφιο 3.5 
ιπολογίζρνται οι αναμενόμενοι αριθμοί των πελατών τόσο στην ουρά, όσο και
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ληλος παραμένει άεργος αναμένοντας την πρώτη άφιξη (είτε από το εξωτερικό 
περιβάλλον, είτε από κάποιο retrial box), ώστε να αρχίσει την διαδικασία εξυ­
πηρέτησης.

Ας ορίσουμε Ρχ, τους πελάτες που τοποθετούνται στην κανονική ουρά και 
συνεχίζουν τη διαδικασία εξυπηρέτησης χωρίς να έχουν εισέλθει σε κάποιο 
retrial box, ενώ με Pit ϊ =  2,3,..., η, αυτούς που εισέρχονται στο Κ \* χ retrial 
box και συνεχίζουν τη διαδικασία εξυπηρέτησης τους, εφόσον καταφέρουν να 
συνδεθουν με τον υπάλληλο, χωρίς να έχουν εισέλθει σε κάποιο άλλο retrial box. 
Αξίζει να παρατηρήσουμε το γεγονός, ότι κάθε πελάτης έχει την δυνατότητα, 
στην διάρκεια της διαδικασίας εξυπηρέτησης του, να μην εισέλθει σε κάποιο 
retrial box, είτε να εισέλθει σε περισσότερα από ένα retrial box. Επομένως ένας 
Pi πελάτης παραμένει Pi, για όσο χρόνο συνεχίζει την διαδικασία εξυπηρέτησης 
του, περνώντας από την μία φάση στην επόμενη, χωρίς να εισέλθει σε κάποιο 
retrial box (r.b.). Στη περίπτωση που ένας Pi πελάτης, στη διάρκεια της διαδι­
κασίας εξυπηρέτησης του, εισέλθει στο retrial box (j >  i), τότε γίνεται 
Pj πελάτης. Εστω, B ij, i =  j  =  η τ,μ. που παριστά τον χρόνο
εξυπηρέτησης του Ρ, πελάτη στην j  φάση, θεωρούμε ότι οι τ.μ προέρχο­
νται από αυθαίρετες κατανομές με ασ.κ. Bij(x), c jtjr. (x), μέση τιμή b{j και
ροπή δεύτερης τάξης πέρι το μηδέν Επιπροσθέτως, υποθέτουμε ότι όλες οι 
παραπάνω τ.μ. είναι ανεξάρτητες.

Αξίζει να παρατηρηθεί ότι το υπό μελέτη μοντέλο μπορεί να περιγραφεί θεω­
ρώντας μόνο ένα retrial box, το οποίο όμως θα περιέχει η -  1 διαφορετικούς τύ­
πους πελατών Ρ2,..., Ρη. Ο χρόνος μεταξύ διαδοχικών επαναλήψεων αφίξεων 
του Pi πελάτη προέρχεται από την εκθετική κατανομή με παράμετρο ενώ ο 
χρόνος εξυπηρέτησης του θα προέρχεται από μία αυθαίρετρη κατανομή με ojcjc. 
είτε 8,·(ί) =  δ«(ί) * 6ji+1 (t) *.... * bin(t) με πιθανότηταp< =  ΓΚ,ΐ'ί1 “ Pm), όπου 
σε αυτή την περίπτωση ο πελάτης θα ολοκληρώσει την διαδικασία εξυπηρέτησης 
του και θα αναχωρήσει από τοσύστημα, είτε έ^(ί) =  bn(t)*bu+i(t)*....*bij-i(t) 
με πιθανότητα ρ„* =  ι 111=1(1 — pm), όπου σε αυτή την περίπτωση επιστρέ­
φει στο retrial box ως Pj πελάτης (J >  ί).

ι
Το ακόλουθο σχήμα περιγράφει το υπό μελέτη μοντέλο.
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Σχήμα 3.1: To μοντέλο με επαναλαμβανόμενες αφίξεις
και η φάσεις εξυπηρέτησης.

Ο Falin [76] μελέτησε ένα μοντέλο με π-κλάσεις πελατών, στο οποίο οι αφί­
ξεις των πελατών ήταν ομαδικές και ανεξάρτητες για κάθε κλάση. Σύμφωνα με 
αυτό, κάθε ομάδα πελατών που καταφθάνει στο σύστημα περιέχει πελάτες της 
ίδιας κλάσης. Ενας από αυτούς άρχιζει να εξυπηρετείται και οι υπόλοιποι το­
ποθετούνται στο αντίστοιχο κουτί επαναλαμβανόμενων αφίξεων. Επιπλέον δεν 
υπάρχει κανονική ουρά μπροστά από τον υπάλληλο. Αργότερα οι Moutzoukis 
and Langaris [148] μελέτησαν ένα γενικότερο μοντέλο, στο οποίο καταφθάνουν 
n-κλάσεις πελατών σε συσχετισμένες ομάδες. Οι πελάτες κλάσης % =  1,2, ...,ρ  
τοποθετούνται σε p το πλήθος κανονικές ουρές και εξυπηρετούνται σύμφωνα 
με τον κανόνα της μή-διακόπτσυσας προτεραιότητας, ενώ οι πελάτες κλάσης 
i =  p +  1,..., η, που βρίσκουν, κατά την άφιξή τους απασχολημένο τον υπάλ­
ληλο τοποθετούνται στα αντίστοιχα κουτιά επαναλαμβανόμενων αφίξεων. Και 
στα δύο παραπάνω μοντέλα υπάρχει μία φάση εξυπηρέτησης ενώ επιπλέον οι 
πελάτες δεν άλλαζσυν κλάση.

Οι Kumar et aL [124] και Choudhury [40], ήταν από τους πρώτους που ει- 
σήγαγαν το χαρακτηριστικό των επαναλαμβανόμενων αφίξεων σε μοντέλα με 
φάσεις εξυπηρέτησης αλλά η μελέτη τους περιοριζόταν σε μοντέλα με δύο φά­
σεις η μία μετά την άλλη. Επιπλέον, θα πρέπει να σημειώσουμε ότι και στα δύο 
παραπάνω μοντέλα δεν υπάρχει κανονική ουρά και όλοι οι πελάτες που κατά την 
άφιξή τους βρίσκουν μή διαθέσιμο τον υπάλληλο, τοποθετούνται στην ουρά των 
επαναλαμβανόμενων αφίξεων.

Το μοντέλο του παρόντος κεφαλαίου αποτελεί σημαντική γενίκευση αυτού 
που μελετήθηκε στο κεφάλαιο 2, αλλά και των συστημάτων με πολλές κλάσεις πε­
λατών, αφού για πρώτη φορά στη βιβλιογραφία εμφανίζεται το χαρακτηριστικό 
των 72-φάσεων εξυπηρέτησης αλλά κυρίως γιατί ένας πελάτης που προέρχεται 
από ένα οποιοδήποτε κουτί επαναλαμβανόμενων αφίξεων μπορεί κατά τη διάρ­
κεια της διαδικασίας εξυπηρέτησης να εισέλθει και σε άλλα διαφορετικά κουτιά
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μέχρι να αναχωρήσει από το σύστημα. Σε αυτή τη περίπτωση έχει τη δυνατότητα 
να μεταβεί από μία κλάση πελατών σε μία άλλη. Το γεγονός αυτό επηρεάζει την 
ανάλυση του συστήματος αφού κάθε φορά που ένας πελάτης εισέρχεται σε κά­
ποιο κουτί και αλλάζει κλάση, οπότε διαφοροποιείται η μετέπειτα διαδικασία 
εξυπηρέτησης του, έχει ήδη λάβει ένα ποσοστό εξυπηρέτησης ως πελάτης της 
προηγούμενης κλάσης στην οποία άνηκε. Το τελευταίο χαρακτηριστικό εμφα­
νίζεται για πρώτη φορά στη μελέτη συστημάτων εξυπηρέτησης με επαναλαμβα­
νόμενες αφίξεις πελατών. Επιπλέον θα πρέπει να παρετηρηθεί ότι οι Pi πελάτες 
ί =  2 ,...,π, προέρχονται από τις ροές των Pj πελατών όπου j  =  1,2,...,* — 1.

Το υπό μελέτη μοντέλο είναι κατάλληλο για να περιγράφει συστήματα με 
η >  1 φάσεις εξυπηρέτησης, όπου σε κάθε φάση γίνεται έλεγχος των εξυπη­
ρετούμενων μονάδων (πελάτες, εργασίες). Αν μία μονάδα ικανοποιεί κάποια 
ποιοτικά κριτήρια προωθείται άμεσα στην επόμενη φάση. Αν η ποιότητα της μο­
νάδας είναι χαμηλή τότε αποσύρεται προσωρινά από το σύστημα και επαναλαμ­
βάνει την προσπάθεια της, ώστε να ολοκληρώσει την διαδικασία εξυπηρέτησης 
της, όταν ο υπάλληλος είναι ελεύθερος από μονάδες υψηλής ποιότητας. Τέτοιες 
καταστάσεις σιτναντώνται συχνά, στην μετάδοση “πακέτων” πληροφορίας στα 
τηλεπικοινωνιακά δίκτυα, σε βιομηχανικά συστήματα, σε δίκτυα υποεπεξεργα- 
στών που συνδέονται με έναν κεντρικό επεξεργαστή κ.ο.κ..

33 Βοηθητικά αποτελέσματα

Στη συνέχεια δίνονται μερικοί βασικοί ορισμοί και αποδεικνύονται κάποια βοη­
θητικά αποτελέσματα. Επιπλέον, αναφερονται δύο βασικά θεωρήματα στα 
οποία θα βασιστεί η κύρια ανάλυση του μοντέλου.

Ως συνολικό κύκλο εξυπηρέτησης (total service cycle) ενός πελάτη, θα κα­
λούμε το χρονικό διάστημα που ένας πελάτης απασχολεί τον υπάλληλο μέχρι αυ­
τός να αναχωρήσει από το σύστημα. Αρα στην περίπτωση που ένας πελάτης δεν 
εισέλθεισε κανένα retrial box (με πιθανότητα po =  Π£Γι1(1 — ρ*)), στη διάρκεια 
της διαδικασίας εξυπηρέτησης του, θα απασχολήσει συνολικά τον υπάλληλο για 
χρόνο όσο το άθροισμα των π χρόνων εξυπηρέτησης (μια για κάθε φάση) ενός 
Ρι πελάτη, που εκφράζεται μέσω της τ.μ. Ro = ΤότεοΜΕτηςσ.π.π.
της τ.μ. Rq θα είναι

Μ») =  ft/TyW ,

όπου (·) ο M L της (·). Ας υποθέσουμε τώρα, ότι κάποιος πελάτης εισέρχε-
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τσισε r  το πλήθος r.b. (r =  1 ,2 ,...,η—1), για παράδειγμα τα ifmi, K m2, 
στη διάρκεια της διαδικασίας εξυπηρέτησης του. Τότε έιναι ξεκάθαρο ότι 
τηι =  1,2,...,π — γ, m2 =  mi + 1 ,...,η - γ +  1,μέχριJ7V =  mr_i +  l , 1. 
Επιπλέον η πιθανότητα πραγματοποίησης του εν λόγω γεγονότος είναι

n—1

Ρτη1πΐ2...τηΓ =  ΡτηιΡτη2*·*Ρην J"J (1 “  Pi)·

Ετσι στη συγκεκριμένη περίπτωση, ο συνολικός χρόνος που απασχολεί τον 
υπάλληλο ένας πελάτης εκφράζεται μέσω της ακόλουθης τ.μ. (όπου rno =  0)

r  m< η

77X2' · ■ ΤΪΊτ" —" Σ< Σ  + η +  Σ
t=l jsffli-1+l j=mr+l

ενώ ο M L της αντίστοιχης σ.π.π. είναι

γ + 1  r a j

=  (ϋ ’ (θ ))Γ Ρ  β*τη^ι + 1 ί ( 3 ) ,
i = l  j = m i - i + l

με 77ν+ι == π. Αξίζει εδώ να υπενθυμίσουμε ότι στη περίπτωση που ένας πελά­
της εισέλθει σε κάποιο r.b., για να είναι σε θέση να συνεχίσει την διαδικασία 
εξυπηρέτησης του, πρέπει ο υπάλληλος να έχει επιστρέφει από διακοπές και 
να είναι άεργος. Η τ.μ. V  εκφράζει αθροιστικά, το χρονικό διάστημα απου­
σίας του υπαλλήλου το οποίο οφείλεται στις διακοπές και που προηγείται πά­
ντα πριν την εξυπηρέτηση οποισυδηποτε πελάτη, που προσπαθεί να συνδεθεί με 
τον υπάλληλο από κάποιο retrial box. Στην περίπτωση που δεν έρθει κάποιος 
πελάτης στη διάρκεια των διακοπών, ο χρόνος απουσίας του υπαλλήλου, είναι 
ίσος με την διάρκεια των διακοπών Up. Εαν έρθουν πελάτες στη διάρκεια των 
διακοπών, μετά το πέρας αυτών ο υπάλληλος θα αρχίσει την περιόδο συνεχούς 
απασχόλησης Ρχ πελατών. Αρα το εν λόγω χρονικό διάστημα θα διακοπεί και 
θα συνεχιστεί μόλις ο υπάλληλος αναχωρήσει ξανά για διακοπές και πριν γίνει 
διαθέσιμος για τον πελάτη. Η σ.π.π. ΰ(£), της τ.μ. V  ικανοποιεί την ακόλουθη 
σχέση

υ ( ί)  =  β“ λ ί6ο(έ) +  ( 1 - 6  λ ί)δο (£ )*υ (£ ),

με M.L

υ*(ε) ____ βρ{λ+ s)____
1 + βρ(λ + ε) — βρ(3)
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Επομένως ο MX. της ojijc. του συνολικού κύκλου απασχόλησης ενός πελάτη R  
δίνεται από την

« - 1  n - r  n - r - f l  η - 1

r(g) =  ppro{s) 4- y] ^3 Σ  "* Σ  PmiTn2...T7v̂ miTn2...mT.(5)i
rel ττ»ι=1 mâ TTij+l nvsmr.i+l

ενώ παραγωγίζονιας την παραπάνω σχέση ως προς s, στο σημείο s  =  0, θα 
έχουμε τη αναμενόμενη διάρκεια του εν λόγω χρονικού διαστήματος. Τότε

Ρ '  =  =  λ £ ( ϋ )  =  f >  + P 0 J ) ,  (3 .1 )
i=i

όπου

Poj =  J =  3, —,n,

Pj +  pm)], j  =  1,2,..., π,
(3.2)

με po ξ  1, PqX =  0. Ομωςτορ* είναι ο αναμενόμενος αριθμός νέων πελατών που 
φτάνουν στο σύστημα στη διάρκεια του R  και επομένως για να εξασφαλίσουμε 
ότι το σύστημα μας βρίσκεται σε στατιστική ισορροπία πρέπει να υποθέσουμε 
άηρ* < 1.

Ας ορίσουμε με Sj την τ.μ. που εκφράζει το χρονικό διάστημα από τη στιγμή 
που έναςΡ, πελάτης αρχίζει να εξιτπηρετείταιστην j -οστή φάση, μέχρι τη στιγμή 
που, είτε ολοκληρώθηκε η διαδικασία εξυπηρέτησης του και αναχώρησε από 
το σύστημα, είτε εισήχθει σε κάποιο retrial box ελευθερώνοντας τον υπάλληλο. 
Εστω επιπλέον η τ.μ. N i(Sj), που εκφράζει τον αριθμό των νέων Pi πελατών 
που φτάνουν στο σύστημα στη διάρκεια του Sj.  θα  πρέπει να παρατηρήσουμε 
ότι στη διάρκεια του Sj,  φτάνουν νέοι Ρ\ πελάτες (εξωτερικές αφίξεις) και\ή 
ένας νέος PJ+1 ή PJ>2 ή —ή Ρη πελάτης ανάλογα σε πιο retrial box θα επιλέξει ο 
Pj πελάτης να εισέλθει. Ας ορίσουμε επιπλέον

α^(ί,λτι, Zfj.fi,— 1k7t) d t —P[jVj(S^)—λ» % — l j  +1,„.,τι, t  <  Sj 

aj ( z ι*zj+ l i —> z-n) ~

EfcT=oElJ+l=0-  E L = o 4 'ή + χ  ~*5" f^ 0  «ω (*.*ι. kj+ i,...,k„ )d t.

Τότε η διάρκεια του χρόνου Sj ενός Pj πελάτη αποτελείται, με πιθανότητα pj, 
είτε από τη διάρκεια της εξυπηρέτησης στη j -οστή φάση (οπότε εισέρχεται στο
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K f 1 κουτί και αυξάνει τον αριθμό τοον ρ »  1 πελατών κατά ένα), είτε με πιθα­
νότητα 1 —Pj, από τη διάρκεια της j -οστής και (j 4- 1)-οστης (σε αυτή τη περί- 
πκοση ο αριθμός των πελατών παραμένει ο ίδιος). Στη δεύτερη περίπτωση
με πιθανότητα pj+i το εν λόγω χρονικό διάστημα τερματίζεται (οπότε ο πελά­
της εισέρχεται στο κουτί αυξάνοντας τον αριθμό των Pj±2 πελατών κατά 
ένα), είτε με πιθανότητα 1 — Pj+ι, θα προστεθεί σε αυτήν και ο χρόνος εξυπη­
ρέτησης της (j  +  2)-οστής φάσης x.ojc. Προφανώς ο αριθμός των Ρ Χ πελατών 
που φθάνουν στο σύστημα στη διάρκεια του Sj είναι απεριόριστος. Συνοπτικά 
θα έχουμε

5 ,=

' EULj Bi *  Vs  πιθανότητα pm Π ^ /ί1 ~  Ρ*). m  =  3, »  - 1 ,
(αυξάνοντας τους Pm+1 κατά ένα),

E L j Β*> με πιθανότητα ΓΕΐ)(1 ~  Pk),

(κανένας δεν εισέρχεται στα K \h κουτιά).

Α ρα ,γιa j  =  1 ,.„ ,η κ α ια ν τα 0  =  (0 ,...,0 ),lm+x =  (0, 1, ...,Ο ) είναι lx ( n —j )
διάνυσματα με το  l m+i  να υποδηλώνει ότι λΙ71+1 =  1, fc,· =  0, * φ  τη +  1,

aO)(tjfcl, 0 )=  ^ ^ £ ^ ^ 6 ^ X 1 - ? , ) * . . .

ο ^ (ίΓ fci.W i) =  Z^li=o ~ " f f i ” M t)(1-P j)  * -

ϋ.ι-Σ£ϊΓ̂ )ϊ WPm ‘

Παρατήρησε, ότι στη περίπτωση όπου η =  2 οι συναρτήσεις α^(.) συμπίπτουν 
με τις συναρτήσεις δ.(.), (2.6) του κεφαλαίου 2.

Επομένως λαμβάνσντας υπόψιν τα παραπάνω εύκολα καταλήγουμε για j  =
1,2, ...,η,στην

ai(^lT %+lt - ,  2n) =  Y Z i= j Pm2m+1 FClj 1(1 “  Pi) ΠjfcLj -  Αζχ), (33)

με pn =  1, 2 ^ 1  =  1. Επιπρόσθετός από την σχέση (3.2) έχουμε

φ7~βΐ(^1τ ^  ^ ) Ι* ι= ί ~  Ρ ΐ -

Για την αποφυγή σύγχυσης θα δώσουμε στη συνέχεια ορισμένουςσυμβολισμσυς. 
Ετσι για κάθε z j  j  =  1,2, ας ορίσουμε με, x  το (I x (π -  1)) διάνυσμα 
χ  =  (χ2,χ3,~ ,χ η) και με χ  to (I χ  η) διάνυσμα 2  =  (χχ,χ2,...,χ η).
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Στην συνέχεια ακολουθεί ένα απαραίτητο για τη μετέπειτα ανάλυση, λήμμα, 
η απόδειξη του οποίου είναι απλή εφαρμογή του θεωρήματος του Takacs [164].

Λήμμα 3.1 E av(i) \zk\ < 1 για κάθε σν/χεχριμένο λ =  2 ,..., η, και \zm\ <  Ιγ ια  
όλα τα υπόλοιπα 2 <  m < η με τη φ  λ,ή (η) \zm\ <  Ι,για όλα τα 2 < m  <  
η και p1 > 1, τότε η σχέση

ζχ — αχ(ζι,Ζ2τ-.., Ζη), (3.4)

έ χ μ  μ ία  και μόνο μ ία  ρίζα, έσ τω  ζχ — χ { ζ ) ,  μ έσ α  σ το  μοναδια ίο  κύκλο  \ζχ\ <  1. 
Ε ιδικότερα γ ια ζ  =  1 ,η  χ(1) είναι η μ ικρό τερη  θετική πρα γμα τική  ρ ίζα  τη ς  (3.4) 
μ ε χ { 1 )  < Ι γ ι α ρ χ >  Ι κ α ιχ ( 1 )  =  1 γ ια ρ χ <  L

Ας συμβολίσουμε με Τ ^ 3 τη διάρκεια της περιόδου συνεχούς απασχόλησης 
Ρχ πελάτών, που ξεκινά με i  Ρχ πελάτες  και έστω N j(!* ')), τ.μ. που εκφράζει τον 
αριθμό των νέων Pj πελατών που εισέρχονται στο K jL x retrial box στη διάρκεια 
της Τ ^ .  Επιπλέον, ορίζουμε την από κοινού κατανομή τους και τον αντίστοιχο 
M L. της γεννήτριας πιθανοτήτων

g{2 (t)d t =  Ρ[ΛΤ,·(Τ«) =  k j j  =  2 ,3 ,...,η, ί < Τ « < ί  +  dt),

ΣιΞο **

Χρησιμοποιώντας το θεώρημα 1 των Langaris and Katsaros [133], είναι εύ­
κολα αντιληπτό ότι

G«(0 ,*) =  *«(*),

όπου η χ (ζ )  είναι το μοναδικό σημείο μηδενισμού της σχέσης ζχ — 
εντός του μοναδιαίου κύκλου <  1.

Εστω V, τ.μ. που εκφράζει το χρονικό διάστημα από τη στιγμή που ο υπάλ­
ληλος αναχωρεί για διακοπές, μέχρι τη στιγμή που θα έιναι άεργος για πρώτη 
φορά. Επιπλέον, ορίζουμε με N j(V ), τη τ.μ. που εκφράζει τον αριθμό των νέων 
Pj πελατών που εισέρχονται στο ι retrial box στη διάρκεια της V. Αν

vk (t)d t =  P [N j(V )  =  k j j  =  2 , 3 , n, t  < V  < t  +  dt),

V{s>z) = Σ*=ο *k fZ o «"*«*(*)*,
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τότε

vk (t) =  e A4&o(i)i{fc=o>

+  Σ £ ι  ^ - e ' xt6o(i) * /m (t) * vu-m  (i),
{35)

όπου
- _  f 1, αν ισχύει to  A ,
^  (  0, αλλού.

Αξίζει να σημειωθεί ότι ο πρώτος όρος του δεξιού μέλους της (3.5) αντιστοιχεί 
στη περίπτωση όπου δεν έρχεται κανένας πελάτης στη διάρκεια των διακοπών 
του υπαλλήλου, οπότε μετά το πέρας αυτών ο υπάλληλος καθίσταται άεργος. 
Ο δεύτερος όρος παραπέμπει στη περίπτωση όπου φθάσσυν κατά τη διάρκεια 
των διακοπών ϊ (>  1) Ρ\ πελάτες, οπότε επιστρέφσντας ο υπάλληλος από τις 
διακοπές θα τους εξυπηρετήσει όλους. Κατά τη διάρκεια της περιόδου συνεχούς 
απασχόλησης των εν λόγω Ρ \ πελατών, τη2 από αυτούς θα εισέρθσυν στο K {h 

κουτί (νέοι Ρ2 πελάτες),.-, m* από αυτούς θα εισέλθουν στο K**Lι κουτί (νέοι Ρη 
πελάτες), όπου 0 <  m j < k j . Μόλις ελευθερωθεί ο υπάλληλος θα αναχωρήσει 
πάλι για διακοπές όπου στη διάρκεια αυτών θα εισέλθσυν στα αντίστοιχα κουτιά 
οι υπόλοιποι νέοι k j  — ττΐρ j  =  2, ...,π P j πελάτες.

Σχηματίζοντας την γεννήτρια πιθανοτήτων και τον αντίστοιχο MX. προκύ­
πτει μετά από πράξεις

ν '& ζ) /35(A)
ι+05(λ)-/$(λ-Αχ(*))·

(3.6)

Α ς ορίσουμε με D ^ \  τη τ,μ. που εκφράζει τη χρονική διάρκεια από τη στιγμή 
κατα την οποία ένας Ρ* % =  2,3,.~,η πελάτης κατάψερε να συνδεθεί με τον 
υπάλληλο, μέχρι τη στιγμή που ο υπάλληλος αναχωρεί για διακοπές για πρώτη 
φορά. Αυτή η χρονική διάρκεια είναι το άθροισμα του χρόνου S x (δηλαδή από 
τη στιγμή που ο  Pi πελάτης άρχισε τη διαδικασία εξυπηρέτησης του μέχρι τη 
στιγμή που, είτε την ολοκλήρωσε και αναχώρησε από το σύστημα, είτε την διέ- 
κσψε εισέρχσντας σε κάποιο retrial box), συν τη διάρκεια της περιόδου συνεχούς 
απασχόλησης Ρχ πελατών που έφτασαν στο σύστημα στη διάρκεια του 5*. Εστω 
επιπλέον, ]Υ;· ( ^ ) η τ .μ ,  που εκφράζει τσν αριθμό των νέων Pj πελατών που ει­
σέρχονται στο , retrial box στη διάρκεια της D W . Ορίζοντας την από κοινού 
κατανομή και τσν MX. της αντίστοιχης γεννήτριας πιθανοτήτων

^ ( t ) d t  = P [ N j{ ^ )  = kj j  =  2,3, ί  <  <  ί +  <*],

*°<·>*) = Σ*=ο

98



τότε
η °° (\f\rn η

^ ( « )= « - ” Σ χ '< * ) + Σ  <i7 >τη=1

όπου 1,- =  (0, ..,,0,1,0, ...,Ο) με 1 στη j -οστη θέση και

γ - 1

^ir( ^ ) — Pr 11  (1 Pm)P*ii(i) * ~· * &»γ(^)]τ — ΐ , ί  +  1,.—,ΤΙ,

(όπου ρη =  1, IIm =i(l ~  Ρ™) =  1 για j  <  i)  είναι ο συνολικός χρόνος από τη 
στιγμή που ένας Ρ* (retrial) πελάτης αρχίζει να εξυπηρετείται μέχρι τη στιγμή 
που είτε εισέρχεται στο K ^h retrial box και γίνεται ΡΓ+ι πελάτης είτε ολοκλη­
ρώνει τη διαδικασία εξυπηρέτησης του αναχωρώντας από το σύστημα (στη πε­
ρίπτωση όπου r  =  η). Ο πρώτος όρος του δεξιού μέλους της (3.7) αναφέρεται 
στη περίπτωση που στη διάρκεια του χρόνου εξυπηρέτησης του Ρ, πελάτη δεν 
έρθει κανένας Ρχ πελάτης στο σύστημα. Οπότε μόλις ολοκληρωθεί ο εν λόγω 
χρόνος ο υπάλληλος θα είναι σε θέση να αναχωρήσει για διακοπές. Ο δεύτε­
ρος όρος αναφέρεται στη περίπτωση που στη διάρκεια του χρόνου που ένας Pi 
πελάτης απασχολεί τον υπάλληλο, φθάσσυν τη (>1) Ρχ πελάτες. Αν στη διάρ­
κεια του εν λόγω χρονικού διαστήματος ο  Ρ» πελάτης εισέλθει στο K$h κουτί 
(γ =  ι,..., η  — 1), οπότε ο αριθμός των Pr+1 πελατών αυξηθεί κατα ένα, ο υπάλ­
ληλος θα αρχίσει να εξυπηρετεί όλους τους αφιχθέντες Ρχ πελάτες πριν ελευ­
θερωθεί και στη διάρκεια της περιόδου συνεχούς απασχόλησης των παραπάνω 
Ρχ πελατών θα εισέλθουν Α:2,...,ΑΓϊ^γ+ι — 1,—7λη, Ρ2 , —, Ρ η  P r+ u —, Pn *«- 
λάτες αντίστοιχα. Στη περίπτωση που ο Ρ* πελάτης ολοκληρώσει τη διαδικασία 
εξυπηρέτησης του χωρίς να εισέλθει σε κάποιο κουτί ( γ  =  π), ο  υπάλληλος θα 
ολοκληρώσει τη περίοδο συνεχούς απασχόλησης των αφιχθέντων Ρχ πελατών, 
στη διάρκεια της οποίας θα έρθουν k j νέο ι P j, j  =  2 , ..., η  πελάτες.

Δημιουργώντας τις γεννήτριες συναρτήσεις και σχηματίσουμε MJL στα δυο 
μέλη της (3.7) προκύπτει ότι

£>(i)(0 , ζ )  =  ai(x(z)7 ^ i+ x ,..., ζη),

όπου η συνάρτηση α*(εχ, Ζί+χ,..., Ζη) έχει οριστεί στη σχέση (3.3).

Τελικά, ας ορίσουμε με C (iJ, τη τ.μ. που εκφράζει τη διάρκεια του χρόνου 
από τη στιγμή που ένας Pi πελάτης κατάφερε να συνδεθεί με τον υπάλληλα, μέ­
χρι τη στιγμή που ο υπάλληλος παραμένει άεργος για πρώτη φορά και έτοιμος 
να δεχθεί τον επόμενο πελάτη που θα ζητήσει εξυπηρέτηση (είτε από εξωτερική
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άφιξη, είτε από κάποιο retrial box). Παρατήρησε ότι το C(,> αποτελείται από 
δύο ανεξάρτητα χρονικά διαστήματα. Το χρονικό διάστημα από τη στιγμή που 
ο P i  πελάτης κατάφερε να συνδεθεί με τον υπάλληλο, μέχρι τη στιγμή που ο τε­
λευταίος είναι έτοιμος να αναχωρήσει για διακοπές συν το χρονικό διά­
στημα από τη στιγμή που ο υπάλληλος αναχώρησε για διακοπές, εως τη στιγμή 
που έμεινε άεργος για πρώτη φορά (V). Εστω N j(C<*>), τ.μ. που εκφράζει τον 
αριθμό των νέων P j πελατών που εισέρχονται στο Κψ_λ retrial box στη διάρ­
κεια της και επιπλέον ορίζουμε την από κοινού κατανομή και τον ML. της 
αντίστοιχης γεννήτριας πιθανοτήτων

=  P ( W j( C « " )  =  k ,  j  =  2 , 3 ,  . . . , η ,  < !  +  < # ],

<*><«,*)= Σ Ζ *  ** J Z . r - J S W ·
Τότε μετά από πράξεις καταλήγουμε στη

C ^(0 , ζ )  =  a . i ( x ( z ) ,  Z i+ 1 , . . . ,  Ζ η ) ν * ( 0 ,  ζ ) .  (3.8)

Στη συνέχεια παραθέτουμε ένα σημαντικό για την ανάλυση Θεώρημα, η από­
δειξη του οποίου είναι όμοια με αυτή του θεωρήματος 3.2, των Moutzoukis and 
Langaris [148].

θεώρημα 32  Για οπο ιαδήποτεμετάθεση  (ί2, i3 f τσυ (2,3,..., π) χα ι γ ια  (α)
\zim \ < 1 για ένα  συγκεκριμένο  m  =  j  4 - Ι,.,.,π , κ α ι \ζ^ \ <  1 , γ ια  όλα τα  
ντώλοιτΐα r  =  j  4-1 ,.,.,ημ ε  τ  φ  τη, ή (b) \zir \ <  1, γ ια  ά λ α τα  r  =  j  -1- Ι ,.,.,π , 
και pi ._1 > 1, ή (c) |* r | < 1 , για  6 X a x a r = j  + 1 , . , . ,η ,  και >  1 > , η
εξίσω ση

z i j  -  }(°. ( z i j , z i j + i , * »„  ) )  =  0, (3.9)

έχει για  j  =  2 , 3 , η, μ ία  κ α ι μόνο μ ία  ρίζα, έστω  zi} =  x if (zij+I,..., zin) , j  φ  
π, Z{n =  Xin, μ έσ α  σ τη ν  περιοχή  |^ . |  < 1 , όπου τα  ό ιανύσματα

(*<J+1, * J+a, - μ *in) ορίζονται ως

w i i{ Z i2 7 Zh j  — > Z\n )
( ^ t 3  J ,  ***1 Z \ n )  ^ < 1  * — 1 Z * n ) l  Z { 3 >  . . . ,  ^ t n ) »

( ^ « J f c + l  » ^ * f c + 2 >  ·* ·>  =  ^ * * - 1  ( ^ » J f e + H  · · * ^ k + l  J —

λ =  — 1 ,

ενώ pix =  />j κα/

£7
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Ε τια ιλέσνγια  Zir =  1, r  =  j  -f-1 κ α ι p^  <  1 η ρίζα  χ^(1 ,...,1) ε/vcu 
η μ ικρότερη θετική πραγμα τική  ρ ίζα  της  (3.9) μ ε  (1,..., 1) <  1 ρ^ > 1 κ α ι 

l) = lavpf. <1.

Απόδειξη: Πριν προχωρήσουμε στην απόδειξη θα πρέπει να επισημάνσυμε 
ότι το όρισμα του διανύσματος ιο^·(.) δίνει την σειρά που κάθε φορά ακολου­
θούμε ώστε να εξαλείφουμε τα Zis+l,..., ̂ ίτι_1 (θέτοντας κάθε φορά την κατάλ­
ληλη ρίζα x»i+1 (.),..., Xin_t (.)) φτάνοντας στο τέλος να υπάρχει μόνο ο όρος z in.

Η  απόδειξη ακολουθεί αυτή των Langaris and Katsaros [133] και Moutzoukis 
and Langaris [148]. Ας υποθέσουμε ότι i2 =  2. Τότε

c(h)(ο, = C(2)(0, fo,
Αν θεωρήσουμε μία κλειστή καμπύλη \z%\ =  1 — e, με e >  0, τότε κάτω από τις 
συνθήκες (α), (δ), πάντα μπορεί να βρεθεί ένα e > 0 τέτοιο ώστε

|<^2)(0, (*2,*3,.~,2η))| <  ^ ) ( 0 ,  ( Ν  , 1^31,-, Κ |) )  < 1 - 6 ,  (3.10)

ενώ για την (c) αν ρ ίχ =  ρχ < 1 χρειαζόμαστε επιπλέον,

£cW (0, (1 — e, 1,..., 1))|ε=ο < —1,

ή ισοδύναμα χρειαζόμαστε p2 > 1 για να ισχύει η (3.10). Επομένως, χρησι­
μοποιώντας το θεώρημα ταυ Rouche, ολοκληρώνεται η απόδειξη του πρώτου 
μέρους του θεωρήματος.

Συνεχίζοντας, για Zir =  1, r  — 3 ,4 ,...,πκα ιρ ίι =  pj <  1,η κυρτή συνάρτηση 
C ^ (0 , (ζ2 , 1,..., 1)) είναιαύξσυσαω ςπρόςζ2για0< ζ% <  1. Επιπλέον παίρνει 
τιμέςΟ < C(*2>(0, ( 0 , 1 , <  lx a iC ^ 2̂ (0, =  1 και έτσι η ρίζα
Χ2(1,...,1)παίρνειτιμέςστο(0,1)ανρ2 > 1, ενώγιαρ2 <  1 ,ηχ2(1,..., 1)γίνεται 
ίση με τη μονάδα. Επομένως το θεώρημα αποδείχθηκε για «2 — 2.

Χρησιμοποιώντας το Θεώρημα του Langrange και γράφοντας τη ρίζα 
&2(ζ3>—9ζη) σε μορφή δυναμοσειράς, προκύπτει ότι

Ν (^3 ,..., Ζη)\ < Χ2(|^3| ,..., \Ζη\), (3.11)

ενώ, θέτοντας =  χ2(^3 , Ζη) στην (3.9) και παραγωγίζοντας, διαπιστώνεται 
ότι για 0 < Zj < 1, j  =  3,4, ...,n  p2 < 1,

ο
1 2 (2:3 , .-,2») >  0, j  =  3 ,4 ,...,η, (3.12)
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και έτσι η χ2 (*3τ - ,  *η) είναι αΰξσυσα συνάρτηση ως προς zj t  j  =  3 ,4 ,..., η.
Εστω χώρα όη  το θεώρημα ισχύει για j  =  3,4,...,m . Τότε ακολουθώντας τη 

παραπάνω διαδικασία μπορούμε να αποδείξουμε σχέσεις ανάλογες με τις (3.11) 
και (3.12) για όλες τις ρίζες x*3- (2»i+1 > ***> 3 =  3,4,..., τη και να τις χρησι­
μοποιήσουμε επαναλαμβάνοντας την ίδια ανάλυση, για να αποδείξουμε ότι το 
θεώρημα ισχύει για j  =  m +  1. Αυτό ολοκληρώνει και την απόδειξη του θεω­
ρήματος. □

Τώρα μπορούμε εύκολα να αποδείξουμε ότι για οποία δήποτε μετάθεση 
(*2ι*3»—ι*η) ιονοννόλχϊυ (2,3, ...,η), ο τελευταίος όρος {> p in^  >  ->  Ρ.*2) 
δίνεται από,

Pin+POin+5{i«<»>Pin-l I3lLi„+l f̂c+ 0̂fc) ^
Pin —  “  ~  * ( 3 .1 3 )

i - P l - ' T i k L i  ( P k ^ P O k ) ~ 6 i i n < ^ } ( l - P i n ~ l ) 2 l k = i n + l ^ } ^ f >Ok)

και επομένως σνγκρίνσντας τις σχέσεις (3.1), (3.13) προκύπτει ότι για ρ* < 1, ο 
όρος p in (και επομένως όλα τα υπόλοιπα ρζ ) είναι πάντα μικρότερα τις μονάδας.

3.4 Ανάλυση σε στατιστική ισορροπία

Ακολουθεί η μελέτη των πιθανοτήτων των καταστάσεων του συστήματος σε στα­
τιστική ισορροπία. Αξίζει να σημειωθεί ότι λόγω της πολυπλοκότητας του συ­
στήματος κρίνεται αδύνατη η μελέτη τσυ σε συνεχή χρόνο. Βάσει του συλλογι­
σμού που αναπτύχθηκε στο προηγούμενο εδάφιο, το σύστημα μας να βρίσκεται 
σε στατιστική ισορροπία αν ρ* <  1. Εστω Ν χ, Ni , t =  2 , ..., η, τ.μ. που εκφρά­
ζουν τον αριθμό των Ρχ, Pi πελατών που βρίσκονται στην ουρά (όχι στον χώρο 
εξυπηρέτησης) και στο K j* x retrial box αντίστοιχα. Ας ορίσουμε την τ.μ. που 
εκφράζει την κατάσταση του υπαλλήλου με

0  υπάλληλος σε διακοπές,

€ =  < (*>i)

V id

υπάλληλος απασχολημένος στη j  φάση 
με Pi πελάτη, 
υπάλληλος άεργος,

και τις ακόλουθες πιθανότητες

q{k) - Ρ (ξ  =  id, Ν ι  =  0, N m =  km , m  =  2,3, ...,π),

P o (k ,x )d x  =  Ρ (ζ  = 0, N m =  km, τη  =  1 , 2 , x  < 0 0 < x  +  dx),

p i j { k ,x ) d x =  P (£  =  ( i , j ) ,  N m = km , m = l ,2 , . . . , n ,  x  < <  x  + dx),
(3.14)
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όπου, k  =  (λ*, A*), A =  (*ι,*2, *») ξ  (*i , fe), και 0iif Do eivoi ο χρόνος
εξυπηρέτησης που έχει ήδη λάβει στη i -ιράση ο Pi πελάτης και ο  χρόνος δια­
κοπών που έχει ήδη λάβει ο υπάλληλος ανπστοίχως. Τέλος σν ορίσουμε τις 
αντίστοιχες γεννήτριες πιθανοτήτων,

Q { z )  =  Σ ΐ > 0  Ξ  Σ * 4 > 0  — Σ * * > 0  9 (^ 2 ϊ **·» ^ η ) 4 * 23 5 —^ η * >

ib ( « , x ) =  Σ δ ^ δ Ρ ο ίέ ,ζ )^ ,

=  Σ ί>βΡϋ(*’Χ)**> *>i -  l»2f

τότε συνδέοντας ως συνήθως τις πιθανότητες (3.14) μεταξύ τους προκύπτουν 
στη περίπτωση για χ  > 0, οι ακόλουθες σχέσεις

^ P i j ( k , x )  +  ( λ + η i j ( x ) ) P i j ( k , x )  =  A p y ( * - li, x ) ,  

& Μ £ , χ ) + ( \ + η 0(χ ))ρ ο β ,ζ ) =  A p o (k -l! ,x ),

κ α ι

M (ty  +  Σ , Ρτ(*τ +  1Μ * +  1Τ) =  £ °  po(0, k, x)tfy(x)dx.
r= 2

Τότε, σχηματίζοντας τους M L των γεννητριών πιθανοτήτων,

P o fr  χ ) =  Ρ ο ( ζ ,  0 )(1  — Β ο ( χ ) )  εχρ[—(λ — λει)χ],

P i j f c  Χ ) =  P i A Z > ° ) ( !  “  B i j ( x ) )  « ρ [ —(λ “  λεΐ)*1, ^ ^

και

E ^ iJ : i? W + A Q ( z ) =  Ρο({0 ,ζ),0 )β ’ο(λ), (3.16)
j=2 3

όπου /3J(.) ο ΜΙ» της 6ο(.). Στη περίπτωση των οριακών συνθηκών (χ =  0) 
προκύπτουν οι παρακάτω σχέσεις,

Ρθ(0, *,0) = ΣΙ=! ΣΪΖΐ Ρτ ΙΓ  Ρίτ(ο, *! -  lr+l,x)Vir(x)dx 
+  ΣΖλ ΟΓ Pin(0,k,x^ir(x)dx,

Pu(fc,0) =  ΣΓ= 1  Σ ? = ί  Pr J T Μ *  +  ΐ ι  -  l r+i,x)riir(x)dx

+  E ? = lJ T  P in (6  +  i l , x ) ^ n (x)dE  +  J ^ ° Po(* +  Ϊ ι ,  l)TJo(x)< ix

+£{*,=o>Ag(fc)·
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Γ ιλ i =  1 ,..., η , j  =  i +  1 ,..., η,

P i j ( k , Q )  -  ( 1  -  P j - i )  J ^ °

P jj{0,k,0) =  +  1 )q(k +  l j ) ,  j  =  2)...,n .
Με ανάλογο τρόπο,

+Σ^«((0,*),0)#η(λ), (3.17)

ΐ =  2 ,.-.,π 
i  = * +

(3.18)
ενώ για τον υπολογισμό της P h(z,0) χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (3.17) και

Ριι(«,0) =  {X ziQ (z) 4- Zj+1, ..., ̂ )Ρ^((0, ζ),0) (3.19)

Οπως εχουμε αναφέρει παραπάνω, επειδή η Ρ \\(ζ , 0) είναι αναλυτική συ­
νάρτηση για \zi\ <  1 , i  — 1 ,2,..., η, θα πρέπει η ρίζα χ (ζ )  του παρονομαστή να 
μηδενίζει τον αριθμητή. Επομένως αντικαθιστώντας στον αριθμητή της (3.19) 
την ρίζα χ(ζ )  του παρονομαστή προκύπτει

Ρη((0 ζ) 0) =  Λ?(«)<3(«)+ Σ Γ ιaj(*(*),*j+>,-•■*n)P3-J((0,z),0) '•Π)̂ υιζ;>υ; ι+0;ίλΐ-/3:(λ-λι(*·>'» · WS./U)
Αντικαθιστώντας τις (3.17)-(3.20) στις σχέσεις (3.15), (3.16) και ολοκληρώνο­
ντας ως προς χ  προκύπτουν τα ακόλουθα για j  =  2 ,...,η

e ij(z i)P ij(z )  =  en (z1)P n (z) J | ( l -  P m ) f t m ( λ -  λζι), (3.21) 322

(3.18) καταλήγουμε στη
η

-Ρ ο((0 ,ζ),0 )[1+ ^ (λ) -  β'0(λ ~  Azj)]}/[Zl -  ttl(*)].

(322)

ι =  2 ,...,π  
3 =* +  !»—, Λ,

(3 2 3 )
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e a ( z i ) P 0 ( S )  =  ....
T+0S(A)-/jj(A-A*<z)j-----

(324)

« ( · .)« .(* )=  .....* j
- % ( * ( * ) , * , « , . . . ,  ^ ) ] P j j ( S )  +  ί ο ( ϋ , ) « ( λ  _  A a i )

- ^ 5 ( λ  -  * x ( z ) ) ] P 0 ( z ) } / [ Z l  _  a i(^)]j

(325)

Σ μϊ ζϊ & Γ $ ( ζ ) +  λ<?(ζ) =  eo(zi)i%(i)^S(A), (326)i=2 J

όπου Ρ (π) =  /  Ρ(ζ,χ)<£χκαι

eij(zi) = A — A#i

Στη συνέχεια, θα χρησιμοποιήσουμε τις εκφράσεις taw πιθανσγεννητριχον 
που ορίστηκαν παραπάνω ώστε να υπολογίσουμε τις πιθανότητες των καταστά­
σεων του υπαλλήλου σε στατιστική ισορροπία. Ετσι, θέτοντας ζ  =  ϊ .  στις πα­
ραπάνω γεννήτριες προκύπτει το ακόλουθο αποτέλεσμα.

Θεώρημα 3 3  Ω αρ*  < 1 οι τιμές τω ν y tw qxQ m v  Ρο(-)> Q(-) 0X0 οημείο  
ζ  =  ΐ  δίνονται and

Ρ ΐ ΐ ( ϊ ) =  λδ1Χ,

Ρϋ (1) = j  =  2,...,n

f i j ( i ) =  Api-ifiij-niriii1 -?**), 5 =  i +  l" . . ,n  (327)

= 1+Abo/fihW’
ρ ο ( ΐ )  =  · ρ ζ $ )  E y = 2  p j - i + Q i 1 ) ) ·

Απόδειξη: Ας ορίσουμε την έκφραση

λ ί ( ζ )  =  Q ( z )  4- Ρ 0 ( ζ )  +  Σ Σ  Ρ«(*)* ί3·28)
*3S 1 jsi

Tore από τις σχέσεις (321), (322) και (3.23)

W  = Mill Fij(z) Π (1 -  Pn,)̂ m(A -Αεί), i  =  l , 2 ,...,n  
7  =  i +  l , . . . , n
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*i<i>= « . ( ΐ ) | π < ι - Μ ·  <329>” m=t
Αντικαθιστώντας την (329) στην (328), χρησιματτοιώντας την (324) και παρα­
τηρώντας ότι Λ/χΐ) =  1, προκύπτει μετά από πράξεις ότι

;* - « , ( ! ) +  (1 +  ̂ 5 )« (1 )

+ K J ^  ̂  f o + ΣΧ,ί+15» Ι ϊ £ , ( ι  -  λ»)+ ^ S ! l= 1-

Χρησιμοποιώντας την (324) στη (325) και θέτοντας ζ  =  ΐ  καταλήγουμε στη

+ H U ,«  *,» -  λ . ) + jfejl}·
( 3 3 1 )

όπου το px έχει οριστεί στο Λήμμα 3,1 και επομένως από τις (329)-(331) κατα­
λήγουμε στις

i-i
P u ( l ) = A f e u ,  P l i ( I )  =  A&l i  Π ^ - Ρ - ) .  J  =  2 , 3 , ( 3 3 2 )

m = l

κ α ι θέτοντας 2  =  ϊ .

Πολλαπλασιάζοντας την σχέση (322) μέ zy, προσθέτοντας για όλα τα j  =  
2 ,..., π και αφαιρώνιας την προκύπτουσα σχέση από την (326) χρησιμοποιώντας 
την (324) καταλήγουμε στη

Σ>=2 (*1) ( * )  
<2(*)

(Dj(z) -  Zj] =  λ[1 -  x(z)/(x(z))l, (333)

όπου

Π Φ ) )  -  j  +  β *ο { χ )  ^ « ( λ _  λ χ (ζ )) ’ (3 3 4 )

D j(2) =  f(x (z))a j (x (z ) ,z j+ l ,. . . ,z n). (335)

Είναι προφανές ότι από τις σχέσεις (3.6), (3.8) και (334), (335) ότι

Α ( ζ ) =  ( 7 « ( 0 , ζ ).

Επομένως για />* < 1 το θεώρημα 33 ισχύει για τα Α (ζ).
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Ετσι θέτοντας ζχ =  1 και για οποιαδήποτε μετάθεση *<*>
(2 , 3 , ..., η), χρησιμοποιώντας το θεώρημα 32  και αντικαθιστώντας διαδοχικά 
στην (3 3 3 ) κάθε Zik με την αντίστοιχη ρίζα s i|c(^ fc+1,» .,2 ift) (3-33), μπο­
ρούμε να απαλλαγούμε από όλους εκτός από έναν όρους του αριστερού μέλους 
(333). Ο τελευταίος όρος είναι αυτός που αντιστοιχεί στη γεννήτρια Ρΐη%η(.)* 

Στο σημείο αυτό καταδεικνύεται και η σπσυδαιότητα του θεωρήματος 32. Σε 
κάθε αντικατάσταση της μοναδικής ρίζας εντός του μοναδιαίου κύκλου (πρέπει 
pik <  εφαρμόζουμε το κριτήριο του Takacs [1641, αφού για
ρ* < l ,o l a x a p ik < 1. Παρατηρώντας τέλος ότι από το θεώρημα 32  για ρ* < 1, 
w in- i i zin)\z . _Χ =  1 προκύπτει από την (333) ότι

>ϋ(ϊ) =
\ p j  _ ι bjj

α  +  J =  2 , 3 , ( 3 3 6 )1 - p *  ' ■ /35(A) 

και έτσι αντικαθιστώντας στην (330) καταλήγουμε μετά από πράξεις ότι

<?(!) = W
λ5ο1 *+·0oW

(337)

που είναι η τρίτη της σχέσης (3.27).
Από τις (337) και (336) προκύπτει η πρώτη από την σχέση (327) και αντι­

καθιστώντας την έκφραση της P jj( l)  στην (329) και (324) προκύπτει η δεύτερη 
και η τέταρτη σχέση της (3.27) αντίστοιχος και επομένως το θεώρημα έχει απο- 
δειχθεί. □

3 .5  Α ναμενόμενοι α ρ ιθμ ο ί πελατώ ν στο σ ύσ τημα

Ας υποθέσουμε ότι το σύστημα μας βρίσκεται σε κατάσταση ισορροπίας και 
επομένως ρ * < 1. Στη συνέχεια θα υπολογίσουμε τους αναμενόμενους αριθμούς 
πελατών τόσο στην κανονική ουρά, όσο και σε κάθε retrial box ξεχωριστά. 

Εστω επιπλέον για ρο =  1 και j  =  1 , η,

Σ  ^Π α-Ρη.)
η ΐ r k~S+1 m~3 η fc i (338)

+2 Σ Π  Pm)&jr[&jr+1 +  ^  bjk Π  ( l - f t . ) ] } ·

r —j  tn—j fc=r+2 m=r+l

Τότε το επόμενο θεώρημα αναφέρεται στον υπολογισμό του αναμενόμενου 
αριθμού πελατών στην κανονική ουρά.
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θεώρημα 3Λ Ο  αναμενόμενος αριθμός των Ρ \ πελατών της κανονικής ουράς δί­
νεται από,

^ ■ ) = r a ( ^ ) !S w - ‘ +Q <1)l+S T‘ }' <3J9)

ότιον οι όροι Q (l) και π* δίνονται αντίστοιχα a m  τις σχάσεις (3.37), (3.38).

Απόδειξη: Παραγωγίζσντας ως πρός ζ\, τις σχέσεις (322), (323), (3.24) και 
θέτοντας ,2* =  1, I =  1,2,..., η, προκύπτει μετά από πράξεις,

af>iiW.|. T== e*i *Z“1 2 *
(01

e*i 1**1 ^ ® ΐ ϊ < 1m=t
_ j- i j - l

ι — 2 , 3 , π, j  — i  - ( -1,71,

1-
(3.40)

Με παρόμοιο τρόπο από τις (325), (321),

θ·ι ' f t  (1 - ρ~ ) Ι ^ ; Ι Σ ^ ρ^ .  + Q(i)l +  Ε  *‘1
m=I *=1

j - l  _ j - l  _ r<2)Π Σ ^ + “2“]) j=2,3,...,n.
m = l  m = l

(3.41)

Παρατηρώντας τέλος ότι

= £#1 £=1
n n

= Σ Σi*l j«i d z x

d P o j z )

dzi Z  = 1  5

και χρησιμοποιώντας τις (3.40) και (3.41) προκύπτει (339) και το θεώρημα έχει 
αποδειχθεί. □

Πριν προχωρήσουμε στο επόμενο θεώρημα, που αναφέρεται στους πελάτες 
επαναλαμβανόμενων αφίξεων, θα παραθέσουμε ορισμένα βοηθητικά αποτελέ­
σματα. Εστω για k>j =  2,..., π, m =  1,2,

h(m) _  dmz(z) 
k ~  dz™ \z = 1 j

-(m)
"i* d*"* |xel>
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άκου ο  όρος χ [ζ )  ορίξρται στο Λήμμα 3.1 (παρατήρησε ότι ρ™  φ  p<*>, k  φ  j ) .  

Τότε μετά από αρκετές πράξεις προκύπτουν οι ακόλουθες σχέσεις,

hk ] =  Π ίί^ ΐ ί1 ~  Pm),

me 1

Pi* =  ΑΛ*1>( * ί ί + ^  ! £ = * , ( 1 ~  p ™))+ 5{*>i>lpk-i Π ^ - ( ι  -  Pm)], 

+5{k>i>2A /i^pk-i I l t i j  i 1 -  Pm) Σ ί= }  V >  * ,  j  =  2, ...,n .

όπου Π ( 1 - Pm) =  1 για j  >  t. Επιπλέον ορίζουμε μεm=sj

",fc_  Α̂ (1,...τ1)Λ·
2pt-i Ι ΐ^ α - Ρ - )  ^  '^ rr^  +  (T O  £ /o ;(p ,-k  -i

λ Σ ρ^-ι "(2)j=2

(1) , Aĥ feo
PSW

, l £ > - p~) +  u - S s w K 1 P’)ftkJ +  ̂ r ]
%*\hM I *Pfc-l

2pt-

+ 5 Γ ^ Κ ^ [λί“'·*,+(λΛ*>)̂ >1 ‘  = 2.... "·

και συμβολίζουμε με

° H =  5 ^ 5 ^ ^ z)lz=1’ fc’i =  2 ,3,...,n .

θ α  πρέπει να παρατηρήσουμε εδώ ότι Dki =  Dik V kyL
Οπως έχουμε ήδη αναφέρει, σκοπός του παρόντος εδαφίου είναι η εύρεση 

των αναμενόμενων αριθμών των πελατών στο σύστημα. Η μέθοδος που θα χρη­
σιμοποιηθεί συνίσταται στην κατάλληλη χρησιμοποίηση των σχέσεων (322)-
(326). Τονίζουμε ότι από αυτές δεν μπορούν να προκόψουν αναλυτικές σχέσεις 
για τις γεννήτριες Q(.), Ρ^(.), i , j  =  1,2,..., «(βλέπε Falm[76],Moutzoukis and 
Langaris [148]). Η μέθοδος που θα χρησιμοποιήσουμε είναι ανάλογη με αυτή 
Falin [76], Moutzoukis and Langaris [148] με την διαφορά ότι ενώ στις εν λόγω 
εργασίες οι αναμενόμενοι αριθμοί πελατών προέκυπταν ως λύσεις ενός συστή­
ματος εξισώσεων, στη περίπτωσή μας ως λύσεις ενός συστήματος εξισώσεων
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προκύπτουν οι όροι D k\. Το επόμενο θεώρημα αναφέρεται στον υπολογισμό 
αυτών των ποσοτήτων.

Θεώρημα 3-5 Οι όροι D m, k, I =  2,..., η προκύπτουν ως λύση τον παρακάτω 
συστήματος γραμμικών εξισώσεων,

n —1 1 — 2  η —1

(Μ* +  Pi)D u  =  Σ  P jD k j(p i-1 Π  (* ~  Pm))6{i>j} +  Σ
j —2 m=sj j= 2

Χ(Ρ*-1  Π2(1 - p m)) + Ρ Ι- 1 Π  (1 - P m )[±m=j  rri=l j= 2

+**] +  Pfc- 1  Π2 (1 - Pm) [ £  g S +  *,]·
rn=l jas2

(3.42)

Απόδειξη: Αντικαθιστώντας την (3.24) στη (3.25) προκύπτει η

_ /_ \rw=\ A2lQ(z)+ X)JL2 β (̂2ι)α,·(2ι,^+ι,..,,2„)Ρ^(ζ)+βη(ζϊ)Ρη(ί)(αι(*)-*ι)
eo(*i)fl>W  =  ----------------------------ι+ ^ -^ (λ -λ 1 Γ ) ----------------------------

i - 2

και αντικαθιστώντας την στη (3.26) θέτοντας ζχ =  1 καταλήγουμε στην ακό­
λουθη σχέση

T ,U w - k Q ( * ) =  T .U  *i+u - ,  Ζη) + ̂ Μ ΐ ,  * ) - ! ) -

(3.43)

Ακολούθως προσθέτοντας κατά μέλη τις σχέσεις (3.22) για όλα τα j  =  2, 
θέτοντας ^  =  1 και αφαιρώντας από την (3.43) προκύπτει η εξής βασική εξί­
σωση,

Σ μί ( ζί  -  =  Σ  - ίΑ- - ] [αΛ ι ,Ζί+ι,·--,Ζη) - 1]- (3.44)
j=2 dzi  j —i hi

Παραγωγίζσντας τέλος, την παραπάνω σχέση, ως προς zk, z t , χρησιμοποιώντας 
το  γεγονός ότι από τη σχέση (3.22) =  μ ^ Ο ^ χ ,  V λ, j  =  2 ,3 ,...,ti,
προκύπτει μετά από πολλές πράξεις η σχέση (3.42). □

Αξίζει να σημειωθεί ότι το παραπάνω σύστημα εξισώσεων έχει σίγουρα 
λύση, όταν το σύστημα μας είναι σε κατάσταση στατιστικής ισορροπίας. Το επό­
μενο Λήμμα αναφέρεται στους αναμενόμενους αριθμούς των πελατών σε κάθε 
retrial box ξεχα>ριστά.
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Λήμμα 3 i  Ο αναμενόμενος α@ιθβΐός των f t ,  Λ =  2 ,3 ,..., η πελατών τον Κ ^_χ 
retrial box δίνονται αχό,

Σ  POmiPmktn=2
. ΑΛ<1)6ολ 
+ «(λ) '

Apfc-1Η Apt-ι
/*k

(3.45)

Απόδειξη: Παραγωγίζσντας, ως προς 2*, τις (3.25), (3.21) και θέτοντας
2£ =  1, 1 =  1,2,..., η  προκύπτουν μετά από πράξεις τα ακόλουθα,

^ , . 1 =  8» Γ κ ;ιι- ’- )^ ί . ι .  ι = 2.... η .

(3.46)

Με παρόμοιο τρόπο από τις (322), (323), (324) έχουμε,

- ^ f l , = x =  Λ Α Λ ί.
£ 5 ζ ί ϋ |__ U ll!  (*~Pr) B P iA *} I _ t =  2 ,...,n ,

**t «*» b u  s * k  1**1* j  =  i-h l ,. . . ,n ,

^ Ι « - ι =  _ Σ ^ ^ + ^ s , [ ( i - ί.·)<4,>+ ^ 1πν=2 
η

(3.47)

+ E / w O e  +  ̂ ) ·τη=2
Παρατηρώντας τώρα ότι για κάθε k =  2 ,3 ,..., η, ισχύει

W  = ^ U -1  + Σ Σ ^  U=i + “ Plr-Ϊ,ieliasi fc (3.48)

και σντικαθκηώντας τις (3.46), (3.47) στην (3.48) καταλήγουμε μετά από πρά­
ξεις στην (3.45) και το θεώρημα έχει αποδειχθεί. Λύνοντας το σύστημα (3.42) 
βρίσκουμε τα Dki και αντικαθιστώντας στην (3.45) υπολογίζονται οι αναμενό­
μενοι αριθμοί πελατών σε κάθε retrial box ξεχωριστά. □

3.6 Αριθμητικά αποτελέσματα

Στο εδάφιο αυτό χρησιμοποιούνται τα συμπεράσματα του προηγούμενου εδα­
φίου, για την εξαγωγή αριθμητικών αποτελεσμάτων. Για να παρατηρήσουμε το 
πώς μεταβάλεται ο αναμενόμενος αριθμός πελατών σε κάθε retrial box ξεχω­
ριστά, καθώς αλλάζουν οι τιμές των παραμέτρων του συστήματος, δίνονται οι
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Πίνακες 3.1-33. Οι πίνακες αφορούν το μοντέλο με η =  4 φάσεις εξυπηρέτησης 
και 3 retrial box. Θα χρησιμαποήσσυμε τους τόπους που προέκυψαν παραπάνω 
με σκοπό να μελετήσουμε το πως επηρεάζονται τα E (N i)  % =  2 ,3 ,4  όταν μετα­
βάλλεται η μέση διάρκεια των διακοπών 6q, ο μέσος χρόνος εξυπηρέτησης στην 
πρώτη φάση 6U και ο  μέσος χρόνος μεταξύ διαδοχικών επαναλήψεων της άφιξης 
ενός πελάτη από το πρώτο retrial box E (re tr ia l Κ ι ) =  1/μ 2 , πάντα για αυξανό­
μενες τιμές του λ.

Για την κατασκευή των πινάκων, θεωρήσαμε ότι ο χρόνος διακοπών και όλοι 
οι χρόνοι εξυπηρέτησης προέρχονται από την εκθετική κατανομή με ojcjc. αντι­
στοίχου τις,

bo(x) =  J - e - W * ,  
δο

(1/fcj)*>
i  =  1, ~.,4 
3 4.

Επιπλέον υποθέτουμε σε όλους τους πίνακες ότι 614 =  0.2, 612 =  622 =  £>23 =  
&33 =  0.33, &13 =  024 =  &34 =  644 — 0.25,pi =  0.7, p2 =  0.5, Ρ3 =  0.1. 
Τέλος, =  0.5, μ Α =  2 .

Ο Πίνακας 3.1 μας δείχνει τον τρόπο με τον οποίο τα E(Ni),  % =  2 ,3 ,4  με- 
ταβάλονται καθώς αλλάζουμε τις τιμές της μέσης διάρκειας των διακοπών του 
υπαλλήλου για αυξανόμενες τιμές του λ. Αξίζει να παρατηρήσουμε τον κρίσιμο 
ρόλο που έχουν οι διακοπές στον καθορισμό του αριθμού των πελατών σε κάθε 
retrial box. Παρατηρούμε ότι ακόμα και για μία μικρή τιμή του λ, για παράδειγμα 
λ =  0.15, το Ε (Ν 2) αυξάνει από 0.1488 σε 46.026 καθώς μεταβαίνουμε από ένα 
σύστημα χωρίς διακοπές (bo — 0) σε ένα σύστημα όπου 6ο =  2.7, ενώ η τιμή 
για το Ε(Ν$) αυξάνει από 0.2029 σε 64.83. Επιπλέον όταν η τιμή του λ γίνεται 
λ =  0.42 τότε, ακόμα και μία μικρή αύξηση της μέσης διάρκειας διακοπών από 
6q =  0 σε 6ο — 0.6 αυξάνει δραματικά τον αναμενόμενο αριθμό των πελατών 
του retrial box Κ ι  σε 267.02, ενώ τον αντίστοιχο για το retrial box Κ 2 σε 380.45. 
Επομένως θα πρέπει να είμαστε πολύ προσεκτικοί, όσον αφορά την διάρκεια 
των διακοπών που θα επιτρέψουμε στον υπάλληλο ώστε να αποφύγσυμε δυσά­
ρεστες περιπτώσεις με υπερπληθη retrial box. Η συμπεριφορά του τρίτου retrial 
box Κ 3 είναι καλύτερη, μιας και το £̂ (7V4) κυμαίνεται σε μικρές τιμές και μας 
υποδεικνύει τρόπους για την μείωση της δραματικής επίδρασης της περιόδου 
των διακοπών, επιτρέποντας οι χρόνοι διαδοχικών επαναλήψεων των πελατών 
των retrial box να είναι μικρότεροι (E (re tr ia l A3) =  1/μ4 =  0*5)> ««ε/και μειώ­
νοντας την πιθανότητα επιλογής κάποιου retrial box (p3 =0.1).

Παρόμοιες παρατηρήσεις μπορούν να προκόψουν από τον Πίνακα 3.2, που 
περιέχει τιμές των B(Ni) ϊ =  2,3,4 όταν μεταβάλλουμε τα λ, 6π . Παρατηρούμε
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6 n  ο αναμενόμενος αριθμός ttov πελατών το ν  retrial box αυξάνει καθώς το  bn  
αυξάνει. Επιπλέον αιττή η αύξηση εξαρτάχαι από το πόσο γρήγορή ή αργή είναι 
η επανάληψη της άφιξης (E{retrial Κ χ)) ενός πελάτη euro το retrial box Κ{ χαι/ή 
από την προτίμηση (ρ ,) που θα δείξει κάποιος πελάτης στο αντίστοιχο retrial 

box.
λ \& 0 0 3 0.6 1.3 2,7

0Λ5 0.1488 0.1926 0.3084 0.6816 46.026

F(JVS) 0.2029 0.2451 0.3602 0.7605 6483

B O M 0.0112 0.0161 0.0282 0.0623 3.316

0-27 0.3798 0.5273 1.1548 120.04

0.4958 0.6693 1.3906 170.57

0.0287 0.0135 0.0954 8.599

0.42 1.045 1.8373 267.02

43022 2.2913 380.45

0.0768 0.1396 19.077

0 5 0 4.1926 221.4

&2S56 314.4

(12966 15l814

0.71 126.8

179.3

9.0327
Πίνακας 3.1: Τιμές των E (N i), i =  2,3,4, για μ2 =  1, bn =0.5.

Α \ * ιι 0 3  1 0J8 1 3 2_1 2.8 5.5

0.15 Β (Ν ί ) 0.1711 0.2233 0.3014 0.5481 1.0297 18522.3

β(ΛΓ3) 0.2257 0-271 0.3291 0.4882 0.7737 26410.6

0.0145 0.0181 0.0226 0.0346 0.0595 1321.15

0.25 0.3646 0.6088 1.1043 43585 193.69

0.4783 0.7108 1.1131 3 3 7 263.19

0.0306 0.047 0.0755 0.25 13.378

0.3 0-5051 0.9877 2.267 649

0.662 1.1428 2.354 85.09

0.042 0.0742 0.1496 4423

0L4 0.9447 3.034 112.03

1.2382 3.6085 156.15

0.0765 0.2161 7.9094

0J5 1.8448 108.39

2.4349 152.81

0.1444 7.717

0.71 92.598

131.62

6.632

Πίνακας 3 2 :  Τιμές των Ε{ΝΧ), ί =  2,3,4, για &ο =  0.2, =  1.
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Τέλος, ο Πίνακας 3.3 περιγράφει τον τρόπο με τον οποίο τα E(Ni) % =  2,3,4 
επηρεάζονται καθώς μεταβάλουμε τον μέσο χρόνο επανάληψης των διαδοχικών 
προσπαθειών E(retricU) =  1/μ% ενός πελάτη από το πρώτο retrial box. Θα πρέ­
πει να παρατηρήσουμε την αύξηση του E (N 2) i αλλά κυρίως την μείωση που πα- 
ρατηρείται στις τιμές των Ε (Ν ζ)  και Ε (Ν ^)  όταν αυξάνεται η τιμή του ϊ / μ 2. Η  
μείωση αυτή γίνεται ακόμα πιο αισθητή για αυξανόμενες τιμές του λ.

X \ E ( r e t r i a l  JTi) 0.02 0.2 1 2 10
0.15 Ε ( Ν 2) 0.0452 0.0727 0.1926 0.3397 1.4994

ε ( ν 3) C.2539 0.2515 0.2454 0.2409 0.2329

Ε ( Ν λ ) 0.0177 0.0171 0.0161 0.0157 0.0151

0.27 0.1423 0.2185 0.5373 0.9183 3.862

0.7229 0.7087 0.6693 0.6443 0.5987

0.0521 0.0488 0.0435 0.413 0.0382

0.42 0.4837 0.761 1.8373 3.045 11.953

2.7032 2.5895 2.2913 2.1153 1.8179

0.1904 0.1699 0.1395 0.1271 0.1093

0.59 8.33 60.25 221.4 371.7 1347.5

464.3 419.03 314.4 265.23 192.75

23.5 21.12 15.814 13.31 9.6763

Πίνακας 3 3 : Τιμές των Ε (Ν $ , % =  2,3,4* για bo =  0.2, 5U =  0.5.

3.7 Ανακεφαλαίωση-Παρατηρησεις

Το μοντέλο που μελετήθηκε στο παρόν κεφάλαιο, αποτελεί γενίκευση αυτού του 
προηγούμενου κεφαλαίου. Περιλαμβάνει αυθαίρετο αριθμό, φάσεων εξυπηρέ­
τησης και retrial box σε κάθε ένα από τα οποία υπάρχουν συγκεκριμένου τύπου 
πελάτες. Επίσης περιλαμβάνει μή-διακόπτσυσα προτεραιότητα και απλές δια­
κοπές του υπαλλήλου.

Υπολογίστηκαν σε κλειστή μορφή οι αναμενόμενοι αριθμοί των πελατών 
τόσο της κανονικής ουράς, όσο και αυτοί κάθε retrial box ξεχωριστά, σε στα­
τιστική ισορροπία. Αξίζει να σημειωθεί, ότι για τον υπολογισμό των αναμενό­
μενων αριθμών των πελατών των retrial box, χρειάστηκαν οι ροπές πρώτης και 
δεύτερης τάξης της πιθανογεννήτριας συνάρτησης Q(.)> που αντιστοιχεί στην 
περίπτωση που ο υπάλληλος είναι άεργος. Αυτές οι ροπές υπολογίζονται ως 
λύση ενός γραμμικού συστήματος. Παρόμοια μοντέλα μελετήθηκαν και από τους 
Falin [76], Moutzoukis and Langaris [148], Dimitriou and Langaris [59], όμως στο 
παρόν μοντέλο, η δυνατότητα κάθε πελάτη ενός οποιουδήπστε retrial box να ε ι­
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σέλθει σε άλλο retrial box στη διάρκεια της διαδικασίας εξυπηρέτησης του (αλ­
λάζοντας ταυτόχρονα και τύπο) μελετήθηκε για πρώτη φορά στη βιβλιογραφία.

/i
/

115

I



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4

Ενα σύστημα εξυπηρέτησης με 
χρόνους
προετοιμασίας/αποφόρτισης, 
διακοπές και
επαναλαμβανόμενες αφίξεις 
πελατών

4.1 Περίληψη

Στο κεφάλαιο αυτό μελετάται ένα μοντέλο με έναν υπάλληλο, ατο απο£ο καταφ­
θάνουν πελάτες δυο κατηγοριών. Ο ι πελάτες της μίας κατηγορίας έχουν προτε­
ραιότητα έναντι αυτών της άλλης. Οι πελάτες μικρότερης προτεραιότητας συ- 
μπεριφέρονται ως πελάτες με επαναλαμβανόμενες αφίξεις. Για να ξεκινήσει ο 
υπάλληλος να εξυπηρετεί, είτε τους πελάτες υψηλής προτεραιότητας, είτε κά­
ποιον χαμηλής προτεραιότητας που τον βρήκε διαθέσιμο, χρειάζεται ένα χρόνο 
προετοιμασίας. Κάθε φορά που ο  υπάλληλος ελευθερώνεται, ενεργοποιεί μία 
περίοδο αποφόρτισης, στη διάρκεια της οποίας είναι διαθέσιμος μόνο για τους 
πελάτες υψηλής προτεραιότητας. Αφού ολοκληρωθεί η περίοδος αποφόρτισης 
ο υπάλληλος αναχωρεί για τυχαίο χρονικό διάστημα. Το μοντέλο περιγράφεται 
λεπτομερώς στο επόμενο εδάφιο, ενώ με την βοήθεια ορισμένων σημαντικών 
βοηθητικών αποτελεσμάτων (εδάφιο 43) αναλύονται οι πιθανότητες των κατα­
στάσεων του σε συνεχή χρόνο, στο εδάφιο 4.4. Ακολούθως (εδάφιο 4.5), διερευ-
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νσυνται οι συνθήκες κάτω από τις οποίες το σύστημα είναι σε στατιστική ισορ­
ροπία, ενώ οι πιθανότητες των καταστάσεων του κάτω απο αυτές τις συνθήκες, 
μελετώνται στο εδάφιο 4.6. Στο εδάφιο 4.7, με την βοήθεια των αποτελεσμά­
των του εδαφίου 4.6, υπολογίζονται βασικά χαρακτηριστικά του συστήματος με 
την βοήθεια των οποίων (εδάφιο 4.8) κατασκευάζουμε πίνακες με αριθμητικά 
δεδομένα που περιγράφουν την λειτουργία του κάτω από πιθανές αλλαγές των 
βασικών του παραμέτρων. Τα αποτελέσματα τωσυ παρόντος κεφαλαίου περι­
λαμβάνονται στην εργασία των Dimitriou and T̂ angaris [60].

42  Π ερ ιγρ α φ ή  το υ  μοντέλου

Ας θεωρήσουμε ένα σύστημα εξυπηρέτησης με έναν υπάλληλος, στον οποίο κα­
ταφθάνουν πελάτες δύο κατηγοριών (κλάσεων) Pi, % =  1,2. Οι Ρχ πελάτες 
φθάνουν στο σύστημα σύμφωνα με την κατανομή Poisson  παραμέτρου λ χ  και 
αν βρουν μη-διαθέσιμο τον υπάλληλο τοποθετούνται σε μία ουρά απείρου χω­
ρητικότητας περιμενσντας τη σειρά τους για να εξυπηρετηθούν. Σε αντίθετη 
περίπτωση εξυπηρετούνται άμεσα και αναχωρούν από το σύστημα. Οι Ρ χ πελά­
τες καλούνται και τυπικοί πελάτες (ordinary customers). Οι Ρ% πελάτες φτάνουν 
στο σύστημα σύμφωνα με τη κατανομή Poisson  παραμέτρου λ2 και αν βρουν 
μή-διαθέσιμο τον υπάλληλο αναχωρούν προσωρινά από το σύστημα και εισέρ­
χονται στο κουτί των επαναλαμβανόμενων αφίξεων (retrial box απείρου χωρητι­
κότητας) απ' όπου επαναλαμβάνουν την προσπάθεια τους, ανεξάρτητα από τους 
άλλους πελάτες που υπάρχουν ήδη εκεί, να συνδεθούν με τον υπάλληλο, μετά 
από τυχαίο χρονικό διάστημα που προέρχεται από την εκθετική κατανομή με 
παράμετρο α. Επιπλέον υποθέτουμε ότι οι Ρχ πελάτες (ή πελάτες προτεραιότη­
τας) έχουν πάντα μη-διακόπτουσα προτεραιότητα εξυπηρέτησης έναντι των Ρ2 
πελατών (retrial πελατών).

Για να ξεκινήσει να εξυπηρετεί ο υπάλληλος έναν Ρχ πελάτη, που περιμένει 
στην κανονική ουρά ή έναν Ρ2, που έχει καταφέρει να συνδεθεί με αυτόν, πρέπει 
πρώτα να ενεργοποιήσει έναν start-up χρόνο (χρόνο προετοιμασίας) S», % =  1,2, 
διαφορετικό για κάθε τύπο πελάτη και ο οποίος προέρχεται απο μία αυθαίρετη 
κατανομή με α.σ.κ. Si(x), ojtji. ε»(χ) και πεπερασμένη ροπή πρώτης τάξης πέρι 
το μηδέν s iy % =  1,2 αντίστοιχα. Επιπλέον, μόλις ο υπάλληλος εξυπηρετήσει 
όλους τους πελάτες που περίμεναν στην ουρά και στον χώρο εξυπηρέτησης (το 
retrial box δεν είναι κατ’ ανάγκη άδειο), ενεργοποιεί μία close-down περίοδο 
C  (χρόνος αποφόρτισης), η οποία προέρχεται από μία αυθαίρετη κατανομή με 
αjOm. C {x), ojtji. c(x) και πεπερασμένη ροπή πρώτης τάξης πέρι το μηδέν δ.
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Κατά τη διάρκεια της περιόδου αποφόρτισης, κανένας από τους πελάτες της ου­
ράς των επαναλαμβανόμενων αφίξεων δεν μπορεί να έχει πρόσβαση στον υπάλ­
ληλο. Αντιθέτως, αν ένας Ρι πελάτης φτάσει κατά την διάρκεια της παραπάνω 
περιόδου C, τότε ο υπάλληλος διακόπτει την εν λόγω περίοδο και επανέρχεται 
σε κατάσταση λειτουργίας για να εξυπηρετήσει Ρι πελάτες, αφού πρώτα ενερ­
γοποιήσει έναν "νέο” start-up χρόνο S$ (special start-up), ο οποίος προέρχεται 
από μία αυθαίρετη κατανομή με axj.K. S3 (χ ), σj t  jc. $3 (χ ) καί πεπερασμένη ροπή 
πρώτης τάξης πέρι το μηδέν S3. Αξίζει να παρατηρηθεί ότι το χρονικό διάστημα 
προετοιμασίας του υπαλλήλου (S3) για να αρχίσει να εξυπηρετεί Ρι πελάτες 
μετά από άφιξη ενός τέτοιου πελάτη στη διάρκεια του χρόνου αποφόρτισης, εί­
ναι διαφορετικό πιθανοθεωρητικά από το αντίστοιχο που θα απαιτούνταν (Si) 
στη περίπτωση που ολοκληρωνόταν η C. Αυτό μπορεί να εξηγηθεί από το γε­
γονός ότι, αφού δεν ολοκληρώθηκε η περίοδος αποφόρτισης (λόγω της άφιξης 
του Ρχ πελάτη), ο χρόνος που απαιτείται για να επανέλθει ο  υπάλληλος σε κα­
τάσταση λειτουργίας είναι σίγουρα διαφορετικός από αυτόν που χρειάζεται αν 
η C  είχε ολοκληρωθεί.

Οταν η περίοδος αποφόρτισης C  ολοκληρωθεί επιτυχώς (δεν αφιχθεί κά­
ποιος Ρι πελάτης στη διάρκεια της C), ο υπάλληλος αναχωρεί για διακοπές 
(απλές) τυχαίου μήκους V , που προέρχονται από μία αυθαίρετη κατανομή με 
ασ.κ. V (x ), ojijc. υ(χ), και πεπερασμένη ροπή πρώτης τάξης πέρι το μηδέν ΰ. 
Επιστρέφοντας ο υπάλληλος από τις διακοπές, αν βρεί Ρχ πελάτες να περιμέ­
νουν στην κανονική ουρά ενεργοποιεί έναν start-up χρόνο Si και μετά το πέρας 
αυτού αρχίζει να εξυπηρετεί όλους τους Ρχ πελάτες που περιμένουν στην ουρά. 
Ακολούθως, ενεργοποιεί μία close-down κ,ΟΛ.. Σε αντίθετη περίπτωση παραμέ­
νει άεργος αναμένοντας την πρώτη άφιξη που θα ζητήσει εξυπηρέτηση, είτε από 
το εξωτερικό περιβάλλον, είτε από το retrial box για να αρχίσει την διαδικασία 
εξυπηρέτησης.

Αν κατα τη διάρκεια της περιόδου προετοιμασίας (S^), που απαιτείται για 
την εξυπηρέτηση ενός P? πελάτη που κατάφερε να συνδεθεί με τον υπάλληλο, 
αφιχθεί ένας Ρι πελάτης τότε ο υπάλληλος διακόπτει την S2 και ενεργοποιεί 
μία περίοδο προετοιμασίας Si, ώστε να αρχίσει να εξυπηρετεί Ρι πελάτες. Σε 
αυτή τη περίπτωση ο Ρ2 πελάτης του οποίου η περίοδος προετοιμασίας διεκόπει 
δεν επιστρέφει στο retrial box, αλλά παραμένει στον χώρο εξυπηρέτησης, ανα­
μένοντας τον υπάλληλο να επανεκινήσει την περίοδο προετοιμασίας του, μόλις 
ολοκληρωθεί επιτυχώς η περίοδος αποφόρτισης (C), που ακολουθεί μετά την 
εξυπηρέτηση όλων των ΡΧ πελατών. Αντιθέτως αν ένας Ρχ πελάτης αφιχθεί στο 
σύστημα κατά τη διάρκεια της εξυπηρέτησης ενός Ρ2 πελάτη (η S2 έχει ολακλη-
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ρωθεί επιτυχώς), θα τοποθετηθεί στην ουρά και δεν θα τον επηρεάσει καθόλου. 
Σε αυτή τη περίπτωση ο υπάλληλος θα ολοκληρώσει την εξυπηρέτηση του Ρ2 

πελάτη και στη συνέχεια αφού ενεργοποιήσει μία περίοδο προετοιμασίας S i θα 
εξυπηρετήσει όλους τους Ρι πελάτες που περιμένουν στην ουρά. Επομένως οι 
Ρ 1 πελάτες έχουν διακόπτουσα επαναληπτική προτεραιότητα έναντι των πε­
λατών, αν η διαδικασία εξυπηρέτησης του τελευταίου βρίσκεται στη φάση της 
προετοιμασίας και μη διακόπτουσα αν βρίσκεται στη φάση του καθαρού χρόνου 
εξυπηρέτησης.

Τέλος υποθέτουμε ότι οι χρόνοι εξυπηρέτησης των Ρ», i =  1,2 πελατών 
προέρχονται από μία αυθαίρετη κατανομή με α,σ.κ. Βχ(χ), σ.π.π. δ*(χ) και πε­
περασμένη ροπή πρώτης τάξης πέρι το μηδέν 6* αντίστοιχα, ενώ όλες οι τ.μ. που 
ορίστηκαν παραπάνω θεωρούνται ανεξάρτητες μεταξύ τους.

Στο παρόν μοντέλο το χαρακτηριστικό των επαναλαμβανόμενων αφίξεων με 
δύοκλάσεις πελατών και αυτό των διακοπών με χρόνους προετοιμασίας/χρόνους 
αποφόρτισης, εμφανίζεται για πρώτη φορά στη βιβλιογραφία. Οι Sakai et al. 
[159] μελέτησαν μοντέλο πεπερασμένης χωρητικότητας, όπου πελάτες καταφ­
θάνουν σύμφωνα με τη κατανομή P oisson  και στο οποίο εμφανίζονται τα χαρα­
κτηριστικά των απλών διακοπών με χρονσυς προετοιμασίας/χρόνους αποφόρ­
τισης. Οι Nhi et al. [154], γενίκευσαν το παραπάνω μοντέλο υποθέτοντας ότι 
οι αφίξεις των πελατών γίνονται σύμφωνα με μία μη-ανανεωτική διαδικασία 
(Markov Arrival Process) και παραθέτουν τις περιπτώσεις με απλές και πολλα­
πλές διακοπές. Και στις δύο εργασίες όλοι οι πελάτες που καταφθάνουν στο 
σύστημα τοποθετούνται σε μία ουρά περιμένοντας να εξυπηρετηθούν και επο­
μένως δεν υπάρχει το χαρακτηριστικό των επαναλαμβανόμενων αφίξεων, ενώ 
ταυτόχρονα υπάρχει μία κλάση πελατών. Η ύπαρξη των δύο κλάσεων πελατών 
στο μοντέλο μας εισάγει και την έννοια της προτεραιότητας, που επίσης εμφανί­
ζεται για πρώτη φορά σε μοντέλα με start-up και close-down χρόνους. Εφαρμο­
γές τέτοιων μοντέλων παρουσιάζονται στην μελέτη τοπικών δικτύων (LAN) και 
στη βιομηχανική παραγωγή.

Το υπό μελέτη μοντέλο είναι κατάλληλο για να περιγράφει ένα σύστημα με 
δύο τόπους εξυπηρετούμενων μονάδων (πελάτες εργασίες), μία από τις οποίες 
έχει προτεραιότητα στην εξυπηρέτηση έναντι της άλλης, στο οποίο ο “μηχανολο­
γικός εξοπλισμός" χρειάζεται ένα χρόνο προετοιμασίας (start-up), διαφορετικό 
για κάθε τύπο, πριν από τη χρήση του και ένα χρόνο αποφόρτισης (close-down) 
μετά τη χρήση του. Ενα απλό παράδειγμα εφαρμογής του υπό μελέτη μοντέλου 
είναι η λειτουργία ενός ιατρικού διαγνωστικού κέντρου στο οποίο υπάρχει ένας 
μαγνητικός τομογράφος.
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Σε αυτό καταφθάνουν πελάτες (ασθενείς) δύο τύπων, αυτών που ζητούν 
άμεσα να εξεταστούν από τον ιατρό μέσω του τομογράφου και θεωρούνται υψη­
λής προτεραιότητας και αυτών που ζητούν τον ιατρό για να συζητήσουν τα απο­
τελέσματα των εξετάσεων τους ή να ζητήσουν ιατρικές συμβουλές και θεωρού­
νται χαμηλής προτεραιότητας σε σχέση με αυτούς που ζητούν άμεσα να εξετα­
στούν. Οι ασθενείς υψηλής προτεραιότητας τοποθετούνται σε ένα χώρο αναμο­
νής περιμενσντας να εξεταστούν, ενώ οι ασθενείς χαμηλής προτεραιότητας αν 
βρουν μή διαθέσιμο τον ιατρό αναχωρούν από το σύστημα και επαναλαμβάνουν 
την άφιξή τους τηλεφωνικός, με σκοπό να βρουν διαθέσιμο τον ιατρό. Για να αρ­
χίσει ο ιατρός να εξετάζει τους ασθενείς υψηλής προετεραιότητας, απαιτείται 
ένας χρόνος προετοιμασίας για να ενεργοποιηθούν τα λειτουργικά συστήματα 
του τομογράφου. Για τους ασθενείς χαμηλής προτεραιότητας απαιτείται ένα 
χρονικό διάστημα ώστε ο ιατρός να βρει τον ιατρικό τους φάκελο και να τον με­
λετήσει, για να είναι σε θέση να τους απαντήσει. Μόλις ο ιατρός εξετάσει όλους 
τους ασθενείς υψηλής προτεραιότητας ή ολοκληρώσει τη συζήτηση/συνδιάλεξη 
με τον ασθενή χαμηλής προτεραιότητας ενεργοποιεί μία περίοδο αποφόρτισης, 
που αντιστοιχεί στο χρονικό διάστημα που απαιτείται για να απενεργαποιηθσυν 
τα λειτουργικά συστήματα, είτε του τομογράφου, είτε του Η/Υ, που είναι αποθη- 
κευ μένος ο φάκελος του ασθενούς χαμηλής προτεραιότητας. Σε αυτό το χρονικό 
διάστημα είναι διαθέσιμος μόνο για έκτακτα περιστατικά ασθενών. Επιπλέον 
ο ιατρός δύναται να διακόψει τον χρόνο μελέτης του φακέλου ενός ασθενούς, 
αφήνοντας τον σε κατάσταση αναμονής, αν έρθει κάποιο επείγον περιστατικό 
στη διάρκεια της εν λόγω περιόδου. Η διαδικασία εξυπηρέτησης του διακοπτό­
μενου ασθενούς, θα αρχίσει αμέσως μετά την περίοδο αποφόρτισης που ενερ­
γοποιείται όταν εξυπηρετηθούν όλοι οι ασθενείς υψηλής προτεραιότητας. Κάθε 
φορά που ο ιατρός ελευθερώνεται, προχωρά σε μία προλυπτική συντήρηση των 
μηχανικών συστημάτων του διαγνωστικού κέντρου.

Το προτεινόμενο μοντέλο, περιγράφει με ακρίβεια την λειτουργία του δια­
γνωστικού κέντρου που παρουσιάστηκε παραπάνω.

4 .3  Β ο η θ η τικ ά  α π οτελέσ μα τα

Στη συνέχεια δίνονται ορισμένα βασικά αποτελέσματα που χρησιμεύουν στην 
κατανόηση της λειτουργίας του μοντέλου και τα οποία είναι απαραίτητα για 
ανάλυση του. Για λόγους συμβολισμού θα θεωρούμε στο εξής με α*(ε) τον L.T. 
οποιοασδήποτε συνάρτησης α(£).

Ας ορίσουμε με την τ.μ. που εκφράζει τη διάρκεια της περιόδου συνε­
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χούς απασχόλησης (busy period) των Ρ χ  πελατών, η οποία αρχίζει με % =  1,2,... 
Ρι πελάτες και έστω η τ.μ. Ν (Β ® ) που εκφράζει τον αριθμό των νέα>ν Ρ2 πε­
λατών που φτάνουν στο σύστημα στη διάρκεια του βΜ. Εστω επιπλέον η από 
κοινού κατανομή τους

g $ ( t ) d t  =  Pr[t <  β (<) <  ί  +  Λ, Λ/·(β(0) =  m].

Τότε είναι γνωστό από τους Langaris and Katsaros [133] ότι

Γ  e~atY^9m (t)z™dt = xi(.S’Z2)’
>ηΞθ

όπου ζχ =  x[a , 22) είναι η μοναδική ρίζα εντός του μοναδιαίου κύκλου |2ι| < 1 
της εξίσωσης

2ι -  b \(s  4- λι(1 -  Ζ χ )  4- λ2(1 -  22)) =  0.

Ας ορίσουμε με Η, την τ.μ. που εκφράζει τη διάρκεια του χρόνου από την 
στιγμή που αρχίζει μία περίοδος αποφόρτισης μέχρι τη χρονική στιγμή που θα 
ολοκληρωθεί επιτυχώς και με N (R ) την τ.μ. που εκφράζει τον αριθμό των νέων 
Ρ2 πελατών που φτάνουν στο σύστημα στη διάρκεια του R. Ορίζοντας την απο 
κοινού κατανομή τους, τον M.L. της αντίστοιχης γεννήτριας

J roο οο

° j=ο

και συμβολίζοντας με

Pim(t) =  g~Λΐ 1 e~ Χ*1 ·(Λ̂ Γ > <*(*» *!·*&) -  8 +  ΑΧ(1 -  2ι) +  λ2(ΐ -  22),

τότε

r j( t)  =  P o j ( t ) c { t )  +  {λχ E L o P ofc(i)[l -  C (t)]}

ΗΣΖθ E m = 0  Pin.® -#(<)} *  E C o ' m ffii+1)( t )  * r j - k - m - l ( t ) ·
(4.1)

Μετά από πράξεις καταλήγουμε στη

r’(s,Z2) c ’ ( q ( s , 0 ,  z y ) )  

1-M(S,X(«,22),«2)’
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όπου

M (s ,Z U Z2) ~  X1z i 4 ( a ( s , ζ ι , ζ ζ ))-— (4·2)

Ο πρώτος όρος του δεξιού μέλους της (4.1) αναφέρεται στη περίπτωση που 
δέν διακοπεί η περίοδος αποφόρτισης (δεν έρθει κανένας Ρχ πελάτης στη διάρ­
κεια της C). Ο δεύτερος όρος αναφέρεται στη περίπτωση πσυ αφιχθεί ένας Ρχ 

πελάτης, πριν ολοκληρωθεί η C. Τότε ο υπάλληλος θα διε κόψει την C  και θα 
ενεργοποιήσει μία περίοδο προετοιμασίας και εν συνεχεία θα εξυπηρετή­
σει όλους τους πελάτες της ουράς. Ακολούθως θα ενεργοποιήσει μία περίοδο 
αποφόρτισης κ.ο.κ..

Εστω τώρα Q , η τ.μ. πσυ εκφράζει τη διάρκεια του χρόνου από τη στιγμή 
πσυ ο υπάλληλος αναχωρεί για διακοπές, μέχρι τη χρονική στιγμή που είναι για 
πρώτη φορά άεργος (δηλαδή τη στιγμή πσυ επιστρέφοντας από τις διακοπές βρεί 
άδεια την ουρά προτεραιότητας) και έστω επιπλέον η τ.μ. N ( Q ) ,  που εκφράζει 
τον αριθμό των νέων Ρ<ι πελατών πσυ φτάνουν στο σύστημα στη διάρκεια του Q . 

Ορίζοντας

q j{t)d t =  Pr[t <  Q  < t  +  d t ,  N ( Q )  =  j], q*(s,z>i) =  Γ e a t^ 2 q j( t)4 < tt ,  
Jo J=o

τότε

=  P0j ( t )v( t)+ Σ Ζ ι  E L o  p * m t )  *  E Z o I X ^ o P U t ) M t )

* 9?+l\ t )  * r„(t) * qj- n. k^ r (t),

και επομένως μετά από πράξεις

____________________ tt*(a(g,0,Z2))____________________
1 -  [u*(a(s,x(s,^2),22)) -v*(a(«,O ,^)]«i(e(s,a :(s,22),02))r»(s,2!2)'

(4.4)

Ο πρώτος όρος του δεξιού μέλους της (4.3) αναφέρεται στη περίπτωση πσυ 
δέν αφιχθεί κάποιος Ρ \ πελάτης στη διάρκεια των διακοπών, οπότε μετά από 
το πέρας αυτής ο υπάλληλος θα μείνει άεργος, ενώ ο δεύτερος στη περίπτωση 
που έρθει τουλάχιστον ένας πελάτης στη διάρκεια των διακοπών. Στη δεύτερη 
περίπτωση μετά το πέρας των διακοπών, αφού υπάρχουν Ρχ πελάτες στην ουρά, 
ο υπάλληλος ενεργοποιεί έναν χρόνο προετοιμασίας Sx και στη συνέχεια εξυ­
πηρετεί όλους τους πελάτες της ουράς. Ακολούθως ενεργοποιεί μία περίοδο 
αποφόρτισης C  και μόλις αυτή ολοκληρωθεί επιτυχώς θα αναχωρήσει πάλι για 
διακοπές κ.ο.κ..
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Π αρατήρησε ότι α ν ορίσουμε την

, \ ^Ι*ί*Αζ»\Μ"(α(·βΛ)') -------—:----------
β ( β ,  Ζ χ ,  Ζ 2 )  —  x - M ( , ^ i j * ) - c · ( β ( * ,0 Λ  ))[*■- ( « ( » ,  *1 ,* 2  » ~  ° *  ( « ί * Α * *  ) Μ ( « ( * . * > * » ) )  '

τότε η (4.4) γίνεται

9*(*,ζζ)
e(s,x(s,Z2),Z2)

r*(s,zz) (4-6)

Εστω τέλος ρν =  E(N (Q )) ο  αναμενόμενος αριθμός των Ρ2 πελατών που φθά­
νουν κατά τη διάρκεια του Q. Τότε παραγωγίξσντας την (4.4) ως προς ζ% και 
θέτοντας zg =  1, s  =  0 προκύπτει ότι ρν =  ρν/ {  1 — λιδχ) όπου

Ρν =  Λ Γ ^ ΈϊϋΚ1+
+ A ic * (A !)(v  +  5 χ (1  -  υ * ( λ ι ) ) } .

Είμαστε πλέον έτοιμοι να ορίσουμε την έννοια του χρόνου συμπλήρωσης ε|ι>- 
πηρέτησης ενός Ρ2 πελάτη, έστω <°ζ **1 διάρκεια του χρόνου από τη στιγμή 
που ένας Ρ2 πελάτηςκατάφερε να συνδεθεί με τον υπάλληλο, μέχρι τη στιγμή που 
ο υπάλληλος είναι έτοιμος για να αναχωρήσει για διακοπές (δηλαδή τη στιγμή 
που δεν υπάρχουν πελάτες στηγ ουρά προτεραιότητας αμέσως μετά το πέρας της 
περιόδου αποφόρτισης). Εστω επιπλέον N(W 2) η τ.μ. που εκφράζει τον αριθμό 
των νέων Ρ2 πελατών που φτάνουν στο σύστημα στη διάρκεια του W2 και έστω

=  Pr[t <  W2 < t  +  d t9 N(W 2) =  j],
r°°

ώ*0»,22)= /  e- **Vt&i(t)4ift.

Τότε

®i(*) =  Σ*=θΡ»(<)β2(ί) * T £ o P O m ( t ) b 2 ( t )  *  T j - k - m ( t )

* Σ £ ΐ  5Zm=OP«m(i)̂ 2W
*Σ ί= θΣ ί^  ”*Plr(t)Sl(t) * "* rPn+̂ (*)*rj-*-”»-»— »(*)
+λΐ J2k=0p0k(t)(l -  S l it) )  * Σ Ζ ο  T Z £ ,P tm (t)* l( t)

* T . t t m giM \ t )  * Y L £~ m~l rn(t) *

Ο πρώτος όρος του δεξιού μέλους αναφέρεται στη περίπτωση που κανένας 
Ρι πελάτης δεν έρχεται στη διάρκεια της περιόδου προετοιμασίας S2, οπότε 
θα εξυπηρετηθεί ο Ρ2 πελάτης, ενώ θα ακολουθήσει μία περίοδος αποφόρτισης
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αφού δεν ήρθε επίσης κανένας πελάτης στη διάρκεια της εξυπηρέτησης του συ­
γκεκριμένου πελάτη. Οταν αυτή η περίοδος αποφόρτισης ολοκληρωθεί ο υπάλ­
ληλος θα αναχωρήσει για διακοπές. Ο δεύτερος αναφέρεται στη περίπτωση, που 
αφού ολοκληρωθεί χωρίς να διακοπεί η περίοδος S%, έρθει τουλάχιστον ένας Ρχ 
πελάτης στη διάρκεια εξυπηρέτησης του εν λόγω Ρ% πελάτη. Ετσι μετά την ολο­
κλήρωση της εξυπηρέτησης του συγκεκριμένου πελάτη ακολουθεί μία περίοδος 
προετοιμασίας Sx του υπαλλήλου ώστε να εξυπηρετήσει τους Pt πελάτες που 
περιμένουν στην ουρά. Αφσυ τους εξυπηρετήσει όλους, θα ενεργοποιήσει μία 
περίοδο αποφόρτισης και μόλις αυτή ολοκληρωθεί επιτυχώς θα αναχωρήσει για 
διακοπές. Ο τρίτος όρος, αναφέρεται στη περίπτωση που κάποιος Ρχ πελάτης 
αφιχθεί, πριν ολοκληρωθεί η S2. Τότε ο υπάλληλος διακόπτει την $2 και ενερ­
γοποιεί μία περίοδο προετοιμασίας Sx. Ο Ρ2 πελάτης, του οποιού διακόπηκε η 
S2 παραμένει στην ζώνη εξυπηρέτησης. Ακολουθεί μία περίοδος συνεχούς απα­
σχόλησης των αφικνσυ μενών Ρχ πελατών και μόλις αυτή ολοκληρωθεί ο υπάλ­
ληλος Θα ενεργοποιήσει μία περίοδο αποφόρτισης. Ο Ρ2 πελάτης που ανέμενε 
στην ζώνη εξυπηρέτησης, αρχίζει τη διαδικασία εξυπηρέτησης ταυ από την αρχή 
(ενεργοποίηση S2 κ.ο.κ.) όταν η τελευταία περίοδος αποφόρτισης ολοκληρωθεί 
επιτυχώς.

Σχηματίζοντας την γεννήτρια συνάρτηση και τον αντίστοιχο M.L, τότε μετά 
από πράξεις προκύπτει ότι

όπου

_  L(3ix(s,Z2)iZ2)r%{8iZ2)
1 -  K (s,x(s, 22) ,Z2)r*(5,z2) ’ (4.7)

L ( s , Z U Z2)

K ( s , z u z i )

s5(a(5,0,^)){65(a(s, 0,2:2)) + sj(a(s, zx,z2))[bl{a{s,zu z2))

-65(a(e,0,zfe))]},

χιΖι3\{α{3Μ )γ - ° 1 $ ^
(4.8)

Αν τέλος pc =  E{N(W2))y ο αναμενόμενος αριθμός των P2 πελατών που φθά­
νουν στη διάρκεια του W2, τότε παραγωγίζοντας την (4,7), ως πρός ζ2 και θέτο­
ντας Ζ2 = 1, 3 = 0 προκύπτει μετά από πράξεις ότι pc = p j{  1 — λιδχ), όπου

P c =  + λ 1*3)(1 -  β * (λ ΐ) )
+ C * ( A i ) [ ( l  +  λ χ θ χ ) ( ΐ  — 5 5 ( λ ι ) )  +  λ ιθ 2 (λ ι ) (& 2  +  « ΐ ( ΐ  — ^ ( λ χ ) ) ] } .
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Ως γενικευμένο χρόνο συμπλήραχτης εξυπηρέτησης ενός Ρ% πελάτη, έστω 
W2, ορίζουμε τη διάρκεια του χρόνου από τη στιγμή που ένας Ρ2 πελάτης κατά- 
φερε να συνδεθεί με τον υπάλληλο, μέχρι τη στιγμή που ο υπάλληλος είναι άερ­
γος για πρώτη φορά αναμένοντας τη πρώτη άφιξη που θα ζητήσει εξυπηρέτηση, 
είτε από το εξωτερικό περιβάλλον, είτε από το κουτί των επαναλαμβανόμενων 
αφίξεων. Εστω επιπλέον N(W2), η τ.μ. που εκφράζει τον αριθμό των νέων Ρ2 
πελατών πσυ φτάνουν στο σύστημα στη διάρκεια του W2 και

Γ ΟΟ

e~stY 'w j (t)4dt.
3=0

Είναι προφανές ότι το χρονικό διάστημα W2 αποτελείται από δύο ανεξάρτητα 
χρονικά διαστήματα. Το χρονικό διάστημα από τη στιγμή πσυ ένας Ρ2 πελάτης 
κατάφερε να συνδεθεί με τον υπάλληλο μέχρι τη στιγμή που ο υπάλληλος αναχω­
ρεί για διακοπές (W2), συν το χρονικό διάστημα από τη στιγμή πσυ ο υπάλληλος 
αναχωρεί για διακοπές, εως τη στιγμή πσυ μένει άεργος για πρώτη φορά (Q). 
Αρα ο M.L. της παραπάνω γεννήτριας πιθανοτήτων δίνεται από

w*(s, Ζ2) = ϋ)’(5,22)ς*(ε, Ζ2),

και με τη βοήθεια των (4.6), (4.7) προκύπτει

, ϊ _  L(s, φ ,  z2),z2)e{s,x{s, ζζ), ζζ)
'  ’ 1 -  K{s,x(s,Z2),Z2)rt (s,Z2)

Παραγωγίζσντας την (4.9) ως πρός 22 και θέτοντας ζ2 =  1, s =  0, υπολογίζεται 
ο αναμενόμενος αριθμός των Ρ2 πελατών πσυ φτάνουν στη διάρκεια της W2, ενώ 
παραγωγίζοντας την ως προς s στο ίδιο σημείο προκύπτει η αναμενόμενη διάρ­
κεια της εν λόγω περιόδου. Οι παραπάνω ποσότητες δίνονται από τις ακόλουθες 
σχέσεις

Pw = E{N(W2)) = ^ ± ^ - ,  E(W2) = (4.10)

Αξίζει να σημειωθεί ότι το pw μπορεί να θεωρηθεί ως η πυκνότητα κυκλοφορίας 
των Ρ2 πελατών στο σύστημα.

Ορίζουμε ως γενικευμένη περίοδο συνεχούς απασχόλησης Ρ\ πελατών, έστω 
W\, το χρονικό διάστημα από τη στιγμή πσυ ένας Ρ\ πελάτης φτάνει στο σύστημα 
βρίσκοντας άεργο τον υπάλληλο, μέχρι τη στιγμή πσυ υπάλληλος είναι πάλι άερ­
γος για πρώτη φορά. Αν ορίσουμε με N(W j)9 την τ.μ. πσυ εκφράζει τον αριθμό
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των νέων Ρ2 πελατών που φτάνουν στο σύστημα στη διάρκεια του Wi και επι­
πλέον

Γ ΟΟ

ε -* Σ ά ί(* )4 Λ >
j= 0

τότε

d j ( t )  =  Ρ ί τ η ( ί ) θ ι ( ί )  *  Σ  f f l '+ 1 )( t )  *  Σ  Γ* ( ί ) *  Q j - m - l - k { t ) ·
ί=0 τπ=0 2=0 fc=0

Ο όρος του δεύτερου μέλους δηλώνει ότιη έλευση του Ρχ πελάτη στο σύστημα 
ανάγκασε τον υπάλληλο να ενεργοποιήσει μία περίοδο ώστε να είναι σε θέση
να εξυπηρετεί Ρχ πελάτες. Μόλις εξυπηρετήσει όλους τους Ρχ πσυ περιμένουν 
στην ουρά, ενεργοποιεί μία περίοδο αποφόρτισης και όταν αυτή ολοκληρωθεί 
επιτυχώς ο υπάλληλος θα αναχωρήσει για διακοπές. Ακολουθεί η χρονική πε­
ρίοδος από τη στιγμή που αρχίζουν οι διακοπές, εώς ότσυ μείνει για πρώτη φορά 
ο υπάλληλος άεργος, η οποία εκφράζεται από τη τ.μ. Q που περιγράψαμε παρα­
πάνω.

Τέλος, σχηματίζοντας τον MX. της αντίστοιχης πιθανογεννήτριας προκύπτει

<Γ (5,22) =  Χ(3ϊ22)^(α(5,χ(5,22),22))Γ*(5,22)ρ*(5τ22). (4-11)

Παραγωγίζσντας την (4.11) ως πρός z q ,  s  και θέτοντας zq =  1, s =  0 προ­
κύπτουν ο αναμενόμενος αριθμός Ρ2 πελατών που φτάνουν στο σύστημα στη 
διάρκεια του W\ και η αναμενόμενη διάρκεια της εν λόγω περιόδου αντίστοιχα. 
Τότε

E (N {W 1)) =  ρΛ/ {  1 -  λ,δα), E (W ,) =  (4.12)
λ 2

όπου

Pd =  ΛΪυ*(λι)ε*(λΤ) +  λ ι 53)(1 *  c*C*i)) +  c*(A1)[A1(v +  s 1) -I- Αιδιυ^Αχ)]}.

4.4 Ανάλυση των καταστάσεων του συστήματος σε συ­
νεχή χρόνο

Ακολούθως, θα μελετηθούν οι πιθανότητες των καταστάσεων του συστήματος 
σε αποιαδήποτε χρονική στιγμή. Κατά την ανάλυση του συστήματος θα χρησι­
μοποιηθούν τα αποτελέσματα ταυ προηγούμενου εδαφίου και θα σναδειχθεί η 
σημαντικότητά τους.
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Εστω Ni{t), i =  1,2, τ.μ. που εκφράξουν τον αριθμό των πελατών στην 
κανονική ουρά και στην ουρά των επαναλαμβανόμενων αφίξεων αντίστοιχα τη 
χρονική στιγμή t. Ορίζουμε επιπλέον την

bi, ο υπάλληλος εξυπηρετεί Pi πελάτη τη χ.σ. t % =  1 ,2,
Si, ο υπάλληλος σε start up για Pi πελάτη τη χ.σ. t  i — 1 ,2,

_  53, ο υπάλληλος σε special start up για Ρι πελάτη τη χ.σ. t,
— ' c, ο  υπάλληλος σε close down τη χ.σ. £,

ν , ο υπάλληλος σε διακοπές τη χ.σ. ί,
id, ο υπάλληλος άεργος τη χ.σ. ί,

και

f 1 , ένας Ρ2 πελάτης έχει πριν διακοπεί, τη χσ . ί, 
|  0, δεν έχει διακοπεί Ρ2 πελάτης τη χ.σ. t.

Εστω X(t), τ,μ. που εκφράζει τον χρόνο που έχει ήδη παρέλθει τη στιγμή 
ί, μιάς οποιοσδήποτε τ,μ. X  . Τότε με την βοήθεια των παραπάνω ορισμών, 
ορίζονται οι πιθανότητες των καταστάσεων του συστήματος ως,

Pif(x jt)dx = 

p[f(x ,t)dx  =

Pr[iVx(i) =  *, i\T2(t) =  i . i t  =  *̂»«t =  0, x < jBfc(i) < x +  dx],
A =  1,2

Pr[lVi(i) =  i, l\T2(t) =  j,£ t =  sfc,ut =  0,x < S*(t) < x +  dx], 
A: =  1,2,3

Tr[Ni(t) =  i,TV2(t) = J ,f t =  c,ut =  0,x < (?(<) <  x +  dx], 

P r ^ i )  =  i, Ni(t) = jA t= v ,u t = 0,x <V{t) < x  + dx], 

P r [Ni(t) =  0,N 2(t) =  j  A t =  id,ut =  0],

ενώ ex MX. των αντίστοιχων πιθαναγεννητριών ως

&2,χ) = j^° Σ^=οΡ ^ \ χ^ )ζ\ζί^··ι
< ? ·(.,* )- Γ , ' " 'Σ > ο ί Γ ( ί)^Λ.

Ας ορίσουμε επιπλέον με ̂ (*,«), «ι, «2.x) τις αντίστοιχες ποσότητες
στη περίπτωση όπου ut =  1. Τότε συνδέοντας, κατά τον γνωστό τρόπο, τις πι­
θανότητες της χρονικής στιγμής t  με αυτές της στιγμής ί +  dt, παίρνουμε όταν
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=Οτ*ςαχέοε»ς

( Ι + έ ) ρ ^ ,Μ + (λ ι+ > » + % .(* ))ρ ^ >Μ =  AlP^ ( x , t )
■ Μ ί ^ ^ ή ,  * =  1,2,

( £  +  +  (λι  +  ̂  + % » )ρ £ 0 (χ,ί) =  λ ^ ( χ , 0
+ λ 2 ρ [^ ι(ΐ,ί)τ  * =  1,3,

(*  +  +  (Αι  + λ2 +na{x)yp\j}M  = Α ιρ ^ (χ ,ί)
+Α2ρΦ_1(χ ,ί) ,

( £  +  i g ^ W )  +  (A, +  Α, +  ̂ ( x ^ W )  = Â 2 1(x,t)r 

( £  +  £)l>£p(x, ί ) + (Ai+ Aa +  η φ ϊ ^ Μ  -  Α ^ Ιχ ίχ ,ί) .

&?**{*) +  (Αι +  Aj +  =  JT  pffC M H to*»

ενώσαζν tfe =  1,

(£  +  + (* » +A*+»fe1( x ) ^ , (x ,t ) =  λ ϊ| ^ ^ (χ ,ί)

+Α*ρ^)1(χ ,ί) ,

(S  +  Ι ^ Γ ^ , * )  +  (Αι +  Ab +  ̂ (x ))^ £ fc)(x,t) =  A ^ ( x lt)
+Aap(̂ )1(x ,t ) , * = 1 ,3 ,

( £  +  £ ) ^ ( x,t) +  (Ai +  A,+

’M x) =  T^Hfe’ * =  1’2 ’> . »  =  ϊ ^ > * = 1’2’3*
- 9»(x) =  i^ L > . Ίε(Χ) =  1-clx)-
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Ο ι αντίστοιχες οριακές <ητνβηκες στη JCEgCjoaxni άκου υ* =  0 δίνονται ακό

ρ$Η Μ ) =  jF p ^ f r t ^ W d x + j f p Q l i X ' t y v ^ x y j x

+JTPi+U°’t^ ( x)dx’
P ^ }(0,t) =  «{i=0} β°ώ?(χ,ί)η„(χ)άζ,

Ρ & °(0 ,ί) =  «{i=x>9 ^ ( i )  +  % > x > { J T  Ρ ^ \^ )η ν(χ)<1χ

+ S^P i?)(x’t)r>H(x)dx}’
p ^ > (0 ,t) =  S ^ y i X ^ i t )  +  U +  lW j& W  +  J T i $  (* .% « (* )* } ·

p g s)(0 ,i)  =  i {i=1}A1 f i ° $ ( x , t ) d x ,

p \f(0 ,t)  =  S ^ y i t f p ^ x ^ W d x + t f p ^ x r f v ^ d x } ,  

Pij}(0,t) =  5{i=0} j£° p \f(x ,t)q c(x)dx.

Στη περίπτωση άκου Ut = 1 , οι οριακές συνθήκες δίνονται από

Ρ ^ ο , ί )  =  j r & l l x . t f a i x b k + J T i f c i t e t f a t* ) * *

+ r f c i )j(°’t)V'3(x)<ix>
pijl}(0,t) =  i {i= i}Ax £ °  p $ \ x , t f t t l {x)dx, 

p if  >(0,t) = 5{i=1>A1 £ °  j$j(x,t)dx,

i $ i 0,t) =  δ{ω }£ °0 $ > (χ ,^ (χ )ά * .

Ανυποθέσσυμε ότι το σύστημα είναι αρχικά άδειο, δηλαδή q£“^ (0 ) =  1 σχη­
ματίσουμε τις γεννήτριες των παραπάνω πιθανοτήτων, τους αντίστοιχους M X . 
και λύνοντας τις απλές διαφορικές εξισώσεις που εμφανίζονται προκύπτει για  

χ  >  0, Re(e) > 0, \ζ,\ < 1 , ϊ =  1,2, ότι

/***>(«, *1,22, ζ) 
Ζ|,22,χ) 

Pte)(s,0,Z2,x) 

p W (« ,* i,Z 2,x )

/***>(«,«!, 22,0)(1 -  Β*(χ))«ρ[-α(β,2|,  zjjx], k =  1,2
* =  1 ,2 ,3

Ρ ^ (β ,0 ,ζ 2ι0)(1 -  <7(χ))βχρ[-α (ε,0,Ζ2)χ1, 

P ^ (* ,0 ,Z 2 ,0 )(1  -  V (x)) e icp[-a(a, ζχ, Ζ2)χ ),
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και
Ρ ^ Κ β, ^ , ζζ,χ) = P (*K s,z1,Z 2 ,0 ) ( l-B 1(x))exp[-a(s,zu z2)x],

P i' k'>{s,z1,Z2,x )=  P (-akHs,z1,Z 2 ,0 ) ( l-S k(x))exp[-a(s,z1,z2)x], k  =  1,3

P*e> (s , 0 ,22, x) =  (s,0,Z2,0)(l — C  (x)) exp[—o(s, 0, zz)x],
(4.14)

ενώ στην περίπτωση που ο υπάλληλος είναι άεργος

a z a ^ -Q ^ s , Z2) + (s + X)Q’(s, 22) =  1 +  P (r)(s,0, Z2,0)v*(a(s,0, 22)). (4.15) 
dZ2

Με ανάλογο τρόπο, ύστερα από πράξεις καταλήγουμε στην περίπτωση των 
οριακών συνθηκών (χ =  0) στις ακόλουθες σχέσεις,

\ζχ — 6J(a(e,Xi,ii2))].P(6l)(s,xi,ifc,0) =  /^ ^ ( ε , 21,22,0)35(0(3,21, 22)) 

+ p(« ) (S) Zl,Z2,0)s^ (α(ε, 2i ,«2))— ί**1 >(«, 0 ,22,0)6J (a(s, 0 ,22))
(4.16)

[2i -  &ί (a(s, zu z2))]Pibl\ s ,  2χ, 22,0) =  ρ ίβ1)(ε,2ι,22,0)εί(ο(ε,2ι, 22)) 

+Ρ<,3>(3,2ι, 22,0)35(0(3, 21, 22)) -  p (6l>(s,0,22,0)6i(o(3,0,22)),

(4.17)

21,22,0) 

^ ( s ,  21,22,0) 

p ( * 3) ( 3 , 2 i , 2 2 , 0 )

° ’22,0),

(4.18)

ρ ί”)(3, 0, 22,0) =  Ρ ^ β ,Ο , 22, 0)c*(o(s, 0, 22)),

F<c>(«, 0, 22,0) =  Ρ ^ ε ,  o, 22,0)b l(a (s , 0, 22)), (4.19)

P<fc>(3,0,22,0) =  ^ > ( 3,0, 22,0)35(0(3,0, 22)).

Επιπλέον,
<̂=>(3,0,22,0) =  ^>(3,0,22,0)61(0(3,0, 22) + P (6i>(s, 0,22,0)65(0(3,0,22)),

/**»>(«, 21, 22,0) =  λ!2ιί?·(3,22) + Ρ <Ο>(3,0,22,0)[υ’(α(3,21,22))

-« * (0(3,0, 22))] +  p (6*>(3,0,22,0)[65(a(e,2! ,22)) -  65(0(3,0, 22))],

P (**>(8,0 , 22 ,0) =  a^-Q *(s,22)+A 2Q *(3 ,22) +  P(C>(3 , 0 , 22,0)c*(o(s,0 , 22)).
(420)
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Ας ορίσουμε τώρα με

Γ (ε ,ζ ι,22) =  1 — K (s ,z 1,z2)c*(a{s,0,z2)) - Μ { 3 ,ζ χ,Ζ2),

όπου οι συναρτήσεις Κ  και Μ  έχουν οριστεί στις (4.8) και (42) αντιστοίχως. 
Τότε αντικαθιστώντας από τις (4.18), (420) και (4.19) στη (4.17) πρόκυπτει

21,22,0) K(j,Zi,Z2) Qa (*,Ζ2)-Τ(β,Ζ\ ,Z2)P('C\ s,0jZ'Z,0) 
2 ι- 6 ; ( β ( β ^ ι , ζ 2))

όπου

Q \{s ,z z )  =  a ^ -Q *(s,22) 4-A2Q*(s,Z2). 
dZ2

Επειδή όμως η Ρ^^{8, z x, Z2,0) είναι αναλυτική για |ε*| <  1, i  =  1,2, πρέπει η 
ρίζα του παρονομαστή στο |χι| <  1, έστωχ(#,Ζ2), να είναι και ρίζα του αριθ­
μητή. Τότε όμως

Ρ ^(β, 0, 22,0)
K {s,x(s,Z z),z^
T(s,x(s,Z2),Z2)

Q[(s,za) , (421)

Q l M ·
οπού

R(S,Z!,Z2) =  K (S,Z U Z2) -  K (S, x(s, Z^), '

Επιπλέον, αντικαθιστώντας την (421) οι (4.18) και (420) γίνονται

3(β3)r. * ,  -  Μ(*,Ζι ,^)Κ(«,»(*,30,*Ε) , *
T(5,x(s, Z 2 ) , Z 2 ) s ^ { a { 3 ,  zx> *&))

(422)

(423)

Ρ ^ Μ , 22, 0) =  Λ(θ, 22) Ql(s, 22), (424)

όπου

Λ(β, 22) =  1 +  c* (α(β, 0, 22))
Κ(8,χ(3,22),22)
T(s,x(s,zz),Z2)'

Αντικαθιστώντας τις (4.18), (4.19), (420) στη (4.16) καταλήγουμε ύστερα από 
πράξεις στη

[ζι -  όίίαίβ,Ζ!,^))]/*1’1̂ . · ^ 2̂ )  = ΑιΖχβΚαίε,Ζ!^))^·^^)
+ Ρ » · ) ( » , 0 , ^ , 0 ) [ ^ ^  -  (455)
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Εξαλείφοντας το αριστερό μέλος της παραπάνω εξίσωσης από την μσναδοσ] 
ρίζα του, x{s, ζ%), στο |zi| <  1, πρόκυπτειότι

P ^ (s ,0 rz,i,0)bl(a(s,0,z2)) = ο- (δ·ζι)

Επιπλέον από τις (4.18), (4.19), (424) έχουμε

j* 'x,(·.* 1.22.0) = 9 ί ( ^ ) >

(426)

/*w (*f0,22,0) =  eS(e(5,0fj%)) R(s,Z2) Qi (5 ,Z2)
(427)

Τότε αντικαθιστώντας τις (426), (427) στις (4.19), (420) πρόκυπτσυν οι ακό­
λουθες σχέσεις

1*Ή ·,0,22,0) =  y g gg j» ,

J*>(·,ο,*,«*) =  PTJ p y S f t ? W )
(428)

οπού

95(3,32) =  (Aid* (3 , 2 2 ) +  A2w*(a, 22))<?*(a, 2 2 ) +  aw* (3 , 2 5)— Q*(s,Z2)022

ενώ αντικαθιστώντας την (428) στη (4.18)

p t * ) , .  _ -  n l  =  Μ ^ ’Ζ ΐ ί2 2 ) _____________ 9 2 (3 ,3 2 )  /Λ ΊΟΛ
(  ’ ’ 3 5 ( 0 ( 3 ,2 ! ,^ ) )  » * ( α ( β ,0 ,22))C* ( 0 ( 3 ,0 ,2 2 ) ) '  4̂ 2 9 ^

Τέλος, αντικαθιστώντας τις (426), (427), στη (425) και θέτοντας

ftl(3,Zl,Z2) = α[λ(3,2χ,22) Λ(3,22) -  «‘(β,^/φ ,* ,,^)],
^2 (3 , 2^ ,2 2 ) =  ΑχΖχβJ (α(ε, 2χ, 22)) +  Α2Λχ(β, 2ι ,  22)/α — λχ«ί*(«,22)/e(3,2 1 , 22),

(430)

καταλήγουμε στη

„ ,β ) -  ( « ΐ )

Αντικαθιστώντας την (428) στην (4.15),

α(ζ2 -  D(s ,Z2))— Q '(s, zs) +  ̂ ( s,22)q *(Si;22) =  lj (432)
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όπου

D(s ,Z2) =  L(s , x (8%Z2),Z2) £ ( e > 2 2 ) e ( s ,  3 ( 3, 22) ,  22) ,

F ( s ,2S2) —  3 - f  A - XiX(s,Z2)sl(a(8Jx(3,Z2)i Z2))e(31x(s,Z2)jZ2) —

=  3 - f -  A i ( l  —  ^ ( 5 , 2 2 ) )  4 ·  λ 2 ( 1  D ( s ,  2 % ) ) .

Ι\α  να προχωρήσουμε στην ανάλυση θα πρέπει να διατυπώσουμε το ακό­
λουθο θεώρημα.

Θεώρημα 4JL Για (i) Re(s) > 0, |to| <  1 ή για (a) Re(s) > 0, |w| < 1 ή για (ϋέ) 
Re(s) >  0, |w| <  I και

(433)

p =  Xibt +  pO +  pc > l (434)

η εξίσωση

Ζ2 — w D (s, ζ%) =  0 (435)

έχει μία και μόνο μία ρίζα, έστω ζ% =  φ(3,υή, μέσα στη τιεριοχή \ζ%\ <  L Ειδι­
κότερα για 3 =  0 και w  =  1, η φ(0,1) έιναχ η μικρότερη θετική πραγματική ρίζα 
της (435) με 0(0,1) < 1 αν p  > 1 και 0(0,1) =  1 αν ρ < 1.

Απόδειξη: Σνγκρίνσντας τη D (s, 22) της σχέσης (433) με τη γεννήτρια συ­
νάρτηση υ/*(ε, ζ%) της σχέσης (4.9) του προηγούμενου εδαφίου βλέπουμε ότι,

Γ °0
e~s ty ' w j (t)4<tt,

i=ο

που σημαίνει ότι η D(s, ζ%) είναι MX. μιάς γεννήτριας συνάρτησης.
θεωρούμε τώρα την κλειστή καμπύλη \ζζ\ =  1 — ε (όπου ε > 0 είναι αρκετά 

μικρός αριθμός). Τότε κάτω από τις συνθήκες (ζ) και («) μπορούμε πάντα να 
βρούμε ένα αρκετά μικρό e τέτοιο ώστε

\w D {sy Ζ2)I < Μ  D(i2e(s), 1 — ε) < 1 — ε, (436)

ενώ για Re(s) > 0, |w| <  1 χρειαζόμαστε επιπροσθέτως

^£>(0,1 -  c) |£=0< -1 ,

ή ισοδύναμα ρ > 1 για να ισχύει η (436). Το πρώτο μέρος της απόδειξης ολο­
κληρώνεται λαμβάνσντας υπόι|*ν το θεώρημα του Rouche. *
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Επιπλέον για 5 =  0 και w  =  1η κυρτή συνάρτηση D(0, 22) είναι αύξσυσα 
ως προς 22, για 0 < ζ% < 1, παίρνοντας τιμές 0 <  .0(0,0) < 1 και 0(0,1) =  1 
και συνεπώς 0 < 0(0,1) < 1 αν ρ > 1, ενώ για ρ <  1, 0(0,1) =  1, γεγονός που 
ολοκληρώνει την απόδειξη. □

Λαμβάνσντας υπ* όψιν το παραπάνω θεώρημα, η διαφορική εξίσωση (432) 
μπορεί να επιλυθεί (βλέπε Falin and Flicker [81]) στα διαστήματα [0, φ{β, 1)) και 
(<p(s, 1), 1]. Επομένως η λύση της εν λόγω διαφορικής εξίσωσης είναι

Q, (S,Z2)= ψ ζ ^ ,

« '(» ,* ) = C M “ PUT

αν Ζ2 =  Φ{3,1), 

αν 22 Φ Φ(δ, 1).

Ετσι η γεννήτρια Q* (s, 22) έιναι γνεοστή και επομένως από τη δεύτερη σχέση 
της (430) και από τις (4.21)-(4.31) όλες οι γεννήτριες συναρτήσεις είναι γνω­
στές. Αυτό το αποτέλεσμα ολοκληρώνει την ανάλυση του συστήματος σε συνεχή 
χρόνο.

4.5 Συνθήκη στατιστικής ισορροπίας

Στη συνέχεια θα μελετηθεί η συνθήκη κάτω από την οποία το σύστημα μας βρί­
σκεται σε στατιστική ισορροπία ή ισοδύναμα η η συνθήκη κάτω από την οποία, 
η στοχαστική διαδικασία που περιγράφει το σύστημά μας είναι ευσταθής. Γε­
νικά μία στοχαστική διαδικασία (Τ(ί) ; t  >  0) λέμε ότι έιναι ευσταθής, αν οι 
οριακές της πιθανότητες καθώς το t  —> 00  υπάρχουν και ορίζουν κατανομή. Για 
την εύρεση της συνθήκης στατιστικής ισορροπίας θα χρησιμοποιηθεί το κριτή­
ριο του Pakes καθώς και αποτελέσματα από την θεωρία των ημιαναγεννητικών 
διαδικασιών.

Ας θεωρήσουμε τις χρονικές στιγμές Τη, η =  0 ,1 ,..., στις οποίες ολοκληρώ­
νεται είτε μία γενικευμένη περίοδος συνεχούς απασχόλησης Ρχ πελατών, είτε 
ένας γενικευμένος χρόνος συμπλήρωσης απασχόλησης ενός Ρ2 πελάτη. Παρα­
τήρησε ότι στις εν λόγω χρονικές στιγμές ο υπάλληλος μένει άεργος. Εστω

0 =  Το < Τι < Τ2 < * * - ,

και ζ η  =  Ν 2 ( Τ η  -I- 0), ο αριθμός των Ρ2 πελατών στο κουτί των επαναλαμβα­
νόμενων αφίξεων λίγο μετά την στιγμή Τ„. Τότε είναι προφανές on η στοχα- 
σηκή διαδικασία Υ  =  (Cn; η >  0) είναι μια μη διαχωρίσιμη (irreducible) και 
απεριοδική (aperiodic) μαρκοβιανή αλυσίδα. Το ακόλουθο θεώρημα δίνει την
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συνθήκη, κάτω από την οποία η παραπάνω μαρκοβιανή αλυσίδα είναι θετικώς 
επαναληπτική (δηλαδή οι οριακές της πιθανότητες υπάρχουν, είναι θετικές και 
αθροίζουν στη μονάδα).

Θεώρημα 4 2  Για ρ <  Ιη  Μαρκοβιανή αλυσίδα Υ  είναι θετικώς επαναληπτική.

Απόδειξη: Για να αποδείξουμε το εν λόγω θεώρημα θα χρησιμοποιήσουμε 
το παρακάτω κριτήριο που οφείλεται στον Pakes [155]:

Μια μή διαχωρίσψη και απεριοδιχή Μαρκοβιανή αλυσίδα (Υη ; π >  0) με 
χώρο καταστάσεων τους μη αρντμικούς ακέραιους, είναι θετικώς επαναληιπιχή 
αν \6k\ < οογια κάθε k =  0 ,1 ,2 ,... και limsupi* <  Οόπον 6% =  Ε\Υη+χ—Υη |

fc—*οο
Yn =  k].

Για την Μαρκοβιανή αλυσίδα του μοντέλου μας, ας ορίσουμε τις πιθανότητες 

hk,m(t)dt =  Pr[i <  Tn+1 - T n < t  +  d t, AT2(Tn+1) -  Ν2(Τη) =  τπ\ Ν2(Τη) =  λ].

Τότε είναι εύκολο να υποδειχθεί ότι για m  =  0,1,2,...

=  A1e-<Al+Aa+*")t * « ^ (ί) +  A2e -(A»+A*+te>* * wm(t) 

4·Λαε~(Αι+Α,+*α)ί * wm+i(i),

ενώ για m  =  —1,

h k -i( t)  =  kae (Ai +**+*«)* *«*>(£),

και επομένως

/ ο  s  +  A1 + A 2 +  fca ’

Παραγωγίζαντας την (4 3 7 ) ως προς z  κα ι θέτοντας ζ =  1, s =  0 προκύπτει ό η

c _  A i^ ( iV (W i) )  +  λ 2£ ( Τ ν ( Μ ^ ) )  +  fca[.E(7V(W2))  — 1] , _
λ Γ + Τ 2 +  Λ α --------------------------------- ’ *  =  0 * 1 " · · '

όπου ta  E (N (W i)), E (N (W 2)) έχουν υπολογιστεί στις (4.12) και (4.10) ανη- 
στοίχως.

Τότε για p <  1 αντιλαμβανόμαστε ότι τα |ί*| είναι πεπερασμένα για κάθε μη 
αρνητικό ακέραιο k. Επιπλέον limsuptf* =  E(N (W 2)) — 1 =  <  0 και
επομέναις το κριτήριο ικανοποιείται. □
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Εστω η στοχαστική διαδικασία

Ζ =  {(JVk(*)f JV2(i), f t) : ο < t  <  oo},

όπου οι τ.μ. N i ( t ) ,  % =  1,2, ξι εκφράζουν αντίστοιχα, τους αριθμούς toy P i πε­
λατών και την κατάσταση του υπαλλήλου στο σύστημα σε οποιαδήποτε χρονική 
στιγμή ί. Η Ζ είναι η στοχαστική διαδικασία που περιγράφει την λειτουργία 
του συστήματος οποιαδήποτε χρονική στιγμή t. Το παρακάτω θεώρημα μας δί­
νει μία ικανή συνθήκη για να είναι η Ζ ευσταθής ή ισοδύναμα το σύστημα μας 
να είναι σε στατιστική ισορροπία.

Θεώρημα 4.3 Για ρ <  1 η στοχαστική διαδικασία Ζ είναι ευσταθής.

Απόδειξη: Ας θεωρήσουμε τις ποσότητες

m* = £(Ti|Co=*)-

Τότε παραγωγίζοντας την (437) ως προς s και θέτοντας ζ =  1, s  =  0 προκύπτει

Λ XE {W X) + \ 2E{W 2) +  kaE (W 2) + 1  

λ! +  λ2 + ka *

και αν φ , fc =  0 ,1 ,2 ,..., είναι οι πιθανότητες των καταστάσεων σε στατιστική 
ισορροπία της θετικά επαναληπτικής Μαρκοβιοενής αλυσίδας Υ  τότε,

q - m =  £ )  qkm k =  E(W 2) +  {1 +  X1[E{W1) -  E{W 2)}} V  —  ■-f
t=o j^A i+ A z +  t e

(438)

Είναι προφανές, ότι πάντα υπάρχει ένας πεπερασμένος μη αρνητικός ακέραιος 
k* τέτοιος ώστε

_______1
λι +  λ2 +  (λ* 1)α > 1> 1

+  λ2 4- k*oc

και επομένως

Ε °° Ofc_____fcsO Αι+Α2+*αQk____ Σ **-1 - gfc -k=Q Ai+Aj+^q

+ Σ Χ * ' = Σ * ^ 1 + (i -  Σ « 9*) < <*>*

’*»*· Α,+Α2+*λ ^ Σ*=0 Ai+A2+*<*_2*

Τότε, χρησιμοποιώντας τις (4.10), (4.12) είναι προφανές από την (438) όη
q * m < oo.
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Είναι εύκολο να παρατηρήσουμε ότι η Ζ είναι μία ημι-αναγεννητική διαδι­
κασία με υπεισερχόμενη μή διαχωρίσιμη απεριοδική Μαρκοβιανή διαδικασία 
ανανεώσεων την {Y t Τ } =  {(Cn, Τη) : η  =  0,1,2,...}. Τότε από τη θεωρία 
taw ημι-αναγεννητικών διαδικασιών (βλέπε Cinlar [49], Θεώρημα 6.12, ρ. 347), 
η Ζ είναι ευσταθής αφού q * m < οο και επομένως το θεώρημα έχει αποδειχθεί. 
□

4.6 Ανάλυση των καταστάσεων του συστήματος σε στα­
τιστική ισορροπία

Ας υποΘέσουμε ότι τοσόστημα βρίσκεται σε στατιστική ισορροπία, οπότε ρ < L 
Εστω επιπλέον στη περίπτωση = 0

P i f }(x )  =  Ι ΐη ΐ ί- ,ο ο Ρ ^ ^ χ ,ί) ,  q{- d) =  limt-.oo

P ^ \ z y ,z a ,x )  =  Σ ,Ζ οΣ , Τ ^ / Η χ Η ^  Q '(*2) =  Σ £ θ ^ '4 *

P ^ t){z1 ,z2) =  P ^ i){z i,z2,x)dx,

και έστω φ$ι\ χ ) ,  β (ί ^(ζ1,ζ 2,χ ), Ρ (ί^(ζι ,ζ2) οι αντίστοιχες ποσότητες στη 
περίπτωση όπου ut =  1. Τότε είναι γνωστό ότι ισχύει

PifHx)  =  limt^oo p \jl\ x , t )  -  lim b o s/0°° e^ 'p ^ O M )# ,

q^d) -  lim^oo q(- d\ t )  =  lim8̂ 0s /0° °e 'stgjld)(i)di,

και επομένως ολοκληρώνοντας ως πρός χ, πολλαπλασιάζοντας με s και παίρ­
νοντας τα αντίστοιχα όρια για s -+ οο στις σχέσεις (4.13), (4.14) καταλήγουμε 
στην

p {bk)(z i , Z i ) =  P ^ k} (z i , 02,0)[1 — 6^(α(0, Ζχ, 2>j))]/a(0, ζι,  ζ2), k =  1,2 

P {‘k)(zi,Z2) -  P(s°(^ i , 22,0) [1 — s^(a(0, 1̂, ^2))]/α(0, k =  1,2,3

F<c)(0, «2) =  pM(0, Z2, 0) [1 -  c*(a(0,0, z2))\/a{0,0, 2*),
^ Κ ζ ι , Ζ ί )  =  F^>(0,Z2,0) {1-ν*(α(0,ζι ,ζ2))] /α(0,ζι ,ζζ)

(4.39) 
και

P (bl)(zu z2) =  P (6,)(«1,22,0) [i -0 I (a (0 ,2 i ,2 2))]/a(0,21,22),

P i,kHzuZ2) -  fc =  l,3
f r cH0,z2) =  P (c>(0 , 22, 0) [ l - c * ( a ( 0 ,0 , 22)))/a(0 , 0, 22).

(4.40)
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Με παρόμοιο τρόπο παίρνουμε τις ανάλογες εκφράσεις για τις οριακές συν­
θήκες

^{0 ,Ζ2,0)

Ρ(83) (2ΐ, 22,0) 

(0,22,0) 

Ρ ^Κ ζί,^ ,ο )

Ρ ^ \ 0 , Ζ 2 , 0 )

R(0,zi ̂ 3)
Ζ ΐ ( 0( 0,2 1 ,22) )

Af (0,31 ̂ 2)K(0,a(0̂ 3),g2) 
Τ(0,2(0,Ζ2)̂ 2>*5(β(0,2ΐ ̂ 2)) QI(Z2)>

Λ(0,22) 0 ϊ (*4),
KCÔ Î ) ej(o(0,2i ,22j)R{0,Z2) Qt(Z2),

s$(a(0,0,2 2 )) 12(0,2 2 ) Qi(z2),

(4.41)

P(')(0,22,0)

^(0 ,22 ,0 )

Ρ < * 3 > ( 2 χ , 22 , 0)

v*(a(0,0,22)) 1

t;*(e(0,0,2^1*(o(0,0,23)) ’

M(0fzi fZ?) Qq(z2)____
51(0(0̂ !,Z2)J V(a(0,0,22))c*(a(0,0̂ 2)) »

(4.42)

όπου

0 ί(* ) = * £ Q '& ) + W ( Z2),
<32(^2) =  (Aid*(0,22) +  A2u;*(0, 22))Q*(z2) +  aw*(0,22) 5̂ ·Θ*(22),

ενώ

/^ (ζ χ ,^ ,Ο ) λ ι2χ(?* (22) +  P (t,) (ο, 22,0) [l>* (θ(0 ,2ι, 22)) -  ϊ/* (o(0,0 ,22))]

+ Ρ (6ϊ)(0 ,22,0)[&5(α(0,«1,22)) -  ί>2(α(°,0 , *2))],

(4.43)

Ρ ^\ζι,ζ» ,0 )
h1(0,z1,z2) ^ Q t (z2)+  h2{0,z1,Z2)Q’,{z2) 

ζι -^ (< 1(0 , 2 1 , 2 2 ))

Αντίστοιχα, η διαφορική εξίσωση (4.32) γίνεται

α(22 -  0(O ,22))^Q’(32) + F(0,^2)Q*(22) = 0, 

όπου D(0,22) =  to* (0,22)- Επιπλέον από τη σχέση (4.33) έχουμε 

F(0,22) =  λΧ(ΐ -  d*(0, 22)) +  λ2(1 -  Ρ(0,22)) =  All -  G(22)],

(4.44)

(4.45)
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όπου
Λ/ Λ Axd*(0, Ζ2)  +  W ( 0 ,  Ζ 2)  G(Z2) = ------------- τ------------

Εστω τώρα

0 /(^2) = l -G ( z z )
Z2-W*(0,Z2Y

tote από to  θεώρημα 4.1, για p < 1η ποσότητα ζ% — ω*(0,22) δεν μηδενίζεται 
πουθενά εντός του \ζ%\ < 1και ε^απλέον

lim cj(^ )  =  —
« 2—>1

¥?d+%Q>v+?c)
l - p

< οο.

Αρα η ω (^) είναι αναλυτική συνάρτηση στο |^ | <  1 και συνεχής στο σύνορο 
της. Επομένως η εξίσωση (4.45) μπορεί να επιλυθεί για κάθε \ζ%\ < 1 και προ­
κύπτει

0·(β ) = <ϊ · ( ι ) « Φ { - ^ £ : ί ^ _ Λ ,.

Αξίζει να παρατηρηθεί ότι όλες οι γεννήτριες συναρτήσεις που ορίστηκαν πα­
ραπάνω εκφράζονται σαν συναρτήσεις της Q*{z^). Ετσι, αντικαθιστώντας την 
γεννήτρια Q*(z?.) στις παραπάνω γεννήτριες, θέτοντας ζ\ =  ζ% =  1 και απαιτώ­
ντας το συνολικό άθροισμα να ισούται με μονάδα τότε

Q \  1) 1_-Ρ
1 — Ai6a -f

και επομένως όλες οι γεννήτριες των πιθανοτήτων των καταστάσεων του συστή­
ματος σε στατιστική ισορροπία είναι γνωστές.

Το επόμενο θεώρημα μας υποδεικνύει ότι η συνθήκη p < 1 είναι επίση ανα­
γκαία για να είναι το σύστημα μας ευσταθές.

Θεώρημα 4Α Αν η στοχαστική διαδικασία Ζ είναι ευσταθής τότε ρ<  1.

Απόδειξη: Εστω ότι η Ζ είναι ευσταθής και ότι ρ > 1. Τότε από το θεώρημα 
4.1 η εξίσωση — D(0,2%) = 0 έχει μοναδική ρίζα 0 < φ(0,1) < 1 και επιπλέον

F(O ,0(O ,1)) =  At ( l  -  <Γ(0,0(0 , 1))) +  λ2(1 -  £>(0,0(0,1))) φ  0.

θέτοντας τώρα στην (4.45) 0(0,1) αντί του προκύπτει ότι

F(O,0(O,1))Q*(0(O,1)) =  O,
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και επομένως Q*(0(0,1)) =  Σ  fly *^*(0,1) =  Ο όπου Ο < 0(0,1) <  1. Αρα 
= ο V j  και επιπλέον από τις γεννήτριες συναρτήσεις (439)-(4.44) έιναι 

ξεκάθαρο ότι όλες οι πιθανότητες γίνονται μηδέν. Αυτό το αποτέλεσμα είναι 
αντίθετο με την υπόθεση ότι το σύστημα μας είναι ευσταθές.

Εστω τέλος ότι η Ζ είναι ευσταθής και ά η ρ  =  1. Παρσγωγίζοντας την (4.45) 
ως προς z? και θέτοντας Ζ2 =  1 προκύπτει στη περίπτωση όπου ρ =  1 ότι

A F (0,2fc)U=1Q*(l) =  +  \ 2E (N (W 2))}Q '(l) =  0,

και επομένως Q*( 1) =  =  0, γεγονός που επίσης αντιτήθεται στην υπό­
θεση ότι το σύστημα μας είναι ευσταθές. □

Στη συνέχεια θα χρησιμοποιήσουμε τους τύπους των γεννητριών συναρτή­
σεων που προέκυψαν παραπάνω, ώστε να υπολογίσουμε ορισμένα βασικά χα­
ρακτηραττικά του συστήματος. Επομένως, θέτοντας ζχ =  ζ% =  1 στις σχέσεις 
(439)-(4.44) βρίσκουμε τις πιθανότητες των καταστάσεων του υπαλλήλου σε 
στατιστική ισορροπία

^[υπάλληλος άεργος] =

Ρ[απασχολημένος με Ρχ πελάτη] =  

Ρ[απασχαλημένος Ρ2 πελάτη] =  

Ρ[σε start up Ρ2 πελάτη] =  

Ρ[σε διακοπές] =  

Ρ[σε dose down] =

P[special start up για πελάτη Ρχ] =  

Ρ[σε start up Ρχ πελάτη] =

P (i =  « 0  =  g-(i) = - 3^ - ,  

^ (ξ  =  Μ  = λ Α ,
Ρ (ξ  =  &2) =  λ 262,

ρ (ξ =*2 )=  

ρ(.ζ=ν) =  χ̂ ί Ζ {ι)ϋ'
P £  = c) = $ ^ [ \ 21- ^

Ρ (ί = «3) = Al53F(i =  c),

/>(£ =  3l) =  -  λ2&2 (A»>

+ λ 2 - ^ λ Γ Γ ΐ .

ενώ παραγωγίζοντας τις αντίστοιχες γεννήτριες ως πρός 2ι και θέτοντας εΧ =  
Ζ2 =  1 προκύπτουν οι αναμενόμενοι αριθμοί των ΡΧ πελατών ανάλογα με την
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κατάσταση που βρίσκεται ο υπάλληλος και δίνονται από τις ακόλουθες σχέσεις,

Ε{Νι ; ξ =  υ) =

Ε { Ν ι ; ξ =  33) =

Ε ( Ν ι ; ξ =  3ι) =

Ε(Νι·,ξ = 62) =  

Ε(Νι ; ξ  =  6,) =

^ g j iA a  +  AxQ’il)),

(1 -  c* (λ,)) ( *  +

Α1Ι1W  (1) +  ^ ( λ 2 +  A,Q*(1)) +  λ262] +  ± ψ -

i(2>
-  * *  <Λ>»+

ϊψ ίξ Κ
2ίϊ̂ ( λ χ 6 ? )/6ι +  Λ ι+ 4 !) ,

όπου

A l = ί(1" C*{λι)) (λι̂ 2) + 2*3)  +  C*(Al) (Al̂ ° +2Jl)] ’

^2 =  Μ * ι4 2) + 2 si)Q* (1) +  [ ί1 "  c* Μ  ( λ ι4 2) +  % )

+ A ic*  (λ ,)  (4 2) (1 -  »* (A ,)) +  2sXiJ + ΰ (2>)]

+ λ ιλ 2 (4 2) ( 1  -  65 (λ ,))  +  25,62 +  4 2)),

ενώ oW  η ροπή δεύτερης τάξης περί το μηδέν μιάς οποιοσδήποτε o j u i . a(t).
Για να υπολογίσουμε εκφράσεις για τον αναμενόμενο αριθμό των πελατών 

στην ουρά των επαναλαμβανόμενων αφίξεων, θα χρειαστεί να παραγωγίσουμε 
τις σχέσεις (439)-{4.44) ως προς και να θέσουμε ζ% = =  1- Σε πρώτη
φάση θα υπολογίσουμε τις παραγωγούς ορισμένων συναρτήσεων που ορίστηκαν 
παραπάνω. Εστω,

U(0,x(0,z2) ,z 2) = ^ ^ j ^ ,  

=  § < ? * (* 2)U =1,n  =  l , 2.

U =  U ( 0 ,l ,l )  =  ^ $ g f e

Τότε,

Q’U) A. / \
Q VA1?a+A2(l-A16l) ;’

q . ( 2) =  h E i± $ b ± h lQ <  A) +  i ^ [A 2p(2) +  A l/3 f Q * { l ) ] ,
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Ht =  *Q 'W  +  a2q *(D, H2 =  aQ*(2) +  (* +  «) Q*W

όπου <h ποσότητες p£2) και p ^  δίνονται παρακάτω από τις σχέσεις (4.46) και 
(4.47) αντίστοιχα. Ας υποθέσουμε ότι για σποιαδηποτε συνάρτηση f*(z2) ισχύει

^  / ’(22)|Zj=;i  «ΟΙ

=  £  « /·  (*a )l„ _ , =  » ' W l>>( > . j + M - n * o i ,

„ (2 ) Λ,  ,  Χ1 - Α ? λ ? / '< ϊ >(Α,)+2λ2ίΑ 1Α,/-<ι >(ΑΙ )+ λ 2(1 -/ * (λ 1)))
/  ~  %  σ/* (^)Ιζ2=1 ------------------------  A? ’

ενώ για τη συνάρτηση w (0,x (0,Z2) ,!%), έστω =
^ ^ ( Ο ,χ ίΟ ,^ ) ,  3 2 )1 ^ . Τότε

K W  =  λ25*(1) (λ ι) +  ϊ - ^ εγ<7„; (1 +  Αχ^),

ilfω  =  AiC'd) (ΑΟ +  (1 +  Αχ*,),

^ 1} =  (Αχ) +  λχλ2α*« (λι) σ ,5 -

&(1) =  {^«c-iA xJ^iA i) -  Τ ^ λχ  σ 3· } / (c*(Αι)^(Αι))2 ,

g (I)  _ A? ΓΛι (1+Α ι-g3)-f-Aic*(Ai)(p-HfiΑι g pQ l
λ ι ( 1 - λ ib i )  [  ^(ΑΠ^% ΧΟ J *

=  —λ282̂  (λχ) 4* ΐΤλίΤΓ52 (*ΐ) (&2 +  «χλχ σις) ,

« " > = *  R ( o . ^ u , =<=· (λ, ιικ·) -

όπου CA1'), έί*') οι παράγωγοι ν  τάξης ως προς zq, των συναρτήσεων
U(°>χ  (°1 ̂ 2) , 22), e(0, X (0,22) , 22) αντίστοιχα, ενώ οι συναρτήσεις
Κ, Μ, Τ, L, R, έχουν οριστεί σε προηγούμενα εδάφια. Χρησιμοποιώντας 
τις παραπάνω ποσότητες προκύπτουν τα ακόλουθα αποτελέσματα για τους 
πελάτες της ουράς των επαναλαμβανόμενων αφίξεων.

E M ;  (  =  t ,)  =  ί,[»; (Λ,) (λ2Η<'> +  +  φ ί ’1,
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Ε (Ν 2;ξ  =  c) =  <ν {[X2UW + H l U] +

x  (c *«  (λχ)«* (Αχ) +  c* (Αχ)*·« (λχ))]} +  σ « [λ 2ί/ +  ^ ^ Μ ])

£  ( «  =  *3> =  Α χ { ^  (ΛΓ2; ί  =  c) +  (ξ =  c)},

Ε (Ν 2-, ξ  =  *χ,« =  1) =  λ χ β χ ^ σ ^  +  σ , ^ Β ™  +  ̂ ) ]

I -*2*1 .
^2·5(λι)βι σ#2’

£(*fc£ =  5χ ,« =  0) =  ^ [ Αΐ> ^ (1)· -  λ2^ (λΐ)] +  Μ

+ο*(1) (Αι)] +  Αχ<?*« +  £ ^ { # 2  +  (λ2 +  W  (!))]

+ W * S  (λι) (λ2̂ )  + -  ^ g ‘>]

+Αΐ(&2 +δ*(1)(λχ))}.

Για τον υπολογισμό τής Ε (^ ;ξ  =  5χ) χρειαζόμαστε επιπλέον και τις ακό­
λουθες σχέσεις,

* ° > =  « S ^ a + w + s ^ b s r - i - ^ w  

+ < ^ f e K A'4 * + “ > > + £ § :  <1+Α* )]·

* ®  =  2^ ^ < 1+λ· « ) + 2 Λ Γρ§Α 5<'--^ν ®<Α.)

+ ii S S F K '.4 !)+ 2 * 0 + r S  <ι+ *Α)].
A2 *(2) / Α χ _  o A j«;< ,)CA1)(S2+ » ,)  2 A ^ ,( « ; (1)(A1)h ;(A ,)+ » ;(A ,)6 ;(>)(A1))

\ U 1—Aj6| 1-λ|&ι

+ ( ^ ! ^ Ι ί - ΐ ί ε Γ  (®2 +  λι*»σ^ )  +  (δ22) +  Αι$ί2)σ65 4- 2βχ62)],

j + 2 11+ έ(1))  ^

m =

έ(2) =
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όπου

J =  {Μ<2> +  Xlc'W  (Αχ) -  ίΜΚ^η)i—Xifrj
(λ̂ ^ ) ^ ) )  +  ̂ ^ . ^ 2 ) λισρ> +25i^ + ^(2)

l“Al*l (I-Aiil)*
_ / J \

+ r5 iT  (®+ *»Α*ν)1}/ Ic* (λι)υ* M .

T<2> =  -  tf<2>c* (Α χ) +  2A2c’«  (Αχ) £ W  -  A§c'W (Α χ) λ χ σ β; -  M < 2>,
17 (2) _  K(2)~2t(1)(1̂ -Ti(2hr
U ~  C*(A!)SJ(A,) ·

Εστω τώρα, w (u) =  £ * w ( 0 , 1 ,^ )|Ζ2=χ η v  οστή παράγωγος αποιαδήποτε συ­
νάρτησης w  (0,2:1,22). Τότε

£ (1) =  Αχ [λ28χσ45 +  , Λ·<2) =  Αχ [σ<? +  λ ^ σ , ;  +  2λ25χσ<1.)] ,

=  Αχ [λ 253σ 0. +  σ ^ ] ,  Μ (2) =  Αχ [ σ < ?  +  A ^ V c .  +  2 λ 283σ < ί)] ,

Ί<1) =  -A -(1)c* (Αχ) +  A2c*(1> (Αχ) λισ<; -  Μ ^ \

f W  =  - K ^ c -  (Αχ) +  2A2c'(1> (Αχ) Κ &  -  A2c*(2> (Αχ) λχσ8· -  Λ/<2>,

=  _ έ ^ (0’*’ ̂ ),Ζ2=1 “  + c*(Ai)*2(Â (1) ~ Κ {' \

R(2) =  ~ J |£ (0 ,  1,22)U=x =  T<2>tf + 2T<1>t/<1> + ο*(λχ)4(λχ)ί/<2> -  £ (2), 

και τελικά,

#  (Afc £ = h ,« =  1) =

Τέλος, για τον υπολογισμό της Ε  (TV2; f  =  δχ,« =  0), χρειαζόμαστε επι­
πλέον τις παραγώγσυς στο σημείο 22 =  1, των συναρτήσεων £(0,1,2-2), 
Λ<(0 ,1,22), * = 1,2, μοι βχ(0,1,22) = 1/̂ (0,1,2ε) που ορίστηκαν στα πρση-
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γούμενα εδάφια. Τότε μετά από πράξεις

= — λ2$2^ (λΐ) +  Μ&2 (λΐ) (&2 + 5χλισ&*),
m  =  X l 4 2) (λ χ )  +  2 \ 22 s 1 ( S '2 m  (Α χ ) b'2  (λ χ ) +  ̂  ( A t )  &2(1) (Α χ ))

+ A |s2 (Αχ) (4 2)λχσ6· +  2θχ&2 +  ̂ 2 )̂ — 2λ232̂   ̂(Αχ) (&2 +  ^χ), 

β(2) =  £ ϋ ( ο, ̂ ) U = 1  =  A|c*(2) (λχ) U -  2X2C*W (λχ) +  C· (λχ) ϋ<·2\

s ( l ) _

s (2 )

Χ -2 Γ Λι <Τ„* (Χ+Λι $3)-h*i c* (Λ ι )(ν+ ? ι Λι ) 1
λι [ C*(Αχείλι) J ’

[ ^ « ( λ , κ ί λ ο + ^ ί λ , κ ^ ί λ χ ) ! ^ )  „  , η ; ,  »ι>?
2 A 2 j --------------- c- ( aT )c- (ao  e i  -  ( 1  -  ΑχΟχ) j  +  (1- lS>

, . r & i ( l - A ib i) ( ^ e.  ( A i4 2)+ 2 8 3 ) + c·(A t )(ϋ<2> Ai <r„. + 2 a t s W 2))
X L c - i A j J v - i A j )

» &ί2̂ (σβ·(1 + λ ιβ 3 )+ ο *(λ ι) (ν + λ ισ υ*β ι) ) ι 
“1 c * ( A 1j * » ( > i )  b

ενώ
= a{L<2)/4(Ax) +2 ΐ(1)β(1> +4(λχ)β(2) -  2e^ -  e^},

^ 2) =  λ χ λ ^ 2) -  λχβ<2) +  % h f \

=  < * { ϊ (1 )/ * 2 ( Α ι )  +  θ ^ λ χ ) ^ 1) - 1  -  e ^ } ,

f tW  =  λ χ λ 2§χ +  -  A i 4 1}-

Χρησιμοποιώντας τα παραπάνω,

E  ( N 2 ;  ξ  =  6 χ ,«  =  0 )  =  - 5^ { 2 ^ 1)Q *(2) +  f t f  Q * ( l )

+ 2^1)) 2 ^ ( M i ± ^ ± 2 J ) } j

όπου
__ A2g~e* ( l+ A jf s )

p r  ”  (1 —A iii jc * (A i)  *

„ (2 )  _  2A2 fc*(1)(Al ) ( l + A i <r3) + c , (A i)0-e. ]  A jge.  ( A i4 2)+ 2 f 3) , 9 „ 2  , Α ,Α ζ ί^ ρ
P r  ~  A i ( l - A ,6 i ) ( c - ( A i ) ) 2 c* ( A i ) ( l —A jfrj)2 ^  ^  ^  '

(2) _  .
Pd ~  ( 1 - A ,6 , );® 2>-  (1 +  AxSx) +  2 ^ & d ^ ( 1> +  (iΓ ^ ( β (χ2) +  2M x) +  e(2),

(4.46)

p<$ =  m  +  kV> +  2(L(1)ed) +  kW p T) +  s’2 (λχ) e(2) +  λ χ σ , ; (̂2)

+2A2p„{4(1) (Αχ) 4-
σβζ [̂ iirc*(l+Aifl3)4*c*(Ai)(l+Aiei)] 

(l-A,6,)c*(A,) }}·
(4.47)
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4.7 Αριθμητικά αποτελέσματα

Στο παρόν εδάφιο θα παρουσιαστούν ορισμένα αριθμητικά αποτελέσματα, τα 
οποία δίνουν πολύτιμες πληροφορίες σχετικά με την λειτουργία του συστήμα­
τος σε στατιστική ισορροπία. Το σημαντικότερο χαρακτηριστικό μέτρο του μο­
ντέλου μας, αποτελεί ο αναμενόμενος αριθμός, Ε(Ν2)Τ των Ρ2 πελατών που βρί­
σκονται στο κουτί ίων επαναλαμβανόμενων αφίξεαιν. Είναι προφανές ότι αν ο 
αριθμός των εν λόγω πελατών που προσπαθούν να συνδεθούν με τον υπαληλο 
είναι αρκετά μεγάλος θα επηρεάσει δραματικά την λειτουργία και ειδικότερα 
την εφαρμογή του εν λόγω μοντέλου. Αρα κρίνεται σκόπιμη η μελέτη του αριθ­
μού των πελατών του κουτιού των επαναλαμβανόμενων αφίξεων ώστε να απο­
φεύγουμε περιπτώσεις με υπερβολικά μεγάλο αριθμό τέτοιων πελατών.

Στη συνέχεια θα χρησιμοποιήσουμε τις πιθανσγεννήτριες συναρτήσεις που 
υπολογίστηκαν στο προηγούμενο εδάφιο, ώστε να κατασκευάσουμε πίνακες με 
αριθμητικά αποτελέσματα για χοΕ(Ν2). Επιπλέον θα μελετήσουμε τον τρόπο με 
τον οποίο το Ε(Ν2) επηρεάζεται από “εξωτερικούς"’, για τους Ρ2 πελάτες, παρά­
γοντες, όπως ο ρυθμός αφίξεων των Ρ\ πελατών, ο χρόνος προετοιμασίας (start­
up), ο χρόνος αποφόρτισης (close down) και η περίοδος διακοπών του υπαλλή­
λου.

Για να κατασκευάσουμε τους εν λόγω πίνακες θα υποθέσουμε ότι όλες οι 
εμπλεκόμενες τ,μ. προέρχονται από την εκθετική κατανομή με ojcjc. τις,

ξ (χ )  =  ξ  =  b i,b2M , 8l , S 2 ,S3 lC,V.

Επιπλέον υποθέτουμε ότι σε όλους τους ακόλουθους πίνακες ισχύει όχ =  1, 02 —
0.5, 32 =  0.33, ε3 =  0.5, λ2 =  0.1, α  =  0.8.

Ο Πίνακας 4.1 παρουσιάζει τον τρόπο με τον οποίο το Ε(Ν2) μεταβάλλε­
ται όταν αλλάζουμε τις τιμές της μέσης διάρκειας της περιόδου προετοιμασίας 
του υπάλληλου για τους Ρ \ πελάτες s if για αυξανόμενες τιμές του ρυθμού αφί­
ξεων λι. Πρέπει να παρατηρήσουμε ότι ακόμα και για μικρές τιμές του λΧ, έστω 
λ ι  =  0.2, το Ε(Ν2) αυξάνει από 0.4652 σε 7.212 καθώς μεταβαίνουμε από ένα 
σύστημα χωρίς περίοδο προετοιμασίας (sx =  0) σε ένα σύστημα με =  10. 
Επιπλέον, όταν η τιμή του AL αυξηθεί σε Αχ =  0.6, τότε ακόμα και μία μικρή 
αύξηση της τιμής της μέσης διάρκειας προετοιμασίας από s t =  0 σε 3χ =  0.2,
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αυξάνει δραματικά τον αναμενόμενο αριθμό των Ρ2 πελατών σε 145.78.

λ ΐ /  8 \ 0 0.2 1 1.5 2.5 4 6 7.8 10

0 .1 0.2395 0.2539 0.3212 0.3696 0.4844 0.6913 1.03 1.3986 1.935

0 .2 0.4652 0.5024 0 .6757 0.8015 1.1052 1.6862 2.7758 4.2383 7.212

0 .3 0.8453 0.927 1.3211 1.6243 2.431 4.3821 10.929 55.865

0 .35 1.1535 1.2774 1.8995 2.4092 3.924 8 .9728 243.8

0 .4 1.6182 1.8163 2.8822 3.8585 7.5091 49.269

0 .4 5 2.3853 2.7343 4.876 7.3469 26.985

0 .5 3.8457 4.5869 10.839 26.155

0 .5 5 7.5224 9.9732 436.92

0 .6 31.056 145.78

Πίνακας 4.1: Τιμές του Ε(Ν 2) για ν  =  0.8, c — 0.8.

Ο Πίνακας 4.2 περιέχει τιμές του Ε (Ν 2) όταν μεταβάλουμε την τιμή της μέσης 
διάρκειας της περιόδου αποφόρτισης ζ  ενώ ο Πίνακας 43 περιγράφει τον τρόπο 
με τον οποίο το Ε(Ν 2) επηρεάζεται όταν αλλάζουμε την τιμή της μέσης διάρκειας 
των διακοπών του υπαλλήλου ν. Εύκολα παρατηρούμε ότι τόσο η περίοδο απο­
φόρτισης, όσο και η περίοδος διακοπών του υπαλλήλου έχουν σημαντικό ρόλο 
στην λειτουργία του συστήματος αυξάνοντας, σε μερικές περιπτώσεις δραμα­
τικά, τον αναμενόμενο αριθμό των Ρ2 πελατών στο κουτί των επαναλαμβανό­
μενων αφίξεων. Επομένως θα πρέπει να έιμαστε προσεκτικοί, όσον αφορά τον 
καθορισμό του μεγίστου χρόνου αποφόρτισης και διακοπών που επιτρέπουμε, 
ώστε να αποφύγουμε την περίπτωση μεγάλου αριθμού Ρ2 πελατών.

> ι / 2 0 0.2 0.5 1 1.5 2 2.5 4 5.5

0.1 0.28 0.3111 0.3639 0.4707 0.6063 0.7803 1.0076 2.4011 12.681

0.2 0.6182 0.6877 0.8064 1.0549 1.3974 1.8995 2.7049 36.598

0.3 1.1733 1.3316 1.6197 2.3165 3.5706 6.502 21.255

0 .35 1.6156 1.87Ό7 2.365 3.7502 7.2182 31.788

0 .4 2.2762 2.7217 3.6762 7.2288 35.04

0 .45 3.3626 4.2503 6.5447 26.877

0 .5 5.4541 7.7336 17.386

0 .55 10.999 22,878

0 .6 63.439

Πίνακας 4 2 : Τιμές του Ε(Ν2) για ν  =  0.8, 8Χ =  2.
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λι /  V 0 0 .2 0.5 0.7 1 1.2 1.5 2 4

0.1 0.2376 0.2727 0 .3387 0.3934 0.4964 0.5819 0.7376 1.1357 27 .037

0 .2 0.4731 0.5543 0.7165 0.8599 1.1542 1.4253 1.9924 4.0831

0 .3 0.8156 0.9899 1.3703 1.747 2.6646 3.7358 7.1767 16.32

0.35 1.0639 1.3244 1.9345 2.5996 4.5293 7.5617 36.539

0 .4 1.4031 1.8082 2.8586 4.1969 9.8411 35.188

0.45 1.896 2.5663 4.6254 8.1817 122.05

0 .5 2.6699 3.9085 9.2276 33.959

0 .55 4.043 6.8615 47 .37

0 .6 7.0629 18.06

0.65 18.387

Πίνακας 4 3 : Τιμές ταυ Ε(Ν 2) για c =  0.8, «ι =  2.

4.8 Ανακεφαλαίαχτη-Παρατηρήσεις

Στο κεφάλαιο αυτό μελετήθηκε ένα μοντέλο ουράς επαναλαμβανόμενων αφί­
ξεων με έναν υπάλληλο και δύο κλασεις πελατών. Για να αρχίσει ο υπάλληλος 
να εξυπηρετεί έναν πελάτη οποιοσδήποτε κλάσης χρειάζεται μία περίοδο προε­
τοιμασίας, ενώ κάθε φορά που δεν θα υπάρχουν πελάτες να αναμένουν να εξυ­
πηρετηθούν (δηλαδή δεν υπάρχουν πελάτες στην κανονική ουρά και στον χώρο 
εξυπηρέτησης) ο υπάλληλος ενεργοποιεί μία περίοδο αποφόρτισης και κατόπιν 
αυτής αναχωρεί για απλές διακοπές. Παρόλο που το μοντέλο μας είναι αρκετά 
πολύπλοκο, εμπεριέχοντας έναν μεγάλο αριθμό τ.μ., καταφέραμε να το περιγρά­
φουμε και να το επιλύσου με με αποτελέσματα σε κλειστή μορφή. Η στοχαστική 
διαδικασία που περιγράφει το μοντέλο μας είναι μία ημιανσγεννητική διαδικα­
σία και ανακαλύπτοντας μία Μαρκοβιανή ανανεωτική διαδικασία σε συγκεκρι­
μένες χρονικές στιγμές χρησιμοποιήσαμε την Μαρκοβιανή θεωρία ανανεώσεων 
ώστε να βρούμε την συνθήκη στατιστικής ισορροπίας του συστήματος μας. Ακο­
λούθως, χρησιμοποιήσαμε την μέθοδο της συμπληρωματικής μεταβλητής για να 
υπολσ/ίσσυμε τις γεννήτριες συναρτήσεις των πιθανοτήτων των καταστάσεων 
του συστήματος, τόσο σε συνεχή χρόνο, όσο και σε στατιστική ισορροπία. Τέ­
λος, με την βοήθεια των εν λόγω γεννητριών κατασκευάσαμε πίνακες με αριθ­
μητικά αποτελέσματα, τα οποία μας δίνουν σημαντικές πληροφορίες σχετικά με 
την λειτουργία του συστήματος μας.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5

Επίλογος

5.1 Σκέψεις για μελλοντική έρευνα

Το μοντέλο του κεφαλαίου 2, είναι απλό, πρωτότυπο και μπορεί να περιγράφει 
καταστάσεις που εμφανίζονται στη βιομηχανική παραγωγή, όπου στο τέλος της 
πρώτης φάσης γίνεται ένας έλεγχος, σχετικά με τα ποιοτικά κριτήρια που ικα­
νοποιεί η εξυπηρετούμενη μονάδα. Αν τα ικανοποιεί, θα προωθηθεί άμεσα στη 
δεύτερη φάση, ενώ σε αντίθετη περίπτωση θα “χάσει" την προτεραιότητα της 
και θα προσπαθήσει να ολοκληρώσει αργότερα την διαδικασία εξυπηρέτησης 
της, όταν ο υπάλληλος θα είναι ελεύθερος από μονάδες υψηλής προτεραιότητας.

Εξαιτίας της εφαρμοσιμότητας του μοντέλου σε τέτοιες καταστάσεις θα ήταν 
σκόπιμο να εξεταστούν και οι περιπτώσεις, όπου η μηχανή που εξυπηρετεί θα 
υπόκειται σε βλάβες και ακολούθως σε επισκευές σε οποιαδήποτε φάση. Επι­
πλέον θα μπορούσε εύκολα να εισαχβούν και οι έννοιες του χρόνου προετοι­
μασίας και αποφόρτισης καθώς και η θεώρηση της άφιξης των πελατών κατά 
ομάδες τυχαίου μεγέθους.

Η ύπαρξη της κανονικής ουράς στο μοντέλο του κεφαλαίου 2, κάνει σαφώς 
πολυπλσκότερη την ανάλυση. Ομως πρόβλημα συνωστισμού στον υπάλληλο δη­
μιουργούν κυρίως οι πελάτες της ουράς των επαναλαμβανόμενων αφίξεων. Οι 
Artalejo and Gomez-Corral [18] εισήγαγαν την έννοια των αρνητικών αφίξεων, 
που λαμβάνουν χώρα μόνο όταν ο υπάλληλος είναι απασχολημένος και έχουν τη 
δυνατότητα να διαγράψουν ένα πελάτη κάθε φορά, της ουράς των επαναλαμβα­
νόμενων αφίξεων. Η μαθηματική ανάλυση τέτοιων μοντέλων γίνεται πολύ δύ­
σκολη, καθώς το πρόβλημα της μελέτης της κατανομής της ουράς επαναλαμβα- 
νόμεων αφίξεων, ανάγεται στην αριθμητική επίλυση μιάς Fredholm ολοκληρωτι­
κής εξίσιησης. Θα άξιζε η μελέτη του μοντέλου του κεφαλαίου 2 εισάγσντας την
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έννοια των αρνητικών αφίξεων, καθώς θα γενίκευε και τα αντίστοιχα μοντέλα 
με δύο φάσεις εξυπηρέτησης, αλλά και γενικά τα μοντέλα επαναλαμβανόμενων 
αφίξεων με δύοκλάσεις πελατών.

Επιπλέον η μελέτη του χρόνου αναμονής ενός συγκεκριμένου πελάτη και του 
χρόνου συνεχούς απασχόλησης του υπαλλήλου, στο μοντέλο των Artalejo and 
Gomez-Corral [18] θα έδινε σημαντικά μαθηματικά και πρακτικά αποτελέσματα. 
Οι Harrison and Pitel [99] είχαν μελετήσει το κλασσικό Μ/G /l  σύστημα με αρ­
νητικές αφίξεις.

Ενδιαφέρον θα είχε καιη μελέτη του μοντέλου του κεφαλαίου 2, με την θεώ­
ρηση της πιθανότητας εισαγωγής του πελάτη στην ουρά των επαναλαμβανόμε­
νων αφίξεων να εξαρτάται από τον αριθμό των πελατών που βρίσκονται στην 
ουρά. Δηλαδή η πιθανότητα εκταπισμού ενός πελάτη από τη διαδικασία εξυπη­
ρέτησης να είναι συσχετισμένη με τον αριθμό των πελατών που περιμένουν στην 
κανονική ουρά. Η  μελέτη της περιόδου συνεχούς απασχόλησης, καθώς και του 
χρόνου αναμονής ενός πελάτη της ουράς επαναλαμβανόμενων αφίξεων, αποτε­
λεί επίσης προτεραιότητα.

Στο μοντέλο του κεφαλαίου 2, οι πελάτες της κανονικής ουράς έχουν μή 
διακόπτσυσα προτεραιότητα έναντι αυτών της ουράς επαναλαμβανόμενων αφί­
ξεων. Το εν λόγω μοντέλο θα γινόταν ακόμα πιο περίπλοκο, αλλά συνάμα ρεα­
λιστικό αν θεωρούσαμε διακόπτσυσα μή επαναληπτική προτεραιότητα. Είναι 
κατανοητό ότι σε αυτή τη περίπτωση οι εκφράσεις των πιθανοτήτων θα περιλάμ­
βαναν και τον ήδη διανυθέντα χρόνο στη εξυπηρέτηση του πελάτη που διεκόπει.

Το μοντέλο του κεφαλαίου 3, αποτελεί μία σημαντική γενίκευση αυτού του 
κεφαλαίου 2. Υπενθυμίζουμε, ότι κάθε πελάτης της ί-ουράς επαναλαμβανόμε­
νων αφίξεων, εισήχθει σε αυτή μετά το πέρας της ϊ-οστής φάσης και προσπαθεί 
να συνδεθεί με τον υπάλληλο για να συνεχίσει την διαδικασία εξυπηρέτησης 
στην (i 4- 1) φάση εξυπηρέτησης. Ενδιαφέρον θα παρουσίαζε η μελέτη του συ­
στήματος, όπου μετά το πέρας της i-οστής φάσης, ο πελάτης να μπορεί να συ­
νεχίσει τη διαδικασία εξυπηρέτησης από οποιαδήποτε φάση, ή να εισέλθει σε 
οποιαδήποτε ουρά επαναλαμβανόμενων αφίξεων και από εκεί να προσπαθεί να 
συνδεθεί με τσν υπάλληλο για να συνεχίσει τη διαδικασία εξυπηρέτησης του, 
από επίσης οποιαδήποτε φάση. Η γενίκευση αυτή σαφώς θα έκανε ακόμα πιο 
περίπλοκη την ήδη βεβαρημένη ανάλυση αλλά θα έδινε στο σύστημα μία ρεαλι­
στική ευελιξία, όσον αφορά την επιλογή της φάσης εξυπηρέτησης από τσν πε­
λάτη. Επίσης σημαντική θα ήταν και η θεώρηση των εννοιών των χρόνων προε­
τοιμασίας και αποφόρτισης πριν και μετά από κάθε φάση εξυπηρέτησης, καθώς 
και η υπόθεση των ομαδικών αφίξεων.
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Η περιοχή των δικτύων εξυπηρέτησης με επαναλαμβανόμενες αφίξεις προ- 
σφέρεται. προς έρεννα καθώς τα αποτελέσματα που έχουν προκόψει είναι περιο­
ρισμένα (Moutzoukis and Langaris [149], Gomez-Corral [91], Pourbabai [157]). 
Δίκτυα που δέχονται κανονικούς πελάτες, αλλά και πελάτες, που η άφιξη 
τους πρσκαλεί απλά την μεταφορά πελατών (Networks with triggered customer 
movement) από ένα σταθμό εξυπηρέτησης σε έναν άλλο, έχουν εφαρμογές σε 
τηλεπικοινωνιακά συστήματα. Η  μελέτη τέτοιων συστημάτων, με το χαρακτη­
ριστικό των επαναλαμβανόμενων αφίξεων θα έδινε πολύ σημαντικά αποτελέ­
σματα με άμεσες εφαρμογές.

Η μελέτη συστημάτων εξυπηρέτησης με επαναλαμβανόμενες αφίξεις και 
προτεραιότητες, περιορίζεται σε μοντέλα με εξωγενείς προτεραιότητες. Ενδια­
φέρον θα είχε η μελέτη συστημάτων με ενδογενείς προτεραιότητες. Ακόμα όμως 
και σε μοντέλα χωρίς επαναλαμβανόμενες αφίξεις, η ύπαρξη τέτοιων κανόνων 
προτεραιότητας προκαλούν μεγάλα προβλήματα, όσον αφορά τη μαθηματική με­
λέτη τους.

Θα πρέπει να παρατηρήσουμε, ότι στη βιβλιογραφία μοντέλων με επανα­
λαμβανόμενες αφίξεις και διακοπές, εμφανίζεται μόνο η περίπτωση των απλών 
διακοπών. Μόλις ο υπάλληλος ελευθερωθεί, αναχωρεί για απλές διακοπές και 
επιστρέφσντας αν δεν υπάρχουν πελάτες προτεραιότητας στην κανονική ουρά 
παραμένει άεργος περιμένσντας τη πρώτη άφιξη που θα ζητήσει να εξυπηρε­
τηθεί. Σε αυτή τη περίοδο αεργίας, οι πελάτες της ουράς επαναλαμβανόμενων 
αφίξεων έχουν τη δυνατότητα να συνδεθούν με τον υπάλληλο. Ενδιαφέρον θα 
είχε η μελέτη συστημάτων με επαναλαμβανόμενες αφίξεις και πολλαπλές δια­
κοπές.

Ενδιαφέρον θα παρουσίαζε και η μελέτη ενός μοντέλου με πολλές κλάσεις 
πελατών και προτεραιότητες, στο οποίο οι χρόνοι μεταξύ διαδοχικών προσπα­
θειών από την ουρά των επαναλαμβανόμενων αφίξεων να προέρχεται από μία 
αυθαίρετη κατανομή. Τα μοντέλα με γενικούς χρόνους επανάληψης, περιορίζο­
νται σε μία κλάση πελατών, ενώ για την επίλυσή τους, οι διάφοροι συγγραφείς 
(Choi et al. [36], Gomez-Corral [90]), υπέθεσαν ότι μόνο ο πρώτος από την ουρά 
των επαναλαμβανόμενων αφίξεων μπορεί να προσπαθήσει για να συνδεθεί με 
τον υπάλληλο. Η υπόθεση αυτή μπορεί να είναι ενδιαφέρουσα από μαθηματι­
κής άποψης, αλλά έχει αποδειχθεί ότι δεν είναι ρεαλιστική για την περιγραφή 
συστημάτων με επαναλαμβανόμενες αφίξεις.

Συνεχίζοντας, θα πρέπει να αναφέρουμε ότι χρήζσυν μελέτης τα συστήματα 
με επαναλαμβανόμενες αφίξεις και πολλούς υπαλλήλους. Η ανάλυση τέτοιων 
συστημάτων, περιορίζεται σε μοντέλα με εκθετικούς (ή από ΡΗ κατανομή) χρό­
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νους εξυπηρέτησης (βλέπε Falin [70]). Ενδιαφέρον θα παρουσίαζε η περίπτωση 
με χρόνους εξυπηρέτησης που θα προέρχονταν από αυθαίρετες κατανομές. Επι­
πλέον, αναλυτικά αποτελέσματα, όσον αφορά την κατανομή του αριθμού των 
πελατών στην ουρά επαναλαμβανόμενων αφίξεων, υπάρχουν μόνο για μοντέλα 
Μ/Μ/2 (βλέπε Hanschke [96], Artalejo [8]),

Τέλος, τα συστήματα εξυπηρέτησης με επαναλαμβανόμενες αφίξεις σε δια- 
κριτό χρόνο επίσης προσφέρσνται για περαιτέρω έρευνα. Αξίζει να σημειωθεί 
ότι η ανάλυση τέτοιων συστημάτων είναι εντελώς διαφορετική σε σχέση με αυτή 
σε συνεχή χρόνο.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6

Περίληψη

6.1 Περίληψη

Στην παρούσα διατριβή μελετήθηκαν τρία συστήματα εξυπηρέτησης με κύριο 
χαρακτηριστικό, αυτό των επαναλαμβανόμενων αφίξεων.

Στο κεφάλαιο 2 μελετήθηκε ένα μοντέλο επαναλαμβανόμενων αφίξων με 
έναν υπάλληλο, ο οποίος παρέχει εξυπηρέτηση δυο φάσεων σε σειρά σε κάθε 
πελάτη που καταφθάνει στο σύστημα. Οι πελάτες φθάνουν μεμωνομένα στο 
σύστημα και τοποθετούνται σε μία ουρά. Κάθε πελάτης που ολοκληρώνει την 
πρώτη φάση εξυπηρέτησης, είτε προωθείται άμεσα στη δεύτερη φάση, είτε ει­
σέρχεται στην ουρά των επαναλαμβανόμενων αφίξεων, απ' όπου προσπαθεί 
μετά από τυχαίο χρονικό διάστημα να συνδεθεί με τον υπάλληλο και να λάβει 
τη δεύτερη φάση εξυπηρέτησης που του αναλογεί. Κάθε φορά που ο υπάλληλος 
ελευθερώνεται αναχωρεί για απλές διακοπές.

Μελετώντας το σύστημα σε χρονικές στιγμές αναχωρήσεων, ορίστηκε μία 
Μαρκοβιανή διαδικασία ανανεώσεων, με τη βοήθεια της οποίας αποδείχθηκε 
ότι η στοχαστική διαδικασία που περιγράφει την εξέλιξη του συστήματος είναι 
ημιαναγεννητική. Χρησιμοποιώντας αποτελέσματα της Μαρκοβιανής θεωρίας 
ανανεώσεων, διερευνηθηκαν οι συνθήκες κάτω από τις οποίες το σύστημα μας 
είναι σε στατιστική ισορροπία. Η από κοινού κατανομή του αριθμού των πε­
λατών στην κανονική ουρά και στην ουρά των επαναλαμβανόμενων αφίξεων, 
μελετήθηκε σε όρους γεννητριών συναρτήσεων με τη βοήθεια της μεθόδου της 
συμπληρωματικής μεταβλητής, τόσο σε συνεχή χρόνο, όσο και σε στατιστική 
ισορροπία. Με τη βοήθεια των γεννητριών συναρτήσεων υπολογίστηκαν διά­
φορα χαρακτηριστικά του συστήματος όπως οι πιθανότητες των καταστάσεων 
του υπαλλήλου και οι αναμενόμενοι αριθμοί των πελατών τόσο στη κανονική
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ουρά, όσο και στην ουρά των επαναλαμβανόμενων αφίξεων ξεχωριστά. Επι­
πλέον, κατασκευάστηκαν πίνακες με αριθμητικά αποτελέσματα, που περιγρά­
φουν συσιωδώς τη λειτουργία του συστήματος. Τέλος, αποδείχθηκε ότι στο υπό 
μελέτη μοντέλο ισχύει η ιδιότητα της διάσπασης, που παρατηρείται στη πλειο* 
νότητα των συστημάτων με επαναλαμβανόμενες αφίξεις.

Στο κεφάλαιο 3, μελετήθηκε μία γενίκευση του μοντέλου του κεφαλαίου 2, 
με έναν υπάλληλο που παρέχει εξυπηρέτηση η φάσεων σε σειρά και (π — 1)- 
τύπσυς πελατών επαναλαμβανόμενων αφίξεων. Οι πελάτες φθάνσντας στο σύ­
στημα τοποθετούνται σε μία κανονική ουρά απείρου μήκους και περιμένουν τη 
σειρά τους να εξυπηρετηθούν. Μετά το πέρας της ί-οστής φάσης εξυπηρέτησης 
(ί =  1, 1) ο πελάτης, είτε προωθείται άμεσα στην (ϊ+1)-στή φάση, είτε ει­
σέρχεται στην ϊ-οστή ουρά επαναλαμβανόμενων αφίξεων, απ' όπου προσπαθεί 
να συνδεθεί με τον υπάλληλο για να λάβει την (ί 4- 1)-οστή φάση εξυπηρέτησης 
που του αναλογεί. Ολοι οι πελάτες αναχωρούν αφού λάβουν η φάσεις εξυπηρέ­
τησης. Οι πελάτες της κανονικής ουράς έχουν μη διακάπτσυσα προτεραιότητα 
έναντι αυτών που βρίσκονται στις (π — 1) ουρές επαναλαμβανόμενων αφίξεων, 
ενώ κάθε φορά που ελευθερώνεται ο υπάλληλος αναχωρεί για απλές διακοπές.

Υπολογίστηκαν σε στατιστική ισορροπία και σε κλειστή μορφή οι αναμενό­
μενοι αριθμοί των πελατών στην κανονική ουρά, ενώ με την επίλυση ενός συ­
στήματος γραμμικών εξισώσεων υπολογίστηκαν και οι αναμενόμενες τιμές των 
πελατών κάθε ουράς επαναλαμβανόμενων αφίξεων ξεχωριστά. Επιπλέον, δόθη­
καν αριθμητικά απστελέσματαππου περιγράφουν τη δομή του εν λόγω συστήμα­
τος.

Στο κεφάλαιο 4 μελετήθηκε ένα μοντέλο επαναλαμβανόμενων αφίξεων με 
δύο κλάσεις πελατών και χρόνους προετοιμασίας και αποφόρτισης. Οι πελά­
τες κλάσεις 1 τοποθετούνται στην ουρά, ενώ οι κλάσης 2 στο κουτί των επανα­
λαμβανόμενων αφίξεων, εφόσον δεν βρουν διαθέσιμο τον υπάλληλο σε κάποια 
προσπάθεια τους. Για να αρχίσει να εξυπηρετεί έναν πελάτη οποιοσδήποτε κλά­
σης, ο υπάλληλος χρειάζεται ένα χρόνο προετοιμασίας, ενώ κάθε φορά που δεν 
υπάρχουν πελάτες να περιμένουν στην κανονική ουρά, ενεργοποιεί μία περίοδο 
αποφόρτισης, στη διάρκεια της οποίας είναι διαθέσιμος μόνο για τους πελάτες 
προτεραιότητας (κλάσηςί). Μόλις ολοκληρωθεί επιτυχώς η περίοδος αποφόρτι­
σης, ο υπάλληλος αναχωρεί για απλές διακοπές. Οι πελάτες κλάσης 1, έχουν δια- 
κόπτουσα επαναληπτική προτεραιότητα, όταν η διαδικασία εξυπηρέτησης ενός 
πελάτη κλάσης 2 (retrial) βρίσκεται σε φάση προετοιμασίας και μη διακόπτσυσα 
προτεραιότητα όταν βρίσκεται στη φάση της άμεσης εξυπηρέτησης.

Η διαδικασία που περιγράφει την εξέλιξη του συστήματος είναι ημιαναγεν-
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νητική, αν μελετήσουμε το σύστημα σε χρονικές στιγμές αναχωρήσεων. Χρησι­
μοποιώντας, αποτελέσματα της θεωρίας Μαρκοβιανών ανανεώσεων διερευνή- 
θηκε η συνθήκη στατιστικής ισορροπίας, ενώ με τη βοήθεια της μεθόδου της συ­
μπληρωματικής μεταβλητής μελετήθηκαν οι πιθανότητες των καταστάσεων του 
συστήματος, τόσο σε συνεχή χρόνο, όσο και σε στατιστική ισορροπία. Υπολο­
γίστηκαν οι αναμενόμενοι αριθμοί των πελατών, τόσο στη κανονική ουρά, όσο 
και στην ουρά των επαναλαμβανόμενων αφίξεων ξεχωριστά, με τη βοήθεια των 
οποίων κατασκευάστηκαν πίνακες με χρήσιμα αριθμητικά αποτελέσματα.

6 2  Summary

In this dissertation we study three queueing systems, with the feature of repeated 
attempts. In chapter 2, a queueing system with a single server providing two phases 
of service in succession is considered. Every customer receives service in the first 
phase and in the sequel, either proceeds immediately to the second, or joins the 
retrial box from where he retries independently of the other customers that might 
be in orbit, after a random ammount of time, in order to find available the server 
and get a special second phase service. Whenever the server faces an empty queue, 
departs for a single vacation.

Upon discovering a Markov Renewal Process at departing epochs, we describe 
our system as a Semi-regenerative process and use the Markov renewal theory 
to derive conditions for the system stability. Moreover using the supplementary 
variable technique, we obtain generating functions of the systen state probabilities, 
both in transient and in steady state. Using the corresponding generating functions 
we derive several useful performance measures such as, the probabilities of server 
state and the mean number of customers both in ordinary queue and in the retrial 
box. A stochastic decomposition result is also presented, while numerical results 
are finally obtained and used to investigate the system behaviour.

In chapter 3, we propose a generalization of the above described two phase 
model, considering model with a single server providing n  phases of service in 
succession, and (η  — 1) types of retrial customers. Customers are placed upon 
arrival in a single ordinary queue, waiting to start their service procedure. Every 
customer receives service in all phases and upon service completion in the zth 
phase, the customer, either procceeds directly to the (i 4- l)th  phase, or joins the 
ith retrial box from where he retries independently, both from the customer in 
the corresponding box and from the customers from other boxes, after a random 
ammount of time, to find a position for the ( i+ l)th  phase service. Moreover every
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time the server faces an empty queue, departs for a single vacation-
The mean number of customers in the ordinary queue, in steady state, is 

obtained in product form, while the mean number of customer in each retrial 
box separately are also obtained, using the solution of a set of linear equations. 
These performance measures are used to investigate the systems performance by 
providing some numerical results.

Finally in chapter 4, a queueing model with two kinds of customers, ordinary 
and retrial, is studied. To start serving both types of customers, the server needs a 
start-up period, while when there are no ordinary customers waiting in the queue, 
the servo* performs a dose-down period. The ordinary customers have preemptive 
repeat priority, when the servo- performs a start up time in order to serve a retrial 
customer, and non preemptive priority when the server is busy with this type of 
customer. During the dose down period no retrial customers can access the server, 
while the arrival of an ordinary customer forces the server to return and prepare 
to serve him. Every time a dose down period is succesfully completed, the server 
departs fo r a single vacation.

The stochastic process, describing the evolution of our system is semi 
regenerative, by discovering a Markov renewal process on departure epochs. 
Using the corresponding theory, the stability conditions are investigated, while 
generating functions of the joint distribution of the number of customers in the 
ordinary queue and in the retrial box are obtained, both in transient, and in steady 
state, using the supplementary variable technique. Performance measures are 
also obtained and used to derive numerical results, describing the evolution of 
the system.
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