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Π Ρ Ο Λ Ο Γ Ο Σ

Η πολυδιάστατη ανάλυση ε ίν α ι ο κλάδος εκ ε ίν ο ς  της

στατιστικής που ασχολείται με την μελέτη και ανάλυση πολυδιά -  

στατων δεδομένων. Σαν πολυδιάστατα δεδομένα εννοούμε την

καταγραφή των τιμών πολλών διαφορετικών τυχαίων μεταβλητών σε 

κάθε πειραματική μονάδα. Οι μεταβλητές αυτές δεν ε ίν α ι 

απαραίτητο να ε ίν α ι όλες του ιδ ίο υ  τύπου (π .χ . ποσοτικές ή 

π ο ιο τ ικ ές ) . Πολυδιάστατα δεδομένα συναντάμε συχνά σ τ ις

κοινω νικές, ψυχολογικές και ια τρ ικ ές  επ ισ τήμες.

Τα θέματα της πολυδιάστατης ανάλυσης ε ίν α ι αφ’ ενός 

μεν γ εν ικ εύ σ εις  αντιστοίχων θεμάτων της μονοδιάστατης ανάλυσης 

αφ' ετέρου δε η μελέτη  και ανάπτυξη καινούργιων μεθόδων και

τεχνικών. Οι μέθοδοι και ο ι τ εχ ν ικ ές  αυτές μας ε ίν α ι χρήσιμες 

για  την καλύτερη κατανόηση της πολύπλοκης δομής των πολυδιάσταων 

δεδομένων.

Σ τ ις  γ εν ικ εύ σ ε ις  από την μονοδιάστατη ανάλυση ανήκουν 

θέματα όπως : πολυδιάστατες κατανομές και ροπές αυτών,

εκ τ ιμ η τ ικ ή , έλεγχος υποθέσεων, παλινδρόμηση και ανάλυση 

διακύμανσης κ .ά .

Σ τ ις  κα ινούργιες μεθόδους και τ εχ ν ικ ές  ανήκουν θέματα όπως: 

κύριες συνιστώσες, διαχω ριστική ανάλυση, παραγοντική ανάλυση, 

ταξινομική ανάλυση κ .ά .

Οι σημειώ σεις αυτές επ ιχ ε ιρ ο ύ ν  μ ια  σύντομη εισαγωγή τόσο 

σ τ ις  γ εν ικ εύ σ ε ις  από την μονοδιάστατη ανάλυση όσο και στα ε ιδ ικ ά  

θέματα της πολυδιάστατης ανάλυσης. Γράφτηκαν γ ια  να καλύψουν τ ις  

ανάγκες του μαθήματος "Ε ιδ ικ ά  Θέματα Σ τα τισ τ ικ ή ς" που διδάσκετα ι
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στο 8° εξάμηνο του Τμήματος Μαθηματικών του Πανεπιστημίου 

Ιωαννίνων. Αποτέλεσμα του σκοπού γ ια  τον οποίο γράφτηκαν ο ι 

σ η μ ειώ σ εις  αυτές ε ίν α ι  να α π ευθύνοντα ι, κατά κύριο λόγο, σε 

Μαθηματικούς. Έ νας που χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ί μεθόδους της πολυδιάστατης 

ανάλυσης δεν θα μπορούσε να οφ εληθεί από την ανάγνωση αυτών των 

σημειώσεων.

Συνολικά ο ι σ η μ ειώ σ εις  α υτές αποτελούνται από έξη  κεφάλαια. 

Τα τέσσερα πρώτα κεφάλαια αποτελούν γεν ίκευσ η  αντίστο ιχω ν 

θεμάτων στην μονοδιάστατη ανάλυση. Τα δύο τελ ευ τα ία  ε ίν α ι στην 

κατεύθυνση των νέων μεθόδων και τεχνικώ ν που αναφέραμε 

προηγουμένως.

Πιο συγκεκριμένα  στο 1° κεφάλαιο δ ίν ο ν τα ι ο ι απαραίτητοι 

σ υ μ βο λ ισ μ ο ί, η έννο ια  της πολυδιάστατης κατανομής και ο ι 

α ν τ ίσ τ ο ιχ ε ς  ροπές τη ς . Το κεφάλαιο ολοκληρώνεται με την απόδειξη 

μερικώ ν θεωρημάτων τα οποία αποτελούν γ ε ν ικ ε ύ σ ε ις  αντίστο ιχω ν 

θεωρημάτων στην μονοδιάστατη περίπτωση.

Στο 2° κεφάλαιο αναφέρονται ο ι π ιο  συχνά χρησιμοποιούμενες 

πολυδιάστατες κατανομές με μ ε ρ ικ έ ς  από τ ις  ιδ ιό τ η τ έ ς  τους.

Μέθοδοι γ ια  την εκ τίμ ησ η  των παραμέτρων των πολυδιάστατων 

κατανομών με έμφαση, λόγου του ρόλου που π α ίζ ε ι στην

πολυδιάστατη ανάλυση, την εκτίμησ η  των παραμέτρων της

πολυδιάστατης κανονικής κατανομής, παρουσιάζονται στο 3° 

κεφάλαιο.

Οι διαφορές που υπάρχουν μεταξύ του ελέγχου υποθέσεων γ ια  

την μονοδιάστατη και την πολυδιάστατη ανάλυση αναπτύσονται στο 

4° κεφάλαιο. Στο ίδ ιο  κεφάλαιο παρουσιάζονται διάφοροι έλεγχ ο ι 

υποθέσεων γ ια  τ ις  παραμέτρους της πολυδιάστατης κανονικής 

κατανομής.

Από τα ε ιδ ικ ά  θέματα της πολυδιάστατης ανάλυσης παρρουσιά-
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ζοντα ι, συνοπτικά, μόνο δύο. Αυτά των κυρίων συνιστωσών, στο 5° 

κεφάλαιο, και της διαχω ριστικής ανάλυσης, στο 6 ° κεφάλαιο.

Η επ ιμ έλ ε ια  των κειμένων καθώς και ο ι διάφορες διορθώσεις 

στα αρχικά χειρόγραφα έγ ινα ν από την συζυγό μου, Βούλα 

Νησσοπούλου, και την κόρη μου Ναταλία, τ ις  οποίες και ευχαριστώ.

Δεν θα χρειαζόταν ίσως να αναφερθεί ό τ ι ο μόνος υπεύθυνος 

γ ια  κάθε λάθος ή παράλειψη ε ίν α ι ο συγγραφέας.

Ιωάννινα, Ιανουάριος 1993
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1 .  Ε Ι Σ Α Γ Ω Γ Η

1.1 ΓΕΝΙΚΑ

Η πολυδιάστατη ή πολυμεταβλητή ανάλυση ασχολείται με 

δεδομένα τα οποία είναι παρατηρήσεις σε δύο ή περισσότερες 

τυχαίες μεταβλητές, όπου κάθε μεταβλητή μετριέται σε ένα σύνολο 

πειραματικών μονάδων.

Παράδειγμα 1.1 Ένα παράδειγμα πολυμεταβλητών δεδομένων είναι 

και οι βαθμοί των φοιτητών στα διάφορα μαθήματα όπως φαίνεται 

και στον πίνακα που ακολουθεί.

Πίνακας 1.1
Βαθμοί φοιτητών σε διάφορα μαθήματα

'Ονομα Ανάλυση Υπολογιστές Στατιστική Άλγεβρα
Adame, Ε 5Θ 43 45 61
B l o g g s ,J 43 58 59 48
F i s h e r ,R 37 35

Κ. λ. Π.
43 52

Παράδειγμα 1.2 Τα παρακάτω δεδομένα είναι οι μετρήσεις μας σε 

πέντε φοιτητές (πειραματικές μονάδες). Για κάθε φοιτητή



2 ΚΕΦΑΛΑΙΟ I . - ΕΙΠΑΓΩΓΗ

καταγράφουμε τ ις  τ ιμ έ ς  τριώ ν μεταβλητώ ν. Της μεταβλητής που

π α ρ ισ τά νει την η λ ικ ία  (σ ε χρό ν ια ) του φ ο ιτητή  κατά την είσοδό

του στο Π α νεπ ιστήμ ιο . Της μεταβλητής X που π α ριστά νει τη μέση£
βαθμολογία (με άριστα το 100) του φ ο ιτητή  στο τέλος του πρώτου 

έτους και τέλος την μεταβλητή X που π α ρ ισ τά νει το φύλο του 

φ ο ιτη τή .

Πίνακας 1 . 2

Φ οιτητής χ ,

Μεταβλητές

χ 2 Χ 3

1 1 8 ,  4 5 7 0
C *>

1

Π ειρα μα τικές
Μονάδες

2

3

4

1 8 ,  41  

1 8 ,  3 9  

1 8 ,  7 0

65
71

7 2

ο
 

ο
 

ο

5 1 8 ,  3 4 9 4 ί
( * )  Το ένα (1 )  α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί σε αγόρι κα ι το μηδέν (0 )  σε κ ο ρ ίτ σ ι.

Από το τ ελ ευ τα ίο  παράδειγμα γ ίν ε τ α ι φανερό ό τ ι στην 

πολυμεταβλητή ανάλυση ο ι μ ετα βλη τές  που εξετά ζουμε δεν ε ίν α ι 

απαραίτητο να ε ίν α ι  όλες του ίδ ιο υ  τόπου (π .χ . όλες ποσοτικές ή 

όλες π ο ιο τ ικ έ ς ) .

Η ανάγκη γ ια  χρήση πολυμεταβλητών μεθόδων προέκυψε από την 

διαπίστωση ό τ ι α ρκετές  φορές ο ι υπό εξέταση μετα βλητές ε ίν α ι 

σ υ σ χ ετ ισ μ ένες  μεταξύ τους. Αυτό έ χ ε ι  σαν αποτέλεσμα να μην ε ίν α ι 

σωστή η μεμονομένη εξέταση κάθε μετα βλητής. Αλλά και στην 

περίπτωση που ο ι υπό εξέταση μ ετα βλητές  ε ίν α ι ασυσχέτιστες 

μεταξό τους η α ξ ία  της πολυμεταβλητής ανάλυσης ε ίν α ι μεγάλη 

δ ιό τ ι  ε ξ ε τ ά ζ ε ι τ ι ς  μ ετρ ή σ ε ις  σαν ένα ε ν ια ίο  σόστημα μετρήσεων.

0 πίνακας που ακολουθεί μας δ ίν ε ι  αφ' ενός μεν τ ις  διάφορες 

μεθόδους στην πολυμεταβλητή ανάλυση, αφ' ετέρου δε και το που 

μπορεί να χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ιθ ε ί η κάθε μ ία .
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Πίνακας 1 .3

Π Λ Η Θ Υ Σ Μ Ο Ι

Μ E v a s  Π λ η Θ υ σ μ ό ε
Δύο  ή Π ε ρ ι σ σ ό τ ε ρ ο ι  

Πλη  θ υ σμ ο L

0D
 >

 Η
 Π

* Εν  α Ε ύ ν ο λ ο
K 0 p i . e s  Ε υ ν ι σ τ ώ σ ε ε  

Π α ρ α ^ ο ν τ ι κ ή  Α ν ά λ υ σ η

Π ο λ υ δ ι ά σ τ α τ η  Α ν ά λ υ σ η

Δ ι α κ ύ μ α ν σ η s 

Δ ι α χ ω ρ ι σ τ ι κ ή  Α ν ά λ υ σ η

Λ Τ α ξ ι ν ο μ ι κ ή  Α ν ά λ υ σ η
Η Π ο λ υ ω ν υ μ ι κ ή
Τ Δύο  ή Παλ  ι ν δ ρ ό μ η σ η Π ο λ υ δ ι ά σ τ α τ η  Α ν ά λ υ σ η
ε Π ε ρ ι σ σ ό τ ε ρ α Π ο λ λ α π λ ή  Ε υ σ χ έ τ ι σ η Ε υ ν δ ι α κ ύ μ α ν σ η ε

Ε Ε ύ ν ο λ α η  Μ ε ρ ι κ ή  Ε υ σ χ έ τ ι σ η  

Κ α ν ο ν ι κ ή  Ε υ σ χ έ τ ι σ η

1 .2  ΣΥΜΒΟΛΙΣΜΟΙ

Με η θα συμβολίζουμε τον αριθμό των πειραματικών μονάδων, 

ενώ με ρ τον αριθμό των υπό εξέταση μεταβλητών. ε ίν α ι η j  ( j  

= 1 , 2 , . . . , ρ )  μεταβλητή και χ .^  ε ίν α ι η παρατήρηση στην ί  ( ί=

1 , 2 , . . . , η) πειραματική μονάδα γ ια  την j  μεταβλητή. Με το 

συμβολισμό αυτό τα δεδομένα μας, σε ένα πρόβλημα πολυμεταβλητής 
ανάλυσης, θα έχουν την παρακάτω μορφή.

Πίνακας 1 .4

Μ Ε Τ A Β Λ Η Τ Ε Σ
X, Χο X χ

1 2 3 Ρ
ο„ χ . . X X χ1 11 12 13 1 ρ
0 X X χ2 21 22 23 2ρ
ο . χ „ . Χ _ X χ

ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΕΣ 3 31 32 33 3ρ

ΜΟΝΑΔΕΣ •
•

• · 
• ·

• •
•

•
0

• 1

χ . χ
•
X

•
Xη η ΐ  η2 η3 ηρ



\ΕΦΑΛΑ10 1 * * ΕΙΕΑΓΩΓΗ

Τον πίνακα των δεδομένων μας θα τον συμβολίξουμαι με X , 

ή X s  (χ . ) .  npocpc 

Ας συμβολίσουμε με

δηλαδή X s  (x . J .  Προφανώς ο X ε ίν α ι  ένας ηχρ πίνακας.

1 η
χ  = -  Γ  X• J η ί « 1

την δ ε ιγ μ α τ ικ ή  μέση τ ιμ ή  γ ια  την j  μετα βλητή , με

Π2 2 1 
' j j ■ V t K - Vi *  1

την δ ε ιγ μ α τ ικ ή  διακύμανση γ ια  την j  μεταβλητή και με

S J J '  ·  τ  • * . r )

τη δ ε ιγ μ α τ ικ ή  συνδιακύμανση μεταξύ των μεταβλητών και Χ^, ,

Αν τώρα θέσουμε χ *  (X ,Χ , . . . , Χ  ) '  ,τ ό τ ε  χ ε ίν α ι ένα ρ χ ΐ1 6 ρ
διάνυσμα με μέση τ ιμ ή  χ = (χ ,χ  , . . .  ,χ  ) '  ή κάνοντας χρήση 

πινάκων

Σ  = Τ  Σ « ,  ■  Τ  * ' 1 ·
1*1

όπου χ . = 

ε ίν α ι

— ίχ  ·Χ ι · · · * χ  ) και 1 — (1 |1 »  · · μ 1) ·
1 11  16  ι ρ

Ο δ ε ιγ μ α τ ικ ό ς  πίνακας διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων του x  θα

s .  ±  Z ( V i , ( V i ) ' . i  Σ  χ χ '  -
1* 1  & * 1

X X

' = —  f  X X  -  —  X '1 1 'x l  = —  Χ'ΗΧ ,n  ̂ η J π~ ~ η Χ Χ  - Χ Ϊ

όπου Η = I  -  “ - 1 1 ' ,  και I  ε ίν α ι ο μονα δια ίος πίνακας τάξεως η . 

Από τον ορισμό του πίνακα Η προκύπτει ό τ ι ο Η ε ίν α ι συμμετρικός 

και ταυτοδύναμος ( i d e m p o t e n t ) . Άρα γ ια  κάθε διάνυσμα a  θα 

έχ ο υ μ ε:

a 'S  a  = —  a'X 'H X a = —  a'X 'H 'H X a = — y 'y  *  0 ,η η n
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όπου y = HXa. Από αυτό συμπεραίνουμε ό τ ι ο δειγμα τικός 

πίνακας διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων S ε ίν α ι θετικώ ς 

ημιορισμένος. Γ ια  συνεχή δεδομένα ο πίνακας S ε ίν α ι θ ετ ικ ά  

ορισμένος εάν η £ ρ+1

Σε αναλογία με την μονοδιάστατη περίπτωση ορίζουμε και τον 

αμερόληπτο δειγμα τικό  πίνακα διακυμάνσεων -  συνδιακυμάνσεων με 

τη σχέση ,
S Χ'ΗΧ =u η- 1

η
η-1 S .

Από τον προηγούμενο συμβολισμό και από τον ορισμό του

συντελεστή συσχέτισης r  ,μεταξύ δύο τυχαίων μεταβλητών Χ  ̂ και

X , προκύπτει ό τ ι r  , = s  , / ( s  s . , ) .  0 ρχρ πίνακας
J j J J j

R *  ( r .  , ) θα ονομάζεται δειγμα τικό ς πίνακας συσχέτισης. 

Εύκολα μπορούμε να αποδείξουμε ό τ ι μεταξύ των πινάκων R και S 

ισχύουν ο ι σ χέσ εις :

i )  R *  D 1SD 1, i i )  S = DRD όπου D = d ia g ( s  ) .^

Παράδειγμα 1 .3  Τα παρακάτω δεδομένα ε ίν α ι ο ι ποσότητες φελλού, 

σε εκατοστά του γραμμαρίου, σε 28 δέντρα ως προς τ ις  τέσ σ ερ εις  

δ ιευθύνσ εις  του ορίζοντα :

A *  ανατολικά , Δ *  δυτικά , Β *  βόρεια  , Ν = νό τια

Β A Ν Δ Β A Ν Δ Β A Ν Δ Β A Ν Δ

72 66 76 77 42 43 31 25 91 79 100 75 32 30 30 32
60 53 66 63 37 40 31 25 56 68 47 50 60 50 67 54
56 57 64 58 33 29 27 36 79 65 70 61 35 37 48 39
41 29 36 38 32 30 34 28 81 80 68 58 39 36 39 31
32 32 35 36 63 45 74 63 78 55 67 60 50 34 37 40
30 35 34 26 54 46 60 52 46 38 37 38 43 37 39 50
39 39 31 27 47 51 52 43 39 35 34 37 48 54 57 43

Με βάση τα δεδομένα αυτά θα έχουμε : 

χ - (50 ,536 , 46,179 , 49 ,679  , 4 5 ,1 7 9 ) '.  Από τ ις  τ ιμ έ ς  των 

μέσων τιμών μπορούμε να συμπεράνουμε ό τ ι υπάρχει μεγαλύτερη 

ποσότητα φελλλού στην κατεύθυνση Β-Ν παρά στην κατεύθυνση Α-Δ.
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Ο δ ε ιγ μ α τ ικ ό ς  πίνακας διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων S  καθώς 

κα ι ο δ ε ιγ μ α τ ικ ό ς  πίνακας συσχέτισης Β ε ίν α ι

B A N Δ

Β 2 8 0 , 0 3 4  2 1  5 ,  7 6 1  2 7 8 , 1  3 6  2 1 8 ,  1 9 θ '

S .  Α 2 1  2 , 0 7 5  2 2 0 ,  8 7 9  1 6 S , 2 5 4

Ν 3 3 7 ,  5 0 4  2 S 0 ,  2 7 2

Δ 2 1  7 ,  9 3 2 ,

Β A Ν Δ

Β ” 1 0 , 8 8 5  0 , 9 0 5  0 , 8 8 3 '

Β = Α 1 0 ,  8 2 6  0 ,  7 6 9

Ν 1 0 , 9 2 3

Δ 1 ,
Ε π ειδή  ο ι π ίνα κες S  και Β ε ίν α ι  σ υ μ μ ετρ ικ ο ί γ ι '  αυτό έχουμε 

γράψει τον άνω τρ ιγω ν ικό  πίνακα σε κάθε περίπτωση.

Από τον πίνακα S μπορούμε να δούμε ό τ ι η ν ό τ ια  κατεύθυνση 

έ χ ε ι  την μεγαλύτερη διακύμανση. Ακόμη, από τον πίνακα Β, 

δ ιαπιστώ νουμε ό τ ι υπάρχει μεγάλη συσχέτιση μεταξύ Β και Ν ενώ η 

συσχέτιση  μεταξύ Α και Δ ε ίν α ι  μ ικ ρ ό τερ η .

0  πίνακας S των δειγμα τικώ ν διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων 

ε ίν α ι  ένα μέτρο πολυδιάστατης διασποράς. Πολλές φορές όμως 

χρειαζόμαστε ένα μέτρο πολυδιάστατης διασποράς το οποίο να 

εκφράζεται με ένα και μόνο α ρ ιθμ ό . Τ έτο ια  μέτρα ε ίν α ι  :

i )  Η γ εν ικ ευ μ έν η  διακύμανση , d e t ( S )  και

i i )  Η ο λ ικ ή  μεταβλητότητα , t r ( S )  , 

όπου d e t ( · )  κα ι t r ( · )  συμβολίζουν, α ν τ ίσ το ιχ α , την ορίζουσα και 

το ίχ νο ς  ενός πίνακα.
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1 .3  ΡΟΠΕΣ ΠΟΛΥΔΙΑΣΤΑΤΩΝ ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ

Οι έ ν ν ο ιε ς , ο ι ορισμοί καθώς και ο ι ιδ ιό τ η τ ε ς  που θα 

αποδειχθούν σ' αυτήν την παράγραφο, αποτελούν όλα γ ε ν ικ ε ύ σ ε ις  

αντίστοιχων εννοιώ ν, ορισμών και ιδ ιο τήτω ν γ ια  την μονοδιάστατη 

περί, πτώση.

Έ τ σ ι,  αν X , X............ X ε ίν α ι τυχα ίες  μετα βλητές ( τ .  μ . )
1 2  ρ

τότε το p x l διάνυσμα χ = (X ,Χ , . , . , Χ  ) '  ονομάζεται
1 2  ρ

ρ - δ ι ά σ τ α τ ο  τ υ χ α ί ο  δ ι ά ν υ σ μ α  ( τ .  δ . ) .

Γ ια  κάθε ρ-διάστατο τ .  δ . ο ρ ίζ ετα ι η α θρο ισ τική  κατανομή 

από την σχέση :

D c  Rp του χ .

Αν όλες ο ι συνιστώσες του τ . δ . χ ε ίν α ι σ υ ν εχ ε ίς  τ .  μ . τότε 

η συνάρτηση πυκνότητος πιθανότητος / ( χ )  του χ ικ α ν ο π ο ιε ί τ ις  

σ χέσ εις  :

Στην περίπτωση που όλες ol συνιστώσες του τ .  δ . x  ε ίν α ι 

απαριθμητές (δ ια κ ρ ιτ έ ς )  τ . μ . τό τε  η συνάρτηση πιθανότητος ρ (χ ) 

του χ ικ α νο π ο ιεί τ ις  σ χ έσ εις  :

Σε ό τ ι ακολουθεί θα μ ιλά με γ ια  την κατανομή ενός τ . δ . x 

και θα την συμβολίζουμε με f ( x )  ανεξάρτητα απο τον τύπο των 

συνιστωσών του (σ υ νεχ ε ί ή δ ια κ ρ ιτ έ ς ) .

ρ

+00+00 +οο

“ 00 -00 -00
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Αν χ  χ  ε ίν α ι  δύο τ .  δ . μ ε  από κο ινού κατανομή Η ΧΛ*Χ0)1 2  1 Λ
τό τε  η κατανομή π ερ ιθω ρίου  του τ .  δ . χ ο ρ ίζ ε τ α ι από την σχέση

+οο 1

/ X i < V  *  ·

Τέλος η υπό συνθήκη κατανομή του τ .  δ . χ δ ο θ έ ν τ ο ς  του

τ .  δ . χ 2 ο ρ ίζ ε τ α ι από την σχέση :

/ < ν ν
ί , , Ι , / ' , ' ν - ζ Τ ζ Γ ·

Ορισμός 1 .1  Αν x  ε ίν α ι  ένα ρ χ ΐ τ .  δ . τό τε  η αναμενομένη ή μέση 

τ ιμ ή  του χ σ υ μ βο λ ίζ ετα ι μ ε  μ  και ο ρ ίζ ε τ α ι από την σχέση

μ = Ε (χ ) = [E (X t ) ] .

Γ ια  την αναμενομένη τ ιμ ή  ενός τ .  δ . χ ισ χ ύ ε ι η εξής 

ιδ ιό τ η τ α  :

Ε(Αχ + b ) *  ΑΕ(χ) + b  ,

όπου Α και b  ε ίν α ι  κατάλληλοι σταθεροί πίνακας κα ι διάνυσμα, 

α ν τ ίσ το ιχ α .

Ορισμός 1 .2  0 πίνακας διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων ενός τ .  δ . χ 

σ υ μ βο λ ίζ ετα ι με Σ και ο ρ ίζ ε τ α ι από την σχέση :

Σ = V ar(x ) = Ε ^(χ  -  μ ) ( χ  -  μ ) ' ] .

Γ ια  την V ar(x ) ισχύουν ο ι παρακάτω ιδ ιό τ η τ ε ς  .*

i )  V ar(x ) *  Ε (χ χ ')  -  (Ε χ )(Ε χ ) ' = Ε ( χ χ ') -  μ  μ ' .

i i ) V a r ( a 'x )  *  a 'V a r ( x ) a  , γ ια  κάθε σταθερό διάνυσμα a  .

i i i ) V a r (A x  + b ) *  A V ar(x ) A ' , γ ια  κάθε σταθερό πίνακα Α και 

γ ια  κάθε σταθερό διάνυσμα b  .
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Ορισμός 1 .3  Η συνδιακΰμανση δύο τ . δ . χ^ και με μέσες τ ιμ έ ς  

και μ 2 , α ντ ίσ το ιχα , ο ρ ίζ ετα ι από την σχέση :

0 °ν (χ ι ,χ 2) = ε [ ( χ Γ  μ ^ Ο ^ -  μ 2) ' j  .

Γ ια  την συνδιακΰμανση μπορούν εύκολα να δειχθούν ο ι 

παρακάτω ιδ ιό τ η τ ε ς  :

i)C o v (x t ,x 2) *  E U ^ )  “  ^ 1 ^2  *
i i )C o v (x ,x )  *  V ar(x) .

i i i ) C o v ( x i ,x 2) = j^Cov(x2 , x i ) j  .

iv )C ov(x^ + x 2 »y) = C ov(x^ ,y ) + C ov(x2 »y ) .

v)Cov(Ax^,Bx 2) = ACov(x^,X2)B ' .

v i)C o v (x  ,x  ) = 0 , αν τα τ .δ .  x  και x  ε ίν α ι  ανεξάρτητα.
1 2 1 2

Σε α ν τ ισ το ιχ ία  με τον δ ε ιγ μ α τ ικ ό  πίνακα συσχέτισης R 

ο ρ ίζ ετα ι ο πίνακας συσχέτισης γ ια  τον πληθυσμό από την σχέση

Ρ s  (ρ . , , ) , όπου ρ , = σ . , / (σ  . σ . , . 
j j  j j  j j  j  j

Τα σ , , σ & σ , ε ίν α ι τα ανάλογα των δειγμα τικώ ν ποσοτήτων
j j  j  j

S . , ι S , & S / ·
J j  J  J

Αν Δ = d i a g ^ )  τό τε εύκολα μπορούμε να δούμε ό τ ι 

Ρ *  Δ " 1! * ' 1 και Σ = ΑΡΔ .

Ακόμη, επ ε ιδ ή  V a r (a 'x )  £ 0 γ ια  κάθε διάνυσμα a  ,από την

ιδ ιό τη τα  ( ί ΐ )  της Var(X) s  Σ , μπορούμε να συμπεράνουμε ό τ ι ο

πίνακας διακυμάνσεων -  συνδιακυμάνσεων Σ ε ίν α ι  θετικώ ς

ημ ιο ρ ισ μένο ς. Επίσης από την σχέση Ρ *  Δ” ΣΔ~ και από γνωστή 

ιδ ιό τη τα  της θεωρίας πινάκων έχουμε ό τ ι και ο πίνακας Ρ ε ίν α ι 

θετικώ ς ημ ιο ρ ισ μένο ς.
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Ορισμός 1 .4  Αν χ = ( Χ ^ Χ ^  . . .  ,Χ ) '  ε ίν α ι ένα τ .  S . τότε η 

ροπογεννήτρια  του χ ή αλλιώς η από κοινοί) ροπογεννήτρια των 

Xt ,X 2 ..........Χρ ο ρ ίζ ε τ α ι από την σχέση

mx ( t )  *  E e * '1  , t€ R p . (1 .1 )

Όπως και στην περίπτωση των μονοδιάστατων τ . μ . ,  έ τσ ι και 

η ροπογεννήτρια  ενός τ .  δ . μπορεί να χ ρ η σ ιμ π ο ιε ιθ ε ί γ ια  την 

εύρεση της Ε (χ ) , V a r (x ) ,  γ ια  την απ όδειξη  ανεξαρτησίας και την 

εύρεση της κατανομής τυχαίων διανυσμάτων .

Στο επόμενο θεώρημα απ οδυκνείοντα ι μ ερ ικ έ ς  από τ ις  

ιδ ιό τ η τ ε ς  της ροπογεννήτριας τυχαίου διανύσματος.

Θεώρημα 1 .1  Έστω x ένα ρ χ ΐ τυχαίο δ ι  άνυσμα , Α ένας 

κατάλληλος σταθερός πίνακας και b  ένα κατάλληλο σταθερό 

διάνυσμα.

ί)Α ν  y  = Ax + b  , τό τε  m ( t )  = ^  ιηχ ( Α Ί )  , t€R p .

i i )A v  y  = cx  , τό τε  m^Ct) = m^Cct) , ceR .

r d ro ( t )  
i U , E ( x ,  • [ l n £ -  

<3

V ar(x) 

όπου j , j '

a 2mx ( t )

a t .  a t . ,  t= oL j
1 ,2  f · · · »p t  "

και

a  mx ( t )
------------  x

a  t .
j

. . , t  ) ' .
P

a  mx ( t )

t= o
f

Α πόδειξη Τα ( i )  και ( i i )  προκύπτουν εύκολα από τον ορισμό 

της ροπογεννήτριας συνάρτησης και τ ις  ιδ ιό τ η τ ε ς  της αναμενόμενης 

τ ιμ ή ς  .
i i i )  Αν υποθέσουμε ό τ ι η m ( t )  ε ίν α ι  καλά ορισμένη 

πεπερασμένη -  σε μ ια  π ερ ιο χή  του μηδενός τό τε  μπορούμε να 

γράψουμε
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β m ( t )X

d t .

a
a  t

E ex - t  *  E J U  . * ' *  .  E . « ' *  X ,
<* t J

Άρα
a mx ( t)  

a t t  = o
= E X *  E (x ) = (EX .)=  

j J

■ a  mx ( t )

U t , t - o J

Γ ια  την V ar(x) θα έχουμε

a 2m ( t )

av v
*  EeX *X  X , και 

j j

a  m ( t )  ,
----------------  = E(X X , ) .
a t  a  t  , |t= o  J j

J J

Επειδή τώρα Var(x) * |ε (Χ^ Xj'^ ” (EX^)(EX^,)j , συμπεραίνουμε 

ότι η Var(x) δίνεται από την σχέση στο (iii).

Το επόμενο θεώρημα δηλώνει 0 t l  η ροπογεννήτρια  ενός τ .  δ . 

π ρ ο σ δ ιο ρ ίζει την κατανομή του τ .  δ . , υπό την προϋπόθεση ό τ ι 

ε ίν α ι καλά ορισμένη σε μ ια  περιοχή του μηδενός .

Θεώρημα 1 .2  Αν x  και y  ε ίν α ι δύο ρ χ ΐ τ . δ . και m ( t )  *  m ( t ) ,Y i a
*  y

κάθε t  σε μ ια  περιοχή του μηδενός, τό τε τα τ .  δ . x  και y  έχουν 

την ίδ ια  κατανομή.

Απόδειξη Η απόδειξη σ τη ρ ίζ ετα ι σε ιδ ιό τ η τ ε ς  μετασχηματισμών 

L ap lace  και π α ρα λείπ ετα ι.

Αν χ ε ίν α ι ένα p x l τ .  δ . και γράψουμε χ  = (χ ' ,χ ') ' ,ό π ο υ
1 2

X (k  = 1 ,2 )  ε ίν α ι ,α ν τ ίσ το ιχ α , ρ x l  τ . δ . (ρ  +ρ = ρ ) , τότεk k 1 2
μπορούμε να δε ίξο υ μ ε το επόμενο Θεώρημα .
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θεώρημα 1 .3  Αν χ * (χ', χ' ) '  ,τ ό τ ε
1 6

i )  m ( t , )  -  » χ

/■------
-P 

o
v____ , t ^ €  R κα ι m ( t  ) *  m

o ’ 

t1 < 4 X2 2 x l 2 J
. ν «

ϋ )  Τα τ .  δ . χ^ και x g ε ίν α ι  ανεξάρητα εάν και μόνον εάν

]
t * W  "χ <Vm

Ρ Ρ
γ ια  κάθε t e n 1 και γ ια  κάθε t €  R ? 

1 2

Α πόδειξη i )  ιηχ ^ i j  -  Ε e 1 1
x't + χ'ο

Ανάλογη ε ίν α ι  η α π όδειξη  κα ι γ ια  το m (t ).
χ 2 2

ϋ )  Ας υποθέσουμε ό τ ι τα τ .  δ . χ  κα ι χ  ε ίν α ι  ανεξάρτητα.
A £

Τότε

m^Ct) = Ε e 1 1  2 2
. r xt + xo i f  x'o + x't

s Ee 1 1 2 E e 1 2 2
t 4

r 1 1 1 0  '

=  m
1

m J
X X

1 2J
■ L  “ τ  *

x i 1 x 2 2

Αντίστροφα,ας υποθέσουμε ό τ ι γ ια  τ ις  ροπ ογεννήτρ ιες  των

τ .  δ . χ και χ ισ χ ύ ε ι η σχέση του θεωρήματος στο ( i i ) .  Έστω

ό τ ι y  και y  ε ίν α ι  δύο ανεξάρτητα τ .  δ . των οποίων ο ι 
1 2

κατανομές ε ίν α ι  ο ι ί δ ι ε ς  μ ε  α υτές των χ και χ  α ντ ίσ το ιχ α .λ £
Τότε από το προηγούμενο Θεώρημα θα έχουμε :

<V ’ "χ
Ακόμη, επ ε ιδ ή  τα τ .  % y  και y  τα πήραμε ανεξάρτητα θα ισ χ ύ ε ι

1 Μ

f t  ] 1 και m (t ) *  mo ' 

t0 . y 2 12J

"y(t) ” Υ
V my

f  \
O

t = ID
X

v mx
0 ' 
t.0 . * 2 l 2j ®. 12J

* »x(t),
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όπου y  *  ( y ' » y ' ) '  . Δηλαδή τα τ .  δ . ζ  και y  έχουν την ίδ ια1 Μ

κατανομή, άρα και τα τ .  δ . ζ  και χ  ε ίν α ι  ανεξάρτητα. (Με άλλα
1 2

λόγια ο παραπάνω συλογισμός δ ε ίχ ν ε ι  ό τ ι τα τ .  δ . χ  και χ
* 1 w

ε ίν α ι ανεξάρτητα επ ε ιδ ή  έχουν την ίδ ια  ροπογεννήτρια  σαν να 

ήταν ανεξάρτητα ) .

θεώρημα 1 .4  Αν x  και χ  ε ίν α ι  δύο ρ χ ΐ ανεξάρτητα τ .  δ . ,τ ό τ ε1 b
γ ια  την ροπογεννήτρια του τ .  δ . y  = χ^ + ισ χ ύ ε ι :

m ( t )  *  m ( t )  m ( t )
9  1 2

V 't  Xl t+ X 2tΑπόδειξη m^Ct) = E e y x  = E e 1 2 * (Ee )(Ee )
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Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

1 .1  Αν x 1 ,x 2 , . . . , x n ε ίν α ι  ένα τυχα ίο  δ ε ίγμ α  από την κατανομή 

/ ( χ , θ )  με μέση τ ιμ ή  μ και πίνακα διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων Σ 

να δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι Ex s  μ  και V ar(x ) *  η 1Σ .

*
1 .2  Να δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι  E (S )  = —- —  Σ .

i
1 .3  Έστω χ = (Χ^ ,Χ2 »· · · »Χρ) ένα ρ χ ΐ τυχαίο διάνυσμα και ας

υποθέσουμε ό τ ι όλες ο ι τ .μ .  Χ ρ  i  8 1 , 2 , . . . , ρ ,  έχουν διακύμανση 

σ ' ,  και όλα τα ζεύγη i * j  , τον ίδ ιο  συντελεστή συσχέτισης

ρ . Να γραφεί ο πίνακας διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων του χ σαν 

συνάρτηση των ρ , σ* και να δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι ρ ϊ  -  , (ρ  & 2) .

1 .4  Το τυχαίο διάνυσμα x = (Χ ^ ,Χ ^  έ χ ε ι  Ε (χ ) = [  ο )  κοα

V ar(x ) = ( 1 2 ) *  Νσ δοθούν ^ ι '  ε χ 2 » V arX y  VarX2 , V a r (x ) ,
Ellxll2 , και ο συντελεστής συσχέτισης των Χ^ και Χ2 .

*
1 .5  Εάν χ = (Χ ^,Χ 2 > . . . ,Χρ) ε ίν α ι  ένα τυχαίο διάνυσμα με

V ar(x ) = Σ να δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι Var(X +Χ + . . ,+Χ ) = 1 Σ Ι ,όπουι  ·  ρ
1 ε ίν α ι  ένα διάνυσμα με όλα του τα σ τ ο ιχ ε ία  μονάδες.

1 n
1 .6  Αν S ( a )  *  ~  Σ ( χ < “  α) ( χ . ~ a ) '  ε ίν α ι η δ ε ιγμ α τ ικ ή

n  i = l  1 1
διακύμανση στο σ η μ είο  χ *  a  να δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι

S ( a )  *  S  + (χ  -  a ) ( x  -  a ) ' .

Στην σ υ νέχ εια  χρησιμοποιόντας την σχέση

d e t ( A  ♦ Β · C ) * det(A" V  d e t ( I  + CA_1B)ρχρ pxn nxp '  Π
να δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι
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καί άρα

d e t ( S ( a ) )  *  d e t ( S ) . j l  + (χ  -  a ) ' S _1(x  - a ) j

min d e t ( S ( a ) )  *  d e t ( S )  .

1 .7  Αν Μ *  X 'X  , όπου X ε ίν α ι  ο nxp πίνακας των δεδομένων, να 

δ ε ιχ θ ε ί ό τ ι γ ια  τα σ τ ο ιχ ε ία  του Μ ισ χ ύ ε ι
- 2 ,

■ j j  *  “ f t  *  n ( s j j +  V mj j ' ”  XJ Xj '
- n(S jJ , + x .· x .·,) 

• J  * J

1 .8  Av f ( x l f x 2 ) *  x ^  x 2 , 0 £  X j ,  x 2 £ 1 , να β ρ ε θ ε ί η μέση 

τ ιμ ή  μ  και ο πίνακας διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων Σ .



K A T A N O M E E/ . Π Ο Λ Υ Δ Ι Α Ε Τ Α Τ Ε Ε

Στο κεφάλαιο αυτό θα παρουσιάσουμε ο ρ ισ μ ένες  πολυδιάστατες 

κατανόμες με μ ερ ικ ές  από τ ις  ιδ ιό τ η τ έ ς  τους. Ό λες ο ι κατανομές 

που θα παρουσιασθούν ε ίν α ι γ ε ν ικ ε ύ σ ε ις  α ντίστο ιχω ν μονοδιάστατων 

κατανομών.

2 .1  ΠΟΛΥΔΙΑΣΤΑΤΗ ΚΑΝΟΝΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ

Σε όλους ε ίν α ι γνωστή η έννο ια  της κανονικής κατανομής στην 

μονοδιάστατη περίπτωση. Λέμε ό τ ι η τυχαία μεταβλητή X έ χ ε ι  την

κανονική κατανομή με μέση τ ιμ ή  μ και διακύμανση σ2 , και
2

γράφουμε , X ~ Ν(μ,σ ) ,όταν η συνάρτηση πυκνότητος π ιθανότητος 

της τ .μ .  X δ ίν ε τ α ι από την σχέση

Επίσης ε ίν α ι γνωστό ό τ ι αν χ .  Ν (μ ,σ 2) τό τε  η κατανομή της 

τυχαίας μεταβλητής Υ *  (X -  μ )/σ  ε ίν α ι η τυπ ική  κανονική, και 

συμβολικά Υ~ Ν (0 ,1 ) .

2σe
, -α> < X < +ω.
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Σε αναλογία με τα παραπάνω η πολυδιάστατη κανονική κατανομή 

ο ρ ίζ ε τ α ι ως εξής .

Ορισμός 2 .1  Έστω χ ένα ρ χ ΐ τ .  δ . . θα λέμ ε ό τ ι η κατανομή 

του τ .  δ . χ ε ίν α ι  η ρ  -  δ ιάστατη κανονική κατανομή όταν η 

κατανομή του χ δ ίν ε τ α ι από την σχέση

V x)
- 1 / 2  - (χ - μ ) ' Σ ’ 1 (χ -μ )

= |d e t^ 2n i j j  e 

όπου Σ > 0 (δηλ . Σ θετικώ ς ο ρ ισ μένο ς) .

(2 .1)

Θεώρημα 2 .1  Ας υποθέσουμε ό τ ι η κατανομή του τ .  δ . χ ε ίν α ι η
- 1 / 2ρ -  δ ιάστατη κα νονική. Έστω ακόμη ό τ ι y  ■  Σ (χ  -  μ ) .Τότε 

ο ι συνιστώσες Υ .Υ . . . . , Υ  του τ .  δ . y  ε ίν α ι  ανεξάρτητες τ . μ.
1 2  ρ

με Υ .  Ν (0 ,1) , ( j  *  1 , 2 , . . . , ρ ) .
J

—1 / 2  1/2 Α πόδειξη Από την y  *  Σ ' ( χ - μ )  παίρνουμε χ  *  Σ y  + μ .

Αν μ ε  J  *  (Θ χ .  /  Θ y . ( ) συμβολίσουμε την Ιακωβιανή του 
J  3

προηγούμενου μετασχηματισμού τό τε  θα έχουμε

/  (y )  *  / x ( y ) d e t ( J )  = £ d e t^2πς| j  e ‘  T y ' y [ d e t ( * ) ]

----------e -  T y  y  .
(2n)p /2

Πόρισμα 2 .1 .1  Αν το p x l τ .  δ . x  έ χ ε ι  την ρ -  διάστατη κανονική 

κατανομή ,τ ό τ ε  Ε (χ ) = μ  και V ar(x ) *  Σ ·

Α πόδειξη . Από το πρηγούμενο Θεώρημα θα έχουμε ό τ ι E (y ) = ο 

και V ar(y ) = I  . Συνεπώς , από την σχέση y  = Σ ι / 2 (χ  -  μ) 

έχουμε το ζητούμενο.
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Από το Πόρισμα 2 .1 .1  γ ίν ε τ α ι φανερό ό τ ι αν το τ .  8 . χ έ χ ε ι  

την ρ-διάστατη κανονική κατανομή τό τε μπορούμε να γράψουμε 

X - Νρ (μ  ,Σ) . (Το ρ δηλώνει την διάσταση της πολυδιάστατης 

κανονικής κατανομής).

θεώρημα 2 .2  Αν ι .  Ν ρ(μ.Σ) τό τε η ροπογεννήτρια συνάρτηση του

τ . δ . χ δ ίν ε τ α ι από την σχέση

p ' t  + 1
m ^(t) * e  ,te R p .

1/ 2 ,
Απόδειξη . Αν θέσουμε y  *  Σ (χ -  μ) θα έχουμε 

ix (t)=E^e j= e μ Σ ^ = β μ uj  , όπου u = l 1 / z t .

Από το Θεώρημα 2 .1  έχουμε ό τ ι ο ι τ .  μ . Yt »Y2 » * “ »Yp είνοα 

ανεξάρτητες τ . μ . .  Έ τ σ ι παίρνουμε ό τ ι

Συνεπώς

ρ ρ T u j
= Π raY = Π e

j « l  j j » l

u  u
* e

eM 'te ( i / 2 ) u 'u f i t
e

Παρατήρηση 2 .1 .  Πολλοί συγγραφείς χρησιμοποιούν το Θεώρημα 2 .2  

σαν ορισμό της πολυδιάστατης κανονικής κατανομής. Δηλαδή λέμε 

ό τ ι το p x l τ .  δ . χ έ χ ε ι  την πολυδιάστατη κανονική κατανομή όταν 

η ροπογεννήτρια του τ .  δ . x δ ίν ε τ α ι από τη σχέση

M' t  + - f t ' l  t
mx ( t )  *  e » t€R P ·

Ο τρόπος, αυτός ορισμού της πολυδιάστατης κανονικής κατανομής 

έ χ ε ι το πλεονέκτημα ό τ ι ο πίνακας Σ μπορεί να ε ίν α ι  θ ετ ικ ά
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η μ ιο ρ ισ μ έν ο ς , ενώ στον ορισμό που δώσαμε (β λ . Ορισμό 2 .1 )  ο Σ 

θα π ρ έπ ει να ε ίν α ι  θ ε τ ικ ά  ο ρ ισ μ ένο ς .

Εφαρμογή του προηγούμενου Θεωρήματος ε ίν α ι  το Πόρισμα που 

α κ ο λ ο υ θ ε ί.

Πόρισμα 2 .2 .1 .  Αν χ .  Νρ(μ ,Σ )  ,τ ό τ ε  γ ια  κάθε σταθερό διάνυσμα 

a  Φ ο η κατανομή του a ' x  ε ίν α ι  η μονοδιάστατη κανονική.

Θεώρημα 2 .3 .  Αν χ - Νρ(μ ,Σ ) και y  *  Αχ + b  ,όπου Α ε ίν α ι 

ένας gxp  πίνακας με Rank(A) *  q και b  ε ίν α ι ένα σταθερό 

διάνυσμα , τό τε

y  - Νς(Αμ + b , ΑΣΑ')

Α πόδειξη . Από τα Θεωρήματα 1 .1  κα ι 2 .2  θα έχουμε

m  b ' t  τ  < * ' « ' * * ' * >n»y(t) =e ιηχ (Α t )  *  e e

(A μ  + b ) ' t  + ± t ' ( A  Σ A ' ) t  £= e
Την α π όδειξη  συμπληρώνει το Θεώρημα μονοσημάντου 

ροπογεννητριών (β λ . Θεώρημα 1 .2 ) .

των

Παρατήρηση 2 .2 .  Η συνθήκη ό τ ι Rank(A) = q χ ρ ε ιά ζ ετα ι μόνο γ ια  

να γράψουμε την συνάρτηση πυκνότητος π ιθανότητος του τ . δ . y  . 

Δ ια φ ορετικά  το q θα μπορούσε να ε ίν α ι  ο αριθμός των γραμμών του 

πίνακα A .

Με ανάλογο τρόπο μπορούμε να αποδείξουμε το επόμενο Θεώρημα

Θεώρημα 2 . A. ϊ )  Αν χ - Νρ(μ ,Σ  ) τό τε cx  - Νρ(ομ ,ο 2Σ ), c€R. 

i i )  Έστω ό τ ι τα τ . δ . χ ,χ  , . . .  ,χ  ε ίν α ι ανεξάρτητα και χ ..1 μ  κ κ
Nq (u  ,Σ  ) . Αν Α ε ίν α ι  qxp. σταθεροί π ίνα κες τότεMk v^ k  k k k
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y \ ? Λ χ" * Ν,(μν  ’ V

όπου μ. = Τ  Α, μ και £  *  V Α Σ Α '.
* y  . . * y  ^  k k kk*  1

k
Σ

k-1

2 .1 .1 .  Υποδιανόσματα , ανεξαρτησία , δεσμευμένες 

π ιθανότητες

Έστω χ ένα ρ χ ΐ τ .  δ . με χ  - Νρ(μ ,Σ ) . Στην παράγραφο 

αυτή θα εξετάσουμε τα εξής ερωτήματα :

ϊ )  ποια ε ίν α ι η κατανομή μ ια ς  ή μερικώ ν συνιστωσών του τ .  

δ . χ ;

i i )  κάτω από π ο ιες  συνθήκες ο ι συνιστώσες του τ .  δ . χ (ή 

μ ερ ικ ές  από αυτές ) ε ίν α ι ανεξάρτητες ;

i i i )  αν δο θεί η τ ιμ ή  μ ια ς  ή μερικώ ν συνιστωσών του τ .  δ . χ 

πως αυτή η πληροφορία επηρεάζει την κατανομή των υπολοίπων 

συνιστωσών ;

Γ ια  να απαντήσουμε στα ερωτήματα αυτά θα χρησιμοποιήσουμε 

τ ις  παρακάτω δ ια μ ε ρ ίσ ε ις  των χ , μ , και Σ . Έ τ σ ι αν το τ .  δ . 

χ το γράφουμε σαν

, τότε θα έχουμε μ *

f  \ 

»*1 και Σ =
ΓΣ

11
Σ

Σ λ
12

Σ
1 2J ^ 2 1 21 22 J

όπου μ^ = E (x fc) , £ kk = V ar(x k) και Σ ^ ,  = C ov(xk,x k# ) ( k * k '= l , 2 )

Θεώρημα 2 .5 .  Αν χ = (χ ' , χ ' ) '  ~ Νρ(μ , Σ ) τό τε
1 6

i )  & Χ2 ~ ΝΡ2^ 2 »Σ22) ' 6ΤΤ0υ Ρ ΐ ’ Ρ 2 (Ρ 1+ Ρ 2 = Ρ )
ε ίν α ι ο ι δ ια σ τά σ εις  των τ .  6 . χ και χ ,α ν τ ίσ το ιχ α  .1 6
i i )  Τα τ . δ . χ και χ ε ίν α ι ανεξάρτητα εάν κα ι μόνον εάν Σ = 0 .1 Ζ 12
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Α πόδειξη . i )  Αν γράψουμε x t = Αχ , όπου A *  [ Ι Ρ ,Ο ] ,τ ό τ ε

οπό το θεώρημα 2 .3  θα έχουμε ό τ ι χ .  Ηρ (μ , Σ ) .Ανάλογη
1 1 1  11

ε ίν α ι  η α π όδειξη  και γ ια  το τ . δ . χ .
2

i i )  Η απόδειξη  της πρότασης αυτής του Θεωρήματος βα σ ίζετα ι στο 

Θεώρημα 2 .9  που ακολουθεί .

Θεώρημα 2 .6  . Αν χ = (χ', χ̂ )' -  Ν ρ ( μ  , Σ) και xg ^  χ , , - Σ ^ Σ ' ^

τότε
i )  η κατανομή του τ .  δ . χ ε ίν α ι η Νρ (μ  , Σ )

2 . 1  2 2 . 1  2 . 1
όπου

μ = μ -  Σ , Σ " 1 μ  και Σ *  Σ -  Σ Σ "*Σ  Κ2.1 Ρ 2 21 11 Κ 1  ̂ Α2.1  22 21 11 12

i i )  Τα τ .  δ . χ^ κα ι x g ε ίν α ι  ανεξάρτητα .

, - 1 ,

Α πόδειξη , i )  Θέτοντας χ ■  Βχ , όπου Β *  [ -  Σ Σ ' 1, I ]  ,
2 . 1  2 1 1 1

τό τε  από το Θεώρημα 2 .3  παίρνουμε ό τ ι

*2 . 1  - "»2 < * 2  - « 2 .1» ·*, ’ * 2 2  - ««Λΐ 1 , * 1 ·
i i )  Αν Θέσουμε χ χ -  Αχ ,όπου A *  [Ιρ^ ,Ο  ] ,(β λ έ π ε  και 

απ όδειξη  Θεωρήματος 2 .5 ) ,  τό τε έχουμε ό τ ι ΑΣΒ' *  0  . Η 

απ όδειξη  συμπληρώνεται από το Θεώρημα 2 . 9 ( ί )  .

Θεώρημα 2 .7 .  Αν x  = ( χ '»  χ ^ ) ' - Ν ρ ( μ  , Σ) , τό τε η υπό συνθήκη 

κατανομή του τ . δ . χ 2 δοθέντος του τ .  δ . χ^ ε ίν α ι  η ρ 2“ κανονική 

κατανομή μ ε μέση τ ιμ ή  μ 2 + Σ2 1 Σ ^ ( * 1 “  P t ) και διακύμανση

Σ 22 _  Ϊ 2 1Ϊ Μ Ι 12 1 ή ^ β ο λ ι κ ά

x j x .  - Νρ ίμ + Σ Σ- 1 (χ  -μ ) , Σ -Σ  Σ _1Σ 1 .
2' 1 ν 2 2 21 11ν 1 ’ 22 21 11 12J

Απόδειξη

ό τ ι τα τ .  δ . 

γράψουμε

Από το προηγούμενο Θεώρημα (Θεώρημα 2 .6 )  έχουμε

V QL * 2 . 1 ε ίν α ι  ανεξάρτητα . Τώρα μπορούμε να

- 1
X = χ  + Σ Σ X

2 2 .1  21 11 1
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όπου ο δεύτερος όρος στα δ εξ ιά  της ισότητας ε ίν α ι σταθερός. Αυτό 

σημα ίνει ό τ ι η κατανομή του τ . δ . χ ε ίν α ι η Νρ («  , ο) . η μέση 

τ ιμ ή  και ο πίνακας διακυμάνσεων -  συνδιακυμάνσεων της κατανομής 

αυτής ε ίν α ι

Ε(χ , -1Iχ ) = μ + Σ Σ ‘χ = μ + Σ Σ- 1 (χ  -μ  )
2 1 1 r 2 . 1  2 1 1 1 1  ρ 2 2 1 1 1 V l * l '

και

V « r ( *2 | * t ) *  V «r (x 2 ^ )  « Σ -Σ  Σ ' Σ
22 21 11 12

2 . 1 . 2  Τετραγωνικές μορφές

Στην παράγραφο αυτή θα δώσουμε μ ερ ικά  χρήσιμα θεωρήματα γ ια  

την κατανομή και την ανεξαρτησία τετραγωνικών μορφών .

Όπως ε ίν α ι γνωστό, μ ια  τετραγωνική μορφή ε ίν α ι  μ ια  σχέση 

της μορφής

Q s Σ Σ aij xi xj s χ,Αχ·
i *  1 j  *  1 J J

Μπορεί να δ ε ιχ θ ε ί ό τ ι ,  σε μ ια  οποιαδήποτε τετραγω νική μορφή ,ο 

πίνακας Α ε ίν α ι πάντοτε συμμετρ ικός.

Λήμμα 2 .1 .  Αν ζ  .  Νρ(μ , W) ,όπου W ε ίν α ι ένας θ ετ ικ ά  -  

ορισμένος πίνακας, τότε γ ια  κάθε σταθερό διάνυσμα g  ισ χ ύ ε ι :

-0 0

.+ 0 0

-00

--i-x'W’x + g'x
dx = ( 2 a ) P / 2 [ det ( W) ]

1 / 2 τ * *

Απόδειξη . Από το ολοκλήρωμα της πολυδιάστατης κανονικής 

κατανομής θα έχουμε:
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,+® „+00
( χ - μ ί ' ΐ Γ ^ χ - μ )

e
ρ / 2  Γ -I 1 / 2

dx = ( 2 π) det(W)
-00 -00

Το πρώτο μέλος στην προηγούμενη ισότητα μπορεί να γραφεί σαν

θεώρημα 2 .8  .Α ν  χ ~ ΝΡ(μ  , Σ ) τό τε 

ί )  Ε (χ 'Α χ ) = -(:γ (ΛΣ) + μ 'Α μ .(Η  σχέση αυτή ισ χ ύ ε ι γ ια  κάθε 

τετραγω νική μορφή ανεξάρτητα αν το τ .  δ . χ ακολουθεί ή όχ ι 

την πολυδιάστατη κανονική κατανομή ) 

i i )  Η ροπογεννήτρια  της τετραγω νικής μορφής χ'Α χ δ ίν ε τ α ι από 

την σχέση

i i i )  Η συνδιακύμανση του τ .  δ . χ με την τετραγω νική μορφή χ'Αχ 

ε ίν α ι

Α πόδειξη . i )  Ε π ειδή  χ  « Νρ(μ ,Σ ) έπ ετα ι ό τ ι Ε (χ ) *  μ  & 

V ar(x ) *  Σ . Άρα Ε (χ χ ')  *  Σ + μμ ' . Συνεπώς

+<χ>
_ι
2

x 'W 'Sc  + μ'Μ -1χ -  ~  μ ' W" 1μ
dxe

-00 -00

και θέτοντα ς g ' »  μ ' · ” 1 έχουμε το ζητούμενο.

C o v (x ,x 'A x ) = 2 ΣΑμ.

E (x 'A x ) = Ε [ t r ( A x x ') j  -  ϊ γ (ΑΣ + Α μμ') = ϊ γ (ΑΣ) + μ'Αμ .
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- ρ / 2
>(2π) |d e t ( I )

1 Λ+®

j d e t d ) J  2 . . .  e
 ̂-00  ̂-CD

tx'Ax - (χ-μ)'Σ’1(χ-μ)
dx

To πολλαπλό ολοκλήρωμα στην τελευτα ία  σχέση μπορεί να γραφεί σαν

tx 'A  I - i - x r ’i + μ'Σ"ιχ--^-μ'Σ_1μ
dx dx . . .d x  =1 £ p

—00 0 —CD

S<*> S *  ( I -2 tA 2 )2 _1x  + μ ' Σ ' Γ - · μ ' Σ ~ ν
2 2

—CD

dx dx . 
l  2 .dx

-00

Άρα θα ε ίν α ι

- Τ μ ϊ  μ

V a x ^ ' ρ / 2  r - j l / 2
( 2n) d e t ( 2 ) ’ -οο ’ -οο

«+® ρ+<χ>- - 1 χ ' ( ΐ - 21ΑΣ)Σ"1χ * μ 'Σ ·1χ
e dx

και κάνοντας χρήση του Λήμματος 2 .1  με g ' *  μ 'Σ -1  και 

g  = [ ( ΐ  -  2tA 2)2 ’ 1] ” 1 *  Σ ( Ι  -  2tA E)” 1 έχουμε το ζητοΟμί 

i i i )  Γ ια  την συνδιακύμανση μεταξύ x και χ'Λχ θα έχουμε

Cov(x,x'Ax) = *Ε (χ-μ)|χ'Αχ - E(x'Ax)j 

* E-j (χ-μ) jx'Ax - μ'Αμ - ϊ γ(ΑΣ j > =

= Ε< (χ-μ) Γ(χ-μ)'Α (χ-μ) + 2 (χ -μ ) 'Α μ  '  ϊ γ (ΑΣ)
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= Ε £ (χ ~ μ )(χ ~ μ ) ' Α (χ-μ) j +
+ 2 Ε ^ (χ - μ ) (χ - μ ) , Α j  -  Ε(χ-μ)1:Γ(ΑΣ) 

= 0 + 2  V ar(x ) Αμ -  ο = 2 ΣΑμ .

Πόρισμα 2 .8 .1 .  Αν χ - Νρ(μ ,Σ ) τό τε  η διακύμανση της 

τετραγω νικής μορφής χ'Α χ δ ίν ε τ α ι από την σχέση 

V ar(x 'A x ) = 2 *:γ (ΑΣ) 2 + 4 μ'ΑΣΑ μ .

Α πόδειξη. Η απ όδειξη  σ τ η ρ ίζ ετα ι στα θεωρήματα 1 .1 ( i i i )  και 

2 . 8 ( i i ) .

Το επόμενο θεώρημα μας λ έ ε ι  πότε δύο γραμμικές ή /κα ι 

τετρα γω νικές μορφές ε ίν α ι  α νεξά ρτητες.

θεώρημα 2 .9 .  Αν x - Νρ(μ ,Σ ) κα ι A , Β ε ίν α ι  δύο σταθεροί

π ίνα κες  με Rank(A) = q και Rank(B) = q » τό τε
1 «

i )  ο ι γραμμικές μορφές Αχ και Βχ ε ίν α ι  ανεξάρτητες εάν και 

μόνον εάν ΑΣΒ' = 0  .

i i )  η γραμμική μορφή Βχ ε ίν α ι  ανεξάρτητη από την τετραγωνική 

μορφή χ'Α χ εάν και μόνον εάν ΒΣΑ = 0 .

i i i )  ο ι τετρα γω νικές μορφές χ'Αχ και χ 'Β χ  ε ίν α ι  ανεξάρτητες 

εάν και μόνο εάν ΑΣΒ = 0  (ή ισοδύναμα ΒΣΑ = 0 ) .

Α πόδειξη . ί )  Από το Θεώρημα 2 .3  και την Παρατήρηση 2 .2  θα 

έχουμε ό τ ι Αχ - Ν ς^Α μ ,ΑΣΑ') και Βχ - Νς2 (Βμ ,Β Σ Β ') .

Ακόμη, από την ιδ ιό τ η τ α  (ν )  της συνδιακϋμανσης ενός τ . δ . θα 

ε ίν α ι  Cov(Ax , Βχ) = ΑΣΒ' .

i i )  Θα αποδείξουμε πρώτα ό τ ι εάν ΒΣΑ = 0  τό τε  χ'Αχ kol 

Βχ ε ίν α ι  ανεξάρτητα. Ε πειδή ο πίνακας Α ε ίν α ι πίνακας
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μια ς τετραγωνικής μορφής, έχουμε ό τ ι ο Α θα ε ίν α ι συμμετρ ικός. 

Κατά συνέπεια θα υπάρχει ένας πίνακας L , με Rank(L) = q t , 

τέτο ιο ς  ώστε A *  LL' . Ακόμη, επ ε ιδ ή  Rank(L) s  q , ο (L L ')  

υπάρχει . Συνεπώς

ΒΣΑ = Ο Φ ΗΠ.Ι.' = 0 Φ B Z LL 'L(L 'L ) ’ 1 = Ο Φ BEL = Ο . 

Δηλαδή Cov(Bx , L 'x )  *  0 . Αυτό σ η μ α ίνει ό τ ι Βχ και L 'x  

ε ίν α ι ανεξάρτητα. Κατά συνέπεια  και Βχ ε ίν α ι ανεξάρτητο από 

το x 'L L 'x  = χ'Αχ .

Αντίστροφα, εάν χ'Αχ ε ίν α ι ανεξάρτητο από το Βχ ,τ ό τ ε  

Cov(Bx , χ'Αχ) = ο . Αλλά από το Θεώρημα 2 . 8 ( i i )  έχουμε ό τ ι 

Cov(Bx , χ 'Αχ ) = 2ΒΣΑ μ  . Άρα 2ΒΣΑμ = Ο , γ ια  κάθε μ , και 

συνεπώς ΒΣΑ = 0 .

i i i )  Η συνθήκη ΑΣΒ -  0  ε ίν α ι ισοδύναμη με την ΒΣΑ *  0 ,

επ ε ιδ ή  και ο ι τ ρ ε ις  π ίνα κες Α ,Σ  ,Β  ε ίν α ι σ υ μ μ ετρ ικ ο ί. Έστω

τώρα ό τ ι ΑΣΒ s  0 . Τ ότε, όπως και στο ( i i )  , θα υπάρχουν

πίνακες L και Μ , με Rank(L) = q ,κ α ι Rank (Μ) s  q »
1 2

τ έ τ ο ιο ι ώστε A = LL' και Β *  ΜΜ' . Συνεπώς , από την σχέση 

ΑΣΒ *  0 παίρνουμε , επ ε ιδ ή  ο ι π ίνακες ( L L ') ” 1 και (ΜΜ' ) " 1 

υπάρχουν , ό τ ι

ΑΣΒ = 0 *  L L 'ΣΜΜ' = 0 Φ ( L ' L ) ' V l L ' ΣΜΜ'Μ (Μ'Μ) ” 1 = 0 

φ Ι/ΣΜ = 0 φ C o v (L 'x  ,Μ 'χ) = ο Φ L 'x  και Μ'χ ανεξάρτητα. 

Άρα και χ'Αχ *  x 'L L 'x  ανεξάρτητο από το χ 'Β χ  = χ'ΜΜ'χ .

Αντίστροφα, έστω ό τ ι χ'Αχ και χ 'Β χ  ε ίν α ι ανεξάρτητα . 

Τότε Cov(x'A x ,χ 'Β χ ) = 0 και κατά συνέπεια

V ar(x 'A x + χ 'Β χ ) = V ar(x 'A x) + V ar(x 'B x ) 

ή V ar[x '(A  + Β )χ] = V ar(x 'A x) + V ar(x 'B x )  .

Εφαρμόζοντας το Πόρισμα 2 . 8 . 1  και στους τ ρ ε ις  όρους της 

τελευτα ία ς σχέσης παίρνουμε ό τ ι

ϊ γ (ΣΑΣΒ) + 2 μ'ΑΣΒ μ = 0  .

Η σχέση αυτή ισ χ ό ε ι γ ια  κάθε μ , συνεπώς και γ ια  μ *  0 .Στην
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περίπτωση αυτή tr(2A Z B ) *  Ο , και αντικαθιστώ ντας στην 

προηγούμενη σχέση πα ίρνουμε ό τ ι 2μ'ΑΣΒμ *  0 . Αλλά και η

σχέση αυτή ισ χ ύ ε ι γ ια  κάθε μ  και συνεπώς ΑΣΒ = Ο .

Ε ίν α ι γνωστό ό τ ι αν x  ~ Νρ(ο , Ι ρ )  , τό τε  η κατανομή του 

x 'x  = V χ 2 ε ίν α ι  η κ εν τρ ικ ή  « ρ -  κατανομή . Αν τώρα 

χ ~ ΝΡ(μ  , Ι ρ ) ,  τό τε  η κατανομή του χ'χ ε ίν α ι  η μη -  κ εντρ ικ ή  

Ηρ( λ ) -  κατανομή , όπου λ = ( 1 / 2 ) μ 'μ  ε ίν α ι  η μη κ εντρ ικ ή  

παράμετρος της η2-  κατανομής.

Μπορεί να α π ο δ ε ιχ θ ε ί ό τ ι αν (J .  * ρ ( λ )  τό τε  η ροπογεννήτρια 

της U δ ίν ε τ α ι από την σχέση
-ρ / 2  - λ ( 1- ( 1-  2t ) -1 ]

mu ( t )  = ( 1  -  2 t )  e , te R . (2 .2 )

Θεώρημα 2 .1 0  . Αν x  - Ν ρ(μ ,Σ ) , τό τε  x 'A x  « κ^ (-^ -μ 'Λ μ ) , όπου 

r  *  R ank(A ), εάν και μόνον εάν ο πίνακας ΑΣ ε ίν α ι  ταυτοδύναμος.

Α πόδειξη. Ας υποθέσουμε ό τ ι ο πίνακας ΑΣ ε ίν α ι 

ταυτοδύναμος. Ε π ειδή  Rank(A) = r  και R a n k ^ )  *  ρ έχουμε ό τ ι 

ΕοηΜΑΣ) = r  . Ας συμβολίσουμε με λ λ ( ί  = 1 , 2 , . . . , ρ ) τ ις  

ιδ ιο τ ιμ έ ς  του πίνακα ΑΣ . Το γεγονός ό τ ι ο ΑΣ ε ίν α ι 

ταυτοδύναμος με Rank(AΣ) *  r  , συνεπάγεται ό τ ι r  από τ ις  

ιδ ιο τ ιμ έ ς  λ. θα ε ίν α ι  ίσ ε ς  μ ε τη μονάδα και ρ  -  r  ίσ ες  με το 

μηδέν . Με βάση αυτά και από το θεώρημα 2 . 8  ( ί ί )  παίρνουμε

, -1/2 - 4-μ' [i-(i-2tAir‘ ] j 'V

■ [ '
ά β Κ Ι-2 1 Α Σ )
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,  - » / 2  - - | - μ 'Γ -  Σ  ( 2 t ) kl A j a ' V
= j ] ( i - 2 t )  e L kel J

i  *  1

- r / 2  ~ - |- μ '  [1 - (1 “ 2 1 ) " 1]Αμ
= ( l - 2 t )  e

- r / 2  - - i - μ'Αμ [ l - ( l - 2 t ) · 1]
= ( l - 2 t )  e ,t€ R . (2 .3 )

Συγκρίνοντας την τελευτα ία  σχέση με την ( 2 . 2 )  έχουμε ό τ ι

χ 'Αχ - κ * ( - i-μ 'Α μ ).

Αντίστροφα ,ας υποθέσουμε ό τ ι χ'Αχ .  κ * (  - i-μ 'Α μ ) .

Στην περίπτωση αυτή η ροπογεννήτρια της τετραγω νικής 

μορφής θα δ ίν ε τ α ι από την σχέση (2 .3 )  . Η σχέση ( 2 . 3 )  π ρέπ ει 

να ισούται με την σχέση στο Θεώρημα 2 .8  ( i i )  , γ ια  κάθε τ ιμ ή  

του μ και συνεπώς και γ ια  μ s  ο . Αυτό μας δ ίν ε ι

-Γ/2 ρ -1-1/2
(1 -  2 t)  = d e t ( I  -  2tA2)

^ Γ
(1 -  w) = d e t ( I  -  2tA2) f (w = 2 t )  .

Αν συμβολίσουμε με λ 4( ϊ  = l , 2 , . . . , p )  τ ι ς  ι δ ι ο τ ι μ έ ς  του πίνακα 

ΑΣ, τότε η τελευτα ία  σχέση γράφεται

(1 -  w )r = Π (1 "  w λ ) .
i « 1  1

Η σχέση αυτή ε ίν α ι μ ια  ταυτότητα ως προς w , όπου το δ εξ ιό  μέλος 

της δεν μπορεί να έ χ ε ι δυνάμεις του w μεγα λύτερες από r .  Αυτό 

σ ημα ίνει ό τ ι τουλάχιστον ένα από τα λ. ε ίν α ι μ ηδέν .



30 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. - ΠΟΛΥΔΙΑΣΤΑΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

Επαναλαμβάνοντας τον ίδ ιο  συλογισμό παίρνουμε ό τ ι p - r  από τα λ 4 

ε ίν α ι  μηδέν και συνεπώς

( l - w ) r = π ( ΐ  -  w λ ) .
i ·  1

Αν στην τελ ευ τα ία  σχέση εξισώσουμε τους συντελεστάς του w , 

κα ι στα δύο μέλη της ισότητας ,θα πάρουμε ένα σύστημα r  

εξισώσεων μ ε r  αγνώστους τα λ 4 . Η λύση του συστήματος 

αυτού μας δ ίν ε ι  λ ι *  1 , γ ια  i  *  l , 2 , . . . , r .  Συνεπώς γ ια  τον

πίνακα ΑΣ με Rank(AZ) *  r  ,έχουμε ό τ ι r  από τ ις  ιδ ιο τ ιμ έ ς  

του ισ ο ύντα ι μ ε τη μονάδα ενώ ο ι υπόλοιπες ρ  -  r  ισούντα ι με 

μ η δ έν . Άρα ο πίνακας ΑΣ ε ίν α ι  ταυτοδύναμος.

2 .2  ΔΕΙΓΜΑΤΙΚΕΣ ΠΟΛΥΔΙΑΣΤΑΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

2 .2 .1  Κατανομή του W ishart

Η κατανομή του W ishart ε ίν α ι  η πολυδιάστατη γεν ίκευσ η  της 

« 2-κατανομής.

Ορισμός 2 .2  Έστω ό τ ι x  ,χ  . . . . , χ  ε ίν α ι  ανεξάρτητα τυχαία
Γ 1 2 η

διανύσματα με x t ~ Ν ρ(μ^,Σ) , ( i a 1 , 2 , . . . , η ) .  Τότε ο τυχαίος
η

πίνακας V *  J  χ .χ ' λέμε ό τ ι έ χ ε ι  την μη -  κ εντρ ικ ή  κατανομή 
ι - ι  1

W ishart με π βαθμούς ελ ευ θ ερ ία ς  . Συμβολικά θα γράφουμε 

W - WP(n ,Σ  ; Μ ) , όπου Μ' = [μ ι ,μ 2 » · · · *μη1 ·

Αν χ .. ΝΡ(ο  , Σ) ( i  = 1 , 2 , . . . , η ) ,  τό τε  η κατανομή του πίνακα W 

ε ίν α ι  η κ εν τρ ικ ή  κατανομή W ishart μ ε η βαθμούς ελευ θερ ία ς  . 

Συμβολικά Ν ~ Wp(n , Σ) .
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Από τον παραπάνω ορισμό προκύπτει ό τ ι αν ο ρχρ πίνακας W 

μπορεί να γραφεί σαν Η = Χ 'Χ  ,όπου X ε ίν α ι ένας ηχρ πίνακας 

του οποίου η i  γραμμή ακολουθεί την Νρ(μ{ , Σ) ( ί  = 1 , 2 , . . . , π) 

[ή την Νρ(ο, Σ) ] κατανομή , τότε η κατανομή του πίνακα W 

ε ίν α ι η μη -  κεντρ ική  W ishart ( ή η κ εντρ ικ ή  W ish art).

Αν Σ > 0 τότε μ ιλά με γ ια  μη ιδ ιάζω ν κατανομή W ishart , 

ενώ αν Σ *  0  μ ιλά με γ ια  την ιδ ιάζω ν κατανομή W ishart. Ακόμη αν 

ρ = 1 τότε η κεντρ ικ ή  κατανομή W ishart α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί στην κ εντρ ικ ή  

χ -  κατανομή .Δηλαδή η W^Cn.o ) ε ίν α ι ισοδύναμη με την σ * η -  

κατανομή. Προφανώς η μη -  κ εντρ ικ ή  κατανομή W ishart α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί 

στην μη -  κεντρ ικ ή  κ2-  κατανομή.

Μπορεί να α π ο δειχθεί ό τ ι αν π £ ρ και Σ £ 0 ,τ ό τ ε  W > 0 .

Σε ό τ ι ακολουθεί θα ασχοληθούμε μόνο μ ε την κ εντρ ικ ή  

κατανομή W ishart την οποία γ ια  συντομία θα αναφέρουμε απλώς σαν 

κατανομή W ishart. Η αναλυτική μορφή της κατανομής αυτής ε ίν α ι  η 

ακόλουθη.

Στην συνέχεια  θα δώσουμε μ ερ ικ έ ς  από τ ις  ιδ ιό τ η τ ε ς  της 

κατανομής W ishart.

Θεώρημα 2 .1 1  Αν V .  WP(n ,X ) , τό τε E(W) *  η Σ .

det(W)
- l - ( n - p - i )  - - i . t r ( W S - ' )

η £ ρ 

9 Σ £ Ο

e

. Ο , άλλου

όπου c = 2 
ρ

η ρ / 2  ρ ( ρ - 1 ) / 4  
Π
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Α πόδειξη Από τον ορισμό της κατανομής W ishart έχουμε ό τ ι 
η η

W = Σ  χ χ ' . Συνεπώς E(W) = £  Ε (χ  χ ' )  · Αλλά Ε (χ  χ ' ) = Σ.
i ■  1 * 1 1 1

θεώρημα 2 .1 2  Αν I  .  Wp(n,E) και Β ε ίν α ι  ένας σταθερός pxq 

πίνακας , τότε

B'WB ~ Wq (n ,B 'E B ) .

Απόδειξη Έστω ό τ ι X ε ίν α ι  ένας ηχρ πίνακας μ ε γραμμές τα 

τ .  δ . χ ' ( ί  = 1 , 2 , . . . , η ) .(Να θυμήσουμε εδώ ό τ ι χ { ε ίν α ι  το 

διάνυσμα στήλης με συνιστώσες τα σ τ ο ιχ ε ία  της i  γραμμής του 

X) .Τ ό τε W = £  = X X  . Άρα B'WB = Β 'Χ 'Χ Β  = Υ Ύ  , όπου
i ■  1

Υ = ΧΒ . Οι γραμμές όμως του X ε ίν α ι  ανεξάρτητα τ .  δ . με 

κατανομή την Ν ρ (ο ,Σ ). Συνεπώς Υ *  Ν ς(ο ,Β 'Σ Β ) . Ο Ορισμός 2 .2  

συμπληρώνει την α π ό δειξη .

Πόρισμα 2 .1 2 .1  Δ ια γώ νιο ι υποπίνακες του W έχουν μ ια  κατανομή 

W ishart .

Πόρισμα 2 .1 2 .2  Σ “ * / 2  WX"1 /2 ~ WP( n , I )  .

Πόρισμα 2 .1 2 .3  Αν W - Wp(n,I) και Β ε ίν α ι  ένας σταθερός pxq 

πίνακας τ έ τ ο ιο ς  ώστε Β 'Β  *  Iq , τό τε  B'WB ~ Wq(n,I) .

Θεώρημα 2 .1 3  Αν W - Wp(n,E) κα ι a  ε ίν α ι  ένα σταθερό ρ χ ΐ 

διάνυσμα τ έ τ ο ιο  ώστε α 'Σ  a  t  0  ,τ ό τ ε

a'Wa 2 
a '  Σ& " Kn*

Α πόδειξη Από το προηγούμενο Θεώρημα a'Wa - W ^in.a'Xa) .
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Το επόμενο θεώρημα μας λ έ ε ι  ό τ ι το άθροισμα ανεξάρτητων 

W ishart ε ίν α ι πάλι κατανομή W ishart.

Θεώρημα 2 . ΙΑ Αν Μ .  Wp(n ,Σ ) , W - Wp(n ,Σ ) και W και Wi 1 « Μ 1 Μ

ε ίν α ι ανεξάρτητα, τό τε 1f = ¥  + W - Wp(n +n ,Σ ) .
1 2  1 2

Απόδειξη Αν X. ( ί  *  1 ,2 )  ε ίν α ι ένας ι^ χ ρ  πίνακας του 

οποίου ο ι γραμμές ε ίν α ι ανεξάρτητα τ .  δ . με κατανομή την 

Νρ(ο,Σ) , τότε W = X X  . Έ τ σ ι W ■  W + W = Χ 'Χ . + Χ 'Χ „ =
i i i  1 2 1 1 2 2

Χ'Χ όπου X = ( X ' ,Χ ' ) '  . Τώρα ο ι X και X μπορούν να
1 2  1 2

εκλεγούν κατά τ έτο ιο  τρόπο ώστε να ε ίν α ι ανεξάρτητο ι μεταξύ 

τους. Αυτό σ ημ α ίνει ό τ ι ο ι γραμμές του πίνακα X ε ίν α ι 

ανεξάρτητες μεταξύ τους με κατανομή την Ν ρ (ο ,Σ ) . ' 0 

Ορισμός της κατανομής W ishart συμπληρώνει την α π όδειξη .

Μέχρι τώρα η κατανομή του W ishart βασίσθηκε σε ένα nxp 

πίνακα X του οποίου ο ι γραμμές ε ίν α ι ανεξάρτητες και 

ακολουθούν την Ν ρ(ο,Σ) κατανομή. Προφανώς και άλλες συναρτήσεις 

του X μπορεί να ακολουθούν την κατανομή W ishart . Στη σ υνέχεια  

θα δώσουμε ,χω ρίς απόδειξη , τρ ία  Θεωρήματα τα οποία εκτός του 

ό τ ι θα χρησ ιμοπο ιειθούν σ τ ις  επόμενες σ ε λ ίδ ε ς , παρουσιάζουν και 

γενικώ τερο ενδιαφέρον. (Γ ια  τ ις  α π ο δ ε ίξ ε ις  β λ . M ardia, Kent & 

Bibby (1982) ) .

Θεώρημα 2 .1 5  Έστω X ένας nxp πίνακας του οποίου ο ι γραμμές 

ε ίν α ι ανεξάρτητες με κατανομή την Ν ρ(μ,Σ) . Αν Υ = ΑΧΒ και 

Ζ = CXD , τότε τα σ τ ο ιχ ε ία  του πίνακα Υ ε ίν α ι  ανεξάρτητα 

από τα σ το ιχ ε ία  του πίνακα Ζ εάν και μόνον εάν 

ί )  Β'ΣΟ = 0  ή i i )  AC s  0

Το επόμενο Θεώρημα ε ίν α ι μέρος ενός γενικώ τερου θεωρήματος 

γνωστού σαν θεώρημα του Cochran .
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θεώρτμα 2 .1 6  Έστω X ένας ηχρ πίνακας του οποίου ο ι γραμμές 

ε ίν α ι  ανεξάρτηρες με κατανομή την Ν ρ (ο ,Σ ), κα ι C ένας σταθερός 

nxn σ υμμετρ ικός π ίνακας. Τότε X'CX έ χ ε ι  τηνκατανομή W ishart 

εάν και μόνον εάν C ε ίν α ι  ταυτοδύναμος . Στην περίπτωση αυτή 

X'CX - W p(r,S) , όπου r  = t r ( C )  = Rank(C) .

As υποθέσουμε ό τ ι ο ι pxp π ίνα κες W και Σ δ ια μ ερ ίζ ο ν τα ι ως 

εξής :

rw w Ί ΓΣ Σ 111 12 11 12
W =

V V
Η II

Σ Σ
21 22 21 22

όπου η τάξη των πινάκων W , Σ , W , Σ ε ίν α ι ρ  χρ και1 1 1 1 ΜΜ 1 1
ρ χρ , α ν τ ίσ το ιχ α  ,μ ε  ρ +ρ = ρ  . Τότε μπορούμε να δ ε ίξο υ μ ε το 

2 2 1 2
εξής

Θεώρημα 2 .1 7 Αν W - Ν ρ(η,Σ ) και

τό τε γ ια  η > ρ .

«  * 2 , . ,  * Wp2 (n - KOL

< « , ! ■ * . * >  0ΠΟυ ΧΖ 2 . , *
U )  Αν Σ 12 - 0  τό τε °  " 2 2  -  ν

S ν - ν ν~ 1ν
2 2 . 1  22  21 11 12  '

ανεξάρτητο από το W22.  ι

Ας υποθέσουμε τώρα ό τ ι X ε ίν α ι  ένας ηχρ πίνακας δεδομένων 

ο ι γραμμές του οποίου ε ίν α ι  ανεξάρτητα τ .  δ . με κο ινή  κατανομή 

την Ν ρ(μ,Σ) . Έστω ακόμη ό τ ι χ ε ίν α ι το διάνυσμα των 

δε ιγμ α τικώ ν μέσων και S  ο πίνακας των δειγμα τικώ ν διακυμάνσεων 

-  συνδιακυμάνσεων . Από το Κεφάλαιο 1 ξέρουμε ό τ ι n S = ΧΉΧ 

όπου Η *  I  -  ( 1 / η ) 1 '1  . 0  πίνακας Η ε ίν α ι συμμετρικός και 

ταυτοδύναμος με Rank(H) *  η -  1 . Σύμφωνα λοιπόν με το Θεώρημα
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του Cochran (β λ . θεώρημα 2 .1 6 )  ΧΉΧ - Wp(n -  Ι ,Σ )  ,δηλαδή 

n S .  Wp(n -  Ι ,Σ )  .

Γράφοντας (β λ . Κεφάλαιο 1 ) χ ' = (1 /η )1 'Χ  .και θέτοντας 

A *  (1 /η )1 * και C = Η παίρνουμε ό τ ι AC' = Ο . Συνεπώς , 

από το Θεώρημα 2 .1 5  , έχουμε ό τ ι χ' ε ίν α ι ανεξάρτητο από το ΗΧ 

και κατ’ επέκταση ε ίν α ι ανεξάρτητο από το S .Έ χ ο υ μ ε λοιπόν 

α π ο δείξε ι το εξής Θεώρημα .

Θεώρημα 2 .1 8  Έστω X ένας ηχρ πίνακας του οποίου ο ι γραμμές 

ε ίν α ι ανεξάρτητα τ . δ . με κο ινή  κατανομή την Ν ρ (μ ,Σ ). Αν χ 

ε ίν α ι το διάνυσμα των δεινματικώ ν μέσων και S  ο πίνακας των 

δειγματικώ ν διακυμάνσεων -  συνδιακυμάνσεων τό τε

i )  n S .  Wp(n - Ι ,Σ )  και i i )  χ & S  ε ίν α ι  ανεξάρτητα .

Παρατήρηση 2 .3  Το Θεώρημα 2 .1 8  α π οτελεί γεν ίκ ευ σ η  α ντ ίσ το ιχ ο υ  

θεωρήματος στην μονοδιάστατη περίπτωση .

2.2.2 Κατανομή του Hotelling

Η κατανομή αυτή, όπως και η κατανομή του W ishart, ε ίν α ι  μ ια  

δ ε ιγμ α τ ικ ή  κατανομή. Αποτελεί δε μ ια  γεν ίκευσ η  της 

μονοδιάστατης t  -  κατανομής .

Ορισμός 2.3 Αν η τυχαία μεταβλητή X μπορεί να γραφεί σαν 

nd'W"1d , όπου d - Ν ρ (ο ,Ι)  , W - W p(n,I) και d & W 

ανεξάρτητα , τότε λέμε ό τ ι η κατανομή της τυχαίας μεταβλητής X 

ε ίν α ι η H o te llin g  Τ2 με παραμέτρους ρ  και η , και συμβολικά 

X - Τ2 ( ρ ,η ) .
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θεώρημα 2 .1 9  Αν χ  .  Νρ(μ,Σ) , Μ .  Wp(ra,2) και χ  & Μ ε ίν α ι 

ανεξάρτητα, τά τε

Απόδειξη . Αν θέσουμε d  *  Σ" ( χ  -  μ) και

W *  £  Μ £ , τό τε  από το Θεώρημα 2 .1  και το Πόρισμα

2 .1 2 .2  πα ίρνουμε, α ν τ ίσ το ιχ α , ό τ ι d - Ν ρ (ο ,Ι)  και W - W p(m,I). 

Η ανεξαρτησία  των x και Μ και ο Ορισμός 2 .3  ολοκληρώνουν 

την α π ό δειξη .

Πόρισμα 2 .1 9 .1  Αν χ  k o l  S ε ίν α ι,α ν τ ίσ τ ο ιχ α , το διάνυσμα των 

δ ειγμ α τικώ ν μέσων και ο πίνακας των δειγμ α τικώ ν διακυμάνσεων -  

συνδιακυμάνσεων, γ ια  ένα τυχα ίο  δ ε ίγμ α  μεγέθους η από την 

Νρ(μ,Σ)  , τότε

( η - 1 ) ( ϊ - μ ) ' 8 _1( χ - μ )  = η ( χ - μ ) ' S ” ’ ( χ - μ )  ~ Τ2 ( ρ ,η - 1 ) ,  

όπου S u *  η S / ( n  -  1) .

Απόδειξη . Θ έτοντας,στο προηγούμενο Θεώρημα, Μ a n S  ,
1 /2 —m = η -  1 και χ  -  μ *  η ( χ  -  μ) έχουμε το ζητούμενο.

Το επόμενο θεώρημα εξ υ π η ρ ετε ί δύο σκοπούς. Αφ’ ενός μεν μας 

δ ίν ε ι  την αναλυτική μορφή της Τ2 -  κατανομής , αφ’ ετέρου δε 

γ ε ν ικ ε ύ ε ι  το γνωστό μας , από την μονοδιάστατη περίπτωση, 

αποτέλεσμα, ό τ ι δηλαδή

t 2 *  F
n I, η ,

όπου F j ε ίν α ι  η F κατανομή μ ε 1 και η  βαθμούς 

ελ ε υ θ ε ρ ία ς .

Θεώρημα 2 .2 0 .  Τ2 ( η ,ρ )  = -------DP - - —  F
^  ^  n  -  Ρ + 1 ρ,η-ρ+1
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Πριν από την απόδειξη του θεωρήματος θα αποδείξουμε το εξής 

Λήμμα.

Λήμμα 2 .2  Αν W « Ι ίρ (η ,Σ ) με η > ρ , τότε

a 'Z ^ a /a 'W " 1*  - κ2η-ρ+ 1
γ ια  κάθε σταθερό διάνυσμα a .

Απόδειξη . Γράφοντας

W(pxp) =
\ , (W  " « ‘ V V  

V W  " « ‘ V V
m %

παίρνουμε If
W11 W12 

W21 W22  '

όπου ο ι εντός παρενθέσεως ποσότητες δηλώνουν την τάξη των

αντίστοιχω ν πινάκων και W *  Ή~ .Συνεπώς,από το Θεώρημα· 1
2 . 1 7 ( i ) ,έχουμε ό τ ι

Ŵ22j - Wp2 ^n-p^, (Σ22) _1|  και ακόμη ό τ ι Ŵ22j ε ίν α ι

ανεξάρτητο από το (W , W ) . Αν τώρα στην δ ια μ έρ ισ η  του
1 1 fab

πίνακα W θέσουμε ρ = 1 , οπότε ρ = ρ -1 , τό τε  η σχέση τουCt ι
Λήμματος γράφεται σαν

Μ "  - · <2 ·«>

Συνεπώς το προς απόδειξη Λήμμα ισ χ ύ ε ι γ ια  a = ( 0 , 0 , . . . , 0 , 1 ) ' .  

Γ ια  να αποδείξουμε τώρα ό τ ι το Λήμμα ισ χ ύ ε ι γ ια  κάθε διάνυσμα a 

εργαζόμαστε ως εξή ς . Έστω Α ένας μη ιδ ιά ζω ν πίνακας του 

οποίου η τελευτα ία  στήλη ε ίν α ι ένα διάνυσμα a .Θέτοντας Μ = 

Α"1*  (Α-1 ) '  παίρνουμε, από το Θεώρημα 2 .1 2 , ό τ ι

Μ - Wp(n,A"1Z(A’ 1) ' ] . Όμως M"1*A'W"1A και από την σχέση ( 2 .4 )  

έχουμε
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Παρατήρηση 2 .4  Μια γεν ίκ ευ σ η  του παραπάνω Λήμματος δ ίν ε τ α ι από 

τον E aton  (1972) . Η γεν ίκ ευ σ η  αυτή έ χ ε ι  ως εξ ή ς . "Αν W ~ 

Wp(n,X) και Α ε ίν α ι  ένας qxp σταθερός πίνακας με Rank(A) = q , 

τό τε

ÂW“ V j  - W q ^ n -p -q .C A S 'V ) ' 1

Παρατήρηση 2 .5  Μ ερικοί συγγραφείς (β λ . π .χ  Arnold (1 9 8 1 )) 

χρησιμοποιούν το Θεώρημα 2 .2 0  σαν ορισμό της κατανομής H o te ll in g

Α πόδειξη του Θεωρήματος 2 .2 0  Από τον Ορισμό 2 .3  μπορούμε 

να γράψουμε X -  n i d ' t T 'd / d 'd l d 'd .  Από την ανεξαρτησία των d 

κα ι W και με βάση το προηγούμενο Λήμμα έχουμε ό τ ι η υπό 

συνθήκη κατανομή της τυχαίας μεταβλητής Υ = d 'd  /  d'W_1d , 

δεθέντο ς  d  , ε ίν α ι  η ρ + ι ·Από το Θεώρημα 2 .1 0  έχουμε ό τ ι 
2

ό τ ι d 'd  - ν , άρα μπορούμε να γράψουμε 
ρ

Μ2
X = η ----- Ε-----  = — 2- J j- F

Ηζ η -ρ +1  ρ ,η -ρ +1
η - ρ + 1

Πόρισμα 2 .2 0 .1  Αν x και S ε ίν α ι ,  α ν τ ίσ το ιχ α , το διάνυσμα των 

δε ιγμ α τικώ ν μέσων και ο πίνακας των δειγμα τικώ ν διακυμάνσεων -  

συνδιακυμάνσεων ενός τυχαίου δείγμ α τος μεγέθους η από την 

Ν ρ(μ,Σ) , τό τε

-!£H -(x  -  p ) ' S _1( i  -  μ ) - F 
Ρ Ρ , η - Ρ

Α πόδειξη . ’ Αμμεση από το Πόρισμα 2 .1 9 .1  .

Γ ια  την μονοδιάστατη περίπτωση ε ίν α ι  γνωστό ό τ ι αν X ·.
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Ν(Ο,Ι) , Υ2~ η2 και ο ι τυχα ίες  μεταβλητές X και Υ2 ε ίν α ι  

ανεξάρτητες, τότε το Χ2+Υ ε ίν α ι  ανεξάρτητο από το Χ2/Υ 2 . Μια 

γενίκευση αυτού του αποτελέσματος ε ίν α ι  το επόμενο θεώρημα.

θεώρημα 2 .21  Αν d και W ε ίν α ι  ανεξάρτητα με κατονομές Ν ρ(ο ,Ι )  

και Wp(n,I) , α ντ ίσ το ιχα , τότε γ ια  την τυχαία μεταβλητή

Ζ = d 'd 1+
d'W-1d

ισ χύ ε ι ό τ ι Ζ ~ χ2 4 και ε ίν α ι  ανεξάρτητη από την τ .  μ . d'W-1d.n+ 1

Απόδειξη . Από την απόδειξη του θεωρήματος 2 .2 0  έχουμε ό τ ι 

οι τυχαίες μεταβλητές d 'd  και Υ ε ίν α ι  ανεξάρτητες ενώ κάθε μ ία  

έ χ ε ι  την η -  κατανομή . Από το αποτέλεσμα στην μονοδιάστατη 

περίπτωση θα έχουμε, ό τ ι  το άθροισμα αυτών των τ .  μ . θα 

ακολουθεί την κ -  κατανομή και θα ε ίν α ι  ανεξάρτητο από το 

πηλίκο τους. Αλλά το άθροισμα των μεταβλητών αυτών ε ίν α ι

f

d 'd  + Υ *  d 'd 1+
V.

το δε πηλίκο τους ε ίν α ι

d 'd
Υ d'W" l d .

Ηn+ 1 t

Παρατήρηση 2 .6  Ένα αποτέλεσμα γενικώ τερο από αυτό του 

προηγούμενου Θεωρήματος ε ίν α ι  το εξή ς . " Αν d και W ε ίν α ι  

στατιστικώς ανεξάρτητα και d - Ν ρ (ο ,Ι )  και W ~ Wp(n,I) ,τ ό τ ε  

d'W-1d ε ίν α ι  ανεξάρτητο από το W + d d ' . "  Γ ια  μ ια  απόδειξη βλ . 

Mardia, Kent & Bibby (1 9 7 9 ) .
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θεώρημα 2 .2 2  Έστω χ ,χ  , . , . , ι  και y , , y _ » . . . , y  δύο τυχαία
1 2  Π 1 2  m

δείγμα τα  από τους πληθυσμούς Νρ(μχ ,Σχ ) και Νρ(μ^ ,2y  ) ,

α ν τ ίσ το ιχ α  . Α ν  μ  *  μ και Σ *  Σ , τ ό τ ε
χ y  χ y

n ‘ m D2- T2 (p ,N - 2 ) ,

όπου D

n + m

2 = (x -  y ) ' S " l (x -  y ) ,  S  *u u

n δχ + ra Sy 

n + m -  2

- 1,

t και N *  n + m.

Απόδειξη . Ε π ειδή  χ - Νρ(μ , π -1Σ ) * y - Νρ(μ , πι"1Σ )
χ χ  y  y

και τα δύο δείγμα τα  ε ίν α ι  ανεξάρτητα παίρνουμε ό τ ι η κατανομή

του d = χ - y ε ίν α ι  η Νρίμ - μ ,ιΓ ' ς + ιη"1Σ 1 . Συνεπώς αν
ν *  y  *  y j

μχ = μγ και V  2y= 1 ' τότε d ~ Νρ(0’ ” Σ) ·
Αν θέσουμε W = n«S  και W *  m*S , θα έχουμε ό τ ιχ χ  y  y
¥χ - WP( n - l ,  Σχ ) και Wy - WP(m -l , Σy  ) .  Συνεπώς όταν Σχ =

Σ = Σ θα ε ίν α ι ¥  = (N -2 )S  = ¥χ + ¥  .  Wp(N-2 ,Σ ) . Άρα αν
n + m > τό τε  c * ¥  ·. Wp(N-2 ,ο ·Σ )  . Αλλά W ε ίν α ιc = n · m

ανεξάρτητο από το d επ ε ιδ ή  τα χ και y  ε ίν α ι  ανεξάρτητα από 

τα δχ και Sy  , α ν τ ίσ το ιχ α  ,κ α ι τα δύο δείγματα ε ίν α ι  ανεξά -  

ρτητα. Συνέπεια  αυτού ε ίν α ι  ό τ ι  ( N - 2 ) d ' ( c « ¥ ) ‘ *d  « ΤΖ(ρ ,Ν -2 ) ,  

ή αντικαθιστώ ντας

η · m(Ν -2 ) (χ  -  y ) ' η + m η · δχ + m (χ  -  y )=

= _ £ L U L  (χ  -  y ) ' ____ -  y )
η + m K yi  η · S  + m · S  K y)

χ  y

= "  y ) ' S - 1 (x  -  y )  = ”  * D2 - T2 (p ,N -2)n + m u n + m
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Παρατήρηση 2 .7  Η ποσότητα Δ2 = (μχ  -  μ ^ ' Σ _1(μχ  -  μ^) ε ίν α ι 

γνωστή σαν α π ό σ τ α σ η  τ ο υ  M a h a l a n o b i s  

(M ahalanobis d is ta n c e )  μεταξΟ δύο πληθυσμών. Η δ ε ιγ μ α τ ικ ή  

απόσταση του M ahalanobis ο ρ ίζ ετα ι από την σχέση 

D2 = (x -y ) 'S ^ C x - y )  , όπου = (η ·δ χ + m*Sy  ) /(Ν —2 ) .  Η 

ποσότητα ε ίν α ι ένας αμερόληπτος εκ τ ιμ η τή ς  του Σ.

2.2.3 Πολυδιάστατη t  -  κατανομή 

Ορισμός 2.4 Έστω ό τ ι z ~ Νρ(ο ,1) , Υ - η2 και z , Υm
ανεξάρτητα. Τότε η κατανομή του τ .  δ . x  = ζ / /  Y/m ε ίν α ι η 

ρ -  διάστατη t  -  κατανομή με m βαθμούς ελ ευ θ ερ ία ς .

Χρησιμοποιόντας τη μέθοδο της αλλαγής μεταβλητών μπορούμε 

να δείξο υμε ό τ ι η μαθηματική έκφραση της κατανομής του χ (δηλαδή 

ο τύπος της ρ -  διάστατης t  -  κατανομής ) ε ίν α ι ο εξής .

Γ
. τ ® - ]

Γ m
1 2

• (m π) ρ / 2
j

Γ ια  m = 1 η ρ -  διάστατη 

κατανομή του Cauchy.

Γ ια  την ρ -  διάστατη t  -  

μπ ερεί να δ ε ιχ θ ε ί ό τ ι i )  Ε (χ) 

V ar(x) = [m / (m - 2 ) ] I  , γ ια  m >

(m+n) /2 , x e R p .

[ ι  + τ*·*)
t  -  κατανομή λ έγ ετα ι ρ -  διάστατη

κατανομή με m βαθμούς ελευ θ ερ ία ς  

* ο , γ ια  m > 1 και i i )  
2 .



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. - ΙΤΟΛΥΔΙAETATEE KATANOMEEWl

2.3 ΜΕΡΙΚΕΣ ΑΛΛΕΣ ΠΟΛΥΔΙΑΣΤΑΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

2.3.1 Πολυωνυμική κατανομή

Ορισμός 2.5 Έστω χ = (χ ,χ  , . . . , χ  ) '  ένα δ ια κ ρ ιτό  τ .  δ . . θ α  

λέμ ε ό τ ι π κατανομή του χ ε ίν α ι  η k -  δ ιάστατη πολυωνυμική αν η 

συνάρτηση π ιθανότητος του χ ε ίν α ι  η

η !

ρ(χ; = «

k
Π V

ί *  1

k x iff Pj t χ £ 0 , p £ 0 , (i=l»2i *. · >k)
i *  1

, 0 , άλλοι)
k k

με J  χ . *  η και Σ  s  1 · 
i  *  1 '1s t

Μ ερικές από τ ις  ιδ ιό τ η τ ε ς  της k -  δ ιάστατης πολυωνυμικής 

κατανομής ε ίν α ι :

ί )  η κατανομή της τυχαίας μεταβλητής X. ε ίν α ι  η Β (η ,ρ  ) * ( i  = 

1 , 2 , . . . ,  k)

i i )  μ  = E (x )  = (n p l f np2 , . . . ,n p k) '  . 

i i i )  Σ *  V ar(x ) s  (σ ) ,όπου σ. *  C ov(X .,X  ) a -  n p .p . , γ ια  

κάθε i  *  j  και σ *  Var(X ) *  np (1 -p  ) .Να σ ημ ειω θεί ό τ ι

ο πίνακας Σ δεν μπ ορεί να ε ίν α ι  θ ετ ικ ά  ορ ισ μένο ς.

2.3.2 Βήτα κατανομή ή κατανομή του Direchlet

Ορισμός 2 .6  Αν η συνάρτηση πυκνότητος π ιθανότητος ενός τ . δ . χ =

(X ,Χ , . . . Χ  ) '  γράφεται στην μορφή 
1 2  ρ
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ρ+1 Λ
Σ a i)

V i s l  J

(  P+1 · ϊ
n a i

ν i - 1  }
$ (χ ) = *

ο

ρ α .- l  ,' Ρ ■ >α - 1

π ν  * ι - Σ * . Ρ . ΚΑ
1«1  1 '“ i β 1 1 J

, xgA 

Ρ }
χ ) '  : X 

Ρ ι
*  ο , £  χ . * 1  V , τότε λέμε

i *  1 J
ό τ ι η κατανομή του χ ε ίν α ι η πολυδιάστατη Βήτα ή η κατανομή 

του D ire c h le t .

Η κατανομή του D ire c h le t  α π οτελεί γεν ίκ ευ σ η  της γνωστής 

κατανομής Βήτα στην μονοδιάστατη περίπτωση.



ΑΣΚΗΣΕΙΣ

2 .1  Έστω ό τ ι

χ  =

/ >
Χ1 ί 1 1

/

Χ2

Χ3

2
3

. 4 .

>

V

4
3
2
1

3
3
2
1

2
2
2
1

ιΊ
1
1
1

α) Να β ρ ε θ ε ί η κατανομή του τυχαίου διανύσματος y  *

όπου Υχ = X + Χ2+ Χ3+ Χ4 και Υ2 = χ -  Χ2 + Χ3 + ΧΑ

Ύ  Λ

lY2 JV

β) Ε ίν α ι ο ι τυ χ α ίες  μετα βλη τές  Υ̂  ̂ και Υ2  α νεξά ρτητες; Ποια 

ε ίν α ι  η κατανομή της Υ^;

γ) Να β ρ ε θ ε ί η κατανομή του τυχαίου διανύσματος
(  χ

Α1

δ) Να β ρ ε θ ε ί η δεσμευμένη κατανομή του

Χ3 = χ3

fyr \

Λ ,
δοθέντος ό τ ι

2
2 .2  Έστω X - Ν (μ ,σ  I ) ,  Α και Β ρχη και sxn π ίνακες

n ΓαχΊα ν τ ίσ τ ο ιχ α , α) Να δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι το τυχαίο διάνυσμα 1 ^ 1  έ χ ε ι την

(ρ + ε)-δ ιά σ τα τη  κανονική κατανομή και να δοθούν η μέση τ ιμ ή  και ο 

πίνακας διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων. β ) Να δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι ΑΧ και 

ΒΧ ε ίν α ι  ανεξάρτητα εάν και μόνον εάν ΑΒ' = 0  .

2 .3  Έστω χ „ Ν ^ ίο ,Σ ) όπου Σ =
Π
Ρ
0

Ρ
1
Ρ

0)
Ρ
1

|ρ | £ 1. Υπάρχει

τ ιμ ή  του ρ γ ια  την οποία ο ι τυ χ α ίες  μετα βλητές  Χ^+ Χ2+ Χ^ και 

χ -  χ -  Χ« ε ίν α ι α νεξά ρ τη τες ; [X. ( ί= 1 ,2 ,3 )  ε ίν α ι ο ι συνιστώσες
1 2 ν ^



του διανύσματος x J

2 .4  Av x ^ ^ t X g  ε ίν α ι ανεξάρτητα τυχαία διανύσματα από την

Νρ(μ,Σ) και = Χχ+ χ 2 ' y2 = Χ2+ Χ3 ’ y 3 = Χ1 * *3  VCt β ρ ε θ ε 1  
α) η υπό συνθήκη κατανομή της δοθέντος Υ2  ·

β) η υπο συνθήκη κατανομή του δοθέντος y 2 και y^ ·

2 .5  Αν χ - Νρ(μ»Σ) να δ ε ιχ θ ε ί ό τ ι ~ Ν(μ^»σ^^) , ( ί  = 1 , 2 , . .

. .  ,ρ ) όπου χ^ και μ ε ίν α ι ο ι συνιστώσες των διανυσμάτων χ και 

μ α ντίσ το ιχα  kol σ ^  ε ίν α ι το ϊ-σ τό  διαγώ νιο σ τ ο ιχ ε ίο  του πίνακα 

Σ.

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. - AEKHEEIE

' 2 ' ' 2 1 1 '
2 .6  Έστω x ·  Ν3 (μ ,Σ )  με μ * 1

1 2 J
και Σ * 1 3  0

1 1 0  1J

να β ρ εθ ε ί η από κοινού κατανομή των τυχαίων μεταβλητών 

Y1 = V  Χ2 + Χ3 κοα Υ2 = ΧΓ  Χ2 *

2 .7  Αν ( x ^ y ^  , (x 2 »y2 ) » • • " ^ xn ,y n^ eCvca ένα τυχσί· 0 δείγμ α  
από την ^ ( μ , Σ )  να β ρ εθ ε ί η από κοινού κατανομή των δειγμα τικώ ν 

μέσων X , Ϋ .

2 .8  Αν X και Υ ε ίν α ι δύο τυ χα ίες  μετα βλητές  με από κοινού 

συνάρτηση κατανομής την

ι  , 2 . 2 , fι - — u  +y >
f ( x . y >  -  -2 5 -  e 1 - xy

(1 + X ) ( 1  + y 2 ) ^

X €  R 

y  e  R

να δ ε ιχ θ ε ί ό τ ι ο ι κατανομές περιθω ρίου των X και Υ ε ίν α ι 

κα νονικές. Να σχολιάσετε το γεγονός αυτό.
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2 .9  Αν y  .  Νη ( ° Ί η ) 1 Υ Υ s  Y'Ay + y 'B y  και y #Ay .
2

y  By ■  V r  '

ηγ  , τό τε

2 .1 0  Έστω y  .  Ν ρ(ο , Ι^ )  κα ι Q. = y 'P .y  ( i  = 1 ,2 )  . Αν καθ' 

ένα από τα έ χ ε ι  την η -κατανομή να δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι τα και

ε ίν α ι  ανεξάρτητα εάν και μόνον εάν = 0  .

2 .1 1  (Θεώρημα των Hogg & G ra ig )  Έστω ό τ ι y  - Ν (μ ,σ 2Ι  ) και 

Qt  = (y-M ), Pi (y-M )/o  » ( i  a 1 .2 ) .  αν Q. ·  >γ και -  Q2 *  o ,

τό τ ε  Qx -  Q2 ε ίν α ι  ανεξάρτητο από το Q2 με κατανομές

η2 -  ν2 , και η 2  , α ν τ ίσ το ιχ α  . r  r  r
1 2  2

2 .1 2  Αν ϊ ,  Wp(m,I) , να δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι ο ι μ ετα βλητές  b'Wb και 

d'Wd ε ίν α ι  σ τα τισ τικώ ς ανεξά ρτητες εάν b 'S d  = 0  .

2 .1 3  Αν W - WP(m ,S) να δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι τα και w .. ε ίν α ι
J  J

ανεξάρτητα εαν σ ^  *  0  . (w ^  και ε ίν α ι  τα διαγώνια

σ τ ο ιχ ε ία  του πίνακα W σ τ ις  θ έ σ ε ις  ( ί , ί )  και ( j , j ) ,  α ντ ίσ το ιχ α , 

ενώ σ ^  ε ίν α ι  το σ τ ο ιχ ε ίο  του πίνακα Σ στη θέση ( i , j ) ) .

2 .1 4  Αν W ,  WP(m ,I )  να δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι trW - κmp

2 .1 5  Έστω ό τ ι W - W2 (m ,I)  . i )  Να δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι

Γ 2
S 1

W = m
r S l S 2

r S l S 2

2 2i i )  να β ρ ε θ ε ί η κατανομή του ms2 ( l  -  r  ) και να δ ε ιχ θ ε ί ό τ ι 

ε ίν α ι  ανεξάρτητη από την από κοινού κατανομή των και r s ^  .
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2 .1 6  Αν W ~ Wp(n,X) να δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι  EW"1 » Σ " 1/ ( η - ρ - 1 )  .

2 .1 7  Αν ο ι γραμμές του X ε ίν α ι  ανεξάρτητες Νρ(μ,Σ) και C ε ίν α ι  

ένας συμμετρικός πίνακας, τότε X'CX έ χ ε ι  την Wp(r,X) εάν και 

μόνον εάν i )  C ε ίν α ι  ταυτοδΰναμος και ε ί τ ε  a )  μ = ο ή

b) Cl = ο . Σε οποιαδήποτε περίπτωση r  *  t r C  .

2 .1 8  Έστω ό τ ι  x ~ Νρ(μ,Σ) και W~Wp(m,X) με  χ  και W ανεξάρτητα. 

Αν η τυχαία μεταβλητή X μπορεί να γραφεί σαν X = md'W , όπου 

d *  χ -  μ  ι να δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι

d 'W 'd
i )

ι ι )



3. E K T I U H T I K H

3.1 ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΠΙΘΑΝΟΦΑΝΕΙΑΣ ΚΑΙ ΕΠΑΡΚΕΙΑ

3.1.1 Συνάρτηση πιθανοφάνειας

Έστω ό τ ι χ ,χ  . . . , , χ  ε ίν α ι ένα τυχαίο δε ίγμ α  από έναν
1 2  π

πληθυσμό με κατανομή /(χ ;Θ )  όπου θ  ε ίν α ι το διάνυσμα των 

παραμέτρων. Τότε η συνάρτηση πιθανοφάνειας ο ρ ίζ ε τ α ι σαν

L (X ;0 ) = Π / ( χ  ;Θ) , ( 3 .1 )
i ■  1

όπου X ε ίν α ι ο πίνακας με γραμμές τα διανύσματα x i ( i  *  

X f 2 f . . .  f π) .

0  λογάριθμος της συνάρτησης πιθανοφάνειας σ υ μ βο λ ίζετα ι με 

1 (X;Θ) και ισούτα ι με

1(Χ;Θ) = l o g j u x j e ) ]  *  I  l o g ^ ( x . ; 0 ) j  . ( 3 .2 )

Δοθέντος του τ . δ . χ ,χ  , . . . , χ  τόσο η L (X ;8 ) όσο και
1 2  π

1(X;Θ) θεωρούνται συναρτήσεις του Θ .

Η σκορ συνάρτηση ( sc o re  fu n c tio n )  s  *  s ( X ;6 ) ο ρ ίζ ε τ α ι σαν
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(3.3)

Προφανώς s ( X ;0 )  ε ίνα ι, ένα τυχαίο διάνυσμα και συνεπώς η 

V a r (s )  θα υπ ά ρχει. 0 πίνακας αυτός ονομάζεται π ίνα κ α ς πληρο  -  

φ ο ρ ία ς  του F ish e r  και σ υ μ βο λ ίζ ετα ι μ ε F .Δηλαδή F  *  V a r (s )  .

Θεώρημα 3 .1  Έστω ό τ ι s ( X ;0 )  ε ίν α ι η σκορ συνάρτηση που 

α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί στην συνάρτηση πιθανοφάνειας L (X ;0 )  . Αν t  = t ( X ,0 )  

ε ίν α ι  μ ια  οποιαδήποτε συνάρτηση των X και Θ ,τ ό τ ε ,  κάτω από 

κά ποιες συνθήκες κανονικότητος , ισ χ ύ ε ι

Α πόδειξη . Ε ίν α ι γνωστό ό τ ι E ( t ' )  = J  t 'L ( X ;0 )  dX . 

Παραγωγίζοντας και τα δύο μέλη ως προς 0  και υποθέτοντας ό τ ι

παίρνουμε

- ~ E ( t ' )  = L (X ;0 )d X  + —  t 'L (X ;0 )d X  .

Παρατηρώντας ό τ ι

9  t 'L (X ;0 )d X

έχουμε το ζητούμενο.

Πόρισμα 3 .1 .1  Αν s ( X ;0 )  ε ίν α ι η σκορ συνάρτηση που α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί 

στην συνάρτηση πιθανοφάνειας L(X ,'0) ,τ ό τ ε  E ( s )  = ο .
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Απόδειξη . Δ ιαλέγοντας t  να ε ίν α ι ένα οποιοδήποτε σταθερό 

διάνυσμα θα έχουμε ,από το προηγούμενο Θεώρημα ,ό τ ι  E ( s ) t '  = 0 ,  

γ ια  κάθε σταθερό διάνυσμα t .  Άρα E ( s )  = ο .

Πόρισμα 3 .1 .2  Αν s (X ;0 )  ε ίν α ι η σκορ συνάρτηση που α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί

αμερόληπτος εκ τ ιμ η τή ς  του θ ,τ ό τ ε  E ( s t ' ) -  I  .

Απόδειξη . Επειδή t  ε ίν α ι αμερόληπτος εκ τ ιμ η τή ς  του θ 
συνεπάγεται ό τ ι E ( t )  = θ και το t  δεν εξαρτάται από το θ δηλ. 

dt'/θθ = ο .

Πόρισμα 3 .1 .3  Αν s (X ;0 )  ε ίν α ι η σκόρ συνάρτηση που α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί

στην συνάρτηση πιθανοφάνειας L (X ;9 ) και t  ε ίν α ι  ένας

εκτιμ ητή ς  τ έτο ιο ς  ώστε E ( t )  = Θ + b (0 )  , τότε E ( s t ' ) = I  + Β ,

όπου Β = B (8b /ΘΘ ) .
j ΐ

Απόδειξη . Επειδή το t  ε ίν α ι εκ τ ιμ η τή ς  θα ε ίν α ι  ανεξάρτητο 

από το Θ και συνεπώς d t ' / d Q  -  ο .

Πόρισμα 3 . 1 . Α Αν s ( X ;0 )  ε ίν α ι η σκορ συνάρτηση που α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί 

στην συνάρτηση πιθανοφάνειας L (X ;0 ) και t  = s  , τότε

Απόδειξη . Η απόδειξη βα σ ίζετα ι στο ό τ ι V a r (s )  = E ( s s ' )  και 

E (s )  = ο (β λ . Πόρισμα 3 .1 .1 )  .

Παράδειγμα 3 .1  Έστω ένα τυχαίο δείγμ α  x . ( ί  = 1 , 2 , . . . , π) από 

την κανονική κατανομή Ν ρ(μ,Σ) .Τ ότε θα έχουμε

στην συνάρτηση πιθανοφάνειας L (X ;0 ) και t  ε ίν α ι ένας

F  = V a r(s)  *  -  Ε
[ % τ ) ■ - Ε(

a2i(x;<
ΘΘ 60
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L(X;0) ■ Ι,(Χ;μ,Σ) *

e x p j-  -y ^ (χ. - M)'2_1(x.

i *  1

£ d e t (2 n 2 ) j

και

1 ( Χ ; μ , ϊ )  = -  * y  l o g e jd e t (2 n  Σ)1 -  —  J  ( χ ( -  μ Γ Σ -

Κάνοντας χρήση της ταυτότητας
1* 1

( χ ( -  μ ) · ϊ " ι ( χ 1 -  μ)  * ( χ ,  -  x i ' S ' ^ X j  -  χ )  + ( ϊ  -

+ 2 ( 5  -  μ ) ' Σ ' ’ θ

μπορούμε να γράφουμε

2  ( χ ,  -  μ ) ' Σ - ’ ( χ ( -  μ)  -

1 * 1
π

= Υ ( χ ί -  ϊ  ) #Σ’ 1( χ ι -  χ  ) + Π (χ  -  μ)

ί * 1

ή ακόμη επ ε ιδ ή

(χ .  -  χ  ) ' Σ _1(χ  -  χ  ) = t r U x ,  -  χ  )'Σ" ι (χ ~ χ  )κ -
= t r

έχουμε

[ς “ 1( χ 1 -  ϊ  ) ( χ . -  ϊ  ) ' ]

^ (χ .  -  μ ) ' Σ " 1(χ .  -  μ ) - tr<

i *  1

Σ (χ -  ϊ  )(χ.
ί · 1

+ η (χ  -  μ ) ' Σ _1(χ  -

- Μ ) }

-  μ) ·

μ ) ' Σ" *(χ  -  μ)  

‘ i "  5  > '

ι ' Σ ' 1(5 "  μ) .

t

1 '
-  χ ) '  ►

J  -

μ ) ·
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Π
θέτοντας η S = £  (χ . -  χ ) ( χ .  -  χ ) '  παίρνουμε τελ ικ ά

ι = 1

1(Χ»μ»Σ) = -  ~ l o g e ^d et (2n I ) j  -  - j j j-trCX^S) -

-  -£ -(5  -  μ *  μ  ) 0 . 4 )

Στην ε ιδ ικ ή  περίπτωση όπου Σ *  I  η ( 3 .4 )  γράφεται

1 (Χ ;μ ,Σ ) = -  -2E -loge (2n) -  - y t r ( S )  -  - y  (χ  -  μ  ) ' ( χ  -  μ  ) .

Στην ίδ ια  περίπτωση (δηλ . Σ = I )  γ ια  την σκορ συνάρτηση θα 

έχουμε
8(Χ ;μ )  = Ί ^ Κ Χ ί μ )  = η (χ  -  μ) , -  η ΐ

και συνεπώς F = η ΐ  .

3 .1 .2  Επάρκεια και πληρότητα

Έστω X = (χ  ,χ  , . . . , χ  ) '  ένα τυχαίο δείγμ α  από μ ια1 2 η
κατανομή /(χ ;Θ )  και t  *  t (X )  ένα σ τα τ ισ τ ικ ό  .

Ορισμός 3 .1  θα λέμε ό τ ι το σ τα τ ισ τ ικ ό  t  *  t (X )  ε ίν α ι  επαρκές 

γ ια  την παράμετρο θ  αν η υπό συνθήκη κατανομή του X δοθέντος t  

δεν εξαρτάται από το Θ .

Στην μονοδιάστατη περίπτωση η εύρεση ενός επαρκούς 

σ τα τιστικού  γ ίν ε τ α ι με το θεώρημα παραγοντοποιήσεως του F is h e r .  

Γενίκευση του θεωρήματος αυτού ε ίν α ι το επόμενο θεώρημα .
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θεώρημα 3 .2  (F is h e r  -  Neyman) Έστω το τυχαίο δ ε ίγμ α  X = (χ  ,χ  ,
1 2

. . . , χ  ) '  από την κατανομή / ( χ ; θ )  και ένα σ τα τ ισ τ ικ ό  t  = t (X )  .
n

Το σ τα τ ισ τ ικ ό  t  ε ίν α ι  επαρκές γ ια  την παράμετρο θ  εάν και 

μόνον εάν L (X ;0 )  s  g [ t ( X )  ;θ ]  ·h(X) όπου g ε ίν α ι μ ια  συνάρτηση 

των t  κα ι θ  κα ι h ε ίν α ι  μ ια  μη α ρνητική  συνάρτηση η οποία 

εξα ρτά τα ι μόνο από το X .

Α πόδειξη . Γ ια  μ ια  α π όδειξη  του θεωρήματος παραπέμπουμε στο 

β ιβ λ ίο  του G ir i  (1975) ή γ ια  μ ια  π ιο  γ εν ικ ή  απόδειξη στην 

εργασία  των Halmos & Savege  (1949) .

Ορισμός 3 .2  Έ να σ τα τ ισ τ ικ ό  t  ονομάζεται πλήρες αν γ ια  κάθε 

συνάρτηση h ( t )  , η σχέση E ( h ( t ) ]  *  0 συνεπάγεται h ( t )  *  0 

με π ιθανότητα  μονάδα .

Το επόμενο Θεώρημα μας λ έ ε ι  π ο ιες  συναρτήσεις , ενός 

πλήρους και επαρκούς σ τα τ ισ τ ικ ο ύ  ε ίν α ι πλήρη και επαρκεί 

σ τα τ ισ τ ικ ά  .

Θεώρημα 3 .3  Αν t (X )  ε ίν α ι ένα επαρκές και πλήρες σ τα τισ τ ικ ό  και 

f ( t )  ε ίν α ι  μ ια  α ν τ ισ τρ έψ ιμ η  συνάρτηση του t  , τό τε η f ( t )  

ε ίν α ι  ένα επαρκές και πλήρες σ τα τ ισ τ ικ ό .

Α πόδειξη . Η επάρκεια  του f ( t )  προκύπτει άμεσα από το 

Θεώρημα 3 .2  .Η πληρότητα του f ( t )  προκύπτει από τον Ορισμό του 

πλήρους σ τα τ ισ τ ικ ο ύ  (Ορισμός 3 .2 )  .

Παράδειγμα 3 .2  Αν χ  ̂ ( ί  = 1 , 2 , . . . , η) ε ίν α ι ένα τυχαίο δείγμα  από 

την Ν ρ(μ ,Σ ) , τότε ,όπως ε ίδ α μ ε  στο Παράδειγμα 3 .1

5 4
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L (X ;0 ) *  1 ( Χ ;μ ,Σ )

( χ . -  μ ) ' Σ ' 1

[ d e t ( 2nZ)j
η/2

Παίρνοντας h(X) = 1 .βλέπουμε ό τ ι τα χ και S  ε ίν α ι επαρκή 

στα τιστικά  γ ια  τα μ και Σ . Ακόμη μπορούμε να δ ε ίξο υ μ ε (β λ . 

G ir i  (1977) ή Arnold (1 9 8 1 )) ό τ ι το επαρκές σ τα τ ισ τ ικ ό  ( x .S )  

ε ίν α ι πλήρες γ ια  το (μ .Σ )  .

Παράδειγμα 3 .3  Ένα πείραμα ,από την γ εν ν ετ ικ ή  , έ χ ε ι  τέσσερα

αποτελέσματα με π ιθανότητες (2+Θ )/4 , (1 - θ ) /4  , (1 - θ ) /4  και θ /4 ,

α ντίσ το ιχα  . Σε η δο κ ιμ ές  παρατηρούμε χ. εμ φ α ν ίσ εις  του ί

αποτελέσματος ( ί  *  1 ,2 ,3 ,4 )  , με £  x t = η . Αν χ = (x ^ X g »

χ ,χ  ) '  ,τ ό τ ε  το τ . δ . χ έ χ ε ι  την πολυωνυμική κατανομή με 
3  4

συνάρτηση πιθανοφάνειας

L(x;0)

χ . X +Χ 
( 2 +Θ) ^ Ι - Θ )

ή"
Ακόμη

1 (χ ;θ )  = lo g  c-n  lo g  4+χ lo g  (2 + 0 )+ (x ~ +3O l ° 8  (1 “ Θ)+χ lo g  θ »
θ  e 1 6 c ^  β 1

όπου c = η ! / ( χ  ! χ ! χ ! χ ί )  .I 6 ά π
Η σκορ συνάρτηση θα δ ίν ε τ α ι από την σχέση

a \  .  V * 3  .
s(x,0) = 00 ΐ(χ;0) * 2+θ 1“θ 0

και συνεπώς ,από το Πόρισμα 3 . 1 . A 

χ
F = -Ε

( 2+θ)'

χ + χ „
2  3

u - e y

η ( 1+2θ)
(2 Θ (1 -Θ )(2 + θ )} *

Από την μορφή της L (x ;0 )  

Χ 1 Χ 2 + Χ 3  Χ 4g ( t ; 0 ) = ( 2+θ) Τ( ΐ - θ )  3 θ

.παίρνοντας

t  *  (χ , ■ V W
βλέπουμεκαι
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ό τ ι το t  ε ίν α ι  ένα επαρκές σ τα τ ισ τ ικ ό  γ ια  το θ . Ακόμη ,ε π ε ιδ ή  

η = Χ 1+ Χ 2+ Χ 3+ Χ 4 ε ίν α ι  σταθερό , το t * =  ( x t »x4) ε ίν α ι επ ίσης ένα 
επαρκές σ τα τ ισ τ ικ ό  γ ια  το Θ .

Παράδειγμα 3 .4  Αν χ ε ίν α ι  ένα τ .  δ . από την κατανομή f ( x ; 0 )  θα 

λέμε ό τ ι η κατανομή του χ α νήκει στην γ εν ικ ή  εκ θ ετ ικ ή  

ο ικ ο γ έ ν ε ια  κατανομών αν

/(χ ;Θ )  = exp

q

θο(θ )  + b o (x )  + I  β Α(θ ) b ^ x )  , ( 3 .5 )

όπου θ  *  (θ  ,θ  . . . . , θ  ) ' .  Στην περίπτωση όπου r  = σ και
1 2 Γ

a . ( 0 ) = ( i  *  0 ) ,τ ό τ ε  η κατανομή του χ α νήκει στην απϋή 

ε κ θ ε τ ικ ή  ο ικ ο γ έ ν ε ια  κατανομών.

Έστω τώρα X = (χ  ,χ  » . . . » χ  ) '  ένα τυχαίο δείγμα  από την
1 b Π

( 3 . 5 ) .  Τότε η συνάρτηση πιθανοφάνειας του X θα ε ίν α ι

L (X ;0 )  = exp n aQ(0 ) + £  b0 (X j)  + Σ  · Σ
J-l i»l j«t

= exp exp
j-t

w
Από την μορφή της L(X*,0) έχουμε ό τ ι το διάνυσμα t  με

η
συνιστώσες t .  = £  b . ( x  ) ε ίν α ι επαρκές σ τα τ ισ τ ικ ό  γ ια  το Θ . 

1 j e l  ΓΑν θέσουμε a (0 )  *  | a t (0 )  , a 2 ( 0 ) , . . .  ,a ^ ( 0 ) ]  με a(Si) *  0  , όπου 

Ω ε ίν α ι  ο παραμετρικός δ ε ιγ μ α τ ικ ό ς  χώρος , τό τε μπορεί να 

δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι το σ τα τ ισ τ ικ ό  t  ε ίν α ι  και πλήρες.



J E '» N A P Τ p E Η ΓΓI 0 Δ N u Φ A N E I A E *· A X ΕΓΑΡΚ E I A 57

3.1.3 Αμερόληπτοι εκτιμητές ελάχιστης διακύμανσης

Έστω X = (x  ,χ  , . . . ,χ  ) '  ένα τυχαίο δείγμ α  από την
1 2  η

κατανομή / ( χ ; θ ) .  Τότε το σ τα τισ τ ικ ό  t (X )  ε ίν α ι ένας 

αμερόληπτος εκτιμ ητής του τ (θ )  αν E ~ [t(X )]  = τ (θ )  .Ο
θα λέμε ό τ ι το σ τα τισ τ ικ ό  t (X )  ε ίν α ι ένας α μερόληπ τος  

ε κ τ ιμ η τ ή ς  ελ ά χ ισ τ η ς  δ ια κύμα νσης  ( α . ε . ε . δ . )  αν ο t (X )  ε ίν α ι 

αμερόληπτος και γ ια  κάθε άλλο αμερόληπτο εκ τ ιμ η τή  t * ( X )  του 

τ(Θ) ισ χ ύ ει
V ar(t ) £ V a r ( t * )

i ι

όπου t  και t *  ε ίν α ι ,α ν τ ίσ το ιχ α , ο ι συνιστώσες των t  και t * .
i i

Από την μονοδιάστατη περίπτωση ε ίν α ι γνωστό ό τ ι η εύρεση 

αμερόληπτου εκ τ ιμ η τή  ελάχιστης διασποράς γ ίν ε τ α ι με τη βοήθεια  

των θεωρημάτων των Cramer -  Rao και Lehmann -  S c h e ffe . Στη 

συνέχεια  δίνουμε τα θεωρήματα αυτά (χω ρίς α π ο δ ε ίξ ε ις )  στην 

πολυδιάστατη μορφή τους .

Θεώρημα 3 . A (Cramer -  Rao) Έστω X = ( χ 4,χ  . . . . ,χ  ) '  ένα τυχαίο 

δείγμα  από την κατανομή /(χ ;Θ )  .Αν t (X )  ε ίν α ι ένας αμερόληπτος 

εκτιμ ητή ς  του τ (θ )  ,τ ό τ ε  ο t (X )  ε ίν α ι ελά χ ισ της διακύμανσης εάν

Var

γ 3τ.(θ) η■ bH
Μ

όπου A και τ

συνιστώσες των τ και θ  .

* Δ F" V  ,

& ε ίν α ι ,  α ν τ ίσ το ιχ α , ο ι

Απόδειξη . Βλέπε G ir i  (1 9 7 7 ).
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θεώρημα 3.5 (Lehmann -  S c h e f fe )  Έστω X = (χ ,χ , . , . , χ  ) '  ένα 

τυχαίο δ ε ίγ μ α  από την κατανομή / ( χ ; θ )  και t ^ X )  ένα πλήρες κα 

επαρκες σ τα τ ισ τ ικ ό  . Αν t(t ) ε ίν α ι  ένας αμερόληπτος εκ τ ιμ η τή ς  

του τ (θ )  , τό τε  ο t ε ίν α ι  αμερόληπτος ελά χ ισ της διασποράς.

Α πόδειξη . Βλέπε G ir i  (1977) .

3.2 ΕΚΤΙΜΗΤΕΣ ΜΕΓΙΣΤΗΣ ΠΙΘΑΝΟΦΑΝΕΙΑΣ

3.2.1 Γενικά

0  εκ τ ιμ η τή ς  μ εγ ίσ τη ς  πιθανοφάνειας ( ε .μ .π . )  μ ια ς  άγνωστης 

παραμέτρου ε ίν α ι  ε κ ε ίν η  η τ ιμ ή  της παραμέτρου η οποία μ έγ ισ το  -  

π ο ιε ί  την συνάρτηση πιθανοφάνειας των παρατηρήσεων .

Κατά κανόνα η εύρεση αυτού του μ έγ ισ το υ  γ ίν ε τ α ι με παραγω -  

γ ισ η  της L (X ;0 )  . Ε π ειδή  όμως η 1(Χ;Θ) μ ε γ ισ τ ο π ο ιε ίτ α ι όταν η 

L (X ;0 )  μ ε γ ισ τ ο π ο ιε ίτ α ι,  γ ι '  αυτό η εύρεση του εκ τ ιμ η τή  μ έγ ισ τη ς  

πιθανοφάνειας γ ίν ε τ α ι με την λύση της εξίσωσης

-|g-1 (Χ;Θ) = s = ο . (3.6)

Από την ( 3 .6 ) ,  επ ε ιδ ή  η s  ε ίν α ι  συνάρτηση ενός επαρκούς 

σ τα τ ισ τ ικ ο ύ , συνεπάγεται ό τ ι ο ι ε κ τ ιμ η τ έ ς  μ έγ ισ τη ς  πιθανοφάνειας 

ε ίν α ι  συναρτήσεις κάποιου επαρκούς σ τα τ ισ τ ικ ο ύ .

Γ ια  τους ε κ τ ιμ η τ έ ς  μ έγ ισ τη ς  πιθανοφάνειας ισχύουν, μεταξύ 

άλλων, ο ι ιδ ιό τ η τ ε ς  .

ί )  Ασυμπτωτικώς έχουν την πολυδιάστατη κανονική κατανομή με 

μέση τ ιμ ή  μ = Θ και πίνακα διακυμάνσεων -  συνδιακυμάνσεων 

Σ = (nF) όπου η ε ίν α ι το μέγεθος του όείγμα τος και F ο

πίνακας πληροφορίας του F is h e r  .
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i i )  Αν Φ ε ίν α ι  ο εκτ ιμ ητή ς  μ έγ ισ της  πιθανοφάνειας του Θ, 

τότε τ(Φ) ε ίν α ι  ο εκτ ιμητής  μ έγ ισ της  πιθανοφάνειας του τ(Θ) .

Παράδειγμα 3 .5  Γ ια  το Παράδειγμα 3 .3  ο ε .  μ . π. $ του θ θα 

προκόψει από την λύση της εξίσωσης s = ο , η οποία στην 

περίπτωσή μας ε ίν α ι  η

πΘΖ+(2χ + 2χ -  χ + χ )Θ -  2χ λ = 0 ,
2 3  1 4  4

ή, θέτοντας ρ. = χ ^ π  ( ί  = 1 , 2 , 3 , ή) ,

Θ2+(2  -  3ρα-  ρ 4)θ  -  2ρ4 = 0 .

Η εξίσωση αυτή έ χ ε ι  δύο ρ ίζ ε ς  ως προς θ ,μ ία  θ ε τ ικ ή  και μ ία  

αρνητική . Απορρίπτοντας την αρνητική ρ ίζα  βρίσκουμε ό τ ι

§ = λ + ( λ 2 + 2ρ4) ι / 2  με λ *  4 " (3 ρ ι + Ρ4) -  1 ·

3.2.2 Πολυδιάστατη κανονική κατανομή

Αν χ ,χ  , . . . , χ  ε ίν α ι  ένα τυχαίο δε ίγμ α  από την Ν'ρ(μ,Σ)
1 2  π

με π £ ρ+1 , τότε από την ( 3 . ή) θα έχουμε

1 ( Χ ; μ , Σ ) = - γ  lo g e | d e t ( 2 n 2 ) ] - - 2 - t r C S ^ S ) - (χ  -  μ ) ' Σ ' 1(5  “  μ) . 

Θέτοντας V = Σ " 1 η προηγούμενη σχέση γράφεται

1 (Χ ;μ ,Σ )  ·  - - 2 - lo g e (2n) + -2. log^ [d et(V )J  -  -2 -tr (V S )  -

-  - 2 - t r [ v ( i  - μ ) ( χ  -  μ ) ' ]  . ( 3 .7 )

Α Λ
Οι εκ τ ιμ η τές  μέγ ισ της  πιθανοφάνειας, μ kol V ,των μ και V , 

α ντ ίσ το ιχα , θα προκύψουν από τη λύση του συστήματος

(χI j j  1 (Χ ίμ ,ν )  = ο - § j  Κ Χ ίμ ,ν )  .  0
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Αλλά (β λ . Παράρτημα) 1 (Χ ;μ ,Υ ) *  nV(x -  μ) .

Γ ια  να βρούμε την θ 1 (Χ ;μ ,ν ) /θν  θα υπολογίσουμε πρώτα την 

μ ερ ικ ή  μ ερ ικ ή  παράγωγο γ ια  κάθε όρο στα δ ε ξ ιά  της ισότητας

( 3 . 2 ) .  Έ τ σ ι από το Παράρτημα θα έχουμε

lo g e d e t(V )
i j

jd e t (V ) j  =

f  2VtJ  /d e t(V )  , i * j

V /d e t(V )  , i = j

όπου V ε ίν α ι  o i j  συμπαράγων του V . Ε π ειδή  ο V ε ίν α ι 

σ υ μ μ ετρ ικ ό ς , ο πίνακας με σ τ ο ιχ ε ία  τα V /d e t(V )  ε ίν α ι ο

= Σ . Συνεπώς

81oge |d e t (V ) j

= 2Σ -  d ia g (X )  .
av

Ακόμη (β λ . Παράρτημα )

dtr(VS) „„— ^ — -  = 2S -  d ia g (S )  , 

και

dtr|v(x - μ )(χ -μ)']

----------------------  = 2 (χ - μ)(χ -μ)' - diagi(x - μ)(χ -μ)'1.
av L J

Συνδιάζοντας τ ις  τ ρ ε ις  τ ελ ε υ τ α ίες  εξ ισ ώ σ εις  παίρνουμε

| ^ - 1 ( Χ ; μ , ν )  = -2- | a i  -  diag(M)j ,

όπου Μ = Σ - S - (χ - μ)(χ -μ)' .

Από την εξίσωση 31(Χ;μ,ν)  /θμ  = ο παίρνουμε ό τ ι 

V(x - μ) = ο και συνεπώς ο εκ τ ιμ η τή ς  μ έγ ισ τη ς  πιθανοφάνειας του 

μ θα ε ίν α ι ο μ *  χ . Από την 31(Χ;μ,ν)  /dV = 0  παίρνουμε 

2Μ - diag(M ) * Ο το οποίο συνεπάγεται ό τ ι Μ = 0 . Δηλαδή ο 

εκ τ ιμ η τή ς  μ έγ ισ τη ς  πιθανοφάνειας του Σ θα ε ίν α ι ο

Σ = S + (χ -  μ)(χ -μ)'· Από την τελευ τα ία  σχέση και επ ε ιδ ή  μ *  x
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παίρνουμε ό τ ι Σ = S .
Από αυστηρή μαθηματική σκοπιά το προηγούμενο αποτέλεσμα δεν 

μας λ έ ε ι τ ίπ ο τε  παραπάνω από το ό τ ι το σ ημ είο  (μ,Σ) ε ίν α ι ένα 

σημείο στάσεως γ ια  την ί(Χ;μ,Σ) . Γ ια  να δ ε ίξ ο υ μ ε  ό τ ι το σ ημείο  

στάσεως πράγματι μ ε γ ισ τ ο π ο ιε ί την 1.(Χ;μ,Σ) χρειαζόμαστε το 

επόμενο Λήμμα το οποίο δ ίνο υμε χωρίς απόδειξη . ( Γ ια  μ ια  απόδειξη  

βλέπε M ardia ,Kent and Bibby (1 9 7 9 ))  .

Λήμμα 3.1 Γ ια  κάθε σταθερό ρχρ πίνακα Α η συνάρτηση

/(Σ) *  jd e t (X ) j  ° 7 exp£”  - | - t r ( 2 ’ l A)J

μ ε γ ισ τ ο π ο ιε ίτ α ι, ως προς Σ > 0 ,γ ια  Σ *  n '*A  και η μ έγ ισ τη  

τ ιμ ή  της ε ίν α ι
r  1 - η / 2

f ( n ' 1A) -  d e t (n - 1A) ■ e
- η ρ / 2
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Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

3 .1  Έστω x l f X2 » . . . » x n ένα τυχα ίο  δ είγμ α  από την Ν ρ (μ ,Ι ) .  Να 

|3ρεθεί ένας αμερόληπτος εκ τ ιμ η τ ή ς  ελά χ ισ της διακύμανσης γ ια  την 

Παράμετρο θ *  μ 'μ  + 1 'μ  .

3 .2  Γ ια  την πολυδιάστατη κανονική κατανομή να β ρ ε θ ε ί ο εκ τ ιμ η τή ς  

μ έγ ισ τη ς  π ιθανοφάνειας του μ  χω ρίς παραγώγιση.

3 .3  Έστω ό τ ι το τυχα ίο  διάνυσμα x  ακολουθεί την γ εν ικ ή  εκ θ ετ ικ ή  

ο ικ ο γ έν ε ια  κατανομών με συνάρτηση πυκνότητος π ιθανότητος

όπου η i -σ τη  στήλη του πίνακα Α ε ίν α ι  d a Q /θθ και το διάνυσμα b' 

ε ίν α ι

}■
ΐ )  Να δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι γ ια  την σκορ συνάρτηση ισ χ ύ ε ι

S * - + Ab ,
θαο

ϋ )  Αν ο Α ε ίν α ί  μ η -ιδ ιά ζω ν  πίνακας να δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι

E(b) = ~ Α"1 -gg2- .

3 .4  Να δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι ο ι ε κ τ ιμ η τ έ ς  μ έγ ισ τη ς  πιθανοφάνειας 

μ εγ ισ το π ο ιο ύ ν  την συνάρτηση π ιθανοφ άνειας.



4 . Ε Λ Ε Γ Χ Ο Σ  Υ Π Ο Θ Ε Σ Ε Ω Ν

4 .1  ΓΕΝΙΚΑ

Στο Κεφάλαιο αυτό θα γενικεύσουμε γνωστούς, από την 

μονοδιάστατη περίπτωση, ελέγχους υποθέσεων γ ια  τη μέση τ ιμ ή  και 

την διακύμανση, σε ελέγχους γ ια  πολυδιάστατες μέσες τΐ-μές 

και π ίνακες διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων .

Ο έλεγχος υποθέσεων στην πολυδιάστατη περίπτωση παρουσιάζει 

πιο πολλές δυσκολίες απ' ό τ ι ο έλεγχος υποθέσεων στην 

μονοδιάστατη περίπτωση .

Δύο ε ίν α ι τα βασικά προβλήματα στον έλεγχο υποθέσεων στην 

πολυδιάστατη περίπτωση : ί )  ο μεγάλος αριθμός των παραμέτρων και 

ί ί )  η δυσκολία στην εκλογή ενός κατάλληλου σ τα τ ισ τ ικ ο ύ .

0  μεγάλος αριθμός των παραμέτρων έ χ ε ι  σαν αποτέλεσμα την 

δυνατότητα διατύπωσης πολλών υποθέσεων προς έλεγχ ο . Γ ια  την 

ρ-διάστατη κανονική κατανομή π .χ  έχουμε [ρ (ρ + 3 )/2 ]  παραμέτρους 

και συνεπώς τουλάχιστον 2 Ρ ρ υποθέσεις ο ι ο π ο ίες  ορίζουν

διάφορες σ χ έσ εις  γ ια  ένα υποσύνολο από αυτές τ ις  παραμέτρους. 0  

αριθμός αυτός ε ίν α ι αρκετά μεγάλος ακόμη και γ ια  ρ s  3 . Φυσικά
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στην πράξη ο αριθμός των υποθέσεων που μας εν δ ια φ έρ ε ι ε ίν α ι 

αρκετά μ ικ ρ ό τερ ο ς .

Το δεύτερο  πρόβλημα, όπως αναφέραμε και προηγουμένως , 

ε ίν α ι  η δυσκολία εκλογής ενός σ τα τ ισ τ ικ ο ύ . Δηλαδή θα 

χ ρη σ ιμ ο π ο ιείσ ο υμ ε μ ια  σ ε ιρ ά  από μονοδιάστατα τεστ ή κάποιο 

πολυδιάστατο τεστ θα ήταν καλύτερο; Και αν ε ίμ α σ τε  στην πρώτη 

περίπτωση, ποιο  από τα πολλά πιθανώς τεστ που θα υπάρχουν θα 

χ ρη σ ιμ ο π ο ιείσ ο υμ ε ; Θα προσπαθήσουμε να εξη γείσ ο υμ ε τα 

προβλήματα αυτά με ένα παράδειγμα .

Παράδειγμα 4.1 Ας θεωρήσουμε τα δεδομένα του πίνακα 4 .1  .

Πίνακας 4 .1

Μ ετρήσεις (σε mm) του μήκους και του πλάτους της κεφαλής γ ια  

το πρώτο και δεύτερο  ενή λ ικ ο  αγόρι σε 25 ο ικ ο γ έ ν ε ιε ς  .

Α'
A

8
Ο
Ρ

191 1 9 5  1Θ1 1Θ3 1 7 6  2 0 8  3 89 1 97 1 88 1 92 1 79 1 83
ΠΚ° δ ( X  ) 1 74 1 90 1 88 1 63 1 9S 1 86 1 81 1 75 1 92 1 74 1 76 1 9 7

Κε φ αλ π ε  1
1 90

... 7  55*.*1*~4 9 *'Τ 4 8"'7*5*3*"""ΐ"*44*"7 5 7 * 7  5 0""7 5 9"' 152  ISO 1 58 147

° T? S ( χ , )  1 50 1 59 1 51 1 37 1 SS 1 53 1 45 1 40 1 54  1 43 1 39 1 67Κ ε φαλη $ 2

Β-7 ~  1 79 201 1 85 1 88 1 71 1 92 1 90 189  I ? 7 1 87 1 86 1 74
A nK° S ( X . )  1 85 1 95 1 87  1 61 1 83 1 73 1 82 1 65 1 85 1 78 1 76 200  

Κ ε φ α λ η ε  ύ 
15 167
ό

Ρ
............................7 T s ’ ’7 s 2 * 7 T 9 * ’7V 9"’7 T 2 "’7 *f2 *’7 4  9 ' ' i  52 159  151 148  147

. a T ° S ( X , )  1 52 1 57  1 58 1 30 1 58 1 48 1 46 1 37 1 52 1 47 1 43 1 58 
Κε φ α λ η ε  4

1 5 0  —

Με βάση τα δεδομένα αυτά βρίσκουμε ό τ ι :

* 1 8 5 , 72* ’9 1 , 4 8 1  5 0 , 7 5 3  6 6 , 8 7 5  4 4 , 2 6 7
1 5 1 , 12 5 2 , 1 8 6  4 9 , 2 5 9  3 3 , 6 5 1
1 8 3 , 84

και S = 9 6 , 7 7 5  5 4 , 2 7 8

1 4 9 , 2 4 4 3 , 2 2 2
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Γ ια  να γ ίν ε ι  αντιληπτή η διαφορά μεταξύ πολυδιάστατων και 

μονοδιάστατων τεστ ας θεωρήσουμε μόνο τ ις  τ . μ . X και X . Αςι ο
υποθέσουμε ,αρχικά, ό τ ι ο ι τ .  μ X και X ε ίν α ι ανεξάρτητες και 

ό τ ι η κάθε μ ία  ακολουθεί μ ία  κανονική κατανομή με μέσες τ ιμ έ ς  

μ και μ ,α ντ ίσ το ιχ α , και κο ινή τυπική απόκλιση σ = 10 .(Η
I J

υπόθεση της ανεξαρτησίας των τ . μ . Χ  ̂ και Xg στην 

πραγματικότητα δεν ισ χ ύ ε ι.  Γ ίν ε τ α ι μόνο και μόνο γ ια  

παιδαγωγικούς σκοπούς). Στην περίπτωση αυτή ο έλεγχος των 

υποθέσεων
Η1:μ = 182 και Η3 :μ , = 182

ο 1 ο * 3

γ ίν ε τ α ι με τα σ τα τισ τικά

χ -  182 χ -  182
Ζ = ---- - ■■ — = 1 ,86  και Ζ = — ----- -----  = 0 ,9 2  .

1 1 0 / /  25 3 10 / /  25

Επειδή τώρα ΙΖ .Ι < 1 ,9 6  ( ί  = 1 ,2 )  συμπεραίνουμε ό τ ι με επ ίπ εδο
1 1 3σημαντικότητας α = 5% καμία από τ ις  Η και Η δεν μπορεί να

Ο Ο

απορριφθεί .

Ας θεωρήσουμε τώρα προς έλεγχο την δ ιδ ιά σ τα τη  υπόθεση 

Η :μ„ = 182 & μ = 182 .
ο 1 3

Γ ια  τον έλεγχο της Η υπάρχουν πολλοί τρόποι . Κατ' αρχήν η Η
Ο Ο

δεν θα μπορεί να απορριφθεί εάν τα προηγούμενα σ τα τ ισ τ ικ ά  δεν
1 3απορρίπτουν τ ις  υποθέσεις Η και Η . Ένας άλλος τρόπος γ ια
Ο Ο

1 3τον έλεγχο της Η ε ίν α ι ο εξής : εάν τόσο η Η όσο και η Η
ο ο ο

ισχυουν ,τ ό τ ε  -
Ζ ·  — ----(Ζ , + ζ ,  ) - Ν(0 , 1 ) .

/ Τ  1 3

Η περιοχή αποδοχής της Η ,γ ια  το σ τα τ ισ τ ικ ό  Ζ θα ε ίν α ι το
Ο

ορθογώνιο που π ε ρ ικ λ ε ίε τ α ι μεταξύ των ευθειώ ν Ζ  ̂ + Ζ3 s  ± c . 

Παρατηρήστε ό τ ι η τ ιμ ή  του Ζ ε ίν α ι 1 ,966  , δηλαδή μ ό λ ις  και 

απορρίπτεται η Hq ,γ ια  α = 5% . Αυτό όμως έρ χ ετα ι σε α ντ ίθεσ η  

με το προηγούμενο συμπέρασμα.
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Έ νας τ ρ ίτ ο ς  τρόπος γ ια  τον έλεγχο  της Η προκύπτει από το
Ο

γεγονός ό τ ι _ .
Ζ2 + Ζ ~ χ :  .

1 3  2

Στην περίπτωση αυτή η π ερ ιο χή  αποδοχής της Η ε ίν α ι  ένας κύκλος.
2 2 °Γ ια  το παράδειγμά μας Ζ Λ + Ζ *  4 ,3 0 6  και η Η δεν μπορεί να 

α π ορριφ θεί .

Από τα προηγούμενα γ ίν ε τ α ι φανερό ό τ ι από την εκλογή του 

σ τα τ ισ τ ικ ο ύ  εξαρτάτα ι και η π ερ ιοχή  αποδοχής . Η περιοχή 

αποδοχής μ π ερ ε ί να ε ίν α ι  π .χ .  ε ί τ ε  γραμμική, ε ί τ ε  ερθογώνια, 

ε ί τ ε  κυκλ ική  .

Στην σ υ νέχ εια  θα παρουσιάσουμε δύο τ ε χ ν ικ έ ς  γ ια  την εύρεση 

σ τα τισ τικώ ν γ ια  τον έλεγχο  πολυδιάστατων υποθέσεων . Η μ ία  ε ίν α ι 

η τ εχ ν ικ ή  του Πηλίκου Μέγιστης Πιβανοφάνειας (Π.Μ.Π) και η άλλη 

ε ίν α ι  η τ εχ ν ικ ή  της 'Ενωσης -  Τομής (Ε -Τ ) .

Θα π ρέπ ει να σ η μ ειω θεί ό τ ι γ ια  τον έλεγχο κάποιων υποθέσεων 

και ο ι δυο τ ε χ ν ικ έ ς  οδηγούν στο ίδ ιο  σ τα τ ισ τ ικ ό  . Γ ια  κάποιες 

άλλες υπ οθέσ εις  ο ι δύο τ ε χ ν ικ έ ς  οδηγούν σε δ ιαφ ορετικά  

σ τα τ ισ τ ικ ά  . Τέλος υπάρχουν υπ οθέσεις  γ ια  τ ις  οπ ο ίες  η τεχ ν ικ ή  

της 'Ενωσης -  Τομής δεν μπορεί να εφαρμοσθεί.
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4.2 ΜΕΘΟΔΟΣ ΜΕΓΙΣΤΗΣ ΠΙΘΑΝΟΦΑΝΕΙΑΣ

Η τεχν ική  αυτή ,η  οποία ε ίν α ι  γνωστή από την μονοδιάστατη 

περίπτωση, συνίσταται στο να μεγιστοποιήσουμε την συνάρτηση 

πιθανοφάνειας τόσο όταν η μηδενική υπόθεση ισ χ ύ ε ι  ,όσο και όταν 

η εναλλακτική υπόθεση ισ χ ύ ε ι .Τα κύρια σημεία αυτής της 

τεχν ικής  δ ίνο ντα ι στους ορισμούς και το θεώρημα που ακολουθούν .

Ορισμός 4 .1  Έστω X = (χ  ,χ  , . . .  ,χ  ) '  ένα τυχαίο δε ίγμα  από ένα
1 2  π

πληθυσμό με κατανομή / (χ ;Θ )  . Αν Η :θεΩ £Hq και Η :θεΩ £Rr
ο ο a s

( r  < q) ε ίν α ι  δύο οποιεσδήποτε υποθέσεις ,τ ό τ ε  το σ τα τ ισ τ ικ ό  του 

Π.Μ.Π. γ ια  τον έλεγχο της Η ως προς την Η ε ίν α ι  το
ο a

λ(χ)

max L (X ;6 )  
ΘεΩ

max L (X ;9 )  
θεΩ

a

( 4 .1 )

Αντί γ ια  το στα τ ισ τ ικό  ( 4 .1 )  μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε 

το ισοδύναμό του στα τ ισ τ ικό

-  21og λ (χ )  = 2 ( 1  -  1 ) , ( 4 .2 )
e a ο

όπου 1 *  max L (X ;0 )  και 1 *  max L (X ;0 )  .
°  ΘεΩ a ΘεΩ

o a
Όταν ο ι υποθέσεις Η και Η ε ίν α ι  απλές , δηλαδή καθ' ένα

ο a
από τα Ω και Ω περιέχουν ένα μόνο σημείο  ,τ ό τ ε  ο ι β έ λ τ ισ τ ε ς

ο a
ιδ ιό τ η τ ε ς  του στα τιστ ικού  ( 4 .1 )  ή ( 4 . 2 )  περιγράφονται από το 

γνωστό (βλ.  Παπαιωάννου -  Φ ερεντίνος (1983) σελ.  136) θεώρημα 

των Neyman -  Pearson  . Στην περίπτωση που ο ι Η και Η ε ίν α ι
ο a

σύνθετες υποθέσεις ,τ ό τ ε  ο ι β έ λ τ ισ τ ε ς  ιδ ιό τ η τ ε ς  των στατιστικώ ν 

(4 .1 )  και ( 4 . 2 )  δ ίνο ντα ι από τους Kendall & S t u a r t  (1973) .

Η χρήση του σ τα τιστ ικού  ( 4 . 1 )  έ χ ε ι  ως εξής : δεχόμαστε την
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Η όταν η τομή του λ(χ) είναι μικρή ή δεχόμαστε την Η όταν η 
a °

τιμή του λ(<) εί-νοα μεγάλη. Πιο συγκεκριμένα μπορούμε να δώσουμε 

τον επόμενο ορισμό .

Ορισμός 4.2 Για το πηλίκο μέγιστης πιθανοφάνειας η περιοχή 

απόρριψης της Η ως προς την Η ,με επίπεδο σημαντικότητος α, 

είναι
Περιοχή Απόρριψης (Π. Α.) * {χ : λ(χ) < c >

όπου η τιμή της σταθερός c είναι τέτοια ώστε

sup πιθβ (χ e Π.Α) = α .
Θ€Ω °

Για τις υποθέσεις για τις οποίες ενδιαφερόμαστε η κατανομή 

του λ(χ) , στην πράξη, δεν εξαρτάται από το Θ έτσι ώστε το 

προηγούμενο soupremuin να μην είναι απαραίτητο .

Μια σπουδαία ασυμπτωτική ιδιότητα του πηλίκου μέγιστης 

πιθανοφάνειας μας δίνει το επόμενο θεώρημα .

Θεώρημα 4.1 Κάτω από κατάλληλες συνθήκες κανονικότητος και όταν

π -* οο η κατανομή του -21og λ ,όταν η Η ισχύει, είναι η
2 ®  °  

η - κατανομή.

Απόδειξη . Βλέπε Silvey (1970) .
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4 .3  ΜΕΘΟΔΟΣ ΕΝΩΣΗΣ -  ΤΟΜΗΣ

Η μέθοδος αυτή οφείλεται στον Roy (1957) . Για να γίνει

καλύτερα αντιληπτή θα την παρουσιάσουμε με ένα παράδειγμα . Ας 

θεωρήσουμε ένα τυχαίο διάνυσμα x με κατανομή την Νρ(μ,Ι) και 

έστω a ένα pxl σταθερό διάνυσμα . Αν θέσουμε = a'x , τότε 

γνωρίζουμε ότι y . N(a^,a'a) και αυτό θα ισχύει για κάθε
d

σταθερό pxl διάνυσμα a .

Ας υποθέσουμε τώρα ότι θέλουμε να ελέγξουμε την υπόθεση 

Η :μ = ο .Όταν η Η ισχύει τότε y^ ~ N(0,a'a) . Ας συμβολί -
ο ο α

σουμε με Η (a) την υπόθεση ότι y « N(0,a'a) . Προφανώς όταν η
Ο β

Η ισχύει τότε η Η (a) ισχύει για κάθε ρ-διάστατο διάνυσμα a.
Ο Ο

Με άλλα λόγια η πολυδιάστατη υπόθεση Η μπορεί να γραφεί σαν η

τομή του συνόλου των μονοδιάστατων υποθέσεων Η (a) . Δηλαδή

Στην (4.3) χρησιμοποιήσαμε το σύμβολο της τομής γιατί για να 

αληθεύει η Η θα πρέπει να αληθεύουν όλες οι Η (a) . Την Η (a)
ο ο ο

την ονομάζουμε συνιστώσα της Η
Ο

Ας δούμε τώρα πως μπορούμε να ελέγξουμε τις μονοδιάστατες 

υποθέσεις HQ(a) . Προφανώς ένας τρόπος είναι η χρήση του 

στατιστικού z = y //a'a η κατανομή του οποίου είναι ηα α
τυπική κανονική . Με βάση το ζ η περιοχή απόρριψης της Η (a)

® Ο

είναι η Aa = ( za : l za l > °  ) » όπου °  είναι μια κάποια 
τιμή, έστω η 1,96 . Η προηγούμενη περιοχή απόρριψης μπορεί να

Συνεπώς για κάθε μια από τις μονοδιάστατες υποθέσεις έχουμε μια 

περιοχή απόρριψής τους, την (4.4) .

Ας γυρίσουμε τώρα στον έλεγχο της πολυδιάστατης υπόθεσης Η

και ας προσπαθήσουμε να βρούμε μια λογική περιοχή απόρριψής της.

Ο

Ο

Η = Π Η (a)
Ο 1 1 Ο

(4.3)

γραφεί σαν
(4.4)

Ο
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Επειδή η Hq αληθεύει εάν και μόνον εάν κάθε συνιστώσα υπόθεση 

Η (a ) αληθεύει, φαίνεται λογικό να δεχθούμε την Η εάν κάθε
Ο Ο

συνιστώσα υπόθεση Η (a ) γίνεται δεκτή . Με άλλα λόγια
Ο

απορρίπτουμε την Η εάν μια οποιαδήποτε συνιστώσα υπόθεση
Ο

Η (a )  απορρίπτεται. Συνεπώς η περιοχή απόρριψης της Η θα είναι
Ο Ο

η ένωση των περιοχών απόρριψης των Η (a ) ,δηλαδή
Ο

A = U A (4.5)
A

Η ένωση των περιοχών απόρριψης ,όπως δίνεται από την (4.5),

και η τομή των συνιστωσών υποθέσεων, όπως δίνεται από την (4.3),

αποτελούν την βάση αυτής της τεχνικής .

Εφαρμόζοντας την τεχνική αυτή στο παράδειγμά μας παίρνουμε
2

ότι η Η απορρίπτεται εάν και μόνον εάν ένα οποιδήποτε z
°  2 a  είναι μεγαλύτερο από το c . Ή  διαφορετικά, η Η γίνεται

2 2 °δεκτή εάν και μόνον εάν ζ ύ c για κάθε ζ . Αυτό είναι τοα a
ίδιο σαν να λέμε ότι η Η γίνεται δεκτή εάν και μόνον εάν

°  2 . 2 max ζ ί c . a a
Κατά κανόνα η μέθοδος της Ένωσης - Τομής συχνά οδηγεί σε 

προβλήματα μεγιστοποίησης ή ελαχιστοποίησης κάποιων σύνθετων

στατιστικών όπως π. χ. το ζ . Στην περίπτωσή μας το ζ μπορεί
2 2 ^  aνα γραφεί σαν ζ = y  / a ' a  *  a 'z z 'a  . Παρατηρήστε ότι η τιμήa  a

του a  δεν μπορεί να προσδιορισθεί μονοσήμαντα εκτός αν βάλουμε

τον περιορισμό ότι a 'a  = 1 . Τότε (βλ. Παράρτημα ) το ζ2a
μεγιστοποιείται για a = x /x 'x  , οπότε max ζ2 = χ 'χ  .Άρα, γιαa
τη μέθοδο της Ένωσης - Τομής, το στατιστικό για τον έλεγχο της

Η είναι το χ'χ η κατανομή του οποίου, όταν η Η ισχύει, είναι
°  2 °

η *ρ  ·

0 τρόπος με τον οποίο βρίσκουμε ένα στατιστικό με την 

μέθοδο της Ένωσης - Τομής έχει σπουδαία πρακτική εφαρμογή. 

Έτσι αν η απορριφθεί, τότε μπορούμε να βρούμε ποια συνιστώσα 

είναι υπεύθυνη για την απόρριψη αυτή. Αυτό έχει σαν αποτέλεσμα
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να γνωρίζουμε καλύτερα τον τρόπο της απόκλισης από την .

Δυστυχώς η ιδιότητα αυτή δεν ισχύει για την μέθοδο του πηλίκου 

μέγιστης πιθανοφάνειας.

4 .4  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

Στην παράγραφο αυτή θα δώσουμε μερικούς βασικούς 

πολυδιάστατους ελέγχους υποθέσεων. Οι έλεγχοι αυτοί είναι 

γενικεύσεις αντίστοιχων ελέγχων στην μονοδιάστατη περίπτωση . Η 

εύρεση των στατιστικών, για κάθε έλεγχο υπόθεσης, θα γίνει τόσο 

με την μέθοδο του πηλίκου μέγιστης πιθανοφάνειας όσο και με τη 

μέθοδο της Ένωσης - Τομής .

4 . 4 . 1  Έ λ εγ χ ο ς  μέσων τιμώ ν

4.4.1 .1 ' Ελεγχος γ ια  τη μέση τ ιμ ή  ενός κανονικού πληβνσμού

Έστω X = (χ ,χ ,... ,χ )' ένα τυχαίο δείγμα από την 

κανονική κατανομή Νρ(μ,Σ) και ας υποθέσουμε ότι θέλουμε να 

ελέγξουμε την υπόθεση Η :μ - μ , όπου μ είναι ένα γνωστό
ο ο ο

διάνυσμα. Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις : Σ γνωστό και Σ άγνωστο. 

I) Η :μ = μ , Η :μ *  μ με Σ γνωστό .
ο ο a ο

Πηλίκο Μέγιστης Πιθανοφάνειας : Όταν το Σ είναι γνωστό τότε η

Η είναι μια απλή υπόθεση . Από την (3.4), όταν η Η ισχύει,
ο ο

παίρνουμε.

10 = 1(Χ;μ0 ,Σ) = -  - £ - l o g i d e t ( 2 i r S ) J  -  - S - t r ( Z _1S) -

- f ( ;  -  Μ0 ) ' ϊ · ' ΰ  -  μ 0 >·
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Ε πειδή  η Η :μ  # μ  δεν  θ έ τ ε ι  κανένα π ερ ιορ ισμό  γ ια  το μ  , γ ι '
a ο

αυτό ο ε κ τ ιμ η τ ή ς  μ έγ ισ τη ς  πιθανοφάνειας του μ ,όταν η Η ισ χ ύ ε ι ,a
θα ε ί ν α ι  το x . Συνεπώς

1χ* 1 ( Χ ;χ ,Σ ) = -  γ  lo g e j d e t ( 2 n l ) j -  t r ( 2 ' 1S ) .

Εφαρμόζοντας την (A .2 )  παίρνουμε

-2 1 o g ^  = 2 (11“ 10 ) = n(x -  μ ο) ' Σ _1(χ  -  μο) .

Από το Θεώρημα 2 .1 0  έχουμε ό τ ι  η α κριβής κατανομή του

n (x  -  μ  ) ' Σ ” (χ  -  μ ) ε ίν α ι  η Ηρ. Συνεπώς η Η απορρίπτεται εάν 
Ο 0 ο

n ( J  -  μ 0 ) - Σ · ’ ( ϊ  -  μ 0 ) *  κ * .ρ .

' Ενωση ^ Τομή : Θέτοντας y  = Xa έχουμε ό τ ι  ο ι συνιστώσες του 

y ε ί ν α ι  ανεξάρτητες με  κατανομή Ν (β 'μ ,α 'Σ Λ ) .Ό τα ν  η Hq ισ χ ύ ε ι 

τότε  η κατανομή κάθε συνιστώσας του y  θα ε ίν α ι  η Ν ζ β 'μ ^ ,β 'Σ β ) . 

0 έλεγχος της μονοδιάστατης υπόθεσης Η ( α ) :α 'μ  = a ' μ γ ίν ε τ α ι
Ο Ο

με σ τα τ ισ τ ικ ό  _  _
za  *  / “ " (Ϋ “  ®'μ0) /  Α 'Σ β " .

Από το σ τ α τ ισ τ ικ ό  αυτό προκύπτει , ε π ε ιδ ή  y  = a 'x  , ό τ ι

ζ \  = n a '(χ -  μ0)(χ  ~ μο) ' »  /Λ 'Σ α  .
Σύμφωνα τώρα με τα όσα έχουμε προαναφέρει γ ια  τη μέθοδο αυτή, το

σ τα τ ισ τ ικ ό  γ ια  τον έλεγχο της Η :μ  = μ  , Σ γνωστό, θα προκύψει
°  °  2από την (Α .5 ) ,  δηλαδή από την μεγ ιστοπ οίηση του z ως προς a .C&

2Γ ια  να βρούμε την τ ιμ ή  του a  γ ια  την οποία το ζ
d

μ ε γ ισ τ ο π ο ιε ίτ α ι  θα π ρέπ ει να θέσουμε τον π ερ ιορ ισμό  &'Σ&  = 1 . 

Στην περίπτωση αυτή ( β λ . Παράρτημα ) το ζ μ ε γ ισ τ ο π ο ιε ίτ α ι  γ ια
d

a  = Σ " 1 (x~ μ ) / [ ( ϊ - μ  ) ' Σ ' 1 ( ϊ - μ  )] ,
Ο I Ο Ο Iοπότε

“ Γ  2a = n ( i '  μ . ) ' * ’ 1* 5  ■  · » „> ·
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Η κατανομή του στατιστικού αυτού ε ί ν α ι ,  όπως αναφέραμε και στη
2

μέθοδο του Πηλίκου Μέγιστης Πιθανοφάνειας, η xp κατανομή .

Στην περίπτωση αυτή τόσο η μέθοδος του Πηλίκου Μέγιστης 

Πιθανοφάνειας όσο και η μέθοδος της Ένωσης -  Τομής οδηγούν στο 

ίδ ιο  σ τα τ ισ τ ικ ό . Αυτό δεν συμβα ίνει πάντοτε όπως θα δούμε στην 

συνέχεια .

Παράδειγμα 4 .2  Ας θεωρήσουμε τ ι ς  μεταβλητές X και X, από το1 3
Παράδειγμα 4 .1  και ας υποθέσουμε ό τ ι  (X ,Χ ) ~ Ν (μ ,Σ )  . Τότε 

γ ια  τον έλεγχο της Η :μ  = μ , Σ γνωστό , όπου
Ο Ο

Γ ΐ Θ 2ΐ  „  Γ ι ο ο  ο "I
μο ” L182J [ ° 1QoJ'

το στατιστικό  η (χ -μ  ) ' Σ ’ 1(χ -μ  ) μας δ ί ν ε ι

Συγκρίνωντας 

βλέπουμε ό τ ι

2 5 ( 3 , 7 2 1 , 8 4 )
Γο, ΟΙ  0 1 Γ 3 . 7 2 ]  
[ θ  0 , 0 l J [ l , 8 4 j

« 4 , 3 1 .

την τ ιμ ή  αυτή με την τ ιμ ή  της χ 

η Η δεν μπορεί να απορριφθεί .
Ο

2
0 , 0 5 ; 2 5 ,9 9

I I )  Η :μ  = μ > Η :μ  *  μ με Σ άγνωστο .

Πηλίκο Μέγιστης Πιθανοφάνειας : Στην περίπτωση αυτή ο πίνακας

διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων Σ θα πρέπει να ε κ τ ιμ η θ ε ί  τόσο

όταν η Η ισ χ ύ ε ι ,  όσο και όταν η Η ισ χ ύ ε ι  .
0 ®

Από την § 3 .2 .2  παίρνουμε ό τ ι  ο ι ε κ τ ιμ η τ έ ς  μ έγ ισ τη ς

πιθανοφάνειας των μ και Σ όταν η Η ισ χ ύ ε ι  ε ίν α ι  :

μ = μ^ και Σ= S + dd' ,

όπου d = χ -  μο και S ε ίν α ι  ο δ ε ιγ μ α τ ικ ό ς  πίνακας διακυμάνσεων 

-συνδιακυμάνσεων.

Όταν η Η ισ χ ύ ε ι τότε ο ι ε κ τ ιμ η τ έ ς  μ έγ ισ τη ς

πιθανοφάνειας των μ και Σ ε ίν α ι  :
Λ β  Λ
μ = χ  και Σ = S .
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Από την σχέση ( 3 .4 )  θα έχουμε ό τ ι

1Q = l ( X ^ o ,S + d d ')  = ~  j p l o g e ( 2 n )+ lo g e | d e t ( S ) J  +

f l + d 'S "  1dj ·*+ lo g

Θέτοντας σ τ η ν  τελ ευ τ α ία  σχέση d  = ο παίρνουμε

1 *  l ( X ; x , S )  = - - y | p l o g e (2 n )+ lo g e [ d e t ( S ) j + p | .

Άρα - ι- 2 lo g  λ = 2 ( 1 --1 ^ )  = n lo g  (1 + d 'S  d ) .
e I U e

To τ ελ ευ τα ίο  σ τ α τ ισ τ ικ ό  εξαρτάται από την ποσότητα ( n - l ) d ' S ~ l d 

η κατανομή της οποίας (β λ .  Πόρισμα 2 .1 9 .1 )  ε ίν α ι  η Τ (ρ ,η - 1 )  .Η 

κατανομή αυτή ε ί ν α ι  γνωστή σαν η κατανομή του H o te l l in g  γ ια  ένα 

πληθυσμό. Επ ιπλέον, από το Θεώρημα 2 .2 0  ,η  ποσότητα 

{ ( n - p ) / p } d ' S “ 1d έ χ ε ι  την F -κατανομή .
Ρ , η - ρ

' Ενωση -  Τομή : Θέτοντας y  = Xa έχουμε ό τ ι  ο ι συνιστώσες του y

ε ίν α ι  ανεξάρτητες  και κάθε μ ία  έ χ ε ι  κατανομή την Ν(μ ,σ ) όπου
2 y y

μ = a ' p  και σ = a 'X a  . 
y y

Όταν η Η ισ χ ύ ε ι  τό τε  η κατανομή των συνιστωσών του y 
°  2 2ε ί ν α ι  η N ( a 'u  ,σ ) .  Το σ όμως ε ίν α ι  άγνωστο και θα πρέπει να 

°  y y r
ε κ τ ιμ η θ ε ί  από το δ ε ίγ μ α  . Ένας εκ τ ιμ η τή ς  του σ ε ίν α ι

y

S y= " H ' ^ y i “ y ) 2  = "  * ' & ) 2= a ' S a .

0  έλεγχος της μονοδιάστατης υπόθεσης Η ( a ) : p  s  μ ,σ 2 άγνωστο
ο i ο i y

γ ίν ε τ α ι  μ ε  το σ τα τ ισ τ ικ ό

t ( a )

n -  1 )
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Συνεπώς το _ _a' (χ - μ )(χ  - μ )'a 
t 2U ) = (η - 1 )-----------------------2-----

ε ίνα ι το πηλίκο δυο τετραγωνικών μορφών και το στατιστικό για
2

τον έλεγχο της Η θα προκόψει από την μεγιστοποίηση του t  ( a ) ,
°  2 

ως προς a ,με τον περιορισμό ότι a 'S  a  = 1 . To t  (a)
μεγιστοποιείτα ι (βλ. Παράρτημα ) για

a = S ” 1(x-μ ) / ί( χ - μ  ) ' 8 " 1(χ-μ )]
Ο I Ο Ο J

και συνεπώς
max t 2(a ) = (n -1 )(χ-μ ) ' S " 1(χ-μ ) .  ( 4 -6 )
α  ο ο

Βλέπουμε δηλαδή ότι και σε αυτή την περίπτωση ο ι δόο μέθοδοι 
δίνουν το ίδ ιο  στατιστικό .

Παράδειγμα 4 .3  Θα χρησιμοποιείσουμε ξανά τ ις  μεταβλητές X και 
X από το Παράδειγμα 4.1 .Ας υποθέσουμε ό τι η προς έλεγχο
υπόθεση ε ίνα ι η Η : μ = μ , Η : μ έ  μ , Σ  άγνωστο ,όπου

ο ο a ο
μ = ( 1 8 2  1 8 2 ) ' . Το στατιστικό για τον έλεγχο της Η ε ίν α ι το

°  - 1 °  {(n -p )/p }d 'S  d η αριθμητική τιμή του οποίου ε ίν α ι

l ? f r ,  . e , j 9 1 . 4 e i  66,8751 ^3,72^ _
[66,875 96, 775j [ l , 84 J '- ^ d ' S " ^  “p ( 3 ,7 2  1,84)

P J

Συγκρίνοντας την τιμή αυτή με την τιμή ,που βρίσκουμε από τους

πίνακες, της 05·2 2 3  = συμπεραίνουμε ότι η Η δεν
μπορεί να απορρκρθεί .
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4 . 4 . 1 .2  ’ ΕΆεγχος γ ι α  τη μέση τ ιμ ή  δύο κανονικών πϋηβυσμών

Έστω ότι X = (χ ,χ ,... ,χ )' και Υ = (y, ,y,*...,y )'ι c π ι d τη
είναι δύο ανεξάρτητα τυχαία δείγματα από τις κανονικές κατανομές

ΝΡ(μ ,Σ ) και Νρ(μ ,Σ ) , αντίστοιχα, και ας υποθέσουμε ότι
χ χ y

θέλουμε να ελέγξουμε την υπόθεση Ηο:μχ * μ^ .Θα διακρίνουμε τις 

επόμενες δύο περιπτώσεις.

I) Ηο:μχ * μγ , Ηβίμχ *  μ}Γ ,με Σχ και Σy γνωστά .

Αν η = οι τότε θέτοντας μ - μ = δ και από το γεγονός ότι
 ̂ y

—  —  _  ι
X " y ~ Νρ(δ,Σ) με Σ = η Σχ ♦ m Σy βλέπουμε ότι το πρόβλημά 

μας ανάγεται σε πρόβλημα ελέγχου υποθέσεων για τη μέση τιμή ενός 

πληθυσμού (βλ. § ή.ή.1.1 (II)) .

Στην περίπτωση που π Φ m μια μέθοδος ελέγχου της αρχικής 

υπόθεσης δίνεται από τον Anderson (1984).

II) Η :μ„. = μ , Η :μ_ ^ μ , Σ , Σ άγνωστα, με Σ = Σο ^χ *y a *χ ry χ y κ χ y

Πηλίκο Μέγιστης Πιθανοφάνειας : Έστω Σ η κοινή τιμή των πινάκων

Σ και Σ .Τότε ο εκτιμητής μέγιστης πιθανοφάνειας του Σ θαχ y
είναι ο S = (nS + mS )/(n+m) ,όπου S και S είναι οιχ y χ y
εκτιμητές μέγιστης πιθανοφάνειας των Σ και Σ , αντίστοιχα .χ y

Όταν η ισχύει ,τότε ο εκτιμητής μέγιστης πιθανοφάνειας 

της κοινής τιμής μ ,των μ και μ ,είναι ο μ * (nx + my)/(n+m).
* y

Όταν η Ha ισχύει τότε οι εκτιμητές μέγιστης πιθανοφάνειας 

των μχ και μ^ είναι ,αντίστοιχα , οι μχ = χ και μ^ = y . 

Συνεπώς από τις (3.4) και (4.2) θα έχουμε ότι
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1Q = l ( X , Y ; i , S )  = - - y  l o g e ^ d e t ( 2 n S ) j - ^ - t r ( S _1Sx )

-  y  (X- μ) s  ( x -  μ)

-  y  l o g e j d e t ( 2 n S )J -  -2- t r ( S _ ' s y )

~ y  (y -  i ) ' S _1(y -  μ)
κ α ι

l j  = 1(Χ,Υ;μχ ,μγ ,8 )  = -  4j- l o g ^ |d e t ( 2 n S ) ]  -  - S - t r C S ' ^ )

-  T  ( x  -  μχ ) S ( x  -  μχ )

-  - | l o g J d e t ( 2 n S ) ]  -  - 2 - t r ( S " ' s y )

-  τ ( y '  V  s  ( y '  V  ·
Συνεπώς

- 2 1 o g ^  = 2 (1 1-1 q ) = n ( x  -  μ ) ' S _1( x  -  μ )

m(y -  μ ) ' S “ 1( y  -  μ )

ή ,επειδή μ = (nx + my)/(n+m),

- 2 1 o g e A = 2 ( 1 Γ 10 ) = n*m l —v- j^ j- ix -y )  s  (x -y ) .

θέτοντας S = [(n+m)/(n+m-2)]S παίρνουμε 
-2 log Λ = n+m

n+m-2
n*m / ο - l /“  —\
n+irT <x' y )  S u ( x ‘ y )  ·

To στατιστικό αυτό ε ίν α ι ανάλογο του στατιστικού του H otellin g  
για δυο δείγματα .(β λ . θεώρημα 2 .2 .2 )
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1 Ενωση -  Τομή :Αν θέσουμε z (a )  = Xa και w(a) = Ya ,τό τε για 

τ ις  συνιστώσες του z ( a ) ,  ζ ,ζ , . . . , ζ  , θα έχουμε ό τ ι,  ζ .~2 1 2 π i
Ν(μζ »σζ) ( ί  = 1 , 2 , . . . , π) ενώ για  τ ις  συνιστώσες του w (a), 
w ,w , . . .,w  , θα έχουμε ό τι vr * Ν(μ ,σ 2) ( j  = 1 , 2 , . . . , m) ,
1 2  m j w w

όπου μ = & ' μ  , σ2 = a 'X a  , μ = β 'μ „  και σ2 = a 'X a  .'Ε π ειδή
r X  ζ * 2 w

Σχ = = Σ συνεπάγεται ό τ ι σ^ = σ^. Ακόμη, ένας αμερόληπτος

εκτιμητής του σ2 (ή του σ2) θα ε ίν α ι ο s 2= a 'S  a  ,όπου S
ζ w u u

ε ίν α ι ο αμερόληπτος εκτιμητής του κοινοό πίνακα Σ , δηλαδή
n*S + m»S

s  *  y
u n+m-2

H Hq γ ίν ετα ι δεκτή όταν η HQ( a ) :p 2 *  μ^ γ ίν ετα ι δεκτή για  κάθε 

διάνυσμα a .Το στατιστικό γ ια  τον έλεγχο της HQ(a) ε ίν α ι το

t ( a )  =

από το οποίο παίρνουμε

t 2(a) (ζ -  w)2
n+m
n*m

t

n«m a ' ( x  -  y ) (x  -  y ) 'a  
n+m * a ; S a

U

To στατιστικό για  τον έλεγχο της Ho θα προκόψει από την

μεγιστοποίηση του t  (a ) ως προς a  με τον περιορισμό ότι a 'S  a = l .
2 u 

To t  (a ) ε ίν α ι το πηλίκο δυο τετραγωνικών μορφών και συνεπώς

(βλ.Παράρτημα ) το μέγιστο θα λαμβάνεται για

s " l (x  -  y )
U

*  *  — ----Ζ---- — ------ ·
(χ -  y ) 'S u\ x  -  y)

Συνεπώς
max t 2(a ) = (x-y) ' S “ 1 (x - y ) . (A .7)

Δηλαδή για  μια  ακόμη φορά ο ι δυο τεχν ικές  οδηγοόν στο ίδ ιο

στα τιστικό.
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Παρατήρηση 4 .1  Το πρόβλημα του ελέγχου της υπόθεσης Ηο’.μ χ = 

χωρίς την υπόθεση της ισότητας των αντίστο ιχω ν πινάκων 

8 ιακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων , ε ί ν α ι  μ ια  γεν ίκευσ η  του γνωστού, 

από την μονοδιάστατη περίπτωση, προβλήματος των B e h ren s-F ish er .  

Γ ια  περισσότερα σ το ιχ ε ία  βλέπε M ardia, Kent & Bibby (1 9 7 9 ) .

Παράδειγμα 4 .4  Σε ένα πείραμα μετρήσαμε το μήκος, το πλάτος και 

το ύψος του κελύφους σε 48 χελώνες. Από αυτές 24 ήταν αρσ εν ικές  

και 24 θηλυκές. Τα δε ιγμ α τ ικά  διανύσματα των μέσων τιμών καθώς 

και ο ι δ ε ιγ μ α τ ικ ο ί π ίνακες διακυμάνσεων -  συνδιακυμάνσεων, γ ια  

τ ι ς  αρσενικές και θηλυκές χελώνες, ήταν α ντ ίσ το ιχα  :

* 1 1 3 , 3 8 * * 1 3 2 , 9 9 7 5 , 8 5 3 5 , 8 2 "

8 8 , 2 9

IICO 4 7 , 9 6 2 0 , 7 5

4 0 , 7 1_ 1 0 , 7 9

*1 3 6  , OO" * 4 3 2 , 5 8 2 5 9 , 8 7 1 6 1 , 6 7 "

1 0 2 , 5 8
'  S 2 =

1 6 4 , 5 7  9 8 , 9 9

. 5 1 , 9 6 6 3 , 8 7

Υποθέτοντας ό τ ι τα δύο δείγματα προέρχονται, α ν τ ίσ το ιχ α , από τ ι ς  

κατανομές Ν (μ  ,Σ ) και Ν (μ ,Σ ) ο έλεγχος της Η :μ  = μ
w 1 3 2 Ο 1 6

γ ίν ε τ α ι  ως εξής :από τ ι ς  τ ιμ έ ς  των S και S  παίρνουμε
ι  2

S =
n»S + χ

n+m

m*S 
___ y

Συνεπώς

2 8 2 , 7 9 1 6 7 , 8 6 9 8 , 7 5

1 0 6 , 2 4 5 9 , 8 7  . 

3 7 , 8 4

s
u

n+m 
n+m- 2

S =
2 9 4 , 1 1 7 4 , 5 7 1 0 2 , 7  

1 1 0 , 5  6 2 , 2 6

3 9 , 3 5

0 , 0 7 - 0 , 0 7 2 - 0 , 0 7 3

0 , 1 5 6 - 0 . 0 5 8  . 

0 , 3 0 8

kol
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Η τ ιμ ή  του σ τα τ ισ τ ικ ο ύ  Τ = [n»m /(n+m )](χ ^ -  χ  ) ' s _1(x  -  ί  ) 

ε ί ν α ι  Τ = 1 2 ·3 ,2 9 2  = 3 9 ,504  . Άρα η Η^ίμ^ *  μ θα πρέπ ει να 

απορριφθεί αν (β λ .  Θεώρημα 2 .2 0 )

t 2^F
(n~2 )p  α ; ρ , n -2 -p + 1 *

Στην ανισότητα  αυτή η τ ιμ ή  του αριστερού μέλους ε ίν α ι  1 2 ,59  ενώ 

από τους π ίνα κ ες  της F -  κατανομής και γ ια  α = 5% βρ ίσκουμε ό τ ι

Fa ; n - 2 - p * l  = * 0 , 0 5 ,-3 , 4 4  = 2 ' 7 6 * Συν£ΤΤώ<5 Π Hq θα πρέπ ει να 
α π ο ρ ρ ιφ θ ε ί .

2

4 . 4 . 1 . 3  Έ λ ε γ χ ο ς  ζευγώ ν

Στην § 4 . 4 . 1 . 2  ασχοληθήκαμε με τον έλεγχο της ισότητας των 

μέσων τιμών δύο κανονικών πληθυσμών, με την προϋπόθεση ό τ ι  τα 

δύο τυχαία δείγματα  x ,χ  , . . . , χ  και y , y , . . . , y  ε ίν α ι
1 2 n 1 2  m

ανεξάρτητα. Πολλές φορές όμως, στην πράξη, η υπόθεση αυτή δεν 

ισ χ ύ ε ι .  Γ ια  παράδειγμα ο ι παρατηρήσεις x , χ , . . . , x n μπορεί να 

ε ίν α ι  ο ι παρατηρήσεις σε η άτομα π ρ ιν  από το γεύμα, ενώ ο ι 

παρατηρήσεις y  » y _ # . . . , y  μπορεί να ε ίν α ι  ο ι  παρατηρήσεις στα 

ίδ ια  άτομα π .χ .  δύο ώρες αργότερα .

Στην περίπτωση αυτή, υποθέτοντας ό τ ι  n *  m = Ν , ο έλεγχος 

της Η : μ = μ γ ίν ε τ α ι  ως εξής . Θέτοντας d. *  x.  ~ y . καιο X y i l l
υποθέτοντας ό τ ι  d . - Ν ρ(δ ,Σ ) , όπου δ = μ -  μ ( ί  *  1 , 2 , . . . , Ν ) ,ι χ y
έχουμε ό τ ι  η Η : μ = μ ε ίν α ι  ισοδύναμη με την Η^ίδ = ο . 
Σύμφωνα τώρα με τα όσα αναφέραμε στην § 4 .4 .1 .1 ( 1 1 )  η Hq 

απορρίπτετα ι εάν

- ^ S - d ' S ^ d  *  F
Ρ  d α ; ρ , η - ρ

Ν
όπου d  s  χ  -  y  και S J *  Ν" 1 V (d  -  3 ) .

«  4 *ι *  1
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4 . 4 . 2  Πολλαπλές σ υ γ κ ρ ίσ ε ις  γ ι α  τ ι ς  μ έσ ες  τ ι μ έ ς

Όπως και στην περίπτωση της ανάλυσης διακύμανσης (βλ. κ . 
Καρακώστας (1992)) έτσι kol τώρα η απόρριψη της Η :μ * μ ή της

2 °  ο
Ηο:μχ = μ^ δεν μας απαντάει στο ερώτημα για το ποια ή ποιες από 

τις συνιστώσες είναι υπεύθυνες για την απόρριψη της Η 1 ή της Η2.
°  Ο

Στο ερώτημα αυτό μπορούμε να απαντήσουμε με την βοήθεια της 

μεθόδου Ένωση - Τομή που αναφέραμε στην § 4.3 .

4.4.2.1  Πολλαπλές σ υ γ κ ρ ίσ ε ις  γ ια  τη μέση τ ιμ ή  ενός

κανονικού πληβυσμού

Έστω χ ,χ .... ζ ένα τυχαίο δείγμα από την Νρ(μ,Σ) με Σ1 2  π
άγνωστο. Τότε από την σχέση (4.6) και από το Πόρισμα 2.19.1 

παίρνουμε ότι ,για όλα τα ρ-διάστατα διανύσματα a ,

t2(a) <; Τ2 (4.8)

όπου t(a) = a'(x - μ)/[a,Sa/(n-l)]1/2 (4.9)

και Τ είναι το στατιστικό του Hotelling για τον έλεγχο 

υποθέσεων για τη μέση τιμή ενός κανονικού πληθυσμού. Κάνοντας 

χρήση του Θεωρήματος 2.20 βρίσκουμε ότι το άνω 100α εκατοστιαίο 

σημείο του Τ , το Τ^ ,είναι το σημείο εκείνο για το οποίο

πιθ(Τ2 * Τ2) = α , (4.10)

όπου Τ = {(n-l)p/(n-p)}F , (4.11)
a a  ; ρ ,  η - ρ

και F είναι το άνω 100α εκατοστιαίο σημείο της F
α , ρ , η - ρ  Ρ ' η " Ρ

κατανομής. Συνεπώς αν Τ ύ Τ2 , τότε από την (4.8) ,θα έχουμε
α

ότι για κάθε ρ-διάστατο διάνυσμα a

t2(a) £ Τ2 . (4.12)
α

Αντικαθιστώντας τις (4.9) και (4.11) στην (4.12) και 

αντιστρέφοντας την πιθανότητα (4.10) παίρνουμε ότι
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π ι θ Ο ' μ  € ( a 'x  -  b , a 'x  + b) yea όλα τα a  }  = 1 -  a  ,
1 / 2

όπου b = a 'S a  p /(n -p ) > F.
;p,n~p]

Συνεπώς με πιθανότητα 100(1-α)% ισ χύει ότι
1 / 2(  \ χ / ζ  (  η Ί 1 /2

x  - a ' S a  —2 - F  έ a ' u  £ a x +  a ' S a - 2 — F (A.13) ̂ n-p α , p,  n -p j  r   ̂ n-p a , p , n - p j

4 . 4 . 2 . 2  Πολλαπλές σ υ γ κ ρ ίσ ε ις  γ ια  τη διαφορά των μέσων τιμώ ν

δύο κανονικών πληθυσμών

Έστω χ ,χ  , . . . , χ  και y , , y _ , . . . , y  8ύο ανεξάρτητα τυχαία 
δείγματα από τ ις  κατανομές Νρ(μχ ,Σ) και Ν ρ(μ^,Σ).αντίστοιχα , με 
Σ άγνωστο.Εργαζόμενοι όπως και στην πρηγούμενη παράγραφο (§ 

4 .4 .2 .1 )  μπορούμε να δείξουμε ό τι για κάθε σταθερό διάνυσμα a  

ισ χ ύ ε ι:

όπου δ = μ -  μ και ρ '=  nm(n+m-p-l). χ y

π ιθ<β' δ€ a' (ϊ
Ή * ·

(nSx+mSy ) « .1;ρ.ρ J

1 / 2

4 . 4 . 3  Έ λ ε γ χ ο ς  διακυμάνσεω ν

4 .4 .3 .1  ’ Ελεγχος γ ια  τον πίνακα Σ ενός κανονικού

πληθυσμού

Αν χ ,χ  , . . . , χ  ε ίν α ι ένα τυχαίο δείγμα από την Νρ(μ,Σ),
1 2  ι\

τότε ένας έλεγχος υπόθεσης γ ια  το Σ ε ίν α ι ο

Η :Σ  -  Σ , με μ άγνωστο,
Ο Ο
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όπου Σ ε ίν α ι  ένας γνωστός πίνακας διακυμάνσεων
Ο

συνδιακυμάνσεων.

Πηλίκο Μέγιστης Πιθανοφάνειας Οι ε κ τ ιμ η τ έ ς  μέγ ισ τη ς

πιθανοφάνειας των παραμέτρων μ και Σ όταν η Η ισ χ ύ ε ι : μ *  x
Λ λ — ° Λ

και Σ = Σ , ενώ όταν η Η ισ χ ύ ε ι : μ = x  και Σ *  S . Συνεπώς
ο α

1

και

Άρα

0(Χΰ,Σο) = - -§.log.[det(2nX)] - f  tr (Z0’S 

^(Xix.S) = - -Ξ-loge idet(2nS)j - .

-21og^ = 2( 11-1Q) = n t r ^ s j - n l o g ^ d e t ^ s j j - n p .

Αν συμβολίσουμε με α και g τον α ρ ιθμητικό  και γεωμετρικό μέσο,
- 1,αντίστο ιχα , των ιδ ιο τ ιμ ώ ν  του πίνακα Σ S ,τ ό τ ε

t r '  - ι  Λ Σ *SΟ = pa και d e t ( x ; ’ s) = g p ,

οπότε -21og λ *  n p (a - lo g  ρ - 1 ) .  Η κατανομή του σ τα τ ισ τ ικ ο ύ  αυτού
e e

ε ίν α ι  αρκετά πολύπλοκη. (Γ ια  κάποιες προσπάθειες προσδιορισμού 

της ακριβούς κατανομής του βλ . Anderson (1 9 5 8 ) ,  K orin (1968) και 

Pearson & H artley  ( 1 9 7 2 ) ) .  Γ ια  το λόγο αυτό καταφεύγουμε στην 

ασυμπτωτική κατανομή του -  21og λ όπως δ ίν ε τ α ι  από το Θεώρημα
e

4 .1 .

Παράδειγμα 4 .5  Χρησιμοποιόντας και πάλι τ ι ς  μεταβλητές  X και X 

από το παράδειγμα 4 .1 ,  ας ελέγξουμε την υπόθεση

Η :Σ  = Σ , Σ = d ia g (1 0 0  100) , μ άγνωστο .
Ο Ο Ο

Από τ ι ς  τ ιμ έ ς  των μεταβλητών X και X (β λ .  Πίνακα 4 .1 )
1 w

παίρνουμε
j-lg Γο,οΐ 0 1 [91 , 481 66, 8751 _ Γο, 91 480, 66881
ο [ 0 0, 01 J |_66, 87596, 775J ” [θ, 66880, 9 6 7 8 J

Οι ιδ ιο τ ιμ έ ς  του πίνακα αυτού ε ίν α ι  λι s  1 ,611 και = 0 ,2 7 2  .
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Συνεπώς α *  0 ,9 4 1 5  και g *  0 ,6 6 1 9  και -21og  λ *  17 ,707  .
e

Συγκρίνοντας την τ ιμ ή  αυτή μ ε  την τ ιμ ή  της = 9 ,4 9

βλέπουμε ό τ ι  η α π ο ρ ρ ίπ τετα ι.

Έ χοντας α π ορρ ίψ ε ι ό τ ι  ο Σ ε ί ν α ι  δ ιαγώ νιος ας ελέγξουμε την 

υπόθεση Η ^ Σ  = Σο , με Σο = και μ άγνωστο .

Στην περίπτωση αυτή

Σ ' 1 S  -  Γ0, 77390> ’ « « I  
ο [ο, 281 80, 8 4 4 5 J  '

Οι ι δ ι ο τ ι μ έ ς  του πίνακα αυτοΟ ε ίν α ι  λι *  1 ,0753  και λ? = 0 ,5431

έ τ σ ι  ώστε α = 0 ,8 0 9 2  και g *  0 ,7 6 4 2  . Συνεπώς -21og  λ = 3 ,9065  .
2 6

Συγκρίνοντας την τ ιμ ή  αυτή με την τ ιμ ή  της κ *  9 ,4 9U ) U j  j J
βλέπουμε ό τ ι  η Η δεν  μπορεί να α π ορ ρ ιφ θε ί.

Ένωση -  Τομή : Θέτοντας ξανά y  *  Xa έχουμε ό τ ι  ο ι συνιστώσες

του y ,  y ,y  , . . . ,y  , ε ί ν α ι  ανεξάρτητες  με κατανομή την Ν(μ ,σ ) ,  
ι 2 n y y

όπου μ = a ' μ και σ = α 'Σα .Ό τ α ν  η Η :Σ  *  Σ ισ χ ύ ε ι ,
y y ο

τότε  ο έλεγχος της μονοδιάστατης υπόθεσης

« α 'Σ  a ,  γ ίν ε τ α ι  με το σ τα τ ισ τ ικ ό

n * S y _ n a 'S a

rr /  \  . 2 2Η ( a ) :σ = σ
ο y oy oy

u =a • “T7a 'E  ao
o y

Απορρίπτουμε την H ( a )  αν U £ c ή U_ i  c__ , όπου c
o a  i a

και 2a

a  2a  l a
εκλέγο ντα ι κατά τ έ τ ο ιο  τρόπο ούτως ώστε να έχουμε ένα

τεστ ίσων ουρών.Επειδή (β λ .  Παράρτημα)

n a ' S a  ,
ntx a Σ . · ηλ, η a  S a  .και rain—η =------  = ηλa  a  Σ a  ρ

όπου λ και λ ε ί ν α ι ,  α ν τ ίσ τ ο ιχ α , η μεγαλύτερη και η μ ικρότερη  
* ρ _ j

ι δ ιο τ ιμ ή  του πίνακα Σ S . Συνεπώς η Η απορρίπτεται όταν
Ο Ο

λ ^  Cj ή λ k c 2 ,όπου ο ι τ ιμ έ ς  των και προσδιορίζονται

έ τ σ ι  ώστε να έχουμε τεστ ίσων ουρών. Η από κοινού κατανομή των 

ιδ ιο τ ιμ ώ ν  του πίνακα Σ- Ι 8  ε ίν α ι  αρκετά πολύπλοκη και δεν
Ο

υπάρχουν π ίνακες  γ ια  διάφορα επίπεδα σημαντικότητος.
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Παρατηρήστε ότι αυτή τη φορά οι δύο μέθοδοι,πηλίκο μέγιστης 
πιθανοφάνειας και ένωση - τομή, δεν έδωσαν τα ίδ ια  στατιστικά.

4 . 4 . 3 . 2  Έ Ά εγχος γ ια  την  ισ ό τ η τ α  των π ινά κω ν δ ια κυμ ά νσ εω ν-  

συνδιακυμάνσεω ν δύο ή π ερ ισ σ ό τερ ω ν  κα νον ικώ ν π λ ηϋ οσμών

Έστω ότι χ χ . , ,χ  (k = 1 ,2 , . . . ,Κ )  ε ίν α ι Κ τυχαία 
ΚΙ Kw κ π k

ανεξάρτητα μεταξύ τους διανύσματα από την Νρίμ^,Σ^) . Τότε ο 
έλεγχος ομοιογένειας των Κ πληθυσμών, δηλαδή ο έλεγχος της 
υπόθεσης Η :Σ = Σ = · · ·=  Σ , ως προς την εναλλακτική Η :Σ ?  Σ ,

ο 1 2 Κ α k k
για τουλάχιστον ένα ζευγάρι k ,k '(k  ϊ  k ' ) »με τη μέθοδο του
πηλίκου μέγιστης πιθανοφάνειας, γ ίνετα ι ως εξής.

Από την (3 .ή) παίρνουμε ότι όταν η Η ισχύει τότε οιΟ
εκτιμητές μέγιστης πιθανοφάνειας των μ^ και Σ (όπου Σ ε ίν α ι η 
κοινή τιμή των Σ^) ε ίν α ι οι :

μ = χ και Σ =k

n S + n S + . . .  + n
1 1  2 2 ___________κ κ

n + n + . . .  + n ,
1 2 κ

όπου ε ίν α ι  ο πίνακας των δειγματικώ ν διακυμάνσεων-συνδιακυ -  

μάνσεων γ ια  τον k πληθυσμό (k = 1 , 2 , . . . , Κ )

Όταν η Η ισχύει τότε οι εκτιμητές μέγιστης πιθανοφάνειας
^ Λ Α

των μ και Σ ε ίν α ι ο ι : μ, = χ, και Σ, = S, . r k k k k k k
Συνεπώς θα ε ίν α ι

-2 log^ = n loge |det(S)] ~ Σ  \  loge [det(Sk)]

= Σ  r ^ l o g ^ d e t t S ^ S ) ] .  (4 .1 4 )

Ή χρησιμοποιόντας το Θεώρημα 4 .1  θα έχουμε ό τ ι  ασυμπτωτικά

V ntlog |"det(S"lS)l . η2
u  k k J  ( l / 2 ) p (p + l )  (K - l)

Αν δούμε την σχέση (4 .1 4 )  π ιο  προσεκτικά θα παρατηρήσουμε 

ό τ ι ,  όταν τα n k ε ίν α ι  μ ικρά , τότε ο κύριος παράγων που επηρεάζει
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το - 2 l o g ^  ε ί ν α ι  ο S  . Αυτή η παρατήρηση οδήγησε τον Box (1949) 

στην τροποποίηση του προηγούμενου σ τ α τ ισ τ ικ ο ύ .  Η τροποποίηση 

αυτή ε ί ν α ι  γνωστή σαν το Μ -  σ τ α τ ισ τ ικ ό  του Box και δ ίν ε τ α ι  από 

την επόμενη σχέση

Μ = γ E < V 1 ) l o S . [ d e t (S ^ S J ]  ■ ( * ·1 5 >

2ρ 2+3ρ -1  ft. _ 1 _________ 1_ _ ]
γ 6 ( ρ + 1 ) ( Κ - 1 ) ^  n -1  n -  Κ ) ’

όπου

π

uk — v sn - 1  k S = n
n-K και n = Σ n

Ασυμπτωτικά η κατανομή του σ τα τ ισ τ ικ ο ύ  ( 4 .1 5 )  ε ίν α ι  η

* ( t / 2 ) p (p + t )  (κ _ t ) “ *<αταν°μιή. Η προσέγγιση αυτή ε ίν α ι  ικανο
π ο ιη τ ικ ή  εάν κάθε ε ί ν α ι  μεγαλύτερο του 20 και εάν τα Κ και 

ρ δεν  ε ί ν α ι  μεγαλύτερα από 5 .

Παράδειγμα 4 . 6  Στο Παράδειγμα 4 .4  ε ίχ α μ ε  να κάνουμε τον έλεγχο 

γ ια  την ισότητα των μέσων τιμών δύο πληθυσμών. Γ ια  τον έλεγχο 

αυτό μ ια  από τ ι ς  υπ οθέσε ις  ε ί ν α ι  η ισότητα των πινάκων διακυμάν

σεων -  συνδιακυμάνσεων των δύο πληθυσμών. Στο παράδειγμα αυτό θα 

ελέγξουμε αυτήν ακριβώς την υπόθεση.

Οι τ ιμ έ ς  των πινάκων , S 2 , S u δ ίν ο ν τ α ι στο Παράδειγμα

4 .4 .  Οι τ ιμ έ ς  των S kol  S ε ίν α ι  
^  u ι u2

S ul

n
S =

V 1 ι

1 3 8 , 3 1 7 8 . 8 8  3 7 , 2 5

4 9 . 8 8  2 1 , 5 8

11,22

s
u2

n
S =n - 1  2

2

4 4 9 , 8 8 2 7 0 , 2 6 1 6 8 , 1 4

1 7 1 , 1 5 1 0 2 , 9 5  . 

6 6 , 4 2

Ακόμη d e t ( S  ) = 69 8 ,8 7  , d e t ( S  ) = 11124,82  , d e t ( S )  = 4899 ,74  ,
1 e

d e t ( S  ) *  794 ,05  , d e t ( S  J  = 12639,89  , d e t ( S  ) = 5567 ,03  ενώ
u 1 u2 u

γ ια  την περίπτωσή μας Κ = 2 και ρ = 3 .
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Από τις τιμές αυτές βρίσκουμε ότι η τιμή του στατιστικού 

£ nkloge ^cietCS” 1S)J είναι 27,06. Η τιμή αυτή είναι μεγαλύτερη 

από την τιμή της κ2 = 12,59 και συνεπώς η υπόθεση ότι οι
0 , 0  5  ; 6

πίνακες διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων των δύο πληθυσμών είναι 

ίσοι απορρίπτεται.

Για την τιμή του Μ - στατιστικού βρίσκουμε γ * 0,9293 και

συνεπώς Μ = 24,099. Και η τιμή αυτή είναι μεγαλύτερη της τιμής
2

του c = 12 >59 άρα το συμπέρασμά μας είναι το ίδιο όπως καιΟ, 0 5 ι ο
προηγουμένως.



8 8

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

4 .1  Έστω X = (χ ,χ , . . . , χ  )' ένα τυχαίο  δ ε ίγμ α  από την Νρ(μ,Σ) 

με  Σ άγνωστο και ας υποθέσουμε ό τ ι  θέλουμε να ελέγξουμε την 

υπόθεση Ηο *.μ = μο . Να δ ε ιχ θ ε ί  6 t l  ο εκ τ ιμ η τ ή ς  μ έγ ισ τη ς  

π ιθανοφάνειας του Σ , Σ *  S  + dd' , όπου S = η ’ ^ ( χ . , - x )  (χ^-χ) ' 

και d *  χ -  μ ο μπορεί να γραφεί σαν

Σ ■  Τ  Σ  ( « !  -  M0 H * i  -  μ 0 ) '  
1 ·  1

4 .2  Με τ ι ς  προυποθέσης της άσκησης 4 .1  να δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι

lo= l ( X ^ o ,S+dd')=-^-|plog(2n)+log|^det(S)J+log^l+d'S'1dj+p| .

(Υ πόδειξη :Α ν Α (ρχρ), Β (ρ χ η ) ,  C(nxp) και D(nxp) ε ί ν α ι  π ίνακες με 

τ ι ς  δ ια σ τά σ ε ις  που αναφέρονται γ ια  τον καθένα εντό ς  παρενθέσεως 

και όλο ι ο ι  απαραίτητοι α ντ ίστροφ οι υπάρχουν τό τε

i )  (A + BCD) ' 1 = A "1-  A ' ^ C ' 1 + DA' 1β |  DA' 1

i i )  d e t (A  + bb') *  d e t ( A ) ( l  + b'Ŝ b) ) .

4 . 3  Στην περίπτωση ελέγχου ισότητας των μέσων τιμών δύο 

πολυδιάστατων κανονικών πληθυσμών με άγνωστες αλλά ίσ ες  

δ ια κυμά νσεις  να δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι

“ 2 1 ° β λ = -  y ) ' s * l ( ;  -  y )

όπου π και m ε ίν α ι»  α ν τ ίσ τ ο ιχ α , τα μ εγέθη  των δειγμάτων των δυο 

πληθυσμών, x  και y  ο ι  δ ε ιγ μ α τ ικ έ ς  μέσες  τ ιμ έ ς  τους και S ε ίν α ι  ο 

ε κ τ ιμ η τ ή ς  μ έγ ισ τ η ς  πιθανοφάνειας του κοινού πίνακα διακυμάνσεων
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-  συνδιακυμάνσεων.

A.Α Στην περίπτωση ενός τυχαίου δείγματος από κανονικό πληθυσμό 

με γνωστό Σ να β ρ εθ ε ί  ένα 100(1-α )1  διάστημα εμπιστοσύνης γ ια  

την ποσότητα a ' μ .

Επίσης να δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι το a ' μ ανήκει στο διάστημα που 

βρήκατε εάν και μόνον εάν το μ ανήκει στο 1 0 0 ( 1-α)% ε λ λ ε ιψ ο ε ιδ έ ς  

εμπιστοσύνης

n (x  -  μ  ) ' Σ “ ' ( χ  -  μ) < κ2 , 
r  α ;ρ

ή . 5 i )  Μετρήσεις του μήκους (Χ^) και του πλάτους (Χ^) της

κεφαλής 35 θυληκών βατράχων έδωσαν τ ι ς  εξής τ ιμ έ ς

1 * 2 2 , 8 6 0 ]  ς  _  Γ ΐ 7 ,  1 7 8  1 9 , 7 1 θ ]
V  [ 2 4 , 3 9 7 ]  ' “  [  2 3 , 7 1 0 J  *

Να ε λ εχ θ ε ί  η υπόθεση ό τ ι μ®= μ® .(μ® = Ε(Χ®) και μ® *  ΕζΧ®)).

i i )  Παρόμειες μ ετρ ή σ ε ις  σε ΙΑ αρσενικούς βάτραχους έδωσαν

-  _ Γ 2 1 , Θ 2 ΐ ]  _ Γ ΐ 7 , 1 5 9  1 7 , 7 3 ΐ ]
2 ”  [ 2 2 , 8 4 3 ]  ’ "  [  1 9 , 2 7 3 ]  *

Να ελ εχ θ ε ί η υπόθεση ό τ ι μ“ = μ° . (μ^ *  Ε(Χ^) και μ ° = Ε(Χ2 > ) .

i i i )  Να ε λ ε χ θ ε ί  η υπόθεση ό τ ι  ό ι δ ιακυμάνσεις  των δύο 

πληθυσμών ε ίν α ι  ίσ ε ς .
0 g

iv )  Να ε λ ε χ θ ε ί  η υπόθεση ό τ ι  μ̂  ̂ = μ2 . [μ^ = (μ 1 »μ2 ) '  kol

μ2 *  (μ 1 ,μ 2 ) ] .

Σε όλα τα παραπάνω να αναφερθούν προσεκτικά όλες ο ι 

απαραίτητες υποθέσεις γ ια  την ισχύ των στατιστικώ ν τεστ που θα 

χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίσ ετε .

4 .6  Ο παρακάτω πίνακας μας δ ί ν ε ι ,  γ ια  καθ’ ένα από τους δύο 

πληθυσμούς, το μέγεθος του δείγματος και την μέση τ ιμ ή  γ ια  γ ια



90 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 - AEKHEEIE

κάθε μ ία  από τ ι ς  δύο μ ετα βλη τές  Χ^ και Χ2 .

Μέγεθος
Πληθυσμός δ ε ίγμ α το ς

Δ ε ιγ μ α τ ικ ή  
μέση τ ιμ ή

1
2

27
20

4 6 0 ,4  335 ,1
4 4 4 ,3  323 ,1

Ακόμη, από τα αρχικά δεδομένα, βρήκαμε ό τ ι  ο αμερόληπτος 

ε κ τ ιμ η τ ή ς  του κο ινού  πίνακα διακυμάνσεων -  συνδιακυμάνσεων ε ίν α ι

s _ Γδ61,Θ 380,7] 
η [ 343,2J *

Αν συμβολίσουμε μ ε  μ χ = [μη »μ21Γ  και με  μ2 s  ^ Ι 2 ’ μ2 2 ^  

τ ι ς  μέσ ες  τ ιμ έ ς  των δύο πληθυσμών, να ε λ ε χ θ ε ί

Να σ χολ ιά σετα ι τα συμπεράσματά σας.

4 . 7  Με βάση την πληροφορία μ ια ς  παρατήρησης x  από την Νρ(μ,σ2 Ι ) ,
2

μ ε  σ γνωστό, να β ρ ε θ ε ί  το τεστ του πηλίκου μ έγ ισ τη ς  

πιθανοφάνειας γ ια  τον έλεχγο  της Ηο : μ 'μ  *  1 .
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5 .1  ΕΙΣΑΓΟΓΗ

Ας υποθέσουμε ότι θέλουμε να βρούμε το βαθμό επίδοσης στα 

Μαθηματικά των μαθητών της Γ' τάξης ενός Γυμνασίου. Στην 

περίπτωση αυτή θα μπορούσαμε να καταγράψουμε τους βαθμούς των 

μαθητών στα Μαθηματικά, δηλαδή να θεωρήσουμε ένα μόνο 

χαρακτηριστικό για κάθε μαθητή. Ας υποθέσουμε τώρα ότι αντί για 

τον βαθμό επίδοσης στα Μαθηματικά ενδιαφερόμαστε για την γενική 

επίδοση των μαθητών. Για το σκοπό αυτό καταγράφουμε τους βαθμούς 

των μαθητών σε ρ αντικείμενα (χαρακτηριστικά) π.χ. Μαθηματικά, 

Ελληνικά, Ιστορία, Θρησκευτικά κ.τ.λ. . Τα αντικείμενα αυτά , 

μολονότι συσχετίζονται μεταξύ τους, δεν μας δίνουν όλα το ίδιο 

ποσό πληροφορίας και μάλιστα μερικά από αυτά μπορεί να είναι 

τελείως άχρηστα. Προφανώς αυτό έχει σαν αποτέλεσμα το χάσιμο 

πληροφορίας κατά την ανάλυση των δεδομένων μας. Αυτό που θα

έπρεπε να κάνουμε θα ήταν να εκλέξουμε εκείνα τα αντικείμενα 

(μαθήματα) τα οποία πράγματι μας διαχωρίζουν την απόδοση ενός

μαθητή από αυτή ενός άλλου και να αγνοήσουμε τα υπόλοιπα

αντικείμενα. Συχνά όμως ένα τέτοιο έργο δεν είναι και τόσο 

εύκολη υπόθεση.

'Ενας άλλος τρόπος, για να αντιμετωπίσουμε το πρόβλημα
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αυτό, θα ήταν να θεωρήσουμε ρ γραμμικές συναρτήσεις των ρ 

αντικείμενων και να διαλέξουμε εκείνες οι οποίες μας διαχωρίζουν 

την απόδοση ενός μαθητή από αυτή ενός άλλου κατά τον καλύτερο 

τροπο. Η διαδικασία αυτή γίνεται πιο απλή αν αυτές τις ρ 

γραμμικές συναρτήσεις τις φτιάξουμε έτσι ώστε να είναι 

ασυσχέτιστες μεταξύ τους. Στην περίπτωση αυτή θα μπορούμε να 

κρατήσουμε εκείνες τις γραμμικές συναρτήσεις, από τις ρ, οι 

οποίες παρουσιάζουν μεγάλη μεταβλητότητα (διακύμανση) και να 

αγνοήσουμε εκείνες με μικρή μεταβλητότητα. Αυτές οι ρ γραμμικές 

συναρτήσεις ονομάζονται κυρίες συνιστώ σες (principal 

components).

Από τη μαθηματική του πλευρά το πρόβλημα των κυρίων 

συνιστωσών έχει ως εξής : δοθέντων ρ συσχετισμένων μεταβλητών να 

βρούμε ένα νέο σύνολο ρ ασυσχέτιστών μεταβλητών οι οποίες να 

είναι γραμμικές συναρτήσεις των αρχικών μεταβλητών. Οι νέες 

αυτές μεταβλητές βρίσκονται κατά φθίνουσα τάξη ενδιαφέροντος 

έτσι ώστε, για παράδειγμα, η πρώτη κύρια συνιστώσα να μας εξηγεί 

το μεγαλύτερο ποσοστό από τη μεταβλητότητα των αρχικών 

δεδομένων μας, η δεύτερη το αμέσως επόμενο ποσοστό κ.ο.κ .

Η χρήση των κυρίων συνιστωσών έχει σαν σκοπό να εξετάσουμε 

αν κάποιες από τις πρώτες κύριες συνιστώσες μας εξηγούν το 

μεγαλύτερο ποσοστό από την μεταβλητότητα των αρχικών μας 

δεδομένων. Αν αυτό συμβαίνει τότε λέμε ότι η πραγματική διάσταση 

του προβλήματός μας δεν είναι ρ, άλλα μικρότερη από ρ .

Η ιδέα των κύριων συνιστωσών οφείλεται στον Pearson (1901), 

ενώ η συστηματική μελέτη τους στον Hotelling (1933) . Για

περισσότερες λεπτομέρειες και διάφορες εφαρμογές της τεχνικής 

των κυρίων συνιστωσών βλέπε Rao (1964) .
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5 .2  ΕΥΡΕΣΗ ΤΟΝ ΚΥΡΙΟΝ ΣΥΝΙΣΤΩΣΩΝ

5 .2 .1  Κύριες συνιστώσες οπτό τον πίνακα διακυμάνσεων -

συνδιακυμάνσεων

Έστω ό τ ι χ = (X ,Χ , . . .  ,Χ ) ' ε ίν α ι  μ ια  ρ-διάστατη τυχαία
1 2  ρ

μεταβλητή με πίνακα διακυμάνσεων -  συνδιακυμάνσεων Σ . Ας 

υποθέσουμε, γ ια  απλότητα,μολονότι από μαθηματικής πλευράς δεν 

ε ίν α ι  απαραίτητο, ό τ ι ο πίνακας Σ ε ίν α ι  θ ετ ικ ά  ορισμένος. Ας 

υποθέσουμε ακόμη, προς το παρόν, ό τ ι γ ια  τ ι ς  ιδ ιο τ ιμ έ ς  του Σ 

ισ χύ ε ι λ( >λ0 > . . .  >λ £ 0 .
1 2 ρ

Σκόπος μας ε ίν α ι  να βρούμε ένα νέο σύνολο τυχαίων 

μεταβλητών, έστω τ ι ς  Υ . Υ „ , . . . , Υ  , ο ι οπο ίες  να ε ίν α ι
1 2  ρ

ασυσχέτιστες μεταξύ τους και των οποίων η διακύμανση να φ θ ίν ε ι  

από την πρώτη στην τελευτα ία  . Κάθε ( j  = 1 , 2 , . . . , ρ )  θ εω ρείτα ι 

σαν ένας γραμμικός συνδιασμός των Χ  ̂ , έ τσ ι ώστε

Υ . = α . Χ  + α  X + . . .  + α X s  σ' χ , ( 5 .1 )
j  U  1 2 j  2 p j  p j

όπου α. *  (α . , α , . . .  , α ) '  ε ίν α ι  ένα σταθερό διάνυσμα.
J  1 J  2 j  p j

Η πρώτη κύρια συνιστώσα, Υ} , θα β ρ ε θ ε ί  αν εκλέξουμε το α

έτσ ι ώστε η διακύμανση της Υ να ε ίν α ι  όσο το δυνατόν 

μεγαλύτερη. Από την ( 5 .1 )  παίρνουμε ό τ ι

Var(Y ) = V a r ( a 'x )  = α'Σα., . ( 5 .2 )
1 1 1 1

Επειδή τώρα η ( 5 .2 )  π ε ρ ιέ χ ε ι  έναν αυθαίρετο παράγοντα, το Oj , 

γ ι ’ αυτό βάζουμε τον περ ιορισμό ° ,1®1 *  1 · 0  π ερ ιορ ισ μός αυτός 

μας προφυλάσει από το να αυξήσουμε την διακύμανση του α^χ 

αυθαίρετα με το να αυξήσουμε τ ι ς  συνιστώσες του όσο ε μ ε ίς  

θέλουμε. Αυτό σ ημα ίνε ι ό τ ι  γ ια  κάθε διάνυσμα a j μπορούμε πάντοτε 

να βρούμε ένα άλλο διάνυσμα α* έ τσ ι ώστε

V a r (a *x )  £ V aria^x )  .
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Αυτό π .χ .  μπορεί να γ ί ν ε ι  με  το να εκλέξουμε το διάνυσμα α* 

έ τ σ ι  ώστε να έ χ ε ι  την ί δ ια  δ ιεύθυνση  με το αλλά μεγαλύτερο

μήκος. Δηλαδή το νέο διάνυσμα θα ε ίν α ι  ένα πολλαπλάσιο του a t 

και κατά σ υνέπ ε ια  δεν  θα α λλά ζει το βασικό χαρακτηριστικό του 

α 'χ  . Συνεπώς αυτό που θα π ρέπ ει να προσδιορ ίσουμε, γ ια  να 

έχουμε μ ια  ικ α ν ο π ο ιη τ ικ ή  λύση στο πρόβλημά μας, ε ίν α ι  η 

δ ιεύθυνσ η  του a j και όχι το μήκος του. Το μήκος του θα

π ρέπ ει να ε ί ν α ι  σταθερό και γ ια  ευκολία  το παίρνουμε ίσο με 1 .

Η ελαχ ιστοπ οίηση της ( 5 . 2 ) ,  με τον π ερ ιο ρ ισ μό  ό τ ι  α 'α  = 1, 

θα γ ί ν ε ι  με την μέθοδο των πολλαπλασιαστών του L agran ge . Η 

συνάρτηση του L agran ge  γ ια  την περίπτωσή μας ε ίν α ι  :

L ( a t ) *  α '2 η χ -  λ (α ;α  -  1) , ( 5 .3 )

όπου λ ε ί ν α ι  ο πολλαπλασιαστής του L a g ran g e . Παραγωγίζόντας την

( 5 .3 )  ,ως προς , παίρνουμε

L ( a  ) = 2Σα -  2λα .Θα ι  ι  ιι
Θέτοντας dLia^ )/Θα = 0 παίρνουμε την εξίσωση

(Σ -  λ ΐ  )α = 0 , ( 5 .4 )
ρ ι

όπου I  ε ί ν α ι  ο μ ονα δ ια ίο ς  πίνακας τάξεως ρ . Η εξίσωση ( 5 .4 )  
ρ

π α ρ ισ τά νε ι ένα ομογενές σύστημα ρχρ εξισώσεων με ρ αγνώστους, 

τ ι ς  συνιστώσες του διανύσματος . Έ τ σ ι  γ ια  να βρούμε μ ια  μη 

μ η δ εν ικ ή  λύση του συστήματος αυτού θα πρέπ ει ο πίνακας Σ -  λ ΐ
Ρ

να ε ίν α ι  ιδ ιά ζω ν . Άρα η τ ιμ ή  του λ θα πρέπει να ε κ λ ε γ ε ί  έ τσ ι

ώστε ά θ ΐ ( Σ  - λ ΐ  ) = 0 . Η σχέση αυτή μας λ έ ε ι  ό τ ι  μ ια  μη
Ρ

μ η δ εν ικ ή  λύση της ( 5 .4 )  υπάρχει εάν καί μόνον εάν το λ ε ίν α ι  μ ια  

από τ ι ς  ι δ ι ο τ ι μ έ ς  του πίνακα Σ . Αλλά ο πίνακας Σ έ χ ε ι ,  

γ εν ικ ώ ς , ρ  ι δ ι ο τ ι μ έ ς .  Με το ποια από τ ι ς  ρ αυτές ιδ ιο τ ιμ έ ς  θα 

π ρέπ ει να ισ ο ύτα ι το λ θα το βρούμε από τ ι ς  σ χ έσ ε ις  ( 5 .2 )  και

( 5 .4 )  . Από τ ι ς  σ χ έ σ ε ις  αυτές έχουμε ό τ ι
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V a r (a 'x )  = σ 'Σα = α ' λ ΐ  a  = λ .
1 '  1 1  1 p 1

Η σχέση αυτή μαζί με το γεγονός ό τ ι θέλουμε η διακύμανση να 

γ ίν ε τ α ι  μ έγ ισ τη  μας οδηγεί στο συμπέρασμα ό τ ι το λ θα πρέπει να 

ε ίν α ι  η μεγαλύτερη ιδ ιο τ ιμ ή  του πίνακα Σ , δηλαδή λ = λ} . 

Συνεπώς το α  ̂ θα πρέπει να ε ίν α ι  το ιδ ιοδ ιάνυσμα του Σ που 

α ν τ ισ τ ιχ ε ί  στην μεγαλύτερη ιδ ιο τ ιμ ή .

Η δεύτερη κύρια συνιστώσα, δηλαδή η Υ = α 'χ  , θα β ρ εθ ε ί  

με τον ίδ ιο  συλογισμό όπως και η πρώτη κύρια συνιστώσα Υ ,μ ε  τον 

επιπλέον περιορισμό ό τ ι η Υ θα πρέπει να ε ίν α ι  ασυσχέτιστη με 

την Υ . Αλλά
ί

Cov(Yi ,Y2) = C o v (cT x ,a2x) = a ^ V a r (x )a 2 = οΓΣα2 · ( 5 .5 )

Γ ια  να ε ίν α ι  η Υ̂  ασυσχέτιστη με την Yj θα πρέπ ει α 'Σα 2 = 0  · 

Επειδή όμως οΓΣ = οΓλ^ παίρνουμε ό τ ι  η συνθήκη οΓα2 ~ 0 ε ίν α ι  

ισοδύναμη της οΓΣαζ = 0 . Με άλλα λόγια θα πρέπει τα δύο

διανυσματα α. και να ε ίν α ι  ορθογώνια μεταξύ τους.

Γ ια  να μεγιστοποιήσουμε την διακύμανση της Υ ,δηλαδή την
2

α'Σα , με τους περιορισμούς α 'α  *  1 και α 'α  = 0 θα πρέπει 

να χρησιμοποιήσουμε και πάλι τους πολλαπλασιαστάς του L agran ge . 

Έ τσ ι θα έχουμε

L ( a 2) = α2Σα2 -  λ (α 2α2-  1) -  δ α ' ^  . ( 5 .6 )
#

Παραγωγίζοντας ως προς α. και εξισώνοντας με την παράγωγο με 

το μηδέν θα έχουμε

*§5 - L ( a 2) = 2 ( Σ -  λ Ι ρ)α2 -  δ a t = 0  . ( 5 .7 )

Πολλαπλασιάζοντας την τελευτα ία  σχέση από αριστερά με και

επε ιδή  a ra 2 = u και α ^α ι = * · παίρνουμε ό τ ι
2α^Σα2 -  δ = 0  .

Αλλά, από την εξίσωση ( 5 .5 )  έχουμε ό τ ι α \ ^ 2 -  0 άρα το δ θα 

πρεπει να ισουται με μηδέν. Συνεπώς η εξίσωση ( 5 .7 )  γράφεται
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(Σ  -  λ ΐ  )α = Ο
ρ 2

Σκεφτόμενοι όπως και γ ια  την πρώτη κύρια συνιστώσα μπορούμε να 

δούμε ό τ ι  η τ ιμ ή  του λ θα π ρ έπ ε ι να ε ίν α ι  η δεύτερη  μεγαλύτερη 

ι δ ιο τ ιμ ή  του πίνακα Σ και το α  ̂ το ιδ ιοδ ιά νυσ μα  που

α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  στην ιδ ιο τ ιμ ή  αυτή.

Σ υ νεχ ίζοντα ς  με αυτό τον τρόπο μπορούμε να δούμε ό τ ι  η 

j -στη  κύρια  συνιστώσα ε ίν α ι  το ιδ ιο δ ιά νυ σ μα  που α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  

στην j -στη  μεγαλύτερη ι δ ιο τ ιμ ή  του πίνακα Σ .

Όταν κάποιες από τ ι ς  ι δ ι ο τ ι μ έ ς  του πίνακα Σ ε ίν α ι  ίσ ες  

μεταξύ τους τό τε  μπορούμε ακόμη να χρησιμποιήσουμε τον

προηγούμενο συλογισμό, γ ια  την εύρεση των κυρίων συνιστωσών. 

Στην περίπτωση αυτή όμως τα ιδ ιοδ ια νύσ μα τα  που σ χ ετ ίζ ο ν τ α ι με 

τ ι ς  πολλαπλές ι δ ι ο τ ι μ έ ς  δεν ε ί ν α ι  μονάδικά, αλλά από την σ τ ιγμ ή  

που εκ λ έγο ντα ι να ε ίν α ι  ορθογώνια μεταξύ τους, δεν  υπάρχει 

πρόβλημα να εργασθούμε όπως και προηγουμένως.

Από τον τρόπο που βρήκαμε τ ι ς  κ ύ ρ ιες  συνιστώσες θα έχουμε

ό τ ι  ρ ρ
Σ  V ar(Y .)  = Σ  λ. = t r ( A )  , ( 5 .8 )

j = i  J j « i  J

όπου Λ ε ίν α ι  ο δ ιαγώ νιος πίνακας Λ = d i a g ^  , λ . . . . , λ  ) . Αν1 2 ρ
τώρα συμβολίσουμε με  Α τον πίνακα του οποίου στήλες ε ίν α ι  τα 

ιδ ιοδ ια νύσ μα τα  του πίνακα Σ , δηλαδή τα α ,αΛ, . . . , α  , τότε θα1 2 ρ
ε ίν α ι  ρ

t r ( A )  = Ι γ (Α'ΣΑ) = Ι γ (ΣΑΑ') = ϊ γ (Σ)  = £  Var(X ) . ( 5 .9 )
J - i  J

Από τ ι ς  ( 5 . 8 )  και ( 5 . 9 )  παίρνουμε

Σ  V a r (Y .) = £  Var(X ) . ( 5 .1 0 )
J j - i  J

H ( 5 .1 0 )  μας λ έ ε ι  ό τ ι  το άθροισμα των διακυμάνσεων των αρχικών

μεταβλητών ισ ο ύ τα ι με το άθροισμα των διακυμάνσεων των κυρίων

συνιστωσών. Μπορούμε λοιπόν να πούμε ό τ ι  " η  0 ~σ τη  κ ύ ρ ια
ρ
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συνιστώσα μας ε ξ η γ ε ί  το
ρ

/ ί . / Σ  λ. τ ι ς  εκα τό  της ο λ ικ ή ς  μ ε τ α β λ η -
J i s  1 1

τότητα ς των αρχικώ ν παρατηρήσεω ν." Ακόμη μπορούμε να πούμε ό τ ι
m ρ

" ο ι  m πρώτες κ ύ ρ ιε ς  σ υ ν ισ τώ σ ες εξ η γ ο ύ ν  το £  λ , /  £  λ_ τ ι ς  εκα τό
i * 1 1 i * 1 1

της ο λ ικ ή ς  μ ετα β λ η τό τη τα ς  των α ρχ ικώ ν δ εδ ο μ έν ω ν ."  θα πρέπει να 

το ν ισ θε ί εδώ όχι οι προηγούμενες προτάσεις δεν έχουν καμία σχέση 

με τους ανάλογους όρους της ανάλυσης διακύμανσης.

5 .2 .2  Κύριες συνιστώσες από τον πίνακα συσχετίσεως

Στην πράξη πολλές φορές, και ιδ ίω ς όταν τα δεδομένα μας δεν 

μετρώνται με την Ιδ ια  μονάδα μέτρησης, μετασχηματίζουμε τ ι ς  

αρχικές μας μεταβλητές έ τσ ι ώστε να έχουν μέση τ ιμ ή  μηδέν και 

διακύμανση μονάδα. 0  μετασχηματισμός αυτός των αρχικών 

μεταβλητών ε ίν α ι  γνωστός με το όνομα μ ετα σ χ η μ α τ ισ μ ό ς  τυπ ο π ο ίσ ης. 

Η εύρεση των κυρίων συνιστωσών από τον πίνακα διακυμάνσεων -  

συνδιακυμάνσεων των μετασχηματισμένων μεταβλητών ε ίν α ι  

ισοδύναμη με την εύρεση των κυρίων συνιστωσών από τον πίνακα 

συσχέτισης Ρ των αρχικών μεταβλητών.

Από μαθηματικής πλευράς η εύρεση των κυρίων συνιστωσών με 

βάση τον πίνακα συσχέτισης Ρ ε ίν α ι  η ίδ ια  με αυτή γ ια  τον πίνακα 

Σ (βλ . § 5 . 2 . 1 ) .  Όπως και στην περίπτωση του πίνακα Σ έ τ σ ι  και 

τώρα οι κύρ ιες  συνιστώσες, με βάση τον πίνακα Ρ , ε ί ν α ι  τα 

ιδιοδιανύσματα του Ρ. Στο σημείο  αυτό θα πρέπει να τ ο ν ισ θ ε ί  ό τ ι 

ο ι ιδ ιο τ ιμ έ ς  και τα ιδ ιοδιανύσματα των πινάκων Σ και Ρ ε ί ν α ι ,  

κατά κανόνα, διαφορετικά μεταξύ τους (β λ .  και § 5 . 4 ) .

Στον πίνακα συσχέτισης Ρ όλα τα διαγώνια σ τ ο ιχ ε ία  του ε ίν α ι  

μονάδες. Αυτό σημα ίνει ό τ ι  το άθροισμα των διαγώνιων σ το ιχε ίω ν  

του θα ισούται με ρ . Συνεπώς, σύμφωνα με την σχέση ( 5 . 8 ) ,  το 

άθροισμα των ιδ ιο τ ιμ ώ ν  του Ρ θα ε ίν α ι  επ ίσης ίσο με ρ .  Άρα το
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ποσοστό της ο λ ικ ή ς  μεταβλητότητας των αρχικών μεταβλητών που 

ε ξ η γ ε ί τ α ι  από την j -στη  κύρ ια  συνιστώσα θα ε ί ν α ι  λ^ /ρ  .

5 . 3  ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΤΟΝ ΚΥΡΙΟΝ ΣΥΝΙΣΤΟΣΩΝ

Η εξαγωγή των κυρίων συνιστωσών, όπως παρουσιάσθηκε σ τ ις  

§ 5 . 2 . 1  και 5 . 2 . 2 ,  προϋποθέτει ό τ ι  ο ι  π ίνα κες  Σ και Ρ ε ίν α ι  

γνω στοί. Στην πραγματικότητα αυτό σπανίως σ υ μ β α ίν ε ι .  Σ τ ις  π ε ρ ι

πτώ σεις α υτές  σ υ ν η θ ίζ ετ α ι να α ντ ικ α θ ισ το ύ μ ε  τον πίνακα Σ (ή τον 

Ρ) με  τον α ν τ ίσ τ ο ιχ ο  δ ε ιγ μ α τ ικ ό  S (ή τον R ) . Η εύρεση των κυρίων 

συνιστωσών με βάση τον πίνακα S (ή τον R) γ ίν ε τ α ι  όπως και στην
A A A

§ 5 . 2 . 1  .Εάν συμβολίσουμε με λ £ λ £ . . . £  λ τ ι ς  ι δ ιο τ ιμ έ ς  του 

πίνακα S ,  σε φθίνουσα τάξη και με α ,α  . . . .  , α  τα α ντ ίσ το ιχ α
-  Λ ? Ρ

ιδ ιο δ ια νύ σ μα τα  , τό τε  τα { λ ^ }  και {ά^} ( j  = 1 , 2 , . . .  ,ρ ),μπορούν 

να θεωρηθούν σαν ο ι  ε κ τ ιμ η τ έ ς  των {λ ^ }  και {α^} , α ν τ ίσ το ιχ α .

Γ ια  να μελετήσουμε τ ι ς  ιδ ιό τ η τ ε ς  των εκτιμητώ ν αυτών θα 

π ρέπ ει να υποθέσουμε ό τ ι  τα δεδομένα μας ακολουθούν πολυδιάστατη 

κανονική κατανομή. Στην περίπτωση αυτή μπορούμε να διατυπώσουμε 

μ ερ ικ ά  ασυμπτωτικά συμπεράσματα (δηλ . όταν η -» ® ) .  Τα συμπερά -  

σματα αυτά όμως ( βλ .  M orrison  (1976) § 8 .7  , Mardia , Kend & 

Bibby (1982) § 8 .3  & 8 . 4 )  έχουν π ερ ιο ρ ισ μ ένο  πρακτικό ενδιαφέρον 

ε π ε ιδ ή  ί )  ε ί ν α ι  ασυμπτωτικά και i i )  η υπόθεση της κανονικότητας 

των δεδομένων συνήθως δεν  ισ χ ύ ε ι .  Γ ια  τους λόγους αυτούς η σύγ

χρονη τάση ε ί ν α ι  να θεωρούνται ο ι κ ύ ρ ιες  συνιστώσες σαν μ ια  

μαθηματική τ ε χ ν ικ ή ,  χωρίς δηλαδή την υπόθεση ενός σ τα τ ισ τ ικ ο ύ  

μοντέλου και ακόμη χωρίς την ανάγκη ο ι μ ετα βλητές  Χ ^ , Χ ^ . , . , Χ ^  

και  Υ , Υ , . , . , Υ  να ε ίν α ι  τυ χ α ίες  μ ετα β λη τές . Ακόμη ο ι κ ύ ρ ιες
1 2  ρ

συνιστώσες που βρ ίσ κο ντα ι με βάση τον πίνακα S (ή R) θεωρούνται 

σαν ο ι κ ύ ρ ιε ς  συνιστώσες και όχ ι σαν ο ι ε κ τ ιμ η τ έ ς  των 

α ντ ίσ το ιχω ν  ποσοτήτων του πίνακα Σ ( ή Ρ ) .
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Παράδειγμα 5 .1  Ας υποθέσουμε ότι έχουμε δύο τυποποιημένες 

μεταβλητές, τις X και X. με πίνακα συσχέτισης

ρ = [ I  Γ] ·
Για να βρούμε τις κύριες συνιστώσες θα πρέπει να βρούμε τις 

ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα του πίνακα Ρ. Οι ιδιοτιμές θα 

προκύψουν από την εξίσωση d e t(P  - λI ) = 0  η οποία μας δίνει 

(1- λ) - ρ =0. Συνεπώς οι ιδιοτιμές θα είναι (1+ρ) και C1—ρ).

Αν ρ>0 τότε οι ιδιοτιμές σε φθίνουσα τάξη θα είναι λι =1+ρ 

και λ? = 1-ρ . Το ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή , 

δηλαδή το = (α11»α2 j),' θα βΡεθεί> από την σχέση Paj * λ ^  η 
οποία είναι ισοδύναμη με το σύστημα των δύο εξισώσεων

σ -Ι + ρα21 *  (1 + Ρ )α Μ KCtL ραπ  + α21 = ( 1 + Ρ ) α 2ι *
Οι δύο αυτές εξισώσεις είναι προφανώς ίδιες και μας δίνουν 

a * α2 ΐ * ΑυτΡ σημαίνει ότι δεν έχουμε μοναδική λύση. Για να 

βρούμε την πρώτη κύρια συνιστώσα κάνουμε χρήση του περιορισμού 

α'α. = 1 . Στην περίπτωση αυτή βρίσκουμε ότι a = a = l// 2 . 

Εργαζόμενοι ανάλογα για τη δεύτερη κύρια συνιστώσα βρίσκουμε ότι 

α = (ΐ//“ , - 1 / / Τ  )' . Συνεπώς οι κύριες συνιστώσες θα είναι

ϊ. * ( Χ  + Χ2)//2

και Υ2 = (X - Χ2) / / Τ  .

Αν ρ<0 τότε η σειρά των ιδιοτιμών καθώς και αυτή των κυρίων 

συνιστωσών θα είναι αντίστροφη από την περίπτωση ρ>0.

Αν ρ * 0 τότε και οι δύο ιδιοτιμές θα είναι ίσες με τη 

μονάδα. Στην περίπτωση αυτή μπορούμε να εκλέξουμε οποιεσδήποτε 

συνιστώσες, σαν κύριες συνιστώσες, αρκεί να είναι κάθετες μεταξύ

τους.
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5.4 ΕΡΜΗΝΕΙΑ - ΧΡΗΣΕΙΣ - ΣΧΟΛΙΑ

5.4.1 Ερμηνεία

Όπως έχουμε αναφέρει, κάθε κύρια συνιστώσα ε ίν α ι γραμμικός 

συνδιασμός των αρχικών μεταβλητών. Αυτό έχ ε ι σαν αποτέλεσμα οι 

κύριες  συνιστώσες να μην έχουν κάποια φυσική σημασία, σχετική με 

το υπό εξέταση πρόβλημα. Μια διέξοδος στη δυσκολία αυτή δ ίν ετα ι 

στην συνέχεια .

Από την § 5 .2 .1  θα έχουμε ό τι Υ = Α'Χ . Αυτό σημαίνει ότι 

η j -στη κύρια συνιστώσα θα εξαρτάται από την j -στη γραμμή του 

πίνακα Α' (ή ισοδύναμα, από την j -στη στήλη του πίνακα Α).Επειδή 

ο πίνακας Α ε ίν α ι ορθογώνιος παίρνουμε ότι X = ΑΥ . Δηλαδή η 

i -στη αρχική μεταβλητή θα ε ίν α ι ένας γραμμικός συνδιασμός των 

κύριων συνιστωσών με συντελεστές τα σ το ιχεία  της i -στης γραμμής 
του πίνακα Α. Έ τσ ι

Cov(Y. ,Χ .)  = Cov (γ , Σ α . γ ]  *  Var(Y ) = α λ
J 1 I i  k. l k J i J  j i j  J

και συνεπώς

Cov(Y 9X )  a  ♦ λ

PCVj .x , )  *  J ‘ — ------  *  —  -  ‘-j------ i -  .

/  Var(Y^)· Var(X[ ) ° u  ' / * }

Άρα α2 . ‘ λ1/ 2
p(Yj »Xi ) = " ‘ o ' ~J~ · (5 .11)

i  i

Όταν οι αρχικές μας μεταβλητές έχουν μετασχηματισθεί ώστε να 
έχουν διακύμανση μονάδα, τότε

ρ(Υ, X .) = α. . λ .1 /2 .
J χ 1 j J

Οι σ υσ χετίσεις  μεταξύ των Υ̂  και X. ονομάζονται

φ ο ρ τ ία  ή  β α ρ ύ τ η τ α  σ υ ν ισ τ ω σ ώ ν  (component loandings) .Ανάλογα με

την βαρύτητα κάθε αρχικής μεταβλητής με την κύρια συνιστώσα Υ.
•3
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( j  = 1 , 2 , . . . , ρ )  προσπαθούμε να δώσουμε κάποια φυσική σημασία 
στις κύριες συνιστώσες . (Βλ. και Παραδείγματα 5 .2  και 5 .3 ) .

5.4.2 Χρήσεις

Πριν μιλήσουμε για τ ις  χρήσεις των κυρίων συνιστωσών Θα 

πρέπει να τονίσουμε τα εξής:
1) Οι κύριες συνιστώσες που προκύπτουν από τον πίνακα Σ

(ή S) δεν ε ίν α ι ίδ ιε ς  με αυτές που προκύπτουν από τον πίνακα Ρ 
(ή R) . Ακόμη, δεν υπάρχει καμία σχέση που να μας επ ιτρέπ ει την 
μετάβαση από το σύνολο των κυρίων συνιστωσών για τον πίνακα Σ 

(ή S) στο σύνολο των κυρίων συνιστωσών για τον πίνακα Ρ (ή R) ·
2) Αν δούμε τ ις  κύριες συνιστώσες που προκύπτουν από τον 

πίνακα S (ή R ) σαν τους εκτιμητές των αντίστοιχων κυρίων 
συνιστωσών που προκύπτουν από τον πίνακα Σ (ή Ρ) , τότε οι κύριες 

συνιστώσες του πίνακα S (ή R) μπορούν να θεωρηθούν σαν τυχαίες 
μεταβλητές. Στην περίπτωση αυτή υπάρχουν διάφορα αποτελέσματα 
τόσο για την κατανομή των κυρίων συνιστωσών, όσο και για τον 

έλεγχο υποθέσεων σχετικά με αυτές, (βλ. Morrison (1976)) , 
Anderson (1984)) ‘ Ολα αυτά τα αποτελέσματα ε ίν α ι ασυμπτωτικά 
και βασίζονται στην υπόθεση ότι η από κοινού κατανομή των 
αρχικών μας μεταβλητών ε ίν α ι η πολυδιάστατη κανονική. 

Επιπλέον τα συμπεράσματα αυτά ε ίν α ι πιο δύσκολα στην 
περίπτωση που οι κύριες συνιστώσες εξάγωνται απο τον πίνακα R .

3) Η εξαγωγή των κυρίων συνιστωσών θα πρέπει να γ ίν ετα ι από 
τον πίνακα Σ (ή S) , όταν όλες οι μεταβλητές μας έχουν την ίδ ια  

διάσταση. Στην αντίθετη περίπτωση θα πρέπει να χρησιμοποιείτα ι ο 
πίνακας Ρ (ή R).
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ί )  Ε λ ά τ τ ω σ η  τ η ς  δ ιά σ τ α σ η ς  ε ν ό ς  π ρ ο β λ ή μ α τ ο ς

Μια από τ ις  πρώτες χρήσεις των κυρίων συνιστωσών ε ίν α ι η 

ελάττωση της διάστασης ενός προβλήματος (βλ . § 5 .1 )  . Για να 

ελαττώσουμε την διάσταση ενός προβλήματος ε ίν α ι φανερό ότι θα 

πρέπει να κρατήσουμε τ ις  πρώτες k (k<p) κύριες συνιστώσες. Το 

πρόβλημα, στην περίπτωση αυτή , ε ίν α ι ο προσδιορισμός της τιμής 
του k .

Στην περίπτωση που ο ι κύριες συνιστώσες εξάγωνται από τον 

πίνακα Σ (ή S) τότε ο προσδιορισμός της τιμής του k γ ίν ετα ι ε ίτ ε  

με την βοήθεια στατιστικών τεστ (βλ . M ardia, Kent & Bibby 

(1982)) ε ίτ ε  με την βοήθεια της σχέσης (βλ . § 5 .2 .1 )

Ε \/  Σ · <k<p) <5·12>
i « 1 i ■  1

Δηλαδή η τ ιμή  του k προσδιορίζετα ι έτσ ι ώστε ο ι k πρώτες κύριες 

συνιστώσες να μας εξηγούν ένα "σημαντικό" ποσοστό από την ολική 

μεταβλητότητα των αρχικών μας μεταβλητών . Προφανώς ο τρόπος 

ε ίν α ι υποκειμενικός.

Στην περίπτωση που η εύρεση των κυρίων συνιστωσών γ ίν ετα ι 

με βάση τον πίνακα Ρ (ή Κ) τότε αφ' ενός μεν^ δεν υπάρχει 

στατιστικό τεστ αφ' ετέρου δε η χρήση της σχέσης ,Σ } λ . /  ρ δεν 

έ χ ε ι την σημασία που έ χ ε ι η (5 .1 2 ) .  Γ ια  τους λόγους αυτούς έχουν 

προταθεί κατά καιρούς διάφορες τεχν ικ ές  για τον προσδιορισμό της 

τιμής του k . Μερικές από τ ις  τεχν ικές  αυτές ε ίν α ι οι εξής :

1) Τεχνική του K a ise r  : Η τεχνική του K a iser  (1958), ε ίν α ι 

πιθανότατα η πιο συχνά χρησιμοποιούμενη τεχν ική . Η τεχνική αυτή 

λ έε ι ό τι " κ ρ σ τ ά μ ε  ό λ ε ς  ε κ ε ί ν ε ς  τ ι ς  κ ύ ρ ι ε ς  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  τω ν ο π ο ίω ν  

η ι δ ι ο τ ι μ ή  ε ί ν α ι  μ ε γ α λ ύ τ ε ρ η  τ ο υ  έ ν α  ( 1 )  Η λογική πίσω από την 

τεχνική αυτή ε ίν α ι ό τ ι κάποιες κύριες συνιστώσες θα πρέπει να 

εξηγούν περισσότερη μεταβλητότητα από οποιαδήποτε αρχική
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μεταβλητή, (θα πρέπει να έχουμε στο μυαλό μας ότι όταν κάνουμε 
χρήση του πίνακα Ρ (ή R) οι αρχικές μας μεταβλητές ε ίνα ι 
τυποποιημένες (βλ. § 5 .2 .2 ) )  .

2) Τεχνική του C a tte ll : Η τεχνική του C a tte ll  (1966) ε ίν α ι 
γνωστή και με το όνομα τ ε χ ν ικ ή  τ ο υ  α γκώ να  (scree  t e s t )  
Σύμφωνα με την τεχνική αυτή εργαζόμασται ως εξής :

Βήμα 1._ Κάνουμε γραφική παράσταση των κυρίων συνιστωσών 
κατά σειρά μεγέθους.

Βήμα 2 ._  Κατόπιν βρίσκουμε, με το μά τι, την ευθεία  πάνω ή 
κοντά στην οποία βρίσκονται οι τελευτα ίες ιδ ιο τ ιμ έ ς  .

Βήμα 3 ._  Η ευθεία αυτή σχηματίζει μια γωνία, ένα αγκώνα, με 
τ ις  υπόλοιπες ιδ ιο τ ιμ ές  .

Βήμα Α._ Η τιμή του k θα ε ίν α ι ο αριθμός των ιδιοτιμώ ν που 
βρίσκονται πάνω από την ευθεία στο Βήμα 2. (βλ. C a tte l l  & 
Ja sp e rs (1967)).

Τα προηγούμενα βήματα επεξηγούνται στο επόμενο σχήμα .
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Σχ. 5 .1 . Επεξήγηση 
της Τεχνικής του 
αγκώνα.

Η τεχνική αυτή μολονότι ε ίν α ι σχετικά απλή εν τοΰτοις δεν 
ε ίνα ι πάντοτε αποτελεσματική. Κατ' αρχήν μπορεί να μην υπάρχει 
μια προφανής ευθεία (βλ. π .χ. Σχήμα 5 .2  (α)) ή αντίθετα, μπορεί 
να υπάρχουν δύο ή περισσότερες προφανείς γωνίες (βλ. π .χ . Σχήμα
5.2 (β )) . Στις  περιπτώσεις αυτές η υπό εξέταση τεχνική δεν 
ε ίνα ι συμπερασματική.
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Σχ. 5 .2 .  Επεξήγηση των δυσκολιών της τεχνικής του αγκώνα.

Mlo άλλη τεχν ικ ή , την οποία όμως δεν θα αναπτύξουμε εδώ, 

ε ίν α ι η τεχν ική  του Horn (1965). Η τεχνική αυτή α ντιμετω π ίζει με 

επ ιτυχ ία  τα μειονεκτήματα της προηγούμενης τεχν ικής.
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i i )  Π ρ ο σ δ ιο ρ ισ μ ό ς  σ υ γ γ ρ α μ μ ικ ώ ν  δ ε δ ο μ έ ν ω ν .

Ως γνωστόν, (βλ. Κ. Καρακώστας (1992)), το μοντέλο της 
γραμμικής παλινδρόμησης μπορεί να γραφεί υπό μορφή πινάκων ως

y = Χβ + ε ,
όπου y ε ίνα ι ένα το nxl διάνυσμα της εξηρτημένης μεταβλητής, X 
ε ίνα ι ο ηχρ πίνακας των ανεξάρτητων μεταβλητών 
(συμπεριλαμβανομένου και του σταθερού όρου), β ε ίν α ι το ρχΐ 
διάνυσμα των αγνώστων παραμέτρων και ε  ε ίν α ι το nxl διάνυσμα των 
σφαλμάτων. Ο εκτιμητής ελάχιστων τετραγώνων του β , με την προ -  

υπόθεση ότι ο (Χ 'Χ)’ 1 υπάρχει, δ ίνετα ι από την σχέση
β = ( X 'X r V y  . (5 .13 )

Στην περίπτωση που υπάρχει γραμμική σχέση μεταξύ όλων ή 
κάποιων ανεξάρτητων μεταβλητών τότε ο (Χ'Χ) δεν υπάρχει . Αυτό 
έχει σαν αποτέλεσμα (από την (5 .1 3 )) να μην μπορούμε να βρούμε 

τους εκτιμητάς των β . Το πρόβλημα αυτό ε ίν α ι γνωστό με το όνομα 
σ υ γ γ ρ α μ μ ικ ά  δ ε δ ο μ έ ν α  ('co llinear data) .

Ένας τρόπος αντιμετώπισης του προβλήματος αυτού ε ίν α ι με 
την βοήθεια των κυρίων συνιστωσών. Η ανάπτυξη του θέματος αυτού 
ε ίνα ι εκτός του σκοπού των σημειώσεων αυτών και γ ι ’ αυτό δεν θα 

παρουσιασθεί εδώ. 0 αναγνώστης μπορεί να ανατρέξει στα β ιβ λ ία  
των C hatterjee & Price (1977) και Mardia, Kent & Bibby (1982).

i i i )  Α π ό ρ ρ ιψ η  μ ε τ α β λ η τ ώ ν

Η ελάττωση της διάστασης ενός προβλήματος μπορεί να γ ίν ε ι 

και στις  αρχικές μεταβλητές. Αυτό μπορεί να επ ιτευ χθεί με την 
απόρριψη εκείνων, από τ ις  αρχικές μεταβλητές, ο ι οποίες δεν τόσο 

πληροφοριακές για το υπό εξέταση πρόβλημα.
Ας υποθέσουμε ότι οι κύριες συνιστώσες βρίσκονται με βάση
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τον πίνακα συσχετίσεως των ρ αρχικών μεταβλητών. Ας υποθέσουμε 

ακόμη ό τ ι πρόκειτα ι να κρατήσουμε k από τ ις  αρχικές μεταβλητές, 

όπου k ε ίν α ι γνωστός αριθμός, ενώ οι υπόλοιπες p-k πρόκειται να 

απορριφθούν. Tlo την απόρριψη των p-k αρχικών μεταβλητών 

χρησιμοποιούμε την μέθοδο των Beal e t  a l l  (1967) η οποία έχ ε ι ως 
εξής:

Βήμα 1 .-  Βρίσκουμε το ιδιοδιάνυσμα (κύρια συνιστώσα) που 

α ν τ ισ το ιχ ε ί στην μικρότερη ιδ ιο τ ιμ ή .

Βήμα 2 .-  Στην συνέχεια η μεταβλητή με τον μεγαλύτερο, κατ’ 

απόλυτον τ ιμ ή , συντελεστή απορρίπτεται.

Βήμα 3 .-  Επαναλαμβάνουμε τα Βήματα 1 και 2 έως ότου απορ - 

ρίψουμε p-k από τ ις  αρχικές μεταβλητές.

Η λογική πίσω από την διαδικασία αυτή ε ίν α ι ό τι μια  κύρια 

συνιστώσα με μ ικρή ιδ ιο τ ιμ ή  δεν ε ίν α ι και τόσο πληροφοριακή. 

Κατά συνέπεια kol η μεταβλητή που χαρακτηρίζει την συνιστώσα 

αυτή θα πρέπει να ε ίν α ι περιορισμένου ενδιαφέροντος.

Προφανώς η τ ιμ ή  του k ε ίν α ι τελείω ς υποκειμενική. Μια πιο 

α ν τ ικ ε ιμ εν ικ ή  εκλογή της τ ιμής του k ε ίν α ι να θέσουμε ένα άνω 

φράγμα, έστω λο ,έ τ σ ι ώστε όλες ο ι ιδ ιο τ ιμ έ ς  λ οι οποίες ε ίν α ι 

μ ικρότερες της τιμής λο θα θεωρούνται ως περιορισμένου 

ενδιαφέροντος. 0 J o l l i f f e  (1972) συνιστά όπως η τιμή  του λο 
ε ίν α ι ίση με 0 ,7 .

i v )  Χ ρ η σ ιμ ο π ο ίη σ η  σ ε  ε π ό μ ε ν η  α ν ά δ υ σ η .

Ένα σπουδαίο πλεονέκτημα των κυρίων συνιστωσών ε ίν α ι ότι 

μας παρέχουν ένα γρήγορο τρόπο προσδιορισμού της διάστασης ενός 

προβλήματος. Αν μ ερ ικ ές  από τ ις  πρώτες κύριες συνιστώσες εξηγούν 

το μεγαλύτερο ποσοστό της μεταβλητότητας των αρχικών μας μετά - 

βλητών, τότε μ ια  καλή ιδέα  θα ήταν να χρησιμοποιήσουμε τ ις
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πρώτες αυτές κυρτές συνιστώσες στην συνέχεια της ανάλυσης των 
δεδομένων μας.

5.4.3 Σχόλια

Στην § 5 .4 .2 ( ί )  τονίσαμε ότι οι κύριες συνιστώσες που 
βρίσκουμε όταν χρησιμοποιπούμε τον πίνακα Σ (ή S) ε ίν α ι 
διαφορετικές από αυτές που βρίσκουμε όταν χρησιμοποιούμε τον
πίνακα Ρ (ή R ).

Ένα άλλο πρόβλημα με τ ις  κύριες συνιστώσες, όταν 
χρησιμοποιούμε τον πίνακα Σ (ή S) ε ίν α ι η εξάρτησή τους από την 
κλίμακα με την οποία μετράμε τ ις  παρατηρήσεις μας.Για παράδειγμα 

ας υποθέσουμε ότι σε π άτομα μετράμε το βάρος σε λίμβρες το 
ύψος σε πόδια και την ηλικ ία  τους σε χρόνια. Τα μεγέθη αυτά 
αποτελούν το διάνυσμα χ, δηλαδή

χ = (Βάρος σε λίμβρες , Ύψος σε πόδια , Ηλικία σε χρόνια)' . 
Ας συμβολίσουμε με τον δειγματικό πίνακα διακυμάνσεων -

συνδιακυμάνσεων του διανύσματος χ, και έστω {λ^ } οι ιδ ιο τ ιμ ές  
και {ol} και τα ιδιοδιανύσματα του .

Αν τώρα θελήσουμε να αλλάξουμε μονάδες μέτρησης και να 
χρησιμοποιήσουμε π. χ. το διάνυσμα

ζ = (Βάρος σε κιλά , Ύψος σε μέτρα , Ηλικία σε μήνες)' 
τότε ζ = Κχ όπου Κ *  d ia g ( l /2 ,2  , 1/3 ,28 , 12) . 0 δειγματικός 
πίνακας των διακυμάνσεων - συνδιακυμάνσεων για το διάνυσμα ζ θα 

ε ίνα ι S = KS Κ , επειδή Κ' = Κ .Οι ιδ ιο τ ιμ έ ς  και τα
Ζ X

ιδιοδιανύσματα του S θα ε ίν α ι,  κατά κανόνα, διαφορετικά από τ ις  
αντίστοιχες ιδ ιο τ ιμ ές  και ιδιοδιανύσματα του . Το πρακτικό 

συμπέρασμα από τα παραπάνω ε ίν α ι ότι οι κύριες συνιστώσες δεν 

αποτελούν ένα μοναδικό χαρακτηριστικό για τα δεδομένα μας.

Ακόμη εάν μία από τ ις  μεταβλητές X ,Χ , . . . ,Χ ,έ χ ε ι
1 2  ρ
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διακύμανση αρκετά μεγαλύτερη από τ ις  διακυμάνσεις των υπόλοιπων 

μεταβλητών, τότε η μεταβλητή αυτή θα χαρακτηρίζει την πρώτη 

κύρια συνιστώσα, ανεξάρτητα από τ ις  συσ χετίσεις  που υπάρχουν

μεταξύ των X ,Χ , . . . , Χ  . Α ντίθετα, εάν μετασχηματίσουμε τ ις1 2 ρ
αρχικές μας μεταβλητές έτσ ι ώστε να έχουν διακύμανση μονάδα, 

τότε η πρώτη κύρια συνιστώσα θα ε ίν α ι αρκετά διαφορετική.

Οι παραπάνω λόγοι περιορίζουν τη χρήση των κυρίων 

συνιστωσών, με βάση τον πίνακα Σ (ή S) , εκτός και αν οι 

μεταβλητές μας έχουν περίπου την ίδ ια  διακύμανση, όπως π. χ. 

μπορεί να συμβεί αν όλες ο ι μεταβλητές μας εκφράζουν ποσοστά ή 

μετρώνται με την ίδ ια  κλίμακα.

0 συνήθης τρόπος αντιμετώπισης των προβλημάτων αυτών ε ίν α ι 

η χρήση του πίνακα συσχέτισης Ρ (ή R) . 0  τρόπος αυτός όμως δεν 

λ ύ ν ε ι, αλλά μάλλον αποφεύγει το πρόβλημα, δ ιό τ ι με τον τρόπο 

αυτό όλες οι μεταβλητές μας αποκτούν την ίδ ια  σπουδαιότητα. 

Συνεπώς αν κάποια ή κάποιες από τ ις  μεταβλητές μας έχουν κάποια 

πρακτική σπουδαιότητα μεγαλύτερη από τ ις  υπόλοιπες μεταβλητές, 

η χρήση του πίνακα συσχέτισης θα πρέπει να αποφεύγεται.

Θα κλείσουμε το κομμάτι αυτό λέγοντας ό τι σήμερα, με την 

ευρεία  διάδωση και χρήση των μικροϋπολογιστών και των διάφορων 

στατιστικών πακέτων, η εύρεση των κυρίων συνιστωσών ε ίν α ι μια 

πολύ εύκολη υπόθεση. Αυτό το οποίο ε ίν α ι δύσκολο ε ίν α ι η 

ερμηνεία  τους.

Στη συνέχεια θα δώσουμε μερικά παραδείγματα πάνω σ τις  
κύριες συνιστώσες και στην ερμηνεία τους.

Παράδειγμα 5 .2  Από τ ις  μετρήσεις σε εννέα μεταβλητές X ,Xr , . . .

. .  ,Χ? βρήκαμε ό τι ο πίνακας των δειγματικών διακυμάνσεων - 
συνδιακυμάνσεων S ε ίν α ι
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1 75 95 9 6 53 3 2 - 7 - 4 -3
■41 9 2 45 1 31 181 1 2 7 - 2 1 4

5 0 2 6 0 1 0 9 I 42 4 4 1 1
1 58 1 0 2 42 4 3 2

1 57 9 6 4 5 6
128  2 2 8

34 31 33
39 39

48

Οι ιδ ιο τ ιμ ές  του S μαζί με το ποσοστό της μεταβλητότητας 
των αρχικών μεταβλητών που εξηγεί η κάθε μ ία , καθώς και το 
αθροιστικό ποσοστό δίνονται στον επόμενο πίνακα.

Πίνακας 5.1
Α/Α

Κύριας
Συνιστώσας

Ιδ ιο τιμ ή Ποσοστό
Μεταβλητότητας

Αθροιστικό
Ποσοστό

Μεταβλητότητας
1 876.  52 0 , 6 0 9 2 0 . 6 0 9 2
2 1 9 6 . 1 0 0 . 1 3 6 0 0 , 7 4 5 2
3 1 2 8 , 6 4 0 . 0 8 9 2 0 , 8 3 4 4
4 1 03,  43 0,  071 7 0 , 9 0 6 1
5 81 . 26 0 . 0 5 6 4 0 , 9 6 2 5
6 37,  85 0 , 0 2 6 2 0 , 9 8 8 7
7 6.  98 0 , 0 0 4 8 0 , 9 9 3 5
8 5,  71 0 , 0 0 4 0 0 . 9 9 7 5
9 3,  52 0 , 0 0 2 4 0 . 9 9 9 9

Από τον πίνακα 5.1 βλέπουμε ότι το 83% της ολικής μεταβλητότητας 
των αρχικών μας μεταβλητών εξηγείτα ι από τ ις  τρ ε ις  πρώτες κυρίες 
συνιστώσες, ενώ οι δύο πρώτες κύριες συνιστώσες εξηγούν το 75% .

Στον επόμενο πίνακα δίνουμε τα ιδιοδιανύσματα για  τ ις  τρ ε ις  
πρώτες κύριες συνιστώσες.
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Πίνακας 5 .2

Κυρία X X X X x c Χ Ζ X , X χ ηΣυν-σα 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 0, 3 0 5 0,  6 54 0.  482 0 , 2 6 1 0,  323 0.  271 0,  0 0 2 0,  0 0 6 0,  01 4
2 - 0 . 4 8 5 - 0 , 1 5 0 0,  5 8 7 - 0 , 4 9 1 - 0 , 0 3 8 0,  3 7 6 0,  0 5 7 0,  053 0,  088

3 - 0 , 41 2 - 0 , 1 8 2 - 0 , 23 S 0,  4 5 7 0,  4 9 5 0,  2 6 8 0,  2 5 6 0,  266 0,  282

Με βάση τον Πίνακα 5 .2  μπορούμε να πούμε ό τ ι ί )  η πρώτη κύρια 

συνιστώσα εκφράζει το μέσο όρο των έξη πρώτων αρχικών 

μεταβλητών, i i )  η δεύτερη κύρια συνιστώσα συγκρίνει τ ις  

μεταβλητές X και με την μεταβλητή Χ3 και τ ις  μεταβλητές Χ4 

και X με την μεταβλητή X και i i i )  η τρ ίτη  κύρια συνιστώσα 

σ υγκρ ίνει τ ις  τ ρ ε ις  πρώτες μεταβλητές με τ ις  υπόλοιπες.

Στον Πίνακα 5 .3  δίνουμε τα φορτία συνιστωσών γ ια  τ ις  τρ ε ις  

πρώτες κύριες  συνιστώσες.

Πίνακας 5 .3

ιν υμ l u X X X X X X X χ XΣυν/σα 1 2 3 4 6 7 8 9
1 ο, 6 7 9 0,  9 4 6 0,  8 2 4 0,  61 6 0,  81 9 0,  71 0 0,  01 2 0,  0 2 8 0,  062
2 - 0 , 51 1 - 0 , 1 0 3 0,  4 7 3 - 0 .  5 7 4 - 0 , 0 4 5 0.  462 0 , 1 3 7 0,  1 20 0,  1 79
3 - 0 . 351 - 0 , 1 0 1 - 0 ,  1 5 4 0.  41 2 0,  4 8 0 0,  2 6 4 0,  4 9 7 0,  483 0,  462

Σαν συμπέρασμα από τον τελευτα ίο  Πίνακα μπορούμε να πούμε ότι η 

συνεισφορά των αρχικών μεταβλητών X , X , X σ τ ις  δύο πρώτες
7 0 9

κύριες συνιστώσες ε ίν α ι σχεδόν μηδαμινή.

Παράδειγμα 5 .3  Σε ένα σύνολο πουλιών μετρήσαμε έξη μεταβλητές : 

το μήκος kol το πλάτος της κεφαλής, το μήκος και το πλάτος του 

φτερού και το μήκος και το πλάτος του ποδιού. 0 πίνακας των 
δειγματικών συσχετίσεων βρέθηκε ίσος με
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0,  5 8 4 0,  6 1 5 0,  6 0 4 0,  5 7 0 0 ,  6 0 0

1 0 , 5 7 6 0.  S 30 0,  5 2 6 0 ,  5 5 5

1 0,  9 4 0 0,  8 7 5 0 ,  8 7 8
1 0,  8 7 7 0 ,  8 8 6

1 0 ,  9 2 4
ι

Οι ιδ ιο τ ιμ ές  (διακυμάνσεις) και τα ιδιοδιανύσματα (κύριες 
συνιστώσες) του R φαίνονται στον Πίνακα 5 .A .

Πίνακας 5 .A
Κύρια Συνιστώσα

Διάσταση 1 2 3 A 5 6

Κεφαλή :
Μήκος 0,  7 4 0 ,  4 5 0,  49 - 0 ,  02 0 ,  01 0,  0 0

Πλάτος 
Φτερό :

0,  70 0,  5 9 - 0 ,  41 0,  00 0 ,  0 0 - 0 ,  01

Μήκος 0,  95 - 0 ,  1 6 - 0 ,  03

θ
α

C
m

Ο

0,  0 5 0,  1 6
Πλάτος 

Πόδι :
0 , 9  4 - 0 , 2 1 0 ,  01 0 , 2 0 - 0 ,  0 4 - 0 ,  1 7

Μήκος 0,  93 - 0 ,  2 4 - 0 ,  0 4 - 0 ,  21 0,  1 8 - 0 ,  03
Πλάτος 0,  9 4 - 0 ,  1 9 - 0 ,  03 - 0 ,  2 0 - 0 ,  1 9 0 ,  0 4

Ιδ ιοτιμή  
% Ολικής 
Διακύμανσης

4.  5 6 8  

7 6 ,  1

0 ,  71 4 

1 1 . 9

0 ,  41 2 

6,  9

0,  1 73  

2 ,  9

0 ,  0 7 6  

1 , 3

0 ,  0 5 7  

0,  9

Με βάση τον πίνακα 5 .Α μπορούμε να πούμε ότι η φυσική σημασία 
των κυρίων συνιστωσών ε ίν α ι η εξής:

1η Κύρια συνιστώσα : Μέσος όρος όλων των διαστάσεων.
2Π Κύρια συνιστώσα :Σύγκριση μεταξύ των διαστάσεων της κεφαλής

και των διαστάσεων του φτερού και του ποδιού. 
3η Κύρια συνιστώσα :Σύγκριση μεταξύ των διαστάσεων της κεφαλής. 
Αη Κύρια συνιστώσα : Σύγκριση μεταξύ των διαστάσεων του φτερού

και του ποδιού.
5π Κύρια συνιστώσα :Σύγκριση μεταξύ των διαστάσεων του ποδιού.

6η Κύρια συνιστώσα : Σύγκριση μεταξύ των διαστάσεων του φτερού.
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Παρατήρηση 5 .1  Στο σημείο αυτό θα πρέπει να το ν ισ θεί ότι η 

ερμηνεία  των κυρίων συνιστωσών δεν ε ίν α ι μ ια  εύκολη υπόθεση,όπως 

φάνηκε στα Παραδείγματα 5 .2  και 5 .3  .Α ντίθετα τα Παραδείγματα 

αυτά αποτελούν μάλλον την εξα ίρεση. Στην πράξη η ερμηνεία των 

κυρίων συνιστωσών ε ίν α ι ένα αρκετά δύσκολο έργο. Πολλές φορές 

χρειά ζετα ι να περιστρέφουμε τους άξονες των κυρίων συνιστωσών, 

κατα κάποια γωνία, γ ια  να πετύχουμε μ ια  καλύτερη ερμηνεία .

5.5 ΕΛΕΓΧΟΣ ΓΙΑ ΤΗΝ ΠΟΛΥΔΙΑΣΤΑΤΗ ΚΑΝΟΝΙΚΗ

Όπως και στην μονοδιάστατη ανάλυση έτσ ι και στην 

πολυδιάστατη, βασικό ρόλο στην αντιμετώπιση των διαφόρων 

προβλημάτων π α ίζε ι η πολυδιάστατη κανονική κατανομή. Θα πρέπει 

δε να το ν ισ θεί ό τ ι στην πολυδιάσταη ανάλυση η υπόθεση της 

πολυδιάστατης κανονικής κατανομής ε ίν α ι πιο απαραίτητη από ό τι η 

υπόθεση της κανονικής κατανομής στην μονοδιάστατη περίπτωση. Και 

αυτό δ ιό τ ι στην μονοδιάστατη περίπτωση η υπόθεση της κανονικής 

κατανομής μπορεί να αντικατασταθεί με την υπόθεση ότι το δείγμα 

μας ε ίν α ι αρκετά μεγάλο. Στην πολυδιάστατη ανάλυση κάτι τέτο ιο  

δεν μπορεί να σ υ μ β ε ί.

Γ ια  τον έλεγχο της υπόθεσης ό τ ι τα δεδομένα μας ακολουθούν 

την μονοδιάστατη κανονική κατανομή υπάρχουν πολλά και καλά τεστ 

(π .χ  τεστ λοξότητας, τεστ κύρτωσης, τεστ Shapiro -  Wilk, γραφική 

παράσταση σε κανονικό χαρτί πιθανοτήτων κ .τ .λ .) .Α υ τ ό  δεν ισχύει 

όταν θέλουμε να ελέγξουμε ό τι τα δεδομένα μας ακολουθούν την 

πολυδιάστατη κανονική κατανομή. Γ εν ικ εύ σ ε ις  των μονοδιάστατων 

τεστ δ ίνοντα ι από τους Mardia (1970), Malkovich & A f if i  

(1973) και Cox & Small (1978). Η α ξιοπ ιστία  όμως αυτών των 

τεστ δεν ε ίν α ι ακόμη γνωστή. Ακόμη ο ι γραφικές μέθοδοι 

ελέγχου της πολυδιάστατης κανονικής που δίνονται από τους
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Healy (1968), Small (1978) και Andrews et a l l  (1973) 
χρειάζονται περαιτέρω μελέτη.

Στην παράγραφο αυτή θα παρουσιάσουμε μερικούς τρόπους 
ελέγχου για το αν τα δεδομένα μας ακολουθούν την πολυδιάστατη 
κανονική κατανομή.

Έστω ότι x^, Χ2» · · · » Χη ε ίν α ι ένα τυχαίο δείγμα από την 
Νρ(μ,Σ). Τότε η ποσότητα

ci = n(n-l)'2(xi - x)'S^l(xi - x) , (i = 1,2,...,n)

έχει την Βήτα κατανομή με παραμέτρους α = ρ/2 και β = (η -ρ -1 )/2 .

Αν με < · · ·<  συμβολίσουμε το διατεταγμένο δείγμα
των , τότε ο έλεγχος ότι τα δεδομένα μας ακολουθούν την 
πολυδιάστατη κανονική κατανομή γ ίνετα ι με την γραφική παράσταση 

των ως προς τα . Αν U έχ ε ι την Βήτα κατανομή με
παραμέτρους α και β, τότε τα d^ θα βρεθούν από την σχέση

π ιθ (U £ d^) = ( i- a ) / (n - a - b + l)  ,

όπου a = (α-1)/2 και b = (β -1 )/(2 β ) . Τα a και b εκλέγονται κατά
τέτοιο  τρόπο ώστε η αναμενόμενη τιμή των να ε ίν α ι όσο πιο
κοντά γ ίνετα ι στην τιμή των d^ . Αν η γραφική αυτή παράσταση 

ε ίνα ι "περίπου" μια ευθεία  που περνά από την αρχή των αξόνων 
και έχ ε ι κλίση μονάδα, τότε μπορούμε να πούμε ότι τα δεδομένα 
μας, προσεγγιστικά, ακολουθούν την πολυδιάστατη κανονική 
κατανομή.

Στην μονοδιάστατη περίπτωση ένα γνωστό τεστ για τον έλεγχο 

της κανονικότητας των δεδομένων μας ε ίν α ι και το τεστ των 

Shapiro - Wilk. (1965). Το τεστ αυτό έχ ε ι ως εξής : έστω ότι 

χ^, Χ2 , . . . ,  Χβ ε ίν α ι ένα τυχαίο δείγμα με μέση τιμή  x και
διακύμανση s .Το στατιστικό των Shapiro —Wilk ε ίν α ι το
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W
n

■ Σ-
i=l

X
( i ) / I

όπου cu ε ίν α ι σταθερές που δ ίνοντα ι από πίνακες των Shapiro - 

Wilk, και χ ^ £ ,  χ ^ £ , . . . , £  ε ίν α ι ο ι διατεταγμένες τ ιμ ές

του τυχαίου δείγματος χ1 , χ , . . . , χ  . Η μηδενική υπόθεση της

κανονικότητας των δεδομένων μας απορρίπτεται όταν W £ Wq , όπου 

ο ι τ ιμ ές  του Ŵ , γ ια  επίπεδο σημαντικότητας α, δ ίνοντα ι και 

πάλι από πίνακες των Shapiro  -  Wilk.

Γ ια  την πολυδιάστατη περίπτωση έστω χ^, . . .  ,χ^ ένα

τυχαίο δείγμα kol y , y , ... ,y τα διανύσματα των κυρίων
X λ » Ω

συνιστωσών που αντιστοιχούν στα χ , ,  χ_, . . .  ,χ  . Τότε το1 2  η
στα τιστικό  των Shapiro -  Wilk ε ίν α ι το

Μ ‘  > ]  ■

όπου λ. £ λ0 2: . . . £  λ ε ίν α ι ο ι ιδ ιο τ ιμ έ ς  του πίνακα των 1 2. ρ
δειγματικώ ν διακυμάνσεων -  συνδιακυμάνσεων, α^ ε ίν α ι σταθερές 

όπως και στην μονοδιάστατη περίπτωση και ε ίν α ι το i  -στο

διατεταγμένο στατιστικό  στην j  μεταβλητή. Οι παρατηρήσεις 

διατάσσονται χωριστά για  κάθε μεταβλητή .

Ένας άλλος γραφικός τρόπος γ ια  τον έλεγχο της 

πολυδιάστατης κανονικής κατανομής βασίζετα ι στο γεγονός ότι αν 

ο ι αρχικές μας μεταβλητές ακολουθούν την πολυδιάστατη κανονική 

κατανομή, τότε η κατανομή κάθε κύριας συνιστώσας θα ε ίν α ι η 

μονοδιάστατη κανονική. Επιπλέον η ανεξαρτησία των κυρίων

συνιστωσών μας επ ιτρ έπ ε ι την χρήση μονοδιάστατων τεχνικών 

ελέγχου κανονικής κατανομής.

Περισσότερα στο θέμα αυτό ο αναγνώστης μπορεί να βρ ε ί στους 

K oziol (1986) και Gsorgo (1986 ,1989).
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Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

5.1  Έστω χ 
διακυμάνσεων - 

{ a . }  ( ί  = 1 ,2 , 
δ ε ιχθεί ότι

I

ένα ρ-διάστατο τυχαίο διάνυσμα με πίνακα 
συνδιακυμάνσεων Σ. Αν {λ^} ε ίν α ι οι ιδ ιο τ ιμ ές  και 

. . . ,ρ )  τα ορθοκανονικά διανυσματα του Σ, τότε να

ρ ρ
= £  a .a !  και Σ = Σ λ .a .a !  .

i - 1  1 1  i = l  1 1 1

5 .2  Έστω και δυο τυχαίες μεταβλητές με πίνακα διακυμα - 
νσεων - συνδιακυμάνσεων Γο ^ - ·

Σ *
/ Γ

Να βρεθούν οι κύριες συνιστώσες καθώς και το ποσοστό της ολικής 

μεταβλητότητας που εξηγεί η κάθε μ ία . Να επαναλάβεται τα ίδ ια  

για τον πίνακα συσχέτισης και να διατυπώσεται τα συμπερασματά 
σας.

5 .3  Τα παρακάτω δεδομένα ε ίν α ι η βαθμολογία 8 ατόμων σε δύο 

τεστ. Με βάση τα δεδομένα αυτά να δεχθεί ότι ο δειγματικός 

πίνακας διακυμάνσεων - συνδιακυμάνσεων ε ίν α ι

„ - _L Γ208 1 441
3  "  7  [1 4 4 2 9 2 J *

Στη συνέχεια να βρεθούν οι κύριες συνιστώσεςτου πίνακα S.

ΔΕΔΟΜΕΝΑ

α/α Ατόμου 1 2 3 4 5 6 7 8
Τεστ 1 2 16 8 18 10 A 10 12

Τεστ 2 9 20 0 11 13 4 7 16
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5 .4  Σε κάθε ένα αττό 500 ζώα μετράμε 4 μεγέθη. Οι ιδ ιο τ ιμ έ ς  του 

δειγμα τικού  πίνακα διακυμάνσεων -  συνδιακυμάνσεων ε ίν α ι 14,1  ,

4 ,3  , 1 ,2  και 0 ,4  , ενώ τα δύο πρώτα ιδιοδιανύσματα ε ίν α ι

*  (0 ,3 9  0 ,4 2  0 ,4 4  0 ,6 9 ) και = (0 ,4  0 ,39  0 ,4 2  -0 ,7 2 ) .

Με βάση τα σ το ιχ ε ία  αυτά να διατυπώστε τα συμπερασματά σας.

Εάν σας έδ ινα ν μόνον τ ις  ιδ ιο τ ιμ έ ς  και τα ιδιοδιανύσμαυτα 

από τα προηγούμενα δεδομένα να δ ε ίξ ε τ ε  πως μπορούσατε να 

προσδιορίσετε τον αρχικό πίνακα των δειγματικών διακυμάνσεων -  

συνδιακυμάνσεων.



6 . - Δ Ι Α Χ Ω Ρ Ι Σ Τ Ι Κ Η  Α Ν Α Λ Υ Σ Η

6.1 ΕΙΣΑΓΟΓΗ

Οι στατιστικές μέθοδοι που αναπτύξαμε στα προηγούμενα 
κεφάλαια για την εκτίμηση παραμέτρων, έλεγχο υποθέσεων και 
διαστήματα εμπιστοσύνης βασίζονταν σε συγκεκριμένες υποθέσεις 
για τον πλυθησμό από τον οποίο προήλθε το δείγμα μας. Ένα άλλο 

πρόβλημα στην πολυδιάστατη ανάλυση, το οποίο συναντάται συχνά 
στις εφαρμοσμένες επιστήμες, ε ίν α ι αυτό της ταξινόμησης μιας 
παρατήρησης σε έναν από δύο ή περισσότερους πλυθησμούς.

Για παράδειγμα ένας βοτανολόγος θέλει να ταξινομήσει ένα 
καινούργιο είδος λουλουδιού σε ένα από τα ήδη υπάρχοντα είδη  
μιας συνομοταξίας λουλουδιών. Στην εκπαίδευση ο υποψήφιος σε ένα 
πρόγραμμα θα π ρέπει,με βάση τους βαθμούς του σε κάποια μαθήματα, 
να καταχωρηθεί σε μία από τ ις  τρ ε ις  κατηγορίες "Δεκτός", "Δεκτός 
με περιορισμούς", "Απορριπτέος".

Η εύρεση κανόνων βέλτιστης ταξινόμησης καινούργιων παρατη - 
ρήσεων σε έναν από δύο ή περισσότερους καλώς διαχωρισμένους 
πληθυσμούς ε ίν α ι το αντικείμενο  της διαχωριστικής ανάδυσης.

Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε κυρίως με κανόνες ταξινό
μ η σ η ς  βασισμένους στην γ ρ α μ μ ικ ή  δ ια χ ω ρ ισ τ ικ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ( l in e a r  
discrim inant fu n ctio n ).
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6.2 ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ ΑΥΟ ΠΛΗΘΥΣΜΩΝ

6.2.1 Ταξινόμηση- σε δύο γνωστούς κανονικούς πληθυσμούς με

κοινό πίνακα διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων

Το πρόβλημα της ταξινόμησης μιας παρατήρησης σε έναν από 

δυο πληθυσμούς μπορεί να περιγράφει ως εξής. Έστω Π0 , , Π2

τ ρ ε ις  πληθυσμοί. Ε ίνα ι γνωστό ό τ ι nQ = IL γ ια  ένα και μόνον 

τόνον ένα ί  = 1 ,2 . Το πρόβλημά μας ε ίν α ι να εξετάσουμε γ ια  ποιο 

ί  αυτό ισ χ ύ ε ι. Στη συνέχεια  θα υποθέσουμε ό τ ι ο ι πληθυσμοί μας 

ακολουθούν την ρ-διάστατη κανονική κατανομή με γνωστές μέσες 

τ ιμ ές  μ^ και μ2 ,α ντίσ το ιχα , και γνωστό κοινό πίνακα διακυμάν - 

σεων-συνδιακυμάνσεων Σ.

6.2.1.1 άιαχωριστική συνάρτηση του Fisher

Η πρώτη αντιμετώπιση του προηγούμενου προβλήματος οφείλετα ι 

στον F ish e r  (1936). Έστω ό τι xQ ε ίν α ι μ ια  ρ-διάστατη παρατήρηση 

την οποία θέλουμε να ταξινομήσουμε σε έναν από τους δύο 

πληθυσμούς Π^, Π2 .Η πρόταση του F ish e r  για  την ταξινόμηση αυτή 

ε ίν α ι να βρούμε ένα γραμμικό συνδιασμό της παρατήρησης xQ ο 

οποίος να μ εγ ισ το π ο ιε ί το πηλίκον της διαφοράς των μέσων τιμών 

των γραμμικών συνδιασμών για  τους πλυθησμούς και Π2 , ως προς 

την διακύμανσή του. Με άλλα λόγια έστω y = a'xQ ο ζητούμενος 

γραμμικός συνδιασμός, όπου a ε ίν α ι σταθερό, αλλά άγνωστο προς το 

παρών διάνυσμα. Αν τώρα η xq ανήκει στον πληθυσμό , τότε η 

μέση τιμή  του y θα ε ίν α ι ^'μ^ , ενώ αν η xq ανήκει στον πληθυσμό 

Π2 τότε η μέση τ ιμ ή  του y θα ε ίν α ι a 'p g . Επειδή οι δύο 

πληθυσμοί έχουν τον ίδ ιο  πίνακα διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων γ ι ’
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αυτό η διακύμανση του y θα ε ίν α ι a 'E a  . Σύμφωνα με την πρόταση 
του Fisher η εύρεση της γραμμικής διαχωριστικής συνάρτησης, 
δηλαδή ο προσδιορισμός του διανύσματος a , θα γ ίν ε ι από την 
μεγιστοποίηση της ποσότητας

Από την ανισότητα των Cauchy -  Schwarz (βλ. Παράρτημα) παίρνουμε 

ότι

όπου η ποσότητα Δ' ε ίν α ι γνωστή με το όνομα α π ό σ τα σ η  τ ο υ  M a h a la -  

n o b i s  (Mahalanobis d is ta n c e ). Η ισότητα στην (6 .2 ) ισχύει για

όπου το λ ε ίν α ι μια σταθερά αναλογίας. Χωρίς βλάβη της 

γενικότητας μπορούμε να θέσουμε λ - 1. Στην περίπτωση αυτή

Η συνάρτηση L(xq) στην (6 .3 ) ε ίν α ι γνωστή με το όνομα γ ρ α μ μ ικ ή  

δ ια χ ω ρ ισ τ ικ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  τ ο υ  F i s h e r  .

Κανόνας ταξινόμησης : Με την βοήθεια της (6 .3 )  η παρατήρηση 
xq ταξινομείτα ι στον πληθυσμό αν

διαφορετικά τα ξινομείτα ι στον πληθυσμό . Το Κ στην (6 .4 ) 
ε ίνα ι μια σταθερά η οποία εκλέγεται κατά τέτο ιο  τρόπο ώστε να 
έχει κάποιες επιθυμητές ιδ ιό τη τες . Αν το Κ εκλεγεί έτσ ι ώστε

τότε, από την (6 .4 ) ,  σαν κανόνα ταξινόμησης μπορούμε να χρήσιμο-

(

Δ2 , (6 .2 )

(6 .3 )

L(xq) > Κ , (6 .4 )
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ποιήσουμε τον εξής: ταξινομούμε την παρατήρηση x Q στον πληθυσμό 
αν

(μ, - μ2) Σ' ’ *0 '  Τ  (·*, - μ2) ' ί ' , (μ, + Μ2] > ° - (6.6)
διαφορετικά η παρατήρηση χ τα ξ ινο μ είτα ι στον πληθυσμό Π_ .

U

Σφάλματα λανθασμένης ταξινόμησης : Η διαχω ριστική ικανότητα 

της (6 .3 )  μετράται από τα σφάλματα λανθασμένης ταξινόμησης. Σαν 

σφάλμα λανθασμένης ταξινόμησης θεωρούμε την πιθανότητα η 

παρατήρηση x q να ταξινομηθεί στον πληθυσμό ^  ενώ xQen^ και 

αντίστροφα. Έ τσ ι αν με e ( i * j  = 1 ,2 ) συμβολίσουμε την

πιθανότητα να ταξινομήσουμε την παρατήρηση xq στον πληθυσμό IL , 

δοθέντος ό τ ι Χ0€^  » τότε θα έχουμε

e , 2=p

και

e2, =p

[μ, - μ 2] r ’xo - 4 - (μ,- M2] V ’(Mt+ μ 2) > ° ' ν Π , (6 .7α )

/ \
μ, - μ Σ' \  * τ ( μΓ  μ2) ' ί · ’ (μ, + μ2 <01χ έΠ, ο 1 . (6 .7β )

Εάν εκλέξουμε το Κ όπως στην (6 .5 )  τότε εύκολα προκύπτει ότι 

e i 2 = β 2 ΐ *  Ακόμη μπορούμε να δείξουμε ( η  απόδειξη αφήνεται σαν 
άσκηση) ό τι

e *  e
12 2 , - * ( - τ  ή  ■ (6·8>

όπου Φ συμβολίζει την αθροιστική συνάρτηση της τυπικής κανονικής 

κατανομής, δηλαδή

ΓΧΦ(χ) = (2π)
-00

-1/2 < — 1/2)t d t .

Παρατήρηση 6 .1  Η σχέση (6 .6 )  μπορεί να τροποποιηθεί έτσ ι ώστε 

να λάβουμε υπ' όψιν μας το τυχών κόστος από μ ια  λάθος ταξινόμηση 

καθώς και τ ις  τυχών πληροφορίες σχετικά με την πιθανότητα η
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παρατήρησή μας να ανήκει σε έναν από τους δύο πληθυσμούς. Για τα 
θέματα αυτά καθώς και άλλα σχετικά με την γραμμική διαχωριστική 
συνάρτηση βλέπε S r iv astav a  & C arter (1983) καθώς και D illon  & 
Goldstein (1984).

6.2.1.2 Μέθοδος του πηλίκου πιβανοφάνειας

Η μέθοδος αυτή οφείλεται στον Welch (1939) και έχ ε ι ως 
εξής. Έστω ότι f ^ ( χ ; ) ε ίνα ι η κατανομή του πληθυσμού και 
f 2( χ ; ) η κατανομή του πληθυσμού Π2 . Έστω ακόμη ότι xq ε ίν α ι 
μια καινούργια παρατήρηση προς ταξινόμηση. Αν συμβολίσουμε με

λ
f i < W
v w

(6 .9 )

το πηλίκο πιθανοφάνειας των δύο κατανομών τότε η παρατήρηση xq 
θα ανήκει στιν πληθυσμό αν λ > 1 διαφορετικά θα ανήκει στον 

πληθυσμό Π2 .

Μπορεί να δ ε ιχ θ ε ί (βλ. άσκηση 6 .3 ) ότι στην περίπτωση της 

πολυδιάστατης κανονικής κατανομής οι μέθοδοι των Welch και 
F isher μας δίνουν την ίδ ια  διαχωριστική συνάρτηση.

6.2.2 Ταξινόμηση σε δύο κανονικούς πληθυσμούς με άγνωστες μέσες 

τιμές αλλά γνωστό τον κοινό πίνακα διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων

Στην παράγραφο αυτή θα υποθέσουμε ότι οι μέσες τ ιμ ές  μ] και
μ των δύο πληθυσμών και Π2> αντίστοιχα, ε ίν α ι άγνωστες αλλά
ο κοινός πίνακας των διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων Σ  ε ίν α ι

γνωστός. Στην περίπτωση αυτή θα πρέπει να εκτιμήσουμε τα μι και
μ, .Έστω λοιπόν ένα τυχαίο δείγμα x ,χ , . . . , χ  ,χ . . . . ,χ , ,w Λ r  ι 2 n η+ι n+m
όπου οι πρώτες η παρατηρήσεις προέρχονται από τον πληθυσμό Π^,
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ενώ οι υπόλοιπες m παρατηρήσεις από τον πληθυσμό Π0 .
A

Αν με
1 n λ m

= —  Υ  χ και χ = —  γ  χ 
ί=1 1 2 m  .=£+1 i

συμβολίσουμε τ ις  δ ε ιγ μ α τ ικ ές  μέσες τ ιμ ές  των πληθυσμών IL και Π0 

α ντίσ το ιχα , τό τε , σύμφωνα με την ( 6 .6 ) ,  μ ια  παρατήρηση xq θα 

τα ξ ιν ο μ ε ίτα ι στον πληθυσμό Πχ αν

( V  * 2 ) Σ ~ 1χ0 ~ T (V  *2) Σ ΐ (V  * 2 } > 0 (6,10)

ή με βάση την άσκηση 6 .1 , αν

< ν  ϊ · ) ' Σ’ ’ (ν  ν  < < ν  ν ' * " ’ (ν  ν  · (6· π )
Τα ασυμπτωτικά σφάλματα λανθασμένης ταξινόμησης e^2 και e 

(β λ . (6 .7α ) και (6 .7 β ) )  δ ίνοντα ι από τον Okamoto (1963) ως εξής: 

e2i = Φ(“ Δ/2)+α 1η ' 1+ α2 m"1 (6.12α)

και
e = Φ (-Δ/2)+α1πΓ1+ α0 η " 1 

12 1 2 ( 6 .12β)

όπου

αχ = (2Δ2 ) * 1 (d^ + 3pd2 ) και α2 = (2Δ2 ) * 1 [d4 -  (ρ -  m 2 ]

με

και

d2 = ( 2 π ) '1 /2 -|-Δ  βχρ(-Δ2/  2)

dA = (2π) ” 1 /2 ( Δ3-  -2-Δ) exp (-Δ 2/  2) .

Ε ίνα ι προφανές ό τ ι ο ι τ ιμ ές  των e και e όπως δίνονται1 fa b 1
από τ ις  σ χέσεις (6 .12αβ) δεν μπορούν να υπολογισθούν δ ιό τ ι 

εξαρτώνται από την ποσότητα Δ η οποία στην συνέχεια εξαρτάται 

από την ποσότητα δ = μ( -  μ2 Ένας εκτιμητής του Δ ε ίν α ι ο

ί 2 - ( * , -  ϊ 2> 'Σ' '  ( * , -  Χ2) ·
Για  την εκτίμηση των σφαλμάτων e και e ,όπως αυτά1 b b 1

δ ίνοντα ι από τ ις  σ χέσεις (6 .1 2 α β), έχουν κατά καιρούς προταθεί 

διάφορες μέθοδο ι. Δυστυχώς ο ι μόνες συγκρίσεις που υπάρχουν για 

τ ις  μεθόδους αυτές ε ίν α ι υπολογιστικής υφής (π .χ . Monte C a r lo ).
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Αυτό έχει σαν αποτέλεσμα να μην ε ίνα ι δυνατή η επιλογή της 
"καλύτερης" μεθόδου σε κάθε περίπτωση. Στη συνέχεια θα 
περιγράφουμε τρεις  τέτο ιες  μεθόδους. Οι μέθοδοι αυτές έχουν το 
πλεονέκτημα να μην εξαρτώνται από την υπόθεση της κανονικής 
κατανομής.

Μέΰοδο.ς. της αντικατάστασης (R esu bstitu tion  method)
Σύμφωνα με τη μέθοδο αυτή, οφείλεται στον H ills  (1966), κάθε 
παρατήρηση, στους δύο πληθυσμούς, παίρνει το ρόλο της xq και 
ταξινομείται σύμφωνα με τον κανόνα ταξινόμησης (π .χ . τον κανόνα 
(6 .9 ))  σε έναν από τους πληθυσμούς ΓΤ̂ ή · Γνωρίζοντας τον 
πληθυσμό από τον οποίο προέρχεται κάθε παρατήρηση ε ίν α ι εύκολο 
να υπολογίσουμε το ποσοστό των παρατηρήσεων που ενώ ανήκουν σε 
ένα πληθυσμό ταξινομούνται στον άλλο. Τα ποσοστά αυτά χρήσιμο -

, , Λ Λποιούνται σαν εκτιμητές e και e των e και e ,r 12 21 12 21
αντίστοιχα. Οι εκτιμητές αυτοί ε ίν α ι συνεπείς (δηλ. Var(e ) -» 0

Λ  ̂^
και Var(e2 i ) -» 0 όταν το μέγεθος του δείγματος τ ε ίν ε ι  στο οο ) 
αλλά το ποσόν της μεροληψίας ε ίν α ι αρκετά μεγάλο .

^ έ β ο δ ο ς _ τ ^ ε ν δ ο ε π υ κ ϋ £ ω σ ^  (Cross -  V alidation  method).
Η ιδέα της μεθόδου αυτής οφείλεται στον Lachenbruch (1967) 

και έχει ως εξής. Αφαιρούμε μια παρατήρηση από έναν οποιοδήποτε 
πληθυσμό. Με τ ις  υπόλοιπες n+m-1 παρατηρήσεις προσδιορίζουμε την 

διαχωριστική συνάρτηση. Στην συνέχεια χρησιμοποιόντας αυτή την 
διαχωριστική συνάρτηση ταξινομούμε την παρατήρηση που 

αφαιρέσαμε. Η διαδικασία αυτή επαναλαμβάνεται έως ότου όλες οι 
παρατηρήσεις μας ταξινομηθούν. (Εξυπακούεται ότι κάθε φορά που 
αφαιρούμε μια παρατήρηση επανατοποθετούμε την προηγούμενη).

Αν με m .. ( i^ j  s  1 ,2 ) συμβολίσουμε τον αριθμό των παρατηρήσεων
 ̂J

που ταξινομούνται στον πληθυσμό TL ενώ ανήκει στον πληθυσμό Π.
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τότε ο ι εκ τ ιμ η τές  των σφαλμάτων e και e θα ε ίν α ι αντίστοιχα
Λ  ̂̂  21
e i 2 = mi 2 ^ n KQtL e 2 i = m2 i /  m · 0 l εκ τ ιμ η τές  των e και 
e 2 i που πΡοκνίπΤουν απ<̂  την μέθοδο αυτή ε ίν α ι σχεδόν αμερόληπτοι. 
Παρ’ όλο που η μέθοδος αυτή χρησ ιμοπ οιείτα ι ευρύτατα σ τ ις  

εφαρμογές εν  τούτοις μ ια  σειρά  από εργασίες (Toussant (1974), 

McLachlan (1974) και G lick  (1978)) έχουν αναφερθεί με

αυστηρότητα στην διακύμανση των εν λόγω εκτιμητών. Ιδ ια ίτερ α  ο 

G lick  στην εργασία του δ ε ίχ ν ε ι αφ' ενός μεν την μεγάλη ελάττωση 

του ποσού της μεροληψίας των εκτιμητών e και e που 

επ ιτυγχά νει η μέθοδος αυτή, αφ' ετέρου δε την μεγάλη διακύμανση 

(ή μέσο τετραγωνικό σφάλμα) των εκτιμητών αυτών.

Μέθοδος του δίαχωρίσυίοϋ (Holdout method).

Σύμφωνα με τη μέθοδο αυτή το αρχικό δείγμα χωρίζεται σε 

δύο επ ί μέρους δείγματα. Το ένα δείγμα χρησ ιμοπ οιείτα ι για  τον 

προσδιορισμό του κανόνα ταξινόμησης ενώ το άλλο γ ια  την εύρεση 

του ποσοστού των παρατηρήσεων που προέρχονται από ένα πληθυσμό 

και ταξινομούνται στον άλλο. Τα ποσοστά αυτά χρησιμοποιούνται, 

όπως στην και σ τ ις  προηγούμενες μεθόδους, σαν εκ τιμ ητές  των e 

και 21
Οι εκ τ ιμ η τές  αυτοί ε ίν α ι συνεπείς και αμερόληπτοι. Το 

μειονέκτημα της μεθόδου αυτής ε ίν α ι ό τι χρειά ζετα ι μεγάλο 

μέγεθος δείγμα τος. Όταν το δείγμα  μας δεν ε ίν α ι μεγάλο τότε η 

χρησιμοποίηση της μεθόδου αυτής έ χ ε ι σαν αποτέλεσμα ή λάθος 

προσδιορισμό του κανόνα ταξινόμησης ή λάθος εκτίμηση των e και
X W

e
21

Αν χρησιμοποιήσουμε την μέθοδο του πηλίκου πιθανοφάνειας 

(βλ . σχέση (6 .9 ) )  τότε μπορούμε να δείξουμε (βλ . άσκηση 6 .5 ) )  

ό τ ι ο κανόνας ταξινόμησης θα ε ίν α ι ο : ταξινομούμε την
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παρατήρηση xq στον πληθυσμό αν 

(1+η"1)*1(xq- ϊ 1)Σ "1(χ0- xt)

< (l+m“1)_1(x0- χ2)Σ_1(χα- jc2) , (6.13)

διαφορετικά την ταξινομούμε στον πληθυσμό .
Παρατηρήστε ότι η διαχωριστική συνάρτηση (6 .13)

( ί )  λαμβάνει υπ’ όψιν της τα διαφορετικά μεγέθη των δειγμάτων 
και ( ί ί )  ε ίνα ι δευτέρου βαθμού ως προς xQ. Η ιδ ιότητα  ( i i )  της
(6.13) έχ ε ι σαν αποτέλεσμα να ε ίν α ι δύσκολος ο υπολογισμός των 
πιθανοτήτων e και e . Σύμφωνα με τον John (1961) τα e και 

δίνονται από τ ις  σχέσεις

_ _= _r  ̂ ν /λ j._~ 1 \ ■ ι -  χ«-ι,
21

21 '[(1+η ) (*0-»,) ϊ ( V V  > (1+m > ( ν Χ2)Σ' (Χθ'*2)

lx0eni]* P[Fp,p ( V V  > 1

όπου Fp ρ(λι ,λ2 ) ε ίν α ι η διπλώς μη -  κεντρική F κατανομή με ρ 
και ρ ελευθερίας και μη κεντρικές παραμέτρους λ} και λ? . Οι
τιμές των λ και λ ε ίνα ι1 2

\  = Δ2 (1-ο1/2) /  2c(l+m~1) και λ2= Δ2 (1+ο1/2) /  2c(l+m "1) 

με -1
c = l-£ ( l+ n -1)(l+m “ 1)J και Δ2 = (μ^ -  μ ^ ' Σ ' 1^  -  μ2) .

+1 2 = Ρ [ ( 1 + η ' , ) ' , ( ν Χ, ) ϊ ' , ( Χ θ ' Χ 1) < ( l + ' « ' 1 ) ' , ( V X2) r ' ( V X2 )

’ V j ] ·  Ρ [ΡΡ , Ρ < < · Α2> > Ρ]  >

με λ* = b h i , λ* = W2 και b = (l+ n ’ 1) " 1(l+ m )"1 .

Ενας πίνακας της διπλώς μη-κεντρικής F ~ κατανομής δ ίνετα ι από 
τον Tiku (1975). Η εκτίμηση των e και e γ ίν ετα ι με μία από

1 Μ u 1
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τ ις  μεθόδους που αναφέραμε προηγουμένως.

Παρατήρηση 6 .2  Αν, κάνοντας χρήση της διαχωριστικής συνάρτησης

(6 .1 3 ) ,  έχουμε nQ παρατηρήσεις γ ια  ταυτόχρονη ταξινόμηση τότε

στην (6 .1 3 )  το x  θα πρέπει να α ντί κατασταθεί, με το χ , τη μέση
-1 - Ι -I  ̂ -1των nQ παρατηρήσεων, το (1+η ) με το (nQ +η ) και το (1+m )

με το (n^ '+m "1) .

Παράδειγμα 6 .1  Οι μέσες τ ιμ ές  από τα αποτελέσματα τριών 

ψυχολογικών τεστ σε ασθενεί-ς που πάσχουν από άγχος ή υστερία 

φαίνονται στον επόμενο πίνακα.

Ασθένεια______ Τεστ 1 Τεστ 2 Τεστ 3 Μέγεθος Δείγματος

'  A j j x o s  2 ,  92 98  1 , 6 6 7  0,  7 2 8 1  1 1 4

Υ σ τ ε ρ ί α  3 . 0 3 0 3  1 , 2 4 2 4  0 , 5 4 5 S  33

Με την βοήθεια  τόσο των παραπάνω μετρήσεων όσο kol  άλλων βρήκαμε 

ό τ ι ο από κοινοί) πίνακας των δειγματικών διακυμάνσεων-συνδια -

κυμάνσεων ε ίν α ι ο

S =
' 2 ,  3 0 0 8  

0 , 2 5 1 6  

0 , 4 7 4 2

0,2516 
0 , 6 0 7 5  

0 , 0 3 5 8

0 ,  4 7 4 2  

0 , 0 3 5 8  

0 , 5 9 5 1

με 250 βαθμούς ελευθερ ία ς . Ο μεγάλος αριθμός των βαθμών 

ελευθερ ία ς του πίνακα S μας επ ιτρ έπ ε ι να χρησιμοποιείσουμε τον S 

σαν τον αληθινό πίνακα διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων Σ .

Αν με χ' = (χ ,χ ,χ ) συμβολίσουμε τ ις  τ ιμ ές  των τριών τεστ
1 C W

για  κάποιον ασθενή, τό τε , σύμφωνα με την διαχωριστική συνάρτηση 

του F ish e r , ο ασθενής αυτός θα τα ξ ινο μ είτα ι σαν αγχοτικός αν

<V V ' s' ’x - Τ < ν  V 'S '^ V  V  > 0
διαφορετικά θα τα ξ ινο μ είτα ι σαν υστερικός. Από τον πίνακα των 
δεδομένων έχουμε ό τ ι
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’2. 92 98' ' 3 , 0 3 0 3
1 , 0670 ! X = 1 , 2 4 2 4

2
0 , 7 2 8 1 _ 0 , 5 4 5 5

Αντικαθιστώντας στην τελευταία σχέση παίρνουμε ότι ένας ασθενής 
θα χαρακτηρίζεται σαν αγχοτικός αν

-0,217 χ + 0,764 χ + 0,069 χ > 0,512
ΐ  2 3

διαφορετικά θα χαρακτηρίζεται σαν υστερικός.
Για να βρούμε το κατά πόσον η διαχωριστική αυτή συνάρτηση

είνα ι αξιόπιστη θα πρέπει να υπολογίσουμε τ ις  πιθανότητες
λανθασμένης ταξινόμησης όπως αυτές δίνονται από τ ις  σχέσεις
(6.12αβ) . 0 εκτιμητής του Δ2 θα ε ίν α ι ο Δ2 = 0,359 , d *  0 ,10 ,

2
d = -0 ,29 , α = 0,85 , α = -0 ,26  η *  114 και m = 33 .Συνεπώς

4 1 2

e21 = Φ(-Δ2/  2) + Oj η "1 + α ^ -1 =
=0,4032 + 0,0074 - 0,0079 = 0,4027 , 

e 4_ = Φ(-Δ2/  2) + α .η "1 + α m"1 =
= 0,4032 - 0,0022 - 0,0257 = 0,4267 .

Οι προηγούμενες τ ιμ ές  λανθασμένης ταξινόμησης ε ίν α ι αρκετά 

μεγάλες. Αυτό σημαίνει ότι δεν θα ε ίν α ι σωστό να χαρακτηρίζουμε 
έναν ασθενή σαν αγχοτικό ή υστερικό με μόνο σ το ιχείο  τ ις  τ ιμ ές  
στα τρία προηγούμενα ψυχολογικά- τεστ.

6.2.3 Ταξινόμηση σε δύο κανονικούς πληθυσμούς με άγνωστες

παραμέτρους αλλά κοινό πίνακα διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων

Στην περίπτωση αυτή και οι τρ ε ις  άγνωστοι παράμετροι μ̂  ,μ̂  

και Σ θα πρέπει να εκτιμηθουν από το δείγμα (βλ . § 6 .2 .2 ) .  Τότε 

ο κανόνας ταξινόμησης του F ish er μας δ ίν ε ι : η παρατήρηση xq θα
ταξινομείτα ι στον πληθυσμό εάν
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ή ισοδύναμα εάν

(Ι0 ‘  i 1)' Su’ (X0 * V  < <*0 " i 2, ' Su '(lI0 ‘  V '  <6·Μ>
διαφορετικά θα τα ξ ινο μ ε ίτα ι στον πληθυσμό Γ^.

Τα ασυμπτωτικά σφάλματα λανθασμένης ταξινόμησης οφείλονται

στον Okamoto (1963) και δ ίνοντα ι από τ ις  επόμενες σχέσεις :
2. -  . -1 . -1 . , . i(S ,(6.15α)β 2 ΐ !ϊ 2 )+  α ϊι" * + α m"1 + a 3(n+ra-2)~1

e -  Φ(-Δ2/  2)+ a  n " 1 + a m"1 + a  (n+m -2)"112 2 1 3 (6 .15β)

όπου a^ = p ( p - l ) d 2 και ο ι τ ιμ ές  των α} , και d ε ίν α ι όπως 

και στην παράγραφο 6 .2 .2  (βλ . σχέσεις 6 .12α β). Η εκτίμηση των 

σφαλμάτων αυτών γ ίν ετα ι με την αντικατάσταση του Δ με την 

δειγμα τική  απόσταση του M ahalanobis D = (χ^ -  * 2) 'S u (x t ~ χ2) . 

Ακόμη μπορούν να χρησιμοποιηθούν ο ι μέθοδοι που περιγράψαμε 

στην § 6 .2 .2  και οι οποίες δεν εξαρτώνται από την υπόθεση της 

κανονικής κατανομής.

Κάνοντας χρήση του πηλίκου πιθανοφάνειας βρίσκουμε τον εξής 

κανόνα ταξινόμησης : η παρατήρηση xq θα τα ξινο μείτα ι στον

πληθυσμό αν

(l+ n ‘ ‘ ) ’ ’ (x 0 -  ϊ 1) ' 8 ' , (χ 0 -  ϊ , )  <

(1+m"1 )■ ' (xQ -  x 1) ' S ‘ 1(x0 -  3Et ) (6 .1 6 )

διαφορετικά θα τα ξ ινο μ είτα ι στον πληθυσμό Π^.

Στην περίπτωση αυτή τα σφάλματα λανθασμένης ταξινόμησης δεν 

ε ίν α ι εύκολο να υπολογισθούν και έτσ ι για  την εκτίμησή τους 

καταφεύγουμε σε μ ία  από τ ις  μεθόδους τ ις  παραγράφου 6 .2 .2  .

Παράδειγμα 6 .2  Σε καθ' ένα από δύο τύπους λουλουδιών, Α και Β, 

πήραμε τ ρ ε ις  μετρήσεις , όλες με την ίδ ια  μονάδα 

μέτρησης (το μικρό, μ).Τα αποτελέσματα παρουσιάζονται στον 

επόμενο πίνακα.
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Τύπος Α________________Τύπος Β

Χ1 Χ2 Χ3 Χ1 Χ2 X
1 91 1 31 53 1 8 6 1 0 7 4 9
1 85 1 3 4 5 0 21 1 1 22 4 9
2 0 0 1 3 7 52 201 1 4 4 4 7
1 7 3 1 2 7 5 0 2 4 2 1 31 S 4
1 71 1 2 8 4 9 1 8 4 1 0 8 43
1 6 0 1 1 8 4 7 21 1 1 1 8 51
1 88 1 3 4 5 4 21 7 1 22 4 9
1 86 1 29 51 2 2 3 1 2 7 51
1 7 4 1 31 52 2 0 8 1 2 5 5 0
1 63 1 1 S 47 1 9 9 1 2 4 4 6

Από τον πίνακα αυτό βρίσκουμε χ' = ( ΐ 7 9 , ι  1 2 7 , 4  5 0 , 5  )  ,Λ
χ' = ( 2 0 8 , 2  1 1 9 , 8  4 8 , 9  ) ενώ ο από κοινού πίνακας των
6

δειγματικών διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων ε ίν α ι ο

S
2 3 1 , 2 5  1 0 3 , 8 3  3 4 , 1  5
1 0 3 , 8 3  6 1 , 6 7  1 5 , 6 6

3 4 , 1 5  1 5 , 6 6  7,  41

Επειδή n = m ο κανόνας ταξινόμησης του F ish er (βλ.σχέση
(6 .1 4 )) συμπίπτει με τον κανόνα ταξινόμησης του πηλίκου μέγιστης 
πιθανοφάνειας (βλ. σχέση (6 .1 6 ))  . Αντικαθιστώντας τ ις  τ ιμ ές  των 
χ' , χ' και S στην (6 .14) ή στην (6 .16) παίρνουμε 0tl έναΑ Β
λουλούδι με μετρήσεις χ' -  (χ ,χ ,χ ) θα χαρακτηρίζεται σαν 
τύπου Α αν

-1 ,06  χ + 1,34 χ + 2,31 X > 72,42 .
1 2  3

2 Λ20 εκτιμητής του Α ε ίν α ι ο Δ = 50,23 ενώ από τ ις  σχέσεις 
(6.15αβ) βρίσκουμε ότι e -  e = 0,0003 .

6.2.4 Ταξινόμηση σε δύο γνωστούς κανονικούς πληθυσμούς με 

διαφορετικούς πίνακες διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων

Έστω xq μια παρατήρηση από κάποιον πληθυσμό. Ε ίνα ι γνωστό 
ότι η χο προέρχεται ε ίτ ε  από τον πληθυσμό , με κατανομή την
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Νρ(μι ,Σ  ̂ ) , ή από τον πληθυσμό Π2 , με κατανομή την Νρ(μ2 ,Σ? ) .  

Αν όλες ο ι παράμετροι ε ίν α ι γνωστές τότε ο κανόνας ταξινόμησης 

που παίρνουμε από το πηλίκο πιθανοφάνειας (βλ . και άσκηση (6 .5 ) )  

ε ίν α ι ο: η παρατήρηση χ τα ξ ινο μ είτα ι στον πληθυσμό αν

<ν ·ν'*Γ’ <ν »ν < (ν  <ν ·**>+ ° ’ <6·ι7)
διαφορετικά τα ξ ιν ο μ ε ίτα ι στον πληθυσμό ^  . Η τ ιμ ή  της σταθερής 

C ,στην (6 .1 7 ) ε ίν α ι

C = lo g Jd e t (S 2)l -  log [ d e t a i l  .

Αν ο ι παράμετροι μι , μ2 , , Σ? ε ίν α ι άγνωστοι τότε η

συνηθισμένη πρακτική ε ίν α ι να χρησιμοποιούμε την (6 .1 7 ) αφού 

πρώτα αντικαταστήσουμε τ ις  άγνωστες παραμέτρους με τους 

αντίστο ιχους εκτιμητής τους.

Η εκτίμηση των σφαλμάτων λανθασμένης ταξινόμησης γ ίν ετα ι με 

μ ία  από τ ις  μεθόδους της § 6 .2 .2  .

6.3 ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ ΤΡΙΩΝ Ή  ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΩΝ ΠΛΗΘΥΣΜΩΝ

Στην περίπτωση των δύο πληθυσμών η προσπάθειά μας ήταν να 

χωρίσουμε το δειγμα τικό  χώρο σε δυο ξένους μεταξύ τους χώρους. 

Το ρόλο του διαχωρισμού έπαιξε η διαχωριστική συνάρτηση. Γ ίν ετα ι 

αμέσως φανερό ό τ ι όταν έχουμε τ ρ ε ις  ή περισσότερους πληθυσμούς 

τότε μ ια  διαχωριστική συνάρτηση δεν ε ίν α ι αρκετή. Μπορεί να 

δ ε ιχ θ ε ί (βλ . D ilon & G o ld ste in , 1984) ότι ο αριθμός των 

διαχωριστικών συναρτήσεων που ε ίν α ι απαραίτητες για  τον 

διαχωρισμό Κ (Κ£2) πληθυσμών ισούται με το m in (p ,K -l), όπου ρ 

ε ίν α ι ο αριθμός των μεταβλητών του προβλήματός μας.
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Έστω ότι Νρ(μ.,Σ) ε ίνα ι η κατανομή του i  ( ΐ  - 1 , 2 , . . , Κ) 
πληθυσμού. Αν συμβολίσουμε με χ τ η  δειγματική μέση τιμή του ί  
πληθυσμού και με Sy τον από κοινού αμερόληπτο εκτιμητή του Σ , 
τότε η παρατήρηση xq ταξινομείτα ι στον πληθυσμό ί  εάν και μόνον 

εάν
Τ. *  min Τ . ,
1 lSjSK J

όπου Τ. = (χ ~ x . ) ' S _1(x n - χ ; ) . Γράφοντας c ' = χ' S " 1 και j ο j u ο j j j u

c *  -  — χ' S " 1 χ , ( j  s 1 ,2 .........Κ), τότε ο κανόνας ταξινόμησης
j  2 j  u j

(6 .16) μπορεί να γραφεί σαν

c ' . x n + c . = max ( c 'x  + c )  (6 .19)
1 0 1 1SJS1C J 0 J

Τύποι για τον υπολογισμό των πιθανοτήτων λανθασμένης ταξί - 

νόμησης για την περίπτωση αυτή δεν υπάρχουν. Η εκτίμησή τους 
γ ίνετα ι με μία από τ ις  μεθόδους της παραγράφου 6 .2 .2  .

Παράδειγμα 6.3 Ας θεωρήσουμε τα δεδομένα του παραδείγματος 6 .2  
μαζί με τ ις  μετρήσεις σε ένα τρ ίτο  τύπο λουλουδιών , Γ, όπως 
φαίνονται στον επόμενο πίνακα.

Τ
υ Χι 1 58 1 46 151 122 1 3

π
0 χ

to

1 41 1 1 9 130 1 1 3 1 2

ς
Γ Χ3 5 Β 51 51 45 5

6 132 · 131 135 125 1 30

1 1 1 5 127 1 23 1 1 9 120

3 49 51 S0 51 48

Ο από κοινού πίνακας των δειγματικών διακυμάνσεων -
συνδιακυμάνσεων, kol για τους τρ ε ις  τύπους λουλουδιών, ε ίν α ι

S =
1 9 8 , 6 7  94 , 1  3 3 2 , 8 2

94,  1 3 6 3 , 2 4  1 8 , 0 8
. 3 2 , 8 2  1 8 , 0 8  8 , 7 2

Οι τ ιμ ές  των διανυσμάτων ( ί  = 1 ,2 ,3 )  και σταθερών c. ε ίν α ι
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IIf4
o

(“O,0655 1,496 5,150)
' ci = - 166,7

c' =2 ( o, 129 0,562 3,962) ' C2 = - 144

- (-1, 426 2,070 6,892) ’ C3 = - 205,1

Με βάση τ ι ς  παραπάνω τ ιμ έ ς  η τα ξινόμηση μ ια ς  νέας παρατήρησης, 

χ '=  (χ ,χ  ,χ  ) , σε έναν από τους τ ρ ε ις  πληθυσμούς θα γ ίν ε ι
U 1 b ω

σύμφωνα μ ε τον κανόνα τα ξινόμησης (6 .1 9 )

Παρατήρηση 6 .3  Το κεφάλαιο της δ ια χ ω ρ ισ τ ικ ή ς  ή τα ξ ιν ο μ ικ ή ς  

ανάλυσης ε ίν α ι  αρκετά  μεγά λο . Εδώ καλύψαμε ένα ελά χ ισ το  τμήμα 

του . Θα π ρ έπ ε ι όμως να το ν ίσ ο υ μ ε ό τ ι  εκ τό ς  από τ ι ς  μεθόδους που 

παρουσιάσαμε, κα ι που ό λες  έχουν σαν βα σ ική  τους υπόθεση ό τ ι  ο ι 

κατανομές των πληθυσμών ε ίν α ι  κ α ν ο ν ικ ές , υπάρχουν κα ι μ έθοδο ι 

που δεν  βα σ ίζ ο ν τα ι σε καμία υπόθεση γ ια  την κατανομή των 

πληθυσμών. Οι μ έθ ο δ ο ι α υτές  ε ίν α ι  γνωστές μ ε  το όνομα μ η  παρα -  

μ ε τ ρ ι κ έ ς .  (Β λ . π .χ .  Hawkins (1 9 8 2 ) ,  M ard ia , Kent & B ibby  (1 9 7 9 ) , 

P u r i & Sen  ( 1 9 7 1 ) ) .
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6 .1  Να δ ικ α ιο λο γη θεί ο κανόνας ταξινόμησης ( 6 . 6 )

6 .2  Να δ ε ιχ θ ε ί ό τ ι

·  ^ ' ^ Ι  +  Ι»2>' °  Τ (Τ2 -  Τ1> ·

ύ" ου Τ. = ( Χ 0  -  μ.)·Σ-’(χ0 -  μ4) (1 = 1 ,2 ) .

Στην συνέχεια  να διατυπώσετε τον κανόνα ταξινόμησης.

6 .3  Να δ ε ιχ θ ε ί ό τ ι στην περίπτωση της πολυδιάστατης κανονικής 

κατανομής με γνωστά μ και Σ η μέθοδος του Welch και του F ish e r  

μας δ ίνουν την ίδ ια  δ ια χω ρισ τική  συνάρτηση.

6 . Α Με βάση τ ις  σ χ έσ εις  (6 .7  αβ) να α π ο δ ε ιχ θ ε ί η σχέση ( 6 . 8 ) .

6 .5  Να α π ο δειχθεί η σχέση ( 6 .1 1 ) .
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Στο παράρτημα αυτό θα παρουσιάσουμε, χω ρίς α π ο δ ε ίξ ε ις ,  

μ ερ ικ ά  αποτελέσματα από την θεω ρία  των πινάκων τα οποία ε ίν α ι  

απαραίτητα γ ια  τ ι ς  ανάγκες των σημειώσεων αυτών. 0  αναγνώστης 

μ π ο ρεί να β ρ ε ι  τ ι ς  α π ο δ ε ίξ ε ις  στο β ιβ λ ίο  των M ard ia , Kent και 

B ibby  (1 9 8 2 ) .

Έστω X ένας nxp πίνακας κα ι / ( X )  μ ια  συνάρτηση του X . Η

μ ερ ικ ή  παράγωγος της f ( X )  ως προς X ο ρ ίζ ε τ α ι σαν ο πίνακας του

οποίου το ( i , j )  σ τ ο ιχ ε ίο  ε ίν α ι  το Θ /(Χ ) /Θ χ .. , όπου χ . . ε ίν α ι  το
*  J  ^ J

( i , j )  σ τ ο ιχ ε ίο  του πίνακα X . Δηλαδή

Με

i)

a f (X )  _ 
ax

θ /(Χ )
Θχ. .

i j

βάση την σχέση (Π .1 ) μποροϋμε να δ ε ίξ ο υ μ ε  ό τ ι 

8 a ' χ
dx = a  1

(Π .1 )

ι ι )
θ χ 'χ

d x *  2χ , θχ 'Α χ
θχ = 2 Αχ , θ χ 'Ay 

θχ = Ay .

111)
8det(X)

ij
εάν όλα τ σ τ ο ιχ ε ία  του nxn πίνακα X 
ε ίν α ι  δ ια ε κ ρ ιμ έ ν α .

X.. , i * j
ι ι  J

2Χ. . , i φ j J
i j  J

> εάν ο X ε ίν α ι  συμμετρ ικός

0  π ίνακας Χ „  ε ίν α ι  ο συμπαράγων του ( i , j )  σ τ ο ιχ ε ίο υ  του πίνακα

X.
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. dtr(XY) _ γ , εάν όλα τα σ τ ο ιχ ε ία  του ηχρ πίνακα X
1ν  ̂ ΘΧ "* ' ε ίν α ι δ ια κ εκ ρ ιμ ένα .

= Ϋ + Υ' -  d iag (Y ) , εάν ο ηχη πίνακας X ε ίν α ι 
συμμετρικός

. 8 Χ 1 ν - 1 1  ν - ι  εάν όλα τα σ τ ο ιχ ε ία  του ηχη πίνακα 
ν ) —  = ~ a  J .  . Α ,

i j  J  X ε ίν α ι δ ια κ εκ ρ ιμ ένα .

e .  ι  - 1
-  X 1J i i  X

= <

1 = 3

-  X_ 1 i j .  . + J . .  lx " 1 , i  Φ j
l l  i j  J i  J J

εάν ο πίνακας X 
' ε ίν α ι  συμμετρικός

Με J . . συμβολίζουμε τον πίνακα με το σ τ ο ιχ ε ίο  1 σ τ η ν ' ( ί , ^ )  θέση 
13

και 0 οπουδήποτε αλλού.

Θεώρημα. Έστω Α και Β δύο ρχρ σ υμ μετρ ικ ο ί π ίνα κες με τον πίνακα 

Β θ ετ ικ ά  ορισμένο (Β > 0 ) .  Τότε το μ έγ ισ το  (ελά χ ισ το ) του x 'A x 

δοθέντος ό τ ι

χ 'Β χ  = 1 (Π .2)
- ι ,

επ ιτυγχά νετα ι όταν το χ ε ίν α ι το ιδ ιοδ ιά νυσ μα  του πίνακα Β Α 

που α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί στην μεγαλύτερη (μ ικ ρ ό τερ η ) ιδ ιο τ ιμ ή  του πίνακα 

Β_1Α . Συνεπώς αν με λ1 και με λ συμβολίσουμε, α ν τ ίσ το ιχ α , την 

μ ικρότερη και την μεγαλύτερη ιδ ιο τ ιμ ή  του πίνακα Β Α, τ ό τ ε , με 

τον περιορισμό (Π .2 ) θα έχουμε ό τ ι

max x 'A x = λ1
X X και min x 'A x = λ_ . χ ρ

Πόρισμα 1 . Αν R (x) = χ 'Α χ /χ 'Β χ , τ ό τ ε , γ ια  κάθε χ Φ ο,

λρ £ R (x) ύ  λ̂  ̂ .
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Πόρισμα 2 .  Το μ έγ ισ τ ο  του a ' x  , μ ε  τον π ερ ιο ρ ισ μ ό  (Τ1. 

το r . \ 1 / 2

Ε π ιπ λέον

^a'B_1aj

max = a ' B " l a  ,
X  X  ΰ Χ

κα ι το μ έγ ισ τ ο  επ ιτ υ γ χ ά ν ετ α ι γ ια

X
Β~ 1a 

(a'B”1a)

2 ) ,  ε ίν α ι

X- '
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