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Περίληψη

Στην πλειονότητά τους οι τεχνικές μη-καταστροφικού ελ έγ χο υ  και οι μέθοδοι αντίστροφης σκέδα­

σης αποσκοπούν στον εντοπισμό ή και στον χαρακτηρισμό τω ν α νομ οιογενειώ ν που εμφανίζονται 

εντός των υλικών. Η υλοποίησή τους απαιτεί την ανάλυση των κυματικώ ν φαινομένω ν εντός των 

ανομοιογενειώ ν ή και των χωρίων που τα περιέχουν. Η κατανόηση της κυματικής συμπεριφοράς, 

η δυνατότητα διεξαγω γής κατάλληλων μετρήσεων, το μαθηματικό μ οντέλο  του συστήματος και 

η υπολογιστική υλοποίησή του, αποτελούν τα πλέον σημαντικά βήματα για  την επίλυση του  

αντίστροφου προβλήματος- δηλαδή, την εύρεση του μεγέθους, του σ χή μ ατος, της μορφής της 

ανομοιογένειας, ή των ηλεκτρικών, μαγνητικώ ν ή ελαστικώ ν ιδιοτήτων της.

Στην παρούσα εργασία εστιάζουμε αρχικά την προσοχή  μας σε ανομ οιογενή  υλικά με σ υ νεχώ ς  

μεταβαλλόμενες ιδιότητες σε πεπερασμένο ή μή περιβάλλον χωρίο. Σ τη ν περίπτωση που η 

ανομοιογένεια  υφισταται μ όνο  στη μία διάσταση και έχει ομαλό χαρακτήρα, η επίλυση της 

κυματικής διάδοσης αποδεικνύεται εφικτή και μάλιστα με αναλυτικό τρόπο. Δ εδ ο μ ένη ς της 

έλλειψης στη βιβλιογραφία αναλυτικής μεθόδου που αντιμετωπίζει συνολικά ομ αλές α νομ οιογέ­

νειες, προτείνουμε ένα σχήμα που στηρίζεται στη μέθοδο Frobenius. Οι λύσεις που εξάγονται 

υπό μορφή δυναμοσειρών είναι πρότυπες, αντιμετωπίζουν μ εγάλο  εύρος α νομ οιογενώ ν προφίλ, 

απαιτούν ελάχιστη υπολογιστική ισχύ και παρέχουν αξιόπιστα αποτελέσματα σε φαινόμενα όπως 

διάδοση ιδιόρρυθμών σε ανομοιογενείς μικροκυματικούς κυματοδηγούς (Κ εφ. 2-4), ανάπτυξη  

ιδιόρρυθμών και υπολογισμ ός ιδιοσυχνοτήτω ν σε α νομ οιογενή  μικροκυματικά αντηχεία (Κ εφ . 5) 

και διάδοση κυμάτων σε ανομοιογενή  ελαστικά στρώματα (Κ εφ. 6). Τ α παραπάνω μας επιτρέπουν 

να εμβαθύνουμε στη φυσική ερμηνεία και κατανόηση των κυματικών φ αινομένω ν σε τέτοιου  

είδους υλικά και να προβούμε σε σημαντικά συμπεράσματα και παρατηρήσεις. Σημαντικότερες  

δε εξ ’ αυτών πιστεύουμε πως είναι η μαθηματική ταυτότητα που προτείνουμε για  την εκτίμηση της



πρώτης σ υχνοτή τας αποκοπής του κύριου ρυθμού από τη γνώ ση  της μέσης τιμής του ανομ οιογενούς  

ηλεκτρικού ή μαγνητικού προφίλ και, επίσης, η επίδραση της συχνότητας και της μορφής της 

ανομ οιογένειας στα φαινόμενα ανάκλασης, ολικής ανάκλασης και διάδοσης.

Για την επίλυση του αντιστρόφου προβλήματος ανακατασκευής ανομοιογενώ ν προφίλ προτεί­

νουμε τη χρήση μιας μικροκυματικής διάταξης κυματοδηγώ ν που ένας εκ ’ των οποίω ν εμπεριέχει 

το  υπό εξέταση α νομ οιογενές υλικό (Κ εφ. 2-4). Οι μετρήσεις που λαμβάνονται από υπολογιστικές  

προσομοιώ σεις σε συνδυασμό με έναν διαφορικής εξέλιξης γενετικ ό  αλγόριθμο, συνιστούν μια 

πλατφόρμα αντιστροφής που επ ιτυγχάνει τον  προσδιορισμό του προφίλ της ανομοιογένειας και 

η οποία εύκολα υλοποιείται σε εργαστηριακές συνθήκες. Οι ανακατασκευές που επιτυγχάνονται 

τό σ ο  σ ε διηλεκτρικά ό σ ο  και μαγνητικά προφίλ αποδεικνύονται ακριβείς και αξιόπιστες. Τα  

αριθμητικά αποτελέσματα που παρουσιάζουμε αφορούν γραμμικές, παραβολικές και κυβικές ανο­

μ οιογένειες.

Η προτεινόμενη διαδικασία αντιστροφής επ ιτυγχάνει αντίστοιχα  αποτελέσματα και στο Κεφ. 

6 που μ ελετούμε την κυματική διάδοση σε α νο μ ο ιο γενές  ελαστικό στρώμα εντός ομ ογενούς  

ελαστικού ημιχώρου. Οι ανακατασκευές που εξάγοντα ι είναι εξίσου  ακριβείς, ακόμη και παρουσία 

ενθόρυβων δεδομένω ν.

Σ τη σ υνέχεια  στρέφουμε την προσοχή  μας σε περιπτώσεις ανομοιογενειώ ν που εμφανίζονται 

ως διακριτά ομ ογενή  σώματα εντός πεπερασμένου ο μ ο γ ενο ύ ς  χωρίου. Είναι αξιοσημείωτο ότι 

στη βιβλιογραφία λ ίγες  μέθοδοι αντιμετω πίζουν ευθέα και αντίστροφα προβλήματα που αφορούν  

ανομ οιογένειες σε φραγμένα χωρία. Σ ε  ό λ ες  σ χεδ ό ν  τις περιπτώσεις ο περιβάλλον χώ ρος θεωρείται 

άπειρος, ημιάπειρος ή άπειρος κατά τη μία διάσταση και εφαρμόζονται αριθμητικές μέθοδοι 

πεπερασμένω ν ή συνορικώ ν στοιχείω ν και διαφορών (F E M , B E M , T D F D ). Α ναλυτικές μέθοδοι 

έχ ο υ ν  εφαρμοστεί με επιτυχία σ τη ν επίλυση προβλημάτω ν που  εμπλέκουν μ όνο  όμοια μεταξύ  

τους γεω μετρικά στοιχεία , δηλαδή σφαίρες, κυλίνδρους, κύκ λους κλπ., με την προϋπόθεση ότι 

συγκεκριμένες συνοριακές συνθήκες εφ αρμόζονται, πάντα, όμω ς, σ ε  μή-φραγμένα περιβάλλοντα  

χωρία. Σ τη γνώ ση  του  συγγραφ έα  δεν έχε ι επιχειρηθεί ως τώρα η εφαρμογή αναλυτικών μεθόδων 

στην ανάλυση κυματικώ ν προβλημάτων που εμ πλέκ ουν φ ραγμένα περιβάλλοντα χωρία. Αυτό το  

γ ε γ ο ν ό ς  μας οδήγησε στη μελέτη της εξαναγκασ μ ένη ς διέγερσης φ ραγμένου ελαστικού κυλίνδρου  

που περιέχει ένα  σφαιρικό σκεδαστή σ το  εσω τερικό του (Κ εφ . 7). Η  εξαγόμενη  λύση, που  

βασίζεται σε αναπτύγματα των ιδιολύσεω ν της ελαστοδυναμικής N avier εξίσω σης σ τον  ελεύθερο  

χώ ρο, προσδίδουν καλές εκτιμήσεις της θέσεω ς και του  μ εγέθους του σφαιρικού σκεδαστή από 

την παρατήρηση των μορφών του στάσιμου πεδίου μετατοπίσεω ν στην ελεύθερη επιφάνεια του  

κυλίνδρου, επ ιτυγχάνοντας άμεσα την επίλυση του αντιστρόφου προβλήματος.

Τ έλ ο ς , επεκτείνουμε τη μελέτη του προβλήματος σκέδασης κοντινού-πεδίου σε ημιάπειρα 

περιβάλλοντα χωρία. Πιο αναλυτικά, σ το  Κ εφ. 8 ενδιαφερόμαστε στη μαθηματική θεμελίωση  

και επέκταση της Μ εθόδου Γραμμικής Δ ειγμ ατολη ψ ίας (L inear Sam pling M ethod - LSM ) στην 

περίπτωση διαπερατού και χωρίς απώλειες σκεδαστή σε ο μ ο γενή  ημιχώρο. Τεκμηριώνουμε τη
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μέθοδο θεωρητικά και παρουσιάζουμε αριθμητικά αποτελέσματα ανακατασκευής τρισδιάστατων 

σκεδαστών από μετρήσεις στην ελεύθερη επιφάνεια του χω ρίου, πιστοποιώ ντας τη λειτουργικότητα  

της μεθόδου στην εν  λόγω  περίπτωση.
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Κεφάλαιο 1

Βιβλιογραφική αναδρομή και διάρθρωση της 
διατριβής

Τ ο  μονοδιάστατο πρόβλημα της ανακατασκευής τω ν ιδιοτήτων ενός α νομ οιογενούς διηλεκτρικού  

υλικού με σ υ νεχώ ς μεταβαλλόμενο ή στρω ματοποιημένο προφίλ έχει αντιμετωπιστεί από πολλούς  

ερευνητές εώς τώρα (δες [40], [113]). Οι W ere και Aki [113], Jordan και Ahn [59], C oen [27], 

καθώς και άλλοι συγγραφ είς ( [72], [70], [53], [44]), έ χ ο υ ν  μελετήσει αναλυτικά ανομοιογενή  

διηλεκτρικά μ έσα  (ημιάπειρους χώ ρους, κυρίως) διαφόρων προφίλ* για  παράδειγμα, γραμμικά, 

τετραγω νικά, ημιτονοειδή, εκθετικά κ .α . Χ ρησιμοποίησαν, ω ς επί το  πλείστον, επίπεδα προσπί- 

πτοντα κύματα σε διάφορες γω νίες πρόσπτω σης, κ ινούμ ενοι τό σ ο  στο  χώ ρο συχνοτήτω ν, ό σ ο  

και στον πραγματικό χω ρόχρ ονο , θεωρώντας θεμελιώ δεις και εξελ ιγμ ένες τεχνικ ές αντίστροφης 

σκέδασης. Η διέγερση με επίπεδα κύματα έχ ε ι, αναμφισβήτατα, θεωρητικά πλεονεκτήματα αλλά  

μ α ο νεκ τεί σ ε  περιπτώσεις ρεαλιστικώ ν πειραματικών εφ αρμογώ ν αντίστροφης σκέδασης. Η 

αποτίμηση ή ο  έ λ ε γ χ ο ς  των διηλεκτρικών ιδιοτήτων υλικώ ν, όπως ελάσματα (sh eets), πλέγματα  

(w ebs), ίνες (fibers), βιομηχανικά υλικά, διηλεκτρικά που χρησιμοποιούνται στην κατασκευή  

ηλεκτρικών συσκευώ ν και μερών, απαιτούν ακριβείς και εύκ ολες στην υλοποίση μεθόδους μη- 

καταστροφικού ελ έγ χ ο υ  (N on -D estru ctive T estin g  -  N D T ). Έ να  πλήθος ερευνητών έχο υ ν  επι­

λύ σ ει τέτοια προβλήματα εφ αρμόζοντας πρακτικότερες πη γές, όπως διηλεκτρικούς ανοικτούς  

κυματοδηγούς ( [107], [83], [40], [113], [59], [27], [72], [70], [53], [44]), αισθητήρες ομοαξονικώ ν 

γραμμώ ν [83] και κοιλότητες συντονισ μ ού  σ ε επαφή μ ε διηλεκτρικά μέσα [40], Έ να  σημαντικό  

μειονέκτημα που  συναντάται είναι ότι σ ε π ολλές από αυτές τις πρακτικές μεθόδους εύρεσης 

διηλεκτρικής διαπερατότητας απαιτείται κατάλληλο κόψ ιμο και μορφοποίηση τω ν διηλεκτρικών 

δειγμάτω ν. Για παράδειγμα, μ ό νο  σφαίρες και κύλινδροι απαιτούνται για  μεθόδους μ ε συντονιστές, 

ορθογώ νια δείγματα και πλάκες για μεθόδους μ ε κυμ ατοδη γούς κ.λ.π.

Λ ύσεις σε κλειστή μορφή έχ ο υ ν  βρεθεί μ ό νο  σ ε ειδικές περιπτώσεις ανομοιογενώ ν προφίλ 

[110 ]. Π ροσ εγγιστικ ές λύσεις, ακόμη, δύνανται να  εξα χθ ο ύν  με την αντικάτασταση της σ υ νεχο ύς  

ανομ οιογένειας από μια σειρά πεπερασμένω ν και ο μ ο γ ενώ ν  στρωμάτων (layers) (δες (25), [98]).

2
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Ό τ α ν  τα πάχη των στρωμάτων αυτών είναι κατά πολύ λεπτότερα του μήκους κύμ ατος του  διαδι­

δόμενου κύματος, οι λύσεις που λαμβάνονται είναι επαρκώς ακριβείς. Αυτή η λογικ ή  εφαρμόστηκε 

και στο παρελθόν σ ε  μεθόδους πεπερασμένων διαφορών [97], στην T ransm ission  Line μέθοδο [26], 

την W K B  μέθοδο συνδυασμένη μ ε ασυμπτωτική σύμπτωση (asym p totic  m aching) (δες [25] και 

[79]), τη μέθοδο p rop agation /scatter in g  m atrix  [25] κ .λ.π .

Έ χ ο ντ α ς  υπόψη τα παραπάνω, στα Κεφάλαια 2-3 προτείνουμε μια τεχνική που εφαρμόζεται 

σ ε τυχαία διηλεκτρικά προφίλ της μορφής ε (ζ )  =  €qev(z), με eo να δηλώνεται η διηλεκτρική 

διαπερατότητα του ελεύθερου χώρου και Sr(z) η σχετική  διηλεκτρική διαπερατότητα της ανομοι­

ογένειας. Η πρστεινόμενη μεθοδολογία απαιτεί μ όνο  η εν-(ζ) να είναι ομαλή και σ υ νεχή ς συνάρ­

τηση ώστε να μπορεί να εκφραστεί σ ε  μια σειρά δυνάμεων του ζ. Μ ε χρήση της Frobenius μεθόδου  

επιτυγχάνεται η λύση του ευθέως προβλήματος κυματικής διάδοσης εντός ανομ οιογένεια ς που  

χαρακτηρίζεται από τυχαίο προφίλ ε̂ -(ζ ) . Σ ε ό,τι αφορά το αντίστροφο πρόβλημα, προτείνουμε  

την υλοποίηση μιας μικροκυματικής διάταξης τριών κυματοδηγώ ν (κυλινδρικών σ το  Κ εφ. 2 

και τετραγωνικών στο Κεφ. 3), ένας εκ  των οποίων περιέχει το  υπό εξέταση α νομ οιογενές  

διηλεκτρικό. Για την επίλυση του αντιστρόφου προβλήματος ορίζουμε μια συνάρτηση σφ άλματος  

κατάλληλης μορφής και εκμεταλλευόμαστε την ισχύ  ενό ς  γενετικού  αλγορίθμου διαφορικής 

εξέλιξης. Η λύση από την ελαχιστοποίηση συνίσταται στην εύρεση των συντελεστώ ν ε*>, ε ι , ε 2... 

του αναπτύγματος της εΓ(ζ ) . Στα αριθμητικά παραδείγματα παρατίθενται ανακατασκευές κυβικών 

ανομοιογενειώ ν με εξαιρετικά ακριβή αποτελέσματα.

Σ ε  ό ,τι αφορά τη μαγνητική επιτρεπτότητα, η γνώ ση  των χωρικών της μεταβολώ ν είναι 

υψηλής σημασίας σε διάφορες εφαρμοσμένες επιστημονικές περιοχές. Για παράδειγμα, στη  

μοντελοποίηση ηλεκτρομαγνητικών πεδίων στη γεω λογική  έρευνα σ ε  πολλές πρακτικές εφ αρμογές  

ένα αγώ γιμο αντικείμενο έχμ. σημαντικές μαγνητικές ιδιότητες. Επίσης, μεταλλεύματα που  

περιέχουν μαγνητίτη και γεωτρητική λάσπη με βαριά συστατικά χαρακτηρίζονται από ισχυρά  

ανώμαλη αγωγιμότητα και μαγνητική επιτρεπτότητα και μπορούν να  προκαλέσουν σημαντικές  

επιδράσεις στην απόκριση ηλεκτρομαγνητικών μετρητικών διατάξεων. Σ τη γεω λογικ ή  έρευνα οι 

μαγνητικές ιδιότητες των πετρωμάτων, και ιδιαίτερα η ανώμαλη συμπεριφορά τους, προσελκύουν, 

επίσης, το  επιστημονικό ενδιαφέρον. Πληροφορίες σχετικ ές μ ε τη μαγνητική επιτρεπτότητα είναι 

σημαντικές σε πολλούς τομείς, όπως η εμβιομηχανική, ιατρικές εφ αρμογές και οι τηλεπικοινω νίες.

Δ ιάφ ορες μέθοδοι έχουν  εφαρμοστεί μέχρι τώρα για  τον  καθορισμό ή, απλώς, την εκτίμηση  

τω ν άγνω στω ν μεταβαλλόμενων μαγνητικών ιδιοτήτων τω ν υλικών που μας ενδιαφέρουν. Παρα­

δείγματος χάριν, στη γεωηλεκτρική έρευνα η αποκαλούμενη μέθοδος (δες [94], [95], [106]) 

ενισχύει την πιθανότητα ανακατασκευής των μαγνητικώ ν ιδιοτήτων των γεω λογικ ώ ν υλικώ ν και 

της ανώμαλης αγωγιμότητας και μαγνητικής επιτρεπτότητας από τα ίδια δεδομένα στο  πεδίο  

του χρόνου  του μαγνητικού πεδίου. Οι Cheryauka και Zhdanov [23] επεκτείνουν γραμμικές  

και μη-γραμμικές προσεγγίσεις για ηλεκτροααγνητικά πεδία σε μέσα με ανομ οιογενή  κατανομή  

των ηλεκτρικών και μαγνητικών ιδιοτήτων. Α υτές οι π ρ οσεγγίσεις θέτουν τη βάση για  ταχεία
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ηλεκτρομαγνητική μοντελοποίηση και απεικόνιση σε πολυδιάστατα περιβάλλοντα, όπου μαζί η 

ηλεκτρική και η μαγνητική ανομ οιογένεια  είναι ουσιώδη χαρακτηριστικά του μοντέλου. Στην  

τεχνο λ ο γ ία  μεταλλικών λεπτώ ν φιλμ ο καθορισμός της σύνθεσης λεπτώ ν φιλμ με υψηλή ανάλυση  

στη  νανομετρική κλίμακα είναι απαραίτητη. Για αυτόν το σκ οπό, το αποκαλούμενο μοντέλο M ix­

ing  R oughness Inform ation  d ep th  (M R I) εξελίχθηκε για  την ανακατασκευή και ποσοτικοποίηση  

τω ν προφίλ. Επίσης, σ τη ν εμβιομηχανική διάφορες θεωρίες έ χ ο υ ν  εισαχθεί για την απεικόνιση  

πραγματικώ ν τρισδιάστατων ιδιοτήτων σε γεν ικ ές  περιπτώσεις αυθαίρετης κατανομής της μαγνη- 

τικής επιτρεπτότητας.

Ρεαλιστικά υπολογιστικά  μ οντέλα  α νομ οιογενώ ν διηλεκτρικών ή /κ α ι μαγνητικώ ν μέσω ν, 

όπω ς κυματική σκέδαση από α νομ οιογενή  αντικείμενα αυθαίρετης μορφής και κυματική διάδοση 

σ ε στρωματοποιημένα μ έσ α  στις τηλεπικοινω νίες, στη  μηχανική και στη γεω λογική έρευνα, 

βασίζονται περισσότερο σ ε  π ρ ο σ εγ γ ισ η κ ές  αριθμητικές μεθόδους· δηλαδή, σ ε μεθόδους πεπερα­

σμένω ν στοιχείω ν, πεπερασμένω ν διαφορών, συνοριακώ ν ολοκληρω τικώ ν εξισώ σεω ν και φασμα- 

τικών μεθόδων. Οι αναλυτικές μέθοδοι, βεβαίως, δεν μπορούν να χειρ ιστούν τέτοιες απαιτητικές 

εφ αρμογές, αλλά θέτουν σοβαρή υποψηφιότητα σε περιπτώσεις που οι γεω μετρίες που εμπλέκονται 

στις εφ αρμογές είναι όμ οιες με επιφάνειες σ υντεταγμ ένω ν (π .χ . τετραγω νικές, κυλινδρικές ή 

σφαιρικές), τα χωρικά πεδία που πληρώνονται από ανομ οιογένειες έχ ο υ ν , επίσης, χαρακτηριστικά  

σχήματα και οι μ ετα βαλλόμενες ιδιότητες είναι τμηματικά ομαλές. Σ τη βιβλιογραφία, αναλυτικοί 

χειρισμοί τμηματικώς σταθερώ ν, γραμμικώ ν και τετραγω νικώ ν ανομ οιογενειώ ν μπορούν εύκολα  

να βρεθούν· ειδικά σ ε ελαστικά και διηλεκτρικά ανομ οιογενή  υλικά. Η έλλειψη παρόμοιων 

μελετώ ν σε μ α γνη η κ ά  μ έσα  είναι ένα γ ε γ ο ν ό ς , δεδομένου ότι διάφορες επιστημονικές περιοχές  

αντιμετω πίζουν τέτοια υλικά και ότι τα θεωρήματα αμοιβαιότητας, που εμφανίζονται σε πολλές  

από αυτές (π .χ . στις εξισώ σεις του  M axw ell), παρέχουν εύκ ολους τρόπους μελέτης τέτοιων  

υλικών.

Σ το  Κ εφάλαιο 4 εφ αρμόζουμε το  μ οντέλ ο  των κυματοδηγώ ν τω ν Κ εφαλαίων 2-3  για  την 

εκτίμηση άγνω στοιν προφίλ μαγνητικής επιτρεπτότητας υλικών. Α κολουθούμε τη μεθοδολογία  

που βασίζεται στη FYobenius μέθοδο (δες [6], [7]) και η οποία δύναται να εφαρμοστεί σ ε κάθε 

α νομ οιογενές μαγνητικό προφίλ της μορφής μ (ζ )  =  μ*μτ(ζ),  όπου μ* είναι η μαγνητική επιτρεπτό- 

τητα του ελεύθερου χώ ρου και μτ(ζ)  δηλώνει τη σχετικ ή  μαγνητική επιτρεπτότητα του ανομοιο- 

γενο ύ ς  υλικού. Ό μ ο ια , η μ όνη  προϋπόθεση είναι μ Γ{ζ)  €  C , ώ στε να μπορεί να εκφραστεί ως 

σειρά δυνάμεω ν του ζ .

Περιληπτικά, όπως και στα Κ εφ. 2-3, εφ αρμόζουμε χω ρισμό τω ν μεταβλητώ ν για τη μελέτη  

των εξισώ σεω ν M axwell. Ε κμεταλλευόμενοι την πολυω νυμική μορφή της μ Γ(ζ )  κάνουμε χρήση 

της μεθόδου FYobenius και καταλήγουμε, για το  z-εξαρτώ μενο όρο του ηλεκτρικού πεδίου, σε 

μια συνήθη διαφορική εξίσω ση μ ε μη-σταθερούς συντελεστές. Τ ότε , ο ι επαναληπτικές εξισώ σεις  

που προκύπτουν για  τους FYobenius συντελεσ τές μ πορούν να  λυθούν συμβολικά ή αναλυτικά. 

Τ α αποτελέσματα της εν  λ ό γω  μαθηματικής ανάλυσης χρησιμοποιούνται για  την επίλυση του
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ευθέως προβλήματος διάδοσης στο  σύστημα των κυματοδηγών. Ε ξ ! αυτών, ο κεντρικός περιέχει 

το ανομ οιογενές υλικό και οι υπόλοιποι ομ ογενή  μέσα. Στη συνέχεια , προχω ρούμε στην επίλυση 

του  αντιστρόφου προβλήματος που συνίσταται στην ανακατασκευή του  μαγνητικού προφίλ. Υ λο­

ποιούμε μια διαδικασία ελαχιστοποίησης συνάρτησης σφάλματος που χρησιμοποιεί ένα γενετικό  

αλγόριθμο και αναζητά τους άγνω στους συντελεστές μ 0, μ \ ,  * * * > στην επέκταση του μ Γ(ζ ).

Τ ονίζουμε ότι. επιλύουμε το αντίστροφο πρόβλημα για την περίπτωση κυβικής ανομοιογένειας  

που είναι επαρκές για πολλές ρεαλιστικές εφαρμογές. Τ ελικά, παρουσιάζουμε αντιπροσωπευτικά  

αριθμητικά αποτελέσματα που πιστοποιούν την καταλληλόλητα της προτεινόμενης προσέγγιση ς  

και σε αυτή την περίπτωση.

Π ροκειμένου να ολοκληρώ σουμε την ανάλυση των κυματικών φ αινομένω ν εντός μικροκυμα- 

τικών στοιχείω ν που περιέχουν κατά τη μία διάσταση ανομ οιογενή  διηλεκτρικά μέσα, μελετούμε  

στο Κ εφάλαιο 5 τη συμπεριφορά των πεδίων εντός μικροκυματικών α νομ οιογενώ ν αντηχείων. 

Προς αυτό το  σκοπό, αξιοποιούμε την ανάλυση των Κ εφαλαίων 2-3 και υπολογίζουμ ε τις l5io- 

συχνότητες και τους ιδιόρρυθμούς εντός κυλινδρικών και τετραγω νικώ ν αντηχείω ν για  διηλεκ­

τρικές ανομοιογένειες μέχρι και κυβικής τάξεως. Τ α αποτελέσματα είναι εξαιρετικά ακριβή 

και σε πλήρη ταύτιση με αναλυτικές κλειστές λύσεις για απλές ανομ οιογένειες. Π αρουσιάζονται, 

ενδεικτικά, διαγράμματα ιδιοσυχνοτήτω ν και ιδιομορφών για  μια πλειάδα α νομ οιογενειώ ν προφίλ.

Αναφορικά με τις ελαστικές ανομ οιογένειες, προσφάτως, έχει αναπτυχθεί ιδιαίτερα το  επιστη­

μονικό ενδιαφέρον στη μελέτη της κυματικής διάδοσης σε πραγματικά και τεχνιτά  μέσα  με 

εφαρμογές στη διάδοση ακουστικού σήματος, σε σεισμικώ ς επ α γόμ ενες κινήσεις, σ το ν  N D T , 

στον έλ εγ χο  θορύβου, στην εξερεύνηση του εδάφους κ.λ.π . (δες [42], [1 1 ], [12], [25]). Λ όγω  της 

σύνθετης δομής αυτών των μέσων, η κυματική διάδοση συνοδεύεται από φαινόμενα ανάκλασης, 

διάθλασης, περίθλασης και σκέδασης που είναι δύσκολο να ποσοτικοποιηθούν. Ως αποτέλεσμα, 

είναι αναγκαία η εισαγω γή στρωμάτων καθώς και εξαρτώμενων σε χω ρικές σ υντετα γμ ένες ιδιο­

τήτων στη μαθηματική περιγραφή τέτοιων προβλημάτων. Για παράδειγμα, στην εδαφομηχανική, 

πειράματα έχουν  πιστοποιήσει ότι ακόμα και σε ιζηματώδη εδαφικά αποθέματα, η σκληρότητα, που  

εκφράζεται σε όρους των ελαστικών ιδιοτήτων, αλλάζει με το βάθος ως αποτέλεσμα εναλλαγώ ν  

στην ενεργή πίεση περιορισμού (effective confining pressure). Συνεπώ ς, το ελαστικό μέτρο (elas­

tic  m oduli) παρουσιάζει σ υνεχή  μεταβολή με το βάθος και τέτοια εδάφη ονομ άζονται εγκαρσίως 

ανομοιογενή. Γενικά, η συνθετότητα τέτοιω ν προβλημάτων είναι μ εγάλη  ώστε οι περισσότερες 

περιπτώσεις πρέπει να εξεταστούν μεμονω μένα και στα πλαίσια συγκεκριμένω ν εφαρμογών. 

Επιπλέον, η καταφυγή σε αριθμητικές μεθόδους λύσεις είναι συνήθως αναγκαστική ( [24], [73], 

[61]).

Τ α υλικά συναρτησιακής μεταβολής (Functionally  G raded M aterials - FG M s) αποτελούν  

μια σημαντική περιοχή στην έρευνα των υλικών με εν δυνάμει πολλές εφ αρμογές. Σ ε  ένα  

ιδανικό FGM  οι ιδιότητες του υλικού μπορούν να μεταβάλλονται ομαλά στη μία διάσταση. 

Εμπεριστατωμένες ανασκοπίσεις της τρέχουσας έρευνας στα FG M  μπορούν να βρεθούν σε άρθρα

<
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τω ν Hirai [57] και M arkw orth [76]( και σ το  βιβλίο των Suresh και M ortensen [105]. Ε πίσης, πρέπει 

να  δωθεί προσοχή  στην ανάκτηση G reen συναρτήσεω ν για την ειδική περίπτωση τω ν FG M · μια 

τέτοια  συνάρτηση για  ένα ειδικού τύπου πρόβλημα ελαστοδυναμικής έχε ι εξαχθεί από τον  Vret- 

to s  (1 1 1 ).

Ε λαστικά κύματα σ ε διακριτώς στρωματοποιημένα μ έσα  και σ ε μεταβλητής ταχύτητας στρώ­

ματα συζητούνται σ τ ο  [42]. Οι B rekhovskikh [11] και C hew  [25] εξετά ζουν κυρίως ακουστικά  

και ηλεκτρομαγνητικά κύματα, με τ ο ν  πρώτο να εστιάζει στην κυματική ανάκλαση και διάθλαση 

σ ε  διακριτά και σ υ νεχή  στρω ματοποιημένα μ έσα  και τον  δεύτερο σ ε ειδικές μεθόδους όπως 

μεταβολικές τεχνικ ές, m od e m atch in g , G reen συναρτήσεις, ολοκληρω τικές εξισώ σεις και την Τ - 

m atrix  προσέγγιση . Γενικά, τ ο  μ εγα λύτερο  τμήμα της έρευνας πάνω σ ε  κύματα σ ε ανομοιογενή  

σ υ νεχή  μ έσα  εστιάζει σ ε κύματα σ ε διακριτά στρωματοποιημένα μέσα και υπό αρμονικές συνθήκες 

διέγερσης. Μ εγάλης σημασίας είναι η επίπεδη βαθμωτή κυματική εξίσω ση με μήκος κύματος 

εξαρτώ μενο από το  βάθος, διότι α ντιστοιχεί, γ ια  παράδειγμα, σ ε οριζοντίω ς και καθέτω ς πολωμένα  

ελαστικά εγκάρσια κύματα.

Δ ιάφ ορες μ εθοδολογίες είναι διαθέσιμες για  την επίλυση της διάδοσης βαθμωτών κυμάτω ν σε 

α νομ οιογενή  μέσα. Μ ία κλάση ειδικευμένω ν τεχνικ ώ ν βασίζεται στην πρ οσέγγιση  της γεω με­

τρικής οπτικής για υψηλές σ υ χνότη τες (ή σ χετικ ά  μικρά μήκη κύματος συγκριτικά με την κλίμακα  

της ετερογένειας) [67]. Η παρουσία τω ν σημείω ν εναλλαγή ς όπου η λύση  (που μπορεί να δεχθεί 

μια μετάφραση ακτίνας) παύει να  υφίσταται, καθιστά αναγκαίες κατάλληλες αναβαθμίσεις σε 

αυτήν την τεχνική  και, ως τέτοιες, είναι γνω σ τές  ως η W K B  μέθοδος [8]. Σ ε  μέσα στα οποία η 

εξάρτηση των παραμέτρων του υλικού στη θέση είναι αυθαίρετη, μια διαφορετική κλάση τεχνικώ ν  

που βασίζεται σε διαδοχικές π ρ οσ εγγίσ εις  είναι διαθέσιμη. Παραδείγματα τέτοια εμφανίζονται 

σ το  [Π ] για  τον  υπολογισμ ό συντελεστώ ν ανάκλασης για  ηλεκτρομαγνητικά κύματα που προσπί­

πτουν σε α νομ οιογενές στρώμα πεπερασμένου π άχους, με την γεωμετρική οπτική να παρέχει μια 

πρώτη προσέγγιση . Ε ντούτοις, δεν είναι δυνατή η διάκριση του κυματικού πεδίου σε αυθαίρετα 

α νομ οιογενή  μέσα σε άθροισμα ενό ς  προσπίπτοντος και ενό ς  ανακλώ μενου κύματος, λόγω  της 

σ υ νεχο ύ ς σκέδασης του σήματος από τις ανομ οιογένειες.

Μια εναλλακτική μέθοδος έρευνας της κυματικής διάδοσης σε ένα συνεχώ ς στρωματοποιημένο  

μ έσ ο  είναι ο  μετασχηματισμός F ourier-B essel που οδηγεί σ ε μια ολοκληρωτική αναπαράσταση  

του  κυματικού πεδίου. Ε φ αρμογές αυτής της μεθόδου περιλαμβάνουν τη βαθμωτή διάδοση σε 

ένα  στρώμα με κυματάριθμο που εξαρτάται γραμμικά από τ ο  βάθος και σ ε  ένα  στρώμα Epstein. 

Μια πλήρης λίστα γνω στώ ν λύσεω ν για  ανακλώ μενα βαθμωτά πεδία σ ε  ανομ οιογενή  στρώματα  

παρουσιάζεται σ το  [1 1 ] και περιλαμβάνει, επίσης, κυματάριθμους που μεταβάλλονται μ ε το  βάθος, 

έστω  ζ, ως γραμμική συνάρτηση, ως η αντίστροφη μιας γραμμικής συνάρτησης, ως γενικά  

πολυώνυμα δευτέρας τάξεω ς και πάνω και ως την εκθετική συνάρτηση. Η λύση στο  επίπεδο της 

βαθμωτής κυματικής εξίσω σης εκφράζεται σε όρους πλάτους και φάσεως που είναι εξαρτώμενη  

από το  βάθος και εμπλέκουν τη λύση της υπεργεωμετρικής εξίσω σης της οποίας η ακριβής μορφή
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εξαρτάται από το συγκεκριμένο τύπο κυματάριθμου υπό θεώρηση. Είναι επίσης δυνατή η εξέταση  

της διάδοσης ελαστικώ ν κυμάτων, υπό την προϋπόθεση ότι μαζί ol ελαστικές παράμετροι και 

η πυκνότητα μεταβάλλονται με το βάθος ζ  έτσι ώ στε οι κυματάριθμοι που αντιστοιχούν σε  

πρωτεύοντα και δευτερεύοντα κύματα να μπορούν να εκφραστούν σε σειρές του  ζ , με τους  

γραμμικούς όρους να μπορούν να διατηρηθούν.

Στην παρούσα διατριβή στρέφουμε την προσοχή ς μας στην κάθετη πρόσπτωση ενό ς  επιπέδου  

κύματος σε ένα  στρώμα μεταξύ δύο ομ ογενώ ν ημιάπειρων χώ ρω ν. Τ ο  στρώμα είναι μονοαξονικά  

ανομοιογενές, δηλαδή έχει ιδιότητες της μορφής χ (ζ )  =  2μ(ζ)  Η -λ (ζ ) , όπου λ , μ  είναι οι L am e  

ελαστικές παράμετροι που εξαρτώνται σε μία συντεταγμένη , έστω ζ. Επιπρόσθετα, θεωρούμε 

το υλικό του  στρώματος γραμμικό, ελαστικό και ισοτροπικό. Ol C avig lia  και Morro [16] 
απέδειξαν την ύπαρξη και μοναδικότητα C 2 λύσεω ν για  αυτό το πρόβλημα ανάκλασης-διάδοσης 

και εξή γα γα ν λύσεις βάσει της ανάλυσης Fourier. Επίσης, κατέληξαν σ το  συμπέρασμα ότι το  

ανακλώμενο και το  διαδιδόμενο κομμάτι της λύσης είναι κατάλληλες συνελίξεις του προσπίπτοντος 

κύματος. Εν προκειμένω, στο Κεφάλαιο 6 επεκτείνουμε τη μελέτη τους παρέχοντας μια αναλυτική  

λύση που βασίζεται στη μέθοδο Frobenius, η οποία πρόσφατα εφαρμόστηκε στην περιγραφή  

κυλινδρικών κυμάτω ν στη γενική  περίπτωση ακτινικώς α νομ οιογενώ ν υλικώ ν με μη-περιορισμένη  

κυλινδρική ανισοτροπία [101]. Ακόμη, παρέχουμε τη δυνατότητα επίλυσης του  προβλήματος για  

κάθε είδος ανομ οιογενούς προφίλ το οποίο μπορεί να εκφραστεί σε σειρά δυνάμεω ν του ζ. Μ έχρι 

τώρα, σύμφωνα με τη γνώ ση του συγγραφ έα, μ όνο  ειδικά α νομ οιογενή  προφίλ έχο υ ν  μελετηθεί 

σε παρόμοιες εφαρμογές. Ειδικότερα, οι Idriss και Seed  στο  [58] ερεύνησαν την περίπτωση  

χ (ζ )  =  C z n για  η  <  2. Για χ (ζ )  =  Ο(ζο +  ζ )η, όπου Zq μια σταθερά, έχ ο υ ν  επιλυθεί οι ακόλουθες  

ειδικές περιπτώσεις: η =  1 από τον A m braseys [2]- η  =  4 /3  από τον Schrever [100], η  =  2 από 

τον G azetas [46], ενώ οι Toki και Cherry [108], D akoulas και G azetas [38], και ο T ow hata [109] 

παρουσιάσαν λύσεις για κλάσεις υλικών για ένα μ εγά λο  εύρος τιμών του π . Επιπρόσθετα, 

σημαντικό γ ε γ ο ν ό ς  σχετικ ό  με τη λύση σειρών της Frobeuius είναι ότι παρέχει πρότυπα (bench­

mark) αποτελέσματα, θεωρώντας ότι ιδιαίτερη προσοχή  έχει δωθεί στη συχνότητα  διέγερσης 

(δηλαδή, τη συχνότητα  του προσπίπτοντος κύματος του προβλήματος) και στην πεπερασμένη  

ακρίβεια των υπολογιστώ ν που αποτελούν τους κύριους παράγοντες υποβάθμισης της ακρίβειας 

της λύσης σε αριθμητικές εφαρμογές. Τελικά, προχωρούμε στην ανακατασκευή του α νομ οιογενούς  

προφίλ που συνιστά το αντίστροφο πρόβλημα. Για το  σκοπό αυτό υλοποιούμε μια προσέγγιση  

ελαχιστοποίησης συνάρτησης σφάλματος που χρησιμοποιεί έναν διαφορικής εξέλιξης γενετικό  

αλγόριθμο βελτι-στοποίησης. Η λύση που επ ιτυγχάνει το ελάχιστο  είναι ουσιαστικά εκτιμήσεις 

των συντελεστώ ν χ 0, χ 2... στη σειρά ανάπτυξης της α νομ οιογένειας χ (ζ )  =  ΧχΖ\

Επίσης, παρέχουμε μια σειρά αριθμητικών αποτελεσμάτω ν ανατασκευής προφίλ τάξεω ς μηδενικής, 

πρώτης και δευτέρας, ώστε να εκθέσουμε τις δυνατότητες της προτεινόμενης μεθοδολογίας.

Για προβλήματα ελαστοδυναμικής, και ιδιαίτερα αυτά στα οποία η ατέλεια (ρωγμή, εγκλεισμ ός  

ή κοιλότητα) εντοπίζεται στο εσωτερικό ενός φραγμένου μέσου, διάφορες αριθμητικές τεχνικές
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έχ ο υ ν  καταστρωθεί ώστε να προσομοιώ σουν ακουστικά και ελαστικά πεδία σ ε  συνθέτους χώ ρους, 

υπό συνθήκες χρονο-εξαρτώ μενω ν ή αρμονικών πεδίων μετατοπίσεω ν. Για παράδειγμα, ο Mark- 

le ia  και ο ι συνεργάτες του [77], [43] υιοθέτησαν τη F in ite  Integration  Technique (F IT ) στην 

ελαστοδυναμική για  τη μοντελοποίηση υπερηχητικών κυμάτω ν, καθώς και σ υ ζευγμ ένου ς υπερηχη- 

τικούς-ηλεκτρομαγνητικούς μετατροπείς στα  πλαίσια του N D T  δειγμάτω ν με διάφορες ατέλειες. 

Επίσης, ο K itahara  και οι συνεργάτες του  [64], [84] χρησιμοποίησαν γραμμικές μεθόδους αντί­

στροφης σκέδασης στην ανάλυση προβλημάτων με ατέλειες σ ε τρισδιάστατα ελαστικά σώματα. 

Αυτές οι μέθοδοι βασίζονται στις Born και K irchhoff πρ οσεγγίσεις για  τα άγνω στα πεδία μετατο­

πίσεων στην ολοκληρωτική αναπαράσταση του σ κ εδα ζόμ ενου  πεδίου. Οι οπισθοσκεδαζόμενες  

κυματομορφές από ατέλειες που λαμβάνονται από υπερηχητικές μετρήσεις χρησιμοποιούνται 

τότε ο>ς δεδομένα στις 3D  γραμμικές μεθόδους αντιστροφής. Ο ι διατυπώσεις προβλημάτων 

σε ολοκληρω τικές εξισώ σεις είναι κατάλληλες για  την εύρεση εγκλεισμ ώ ν, δεδομένου ότι μόνο  

επιφανειακές διακριτοποιήσεις απαιτούνται, με προφανή μείωση του μ εγέθους του προβλήματος 

υπό εξέταση. Π αραδείγματος χάριν, εσωτερικές ρω γμές έχ ο υ ν  ανιχνευθεί σε δείγματα διά της 

ελαχιστοποίησης συναρτήσεως σφ άλματος μεταξύ των θεωρητικών και πειραματικών τιμών του  

ακουστικού δυναμικού και της ροής στην επιφάνεια [89], και θαμμένες κοιλότητες ανιχνεύθηκαν 

με τη χρήση επαναλήψεων βασισμένω ν σ το ν  υπερκαθορισμό των συνοριακώ ν δεδομένω ν στις 

επιφάνειες [60]. Επίσης, ο B urezynski και ol σ υνερ γά τες του [13] σ υνέζευξα ν τα συνοριακά  

ολοκληρώ ματα με αλγόριθμους εξελικτικού τύπου σ ε προβλήματα ταυτοποίησης ρω γμώ ν και 

κοιλοτήτω ν σε διάφορες δομές.

Μία προφανής χρήση τω ν αναλυτικών-αριθμητικών τεχνικ ώ ν που  αναφέρθηκαν παραπάνω  

είναι σ τ ο ν  N D T . Ειδικότερα, ο  N D T  έχει εφαρμοστεί (α) στην ανίχνευση  ατελειών, ρωγμών, 

εγκ λεισμ ώ ν και κοιλοτήτω ν σ ε  κατασκευαστικά υλικά και σ τελέχη , (β) σ τον  καθορισμό των 

πραγματικώ ν ιδιοτήτων υλικών σ ε  δομές, μαζί και τη ν υποβάθμισή τους στη ν πάροδο του  χρόνου  

και (γ )  εκτιμήσεις in -situ  ιδιοτήτων [66]. Σ τ ο  ίδιο περ ιεχόμ ενο , αναφέρουμε το  N D T  κυλινδρικών 

ή κυβικώ ν δοκιμίων τσιμέντου, καθώς επίσης και N D T  κατασκευαστικώ ν στελεχώ ν σ ε όλες τις 

κλίμακες μεγεθώ ν, που είναι θεμελιώ δους σημασίας στη  συντήρηση χα ι ενίσχυση  της κατασκευα­

στικής ακεραιότητας [116].

Σ υνολικά , τα προβλήματα που περιλαμβάνουν φ ραγμένα χωρία στις  δύο ή τρεις διαστάσεις, με 

ατέλειες ή ανομ οιογένειες, και τα οποία έ χ ο υ ν  επιλυθεί από αναλυτικές μεθόδους, περιορίζονται 

σε περιπτώσεις απλών ή όμοιω ν γεωμετριών· δηλαδή, κυλινδρικών αντικειμένω ν σ ε κυλινδρικά 

σώ ματα (δες [18]), σφαιρικών σω μάτων μ έσα  σ ε σφαιρικό υπόστρωμα (δες [19]), κ .λ.π . Σε  

αυτές τις περιπτώσεις, τα πεδία εκφράζονται ως αναπτύγματα σειρώ ν που χρησιμοποιούν πλήρεις 

βάσεις ιδιοσυναρτήσεων της ιδίας γεω μετρίας. Τ ό τ ε , χρησιμοποιώ ντας προσθετικά θεωρήματα 

που αναφέρονται στην ίδια γεωμετρία και χειρ ιζόμ ενοι τις εξισώ σεις που προκύπτουν από τις 

συνοριακές συνθήκες, το  εν  λ ό γω  συνοριακό πρόβλημα εκφυλλίζεται σ ε  ένα Ν χ Ν  αλγεβρικό  

γραμμικό σύστημα τύπου Α Χ = Β ,  όπου X  περιέχει τους άγνο>στους συντελεστές αναπτύγματος



I

των προκείμενων πεδίων. Ο πίνακας Α  είναι επακριβώς υπολογισμ ένος, τα  στοιχεία  του  είναι 

απλές εκφράσεις ή αναπτύγματα σειρών από γνω σ τές συναρτήσεις.

Αντιθέτως, σ ε  προβλήματα με ανόμοιες γεω μετρίες, απαιτείται ειδικός χειρ ισ μ ός τω ν σ υνο­

ριακών συνθηκώ ν ώστε να μορφωθεί το  γραμμικό σύστημα εξισώ σεω ν. Ο ι συντελεσ τές των 

πινάκων Α  και Β  στο σύστημα αυτό πρέπει να είναι εκφρασμένοι ω ς πολλαπλές άπειρες σειρές  

από αναπτύγματα προβολών (επιφανειακά ολοκληρώματα) πάνω στις χαρακτηριστικές συνοριακές  

επιφάνειες του  προβλήματος. Ο αριθμητικός χειρισμός τέτοιω ν εκφράσεω ν είναι εξαιρετικά  

δύσκολος δεδομένου ότι τα σφάλματα αποκοπής και στρογγυλοποίησης που  συσσω ρεύονται, 

λόγω  των πολλαπλώ ν επαναληπτικών αριθμητικών κύκλω ν (loop s), προκαλούν αναπόφευκτα  

σφάλματα και, συνεπώς, απαιτείται προσεκτική αριθμητική υλοποίηση ώστε να ταραχθούν σω στά  

αποτελέσματα. Μια αποδοτική προσέγγιση  στο πρόβλημα είναι η εφαρμογή Τ -m atrix  μεθόδω ν  

(ή, προσέγγιση μηδενικού πεδίου, δες [90], [91]), όπου θεωρούνται προβλήματα διάδοσης και 

σκέδασης που αφορούν ανόμοιες γεω μετρίες (όπω ς άπειρος κύλινδρος και εξωτερική σφαίρα). 

Επίσης, οι Lee και M ai [71] χρησιμοποιούν μια χω ρικού ολοκληρώ ματος τεχνικ ή  στο  χειρισμό  

φαινομένων πολλαπλής σκέδασης στην ελαστοδυναμική. Κ άποιες αντιπροσωπευτικές τεχνικ ές  για  

τη μελέτη της αλληλεπίδρασης αρμονικών ελαστικώ ν κυμάτων με (α) εγκ λεισ μ ούς σε ημιάπειρους 

χώ ρους και (β) κυκλικές κοιλότητες με ή χωρίς συνοριακές ρω γμές σε μια άπειρη πλάκα, μπορούν  

να βρεθούν στις αναφορές [41], [85] και [17], αντίστοιχα.

Σ το Κεφάλαιο 7 μελετούμε ένα Πρόβλημα Συνοριακώ ν Τιμώ ν (Π Σ Τ ) που συνδυάζει ανόμοιες  

γεω μετρικές επιφάνειες. Ακριβέστερα, κινούμαστε στα γενικά  πλαίσια της φασματικής ανάλυσης, 

εκτείνοντας τη χρήση των Navier ιδιοδιανυσμάτων (δες [55], [45], [102], [37], [75], [104], [82]) 

στην περίπτωση σφαιρικού εγκλεισμού (η σφαιρική γεωμετρία) ιδανικού ρευστού, αυθαίρετα 

τοποθετημένου σ ε  κυλινδρικό ελαστικό σώ μα (η κυλινδρική γεω μετρία). Τ α  δύο σώ ματα θεω­

ρούνται φραγμένα στον Ευκλείδιο τρισδιάστατο χώ ρο. Τ ο  εν  λόγω  μ ο ντέλ ο  αποτελεί καλή  

προσομοίωση δοκιμίων τσιμέντου που περιέχουν ρευστό σφαιρικό εγκ λεισμ ό  (ή μια κενή κοιλό­

τητα, ως ειδική περίπτωση). Ε ρευνούμε τις εξαναγκασ μένες ταλαντώ σεις του συστήματος, 

αν και υπάρχει η δυνατότητα μελέτης τω ν ελεύθερων ταλαντώ σεώ ν του, καθώς επιδιώκουμε 

τον  καθορισμό των ιδιοσυχνοτήτω ν και ιδιοδιανυσμάτων του- ανάλυση που ενδείκνυται γ ια  την 

ανίχνευση του εγκλεισμού. Ουσιαστικά, οι ελεύθερες και οι εξα να γκ α σ μ ένες ταλαντώ σεις συν­

δέονται, δεδομένου ότι η γνώ ση των ιδιοκαταστάσεω ν του συστήματος συνεπάγεται τ ο ν  υπολο­

γισμ ό  των εξαναγκασμένω ν ταλαντώσεων από υπέρθεση, αν και αυτή η αντιμετώπιση είναι 

αριθμητικά πιο απαιτητική. Στην παρούσα μελέτη, αντιμετω πίζουμε το  πρόβλημα της διέγερσης 

άμεσα, αποφεύγοντας τις λύσεις των διαφόρων ενδιάμεσω ν ομ ογενώ ν προβλημάτων, δίνοντας  

προτεραιότητα στους μηχανισμούς ανίχνευσης σε εξωτερικά φορτία παρά στις ελεύθερες ταλα­

ντώσεις. Τελικά, η διαδικασία διέγερσης έχει έναν ακόμη βαθμό ελευθερίας· ονομαστικά , τη θέση  

της πηγής διέγερσης.

Μ εταξύ του τεράστιου όγκου  σχημάτω ν αντίστροφης σκέδασης, η Μ έθοδος Γραμμικής Δ ε ιγ -
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ματοληψίας (L inear S am p lin g  M eth od  -  LSM ) που προτάθηκε από τους C o lton , K irsch και τους  

συνερ γά τες τους (2 9 ,3 2 ,3 4 ,3 5 ]  για  την ακουστική σκέδαση μακρινού-πεδίου, έχ ε ι προκαλέσει 

μ εγά λ ο  ενδιαφέρον λ ό γω  της απλότητάς της και της σχετικ ή ς ανεξαρτησίας της από τη γεωμετρία  

και τις συνοριακές συνθήκες που χαρακτηρίζουν την επιφάνεια του σκεδαστή. Μ έχρι του παρόντος, 

η μέθοδος έχε ι επιτυχώ ς εφ αρμοστεί στην ηλεκτρομαγνητική σκέδαση μακρινού-πεδίου [31,33,54] 

και στην ελαστική μακρινού-πεδίου [1 ,3 ,2 0 ,2 2 ,4 9 ,9 6 ]  αντιμετω πίζοντας μια πληθώρα διατάξεων 

σκεδαστών.

Π ρόσφατα, οι N in tch eu  F ata  και G u zin a  [87] υιοθέτησαν την LSM  στην ελαστοδυναμική  

σκέδαση κοντινού-πεδίου για  την ανακατασκευή μη-διαπερατών αντικειμένω ν σε άπειρο ή ημιά- 

πειρο ελαστικό χώ ρο. Η ανάλυσή τους εστιάζεται σε D irich let και N eum an n  συνοριακές συνθήκες  

που οδηγούν σε απλά εσωτερικά προβλήματα που διατηρούν τον τύπο των συνοριακών συνθηκών. 

Σ το  Κ εφάλαιο 8 επεκτείνουμε τα αποτελέσματά τους στην περίπτωση διαπερατών σκεδαστών, 

μια περίπτωση που συναντάται σ ε  πραγματικά περιβάλλοντα και εφ αρμογές. Για την προκειμένη  

κλάση προβλημάτων αντίστροφης σκέδασης, θεωρούμε την ανάλυση των αποκαλούμενω ν προ­

βλημάτων μετάδοσης (Transm ission Problem  - ΤΡ)  και εσωτερικού προβλήματος μετάδοσης 

(Interior Transmission Problem  - ΙΤΡ)  ως βασικά σ το ιχεία  για την ανάπτυξη του απαραίτητου 

θεωρητικού πλαισίου. Α νάλογα  προβλήματα διάδοσης αντιμετω πίσθηκαν και στη ν ακουστική [29, 

32,34]. Η 2D  περίπτωση μακρινού-πεδίου για  διαπερατούς ελαστικούς σκεδαστές μελετήθηκε στα  

[22,96], ενώ  τα 3D  αντίστοιχα  προβλήματα για  διαπερατούς ελαστικούς σκεδαστές μελετήθηκαν 

σ το  [20]. Για ανισοτροπικά μέσα αναφερόμαστε στα [14,15] γ ια  την ακουστική και στο [21] για  

την ελαστοδυναμική.

Πιο αναλυτικά, το  προτεινόμενο σχήμα αντιστροφής βασίζεται σ ε  μία γραμμική ολοκληρωτική  

εξίσω ση πρώτου είδους της οποίας η λύση καθίσταται μη-φραγμένη όταν το  (δοκιμαστικό) σημείο  

εφαρμογής της Green συναρτήσεω ς πρ οσεγγίζει το σύνορ ο  του  ελαστικού  σκεδαστή από το  

εσωτερικό του. Π αρέχουμε, επίσης, τη θεωρητική τεκμηρίωση (α) τω ν αναγκαίω ν προβλημάτων 

μετάδοσης για  προβλήματα ελαστοδυναμικής κοντινού-πεδίου και (β) των ιδιοτήτων επιλυσιμό- 

τητας της εν λόγω  γραμμικής εξίσω σης αναφορικά με διαπερατούς σκεδαστές. Ακόμη, παραθέ­

τουμε αριθμητικά αποτελέσματα που εμπλέκουν συνεκτικούς ελαστικούς σκεδαστές αναδεικνύ- 

οντας τη λειτουργικότητα της μεθόδου ανακατασκευής. Σημειώ νουμε ότι η ανάλυση που ακ ολου­

θείται αναφέρεται στον R 3.

Κεφάλαιο 1* Βιβλιογραφική αναδρομή χα ι διάρθρωση της διατριβής



Κεφάλαιο 2

Κυματική διάδοση και ανακατασκευή 
διηλεκτρικής ανομοιογένειας σε 
κυλινδρικούς κυματοδηγούς*

2.1 Περίληψη του προβλήματος

Σ το  παρόν κεφάλαιο μελετούμε τη διάδοση ηλεκτρομαγνητικώ ν κυμάτω ν σ ε  κυλινδρικό κυματο- 

δη γό  πληρω μένο από α νομ οιογενές διηλεκτρικό υλικό. Η α νομ οιογένεια  αναφέρεται στη διαμήκη 

κατεύθυνση, δηλαδή, η διηλεκτρική επιδεκτικότητα περιγράφεται από μια συνάρτηση της μορφής 

ε  =  €0εΓ(ζ ). Πρώτα επιλύουμε το ευθύ πρόβλημα κυματικής διάδοσης. Α κολούθω ς, αναπτύσουμε 

μια υπολογιστική  διαδικασία για  την επίλυση του αντιστρόφου προβλήματος και την εφαρμόζουμε 

στην εκτίμηση ενό ς  άγνω στου διηλεκτρικού προφίλ. Σ ημαντικό χαρακτηριστικό της προσέγγισής  

μας είναι η ανάπτυξη της άγνω στης συνάρτησης εΓ(ζ )  σ ε  δυναμοσειρά. Η ανακατασκευή του  

αγνώ στου  διηλεκτρικού προφίλ έγκειται σ τ ο ν  καθορισμό τω ν συντελεστώ ν της δυναμοσειράς που  

επιτυγχάνεται διαμέσου της ελαχιστοποίησης μιας κατάλληλα μορφοποιημένης συνάρτησης σφάλ­

μ ατος. Για το ν  έ λ ε γ χ ο  της προτεινόμενης μεθόδου εξετάζουμε υπολογιστικά διάφορα ανομοιο- 

γ ενή  προφίλ και με το  συνδυασμό ενό ς  διαφορικής εξέλιξης γενετικού  αλγορίθμου καταλήγουμε  

σ ε πολύ  ακριβή αποτελέσματα.

"Σχετική δημοσίευση: Κ Baganas, A CharaJambopoulos and A Kehagias, Inhomogeneous dielectric media: 
wave propagation and dielectric perm ittivity reconstruction, Journal o f Electromagnetic Waves and Applica­
tions, Vol. 15(10), pp. 1373-1400, 2001.
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2.2 Οι εξισώσεις του Maxwell σε ανομοιογενή μέσα
Οι εξισώσεις του M axw ell στην περίπτωση σ υ νεχούς α νομ οιογενού ς διηλεκτρικού μέσου , κατά  

τη μία διεύθυνση, με διαπερατότητα cr (z )  =  eoεν·(ζ), λαμβάνουν την κάτωθι μορφή:

V . ( * ( z ) E ( r ) )  =  0, (2. 1 )

V (V  * E (r ) )  — V 2E (r )  =  fc2s r(z )E (r ) ,  (2 .2)

μ ε E (r )  να δηλώνει το ηλεκτρικό πεδίο, k  =  ω χ/μό^ο είναι ο  κυματάριθμος, ω =  2π /  είναι η 

γωνιακή συχνότητα και μο είναι η μαγνητική επιτρεπτότητα του ελεύθερου χώρου.

Ενδιαφερόμαστε για τους Τ Ε  ιδιόρρυθμούς ο ι οποίοι, εκφραζόμενοι σ ε  κυλινδρικές συντεταγ­

μένες r, φ, ζ , λαμβάνουν τη μορφή:

E (r , φ , ζ)  =  Ε Γ{τ, φ> ζ)τ  +  Ε φ{τ , φ , ζ )φ 9 (2 .3)

με r , φ  να δηλώνουν τα μοναδιαία διανύσματα. Ε φ αρμόζοντας χω ρισμό τω ν μεταβλητών λαμβά­

νουμε

£ r ( r ,  Φ, ζ)  =  R r (r )$ r t y ) Z r {z), Εφ(τ, φ , ζ )  =  i^ (r )< £ ^ (< £ )^ (z ).

Ε ισάγοντας τις παραπάνω εκφράσεις στην (2 .1), λαμβάνουμε

τ_ζ±
Rr Τ Γ R r$ r %τ

Επιπρόσθετα, χειρ ιζόμενοι την Ε ξ.(2 .2 ) οδηγούμαστε στις κάτωθι εξισώ σεις:

Ι ζ  Ι Κ  . 1 Φ ?  Ή  1 2  ΙΙφΦφΖφ
Rr r R r  Ζ Γ Γ2 T ^ R r ^ Z r

Κ  Ι Κ  , i f *  , £? _  1  2 ΑγΦ ^ γ
^  τ Λ ί  Γ2 Φψ ^  Γ2 ^ ϋ φ Φ φ Ζ φ

Ο χωρισμός των μεταβλητών οδηγεί στις

+ fc2Er(z) =  0, 

+  k?er ( z ) =  0,

—  =  λ , (λ  σταθερά) 

τ ρ  =  9, (9 σταθερά)

(2 .4)

(2.5)

(2.6)

(2 .7)

(2.8)
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καθώς, επίσης, και σας εξισώσεις

Φ" — μΦΓ =  Φ" +  η2ΦΓ *  0, η  =  0 ,1 ,2 ,..., (2.9)

Z ? + [ k 2er( z ) - i 2] Z t  =  0, (2.10)

Γ2/ζ/ +  Γ ίζ + [μ  + Γ2ξ2 - ΐ ] β Γ- 2 λ 9/ ^  *  0, (2.11)

με μ, ξ να είναι σταθερές του χωρισμού μεταβλητών. Οι αποδεκτές τιμές τις σταθεράς μ  είναι 
μ  =  —η2, η =  0 ,1 ,2 ,..., ώστε να αναδειχθούν 2π περιοδικές λύσεις. Η ειδική περίπτωση μ  =  
η  =  0 αναλύεται αργότερα. Συνεπώς, η Εξ. (2.4) γράφεται ως

% — 7 - % * ·  <2·,2)

και συνδυαζόμενη με την Εξ. (2.11) παράγει την ακόλουθη διαφορική εξίσωση

γ2Λ? +  3 r/ ζ  +  (Γ 2ξ 2 +  μ  +  l)R r  =  0. (2.13)

Η γενική λύση της Εξ.(2.13) είναι της μορφής

M r )  =  A ,* -1 Jn« r )  +  Bnr - 'Y n{ tr ) ,  (2.14)

θεωρώντας τις αυθαίρετες σταθερές An, και Jn}Yn να δηλώνουν τις Bessel συναρτήσεις πρώτου 
και δευτέρου είδους, αντίστοιχα. Ο καθορισμός της ακτινικής συνιστώσας i^-(r) συνεπάγεται 
την εύρεση της ϋφ (ν) διαμέσου της Εξ. (2.12)

M r )  -  +  Β ηΥ'{ζΓ )}. (2.15)

Επιπρόσθετα, η Εζ.(2.9) συνεπάγεται, επίσης, ότι

ΦΤ(Φ) =  Cn cos(ηφ) +  D„ sin(n^), (2.16)

με Cn,D „  ως σταθερές. Χρησιμοποιώντας την Εζ.(2.7) λαμβάνουμε

Φφ(Φ) -  £  \c n sin(n^) -  D n cos(n^)], (2.17)fl

δεδομένου ότι δεν επιτρέπονται ολοκληρωτικές σταθερές που θα οδηγούσαν σε παραβίαση της 
δίαχωρισιμότητας της Εξ.(2.6). Επίσης, η Εξ.(2.6) αναμένεται να διαχωρίζει τις μεταβλητές της,

φ"
εάν είναι σταθερά, γεγονός που πιστοποιείται από την Εξ.(2.17).

Αξιοποιώντας τις Εξισώσεις (2.7)-(2.10), (2.16) και (2.17) παρατηρούμε ότι η Εξ.(2.6) μπορεί
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να  γραφεί ως

Γ2# ;  +  τΒ!φ +  ( τ ψ  +  μ  - 1  )β ψ  +  2  j^ R r  =  0. (2 .18)

Επομένως, πρέπει να αποδειχθεί ότι η γενική  λύση (2 .15) ικανοποιεί την Ε ξ .(2 .1 8 ). Α υτό επι­

τυγχάνεται εά ν αντικαταστήσουμε τις εκφράσεις (2 .14 ), (2 .15) στη ν Ε ξ .(2 .1 8 ), οπότε λαμβάνουμε

An [®3/ή '(*) +  ζ 2/" ( χ )  +  (μ  + 1 2 -  l ) x J ' ( x )  -  2 μ  J „ (x )] +

Β η \χ3Υ " (χ)  +  x 2F " (x ) +  (μ  +  χ 2 -  l ) x i ; ' ( x )  -  2μΥη(χ)]  =  0, (2 .19)

όπου  χ  =  ξτ.

Ω στόσο, κάθε όρος στην παραπάνω εξίσω ση μηδενίζεται, καθιστώντας τις (2 .19 ) και (2 .18)  

αληθείς. Αυτό αποδεικνύεται εάν παραγω γίσουμε την εξίσω ση B essel

x2Jn{x ) +  zJ'nix) +  (x 2 -  n 2)J „ (x ) =  0 ,

και εκμεταλλευτούμε την ίδια την εξίσω ση (παρόμοια αποτελέσματα λαμβάνουμε για  του  όρους  

που αφορούν την Yn(a;)).

Ε στιάζουμε, στη συνέχεια , στο  χειρισμό της Ε ξ .(2 .1 0 ). Η  σχετικ ή  διηλεκτρική διαπερατότητα  

αναπτύσσεται σε σειρά δυνάμεων του ζ  ως

οο

εΓ{ζ)  =  =  εο +  ε ιζ  +  ε2ζ 2 4-----. (2 .20)
t=0

Πρόκειται να  εφαρμόσουμε τη μέθοδο Frobenius γ ια  την επίλυση της Ε ξ .(2 .1 0 ), θεωρώντας ότι 

η συνιστώ σα Ζ τ(ζ)  μπορεί να εκφραστεί ω ς

οο

Z r(z)  =  ^ 2  CiZ1 =  Co +  Clz +  C2Z2 H------ , (2 .21)
*=0

δεδομένου ότι το  κέντρο της ανάπτυξης 0 είναι ένα  regular σημείο για  την διαφορική εξίσω ση  

(2 .10) (δες [10], [56]). Σ υνεπώ ς, η συνιστώ σα ΖΓ(ζ)  καθορίζεται από τους σ υ ντελεσ τές c*, i  =  

0,1,2, . . .
Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις (2 .20), (2 .21) στην Ε ξ .(2 .10), παράγεται το  ακόλουθο επαναλη­

πτικό σχήμα

(ί +  2)(ι +  1)α+2 -  ξ20( -1- k2 = °> * =  0,1,2, · ■ ■ .
3=0
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Ισοδύναμα, θέτοντας Η 2 =  Λ2εο — ξ 2, λαμβάνουμε

C2 =  “ ^ ~ cq και (* +  2)(* +  l ) c *+2 +  H 2<k +  k 2 ^  = 0, t  =  1 , 2 , · · · - (2 .22)

Α πό το  παρόν σχή μ α , συμπεραίνουμε ότι ol παράμετροι c* ( ί  >  2 ) είναι συναρτήσεις των 

C0 iC u H ,k  και τω ν συντελεστώ ν e,-,j =  0,··■  , i  — 2 , δηλαδή c* =  C j(co » C i,H ,fc ,^ ,**· ,ε< -2)· 

Ειδικότερα, έχουμ ε

Ci =  CQUi(H , fc, Go, —  , ε<-2) 4- Λ, ε*,, - · · , ε*_2),

όπου είναι ομαλές συναρτήσεις των ορισμάτω ν τους. Πιο αναλυτικά, οι u*, «η γ εννο ύ ν  δύο 

ανεξάρτητες λύσεις για  τη συνήθη διαφορική εξίσω ση δευτέρας τάξεω ς (2 .10).

Α πό τη λύση τω ν επαναληπτικών Ε ξισώ σεω ν (2 .22), οι α ναζη τούμενες συνιστώ σες Z r( z ), Ζφ(ζ)  

του ηλεκτρικού πεδίου καθορίζονται από του  σ υ ντελεσ τές ανάπτυξης τω ν δυναμοσειρών τους. 

Σημειώ νουμε ότι η συμπεριφορά τω ν c2,C3, — ,ο*, δύναται να  μελετηθεί αναλυτικά για μικρές 

τιμ ές του L. Μ εγαλύτερες τιμ ές απαιτούν τη χρήση εμπορικώ ν υπολογιστικώ ν πακέτων, για  

παράδειγμα την M aple .

Ο ι αυθαίρετοι σ υ ντελεσ τές που εμφανίζονται στις παραπάνω εξισώ σεις υπολογίζονται διαμέσου  

τω ν συνοριακώ ν συνθηκώ ν του  προβλήματος.

Οι δύο ειδικές περιπτώσεις, που αφορούν τις τιμ ές τω ν μ , ξ  αναλύονται ως εξής:

(i) Ό τ α ν  μ  — 0 , η μεταβλητή ξ  αναγκαστικά μηδενίζεται και λαμβάνουμε Rr  =  ^  και Λ * =  

ά%τ +  &  (rfif da»4s σταθερές).
(ii) Ό τ α ν  μ  =  —η 2 φ  0 και ξ — 0 , οι εκφράσεις τω ν πεδίων μπορούν να ληφθούν από τη γενική  

περίπτωση για ξ  —» 0 και αξιοποιώ ντας την ασυμπτωτική συμπεριφορά τω ν εν λόγω  συναρτήσεων.

2.3 Κυματική διάδοση σε κυλινδρικό κυματοδηγό
Ε φαρμόζουμε τις λύσεις της προηγούμενης παραγράφου σ τ ο ν  υ π ολογισ μ ό  του  ηλεκτρομαγνητικού  

πεδίου σε κυλινδρικό κυματοδηγό με γραμμικό, ισοτροπικό, α νομ οιογενές και χωρίς απώλειες 

διηλεκτρικό υλικό. Αυτό συνεπάγεται ότι η εΓ(ζ)  είναι μια συνάρτηση σ τον  R  [25].

Οι συνοριακές συνθήκες για  την περίπτωση ο μ ο γενο ύ ς διηλεκτρικού και ανομ οιογενούς της 

μορφής e(r , φ> ζ)  =  eoε^(ζ) είναι ο ι ακόλουθες.

Σ υ ν θ ή κ η  1: Οι συνιστώ σες του  ηλεκτρικού πεδίου οφ είλουν να  έ χ ο υ ν  φραγμένες τιμές στο  

κέντρο (r  =  0) του  κυματοδηγού.

Σ υ ν θ ή κ η  2 : Η εφαπτομενική συνιστώ σα πρέπει να  μηδενίζεται στη ν επιφάνεια του κυλίνδρου  

r  =  α, α η ακτίνα της διατομής του  κυματοδηγού. Δ η λαδή , Βφ(α%φ^ζ) =  0  για  φ  e  [0 ,2 τγ].

Σ ε  ό ,τι αφορά τη γενικ ή  λύση για μ  =  —n 2,n  =  1 ,2 , . . . ,  υπό το  φως τω ν συνοριακών
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συνθηκών, ισχύουν τα ακόλουθα. Η Συνθήκη 1 συνεπάγεται ότι ol λύσεις που εμπλέκουν τις 

B essel συναρτήσεις δευτέρου είδους και τις παραγώ γους τους αποκλείονται λόγω  τω ν ανωμαλιών 

τους στο r  =  0. Αυτό εξάγεται από τη συμπεριφορά των B essel όταν χ  —► 0 :

Yn(x) = ί ψ φ + 0 ( χ ) η ( χ ) ) ,
£ £ > (§ )“ +  θ ( ζ 2-" ) ,

η  =  1 , 

η  >  2,

όπου Γ (η ) είναι η συνάρτηση Γάμμα. Ο ι συναρτήσεις B essel πρώτου είδους έχ ο υ ν  την ακόλουθη  

ασυμπτωτική συμπεριφορά καθώς x  —► 0 :

Λ(*) =
χ η

Γ ( η + 1 ) 2
£  +  0 ( χ η+2), η  =  1 ,2 ,. . . ,

και επομένω ς είναι δεκτές ως τμήματα της λύσης. Συμπερασματικά, η λύση  αποτελείται από 

συνδυασμούς όρων της μορφής και J ' (χ )  που μηδενίζονται καθώς χ  —> 0-

Α πό τη Συνθήκη 2 εξάγουμ ε ότι */ή(ξα) =  0, και, συνεπώ ς, το ξ  διακριτοποιείται ως =  

xmLj όπου x mn είναι η ττνρίζα της J ' ( x )  και τη =  1 ,2 ,  - · * . Η  διακριτοποίηση του  ξ  συνεπάγεται 

Η  =  17mn == y /k 2eo — Συνεπώ ς, ol εκφράσεις τω ν Τ Ε  ιδιόρρυθμών είναι:

Λ τ(γ) =  Λ , — m nr), Λ*(Γ) =  η ,τη  =  1 ,2 , . . . ,
τ \ q

ΦΓ (<£) =  C„ οοε(ηφ) +  D n s in (n ^ ),

Φ *(0) =  -  [C'n sin (n ti) -  D n c o s (n ^ )] , n =  1 ,2 , 
noo

Zr(z) =  =  Co +  Ci2  +  C22:2 H-----, Ζφ(ζ) =  qZr (z) ,  (2.23)
i=0

όπου για κάθε επιλογή των η, τη =  1 , 2 , ..., τα c* ικανοποιούν την επαναληπτική εξίσωση:

°2 =  (* +  2)(* +  l)c<+2 +  +  fc2 e> =  °· * = 1 , 2 , · · · .  (2.24)
2 >=ι

Στην περίπτωση ο μ ο γενο ύ ς  διηλεκτρικού υλικού, η εξάρτηση κατά ζ  σ το  πεδίο είναι τριγω νο­

μετρική, όπως απορεί να εξαχθεί από την Ε ξ .(2.10). O l Ε ξισώ σεις (2 .23) και (2 .24) χρησιμοποι­

ούνται, ακόμη, και για την περίπτωση μη σταθερής διηλεκτρικής διαπερατότητας.

Σ χετικά  με την ειδική περίπτωση μ  =  0 , η Συνθήκη 1 συνεπάγεται ότι Rr =  0 και ότι ο  

συντελεστής της Λ*, δηλαδή ο  </3) μηδενίζεται, ακολούθω ς. Η Συνθήκη 2 συνεπάγεται ότι <f2 =  0 

ή Εφ =  0. Επομένως, δεν υφίστανται αζιμουθιακώς συμμετρικές λύσεις.
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Ε ικόνα 2.1: Η μικροκυματική διάταξη μετρήσεων.

2.4 Κυματική διάδοση σε σύστημα κυλινδρικών κυματοδηγών

Π ροκειμένου να επιτύχουμε την ανακατασκευή της διηλεκτρικής διαπερατότητας, κάνουμε χρήση  

μιας μετρητικής διάταξης γ ια  την επίλυση του ευθέως προβλήματος. Σ τη ν παρούσα παράγραφο 

παρουσιάζουμε την εν  λ ό γω  διάταξη και επιλύουμε το ευθύ πρόβλημα κυματοδήγησης.

2.4.1 Η μικροκυματική διάταξη μετρήσεων

Η μετρητική διάταξη αποτελείται από τρεις κυλινδρικούς κυματοδηγούς διασυνδεδεμένους όπως 

υποδεικνύεται στην Ε ικόνα 2.1 .

Οι δύο ακραίοι κυματοδηγοί περ ιέχουν τ ο  ίδιο ο μ ο γ εν ές  και ισότροπο διηλεκτρικό υλικό ec. 

Ο  μεσαίος κυματοδηγός περιέχει το  α νο μ ο ιο γενές  διηλεκτρικό υλικό και αποτελεί τον κύριο 

σ τ ό χ ο  του αντιστρόφου προβλήματος. Η διάταξη διεγείρεται από κατάλληλα επ ιλεγμένους Τ Ε  

ρυθμούς που γεννούντα ι από μικροκυματική πηγή σήματος (δες Ε ικόνα 2 .1 ). Θ εωρούμε, επίσης, 

τέλεια διασύνδεση μεταξύ των κυματοδηγώ ν (δεν υπάρχουν απώλειες στα σύνορά τους), ένα  

φορτίο προσαρτημένο σ τον  δεξί κυματοδηγό, που απορροφά τελείω ς το διαδιδόμενο κύμα χωρίς 

να δημιουργεί ανακλώ μενο, και δύο μετρητικά άκρα που εφ αρμόζουν σ τον  πρώτο και σ τον  τρίτο 

κυματοδηγό που δημιουργούν αμελητέες παρεμβολές στα  πεδία εντός των κυματοδηγώ ν.

Σ την ανάλυση που ακολουθεί, θεωρούμε διάδοση του Τ Ε π  ιδιόρρυθμού, που είναι ο  κύριος 

ρυθμός σ ε  κυλινδρικούς κυματοδηγούς. Επίσης, εισάγουμ ε την εξής απλοποίηση. Μ έχρι τώρα, 

θεωρούσαμε τη σχετική  διηλεκτρική διαπερατότητα να εκφράζεται ως μια σειρά Taylor

ετ{ζ) — ε0 +  εχζ +  ε2ζ 2 +  · * * .

Π ροφανώς, σ ε  όλες τις πρακτικές εφ αρμ ογές, το  παραπάνω ανάπτυγμα περιορίζεται σ ε  πεπε­

ρασμένο αριθμό όρων. Για ό ,τι ακολουθεί, θεωρείται ότι η α νομ οιογένεια  είναι κυβική, δηλαδή,

ετ(ζ) =  ε0 +  εχζ +  ε2ζ2 +  ε3ζ 3.

Τ ο κυβικό πολυω νυμικό ανάπτυγμα αρκεί να  πρ οσεγγίσει με ικανοποιητική ακρίβεια ένα ομαλά  

μεταβαλλόμενο διηλεκτρικό προφίλ. Ω στόσο, η ανάλυση μπορεί να  γενικευτεί σε Ν -τάξεω ς
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πολυώνυμα.

2.4.2 Υ πολογισμός των πεδιακών συνιστωσών

θεω ρούμε, αρχικά, τις συχνότη τες στις οποίες υφίσταται η κυματική διάδοση. Οι συχνότη τες  

αποκοπής στους δύο ακραίους κύματοδηγούς έχ ο υ ν  τη μορφή (δες [9])

fc,mn ΤΙ, ΤΠ =  1, 2,<νηα 2πλ/μ 0€0εα 

Δ εδομ ένου  ότι μας ενδιαφέρουν οι T E im ιδιόρρυθμοί, έχουμε:

Λ,Ιβι m =  1,2, - - - .2πΛ/μ0ε0εε

Αυτό συνεπάγεται ότι για  τη συχνότητα δ ιέ γ ε ρ σ ή  /  πρέπει να  ισ χύ ει /  >  / Cjll, μ ε

ξ η  1.841Λ, π = 2πν/μ0«0εε 2πα^/μ0€0εο'

Συνεπώ ς, η δυνατότητα διάδοσης τουλάχισ τον εντό ς  του  πρώτου κυματοδηγού προϋποθέτει ότι 

/  >  Λ ,ιι- Προφανώς, εάν /  >  / ^ η  και /  <  / c,12, τότε μ όνο  ο  T E n  ρυθμός μπορεί να  

διεγερθεί εντός του κυματοδηγού. Σ ε  αυτό το σημείο σημειώ νουμε ότι επ ιλέγοντας κατάλληλα  

τη συχνότητα διέγερσης, αρκεί να μελετήσουμε μ ό νο  τα πεδία που δημιουργεί εντός της διάταξης 

ένας Τ Ε π  ιδιόρρυθμός, διεγειρόμενος εντός του πρώτου κυματοδηγού. Σ ε  ό ,τι ακολουθεί, ec είναι 

η διηλεκτρική σταθερά για  τους δύο ακραίους κυματοδηγούς, β  =  y/k*ec -  ξ ^ ,  k  =  ω ^ / μ ^  και

ξ η  =  ^S11 α α
Κ υ μ α τ ο δ η γ ό ς  1 : O l εκφράσεις του ηλεκτρικού πεδίου είναι:

Κ ( τ , φ , ζ )  =  s in (^ )(e~ J^  +  Ge?0s)
S11 r

Ε φ(ν ,φ ,ζ )  =  i ^ ^ C J [ t e n r )c o s ty ) (e ~ ji3z+  Ge>$z)y

όπου C  είναι μια αυθαίρετη σταθερά και G  είναι ο  συντελεστής ανάκλασης  
Κ υ μ α τ ο δ η γ ό ς  2 : Α ντίστοιχα, έχουμε:

E rir, φ, ζ) 

Εφ(τ, φ, ζ)

λ^μ ο ^Μ ξητ)  . , ..- ζ Γ - °  ; ----sin(^) £  ο,2*,
ι=0
οο

αοε(φ)^2αζ\
1=0
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Κ υ μ α τ ο δ η γ ό ς  3 ; O l πεδιακές εκφράσεις είναι:

Ε ^τ,φ ,ζ) =
Sll r

Ε φ ίτ ,φ ,ζ )  =  ^ C D J l t i n ^ c o e W e - ’**, 

όπου D  είναι ο  συντελεστής διάδοσης.

Ο ρίζουμε ως e  :=  [εο ει ε$ ε^]. Υ πενθυμίζουμε ότι στα  πλαίσια του  αντιστρόφου προβλήματος 

που θα ακολουθήσει, οι μετρούμενες ποσότητες στη ν διάταξη είναι ο ι D  =  D (c , / ,  α , d ), G  — 

G (e , / ,  α , d ), όπου / ,  α , d  θα λαμβάνουν γνω σ τές  τιμές, ενώ  τ ο  διάνυσμα e  αποτελεί το  αναζητού- 

μ ενο  μ έγεθος. Τ α  D , G  δύνανται να  μετρηθούν. Κ αθορίζουμε παρακάτω την εξάρτησή το υς από 

τα ε0ι eu  *2> £ζ (και τα / , d ) .  Ο  τελικός μας σ κ οπ ός είναι να  εκτιμήσουμε τα ε&, €u ?2 ι *3  ώστε 

οι θεωρητικά υπ ολογισ μ ένες τιμές τω ν D , G  να  ταυτίζονται με τις αντίστοιχες που λαμβάνονται 

από την μικροκυματική διάταξη τω ν κυματοδηγώ ν.

Σ τ ο  σύνορ ο  ζ  =  0 , από τη συνέχεια  τω ν συνιστω σώ ν και των παραγώ γω ν τους, εξά γουμ ε

ότι:

οο =  1  +  G , (2 .25)

c i  =  —j 0 ( l  — G ).  (2 .26)

Π αρόμοια, στη διεπιφάνεια ζ  =  d  λαμβάνουμε

00
Y^Cid> =  D e -W  &  c0Z 1(d) +  c1Z 2(d) =  D e - ’f>i, (2 .27)
i=0

oo
=  - j p D e - W  <* coZ[(d)  +  ClZ'2(d) =  - j 0 D e ~ ilu , (2 .28)

i«  1

όπου Z \[d )  =  1 + t^ d 8 +  uad3 +  · · ■ και Z%{d) — d  +  u^d2 +  103d3 H------.

Οι εξισώ σεις (2 .25-2 .28) μπορούν να γραφ ούν ως ένα  4 x4  γραμμικό σύστημα Α Χ  — με

1 0 - 1 0 co 1

Α  =
0

&(<*)

1

z 2(d)
~ 3 0

0

0
, x  =

Cl

G
, 0 = - 3 0

0

Z ’(d) Z'2(d) 0

-----1

?

D 0

Σ υνεπώ ς, οι πίνακες A , Β  είναι πλήρως ορισμένοι και ο  π ίνακας X  περιέχει τους αγνώ στους του  

ευθέως προβλήματος.
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2.4.3 Έ λ ε γ χ ο ς  με αναλυτικές λύσεις

Στην παρούσα παράγραφο ερευνούμε την ακρίβεια της προτεινόμενης μεθόδου συγκρίνοντάς την 

με ήδη υπάρχουσες αναλυτικές λύσεις για  δύο περιπτώσεις απλών διηλεκτρικών προφίλ. 

Π ερ ίπ τω σ η  1 : εΓ(ζ) =  em =σταθερά. Τ ό τε , οι εκφράσεις τω ν πεδιακών μεγεθώ ν είναι:

Ετ(τ9φ 9ζ)  =  

Ε φ{ τ ,φ ,ζ )  =

ίωμο
ξ 2η

ίωμρ
ξη

c M 4iirl s^ c me ~ ^ z + Gme>^z),
τ

C J j ( 6  i r )  co s  0 (C me - ^ » *  +  G me***·),

όπου m  υποδεικνύει το  μεσαίο κυματοδηγό, C m είναι ο  συντελεστής διάδοσης, G m είναι ο 

συντελεστής ανάκλασης και Pm =  yfk  Ε φ αρμόζοντας τις συνοριακές συνθήκες λαμβά-

νουμε το κάτωθι 4x4 γραμμικό σύστημα Α Χ = Β :

1 1 - 1 0 ’ c m ' ’ 1 "

Pm -P m β 0
, x  =

Gm JD _ β
0 - e ' m G

, a  —
0

0 -β α - ίβ Λ D 0

Επιλύουμε το εν λόγω  σύστημα για διάφορα διηλεκτρικά προφίλ em λαμβάνοντας τιμές για  τα  

C, G  που είναι ταυτόσημες με τη Frobenius πρ οσέγγιση  (έστω  C p r9 G p r). Α υτό το  γ ε γ ο ν ό ς  

παρουσιάζεται για ένα αντιπροσωπευτικό εύρος συχνοτήτω ν στις Ε ικόνες 2.2 και 2 .3 , όπου ||·|| 

δηλώνει τη νόρμα μιγαδικού αριθμού.

Π ερ ίπ τω σ η  2 : εΓ(ζ) =  α +  bz. θεω ρώ ντας γραμμική ανομ οιογένεια , η Ε ξ .(2 .10) παίρνει τη 

μορφή

Z ? + [ k 2(a +  b z ) - i 2]Zr =  0 Ζ ? + ( ΐ € 2* - ξ 2 +  Ιζ%ζ)ΖΓ =  0

&  Ζ^ Η- (Α  +  B z ) Z r — 0,

όπου A — k 2a  — ξ 2 και Β  =  k 2b. Ε φαρμόζοντας την αλλαγή μεταβλητής η(ζ)  =  — Β 1̂ ( ζ  +  ■§), 

λαμβάνουμε

Ζ τ =  η Ζ Γ, (2 .29)

όπου Ζ Γ δηλώνει τη δεύτερη παράγωγο ως προς το η . Η γενική  λύση της Ε ξ. (2 .29) εκφράζεται 

ως γραμμικός συνδυασμός των Airy συναρτήσεων A i(n ) ,B i(n )  πρώτου και δευτέρου είδους, 

αντίστοιχα. Συνεπώ ς, οι 2-εζαρτώμενοι όροι των πεδιακών συνιστω σώ ν εκφράζονται ως

Z r (z)  =  ajA i (n (z))  +  α2Β ΐ (n (z )) ,  Ζ φ(ζ) =  qZr ( z ),
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Σβχν6η|Γα (GUi)

Ε ικόνα  2.2; Ε ξέλιξη  του σφ άλματος συναρτήσει της συχνότητας για την περίπτωση
ετη = 3.

όπου α ι, α2 είναι αυθαίρετες σταθερές. Ε πομένω ς, το  ηλεκτρικό πεδίο εντός του  μεσαίου κυματο- 

δηγού μορφοποιείται ως

ΕΛγ,Φ,ζ) -  ^ C ^ ^ 8 ^ ) { aiAi(n{z)) + a2Bi(n(z))),
S11 τ

Εφ(τ> φ , ζ )  =  P ^ C J i  (ξιχΓ) co s (^ ) (αι A i(n (z ) )  +  azB i(n (z )) ) .  
ςιι

Ε φ αρμόζοντας τ ις ίδιες συνοριακές συνθήκες στα  σημεία ζ  =  0 <=> no s  n(0) =  και

z  =  d  &  rid =  n (d ) =  Η- ^ ) ,  λαμβάνουμε το  ακ όλουθο γραμμικό σύστημα Α Χ = Β ;

A i(no) B i(n 0) - 1 0 «1 1

- Β ι /*ΑΪ(ηο) - B ^ B i ' i n o ) ~ 3 0 0
, X  =

«2
, B  = - 3 0

Ai (rid) B i(n d) 0 G 1
0

- B ^ A i ' i n a ) 0 - j iS e ~ iPi D 0

Ε πιλύουμε το σύστημα για  μια πλειάδα γραμμικώ ν προφίλ και εξάγουμε τιμές γ ια  τους  

συντελεσ τές D , G  που είναι σ χεδ ό ν  ταυτόσημες με τη FVobenius προσέγγιση  (έστω  <7py, GVr), 

όπως εκθέτεται απο τ ις Ε ικ όνες 2 .4  και 2.5.

Σ υνεπώ ς, οι λύσεις της FVobenius μεθόδου είναι σε πλήρη συμφωνία με ανεξάρτητα λαμβανό- 

μ ενες  λύσεις για  τα  δύο είδη διηλεκτρικών προφίλ που συζητήθηκαν παραπάνω.
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4.00Ε-09 

3.00Ε-09 

2.00Ε-09 

1.00Ε-09 

Ο.ΟΟΕ-ΟΟ
2.35 2.4 2.45 2.5 2.55 2.6 2.65 2.7 2-75 2 8 2.85 2.9 2.95 3

Συχνότητα (GHz)

Ε ικόνα 2.3: Εξέλιξη του σφάλματος συναρτήσει της σ υχνότη τας για  την περίπτωση
Cm =  3-

2.00Ε-05 

1.50Ε-05 

1.90Ε-05 

5.00Ε-06 

Ο.ΟΟΕ+ΟΟ
2.8 2.85 2.9 2.95 3 3.05 3.1 3.15 3.2 3.25 3.3 3.35 3 .4  3 .45 3.5  

Συχνότητα (GHz)

Ε ικόνα 2.4: Εξέλιξη του σφάλματος ^° | |^ ΓΙί συναρτήσει της σ υχνότη τας για  την περίπτωση  
Cr(z) =  3 +  20  ζ.

2.8 2 .85 2.9 2.95 3  3.05 3.1 3.15 3.2 3.25 3.3 3 .35 3.4 3 .45 3.5  

ΣοχνόΓητα (GHz)

Ε ικόνα 2.5: Εξέλιξη του σφ άλματος συναρτήσει της σ υχνότη τας γ ια  την περίπτωση
ετ(ζ)  =  3 +  20  ζ.
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2.4 .4  Συχνότητες αποκοπής

Οι συχνότη τες αποκοπής στην περίπτωση ο μ ο γενο ύ ς  διηλεκτρικού υλικού για  Τ Ε mn ρυθμούς 

καθορίζονται από τη σ χέσ η

r __ ζτηη _ _  _ *ι ο
fc'mn ~  2ττν7 2 ^ ’ ’ ’ ’ ’ ·

Π ροφανώς, για  συχνότη τες διέγερσης μικρότερες της /c,mn» η τιμή του  συντελεστή διάδοσης 

τείνει στο  μηδέν.

Τ ο  θέμα των συχνοτή τω ν αποκοπής μπορεί να  επεκταθεί και στην περίπτωση ανομοιογενώ ν  

διηλεκτρικών. Έ χ ο ντ α ς  υλοποιήσει ένα πλήθος αριθμητικών προσομοιώ σεω ν, εζάγαμε το  συμπέ­

ρασμα ότι ενυπάρχει μια τέτοια συχνότη τα , τουλά χισ τον  για τον ιδιόρρυθμό που μας ενδιαφέρει 

δηλαδή, τον  T E U . Σ υνεπώ ς, ορίζουμε ως / CjU τη συχνότη τα  εκείνη στη ν οποία ο  συντελεστής  

διάδοσης γίνεται για  πρώτη φορά μικρότερος του ορίου 0 .05. Για την εκτίμηση της συχνότητας  

Λ,ιι» που έρχεται σε συμφω νία με την αντίστοιχη  φόρμουλα σ ε  περίπτωση ο μ ο γενο ύς διηλεκτρικού, 

ενδείκνυται η σχέση:

/  _  6 ι
/c,u 2

(όπου  ε  =  \  Ιο εΛ ζ )άζ  είναι η μέση τιμή του διηλεκτρικού προφίλ). Α ποτελεί δε μια πολύ  

καλή πρ οσέγγιση  της / ^ π ,  που μπορεί να υπ ολογισ τεί πειραματικά (από προσομοίωση) βάσει 

του  παραπάνω ορισμού, γ ε γ ο ν ό ς  που  δ ικαιολογεί την επ ιλογή  της τιμής κατωφλίου 0 .0 5  που 

έχο υ μ ε επιλέξει. Σ το ν  Π ίνακα 2.1 παραθέτουμε συγκριτιστικά τις f ^ n  και / ^ π  για  διάφορα 

αντιπροσωπευτικά διηλεκτρικά προφίλ. Σ ημειώ νουμε ότι τ ο  σ χετικ ό  σφάλμα δεν υπερβαίνει την 

τιμή 5.5% . Για καλύτερη θέαση τω ν αποτελεσμάτω ν περικλείουμε την Ε ικ .2 .6 .

2.5 Επίλυση του αντιστρόφου προβλήματος

2.5.1 Διατύπωση της συνάρτησης σφάλματος
Ε ίμαστε, πλέον, στη  θέση να διατυπώ σουμε ως πρόβλημα ελαχιστοποίησης την εκτίμηση των 

άγνοιστω ν ε ( ΐ ) ,  ι  =  1 , 2 , 3 , 4  παραμέτρων. Υ πενθυμ ίζουμ ε ότι έχο υ μ ε εξά γει ακριβείς εκφράσεις 

για  τα  Ζ ? (ε ,/,α ,< ί)  και <?(ε, / ,  α ,d ) . θ εω ρ ο ύ μ ε  τα a ,d  συγκεκριμένα  και γνω στά. Ε πιλέγουμε, 

ακόμη, διάφορες διακριτές συχνότη τες διεγέρσεω ς f \ , / 2, · · * , / * .  Ε ίμαστε, πλέον, σε θέση ώστε 

να ορίσουμε τη συνάρτηση σφάλματος:

κ
Μ * )  ~  Σ ί Ρ *  -  / ,  Of, rf)||) +  (||C?* -  (7 (e , / ,  or, d ) ||) ,

k=l
(2 .30)
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εΓ(ζ) ε /c ,  11 /c ,  11 R el. Error %

2.5 + 5 .4 7 ζ 3.047 1.6774 1.635 2.5933
2.95 + 5 .4 7 ζ 3.497 1.5658 1.525 2.6754
3.12 + 5 .4  7ζ 5.647 1.2322 1.185 3.9831
3.55 + 1 0 .4 7 ζ 4.597 1.3657 1.320 3.4621
4.25 -13 .47ζ 2.903 1.7185 1.652 4.0254
5.13 -13 .47ζ 3.783 1.5054 1.450 3.8207
5.45 -13 .470 4.103 1.4455 1.380 4.7464
2 .1 5 + 2 5 .4 7 ζ-1 2 0 .2 4 ζ2 3.0938 1.6647 1.585 5.0284
2 .7 5 + 5 .4 7 ζ-5 0 .2 4 ζ2 2.6271 1.8065 1.75 3.2286
2 .9 5 + 2 5 .4 7 ζ-1 2 0 .2 4 ζ2 3.8939 1.4839 1.424 4.2065
3 .1 5 + 1 0 .4 7 ζ-5 0 .2 4 ζ2 3.5271 1.5591 1.505 3.5947
4 -1 3 .4 7 ζ+ 5 0 .2 4 ζ2 3.3229 1.6063 1.575 1.9873
5 .3 -1 3 .4 7 ζ+ 5 0 .2 4 ζ2 4.6229 1.3618 1.325 2.7774
5.9-13.4 7 ζ + 5 0 .2 4 ζ 2 5.2229 1.2812 1.240 3.3226
3 .2 5 -1 3 .4 7 ζ+ 2 7 9 .2 4 ζ2-9 4 6 .9 2 ζ3 3.7324 1.5156 1.455 4.1649
3 .7 5 -1 3 .4 7 ζ+ 2 7 9 .2 4 ζ2-94 6 .9 2 ζ3 4.2324 1.4233 1.370 3.8905
4 .2 5 -1 3 .4 7 ζ + 2 0 0 .2 4 ζ 2- 9 4 6 .9 2 ζ 3 3.6790 1.5266 1.470 3.8503
4 .7 5 -1 3 .4 7 ζ + 2 0 0 .2 4 ζ 2-9 4 6 .9 2 ζ 3 4.1790 1.4323 1.375 4.1673
5 .4 0 + 1 0 .4 7 ζ- 2 5 0 .2 4 ζ 2+ 7 4 6 .9 2 ζ 3 4.6043 1.3646 1.308 4.3272
6 .2 5 + 1 0 .4 7 ζ-2 5 0 .2 4 ζζ+ 7 4 6 .9 2 ζ3 5.4543 1.2537 1.190 5.3529
7 .2 0 + 1 0 .4 7 ζ-2 5 0 .2 4 ζ2+ 7 4 6 .9 2 ζ3 6.4043 1.1570 1.100 5.1818

Π ίνακας 2.1: Οι συχνότη τες αποκοπής Λ ,ιι , Λ ,ιι-

Εικόνα 2.6: Οι συχνότητες αποκοπής / C)n ,  Λ ,ιι·
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όπου (|·|| δηλώνει τη νόρμα μιγαδικού αριθμού. είναι οι σ υντελεστές ανάκλασης και

διάδοσης που  αντισ τοιχούν στην συχνότη τα  διέγερσης /* ,  ενώ  Ζ?(ε, /* , α, cf), G (e , /* ,  α, d ) αποτε­

λούν τ ις θεωρητικώς λαμβανόμενες τιμές των ιδίων ποσοτήτω ν. Συνεπώ ς, η J \ ( t )  αποτελεί μέτρο  

της ασυμφω νίας μεταξύ τω ν θεωρητικώς και πειραματικώς λαμβανομένω ν ποσοτήτω ν για όλες  

τις σ υ χνότη τες διέγερσης που χρησιμοποιούνται στην επίλυση του αντιστρόφου προβλήματος. 

Π ροφανώ ς, αναζητούμε εκείνα  τα  ε  που  ελαχισ τοποιούν τη συνάρτηση σφάλματος. Τ ο  ολικό  

ελά χισ το , έστω  έ , υποθέτει ότι J i ( e )  =  0. Π ροφανώ ς, ο  τέλειος μηδενισμός είναι αδύνατος 

δεδομένου ότι υφίστανται παράγοντες, όπως η πολυω νυμική π ρ οσέγγιση  του  εν-(ζ) και η πεπερα­

σμένη μετρητική ακρίβεια, που καθιστούν αδύνατη την τέλεια  ταύτιση τω ν θεωρητικών και των 

πειραματικών δεδομένω ν.

Η  χρήση της συνάρτησης σφάλματος προϋποθέτει τη δυνατότητα μέτρησης του πραγματικού  

και του  φανταστικού όρου των D , G , που ισοδυναμεί με τη γνώ ση  των μέτρων τους και των 

φάσεώ ν τους. Σ τη ν περίπτωση που η μέτρηση τω ν φ άσεω ν είναι αδύνατη ή μη δόκιμη πρακτικά, 

μια εναλλακτική συνάρτηση σφ άλματος μπορεί να  χρησιμοποιηθεί που αξιοποιεί τα πλάτη των 

μεγεθών:

2.5. Επίλυση του αντιστρόφου προβλήματος

•Μ*) :=  Σ I IIA tll -  ||i?(e, fk,«.«OH l +  l IIGfcll -  !|G(e,Λ , « ,OH I . (2.31)
k—1

όπου |*| δηλώνει την απόλυτη τιμή.

2.5.2 Ο γενετικός αλγόριθμος διαφορικής εξέλιξης
Στα τμήμα της αριθμητικής υλοποιήσης του  αντιστρόφ ου προβλήματος, χρησιμοποιούμε τη συνάρ­

τηση σφ άλματος στα πλαίσια που  ορίζει ο  Γενετικός Α λγόριθμος  (Γ .Α .) που χρησιμοποιούμε. 

Οι γενετ ικ ο ί αλγόριθμοι εκ τελούν ολική βελτιστοποίηση μ ιμούμενοι τ ις φυσικές διαδικασίες 

επιλογής. Χ ρησιμοποιούνται ευρύτατα σ ε πολλά επιστημονικά πεδία με θεαματικά αποτελέσματα. 

Ειδικότερα, ως αναφορά σ ε  εφ αρμογές ηλεκτρομαγνητικώ ν πεδίων προτείνουμε την (114].

Σ τις  προσομοιώ σεις μ α ς χρησιμοποιούμε τ ο ν  διαφορικής εξέλιξης (D ifferential E volution-  

D E ) γενετ ικ ό  αλγόριθμο, που περιγράφεται λεπτομερειακά από τους εμπνευστές του στην [103]. 

Σ υ νεχ ίζο υ μ ε εκθέτοντας μια σύντομη περιγραφή του.

Ο  αλγόριθμος επιχειρεί να ελαχιστοποιήσει μια συνάρτηση ζ(χ), όπου χ  είναι οι ανεξάρτητες 

μεταβλητές. Σ την ορολογία  των γενετικών  αλγορίθμω ν, ο  D E  αλγόριθμος εκτελεί διάφορες 

επαναλήψεις που η κάθε μία εξ ’ αυτώ ν ονομ άζετα ι “γενεά ” . Κ άθε γενεά  συνίσταται από ένα  

αριθμό “φαινότυπων” , δηλαδή δοκιμαστικώ ν χ ^ χ ^ * 1, * * * , x $ d, με Ν  να δηλώνει το  “εύρος 

του πληθυσμού” . Οι φαινότυποι της επόμενης γ ενεά ς  - * * , χ ^  εξάγονται από την
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προγονική γενεά  βάσει του κανόνα:

XT' = *?d + F- (xf* - x?w), i =  1,2,·*· , N,

όπου r, s , t  επιλέγονται τυχαία (ώστε να είναι μεταξύ τους διάφορα) από το σ ύ νολο  1,2 ,**·  , Ν .  
Α ποδεικνύεται ότι η παράμετρος F  ελ έγ χε ι την ενίσχυση  της διαφορικής μεταβολής. Ε άν

z (x ? €w) <  ζ ( χ ? Α) (2 .32)

τότε ο xj1̂  αντικαθιστά τον ως μ έλος της νέας γενεά ς. Η εν λόγω  διαδικασία προσομοιώ νει, 

κατά κάποιον τρόπο, τη φυσική εξελικτική διαδικασία. Επίσης, λειτουργεί και σα ν ένας μηχανι­

σμ ός που προσομοιώ νει τη γενετική μετάλλαξη-ποικιλότητα και ελέγχετα ι από την παράμετρο Ρ  

που ονομάζεται πιθανότητα διασταύρωσης (υψηλό Ρ  συνεπάγεται μεγάλη μετάλλαξη-ποικιλότητα).

Απαραίτητη για την υλοποίηση του προκείμενου αλγορίθμου είναι η εισαγω γή  ενό ς  κριτηρίου 

λήξης (stop p ing  criterion). Ε πιλέγουμε τον εξής: ο αλγόριθμος τερματίζεται (και το τρέχω ν  

διάνυσμα χ  γίνεται αποδεκτό ως ολικό ελάχιστο) όταν η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης 

γίνεται μικρότερη του κατωφλιού 8.

2.6 Αριθμητικά αποτελέσματα

Π αρουσιάζουμε παραδείγματα ανακατασκευής διηλεκτρικής διαπερατότητας. Π ιο αναλυτικά, 

παρουσιάζονται παραδείγματα που προέρχονται από προσομοιώ σεις σε ένα μικροκυματικό σύ­

στημα κυλινδρικών κυματοδηγώ ν με d  =  20cm , α =  3cm  και δεδομένες διαπερατότητες ε, ec. 

Α κολουθώ ντας την ανάλυση που παρουσιάστηκε σε προηγούμενες παραγράφους, υπολογίζουμ ε  

τα κυματικά πεδία εντός του συστήματος με απώτερο σκοπό να λάβουμε δεδομένα ώ στε να 

υλοποιήσουμε τη διαδικασία επίλυσης του αντιστρόφου προβλήματος, θ α  αναζητήσουμε προσεγ­

γίσεις έ της πραγματικής ανομοιογένειας ε.
Ε πιλέγουμε rc =  8 , ώστε / „ „  =  =  1 -0352G H z και /e,12 =  5 ^ 5 5  2

2.896, /ο,ι 1 =  2 .998G H z. Συνεπώ ς, σύμφωνα με τους σχολια σ μ ούς της Π αραγράφου 2 .5 .2  

αναμένουμε ότι για συχνότητες διέγερσης στο  σ υχνοτικ ό  παράθυρο [ /c,n  f Ctχ2] μ όνο  ο Τ Ε η  

ιδιόρρυθμός υφίσταται εντός των κυματοδηγών.

2.6.1 Η διαδικασία προσομοίωσης

Στα εικονικά πειράματα που διεξάγουμε χρησιμοποιούμε τέσσερις συχνότητες: / ι  =  1.7, / 2 =  

1*8, f z  =  2, / ί  =  2.4 (σε G H z). Αναφορικά με το  γενετικ ό  αλγόριθμο, επ ιλέγουμε για  τις 

διάφορες παραμέτρους του τις τιμές που παρατίθενται σ το ν  Πίνακα 2.2 και οι οποίες παράγουν  

ακριβείς εκτιμήσεις, σύμφωνα με τα πειράματα που έχου μ ε διεξάγει.
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Π α ρ ά μ ετ ρ ο ι Σ η μ α σ ία

K n m =  1 - 4 0  - 4 0 0  -  1000 Κάτω φράγματα των παραμέτρων.
Vrnax =  7 .5  40 4 00  100θ) Ά νω φράγματα τω ν παραμέτρων.
N = 1 2 0 Α ριθμός δοκιμαστικώ ν διανυσμάτω ν γενεάς.
Itera tio n s= 1 5 0 Μ έγισ τος αριθμός γενεώ ν.
F = 0 .5 Ε νίσ χυσ η  διαφορικής μεταβολής.

•v 11 o bo Π ιθανότητα γενετ ικ ή ς διασταύρωσης.

Π ίνακας 2.2: Παράμετροι γενετ ικ ο ύ  αλγορίθμου

2.5 

2

J/e) 15 
1

0.5 

0

Ε ικόνα 2.7: Η  συνάρτηση σφ άλματος ^ ( έ )  συναρτήσει τω ν γενεώ ν του  Γ .Α .

Οι τιμές τω ν Vmint επιλέχθηκαν ώ στε να  διασφαλίζεται ότι ό λ ες  οι τιμές e πρακτικού  

ενδιαφέροντος περικλείονται στον υπερκύβο του τετρασδιάστατου χώ ρου που αναζητά τις υποψή­

φιες λύσεις ο γενετικ ός αλγόριθμος. Επίσης, στις προσομοιώ σεις μας έχου μ ε επιλέξει ως δ =  

ΙΟ-2 την τιμή κατωφλιού στην οποία τερματίζει ο  αλγόριθμ ος. Μ ε άλλα λόγια , λαμβάνουμε  

ακριβή αποτελέσματα όταν οι 7 ι ( έ )  ή J i { i )  λαμ βάνουν τ ιμ ές μικρότερες του  δ. Αυτό πραγματο­

ποιείται, εν  γένει, σ ε  λιγότερ ο  από 100 γ ενεές .

Σ τα παρακάτω κεφάλαια παρουσιάζουμε εκτιμήσεις τω ν  e συντελεστώ ν όπως λαμβάνονται 

από δύο είδη δεδομένων: Π ρώτον, μετρήσεις τω ν πλατώ ν τω ν D %G  και δεύτερον, μετρήσεις των  

πλατών και των φάσεω ν τω ν D , G.

2.6.2 Ανακατασκευή ανομοιογένειας από μετρήσεις των ||Ζ?||, ||G||.

Σ ε αυτήν την περίπτωση τα πειραματικά δεδομένα αναφέρονται μ ό νο  τα πλάτη των D , G . Τ α  

ακόλουθα διαγράμματα αναπαράγουν τα αποτελέσματα το υ  γενετικού  αλγορίθμου. Η Ε ικ .2 .7  

παρουσιάζει την ελάχιστη  τιμή της συνάρτησης σφ άλματος σ ε κάθε γενεά  του αλγορίθμου. Οι 

Ε ικ.2.8-2.11 αναπαριστούν την εξέλιξη των παραμέτρων εο, έ ι , αντίστοιχα.

Αναφορικά με τη συνάρτηση σφάλματος, η κάλλιστη π ρ οσ έγγισ η  είναι:

Γεντίς Γ Α

e *  1 io h  h  h] -  |3.11 -  15.11 293.31 -  988.39], (2.33)
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3 5

1.5 1--------------------------------------------------------------------------------------------------------------r s n c o i n r s n o j i f i r r s o w n i -  
i - i - w n p )  ’i ^ w ( 0 ( o s i s » o >

Γενεές Γ.Α.

Ε ικόνα 2.8: Ε ξέλιξη της έο παραμέτρου συναρτήσει τω ν γενεώ ν του Γ .Α .

Εικόνα 2.9: Εξέλιξη της έ* παραμέτρου συναρτήσει τω ν γενεώ ν του Γ .Α .

ίοο

Γενεές Γ.Α.

Ε ικόνα 2.10: Εξέλιξη της παραμέτρου συναρτήσει των γενεών  του Γ .Α .
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Ε ικόνα 2.11: Ε ξέλιξη  της ε3 παραμέτρου συναρτήσει τω ν γενεώ ν του  Γ .Α .

AvcocaraoKtvVi «νομοιο/τνοφς προφίλ.

Ε ικόνα 2.12: Σ ύγκριση  των ε  και ε  κατά μήκος το υ  μεσαίου κυματοδηγού. 

ενώ η πραγματικές τιμ ές είναι:

e  =  [ε0 ει ε2 ε3] =  [3.05 -  13 .47 2 79 .7  -  946.92], (2 .34)

Ο ρίζουμε, ως εκτίμηση του  σφ άλματος, την εξής ποσότητα:

Δ ε  := so - h εχ - h
εο εχ

ε% — ε2 ε * - ε ζ
ε2 *3

• 100(% ).

Ο πότε, λαμβάνουμε Δ ε  — (2 1 .2 5  4]%. Η  Ε ικ .2 .12 παρουσιάζει την ανακατασκευή του προφίλ 

της Ε ξ. (2 .34) από την π ρ οσ έγγισ η  της Ε ξ. (2 .3 3 ).

2.6 .3  Ανακατασκευή ανομοιογένειας από μετρήσεις των D , G.

Τ α  διαγράμματα παρακάτω αναπαράγουν τα αποτελέσματα του γενετικού  αλγορίθμου. Η Ε ικ.2.13  

αναπαριστά την ελάχιστη τιμή της συνάρτησης σφ άλματος Λ ( ε )  γ«* κάθε δεύτερη επανάληψη του  

αλγορίθμου και οι Ε ικ .2 .14-2 .17  εκ θέτουν την εξέλιξη  τω ν προτεινόμενω ν λύσεω ν έ ο ,έ 1, έ 2,έ 3,
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Γενεές Γ.Α.

Ε ικόνα 2.13: Η συνάρτηση σφάλματος J i(e )  συναρτήσει τω ν γενεώ ν του  Γ .Α .

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Γενεές Γ.Α.

Ε ικόνα 2.14: Ε ξέλιξη  της έο παραμέτρου συναρτήσει τω ν γ ενεώ ν  του  Γ .Α . 

αντίστοιχα.

Η  κάλλιστη λύση, μετά από 93  γενεές , είναι:

ε  =  [έο έχ ε2 έ3] =  [3-02 -  13 .67  281 .7  -  933.21], (2 .35)

ενώ  η πραγματικές τιμές είναι ε  =  [ε0 Ζ\ ε2 ε3\ =  [3.05 -  13 .47  279 .7  -  946.92]. Τ ο  σφάλμα  

είναι Δ ε  =  [1 1.5 9 1.5]%. Η ακρίβεια της εκτίμησής μας εκθέτεται στην Ε ικ .2 .18.

2.7 Συμπεράσματα

Η χρήση της Frobenius μεθόδου για την επίλυση του  ευθέως προβλήματος διάδοσης εντός υλικού  

μ ε μονοδιάστατη ανομ οιογένεια  αποδεικνύεται εξαιρετικά ακριβής και ταυτόχρονα  συμφέρουσα  

υπολογιστικά. Στις προσομοιώ σεις μας χρειάστηκαν λιγότεροι από τους πρώτους 150 όρους της  

δυναμοσειράς του ηλεκτρικού πεδίου ώστε να εξαχθεί η αναλυτική λύση. Ασφαλώς, η ακρίβεια 

της λύσης εξαρτάται από τη συχνότητα  διέγερσης, την τάξη της α νομ οιογένεια ς (τετραγω νικής,
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Ε ικόνα 2.15: Ε ξέλιξη  της 1\ παραμέτρου συναρτήσει τω ν γενεώ ν του Γ .Α .

I ί · t
>» · 10 20 30 40 50 60 70 60 S

Γβνεές ΓΑ.

Ε ικόνα  2.16: Ε ξέλιξη  της §2 παραμέτρου συναρτήσει τω ν γενεώ ν  του Γ .Α .

Εικόνα 2.17: Εξέλιξη της 2$ παραμέτρου συναρτήσει των γενεών του Γ.Α.
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Ανακατασκετη'ι ανοιιοιογενούς προφίλ

Ε ικόνα 2.18: Σύγκριση των ε  και ε  κατά μήκος του  μεσαίου κυματοδηγού.

κυβικής κλπ) και τον  αριθμό των δεκαδικών ψηφίων που επεξεργάζονται τα αριθμητικά πακέτα  

προσομοίω σης (πχ. M atlab , M aple). Π ακέτα πολλαπλής ακρίβειας (πχ . 32 δεκαδικών ψηφίων) 

είναι ‘πιο ανθεκτικά’ στις μεταβολές της συχνότη τας και την άνοδο της τάξης της ανομ οιογένειας. 

.Παρατηρήσαμε ότι το ευθύ πρόβλημα διάδοσης επιλύεται με μ εγάλη  ακρίβεια μ ε χρήση αριθμητικών 

πακέτων quadruple precision (32 δεκαδικά ψηφία) για  ανομ οιογένεια  μέχρι και 10ης τάξεω ς. Α πό  

την άλλη πλευρά, η προτεινόμενη μέθοδος ανακατασκευής παρέχει εξαιρετικά αποτελέσματα, σε  

σύντομ ο χρονικό διάστημα, μέχρι και σ ε  3ης τάξεω ς ανομ οιογένεια . Επίσης, τα αριθμητικά 

αποτελέσματα καταδεικνύουν ότι οι μετρήσεις τω ν πλατώ ν και μ όνο  αρκούν για  την επίτευξη  

ακριβούς ανακατασκευής. Η περαιτέρω γνώ ση  και τω ν φάσεω ν εξυπηρετεί απλώς την ταχύτερη  

εύρεση μιας καλής προσέγγισης· η ακρίβεια ανακατασκευής είναι όμω ς ανεπαίσθητα καλύτερη. 

Σ ε επόμενα κεφάλαια θα μελετήσουμε και το πώς ο θόρυβος στα δεδομένα επηρεάζει την ακρίβεια 

της ανακατασκευής σε προφίλ που συναντώ νται στην πράξη, όπως 1ης και 2ης τάξης.

Α ξίζει, τέλος, να αναφερθούμε και στη δυνατότητα προσεγγιστικού  υπολογισμ ού  της πρώτης 

συχνότητας αποκοπής στα εν λόγω  ανομ οιογενή  μέσα που επιτυγχάνεται βάσει της μέσης τιμής 

της ανομοιογένειας. Τ ο  γ εγ ο ν ό ς  αυτό μπορεί να αποδειχθεί εξαιρετικά χρήσιμο στη διαδικασία 

ανακατασκευής αφού η γνώ ση της συχνότητας αποκοπής από πειραματικές μετρήσεις παρέχει 

ενδείξεις για τη μέση τιμή της ανομοιογένειας.



Κεφάλαιο 3

Κυματική διάδοση και ανακατασκευή 
διηλεκτρικής ανομοιογένειας σε 
τετραγωνικούς κυματοδηγούςΐ

3.1 Περίληψη του προβλήματος
Σ το  παρόν κεφάλαιο σ υ νεχ ίζο υ μ ε  τη μελέτη  του  προβλήματος διάδοσης σ ε  ανομοιογενή  μέσα  

με χρήση της Frobenius μεθόδου και, ειδικότερα, εξετά ζου μ ε την περίπτωση που το  περιβάλλον  

μ έσ ο  είναι τετραγω νικοί κυματοδηγοί. Σ υ ν  το ις άλλοις, εξετά ζουμ ε και τη μορφή που λαμβάνει 

το  πεδίο σε ένα τέτοιο  μ έσ ο  και το  πώς αυτή τροποποιείται βάσει μεταβολώ ν της συχνότητας  

αλλά και αλλαγώ ν του  ίδιου του α νο μ ο ιο γενο ύ ς προφίλ. Τ ο νίζο υ μ ε  ότι η μελέτη της περίπτωσης 

τετραγω νικώ ν κυματοδηγώ ν επιβάλλεται λόγω  του ότι ο ι κυματοδηγοί που χρησιμοποιούνται 

στην πράξη είναι κυρίως τετραγω νικοί. Επίσης, ερευνάται και η ύπαρξη συχνοτή τω ν αποκοπής 

καθώς και η δυνατότητα ανακατασκευής της α νομ οιογένεια ς ακολουθώ ντας την ίδια οδό , δηλαδή 

τη χρήση ενός διαφορικού γενετικ ού  αλγορίθμου βελτιστοποίησης. *

* Σχετική δημοσίευση: Κ Bogan as, Inhomogeneous dielectric media: wave propagation and dielectric permit­
tivity reconstruction in the case of a  rectangular waveguide, Journal o f Electromagnetic Wooes and Applications, 
Vol. 15(10), pp. 137M 392, 2002.

34
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3.2 Οι εξισώσεις του Maxwell σε ανομοιογενή μέσα
Οι εξισώσεις του M axwell στην περίπτωση σ υ νεχ ο ύ ς  α νομ οιογενούς διηλεκτρικού μ έσου , κατά  

τη μία διεύθυνση, με διαπερατότητα εΓ(ζ) =  βοεΓ(ζ),  λαμβάνουν την κάτωθι μορφή

V . ( e r(* )E (r ))  =  0, (3 .1)

V (V  · E (r ) )  -  V 2E (r )  =  k2er( z ) E (r ) , (3 .2)

με E ( r) να δηλώνει το ηλεκτρικό πεδίο, k  =  ω^/μο€0 είναι ο κυματάριθμος, ω =  2 π /  είναι η 

γωνιακή συχνότητα και είναι η μαγνητική επιτρεπτότητα του ελεύθερου χώρου.

Ενδιαφερόμαστε για  τους Τ Ε  ιδιόρρυθμούς, ol οποίοι, εκφραζόμενοι σε καρτεσιανές συντε­

ταγμένες χ ,  y, ζ, λαμβάνουν τη μορφή

Ε (χ ,  y, ζ) =  Ε χ (χ, y,  ζ)& +  E y{x, y,  z ) y ,  (3 .3)

με x , y  να δηλώνονται τα μοναδιαία διανύσματα. Ε φαρμόζοντας το  χω ρισμό των μεταβλητώ ν  

λαμβάνουμε

Εχ(χ,  y, ζ)  =  X x(x)Yx(y )Z x(z) ,  E y(x, y,  ζ ) =  X y (x)Yy(y )Z y(z).

Ε ισάγοντας τις παραπάνω εκφράσεις στην (3 .1 ), λαμβάνουμε: ή ισοδύναμα

Ζ , =  χ Ζ χ , (3 .4)

η =  ΑΚ„ (3.5)

κ =  —χ λ Χ υ, (3 .6)

όπου κ, λ είναι αυθαίρετες σταθερές.

Επιπρόσθετα η Ε ξ.(3 .2 ) σε συνδυασμό μ ε την Ε ξ .(3 .4 ), και με χω ρισμό τω ν μεταβλητώ ν, 
συνεπάγεται τις κάτωθι εκφράσεις

V 7 /  Χ / Ί ί  p i t

- ^  +  ^ .  +  ^  +  k 2er (z)  =  0,
Ά - χ  1  χ  " ΐ

(3 .7)
γ ϋ  σ / /

-JL +  ^ -  +  -JL +  k2er (z)  =  0, (3 .8)
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Ο  χω ρισμός τω ν μεταβλητώ ν στη ν Ε ζ .(3 .7 )  οδηγεί στις

yt f
-ΓΓ- =  —Ρ2ι (ρ  σταθερά), 
■Λ*

(3.9)

τ - f  =  - ? 2, (9 σταθερά), 
**

(3.10)

Ζ " + [Α :2εΓ( 2 ) - ^ ] ^  =  0 . (3.11)

όπου ξ 2 =  j?2 +  $2. Η γεν ικ ή  λύση  των Ε ξισώ σεω ν (3.9)-(3.10) είναι

Χ χ (χ)  =  i4iCOs(p*) +  A2sin(pa:), (3.12)

>®(y) =  ΰ ι  cos(qy)  +  B 2 s m (q y ) , (3.13)

όπου p , q  ψ  0 και A i , A 2, B u  B 2 είναι αυθαίρετες σταθερές. Η  περίπτωση ρ  =  0  κ α ι/ή  9 =  0 

αναλύεται αργότερα.

Ε στιάζουμε, στη συνέχεια , σ το  χειρ ισμ ό της Ε ξ .(3 .1 1 ). Η  σχετική  διηλεκτρική διαπερατότητα 

αναπτύσσεται σε σειρά δυνάμεω ν του ζ  ως

ΟΟ

εΓ(ζ )  =  Σ  ΖχΖ1 «  ε0 +  ε ι*  -I- ε2* 2 +  · · * . (3 .14)
ί=0

Π ρόκειται να  εφ αρμόσουμε τη μέθοδο FYobenius για  την επίλυση της Ε ξ. (3 .1 1 ), θεωρώντας ότι 

η συνιστώ σα Ζ χ(ζ)  μπορεί να  εκφραστεί ως

ΟΟ
Ζ χ(ζ )  =  =  Co Η- c \ z  +  C2Z2 +  ..., (3 .15)

ί=0

δεδομένου ότι το  κέντρο της ανάπτυξης 0  είναι ένα  ομ α λό  σημείο  (regular p o in t) για  την 

διαφορική εξίσω ση (3 .1 1 ). Σ υνεπώ ς, η συνιστώ σα Ζχ (ζ)  καθορίζεται από τους  συντελεστές  

c%t i  *  0 ,1 ,2 ,  * · * .
Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις (3 .1 4 )-(3 .1 5 ) στη ν Ε ξ .(3 .1 1 ), παράγεται το  ακόλουθο επαναλη­

πτικό σχήμα

»
(» +  2 )( ΐ  +  l)c*+2 — ξ 2ο* +  k 2 =  0 , * =  0 ,1 ,2 ,  * * · .

Ισοδύναμα, θέτοντας J?2 =  “  ξ 2. λαμβάνουμε

tf2 J
C2 a- - - — co και (» +  2 ) ( i  +  1 ) ^ 2  +  Η 2^  - Η&2 “ 0,  » *  1 , 2 , · · * .

2 ί- ι
(3 .16)
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Από το παρόν σχήμα, συμπεραίνουμε ότι c* (i >  2) είναι συναρτήσεις τω ν cq, οχ, # ,Α ; και των 

συντελεστώ ν — 0 , ..., i — 2, δηλαδή c,· =  Ci(co, c 1( i i ,  fc, εο, ■ · * , $ - 2)· Ειδικότερα, έχουμε

<Η =  coUi(H, Α:, εο, * * * , ε*-2) +  C iii^ tf , A;, eο, - · · , <*-2)1

όπου ω,·, ιι·, είναι ομαλές συναρτήσεις των ορισμάτων τους.

Συνδυάζοντας τις εκφράσεις (3 .12), (3 .13) και (3.15) λαμβάνουμε τη γενική  μορφή της $- 

συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου

Εχ{χ, y,  ζ)  =  [Αχ cos(px)  4- Α 2 sin(pa;)] * [Βχ co s(qy)  +  Β 2 sin($y)] Σ
i=0

CiZ

Χ ειριζόμενοι την Ε ξ .(3 .8 ), λαμβάνουμε, αντίστοιχα, για  την ρ-συνιστώσα:

E y(x , ρ, ζ)  =  [Ci cos(p x) +  C2 sin(par)] * [Οχ co s (qy)  +  D 2 sin(gp)] ■ A;
00

Y^CiZ*
t=o

(3 .17)

(3 .18)

όπου p, q , είναι όμοιες με τις παραμέτρους στην Ε ξ .(3.17) και οι C i, C 2, D l t D 2 είναι αυθαίρετες 

σταθερές. Η πολλαπλασιαστική σταθερά k  εισάγεται ώστε η Ε ξ. (3 .4) να ικανοποιείται.

Α πό τη λύση των επαναληπτικών Εξισώ σεω ν (3 .17), ol αναζητούμενες συνιστώ σες Ζ χ(ζ), Ζ υ{ζ) 

του ηλεκτρικού πεδίου καθορίζονται από του συντελεστές ανάπτυξης τω ν δυναμοσειρών τους.

Η θεώρηση των (3 .4 )-(3 .6 ) ή, ισοδύναμα, η ικανοποίηση της Ε ξ .(3 .1 ) απαιτούν ότι οι συνδυα­

στικοί συντελεστές δεν είναι ανεξάρτητοι, αλλά ικανοποιούν τις ακόλουθες εξισώσεις:

Ci = Α·2Ρ 
κλ  ’

η  Αχρ
Ci = l * ’
Όο =  λ —

Συνεπώ ς, οι τελικές λύσεις είναι:

(3 .19)

(3 .20)

Ex(x, y, ζ)

Ey(x,  y,  ζ)

[Αχ co s(ρχ)  +  Α ι sin(px)J · (Β , cas(qy)  +  B 2 sm(qy) \  -  ̂

Ρ- [ Α ι  s in (p x) — Α 2 cos(px)] · [ β ,  s in  (qy) — Β 2 cos(qy)] ■

, * * ) ,  (3 .21)
t=0 /

)  · (3·22)
i=0

Οι τρεις ειδικές περιπτώσεις, που αφορούν τις τιμές των ρ , q αναλύονται ως εξής:

1. Ό τ α ν  ρ  =  0, q φ  0 , οι x -συνιστώ σες Χ ΧίΧ ν μορφοποιούνται ως: Χ χ(χ)  =  ΑχΧ Η- Α 2 και 

Xy(x) =  ΟχΧ +  C 2. Ε ισάγοντας αυτές τις εκφράσεις στην Ε ξ .(3 .6) και σε συνδυασμό με τα 

αποτελέσματα τω ν Εξισώ σεω ν (3 .4 )-(3 .5 ), ο  συντελεστής C i μηδενίζεται. Έ τσ ι, οδηγούμαστε
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στις γ εν ικ ές  λύσεις:

Ε % =  ( Α χχ  +  Α 2) * [ # ι  co s(g y ) +  Β 2 sin (gy)] (§*')·
Ε ν =  ^~\DzCOs{qy) -  D is m {q y ) ) (£4

2. Ό τ α ν  g =  0 , p  φ  0 , παρόμοιος χειρ ισ μ ός οδηγεί στις γεν ικ ές  Χύσεις:

Εχ =  — [C2 co s(p x ) — C i sin (p x)]  
P

E y =  [Ci cos(par) +  C 2 sin (px)] ( D xy 4- D 2)

(£*·')· 
(£4

(3 .23)

(3 .24)

(3 .25)

(3 .26)

3 . Ό τ α ν  p  =  0 , g  =  0, ο ι γεν ικ ές  λύ σ εις  είναι:

(3 .27)

(3 .28)

3.3 Κυματική διάδοση σε τετραγωνικό κυματοδηγό
Π ροκειμένου να εξά γουμ ε την ακριβή μορφή του Τ Ε  πεδίου εντός ενός τετραγω νικού κυματο- 

δηγού, εφ αρμόζουμε κατάλληλες συνοριακές συνθήκες στις εκφράσεις της προηγούμενης παρα­

γράφου.

Σ ε  αυτό το  σημείο τονίζουμ ε ότι η ανάλυσή μας μπορεί ευθέως να επεκταθεί σ ε  μη ιδανικά  

διηλεκτρικά ((σ  φ  0 ) και Ιπ ι(εΓ(ζ ) )  φ  0 [25]) θεωρώντας ότι ε ' ( ζ )  =  ε ^ ζ ) — Αυτό συνεπάγεται 

ότι όλοι οι συντελεστές ε* θα έχ ο υ ν , πιθανώς, φανταστικά μέρη.

O l εκφράσεις που παρουσιάζονται παρακάτω αφ ορούν την περίπτωση ε ( χ 9 y , ζ)  =  β0εΓ(ζ ) .  Οι 

ακόλουθες συνοριακές συνθήκες πρέπει να  ικανοποιούνται από το  Τ Ε  ηλεκτρικό πεδίο: 

Σ υ ν θ ή κ η  1: Οι συνιστώ σες του ηλεκτρικού πεδίου οφ είλουν να  έχ ο υ ν  φ ραγμένες τιμές εντός  

του  κυματοδηγού.

Σ υ ν θ ή κ η  2 : Η εφαπτομενική συνιστώ σα πρέπει να μηδενίζεται στη ν επιφάνεια του  κυλίνδρου, 

δηλαδή στα  άκρα χ  =  0 , α και y  =  0, δ, όπου α , b ο ι διαστάσεις της διατομής του κυματοδηγού.

Ό ,τ ι  αφορά τη γενική  λύση για  όλες τις τιμές τω ν ρ , g, υπό το φως των συνοριακών συνθηκών, 

ισ χύ ουν  τα ακόλουθα: Η Συνθήκη 1 ικανοποιείται αυτόματα για  όλες τις τιμές του. Η Συνθήκη

Ε χ =  {Αχχ  +  Α 2) ·

Ey =  ( “  ΑχΡ  +  D 2)

(§4
(§4
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2 οδηγεί στις ακόλουθες περιπτώσεις:

Π ερ ίπ τω σ η  1 . p , q  Φ 0: Η Συνθήκη 2 συνεπάγεται ότι Α 2 — Βχ =  0 και ρ =  p m =  q =  

qn =  όπου m , η  =  1 , 2 , - - · .  Συνεπώς, οι εκφράσεις τω ν Τ Ε ^  είναι:

Εζ{χ, y, ζ) =  E 0 cos(pmx ) s m { q ny)  ( j ,

Ey(x, y, ζ ) =  — —E 0 sin(pmx)  co s(q„y) ( az*
q" \ t t

(3 .29)

(3 .30)

όπου E0 είναι μια αυθαίρετη σταθερά πλάτους.

Π ερ ίπ τω σ η  2 . q =  Ο,ρ Φ 0: Η Συνθήκη 2 συνεπάγεται ότι C\  =  D \  =  0 και ρ  =  p m =  

όπου m  =  1 , 2 ,* · ·  . Συνεπώ ς, ol εκφράσεις των TEmo ρυθμών είναι:

Ex{ x , y , z ) =  0,

By (*> 2Λ -*) =  ■$) sin (p mx )

(3 .31)

(3.32)

Π ερ ίπ τω σ η  3 . p  — 0 , q j ^ 0 :  Η Συνθήκη 2 συνεπάγεται ότι Α \  =  Β ι  =  0  και q =  qn — όπου  

n  =  1 ,2 , - · · . Σ υνεπώ ς, οι εκφράσεις των ΤΕο„ ρυθμών είναι:

Εχ (χ, y, ζ) 

Ey( x , y , z )

Eosm(qny )

0.

(3 .33)

(3 .34)

Π ερ ίπ τω σ η  4 . ρ  — q =  0: Η Συνθήκη 2 συνεπάγεται ότι =  Α ι  — £>2 =  0 και ότι οι 

συνιστώ σες Ε χ , Ε ν πρέπει να μηδενίζονται. Ε πομένω ς, δεν υπάρχει δυνατότητα διάδοσης του  εν 

λόγω  ρυθμού εντός του τετραγωνικού κυματοδηγού.

3.4 Κυματική διάδοση σε σύστημα τετραγωνικών κυματοδηγών
Π ροκειμένου να επιτύχουμε την ανακατασκευή της διηλεκτρικής διαπερατότητας, κάνουμε χρήση  

της μετρητικής διάταξης του προηγούμενου Κ εφαλαίου με τη διαφορά ότι χρησιμοποιούμε τετρα­

γω νικούς κυματοδηγούς (δες Ε ικόνας 3.1).  θεω ρ ο ύ μ ε διάδοση του Τ Ε ι0 ρυθμού, που είναι ο 

κύριος ρυθμός σε τετραγω νικούς κυματοδηγούς.

Για ό,τι ακολουθεί, θεωρείται ότι η ανομ οιογένεια  είναι κυβική, δηλαδή,

εΓ(ζ) =  εο +  ε ι ζ  +  ε2ζ 2 ε3ζ 3.
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Ε ικόνα 3.1: Η μετρητική μικροκυματική διάταξη

αν και η παρούσα ανάλυση μπορεί να  γενικευτεί σ ε  Ν -τά ξεω ς πολυώ νυμα.

3.4.1 Υπολογισμός των πεδιακών συνιστωσών
θεω ρ ού μ ε, αρχικά, τις συχνότη τες σ α ς  οποίες υφίσταται κυματική διάδοση.

O l συχνότη τες αποκοπής στους δύο ακραίους κυμ ατοδη γούς έχ ο υ ν  τη μορφή (δες [9])

e,nm - έ /
mjr \2 a )2+ m

μο€οεβ
η , τ η = 1 , 2,

Δ εδ ο μ ένο υ  ότι μ ας ενδιαφέρουν οι T E im ιδιόρρυθμοί, έχ ο υ μ ε

/c ,lm  — 2?Γ y / ( 1 q € q £ c
τη =  1,2, (3.35)

Αυτό συνεπάγεται ότι για  τη συχνότητα διέγερσης /  πρέπει να  ισ χύει /  >  Sc,ίο, με

1
Λ,ΙΟ = 2ay/^e0ec' (3.36)

Σ υνεπώ ς, η δυνατότητα διάδοσης τουλά χισ τον  εντός του πρώτου κυματοδηγού προϋποθέτει ότι 

/  >  Λ,ιο· Σ ε  ό ,τι ακολουθεί, ec είναι η διηλεκτρική σταθερά τω ν δύο ακραίων κυματοδηγώ ν,

/3 = Ν/Αίεε - ( | ) 2,Α = ω Λ/ μ ^ ·
Κ υ μ α τ ο δ η γ ό ς  1: Οι εκφράσεις του ηλεκτρικού πεδίου είναι

Β ν {χ, ζ)  =  £?0 sin  (ε~)βζ +  Ge**'),  (3 .37)

όπου  Ε 0 είναι μια αυθαίρετη σταθερά και G  είναι ο  συντελεστής ανάκλασης .

Κ υ μ α τ ο δ η γ ό ς  2 :  Α ντίστοιχα , έχο υ μ ε
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Κ υ μ α τ ο δ η γ ό ς  3: Οι πεδιακές εκφράσεις είναι

Ε ρ(χ, ζ)  =  D E 0 s m  e~j &s, (3 .39)

όπου D  είναι ο συντελεστής διάδοσης.

Ο ρίζουμε ως ε :=  [ε& εχ ε3 ε3]* Υ πενθυμίζουμε ότι στα πλαίσια του  αντιστρόφου προβλήματος 

οι μετρούμενες ποσότητες στην διάταξη θα είναι οι D  =  £>(ε, / ,  α, d), G  =  ( ? ( ε , / ,  α, d), όπου  

/ ,  α, d  λαμβάνουν γνω στές τιμές, ενώ  το διάνυσμα ε  αποτελεί το  αναζητούμενο μ έγεθος. Τα D , G  

δύνανται να μετρηθούν. Καθορίζουμε παρακάτω την εξάρτησή τους από τα εο, εχ, ε2, 3̂ (και 

τα / ,  d). Ο  τελικός μας σκοπός είναι να εκτιμήσουμε τα εο, εχ, ε2, ε3 ώ στε οι θεωρητικά 

υπολογισμένες τιμές των D, G  να ταυτίζονται με τις αντίστοιχες που λαμβάνονται από την 

μικροκυματική διάταξη των κυματοδηγών.

Σ το  σύνορο ζ =  0, από τη συνέχεια  τω ν συνιστω σώ ν και τω ν παραγώ γω ν τους, εξά γουμ ε τα  

εξής:

Co =  1 +  G,  (3 .40)

d  =  “ 7 ^ (1  — G).  (3 .41)

Παρόμοια, στη διεπιφάνεια ζ  =  d  λαμβάνουμε:

CoZ 1(d) +  c1Z2(d) -  D e-* fid, (3 .42)

Q ^ W  +  d ^ d )  =  - j & D e - W ,  (3 .43)

όπου Zx{d)  =  1 - f  «2d2 +  «3d3 ------και Z 2{d)  =  d +  w 2<P +  «/3d3 --------,
Οι Ε ξισώ σεις (3 .40-3 .43) μπορούν να γραφ ούν ως ένα  4x4  γραμμικό σύστημα Α Χ  =  Β Λ με

1 0 - 1 0 Co 1

0

Zi(d)

1

Z 2(d)
-3β

0

£
ο

 
Γ1 , Χ  =

Cl

G
, D  = ~ j P

0

Z[(d) ζ ' Μ 0 D 0

Σ υνεπώ ς, οι A , Β  είναι πλήρως ορισμένοι πίνακες και ο  πίνακας X  περιέχει τους α γνώ σ τους του  

ευθέως προβλήματος.

3.4.2 Έ λ ε γ χ ο ς  με αναλυτικές λύσεις

Στην παρούσα παράγραφο ερευνούμε την ακρίβεια της προτανόμ ενη ς μεθόδου συγκρίνοντάς την 

με ήδη υπάρχουσες αναλυτικές λύσεις για  δύο περιπτώσεις απλών διηλεκτρικών προφίλ. 

Π ερ ίπ τω σ η  1: εΓ(ζ )  =  em =σταθερά. Τ ότε, οι εκφράσεις του  πεδίου εντός του  μεσαίου
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κυματοδηγού είναι:

Εν(χ, ζ )  =  E 0 sin  (£ Ξ ) (Cme~*fim* +  G n t?**‘ )%

όπου τη υποδεικνύει το  μεσαίο κυματοδηγό, C m είναι ο  συντελεστής διάδοσης, G m είναι ο 

σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή  ανάκλασης  και β ΨΛ =  y / k 2em — ( ^ ) 2. Ε φ αρμόζοντας τις συνοριακές συνθήκες 

λαμβάνουμε το κάτωθι 4 x 4  γραμμικό σύστημα Α Χ = Β

1 1 - 1 0 ■ Cm ' 1 ‘

Α ~ βτπ βίΛ β 0
, χ  =

G m
, 2? = β

g~30m& 0 -β~>βΛ G 0
0 -ββ~’βΛ D 0

Τ ο  εν  λόγ6> σύστημα επιλύθηκε για  διάφορα διηλεκτρικά προφίλ em λαμβάνοντας τιμές για  τα 

C 9G  που etvaL ταυτόσημες μ ε τη FVobenius π ρ οσ έγγισ η  (έστω  Df?ri <?/?>)* Α υτό τό  γ εγ ο ν ό ς  

παρουσιάζεται για  ένα  εύρος συχνοτή τω ν στις Ε ικ όνες 3 .2  και 3 .3 .

Π ερ ίπ τ ω σ η  2 : εΓ(ζ )  =  a  +  bz.  θεω ρ ώ ντα ς γραμμική α νομ οιογένε ια , η Ε ζ .(3 .1 1 ) παίρνει τη 

μορφή

^  +  [ f t* (a + 6 z ) - i2l-2 ;* 0  Ζ% +  ( k 2a  -  ξ2 +  k 2b z )Z v *  0

ο  Z $  +  ( A  +  D z ) Z v =  0,

όπου A  =  k2a  — ξ2 και Β  =  Α2δ. Ε φ αρμόζοντας την αλλαγή  μεταβλητής n (z )  =  —Β ι^ { ζ  +  ·£), 

λαμβάνουμε

Zy  — TtZy, (3 .44)

όπου  Ζ ν δηλώνει τη δεύτερη παράγω γο ως προς το  η . Σ υνεπώ ς, ο ι z-εζαρτώ μενοι όροι των 

πεδιακών συνιστω σώ ν εκφράζονται ως

Ζ ν(ζ)  =  a iA i(n (z ) )  +  a2B i(n (z ) ) ,

όπου α ι, α2 είναι αυθαίρετες σταθερές. Ε πομένω ς, το  ηλεκτρικό πεδίο εντός  του  μεσαίου κυματο­

δηγού μορφοποιείται ως

(7T2D \
— J (ariAi(n(«)) +  aaBi(n(*))).
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Ε φαρμόζοντας τις ίδιες συνοριακές συνθήκες στα σημεία z  =  0  no =  n (0 ) — — και  

ζ =  d  τΐα =  n(d)  =  +  ^ ) ,  λαμβάνουμε το  ακόλουθο γραμμικό σύστημα Α Χ *=β;

3*4. Κυματική διάδοση σε σύστημα τετραγωνικών κυματαδηγών

A i(no) B i(no) - 1 0 <*1 1

Α  =
- Β ^ Μ ' ί η ο )

Ai(nd)
-B V S B i' fa ,)  ~ j 0

Βϊ(η^) 0

fa
o

 
? υ1 ,  x  =

*2
G

, B  =
- 3 0

0

- B W A i f f a ) - j 0 e ~ ^ d D 0

Εικόνα 3.2: Εξέλιξη του σφάλματος συναρτήσει της σ υ χνότη τα ς γ ια  ε*» =  5.

Τ ο  σύστημα επιλύθηκε για  μια πλειάδα γραμμικώ ν προφίλ και προέκυψ αν τιμ ές για  τα D yG  

που είναι ταυτόσημες με τη Frobenius πρ οσέγγιση  που προτείνουμε, όπω ς εκθέτεται απο τις 

Ε ικόνες 3.4 και 3.5.

Συνεπώς, οι λύσεις της FYobenius μεθόδου είναι σ ε  πλήρη συμφω νία μ ε  ανεξάρτητα λαμβανό- 

μενες λύσεις γ ια  τα δύο είδη διηλεκτρικών προφίλ που συζητήθηκαν παραπάνω.

3.4.3 Οι μορφές του πεδίου εντός του ανομ ο ιογενοός μέσου

Στην παρούσα παράγραφο, προκειμένου να εξετάσουμε τη φυσική του προβλήματος, εστιάζουμε  

την προσοχή μας στο α νομ οιογενές υλικό και μ ελετούμε τις μορφές του  πεδίου Ey(a:t z )  καθώς 

η συχνότη τα  ή η παράμετρος εο αλλάζουν κατά βούληση. Επίσης, μ ελετούμ ε τι συμβαίνει στο
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Ε ικόνα 3.3: Ε ξέλιξη του σφ άλματος συναρτήσει της συχνότητας για  ε** =  5.

1 2  Μ  3,5 3.8
Συχνότητα (GHz)

Εικόνα 3.4: Εξέλιξη του σφάλματος συναρτήσει της συχνότητας για €?(ζ) =  3.12+5.47ζ.
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3.2 Ζ.Α 3.5
Συχνότητα (GHz)

Εικόνα 3.5: Εξέλιξη του σφάλματος συναρτήσει της συχνότη τας γ ια  Ερ(ζ) =  3.12Η -5.47ζ.

ανακλώ μενο και το διαδιδόμενο κύμα καθώς η ανομ οιογένεια  παρουσιάζει κλίσεις που φυσικά  

ενισχύουν την αδιαπερατότητα του α νομ οιογενούς στρώ ματος και την ανακλώ μενη ενέργεια .

Τ ο  πεδίο λαμβάνει τη μορφή στάσιμου κύμ ατος κατά μή κος του z  άξονα  (αυτό οφείλεται 

στο πεπερασμένο π ά χος του στρώματος κατά ζ) μ ε  μια μικρή ταλάντω ση στην περιβάλλουσά του  

(δες Ε ικόνες 3.6 και 3 .7 ). Για όλα τα είδη τω ν ανομ οιογενειώ ν (π .χ Μ γραμμικά, τετραγω νικά  

κ.λ.π .) υπάρχουν τιμές τω ν συντελεστώ ν ε,, i  =  0 , 1, 2 , ..., και τω ν συχνοτή τω ν διέγερσης  

που οδηγούν στην ολική ανάκλαση του προσπίπτοντος κύματος. Σ ε  αυτήν την περίπτωση, οι 

ταλαντώ σεις του πεδίου εξασθενίζουν και το  πεδίο βαθμιαία μηδενίζεται. Κ οντά σ το  σύνορ ο 2 =  0  

η ισχυρή εξασθένιση του πεδίου δηλώνει το φυσικό γ ε γ ο ν ό ς  ότι ένα  μικρό ποσό την ενέργειας του  

προσπίπτοντος πεδίου διαπερνά το ανομ οιογενές στρώμα. Επίσης, οι αριθμητικές προσομοιώ σεις  

αναδεικνύουν ότι αυτός ο  μηχανισμός απόσβεσης εμφανίζεται σε όλες τις σ υχνότη τες και για  όλα  

τα πολυώνυμα εΓ(ζ ) με αιχμηρές κλίσεις και μ εγά λες ταλαντώ σεις. Σ ε περιπτώσεις προφίλ με 

ομαλές κλίσεις, όπως τα γραμμικά και τα τετραγω νικά προφίλ, το πεδίο αρχίζει να υποβαθμίζεται 

για συχνότη τες που πλησιάζουν τη συχνότητα αποκοπής ή αποσβένεται ταχύτατα για  σ υχνότη τες  

μικρότερές της.
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Ε ικόνα 3.6: Ο ι μορφές το υ  πεδίου B y( a /2 ,  ζ)  στις σ υ χνό τη τες  διέγερσης / Χ — 3 .3 (G H z), fa — 
3 .5 (G H z), / 3 =  3 .6 (G H z), /*  — 3 .7 (G H z) γ ια  την α νομ οιογένε ια  εΓ(ε )  =  2 .5  +  5 .47ε.

Ε ικόνα 3.7: Οι μορφές του  πεδίου Ε ν(α /2 ,  ζ)  γ ια  μικρές μ ετα βολές της παραμέτρου £ο της 
ανομ οιογένειας ετ(ζ)  =  £& +  5 .4 7 ε  στη συχνότη τα  διέγερσης /  =  3.7(GHz).
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εΓ(ζ ) ε Λ , 10 1 Λ,ΙΟ | R el. Error %
2.5 +5.47 z 3.047 3.44 3.48 1.15
2.95 +5.47ζ 3.497 3.21 3.25 1.23
3.12 +5.47ζ 3.667 3.13 3.18 1.57
3.55 +10.47ζ 4.597 2.8 2.845 1.58
4.25 -13.47ζ 2.903 3.52 3.91 9.97
5.13 -13.47ζ 3.783 3.08 3.26 5.52
5.45 -13.47ε 4.103 2.96 3.11 4.82
2.15+25.47ζ-120.24ζ2 3.0938 3.41 3.26 4.6
2.75+5.47ζ-50.24ζ2 2.6271 3.67 3.62 1.38
2.95+25.47Ζ-120.24Ζ2 3.8939 3.04 2.96 2.7
3.00+10.47ζ-40.24ζ2 3.511 3.2 3.16 1.27
3.15+10.47ζ-50.24ζ2 3.5271 3.2 3.15 1.59
4-13.47ζ+50.24ε2 3.3229 3.29 3.32 0.9
5.0+10.47ζ-70.24ζ2 5.11 2.65 2.62 1.15
5.3-13.47ζ+50.24ζ2 4.623 2.79 2.8 0.36
5.9-13.47ζ+50.24ζ2 5.223 2.62 2.63 0.38
6+10.47ζ-80.24ζ2 5.977 2.45 2.41 1.76
3.0-10.47ζ+80.24ζ2-300.92ζ3 2.421 3.85 3.905 1.41
3 .2 5 -1 3 .4 7 ζ + 2 7 9 .2 4 ζ 2- 9 4 6 .9 2 ζ3 3.732 3.10 3.16 1.89
3.75-13.47ζ+279.24ζ2-946.92ζ3 4.232 2.91 2.96 1.69
4.0-15.47ζ+80.24ζ2-300.92ζ3 2.921 3.51 3.7 5.134
4.25-13.47ζ+200.24ζ2-946.92ζ3 3.679 3.13 3.06 1.9
4.75-13.47ζ+200.24ζ2-946.92ζ3 4.179 2.93 2.87 2.09
5.0-15.47ζ+80.24ζ2-300.92ζ3 3.921 3.03 3.075 1.46
5-40+10.47ζ-250.24ζ2+746.92ζ3 4.604 2.79 2.92 4.45
6.25+10.47ζ-250.24ζ2+746.92ζ3 5.454 2.57 2.61 1.53
7.20+10.47ζ-250.24ζ2+746.92ζ3 6.404 2.37 2.39 0.84

Π ίνακας 3.1: Οι σ υ χνότη τες  αποκοπής ίο, Λ,ιο-

3.4 .4  Συχνότητες αποκοπής

Ο ρίζουμε ως Λ,χο (σύμφωνα και με όσα  έ χ ο υ ν  συζητηθεί στο  προη γούμ ενο  Κ εφάλαιο) τη σ υ χ ν ό ­

τητα εκείνη στην οποία ο  συντελεστής διάδοσης γίνεται για  πρώτη φορά μικρότερος του  ορίου  

0.05. Π ροσ εγγίζουμ ε τη συχνότητα  / ^ 10 βάσει της κάτωθι έκφρασης:

Λ , ίο — 2αx/μό^ό?,
(3.45)

(όπου ε  =  5 Jo t r i ^ d z  είναι η μέση τιμή του διηλεκτρικού προφίλ).

Σ τ ο ν  Π ίνακα 3.1 παραθέτουμε συγκριτιστικά τις / Cji0 και /^χο για  διάφορα αντιπροσωπευτικά  

διηλεκτρικά προφίλ. Η Εικ.3.8 συμπεριλαμβάνεται για  καλύτερη θέαση των αποτελεσμάτω ν.
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Ε ικ όνα  3.8: Σ υγκριτικό διάγραμμα τω ν / Cjio, Λ ,ιο

3.5 Αριθμητικά αποτελέσματα
Σ τα πλαίσια της αριθμητικής υλοποιήσης του  αντιστρόφου προβλήματος, ακολουθούμε τη διαδι­

κασία του προηγούμενου  Κ εφ αλαίου. Σ υνοπτικά , χειρ ιζόμαστε τα δεδομένα τω ν προσομοιώ σεω ν 

ώ στε να μορφοποιήσουμε μια διαδικασία ελαχιστοποίησης συναρτησιακού με τη χρήση του γενε­

τικού αλγορίθμου διαφορικής εξέλιξης.

Π αρουσιάζουμε παραδείγματα ανακατασκευής διηλεκτρικής διαπερατότητας υλοποιώντας εικο­

νικά πειράματα. Π ιο αναλυτικά, παρουσιάζονται παραδείγματα προσομοιώ σεω ν στο μικροκυ- 

ματικό σύστημα τετραγω νικώ ν κυματοδηγώ ν με d  =  20cm , α =  2 .5cm  και δεδομένες διαπερα­

τότητες εΓ(ζ ) ,  ε€. Α κολούθω ς, υ π ολογίζουμ ε τα κυματικά πεδία εντός του συστήματος με απώτερο 

σκοπό να λάβουμε δεδομένα ώ στε να υλοποιήσουμε τη διαδικασία επίλυσης του  αντιστρόφου  

προβλήματος. Α ναζητούμε π ρ οσ εγγίσ εις  έ  της πραγματικής α νομ οιογένειας ε.
Ε πιλέγουμε ε€ — 8 και, συνεπώ ς, / Cil0 =  =  2 .12G H z.

3.5.1 Η  διαδικασία  προσομοίωσης

Στα εικονικά πειράματα που  διεξάγουμε χρησιμοποιούμε τέσσερις συχνότητες: f \  =  3 .3 , / ϊ  =  

3.5 , h  =  3 .7 , / 4 =  3 .9  (σ ε GH z) .  Αναφορικά με το  γενετ ικ ό  αλγόριθμο, επιλέγουμε τιμές 

παραμέτρων όπως παρατίθενται σ τ ο ν  Πίνακα 3 .2  και οι οποίες παράγουν ακριβείς εκτιμήσεις.
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Π α ρ ά μ ετρ ο ι Σ η μ α σ ία
Fmi„ =  [ l - 4 0  -  400  - 1 0 0 0 ] Κάτω φράγματα τω ν παραμέτρων.
Krwx =  [7.5 40 400 1000] Άνω φράγματα των παραμέτρων.
Ν = 2 2 0 Α ριθμός δοκιμαστικών διανυσμάτων ανά γενεά .
Iteration s= 110 Μ έγιστος αριθμός γενεώ ν.
F = 0 .5 Ε νίσχυση  διαφορικής μεταβολής.

-ο II ο 00 Π ιθανότητα γενετικής διασταύρωσης.

Π ίνακας 3.2: Παράμετροι γενετικού  αλγορίθμου

Στις προσομοιώσεις η τιμή κατωφλιού στην οποία τερματίζεται ο  αλγόριθμος είναι δ =  ΙΟ '1. 

Στη συνέχεια  παρουσιάζουμε εκτιμήσεις των e συντελεστώ ν όπως λαμβάνονται από μετρήσεις 

των πλατών των D,  G.

3.5.2 Ανακατασκευή ανομοιογένειας από μετρήσεις των | |Ρ | | ,  \\G\\

Τα πειραματικά δεδομένα αναφέρονται στα μέτρα των D , G . Παρόμοια, τα διαγράμματα παρακάτω  

αναπαράγουν τα αποτελέσματα του γενετικού  αλγορίθμου. Η Ε ικ .3 .9  αναπαριστά την ελάχιστη  

τιμή της συνάρτησης σφάλματος J2( t )  της Ε ξ.(2 .31) σε κάθε επανάληψη του  αλγορίθμου και οι 

Ε ικ.3.10-3.13 εκθέτουν την εξέλιξη των προτεινόμενω ν λύσεω ν εο, εχ ,εζ , ίζ ,  αντίστοιχα .

4

3.5 

3

2.5

* ( ί ) 2
'.5

0.5 

3
20 30 40 50 63 "0 30 90 103 1*3

Γενεές Γ.Α.

Εικόνα 3.9: Η συνάρτηση σφάλματος */2(ε) συναρτήσει των γενε6">ν του Γ.Α.
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6.5

4.5

1
******

-
J—·~ν____ι__ ι__ » «__ ι__

Γενεές ΓΑ .

Ε ικόνα 3.10: Ε ξέλιξη  της εο παραμέτρου συναρτήσει τω ν γενεώ ν του Γ.Α .

Εικόνα 3.11: Εξέλιξη της ει παραμέτρου συναρτήσει των γενεώι?του Γ.Α.
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Ε ικόνα 3.12: Εξέλιξη της έ2 παραμέτρου συναρτήσει τω ν γενεώ ν του Γ .Α .

3

-1 3D 

-233 

-533 

-433

Η5  -533 

-533 

-733 

-Β33 

-933 

-*333
23 33 4 3 5 3 6 3 73 S3 93 100 113

Γενεές Γ.Α.

Εικόνα 3.13: Εξέλιξη της ε% παραμέτρου συναρτήσει των γενεών του Γ.Α.
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Η κάλλιστη Χύση, μετά από 110 γενεές, είναι:

6 =  [έο έι ε2 ε3] =  [4.22 -  12.67 196.23 -  94415],

ενώ η πραγματικές τιμές είναι:

ε =  [εο εχ ε2 ε3] -  [425 -1 3 .4 7  200.24 -  946.92).

Το αντίστοιχο σχετικό επί τοις εκατό σφάλμα ορίζεται ως:

Δ ε := 6 ο -ε ο εχ -  εχ - ε 2 ε3 -  ε3 '
εο εχ ε2 ε3

• 100(%).

Και επομένως έχουμε Δ ε =  [0.7059 5.9391 2.0026 0.2925](%). Η ακρίβεια της ανακατασκευής 
εκθέτεται στην Εικ.3.14.

ΑνακαταΦΚενή ανομοιογενοΐς προφίλ

Εικόνα 3.14: Σύγκριση των ε και ε κατά μήκος του μεσαίου κυματοδηγού.

3.6 Συμπεράσματα
Η προτεινόμενη μεθοδολογία που βασίζεται στη χρήση της μεθόδου FVobenius και ενός γενετικού
αλγορίθμου βρίσκει εφαρμογή και στην περίπτωση τετραγωνικών κυματοδηγών, γεγονός που την
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καθιστά ακόμη πιο ελκυστική σε πραγματικές εφ αρμογές. Ό π ω ς  και στην περίπτωση κυλινδρικού  

κυματοδηγού, έτσι και στο παρόν κεφάλαιο, με λιγότερους από 150 όρους της δυναμοσειράς του  

ηλεκτρικού πεδίου εξασφαλίζεται ακρίβεια στη λύση. Η  ακρίβεια, σαφώ ς, εξαρτάται από τη 

συχνότητα διέγερσης, την τάξη της α νομ οιογένειας (τετραγωνικής, κυβικής κλπ) και τ ο ν  αριθμό 

των δεκαδικών ψηφίων που επεξεργάζονται τα αριθμητικά πακέτα προσομοίω σης. Επιπρόσθετα, 

η πρώτη συχνότητα αποκοπής μπορεί να υπολογιστεί αριθμητικά πάλι από τη μέση τιμή της 

ανομοιογένειας, με όλα τα οφέλη που συνεπάγεται αυτό στη διαδικασία ανακατασκευής της στο  

αντίστροφο πρόβλημα.

Σ το ν  παρόν κεφάλαιο, εστιάσαμε, επίσης, την προσοχή μας στη μορφή του πεδίου εντός της 

ανομοιογένειας. Τα συμπεράσματα που εξάγαμε, που ισ χύουν  ασφαλώς και στην περίπτωση 

κυλινδρικού κυματοδηγού, είναι από άποψης φυσικής αναμενόμενα. IIlo αναλυτικά, το πεδίο 

λαμβάνει τη μορφή στάσιμου κύματος κατά μήκος του z άξονα (αυτό οφείλεται στο πεπερασμένο  

πά χος του στρώματος κατά ζ) με μια μικρή ταλάντωση στην περιβάλλουσά του. Για όλα τα 

είδη τω ν ανομοιογενειώ ν (π .χ ., γραμμικά, τετραγω νικά κ .λ .π .) μπορούμε να βρούμε τιμ ές των 

συντελεστώ ν ε*, ι =  0, 1, 2, ..., και των συχνοτήτω ν διέγερσης που οδη γούν στην ολική  

'ανάκλαση του προσπίπτοντος πεδίου. Σ ε αυτήν την περίπτωση, οι ταλαντώ σεις του πεδίου  

εξασθενίζουν και το πεδίο βαθμιαία μηδενίζεται. Κ οντά στο  σύνορο ζ  =  0 η ισχυρή εξασθένιση  

του πεδίου δηλώνει το φυσικό γεγ ο νό ς  otl ένα  μικρό ποσό την ενέργειας του προσπίπτοντος  

πεδίου διαπερνά το α νομ οιογενές στρώμα. Επίσης, οι αριθμητικές προσομοιώ σεις αναδεικνύουν  

ότι αυτός ο μηχανισμός απόσβεσης εμφανίζεται σε όλες τις συχνότη τες και γ ια  όλα  τα πολυώ νυμα  

εΓ(ζ)  με αιχμηρές κλίσεις και μεγάλες ταλαντώ σεις. Σ ε  περιπτώσεις προφίλ με ομαλές κλίσεις, 

όπως τα γραμμικά και τα τετραγωνικά προφίλ, το  πεδίο αρχίζει να υποβαθμίζεται γ ια  σ υχνότη τες  

που πλησιάζουν τη συχνότητα αποκοπής ή αποσβένεται ταχύτατα για  σ υχνότη τες μικρότερές  

της. Συμπληρώνουμε otl δεν διαφαίνεται να ενυπάρχει κανόνας που να συνδέει την τάξη της 

ανομοιογένειας και τη συχνότη τα  διέγερσης μ ε το  φ αινόμενο ολικής ανάκλασης.



Κεφάλαιο 4

Κυματική διάδοση και ανακατασκευή 
μαγνητικής ανομοιογένειας σε 
τετραγωνικούς κυματοδηγούςί

4.1 Περίληψη του προβλήματος
Σ υ νεχίζο υ μ ε στην εφ αρμογή της μεθοδολογίας που προτάθηκε στα  προηγούμενα κεφάλαια στη 

διάδοση ηλεκτρομαγνητικώ ν κυμάτω ν σε ένα τέλειο, χω ρίς απώ λειες, μαγνητικό μ έσ ο  μ ε συνεχώ ς  

μεταβαλλόμενη μαγνητική επιτρεπτότητα μ(ζ) .  Θ εω ρούμε, και σ ε  αυτήν την περίπτωση, ότι η 

ανομοιογένεια  είναι αυθαίρετη και περιγράφεται από μια σειρά δυνάμεω ν του ζ . Προσδίδουμε 

ιδιαίτερη προσοχή  στην πρώτη συχνότη τα  αποκοπής του  κύριου ρυθμού διάδοσης Τ Μ η  και 

παρατηρούμε για άλλη μια φορά ότι η μέση  τιμή του  α νο μ ο ιο γενο ύ ς μαγνητικού προφίλ προσδίδει 

βέβαιες εκτιμήσεις για  τη συχνότη τα  αποκοπής,

4.2 Εξισώσεις του Maxwell σε ανομοιογενή μέσα
Θ εωρώντας ανομ οιογενή  μαγνητικά υλικά μ ε μαγνητική επιτρεπτότητα μ (ζ )  =  μ*μΓ(ζ ) ,  ο ι εξισώ ­

σεις του  M axw ell λαμ βάνουν τη μορφή:

ν·(μ ,.(ζ )Η ) =  0,

V(V · Η) — V2H =  Η2μ τ ( ζ ) Η,

(4 .1)

(4 .2)

* Σχετική δημοσίευση: Κ Began as. Inhomogeneous magnetic media: wave propagation and magnetic perme­
ability reconstruction, Progreat in Electromagnetic» Research, PIER 46, pp. 313-333, 2004.

54
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όπου k — ω^/μ*β* είναι ο  κυματάριθμος, ω =  2 π /  είναι η γω νιακή συχνότη τα  και μ*, e* είναι η 

μαγνητική επιτρεπτότητα και η διηλεκτρική διαπερατότητα του  ελεύθερου χώ ρου, αντίστοιχα.

Ε στιάζουμε την ανάλυση μας σε Τ Μ  ρυθμούς που σε καρτεσιανές σ υ ντετα γμ ένες  λαμβάνουν  

τη μορφή:

H (x , y , ζ)  =  Ηχ(:Γ, y, z ) x  +  t f y(:r, y , z ) y ,  (4 .3)

όπου χ ,  y  είναι τα μοναδιαία διανύσματα. Ε φαρμόζοντας χω ρισμό των μεταβλητώ ν, οι συνιστώ σες  

του μαγνητικού πεδίου μορφοποίούνται ως H x{ x , y , z )  =  X x (cc)Yx( y )Z x ( z ) 1 H y ( x , y , z )  =  

Λy ( x ) Y v( y ) Ζ ν(ζ).  Α πό την Ε ζ .(4 .1 ) , προκύπτει ότι ^  =  0, ή

Ζ , ~ tzZXJ (4 .4 )

η =  λ ί ς , (4 .5 )

κ “~■ K,\Xyj (4 .6 )

όπου κ , λ  είναι σταθεροί συντελεστές.

Επιπλέον, η Ε ξ .(4 .2 ), αναφορικά μ ε  την Ε ξ .(4 .4 ), και μετά την ε ισ α γω γή  του  χω ρισμού των 

μεταβλητών, συνεπάγεται την ακόλουθη βαθμωτή διαφορική εξίσωση:

V// γ η  yn
ψ  +  ψ  +  ^  +  (ζ)  =  0 ,
•Aj X χ

(4 .7)

ν ’// ν / /  y t f

- /  +  - f +  / + A V W  =  0.
r v

(4 .8)

Χ ειριζόμενοι πρώτα την Ε ξ .(4 .7 ), εφ αρμόζουμε χω ρισμό τω ν μεταβλητώ ν που οδη γούν στις 

σχέσεις:

II 1 •a
to (p  σταθερα) (4 .9)

Y"

S<
\* II 1 N (q  σταθερα) (4 .10)

Z ' ' + [ k ^ r (z) - ξ 2] ζ χ =  ο, (4 .11)

όπου ξ 2 =  ρ 2 +  g2. Οι γεν ικ ές  λύσεις τω ν Ε ξισώ σεω ν (4 .9 )-(4 .1 0 ) είναι ol

Χ χ{χ ) =  Α χ cos(px)  +  A 2 sin (p x ), (4 .12)

Yx(y)  =  Bxcos(qy)  +  B 2s m (q y ) t (4 .13)

όπου p t q Φ 0 και A \ % A 2t Βχ , B 2 είναι αυθαίρετες σταθερές. Ο ι περιπτώσεις ρ  =  0  ή /κ α ι g =  0  

αναλύονται παρακάτω.

Π ροκειμένου να εξάγουμε τη  γενικ ή  λύση της Ε ξ.(4 .11 ) επεκτείνουμε τη σ χετική  μαγνητική
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επιτρεπτότητα σ ε δυναμοσειρά της μορφής:

οο

μτ(-ε) ”  5 3 ^ <ζ< =  + ί*ιΖ **" +  *' * * (4*14)
<=ο

καθώς xaL
οο

Ζ χ (ζ)  — — Co +  Ciz  +  C2Z2 H------ , (4 .15)
<=0

δεδομένου ότι το κέντρο της επέκτασης 0  είναι ομ α λό  σημείο  για τη συνήθη διαφορική εξίσω ση  

(4 .11 ). Αντικαθιστώντας τ ις εκφράσεις (4 .1 4 ), (4 .15) στην Ε ξ .(4 .11 ) εξάγουμ ε το  ακόλουθο  

επαναληπτικό σχήμα:

β ί - ~ ,  (*H-2)(i +  l)ci+2 +  H 2ci +  A2 V c <- i ^ « 0 ) * =  1,2, · · · ,  (4.16)
/C° jml

θέτοντας Η 2 =  k2jio — ξ 2. Α πό το  σ χή μ α  αυτό λαμβάνουμε ότι τα c* ( i  >  2) είναι συναρτήσεις 

τω ν co, c i ,  Η, k  και των συντελεστώ ν της επιτρεπτότητας μ$9 j  =  0, · ■ * ,* — 2 „  δηλαδή c* =  

Ci(co, c i ,  i f ,  fc, μο, - , μ ί - 2). Ειδικότερα, τα e* μπορούν να γραφ ούν ως:

Ci =  c o U i{ H ,  k , μο, ■ ■ · , μ<_2) +  C iW t ( H ,  k , μ <,,·· · , μ<_2) ,

όπου U{, ίο* είναι ομαλές συναρτήσεις των ορισμάτων τους. Για παράδειγμα, για t =  1 στην 
Εξ.(4.16) λαμβάνουμε c3 =  —̂ c i  — ^μιο©, όπου «3(·) =  —̂  και ω3(·) =  —̂ μι- Επίσης, για 
ι =  2, λαμβάνουμε c4 =  -  /c2P2 f |  “  όπου u4(*) — — λ2μ2̂  ^  και ω4 =

Συνδυάζοντας τις εκφράσεις (4.12), (4.13) και (4.15), λαμβάνουμε τη γενική μορφή της χ - 
συνιστώσας του μαγνητικού πεδίου:

οο
Ητ(χ, y, ζ) =  [>4ι coa(px) +  Α% ein(pz)J * [Βχ cos(qy) +  Β2 sin(gy)] · (^  <Ηζι). (4.17)

<=ο

Χειριζόμενοι, επίσης, την Εξ.(4.8) λαμβάνουμε, ομοίως, για την y-συνιστώσα του πεδίου:

οο
Hv(x, y , ζ) =  [Ci cos[ρχ) +  C2 sin(px)J · [Dj coe(gy) +  D 2 sin(gy)] · kj'y 'c jZ *), (4.18)

i=0

όπου p, g, c* είναι οι ίδιοι με τους συντελεστές της Εξ.(4.17) (αυτό εξηγείται θεωρούμενοι τις 
εξισώσεις (4.4)-(4.6)) και Cu C2t D Xl Ζ>2 είναι αυθαίρετες σταθερές. Τονίζουμε ότι η πολλα­
πλασιαστική σταθερά k έχει εισαχθεί ώστε η Εξ.(4.4) να ικανοποιείται.

Η επίλυση των επαναληπτικών εξισώσεων (4.16) συνεπάγεται τον άμεσο καθορισμό των 
αναζητούμενων συνιστωσών Ζχ (ζ) , Ζ ν (ζ) των μαγνητικών πεδίων. Όλες οι άλλες συνιστώσες
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έχο υ ν  ήδη προσδιοριστεί και, συνεπώς, η λύση των εξισώ σεω ν (4 .16) οδηγεί στον καθορισμό των 

εξισώ σεων M axw ell για  τη συγκεκριμένη δομή υπό θεώρηση.

Πλήρης θεώρηση των Εξισώσεων (4 .4 )-(4 .6 ), ή, ισοδύναμα, πλήρης ικανοποίηση της Ε ξ .(4 .1) 

απαιτεί την εξάρτηση των συντελεστώ ν μίξης και την πλήρωση τω ν εξισώσεων:

Η χ (χ, y , z )  =  [Αχ cos(px) +  Α 2 s in (p s)] · [Β , co s(qy)  +  Β 2 sin (gy)] · (Y^Ci-g1), (4 .20 )

από ανεξάρτητες συνοριακές συνθήκες που αναφέρονται στο  εκ άστοτε πρόβλημα.

Πριν προχωρήσουμε παρακάτω, σημειώνουμε ότι υπάρχουν τρεις ειδικές περιπτώσεις που  

αναφέρονται στις τιμές των σταθερών του χω ρισμού των μεταβλητώ ν ρ  και q.

Π ερ ίπ τω σ η  1 . Ό τ α ν  ρ  — 0 και q φ  0, η ar-σ υνιστώ σες X Xi X y γίνονται: Χ τ {χ) ~  Α χχ  4- 

και Χ ν{χ)  =  CiX  +  C%. Ε ισάγοντάς τες στην Ε ξ .(4 .6 ) και σε συνδυασμό με τα αποτελέσματα  

τω ν Εξισώ σεω ν (4.4)-(4JS) οδηγούν στο μηδενισμό του C x συντελεστή  και στην εξής μορφή για  

τη γενική  λύση:

(4 .19)

Κ αταλήγουμε, εν  τελεί, στις λύσεις:

οο

οο

ί=0

Ό λ ο ι  οι αυθαίρετοι συντελεστές που εμφανίζονται στις παραπάνω εξισώ σεις θα προσδιοριστούν

οο
Η χ =  ( Α ι χ  +  Α 2) ■ [Β ι  cos (qy)  +  ΰ 2 sin (qy)] · ( ^  c iz ' ) ’ (4 .22)

(4 .23 )

Π ερ ίπ τω σ η  2 .  Ό τ α ν  q =  0  και ρ φ  0, α νάλογος χειρ ισμ ός οδηγεί στη  γενικ ή  λύση:

(4 .24)

οο

H y  = [Cl cos (jpx) +  C2 sin (pa:)] · (A y  +  A )  · (5 2  c«z’)· (4.25)
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Π ερ ίπ τ ω σ η  3 - Ό τ α ν  ρ  =  0  και q  =  0  λαμβάνουμε:

οο
Η χ =  (Α χχ  +  Α ζ ) · ( 5 3 (4 .26)

(4 .27)
»=0

4.3 Κυματική διάδοση σε τετραγωνικό κυματοδηγό
Ο ι συνοριακές συνθήκες απαιτούν από τ ο  Τ Μ  μ α γνη τικ ό  πεδίο τα  ακόλουθα:

Σ υ ν θ ή κ η  1: Ο ι συνισ τώ σ ες του  μαγνητικού πεδίου πρέπει να  έ χ ο υ ν  φ ραγμένες τιμές εντός  του  

κυματοδηγού.

Σ υ ν θ ή κ η  2: Η κάθετη συνιστώ σα πρέπει να  μηδενίζεται στην επιφάνεια του  κυματοδηγού  

(δηλαδή, στη ν επιφάνεια χ  =  0 , α  και y  =  0, δ, όπ ου  α  είναι το  πλάτος και δ είναι το  ύψος 

της διατομής του  κυμ ατοδη γού).

Η Συνθήκη 1 αυτομάτω ς ικανοποιείται γ ια  ό λ ες  τις τ ιμ ές ρ , q. Η  Συνθήκη 2  οδηγεί στις κάτωθι 

περιπτώσεις.

Π ερ ίπ τ ω σ η  1 . ρ , q φ  0: Η Συνθήκη 2 συνεπάγετα ι ότι Α \  =  =  0  και οδηγεί στη

διακριτοποίηση των ρ , q. Δηλαδή, ρ  =  Pm =  ^  κα ι Q =» qn =  όπου m , n  =  1 , 2 ,  · · .

Σ υνεπώ ς, οι εκφράσεις τω ν T M mn ρυθμών είναι:

οο
H i( x ,  y , «) =  Ho s in (p roi )  cos(g„y) · £ > * * ) .  (4 -28)

t~0
oo

H v( x , y , z )  -  ~ — H q cos(pmx )  s in (g >ty ) · ( Σ  ( 4 ·29)
i=0

όπου είναι μια αυθαίρετη σταθερά πλάτους.

Π ερ ίπ τω σ η  2 .  ρ  φ  0 , q =  0: Η Συνθήκη 2 συνεπάγεται ότι D \  =  D 2 =  0  και οι TMmo ρυθμοί 

μηδενίζονται.

Π ερ ίπ τω σ η  3* ρ  =  0 ,  q φ  0: Η Συνθήκη 2 σ υνεπάγετα ι ότι £?ο =  0 και οι Τ Μ οι ρυθμοί 

μηδενίζονται, επίσης.

Π ερ ίπ τω σ η  4 .  ρ  =  q =  0: Η Συνθήκη 2 συνεπάγεται ότι ο  ΤΜοο μηδενίζεται.

Είναι ξεκάθαρο ότι μ ό νο  T M mn (m , η  φ  0) ρυθμοί διαδίδονται κατά μήκος του τετραγωνικού  

κυματοδηγού με α νο μ ο ω γενές  μαγνητικό υλικό.
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Εικόνα 4.1: Η μικροκυματική διάταξη μετρήσεων

4.4 Κυματική διάδοση σε σύστημα τετραγωνικών κυματοδηγών
Για την επίλυση του ευθέως προβλήματος υιοθετείται η μετρητική διάταξη της Ε ικόνας 4 .1 . O l δύο  

ακραίοι κυματοδηγοί έχουν υλικά με σταθερή σχετική μαγνητική επιτρεπτότητα μ 0. Ο  μεσαίος  

περιέχει ένα ανομοιογενές μαγνητικό γέμ ισμα, που αποτελεί και το σ τ ό χ ο  του αντίστροφου  

προβλήματος. Τ ο  σύστημα διεγείρεται από κατάλληλους Τ Μ  ηλεκτρικούς ρυθμούς που παράγει 

μια πηγή σήματος. Θεωρούμε τέλειες συνδέσεις μεταξύ των κυματοδηγώ ν και ένα  φορτίο  

προσαρμοσμένο στα δεξιά της διάταξης. Αυτές οι θεωρήσεις συνεπάγονται κυματική διάδοση  

χωρίς απώλειες και ιδανική απόσβεση του προσπίπτοντος κύματος σ το  φορτίο.

Μ ελετούμε τη διάδοση του T M U ρυθμού, που είναι ο κύριος ρυθμός γ ια  τετραγω νικούς  

κυματοδηγούς, και θεωρούμε τρίτης τάξεως πολυω νυμική επέκταση για  την επιτρεπτότητα μτ ( ζ ) , 

δηλαδή: μ τ(ζ) — μ 0 4- μι  ζ 4- μ ι  ζ 2 +  μζζ ζ.

4.4.1 Υ πολογισμός πεδιακών συνιστω σώ ν

Οι συχνότη τες αποκοπής για  τους δύο ακραίους κυματοδηγούς, που έχ ο υ ν  σχετική  επιτρεπτότητα  

μ Γ =  μ €% είναι οι εξής (δες [9])

fc,™  -  2
ι̂  Ι ( = ) 2 +  ( τ ) 2

μ*€*με
m ,n =  0,1,2,--· . (4 .30)

Α υτό συνεπάγεται ότι η συχνότητα διέγερσης /  πρέπει να είναι μεγαλύτερη από την πρώτη 

συχνότη τα  αποκοπής ίε,Π η οποία είναι

φ » + α ) 2
μ'ϊ'μα (4 .31)

Σ υνεπώ ς, /  >  fc,ii αποτελεί προϋπόθεση για  τη διάδοση του κύματος κατά μ ή κος το υ  

συστήματος των κυματοδηγών. Σ ε ό,τι ακολουθεί είναι η σταθερή επιτρεπτότητα του  διηλεκ­

τρικού εντός του δεξιού και του αριστερού κυματοδηγού, β  =  y /k  a* * c - < 5 ) a - ( f ) 2 xou k =  
Wy/fjfi*.
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Κ υ μ α τ ο δ η γ ό ς  1: Η έκφραση του πεδίου είναι:

(4 .32)

(4 .33)

όπου Η0 είναι μια αυθαίρετη σταθερά και G  είναι ο  σ υντελεστή ς ανάκλασης. 

Κ υ μ α τ ο δ η γ ό ς  2 : Τ ο  πεδίο εκφράζεται ο>ς:

(4 .34)

(4 .35)

Κ υ μ α τ ο δ η γ ό ς  3 : Ο ι α ντ ίσ το ιχες εκφράσεις είναι:

Hx( x , y , z ) =* D a m {~ )c o s{^ -)e  iflz, 

Hv( x , y , z )  =  ~ ~ D  c o s (^ )
OC <X 0

(4 .36)

(4 .37)

όπου D  είναι ο  σ υντελεστή ς διάδοσης.

θ εω ρ ού μ ε μ  =  [μο μ ι μτ. μζ]· Υ πενθυμίζουμε ότι στα  πλαίσια του  αντίστροφου προβλήματος 

οι ποσότητες που λαμβάνονται από τη μετρητική διάταξη θα είναι οι D  =  ϋ?(μ, / ,  α, δ, d ), G  =  

ζ?(μ, / ,  α, 6, d ), όπου / ,  α, δ, d θα θεωρούνται γνω στά  ενώ  μ  θα είναι το  μ έγεθος που αναζητούμε. 

Πρακτικά, τα D , G  μπορούν να μετρηθούν. Σ τη συ νέχεια  θα καθορίσουμε τη συναρτησιακή τους  

εξάρτηση από τα μο» μι» μ 2, μζ (και / ,  α» δ, d ). Τ ο  τελικό  βήμα συνίσταται σ τον  καθορισμό 

κατάλληλων τιμώ ν για  τα μο, μ ι , μ 2» μ 3 ώ στε οι θεωρητικώς λαμβανόμενες τιμές των D , G  να 

συμφω νούν με τις αντίσ τοιχες μετρήσεις του πεδίου.

Σ υ νεχ ίζο υ μ ε  αναζητώ ντας εκφράσεις για  τα Ρ ( μ ,  / ,  α, δ, d) και 0 ( μ ,  / ,  α, δ, d). Προς αυτόν  

το  σκοπό χρησιμοποιούμε τις συνοριακές συνθήκες για  το υς  τρεις κυματοδηγούς.

Σ τη διεπιφάνεια ζ  =  0 , λ ό γω  της σ υ νέχεια ς τω ν συνιστω σώ ν και τω ν παραγώ γω ν τους, έχουμ ε

Co =  1 +  G9
Cl -  - J M 1 - G ) .

(4 .38)

(4 .39)
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Ο μοίω ς, στη διεπιφάνεια ζ  =  d  έχου μ ε

C o Z ^  +  c ^ i d )  =  -£ -β -*βά, (4.40)
ilo

C oZ 'M  +  c Z '^ d )  =  - ΐ β ξ - ε -> β \  (4.41)

όπου Z \(d )  =  \+ U 2<P+uzdz -{----- και Z 2(d) =  d + W 2<fi+w$d3~]------- . Οι Ε ξισώ σεις (4 .3 8 )-(4 .4 1 )

μπορούν να γραφούν ως ένα  4x4 γραμμικό σύστημα Α Χ  =  Β ,  με

ι-----

ΟΗ1οτ—1

1___ co 1

Α  =
0 1 ~ j0  0  

Z x(d) Z 2(d )  0 - e -W /H o  
Z [{d) Z'2(d) 0  j0 e -W /H o

, x  =
CJ

G
D

, B  = ~30
0

0

Σ υνεπώ ς, οι Λ  και Β  είναι πλήρως καθορισμένα σε όρους γνω στώ ν παραμέτρων, ο  X  περιέχει 

τους αγνώ στους του ευθέως προβλήματος και Α Χ  =  Β  είναι μια γραμμική εξίσω ση πινάκω ν που  

μπορεί να λυθεί αναλυτικά με αντιστροφή πινάκων.

4.4 .2  Έ λεγχος με αναλυτικές λύσεις

Ε ξετάζουμε στην παρούσα παράγραφο τη συμφωνία της προτεινόμενης λύση ς με ήδη υπάρχουσες  

αναλυτικές λύσεις για  δύο περιπτώσεις απλών μαγνητικώ ν προφίλ.

Π ερ ίπ τω σ η  1 . μ ,-(ζ) =  μ ΐη=  σταθερά: Σ ε  αυτήν την περίπτωση οι εκφράσεις του  πεδίου εντός  

του  μεσαίου κυματοδηγού είναι:

Η χ (χ , y , ζ) =  Η 0 s i n ( ^ )  co s  ( ^ )  (C me ~ ^ z +  < ? „ « * » ' ) ,

όπου τη δηλώνει το μεσαίο κυματοδηγό, C m είναι ο  συντελεστής διάδοσης, G m είναι ο  συντελεστής  

ανάκλασης και 0 m =  ^ /k 2/im — ( J )2 — ( f ) 2. Ε φαρμόζοντας τις ίδιες συνοριακές συνθήκες 

μεταξύ τω ν κυματοδηγώ ν, λαμβάνουμε το αντίστοιχο 4x4 γραμμικό σύστημα Α Χ  =  Β , όπου

1 1 - 1 0 ' cm ' ’ 1 "

A = 0m 0m β 0
. X  =

G m
, B  = β

Q.i0m.d 0 - e - W / H Q
f

G
1

0

0 - β ε - ^ / Η ο D 0

Η επίλυση του παραπάνω συστήματος για  διάφορα προφίλ μm σε ένα μ εγά λ ο  εύρο συχνοτήτω ν  

στις οποίες η μέθοδος συγκλίνει, εξή γα γε τιμές για  τα G , D  οι οποίες είναι ταυτόσημες με τις 

αντίστοιχες της Frobenius προσέγγισης, έστω  <?/γγι D p r.

Σ ε  αυτό το  σημείο αναφέρουμε ότι η αναγκαία συνθήκη σύγκ λιση ς Ιίπυ—οο \<χζ*\ =  0  ικανό-
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ποιείται για κάθε ζ  e  (0t d] και σ ε ένα  κατάλληλο εύρος συχνοτή τω ν, όπως θα εξηγηθεί ακολούθως. 

Για παράδειγμα, για  — 50 και για  ζ =  0 .1 : \ ^ \  <  10"16 για i >  60  στη συχνότητα  

τω ν 1.2G H z. Επιπρόσθετα, ο ρυθμός σύγκ λιση ς ελ έγχετα ι από τη σύγκριση της επίδρασης των 

επιπλέον όρων στο  μερικό FVobenius άθροισμα σ ε κάθε βήμα. Δηλαδή , αν 5< “  τότε

"  if* *' | ^  1 0 ' 16 για  i  >  60. Ο  ρυθμός σ ύγκ λισ η ς μεταβάλλεται καθώς η συχνότη τα  αλλάζει. 

Ο νομαστικά, μειώνεται καθώς η συχνότη τα  αυξάνεται. Π αραδείγματος χάριν, όταν /  = 1 .5 G H z  

τότε Si~iki+* | <  ΙΟ-16 για  % >  77  και για  κάθε j  >  1. Επίσης, γ ια  την περίπτωση αυθαίρετου 

κυβικού α νομ οιογενού ς προφίλ, έστω  μ  =  [3000 185.47 200.24 — 2946.92], λαμβάνουμε ότι 

<  ΙΟ-16 για  ι  >  57  στη συχνότη τα  τω ν 150Μ Η ζ και ζ >  116 στη συχνότη τα  τωνSt—Sj+j
Si

300M H z.

Γ ενικά, σε ό λ ες  τις περιπτώσεις α νομ οιογενώ ν προφίλ που εξετάσαμε, 120 όροι αζ* της σειράς 

Frobenius ήταν αρκετοί ώ στε να αναπαραστήσουν τη λύση  με ακρίβεια και ευστάθεια. 

Π ερ ίπ τ ω σ η  2 . μΓ(ζ)  =  α Η- bz : Σ τη ν περίπτωση γραμμικής ανομ οιογένειας, η Ε ξ.(4 .11)  

τροποποιείται ως

Z fJ +  [k2(a +  b z ) - ~ t 2] ' Z y =  0 Ζ" +  (&2α - ξ 2 +  * 26 ζ ) · Ζ ν =  0

Z£ +  (A  +  B z ) ‘ Z y =  0,

όπου A  =  k 2a  -  ξ2 και Β  =  k2b. Ε φ αρμόζοντας την αλλαγή  μεταβλητής n (z )  ** - Π 1/ 3 - (ζ  +  ■$), 

λαμβάνουμε;

Ζ ν =  η Ζ ν, (4 .42)

όπου Ζ ν δηλώνει τη δεύτερη παράγω γο αναφορικά μ ε τ ο  όρισμα η . Σ υνεπώ ς

Ζ ρ(ζ)  =  αχΑ ζ(η(ζ)) +  α2# ί ( η ( ζ ) ) ,

όπου α ι, α% είναι αυθαίρετες παράμετροι. Ε πομένω ς, το  πεδίο εντό ς  του  μεσαίου κυματοδηγού  

μπορεί να  γραφεί αναλυτικά ως:

H x{x 9y t z )  =  f f 0 s in ( ^ p ) c o s ( ^ ~ )  · [α,χΑΐ(η(ζ)) +  aaJBi(n(z))].

Ε φ αρμόζοντας τ ις ίδιες συνοριακές συνθήκες στα  σημεία z  =  0  <=> no =  η (0 ) =  — και  

ζ  ss d  Ό· rid s  n (d )  =  * (d  +  4 )  λαμ βάνουμε το  α ντίστοιχο  4x 4  γραμμικό σύστημα
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Εικόνα 4.2: Εξέλιξη του σφάλματος log10 συναρτήσει της συχνότητας για την
περίπτωση μ Γ{ζ )  =  428 +  520.5s.

Α Χ  — Β ,  με:

Λ ϊ ( π ο ) Bi(nο ) - 1 0 αλ 1

—D1̂ Ai'{no) - D 1/3Bi'(no) - 3 β 0
, X  =

02
, 5 =

Ai(nd) B i(nd) 0 G 0

- Β ι!3Α Ϊ { η ά) —B llzBi'{nd) 0 j0e-ii>d/H o D 0

Η επίλυση του παρόντος συστήματος για διάφορα γραμμικά προφίλ μ τ{ζ)  =  α Η- bz  και 
παρήγαγε τιμές των G  και D  που είναι εξαιρετικά κοντά στην προσέγγιση FVobenius. Για 
παράδειγμα, στην περίπτωση ενός αυθαίρετου γραμμικού προφίλ, η ταύτιση πιστοποιείται στις 
Εικόνες 4.2-4.3.

Συμπερασματικά, οι λύσεις που εξήγαγε η Frobenius μέθοδος είναι σε πλήρης συμφωνία με 
ανεξάρτητα λαμβανόμενες λύσεις για του δύο τύπους ανομοιογένειας που συζητήθηκαν παραπάνω.

4.4.3 Σ υχνότητες αποκοπής

Στα προηγούμενα κεφάλαια (δες [6], [7]) εξάγαμε σχέσεις που αφορούν την πρώτη συχνότητα 
αποκοπής του κύριου ρυθμού διάδοσης και τη μέση τιμή του ανομοιογενούς προφίλ. Σύμφωνα 
με ό,τι ακολουθεί, μια παρόμοια σχέση ισχύει και στην περίπτωση ανομοιογενών μαγνητικών
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Συχνότητα (GHz)

Εικόνα 4.3: Εξέλιξη του σφάλματος log10 συναρτήσει της συχνότητας για την
περίπτωση μΓ(ζ) — 428 +  520.52:.

προφίλ.
Ειδικότερα, μια καλή προσέγγιση της fC|n  μπορεί να διατυπωθεί λαμβάνοντας υπόψι την 

εξίσωση που δίνει την συχνότητα αποκοπής στην περίπτωση σταθερής μαγνητικής επιτρεπτό- 
τητας. Ονομαστικά, έχουμε:

Μ
(έ)2 +  (S)2

μ * ΐψ[μ\
(4.43)

(όπου [μ] =  j  / * μ τ(ζ )ά ζ  είναι η μέση τιμή του μαγνητικού προφίλ). Επομένως, συνδυάζοντας 
την Εξ. (4.43) με μια πειραματική τιμή της k .n λαμβάνουμε μια εκτίμηση για τη μέση τιμή του
προφίλ.

Ο παρακάτω Πίνακας αναπαριστά τις τιμές των f^u και [ f ] ^  για μια πλειάδα αντιπροσω­
πευτικών προφίλ. Το σφάλμα της προτεινόμενης προσεγγίσεως παρατηρείται ότι είναι μικρότερο 
του 3%.

Η Εικόνα 4.4 παρέχει καλύτερη θέαση των δεδομένων του Πίνακα 4.1,
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Μ γ ( ζ ) Μ Λ,π (GHz) i/U,n(GHz)
40 +5.47ζ 40.547 1.05 1.08
290-185.7ζ 271.43 0.407 0.419
1500 +510.5Ζ 1551.05 0.168 0.171
3000+300.30 3030.03 0.127 0.122
5000+330.20 5033.02 94.49(ΜΗζ) 94.425(ΜΗζ)
10000-5900 9941 67.23(ΜΗζ) 67.05(ΜΗζ)
40+5.470-90.240* 39.34 1.068 1.096
29Ο-85.470+15Ο.2402 283.46 0.398 0.4
85Ο+55.3Οζ-52Ο.2402 848.6 0.23 0.231
15ΟΟ+21Ο.50-84Ο.2402 1509.8 0.173 0.173
3ΟΟΟ+1ΟΟ.30-12ΟΟ.402 2994 0.123 0.122
5ΟΟΟ+13Ο.20-135Ο02 4995 94.85(ΜΗζ) 94.98(ΜΗζ)
10000-2500-1170.4ζ2 9959.4 67.17(ΜΗζ) 67(ΜΗζ)
3Ο-4.70+8.2402-13Ο.9203 290.63 0.393 0.396
29Ο-3Ο.470+29Ο.2402-13Ο.9203 290.63 0.393 0.396
850-13.47ζ+ 29Ο.2402-96.92ζ3 852.33 0.23 0.231
1500-200.470+ 150.24ζ2-2300.92ζ3 1477.35 0.174 0.175
3ΟΟΟ+185.470+2ΟΟ.24ζ2-2946.92ζ3 3015.32 0.122 0.123
5ΟΟΟ-28Ο.470+12Οθ02-8946.9203 4970 95.1(ΜΗζ) 95.25(ΜΗζ)
1ΟΟΟΟ-25Ο.470+118Ο.2402-123ΟΟ.9203 9966.1 67.15(ΜΗζ) 67.05(ΜΗζ)

Πίνακας 4.1: Οι συχνότητες αποκοπής /^ π , [/]c,n·

£χεπκό °ό σφάγια των συχνοτήτων αποκοπής

Av*wv αριθμός «νομοιο'/ενοός μαγν»ιτικού προφίλ

Εικόνα 4.4: Οι τιμές του σχετικού σφάλματος για τα ανομοιογενή μαγνητικά πρρφ^
του Πίνακα 4.1.
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?- £ II § Ο Ο

μ,* =  2850 -  4775.13 · 2 +  10241.65 · ζ* +  20007.53 · zJ
μ? =  547.5 +  1700.47 · z -  4350.24 · ζ 2 -  2300.92 - ζ3

Πίνακας 4.2: Αυθαίρετα προφίλ στην περίπτωση μ* =  5000

μ* (μί =  10000)
μ \ - -  47 .5  + 1700.11 · ζ -  4350 · ζ1 -  3000.82 · ζ Λ

μ2 =  350.3 +  3341.27 · ζ -  6150 · ζ2 -8400 .92  · ζ3 “
μ? =  187.5 -  200.47 · ζ +  1750.24 · ζ2 +  7000.20 · ζ3

Πίνακας 4.3: Αυθαίρετα προφίλ στην περίπτωση μ \  =  10000

4.5 Αριθμητικά αποτελέσματα
Παρουσιάζουμε στο κεφάλαιο αυτό τα αποτελέσματα των εικονικών πειραμάτων μας. θεωρούμε 
ένα μετρητικό σύστημα τριών κυματοδηγών (Εικόνα 4.1) με d  =  20cm, α =  2.5cm, 6 =  5cm 
και συγκεκριμένες μ* =  [μο Μι /4  MS] κοα Me τιμές, όπου ι  αναπαριστά το ϊ  ανομοιογενές προφίλ 
υπό θεώρηση. Στη συνέχεια, λαμβάνουμε τιμές του πεδίου εντός του συστήματος υλοποιώντας 
την ανάλυση που παρουσιάστηκε στην παράγραφο 3.4.1. Αυτές οι τιμές αποτελούν τις “εικονικές 
μετρήσεις”, θεωρούμε τις μ* τιμές ως άγνωστες και χειριζόμαστε το μοντέλο ελαχιστοποίησης 
της συνάρτησης σφάλματος και τη λύση του αντίστροφου προβλήματος ώστε να εξάγουμε “καλές” 
εκτιμήσεις μ’ των πραγματικών μ* τιμών (δηλαδή, εκτιμήσεις μ* που συνεπάγονται τιμές για τη 
συνάρτηση σφάλματος πλησίον της μηδενικής).

Επίσης, προσδίδουμε αυθαίρετες τιμές στην επιτρεπτότητα μβ, δηλαδή, μ \  — 5000 και μ* =  
10000, ώστε f*u  % 95M H z  και f 2u  % 67M H z .

4.5.1 Η  διαδικασία  προσομοίω σης

Στα εικονικά μας πειράματα χειριζόμαστε τα αντιπροσωπευτικά μαγνητικά προφίλ των Πινάκων 
4.2-4.3. Οι παράμετροι του γενετικού αλγορίθμου που παρουσιάζονται στον Πίνακα 4.4 παράγουν 
επαρκώς ακριβείς εκτιμήσεις των προφίλ. Επίσης, βάσει διαφόρων αριθμητικών δοκιμών που 
έχουμε διεξάγει, συμπεραίνουμε ότι δ =  10“2 (τρία σημαντικά ψηφία) είναι κατάλληλη τιμή ως 
κριτήριο τερματισμού. Αυτό πιστοποιείται από τις εικόνες που ακολουθούν και παρουσιάζουν 
τα προσεγγιστικά προφίλ μ * (ζ ) εν συγκρίσει με τα πραγματικά προφίλ μ* (ε). Τα εν λόγω 
αποτελέσματα προέκυψαν από μετρήσεις των μέτρων των D i1 G \

4.5.2 Ανακατασκευή ανομ ο ιογένειας από μετρήσεις των ||Ζ?||, ||ί?||

Οι προσεγγίσεις που αποκτήθηκαν αναφορικά με τη συνάρτηση σφάλματος (δεζ Εξ.(2.31)) 
και το κατώφλι δ παράγουν πολύ καλές προσεγγίσεις για τα αντίστοιχα μαγνητικά προφίλ, όπως



4.6. Συμπεράσματα 67

Π α ρ ά μ ετ ρ ο ι Σ η μ α σ ία
Ν = 1 5 0 Αριθμός δοκιμαστικών διανυσμάτω ν ανά γενεά .
Iteration s= 120 Μ έγισ τος αριθμός γενεώ ν.

F ρ Ο
» 1

Ε νίσχυση  διαφορικής μεταβολής.
II ρ 00 Π ιθανότητα γενετικής διασταύρωσης.

Π ίνακας 4.4: Παράμετροι γενετικ ού  αλγορίθμου

Εικόνα 4.5: ^ ( μ )  =  0.084. Ισχύει: τηαχζφ ^ { \β \ { ^ α Ι )  — Mr(</tte$s)|) =  29.1. 

μπορεί να φανεί στις Ε ικόνες 4.5-4.Θ {μ \ =  5000) και 4.7-4.Θ (μζ =  10000).

4.6 Συμπεράσματα
Σ το παρόν κεφάλαιο, η προτεινόμενη αναλυτική πλατφόρμα επίλυσης της κυματικής διάδοσης σε  

ένα μαγνητικό ανομ οιογενές υλικό κατά τη διαμήκη διεύθυνση απέδω σε εξαιρετικά αποτελέσματα  

τό σ ο  στο ευθύ ό σ ο  και στο αντίστροφο πρόβλημα. Τ α συμπεράσματα που αφορούν τόσ ο  τους  

όρους που κρατάμε στη δυναμοσειρά, την εκτίμηση της πρώτης συχνότη τα ς αποκοπής ό σ ο  και 

την εμφάνιση ολικής ανάκλασης είναι τα ίδια με τα αντίστοιχα  τω ν προηγούμενω ν κεφαλαίων.
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Ε ικόνα  4.6: JjiP·) =  0 .031 . Ισχύει: m a x se\a%j\ (\μ^(τβαΙ) — μ ^ η β β β ) |)

Ε ικόνα 4,7: ^ ( μ )  =  0 .066. Ισχύει: m a x .e jo ^  (|μ*(Γβαί) — ^ {g u e e a ) |)  —

f

9.81.

11.12.

f
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Ε ικόνα 4.8: ,/2(μ ) =  0.051. Ισχύει: τ η α χ .φ ^  ( |μ ^ τ εα ΐ)  -  rf${guess)\) =  64.37.

Εικόνα 4.9: ./2(μ) — 0.042. Ισχύει: τηαχ3φ ^  (|μ^(τβαΙ) -  /z^(^uess)|) =  3.60.



Κεφάλαιο 5

Ανομοιογενή διηλεκτρικά αντηχεία^

5.1 Περίληψη
Π ροκειμένου να προσδώ σουμε μια πιο ολοκληρω μένη εικόνα  για  τις α λλαγές που επιφέρει η 

ύπαρξη α νομ οιογένεια ς κατά τη μία διάσταση εντό ς  ενό ς  μικροκυματικού στοιχείου, μελετούμε  

τη συμπεριφορά τω ν πεδίων εντό ς  μικροκυματικών αντηχείω ν που περιέχουν τέτοια ανομοιογενή  

διηλεκτρικά υλικά. Παρακάτω, αυτό που κ ά νουμ ε είναι ό τ ι αξιοποιούμε την ανάλυση τω ν προη­

γούμ ενω ν κεφαλαίων για  το ν  υ π ολογισ μ ό  τω ν ιδιοκαταστάσεω ν εντό ς  τετραγω νικώ ν και κυλιν­

δρικών αντηχείω ν. Α ποδεικνύεται μέσω  παραδειγμάτω ν ότι η αναλυτική ρουτίνα που υλοποιούμε, 

και βασίζεται στη μέθοδο FYobenius, παράγει εξαιρετικά αποτελέσματα ακόμα και για  πολύ  

μ εγά λες τάξης ιδιόρρυθμών σ ε  α νομ οιογένειες  μ έχρ ι και κυβικής τάξης.

5.2 Τετραγωνικά αντηχεία
Σ το  παρόν κεφάλαιο εκμεταλλευόμαστε την ανάλυση  το υ  Κ εφαλαίου 3  για  την εξαγω γή  των 

ιδιόρρυθμών και των ιδιοσυχνοτήτω ν τετραγω νικώ ν αντηχείω ν που περιέχουν ανομ οιογενή  διη­

λεκτρικά υλικά. Π ρος το σκοπό αυτό, εφ αρμόζουμε στις εκφράσεις (3 .29 )-(3 .34 ) τις συνοριακές  

συνθήκες που επιβάλλονται στα τοιχώ ματα του αντη χείου  του  οποίου οι διαστάσεις ορίζονται ως 

α ,δ ,ε ί κατά του  καρτεσιανούς άξονες x ,  y , ζ, α ντίσ τοιχα .

Π ιο αναλυτικά, οι συνοριακές συνθήκες επί τω ν τοιχω μάτω ν του  αντηχείου είναι;

(5 .1)

(5 .2)

^Σχετική δημοσίευση: Κ Bogan as, Microwave cavities with continuously varying dielectric fillings (υπό 
προετοιμασία)

70
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Ο φείλουμε να  κάνουμε διάκριση μεταξύ τω ν κάτωθι περιπτώσεων.

Π ερ ίπ τω σ η  1: Σ τη γενικότερη περίπτωση τω ν Τ Ε,™  ιδιόρρυθμών οι εκφράσεις το υ  πεδίου είναι:

Ε χ =  (Α ι cos(px) +  Α 2siη (ρ χ ))  · [Ζ?ι cos(g^ ) +  Β 2 sin(gj/)] · I y ^Cjz1 1 ,
i=0

Ε ν =  -  · (Α ι s in  (pa:) — A 2 cos(px))  - [D\ s in (g y ) — D 2 cos(gp)]
8 “ ·)·

Η συνθήκη (5-1) συνεπάγεται ότι B \ — 0 και g =  gn =  , n  6  N , n  )  1. Η συνθήκη (5 .2 )

συνεπάγεται ότι Α2 =  0 και ρ  ξ  =  y , m  €  Ν ,  m  )  1. Α κόμη, ο συνδυασμός τους οδηγεί 

σ το  σύστημα εξισώσεων:

cq =  0
Λ

F (/) =  E £ ο ^  =  ο
Σ υνεπώ ς, οι T E mn ιδιόρρυθμοί γράφονται αναλυτικά ως

(5 .3 )

Ε χ =  E xocas{pmx)s\si{<iny )  ·
i=0

Ε ν =  — - E xosm {pmx )co s (q ny )  * ( V ^ c ^ ) ,
<ln *=0

(5.4)

(5 .5 )

όπου E xo μια αυθαίρετη σταθερά πλάτους.

Π ερ ίπ τω σ η  2 : Ό τ α ν  ρ  =  0 και q φ  0  (ΤΕο« ιδιόρρυθμοί) οι εκφράσεις του  πεδίου λαμ βάνουν  

τη μορφή:

Ε χ

Εν

(Α χχ  +  Α 2) - [Βχ co s(qy) +  Β 2 sin fay)]

Αι
------[Β2 cos(gy) -  Β χ sin (gy)] *
<? Σt=0

CiZ

Α πό τη συνθήκη (5.1) έχουμ ε ότι Β \ =  0 και g — gn =  — , η  e  Ν , η  ^  1. Λ αμβάνοντας υπόψη 

και τη συνθήκη (5 .2 ), προκύπτει ότι Εν — 0. Επίσης, ο ι c, σ υντελεστές οφ είλουν να ικανοποιούν  

το  σύστημα (5 .3 ). Συνεπώ ς, η τελική μορφή τω ν ΤΕοη ιδιόρρυθμών είναι

οο
Ε χ =  Ε χο sin (g„y) · ( ^  <*ζ %  (5 ·6 )

»=0

όπου Ε χο μια αυθαίρετη σταθερά πλάτους.

Π ερ ίπ τω σ η  3 : Ό τ α ν  ρ  φ  0  και g  =  0  (TEmo ιδιόρρυθμοί), παρόμοιος χειρ ισ μ ός τω ν εξισώ σεω ν
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του  πεδίου

Ε χ

Ε ν

A \C2 cos(px)  -  C l sin(px)] -
i=0

[Cl co s(p x ) +  c2 sin (px)] - (D xy  -f- D 2) * ( J 3
t=0

οδηγεί στους ιδιόρρυθμούς oo
E y =  fiyo sin(pmy) · ( CiZ*), (5.7)

»=0
όπου ol σ υντελεστές c,· ικανοποιούν το  σύστημα (5.3), p  =  pm =  — , m  € N , m ^  1 κοα 2?νο η 

αυθαίρετη σταθερά πλάτους.

Π ερ ίπ τω σ η  4 :  Για ρ  =  0  και g =  0  (ΤΕοο ιδιόρρυθμός) η γενικ ή  λύση είναι της μορφής

00

Ε χ =  (Α ιχ  +  Α 2) ( 5 2 ^ ) .
ί=0

Ε ν =  ( —-4ιϊ/ Η- -£>2) * (y^Cj-gQ·
i=O

Οι συνθήκες (5 .1 ) και (5 .2 )  οδηγούν στο μηδενισμό των Ε χ , Ε ν . Επομένως, ο ΤΕοο ιδιόρρυθμός 
αποσβένεται ταχύτητα εντός τετραγωνικού αντηχείου.

Παρατηρήσαμε στην ανάλυση παραπάνω ότι οι οριακές συνθήκες οδη γούν στη διακριτοποίηση  

τω ν p ,g . Ε κτός αυτών τω ν σταθερών, μια άλλη “αυθαίρετη σταθερά” , έστω ί, αναμένεται να  

ενυπάρχει στη δυναμοσειρά Y ^ C iZ * .  Η  ύπαρξή της προβλέπεται λ ό γω  της πεπερασμένης κατά  

τον  άξονα  ζ  διάστασης του  αντηχείου. Ε πομένω ς, οφ είλει κανείς να  κάνει λ ό γ ο  για T E mnj 

ιδιόρρυθμούς εντός  του  αντηχείου.

Είναι γνω σ τό  ότι οι T E mn| ιδιόρρυθμοί διεγείρονται μ ό νο  σ ε  συγκεκριμένες συχνότη τες  

διέγερσης /  =  /c.mni (ιδ ιοσυχνότη τες), οι οποίες υπ ολογίζοντα ι αριθμητικά από την ικανοποίηση  

του  συστήματος (5 .3 ), θεωρώ ντας ότι ol c* σ υντελεσ τές  ικανοποιούν την επαναληπτική εξίσω ση

i
(t +  2 ) ( i  +  l)Ci+2 -  ξ^ η<Η +  k ljfwl ·  0  , i  =  0 , l t 2 , . . .  (5 .8)

j=0

καί U J c,m n l =  27Γf c tm n i t  k c , m n l ~  ^ c , m n t y / f M ) ^ 0 i  £ m n  =  P m  7ni Pm =  κα ί Q n  =
T o  εν λόγω  σύστημα είναι ισοδύναμο με το  πρόβλημα ανεύρεσης τω ν ριζών της συνάρτησης 

F ( f )  οι οποίες, για  δεδομένες τιμές των m ,n ,  αναφέρονται στις τιμές του δείκτη I  =  1 ,2 ,. . .·  

δηλαδή, η πρώτη ρίζα της F { f ) αντιστοιχεί στην ιδιοσυχνότητα f ^ m n u  η δεύτερη στην 

κ .ο .κ .

Σ την συνέχεια  ελ έγ χετα ι η συμφωνία της FVobenius λύση ς με υπάρχουσες αναλυτικές λύσεις
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για  δύο απλές μορφές διηλεκτρικών προφίλ.

5.2.1 Συμφω νία με αναλυτικές λύσεις

Π ερ ίπ τω σ η  1: εΓ(ζ) =  em=  σταθερά.

(5 .9) 

(5 .10)

μ ε Εχο, E yo να  δηλώνουν αυθαίρετα πλάτη. Οι αντίσ τοιχες ιδιοσυχνότητες δίνονται από τ ο ν  τύπο  

(δες [9])

όπου α, b, ά ορίζουν τις διαστάσεις του  αντηχείου.

Σ το  παράδειγμα που ακολουθεί παρουσιάζεται η ταύτιση τω ν θεωρητικά υπολογισμ ένω ν ιδιο- 

καταστάσεω ν με τις αντίστοιχες της Frobenius γ ια  διάφορα σταθερά διηλεκτρικά προφίλ e m.

em =  2  : τη =  1, η  =  1. Ό π ω ς  διαφαίνεται απο τις Ε ξισώ σεις (5 .4 )-(5 .5 ) και (5 .9 )-(5 .1 0 ), οι 

X, y-εξαρτώ μενοι όροι των Ε χ , Ε ν είναι ταυτόαιμοι. Σ ε  ό,τι αφορά το υς z-εξαρτώ μενους όρους, η 

ταύτιση της σειράς ( Σ ^ ο ^ 2*) με τη μορφή του ημιτόνου του ρυθμού Τ Ε π 3 παρουσιάζεται στην  

Εικ.5.1 που ακολουθεί1.

Αναφερόμενοι στις ιδιοσυχνότητες, επιλύουμε το σύστημα (5 .3) αριθμητικά και εξά γο υμ ε τις 

ρίζες της συνάρτησης F ( f )  που ταυτίζονται με τις ιδ ιοσυχνότητες της Ε ξίσω σης (5 .11) -η δε 

ακρίβεια υπολογισμού των ριζών είναι της τάξης ΙΟ '14. Στην E lx.5 .2  διακρίνονται ol ρίζες της 

F ( f )  που αντιστοιχούν στις ιδιοσυχνότητες m  =  η  =  1 και I =  1 ,2 ,3 ,4 .

Π ερ ίπ τω σ η  2 : εΓ(ζ)  =  ε 0 4- εχζ . Σ την περίπτωση γραμμικής α νομ οιογένειας ol z-εξαρτώ μενοι 

όροι των συνιστω σώ ν του πεδίου ικανοποιούν τη διαφορική εξίσωση:

Ζ( ζ )  =  ζ Ζ { ζ ), (5 .12)

όπου με Ζ  δηλώνονται τα Z x,Z y . Η γενική  λύση της Ε ξ.(5 .12 ) είναι ένας γρ αμ μ ικός συνδυασμ ός  

τω ν A iry  συναρτήσεων Α ί(η ), Β ί(η ) πρώτου και δευτέρου είδους, αντίστοιχα . Ε πομένω ς, τα

Σ ε αυτήν την περίπτωση οι ρυθμοί εντός το υ  αντηχείου έχ ο υ ν  τη μορφή

__ τηπ χ. . . n n y . . Λπζ
Ε χ =  Ε χο c o s (— — ) s in (—^ - )  s m (— ),

. 7Π7ΓΧ. f n n y  . Ι π ζ  
E y =  E yo s in (— — ) c o s (— ) sm (— ),

1 Τ ο ν ίζ ο υ μ ε  ό τ ι σ τ ις  π ρ ο σ ο μ ο ιώ σ ε ις  πο υ  δ ιεξ ά γ α μ ε  η  τ α ύ τ ισ η  τω ν  ιδ ιό μ ο ρ φ ω ν ε ίνα ι α π ό λ υ τη . Σ τ α  δ ια γρ ά μ μ α τα , 
π ρ ο κ ε ιμ έν ο υ  να  α να δείξο υμ ε τη ν  τα ύ τ ισ η  τω ν  μ ο ρ φ ώ ν, έ χ ο υ μ ε  μ ε τα β ά λ ε ι τα  π λ ά τη  τ ο υ ς  γ ια  λ ό γ ο υ ς  ο π τ ικ ή ς  
δ ιάκρ ισ ης.
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Ε ικόνα 5.1: Σ ύγκριση T E n s  ιδιόρρυθμών. Δ ια σ τά σ εις  αντηχείου: α =  δ =  3cm , d  =  7cm .

Εικόνα 5.2: Οι ρίζες της F ( /) . Διαστάσεις αντηχείου: α =  6 =  3cm, d  =  7cm.
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ζ-εξαρτώμενα τμήματα τω ν συνιστω σώ ν του πεδίου έχ ο υ ν  τη μορφή

Ζ { ζ ) =  αχΑ ζ(η(ζ)) +  α^ Β ι(η[ζ))  ,

όπου αχ, α2 είναι αυθαίρετοι συντελεστές, η (ζ )  =  — β 1̂ 3 {ζ  +  , A  =  k 2So — ξ 2, Β  =  k2e χ και

ξ 2 =: 4- Συνεπώ ς, το πεδίο εντός του κυματοδηγού γράφεται ως

Εχ =  Ε χο cos(pmx ) sin (g„y) · [α ιΛ ί(η (ζ ) )  +  a 2D i{n {z ) ) ] , (5 .13)

=  - — E xosai{pmx)cos((iny ) - [ a l A i ( n ( z ) ) + a 2B i(n { z ) ) \ .  (5 .14)
Q n

Ε φαρμόζοντας τις συνοριακές συνθήκες λαμβάνουμε το  εξής 2x2  πρόβλημα ιδιοτιμών Α Χ  =  0:

A i(n 0) B i(n 0) 

Ai(rid) B i{nd)
X  =

a x

α2

όπου n 0 =  —φ β τ  rid =  —β 1/3 (c?-l· ^ ) .  Στην περίπτωση αυτή οι αναζη τούμενες ιδ ιοσυχνότητες  

είναι οι ρίζες της εξίσω σης

D e t(A ) =  0 . (5 .15)

Η  επίλυση του συστήματος για  ένα αντιπροσωπευτικό γραμμικό προφίλ παράγει αποτελέσματα  

που είναι σε πλήρη ταύτιση με τη FVobeaius πρ οσέγγιση  (Ε ικ όνες 4 .3 -4 .4 ) .

εΓ =  3 +  20^ : τη — 1, η  =  1. Ό π ω ς διακρίνεται από τις Ε ξισώ σεις (5 .4 )-(5 .5 ) και (5 .13 )-  

(5 .14), τα x  και y  τμήματα τω ν Ex,E y συνιστω σώ ν είναι όμοια. Σ ε  o ,tl αφορά το  ζ-εξαρτώ μενο  

κομμάτι, στην Ε ικ .5 .3  που ακολουθεί παρουσιάζεται η ταύτιση του  ημιτόνου και της σειράς 

( Σ ^ ο ^ 4) για  το ρυθμό Τ Ε 112.

Αναφορικά με τις ιδιοσυχνότητες, η επίλυση του συστή μ ατος (5 .3) ακολουθούμενη  από τις 

ρίζες της F ( f )  δηλώνει την πλήρη ταύτιση των συχνοτή τω ν μ ε αυτές του  συστήματος (5 .15). 

Παρακάτω, στην Ε ικ .5 .4  διακρίνονται οι ρίζες της F ( f )  που αντισ τοιχούν στις ιδ ιοσυχνότητες  

τη =  1, η  =  1 και £ =  1 ,2 ,3 ,4 .

Συνεπώ ς, οι Frobenius λύσεις είναι σε πλήρη συμφωνία με ανεξάρτητα λαμ βανόμ ενες λύσεις  

για  τα δύο είδη διηλεκτρικών προφίλ που συζητήθηκαν στα  παραπάνω.

5.3 Κυλινδρικά αντηχεία
Στην περίπτωση τω ν κυλινδρικών αντηχείω ν κάνουμε χρήση τω ν εκφράσεω ν του ηλεκτρομα- 

γνητικού πεδίου του Κεφαλαίου 3. Ό μ ο ια  με την παράγραφο 4.2 εφ αρμόζουμε τις οριακές 

συνθήκες στα τοιχώ ματα του αντηχείου και εξάγουμε τις δυνατές ιδιοκαταστάσεις του αντηχείου. 

Πιο αναλυτικά, οι οριακές συνθήκες στο  κυλινδρικό τοίχω μα (η ακτίνα του αντηχείου δηλώνεται
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Ε ικόνα 5.3: Σ ύγκριση  Τ Ε π 2 ιδιόρρυθμών. Δ ια σ τά σ εις  αντηχείου: α  =  δ =  3cm , d  =  7cm .

Εικόνα 5.4: Οι ρίζες της F(f) .  Διαστάσεις αντηχείου: α =  δ =  3cm, d =  7cm.
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ως α και ως L  το  μήκος του) είναι:

Ε τ =  012=0 , ~=l , 

Εφ =  0 |r = O , r = L ,  ι

Ο ι γενικ ές εκφράσεις του πεδίου είναι:

(5 .16)

(5 .17 )

E r(r, φ, ζ) =  Α η— ( ^ g r2 . [C„ cos( tu6) +  D „  s in (n 0 )] - CjZ*  ̂ , 

— >Wn(£m«*r ) · [C„ sin(fK i) -  D n cos(n<^)] ·Ε φ (τ ,φ ,ζ )  -■ —

οι οποίες μ ε κατάλληλη επιλογή του άξονα  φ  μορφοποιούνται ως:

E r{r, φ, ζ) =  sin(mft) · Cj-z1̂  ,

Εφ(τ, Φ, ζ) =  — A n J ' ^ ^ r )  COS(ηώ) · |  ^  CjZ* J ,

(5 .18)

(5 .19)

όπου τη, η  ^  1, Α „, C„ και D n είναι αυθαίρετοι συντελεσ τές, και =  i& a l  (Rmn είναι η m - 

ρίζα της εξίσω σης της παραγώ γου της B esse l n-τάξης: J ' ( i? )  =  0 ). Επίσης, οι & σ υ ντελεσ τές  

ικανοποιούν την επαναληπτική εξίσωση

„ _  HL· Co, ( i + 2 )(i +  l)ci+2 +  H lnci +  k2 Σ  * - &  =  <), i  =  1 ,2 ,—, (5-20)
J=0

όπου ω  =  2 n fc,m u, k  =  ω ^ /μ ^ ο  και =  y / k 2e 0 -  ξ^>·

θεω ρώ ντας τις συνθήκες (5.16) και (5 .17) λαμβάνουμε το σύστημα:

Co =  0
Λ . (5 .21)

^ ( /)  =  Σ Ξ ο ^ ·  =  0.

Ε πομένω ς, οι Τ Ε ™  ιδιόρρυθμοί εκφράζονται από τις Ε ξισώ σεις (5 .1 8 )-(5 .1 9 ), υπό την προϋπόθεση  

ότι τα Ci ικανοποιούν το σύστημα (5.21).

Και στην περίπτωση κυλινδρικού αντηχείου οφ είλουμε να κάνουμε λ ό γ ο  για  ιδιόρ­

ρυθμούς, δεδομένου ότι στη σειρά °*ζ% εμπεριέχεται και μια άλλη σταθερά, έστω  /, εκ τό ς  τω ν  

τη, η. Ο ι ιδιόρρυθμοί ΤΕ*™/ διεγείρονται σ ε  ορ ισμ ένες ιδ ιοσυχνότητες /  =  f^mni που ικανοποιούν



τ ο  σύστημα (5 .2 1 ), πρόβλημα που ισοδύναμε! με την εύρεση των ριζώ ν της F( f ) -
Σ τη σ υνέχεια  ελ έγ χ ο υ μ ε  τη συμφωνία της προτεινόμενης Χύσης μ ε  ήδη υπάρχουσες αναλυτικές 

λύσεις για  ομ ογενή  και γραμμικώ ς ανομ οιογενή  προφίλ.
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5.3.1 Έλεγχος με αναλυτικές λύσεις
Περίπτωση 1: ε Γ(ζ)  ξ  em= constant.

Οι εκφράσεις του  πεδίου εντός  του  αντηχείου  είναι:

E r =  C n~ ——  r - s in (n ^ ) s in  (βζ) ,  (5 .22)r
E v =  Cn— J'n(£mn τ)  co s (n ^ ) &αι{βζ), (5 .23)

ft

όπου C n είναι η αυθαίρετη σταθερά πλάτους. Ο ι ιδ ιοσυχνότη τες δίνονται από τον  τύπο [9):

fc,mnl — (5.24)

όπου  L  το  μήκος του  αντηχείου .

Σ το  ακόλουθο παράδειγμα ο μ ο γ ενο ύ ς  προφίλ em δεικνύεται η συμφω νία τω ν θεωρητικά υπο­

λογισ μ ένω ν ιδιόρρυθμών και ιδιοσυχνότήτω ν με τους  α ντίσ τοιχους της μεθόδου FVobenius.

e m =  3 .9  : m  =  1, η  =  2. Τ α x  και y  μέρη των E ri Εφ συνιστω σώ ν είναι όμοια, όπως προκύπτει 

από τις Ε ξισώ σεις (5 .1 8 )-(5 .1 9 ) και (5 .2 2 )-(5 .2 3 ). Σ ε  0 ,tl αφορά το  z τμήμα, στην Ε ικ.5.5 που 

ακολουθεί παρουσιάζεται η ταύτιση των μορφών της σειράς ( Σ “ ο°»2<) του ψ ^ ό ν ο υ  του  

ρυθμού Τ Ε 123-

Αναφερόμενοι στις ιδ ιοσυχνότητες, η επίλυση του  συστή μ ατος (5 .21) παρέχει τις ρίζες της 

ποσότητας F ( f )  που ταυτίζονται με τις ιδιοσυχνότητες που  δίνονται από την Ε ξ.(5 .24 ). Παρα­

κάτω, στην Ε ικ .5 .6  διακρίνονται οι ρίζες της συνάρτησης F ( f )  που αναφέρονται στις συχνότητες: 

τη =  1, η  =  2  και / =  1 ,2 ,3 ,4 .

Π ερ ίπ τ ω σ η  2: ε Γ(ε )  =  £ο +  ε χζ.  Σ την περίπτωση γραμμικής α νομ οιογένειας τα ζ-εξαρτώμενα  

τμήματα των συνιστω σώ ν του  πεδίου ικανοποιούν τη διαφορική εξίσωση:

2 ( ζ )  =  ζ Ζ ( ζ )  (5.25)

και συνεπώ ς το πεδίο γράφεται ως

Ε λ =  Ε χο oos(pmx ) 8ia(qny)  · [axA i(n (z ))  +  a2D i(n ( z ) ) ] , (5 ,26)

“  - ~ - F xo s in {pmx)  cos(gny )  * [ax A i(n {z ) )  +  a2St(n(z))]. (5 .27)
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Εικόνα 5.5: Σύγκριση Τ Ε 123 ιδιόρρυθμών. Δ ιαστάσεις αντηχείου: α =  2 .5cm , L  =  7cm .

Εικόνα 5.6: Οι ρίζες της F ( /) . Διαστάσεις αντηχείου: α =  2.5cm, L  =  7cm.
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z(m)

Ε ικόνα 5.7: Σ ύγκριση  Τ Ε 2ΐ2 ιδιόρρυθμών. Δ ια σ τά σ εις  αντηχείου: α =  2 .5cm , L  =  7cm .

Ε φ αρμόζοντας τις συνοριακές συνθήκες λαμβάνουμε το  2x 2  πρόβλημα ιδιοτιμών Α Χ  =  0:

Α  =
A i(n 0) D i(n 0) 

A i(jid ) B i(n d)

όπου A  — k 2e0 -  ξ2, D =* k h i  και ra0 =  - ^ r ,  n L =  —I?1/3 (L  +  £ ) .  Σ ε  αυτήν την περίπτωση, 

οι ιδ ιοσυχνότητες που αναζητούμε είναι οι ρίζες της εξίσω σης

D e t(A )  =  0 . (5 .28)

Τ α  αποτελέσματα της επίλυσης του  συστήματος για  ένα  αντιπροσωπευτικό γραμμικό προφίλ 

είναι σ ε  πλήρη συμφω νία με αυτά της Frobenius μεθόδου κα ι παρουσιάζονται στις Ε ικόνες 4 .7-4 .8 .

ε> =  3 — 15z : m  — 2, n  =  1. Τ α  x  και y  μέρη τω ν Ex,Ey συνιστω σώ ν είναι όμοια , όπως 

προκύπτει από τις Ε ξισώ σεις (5 .1 8 )-(5 .1 9 ) και (5 .2 6 )-(5 .2 7 ). Σ ε  ό,τι αφορά το  z μέρος, στην 

Ε ικ .5 .7  δεικνύεται η ταύτιση του  ημιτόνου με τη σειρά ( £ ) “ „ °*z i ) γ ι«  to  ρυθμό Τ Ε 212.

Α ναφερόμενοι, τέλο ς , στις ιδ ιοσυχνότη τες, η επίλυση του συστήματος (5 .21) εξάγει μ ε  ακρί­

βεια τις ιδιοσυχνότητες, όπως αυτές ορίζονται από την Ε ξ .(5 .2 8 ). Σ την Ε ικ .5 .8  διακρίνονται οι 

ρίζες της συνάρτησης F ( f )  που α ντισ τοιχούν στις ιδ ιοσυχνότη τες m  =  2, n  =  1 και ί =  1 ,2 ,3 ,4 .  

Σ υνεπώ ς, η Frobenius λύση είναι σ ε συμφωνία με ανεξάρτητα λαμβανόμενες λύσεις για  τα
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Εικόνα 5.8: Ο ι ρίζες της F ( f ) .  Δ ια στά σεις αντηχείου: a  =  2 .5cm , L  =  7cm .

δύο είδη προφίλ που συζητήθηκαν στο παρόν κεφάλαιο.

5.4 Αριθμητικά αποτελέσματα

Στη συνέχεια  παραθέτουμε ενδεικτικά διάφορα αριθμητικά αποτελέσματα προσομοιώ σεω ν που  

αφορούν γραμμικά, παραβολικά και κυβικά α νομ οιογενή  προφίλ και αφορούν τις αντίστοιχες  

ιδιοσυχνότητες που εξάγοντα ι από την επίλυση των συστημάτω ν (5 .16) και (5 .17). Σ την επόμενη  

παράγραφο παρουσιάζουμε μορφές ιδιοκαταστάσεων για  δύο τυχαία  επ ιλεγμένα  προφίλ, ένα  

παραβολικό και ένα  κυβικό· για  τις συγκεκριμένες ιδιοκαταστάσεις μ ελετούμε τις τιμές των 

συντελεστώ ν α  τω ν Ε ξισώ σεω ν (5 .20) και (5 .21) και εν  τέλει υ π ολογίζουμ ε τη συγκλίνουσα  

σειρά c%zx κατά μήκος του αντηχείου.

5.4.1 Ιδιοσυχνότητες

Σ το ν  Πίνακα 5.1 που ακολουθεί παρατίθενται ol τιμές των ιδιοσυχνοτήτω ν του ρυθμού T E m  για  

μια πλειάδα διηλεκτρικών προφίλ, τόσο για τετραγω νικό ό σ ο  και γ ια  κυλινδρικό κυματοδηγό. 

Επίσης, συγκρίνονται οι /c ,m  της μεθόδου FVobenius μ ε τις τω ν σχέσεω ν:
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Δ ιηλεκτρικό προφίλ Τ ετραγω νικό αντηχείο Κ υλινδρικό αντηχείο
Cr(z) Λ,ΙΠ Λ ,in Λ,ΠΙ Λ ,ιπ

2 .36  +  5.47* 4.62 4 .62 8 .82 8.46
3 .72  +  5 .47ζ 3.74 3.73 6.86 6.86

3 .25  +  11 .61ζ 3.86 3 .86 7.04 7.09
4 .03  -  12 .42ζ 3 .88 3 .89 7.09 7.15
6 .08  -  15 .32ζ 3.13 3 .14 5.72 5.76
6 .25  -  15 .47ζ 3.1 3 .09 5.64 5.68

2 .1 5  +  2 5 .1 2 ζ  -  120.24ζ* 4.34 4 .39 7.84 8.06
2 .7 5  +  5 .4 7 ζ  -  5 5 .2 4 ζ2 4 .38 4 .37 8.02 8.03

2 .9 5  +  2 5 .2 1 ζ  — 125 .0 3 ζ2 3 .84 3 .88 6 .98 7.11
3  +  13 .47ζ -  4 0 .0 4 ζ2 4 .00 4 .00 7.28 7.35

3 .15  4- 15 .16ζ — 5 0 .8 3 ζ2 3 .88 3 .8 9 7 .08 7.15
4  -  13 .47ζ +  5 0 .2 4 ζ2 3 .90 3 .89 7.42 7.14
6  +  10 .38ζ -  8 0 .1 4 ζ2 2 .96 2 .96 5.44 5.43

3  - 1 1 . 1 7 *  +  91.14*** -  290 .8 2 ζ3 4.48 4 .4 7 8 .20 8.20
3 .2 5  -  13 .07ζ +  2 7 9 .3 4 ζ2 -  9 4 6 .9 6 ζ3 4 .18 4 .15 7.68 7.62
3 .75  -  13 .47ζ +  2 8 6 .2 4 ζ2 -  946 .7 2 ζ3 3 .90 3 .86 7.14 7.08

4  -  15 .37ζ +  8 0 .1 4 ζ2 -  300 .9 2 ζ3 3 .92 3.91 7.14 7.18
4 .25  -  12 .41ζ +  200.24 ζ 2 -  946 .92ζ 3 3 .68 3 .6 6 6 .76 6.73
4 .7 5  -  13 .47ζ +  2 3 0 .2 4 ζ2 -  946 .6 2 ζ3 3 .48 3 .45 6 .38 6 .34

Π ίνακας 5.1: Οι σ υ χνότη τες αποκοπής Λ,ιπ. /c ,in*

Λ·“' “ 575Kv («) + G) +0) (,cw **d <5®>
/ « “ “  ^ Κ ν ( έ ) ! + ( § )  (Κ ^ νίρ χό  «vmxrfo) (5.30)

όπου e m είναι η μέση τιμή του  α νο μ ο ιο γενο ύ ς προφίλ, δηλαδή

z=*D
Cm =  J £ r (z )d z  (5 .31)

J=0

όπου D  είναι το μήκος του αντηχείου. Η επ ιλογή  της μ έση ς τιμής c m και ο υπολογισμ ός των 

Λ,ιιι ι που όπως αποδεικνύεται από τις προσομοιώ σεις, αποτελεί μια πολύ καλή προσέγγιση  των 

πραγματικώ ν / Cflll.

Σ τη ν  Ε ικόνα 5 .9  προσδίδονται και σχηματικώ ς οι τιμ ές του  Π ίνακα δεικνύοντας την ακρίβεια  

τω ν προσεγγιστικώ ν ιδιοσυχνοτήτω ν Λ ,ιη*



5*4. Αριθμητικά αποτελέσματα 83

Ε ικόνα 5.9: Σ υγκριτικό διάγραμμα των ίδιοσυχνοτήτω ν Λ ,ιχ ι, Λ ,ιπ  σ ε  τετραγω νικό και 
κυλινδρικό αντηχείο.

5.4 .2  Μ ορφές των ιδιοκαταστάσεων

Η ανάλυση με τη μέθοδο Frobenius παρέχει τη δυνατότητα εύρεσης τω ν ιδιόρρυθμών σε κάθε  

ιδιοσυχνότητα. Π ρος αυτό το  σκοπό,στην παρούσα παράγραφο δεικνύουμε τη λειτουργικότητα  

της μεθόδου παραθέτοντας στις Ε ικόνες 5 .10-5 .11  τις κυματομορφές δύο τυχαία επ ιλεγμένω ν  

ανομ οιογενειώ ν σε διάφορες ιδιοσυχνότητες στην περίπτωση τετραγω νικού και κυλινδρικού κυμα- 

τοδηγού αντίστοιχα.

Σ την Ε ικ .5 .12  εκθέτουμε τη μεταβολή τω ν μέτρων των συντελεστώ ν ανάκλασης και διάδοσης 

συναρτήσει της συχνότητας για  το ανομ οιογενές προφίλ €τ(ζ) =  3 — 35 .55ε +  3 3 5 .7 2 ε2 — 9 1 5 ζ3, 

θεω ρούμενοι τη μετρητική διάταξη των προηγούμενω ν κεφαλαίων. Παρατηρούμε ότι οι μορφές  

παρουσιάζουν ακρότατατα στις ιδιοσυχνότητες Τ Ε 10ί, I =  1 ,2 ,3 ,  ενό ς  τετραγω νικού αντηχείου  

με τις ίδιες διαστάσεις, φέρον το εν λόγο) α νομ οιογενές υλικό. Τ α  ακρότατα εμφανίζονται διότι σε  

αυτές τις σ υχνότη τες εντός του αντηχείου ενισχύοντα ι ενεργειακώ ς τα στάσιμα κύματα, γ ε γ ο ν ό ς  

που συνεπάγεται μείωση του συντελεστή ανάκλασης και εν ίσ χυσ η  του  συντελεστή  διάδοσης (δες 

Εικ. 5 .1 2 ).
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Εικόνα 5.10: ΠεδιακοΙ ιδιόρρυθμοί στην περίπτωση της ανομοιογένειας £ν(ζ) =  4 — 13.47ζ +  
50.24ζ2 για m =  n =  1. Διαστάσεις τετραγωνικού αντηχείου: α =  6 =  3cm, d  =  7cm.

Εικόνα 5.11: ΠεδιακοΙ ιδιόρρυθμοί στην περίπτωση της ανομοιογένειας ε^(ζ) =  3.27 — 13.07ζ +  
279.34ε2 — 946.96ε3 για m =  2, n =  1. Διαστάσεις κυλινδρικού αντηχείου: ο =* 2.5cm ,£  =  'cm'
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Εικόνα 5.12: \\G \\, ||Ζ?|| συναρτήσει της συχνότη τας /  για  το α νομ οιογενές  προφίλ εΓ(ζ)  =  
3 — 3 5 .55z-l-335 .7222 — 9 1 5 ζ3. Δ ιαστάσεις τετραγω νικού κυματοδηγού: a =  b =  3cm , d  ~  7cm . 
Οι ιδιοσυχνότητες είναι ονομαστικά: / c,ioi =  3 .6587, 102 =  4 .4453 , / Ciio3 =  5 .4835  (G H z).

5.4.3 T o  αντίστροφο πρόβλημα

Η εκτίμηση των ιδιοσυχνοτήτω ν που εξάγεται από τα ακρότατα της μεταβολής τω ν συντελεστώ ν  

ανάκλασης και διάδοσης ως προς τη συχνότητα  διέγερσης, όπω ς παρουσιάστηκε στην Ε ικ .5 .12, 

επιτρέπει την επίλυση του αντιστρόφου προβλήματος γ ια  την περίπτωση ο μ ο γ ενο ύ ς  και γραμμικού  

ανομ οιογενούς προφίλ. Η διαδικασία αντιστροφής είναι απλή και ακριβής στην περίπτωση απλής 

ο μ ογένα α ς- τότε, οι ιδ ιοσυχνότητες δίνονται από την έκφραση:

και η διηλεκτρική παράμετρος ως:

( τ ) 2+ ω 2+ β ) 2

(5 .32)

(5 .33)

Συνεπώ ς, ol γνώ ση έστω και μίας εκ των ιδιοσυχνοτήτω ν / Cimn/, μέσω  της παραπάνω εξίσω σης, 

παρέχει την τιμή του άγνω στου ομ ογενούς προφίλ. Ως παράδειγμα, παρουσιάζουμε στην Ε ικ.5.13  

τις μεταβολές των συντελεστώ ν ανάκλασης και διάδοσης για  το ο μ ο γ ενές  προφίλ ec =  3. Οι τιμές  

των ιδιοσυχνοτήτω ν που δεικνύονται από τα ακρότατα των μορφών είναι επακριβώς αυτοί που  

προβλέπονται από την Ε ξ. (5 .33) γ ια  ε€ =  3.

Η επίλυση του αντιστρόφου προβλήματος στην περίπτωση γραμμικής ανομ οιογένεια ς απαιτεί 

την επίλυση ενό ς  προβλήματος ελαχιστοποίησης με συνάρτηση σφ άλματος την ορίζουσα της
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Ε ικόνα 5.13: | |G | | , \\D\\ συναρτήσει της σ υχνότη τα ς /  γ ια  τ ο  ο μ ο γ ενές  προφίλ ετ =  3 . Δ ιαστάσεις  
τετραγω νικού κυματοδηγού: α =  6 =  3cm , d  — 7cm . O l ιδ ιοσυχνότητες είναι ονομαστικά: 
Α χοί =  3 .1385 , Α ιο 2 =  3 .79948 , (G H z).

Ε ξ .(5 .1 5 ). I I lo αναλυτικά, αναζητούμε τις παραμέτρους εο, εχ ώ στε D e t(A )  =  0  για  τις ιδιο- 

σ υ χνότη τες που δεικνύουν τα ακρότατα τω ν μορφώ ν τω ν συντελεστώ ν ανάκλασης και διάδοσης. 

Ενδεικτικά, εκθέτουμε στη ν Ε ικ .5 .14  την εξέλιξη  τω ν σ υντελεστώ ν ανάκλασης και διάδοσης στην  

περίπτωση της ανομ οιογένεια ς ετ(ζ )  — 3  — 15ζ. Σ τη ν περίπτωση αυτή η συνάρτηση σφάλματος  

εμφανίζει διάφορα τοπικά ελάχιστα , όπω ς παρουσιάζεται στην Ε ικ .5 .15, γ ε γ ο ν ό ς  που καθιστά 

αναγκαία τη χρησιμοποίηση μιας ισχυρής διαδικασίας ελαχιστοποίησης γ ια  την εύρεση του  ολικού  

ελάχιστου . Πιο αναλυτικά, στην Ε ικ .5 .15  εκθέτεται η μετάβολη  της συνάρτησης σφ άλματος, που  

χειρίζεται τις τιμ ές της ορ ίζουσας D et(A ; εο, εχ, f )  στ ις ιδιοσυχνότητες /ιο ί  =  3 .444 , / η® =  

4.196, /χο3 =  5 .187 , / ιο 4 =  6 .3 1 8  (σ ε  G H z), στη γειτονιά  το υ  ολικού ελα χίσ του  έο =  3 , έι =  —15- 

ορίζεται δε ως
Μ

•/(εο, £ι) :=  53 \D et(A > co, cu f i <x) |2 ·
1=1

5.5 Συμπεράσματα
Σ τ ο  κεφάλαιο αυτό αξιοποιούνται τα θεωρητικά αποτελέσματα των προηγούμενω ν κεφαλαίων για  

τον  ακριβή υπολογισμ ό  των ιδιοκαταστάσεω ν εντός τετραγω νικώ ν και κυλινδρικών αντηχείων 

εφοδιασμένω ν με α νομ οιογενή  κατά τη μία διάσταση διηλεκτρικά υλικά. Μ ε τη χρήση της 

FVobenius παρέχεται η δυνατότητα υπολογισμ ού  τω ν ιδιοκαταστάσεω ν σ ε  υψηλές τάξεις και 

συχνότη τες και με εξαιρετικά μικρό υπολογιστικό  κ όσ τος . Επιπρόσθετα, προτείνεται και ένας  

νέο ς  τρόπος εκτίμησης της πρώτης ιδιοσυχνότητας του  εκάστοτε ιδιόρρυθμού, βάσει της μέση
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Ε ικόνα 5.14: | |G | | , | |D || συναρτήσει της συχνότη τα ς /  γ ια  τ ο  α νο μ ο ιο γενές  προφίλ εΓ(ζ )  =  
3 — 15ζ. Δ ια σ τά σ εις  τετραγω νικού κυματοδηγού: α  =  δ =  3cm , d  =  7 cm . Ο ι ιδιοσυχνότητες  
είναι ονομαστικά: Λ ,ιοι =  3 .444, /^ ιαι =  4 .196 , =  5 .187 , /c,io4 =  6 .318  (G H z).

Εικόνα 5.15: Οι μεταβολές του σφάλματος lo9lo(J(eo, e1))  ο^η γειτονιά  του  ολικ ού  ελάχιστου  
£q =  3,έχ =  —15. Δ ιαστάσεις τετραγω νικού κυματοδηγού: σ  255 cm ’ c m ’
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τιμής της α νομ οιογένεια ς, γ ε γ ο ν ό ς  που συνδέεται άρρηκτα μ ε  αντίστοιχα  συμπεράσματα των  

προηγούμενω ν κεφαλαίων. Τ ονίζετα ι δε ότι η σαφής εξάρτηση τω ν ιδιοκαταστάσεων από τον  

διακριτό, όπως αποδεικνύεται, συντελεστή  / ,  που  εμφάνιζεται στην παραπάνω ανάλυση λόγω  της ■ 

πεπερασμένης κατά ζ  διάστασης του  αντηχείου. Κατά α υτόν τ ο ν  τρόπο ολοκληρώνεται η μελέτη  

τω ν βασικώ ν μικροκυματικών στοιχείω ν, τουτέστιν  κυματοδηγώ ν και αντηχείω ν, που περιέχουν  

α νομ οιογενή  υλικά.

:jj
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Κεφάλαιο 6

Κυματική διάδοση και ανακατασκευή 
ιδιοτήτων σε ανομοιογενή ελαστικά μέσαίί

6.1 Περίληψη του προβλήματος
Σ υ νεχίζο υ μ ε τη σπουδή γ ια  την εύρεση αναλυτικής λύση ς σ ε προβλήματα που εμπλέκουν συνε­

χείς  κατά τη μία διάσταση ανομοιογένειες- Ε στιάζουμε δε το  ενδιαφέρον μας στην ελαστοδυνα­

μική μικρών μετατοπίσεω ν και πιο ειδικά στην αναλυτική επίλυση ενό ς  προβλήματος ανάκλασης- 

διάδοσης που αναφέρεται σ ε  α νομ οιογενή  υλικά μ ε  χωρικώς εξαρτώ μενες ελαστικές παραμέτρους. 

Η μέθοδος Frobenius χρησιμοποιείται για  τη μελέτη της διάδοσης ενό ς  αρμονικού ελαστικού  

επιπέδου κύματος σ ε στρωματοποιημένα και α νομ οιογενή  κατά τη μία διάσταση ελαστικά μέσα. 

Β άσει μιας σειράς αριθμητικών παραδειγμάτων που  παρουσιάζονται, αυτή η προσέγγιση  συγκρί- 

νεται με μια συμβατική co llo ca tio n  μέθοδο και αποδεικνύεται η επίτευξη ακριβούς λύση. Τ έλος, 

στην αντιμετώπιση του αντίστροφου προβλήματος, τα συνθετικά δεδομένα της co llocation  σε  

συνδυασμό με τη FVobenius λύση του ευθέως προβλήματος αξιοποιούνται από έναν διαφορικής 

εξέλιξης γενετικ ό  αλγόριθμο για την ανακατασκευή α νο μ ο ιο γενώ ν προφίλ μέχρι και δευτέρας 

τάξεως.

6.2 Διατύπωση του προβλήματος
θεω ρ ούμ ε ένα στρώμα π ά χους L  που αποτελείται από ένα  α νο μ ο ιο γενές  και ισοτροπικό ελαστικό  

υλικό ανάμεσα σ ε δύο ο μ ο γενείς  ημιχώρους. Έ σ τω  ζ  Ε R  η καρτεσιανή συντεταγμένη  ώστε 

ζ 6  [0, L] να  είναι το στρώμα, που ονομ άζουμε Ω2, και ζ  >  L , ζ  <  0  να  είναι οι ημιχώροι Ωι 

και Ω3, αντίστοιχα  (δες Ε ικ .6 .1 ). Τ ο  πεδίο μετατόπισης u εξαρτάται από το  διάνυσμα θέσης x

^Σ χ ετ ικ ή  δημοσίευση: Κ Baganas, Wave propagation and profile reconstruction In Inhomogeneous elastic 
media, Wave M otion  , Vol. 42(3), pp. 261-273, 2005.

90
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μ όνο διά της μεταβλητής 2. Οι διαμήκεις (κατά μήκος της διεύθυνσης διάδοσης) και οι εγκάρσιες  

συνιστώ σες του u  ικανοποιούν τις αποσυζευγμ ένες μερικές διαφορικές εξισώ σεις της μορφής:

d 2 ( χ  (ζ) d zu  (ζ , t) )  =  p d \u  (ζ , t ) , (6 .1)

όπου u (ζ, t ) είναι η άγνωστη συνάρτηση στο χώ ρο Ωι U f^  ϋ Ω 3 x  R + , ρ  είναι η πυκνότητα μάζας  

και χ  (ζ ) είναι συνάρτηση των Lam e παραμέτρων λ  ( ζ ) ,  μ  {ζ).  Β άσει κοινής ση μ ειολογίας, χ  (ζ)  =  

2μ (ζ)  +  λ  (ζ)  ή χ  (ζ) =  μ (ζ) όταν διαμήκεις ή εγκάρσιες π ολώ σ α ς θεωρούνται, αντίστοιχα . Τ α  

Xi και είναι σταθερά στους χώ ρους Ω„ i  =  1 ,3 . Σ υνεπώ ς, στους χώ ρους αυτούς η διαφορική 

εξίσωση (6 .1) λαμβάνει τη μορφή

<%d\ u  (z , t )  — d^u (z , t )  =  0, (6.2)

όπου ή  =  Xifpi.

— Τ _ι_Λ

Ομχη'ενές στρώμα %ν pt

Προσπίπτον π^αίο u toc
1

i

Ανακλώ^ιενο πεοίο π Γ

— τ

Ανομοιο/ενές στρώμα

■4Ζ>=Σ Ρ2
*=ο

Ημιχο>ρος ρ3

<

Δια3ιδό(ΐτνο πε£ίο n t

r

Ε ικόνα 6.1: Τ ο  πρόβλημα διάδοσης.

Έ χ ο υ μ ε  υπόψιν τη διαδικασία ανάκλασης-διάδοσης που γεννιέται από κύμα που προέρχεται 

από τον ημιάπειρο χώρο ζ >  L,  Τ ο  προσπίπτον κύμα Uinc είναι γ νω σ τό  ως αρμονικό επίπεδο 

κύμα w»nc(z ,£ ) =  Aince~iklZeiû x όπου A inc δηλώνει το πλάτος του κύματος και ki  =  ujy/ ρ ι / χ ι .  

Τ ο  ανακλώ μενο κύμα λαμβάνει τη μορφή u,· (z , t )  =  A TeiklZekiit, όπου A r δηλώνει το πλάτος του. 

Τ ο  διεγειρόμενο πεδίο στο  α νομ οιογενές  στρώμα εκφράζεται σ ε  σειρές T aylor ως

W-inh (z , ί) (6 .3 )
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ενώ  το  διαδιδόμενο κύμα έχε ι τη  μορφή i*t ( z , t )  — A%er'k**du t9 όπου Αχ δηλώνει το  πλάτος και 

A3 =  Wyfpz /xz ·  Σ ε  ό ,τι ακολουθεί ο  όρ ος παραλείπεται.

θ εω ρ ο ύ μ ε τις συνοριακές συνθήκες σ τ ο  ζ  *  0  και ζ ~  L  όπου  πρέπει να  ισχύει συνέχεια  των 

μετατοπίσεω ν και τω ν εγκάθετω ν πιέσεω ν, δηλαδή σ τ ο  ζ =  0  : u*nh =  Ut* ή

όπου το p2 δηλώνει την πυκνότητα σ το  Ω2.

Ε φ αρμόζοντας τη FVobenius μέθοδο στη ν Ε ξ. (6 .8 ) λαμ βάνουμε τ ο  ακόλουθο επαναληπτικό 
σ χή μ α  εξισώ σεω ν για  κάθε % =  0 , 1 , 2 , . . .  :

Αυτή η εξίσω ση συνεπάγεται ότι κάθε u<, i  >  2 , μπορεί να  εκφραστεί μέσω  τω ν «ο, « γ  δηλαδή 

Ui =  u( Κ , « ι ) .  Ο ι uo, u i είναι ο ι μ ό νες  ανεξάρτητες ά γνω σ τες σταθερές ανάμεσα στα « , και 

αποτελούν δύο από τους τέσσερις αγνώ σ τους του ευθέω ς προβλήματος κυματικής διάδοσης. Με 

άλλα λόγια , ο  υ π ολογισ μ ός τω ν «ο , « ι  καθιστά δυνατό τ ο ν  καθορισμό των t*  για  * >  2. Συνεπώ ς, 
οι Ε ξισώ σεις (6 .6 )-(6 .7 ) οδηγούν

(6.4)

και χ 2 (0 ) d ,u lnh (0 ) =  Χ3& « ι (0 ) , ή

(6.5)

Επίσης, σ το  z  =  £  : u inh (L)  =  U|nc (L)  +  u r (L),  ή

00

till·  =  A TeiklL +  A , nce-<fc,t, (6.6)

και * 1 0 , (u lne +  ur) =  Xs (L ) d ,u inil (L),  ή

OO
X iik i (A TeiklL -  A lnce~iklt‘) =  χ 2 (L ) (6 .7)

Η Ε ξ .(6 .1 ) , στο  α νομ οιογενές στρώμα σ τ ο  πεδίο συχνοτή τω ν έχε ι τη μορφή

*2  (* ) (2 ) +  Χ'2 (« ) Ujnh (z )  +  p2W2Ulnh (z )  =  0, (6.8)

P2W2u< +  Σ ) „ ι  ( * - i  +  1) { i - j  +  2 ) Ui-i+3Xj +  (* +  1) (t  +  2 ) uj+aXo 

"ί" Σ>=ο (* ~ 3 ·̂) θ' "4· 1) U(_j + i X j + i  =  0. (6 .9)

* ο Ζ ο  ( L )  + u,Z, (L) = Are<fc>z' 4- Aince'4*1*', (6.10)
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χ 2 (L ) [u o ^  (£ )  +  «1 ζ [  (£ ) ]  =  χ ι* * ι -  A ince ^ L) , (6 .1 1 )

όπου Ζ 0 (* ), Z q ( - ) , Ζ χ ( · ) , Ζ[  (*) είναι γνω σ τές εκφράσεις των ορισμάτων τους ρ , ω, L  και χ „  % — 

0 ,1 ,2 , · '*  . Ο ι Ε ξισώ σεις (6 .4 )-(6 .5 ) και (6 .10 )-(6 .11 ) δ ίνουν μορφή σ ε  ένα  4 x 4  γραμμικό  

σύστημα εξισώ σεω ν του  οποίου η Χύση είναι:

Α Γ
G t B  -  B tG  _ikiL 
G H 2 -  G t

(6 .12)

«0
,  A re* '1, +  B  

=  Ax =  Q  , (6 .13)

«1 =  Η χ -uo, (6 .14)

όπου Η χ =  Η 2 =  Β  =  A ^ e ^ ,  Β χ =  - Η 2 Β , G  =  Z 0 (L )  +  H M L ) ,

G x =ζ Z q (L ) +  ΗχΖ[  ( L ) .  Ο ι Ε ξισώ σεις (6 .1 2 )-(6 .1 4 ) ουσιαστικά περιγράφουν τη λύση  τουν  εν  

λόγω  προβλήματος ανάκλασης-διάδοσης.

Τα υπολογιστικά πακέτα M aple xol M atlab  παρέχουν επαρκή εργαλεία  γ ια  τη συμβολική ή 

την αριθμητική επίλυση τω ν επαναληπτικών εξισώ σεω ν της Ε ξ . (6 .9 ) υπό τ ο ν  όρο ότι μ ό νο  ομαλές  

ανομοιογένειες εμπλέκονται και ότι ol συχνότη τες διέγερσης είναι μικρότερες τω ν 5Κ Η ζ. Για 

ανομοιογένειες τάξεω ς μεγαλύτερης του  δύο, 15 δεκαδικών ψηφίών ακρίβεια είναι ανεπαρκής 

και γΓ αυτό πρέπει να  χρησιμοποιούνται πακέτα πολλαπλής ακρίβειας. Σ τις  προσομοιώ σεις μας  

κάναμε χρήση και του  αριθμητικού πακέτου του A llan  M iller στη Fortran 9 0 1 που  επιλύει με  

ακρίβεια το ευθυ πρόβλημα γ ια  ανομοιογένειες μέχρι και δεκάτης τάξεω ς.

6.3 Έλεγχος της Frobenius λύσης
Π ροκειμένου να ελ έγξου μ ε τη FYobenius λύση χρησιμοποιούμε τη ρουτίνα ‘b vp 4c’ [5] του M atlab  

που παράγει λύσεις γ ια  συνοριακά προβλήματα δύο σημείων γ ια  συνήθεις διαφορικές εξισώ σεις  

μ ε co llocation . Π ροτιμούμε αυτή τη μέθοδο και ό χ ι τις υπάρχουσες αναλυτικές λύσεις που  

αναφέρθηκαν για  διάφορες περιπτώσεις του χ 2 (ζ)  στην Ε ξ .(6 .8 ), διότι (α) παράγει αποτελέσματα  

τελείως “ανεξάρτητα” από τις λύσεις της Frobenius και (β) μπορεί να χειριστεί κάθε σ υ νεχή  και 

ομαλή μορφή χ 2 (ζ).

Οι Ε ικόνες 6.2 και 6 .3  παριστούν το απόλυτο σφάλμα του  πλάτους τω ν σ υντελεσ τώ ν ανά­

κλασης και διάδοσης που λήφθηκαν από την co llocation  και τη Frobenius για  μια αντιπροσωπευ­

τική περίπτωση τετραγω νικού προφίλ* ονομαστικά, για το προφίλ χ = [ χ 0 Χ ι  Χ 2]Τ  =  (3 0.5 — 

0.5]T(G P a) και για  A inc =  1, L  =  1 .25 (m )t Εχ =  =  l(G P a ) , ν χ =  ι/3 =  0 .3 , ρ χ =  ρ^ =

Ρ3 =  3 0 0 0 (k g /m 3). Τ ονίζουμε ότι το ||-|| δηλώνει το  μέτρο ενό ς  μ ιγαδικού αριθμού και το |·| την 

απόλυτη τιμή.

* 0  κώδικας διατίθεται στη διεύθυνση h ttp ://u sers.b igpond .net.au /am iU er/quad . htm l.

http://users.bigpond.net.au/amiUer/quad
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Ο ι Ε ικόνες παραπάνω παρουσιάζουν ότι τέλεια  συμφω νία επιτυγχάνεται σ το  εύρος των σ υ χ ν ο ­

τήτων 0 με 1 .5 (Κ Η ζ). Σ ε  μεγαλύτερες τιμ ές το  απόλυτο σφάλμα αυξάνεται μ ε τρόπο που  

αναδεικνύει τον  “χονδρικό” χαρακτήρα της FYobenius π ρ οσ έγγισ η ς όταν οι συχνότητα  αυξάνεται, 

γ ε γ ο ν ό ς  που αποτελεί κο ινό  τόπο σε λύσεις δυναμοσειρών* δηλαδή, το να γίνοντα ι ασταθείς σε 

υψηλές συχνότη τες λόγω  της πεπερασμένης ακρίβειας του  υπολογιστή2.

6.4 Το ευθύ πρόβλημα
Σ την παρούσα παράγραφο, προκειμένου να εξετάσουμε τη φυσική του προβλήματος, εστιάζουμε  

την π ρ οσοχή  μας στο  α νομ οιογενές στρώμα και μ ελετούμ ε τ ις μορφές του  παίρνει το  πεδίο 

Uinh(^) καθώς η χ 2{ζ)  διαφοροποιείται από τους περιβάλλοντες ημιχώ ρους. Επίσης, μελετούμε τι 

συμβαίνει σ το  ανακλώ μενο και το  διαδιδόμενο κύμα  καθώ ς η ανομ οιογένεια  παρουσιάζει κλίσεις  

και ταλαντώ σεις που φ υσικά εν ισ χύ ουν  την κυματική αδιαπερατότητα του  στρώ ματος και την 

ανακλώ μενη κυματική ενέργεια.

Τ ο  πεδίο Uinh(s) λαμβάνει τη μορφή στάσιμ ου  κύμ ατος κατά μήκος του  z άξονα (αυτό  

οφείλεται σ το  πεπερασμένο π ά χος του  στρώ ματος κατά ζ) με μια μικρή ταλάντω ση στην περιβάλ- 

λουσά  του (δες Ε ικ .6 .4 ). Για όλα  τα είδη τω ν α νομ οιογενειώ ν (π .χ ., γραμμικά, τετραγωνικά  

κ .λ .π .) υπάρχουν τιμές τω ν συντελεστώ ν χ<, t =  0, 1, 2 , . .., του  * 2(2) και των συχνοτήτω ν  

διέγερσης που οδη γούν στη ν ολική ανάκλαση του  προσπίπτοντος πεδίου. Σ ε  αυτήν την περίπτωση, 

οι ταλαντώ σεις του  πεδίου εξασθενίζουν και το  πεδίο βαθμιαία μηδενίζεται (δες Ε ικ .6 .5). Κ οντά  

στο  σύνορο ζ =  L  η ισχυρή εξασθένιση του πεδίου δηλώνει το  φυσικό γ ε γ ο ν ό ς  ότι ένα μικρό 

ποσό την ενέργειας του  προσπίπτοντος πεδίου διαπερνά το  α νομ οιογενές στρώμα. Επίσης, οι 

αριθμητικές προσομοιώ σεις αναδεικνύουν ότι αυτός ο  μ η χα νισ μ ός απόσβεσης εμφανίζεται σ ε όλες  

τις σ υ χνότη τες και για  όλα  τα πολυώ νυμα χ%(ζ) μ ε αιχμηρές κλίσεις και μ εγά λες ταλαντώσεις. 

Σ ε περιπτώσεις προφίλ με ομαλές κλίσεις, όπω ς τα γραμμικά και τα τετραγω νικά προφίλ, το  

πεδίο αρχίζει να  υποβαθμίζεται για  μήκη κύμ ατος (δηλαδή, το μήκος κύματος του προσπίπτοντος 

πεδίου) που π ρ ο σ εγγ ίζο υ ν  την τιμή L / 7  και ολική ανάκλαση υφίσταται οπωσδήποτε για  μήκη 

μικρότερα από L / 10. Αντιθέτως, εάν το  μ ή κος δεν είναι τόσ ο  μικρό, τότε η κύρια συνεισφορά  

στην ολική ανάκλαση προέρχεται από τη διαφορά μεταξύ τω ν ελαστικώ ν ιδιοτήτων του στρώματος 

και του περιβάλλοντος μ έσου , δηλαδή χ λ σ το  Ω* και x 2 { L ) f χ ζ στο  Ω3 και χ 2(0).

*Στις δοκιμές μας ισχύει η αναγκαία συνθήκη |u ,« ‘| =  0, ή ισοδύναμα, )«*<**) <  ε, ε >  0,Vt >
Α ί(ε), Μ (ε) €  Ν. Τονίζουμε, επίσης, ότι το  Λί μεταβάλλεται από 25 (κυρίως στα ομογενή προφίλ) σε 150 
(κυρίως σε σύνθετα προφίλ, π.χ. κυβικά).
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6.5 Επίλυση του αντιστρόφου προβλήματος
Η προτεινόμενη ανάλυση εφαρμόζεται ακόμη και ότα ν  το  Ωχ είναι ένα  φ ραγμένο επίπεδο στρώμα, 

υπό τη θεώρηση ότι το κυματικό πεδίο που δημιουργείται από την αλληλεπίδραση του ανακλώ μενου  

κύματος με το  άνω σύνορο S% : ζ  =  L  +  d  (δες E lx.6 .1) είναι αμελητέο. Α πό φυσικής άποψης, η 

αψήφιση φαινομένω ν πολλαπλής ανάκλασης είναι βάσιμη όταν το d  είναι d  »  λ  (π .χ . d  >  ΙΟ λ), 

όπου λ  είναι το μήκος κύματος. Σ ε ό,τι ακολουθεί θεωρείται ισχύουσ α  η παραπάνω θέση.

Θ εω ρούμε το πρόβλημα ανάκλασης-διάδοσης που παρουσιάζεται στην Ε ίκ .θ .Ι . Αυτό είναι 

το μ οντέλο , για  παράδειγμα, στη γεω λογική εξερεύνηση, όπου ο σ τ ό χ ο ς  είναι το α νομ οιογενές  

στρώμα εδάφους Ω2, ενώ το S x δηλώνει την ελεύθερη επιφάνεια της γη ς. Τ ο αντίστροφο πρόβλημα  

συνίσταται στην εκτίμηση της ανομοιογένειας χ 2(ζ )  από μετρήσεις του  ανακλώ μενου κύματος  

στην 5χ.

6.5.1 Η συνάρτηση σφάλματος

Δ ιατυπώ νουμε τώρα ως πρόβλημα ελαχιστοποίησης την εκτίμηση τω ν αγνώ στω ν χ  =  [χ 0χ ι —Χλ/]τ  

παραμέτρων. Υ πενθυμίζουμε ότι έχουμ ε ήδη λάβει μια “συμπαγή έκφραση” για  το Α γ(χ , / ,  £ ,  d ) 

στην Ε ξ. (6 .12). Για το  εν  λόγω  πρόβλημα τα L  και d  είναι σταθερά. Ε πιλέγουμε διάφορες 

διακριτές σ υχνότη τες διέγερσης, έστω / ι ,  Λ ,  —,/κ *  Τ ό τε , ορίζουμε τη συνάρτηση σφ άλματος

^ χ) =  Σ | ( | Κ | | - ι ι ^ ( χ ’Λ^,<ί)ΐι)
fc=l

(6.15)

A\r είναι οι συντελεστές ανάκλασης που λαμβάνσνται από την co llocation  μέθοδο, “διεφθαρμένοι” 

από θόρυβο, ενώ A -(x , /* , L , d) είναι οι θεωρητικώς εξαγώ μενες τιμές της Frobenius. Σ υνεπώ ς, η 

7 ( χ )  αποτελεί μέτρο της διαφοράς μεταξύ “μετρούμενω ν” (από co llocation  μαζί με θόρυβο) και 

των θεωρητικών αποτελεσμάτω ν (Frobenius δεδομένα), για  όλες τις συχνότη τες που χρησιμο­

ποιούνται στο  πείραμα. Η ζητούμενη εκτίμηση συνίσταται σ το ν  καθορισμό των χ* που ελ α χισ το­

ποιούν την J (x )  ή, υπό την ασθενή έννοια, στον καθορισμό των χ* ώστε το χ 2(ζ) να είναι μια 

καλή προσέγγιση  της πραγματικής ανομοιογένειας χ 2{ζ). Μ ε άλλα λόγια , το ολικό ελάχιστο  

επιτυγχάνεται σ ε  κάποιο χ  =  (χ*) ώ στε J ( x )  γίνεται πολύ μικρό. Δ ιάφ οροι παράγοντες, όπω ς η 

πολυωνυμική προσέγγιση  του χ 2(ζ ) , πεπερασμένη ακρίβεια μέτρησης και ο  θόρυβος, οδη γούν σε  

μή μηδενικές θετικές τιμές της 7 ( χ ) .

3Τονίζουμε 0tl η συνάρτηση σφάλματος «/(χ) έχει τη  μορφής μιας μετρικής που είναι ισοδύναμη με άλλες 
γνωστές μετρικές στον γραμμικό διανυσματικό χώρο R * , όπως η Ευκλείδια μετρική.
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6 .5 .2  Γενετικοί αλγόριθμοι ελαχιστοποίησης

Δ ιεξά γ ο υ μ ε  την ελαχιστοποίηση της συνάρτησης σφ άλματος με τη χρήση του γενετικού α λγο ­

ρίθμου των προηγούμενω ν κεφαλαίων, ο  οποίος περιγράφεται λεπτομερώ ς από τους εμπνευστές  

του  σ το  [103].

Η επιλογή αυτού του  ισχυρού Γ .Α . για  την ανακατασκευή προφίλ οφείλεται στο  γ εγ ο ν ό ς  

ότι το  J ( x )  παρουσιάζει μ εγά λες  ταλαντώ σεις και πολλά  τοπικά ελάχιστα , ακόμα και ότα ν  ένα  

γραμμικό προφίλ εμπλέκεται σ το  πρόβλημα (δες Ε ικ .6 .6  παρακάτω). Παραδοσιακές μέθοδοι 

βελτιστοποίησης, όπως ο ι G rad ient μέθοδοι, έχ ο υ ν  τη διάθεση να εγκλω βίζονται σε τοπικά  

ελάχισ τα . Ε πιπλεόν, σ τ ις  μεθόδους R andom  Search τα  σημεία σ τ ο  χώ ρο αναζήτησης είναι τυχαία  

επ ιλεγμένα  που είναι μια ό χ ι έξυπνη στρατηγική. Σ τη ν Iterated  H illclim bing τα δοκίμια είναι 

τυχαία κατανεμημένα σ ε  ό λ ο ν  το  χώ ρο αναζήτησης και όσ α  σημεία θα υπάρχουν σ ε περιοχές  

μικρής προσέγγιση ς, θα υπάρχουν και σε περ ιοχές υψηλής προσέγγιση ς. Ε ντούτοις, ένας γενε­

τικός αλγόριθμος ξεκινά  με έναν αρχικό τυχαίο  πληθυσμό και κατανέμει περισσότερα δοκιμαστικά  

διανύσματα σε περιοχές που έχο υ ν  υψηλή προσέγγιση . Η S im ulated  Annealing χειρίζεται μόνο  

έναν υποψήφιο τη φορά, όπω ς η R andom  Search, και έτσι δεν δημιουργεί μια καθολική εικόνα του  

χώ ρου αναζήτησης και δεν χρησιμοποιούνται πληροφορίες παλαιών κινήσεω ν στην επιλογή των 

νέων. Επίσης, στους Γ .Α . η αναζήτηση δεν περιορίζεται ούτε από τη συνέχεια  της συνάρτησης 

ούτε από την ύπαρξη συναρτήσης παραγώ γου. Οι Γ .Α . αναζητούν σε ένα πληθυσμό και όχ ι σε 

ένα μοναδικό σημείο. Μ ε αυτόν τον  τρόπο, εξα σ φ α λίζουν αριθμητική ασφάλεια. Διατηρώντας, 

επίσης, έναν πληθυσμό καλώ ς επ ιλεγμένω ν σημείω ν δοκιμής, η πιθανότητα εύρεσης λάθους 

ελ α χίσ του  μειώνεται.

6.6 Αριθμητικά αποτελέσματα
Ε ίμαστε πλέον σ ε θέση να παρουσιάσουμε πειράματα ανακατασκευής της ελαστικής ανομ οιογέ­

νειας. Αυτά είναι πειράματα προσομοίωσης* δηλαδή, δεν περιλαμβάνουν μετρήσεις ενός πραγμα­

τικού φ υσικού συστήματος. Αντιθέτως, υλοποιούμε τη γεω μετρία της Ε ικ .6 .1 με L  — 1 .25(m ), d =  

10(m ) και σ υγκεκρ ιμένες Eiy viy pi και ελαστικές παραμέτρους. Τ ότε , λαμβάνουμε αριθμη­

τικές τιμές για  τα ανακλώ μενα και διαδιδόμενα πεδία χειρ ιζόμ ενοί την co llocation  μέθοδο της 

Π αραγράφου 6 .3 . Α υτές οι αριθμητικές τιμές, μ α ζί με προσθετικό θόρυβο, είνοα οι “εικονικές 

μετρήσεις” . θεω ρ ο ύ μ ε, στη συνέχεια , τις x  τιμές ως ά γνω σ τες και χρησιμοποιούμε τη διαδικασία 

ελαχιστοποίησης της συνάρτησης σφάλματος και τη FVobenius λύση του ευθέους προβλήματος 

ώστε να λάβουμε “κα λές” εκτιμήσεις x  των πραγματικώ ν χ  τιμώ ν (δηλαδή, εκτιμήσεις που  

παράγουν σ χεδ ό ν  μηδενικές τιμές για τη συνάρτηση σφ άλμ ατος).

Π ροκειμένου να επιδείξουμε τη δυνατότητα εφ αρμογής της προτεινόμενης μεθόδου, προχω­

ρούμε στην ανακατασκευή τριών τυπικών παραδειγμάτω ν ανομ οιογένειας, ονομαστικά, ένα  στα­

θερό, ένα γραμμικό και ένα τετραγω νικό, με τις ακόλουθες ιδιότητες: Ε\ =  £ 3  =  l (G P a ) ,  U\ =
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Π α ρ ά μ ε τ ρ ο ς Σ η μ α σ ία
V'™» =  10* · [1 - 1  1J Κάτω όρια τω ν παραμέτρων.
' W  =  10* - 5 1 1 ] Άνω όρια τω ν παραμέτρων.
Ν  =  250 Αριθμός των δοκιμαστικών διανυσμάτων ανά γενεά .
Iterations =  150 Μ έγιστος αριθμός γενεώ ν.11ΟII£

\ Ε νίσχυση διαφορικής μεταβολής.00ο(1α. Πιθανότητα γενετικής διασταύρωσης
S trategy D E /b e s t /2 /b in

Πίνακας 6.1: Παράμετροι γενετικού  αλγορίθμου.

ι/3 =  0 .3 , ρ ί  =  p 2 =  pz  =  3 0 0 0 (k g /m 3), =  1 και χ 2(·ζ) =  3 (G P a ), χ 2( ζ )  =  3 +  0 .5 ζ  (G P a)

and Χ ζ ( ζ )  — 3 - t  0 .5ζ — 0 .5 ζ2 (G P a).

Σ τα  εικονικά πειράματά μας χρησιμοποιούμε τις τέσσερις σ υχνότη τες } \  — 1.5, / 2 =  2 .5 , f z  =  

3.5 , Λ  =  4  (σ ε  Κ Η ζ). Τα αντίστοιχα μήκη κύματος είναι λ ι =  0 .4 4 6 6 (m ), λ 2 =  0 .2 6 7 9 (m ), λζ  =  

0 .1914(m ), λ 4 =  0 .1675(m ). Τ ονίζουμ ε ότι Λ,- <  20</, για i  =  1, 2 , 3, 4, και κάθε λ* είναι 

συγκρίσιμο μ ε μ έγεθος της ανομοιογένειας. Σ ε  ό /n  αφορά τ ις  παραμέτρους το υ  γενετ ικ ού  

αλγορίθμου, βρίκαμε ότι οι επ ιλογές του  Πίνακα 6.1  παράγουν επαρκώς ακριβείς εκτιμήσεις 

τω ν παραμέτρων. Οι τιμές των Vmin, Vmax εξασφ αλίζουν ότι οι περισσότερες από τις τιμές 

χ  πρακτικού ενδιαφέροντος περικλείονται στον υπερκύβο του τρισδιάστατου χώ ρου εντός του  

οποίου ερευνά ο Γ.Α . Τα πειράματά μας υποδεικνύουν ότι δ =  0 .002  (δηλαδή τέσσερα σημαντικά  

ψηφία) είναι μια καλή τιμή κατωφλιού ως κριτήριο τερματισμού. Μ ε άλλα λόγια , ο τερματισμός  

του αλγορίθμου όταν J ( x )  <  δ παράγει καλές εκτιμήσεις του  χ ,  γ ε γ ο ν ό ς  που επιτυγχάνεται σε  

λιγότερες από 50  γενεές.

Π αρουσιάζουμε παρακάτω εκτιμήσεις για  τρία είδη προφίλ λαμβάνοντας υπόψιν μετρήσεις 

πλάτους του ur■ δηλαδή, θεωρητικά δεδομένα για  το Α τ που λαμβάνονται από τη Frobenius και 

“μ ολυσμένα” δεδομένα από την co llocation . Ο θόρυβος υλοποιείται από μια τυχαία μεταβλητή  

με ομοιόμορφη κατανομή πυκνότητας πιθανότητας στο διάστημα [-1, 1], Τ α ενθόρυβα δεδομένα  

επιλέγονται ώ στε ο λ ό γ ο ς  σήματος προς θόρυβο (SN R ) να είναι ίσος, γ ια  παράδειγμα, με 0 .03 , 

δηλαδή 3% θόρυβος. Ως S N R  εννοείται το σχετικό  σφάλμα

S N R  = Σ μ · ι - 1̂
|Λ·

1/2

(6 .16)

όπου A r =  [Aj A 2 A3 Af]T είναι τα θεωρητικά δεδομένα που παράγει η μέθοδος Frobenius και
-  Γ -  -  -  __ *ι Τ

A r =  A} A*T A*r A j \  είναι τα “ενθόρυβα” δεδομένα της co llocation .

Ο ρίζουμε τώρα ένα μέτρο που χαρακτηρίζει την προτεινόμενη μεθοδολογία  ανακατασκευής, 

αφού δεικνύει, υπό μια L2([0, L\) έννοια , τη διαφορά μεταξύ τω ν προσεγγιστικώ ν προφίλ και 

τω ν πραγματικώ ν που αναζητούνται. Έ στω  χ {ζ )  και χ {ζ )  να δηλώ νουν την πραγματική και την
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προσεγγιστική  ανομ οιογένεια , αντίστοιχα . Αυτό το  μέτρο είναι στη ν ουσία ένα  σχετικό  σφάλμα  

(R ela tive  Error (R E )) και ορίζεται ως:

R E  = 11χ(») -  x (2)IU ([o,li)
(6 .17)

όπου ΙΜ Ιΐβ(Μ ) δ ^ ώ ν ε ι  τ7Ι νόρμα σ το  χώ ρο L 2 ([0 ,L )) .  Τ ονίζουμ ε ότι τα χ (ζ )  και χ {ζ )
ανήκουν στο  χώ ρο ^ 2([0t L]) αφού είναι συναρτήσεις πεπερασμένης ενέργειας.

Ε ίμαστε πλέον σ ε  θέση να  παρουσιάσουμε τ ο ν  Π ίνακα 6 .2  ω ς αποτέλεσμα μ εγάλου  πλήθους 

προσομοιώ σεω ν που έχο υ μ ε  δ ιεξάγει για  μια ποικιλία ο μ ο γενώ ν, γραμμικώ ν και τετραγωνικών 

προφίλ. Ό π ω ς  μπορούμε να  διακρίνουμε η προτεινόμενη  μεθοδολογία  ανακατασκευής προφίλ 

δουλεύει επαρκώς καλά γ ια  αυτά τα  είδη ανομ οιογενειώ ν, θεωρώντας ότι ο  S N R  δεν υπερβαίνει 

το  3%.

Π ρ ο φ ίλ S N R Μ έ γ ισ τ ο  Σ χ ε τ ι κ ό  Σ φ ά λ μ α  %

Ο μ ο γενές
0.02 0 .03
0.03 0 .35
0.04 0 .7
0.05 1.2

Γραμμικό
0.02. 0 .7
0.03. 1.85
0.04. 3 .4
0.05. 14

Τ ετραγω νικό
0.01. 0 .7
0.02. 2.0
0.03. 3 .5

Π ίνακας 6.2: S N R  και Μ έγισ το  Σ χ ετ ικ ό  Σ φ άλμα %.

6.7 Συμπεράσματα

Σ το  παρόν κεφάλαιο, υπολογίζετα ι τ ο  αρμονικό πεδίο μετατοπίσεω ν που αναπτύσσεται σ ε  έναν  

ομ ογενή  ελαστικό ημιάπειρο χώ ρο, που  περιέχει ένα  α νο μ ο ιο γενές  ελαστικό στρώμα, και χρησιμο­

ποιείται ως μ έσ ο  για  την ανακατασκευή του  προφίλ τω ν ελαστικώ ν ιδιοτήτων του  στρώματος.

Για τ ο  ευθύ πρόβλημα ανάκλασης-διάδοσης εξάγεται η αναλυτική λύση μ ε  την εφαρμογή της 

μεθόδου FYobenius και, ταυτόχρονα , παρέχεται η δυνατότητα επίλυσης του  προβλήματος για  

όλα  τα προφίλ της μορφής χ ( ζ ) ,  υπό την προϋπόθεση ότι τ ο  χ ( ζ )  είναι μια ομαλή συνάρτηση  

και μπορεί να εκφραστεί σ ε  σειρά δυνάμεω ν του  ορίσματός της. Η αναλυτική λύση παρέχει τη 

δυνατότητα εξέτασης τω ν μορφώ ν του  πεδίου εντός της ανομ οιογένειας. Ιδιαίτερης σημασίας είναι 

ο μ η χανισ μός σταδιακής απόσβεσης του  πεδίου μ ε  την άνοδο της συχνότη τας διέγερσης, γ εγ ο ν ό ς  

που παρατηρείται σ ε  κάθε μορφής προφίλ. Επίσης, δεικνύεται τ ο  βάθος σ το  οποίο  διεισδύει το
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προσπίπτον χύμ α  στο ανομ οιογενές στρώμα, υπό συνθήκες ολικ ή ς ανάκλασης, Α κόμη, η Frobe- 

niu s λύση μαζί μ ε έναν διαφορικής εξέλιξης γενετικ ό  αλγόριθμο συνεργάζοντα ι γ ια  την επίλυση  

του  αντιστρόφου προβλήματος, παράγοντας μια σειρά αριθμητικών παραδειγμάτων ανακατα- 

σκευώ ν προφίλ από ενθόρυβα δεδομένα προσομοίω σης. Τ α  αποτελέσματα που  ανακτώ νται προ­

τείνουν μια καλώς συμπεριφερόμενη μέθοδο για  την επίλυση του  αντίστροφου προβλήματος από  

μετρήσεις του πλάτους του πεδίου μετατόπισης στην ελεύθερη επιφάνεια του  τμιάπειρου χώ ρου.
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Ε ικόνα  6.2: Μ εταβολή του σφ άλματος | ( | |A f ro6|| — ||/4®οΗ| |) |  συναρτήσει της συχνότητας.

Ε ικόνα  6.3: Μ εταβολή του  σφ άλματος | ( | |A f rot|| — ||Α ? οΗ| |) |  συναρτήσει της συχνότητας.
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Ε ικόνα 6.4: Τ ο  πεδίο μετατοπίσεων umh(z; χ 2 (ζ))  σ υχνότη τες διέγερσης /  — 5 0 0 (Η ζ) xaL 
/  =  4 .5(kH z) για  το α νομ οιογενές προφίλ χ 2 (ζ)  =  [3 0 .5  — 0 .5 ](G P a) (L  =  1.25m ).

Εικόνα 6.5: Ο ι μορφές του  πεδίου umh{z\ χ 2(ζ))  για  μικρές μ εταβολές του συντελεστή  χ 0 του  
α νομ οιογενούς προφίλ χ 2 (ζ) =  [χ0 χ χ χ 2} =  [2.45 -  1.28 1 .52](G P a) στη συχνότη τα  διέγερσης  
/  =  500(Η ζ). Ο νομαστικά, το χ 0 μεταβάλλεται από 2 .45 (G P a) (η άνω γραμμή στην Ε ικόνα) σε  
2.3 (G P a) (η κάτω γραμμή στην Εικόνα)· δηλαδή, μια μεταβολή της τάξης 6% (L  =  1.25m ).
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Ε ικόνα 6.6: Η  συνάρτηση σφ άλματος 7 ( χ )  συναρτήσει τω ν χ 0»Χι· Ο λικό ελάχισ το  στη  θέση  
Χο =  3 , χ ι  =  0 .5  (G P a ).

Rltfr
---- 5% no*·

✓  V ̂ ■■ — R—»za(l)
/ ' — «neb·

3.02 . ......... / .............. · ·λ .. .. . - - 3% nob·
• 4% nob·

.. · * / ' · ' ■ - ·  κ . V - - /  ̂ '
/  ̂ >

\  2% ' '**/ ■ »_. • . \ V
^  2 00 / ■ · * •s
JN / k

/ l
t \

/ ; V
2.00 . / ......... .. ... .............. .. .ι : .........*

t
/

\
\ ·

/ l
2.0* . 1/ '

\

2“ ί> 0-2 04 0.6 0.0 1 1.2 1.4
*(m)

Ε ικόνα 6.7: Ανακατασκευή του ο μ ο γενο ύ ς προφίλ Xa(^) — 3  γ ια  διάφορες περιπτώσεις ενθόρυβων  
δεδομένων.
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Ε ικόνα 6.8: Ανακατασκευή του γραμμικού προφίλ χ%{ζ) =  3 +  0 .52  για  διάφορες περιπτώσεις 
ενθόρυβων δεδομένων.

Εικόνα 6.9: Ανακατασκευή της παραβολικής α νο μ ο ιο γένα α ς χ 2 (ζ)  =  3 + 0 .5 ζ - 0 .5 ζ 2 γ ια δ ιά φ ορ ες  
περιπτώσεις ενθόρυβων δεδομένων.



Κεφάλαιο 7

Ανίχνευση σφαιρικών εγκλεισμών σε 
φραγμένο ελαστικό κυλινδρικό χωρίο§

7.1 Περίληψη του προβλήματος
Σ τ ο  παρόν κεφάλαιο μελετούμε το  Θεωρητικό σ κ έλος μ ιας μεθόδου μη-καταστροφικού ελ έγχο υ  

που σχετίζετα ι με την ανίχνευσ η  ενό ς  σφαιρικού εγκ λεισ μ ού  εντός κυκλικού κυλίνδρου. Ο  

κύλινδρος θεωρείται ότι είναι ένα  γραμμικό, ο μ ο γ ενές  και ισοτροπικό μ έσ ο  σ τ ο ν  τρισδιάστατο 

χώ ρο, ενώ  ο  εγκ λ εισ μ ό ς περιέχει ιδανικό ρευστό. Η διέγερση του  συστήματος συνίσταται σ ε μια 

κάθετη, αρμονική και ομοιόμορφ η πίεση που εφαρμόζεται σ ε μια από τις κάθετες επιφάνειες του  

κυλίνδρου· οι επιφάνειες θεωρούνται ελεύθερες τάσεω ν. Τ α  πεδία μετατόπισης που διεγείρονται 

εντός και εκτός του εγκ λεισ μ ού  εκφράζονται σε όρους τω ν N avier ιδιοδιανυσμάτων. Η αναλυτική  

λύση που εξάγεται για  τ ο  προκείμενο πρόβλημα συνοριακώ ν τιμών επιτρέπει την επίλυση του  

αντίστροφου προβλήματος ανακατασκευής από το  αρμονικό πεδίο μετατοπίσεων στις εξωτερικές 

επιφάνειες του κυλίνδρου. Π ιο αναλυτικά, η λύση αξιοποιείται αριθμητικά σε ένα  πλήθος θέσεων 

του εγκ λεισμ ού  και τα αποτελέσματα αναδεικνύουν τη δυνατότητα εύρεσης και ανακατασκευής 

του εγκ λεισμ ού  από μετρήσεις επί τω ν επιφανειών του  κυλίνδρου.

Φ υσικώς, το πρόβλημα συνίσταται στα εξής στοιχεία . Έ να  σημειακό αρμονικό εξωτερικό 

φορτίο, συγκεντρω μένο σ ε  ένα μικρό επιφανειακό σ το ιχείο  του κυλίνδρου, παράγει δύο διακριτά 

πεδία μετατοπίσεω ν, ένα  στο εσωτερικό του κυλίνδρου και ένα εντός του εγκλεισμού. Τα πεδία 

αυτά σ υσχετίζοντα ι μέσω  συνθηκώ ν σ υνέχεια ς στην επιφάνεια του εγκ λεισμ ού . Επιπρόσθετα, 

οι υπόλοιπες εξω τερικές επιφάνειες του α νομ οιογενούς σώ ματος, εκ τός της περιοχής διέγερσης, 

είναι ελεύθερα τάσεω ν. Τ ο  πρώτο βήμα στην αναλυτική επίλυση είναι η αναπαράσταση των πεδίων 

μετατόπισης σε όρους σφαιρικών N avier ιδιοσυναρτήσεων. Σ τη συνέχεια , χρησιμοποιούνται

5 Σχετική δημοσίευση: Κ Began as, A Ch&ralambopoulos and O D Manolis, Detection of spherical inclusions 
in a bounded, elastic cylindrical domain, Wave Motion, Vol. 41, pp. 13-28, 2005.
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προσθετικά θεωρήματα για το  χειρισμό δυο δυσκολιών- μία που προκύπτει λόγ6> της αυθαίρετης 

θέσης του εγκλεισμού και μια λόγω  του κυλινδρικού σχήματος του περιβάλλοντος ελαστικού  

σώματος. Λ αμβάνοντας υπόψιν τις συνοριακές συνθήκες του προβλήματος, και ακολουθώ ντας 

εκτεταμένους χειρισμούς, προκύπτει ένα αλγεβρικό σύστημα εξισώ σεω ν από το οποίο εξάγονται 

ol συντελεστές των Navier ιδιοαναπτυγμάτων. Α κολούθω ς, παρουσιάζονται αριθμητικά αποτε­

λέσματα για  την περίπτωση που ο εγκ λεισμ ός και η πηγή διέγερσης βρίσκονται επί του άξονα  

συμμετρίας του προβλήματος. Αναφέρουμε, ακόμη, ότι αν και τα αποτελέσματα αφορούν μόνο  

αυτήν την περίπτωση, η θεωρητική ανάλυση που παρουσιάζεται είναι κατάλληλη για  τη μ οντελο­

ποίηση πολλών άλλων εφαρμογώ ν. Σύμφω να με αριθμητικά αποτελέσματα, το πεδίο μετατοπίσεω ν  

στην πλευρική επιφάνεια του  κυλίνδρου παρέχει χρήσιμες πληροφορίες γ ια  την εξαγω γή  της θέσης 

και του μεγέθους του  εγκ λεισμ ού . Ειδικότερα, η θέση ταυτοποιείται από απλή θεώρηση των  

δεδομένων, ενώ  μ όνο  μια επαρκής εκτίμηση της διαμέτρου μπορεί να  επιτευχθεί. Α υτό το  γ ε γ ο ν ό ς  

συνιστά το πρώτο στάδιο μιας μεθόδου για  την επίλυση του αντίστροφου προβλήματος, δηλαδή, 

του  εντοπισμού της θέσης του εγκ λεισμ ού  και της εκτίμησης τω ν διαστάσεώ ν του  διαμέσου  

μετρήσεων τω ν μετατοπίσεων στις επιφάνειες του κυλίνδρου.

7.2 Διατύπωση του προβλήματος
θεω ρ ούμε ένα κυλινδρικό σώμα ακτίνας α και μήκους d  από ελαστικό ο μ ο γ ενές  και ισοτροπικό  

υλικό όγκ ου  V  που χαρακτηρίζεται από τις σταθερές L am e λ, μ , και την πυκνότητα ρ. Ε ντό ς  του  

κυλίνδρου υπάρχει ένας σφαιρικός εγκ λεισμ ός, ακτίνας δ, από ιδεατό ρευστό με πυκνότητα pf 

και ταχύτητα διάδοσης C/, που είναι κεντραρισμένος στο  αυθαίρετο σημείο Ο  ( ζ ι ,  ζζ δεικνύουν  

την απόστασή του από τις κάθετες επιφάνειες).

Η ανάλυση που ακολουθεί περιλαμβάνει δύο διακριτά συστήματα συντεταγμ ένω ν, ένα στο  

σημείο Ο , που είναι τοπικό στον εγκλεισμό, και ένα δεύτερο τοποθετημένο στο σημείο 0 \  πάνω  

στο άξονα συμμετρίας του κυλίνδρου (δες Εικόνα 7 .2).

Θ εωρούμε ότι ένα κάθετο, αρμονικό και ομοιόμορφο φορτίο πίεσης με συχνότη τα  ω εφαρμό­

ζεται στην επιφάνεια S s του  σώματος. Τ ο  εν  λόγω  σύστημα (δηλαδή, ο κύλινδρος με τον  

εγκλεισμό) αποκρίνεται στη διέγερση και αυτή η δυναμική διαδικασία περιγράφεται από ένα  

πεδίο μετατόπισης u  (r ,£) =  u  (r) eT™ 1 που αναπτύσεται στο  ελαστικό μ έσο , καθώς, επίσης, 

από το  πεδίο δυναμικού της ταχύτητας Φ (r, t)  =  Φ (r) στην περιοχή του  ρευστού.

Στα πλαίσια της τρισδιάστατης θεωρίας της ελαστικότητας γ ια  απειροστές μετατοπίσεις, το  

πεδίο μετατοπίσεων u ( r )  ικανοποιεί την εξίσω ση N avier που εκφράζεται βάσει του συστήματος  

συντεταγμένω ν στο Ο  ως

μ ν 2ιι(Γ) -f (λ 4- μ ) ν ν  * u(r) +  ρω2ιχ (γ) =  0, γ €Κ (7.1)
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ζ 1

Ε ικόνα 7.1: Η  γεω μετρία του  προβλήματος. S e είναι τ ο  επιφανειακό στοιχείο  εφαρμογής του  
φορτίου πίεσης Ρ , 5 α, S& και S c είναι οι πλευρικές επιφάνειες του  κυλίνδρου.

A

Ε ικόνα 7.2: Τ α  σφαιρικά συστήματα σ υ ντετα γμ ένω ν 0  και θ '
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Ε ισάγοντας τις αδιάστατες μεταβλητές τ' =  Ω =  ~  στην (7 .1 ) ανακτούμε την ακόλουθη  

εξίσωση

4  V * u (r '  ) +  (1  -  <£*) V 'V '-u (r )  +  f i 2u (r ')  =  0, (7 .2)

όπου V ' =  a V , <£ =  * < *  =  ( ^ ) 1 /2 . c4 =  ( f ) ^  -
Α κόμη, η κίνηση ενό ς  μη-κολλώ δους και αστρόβιλλου ρευστού που υφίσταται μικρές παραμορ­

φώσεις, περιγράφεται από το δυναμικό ταχύτητας Φ (γ , ί )  του  οποίου τ ο  μη-χρονοεξαρτώ μενο  

τμήμα του  ικανοποιεί την εξίσω ση H elm holtz ν 2Φ (r ) +  * £ φ  (r )  =  0, ή σε αδιάστατη μορφή:

ν ^ Φ  (r') +  h f *  (τ') =  0, (7 .3)

όπου dj =  ^  και Αγ =  |r .  Η  πίεση Ρ  (r, t)  στο ρευστό εξάγεται από το  δυναμικό της ταχύτητας  

ως Ρ  (r, t)  =  - ρ /  , ή το  μη-χρονοεξαρτώ μενο τμήμα του  σ ε  αδιάστατη μορφή ως

P '(r ' )  =  ^ f -  =  inp'f ^ ( r ’) ,  (7 .4 )

όπου — Ρ//Ρ* Τ ο  πεδίο μετατόπισης του ρευστού (r7) και η αντίστοιχη  ταχύτητα (γ') =  

— (γ / ) εξάγονται εύκολα από το δυναμικό διαμέσου της σχέσ η ς

ι ι / ( . )  =  £ ν ' Φ ( · )  (7 .5)

Η παρουσία της πηγής διέγερσης απαιτεί τη μαθηματική μ οντελοποίση  του προβλήματος βάσει 

των συνοριακώ ν συνθηκώ ν στις επιφάνειες Sa, Sb, Sc, S f  και S s (δες Ε ικόνα  7 .1 ). Π ρώ τον, 

θεωρούμε ότι οι επιφάνειες w  =  (α , 6} και S c\ S s είναι ελεύθερες τάσεω ν, δηλαδή

T n ( d )  =  0, r ' e S ' ,  (7 .6 )

όπου Τ  = 2 μ '£  * V ' +  A 'nV ' * + μ '£  x  V ' x , δηλώνει τ ο ν  αδιάστατο τανυστή τάσεω ν. Ε πιπλέον, S'  

είναι η εξωτερική επιφάνεια του κυλίνδρου εκτός της επιφάνειας εφ αρμογής της πηγής S a, δηλαδή 

S'  =  (Sa U S b U Se) \ S 8, n  είναι το  μοναδιαίο εξω τερικό εγκ άθετο  διάνυσμα στην S ' ,S 5, 5 / ,  και 

(λ /,μ /) = ( λ / μ ,  1). Επίσης, τ ο  πεδίο διέγερσης περιγράφεται από τη σ χέσ η

P e (r') =  - ^ f i ( r ' ) ,  r ' e 5 „  (7 .7 )

όπου Γ*Λ δηλώνει ένα  αυθαίρετο σταθερό πλάτος. Σ υνεπώ ς, η ακόλουθη συνθήκη ισχύει στη ν S 8

T u (r ')  =  - / * n ( r ' ) ,  d  €  S s. (7 .8)

θεω ρώ ντας την επιφάνεια του εγκλεισμού, οι συνθήκες της πίεσης και της εγκάθετης συ νέχεια ς
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της μετατόπισης πρέπει να  ισχύουν:

Τα (r') =  - /* ( ιΟ ί, r 'e S , ,  
r-u(r') =  r ■ u/ (r'), r '€ S/.

(7 .9)

(7 .10)

Τ ο νίζο υ μ ε  ότι τ ο  πρόβλημα που εκφράζεται από τις εξ ισ ώ σ ε ις  κίνησης (7 .2 )-(7 .3 ) και τις  

συνοριακές συνθήκες (7 .6 ) , (7 .8 )-(7 .1 0 ) ορίζουν ένα  καλώ ς-τοποθετημένο μαθηματικό πρόβλημα.

7.3 Επίλυση του ευθέως προβλήματος
Σ τη ν ελαστική περιοχή τ ο  πεδίο μετατόπισης αναπαρίσταται σ ε  όρους της πλήρους βάσης των 

N avier ιδιοσυναρτήσεω ν, δηλαδή για  r! €  V

όπου k*p =  11, fc' =  i l ,  g \  (z ) και g* (z ) αναπαριστούν τ ις σφαιρικές B essel συναρτήσεις πρώτου

αναφορικά με το  όρισμα. Οι συναρτήσεις Ρ™ ( ? ) , Ώ™ ( ? ) , και C „ (?) είναι οι σφαιρικές 

διανυσματικές αρμονικές που είναι ορισμένες στη μοναδιαία σφαίρα και εισήχθησαν από τον  

H ansen  [55]. Σ ε  σφαιρικές συντετα γμ ένες (r , 0, φ), ορ ίζοντα ι ως ακολούθως:

οο η 2

u(r')= $2 Σ Σ K’'Ln■'(*0 + ̂ Γ'Μη’'(Ο + ύΓ'Ν?’'(Ο }. (7.11)
π=0,1,1 m = —n  /« I

όπου η άθροιση επί του  η  γ ια  τα δύο τελευταία διανύσματα α ρχίζει από η  =  1, ενώ  γ ια  το  πρώτο

από η  =  0 . Σ τα  παραπάνω (δες [82])

I C V )  =  9η (k'pr ')  Ρ -  (?) +  y/ η  (η +  (? ),

(7 .12)

είδους και τις H ankel συναρτήσεις πρώτου είδους, α ντίσ τοιχα , και 9 η (ζ ) δηλώνουν παραγώγιση

(7.13)



7.3. Επίλυση του ευθέως προβλήματος 109

όπου θ και φ  είναι τα μοναδιαία διανύσματα στις θ και φ  διευθύνσεις, αντίστοιχα , Υ™ (?) =  

(cos θ) βίτηφ είναι, μιγαδικές βαθμωτές σφαιρικές αρμονικές και Ρ^ 1 (cos  β) είναι οι γνω σ τές  

Legendre συναρτήσεις. Τελικά, οι συναρτήσεις TL™’* ( ? ) , TMJJ^ (?) και Τ Ν ™ 1* (?) που λαμβά- 

νοντοα όταν ο τελεστής τάσεων Τ  εφαρμόζεται στα N avier αναπτύγματα δίνονται ως (δες [82] 

και [19]):

T I C ’' ( r )  =  Λ ' (k'p \ τ') Ρ™ (?) +  Β ιη {k'p\ τ') Β™ ( ? ) , 

Τ Μ ? > '(? )  =  C ‘n ( K - y ) C Z ( r ) ,

T lC ' i r )  =  D ln { Κ ·  τ') Ρ “  (r) +  Κ  ( Κ ;  τ') Β™ (?)

οπού

Α'„(Κ·’Γ') =  -  [ £  ί  W  +  2Κ  ( ΐ  -  +  χ ,κ )  9 ln(K r ' ) }  ,

B ln{ k ' S )  =  2 yJη (η  +  1)

Κ ί  (Kr') -  j U  (Kr')

9 „  ( K r ' )  9 ln  ( K r > )  

τ' k ' r η

C ^ K - S )  =  ^ Λ φ Τ Ι )  K 9 n ( K r ' ) - ^ g ln (K r ')  , (7 .14)

Dn iK \ r') =  2n(n +  l)

Ε 1η {Κ ·τ')  =  y/n{n  + 1 )  [  + 2^ 0 ^ g ‘n ( k y )  ]  ·

Σ τη ν  περίπτωση ρευστού, το δυναμικό ταχύτητας Φ δίνεται ως:

Φ(γ') =  Σ  Σ  [ C i « ( * > ' ) P nm(CO S0K "*] , (7 .15)
π=0 m=—η

όπου μ ό νο  1 =  1 λαμβάνεται ώστε να πιστοποιηθεί ότι το Φ παραμένει φ ραγμ ένο . Τ ο  πεδίο 

μετατόπισης στο  ρευστό, θεωρώντας τις Ε ξισώ σεις (7 .5) και (7 .15 ), εκφράζεται ως:

οο η

u V ) = 7  Σ  Σ  [  c m y m ? ) + * ( ^ ' ) ^ β : ( ? )  ] .  (7 .ΐ6 )
/  «=0 m=—π

Επίσης, αντικαθιστώντας την Ε ξ.(7 .15 ) για  το δυναμικό ταχύτητας Φ στην Ε ξ .(7 ,4 ), το  ανάπτυγμα  

για  την πίεση λαμβάνει τη μορφή:

r V )  =  M p ’f ^ f 2  Σ  [# .* .(*> ')/>„"*( COS0K " * ]  .
9 n=0 m=—n

(7.17)
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Δ εδ ο μ ένο υ  ότι οι εκφράσεις (7 .11) και (7 .15) ικανοποιούν τ ις Ε ξισώ σεις (7 .2 ) και (7 .3 ), 

αντίστοιχα , παραμένει να βεβαιωθεί ότι οι συνοριακές συνθήκες (7 .6 ), (7 .8 )-(7 .1 0 ) ικανοποιούνται. 

Η εφαρμογή των συνοριακώ ν συνθηκώ ν στην 5 /  δίνει ότι για  r7 €  S / ,  όπου r7 =  r /  m b /a :

'Ifc(r') =  -i> ' ( Ο ί ή

£  [<CAl (*;·, r'/) +  (*i; r»3
1=1

5 2  [< C ‘2?‘ (k'p·,r'f) +  (K;r'f)]

Y ,W ' 'C 'n { K S f ) ]

l-l
=  0, 

=  o,

(7 .18)

(7.19)

(7 .20)

και r  * u  (r;) =  ?  ■ u f  (r7) , ή

=  T O !  ( * / ' / )  - (7-21)
*7

Ε πιλύοντας το  σύστημα των Ε ξισώ σεω ν (7 .1 8 )-(7 .2 1 ) εξά γουμ ε

β Τ 2
_  C n (Κ> r f )  gm,l J

“  C H K .  Φ
(7 .22)

«S'2 — cgF 12, (7 .23)

«S’1 -  — c2-  ρ * ’
(7 .24)

C 1 =  E ^ i o ( i ; n ) , n > l ,  
1=1

(7.25)

C 2

2

=  - Σ τ ί Μι?“ ίί ; η > · η ^ 1'
(7.26)

ι=ι

όπου οι συναρτήσεις F*, * =  1 , ..., 12 δίνονται στο  Παράρτημα Α . Ε ισά γοντα ς αυτές τις εκφράσεις 

στην Ε ξ .(7 .1 1 ), το  πεδίο u ( i / )  λαμβάνει τη μορφή

« (Ο  -  £  { ί Γ ' ( Μ " · ' - |Μ τ · )  +
λ 1 '  n « l m« —λ

2
£  i f *  ( ^ o L - - 1 -  Fn L ™·2 +  Ν ” ·') }  · (7 ·27)
1=1

Αυτή η μορφή περιέχει λιγότερους άγνωστους συντελεστές, δηλαδή τους {c§, »7η }» σε
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αντίθεση με την Ε ξ.(7 .11 ) που περιέχει τους {aJJ1*1, τίΓ’*}· Αυτή η αντικατάσταση συνεπά­

γεται πιο βολικό χειρισμό των συνοριακών συνθηκών.

Τ ο ανάπτυγμα οφείλει να ικανοποιεί τις υπόλοιπες συνοριακές συνθήκες στην επιφάνεια του  

κυλίνδρου. Π ροκειμένου να υλοποιήσουμε αναλυτικές τεχνικ ές, πρέπει να υιοθετήσουμε την 

παραπάνω παράσταση σε ένα σύστημα συντεταγμένω ν κατάλληλο για  την κυλινδρική γεωμετρία. 

Αυτό είναι απαραίτητο στην περίπτωση που ο εγκ λεισμ ός δεν είναι επί του άξονα συμμετρίας d . 

Τ ότε, η χρήση προσθετικών θεωρημάτων για  τα διανύσματα του H ansen  παράγουν νέες εκφρά­

σεις για το u (r ')  σε όρους των σφαιρικών διανυσματικών κυματοσυναρτήσεω ν, αναφορικά μ ε το  

<£ο)) που ανήκει στον άξονα συμμετρίας ζ! του  ελαστικού κυλίνδρου (δες Ε ικ .7 .2). 

Συνεπώ ς, θεωρούμε τις εκφράσεις

ΟΟ S

=  Σ  Σ  Α  (Γ’ S; m > n ’ Ο L 'rsl’ ( 7-28)
5=0 r=—s

M ” ’' =  +  (7 .29)
5 = 0  r = — S

N " ’' =  f ^ i 2 l A ™ ( m >n ’l ) K , i  +  B T ( r n , n J ) M ' rsl) ,  (7 .30)
S=0Γ=—6

όπου A  (r, $; m , n, Z), A™n (m , n , Z), B™n (m , n , Z) είναι συντελεσ τές, υ π ολογισ μ ένοι από το ν  Cru- 

zan [37], και L 'e/, Ν ' βί είναι της ιδίας μορφής με τα L J^ , Μ™’*, Ν ^ ,  αλλά αναφέρονται 

στο 0 ' σύστημα. Τ ο  πεδίο μετατοπίσεων, σύμφωνα με το 0 \  είναι, τελικά, εκφ ρασμένο ως

ΟΟ S

u(?) = c Σ
5 = 0  Γ = —5

F 12A ( r , S;0 ,0 ,2 )L 'rs2 +  ~ f A ( r , 5 ; 0 ,0 ,1 )

όπου

οο η

+Σ Σ
n= l m=—π

/3T’1E “ oE r=-e® i(ns;m ,n)+  1
Σ ι ^ ι  7 ^ ’' Σ ^ ο  Σ ?= _*  © 2( r ,s - ,m ,n , l )  j

Θ ι (γ, 5 ;m , η)

Θ 2(γ, s\ m , n , Z)

μ ™  Κ « ,  1) Μ '„ , +  B rT  (rn, π ,  1 ) ν ; 51] -  

[A™  (m , η , 2) Μ'Γί2 +  Β ™  {τη, η,  2) Ν '„ 2]

F J0A (r, 5 ; m , η, 1) L '^  -  Fn A  (r, 5 ; m , n , 2 ) L 's2+  

[ Α Γ  (m , n, Z) N ; e, +  (m , η , Z) MJ. J

Δ εδ ομ ένου  ότι ο  επιφανειακός τελεστής τάσεω ν Τ  είναι αμετάβλητος σε μετασχηματισμούς  

συστημάτω ν συντεταγμ ένω ν, εισάγοντας τις παραπάνω εκφράσεις στην Ε ξ .(7 .6) και Ε ξ .(7 .8 ),
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δίδεται, ο  τελεστή ς τροπών Τ  άμεσα- ονομαστικά (δες [37])

τ ΐν « 2  =  Α 2.  (*;,· 7 )  ρ : ( ? )  +  Β 2 (* ;; 7 )  β ;  ( ? ) ,

όπου Α%, Β*  είναι σ υντελεστές όμοιοι μ ε αυτούς τω ν Ε ξισώ σεω ν (7 ,1 4 ), με τη διαφορά ότι 

εκφράζονται σ ε  όρους του  νέου  συστήματος συντεταγμ ένω ν.

Τ ο  ακόλουθο βήμα, μετά  την εισαγω γή  του  u ( ? )  στις Ε ξισώ σεις (7 .6 ), (7 .8 ) και εκφράζοντας  

την παράσταση [Tu (? ) ]  σ ε  όρους τω ν 0 , , συνίσταται σ το ν  μετασχηματισμό τω ν θ '

σφαιρικών συντεταγμ ένω ν σε κυλινδρικές, δηλαδή, ?  =  ? c o s 0 ,  =  ?  sin  0  και φ  =  φ.

Α ναφέρουμε εδώ ότι η Ε ξ. (7 .6) απαιτεί ιδιαίτερο χειρ ισμό. Για παράδειγμα, θεωρώντας την 

επιφάνεια Sa =  { ?  =  : /7 =  1, φ  e  [0,27γ] ,  ?  6  [—ζ\> 4 ] } ,  η Ε ξ.(7 .6 ) λαμβάνει
λ** «^>>>»_

τη μορφή ρ[·]ρ  Η- Φ[·]φ 4- ζ[·]~, =  0 , όπου  {ρ , φ , ζ }  δηλώ νουν την ορθοκανονική βάση για το  

σύστημα κυλινδρικών συντεταγμ ένω ν σ το  θ ' ,  και [·]^ , [·]^, [·]Γ είναι εκφράσεις από άπειρα 

και πεπερασμένα αθροίσματα γ ινομ ένω ν συναρτήσεω ν τω ν <£,? με παραμέτρους n ,m , r , s  και 

συντελεσ τές c§, /3™'\ i% '1· Συνεπώ ς, τρεις νέες ανεξάρτητες εξισώ σεις μπορούν να εξα χθούν από

αυτήν τη μορφή, δηλαδή, ρ[·)?  + ^ [ · ] *  +  ζ [ . ] Γ =  0  [·]?  =  0, [·]; =  0, [·]?  =  0. Δ υ σ τυχώ ς,

αυτές ol “ανεξάρτητες” εξισώ σεις είναι εξαιρετικά σύνθετες εκφράσεις των συναρτήσεων των φ  

και ?  μεταβλητώ ν. Π ροκειμένου να λάβουμε ένα αλγεβρικό σύστημα από γραμμικώς ανεξάρτητες 

εξισώ σεις για  του άγνω στους σ υ ντελεσ τές c§, β ™ '1 and  7 ^ »  χρησιμοποιούμε ένα σύνολο  από 

συναρτήσεις βάσης, ονομαστικά τις { / Π(< £ ,? )} , όπω ς ακολουθεί. Θ εω ρούμε [·}ρ  =  0 . Τ ό τε , τα  

ακόλουθα επιφανειακά ολοκληρώ ματα επί των φ ' και ? :

j  /ο  ( φ , 7 )  M y άφάζ — 0 ,

J [·}?<1φ<& =  0 , (7 .31)

J f s  (φ, ?) M? =  0,

δίνουν μορφή σε ένα σύστημα από Ν  γραμμικώ ς ανεξάρτητων εξισώ σεω ν των c§, 7^*1

όπου  Ν  είναι μια παράμετρος αποκοπής για  τη λύση  σ ε μορφή σειράς, δηλαδή, το  Ν  συναπάγεται 

ότι η  — 1 ...  Λο, ενώ  N q =  Ν 0 ( Ν ) .

Τ ονίζουμ ε ότι τα προσθετικά θεωρήματα παρέχουν τη δυνατότητα του αναλυτικού χειρισμού  

τέτοιω ν ολοκληρω μάτω ν, κυρίως, λόγω  των κατάλληλω ν συστημάτω ν συντεταγμένω ν που υιοθε­

τήθηκαν σ το  παρόν πρόβλημα. Ε πιπλέον, αναφέρουμε ότι η ενιαία μεθοδολογία προβολώ ν που 

εφαρμόστηκε ικανοποιεί τις συνοριακές συνθήκες του  προβλήματος, και καθιστά την αντιμετώ­
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πιση των κάθετων άκρων του κυλίνδρου βατή χω ρίς τη δημιουργία ποιοτικώ ν διαφορών με την 

κυρτή επιφάνεια του.

Επιπρόσθετα, τονίζουμ ε ότι η αντίστοιχη ανάλυση που αφορά της επιφάνεια S s γ εννά  ένα  

σύνολο ολοκληρωμάτων που εμφανίζονται στο  δεξιό σ κ έλ ο ς  αυτώ ν τω ν εξισώ σεων. Αυτά τα 

ολοκληρώματα προέρχονται από το φορτίο πίεσης στην επιφάνεια S s και συνιστούν γνοκττούς 

όρους χωρίς άμεση εξάρτηση στους αγνώ στους συντελεστές του προβλήματος.

Τελικά, σ υλλέγουμ ε αυτά τα συστήματα τω ν εξισώ σεω ν ώ στε να  δώ σουμε μορφή σ ε  ένα  

γραμμικό σύστημα Α Χ = Β ,  όπου X  δηλώνει το  διάνυσμα-στήλη τω ν άγνω στω ν συντελεστώ ν  

eg, 7 Γ ;'> 0 ^  περιέχει ολοκληρώματα πάνω σ ε  όλες τις συναρτήσεις που εμφ ανίζονται στις  

αγκύλες (εννοούμ ε ό ,τι περιέχεται στην [*]~, μέσα σ τα  επιφανειακά ολοκληρώ ματα), και Β  είναι 

το  διάνυσμα της “πηγής” , λόγω  του φορτίου πίεσης. Σ υνεπώ ς, Χ = Α -1 Β  και η λύση  είναι:

+

U ( ? )  =  ] Γ  Σ  \ ρ α Α  (r, β; 0 ,0 ,2 )  L'rs2 +  ψ λ  (r, S; 0 ,0 ,1 )  L'r.
5=0 r = —s  *

Σ Σ ί^ ’1 Σ έ  ®3(r’s; m >n ) + Σ  ' f t *  Σ  έ  04(r’s; m> n> o j -
n=l m=—n ( 5=0 r —~ $  1=1 5=0 r= —5 J

οπού

0 3( r ,s ;m , n )  

0 4 (r, 5; τη ,η ,Ι)

[A™  K  " , 1) M 'sl +  U ™  (m , n , 1) N'rJ  -  \

§  μ™" (m , n , 2) M ; s2 +  5 - "  (m , n , 2) N'rs2] j  ’

F ioA  (r, 5 ; m , n , 1) LJ.5l — F n  A  (r , s ; m , n , 2 ) ^ 2 +  

K T  (rn, n , Z) N ' sl +  U S "  (m , n , /)  M | , (] )■
και 7Vlf TV2, N 3 είναι κατάλληλα επιλεγμένοι παράμετροι αποκοπής ώ στε ol αντίσ τοιχες πεπερα­

σμένες σειρές να πρ οσ εγγίζουν  επαρκώς τα όριά τους. Ειδικά, είναι κατανοητό ότι η έκφραση  

ΣΓ=ο Σ γ=-* Ψ η Α  (r, s : 0 ,0 ,2 )  L'rs2] προσεγγίζει το  όριο Σ γ= -«  [Ή 24  (r. s\ 0 ,0 ,2 )  L ;j2] και

όμοια για  τους υπόλοιπους όρους.

7.4 Αριθμητικά αποτελέσματα
Τ ο πρόβλημα υπό θεώρηση αναφέρεται στην περίπτωση που ο  εγκ λεισ μ ός βρίσκεται κεντρ apL- 

σμ ένος σ τον  άξονα συμμετρίας του κυλίνδρου. Τ ο  φορτίο πίεσης εφαρμόζεται στην κάθετη  

επιφάνεια S*, και το  κέντρο της S 9 περιοχής ανήκει, επίσης, σ τον  άξονα  συμμετρίας. Για 

αυτήν τη γεω μετρία, το τρισδιάστατο πρόβλημα εκφυλλίζεται σε ένα ισοδύναμο δυσδιάστατο. Ο  

συντελεστής τη είναι μηδέν λόγω  της αξονοσυμμετρίας του προβλήματος. Τ ο  πεδίο μετατόπισης
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σ τον  εγκ λεισ μ ό  έχ ε ι τη μορφή:

u(*0 =  ( f I2L°-2 +  + Σ {&' ( μ ’̂1 -  §|Μ£*2)  +

+ Σ 'Τη (F̂Lnl ~ F"Ln2 + 'Κ') } · (7 .32)

Για τις επίπεδες επιφάνειες S b, Sc, S9, ένα ς  κατάλληλος χώ ρος συναρτήσεων είναι οι B essel 

συναρτήσεις μηδενικής τάξης, δηλαδή, J0 (x ip f) , όπου  υποδηλώνει την i- th  ρίζα της Jo (x )  =  0. 

Σ την κυρτή επιφάνεια, χρησιμοποιείται μια απλή βάση τριγω νομετρικώ ν συναρτήσεων.

Τ ο  διάνυσμα X  των 2 x  (3 Ν  Η- 1) άγνω στω ν σ υντελεστώ ν έχε ι τη μορφή

X =
Ncoeffa Ncoeffa Ncoeffa Ncoeffa Ncoeffa Ncoeffa ΛΤ

7?’1 θ0'1 C° Ύ0'1Pn  co 7 i y°N 7?’2 · · * ΊΝ2 β \ Λ · · * β°Ν 4

όπου οι πρώτοι 3JV +1 συντελεσ τές δηλώ νουν τα πραγματικά μέρη και οι υπόλοιποι τα αντίστοιχα  

φανταστικά, ενώ Τ  δηλώνει τον ανάστροφο. Θ εω ρούμε τώρα τ ο ν  αριθμό των ανεξάρτητων 

εξισώ σεω ν που λαμβάνονται από τις συνοριακές συνθήκες στις επιφάνειες 5 α, S t, Se, S , .  Στις 

επιφάνειες 5 α οι εξισώ σεις [·]^ =  0, [*] ,̂ =  0 και [·]ζ, =  0  παρέχουν 2 (Ν α +  1), 2Ν α και 

2 Ν α εξισώ σεις, αντίστοιχα . Σ τις επιφάνειες S t  και S c παρέχουν 2 x  (3 x  2Ν&) εξισώ σεις και 

στην S 9 επιφάνεια άλλες 3 χ  2N a εξισώ σεις (τονίζουμ ε ότι 2 χ  δηλώνει ότι τα πραγματικά και 

τα φανταστικά μέρη μηδενίζονται). Σ υνεπώ ς, το  σύστημα Α Χ = Β  παραμένει σύμμορφο όταν  

2 χ  (3 Ν  +  1) =  2  χ  (3Ν α +  1) +  2 χ  (6 N bc) +  3  χ  (2ΛΓ,), ή Ν  =  Ν α +  2 Λ ^  +  Ν 9.
Ο ι υπολογισμ οί αναφέρονται σ ε  υλικές ιδιότητες που προσομ οιάζουν τα δοκίμια τσιμέντου, 

δηλαδή, d  — 3 0  cm , α — 7 .5  cm , Ε  =  26  χ  10° (Ν /τη 2) είναι ο  συντελεστής του Y oung, ν  =  0 .15  

είναι ο λ ό γ ο ς  P oisson  και ρ  =  3000 I<g/τη3. Ο  σφαιρικός εγκ λεισ μ ός θεωρείται ότι περιέχει 

νερό, δηλαδή Β  =  2 .2  x  109 (Ρ α ) , ν  — 0 .5 , C/ =  1493 m f s  και ρ  =  1000 (K g / m 3). Τ ο  φορτίο  

πίεσης είναι της τάξης του  ΙΑ ί Ρ α , που συνεπάγεται ότι το  κανονικοποιημένο πλάτος πίεσης είναι

~  10“4. Η κυκλική περιοχή  S 9 έχ ε ι διάμετρο 1 .2 c m  ώ στε να  προσομοιώνει ένα  σημειακό  

φορτίο.

Δ οκιμάσαμε τα αποτέσματά μας για μια πλειάδα συχνοτή τω ν στο συχνοτικό  παράθυρο των 50 

K H z (όπου το μήκος κύματος για  το πρωτεύον πεδίο είναι Χρ ~  6  cm ) και 350 Κ Η ζ (λρ ~  9 m m ) 

και εξάγαμε ότι όταν η συχνότη τα  διέγερσης λαμβάνει τιμές εκτός του παραθύρου, ο  συντελεστής 

αποκοπής Ν  αυξάνεται ιδιαίτερα, γ ε γ ο ν ό ς  που οδηγεί σ ε μ εγά λο  υπολογιστικό φόρτο με χαμηλή  

ακρίβεια. Ω στόσο , είναι αξιοσημείω το ότι η σύγκλιση  του  αριθμητικού σχήματος επιτυγχάνεται 

σ ε χαμηλό επίπεδο αποκοπής, και η ευστάθεια της μεθόδου βελτιώ νεται σημαντικά όταν το  

μήκος κύματος είναι συγκρίσιμο της χαρακτηριστικής διάστασης του εγκλεισμού. Ε ντούτοις, 

σε κάθε περίπτωση, ελ έγ χο υ μ ε  τα αποτελέσματά μας διαμέσου της ικανοποίησης, σε επαρκή 

πλαίσια ακρίβειας, των συνοριακώ ν συνθηκών.
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Πρώτα, η Εικ.7.3 παριστά ένα δοκιμαστικό παράδειγμα που πιστοποιεί την ευστάθεια της 

λύσης μας. Δ ε ίχ νε ι πως τα πεδία μετατόπισης εντός (συμπαγής γραμμή) και εκ τό ς  (ασυνεχή ς  

γραμμή) του εγκλεισμού ικανοποιούν τη συνθήκη συνέχεια ς τω ν μετατοπίσεω ν στην επιφάνεια

5/·
Σ το επόμενο σύνολο αποτελεσμάτων, οι Ε ικόνες (7 .4 )-(7 .5 ) παρουσιάζουν το κανονικο- 

ποιημένο πεδίο μετατοπίσεων στην επιφάνεια Sa για  δύο διαφορετικές περιπτώσεις του λρ στις  

οποίες είναι συγκρίσιμο με τη διάμετρο του εγκ λεισ μ ού  D  =  26, όπου D  =  2 α /3  =  5 cm. Επίσης, 

ο  εγκ λεισ μ ός είναι τοποθετημένος στο ζχ =  7 ,5  cm . Ειδικά, η Ε ικ .7.4 αναφέρεται στην περίπτωση  

λ ρ =  D / 4  =  1.25 cm  και η Εικ.7.5 στην λ ρ =  D / 3  — 1 .6 7 cm .

Τ ο  ακόλουθο σύνολο Εικόνων αποτελείται από τις (7 .6 )-(7 .7 ) και α ντισ τοιχεί στην περίπτωση  

που ο  εγκ λεισμ ός είναι πλησίον του φορτίου πίεση. Σ υνεπώ ς, θέτοντας D  =  5 cm  και τοποθε­

τώντας το  Ο  στη θέση ζχ =  5 cm , λαμβάνουμε, για  Λρ =  D / 3  1.67 cm , το  γράφημα της Ε ικ .7.6

και για  λρ =  D / 4  =  1.25 cm  το γράφημα της Ε ικ .7 .7 .

Οι δύο τελευταίες Ε ικόνες αναφέρονται στην περίπτωση που το Ο  βρίσκεται στη θέση ζχ =  

7.5  cm , και η συχνότητα διέγερσης είναι τέτοια ώ στε λ ρ =  D / 4. Τ ό τε , η διάμετρος του  

εγκ λεισμ ού  αλλάζει* εξετάζουμε το πεδίο όταν b =  a f  2  =  3 .75  cm  (δες Ε ικ .7 .8) και 6 =  α / 2 .5  =  

3 cm  (δες Ε ικ .7.9).

Σύμφω να με τις παραπάνω Ε ικόνες, ο  εγκ λεισ μ ός εμφανίζεται ως μια μικρή διαταραχή στο  

πεδίο μετατοπίσεων. Με αυτό εννοούμε τη μορφή στο γράφημα που αναπτύσσεται ακριβώς πάνω  

και περιφερειακά του εγκλεισμού. Τ ο κέντρο αυτής της μορφής, έστω Ο , σ χ εδ ό ν  ταυτίζεται 

στη θέση με το κέντρο του εγκλεισμού Ο , ένα γ ε γ ο ν ό ς  που υφίσταταί καθώς μετακινούμε τον  

εγκλεισμό κατά μήκος του άξονα συμμετρίας. Επίσης, διαφαίνεται ότι Ο  είναι ένα κρίσιμο  

σημείο, δεδομένου ότι υφίσταταί πάντα αλλαγή του προσήμου της παραγω γού στο σημείο αυτό. 

Συμπερασματικά, το ανώμαλο σημείο και η διαταραχή διακρίνονται εύκολα μ ε απλή θεώρηση του  

πεδίου, γ εγ ο ν ό ς  που προσδίδει κύρος στις αριθμητικές δοκιμές που έχουμ ε διεξάγει.

7.5 Συμπεράσματα

Σ το παρόν κεφάλαιο υπολογίζεται το αρμονικό πεδίο μετατοπίσεω ν που δημιουργείται εντός  

ελαστικού κυλίνδρου, πεπερασμένων διαστάσεων, που περιέχει μια εσωτερική ατέλεια, και χρησι­

μοποιείται για  την εξαγω γή συμπερασμάτων σχετικά  με τη θέση, τη μορφή και το μ έγεθος της.

Ειδικότερα, θεωρείται ένας σφαιρικός εγκ λεισ μ ός που περιέχει ιδανικό ρευστό και είναι αυ­

θαίρετα τοποθετημένος εντός του ομ ογενούς και ισοτροπικού κυλίνδρου.

Μ ε τη χρήση των Navier ιδιοσυναρτήσεων εξάγεται η αναλυτική λύση για  το  ευθύ πρόβλημα, 

στο  οποίο το  κέντρο του εγκλεισμού ανήκει στο  διαμήκη άξονα του κυλίνδρου. Τ α λαμβανόμενα  

αποτελέσματα υπαγορεύουν μια έμμεση μέθοδο επίλυσης του  αντίστροφου προβλήματος διά της 

απλής μέτρησης του πεδίου μετατοπίσεων κατά μήκος της εξωτερική επιφάνειας του  κυλίνδρου
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.3: Συνθήκη σ υ νέχεια ς μετατοπίσεω ν στη ν επιφάνεια του εγκλειομου-

X 10'

0 5  1ζα{ονα<

Εικόνα 7.4: Κανονικοποιημένο πεδίο μετατόπισης στην επιφάνεια Sa (6 =  α/3, ζ\ — 7.5cm, λρ — 
D / 4).
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Εικόνα 7.5: Κ ανονικοποιημένο πεδίο μετατόπισης στην επιφάνεια S a (b =  α/Ζ, ζ\ — 7 .5cm , λ-, =  
D /3 ) .

Εικόνα 7.6: Κ ανονικοποιημένο πεδίο μετατόπισης στην επιφάνεια 5 α (6 =  α /Ζ ,ζ 1 =  5cm , Λρ =  
D /3 ) .
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Ε ικόνα 7.7: Κ ανονικοποιημένο πεδίο μετατόπισης σ τη ν επιφάνεια 3α (6 =  α/3, ζι — 5cm , \ ρ — 
D /A ).

Ε ικόνα 7.8: Κ ανονικοποιημένο πεδίο μετατόπισης σ τη ν επιφάνεια S a (b =  a / 2, Ζχ =  7.5cm, λ ρ — 
D /A ).
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Εικόνα 7.9: Κ ανονικοποιημένο πεδίο μετατόπισης στην επιφάνεια S a (b =  a / 2.5 , ζ\ =  7 .5cm , Λρ =
D / 4).

5 α, εστιάζοντας σε συγκεκριμένες διαταραχές του σήματος που δημιουργούνται στη γειτονιά  του  

εγκ λεισμ ού. Αυτό το γ ε γ ο ν ό ς , καθώς και ο  ενοποιημένος χειρ ισμός τω ν συνοριακώ ν συνθηκώ ν, 

διακρίνουν την παρούσα εργασία από το αντίστοιχο πρόβλημα σε άπειρους, σε μήκος, κυματο- 

δηγούς. Σ ε  αυτές τις περιπτώσεις, ol μοντέρνες τεχνικ ές  χρησιμοποιούν ψηφιακά φίλτρα και 

πύλες για την απομάκρυνση ανακλάσεων σε εγκάθετες επιφάνειες (fla t en d s). Α ντιθέτως, σ ε  

πεπερασμένους κυματοδηγούς, η ελαστική ενέργεια εγκλω βίζεται σ τον  πεπερασμένο χώ ρο και 

παρατηρούνται φαινόμενα πολλαπλής σκέδασης. Σ ε χωρία τύπου κυματοδήγησης (w ave-guide- 

ty p e  h ost m atrix) μεγάλα ποσά ενέργειας διαδίδονται ως επιφανειακά κύματα, γ ε γ ο ν ό ς  που  

συνεπάγεται ότι δεν δύνανται να αζιοποιηθούν για  την ανίχνευση  α νομ οιογενειώ ν και, ιδιαίτερα, 

όταν μικρά μήκη κύματος διεγείρονται και ο  εγκ λεισ μ ός είναι σε απόσταση από εξω τερικές  

επιφάνειες.

Σ ε  ό,τι αφορά τη δυνατότητα αξιοποίησης τω ν παρόντω ν αποτελεσμάτω ν σ ε  μ η χα νολ ογικ ές  

εφαρμογές, τονίζουμ ε ότι κυλινδρικά δοκίμια τσιμ ένου  χρησιμοποιούνται πάντα στην κατασκευ­

αστική βιομηχανία ως μέσα ελ έγ χο υ  της ποιότητας του  μ ίγμ ατος. Η ανίχνευση  α νοιογενειώ ν  

στα δείγματα ανακλούν σοβαρά μειονεκτήματα στην καθολική συμπεριφορά της κατασκευής ή 

κατασκευαστικώ ν τμημάτων που δημιουργούνται από το  αυθεντικό μ είγμα . Γενικά, τα προβλή­

ματα που αφορούν στην ύπαρξη εγκλεισμώ ν σε σ υ νεχή  ελαστικά μέσα είναι εξαιρετικής σπουδαι- 

ότητας σε επιστημονικά πεδία, όπω ς fracture m echanics, μη-καταστροφικό έλ εγ χ ο  υλικώ ν, συντή­

ρηση και ενίσχυση  κατασκευώ ν, εδαφομηχανική, γεω φυσική έρευνα, πετρελαϊκή α νίχνευσ η  κ .λ .π .



Κεφάλαιο 8

Η Μέθοδος Γραμμικής Δειγματοληψίας 
στην αντίστροφη σκέδαση κοντινού-πεδίου 
σε διαπερατό ελαστικό σκεδαστή**

8.1 Περίληψη του προβλήματος
Σ τ ο  κεφάλαιο αυτό εξετά ζουμ ε το  πρόβλημα ανακατασκευής θαμμένω ν διαπερατών σκεδαστώ ν  

από μετρήσεις κοντινού-πεδίου  στα πλαίσια της Μ εθόδου Γραμμικής Δ ειγματοληψ ίας (Linear  

Sam pling M eth od-L S M ). Τ ο  προτεινόμενο σχή μ α  αντιστροφ ής βασίζεται σ ε  μια γραμμική ολο­

κληρωτική εξίσω ση πρώτου είδους της οποίας η λύση καθίσταται μη-φραγμένη όταν τ ο  (δοκιμα­

στικό) σημείο εφ αρμογής της Green συναρτήσεω ς π ρ ο σ εγγ ίζε ι το  σύνορο του ελαστικού σκεδα­

στή από το  εσω τερικό του. Π αρέχουμε, επίσης, τ ο  κατάλληλο θεωρητικό υπόβαθρο για  την 

πιστοποίηση (α) τω ν αναγκαίω ν προβλημάτων μετάδοσης για  προβλήματα ελαστοδυναμικής κο- 

ντινού-πεδίου και (β) τω ν ιδιοτήτων επιλυσιμότητας της εν  λ ό γω  γραμμικής εξίσω σης αναφορικά  

με διαπερατούς σκεδαστές. Α κόμη, περιλαμβάνουμε και ένα  σ ύ νο λ ο  αριθμητικών αποτελεσμάτω ν  

επιδεικνύοντας τη λειτουργικότητα της μεθόδου ανακατασκευής.

8.2 Μοντελοποίηση του προβλήματος σκέδασης
Σ ε ό,τι ακολουθεί, αναφερόμαστε στη σκέδαση κοντινού-πεδίου  αρμονικώ ν ελαστικώ ν κυμάτων 

από ένα φ ραγμένο διαπερατό σκεδαστή Ω ς  C R 3, ενσω ματω μένο εντός ενός ομ ογενούς και 

ισοτροπικού ημιάπειρου ελαστικού χώρου Ω c  R 3 (δες Ε ικ .7 .1 ). Ο  σκεδαστής, με σύνορο Γ

** Σχετική δημοσίευση: Κ Bogan as, Β Β Guana, A Charalambopouloe and Q D Manolia, A linear sampling 
method for the inverse transmission problem in near-field elastodynamics, Inverse /YoMems, Vol. 22, pp. 1835-
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κλάσης C 2, χαρακτηρίζεται από τις θετικές πραγματικές Lam e σταθερές Λί και μ* και πυκνότητα  

μάζας fa. Οι αντίστοιχες ιδιότητες του περιβάλλοντος χώ ρου είναι οι λ**, μ ε και ρe* η ελεύθερη  

επιφάνεια δηλώνεται ως 5 .  Επίσης, εισάγουμ ε το καρτεσιανό σύστημα αναφοράς { 0 ;ζ ι ,ζ 2 > ζ 3 }  

ώστε ξ$ =  0  ταυτίζεται με την S - ορίζεται ως Ω“  =  Ω \ (Ωο U Γ) ο  διαταραγμένος ημιάπειρος 

χώ ρος, και δηλώνεται ως ω η συχνότητα διεγέρσεω ς. Σ τη συνέχεια , ο  χρονοαρ μ ονικός παράγοντας  

β«ωί παραλείπεται λόγω  συντομίας.

Στη συνέχεια , θεωρούμε το προσπίπτον πεδίο upk που γεννάται από μοναδιαία σημειακή  

πηγή που δρα στο ζ  σε μια πεπερασμένη επιφάνεια Γι C S  (δες Ε ικ .7 .1 ). Τ ο νίζο υ μ ε ότι 

upk (ξ , C) =  ΰ* (ξ, ζ ) ,  ξ  €  Ω, ζ  6  Γ ι, με uk (ξ , ζ )  να  δηλώνει την ελαστοδυναμική G reen  

συνάρτηση μετατοπίσεων για  ημιάπειρο χώ ρο [92] σ τ ο  ξ  λ ό γω  σημειακού φορτίου σ το  ζ  κατά την  

k  συντεταγμ ένη  διεύθυνση (λ: =  1 ,2 ,3 ) .  Ο ρίζοντας το  σ κ εδαζόμ ενο  πεδίο ο>ς u $k (ξ , ζ ) ,  το  ολικό  

πεδίο μετατοπίσεω ν ( ξ ,ζ )  a t  ξ  €  Ω~ γράφεται ως

=  + (8.1)

Για πληρότητα, το διάνυσμα τροπών t  (-; u) που αναφέρεται σ το  πεδίο μετατόπισης u  σ ε  μια ομαλή  

επιφάνεια Σ  C Ω με μοναδιαίο εγκάθετο διάνυσμα η  ορίζεται ο>ς

t  (ξ; u) =  η  (ξ)  · C a : V u  (ξ ) ,  ξ  Ε Σ , (8 .2 )

με C Q =  λ αΐ 2 ®  Ι 2 +  2μ 0Ϊ4 να δηλώνει το ν  ισοτροπικό ελαστικό τανυστή, I ;  ( j  =  2 ,4 )  είναι ο  

συμμετρικός j -τάξης ταυτοτικός τανυστής, και a  =  c, i.

Ε ικόνα 8.1: Δ ιέγερ σ η  ελαστικού εγκ λεισμ ού  σ τ ο ν  ημιάπειρο χώ ρο Ω από αρμονική σημειακή  
πηγή στο ζ  £  Γ ι.

Ε ίμαστε πλέον σε θέση να περιγράφουμε το ευθύ πρόβλημα ελαστοδυναμικής για  έναν διαπερατό 

σκεδαστή Ωα ως ένα πρόβλημα εύρεσης του σκεδαζόμ ενου  πεδίου u$k €  C 2 (Ω “ ) Π θ 1 (Ω “ U Γ U 5 )



και του εσω τερικού πεδίου w k €  C 2 ( f i c )  A C 1( ? 5 c )  που ικανοποιούν τ ις πεδιακές εξισώ σεις

8.3. Το αντίστροφο πρόβλημα σ κ έδ α σ η ς___________________ __________________ 1 2 2

L„us ‘ ( ( , 0  +  ^ V ‘ (ξ, ζ) =  0, ξ  €  Ω - ,  C €  Γχ, (8.3)

L|U>fc (ζ, 0  +  /0|W2«;fc (ξ , C) =  °» ξ  6  Ωθι (8.4)

όπου
L e  =  / ie V 2 +  (Ae  +  Ma) W · , a  =  c, i

και τις συνοριακές συνθήκες

? e r ,  C e Γχ, (8 .5)

i e r ,  C e r lf (8.6)

(€,<) =  ο, (  e  s ,  C €  Γχ. (8.7)

Σημειώνουμε ότι V  =  V f εκτός και αν δηλώνεται διαφορετκά, ^ ( ξ , ζ )  =  n(i)*Ce : Vu5 (ξ*0> 
ί * * ( ξ , ζ )  =  ί* (ξ ,0  =  η (ξ )-C c : ν ^ ( ξ , ζ ) ,  ί*(ξ;υ>) =  η(ξ) C i : Vw*($fC), και n είναι το 
μοναδιαίο εγκάθετο διάνυσμα στην Γ με κατεύθυνση προς το εξωτερικό του Ω “ .

Για ημιάπειρους χώ ρους όπως σ το  προκείμενο πρόβλημα, η καλή-τοποθέτηση του ευθέως 

προβλήματος σκέδασης διατηρείται μ ε την προϋπόθεση ότι το  u 5* ικανοποιεί τη γενικευμένη  

συνθήκη ακτινοβολίας [74]

Hm j f  {«^(^, C) -  ar) * C )}  =  0, a r e f i" , j  = 1,2,3, (8.8)

όπου ΓΛ είναι ένα  ημισφαίριο ακτίνα R  με κέντρο σ τη ν αρχή του  συστήματος συντεταγμένω ν  

(δες Ε ικ .7 .1).

Σ ε  ό ,τι ακολουθεί, θεωρείται ότι το ευθύ πρόβλημα σκέδασης τω ν Ε ξ .(8 .3 )-(8 .8 )  επιδέχεται 

μία μοναδική λύση  u5* €  Η}^ (Ω ~ ), w k €  £Γ! (Ωc ) ,  όπου  Η 1, δηλώ νουν τους συνήθεις 

χώ ρους Sobolev [65],

8.3 Το αντίστροφο πρόβλημα σκέδασης

Ε ισάγουμε πρώτα τον  G reen τανυστή μετατοπίσεω ν ϋ  ( ξ , ζ )  σ το  ξ  6  Ω \ { ζ }  λ ό γω  σημειακής 1 
πηγής σ το  C €  Π  ως

V « , 0 -  (*1« ,0 ,6 2( ί .0 .6 3(€ .0) =
* ? « ,0  ύ?(ξ,<) 

ώ^(ί.Ο ώ!(€,0 6i(i.C) 
« έ ( ί . Ο  ύ | ( ί , 0  < 4 (ξ ,ζ )

(8 .9) ;
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Ακολούθως, u ( £ ,  z \d )  =  ύ  (ξ, ζ) -d  δηλώνει τη μετατόπιση στο ξ  6  Ω \ { ε }  λόγω  σημειακής 

πηγής στο ζ  που δρα στην κατεύθυνση που ορίζεται από το μοναδιαίο διάνυσμα d  €  R 3. Ό π ω ς  

αποδεικνύεται στο [51], το Green τανυστής του ημιάπειρου χώ ρου χαρακτηρίζεται από την 

ιδιότητα αμοιβαιότητας £ 7 (ξ ,ζ ) =  όπου με V ’ δηλώνεται ο  ανάστροφ ος πίνακας.

Παρομοίως, ο  τανυστής σκέδασης U s  ( ξ , ζ )  αναφορικά με τις Ε ξ .(8 .3 )- (8 .8 )  ορίζεται ως

V s (ξ, ο  =  (η 3 \ ξ ,  C ), η5 \ ξ ,  C ), η 5 3 (ξ, ζ ) )
ωΓ (ξ » 0  « ι2(ξ.Ο  “Γ (ξ .Ο  Ν 
«Γ(ί.Ο «Γ(ί.Ο η ί ( ξ , ζ )  

«Γ(£.0 “Γ(ξ.Ο «Γ(ί>0 /
(8.10)

σε καρτεσιανές συντεταγμ ένες. Είναι χρήσιμο να τονίσουμ ε ότι η εφ αρμογή των ολοκληρωτικών 

ταυτοτήτων του B etti [69] σε όρους των U  και U s  όπως στο  [88] δεικνύει ότι ο  τανυστής 

σκέδασης έχει ιδιότητες αμοιβαιότητας, δηλαδή i / 5 (C,C) =  [^ 5 ( C 0 ] T·

Αναφορικά με την ομαλή επιφάνεια Σ  με μοναδιαίο εγκάθετο διάνυσμα η,  οι τανυστές τροπών 

των πεδίων U  (ξ, ζ ) και U s  (ξ , ζ )  δηλώνονται αντίστοιχα ως

* ( ί , 0 « » ( ί ) · Ο · :  ν ϋ ( ξ , ζ )  =

Τ5 {ξ,ζ) = η ( ξ ) · 0 ' · . ν υ 3 (ξ,ζ) =

ί {  ( ξ , ζ ) 4  ( ξ , ζ ) 4 ( ξ , ζ )  \

4  ( ξ , ζ ) 4  ( ξ , Ο 4  ( ξ , ζ ) Σ C Ω (8.11)

4  ( ξ , ζ ) %  ( ξ , ζ ) 4 ( ξ , ζ )  J

4 ' ( ξ , ζ ) 4 2 ( ξ , ζ ) 4 * ( ξ , ζ ) )

4 ι ( ξ , ζ ) 4 *  ( ξ , ζ ) 4 Λ( ξ , ζ ) , Σ C Ω- (8.12)

4 ' ( ξ , ζ ) ( ξ , ζ ) 4 \ ξ , ζ ) )

Υπό αυτούς τους όρους, το  αντίστροφο πρόβλημα σκέδασης τοποθετείται ως ένα  πρόβλημα  

ανακατασκευής του συνόρου του  Ωσ από τη γνώ ση του τανυστή σκέδασης U s  (ξ , ζ )  για  όλα  

τα σημειακά φορτία ζ  6 Γ Χ C 5  και για όλα τα σημεία παρατήρησης ξ  €  Γ2 C S .  Ο  εν  

λόγω  μαθηματικός χειρισμός στα πλαίσια της LSM  παρουσιάζεται στη συνέχεια . Για λ ό γο υ ς  

πληρότητας τονίζεται ότι ol επιφάνεις Γχ και Γ2 μπορούν να είναι “ξένες” , να  επικαλύπτονται 

μερικώς, ή και να είναι ταυτόσημες καθώς ο παρόν φ ορμαλισμός δεν κάνει καμιά διάκριση μεταξύ  

αυτών των τριών περιπτώσεων.

8.4 Εισαγωγικά στοιχεία

Έ στω  S i C Ω επιφάνεια πεπερασμένου εύρους, και Ζ/2(5 ι )  ο H ilbert χώ ρος των τετραγω νίκώ ς 

ολοκληρώσιμων διανυσματικών πεδίων εφοδιασμένος με το εσωτερικό γ ινό μ ενο

(9, A)m s ,> =  /  g(x)-h(x)>  JSi
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όπου η μπάρα δεικνύει τον  μιγαδικό σ υ ζυ γή  και g , h €  L 2 (S i ). θ εω ρ ο ύ μ ε D e n  ένα  φ ραγμένο  

χώ ρο μ ε σύνορο d D  κλάσης C 2 και έστω Η  (D )  είναι το  σ ύ νο λο  τω ν κλασσικώ ν λύσεω ν της 

ο μ ο γ ενο ύ ς  εξίσω σης N avier στον D , δηλαδή

Η  (D )  =  { u e C 2 (D )  Π C 1 (D )  : (L e +  Λ ω2)ι* =  0  in  Ζ )} .

Α κολούθω ς, έστω  Ζ>2 (-0 ) και ^  (Ζ^)= { u  €  L% ( D ) , V u  E L% (I? )}  οι χώ ροι H ilb ert εφοδιασμένοι 

μ ε τα αντίστοιχα  H erm itian  γ ινόμ ενα

(«. u)l2(d) =  /» (€ )■ “ ({) Vi,
J  D

(w-uW >) =  9 [ f VtKl):Ce : V»({)V{,./O */D

όπου R 9 0 > O ,  και με M>(D) δηλώνεται η κλειστότητα του  Η ( D )  με τη νόρμα

Μ η1̂ )  “

Για πληρότητα επαναλαμβάνουμε το  ακ όλουθο θεώρημα που απέδειξαν ο ι F bta  και G uzina  

(δες [87]).

θ ε ώ ρ η μ α  4 .1 .*  Έστω Si επιφάνεια πεπερασμένου εύρους χαι χλάσης C 2 σε ένα μψ φ ραγμένο  

σώμα Ω €  R 3 χαι g  6  L 7. (5 χ ) . Τότε , το δυναμιχό απλού στρώματος

» ( € ) = /  U ( £ , x ) - g ( x ) s x =  f uk & x ) - 9 k ( x ) s X9 ξ  €  Ω \5 ι ,  λ; =  1 ,2 ,3  (8 .13)
·/ 5ι ·/ 5χ

είνο« αχτινοβολούσα λύση στην ομογενή εξίσωση  W avier σ τ ο  Ω \5 ι ,  δηλαδή,

(£ ) +  Ρ*ω2ν  (ξ )  =  0 , ξ  €  Ω \5 ι ,  (8 .14)

χαι

lim  /  { * ( £ , * ) · < ( £ ; « ) - ? ( £ , * )  · υ ( 0 } < 1 Γ € = 0 ,  *  €  Ω, ^ — 1 ,2 ,3 ,  (8.15)
Λ“*°° J  ΓΛ

<ί>τον t  (ξ; ν )  =  η  (ξ )·Ο β : V v  (ξ) είναι το διάνυσμα τροπών που συνδέεται μ ε  το πεδίο μετατοπίσεων 

ο(·) σε χάθε χανονιχή  επιφάνεια στον  Ω μ ε  μοναδιαίο εγκάθετο διάνυσμα η . □

---------------------------------------------  I
• Ανάλογα θεωρήματα για αναπαραστάσεις μέσω απλών και θιπλών δυναμικών στρωμάτων παρουσιάζονται στο ] 

βιβλιό του Kellogg [62].
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'Οπως αναφέρθηκε και παραπάνω, τα στοιχεία  “κλειδιά” στην εφ αρμογή της L SM  για  την  

ανακατασκευή διαπερατών σκεδαστών από ελαστικά κύματα είναι τα αποκαλούμενα Πρόβλημα 

Μετάδοσης (T ransm ission  Prob lem -T P ) και το α ντίστοιχο  Εσωτερικό Πρόβλημα Μ ετάδοσης 

(Interior T ransm ission  P rob lem -IT P ), που και τα δύο σχετίζοντα ι μ ε το  ευθύ πρόβλημα σκέδασης  

των Ε ξ .(8 .3 )-(8 .8 ) . Οι ορισμοί τους είναι ol ακόλουθοι: :

ΤΡ: Δ οθέντω ν / ε Η ^ 2(Γ) και Ηε Η ~ ^ 2(Γ),  επιζητούμε v e H xoc(Q.~) κα ι w e H x{SIc )  ώ στε

(L e +  ρ6ω2) v  =  0, in Ω , (8 .16)

(L,- +  Ρ\ω2) w  =  0, in  O c , (8 .17)

w  — v  =  f ,  on  Γ, (8 .18)

£(-; w) — έ(·; v) =  h, o n  Γ, (8 .19)

με το v  να ικανοποιεί τη συνθήκη ακτινοβολίας

lim ί {ύ> ( ξ , χ ) · ί ( ξ · , ν ) - ί * ( ξ , χ ) · ν ( ξ ) } ά Γ ξ =  0,  χ  e  Ω, j  =  1,2,3. (8.20)
&-+°oj ΓΚ

Ι Τ Ρ : Δ οθέντω ν f ^ H x̂ 2(T)  και h € H  1/ί2(Γ ), επιζητούμε ν  e  H x(ilc )  και w  Ε H x(f lc)  που  

ικανοποιούν τις

(L e +  PeOJ2)  V  =  0, in Ω ο, (8 .21)

(Lj +  PiU2)  «7  =  0 , i n f i c . (8 .22 )

« ; - «  =  / , on  Γ , (8 .2 3 )

- h , o n  Γ. (8 .24)

Τώρα, είμαστε σ ε  θέση να  εισάγουμε το κάτωθι Λήμμα που  θα παίξει ουσιαστικό ρόλο στην  

πιστοποίηση της LSM  για  διαπερατούς σκεδαστές.

Λ ή μ μ α  4 .1 .  Δ εδομένης κατανομής πυκνότητας g  e  (ΓΤ), η λύση στο  πρόβλημα σκέδασης  

από έναν διαπερατό σκεδασχή χωρίς απώλειες Ωο σ τον  ημιάπειρο ελα στικό  χώρο  Ω λόγω του 

ελεύθερου (δηλαδή προσπίπτοντος) πεδίου

VF (Ο  =  /  V  (ξ, X) ■ g  (χ )  s z , ξ  €  Ω \Γ χ , (8 .25)
Μ

δίνεται από το σκεδαζόμενο πεδίο

υ $ ( £ ) = ί  /  us k t f , x )  - g k ( z ) s x, ξ 6 Ω ~ ,  k  =  1 ,2 ,3 ,  (8 .26)
J  Γ, JVi
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που ικανοποιεί τη γενικευμ ένη  συνθήκη ακτινοβολίας

lim  ί  ( € ,* )  - (€ , ο  -  «* (C. * )  * (€ .C )}  d r € — Ο, * € Ω - ,  j  =  1,2,3. (8.27)
n^ J V n  1 J

Α π ό δ ε ιξ η . Υ ιοθετούμε την π ρ οσέγγιση  που ακολούθησαν οι G uzina και M adyarov [52] για  

το  χειρ ισμό προβλημάτω ν σκέδασης σ ε  στρω ματοποιημένα ελαστικά μέσα. Α κολουθώ ντας την 

απόδειξη του θεωρήματος 9 στο  [74] μπορεί να δειχθεί με τη χρήση: α) του γ εγ ο ν ό τ ο ς  ότι 

usk €  C 2 (Ω “ ) Π C 1 (Ω _ U  Γ U S )  είναι ακ τινοβολούντο ελαστοδυναμικά πεδία με t s *\s =  Ο, και 

β) της προαναφερόμενης αμοιβαιότητας του τανυστή σκέδασης ί / 5 , ότι V s  που δίνεται από την 

Ε ξ.(8 .2 6 ) είναι μια ακ τινοβολούσα  ελαστοδυναμική κατάσταση στο Ω“ με <(·;υ5 )|$  =  0 . Με 

παρόμοιο τρόπο ακολουθεί όχι

ω ( 0 β  /  ω * (ξ ,α ;) ξ € Ω σ , *  =  1 ,2 ,3 ,
^Γι

είναι μια ελαστοδυναμική κατάσταση σ τ ο  Ω σ όπου w k £  C 2( i l c )  n C l (TSc) ορίζονται μ έσ ου  των 

Ε ξ .(8 .3 )- (8 .8 ) . Α ντίστοιχα , μπορεί να  δειχθεί από τ ο ν  πολλαπλασιασμό των Ε ξ .(8 .5 )-(8 .6 )  με 

fffc(C) και ολοκληρώ νοντας στην Γ \ ότι

L .w s  ( ξ ,  C) +  Ρ.ωV  (ξ ,  C) =  0, £ €  Ω ,

Liw> (ζ) +  ρ\ω2ν) (ξ) =  0, ξ  €  Ω ο,

* (6  Vs) +  ί(ξ; V F )  =  ί(ξ; Hi), ί € Γ ,

+  =  «>(£), ί € Γ ,

*(6«s ) =  o, ξ € 5 .

με

ΐ™ [  {«*(&*) * -  £*(ξ, *) * υ5(ξ)} dre =  0, χ £  Ω~, j  =  1,2,3.
a—°°Jrn

Α πό το θεώρημα μοναδικότητας του προβλήματος διάδοσης σ ε  ημιάπειρα στερεά [74), V s  που  

δίνεται από την Εξ.(8.26) είναι συνεπώ ς η μοναδική λύση σ το  πρόβλημα σκέδασης από το  

διαπερατό σκεδαστή χω ρίς απώλειες Ωο λ ό γω  του ελεύθερου πεδίου της Εξ. (8 .25). ■

8.5 Η Μέθοδος Γραμμικής Δειγματοληψίας
Η ιδέα κλειδί της LSM  είναι η εύρεση ενό ς  ελεύθερου πεδίου v F, που διεγείρεται λόγω  τω ν πηγών 

επί της επιφάνειας Γι μ ε  πυκνότητα g, ώ στε το  α ντ ίσ το ιχο  σκ εδα ζόμ ενο  πεδίο ν3 να  ταυτίζεται
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με μία ανώμαλη ακτινοβολούσα λύση της ο μ ογενούς N avier εξίσω σης στο Ω“ · επιλέγεται δε ως 

τέτοιο πεδίο μετατοπίσεων το U  (*, ζ) · d, το  πεδίο δηλαδή που οφείλεται σ ε  μοναδιαία σημειακή  

πηγή στο ζ  Ε Ω ο στη d  διεύθυνση. Μ ε άλλα λόγια , σκοπός μας είναι η εύρεση του διανύσματος  

πυκνότητας gz,d(') — 9  ('5 <0 €  ^2 (Γ ι)  που ικανοποιεί την ολοκληρωτική εξίσω ση κοντινού-

πεδίου

f  Us (ξ , χ )  ■ gStd (χ )  sx =  ϋ  (ξ , ζ) - d, ξ  e  Γ2, ζ €  Ω0. (8 .28)
•/Γχ

Η Ε ξ.(8 .28 ) αποτελεί μια Fredholm  ολοκληρωτική εξίσω ση πρώτου είδους με ομ αλό πυρήνα U s , 

που συνθέτει τις πειραματικές παρατηρήσεις στην επιφάνεια των δεκτών Γ 2 λόγω  διεγέρσεω ν στην 

επιφάνεια I V  Οι εξισώ σεις αυτής της κλάσης αποτελούν μη καλώ ς-τοποθετημένα προβλήματα  

υπό την έννοια  του H adam ard, γεγ ο νό ς  που καθιστά αναγκαία τη μαθηματική πιστοποίηση της 

ύπαρξης, της μοναδικότητας και της σ υνέχεια ς (αναφορικά με τα πειραματικά δεδομένα) μιας 

λύσης 9ζ4^)  που θα αποδειχθεί στη συνέχεια  του  κεφαλαίου.

8.6 Επιλυσιμότητα ολοκληρωτικής εξίσωσης κοντινού-πεδίου

Αναφορικά στην Ε ξ. (8 .28), ο τελεστής κοντινού-πεδίου Τ  : L 2 (Γ ι) —* h 2 (Γ 2) μπορεί να  οριστεί 

ως

{? 9 )  (ξ ) :=  ί  V s (ξ, χ )  ■ g  (χ ) s x> ξ  e  Γ2. (8 .29)
J Γ»

Για το  U s  Ε L 2 {T2 χ  Γ χ) ο  τελεστής Τ  είναι καλώ ς ορισμένος, γραμμ ικός και συμπαγής από 

το  Lr2 (Γ ι)  στο L 2 (Γ2) (δες [68]), καθιστώντας συνεπώ ς την ολοκληρωτική εξίσω ση (8 .28) μη 

καλώς-τοποθετημένη. Η επιλυσιμότητά της εξετάζεται σ ε  όρους του ακόλουθου θεωρήματος.

θ ε ώ ρ η μ α  6 .1 .  Έστω ζ Ε Ωα σταθερό. Τότε η ολοχληρωτιχή εξίσωση πρώτου είδους Ε ξ .(8 .28)

επιδέχεται τη λύση g (■; z , d )  Ε L 2 (Γ ι) αν χαι μόνο αν υπάρχει ένα ζεύγος λύσεω ν  (uF , w ) του

ΙΤ Ρ  που δίνεται ως

( L e +  p eu 2)  υρ (ξ) =  0, ξ  Ε Ω ο, (8 .30)

( L i  +  piW2) w  (ξ ) =  0 , ξ Ε Ω0 , (8 .31)

ν > ( ξ ) = ν ρ (ξ) +  ϋ ( ξ , ζ ) · ά , ξ  €  Γ, ζ  Ε Ωο, (8 .32)

t  (ξ; w)  =  t  (ξ; v F) +  f  (ξ,  ζ)  ■ d, ξ €  Γ, ζ Ε Ω ο , (8 .33)

όπου v F είναι το δυναμικό απλού-στρώματος:

v F ( 0  =  /  ΰ  ■ 9zA x )s z , ξ  Ε Ω \Γ ι. (8 .34)
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Α π ό δ ε ιξ η . Έ σ τω  gZfd(')  λύση  της Ε ξ .(8 ,2 8 ), και έστω  υ ρ  που  ορίζεται από την Ε ξ.(8 .34 ). 

Σ ύμφω να με το  Λήμμα 4 .1 ,

Α ί ) -  ί  Va{&x)-g.4(x)8m, ξβΩ~,  (8 .35)
JTi

είναι ακτινοβολούσα λύση  της ο μ ο γ ενο ύ ς  N avier εξίσω σης σ τ ο ν  Ω “ . Για ζ  €  t i c  και ξ  €  Ω ~, 

αποδεικνύεται σ τ ο  (51] ότι U  (ξ , ζ ) · ά  είναι επίσης μια ακ τινοβολούσα  λύση της ομ ογενούς N avier  

εξίσω σης σ το  Ω~ C  Ω. Α πό την Ε ξ .(8 .2 8 ), ακολουθεί ότι V s  (ξ) =  U ( ξ , ζ Μ  στο  Γ2. Λ όγω  του  

γ ε γ ο ν ό τ ο ς  ότι ί ( ξ ; υ 5 ) =  Τ (ξ , ζ ) -ά  σ το  Γ2 καθώ ς επίσης και το  ότι μηδενίζονται σ το  5  D  Γ2 εξ ’ 

ορισμού, ακολουθεί βάσει του  θεωρήματος μοναδικότητας του H olm gren [28] ότι

ν*{ξ) = υ(ξ,ζ)-ά, ξ €  Ω ". (8.36)

Σ χετικ ά  με τη σκέδαση από ένα  διαπερατό αντικείμενο λόγο> του  προσπίπτοντος πεδίου ν ρ  που  

δίνεται από την Ε ξ. (8 .3 4 ), λαμβάνουμε

(L e +  P'UJ2)v F( t )  =  0, ξ  e  Ω d  Ω ο, (8 .37)

(L{ +  ρ{ω2)υ /(ξ) =  0, ξ  e  Ω ο , (8 .38)

w (0  =  ν Ρ (ξ)  +  Vs  (ξ), ξ € Γ , (8 .39)

ί (ξ\χν)  =  ί(ξ; v F) +  ί(ξ; Vs ), ί € Γ , (8 .40)

δεδομένου ότι S  D Γχ Π Ω =  0. Λ αμβάνοντας το όριο της Ε ξ.(8 .3 6 ) καθώς ξ —► y  €  Γ και
αντικαθιστώ ντας στις Ε ξισώ σεις (8 .39) και (8 .40) λαμ βάνουμε τις (8 .3 0 )-(8 .3 3 ).

Αντίστροφα, έστω  ν ρ  να  επιδέχεται μια αναπαράσταση δυναμικού απλού-στρώ ματος της Εξ. 

(8 .34) και να ικανοποιεί το ΙΤ Ρ  των Ε ξ .(8 .3 0 )-(8 .3 3 ) . Υπό αυτήν την προϋπόθεση, θεωρούμε 

τη σκέδαση από το  διαπερατό σώ μα t l c  λόγω  του  ελεύθερου πεδίου της Ε ξ .(8 .34 ) ώ στε οι 

Ε ξισώ σεις (8 .3 )- (8 .8 )  να  ισ χύ ουν  όταν u pk ,u sk και w k αντικαθίστανται από τα πεδία v Ft v s  

και w , αντίστοιχα. Α πό το  Λήμμα 4 .1 , το  σ κ εδα ζόμ ενο  πεδίο Vs  λόγω  του v F δίνεται από την 

Ε ξ.(8 .3 5 ). Α λλά από τις Ε ξ .(8 .3 0 )-(8 .3 3 )  και τις ιδιότητες του Ι7(ξ, ζ)·ά  όταν ζ €  Ω<?, ακολουθεί 

ότι οι Ε ξ .(8 .3 )-(8 .8 )  επίσης ισ χύ ουν  όταν Vs  αντικαθίσταται από ϋ -d. Α πό τη μοναδικότητα του  

σκεδαζόμενου  πεδίου σ το  Ω~ [74], εξά γουμ ε την Ε ξ .(8 .3 6 ) και λαμβάνοντας το  όριο ξ —* y  €  Γ2, 

η Ε ξ. (8 .28) απευθείας προκύπτει. ■

Λήμμα 6.1. Γ ια  ό λα  τα  g  €  Ζ>2(Γχ) χαι u  €  £ 2(Γ2), η α κ ό λο υθ η  τα υ τό τη τα  ισχύει

(8.41)
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όπου Τ *  : L 2{T2) * ^ ( Γ ι )  δηλώνει το συζυγή  τελεστή του Τ  που δίνεται από

(f*u)  (χ) : =  ί  υδ(ξ, χ)Τ ■ 1ΐ(ξ)βς, X e  r v  
J Γ3

Α π ό δ ε ιξ η . Ισχύει ότι

(·7\0,“)μ γ2)=  [  ν(ξ) [ ί  υ δ(ξ,χ) - g ( x ) s x s  
J r2 υ τ ι

=  jf  9(z) J  Us{£ ,xf  · u({)s€J Si = ■ ■

8.6.1 Π ροσεγγιστική  ιδιότητα δυναμικών απλού-στρώ ματος

si =

(8 .42)

(8.43)

Μια σημαντική παρατήρηση στα πλαίσια της LSM  είναι ότι το δυναμικό απλού-στρώ ματος της 

Εξ. (8 .34), που ορίζει το ελεύθερο πεδίο v F, διαδραματίζει τον ίδιο ρόλο σε προβλήματα σκέδασης 

κοντινού-πεδίου όπως και οι κυματοσυναρτήσεις H erglotz στα προβλήματα μακρινού-πεδίου (στην  

ακουστική ή στην ελαστικότητα) [36 ,39 ,87].

Δ εδομ ένη ς της δυνατότητας ότι ol Ε ξ .(8 .3 0 )-(8 .3 3 ) μπορεί να μην επιδέχονται λύση της 

μορφής Εξ. (8 .34), είναι σημαντικό να εξεταστεί αν το τελευταίο πρόβλημα είναι επιλύσιμο τουλά­

χιστον υπό την έννοια της προσεγγίσεω ς. Για αυτό το σκοπό, έστω S  : L 2 (Γ ι) —> Η  (Ω ο) που  

ορίζει έναν ολοκληρωτικό τελεστή απλού-στρώματος

(Sg) (ξ)  =  f U  (£, χ )  · 9  (* )  €  €  Ωα . (8 .44)
■'Γι

Ο τελεστής S  είναι καλώ ς-ορισμένος δεδομένου ότι Γ Χ Π Ωο =  0 και συνεπώ ς S g  G C°°  (Ω ο) C 
C 2 (Ω ο) Π C 1 (Ω ο) · Επίσης, από το θεώρημα 4.1, S g  ικανοποιεί την ο μ ο γ ενή  N avier εξίσω ση  

στο Ω ο και επομένω ς (Ω ο). Οι F ata  και G uzina στο  [87] αποδεικνύουν ότι το  ακόλουθο

θεώρημα που υποστηρίζει την ιδέα otl το ΙΤ Ρ  των Ε ξ .(8 .30 )—(8.33) είναι υποκείμενο υπό την  

έννοια της νόρμας σε μια λύση σ ε  όρους δυναμικού απλού-στρώ ματος της Ε ξ. (8 .34).

θ ε ώ ρ η μ α  6 .2 .  Ο χώρος δυναμικών απλού-στρώματος { S g , g  €  Ζ/2 (Γ ι ) }  που δίνεται από την 

εξίσωση (8.44) είναι πυκνός στο χώρο των κλασικών λύσεων της ομογενούς εξίσωσης N avier  

(L β +  ρβω 2)ι ι  =  0 στο Ωο αναφορικά μ ε  τη νόρμα i f 1 (Ωο), δηλαδή, S ( L 2 {Ti )) είναι πυκνό  

αναφορικά μ ε  τη νόρμα Η 1 (Ωο) ατο ΗΙ(Ωο). □

8.7 Ιδιότητες τελεστή κοντινού-πεδίου
Για να χειριστούμε την μη καλώ ς-τοποθετημένη φύση της Ε ζ .(8 .2 8 ) είναι σημαντικό να α) 

εξετάσουμε τη μοναδικότητα της λύσης g , όταν η τελευταία υπάρχει, και β ) να καταδείξουμε
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την ύπαρξη προσεγγιστικής λύσης ge σε περιπτώσεις που το δεξιό σκέλος ϋ  ά δεν ανήκει στο 
πεδίο τιμών του Τ .

Ως πρώτο βήμα, θεωρούμε την περίπτωση που η εξίσωση κοντινού-πεδίου ( T g ) ( £ )  =  ί/(ξ , z ) d y 
ξ 6 Γ2, ζ €  Ωο επιδέχεται μια λύση.

θεώ ρημα 7.1. Ο τελεστής χοντινού-πεδίου Τ  : L2 (Γχ) —* L% (Γ2) που δίνεται από την Εξ.(8.29) 
είναι ένα-προς-ένα αν χαι μόνο αν δεν υπάρχει ζεύγος ιδιοσυναρτήσεων (vF, «/) του ομογενούς 
ΙΤΡ

(Le + ρ„ω2) vF
OII ξ e  sic. (8.45)

(Li + fiuj2) w ( O - o , t  €  Ωα, (8.46)

w t t )  = ■νΡ (ξ), ί € Γ , (8.47)

t  (ξ; w) =  t t e r , (8.48)

όπου vF είναι ένα δυναμιχό απλού-στρώματος που δίνεται από την Εζ.(8.$4).

Απόδειξη. Η υπόθεση ότι (Τρ)(ξ) =  0 για ξ 6 Γ2 απαιτεί, μέσω του θεωρήματος μοναδικότητας 
του Holmgren, ότι Vs — 0 στο Ω~. Λαμβάνοντας το όριο ξ —* y  €  Γ βρίσκουμε ότι Vs  =  0 
στο Γ, ή ισοδύναμα, U ( y ,  z)-d  =  Τ (y,z)-d  =  0, y  € Γ, ζ €  Ω<> Βάσει του θεωρήματος 6.1, 
η εξίσωση Tg  =  0 είναι επομένως επιλύσιμη αν και μόνο αν το ομογενές ΙΤΡ Εξ.(8.45)-(8.48) 
επιδέχεται μια λύση (υ^, ιυ) όπου υΓ δίνεται από την Εξ.(8.34). Αντίστοιχα, η υπόθεση ότι T g  =  0 
επιδέχεται μή-τετριμμένη λύση g ψ  0 etvat ισοδύναμη με την ύπαρξη ζεύγους ιδιοσυναρτήσεων 

=  Sg% w) του ομογενούς ΙΤΡ που έρχεται σε αντίθεση με την προϋπόθεση του θεωρήματος 
και συνεπώς ολοκληρώνεται η απόδειξη. Για πληρότητα, είναι χρήσιμο να τονιστεί ότι οι ιδιοτιμές 
των εξισώσεων (8.45)-(8.48) μορφοποιούν ένα διακριτό σύνολο όπως δεικνύεται στο [21]. ■

Για την υποστήριξη των παραπάνω, έστω Β να δηλώνει ένα φραγμένο γραμμικό τελεστή από 
το Η χί2 (Γ) χ  Η~ιί2 (Γ) στο Ζ,2(Γ2) που απεικονίζει τα συνοριακά δεδομένα (/, h) 6 Η 1̂ 2 (Γ) x 
Η~ιί2 (Γ) στη συνιστώσα κοντινού-πεδίου Vs 6 £ 2(Γ2) της λύσης (υ5,ιι>) στο ΤΡ

(L e +  ρ*ω2) ν 5 (ξ) =  0, ξ 6 Ω", (8.49)

(Lj +  Ριω2) w (ζ) =  0, ξ G Ωοι (8.50)

" ( Ο - * * ( Ο * / ( 0 .  ξ € Γ ,  (8.51)
t  (ξ\ ν>) - 1 (ξ; Vs ) =  Λ(ζ), ξ €  Γ, (8.52)

/  {“ * ( ί .* ) ·* ( ί ;® * ) - £ ( i , * ) w 5 ( i ) } d r t  =  0, χ € Ω ,  j  — 1,2,3. (8.53)
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θ ε ώ ρ η μ α  7 .2 .  Το σύνολο Β  {Η 1̂ 2 (Γ ) χ  Η  1/2 (Γ )) είναι πυκνό στο L 2 (Γ2).

Α π ό δ ε ις η . Δ η λώ νουμε πρώτα το εξής. Σύμφω να μ ε το  Λήμμα 4.1  η λύση σ τ ο  πρόβλημα  

σκέδασης από το Ωο στο Ω λόγω  του ελεύθερου πεδίου ί^ (-) =  f Tz ?/(*, ξ)<Κξ)*ε» g  €  Ζ^(Γ2), 

δίνεται από Vs (■) =  / Γ2 0^(·» 0 i ^ ( 0 s €- οεποτέλεσμα της Ε ξ .(8 .1 0 ), & s  :=  [ u f ]  ( i , j  =  1 ,2 ,3 )

όπου hs*(C, ξ) κατανοείται ως το σκ εδαζόμ ενο  πεδίο σ τ ο  C λόγω  μοναδιαίας σημειακής πηγής  

στο ξ € Γ2 C S  στην k κατεύθυνση. Σ ε  ό ,τι ακολουθεί, το  αντίσ τοιχο  Τ Ρ  ορίζεται από τις 

Ε ξισώ σεις (8 .1 6 )-(8 .2 0 ) μ ε ν  =  Vs , w  =  w  και ( / ,  h)  =  (t^ |r , ί(*ί % )|γ)*

Ε ίμαστε π λέον σε θέση να παραθέσουμε την απόδειξη. Τ ο  σκ εδαζόμ ενο  πεδίο v s  (ξ ) στις  

Ε ξισώ σεις (8 .4 9 )-(8 .5 2 ) μπορεί να εκφραστεί ως (δες [86])

”5 i i ) = L f ( n ’ξ ) Τ ' v s ( n ) Γ η ~ Ι ύ (n>ξ ) Τ ■1 ( n ;v S ) Γη’ ξ € Ω  · (8 ·54)

Αντίστοιχα, για g 6  L2 (Γ2) λαμβάνουμε

(Β ( / ,  Λ), 0 )^ (γ2) =  £  9 ( ί ) ^ ( ί Κ  =  *»*(*) ( j f  Γ  (*. 0 ^  ( 0  Γ*

-  * f a  ws)  Q f  ^  (*, ξ)9 (ξ) sf^  Γχ =  Ĵvs (χ) ■ t  {χ,ϋ^)Γχ

— j t  (x ; vs ĵ ■ vs { χ )Τχ =  J v s  (x) [ ί  (χ : w)  — t  (x: v s ^ j Γ* 

-  J t ( x \  vsJ [ώ (x) -  vs (x)j Γ* =  J \w (x) -  /  (x)J t  (x; w) Tx 

-  J | t  (*; W) -  h (x )j w {x)Tx =  j h ( x ) - w  (χ )Γ χ -  J f  (x ) · t  [x{w) Tx.

Σαν αποτέλεσμα, ο συζυγής τελεστής Β* χαρακτηρίζεται ως B*g  =  (—t  ( · ; ιν)  |γ » w|r)· θέλουμε 
να αποδείξουμε ότι ο Β* είναι ένα-προς-ένα. Προς αυτήν την κατεύθυνση έστω B*g =  0 
( - ί  ( · ; 5 )  |Γι ιΙ*|Γ) =  ( —ΐ  (-; «>) Ιγ ,^ Ί γ ) =  0 or ( “ t(*;tD) |γ , ^ | γ ) =  0  ΰ?|Γ =  0  και ί  ( · ; * )  |γ =  0. 

Συνεπώς, Vs  ικανοποιεί την εξίσωση Navier στο Ω“ , τη γενικευμένη συνθήκη ακτινοβολίας, και 
τις συνοριακές συνθήκες Vs  =  —%, t  (-; Vs ) =  —t  (*; χ>§) στο Γ . Μέσω της Εξ.(8.54), βρίσκουμε 
ότι

νδ(ξ) =  - £ τ ( η , ξ ) Τ ·ι*(η)Γη + £ ϋ ( η , ξ ) τ - t ( n ; V f ) r n, ξ € Ω~. (8.55)

Αφού ϋ(·,ξ) e  ΗΕ(Ωο) και υ$(·) 6 Η(Ωο), το θεώρημα αμοιβαιότητας του Graffi στην ελαστο­
δυναμική [115] εφαρμοσμένο στην Ωο απαιτεί ότι το δεξί σκέλος της Εξ.(8.55) μηδενίζεται 
ταυτοτικά ώστε Vs =  0 στον Ω“ . Επικαλούμενοι το θεώρημα μοναδικότητας του Holmgren 
και τις συνοριακές συνθήκες στην Γ, έχουμε ότι ν§ =  Vs  στον Ω~ και επομένως g =  0 ή g  =  0. 
Όπως αποδεικνύεται στο [80], λί(Β*) =  ΤΖ(Β)α. Άρα, λόγω του γεγονότος ότι Β* είναι ένα- 
προς-ένα εξάγουμε το συμπέρασμα ότι το πεδίο του Β είναι πυκνό στον (Γ2). ■
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Ισ χύ ει ότι

Λ Γ { Β ) =  n (B ')*  =  { ( f 0, h 0) e V ( B ) :  [ [ h o w - M - \ < B ) ] r * * O f V ( - < (·;«>), ώ ) €  ^ ( 5 * ) } ,

Γ (8 .56)

όπου ΰ) όπως στην απόδειξη του θεωρήματος 7 .2  και © ( # )  — ίΓ 1̂ 2(Γ ) χ  Η ~ ιί 2(Γ).  Χρησιμο­

ποιώντας τις ταυτότητες του Green συμπεραίνουμε ότι υπάρχει ένα ζεύ γ ο ς  (ti/|r ,i(s« > )lr )*  Υια 

w  €  Η 1 (Ω ο) που είναι Χύση της (L e +  ρβω2) w  =  0  σ το  Ωο» που ανήκει σ τον  Επομένως,

ο  Β  δεν είναι ένα-προς-ένα.

Για το  δεύτερο σ κ έλ ο ς  της υπόθεσής μας, ορίζουμε το  υποσύνολο

Λ ή μ μ α  7 .1 .  Η ^ Γ )  είναι ένα κλειστό  υποσύνολο του Η 1 2̂ (Γ) χ  Η  1̂ 2 (Γ ).

Α π ό δ ε ιξ η . Θ εω ρούμε ( / ,Λ )  €  HLy (Γ ). Τ ό τε  υπάρχει μ ια  ακολουθία (νη,έ ( · ; ν „ ) ) ,  νη €  Μ (Ω ο) 

που σ υγκ λίνει στο  ( / ,  Λ) σ τον  i / 1/ 2 (Γ ) χ  Η ~ ιί2 (Γ ) (λ ό γω  της πληρότητας του  Η  (Ω ^) και 

της συνέχεια ς του  τελεσ τή  ίχ νο υ ς). Ε πομένω ς, η ακολουθία  (υ„, *(·;*>„)) είναι φραγμένη στον  

Η ιΙ2 (Γ ) χ  Η ~ ^ 2 (Γ ) xol θεωρώντας την νη ω ς λύση  σ ε  ένα  πρόβλημα μικτών συνοριακών  

τιμών (im p ed an ce b oun d ary  value prob lem ), η (vn) είναι φ ραγμένη σ το ν  ΓΓ αυτόν

το  λ ό γ ο , λ ό γω  του θεωρήματος του  R iesz, μπορούμε να  εξά γουμ ε μια υπακολουθία, που για  

απλότητα την ονομ ά ζου μ ε και πάλι υη, που ασθενώ ς σ υ γκ λ ίνε ι σ τον  Η 1 (Ω ο) σ ε  μια συνάρτηση j 

υ,  όπου ν  €  Η (Ω ο ) . Μ ε ισχυρισμούς σ υ νέχεια ς του  τελεσ τή  ίχ νο υ ς  έχου μ ε ότι (υη,ί(* ;υ η))  

ασθενώ ς συγκλίνει στο  (ν ,  £(*; ν) )  σ τον  Η 1/2 (Γ ) x  Η~~χί 2 (Γ ) και από τη μοναδικότητα του  ορίου

Λ όγω  του Λήμματος 7.1, ο  Μ^(Γ) εφ οδιασμένος με την νόρμα του Η 1*2 (Γ ) χ  H ~ xf2 (Γ ) είναι 

ένας B anach χώ ρος. Α κολούθω ς, ορίζουμε τ ο ν  Bq ως περιορισμό του Β  στον Ή^(Γ).

θεώρημα 7.3. Ο τελεστής Bq : HLy(r) —► £2 ^ 2) είναι ένα-προς-ένα, συμπαγής και έχει πυκνή 

εικόνα αν η συχνότητα ω δεν είναι ιδιοτιμή του Ι Τ Ρ  των Εξισώσεων ( 8 . 2 1 ) - ( 8 . 2 4 ) >

Α π ό δ ε ιξ η . Έ σ τω  B o ( f , h )  =  0  για  ( / ,  Λ) €  Η-γ(Γ) και έστω  (u ,u /)  η αντίστοιχη λύση του Τ Ρ

το θεώρημα του  H olm gren, u  «  0  σ τον  Ω" και λόγω  σ υ νέχεια ς  u |r  =  0, £(·; « ) |γ  =  0. Έ τσ ι, το

< /, Λ) Η Μ < · ;  * ) ) = * ( / ,  Λ) € Ι Μ Γ ) .  ■

των Ε ξισώ σεω ν (8 .1 6 )—(8.20) για  τα προκείμενα συνοριακά δεδομένα. Επόμένως, σύμφωνα με
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w  ικανοποιεί το πρόβλημα μικτών συνοριακώ ν τιμών

(Li +  piU2)w  =  0, in  Ω0 , (8 .57)

w  =  f , on Γ, (8 .58)

ί(·; w ) -  h, on Γ. (8 .59)

Α πό το  Λήμμα 7.1 και τον ορισμό του BL,, υπάρχει επίσης ν  e  ϋ '1(Ω ο) ώστε i(* ;^ )|r =  h και

ν \Γ =  / ·  Τ ότε, το ζεύ γο ς  (w, υ) είναι η λύση του ο μ ο γενο ύς ΙΤ Ρ  και από τη θεώρηση ότι ω δεν 

είναι ιδιοτιμή διάδοσης, λαμβάνουμε ότι w  =  υ — 0 στον Ω ο, και λόγω  σ υνέχεια ς /  =  h  =  0. 

Ά ρα ο  β 0 είναι ένα-προς-ένα.

Για να καταδειχθεί η συμπάγειά του, ο  τελεστής Βο μπορεί να ειδωθεί ως η σύνθεση ενός  

σ υ νεχούς τελεστή λύσης του Τ Ρ  με τον τελεστή περιορισμού V  : —+ Ζ^(Γ2) που ορίζεται

από την Εξίσω ση (8.54) ως

V { v s ) :=  t/s  (ξ) |ί6Γ2 =  £  f  (η, ξ)τ  ■ Vs  (η) Γ„ -  J  U  (η, ξ)τ  ■ t  ( η ; Vs ) Γ„, (8 .60)

που απεικονίζει την ακτινοβολούσα λύση σ τον  £ 2(Γ 2). Α φού Γ Π  Γ2 =  0, V  είναι προφανώς 

συμπαγής και συνεπώς ο βο είναι επίσης συμπαγής.

Π ροκειμένου να δειχθεί ότι το σύνολο βο(ΙΗΙγ(Γ )) είναι πυκνό σ τον  £ 2(Γ 2), επαρκεί να δειχθεί 

ότι 7Ζ(Β)  C 1Z{Bq). Έ στω  (u , α;) λύση του Τ Ρ  και u r2 =  u |r 2 €  ΤΖ{Β), Έ σ τ ω  (υ , w )  η μοναδική  

λύση του ΙΤ Ρ  με συνοριακά δεδομένα (u |r , i(*;u )|r)*  Ε πομένω ς, ( u , w )  είναι η λύση του Τ Ρ  

μ ε συνοριακά δεδομένα (u |r, i(* i^ ) |r ) €  ΙΕγ(Γ). Σ α ν  αποτέλεσμα, Z3b(t>|r» ^(’i^ ) |r )  =  u r2 ή 

ur7 6  TZ(Bq). ■

Σ υ μ π έρ α σ μ α : θεωρούμε ότι u  £  Ι/2(Γ2). Τότε, γ ια  κάθε e >  0 , 3  g€ €  Ζ,2(Γ ι)  : TCgc :=  

(uffdr, που ικανοποιεί

||βο(Ή Ρί) ^Ι1ζ^(Γ2) — e» (8 .61)

όπου Vgt είναι το δυναμικό απλού-στρώματος της Ε ξ .(8 .25) μ ε  πυρήνα g( .

Α π ό δ ε ιξ η . Η απόδειξη απορρέει από τα ακόλουθα γεγονότα : α) H g t £  Η ^ Γ ) ,  β) Βο έχε ι πυκνή  

εικόνα στον £ 2(Γ2) και γ )  ο τελεστής ίχνους είναι συνεχή ς. ■

Α πό την Ε ξ .(8 .6 1 ), είναι προφανές ότι ο τελεστής κοντινού-πεδίου Τ  : Ζ,2(Γ ι) —*■ £ 2(Γ 2) που  

δίνεται από την Ε ξ .(8.29) είναι πυκνός σ τον  Ζ,2(Γ2) δεδομένου ότι ·7Γρ£ =  βο(7*έ^£).
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8.8 Ιδιότητες της λύσης πυκνότητας
Έ χ ο ντ α ς  επαληθεύσει την ένα-προς-ένα  ιδιότητα και την πυκνότητα της εικόνας του τελεστή  

κοντινού-πεδίου Τ  που εμφανίζεται στην Ε ξ .(8 .2 8 ), είμαστε σ ε θέση να εξετάσουμε τη συμπερι­

φορά της λύση ς στη ν τελευταία εξίσω ση, που για  δ ιευκόλυνση γράφεται ως

B oiH gm  =  ϋ{ξ, ζ) · d, ξ €  Γ2, ζ  € Ωο, (8 .62)

8.8 . Ιδιότητες της λύσης^πυκνότητας______________

όταν το σημείο δειγμάτω ν ζ  πρ οσεγγίζει το σύνορο του  σκεδαστή. Ό π ω ς αποδεικνύεται από το  

το  θεώρημα 6 .1 , η Ε ξ .(8 .6 2 ) επιλύεται αν και μ όνο  αν η λύση  ( vF, w )  του  ΙΤ Ρ  των Εξισώσεων  

(8 .3 0 )-(8 .3 3 ) είναι τέτοια ώστε η v F να  μπορεί να  αναπαρασταθεί σε όρους της g  μέσω  του } 

δυναμικού απλού-στρώ ματος της Ε ξ .(8 .3 4 ). Γενικά, αυτό δεν είναι αληθές αλλά μπορούμε να j 

βρούμε μια προσεγγιστική  λύση  g t ως ακολούθως.

'
Θ εώ ρ η μ α  8 .1 .  Έστω ζ  €  Ωο σταθερό. Τότε γ ια  χάβε  e > 0  υπάρχει gt €  Ι^ (Γ Χ) τέτοιο ώστε

||flb(W fc)(·) -  ύ ( ;  ζ)  ·< ί||^ (Γ2) <  e, (8 .63)

και

J “ l r  Ι^(·)Ι^(Γ0 =  °°· (8·64)

Α π ό δ ε ιξ η . Έ σ τω  ζ e Q c  και ( ϋ ( ξ ,  ζ)  - d , w )  λύση του  Τ Ρ  τω ν Ε ξ .(8 .1 6 )-(8 .2 0 ) με συνοριακή  

συνθήκη (uF |r ,i(* ;^ F) |r ) ,  όπου (v F, w ) είναι μία λύση  του  προβλήματος των Ε ξ .(8 .3 0 )-(8 .3 3 ). 

θεω ρώ ντας επιπλέον ότι ω δεν είναι ιδιοτιμή διάδοσης ώ στε (vF , w )  είναι μοναδικό. Σ ε  0 ,tl 

ακολουθεί, Cj ( j  =  1 , 2 , . . . )  θα χρησιμοποιηθούν για να  δηλώ νουν θετικές πραγματικές σταθερές.

Σ α ν αποτέλεσμα τω ν Ε ξ .(8 .3 0 )-(8 .3 3 )  και του θεωρήματος ίχνους , υπάρχει μία σταθερά c x ώστε

ll^il/rKHc) — Ww ^ΙΙσΗΠο) ~  Cl ν ΊΙιιν*(Γ) ”  °1 ||^(*»Ζ) ’ <*||//*/*(Γ)

Ό τ α ν  το σημείο δειγμάτω ν ζ  €  Ωο πρ οσεγγίζει το σύνορ ο  του σκεδαστή, μπορεί να δειχθεί 

χρησιμοποιώ ντας τον  μη-ομαλό χαρακτήρα της συνάρτησης G reen  του ημιχώρου (50) ότι

lira*—*ν€Γ m \ z ) - d l//V*(T) — οο. (8.65)

Πρώτα θέλουμε να δείξουμε ότι lirae-*ver ||t/r ||jri(sio) =  °°* θ εω ρ ο ύ μ ε  το  αντίθετο, δηλαδή 

ότι ||uF ||/fi(nc ) <  C2· Τ ό τε , σύμφω να με το  θεώρημα ίχ ν ο υ ς  υπάρχει c3 ώστε ||vF ||H*/a(r) ^  

και ||i(';w F )||//-> /2(r) ^  C3C2. Α νακαλώντας ότι το  ζ ε ύ γ ο ς  (£/(*, z )  -d ,u /) είναι λύση του  Τ Ρ  με 

συνοριακά δεδομένα ( / , Λ )  :=  (v r |r , ί(*, t;F ) |r )  και θεωρώντας την καλή-τοποθέτηση του  Τ Ρ, η
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συνέχεια  της λύσης στα συνοριακά δεδομένα απαιτεί ότι

iM l iP ( f ic )  +  (n - )  -  C4 ( l K ! U ( r )  +  | | ί ( - ; ^ ) | | ^ - χ /2(Γ))  <  2C4C3C2
Idc'· *

Μ έσω της Ε ξ. (8.65) και του θεωρήματος ίχνους διά του  οποίου

(8.66)

! ύ{;ζ) ■d > c5 ||% * ) - d
lz7V2(T)

+ eg, 2ΕΩ<

η ανισότητα της Ε ξ.(8 .66) αντιτίθεται σ το  γ ε γ ο ν ό ς  ότι | |ϊ7 (· ,ζ )  - d \\ffι (ο -) εκρύγνηται όταν  

ζ —»■ y  6  Γ. Συνεπώ ς, ||υρ ||^ (Ω ο) — °° ·
Α πό το  θεώρημα 6 .2 , βρίσκουμε ότι η πυκνότητα g€ e  Ι ^ (Γ ι)  αναφέρεται σε ένα αυθαίρετα 

μικρό d  τέτοιο ώστε

(8·67)
Αντίστοιχα, \\vF\\n i(nc ) <  ||S& IU*(fic )-H ^  και επομένω ς l i m ^ g r  ||<S&||i7i(nc) =  ° ° .  Δ εδ ο μ ένο υ  

ότι ο τελεστής απλού-στρώματος S  είναι φραγμένος από Ζ^(Γι) ■—> Η ι (Ω&), ακολουθεί ότι 

υπάρχει μια σταθερά ο? ώ στε

I l ^ c | | j 7 i ( n c ) < C 7 ||5 i ||L 3 ( r i)

και συνεπώς

11^11^) = 00
όπως αξιώνει η Ε ξ.(8 .6 4 ).

Α π ομ ένα  τώρα να  δειχθεί ότι η προσεγγιστική  λύση πυκνότητας g€i που  επιλέγεται βάσει της 

Ε ξ.(8 .6 7 ), ικανοποιεί την Ε ξ.(8 .63 ). Β άσει της Ε ξ .(8 .6 7 ), της σ υ νέχεια ς  της λύσεω ς, και του  

θεωρήματος ίχνους υπάρχει μια σταθερά eg ώστε

| | ^  ~ ||^ί/2̂ γ) — cs^i ||̂ ('» vF) — ί(·,*?^€)||^-ι/2(γ) — c&€ * (8.68)

Α πό το θεώρημα 7.3, ο τελεστής είναι σ υνεχή ς λόγω  ότι Η Ι^Γ) C  # 1/2(Γ ) x  Η ~ ι/2(Γ) στο  

Ζ/2(Ρ 2)' Επιπλέον, B o(vFIn  £ ('ίy/?))  =  U(· ,  ζ)  *d  στο  Γ2 αφού (Ζ7(ξ, ζ)  -d7 ιυ) είνοα η λύση του Τ Ρ  

τω ν Ε ξ .(8 .1 6 )-(8 .2 0 ) με συνοριακές συνθήκες (v F |r» i ( - ; O l r ) ·  Ως αποτέλεσμα , για  αυθαίρετα 

μικρό ε > 0 υπάρχει ^ > 0  (δες Ε ξ.(8 .68 )) τέτοιο ώστε

\ \Bo(Hg(K - ) - & ( . ; z ) . d \ \  < € .  (8 .69)
I* ·*Ζ,2(Γ2)

Η απόδειξη ολοκληρώνεται επιλέγοντας έ  σύμφω να μ ε e στην Ε ξ. (8 .69) και λαμβάνοντας g€ 

αναλογικά με το e* στην Ε ξ .(8 .6 7 ). ■
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8.8.1 Συμπεριφορά της λύσης στον εξω τερικό χώρο Ω“

Για να ερευνηθεί η περίπτωση όταν μπορούμε να υιοθετήσουμε την π ρ οσέγγιση  στο  [87]

και να θεωρήσουμε το  διαταραγμένο πεδίο του  σκεδαστή Ω £ =  U Ητ U Β τ (ζ)  στην Εικ. 8-2, 

όπου Β τ είναι μία περικομμένη σφαίρα διαμέτρου τ  >  0  κεντραρισμένη στο ζ % και Ητ είναι ένα  

σω ληνοειδές χωρίο διαμέτρου τ 2 που ο μ α λ ό ς  συνδέει τα Ωο  και Ζ?Τ- Επιπλέον, έστω Γ  και 

Γτ να δηλώ νουν τα αντίστοιχα  σύνορα των Ωο και Ω£ ώ στε Γ7 \  (Γ Τ Π Γ) είναι το σύνορο  

του προσαρτήματος. Υπό αυτήν τη θεώρηση, είναι χρήσιμο να  θεωρήσουμε την διαταραγμένη  

ολοκληρωτική εξίσω ση

ί (υ3(ξ,χ) + ντ(ξ,χ))·9τζ4(χ)εχ =  ύ(ξ,ζ)·ά, ξ € Γ 2, ε ξ Ω " .  (8 .70)
J Γι

στη θέση της Ε ξ .(8 .2 8 ) όπου IIs  είναι ο  αρχικός τανυστής σκεδάσεω ς επαγόμ ενος από το  Ωο, 

και U s +  VT είναι το  διαταραγμένο α νά λογο  που γεννά τα ι από το  Ω £ c Ω  και περιέχει το  σημείο  

δοκιμών.

ω Ι

Ε ικόνα 8.2: Δ ια τα ρ α γμ ένος  σκεδαστής

θ ε ώ ρ η μ α  8 .2 .  Έστω ζ  €  Ω“ = Ω \ ( Ω ο υ Γ )  σταθερό, χα ι έστω  Ω £ Β ζ  να δηλώνει μ ια  διαταραχή 

του Ω ο μ ε  τ  >  0  επαρχώς μ ιχρ ό  ώστε Ω £ ^ Ω . Τότε γ ια  χάβε  e > 0  υπάρχει μ ια  διαταραγμένη 

κυχνότητα  G Ι ^ (Γ ι)  ώστε

χαι

[  (US( ;  X) +  V r(; *)) · £ (* )« . -  ϋ ( ;  ζ ) d  
J  Γι

<e, (8 .71)
£j(Ta)

Um ||5Γ(·)ΙΙλ, ( Γι) =  οο , Um Υτ(ξ, ·) =  0, ξ  e  Γ2
τ - + 0 r —»0

(8.72)

Απόδειξη. Α πό την υπόθεση ότι ζ e  Ω£ C  Ω σταθερό, εφαρμογή του θεωρήματος 8.1 στο  

διαταραγμένο σκεδαστή Ω£ καταδεικνύει ότι για  κάθε e >  0 υπάρχει μία λύση, που δηλώνεται 

ως g [  e  £»2(Γ ι)  που ικανοποιεί την ανισότητα της Ε ξ .(8 .7 1 ). Α κολούθω ς, υπερθέτοντας το όριο 

2 —* Ι / € Γ Τ με το  r  —♦ 0 , συμπεραίνουμε ότι από την Ε ζ .(8 .6 4 ) ότι l im ^ o  ll5«T(')IU j(ri) — οο· Για 

να αποδείξουμε ότι lin ir -^  ^ ( ξ ,  ·) =  0 για  ξ  e  Γ 2, χρησιμοποιούμε τη συνοριακή ολοκληρωτική
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αναπαράσταση του διαταραγμένου σκεδαζόμενου  πεδίου U s (£,,x) +  ν τ(ξ , χ) ,  ζ  €  Γ2, χ  €  Γ ι σε  

όρους ολοκληρωμάτων επί του διαμορφωμένου συνόρου ΓΤ (ανά λογου  της Ε ξ .(8 .60) για  το  μη- 

διαταραγμένο σκεδαστή) και αναπτύσσουμε έναν τρόπο εκτίμησης του όρου διαταραχής VT ως 

τ  —» 0. Η  απόδειξη της Εξ. (8.72) για  το ν  διαταραγμένο ελαστικό σκεδαστή Ω £ μιμείται την 

αντίστοιχη σ το  [87] για  μη-διαπερατούς σκεδαστές και παραλείπεται στο  παρόν γ ια  συντομία. ■

8.9 Αριθμητικά αποτελέσματα
Για την εξέταση της χρηστικότητας της ολοκληρωτικής εξίσω σης κοντινού-πεδίου της Ε ξ. (8 .28) 

ως μέσο γ ια  την ανάδειξη διαπερατών σκεδαστών από επιφανειακές ελαστικές κυματομορφές, 

θεωρούμε τη δοκιμαστική επιφάνεια Γι =  Γ2 C  S  διαστάσεω ν I d  x  I d  όπως φαίνεται στην  

Εικόνα 8.3  όπου & =  ξι/ d  (i  =  1 , 2 , 3 ) .  Ο  ελαστικός ημιχώ ρος, που εμπεριέχει μέχρι και δύο 

διαπερατούς σκεδαστές, χαρακτηρίζεται από τις παραμέτρους Lam e λ € ~  μ ε και πυκνότητα μάζας  

ρ€. Στην εικόνα, ο σκεδαστής “Α ” είναι ένα ελλειψοειδές κεντραρισμένο στο (d, d, 2d)  με κύριους 

άξονες (d, 0.5d, 0 .5 d)  και υλικές ιδιότητες ( λ f , p f , p f  )* το “Β ” α νά λο γο  είναι ένα κεντροειδές στο  

(— 1.5(f, —1.5d, 2d),  xaL κύριους άξονες (d , 0.8d, 0 .5d),  και χαρακτηριστικές ιδιότητες ( A f , p f ,  p f ) .  

Σε ό,τι ακολουθεί, τα  αποτελέσματα που παρουσιάζονται αναφέρονται σε δύο σ υχνότη τες διέ­

γερσης
ωά

UJ =  —γ— ί-
V W Pi

€ { 1, 2}

και σε δύο διατάξεις σκεδαστώ ν, ονομαστικά:

•  Μ ονός σκεδαστής: ο  ελαστικός ημιχώρος περιέχει το ν  σκεδαστή Α  με ιδιότητες: 

ρt )  =  (H -6 //e, 5pe, 1.2 pe),

•  Σκεδαστής δύο δίακριτών σωμάτων: ο ελαστικός ημιχώ ρος περιέχει τους σκεδαστές Α και 

Β με ιδιότητες: ( X f , p f , p f )  =  (0.46/ze, 0.2/ze, 0 ,8pe) και ( A f , / z f , p ? )  =  (11.6/ze, 5/ze, 1.2pe).

Στη συνέχεια , ο ημιχώρος διεγείρεται από Μ  =  40 ώ2 σημεία πλέγμ α τος ξ Λ, k =  1 , 2 , . . .  Μ  

των οποίων η διάταξη εντός της επιφάνειας δοκιμών για  ώ  =  1 εκθέτεται στη ν Ε ικόνα 8.3. 

Σ ε κάθε σημειακή πηγή, αρμονική διέγερση μεγέθους μ €<Ρ εφαρμόζεται ακολουθιακά στις τρεις 

συντεταγμένες διευθύνσεις & (i =  1 , 2 ,3 ) .  Υπό αυτήν τη θεώρηση, οι τιμές του τανυστή σκέδασης  

^ 5 (£Λ £*)ι 3 ->k =  1 , 2 , . . . Μ  υπολογίζονται μέσω  μιας μεθόδου συνοριακώ ν ολοκληρω τικών  

εξισώ σεων για  την ελαστοδυναμική [93], και η Ε ξ.(8 .28 ) αποδεικνύεται στα πλαίσια μια μεθόδου  

collocation  ώστε

( ^ Μ ) ( ί * )  =  Μ ί * ) .  i fce r 2, k =  1 , 2 , . . .  Μ  (8 .73)

με Τ  να δηλώνει τον συμπαγή τελεστή κοντινού-πεδίου που δίνεται από την Ε ξ. (8 .29) και bZfa =  

U(- , z )  d. Για την αναγκαία παρεμβολή τω ν U s  και gSid μεταξύ των σημείων του π λέγμ ατος και
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Ε ικόνα 8.3: Δ ιά τα ξη  δοκιμώ ν

για  τους αριθμητικούς υπ ολογισ μ ούς του  επιφανειακού ολοκληρώ ματος στην Γι στην Ε ξ .(8 .2 9 ), 

η επιφάνεια δοκιμώ ν διακριτοποιείται σ ε όρους του  Ν  =  9  α;2 οκτώ -κόμβω ν (quadratic) στοιχεία  

όπω ς φαίνεται στη ν Ε ικόνα 8 .3  για την περίπτωη ώ =  1, δηλαδή Ν  =  9 . Τ ονίζετα ι ότι η 

πυκνότητα του π λέγμ α τος για  ώ — 2 διπλασιάζεται (σ ε  κάθε κατεύθυνση ξι και ξ2) αναφορικά με 

το  “χαμ ηλής-συχνότητας” α νά λογο  στην Ε ικόνα 8 .3  ώ στε να κατασταλούν τα πιθανά ανεπιθύμητα  

φ αινόμενα της χωροδιάταξης (d etrim en tal effects o f  sp a tia l a lia sin g  [99]) που προκαλούνται από 

την υπό-δειγματοληψία (under-sam pling) των επιφανειακώ ν ελαστικώ ν κυματομορφών.

Για την επίλυση του  εν  λόγω  μη καλώ ς-τοποθετημένου προβλήματος σ ε  μια σταθερή μορφή, 

εφαρμόζεται η μέθοδος ομαλοποίησης του T ik h on ov  [63] όπ ου  η λύση ομαλοποίησης (regularized  

so lu tion ) της Ε ξ .(8 .2 9 ) και αντίστοιχα  το  διακριτοποιημένο α νά λογό  της από την (8.73) εξάγονται 

από την ελαχιστοποίηση του  συναρτησιακού (co st fu n ction a l)

Ja(9z,d) β  \\^9*4 ~~ &*τ<*ΙΙ12(γ 3) +  a llifc,d|lla(ri)t R 3 a > 0  (8.74)

όπου α  είναι η παράμετρος ομαλοποίησης που επ ιλέγεται από την αρχή ασυμφωνίας του M orozov  

(M orozov d iscrepancy princip le [81]).

E e ό ,τι ακολουθεί, οι τμηματικές κατανομές l / l l & ^ H ^ r i )  γ^α τις προαναφερθείσες συχνότη τες  

διεγέρσεω ς και τις διατάξεις των σκεδαστώ ν παρουσιάζονται θεωρώντας ότι d  =  (1 ,1 ,  \ ) / y /%  για  

τον  προσανατολισμό μιας υποθετικής σημειακής πηγής στη ν Ε ξ. (8 .28 ). Γ ε κάθε γράφημα, οι
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Εικόνα 8.4: Μ ονός συνεκ τικός σκεδαστής (ω =  1)

κανονικοποιημένες *αμές ττ)ς νόρμας της ομαλοποιημένης λύσης

||5μ ΙΙ^(Γι) — hz^WtiCTi)
\\9ζΜ\ι*(Γι)

όπου Π δηλώνει τον τετραγω νικό χώρο ενδιαφέροντος, υπολογίζοντα ι σ ε  ένα ομοιόμορφ ο πλέγμ α  

σημείων δειγματοληψίας μ ε ενδιάμεσα κενά 0 .06d  σ ε  κατευθύνσεις παράλληλες στα  ευθείας- 

γραμμής (straight-line) τμήματα του  9Π .

Αναφορικά στη διάταξη μονού-σκεδαστή, οι Ε ικόνες 8 .4  και 8 .5  παρουσιάζουν τις μεταβολές  

της αμοιβαίας πυκνοτικής νόρμας στα τρία ορθογώ νια τμήματα που περ ιέχουν το  κεντροειδές  

του  σκεδαστή για  ω =  1 και ώ =  2, αντίστοιχα. Σ ε  κάθε διάγραμμα, το περίγραμμα του  

“αληθινού” σκεδαστή (Π Π Γ) ενδείκνυται ως μαύρο. Ό π ω ς φαίνεται, οι μή-τετριμμένες τιμές  

του 1/\\9ζΑ \ ^ χ) λογικώ  τω τρόπω εκθέτουν το  σύνορο του σκεδαστή στην οριζόντια  και στην  

κάθετη διεύθυνση παρά το πεπερασμένο διάφραγμα (lim ited  aperture) της διάταξης δοκιμών (δες  

Εικ. 8 .3 ). Ό π ω ς  αναμενόταν, τα  αποτελέσματα για  ώ =  2 (sh ear-w avelen gth -to-ob stacle-size  

ratio 7  =  τγ) είναι πιο ακριβή από τα αντίστοιχα  για  ώ =  2 (γ  =  2 π ). Β άσει της Ε ξ. (8 .73) και 

της θεωρούμενης σχέσης Μ  =  40ΰ>2, είναι αξιοσημείω το ότι τέτοια αύξηση στην αξιοπιστία των 

ανακατασκευώ ν ακολουθείται από μια αύξηση στο  υπολογιστικό κ όσ τος που προσαρτάται σ το ν  

υπολογισμ ό του δεξιού σκέλους του  bt 4 .
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Tot αποτελέσματα διπλού-σκεδαστή για ώ =  1 και ώ =  2  παρουσιάζονται αντίστοιχα  στις 

Ε ικόνες 8 .6  και 8 .7 , όπου  η επικεφαλίδα “αληθινοί” (true) σκ εδαστές είναι και πάλι σ ε  μαύρο. 

Υ ποστηρίζοντας τις παρατηρήσεις παραπάνω, οι χαρακτηριστικές τμηματικές κατανομές του  

V ll^ is^ J llta iT i) επιδεικνύουν ακόμη ότι η ελαστοδυναμική LSM  κοντινού-πεδίου είναι ικανή  

να ανακατασκευάσει διακριτούς διαπερατούς σκεδαστές σ ε  ένα  εύρος ελαστικώ ν αντιθέσεων σε 

όρους τω ν παραμέτρων L am £. Τ ονίζετα ι ότι ο ι σ κ εδαστές Α  και Β  σ τ ο  μ οντέλο  του διπλού 

σκεδαστή χαρακτηρίζονται από μ*/μ€ =  1 /5  και μ ? //ΐβ  =  5  που  επιτρέπουν τους  χαρακτηρισμούς 

ο>ς “μαλακός” (soft) και “σκληρός” (stiff), αντίστοιχα . Αναφορικά με αυτό, η εξέταση των 

διαγραμμάτων ε ξ ’ αριστερών στις Ε ικόνες 8 .6  και 8 .7  προτείνει ότι και οι δύο τύποι διαπερατών 

σω μάτων παρουσιάζουν όμ οια  επιδεκτικότητα σ ε  ανακατασκευές από ελαστικά κύματα μ ε μέσα  

της LSM .

8.10 Συμπεράσματα

Η  γεω μετρική ανακατασκευή θαμμένω ν διαπερατών αντικειμένω ν από τη γνώ ση  ελαστικώ ν κυμα- 

τομορφώ ν κοντινού-πεδίου  που προκύπτουν λόγω  σκέδασης, εξετάζονται μέσω  της Μ εθόδου  

Γραμμικής Δ ειγμ ατολη ψ ίας. Η προτεινόμενη  μ εθοδολογία  έχε ι να κάνει με τη γραμμική ολοκλη­

ρωτική εξίσω ση πρώτου είδους της οποίας η λύση  γίνετα ι μη-φραγμένη ό σ ο  το  σημείο πηγής 

(δειγματοληψίας) της συναρτήσεω ς G reen πλησιάζει τ ο  σύνορο του ελαστικού σκεδαστή εκ  

τω ν έσω. Για τ ο ν  αυστηρό χειρ ισμό του  προβλήματος, αναπτύχθηκε το  θεωρητικό πλαίσιο  

που επαληθεύει α) τα απαραίτητα εσωτερικά προβλήματα μετάδοσης για  την ελαστοδυναμική  

κοντινού-πεδίου, β ) την ένα-προς-ένα  ιδιότητα και την πυκνότητα εικόνας του  τελεστή σκέδασης 

κοντινού-πεδίου, και γ )  τη μη-φραγμένη δυναμική της χαρακτηριστικής λύσης πυκνότητας της 

οποίας η αμοιβαία νόρμα χρησιμοποιείται ως χαρακτηριστική συνάρτηση για  το  σκεδαστή. Έ να  

σ ύνολο  αριθμητικών αποτελεσμάτω ν με συνεκ τικούς ελαστικούς σκεδαστές συμπεριλαμβάνεται . 

για  να επιδείξει τη λειτουργικότητα της μεθόδου ανακατασκευής σ ε  τρισδιάστατα προβλήματα. *
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Εικόνα 8,5: Μ ονός συνεκτικός σκεδαστής (ω =  2)

-2 -1 0 _ ;· \  4 ·ι ρ ι

Εικόνα 8.6: Σκεδαστής δύο διακριτών σω μάτων (ώ =  1)
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Κεφάλαιο 9

Σύνοψη διατριβής

Σ την παρούσα εργασία αντιμετω πίζουμε βάσει αναλυτικώ ν μεθόδων προβλήματα κυματικής διά­

δοσης και σκέδασης σ ε πεπερασμένα (μικροκυματικά αντηχεία , ελαστικά δοκίμια), μή-πεπερα- 

σμένα κατά τη μία χωρική διάσταση (μικροκυματικοί και ελαστικοί κυματοδηγοί) και ημιάπειρα 

χωρία (ελαστικός ημιχώ ρος). Η αναλυτική μορφή και η αριθμητική ακρίβεια των εξαγόμενω ν  

αποτελεσμάτω ν, ο μικρός υπολογιστικός φ όρτος, η ευστάθεια των λύσεω ν σ ε ενθόρυβα δεδομένα, 

που ενισχύετα ι με τη χρήση υπολογιστικώ ν πακέτω ν πολλαπλής ακρίβειας, και η δυνατότητα  

συνεργασίας με ρουτίνες επίλυσης αντίστροφων προβλημάτω ν καθιστούν τις προτεινόμενες μεθό­

δους ιδιαίτερα ελκυστικές για το  χειρισμό μονοδιάστατω ν ανομοιογενειώ ν και σκεδαστώ ν απλών 

γεω μετρικώ ν μορφών. Τ α  αριθμητικά αποτελέσματα, η ακρίβεια των οποίω ν αξιώνει τη χρήση  

τους και ως πρότυπα δεδομένα (benchm ark resu lts) γ ια  την βελτίωση αριθμητικών μεθόδων, 

επιτρέπουν την εμβάθυνση στα φυσικά φαινόμενα της κυματικής διάδοσης με αποτέλεσμα την 

εξαγω γή  σημαντικώ ν συμπερασμάτω ν γ ια  τα  υπό εξέταση υλικά. Φ αινόμενα όπως η ολική  

ανάκλαση και η αντίστοιχη  εκθετική απόσβεση του  κύμ ατος, οι ιδ ιοσυχνότητες αποκοπής, οι 

διαδιδόμενοι ιδιόρρυθμοί και τα στάσιμα κύματα, αναδεικνύονται γραφικώς και υπολογίζονται 

με ακρίβεια. Δ εδ ο μ ένα  που στην περίπτωση διηλεκτρικών και μαγνητικώ ν ανομοιογενειώ ν, με 

την εφαρμογή μιας γενετικής μεθόδου ελαχιστοποίησης, οδη γούν στην επίλυση του αντίστροφου  

προβλήματος ανακατασκευής άγνω στω ν α νομ οιογενώ ν προφίλ, ενώ  στην περίπτωση διαπερατού  

εγκ λεισμ ού  σ ε πεπερασμένο χω ρίο άμεσα υποδεικνύουν τη θέση και το  μ έγεθός του. Η ανακατα- 

σκευή του  συνόρου ενό ς  διαπερατού σκεδαστή απαιτεί τη χρήση σ ύγχρονω ν τεχνικώ ν αντίστροφης 

σκέδασης, όπω ς η LSM , την οποία τεκμηριώ νουμε θεωρητικά και εφαρμόζουμε με επιτυχία σε  

απλούς και πολλαπλούς διαπερατούς σκεδαστές θαμ μ ένους σ τον  ημιάπειρο τρισδιάστατο χώρο.

Πιο αναλυτικά, ο  αριθμητικός χειρ ισμός της κυματικής διάδοσης σε ανομ οιογενή  διηλεκτρικά 

και μαγνητικά υλικά με προφίλ σ υ νεχές , ομ αλό, χω ρίς οξείες  μεταβολές και ταλαντώ σεις, είναι 

εφικτός με τη χρήση αριθμητικών πακέτων πολλαπλής ακρίβειας (arbitrary precision arith m etic). 

Σ τις προσομοιώ σεις που δ ιεξάγουμε χρησιμοποιούμε αριθμητική 32 δεκαδικών ψηφίων και αντι­

μετω πίζουμε μέχρι και 10ης τάξεω ς ανομ οιογένεια . Η ακρίβεια των αποτελεσμάτω ν υποβαθμί-
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ζεταί βέβαια με την υιοθέτηση ανομοιογενείω ν μεγαλύτερης τάξεω ς, καθώς xaL με την άνοδο της 

συχνότητας διέγερσης του συστήματος- οι διαφορές σ ε  μ έγεθος απόλυτων τιμών τω ν στοιχείω ν  

που απαρτίζουν το τελικό γραμμικό σύστημα διευρύνονται και ο καταστατικός αριθμός (condi­

tion  num ber) ακολούθως μεγαλώ νει. Α ξ ιζα  να τονιστεί ότι σε όλες τις περιπτώσεις 150 όροι 

της Frobenius δυναμοσειράς αρκούν για  να εκτιμηθεί το όριο με ευστάθεια xaL ακρίβεια. Για  

παράδειγμα, στο Κεφ. 4 η αναγκαία συνθήκη σύγκλισης H indoo \^ ζ ι \ =  0  ικανοποιείται γ ια  κάθε  

2 6  [0, d], δεδομένου ότι |ci2*| <  10“ 16 για  ι >  120 στο  σ υ χνοτικ ό  παράθυρο που εφαρμόζεται, 

και για  το  ρυθμό σύγκλισης ισχύει ότι j <  10"16 για  ι >  120.

Σ ε  όλες τις περιπτώσεις, η FYobenius αποδίδει ταυτόσημα αποτελέσματα με τα αντίστοιχα  

αναλυτικών κλειστώ ν λύσεω ν, που εξάγονται γ ια  ομ ογενή  και γραμμικώ ς ανομ οιογενή  προφίλ, 

Παρατηρείται δε ότι η ταύτιση των λύσεω ν σταδιακά αποκλίνει ό σ ο  αυξάνει η συχνότη τα  διέγερσης, 

όπως παρουσιάζεται στα αντίστοιχα διαγράμματα τω ν Κεφ. 2-5, γ ε γ ο ν ό ς  που υπερσκελίζεται με 

τη χρήση πολλαπλής αριθμητικής ακρίβειας. Ο μοίω ς και στο Κ εφ. 6 , ο  έλ ε γ χ ο ς  με την co lloca ­

tion  ρουτίνα επίλυσης συνοριακών προβλημάτων δύο σημείων αποφέρει εξαιρετικά αποτελέσματα, 

εξαρτώμενα πάντα από το συχνοτικό  παράθυρο εφαρμογής και τη μορφή της ανομοιογένειας.

Ε ντός των ηλεκτρομαγνητικών καί ελαστικώ ν υλικών που εξετάζουμε στα  Κ εφ. 2-6 , τα  

διεγειρόμενα πεδία έχο υ ν  τη μορφή στάσιμων κυμάτω ν με μεταβαλλόμενη περιβάλλουσα (ασθενής  

ταλάντωση) λόγω  της παρουσίας συνεχώ ν ανομοιογενείω ν. Σ ε κάθε περίπτωση, η άνοδος της 

τάξης της ανομοιογένειας εν ισ χ ύ α  την κυματική αδιαπερατότητα του υλικού και την ανακλώ μενη  

ενέργεια- η ύπαρξη αιχμηρών κλίσεω ν ή ταλαντώ σεω ν στη μορφή της προκαλεί μερική ή ολική  

ανάκλαση. Η τελευταία εξαρτάται και από τη συχνότη τα  διεγέρσεω ς του συστήματος η οποία  

όταν δεν υπερβαίνει τη συχνότη τα  αποκοπής (Κ εφ . 2-4) ή όταν το  αντίστοιχο μήκος κύματος δεν  

ξεπερνά το 1 /7  του χαρακτηριστικού μ εγέθους του υλικού (Κ εφ. 6) το  πεδίο εκθετικά αποσβαίνει 

εισχωρώντας σε ένα μικρό βάθος εντός της ανομ οιογένειας, παρέχοντας έτσι ελά χισ τες πληρο­

φορίες για  το χαρακτήρα της ανομοιογένειας.

Η έννοια  της συχνότητας αποκοπής αποκτά εξίσου  σημαντικό ρόλο και στην περίπτωση  

ανομοιογενώ ν διηλεκτρικών και μαγνητικών υλικώ ν. Ελλείψει ορισμού της στη βιβλιογραφία  

προτείνουμε στα Κεφ. 2-5 νέες φόρμουλες ορισμού και υπολογισμού, που είναι σε συμφωνία  

με τις αντίστοιχες των ομ ογενώ ν περιπτώσεων, και οι οποίες κ ά νουν χρήση τω ν μ έσω ν τιμώ ν  

των ανομοιογενώ ν προφίλ (δες Παραγρ. 2 .4 .4 , 3 .4 .4 , 4 .4 .3 , 5 .4 .1 ). Οι κατά αυτόν το ν  τρόπο  

θεωρητικά λαμβανόμενες τιμές πρ οσ εγγίζουν  μ ε μ εγάλη  ακρίβεια τις τιμές που εξάγοντα ι από 

υπολογιστικές προσομοιώσεις, υποδεικνύοντας έτσι έναν έμ μ εσο  τρόπο εκτίμησης της μέσης  

ανομοιογένειας που αποτελεί σημαντική πληροφορία στα πλαίσια του  αντιστρόφου προβλήματος.

Κύριο ρόλο στην ανακατασκευή των ηλεκτρομαγνητικών και ελαστικώ ν ιδιοτήτων τω ν υλικώ ν  

στα Κεφ. 2-6 έχει ο διαφορικής εξέλιξης γενετικ ός αλγόριθμος. Η επιλογή αυτού του  ισχυρού  

Γ.Α. για την ανακατασκευή ανομοιογενώ ν προφίλ οφείλεται σ το  γ ε γ ο ν ό ς  ότι η εκ άστοτε συνάρ­

τηση σφάλματος παρουσιάζει σημαντικές μεταβολές και πλήθος τοπικών ελάχιστω ν, ακόμη και
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στην περίπτωση γραμμικού προφίλ (δες π .χ . Κεφ. 0, Ε ικ .6 .6 ). Ο ι τιμές των παραμέτρων που του  

αποδόθηκαν στα αριθμητικά αποτελέσματα που παρατίθενται οφ είλονται σε πλήθος δοκιμαστικών 

προσομοιώ σεω ν που έχουμ ε διεξάγει.

Η προτεινόμενη μέθοδος ανακατασκευής διηλεκτρικών, μαγνητικώ ν και ελαστικών ανομοιο- 

γενειώ ν στα  Κεφ. 2-6 παρέχει εξαιρετικά ακριβή αποτελέσματα υπό το  καθεστός αθόρυβων 

δεδομένω ν, απαιτούνται λ ιγότερες από 150 γ ενεές  του  Γ.Α .  και ανταποκρίνεται επιτυχώς σε  

προβλήματα που εμπλέκουν μ έχρι και 3ης τάξεω ς α νομ οιογένειες . Τ α  αριθμητικά αποτελέσματα  

καταδεικνύουν ότι ol μετρήσεις των πλατώ ν αρκούν για  την επίτευξη της ανακατασκευής, αν 

και η γνώ ση των φάσεω ν είναι εφικτή σε πρακτικές εφ αρμογές. Οι χρήση τεσσάρω ν διακριτών 

συχνοτή τω ν διέγερσης (άρα και διακριτών μηκών κύματος) στις οποίες λαμβάνουμε ανεξάρτητες 

μεταξύ τους πληροφορίες για  την ανομ οιογένεια  είναι επίσης αναγκαία για  την εύρεση του ολικού  

ελάχιστου  όπω ς επέδειξε το πλήθος των προσομοιώ σεω ν που διεξάγαμε. Παρουσία ενθόρυβων 

δεδομένω ν, η προτεινόμενη μέθοδος παρουσιάζεται επαρκώς “ανθεκτική” όπως διαφαίνεται στα  

παραδείγματα του  Κ εφ. 6· διακρίνουμε πως η ανακατασκευή επ ιτυγχάνεται σε όλα τα είδη 

α νομ οιογενειώ ν, θεωρώντας ότι ο  S N R  δεν υπερβαίνει το 2%. Π ροφανώς, αύξηση του S N R  

συνεπάγεται άνοδο της απόκλισης μεταξύ πραγματικού και π ρ οσ εγγκ τα κ ού  α νομ οιογενούς προφίλ.

Η χρήση των N avier ιδιοσυναρτήσεω ν για  την επίλυση του  προβλήματος σκέδασης του Κεφ. 

7 που εμπλέκει πεπερασμένα χωρία με ανόμ οιες γεω μετρίες αποδεικνύεται ετατυχής. Η δυσχέρεια  

στη θεωρητική εύρεση της λύση ς που προκαλούν η συνύπαρξη του κυλινδρικού χωρίου με το  

σφαιρικό σκεδαστή, το  πεπερασμένο μ έγεθ ός  τους, καθώς και η διαπερατότητα του σκεδαστή, 

αντιμετωπίζεται με τη χρήση κατάλληλω ν προσθέτικω ν θεωρημάτων. Η αριθμητική υλοποίηση  

του ευθέως προβλήματος είναι εξαιρετικά περίπλοκη και επιτυγχάνεται αποκλειστικά με τη χρήση  

αριθμητικών πακέτων πολλαπλής ακρίβειας, Η αριθμητική ακρίβεια και ευστάθεια απαιτούν την 

εφαρμογή κατάλληλου σ υ χνοτικ ού  παραθύρου διέγερσης ώ στε τα αντίστοιχα  μήκοι κύματος να 

είναι συγκρίσιμα με τις χαρακτηριστικές διαστάσεις του συστήματος. Γ εγο νό ς  που έχει ως 

συνέπεια η σύγκλιση  του αριθμητικού σχή μ ατος να συγκρατείται σε χαμηλά επίπεδα αποκοπής, ο  

καταστατικός αριθμός του τελικού γραμμικού πίνακα να είναι βέλτιστος (αύξηση της ευστάθειας 

του συστήματος) και οι συνοριακές συνθήκες να ικανοποιούνται ακριβέστερα (δες Εικ. 7 .3).

Τ α  λαμβανόμενα αποτελέσματα υπαγορεύουν μια έμμεση μέθοδο επίλυσης του αντιστρόφου  

προβλήματος από τη μέτρηση του  πεδίου μετατοπίσεω ν κατά μήκος της εξωτερικής επιφάνειας 

του κυλίνδρου, εστιάζοντας δε σε συγκεκριμένες διαταραχές του  πεδίου που δημιουργούνται στη 

γειτονιά  του  εγκ λεισμ ού . Π ιο συγκεκριμένα , ο  εγκ λεισ μ ό ς εμφανίζεται ως μια μικρή διαταραχή 

που έχε ι εμφανές εύρος και χαρακτηρίζεται από την ύπαρξη ενό ς  κρίσιμου σημείου σ το  οποίο  

παρατηρείται αλλαγή κλίσης του πεδίου (αλλαγή της πρώτης παραγώ γου του πεδίου μετατοπίσεων). 

Τ ο  εν  λόγω  σημείο ταυτίζεται σε θέση με το  κέντρο του  εγκ λεισ μ ού , και το  εύρος της κυματικής 

διαταραχής εκτείνεται ό σ ο  και το μ έγεθός του (δες Εικ. 7 .4 -7 .9 ).

Η ανίχνευση  xol η ανακατασκευή διαπερατού σκεδαστή από μετρήσεις κοντινού-πεδίου σε
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ημιάπειρο χωρίο αντιμετωπίζεται με την υιοθέτηση της Μ εθόδου Γραμμικής Δ ειγματοληψ ίας  

(LSM ). Για τον αυστηρό μαθηματικό χειρισμό του προβλήματος, επαληθεύουμε α) τα απαραίτητα 

εσωτερικά προβλήματα διάδοσης για την ελαστοδυναμική κοντινού-πεδίου, β) την ένα-προς-ένα  

ιδιότητα και την πυκνότητα της εικόνας του τελεστή σκέδασης καν-πνού-πεδίου, και γ )  τη μη- 

φραγμένη συμπεριφορά της ομαλοποιημένης λύσης της οποίας η αμοιβαία νόρμα χρησιμοποιείται 

ως χαρακτηριστική συνάρτηση για  το σκεδαστή- Η  λειτουργικότητα της μεθόδου αναδείκνύεται 

αριθμητικός στις Εικ. 8.4-8.Τ και αφορά τις περιπτώσεις μ ονού  συνεκτικού  σκεδαστή και σκεδα­

στή δύο διακριτών συνεκτικώ ν σωμάτων στον τρισδιάστατο χώ ρο υπό το καθεστώ ς δύο διακριτών 

συχνοτήτω ν διέγερσης. Η ανακατασκευή επιτυγχάνεται τόσο στην περίπτωση “μαλακώ ν” (soft) 

όσ ο  και “σκληρών” (stiff) σκεδαστών μ ε τη χρήση της μεθόδου ομαλοποίησης του  T ik h on ov  και 

της αρχής ασυμφωνίας του M orozov για  την επιλογή της παραμέτρου ομαλοποίησης α .

Ο λοκληρώνουμε τη συνολική θεώρηση της διατριβής σ χολ ιά ζοντα ς τα σημεία εκείνα  που  

καταδεικνύουν τους μελλοντικούς ερευνητικούς μ ας σ τόχους. Β άσει τω ν Κ εφ . 2-6, ανοικτό  

πρόβλημα συνιστά η εύρεση του κανόνα που υποδεικνύει τον τρόπο εξάρτησης της ολικής ανάκλα­

σης από την τάξη της ανομοιογένειας και τη συχνότη τα  διέγερσης- η εύρεση δηλαδή της μαθημα­

τικής σχέσ η ς μεταξύ των συντελεστώ ν του  προφίλ της ανομοιγένειας, της σ υ χνότη τα ς διέγερσης 

και του συντελεστή ανακλάσεω ς. Επίσης, προς μελέτη τίθεται και η δυνατότητα ανακατασκευής 

ανομοιογενειώ ν μή ιδανικών υλικών. Τ α μή-ιδανικά διηλεκτρικά χαρακτηρίζονται από τη σ χέσ η  

ε£(ε) =  εΓ(ζ )  — με (σ  0) και Im (er(z ))  φ  0  [25], γ εγ ο ν ό ς  που συνεπάγετα ι διπλασιασμό  

των άγνω στω ν συντελεστώ ν στα πλαίσια του αντίστροφου προβλήματος με άμεση επιβάρυνση  

του Γ .Α . Αν και η πλειονότητα των εφαρμογώ ν αναφερεται σε κυματοδηγούς κυλινδρικής ή 

τετραγωνικής διατομής, μεγάλης σημασίας είναι και η εξέταση της κυματοδήγησης και της 

ανακατασκευής σε κυματοδηγούς αυθαίρετης διατομής (π .χ. ελλειπτικής), καθώς και το πώς 

υλοποιούνται σε περιβάλλον εργαστηρίου σε πειραματικά μοντέλα με μή-ιδανικές συνοριακές 

συνθήκες, μή-ιδανικά φορτία απόσβεσης και με ενθόρυβα δεδομένα. Η επίλυση του  αντιστρόφου  

προβλήματος από τη γνώ ση των ιδιοσυχνοτήτω ν του σκεδαστή, που θίγεται στο  Κεφ. 5 και 

επιτυγχάνεται για ομογενή  και γραμμικός ανομ οιογενή  σκεδαστή, συνιστά μία νέα ιδέα και 

εν δυνάμει μία νέα μέθοδο αντιστροφής. Ακόμη, δεδομένης της έλλειψης στη βιβλιογραφία  

αναλυτικών μεθόδων που χειρίζονται προβλήματα σκέδασης σε πεπερασμένα χωρία, προτείνουμε  

τη μελέτη προβλημάτων, αντίστοιχω ν του Κεφ. 7, στα πλαίσια του ηλεκτρομαγνητισμού και 

της ακουστικής. Εξαιρετικής σπουδαιότητας, επίσης, είναι η επέκταση της LSM  στη σκέδαση  

κοντινού-πεδίου από ανισότροπους και ανομ οιογενείς σκεδαστές καθώς και η εύρεση συναρτήσεω ν  

Green που θα επέτρεπαν την τεκμηρίωση και εφαρμογή της σε προβλήματα πεπερασμένω ν χωρίων.
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