
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΙΩΑΝΝΙΝΩΝ
ΣΧΟΛΗ ΘΕΤΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΜΗΜΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΑΛΓΕΒΡΑΣ - ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ

Προσεγγισεις Προτυπων και η Εικασια
Επιπεδης Καλυψης

Χριστινα-Θεοδωρα Κουλουρη

Μεταπτυχιακη ∆ιατριβη

ΙΩΑΝΝΙΝΑ 2014





Η παρούσα µεταπτυχιακή διατριβή εκπονήθηκε στα πλαίσια του Προγράµ-
µατος Μεταπτυχιακών Σπουδών, για την απόκτηση του Μεταπτυχιακού ∆ιπλώ-
µατος Ειδίκευσης στα

«ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ» (Ανάλυση-΄Αλγεβρα-Γεωµετρία)

που απονέµει το Τµήµα Μαθηµατικών του Πανεπιστηµίου Ιωαννίνων, υπό την
επίβλεψη του Αναπληρωτή Καθηγητή κ. Απόστολου Μπεληγιάννη.





Εγκρίθηκε την 14/01/2014 από την Τριµελή Επιτροπή Εξέτασης :

Μπεληγιάννης Απόστολος, Αναπληρωτής Καθηγητής του Τµήµατος
Μαθηµατικών του Πανεπιστηµίου Ιωαννίνων

(Επιβλέπων Καθηγητής)

Μαρµαρίδης Νικόλαος, Καθηγητής του Τµήµατος Μαθηµατικών του
Πανεπιστηµίου Ιωαννίνων

Θωµά Απόστολος, Καθηγητής του Τµήµατος Μαθηµατικών του
Πανεπιστηµίου Ιωαννίνων

ΥΠΕΥΘΥΝΗ ∆ΗΛΩΣΗ

«∆ηλώνω υπεύθυνα ότι η παρούσα διατριβή εκπονήθηκε κάτω από τους διεθνείς ηθικούς και
ακαδηµαϊκούς κανόνες δεοντολογίας και προστασίας της πνευµατικής ιδιοκτησίας. Σύµφωνα
µε τους κανόνες αυτούς, δεν έχω προβεί σε ιδιοποίηση ξένου επιστηµονικού έργου και έχω

πλήρως αναφέρει τις πηγές που χρησιµοποίησα στην εργασία αυτή.»

Χριστίνα-Θεοδώρα Κουλούρη





vii

Αφιερώνεται στους γονείς µου

Μαρίνα και Σπύρο.





Περιεχόµενα

Εισαγωγή 1

1 Στοιχεία ϑεωρίας Προτύπων 9
1.1 Πρότυπα, Υποπρότυπα και Οµοµορφισµοί . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.2 Κατασκευές Προτύπων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.2.1 Ευθέα Γινόµενα και Αθροίσµατα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.2.2 Ελεύθερα Πρότυπα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.2.3 Τανυστικά Γινόµενα Προτύπων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.3 Ακριβείς Ακολουθίες και Συναρτητές . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.3.1 Ακριβείς Ακολουθίες Προτύπων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.3.2 Συναρτητές . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

1.4 Pullbacks και pushouts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
1.5 Ευθέα και Αντίστροφα ΄Ορια . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2 Στοιχεία Οµολογικής ΄Αλγεβρας 45
2.1 Σύµπλοκα Προτύπων και Οµολογία . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
2.2 Προβολικές και Ενέσιµες Αναλύσεις . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
2.3 Οι Συναρτητές Ext και Tor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3 Επίπεδα Πρότυπα 71
3.1 Επίπεδα Πρότυπα και ο Συναρτητής

⊗
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

3.2 Επίπεδα Πρότυπα και ο Συναρτητής Tor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
3.3 Συναφείς ∆ακτύλιοι . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

4 Προσεγγίσεις Προτύπων και Συστρεπτικά Ζεύγη 97
4.1 Προσεγγίσεις Προτύπων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
4.2 Συστρεπτικά Ζεύγη . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
4.3 Γεννήτορες Επεκτάσεων και Ελάχιστες Προσεγγίσεις . . . . . . . . . . . . . . . 111
4.4 Προβολικές Καλύψεις και Ενέσιµα Περιβλήµατα . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
4.5 Ενέσιµες Καλύψεις και Επίπεδα/Προβολικά Περιβλήµατα . . . . . . . . . . . 121

5 Επίπεδες Καλύψεις 129
5.1 Πρότυπα µε Πεπερασµένη Ασθενή Οµολογική ∆ιάσταση . . . . . . . . . . . . . 129
5.2 Πρότυπα µε Πεπερασµένη Οµολογική ∆ιάσταση . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
5.3 Πρότυπα µε Πεπερασµένη Καθαρά Οµολογική ∆ιάσταση . . . . . . . . . . . . . 153

6 Κάθε Πρότυπο έχει µία Επίπεδη Κάλυψη 155
6.1 Σύνολο-Θεωρητική Οµολογική ΄Αλγεβρα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
6.2 Η Εικασία Επίπεδης Κάλυψης . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

ix



x ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ

7 Νεότερες Εξελίξεις και Γενικεύσεις 161
7.1 Καλύψεις σε Κατηγορίες του Grothendieck . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
7.2 Καλύψεις σε Προσιτές Κατηγορίες . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

Α΄ Υπερπεπερασµένη Επαγωγή 167
Α΄.1 Το Λήµµα του Zorn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167
Α΄.2 ∆ιατακτικοί και πληθικοί αριθµοί . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168

Β΄ Περίληψη - Abstract 173

Βιβλιογραφία 178



Εισαγωγή

΄Εστω R ένας προσεταιριστικός δακτύλιος µε µονάδα. Το κεντρικό πρόβληµα της ϑεωρίας
προτύπων είναι η κατά το δυνατόν πληρέστερη περιγραφή της κατηγορίας όλων των (δεξιών ή
αριστερών) προτύπων υπεράνω του R, καθώς και της δοµής των οµοµορφισµών µεταξύ προτύ–
πων. Η περιγραφή αυτή µπορεί να είναι µέσω συνδυαστικών ή οµολογικών αναλλοίωτων. Μια
τέτοια περιγραφή είναι δυνατή µόνο για µια περιορισµένη κλάση δακτυλίων, π.χ. για την κλά-
ση των ηµιαπλών δακτυλίων. Για τους περισσότερους δακτυλίους η επίλυση του προβλήµατος
είναι αδύνατη.

Καθώς το κεντρικό πρόβληµα δεν έχει εφικτή λύση, ϕυσιολογικά η προσοχή µας στρέφε–
ται στην επίλυση ενός ασθενέστερου προβλήµατος το οποίο ϐασίζεται στην ιδέα δυνατότητας
προσέγγισης τυχαίων προτύπων µέσω καλά συµπεριφερόµενων προτύπων µε γνωστή δοµή. Το
πρόβληµα αυτό µπορεί να χωριστεί σε δύο υποπροβλήµατα:

(Π1) Περιγραφή της δοµής σηµαντικών κλάσεων προτύπων υπεράνω του δακτυλίου R και των
οµοµορφισµών τους.

(Π2) Προσέγγιση τυχαίων προτύπων µέσω κλάσεων προτύπων των οποίων η δοµή µας είναι
γνωστή.

Η µελέτη των αλληλοσυνδεόµενων προβληµάτων (Π1) και (Π2) είναι γνωστή ως Θεωρία Προ–
σέγγισης Προτύπων και τα τελευταία χρόνια διαδραµατίζει σηµαντικό ϱόλο στην Θεωρία ∆α–
κτυλίων και Προτύπων, στην Οµολογική ΄Αλγεβρα και στην Θεωρία Αναπαραστάσεων.

Κεντρικός στόχος της διατριβής είναι η παρουσίαση της γενικής ϑεωρίας προσέγγισης προ–
τύπων και ακολούθως η µελέτη του παραπάνω προβλήµατος στην ειδική περίπτωση κατά την
οποία η κλάση οµαλά συµπεριφερόµενων προτύπων µε γνωστή δοµή είναι η κλάση των επί–
πεδων προτύπων (flat modules). Θα επικεντρωθούµε κυρίως στην µελέτη του υποπροβλήµατος
(Π2), για διάφορες σηµαντικές κλάσεις προτύπων των οποίων η δοµή είναι ήδη γνωστή. Ανα–
λυτικότερα το κεντρικό αποτέλεσµα της διατριβής είναι η απόδειξη της σηµαντικής Εικασίας
Επίπεδης Κάλυψης την οποία ϑα αναπτύξουµε λεπτοµερέστερα παρακάτω, και η οποία πιστο–
ποιεί ότι κάθε πρότυπο υπεράνω τυχόντος δακτυλίου µπορεί να προσεγγισθεί, και µάλιστα µε
ελάχιστο τρόπο, από ένα µοναδικά καθορισµένο επίπεδο πρότυπο. Αυτό το αποτέλεσµα σε
συνδυασµό µε το γεγονός ότι τα επίπεδα πρότυπα προκύπτουν από τον δακτύλιο µε σχετικά
απλό τρόπο (και άρα η δοµή τους είναι σχετικά οµαλή και προσιτή), δείχνει ότι τα προβλήµατα
(Π1) και (Π2) στην ειδική περίπτωση την οποία εξετάζει η διατριβή, έχουν εφικτή επίλυση.

• • •

Η ιδέα η οποία οδήγησε στην διατύπωση της Εικασίας Επίπεδης Κάλυψης προέκυψε ως
εξής. ΄Εστω R ένας προσεταιριστικός δακτύλιος µε µονάδα. Θα χρειασθούµε παρακάτω την
ακόλουθη χρήσιµη έννοια ‘‘ελαχιστότητας’’ οµοµορφισµών.

΄Ενας οµοµορφισµός προτύπων f : M −→ N καλείται δεξιά, αντίστοιχα, αριστερά, ελά–
χιστος, αν κάθε ενδοµορφισµός α : M −→ M , αντίστοιχα, β : N −→ N , µε την ιδιότητα
f ◦ α = f , αντίστοιχα β ◦ f = f , είναι αυτοµορφισµός του M , αντίστοιχα του N .

1



2 ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ

1. Κάθε (αριστερό) R-πρότυποM είναι επιµορφική εικόνα ενός ελεύθερου (free) προτύπου,
και επειδή τα ελεύθερα πρότυπα είναι προβολικά (projective), έπεται ότι κάθε (αριστερό)
R-πρότυπο είναι επιµορφική εικόνα ενός προβολικού προτύπου: υπάρχει ένα προβο–
λικό R-πρότυπο P και ένας επιµορφισµός f : P −→ M έτσι ώστε κάθε οµοµορφισµός
προτύπων Q −→M , όπου το πρότυπο Q είναι προβολικό, αναλύεται µέσω του f .

Σηµειώνουµε ότι το προβολικό πρότυπο P δεν είναι απαραίτητα µοναδικά καθορισµένο
µέχρι ισοµορφισµό από το M , και γενικότερα δεν είναι εφικτή η ύπαρξη ενός ελάχιστου
τέτοιου προβολικού προτύπου το οποίο έχει ως επιµορφική εικόνα τοM . Αυτό συµβαίνει
αν τοM έχει προβολική κάλυψη δηλαδή έναν δεξιά ελάχιστο επιµορφισµό f : P −→M ,
όπου το πρότυπο P είναι προβολικό. Είναι τότε εύκολο να δει κανείς ότι το P είναι
µοναδικά καθορισµένο µέχρι ισοµορφισµό από τοM και επίσης είναι ευθύς προσθετέος
κάθε προβολικού προτύπου το οποίο έχει ως επιµορφική εικόνα το M .

Προς την κατεύθυνση της ύπαρξης προβολικής κάλυψης για κάθε πρότυπο υπεράνω
του R, ο H. Bass σε µια ϑεµελιώδη εργασία του το 1960 χαρακτήρισε τους δακτυλίους
για τους οποίους κάθε πρότυπο έχει µια προβολική κάλυψη. Αυτοί οι δακτύλιοι έγιναν
έκτοτε γνωστοί ως τέλειοι δακτύλιοι (perfect rings).

• Εποµένως υπεράνω ενός τέλειου δακτυλίου, κάθε πρότυπο είναι επιµορφική εικόνα
ενός µοναδικά καθορισµένου ελάχιστου προβολικού προτύπου.

2. ∆υϊκά κάθε (αριστερό) R-πρότυπο M µπορεί να ϑεωρηθεί ως υποπρότυπο ενός ενέσι–
µου (injective) προτύπου: υπάρχει ένα ενέσιµο R-πρότυπο I και ένας µονοµορφισµός
g : M −→ I έτσι ώστε κάθε οµοµορφισµός προτύπωνM −→ J , όπου το πρότυπο J είναι
ενέσιµο, αναλύεται µέσω του g. Αυτό το αποτέλεσµα οφείλεται στον R. Baer.

Το 1953 οι B. Eckmann και A. Schöpf απέδειξαν την ύπαρξη ενέσιµων περιβλη-
µάτων του M : δηλαδή απέδειξαν την ύπαρξη ενός αριστερά ελάχιστου µονοµορφισµού
g : M −→ I, όπου το πρότυπο I είναι ενέσιµο, για κάθε πρότυπο M υπεράνω τυχόντος
δακτυλίου R. Είναι τότε εύκολο να δει κανείς ότι το I είναι µοναδικά καθορισµένο µέχρι
ισοµορφισµό από το M και επίσης είναι ευθύς προσθετέος κάθε ενέσιµου προτύπου το
οποίο περιέχει ως υποπρότυπο το M .

• Εποµένως υπεράνω ενός τυχόντος δακτυλίου, κάθε πρότυπο είναι υποπρότυπο ενός
µοναδικά καθορισµένου ελάχιστου ενέσιµου προτύπου.

Τα παραπάνω αποτελέσµατα δείχνουν ότι κάθε πρότυπο µπορεί να προσεγγιστεί, κάποιες
ϕορές µε ελάχιστο τρόπο, µέσω προβολικών ή/και ενέσιµων προτύπων. Αυτή η παρατήρηση
αποτελεί τη ϐάση της Οµολογικής ΄Αλγεβρας καθώς η ύπαρξη προβολικών ή ενέσιµων προσεγ–
γίσεων επιτρέπει την προβολική ή ενέσιµη ανάλυση προτύπων και έτσι την κατασκευή αριστερά
ή δεξιά παραγόµενων συναρτητών.

Μετά τα προβολικά και ενέσιµα πρότυπα, η σπουδαιότερη κλάση προτύπων είναι η κλά-
ση των επίπεδων προτύπων. ΄Ετσι το επόµενο ϕυσιολογικό ϐήµα στην παραπάνω ϑεώρηση
αποτελεί το ακόλουθο ερώτηµα:

Πρόβληµα: Μπορεί να προσεγγιστεί κάθε πρότυπο υπεράνω τυχόντος δακτυλίου µε επίπεδα
πρότυπα, κατά προτίµηση µε ελάχιστο τρόπο ;

Την έννοια του επίπεδου προτύπου εισήγαγε και µελέτησε ο Serre σε ένα παράρτηµα του
ϕηµισµένου άρθρου του GAGA (Geometrie algebrique et geometrie analytique), περίπου το
1955/1956, ϐλέπε [29]. Σηµειώνουµε ότι, όπως δείχνει το Θεώρηµα των Lazard-Govorov [24],
ένα πρότυπο υπεράνω ενός δακτυλίου είναι επίπεδο αν και µόνον αν είναι το ευθύ όριο ενός
ευθέος συστήµατος πεπερασµένα παραγόµενων ελεύθερων (ή προβολικών) προτύπων. ΄Ετσι
τα επίπεδα πρότυπα προκύπτουν από τον δακτύλιο R µέσω δύο ‘‘πράξεων’’: πεπερασµένων
ευθέων αθροισµάτων του R και ευθέων ορίων. Είναι ενδιαφέρον να παρατηρήσει κανείς ότι
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την ίδια περίοδο κατά την οποία άρχισαν να µελετώνται τα επίπεδα πρότυπα, ξεκίνησε και η
µελέτη των ενέσιµων περιβληµάτων και των προβολικών καλύψεων.

Με ϐάση την έννοια των ενέσιµων περιβληµάτων και των προβολικών καλύψεων, κατά την
εικοσαετία 1960-1980 διάφορα είδη (ελάχιστων) προσεγγίσεων προτύπων µέσω γνωστών κλάσε–
ων προτύπων έκαναν την εµφάνιση τους. Αυτές οι προσεγγίσεις έγιναν γνωστές ως περιβλήµατα
(envelopes) και καλύψεις (covers), όπως για παράδειγµα τα καθαρά ενέσιµα περιβλήµατα (pure-

injective envelopes) των Fuchs και Warfield. Σταδιακά έγινε σαφές ότι τα διάφορα είδη περι–
ϐληµάτων και καλύψεων που είχαν οριστεί είχαν ως χαρακτηριστικό στοιχείο την µοναδικότητα
που προερχόταν από τους ορισµούς τους. ΄Ετσι οι Auslander και Smalø και ο Enochs [11]
ϑέλοντας να ορίσουν περιβλήµατα (envelopes) και καλύψεις (covers) προτύπων µε την έννοια
της µοναδικότητας ως ϐασικό χαρακτηριστικό τους, οδηγήθηκαν ανεξάρτητα στον ακόλουθο
ορισµό:

Εάν C είναι µία προσθετική κατηγορία και F µία κλάση αντικειµένων της, τότε ένας µορ-
ϕισµός φ : F −→ X στην C καλείται F -precover του X, εάν F ∈ F και ο επαγόµενος οµοµορ–
ϕισµός Hom(G,F ) −→ Hom(G,X) είναι επί για κάθε G ∈ F . Το F-precover φ : F −→ X
καλείται ένα F -cover του X εάν ο οµοµορφισµός f είναι δεξιά ελάχιστος, δηλαδή κάθε ενδο–
µορφισµός f : F −→ F ο οποίος κάνει το διάγραµµα

F
f

~~
φ

��
F

φ // X

µεταθετικό, είναι αυτοµορφισµός.
Τα preenvelopes και τα envelopes ορίζονται δυϊκά.
Χρησιµοποιώντας την παραπάνω ορολογία το αποτέλεσµα των Baer, Eckmann, Schöpf

πιστοποιεί ότι κάθε πρότυπο υπεράνω τυχόντος δακτυλίου έχει ενέσιµο περίβληµα, και το
Θεώρηµα του Bass πιστοποιεί ότι κάθε (αριστερό) πρότυπο υπεράνω του δακτυλίου R έχει
προβολική κάλυψη αν και µόνον αν ο δακτύλιος R είναι αριστερά τέλειος. Σηµειώνουµε ότι
οι αριστερά τέλειοι δακτύλιοι είναι ακριβώς οι δακτύλιοι για τους οποίους τα επίπεδα πρότυπα
συµπίπτουν µε τα προβολικά. ΄Ετσι έµµεσα ϐλέπουµε ότι σε αριστερά τέλειους δακτυλίους,
κάθε αριστερό πρότυπο έχει µία επίπεδη κάλυψη. Με ϐάση αυτή την παρατήρηση και µετά την
µελέτη κάποιων ειδικών περιπτώσεων δακτυλίων (µεταθετικές ακέραιες περιοχές) στις οποίες
µπορεί κανείς να δει σχετικά εύκολα ότι κάθε πρότυπο έχει επίπεδη κάλυψη, ο Enochs στο
άρθρο του [11] το 1981 διατύπωσε την ακόλουθη εικασία :

Εικασία Επίπεδης Κάλυψης (Flat Cover Conjecture): Κάθε πρότυπο υπεράνω οποιου–
δήποτε δακτυλίου έχει µία επίπεδη κάλυψη.

Στην ίδια εργασία [11] αποδείχθηκε ότι εάν ένα πρότυπο έχει επίπεδο precover, τότε έχει
και επίπεδο cover, το οποίο έδωσε κάποια ώθηση στη µελέτη της εικασίας.

Σηµειώνουµε ότι στην περίπτωση που ο δακτύλιος είναι κανονικός (regular) µε την έννοια
του von Neumann και των αριστερά τέλειων δακτυλίων του Bass, η Εικασία Επίπεδης Κάλυψης
έχει ϑετική απάντηση. Κατά την εικοσαετία 1981-2001 διάφοροι ερευνητές, αναπτύσσοντας νέες
µεθόδους και ϑεωρίες προσπάθησαν να επιλύσουν και να δώσουν µία ϑετική απάντηση στην
εικασία. Ανάµεσα τους :

1. Ο J. Xu, ο οποίος το 1995, [33], απέδειξε ότι η Εικασία είναι αληθής για όλους τους
µεταθετικούς δακτυλίους της Noether µε πεπερασµένη διάσταση Krull.

2. Οι Belshoff, Enochs, Xu [12] οι οποίοι απέδειξαν ότι η Εικασία είναι αληθής για όλους
τους συναφείς δακτυλίους µε πεπερασµένη ασθενή ολική διάσταση.
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Το 2001 η εικασία αποδείχθηκε πλήρως, ταυτόχρονα και ανεξάρτητα, από τους L.Bican,
R. El Bashir και E.Enochs [7] οι οποίοι έδωσαν σε κοινή τους εργασία δύο διαφορετικές
αποδείξεις στην Εικασία.

• Η πρώτη απόδειξη, που οφείλεται στους L.Bican και R. El Bashir, χρησιµοποιεί ένα
αποτέλεσµα του R. El Bashir το οποίο δείχνει ότι ένας οµοµορφισµός F −→ M ενός
επιπέδου προτύπου F (επαρκώς µεγάλο) στο M περιέχει ένα µη-µηδενικό καθαρό υπο–
πρότυπο (pure submodule) του F στον πυρήνα του.

• Η άλλη απόδειξη, που οφείλεται στον E.Enochs, είναι µία µη-τετριµµένη εφαρµογή
ενός ϑεωρήµατος το οποίο αποδείχθηκε την ίδια περίοδο (2001) από τους Eklof και
Trlifaj [15], και το οποίο εγγυάται την ύπαρξη «ειδικών» precovers και preenvelopes για
κάποια συστρεπτικά Ϲεύγη (cotorsion pairs) κλάσεων προτύπων.

Στην παρούσα διατριβή ϑα επικεντρωθούµε στην παρουσίαση της απόδειξης της Εικασίας
Επίπεδης Κάλυψης από τον E.Enochs. Επίσης ϑα δούµε και αποτελέσµατα προσεγγίσεων
προτύπων, κυρίως του E.Enochs, τα οποία αφορούν, µεταξύ άλλων, την ύπαρξη επίπεδων
preenvelopes και επίπεδων περιβληµάτων, ενέσιµων precovers και ενέσιµων καλύψεων, και
προβολικών preenvelopes και προβολικών περιβληµάτων. Η ϐασική ιδέα αυτών των προσεγγί–
σεων είναι ότι η ύπαρξη ειδικού τύπου προσεγγίσεων προτύπων έχει σηµαντικές συνέπειες για
τον δακτύλιο οι οποίες καθιστούν ευκολότερη την περαιτέρω µελέτη του.

Συνοψίζουµε τα κυριότερα αποτελέσµατα της διατριβής. ΄Εστω R ένας προσεταιριστικός
δακτύλιος µε µονάδα.

1. ΄Εστω R-Proj η κλάση των προβολικών αριστερών R-προτύπων.

(α΄) Η κλάση R-Proj είναι πάντα precovering.

(ϐ΄) Η κλάση R-Proj είναι covering αν και µόνον αν ο δακτύλιος R είναι αριστερά
τέλειος.

(γ΄) Η κλάση R-Proj είναι (pre)enveloping αν και µόνον αν ο δακτύλιος R είναι αριστερά
τέλειος και δεξιά συναφής.

2. ΄Εστω R-Inj η κλάση των ενέσιµων αριστερών R-προτύπων.

(α΄) Η κλάση R-Inj είναι πάντα enveloping.

(ϐ΄) Η κλάση R-Inj είναι (pre)covering αν και µόνον αν ο δακτύλιος R είναι αριστερός
δακτύλιος της Noether.

3. ΄Εστω R-Flat η κλάση των επίπεδων αριστερών R-προτύπων.

(α΄) Η κλάση R-Flat είναι πάντα covering.

(ϐ΄) Η κλάση R-Flat είναι preenveloping αν και µόνον αν ο δακτύλιος R είναι δεξιά
συναφής.

Βασικά εργαλεία για την συγγραφή της παρούσας διατριβής, αποτέλεσαν τα ϐιβλία των
Enochs-Jenda [14] και Göbel-Trlifaj [17], και το ϐιβλίο του Xu, [32].

• • •

Η διατριβή έχει οργανωθεί σε εφτά Κεφάλαια και ένα σύντοµο παράρτηµα.

Στο πρώτο Κεφάλαιο, το οποίο έχει προπαρασκευαστικό χαρακτήρα, υπενθυµίζουµε τις
ϑεµελιώδεις ιδιότητες των προτύπων, υποπροτύπων και οµοµορφισµών προτύπων και κατα-
λήγουµε στο συµπέρασµα ότι η κλάση των προτύπων µαζί µε τους οµοµορφισµούς προτύπων
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αποτελεί µία προσθετική και µάλιστα αβελιανή κατηγορία. Αποδεικνύουµε το λήµµα του Na–
kayama και αναπτύσσουµε τις έννοιες των ευθέων γινοµένων, ευθέων αθροισµάτων, ελεύθερων
προτύπων και τανυστικών γινοµένων.

Συνεχίζουµε µε την ανάπτυξη της ϑεωρίας των ακριβών ακολουθιών και ακριβών συναρτη–
τών και αποδεικνύουµε ιδιαίτερα ότι συναρτητές − ⊗ X, X ⊗ − είναι πάντα δεξιά ακριβείς.
Τέλος, παραθέτουµε τις ϐασικές ιδιότητες των pullbacks και των pushouts και µελετάµε τις
γενικεύσεις τους, δηλαδή τα ευθέα και τα αντίστροφα όρια, τα οποία ϑα χρησιµοποιηθούν σε
επόµενα Κεφάλαια της διατριβής.

Στο δεύτερο Κεφάλαιο αναπτύσσουµε τα ϐασικά στοιχεία Οµολογικής ΄Αλγεβρας τα οποία ϑα
χρησιµοποιήσουµε στην ∆ιατριβή. Αναλυτικότερα εισάγουµε την έννοια του συµπλόκου προτύ–
πων µε σκοπό να ορίσουµε την n-οστή οµολογία τους Hn και αποδεικνύουµε την ύπαρξη µίας
µακρά ακριβούς ακολουθίας µεταξύ διαφορετικών οµολογιών. Στη συνέχεια, παραθέτοντας
τις ϐασικές ιδιότητες των προβολικών και ενέσιµων προτύπων, κατασκευάζουµε τις προβολικές
και ενέσιµες αναλύσεις ενός τυχαίου προτύπου M . Ορίζουµε πότε δύο σύµπλοκα έχουν τον
ίδιο οµοτοπικό τύπο και αποδεικνύουµε το Θεώρηµα σύγκρισης το οποίο ϑα µας οδηγήσει στο
συµπέρασµα ότι δύο προβολικές (αντ. ενέσιµες) αναλύσεις ενός τυχαίου προτύπου M έχουν
τον ίδιο οµοτοπικό τύπο. Τέλος, ϑα αναφερθούµε στη Θεωρία των παραγόµενων συναρτητών
και ϑα επικεντρώσουµε την ανάλυσή µας στους παραγόµενους συναρτητές Ext και Tor των
προσθετικών συναρτητών Hom και ⊗.

Στο τρίτο Κεφάλαιο αναλύουµε τα σηµαντικότερα αποτελέσµατα από τη ϑεωρία των επίπε–
δων προτύπων. ΄Ετσι µετά τον ορισµό ενός επίπεδου προτύπου, ϐλέπουµε ότι κάθε προβολικό
πρότυπο είναι επίπεδο. Στη συνέχεια, δίνοντας την έννοια του προτύπου χαρακτήρων, µε–
λετούµε την σχέση επίπεδων και ενέσιµων προτύπων, και αποδεικνύουµε το Θεώρηµα των
Bourbaki-Lambek το οποίο πιστοποιεί ότι ένα πρότυπο είναι επίπεδο αν και µόνο αν το πρό-
τυπο χαρακτήρων του είναι ενέσιµο πρότυπο.

Αποδεικνύουµε ότι το ευθύ όριο επίπεδων προτύπων είναι ξανά επίπεδο πρότυπο το οποίο
ϑα παίξει σηµαντικό ϱόλο στην απόδειξη του E.Enochs στην Εικασία Επίπεδης Κάλυψης.
Τέλος, αναπτύσσουµε τη ϐασική ϑεωρία των συναφών δακτυλίων, ορίζουµε την έννοια των
πεπερασµένα παραστάσιµων προτύπων και αποδεικνύουµε ένα σηµαντικό ϑεώρηµα του Chase
σύµφωνα µε το οποίο το ευθύ γινόµενο επίπεδων αριστερών R-προτύπων είναι επίπεδο αν και
µόνο αν ο δακτύλιος R είναι δεξιά συναφής.

Στο τέταρτο Κεφάλαιο αναπτύσσουµε τα ϐασικά στοιχεία της γενικής ϑεωρίας προσεγγίσεων
προτύπων. Εισάγουµε τις έννοιες των precovers και preenvelopes, καθώς και τις ελαχιστικές
εκδοχές τους, δηλαδή τις έννοιες των covers και envelopes και ορίζουµε πότε µία κλάση καλείτ–
αι (pre)covering και (pre)enveloping. Συνεχίζουµε µε την έννοια του συστρεπτικού Ϲεύγους,
δίνουµε τους ορισµούς των συστρεπτικών και καθαρά ενέσιµων προτύπων και αποδεικνύουµε
ότι το Ϲεύγος (F , C), όπου F είναι η κλάση των επίπεδων προτύπων και C των συστρεπτικών,
είναι συστρεπτικό Ϲεύγος. Επίσης, ορίζουµε πότε µία κλάση ή ένα σύνολο προτύπων συνπαρά–
γει ή παράγει ένα συστρεπτικό Ϲεύγος. ∆ίνουµε την έννοια του ειδικού precover (preenvelope)
και ορίζοντας πότε µία κλάση καλείται ειδική precovering (preenveloping) αποδεικνύουµε το
λήµµα του Wakamatsu το οποίο ϑα µας οδηγήσει στο συµπέρασµα ότι εάν σε ένα συστρεπτικό
Ϲεύγος (F , C) η κλάση F είναι covering τότε είναι και ειδική precovering και εάν η κλάση C
είναι enveloping τότε είναι και ειδική preenveloping. Ορίζουµε πότε ένα συστρεπτικό Ϲεύγος
είναι πλήρες, κλειστό και τέλειο και καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι κάθε τέλειο συστρεπτκό
Ϲεύγος είναι πλήρες.

Στην συνέχεια, µε τη ϐοήθεια της έννοιας του γεννήτορα επεκτάσεων, αποδεικνύουµε ένα
ϐασικό αποτέλεσµα το οποίο ϐοήθησε στην επίλυση της Εικασίας Επίπεδης Κάλυψης και το
οποίο εξασφαλίζει ότι αν µία κλάση προτύπων, µε ϐασικό παράδειγµα την κλάση των επίπεδων
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προτύπων, είναι κλειστή στα ευθέα όρια και κάθε πρότυπο έχει ένα precover, τότε έχει και ένα
cover. Τέλος, ϑα αναλύσουµε και ϑα δώσουµε απαντήσεις στο ακόλουθο πρόβληµα:

Πρόβληµα: Είναι δυνατόν πρότυπα υπεράνω ενός δακτυλίου να προσεγγισθούν (µε ελάχι–
στο τρόπο) µέσω σηµαντικών κλάσεων προτύπων, όπως για παράδειγµα η κλάση των προβολι–
κών, ενέσιµων ή επίπεδων, προτύπων;

Στο πέµπτο Κεφάλαιο αποδεικνύουµε την Εικασία Επίπεδης Κάλυψης για κάποιες κλάσεις
δακτυλίων οι οποίοι ικανοποιούν συγκεκριµένες συνθήκες περατότητας οµολογικών διαστά–
σεων. Εν πρώτοις, ορίζουµε το καθαρά ενέσιµο envelope ενός προτύπου και αποδεικνύουµε ότι
υπεράνω ενός δεξιά συναφή δακτυλίου, το καθαρά ενέσιµο envelope ενός επίπεδου προτύπου
είναι επίπεδο πρότυπο. Το αποτέλεσµα αυτό ϑα µας ϐοηθήσει να αποδείξουµε ότι υπεράνω
ενός δεξιά συναφή δακτυλίου, κάθε πρότυπο M έχει επίπεδη κάλυψη αν και µόνο αν υπάρχει
ακριβής ακολουθία της µορφής: 0 −→ M −→ G −→ F −→ 0, όπου το F είναι επίπεδο
και το G είναι συστρεπτικό και έχει επίπεδη κάλυψη. Συνεχίζουµε µε την απόδειξη ύπαρξης
επίπεδων καλύψεων των καθαρά ενέσιµων προτύπων υπεράνω ενός δεξιά συναφή δακτυλίου
και καταλήγουµε ότι τα επίπεδα πρότυπα έχουν πάντα επίπεδες καλύψεις υπεράνω αυτών των
δακτυλίων.

Αποδεικνύουµε ότι εάν σε µία ακριβή ακολουθία 0 −→ A −→ B −→ C −→ 0, υπεράνω
ενός δεξιά συναφή δακτυλίου, τα A,B έχουν επίπεδες καλύψεις τότε έχει και το C και έτσι
οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι πρότυπα µε πεπερασµένη επίπεδη διάσταση έχουν επίπεδες
καλύψεις. Κλείνουµε το κεφάλαιο αυτό µε την απόδειξη ύπαρξης επίπεδων καλύψεων προτύ–
πων µε πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση και δίνουµε εφαρµόγες πάνω στο αποτέλεσµα αυτό µε
επίπεδες καλύψεις προτύπων µε πεπερασµένη καθαρά ενέσιµη διάσταση.

Στο έκτο Κεφάλαιο παρουσιάζουµε την απόδειξη της Εικασίας Επίπεδης Κάλυψης από τον
E.Enochs.

• (Βασική Ιδέα της Απόδειξης): Ο E.Enochs χρησιµοποιεί ένα ϑεώρηµα των Eklof και Trlifaj
το οποίο αφορά συνθήκες µηδενισµού του συναρτητή Ext και το οποίο εγγυάται ύπαρξη
«ειδικών» precovers και preenvelopes για συστρεπτικά Ϲεύγη τα οποία συνπαράγονται
από ένα σύνολο προτύπων. Αυτό το αποτέλεσµα σε συνδυασµό µε το γεγονός ότι η
ύπαρξη των επίπεδων precovers επάγει την ύπαρξη των επίπεδων covers, ανάγει την
απόδειξη της Εικασίας στην απόδειξη του ισχυρισµού ότι το επίπεδο συστρεπτικό Ϲεύγος
συνπαράγεται από ένα σύνολο προτύπων. Η απόδειξη αυτού του ισχυρισµού από τον
E.Enochs αποτελεί το τελευταίο ϐήµα στην απόδειξη της Εικασίας Επίπεδης Κάλυψης.

Στο έβδοµο Κεφάλαιο περιγράφουµε εν συντοµία και χωρίς αποδείξεις νεότερες εξελίξεις και
γενικεύσεις οι οποίες έλαβαν χώρα την δεκαετία µετά την απόδειξη της Εικασίας Επίπεδης Κά–
λυψης (2002-2012). Τα αποτελέσµατα τα οποία αναφέρουµε αφορούν την ύπαρξη επίπεδων
καλύψεων σε κατηγορίες γενικότερες των κατηγοριών προτύπων, και στις οποίες µπορούµε
να ορίσουµε την έννοια της επιπεδότητας. Αυτές οι κατηγορίες περιλαµβάνουν κατάλληλες
κατηγορίες του Grothendieck και ειδικότερα κατηγορίες δραγµάτων (sheaves) υπεράνω τοπο–
λογικών χώρων οι οποίες διαδραµατίζουν σηµαντικό ϱόλο στην Αλγεβρική Γεωµετρία.

Η ∆ιατριβή κλείνει µε ένα Παράρτηµα στο οποίο αναλύουµε τα ϐασικά στοιχεία της ϑεωρίας
συνόλων, της ϑεωρίας διατακτικών αριθµών και πληθαρίθµων, και της υπερπεπερασµένης
επαγωγής, τα οποία χρησιµοποιούµε στην ∆ιατριβή.
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Κεφάλαιο 1

Στοιχεία ϑεωρίας Προτύπων

Στο κεφάλαιο αυτό, το οποίο έχει προπαρασκευαστικό χαρακτήρα, αναπτύσσουµε τη ϐασική
ϑεωρία προτύπων η οποία ϑα µας χρειασθεί στα επόµενα κεφάλαια.

Επίσης εισάγουµε ορολογία και συµβολισµούς οι οποίοι ϑα παραµείνουν εν χρήσει καθ΄
όλη την έκταση της διατριβής.

1.1 Πρότυπα, Υποπρότυπα και Οµοµορφισµοί

Από τώρα και στο εξής µε τον όρο δακτύλιο ϑα εννοούµε έναν προσεταιριστικό δακτύλιο µε
µονάδα (όχι απαραίτητα µεταθετικό).

΄Εστω R ένας δακτύλιος. Υπενθυµίζουµε την έννοια του (αριστερού) R-προτύπου:

Ορισµός 1.1.1. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο είναι µια (προσθετική) αβελιανή οµάδαM η οποία
είναι εφοδιασµένη µε µια απεικόνιση (αριστερή δράση)

? : R×M −→M, (r,m) 7−→ r ? m

η οποία ικανοποιεί τις ακόλουθες συνθήκες, ∀x, y ∈M και ∀r, s ∈ R:

1. r ? (x+ y) = r ? x+ r ? y

2. (r + s) ? x = r ? x+ s ? x

3. (rs) ? x = r ? (s ? x)

4. 1 ? x = x

(όπου 1 = 1R είναι η µονάδα του δακτυλίου R.)

Παρατήρηση 1.1.2. Η έννοια του δεξιού R-προτύπου είναι δυϊκή της έννοιας του αριστερού
R-προτύπου. ΄Ετσι ένα δεξιό R-πρότυπο είναι µια (προσθετική) αβελιανή οµάδα M η οποία
είναι εφοδιασµένη µε µια απεικόνιση (δεξιά δράση)

? : M ×R −→M, (m, r) 7−→ m ? r

η οποία ικανοποιεί τις ακόλουθες συνθήκες, ∀x, y ∈M και ∀r, s ∈ R:

1. (x+ y) ? r = x ? r + y ? r

2. x ? (r + s) = x ? r + x ? s

3. x ? (rs) = (x ? r) ? s

9
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4. x ? 1 = x

Χάριν απλότητας και αν δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης, από τώρα και στο εξής, αν M
είναι ένα αριστερό, αντίστοιχα δεξιό, R-πρότυπο υπεράνω του δακτυλίου R, ϑα σηµειώνουµε
µε rm := r ? m, αντίστοιχα mr := m ? r, τη δράση του στοιχείου r ∈ R επί του στοιχείου
m ∈M .

Σηµειώνουµε ότι αν R είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος τότε κάθε αριστερό R-πρότυπο M
µπορεί να γίνει δεξιόR-πρότυπο ορίζοντας δεξιά δράση ? : M×R −→M , (x, r) 7−→ x?r := rx.
΄Ετσι σε αυτή την περίπτωση τα αριστερά R-πρότυπα συµπίπτουν µε τα δεξιά R-πρότυπα.

Ορισµός 1.1.3. Ο αντίθετος δακτύλιος Rop του δακτυλίου R, είναι ο δακτύλιος του οποίου η
υποκείµενη αβελιανή οµάδα συµπίπτει µε την υποκείµενη αβελιανή οµάδα του δακτυλίου R, και
ο πολλαπλασιασµός ·op τουRop ορίζεται µέσω του πολλαπλασιασµού τουR ως εξής : r ·ops = sr.

Κάθε αριστερό R-πρότυπο µπορεί να γίνει δεξιό Rop-πρότυπο ορίζοντας δεξιά δράση

? : M ×Rop −→M, (x, r) 7−→ x ? r := rx

∀x ∈M ,∀r ∈ R. Παρόµοια, ένα δεξιό R-πρότυπο µπορεί να γίνει αριστερό Rop-πρότυπο.
Συνεχίζουµε τώρα µε κάποια παραδείγµατα.

Παράδειγµα 1.1.4. 1. ΄Οταν ο δακτύλιος R είναι ένα σώµα F τότε οι συνθήκες που ικανο–
ποιούνται για ένα αριστερό R-πρότυπο είναι ακριβώς οι ίδιες µε αυτές του διανυσµατικού
χώρου υπεράνω του F , έτσι πρότυπα υπεράνω ενός σώµατος F και διανυσµατικοί χώροι
υπεράνω του F συµπίπτουν.

2. Κάθε αβελιανή οµάδα είναι ένα αριστερό R = Z-πρότυπο µε αριστερή δράση

R×M −→M, (r,m) 7−→ rm :=


m+ · · ·+m (r ϕορές) ,αν r > 0

0 ,αν r = 0

(−r) ·m ,αν r < 0

Παρόµοια, κάθε αβελιανή οµάδα είναι ένα δεξιό R = Z-πρότυπο.

3. Κάθε δακτύλιος R είναι ένα πρότυπο υπεράνω του εαυτού του εάν ορίσουµε την δράση

R×R −→ R, (r, s) 7−→ r · s.

Επιπλέον, κάθε ιδεώδες I υπεράνω ενός δακτυλίου R είναι ένα R-πρότυπο.

4. Η αβελιανή οµάδα Mn(R) (το σύνολο των n × n-πινάκων υπεράνω του R) είναι ένα
αριστερό R-πρότυπο µε αριστερή δράση

R×Mn(R) −→Mn(R), (r, (aij)) 7−→ (r · aij)

∀r ∈ R, ∀(aij) ∈Mn(R). Παρόµοια, Mn(R) είναι και δεξιό R-πρότυπο.

Ορισµός 1.1.5. ΄Εστω R,S δύο δακτύλιοι, τότε µια αβελιανή οµάδαM λέγεται (R,S)-διπρό–
τυπο, εάν M είναι ένα αριστερό R-πρότυπο και δεξιό S-πρότυπο και επιπλέον ισχύει

(rm)s = r(ms), ∀ r ∈ R, ∀ s ∈ S, ∀m ∈M

Παρατήρηση 1.1.6. Κάθε δακτύλιος R είναι ένα (R,R)-διπρότυπο.

Στο εξής ϑα αναφερόµαστε σε αριστερά R-πρότυπα. Τα ίδια αποτελέσµατα ισχύουν και για
δεξιά.
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Ορισµός 1.1.7. Εάν M είναι ένα αριστερό R-πρότυπο, τότε ένα υποπρότυπο N του M είναι
µια προσθετική υποοµάδα N του M η οποία είναι κλειστή στην αριστερή δράση

R×N −→ N, (r, n) 7−→ r · n ∈ N, ∀n ∈ N, ∀r ∈ R

Κάποια στοιχειώδη παραδείγµατα υποπροτύπων είναι τα εξής :

Παράδειγµα 1.1.8. 1. Το {0} και το M είναι υποπρότυπα ενός αριστερού R-προτύπου
M και τα ονοµάζουµε τετριµµένα. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο M λέγεται απλό εάν τα
µόνα υποπρότυπα του είναι το {0} και το M . ΄Ενα γνήσιο υποπρότυπο του M είναι ένα
υποπρότυπο N µε N 6= M .

2. Εάν ο δακτύλιος R ϑεωρηθεί ως αριστερό πρότυπο υπεράνω του εαυτού του, τότε ένα
υποπρότυπο του R είναι ένα αριστερό ιδεώδες του.

3. Εάν M είναι ένα αριστερό R-πρότυπο και r ∈ R, όπου R µεταθετικός δακτύλιος, τότε το
σύνολο

rM =
{
rm | m ∈ M

}
είναι ένα υποπρότυπο του M .

4. Εάν {Mα, α ∈ ∆} είναι µια οικογένεια υποπροτύπων ενός αριστερού R-προτύπου M ,
τότε το σύνολο ∑

α∈∆

Mα =
{∑
α∈∆

xα | xα ∈Mα, ∀α ∈ ∆
}

είναι ένα υποπρότυπο του M .

5. Εάν (Si)i∈I είναι µία οικογένεια υποπροτύπων ενός αριστερού R-προτύπου M , τότε η
τοµή ∩i∈I(Si) είναι ένα υποπρότυπο του M .

6. Εάν X είναι ένα υποσύνολο ενός αριστερού R-προτύπου M , τότε το σύνολο όλων των
R-γραµµικών συνδυασµών των στοιχείων του X

〈X〉 =
{ k∑
i=1

ri · xi | ri ∈ R, xi ∈ X
}

καλείται το υποπρότυπο που παράγεται από το X. Εάν τώρα το υποσύνολο X απο-
τελείται από ένα στοιχείο m, δηλαδή X = {m}, τότε το σύνολο

〈m〉 =
{
rm | r ∈ R

}
καλείται το υποπρότυπο που παράγεται από τοm. ΄Ενα αριστερό R-πρότυποM καλείται
κυκλικό εάν υπάρχει m ∈M µε

M = 〈m〉 = {rm | r ∈ R}

Για παράδειγµα, αν ο δακτύλιος R ιδωθεί ως αριστερό R-πρότυπο τότε είναι ένα κυκλικό
R-πρότυπο διότι R = 〈1〉.

Ας περάσουµε στον ορισµό ενός πεπερασµένα παραγόµενου προτύπου.

Ορισµός 1.1.9. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο M είναι πεπερασµένα παραγόµενο εάν το M
παράγεται από ένα πεπερασµένο σύνολο, δηλαδή υπάρχει ένα πεπερασµένο υποσύνολο του M
X = {x1, . . . , xk} ⊆M έτσι ώστε

M = 〈X〉.
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Ορισµός 1.1.10. ΕάνN είναι ένα υποπρότυπο ενός αριστερούR-προτύπουM , τότε το πρότυπο
πηλίκο είναι η οµάδα πηλίκο M/N (M είναι αβελιανή οµάδα και N είναι υποοµάδα της)
εφοδιασµένη µε µία αριστερή δράση

R×M/N −→M/N, (r,m+N) 7−→ r · (m+N) := r ·m+N

Τώρα ϑα παρουσιάσουµε την έννοια του οµοµορφισµού προτύπων.

Ορισµός 1.1.11. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και M,N δύο αριστερά R-πρότυπα.

1. Η απεικόνιση f : M −→ N είναι ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων εάν
∀m,m′ ∈M και ∀r ∈ R

(a) f(m+m′) = f(m) + f(m′),

(b) f(rm) = rf(m).

2. ΄Ενας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων f : M −→ N λέγεται µονοµορφισµός (αντ.
επιµορφισµός) αν ως απεικόνιση η f είναι 1− 1 (αντ. επί). Ισοµορφισµός αριστερών
R-προτύπων είναι ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων που είναι ταυτόχρονα ως
απεικόνιση 1− 1 και επί και ένας ισοµορφισµός f : M −→ M καλείται αυτοµορφισµός
στο M . ∆ύο αριστερά R-πρότυπα M και N λέγονται ισοµορφικά και τα συµβολίζουµε
M ∼= N εάν υπάρχει ισοµορφισµός f : M −→ N .

3. Εάν f : M −→ N είναι ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων τότε :

(a) Το υποσύνολο

Ker f = {m ∈M | f(m) = 0} καλείται πυρήνας της f.

(b) Το υποσύνολο

Im f = {n ∈ N | ∃m ∈M µε n = f(m)} καλείται εικόνα της f.

(c) Το σύνολο
Coker f = N/ Im f καλείται συνπυρήνας της f.

4. Ορίζουµε

HomR(M,N) = {όλοι οι οµοµορφισµοί αριστερών R-προτύπων M −→ N}

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι :

1. το υποσύνολο Ker f του M είναι υποπρότυπο του M ,

2. το υποσύνολο Im f του N είναι υποπρότυπο του N , και εποµένως ορίζεται το πρότυπο
πηλίκο N/ Im f .

Επίσης εύκολα ϐλέπουµε ότι ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων f είναι µονοµορ–
ϕισµός αν και µόνο αν Ker f = 0 και ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων f είναι
επιµορφισµός αν και µόνο αν Im f = N .

Επιπλέον, ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων f είναι ισοµορφισµός αν και µόνο
αν υπάρχει οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων g : N −→M τέτοιος ώστε

f ◦ g = IdN και g ◦ f = IdM .
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Πρόταση 1.1.12. ΄ΕστωM,N δύο αριστεράR-πρότυπα. Εάν f, g ∈ HomR(M,N) τότε ορίζου–
µε f + g ως

(f + g)(m) := f(m) + g(m),∀m ∈M.

Τότε f + g ∈ HomR(M,N) και έτσι µε αυτή την πράξη το σύνολο HomR(M,N) είναι µία
αβελιανή οµάδα. Εάν R είναι µεταθετικός δακτύλιος, τότε για r ∈ R, ορίζουµε rf ως

(rf)(m) := f(rm),∀m ∈M.

Τότε rf ∈ HomR(M,N) και µε αυτή την αριστερή δράση του µεταθετικού δακτυλίου η αβελιανή
οµάδα HomR(M,N) είναι αριστερό R-πρότυπο.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [10, Proposition 2,Chapter 10].

Παρατήρηση 1.1.13. Σηµειώνουµε ότι άν ο δακτύλιοςR δεν είναι µεταθετικός τότε η αβελιανή
οµάδα HomR(M,N) είναι δεξιό R-πρότυπο µέσω της δεξιάς δράσης (fr)(m) := f(rm).

Παρατήρηση 1.1.14. ΄Εστω R,S δύο δακτύλιοι.

• Εάν τοM είναι ένα (R,S)-διπρότυπο και το N ένα αριστερό R-πρότυπο, τότε η αβελιανή
οµάδα HomR(M,N) είναι ένα αριστερό S-πρότυπο ορίζοντας αριστερή δράση

S × HomR(M,N) −→ HomR(M,N), (s, f) 7−→ sf

όπου sf : M −→ N µε (sf)(m) := f(ms).

• Εάν το M είναι ένα (R,S)-διπρότυπο και το N ένα δεξιό S-πρότυπο, τότε η αβελιανή
οµάδα HomS(M,N) είναι ένα δεξιό R-πρότυπο ορίζοντας δεξιά δράση

HomS(M,N)×R −→ HomS(M,N), (f, r) 7−→ fr

όπου rf : M −→ N µε (rf)(m) := f(rm).

• Εάν τοM είναι ένα αριστερό R-πρότυπο και το N ένα (R,S)-διπρότυπο, τότε η αβελιανή
οµάδα HomR(M,N) είναι ένα δεξιό S-πρότυπο ορίζοντας δεξιά δράση

HomR(M,N)× S −→ HomR(M,N), (f, s) 7−→ fs

όπου fs : M −→ N µε (fs)(m) := f(m)s.

• Εάν το M είναι ένα δεξιό S-πρότυπο και το N ένα (R,S)-διπρότυπο, τότε η αβελιανή
οµάδα HomS(M,N) είναι ένα αριστερό R-πρότυπο ορίζοντας αριστερή δράση

R× HomS(M,N) −→ HomS(M,N), (r, f) 7−→ rf

όπου rf : M −→ N µε (rf)(m) := rf(m).

Θεώρηµα 1.1.15. ΄Εστω M είναι ένα αριστερό R-πρότυπο. Τότε η απεικόνιση

φ : HomR(R,M) −→M, φ(f) := f(1)

είναι ένας ισοµορφισµός αριστερών R-προτύπων, όπου f ∈ HomR(R,M).

Απόδειξη. Από την προηγούµενη παρατήρηση έπεται εύκολα ότι το HomR(R,M) είναι ένα
αριστερό R-πρότυπο. Αρχικά ϑα δείξουµε ότι η απεικόνιση φ είναι οµοµορφισµός αριστερών
R-προτύπων. ΄Εχουµε ότι φ(f + g) = (f + g)(1) = f(1) + g(1) = φ(f) + φ(g) και φ(rf) =
(rf)(1) = f(r) = rf(1) = rφ(f). Εποµένως η φ είναι οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων.
Εάν f ∈ Ker φ, τότε 0 = φ(f) = f(1). Τότε f(r) = f(r · 1) = rf(1) = r · 0 = 0, ∀r ∈ R και
εποµένως f = 0. ΄Αρα η φ είναι µονοµορφισµός. Εάν x ∈ M , τότε η απεικόνιση fx : R → M
ορισµένη ως fx(r) = rx είναι οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων και έχουµε ότι φ(fx) = x.
Εποµένως, η φ είναι επιµορφισµός.
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Θα περάσουµε τώρα στα τρία ϐασικά ϑεωρήµατα ισοµορφισµών για πρότυπα.

Θεώρηµα 1.1.16. 1. (Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών) Εάν f : M −→ N είναι ένας
οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων, τότε υπάρχει ισοµορφισµός αριστερών R-προτύπων

φ : M/Ker f −→ Im f, φ(m+ Ker f) = f(m)

2. (∆εύτερο Θεώρηµα Ισοµορφισµών) Εάν M1 και M2 είναι υποπρότυπα ενός αριστερού
R-προτύπου M τέτοια ώστε M1 ⊆ M2, τότε M2/M1 είναι υποπρότυπο του M/M1 και
υπάρχει ισοµορφισµός αριστερών R-προτύπων

f : M/M1

/
M2/M1 −→M/M2

3. (Τρίτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών) Εάν M1 και M2 είναι υποπρότυπα ενός αριστερού
R-προτύπου M , τότε υπάρχει ισοµορφισµός αριστερών R-προτύπων

f : M1/M1 ∩M2 −→ (M1 +M2)/M2

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [24, theorem 2.11, 2.12, 2, 13].

Κλείνουµε τώρα την παράγραφο αυτή µε τον ορισµό του ϱιζικού του Jacobson µε σκοπό
να αναφερθούµε στο λήµµα του Nakayama.

Ορισµός 1.1.17. Το ϱιζικό του Jacobson J = radR ορίζεται να είναι η τοµή όλων των
µεγιστοτικών αριστερών ιδεωδών ενός δακτυλίου R.

Αποδεικνύεται ότι το ϱιζικό του Jacobson είναι ένα αµφίπλευρο ιδεώδες και συµπίπτει µε
τον τοµή των µεγιστοτικών δεξιών ιδεωδών του R.

Τα στοιχεία του radR χαρακτηρίζονται από την εξής πρόταση:

Πρόταση 1.1.18. Αν c είναι ένα στοιχείο ενός δακτυλίου R, τότε c ∈ radR αν και µόνο αν, για
κάθε a ∈ R, το στοιχείο 1− ac έχει ένα αριστερό αντίστροφο, δηλαδή υπάρχει s ∈ R τέτοιο ώστε
s(1− ac) = 1.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [24, proposition 4.50].

Εάν M είναι ένα αριστερό R-πρότυπο και I είναι ένα δεξιό ιδεώδες του R, τότε

IM =
{ n∑
i=1

aixi | xi ∈M,ai ∈ I
}

είναι µία υποοµάδα του M .
Τώρα ας περάσουµε στο λήµµα του Nakayama.

Λήµµα 1.1.19. (Λήµµα του Nakayama) ΄Εστω M ένα πεπερασµένα παραγόµενο αριστερό
R-πρότυπο και J = radR το ϱιζικό του Jacobson. Αν M = JM τότε M = {0}.

Απόδειξη. Επειδή M είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο αριστερό R-πρότυπο, έστω K =
{m1,m2, . . . ,mn} ένα ελαχιστοτικό σύνολο που παράγει το M , µε την έννοια ότι δεν υπάρχει
άλλο γνήσιο υποσύνολο του K που να το παράγει. Από υπόθεση έχουµε ότι M = JM ,
εποµένως m1 =

∑n
i=1 ri ·mi, όπου ri ∈ J. ΄Αρα έχουµε ότι

(1− r1) ·m1 =

n∑
i=2

ri ·mi.

Επειδή r1 ∈ J , από την Πρόταση (1.1.18), το 1− r1 ϑα έχει αριστερό αντίστροφο, έστω s ∈ R.
∆ηλαδή ϑα ισχύει ότι s(1 − r1) = 1. ΄Αρα (1 − r1) · m1 =

∑n
i=2 ri · mi ⇒ s(1 − r1) · m1 =∑n

i=2 sri ·mi ⇒ m1 =
∑n
i=2 sri ·mi. ΄Αρα το M παράγεται από το σύνολο {m2, . . . ,mn} (

{m1, . . . ,mn}. ΄Ατοπο, άρα M = {0}.
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Η ακόλουθη συνέπεια είναι επίσης γνωστή ως Λήµµα του Nakayama.

Πόρισµα 1.1.20. ΄ΕστωM,N δύο αριστεράR-πρότυπα µεN ⊆M. ΄ΕστωM ένα πεπερασµένα
παραγόµενο αριστερό R-πρότυπο. Εάν M = N + JM τότε M = N.

Απόδειξη. Ισχύει ότι J(M/N) = (JM + N)/N. Οπότε αν αντικαταστήσουµε στην ισότητα
αυτή την υπόθεσή µας ότι M = N + JM ϑα έχουµε ότι J(M/N) = M/N. Το M/N είναι
πεπερασµένα παραγόµενο αριστερό R-πρότυπο ως πηλίκο πεπερασµένα παραγόµενου αρι–
στερού R-προτύπου. ΄Ετσι αν εφαρµόσουµε το Λήµµα του Nakayama στο M/N , ϑα έχουµε
ότι M/N = 0 δηλαδή M = N, εφόσον N ⊆M.

Εύκολα αποδεικνύεται ότι η κλάση των αριστερών προτύπων µαζί µε τους οµοµορφισµούς
αριστερών R-προτύπων υπεράνω του δακτυλίου R, αποτελεί µια (προσθετική και µάλιστα αβε–
λιανή) κατηγορία, η οποία συµβολίζεται µε R-Mod . Παρόµοια η κλάση των δεξιών προτύπων
µαζί µε τους οµοµορφισµούς δεξιών R-προτύπων υπεράνω του δακτυλίου R, αποτελεί µια
(προσθετική και µάλιστα αβελιανή) κατηγορία, η οποία συµβολίζεται µε Mod-R .

1.2 Κατασκευές Προτύπων

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα εισάγουµε τέσσερις έννοιες-κατασκευές οι οποίες ϑα µας απασχολή-
σουν στη συνέχεια καθώς παίζουν σηµαντικό ϱόλο στην απόδειξη του κεντρικού αποτελέσµατος
της διατριβής. Αυτές οι έννοιες-κατασκευές είναι τα ευθέα γινόµενα, τα ευθέα αθροίσµατα, τα
ελεύθερα πρότυπα, και τα τανυστικά γινόµενα.

1.2.1 Ευθέα Γινόµενα και Αθροίσµατα

Ας ξεκινήσουµε µε τα ευθέα γινόµενα:
΄Εστω R δακτύλιος µε µονάδα και {Mα}α∈∆ µια οικογένεια αριστερών R-προτύπων, όπου

∆ είναι ένα σύνολο δεικτών. Τότε το καρτεσιανό γινόµενο συνόλων∏
α∈∆

Mα = {(mα) | mα ∈Mα, ∀α ∈ ∆}

γίνεται αριστερό R-πρότυπο αν ορίσουµε:

1. (mα) + (m′α) = (mα +m′α),

2. r · (mα) = (r ·mα), ∀mα,m
′
α ∈

∏
α∈∆Mα,∀r ∈ R.

Επιπλέον ορίζουµε οµοµορφισµούς, ∀β ∈ ∆ :

$β :
∏
α∈∆

Mα −→Mβ , $β((mα)) = mβ

Η οικογένεια {$α :
∏
α∈∆Mα −→ Mα} καλείται οικογένεια κανονικών προβολών. Είναι

εύκολο να δει κανείς ότι κάθε τέτοια απεικόνιση $α είναι επιµορφισµός.
Το αριστερό R-πρότυπο

∏
α∈∆Mα µαζί µε την οικογένεια των κανονικών προβολών

{
$α :∏

α∈∆Mα −→ Mα

}
καλείται ευθύ γινόµενο της οικογενείας {Mα}α∈∆ και συµβολίζεται µε(∏

α∈∆Mα, $α

)
.

Η επόµενη Πρόταση µας δίνει µια ϐασική ιδιότητα του ευθέως γινοµένου
(∏

α∈∆Mα, $α

)
.

Πρόταση 1.2.1. Εάν {Mα}α∈∆ είναι µια οικογένεια αριστερών R-προτύπων, τότε το ευθύ γι–
νόµενο

(∏
α∈∆Mα, $α

)
έχει την ιδιότητα ότι για κάθε αριστερό R-πρότυπο N και για κάθε
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οικογένεια οµοµορφισµών αριστερών R-προτύπων {fα : N −→ Mα} υπάρχει µοναδικός οµο–
µορφισµός αριστερών R-προτύπων f : N −→

∏
α∈∆Mα που κάνει το ακόλουθο διάγραµµα

µεταθετικό :
N

f

yy
fα

��∏
α∈∆Mα πα

// // Mα

∆ηλαδή, κάθε απεικόνιση fα : N −→ Mα γράφεται ως fα = $α ◦ f , ∀α ∈ ∆ για κάποιον
οµοµορφισµό f : N −→

∏
α∈∆Mα.

Απόδειξη. ΄Εστω N ένα αριστερό R-πρότυπο και υποθέτουµε ότι ∀α ∈ ∆, fα : N → Mα είναι
οµοµορφισµοί αριστερών R-προτύπων. Ορίζουµε

f : N −→
∏
α∈∆

Mα, f(x) = (fα(x)).

Τότε fα = πα ◦ f , ∀α ∈ ∆. Τώρα ας υποθέσουµε ότι g : N −→
∏
α∈∆Mα είναι επίσης

οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων τέτοιος ώστε fα = $α ◦ g, ∀α ∈ ∆. Εάν g(x) = (xα)
τότε fα(x) = $α ◦ g(x) = $α((xα)) = xα άρα (xα) = (fα(x)) = f(x). Εποµένως f = g και
έτσι έχουµε και την µοναδικότητα.

Η ιδιότητα της Πρότασης (1.2.1) είναι γνωστή ως καθολική ιδιότητα του ευθέως γινοµένου.
Το αριστερό R-πρότυπο

∏
α∈∆Mα έχει ένα υποπρότυπο το λεγόµενο «εξωτερικό ευθύ ά–

ϑροισµα» της οικογενείας {Mα}α∈∆. Αν (mα)α∈∆ είναι ένα στοιχείο του ευθέως γινοµένου∏
α∈∆Mα, ϑα λέµε ότι η ακολουθία (mα)α∈∆ µηδενίζεται σχεδόν παντού ή mα = 0 (σχεδόν

παντού), αν mα = 0 για όλους τους δείκτες a ∈ ∆ εκτός από πεπερασµένο πλήθος. Τώρα
µπορούµε να ορίσουµε το υποπρότυπο εξωτερικό ευθύ άθροισµα της οικογενείας {Mα}α∈∆:⊕

α∈∆

Mα =
{

(xα) ∈
∏
α∈∆

Mα | xα = 0 (σχεδόν παντού)
}

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι στην περίπτωση που το σύνολο δεικτών ∆ είναι πεπερασµένο
ισχύει ότι

⊕
α∈∆Mα =

∏
α∈∆Mα.

Ορίζουµε οµοµορφισµούς, ∀α ∈ ∆ :

iα : Mα −→
⊕
α∈∆

Mα, iα(x) = (xβ) όπου xβ =

{
0 ,∀β 6= α

x ,αν β = α
.

Αυτή η οικογένεια {iα : Mα −→
⊕

α∈∆Mα} καλείται οικογένεια κανονικών εγκλείσεων
και κάθε τέτοια iα είναι µονοµορφισµός.

Το αριστερό R-πρότυπο
⊕

α∈∆Mα µαζί µε την οικογένεια των κανονικών εγκλείσεων{
iα : Mα −→

⊕
α∈∆Mα

}
καλείται εξωτερικό ευθύ άθροισµα της οικογενείας {Mα}α∈∆

και συµβολίζεται µε
(⊕

α∈∆Mα, iα
)
.

Παρατήρηση 1.2.2. Εάν {fi : Ui −→ Vi}i∈I είναι µία οικογένεια οµοµορφισµών αριστερών
R-προτύπων τότε επάγεται ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων

φ :
⊕
i∈I

Ui −→
⊕
i∈I

Vi, (ui) 7−→ φ((ui)) := (fi(ui))

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι η φ είναι µονοµορφισµός (επιµορφισµός, αντ. ισοµορφισµός)
αν και µόνο αν κάθε fi είναι µονοµορφισµός (επιµορφισµός, αντ. ισοµορφισµός).
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Η επόµενη Πρόταση µας δίνει µια ϐασική ιδιότητα του εξωτερικού ευθέως αθροίσµατος.

Πρόταση 1.2.3. Εάν {Mα}α∈∆ είναι µια οικογένεια αριστερών R-προτύπων, τότε το εξωτερικό
ευθύ άθροισµα

(⊕
α∈∆Mα, iα

)
έχει την ιδιότητα ότι για κάθε αριστερό R-πρότυπο N και για

κάθε οικογένεια οµοµορφισµών αριστερών R-προτύπων {fα : Mα −→ N} υπάρχει µοναδικός
οµοµορφισµός f :

⊕
α∈∆Mα −→ N που κάνει το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικό :

Mα

iα

yy
fα

��⊕
α∈∆Mα

f
// N

∆ηλαδή, κάθε απεικόνιση fα : Mα −→ N γράφεται ως fα = f ◦ iα, ∀α ∈ ∆ για κάποιον
οµοµορφισµό f :

⊕
α∈∆Mα −→ N .

Απόδειξη. Η απόδειξη γίνεται κατά τον ίδιο τρόπο µε την απόδειξη της πρότασης (1.2.1), µόνο
που εδώ ορίζουµε

f :
⊕
α∈∆

Mα −→ N, f((xα)) =
∑
α∈∆

fα(xα), ∀(xα) ∈
⊕
α∈∆

Mα

Ορίσαµε το «εξωτερικό ευθύ άθροισµα»
⊕

α∈∆Mα µιας οικογενείας αριστερώνR-προτύπων
{Mα}α∈∆. Τώρα ϑέλουµε να ξέρουµε πότε ένα αριστερό R-πρότυπο M είναι (ισόµορφο µε) το
ευθύ άθροισµα

⊕
α∈∆Mα µιας οικογένειας {Mα, α ∈ ∆} υποπροτύπων του M . ∆ηλαδή πότε

το M είναι το «εσωτερικό ευθύ άθροισµα»;
΄Ετσι έστω ένα αριστερό R-πρότυπο M και µια οικογένεια {Mα, α ∈ ∆} υποπροτύπων του

M . Το υποπρότυπο του M που παράγεται από τα {Mα} είναι ακριβώς το άθροισµά τους,∑
α∈∆Mα.

Ορισµός 1.2.4. Το άθροισµα υποπροτύπων∑
α∈∆

Mα =
{∑
α∈∆

mα ∈M | mα ∈Mα & mα = 0 (σχεδόν παντού)
}

καλείται εσωτερικό ευθύ άθροισµα αν και µόνο αν

∀α ∈ ∆ : Mα

⋂ ∑
β∈∆,β 6=α

Mβ = {0}

Τότε ϑα γράφουµε
∑
α∈∆Mα =

⊕
α∈∆Mα.

Ορισµός 1.2.5. ΄Ενα υποπρότυπο N ενός R-προτύπουM λέγεται ευθύς προσθετέος (direct
summand) τουM εάν υπάρχει και άλλο υποπρότυπο C τουM τέτοιο ώστεM = N⊕C, δηλαδή
N ∩ C = 0 και M = N + C.

Μία συνέπεια του ορισµού (1.2.4) είναι η εξής Πρόταση:

Πρόταση 1.2.6. ΄Εστω {Mα, α ∈ ∆} µια οικογένεια υποπροτύπων του M . Τότε τα ακόλουθα
είναι ισοδύναµα :

1. Το άθροισµα
∑
α∈∆Mα είναι ευθύ.

2. Αν
∑
α∈∆mα =

∑
α∈∆m′α τότε mα = m′α, ∀α ∈ ∆.
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3. Αν
∑
α∈∆mα = 0 τότε mα = 0, ∀α ∈ ∆.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [6, Proposition 2.1.10].

Εποµένως αν το M είναι το «εσωτερικό ευθύ άθροισµα» των υποπροτύπων του, {Mα, α ∈
∆}, τότε κάθε x ∈ M έχει µοναδική έκφραση της µορφής x = mα1 + mα2 + . . ., όπου κάθε
mαi ∈Mαi .

Παρατήρηση 1.2.7. Εάν το M είναι το «εσωτερικό ευθύ άθροισµα» των υποπροτύπων του,
{Mα, α ∈ ∆}, τότε η µοναδική απεικόνιση

⊕
α∈∆Mα −→M που επάγεται από τις εγκλείσεις

Mα −→ M , σύµφωνα µε την καθολική ιδιότητα του «εξωτερικού ευθέως αθροίσµατος», είναι
ένας ισοµορφισµός. ΄Ετσι τοM είναι ισοµορφικό µε το εξωτερικό ευθύ άθροισµα των {Mα, α ∈
∆}. Εποµένως το εσωτερικό ευθύ άθροισµα των {Mα, α ∈ ∆} είναι ισοµορφικό µε το εξωτερικό
τους ευθύ άθροισµα και αυτός είναι ο λόγος που τα ταυτίζουµε και χρησιµοποιούµε τον ίδιο
συµβολισµό και για τα δύο.

Ολοκληρώνουµε αυτή την παράγραφο µε τους ακόλουθους ισοµορφισµούς αβελιανών ο–
µάδων.

Πρόταση 1.2.8. ΄Εστω {Mα} µία οικογένεια από αριστερά R-πρότυπα και{
$α :

∏
α∈∆

Mα −→Mα

}
, η οικογένεια των κανονικών προβολών.

Τότε η απεικόνιση

φ : HomR

(
N,
∏
α∈∆

Mα

)
−→

∏
α∈∆

HomR(N,Mα), φ(f) = ($α ◦ f)α∈∆

είναι ισοµορφισµός.

Απόδειξη. Είναι εύκολο να δει κανείς ότι η φ είναι ένας οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων.
Τώρα έστω (fα)α∈∆ ∈

∏
α∈∆ HomR(N,Mα). Τότε κάθε fα είναι µια απεικόνιση από το N στο

Mα, ∀α ∈ ∆. ΄Ετσι από την καθολική ιδιότητα του ευθέως γινοµένου
∏
α∈∆Mα, µπορούµε να

ορίσουµε µια απεικόνιση

f : N −→
∏
α∈∆

Mα, f(x) = (fα(x))α∈∆

η οποία είναι οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων και επιπλέον ισχύει$α◦f = fα, ∀α ∈ ∆.
Εποµένως φ(f) = ($α ◦ f)α∈∆ = (fα)α∈∆. Και έτσι δείξαµε ότι η φ είναι επί. Τώρα µένει
να δείξουµε ότι η φ είναι και 1 − 1. ΄Ετσι έστω f ∈ Ker φ τότε ϑα έχουµε ότι φ(f) = 0 ⇒
($α ◦ f)(x) = $α((f(x))) = 0,∀α ∈ ∆,∀x ∈ N . Αλλά τότε ϑα έχουµε ότι f(x) = 0, ∀x ∈ N .
΄Ετσι f = 0 και άρα η φ είναι και 1− 1.

Πρόταση 1.2.9. ΄Εστω {Mα} µία οικογένεια από αριστερά R-πρότυπα και{
iα : Mα −→

⊕
α∈∆

Mα

}
, η οικογένεια των κανονικών εγκλείσεων.

Τότε η απεικόνιση

φ : HomR

(⊕
α∈∆

Mα, N
)
−→

∏
α∈∆

HomR(Mα, N), φ(f) = (f ◦ iα)α∈∆

είναι ισοµορφισµός.
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Απόδειξη. Η απόδειξη γίνεται κατά τον ίδιο τρόπο µε την απόδειξη της πρότασης (1.2.8).

Συµβολισµοί : Αν {Mα}α∈∆ είναι µια οικογένεια αριστερών R-προτύπων και Mα = M ,
∀α ∈ ∆ τότε από τώρα και στο εξής ϑα χρησιµοποιούµε τους ακόλουθους συµβολισµούς :⊕

α∈∆

Mα := M (∆) &
∏
α∈∆

Mα := M∆

1.2.2 Ελεύθερα Πρότυπα

Σε αυτή την ενότητα ϑα µελετήσουµε πρότυπα τα οποία έχουν απλή δοµή, και τα οποία είναι
γνωστά ως ελεύθερα πρότυπα. Πριν δώσουµε τον ορισµό τους, ας ξεκινήσουµε µε τον ορισµό
της ϐάσης ενός αριστερού R-προτύπου.

Ορισµός 1.2.10. ΄Εστω F ένα αριστερό R-πρότυπο και X = {xi}i∈I ένα υποσύνολο του F .
Το σύνολο X καλείται σύνολο γεννητόρων του F αν κάθε στοιχείο x ∈ F µπορεί να γραφτεί
ως γραµµικός συνδυασµός

x =
∑
i∈I

rixi, ri = 0, για ∀i ∈ I, εκτός από πεπερασµένο πλήθος δεικτών

για κάποια x1, . . . , xn ∈ X και r1, . . . , rn ∈ R.

Ορισµός 1.2.11. ΄Εστω F ένα αριστερό R-πρότυπο και X = {xi}i∈I ένα υποσύνολο του F .
Το σύνολο X καλείται R-γραµµικά ανεξάρτητο αν ισχύει η ακόλουθη συνεπαγωγή∑

i∈I
rixi = 0, ri ∈ R, xi ∈ X =⇒ ri = 0,∀i ∈ I

Ορισµός 1.2.12. ΄Εστω F ένα αριστερό R-πρότυπο και X = {xi}i∈I ένα υποσύνολο του F .
Το σύνολο X καλείται ϐάση του F αν και µόνο αν το X είναι σύνολο γεννητόρων του F και
R-γραµµικά ανεξάρτητο.

Από τον ορισµό της ϐάσης έπεται η ακόλουθη πρόταση:

Πρόταση 1.2.13. ΄Εστω X = {xi}i∈I ένα υποσύνολο ενός αριστερού R-προτύπου F . Τότε τα
ακόλουθα είναι ισοδύναµα.

1. Το X είναι ϐάση του F .

2. Κάθε x ∈ F γράφεται ως x =
∑
i∈I rixi, όπου xi ∈ X και ri ∈ R είναι µοναδικά και

ri = 0 εκτός από πεπερασµένο πλήθος δεικτών.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [6, Proposition 2.2.3].

Ας περάσουµε τώρα στον ορισµό του ελεύθερου προτύπου.

Ορισµός 1.2.14. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο F ονοµάζεται ελεύθερο αν και µόνο αν το F έχει
ϐάση.

Ας αναφέρουµε τώρα κάποια παραδείγµατα ελεύθερων προτύπων.

Παράδειγµα 1.2.15. 1. Το µηδενικό R-πρότυπο είναι ελεύθερο µε ϐάση το κενό σύνολο.

2. Κάθε δακτύλιος R είναι ελεύθερος αν ιδωθεί ως αριστερό R-πρότυπο (αντ. και δεξιό)
διότι το σύνολο {1} αποτελεί µία ϐάση του R.
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3. Το R-πρότυπο Rn = {(r1, r2, . . . , rn) | ri ∈ R, 1 ≤ i ≤ n} είναι ελεύθερο µε ϐάση το
σύνολο

X = {e1, e2, . . . , en}
όπου ei = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) και το 1 ϐρίσκεται στην i-ϑέση.

4. Η αβελιανή οµάδα Mn(R) είναι ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο µε ϐάση

X = {Eij}i,j≤n
όπου Eij είναι οι n× n πίνακες των οποίων το µοναδικό µη-µηδενικό στοιχείο είναι το 1
το οποίο ϐρίσκεται στην (i, j)-ϑέση.

Παρατήρηση 1.2.16. Κάθε F -διανυσµατικός χώρος, όπου F σώµα, είναι ένα ελεύθερο F -
πρότυπο. ΄Οταν ο δακτύλιος R δεν είναι σώµα, υπάρχουν πρότυπα που δεν είναι ελεύθερα.
Για παράδειγµα, το Z-πρότυπο Zm (m > 1) δεν είναι ελεύθερο γιατίma = 0 για κάθε a ∈ Zm,
δηλαδή το 0 δεν γράφεται κατά µοναδικό τρόπο όπως απαιτεί η Πρόταση (1.2.13).

Συνεχίζουµε µε την πρόταση ύπαρξης των ελεύθερων προτύπων.

Πρόταση 1.2.17. Για κάθε σύνολοX, υπάρχει αριστερό R-πρότυπο F το οποίο είναι ελεύθερο
στο X.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [24, Proposition 2.33].

Από την Πρόταση (1.2.13) έχουµε το εξής πόρισµα.

Πόρισµα 1.2.18. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο F είναι ελεύθερο αν και µόνο αν υπάρχει σύνολο
I τέτοιο ώστε F ∼= R(I) ∼= ⊕i∈IRi µε Ri = R.

Απόδειξη. (⇒) Ας υποθέσουµε ότι το F είναι ένα ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο µε ϐάση
X = {xi}i∈I . ΄Ετσι από την Πρόταση (1.2.13) κάθε x ∈ F γράφεται ως x =

∑
i∈I rixi,

όπου xi ∈ X και ri ∈ R είναι µοναδικά και ri = 0 εκτός από πεπερασµένο πλήθος δεικτών.
Θεωρούµε την απεικόνιση

f : F −→ R(I), f(x) = (ri)

Επειδή, κάθε στοιχείο x ∈ F γράφεται µε µοναδικό τρόπο ως R-γραµµικός συνδυασµός στοι–
χείων της ϐάσης X, έπεται ότι η απεικόνιση f είναι καλά ορισµένη. Προφανώς η f είναι
οµοµορφισµός R-προτύπων και εύκολα ϐλέπουµε ότι η f είναι µονοµορφισµός και επιµορφι–
σµός. ΄Ετσι αυτή η f είναι ο επιθυµητός ισοµορφισµός.

(⇐) Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει σύνολο I τέτοιο ώστε F ∼= R(I) και έστω f : F −→ R(I) έ–

νας ισοµορφισµός. Θεωρούµε το σύνολο {ri} ⊆ R(I) µε ri = (r′j) όπου r′j =

{
1R ,αν i = j

0R ,αν i 6= j
.

Το σύνολο B = {ri}i∈I είναι ϐάση του R(I) και έτσι λόγω του ισοµορφισµού f έχουµε ότι το
σύνολο f−1(B) είναι ϐάση του F , οπότε το F είναι ελεύθερο.

Ας περάσουµε στην καθολική ιδιότητα των ελεύθερων προτύπων.

Πρόταση 1.2.19. ΄Εστω F ένα ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο και B = {bi | i ∈ I} µια ϐάση
του. Εάν N είναι ένα άλλο αριστερό R-πρότυπο και εάν γ : B −→ N είναι µια απεικόνιση,
τότε υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων g : F −→ N µε gi = γ όπου
i : B −→ F είναι η απεικόνιση εγκλεισµού, δηλαδή g(bi) = γ(bi),∀bi ∈ B, άρα έχουµε το
ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα.

B

i

~~
γ

��
F

g
// N
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Απόδειξη. Επειδή το F είναι ελεύθερο αριστερόR-πρότυπο µε ϐάση τοB = {bi | i ∈ I} έχουµε
ότι κάθε x ∈ F γράφεται ως x =

∑
i∈I rbibi, όπου bi ∈ B και rbi ∈ R είναι µοναδικά και

rbi = 0 εκτός από πεπερασµένο πλήθος δεικτών. ΄Αρα υπάρχει µια καλά ορισµένη απεικόνιση

g : F −→ N, g(x) =
∑
i∈I

rbiγ(bi) rbi ∈ R, bi ∈ B

Προφανώς g(bi) = γ(bi). Αν τώρα πάρουµε ένα s ∈ R τότε έχουµε ότι sx =
∑
i∈I srbibi. Εάν

x′ =
∑
i∈I r

′
bi
bi, όπου bi ∈ B και r′bi ∈ R τότε x + x′ =

∑
(rbi + r′bi)bi. Από τον τύπο της

g έπεται ότι είναι ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων. Εφόσον το F έχει ϐάση το B,
η g είναι ο µοναδικός οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων τέτοιος ώστε g(bi) = γ(bi). Αυτό
έπεται από το γεγονός ότι δύο οµοµορφισµοί αριστερών R-προτύπων που συµφωνούν σε ένα
σύνολο γεννητόρων είναι ίσοι.

Συνεχίζουµε µε µία ιδιότητα των ελεύθερων προτύπων η οποία δεν αναφέρεται σε ϐάσεις.

Θεώρηµα 1.2.20. ΄Εστω F ένα ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο, τότε για κάθε επιµορφισµό
p : A −→ A′′ και κάθε οµοµορφισµό h : F −→ A′′, υπάρχει ένας οµοµορφισµός αριστερών
R-προτύπων g : F −→ A που κάνει το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικό :

F
g

}}
h
��

A
p
// // A′′.

Απόδειξη. ΄Εστω B = {bi | i ∈ I} µια ϐάση του F. Για κάθε bi ∈ B, έχουµε ότι το στοιχείο
h(bi) ∈ A′′. Επειδή η απεικόνιση p είναι επιµορφισµός, υπάρχει κάποιο ai ∈ A µε p(ai) =
h(bi),∀i. Από το αξίωµα επιλογής, υπάρχει µια απεικόνιση γ : B −→ A µε γ(bi) = ai για
κάποιο bi ∈ B. Σύµφωνα µε την προηγούµενη πρόταση υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός
αριστερών R-προτύπων

g : F −→ A, bi 7−→ g(bi) = γ(bi) = ai, ∀i ∈ I

Τώρα, p ◦ g(bi) = p(g(bi)) = p(ai) = h(bi). ΄Ετσι η p ◦ g συµφωνεί µε την h στην ϐάση
B = {bi | i ∈ I} και εφόσον το F έχει ϐάση το B, έχουµε ότι p ◦ g = h και άρα το διάγραµµα
είναι µεταθετικό.

Τέλος, η επόµενη πρόταση ϑα µας δώσει τη δυνατότητα να χρησιµοποιούµε ελεύθερα
πρότυπα για να περιγράφουµε τυχαία πρότυπα.

Πρόταση 1.2.21. Κάθε αριστερό R-πρότυπο M είναι επιµορφική εικόνα ενός ελεύθερου αρι–
στερού R-προτύπου.

Απόδειξη. ΄ΕστωM ένα αριστερόR-πρότυπο και {xi}i∈I ένα σύνολο γεννητόρων τουM . Από το
Πόρισµα (1.2.18) έχουµε ότι τοR(I) είναι ελεύθερο αριστερόR-πρότυπο. Ορίζουµε απεικόνιση

φ : R(I) −→M , (ri) 7−→ φ((ri)) =
∑
i∈I

rixi, ri ∈ R, xi ∈ X

Τότε

φ((ri) + (r′i)) = φ((ri + r′i)) =
∑
i∈I

(ri + r′i)xi

=
∑
i∈I

rixi +
∑
i∈I

r′ixi

= φ((ri)) + φ((r′i))
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και

φ(r(ri)) = φ((rri)) =
∑
i∈I

(rri)xi

= r
(∑
i∈I

rixi

)
= rφ((ri))

∀(ri), (r′i) ∈ R(I) και ∀r ∈ R. Εποµένως, η φ είναι οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων.
Εάν x ∈M , τότε το x µπορεί να γραφεί ως x =

∑
i∈I rixi όπου ri = 0 εκτός από πεπερασµένο

πλήθος δεικτών. ΄Επεται ότι (ri) ∈ R(I), έτσι φ((ri)) =
∑
i∈I rixi και εποµένως η φ είναι

επιµορφισµός.

Παρατήρηση 1.2.22. Χρησιµοποιώντας την παραπάνω πρόταση και το Πρώτο Θεώρηµα Ισο–
µορφισµών έχουµε ότι κάθε αριστερό R-πρότυπο είναι ένα πρότυπο πηλίκο ενός ελεύθερου
αριστερού R-προτύπου.

1.2.3 Τανυστικά Γινόµενα Προτύπων

Στην ενότητα αυτή εισάγουµε την έννοια του τανυστικού γινοµένου δύο προτύπων M και N
υπεράνω ενός δακτυλίου R. Θα είµαστε συνοπτικοί καθώς αναπτύσσουµε µόνο εκείνες τις
στοιχειώδεις προτάσεις που ϑα ϐρουν εφαρµογές σε παρακάτω κεφάλαια της διατριβής.

Ας ξεκινήσουµε µε τον ορισµό της ισόρροπης απεικόνισης.

Ορισµός 1.2.23. ΄Εστω M ένα δεξιό R-πρότυπο, N ένα αριστερό R-πρότυπο και G µια αβε–
λιανή οµάδα. Τότε η απεικόνιση ρ : M × N −→ G λέγεται R-ισόρροπη (R-balanced) εάν,
∀x, x′ ∈M , ∀y, y′ ∈ N , ∀r ∈ R, ισχύουν τα εξής :

1. ρ(x+ x′, y) = ρ(x, y) + ρ(x′, y),

2. ρ(x, y + y′) = ρ(x, y) + ρ(x, y′),

3. ρ(xr, y) = ρ(x, ry)

Οι R-ισόρροπες απεικονίσεις παίζουν καθοριστικό ϱόλο στην κατασκευή των τανυστικών
γινοµένων προτύπων. Τώρα είµαστε σε ϑέση να δώσουµε τον ορισµό του τανυστικού γινοµένου
µέσω µιας καθολικής ιδιότητας.

Ορισµός 1.2.24. Εάν M είναι ένα δεξιό R-πρότυπο και N ένα αριστερό R-πρότυπο, τότε µία
αβελιανή οµάδα T µαζί µε µία R-ισόρροπη απεικόνιση ρ : M × N −→ T λέγεται τανυστικό
γινόµενο των M και N εάν για κάθε άλλη αβελιανή οµάδα G και R-ισόρροπη απεικόνιση
ρ′ : M ×N −→ G, υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων f : T −→ G που κάνει
το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικό :

M ×N
ρ

{{
ρ′

��
T

f
// G

Από εδώ και στο εξής το δεξιό R-πρότυπο M ϑα το συµβολίζουµε µε MR, το αριστερό
R-πρότυπο N µε RN και το τανυστικό γινόµενο των MR και RN ϑα συµβολίζεται (προσωρινά)
µε (T, ρ).

Πρόταση 1.2.25. Εάν ένα τανυστικό γινόµενο (T, ρ) των MR και RN υπάρχει, τότε είναι
µοναδικό µέσω ισοµορφισµού αβελιανών οµάδων.
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Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [6, Proposition 2.3.2].

Συνεχίζουµε µε το ϑεώρηµα ύπαρξης.

Θεώρηµα 1.2.26. Το τανυστικό γινόµενο των MR και RN υπάρχει.

Απόδειξη. ΄Εστω F η ελεύθερη αβελιανή οµάδα µε ϐάση M ×N , δηλαδή

F =
{∑

i

mi(xi, yi) | mi ∈ Z, (xi, yi) ∈M ×N
}
∼= Z(M×N)

΄Εστω S η υποοµάδα της F η οποία παράγεται από όλα τα στοιχεία της µορφής{
(x+ x′, y)− (x, y)− (x′, y), (x, y + y′)− (x, y)− (x, y′), (xr, y)− (x, ry)

}
όπου x, x′ ∈M,y, y′ ∈ N, r ∈ R. Ορίζουµε απεικόνιση

ρ : M ×N −→ F/S, ρ(x, y) = (x, y) + S.

Εύκολα αποδεικνύεται ότι η απεικόνιση ρ είναι R-ισόρροπη. Τώρα, έστω ρ′ : M × N −→ G
µία άλλη R-ισόρροπη απεικόνιση σε µία αβελιανή οµάδα G. Επειδή η F είναι ελεύθερη στο
M×N , από την καθολική ιδιότητα των ελεύθερων (ϐλέπε Πρόταση (1.2.19)) υπάρχει µοναδικός
οµοµορφισµός h : F → G που επεκτείνει την ρ′, δηλαδή h(x, y) = ρ′(x, y). Αλλά S ⊂
Ker h επειδή η ρ′ είναι R-ισόρροπη απεικόνιση. Εποµένως υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός
οµάδων

φ : F/S −→ G

που κάνει το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικό :

M ×N
ρ

zz
ρ′

��
F/S

φ
// G

΄Ετσι (F/S, ρ) είναι ένα τανυστικό γινόµενο των MR και RN .

Παρατήρηση 1.2.27. Η οµάδα πηλίκο F/S, που κατασκευάστηκε στην απόδειξη του προη–
γούµενου Θεωρήµατος, από τώρα και στο εξής ϑα συµβολίζεται µε M ⊗R N και τα σύµπλοκα
(x, y)+S ∈ F/S := M⊗RN ϑα συµβολίζονται µε x⊗y. Θα καλούµε µεM⊗RN το τανυστικό
γινόµενο των MR και RN και η R-ισόρροπη απεικόνιση

ρ : M ×N −→ F/S := M ⊗R N, (x, y) 7−→ ρ(x, y) = (x, y) + S := x⊗ y

ϑα καλείται κανονική R-ισόρροπη απεικόνιση. Επιπλέον, εάν x, x′ ∈ M,y, y′ ∈ N και
r ∈ R τότε :

1. (x+ x′)⊗ y = x⊗ y + x′ ⊗ y,

2. x⊗ (y + y′) = x⊗ y + x⊗ y′,

3. (xr)⊗ y = x⊗ (ry).
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Εάν 0M , 0N , 0R είναι τα ταυτοτικά στοιχεία της πρόσθεσης των M,N και R αντίστοιχα, τότε
για κάθε x ∈M και y ∈ N έχουµε

(x⊗ y) + (0M ⊗ 0N ) = (x⊗ y) + (0M ⊗ 0Ry) = (x⊗ y) + (0M0R ⊗ y)

= (x⊗ y) + (0M ⊗ y) = (x+ 0M )⊗ y = x⊗ y

Οµοίως έχουµε ότι (0M ⊗ 0N ) + (x⊗ y) = x⊗ y. ΄Ετσι το 0M ⊗ 0N είναι το ταυτοτικό στοιχείο
της πρόσθεσης του M ⊗R N . Είναι εύκολο να δει κανείς ότι x⊗ 0N = 0M ⊗ 0N = 0M ⊗ y για
κάθε x ∈M και y ∈ N .

Η M ⊗R N ως αβελιανή οµάδα παράγεται από τα στοιχεία x⊗ y. ∆ηλαδή το σύνολο

{x⊗ y}(x,y)∈M×N

είναι ένα σύνολο γεννητόρων τηςM ⊗RN . Επειδή όµως και −(x⊗ y) = (−x)⊗ y, τα στοιχεία
του M ⊗R N είναι της µορφής:

M ⊗R N =
{ k∑
i=1

ni(xi ⊗ yi) | ni ∈ Z, xi ∈M, yi ∈ N
}

Παρατήρηση 1.2.28. Γενικότερα, η αβελιανή οµάδα M ⊗R N δεν είναι ούτε δεξιό ούτε αρι–
στερό R-πρότυπο. Είναι απλά Z-πρότυπο. ΄Οµως, εάν R,S είναι δύο δακτύλιοι και έχουµε ότι
το M είναι ένα (R,S)-διπρότυπο και το N είναι ένα αριστερό S-πρότυπο, τότε το τανυστικό
γινόµενο M ⊗S N είναι ένα αριστερό R-πρότυπο ορίζοντας αριστερή δράση

R ×M ⊗S N −→M ⊗S N,

(
r,

k∑
i=1

ni(xi ⊗ yi)
)
7−→ r

( k∑
i=1

ni(xi ⊗ yi)
)

:=

k∑
i=1

ni(rxi ⊗ yi)

Οµοίως, αν έχουµε ότι τοM είναι ένα δεξιό S-πρότυπο και τοN είναι ένα (S,R)-διπρότυπο,
τότε το τανυστικό γινόµενο M ⊗S N είναι ένα δεξιό R-πρότυπο ορίζοντας δεξιά δράση

M ⊗S N ×R −→M ⊗S N,

( k∑
i=1

ni(xi ⊗ yi), r
)
7−→

( k∑
i=1

ni(xi ⊗ yi)
)
r :=

k∑
i=1

ni(xi ⊗ (yir))

Τώρα, ϑα αποδείξουµε κάποιες ϐασικές ιδιότητες των τανυστικών γινοµένων.

Πρόταση 1.2.29. (Τανυστικό γινόµενο οµοµορφισµών) ΄Εστω

f : MR −→M ′R, g : RN −→R N
′

οµοµορφισµοί προτύπων. Τότε υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων

h : M ⊗R N −→M ′ ⊗R N ′

τέτοιος ώστε

h
( k∑
i=1

ni(xi ⊗ yi)
)

=

k∑
i=1

ni(f(xi)⊗ g(yi)).



1.2. ΚΑΤΑΣΚΕΥΕΣ ΠΡΟΤΥΠΩΝ 25

Απόδειξη. Θεωρούµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα :

M ×N
ρ //

f×g
��

h′

&&

M ⊗R N

∃ !h

��
M ′ ×N ′

ρ′
// M ′ ⊗R N ′

όπου ρ, ρ′ είναι οι κανονικές R-ισόρροπες απεικονίσεις. Ορίζουµε την απεικόνιση

h′ : M ×N −→M ′ ⊗R N ′, h′ = ρ′ ◦ (f × g)

∆ηλαδή h′(x, y) = ρ′ ◦ (f × g)(x, y) = ρ′(f(x), g(y)) = f(x)⊗ g(y) για κάθε (x, y) ∈M ×N .
Παρατηρούµε ότι η h′ είναι R-ισόρροπη απεικόνιση. Εποµένως υπάρχει µοναδικός οµο–
µορφισµός αβελιανών οµάδων h : M ⊗R N → M ′ ⊗R N ′ τέτοιος ώστε h ◦ ρ = h′. ΄Εστω∑k
i=1 ni(xi ⊗ yi) ∈M ⊗R N . Τότε έχουµε ότι

h
( k∑
i=1

ni(xi ⊗ yi
)

=

k∑
i=1

ni(h(xi ⊗ yi)) =

k∑
i=1

ni(h(ρ(xi, yi)))

=

k∑
i=1

nih
′(xi, yi) =

k∑
i=1

ni(f(xi)⊗ g(yi))

Παρατήρηση 1.2.30. Η απεικόνιση h : M ⊗RN −→M ′⊗RN ′ της προηγούµενης Πρότασης
συµβολίζεται µε f ⊗ g. Τώρα αν υποθέσουµε ότι f ′ : M ′R −→ M ′′R, g′ : RN

′ −→R N ′′ είναι
οµοµορφισµοί προτύπων τότε λαµβάνουµε την απεικόνιση

f ′ ⊗ g′ : M ′ ⊗R N ′ −→M ′′ ⊗R N ′′

και η σύνθεση των απεικονίσεων f ⊗ g και f ′ ⊗ g′ ορίζεται ως εξής :

(f ′ ⊗ g′) ◦ (f ⊗ g) = (f ′ ◦ f)⊗ (g′ ◦ g).

Επιπλέον, IdM ⊗ IdN : M ⊗R N −→ M ⊗R N είναι η ταυτότητα στο M ⊗R N και εάν οι
οµοµορφισµοί f : MR −→ M ′R, g : RN −→R N ′ είναι ισοµορφισµοί τότε και η απεικόνιση
f ⊗ g είναι ισοµορφισµός και ισχύει ότι (f ⊗ g)−1 = f−1 ⊗ g−1.

Τέλος, ϑα αναφέρουµε δύο ϐασικούς ισοµορφισµούς :

Πρόταση 1.2.31. Υπάρχει ένας ϕυσικός ισοµορφισµός

φM : R⊗RM −→M,

k∑
i=1

ni(ri ⊗ xi) 7−→ φM

( k∑
i=1

ni(ri ⊗ xi)
)

:=

k∑
i=1

nirixi

για κάθε αριστερό R-πρότυπο M.

Απόδειξη. Η απεικόνιση k : R × M → M που δίνεται από (r, x) 7−→ k(r, x) := rx είναι
R-ισόρροπη απεικόνιση και έτσι υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων

φM : R⊗RM −→M

τέτοιος ώστε
R×M

ρ

yy
k

��
R⊗RM ∃φM

// M
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φM ◦ ρ = k όπου ρ είναι η κανονική R-ισόρροπη απεικόνιση. Εποµένως, για κάθε στοιχείο∑k
i=1 ni(ri ⊗ xi) ∈ R⊗RM έχουµε ότι

φM

( k∑
i=1

ni(ri ⊗ xi)
)

=

k∑
i=1

niφM (ri ⊗ xi) =

k∑
i=1

niφM (ρ(ri, xi))

=

k∑
i=1

nik(ri, xi) =

k∑
i=1

nirixi

Αλλά η απεικόνιση h : M −→ R ⊗R M που δίνεται από h(x) = 1R ⊗ x είναι οµοµορφισµός
αβελιανών οµάδων και έχουµε ότι φM ◦ h = IdM . Επιπλέον η R ⊗R M παράγεται από το
στοιχείο 1R ⊗ x και έτσι έχουµε ότι και h ◦ φM = IdR⊗RM . ΄Αρα η φM είναι ισοµορφισµός µε
αντίστροφη (φM )−1 = h.

Η επόµενη πρόταση µας λέει ότι το τανυστικό γινόµενο διατηρεί τυχαία ευθέα αθροίσµατα.

Πρόταση 1.2.32. ΄Εστω {Mα}α∈∆ µία οικογένεια δεξιών R-προτύπων και N ένα αριστερό
R-πρότυπο. Τότε υπάρχει µοναδικός ισοµορφισµός αβελιανών οµάδων

h :
(
⊕α∈∆ Mα

)
⊗R N −→ ⊕α∈∆

(
Mα ⊗R N

)
τέτοιος ώστε

h
( k∑
i=1

ni((xαi)⊗ yi)
)

=
( k∑
i=1

ni(xαi ⊗ yi)
)

Απόδειξη. Η απεικόνιση ρ′ : (⊕α∈∆Mα)×N −→ ⊕α∈∆(Mα⊗RN) που δίνεται από ((xα), y) 7→
(xα ⊗ y) είναι R-ισόρροπη απεικόνιση, άρα υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός αβελιανών
οµάδων

h : (⊕α∈∆Mα)⊗R N −→ ⊕α∈∆(Mα ⊗R N)

τέτοιος ώστε

(⊕α∈∆Mα)×N
ρ

uu
ρ′

��
(⊕α∈∆Mα

)
⊗R N ∃h

// ⊕α∈∆

(
Mα ⊗R N

)
h ◦ ρ = ρ′, όπου ρ είναι η κανονική R-ισόρροπη απεικόνιση. Εποµένως, για κάθε στοιχείο∑k
i=1 ni((xαi)⊗ yi) ∈

(
⊕α∈∆ Mα

)
⊗R N έχουµε ότι

h
( k∑
i=1

ni((xαi)⊗ yi)
)

=

k∑
i=1

nih((xαi)⊗ yi) =

k∑
i=1

nih(ρ((xαi), yi))

=

k∑
i=1

niρ
′((xαi), yi) =

k∑
i=1

ni(xαi ⊗ yi)

=
( k∑
i=1

ni(xαi ⊗ yi)
)

΄Εχουµε ότι iα : Mα −→ ⊕Mα είναι η κανονική έγκλειση, εποµένως µπορούµε να έχουµε την
απεικόνιση iα ⊗ IdN : Mα ⊗R N −→ (⊕Mα)⊗R N .
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Επιπλέον έχουµε ότι î α : Mα ⊗R N −→ ⊕α∈∆(Mα ⊗R N) είναι η κανονική έγκλειση
και έτσι από την καθολική ιδιότητα του ευθέως αθροίσµατος έχουµε το ακόλουθο µεταθετικό
διάγραµµα :

Mα ⊗N
î α

uu
iα⊗IdN
��

⊕α∈∆(Mα ⊗R N)
∃h′
// (⊕α∈∆Mα)⊗R N

∆ηλαδή, έχουµε τον οµοµορφισµό

h′ : ⊕α∈∆ (Mα ⊗R N) −→ (⊕α∈∆Mα)⊗R N

για τον οποίον ισχύει ότι h′ ◦ î α = iα ⊗ IdN . Εποµένως, για κάθε

( k∑
i=1

ni(xαi ⊗ yi)
)
∈ ⊕α∈∆(Mα ⊗R N)

έχουµε ότι

h′
(

(

k∑
i=1

ni(xαi ⊗ yi))
)

=

k∑
i=1

nih
′((xαi ⊗ yi)) =

k∑
i=1

ni(h
′ ◦ î α)(xαi ⊗ yi)

=

k∑
i=1

ni(iα ⊗ IdN )(xαi ⊗ yi) =

k∑
i=1

ni(iα(xαi)⊗ yi)

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι h◦h′ = Id⊕a∈∆(Ma⊗RN) και h′◦h = Id(⊕a∈∆Ma)⊗RN . Εποµένως
η h είναι ισοµορφισµός µε αντίστροφη h−1 = h′.

1.3 Ακριβείς Ακολουθίες και Συναρτητές

Σε αυτή την παράγραφο ϑα παραθέσουµε τα ϐασικά αποτελέσµατα και ϑα εισάγουµε τη ϐα–
σική ορολογία από την ϑεωρία των ακριβών ακολουθιών και των (αριστερά ή δεξιά) ακριβών
συναρτητών.

1.3.1 Ακριβείς Ακολουθίες Προτύπων

Ορισµός 1.3.1. Μία ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα και οµοµορφισµούς αριστερών R-
προτύπων

· · · −→Mn+1
fn+1−→ Mn

fn−→Mn−1 −→ · · ·

λέγεται ακριβής ακολουθία εάν Im fn+1 = Ker fn,∀n.
Μία ακριβή ακολουθία της µορφής

0 −→M ′
f−→M

g−→M ′′ −→ 0

λέγεται σύντοµη ακριβή ακολουθία ή επέκταση του M ′ από το M ′′.

΄Αµεση συνέπεια του ορισµού είναι η εξής πρόταση:

Πρόταση 1.3.2. 1. Μια ακολουθία 0 −→ A
f−→ B είναι ακριβής αν και µόνο αν η f είναι

µονοµορφισµός.
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2. Μια ακολουθία B
g−→ C −→ 0 είναι ακριβής αν και µόνο αν η g είναι επιµορφισµός.

3. Μια ακολουθία 0 −→ A
h−→ B −→ 0 είναι ακριβής αν και µόνο αν η h είναι ισοµορφισµός.

Απόδειξη. 1. Η εικόνα της 0 −→ A είναι {0}, έτσι από την ακρίβεια έχουµε ότι Ker f = {0}
και έτσι η f είναι µονοµορφισµός. Αντίστροφα, δεδοµένης της f : A −→ B, υπάρχει ακριβής
ακολουθία

Ker f
i−→ A

f−→ B

όπου i είναι η έγκλειση. Εάν η f είναι µονοµορφισµός, τότε Ker f = {0}.
2. Ο πυρήνας της C −→ 0 είναι C, έτσι από την ακρίβεια έχουµε ότι Im g = C και έτσι η g

είναι επιµορφισµός. Αντίστροφα, δεδοµένης της g : B −→ C, υπάρχει ακριβής ακολουθία

B
g−→ C

$−→ C/ Im g

όπου $ είναι η κανονική προβολή. Εάν η g είναι επιµορφισµός, τότε C = Im g και έτσι
C/ Im g = {0}.

3. Από το 1. έχουµε ότι η h είναι µονοµορφισµός αν-ν η ακολουθία 0 −→ A
h−→ B

είναι ακριβής και από το 2. έχουµε ότι η h είναι επιµορφισµός αν και µόνο αν η ακολουθία
A

h−→ B −→ 0 είναι ακριβής. Εποµένως, η h είναι ισοµορφισµός αν και µόνο αν η ακολουθία
0 −→ A

h−→ B −→ 0 είναι ακριβής.

Παρατήρηση 1.3.3. Επειδή κάθε αριστερό R-πρότυπο M είναι επιµορφική εικόνα ενός ε–
λεύθερου αριστερού R-προτύπου, µπορούµε να δηµιουργήσουµε την ακριβή ακολουθία

· · · −→ F1 −→ F0 −→M −→ 0

όπου κάθε Fi είναι ελεύθερο, ∀ αριστερό R-πρότυποM . Αυτή η ακολουθία λέγεται ελεύθερη
ανάλυση (free resolution) του M .

Λήµµα 1.3.4. (Snake Lemma) Υποθέτουµε ότι έχουµε το εξής µεταθετικό διάγραµµα αριστερών
R-προτύπων και οµοµορφισµών αριστερών R-προτύπων:

M ′
f //

σ′

��

M
g //

σ

��

M ′′ //

σ′′

��

0

0 // N ′
f ′
// N

g′
// N ′′

(δηλαδή, f ′ ◦ σ = σ ◦ f και g′ ◦ σ = σ′′ ◦ g) µε ακριβείς γραµµές. Τότε υπάρχει οµοµορφισµός
αριστερών R-προτύπων d : Ker σ′′ −→ Coker σ′ τέτοιος ώστε η ακολουθία

Ker σ′
f̄−→ Ker σ

ḡ−→ Ker σ′′
d−→ Coker σ′

f̄ ′−→ Coker σ
ḡ′−→ Coker σ′′

είναι ακριβής.

Επιπλέον, εάν η f είναι 1− 1, τότε είναι και η f̄ και εάν η g′ είναι επί, τότε είναι και η ḡ′.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ Ker σ′ ⇒ σ′(x) = 0 ⇒ f ′ ◦ σ′(x) = 0 ⇒ σ ◦ f(x) = 0 ⇒ σ(f(x)) =
0 ⇒ f(x) ∈ Ker σ. ΄Αρα f(Ker σ′) ⊆ Ker σ. ΄Ετσι η f επάγει τον οµοµορφισµό αριστερών
R-προτύπων

f̄ : Ker σ′ −→ Ker σ, f̄(x) = f(x).
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Οµοίως ϑα έχουµε ότι και η g επάγει τον οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων

ḡ : Ker σ −→ Ker σ′′, ḡ(x) = g(x).

Επιπλέον, επάγονται οι οµοµορφισµοί αριστερών R-προτύπων

f̄ ′ : Coker σ′ −→ Coker σ, f̄ ′(x+ Imσ′) = f ′(x) + Imσ

ḡ′ : Coker σ −→ Coker σ′′, ḡ′(x+ Imσ) = g′(x) + Imσ′′.

΄Ετσι έχουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

0

��

0

��

0

��
Ker σ′

iσ′

��

f̄ // Ker σ

iσ
��

ḡ // Ker σ′′

iσ′′

��
M ′

σ′

��

f // M

σ

��

g // M ′′

σ′′

��

// 0

0 // N ′

$σ′

��

f ′ // N

$σ

��

g′ // N ′′

$σ′′

��
Coker σ′

��

f̄ ′ // Coker σ

��

ḡ′ // Coker σ′′

��
0 0 0

όπου i είναι οι απεικονίσεις έγκλεισης και $ οι κανονικές προβολές. Είναι εύκολο να δει
κανείς ότι οι ακολουθίες

Ker σ′
f̄−→ Ker σ

ḡ−→ Ker σ′′

Coker σ′
f̄ ′−→ Coker σ

ḡ′−→ Coker σ′′.

είναι ακριβείς. ΄Ετσι αποµένει να κατασκευάσουµε την d και να αποδείξουµε ότι έχουµε α–
κρίβεια στο Ker σ′′ και Coker σ′. Η απεικόνιση d ορίζεται ως εξής : ΄Εστω x′′ ∈ Ker σ′′. Επειδή
η απεικόνιση g είναι επί ϑα υπάρχει x ∈ M τέτοιο ώστε g(x) = x′′. Τότε όµως g′ ◦ σ(x) =
σ′′ ◦ g(x) = σ′′(x′′) = 0. ΄Ετσι έχουµε ότι σ(x) ∈ Ker g′ = Im f ′. Εποµένως υπάρχει y′ ∈ N ′
τέτοιο ώστε f ′(y′) = σ(x). Ορίζουµε

d : Ker σ′′ −→ Coker σ′, d(x′′) = y′ + Imσ′

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι η d είναι καλά ορισµένος οµοµορφισµός και για την απόδειξη
της ακρίβειας στο Ker σ′′ και Coker σ′ ϐλέπε [6, lemma 11.1.9].

Εάν η f είναι 1 − 1 τότε ϑα έχουµε ότι και η σύνθεση f ◦ iσ′ είναι 1 − 1. ΄Ετσι από την
µεταθετικότητα του διαγράµµατος ϑα έχουµε ότι η σύνθεση iσ ◦ f̄ είναι 1− 1 και άρα η f̄ είναι
1− 1.

΄Εστω ότι η g′ είναι επί και έστω b̄ ∈ Coker σ′′. Θα δείξουµε ότι υπάρχει c̄ ∈ Coker σ µε
ḡ′(c̄) = b̄. Η $σ′′ είναι επί εποµένως υπάρχει n′′ ∈ N ′′ τέτοιο ώστε $σ′′(n

′′) = b̄. Επιπλέον η
g′ είναι επί άρα υπάρχει n ∈ N τέτοιο ώστε g′(n) = n′′. Τότε υπάρχει c̄ ∈ Coker σ µε$σ(n) = c̄
και από την µεταθετικότητα του διαγράµµατος ϑα έχουµε ότι

ḡ′ ◦$σ(n) = $σ′′ ◦ g′(n)⇒ ḡ′(c̄) = $σ′′(n
′′) = b̄

∆ηλαδή ḡ′(c̄) = b̄. Εποµένως και η ḡ′ είναι επί.
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Ορισµός 1.3.5. Μία σύντοµη ακριβής ακολουθία

0 −→M ′
f−→M

g−→M ′′ −→ 0

καλείται διασπάσιµη (split) αν και µόνο αν υπάρχει ισοµορφισµός

φ : M −→M ′ ⊕M ′′

τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

0 // M ′
f //

IdM′

��

M
g //

φ

��

M ′′ //

IdM′′

��

0

0 // M ′
iM′
// M ′ ⊕M ′′

$M′′
// M ′′ // 0

Πρόταση 1.3.6. Οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναµες :

1. Η σύντοµη ακριβής ακολουθία

0 −→M ′
f−→M

g−→M ′′ −→ 0

είναι διασπάσιµη.

2. Υπάρχει οµοµορφισµός g′ : M ′′ −→M τέτοιος ώστε : g ◦ g′ = IdM′′

3. Υπάρχει οµοµορφισµός f ′ : M −→M ′ τέτοιος ώστε : f ′ ◦ f = IdM′

Απόδειξη. (1⇒ 2) Θεωρούµε τον οµοµορφισµό

iM ′′ : M ′′ −→M ′ ⊕M ′′, y 7−→ iM ′′(y) = (0, y)

και ϑέτουµε g′ = ϕ−1 ◦ iM ′′ : M ′′ −→ M . Τότε πρέπει να αποδείξουµε ότι : g ◦ g′ = IdM′′ .
Από το διάγραµµα

0 // M ′
f //

IdM′

��

M
g //

φ

��

M ′′ //

IdM′′

��

0

0 // M ′
iM′
// M ′ ⊕M ′′

$M′′
// M ′′ // 0

ϑα ισχύει το εξής : $M ′′ ◦ φ = g ⇒ $M ′′ ◦ φ ◦ φ−1 = g ◦ φ−1 ⇒ $M ′′ ◦ IdM′⊕M′′ = g ◦ φ−1 ⇒
$M ′′ = g ◦ φ−1 ⇒ $M ′′ ◦ iM ′′ = g ◦ φ−1 ◦ iM ′′ ⇒ IdM′′ = g ◦ φ−1 ◦ iM ′′ ⇒ g ◦ g′ = IdM′′ .

(2⇒ 3) ΄Εχουµε ότι υπάρχει οµοµορφισµός g′ : M ′′ → M τέτοιος ώστε g ◦ g′ = IdM′′ . Θα
κατασκευάσουµε έναν ισοµορφισµό

κ : M ′ ⊕M ′′ −→M, (x, y) 7−→ κ(x, y) = f(x) + g′(y)

Για κάθε (x, y) ∈M ′ ⊕M ′′ ϑα ισχύει ότι :

(g ◦ κ)(x, y) = g(κ(x, y)) = g(f(x) + g′(y)) = g(f(x)) + g(g′(y))

= 0 + y = y = $M ′′(x, y)

΄Αρα g ◦ κ = $M ′′ . Εύκολα αποδεικνύεται ότι η κ είναι ισοµορφισµός. Τότε ϑα ισχύει :

g ◦ κ = $M ′′ ⇒ (g ◦ κ) ◦ κ−1 = $M ′′ ◦ κ−1 ⇒ g = $M ′′ ◦ κ−1
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Θέτουµε φ := κ−1 : M → M ′ ⊕M ′′ και έτσι g = $M ′′ ◦ φ. Μένει να δείξουµε ότι : φ ◦ f =
iM ′ ⇔ κ−1 ◦ f = iM ′ ⇔ f = κ ◦ iM ′ . Ισχύει ότι :

(κ ◦ iM ′)(x) = κ(iM ′(x)) = κ(x, 0) = f(x).

Οπότε κ ◦ iM ′ = f. Θέτουµε f ′ : M → M ′ να είναι ο οµοµορφισµός f ′ = $M ′ ◦ φ. Τότε
πρέπει να δείξουµε ότι f ′ ◦ f = IdM′ . Πράγµατι : f ′ ◦ f = $M ′ ◦ φ ◦ f = $M ′ ◦ φ ◦ κ ◦ iM ′ =
$M ′ ◦ Id ◦ iM ′ = $M ′ ◦ iM ′ = IdM′ .

(3⇒ 1) Γνωρίζουµε ότι υπάρχει οµοµορφισµός f ′ : M → M ′, τέτοιος ώστε f ′ ◦ f = IdM′ .
Ορίζουµε

φ : M −→M ′ ⊕M ′′, m 7−→ φ(m) = (f ′(m), g(m))

έναν οµοµορφισµό. Αν αποδείξουµε ότι $M ′′ ◦ φ = g και φ ◦ f = iM ′ , τότε η φ ϑα είναι
ισοµορφισµός από το Snake Lemma. Πράγµατι έχουµε ότι :

($M ′′ ◦ φ)(m) = $M ′′(f
′(m), g(m)) = g(m),∀m ∈M ⇒ $M ′′ ◦ φ = g

και

(φ ◦ f)(x) = φ(f(x)) = (f ′(f(x)), g(f(x))) = ((f ′ ◦ f)(x), 0) = (x, 0) = iM ′(x),

∀x ∈M ′ ⇒ φ ◦ f = iM ′ .

Εποµένως η φ είναι ισοµορφισµός.

∆ιατηρώντας τους συµβολισµούς της Πρότασης (1.3.6), έχουµε το ακόλουθο Πόρισµα.

Πόρισµα 1.3.7. Εάν µία σύντοµη ακριβής ακολουθία της µορφής

0 −→M ′
f−→M

g−→M ′′ −→ 0

είναι διασπάσιµη τότε ο µονοµορφισµός f καλείται διασπάσιµος µονοµορφισµός και η απει–
κόνιση f ′ καλείται απεικόνιση διάσπασης για την f . Οµοίως, ο επιµορφισµός g καλείται
διασπάσιµος επιµορφισµός και η απεικόνιση g′ καλείται απεικόνιση διάσπασης για την g.

Πρόταση 1.3.8. Εάν f : M ′ −→ M είναι ένας διασπάσιµος µονοµορφισµός µε απεικόνιση
διάσπασης f ′ : M −→M ′ τότε

M = Im f ⊕ Ker f ′

Απόδειξη. Επειδή f είναι ένας διασπάσιµος µονοµορφισµός µε απεικόνιση διάσπασης την f ′

ισχύει ότι f ′ ◦ f = IdM′ . Τώρα ϑεωρούµε την σύνθεση f ◦ f ′ : M −→ M . ΄Εστω x ∈ M , τότε
f(f ′(x)) ∈M . ΄Εστω z = x− (f ◦ f ′)(x) ∈M . Τότε

f ′(z) = f ′(x− (f ◦ f ′)(x)) = f ′(x)− [f ′(f ◦ f ′)(x)]

= f ′(x)− [(f ′ ◦ f)(f ′(x))] = f ′(x)− f ′(x)

= 0

επειδή f ′ ◦ f = IdM′ . ΄Αρα, z ∈ Ker f ′ και έτσι x = (f ◦ f ′)(x) + z ∈ Im f +Ker f ′. Εποµένως,
M = Im f +Ker f ′. Εάν y ∈ Im f ∩Ker f ′, τότε y ∈ Im f δηλαδή y = f(x) για κάποιο x ∈M ′.
΄Αρα f ′(y) = f ′(f(x)) = IdM ′(x) = x = 0 επειδή y ∈ Ker f ′. ΄Ετσι, x = 0 και επειδή y = f(x)
ϑα έχουµε ότι και y = 0. ΄Αρα Im f ∩ Ker f ′ = 0 και έτσι M = Im f ⊕ Ker f ′.

Οµοίως ϑα έχουµε:



32 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ ΠΡΟΤΥΠΩΝ

Πρόταση 1.3.9. Εάν g : M −→ M ′′ είναι ένας διασπάσιµος επιµορφισµός µε απεικόνιση διά-
σπασης g′ : M ′′ −→M τότε

M = Im g′ ⊕ Ker g

Παρατήρηση 1.3.10. ΄Εστω f : M ′ −→ M ένας διασπάσιµος µονοµορφισµός µε απεικόνιση
διάσπασης f ′ : M −→ M ′. Τότε, εάν εφαρµόσουµε το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών για
την f ϑα έχουµε ότι Im f ∼= M ′. ΄Αρα από την Πρόταση (1.3.8) ϑα έχουµε ότι το M ′ είναι
ευθύς προσθετέος του M . Οµοίως, εάν g : M −→ M ′′ είναι ένας διασπάσιµος επιµορφισµός
µε απεικόνιση διάσπασης g′ : M ′′ −→M τότε το M ′′ είναι ευθύς προσθετέος του M .

1.3.2 Συναρτητές

Σε αυτή την ενότητα ϑα ασχοληθούµε µε τους Συναρτητές και ειδικότερα µε τους Συναρτητές
Hom και ⊗ που ϑα µας απασχολήσουν αρκετά αργότερα. Αρχικά ας υπενθυµίσουµε τον
ορισµό της κατηγορίας.

Ορισµός 1.3.11. Μια κατηγορία C αποτελείται από τα ακόλουθα :

1. Μια κλάση αντικειµένων, που συµβολίζεται µε ob(C).

2. ΄Ενα σύνολο µορφισµών HomC(A,B), όπου το Ϲεύγος (A,B) ∈ ob(C), µε την ιδιότητα ότι
HomC(A,B) ∩ HomC(A

′, B′) = ∅ όταν (A,B) 6= (A′, B′). Εάν f ∈ HomC(A,B) τότε
γράφουµε f : A −→ B και λέµε ότι f είναι ένας µορφισµός στην C από το A στο B.

3. Μια σύνθεση HomC(B,C)×HomC(A,B) −→ HomC(A,C) για όλα τα αντικείµενα A, B,
C, που δίνεται από (g, f) 7−→ gf (ή g ◦ f), και ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες :

(a) για κάθε A ∈ ob(C), υπάρχει ένας ταυτοτικός µορφισµός IdA ∈ HomC(A,A) τέτοιος
ώστε f ◦ IdA = IdB ◦ f = f , ∀f ∈ HomC(A,B).

(b) h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f , ∀f ∈ HomC(A,B), g ∈ HomC(B,C), h ∈ HomC(C,D).

Παράδειγµα 1.3.12. Χαρακτηριστικά παραδείγµατα κατηγοριών είναι τα εξής : Set,Ab,Top
και R-Mod των οποίων τα αντικείµενα αντίστοιχα είναι τα σύνολα, οι αβελιανές οµάδες, οι
τοπολογικοί χώροι, και τα αριστερά R-πρότυπα, και µορφισµοί είναι οι συναρτήσεις, οι ο–
µοµορφισµοί οµάδων, οι συνεχείς απεικονίσεις και οι οµοµορφισµοί αριστερών R-προτύπων,
αντίστοιχα, µε τις συνήθεις συνθέσεις.

Μία µέθοδος µετάδοσης πληροφοριών από µία κατηγορία σε µία άλλη, κατά τέτοιο τρόπο,
ώστε να διατηρείται η δοµή, είναι η έννοια του συναρτητή.

Ορισµός 1.3.13. Εάν C και D είναι δύο κατηγορίες, τότε λέµε ότι έχουµε έναν συναλλοίωτο
συναρτητή (covariant functor) F : C −→ D όταν έχουµε

1. Μία απεικόνιση
F : ob(C) −→ ob(D)

A 7−→ F (A)

για κάθε A ∈ ob(C).

2. Μία απεικόνιση
FA,B : HomC(A,B) 7−→ HomD(F (A), F (B))

f 7−→ F (f)

για κάθε f ∈ HomC(A,B), τέτοια ώστε :
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(a) εάν f ∈ HomC(A,B), g ∈ HomC(B,C), τότε :

F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f)

(b) F (IdA) = IdF (A), για κάθε A ∈ ob(C).

Παράδειγµα 1.3.14. (ΣΥΝΑΛΛΟΙΩΤΟΙ ΣΥΝΑΡΤΗΤΕΣ) Τα παρακάτω παραδείγµατα αποτε–
λούν κάποιες ϐασικές κλάσεις συναλλοίωτων συναρτητών.

1. Ταυτοτικοί Συναρτητές: Εάν C είναι µια κατηγορία, τότε ο ταυτοτικός συναρτητής
IdC : C −→ C δίνεται από IdC(A) = A, για κάθε A ∈ ob(C) και εάν f : A → B είναι
ένας µορφισµός στην κατηγορία C, τότε IdC(f) : IdC(A) −→ IdC(B) είναι ο µορφισµός
f : A −→ B.

2. Ο Συναρτητής HomR(X,−): ΄Εστω X ένα αριστερό R-πρότυπο. Ορίζουµε

HomR(X,−) : R-Mod −→ Ab

M 7−→ HomR(X,M)

για κάθε αριστερό R-πρότυπο M . Εάν f : M −→ N είναι ένας οµοµορφισµός στην
R-Mod, έστω HomR(X,−)(f) = f∗, όπου

f∗ : HomR(X,M) −→ HomR(X,N)

h 7−→ f∗(h) = f ◦ h.

3. Οι Συναρτητές −⊗RX και X⊗R− : Τα τανυστικά γινόµενα που ορίσαµε σε προηγού–
µενη ενότητα χρησιµοποιούνται για να ορίσουµε έναν συναρτητή από την Mod-R στην
Ab και έναν συναρτητή από την R-Mod στην Ab.

(a) ΄Εστω X ένα αριστερό R-πρότυπο. Ορίζουµε

−⊗R X : Mod-R −→ Ab

M 7−→M ⊗R X

για κάθε δεξιό R-πρότυπο M. Εάν f : M −→ N είναι ένας οµοµορφισµός στην
Mod-R, έστω (−⊗R X)(f) = f ⊗ IdX, όπου

f ⊗ IdX : M ⊗R X −→ N ⊗R X

k∑
i=1

ni(xi ⊗ yi) 7−→
k∑
i=1

ni(f(xi)⊗ yi).

(b) ΄Εστω X ένα δεξιό R-πρότυπο. Ορίζουµε

X ⊗R − : R-Mod −→ Ab

M 7−→ X ⊗RM

για κάθε αριστερό R-πρότυπο M . Εάν f : M −→ N είναι ένας µορφισµός στην
R-Mod, έστω (X ⊗R −)(f) = IdX ⊗ f , όπου

IdX ⊗ f : X ⊗RM −→ X ⊗R N

k∑
i=1

ni(xi ⊗ yi) 7−→
k∑
i=1

ni(xi ⊗ f(yi)).
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΄Εχουµε και έναν δεύτερο τύπο συναρτητή, ο οποίος αντιστρέφει την κατεύθυνση των ϐελών.

Ορισµός 1.3.15. Λέµε ότι έχουµε έναν αντισυναλλοίωτο συναρτητή (contravariant fu-
nctor) F : C −→ D όταν έχουµε

1. Μία απεικόνιση
F : ob(C) −→ ob(D)

A 7−→ F (A)

για κάθε A ∈ ob(C).

2. Μία απεικόνιση
FA,B : HomC(A,B) 7−→ HomD(F (B), F (A))

f 7−→ F (f)

για κάθε f ∈ HomC(A,B), τέτοια ώστε :

(a) εάν f ∈ HomC(A,B), g ∈ HomC(B,C), τότε :

F (g ◦ f) = F (f) ◦ F (g)

(b) F (IdA) = IdF(A), για κάθε A ∈ ob(C).

Παράδειγµα 1.3.16. Ο Συναρτητής HomR(−, X): ΄Εστω X ένα αριστερό R-πρότυπο. Ορί–
Ϲουµε

HomR(−, X) : R-Mod −→ Ab

M 7−→ HomR(M,X)

για κάθε αριστερό R-πρότυπο M . Εάν f : M −→ N είναι ένας οµοµορφισµός στην R-Mod,
έστω HomR(−, X)(f) = f∗, όπου

f∗ : HomR(N,X) −→ HomR(M,X)

h 7−→ f∗(h) = h ◦ f.

Ας περάσουµε τώρα στις έννοιες του προσθετικού και πιστού συναρτητή.

Ορισµός 1.3.17. Μια κατηγορία C καλείται προσθετική εάν για τυχόντα αντικείµενα A,B ∈
ob(C), το σύνολο HomC(A,B) είναι αβελιανή οµάδα τέτοια ώστε αν f, f1, f2 ∈ HomC(A,B),
g, g1, g2 ∈ HomC(B,C) τότε

g(f1 + f2) = gf1 + gf2 και (g1 + g2)f = g1f + g2f.

Ορισµός 1.3.18. ΄Εστω C,D δύο προσθετικές κατηγορίες. Τότε ένας συναρτητής F : C −→ D
καλείται προσθετικός εάν για κάθε f, g ∈ HomC(A,B), έχουµε ότι

F (f + g) = F (f) + F (g).

Ορισµός 1.3.19. ΄Ενας συναρτητής F : C −→ D καλείται πιστός (faithful) εάν για κάθε
A,B ∈ ob(C) η απεικόνιση

FA,B : HomC(A,B) 7−→ HomD(F (A), F (B))

f 7−→ F (f)

είναι 1− 1.
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Τώρα ϑα αναφέρουµε τον ορισµό του αριστερά ακριβή, του δεξιά ακριβή και του ακριβή
συναρτητή.

Ορισµός 1.3.20. ΄Ενας συναλλοίωτος συναρτητής F : R-Mod −→ Ab καλείται αριστερά
ακριβής αν η ακρίβεια της ακολουθίας αριστερών R-προτύπων

0 // M ′
f // M

g // M ′′

συνεπάγεται την ακρίβεια της ακολουθίας αβελιανών οµάδων

0 // F (M ′)
F (f) // F (M)

F (g) // F (M ′′) .

Επίσης, ένας συναλλοίωτος συναρτητής F : R-Mod −→ Ab καλείται δεξιά ακριβής αν η ακρί–
ϐεια της ακολουθίας αριστερών R-προτύπων

M ′
f // M

g // M ′′ // 0

συνεπάγεται την ακρίβεια της ακολουθίας αβελιανών οµάδων

F (M ′)
F (f) // F (M)

F (g) // F (M ′′) // 0 .

Τέλος, ένας συναλλοίωτος συναρτητής F : R-Mod −→ Ab καλείται ακριβής αν η ακρίβεια της
ακολουθίας αριστερών R-προτύπων

0 // M ′
f // M

g // M ′′ // 0

συνεπάγεται την ακρίβεια της ακολουθίας αβελιανών οµάδων

0 // F (M ′)
F (f) // F (M)

F (g) // F (M ′′) // 0 .

Ορισµός 1.3.21. ΄Ενας αντισυναλλοίωτος συναρτητής F : R-Mod −→ Ab καλείται αριστερά
ακριβής αν η ακρίβεια της ακολουθίας αριστερών R-προτύπων

M ′
f // M

g // M ′′ // 0

συνεπάγεται την ακρίβεια της ακολουθίας αβελιανών οµάδων

0 // F (M ′′)
F (g) // F (M)

F (f) // F (M ′) .

Επίσης, ένας αντισυναλλοίωτος συναρτητής F : R-Mod −→ Ab καλείται δεξιά ακριβής αν η
ακρίβεια της ακολουθίας αριστερών R-προτύπων

0 // M ′
f // M

g // M ′′

συνεπάγεται την ακρίβεια της ακολουθίας αβελιανών οµάδων

F (M ′′)
F (g) // F (M)

F (f) // F (M ′) // 0 .

Τέλος, ένας αντισυναλλοίωτος συναρτητής F : R-Mod −→ Ab καλείται ακριβής αν η ακρίβεια
της ακολουθίας αριστερών R-προτύπων

0 // M ′
f // M

g // M ′′ // 0

συνεπάγεται την ακρίβεια της ακολουθίας αβελιανών οµάδων

0 // F (M ′′)
F (g) // F (M)

F (f) // F (M ′) // 0 .
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Εποµένως, ακριβείς συναρτητές, είτε συναλλοίωτοι είτε αντισυναλλοίωτοι, είναι ακριβώς
εκείνοι οι συναρτητές που στέλνουν σύντοµες ακριβείς ακολουθίες σε σύντοµες ακριβείς ακο-
λουθίες.

Αποδεικνύεται ότι :

Πρόταση 1.3.22. Για οποιοδήποτε αριστερό R-πρότυπο X, οι συναρτητές

HomR(−, X) : R-Mod→ Ab και HomR(X,−) : R-Mod→ Ab

είναι αριστερά ακριβείς.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [24, Theorems 2.38, 2.40].

Πρόταση 1.3.23. Για οποιοδήποτε αριστερό R-πρότυπο X, ο συναρτητής − ⊗R X είναι δεξιά
ακριβής. Επίσης για οποιοδήποτε δεξιόR-πρότυποX, ο συναρτητήςX⊗R− είναι δεξιά ακριβής.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [24, Theorem 2.63].

1.4 Pullbacks και pushouts

Σε αυτή την ενότητα ϑα αναφέρουµε δύο χρήσιµες κατασκευές, η µία δυϊκή της άλλης, αυτές
των pullbacks και των pushouts. Ας ξεκινήσουµε µε τον ορισµό του pushout.

Ορισµός 1.4.1. ΄Εστω C µια κατηγορία. Το pushout του διαγράµµατος

A
f //

g

��

B

C

στην κατηγορία C, είναι ένα αντικείµενοD µαζί µε τους µορφισµούς h : B −→ D και k : C −→ D,
έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι ακόλουθες δύο συνθήκες :

1. Υπάρχει ένα µεταθετικό διάγραµµα

A
f //

g

��

B

h
��

C
k // D

2. Για οποιοδήποτε αντικείµενο D′ και µορφισµούς g′ : B −→ D′ και f ′ : C −→ D′ µε
g′ ◦ f = f ′ ◦ g, υπάρχει µοναδικός µορφισµός φ : D −→ D′ που κάνει το ακόλουθο
διάγραµµα µεταθετικό

A

g

��

f // B

h
�� g′

��

C
k
//

f ′ ++

D

φ

  
D′
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Το διάγραµµα

A
f //

g

��

B

h

��
C

k // D,

όπως περιγράψαµε παραπάνω, καλείται pushout διάγραµµα .

Επίσης έχουµε και την δυϊκή κατασκευή :

Ορισµός 1.4.2. ΄Εστω C µια κατηγορία. Το pullback του διαγράµµατος

A

f

��
B

g
// C

στην κατηγορία C, είναι ένα αντικείµενο P µαζί µε τους µορφισµούς h : P −→ A και k : P −→ B,
έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι ακόλουθες δύο συνθήκες :

1. Υπάρχει ένα µεταθετικό διάγραµµα

P
h //

k
��

A

f

��
B

g // C

2. Για οποιοδήποτε αντικείµενο P ′ και µορφισµούς h′ : P ′ −→ A και k′ : P ′ −→ B µε f ◦h′ =
g ◦ k′, υπάρχει µοναδικός µορφισµός σ : P ′ −→ P που κάνει το ακόλουθο διάγραµµα
µεταθετικό

P ′

k′

��

h′

""
σ

  
P

k
��

h // A

f

��
B

g
// C

Το διάγραµµα

P
h //

k
��

A

f

��
B

g // C

όπως περιγράψαµε παραπάνω, καλείται pullback διάγραµµα .

Συνεχίζουµε αποδεικνύοντας την ύπαρξη των pullbacks και των pushouts στην κατηγορία
των αριστερών R-προτύπων R-Mod.

Πρόταση 1.4.3. 1. Το pullback δύο οµοµορφισµών αριστερών R-προτύπων

f : A −→ C και g : B −→ C

στην R-Mod υπάρχει.
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2. Το pushout δύο οµοµορφισµών αριστερών R-προτύπων

f : A −→ B και g : A −→ C

στην R-Mod υπάρχει.

Απόδειξη. 1. Ορίζουµε
P = {(b, a) ∈ B ⊕A | g(b) = f(a)}

Επιπλέον, ορίζουµε h : P −→ A, (b, a) 7−→ a και k : P −→ B, (b, a) 7−→ b. ΄Εστω (b, a) ∈ P.
Τότε

g ◦ k(b, a) = f ◦ h(b, a)⇔ g(k(b, a)) = f(h(b, a))⇔ g(b) = f(a),

το οποίο ισχύει διότι (b, a) ∈ P. Εποµένως, g ◦ k = f ◦ h. Εάν (P ′, h′, k′) είναι άλλη τριάδα
τέτοια ώστε g ◦ k′ = f ◦ h′, ορίζουµε απεικόνιση

σ : P ′ −→ P, p′ 7−→ (k′(p′), h′(p′)).

Οι τιµές του σ ϐρίσκονται µέσα στο P δίοτι g(k′(p′)) = f(h′(p′)). Επιπλέον,

h ◦ σ(p′) = h(σ(p′)) = h(k′(p′), h′(p′)) = h′(p′)⇒ h ◦ σ = h′

k ◦ σ(p′) = k(σ(p′)) = k(k′(p′), h′(p′)) = k′(p′)⇒ k ◦ σ = k′

Τέλος, η σ είναι η µοναδική απεικόνιση τέτοια ώστε h ◦ σ = h′, k ◦ σ = k′. ΄Εστω φ : P ′ −→ P
έτσι ώστε h ◦ φ = h′, k ◦ φ = k′. Τότε φ(p′) = (b, a) και

h ◦ φ(p′) = h(φ(p′)) = h(b, a) = a

k ◦ φ(p′) = k(φ(p′)) = k(b, a) = b

΄Ετσι εάν η φ ικανοποιεί τις h ◦ φ(p′) = h′(p′), k ◦ φ(p′) = k′(p′), τότε h′(p′) = a, k′(p′) = b.
΄Αρα φ = σ. ΄Ετσι το P µαζί µε τους οµοµορφισµούς h, k είναι ένα pullback των οµοµορφισµών
αριστερών R-προτύπων f, g.

2. Είναι εύκολο να δει κανείς ότι

K = {(g(a),−f(a)) ∈ C ⊕B | a ∈ A}

είναι υποπρότυπο του C ⊕B. Ορίζουµε

D = (C ⊕B)/K

Επιπλέον, ορίζουµε h : B −→ D, b 7−→ (0, b) + K και k : C −→ D, c 7−→ (c, 0) + K. ΄Εστω
a ∈ A. Τότε

k ◦ g(a) = h ◦ f(a)⇔ k(g(a)) = h(f(a))⇔ (g(a), 0) +K = (0, f(a)) +K

⇔ (g(a), 0)− (0, f(a)) ∈ K ⇔ (g(a),−f(a)) ∈ K, το οποίο ισχύει∀a ∈ A.

Εποµένως, k ◦ g = h ◦ f. Εάν (D′, f ′, g′) είναι άλλη τριάδα τέτοια ώστε f ′ ◦ g = g′ ◦ f , ορίζουµε
απεικόνιση

φ : D −→ D′, (c, b) +K 7−→ f ′(c) + g′(b).

Κατά τον ίδιο τρόπο όπως στην απόδειξή του 1. αποδεικνύεται ότι φ ◦ h = g′, φ ◦ k = f ′ και ότι
η απεικόνιση φ είναι µοναδική. Τότε τοD µαζί µε τους οµοµορφισµούς h, k είναι ένα pushout
των οµοµορφισµών αριστερών R-προτύπων f, g.
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Παρατήρηση 1.4.4. ΄Εστω (P, h, k), (P̄ , h̄, k̄) δύο pullbacks των οµοµορφισµών αριστερών R-
προτύπων f : A −→ C και g : B −→ C, τότε λόγω της καθολικής ιδιότητας του Ορισµού (1.4.2)
(ϐλέπε 2),υπάρχει µοναδικός ισοµορφισµός φ : P̄ −→ P , έτσι ώστε h ◦ φ = h̄ και k ◦ φ = k̄.
Εποµένως, το pullback δύο οµοµορφισµών είναι µοναδικό µέσω ισοµορφισµού.

Επίσης, το pushout δύο οµοµορφισµών είναι µοναδικό µέσω ισοµορφισµού.

Κλείνουµε τώρα την ενότητα αυτή µε µία ιδιότητα που έχουν τα pullbacks και τα pushouts,
η οποία συνδέει τα pullbacks αντίστοιχα και τα pushouts µε τις ακριβείς ακολουθίες.

Πρόταση 1.4.5. Θεωρούµε το pullback διάγραµµα

P
h //

k
��

A

f

��
B

g // C

Τότε ισχύουν τα παρακάτω:

1. Εάν η f είναι µονοµορφισµός, τότε είναι και η k.

2. Εάν η f είναι επιµορφισµός, τότε είναι και η k.

3. Ας υποθέσουµε ότι η ακολουθία A
f−→ C

ε−→ L είναι ακριβής. Τότε υπάρχει µοναδικός
οµοµορφισµός δ : B −→ L ο οποίος κάνει το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικό µε ακριβείς
στήλες :

P
h //

k
��

A

f

��
B

δ
��

g // C

ε

��
L L

Εάν η g και η ε είναι επιµορφισµοί, τότε είναι και η δ.

4. Ας υποθέσουµε ότι η ακολουθία E
ε−→ A

f−→ C είναι ακριβής. Τότε υπάρχει µοναδικός
οµοµορφισµός l : E −→ P ο οποίος κάνει το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικό µε ακριβείς
στήλες :

E

l
��

E

ε

��
P

h //

k
��

A

f

��
B

g // C

Εάν η ε είναι µονοµορφισµός, τότε είναι και η l.

Απόδειξη. 1. ΄Εστω (b, a) ∈ Ker k, δηλαδή (b, a) ∈ P µε k(b, a) = b = 0. Επειδή (b, a) ∈ P
έχουµε ότι f(a) = g(b) = g(0) = 0, δηλαδή a ∈ Ker f . Επειδή όµως η f είναι µονοµορφισµός
έχουµε ότι a = 0. Εποµένως (b, a) = (0, 0).

2. ΄Εστω b ∈ B. ΄Αρα g(b) ∈ C. Επειδή η f είναι επιµορφισµός, υπάρχει a ∈ A τέτοιο ώστε
f(a) = g(b). Εποµένως (b, a) ∈ P µε k(b, a) = b και έτσι η k είναι επιµορφισµός.



40 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ ΠΡΟΤΥΠΩΝ

3. Ο οµοµορφισµός δ = ε ◦ g είναι ο µοναδικός οµοµορφισµός που κάνει το διάγραµµα
µεταθετικό. Μένει να δείξουµε ότι η ακολουθία P

k−→ B
δ−→ L είναι ακριβής, δηλαδή ότι

Im k = Ker δ. ΄Εχουµε ότι

δ ◦ k = ε ◦ g ◦ k = ε ◦ f ◦ h = 0 ◦ h = 0

Εποµένως, Im k ⊆ Ker δ. Αντίστροφα, έστω b ∈ Ker δ, δηλαδή 0 = δ(b) = ε ◦ g(b) = ε(g(b)).
΄Αρα g(b) ∈ Ker ε = Im f . Εποµένως, υπάρχει a ∈ A µε f(a) = g(b) και συνεπώς (b, a) ∈ P µε
b = k(b, a) ∈ Im k. Τέλος, είναι προφανές ότι η δ είναι επιµορφισµός όταν και η g και η ε είναι
επιµορφισµοί.

4. ΄Εστω e ∈ E. Ορίζουµε απεικόνιση

l : E −→ P, e 7−→ (0, ε(e))

Οι τιµές της l ϐρίσκονται µέσα στο P διότι g(0) = f(ε(e)) = 0. Είναι εύκολο να δει κανείς
ότι η l είναι η µοναδική απεικόνιση η οποία κάνει το διάγραµµα µεταθετικό µε ακριβείς
στήλες. Από τον ορισµό της l έπεται εύκολα η µεταθετικότητα του διαγράµµατος. Μένει να
δείξουµε ότι η ακολουθία E l−→ P

k−→ B είναι ακριβής, δηλαδή ότι Ker k = Im l. ΄Εχουµε
ότι k ◦ l(e) = k(0, ε(e)) = 0,∀e ∈ E. Εποµένως µένει να δείξουµε ότι Ker k ⊆ Im l. ΄Εστω
(b, a) ∈ Ker k, δηλαδή (b.a) ∈ P µε 0 = k(b, a) = b. Επειδή (b, a) ∈ P , έχουµε ότι f(a) =
g(b) = g(0) = 0. Εποµένως a ∈ Ker f = Im ε, δηλαδή υπάρχει e ∈ E µε ε(e) = a. ΄Αρα
(b, a) = (0, ε(e)) = l(e) ∈ Im l.

Τώρα έστω e ∈ Ker l δηλαδή l(e) = (0, ε(e)) = 0 ⇒ ε(e) = 0. ΄Αρα e ∈ Ker ε και επειδή
η ε είναι µονοµορφισµός, έχουµε ότι e = 0. ΄Ετσι η l είναι µονοµορφισµός όταν είναι η ε
µονοµορφισµός.

Πρόταση 1.4.6. Θεωρούµε το pushout διάγραµµα

A
f //

g

��

B

h

��
C

k // D,

Τότε ισχύουν τα παρακάτω:

1. Εάν η f είναι µονοµορφισµός, τότε είναι και η k.

2. Εάν η f είναι επιµορφισµός, τότε είναι και η k.

3. Ας υποθέσουµε ότι η ακολουθία E
ε−→ A

f−→ B είναι ακριβής. Τότε υπάρχει µοναδικός
οµοµορφισµός δ : E −→ C ο οποίος κάνει το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικό µε ακριβείς
γραµµές :

E
ε // A

f //

g

��

B

h
��

E
δ // C

k // D

Εάν η g και η ε είναι µονοµορφισµοί, τότε είναι και η δ.

4. Ας υποθέσουµε ότι η ακολουθία A
f−→ B

ε−→ L είναι ακριβής. Τότε υπάρχει µοναδικός
οµοµορφισµός l : D −→ L ο οποίος κάνει το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικό µε ακριβείς
γραµµές :

A
f //

g

��

B

h
��

ε // L

C
k // D

l // L
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Εάν η ε είναι επιµορφισµός, τότε είναι και η l.

Απόδειξη. Η απόδειξη γίνεται κατά τον ίδιο τρόπο όπως η απόδειξη της Πρότασης (1.4.5).

1.5 Ευθέα και Αντίστροφα ΄Ορια

Σε αυτή την παράγραφο ϑα µελετήσουµε δύο ακόµα κατασκευές, όπου η µία γενικεύει τα pull–
backs και τις τοµές και η άλλη γενικεύει τα pushouts και τις ενώσεις. Και οι δύο κατασκευές
έχουν ως ϐάση µία οικογένεια προτύπων {Mi | i ∈ I}, όπου I είναι ένα µερικά διατεταγµένο
σύνολο εφοδιασµένο µε µία επιπλέον ιδιότητα η οποία περιγράφεται στον ακόλουθο ορισµό:

Ορισµός 1.5.1. ΄Ενα µερικά διατεταγµένο σύνολο καλείται κατευθυνόµενο (directed poset)
εάν ∀i, j ∈ I υπάρχει ένα k ∈ I µε i, j ≤ k.

Ας περάσουµε τώρα στον ορισµό του ευθέος συστήµατος αριστερών R-προτύπων.

Ορισµός 1.5.2. ΄Εστω I ένα κατευθυνόµενο σύνολο. ΄Ενα ευθύ σύστηµα (direct system)
αριστερών R-προτύπων υπεράνω του I είναι ένα διατεταγµένο Ϲεύγος {Mi, fji} που αποτελείται
από µία οικογένεια αριστερών R-προτύπων {Mi | i ∈ I} µαζί µε µία οικογένεια οµοµορφισµών
αριστερών R-προτύπων

{fji : Mi −→Mj}

όταν i ≤ j τέτοια ώστε

1. ∀i ∈ I: fii = IdMi .

2. ∀i ≤ j ≤ k: fkj ◦ fji = fki.

Ορισµός 1.5.3. ΄Εστω I ένα κατευθυνόµενο σύνολο και έστω {Mi, fji} ένα ευθύ σύστηµα
αριστερών R-προτύπων υπεράνω του I. Το ευθύ όριο (direct limit) του ευθέος συστήµατος
{Mi, fji} είναι ένα αριστερό R-πρότυπο lim−→Mi µαζί µε µια οικογένεια οµοµορφισµών αριστερών
R-προτύπων {

ai : Mi −→ lim−→Mi | i ∈ I
}

τέτοια ώστε

1. ∀i ≤ j: aj ◦ fji = ai

2. Για κάθε άλλο αριστερό R-πρότυπο X και απεικονίσεις ki : Mi −→ X που ικανοποιούν
την σχέση kj ◦ fji = ki, ∀i ≤ j, τότε υπάρχει µοναδική απεικόνιση θ : lim−→Mi −→ X
τέτοια ώστε ki = θ ◦ ai.

Ας περάσουµε τώρα στο ϑεώρηµα ύπαρξης του ευθέος ορίου ενός ευθέος συστήµατος αρι–
στερών R-προτύπων.

Θεώρηµα 1.5.4. Το ευθύ όριο ενός ευθέος συστήµατος {Mi, fji} αριστερών R-προτύπων υπε–
ϱάνω ενός κατευθυνόµενου συνόλου I, πάντα υπάρχει.

Απόδειξη. ΄Εστω λi : Mi −→ ⊕Mi, ∀i ∈ I, η κανονική έγκλειση. Ορίζουµε

D = ⊕Mi/S,

όπου S είναι υποπρότυπο του ⊕Mi που παράγεται από στοιχεία της µορφής {λj ◦ fji(mi) −
λi(mi)} µε mi ∈Mi και i ≤ j. Επιπλέον, ορίζουµε

ai : Mi −→ D,mi 7−→ ai(mi) := λi(mi) + S.
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΄Εστω mi ∈ Mi τότε aj ◦ fji(mi) = ai(mi) ⇔ aj(fji(mi) = ai(mi) ⇔ λj ◦ fji(mi) + S =
λi(mi) + S ⇔ λj ◦ fji(mi)− λi(mi) ∈ S, το οποίο ισχύει. Εποµένως, aj ◦ fji = ai.

Ας υποθέσουµε ότιX είναι ένα αριστερό R-πρότυπο και έστω ότι υπάρχουν R-απεικονίσεις
ki : Mi −→ X που ικανοποιούν την σχέση kj ◦ fji = ki∀i ≤ j. Ορίζουµε

θ : D −→ X, (mi) + S 7−→ θ((mi) + S) := ki(mi)

Επίσης, θ ◦ ai(mi) = θ(ai(mi)) = θ(λi(mi) + S) = ki(mi). Τέλος, η θ είναι η µοναδική
απεικόνιση τέτοια ώστε θ◦ai = ki. Εάν φ : D −→ X είναι µία απεικόνιση τέτοια ώστε φ◦ai = ki,
τότε φ((mi) + S) = x και φ ◦ ai(mi) = φ(ai(mi)) = φ(λi(mi) + S) = φ((mi) + S) = x. ΄Ετσι
επειδή η φ ικανοποιεί την φ ◦ ai(mi) = ki(mi),∀i,∀mi, ϑα έχουµε ότι x = ki(mi) και έτσι
φ = θ. Εποµένως, D ∼= lim−→Mi.

Παρατήρηση 1.5.5. Κάθε στοιχείο του lim−→Mi έχει αντιπρόσωπο ένα στοιχείο της µορφής
λi(mi) + S.

Παράδειγµα 1.5.6. ΄Εστω I ένα κατευθυνόµενο σύνολο, M ένα αριστερό R-πρότυπο και
{Mi}i∈I µια οικογένεια υποπροτύπων του M τέτοια ώστε για κάθε Ϲεύγος i, j ∈ I, υπάρχει
k ∈ I µε Mi + Mj ⊆ Mk. Θέτουµε i ≤ j εάν Mi ⊆ Mj και έστω fji : Mi −→ Mj η κανονική
έγκλειση. Τότε {Mi, fji} είναι ένα ευθύ σύστηµα αριστερών R-προτύπων και

lim−→Mi = ∪i∈IMi.

Εάν τώρα ϑεωρήσουµε ένα αριστερό R-πρότυπο M και την οικογένεια όλων των πεπερασµένα
παραγόµενων υποπροτύπων του η οποία πληρεί την παραπάνω συνθήκη, τότε ∪i∈IMi = M
και έτσι lim−→Mi = M.

Παρατήρηση 1.5.7. Κάθε αριστερό R-πρότυπο είναι το ευθύ όριο των πεπερασµένα παραγό–
µενων υποπροτύπων του.

Τώρα ϑα περάσουµε σε δύο σηµαντικές ιδιότητες των ευθέων ορίων.

Ορισµός 1.5.8. Εάν {Ai, aji} και {Bi, bji} είναι δύο ευθέα συστήµατα αριστερών R-προτύπων
υπεράνω του ίδιου συνόλου δεικτών I, τότε ένας µετασχηµατισµός (µορφισµός ευθέων συστη–
µάτων)

r : {Ai, aji} −→ {Bi, bji}

είναι µία οικογένεια οµοµορφισµών αριστερών R-προτύπων r = {ri : Ai −→ Bi} τέτοια ώστε
bji ◦ ri = rj ◦ aji. ΄Ενας µετασχηµατισµός r : {Ai, aji} −→ {Bi, bji} δίνει έναν οµοµορφισµό
αριστερών R-προτύπων

lim−→ ri : lim−→Ai −→ lim−→Bi

lim−→ ri(λi(ai) + S) = µi ◦ ri(ai) + T

όπου S ⊆ ⊕Ai και T ⊆ ⊕Bi. και λi και µi είναι οι κανονικές εγκλείσεις των Ai και Bi στα
ευθέα αθροίσµατα.

Πρόταση 1.5.9. ΄Εστω I ένα κατευθυνόµενο σύνολο και {Ai, aji}, {Bi, bji}, {Ci, cji} ευθέα
συστήµατα αριστερών R-προτύπων υπεράνω του συνόλου I. Εάν

r : {Ai, aji} −→ {Bi, bji} και s : {Bi, bji} −→ {Ci, cji}

είναι µετασχηµατισµοί ευθέων συστηµάτων και εάν η ακολουθία

0 −→ Ai
ri−→ Bi

si−→ Ci −→ 0
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είναι ακριβής ∀i ∈ I, τότε η επαγόµενη ακολουθία προτύπων

0 // lim−→Ai
lim−→ ri

// lim−→Bi
lim−→ si

// lim−→Ci // 0

είναι ακριβής.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [25, Proposition 7.100].

Εποµένως σύµφωνα µε την παραπάνω Πρόταση ο συναρτητής ευθύ όριο είναι ακριβής,
δηλαδή διατηρεί ακριβείς ακολουθίες. Το επόµενο αποτέλεσµα δείχνει ότι ο συναρτητής ευθύ
όριο διατηρεί τανυστικά γινόµενα.

Πρόταση 1.5.10. Εάν A είναι ένα δεξιό R-πρότυπο τότε ο συναρτητής A ⊗R − διατηρεί τα
ευθέα όρια. Εποµένως, εάν {Bi, bji} είναι ένα ευθύ σύστηµα αριστερών R-προτύπων, τότε
υπάρχει ισοµορφισµός

lim−→(A⊗R Bi) ∼= A⊗R (lim−→Bi).

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [24, Theorem 5.27].

Τώρα ϑα µελετήσουµε την δυϊκή κατασκευή.

Ορισµός 1.5.11. ΄Εστω I ένα κατευθυνόµενο σύνολο. ΄Ενα αντίστροφο σύστηµα (inverse
system) αριστερών R-προτύπων υπεράνω του I είναι ένα διατεταγµένο Ϲεύγος {Mi, fij} που
αποτελείται από µία οικογένεια αριστερών R-προτύπων {Mi | i ∈ I} µαζί µε µία οικογένεια
οµοµορφισµών αριστερών R-προτύπων

{fij : Mj −→Mi}

όταν i ≤ j τέτοια ώστε

1. ∀i ∈ I: fii = IdMi .

2. ∀i ≤ j ≤ k: fij ◦ fjk = fik.

΄Ετσι αντίστοιχα έχουµε τον ορισµό του αντίστροφου ορίου:

Ορισµός 1.5.12. ΄Εστω I ένα κατευθυνόµενο σύνολο και έστω {Mi, fij} ένα αντίστροφο σύστη–
µα αριστερών R-προτύπων υπεράνω του I. Το αντίστροφο όριο (inverse limit) του αντιστρό–
ϕου συστήµατος {Mi, fij} είναι ένα αριστερόR-πρότυπο lim←−Mi µε µια οικογένεια οµοµορφισµών
αριστερών R-προτύπων {

ai : lim←−Mi −→Mi | i ∈ I
}

τέτοια ώστε

1. ∀i ≤ j: fij ◦ aj = ai.

2. Για κάθε άλλο αριστερό R-πρότυπο X και απεικονίσεις ki : X −→ Mi που ικανοποιούν
την σχέση fij ◦kj = ki ∀i ≤ j, τότε υπάρχει µοναδική απεικόνιση θ : X −→ lim←−Mi τέτοια
ώστε ki = ai ◦ θ.

Θεώρηµα 1.5.13. Το αντίστροφο όριο ενός αντίστροφου συστήµατος {Mi, fij} αριστερών R-
προτύπων υπεράνω ενός κατευθυνόµενου συνόλου I, πάντα υπάρχει.
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Απόδειξη. Εάν pi :
∏
Mi −→Mi είναι η i-οστή απεικόνιση προβολής, ορίζουµε

L = {(mi) ∈
∏

Mi | mi = fij(mj)}

και ai : L −→Mi να είναι ο περιορισµός pi|L. ΄Εστω (mi) ∈ L, τότε

fij ◦ aj((mi)) = fij(aj((mi))) = fij(mj) = mi = ai((mi)).

Εποµένως, fij ◦ aj = ai.

Ας υποθέσουµε ότιX είναι ένα αριστερό R-πρότυπο και έστω ότι υπάρχουν R-απεικονίσεις
ki : X −→Mi που ικανοποιούν την σχέση fij ◦ kj = ki,∀i ≤ j. Ορίζουµε

θ : X −→
∏

Mi, x 7−→ θ(x) := (ki(x))

Επειδή fij ◦kj = ki,∀i ≤ j, έχουµε ότι Im θ ⊆ L. Επίσης, ai◦θ(x) = ai(θ(x)) = ai((ki(x))) =
ki(x) ⇒ ai ◦ θ = ki. Τέλος, η θ είναι η µοναδική απεικόνιση τέτοια ώστε ai ◦ θ = ki. Εάν
φ : X −→ L είναι µία απεικόνιση τέτοια ώστε ai ◦ φ = ki τότε φ(x) = (mi) και ai ◦ φ(x) =
ai(φ(x)) = ai((mi)) = mi. ΄Ετσι επειδή η φ ικανοποιεί την ai ◦ φ(x) = ki(x),∀i, ∀x ϑα έχουµε
ότι mi = ki(x), και έτσι φ = θ. Εποµένως, L ∼= lim←−Mi.

Παράδειγµα 1.5.14. ΄Εστω {Mi}i∈I µία οικογένεια υποπροτύπων ενός αριστερού προτύπου
M διατεταγµένη µε την αντίστροφη έγκλειση, δηλαδή εάν i ≤ j τότε Mj ⊆Mi. Τότε η οικογέ–
νεια {Mi}i∈I µαζί µε τις αντίστροφες εγκλείσεις συνιστούν ένα αντίστροφο σύστηµα αριστερών
R-προτύπων και έτσι

lim←−Mi
∼=
⋂
i∈I

Mi

Τέλος αναφέρουµε το εξής χρήσιµο αποτέλεσµα:

Πρόταση 1.5.15. Εάν A είναι ένα αριστερό R-πρότυπο, τότε ισχύουν τα εξής :

1. HomR(A, lim←−Mi) ∼= lim←−HomR(A,Mi),

2. HomR(lim−→Mi, A) ∼= lim←−HomR(Mi, A).

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [24, Propositions 5.21,5.26].

Παρατήρηση 1.5.16. ΄Εστω ai : Mi −→ lim−→Mi και a′i : Mi −→ lim−→
′Mi δύο ευθέα όρια ενός

ευθέος συστήµατος αριστερών R-προτύπων, τότε λόγω της καθολικής ιδιότητας του Ορισµού
(1.5.3), υπάρχει µοναδικός ισοµορφισµός α : lim−→Mi

∼=−→ lim−→
′Mi, έτσι ώστε : α ◦ αi = α′i,

∀i ∈ I. Εποµένως το ευθύ όριο είναι µοναδικό µέσω ενός ισοµορφισµού ο οποίος µετατίθεται
µε τις δοµικούς οµοµορφισµούς του ευθέος συστήµατος.

Επίσης το αντίστροφο όριο είναι µοναδικό µέσω ενός ισοµορφισµού ο οποίος µετατίθεται
µε τις δοµικούς οµοµορφισµούς του αντίστροφου συστήµατος.

Υπενθυµίζουµε, ϐλέπε και την ενότητα 3 του Κεφαλαίου 3, ότι ένα πρότυπο A καλείται
πεπερασµένα παραστάσιµο (finitely presented) αν υπάρχει µια ακριβής ακολουθία

P 1 −→ P 0 −→ A −→ 0

όπου τα P 1, P 0 είναι πεπερασµένα παραγόµενα ελεύθερα πρότυπα. Τα πεπερασµένα παρα–
στάσιµα πρότυπα αποτελούν µια σηµαντική κλάση προτύπων λόγω του ακόλουθου αποτελέ–
σµατος. Για την απόδειξη παραπέµπουµε στο ϐιβλίο [21].

Πρόταση 1.5.17. Κάθε πρότυπο A υπεράνω τυχόντος δακτυλίου R είναι ευθύ όριο ενός ευθέος
συστήµατος {Fi | i ∈ I} πεπερασµένα παραστάσιµων προτύπων:

A = lim−→Fi



Κεφάλαιο 2

Στοιχεία Οµολογικής ΄Αλγεβρας

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα αναπτύξουµε τα ϐασικά στοιχεία Οµολογικής ΄Αλγεβρας, τα οποία ϑα
χρειαστούµε στην συνέχεια της διατριβής.

Θα µελετήσουµε σύµπλοκα προτύπων υπεράνω ενός τυχόντος δακτυλίου καθώς και την
οµολογία τους, η οποία ϑα µας οδηγήσει µε χρήση ειδικού τύπου αναλύσεων προτύπων στην
έννοια του παραγόµενου συναρτητή. Ειδικότερα ϑα µελετήσουµε προβολικές και ενέσιµες
αναλύσεις προτύπων και ϑα επικεντρώσουµε την ανάλυσή µας στους παραγόµενους συναρτητές
Ext και Tor των προσθετικών συναρτητών Hom και ⊗.

2.1 Σύµπλοκα Προτύπων και Οµολογία

Μία από τις πλέον ϐασικές έννοιες στην Οµολογική ΄Αλγεβρα είναι αυτή του συµπλόκου προ–
τύπων.

Ορισµός 2.1.1. ΄Ενα σύµπλοκο (C•,d•) (chain complex) είναι µία ακολουθία {Cn, dn}n∈Z
αριστερών R-προτύπων και οµοµορφισµών αριστερών R-προτύπων

C• = · · · // Cn+1

dn+1 // Cn
dn // Cn−1

// · · ·

τέτοια ώστε dn ◦ dn+1 = 0 για όλα τα n ∈ Z. Εν συντοµία το σύµπλοκο το συµβολίζουµε µε C•
και οι οµοµορφισµοί αριστερών R-προτύπων dn καλούνται διαφορικά.

Παρατήρηση 2.1.2. Η σχέση dn ◦ dn+1 = 0 είναι ισοδύναµη µε την έγκλειση Im dn+1 ⊆
Ker dn.

Παράδειγµα 2.1.3. 1. Κάθε ακριβής ακολουθία είναι ένα σύµπλοκο, διότι οι απαιτούµενες
εγκλείσεις Im dn+1 ⊆ Ker dn, σε αυτή την περίπτωση είναι ισότητες.

2. Το µηδενικό σύµπλοκο είναι το σύµπλοκο (C•,d•) του οποίου κάθε όρος Cn = {0} και
κατά ανάγκη κάθε διαφορικό dn = {0}.

3. Εάν (C•,d•) είναι ένα σύµπλοκο,

C• = · · · // Cn+1

dn+1 // Cn
dn // Cn−1

// · · ·

και εάν F : R-Mod −→ S-Mod είναι ένας προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής, όπου
R,S δύο δακτύλιοι, τότε η ακολουθία F (C•) που ορίζεται ως

F (C•) = · · · // F (Cn+1)
F (dn+1)// F (Cn)

F (dn)// F (Cn−1) // · · ·

45
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είναι επίσης σύµπλοκο.

Με σκοπό να δηµιουργήσουµε την κατηγορία των συµπλόκων ϑα εισάγουµε την έννοια του
µορφισµού µεταξύ δύο συµπλόκων.

Ορισµός 2.1.4. ΄Εστω (C•,d•), (C
′
•,d
′
•) δύο σύµπλοκα. Τότε ένας µορφισµός

f• : (C•,d•) −→ (C′•,d
′
•)

είναι µία οικογένεια οµοµορφισµών αριστερών R-προτύπων fn : Cn −→ C ′n,∀n ∈ Z, τέτοια ώστε
το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

· · · // Cn+1

dn+1 //

fn+1

��

Cn
dn //

fn

��

Cn−1
//

fn−1

��

· · ·

· · · // C ′n+1
d′n+1

// C ′n
d′n

// C ′n−1
// · · ·

.

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι η σύνθεση g• ◦ f• δύο µορφισµών

f• : (C•,d•) −→ (C′•,d
′
•) & g• : (C′•,d

′
•) −→ (C′′•,d

′′
•)

είναι ξανά µορφισµός, εάν ορίσουµε (g• ◦ f•)n = gn ◦ fn ∀n ∈ Z. Επιπλέον, έχουµε ότι ο
ταυτοτικός µορφισµός στο (C•,d•) είναι η οικογένεια των ταυτοτικών οµοµορφισµών αριστερών
R-προτύπων IdCn : Cn −→ Cn.

Από εδώ και στο εξής την κατηγορία όλων των συµπλόκων από αριστερά R-πρότυπα ϑα
την συµβολίζουµε µε C(R). Η κατηγορία C(R) είναι προσθετική εάν ορίσουµε (f• + g•)n =
fn + gn,∀n ∈ Z.

Ορισµός 2.1.5. Εάν (C•,d•) είναι ένα σύµπλοκο, τότε η n-οστή οµολογία (homology) του
συµπλόκου (C•,d•) ορίζεται να είναι το πρότυπο πηλίκο Ker dn/ Im dn+1 και συµβολίζεται µε
Hn(C•):

Hn(C•) = Ker dn/ Im dn+1

Εποµένως µια ακριβής ακολουθία έχει παντού µηδενική οµολογία Hn(C•) = 0,∀n ∈ Z,
και αντίστροφα.

Θεώρηµα 2.1.6. Η αντιστοιχία
Hn : C(R) −→ R-Mod

C• 7−→ Hn(C•) = Ker dn/ Im dn+1

ορίζει έναν προσθετικό συναλλοίωτο συναρτητή, ∀n ∈ Z.

Απόδειξη. Αρχικά ϑα αποδείξουµε ότι αν f• : (C•,d•) −→ (C•,d
′
•) είναι ένας µορφισµός

µεταξύ των συµπλόκων (C•,d•), (C
′
•,d
′
•), τότε επάγεται ένας οµοµορφισµός αριστερών R-

προτύπων: Hn(f•) : Hn(C•) −→ Hn(C′•). Εάν

f• : (C•,d•) −→ (C•,d
′•)

είναι ένας τέτοιος µορφισµός, τότε έχουµε το εξής µεταθετικό διάγραµµα:

Cn+1

dn+1 //

fn+1

��

Cn
dn //

fn

��

Cn−1

fn−1

��
C ′n+1

d′n+1

// C ′n
d′n

// C ′n−1
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Εάν x ∈ Ker dn τότε dn(x) = 0 και fn(x) ∈ C ′n. ΄Οµως

d′n(fn(x)) = (d′n ◦ fn)(x) = (fn−1 ◦ dn)(x) = fn−1(dn(x)) = fn−1(0) = 0,

άρα fn(x) ∈ Ker d′n. ΄Ετσι ορίζουµε

Hn(f•) : Hn(C•) −→ Hn(C′•)

x+ Im dn+1 7−→ Hn(f•)(x+ Im dn+1) = fn(x) + Im d′n+1.

Η απεικόνιση αυτή είναι καλά ορισµένη και εύκολα δείχνει κανείς ότι η Hn(f•) είναι οµοµορ–
ϕισµός αριστερών R-προτύπων.

Ας δούµε τώρα ότι η Hn είναι ένας συναρτητής. Είναι προφανές ότι Hn(IdC•) = IdHn(C•).
Εάν g• : (C′•,d

′
•) −→ (C′′•,d

′′
•) είναι ένας άλλος µορφισµός συµπλόκων τότε η σύνθεση

ορίζεται και έχουµε ότι
Hn(g• ◦ f•) : Hn(C•) −→ Hn(C′′•).

Επιπλέον :

Hn(g• ◦ f•)(x+ Im dn+1) = (gn ◦ fn)(x) + Im d′′n+1

= gn(fn(x)) + Im d′′n+1

= Hn(g•)(fn(x) + Im d′n+1)

= Hn(g•)Hn(f•)(x+ Im dn+1)

΄Αρα ισχύει ότι Hn(g• ◦ f•) = Hn(g•)Hn(f•)

Τέλος, η Hn είναι προσθετικός συναρτητής :
Εάν h• : (C•,d•) −→ (C′•,d

′
•) είναι ένας άλλος µορφισµός συµπλόκων τότε έχουµε ότι :

Hn(f• + h•)(x+ Im dn+1) = (fn + hn)(x) + Im d′n+1

= fn(x) + hn(x) + Im d′n+1

= (Hn(f•) + Hn(h•))(x+ Im dn+1)

΄Αρα, Hn(f• + h•) = Hn(f•) + Hn(h•)

Η πρόταση που ακολουθεί µας λέει ότι οι ακριβείς συναρτητές διατηρούν την οµολογία.

Πρόταση 2.1.7. ΄Εστω R,S δύο δακτύλιοι και F : R-Mod −→ S-Mod ένας ακριβής προσθετι–
κός συναλλοίωτος συναρτητής. Τότε για οποιοδήποτε σύµπλοκο (C•,d•) ∈ C(R) και για κάθε
n ∈ Z υπάρχει ένας ισοµορφισµός

Hn(F (C•), F (d•)) ∼= F (Hn(C•,d•))

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [25, Proposition 10.38].

Ας περάσουµε τώρα να δούµε πότε δύο µορφισµοί συµπλόκων είναι οµοτοπικοί.

Ορισµός 2.1.8. ΄Εστω (C•,d•), (C
′
•,d
′
•) δύο σύµπλοκα αριστερών R-προτύπων και

f•,g• : (C•,d•) −→ (C′•,d
′
•)

δύο µορφισµοί µεταξύ των συµπλόκων αυτών. Τότε ο f• καλείται οµοτοπικός µε τον g•, και
συµβολίζεται µε f• ∼= g•, εάν υπάρχουν οµοµορφισµοί sn : Cn −→ C ′n+1 τέτοιοι ώστε, ∀n ∈ Z

fn − gn = d′n+1 ◦ sn + sn−1 ◦ dn
Η s• = (sn)n∈Z καλείται οµοτοπία µεταξύ των f• και g•.

∆ύο σύµπλοκα αριστερώνR-προτύπων (C•,d•), (C
′
•,d
′
•) λέµε ότι έχουν τον ίδιο οµοτοπι–

κό τύπο εάν υπάρχουν µορφισµοί f• : (C•,d•) −→ (C′•,d
′
•) και g• : (C′•,d

′
•) −→ (C•,d•)

τέτοιοι ώστε g• ◦ f• ∼= IdC• και f• ◦ g• ∼= IdC′• , όπου IdC• , IdC′• είναι οι ταυτοτικοί µορφισµοί
στα σύµπλοκα C• και C′• αντίστοιχα.
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Πρόταση 2.1.9. Εάν f•,g• : (C•,d•) −→ (C′•,d
′
•) είναι δύο οµοτοπικοί µορφισµοί, δηλαδή

f• ∼= g•, τότε Hn(f•) = Hn(g•),∀n ∈ Z.

Απόδειξη. ΄Εχουµε ότι Hn(f•),Hn(g•) : Hn(C•) −→ Hn(C′•). Θα αποδείξουµε ότι

Hn(f•)(x+ Im dn+1) = Hn(g•)(x+ Im dn+1),∀n ∈ Z,∀ x+ Im dn+1 ∈ Hn(C•),

΄Οµως,
Hn(f•)(x+ Im dn+1) = Hn(g•)(x+ Im dn+1),∀n ∈ Z
⇔ fn(x) + Im d′n+1 = gn(x) + Im d′n+1,∀n ∈ Z
⇔ fn(x)− gn(x) ∈ Im d′n+1,∀n ∈ Z

Εποµένως, αρκεί να αποδείξουµε ότι fn(x)− gn(x) ∈ Im d′n+1,∀x ∈ Ker dn,∀n ∈ Z.
Επειδή f• ∼= g• έχουµε ότι υπάρχουν οµοµορφισµοί sn : Cn −→ C ′n+1 τέτοιοι ώστε, ∀n ∈ Z

fn − gn = d′n+1 ◦ sn + sn−1 ◦ dn, εποµένως για x ∈ Ker dn έχουµε:

fn(x)− gn(x) = d′n+1(sn(x)) + sn−1(dn(x)) = d′n+1(sn(x)),

δηλαδή fn(x)− gn(x) ∈ Im d′n+1,∀n ∈ Z.

Συνεχίζουµε µε κάποιους ορισµούς.

Ορισµός 2.1.10. 1. ΄Ενας µορφισµός συµπλόκων f• : (C•,d•) −→ (C′•,d
′
•) καλείται ι–

σοµορφισµός αν και µόνο αν κάθε fn : Cn → C ′n είναι ισοµορφισµός στην R-Mod,∀n ∈
Z.

2. Εάν f• : (C′•,d
′
•) −→ (C•,d•),g• : (C•,d•) −→ (C′′•,d

′′
•) είναι δύο µορφισµοί συ–

µπλόκων, λέµε ότι έχουµε µία σύντοµη ακριβή ακολουθία συµπλόκων :

0 −→ (C′•,d
′
•)

f•−→ (C•,d•)
g•−→ (C′′•,d

′′
•) −→ 0

όταν

• Ο µορφισµός συµπλόκων f• είναι µονοµορφισµός (δηλαδή ∀n ∈ Z, κάθε fn είναι
µονοµορφισµός προτύπων).

• Ο µορφισµός συµπλόκων g• είναι επιµορφισµός (δηλαδή ∀n ∈ Z, κάθε gn είναι
επιµορφισµός προτύπων).

• ∀n ∈ Z : Ker gn = Im fn

∆ηλαδή, εάν γράψουµε κάθε σύµπλοκο ως στήλη, τότε σύντοµη ακριβής ακολουθία συ–
µπλόκων είναι ακριβώς το ακόλουθο άπειρο µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές

...

��

...

��

...

��
0 // C ′n+1

d′n+1

��

fn+1 // Cn+1

dn+1

��

gn+1 // C ′′n+1

d′′n+1

��

// 0

0 // C ′n

d′n
��

fn // Cn

dn

��

gn // C ′′n

d′′n
��

// 0

0 // C ′n−1

��

fn−1 // Cn−1

��

gn−1 // C ′′n−1

��

// 0

...
...

...
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Ας συνεχίσουµε µε µία ϑεµελιώδη κατασκευή η οποία µας δίνει µία σχέση µεταξύ διαφο–
ϱετικών οµολογιών. Αρχικά ϑα αναφέρουµε το ακόλουθο λήµµα.

Λήµµα 2.1.11. Εάν (C•,d•) είναι ένα σύµπλοκο τότε ο οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων
dn : Cn −→ Cn−1 επάγει έναν οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων

d̄n : Coker dn+1 −→ Ker dn−1, ∀n ∈ Z

Επιπλέον, Hn(C•) = Ker d̄n και Hn−1(C•) = Coker d̄n.

Απόδειξη. Ορίζουµε απεικόνιση

d̄n : Coker dn+1 −→ Ker dn−1

x+ Im dn+1 7−→ d̄n(x+ Im dn+1) := dn(x)

΄Εχουµε ότι dn(x) ∈ Im dn ⊆ Ker dn−1 (επειδή (C•,d•) είναι σύµπλοκο). Εποµένως η εικόνα
της d̄n ανήκει στο Ker dn−1. Αν x + Im dn+1 = x′ + Im dn+1 ⇒ x − x′ ∈ Im dn+1 ⇒ ∃ y ∈
Cn+1 | dn+1(y) = x− x′ ⇒ dn(x)− dn(x′) = dn(dn+1(y)) = 0⇒ dn(x) = dn(x′). Εποµένως
η απεικόνιση d̄n είναι καλά ορισµένη και εύκολα αποδεικνύεται ότι είναι και οµοµορφισµός
αριστερών R-προτύπων .

Επιπλέον,

x+ Im dn+1 ∈ Ker d̄n ⇔ d̄n(x+ Im dn+1) = 0⇔ dn(x) = 0⇔ x ∈ Ker dn

΄Ετσι Ker d̄n = Ker dn
/
Im dn+1 = Hn(C•). Και,

Im d̄n =
{
d̄n(x+ Im dn+1) | x ∈ Cn

}
=
{
dn(x) | x ∈ Cn

}
= Im dn ⊆ Ker dn−1

άρα, Coker d̄n = Ker dn−1

/
Im d̄n = Ker dn−1

/
Im dn = Hn−1(C•).

Τώρα είµαστε σε ϑέση να αποδείξουµε την εξής Πρόταση:

Πρόταση 2.1.12. Εάν

0 −→ (C′•,d
′
•)

f•−→ (C•,d•)
g•−→ (C′′•,d

′′
•) −→ 0

είναι µία σύντοµη ακριβής ακολουθία συµπλόκων τότε υπάρχει µία ακριβής ακολουθία προτύπων

· · · −→ Hn+1(C′′•)
φn+1−→ Hn(C′•)

Hn(f•)−→ Hn(C•)
Hn(g•)−→ Hn(C′′•)

φn−→ Hn−1(C′•) −→ · · ·

Απόδειξη. Επειδή 0 −→ (C′•,d
′
•)

f•−→ (C•,d•)
g•−→ (C′′•,d

′′
•) −→ 0 είναι µία σύντοµη

ακριβής ακολουθία συµπλόκων τότε ∀n ∈ Z έχουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα µε
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ακριβείς γραµµές και στήλες.

0

��

0

��

0

��
0 // Ker d′n

��

// Ker dn

��

// Ker d′′n

��

// 0

0 // C ′n

d′n
��

fn // Cn

dn

��

gn // C ′′n

d′′n
��

// 0

0 // C ′n−1

��

fn−1 // Cn−1

��

gn−1 // C ′′n−1

��

// 0

0 // Coker d′n

��

// Coker dn

��

// Coker d′′n

��

// 0

0 0 0

Χρησιµοποιώντας αυτό το διάγραµµα και το λήµµα (2.1.11) ϑα πάρουµε το εξής µεταθετικό
διάγραµµα

Hn(C′.)

��

// Hn(C.)

��

// Hn(C′′.)

��
Coker d′n+1

d̄′n
��

// Coker dn+1

d̄n

��

// Coker d′′n+1

d̄′′n
��

// 0

0 // Ker d′n−1

��

// Ker dn−1

��

// Ker d′′n−1

��
Hn−1(C′.) // Hn−1(C.) // Hn−1(C′′.)

∀n ∈ Z. Εποµένως, ∀n ∈ Z το Snake lemma (ϐλέπε Λήµµα (1.3.4)) µας δίνει έναν οµοµορφι–
σµό φn : Hn(C′′•) −→ Hn−1(C′•).

Ορισµός 2.1.13. Ο οµοµορφισµός φn : Hn(C′′•) −→ Hn−1(C′•) καλείται συνδετικός οµο–
µορφισµός (connecting homomorphism) και η ακριβή ακολουθία

· · · −→ Hn+1(C′′•)
φn+1−→ Hn(C′•)

Hn(f•)−→ Hn(C•)
Hn(g•)−→ Hn(C′′•)

φn−→ Hn−1(C′•) −→ · · ·

∀n ∈ Z, καλείται µακρά ακριβής ακολουθία ( long exact sequence.)

2.2 Προβολικές και Ενέσιµες Αναλύσεις

Είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο ότι µε δεδοµένο ένα αριστερό R-πρότυπο M µπορούµε να
δηµιουργήσουµε µια ακριβή ακολουθία

· · · −→ F1 −→ F0 −→M −→ 0
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όπου κάθε Fi είναι ελεύθερο. Μια τέτοια ακολουθία καλείται ελεύθερη ανάλυση του M.
Σε αυτή την ενότητα ϑα δούµε ότι κάθε αριστερό R-πρότυπο M έχει επιπλέον προβολικές
και ενέσιµες αναλύσεις, όπου τα προβολικά και τα ενέσιµα πρότυπα είναι δύο άλλες κλάσεις
προτύπων, στις οποίες ϑα αναφέρουµε τα ϐασικά εργαλεία που ϑα µας χρειαστούν αργότερα.

Ας ξεκινήσουµε µε τα προβολικά πρότυπα.

Ορισµός 2.2.1. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο P λέγεται προβολικό (projective) αν για κάθε
επιµορφισµό αριστερώνR-προτύπων ψ : A −→ B και κάθε οµοµορφισµό αριστερώνR-προτύπων
f : P −→ B, υπάρχει οµοµορφισµός g : P −→ A ώστε να ισχύει f = ψ ◦g. ∆ηλαδή το ακόλουθο
διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

P
g

��
f

��
A

ψ
// B // 0

Παρατήρηση 2.2.2. Από το Θεώρηµα (1.2.20) και τον ορισµό του προβολικού προτύπου συνε–
πάγεται ότι κάθε ελεύθερο πρότυπο είναι προβολικό. ΄Ετσι κάθε δακτύλιος R είναι προβολικός
αν ιδωθεί ως αριστερό R-πρότυπο (αντ. και δεξιό). ΄Οµως υπάρχουν προβολικά πρότυπα τα
οποία δεν είναι ελεύθερα, ϐλέπε το παράδειγµα (2.2.5) παρακάτω.

Ας συνεχίσουµε µε ένα Θεώρηµα που παραθέτει τις ϐασικές ιδιότητες ενός προβολικού
προτύπου.

Θεώρηµα 2.2.3. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα για ένα αριστερό R-πρότυπο P.

1. Το P είναι προβολικό.

2. Ο συναρτητής HomR(P,−) : R-Mod −→ Ab είναι δεξιά ακριβής.

3. Κάθε σύντοµη ακριβής ακολουθία

0 −→ A
f−→ B

g−→ P −→ 0

διασπάται.

4. Το P είναι ευθύς προσθετέος ενός ελεύθερου αριστερού R-προτύπου.

Απόδειξη. (1 ⇒ 2) ΄Εστω ότι το αριστερό R-πρότυπο P είναι προβολικό. Γνωρίζουµε ότι ο
συναρτητήςHomR(P,−) είναι πάντα αριστερά ακριβής. ∆ηλαδή, για κάθε αριστερόR-πρότυπο
P , εφαρµόζοντας τον συναρτητή HomR(P,−) σε µία ακριβή ακολουθία αριστερών R-προτύπων

0 −→ L
f−→M

g−→ N −→ 0

έχουµε µία ακριβή ακολουθία

0 −→ HomR(P,L)
f∗−→ HomR(P,M)

g∗−→ HomR(P,N).

Για να είναι ο συναρτητής HomR(P,−) και δεξιά ακριβής, πρέπει να αποδείξουµε ότι έχουµε
ακρίβεια στο τέλος της ακολουθίας

HomR(P,M)
g∗−→ HomR(P,N)

∆ηλαδή αρκεί να αποδείξουµε ότι η g∗ είναι επιµορφισµός. Επειδή το P είναι προβολικό
έχουµε ότι για κάθε οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων h : P −→ N και κάθε επιµορφισµό
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g : M −→ N υπάρχει οµοµορφισµός αριστερώνR-προτύπων k : P −→M µε h = g◦k. ∆ηλαδή
το παρακάτω διάγραµµα είναι µεταθετικό :

P

k

~~
h
��

M
g
// // N // 0

Εποµένως, για κάθε h ∈ HomR(P,N), υπάρχει k ∈ HomR(P,M) τέτοιος ώστε h = g ◦ k.
΄Οµως, g∗ : HomR(P,M) −→ HomR(P,N), k 7−→ g∗(k) = g ◦k. ΄Αρα h = g ◦k ⇒ h = g∗(k).
΄Αρα για κάθε h ∈ HomR(P,N), υπάρχει k ∈ HomR(P,M) τέτοιος ώστε h = g∗(k). Εποµένως
αποδείξαµε ότι ο οµοµορφισµός g∗ είναι επιµορφισµός και άρα ο συναρτητής HomR(P,−)
είναι δεξιά ακριβής.

(2 ⇒ 3) ΄Εστω ότι ο συναρτητής HomR(P,−) είναι δεξιά ακριβής και ας υποθέσούµε ότι

0 −→ A
f−→ B

g−→ P −→ 0 είναι µία σύντοµη ακριβής ακολουθία. Εποµένως έχουµε ότι η
ακολουθία B g−→ P −→ 0 είναι ακριβής. ΄Ετσι εάν εφαρµόσουµε τον συναρτητή HomR(P,−)
στην ακολουθία αυτή ϑα µας δώσει µια ακριβή ακολουθία

HomR(P,B)
g∗−→ HomR(P, P ) −→ 0.

∆ηλαδή, για κάθε k ∈ HomR(P, P ), υπάρχει g′ ∈ HomR(P,B) τέτοιος ώστε g∗(g′) = k ⇒
g ◦ g′ = k. Επειδή ισχύει για κάθε k ∈ HomR(P, P ), άρα και για k = IdP ∈ HomR(P, P ) ϑα
έχουµε ότι g ◦ g′ = IdP. Εποµένως από την Πρόταση (1.3.6) η σύντοµη ακριβής ακολουθία

0 −→ A
f−→ B

g−→ P −→ 0.

είναι διασπάσιµη.
(3 ⇒ 4) ΄Εστω ότι κάθε σύντοµη ακριβής ακολουθία που τελειώνει µε P διασπάται και F

ένα ελεύθερο αριστερόR-πρότυπο. Γνωρίζουµε ότι κάθε αριστερόR-πρότυπο είναι επιµορφική
εικόνα ενός ελεύθερου αριστερού R-προτύπου. ΄Εστω ότι το P είναι επιµορφική εικόνα του F.
Εποµένως υπάρχει ένας επιµορφισµός h : F � P που κάνει την παρακάτω ακολουθία ακριβή:

0 −→ Ker h
i−→ F

h−→ P −→ 0.

Η ακολουθία αυτή τελειώνει µε P , εποµένως διασπάται. ΄Ετσι από τον Ορισµό (1.3.5) έπεται
ότι F ∼= P ⊕ Ker h, δηλαδή το P είναι ευθύς προσθετέος του F.

(4 ⇒ 1) ΄Εστω ότι το P είναι ευθύς προσθετέος ενός ελεύθερου αριστερού R-προτύπου
F. Τότε υπάρχουν απεικονίσεις h : F −→ P και i : P −→ F µε h ◦ i = IdP, όπου i είναι η
έγκλειση. Θεωρούµε το διάγραµµα:

F

∃g
��

h // P

f

��g◦i��
A

ψ
// B // 0

όπου ψ είναι επιµορφισµός. Η σύνθεση f ◦h είναι µία απεικόνιση F −→ B. Επειδή το F είναι
ελεύθερο, εποµένως και προβολικό, υπάρχει απεικόνιση g : F −→ A τέτοια ώστε ψ ◦ g = f ◦h.
Αλλά τότε

ψ ◦ g = f ◦ h =⇒ ψ ◦ g ◦ i = f ◦ h ◦ i =⇒ ψ ◦ (g ◦ i) = f ◦ (h ◦ i)
=⇒ ψ ◦ (g ◦ i) = f ◦ IdP =⇒ ψ ◦ (g ◦ i) = f

΄Αρα για κάθε επιµορφισµό αριστερών R-προτύπων ψ : A −→ B και για κάθε οµοµορφισµό
αριστερών R-προτύπων f : P −→ B, υπάρχει οµοµορφισµός g ◦ i : P −→ A τέτοιος ώστε
ψ ◦ (g ◦ i) = f. ΄Αρα το αριστερό R-πρότυπο P είναι προβολικό.
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Παρατήρηση 2.2.4. Τα ελεύθερα Z-πρότυπα δεν έχουν µη-µηδενικά στοιχεία πεπερασµένης
τάξης. ΄Ετσι καµία µη-µηδενική πεπερασµένη αβελιανή οµάδα δεν µπορεί να είναι ευθύς
προσθετέος ενός ελεύθερου Z-προτύπου. Εποµένως, από το προηγούµενο Θεώρηµα έπεται ότι
µη-µηδενικές πεπερασµένες αβελιανές οµάδες δεν είναι ποτέ προβολικά Z-πρότυπα.

Η επόµενη πρόταση µας πληροφορεί ότι τα προβολικά πρότυπα «συµπεριφέρονται καλά»
ως προς το ευθύ άθροισµα.

Πρόταση 2.2.5. ΄Εστω (Pi)i∈I µία οικογένεια αριστερών R-προτύπων. Τότε το ευθύ άθροισµα
⊕i∈IPi είναι προβολικό αριστερό R-πρότυπο αν και µόνο αν κάθε Pi είναι προβολικό.

Απόδειξη. Αν το ευθύ άθροισµα ⊕i∈IPi είναι προβολικό τότε ⊕i∈IPi ⊕ X είναι ελεύθερο για
κάποιο X. ΄Αρα κάθε Pi είναι ευθύς προσθετέος ελεύθερου και άρα κάθε Pi είναι προβολικό.
Αντίστροφα, αν για κάθε i ∈ I υπάρχει ελεύθερο πρότυπο Fi τέτοιο ώστε Fi = Pi ⊕ Xi για
κάποιο Xi ⊆ Fi, τότε

⊕i∈IFi = ⊕i∈I(Pi ⊕Xi) = (⊕i∈IPi)⊕ (⊕i∈IXi)

΄Οµως ⊕i∈IFi είναι ελεύθερο µε ϐάση την ένωση των ϐάσεων των Fi. ΄Αρα το ευθύ άθροισµα
⊕i∈IPi είναι ευθύς προσθετέος ελεύθερου και άρα είναι προβολικό.

Παράδειγµα 2.2.6. Θεωρούµε το P = Z6 ως πρότυπο πάνω από το δακτύλιο R = Z6, το
οποίο είναι προβολικό. Επειδή

P ∼= Z2 ⊕ Z3

από την προηγούµενη Πρόταση έχουµε ότι τα Z2,Z3 είναι προβολικά, αλλά όµως δεν είναι
ελεύθερα ως Z6-πρότυπα, διότι αν ήταν ελεύθερα ϑα είχαν τουλάχιστον 6 στοιχεία.

Υπάρχει και µία άλλη σηµαντική κλάση προτύπων, αυτή των ενέσιµων προτύπων. Η κλάση
αυτή είναι δυϊκή της κλάσης των προβολικών προτύπων.

Ορισµός 2.2.7. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο E λέγεται ενέσιµο (injective) αν για κάθε µονο–
µορφισµό αριστερών R-προτύπων i : A −→ B και κάθε οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων
f : A −→ E, υπάρχει οµοµορφισµός g : B −→ E ώστε να ισχύει f = g ◦ i. ∆ηλαδή το ακόλουθο
διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

0 // A

f

��

i // B

∃ g��
E

Ας περάσουµε τώρα στον κατηγορικό ορισµό του ενέσιµου προτύπου ο οποίος είναι ισοδύ–
ναµος µε τον Ορισµό (2.2.7) :

Πρόταση 2.2.8. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο E είναι ενέσιµο αν και µόνο αν ο συναρτητής
HomR(−, E) : R-Mod −→ Ab είναι ακριβής.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το αριστερό R-πρότυπο E είναι ενέσιµο. Γνωρίζουµε ότι ο συναρτητής
HomR(−, E) είναι πάντα αριστερά ακριβής. ∆ηλαδή, για κάθε αριστερό R-πρότυπο E, εφαρ–
µόζοντας τον συναρτητή HomR(−, E) σε µία ακριβή ακολουθία αριστερών R-προτύπων

0 −→ L
f−→M

g−→ N −→ 0

έχουµε µία ακριβή ακολουθία

0 −→ HomR(N,E)
g∗−→ HomR(M,E)

f∗−→ HomR(L,E).
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Για να είναι ο συναρτητής HomR(−, E) και δεξιά ακριβής, πρέπει να αποδείξουµε ότι έχουµε
ακρίβεια στο τέλος της ακολουθίας

HomR(M,E)
f∗−→ HomR(L,E).

∆ηλαδή αρκεί να αποδείξουµε ότι η f∗ είναι επιµορφισµός. Επειδή το E είναι ενέσιµο έ–
χουµε ότι για κάθε οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων h : L −→ E και κάθε µονοµορφισµό
f : L −→M υπάρχει οµοµορφισµός αριστερώνR-προτύπων k : M −→ E µε h = k◦f. ∆ηλαδή
το παρακάτω διάγραµµα είναι µεταθετικό :

0 // L

h
��

f // M

∃ k~~
E

Εποµένως, για κάθε h ∈ HomR(L,E), υπάρχει k ∈ HomR(M,E) τέτοιος ώστε h = k◦f. ΄Οµως,
f∗ : HomR(M,E) −→ HomR(L,E), k 7−→ f∗(k) = k ◦ f. ΄Αρα h = k ◦ f ⇒ h = f∗(k).
΄Αρα για κάθε h ∈ HomR(L,E), υπάρχει k ∈ HomR(M,E) τέτοιος ώστε h = f∗(k). Εποµένως
αποδείξαµε ότι ο οµοµορφισµός f∗ είναι επιµορφισµός και άρα ο συναρτητής HomR(−, E)
είναι δεξιά ακριβής.

Αντίστροφα, έστω ότι ο συναρτητής HomR(−, E) είναι δεξιά ακριβής. ΄Εστω ένας µονοµορ–
ϕισµός f : L −→M και ένας τυχαίος οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων h : L −→ E,

0 // L

h
��

f // M

E

Τότε ϑα έχουµε την εξής ακριβή ακολουθία προτύπων:

0 −→ L
f−→M

π−→M/L −→ 0.

Αν εφαρµόσουµε τον ακριβή συναρτητή HomR(−, E) στην παραπάνω ακριβή ακολουθία ϑα
έχουµε:

0 −→ HomR(M/L,E)
π∗−→ HomR(M,E)

f∗−→ HomR(L,E) −→ 0

η οποία είναι ακριβής ακολουθία (εφόσον ο συναρτητής HomR(−, E) είναι αριστερά και δεξιά
ακριβής). ΄Αρα f∗ είναι επιµορφισµός και έτσι για κάθε οµοµορφισµό h : L −→ E, υπάρχει
οµοµορφισµός k : M −→ E τέτοιος ώστε f∗(k) = h⇒ k ◦ f = h. ΄Αρα για κάθε µονοµορφισµό
f : L −→ M και οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων h : L −→ E, υπάρχει οµοµορφισµός
k : M −→ E τέτοιος ώστε k ◦ f = h. ∆ηλαδή το παρακάτω διάγραµµα είναι µεταθετικό :

0 // L

h
��

f // M

∃ k~~
E

Πρόταση 2.2.9. 1. Εάν (Ek)k∈K είναι µία οικογένεια ενέσιµων αριστερώνR-προτύπων, τότε
το ευθύ γινόµενο

∏
k∈K Ek είναι επίσης ένα ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο.
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2. Κάθε ευθύς προσθετέος ενός ενέσιµου αριστερού R-προτύπου E, είναι ενέσιµο αριστερό
R-πρότυπο.

Απόδειξη. 1. Θεωρούµε το διάγραµµα

0 // A

f

��

i // B

E

όπου E =
∏
k∈K Ek. Θα αποδείξουµε ότι υπάρχει οµοµορφισµός g : B −→ E τέτοιος ώστε

g ◦ i = f . ΄Εστω pk : E −→ Ek η k-κανονική προβολή έτσι ώστε pk ◦ f : A −→ Ek. Επειδή
κάθε Ek είναι ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο τότε

0 // A

pk◦f
��

i // B

∃ gk~~
Ek

υπάρχει οµοµορφισµός gk : B −→ Ek τέτοιος ώστε gk ◦ i = pk ◦ f . Τώρα ορίζουµε απεικόνιση
g : B −→ E, b 7−→ (gk(b)). ΄Εστω a ∈ A. Τότε

g ◦ i(a) = g(i(a)) = (gk(i(a))) = (pk ◦ f(a)) = (pk(f(a))) = f(a)

επειδή x = (pk(x)) για κάθε x που ανήκει στο ευθύ γινόµενο.
2. Ας υποθέσουµε ότι E = E1 ⊕ E2. ΄Εστω i : E1 −→ E η έγκλειση και έστω p : E −→ E1

η προβολή (έτσι ώστε p ◦ i = IdE1
.) Θεωρούµε το διάγραµµα

0 // B

f

��

j // C

E1

Θα αποδείξουµε ότι υπάρχει οµοµορφισµός g : C −→ E1 τέτοιος ώστε g ◦ j = f . Επειδή το E
είναι αριστερά ενέσιµο R-πρότυπο τότε

0 // B

i◦f
��

j // C

∃ g0��
E

υπάρχει οµοµορφισµός g0 : C −→ E τέτοιος ώστε g0 ◦ j = i◦f . Ορίζουµε g : C −→ E1, c 7−→
p ◦ g0(c). Τότε

g ◦ j = p ◦ g0 ◦ j = p ◦ i ◦ f = IdE1 ◦ f = f

Πόρισµα 2.2.10. Κάθε πεπερασµένο ευθύ άθροισµα ενέσιµων αριστερών R-προτύπων είναι
ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο.

Απόδειξη. ΄Επεται άµεσα από το γεγονός ότι το ευθύ άθροισµα πεπερασµένου πλήθους προτύ–
πων συµπίπτει µε το ευθύ τους γινόµενο.
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΄Ενα άπειρο ευθύ άθροισµα ενέσιµων αριστερών R-προτύπων δεν είναι απαραίτητα ενέσιµο
αριστερό R-πρότυπο. Θα δούµε σε επόµενο Κεφάλαιο της διατριβής ότι όλα τα ευθέα αθροί–
σµατα ενέσιµων αριστερών R-προτύπων είναι ενέσιµα αριστερά R-πρότυπα αν και µόνο αν ο
δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether (ϐλέπε Θεώρηµα (4.5.6)).

΄Ενα χρήσιµο αποτέλεσµα είναι το ακόλουθο ϑεώρηµα που οφείλεται στον R.Baer.

Θεώρηµα 2.2.11. (Κριτήριο του Baer) ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο E είναι ενέσιµο αν και
µόνο αν κάθε οµοµορφισµός f : I −→ E, όπου I είναι ένα αριστερό ιδεώδες του R, µπορεί να
επεκταθεί στο R.

0 // I

f

��

i // R

∃ g��
E

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [24, theorem 3.30].

Ορισµός 2.2.12. ΄Εστω R µία περιοχή κύριων ιδεωδών, τότε ένα αριστερό R-πρότυπο M κα–
λείται διαιρετό (divisible), εάν για κάθε m ∈ M και µη-µηδενικό r ∈ R, υπάρχει m′ ∈ M
τέτοιο ώστε m = rm′.

Τώρα ϑα αναφέρουµε δύο προτάσεις οι οποίες ϑα µας χρειαστούν στην απόδειξη ενός
σηµαντικού Θεωρήµατος.

Πρόταση 2.2.13. ΄Εστω R µία περιοχή κύριων ιδεωδών. Τότε ένα αριστερό R-πρότυπο E είναι
ενέσιµο αν και µόνο αν είναι διαιρετό.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [14, Theorem 3.1.4].

Παράδειγµα 2.2.14. 1. Θεωρούµε τοM = Q ως αριστερό πρότυπο πάνω από το δακτύλιο
R = Z. ΄Εχουµε ότι το Q είναι διαιρετό γιατί για κάθε 0 6= z ∈ Z και pq ∈ Q, υπάρχει
µ
ν ∈ Q τέτοιο ώστε p

q = z µν , εάν ϑέσουµε µ
ν = p

qz . Εποµένως σύµφωνα µε την παρα-
πάνω Πρόταση, το Q είναι ενέσιµο αριστερό Z-πρότυπο διότι το Z είναι περιοχή κύριων
ιδεωδών.

2. Κάθε µη-µηδενική πεπερασµένη αβελιανή οµάδα δεν είναι ενέσιµο Z-πρότυπο διότι δεν
είναι διαιρετό.

Πρόταση 2.2.15. 1. Κάθε αβελιανή οµάδα µπορεί να εµφυτευτεί σε µία ενέσιµη αβελιανή
οµάδα.

2. Εάν R −→ S είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων και E ένα ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο,
τότε HomR(S,E) είναι ένα ενέσιµο αριστερό S-πρότυπο. ∆ηλαδή εάν G είναι µία διαι–
ϱετή αβελιανή οµάδα, τότε HomZ(R,G) είναι ένα ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο, για κάθε
δακτύλιο R.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [14, Corollary 3.1.5, Proposition 3.1.6].

Το ακόλουθο ϑεώρηµα ϑα µας δώσει την δυνατότητα να χρησιµοποιούµε ενέσιµα πρότυπα
για να περιγράφουµε αυθαίρετα πρότυπα.

Θεώρηµα 2.2.16. (Baer (1940) ) Κάθε αριστερό R-πρότυπο M µπορεί να εµφυτευθεί σε ένα
ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο E.
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Απόδειξη. ΄Εστω M ένα αριστερό R-πρότυπο. Αν το M ιδωθεί ως αβελιανή οµάδα, ορίζουµε

φ : M −→ HomZ(R,M)

m 7−→ φm, όπου φm(r) := rm

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι η φ είναι οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων. Τώρα ϑα αποδεί–
ξουµε ότι η φ είναι 1− 1. ΄Εστω ότι φm = 0, άρα m = 1 ·m = φm(1) = 0⇒ m = 0.

Από την προηγούµενη Πρόταση (ϐλέπε 1.) υπάρχει ενέσιµη αβελιανή οµάδα G και µία
εµφύτευση οµάδων i : M −→ G. Επειδή ο συναρτητής HomZ(R,−) είναι αριστερά ακρι–
ϐής και συναλλοίωτος, εάν τον εφαρµόσουµε στην εµφύτευση i, ϑα έχουµε τον εγκλεισµό
i∗ : HomZ(R,M) −→ HomZ(R,G) και έτσι η σύνθεση i∗ ◦ φ είναι 1− 1. ΄Ετσι το M εµφυτεύ–
εται στην HomZ(R,G), η οποία από την προηγούµενη Πρόταση (ϐλέπε 2.) είναι ένα ενέσιµο
αριστερό R-πρότυπο.

Περισσότερα παραδείγµατα ενέσιµων και προβολικών προτύπων δίνονται από το ακόλουθο
σηµαντικό αποτέλεσµα. Υπενθυµίζουµε ότι ένας δακτύλιος R καλείται ηµι-απλός (semi–
simple) εάν κάθε αριστερόR-πρότυπο είναι ηµιαπλό, δηλαδή ευθύ άθροισµα απλών αριστερών
R-προτύπων.

Πρόταση 2.2.17. Οι ακόλουθες συνθήκες στον δακτύλιο R είναι ισοδύναµες.

1. Ο δακτύλιος R είναι ηµι-απλός.

2. Κάθε (αριστερό) R-πρότυπο M είναι ενέσιµο.

3. Κάθε (αριστερό) R-πρότυπο M είναι προβολικό.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [24, Proposition 4.5].

Ας περάσουµε τώρα στον ορισµό της προβολικής και της ενέσιµης ανάλυσης ενός αριστερού
R-προτύπου A.

Ορισµός 2.2.18. ΄Ενα ϑετικό σύµπλοκο είναι ένα σύµπλοκο (M•,d•) της µορφής

M• = · · · −→Mn
dn−→Mn−1 −→ · · · −→M1

d1−→M0
d0−→ A −→ 0

Το σύµπλοκο M•, όπου το πρότυπο A έχει αφαιρεθεί, δηλαδή το σύµπλοκο

MA = · · · −→Mn
dn−→Mn−1 −→ · · · −→M1

d1−→M0 −→ 0

καλείται deleted σύµπλοκο του (M•,d•).

Μια ακολουθία {Cn, dn}n∈Z αριστερών R-προτύπων και οµοµορφισµών αριστερών R-
προτύπων

C• = · · · // Cn−1 dn−1
// Cn

dn // Cn+1 dn+1
// · · ·

τέτοια ώστε dn+1 ◦ dn = 0 για όλα τα n ∈ Z είναι ένα συν-αλυσιδωτό σύµπλοκο (cochain
complex). ΄Οπως στα σύµπλοκα έτσι και στα συν-αλυσιδωτά σύµπλοκα ορίζεται ανάλογα
η έννοια του µορφισµού συν-αλυσιδωτών συµπλόκων fn, η n-οστή συν-οµολογία του συν-
αλυσιδωτού συµπλόκου Hn και τα (deleted) ϑετικά συν-αλυσιδωτά σύµπλοκα.

Ορισµός 2.2.19. Προβολική ανάλυση (projective resolution) ενός αριστερού R-προτύπου
A είναι ένα ακριβές ϑετικό σύµπλοκο

P• = · · · −→ Pn
dn−→ Pn−1 −→ · · · −→ P1

d1−→ P0
d0−→ A −→ 0
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όπου κάθε Pn είναι προβολικό για n = 0, 1, 2, . . . Εάν P• είναι µία προβολική ανάλυση ενός
αριστερούR-προτύπουA τότε η deleted προβολική ανάλυση (deleted projective resolution)
είναι το deleted ϑετικό σύµπλοκο

PA = · · · −→ Pn
dn−→ Pn−1 −→ · · · −→ P1

d1−→ P0 −→ 0

Αντίστοιχα,

Ενέσιµη ανάλυση (injective resolution) ενός αριστερού R-προτύπου A είναι ένα ακριβές
ϑετικό συν-αλυσιδωτό σύµπλοκο

E• = 0 −→ A −→ E0 d0

−→ E1 d1

−→ · · · −→ En−1 dn−1

−→ En −→ · · ·

όπου κάθε En είναι ενέσιµο για n = 0, 1, 2, . . . Εάν E• είναι µία ενέσιµη ανάλυση ενός αριστε–
ϱού R-προτύπου A τότε η deleted ενέσιµη ανάλυση (deleted injective resolution) είναι το
deleted ϑετικό συν-αλυσιδωτό σύµπλοκο

EA = 0 −→ E0 d0

−→ E1 d1

−→ · · · −→ En−1 dn−1

−→ En −→ · · ·

Πρόταση 2.2.20. Κάθε αριστερόR-πρότυποA έχει τουλάχιστον µία προβολική και µία ενέσιµη
ανάλυση.

Απόδειξη. Εάν A είναι ένα αριστερό R-πρότυπο γνωρίζουµε ότι είναι επιµορφική εικόνα ενός
ελεύθερου αριστερού R-προτύπου. Επειδή όµως κάθε ελεύθερο πρότυπο είναι προβολικό
έχουµε ότι το αριστερό R-πρότυπο A είναι επιµορφική εικόνα ενός προβολικού αριστερού
R-προτύπου. ΄Αρα υπάρχει ένα προβολικό αριστερό R-πρότυπο P0 και ένας επιµορφισµός
d0 : P0 −→ A. Εποµένως, έχουµε την ακριβή ακολουθία

0 −→ K0
i0−→ P0

d0−→ A −→ 0,

όπου K0 είναι ο πυρήνας της d0 και i0 η κανονική έγκλειση. Με τον ίδιο τρόπο, υπάρχει
προβολικό αριστερό R-πρότυπο P1 και ένας επιµορφισµός ε1 : P1 −→ K0 και µία ακριβή
ακολουθία

0 −→ K1
i1−→ P1

ε1−→ K0 −→ 0,

Ορίζουµε
d1 : P1 −→ P0, την σύνθεση d1 = i0 ◦ ε1.

Συνεχίζοντας την ίδια διαδικασία ϑα πάρουµε το παρακάτω διάγραµµα:

· · · // Pn

εn

��

dn // Pn−1
// · · · // P1

d1 //

ε1

��

P0
d0 // A // 0

Kn−1

in−1

;;

��

K0

i0

>>

��
0

<<

0 0

==

0

όπου dn = in−1 ◦ εn για n = 1, 2, 3, . . .

Επιπλέον έχουµε ότι,

x ∈ Ker dn ⇔ dn(x) = 0⇔ (in−1 ◦ εn)(x) = 0⇔ in−1(εn(x)) = 0

⇔ εn(x) ∈ Ker in−1 = 0⇔ εn(x) = 0⇔ x ∈ Ker εn
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και

Im dn+1 = {dn+1(x) | x ∈ Pn+1} = {in ◦ εn+1(x) | x ∈ Pn+1}
= {in(εn+1(x)) | x ∈ Pn+1} = {in(y) | y = εn+1(x) ∈ Kn}
= Im in

΄Αρα,
Ker dn = Ker εn & Im dn+1 = Im in

΄Οµως Ker εn = Im in, άρα έχουµε ότι Ker dn = Im dn+1 για n = 1, 2, 3, . . .

΄Ετσι,
P• = · · · −→ Pn

dn−→ Pn−1 −→ · · · −→ P1
d1−→ P0

d0−→ A −→ 0

είναι µία προβολική ανάλυση του A.
Μία ενέσιµη ανάλυση τουA µπορεί να κατασκευαστεί χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι κάθε

πρότυπο µπορεί να εµφυτευθεί σε ένα ενέσιµο πρότυπο και χρησιµοποιώντας τους συνπυρήνες
κατά τον ίδιο τρόπο όπως χρησιµοποιήσαµε τους πυρήνες στην κατασκευή της προβολικής
ανάλυσης του A. Κάνοντας αυτή την διαδικασία ϑα πάρουµε το ακόλουθο διάγραµµα:

0 // A
d−1
// E0 d0

//

��

E1 // · · · // En
dn //

��

En+1 // · · ·

C0

==

��

Cn

<<

��
0

>>

0 0

==

0

Τότε Im dn = Ker dn+1 για n = 0, 1, 2, 3, . . . και έτσι,

E• = 0 −→ A −→ E0 d0

−→ E1 d1

−→ · · · −→ En−1 dn−1

−→ En −→ · · ·

είναι µία ενέσιµη ανάλυση του A.

Ας περάσουµε σε κάποια παραδείγµατα.

Παράδειγµα 2.2.21. 1. Θεωρούµε το A = Z2 ως αριστερό πρότυπο πάνω από το δακτύλιο
R = Z4. Τότε η ακολουθία

· · · −→ Z4
dn−→ Z4

dn−1−→ Z4 −→ · · · −→ Z4
d0−→ Z2 −→ 0

είναι µία προβολική ανάλυση του A, όπου dn([a]) = [2a], ∀n ≥ 1 και d0([a]) = [a].

2. Θεωρούµε το A = Z ως αριστερό πρότυπο πάνω από το δακτύλιο R = Z. Τότε η
ακολουθία

0 −→ Z d−1

−→ Q d0

−→ Z/Q −→ 0 −→ 0 −→ · · ·

είναι µία ενέσιµη ανάλυση του προτύπου A, όπου d−1 είναι η κανονική έγκλειση και d0

η κανονική προβολή.

΄Ενα πρότυπο έχει αρκετές προβολικές (αντ. ενέσιµες) αναλύσεις. Θα αποδείξουµε ότι δύο
προβολικές (αντ. ενέσιµες) αναλύσεις ενός προτύπου έχουν τον ίδιο οµοτοπικό τύπο. Για να το
αποδείξουµε αυτό χρειαζόµαστε το ακόλουθο Θεώρηµα.
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Θεώρηµα 2.2.22. (Θεώρηµα Σύγκρισης) ΄Εστω

P• = · · · −→ Pn
dn−→ Pn−1 −→ · · · −→ P1

d1−→ P0
d0−→ A −→ 0

ένα σύµπλοκο όπου κάθε Pn είναι προβολικό για n = 0, 1, 2, 3, . . . και έστω ότι το σύµπλοκο

Q• = · · · −→ Qn
kn−→ Qn−1 −→ · · · −→ Q1

k1−→ Q0
k0−→ B −→ 0

είναι ακριβές. Τότε για κάθε οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων f : A −→ B, ο f επεκτείνεται
σε έναν µορφισµό συµπλόκων f• : PA −→ QB έτσι ώστε το διάγραµµα

· · · // Pn
dn //

fn

��

Pn−1

dn−1 //

fn−1

��

· · · d1 // P0
d0 //

f0

��

A //

f

��

0

· · · // Qn
kn // Qn−1

kn−1 // · · · k1 // Q0
k0 // B // 0

να είναι µεταθετικό. Επιπλέον, αν ο f : A −→ B επεκτείνεται και σε έναν άλλο µορφισµό
συµπλόκων f∗• : PA −→ QB τότε οι µορφισµοί f•, f

∗
• είναι οµοτοπικοί, δηλαδή f• ∼= f∗•

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε την ύπαρξη των fn µε επαγωγή στο n ≥ 0. Για n = 0 ϑεωρούµε το
διάγραµµα

P0

f0

~~
f◦d0

��
Q0

k0

// B // 0

Επειδή k0 είναι επιµορφισµός και το P0 είναι προβολικό, υπάρχει οµοµορφισµός f0 : P0 −→
Q0 µε k0 ◦ f0 = f ◦ d0. Για το επαγωγικό ϐήµα ϑεωρούµε ότι οι οµοµορφισµοί f0, f1, . . . , fn έ–
χουν ϐρεθεί και κάνουν το διάγραµµα µεταθετικό. Θα αποδείξουµε ότι υπάρχει οµοµορφισµός
fn+1 : Pn+1 −→ Qn+1 τέτοιος ώστε kn+1 ◦ fn+1 = fn ◦ dn+1. Θεωρούµε το διάγραµµα

Pn+1

dn+1 // Pn
dn //

fn

��

Pn−1

fn−1

��
Qn+1

kn+1 // Qn
kn // Qn−1.

΄Εχουµε ότι kn ◦fn ◦dn+1 = fn−1 ◦dn ◦dn+1 = 0⇒ Im(fn ◦dn+1) ⊆ Ker kn. Από την ακρίβεια
όµως της κάτω γραµµής έχουµε ότι Im kn+1 = Ker kn. ΄Αρα Im(fn ◦ dn+1) ⊆ Im kn+1, και έτσι
έχουµε το διάγραµµα

Pn+1

fn+1

zz
fn◦dn+1

��
Qn+1

kn+1

// Im kn+1
// 0

και επειδή το Pn+1 είναι προβολικό, υπάρχει απεικόνιση fn+1 : Pn+1 −→ Qn+1 τέτοια ώστε
kn+1 ◦ fn+1 = fn ◦ dn+1. Για την απόδειξη της µοναδικότητα της f• : PA −→ QB µέσω
οµοτοπίας ϐλέπε [24, Theorem 6.16].

Πρόταση 2.2.23. Εάν P•, Q• είναι προβολικές αναλύσεις ενός αριστερού R-προτύπου A, τότε
τα σύµπλοκα PA,QA έχουν τον ίδιο οµοτοπικό τύπο.
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Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι ο ταυτοτικός οµοµορφισµός IdA : A −→ A επεκτείνεται στους µορ–
ϕισµούς συµπλόκων f• : PA −→ QA και g• : QA −→ PA. ΄Αρα, g• ◦ f• : PA −→ PA και
f• ◦ g• : QA −→ QA. Επιπλέον, έχουµε ότι και IdPA

: PA −→ PA και IdQA
: QA −→ QA

είναι οι ταυτοτικοί µορφισµοί συµπλόκων στο PA και QA, αντίστοιχα. Λόγω µοναδικότητας
από το προηγούµενο ϑεώρηµα έχουµε ότι g• ◦ f• ∼= IdPA

και f• ◦g• ∼= IdQA
. ΄Αρα PA και QA

έχουν τον ίδιο οµοτοπικό τύπο.

Παρατήρηση 2.2.24. ∆υϊκά ισχύει το ϑεώρηµα σύγκρισης και για ενέσιµα πρότυπα. ΄Ετσι
έστω

E• = 0 −→ A
k−1

−→ E0 k0

−→ E1 k1

−→ · · · −→ En−1 kn−1

−→ En
kn−→ · · ·

ένα συν-αλυσιδωτό σύµπλοκο όπου κάθε En είναι προβολικό για n = 0, 1, 2, 3, . . . και έστω ότι
το συν-αλυσιδωτό σύµπλοκο

D• = 0 −→ B
d−1

−→ N0 d0

−→ N1 d1

−→ · · · −→ Nn−1 dn−1

−→ Nn dn−→ · · ·

είναι ακριβές. Τότε για κάθε οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων f : B −→ A, ο f επεκτεί–
νεται σε έναν µορφισµό συν-αλυσιδωτών συµπλόκων f• : DB −→ EA έτσι ώστε το διάγραµµα

0 // B
d−1
//

f

��

N0 d0
//

f0

��

· · · dn−1
// Nn dn //

fn

��

Nn+1 //

fn+1

��

· · ·

0 // A
k−1
// E0 k0

// · · · k1
// En

kn // En+1 // · · ·

να είναι µεταθετικό. Επιπλέον, αν ο f : B −→ A επεκτείνεται και σε έναν άλλο µορφισµό συν-
αλυσιδωτών συµπλόκων f∗• : DB −→ EA τότε οι µορφισµοί f•, f

∗
• είναι οµοτοπικοί, δηλαδή

f• ∼= f∗•.

΄Ετσι εάν E•, D• είναι ενέσιµες αναλύσεις ενός αριστερού R-προτύπου A, τότε EA,DA

έχουν τον ίδιο οµοτοπικό τύπο.

2.3 Οι Συναρτητές Ext και Tor

Στην Οµολογική ΄Αλγεβρα κυρίαρχο ϱόλο διαδραµατίζουν οι δεξιά και αριστερά παραγόµενοι
συναρτητές. Εµείς ϑα επικεντρωθούµε σε εκείνους τους δεξιά και αριστερά παραγόµενους
συναρτητές που µπορούν να κατασκευαστούν από τους συναρτητές Hom και ⊗, δηλαδή τους
συναρτητές Ext και Tor .

Ας ξεκινήσουµε µε τους αριστερά παραγόµενους συναρτητές που κατασκευάζονται από
έναν προσθετικό συναλλοίωτο συναρτητή F : R-Mod −→ Ab .

Ο Συναρτητής LnF : R-Mod −→ Ab :

΄Εστω ένα αριστερό R-πρότυπο M και επιλέγουµε µία προβολική ανάλυση του

P• = · · · −→ Pn
dn−→ Pn−1 −→ · · · −→ P1

d1−→ P0
d0−→M −→ 0.

Κατασκευάζουµε την deleted προβολική ανάλυση του P•, δηλαδή

PM = · · · −→ Pn
dn−→ Pn−1 −→ · · · −→ P1

d1−→ P0 −→ 0
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και εφαρµόζουµε σε αυτήν τον συναρτητή F . Τότε ϑα έχουµε το σύµπλοκο

F (PM) = · · · −→ F (Pn)
F (dn)−→ F (Pn−1) −→ · · · −→ F (P1)

F (d1)−→ F (P0) −→ 0.

Εάν σε αυτό το σύµπλοκο ϑεωρήσουµε τις οµολογικές οµάδες Hn(F (PM)) µπορούµε να ορί–
σουµε,

LnF : R-Mod −→ Ab

M 7−→ LnF (M) := Hn(F (PM)).

΄Εστω N ένα αριστερό R-πρότυπο και Q• µία προβολική του ανάλυση. Εάν f : M −→ N
είναι ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων τότε από το Θεώρηµα Σύγκρισης, υπάρχει
µορφισµός συµπλόκων f• : PM −→ QN. ∆ηλαδή έχουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα
:

· · · // Pn
dn //

fn

��

Pn−1

dn−1 //

fn−1

��

· · · d1 // P0
d0 //

f0

��

M //

f

��

0

· · · // Qn
kn // Qn−1

kn−1 // · · · k1 // Q0
k0 // N // 0

∆ιαγράφουµε τα M,N και εφαρµόζουµε τον συναρτητή F στο διάγραµµα και ϑα έχουµε το
διάγραµµα

· · · // F (Pn)
F (dn)//

F (fn)

��

F (Pn−1)
F (dn−1) //

F (fn−1)

��

· · · · · ·
F (d1) // F (P0)

F (d0) //

F (f0)

��

0

· · · // F (Qn)
F (kn)// F (Qn−1)

F (kn−1) // · · · · · ·
F (k1) // F (Q0)

F (k0) // 0

όπου η πάνω και η κάτω γραµµή είναι σύµπλοκα. Είναι εύκολο να δει κανείς ότι και
F (f•) : F (PM) −→ F (PN) είναι επίσης µορφισµός συµπλόκων. Από αυτόν τον µορφισµό
επάγεται ένας οµοµορφισµός οµάδων

Hn(F (f•) : Hn(F (PM)) −→ Hn(F (PN))

Ορίζουµε,
LnF (f) := Hn(F (f•))

Πρόταση 2.3.1. Εάν F : R-Mod −→ Ab ένας προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής, τότε

LnF : R-Mod −→ Ab

είναι ένας προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής για κάθε ακέραιο n ≥ 0.

Απόδειξη. Είναι εύκολο να δει κανείς ότι ο LnF είναι ένας προσθετικός συναλλοίωτος συναρ–
τητής. Θα αποδείξουµε ότι ο LnF είναι καλά ορισµένος στους οµοµορφισµούς, δηλαδή ότι ο
οµοµορφισµός οµάδων

Hn(F (f•) : Hn(F (PM)) −→ Hn(F (PN))

δεν εξαρτάται από την επιλογή του µορφισµού f• που επεκτείνεται ο οµοµορφισµός f. ΄Εστω
ότι ο f επεκτείνεται και σε έναν άλλον µορφισµό g• : PM −→ QN. Τότε από το Θεώρηµα Σύγ-
κρισης έχουµε οι µορφισµοί f•,g• είναι οµοτοπικοί, δηλαδή f• ∼= g•. Εύκολα αποδεικνύεται
ότι και οι µορφισµοί F (f•), F (g•) είναι επίσης οµοτοπικοί, F (f•) ∼= F (g•) και έτσι από την
Πρόταση (2.1.9) έχουµε ότι Hn(F (f•)) ∼= Hn(F (g•)).
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Ορισµός 2.3.2. Εάν F : R-Mod −→ Ab ένας προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής, τότε ο
συναρτητής

LnF : R-Mod −→ Ab

καλείται ο n-οστός αριστερά παραγόµενος συναρτητής του F.

Παρατήρηση 2.3.3. Ο συναρτητής LnF δεν είναι µοναδικός επειδή η κατασκευή του εξαρτά–
ται από τις προβολικές αναλύσεις που ϑα επιλεχθούν για τα πρότυπα. Εάν επιλέξουµε διαφορε–
τικές προβολικές αναλύσεις τότε ϑα πάρουµε έναν δεύτερο συναρτητή L̄nF : R-Mod −→ Ab µε
τον ίδιο τρόπο όπως τον LnF. Οι συναρτητές LnF και L̄nF , γενικά, δεν είναι ίσοι αλλά το ση–
µαντικό σηµείο είναι ότι είναι ϕυσικά ισόµορφοι. ∆ιατηρώντας τους παραπάνω συµβολισµούς,
αυτή η ϕυσική ισοδυναµία συναρτητών αποδεικνύεται στην πρόταση που ακολουθεί.

Πρόταση 2.3.4. ΄Εστω F : R-Mod −→ Ab ένας προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής. Τότε
οι συναρτητές LnF και L̄nF είναι ϕυσικά ισόµορφοι.

Απόδειξη. Αρχικά ϑα αποδείξουµε ότι εάν P•,P
′
• είναι προβολικές αναλύσεις ενός αριστερού

R-προτύπου M , τότε για κάθε n ≥ 0

Hn(F (PM)) ∼= Hn(F (P′M))

΄Εστω P•,P
′
• δύο προβολικές αναλύσεις ενός αριστερούR-προτύπουM . Τότε εάν ο ταυτοτικός

οµοµορφισµός IdM : M −→M επεκτείνεται στους µορφισµούς συµπλόκων f• : PM −→ P′M,
g• : P′M −→ PM, από την Πρόταση (2.2.23) έπεται ότι g• ◦ f• ∼= IdPM

και f• ◦ g• ∼= IdP′M
.

΄Αρα ϑα ισχύει και
F (g• ◦ f•) ∼= F (IdPM

), F (f• ◦ g•) ∼= F (IdP′M
)

Από τις ιδιότητες των συναρτητών Hn και F έχουµε

Hn(F (g•))Hn(F (f•)) = Hn(F (g•)F (f•)) = Hn(F (g• ◦ f•)

= Hn(F (IdPM
) = Hn(IdF (PM))

= IdHn(F (PM))

Παρόµοια,
Hn(F (f•))Hn(F (g•)) = IdHn(F (P′M))

και έτσι
Hn(F (f•)) : Hn(F (PM)) −→ Hn(F (P′M))

είναι ένας ισοµορφισµός. ΄Εστω ηM = Hn(F (f•)). Τώρα ϑα αποδείξουµε ότι οι ισοµορφισµοί
ηM ορίζουν έναν ϕυσικό ισοµορφισµό συναρτητών. ΄Εστω QN,Q

′

N δύο προβολικές αναλύσεις
ενός αριστερού R-προτύπου N. Εάν f : M −→ N είναι ένας οµοµορφισµός αριστερών R-
προτύπων, τότε έχουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

Hn(F (PM))
ηM //

Hn(F (h•))

��

Hn(F (P′M))

Hn(F (k•))

��
Hn(F (QN))

ηN
// Hn(F (Q′N))

όπου h• : PM −→ QN και k• : P′M −→ Q′N είναι οι µορφισµοί που επεκτείνεται ο f. Επο–
µένως έχουµε έναν ϕυσικό ισοµορφισµό η : LnF −→ L̄nF και έτσι οι LnF, L̄nF είναι ϕυσικά
ισόµορφοι συναρτητές.
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Παρατήρηση 2.3.5. Εάν F : R-Mod −→ Ab είναι ένας προσθετικός αντισυναλλοίωτος συναρ-
τητής, τότε ο συναρ–τητής

LnF : R-Mod −→ Ab

κατασκευάζεται από ενέσιµες αναλύσεις, και όπως παραπάνω, ϑα είναι ανεξάρτητος από αυτές.

Τώρα είµαστε σε ϑέση να κατασκευάσουµε τους n-οστούς αριστερά παραγόµενους συναρ–
τητές που κατασκευάζονται από τους συναρτητές του ⊗.

1. Ο Συναρτητής TorRn (−,X) : ΄Εστω X ένα αριστερό R-πρότυπο και ο συναρτητής
−⊗R X : Mod-R −→ Ab . ΄Εστω

P• = · · · −→ Pn
dn−→ Pn−1 −→ · · · −→ P1

d1−→ P0
d0−→M −→ 0.

µία προβολική ανάλυση ενός δεξιού R-προτύπου M. Τότε έχουµε το σύµπλοκο

PM ⊗R X = · · · −→ Pn ⊗R X
dn⊗IdX−→ Pn−1 ⊗R X −→ · · · −→ P0 ⊗R X −→ 0.

Ορίζουµε,
TorRn (−, X) : Mod-R −→ Ab

M 7−→ TorRn (M,X) := Hn(PM ⊗R X)

΄Εστω N ένα δεξιό R-πρότυπο και Q• µία προβολική του ανάλυση. Εάν f : M −→ N
είναι ένας οµοµορφισµός δεξιών R-προτύπων τότε από το Θεώρηµα Σύγκρισης, υπάρχει
µορφισµός συµπλόκων f• : PM −→ QN. Είναι εύκολο να δει κανείς ότι και f• ⊗R
IdX : PM ⊗R X −→ QN ⊗R X είναι επίσης µορφισµός συµπλόκων. Από αυτόν τον
µορφισµό επάγεται ένας οµοµορφισµός οµάδων

Hn(f• ⊗ IdX) : Hn(PM ⊗R X) −→ Hn(QN ⊗R X)

Ορίζουµε,
TorRn (f,X) := Hn(f• ⊗ IdX)

2. Ο Συναρτητής torRn (M,−): Ο συναρτητής torRn (M,−) είναι δυϊκός του TorRn (−, X).

΄Εστω M ένα δεξιό R-πρότυπο και ο συναρτητής M ⊗R − : R-Mod −→ Ab . Τότε εάν X
είναι ένα αριστερό R-πρότυπο ορίζουµε

torRn (M,−) : R-Mod −→ Ab

X 7−→ torRn (M,X) := Hn(M ⊗R PX),

όπου PX είναι µία προβολική ανάλυση του X. Επιπλέον, έστω N ένα αριστερό R-
πρότυπο και Q• µία προβολική του ανάλυση. Τότε εάν f : X −→ N είναι ένας οµοµορ–
ϕισµός αριστερών R-προτύπων, ορίζουµε

torRn (M,f) := Hn(IdM ⊗ f•)

όπου,
Hn(IdM ⊗ f•) : Hn(M ⊗R PX) −→ Hn(M ⊗R QN).

Παρατήρηση 2.3.6. Αποδεικνύεται ότι για όλα τα πρότυπα RX,MR

torRn (M,−)(X) = TorRn (−, X)(M)

Εποµένως η κοινή τιµή TorRn (M,X) µπορεί να υπολογιστεί είτε χρησιµοποιώντας προβολικές
αναλύσεις του M , είτε προβολικές αναλύσεις του X. Για την απόδειξη ϐλέπε [24, Theorem
6.32].
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Πόρισµα 2.3.7. Το πρότυπο TorRn (M,X) είναι ανεξάρτητο της επιλογής των προβολικών ανα–
λύσεων των M και X.

Απόδειξη. Ισχύει διότι ο συναρτητής TorRn (−, X) είναι αριστερά παραγόµενος συναρτητής.

Από τώρα ϑα γράφουµε TorR∗ αντί για torR∗ .

Πρόταση 2.3.8. ΄Εστω F ένας προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής. Εάν ο F είναι δεξιά
ακριβής, τότε L0F (M) ∼= F (M), για όλα τα αριστερά R-πρότυπα M και εάν P είναι ένα
προβολικό αριστερό R-πρότυπο τότε LnF (P ) = 0, για n = 1, 2, 3, . . . Ειδικότερα, για όλα τα
δεξιά R-πρότυπα M και αριστερά R-πρότυπα N , ισχύει ότι

TorR0 (M,N) = M ⊗R N

και εάν P είναι ένα προβολικό δεξιό R-πρότυπο και Q είναι ένα προβολικό αριστερό R-πρότυπο
τότε

TorRn (P,N) = 0 και TorRn (M,Q) = 0, ∀n ≥ 1.

Απόδειξη. Εάν P• είναι µία προβολική ανάλυση του M , τότε η ακολουθία

P1
d1−→ P0

d0−→M −→ 0.

είναι ακριβής. Επειδή ο συναρτητής F είναι δεξιά ακριβής, επάγεται ότι η ακολουθία

F (P1)
F (d1)−→ F (P0)

F (d0)−→ F (M) −→ 0

είναι ακριβής. Εξετάζοντας την

F (P1)
F (d1)−→ F (P0) −→ 0

ϐλέπουµε ότι

L0F (M) = H0(FPM
) = Ker(F (P0) −→ 0)

/
ImF (d1) = F (P0)

/
KerF (d0) ∼= F (M).

Εάν P είναι ένα προβολικό αριστερό R-πρότυπο, τότε

P• := · · · −→ 0 −→ P
IdP−→ P −→ 0.

είναι µία προβολική ανάλυση του P . Αυτή η ανάλυση µας δίνει το σύµπλοκο

F (P•) := · · · −→ 0 −→ F (P ) −→ 0

Είναι προφανές ότι LnF (P ) = 0, για n = 1, 2, 3, . . .

Εποµένως, TorRn (M,N) = M ⊗RN, TorRn (P,N) = 0 και TorRn (M,Q) = 0,∀n ≥ 1, διότι οι
συναρτητές−⊗RN ,M⊗R− είναι δύο συναλλοίωτοι δεξιά ακριβείς προσθετικοί συναρτητές.

Τώρα ϑα αναφέρουµε ένα λήµµα το οποίο µας δείχνει έναν τρόπο κατασκευής προβολικών
αναλύσεων:
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Λήµµα 2.3.9. (Horseshoe Lemma) ΄Εστω το ακόλουθο διάγραµµα αριστερών R-προτύπων
όπου η γραµµή είναι ακριβής και οι στήλες είναι προβολικές αναλύσεις :

...

��

...

��
P ′1

��

P ′′1

��
P ′0

��

P ′′0

��
0 // A′ //

��

A // A′′ //

��

0

0 0

Τότε υπάρχει η προβολική ανάλυση του A και µορφισµοί συµπλόκων έτσι ώστε οι τρεις στήλες
να δηµιουργούν µια ακριβή ακολουθία συµπλόκων.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [31, Lemma 2.2.8].

Παρατήρηση 2.3.10. Ισχύει και η δυϊκή πρόταση, µε δυϊκή απόδειξη, όπου οι προβολικές
αναλύσεις αντικαθίστανται µε ενέσιµες αναλύσεις.

Με την ϐοήθεια του προηγούµενου λήµµατος έχουµε την εξής Πρόταση:

Πρόταση 2.3.11. Εάν 0 −→ A′ −→ A −→ A′′ −→ 0 είναι µία σύντοµη ακριβής ακολουθία
δεξιών R-προτύπων, υπάρχει µία µακρά ακριβής ακολουθία για κάθε αριστερό R-πρότυπο B,

· · · −→ TorR2 (A′, B) −→ TorR2 (A,B) −→ TorR2 (A′′, B) −→ TorR1 (A′, B) −→

−→ TorR1 (A,B) −→ TorR1 (A′′, B) −→ A′ ⊗R B −→ A⊗R B −→ A′′ ⊗R B −→ 0

Μία ανάλογη µακρά ακριβή ακολουθία έχουµε και για τον συναρτητή TorRn (B,−)

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [24, theorem 6.27, corollary 6.30 ].

Ας περάσουµε τώρα στους δεξιά παραγόµενους συναρτητές οι οποίοι επάγονται από έναν
προσθετικό συναλλοίωτο συναρτητή F : R-Mod −→ Ab .

Ο Συναρτητής RnF : R-Mod −→ Ab :

΄Εστω ένα αριστερό R-πρότυπο M και

E• = 0 −→M
k−1

−→ E0 k0

−→ E1 k1

−→ · · · −→ En−1 kn−1

−→ En
kn−→ · · ·

µία ενέσιµη ανάλυση του. Κατασκευάζουµε την deleted ενέσιµη ανάλυση του E•, δηλαδή

EM = 0 −→ E0 k0

−→ E1 k1

−→ · · · −→ En−1 kn−1

−→ En
kn−→ · · ·



2.3. ΟΙ ΣΥΝΑΡΤΗΤΕΣ Ext ΚΑΙ Tor 67

και εφαρµόζουµε σε αυτήν τον συναρτητή F . Τότε ϑα έχουµε το συν-αλυσιδωτό σύµπλοκο

F (EM) = 0 −→ F (E0)
F (k0)−→ F (E1)

F (k1)−→ · · · −→ F (En−1)
F (kn−1)−→ F (En)

F (kn)−→ · · ·

Εάν σε αυτό το συν-αλυσιδωτό σύµπλοκο ϑεωρήσουµε τις συν-οµολογικές οµάδες Hn(F (EM))
µπορούµε να ορίσουµε,

RnF : R-Mod −→ Ab

M 7−→ RnF (M) := Hn(F (EM)).

΄Εστω N ένα αριστερό R-πρότυπο και Q• µία ενέσιµη ανάλυση του. Εάν f : M −→ N είναι
ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων τότε από το δυϊκό Θεώρηµα Σύγκρισης, υπάρχει
µορφισµός συν-αλυσιδωτών συµπλόκων f• : EM −→ QN. ∆ηλαδή έχουµε το ακόλουθο µετα–
ϑετικό διάγραµµα :

0 // M
k−1
//

f

��

E0 k0
//

f0

��

· · · kn−1
// En

kn //

fn

��

En+1 //

fn+1

��

· · ·

0 // N
d−1
// D0 d0

// · · · dn−1
// Dn dn // dn+1 // · · ·

∆ιαγράφουµε τα M,N και εφαρµόζουµε τον συναρτητή F στο διάγραµµα και ϑα έχουµε:

0 // F (E0)
F (k0) //

F (f0)

��

· · ·
F (kn−1)// F (En)

F (kn)//

F (fn)

��

F (En+1) //

F (fn+1)

��

· · ·

0 // F (D0)
F (d0) // · · ·

F (dn−1)// F (Dn)
F (dn) // F (dn+1) // · · ·

όπου η πάνω και η κάτω γραµµή είναι σύµπλοκα. Είναι εύκολο να δει κανείς ότι και
F (f•) : F (EM) −→ F (QN) είναι επίσης µορφισµός συν-αλυσιδωτών συµπλόκων. Από αυ–
τόν τον µορφισµό επάγεται ένας οµοµορφισµός οµάδων

Hn(F (f•)) : Hn(F (EM)) −→ Hn(F (QN)).

Ορίζουµε,
RnF (f) := Hn(F (f•)).

Πρόταση 2.3.12. Εάν F : R-Mod −→ Ab ένας προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής, τότε

RnF : R-Mod −→ Ab

είναι ένας προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής για κάθε ακέραιο n ≥ 0.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι παρόµοια µε την απόδειξη της πρότασης (2.3.1)

Ορισµός 2.3.13. Εάν F : R-Mod −→ Ab ένας προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής, τότε ο
συναρτητής

RnF : R-Mod −→ Ab

καλείται ο n-οστός δεξιά παραγόµενος συναρτητής του F.

Παρατήρηση 2.3.14. ΄Οπως στους αριστερά παραγόµενους συναρτητές, έτσι και στους δεξιά
παραγόµενους ο συναρτητής RnF είναι ανεξάρτητος της επιλογής των ενέσιµων αναλύσεων
που εκάστοτε λαµβάνονται.
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Παρατήρηση 2.3.15. Εάν F : R-Mod −→ Ab ένας προσθετικός αντισυναλλοίωτος συναρτη–
τής, τότε ο συναρτητής

RnF : R-Mod −→ Ab

κατασκευάζεται από προβολικές αναλύσεις και είναι ανεξάρτητος από αυτές.

Τώρα είµαστε σε ϑέση να κατασκευάσουµε τους n-οστούς δεξιά παραγόµενους συναρτητές
που κατασκευάζονται από τους συναρτητές του Hom .

1. Ο Συναρτητής ExtnR(X,−) : ΄Εστω X ένα αριστερό R-πρότυπο και ο συναρτητής
HomR(X,−) : R-Mod −→ Ab . ΄Εστω

E• = 0 −→M
k−1

−→ E0 k0

−→ E1 k1

−→ · · · −→ En−1 kn−1

−→ En
kn−→ · · ·

µία ενέσιµη ανάλυση ενός αριστερού R-προτύπου M. Τότε έχουµε το συν-αλυσιδωτό
σύµπλοκο

HomR(X,EM) = 0 −→ HomR(X,E0)
(k0)∗−→ · · · −→ HomR(X,En)

(kn)∗−→ · · ·

Ορίζουµε,
ExtnR(X,−) : R-Mod −→ Ab

M 7−→ ExtnR(X,M) := Hn(HomR(X,EM)).

΄Εστω N ένα αριστερό R-πρότυπο και D• µία ενέσιµη ανάλυση του. Εάν f : M −→ N
είναι ένας οµοµορφισµός αριστερώνR-προτύπων τότε από το δυϊκό Θεώρηµα Σύγκρισης,
υπάρχει µορφισµός συν-αλυσιδωτών συµπλόκων f• : EM −→ DN. Είναι εύκολο να δει
κανείς ότι και

HomR(X, f•) : HomR(X,EM) −→ HomR(X,QN)

είναι επίσης µορφισµός συν-αλυσιδωτών συµπλόκων. Από αυτόν τον µορφισµό επάγεται
ένας οµοµορφισµός οµάδων

Hn(HomR(X, f•)) : Hn(HomR(X,EM)) −→ Hn(HomR(X,QN)

Ορίζουµε,
ExtnR(X, f) := Hn(HomR(X, f•))

2. Ο Συναρτητής extnR(−,M) : ΄Εστω M ένα αριστερό R-πρότυπο και ο συναρτητής
HomR(−,M) : Mod-R −→ Ab . Επειδή ο συναρτητής HomR(−,M) είναι αντισυναλλοί–
ωτος ϑα πάρουµε προβολικές αναλύσεις. ΄Ετσι έστω

P• = · · · −→ Pn
dn−→ Pn−1 −→ · · · −→ P1

d1−→ P0
d0−→ X −→ 0

µία προβολική ανάλυση ενός αριστερού R-προτύπου X. Τότε έχουµε το συν-αλυσιδωτό
σύµπλοκο

HomR(PX,M) = · · · −→ HomR(Pn,M)
(dn)∗−→ · · · −→ HomR(P0,M) −→ 0.

Ορίζουµε,
extnR(−,M) : Mod-R −→ Ab

X 7−→ extnR(X,M) := Hn(HomR(PX,M)).

΄Εστω N ένα αριστερό R-πρότυπο και Q• µία προβολική ανάλυση του. Εάν f : X −→
N είναι ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων τότε από το Θεώρηµα Σύγκρισης,
υπάρχει µορφισµός συµπλόκων f• : PX −→ QN. Είναι εύκολο να δει κανείς ότι και
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HomR(f•,M) : HomR(PX,M) −→ HomR(QN,M) είναι επίσης µορφισµός συν-αλυσι–
δωτών συµπλόκων. Από αυτόν τον µορφισµό επάγεται ένας οµοµορφισµός οµάδων

Hn(HomR(f•,M)) : Hn(HomR(PX,M)) −→ Hn(HomR(QN,M))

Ορίζουµε,
extnR(f,M) := Hn(HomR(f•,M))

Παρατήρηση 2.3.16. Αποδεικνύεται ότι για όλα τα πρότυπα X,M υπάρχει ένας ϕυσικός
ισοµορφισµός

ExtnR(X,−)(M) ∼= extnR(−,M)(X)

Εποµένως η κοινή τιµή ExtnR(X,M) µπορεί να υπολογιστεί είτε χρησιµοποιώντας προβολικές
αναλύσεις του X, είτε ενέσιµες αναλύσεις του M. Για την απόδειξη ϐλέπε [24, Theorem 6.32].
΄Ετσι από τώρα ϑα γράφουµε ExtnR αντί extnR.

Πόρισµα 2.3.17. Το πρότυπο ExtnR(X,M) είναι ανεξάρτητο της επιλογής των προβολικών
αναλύσεων του X και των ενέσιµων αναλύσεων του M.

Απόδειξη. Προκύπτει από το γεγονός ότι ο συναρτητής ExtRn (X,−) είναι ο δεξιά παραγόµενος
συναρτητής του συναρτητή HomR(X,−).

∆υϊκή της Πρότασης (2.3.8) είναι η ακόλουθη:

Πρόταση 2.3.18. 1. ΄Εστω F : R-Mod −→ Ab ένας προσθετικός συναλλοίωτος συναρτη–
τής. Εάν ο F είναι αριστερά ακριβής, τότε R0F (M) ∼= F (M), για όλα τα αριστερά
R-πρότυπα M και εάν E είναι ένα ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο τότε RnF (E) = 0, για
n = 1, 2, 3, . . . Ειδικότερα, για όλα τα αριστερά R-πρότυπα M ,N , ισχύει ότι

Ext0R(M,N) = HomR(M,N)

και εάν E είναι ένα ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο τότε

ExtnR(M,E) = 0,∀n ≥ 1.

2. ΄Εστω F : R-Mod −→ Ab ένας προσθετικός αντισυναλλοίωτος συναρτητής. Εάν ο F είναι
αριστερά ακριβής, τότε R0F (M) ∼= F (M), για όλα τα αριστερά R-πρότυπα M και εάν P
είναι ένα προβολικό αριστερόR-πρότυπο τότεRnF (P ) = 0, για n = 1, 2, 3, . . . Ειδικότερα,
για όλα τα αριστερά R-πρότυπα M ,N , ισχύει ότι

Ext0R(M,N) = HomR(M,N)

και εάν P είναι ένα προβολικό αριστερό R-πρότυπο τότε

ExtnR(P,N) = 0,∀n ≥ 1.

Θεώρηµα 2.3.19. Για οποιαδήποτε δύο αριστερά R-πρότυπα M,N τα ακόλουθα είναι ισοδύ–
ναµα.

1. Κάθε ακριβή ακολουθία 0 −→M
a−→ X

b−→ N −→ 0 είναι διασπάσιµη.

2. Ext1R(N,M) = 0.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [24, Proposition 7.24, Theorem 7.31 ].
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΄Οπως και µε την Πρόταση (2.3.11), έχουµε το ακόλουθο ανάλογο αποτέλεσµα:

Πρόταση 2.3.20. Εάν 0 −→ B′ −→ B −→ B′′ −→ 0 είναι µία σύντοµη ακριβή ακολουθία
αριστερών R-προτύπων, υπάρχει µία µακρά ακριβή ακολουθία για κάθε αριστερό R-πρότυπο A,

0 −→ HomR(A,B′) −→ HomR(A,B) −→ HomR(A,B′′) −→ Ext1R(A,B′) −→

−→ Ext1R(A,B) −→ Ext1R(A,B′′) −→ Ext2R(A,B′) −→ Ext2R(A,B) −→ Ext2R(A,B′′) −→ · · ·

Μία ανάλογη µακρά ακριβή ακολουθία έχουµε και για τον συναρτητή ExtRn (−, B).



Κεφάλαιο 3

Επίπεδα Πρότυπα

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα µελετήσουµε τις ϐασικές ιδιότητες της σηµαντικής κλάσης των επί–
πεδων (flat) προτύπων υπεράνω τυχόντος δακτυλίου. Θα αναπτύξουµε την ϐασική ϑεωρία των
επίπεδων προτύπων καθώς και τις ϐασικές ιδιότητες των συναφών (coherent) δακτυλίων οι
οποίοι ϑα µας ϕανούν χρήσιµοι στα επόµενα Κεφάλαια της διατριβής.

3.1 Επίπεδα Πρότυπα και ο Συναρτητής
⊗

Στην ενότητα αυτή, R ϑα συµβολίζει έναν τυχαίο δακτύλιο (ο οποίος όπως πάντα ϑεωρείται
προσεταιριστικός µε µονάδα).

Την έννοια του επίπεδου προτύπου εισήγαγε και µελέτησε ο Serre σε ένα παράρτηµα του
ϕηµισµένου άρθρου του GAGA (Geometrie algebrique et geometrie analytique), περίπου το
1955/1956.

Τα επίπεδα αριστερά πρότυπα µπορούν να οριστούν ως τα πρότυπα M τα οποία καθι–
στούν τον δεξιά ακριβή τανυστικό συναρτητή − ⊗R M ακριβή, όπως ακριβώς τα προβολικά
πρότυπα καθιστούν ακριβή τον συναλλοίωτο αριστερά ακριβή συναρτητή HomR(M,−). ΄Ετσι
οδηγούµαστε στον ακόλουθο ορισµό.

Ορισµός 3.1.1. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο M καλείται επίπεδο (flat) αν ο συναρτητής −⊗R
M : Mod-R −→ Ab είναι ακριβής. ∆ηλαδή αν

0 −→ A
i−→ B

k−→ C −→ 0

είναι µία σύντοµη ακριβής ακολουθία από δεξιά R-πρότυπα, τότε

0 // A⊗RM
i⊗IdM // B ⊗RM

k⊗IdM // C ⊗RM // 0

είναι µία ακριβής ακολουθία από αβελιανές οµάδες.

Παρατήρηση 3.1.2. Η έννοια του επίπεδου δεξιού R-προτύπου είναι ανάλογη της έννοιας
του επίπεδου αριστερού R-προτύπου. ΄Ετσι, ένα επίπεδο δεξιό R-πρότυπο M καθιστά τον
συναρτητή M ⊗R − : R-Mod −→ Ab ακριβή.

Παρατήρηση 3.1.3. Επειδή ο συναρτητής − ⊗R M : Mod-R −→ Ab είναι δεξιά ακριβής,
διαπιστώνουµε ότι ένα αριστερό R-πρότυπο M είναι επίπεδο αν και µόνο αν, ο οµοµορφισµός
i : A −→ B είναι µονοµορφισµός συνεπάγεται ότι και ο οµοµορφισµός i⊗ IdM : A⊗RM −→
B ⊗RM είναι µονοµορφισµός.
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Συνεχίζουµε µε κάποια παραδείγµατα επίπεδων προτύπων.

Πρόταση 3.1.4. ΄Εστω R ένας δακτύλιος.

1. Ο δακτύλιος R είναι ένα επίπεδο αριστερό R-πρότυπο.

2. Το ευθύ άθροισµα
⊕

α∈∆Mα αριστερών R-προτύπων είναι επίπεδο αν και µόνο αν κάθε
αριστερό R-πρότυπο Mα είναι επίπεδο.

3. Κάθε προβολικό αριστερό R-πρότυπο P είναι επίπεδο.

Απόδειξη. 1. ΄Εστω i : A −→ B ένας µονοµορφισµός δεξιών R-προτύπων. Θα αποδείξουµε
ότι ο οµοµορφισµός i ⊗ IdR : A ⊗R R −→ B ⊗R R είναι µονοµορφισµός αβελιανών οµάδων.
Θεωρούµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

A
i //

σ

��

B

τ

��
A⊗R R

i⊗IdR

// B ⊗R R

όπου
σ : A −→ A⊗R R, a 7−→ σ(a) = a⊗ 1R

τ : B −→ B ⊗R R, b 7−→ τ(b) = b⊗ 1R

Από την Πρόταση (1.2.31) έχουµε ότι σ, τ είναι ισοµορφισµοί, οπότε i ⊗ IdR = τiσ−1 είναι
µονοµορφισµός. Εποµένως, ο δακτύλιος R είναι ένα επίπεδο αριστερό R-πρότυπο υπεράνω
του εαυτού του.

2. ΄Εστω j : A −→ B ένας µονοµορφισµός δεξιών R-προτύπων. Τότε έχουµε το ακόλουθο
µεταθετικό διάγραµµα:

A⊗R (⊕Mα)
j⊗Id(⊕Mα) //

h

��

B ⊗R (⊕Mα)

h̄

��
⊕α∈∆(A⊗RMα)

⊕(j⊗IdMα )
// ⊕α∈∆(B ⊗RMα)

όπου ⊕(j ⊗ IdMα
) : ⊕α∈∆ (A⊗RMα) −→ ⊕α∈∆(B ⊗RMα) ορίζεται ως εξής :

( k∑
i=1

ni(ai ⊗mai)
)
7−→

( k∑
i=1

ni(j(ai)⊗mai)
)

Από την Πρόταση (1.2.32) έχουµε ότι οι οµοµορφισµοί h, h̄ είναι ισοµορφισµοί. ΄Ετσι από το
διάγραµµα έχουµε ότι ο οµοµορφισµός j ⊗ Id(⊕Mα) είναι µονοµορφισµός αν και µόνο αν ο
οµοµορφισµός ⊕(j ⊗R IdMα

) είναι µονοµορφισµός. Λαµβάνοντας υπόψιν την Παρατήρηση
(1.2.2) έχουµε ότι ο οµοµορφισµός ⊕(j ⊗R IdMα

) είναι µονοµορφισµός αν και µόνο αν ο
οµοµορφισµός j ⊗R IdMα

είναι µονοµορφισµός. Εποµένως το ευθύ άθροισµα ⊕α∈∆Mα είναι
επίπεδο αν και µόνο αν κάθε Mα είναι επίπεδο.

3. Αρχικά ϑα αποδείξουµε ότι κάθε ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο είναι επίπεδο. ΄Ετσι,
έστω F ένα ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο. ΄Αρα υπάρχει σύνολο ∆ τέτοιο ώστε F ∼= R(∆) =
⊕α∈∆Rα όπου Rα = R, ∀α ∈ ∆. Από το 1. έχουµε ότι κάθε Rα = R είναι επίπεδο αριστερό
R-πρότυπο και έτσι από το 2. το ευθύ άθροισµα ⊕α∈∆Rα είναι επίπεδο αριστερό R-πρότυπο.
Εποµένως το F είναι επίπεδο αριστερό R-πρότυπο.
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Τώρα, έστω P ένα προβολικό αριστερό R-πρότυπο. Τότε το P είναι ευθύς προσθετέος
ενός ελεύθερου αριστερού R-προτύπου, και επειδή αποδείξαµε ότι κάθε ελεύθερο αριστερό
R-πρότυπο είναι και επίπεδο, έχουµε ότι το P είναι ευθύς προσθετέος επίπεδου αριστερού
R-προτύπου. Οπότε από το 2. έχουµε ότι το P είναι επίπεδο αριστερό R-πρότυπο. Εποµένως,
όλα τα προβολικά πρότυπα είναι πάντα επίπεδα.

Παρατήρηση 3.1.5. 1. Υπάρχουν επίπεδα πρότυπα τα οποία δεν είναι προβολικά, ϐλέπε
το Παράδειγµα (3.1.8) παρακάτω.

2. ∆εν είναι όλα τα αριστερά R-πρότυπα επίπεδα. Για παράδειγµα, το αριστερό Z-πρότυπο
Zn δεν είναι επίπεδο για n > 1. ΄Οντως, εάν ϑεωρήσουµε την έγκλειση i : Z −→ Q τότε
έχουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

Z⊗Z Zn
i⊗IdZn //

f

��

Q⊗Z Zn

Zn
ψ

88

όπου η f είναι ισοµορφισµός από την Πρόταση (1.2.31) καιQ⊗ZZn = 0 εφόσον p
q⊗[a] =

pn
qn ⊗ [a] = p

qn ⊗ n[a] = p
qn ⊗ [na] = p

qn ⊗ [0] = 0, για κάθε γεννήτορα p
q ⊗ [a] ∈

Q⊗Z Zn. Οπότε έχουµε ότι ψ = (i⊗ IdZn) ◦ f−1. Ο οµοµορφισµός ψ δεν είναι σε καµία
περίπτωση µονοµορφισµός διότι |Zn| = n > 0. ΄Ετσι ο οµοµορφισµός i⊗ IdZn δεν είναι
µονοµορφισµός διότι αν ήταν µονοµορφισµός τότε και η σύνθεση (i⊗IdZn)◦f−1 ϑα ήταν
µονοµορφισµός δηλαδή ο οµοµορφισµός ψ ϑα ήταν µονοµορφισµός, πράγµα αδύνατο.

Περισσότερα παραδείγµατα επίπεδων προτύπων δίνονται από το ακόλουθο σηµαντικό α–
ποτέλεσµα. Υπενθυµίζουµε ότι ένας δακτύλιος R καλείται κανονικός µε την έννοια του von
Neumann (von Neumann regular) εάν, για κάθε r ∈ R, υπάρχει ένα r′ ∈ R µε rr′r = r.
∆ηλαδή, µπορεί να δει κανείς το r′ ως ένα γενικευµένο αντίστροφο του r.

Θεώρηµα 3.1.6. (Harada (1956) ) ΄Ενας δακτύλιος R είναι κανονικός µε την έννοια του von
Neumann αν και µόνο αν κάθε (αριστερό) R-πρότυπο είναι επίπεδο.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [24, Theorem 4.9].

Θα µελετήσουµε εν συντοµία στη συνέχεια επίπεδα πρότυπα υπεράνω (µεταθετικών) ακέ–
ϱαιων περιοχών.

΄Εστω R µια ακέραια περιοχή, U το σύνολο των µη-µηδενικών στοιχείων του R και N ένα
αριστερό R-πρότυπο. Ορίζουµε ως U−1N το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας των διατεταγµέ–
νων Ϲευγών (u, n), u ∈ U, n ∈ N κάτω από τη σχέση ισοδυναµίας (u, n)σ(u′, n′) ⇔ u′n = un′

στο N . ∆ηλαδή
U−1N := U ×N/σ

Τότε το σύνολο U−1N είναι µία αβελιανή οµάδα µε πρόσθεση που ορίζεται ως (u1, n1) +
(u2, n2) = (u1u2, u2n1 + u1n2) παρατηρώντας ότι το στοιχείο e = (1, 0) είναι το ταυτοτικό και
ότι κάθε (u, n) ∈ U−1N έχει προσθετικό αντίστροφο το στοιχείο (−u, n) ∈ U−1N . Επιπλέον
εάν ορίσουµε τη δράση

R× U−1N −→ U−1N, (r, (u, n)) 7−→ r(u, n) := (u, rn)

εύκολα ϐλέπει κανείς ότι ικανοποιούνται οι συνθήκες του αριστερού R-προτύπου και έτσι το
U−1N γίνεται αριστερό R-πρότυπο.
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Λήµµα 3.1.7. ΄ΕστωR µια ακέραια περιοχή µε σώµα πηλίκοQ καιN ένα αριστερόR-πρότυπο.
Τότε

1. Υπάρχει ένας ισοµορφισµός αριστερών R-προτύπων f : Q⊗R N −→ U−1N .

2. 1
d ⊗ n = 0 στο Q⊗R N αν και µόνο αν rn = 0 για κάποιο µη-µηδενικό r ∈ R.

Απόδειξη. 1. ΄Εστω η απεικόνιση

h : Q×N −→ U−1N, (
a

b
, n) 7−→ (b, an)

Θα αποδείξουµε ότι η h είναι µία R-ισόρροπη απεικόνιση. Για a
b ,

c
d ∈ Q,m, n ∈ N, r ∈ R

έχουµε

1.

h
(a
b

+
c

d
,m
)

= h
(ad+ cb

bd
,m
)

= (bd, (ad+ cb)m)

= (b, am) + (d, cm) = h
(a
b
,m
)

+ h
( c
d
,m
)
.

2.

h
(a
b
,m+ n

)
= (b, a(m+ n)) = (b2, ba(m+ n))

= (b2, bam+ ban) = (b, am) + (b, an)

= h
(a
b
,m
)

+ h
(a
b
, n
)
.

3.
h
(a
b
, rm

)
= (b, a(rm)) = (b, (ar)m) = h

(ar
b
,m
)
.

Εποµένως, η h είναι µία R-ισόρροπη απεικόνιση και άρα από την καθολική ιδιότητα του
τανυστικού γινοµένου υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός

f : Q⊗R N −→ U−1N τέτοιος ώστε f
((a

b

)
⊗ n

)
= h

(a
b
, n
)

= (b, an)

για κάθε γεννήτορα
(
a
b ⊗ n

)
∈ Q⊗R N . Επιπλέον, η απεικόνιση

g : U−1N −→ Q⊗R N, (u, n) 7−→ g((u, n)) :=
( 1

u

)
⊗ n

είναι καλά ορισµένη. Πράγµατι, έστω (u1, n1) = (u2, n2). Τότε υπάρχει ένα x ∈ U τέτοιο ώστε
xu1n2 = xu2n1. ΄Εχουµε( 1

u1

)
⊗ n1 =

(( 1

u1

)( 1

(xu2)

))
⊗ (xu2n1)

=
(( 1

u1

)( 1

(xu2)

))
⊗ (xu1n2)

=
( 1

u2

)
⊗ n2

έτσι η g είναι καλά ορισµένη.
Είναι εύκολο να δει κανείς ότι οι f και g είναι αντίστροφες :

f(g((u, n))) = f
(( 1

u

)
⊗ n

)
= (u, 1 · n) = (u, n)
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και
g
(
f
((a

b

)
⊗ n

))
= g((b, an) =

(1

b

)
⊗ an =

(a
b

)
⊗ n.

Εποµένως, U−1N είναι ισόµορφο µε το Q⊗R N σαν αριστερό R-πρότυπο.
2. Επειδή U−1N είναι ισόµορφο µε το Q⊗R N , έχουµε

1

d
⊗ n = 0 ⇔ f

((1

d

)
⊗ n

)
= (d, n) = 0 = (1, 0)

⇔ υπάρχει r ∈ R− {0} τέτοιο ώστε rn = 0.

Παράδειγµα 3.1.8. Θεωρούµε τοM = Q ως αριστερό πρότυπο πάνω από το δακτύλιο R = Z.
Θα αποδείξουµε ότι το M είναι επίπεδο αριστερό Z-πρότυπο αλλά όχι προβολικό.

΄Εστω f : N ′ −→ N ένας µονοµορφισµός δεξιών Z-προτύπων και

f ⊗ IdQ : N ′ ⊗Z Q −→ N ⊗Z Q

η απεικόνιση που επάγεται αν εφαρµόσουµε τον συναρτητή − ⊗Z Q. ΄Εστω
∑n
i=1 n

′
i ⊗

pi
qi
∈

N ′ ⊗Z Q τέτοιο ώστε

0 = (f ⊗ IdQ)
( k∑
i=1

n′i ⊗
pi
qi

)
=

k∑
i=1

(
f(n′i)⊗

pi
qi

)
= f(n′1)⊗ p1q2 . . . qk

q1q2 . . . qk
+ f(n′2)⊗ p2q1q3 . . . qk

q1q2 . . . qk
+ . . .+ f(n′k)⊗ pkq1 . . . qk−1

q1q2 . . . qk

=
(
f(n′1)p1q2 . . . qk + f(n′2)p2q1q3 . . . qk + f(n′k)pkq1 . . . qk−1

)
⊗ 1

q1q2 . . . qk

=
( k∑
i=1

f(n′i)piq1 . . . q̂i . . . qk

)
⊗ 1

q1q2 . . . qk

΄Εχουµε ότι
∑k
i=1 f(n′i)piq1 · · · q̂i . . . qk ∈ N επειδή piq1 . . . q̂i . . . qk ∈ Z και N είναι ένα

δεξιό Z-πρότυπο. ΄Ετσι αν εφαρµόσουµε το παραπάνω λήµµα για την ακέραια περιοχή R = Z
που έχει ως σώµα πηλίκο το Q = Q έχουµε ότι

0 =

k∑
i=1

f(n′i)piq1 . . . q̂i . . . qk = f
( k∑
i=1

n′ipiq1 . . . q̂i . . . qk

)
Επειδή όµως ο f είναι µονοµορφισµός, έχουµε ότι

∑k
i=1 n

′
ipiq1 . . . q̂i . . . qk = 0. Εποµένως,

0 =

k∑
i=1

n′ipiq1 . . . q̂i . . . qk ⊗
1

q1q2 . . . qk

=

k∑
i=1

n′i ⊗
pi
qi

΄Αρα, ο οµοµορφισµός f ⊗ IdQ είναι µονοµορφισµός και έτσι το M = Q είναι ένα επίπεδο
αριστερό Z-πρότυπο.

΄Εστω F ένα ελεύθερο αριστερό Z-πρότυπο µε αριθµήσιµη ϐάση X = {x1, x2, . . .}. Ορί–
Ϲουµε g : X −→ Q, xi 7−→ i−1. Από την καθολική ιδιότητα των ελεύθερων προτύπων έχουµε
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ότι υπάρχει Z-οµοµορφισµός ḡ : F −→ Q που κάνει το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικό

X

g

��

i // F

∃ ḡ��
Q

Η επαγόµενη απεικόνιση ḡ : F −→ Q είναι ένας Z-επιµορφισµός επειδή

ab−1 = g(axb)

Ας υποθέσουµε τώρα ότι το Q δεν είναι προβολικό αριστερό Z-πρότυπο. Τότε το διάγραµµα
είναι µεταθετικό για κάποιο Z-οµοµορφισµό h : Q −→ F

Q
h

��
IdQ

��
F

ḡ
// Q

Ας υποθέσουµε ότι h(1) =
∑
i aixi, όπου ai = 0 σχεδόν παντού. ΄Εστω

n = 1 + maxi|ai|

και ας υποθέσουµε ότι h(n−1) =
∑
i bixi. Τότε∑

i

nbixi = n
∑
i

bixi = nh(n−1)

= h(nn−1) = h(1)

=
∑
i

aixi

΄Ετσι
∑
i(ai−nbi)xi = 0. Επειδή το X είναι γραµµικά ανεξάρτητο, έχουµε ότι ai = nbi, οπότε

το n διαιρεί κάθε ai. Αλλά αυτό είναι αδύνατο επειδή |n| > |ai|,∀i. Εποµένως, το επίπεδο
Z-πρότυπο Q δεν µπορεί να είναι προβολικό.

Τώρα ϑα δούµε πως µπορούµε να συνδέσουµε τα επίπεδα µε τα ενέσιµα πρότυπα. Για να
κάνουµε αυτή τη σύνδεση χρειαζόµαστε τον ακόλουθο ορισµό.

Ορισµός 3.1.9. Εάν M είναι ένα αριστερό R-πρότυπο, ορίζουµε ως πρότυπο χαρακτήρων
του M , το δεξιό R-πρότυπο

M+ = HomZ(M,Q/Z)

Παρατήρηση 3.1.10. Το M+ = HomZ(M,Q/Z) είναι ένα δεξιό R-πρότυπο ορίζοντας δεξιά
δράση

HomZ(M,Q/Z)×R −→ HomZ(M,Q/Z), (f, r) 7−→ fr

όπου fr : M −→ Q/Z, m 7−→ (fr)(m) := f(rm)

Παρόµοια, εάν M είναι ένα δεξιό R-πρότυπο, τότε το M+ είναι ένα αριστερό R-πρότυπο
ορίζοντας αριστερή δράση

R× HomZ(M,Q/Z) −→ HomZ(M,Q/Z), (r, f) 7−→ rf

όπου rf : M −→ Q/Z, m 7−→ (rf)(m) := f(mr)
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Ορισµός 3.1.11. ΄Ενα ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο E καλείται ενέσιµος συνγεννήτορας
(injective cogenerator) για τα αριστερά R-πρότυπα εάν για κάθε αριστερό R-πρότυπο M και
µη-µηδενικό στοιχείο x ∈ M , υπάρχει οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων f ∈ HomR(M,E)
τέτοιος ώστε f(x) 6= 0.

Με άλλα λόγια το αριστερό R-πρότυπο E είναι ενέσιµος συνγεννήτορας στην κατηγορία
των αριστερών R-προτύπων αν και µόνον αν ο αντισυναλλοίωτος συναρτητής

HomR(−, E) : R-Mod −→ Ab

είναι πιστός (faithful) και ακριβής.

Λήµµα 3.1.12. Η αβελιανή οµάδαQ/Z είναι ένας ενέσιµος συνγεννήτορας στην κατηγορία των
αβελιανών οµάδων.

Απόδειξη. Αρχικά ϑα αποδείξουµε ότι η οµάδα Q/Z είναι ένα ενέσιµο αριστερό Z-πρότυπο.
Είδαµε στο Παράδειγµα (2.2.14) ότι το Q ως αριστερό Z-πρότυπο είναι διαιρετό. Εποµένως
και το Q/Z είναι διαιρετό ως οµοµορφική εικόνα διαιρετού. ΄Ετσι από την Πρόταση (2.2.13)
έχουµε ότι το Q/Z είναι ένα ενέσιµο αριστερό Z-πρότυπο, διότι το Z είναι περιοχή κύριων
ιδεωδών.

΄Εστω G µια αβελιανή οµάδα. Θα αποδείξουµε ότι για κάθε µη-µηδενικό στοιχείο 0 6= g ∈
G, υπάρχει ένας οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων f ∈ HomZ(G,Q/Z) τέτοιος ώστε f(g) 6= 0.
΄Εστω 〈g〉 ⊆ G, το Z-υποπρότυπο της G που παράγεται από το g, και ϑέτουµε

AnnZ(g) = {n ∈ Z | ng = 0}

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι το AnnZ(g) είναι ένα ιδεώδες του Z. Στην πραγµατικότητα, το
AnnZ(g) είναι ο πυρήνας του επιµορφισµού τ : Z −→ 〈g〉, n 7−→ ng. ΄Εστω

τ̄ : Z/AnnZ(g) −→ 〈g〉, n+ AnnZ(g) 7−→ τ̄(n+ AnnZ(g)) := ng

ο επαγόµενος ισοµορφισµός.
Επειδή 0 6= g, έχουµε ότι AnnZ(g) ( Z. Ειδικότερα, υπάρχει ένας πρώτος αριθµός p ∈ Z

τέτοιος ώστε AnnZ(g) ⊆ pZ. ΄Εστω η απεικόνιση

a : Z/pZ −→ Q/Z, n+ pZ 7−→ a(n+ pZ) :=
n

p
+ Z.

Ορίζουµε φ : 〈g〉 −→ Q/Z την σύνθεση των παρακάτω απεικονίσεων

〈g〉 τ̄
−1

−→ Z/AnnZ(g)
π−→ Z/pZ a−→ Q/Z.

όπου π(n+ AnnZ(g)) = n+ Z/pZ. Από τον ορισµό της φ έχουµε ότι

φ(g) = a ◦ π ◦ τ̄−1(g)

= a ◦ π(1 + AnnZ(g))

= a(1 + Z/pZ)

=
1

p
+ Z 6= 0.

Επειδή το Q/Z είναι ένα ενέσιµο Z-πρότυπο, υπάρχει ένας οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων

f : G −→ Q/Z
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τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

0 // 〈g〉

φ

��

i // G

∃ f~~
Q/Z

όπου i είναι η κανονική έγκλειση. Εποµένως f(g) = φ(g) 6= 0.

΄Εχουµε δει ότι ο αντισυναλλοίωτος συναρτητής HomR(−, X) : R-Mod → Ab είναι αριστε–
ϱά ακριβής, για οποιοδήποτε αριστερό R-πρότυπο X. ∆ηλαδή, η ακρίβεια της ακολουθίας
αριστερών R-προτύπων

M ′
f−→M

g−→M ′′ −→ 0

συνεπάγεται την ακρίβεια της ακολουθίας αβελιανών οµάδων

0 −→ HomR(M ′′, X)
g∗−→ HomR(M,X)

f∗−→ HomR(M ′, X).

Αποδεικνύεται ότι αν το αριστερό R-πρότυποX είναι ένας ενέσιµος συνγεννήτορας τότε έχουµε
και την αντίστροφη συνεπαγωγή. ∆ηλαδή, η ακρίβεια της ακολουθίας αβελιανών οµάδων

0 −→ HomR(M ′′, X)
g∗−→ HomR(M,X)

f∗−→ HomR(M ′, X) −→ 0

είναι ισοδύναµη µε την ακρίβεια της ακολουθίας αριστερών R-προτύπων

0 −→M ′
f−→M

g−→M ′′ −→ 0.

Για την απόδειξη ϐλέπε [14, Lemma 3.2.8]. Στο Λήµµα (3.1.12) αποδείξαµε ότι η αβελια–
νή οµάδα Q/Z είναι ένας ενέσιµος συνγεννήτορας στην κατηγορία των αβελιανών οµάδων.
Εποµένως άµεσα ϑα έχουµε το ακόλουθο λήµµα:

Λήµµα 3.1.13. Μια ακολουθία αριστερών R-προτύπων

0 −→M ′
f−→M

g−→M ′′ −→ 0

είναι ακριβής αν και µόνο αν η ακολουθία

0 −→M ′′+
g∗−→M+ f∗−→M ′+ −→ 0

από τα πρότυπα χαρακτήρων τους, είναι ακριβής.

Υπάρχει µία σχέση «συζυγίας» ανάµεσα στο Hom και στο ⊗, η οποία δίνεται στο παρακάτω
ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 3.1.14. ∆οθέντων προτύπων AR, RBS , CS , όπου R και S είναι δακτύλιοι, υπάρχει
ένας ϕυσικός ισοµορφισµός :

τA,B,C : HomS

(
A⊗R B,C

)
−→ HomR(A,HomS(B,C))

f 7−→ τA,B,C(f)

για κάθε f : A⊗R B −→ C και

τA,B,C(f) : A −→ HomS(B,C), a 7−→ τA,B,C(f)(a) := τA,B,C(f)a

όπου τA,B,C(f)a : B −→ C, b 7−→ τA,B,C(f)a(b) := f(a⊗ b), για a ∈ A, b ∈ B.
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Απόδειξη. ΄Εστω τ = τA,B,C . Αρχικά ϑα αποδείξουµε ότι η απεικόνιση τ είναι ένας οµοµορφι–
σµός αβελιανών οµάδων. ΄Ετσι, έστω f, g : A⊗R B −→ C. Για κάθε a ∈ A έχουµε ότι

τ(f + g)a(b) =: (f + g)(a⊗ b) = f(a⊗ b) + g(a⊗ b) = τ(f)a(b) + τ(g)a(b)

΄Αρα, τ(f + g) = τ(f) + τ(g)

Εάν τ(f)a = 0 για κάθε a ∈ A, τότε 0 = τ(f)a(b) = f(a ⊗ b) για κάθε a ∈ A και
b ∈ B. Εποµένως, f = 0 επειδή µηδενίζεται σε κάθε γεννήτορα του A ⊗R B. ΄Αρα, η τ είναι
µονοµορφισµός.

Τώρα ϑα αποδείξουµε ότι η τ είναι επιµορφισµός. Εάν F : A −→ HomS(B,C) είναι ένας
οµοµορφισµός δεξιών R-προτύπων, ορίζουµε

φ : A×B −→ C, (a, b) 7−→ φ(a, b) := Fa(b)

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι η φ είναι R-ισόρροπη. Τώρα, ϑεωρούµε το διάγραµµα

A×B
ρ //

φ

��

A⊗R B

φ̄
yy

C

΄Αρα υπάρχει ένας οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων φ̄ : A ⊗R B −→ C τέτοιος ώστε φ̄(a ⊗
b) = φ(a, b) = Fa(b) για κάθε a ∈ A και b ∈ B. Εποµένως, F = τ(φ̄) και έτσι η τ είναι
επιµορφισµός.

Ας περάσουµε τώρα στην ακόλουθη αξιοσηµείωτη σύνδεση ανάµεσα στα επίπεδα και ενέ–
σιµα πρότυπα.

Πρόταση 3.1.15. (Bourbaki-Lambek) (1961, 1964) ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο M είναι επί–
πεδο αν και µόνο αν το M+ είναι ένα ενέσιµο δεξιό R-πρότυπο.

Απόδειξη. ΄Εστω M ένα επίπεδο αριστερό R-πρότυπο. Θέλουµε να αποδείξουµε ότι το M+

είναι ένα ενέσιµο δεξιό R-πρότυπο. Από την Πρόταση (2.2.8) αρκεί να αποδείξουµε ότι ο

συναρτητής HomR(−,M+) είναι δεξιά ακριβής. ΄Ετσι έστω 0 −→ A
f−→ B µία ακριβής

ακολουθία δεξιών R-προτύπων. Θα αποδείξουµε ότι η επαγόµενη ακολουθία

HomR(B,M+)
f∗−→ HomR(A,M+) −→ 0

είναι µία ακριβής ακολουθία αβελιανών οµάδων, δηλαδή ϑα αποδείξουµε ότι η f∗ είναι επι–
µορφισµός. Επειδή το M είναι ένα επίπεδο αριστερό R-πρότυπο εφαρµόζοντας τον συναρτητή
−⊗RM στην ακριβή ακολουθία 0 −→ A

f−→ B έχουµε ότι η επαγόµενη ακολουθία

0 // A⊗RM
f⊗IdM // B ⊗RM (3.1)

είναι µία ακριβής ακολουθία αβελιανών οµάδων. Επιπλέον, επειδή το Q/Z είναι ένα ενέσιµο
αριστερό Z-πρότυπο, εφαρµόζοντας τον συναρτητή HomZ(−,Q/Z) στην (3.1) ϑα πάρουµε την
ακόλουθη ακριβή ακολουθία

HomZ
(
B ⊗RM,Q/Z

)(f⊗IdM )∗// HomZ
(
A⊗RM,Q/Z

)
// 0

Οπότε έχουµε το εξής µεταθετικό διάγραµµα

HomZ
(
B ⊗RM,Q/Z

) τB,M,Q/Z//
(f⊗IdM )∗

��

HomR(B,HomZ(M,Q/Z))

f∗

��
HomZ

(
A⊗RM,Q/Z

)
τA,M,Q/Z

// HomR(A,HomZ(M,Q/Z))
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όπου τB,M,Q/Z, τA,M,Q/Z είναι οι ισοµορφισµοί του προηγούµενου Θεωρήµατος. Εποµένως,
τA,M,Q/Z ◦ (f ⊗ IdM )∗ = f∗ ◦ τB,M,Q/Z. ΄Ετσι η f∗ είναι επιµορφισµός και το M+ είναι ένα
ενέσιµο δεξιό R-πρότυπο.

Αντίστροφα, έστω ότι το M+ είναι ένα ενέσιµο δεξιό R-πρότυπο και έστω f : A −→ B ένας
µονοµορφισµός δεξιών R-προτύπων. Για να αποδείξουµε ότι το M είναι ένα επίπεδο αριστερό
R-πρότυπο ϑα αποδείξουµε ότι η απεικόνιση f ⊗ IdM : A ⊗R M −→ B ⊗R M είναι επίσης
µονοµορφισµός. ΄Εχουµε ότι το M+ είναι ένα ενέσιµο δεξιό R-πρότυπο οπότε έχουµε ότι η
ακολουθία

HomR(B,M+)
f∗−→ HomR(A,M+) −→ 0

είναι ακριβής. ΄Ετσι έχουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

HomR(B,M+)
f∗ //

τ−1
B,M,Q/Z

��

HomR(A,M+)

τ−1
A,M,Q/Z
��

HomZ
(
B ⊗RM,Q/Z

)(f⊗IdM )∗// HomR

(
A⊗RM,Q/Z

)
Εποµένως, (f ⊗ IdM )∗ ◦ τ−1

B,M,Q/Z = τ−1
A,M,Q/Z ◦ f

∗. ΄Ετσι η απεικόνιση (f ⊗ IdM )∗ είναι
επιµορφισµός. Οπότε από το Λήµµα (3.1.13) έχουµε ότι η απεικόνιση

f ⊗ IdM : A⊗RM −→ B ⊗RM

είναι µονοµορφισµός. ΄Αρα το M είναι ένα επίπεδο αριστερό R-πρότυπο.

Είδαµε στο Κριτήριο του Baer (ϐλέπε Θεώρηµα (2.2.11)) ότι τα αριστερά ιδεώδη του R χρη–
σιµεύουν για να διαπιστώνουµε πότε ένα αριστερό R-πρότυπο είναι ενέσιµο. Χρησιµοποιώντας
το Κριτήριο του Baer και την προηγούµενη πρόταση που συνδέει τα ενέσιµα µε τα επίπεδα
πρότυπα ϑα αποδείξουµε ότι τα δεξιά ιδεώδη του R χρησιµεύουν επίσης για να διαπιστώνουµε
πότε ένα αριστερό R-πρότυπο είναι επίπεδο.

Πρόταση 3.1.16. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα για ένα αριστερό R-πρότυπο M .

1. Το M είναι επίπεδο.

2. Η ακολουθία

0 // I ⊗RM
i⊗IdM // R⊗RM

είναι ακριβής για κάθε δεξιό ιδεώδες I, όπου i : I −→ R είναι η έγκλειση.

3. Η ακολουθία

0 // J ⊗RM
j⊗IdM // R⊗RM

είναι ακριβής για κάθε πεπερασµένα παραγόµενο δεξιό ιδεώδες J , όπου j : J −→ R είναι
η έγκλειση.

Απόδειξη. (1 ⇒ 2) Εάν 0 −→ I
i−→ R είναι η κανονική έγκλειση και το M είναι επίπεδο

αριστερό R-πρότυπο, τότε η ακολουθία

0 // I ⊗RM
i⊗IdM // R⊗RM

είναι ακριβής για κάθε δεξιό ιδεώδες I.
(2⇒ 3) Ισχύει τετριµµένα διότι το (2) είναι ισχυρότερο του (3).
(3 ⇒ 2) Ας υποθέσουµε ότι η ακολουθία 0 −→ J ⊗R M −→ R ⊗R M είναι ακριβής

για κάθε πεπερασµένα παραγόµενο δεξιό ιδεώδες J . ΄Εστω I ένα τυχαίο δεξιό ιδεώδες του R
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και
∑n
i=1(ai ⊗ xi) ∈ I ⊗R M . Εποµένως, τα ai ∈ I, για κάθε i = 1, . . . , n. Αν ϑέσουµε

{a1, a2, . . . , an} = A ⊆ I ⊆ R τότε το υποσύνολο

AR =
{ n∑
i=1

airi | ri ∈ R, ai ∈ A
}

είναι ακριβώς το δεξιό ιδεώδες του R που παράγεται από το A. Το A είναι πεπερασµένο,
εποµένως το AR είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο δεξιό ιδεώδες του R. Θέτουµε J = AR
και προφανώς έχουµε ότι J ⊆ I. ΄Ετσι, έχουµε τις κανονικές εγκλείσεις

iJ : J −→ I, iI : I −→ R,

στις οποίες αν εφαρµόσουµε τον συναρτητή −⊗M ϑα µας δώσουν τον οµοµορφισµό

J ⊗RM
iJ⊗IdM// I ⊗RM

iI⊗IdM// R⊗RM .

Από υπόθεση, η παραπάνω σύνθεση

(iI ⊗ IdM ) ◦ (iJ ⊗ IdM ) = (iI ◦ iJ)⊗ IdM : J ⊗RM −→ R⊗RM

είναι µονοµορφισµός αβελιανών οµάδων. Θα αποδείξουµε ότι και η απεικόνιση iI ⊗ IdM είναι
επίσης µονοµορφισµός. ΄Εστω

∑n
i=1(ai ⊗ xi) ∈ Ker(iI ⊗ IdM ). Τότε

(iI ⊗ IdM )
( n∑
i=1

(ai ⊗ xi)
)

= 0R⊗RM ⇔
n∑
i=1

(ai ⊗ xi) = 0R⊗RM

⇔
n∑
i=1

((iI ◦ iJ)(ai)⊗ xi) = 0R⊗RM

⇔ ((iI ◦ iJ)⊗ IdM )
( n∑
i=1

(ai ⊗ xi)
)

= 0R⊗RM

Εποµένως,
∑n
i=1(ai ⊗ xi) ∈ Ker((iI ◦ iJ) ⊗ IdM ) και επειδή (iI ◦ iJ) ⊗ IdM είναι µονο–

µορφισµός έχουµε ότι
∑n
i=1(ai ⊗ xi) = 0J⊗RM .

΄Αρα (iJ⊗IdM )
(∑n

i=1(ai⊗xi)
)

= (iJ⊗IdM )(0J⊗RM ) και έτσι έχουµε ότι
∑n
i=1(ai⊗xi) =

0I⊗RM .
Εποµένως, η απεικόνιση iI ⊗ IdM είναι επίσης µονοµορφισµός.
(2 ⇒ 1) Εάν I είναι ένα τυχαίο δεξιό ιδεώδες του R, τότε έχουµε την ακριβή ακολουθία

αβελιανών οµάδων

0 // I ⊗RM
i⊗IdM // R⊗RM (3.2)

Επειδή το Q/Z είναι ένα ενέσιµο αριστερό Z-πρότυπο εάν εφαρµόσουµε τον αντισυναλλοίωτο
συναρτητή HomZ(−,Q/Z) στην (3.2) ϑα πάρουµε την εξής ακριβή ακολουθία

HomZ
(
R⊗RM,Q/Z

)(i⊗IdM )∗// HomZ
(
I ⊗RM,Q/Z

)
// 0.

Οπότε έχουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

HomZ
(
R⊗RM,Q/Z

)(i⊗IdM )∗//

τR,M,Q/Z

��

HomR

(
I ⊗RM,Q/Z

)
τI,M,Q/Z

��
HomR(R,M+)

ψ // HomR(I,M+)
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όπου τR,M,Q/Z, τI,M,Q/Z είναι οι ισοµορφισµοί του Θεωρήµατος (3.1.14). Από την µεταθετικό–
τητα του διαγράµµατος έχουµε ότι η απεικόνιση

ψ : HomR(R,M+) −→ HomR(I,M+)

είναι επί. Εποµένως, εάν f : I −→ M+ είναι µία απεικόνιση, τότε υπάρχει µία απεικόνιση
g : R −→ M+ που επεκτείνει την f στο R. ΄Ετσι, από το κριτήριο του Baer έχουµε ότι το M+

είναι ένα ενέσιµο δεξιό R-πρότυπο και άρα από την Πρόταση (3.1.15) το M είναι ένα επίπεδο
αριστερό R-πρότυπο.

Εάν M είναι ένα αριστερό R-πρότυπο και I είναι ένα δεξιό ιδεώδες του R, τότε το σύνολο

IM =
{ n∑
i=1

aixi | xi ∈M,ai ∈ I
}

είναι µία υποοµάδα του M .

Πόρισµα 3.1.17. ΄Εστω I ένα δεξιό ιδεώδες του R και M ένα αριστερό R-πρότυπο. Τότε
(R/I)⊗RM ∼= M/IM .

Απόδειξη. Θεωρούµε την εξής ακριβή ακολουθία

0 −→ I
j−→ R

$−→ R/I −→ 0.

Επειδή ο συναρτητής−⊗RM είναι δεξιά ακριβής, αν τον εφαρµόσουµε στην παραπάνω ακριβή
ακολουθία, ϑα πάρουµε την εξής ακριβή ακολουθία :

I ⊗RM
j⊗IdM // R⊗RM

$⊗IdM// R/I ⊗RM // 0.

Τώρα, ισχύει ότι Im(j⊗IdM ) = IM καιR⊗RM ∼= M . Οπότε προκύπτει η ακριβής ακολουθία :

0 −→ IM −→M −→ R/I ⊗RM −→ 0.

Εποµένως, ισχύει ότι (R/I)⊗RM ∼= M/IM .

Η πρόταση που ακολουθεί µας δίνει µία επιπλέον σύνδεση ανάµεσα στα αριστερά R-
πρότυπα και στα δεξιά ιδεώδη του R.

Πρόταση 3.1.18. Εάν M είναι ένα αριστερό R-πρότυπο και I ένα (πεπερασµένα παραγόµενο)
δεξιό ιδεώδες του R, τότε ο επιµορφισµός αβελιανών οµάδων

φM : I ⊗RM −→ IM,

n∑
i=1

ai ⊗ xi 7−→ φM

( n∑
i=1

ai ⊗ xi
)

:=

n∑
i=1

aixi

είναι ισοµορφισµός αν και µόνο αν το M είναι επίπεδο.

Απόδειξη. Εάν I είναι ένα (πεπερασµένα παραγόµενο) δεξιό ιδεώδες του R, έστω i : I −→ R η
κανονική έγκλειση. Εάν το M είναι ένα επίπεδο αριστερό R-πρότυπο τότε από την Πρόταση
(3.1.16) έχουµε ότι η ακολουθία

0 // I ⊗RM
i⊗IdM // R⊗RM
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είναι ακριβής. Για να αποδείξουµε ότι ο επιµορφισµός φM είναι ισοµορφισµός αρκεί να
αποδείξουµε ότι είναι µονοµορφισµός. Θεωρούµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

0 // I ⊗RM
i⊗IdM //

φM
��

R⊗RM

φR
��

0 // IM
j
// RM = M

όπου j είναι η έγκλειση και φR είναι ο ισοµορφισµός της Πρότασης (1.2.31). Οπότε έχουµε
ότι i ⊗ IdM = (φR)−1 ◦ j ◦ φM . Αν

∑n
i=1 ai ⊗ xi ∈ Ker φM τότε φM (

∑n
i=1 ai ⊗ xi) = 0IM .

Εποµένως,

(i⊗ IdM )
( n∑
i=1

ai ⊗ xi
)

= ((φR)−1 ◦ j ◦ φM )
( n∑
i=1

ai ⊗ xi
)

= ((φR)−1 ◦ j)
(
φM

( n∑
i=1

ai ⊗ xi
))

= ((φR)−1 ◦ j)(0IM )

= (φR)−1(j(0IM ))

= (φR)−1(0M )

= 0R⊗RM

΄Αρα
∑n
i=1 ai ⊗ xi ∈ Ker(i ⊗ IdM ). Επειδή όµως η απεικόνιση i ⊗ IdM είναι µονοµορφισµός

έχουµε ότι
∑n
i=1 ai ⊗ xi = 0I⊗RM . ΄Ετσι η φM είναι µονοµορφισµός.

Αντίστροφα, ϑεωρούµε ότι φM είναι ισοµορφισµός. Από το παραπάνω διάγραµµα έχουµε
ότι i ⊗ IdM = (φR)−1 ◦ j ◦ φM . ΄Αρα, η απεικόνιση i ⊗ IdM είναι µονοµορφισµός επειδή η j
είναι µονοµορφισµός και (φR)−1 ισοµορφισµός. ΄Ετσι, από την Πρόταση (3.1.16) έχουµε ότι
το M είναι επίπεδο αριστερό R-πρότυπο.

Η ακόλουθη Πρόταση µας δίνει ένα χρήσιµο κριτήριο για το πότε το πηλίκο ενός επίπεδου
προτύπου είναι επίπεδο πρότυπο.

Πρόταση 3.1.19. ΄Εστω 0 −→ K
i−→ F

φ−→ M −→ 0 µία ακριβής ακολουθία αριστερών
R-προτύπων, όπου F είναι επίπεδο. Τότε το M είναι επίπεδο αν και µόνο αν K ∩ IF = IK για
κάθε (πεπερασµένα παραγόµενο) δεξιό ιδεώδες I του R.

Απόδειξη. ΄Εστω µία ακριβής ακολουθία αριστερών R-προτύπων

0 −→ K
i−→ F

φ−→M −→ 0,

όπου F είναι επίπεδο και I ένα (πεπερασµένα παραγόµενο) δεξιό ιδεώδες του R. Επειδή ο
συναρτητής I ⊗R − είναι δεξιά ακριβής έχουµε την ακριβή ακολουθία

I ⊗R K
IdI⊗i // I ⊗R F

IdI⊗φ // I ⊗RM // 0.

Από την Πρόταση (3.1.18) υπάρχει ο ισοµορφισµός

φF : I ⊗R F −→ IF,

n∑
i=1

ai ⊗ fi 7−→ φF

( n∑
i=1

ai ⊗ fi
)

:=

n∑
i=1

aifi
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επειδή το F είναι επίπεδο. Επιπλέον έχουµε τον επιµορφισµό φK : I ⊗R K −→ IK και έτσι
έχουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

I ⊗R K
IdI⊗i //

φK

��

I ⊗R F
IdI⊗φ //

φF

��

I ⊗RM //

γ

��

0

IK
j // IF

$ // IF/IK // 0

όπου j είναι η έγκλειση και $ η κανονική προβολή. Εάν
∑n
i=1 ai ⊗ mi ∈ I ⊗R M , τότε

επειδή η απεικόνιση IdI ⊗ φ είναι επιµορφισµός, υπάρχει
∑n
i=1 ai ⊗ fi ∈ I ⊗R F τέτοιο ώστε

(IdI⊗φ)
(∑n

i=1 ai⊗fi
)

=
∑n
i=1 ai⊗mi, δηλαδή

∑n
i=1 ai⊗φ(fi) =

∑n
i=1 ai⊗mi. Ορίζουµε,

γ
(∑n

i=1 ai ⊗mi

)
= $ ◦ φF

(∑n
i=1 ai ⊗ fi

)
. Εποµένως, υπάρχει απεικόνιση

γ : I ⊗RM −→ IF/IK,

n∑
i=1

ai ⊗ φ(fi) 7−→ γ
( n∑
i=1

ai ⊗ φ(fi)
)

:=

n∑
i=1

aifi + IK

όπου fi ∈ F, ai ∈ I. Είναι εύκολο να δει κανείς ότι είναι καλά ορισµένη. Επειδή η φK είναι
επίµορφισµός και η φF είναι ισοµορφισµός, η απεικόνιση γ είναι ισοµορφισµός. Τώρα έχουµε
ότι

φ(IF ) =
{
φ
( n∑
i=1

aifi

)
| fi ∈ F, ai ∈ I

}
=
{ n∑
i=1

aiφ(fi)
}

= IM

Εποµένως, από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών έχουµε τον εξής ισοµορφισµό

δ : IF/(IF ∩K) −→ φ(IF ) = IM

n∑
i=1

aifi + (IF ∩K) 7−→ δ
( n∑
i=1

aifi + (IF ∩K)
)

:= φ
( n∑
i=1

aifi

)
΄Εστω σ : IF/IK −→ IF/(IF ∩K) η σύνθεση των παρακάτω απεικονίσεων

IF/IK
γ−1

−→ I ⊗RM
φM−→ IM

δ−1

−→ IF/(IF ∩K)

΄Ετσι, σ(
∑n
i=1 aifi + IK) =

∑n
i=1 aifi + (IF ∩K). Αλλά, IK ⊆ IF ∩K έτσι, από το δεύτερο

ϑεώρηµα ισοµορφισµών έχουµε ότι Ker σ = (IF ∩K)/IK. Εποµένως, η σ είναι ισοµορφισµός
αν και µόνο αν IF ∩ K = IK. Επιπλέον επειδή γ−1, δ−1 είναι ισοµορφισµοί, η σ είναι
ισοµορφισµός αν και µόνο η φM είναι ισοµορφισµός.

Εάν το M είναι επίπεδο, από την Πρόταση (3.1.18) έχουµε ότι η φM είναι ισοµορφισµός.
Εποµένως, η σ είναι ισοµορφισµός και έτσι IF ∩K = IK. Αντίστροφα, εάν IF ∩K = IK για
κάθε (πεπερασµένα παραγόµενο) δεξιό ιδεώδες I, τότε η φM είναι ισοµορφισµός και έτσι πάλι
από την Πρόταση (3.1.18) έχουµε ότι το M είναι επίπεδο.

Συνεχίζουµε αποδεικνύοντας ότι το ευθύ όριο επίπεδων προτύπων είναι επίπεδο πρότυπο.

Πρόταση 3.1.20. ΄Εστω {Mi, fji} ένα ευθύ σύστηµα επίπεδων αριστερώνR-προτύπων υπεράνω
ενός κατευθυνόµενου συνόλου δεικτών I. Τότε, το ευθύ όριο του ευθέος συστήµατος {Mi, fji},
δηλαδή το πρότυπο lim−→Mi, είναι επίσης επίπεδο αριστερό R-πρότυπο.

Απόδειξη. ΄Εστω i : A −→ B ένας µονοµορφισµός δεξιών R-προτύπων. Θα αποδείξουµε ότι η
απεικόνιση i⊗Idlim−→Mi

: A⊗R(lim−→Mi) −→ B⊗R(lim−→Mi) είναι ένας µονοµορφισµός αβελιανών
οµάδων. Επειδή κάθε Mi είναι επίπεδο, ο οµοµορφισµός

i⊗ IdMi
: A⊗RMi −→ B ⊗RMi
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είναι µονοµορφισµός αβελιανών οµάδων, για κάθε i ∈ I. Θεωρούµε το ακόλουθο µεταθετικό
διάγραµµα

lim−→(A⊗RMi)
lim−→(i⊗IdMi )//

φ

��

lim−→(B ⊗RMi)

ψ

��
A⊗R (lim−→Mi)

i⊗Idlim−→Mi
// B ⊗R (lim−→Mi)

όπου φ, ψ είναι ισοµορφισµοί από την Πρόταση (1.5.10). Επειδή για κάθε i ∈ I ο οµοµορ–
ϕισµός i ⊗ IdMi

είναι µονοµορφισµός, από την Πρόταση (1.5.9) έχουµε ότι και η απεικόνιση
lim−→(i ⊗ IdMi

) είναι µονοµορφισµός. Εποµένως, i ⊗ Idlim−→Mi
= ψ ◦ lim−→(i ⊗ IdMi

) ◦ φ−1 είναι
επίσης µονοµορφισµός. ΄Ετσι, το ευθύ όριο lim−→Mi είναι επίπεδο αριστερό R-πρότυπο.

Αντίθετα τυχαία (πεπερασµένα ή µη) όρια επίπεδων προτύπων δεν είναι απαραίτητα επί–
πεδο πρότυπο. Για παράδειγµα κάθε πεπερασµένα παραστάσιµο (finitely presented) πρότυπο
(ϐλέπε ορισµό (3.3.1)) υπεράνω τυχόντος δακτυλίου είναι συνπυρήνας, και άρα συνόριο, ενός
οµοµορφισµού µεταξύ δύο πεπερασµένα παραγόµενων ελεύθερων, και άρα επίπεδων, προτύ–
πων. ΄Οµως ένα τέτοιο πρότυπο δεν είναι πάντα επίπεδο. Ιδιαίτερα αυτό το οποίο ισχύει είναι
ότι κάθε πεπερασµένα παραστάσιµο πρότυπο είναι επίπεδο αν και µόνον αν δακτύλιος είναι
κανονικός (regular) µε την έννοια του von Neumann.

Πόρισµα 3.1.21. Εάν κάθε πεπερασµένα παραγόµενο υποπρότυπο ενός αριστερούR-προτύπου
M είναι επίπεδο, τότε και το M είναι επίπεδο.

Απόδειξη. ΄Εστω {Mi}i∈I η οικογένεια των πεπερασµένα παραγόµενων υποπροτύπων του M .
Τότε από την Παρατήρηση (1.5.7) έχουµε ότι το M είναι το ευθύ όριο των {Mi}i∈I , δηλαδή
M = lim−→Mi. Επειδή από υπόθεση έχουµε ότι κάθε Mi είναι επίπεδο χρησιµοποιώντας την
προηγούµενη πρόταση έχουµε ότι και το lim−→Mi είναι επίπεδο πρότυπο. Εποµένως τοM είναι
επίπεδο.

Το ακόλουθο Θεώρηµα χαρακτηρίζει τα επίπεδα πρότυπα.

Θεώρηµα 3.1.22. (Lazard-Govorov (1964)) ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο M είναι επίπεδο αν
και µόνο αν είναι το ευθύ όριο από ένα ευθύ σύστηµα πεπερασµένα παραγόµενων προβολικών
προτύπων.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [24, Theorem 5.40].

Κλείνουµε τώρα την παράγραφο αυτή αναφέροντας έναν πιο ισχυρό ορισµό από τον ορισµό
του επίπεδου προτύπου:

Ορισµός 3.1.23. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο M καλείται πιστά επίπεδο (faithfully flat) αν
ισχύει :

0 −→ A −→ B −→ C −→ 0

είναι µία σύντοµη ακριβής ακολουθία δεξιών R-προτύπων, αν και µόνο αν,

0 −→ A⊗RM −→ B ⊗RM −→ C ⊗RM −→ 0

είναι µία ακριβής ακολουθία από αβελιανές οµάδες.

Λήµµα 3.1.24. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα για ένα αριστερό R-πρότυπο M .

1. Το M είναι πιστά επίπεδο.
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2. Το M είναι επίπεδο και εάν για οποιοδήποτε δεξιό R-πρότυπο N ισχύει :

N ⊗RM = 0 =⇒ N = 0

3. Το M είναι επίπεδο και mM 6= M για κάθε µέγιστο δεξιό ιδεώδες m του R.

Απόδειξη. (1⇒ 2) Από τον ορισµό του πιστά επίπεδου προτύπου έπεται ότι κάθε πιστά επίπεδο
πρότυπο είναι επίπεδο. Θα δούµε αργότερα ότι υπάρχουν επίπεδα πρότυπα τα οποία δεν
είναι πιστά επίπεδα, ϐλέπε Παράδειγµα(3.1.25). ΄Εστω N ένα δεξιό R-πρότυπο τέτοιο ώστε
N ⊗RM = 0. Εποµένως έχουµε την ακριβή ακολουθία

0 −→ N ⊗RM −→ 0.

από αβελιανές οµάδες. Επειδή όµως το M είναι πιστά επίπεδο έχουµε ότι η ακολουθία

0 −→ N −→ 0

είναι ακριβής. Οπότε N = 0.
(2⇒ 3) Από το Πόρισµα (3.1.17) έχουµε ότι M/mM ∼= (R/m)⊗RM . ΄Οµως, (R/m)⊗R

M 6= 0 διότι R/m 6= 0. Εποµένως, M/mM 6= 0 και έτσι mM 6= M .
(3⇒ 2) Υποθέτουµε ότι N 6= 0 και έστω x ∈ N , x 6= 0. ΄Εστω 〈x〉 ⊆ N , το R-υποπρότυπο

του N που παράγεται από το x, και ϑέτουµε

AnnR(x) = {r ∈ R | xr = 0}

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι AnnR(x) είναι ένα ιδεώδες του R. Στην πραγµατικότητα,
AnnR(x) είναι ο πυρήνας του επιµορφισµού τ : R −→ 〈x〉, r 7−→ xr. ΄Εστω

τ̄ : R/AnnR(x) −→ 〈x〉, r + AnnR(x) 7−→ τ̄(r + AnnR(x)) := xr

ο επαγόµενος ισοµορφισµός. Τότε 〈x〉 ∼= R/AnnR(x). ΄Εστω m ένα µέγιστο ιδεώδες του R
που περιέχει το AnnR(x). Τότε από υπόθεση, M 6= mM ⊃ AnnR(x)M . ΄Αρα,

〈x〉 ⊗RM = R/AnnR(x)⊗RM = M/AnnR(x)M 6= 0.

Τώρα, έχουµε µία απεικόνιση η οποία είναι µονοµορφισµός :

0 −→ 〈x〉 −→ N

και επειδή το M είναι επίπεδο έχουµε ότι και η απεικόνιση

0 −→ 〈x〉 ⊗RM −→ N ⊗RM

είναι επίσης µονοµορφισµός. Εποµένως, N ⊗RM 6= 0 εφόσον 〈x〉 ⊗RM 6= 0.

(2⇒ 1) ΄Εστω (1) : 0 −→ A
f−→ B µία ακολουθία από δεξιάR-πρότυπα και ας υποθέσουµε

ότι η ακολουθία (2) : 0 // A⊗RM
f⊗IdM // B ⊗RM είναι ακριβής για κάθε αριστερό R-

πρότυπο M . Από την ακολουθία (1) έπεται η εξής ακριβής ακολουθία :

0 −→ Ker f
i−→ A

f−→ B.

Επειδή το M είναι επίπεδο έχουµε ότι και η ακολουθία :

0 −→ Ker f ⊗RM
i−→ A⊗RM

f−→ B ⊗RM

είναι ακριβής. Από την ακρίβεια της (2) έπεται ότι Ker f⊗RM = 0 και έτσι από υπόθεση έχουµε
ότι Ker f = 0. Εποµένως ο οµοµορφισµός f είναι µονοµορφισµός και έτσι η ακολουθία (1)
είναι ακριβής.

Παράδειγµα 3.1.25. Το Z-πρότυπο Q είναι επίπεδο αλλά δεν είναι πιστά επίπεδο. Πράγµατι :
Είδαµε στο Παράδειγµα (3.1.8) ότι το Z-πρότυπο Q είναι επίπεδο. ΄Οµως δεν είναι πιστά

επίπεδο διότι ενώ Q⊗Z Zn = 0 , το Zn 6= 0.



3.2. ΕΠΙΠΕ∆Α ΠΡΟΤΥΠΑ ΚΑΙ Ο ΣΥΝΑΡΤΗΤΗΣ Tor 87

3.2 Επίπεδα Πρότυπα και ο Συναρτητής Tor

Είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο ότι TorRn (M,Q) = 0,∀n ≥ 1 εάν το Q είναι ένα προβολικό
αριστερό R-πρότυπο και M ένα τυχαίο δεξιό R-πρότυπο. Σε αυτή την ενότητα ϑα δούµε ότι το
ίδιο ισχύει και για τα επίπεδα πρότυπα.

Πρόταση 3.2.1. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα για ένα αριστερό R-πρότυπο M .

1. Το M είναι επίπεδο.

2. TorR1 (C,M) = 0 για κάθε δεξιό R-πρότυπο C.

3. TorRn (C,M) = 0 για κάθε δεξιό R-πρότυπο C και για κάθε n ≥ 1.

Απόδειξη. (3⇒ 2) Είναι προφανές.
(2⇒ 1) Ας υποθέσουµε ότι

0 −→ A −→ B −→ C −→ 0

είναι µία σύντοµη ακριβής ακολουθία δεξιώνR-προτύπων. Τότε, για κάθε αριστερόR-πρότυπο
M , από το Θεώρηµα (2.3.11), υπάρχει µία µακρά ακριβής ακολουθία

· · · −→ TorR1 (A,M) −→ TorR1 (B,M) −→ TorR1 (C,M) −→

−→ A⊗RM −→ B ⊗RM −→ C ⊗RM −→ 0

Εάν TorR1 (C,M) = 0 για κάθε δεξιό R-πρότυπο C, τότε η ακολουθία

0 −→ A⊗RM −→ B ⊗RM −→ C ⊗RM −→ 0

είναι ακριβής, και έτσι το M είναι επίπεδο.
(1⇒ 3) ΄Εστω ότι τοM είναι επίπεδο αριστερόR-πρότυπο και έστω C ένα δεξιόR-πρότυπο.

Τότε υπάρχει µία σύντοµη ακριβής ακολουθία

0 −→ K −→ P −→ C −→ 0

δεξιών R-προτύπων µε P προβολικό. Θα αποδείξουµε ότι TorRn (C,M) = 0 για κάθε n ≥ 1.
Θα το αποδείξουµε µε επαγωγή στο n. Για n = 1, έχουµε από το Θεώρηµα (2.3.11) την ακριβή
ακολουθία

· · · −→ TorR1 (K,M) −→ TorR1 (P,M) −→ TorR1 (C,M) −→
−→ K ⊗RM −→ P ⊗RM −→ C ⊗RM −→ 0.

Από την Πρόταση (2.3.8) έχουµε ότι TorR1 (P,M) = 0. ΄Ετσι έχουµε την ακριβή ακολουθία

0 −→ TorR1 (C,M) −→ K ⊗RM −→ P ⊗RM −→ C ⊗RM −→ 0.

Επειδή το M είναι επίπεδο αριστερό R-πρότυπο, η απεικόνιση

K ⊗RM −→ P ⊗RM

είναι µονοµορφισµός. Εποµένως, TorR1 (C,M) = 0.
Τώρα, έστω ότι TorRk (C,M) = 0 για k = 1, 2, . . . , n − 1 και για κάθε δεξιό R-πρότυπο C.

Τότε ξανά από το Θεώρηµα (2.3.11) έχουµε την ακριβή ακολουθία

TorRn (K,M) −→ TorRn (P,M) −→ TorRn (C,M) −→ TorRn−1(K,M) −→ · · ·

΄Οµως ισχύει ότι TorRn (P,M) = 0 και TorRn−1(K,M) = 0. ΄Ετσι έχουµε την ακριβή ακολουθία

0 −→ TorRn (C,M) −→ 0

Εποµένως έχουµε TorRn (C,M) = 0.
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Παρατήρηση 3.2.2. ∆υϊκά, ισχύει ότι M είναι ένα επίπεδο δεξιό R-πρότυπο αν και µόνο αν
TorRn (M,C) = 0 για κάθε αριστερό R-πρότυπο C και για κάθε n ≥ 1.

Θεώρηµα 3.2.3. ΄Ενα αριστερό R-πρότυποM είναι επίπεδο αν και µόνο αν TorR1 (M,R/I) = 0
για κάθε πεπερασµένα παραγόµενο δεξιό ιδεώδες I του R.

Απόδειξη. ΄Εστω M ένα επίπεδο αριστερό R-πρότυπο και I ένα πεπερασµένα παραγόµενο
δεξιό ιδεώδες του R. Τότε υπάρχει µία σύντοµη ακριβής ακολουθία

0 −→ I −→ R −→ R/I −→ 0

Για n = 1, έχουµε από το Θεώρηµα (2.3.11) την ακριβή ακολουθία

TorR1 (I,M) −→ TorR1 (R,M) −→ TorR1 (R/I,M) −→

−→ I ⊗RM −→ R⊗RM −→ R/I ⊗RM −→ 0.

Εάν το M είναι επίπεδο αριστερό R-πρότυπο, η απεικόνιση I ⊗R M −→ R ⊗R M είναι
µονοµορφισµός. Εποµένως, TorR1 (R/I,M) = 0.

Αντίστροφα, εάν TorR1 (M,R/I) = 0 τότε έχουµε την ακριβή ακολουθία

0 −→ I ⊗RM −→ R⊗RM −→ R/I ⊗RM −→ 0.

΄Αρα, από την Πρόταση (3.1.16) έχουµε ότι το M είναι επίπεδο αριστερό R-πρότυπο.

Η ακόλουθη έννοια της καθαρά ακριβούς ακολουθίας είναι στενά συνδεδεµένη µε την
έννοια του επίπεδου προτύπου.

Ορισµός 3.2.4. Μία ακριβής ακολουθία 0 −→ K −→ L −→M −→ 0 αριστερών R-προτύπων
καλείται καθαρά ακριβής (pure exact), εάν η ακολουθία αβελιανών οµάδων

0 −→ A⊗R K −→ A⊗R L −→ A⊗RM −→ 0

είναι ακριβής για κάθε δεξιό R-πρότυπο A.

Κάποια παραδείγµατα καθαρά ακριβών ακολουθιών είναι τα εξής :

Παράδειγµα 3.2.5. 1. Κάθε διασπάσιµη ακριβής ακολουθία είναι καθαρά ακριβής.

2. Κάθε ευθύ όριο ενός ευθέος συστήµατος διασπάσιµων ακριβών ακολουθιών είναι καθαρά
ακριβής και αντίστροφα κάθε καθαρά ακριβής ακολουθία είναι το ευθύ όριο ενός ευθέος
συστήµατος διασπάσιµων ακριβών ακολουθιών.

3. ΑνR είναι ένας κανονικός δακτύλιος µε την έννοια του von Neumann, τότε κάθε σύντοµη
ακριβής ακολουθία (αριστερών) R-προτύπων είναι καθαρά ακριβής.

Η ϐασική σχέση ανάµεσα στα επίπεδα πρότυπα και τις καθαρά ακριβείς ακολουθίες δίνεται
στην ακόλουθη Πρόταση.

Πρόταση 3.2.6. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο M είναι επίπεδο αν και µόνο αν κάθε ακριβής
ακολουθία 0 −→ K −→ L −→M −→ 0 αριστερών R-προτύπων είναι καθαρά ακριβής.

Απόδειξη. ΄Εστω M ένα επίπεδο αριστερό R-πρότυπο και έστω

0 −→ K −→ L −→M −→ 0
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µία ακριβής ακολουθία αριστερών R-προτύπων. Τότε, για κάθε δεξιό R-πρότυπο A από το
Θεώρηµα (2.3.11) για n = 1 έχουµε την ακριβή ακολουθία

· · · −→ TorR1 (A,K) −→ TorR1 (A,L) −→ TorR1 (A,M) −→

−→ A⊗R K −→ A⊗R L −→ A⊗RM −→ 0.

Επειδή όµως το αριστερό R-πρότυπο M είναι επίπεδο από την Πρόταση (3.2.1) έχουµε ότι
TorR1 (A,M) = 0. ΄Αρα έχουµε την ακριβή ακολουθία

0 −→ A⊗R K −→ A⊗R L −→ A⊗RM −→ 0.

για κάθε δεξιό R-πρότυπο A. Εποµένως η ακριβής ακολουθία

0 −→ K −→ L −→M −→ 0

είναι καθαρά ακριβής.
Αντίστροφα, επιλέγουµε µία καθαρά ακριβή ακολουθία

0 −→ K
i−→ L −→M −→ 0

αριστερών R-προτύπων µε L ελεύθερο. Τότε, για κάθε δεξιό R-πρότυπο A από το Θεώρηµα
(2.3.11) για n = 1 έχουµε την ακριβή ακολουθία

TorR1 (A,K) // TorR1 (A,L) // TorR1 (A,M) //

// A⊗R K
IdA⊗i // A⊗R L // A⊗RM // 0.

Επειδή όµως το L είναι ελεύθερο, άρα και προβολικό, έχουµε ότι TorR1 (A,L) = 0. Επιπλέον,
επειδή η ακολουθία 0 −→ K

i−→ L −→ M −→ 0 είναι καθαρά ακριβής, έχουµε ότι η
απεικόνιση IdA ⊗ i είναι µονοµορφισµός. Εποµένως, TorR1 (A,M) = 0 για κάθε δεξιό R-
πρότυποA. ΄Αρα, από την Πρόταση (3.2.1) έχουµε ότι τοM είναι επίπεδο αριστερόR-πρότυπο.

Πόρισµα 3.2.7. ΄Εστω 0 −→ K −→ L −→ M −→ 0 µία ακριβής ακολουθία αριστερών
R-προτύπων. Εάν τοM είναι επίπεδο, τότε τοK είναι επίπεδο αν και µόνο αν το L είναι επίπεδο.

Απόδειξη. Για κάθε δεξιό R-πρότυποX, από το Θεώρηµα (2.3.11), υπάρχει ακριβή ακολουθία

· · · −→ TorR2 (X,M) −→ TorR1 (X,K) −→ TorR1 (X,L) −→ TorR1 (X,M) −→ · · ·

Επειδή το M είναι επίπεδο, από την Πρόταση (3.2.1) έχουµε ότι

TorR2 (X,M) = 0 = TorR1 (X,M)

Εποµένως έχουµε την ακριβή ακολουθία

0 −→ TorR1 (X,K) −→ TorR1 (X,L) −→ 0.

΄Αρα, TorR1 (X,K) ∼= TorR1 (X,L). ΄Ετσι εάν το K είναι επίπεδο δηλαδή έχουµε ότι TorR1 (X,K)
= 0 τότε και TorR1 (X,L) = 0. Εποµένως και το L είναι επίπεδο. Και αντίστροφα, εάν το L
είναι επίπεδο δηλαδή έχουµε ότι TorR1 (X,L) = 0 τότε και TorR1 (X,K) = 0 και έτσι και το K
είναι επίπεδο.



90 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΕΠΙΠΕ∆Α ΠΡΟΤΥΠΑ

Παρατήρηση 3.2.8. Στο παραπάνω Πόρισµα αν K,L είναι επίπεδα πρότυπα, τότε δεν συνε–
πάγεται απαραίτητα ότι το πρότυπο M είναι επίπεδο. Για παράδειγµα, η ακολουθία

0 −→ Z f−→ Z η−→ Z6 −→ 0

είναι µία ακριβής ακολουθία αβελιανών οµάδων, όπου f(x) = 6x για κάθε x ∈ Z και η
η κανονική προβολή. ΄Οµως, το Z είναι επίπεδο Z-πρότυπο αλλά το Z6 δεν είναι (ϐλέπε
Παρατήρηση (3.1.5)(2)).

3.3 Συναφείς ∆ακτύλιοι

Γενικά, εάν {Mi}i∈I είναι µια οικογένεια επίπεδων αριστερών R-προτύπων υπεράνω ενός τυ–
χαίου δακτυλίου R, τότε το ευθύ γινόµενο M =

∏
i∈IMi δεν είναι πάντα επίπεδο πρότυπο

(ϐλέπε Παράδειγµα 3.3.11). ΄Οµως, υπάρχουν δακτύλιοι υπεράνω των οποίων τοM είναι πάν–
τα επίπεδο πρότυπο. Αυτοί οι δακτύλιοι ορίστηκαν από τον S.U.Chase το 1960. Πριν δώσουµε
τον ορισµό τους, ας ξεκινήσουµε µε τον ορισµό ενός πεπερασµένα παραστάσιµου αριστερού
R-προτύπου.

Ορισµός 3.3.1. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο M λέγεται πεπερασµένα παραστάσιµο (finitely
presented) εάν υπάρχει µία ακριβής ακολουθία

0 −→ K −→ F −→M −→ 0

αριστερών R-προτύπων, όπου F είναι πεπερασµένα παραγόµενο και ελεύθερο καιK είναι πεπε–
ϱασµένα παραγόµενο.

Το Λήµµα που ακολουθεί ϑα µας δώσει µία επιπλέον πληροφορία για τα πεπερασµένα
παραστάσιµα πρότυπα.

Λήµµα 3.3.2. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα για ένα αριστερό R-πρότυπο M .

1. Υπάρχει µία ακριβής ακολουθία

F1 −→ F0 −→M −→ 0,

όπου F1 και F0 είναι πεπερασµένα παραγόµενα και ελεύθερα αριστερά R-πρότυπα.

2. Υπάρχουν ϕυσικοί αριθµοί m,n τέτοιοι ώστε η ακολουθία

Rm −→ Rn −→M −→ 0

να είναι ακριβής.

3. Το M είναι πεπερασµένα παραστάσιµο.

Απόδειξη. (1⇔ 2) Η ισοδυναµία των 1. και 2. προκύπτει εύκολα από το γεγονός ότι για κάθε
πεπερασµένα παραγόµενο και ελεύθερο πρότυπο F υ–πάρχει ένας ϕυσικός αριθµός n τέτοιος
ώστε F ∼= Rn.

(3 ⇒ 2) ΄Εστω ότι το M είναι πεπερασµένα παραστάσιµο. ΄Αρα υπάρχει µία ακριβής
ακολουθία

0 −→ K −→ F −→M −→ 0

αριστερών R-προτύπων, όπου F είναι πεπερασµένα παραγόµενο και ελεύθερο και K είναι
πεπερασµένα παραγόµενο. Επειδή το F είναι πεπερασµένα παραγόµενο και ελεύθερο, υ-
πάρχει ϕυσικός αριθµός n τέτοιος ώστε F ∼= Rn. Επιπλέον, εάν το K παράγεται από m
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στοιχεία, τότε υπάρχει ένας επιµορφισµός Rm −→ K. ΄Ετσι έχουµε µία ακριβή ακολουθία
Rm −→ Rn −→M −→ 0.

(2⇒ 3) ΄Εστω ότι υπάρχουν ϕυσικοί αριθµοί m,n τέτοιοι ώστε η ακολουθία

Rm
α−→ Rn

β−→M −→ 0

να είναι ακριβής και έστω K = Ker β. Τότε από την ακρίβεια της ακολουθίας έχουµε ότι
Imα = Ker β, δηλαδή ότι Imα = K. ΄Αρα το K είναι πεπερασµένα παραγόµενο διότι υπάρχει
επιµορφισµός Rm −→ Imα. Εποµένως, από την ύπαρξη της ακριβής ακολουθίας

0 −→ K −→ Rn
β−→M −→ 0

έπεται ότι το M είναι πεπερασµένα παραστάσιµο.

Ορισµός 3.3.3. ΄Ενα πεπερασµένα παραστάσιµο αριστερό R-πρότυπο M καλείται συναφές
(coherent) εάν κάθε πεπερασµένα παραγόµενο υποπρότυπο του M είναι πεπερασµένα παρα–
στάσιµο.

Ας δούµε τώρα πότε ένας δακτύλιος καλείται συναφής.

Ορισµός 3.3.4. ΄Ενας δακτύλιοςR καλείται αριστερά συναφής ( left coherent)αν το RR είναι
συναφές ως αριστερό R-πρότυπο.

Οι δεξιά συναφείς δακτύλιοι ορίζονται παρόµοια, και, ϑα λέµε ότι ένας δακτύλιος R είναι
συναφής αν είναι και αριστερά και δεξιά συναφής .

Παράδειγµα 3.3.5. 1. Εάν k είναι ένα σώµα, τότε ο πολυωνυµικός δακτύλιος R = k[X]
(απείρων ή πεπερασµένων) µεταβλητών X είναι συναφής δακτύλιος.

2. Κάθε περιοχή κύριων ιδεωδών είναι συναφής δακτύλιος.

3. ΄Ενα παράδειγµα µη-δεξιά συναφή δακτυλίου είναι η Q-άλγεβρα µε σύνολο γεννητόρων
y, x1, x2, . . . και σχέσεις xiy = 0 για κάθε i. Για λεπτοµέρειες ϐλέπε [22, Examples
4.46(c), (d)].

΄ΕστωM ένα δεξιό R-πρότυπο και {Ni}i∈I µία οικογένεια αριστερών R-προτύπων. ΄Εχουµε
δει ότι το τανυστικό γινόµενο διατηρεί τυχαία ευθέα αθροίσµατα, δηλαδή,

M ⊗R (⊕INi) ∼= ⊕I(M ⊗R Ni)

ως Z-πρότυπα, για κάθε σύνολο δεικτών I, πεπερασµένο ή άπειρο. Το ακόλουθο Παράδειγµα
µας δείχνει ότι το παραπάνω δεν ισχύει εν γένει αν το ευθύ άθροισµα ⊕ αντικατασταθεί µε το
ευθύ γινόµενο

∏
.

Παράδειγµα 3.3.6. Εάν R = Z, έστω Ni = Z/2iZ (i ∈ N) και M = Q. Τότε Q⊗Z Z/2iZ = 0
επειδή κάθε Z/2iZ είναι πεπερασµένη αβελιανή οµάδα και η Q είναι διαιρετή. Εποµένως,∏
i(Q⊗ZZ/2iZ) = 0. Από την άλλη, έστω g = (1 + 2iZ)i∈N ∈

∏
i Z/2iZ. Ας υποθέσουµε ότι η

τάξη του g είναι πεπερασµένη, έστω n. Τότε n+ 2iZ = 0 για κάθε i ∈ N. Αυτό σηµαίνει ότι το
2i διαιρεί το n για κάθε i ∈ N, πράγµα αδύνατο. ΄Ετσι η τάξη του g είναι άπειρη. Εποµένως,
〈g〉 ∼= Z και έτσι έχουµε την ακριβή ακολουθία 0 −→ Z −→

∏
i Z/2iZ. Επειδή όµως το Q

είναι επίπεδο Z-πρότυπο έχουµε ότι και η ακολουθία

0 −→ Q⊗Z Z −→ Q⊗Z (
∏
i

Z/2iZ)

είναι ακριβής. Αλλά Q⊗Z Z ∼= Q 6= 0, και έτσι Q⊗Z (
∏
i Z/2iZ) 6= 0. Εποµένως,

Q⊗Z (
∏
i

Z/2iZ) 6=
∏
i

(Q⊗Z Z/2iZ).
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Τώρα ϑα δούµε ότι όταν το M είναι πεπερασµένα παραστάσιµο πρότυπο τότε

M ⊗R (
∏
I

Ni) ∼=
∏
I

(M ⊗R Ni)

µέσω της απεικόνισης

φ : M ⊗R
(∏

I

Ni
)
−→

∏
I

(M ⊗R Ni)

n∑
λ=1

xλ ⊗ (yiλ) 7−→
( n∑
λ=1

xλ ⊗ yiλ
)

Εύκολα αποδεικνύεται ότι η φ είναι ισοµορφισµός όταν το M είναι πεπερασµένα παραγόµενο
και ελεύθερο.

Λήµµα 3.3.7. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα για ένα δεξιό R-πρότυπο M .

1. Το M είναι πεπερασµένα παραγόµενο.

2. Η απεικόνιση φ : M ⊗R
(∏

I Ni
)
−→

∏
I(M ⊗R Ni) είναι ένας επιµορφισµός για κάθε

οικογένεια {Ni}i∈I αριστερών R-προτύπων.

3. Η απεικόνιση φ : M ⊗R RI −→M I είναι ένας επιµορφισµός για κάθε σύνολο δεικτών I.

4. Η απεικόνιση φ : M ⊗R RM −→MM είναι ένας επιµορφισµός.

Απόδειξη. (1⇒ 2) Εάν τοM είναι πεπερασµένα παραγόµενο, τότε υπάρχει ένας επιµορφισµός
Rn −→ M για κάποιο ϕυσικό αριθµό n. ΄Εστω F = Rn. Τότε έχουµε την σύντοµη ακριβή
ακολουθία 0 −→ K −→ F −→ M −→ 0. Από αυτή την ακολουθία έπεται το ακόλουθο
µεταθετικό διάγραµµα

K ⊗R
(∏

I Ni
)

//

φK

��

F ⊗R
(∏

I Ni
)

//

φF

��

M ⊗R
(∏

I Ni
)

//

φM

��

0

∏
I(K ⊗R Ni) // ∏

I(F ⊗R Ni) // ∏
I(M ⊗R Ni) // 0

µε ακριβείς γραµµές. Επειδή F = Rn, έχουµε ότι το F είναι πεπερασµένα παραγόµενο και
ελεύθερο και έτσι η φF είναι ισοµορφισµός. Εποµένως από την µεταθετικότητα του διαγράµ-
µατος έχουµε ότι η φM είναι επιµορφισµός.

(2⇒ 3) Εάν ϑέσουµε Ni = R για κάθε i ∈ I τότε η απεικόνιση

φ : M ⊗R RI −→M I

n∑
λ=1

xλ ⊗ (riλ) 7−→
n∑
λ=1

(xλriλ)

είναι ένας επιµορφισµός για κάθε σύνολο I.
(3⇒ 4) Ισχύει ϑέτοντας I = M .
(4 ⇒ 1) Ας υποθέσουµε ότι ένα στοιχείο (xx) ∈ MM είναι τέτοιο ώστε x = xx για κάθε

x ∈M . Τότε επειδή η φ είναι επιµορφισµός, υπάρχει ένα στοιχείο
∑n
i=1 xi⊗(rix) ∈M⊗RRM
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τέτοιο ώστε (xx) = φ(
∑n
i=1 xi ⊗ (rix)). Από αυτό έπεται ότι

(xx) = φ
( n∑
i=1

xi ⊗ (rix)
)

=

n∑
i=1

φ(xi ⊗ (rix))

=

n∑
i=1

(xirix)

=
( n∑
i=1

xirix

)
Εποµένως, για κάθε x ∈ M , έχουµε ότι

∑n
i=1 xirix = x, άρα x1, x2, . . . , xn είναι ένα σύνολο

γεννητόρων του M .

Θεώρηµα 3.3.8. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα για ένα δεξιό R-πρότυπο M .

1. Το M είναι πεπερασµένα παραστάσιµο.

2. Η απεικόνιση φ : M ⊗R
(∏

I Ni
)
−→

∏
I(M ⊗R Ni) είναι ένας ισοµορφισµός για κάθε

οικογένεια {Ni}i∈I αριστερών R-προτύπων.

3. Η απεικόνιση φ : M ⊗R RI −→M I είναι ένας ισοµορφισµός για κάθε σύνολο δεικτών I.

Απόδειξη. (1 ⇒ 2) Ας υποθέσουµε ότι το M είναι πεπερασµένα παραστάσιµο. Τότε από το
Λήµµα (3.3.2) υπάρχει η ακριβής ακολουθία

F1 −→ F0 −→M −→ 0,

όπου F1 και F0 είναι πεπερασµένα παραγόµενα και ελεύθερα δεξιά R-πρότυπα. Θεωρούµε το
ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

F1 ⊗R
(∏

I Ni
)

//

φF1

��

F0 ⊗R
(∏

I Ni
)

//

φF0

��

M ⊗R
(∏

I Ni
)

//

φM

��

0

∏
I(F1 ⊗R Ni) // ∏

I(F0 ⊗R Ni) // ∏
I(M ⊗R Ni) // 0

µε ακριβείς γραµµές. Επειδή οι απεικονίσεις φF1
, φF0

είναι ισοµορφισµοί, από την µεταθετι–
κότητα του διαγράµµατος έπεται ότι και η φM είναι ισοµορφισµός.

(2⇒ 3) ΄Επεται εύκολα ϑέτοντας Ni = R για κάθε i ∈ I.
(3 ⇒ 1) Από το Λήµµα (3.3.7) έπεται ότι το M είναι πεπερασµένα παραγόµενο. Εποµέ–

νως, υπάρχει µία ακριβής ακολουθία 0 −→ K −→ F −→ M −→ 0 όπου F πεπερασµένα
παραγόµενο και ελεύθερο. Αρκεί να αποδείξουµε ότι το K είναι πεπερασµένα παραγόµενο.
Για οποιοδήποτε σύνολο I, έχουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

K
⊗

RR
I //

φK
��

F
⊗

RR
I //

φF
��

M
⊗

RR
I //

φM
��

0

0 // KI // F I // M I // 0

µε ακριβείς γραµµές όπου φF , φM είναι ισοµορφισµοί. Από την µεταθετικότητα του διαγράµ–
µατος έπεται ότι η φK είναι επιµορφισµός. Εποµένως από το Λήµµα (3.3.7) έχουµε ότι το K
είναι πεπερασµένα παραγόµενο.
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Είµαστε τώρα σε ϑέση να αποδείξουµε το ακόλουθο Θεώρηµα του Chase το οποίο χαρα–
κτηρίζει τους δεξιά συναφείς δακτυλίους µε ϐάση ιδιότητες επίπεδων αριστερών προτύπων.

Θεώρηµα 3.3.9. (Chase) Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα για έναν δακτύλιο R.

1. Κάθε ευθύ γινόµενο επίπεδων αριστερών R-προτύπων είναι επίπεδο.

2. Για κάθε σύνολο I, το αριστερό R-πρότυπο RI είναι επίπεδο.

3. Κάθε πεπερασµένα παραστάσιµο δεξιό R-πρότυπο είναι συναφές.

4. Ο δακτύλιος R είναι δεξιά συναφής.

Απόδειξη. (1 ⇒ 2) Εάν ο δακτύλιος R ιδωθεί ως αριστερό πρότυπο υπεράνω του εαυτού του
είναι επίπεδο. Εποµένως, το αριστερό R-πρότυπο RI =

∏
i∈I Ri, µε Ri = R για κάθε i ∈ I,

είναι επίπεδο.
(2⇒ 3) ΄Εστω M ένα πεπερασµένα παραστάσιµο δεξιό R-πρότυπο και N ένα πεπερασµέ–

να παραγόµενο υποπρότυπο του M . Για κάθε σύνολο I, υπάρχει το ακόλουθο µεταθετικό
διάγραµµα

N ⊗R RI
k //

φN
��

M ⊗R RI

φM
��

N I λ // M I

όπου λ : N I −→ M I είναι η κανονική έγκλειση. Επειδή το αριστερό R-πρότυπο RI είναι
επίπεδο, έχουµε ότι η απεικόνιση k : N ⊗RRI −→M ⊗RRI είναι µονοµορφισµός. Επιπλέον,
επειδή το M είναι ένα πεπερασµένα παραστάσιµο δεξιό R-πρότυπο, από το Θεώρηµα (3.3.8)
έχουµε ότι η φM είναι ισοµορφισµός. ΄Ετσι από τη µεταθετικότητα του διαγράµµατος έχουµε
ότι η απεικόνιση φN είναι µονοµορφισµός. Επιπλέον επειδή το N είναι πεπερασµένα παρα-
γόµενο, από το Λήµµα (3.3.7) έχουµε ότι η φN είναι και επιµορφισµός. Εποµένως, η φN είναι
ισοµορφισµός και άρα το N είναι πεπερασµένα παραστάσιµο.

(3 ⇒ 4) ΄Εστω ότι κάθε πεπερασµένα παραστάσιµο δεξιό R-πρότυπο είναι συναφές. Για
να αποδείξουµε ότι ο δακτύλιος R είναι δεξιά συναφής, αρκεί να αποδείξουµε ότι το R είναι
πεπερασµένα παραστάσιµο ως δεξιό R-πρότυπο. Από την ύπαρξη της ακριβής ακολουθίας

0 −→ 0 −→ R −→ R −→ 0

έπεται εύκολα ότι το R είναι πεπερασµένα παραστάσιµο.
(4 ⇒ 1) ΄Εστω {Ni}i∈I µία οικογένεια επίπεδων αριστερών R-προτύπων, και J ένα πε–

περασµένα παραγόµενο δεξιό ιδεώδες του R. Επειδή ο δακτύλιος R είναι δεξιά συναφής,
έχουµε ότι το J είναι πεπερασµένα παραστάσιµο. ΄Αρα, από το Θεώρηµα (3.3.8) ισχύει ότι
J ⊗R

(∏
I Ni

) ∼= ∏
I(J ⊗R Ni). Αλλά επειδή κάθε Ni είναι επίπεδο, έχουµε ότι J ⊗R Ni ⊂

R⊗R Ni. Εποµένως,

J ⊗R
(∏

I

Ni
) ∼=

∏
I

(J ⊗R Ni)

⊆
∏
I

(R⊗R Ni)

∼=
∏
I

Ni

∼= R⊗R
(∏

I

Ni
)

΄Αρα, έχουµε την ακριβή ακολουθία 0 −→ J ⊗R
(∏

I Ni
)
−→ R⊗R (

∏
I Ni) και έτσι από την

Πρόταση (3.1.16) έχουµε ότι το
∏
I Ni είναι επίπεδο αριστερό R-πρότυπο.
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Είναι χρήσιµο να έχουµε υπ΄ όψιν µας την «αλλαγή πλευράς» στις συνθήκες 1. και 2.- 4.
στο Θεώρηµα 3.3.9.

Παρατήρηση 3.3.10. Ας υποθέσουµε ότι M είναι ένα πεπερασµένα παραστάσιµο δεξιό R-
πρότυπο. Τότε υπάρχει µία ακριβής ακολουθία

0 −→ K −→ F0 −→M −→ 0

µε F0,K πεπερασµένα παραγόµενα και F0 ελεύθερο. Εάν ο R είναι δεξιά συναφής, τότε
από το προηγούµενο Θεώρηµα έχουµε ότι το K είναι πεπερασµένα παραστάσιµο. Εποµένως
συνεχίζοντας την ίδια διαδικασία, ϐλέπουµε ότι όταν ο δακτύλιος R είναι δεξιά συναφής τότε
κάθε πεπερασµένα παραστάσιµο δεξιό R-πρότυπο M έχει ελεύθερη ανάλυση

· · · −→ F1 −→ F0 −→M −→ 0

όπου κάθε Fi είναι πεπερασµένα παραγόµενο και ελεύθερο.

Παράδειγµα 3.3.11. Είδαµε στο Παράδειγµα (3.3.5)(3.) ότι η Q-άλγεβρα µε γεννήτορες
y, x1, x2, . . . και σχέσεις xiy = 0 για κάθε i είναι ένας µη-συναφής δακτύλιος. Αυτός ο
δακτύλιος είναι επίπεδο πρότυπο υπεράνω του εαυτού του όµως το άπειρο ευθύ γινόµενο τους
δεν είναι επίπεδο πρότυπο σύµφωνα µε το Θεώρηµα του Chase.

Παρατήρηση 3.3.12. Το Θεώρηµα του Chase (Θεώρηµα 3.3.9), ϑέτει το ακόλουθο ενδιαφέρον
ερώτηµα:

• Πότε το ευθύ γινόµενο τυχούσας οικογένειας προβολικών αριστερών R-προτύπων υπε–
ϱάνω ενός δακτυλίου R είναι προβολικό πρότυπο ;

Η απάντηση δόθηκε πάλι από τον Chase: Οι δακτύλιοι οι οποίοι ικανοποιούν την παραπάνω
ιδιότητα είναι ακριβώς οι δεξιά συναφείς δακτύλιοι για τους οποίους κάθε επίπεδο πρότυπο
είναι προβολικό, δηλαδή οι δεξιά συναφείς και αριστερά τέλειοι δακτύλιοι, ϐλέπε το Θεώρηµα
του Bass (Θεώρηµα 4.4.9) στο επόµενο Κεφάλαιο.
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Κεφάλαιο 4

Προσεγγίσεις Προτύπων και
Συστρεπτικά Ζεύγη

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα αναπτύξουµε τη ϐασική ϑεωρία προσέγγισης σε κατηγορίες προτύπων,
υπεράνω προσεταιριστικών δακτυλίων µε µονάδα.

Εισάγουµε τις έννοιες των precovers και preenvelopes, καθώς και τις ελαχιστικές (minimal)
εκδοχές τους, δηλαδή τις έννοιες των covers και envelopes. Επίσης ϑα αναπτύξουµε την
έννοια των συστρεπτικών Ϲευγών (cotorsion pairs) τα οποία παίζουν κυρίαρχο ϱόλο στην ϑεωρία
προσεγγίσεων προτύπων.

Ιδιαίτερα στο παρόν κεφάλαιο ϑα µας απασχολήσει το ϕυσικό ερώτηµα αν πρότυπα υπερά–
νω ενός δακτυλίου µπορούν να προσεγγισθούν (µε ελάχιστο τρόπο) µέσω σηµαντικών κλάσεων
προτύπων, όπως για παράδειγµα η κλάση των προβολικών, ενέσιµων ή επίπεδων προτύπων.

4.1 Προσεγγίσεις Προτύπων

Στην ενότητα αυτή το R ϑα συµβολίζει έναν τυχαίο (προσεταιριστικό µε µονάδα) δακτύλιο, το
M ένα αριστερό R-πρότυπο και το C µία κλάση αριστερών R-προτύπων η οποία είναι κλειστή
κάτω από ισοµορφισµούς και ευθείς προσθετέους.

Ορισµός 4.1.1. ΄Ενας οµοµορφισµός προτύπων f : M −→ C καλείται C-preenvelope τουM ,
αν :

1. C ∈ C.

2. για κάθε οµοµορφισµό f ′ : M −→ C ′, όπου C ′ ∈ C, υπάρχει ένας οµοµορφισµός g : C −→
C ′ τέτοιος ώστε το διάγραµµα

M
f //

f ′

��

C

g~~
C ′

να είναι µεταθετικό.

Η συνθήκη 2. διατυπώνεται ισοδύναµα ως εξής : για κάθε C ′ ∈ C, η επαγόµενη ακολουθία

HomR(C,C ′)
f∗−→ HomR(M,C ′) −→ 0

είναι ακριβής.
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Το C-preenvelope f : M −→ C καλείται ένα C-envelope (περίβληµα) του M εάν κάθε
ενδοµορφισµός προτύπων g : C −→ C που κάνει το διάγραµµα

M
f //

f

��

C

g
~~

C

µεταθετικό, είναι ένας αυτοµορφισµός.

Μερικές ϕορές, ϑα καλούµε, χάριν απλότητας, το C (pre)envelope του M , καθώς ο οµο–
µορφισµός f : M −→ C ϑα υπονοείται εύκολα, και ϑα το συµβολίζουµε µε CM .

΄Ενα C-envelope του M είναι µοναδικό µε την ακόλουθη έννοια :

Πρόταση 4.1.2. Εάν f : M −→ C και f ′ : M −→ C ′ είναι δύο C-envelopes του M , τότε
υπάρχει ισοµορφισµός g : C −→ C ′ τέτοιος ώστε το διάγραµµα

M
f

~~
f ′

��
C

g // C ′

να είναι µεταθετικό.

Απόδειξη. Επειδή f : M −→ C και f ′ : M −→ C ′ είναι C-preenvelopes του M , υπάρχουν
οµοµορφισµοί g : C −→ C ′ και g′ : C ′ −→ C τέτοιοι ώστε τα ακόλουθα διαγράµµατα να είναι
µεταθετικά,

M
f //

f ′

��

C

g~~
C ′

και M
f ′ //

f

��

C ′

g′~~
C

δηλαδή, f ′ = g ◦ f και f = g′ ◦ f ′. Εποµένως, f ′ = (g ◦ g′) ◦ f ′ και f = (g′ ◦ g) ◦ f και
επειδή f : M −→ C και f ′ : M −→ C ′ είναι C-envelopes του M έχουµε ότι οι οµοµορφισµοί
g ◦ g′ και g′ ◦ g είναι αυτοµορφισµοί. Τώρα, ο οµοµορφισµός (g′ ◦ g)−1 ◦ g′ είναι ο αριστερός
αντίστροφος του g και ο οµοµορφισµός g′ ◦ (g ◦ g′)−1 είναι ο δεξιός αντίστροφος του g. ΄Αρα, ο
οµοµορφισµός g είναι ισοµορφισµός και εκ΄ κατασκευής ικανοποιεί την f ′ = g ◦ f .

Εποµένως, ένα πρότυπο M αν έχει αρκετά C-envelopes, δηλαδή αν έχει τουλάχιστον ένα
C-envelope, τότε κάθε δύο τυχόντα C-envelopes είναι ισόµορφα µεταξύ τους, πράγµα το οποίο
δεν συµβαίνει εν γένει µε τα C-preenvelopes. Ωστόσο, εάν υπάρχει ένα C-envelope τότε αυτό
είναι ισόµορφο µε έναν ευθύ προσθετέο κάθε C-preenvelope του M :

Λήµµα 4.1.3. ΄Εστω f : M −→ C ένα C-envelope και f ′ : M −→ C ′ ένα C-preenvelope ενός
προτύπου M . Τότε

1. C ′ = D ⊕D′, όπου Im f ′ ⊆ D και f ′ : M −→ D ένα C-envelope του M .

2. Το f ′ είναι ένα C-envelope του M , αν και µόνο αν το C ′ δεν µπορεί να γραφεί ως ευθύ
άθροισµα C ′ = D ⊕D′, µε Im f ′ ⊆ D και D′ 6= 0.
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Απόδειξη. 1. Επειδή f : M −→ C είναι ένα C-envelope και f ′ : M −→ C ′ ένα C-preenvelope
του M έχουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

C

g

��
M

f
>>

f ′ //

f   

C ′

g′

��
C

τέτοιο ώστε f ′ = g ◦ f και f = g′ ◦ f ′. Εποµένως, f = g′ ◦ g ◦ f . Επειδή όµως f : M −→ C
είναι ένα C-envelope τουM έχουµε ότι ο οµοµορφισµός g′ ◦ g είναι αυτοµορφισµός στο C, και
έτσι υπάρχει οµοµορφισµός k : C −→ C τέτοιος ώστε k ◦ (g′ ◦ g) = IdC ⇒ (k ◦ g′) ◦ g = IdC .
΄Αρα ο g είναι διασπάσιµος µονοµορφισµός µε απεικόνιση διάσπασης k ◦ g′. ΄Ετσι, C ′ =
Im g⊕Ker(k ◦ g′). Από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών για την g έχουµε ότι Im g ∼= C. ΄Ετσι
D = Im g είναι ένας ευθύς προσθετέος του C ′ που περιέχει το Im f ′.

2. Ας υποθέσουµε ότι το f ′ είναι ένα C-envelope του M και ότι το C ′ µπορεί να γραφεί ως
ευθύ άθροισµα C ′ = D ⊕D′, µε Im f ′ ⊆ D και D′ 6= 0. Κατασκευάζουµε την απεικόνιση

g : D ⊕D′ −→ C ′

να είναι η προβολή στο D. Τότε ισχύει ότι f ′ = g ◦ f ′. Επειδή το f ′ είναι ένα C-envelope του
M , η απεικόνιση g πρέπει να είναι αυτοµορφισµός. Αυτό είναι αδύνατο εκτός εάν το D′ = 0.
΄Ατοπο γιατί υποθέσαµε ότι D′ 6= 0. Εποµένως το C ′ δεν µπορεί να γραφεί ως ευθύ άθροισµα
C ′ = D ⊕ D′, µε Im f ′ ⊆ D και D′ 6= 0. Αντίστροφα, έστω ότι το C ′ δεν µπορεί να γραφεί
ως ευθύ άθροισµα C ′ = D ⊕ D′, µε Im f ′ ⊆ D και D′ 6= 0. Από το 1. όµως έχουµε ότι
C ′ = D ⊕D′, όπου Im f ′ ⊆ D και f ′ : M −→ D ένα C-envelope του M . Εποµένως, D′ = 0
και έτσι C ′ = D. ΄Αρα, το f ′ είναι ένα C-envelope του M .

Τώρα ϑα αναφέρουµε εν συντοµία την δυϊκή έννοια :

Ορισµός 4.1.4. ΄Ενας οµοµορφισµός προτύπων f : C −→ M καλείται C-precover του M ,
αν :

1. C ∈ C.

2. για κάθε οµοµορφισµό f ′ : C ′ −→M , όπουC ′ ∈ C, υπάρχει ένας οµοµορφισµός g : C ′ −→
C τέτοιος ώστε το διάγραµµα

C ′

g

~~
f ′

��
C

f // M

να είναι µεταθετικό.

Η συνθήκη 2. διατυπώνεται ισοδύναµα ως εξής : για κάθε C ′ ∈ C η επαγόµενη ακολουθία

HomR(C ′, C)
f∗−→ HomR(C ′,M) −→ 0

είναι ακριβής.
Το C-precover f : C −→M καλείται ένα C-cover (κάλυψη) τουM εάν κάθε ενδοµορφισµός

g : C −→ C που κάνει το διάγραµµα
C

g

~~
f

��
C

f // M

µεταθετικό, είναι ένας αυτοµορφισµός.
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Οµοίως, τα C-covers, εάν υπάρχουν, είναι µοναδικά µέσω κατάλληλου ισοµορφισµού:

Πρόταση 4.1.5. Εάν f : C −→ M και f ′ : C ′ −→ M είναι δύο C- covers του M , τότε υπάρχει
ισοµορφισµός g : C −→ C ′ τέτοιος ώστε το διάγραµµα

M

C
g //

f
>>

C ′

f ′

OO

να είναι µεταθετικό.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης της Πρότασης (4.1.2).

΄Οπως στο Λήµµα (4.1.3) ϑα έχουµε:

Λήµµα 4.1.6. ΄Εστω f : C −→M ένα C-cover και f ′ : C ′ −→M ένα C-precover ενός προτύπου
M . Τότε

1. C ′ = D ⊕D′, όπου D ⊆ Ker f ′ και f ′|D′ ένα C-cover του M .

2. Το f ′ είναι ένα C-cover του M , αν και µόνο αν ο µοναδικός ευθύς προσθετέος του C ′ που
περιέχεται στο Ker f ′ είναι ο µηδενικός.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του Λήµµατος (4.1.3).

Παρατήρηση 4.1.7. ΄Ενα C-cover f : C −→ M δεν είναι απαραίτητα επιµορφισµός, αλλά
εάν το M είναι οµοµορφική εικόνα κάποιου προτύπου C ∈ C, τότε κάθε C-precover του M
είναι επιµορφισµός. Για παράδειγµα αυτό συµβαίνει για κάθε πρότυπο M αν (και µόνον αν)
η κλάση C περιέχει όλα τα προβολικά πρότυπα.

Οµοίως, ένα C-envelope f : M −→ C δεν είναι απαραίτητα µονοµορφισµός, αλλά εάν το
M µπορεί να εµφυτευθεί σε κάποιο πρότυπο C ∈ C, τότε κάθε C-preenvelope του M είναι
µονοµορφισµός. Για παράδειγµα αυτό συµβαίνει για κάθε πρότυπο M αν (και µόνον αν) η
κλάση C περιέχει όλα τα ενέσιµα πρότυπα.

Ας περάσουµε τώρα στο εξής ερώτηµα: Πότε το ευθύ άθροισµα από envelopes (αντίστοιχα
covers) είναι ξανά envelope (αντίστοιχα cover); Προτού δώσουµε απάντηση σε αυτό το ερώτηµα
ϑα αναφέρουµε µία παρατήρηση που ϑα µας χρειαστεί.

Παρατήρηση 4.1.8. ΄Εστω C1, C2 δύο αριστερά R-πρότυπα και pi : C1 ⊕ C2 −→ Ci, i = 1, 2
οι κανονικές προβολές και qi : Ci −→ C1 ⊕ C2, i = 1, 2 οι κανονικές εγκλείσεις. Για έναν
ενδοµορφισµό f : C1 ⊕ C2 −→ C1 ⊕ C2 ορίζουµε οµοµορφισµούς αριστερών R-προτύπων

fij : Cj −→ Ci µε fij = pi ◦ f ◦ qj

Γράφοντας τα στοιχεία του C1 ⊕ C2 ως στήλες
(
c1
c2

)
όπου c1 ∈ C1, c2 ∈ C2, µπορούµε να

εκφράσουµε τον ενδοµορφισµό f ως πίνακα

f =

(
f11 f12

f21 f22

)
Αντίστροφα, εάν έχουµε οµοµορφισµούς αριστερών R-προτύπων fij : Cj −→ Ci, ο παραπάνω
πίνακας f ορίζει έναν ενδοµορφισµό στο C1 ⊕ C2 µε fij = pi ◦ f ◦ qj .
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Επιπλέον, αν οι ενδοµορφισµοί f, g : C1 ⊕ C2 −→ C1 ⊕ C2 έχουν την µορφή

f =

(
f11 f12

0 f22

)
και g =

(
g11 0
g21 g22

)
αντίστοιχα, όπου f11, g11 : C1 −→ C1 και f22, g22 : C2 −→ C2 είναι αυτοµορφισµοί, τότε f και
g είναι επίσης αυτοµορφισµοί µε αντίστροφους

f−1 =

(
f−1

11 −f−1
11 f12f

−1
22

0 f−1
22

)
και g−1 =

(
g−1

11 0
−g−1

22 g21g
−1
11 g−1

22

)
αντίστοιχα.

Η πρόταση που ακολουθεί µας αποδεικνύει ότι το πεπερασµένο ευθύ άθροισµα από C-
envelopes είναι ξανά C-envelope όταν η κλάση C είναι κλειστή κάτω από πεπερασµένα ευθέα
αθροίσµατα.

Πρόταση 4.1.9. Ας υποθέσουµε ότι η κλάση C είναι κλειστή κάτω από πεπερασµένα ευθέα
αθροίσµατα και έστω fi : Mi −→ Ci ένα C-(pre)envelope ενός αριστερού R-προτύπου Mi, για
i = 1, 2. Τότε f1 ⊕ f2 : M1 ⊕M2 −→ C1 ⊕ C2 είναι ένα C-(pre)envelope του M1 ⊕M2.

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι κάθε fi : Mi −→ Ci είναι ένα C-preenvelope. ΄Εστω

f ′ : M1 ⊕M2 −→ C ′

µία απεικόνιση µε C ′ ∈ C. Εάν pi : Mi −→ M1 ⊕M2 είναι η κανονική προβολή τότε επειδή
fi : Mi −→ Ci είναι ένα C-preenvelope έχουµε ότι υπάρχει απεικόνιση gi : Ci −→ C ′ τέτοια
ώστε f ′ ◦ pi = gi ◦ fi. Τότε εάν g : C1 ⊕ C2 −→ C ′ είναι η µοναδική απεικόνιση τέτοια ώστε
g|Ci = gi, τότε f ′ = g ◦ (f1 ⊕ f2). Εποµένως, f1 ⊕ f2 : M1 ⊕M2 −→ C1 ⊕ C2 είναι ένα
C-preenvelope του M1 ⊕M2.

Τώρα ας υποθέσουµε ότι κάθε fi : Mi −→ Ci είναι ένα C-envelope. ΄Εστω g : C1 ⊕ C2 −→
C1 ⊕ C2 ένας ενδοµορφισµός τέτοιος ώστε f1 ⊕ f2 = g ◦ (f1 ⊕ f2). Θέλουµε να αποδείξουµε
ότι ο g είναι αυτοµορφισµός. Γράφοντας τον g σε µορφή πίνακα

g =

(
g11 g12

g21 g22

)
ϑα έχουµε για κάθε m1 ∈M1 και m2 ∈M2 :(

f1(m1)
f2(m2)

)
= (f1 ⊕ f2)(m1,m2) = (g ◦ (f1 ⊕ f2))(m1,m2)

=

(
g11f1(m1) + g12f2(m2)
g21f1(m1) + g22f2(m2)

)
Εποµένως,

f1(m1) = g11f1(m1) + g12f2(m2), f2(m2) = g21f1(m1) + g22f2(m2)

΄Αρα, f1 = g11f1, 0 = g12f2, f2 = g22f2, 0 = g21f1. ΄Ετσι έχουµε ότι g11 και g22 είναι
αυτοµορφισµοί και επειδή 0 = g12f2 έχουµε ότι f2 = (−g21g

−1
11 g12 + g22)f2. Εποµένως,

−g21g
−1
11 g12 + g22 είναι επίσης αυτοµορφισµός. Τώρα ϑεωρούµε τον πολλαπλασιασµό πινάκων(

1C1
0

−g21g
−1
11 1C2

)
·
(
g11 g12

g21 g22

)
=

(
g11 g12

0 −g21g
−1
11 g12 + g22

)
Από την προηγούµενη παρατήρηση έχουµε ότι οι οµοµορφισµοί(

1C1
0

−g21g
−1
11 1C2

)
,

(
g11 g12

0 −g21g
−1
11 g12 + g22

)
είναι αυτοµορφισµοί. Εποµένως και ο οµοµορφισµός g είναι αυτοµορφισµός.
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Οµοίως ϑα έχουµε:

Πρόταση 4.1.10. Ας υποθέσουµε ότι η κλάση C είναι κλειστή κάτω από πεπερασµένα ευθέα
αθροίσµατα και έστω fi : Ci −→ Mi ένα C-(pre)cover ενός αριστερού R-προτύπου Mi, για i =
1, 2. Τότε f1 ⊕ f2 : C1 ⊕ C2 −→M1 ⊕M2 είναι ένα C-(pre)cover του M1 ⊕M2.

Τα παραπάνω ϑέτουν ϕυσιολογικά το ερώτηµα: πότε ο δακτύλιος R ή η κατηγορία R-Mod
έχει αρκετά C-(pre)envelopes ή/και αρκετά C-(pre)covers;

Ορισµός 4.1.11. Μία κλάση προτύπων C ⊆ R-Mod καλείται (pre)enveloping εάν κάθε α–
ϱιστερό R-πρότυπο έχει ένα C-(pre)envelope και καλείται (pre)covering εάν κάθε αριστερό
R-πρότυπο έχει ένα C-(pre)cover.

Παράδειγµα 4.1.12. 1. Η κλάση R-Inj των ενέσιµων αριστερών R-προτύπων είναι envelo–
ping κλάση, ϐλέπε Θεώρηµα (4.4.3).

2. ΄Εστω R-Proj η κλάση των προβολικών αριστερών R-προτύπων. Κάθε αριστερό R-πρότυ–
ποM έχει ένα R-Proj-precover διότι κάθε πρότυπο είναι επιµορφική εικόνα ενός προβο–
λικού προτύπου. ΄Ετσι, η κλάση R-Proj είναι πάντα precovering κλάση και ϑα δούµε σε
επόµενη ενότητα ότι είναι covering κλάση αν και µόνο αν ο δακτύλιος R είναι «αριστερά
τέλειος» (left perfect).

Παρατήρηση 4.1.13. Τα C-preenvelopes και τα C-precovers καλούνται επίσης αριστερές
(left) και δεξιές προσεγγίσεις (right approximations) ενώ τα C-envelopes και τα C-covers
λέγονται ελάχιστες αριστερές (minimal left) και ελάχιστες δεξιές προσεγγίσεις (minimal
right approximations) .

Επίσης στην ϐιβλιογραφία ο όρος preenveloping κλάση προτύπων απαντάται και ως cova–
riantly finite κλάση προτύπων, και ο όρος precovering κλάση προτύπων απαντάται και ως
contravariantly finite κλάση προτύπων, ϐλέπε [3].

Θα δείξουµε τώρα ότι υπό κάποιες προϋποθέσεις, τα C-covers και τα C-envelopes ικανο–
ποιούν επιπλέον ιδιότητες. Πρώτα χρειαζόµαστε κάποιους ορισµούς.

Ορισµός 4.1.14. Ορίζουµε :

C⊥ = {N ∈ R-Mod | Ext1R(C,N) = 0, για κάθε C ∈ C}
⊥C = {N ∈ R-Mod | Ext1R(N,C) = 0, για κάθε C ∈ C}.

Η κλάση προτύπων C⊥ καλείται η δεξιά ορθογώνια κλάση του C και η κλάση προτύπων ⊥C
καλείται η αριστερή ορθογώνια κλάση του C.

Παρατήρηση 4.1.15. Για οποιαδήποτε κλάση προτύπων C ⊆ R-Mod, ισχύει ότι :

C ⊂ ⊥(C⊥) & C ⊂ (⊥C)⊥

Επιπλέον, εάν C1 ⊂ C2 έπεται ότι ⊥C2 ⊂ ⊥C1 και C⊥2 ⊂ C⊥1 . Εποµένως, για κάθε κλάση C
ισχύει ότι :

C⊥ = (⊥(C⊥))⊥ & ⊥C = ⊥((⊥C)⊥)

Ορισµός 4.1.16. ΄Ενα C-preenvelope f : M −→ C τουM καλείται ειδικό (special preenve-
lope) εάν η f είναι µονοµορφισµός και Coker f ∈ ⊥C. ΄Ετσι, ένα ειδικό C-preenvelope µπορεί
να ιδωθεί ως µία ακριβής ακολουθία

0 −→M
f−→ C −→ D −→ 0
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µε C ∈ C και D ∈ ⊥C.
∆υϊκά, ένα C-precover f : C −→ M του M καλείται ειδικό (special precover) , εάν η f

είναι επιµορφισµός και Ker f ∈ C⊥. ∆ηλαδή ένα ειδικό C-precover µπορεί να ιδωθεί ως µία
ακριβής ακολουθία

0 −→ B −→ C
f−→M −→ 0

µε C ∈ C και B ∈ C⊥.

Παρατήρηση 4.1.17. Εάν C είναι µία κλάση προτύπων τέτοια ώστε κάθε πρότυπο M έχει
ένα ειδικό C-preenvelope (ειδικό C-precover) τότε η C καλείται ειδική preenveloping (ειδική
precovering) κλάση .

Ορισµός 4.1.18. Μία κλάση C είναι κλειστή στις επεκτάσεις εάν για κάθε ακριβή ακολουθία
αριστερών R-προτύπων

0 −→M −→ N −→ L −→ 0

µε M,L ∈ C, ισχύει ότι N ∈ C.

Το ακόλουθο Λήµµα είναι γνωστό ως Λήµµα του Wakamatsu. Μας αποδεικνύει ότι κάτω
από κάποιες υποθέσεις στην κλάση C, τα C-covers και τα C-envelopes είναι ειδικά.

Λήµµα 4.1.19. (Λήµµα του Wakamatsu) ΄ΕστωM ένα αριστερό R-πρότυπο και C µία κλάση
προτύπων κλειστή στις επεκτάσεις.

1. ΄Εστω f : M −→ C ένα C-envelope του M , το οποίο είναι µονοµορφισµός. Τότε το f είναι
ειδικό.

2. ΄Εστω f : C −→M ένα C-cover τουM , το οποίο είναι επιµορφισµός. Τότε το f είναι ειδικό.

Απόδειξη. 1. Από την υπόθεση, υπάρχει µία ακριβής ακολουθία

0 −→M
f−→ C

g−→ D −→ 0.

Θα αποδείξουµε ότι τοD ∈ ⊥C, δηλαδή ότι Ext1R(D,C ′) = 0 για κάθε C ′ ∈ C. Από το Θεώρηµα
(2.3.19) αρκεί να αποδείξουµε ότι µία τυχαία επέκταση

0 −→ C ′
k−→ X

h−→ D −→ 0

µε C ′ ∈ C είναι διασπάσιµη. Εποµένως, αρκεί να αποδείξουµε ότι η απεικόνιση h διασπάται.
Θεωρούµε το pullback των απεικονίσεων g και h:

0

��

0

��
C ′

��

C ′

��
0 // M

α // P
β //

γ

��

X

h
��

// 0

0 // M
f // C

g //

��

D //

��

0

0 0
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Επειδή C,C ′ ∈ C και η κλάση C είναι κλειστή στις επεκτάσεις έχουµε ότι το P ∈ C. Εποµένως,
επειδή η f είναι ένα C-envelope του M ,

M
f //

α

��

C

δ~~
P

υπάρχει ένας οµοµορφισµός δ : C −→ P τέτοιος ώστε α = δ ◦ f . Τότε f = γ ◦ α = γ ◦ δ ◦ f ,
εποµένως ο οµοµορφισµός γ ◦ δ είναι ένας αυτοµορφισµός στο C.

Ορίζουµε i : D −→ X ως i(g(c)) = β ◦ δ ◦ (γ ◦ δ)−1(c). Η απεικόνιση αυτή είναι καλά
ορισµένη, διότι εάν g(c) = g(c′) τότε c − c′ ∈ Ker g = Im f , άρα υπάρχει m ∈ M τέτοιο ώστε
f(m) = c− c′ και επιπλέον

δ ◦ (γ ◦ δ)−1 ◦ f(m) = δ ◦ (γ ◦ δ)−1 ◦ γ ◦ δ ◦ f(m) = δ ◦ f(m) = α(m).

Εποµένως,

β ◦ δ ◦ (γ ◦ δ)−1(c− c′) = β ◦ δ ◦ (γ ◦ δ)−1 ◦ f(m) = β ◦ α(m) = 0

και έτσι β ◦ δ ◦ (γ ◦ δ)−1(c) = β ◦ δ ◦ (γ ◦ δ)−1(c′).

Επιπλέον,
h ◦ i ◦ g = h ◦ β ◦ δ ◦ (γ ◦ δ)−1 = g ◦ γ ◦ δ ◦ (γ ◦ δ)−1 = g

και επειδή η g είναι επιµορφισµός έχουµε ότι h ◦ i = IdD. Εποµένως, η απεικόνιση h
διασπάται.

2. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του 1.

4.2 Συστρεπτικά Ζεύγη

Σε αυτή την ενότητα ϑα εισάγουµε την έννοια του συστρεπτικού Ϲεύγους (cotorsion pair) κλά–
σεων προτύπων η οποία διαδραµατίζει σηµαντικό ϱόλο στην οµολογική άλγεβρα και ιδιαίτερα,
όπως ϑα δούµε αργότερα, στην ϑεωρία προσεγγίσεων. Η έννοια του συστρεπτικού Ϲεύγους
εισήχθηκε από τον Luigi Salce το 1979 στα πλαίσια της κατηγορίας των αβελιανών οµάδων.

Ορισµός 4.2.1. ΄Εστω F , C δύο κλάσεις αριστερών R-προτύπων. Το Ϲεύγος (F , C) καλείται
συστρεπτικό Ϲεύγος (cotorsion pair) εάν F⊥ = C και ⊥C = F .

΄Οπως ϑα δούµε αργότερα πολλά συστρεπτικά Ϲεύγη ‘‘συν-παράγονται’’ από σύνολα ή κλά–
σεις προτύπων µε την ακόλουθη έννοια.

Ορισµός 4.2.2. Μία κλάση D λέµε ότι παράγει (generate) το συστρεπτικό Ϲεύγος (F , C) εάν
⊥D = F και µία κλάση G λέµε ότι συνπαράγει (cogenerate) το συστρεπτικό Ϲεύγος (F , C) εάν
G⊥ = C.

Ορισµός 4.2.3. Εάν (F , C) είναι ένα συστρεπτικό Ϲεύγος, τότε η κλάση K = F ∩ C καλείται
πυρήνας του συστρεπτικού Ϲεύγους (F , C).

Παρατήρηση 4.2.4. Κάθε πρότυποK το οποίο ανήκει στον πυρήνα του συστρεπτικού Ϲεύγους
(F , C) ικανοποιεί τη σχέση Ext1R(K,K) = 0.

Ας περάσουµε σε κάποια παραδείγµατα συστρεπτικών Ϲευγών.
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Παράδειγµα 4.2.5. Εάν R-Mod συµβολίζει την κλάση των αριστερών R-προτύπων και R-Inj,
R-Proj συµβολίζουν τις κλάσεις των ενέσιµων και προβολικών αριστερών R-προτύπων αντί–
στοιχα, τότε τα Ϲεύγη

(R-Mod, R-Inj) & (R-Proj, R-Mod)

είναι συστρεπτικά Ϲεύγη µε πυρήνες R-Inj και R-Proj αντίστοιχα. Αυτά τα Ϲεύγη καλούνται
τετριµµένα συστρεπτικά Ϲεύγη .

Σηµειώνουµε ότι επειδή (R-Proj)⊥ = R-Mod και ⊥(R-Mod) = R-Proj, έπεται ότι το συ–
στρεπτικό Ϲεύγος (R-Proj, R-Mod) συνπαράγεται από την κλάση των προβολικών προτύπων.
Επιπλέον, το συστρεπτικό Ϲεύγος (R-Mod, R-Inj) συνπαράγεται από το σύνολο

G = {R/I ∈ R-Mod | I αριστερό ιδεώδες}

και παράγεται από την κλάση των ενέσιµων αριστερών R-προτύπων. Αυτό οφείλεται στην
ισοδυναµία

E ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο⇔ Ext1R(R/I,E) = 0,∀αριστερό ιδεώδες I ⊆ R

και στο γεγονός ότι ⊥(R-Inj) = R-Mod.

Συνεχίζουµε µε κάποιες παρατηρήσεις που αφορούν ιδιότητες των κλάσεων προτύπων F
και C σε ένα συστρεπτικό Ϲεύγος (F , C).

Παρατήρηση 4.2.6. Εάν (F , C) είναι ένα συστρεπτικό Ϲεύγος τότε :

1. Οι κλάσεις F , C είναι κλειστές στις επεκτάσεις και στους ευθείς προσθετέους.

2. Η κλάση F περιέχει όλα τα προβολικά πρότυπα ενώ η κλάση C περιέχει όλα τα ενέσιµα
πρότυπα.

3. Η κλάση F είναι κλειστή κάτω από (άπειρα ή πεπερασµένα) ευθέα αθροίσµατα και η
κλάση C κάτω από (άπειρα ή πεπερασµένα) ευθέα γινόµενα. Πραγµατικά αυτό προκύπτει
από τους ϕυσικούς ισοµορφισµούς :∏

i∈I
Ext1R(Fi, N) ∼= Ext1R(

⊕
i∈I

Fi, N)

και
Ext1R(M,

∏
i∈I
Ci) ∼=

∏
i∈I

Ext1R, (M,Ci)

4. Εάν το Ϲεύγος (F , C) παράγεται από ένα σύνολο X τότε το Ϲεύγος (F , C) παράγεται από
το πρότυπο

∏
M∈XM . Ενώ, εάν το Ϲεύγος (F , C) συνπαράγεται από ένα σύνολο X τότε

συνπαράγεται από το πρότυπο ⊕M∈XM .

Τώρα ϑα ορίσουµε ένα συστρεπτικό Ϲεύγος το οποίο ϑα µας ϕανεί πολύ χρήσιµο στη συνέ–
χεια της διατριβής. Ας περάσουµε όµως πρώτα σε κάποιους ορισµούς που ϑα µας χρειαστούν.

Ορισµός 4.2.7. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο M καλείται συστρεπτικό (cotorsion) εάν

Ext1R(F,M) = 0

για κάθε επίπεδο αριστερό R-πρότυπο F .

Με άλλα λόγια αν συµβολίσουµε µε R-Flat την κλάση των επίπεδων αριστερών R-προτύπων
και R-Cotor την κλάση των συστρεπτικών αριστερών R-προτύπων, τότε :

(R-Flat)⊥ = R-Cotor
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Πρόταση 4.2.8. Εάν M είναι ένα συστρεπτικό αριστερό R-πρότυπο, τότε

ExtiR(F,M) = 0

για όλα τα επίπεδα αριστερά R-πρότυπα F και για κάθε i ≥ 1.

Απόδειξη. ΄Εστω F ένα επίπεδο αριστερό R-πρότυπο και

0 −→ K
ai−1−→ Pi−2

ai−2−→ Pi−3
ai−3−→ · · · −→ P1

a1−→ P0
a0−→ F −→ 0

µία ακριβής ακολουθία µε κάθε Pi προβολικό, όπου i ≥ 2. Αν αναλύσουµε αυτή την ακολουθία
ϑα έχουµε τις εξής σύντοµες ακριβείς ακολουθίες :

0 −→ K −→ Pi−2 −→ Ki−3 −→ 0 (4.1)

0 −→ Ki−3 −→ Pi−3 −→ Ki−4 −→ 0 (4.2)

...

0 −→ K2 −→ P2 −→ K1 −→ 0 (4.3)

0 −→ K1 −→ P1 −→ K0 −→ 0 (4.4)

0 −→ K0 −→ P0 −→ F −→ 0 (4.5)

όπου Kj = Ker aj , j = 0, . . . , i − 3, i ≥ 2. Τότε, αν εφαρµόσουµε το Πόρισµα (3.2.7) στην
(4.5) έχουµε ότι το K0 είναι επίπεδο εφόσον τα P0, F είναι επίπεδα. Οµοίως στην (4.4) ϑα
έχουµε ότι το K1 είναι επίπεδο και συνεχίζοντας την ίδια διαδικασία, ϑα ϕτάσουµε στην (4.1)
και ϑα έχουµε ότι το K είναι επίπεδο.

Τώρα, αν εφαρµόσουµε την Πρόταση (2.3.20) στην (4.1) ϑα έχουµε την εξής µακρά ακριβή
ακολουθία για κάθε συστρεπτικό αριστερό R-πρότυπο M :

0 −→ HomR(Ki−3,M) −→ HomR(Pi−2,M) −→ HomR(K,M) −→

−→ Ext1R(Ki−3,M) −→ Ext1R(Pi−2,M) −→ Ext1R(K,M) −→

−→ Ext2R(Ki−3,M) −→ Ext2R(Pi−2,M) −→ Ext2R(K,M) −→ · · ·

΄Οµως επειδή το M είναι συστρεπτικό, το Ki−3 είναι επίπεδο και το Pi−2 είναι προβολικό
έχουµε ότι : Ext1R(Ki−3,M) = Ext1R(Pi−2,M) = Ext2R(Pi−2,M) = 0. Εποµένως ϑα έχουµε ότι
Ext1R(K,M) ∼= Ext2R(Ki−3,M). Εφαρµόζοντας την Πρόταση (2.3.20) και στις άλλες ακριβείς
ακολουθίες ϑα έχουµε τα εξής :

Ext1R(K,M) ∼= Ext2R(Ki−3,M)

Ext2R(Ki−3,M) ∼= Ext3R(Ki−4,M)

...

Exti−3
R (K2,M) ∼= Exti−2

R (K1,M)

Exti−2
R (K1,M) ∼= Exti−1

R (K0,M)

Exti−1
R (K0,M) ∼= ExtiR(F,M)

΄Αρα ϑα έχουµε ότι Ext1R(K,M) ∼= ExtiR(F,M) και επειδή το K είναι επίπεδο και το M
συστρεπτικό, δηλαδή Ext1R(K,M) = 0, ϑα έχουµε ότι ExtiR(F,M) = 0, i ≥ 2.
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Ορισµός 4.2.9. ΄Ενα αριστερό R-πρότυποM καλείται καθαρά ενέσιµο (pure injective) εάν
για κάθε καθαρά ακριβή ακολουθία

0 −→ J −→ K −→ L −→ 0

αριστερών R-προτύπων, η ακολουθία αβελιανών οµάδων

0 −→ HomR(L,M) −→ HomR(K,M) −→ HomR(J,M) −→ 0

είναι ακριβής.
Συµβολίζουµε µε R-PInj την πλήρη υποκατηγορία της R-Mod η οποία αποτελείται από τα

καθαρά ενέσιµα αριστερά R-πρότυπα.

Παρατήρηση 4.2.10. Προφανώς κάθε ενέσιµο πρότυπο είναι καθαρά ενέσιµο.

Παρατήρηση 4.2.11. Επειδή ο συναρτητής HomR(−,M) είναι αριστερά ακριβής, τότε το M
είναι καθαρά ενέσιµο αν και µόνο αν η ακολουθία

HomR(K,M) −→ HomR(J,M) −→ 0

είναι ακριβής για όλους τους καθαρούς µονοµορφισµούς 0 −→ J −→ K.

Λήµµα 4.2.12. Κάθε καθαρά ενέσιµο αριστερόR-πρότυπο είναι συστρεπτικό. Εποµένως έχουµε
εγκλείσεις :

R-Inj ⊆ R-PInj ⊆ R-Cotor

Απόδειξη. ΄Εστω M ένα καθαρά ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο και

0 −→ K −→ P −→ F −→ 0

µία σύντοµη προβολική ανάλυση ενός επίπεδου αριστερού R-προτύπου F . Θα αποδείξουµε
ότι είναι καθαρά ακριβής. ΄Εστω X ένα τυχαίο δεξιό R-πρότυπο. Από το Θεώρηµα (2.3.11),
υπάρχει µία µακρά ακριβής ακολουθία

· · · −→ TorR1 (X,K) −→ TorR1 (X,P ) −→ TorR1 (X,F ) −→

−→ X ⊗R K −→ X ⊗R P −→ X ⊗R F −→ 0

Τότε επειδή το F είναι επίπεδο αριστερό R-πρότυπο έχουµε ότι TorRn (X,F ) = 0, ∀n ≥ 1.
Εποµένως η ακολουθία

0 −→ X ⊗R K −→ X ⊗R P −→ X ⊗R F −→ 0

είναι ακριβής. ΄Αρα η ακολουθία 0 −→ K −→ P −→ F −→ 0 είναι καθαρά ακριβής εφόσον
το X ήταν τυχαίο πρότυπο.

Τώρα επειδή το M είναι καθαρά ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο, έχουµε ότι η ακολουθία

HomR(P,M)
β−→ HomR(K,M) −→ 0

είναι ακριβής. Από την Πρόταση (2.3.20) υπάρχει µία µακρά ακριβής ακολουθία

0 −→ HomR(F,M) −→ HomR(P,M) −→ HomR(K,M) −→

−→ Ext1R(F,M) −→ Ext1R(P,M) −→ Ext1R(K,M) −→ · · ·
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΄Οµως, επειδή τα πρότυπα P,K είναι προβολικά έχουµε ότι

Ext1R(P,M) = 0 = Ext1R(K,M).

Εποµένως η ακολουθία που προκύπτει είναι η εξής :

0 −→ HomR(F,M) −→ HomR(P,M)
β−→ HomR(K,M) −→ Ext1R(F,M) −→ 0

Επειδή η β είναι επιµορφισµός έχουµε ότι Ext1R(F,M) = 0 και έτσι το M είναι συστρεπτικό
πρότυπο.

Λήµµα 4.2.13. Εάν M1 είναι ένας ευθύς προσθετέος ενός καθαρά ενέσιµου αριστερού R-
προτύπου M , τότε το M1 είναι καθαρά ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι M = M1 ⊕ M2 για κάποιο αριστερό R-πρότυπο M2. Θεωρούµε την
καθαρά ακριβή ακολουθία 0 −→ J −→ K. Θα αποδείξουµε ότι η ακολουθία

HomR(K,M1)
µ−→ HomR(J,M1) −→ 0

είναι ακριβής. ΄Εχουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

HomR(K,M)
k //

φ

��

HomR(J,M) //

ψ

��

0

HomR(K,M1)⊕ HomR(K,M2)
λ // HomR(J,M1)⊕ HomR(J,M2)

όπου φ, ψ είναι ισοµορφισµοί και ο οµοµορφισµός k είναι επιµορφισµός επειδή το M είναι
καθαρά ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο. Εποµένως ϑα έχουµε ότι λ ◦ φ = ψ ◦ k και έτσι ο
οµοµορφισµός λ είναι επιµορφισµός. Επιπλέον έχουµε το εξής µεταθετικό διάγραµµα

HomR(K,M1)⊕ HomR(K,M2)
λ //

π

��

HomR(J,M1)⊕ HomR(J,M2) //

π̄

��

0

HomR(K,M1)
µ // HomR(J,M1)

όπου π, π̄ είναι οι κανονικές προβολές. Εποµένως ϑα έχουµε ότι µ ◦ π = π̄ ◦ λ και έτσι ο
οµοµορφισµός µ είναι επιµορφισµός. ΄Αρα, η ακολουθία

HomR(K,M1)
µ−→ HomR(J,M1) −→ 0

είναι ακριβής.

Πρόταση 4.2.14. Για κάθε αριστερό R-πρότυπο M , το πρότυπο χαρακτήρων M+ είναι ένα
καθαρά ενέσιµο δεξιό R-πρότυπο.

Απόδειξη. ΄Εστω 0 −→ J −→ K −→ L −→ 0 µία καθαρά ακριβής ακολουθία δεξιών R-
προτύπων. Για να αποδείξουµε ότι το πρότυπο χαρακτήρων M+ είναι ένα καθαρά ενέσιµο
δεξιό R-πρότυπο πρέπει να αποδείξουµε ότι η ακολουθία

HomR(K,M+) −→ HomR(J,M+) −→ 0

είναι ακριβής. ∆ηλαδή, ότι η ακολουθία

HomR(K,HomZ(M,Q/Z)) −→ HomR(J,HomZ(M,Q/Z)) −→ 0
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είναι ακριβής. ΄Οµως από το Θεώρηµα (3.1.14) έχουµε ϕυσικούς ισοµορφισµούς

HomR(K,HomZ(M,Q/Z)) ∼= HomZ(K ⊗RM,Q/Z)

και
HomR(J,HomZ(M,Q/Z)) ∼= HomZ(J ⊗RM,Q/Z).

Εποµένως, αρκεί να αποδείξουµε ότι η ακολουθία

HomZ(K ⊗RM,Q/Z) −→ HomZ(J ⊗RM,Q/Z) −→ 0

είναι ακριβής. ΄Οµως επειδή η ακολουθία 0 −→ J −→ K −→ L −→ 0 είναι καθαρά ακριβής
έχουµε ότι η ακολουθία

0 −→ J ⊗RM −→ K ⊗RM −→ L⊗RM −→ 0 (4.6)

είναι ακριβής για κάθε αριστερό R-πρότυπο M . Εποµένως εάν εφαρµόσουµε τον συναρτη–
τή HomZ(−,Q/Z) στην (4.6), επειδή η αβελιανή οµάδα Q/Z είναι ενέσιµο Z-πρότυπο, ϑα
πάρουµε την ακριβή ακολουθία

HomZ(K ⊗RM,Q/Z) −→ HomZ(J ⊗RM,Q/Z) −→ 0

και εποµένως το πρότυπο M+ είναι καθαρά ενέσιµο δεξιό R-πρότυπο.

Λήµµα 4.2.15. Εάν F = R-Flat είναι η κλάση των επίπεδων αριστερών R-προτύπων και
C = R-Cotor είναι η κλάση των συστρεπτικών αριστερών R-προτύπων, τότε το Ϲεύγος (F , C)
είναι συστρεπτικό.

Απόδειξη. Επειδή C είναι η κλάση των συστρεπτικών προτύπων έχουµε ότι C = F⊥ διότι
C = {M ∈ R-Mod | Ext1R(F,M) = 0 για κάθε F ∈ F}. Εποµένως αρκεί να αποδείξουµε
ότι F = ⊥C, δηλαδή ότι ένα τυχαίο F ∈ ⊥C είναι επίπεδο αριστερό R-πρότυπο. ΄Εχουµε ότι
F ∈ ⊥C άρα Ext1R(F,C) = 0 για κάθε C ∈ C. Χρησιµοποιώντας την Προηγούµενη Πρόταση
και το Λήµµα (4.2.12) έχουµε ότι για κάθε δεξιό R-πρότυπο M , το πρότυπο χαρακτήρων
M+ είναι συστρεπτικό. Εποµένως ϑα έχουµε ότι Ext1R(F,M+) = 0. ΄Εστω P• µία deleted
προβολική ανάλυση του F . Τότε από το Θεώρηµα (3.1.14) και την Πρόταση (2.1.7), επειδή ο
συναρτητής HomZ(−,Q/Z) είναι ακριβής (επειδή το Q/Z είναι ενέσιµο αριστερό Z-πρότυπο),
έχουµε ότι

Ext1R(F,M+) = Ext1R(F,HomZ(M,Q/Z))

= H1(HomR(P•,HomZ(M,Q/Z)))
∼= H1(HomZ((M ⊗R P•,Q/Z)))
∼= HomZ(H1(M ⊗R P•),Q/Z)
∼= HomZ(TorR1 (M,F ),Q/Z)
∼= (TorR1 (M,F ))+

΄Αρα, (TorR1 (M,F ))+ = 0 και έτσι TorR1 (M,F ) = 0 επειδή η αβελιανή οµάδα Q/Z είναι
ενέσιµος συνγεννήτορας. Εποµένως το F είναι επίπεδο αριστερό R-πρότυπο.

Παρατήρηση 4.2.16. Το συστρεπτικό Ϲεύγος

(R-Flat, R-Cotor)

καλείται επίπεδο συστρεπτικό Ϲεύγος ή συστρεπτικό Ϲεύγος του Enochs καθώς ο Edgar
Enochs ήταν αυτός ο οποίος µελέτησε αρχικά το παραπάνω συστρεπτικό Ϲεύγος σε µια σειρα
εργασιών µε κυριότερη τη εργασία [11].
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Ας περάσουµε τώρα σε ένα πόρισµα που έπεται από το Λήµµα του Wakamatsu.

Πόρισµα 4.2.17. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και (F , C) ένα συστρεπτικό Ϲεύγος.

1. Αν η κλάση F είναι covering, τότε η F είναι ειδική precovering κλάση.

2. Αν η κλάση C είναι enveloping, τότε η C είναι ειδική preenveloping κλάση.

Απόδειξη. Επειδή το Ϲεύγος (F , C) είναι συστρεπτικό έχουµε ότι οι κλάσεις F ,C είναι κλειστές
στις επεκτάσεις και ότι η κλάση F περιέχει όλα τα προβολικά πρότυπα και η κλάση C περιέχει
όλα τα ενέσιµα πρότυπα. Εποµένως, από την Παρατήρηση (4.1.7) έχουµε ότι κάθε F-precover
είναι επιµορφισµός και κάθε C-preenvelope είναι µονοµορφισµός. Επειδή από υπόθεση κάθε
R-πρότυπο έχει F-cover και C-envelope, από το Λήµµα του Wakamatsu ϑα έχουµε ότι κάθε
R-πρότυπο έχει ειδικό F-precover και ειδικό F-preenvelope.

Συνεχίζουµε µε το Λήµµα του Salce το οποίο µας συνδέει τα ειδικά F-precovers µε τα
ειδικά C-preenvelopes όταν το Ϲεύγος (F , C) είναι συστρεπτικό στην κατηγορία των αριστερών
R-προτύπων.

Λήµµα 4.2.18. (Λήµµα του Salce (1979)) ΄ΕστωR ένας δακτύλιος και (F , C) ένα συστρεπτικό
Ϲεύγος στην κατηγορία των αριστερών R-προτύπων. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Κάθε πρότυπο έχει ένα ειδικό F -precover.

2. Κάθε πρότυπο έχει ένα ειδικό C-preenvelope.

Σε αυτή την περίπτωση, το συστρεπτικό Ϲεύγος (F , C) καλείται πλήρες.

Απόδειξη. (1 ⇒ 2) ΄Εστω M ένα αριστερό R-πρότυπο. Επειδή κάθε πρότυπο µπορεί να
εµφυτευθεί σε ένα ενέσιµο πρότυπο, υπάρχει µία ακριβής ακολουθία

0 −→M
i−→ E

π−→ D −→ 0

µε E ενέσιµο πρότυπο. Από υπόθεση, υπάρχει ένα ειδικό F-precover ρ του D

0 −→ C
j−→ F

ρ−→ D −→ 0

µε C ∈ C και F ∈ F . Θεωρούµε το pullback των απεικονίσεων π και ρ:

0

��

0

��
M

��

M

i

��
0 // C

α // P
β //

γ

��

E

π

��

// 0

0 // C
j // F

ρ //

��

D //

��

0

0 0

Επειδή το E είναι ενέσιµο πρότυπο έχουµε ότι το E ∈ C. Επιπλέον επειδή το C ∈ C και η
κλάση C είναι κλειστή στις επεκτάσεις έχουµε ότι και το P ∈ C. ΄Ετσι η ακριβής ακολουθία

0 −→M −→ P
γ−→ F −→ 0

είναι ένα ειδικό C-preenvelope του M .
(2⇒ 1) Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης του (1⇒ 2).
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Σε κάποιες περιπτώσεις υπάρχουν οι ελάχιστες προσεγγίσεις, δηλαδή, τα συστρεπτικά Ϲεύγη
είναι «τέλεια» µε την έννοια του ακόλουθου ορισµού:

Ορισµός 4.2.19. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και (F , C) ένα συστρεπτικό Ϲεύγος.

1. Το συστρεπτικό Ϲεύγος (F , C) καλείται τέλειο, όταν η κλάση προτύπωνF είναι καλύπτου–
σα (covering) κλάση και η κλάση προτύπων C είναι περιβάλλουσα (envelopping) κλάση.

2. Το συστρεπτικό Ϲεύγος (F , C) καλείται κλειστό, όταν η κλάση προτύπων F είναι κλειστή
στα ευθέα όρια στην κατηγορία των αριστερών R-προτύπων.

Παρατήρηση 4.2.20. Από το Πόρισµα του Wakamatsu είναι εύκολο να δει κανείς ότι κάθε
τέλειο συστρεπτικό Ϲεύγος είναι πλήρες.

΄Ενα ενδιαφέρον πρόβληµα το οποίο προκύπτει ϕυσιολογικά είναι το εξής :

1. Είναι το πλήρες συστρεπτικό Ϲεύγος (R-Mod, R-Inj) τέλειο;

2. Είναι το πλήρες συστρεπτικό Ϲεύγος (R-Proj, R-Mod) τέλειο;

3. Είναι το συστρεπτικό Ϲεύγος (R-Flat, R-Cotor) πλήρες ή τέλειο;

΄Οπως προκύπτει εύκολα το συστρεπτικό Ϲεύγος (R-Mod, R-Inj) είναι πλήρες και κλειστό, το
συστρεπτικό Ϲεύγος (R-Proj, R-Mod) είναι πλήρες, και το συστρεπτικό Ϲεύγος (R-Flat, R-Cotor)
είναι κλειστό.

Θα δούµε στην επόµενη ενότητα ότι το συστρεπτικό Ϲεύγος (R-Mod, R-Inj) είναι τέλειο, το
συστρεπτικό Ϲεύγος (R-Proj, R-Mod) γενικά δεν είναι τέλειο, και στο κύριο αποτέλεσµα της
διατριβής, ϐλέπε Κεφάλαιο 6, ϑα δείξουµε ότι το συστρεπτικό Ϲεύγος (R-Flat, R-Cotor) είναι
πλήρες, τέλειο και κλειστό.

4.3 Γεννήτορες Επεκτάσεων και Ελάχιστες Προσεγγίσεις

Σκοπός µας στην παρούσα ενότητα είναι να δείξουµε ότι αν µια κλάση προτύπων είναι κλειστή
στα ευθέα όρια και κάθε πρότυπο έχει ένα precover, τότε έχει και ένα cover. Θα δούµε επίσης
διάφορες συνέπειες και εφαρµογές αυτού του σηµαντικού αποτελέσµατος. Στην απόδειξη
ύπαρξης ελάχιστων προσεγγίσεων ϑα χρησιµοποιήσουµε την έννοια του γεννήτορα επεκτάσεων.

Ορισµός 4.3.1. ΄Εστω C µία κλάση αριστερών R-προτύπων και M ένα αριστερό R-πρότυπο.
Μία επέκταση

0 −→M −→ G −→ C −→ 0

µε C ∈ C καλείται Ext-γεννήτορας για την κλάση επεκτάσεων Ext(C,M), εάν για κάθε επέ-
κταση

0 −→M −→ G′ −→ C ′ −→ 0

µε C ′ ∈ C, υπάρχουν οµοµορφισµοί f ∈ HomR(G′, G) και g ∈ HomR(C ′, C) τέτοιοι ώστε το
διάγραµµα

0 // M // G′ //

f

��

C ′ //

g

��

0

0 // M // G // C // 0

να είναι µεταθετικό.
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Επιπλέον, ένας Ext-γεννήτορας για την κλάση επεκτάσεων Ext(C,M), καλείται ελάχιστος
εάν κάθε µεταθετικό διάγραµµα της µορφής

0 // M // G //

f

��

C //

g

��

0

0 // M // G // C // 0

µπορεί να συµπληρωθεί µόνο από αυτοµορφισµούς.

Στα επόµενα, έχοντας σταθεροποιήσει ένα αριστερό πρότυπο M και την κλάση C, ϑα γρά–
ϕουµε Ext-γεννήτορας αντί Ext-γεννήτορας για την κλάση επεκτάσεων Ext(C,M).

Παρατήρηση 4.3.2. Εάν 0 −→ M −→ G −→ C −→ 0 µε C ∈ C είναι ένας Ext-γεννήτορας
και

0 // M // G //

f

��

C //

g

��

0

0 // M // G′ // C ′ // 0

είναι ένα µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές και C ′ ∈ C, τότε η επέκταση

0 −→M −→ G′ −→ C ′ −→ 0

είναι επίσης Ext-γεννήτορας.

Παράδειγµα 4.3.3. ΄Εστω C = R-Mod η κατηγορία των αριστερών R-προτύπων. Για οποιο–
δήποτε αριστερό R-πρότυπο M , από το Θεώρηµα (2.2.15) το M µπορεί να εµφυτευθεί σε ένα
ενέσιµο πρότυπο E, δηλαδή υπάρχει η επέκταση

0 −→M −→ E −→ C −→ 0

µε E ενέσιµο πρότυπο και C ∈ C. Αυτή η επέκταση είναι ένας Ext-γεννήτορας.

Θα αποδείξουµε ότι η ύπαρξη ενός Ext-γεννήτορα σχετίζεται µε την ύπαρξη ενός C⊥-
preenvelope, και η ύπαρξη ενός ελάχιστου Ext-γεννήτορα σχετίζεται µε την ύπαρξη ενός C⊥-
envelope.

Πρόταση 4.3.4. Ας υποθέσουµε ότι η κλάση C είναι κλειστή στις επεκτάσεις και ότι η επέκταση
0 −→M −→ B −→ C −→ 0, όπου C ∈ C, είναι ένας ελάχιστος Ext-γεννήτορας. Τότε B ∈ C⊥.

Απόδειξη. Θέλουµε να αποδείξουµε ότι το B ∈ C⊥, δηλαδή ότι Ext1R(C ′, B) = 0 για κάθε
C ′ ∈ C. Από το Θεώρηµα (2.3.19) αρκεί να αποδείξουµε ότι µία τυχούσα επέκταση

0 −→ B
k−→ X

h−→ C ′ −→ 0

µε C ′ ∈ C είναι διασπάσιµη. Χρησιµοποιούµε το pushout του διαγράµµατος

B //

��

C

X
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για να πάρουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές και στήλες

0

��

0

��
0 // M

α // B
β //

k
��

C

π

��

// 0

0 // M
j // X

ρ //

��

P //

��

0

C ′

��

C ′

��
0 0

Επειδή C,C ′ ∈ C και η κλάση C είναι κλειστή στις επεκτάσεις, έχουµε ότι το P ∈ C. Επειδή
0 −→ M −→ B −→ C −→ 0 είναι ένας Ext-γεννήτορας, έχουµε ότι υπάρχουν απεικονίσεις
g, l που κάνουν το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικό

0 // M // X //

g

��

P //

l
��

0

0 // M // B // C // 0

Επιπλέον, επειδή ο Ext-γεννήτορας 0 −→ M −→ B −→ C −→ 0 είναι ελάχιστος έχουµε
ότι ο οµοµορφισµός g ◦ k είναι αυτοµορφισµός στο B. Εποµένως, ο k είναι διασπάσιµος
µονοµορφισµός και άρα η επέκταση

0 −→ B
k−→ X

h−→ C ′ −→ 0

διασπάται. ΄Αρα καταλήγουµε ότι το πρότυπο B ανήκει στην κλάση C⊥.

Το παρακάτω σηµαντικό Θεώρηµα είναι το κύριο τεχνικό αποτέλεσµα το οποίο ϑα χρη–
σιµοποιήσουµε στην συνέχεια της παρούσης υποενότητας για να αποδείξουµε την ύπαρξη
C⊥-envelopes, για κάθε preenveloping κλάση προτύπων C η οποία είναι κλειστή στα ευθέα
όρια.

Θεώρηµα 4.3.5. Ας υποθέσουµε ότι η κλάση αριστερών R-προτύπων C είναι κλειστή στα ευθέα
όρια. Αν M είναι ένα αριστερό R-πρότυπο και υπάρχει ένας Ext-γεννήτορας για την κλάση
επεκτάσεων Ext(C,M), τότε υπάρχει και ένας ελάχιστος Ext-γεννήτορας.

Απόδειξη. Η απόδειξη ϑα χωριστεί σε τρία λήµµατα.

Λήµµα 4.3.6. Ας υποθέσουµε ότι η κλάση αριστερών R-προτύπων C είναι κλειστή στα ευθέα
όρια και για οποιοδήποτε αριστερό R-πρότυπο M η επέκταση

0 −→M −→ B −→ C −→ 0

είναι ένας Ext-γεννήτορας. Τότε υπάρχει ένας Ext-γεννήτορας

0 −→M −→ B′ −→ C ′ −→ 0
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και ένα µεταθετικό διάγραµµα

0 // M // B //

f

��

C //

g

��

0

0 // M // B′ // C ′ // 0

τέτοιο ώστε Ker(f) = Ker(f ′ ◦ f) για οποιοδήποτε µεταθετικό διάγραµµα µε γραµµές Ext-
γεννήτορες

0 // M // B //

f

��

C //

g

��

0

0 // M // B′ //

f ′

��

C ′ //

g′

��

0

0 // M // B′′ // C ′′ // 0

Απόδειξη. Θα προσπαθήσουµε να καταλήξουµε σε άτοπο υποθέτοντας ότι το συµπέρασµα
δεν ισχύει. Με υπερπεπερασµένη επαγωγή, ϑα κατασκευάσουµε ένα ευθύ σύστηµα Ext-
γεννητόρων µε σύνολο δεικτών όλους τους διατακτικούς αριθµούς ως εξής :

Θέτουµε B′ = B0 = B,C ′ = C0 = C, f = IdB και g = IdC . Τότε υπάρχουν B1 =
B′′, C1 = C ′′, f10 = f ′ και g10 = g′ τέτοια ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

0 // M // B0
//

f

��

C0
//

g

��

0

0 // M // B0
//

f10

��

C0
//

g10

��

0

0 // M // B1
// C1

// 0

οι γραµµές είναι Ext-γεννήτορες, και 0 = Ker f ( Ker f10.
Ας υποθέσουµε ότι έχει ορισθεί ο Ext-γεννήτορας

0 −→M −→ Bα −→ Cα −→ 0

µαζί µε τους οµοµορφισµούς fαβ ∈ HomR(Bβ , Bα) και gαβ ∈ HomR(Cβ , Cα) για όλα τα
β ≤ α. Τότε από την υπόθεση υπάρχουν Bα+1, Cα+1 ∈ C, fα+1,α και gα+1,α τέτοια ώστε το
ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

0 // M // Bα //

fα+1,α

��

Cα //

gα+1,α

��

0

0 // M // Bα+1
// Cα+1

// 0

οι γραµµές είναι Ext-γεννήτορες και Ker fα,0 ( Ker fα+1,0 όπου

fα+1,β = fα+1,αfαβ και gα+1,β = gα+1,αgαβ , ∀ β ≤ α

Εάν ο διατακτικός αριθµός α είναι οριακός, ϑέτουµε Bα = lim−→Bβ και Cα = lim−→Cβ.
Θεωρούµε το ευθύ όριο 0 −→M −→ Bα −→ Cα −→ 0 των Ext-γεννητόρων

0 −→M −→ Bβ −→ Cβ −→ 0, (β < α).
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Επειδή η κλάση C είναι κλειστή στα ευθέα όρια, έχουµε ότι Cα ∈ C. Εποµένως, επειδή η
επέκταση 0 −→ M −→ Bβ −→ Cβ −→ 0 είναι ένας Ext-γεννήτορας για κάποιο β < α,
έχουµε ότι και η επέκταση

0 −→M −→ Bα −→ Cα −→ 0

είναι επίσης Ext-γεννήτορας. Θέτουµε

fαβ = lim−→ fβ′β και gαβ = lim−→ gβ′β , ∀ β ≤ β′ < α

Τότε Ker fβ,0 ( Ker fα,0, για όλα τα β < α.
Καθώς αυτή η διαδικασία µπορεί να συνεχισθεί, µε υπερπεπερασµένη επαγωγή, για κάθε

διατακτικό αριθµό α, αποκτούµε µία αυστηρώς αύξουσα αλυσίδα (Ker fβ,0 | β < α) που απο–
τελείται από υποπρότυπα του B. Ιδιαίτερα τότε το πλήθος στοιχείων του B είναι µεγαλύτερο
από κάθε διατακτικό αριθµό. Αυτό όµως είναι προφανώς άτοπο, διότι διαφορετικά το B ϑα πε–
ϱιείχε µη-ισόµορφα υποπρότυπα οσοδήποτε µεγάλου πλήθους στοιχείων. Εποµένως υπάρχει
Ext-γεννήτορας µε την επιθυµητή ιδιότητα.

Λήµµα 4.3.7. Ας υποθέσουµε ότι η κλάση αριστερών R-προτύπων C είναι κλειστή στα ευθέα
όρια και για οποιοδήποτε αριστερό R-πρότυπο M η επέκταση

0 −→M −→ B −→ C −→ 0

είναι ένας Ext-γεννήτορας. Τότε υπάρχει ένας Ext-γεννήτορας

0 −→M −→ B′ −→ C ′ −→ 0

και ένα µεταθετικό διάγραµµα

0 // M // B //

f

��

C //

g

��

0

0 // M // B′ // C ′ // 0

τέτοιο ώστε Ker f ′ = 0 για οποιοδήποτε µεταθετικό διάγραµµα µε γραµµές Ext-γεννήτορες

0 // M // B′ //

f ′

��

C ′ //

g′

��

0

0 // M // B′′ // C ′′ // 0

Απόδειξη. Με επαγωγή στο n < ω, συµπεραίνουµε από το προηγούµενο Λήµµα ότι υπάρχει
ένα αριθµήσιµο ευθύ σύστηµα D από Ext-γεννήτορες

0 −→M −→ Bn −→ Cn −→ 0

µε οµοµορφισµούς fn+1,n ∈ HomR(Bn, Bn+1), gn+1,n ∈ HomR(Cn, Cn+1), τέτοιοι ώστε ο
µηδενικός όρος του D είναι ο δεδοµένος Ext-γεννήτορας

0 −→M −→ B −→ C −→ 0,

το διάγραµµα
0 // M // Bn //

fn+1,n

��

Cn //

gn+1,n

��

0

0 // M // Bn+1
// Cn+1

// 0
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είναι µεταθετικό, και για οποιοδήποτε µεταθετικό διάγραµµα µε γραµµές Ext-γεννήτορες

0 // M // Bn+1
//

f̄
��

Cn+1
//

ḡ

��

0

0 // M // B̄ // C̄ // 0

έχουµε ότι Ker(fn+1,n) = Ker(f̄fn+1,n).

Θέτουµε B′ = lim−→Bn και C ′ = lim−→Cn(n < ω) και ϑεωρούµε το ευθύ όριο

0 −→M −→ B′ −→ C ′ −→ 0

των Ext-γεννητόρων
0 −→M −→ Bn −→ Cn −→ 0

(n < ω). Επειδή η κλάση C είναι κλειστή στα ευθέα όρια, έχουµε ότι C ′ ∈ C. Εποµένως,
επειδή η επέκταση

0 −→M −→ Bn −→ Cn −→ 0

είναι ένας Ext-γεννήτορας για κάποιο n < ω, έχουµε ότι και η επέκταση

0 −→M −→ B′ −→ C ′ −→ 0

είναι επίσης Ext-γεννήτορας. Θα αποδείξουµε ότι αυτός ο γεννήτορας έχει την επιθυµητή
ιδιότητα.

΄Εστω an : Bn −→ lim−→Bn οι προφανείς απεικονίσεις. Θεωρούµε το ακόλουθο µεταθετικό
διάγραµµα

0 // M // lim−→Bn //

f ′

��

lim−→Cn //

��

0

0 // M // B′′ // C ′′ // 0

Εάν η f ′ δεν είναι µονοµορφισµός, τότε υπάρχει x 6= 0 ∈ lim−→Bn τέτοιο ώστε f ′(x) = 0. Επειδή
x = an(xn) για κάποιο xn ∈ Bn τότε f ′(x) = f ′◦an(xn) = 0. ∆ηλαδή xn ∈ Ker f ′◦an. ΄Εχουµε
όµως ότι f ′◦an = f ′◦an+1◦fn+1,n. Εποµένως, Ker f ′◦an = Ker f ′◦an+1◦fn+1,n = Ker fn+1,n.
΄Αρα, xn ∈ Ker fn+1,n και έτσι x = an(xn) = an+1 ◦ fn+1,n(xn) = 0, άτοπο. Εποµένως η f ′

είναι µονοµορφισµός.

Λήµµα 4.3.8. Ας υποθέσουµε ότι η κλάση αριστερών R-προτύπων C είναι κλειστή στα ευθέα
όρια. Εάν ο γεννήτορας

0 −→M −→ B′ −→ C ′ −→ 0

έχει την ιδιότητα του προηγούµενου λήµµατος, τότε είναι ελάχιστος.

Απόδειξη. Πρέπει να αποδείξουµε ότι σε κάθε µεταθετικό διάγραµµα της µορφής:

0 // M // B′ //

f ′

��

C ′ //

g′

��

0

0 // M // B′ // C ′ // 0

η f ′ είναι αυτοµορφισµός.
΄Εστω ότι η f ′ δεν είναι αυτοµορφισµός. Με υπερπεπερασµένη επαγωγή κατασκευάζουµε

ένα ευθύ σύστηµα από Ext-γεννήτορες

0 −→M −→ Bα −→ Cα −→ 0 (ε)
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µε δείκτες διατακτικούς αριθµούς και µονοµορφισµούς fαβ ∈ HomR(Bβ , Bα), οι οποίοι δεν
είναι επιµορφισµοί, όπου β < α, ως εξής : Ορίζουµε

0 −→M −→ Bα −→ Cα −→ 0

να είναι η επέκταση
0 −→M −→ B′ −→ C ′ −→ 0

στην περίπτωση κατά την οποία α = 0 ή α µη-οριακός διατακτικός και Bα = lim−→Bβ, και
Cα = lim−→Cβ στην περίπτωση κατά την οποία το α είναι οριακός διατακτικός. Τότε για κάθε µη-
οριακό διατακτικό αριθµό α αποκτούµε µία αυστηρώς αύξουσα αλυσίδα (Im fα,β | β < α) που
αποτελείται από υποπρότυπα του B′. Αυτό όµως, όπως και στο Λήµµα 4.3.6, είναι προφανώς
άτοπο. ΄Αρα η f ′ είναι αυτοµορφισµός και εποµένως ο γεννήτορας (ε) είναι ελάχιστος.

Τώρα είµαστε σε ϑέση να αναφέρουµε τη σχέση ανάµεσα στα envelopes και τους ελάχιστους
Ext-γεννήτορες.

Θεώρηµα 4.3.9. Ας υποθέσουµε ότι η κλάση αριστερών R-προτύπων C είναι κλειστή στις ε–
πεκτάσεις και στα ευθέα όρια. Αν M είναι ένα αριστερό R-πρότυπο και υπάρχει ένας Ext-
γεννήτορας για την κλάση επεκτάσεων Ext(C,M), τότε το M έχει ένα C⊥-envelope.

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα (4.3.5) έχουµε έναν ελάχιστο Ext-γεννήτορα

0 −→M
i−→ B

k−→ C −→ 0,

όπου το B ∈ C⊥ από την Πρόταση (4.3.4). Αρχικά ϑα αποδείξουµε ότι ο οµοµορφισµός
M

i−→ B είναι ένα C⊥-preenvelope του M . ΄Εστω E ∈ C⊥. Τότε από την Πρόταση (2.3.20)
έχουµε την ακριβή ακολουθία

0 −→ HomR(C,E)
k∗−→ HomR(B,E)

i∗−→ HomR(M,E) −→ Ext1R(C,E)

Επειδή Ext1R(C,E) = 0, έπεται ότι για κάθε οµοµορφισµό f : M −→ E υπάρχει οµοµορφι–
σµός g : B −→ E τέτοιος ώστε i∗(g) = f δηλαδή g ◦ i = f

M
i //

f

��

B

g
~~

E

Επιπλέον, επειδή ο Ext-γεννήτορας 0 −→ M
i−→ B

k−→ C −→ 0, είναι ελάχιστος έχουµε ότι
ο οµοµορφισµός M i−→ B είναι ένα C⊥-envelope του M .

Θεώρηµα 4.3.10. (Enochs (1981)) ΄Εστω R ένας δακτύλιος, M ένα αριστερό R-πρότυπο και
C µία κλάση κλειστή στα ευθέα όρια. Εάν τοM έχει ένα C-precover τότε τοM έχει ένα C-cover.

Απόδειξη. Η απόδειξη γίνεται κατά τον ίδιο τρόπο όπως η απόδειξη του ϑεωρήµατος (4.3.5).

Πόρισµα 4.3.11. Εάν (F , C) είναι ένα πλήρες και κλειστό συστρεπτικό Ϲεύγος, τότε είναι τέλειο.

Απόδειξη. Επειδή το συστρεπτικό Ϲεύγος (F , C) είναι πλήρες, έπεται ότι η κλάση F είναι
precovering και η κλάση C είναι preenveloping. Για να αποδείξουµε ότι το συστρεπτικό Ϲεύγος
(F , C) είναι τέλειο πρέπει να αποδείξουµε ότι η κλάση F είναι καλύπτουσα (covering) κλάση
και ότι η κλάση C είναι περιβάλλουσα (enveloping) κλάση.
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• Το γεγονός ότι κάθε πρότυπο M έχει ένα F-cover είναι συνέπεια του Θεωρήµατος
(4.3.10).

• Για να αποδείξουµε οτι κάθε πρότυπο M έχει ένα C-envelope αρχικά παρατηρούµε ότι
έχουµε µία ακριβή ακολουθία

0 −→M −→ C −→ F −→ 0

µε C ∈ C και F ∈ F . ∆ηλαδή, υπάρχει Ext-γεννήτορας για την κλάση επεκτάσεων
Ext(F ,M) µε τον µεσαίο όρο C ∈ C = F⊥. ΄Αρα, από το Θεώρηµα (4.3.9) το M έχει ένα
F⊥-envelope. ΄Ετσι επειδή C = F⊥ το M έχει ένα C-envelope.

4.4 Προβολικές Καλύψεις και Ενέσιµα Περιβλήµατα

Στην παρούσα ενότητα ϑα δούµε δυο σηµαντικές εφαρµογές των αποτελεσµάτων της προηγού–
µενης παραγράφου.

Μία άµεση εφαρµογή του Θεωρήµατος (4.3.9) είναι το ακόλουθο Θεώρηµα των Eckmann-
Schöpf (1953) το οποίο αναφέρεται στην ύπαρξη των ενέσιµων περιβληµάτων (injective enve–
lopes). Πριν το διατυπώσουµε, χρειαζόµαστε δύο ορισµούς.

Ορισµός 4.4.1. ΄Ενα υποπρότυπο N ενός αριστερού R-προτύπου M καλείται ουσιώδες (es–
sential) εάν ισχύει η ακόλουθη συνεπαγωγή

K ∩N = 0, για όλα τα υποπρότυπα K του M =⇒ K = 0.

Ορισµός 4.4.2. (Eckmann-Schöpf) ΄Ενα ενέσιµο πρότυπο E καλείται ενέσιµο περίβληµα
(injective envelope ή injective hull) ενός αριστερού R-προτύπου M εάν το M µπορεί να
εµφυτευθεί ουσιωδώς στο E, δηλαδή εάν υπάρχει ένας µονοµορφισµός φ : M −→ E τέτοιος
ώστε η εικόνα Im(φ) να είναι ουσιώδες υποπρότυπο του E.

Αποδεικνύεται ότι ένας οµοµορφισµός φ : M −→ E είναι ένα R-Inj-envelope, όπου E είναι
ένα ενέσιµο πρότυπο και R-Inj είναι η κλάση των ενέσιµων αριστερών R-προτύπων αν και
µόνο αν ο οµοµορφισµός φ : M −→ E είναι ενέσιµο περίβληµα σύµφωνα µε τον ορισµό των
Eckmann-Schöpf (Για την απόδειξη ϐλέπε [32, Theorem 1.2.11]).

Θεώρηµα 4.4.3. (Eckmann-Schöpf) ΄ΕστωR ένας δακτύλιος. Τότε κάθε αριστερόR-πρότυπο
έχει ένα ενέσιµο περίβληµα.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε το παραπάνω η ύπαρξη των ενέσιµων περιβληµάτων είναι ισοδύναµη µε
την ύπαρξη των R-Inj-envelopes. ΄Εστω C = R-Mod η κατηγορία των αριστερών R-προτύπων
στο Θεώρηµα (4.3.9). Παρατηρούµε ότι R-Mod⊥ = R-Inj. Από το Παράδειγµα (4.3.3) έχουµε
ότι για οποιοδήποτε αριστερό R-πρότυπο M υπάρχει ένας Ext-γεννήτορας

0 −→M −→ E −→ C −→ 0

µε E ενέσιµο πρότυπο και C ∈ C. ΄Αρα από το Θεώρηµα (4.3.9), το M έχει ένα R-Inj-envelope
δηλαδή ένα ενέσιµο περίβληµα.

Κλείνουµε την ενότητα αυτή µε µία εφαρµογή του Θεωρήµατος (4.3.10). Η εφαρµογή
αυτή αφορά τις προβολικές καλύψεις (projective covers) και συγκεκριµένα ένα τµήµα του
Θεωρήµατος του Bass. Πριν περάσουµε στο Θεώρηµα ας δώσουµε κάποιους ορισµούς που ϑα
µας χρειαστούν.
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Ορισµός 4.4.4. Για οποιοδήποτε αριστερόR-πρότυποM , ένα υποπρότυπο S ⊂M καλείται µι–
κρό ή πλεονάζον (small ή superfluous) εάν για κάθε υποπρότυπο L ⊂M , ισχύει η ακόλουθη
συνεπαγωγή

S + L = M =⇒ L = M.

΄Ενα τέτοιο υποπρότυπο συµβολίζεται µε S << M .

Ορισµός 4.4.5. (Bass (1960) ) ΄Εστω P ένα προβολικό R-πρότυπο. ΄Ενας επιµορφισµός
φ : P −→M καλείται προβολική κάλυψη (projective cover) εάν Ker φ << P .

Ορισµός 4.4.6. ΄Ενας προσεταιριστικός δακτύλιοςR καλείται αριστερά τέλειος ( left perfect)
εάν κάθε αριστερό R-πρότυπο έχει µία προβολική κάλυψη.

Αποδεικνύεται ότι ένας οµοµορφισµός φ : P −→ M είναι ένα R-Proj-cover, όπου P ∈
R-Proj αν και µόνο αν ο οµοµορφισµός φ : P −→ M είναι προβολική κάλυψη σύµφωνα µε
τον ορισµό του Bass (Για την απόδειξη ϐλέπε [32, Theorem 1.2.12]).

Ορισµός 4.4.7. ΄Εστω R ένας δακτύλιος. ΄Ενα υποσύνολο S ⊂ R καλείται αριστερά T -
µηδενοδύναµο ( left T-nilpotent) εάν για κάθε αριθµήσιµη ακολουθία {ai ∈ S | i ≥ 1},
υπάρχει ένας ακέραιος n τέτοιος ώστε a1a2 · · · an = 0.

΄Εστω J = J(R) το ϱιζικό του Jacobson ενός δακτυλίου R. Αποδεικνύεται ότι όταν ο
δακτύλιος R είναι αριστερά τέλειος, το J = J(R) είναι αριστερά T -µηδενοδύναµο (Για την
απόδειξη ϐλέπε [32, Remark 1.4.9]). Η σηµασία της έννοιας του T -µηδενοδύναµου συνόλου
οφείλεται στο γεγονός ότι το ϱιζικό J = J(R) είναι αριστερά T -µηδενοδύναµο ακριβώς όταν
το Λήµµα του Nakayama (ϐλέπε Λήµµα (1.1.19)) ισχύει για όλα τα αριστερά R-πρότυπα,
πεπερασµένα παραγόµενα ή µη:

Λήµµα 4.4.8. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Το J είναι αριστερά T -µηδενοδύναµο.

2. JM 6= M για κάθε αριστερό R-πρότυπο M 6= 0.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [2, Lemma 28.3]

Ας περάσουµε στο Θεώρηµα του Bass.

Θεώρηµα 4.4.9. (Bass) Για οποιονδήποτε προσεταιριστικό δακτύλιο R τα ακόλουθα είναι ισο–
δύναµα:

1. Ο δακτύλιος R είναι αριστερά τέλειος.

2. Κάθε επίπεδο αριστερό R-πρότυπο είναι προβολικό.

3. Κάθε ευθύ όριο προβολικών αριστερών R-προτύπων είναι ξανά προβολικό.

Απόδειξη. (3 ⇒ 1) ΄Εστω C = R-Proj η κλάση των προβολικών αριστερών R-προτύπων στο
Θεώρηµα (4.3.10). Επειδή κάθε αριστερό R-πρότυπο M είναι η επιµορφική εικόνα ενός
προβολικού αριστερού R-προτύπου P έχουµε την ακριβή ακολουθία της µορφής

0 −→ K −→ P
φ−→M −→ 0.

όπου K = Ker φ. Τότε P −→ M είναι µία R-Proj-precover του M . Επειδή από υπόθεση η
κλάση R-Proj είναι κλειστή στα ευθέα όρια από το Θεώρηµα (4.3.10) έχουµε ότι ο οµοµορφι–
σµός P −→ M είναι ένα R-Proj-cover του M . Εποµένως το M έχει µία προβολική κάλυψη
επειδή η ύπαρξη των προβολικών καλύψεων είναι ισοδύναµη µε την ύπαρξη τωνR-Proj-covers.
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(1 ⇒ 2) ΄Εστω F ένα επίπεδο αριστερό R-πρότυπο. Τότε από υπόθεση το F έχει µία
προβολική κάλυψη, έστω φ : P −→ F , όπου P είναι ένα προβολικό αριστερό R-πρότυπο.
∆ηλαδή έχουµε τη σύντοµη ακριβή ακολουθία της µορφής

0 −→ K −→ P
φ−→ F −→ 0,

όπου K = Ker φ. Αρκεί να αποδείξουµε ότι το K = 0, διότι τότε ϑα έχουµε τη σύντοµη ακριβή
ακολουθία της µορφής

0 −→ P
φ−→ F −→ 0,

και έτσι P ∼= F .
Επειδή ο δακτύλιος R είναι αριστερά τέλειος, έχουµε ότι το ϱιζικό του Jacobson J = J(R)

είναι αριστερά T -µηδενοδύναµο. Επιπλέον, το ϱιζικό του Jacobson του προβολικού αριστερού
προτύπου P είναι JP και αποδεικνύεται ότι JP =

∑
{L ⊂ P | L << P} (Για τις αποδείξεις

ϐλέπε [2, Proposition 17.10,9.13]). ΄Ετσι, επειδή K << P έχουµε ότι K << JP . Από την
Πρόταση (3.1.19) επειδή το F είναι επίπεδο αριστερό R-πρότυπο έχουµε ότι K ∩ JP = JK.
Εποµένως, K = JK και έτσι από το Λήµµα (4.4.8) έχουµε ότι το K = 0.

(2 ⇒ 3) ΄Εστω {Pi | i ∈ I} µία οικογένεια προβολικών αριστερών R-προτύπων. Επειδή
κάθε προβολικό πρότυπο είναι επίπεδο έχουµε ότι η οικογένεια {Pi | i ∈ I} είναι µία οι–
κογένεια επίπεδων αριστερών R-προτύπων. Γνωρίζουµε ότι το ευθύ όριο επίπεδων αριστερών
R-προτύπων είναι ξανά επίπεδο αριστερό R-πρότυπο από την Πρόταση (3.1.20). ΄Ετσι lim−→Pi
είναι επίπεδο αριστερό R-πρότυπο. Από υπόθεση όµως έχουµε ότι κάθε επίπεδο πρότυπο είναι
προβολικό. Εποµένως, το ευθύ όριο lim−→Pi είναι προβολικό αριστερό R-πρότυπο.

Παραπέµπουµε στο εξαιρετικά ϐιβλία [2] και [22] για περισσότερες πληροφορίες για τους
τέλειους δακτυλίους.

Συνοψίζοντας, στην παρούσα ενότητα είδαµε ότι

• Η κλάση R-Inj των ενέσιµων αριστερών προτύπων είναι enveloping.

• Η κλάση R-Proj των προβολικών αριστερών προτύπων είναι precovering.

• Η κλάση R-Proj των προβολικών αριστερών προτύπων είναι covering αν και µόνον αν ο
δακτύλιος R είναι αριστερά τέλειος.

Από το Θεώρηµα του Chase (3.3.9) έπεται ότι (άπειρα) γινόµενα επίπεδων αριστερών R-
προτύπων είναι επίπεδο πρότυπο αν και µόνον αν ο δακτύλιος R είναι δεξιά συναφής. Τι
συµβαίνει αν στη ϑέση των επίπεδων προτύπων έχουµε προβολικά πρότυπα ; Την απάντηση
δίνει το ακόλουθο Θεώρηµα το οποίο οφείλεται πάλι στον Chase.

Θεώρηµα 4.4.10. (Chase, 1960) [8] Για έναν δακτύλιο R, τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα.

1. Η κλάση R-Proj είναι κλειστή στα (άπειρα) ευθέα γινόµενα.

2. Ο δακτύλιος R είναι αριστερά τέλειος και δεξιά συναφής.

Απόδειξη. Αν ο δακτύλιοςR είναι αριστερά τέλειος τότεR-Proj = R-Flat. Αν επιπλέον ο δακτύ–
λιος R είναι δεξιά συναφής, τότε από το Θεώρηµα (3.3.9) έχουµε ότι η κλάση R-Proj = R-Flat
είναι κλειστή στα (άπειρα) ευθέα γινόµενα. Για την απόδειξη του αντίστροφου παραπέµπουµε
στο ϐιβλίο των Anderson-Fuller [2].
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4.5 Ενέσιµες Καλύψεις και Επίπεδα/Προβολικά Περιβλή-
µατα

Κεντρικός σκοπός της παρούσης ενότητας είναι η µελέτη του ερωτηµάτων: Για ποιούς δακτυ–
λίους R, για κάθε αριστερό R-πρότυπο M , υπάρχει R-Inj-(pre)cover E −→M ; Παρόµοια για
ποιούς δακτυλίους R, για κάθε αριστερό R-πρότυποM , υπάρχει R-Flat-(pre)envelope M −→
F ή R-Proj-(pre)envelope M −→ P ; Με άλλα λόγια ϑα εξετάσουµε τα εξής προβλήµατα:

• Για ποιούς δακτυλίους R, η κλάση R-Inj των ενέσιµων αριστερών R-προτύπων είναι
(pre)covering;

• Για ποιούς δακτυλίους R, η κλάση R-Flat των επίπεδων αριστερών R-προτύπων είναι
(pre)enveloping;

• Για ποιούς δακτυλίους R, η κλάση R-Proj των προβολικών αριστερών R-προτύπων είναι
(pre)enveloping;

΄Οπως ϑα δούµε, γενικά η κλάση R-Inj δεν είναι (pre)covering και οι κλάσεις R-Flat και
R-Proj δεν είναι (pre)enveloping.

Προτού αναφέρουµε τα Θεωρήµατα, τα οποία οφείλονται στον Enochs [11], που δίνουν
απάντηση στα παραπάνω ερωτήµατα, ϑα ορίσουµε τους δακτυλίους της Noether. Ας ξεκινή–
σουµε µε τον ακόλουθο ορισµό:

Ορισµός 4.5.1. 1. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο M πάνω από κάποιον δακτύλιο R ικανοποιεί
την αύξουσα συνθήκη αλυσίδας (ascending chain condition) (ACC) αν κάθε αύξουσα
αλυσίδα υποπροτύπων του M

S1 ⊆ S2 ⊆ S3 ⊆ · · ·

είναι τελικά σταθερή. ∆ηλαδή, αν υπάρχει ένας ακέραιος n τέτοιος ώστε Sn = Sn+1 =
Sn+2 = . . . .

2. ΄Ενα αριστερό R-πρότυποM πάνω από κάποιον δακτύλιο R ικανοποιεί την συνθήκη µεγί–
στου (maximum condition) αν κάθε µη κενή οικογένεια F υποπροτύπων τουM έχει ένα
µέγιστο στοιχείο, δηλαδή, υπάρχει κάποιο S0 ∈ F για το οποίο δεν υπάρχει κάποιο S ∈ F
µε S0 ( S.

Πρόταση 4.5.2. Οι παρακάτω συνθήκες είναι ισοδύναµες για κάθε αριστερό R-πρότυπο M .

1. Το M ικανοποιεί την συνθήκη (ACC) στα υποπρότυπα.

2. Το M ικανοποιεί την συνθήκη µεγίστου (maximum conditionι).

3. Κάθε υποπρότυπο του M είναι πεπερασµένα παραγόµενο.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [24, Proposition 3.15]).

Ορισµός 4.5.3. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο M καλείται πρότυπο της Noether αν ικανοποιεί
µία από τις ισοδύναµες συνθήκες της παραπάνω Πρότασης.

Ας δούµε τώρα πότε ένας δακτύλιος καλείται δακτύλιος της Noether.

Ορισµός 4.5.4. ΄Ενας δακτύλιος R καλείται αριστερός δακτύλιος της Noether αν το RR
είναι ένα πρότυπο της Noether ως αριστερό R-πρότυπο.
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Οι δεξιοί δακτύλιοι της Noether ορίζονται παρόµοια, και, κάθε µεταθετικός αριστερός δα–
κτύλιος της Noether είναι και δεξιός δακτύλιος της Noether και τον ονοµάζουµε δακτύλιο της
Noether.

Παράδειγµα 4.5.5. Κάθε περιοχή κύριων ιδεωδών είναι δακτύλιος της Noether.

Ας συνεχίσουµε τώρα µε κάποια αποτελέσµατα που αφορούν τα ενέσιµα πρότυπα υπεράνω
ενός δακτυλίου της Noether παραλείποντας τις αποδείξεις. Το πρώτο αποτέλεσµα χαρακτηρίζει
τους δακτυλίους της Noether και οφείλεται στους Cartan-Eilenberg, Bass, Matlis, Papp.

Θεώρηµα 4.5.6. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα για έναν δακτύλιο R.

1. Ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether.

2. Κάθε ευθύ όριο ενέσιµων αριστερών R-προτύπων είναι ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο.

3. Κάθε ευθύ άθροισµα ενέσιµων αριστερών R-προτύπων είναι ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [14, Theorem 3.1.17])

Ορισµός 4.5.7. ΄Ενα αριστερό R-πρότυποM καλείται µη-αναλύσιµο (indecomposable) εάν
δεν υπάρχουν µη-µηδενικά υποπρότυπα M1 και M2 του M τέτοια ώστε M = M1 ⊕M2.

Τα ενέσιµα πρότυπα υπεράνω ενός τυχαίου δακτυλίου R δεν έχουν απαραίτητα µη-αναλύ–
σιµες αποσυνθέσεις. Στην πραγµατικότητα όµως, εάν ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος
της Noether, τότε κάθε ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο έχει µια µη-αναλύσιµη διάσπαση. Το
ακόλουθο Θεώρηµα οφείλεται στον Matlis.

Θεώρηµα 4.5.8. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα για έναν δακτύλιο R.

1. Ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether.

2. Κάθε ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο είναι ευθύ άθροισµα από µη-αναλύσιµα πρότυπα.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [2, Theorem 25.6].

Παρατήρηση 4.5.9. Η κλάση ισοµορφίας των αντιπροσώπων των µη-αναλύσιµων ενέσιµων
προτύπων σχηµατίζουν ένα σύνολο, ϐλέπε [16].

Από εδώ και στο εξής µε τον όρο ενέσιµο (pre)cover (injective (pre)cover) ϑα εννοούµε ένα
R-Inj- (pre)cover και ϑα αποδείξουµε ότι η κλάση R-Inj των ενέσιµων αριστερών R-προτύπων
είναι covering ακριβώς όταν ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether.

Πρόταση 4.5.10. ΄ΕστωR-Inj η κλάση των ενέσιµων αριστερώνR-προτύπων. Τότε τα ακόλουθα
είναι ισοδύναµα:

1. Ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether.

2. Η κλάση R-Inj των ενέσιµων αριστερών R-προτύπων είναι precovering.

Απόδειξη. (1 ⇒ 2) Εάν ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether τότε από το
Θεώρηµα (4.5.8) κάθε ενέσιµο αριστερόR-πρότυπο είναι το ευθύ άθροισµα από µη-αναλύσιµα
ενέσιµα αριστερά R-πρότυπα. Από την Παρατήρηση (4.5.9), έστω X = {Ei, | i ∈ I} το σύνολο
των αντιπροσώπων (µέσω ισοµορφισµού) των µη-αναλύσιµων ενέσιµων αριστερών R-προτύπων.
΄Ετσι, κάθε ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο είναι το ευθύ άθροισµα από κόπιες διαφόρων Ei ∈
X. Εποµένως, για ένα αριστερό R-πρότυπο M , η απεικόνιση φ : E −→ M µε E ενέσιµο
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ϑα είναι ένα ενέσιµο precover εάν κάθε απεικόνιση φ′ : Ei −→ M µε Ei ∈ X µπορεί να
παραγοντοποιηθεί µέσω της φ, δηλαδή το διάγραµµα

Ei
k

~~
φ′

��
E

φ // M

να είναι µεταθετικό. Για Ei ∈ X, έστω Yi = HomR(Ei,M) και E(Yi)
i το ευθύ άθροισµα από Yi

κόπιες του Ei. ΄Εστω η απεικόνιση

g : E
(Yi)
i −→M, (xφ)φ∈Yi 7−→

∑
φ∈Yi

φ(xφ)

Τότε κάθε απεικόνιση φ′ : Ei −→M ,

Ei

h

}}
φ′

��
E

(Yi)
i

g // M

µπορεί να παραγοντοποιηθεί µέσω της g : E
(Yi)
i −→M απεικονίζοντας το Ei στην φ′ συνιστώσα

του E(Yi)
i . Ορίζουµε E = ⊕E(Yi)

i . Εάν k : Ei −→ E είναι η απεικόνιση i◦h όπου i : E(Yi)
i −→

⊕E(Yi)
i είναι οι απεικονίσεις έγκλεισης τότε για κάθε ei ∈ Ei έχουµε ότι

φ ◦ k(ei) = φ ◦ i ◦ h(ei) = φ ◦ i(h(ei)) = φ(h(ei)) = ⊕g(h(ei)) = g ◦ h(ei) = φ′(ei)

δηλαδή ισχύει ότι φ ◦ k = φ′. ΄Αρα φ : E −→M είναι ένα ενέσιµο precover του M .
(2 ⇒ 1) Για να αποδείξουµε ότι ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether

αρκεί να αποδείξουµε ότι το ευθύ άθροισµα ⊕Ei µίας οικογενείας (Ei)i∈I ενέσιµων αριστερών
R-προτύπων είναι ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο(ϐλέπε Θεώρηµα (4.5.6)).

΄Εστω (Ei)i∈I µία οικογένεια από ενέσιµα αριστερά R-πρότυπα. Επειδή από υπόθεση
η κλάση R-Inj είναι precovering, το ευθύ άθροισµα ⊕Ei έχει ένα ενέσιµο precover, έστω
φ : E −→ ⊕Ei, όπου E ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο. Τότε, για κάθε i, ϑεωρούµε το διάγραµ–
µα:

Ej
fi

}}
k

��
E

φ // ⊕Ei
όπου k : Ej −→ ⊕Ei είναι η κανονική έγκλειση για κάθε j και

φ ◦ fi = k (4.7)

Από την καθολική ιδιότητα του ευθέος αθροίσµατος, ϑα έχουµε το εξής διάγραµµα:

Ej
k //

fi

��

⊕Ei

µ
}}

E

δηλαδή ότι υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός µ : ⊕ Ei −→ E τέτοιος ώστε

µ ◦ k = fi (4.8)
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΄Αρα από (4.7) και (4.8) ϑα έχουµε ότι φ ◦ µ ◦ k = k και έτσι από την µοναδικότητα του
οµοµορφισµού µ ϑα έχουµε ότι φ◦µ = Id⊕Ei . ΄Αρα ο µ είναι διασπάσιµος µονοµορφισµός και
έτσι το ⊕Ei είναι ευθύς προσθετέος του E, όπου E ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο. ΄Ετσι από την
Πρόταση (2.2.9) το ⊕Ei είναι ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο ως ευθύς προσθετέος ενέσιµου.

Το ακόλουθο αποτέλεσµα είναι µια ισχυρότερη εκδοχή της Πρότασης 4.5.10.

Θεώρηµα 4.5.11. Ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether αν και µόνο αν η
κλάση R-Inj των ενέσιµων αριστερών R-προτύπων είναι covering.

Απόδειξη. Εάν ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether τότε από το Θεώρηµα
(4.5.6) η κλάση R-Inj των ενέσιµων αριστερών R-προτύπων είναι κλειστή στα ευθέα όρια.
Επιπλέον από την προηγούµενη Πρόταση έχουµε ότι η κλάση R-Inj των ενέσιµων αριστερών
R-προτύπων είναι precovering. ΄Ετσι από το Θεώρηµα (4.3.10) η κλάση R-Inj των ενέσιµων
αριστερών R-προτύπων είναι covering.

Αντίστροφα, εάν η κλάση R-Inj των ενέσιµων αριστερών R-προτύπων είναι covering τότε
είναι και precovering και άρα από την προηγούµενη Πρόταση έχουµε ότι ο δακτύλιος R είναι
αριστερός δακτύλιος της Noether.

Ας περάσουµε τώρα στο δεύτερο ερώτηµα µας: Για ποιούς δακτυλίους R, η κλάση R-Flat
των επίπεδων αριστερών R-προτύπων είναι (pre)enveloping; Σηµειώνοντας ότι µε τον όρο
επίπεδο (pre)envelope ϑα εννοούµε ένα R-Flat-(pre)envelope, το Θεώρηµα που ακολουθεί
µας αποδεικνύει ότι η ύπαρξη των επίπεδων preenvelopes είναι ισοδύναµη µε το να είναι ο
δακτύλιος R δεξιά συναφής.

Θεώρηµα 4.5.12. Ο δακτύλιος R είναι δεξιά συναφής αν και µόνον αν η κλάση R-Flat των
αριστερά επίπεδων προτύπων είναι preenveloping.

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι ο δακτύλιος R είναι δεξιά συναφής. ΄Εστω ℵα ένας άπειρος
πληθικός αριθµός και έστω M ένα αριστερό R-πρότυπο µε CardM ≤ ℵα. ΄Εστω f : M −→ F
ένας οµοµορφισµός µε F ένα επίπεδο αριστερό R-πρότυπο. Τότε Card f(M) ≤ ℵα. ΄Εστω
X = f(M). Τότε το X είναι υποπρότυπο του F µε CardX ≤ ℵα. ΄Αρα, από το Λήµµα των
Jensen-Lenzing (ϐλέπε Λήµµα (6.2.2) (1.) ) υπάρχει ένας άπειρος πληθικός αριθµός ℵβ και
ένα καθαρό, εποµένως επίπεδο, υποπρότυπο G του F µε X = f(M) ⊂ G και CardG ≤ ℵβ.
Αλλά τότε έχουµε ανάλυση M −→ G −→ F . Εποµένως υπάρχει ένας άπειρος πληθικός
αριθµός ℵβ τέτοιος ώστε κάθε οµοµορφισµόςM −→ F µε F ένα επίπεδο αριστερό R-πρότυπο
έχει ανάλυση M −→ G −→ F µε G επίπεδο αριστερό R-πρότυπο και CardG ≤ ℵβ.

΄Εστω ότι υπάρχει ένα σύνολο X µε πληθικό αριθµό ℵβ τέτοιο ώστε κάθε οµοµορφισµός
M −→ F µε F ένα επίπεδο αριστερό R-πρότυπο να παραγοντοποιείται σε M −→ G −→ F
για κάποιο G επίπεδο αριστερό R-πρότυπο µε G ⊂ X (σαν σύνολα). Τώρα, ας είναι (φi)i∈I
όλοι αυτοί οι οµοµορφισµοί φi : M −→ Gi µε Gi ⊂ X. Τότε κάθε οµοµορφισµός M −→ F
παραγοντοποιείται σε M −→ Gj −→ F για κάποιο j. Θα αποδείξουµε ότι η απεικόνιση
φ : M −→

∏
I Gi είναι ένα επίπεδο preenvelope του M . Επειδή ο δακτύλιος R είναι δεξιά

συναφής έχουµε ότι το
∏
I Gi είναι ένα επίπεδο αριστερό R-πρότυπο. ΄Εστω f : M −→ F

ένας οµοµορφισµός µε F ένα επίπεδο αριστερό R-πρότυπο. Θα αποδείξουµε ότι υπάρχει
οµοµορφισµός g :

∏
I Gi −→ F ο οποίος κάνει το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικό

M
φ //

f

��

∏
I Gi

g
||

F
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΄Οµως αποδείξαµε ότι κάθε τέτοια M
f−→ F παραγοντοποιείται σε M φi−→ Gj

h−→ F για
κάποιο j, δηλαδή f = h ◦ φi. Ορίζουµε ως g :

∏
I Gi −→ F την απεικόνιση h ◦ $i όπου

$i :
∏
I Gi −→ Gi οι απεικονίσεις προβολής. Τότε για κάθε m ∈M έχουµε ότι

g ◦ φ(m) = h ◦$i ◦ φ(m) = h ◦$i(
∏

φi(m)) = h ◦$i(φi(m)) = h ◦ φi(m) = f(m)

δηλαδή ισχύει ότι g ◦ φ = f .
Αντίστροφα, έστω ότι η κλάση R-Flat των επίπεδων αριστερών R-προτύπων είναι preenve–

loping. Για να αποδείξουµε ότι ο δακτύλιος R είναι δεξιά συναφής αρκεί να αποδείξουµε ότι το
ευθύ γινόµενο

∏
Fi µίας οικογενείας (Fi)i∈I επίπεδων αριστερών R-προτύπων είναι επίπεδο

αριστερό R-πρότυπο (ϐλέπε Θεώρηµα του Chase-Θεώρηµα (3.3.9)).
΄Εστω (Fi)i∈I µία οικογένεια επίπεδων αριστερών R-προτύπων. Επειδή από υπόθεση η

κλάση R-Flat είναι preenveloping, το ευθύ γινόµενο
∏
Fi έχει ένα επίπεδο preenvelope, έ–

στω φ :
∏
Fi −→ F , όπου F επίπεδο αριστερό R-πρότυπο. Τότε, για κάθε i, ϑεωρούµε το

διάγραµµα: ∏
Fi

φ //

pi

��

F

fi}}
Fi

όπου pi :
∏
Fj −→ Fi είναι η κανονική προβολή για κάθε j και

pi = fi ◦ φ (4.9)

Από την καθολική ιδιότητα του ευθέος γινοµένου, ϑα έχουµε το εξής διάγραµµα

F

λ

}}
fi

��∏
Fi pi

// // Fi

δηλαδή ότι υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός λ : F −→
∏
Fi τέτοιος ώστε

pi ◦ λ = fi (4.10)

΄Αρα από τις (4.9) και (4.10) ϑα έχουµε ότι pi = pi ◦ (λ ◦ φ) και έτσι από την µοναδικότητα του
οµοµορφισµού λ ϑα έχουµε ότι λ ◦ φ = Id∏

Fi . ΄Αρα ο φ είναι διασπάσιµος µονοµορφισµός
και έτσι το

∏
Fi είναι ευθύς προσθετέος του F , όπου F επίπεδο αριστερό R-πρότυπο. ΄Ετσι

από την Πρόταση (3.1.4) το
∏
Fi είναι επίπεδο αριστερό R-πρότυπο ως ευθύς προσθετέος

επίπεδου.

Το παραπάνω Θεώρηµα µας αποδεικνύει την ύπαρξη των επίπεδων preenvelopes, αλλά
το ερώτηµα της ύπαρξης των επίπεδων envelopes είναι ακόµα ανοιχτό. Ο Enochs [11] στην
προσπάθεια του να προσδιορίσει τους δακτυλίους υπεράνω των οποίων κάθε πρότυπο έχει
ένα επίπεδο envelope απέδειξε ότι για µία τοπική περιοχή της Noether, κάθε πρότυπο έχει
ένα επίπεδο envelope αν ο δακτύλιος έχει ασθενή ολική διάσταση µικρότερη ή ίση µε 2. Το
αποτέλεσµα αυτό διατυπώνεται στο Θεώρηµα που ακολουθεί.

Θεώρηµα 4.5.13. 1. Για µία περιοχή R τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(a) Κάθε αριστερό R-πρότυπο έχει ένα επίπεδο envelope,

(b) Το αντίστροφο όριο οποιουδήποτε αντίστροφου συστήµατος επίπεδων προτύπων είναι
επίπεδο πρότυπο.
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2. Από τις συνθήκες (a),(b) συνεπάγεται ότι

(c) Η ασθενής ολική διάσταση του R είναι µικρότερη ή ίση µε 2.

3. Εάν R είναι µία τοπική περιοχή της Noether τότε οι συνθήκες (a),(b) , είναι ισοδύναµες µε
την (c).

Συνεχίζουµε µε ένα αποτέλεσµα που αποδείχθηκε από τους Asensio, Martinez, το οποίο
λύνει το πρόβληµα ύπαρξης των επίπεδων envelopes στην περίπτωση των µεταθετικών δακτυ–
λίων.

Θεώρηµα 4.5.14. Για έναν µεταθετικό δακτύλιο R τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Ο δακτύλιος R είναι δεξιά συναφής µε ασθενή ολική διάσταση του R µικρότερη ή ίση µε 2
(w. gl. dim(R) ≤ 2).

2. Κάθε αριστερό R-πρότυπο έχει ένα επίπεδο envelope.

Απόδειξη. Για την απόδειξη, ϐλέπε [4, Theorem 9].

Κλείνουµε το παρόν Κεφάλαιο µε τα ακόλουθα αποτελέσµατα τα οποία οφείλονται στους
Asensio-Mayor, Hernandez [4] και τα οποία χαρακτηρίζουν τους (µεταθετικούς) δακτυλίους R
για τους οποίους η κλάσηR-Proj των προβολικών αριστερώνR-προτύπων είναι (pre)enveloping.

Θεώρηµα 4.5.15. Για έναν δακτύλιο R, τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Η κλάση R-Proj των προβολικών αριστερών R-προτύπων είναι preenveloping.

2. Ο δακτύλιος R είναι αριστερά τέλειος και δεξιά συναφής.

Απόδειξη. 2. =⇒ 1. Επειδή ο δακτύλιος R είναι αριστερά τέλειος, έχουµε R-Proj = R-Flat,
και επειδή ο δακτύλιος R είναι δεξιά συναφής, έπεται ότι η κλάση R-Flat είναι preenveloping
από το Θεώρηµα (4.5.12). ΄Αρα η κλάση R-Proj είναι preenveloping.

1. =⇒ 2. Αν η κλάση R-Proj των προβολικών αριστερών R-προτύπων είναι preenveloping,
τότε η κλάση R-Proj είναι κλειστή στα ευθέα γινόµενα (εύκολα ϐλέπουµε ότι κάθε preenvelo–
ping κλάση έχει αυτή την ιδιότητα). Τότε από το Θεώρηµα (4.4.10), έπεται ότι ο δακτύλιος R
είναι αριστερά τέλειος και δεξιά συναφής.

Επειδή ένας µεταθετικός δακτύλιος είναι τέλειος και συναφής αν και µόνον αν είναι δα–
κτύλιος του Artin, δηλαδή κάθε ϕθίνουσα αλυσίδα ιδεωδών του σταµατά, ϐλέπε [8], ϑα έχουµε
την ακόλουθη συνέπεια του Θεωρήµατος (4.5.15).

Θεώρηµα 4.5.16. Για έναν µεταθετικό δακτύλιο R, τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Η κλάση R-Proj των προβολικών αριστερών R-προτύπων είναι preenveloping.

2. Ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος του Artin.

Το ακόλουθο αποτέλεσµα είναι µία ισχυρότερη εκδοχή του Θεωρήµατος (4.5.15).

Θεώρηµα 4.5.17. Για έναν δακτύλιο R, τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Η κλάση R-Proj των προβολικών αριστερών R-προτύπων είναι enveloping.

2. Ο δακτύλιος R είναι αριστερά τέλειος και δεξιά συναφής.

Απόδειξη. Εάν η κλάση R-Proj των προβολικών αριστερών R-προτύπων είναι enveloping τότε
είναι και preenveloping και άρα από το Θεώρηµα (4.5.15) έχουµε ότι ο δακτύλιος R είναι
αριστερά τέλειος και δεξιά συναφής. Για την απόδειξη του αντιστρόφου παραπέµπουµε στο
ϐιβλίο του M.Prest [28, Proposition 3.9, Corollary 14.22] και στο άρθρο των H.Krause-M.Saorin
[20, Theorem 2.3].
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Για καλύψεις ή περιβλήµατα περισσότερων κλάσεων προτύπων υπεράνω δακτυλίων πα–
ϱαπέµπουµε στο άρθρο των Rada-Saorin [23] και στο άρθρο των Aldrich-Enochs-Jenda-
Oyonarte [1].
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Κεφάλαιο 5

Επίπεδες Καλύψεις

Σε αυτό το Κεφάλαιο ϑα επικεντρωθούµε στην ϑεωρία επίπεδων καλύψεων (flat covers) προτύ–
πων υπεράνω ενός δακτυλίου. Ειδικότερα ϑα αποδείξουµε την ύπαρξη επίπεδων καλύψεων για
µεγάλες κλάσεις δακτυλίων οι οποίοι ικανοποιούν διάφορες οµολογικές συνθήκες περατότη–
τας, π.χ. πεπερασµένη ασθενή οµολογική διάσταση, πεπερασµένη καθαρά ολική οµολογική
διάσταση, κτλ.

5.1 Πρότυπα µε Πεπερασµένη Ασθενή Οµολογική ∆ιάστα-
ση

΄Εστω R-Flat η κλάση των επίπεδων αριστερών R-προτύπων. Από εδώ και στο εξής µε τον όρο
επίπεδο (pre)cover (flat (pre)cover) ϑα εννοούµε ένα R-Flat-(pre)cover. Σκοπός µας σε αυτή
την ενότητα είναι να δείξουµε ότι κάθε αριστερό R-πρότυπο µε πεπερασµένη επίπεδη διάσταση
έχει ένα επίπεδο cover, όταν ο δακτύλιος R είναι δεξιά συναφής.

Παρατήρηση 5.1.1. ΄Εστω M ένα αριστερό R-πρότυπο. Εάν φ : F −→ M είναι ένα επίπεδο
precover του M , τότε σύµφωνα µε την Παρατήρηση (4.1.7), η φ είναι επιµορφισµός επειδή η
κλάση R-Flat περιέχει όλα τα προβολικά πρότυπα.

Παρατήρηση 5.1.2. Από την Πρόταση (3.1.20) έχουµε ότι η κλάση R-Flat είναι κλειστή στα
ευθέα όρια. Εποµένως, από το Θεώρηµα (4.3.10) η αναζήτηση ενός επίπεδου cover έγκειται
στην αναζήτηση ενός επίπεδου precover.

Ας περάσουµε τώρα σε µία Πρόταση που ϑα µας χρειαστεί αρκετά στην συνέχεια.

Πρόταση 5.1.3. Εάν 0 −→ C
i−→ F

φ−→ M −→ 0 είναι µία ακριβής ακολουθία αριστερών
R-προτύπων µεC συστρεπτικό και F επίπεδο τότε ο οµοµορφισµός φ : F −→M είναι ένα επίπεδο
precover του M . Αντίστροφα, εάν φ : F −→ M είναι ένα επίπεδο cover του M , τότε ο πυρήνας
Ker φ είναι συστρεπτικό πρότυπο.

Απόδειξη. ΄Εστω G ένα επίπεδο αριστερό R-πρότυπο. Από την Πρόταση (2.3.20) υπάρχει η
µακρά ακριβής ακολουθία :

0 −→ HomR(G,C)
i∗−→ HomR(G,F )

φ∗−→ HomR(G,M) −→

−→ Ext1R(G,C) −→ Ext1R(G,F ) −→ · · ·

΄Οµως επειδή το G είναι επίπεδο και το C συστρεπτικό έχουµε ότι Ext1R(G,C) = 0. Εποµένως
η φ∗ είναι επιµορφισµός και έτσι για κάθε οµοµορφισµό f : G −→M υπάρχει οµοµορφισµός

129
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g : G −→ F τέτοιος ώστε φ∗(g) = f δηλαδή φ◦g = f . ∆ηλαδή έχουµε το ακόλουθο µεταθετικό
διάγραµµα:

G
g

~~
f

��
F

φ // M

και έτσι ο οµοµορφισµός φ : F −→M είναι ένα επίπεδο precover του M .
Αντίστροφα, έστω φ : F −→ M ένα επίπεδο cover του M και K = Ker φ ο πυρήνας της φ.

Από την Παρατήρηση (5.1.1) έχουµε ότι η φ είναι επιµορφισµός και έτσι έχουµε την ακριβή
ακολουθία :

0 −→ K
k−→ F

φ−→M −→ 0

Θέλουµε να αποδείξουµε ότι το K είναι συστρεπτικό, δηλαδή ότι Ext1R(F ′,K) = 0 για κάθε
επίπεδο αριστερό R-πρότυπο F ′. Από το Θεώρηµα (2.3.19) αρκεί να αποδείξουµε ότι µία
τυχαία επέκταση

0 −→ K
α−→ A

β−→ F ′ −→ 0

είναι διασπάσιµη. Εποµένως, αρκεί να αποδείξουµε ότι η απεικόνιση α διασπάται. Χρησιµο–
ποιούµε το pushout του διαγράµµατος

K
α //

k
��

A

F

για να πάρουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές και στήλες :

0

��

0

��
0 // K

α //

k

��

A
β //

k′

��

F ′ // 0

0 // F
γ //

φ

��

B
δ //

φ′

��

F ′ // 0

M

��

M

��
0 0

΄Εχουµε ότι τα F, F ′ είναι επίπεδα πρότυπα, οπότε από το Πόρισµα (3.2.6) ϑα έχουµε ότι και
το B είναι επίπεδο πρότυπο. Τώρα, επειδή φ : F −→M ένα επίπεδο cover του M έχουµε ότι

B
ρ

~~
φ′

��
F

φ // M

υπάρχει οµοµορφισµός ρ : B −→ F τέτοιος ώστε φ ◦ ρ = φ′. Επιπλέον επειδή:

φ = φ′ ◦ γ = φ ◦ ρ ◦ γ = φ ◦ (ρ ◦ γ)
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έχουµε ότι ο οµοµορφισµός ρ ◦ γ είναι ένας αυτοµορφισµός στο F . ΄Εχουµε το ακόλουθο
µεταθετικό διάγραµµα:

0

��

0

��

0

��
K

α //

k
��

A
σ //

k′

��

K

k
��

F
γ //

φ

��

B
ρ //

φ′

��

F

φ

��
M

��

M

��

M

��
0 0 0

Επειδή φ ◦ ρ = φ′ έχουµε ότι η ρ επάγει έναν οµοµορφισµό σ : A −→ K τέτοιον ώστε k ◦ σ =
ρ ◦ k′. Τότε ϑα έχουµε το µεταθετικό διάγραµµα:

0 // K
k //

σ◦α
��

F
φ //

ρ◦γ
��

M // 0

0 // K
k // F

φ // M // 0

Τώρα επειδή ο οµοµορφισµός ρ ◦ γ είναι ισοµορφισµός, από το Snake Lemma ϑα έχουµε ότι
και ο οµοµορφισµός σ ◦α είναι ισοµορφισµός και µάλιστα αυτοµορφισµός στο K. Εποµένως,
ο οµοµορφισµός α είναι διασπάσιµος µονοµορφισµός και άρα η επέκταση

0 −→ K
α−→ A

β−→ F ′ −→ 0

διασπάται. ΄Αρα, Ext1R(F ′,K) = 0 για κάθε επίπεδο αριστερό R-πρότυπο F ′ και έτσι το
K = Ker φ είναι συστρεπτικό πρότυπο.

Πόρισµα 5.1.4. Εάν ένα αριστερό R-πρότυπο M έχει ένα επίπεδο cover

φ : F −→M

τότε το M είναι συστρεπτικό αν και µόνο αν το F είναι συστρεπτικό.

Απόδειξη. ΄Εστω φ : F −→ M ένα επίπεδο cover του M και K = Ker φ ο πυρήνας της φ.
Επειδή η φ είναι επιµορφισµός έχουµε την ακριβή ακολουθία :

0 −→ K
k−→ F

φ−→M −→ 0

΄ΕστωG ένα επίπεδο αριστερόR-πρότυπο. Από την Πρόταση (2.3.20) υπάρχει η µακρά ακριβής
ακολουθία :

−→ Ext1R(G,K) −→ Ext1R(G,F ) −→ Ext1R(G,M) −→ Ext2R(G,K) −→ · · ·

Από την προηγούµενη Πρόταση έχουµε ότι το K είναι συστρεπτικό. Εποµένως από την Πρό–
ταση (4.2.8) έχουµε ότι Ext1R(G,K) = Ext2R(G,K) = 0. ’Αρα, Ext1R(G,F ) ∼= Ext1R(G,M) και
έτσι το M είναι συστρεπτικό αν και µόνο αν το F είναι συστρεπτικό.

Τα συστρεπτικά πρότυπα παίζουν κυρίαρχο ϱόλο στην διαδικασία εύρεσης επίπεδων pre–
covers. Αρχικά ϑα χρειαστούµε το ακόλουθο:
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Πρόταση 5.1.5. ΄Εστω 0 −→ C1 −→ C2 −→ C3 −→ 0 µία ακριβής ακολουθία αριστερών
R-προτύπων.

1. Εάν τα C1 και C3 είναι συστρεπτικά πρότυπα, τότε και το C2 είναι συστρεπτικό.

2. Εάν τα C1 και C2 είναι συστρεπτικά πρότυπα, τότε και το C3 είναι συστρεπτικό.

Απόδειξη. 1. ΄Εστω F ένα επίπεδο αριστερό R-πρότυπο. Από την Πρόταση (2.3.20) υπάρχει η
µακρά ακριβής ακολουθία :

−→ Ext1R(F,C1) −→ Ext1R(F,C2) −→ Ext1R(F,C3) −→ · · ·

Επειδή τα C1 και C3 είναι συστρεπτικά πρότυπα ϑα έχουµε ότι

Ext1R(F,C1) = Ext1R(F,C3) = 0

Εποµένως και Ext1R(F,C2) = 0. Επειδή το F ήταν τυχαίο επίπεδο αριστερόR-πρότυπο, έχουµε
ότι για κάθε επίπεδο αριστερό R-πρότυπο F , Ext1R(F,C2) = 0. ΄Αρα το C2 είναι συστρεπτικό
πρότυπο.

2. ΄Εστω F ένα επίπεδο αριστερό R-πρότυπο. Από την Πρόταση (2.3.20) υπάρχει η µακρά
ακριβής ακολουθία :

−→ Ext1R(F,C1) −→ Ext1R(F,C2) −→ Ext1R(F,C3) −→ Ext2R(F,C1) −→ · · ·

Από υπόθεση έχουµε ότι τα C1 και C2 είναι συστρεπτικά πρότυπα, άρα από την Πρόταση
(4.2.8) ϑα έχουµε ότι

Ext1R(F,C1) = Ext1R(F,C2) = Ext2R(F,C1) = 0

Εποµένως και Ext1R(F,C3) = 0. Επειδή το F ήταν τυχαίο επίπεδο αριστερόR-πρότυπο, έχουµε
ότι για κάθε επίπεδο αριστερό R-πρότυπο F , Ext1R(F,C3) = 0. ΄Αρα το C3 είναι συστρεπτικό
πρότυπο.

Ας περάσουµε τώρα σε έναν ισοµορφισµό που ϑα µας χρειαστεί.

Θεώρηµα 5.1.6. ΄Εστω R,S δακτύλιοι, A ένα πεπερασµένα παραστάσιµο δεξιό S-πρότυπο,
B ένα (R,S)-διπρότυπο, και C ένα ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο. Τότε υπάρχει ένας ϕυσικός
οµοµορφισµός

τ : A⊗S HomR(B,C) −→ HomR(HomS(A,B), C), a⊗ f 7−→ τ(a⊗ f)

για κάθε a ∈ A, f ∈ HomR(B,C) και

τ(a⊗ f) : HomS(A,B) −→ C, g 7−→ τ(a⊗ f)(g) := f(g(a))

όπου g ∈ HomS(A,B).

Απόδειξη. Επειδή το A είναι πεπερασµένα παραστάσιµο, από το Λήµµα (3.3.2) υπάρχει η
ακριβής ακολουθία

F1 −→ F0 −→ A −→ 0,

όπου F1 και F0 είναι πεπερασµένα παραγόµενα και ελεύθερα δεξιά S-πρότυπα. Θεωρούµε το
ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

F1 ⊗S HomR(B,C) //

k

��

F0 ⊗S HomR(B,C) //

λ

��

A⊗S HomR(B,C) //

τ

��

0

HomR(HomS(F1, B), C) // HomR(HomS(F0, B), C) // HomR(HomS(A,B), C) // 0
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µε ακριβείς γραµµές. Επειδή το F1 είναι πεπερασµένα παραγόµενο και ελεύθερο δεξιό S-
πρότυπο, υπάρχει ϕυσικός αριθµός n τέτοιος ώστε F1

∼= Sn, άρα ϑα έχουµε ότι

F1 ⊗S HomR(B,C) ∼= Sn ⊗S HomR(B,C)
∼= ⊕α∈ISα ⊗S HomR(B,C)
∼= ⊕α∈I(Sα ⊗S HomR(B,C))
∼= ⊕α∈I HomR(B,C)

όπου I = {1, 2, . . . , n}, Sα = S και

HomR(HomS(F1, B), C) ∼= HomR(HomS(Sn, B), C)
∼= HomR(HomS(⊕α∈ISα, B), C)

∼= HomR

(∏
α∈I

HomS(Sα, B), C
)

∼= ⊕α∈I HomR(B,C)

Εποµένως η απεικόνιση k είναι ισοµορφισµός. Οµοίως και η απεικόνιση λ είναι ισοµορφισµός.
΄Ετσι από την µεταθετικότητα του διαγράµµατος έπεται ότι και η τ είναι ισοµορφισµός.

Το ακόλουθο αποτέλεσµα ϑα µας είναι χρήσιµο στη συνέχεια και µπορεί να ϑεωρηθεί ως
µερικό «αντίστροφο» του Θεωρήµατος των Bourbaki-Lambek, ϐλέπε Πρόταση (3.1.15).

Λήµµα 5.1.7. Εάν R είναι ένας δεξιά συναφής δακτύλιος και E ένα ενέσιµο δεξιό R-πρότυπο,
τότε το E+ = HomZ(E,Q/Z) είναι ένα επίπεδο αριστερό R-πρότυπο.

Απόδειξη. ΄Εστω I ένα πεπερασµένα παραγόµενο δεξιό ιδεώδες του R και

0 −→ I −→ R (5.1)

η κανονική έγκλειση. Για να αποδείξουµε ότι το E+ = HomZ(E,Q/Z) είναι ένα επίπεδο
αριστερό R-πρότυπο αρκεί να αποδείξουµε ότι η ακολουθία

0 −→ I ⊗R HomZ(E,Q/Z)
α−→ R⊗R HomZ(E,Q/Z)

είναι ακριβής, δηλαδή ότι η απεικόνιση

α : I ⊗R HomZ(E,Q/Z) −→ R⊗R HomZ(E,Q/Z)

είναι µονοµορφισµός. Τώρα εάν εφαρµόσουµε τον συναρτητή HomR(−, E), όπου E ένα ενέ–
σιµο δεξιό R-πρότυπο, στην (5.1) ϑα πάρουµε την ακριβή ακολουθία

0 −→ HomR(R,E) −→ HomR(I, E) (5.2)

Επιπλέον, έναν εφαρµόσουµε τον συναρτητή HomZ(−,Q/Z) στην (5.2) ϑα πάρουµε την ακριβή
ακολουθία

0 −→ HomZ(HomR(I, E),Q/Z)
β−→ HomZ(HomR(R,E),Q/Z)

΄Εχουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

I ⊗R HomZ(E,Q/Z)
α //

τ

��

R⊗R HomZ(E,Q/Z)

τ̄

��
HomZ(HomR(I, E),Q/Z)

β // HomZ(HomR(R,E),Q/Z)
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Επειδή ο δακτύλιος R είναι δεξιά συναφής, κάθε πεπερασµένα παραγόµενο δεξιό ιδεώδες I
είναι πεπερασµένα παραστάσιµο. Εποµένως, από το Θεώρηµα (5.1.6) έχουµε ότι η τ είναι
ισοµορφισµός. Επιπλέον έχουµε ότι

HomZ(HomR(R,E),Q/Z) ∼= HomZ(E,Q/Z) ∼= R⊗R HomZ(E,Q/Z)

΄Αρα και η τ̄ είναι ισοµορφισµός. ΄Ετσι λόγω µεταθετικότητας του διαγράµµατος έχουµε ότι
β◦τ = τ̄◦α και άρα η απεικόνιση α είναι µονοµορφισµός εφόσον η β είναι µονοµορφισµός.

Πρόταση 5.1.8. Εάν R είναι ένας δεξιά συναφής δακτύλιος τότε για οποιοδήποτε δεξιό R-
πρότυπο M , το αριστερό R-πρότυπο M+ = HomZ(M,Q/Z) έχει ένα επίπεδο cover.

Απόδειξη. ΄Εστω M ⊂ E µε E ένα ενέσιµο δεξιό R-πρότυπο. Η εµφύτευση i : M −→ E
µας δίνει την απεικόνιση i∗ : E+ −→ M+. Από το προηγούµενο Λήµµα έχουµε ότι το E+

είναι ένα επίπεδο αριστερό R-πρότυπο. Θα αποδείξουµε ότι η απεικόνιση i∗ : E+ −→ M+

είναι ένα επίπεδο precover του M+. ΄Εστω F ένα επίπεδο αριστερό R-πρότυπο. Θέλουµε να
αποδείξουµε ότι η ακολουθία

HomR(F,E+) −→ HomR(F,M+) −→ 0

είναι ακριβής ή ισοδύναµα ότι η ακολουθία

HomZ(E ⊗R F,Q/Z) −→ HomZ(M ⊗R F,Q/Z) −→ 0

είναι ακριβής. Αλλά επειδή το F είναι ένα επίπεδο αριστερόR-πρότυπο έχουµε ότι η ακολουθία

0 −→M ⊗R F −→ E ⊗R F (5.3)

είναι ακριβής. ΄Ετσι εάν εφαρµόσουµε τον συναρτητή HomZ(−,Q/Z) στην (5.3), επειδή η
αβελιανή οµάδα Q/Z είναι ενέσιµο Z-πρότυπο, ϑα πάρουµε την ακριβή ακολουθία

HomZ(E ⊗R F,Q/Z) −→ HomZ(M ⊗R F,Q/Z) −→ 0

Εποµένως, η απεικόνιση i∗ : E+ −→M+ είναι ένα επίπεδο precover του M+, άρα και cover.

Πρόταση 5.1.9. Η ακολουθία 0 −→ T −→ N αριστερών R-προτύπων είναι καθαρά ακριβής
αν και µόνο αν η απεικόνιση N+ −→ T+ έχει δεξιό αντίστροφο.

Απόδειξη. Εάν η ακολουθία 0 −→ T −→ N είναι καθαρά ακριβής τότε για κάθε δεξιό R-
πρότυπο M έχουµε ότι η ακολουθία

0 −→M ⊗R T −→M ⊗R N (5.4)

είναι ακριβής. Τώρα αν εφαρµόσουµε τον συναρτητή HomZ(−,Q/Z) στην (5.4), επειδή η
αβελιανή οµάδα Q/Z είναι ενέσιµο Z-πρότυπο, ϑα πάρουµε την ακριβή ακολουθία

HomZ(M ⊗R N,Q/Z) −→ HomZ(M ⊗R T,Q/Z) −→ 0

ή ισοδύναµα την ακριβή ακολουθία

HomR(M,N+) −→ HomR(M,T+) −→ 0

Αν ϑέσουµε M = T+ τότε έχουµε ότι η ακολουθία

HomR(T+, N+) −→ HomR(T+, T+) −→ 0
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είναι ακριβής. Εποµένως η απεικόνιση N+ −→ T+ έχει δεξιό αντίστροφο.
Αντίστροφα, έστω ότι η απεικόνιση f : N+ −→ T+ έχει δεξιό αντίστροφο. ΄Αρα υπάρχει

απεικόνιση g : T+ −→ N+ τέτοια ώστε f ◦ g = IdT+ , δηλαδή το T+ είναι ευθύς προσθετέος
του N+. Εποµένως για κάθε δεξιό R-πρότυπο M , έχουµε την ακριβή ακολουθία

HomR(M,N+) −→ HomR(M,T+) −→ 0

ή ισοδύναµα την ακριβή ακολουθία

HomZ(M ⊗R N,Q/Z) −→ HomZ(M ⊗R T,Q/Z) −→ 0

Επειδή η αβελιανή οµάδα Q/Z είναι ένας ενέσιµος συνγεννήτορας ϑα έχουµε την ακριβή
ακολουθία 0 −→M ⊗R T −→M ⊗R N και έτσι η ακολουθία

0 −→ T −→ N

είναι καθαρά ακριβής.

Θεώρηµα 5.1.10. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και M ένα αριστερό R-πρότυπο. Τότε :

1. Υπάρχει ένας R-µονοµορφισµός ο οποίος είναι ϕυσικός στο M :

iM : M −→M++, x 7−→ iM (x)

όπου
iM (x) : M+ −→ Q/Z

f 7−→ iM (x)(f) := f(x)

για κάθε f ∈M+, x ∈M .

2. Ο µονοµορφισµός iM είναι καθαρός. Με άλλα λόγια το M µπορεί να εµφυτευθεί καθαρά
σε ένα καθαρά ενέσιµο πρότυπο.

3. Εάν το M είναι καθαρά ενέσιµο τότε είναι ευθύς προσθετέος του M++.

Απόδειξη. 1. Είναι εύκολο να δει κανείς ότι η απεικόνιση iM είναι ένας R-οµοµορφισµός ο
οποίος είναι ϕυσικός στο M . Τώρα, έστω x ∈M τέτοιο ώστε iM (x) = 0. ΄Αρα 0 = iM (x)(f) =
f(x), για κάθε f ∈ M+. ΄Οµως επειδή η αβελιανή οµάδα Q/Z είναι ένας ενέσιµος συνγεννή-
τορας ϑα έχουµε ότι x = 0. Εποµένως ο οµοµορφισµός iM είναι ένας R-µονοµορφισµός.

2.Για να αποδείξουµε ότι ο µονοµορφισµός iM είναι καθαρός αρκεί να αποδείξουµε σύµ–
ϕωνα µε την προηγούµενη Πρόταση ότι η απεικόνιση M+++ −→ M+ έχει δεξιό αντίστροφο.
Αλλά ο ϕυσικός µονοµορφισµός iM+ : M+ −→M+++ είναι ο δεξιός αντίστροφος που αναζη–
τάµε.

3. Ας υποθέσουµε ότι το M είναι καθαρά ενέσιµο. Από το 2, υπάρχει η καθαρά ακριβής
ακολουθία

0 −→M
iM−→M++

Επειδή το M είναι καθαρά ενέσιµο ϑα πάρουµε την ακριβή ακολουθία

HomR(M++,M)
i∗M−→ HomR(M,M) −→ 0

∆ηλαδή υπάρχει οµοµορφισµός g : M++ −→ M τέτοιος ώστε g ◦ iM = IdM . ΄Αρα ο iM είναι
διασπάσιµος µονοµορφισµός και έτσι το M είναι ευθύς προσθετέος του M++.
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Θεώρηµα 5.1.11. ΄ΕστωR ένας δεξιά συναφής δακτύλιος. Τότε κάθε καθαρά ενέσιµο αριστερό
R-πρότυπο M έχει ένα επίπεδο cover φ : F −→M µε F και Ker φ καθαρά ενέσιµα.

Απόδειξη. ΄Εστω M ένα καθαρά ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο. Από το 3. του προηγούµενου
Θεωρήµατος έχουµε ότι το M είναι ευθύς προσθετέος του M++. Αλλά το M+ είναι ένα δεξιό
R-πρότυπο και έτσι το M++ έχει ένα επίπεδο cover φ : F −→M++ από την Πρόταση (5.1.8).
Αλλά τότε η σύνθεση F −→M++ π−→M , όπου π είναι η κανονική προβολή είναι ένα επίπεδο
precover του M , άρα και cover.

΄Εστω φ : F −→ M ένα επίπεδο cover του M και K = Ker φ ο πυρήνας της φ. Από την
Παρατήρηση (5.1.1) έχουµε ότι η φ είναι επιµορφισµός και έτσι έχουµε την ακριβή ακολουθία :

0 −→ K
k−→ F

φ−→M −→ 0 (5.5)

Η (5.5) επάγει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

0 // K
k //

iK
��

F
φ //

iF
��

M //

iM
��

0

0 // K++ k++
// F++ φ++

// M++ // 0

Επειδή το M είναι καθαρά ενέσιµο έχουµε ότι ο iM είναι διασπάσιµος µονοµορφισµός. ΄Αρα
υπάρχει οµοµορφισµός $M : M++ −→ M τέτοιος ώστε $M ◦ iM = IdM . Θεωρούµε την
σύνθεση $M ◦ φ++ : F++ −→ M ΄Εχουµε ότι το F είναι επίπεδο αριστερό R-πρότυπο, άρα
το F+ είναι ένα ενέσιµο δεξιό R-πρότυπο. ΄Ετσι από το Λήµµα (5.1.7) επειδή ο δακτύλιος R
είναι δεξιά συναφής έχουµε ότι το F++ είναι ένα επίπεδο αριστερό R-πρότυπο. Τώρα επειδή
το φ : F −→M είναι ένα επίπεδο cover του M , ϑα έχουµε ότι

F++

ρ

}}
$M◦φ++

��
F

φ // M

υπάρχει οµοµορφισµός ρ : F++ −→ F τέτοιος ώστε φ ◦ ρ = $M ◦ φ++. Επιπλέον επειδή:

φ ◦ (ρ ◦ iF ) = $M ◦ φ++ ◦ iF = $M ◦ iM ◦ φ = IdM ◦ φ = φ

έχουµε ότι ο οµοµορφισµός ρ◦iF είναι ένας αυτοµορφισµός στο F , άρα ο iF είναι διασπάσιµος
µονοµορφισµός. ΄Ετσι υπάρχει οµοµορφισµός $F : F++ −→ F τέτοιος ώστε $F ◦ iF = IdF .
΄Αρα το F είναι ευθύς προσθετέος του F++. Επειδή τώρα το F++ είναι καθαρά ενέσιµο(ϐλέπε
Πρόταση (4.2.14)) και ευθύς προσθετέος καθαρού ενέσιµου είναι καθαρά ενέσιµο πρότυπο
(ϐλέπε Λήµµα (4.2.13)), έχουµε ότι το F είναι καθαρά ενέσιµο. Επιπλέον έχουµε το ακόλουθο
µεταθετικό διάγραµµα:

0

��

0

��

0

��
K

iK //

k

��

K++ σ //

k++

��

K

k

��
F

iF //

φ

��

F++ ρ //

φ++

��

F

φ

��
M

��

iM // M++

��

$M // M

��
0 0 0



5.1. ΠΡΟΤΥΠΑ ΜΕ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΗ ΑΣΘΕΝΗ ΟΜΟΛΟΓΙΚΗ ∆ΙΑΣΤΑΣΗ 137

Επειδή $M ◦ φ++ = φ ◦ ρ, έχουµε ότι η ρ επάγει έναν οµοµορφισµό σ : K++ −→ K τέτοιον
ώστε k ◦ σ = ρ ◦ k++. Τότε ϑα έχουµε το µεταθετικό διάγραµµα:

0 // K
k //

σ◦iK
��

F
φ //

ρ◦iF
��

M // 0

0 // K
k // F

φ // M // 0

Τώρα επειδή ο οµοµορφισµός ρ ◦ iF είναι ισοµορφισµός, από το Snake Lemma ϑα έχουµε ότι
και ο οµοµορφισµός σ◦ iK είναι ισοµορφισµός και µάλιστα αυτοµορφισµός στοK. Εποµένως,
ο οµοµορφισµός iK είναι διασπάσιµος µονοµορφισµός. ΄Αρα το K είναι ευθύς προσθετέος του
K++ και έτσι όπως προηγουµένως το K είναι καθαρά ενέσιµο.

΄Εστω R-PInj η κλάση των καθαρά ενέσιµων αριστερών R-προτύπων. Για οποιοδήποτε
αριστερό R-πρότυπο M , ένα R-PInj-envelope του M καλείται καθαρά ενέσιµο envelope
(pure injective envelope) , και συµβολίζεται µε PE(M). Επιπλέον, η απεικόνιση

φ : M −→ PE(M)

είναι µονοµορφισµός και αυτό έπεται από το γεγονός ότι κάθε πρότυπο µπορεί να εµφυτευθεί
σε ένα ενέσιµο πρότυπο και ότι κάθε ενέσιµο πρότυπο είναι καθαρά ενέσιµο.

Το ακόλουθο Λήµµα µας πιστοποιεί ένα πολύ σηµαντικό γεγονός που αφορά τα καθαρά
ενέσιµα envelopes υπεράνω συναφών δακτυλίων. Αυτό το γεγονός ϑα αποδειχθεί ιδιαίτερα
χρήσιµο στην κατασκευή επίπεδων precovers.

Λήµµα 5.1.12. ΄Εστω R ένας δεξιά συναφής δακτύλιος. Εάν F είναι ένα επίπεδο αριστερό
R-πρότυπο και PE(F ) ένα καθαρά ενέσιµο envelope του F , τότε το PE(F ) είναι επίπεδο.
Επιπλέον και το PE(F )/F είναι επίσης επίπεδο.

Απόδειξη. ΄Εστω P = PE(F ) και i : F −→ P ο επαγόµενος µονοµορφισµός. ΄Εστω K =
Coker i. ΄Ετσι έχουµε την ακόλουθη ακριβή ακολουθία

0 −→ F
i−→ P −→ K −→ 0 (5.6)

Η ακολουθία (5.6) επάγει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

0 // F
i //

iF
��

P //

iP
��

K //

iK
��

0

0 // F++ i++
// P++ // K++ // 0

Επειδή το P είναι καθαρά ενέσιµο έχουµε ότι ο iP είναι διασπάσιµος µονοµορφισµός. ΄Αρα
υπάρχει οµοµορφισµός $P : P++ −→ P τέτοιος ώστε $P ◦ iP = IdP . Τώρα επειδή το
i : F −→ P είναι ένα καθαρά ενέσιµο envelope του F και το F++ είναι καθαρά ενέσιµο, ϑα
έχουµε ότι

F
i //

iF
��

P

k}}
F++

υπάρχει οµοµορφισµός k : P −→ F++ τέτοιος ώστε k ◦ i = iF . Επιπλέον επειδή:

[($P ◦ i++) ◦ k] ◦ i = $P ◦ i++ ◦ k ◦ i = $P ◦ i++ ◦ iF = $P ◦ iP ◦ i = IdP ◦ i = i
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έχουµε ότι ο οµοµορφισµός ($P ◦ i++) ◦ k είναι ένας αυτοµορφισµός στο P , άρα ο k είναι
διασπάσιµος µονοµορφισµός. ΄Ετσι υπάρχει οµοµορφισµός λ : F++ −→ P τέτοιος ώστε λ◦k =
IdP . ΄Αρα το P είναι ευθύς προσθετέος του F++. ΄Εχουµε ότι το F είναι επίπεδο αριστερό R-
πρότυπο, άρα το F+ είναι ένα ενέσιµο δεξιό R-πρότυπο. ΄Ετσι από το Λήµµα (5.1.7) επειδή ο
δακτύλιος R είναι δεξιά συναφής έχουµε ότι το F++ είναι ένα επίπεδο αριστερό R-πρότυπο.
Εποµένως το P είναι επίπεδο ως ευθύς προσθετέος επίπεδου. Επιπλέον επειδή η ακολουθία
(5.6) είναι καθαρά ακριβής από την Πρόταση (3.2.5) έχουµε ότι τοK είναι επίπεδο. Εποµένως
το P/F ∼= P/ Im i = Coker i = K είναι επίπεδο.

Πρόταση 5.1.13. ΄Εστω R ένας δεξιά συναφής δακτύλιος και M ένα αριστερό R-πρότυπο.
Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Το M έχει ένα επίπεδο cover.

2. Υπάρχει µία ακριβής ακολουθία 0 −→ M −→ G −→ F −→ 0, όπου το F είναι επίπεδο,
το G συστρεπτικό και έχει ένα επίπεδο cover.

3. Υπάρχει µία ακριβής ακολουθία 0 −→ M −→ G −→ F −→ 0, όπου το F είναι επίπεδο
και το G έχει ένα επίπεδο cover.

Απόδειξη. (3⇒ 1) ΄Εστω ότι υπάρχει µία ακριβής ακολουθία

0 −→M −→ G −→ F −→ 0 (5.7)

όπου το F είναι επίπεδο και τοG έχει ένα επίπεδο cover. Στην ακολουθία (5.7) ας ϑεωρήσουµε
ότι το M είναι υποπρότυπο του G και ότι το F είναι το πηλίκο G/M . Επειδή τώρα το G
έχει ένα επίπεδο cover, έστω φ : F ′ −→ G ένα επίπεδο cover του. Θεωρούµε την σύνθεση
F ′

φ−→ G
π−→ G/M = F , όπου π είναι η προβολή. Η σύνθεση αυτή έχει πυρήνα

Ker(π ◦ φ) = {x ∈ F ′ | π ◦ φ(x) = 0}
= {x ∈ F ′ | φ(x) +M = 0}
= {x ∈ F ′ | φ(x) ∈M}
= φ−1(M)

Επιπλέον, η σύνθεση π ◦ φ είναι επιµορφισµός ως σύνθεση επιµορφισµών, άρα Im(π ◦ φ) =
G/M = F . Εποµένως από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών έχουµε ότι F ′/φ−1(M) ∼= F .
Από υπόθεση έχουµε ότι το F είναι επίπεδο πρότυπο, εποµένως και το F ′/φ−1(M) είναι
επίπεδο. Τώρα έστω η ακριβή ακολουθία

0 −→ φ−1(M) −→ F ′ −→ F ′/φ−1(M) −→ 0

Επειδή τα F ′/φ−1(M), F ′ είναι επίπεδα πρότυπα, από το Πόρισµα (3.2.6) έχουµε ότι και το
φ−1(M) είναι επίπεδο. Επιπλέον, επειδή η απεικόνιση φ : F ′ −→ G είναι ένα επίπεδο cover
του G, ο πυρήνας της K = Ker φ είναι συστρεπτικό από την Πρόταση (5.1.3) και η απεικόνιση
φ επάγει τον επιµορφισµό φ′ : φ−1(M) −→M του οποίου ο πυρήνας είναι ξανά το K = Ker φ.
΄Ετσι έχουµε την ακριβή ακολουθία

0 −→ Ker φ −→ φ−1(M) −→M −→ 0

όπου το Ker φ είναι συστρεπτικό και το φ−1(M) είναι επίπεδο. Εποµένως από την Πρόταση
(5.1.3) ο επιµορφισµός φ′ : φ−1(M) −→M είναι ένα επίπεδο precover του M , άρα και cover.

(1 ⇒ 2) Ας υποθέσουµε ότι το M έχει ένα επίπεδο cover φ : F ′ −→ M µε πυρήνα K =
Ker φ. Τότε από την Πρόταση (5.1.3) έχουµε ότι το K είναι συστρεπτικό. ΄Εστω F ′ −→ P
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ένα καθαρά ενέσιµο envelope του F ′ µε συνπυρήνα F . Από το Λήµµα (5.1.12) τα F, P είναι
επίπεδα πρότυπα. Τότε χρησιµοποιώντας το pushout των απεικονίσεων

F ′ //

��

M

P

ϑα πάρουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές και στήλες

0

��

0

��
0 // K // F ′

φ //

��

M

��

// 0

0 // K // P //

��

G //

��

0

F

��

F

��
0 0

Εφαρµόζοντας την Πρόταση (5.1.5) στην ακριβή ακολουθία 0 −→ K −→ P −→ G −→ 0 ϑα
πάρουµε ότι το G είναι συστρεπτικό, επειδή τα K,P είναι συστρεπτικά. Επιπλέον από την
Πρόταση (5.1.3) έπεται ότι η απεικόνιση P −→ G είναι ένα επίπεδο precover του G, άρα και
cover, επειδή το K είναι συστρεπτικό και το P επίπεδο. Εποµένως η ακολουθία

0 −→M −→ G −→ F −→ 0

είναι η επιθυµητή ακολουθία.
(2⇒ 3) Προφανές.

Παρατήρηση 5.1.14. ΄Εστω R ένας δεξιά συναφής δακτύλιος και F ένα επίπεδο αριστερό R-
πρότυπο. Ας υποθέσουµε ότι F −→ P είναι ένα καθαρά ενέσιµο envelope του F µε συνπυρήνα
K. Εποµένως υπάρχει η ακριβής ακολουθία

0 −→ F −→ P −→ K −→ 0

Από το Λήµµα (5.1.12) έχουµε ότι το K είναι επίπεδο. Επιπλέον επειδή το P είναι καθαρά
ενέσιµο άρα και συστρεπτικό έχει ένα επίπεδο cover( ϐλέπε Θεώρηµα (5.1.11) ). ΄Ετσι από
την προηγούµενη Πρόταση έχουµε ότι το F έχει ένα επίπεδο cover. Εποµένως κάθε επίπεδο
πρότυπο έχει ένα επίπεδο cover.

Θεώρηµα 5.1.15. ΄Εστω R ένας δεξιά συναφής δακτύλιος και

0 −→ A −→ B −→ C −→ 0

µία ακριβής ακολουθία αριστερών R-προτύπων. Εάν τα A,C έχουν επίπεδα covers, τότε και το
B έχει ένα επίπεδο cover.
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Απόδειξη. ΄Εστω 0 −→ A
f−→ B

g−→ C −→ 0 η δεδοµένη ακριβή ακολουθία και ψ : F −→ C
ένα επίπεδο cover του C. Θεωρούµε το pullback των απεικονίσεων

F

ψ

��
B

g // C

Οπότε ϑα έχουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές

0 // A
k // P

π //

π1

��

F

ψ

��

// 0

0 // A
f // B

g // C // 0

Θα αποδείξουµε ότι το P έχει ένα επίπεδο cover. Από υπόθεση έχουµε ότι το A έχει ένα
επίπεδο cover. ΄Αρα από την Πρόταση (5.1.13) υπάρχει µία ακριβής ακολουθία

0 −→ A −→ G −→ D −→ 0

µεD επίπεδο,G συστρεπτικό και τοG να έχει ένα επίπεδο cover. Χρησιµοποιώντας το pushout
των απεικονίσεων

A //

��

P

G

ϑα πάρουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές και στήλες

0

��

0

��
0 // A //

��

P //

��

F // 0

0 // G //

��

L //

��

F // 0

D

��

D

��
0 0

Επειδή το G είναι συστρεπτικό και το F είναι επίπεδο, έχουµε ότι Ext1R(F,G) = 0, και έτσι
η ακολουθία 0 −→ G −→ L −→ F −→ 0 διασπάται. ΄Αρα ϑα έχουµε ότι L ∼= G ⊕ F . Από
υπόθεση το G έχει ένα επίπεδο cover και επειδή το F είναι επίπεδο από την προηγούµενη
Παρατήρηση και το F έχει ένα επίπεδο cover. Εποµένως από την Πρόταση (4.1.10) και το L
έχει ένα επίπεδο cover. ΄Ετσι από την ύπαρξη της ακριβούς ακολουθίας

0 −→ P −→ L −→ D −→ 0,

όπου το D είναι επίπεδο και το L έχει ένα επίπεδο cover έπεται ότι το P έχει ένα επίπεδο
cover.

Ας υποθέσουµε ότι ο οµοµορφισµός σ : F ′ −→ P είναι ένα επίπεδο cover του P . Θα απο–
δείξουµε ότι ο οµοµορφισµός π1 ◦ σ : F ′ −→ B είναι ένα επίπεδο precover του B. ΄Ετσι, έστω
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ο οµοµορφισµός σ1 : F ′′ −→ B, µε F ′′ επίπεδο. Θα αποδείξουµε ότι υπάρχει οµοµορφισµός
h : F ′′ −→ F ′ ο οποίος κάνει το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικό

F ′′

h

}}
σ1

��
F ′

π1◦σ
// B

δηλαδή τέτοιος ώστε π1 ◦ σ ◦ h = σ1. Θεωρούµε την απεικόνιση g ◦ σ1 : F ′′ −→ C. Επειδή
ψ : F −→ C είναι ένα επίπεδο cover του C, έχουµε ότι υπάρχει οµοµορφισµός q : F ′′ −→ F
τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

F ′′

q

~~
g◦σ1

��
F

ψ // C

δηλαδή ψ ◦ q = g ◦σ1. ∆ηλαδή υπάρχει οµοµορφισµός q : F ′′ −→ F τέτοιος ώστε το ακόλουθο
διάγραµµα να είναι µεταθετικό

F ′′
q //

σ1

��

F

ψ

��
B

g // C

΄Οµως επειδή το P είναι το pullback των απεικονίσεων

F

ψ

��
B

g // C

ϑα έχουµε ότι υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός p : F ′′ −→ P τέτοιος ώστε σ1 = π1 ◦ p και
q = π ◦ p. Τώρα επειδή σ : F ′ −→ P είναι ένα επίπεδο cover του P ϑα έχουµε ότι υπάρχει
οµοµορφισµός h : F ′′ −→ F ′ ο οποίος κάνει το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικό

F ′′

h

}}
p

��
F ′

σ
// P

δηλαδή σ ◦ h = p. Εποµένως, σ1 = π1 ◦ p = π1 ◦ σ ◦ h. ΄Αρα, π1 ◦ σ : F ′ −→ B είναι ένα
επίπεδο precover του B και έτσι το B έχει ένα επίπεδο cover.

Θεώρηµα 5.1.16. ΄Εστω R ένας δεξιά συναφής δακτύλιος και

0 −→ A −→ B −→ C −→ 0

µία ακριβής ακολουθία αριστερών R-προτύπων. Εάν τα A,B έχουν επίπεδα covers, τότε και το
C έχει ένα επίπεδο cover.

Απόδειξη. Επειδή τοA έχει ένα επίπεδο cover, από την Πρόταση (5.1.13), υπάρχει µία ακριβής
ακολουθία 0 −→ A −→ G −→ D −→ 0 µε D επίπεδο, G συστρεπτικό και το G να έχει ένα
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επίπεδο cover. Τώρα, χρησιµοποιώντας το pushout των απεικονίσεων

A //

��

B

G

ϑα πάρουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές και στήλες

0

��

0

��
0 // A //

��

B //

��

C // 0

0 // G //

��

L //

��

C // 0

D

��

D

��
0 0

Το D είναι επίπεδο, άρα από την Παρατήρηση (5.1.14) έχει ένα επίπεδο cover. Επιπλέον από
υπόθεση το B έχει ένα επίπεδο cover. ΄Ετσι αν εφαρµόσουµε το προηγούµενο Θεώρηµα στην
ακριβή ακολουθία 0 −→ B −→ L −→ D −→ 0 ϑα έχουµε ότι και το L έχει ένα επίπεδο cover.
΄Εστω ψ : F −→ L ένα επίπεδο cover του L και K = Kerψ ο πυρήνας της ψ, το οποίο είναι
συστρεπτικό από την Πρόταση (5.1.3). Χρησιµοποιώντας το pullback των απεικονίσεων

F

��
G // L

ϑα πάρουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές και στήλες

0

��

0

��
K

��

K

��
0 // H //

��

F //

��

C // 0

0 // G //

��

L //

��

C // 0

0 0

Εφαρµόζοντας την Πρόταση (5.1.5) στην ακριβή ακολουθία 0 −→ K −→ H −→ G −→ 0 ϑα
έχουµε ότι το H είναι συστρεπτικό, επειδή τα K,G είναι συστρεπτικά. Εποµένως, από την
Πρόταση (5.1.3), επειδή στην ακριβή ακολουθία 0 −→ H −→ F −→ C −→ 0 το H είναι
συστρεπτικό και το F επίπεδο, έχουµε ότι F −→ C είναι ένα επίπεδο precover του C και έτσι
το C έχει ένα επίπεδο cover.
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Ως τώρα είδαµε ότι σε µία ακριβή ακολουθία

0 −→ A −→ B −→ C −→ 0

εάν τα A,C έχουν επίπεδα covers τότε έχει και το B και εάν τα A,B έχουν επίπεδα covers
τότε έχει και το C. Ισχύει όµως στην εναποµένουσα περίπτωση; ∆ηλαδή, εάν τα B,C έχουν
επίπεδα covers, έχει και το A ; Για αυτήν την περίπτωση ισχύει το ακόλουθο Θεώρηµα:

Θεώρηµα 5.1.17. ΄ΕστωR ένας δεξιά συναφής δακτύλιος. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Κάθε συστρεπτικό αριστερό R-πρότυπο έχει ένα επίπεδο cover.

2. Σε κάθε ακριβή ακολουθία, 0 −→ A −→ B −→ C −→ 0, όπου τα B,C έχουν επίπεδα
covers, και το A έχει ένα επίπεδο cover.

Απόδειξη. (1 ⇒ 2) Επειδή το C έχει ένα επίπεδο cover, έστω ψ : F −→ C ένα επίπεδο cover
του και K = Kerψ ο πυρήνας της ψ, το οποίο είναι συστρεπτικό από την Πρόταση (5.1.3).
Χρησιµοποιώντας το pullback των απεικονίσεων

F

��
B // C

ϑα πάρουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές και στήλες

0

��

0

��
K

��

K

��
0 // A // G //

��

F

��

// 0

0 // A // B //

��

C //

��

0

0 0

Επειδή το K είναι συστρεπτικό, από το 1., ϑα έχει ένα επίπεδο cover. Επιπλέον, εάν εφαρµό-
σουµε το Θεώρηµα (5.1.15) στην ακριβή ακολουθία 0 −→ K −→ G −→ B −→ 0 ϑα έχουµε
ότι και το G έχει ένα επίπεδο cover, επειδή το B έχει ένα επίπεδο cover. Εποµένως, από την
Πρόταση (5.1.13), επειδή στην ακριβή ακολουθία 0 −→ A −→ G −→ F −→ 0 το F είναι
επίπεδο και το G έχει ένα επίπεδο cover, έπεται ότι το A έχει ένα επίπεδο cover.

(2 ⇒ 1) ΄Εστω G ένα συστρεπτικό πρότυπο. Θα αποδείξουµε ότι το G έχει ένα επίπεδο
cover χρησιµοποιώντας την υπόθεση 2. Θεωρούµε την ακριβή ακολουθία

0 −→ G −→ E −→ L −→ 0,

όπου G −→ E είναι ένα ενέσιµο envelope του G. Επειδή κάθε ενέσιµο πρότυπο είναι καθαρά
ενέσιµο και κάθε καθαρά ενέσιµο πρότυπο έχει ένα επίπεδο cover, έπεται ότι το E έχει ένα
επίπεδο cover. ΄Εστω ψ : F −→ E ένα επίπεδο cover του και K = Kerψ ο πυρήνας της
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ψ, το οποίο είναι συστρεπτικό από την Πρόταση (5.1.3). Χρησιµοποιώντας το pullback των
απεικονίσεων

F

��
G // E

ϑα πάρουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές και στήλες

0

��

0

��
K

��

K

��
0 // P //

��

F //

��

L // 0

0 // G //

��

E //

��

L // 0

0 0

Εφαρµόζοντας την Πρόταση (5.1.5) στην ακριβή ακολουθία 0 −→ K −→ P −→ G −→ 0 ϑα
έχουµε ότι το P είναι συστρεπτικό, επειδή τα K,G είναι συστρεπτικά. Εποµένως, από την
Πρόταση (5.1.3), επειδή στην ακριβή ακολουθία 0 −→ P −→ F −→ L −→ 0 το P είναι
συστρεπτικό και το F επίπεδο, έχουµε ότι F −→ L είναι ένα επίπεδο precover του L και έτσι
το L έχει ένα επίπεδο cover. Τώρα αν εφαρµόσουµε την υπόθεση 2. στην ακριβή ακολουθία
0 −→ G −→ E −→ L −→ 0, όπου τα E,L έχουν επίπεδα covers, ϑα έχουµε ότι και το G έχει
ένα επίπεδο cover.

Ας περάσουµε τώρα σε µία γενίκευση του Θεωρήµατος (5.1.16).

Θεώρηµα 5.1.18. ΄Εστω R ένας δεξιά συναφής δακτύλιος. Για οποιοδήποτε αριστερό R-
πρότυπο M , εάν υπάρχει µία ακριβής ακολουθία

0 −→Mn −→Mn−1 −→ · · · −→M1 −→M0 −→M −→ 0

όπου κάθε Mi (0 ≤ i ≤ n) έχει ένα επίπεδο cover, τότε το M έχει ένα επίπεδο cover.

Απόδειξη. Αναλύουµε την ακριβή ακολουθία

0 −→Mn
an−→Mn−1

an−1−→ · · · −→M1
a1−→M0

a0−→M −→ 0

στις εξής σύντοµες ακριβείς ακολουθίες :

0 −→Mn −→Mn−1 −→ Kn−2 −→ 0 (5.8)

0 −→ Kn−2 −→Mn−2 −→ Kn−3 −→ 0 (5.9)

...

0 −→ K2 −→M2 −→ K1 −→ 0 (5.10)

0 −→ K1 −→M1 −→ K0 −→ 0 (5.11)

0 −→ K0 −→M0 −→ F −→ 0 (5.12)
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όπου Ki = Ker ai, i = 0, . . . , n − 2. Τώρα, αν εφαρµόσουµε το Θεώρηµα (5.1.16) στην (5.8)
ϑα έχουµε ότι το Kn−2 έχει ένα επίπεδο cover επειδή τα Mn,Mn−1 έχουν επίπεδα covers από
υπόθεση. Οµοίως στην (5.9) ϑα έχουµε ότι τοKn−3 έχει ένα επίπεδο cover και συνεχίζοντας την
ίδια διαδικασία, ϑα ϕτάσουµε στην (5.12) και ϑα έχουµε ότι το M έχει ένα επίπεδο cover.

Από τα αποτελέσµατα που έχουµε αναφέρει έως τώρα, ταMi (0 ≤ i ≤ n) του προηγούµενου
Θεωρήµατος µπορεί να είναι επίπεδα πρότυπα, ενέσιµα πρότυπα και καθαρά ενέσιµα πρότυπα.
Εµείς ϑα ασχοληθούµε στην περίπτωση όπου κάθεMi (0 ≤ i ≤ n) είναι ένα επίπεδο πρότυπο.
Προτού διατυπώσουµε το σχετικό Θεώρηµα, χρειαζόµαστε κάποιους ορισµούς.

Ορισµός 5.1.19. Επίπεδη ανάλυση (flat resolution), αντίστοιχα προβολική ανάλυση
(projective resolution), ενός αριστερού R-προτύπου M είναι µία ακριβή ακολουθία της µορ-
ϕής :

· · · −→ F2 −→ F1 −→ F0 −→M −→ 0

όπου κάθε Fi είναι επίπεδο, αντίστοιχα προβολικό, πρότυπο.

Παρατήρηση 5.1.20. Από την Πρόταση (2.2.20) έχουµε ότι κάθε πρότυπο έχει µία προβολική
ανάλυση. ΄Ετσι κάθε πρότυπο έχει και µία επίπεδη ανάλυση, επειδή κάθε προβολικό πρότυπο
είναι και επίπεδο.

Το µήκος µίας επίπεδης ή προβολικής ανάλυσης

· · · −→ F2 −→ F1 −→ F0 −→M −→ 0

του M είναι ο ελάχιστος ϕυσικός αριθµός n τέτοιος ώστε το Fn είναι µη-µηδενικό και κάθε
Fi = 0 για κάθε i > n. Αν δεν υπάρχει τέτοιος ϕυσικός αριθµός n, ορίζουµε το µήκος της
να είναι άπειρο. Είναι γνωστό ότι το µήκος δυο τυχόντων επίπεδων ή προβολικών αναλύσεων
του M είναι ίδιο, ϐλέπε [31] για περισσότερες λεπτοµέρειες. ΄Ετσι έχει νόηµα ο ακόλουθος
ορισµός.

Ορισµός 5.1.21. Το ελάχιστο µήκος τυχούσας επίπεδης, αντίστοιχα προβολικής, ανάλυσης του
M καλείται επίπεδη διάσταση (flat dimension), αντίστοιχαπροβολική διάσταση (projecti–
ve dimension), του M και συµβολίζεται µε fdRM , αντίστοιχα pdRM .

Ορισµός 5.1.22. Η ασθενής ολική (οµολογική) διάσταση (weak global (homological)
dimension) ενός δακτυλίου R, η οποία συµβολίζεται ως w. gl. dim(R), ορίζεται ως εξής :

w. gl. dimR = sup{fd(M) |M ∈ R-Mod}

Η αριστερή ολική οµολογική διάσταση ( left global homological dimension) του δακτυλί-
ου R ορίζεται να είναι ο ϕυσικός αριθµός ή∞:

l. gl. dimR = sup
{
pdRM |M ∈ R-Mod

}
Παρόµοια ορίζεται η δεξιά ολική οµολογική διάσταση (right global homological di–

mension) r. gl. dimR του δακτυλίου R. Υπάρχουν παραδείγµατα δακτυλίων για τους οποίους
r. gl. dimR 6= l. gl. dimR, ϐλέπε [31].

Από την άλλη πλευρά η ασθενής ολική (οµολογική) διάσταση ορίζεται και παρόµοια και
για δεξιά R-πρότυπα και είναι γνωστό ότι

sup{fd(M) |M ∈ Mod-R} = w. gl. dim(R) = sup{fd(M) |M ∈ R-Mod}

δηλαδή η ασθενή ολική (οµολογική) διάσταση του δακτυλίου είναι συµµετρική και συµπίπτει
µε την δεξιά εκδοχή της, ϐλέπε [31].
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Θεώρηµα 5.1.23. ΄Εστω R ένας δεξιά συναφής δακτύλιος και M ένα αριστερό R-πρότυπο µε
πεπερασµένη επίπεδη διάσταση. Τότε το M έχει ένα επίπεδο cover.

Απόδειξη. ΄Εστω fd(M) = n < ∞, η επίπεδη διάσταση του M . ΄Αρα, υπάρχει µία ακριβής
ακολουθία της µορφής:

0 −→ Fn −→ Fn−1 −→ · · · −→ F1 −→ F0 −→M −→ 0

όπου κάθε Fi (0 ≤ i ≤ n) είναι ένα επίπεδο πρότυπο. Από την Παρατήρηση (5.1.14) έχουµε
ότι κάθε Fi (0 ≤ i ≤ n) έχει ένα επίπεδο cover. ΄Ετσι από το Θεώρηµα (5.1.18) έχουµε ότι το
M έχει ένα επίπεδο cover.

΄Αµεση συνέπεια του Θεωρήµατος είναι το εξής :

Θεώρηµα 5.1.24. ΄ΕστωR ένας δεξιά συναφής δακτύλιος. Εάν τοR έχει πεπερασµένη ασθενή
ολική (οµολογική) διάσταση: w. gl. dimR <∞, τότε κάθε αριστερό R-πρότυπο έχει ένα επίπεδο
cover.

Απόδειξη. Από τον ορισµό της ασθενούς ολικής (οµολογικής) διάστασης του δακτυλίου R,
έπεται ότι κάθε αριστερό R-πρότυπο έχει πεπερασµένη επίπεδη διάσταση. ΄Αρα, από το προη–
γούµενο Θεώρηµα, κάθε αριστερό R-πρότυπο έχει ένα επίπεδο cover.

5.2 Πρότυπα µε Πεπερασµένη Οµολογική ∆ιάσταση

Στην παρούσα ενότητα ϑα αποδείξουµε ότι υπεράνω ενός συναφή δακτυλίου κάθε αριστερό
πρότυπο µε πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση έχει ένα επίπεδο cover. Ας αρχίσουµε µε ένα
Λήµµα το οποίο είναι παρόµοιο µε το Λήµµα του Schanuel (ϐλέπε [24, proposition 3.12]).

Λήµµα 5.2.1. Ας υποθέσουµε ότι ένα αριστερό R-πρότυπο M έχει δύο επίπεδα precovers όπως
ακολούθως :

0 −→ K
g−→ F

f−→M −→ 0

0 −→ L
h−→ G

k−→M −→ 0

τότε K ⊕G ∼= F ⊕ L.

Απόδειξη. Επειδή k : G −→ M είναι ένα επίπεδο precover του M , υπάρχει οµοµορφισµός
p : F −→ G που κάνει το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικό :

F
p

~~
f

��
G

k
// M

Ο οµοµορφισµός p : F −→ G επάγει έναν οµοµορφισµό µ : K −→ L τέτοιον ώστε h◦µ = p◦g.
Εποµένως έχουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

0 // K
g //

µ

��

F
f //

p

��

M // 0

0 // L
h // G

k // M // 0
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Οµοίως, επειδή f : F −→M είναι ένα επίπεδο precover του M , έχουµε το ακόλουθο µεταθε-
τικό διάγραµµα:

0 // L
h //

l
��

G
k //

q

��

M // 0

0 // K
g // F

f // M // 0

΄Εχουµε ότι f = k◦p και ότι k = f ◦q. Εποµένως, f = f ◦(q◦p) και k = k◦(p◦q), ή ισοδύναµα
f(IdF − q ◦ p) = 0 και k(IdG − p ◦ q) = 0. ΄Αρα, Im(IdF − q ◦ p) ⊂ K και Im(IdG − p ◦ q) ⊂ L,
ή ισοδύναµα (IdF − q ◦ p)(F ) ⊂ K και (IdG − p ◦ q)(G) ⊂ L.

Ορίζουµε δύο απεικονίσεις σ και ψ όπως ακολούθως:

σ : F ⊕ L −→ G⊕K, (x′, y) 7−→ σ((x′, y)) := (p(x′)− y,−q(y)− (IdF − q ◦ p)(x′))

ψ : G⊕K −→ F ⊕ L, (x, y′) 7−→ ψ((x, y′)) := (q(x)− y′,−p(y′)− (IdG − p ◦ q)(x))

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι σ ◦ ψ = IdG⊕K και ψ ◦ σ = IdF⊕L.

Αξίζει να σηµειωθεί ότι το Λήµµα του Schanuel ισχύει για προβολικά και ενέσιµα πρότυπα,
αλλά δεν ισχύει για επίπεδα πρότυπα. Με άλλα λόγια αν στο παραπάνω Λήµµα υποθέσουµε
ότι τα πρότυπα F και G είναι επίπεδα αλλά όχι απαραίτητα επίπεδα precovers του M , τότε
γενικά K ⊕G � F ⊕ L.

Λήµµα 5.2.2. ΄Εστω 0 −→ A
g−→ B

p−→ C −→ 0 µία ακριβής ακολουθία αριστερών R-
προτύπων. Εάν τα A,C έχουν επίπεδα covers, και το A είναι συστρεπτικό, τότε υπάρχει ένα
µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές και στήλες.

0

��

0

��

0

��
0 // K //

��

N //

��

L //

��

0

0 // F //

��

D //

��

G //

��

0

0 // A //

��

B //

��

C //

��

0

0 0 0

όπου D = F ⊕G και F −→ A, G −→ C είναι τα δοθέντα επίπεδα covers. Επιπλέον, D −→ B
είναι ένα επίπεδο precover του B και το N είναι συστρεπτικό.

Απόδειξη. ΄Εστω h : G −→ C ένα επίπεδο cover του C µε πυρήνα L = Ker h. Από την Πρόταση
(2.3.20) για το αριστερό R-πρότυπο G, υπάρχει η µακρά ακριβής ακολουθία :

0 −→ HomR(G,A)
g∗−→ HomR(G,B)

p∗−→ HomR(G,C) −→

−→ Ext1R(G,A) −→ Ext1R(G,B) −→ · · ·

΄Οµως επειδή το G είναι επίπεδο και το A συστρεπτικό έχουµε ότι Ext1R(G,A) = 0. Εποµένως
η p∗ είναι επιµορφισµός και έτσι για κάθε οµοµορφισµό h : G −→ C υπάρχει οµοµορφισµός
u : G −→ B τέτοιος ώστε p∗(u) = h δηλαδή p◦u = h. ΄Εστω f : F −→ A ένα επίπεδο cover του
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A µε πυρήνα K = Ker f . Ορίζουµε : h̄ : F ⊕G −→ B, (x, y) 7−→ h̄((x, y)) := g ◦f(x) +u(y)
για κάθε x ∈ F , y ∈ G. Εποµένως, έχουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

0 // F
i //

f

��

D
k //

h̄
��

G //

h
��

0

0 // A
g // B

p // C // 0

(5.13)

όπου D = F ⊕G και i, k είναι οι απεικονίσεις έγκλεισης και προβολής, αντίστοιχα, επειδή,

h̄ ◦ i(x) = h̄((x, 0)) = g ◦ f(x) + u(0) = g ◦ f(x)

p ◦ h̄((x, y)) = p(g ◦ f(x) + u(y)) = p ◦ g ◦ f(x) + p ◦ u(y) = p ◦ u(y) = h(y) = h ◦ k((x, y))

Τώρα επειδή h : G −→ C, f : F −→ A είναι επίπεδα covers έχουµε ότι οι οµοµορφισµοί
f, h είναι επιµορφισµοί. ΄Ετσι από την µεταθετικότητα του διαγράµµατος (5.13) και η h̄ είναι
επιµορφισµός. ΄Εστω N ο πυρήνας της h̄. ΄Αρα ϑα έχουµε το µεταθετικό διάγραµµα:

0

��

0

��

0

��
0 // K

ī //

��

N
k̄ //

��

L //

��

0

0 // F
i //

f

��

D
k //

h̄
��

G //

h
��

0

0 // A
g //

��

B
p //

��

C //

��

0

0 0 0

όπου i(x) = ī(x) για κάθε x ∈ K και k(y) = k̄(y) για κάθε y ∈ N . Επειδή f, h, h̄ είναι
επιµορφισµοί, ϑα έχουµε ότι Coker f = Coker h = Coker h̄ = 0. Από το Snake Lemma επειδή
ο i είναι µονοµορφισµός και ο ī είναι µονοµορφισµός. Επίσης. από το Snake Lemma ο k̄ είναι
επιµορφισµός διότι υπάρχει οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων d : L −→ Coker f = 0.

Επειδή h : G −→ C, f : F −→ A είναι επίπεδα covers, από την Πρόταση (5.1.3) έχουµε
ότι οι πυρήνες K,L είναι συστρεπτικά πρότυπα. ΄Αρα και το N είναι συστρεπτικό, από την
Πρόταση (5.1.5). Επειδή D = F ⊕ G, έχουµε ότι είναι επίπεδο ως ευθύ άθροισµα επίπεδων.
Εποµένως, από την Πρόταση (5.1.3), h̄ : D −→ B είναι ένα επίπεδο precover του B.

Είδαµε στην προηγούµενη ενότητα ότι υπεράνω ενός δεξιά συναφή δακτυλίου R, κάθε
καθαρά ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο έχει ένα επίπεδο cover. Τώρα είµαστε σε ϑέση να χρη–
σιµοποιήσουµε καθαρά ενέσιµα πρότυπα µε σκοπό να κατασκευάσουµε πρότυπα τα οποία
έχουν επίσης επίπεδα covers.

Θεώρηµα 5.2.3. ΄Εστω R ένας δεξιά συναφής δακτύλιος. Για ένα αριστερό R-πρότυπο M εάν
υπάρχει µία ακριβής ακολουθία

0 −→M −→ P0 −→ P1 −→ · · · −→ Pt −→ 0 (5.14)

όπου κάθε Pi, 0 ≤ i ≤ t είναι καθαρά ενέσιµο, τότε :

1. Το M έχει ένα επίπεδο cover και
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2. Υπάρχουν ακριβείς ακολουθίες

0 −→ Ki −→ Fi −→ Ki−1 −→ 0

όπου για i = 0, K−1 = M , το K0 είναι συστρεπτικό και το F0 είναι επίπεδο και για κάθε
i ≥ 1, το Ki είναι συστρεπτικό και το Fi είναι επίπεδο και συστρεπτικό.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε τα 1. - 2. µε επαγωγή στο µήκος της ακολουθίας (5.14).

Εάν το t = 0, τότε από υπόθεση υπάρχει η ακριβής ακολουθία 0 −→ M −→ P0 −→ 0.
΄Αρα, M ∼= P0 και έτσι το M είναι καθαρά ενέσιµο πρότυπο. Εποµένως, από το Θεώρηµα
(5.1.11) έχουµε µία ακριβή ακολουθία 0 −→ K0 −→ F0 −→ M −→ 0 µε F0 −→ M ένα
επίπεδο cover του M και F0,K0 καθαρά ενέσιµα άρα και συστρεπτικά.

Τώρα ας υποθέσουµε ότι ισχύουν τα 1.-2. για κάθε αριστερό R-πρότυπο που έχει ανάλυση,
της µορφής (5.14), µε µήκος µικρότερο ή ίσο µε t − 1 και ϑα αποδείξουµε τα 1.-2. όταν το
µήκος της ακολουθίας είναι ίσο µε t.

˙́Ετσι ϑεωρούµε το εξής διάγραµµα:

0 // M
i // P0

//

  

P1
// P2

// · · · // Pt // 0

N

!!
0

(5.15)

όπου N ∼= Coker i. Από το διάγραµµα (5.15) ϑα λάβουµε την ακριβή ακολουθία

0 −→M
i−→ P0 −→ N −→ 0,

όπου το N έχει ανάλυση, της µορφής (5.14), µε µήκος µικρότερο ή ίσο µε t − 1. Επιπλέον
το P0 ως καθαρά ενέσιµο πρότυπο έχει ανάλυση, της µορφής (5.14), µε µήκος µικρότερο ή
ίσο µε t − 1. ΄Ετσι αν εφαρµόσουµε την υπόθεση της επαγωγής µας για τα P0, N ϑα έχουµε
τις εξής ακριβείς ακολουθίες : 0 −→ Li −→ Fi −→ Li−1 −→ 0 όπου για i = 0, L−1 = N , το
L0 είναι συστρεπτικό και το F0 είναι επίπεδο και για κάθε i ≥ 1, το Li είναι συστρεπτικό και
το Fi είναι επίπεδο και συστρεπτικό και 0 −→ Wi −→ Gi −→ Wi−1 −→ 0 όπου για i = 0,
W−1 = P0, το W0 είναι συστρεπτικό και το G0 είναι επίπεδο και για κάθε i ≥ 1, το Wi είναι
συστρεπτικό και το Gi είναι επίπεδο και συστρεπτικό. Τώρα χρησιµοποιώντας το pullback των
απεικονίσεων

F0

��
P0

// N
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ϑα πάρουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές και στήλες

0

��

0

��
L0

��

L0

��
0 // M // H //

��

F0

��

// 0

0 // M // P0
//

��

N //

��

0

0 0

Από την ύπαρξη της ακριβούς ακολουθίας 0 −→ L1 −→ F1 −→ L0 −→ 0, επειδή το L1 είναι
συστρεπτικό και το F1 είναι επίπεδο έπεται ότι το F1 −→ L0 είναι ένα επίπεδο cover του L0.
Επιπλέον, από την ύπαρξη της ακριβούς ακολουθίας 0 −→ W0 −→ G0 −→ P0 −→ 0, επειδή
το W0 είναι συστρεπτικό και το G0 είναι επίπεδο έπεται ότι το G0 −→ P0 είναι ένα επίπεδο
cover του P0. Επίσης, το L0 είναι συστρεπτικό. ΄Ετσι εάν εφαρµόσουµε το Λήµµα (5.2.2)
στην ακριβή ακολουθία 0 −→ L0 −→ H −→ P0 −→ 0 ϑα πάρουµε το ακόλουθο µεταθετικό
διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές και στήλες

0

��

0

��

0

��
0 // L1

//

��

K0
//

��

W0
//

��

0

0 // F1
//

��

Z0
//

��

G0

��

// 0

0 // L0
//

��

H //

��

P0
//

��

0

0 0 0

όπου Z0 = F1⊕G0, Z0 −→ H είναι ένα επίπεδο precover του H και το K0 είναι συστρεπτικό.
Τώρα χρησιµοποιώντας το pullback των απεικονίσεων

Z0

��
M // H
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ϑα πάρουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές και στήλες

0

��

0

��
K0

��

K0

��
0 // V0

//

��

Z0
//

��

F0
// 0

0 // M //

��

H //

��

F0
// 0

0 0

Στην ακριβή ακολουθία 0 −→ V0 −→ Z0 −→ F0 −→ 0 επειδή τα Z0, F0 είναι επίπεδα, από
το Πόρισµα (3.2.6) ϑα έχουµε ότι και το V0 είναι επίπεδο. Επίσης, το K0 είναι συστρεπτικό.
΄Ετσι, από την ύπαρξη της ακριβούς ακολουθίας 0 −→ K0 −→ V0 −→ M −→ 0 έπεται ότι το
V0 −→ M είναι ένα επίπεδο precover του M , άρα και επίπεδο cover, εποµένως αποδείξαµε
το 1. και ϐρήκαµε και την πρώτη ακριβή ακολουθία για το M . Τώρα πρέπει να ϐρούµε την
επιθυµητή ακριβή ακολουθία για το K0. Από την ύπαρξη της ακριβούς ακολουθίας

0 −→ L2 −→ F2 −→ L1 −→ 0,

επειδή το L2 είναι συστρεπτικό και το F2 είναι επίπεδο έπεται ότι το F2 −→ L1 είναι ένα
επίπεδο cover του L1. Επιπλέον, από την ύπαρξη της ακριβούς ακολουθίας

0 −→W1 −→ G1 −→W0 −→ 0,

επειδή το W1 είναι συστρεπτικό και το G1 είναι επίπεδο έπεται ότι το G1 −→ W0 είναι ένα
επίπεδο cover του W0. Επίσης, το L1 είναι συστρεπτικό. ΄Ετσι εάν εφαρµόσουµε το Λήµµα
(5.2.2) στην ακριβή ακολουθία 0 −→ L1 −→ K0 −→ W0 −→ 0 ϑα πάρουµε το ακόλουθο
µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές και στήλες

0

��

0

��

0

��
0 // L2

//

��

K1
//

��

W1
//

��

0

0 // F2
//

��

Z1
//

��

G1

��

// 0

0 // L1
//

��

K0
//

��

W0
//

��

0

0 0 0

όπου Z1 = F2⊕G1, Z1 −→ K0 είναι ένα επίπεδο precover τουK0 και τοK1 είναι συστρεπτικό.
Εποµένως, έχουµε την ακριβή ακολουθία 0 −→ K1 −→ Z1 −→ K0 −→ 0 όπου το K1 είναι
συστρεπτικό και το Z1 είναι επίπεδο και συστρεπτικό επειδή το K0 είναι συστρεπτικό. ΄Ετσι,
ϐρήκαµε και την επιθυµητή ακριβή ακολουθία για το K0. Συνεχίζοντας αυτή την διαδικασία
ϑα ϐρούµε όλες τις επιθυµητές ακριβείς ακολουθίες για το M .



152 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΕΠΙΠΕ∆ΕΣ ΚΑΛΥΨΕΙΣ

Είδαµε στο Κεφάλαιο 2 ότι µία ακριβή ακολουθία της µορφής

0 −→M −→ E0 −→ E1 −→ · · · −→ En−1 −→ En −→ · · ·

όπου κάθε En είναι ενέσιµο για n = 0, 1, 2, . . . είναι µία ενέσιµη ανάλυση ενός αριστερού R-
προτύπου M . Τώρα, δυϊκά του ορισµού (5.1.21) έχουµε τον ορισµό της ενέσιµης διάστασης.

Το µήκος µίας ενέσιµης ανάλυσης του M όπως η παραπάνω είναι ο ελάχιστος ϕυσικός
αριθµός n τέτοιος ώστε το En είναι µη-µηδενικό και κάθε Ei = 0 για κάθε i > n. Αν δεν
υπάρχει τέτοιος ϕυσικός αριθµός n, ορίζουµε το µήκος της να είναι άπειρο. Είναι γνωστό ότι
το µήκος δυο τυχόντων ενέσιµων αναλύσεων του M είναι ίδιο. ∆υϊκά ορίζεται το µήκος προβο-
λικών αναλύσεων του M και είναι γνωστό ότι το µήκος δυο τυχόντων προβολικών αναλύσεων
του M είναι ίδιο, ϐλέπε [31]. ΄Ετσι έχει νόηµα ο ακόλουθος ορισµός.

Ορισµός 5.2.4. Το ελάχιστο µήκος τυχούσας ενέσιµης ανάλυσης του M καλείται ενέσιµη
διάσταση (injective dimension) του M και συµβολίζεται µε idRM .

Αποδεικνύεται ότι για κάθε δακτύλιο R ισχύει (ϐλέπε [31]):

sup
{
idRM |M ∈ R-Mod

}
= sup

{
pdRM |M ∈ R-Mod

}
΄Ετσι έχει έννοια να επαναλάβουµε εµπλουτισµένο τον Ορισµό 5.1.22 ως εξής :

Ορισµός 5.2.5. Η αριστερή ολική οµολογική διάσταση ( left global homological dimension)
του δακτυλίου R ορίζεται να είναι ο ϕυσικός αριθµός ή∞:

l. gl. dimR = sup
{
idRM |M ∈ R-Mod

}
= sup

{
pdRM |M ∈ R-Mod

}
Παρόµοια ορίζεται η δεξιά ολική οµολογική διάσταση (right global homological dimension)
r. gl. dimR του δακτυλίου R.

΄Αµεση συνέπεια του Θεωρήµατος (5.2.3) είναι το εξής Πόρισµα:

Πόρισµα 5.2.6. ΄Εστω R ένας δεξιά συναφής δακτύλιος. Εάν ένα αριστερό R-πρότυποM έχει
πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση, τότε έχει ένα επίπεδο cover.

Απόδειξη. ΄Εστω id(M) = n < ∞, η ενέσιµη διάσταση του M . ΄Αρα, υπάρχει µία ακριβής
ακολουθία της µορφής:

0 −→M −→ E0 −→ E1 −→ · · · −→ En−1 −→ En −→ 0

όπου κάθε Ei (0 ≤ i ≤ n) είναι ένα ενέσιµο πρότυπο. Επειδή όµως κάθε ενέσιµο πρότυπο
είναι καθαρά ενέσιµο έχουµε ότι τα Ei (0 ≤ i ≤ n) είναι καθαρά ενέσιµα πρότυπα. ΄Ετσι από
το Θεώρηµα (5.2.3), το M έχει ένα επίπεδο cover.

Με χρήση του παραπάνω πορίσµατος, έχουµε το ακόλουθο Θεώρηµα.

Θεώρηµα 5.2.7. ΄Εστω R ένας δεξιά συναφής δακτύλιος µε πεπερασµένη αριστερή ολική
οµολογική διάσταση: l. gl. dimR <∞. Τότε κάθε αριστερό R-πρότυπο έχει ένα επίπεδο cover.

Τα παραπάνω αποτελέσµατα καλύπτουν µια ευρεία κλάση δακτυλίων τα πρότυπα των ο-
ποίων έχουν επίπεδη κάλυψη. Για παράδειγµα αναφέρουµε το εξής πόρισµα.

Πόρισµα 5.2.8. ΄Εστω R ένας δεξιός δακτύλιος της Noether µε πεπερασµένη αριστερή ολική
οµολογική διάσταση, για παράδειγµα R είναι ένα σώµα. Τότε κάθε αριστερό R[x1, x2, · · · , xn]-
πρότυπο υπεράνω του πολυωνυµικού δακτυλίουR[x1, x2, · · · , xn] στις n µεταβλητές έχει επίπεδο
cover.
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Απόδειξη. Είναι γνωστό, ϐλέπε [31], ότι ισχύει η ακόλουθη σχέση µεταξύ ολικών οµολογικών
διαστάσεων

l. gl. dimR[x1, x2, · · · , xn] = n+ l. gl. dimR

Εποµένως, επειδή l. gl. dimR < ∞, ϑα έχουµε l. gl. dimR[x1, x2, · · · , xn] < ∞ και το συµπέ-
ϱασµα προκύπτει από το Θεώρηµα 5.2.7.

Παράδειγµα 5.2.9. Κάθε Z-πρότυπο, δηλαδή κάθε αβελιανή οµάδα, έχει επίπεδη κάλυψη.
Πράγµατι, ο δακτύλιος Z είναι µεταθετικός δακτύλιος της Noether και έχει ολική οµολογική
διάσταση gl. dimZ = 1. ΄Αρα από το Θεώρηµα 5.2.7 Κάθε Z-πρότυπο έχει µία επίπεδη κάλυψη.

Επιπλέον κάθε Z[x1, x2, · · · , xn]-πρότυπο έχει µία επίπεδη κάλυψη, όπως προκύπτει από
το Πόρισµα 5.2.8.

5.3 Πρότυπα µε Πεπερασµένη Καθαρά Οµολογική ∆ιάστα-
ση

Κλείνουµε το παρόν Κεφάλαιο µε την παρούσα σύντοµη ενότητα δίνοντας εφαρµογές του Θεω-
ϱήµατος 5.2.3 σε επίπεδες καλύψεις προτύπων τα οποία έχουν πεπερασµένη καθαρά ενέσιµη
διάσταση. Θα χρειασθούµε πρώτα κάποιους ορισµούς από την καθαρά οµολογική άλγεβρα.
Παραπέµπουµε στο ϐιβλίο των Jensen και Lenzing [21] για περισσότερες λεπτοµέρειες.

Σε αναλογία µε τον ορισµό της προβολικής ή ενέσιµης διάστασης ενός προτύπου και της
ολικής οµολογικής διάστασης ενός δακτυλίου ορίζονται και οι «καθαρές» εκδοχές τους. Ο
ορισµοί είναι παρόµοιοι µε τους ορισµούς 5.2.4 και 5.2.5, χρησιµοποιώντας παντού καθαρά
ακριβείς ακολουθίες στην ϑέση των συνήθων ακριβών ακολουθιών.

Ορισµός 5.3.1. Μια ακριβής ακολουθία

0 −→M −→ E0 −→ E1 −→ · · · −→ En−1 −→ En −→ · · ·

καλείται καθαρά ενέσιµη ανάλυση (pure injective resolution) του αριστερού R-προτύπου M ,
αν κάθε πρότυπο Ek είναι καθαρά ενέσιµο και η ακολουθία παραµένει ακριβής µετά την εφαρ-
µογή του συναρτητή HomR(−, E), για κάθε καθαρά ενέσιµο πρότυπο E.

Το µήκος µίας καθαρά ενέσιµης ανάλυσης του M είναι ο ελάχιστος ϕυσικός αριθµός n
τέτοιος ώστε το En είναι µη-µηδενικό και κάθε Ei = 0 για κάθε i > n. Αν δεν υπάρχει τέτοιος
ϕυσικός αριθµός n, τότε ορίζουµε το µήκος να είναι άπειρο. Αποδεικνύεται ότι το µήκος δύο
τυχαίων καθαρά ενέσιµων αναλύσεων ενός προτύπου έχουν το ίδιο µήκος. ΄Ετσι έχει έννοια ο
ακόλουθος ορισµός.

Ορισµός 5.3.2. Η καθαρά ενέσιµη διάσταση (pure injective dimension) του M ορίζεται
να είναι το µήκος τυχούσας καθαρά ενέσιµης ανάλυσης του M , και συµβολίζεται µε pid(M).

∆υϊκά ορίζεται η έννοια του καθαρά προβολικού προτύπου, η έννοια της καθαρά προ-
ϐολικής ανάλυσης, καθώς και η καθαρά προβολική δάσταση (pure projective dimension)
ppdRM ενός αριστερού R-προτύπου.

Αποδεικνύεται ότι για κάθε δακτύλιο R ισχύει (ϐλέπε [21]):

sup
{
pidRM |M ∈ R-Mod

}
= sup

{
ppdRM |M ∈ R-Mod

}
΄Ετσι έχει έννοια ο ακόλουθος ορισµός.
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Ορισµός 5.3.3. Η αριστερή καθαρά ολική οµολογική διάσταση ( left pure global homolo-
gical dimension) του δακτυλίου R ορίζεται να είναι ο ϕυσικός αριθµός ή∞:

l. p. gl. dimR = sup
{
pidRM |M ∈ R-Mod

}
= sup

{
ppdRM |M ∈ R-Mod

}
Παρόµοια ορίζεται η δεξιά καθαρά ολική οµολογική διάσταση (right pure global homological
dimension) r. p. gl. dimR του δακτυλίου R.

Με χρήση του Θεωρήµατος 5.2.3, έχουµε το ακόλουθο αποτέλεσµα:

Θεώρηµα 5.3.4. ΄Εστω R ένας δεξιά συναφής δακτύλιος µε πεπερασµένη (αριστερή) καθαρά
ολική οµολογική διάσταση: l. p. gl. dimR < ∞. Τότε κάθε αριστερό R-πρότυπο έχει ένα
επίπεδο cover.

Για την καθαρά ολική οµολογική διάσταση, ισχύει το ακόλουθο ϐασικό αποτέλεσµα, το
οποίο δίνει µια εικόνα για το ποιοι δακτύλιοι έχουν πεπερασµένη καθαρά ολική οµολογική
διάσταση.

Θεώρηµα 5.3.5. (Gruson-Jensen) [21] ΄Εστω R ένας δακτύλιος του οποίου το πλήθος στοι-
χείων είναι ϕραγµένο από τον πληθικό αριθµό ℵt, όπου t ≥ 0: |R| ≤ ℵt. Τότε :

l. p. gl. dimR ≤ t+ 1

Με χρήση των Θεωρήµατων 5.3.4 και 5.3.5, έχουµε τώρα το ακόλουθο αποτέλεσµα:

Θεώρηµα 5.3.6. ΄Εστω R ένας δεξιά συναφής δακτύλιος του οποίου το πλήθος στοιχείων είναι
ϕραγµένο από τον πληθικό αριθµό ℵt, όπου t ≥ 0: |R| ≤ ℵt. Τότε κάθε αριστερό R-πρότυπο
έχει ένα επίπεδο cover.

Επειδή κάθε αριθµήσιµος δακτύλιος, δηλαδή |R| ≤ ℵ0, ιδιαίτερα κάθε πεπερασµένος
δακτύλιος, ικανοποιεί σύµφωνα µε το Θεώρηµα 5.3.5 τη σχέση

l. p. gl. dimR ≤ 1,

ϑα έχουµε:

Πόρισµα 5.3.7. ΄Εστω R ένας αριθµήσιµος, π.χ. πεπερασµένος, δεξιά συναφής δακτύλιος.
Τότε κάθε αριστερό R-πρότυπο έχει ένα επίπεδο cover.

Στο επόµενο Κεφάλαιο της διατριβής ϑα δούµε ότι οι περιορισµοί στα πρότυπα ή στον
δακτύλιο οι οποίοι τέθηκαν για την ύπαρξη επίπεδων καλύψεων δεν είναι απαραίτητοι και
µπορούν να διαγραφούν.



Κεφάλαιο 6

Κάθε Πρότυπο έχει µία Επίπεδη
Κάλυψη

Σε αυτό το Κεφάλαιο ϑα χρησιµοποιήσουµε τα αποτελέσµατα των προηγουµένων κεφαλαίων
και στοιχεία σύνολο-ϑεωρητικής Οµολογικής ΄Αλγεβρας για να αποδείξουµε το κεντρικό αποτέ-
λεσµα της διατριβής : την Εικασία Επίπεδης Κάλυψης την οποία διατύπωσε ο Enochs το 1981.
Η απόδειξη της εικασίας δόθηκε το 2001 ανεξάρτητα από τους Bican, Bashir και Enochs οι
οποίοι, για την απόδειξή της, χρησιµοποίησαν ένα σηµαντικό αποτέλεσµα των Eklof-Trlifaj
περί µηδενισµού του συναρτητή επέκτασης Ext.

6.1 Σύνολο-Θεωρητική Οµολογική ΄Αλγεβρα

Σε αυτή την παράγραφο ϑα παρουσιάσουµε κάποια αποτελέσµατα από την σύνολο-ϑεωρητική
Οµολογική ΄Αλγεβρα που ϑα µας χρειαστούν στη συνέχεια. Για τα στοιχεία της ϑεωρίας συνό-
λων, υπερπεπερασµένης επαγωγής, και αριθµητικής πληθαρίθµων τα οποία ϑα χρησιµοποιή-
σουµε, παραπέµπουµε στο Παράρτηµα Α΄.

Θα ξεκινήσουµε µε το ακόλουθο Λήµµα.

Λήµµα 6.1.1. Για οποιοδήποτε σύνολο X, υπάρχει ένας οριακός διατακτικός αριθµός λ τέτοιος
ώστε εάν (αx)x∈X είναι µία οικογένεια διατακτικών τέτοια ώστε αx < λ για κάθε x ∈ X, τότε
υπάρχει ένας διατακτικός λ′ < λ τέτοιος ώστε αx < λ′ για κάθε x ∈ X.

Απόδειξη. ’Εστω ότι CardX ≤ ℵβ και έστω λ ο ελάχιστος διατακτικός τέτοιος ώστε Cardλ =
ℵβ+1. Τότε ο διατακτικός λ είναι οριακός και εάν α < λ τότε Card(α) ≤ ℵβ. Τώρα έστω
(αx)x∈X µία οικογένεια διατακτικών τέτοια ώστε αx < λ για κάθε x ∈ X. Το X είναι καλά
διατεταγµένο και έστω λ′ =

∑
x∈X αx. Τότε αx ≤ λ′ για κάθε x ∈ X και

Card(λ′) =
∑
x∈X

Card(αx) ≤ CardX · ℵβ ≤ ℵ2
β = ℵβ < ℵβ+1

΄Ετσι, λ′ < λ.

Πόρισµα 6.1.2. ’Εστω X είναι ένα σύνολο και λ ένας οριακός διατακτικός αριθµός µε την
ιδιότητα του προηγούµενου λήµµατος. Εάν (Yα)α<λ είναι µία οικογένεια υποσυνόλων ενός
συνόλου Y µε Yα ⊂ Yβ όταν α ≤ β < λ και Y = ∪α<λYα, τότε για οποιαδήποτε συνάρτηση
f : X −→ Y , υπάρχει ένα α < λ τέτοιο ώστε f(X) ⊂ Yα.
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Απόδειξη. Για κάθε x ∈ X, έστω αx < λ ένας διατακτικός τέτοιος ώστε f(x) ∈ Yαx . Τότε από
το προηγούµενο Λήµµα υπάρχει ένας διατακτικός λ′ τέτοιος ώστε αx ≤ λ′ < λ για κάθε x ∈ X
και άρα έχουµε ότι f(X) ⊂ Yλ′ .

Παρατήρηση 6.1.3. Από το Πόρισµα έπεται ότι κάθε συνάρτηση f : X −→ Y έχει ανάλυση
X −→ Yα −→ Y µε α < λ και Yα −→ Y η κανονική έγκλειση. Το ίδιο ακριβώς ισχύει όταν
τα X,Y είναι πρότυπα, ο f οµοµορφισµός, και όλα τα Yα ⊂ Y υποπρότυπα του Y .

Ας περάσουµε τώρα στον ορισµό της συνεχούς αλυσίδας.

Ορισµός 6.1.4. ΄Εστω λ ένας διατακτικός αριθµός. Μία οικογένεια (Mα)α<λ υποπροτύπων ενός
προτύπου M καλείται συνεχής (καλά διατεταγµένη) αλυσίδα (continuous (well ordered)
chain) υποπροτύπων εάν Mα ⊂Mβ όταν α ≤ β < λ και εάν Mβ = ∪α<βMα όταν β < λ είναι
ένας οριακός διατακτικός.

Το ακόλουθο αποτέλεσµα του Eklof µας παρέχει µία σηµαντική συνθήκη για τον µηδενισµό
του Ext.

Θεώρηµα 6.1.5. ΄ΕστωM,N δύο πρότυπα και ας υποθέσουµε ότι τοM είναι η ένωση µίας συνε-
χούς αλυσίδας υποπροτύπων (Mα)α<λ. Τότε εάν Ext1R(M0, N) = 0 και Ext1R(Mα+1/Mα, N) =
0 όταν α+ 1 < λ, τότε Ext1R(M,N) = 0.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε µε χρήση της υπερπεπερασµένης επαγωγής στο β < λ ότι ισχύει :
Ext1R(Mβ , N) = 0. Για β = 0 είναι προφανές.

Ας υποθέσουµε ότι Ext1R(Mα, N) = 0 για κάθε α < β. Εάν β δεν είναι οριακός διατακτικός,
έστω β = α+ 1. Η σύντοµη ακριβής ακολουθία

0 −→Mα −→Mα+1 −→Mα+1/Mα −→ 0

επάγει την ακριβή ακολουθία

Ext1R(Mα+1/Mα, N) −→ Ext1R(Mα+1, N) −→ Ext1R(Mα, N)

όπου Ext1R(Mα, N) = 0 από την υπόθεση της επαγωγής και Ext1R(Mα+1/Mα, N) = 0 από
υπόθεση. ΄Ετσι και Ext1R(Mα+1, N) = 0.

Τώρα ας υποθέσουµε ότι β < λ είναι ένας οριακός διατακτικός τέτοιος ώστε Ext1R(Mα, N) =
0 για κάθε α < β. Θα αποδείξουµε ότι Ext1R(Mβ , N) = 0. Αρκεί να αποδείξουµε ότι µία τυχαία
επέκταση της µορφής

0 −→ N
f−→ G

g−→Mβ −→ 0

διασπάται. Για να το αποδείξουµε αυτό, ϑα ορίσουµε µε χρήση ξανά της υπερπεπερασµένης
επαγωγής για α < β, µία συνεχή αύξουσα αλυσίδα από οµοµορφισµούς ρα : Mα −→ G
τέτοιους ώστε g ◦ ρα = IdMα

, δηλαδή οι οµοµορφισµοί ρα να είναι οι απεικονίσεις διάσπασης
των οµοµορφισµών g|g−1(Mα). Ας υποθέσουµε ότι οι οµοµορφισµοί ρα έχουν ορισθεί για όλα
τα α < τ . Εάν τ είναι ένας οριακός διατακτικός, ϑέτουµε ρτ = ∪α<τρα. Εάν τ = γ+1 < β για
κάποιο γ, έστω σ : Mτ −→ G η απεικόνιση διάσπασης της g|g−1(Mτ ), η οποία υπάρχει επειδή
Ext1R(Mτ , N) = 0 από την υπόθεση της επαγωγής. Επειδή ργ και σ|Mγ είναι απεικονίσεις
διάσπασης της g|g−1(Mγ), υπάρχει ένας οµοµορφισµός θ : Mγ −→ N τέτοιος ώστε f ◦ θ =
ργ − σ|Mγ . Επειδή από υπόθεση Ext1R(Mτ/Mγ , N) = 0, ο οµοµορφισµός θ επεκτείνεται σε
έναν οµοµορφισµό θ′ : Mτ −→ N . Εάν ορίσουµε ρτ = σ+(f ◦θ′), τότε ρτ είναι µία απεικόνιση
διάσπασης της g|g−1(Mτ ) που επεκτείνει την ργ .

΄Αµεση συνέπεια του παραπάνω Λήµµατος είναι το εξής Πόρισµα:

Πόρισµα 6.1.6. ΄Εστω (F , C) ένα συστρεπτικό Ϲεύγος και ας υποθέσουµε ότι ένα πρότυπο F
είναι η ένωση µίας συνεχούς αλυσίδας υποπροτύπων (Fα)α<λ. Εάν F0 ∈ F και Fα+1/Fα ∈ F
όταν α+ 1 < λ, τότε F ∈ F .
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6.2 Η Εικασία Επίπεδης Κάλυψης

Στην ενότητα αυτή στόχος µας είναι να αποδείξουµε την Εικασία Επίπεδης Κάλυψης (Flat Co-
ver Conjecture) η οποία αποτελεί το κεντρικό αποτέλεσµα της διατριβής. Η Εικασία Επίπεδης
Κάλυψης οφείλεται στον Enochs [11], και πιστοποιεί ότι κάθε πρότυπο έχει µία επίπεδη κάλυ-
ψη. Η απόδειξη της εικασίας δόθηκε το 2001 ανεξάρτητα από τους Bican, Bashir και Enochs
χρησιµοποιώντας ένα σηµαντικό αποτέλεσµα των Eklof-Trlifaj περί µηδενισµού του Ext.

Στην παρούσα ενότητα τοR ϑα συµβολίζει ένα τυχαίο (προσεταιριστικό µε µονάδα) δακτύλιο
και όλα τα πρότυπα είναι αριστερά R-πρότυπα.

Ο Salce έθεσε το 1979 το ακόλουθο ενδιαφέρον ερώτηµα: εάν έχουµε ένα συστρεπτικό
Ϲεύγος (F , C) (στην κατηγορία των αβελιανών οµάδων), πότε κάθε αβελιανή οµάδα έχει ένα
ειδικό F-precover και ειδικό C-preenvelope; Η απάντηση δόθηκε το 2000 από τους Gobel-
Shelah [18, Theorem 6.1], οι οποίοι απέδειξαν ότι αυτό ισχύει στην περίπτωση που το συ-
στρεπτικό Ϲεύγος συνπαράγεται από ένα σύνολο αβελιανών οµάδων πεπερασµένης ϐαθµίδας.
Οι Eklof-Trlifaj το 2001 επεξέτειναν αυτό το αποτέλεσµα για κάθε συστρεπτικό Ϲεύγος στην
κατηγορία των αριστερών προτύπων υπεράνω ενός δακτυλίου το οποίο συνπαράγεται από ένα
σύνολο προτύπων. Το αποτέλεσµα των Eklof-Trlifaj, το οποίο είναι το κλειδί για την απόδειξη
της εικασίας επίπεδης κάλυψης, είναι το Θεώρηµα που ακολουθεί.

Θεώρηµα 6.2.1. (Eklof, Trlifaj) (2001) [15]) ΄Εστω (F , C) ένα συστρεπτικό Ϲεύγος στην κα-
τηγορία των αριστερών R-προτύπων. Εάν το συστρεπτικό Ϲεύγος (F , C) συνπαράγεται από ένα
σύνολο προτύπων, τότε κάθε R-πρότυπο έχει ένα ειδικό C-preenvelope (και έτσι κάθε R-πρότυπο
έχει ένα ειδικό F -precover).

Απόδειξη. Εάν το συστρεπτικό Ϲεύγος (F , C) συνπαράγεται από ένα σύνολο προτύπων X, τότε
συνπαράγεται από το πρότυπο A = ⊕M∈XM . Τώρα έστω

0 −→ S
i−→ P

$−→ A −→ 0

µία ακριβή ακολουθία µε P προβολικό και K ένα αριστερό R-πρότυπο.
΄Εστω λ ένας διατακτικός αριθµός. Με υπερπεπερασµένη επαγωγή ϑα κατασκευάσουµε

µία αύξουσα αλυσίδα προτύπων (Mα)α<λ ως εξής :
΄Εστω M0 = K και ας υποθέσουµε ότι το πρότυπο Mα έχει ορισθεί. Για α < λ, επιλέγουµε

το σύνολο δεικτών Iα = HomR(S,Mα). Ορίζουµε iα ως το ευθύ άθροισµα από |Iα| κόπιες του
οµοµορφισµού i, δηλαδή

iα := i(Iα) ∈ HomR(S(Iα), P (Iα))

Τότε ο iα είναι µονοµορφισµός και το Coker iα είναι ισόµορφο µε το ευθύ άθροισµα από κόπιες
του A. ΄Εστω

φα : S(Iα) −→Mα, (xf )f∈Iα 7−→
∑
f∈Iα

f(xf )

ο κανονικός µορφισµός.
Ορίζουµε το Mα+1 ως το pushout των απεικονίσεων iα και φα:

S(Iα) iα //

φα

��

P (Iα)

ψα

��
Mα

// Mα+1

΄Ετσι από την pushout κατασκευή έχουµε ότι για α+ 1 < λ το Mα ⊂Mα+1, κάθε οµοµορφι-
σµός S −→Mα έχει επέκταση P −→Mα+1 και το πηλίκο Mα+1/Mα είναι το ευθύ άθροισµα
από κόπιες του P/S ∼= A.
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Εάν β ≤ λ είναι ένας οριακός διατακτικός, ϑέτουµε Mβ = ∪α<βMα και έτσι (Mα)α<λ
είναι µία συνεχής αλυσίδα.

Τώρα, έστω λ ο οριακός διατακτικός του Πορίσµατος (6.1.2) και C = ∪α<λMα. Τότε από
την Παρατήρηση (6.1.3) έχουµε ότι οποιοδήποτε οµοµορφισµός S −→ C έχει ανάλυση

S −→Mα −→ C, για α < λ.

Επειδή ο λ είναι ένας οριακός διατακτικός, έχουµε ότι α + 1 < λ και έτσι από την προη-
γούµενη κατασκευή κάθε οµοµορφισµός S −→ Mα έχει επέκταση P −→ Mα+1. ΄Ετσι, κάθε
οµοµορφισµός S −→ C έχει επέκταση P −→ C. Εποµένως έχουµε ότι Ext1R(A,C) = 0. Τώρα
επειδή το πρότυπο A συνπαράγει το συστρεπτικό Ϲεύγος (F , C) ϑα έχουµε ότι A⊥ = C δηλαδή
C ∈ C αν και µόνο αν Ext1R(A,C) = 0. Εποµένως το C ∈ C. Επειδή το A ∈ F και η κλάση
F είναι κλειστή κάτω από τυχαία ευθέα αθροίσµατα, έχουµε ότι κάθε ευθύ άθροισµα U από
κόπιες του A ανήκει στην κλάση F . Τώρα, έστω F = C/K = (∪α<λMα)/K. Εάν ϑέσουµε
Fα = Mα/K για κάθε α < λ, τότε ϑα έχουµε ότι το F = ∪α<λFα. Επιπλέον,

Ext1R(F0, D) = Ext1R(M0/K,D) = Ext1R(M0/M0, D) = 0

και

Ext1R(Fα+1/Fα, D) = Ext1R(Mα+1/K
/
Mα/K,D)

= Ext1R(Mα+1/Mα, D)
∼= Ext1R(U,D) = 0

για κάθε D ∈ C. Εποµένως από το Λήµµα (6.1.5) έχουµε ότι Ext1R(F,D) = 0 για κάθε D ∈ C
και έτσι το F ∈ F . Η ύπαρξη της ακριβούς ακολουθίας

0 −→ K −→ C −→ F −→ 0

µας δίνει ένα ειδικό C–preenvelope του K. Επειδή το K ήταν τυχαίο, κάθε πρότυπο έχει ένα
ειδικό C–preenvelope άρα και ειδικό F-precover, σύµφωνα µε το Λήµµα του Salce( ϐλέπε
Λήµµα (4.2.18)).

Με ϐάση τα παραπάνω αποτελέσµατα, το πρόβληµα αν κάθε πρότυπο έχει επίπεδη κάλυψη,
ανάγεται στο πρόβληµα αν το επίπεδο συστρεπτικό Ϲεύγος (F , C), όπου F είναι η κλάση των
επίπεδων προτύπων και C η κλάση των συστρεπτικών προτύπων, συνπαράγεται από ένα σύνολο
προτύπων. Το πρόβληµα αυτό έχει ϑετική απάντηση. Για να περιγράψουµε την απάντηση
χρειαζόµαστε το ακόλουθο Λήµµα.

Λήµµα 6.2.2. (Jensen and Lenzing) ΄Εστω R ένας δακτύλιος µε CardR ≤ ℵ όπου ℵ είναι
ένας άπειρος πληθικός αριθµός.

1. ΄Εστω M ένα αριστερό R-πρότυπο και X ένα υποσύνολο του M µε CardX ≤ ℵ. Τότε
υπάρχει ένα καθαρό υποπρότυπο N ⊆M τέτοιο ώστε X ⊆ N και CardN ≤ ℵ.

2. Ας υποθέσουµε ότι C ⊆ A είναι ένα καθαρό υποπρότυπο του A και B/C ⊆ A/C ένα
καθαρό υποπρότυπο του A/C. Τότε το B ⊆ A είναι καθαρό υποπρότυπο του A.

3. Ας υποθέσουµε ότι A0 ⊆ · · · ⊆ Aα ⊆ Aα+1 ⊆ · · · είναι µία αλυσίδα από καθαρά υποπρό-
τυπα ενός αριστερού R-προτύπου M . Τότε η ένωση ∪αAα είναι ένα καθαρό υποπρότυπο
του M .

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [21, theorem 6.4].
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Πόρισµα 6.2.3. ( [13, corollary 2.3]) Κάθε αριστερό R-πρότυποM είναι η ένωση µίας συνεχούς
αλυσίδας καθαρών υποπροτύπων {Mα | α < λ} µε CardM0 ≤ ℵ και Card(Mα+1/Mα) ≤ ℵ για
α+ 1 < λ.

Απόδειξη. Εάν υποθέσουµε ότι τα στοιχεία τουM είναι καλά διατεταγµένα, ϑα κατασκευάσου-
µε τα Mα µε υπερπεπερασµένη επαγωγή. ΄Εστω M0 ⊂ M καθαρό υποπρότυπο που περιέχει
το ελαχιστικό στοιχείο του M µε CardM0 ≤ ℵ.

Εάν το Mα έχει κατασκευαστεί, έστω Mα+1/Mα ⊆ M/Mα καθαρό υποπρότυπο όπου το
Mα+1 περιέχει το ελαχιστικό στοιχείο του M που δεν ανήκει στο Mα(εκτός αν Mα = M που
σε αυτή την περίπτωση λ = α+ 1) και µε Card(Mα+1/Mα) ≤ ℵ.

Για κάθε οριακό διατακτικό β < λ έστω Mβ = ∪α<βMα όπου το Mα έχει κατασκευαστεί
για κάθε α < β.

Θεώρηµα 6.2.4. ΄Εστω R ένας δακτύλιος. Το επίπεδο συστρεπτικό Ϲεύγος (F , C) στην κατηγο-
ϱία των αριστερών R-προτύπων συνπαράγεται από ένα σύνολο προτύπων.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι CardR ≤ ℵ όπου ℵ είναι ένας άπειρος πληθικός αριθµός και Y ένα σύνολο
αντιπροσώπων όλων των επίπεδων προτύπων G µε CardG ≤ ℵ. ∆ηλαδή,

Y = {G ∈ F | CardG ≤ ℵ}

Θα αποδείξουµε ότι το επίπεδο συστρεπτικό Ϲεύγος (F , C) συνπαράγεται από το σύνολο Y,
δηλαδή ότι ισχύει Y⊥ = C ή ισοδύναµα ότι ένα αριστερό R-πρότυπο C είναι συστρεπτικό αν
και µόνο αν Ext1R(G,C) = 0 για κάθε G ∈ Y.

΄Εστω C ένα αριστερό συστρεπτικό R-πρότυπο. Τότε ισχύει ότι Ext1R(F,C) = 0 για κάθε
F ∈ F , άρα και για τα στοιχεία του Y, και έτσι Ext1R(G,C) = 0 για κάθε G ∈ Y.

Αντίστροφα, έστω ότι Ext1R(G,C) = 0 για κάθεG ∈ Y και έστω F ∈ F ένα επίπεδο αριστερό
R-πρότυπο. Από το προηγούµενο Πόρισµα, το F είναι η ένωση µίας συνεχούς αλυσίδας
{Fα | α < λ} καθαρών υποπροτύπων του F µε CardF0 ≤ ℵ και Card(Fα+1/Fα) ≤ ℵ για
α+1 < λ. ΄Εχουµε ότι το F0 είναι καθαρό υποπρότυπο του F , άρα υπάρχει η καθαρά ακριβής
ακολουθία

0 −→ F0 −→ F −→ F/F0 −→ 0

Εποµένως έχουµε ότι το F/F0 είναι επίπεδο αριστερό R-πρότυπο. Επειδή και το F είναι
επίπεδο αριστερό R-πρότυπο, από το Πόρισµα (3.2.6) έχουµε ότι και το F0 είναι επίπεδο
αριστερό R-πρότυπο. Επιπλέον επειδή CardF0 ≤ ℵ, έχουµε ότι το F0 ∈ Y. Οµοίως επειδή το
Fα είναι καθαρό υποπρότυπο του F έχουµε ότι το F/Fα είναι επίπεδο αριστερό R-πρότυπο.
Από το προηγούµενο Πόρισµα έχουµε ότι το Fα+1/Fα ⊆ F/Fα είναι καθαρό υποπρότυπο
του F/Fα. ΄Ετσι το Fα+1/Fα είναι επίπεδο αριστερό R-πρότυπο ως καθαρό υποπρότυπο
επίπεδου. Επιπλέον επειδή Card(Fα+1/Fα) ≤ ℵ για α + 1 < λ, έχουµε ότι το Fα+1/Fα ∈ Y.
΄Ετσι ισχύουν ότι Ext1R(F0, C) = 0 και Ext1R(Fα+1/Fα, C) = 0. Επειδή το F είναι η ένωση µίας
συνεχούς αλυσίδας {Fα | α < λ} καθαρών υποπροτύπων, από το Λήµµα (6.1.5) ϑα έχουµε ότι
Ext1R(F,C) = 0 και άρα το C είναι αριστερό συστρεπτικό R-πρότυπο.

Επειδή η ύπαρξη των επίπεδων precovers επάγει την ύπαρξη των επίπεδων covers, κατα-
λήγουµε στην απόδειξη της Εικασίας Επίπεδης Κάλυψης.

Θεώρηµα 6.2.5. Κάθε R-πρότυπο έχει µία επίπεδη κάλυψη.

Απόδειξη. ΄Εστω (F , C) το επίπεδο συστρεπτικό Ϲεύγος. Από την προηγούµενη Πρόταση το
συστρεπτικό Ϲεύγος (F , C) συνπαράγεται από ένα σύνολο προτύπων. ΄Ετσι από το Θεώρηµα
(6.2.1) κάθε R-πρότυπο έχει ένα ειδικό C–preenvelope άρα και ειδικό F-precover, σύµφωνα
µε το Λήµµα του Salce( ϐλέπε Λήµµα (4.2.18)). ΄Αρα από το Θεώρηµα (4.3.10) κάθεR-πρότυπο
έχει ένα F-cover, δηλαδή µία επίπεδη κάλυψη.
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Σηµειώνουµε ότι ως άµεση απόρροια του Θεωρήµατος 6.2.5, έπεται ότι κάθε πρότυπο A
υπεράνω τυχόντος δακτυλίου R έχει µια ελάχιστη επίπεδη ανάλυση:

· · · −→ Fn+1 −→ Fn −→ · · · −→ F 1 −→ F 0 −→ A −→ 0

δηλαδή κάθε πρότυπο F k είναι επίπεδο, οι επαγόµενοι οµοµορφισµοί Fn+1 −→ Im(Fn+1 →
Fn) και F 0 −→ A είναι επίπεδες καλύψεις. Ιδιαίτερα το επαγόµενο σύµπλοκο

· · · −→ HomR(F, Fn+1) −→ · · · −→ HomR(F, F 0) −→ HomR(F,A) −→ 0

είναι ακριβές για κάθε επίπεδο πρότυπο F .



Κεφάλαιο 7

Νεότερες Εξελίξεις και
Γενικεύσεις

Μετά την απόδειξη της Εικασίας Επίπεδης Κάλυψης σε µια κατηγορία προτύπων από τους Bi-
can, Bashir και Enochs, αποδείχθηκαν από πολλούς ερευνητές πολλά ανάλογα αποτελέσµατα
περί ύπαρξης επίπεδων καλύψεων σε γενικότερες κατηγορίες, για παράδειγµα σε κατηγορίες
συµπλόκων υπεράνω µιας κατηγορίας προτύπων, σε κατηγορίες δραγµάτων (sheaves) υπεράνω
ενός δακτυλιοειδούς χώρου (ringed space), σε κατηγορίες συνπροτύπων (comodules) υπεράνω
κατάλληλων συναλγεβρών (coalgebras), κτλ.

Σκοπός του παρόντος σύντοµου Κεφαλαίου είναι να περιγράψουµε (εν συντοµία και χωρίς
αποδείξεις) κάποιες από τις σηµαντικότερες εξελίξεις περί ύπαρξης επίπεδων καλύψεων σε
κατηγορίες γενικότερες των κατηγοριών προτύπων.

Οι έννοιες οι οποίες εισήχθηκαν και µελετήθηκαν στα προηγούµενα Κεφάλαια ορίζονται και
σε τυχούσες (προσθετικές ή αβελιανές) κατηγορίες. ΄Ετσι έχει έννοια να µιλάµε για (pre)covers
αντικειµένων µιας κατηγορίας ως προς µια κλάση αντικειµένων της, και επίσης για το πότε µια
υποκατηγορία µιας κατηγορίας είναι (pre)covering).

Για παράδειγµα αν A είναι µια προσθετική κατηγορία, και F µια πλήρης υποκατηγορία
της A, ισοδύναµα µια κλάση αντικειµένων της, τότε ένας µορφισµός f : F −→ M καλείται
F-precover του M , αν : F ∈ F , και για κάθε µορφισµό f ′ : F ′ −→M , όπου F ′ ∈ F , υπάρχει
ένας µορφισµός g : F ′ −→ F τέτοιος ώστε το διάγραµµα

F ′

g

~~
f ′

��
F

f // M

να είναι µεταθετικό.
Το F-precover f : F −→M καλείται F-cover τουM εάν κάθε ενδοµορφισµός g : F −→ F

που κάνει το διάγραµµα
F

g

~~
f

��
F

f // M

µεταθετικό, είναι αυτοµορφισµός.
Τέλος η υποκατηγορία F καλείται (pre)covering στην A, αν κάθε αντικείµενο της A έχει

ένα F-(pre)cover.
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Ανάλογα ορίζονται οι έννοιες των µορφισµών οι οποίοι είναι (pre)envelopes και των υποκα-
τηγοριών οι οποίες είναι (pre)enveloping σε µια προσθετική κατηγορία.

Στα επόµενα ϑα ϑεωρήσουµε γνωστά ϐασικά στοιχεία της ϑεωρίας αβελιανών κατηγοριών,
τα περισσότερα εκ των οποίων αναλύθηκαν στο πλαίσιο της κατηγορίας προτύπων υπεράνω
ενός δακτυλίου.

7.1 Καλύψεις σε Κατηγορίες του Grothendieck

Μια από τις πρώτες γενικεύσεις του Θεωρήµατος Επίπεδης κάλυψης των Bashir, Bican, Eno-
chs απετέλεσε ένα αποτέλεσµα του El Bashir στο πλαίσιο των κατηγοριών του Grothendieck
την οποία υπενθυµίζουµε παρακάτω.

Ορισµός 7.1.1. Μια αβελιανή κατηγορία G καλείται κατηγορία του Grothendieck αν:

1. Η κατηγορία G έχει γεννήτορα, δηλαδή ένα αντικείµενο G έτσι ώστε ο αναπαραστάσιµος
συναρτητής HomG(G,−) : G −→ Ab είναι πιστός ( faithful).

2. Η κατηγορία G έχει ακριβή ευθέα όρια, δηλαδή υπάρχει το ευθύ άθροισµα στην G για
κάθε οικογένεια αντικειµένων της υπεράνω τυχαίου συνόλου δεικτών, και εποµένως η G
έχει ευθέα όρια, και επιπλέον ο συναρτητής «ευθύ όριο» lim−→ στην G είναι ακριβής.

Παράδειγµα 7.1.2. Η κατηγορία προτύπων υπεράνω ενός δακτυλίου είναι κατηγορία του
Grothendieck. Επίσης η κατηγορία δραγµάτων (sheaves) αβελιανών οµάδων ή προτύπων
υπεράνω ενός τοπολογικού χώρου ή ενός δακτυλιοειδούς χώρου είναι κατηγορία του Grothen-
dieck. Η κατηγορία συµπλόκων υπεράνω µιας κατηγορίας προτύπων, ή γενικότερα υπεράνω
µιας κατηγορίας του Grothendieck, είναι επίσης κατηγορία του Grothendieck. Για περισσότε-
ϱες πληροφορίες αναφορικά µε την ϑεωρία των κατηγοριών του Grothendieck, παραπέµπουµε
τον αναγνώστη στα ϐιβλία των Stenstrom [30] και Popescu [27].

Για κατηγορίες του Grothendieck, οι Enochs-Xu χρησιµοποιώντας παρόµοιες µεθόδους
µε αυτές του Κεφαλαίου 4, απέδειξαν την ακόλουθη γενίκευση του Θεωρήµατος (4.3.10).

Θεώρηµα 7.1.3 (Enochs-Xu). ΄Εστω G µια κατηγορία του Grothendieck και έστωF µια πλήρης
υποκατηγορία της G η οποία είναι κλειστή στα ευθέα όρια. Αν ένα αντικείµενο X της G έχει F -
precover, τότε το X έχει F -cover.

Εποµένως αν F είναι µια πλήρης υποκατηγορία µιας κατηγορίας του Grothendieck η
οποία είναι κλειστή στα ευθέα όρια, τότε η F είναι covering αν και µόνον αν είναι precovering.

Με ϐάση το παραπάνω αποτέλεσµα των Enochs-Xu και χρησιµοποιώντας ανάλογες µε-
ϑόδους µε τις µεθόδους των Bican-El Bashir-Enochs, ο El Bashir απέδειξε την ακόλουθη
ενδιαφέρουσα γενίκευση του Θεωρήµατος (6.2.5).

Θεώρηµα 7.1.4 (El Bashir (2006) [5]). ΄Εστω G µια κατηγορία του Grothendieck και έστω F
µια πλήρης υποκατηγορία της G η οποία είναι κλειστή στα ευθέα όρια. Υποθέτουµε ότι υπάρχει
ένα υποσύνολο S ⊆ F έτσι ώστε κάθε αντικείµενο της F να γράφεται ως ευθύ όριο ενός ευθέος
συστήµατος αντικειµένων του συνόλου S.

Τότε κάθε αντικείµενο της G έχει µια F -κάλυψη και η F είναι covering.

Η επόµενη παρατήρηση δείχνει ότι πράγµατι το παραπάνω αποτέλεσµα αποτελεί γενίκευση
του Θεωρήµατος Επίπεδης Κάλυψης (6.2.5).

Παρατήρηση 7.1.5. 1. Η κατηγορία R-Mod υπεράνω ενός δακτυλίου R είναι µια κατηγορία
του Grothendieck και η πλήρης υποκατηγορία F = R-Flat είναι γνωστό ότι είναι κλειστή στα
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ευθέα όρια. Επιπλέον κάθε επίπεδο πρότυπο µπορεί να γραφεί ως ευθύ όριο πεπερασµένα
παραγόµενων προβολικών προτύπων. ΄Ετσι ϑέτοντας S να είναι το σύνολο των κλάσεων ισοµορ-
ϕίας των πεπερασµένα παραγόµενων προβολικών προτύπων, ϐλέπουµε ότι ικανοποιούνται οι
συνθήκες του Θεωρήµατος (7.1.3). ΄Ετσι έχουµε ως πόρισµα το Θεώρηµα 6.2.5: κάθε πρότυπο
έχει µια επίπεδη κάλυψη.

2. ΄Εστω X ένας τοπολογικός χώρος και R ένα δράγµα (sheaf ) δακτυλίων υπεράνω του
X. Αποδεικνύεται, ϐλέπε [5], ότι η κατηγορία των επίπεδων δραγµάτων προτύπων υπεράνω
του δράγµατος δακτυλίων R υπεράνω του X ικανοποιεί τις συνθήκες του Θεωρήµατος (7.1.3).
΄Αρα η πλήρης υποκατηγορία των επίπεδων δραγµάτων είναι covering στην κατηγορία των
δραγµάτων προτύπων υπεράνω του δράγµατος δακτυλίων R.

Είναι γνωστό ότι σπάνια σε κατηγορίες δραγµάτων υπεράνω ενός τοπολογικού χώρου υ-
πάρχουν αρκετά προβολικά αντικείµενα. ΄Ετσι η ύπαρξη επίπεδων καλύψεων σε κατηγορίες
δραγµάτων υπεράνω τοπολογικών χώρων έχει σηµαντικές συνέπειες στην µελέτη παραγόµε-
νων συναρτητών σε αυτές τις κατηγορίες οι οποίοι µπορούν να ορισθούν µε χρήση επίπεδων
αναλύσεων.

7.2 Καλύψεις σε Προσιτές Κατηγορίες

Πρόσφατα, ϐλέπε [26], ο Wolfgang Rump απέδειξε ένα ϑεώρηµα ύπαρξης επίπεδων καλύ-
ψεων σε αρκετά γενικές, όχι απαραίτητα αβελιανές, κατηγορίες. Στην παρούσα ενότητα ϑα
περιγράψουµε εν συντοµία τα αποτελέσµατα του Rump και τις συνέπειές τους.

΄Εστω A µια προσθετική κατηγορία η οποία έχει ευθέα όρια. ΄Ενα αντικείµενο E της A
καλείται πεπερασµένα παραστάσιµο αν ο συναρτητής

A(E,−) : A −→ Ab

διατηρεί ευθέα όρια. Η πλήρης υποκατηγορία των πεπερασµένα παραστάσιµων αντικειµένων
της A συµβολίζεται µε fpA.

Ορισµός 7.2.1. Μια προσθετική κατηγορία A καλείται τοπικά πεπερασµένα παραστάσιµη
ή πεπερασµένα προσιτή ( locally finitely presented ή (finitely accessible), αν :

1. Η A έχει ευθέα όρια.

2. Η πλήρης υποκατηγορία fpA των πεπερασµένα παραστάσιµων αντικειµένων της A είναι
σκελετικά µικρή, δηλαδή το πλήθος των κλάσεων ισοµορφίας των αντικειµένων της απο-
τελεί σύνολο.

3. Κάθε αντικείµενο της A γράφεται ως ευθύ όριο ενός συστήµατος πεπερασµένα παραστάσι-
µων αντικειµένων της A.

Παράδειγµα 7.2.2. Κατηγορίες προτύπων Mod-R υπεράνω τυχόντων δακτυλίων R, και γε-
νικότερα κατηγορίες Mod-C προσθετικών συναρτητών µε τιµές στην κατηγορία των αβελιανών
οµάδων, υπεράνω σκελετικά µικρών προσθετικών κατηγοριών C, είναι σπουδαία παραδείγµατα
τοπικά πεπερασµένα παραστάσιµων κατηγοριών.

Από τη σκοπιά του κεντρικού ϑέµατος της παρούσης διατριβής, το σηµαντικότερο ίσως
παράδειγµα τοπικά πεπερασµένα παραστάσιµης κατηγορίας είναι η κατηγορία R-Flat των
επίπεδων προτύπων υπεράνω ενός δακτυλίου.

Από τώρα και στο εξής σταθεροποιούµε µια τοπικά πεπερασµένα παραστάσιµη προσθετική
κατηγορία A.

Η ακόλουθη έννοια ακρίβειας γενικεύει την έννοια καθαρής ακρίβειας σε κατηγορίες προ-
τύπων που µελετήθηκε στο Κεφάλαιο 5.
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Μια ακολουθία αντικειµένων και µορφισµών

A −→ B −→ C (∗)

στην A καλείται καθαρά ακριβής, αν η επαγόµενη ακολουθία αβελιανών οµάδων

0 −→ A(X,A) −→ A(X,B) −→ A(X,C) −→ 0

είναι ακριβής, για κάθε πεπερασµένα παραστάσιµο αντικείµενο X της A.
Αν (∗) είναι µια καθαρά ακριβής ακολουθία στηνA, τότε ο µορφισµός A −→ B ϑα καλείται

καθαρός µονοµορφισµός (pure monomorphism) και ο µορφισµός B −→ C ϑα καλείται
καθαρός επιµορφισµός (pure epimorphism).

Καθώς η πεπερασµένα παραστάσιµη προσθετική κατηγορία A δεν είναι απαραίτητα α-
ϐελιανή, για να διατυπώσουµε το Θεώρηµα του Rump χρειαζόµαστε την ακόλουθη έννοια
ακρίβειας.

Ορισµός 7.2.3. Μια τοπικά πεπερασµένα παραστάσιµη προσθετική κατηγορία A καλείται αρι-
στερά ακριβής αν είναι εφοδιασµένη µε µια διακεκριµένη κλάση µορφισµών E οι οποίοι είναι
συνπυρήνες µορφισµών στην A, έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι ακόλουθες συνθήκες :

1. Η κλάση E είναι κλειστή στην σύνθεση µορφισµών και περιέχει τους ταυτοτικούς µορφι-
σµούς αντικειµένων της A.

2. Αν η σύνθεση µορφισµώνA −→ B −→ C ανήκει στην κλάση E, τότε ο µορφισµόςB −→ C
ανήκει στην κλάση E.

3. Το pullback ενός µορφισµούς στην κλάση E µε έναν τυχαίο µορφισµό στην A υπάρχει και
ανήκει στην κλάση E.

Η κλάση E καλείται αριστερή δοµή ακρίβειας της A.

Σε µια αριστερά ακριβή τοπικά πεπερασµένα παραστάσιµη προσθετική κατηγορία A µπο-
ϱεί να ορισθεί η έννοια επίπεδων αντικειµένων ως εξής :

Ορισµός 7.2.4. ΄Εστω (A,E) µια αριστερά ακριβής τοπικά πεπερασµένα παραστάσιµη προσθε-
τική κατηγορία, όπου E είναι η αριστερή δοµή ακρίβειας της A.

΄Ενα αντικείµενο F της A καλείται επίπεδο αν κάθε στοιχείο A −→ F που ανήκει στην E
είναι καθαρός επιµορφισµός.

Το ακόλουθο σηµαντικό Θεώρηµα οφείλεται στον Rump και γενικεύει όλα τα ανάλογα
αποτελέσµατα περί ύπαρξης επίπεδων καλύψεων σε διάφορα πλαίσια.

Θεώρηµα 7.2.5 (Rump [26] ). ΄Εστω A µια τοπικά πεπερασµένα παραστάσιµη αριστερά ακρι-
ϐής προσθετική κατηγορία µε αριστερή δοµή ακρίβειας E, και υποθέτουµε ότι κάθε καθαρός
επιµορφισµός στην A ανήκει στην κλάση E. Τότε κάθε αντικείµενο της A έχει µια επίπεδη
κάλυψη.

Ειδικεύοντας το παραπάνω Θεώρηµα σε αβελιανές κατηγορίες και σηµειώνοντας ότι µια
τοπικά πεπερασµένα παραστάσιµη προσθετική κατηγορία είναι αβελιανή αν και µόνον αν είναι
κατηγορία του Grothendieck, έχουµε το ακόλουθο αποτέλεσµα το οποίο οφείλεται επίσης στον
Rump:

Θεώρηµα 7.2.6. ΄Εστω A τοπικά πεπερασµένα παραστάσιµη κατηγορία του Grothendieck, και
B µια πλήρης υποκατηγορία της A η οποία είναι κλειστή στα ευθέα όρια, και υποθέτουµε ότι
η B είναι ανακλαστική, δηλαδή ο συναρτητής έγκλεισης B −→ A έχει έναν αριστερά συζυγή
συναρτητή. Τότε κάθε αντικείµενο της B έχει επίπεδη κάλυψη.



7.2. ΚΑΛΥΨΕΙΣ ΣΕ ΠΡΟΣΙΤΕΣ ΚΑΤΗΓΟΡΙΕΣ 165

Παρόµοια αποτελέσµατα στην µη-αβελιανή περίπτωση αποδείχθηκαν την ίδια περίοδο από
τους Crivei-Prest-Torecillas [9]. ΄Εστω A µια τοπικά πεπερασµένα παραστάσιµη προσθετική
κατηγορία και C µια πλήρης υποκατηγορία της A. Θα λέµε ότι η C είναι κλειστή στις καθαρά
επιµορφικές εικόνες αν κάθε ϕορά που έχουµε έναν καθαρό επιµορφισµό C −→ A στην A και
το αντικείµενο C ανήκει στην C, τότε και το αντικείµενο A ανήκει στην C. ∆υϊκά ϑα λέµε ότι η C
είναι κλειστή στα καθαρά µονοµορφικά υποαντικείµενα αν κάθε ϕορά που έχουµε έναν καθαρό
µονοµορφισµό A −→ C στην A και το αντικείµενο C ανήκει στην C, τότε και το αντικείµενο A
ανήκει στην C.

Θεώρηµα 7.2.7. (Crivei-Prest-Torecillas) [9] ΄Εστω A µια τοπικά πεπερασµένα παραστάσιµη
προσθετική κατηγορία και C µια πλήρης υποκατηγορία της A η οποία είναι κλειστή στα ευθέα
όρια και στις καθαρά επιµορφικές εικόνες. Τότε η υποκατηγορία C είναι covering στην A.

Το παραπάνω αποτέλεσµα µπορεί να γενικευθεί σε ειδικού τύπου υποκατηγορίες : αν A
είναι µια τοπικά πεπερασµένα παραστάσιµη προσθετική κατηγορία µε άπειρα γινόµενα, τότε
µια πλήρης υποκατηγορία D της A καλείται ορίσιµη (definable), αν η D είναι κλειστή στα
(άπειρα) γινόµενα, στα ευθέα όρια και στα καθαρά µονοµορφικά υποαντικείµενα.

Θεώρηµα 7.2.8. (Crivei-Prest-Torecillas) [9] ΄Εστω D µια ορίσιµη υποκατηγορία µιας τοπικά
πεπερασµένα παραστάσιµης προσθετικής κατηγορίας A µε άπειρα γινόµενα και C µια πλήρης
υποκατηγορία της D η οποία είναι κλειστή στα ευθέα όρια και στις καθαρά επιµορφικές εικόνες.
Τότε η υποκατηγορία C είναι covering στην D.

΄Εστω A µια τοπικά πεπερασµένα παραστάσιµη προσθετική κατηγορία. ΄Ενα αντικείµενο
F της A καλείται επίπεδο (flat) αν κάθε επιµορφισµός στην A ο οποίος καταλήγει στο F είναι
καθαρός. ∆υϊκά ένα αντικείµενο E της A καλείται απόλυτα καθαρό (absolutely pure) αν
κάθε µονοµορφισµός στην A ο οποίος ξεκινά από το E είναι καθαρός.

Είναι εύκολο να δειχθεί αν η A είναι επιπλέον πλήρης, δηλαδή η A έχει συνπυρήνες, τότε
η κλάση των επίπεδων αντικειµένων της A ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θεωρήµατος 7.2.7.
΄Ετσι έχουµε την ακόλουθη συνέπεια του Θεωρήµατος 7.2.7.

Πόρισµα 7.2.9. (Crivei-Prest-Torecillas) [9] ΄Εστω A µια τοπικά πεπερασµένα παραστάσιµη
προσθετική κατηγορία µε άπειρα γινόµενα και συνπυρήνες. Τότε η υποκατηγορία Flat-A των
επίπεδων αντικειµένων της A είναι covering στην A.

Παράδειγµα 7.2.10. Παραδείγµατα κατηγοριών οι οποίες ικανοποιούν τις υποθέσεις του πα-
ϱαπάνω πορίσµατος αποτελούν κατηγορίες προτύπων και κατηγοριών συνπροτύπων συναλγε-
ϐρών υπεράνω ενός σώµατος. ΄Ετσι η κλάση των επίπεδων προτύπων υπεράνω ενός δακτυλίου
και η κλάση των επίπεδων συνπροτύπων µιας συνάλγεβρας υπεράνω ενός σώµατος είναι cove-
ring.

Το Θεωρήµατα 7.2.6, 7.2.7 και 7.2.8 δείχνουν την ύπαρξη επίπεδων καλύψεων σε διάφορες
κατηγορίες, αβελιανές και µη-αβελιανές, και καλύπτουν όλα τα γνωστά ανάλογα αποτελέσµατα
της ϐιβλιογραφίας. Αναφέρουµε ενδεικτικά ότι µε ϐάση το Θεώρηµα 7.2.6 αποκτούµε επίπεδες
καλύψεις σε κατηγορίες :

1. Κατηγορίες προτύπων υπεράνω δακτυλίων και κατηγορίες συναρτητών µε τιµές στις αβε-
λιανές οµάδες υπεράνω σκελετικά µικρών προσθετικών κατηγοριών.

2. Κατηγορίες δραγµάτων υπεράνω ενός δακτυλιοειδούς χώρου.

3. Κατηγορίες ηµι-συναφών δραγµάτων (quasi-coherent sheaves) τα οποία ορίζονται υπε-
ϱάνω σχηµάτων (schemes).

4. Κατηγορίες αναπαραστάσεων διατεταγµένων συνόλων.

5. Κατηγορίες συµπλόκων υπεράνω κατηγοριών προτύπων.
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6. Κατηγορίες συνπροτύπων (comodules) υπεράνω (αριστερά) ηµι-τέλειων συναλγεβρών se-
miperfect coalgebras.

7. ∆ιάφορες κατηγορίες αντικειµένων εφοδιασµένων µε filtration.

Κλείνουµε την παρούσα ενότητα µε το ακόλουθο αποτέλεσµα των Crivei-Prest-Torecillas
το οποίο γενικεύει ένα σχετικό αποτέλεσµα των Rada-Saorin [23] και το οποίο µας εξασφαλίζει
την ύπαρξη περιβληµάτων σε τοπικά πεπερασµένα παραστάσιµες προσθετικές κατηγορίες.

Θεώρηµα 7.2.11. (Crivei-Prest-Torecillas) [9] ΄Εστω A µια τοπικά πεπερασµένα παραστάσι-
µη προσθετική κατηγορία µε άπειρα γινόµενα, και F µια πλήρης υποκατηγορία της A η οποία
είναι κλειστή στα ευθέα όρια και στα καθαρά µονοµορφικά υποαντικείµενα. Τότε η υποκατηγορία
F είναι preenveloping στην A.

Υπενθυµίζουµε ότι µια τοπικά πεπερασµένα παραστάσιµη προσθετική κατηγορία A κα-
λείται τοπικά συναφής (locally coherent) αν η A και η κατηγορία fp(A) των πεπερασµένα
παραστάσιµων αντικειµένων της είναι αβελιανές κατηγορίες. Για παράδειγµα η κατηγορία δε-
ξιών προτύπων Mod-R υπεράνω ενός δακτυλίου R είναι τοπικά συναφής αν και µόνον αν ο
δακτύλιος R είναι δεξιά συναφής.

Το ακόλουθο αποτέλεσµα οφείλεται στους Crivei-Prest-Torecillas και είναι άµεση συνέπεια
του Θεωρήµατος 7.2.10.

Πόρισµα 7.2.12. (Crivei-Prest-Torecillas) [9] ΄ΕστωA µια τοπικά πεπερασµένα παραστάσιµη
προσθετική κατηγορία µε άπειρα γινόµενα και συνπυρήνες. Τότε η κλάση των απόλυτα καθαρών
αντικειµένων της A είναι preenveloping στην A.

Αν η A είναι τοπικά συναφής, τότε η κλάση των επίπεδων αντικειµένων της A είναι preenve-
loping στην A.

Για περισσότερες λεπτοµέρειες αποτελέσµατα καλύψεων ή περιβληµάτων κλάσεων προτύ-
πων σε κατηγορίες προτύπων ή αντικειµένων σε γενικότερες κατηγορίες, παραπέµπουµε στα
άρθρα των Rump [26], Rada-Saorin [23], και Crivei-Prest-Torecillas [9].



Παράρτηµα Α΄

Υπερπεπερασµένη Επαγωγή

Στο παρόν παράρτηµα ϑα παρουσιάσουµε εν συντοµία κάποια αποτελέσµατα από τη Θεωρία
συνόλων.

Α΄.1 Το Λήµµα του Zorn

Στο εξής µε τον όρο κλάση ϑα εννοούµε µία συλλογή η οποία ίσως είναι πολύ µεγάλη για να
λέγεται σύνολο. Μερικοί ορισµοί που ϑα δώσουµε σχετικά µε σύνολα µπορούν να ισχύουν και
για κλάσεις.

Ορισµός Α΄.1.1. ΄Ενα µερικά διατεταγµένο σύνολο είναι ένα σύνολο X µε µία σχέση ≤
τέτοια ώστε

1. x ≤ x,

2. εάν x ≤ y και y ≤ z τότε x ≤ z,

3. εάν x ≤ y και y ≤ x τότε x = y,∀x, y, z ∈ X.

΄Ενα µερικά διατεταγµένο σύνολο X λέγεται ολικά διατεταγµένο εάν ∀x, y ∈ X είτε x ≤ y ή
y ≤ x. Εάν S είναι ένα υποσύνολο ενός µερικά διατεταγµένου συνόλου X, τότε λέµε ότι το S
έχει την επαγόµενη διάταξη µε x ≤ y στο S όπως ακριβώς αυτή η σχέση ικανοποιείται στο X .

Ορισµός Α΄.1.2. ΄Εστω X είναι ένα µερικά διατεταγµένο σύνολο. ΄Ενα στοιχείο x ∈ X λέγεται
άνω ϕράγµα του υποσυνόλου S ⊂ X εάν y ≤ x,∀y ∈ S. ΄Ενα στοιχείο x ∈ X λέγεται
µεγιστοτικό στοιχείο του X εάν x ≤ y, y ∈ X συνεπάγεται ότι x = y. Το µερικά διατεταγµένο
σύνολοX λέγεται επαγωγικά διατεταγµένο εάν κάθε υποσύνολο S ⊂ X τουX, το οποίο είναι
ολικά διατεταγµένο µε την επαγόµενη διάταξη, έχει άνω ϕράγµα στο X.

Θεώρηµα Α΄.1.3. (Το Λήµµα του Zorn) Κάθε επαγωγικά διατεταγµένο σύνολο έχει µεγιστοτικό
στοιχείο.

Ορισµός Α΄.1.4. ΄Ενα στοιχείο x ενός µερικά διατεταγµένου συνόλου X λέγεται ελαχιστικό
εάν x ≤ y,∀y ∈ X. ΄Ενα ολικά διατεταγµένο σύνολο X λέγεται καλά διατεταγµένο εάν κάθε
µη κενό υποσύνολο του S έχει ελαχιστικό στοιχείο (το S έχει την επαγόµενη διάταξη).

∆ιαφορετικά, λέµε ότι ένα ολικά διατεταγµένο σύνολο X είναι καλά διατεταγµένο αν και
µόνο αν όταν έχουµε x0 ≥ x1 ≥ x2 ≥ x3 ≥ . . . για στοιχεία xn ∈ X υπάρχει ένα n0 τέτοιο
ώστε xn = xn0 για n ≥ n0.
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Ορισµός Α΄.1.5. ∆ύο καλά διατεταγµένα σύνολα X και Y είναι ισόµορφα εάν υπάρχει µια
αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία f : X → Y η οποία διατηρεί τη διάταξη, δηλαδή εάν x1 ≤ x2 στο
X τότε f(x1) ≤ f(x2) στο Y . ΕάνX και Y είναι ισοµόµορφα σύνολα τότε γράφουµε ότιX ∼= Y .
Μια τέτοια f : X → Y , λέγεται ισοµορφισµός και εάν η f είναι ισοµορφισµός τότε είναι και η
f−1 .

Ορισµός Α΄.1.6. Εάν X είναι ένα καλά διατεταγµένο σύνολο, τότε ένα υποσύνολο S του X
λέγεται τµήµα (segment) του X εάν έχουµε y ≤ x και x ∈ S τότε και y ∈ S.

Η ένωση και η τοµή οποιασδήποτε συλλογής από τµήµατα ενός καλά διατεταγµένου συ-
νόλου X είναι τµήµα του X. Εάν S και T είναι τµήµατα του X τότε είτε S ⊂ T είτε T ⊂ S.
Το X είναι τµήµα του X. Εάν S 6= X και ένα στοιχείο x ∈ X είναι ελαχιστικό στοιχείο του
X − S, τότε Sx = {y ∈ X | y < x} είναι ένα τµήµα του X και αναφέρεται ως αρχικό τµήµα
(initial segment). ΄Εχουµε ότι το σύνολο των αρχικών τµηµάτων του X διατεταγµένο µε την
έγκλειση είναι ένα καλά διατεταγµένο σύνολο το οποίο είναι ισοµορφικό µε το X. ΄Ετσι εάν
S0 ⊃ S1 ⊃ S2 ⊃ . . . είναι τµήµατα του X, τότε για κάποιο n0 ≥ 0,Sn = Sn0

, ∀n ≥ n0.

Θεώρηµα Α΄.1.7. Εάν X και Y είναι δύο καλά διατεταγµένα σύνολα, τότε ακριβώς ένα από τα
παρακάτω ισχύει :

1. Το X είναι ισοµορφικό µε το Y .

2. Το X είναι ισοµορφικό µε ένα αρχικό τµήµα του Y .

3. Το Y είναι ισοµορφικό µε ένα αρχικό τµήµα του X.

Εάν το X είναι ισοµορφικό µε ένα αρχικό τµήµα του Y (αντίστοιχα το Y είναι ισοµορφικό
µε ένα αρχικό τµήµα του X) το συµβολίζουµε µε X < Y (αντίστοιχα Y < X ) και όταν X ≤ Y
σηµαίνει ότι X < Y ή X ∼= Y .

Πρόταση Α΄.1.8. Σε κάθε σύνολο µπορούµε να ορίσουµε µια σχέση καλής διάταξης.

Α΄.2 ∆ιατακτικοί και πληθικοί αριθµοί

΄Εστω X ένα καλά διατεταγµένο σύνολο µε ῾ἁρκετά στοιχεία᾿᾿ τότε το X έχει πρώτο στοιχείο,
δεύτερο στοιχείο, τρίτο στοιχείο κ.ο.κ. Οι διατακτικοί αριθµοί µπορεί να ιδωθούν ως αριθµοί
που αντιπροσωπεύουν τη ϑέση ενός στοιχείου σε ένα καλά διατεταγµένο σύνολο.

Για παράδειγµα, εάν οι ακέραιοι αριθµοί οριστούν ως σύνολα :

0 = ∅

1 = {0}

2 = {0, 1}

3 = {0, 1, 2}

. . . . . .

n = {0, 1, 2, . . . n− 1}

τότε η διάταξη :
0 $ {0} $ {0, 1} $ {0, 1, 2} · · · $ {0, 1, . . . n− 1}

χρησιµοποιείται για να ορίσει τη συνήθη διάταξη :

0 < 1 < 2 < · · · < n < · · ·
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του συνόλου N0 των ϕυσικών αριθµών. Κάτω από αυτή τη διάταξη, το σύνολο n είναι καλά
διατεταγµένο για n = 0, 1, 2 . . .. ΄Εστω το σύνολο n και έστω :

S0 = {x ∈ n | x < 0} = ∅ = 0

S1 = {x ∈ n | x < 1} = {0} = 1

S2 = {x ∈ n | x < 2} = {0, 1} = 2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Sn−1 = {x ∈ n | x < n− 1} = {0, 1, · · ·n− 2} = n− 1

τότε το n είναι καλά διατεταγµένο σύνολο τέτοιο ώστε k = Sk,∀k ∈ n.

Ορισµός Α΄.2.1. ΄Ενα καλά διατεταγµένο σύνολο α λέγεται διατακτικός αριθµός (ordinal
number) εάν x = Sx ,∀x ∈ α .

Εάν X είναι ένα καλά διατεταγµένο σύνολο τέτοιο ώστε X ∼= α, τότε λέµε ότι το X έχει
διατακτικό αριθµό a και γράφουµε OrdX = α. Για κάθε τέτοιο σύνολο X, υπάρχει µοναδικός
διατακτικός αριθµός α έτσι ώστε OrdX = α.

Πιο σύντοµα : Κάθε καλά διατεταγµένο σύνολο έχει µοναδικό διατακτικό αριθµό.
Εάν OrdX = a και X είναι πεπερασµένο σύνολο τότε το a είναι πεπερασµένος διατακτικός

αριθµός αλλιώς το a είναι άπειρος διατακτικός αριθµός.
Στο παράδειγµά µας, καθένα από τα σύνολα n είναι διατακτικός αριθµός και εάν το N0 έχει

τη συνήθη διάταξη τότε OrdN0 = ω. Εάν X είναι ένα καλά διατεταγµένο σύνολο και x ∈ X
τέτοιο ώστε Sx ≈ n, τότε το x καταλαµβάνει την (n + 1)-ϑέση στο X για n = 0, 1, 2 . . .. ΄Ετσι
εάν X και Y είναι δύο καλά διατεταγµένα σύνολα τα οποία είναι ισοµορφικά τότε το x ∈ X
καταλαµβάνει την ίδια ϑέση στο X όπως το y ∈ Y καταλαµβάνει στο Y εάν Sx ≈ Sy.

Πρόσθεση ∆ιατακτικών αριθµών : Εάν α = OrdX και β = OrdY όπου X,Y είναι καλά
διατεταγµένα σύνολα τέτοια ώστε X ∩Y = ∅ τότε α+ β = Ord(X ∪Y ) όπου X ∪Y είναι καλά
διατεταγµένο σύνολο έτσι ώστε x < y, ∀x ∈ X και ∀y ∈ Y και οι επαγόµενες διατάξεις στο X
και στο Y είναι οι αρχικές διατάξεις.

Ορισµός Α΄.2.2. ΄Ενας διατακτικός αριθµός α > 0 µε α = OrdX λέγεται οριακός διατακτι-
κός ( limit ordinal) εάν το X δεν έχει «τελευταίο στοιχείο». Από τον ορισµό της πρόσθεσης των
διατακτικών αριθµών που ορίσαµε παραπάνω, ϐλέπουµε ότι α > 0 είναι οριακός διατακτικός
αριθµός εάν και µόνο αν α 6= β + 1 για οποιονδήποτε διατακτικό αριθµό β.

Πρόταση Α΄.2.3. Η ιδιότητα της τριχοτοµίας ισχύει για την κλάση των διατακτικών αριθµών.
∆ηλαδή, εάν α και β είναι διατακτικοί αριθµοί, τότε ακριβώς µία από τις σχέσεις α < β, α = β,
και β < α ισχύει.

Εάν X και Y είναι καλά διατεταγµένα σύνολα, γράφουµε ότι OrdX = OrdY εάν X και
Y είναι ισοµορφικά. Γράφουµε ότι OrdX < OrdY εάν το X είναι ισοµορφικό µε ένα αρχικό
τµήµα του Y και OrdX > OrdY εάν το Y είναι ισοµορφικό µε ένα αρχικό τµήµα του X.
Τότε από το Θεώρηµα Α΄.1.7 ϐλέπουµε ότι

{
OrdX | X είναι ένα σύνολο} είναι ένα ολικά

διατεταγµένο σύνολο.

Θεώρηµα Α΄.2.4. Η κλάση
{
OrdX | X είναι ένα σύνολο} είναι καλά διατεταγµένη.

Μία σηµαντική πτυχή των διατακτικών αριθµών είναι ότι αυτοί οι αριθµοί µας επιτρέπουν να
επεκτείνουµε την επαγωγή που εφαρµόζεται µε τους ακέραιους αριθµούς στους διατακτικούς,
µια µέθοδος γνωστή ως «υπερπεπερασµένη επαγωγή».
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Πρόταση Α΄.2.5. (Η ΑΡΧΗ ΤΗΣ ΥΠΕΡΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΗΣ ΕΠΑΓΩΓΗΣ) ΄Εστω S(β) µια κατά-
σταση η οποία είναι αληθής ή ψευδής για κάθε διατακτικό αριθµό β. Εάν η S(α) είναι αληθής
για κάθε διατακτικό α < β και συνεπάγεται ότι και η S(β) είναι αληθής, τότε η S(β) είναι
αληθής για κάθε διατακτικό αριθµό β.

Πρόταση Α΄.2.6. (Η ΑΡΧΗ ΤΗΣ ΥΠΕΡΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΗΣ ΕΠΑΓΩΓΗΣ) (Εναλλακτική Μορ-
ϕή) ΄Εστω S(β) µια κατάσταση η οποία είναι αληθής ή ψευδής για κάθε διατακτικό αριθµό
β. Εάν οι ακόλουθες δύο συνθήκες ικανοποιούνται, τότε η S(β) είναι αληθής για όλους τους
διατακτικούς αριθµούς β.

1. Εάν η S(0) είναι αληθής και όταν έχουµε ότι η S(α) είναι αληθής συνεπάγεται ότι και η
S(α+ 1) είναι αληθής για κάθε µη-οριακό διατακτικό α.

2. Εάν β είναι ένας οριακός διατακτικός και η S(α) είναι αληθής για α < β,τότε η S(β) είναι
αληθής.

Υπάρχει µια ανάλογη αρχή η λεγόµενη ως Η ΑΡΧΗ ΤΗΣ ΥΠΕΡΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΗΣ ΚΑΤΑ-
ΣΚΕΥΗΣ. Αυτή η ΑΡΧΗ λέει, για παράδειγµα, αν ϑέλουµε να κατασκευάσουµε σύνολα Mα

για όλα τα α < β, αρκεί να έχουµε δεδοµένο το M0, να δείξουµε πως ϑα πάρουµε τα Mα+1

από τα Mα όταν α + 1 < β και πως ϑα πάρουµε το Mγ από όλα τα Mα, α < γ όταν γ < β
είναι ένας οριακός διατακτικός.

ΠΛΗΘΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ :
Η κατασκευή των διατακτικών αριθµών ορίζουν την έννοια της ϑέσης ενός στοιχείου σε ένα

σύνολο. Η ακόλουθη κατασκευή των πληθικών αριθµών αντιστοιχεί σε µία διαισθητική έννοια
ότι δύο σύνολα X και Y έχουν τον ίδιο «αριθµό» στοιχείων εάν υπάρχει αµφιµονοσήµαντη
αντιστοιχία µεταξύ των στοιχείων τους χωρίς να λαµβάνουµε υπόψιν µας τη διάταξη των συνόλων
X και Y .

Ορισµός Α΄.2.7. Εάν X,Y είναι δύο σύνολα, λέµε ότι τα X και Y έχουν τον ίδιο πληθικό α-
ϱιθµό (cardinal number) εάν υπάρχει αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία f : X → Y και γράφουµε
CardX = CardY . Λέµε ότι CardX ≤ CardY εάν υπάρχει ένας µονοµορφισµός f : X → Y .

Θεώρηµα Α΄.2.8. Εάν X,Y είναι δύο σύνολα, τότε είτε CardX ≤ CardY ή CardY ≤ CardX.

Θεώρηµα Α΄.2.9. (Cantor, Schröder, Bernstein). ΄Εστω X,Y δύο σύνολα. Εάν CardX ≤
CardY και CardY ≤ CardX τότε CardX = CardY .

Θεώρηµα Α΄.2.10. Η κλάση
{
CardX | X είναι ένα σύνολο} είναι καλά διατεταγµένη.

Χρησιµοποιούµε τα σύµβολα 0, 1, 2, 3, . . . , n, . . . για να συµβολίσουµε τους πεπερασµένους
πληθικούς αριθµούς. Εάν CardX = n τότε λέµε ότι το X έχει πεπερασµένο πληθικό αριθµό
n. Υπάρχουν επίσης και άπειροι πληθικοί αριθµοί. Τους άπειρους πληθικούς αριθµούς τους
γράφουµε µε ℵα όπου α είναι ένας διατακτικός αριθµός. ΄Ετσι ℵ0 είναι ο µικρότερος άπειρος
πληθικός αριθµός. Εποµένως ℵ0 = CardN0. Τότε για οποιονδήποτε πληθικό αριθµό ℵα ,
ℵα+1 είναι ο µικρότερος πληθικός αριθµός ο οποίος είναι µεγαλύτερος από τον ℵα . Επιπλέον
εάν β είναι ένας οριακός διατακτικός, ℵβ είναι ο µικρότερος πληθικός αριθµός ο οποίος είναι
µεγαλύτερος από τον ℵα για όλους τους διατακτικούς αριθµούς α < β .

Ορισµός Α΄.2.11. (πρόσθεση και πολλαπλασιασµός πληθικών αριθµών) Εάν m1 και m2

είναι δύο πληθικοί αριθµοί µεm1 = CardX1 ,m2 = CardX2, ορίζουµεm1 ·m2 = Card(X1×X2)
και m1 +m2 = Card(X1 ∪X2) εάν X1 ∩X2 = ∅.
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Από αυτόν τον ορισµό έχουµε τα εξής συµπεράσµατα :

1. n+ ℵ0 = ℵ0 για οποιοδήποτε πεπερασµένο n ≥ 0 ,

2. ℵ0 + ℵ0 = ℵ0 , n · ℵ0 = ℵ0 εάν n ≥ 1,

3. ℵ0 · ℵ0 = ℵ0 (δηλαδή ℵ2
0 = ℵ0 ).

Γενικότερα :

Πρόταση Α΄.2.12. Για οποιονδήποτε άπειρο πληθικό αριθµό ℵα ισχύει ότι ℵ2
α = ℵα.
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Παράρτηµα Β΄

Περίληψη - Abstract

Περίληψη. Οι κεντρικοί στόχοι της παρούσης ∆ιατριβής είναι (α) η παρουσίαση της γενικής
ϑεωρίας προσέγγισης προτύπων από κλάσεις οµαλά συµπεριφερόµενων προτύπων µε γνωστή
δοµή, και (β) η µελέτη του προβλήµατος εύρεσης και µοναδικότητας (ελάχιστης) προσέγγισης
προτύπων στην ειδική περίπτωση κατά την οποία η κλάση οµαλά συµπεριφερόµενων προτύπων
µε γνωστή δοµή είναι η κλάση των επίπεδων προτύπων (flat modules).

Θα επικεντρωθούµε κυρίως στην µελέτη ύπαρξης και µοναδικότητας προσεγγίσεων, για
διάφορες σηµαντικές κλάσεις προτύπων των οποίων η δοµή είναι ήδη γνωστή: τα κυριότερα
παραδείγµατα τα οποία ϑα µας απασχολήσουν είναι οι προβολικές, ενέσιµες, και επίπεδες
προσεγγίσεις. Αναλυτικότερα το κεντρικό αποτέλεσµα της διατριβής είναι η απόδειξη της
σηµαντικής Εικασίας Επίπεδης Κάλυψης του Enochs η οποία πιστοποιεί ότι κάθε πρότυπο
υπεράνω τυχόντος δακτυλίου µπορεί να προσεγγισθεί, και µάλιστα µε ελάχιστο τρόπο, από
ένα µοναδικά καθορισµένο επίπεδο πρότυπο. Αυτό το αποτέλεσµα σε συνδυασµό µε το γεγο-
νός ότι τα επίπεδα πρότυπα προκύπτουν από τον δακτύλιο µε σχετικά απλό τρόπο (και άρα η
δοµή τους είναι σχετικά οµαλή και προσιτή), δείχνει ότι το πρόβληµα ύπαρξης και µοναδικό-
τητας προσέγγισης προτύπων στην ειδική περίπτωση των επίπεδων προσεγγίσεων, έχει πλήρη
επίλυση.

Abstract. The principal aims of this thesis are (α) the presentation of the general
approximation theory of modules by well-behaved classes of modules with known structure,
and (β) the study of the problem of existence and uniqueness of (minimal) approximations of
modules in the special case where the well-behaved class of modules with known structure
is the class of flat modules.

We will focus mainly on the study of existence and uniqueness of approximations for
several important classes of modules whose structure is already known: the main examples
that concern us consist of projective, injective, and flat approximations. In more detail, the
main result of the thesis is the proof of the important Flat Cover Conjecture which ensures
that any module over any associative unital ring admits a minimal approximation by a
uniquely determined, up to isomorphism, flat module. This result combined with the fact
that flat modules are constructed from the ring by a relatively simple way (and therefore
their structure is relatively smooth and accessible), shows that the problem of the existence
and uniqueness of approximation of modules in the special case of flat approximations,
admits a complete solution.
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συστρεπτικού Ϲεύγους, 104

Συνθήκη µεγίστου, 121
Συνπυρήνας, 12
Συστρεπτικό Ϲεύγος, 104

επίπεδο, 109
κλειστό, 111
πλήρες, 110
τέλειο, 111
τετριµµένο, 105
του Enochs, 109

Τανυστικό γινόµενο
οµοµορφισµών, 24
προτύπων, 22

Υποπρότυπο, 11
γνήσιο, 11
µικρό ή πλεονάζον, 119
ουσιώδες, 118
που παράγεται από το X, 11
τετριµµένο, 11

Υποσύνολο
αριστερά T -µηδενοδύναµο, 119
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