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Πρόλογος

΄Ενα από τα ϐασικά προβλήµατα της Κλασσικής ∆ιαφορικής Γεωµε-
τρίας, που απέσπασε σηµαντικό ερευνητικό ενδιαφέρον, είναι η µελέτη
των επιφανειών του 3-διάστατου Ευκλείδειου χώρου µε, είτε σταθερή
καµπυλότητα Gauss, είτε σταθερή µέση καµπυλότητα.

Ο H. Liebmann [15] το 1899 απέδειξε ότι οι µόνες συµπαγείς επι-
ϕάνειες του 3-διάστατου Ευκλείδειου χώρου µε σταθερή καµπυλότητα
Gauss είναι οι σφαίρες. Αργότερα, απέδειξε ότι οι σφαίρες είναι οι
µόνες αυστηρά κυρτές επιφάνειες (ovaloids) µε σταθερή µέση καµπυ-
λότητα. Σηµειώνουµε ότι, µια επιφάνεια ονοµάζεται αυστηρά κυρτή
αν είναι κανονική, συνεκτική και συµπαγής µε καµπυλότητα Gauss
K ą 0.

Για υπερεπιφάνειες Mn του Ευκλείδειου χώρου Rn`1, αντίστοι-
χες - της καµπυλότητας Gauss και της µέσης καµπυλότητας - καµ-
πυλότητες είναι οι µέσες καµπυλότητες m-τάξης Hm, m “ 1, . . . , n.
Αυτές ορί-Ϲονται µέσω των στοιχειωδών συµµετρικών πολυωνύµων σm
m-ϐαθµού των κυρίων καµπυλοτήτων k1, . . . , kn της υπερεπιφάνειας
µέσω της σχέσης

ˆ

n

m

˙

Hm :“ σmpk1, . . . , knq.

Για παράδειγµα H1 είναι η µέση καµπυλότητα της Mn, H2 είναι η
κανονικοποιηµένη (normalized) αριθµητική καµπυλότητα και Hn η
καµπυλότητα Gauss-Kronecker.

Ο W. Suess [22] το 1952 επέκτεινε το αποτέλεσµα του Liebmann
αποδεικνύοντας ότι µια συµπαγής κυρτή υπερεπιφάνεια του Ευκλεί-
δειου χώρου είναι σφαίρα, αν έχει σταθερή καµπυλότητα Hm, για
κάποιο m “ 1, . . . , n. Ανάλογα ο C. C. Hsiung [10] επέκτεινε το συµ-
πέρασµα του Suess για αστερόσχηµες συµπαγείς υπερεπιφάνειες.
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Για την απόδειξη των παραπάνω αποτελεσµάτων οι ολοκληρωτικοί
τύποι του Minkowski παίζουν σηµαντικό ϱόλο.

Το 1956 ο A. D. Alexandrov [1] έκανε µια σηµαντική τοµή στην
αντιµετώπιση των προβληµάτων αυτού του είδους. Κάνοντας χρήση
της αρχής του µεγίστου για ελλειπτικές εξισώσεις απέδειξε ότι :

«Αν Mn είναι συµπαγές πολύπτυγµα και f : Mn ÝÑ Rn`1 εµφύτευση
µε σταθερή µέση καµπυλότητα, τότε το fpMnq είναι σφαίρα.»

Το 1978 ο R. C. Reilly [18] απέδειξε εκ νέου το αποτέλεσµα του
Alexandrov συνδυάζοντας τους ολοκληρωτικούς τύπους του Minko-
wski και κάποιους νέους ενδιαφέροντες υπολογισµούς.

Η περίπτωση όπου f : Mn ÝÑ Rn`1 είναι εµβάπτιση µε σταθερή
κάποια µέση καµπυλότητα m-τάξης Hm και το Mn συµπαγές πολύ-
πτυγµα είναι πιο πλούσια.

Το 1951 ο H. Hopf [8] απέδειξε ότι :

«Αν f : M2 ÝÑ R3 είναι εµβάπτιση µε σταθερή µέση καµπυλότητα
και η M2 είναι οµοιοµορφική µε τη σφαίρα S2, τότε η fpM2q είναι
σφαίρα.»

Για n ě 2, οι W. Y. Hsiang, Z. H. Teng και W. C. Yu [9] το 1983
κατασκεύασαν εµβαπτίσεις

f : M2n´1
» S2n´1

ÝÑ R2n

µε σταθερή µέση καµπυλότητα.

Οι H. C. Wente [23] και N. Kapouleas [12] το 1986 και 1987, κατα-
σκεύασαν παραδείγµατα εµβαπτίσεων f : M2 ÝÑ R3 µε σταθερή µέση
καµπυλότητα και γένος 1 ή µεγαλύτερο, αντίστοιχα.

Εκµεταλλευόµενος µε µαεστρία τη µέθοδο του Reilly, ο A. Ros
[19, 20] απέδειξε τα ακόλουθα δύο ϑεωρήµατα.

ΘΕΩΡΗΜΑ Α: ΄Εστω f : Mn ÝÑ Rn`1 µια συµπαγής εµφυτευµένη
υπερεπιφάνεια µε σταθερή µέση καµπυλότητα m-τάξης Hm,
m “ 1, . . . , n. Τότε το fpMnq είναι σφαίρα.
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Η περίπτωση της Hn ανάγεται στο αποτέλεσµα του Suess, αφού
από το Θεώρηµα του Hadamard ηHn “σταθ. οδηγεί στο συµπέρασµα
ότι η f : Mn ÝÑ Rn`1 είναι αυστηρά κυρτή υπερεπιφάνεια.

ΘΕΩΡΗΜΑ Β: ΄Εστω f : Mn ÝÑ Rn`1 µια συµπαγής εµφυτευµένη
υπερεπιφάνεια µε µη αρνητική µέση καµπυλότητα H. Υποθέτουµε
ότι h : Mn ÝÑ Rn`m είναι µια άλλη ισοµετρική εµβάπτιση του Mn µε
διανυσµατικό πεδίο µέσης καµπυλότητας H 1. Αν |H 1| ď H, τότε οι f ,h
είναι γεωµετρικά ισότιµες.

Το ϑεώρηµα Β είναι ένα αποτέλεσµα ακαµψίας συµπαγών υπερ-
επιφανειών µε µη αρνητική µέση καµπυλότητα και είναι γενίκευση
του ακόλουθου συµπεράσµατος του I. Schur (ϐλέπε για παράδειγµα
[4,σελ.36]).

ΘΕΩΡΗΜΑ 0.0.1. (Schur)΄Εστωσαν C µια κυρτή κλειστή επίπεδη κα-
µπύλη και C̄ µια κλειστή καµπύλη του χώρου ίδιου µήκους, µε την C.
Υποθέτουµε ότι οι καµπύλες έχουν κοινή παράµετρο το µήκος τόξου s
και καµπυλότητες kpsq, k̄psq, αντίστοιχα. Αν k̄psq ď kpsq, τότε η C̄ είναι
γεωµετρικά ισότιµη µε την C.

Αντικείµενο της παρούσας Μεταπτυχιακής ∆ιατριβής είναι οι απο-
δείξεις των Θεωρηµάτων Α και Β.
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Κεφάλαιο 1

Προκαταρκτικά

Σκοπός αυτού του κεφαλαίου είναι η σύντοµη παράθεση ϐασικών
εννοιών και των αντίστοιχων συµβολισµών που ϑα χρησιµοποιηθούν
στα δύο επόµενα κεφάλαια. Η παρουσίαση τους ϐασίζεται στο ϐιβλίο
[13] όπου και παραπέµπουµε για περισσότερες λεπτοµέρειες.

1.1 ΄Εννοιες από τη Γεωµετρία Riemann

΄Εστω Mn ένα διαφορίσιµο πολύπτυγµα διάστασης n και Dppq είναι
το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας όλων των διαφορίσιµων συναρ-
τήσεων στο p. Καλούµε εφαπτόµενο διάνυσµα (tangent vector) του
πολυπτύγµατος Mn στο σηµείο p µια απεικόνιση v : Dppq ÝÑ R µε
τις εξής ιδιότητες :

vpλ1f1 ` λ2f2q “ λ1vpf1q ` λ2vpf2q,

vpf1f2q “ vpf1qf2ppq ` f1ppqvpf2q,

για κάθε f1, f2 P Dppq και λ1, λ2 P R. Συµβολίζουµε µε TpMn, p PMn,
τον εφαπτόµενο χώρο (tangent space) του Mn στο p. Πρόκειται
για τον διανυσµατικό χώρο που αποτελείται από όλα τα εφαπτόµενα
διανύσµατα τουMn µε εφαρµογή στο p. Για χάρτη pU, φq τουMn περί
το p µε συντεταγµένες x1, . . . , xn, τα διανύσµατα B

Bxi
|p, i “ 1, . . . , n,

συνιστούν µία ϐάση του εφαπτόµενου χώρου TpMn.

Μια συνεχής απεικόνιση f : Mn ÝÑ M̄k µεταξύ των διαφορίσιµων
πολυπτυγµάτων Mn και M̄k καλείται διαφορίσιµη (differentiable),

1



2 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΠΡΟΚΑΤΑΡΚΤΙΚΑ

αν για τυχαίους χάρτες (U, φ) και (Ū , φ̄) των Mn και M̄k, αντίστοιχα, η
απεικόνιση φ̄ ˝ f ˝ φ´1 είναι διαφορίσιµη απεικόνιση από το ανοιχτό
φ
`

U X f´1pŪq
˘

του Rn στο ανοιχτό φ̄
`

Ū X fpUq
˘

του Rk.

΄Εστω f : Mn ÝÑ M̄k µια διαφορίσιµη απεικόνιση. Ονοµάζουµε
διαφορικό (differential) της f στο p PMn τη γραµµική απεικόνιση

dfp : TpM
n
ÝÑ TfppqM̄

k,

η οποία ορίζεται ως ακολούθως:

dfppvqpgq :“ vpg ˝ fq,

για κάθε v P TpM
n και g τυχούσα διαφορίσιµη συνάρτηση σε µια

περιοχή του fppq.

΄Εστωσαν f : Mn ÝÑ M̄k διαφορίσιµη απεικόνιση και p P Mn. Το
σηµείο p λέγεται κρίσιµο σηµείο (critical point) της f αν το διαφορικό
dfp δεν είναι επί. Το σηµείο p̄ P M̄k ονοµάζεται κρίσιµη τιµή (critical
value) της f εάν το σύνολο f´1pp̄q περιέχει τουλάχιστον ένα κρίσιµο
σηµείο της f .

΄Ενα πολύπτυγµαMn ϑα λέγεται προσανατολίσιµο (orientable) αν
υπάρχει άτλας tpUi, φiqu τέτοιος ώστε για κάθε Ϲεύγος χαρτών (Ui, φi),
(Uj, φj) του άτλαντα µε Ui X Uj ‰ ∅, να ισχύει det dpφi ˝ φ´1

j q ą 0 στο
Ui X Uj. ΄Ενας άτλας αυτού του τύπου ονοµάζεται προσανατολισµός
(orientation) του Mn. Το Mn καλείται προσανατολισµένο (oriented)
εάν είναι προσανατολίσιµο και έχουµε διαλέξει έναν προσανατολισµό.

Με το όρο εµβάπτιση (immersion), καλούµε µια διαφορίσιµη απει-
κόνιση f : Mn ÝÑ M̄k της οποίας το διαφορικό για κάθε p PMn είναι
ένα προς ένα. Είναι ϕανερό ότι n ď k. Ο αριθµός k ´ n καλείται
συνδιάσταση (codimension) της εµβάπτισης f . Εάν επιπλέον, η εµ-
ϐάπτιση f είναι οµοιοµορφισµός επί της εικόνας fpMnq Ă M̄k, µε
την επαγόµενη τοπολογία του M̄k, τότε η f ονοµάζεται εµφύτευση
(imbedding) του Mn στο M̄k. Το διαφορίσιµο πολύπτυγµα Mn, ϑα
λέγεται υποπολύπτυγµα (submanifold) του M̄k, αν Mn Ă M̄k και η
απεικόνιση έγκλεισης i : Mn ÝÑ M̄k, ippq :“ p είναι εµφύτευση.

Καλούµε διαφορίσιµο διανυσµατικό πεδίο (vector field) X του
Mn, µια αντιστοιχία, η οποία σε κάθε σηµείο p P Mn αντιστοιχεί ένα
διάνυσµα Xp P TpM

n, ώστε η συνάρτηση Xf : Mn ÝÑ R, pXfqppq :“
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Xppfq να είναι διαφορίσιµη, για κάθε διαφορίσιµη συνάρτηση f στο
Mn.

Στο εξής, ϑα συµβολίζουµε µε DpMnq το σύνολο των διαφορίσιµων
συναρτήσεων f : Mn ÝÑ R και µε ∆pMnq το σύνολο των διαφορίσιµων
διανυσµατικών πεδίων του Mn.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 1.1.1. ΄Εστωσαν TMn “
Ť

pPMn

TpM
n η εφαπτόµενη

δέσµη (tangent bundle) του Mn και π : TMn ÝÑ Mn η κανονι-
κή προβολή. ΄Ενα διαφορίσιµο διανυσµατικό πεδίο X είναι µια δια-
ϕορίσιµη απεικόνιση X : Mn ÝÑ TMn που πληροί την π ˝ X “ Id,
όπου Id : Mn ÝÑMn είναι η ταυτοτική απεικόνιση.

Η παραγώγιση διανυσµατικών πεδίων σε ένα διαφορίσιµο πολύ-
πτυγµα Mn, γίνεται δυνατή εισάγοντας την έννοια της γραµµικής συ-
νοχής.

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.1.2. Μια απεικόνιση ∇ : ∆pMnq ˆ ∆pMnq ÝÑ ∆pMnq,
που αντιστοιχεί στα διανυσµατικά πεδία X, Y το διανυσµατικό πεδίο
∇XY :“ ∇pX, Y q και ικανοποιεί τις ιδιότητες

∇X1`X2Y “ ∇X1Y `∇X2Y

∇XpY1 ` Y2q “ ∇XY1 `∇XY2,

∇fXY “ f∇XY,

∇XpfY q “ f∇XY ` pXfqY,

για κάθε f P DpMnq και X,X1, X2, Y, Y1, Y2 P ∆pMnq, καλείται γραµ-
µική συνοχή ( linear connection) στο Mn. Το διανυσµατικό πεδίο ∇XY
ονοµάζεται συναλλοίωτη παράγωγος (covariant derivative) του Y στη
διεύθυνση X ως προς τη γραµµική συνοχή ∇.

Ισχύει η ακόλουθη πρόταση.

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.1.3. ΄Εστωσαν X, Y P ∆pMnq και p P Mn. Το διάνυσµα
∇XY ppq εξαρτάται µόνο από την τιµή του X στο p, δηλαδή το Xp, και
από τις τιµές του Y κατά µήκος µίας οσοδήποτε µικρής καµπύλης που
διέρχεται από το p και έχει το Xp ως διάνυσµα ταχύτητας στο p.



4 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΠΡΟΚΑΤΑΡΚΤΙΚΑ

Η ανωτέρω πρόταση µας επιτρέπει να γράφουµε ∇XpY “ ∇XY ppq.

Μια µετρική Riemann (Riemannian metric) x¨, ¨y στο Mn είναι
µια αντιστοιχία που σε κάθε σηµείο p P Mn αντιστοιχεί ένα ϑετικά
οριστικό εσωτερικό γινόµενο x¨, ¨y του TpMn, η οποία είναι διαφορίσι-
µη µε την εξής έννοια : για κάθε Ϲεύγος X, Y P ∆pMnq η συνάρτηση
xX, Y y : Mn ÝÑ R, xX, Y yppq :“ xXp, Ypy είναι διαφορίσιµη. ΄Ενα
διαφορίσιµο πολύπτυγµα Mn εφοδιασµένο µε µια µετρική Riemann
ονοµάζεται πολύπτυγµα Riemann (Riemannian manifold) και συµ-
ϐολίζεται µε pMn, x¨, ¨yMnq ή pMn, x¨, ¨yq αν δεν δηµιουργείται σύγχυση.

Ισχύει το ακόλουθο ϑεώρηµα.

ΘΕΩΡΗΜΑ 1.1.4. Κάθε διαφορίσιµο πολύπτυγµα Mn δέχεται τουλά-
χιστον µια µετρική Riemann.

Για τη συνέχεια, ϑεωρούµε ένα πολύπτυγµα Riemann pMn, x¨, ¨yq.
Μια γραµµική συνοχή ∇ στο Mn, που πληροί επιπλέον τις ιδιότητες

∇XY ´∇YX “ rX, Y s,

XxY, Zy “ x∇XY, Zy ` xY,∇XZy,

για κάθε X, Y, Z P ∆pMnq, ϑα καλείται συνοχή Levi-Civitá (Levi-
Civitá connection), όπου rX, Y s είναι το γινόµενο Lie (Lie bracket)
των X και Y , που ορίζεται από τη σχέση rX, Y sf :“ XpY fq ´ Y pXfq
για f P DpMnq.

Ισχύει, επιπλέον, το παρακάτω ϑεώρηµα.

ΘΕΩΡΗΜΑ 1.1.5. Κάθε πολύπτυγµα Riemann δέχεται µοναδική συν-
οχή Levi-Civitá.

΄Εστωσαν p0 P M
n και U ανοιχτό του Mn περί το p0. Θεωρούµε

διανυσµατικά πεδία Ei P ∆pUq, i “ 1, . . . , n, τέτοια ώστε να ισχύει
xEi, Ejy “ δij σε κάθε p P U . Το σύστηµα tE1, . . . , Enu ονοµάζεται
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τοπικό ορθοµοναδιαίο πλαίσιο του Mn περί το p0 και κάθε X P

∆pMnq µπορεί να γραφεί τοπικά στη µορφή

X “

n
ÿ

i“1

xX,EiyEi,

ως προς το πλαίσιο tE1, . . . , Enu.

΄Εστω f : Mn ÝÑ M̄k µια εµβάπτιση, όπου το M̄k είναι ένα πο-
λύπτυγµα Riemann µε µετρική x¨, ¨yM̄k . Επάγεται, µέσω της f , µια
µετρική Riemann στο Mn που ορίζεται ως

xv, wy :“ xdfppvq, dfppwqyM̄k ,

για κάθε p P Mn και v, w P TpM
n, η οποία καλείται επαγόµενη

µετρική µέσω της f (induced metric through f ). Εάν το Mn είναι
κι αυτό πολύπτυγµα Riemann µε µετρική x¨, ¨yMn και η επαγόµενη
µετρική µέσω της f είναι ίδια µε την ήδη υπάρχουσα, δηλαδή

xv, wyMn :“ xdfppvq, dfppwqyM̄k ,

για κάθε p P Mn και v, w P TpM
n, τότε η f καλείται ισοµετρική

εµβάπτιση (isometric immersion). ∆υο ισοµετρικές εµβαπτίσεις f, g :
Mn ÝÑ M̄k ϑα λέµε ότι είναι γεωµετρικά ισότιµες (congruent) εάν
υπάρχει ισοµετρία τ του M̄k, ώστε να ισχύει g “ τ ˝ f .

΄Εστω f : Mn ÝÑ M̄k µια ισοµετρική εµβάπτιση. Για κάθε p PMn,
ο εφαπτόµενος χώρος TfppqM̄k αναλύεται σε ορθογώνιο ευθύ άθροισµα

TfppqM̄
k
“ dfppTpM

n
q ‘NfMppq,

όπου µε NfMppq συµβολίζουµε το ορθοσυµπλήρωµα (orthogonal
complement) του n-διάστατου υπόχωρου dfppTpMnq του TfppqM̄k.

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.1.6. Μια απεικόνιση Z, η οποία σε κάθε p PMn αντιστοι-
χεί ένα διάνυσµα Zppq P TfppqM̄

k καλείται διανυσµατικό πεδίο κατά
µήκος της f (vector field along f ). ΄Οµοια, ονοµάζουµε κάθετο δια-
νυσµατικό πεδίο κατά µήκος της f (normal vector field along f ), ένα
διανυσµατικό πεδίο ξ κατά µήκος της f , τέτοιο ώστε ξppq P NfMppq, για
κάθε σηµείο p PMn.
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΄Εστωσαν U µια περιοχή του Mn, tE1, . . . , Eku ένα ορθοµοναδιαίο
πλαίσιο του M̄k στο V µε fpUq Ă V X fpMnq και Z διανυσµατικό
πεδίο κατά µήκος της f . Το διανυσµατικό πεδίο Z εκφράζεται τοπικά
ως

Zppq “
k
ÿ

i“1

zippqEi
`

fppq
˘

,

για κάθε p P U και zi, i “ 1, . . . , k, συναρτήσεις ορισµένες στο U .
Το διανυσµατικό πεδίο Z καλείται διαφορίσιµο διανυσµατικό πεδίο
κατά µήκος της f , αν οι συναρτήσεις zi είναι διαφορίσιµες. Τονίζουµε
ότι ο ορισµός της διαφορισιµότητας δεν εξαρτάται από την επιλογή του
πλαισίου. Σηµειώνουµε, επιπλέον, ότι αν X είναι ένα διανυσµατικό
πεδίο τουMn, τότε το dfpXq είναι ένα διανυσµατικό πεδίο κατά µήκος
της f . Επίσης, αν Y είναι ένα διανυσµατικό πεδίο του M̄k, τότε το
Y ˝ f είναι ένα διανυσµατικό πεδίο κατά µήκος της f .

΄Εστωσαν Z διαφορίσιµο διανυσµατικό πεδίο κατά µήκος της f
και tE1, . . . , Eku τοπικό πλαίσιο του M̄k περί το fppq για p P Mn.
Ορίζουµε (ϐλέπε για παράδειγµα [3,σελ.3]), για κάθε v P TpMn, τη
συναλλοίωτη παράγωγο r∇vZ του Z στη διεύθυνση v ως

(1.1) r∇vZ :“
k
ÿ

i“1

vpziqEi
`

fppq
˘

`

k
ÿ

i“1

zippq∇̄dfppvqEi,

όπου ∇̄ είναι η συνοχή Levi-Civitá του M̄k και Z “
řk
i“1 zipEi ˝ fq η

τοπική έκφραση του Z. Για κάθε διανυσµατικό πεδίο X του Mn και
p PMn, ορίζουµε

pr∇XZqppq :“ r∇XppqZ.

Το διανυσµατικό πεδίο r∇XZ είναι διανυσµατικό πεδίο κατά µήκος της
f και ονοµάζεται συναλλοίωτη παράγωγος του Z κατά µήκος της f
στη διεύθυνση X. Η απεικόνιση r∇ καλείται γραµµική συνοχή κατά
µήκος της f , είναι ανεξάρτητη της επιλογής πλαισίου και ισχύουν οι
σχέσεις :

r∇X1`X2Z “ r∇X1Z ` r∇X2Z,

r∇gXZ “ g r∇XZ,

r∇XpZ1 ` Z2q “ r∇XZ1 ` r∇XZ2,
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r∇XpgZq “ XpgqZ ` g r∇XZ,

XxZ1, Z2y “ xr∇XZ1, Z2y ` xZ1, r∇XZ2y,

r∇X1dfpX2q ´ r∇X2dfpX1q “ df rX1, X2s,

όπου X,X1, X2 είναι διαφορίσιµα διανυσµατικά πεδία τουMn, Z,Z1,
Z2 διαφορίσιµα διανυσµατικά πεδία κατά µήκος της f και g P DpMnq.

Εάν ξ είναι ένα κάθετο διανυσµατικό πεδίο κατά µήκος της f ,
συµβολίζουµε µε ∇K

Xξ, την κάθετη συνιστώσα του διανύσµατος r∇Xξ,
δηλαδή

∇K
Xξ :“ pr∇Xξq

K.

Ορίζουµε, επιπλέον, για κάθε p PMn,

∇K
Xppqξ :“ p∇K

Xξqppq,

όπου X είναι διαφορίσιµο διανυσµατικό πεδίο του Mn. Εύκολα απο-
δεικνύεται ότι η ∇K ικανοποιεί τις ιδιότητες µιας γραµµικής συνοχής.

΄Εστωσαν pMn, x¨, ¨yMnq και pM̄k, x¨, ¨yM̄kq δυο πολυπτύγµατα Rie-
mann µε συνοχές Levi-Civitá ∇ και ∇̄, αντίστοιχα. Θεωρούµε µια
ισοµετρική εµβάπτιση

f : pMn, x¨, ¨yMnq ÝÑ pM̄k, x¨, ¨yM̄kq,

και συµβολίζουµε µε r∇ τη γραµµική συνοχή κατά µήκος της f . Η
δεύτερη ϑεµελιώδης µορφή (second fundamental form) της f , γνω-
στή και ως τύπος του Gauss (Gauss formula), ορίζεται ως

(1.2) Bf pX, Y q :“ r∇XdfpY q ´ dfp∇XY q,

όπου X, Y είναι διανυσµατικά πεδία του Mn. Σηµειώνουµε ότι, για
X, Y P ∆pMnq, το Bf pX, Y q είναι κάθετο διανυσµατικό πεδίο κα-
τά µήκος της f . Η δεύτερη ϑεµελιώδης µορφή της f είναι DpMnq-
διγραµµική και συµµετρική.

Ο µοναδικός αυτοπροσαρτηµένος γραµµικός µετασχηµατισµός Aξ
που ορίζεται από τη σχέση

(1.3) xAξX, Y y :“ xBf pX, Y q, ξy,
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όπου ξ είναι κάθετο διανυσµατικό πεδίο κατά µήκος της f , λέγεται
τελεστής Weingarten (Weingarten operator) της f στη διεύθυνση ξ.
Ισχύει η σχέση

r∇Xξ “ ´dfpAξXq `∇K
Xξ,

που ονοµάζεται τύπος του Weingarten (Weingarten formula).

Το διανυσµατικό πεδίο κατά µήκος της f που ορίζεται από τη σχέση

(1.4) ~H :“
1

n

n
ÿ

i“1

Bf pEi, Eiq,

µε tE1, . . . , Enu τοπικό ορθοµοναδιαίο πλαίσιο του Mn, είναι ανε-
ξάρτητο του πλαισίου και ονοµάζεται διανυσµατικό πεδίο µέσης
καµπυ-λότητας (mean curvature vector field) της f .

Σε ένα πολύπτυγµα Riemann pMn, x¨, ¨yMnq µε συνοχή Levi-Civitá
∇ ο τανυστής καµπυλότητας (curvature tensor) R ορίζεται ως

(1.5) RpX, Y qZ :“ ∇X∇YZ ´∇Y∇XZ ´∇rX,Y sZ,

όπου X, Y, Z P ∆pMnq. Με τη ϐοήθεια του τανυστή καµπυλότητας
ϑα ορίσουµε διάφορες καµπυλότητες σε κάθε σηµείο του Mn, όπως:
την καµπυλότητα τοµής, την καµπυλότητα Ricci και την αριθµητική
καµπυλότητα.

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.1.7. ΄Εστω σ διδιάστατος γραµµικός υπόχωρος του TpMn.
Η καµπυλότητα τοµής (sectional curvature) του Mn στο σηµείο p, ως
προς το διδιάστατο υπόχωρο σ του TpMn, είναι ο αριθµός

(1.6) Kpσq :“ KpX ^ Y q “ xRpX, Y qY,Xy,

όπου tX, Y u είναι ορθοµοναδιαία ϐάση του σ.

Για τη συνέχεια, ϑεωρούµε ορθοµοναδιαίο πλαίσιο tE1, . . . , Enu
της Mn. Το συµµετρικό τανυστικό πεδίο Q που ορίζεται ως

(1.7) QpX, Y q :“
n
ÿ

i“1

xRpEi, XqY,Eiy,
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για X, Y P ∆pMnq, καλείται τανυστής Ricci (Ricci tensor). Για κάθε
p PMn και X P TpM

n µε |X| “ 1 η ποσότητα

RicpXq :“ QpX,Xq

ονοµάζεται καµπυλότητα Ricci (Ricci curvature) στο σηµείο p και κα-
τά τη διεύθυνσηX P TpM

n. Το ίχνος του Q στο p λέγεται αρι-ϑµητική
καµπυλότητα (scalar curvature) του Mn στο p και συµβολίζεται µε
τppq. Εποµένως,

(1.8) τppq :“
n
ÿ

i“1

QpEi, Eiq “
n
ÿ

i“1

RicpEiq.

΄Εστωσαν pMn, x¨, ¨yq πολύπτυγµα Riemann µε συνοχή Levi-Civitá
∇ και f P DpMnq. Συµβολίζουµε µε gradf ή ∇f την κλίση (gradient)
της f , που ορίζεται ως το µοναδικό διανυσµατικό πεδίο του Mn που
ικανοποιεί τη σχέση

(1.9) xX, gradfy “ dfpXq “ Xf,

για κάθε X P ∆pMnq.

Καλούµε απόκλιση (divergence) ενός διανυσµατικού πεδίου X P

∆pMnq τη διαφορίσιµη συνάρτηση

divX “ tracepZ ÝÑ ∇ZXq,

µε Z P ∆pMnq. Ως προς τοπικό ορθοµοναδιαίο πλαίσιο tE1, . . . , Enu
του Mn η απόκλιση του X λαµβάνει την έκφραση

(1.10) divX “

n
ÿ

i“1

x∇Ei
X,Eiy.

Ισχύει η σχέση

(1.11) divpfXq “ fdivX `Xf,

για κάθε f P DpMnq.

Ορίζουµε

(1.12) ∆f :“ divpgradfq.
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Η συνάρτηση ∆f ονοµάζεται Λαπλασιανή (Laplacian) της f . Ο τελε-
στής ∆ : DpMnq ÝÑ DpMnq λέγεται τελεστής Laplace (Laplacian
operator) στο πολύπτυγµα Riemann pMn, x¨, ¨yq. Εύκολα προκύπτει
ότι η έκφραση της Λαπλασιανής ∆f , ως προς τοπικό ορθοµοναδιαίο
πλαίσιο tE1, . . . , Enu, είναι η

(1.13) ∆f “
n
ÿ

i“1

x∇Ei
gradf, Eiy.

Για τυχούσα f P DpMnq, ορίζουµε το τανυστικό πεδίο

∇2f : ∆pMn
q ˆ∆pMn

q ÝÑ DpMn
q

ως

(1.14) ∇2fpX, Y q :“ x∇Xgradf, Y y,

µε X, Y P ∆pMnq. Από τον ορισµό της κλίσης της f , λαµβάνουµε
άµεσα ότι

∇2fpX, Y q “ Xxgradf, Y y ´ xgradf,∇XY y(1.15)
“ XpY fq ´ p∇XY qf.

Το συµµετρικό τανυστικό πεδίο ∇2f καλείται Εσσιανή (Hessian) της
συναρτήσεως f .

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 1.1.8. Σύµφωνα µε τα παραπάνω, αν tE1, . . . , Enu
τοπικό ορθοµοναδιαίο πλαίσιο, τότε

(1.16) ∆f “
n
ÿ

i“1

´

EipEifq ´ p∇Ei
Eiqf

¯

.

Θα δώσουµε την εκδοχή εννοιών, που αναφέρθηκαν ήδη, στην
ειδική περίπτωση των Ευκλείδειων χώρων. Θεωρούµε στον Rn τον
ταυτοτικό χάρτη µε συντεταγµένες x1, . . . , xn και τα αντίστοιχα δια-
νυσµατικά πεδία B

Bxi
, i “ 1, . . . , n. Ο Rn εφοδιασµένος µε το σύνηθες

εσωτερικό γινόµενο, γίνεται πολύπτυγµα Riemann.
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Για X “ pb1, . . . , bnq “
řn
i“1 b

i B
Bxi

διαφορίσιµο διανυσµατικό πεδίο µε
bi P DpRnq, ορίζουµε την κανονική γραµµική συνοχή στον Rn ως

∇̄YX “ pY b1, . . . , Y bnq.

Ιδιαίτερα, αν ϑεωρήσουµε το ~x “ px1, . . . , xnq ως εφαπτόµενο διανυ-
σµατικό πεδίο του Rn, από τον ορισµό της ∇̄ ϑα έχουµε

(1.17) ∇̄X~x “ pXx
1, . . . , Xxnq “ pb1, . . . , bnq “ X.

Υπολογίζεται άµεσα, ότι η ∇̄ ικανοποιεί τις ιδιότητες της συνοχής Levi-

Civitá.

Οι τύποι της κλίσης, απόκλισης και της Λαπλασιανής µιας δια-
ϕορίσιµης συνάρτησης είναι ήδη γνωστοί από την Ανάλυση και έχουν
ως εξής :

gradf “ p
Bf

Bx1
, . . . ,

Bf

Bxn
q

divZ “
n
ÿ

i“1

Bzi

Bxi

∆f “
n
ÿ

i“1

B2f

Bxi2
,

για Z “ pz1, . . . , znq.

Σηµειώνουµε ότι ο τανυστής καµπυλότητας των Ευκλείδειων χώ-
ϱων µε τη συνήθη µετρική είναι ταυτοτικά µηδέν. Συνεπώς, όλες οι
καµπυλότητες είναι µηδενικές.

Θα αποδείξουµε, τέλος, το παρακάτω χρήσιµο λήµµα.

ΛΗΜΜΑ 1.1.9. ΄Εστωσαν pMn, x¨, ¨yq ένα πολύπτυγµα Riemann και
f : Mn ÝÑ Rn`k µια ισοµετρική εµβάπτιση, όπου ο Rn`k είναι εφο-
διασµένος µε τη συνήθη µετρική. Ισχύει η ταυτότητα

(1.18) ∆f “ n ~H,

όπου ∆ ο Λαπλασιανός τελεστής στο Mn µε την επαγόµενη µετρική και

∆f “ p∆f 1, . . . ,∆fn`kq,

όπου f “ pf 1, . . . , fn`kq.
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Απόδειξη. Θεωρούµε ένα σταθερό µοναδιαίο διάνυσµα a του Rn`k και
ορίζουµε τη συνάρτηση fa : Mn ÝÑ R µε fa :“ xf, ay. ΓιαX P ∆pMnq

ϑα έχουµε
Xfa “ xdfpXq, ay,

και

XXfa “ XxdfpXq, ay

“ xr∇XdfpXq, ay.

Συνεπώς, λόγω της p1.15q, έχουµε

∇2fapX,Xq “ XXfa ´ p∇XXqfa

“ xr∇XdfpXq, ay ´ xdfp∇XXq, ay

“ xr∇XdfpXq ´ dfp∇XXq, ay

“ xBf pX,Xq, ay.

∆ηλαδή ισχύει

(1.19) ∇2fapX,Xq “ xBf pX,Xq, ay.

Από τη σχέση p1.18q λαµβάνουµε

∆fa “ xn ~H, ay.

΄Αρα, εφόσον ∆f “ p∆f 1, . . . ,∆fn`kq και f i “ xf, eiy, i “ 1, . . . , n`k,

όπου teiui“1,...,n`k η συνήθης ϐάση του Rn`k, ϑα έχουµε τη Ϲητούµενη
σχέση p1.17q. �

1.2 ΄Εννοιες από τη ϑεωρία των υπερεπιφα-
νειών

΄Εστω f : Mn ÝÑ M̄k εµβάπτιση µεταξύ των διαφορίσιµων πολυ-
πτυγµάτων Mn και M̄k. Μια εµβάπτιση συνδιάστασης 1 ονοµάζεται
υπερεπιφάνεια (hypersurface). Αυτή η κατηγορία εµβαπτίσεων, και
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ειδικότερα οι εµφυτευµένες υπερεπιφάνειες του Rn`1 µε τη συνήθη
µετρική ϑα µας απασχολήσουν ιδιαίτερα.

Στην ενότητα 1.1 δώσαµε τον ορισµό του προσανατολισµένου πολυ-
πτύγµατος. Για λόγους ευκολίας στο εξής, όταν έχουµε µια υπερ-
επιφάνεια f : Mn ÝÑ Rn`1 όπου το Mn είναι προσανατολισµένο,
ϑα λέµε ότι η υπερεπιφάνεια f είναι προσανατολισµένη, εννοώντας
στην πραγµατικότητα ότι το Mn είναι προσανατολισµένο. Συνεπώς,
στην περίπτωση των υπερεπιφανειών, µπορούµε να εκφράσουµε την
παρακάτω ισοδύναµη πρόταση.

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.2.1. Μια υπερεπιφάνεια f : Mn ÝÑ Rn`1 καλείται
προσανατολίσιµη (orientable), αν υπάρχει µοναδιαίο, κάθετο και δια-
ϕορίσιµο διανυσµατικό πεδίο κατά µήκος της f .

Θα λέµε ότι η f : Mn ÝÑ Rn`1 είναι προσανατολισµένη (oriented),
αν είναι προσανατολίσιµη και έχουµε επιλέξει ένα διαφορίσιµο και µο-
ναδιαίο κάθετο διανυσµατικό πεδίο κατά µήκος της f , το οποίο ονο-
µάζεται και προσανατολισµός (orientation) της f .

Καλούµε σφαιρική απεικόνιση (spherical mapping) µιας προσ-
ανατολισµένης υπερεπιφάνειας f : Mn ÝÑ Rn`1 µε προσανατολισµό
N , την απεικόνιση

ν : Mn
ÝÑ Sn Ă Rn`1,

η οποία αντιστοιχεί σε κάθε σηµείο p P Mn το σηµείο νppq της µονα-
διαίας σφαίρας Sn, το οποίο προκύπτει από παράλληλη µεταφορά του
κάθετου διανύσµατος Np, ώστε η αρχή του να συµπέσει µε το κέντρο
της σφαίρας.

Στη συνέχεια, ϑεωρούµε µια προσανατολισµένη υπερεπιφάνεια f :
Mn ÝÑ Rn`1 µε προσανατολισµό N . Στο Mn ϑεωρούµε την επ-
αγόµενη µετρική µέσω της f . Στον τύπο του Gauss, τοBf συµβολίζεται
απλά µε B, δηλαδή

BpX, Y q “ r∇XdfpY q ´ dfp∇XY q.

Επιπλέον, η απεικόνιση Weingarten ως προς το N ϑα συµβολίζεται µε
A, δηλαδή A :“ AN . Εποµένως

xAX, Y y “ xBpX, Y q, Ny.
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΄Εχουµε, λοιπόν, τον τύπο του Weingarten

(1.20) r∇XN :“ ´dfpAXq,

και την δεύτερη ϑεµελιώδη µορφή

bNpX, Y q :“ xBpX, Y q, Ny.

Οι ιδιοτιµές k1ppq ě . . . ě knppq του A στο p PMn ϑα ονοµάζονται
κύριες καµπυλότητες (principal curvatures) της υπερεπιφάνειας
στο σηµείο p ως προς το κάθετο N . Τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα
e1, . . . , en ϑα λέγονται κύριες διευθύνσεις (principal directions) της
υπερεπιφάνειας στο σηµείο p P Mn. Αποδεικνύεται r17, 21s ότι οι
κύριες καµπυλότητες είναι συνεχείς συναρτήσεις και σχεδόν παντού
διαφορίσιµες.

΄Ενα σηµείο p PMn για το οποίο ισχύει k1ppq “ ¨ ¨ ¨ “ knppq “ c ϑα
λέγεται οµφαλικό σηµείο (umbilic point) αν c ‰ 0 ή ισόπεδο σηµείο
(flat point) αν c “ 0.

Η συνάρτηση

(1.21) H :“
1

n

n
ÿ

i“1

ki,

καλείται µέση καµπυλότητα (mean curvature) και η συνάρτηση

K “ k1 ¨ ¨ ¨ kn

λέγεται καµπυλότητα Gauss-Kronecker (Gauss-Kronecker curva-
ture) της υπερεπιφάνειας f : Mn ÝÑ Rn`1.

Θεωρούµε το στοιχειώδες συµµετρικό πολυώνυµο m-ϐαθµού,
m “ 1, . . . , n, ως προς τις µεταβλητές x1, . . . , xn:

(1.22) σmpx1, . . . , xnq “
ÿ

1ďi1ă...ăimďn

xi1 ¨ ¨ ¨ xim .

Μέση καµπυλότητα m-τάξης Hm (mean curvature of order m),
m “ 1, . . . , n, της υπερεπιφάνειας f : Mn ÝÑ Rn`1 ονοµάζεται η
συνάρτηση που ορίζεται ως

(1.23) Hm “
1
`

n
m

˘σmpk1, . . . , knq,
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όπου ki, i “ 1, . . . , n, είναι οι κύριες καµπυλότητες. Είναι προφανές
ότι H1 “ H και Hn “ K. Για τεχνικούς λόγους ορίζουµε H0 :“ 1.

΄Εστω Mn n-διάστατο υποπολύπτυγµα του Rn`1. Το υποπολύ-
πτυγµα Mn ονοµάζεται κυρτό (convex) όταν, για κάθε p PMn, κείται
εξ΄ ολοκλήρου σε έναν από τους δυο κλειστούς ηµιχώρους που ορίζο-
νται από τον TpMn, και αυστηρά κυρτό (strictly convex) εάν επιπλέον
TpM

n XMn “ tpu για κάθε p PMn.

Ισχύει το ακόλουθο σπουδαίο ϑεώρηµα, γνωστό ως ϑεώρηµα του
Hadamard.

ΘΕΩΡΗΜΑ 1.2.2. (Hadamard) ΄Εστωσαν Mn, n ě 2, συµπαγές συ-
νεκτικό πολύπτυγµα, και f : Mn ÝÑ Rn`1 υπερεπιφάνεια µε κα-
µπυλότητα Gauss-Kronecker K ‰ 0 παντού. ∆ιαλέγοντας κατάλληλο
κάθετο διανυσµατικό πεδίο N , η σφαιρική απεικόνιση είναι διαφορο-
µορφισµός του Mn µε την Sn, η δεύτερη ϑεµελιώδης µορφή bN είναι
ϑετικά οριστική παντού, η f είναι εµφύτευση, και το fpMnq αυστηρά
κυρτό.

Θεωρούµε µια προσανατολισµένη υπερεπιφάνεια f : Mn ÝÑ Rn`1.
Το στοιχείο όγκου (volume element) συµβολίζεται µε dM και ορίζεται
ως η n-µορφή που σε κάθε σηµείο p P Mn και σε κάθε διατεταγµένη
ϐάση tv1, . . . , vnu του προσανατολισµού του TpMn µας δίνει τον όγκο
του παραλληλεπιπέδου µε ακµές τα v1, . . . , vn. Ισχύει, δηλαδή,

(1.24) dMpv1, . . . , vnq “
b

detpxvi, vjyq .

Θα αποδείξουµε, τέλος, το παρακάτω χρήσιµο λήµµα.

ΛΗΜΜΑ 1.2.3. ΄Εστω f : Mn ÝÑ Rn`1 συµπαγής εµφυτευµένη υπερ-
επιφάνεια, προσανατολισµένη, ως προς το εσωτερικό κάθετο N της
fpMnq. Αν a είναι σηµείο της µοναδιαίας σφαίρας Sn Ă Rn`1, τότε
υπάρχει p0 PM

n ώστε Npp0q “ ´a.

Απόδειξη. ΄Εστω a τυχαίο σηµείο της Sn. Θεωρούµε ένα υπερεπίπεδο
π του Rn`1, κάθετο στο a και σε ϑέση τέτοια ώστε να µην τέµνει το
fpMnq. Το fpMnq ϐρίσκεται σε µια πλευρά του π.
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Θεωρούµε τη διαφορίσιµη συνάρτηση φ : Mn ÝÑ R µε τύπο

φppq :“ xfppq, ay.

Επειδή το Mn είναι συµπαγές υπάρχει σηµείο p0 P Mn όπου η φ
λαµβάνει απόλυτο µέγιστο.

Για X P ∆pMnq ϑα έχουµε

Xφ “ xdfpXq, ay,

p∇XXqφ “ xdfp∇XXq, ay,

και
XXφ “ xr∇XdfpXq, ay,

όπου r∇ είναι η γραµµική συνοχή κατά µήκος της f . Συνεπώς,

∇2φpX,Xq “ XXφ´ p∇XXqφ

“ xr∇XdfpXq ´ dfp∇XXq, āy

“ xBpX,Xq, ay,

όπου B είναι η δεύτερη ϑεµελιώδης µορφή της f : Mn ÝÑ Rn`1.

Στο p0 ϑα έχουµε, για X P Tp0M
n,

Xφ “ xdfpXq, ay “ 0

και

∇2φpX,Xq “ xBpX,Xq, ay ď 0.(1.25)

΄Αρα, το εφαπτόµενο υπερεπίπεδο του fpMnq στο fpp0q είναι κάθετο
στο a, δηλαδή παράλληλο στο π και επιπλέον ισχύει Npp0q “ ´a. �

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 1.2.4. Ας σηµειωθεί ότι η σχέση p1.25q του Λήµµατος
1.2.4., στο σηµείο p0 PM

n, γίνεται

xBpX,Xq, Ny ě 0

ή
xAX,Xy ě 0,

δηλαδή οι κύριες καµπυλότητες στο p0 είναι µη αρνητικές.
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1.3 Στοιχεία από την Ανάλυση

Στην τελευταία ενότητα αυτού του κεφαλαίου ϑα παραθέσουµε
χωρίς απόδειξη, δύο σηµαντικά ϑεωρήµατα της Ανάλυσης, των οποίων
τη χρήση ϑα κάνουµε αρκετές ϕορές παρακάτω.

Το πρώτο από αυτά είναι το Θεώρηµα του Stokes ή Θεώρηµα από-
κλισης (ϐλέπε για παράδειγµα [14,σελ.186]).

ΘΕΩΡΗΜΑ 1.3.1. (Απόκλισης) ΄Εστω Ω Ă Rn`1 ϕραγµένος τόπος του
Ευκλείδειου χώρου, του οποίο το σύνορο είναι µια εµφυτευµένη υπερ-
επιφάνεια Mn “ BΩ. Αν N είναι το µοναδιαίο κάθετο διανυσµατικό
πεδίο, µε ϕορά προς το εσωτερικό της Mn και X P ∆pΩ̄q, τότε

(1.26)
ż

Ω

divXdΩ “ ´

ż

M

xX,NydM,

όπου dΩ είναι το στοιχείο όγκου στον Rn`1.

Το δεύτερο ϑεώρηµα αναφέρεται σε λύση προβλήµατος συνορια-
κών τιµών, γνωστό ως πρόβληµα του Dirichlet (ϐλέπε για παράδειγµα
[11,σελ.252]).

ΘΕΩΡΗΜΑ 1.3.2. (Dirichlet) ΄Εστωσαν Ω Ă Rn ϕραγµένος τόπος του
Ευκλείδειου χώρου C8-τάξης και g P C8pBΩq,f P C8pΩ̄q. Τότε, το
πρόβληµα Dirichlet

∆u “ f στο Ω(1.27)
u “ g στο BΩ,

έχει (µοναδική) λύση u P C8pΩ̄q.

Τέλος, αναφέρουµε ακόµη ένα χρήσιµο ϑεώρηµα που αφορά δια-
ϕορίσιµες απεικονίσεις.

ΘΕΩΡΗΜΑ 1.3.3. (Sard) ΄Εστω f : Mn ÝÑ Nn µια διαφορίσιµη α-
πεικόνιση µεταξύ πολυπτυγµάτων ίδιας διάστασης. Το σύνολο των µη
κρίσιµων τιµών της f είναι ένα ανοιχτό και πυκνό υποσύνολο του Nn.
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Κεφάλαιο 2

Τύποι Minkowski και Reilly

Στόχος του παρόντος κεφαλαίου αποτελεί η διατύπωση και η από-
δειξη δύο πολύ σηµαντικών αποτελεσµάτων, τα οποία έχουν αρκε-τές
εφαρµογές. Πρόκειται για τους ολοκληρωτικούς τύπους του Minko-
wski και τον τύπο του Reilly για συµπαγείς προσανατολισµένες υπερ-
επιφάνειες των Ευκλείδειων χώρων. Η χρήση ολοκληρωτικών τύπων
σαν µέθοδος απόδειξης, ήταν αποδοτική, κυρίως σε χαρακτηρισµούς
υπερεπιφανειών. Ο τύπος του Reilly, παρά την πολυπλοκότητά του,
ϐοήθησε στην επίλυση διαφόρων προβληµάτων.

2.1 Παράλληλες υπερεπιφάνειες

Στην προσπάθεια µας να αποδείξουµε τους τύπους του Minkowski,
ϑα χρειαστούµε ϐασικά στοιχεία από τη ϑεωρία των παράλληλων υπερ-
επιφανειών. Θα αφιερώσουµε την παράγραφο αυτή στον ορισµό των
παράλληλων υπερεπιφανειών, αλλά και στις σχέσεις που συνδέουν τα
χαρακτηριστικά µιας υπερεπιφάνειας µε αυτά των παραλλήλων της. Ο
Rn`1 ϑεωρείται εφοδιασµένος µε τη συνήθη µετρική.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.1.1. ΄Εστω f : Mn ÝÑ Rn`1 προσανατολισµένη υπερ-
επιφάνεια µε µοναδιαίο κάθετο διανυσµατικό πεδίο N κατά µήκος της
f . Για κάθε r P R, η απεικόνιση fr : Mn ÝÑ Rn`1 µε τύπο

frppq “ fppq ` rNppq,

καλείται παράλληλη υπερεπιφάνεια της f : Mn ÝÑ Rn`1, σε απόστα-
ση r κατά µήκος του κάθετου.

19
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Απαραίτητο για τη συνέχεια είναι να εξετάσουµε, για ποιά r η
fr : Mn ÝÑ Rn`1 είναι εµβάπτιση, δηλαδή για ποια r είναι πρά-
γµατι υπερεπιφάνεια. Είναι προφανές ότι f0 “ f και ότι η fr είναι
διαφορίσιµη.

Κάνοντας χρήση του τύπου του Weingarten, για X P ∆pMnq έχουµε

dfrpXq “ dfpXq ` rr∇XN

“ dfpXq ´ rdfpAXq

“ dfpX ´ rAXq.

Αποδείξαµε ότι

(2.1) dfrpXq “
`

df ˝ pI ´ rAq
˘`

X
˘

,

όπου A είναι ο τελεστής Weingarten της f ως προς το N .

Για να είναι η fr εµβάπτιση ϑα πρέπει το διαφορικό της να είναι ένα
προς ένα. Από τη σχέση p2.1q είναι ϕανερό ότι, αυτό συµβαίνει µόνο αν
το τανυστικό πεδίο I ´ rA δεν έχει το µηδέν ως ιδιοτιµή ή, ισοδύναµα,
αν ο τελεστής Weingarten A δεν έχει το 1{r ως ιδιοτιµή. ΄Οµως, οι
ιδιοτιµές του A µεταβάλλονται µε συνεχή τρόπο καθώς µεταβάλλεται
το p PMn. ΄Αρα, υπάρχει πάντα περιοχή U περί το p και αριθµός ε ą 0
ώστε η απεικόνιση fr|U : U ÝÑ Rn`1 να είναι εµβάπτιση για |r| ă ε.
Για τα επόµενα, υποθέτουµε ότι η fr : Mn ÝÑ Rn`1 είναι εµβάπτιση.

Η σχέση p2.1q µας δηλώνει ακόµα, ότι τα εφαπτόµενα υπερεπίπεδα
των frpMnq και fpMnq στα σηµεία frppq και fppq, αντίστοιχα, είναι
παράλληλα. ΄Αρα, το µοναδιαίο κάθετο N της f , είναι και µοναδιαίο
κάθετο της fr.

Στη συνέχεια, ϑα υπολογίσουµε τη µέση καµπυλότητα Hprq της
παράλληλης υπερεπιφάνειας.

Για την επαγόµενη µετρική x¨, ¨yr της παράλληλης υπερεπιφάνειας
σε απόσταση r έχουµε

xX, Y yr “ xdfrpXq, dfrpY qy

“ xdf ˝ pI ´ rAqX, df ˝ pI ´ rAqY y

“ xpI ´ rAqX, pI ´ rAqY y,
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αφού η f είναι ισοµετρική εµβάπτιση. Επιπλέον, επειδή οι fr και f
έχουν το ίδιο κάθετο στα αντίστοιχα σηµεία, ϑα έχουµε

dfrpArXq “ ´r∇r
XN

“ ´dNpXq

“ dfpAXq,

όπου Ar είναι ο τελεστής Weingarten της fr ως προς το N και r∇r η
συναλλοίωτη παράγωγος κατά µήκος της fr. Λαµβάνοντας υπόψη και
τη σχέση p2.1q έχουµε

df ˝ pI ´ rAqArX “ dfpAXq,

ή, επειδή η f είναι εµβάπτιση,

(2.2) pI ´ rAqAr “ A.

Αν e είναι ιδιοδιάνυσµα του A µε αντίστοιχη ιδιοτιµή k, τότε από τη
σχέση p2.2q συµπεραίνουµε ότι το e είναι ιδιοδιάνυσµα του Ar µε αντί-
στοιχη ιδιοτιµή k̄ “ k{p1 ´ rkq. Συνεπώς, αν οι κύριες καµπυλότητες
της f είναι k1, . . . , kn, τότε οι κύριες καµπυλότητες της fr είναι οι
k̄1, . . . , k̄n µε k̄i “ ki{p1´ rkiq, i “ 1, . . . , n.

Θέτουµε P prq “ p1´ rk1q ¨ ¨ ¨ p1´ rknq. Η µέση καµπυλότητα Hprq
της fr δίνεται ως

Hprq “
1

n

n
ÿ

i“1

ki
1´ rki

“
1

nP prq

´

k1

ź

i‰1

p1´ rkiq ` . . .` kn
ź

i‰n

p1´ rkiq
¯

“ ´
P 1prq

nP prq
,

όπου µε P 1prq συµβολίζουµε την παράγωγο του P prq ως προς το r.
Επειδή,

P prq “ p1´ rk1q ¨ ¨ ¨ p1´ rknq

“ 1´ σ1r ` σ2r
2
` . . .` p´1qnσnr

n

“ 1´

ˆ

n

1

˙

H1r `

ˆ

n

2

˙

H2r
2
` . . .` p´1qn

ˆ

n

n

˙

Hnr
n

“

n
ÿ

j“0

p´1qj
ˆ

n

j

˙

Hjr
j,
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ϑα έχουµε ότι

Hprq “ ´
P 1prq

nP prq
(2.3)

“ ´
1

nP prq

˜

´

ˆ

n

1

˙

H1 ` 2

ˆ

n

2

˙

H2r

` . . .` p´1qnn

ˆ

n

n

˙

Hnr
n´1

¸

.

Επιπλέον, ϑα δώσουµε µία σχέση για το στοιχείο όγκου της παράλ-
ληλης υπερεπιφάνειας. Με τη ϐοήθεια της σχέσης p2.1q συνάγουµε ότι
το στοιχείο όγκου dM της pMn, x¨, ¨yq και το στοιχείο όγκου dMr της
pMn, x¨, ¨yrq συνδέονται µε τη σχέση

(2.4) dMr “ P prqdM,

αφού για τις κύριες διευθύνσεις ei, i “ 1, . . . , n, της f , από τη p2.1q
έχουµε

dfrpeiq “ p1´ rkiqdfpeiq.

Πραγµατικά, ως προς διατεταγµένη ϐάση tv1, . . . , vnu του TpMn,
έχουµε

dMpv1, . . . , vnq “
b

detpxvi, vjyq

και

dMrpv1 . . . , vnq “
b

det
`

xvi, vjyr
˘

“

b

det
`

xpI ´ rAqvi, pI ´ rAqvjy
˘

“

b

det
`

p1´ rkiqp1´ rkjqxvi, vjy
˘

“ p1´ rk1q ¨ ¨ ¨ p1´ rknq
b

det
`

xvi, vjy
˘

“ P prqdMpv1, . . . , vnq.

2.2 Ολοκληρωτικοί τύποι του Minkowski

Το ακόλουθο ϑεώρηµα είναι χρήσιµο για την απόδειξη ενός εκ των
κύριων αποτελεσµάτων που ϑα εξετάσουµε στο επόµενο κεφάλαιο.
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ΘΕΩΡΗΜΑ 2.2.1. (Ολοκληρωτικοί τύποι του Minkowski) ΄Εστω f :
Mn ÝÑ Rn`1 συµπαγής και προσανατολισµένη υπερεπιφάνεια του
Rn`1. Ισχύουν οι εξής ολοκληρωτικοί τύποι του Minkowski

(2.5)
ż

M

´

Hm´1 ` xf,NyHm

¯

dM “ 0, m “ 1, . . . , n,

όπου N είναι ο προσανατολισµός της f και Hm, m “ 1, . . . , n, η µέση
καµπυλότητα m-τάξης.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε πρώτα την p2.5q για m “ 1, δηλαδή, ότι
ισχύει η σχέση

(2.6)
ż

M

´

1` xf,NyH
¯

dM “ 0.

Θεωρούµε τη συνάρτηση g : Mn ÝÑ R µε τύπο

g “
1

2
xf, fy,

και υπολογίζουµε την Εσσιανή της. Για X P ∆pMnq ισχύουν τα ακό-
λουθα

Xg “ xdfpXq, fy,

και

XXg “ XxdfpXq, fy

“ xr∇XdfpXq, fy ` xdfpXq, dfpXqy.

Συνεπώς, έχουµε

∇2gpX,Xq “ XXg ´ p∇XXqg

“ xr∇XdfpXq, fy ` xdfpXq, dfpXqy ´ xdfp∇XXq, fy

“ xBf pX,Xq, fy ` xdfpXq, dfpXqy.

Από την τελευταία σχέση λαµβάνουµε

∆g “ n` traceAxf,Ny,
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ή
divgradg “ n` nxf,NyH.

Από την τελευταία σχέση και το Θεώρηµα 1.3.1 προκύπτει η p2.6q.

Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε την p2.5q για m ě 2 κάνοντας χρήση της
p2.6q και των παράλληλων υπερεπιφανειών.

Θεωρούµε την παράλληλη υπερεπιφάνεια fr : Mn ÝÑ Rn`1 της f ,
δηλαδή fr “ f ` rN . Κατά τα γνωστά, είναι συµπαγής και προσ-
ανατολισµένη µε το ίδιο κάθετο N , για αρκετά µικρό r.

Εφαρµόζουµε τον πρώτο τύπο του Minkowski p2.6q για την fr και
έχουµε

ż

M

´

1` xfr, NyHprq
¯

dMr “ 0.

Επειδή
ż

M

´

1` xf ` rN,Nyp´
P 1prq

nP prq
q

¯

P prqdM “

ż

M

´

1` xf,Nyp´
P 1prq

nP prq
q ` rp´

P 1prq

nP prq
q

¯

P prqdM “

ż

M

´

P prq ´
P 1prq

n
xf,Ny ´ r

P 1prq

n

¯

dM,

ϑα έχουµε

(2.7)
ż

M

´

nP prq ´ rP 1prq ´ xf,NyP 1prq
¯

dM “ 0.

Υπολογίζοντας την ολοκληρωτέα ποσότητα ϐρίσκουµε

nP prq ´ rP 1prq ´ xf,NyP 1prq “
n
ÿ

j“0

np´1qj
ˆ

n

j

˙

Hjr
j
´

n
ÿ

j“0

p´1qj
ˆ

n

j

˙

jHjr
j

´xf,Ny
n´1
ÿ

j“0

p´1qj`1

ˆ

n

j ` 1

˙

pj ` 1qHj`1r
j
“

n´1
ÿ

j“0

p´1qj
„ˆ

n

j

˙

pn´ jqHj ` xf,Ny

ˆ

n

j ` 1

˙

pj ` 1qHj`1



rj “

n´1
ÿ

j“0

p´1qj
npn´ 1q ¨ ¨ ¨ pn´ jq

j!

´

Hj ` xf,NyHj`1

¯

rj.
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Οι συντελεστές αυτής της πολυωνυµικής εξίσωσης ϑα είναι εκ ταυτότη-
τος µηδέν, απ΄ όπου προκύπτει η p2.5q. Η απόδειξη του Θεωρήµατος
2.2.1. συµπληρώθηκε. �

2.3 Τύπος του Reilly

΄Εστωσαν pM̄n`1, x¨, ¨yq πολύπτυγµα Riemann µε συνοχή Levi-Civitá
∇̄, τανυστή καµπυλότητας R̄ και f P C8pM̄n`1q. Ισχύει η ταυτότητα,
γνωστή ως τύπος του Bochner [2]

(2.8) div
´

∇̄∇̄f∇̄f ´ p∆̄fq∇̄f
¯

“ Q̄p∇̄f, ∇̄fq ` |∇̄2f |2 ´ p∆̄fq2,

όπου div, Q̄, ∇̄f, ∇̄2f και ∆̄f είναι η απόκλιση ενός διανυσµατικού
πεδίου, ο τανυστής Ricci, η κλίση, η Εσσιανή και η Λαπλασιανή της
f στο M̄n`1, αντίστοιχα, και |∇̄2f |2 είναι το τετράγωνο του µήκους της
Εσσιανής της f . Προφανώς ισχύει

|∇̄2f |2 “
n`1
ÿ

i,j“1

p∇̄2fpEi, Ejqq
2

“

n`1
ÿ

i,j“1

x∇̄Ei
∇̄f, Ejy2

“

n`1
ÿ

i“1

|∇̄Ei
∇̄f |2.

Θα αποδείξουµε τη σχέση p2.8q. Πραγµατικά, ως προς τοπικό
ορθοµοναδιαίο πλαίσιο tEiu, i “ 1, . . . , n ` 1, του M̄n`1 και λαµβά-
νοντας υπόψη την p1.11q, έχουµε

div
´

∇̄∇̄f∇̄f ´ p∆̄fq∇̄f
¯

“

n`1
ÿ

i“1

x∇̄Ei
∇̄∇̄f∇̄f, Eiy ´ p∆̄fq2

´xgradp∆̄fq, ∇̄fy,
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ή, ισοδύναµα, από τον ορισµό του τανυστή καµπυλότητας

div
´

∇̄∇̄f∇̄f ´ p∆̄fq∇̄f
¯

“

n`1
ÿ

i“1

xR̄pEi, ∇̄fq∇̄f, Eiy

`

n`1
ÿ

i“1

x∇̄∇̄f∇̄Ei
∇̄f, Eiy

`

n`1
ÿ

i“1

x∇̄rEi,∇̄f s∇̄f, Eiy ´ p∆̄fq
2

´xgradp∆̄fq, ∇̄fy.

Λόγω των ιδιοτήτων της συνοχής Levi-Civitá λαµβάνουµε

div
´

∇̄∇̄f∇̄f ´ p∆̄fq∇̄f
¯

“ Q̄p∇̄f, ∇̄fq `
n`1
ÿ

i“1

`

∇̄fx∇̄Ei
∇̄f, Eiy

´x∇̄Ei
∇̄f, ∇̄∇̄fEiy

˘

`

n`1
ÿ

i“1

x∇̄p∇̄Ei
∇̄f´∇̄∇̄fEiq

∇̄f, Eiy ´ p∆̄fq2

´xgrad∆̄f, ∇̄fy,

όπου Q̄ ο τανυστής Ricci του M̄n`1.

Αλλά,

Z “
n`1
ÿ

i“1

x∇̄Ei
∇̄f, ∇̄∇̄fEiy “ 0.

Πραγµατικά, επειδή

∇̄Ei
∇̄f “

n`1
ÿ

j“1

x∇̄Ei
∇̄f, EjyEj

“

n`1
ÿ

j“1

∇̄2fpEi, EjqEj,

έχουµε ότι

Z “
n`1
ÿ

i,j“1

∇̄2fpEi, EjqxEj, ∇̄∇̄fEiy.
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Αλλά, λόγω του ότι xEi, Ejy “ δij, λαµβάνουµε

x∇̄∇̄fEi, Ejy “ ´xEi, ∇̄∇̄fEjy.

Συνεπώς

Z “ ´
n`1
ÿ

i,j“1

∇̄2fpEi, EjqxEi, ∇̄∇̄fEjy

“ ´

n`1
ÿ

j“1

x

n`1
ÿ

i“1

∇̄2fpEi, EjqEi, ∇̄∇̄fEjy

“ ´

n`1
ÿ

j“1

x∇̄Ej
∇̄f, ∇̄∇̄fEjy

“ ´Z.

Εποµένως Z “ 0.

΄Αρα, ϑα έχουµε

div
´

∇̄∇̄f∇̄f ´ p∆̄fq∇̄f
¯

“ Q̄p∇̄f, ∇̄fq `
n`1
ÿ

i“1

∇̄fx∇̄Ei
∇̄f, Eiy

`

n`1
ÿ

i“1

x∇̄∇̄Ei
∇̄f∇̄f, Eiy ´ p∆̄fq2

´xgrad∆̄f, ∇̄fy,

Τέλος, λόγω συµµετρικότητας της Εσσιανής προκύπτει ότι

div
´

∇̄∇̄f∇̄f ´ p∆̄fq∇̄f
¯

“ Q̄p∇̄f, ∇̄fq ` xgradp∆̄fq, ∇̄fy

`

n`1
ÿ

i“1

|∇̄Ei
∇̄f |2 ´ p∆̄fq2

´xgrad∆̄f, ∇̄fy.

Καταλήγουµε, συνεπώς, στη Ϲητούµενη σχέση p2.8q.

Θεωρούµε ένα συµπαγές υποπολύπτυγµα Mn Ă Rn`1, δηλαδή η
έγκλειση i : Mn ÝÑ Rn`1 είναι εµφύτευση, µε την επαγόµενη µετρική
στοMn. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα Jordan-Brower στην Τοπολογία [6],
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το ανοιχτό σύνολο Rn`1´Mn αποτελείται από δύο συνεκτικές συνιστώ-
σες, µία ϕραγµένη Ω (το «εσωτερικό» του Mn) και µία µη ϕραγµένη
(το «εξωτερικό» του Mn) µε κοινό σύνορο BΩ “ Mn. Επιλέγοντας το
µοναδιαίο κάθετο N προς το εσωτερικό, προκύπτει ότι το Mn είναι
προσανατολισµένη υπερεπιφάνεια.

Στο εξής, ϑα συµβολίζουµε µε ∇̄ και ∆̄ τη συνοχή και τον Λαπλασια-
νό τελεστή στο Ω̄, και µε ∇ και ∆ τη συνοχή και τον Λαπλασιανό
τελεστή στο BΩ̄ “Mn, αντίστοιχα.

Ο τύπος του Bochner λαµβάνει τότε τη µορφή

div
´

∇̄∇̄f∇̄f ´ p∆̄fq∇̄f
¯

“ |∇̄2f |2 ´ p∆̄fq2.(2.9)

Αν N είναι το µοναδιαίο κάθετο διανυσµατικό πεδίο της Mn, µε
ϕορά προς το εσωτερικό της Mn, ολοκληρώνοντας και εφαρµόζοντας
το Θεώρηµα 1.3.1. στο Ω, παίρνουµε

ż

Ω

´

|∇̄2f |2 ´ p∆̄fq2
¯

dΩ “

ż

Ω

div
´

∇̄∇̄f∇̄f ´ p∆̄fq∇̄f
¯

dΩ

“ ´

ż

M

x∇̄∇̄f∇̄f ´ p∆̄fq∇̄f,NydM

“

ż

M

´

∇̄2fp∇̄f,Nq ´ ∆̄fx∇̄f,Ny
¯

dM.

Συµπερασµατικά, ισχύει ότι
(2.10)

ż

Ω

´

p∆̄fq2 ´ |∇̄2f |2
¯

dΩ “

ż

M

´

∇̄2fp∇̄f,Nq ´ ∆̄fx∇̄f,Ny
¯

dM,

όπου dΩ το στοιχείο όγκου στον Rn`1 µε τη συνήθη µετρική.

΄Εστω ότι η i είναι η απεικόνιση έγκλεισης της Mn στο Ω̄, ϑέτοντας
g “ f ˝ i και

u “
Bf

BN
:“ x∇̄f,Ny,

για κάθε X P ∆pMnq, έχουµε

dgpXq “ dpf ˝ iqpXq “ df ˝ dipXq “ dfpXq.
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΄Αρα, για κάθε X P ∆pMnq ισχύει

x∇g,Xy “ x∇̄f,Xy,

και συνεπώς κατά µήκος της Mn έχουµε

∇̄f “ p∇̄fqJ ` p∇̄fqK

“ ∇g ` x∇̄f,NyN
“ ∇g ` uN,

όπου p qJ και p qK δηλώνει αντίστοιχα την εφαπτοµενική και κάθετη
συνιστώσα στην Mn.

Βασιζόµενοι στην παραπάνω έκφραση της κλίσης ∇̄ προκύπτει ότι

∇̄2fpX, Y q “ x∇̄X∇̄f, Y y
“ x∇̄X∇g, Y y ` x∇̄XpuNq, Y y.

Κάνοντας χρήση του τύπου του Gauss και των ιδιοτήτων της γραµµικής
συνοχής, λαµβάνουµε

∇̄2fpX, Y q “ x∇X∇g, Y y ` xu∇̄XN, Y y

`xpXuqN, Y y

“ ∇2gpX, Y q ` ux∇̄XN, Y y.

΄Οµως, λόγω του τύπου Weingarten ∇̄XN “ ´AX λαµβάνουµε

(2.11) ∇̄2fpX, Y q “ ∇2gpX, Y q ´ uxAX, Y y,

για κάθε X, Y P ∆pMnq, όπου A είναι ο τελεστής Weingarten της Mn

ως προς το N .

Με παρόµοιους χειρισµούς και λαµβάνοντας υπόψη ότι ο τελεστής
Weingarten είναι αυτοπροσαρτηµένος, έχουµε

∇̄2fpX,Nq “ x∇̄X∇̄f,Ny
“ x∇̄X∇g,Ny ` x∇̄XpuNq, Ny

“ xBpX,∇gq, Ny ` pXuqxN,Ny
“ xAX,∇gy ` x∇u,Xy
“ xA∇g,Xy ` x∇u,Xy,
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όπου B η δεύτερη ϑεµελιώδης µορφή της Mn. ΄Ετσι,

(2.12) ∇̄2fpX,Nq “ xAp∇gq, Xy ` x∇u,Xy.

Ισχύει, επιπλέον, η σχέση

(2.13) ∆̄f “ ∆g ´ nHu` ∇̄2fpN,Nq,

όπου H είναι η µέση καµπυλότητα της Mn. Πραγµατικά, συµβολίζο-
ντας µε div την απόκλιση ενός διανυσµατικού πεδίου στο Ω̄, ως προς
τοπικό ορθοµοναδιαίο πλαίσιο tEiui“1,...,n και κατά µήκος της Mn, ϑα
έχουµε

∆̄f “ divp∇̄fq

“

n
ÿ

i“1

x∇̄Ei
∇̄f, Eiy ` x∇̄N∇̄f,Ny

“

n
ÿ

i“1

x∇̄Ei
∇g, Eiy `

n
ÿ

i“1

x∇̄Ei
puNq, Eiy ` ∇̄2fpN,Nq.

Με τη ϐοήθεια του τύπου του Gauss και των ιδιοτήτων της γραµµικής
συνοχής, προκύπτει ότι

∆̄f “
n
ÿ

i“1

x∇Ei
∇g, Eiy `

n
ÿ

i“1

ux∇̄Ei
N,Eiy ` ∇̄2fpN,Nq

“ ∆g ´ u
n
ÿ

i“1

xAEi, Eiy ` ∇̄2fpN,Nq

“ ∆g ´ nHu` ∇̄2fpN,Nq.

Τέλος, από τη σχέση p2.12q ϑα έχουµε

∇̄2fp∇̄f,Nq “ ∇̄2fp∇g ` uN,Nq
“ ∇̄2fp∇g,Nq ` ∇̄2fpuN,Nq

“ xAp∇gq,∇gy ` x∇u,∇gy ` u∇̄2fpN,Nq,

ή, λόγω της σχέσης p1.11q,

“ divpu∇gq ´ u∆g` xAp∇gq,∇gy ` u∇̄2gpN,Nq.
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Πιο συγκεκριµένα, ισχύει η σχέση

(2.14) ∇̄2fp∇̄f,Nq “ divpu∆gq´u∆g`xAp∇gq,∇gy`u∇̄2fpN,Nq.

Εφαρµόζουµε τις σχέσεις p2.13q και p2.14q στη σχέση p2.10q και
λαµβάνουµε

ż

Ω

´

p∆̄fq2 ´ |∇̄2f |2
¯

dΩ “
ż

M

´

divpu∆gq ´ u∆g ` xAp∇gq,∇gy ` u∇̄2fpN,Nq

´
`

∆g ´ nHu` ∇̄2fpN,Nq
˘

u
¯

dM “
ż

M

´

divpu∆gq ´ 2u∆g ` nHu2
` xAp∇gq,∇gy

¯

dM “

ż

M

divpu∆gqdM `

ż

M

´

´ 2p∆gqu` nHu2
` xAp∇gq,∇gy

¯

dM.

Κάνοντας χρήση του Θεωρήµατος 1.3.1. λαµβάνουµε το ακόλουθο συ-
µπέρασµα.

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.3.1. (Τύπος του Reilly) ΄Εστω Mn µια συµπαγής εµ-
ϕυτευµένη υπερεπιφάνεια του Rn`1 εφοδιασµένη µε την επαγόµενη µε-
τρική. Αν Ω̄ είναι το εσωτερικό της Mn και N είναι το εσωτερικό µονα-
διαίο κάθετο διανυσµατικό πεδίο, για δοθείσα f P C8pΩ̄q, ισχύει

p2.15q

ż

Ω

´

p∆̄fq2 ´ |∇̄2f |2
¯

dΩ “
ż

M

´

´ 2p∆gqu` nHu2
` xAp∇gq,∇gy

¯

dM,

όπου g “ f |Mn , u “ Bf
BN

, ∇̄ η συνοχή στον Rn`1 και ∇g, ∆g η κλίση
και η Λαπλασιανή της g στην Mn, αντίστοιχα.

Ολοκληρώνοντας αυτή την παράγραφο, σηµειώνουµε ότι, αν ~x είναι
το διάνυσµα ϑέσης στο Ω Ă Rn`1 και ∆̄ ο Λαπλασιανός τελεστής στον
Rn`1 µε τη συνήθη µετρική, τότε

∆̄x~x, ~xy “ 2pn` 1q.
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Επειδή η κλίση της x~x, ~xy στο Ω είναι ∇̄x~x, ~xy “ 2~x, εφαρµόζοντας το
Θεώρηµα 1.3.1. στην τελευταία σχέση, λαµβάνουµε άµεσα

(2.15) pn` 1qV pΩq `

ż

M

x~x,NydM “ 0,

όπου V pΩq είναι ο όγκος του Ω.

2.4 Ανισότητες Newton και Mac-Laurin

Θα δώσουµε τις σηµαντικές ανισότητες Newton και Mac-Laurin, που
εµφανίζονται στη ϑεωρία των υπερβολικών πολυωνύµων. Τα υπερ-
ϐολικά πολυώνυµα µελετήθηκαν στα πλαίσια της ϑεωρίας των δια-
ϕορικών εξισώσεων µε µερικές παραγώγους.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.4.1. ΄Ενα οµογενές πολυώνυµο n µεταβλητών P pxq ϐαθ-
µού m καλείται a-υπερβολικό, για a “ pa1, . . . , anq P Rn ´ t0u, αν η
εξίσωση P px`taq “ 0 έχει ακριβώςm πραγµατικές λύσεις (µετρούµενες
µε τις πολλαπλότητες των ϱιζών) για κάθε x P Rn.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2.4.2. Το στοιχειώδες συµµετρικό πολυώνυµο n-µετα-
ϐλητών

σnpxq “ x1 ¨ ¨ ¨ xn, x “ px1, . . . , xnq

είναι a-υπερβολικό µε a “ p1, . . . , 1q.

΄Εστω P pxq ένα a-υπερβολικό πολυώνυµο n-µεταβλητών. Το σύνολο

ΓpP, aq “ η συνεκτική συνιστώσα του tx P Rn : P pxq “ 0u
που περιέχει το a,

είναι ανοιχτό υποσύνολο του Rn και ονοµάζεται υπερβολικός κώνος
του P pxq ως προς a.

Συµβολίζουµε µε Γm :“ Γpσm, aq τον υπερβολικό κώνο του σm
ως προς a, όπου a “ p1, . . . , 1q και σm το στοιχειώδες συµµετρικό



2.4. ΑΝΙΣΟΤΗΤΕΣ NEWTON ΚΑΙ MAC-LAURIN 33

πολυώνυµο m-ϐαθµού και n-µεταβλητών. Οι κώνοι Γm, m “ 1, . . . , n,
είναι κώνοι µε κορυφή το 0 και ισχύει, όπως αποδείχτηκε στο [5], ότι

Γn Ă Γn´1 Ă . . . Ă Γ1,

όπου Γn “ On είναι το πρώτο «ογδοηµόριο» (orthant).

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.4.3. (Ανισότητες Newton & Mac-Laurin)
p1q Για τις µέσες τιµές

dmpxq “
1
`

n
m

˘σmpxq, x “ px1, . . . , xnq P Rn

των στοιχειωδών συµµετρικών πολυωνύµων n-µεταβλητών ισχύει η ανι-
σότητα Newton

(2.16) d2
mpxq ě dm´1pxqdm`1pxq,

όπου d0 “ 1.

p2q Αν ισχύει d1px
0q, . . . , dmpx

0q ą 0 για κάποιο m µε 1 ă m ď n σε
κάποιο σηµείο x0 “ px0

1, . . . , x
0
nq P Rn, τότε ισχύει η ανισότητα Mac-

Laurin

(2.17) d1px
0
q ě d2px

0
q

1
2 ě . . . ě dmpx

0
q

1
m .

Η ισότητα σε κάποιο ϐήµα ισχύει αν και µόνον αν x0
1 “ . . . “ x0

n ‰ 0.

Απόδειξη. p1q Θεωρούµε το πολυώνυµο

fptq “ ant
n
` an´1t

n´1
` . . .` a1t` a0,

ϐαθµού n ě 2, µε πραγµατικούς συντελεστές και πραγµατικές ϱίζες.
Είναι γνωστό, ότι κάθε παράγωγος dkfptq

dtk
καθώς και το αντίστροφο πο-

λυώνυµο
Invfptq “ a0t

n
` a1t

n´1
` . . .` an´1t` an,

του fptq έχουν επίσης πραγµατικές ϱίζες.
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Θεωρούµε για 1 ď k ď n´ 1, το πολυώνυµο

dn´k´1

dtn´k´1

„

Inv
´dk´1f

dtk´1
ptq

¯



“

pk ´ 1q!pn´ k ´ 1q!

2
ak´1t

2
` k!pn´ kq!akt`

pk ´ 1q!pn´ k ´ 1q!

2
ak`1.

Το πολυώνυµο αυτό έχει πραγµατικές λύσεις και συνεπώς η
διακρίνουσα του ϑα είναι µη αρνητική, δηλαδή ϑα έχουµε

(2.18) a2
k ě

´k ` 1

k

¯´n´ k ´ 1

n´ k

¯

ak´1ak`1,

για 1 ď k ď n´ 1.

Αν x “ px1, . . . , xnq P Rn, ϑεωρούµε το πολυώνυµο fptq “
śn

i“1pt`xiq.
Από την p2.19q για ak “

`

n
k

˘

dk, λαµβάνουµε την p2.17q.

p2q Θέτουµε dkpx0q “ dk. Εφαρµόζοντας την p2.17q για k “ 1, . . . ,m,
ϑα προκύψουν οι

d2
1 ě d0d2(2.19)
d2

2 ě d1d3

...
d2
m´1 ě dm´2dm .

Υψώνοντας σε κατάλληλες δυνάµεις και πολλαπλασιάζοντας ϑα αντλή-
σουµε τη σχέση

(2.20) d2
1d

4
2 ¨ ¨ ¨ d

2pm´1q
m ě pd0d2qpd1d3q

2
¨ ¨ ¨ pdm´2dmq

m´1.

Εφόσον d1, . . . , dm ą 0 από υπόθεση, απλοποιώντας ϑα λάβουµε

dmm´1 ě dm´1
m .

΄Εστω ότι ισχύει η ισότητα για το ϐήµα m´ 1, δηλαδή έχουµε

dmm´1 “ dm´1
m .

Τότε ισχύει η ισότητα στην p2.21q, καθώς και σε κάθε µία από τις p2.20q.
΄Ετσι λοιπόν, αρκεί να εξετάσουµε την ισότητα για το πρώτο ϐήµα.
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Η σχέση d2
1 “ d2 µας οδηγεί στην

σ2
1 “

2n

n´ 1
σ2 .

Επειδή,

σ2 “
ÿ

iăj

x0
ix

0
j

“
p
řn
i“1 x

0
i q

2 ´
řn
i“1px

0
i q

2

2

“
σ2

1 ´
řn
i“1px

0
i q

2

2
,

η προηγούµενη σχέση δίνει

n
ÿ

i“1

px0
i q

2
“

1

n
σ2

1 “
1

n
p

n
ÿ

i´1

x0
i q

2,

ή, ισοδύναµα,

p

n
ÿ

i´1

x0
i q

2
“ n

n
ÿ

i“1

px0
i q

2.

Η τελευταία σχέση, λόγω ανισότητας Cauchy-Schwartz, δίνει το Ϲη-
τούµενο. �

Συνέπεια αυτής της πρότασης είναι το ακόλουθο

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.4.4. ΄Εστωσαν f : Mn ÝÑ Rn`1 (Mn συνεκτικό) προσα-
νατολισµένη υπερεπιφάνεια και p0 PM

n. Αν οι καµπυλότητεςH1, H2, . . . ,
Hm είναι όλες ϑετικές στο p0, για κάποιο m µε 1 ă m ď n, τότε ισχύει

H1 ě H
1
2
2 ě . . . ě H

1
m
m ,

στο p0. Η ισότητα σε κάποιο ϐήµα, ισχύει αν και µόνον αν το σηµείο p0

είναι οµφαλικό.
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Κεφάλαιο 3

Εφαρµογές του τύπου του
Reilly

Το 1956 ο A. D. Alexandrov [1] κάνοντας χρήση της αρχής µεγίστου
για ελλειπτικές εξισώσεις απέδειξε ότι :

«Αν Mn είναι συµπαγές πολύπτυγµα και f : Mn ÝÑ Rn`1 εµφύτευση
µε σταθερή µέση καµπυλότητα, τότε το fpMnq είναι σφαίρα.»

Το 1978 ο R. C. Reilly [18] απέδειξε εκ νέου το αποτέλεσµα του
Alexandrov συνδυάζοντας τους ολοκληρωτικούς τύπους του Minko-
wski και κάποιους νέους ενδιαφέροντες υπολογισµούς.

Εκµεταλλευόµενος µε µαεστρία τη µέθοδο του Reilly ο A. Ros
[19, 20] απέδειξε τα ακόλουθα δύο ϑεωρήµατα.

ΘΕΩΡΗΜΑ Α: ΄Εστω f : Mn ÝÑ Rn`1 µια συµπαγής εµφυτευµένη
υπερεπιφάνεια µε σταθερή µέση καµπυλότητα m-τάξης Hm,
m “ 1, . . . , n. Τότε το fpMnq είναι σφαίρα.

Η περίπτωση της Hn ανάγεται στο αποτέλεσµα του Suess, αφού
από το Θεώρηµα του Hadamard ηHn “σταθ. οδηγεί στο συµπέρασµα
ότι η f : Mn ÝÑ Rn`1 είναι αυστηρά κυρτή υπερεπιφάνεια.

ΘΕΩΡΗΜΑ Β: ΄Εστω f : Mn ÝÑ Rn`1 µια συµπαγής εµφυτευµένη
υπερεπιφάνεια µε µη αρνητική µέση καµπυλότητα H. Υποθέτουµε

37
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ότι h : Mn ÝÑ Rn`m είναι µια άλλη ισοµετρική εµβάπτιση του Mn µε
διανυσµατικό πεδίο µέσης καµπυλότητας H 1. Αν |H 1| ď H, τότε οι f ,h
είναι συµπίπτουσες.

Το ϑεώρηµα Β είναι ένα αποτέλεσµα ακαµψίας συµπαγών υπερ-
επιφανειών µε µη αρνητική µέση καµπυλότητα και είναι γενίκευση
του ακόλουθου συµπεράσµατος του I. Schur (ϐλέπε για παράδειγµα
[4,σελ.36]).

ΘΕΩΡΗΜΑ 3.0.5. (Schur)΄Εστωσαν C µια κυρτή κλειστή επίπεδη κα-
µπύλη και C̄ µια κλειστή καµπύλη του χώρου ίδιου µήκους, µε τη C.
Υποθέτουµε ότι οι καµπύλες έχουν κοινή παράµετρο το µήκος τόξου s
και καµπυλότητες kpsq, k̄psq, αντίστοιχα. Αν k̄psq ď kpsq, τότε η C̄
συµπίπτει µε την C.

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα παρουσιάσουµε αναλυτικά τις αποδείξεις
των Θεωρηµάτων Α και Β.

3.1 Απόδειξη του ϑεωρήµατος Α

Θεωρούµε έναν ϕραγµένο τόπο Ω Ă Rn`1, του οποίου το σύνορο
Mn “ BΩ είναι διαφορίσιµο και συνεκτικό πολύπτυγµα, και µάλιστα
η έγκλειση i : Mn ÝÑ Rn`1 είναι εµφύτευση. Το εσωτερικό της Mn

είναι το Ω.

΄Εστω G P C8pΩ̄q µια λύση του ακόλουθου προβλήµατος Dirichlet

∆̄G “ 1 στο Ω(3.1)
G “ 0 στο Mn

“ BΩ,

όπου ∆̄ είναι ο Λαπλασιανός τελεστής στον Rn`1 ως προς τη συνήθη
µετρική.

Συµβολίζουµε µε ∇̄G την κλίση της G ως προς τη συνήθη µετρική
του Rn`1 και µε ∇̄2G την Εσσιανή της.

Από τον τύπο p2.15q του Reilly για την G λαµβάνουµε
ż

Ω

`

1´ |∇̄2G|2
˘

dΩ “

ż

M

nHu2dM,
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όπου H είναι η µέση καµπυλότητα της υπερεπιφάνειας Mn “ BΩ, ως
προς το εσωτερικό κάθετο N , και u “ BG

BN
:“ x∇̄G,Ny.

Η ανισότητα Cauchy-Schwartz

(3.2) p∆̄Gq2 ď pn` 1q|∇̄2G|2,

δίνει
1 ď pn` 1q|∇̄2G|2,

ή

|∇̄2G|2 ě
1

n` 1
,

ή
1´ |∇̄2G|2 ď

n

n` 1
.

Για τη λύση G του προβλήµατος Dirichlet p3.1q λαµβάνουµε
ż

M

nHu2dM ď

ż

Ω

n

n` 1
dΩ “

n

n` 1
V pΩq,

ή

(3.3)
ż

M

Hu2dM ď
V pΩq

n` 1
,

όπου V pΩq είναι ο όγκος του τόπου Ω.

Η ισότητα για την ανισότητα Cauchy-Schwartz σε κάποιο σηµείο
p0 P Ω ισχύει αν και µόνον αν οι ιδιοτιµές της Εσσιανής ∇̄2G είναι
όλες ίδιες στο σηµείο αυτό.

Η ισότητα στην p3.3q ϑα ισχύει αν και µόνον αν σε κάθε σηµείο του
Ω έχουµε

∇̄X∇̄G “
1

n` 1
X,

ή ισοδύναµα,

(3.4) ∇̄2GpX, Y q “
1

n` 1
xX, Y y.

Πραγµατικά, η ισότητα για την Cauchy-Schwartz γνωρίζουµε ότι ι-
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σχύει αν και µόνον αν η Εσσιανή έχει ίδιες ιδιοτιµές δηλαδή ισχύει

∇̄X∇̄G “ λX.

΄Οµως ∆̄G “ 1 και συνεπώς 1 “ pn` 1qλ, δηλαδή λ “ 1{pn` 1q.

Η σχέση p3.4q εκπεφρασµένη σε καρτεσιανές συντεταγµένες στο Ω
γίνεται

B2G

BxiBxj
“

1

n` 1
x
B

Bxi
,
B

Bxj
y “

1

n` 1
δij.

Ολοκληρώνοντας ϐρίσκουµε

Gpx1, . . . , xn`1
q “

1

2pn` 1q

n`1
ÿ

i“1

pxiq2 `
n`1
ÿ

i“1

aix
i
` b.

Στο σύνορο όµως, G “ 0 δηλαδή για την Mn λαµβάνουµε

1

2pn` 1q

n`1
ÿ

i“1

pxiq2 `
n`1
ÿ

i“1

aix
i
` b “ 0.

Η αναλυτική εξίσωση της Mn είναι η εξίσωση της σφαίρας στον Rn`1.

Ισχύει, συνεπώς, η ακόλουθη πρόταση.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.1.1. ΄Εστω Ω ϕραγµένος τόπος του Rn`1, µε σύνορο BΩ “
Mn µια συµπαγή υπερεπιφάνεια. Για G P C8pΩ̄q, µε ∆̄G “ 1 στο Ω και
G “ 0 στο Mn “ BΩ, ισχύει

ż

M

Hu2dM ď
V pΩq

n` 1
,

όπου u “ BG
BN

:“ x∇̄G,Ny και V pΩq ο όγκος του Ω. Η ισότητα ισχύει αν
και µόνον αν η Mn “ BΩ είναι σφαίρα.

Εφαρµόζουµε το Θεώρηµα 1.3.1. στον τόπο Ω για την λύση G του
προβλήµατος Dirichlet p3.1q και λαµβάνουµε

V pΩq “

ż

Ω

∆̄GdΩ

“

ż

Ω

divp∇̄GqdΩ,
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ή

V pΩq “ ´

ż

M

x∇̄G,NydM “ ´

ż

M

udM,

ή

(3.5) V pΩq “ ´

ż

M

udM.

Από την p3.5q µε ανισότητα Cauchy-Schwartz έχουµε

`

V pΩq
˘2
“

˜

ż

M

udM

¸2

ď

ż

M

1dM

ż

M

u2dM

“ ApMq

ż

M

u2dM,

όπου ApMq το εµβαδόν της Mn “ BΩ. Ισχύει, λοιπόν, η ανισότητα

(3.6)
ż

M

u2dM ě

`

V pΩq
˘2

ApMq
.

Υποθέτουµε τώρα ότι η υπερεπιφάνεια Mn “ BΩ έχει ϑετική
σταθερή µέση καµπυλότητα H. Από τις σχέσεις p3.3q και p3.6q
λαµβάνουµε

V pΩq

n` 1
ě H

ż

M

u2dM ě H
pV pΩqq2

ApMq
,

ή

(3.7) H ď
ApMq

pn` 1qV pΩq
.

Η ισότητα στην p3.7q ισχύει αν και µόνον αν η Mn είναι σφαίρα
αφού ϑα έχουµε ισότητα στην p3.3q.
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Παρατηρούµε, τέλος, ότι ο πρώτος τύπος του Minkowski και η
σχέση p2.15q αν συνδυαστούν, λαµβάνουµε

pn` 1qH “
ApMq

V pΩq
,

όταν η µέση καµπυλότητα της Mn “ BΩ είναι σταθερή.

Ισχύει η ακόλουθη πρόταση.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.1.2. ΄Εστω Mn µια συµπαγής εµφυτευµένη υπερεπιφά-
νεια τουRn`1, η οποία είναι το σύνορο ενός ϕραγµένου τόπου Ω, δηλαδή
Mn “ BΩ. Το εσωτερικό της Mn είναι το Ω και έστω V pΩq ο όγκος του.
Αν η µέση καµπυλότητα H της υπερεπιφάνειας i : Mn ÝÑ Rn`1, ως
προς το εσωτερικό µοναδιαίο κάθετο N , είναι παντού ϑετική, τότε ισχύει

(3.8)
ż

M

1

H
dM ě pn` 1qV pΩq.

Η ισότητα ισχύει αν και µόνον αν, η Mn είναι σφαίρα.

Απόδειξη. Η µέση καµπυλότητα είναι ϑετική (όχι απαραίτητα σταθερή)
παντού. Οι σχέσεις p3.3q και p3.5q µε την ανισότητα Cauchy-Schwartz
δίνουν

pV pΩqq2 “

˜

ż

M

udM

¸2

“

˜

ż

M

p
?
Huq

1
?
H
dM

¸2

ď

ż

M

Hu2dM

ż

M

1

H
dM

ď
V pΩq

n` 1

ż

M

1

H
dM,

δηλαδή
ż

M

1

H
dM ě pn` 1qV pΩq.
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Η ισότητα στην τελευταία σχέση ϑα ισχύει αν και µόνον αν ισχύει
η ισότητα στην p3.3q, δηλαδή αν και µόνον αν η Mn είναι σφαίρα.

�

ΛΗΜΜΑ 3.1.3. Αν f : Mn ÝÑ Rn`1 είναι µια συµπαγής και προσ-
ανατολισµένη υπερεπιφάνεια του Rn`1 µε την επαγόµενη µετρική, τότε
υπάρχει σηµείο τουMn, όπου οι κύριες καµπυλότητες είναι όλες ϑετικές,
ως προς κατάλληλα επιλεγµένο κάθετο.

Απόδειξη. Θεωρούµε τη διαφορίσιµη συνάρτηση G : Mn ÝÑ R, µε
τύπο

Gppq “
1

2
xfppq, fppqy.

Επειδή το Mn είναι συµπαγές, ϑα υπάρχει σηµείο p0 του Mn όπου η
G λαµβάνει απόλυτο µέγιστο. ΄Αρα, το p0 είναι κρίσιµο σηµείο για την
G και για κάθε v P Tp0M

n ισχύει

vpGq “ 0.

Συνεπώς έχουµε,
xdfpvq, fy|p0 “ 0.

΄Αρα, το µη µηδενικό διάνυσµα fpp0q είναι κάθετο στον dfp0pTp0M
nq

του Rn`1.

∆ιαλέγουµε για µοναδιαίο κάθετο της υπερεπιφάνειας στο p0, το

Npp0q “ ´
fpp0q

|fpp0q|
.

Η f : Mn ÝÑ Rn`1 είναι ισοµετρική εµβάπτιση. ΄Αρα, για X P ∆pMnq

έχουµε

∇2GpX,Xq “ XXG´ p∇XXqG

“ XxdfpXq, fy ´ xdfp∇XXq, fy

“ xr∇XdfpXq, fy ` xdfpXq, dfpXqy ´ xdfp∇XXq, fy

“ xBf pX,Xq, fy ` |X|
2,
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όπου r∇ είναι η γραµµική συνοχή κατά µήκος της f .
Εποµένως στο p0 µε Npp0q “ ´

fpp0q

|fpp0q|
, αφού η G έχει µέγιστο, για

v P Tp0M
n µε |v| “ 1 ϑα έχουµε

∇2Gpv, vq “ 1´ |fpp0q|xBf pv, vq, Ny|p0

“ 1´ |fpp0q|xAv, vy

ď 0.

Ισχύει, συνεπώς,

xAv, vy ě
1

|fpp0q|
,

που αποδεικνύει το Ϲητούµενο. �

Απόδειξη του ϑεωρήµατος Α: Υποθέτουµε ότι ηm-µέση καµπυλότη-
τα Hm, 1 ď m ď n, είναι σταθερή. Λόγω του Λήµµατος 3.1.3., υπάρχει
σηµείο p της Mn, όπου η Hm ϑα είναι ϑετική και συνεπώς ϑα είναι
παντού ϑετική. Εποµένως, όλα τα σηµεία pk1ppq, . . . , knppqq για κάθε
p P Mn ανήκουν στον κώνο Γm. Σε όλα τα σηµεία της Mn ϑα ισχύει
H1, H2, . . . , Hm ą 0, επειδή Γm Ă Γm´1 Ă . . . Ă Γ1. Σύµφωνα µε το
Θεώρηµα 2.4.4. ϑα ισχύει παντού στην Mn

H1 ě H
1
2
2 ě . . . ě H

1
m
m ,

µε ισότητα σε κάποιο ϐήµα και για κάποιο σηµείο, αν και µόνον αν το
σηµείο είναι οµφαλικό.

Χρησιµοποιώντας τον m-οστό τύπο του Minkowski και τη σχέση
p2.15q αποκτούµε την

(3.9)
ż

M

Hm´1dM “ pn` 1qHmV pΩq.

Η τελευταία σχέση µε την ϐοήθεια της Hm´1 ě H
m´1
m

m µας δίνει

pn` 1qHmV pΩq “

ż

M

Hm´1dM

ě

ż

M

H
m´1
m

m dM

“ H
m´1
m

m

ż

M

dM

“ H
m´1
m

m ApMq,
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όπου ApMq είναι το εµβαδόν της Mn. ΄Εχουµε, δηλαδή,

pn` 1qHmV pΩq ě H
m´1
m

m ApMq,

ή, ισοδύναµα,

(3.10) H
1
m
m ě

ApMq

pn` 1qV pΩq
.

Από την άλλη πλευρά, λόγω των σχέσεων H “ H1 ě H
1
m
m και της

p3.8q, λαµβάνουµε

pn` 1qV pΩq ď

ż

M

1

H
dM

ď

ż

M

1

H
1
m
m

dM

“
ApMq

H
1
m
m

.

Ισχύει, δηλαδή, η σχέση

(3.11) H
1
m
m ď

ApMq

pn` 1qV pΩq
.

Η ισότητα στην p3.11q ισχύει µόνον αν η Mn είναι σφαίρα, λόγω
της Πρότασης 3.1.2.. Η απόδειξη του Θεωρήµατος Α ολοκληρώνεται
παρατηρώντας ότι οι σχέσεις p3.10q και p3.11q δίνουν την ισότητα

H
1
m
m “

ApMq

pn` 1qV pΩq
.

3.2 Απόδειξη του ϑεωρήµατος Β

Θεωρούµε τον ϕραγµένο τόπο Ω Ă Rn`1, του οποίου το σύνορο
Mn “ BΩ είναι συνεκτικό διαφορίσιµο πολύπτυγµα και µάλιστα η
έγκλειση i : Mn ÝÑ Rn`1 είναι εµφύτευση. Το εσωτερικό της Mn

είναι το Ω.

΄Εστω g : BΩ ÝÑ Rm µια διαφορίσιµη απεικόνιση και G : Ω̄ ÝÑ

Rm µια C8 λύση του ακόλουθου προβλήµατος Dirichlet
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∆̄G “ 0 στο Ω(3.12)
G “ g στο BΩ,

όπου ∆̄ είναι ο τελεστής Laplace στον Rn`1.

Για a σταθερό µοναδιαίο διάνυσµα του Rm η διαφορίσιµη απει-
κόνιση Ga : Ω̄ ÝÑ R µε τύπο

Gappq :“ xGppq, ay,

είναι λύση του προβλήµατος Dirichlet

∆̄Ga “ 0 στο Ω(3.13)
Ga “ ga στο BΩ,

όπου ga : BΩ ÝÑ R είναι διαφορίσιµη συνάρτηση µε τύπο

gappq :“ xgppq, ay.

Εφαρµόζουµε τον τύπο p2.15q του Reilly για τη λύση Ga του ανω-
τέρω προβλήµατος και έχουµε

ż

Ω

´

p∆̄Gaq
2
´ |∇̄2Ga|

2
¯

dΩ “(3.14)
ż

M

´

´ 2p∆gaqua ` nHpuaq
2
` xAp∇gaq,∇gay

¯

dM,

όπου ua “ BGa

BN
:“ x∇̄Ga, Ny, ∇ και ∆ η κλίση και ο τελεστής Laplace

στην Mn “ BΩ, A ο τελεστής Weingarten και H η µέση καµπυλότητα
της BΩ.

Θεωρούµε τη συνήθη ϐάση pe1, . . . , emq του Rm και γράφουµε τη
σχέση p3.14q για a P te1, . . . , emu, ϑέτοντας Gi :“ Gei για i “ 1, . . . ,m.
Αθροίζοντας και λαµβάνοντας υπόψην ότι ∆̄Gi “ 0 έχουµε

´

ż

Ω

m
ÿ

i“1

|∇̄2Gi|
2dΩ “

ż

M

m
ÿ

i“1

´

´2p∆giqui`nHpuiq
2
`xAp∇giq,∇giy

¯

dM,

ή, ισοδύναµα
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(3.15)

´

ż

Ω

m
ÿ

i“1

|∇̄2Gi|
2dΩ “

ż

M

´

´2x∆g, Uy`nH|U |2`
m
ÿ

i“1

xAp∇giq,∇giy
¯

dM,

όπου
gi “ gei , i “ 1, . . . ,m,

U “ pu1, . . . , umq “ p
BG1

BN
, . . . ,

BGm

BN
q “

BG

BN
,

και
∆g “ p∆g1, . . . ,∆gmq.

Σηµειώνουµε ότι η έκφραση
řm
i“1xAp∇giq,∇giy είναι ανεξάρτητη από

την επιλογή ϐάσης του Rm.

Πραγµατικά, ϑέτουµε gi “ xg, eiy, i “ 1, . . . ,m, και ϑεωρούµε µία
άλλη ορθοµοναδιαία ϐάση pẽ1, . . . , ẽmq του Rm. Ισχύει

ẽi “
m
ÿ

j“1

bijej,

όπου B “ pbijq είναι ορθογώνιος πίνακας.

Θέτοντας g̃i “ xg, ẽiy, έχουµε

g̃i “ xg,
m
ÿ

j“1

bijejy “
m
ÿ

j“1

bijgj.

΄Αρα,

∇g̃i “
m
ÿ

j“1

bij∇gj,

και συνεπώς
m
ÿ

i“1

xAp∇g̃iq,∇g̃iy “
m
ÿ

i“1

xAp
m
ÿ

j“1

bij∇gjq,
m
ÿ

k“1

bik∇gky

“

m
ÿ

i,j,k“1

bijbikxAp∇gjq,∇gky

“

m
ÿ

j,k“1

δjkxAp∇gjq,∇gky

“

m
ÿ

j“1

xAp∇gjq,∇gjy.
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Λόγω αυτού του γεγονότος, ϑέτουµε

m
ÿ

i“1

xAp∇giq∇giy “ xAp∇gq,∇gy,

και έχουµε

´

ż

Ω

m
ÿ

i“1

|∇̄2Gi|
2dΩ “(3.16)

ż

M

´

´ 2x∆g, U y ` nH|U |2 ` xAp∇gq,∇gy
¯

dM.

Θεωρούµε ένα συµπαγές πολύπτυγµα Mn και µια εµφύτευση f :
Mn ÝÑ Rn`1, δηλαδή µια εµφυτευµένη υπερεπιφάνεια µε την επ-
αγόµενη µετρική. Συµβολίζουµε µε x¨, ¨y και την επαγόµενη µετρική
στο Mn µέσω της f . Το fpMnq καθίσταται υποπολύπτυγµα του Rn`1

ισοµετρικό µε το pMn, x¨, ¨yq. Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα Jordan-Brower
στην Τοπολογία [6] το ανοιχτό σύνολο Rn`1 ´ fpMnq αποτελείται από
δύο συνεκτικές συνιστώσες, εκ των οποίων η µία ϕραγµένη (το «εσω-
τερικό» του fpMnq), και µία µη ϕραγµένη (το «εξωτερικό» του fpMnq)
µε κοινό σύνορο το BΩ “ fpMnq. Η fpMnq είναι προσανατολισµένη
υπερεπιφάνεια µε εσωτερικό κάθετο N .

΄Εστωσαν te1, . . . , emu µία ορθοµοναδιαία ϐάση του Rm και h :
pMn, x¨, ¨yq ÝÑ Rm µια διαφορίσιµη απεικόνιση. Θεωρούµε τις δια-
ϕορίσιµες συναρτήσεις hi : pMn, x¨, ¨yq ÝÑ R, i “ 1, . . . ,m, µε τύπο

hippq “ xhppq, eiy,

και ϑέτουµε ∆h “ p∆h1, . . . ,∆hmq.

Θα αποδείξουµε την ακόλουθη πρόταση.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.2.1. ΄Εστωσαν f : Mn ÝÑ Rn`1 µια συµπαγής εµ-
ϕυτευµένη υπερεπιφάνεια του Rn`1 µε µη αρνητική µέση καµπυλότητα
H, ως προς το εσωτερικό κάθετο N και h : pMn, x¨, ¨yq ÝÑ Rm µία λεία
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απεικόνιση, όπου x¨, ¨y είναι η επαγόµενη µετρική στο Mn µέσω της f .
Υποθέτουµε ότι ισχύουν οι σχέσεις

|∆h| ď nH(3.17)
ż

M

xĀp∇hq,∇hydM ě n

ż

M

HdM,(3.18)

όπου Ā είναι ο τελεστής Weingarten της υπερεπιφάνειας f : Mn ÝÑ

Rn`1 και xĀp∇hq,∇hy :“
řm
i“1xĀp∇hiq,∇hiy. Τότε οι f και h είναι

γεωµετρικά ισότιµες.

Απόδειξη. Εφαρµόζοντας τη σχέση p3.16q µε Ω το εσωτερικό του fpMnq,
BΩ “ fpMnq, µοναδιαίο κάθετο το N και g “ h ˝ f´1 : BΩ ÝÑ Rm

λαµβάνουµε

´

ż

Ω

m
ÿ

i“1

|∇̄2Gi|
2dΩ “(3.19)

ż

BΩ

´

´ 2x∆g, U y ` nH|U |2 ` xAp∇gq,∇gy
¯

dBΩ,

όπου A είναι ο τελεστής Weingarten της fpMnq και H η µέση κα-
µπυλότητα της f . Υπενθυµίζουµε ότι η G : Ω̄ ÝÑ Rm είναι λύση του
προβλήµατος Dirichlet p3.12q.

Είναι προφανείς οι σχέσεις

df ˝ Ā “ A ˝ df,

και

dfp∇hiq “ ∇gi.

Συνεπώς, λαµβάνοντας υπόψην ότι στοMn έχουµε την επαγόµενη από
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τον Rn`1 µετρική, λαµβάνουµε

xAp∇gq,∇gy “
m
ÿ

i“1

xAp∇giq,∇giy

“

m
ÿ

i“1

xA ˝ dfp∇hiq, dfp∇hiqy

“

m
ÿ

i“1

xdf ˝ Āp∇hiq, dfp∇hiqy

“

m
ÿ

i“1

xĀp∇hiq,∇hiy

“ xĀp∇hq,∇hy.

Από την άλλη πλευρά η f : pMn, x¨, ¨yq ÝÑ BΩ “ fpMnq είναι
ισοµετρία και ϑα έχουµε ∆h “ ∆g ˝ f . Συνεπώς για U “ BG

BN

λαµβάνουµε
x∆h, Uy “ x∆g, Uy.

Η σχέση p3.19q λαµβάνει τώρα τη µορφή

´

ż

Ω

m
ÿ

i“1

|∇̄2Gi|
2dΩ “(3.20)

ż

M

´

´ 2x∆h, Uy ` nH|U |2 ` xĀp∇hq,∇hy
¯

dM.

Με τη ϐοήθεια της ανισότητας Cauchy-Schwartz

x∆h, Uy ď |∆h||U |,

και των υποθέσεων p3.17q, p3.18q λαµβάνουµε

´

ż

Ω

ÿ

|∇̄2Gi|
2dΩ ě

ż

M

`

´ 2nH|U | ` nH|U |2 ` nH
˘

dM

“ n

ż

M

H
`

|U | ´ 1
˘2
dM

ě 0,

αφού η µέση καµπυλότητα H είναι µη αρνητική.
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Η τελευταία σχέση δίνει

(3.21)
ż

Ω

m
ÿ

i“1

|∇̄2Gi|
2dΩ “ 0,

και

(3.22)
ż

M

H
`

|U | ´ 1
˘2
dM “ 0.

Από τη σχέση p3.21q συµπεραίνουµε ότι η Εσσιανή της G είναι µηδέν
και άρα η G : Ω Ă Rn`1 ÝÑ Rm έχει τύπο

Gpxq “ Lpxq ` b,

όπου b P Rm και L : Rn`1 ÝÑ Rm είναι γραµµική απεικόνιση. Συνε-
πώς ισχύει h “ Lf`b, δηλαδή η εικόνα τουMn µέσω της h, περιέχεται
σε έναν pn` 1q-διάστατο υπόχωρο του Rm.

Για να είναι οι f , h γεωµετρικά ισότιµες αρκεί να δείξουµε ότι ο L είναι
ορθογώνιος µετασχηµατισµός.

Από την Gpxq “ Lpxq ` b έχουµε

(3.23) U “
BG

BN
“ L

Bx

BN
“ L∇̄Nx “ LN,

όπου ∇̄ είναι η κανονική Ευκλείδεια συνοχή.

Στα σηµεία p P Mn για τα οποία Hppq ą 0, η σχέση p3.22q δίνει
|U | “ 1, δηλαδή |LN | “ 1.

Θα συµπληρώσουµε την απόδειξη της Πρότασης αφού υπενθυµίσουµε
ότι η σφαιρική απεικόνιση ν : Mn ÝÑ Sn είναι επί. Σε κάθε σηµείο
a της σφαίρας αντιστοιχεί σηµείο του Mn όπου H ą 0, ή αντιστοιχεί
σηµείο όπου όλες οι κύριες καµπυλότητες είναι µηδενικές, δηλαδή
αντιστοιχεί ισόπεδο σηµείο. Το σύνολο των σηµείων της σφαίρας που
ανήκουν στη δεύτερη κατηγορία είναι µηδενικού µέτρου στην Sn, α-
ϕού είναι υποσύνολο των κρίσιµων τιµών της σφαιρικής απεικόνισης
που είναι µηδενικού µέτρου στην Sn από το Θεώρηµα του Sard r6s.

΄Αρα, για κάθε a P Sn, λόγω του Λήµµατος 1.2.4. ισχύει |La| “ 1,
δηλαδή ο γραµµικός µετασχηµατισµός είναι ορθογώνιος και η από-
δειξη της Πρότασης 3.2.2. ολοκληρώθηκε. �
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Απόδειξη του ϑεωρήµατος Β: Αν η h : pMn, x¨, ¨yq ÝÑ Rn`m είναι
ισοµετρική εµβάπτιση, τότε σύµφωνα µε το Λήµµα 1.1.9. ισχύει ότι

∆h “ n ~H.

Επιπλέον, αν tE1, . . . , Enu είναι ορθοµοναδιαία ϐάση κυρίων διευ-
ϑύνσεων για την υπερεπιφάνεια f : Mn ÝÑ Rn`1 και A ο τελεστής
Weingarten της, επειδή η h : pMn, x¨, ¨yq ÝÑ Rn`m είναι ισοµετρική
εµβάπτιση ϑα έχουµε

xAp∇hq,∇hy “
n`m
ÿ

a“1

xAp∇haq,∇hay

“

n`m
ÿ

a“1

xAp
n
ÿ

i“1

x∇ha, EiyEiq,
n
ÿ

j“1

x∇ha, EjyEjy

“

n`m
ÿ

a“1

n
ÿ

i,j“1

x∇ha, Eiyx∇ha, EjyxAEi, Ejy

“

n`m
ÿ

a“1

n
ÿ

i“1

x∇ha, Eiy2xAEi, Eiy

“

n`m
ÿ

a“1

n
ÿ

i“1

kix∇ha, Eiy2,

ή, ισοδύναµα,

xAp∇hq,∇hy “
n
ÿ

i“1

kip
n`m
ÿ

a“1

x∇ha, Eiy2q “
n
ÿ

i“1

kip
n`m
ÿ

a“1

pEiphaqq
2
q

“

n
ÿ

i“1

kip
n`m
ÿ

a“1

xdhpEiq, eay
2
q “

n
ÿ

i“1

ki|dhpEiq|
2

“

n
ÿ

i“1

ki “ nH,

αφού |dhpEiq| “ 1.

Συµπερασµατικά έχουµε,

xAp∇hq,∇hy “
n
ÿ

i“1

ki “ nH.

Εποµένως ικανοποιούνται οι συνθήκες της Πρότασης 3.2.2. που
σηµαίνει ότι οι f και h είναι γεωµετρικά ισότιµες.



Παράρτηµα Α΄

Περίληψη - Abstract

Περίληψη. Στη ∆ιαφορική Γεωµετρία, ϐασικό πρόβληµα αποτε-
λεί η ταξινόµηση των γεωµετρικών αντικειµένων κάτω από περιορι-
σµούς για την καµπυλότητα. Στην περίπτωση των υπερεπιφανειών
των Ευκλείδειων χώρων έχει τεθεί το ερώτηµα αν οι σφαίρες είναι οι
µόνες συµπαγείς υπερεπιφάνειες των οποίων η µέση καµπυλότητα m-
τάξης Hm, για m “ 1, . . . , n, είναι σταθερή. Στόχος της παρούσας
Μετα-πτυχιακής ∆ιατριβής είναι η παρουσίαση του σχετικού αποτελέ-
σµατος, ως µια εφαρµογή του τύπου του Reilly για συµπαγείς προσ-
ανατολισµένες υπερεπιφάνειες των Ευκλείδειων χώρων. Ο R. C. Reilly
ακολουθώντας µια δική του µέθοδο, απάντησε καταφατικά στο παρα-
πάνω ερώτηµα για την περίπτωση όπου m “ 1. Πρόκειται για µια
µέθοδο, που συνδυάζει τους ολοκληρωτικούς τύπους του Minkowski
και τον τύπο του Reilly.

Ο A. Ros κάνοντας χρήση της παραπάνω µεθόδου, απέδειξε ότι η Mn,
για κάθε m, είναι σφαίρα και το αποτέλεσµα αυτό αποτελεί γενίκευση
της απόδειξης του R. C. Reilly, αλλά και αυτής του A. D. Alexandrov.

Σε αυτό το πλαίσιο, ο ίδιος ο A. Ros, έδωσε ένα αποτέλεσµα ακαµψίας
για συµπαγείς υπερεπιφάνειες µε µη αρνητική µέση καµπυλότητα,
το οποίο είναι γενίκευση του συµπεράσµατος του I. Schur για κλει-
στές καµπύλες. Το συµπεριλαµβάνουµε, ως µία ακόµη εφαρµογή του
τύπου Reilly.
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Abstract. A basic problem in Differential Geometry is to classify
geometrical objects in terms of curvature restrictions. In case of
Euclidean hypersurfaces, the question whether the spheres are the
only compact embedded hypersurfaces with constant curvature Hm

of order m “ 1, . . . , n, has been raised a long time ago. The aim of
this Master Thesis, is to present the answer to the problem that was
given by A. Ros, R. C. Reilly, developed a method of his own, in order
to give an affirmative response to the above question when m “ 1.
This method is a combination of Minkowski’s integral formulas and
Reilly’s formula.

A. Ros used that method to provide an affirmative answer to the
problem, for every m. Ros’s result is a generalization of Reilly’s and
Alexandrov’s proof.

Within this framework, A. Ros himself, gave a result concerning the
rigidity of compact hypersurfaces with non negative mean curvature,
which is a generalization of I. Schur’s result on closed surfaces. We
include it, as yet another application of Reilly’s formula.
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