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Εισαγωγή

Στη Μεταθετική ΄Αλγεβρα, ένας δακτύλιος Gorenstein (Gorenstein ring), είναι ένας µεταθετικός
δακτύλιος της Noether µε πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση, ως πρότυπο υπεράνω του εαυτού του.
Οι µεταθετικοί δακτύλιοι Gorenstein εισήχθηκαν από τον A. Grothendieck, ο οποίος τους ονό-
µασε έτσι, λόγω της σχέσης τους µε µια ιδιότητα δυϊκότητας ιδιαζόντων επίπεδων καµπυλών που
µελετήθηκαν από τον D. Gorenstein το 1952. Η γενική ϑεωρία των µεταθετικών δακτυλίων Go-
renstein ϑεµελιώθηκε από τον H. Bass το 1962 στο πρωτοπόρο άρθρο του «On the ubiquity of
Gorenstein rings», [12], και έκτοτε αποτελεί ϐασικό αντικείµενο µελέτης στη Μεταθετική ΄Αλγεβρα
και στην Αλγεβρική Γεωµετρία. Ο όρος «ubiquity» ϑα µπορούσε να αποδοθεί ως η κατάσταση
ή η ικανότητα να ϐρίσκεσαι παντού και ιδιαίτερα την ίδια χρονική στιγµή ή αλλιώς, πανταχού
παρουσία.

Ο λόγος για τον οποίο ο Bass δίνει τον χαρακτηρισµό «ubiquity» στους δακτυλίους Goren-
stein, οφείλεται στο γεγονός ότι οι δακτύλιοι Gorenstein, εµφανίζονται σε πολλά και διαφορετικά
ερευνητικά πλαίσια των σύγχρονων Μαθηµατικών, και ιδιαίτερα εµπεριέχουν µια ευρεία κλάση
από µεταθετικούς δακτυλίους. Πιο ειδικά, στη Μεταθετική ΄Αλγεβρα είναι γνωστή η ακόλουθη
ιεραρχία µεταθετικών δακτυλίων της Noether:

Κανονικοί Ď Υπερεπιφάνειες Ď Πλήρεις διατοµές Ď

Ď Gorenstein Ď Cohen-Macaulay

Από την άλλη πλευρά, µη µεταθετικοί δακτύλιοι Gorenstein, µε την έννοια (δεξιών και αριστε-
ϱών) δακτυλίων της Noether µε πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση ως πρότυπο υπεράνω του εαυτού
τους, εισήχθηκαν από τον M. Auslander το 1967, ϐλέπε [6], και σήµερα αποτελούν ϐασικό αντικεί-
µενο µελέτης στην Οµολογική ΄Αλγεβρα, στη Μεταθετική ΄Αλγεβρα, στη Θεωρία Αναπαραστάσεων,
στη Θεωρία Οµάδων, στη Θεωρία Cluster, στη Θεωρία Ιδιοµορφιών, στην Αλγεβρική Γεωµετρία,
στη Μαθηµατική Φυσική, κτλ.

Σ΄ αυτό το πλαίσιο, κεντρικός στόχος της διατριβής είναι η µελέτη δακτυλίων Gorenstein, όχι
απαραίτητα µεταθετικών, καθώς και η µελέτη κατηγοριών προτύπων υπεράνω τέτοιων δακτυλίων.

Γενικά, η πλήρης περιγραφή µιας κατηγορίας προτύπων υπεράνω ενός δακτυλίου Gorenstein,
και πόσο µάλλον υπεράνω τυχόντος δακτυλίου, είναι αδύνατη, και ο λόγος είναι ο εξής :
‚ Κεντρικό πρόβληµα της Θεωρίας Προτύπων/Αναπαραστάσεων ενός δακτυλίου R:

Αυτό το πρόβληµα αφορά την κατά το δυνατόν πληρέστερη περιγραφή της δοµής της κατηγορίας
προτύπων υπεράνω ενός δακτυλίου καθώς και των µορφισµών µεταξύ προτύπων. Στην πλήρη
γενικότητα αυτό το πρόβληµα είναι αδύνατο, καθώς υπεράνω τυχόντος προσεταιριστκού δακτυλίου
µε µονάδα R, η κατηγορία R-Mod των αριστερών R-προτύπων, είναι ιδιαίτερα πολύπλοκη ώστε
να µπορεί να µελετηθεί και να περιγραφεί λεπτοµερώς, εκτός ειδικών περιπτώσεων όπως για
παράδειγµα όταν ο δακτύλιος R έχει πεπερασµένο τύπο αναπαράστασης. ΄Ετσι, για έναν τυχαίο
δακτύλιο µε µονάδα R είναι απαραίτητο να περιορίσουµε την µελέτη µας σε ειδικές κλάσεις
R-προτύπων.

Η Θεωρία Προσέγγισης Προτύπων αναπτύχθηκε ως ένας τρόπος επίλυσης του προηγούµε-
νου προβλήµατος, και διαδραµατίζει κυρίαρχο ϱόλο στην Θεωρία ∆ακτυλίων και Προτύπων, στην
Σχετική Οµολογική ΄Αλγεβρα και στην Θεωρία Αναπαραστάσεων. Η ϐασική ιδέα είναι η επιλογή
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2 ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ

κατάλληλων κλάσεων προτύπων C µε γνωστή δοµή (ανάλογα µε το υπό µελέτη πρόβληµα), και
έπειτα, η προσέγγιση τυχαίων προτύπων µε πρότυπα των κλάσεων C. Η ύπαρξη τέτοιων προσεγ-
γίσεων επιφέρει σηµαντικές συνέπειες για τον υποκείµενο δακτύλιο, και καθιστούν την µελέτη
αυτού, ευκολότερη.

Για να µελετήσουµε λοιπόν και να περιγράψουµε όσο το δυνατόν πληρέστερα µια κατηγορία
προτύπων υπεράνω ενός δακτυλίου Gorenstein, είναι απαραίτητο να προσεγγίσουµε τα πρότυπα
ενός τέτοιου δακτυλίου µέσω ειδικών κλάσεων προτύπων. Οι καταλληλότερες κλάσεις προτύ-
πων για την µελέτη της κατηγορίας προτύπων ενός δακτυλίου Gorenstein, είναι οι κλάσεις των
Gorenstein προβολικών, και των Gorenstein ενέσιµων, προτύπων.

Την τελευταία δεκαπενταετία η (οµολογική) µελέτη των Gorenstein προβολικών και των Goren-
stein ενέσιµων προτύπων υπεράνω τυχόντος δακτυλίου αναπτύχθηκε ϱαγδαία και σήµερα είναι
γνωστή ως Οµολογική ΄Αλγεβρα Gorenstein. Η αντίστοιχη ϑεωρία αποτελεί το σχετικό ανάλογο
της συνήθους Οµολογικής ΄Αλγεβρας και διαδραµατίζει σηµαντικό ϱόλο στην µελέτη δακτυλίων
και κατηγοριών προτύπων µε άπειρη οµολογική διάσταση, ϐλέπε [19]. Σηµειώνουµε ότι αν ο
υπό µελέτη δακτύλιος έχει πεπερασµένη οµολογική διάσταση, τότε η Οµολογική ΄Αλγεβρα Goren-
stein συµπίπτει µε την συνήθη Οµολογική ΄Αλγεβρα. Αναφέρουµε ότι µέθοδοι και τεχνικές από
την Οµολογική ΄Αλγεβρα Gorenstein διαδραµατίζουν σηµαντικό ϱόλο σε διάφορους ερευνητικούς
κλάδους των σύγχρονων Μαθηµατικών, αναφέρουµε για παράδειγµα: στην Μεταθετική ΄Αλγεβρα
(µελέτη τοπικών δακτυλίων Gorenstein και Cohen-Macaulay), στην Αλγεβρική Γεωµετρία (µελέτη
ιδιοµορφιών και σχηµάτων Gorenstein), στην Θεωρία Αναπαραστάσεων (ταξινόµηση δακτυλίων ως
προς τον τύπο των Cohen-Macaulay αναπαραστάσεων, κατηγορίες ιδιοµορφιών του Orlov), κτλ.
Ας σηµειώσουµε ακόµη ότι πολλά αποτελέσµατα από την κλασσική Οµολογική ΄Αλγεβρα, γενικεύ-
ονται στην Οµολογική ΄Αλγεβρα Gorenstein. Η παρατήρηση αυτή, έδωσε την ώθηση σε διάφορους
µαθηµατικούς να διατυπώσουν το ακόλουθο µεταθεώρηµα:

Μεταθεώρηµα [Holm (2004)] : ∆οσµένου ενός αποτελέσµατος στην κλασσική Οµολογική ΄Αλ-
γεβρα, υπάρχει αντίστοιχο αποτέλεσµα στην Οµολογική ΄Αλγεβρα Gorenstein.

Αν και το Μεταθεώρηµα πράγµατι ισχύει σε πάρα πολλές περιπτώσεις, υπάρχουν κάποια
παραδείγµατα, τα οποία το καθιστούν µη αληθές στην πλήρη γενικότητά του, π.χ. το αντίστοιχο
αποτέλεσµα των Lazard-Govorov δεν ισχύει στην Οµολογική ΄Αλγεβρα Gorenstein, ϐλέπε [14].

Θα µπορούσαµε να πούµε λοιπόν ότι ο ϐασικός στόχος της Οµολογικής ΄Αλγεβρας Gorenstein,
είναι να συλλέξει αποτελέσµατα από την κλασσική Οµολογική ΄Αλγεβρα, και να εξετάσει αν τα
αποτελέσµατα αυτά, επεκτείνονται στην Οµολογική ΄Αλγεβρα Gorenstein. Ωστόσο, στην παρούσα
διατριβή µελετάµε την Οµολογική ΄Αλγεβρα Gorenstein από µια διαφορετική οπτική γωνία. Συγ-
κεκριµένα, χρησιµοποιούµε την Οµολογική ΄Αλγεβρα Gorenstein, όταν η κλασσική Οµολογική
΄Αλγεβρα αδυνατεί να µας δώσει χρήσιµες πληροφορίες. Για παράδειγµα, αν υποθέσουµε ότι τα
πρότυπα υπεράνω ενός δακτυλίου έχουν άπειρη προβολική διάσταση, τότε η κλασσική Οµολογική
΄Αλγεβρα δεν µας δίνει ουσιαστικές πληροφορίες. ΄Οµως, αν µεταβούµε στην Οµολογική ΄Αλγεβρα
Gorenstein, και υποθέσουµε ότι ο δακτύλιος είναι Gorenstein, τότε µπορεί κάθε πρότυπο υπε-
ϱάνω ενός τέτοιου δακτυλίου να έχει άπειρη προβολική διάσταση, αλλά ϑα έχει πεπερασµένη
G-προβολική διάσταση, όπου η G-προβολική διάσταση είναι το σχετικό ανάλογο της συνήθους
προβολικής διάστασης ενός προτύπου. Θα αναφερθούµε λεπτοµερέστερα στην συνέχεια, στις έν-
νοιες των Gorenstein προβολικών και των Gorenstein ενέσιµων προτύπων, καθώς και στην έννοια
ενός δακτυλίου Gorenstein.

‚ ‚ ‚

Το ορόσηµο για την ανάπτυξη της Θεωρίας Προσέγγισης Προτύπων, αποτέλεσε η ύπαρξη των
ενέσιµων περιβληµάτων (injective hulls). Οι Auslander, Reiten και Smalø, και ανεξάρτητα ο
Enochs, εισήγαγαν, περί τα τέλη της δεκαετίας του 70, µια γενική ϑεωρία δεξιών και αριστερών
προσεγγίσεων, ή precovers και preenvelopes, προτύπων. Πριν να επεξηγήσουµε τις έννοιες αυτές,
παραθέτουµε την έννοια της «ελαχιστότητας» οµοµορφισµών.
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΄Ενας οµοµορφισµός προτύπων f : M ÝÑ N καλείται δεξιά, αντίστοιχα αριστερά, ελάχιστος,
αν κάθε ενδοµορφισµός α : M ÝÑ M , αντίστοιχα β : N ÝÑ N , µε την ιδιότητα f ˝ α “ f ,
αντίστοιχα β ˝ f “ f , είναι αυτοµορφισµός του M , αντίστοιχα του N . ∆ηλαδή, ο οµοµορφισµός f
είναι δεξιά ελάχιστος, αντίστοιχα αριστερά ελάχιστος, αν κάθε ενδοµορφισµός α τουM , αντίστοιχα
β του N , έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

M

α

��

f // N

M

f

>> , αντίστοιχα M

f   

f // N

β

��
N

είναι ένας αυτοµορφισµός του M , αντίστοιχα του N .
΄Εστω R ένας προσεταιριστικός δακτύλιος µε µονάδα, και C µια κλάση από R-πρότυπα. ΄Ενας

R-οµοµορφισµός f : C ÝÑ M καλείται µια δεξιά C-προσέγγιση (right C-approximation) του M ,
αν C P C, και ο επαγόµενος οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων HomRpC

1, Cq ÝÑ HomRpC
1,Mq

είναι επιµορφισµός για κάθε C 1 P C.
Τονίζουµε ότι αν υπάρχει µια δεξιά C-προσέγγιση f : C ÝÑ M του M , τότε το πρότυπο C

δεν είναι απαραίτητα µοναδικά καθορισµένο µέχρι ισοµορφισµό από το M . Αυτό συµβαίνει όταν
ο οµοµοµορφισµός f είναι δεξιά ελάχιστος, και τότε η δεξιά C-προσέγγιση f του M , καλείται
ελάχιστη δεξιά C-προσέγγιση (minimal right C-approximation) του M .

∆υϊκά ορίζεται η έννοια µιας αριστερής C-προσέγγισης (left C-approximation), και µιας ελά-
χιστης αριστερής C-προσέγγισης (minimal left C-approximation).

1. Υπεράνω τυχόντος δακτυλίου µε µονάδα, κάθε πρότυπο είναι η οµοµορφική εικόνα ενός
προβολικού (projective) προτύπου, διότι κάθε πρότυπο είναι η οµοµορφική εικόνα ενός
ελεύθερου (free) προτύπου, και κάθε ελεύθερο πρότυπο είναι ένα προβολικό πρότυπο. ∆η-
λαδή για κάθε πρότυπο M , υπάρχει ένας επιµορφισµός f : P ÝÑ M όπου το πρότυπο
P είναι προβολικό, έτσι ώστε κάθε οµοµορφισµός g : Q ÝÑ M , όπου το πρότυπο Q είναι
προβολικό, αναλύεται µέσω ενός µεταθετικού διαγράµµατος :

Q

Dh

~~
g

��
P

f
// M // 0

Με άλλα λόγια, αν R είναι προσεταιριστικός δακτύλιος µε µονάδα, και αν R-Proj είναι
η κλάση όλων των προβολικών αριστερών R-προτύπων, τότε κάθε αριστερό R-πρότυπο M
δέχεται µια δεξιά R-Proj-προσέγγιση f : P ÝÑ M , η οποία µάλιστα είναι επιµορφισµός.
Ωστόσο, το πρότυπο P δεν είναι εν γένει µοναδικά καθορισµένο µέχρι ισοµορφισµό από
το M . ∆ηλαδή για έναν τυχαίο δακτύλιο R, κάθε αριστερό R-πρότυπο δεν προσεγγίζεται
απαραίτητα µε ελάχιστο τρόπο από ένα προβολικό αριστερό R-πρότυπο.

Το 1960, ο H. Bass χαρακτήρισε τους δακτυλίους για τους οποίους κάθε αριστερό R-
πρότυπο δέχεται µια ελάχιστη δεξιά R-Proj-προσέγγγιση (γνωστή ως προβολική κάλυψη),
ως αριστερά τέλειους δακτυλίους, (left perfect rings).

‚ Εποµένως, υπεράνω ενός αριστερά τέλειου δακτυλίου R, κάθε αριστερό R-πρότυπο
είναι η οµοµορφική εικόνα ενός µοναδικά καθορισµένου ελάχιστου προβολικού αριστερού
R-προτύπου.

2. ∆υϊκά, υπεράνω τυχόντος δακτυλίου µε µονάδα, κάθε πρότυπο µπορεί να ϑεωρηθεί ως υπο-
πρότυπο ενός ενέσιµου (injective) προτύπου. ∆ηλαδή για κάθε πρότυπο M , υπάρχει ένας
µονοµορφισµός f : M ÝÑ E όπου το πρότυπο E είναι ενέσιµο, έτσι ώστε κάθε οµοµορφι-
σµός g : M ÝÑ H, όπου το πρότυπο H είναι ενέσιµο, αναλύεται µέσω ενός µεταθετικού
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διαγράµµατος :

0 // M

g

��

f // E

Dh~~
H

΄Αρα, αν R είναι προσεταιριστικός δακτύλιος µε µονάδα, και αν R-Inj είναι η κλάση όλων των
ενέσιµων αριστερών R-προτύπων, τότε κάθε αριστερό R-πρότυπο M δέχεται µια αριστερή
R-Inj-προσέγγιση f : M ÝÑ E, η οποία µάλιστα είναι µονοµορφισµός.

Το 1953, οι B. Eckmann και A. Schöpf απέδειξαν ότι για τυχόν δακτύλιο R, κάθε αριστερό
R-πρότυπο δέχεται µια ελάχιστη αριστερή R-Inj-προσέγγιση (γνωστή ως ενέσιµο περίβληµα).

‚ Εποµένως, υπεράνω ενός τυχόντος δακτυλίου R, κάθε αριστερό R-πρότυπο είναι υποπρό-
τυπο ενός µοναδικά καθορισµένου ελάχιστου ενέσιµου αριστερού R-προτύπου.

Σηµειώνουµε ότι η κλάση R-Proj είναι ελάχιστα αριστερά προσεγγίσιµη, αν και µόνο αν, ο
δακτύλιος R είναι αριστερά τέλειος και δεξιά συναφής, [4], ενώ η κλάση R-Inj είναι ελάχιστα δεξιά
προσεγγίσιµη, αν και µόνο αν, ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether, [26].

Κεντρικής σηµασίας στην Οµολογιακή ΄Αλγεβρα σε κατηγορίες προτύπων, είναι οι έννοιες των
προβολικών και ενέσιµων προτύπων. Χρησιµοποιώντας τις έννοιες αυτές, µπορούµε να ορίσουµε
αναλύσεις και διάφορες οµολογικές διαστάσεις για έναν δακτύλιο και για ένα πρότυπο υπεράνω
αυτού, και επίσης για ένα δοθέντα προσθετικό συναρτητή, να κατασκευάσουµε παραγόµενους
συναρτητές. Οι παραπάνω αναλύσεις, διαστάσεις και παραγόµενοι συναρτητές αποτελούν απα-
ϱαίτητα εργαλεία µέσω των οποίων µπορούµε να έχουµε ακριβή εκτίµηση για την (οµολογική)
πολυπλοκότητα δακτυλίων, προτύπων και συναρτητών.

Η Οµολογιακή ΄Αλγεβρα Gorenstein είναι ένα είδος (σχετικής) Οµολογικής ΄Αλγεβρας, όπου τα
προβολικά πρότυπα αντικαθίστανται µε τα Gorenstein προβολικά πρότυπα, ή χάριν απλότητας G-
προβολικά πρότυπα, και τα ενέσιµα πρότυπα, αντικαθίστανται µε τα Gorenstein ενέσιµα πρότυπα,
ή χάριν απλότητας G-ενέσιµα πρότυπα. Τα G-προβολικά και τα G-ενέσιµα πρότυπα, καθώς και
οι G-προβολικές και G-ενέσιµες αναλύσεις, διαδραµατίζουν πρωταρχικό ϱόλο στην Οµολογιακή
΄Αλγεβρα Gorenstein.

Το 1966/67, ο M. Auslander εισήγαγε την έννοια της G-διάστασης πεπερασµένα παραγόµενων
προτύπων υπεράνω µεταθετικών δακτυλίων της Noether. Το 1969, ο M. Auslander σε συνεργα-
σία µε τον µαθητή του M. Bridger, επέκτειναν τον ορισµό της G-διάστασης, για πεπερασµένα
παραγόµενα πρότυπα υπεράνω όχι απαραίτητα µεταθετικών δακτυλίων της Noether. Καλώντας
τα πεπερασµένα παραγόµενα πρότυπα G-διάστασης µηδέν, G-προβολικά πρότυπα, ένα ϐασικό
ερώτηµα είναι πως µπορούν να ορισθούν τα G-προβολικά πρότυπα, καθώς και τα G-ενέσιµα πρό-
τυπα, όταν αυτά δεν είναι απαραίτητα πεπερασµένα παραγόµενα και/ή ο δακτύλιος δεν είναι
απαραίτητα δακτύλιος της Noether.

Το 1995, οι E. Enochs και O. M. Jenda, όρισαν τα Gorenstein ενέσιµα πρότυπα υπεράνω
τυχόντος προσεταιριστικού δακτυλίου µε µονάδα, και στη συνέχεια, κατά δυϊκό τρόπο όρισαν τα
πεπερασµένα παραγόµενα ή µη, Gorenstein προβολικά πρότυπα υπεράνω τυχόντος προσεταιρι-
στικού δακτυλίου µε µονάδα. Αποδεικνύεται ότι αυτός ο νέος ορισµός των Gorenstein προβολικών
προτύπων υπεράνω ενός δακτυλίου µε µονάδα, συµφωνεί µε τον ορισµό του Auslander, όταν ο
δακτύλιος είναι δακτύλιος της Noether, και τα πρότυπα είναι πεπερασµένα παραγόµενα.

΄Εστω R ένας προσεταιριστικός δακτύλιος µε µονάδα.

1. Μια πλήρης προβολική ανάλυση, (complete projective resolution), είναι µια ακριβής ακο-
λουθία από προβολικά αριστερά R-πρότυπα

< : ¨ ¨ ¨ ÝÑ P2
α2
ÝÑ P1

α1
ÝÑ P0

α0
ÝÑ Q0 β0

ÝÑ Q1 β1

ÝÑ Q2 β2

ÝÑ ¨ ¨ ¨
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τέτοια ώστε το σύµπλοκο αβελιανών οµάδων HomRp<, Qq, να είναι ακριβές για κάθε προ-
ϐολικό αριστερό R-πρότυπο Q. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο M καλείται G-προβολικό (G-
projective), αν είναι η εικόνα ενός οµοµορφισµού σε µια πλήρη προβολική ανάλυση.

∆υϊκά, ορίζονται οι πλήρεις ενέσιµες αναλύσεις (complete injective resolutions) και τα G-
ενέσιµα (G-injective) αριστερά R-πρότυπα.

2. Μια G-προβολική ανάλυση (G-projective resolution) ενός αριστερού R-προτύπου M , είναι
µια ακριβής ακολουθία αριστερών R-προτύπων

¨ ¨ ¨ ÝÑ G2 ÝÑ G1 ÝÑ G0 ÝÑM ÝÑ 0

όπου κάθε Gi για i ě 0 είναι G-προβολικό πρότυπο.

Κατά δυϊκό τρόπο ορίζονται οι G-ενέσιµες αναλύσεις, (G-injective resolutions).

Οι έννοιες των G-προβολικών και των G-ενέσιµων αριστερών R-προτύπων επεκτείνουν τις συνήθεις
έννοιες των προβολικών, και αντίστοιχα ενέσιµων, αριστερών R-προτύπων. ∆ηλαδή, αν R-GProj
είναι η κλάση όλων των G-προβολικών αριστερών R-προτύπων, και R-GInj είναι η κλάση όλων των
G-ενέσιµων αριστερών R-προτύπων, τότε

R-Proj Ď R-GProj & R-Inj Ď R-GInj .

Τονίζουµε ότι για τυχόν δακτύλιο R, οι παραπάνω εγκλεισµοί είναι γνήσιοι, δηλαδή υπάρχουν G-
προβολικά αριστερά R-πρότυπα τα οποία δεν είναι προβολικά, και υπάρχουν G-ενέσιµα αριστερά
R-πρότυπα τα οποία δεν είναι ενέσιµα. Ωστόσο για έναν δακτύλιο R µε πεπερασµένη αριστερή
ολική οµολογική διάσταση, ισχύουν και οι αντίστροφοι εγκλεισµοί. Ας σηµειώσουµε ακόµη ότι
R-GProj “ R-GInj αν και µόνο αν ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος quasi-Frobenius.

• Επειδή κάθε πρότυπο έχει µια προβολική ανάλυση, και κάθε προβολικό πρότυπο είναι
G-προβολικό, έπεται ότι κάθε πρότυπο υπεράνω τυχόντος δακτυλίου, έχει µια G-προβολική
ανάλυση.

• Ανάλογα, αφού κάθε πρότυπο έχει µια ενέσιµη ανάλυση, και κάθε ενέσιµο πρότυπο είναι G-
ενέσιµο, έπεται ότι κάθε πρότυπο υπεράνω τυχόντος δακτυλίου, έχει µια G-ενέσιµη ανάλυση.

΄Εχοντας εξασφαλίσει την ύπαρξη G-προβολικών και G-ενέσιµων αναλύσεων για κάθε πρότυπο,
µπορούµε χρησιµοποιώντας τις αναλύσεις αυτές, να ορίσουµε G-προβολικές και G-ενέσιµες δια-
στάσεις προτύπων, οι οποίες «µετρούν» το πόσο απέχει ένα πρότυπο από το να είναι G-προβολικό
και G-ενέσιµο.

Οι κλάσεις των G-προβολικών και των G-ενέσιµων προτύπων είναι εν γένει πιο πολύπλοκες
από αυτές των προβολικών και των ενέσιµων προτύπων. Τα αποτελέσµατα περί ύπαρξης (ελά-
χιστων) προσεγγίσεων προτύπων από τις κλάσεις των προβολικών και των ενέσιµων προτύπων,
δεν επεκτείνονται απαραίτητα για τις κλάσεις των G-προβολικών και των G-ενέσιµων προτύπων.
Για την εύρεση λοιπόν G-προβολικών ή/και G-ενέσιµων προσεγγίσεων προτύπων, χρειάζεται να
αναζητήσουµε δακτυλίους υπεράνω των οποίων τα πρότυπα να κατέχουν σηµαντικές οµολογιακές
ιδιότητες περατότητας. ΄Ενα παράδειγµα τέτοιων δακτυλίων είναι οι δακτύλιοι Gorenstein.

Αν R είναι ένας δακτύλιος Gorenstein, τότε η ενέσιµη διάσταση του R ως αριστερό R-πρότυπο,
ταυτίζεται µε την ενέσιµη διάσταση του R, ως δεξιό R-πρότυπο. Επιπλέον, στην περίπτωση
που ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος Gorenstein, κάθε αριστερό R-πρότυπο έχει πεπερασµένη
G-προβολική και G-ενέσιµη διάσταση, και1

R-GProj “ KpR-Projq & R-GInj “ pR-InjqK

1Για µια κλάση R-προτύπων X υπεράνω ενός δακτυλίου R, KX συµβολίζει την αριστερή ορθογώνια κλάση προτύπων
tA P R-Mod | ExtnRpA,Xq “ 0, n ě 1 & X P X u και δυϊκά XK συµβολίζει την δεξιά ορθογώνια κλάση προτύπων :
tA P R-Mod | ExtnRpX,Aq “ 0, n ě 1 & X P X u.
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Υπεράνω δακτυλίων Gorenstein R, κάθε αριστερό R-πρότυπο δέχεται µια (ελάχιστη) αριστερή
R-GInj-προσέγγιση η οποία είναι απαραίτητα µονοµορφισµός, και µια (ελάχιστη) δεξιά R-GInj-
προσέγγιση. Η κλάση R-GProj όπου R είναι δακτύλιος Gorenstein, είναι λιγότερο οµαλή: κάθε
αριστερό R-πρότυπο δέχεται µια δεξιά R-GProj-προσέγγιση, αλλά όχι απαραίτητα µια ελάχιστη
δεξιά R-GProj-προσέγγιση.

Συνοψίζουµε τα κυριότερα αποτελέσµατα περί ύπαρξης προσεγγίσεων για τις κλάσεις των G-
προβολικών και των G-ενέσιµων προτύπων. ΄Εστω R ένας προσεταιριστικός δακτύλιος µε µονάδα.

• Αν R είναι δακτύλιος Gorenstein, τότε η κλάση R-GInj των G-ενέσιµων αριστερών R-
προτύπων είναι ελάχιστα αριστερά προσεγγίσιµη (enveloping), και ελάχιστα δεξιά προσεγ-
γίσιµη (covering).

• Αν R είναι δακτύλιος Gorenstein, τότε η κλάση R-GProj των G-προβολικών αριστερών R-
προτύπων είναι δεξιά προσεγγίσιµη (precovering), αλλά όχι εν γένει ελάχιστα δεξιά προσεγ-
γίσιµη.

• Αν R είναι δεξιά συναφής και αριστερά τέλειος δακτύλιος, έτσι ώστε

suptpdR I | I P obpA-Injqu ď d & suptidR P | P P obpA-Projqu ď d

για κάποιον ϕυσικό αριθµό d, τότε η κλάση R-GProj είναι ελάχιστα δεξιά προσεγγίσιµη
(covering).

• Αν R είναι δακτύλιος Gorenstein και δακτύλιος του Artin, τότε η κλάση R-GProj είναι
ελάχιστα δεξιά προσεγγίσιµη, και η κλάση R-GInj είναι ελάχιστα αριστερά προσεγγίσιµη.

Βασικά εργαλεία για την συγγραφή της παρούσας διατριβής, αποτέλεσαν τα άρθρα [36, 38,
39] του H. Holm, το άρθρο [20] των Christensen-Frankild-Holm, το ϑεµελιώδες άρθρο [9] των
Auslander-Buchweitz, και το ϐιβλίο [27] των Enochs-Jenda.

‚ ‚ ‚

Η διατριβή έχει οργανωθεί σε οκτώ Κεφάλαια.
Στο πρώτο Κεφάλαιο, το οποίο έχει εισαγωγικό χαρακτήρα, υπενθυµίζουµε ϐασικά στοιχεία

της Θεωρίας ∆ακτυλίων και Προτύπων. Ορίζουµε και µελετάµε πρότυπα υπεράνω ενός προσε-
ταιριστικού δακτυλίου µε µονάδα, οµοµορφισµούς µεταξύ προτύπων, και ακριβείς ακολουθίες
προτύπων. Στην συνέχεια, επικεντρωνόµαστε σε ειδικές κατασκευές, οι οποίες είναι εφοδιασµένες
µε καθολικές ιδιότητες. Πιο ειδικά, µελετάµε ευθέα γινόµενα και ευθέα αθροίσµατα µιας οικογέ-
νειας προτύπων, ελεύθερα πρότυπα, τανυστικά γινόµενα µεταξύ προτύπων, ευθέα και αντίστροφα
όρια οικογενειών προτύπων υπεράνω κατευθυνόµενων συνόλων, καθώς και pullback-pushout δια-
γράµµατα από οµοµορφισµούς προτύπων. Κλείνουµε το Κεφάλαιο αυτό, µελετώντας δακτυλίους
και πρότυπα της Noether.

Στο δεύτερο Κεφάλαιο αναπτύσσουµε ϐασικά στοιχεία της Θεωρίας Κατηγοριών. Παρουσιάζου-
µε την έννοια µιας κατηγορίας, και µελετάµε ϐασικές ιδιότητες. Επιπλέον, ορίζουµε συναρτητές
και αναφερόµαστε σε ακριβείς συναρτητές µεταξύ κατηγοριών προτύπων, σε ϕυσικούς µετασχη-
µατισµούς, καθώς και σε συζυγή Ϲεύγη συναρτητών. Στην συνέχεια, εισάγουµε την έννοια του
πυρήνα και συνπυρήνα µορφισµών σε µια υποπροσθετική κατηγορία µε µηδενικά αντικείµενα,
και έπειτα η προσοχή µας στρέφεται σε ειδικές κατηγορίες. Τέλος, επικεντρωνόµαστε σε αβελια-
νές κατηγορίες, και σε επεκτάσεις ενός αντικειµένου A από ένα αντικείµενο C µιας αβελιανής
κατηγορίας C χωρίς απαραίτητα προβολικά ή ενέσιµα αντικείµενα.

Στο τρίτο Κεφάλαιο παραθέτουµε ϐασικά στοιχεία της Οµολογικής ΄Αλγεβρας. Αρχικά, µελετά-
µε την οµολογία συµπλόκων από πρότυπα και αποδεικνύουµε την ύπαρξη µιας µακρά ακριβούς
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ακολουθίας µεταξύ διαφορετικών οµολογιών. Στη συνέχεια, αναφερόµαστε στις κεντρικές έννοιες
της Οµολογικής ΄Αλγεβρας σε κατηγορίες προτύπων, τα ενέσιµα, προβολικά και επίπεδα πρότυπα,
καθώς και σε ενέσιµες, προβολικές και επίπεδες αναλύσεις. ∆είχνουµε ότι κάθε πρότυπο έχει
µια ενέσιµη, προβολική και επίπεδη ανάλυση. Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα αυτό, για τους
προσθετικούς συναρτητές Hom και b, κατασκευάζουµε παραγόµενους συναρτητές, και ορίζουµε
ενέσιµες, προβολικές και επίπεδες διαστάσεις.

Στο τέταρτο Κεφάλαιο αναπτύσσουµε ϐασικά στοιχεία της Θεωρίας Προσεγγίσεων Προτύπων.
Εισάγουµε τις έννοιες των δεξιών και αριστερών προσεγγίσεων σε µια αυθαίρετη κλάση προτύπων,
καθώς και τις ελαχιστικές εκδοχές τους. Συνεχίζουµε µελετώντας προσεγγίσεις προτύπων µέσω
ειδικών κλάσεων, καθώς και µέσω ϑεµελιωδών αποτελεσµάτων. Ολοκληρώνουµε το κεφάλαιο
αυτό, εισάγοντας την έννοια ενός πλήρους και κλειστού συστρεπτικού Ϲεύγους για µια κατηγορία
προτύπων, και αποδεικνύουµε ότι ένα πλήρες και κλειστό συστρεπτικό Ϲεύγος pF , Cq για µια
κατηγορία προτύπων είναι τέλειο, δηλαδή για κάθε πρότυπο υπάρχει µια ελάχιστη δεξιά F-
προσέγγιση και µια ελάχιστη αριστερή C-προσέγγιση.

Στόχος του πέµπτου Κεφαλαίου, είναι ο ορισµός και η µελέτη των G-προβολικών και των
G-ενέσιµων προτύπων υπεράνω ενός προσεταιριστικού δακτυλίου µε µονάδα. Οι έννοιες αυτές
επεκτείνουν τις συνήθεις έννοιες των προβολικών και των ενέσιµων προτύπων. Η κλάση των G-
προβολικών προτύπων κληρονοµεί πολλές από τις ϐασικές ιδιότητες της κλάσης των προβολικών
προτύπων. Για παράδειγµα, η κλάση των G-προβολικών προτύπων είναι επιλύουσα (resolving).
Ανάλογα, η κλάση των G-ενέσιµων προτύπων κατέχει πολλές από τις ιδιότητες των ενέσιµων προτύ-
πων, όπως για παράδειγµα την ιδιότητα να είναι συνεπιλύουσα (coresolving). Κλείνοντας το κεφά-
λαιο αυτό, µελετάµε πεπερασµένα παραγόµενα G-προβολικά πρότυπα και ανακλαστικά πρότυπα,
µε σκοπό να αποδείξουµε ότι η σύγχρονη εκδοχή των G-προβολικών προτύπων µε την έννοια των
Enochs-Jenda, συµφωνεί µε την παλαιότερη εκδοχή των G-προβολικών προτύπων µε την έννοια
του Auslander, στην περίπτωση που ο υποκείµενος δακτύλιος είναι δακτύλιος της Noether, και
τα πρότυπα είναι πεπερασµένα παραγόµενα.

Στο έκτο Κεφάλαιο ορίζουµε και µελετάµε G-οµολογιακές διαστάσεις προτύπων. Εισάγουµε
τις έννοιες των G-προβολικών και των G-ενέσιµων αναλύσεων, και αποδεικνύουµε ότι για πρότυπο
υπάρχει µια G-προβολική και µια G-ενέσιµη ανάλυση. Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα αυτό
ορίζουµε και µελετάµε G-προβολικές και G-ενέσιµες διαστάσεις προτύπων. Στην συνέχεια, συγ-
κρίνουµε τις διαστάσεις αυτές µε τις συνήθεις έννοιες των προβολικών και ενέσιµων διαστάσεων
και αποδεικνύουµε ϑεµελιώδη αποτελέσµατα. Τέλος, δείχνουµε ότι οι κλάσεις των G-προβολικών
και των G-ενέσιµων προτύπων συµπίπτουν, αν και µόνο αν, ο δακτύλιος είναι δακτύλιος quasi-
Frobenius.

Στο έβδοµο Κεφάλαιο παρουσιάζουµε ϐασικά στοιχεία της Θεωρίας των Auslander-Buchweitz,
καθώς και τα δυϊκά αποτελέσµατα αυτής. Οι Auslander και Buchweitz, εισήγαγαν την έννοια
των µέγιστων Cohen-Macaulay προσεγγίσεων µε σκοπό να δείξουν ότι η κατηγορία των πεπε-
ϱασµένα παραγόµενων προτύπων υπεράνω µεταθετικών τοπικών Cohen-Macaulay δακτυλίων οι
οποίοι δέχονται ένα dualizing πρότυπο, σχηµατίζεται συγκολλώντας την υποκατηγορία των µέγι-
στων Cohen-Macaulay προτύπων, µε την υποκατηγορία των προτύπων µε πεπερασµένη ενέσιµη
διάσταση. Τα αποτελέσµατα αυτά γενικεύονται και εφαρµόζονται σε µια οποιαδήποτε αβελιανή
κατηγορία C, η οποία δέχεται µια υποκατηγορία X από «µέγιστα Cohen-Macaulay αντικείµενα».
Προκειµένου να εξασφαλίσουµε τα ανάλογα των προηγούµενων αποτελεσµάτων, ϑεωρούµε µια
υποκατηγορία X µιας αβελιανής κατηγορίας C και µια πλήρη υποκατηγορία ω της X , και τις ε-
ϕοδιάζουµε µε συγκεκριµένες ιδιότητες ακρίβειας και περατότητας. Θα καταλήξουµε, ως κεντρικό
αποτέλεσµα του κεφαλαίου αυτού, ότι το Ϲεύγος pX , pωq είναι ένας πλήρες συστρεπτικό Ϲεύγος στην
κατηγορία pX . Θα καταγράψουµε επίσης και τη δυϊκή ϑεωρία των πλαισίων Auslander-Buchweitz.
Τα αποτελέσµατα του παρόντος Κεφαλαίου ϑα χρησιµοποιηθούν στο Κεφάλαιο 8 για την µελέτη
της δοµής των G-προβολικών και G-ενέσιµων προσεγγίσεων. Θα κλείσουµε το παρόν Κεφάλαιο
µε µια εφαρµογή της Θεωρίας των Auslander-Buchweitz στην Θεωρία Tilting. Σηµειώνουµε ότι η
Θεωρία tilting µας οδηγεί ϕυσιολογικά στην έννοια των δακτυλίων Gorenstein, τους οποίους ϑα
µελετήσουµε στο επόµενο Κεφάλαιο 8.
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Στο όγδοο Κεφάλαιο εισάγουµε την έννοια ενός δακτυλίου Gorenstein, όχι απαραίτητα µεταθε-
τικού. Αρχικά, επικεντρωνόµαστε στις οµολογιακές ιδιότητες που έχουν τα πρότυπα υπεράνω ενός
δακτυλίου Gorenstein, και στην συνέχεια µελετάµε προσεγγίσεις προτύπων υπεράνω δακτυλίων
Gorenstein, µέσω των κλάσεων των G-προβολικών και των G-ενέσιµων προτύπων. Αποδεικνύουµε
ότι υπεράνω δακτυλίων Gorenstein R, κάθε αριστερό R-πρότυπο δέχεται µια (ελάχιστη) αριστερή
R-GInj-προσέγγιση η οποία είναι απαραίτητα µονοµορφισµός, και µια (ελάχιστη) δεξιά R-GInj-
προσέγγιση. Η κλάση των G-προβολικών προτύπων υπεράνω δακτυλίων Gorenstein, είναι πάντα
δεξιά προσεγγίσιµη αλλά όχι εν γένει ελάχιστα δεξιά προσεγγίσιµη. Τέλος, δείχνουµε ότι αν ο R
είναι ένας δακτύλιος Gorenstein και δακτύλιος του Artin, τότε η κλάση R-GProj είναι ελάχιστα
δεξιά προσεγγίσιµη και η κλάση R-Inj είναι ελάχιστα αριστερά προσεγγίσιµη.

Τέλος, στο Παράρτηµα Α΄ αναλύουµε κάποιες εικασίες και ανοιχτά προβλήµατα τα οποία
ανακύπτουν από την εκτεθείσα ϑεωρία και η επίλυση των οποίων ϑα έχει σηµαντικές συνέπειες
στην περαιτέρω ανάπτυξη της Οµολογικής ΄Αλγεβρας Gorenstein, καθώς και άλλων συσχετιζόµενων
ερευνητικών περιοχών.

Ευχαριστίες:
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Κεφάλαιο 1

Στοιχεία Θεωρίας ∆ακτυλίων Και
Προτύπων

Στο παρόν κεφάλαιο, το οποίο έχει εισαγωγικό χαρακτήρα, υπενθυµίζουµε ϐασικά στοιχεία της
ϑεωρίας δακτυλίων και προτύπων. Η αναφορά µας ωστόσο δε ϑα είναι εκτενής, και για αυτό το
λόγο, παραπέµπουµε στη ϐιβλιογραφία για περισσότερες λεπτοµέρειες.

Σύµβαση: Καθ΄ όλη την έκταση του κεφαλαίου αυτού, συµβολίζουµε µεR έναν προσεταιριστικό
δακτύλιο µε µονάδα, όχι απαραίτητα µεταθετικό.

1.1 Πρότυπα, Οµοµορφισµοί Και Ακριβείς Ακολουθίες

Στην παρούσα ενότητα, ορίζουµε και µελετάµε πρότυπα, οµοµορφισµούς µεταξύ προτύπων και
ακριβείς ακολουθίες προτύπων.

Αρχίζουµε µε τον ορισµό ενός αριστερού προτύπου υπεράνω ενός προσεταιριστικού δακτυλίου
µε µονάδα R. ΄Οπως ϑα διαπιστώσουµε, ο ακόλουθος ορισµός αποτελεί κάποιου είδους γενίκευση
του ορισµού του διανυσµατικού χώρου.

Ορισµός 1.1.1. Μια προσθετική αβελιανή οµάδα M καλείται αριστερό R-πρότυπο, (left R-
module), αν υπάρχει απεικόνιση (αριστερή δράση)

‹ : RˆM ÝÑM

pr, xq ÞÝÑ r ‹ x

η οποία ικανοποιεί τα ακόλουθα αξιώµατα :

1. r ‹ px` yq “ r ‹ x` r ‹ y

2. pr ` sq ‹ x “ r ‹ x` s ‹ x

3. pr ¨ sq ‹ x “ r ‹ ps ‹ xq

4. 1R ‹ x “ x

για κάθε x, y PM και για κάθε r, s P R.

Παρατηρούµε ότι ο χαρακτηρισµός «αριστερό» στον παραπάνω ορισµό, υποδηλώνει το γεγονός
ότι τα στοιχεία του δακτυλίου R, εµφανίζονται από τα αριστερά. Συµµετρικά, ορίζονται τα δεξιά
R-πρότυπα, µόνο που απαιτούµε τα στοιχεία του R να εµφανίζονται από τα δεξιά.

9
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Ορισµός 1.1.2. Μια προσθετική αβελιανή οµάδα M καλείται δεξιό R-πρότυπο, (right R-
module), αν υπάρχει απεικόνιση (δεξιά δράση)

˚ : M ˆR ÝÑM

px, rq ÞÝÑ x ˚ r

η οποία ικανοποιεί τα ακόλουθα αξιώµατα :

1. px` yq ˚ r “ x ˚ r ` y ˚ r

2. x ˚ pr ` sq “ x ˚ r ` x ˚ s

3. x ˚ pr ¨ sq “ px ˚ rq ˚ s

4. x ˚ 1R “ x

για κάθε x, y PM και για κάθε r, s P R.

Παρατήρηση 1.1.3. ΄Εχουµε εισάγει λοιπόν, δύο έννοιες R-προτύπων, τα αριστερά και τα δεξιά
R-πρότυπα. Σε έναν µη-µεταθετικό δακτύλιο R, οι έννοιες των αριστερών και δεξιών R-προτύπων
είναι εν γένει διακριτές. Ωστόσο αυτές ταυτίζονται, όταν ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός. ∆ηλαδή,
κάθε αριστερό (δεξιό) R-πρότυπο M , µετατρέπεται σε δεξιό (αριστερό) R-πρότυπο ϑέτοντας

r ‹ x “ x ˚ r, @r P R & @x PM

όπου ‹ και ˚ η αριστερή, και αντίστοιχα δεξιά, δράση του R επί του M .

Πριν να παραθέσουµε κάποια παραδείγµατα R-προτύπων, ας υπενθυµίσουµε την έννοια του
αντίθετου δακτυλίου ενός δακτυλίου.

Ορισµός 1.1.4. Για έναν δακτύλιο R, συµβολίζουµε µε Rop τον δακτύλιο R µε αντίθετη πολλα-
πλασιαστική δοµή. ∆ηλαδή, ως προσθετική οµάδα pRop,`q “ pR,`q και ο πολλαπλασιασµός (στον
Rop) δίνεται ως εξής :

r ˆop s “ s ¨ r

Ο δακτύλιος Rop καλείται ο αντίθετος δακτύλιος (opposite ring) του δακτυλίου R.

Παρατήρηση 1.1.5. ΄Οπως είδαµε στην προηγούµενη παρατήρηση, σε έναν µη µεταθετικό δα-
κτύλιο R, κάθε αριστερό (δεξιό) R-πρότυπο δεν είναι απαραίτητα και δεξιό (αριστερό) R-πρότυπο.
Ωστόσο, σε οποιονδήποτε δακτύλιο R, κάθε αριστερό R-πρότυπο M µετατρέπεται σε δεξιό Rop-
πρότυπο, ορίζοντας δεξιά δράση:

‹ : M ˆRop ÝÑM, pm, rq ÞÝÑ m ‹ r :“ rm

όπου rm είναι η (αριστερή) δράση του στοιχείου r του δακτυλίου R, στο στοιχείοm του αριστερού
R-προτύπου M . Συµµετρικά, σε οποιονδήποτε δακτύλιο R, κάθε δεξιό R-πρότυπο µετατρέπεται
σε αριστερό Rop-πρότυπο.

Σύµβαση: Χάριν απλότητας, από τώρα και στο εξής, σηµειώνουµε κάθε αριστερή ή δεξιά
δράση ενός δακτυλίου R επί ενός αριστερού, αντίστοιχα δεξιού, R-προτύπου M ως εξής :

rm ή mr, @r P R & m PM

Ας περάσουµε ευθύς αµέσως, σε στοιχειώδη παραδείγµατα R-προτύπων.

Παράδειγµα 1.1.6. 1. Αν ο δακτύλιος R είναι ένα σώµα K, τότε τα αξιώµατα τα οποία καθο-
ϱίζουν ένα αριστερό R-πρότυπο είναι ακριβώς τα ίδια µε εκείνα τα οποία καθορίζουν έναν
διανυσµατικό χώρο υπεράνω του K. ∆ηλαδή, οι έννοιες «αριστερά (δεξιά) πρότυπα υπεράνω
του K» και «διανυσµατικοί χώροι υπεράνω του K» είναι ταυτόσηµες.
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2. Κάθε προσθετική αβελιανή οµάδαM , µπορεί να ϑεωρηθεί ως αριστερό Z-πρότυπο ορίζοντας
ως δράση,

¨ : ZˆM ÝÑM

pn,mq ÞÝÑ n ¨m

όπου n ¨m :“

$

’

&

’

%

m`m` ¨ ¨ ¨ `m pn-ϕορέςq , αν n ą 0

0M , αν n “ 0

p´mq ` p´mq ` ¨ ¨ ¨ ` p´mq p´n-ϕορέςq , αν n ă 0

Αντίστροφα, κάθε αριστερό Z-πρότυπο είναι εξ ορισµού µια (προσθετική) αβελιανή οµάδα.
Παρόµοιος ισχυρισµός ισχύει και για τα δεξιά Z-πρότυπα. ΄Ετσι, τα Z-πρότυπα (αριστερά
και δεξιά) ταυτίζονται µε τις αβελιανές οµάδες.

3. Κάθε δακτύλιος R, µπορεί να ϑεωρηθεί ως αριστερό και δεξιό R-πρότυπο ορίζοντας την
ακόλουθη δράση:

¨ : RˆR ÝÑ R, pr1, r2q ÞÝÑ r1 ¨ r2

όπου ¨ ο συνήθης πολλαπλασιασµός του δακτυλίου R.

4. Για κάθε n P Z`, ϑέτουµε

Rn “
 

pr1, r2, ¨ ¨ ¨ , rnq | ri P R, 1 ď i ď n
(

Για κάθε δύο n-άδες pr1, r2, ¨ ¨ ¨ , rnq και ps1, s2, ¨ ¨ ¨ , snq του Rn, ορίζουµε

pr1, r2, ¨ ¨ ¨ , rnq ` ps1, s2, ¨ ¨ ¨ , snq “ pr1 ` s1, r2 ` s2, ¨ ¨ ¨ , rn ` snq

Τότε το σύνολο Rn είναι αβελιανή οµάδα µε την παραπάνω πράξη. Αν ορίσουµε επιπλέον
@r P R και @pr1, r2, ¨ ¨ ¨ , rnq P R

n, τη δράση:

: RˆRn ÝÑ Rn, pr, pr1, r2, ¨ ¨ ¨ , rnqq ÞÝÑ rpr1, r2, ......, rnq

όπου rpr1, r2, ¨ ¨ ¨ , rnq “ pr ¨ r1, r ¨ r2, ¨ ¨ ¨ , r ¨ rnq και ¨ ο συνήθης πολλαπλασιασµός του R,
τότε η (προσθετική) αβελιανή οµάδα Rn µετατρέπεται σε αριστερό R-πρότυπο. Αναλόγως, η
αβελιανή οµάδα Rn, αποκτά τη δοµή ενός δεξιού R-προτύπου.

5. Για κάθε αβελιανή οµάδα M , ϑέτουµε

EndZpMq “
 

f : M ÝÑM | f : οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων
(

Ορίζουµε στο σύνολο EndZpMq τις ακόλουθες πράξεις :

` : EndZpMq ˆ EndZpMq ÝÑ EndZpMq, pf, gq ÞÝÑ f ` g

όπου pf ` gqpmq “ fpmq ` gpmq, @m PM , και

˝ : EndZpMq ˆ EndZpMq ÝÑ EndZpMq, pf, gq ÞÝÑ f ˝ g

όπου pf ˝ gqpmq “ fpgpmqq, @m PM . Τότε οι παραπάνω πράξεις είναι καλά ορισµένες στο
σύνολο EndZpMq ˆ EndZpMq και µε αυτές τις πράξεις το σύνολο EndZpMq αποκτά τη δοµή
δακτυλίου. Επιπλέον, ορίζοντας τη δράση:

¨ : EndZpMq ˆM ÝÑM, pf,mq ÞÝÑ f ¨m :“ fpmq

η αβελιανή οµάδα M γίνεται αριστερό EndZpMq-πρότυπο. Παρόµοια αποδεικνύεται ότι
κάθε αβελιανή οµάδα M είναι ένα δεξιό EndZpMq-πρότυπο.
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Ορισµός 1.1.7. Αν R και S είναι δύο δακτύλιοι, τότε µια αβελιανή οµάδα M καλείται pR,Sq-
διπρότυπο (bimodule), αν το M είναι ένα αριστερό R-πρότυπο και ένα δεξιό S-πρότυπο, έτσι
ώστε :

prmqs “ rpmsq, @r P R, @s P S, @m PM

Παράδειγµα 1.1.8. Κάθε δακτύλιος R είναι προφανώς ένα pR,Rq-διπρότυπο.

Για κάθε µαθηµατικό αντικείµενο το οποίο ορίζεται µέσω ενός συνόλου αξιωµάτων, είναι ση-
µαντικό να µελετάµε τα υποσύνολα του αντικειµένου αυτού, που ικανοποιούν τα ίδια αξιώµατα.
΄Ετσι, όταν τα µαθηµατικά αντικείµενα είναι οι δακτύλιοι και οι οµάδες, τότε η προσοχή µας στρέ-
ϕεται στα υποσύνολα αυτών, υποδακτύλιοι και υποοµάδες, αντίστοιχα. Μέχρι τώρα έχουµε δει
τον ορισµό ενός R-προτύπου καθώς και παραδείγµατα R-προτύπων. Το επόµενο ϐήµα λοιπόν
είναι να αναφερθούµε σε εκείνα τα υποσύνολα ενός R-προτύπου, τα οποία ικανοποιούν τα ίδια
αξιώµατα µε αυτό. ΄Ετσι,

Ορισµός 1.1.9. ΄Ενα µη κενό υποσύνολο N τουM , καλείται ένα υποπρότυπο (submodule) του
M , αν το σύνολο N αποτελεί (προσθετική) υποοµάδα της αβελιανής οµάδας M , και είναι κλειστό
ως προς την (αριστερή) δράση του δακτυλίου R στο πρότυπο M . ∆ηλαδή, rn P N για κάθε r P R
και για κάθε n P N .

Παρόµοια, ορίζεται ένα υποπρότυπο ενός δεξιού R-προτύπου.

Παράδειγµα 1.1.10. 1. Είναι προφανές ότι τα υποπρότυπα ενός Z-προτύπου, δηλαδή µιας
αβελιανής οµάδας, είναι ακριβώς οι (προσθετικές) υποοµάδες της υποκείµενης αβελιανής
οµάδας. Επίσης, είναι ϕανερό ότι αν ο δακτύλιος R είναι ένα σώµα K, τότε τα υποπρό-
τυπα ενός αριστερού R-προτύπου, δηλαδή ενός K-διανυσµατικού χώρου, είναι ακριβώς οι
υπόχωροι του αντίστοιχου K-διανυσµατικού χώρου.

2. Για κάθε µη µηδενικό αριστερό ή δεξιό R-πρότυπο M , τα υποσύνολά του, t0Mu και M ,
αποτελούν υποπρότυπά του. ∆ηλαδή, κάθε µη µηδενικό R-πρότυπο έχει τουλάχιστον δύο
υποπρότυπα. Στην περίπτωση που ένα R-πρότυπο έχει ακριβώς δύο υποπρότυπα, καλείται
απλό πρότυπο (simple module). Επίσης, ένα υποπρότυπο ενός R-προτύπου καλείται
γνήσιο, αν είναι γνήσιο υποσύνολό του.

3. Αν ϑεωρήσουµε το δακτύλιο R ως αριστερό (δεξιό) R-πρότυπο, τότε τα υποπρότυπά του είναι
ακριβώς τα αριστερά (δεξιά) του ιδεώδη.

4. ΄Εστω ∆ ένα σύνολο και tMαuαP∆ µια οικογένεια υποπροτύπων ενός αριστερού (δεξιού)
R-προτύπου M . Ορίζουµε :

ÿ

αP∆

Mα “

!

ÿ

αP∆

mα PM | mα PMα, @α P ∆ και mα “ 0 σχεδόν παντού
)

όπου mα “ 0 σχεδόν παντού υποδηλώνει το γεγονός ότι mα “ 0, @α P ∆ εκτός από
πεπερασµένο πλήθος δεικτών. Τότε το άθροισµα

ř

αP∆Mα είναι υποπρότυπο του αριστερού
(δεξιού) R-προτύπου M . Αν το σύνολο ∆ είναι πεπερασµένο π.χ. ∆ “ t1, 2, ¨ ¨ ¨, nu, τότε
γράφουµε

ř

αP∆Mα “M1 `M2 ` ¨ ¨ ¨ `Mn.

Επιπλέον, αν ϑεωρήσουµε το υποσύνολο XαP∆Mα του M , τότε η τοµή αυτή είναι άλλο ένα
υποπρότυπο του M .

5. Κάθε υποσύνολο ενός αριστερού ή δεξιού R-προτύπου, «παράγει» ένα υποπρότυπό του.
Συγκεκριµένα, αν το M είναι ένα αριστερό R-πρότυπο, και X οποιοδήποτε υποσύνολο του
M , τότε το σύνολο όλων των R-«γραµµικών συνδυασµών» του X:

xXy “
!

ÿ

iPI

rixi | ri P R & xi P X, @i P I
)
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όπου ri “ 0, @i P I εκτός από πεπερασµένο πλήθος δεικτών, αποτελεί υποπρότυπό του M
και καλείται µάλιστα, το υποπρότυπο που παράγεται από το σύνολο X. Στην περίπτωση
που το υποσύνολο X του M είναι µονοσύνολο, δηλαδή X “ tmu για κάποιο m P M , τότε
το σύνολο

xXy “ trm |r P Ru “ Rm

καλείται το κυκλικό υποπρότυπο που παράγεται από το στοιχείο m. Ας σηµειώσουµε
ότι αν m “ 0M , τότε το σύνολο xXy “ Rm είναι το µηδενικό υποπρότυπο του M , αφού
Rm “ R0M “ 0M . Πιο γενικά, ένα αριστερό ή δεξιό R-πρότυπο M καλείται κυκλικό, αν
υπάρχει κάποιο m PM τέτοιο ώστε

M “ xmy

Για παράδειγµα, ο δακτύλιος R όταν ιδωθεί ως R-πρότυπο είναι κυκλικό αφού R “ x1Ry.

Ορισµός 1.1.11. ΄Εστω M ένα αριστερό R-πρότυπο. Τότε ένα υποσύνολο S του M , καλείται
σύνολο γεννητόρων του M , αν M “ xSy. Στην περίπτωση αυτή, λέµε ότι το σύνολο S παράγει
το αριστερό R-πρότυπο M .

Επιπλέον , αν το σύνολο S είναι πεπερασµένο και παράγει το αριστερό R-πρότυποM , τότε τοM
καλείται πεπερασµένα παραγόµενο, (finitely generated).

Ο ορισµός που ακολουθεί, αποτελεί έναν «οµαλό» τρόπο µετάβασης από ένα R-πρότυπο, σε
ένα R-πρότυπο. Ο χαρακτηρισµός «οµαλός» υποδηλώνει το γεγονός ότι η παραπάνω µετάβαση
σέβεται την αλγεβρική ταυτότητα των αντικειµένων της.

Ορισµός 1.1.12. Μια απεικόνιση µεταξύ δύο αριστερών R-προτύπων f : M ÝÑ N καλείται R-
οµοµορφισµός ή R-γραµµική απεικόνιση, (R-homomorphism or R-linear mapping), αν
ικανοποιούνται τα ακόλουθα αξιώµατα @m,m1,m2 PM και @r P R:

1. fpm1 `m2q “ fpm1q ` fpm2q και

2. fprmq “ rfpmq

Ανάλογα ορίζεται ένας οµοµορφισµός µεταξύ δεξιών R-προτύπων.

Παράδειγµα 1.1.13. 1. Αν f : M ÝÑ N είναι ένας οµοµορφισµός µεταξύ των αριστερών (δε-
ξιών)R-προτύπων,M καιN , τότε εύκολα διαπιστώνουµε ότι ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες :

(α΄) fp0M q “ 0N .

(ϐ΄) fp´mq “ ´fpmq, @m PM .

΄Ετσι, από τις παραπάνω σχέσεις και από το πρώτο αξίωµα του ορισµού του οµοµορφισµού
R-προτύπων, προκύπτει το γεγονός ότι κάθε οµοµορφισµός αριστερών (δεξιών) R-προτύπων
είναι και οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων. Εποµένως, οι Z-οµοµορφισµοί ταυτίζονται µε
τους οµοµορφισµούς αβελιανών οµάδων.

2. Για κάθε αριστερό (δεξιό) R-πρότυπο M , ϑεωρούµε την ταυτοτική απεικόνιση:

IdM : M ÝÑM, m ÞÝÑ m, @m PM

Τότε η IdM είναι R-οµοµορφισµός και ονοµάζεταιο ταυτοτικός (οµο)µορφισµός ( identity (ho-
mo)morphism) του M .

3. Για κάθε δύο αριστερά (δεξιά) R-πρότυπα M και N , ϑέτουµε HomRpM,Nq να είναι το
σύνολο όλων των R-οµοµορφισµών από το M στο N . ∆ηλαδή,

HomRpM,Nq “
 

f : M ÝÑ N | f : R - οµοµορφισµός
(
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Ορίζουµε πρόσθεση στο σύνολο HomRpM,Nq ˆ HomRpM,Nq ως εξής :

` : HomRpM,Nq ˆ HomRpM,Nq ÝÑ HomRpM,Nq, pf, gq ÞÝÑ f ` g

όπου pf ` gqpmq :“ fpmq ` gpmq, @m P M . Τότε, η πράξη της πρόσθεσης είναι καλώς
ορισµένη στο HomRpM,Nq ˆHomRpM,Nq και έτσι, το σύνολο HomRpM,Nq µετατρέπεται
σε αβελιανή οµάδα µε την παραπάνω πράξη. Επιπλέον, η αβελιανή οµάδα HomRpM,Nq
µπορεί να µετατραπεί σε δεξιό (αριστερό) R-πρότυπο, ενώ στην ειδική περίπτωση που ο
δακτύλιος R είναι µεταθετικός, µπορεί να µετατραπεί σε αριστερό (δεξιό) R-πρότυπο.

4. ΄Εστω f : M ÝÑ N και g : N ÝÑ L δύο οµοµορφισµοί αριστερών (δεξιών) R-προτύπων.
Τότε η σύνθεση

g ˝ f : M ÝÑ L, m ÞÝÑ pg ˝ fqpmq :“ gpfpmqq,

είναι επίσης ένας οµοµορφισµός αριστερών (δεξιών) R-προτύπων. Επιπλέον, αν f 1 : M ÝÑ

N και h : K ÝÑ M είναι δύο άλλοι οµοµορφισµοί αριστερών (δεξιών) R-προτύπων, τότε
έχουµε ότι

g ˝ pf ` f 1q “ g ˝ f ` g ˝ f 1 & pf ` f 1q ˝ h “ f ˝ h` f 1 ˝ h

Παρατήρηση 1.1.14. ΄Εστω R,S δύο δακτύλιοι.

• Αν το M είναι ένα pR,Sq-διπρότυπο και το N ένα αριστερό R-πρότυπο, τότε η αβελιανή
οµάδα HomRpM,Nq είναι ένα αριστερό S-πρότυπο, µε αριστερή δράση

S ˆ HomRpM,Nq ÝÑ HomRpM,Nq, ps, fq ÞÝÑ sf

όπου sf : M ÝÑ N µε psfqpmq :“ fpmsq.

• Αν το M είναι ένα pR,Sq-διπρότυπο και το N ένα δεξιό S-πρότυπο, τότε η αβελιανή οµάδα
HomSpM,Nq είναι ένα δεξιό R-πρότυπο, µε δεξιά δράση

HomSpM,Nq ˆR ÝÑ HomSpM,Nq, pf, rq ÞÝÑ fr

όπου rf : M ÝÑ N µε prfqpmq :“ fprmq.

• Αν το M είναι ένα αριστερό R-πρότυπο και το N ένα pR,Sq-διπρότυπο, τότε η αβελιανή
οµάδα HomRpM,Nq είναι ένα δεξιό S-πρότυπο, µε δεξιά δράση

HomRpM,Nq ˆ S ÝÑ HomRpM,Nq, pf, sq ÞÝÑ fs

όπου fs : M ÝÑ N µε pfsqpmq :“ fpmqs.

• Αν το M είναι ένα δεξιό S-πρότυπο και το N ένα pR,Sq-διπρότυπο, τότε η αβελιανή οµάδα
HomSpM,Nq είναι ένα αριστερό R-πρότυπο, µε αριστερή δράση

Rˆ HomSpM,Nq ÝÑ HomSpM,Nq, pr, fq ÞÝÑ rf

όπου rf : M ÝÑ N µε prfqpmq :“ rfpmq.

Πριν περάσουµε στην επόµενη πρόταση, ας σηµειώσουµε ότι ένας οµοµορφισµός είναι «1-1»
ή «επί», ακριβώς όταν είναι «1-1» ή «επί», ως απεικόνιση.

Πρόταση 1.1.15. ΄Εστω f : M ÝÑ N ένας οµοµορφισµός µεταξύ αριστερών (δεξιών) R-προτύπων.
Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Αν M1 είναι ένα υποπρότυπο του M , τότε το fpM1q είναι ένα υποπρότυπο του N .

2. Αν N1 είναι ένα υποπρότυπο του N , τότε το f´1pN1q είναι ένα υποπρότυπο του M .
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Αν M1 “M , τότε το υποπρότυπο
Im f :“ fpMq

καλείται η εικόνα (image) της f , και αν N1 “ t0Nu, τότε το υποπρότυπο

Ker f :“ f´1pt0Nuq “ tm PM | fpmq “ 0u

καλείται ο πυρήνας (kernel) της f .
Επιπλέον, ο R-οµοµορφισµός f : M ÝÑ N καλείται ισοµορφισµός (isomorphism), αν υ-

πάρχει οµοµορφισµός g : N ÝÑM , τέτοιος ώστε f ˝ g “ IdN και g ˝ f “ IdM , όπου IdM , IdN είναι
οι ταυτοτικοί οµοµορφισµοί των M και N , αντίστοιχα. Σε αυτή την περίπτωση, τα αριστερά (δεξιά)
R-πρότυπα M και N καλούνται ισόµορφα.

Σχόλιο 1.1.16. 1. ΄ΕναςR-οµοµορφισµός f : M ÝÑ N είναι «1-1», αν και µόνο αν, Ker f “ 0.

2. ΄Ενας R-οµοµορφισµός f : M ÝÑ N είναι «επί», αν και µόνο αν, Im f “ N .

3. ΄Ενας R-οµοµορφισµός είναι ισοµορφισµός, αν και µόνο αν, είναι «1-1» και «επί».

Από τη ϑεωρία οµάδων γνωρίζουµε ότι για κάθε (προσθετική) οµάδαM και για κάθε κανονική
υποοµάδα της N , ορίζεται η οµάδα-πηλίκο, M{N , και ένας οµοµορφισµός οµάδων (κανονική
προβολή) π : M ÝÑM{N , m ÞÝÑ m`N για κάθεm PM µε πυρήνα Ker π “ N . Ειδικότερα,
αν M είναι µια (προσθετική) αβελιανή οµάδα, τότε για κάθε υποοµάδα της N , µπορούµε να
σχηµατίσουµε την οµάδα-πηλίκο M{N , η οποία µάλιστα είναι αβελιανή. ΄Ετσι, προκύπτει κατά
ϕυσικό τρόπο το ερώτηµα: «αν η αβελιανή οµάδαM και η υποοµάδα τηςN , είναι εφοδιασµένες µε
επιπρόσθετη αλγεβρική δοµή, π.χ. δοµή αριστερού R-προτύπου, κληρονοµείται αυτή η επιπρόσθετη
αλγεβρική δοµή στην αβελιανή οµάδα πηλίκο M{N ;». Ο ακόλουθος ορισµός δίνει απάντηση στο
παραπάνω ερώτηµα.

Ορισµός 1.1.17. (Πρότυπο Πηλίκο) ΄Εστω M ένα αριστερό R-πρότυπο και N ένα υποπρότυπο
τουM . Η αβελιανή οµάδα πηλίκοM{N µετατρέπεται σε αριστερό R-πρότυπο, ορίζοντας ως δράση:

: RˆM{N ÝÑM{N, pr,m`Nq ÞÝÑ rpm`Nq :“ rm`N

Η οµάδα πηλίκο M{N καλείται το πρότυπο πηλίκο (quotient module) του M ως προς το υπο-
πρότυπό του N .

Επιπλέον, η κανονική προβολή π : M ÝÑ M{N , m ÞÝÑ πpmq “ m ` N είναι ένας R-
οµοµορφισµός µε πυρήνα το N .

Παρόµοια ορίζεται το πρότυπο πηλίκο ενός δεξιού R-προτύπου ως προς ένα υποπρότυπο του.

Σχόλιο 1.1.18. Για κάθε R-πρότυπο M και για κάθε υποπρότυπό του N , επάγονται δύο R-
οµοµορφισµοί :

η κανονική προβολή π : M ÝÑM{N όπως ορίστηκε παραπάνω και
η ϕυσική έγκλειση i : N ÝÑ M όπου i η προφανής εµφύτευση του υποσυνόλου N στο

σύνολο M .

Θεώρηµα 1.1.19. ΄Εστω M είναι ένα αριστερό R-πρότυπο. Τότε η απεικόνιση

φ : HomRpR,Mq ÝÑ M, f ÞÝÑ φpfq “ fp1q,

είναι ένας ισοµορφισµός αριστερών R-προτύπων.

Απόδειξη. Αρχικά δείχνουµε ότι η απεικόνιση φ είναι οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων.
΄Εχουµε ότι φpf ` gq “ pf ` gqp1q “ fp1q ` gp1q “ φpfq ` φpgq και φprfq “ prfqp1q “ fprq “
rfp1q “ rφpfq. Εποµένως η φ είναι οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων. Αν f P Ker φ, τότε
0 “ φpfq “ fp1q. ΄Οµως,

fprq “ fpr1q “ rfp1q “ r0 “ 0,
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για κάθε r P R, και άρα, f “ 0. Συνεπώς, η φ είναι µονοµορφισµός. Αν x P M , τότε ορί-
Ϲουµε απεικόνιση fx : R Ñ M , ϑέτοντας fxprq “ rx. Η fx είναι ένας οµοµορφισµός αριστερών
R-προτύπων και φpfxq “ fxp1q “ x. Εποµένως, η φ είναι επίσης επιµορφισµός, και άρα, ισο-
µορφισµός προτύπων. �

Τώρα λοιπόν είµαστε σε ϑέση να παραθέσουµε τα ϐασικά ϑεωρήµατα ισοµορφισµών για πρό-
τυπα. Ας σηµειώσουµε όµως πρώτα, ότι για έναν οµοµορφισµό αριστερών ή δεξιών R-προτύπων
f : M ÝÑ N , συµβολίζουµε µε Coker f , το πρότυπο πηλίκο N{ Im f :

Coker f “ N{ Im f

Το R-πρότυπο Coker f καλείται ο συνπυρήνας (cokernel) της f . ΄Ετσι, εφόσον έχουµε εισάγει
τον παραπάνω συµβολισµό, παρατηρούµε ότι ένας R-οµοµορφισµός f : M ÝÑ N είναι «επί», αν
και µόνο αν, Im f “ N (σχόλιο 1.1.16), ή ισοδύναµα, αν και µόνο αν Coker f “ 0.

Πρόταση 1.1.20. 1. (Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµού) Για κάθε οµοµορφισµό f : M ÝÑ N ,
µεταξύ αριστερών ή δεξιών R-προτύπων επάγεται ένας ισοµορφισµός R-προτύπων:

rf : M{Ker f ÝÑ Im f, pm` Ker fq ÞÝÑ rfpm` Ker fq :“ fpmq

2. (∆εύτερο Θεώρηµα Ισοµορφισµού) Αν M1 και M2 είναι υποπρότυπα ενός αριστερού ή
δεξιού R-προτύπου M , και επιπλέον, το M1 είναι υποπρότυπο του M2, τότε το πρότυπο πη-
λίκο M2{M1 είναι υποπρότυπο του πρότυπου πηλίκου M{M1, και επιπρόσθετα, υπάρχει
R-ισοµορφισµός :

f : pM{M1q{pM2{M1q ÝÑM{M2, ppm`M1q `M2{M1q ÞÝÑ m`M2

3. (Τρίτο Θεώρηµα Ισοµορφισµού) Αν M1 και M2 είναι υποπρότυπα ενός αριστερού ή δεξιού
R-προτύπου M , τότε υπάρχει R-ισοµορφισµός :

f : M1{pM1 XM2q ÝÑ pM1 `M2q{M2, pm1 ` pM1 XM2qq ÞÝÑ m1 `M2

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [52, Theorem 2.11, 2.12, 2, 13]. �

Στην συνέχεια της διατριβής ϑα δούµε ότι η κλάση όλων των αριστερών (δεξιών) R-προτύπων
µαζί µε το σύνολο όλων των οµοµορφισµών αριστερών (δεξιών) R-προτύπων, συνθέτουν την α-
ϐελιανή κατηγορία R-Mod (Mod-R ). Παρακάτω, εισάγουµε τις έννοιες του µονοµορφισµού,
επιµορφισµού καθώς και εκείνη των ακριβών ακολουθιών, στην κατηγορία R-Mod. Ανάλογος
είναι ο ορισµός των παραπάνω εννοιών, στην κατηγορία Mod-R.

Ορισµός 1.1.21. ΄Ενας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων f : M ÝÑ N καλείται µονοµορ-
ϕισµός (monomorphism), αν για κάθε αριστερόR-πρότυποK και για κάθε δύοR-οµοµορφισµούς
g, h : K ÝÑM µε f ˝ g “ f ˝ h, έπεται ότι g “ h.

Ορισµός 1.1.22. ΄Ενας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων f : M ÝÑ N καλείται επιµορ-
ϕισµός (epimorphism), αν για κάθε αριστερό R-πρότυπο C και για κάθε δύο R-οµοµορφισµούς
g, h : N ÝÑ C µε g ˝ f “ h ˝ f , έπεται ότι g “ h.

Σχόλιο 1.1.23. Είναι προφανές, ότι η f είναι µονοµορφισµός, αν και µονο αν, είναι «1-1» (ισο-
δύναµα Ker f “ 0), ενώ είναι επιµορφισµός, αν και µονο αν, είναι «επί» (ισοδύναµα Coker f “ 0).
Ως συνέπεια αυτού, ένας οµοµορφισµός R-προτύπων είναι ισοµορφισµός, αν και µόνο αν, εί-
ναι συγχρόνως µονοµορφισµός και επιµορφισµός. ΄Ετσι, όταν αναφερόµαστε σε οµοµορφισµούς
προτύπων οι έννοιες µονοµορφισµός και «1-1» είναι ισοδύναµες, και αντίστοιχα, οι έννοιες επι-
µορφισµός και «επί» είναι ισοδύναµες. Ωστόσο, όταν ϑα µελετήσουµε τυχαίες κατηγορίες, ϑα
διαπιστώσουµε ότι η παραπάνω σύνδεση µπορεί να µην έχει κανένα νόηµα (π.χ ένας µορφισµός
µεταξύ δύο αντικειµένων, µπορεί να µην είναι καν συνάρτηση µε τη συνήθη έννοια).
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Πριν περάσουµε στον ορισµό µιας ακριβούς ακολουθίας απόR-πρότυπα καιR-οµοµορφισµούς,
ας σηµειώσουµε ότι ο όρος «ακριβής ακολουθία», χρησιµοποιήθηκε για πρώτη ϕορά το 1956 από
τους Cartan και Eilenberg.

Ορισµός 1.1.24. Μια ακολουθία

M1
f
ÝÑM

g
ÝÑM2

από αριστερά R-πρότυπα και οµοµορφισµούς αριστερών R-πρότυπων, καλείται ακριβής (στο M ),
αν

Ker g “ Im f

Μια µακρύτερη σε µήκος ακολουθία :

M0
f0 // M1

f1 // ¨ ¨ ¨ // Mn´1

fn´1 // Mn

καλείται ακριβής (exact sequence), αν είναι ακριβής σε κάθε Mi, για κάθε i “ 1, 2, . . . , n´ 1.

Παρατήρηση 1.1.25. Μια ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα της µορφής:

0 ÝÑM
f
ÝÑ N

είναι ακριβής (στο M ), αν και µόνο αν, η f είναι µονοµορφισµός ενώ µια ακολουθία της µορφής:

M
g
ÝÑ N ÝÑ 0

είναι ακριβής (στο N ), αν και µόνο αν, η g είναι επιµορφισµός.

Ως απόρροια των παραπάνω, µια ακολουθία της µορφής

0 ÝÑM1
f
ÝÑM

g
ÝÑM2 ÝÑ 0

είναι ακριβής αν,

• η f είναι µονοµορφισµός (ακρίβεια στο M1)

• Ker g “ Im f (ακρίβεια στο M )

• η g είναι επιµορφισµός (ακρίβεια στο M2)

Μια τέτοιου τύπου ακριβή ακολουθία καλείται σύντοµη ακριβής ακολουθία (short exact se-
quence).

Σχόλιο 1.1.26. Αν f : M ÝÑ N και g : N ÝÑ K είναι δύο R-οµοµορφισµοί, τότε ισχύει η
ακόλουθη ισοδυναµία:

g ˝ f “ 0 ðñ Im f Ď Ker g,

όπου 0 “ 0M,K : M ÝÑ K είναι ο µηδενικός R-οµοµορφισµός.

Παράδειγµα 1.1.27. Για κάθε υποπρότυποN ενός R-προτύπουM , επάγεται η σύντοµη ακριβής
ακολουθία

0 ÝÑ N
iN
ÝÑM

πM
ÝÑM{N ÝÑ 0

όπου iN η ϕυσική έγκλειση και πM η κανονική προβολή. Συνεπώς, για κάθε οµοµορφισµό
f : M ÝÑ N αριστερών ή δεξιών R-προτύπων επάγονται οι σύντοµες ακριβείς ακολουθίες :

1. 0 ÝÑ Ker f
iK
ÝÑM

πM
ÝÑM{Ker f ÝÑ 0

2. 0 ÝÑ Im f
iI
ÝÑ N

πN
ÝÑ N{ Im f ÝÑ 0,
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οι οποίες µε τη σειρά τους, επάγουν την ακριβή ακολουθία :

0 // Ker f
iK // M

iI˝g˝πM// N
πN // N | Im f // 0

όπου g : M |Ker f ÝÑ Im f είναι ο ισοµορφισµός που δίνεται από το πρώτο ϑεώρηµα ισοµορ-
ϕισµών για R-πρότυπα. Επιπλέον, εύκολα αποδεικνύεται ότι iI ˝ g ˝ πM “ f . ΄Ετσι, κάθε R-
οµοµορφισµός f : M ÝÑ N επάγει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα από (σύντοµες) ακριβείς
ακολουθίες :

0 // Ker f
iK // M

f //

πM

��

N
πN // N | Im f // 0

M |Ker f
g //

��

Im f

iI

OO

0 0

OO

Στην Οµολογική ΄Αλγεβρα, καλούµαστε συχνά να αντιµετωπίσουµε την ακόλουθη κατάσταση:
Μας δίνονται αντικείµενα από µια αβελιανή κατηγορία, π.χ. από µια κατηγορία προτύπων, και

«απεικονίσεις» µεταξύ αυτών (µορφισµοί), τα οποία όλα µαζί συνθέτουν ένα µεταθετικό διάγραµµα
µε ακριβείς γραµµές ή στήλες. Μας Ϲητείται λοιπόν η απόδειξη ορισµένων ιδιοτήτων µιας «απει-
κόνισης» του διαγράµµατος ή η κατασκευή µιας καινούργιας «απεικόνισης» µεταξύ των δοθέντων
αντικειµένων.

Στη συνέχεια της διατριβής, ϑα επεξηγήσουµε αναλυτικά τις έννοιες (αβελιανή) κατηγορία,
µορφισµός, καθώς και αυτήν µιας ακριβούς ακολουθίας σε µια αβελιανή κατηγορία. Ωστόσο, ας
σηµειώσουµε ότι έχουµε ήδη άµεσα αναφερθεί στην έννοια του µορφισµού και στην έννοια µιας
ακριβούς ακολουθίας, στις αβελιανές κατηγορίες R-Mod και Mod-R.

Μια τεχνική αντιµετώπισης της παραπάνω κατάστασης είναι το λεγόµενο ‘‘diagram chasing’’.
Το παρακάτω λήµµα είναι από τα πιο σηµαντικά στην ιστορία της Οµολογικής ΄Αλγεβρας αφού
αποτελεί, όπως ϑα δούµε, εργαλείο για τη δηµιουργία µεγάλων ακριβών ακολουθιών. Η µέθοδος
απόδειξής του, έγκειται στη χρήση της εν λόγω τεχνικής.

Λήµµα 1.1.28. (Snake Lemma) Θεωρούµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα το οποίο αποτελεί-
ται από αριστερά R-πρότυπα και R-οµοµορφισµούς, καθώς και από ακριβείς γραµµές :

A
f //

α

��

B
g //

β

��

C //

γ

��

0

0 // A1
f 1 // B1

g1 // C 1

Τότε επάγεται ένας R-οµοµορφισµός Φ : Ker γ ÝÑ Cokerα (connecting homomorphism) και
µια ακριβής ακολουθία :

Kerα
f1 // Ker β

g1 // Ker γ
Φ // Cokerα

f 12 // Coker β
g12 // Coker γ

Επιπλέον : ο f είναι µονοµορφισµός, αν και µόνο αν, ο f1 είναι µονοµορφισµός, και αντίστοιχα, ο g1

είναι επιµορφισµός, αν και µόνο αν, είναι και ο g12.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [16, Lemma 11.1.9]. �
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1.2 Θεµελιώδεις Κατασκευές

Στην ενότητα αυτή, ϑα ασχοληθούµε µε ειδικού τύπου κατασκευές προτύπων, οι οποίες χαρακτη-
ϱίζονται µέσω καθολικών ιδιοτήτων. Σηµειώνουµε ότι γενικά µια καθολική ιδιότητα παρέχει όλες
τις ϐασικές πληροφορίες που χρειάζεται να γνωρίζουµε για την εκάστοτε κατασκευή, και επιπλέον,
ορίζει ένα αντικείµενο, π.χ. ένα πρότυπο, µοναδικά µέχρι έναν ϕυσικό ισοµορφισµό. Ειδικότερα,
ϑα µελετήσουµε το ευθύ γινόµενο (άθροισµα) οικογενειών R-προτύπων, τα ελεύθερα R-πρότυπα,
το τανυστικό γινόµενο µεταξύ R-προτύπων, το pullback και το pushout ενός διαγράµµατος προ-
τύπων και R-οµοµορφισµών, και γενικότερα το ευθύ (αντίστροφο) όριο ενός ευθέος (αντίστροφου)
συστήµατος R-προτύπων. Κάθε τέτοια κατασκευή είναι εφοδιασµένη µε µια καθολική ιδιότητα,
γεγονός που καθιστά τη µελέτη της κατασκευής εύκολότερη.

1.2.1 Ευθέα Γινόµενα Και Ευθέα Αθροίσµατα

Ξεκινάµε, ορίζοντας το ευθύ γινόµενο µιας οικογένειας R-προτύπων υπεράνω ενός τυχαίου συνό-
λου δεικτών ∆.

΄Εστω tMαuαP∆ µια οικογένεια αριστερών R-προτύπων υπεράνω του συνόλου δεικτών ∆. Τότε
το καρτεσιανό γινόµενο των R-προτύπων Mα, όπου α P ∆,

ź

αP∆

Mα “
 

pmαq | mα PMα, α P ∆
(

αποκτά δοµή αριστερού R-προτύπου ορίζοντας πρόσθεση και αριστερή δράση ως εξής :

1. pmαq ` pm
1
αq “ pmα `m

1
αq,

2. r ¨ pmαq “ pr ¨mαq, @mα,m
1
α P

ś

αP∆Mα,@r P R.

Για κάθε β P ∆, ορίζουµε οµοµορφισµούς αριστερών R-προτύπων:

$β :
ź

αP∆

Mα ÝÑMβ , $βppmαqq “ mβ

Σηµειώνουµε ότι κάθε οµοµορφισµός$α είναι επιµορφισµός, και ότι η οικογένειαR-οµοµορφισµών

 

$α :
ź

αP∆

Mα ÝÑMα

(

αP∆

καλείται οικογένεια κανονικών προβολών. Επιπλέον, το Ϲεύγος
`
ś

αP∆Mα, $α

˘

καλείται
το ευθύ γινόµενο (direct product) της οικογένειας tMαuαP∆, και ικανοποιεί την ακόλουθη
καθολική ιδιότητα :

Πρόταση 1.2.1. ΄Εστω tMαuαP∆ µια οικογένεια αριστερών R-προτύπων. Αν N είναι ένα αριστερό
R-πρότυπο, και tfα : N ÝÑ MαuαP∆ είναι µια οικογένεια οµοµορφισµών αριστερών R-προτύπων,
τότε υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων f : N ÝÑ

ś

αP∆Mα έτσι ώστε για
κάθε α P ∆, το διάγραµµα:

N
D!f

yy
fα

��
ś

αP∆Mα $α
// // Mα

να είναι µεταθετικό.
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Απόδειξη. ΄Εστω N ένα αριστερό R-πρότυπο και tfα : N ÝÑ MαuαP∆ µια οικογένεια οµοµορφι-
σµών αριστερών R-προτύπων. Ορίζουµε τον οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων:

f : N ÝÑ
ź

αP∆

Mα, x ÞÝÑ pfαpxqq.

Τότε προφανώς, ισχύει ότι fα “ $α ˝ f για κάθε α P ∆. Για να αποδείξουµε ότι ο οµοµορφισµός
f µε την προηγούµενη ιδιότητα είναι µοναδικός, υποθέτουµε ότι υπάρχει ένας οµοµορφισµός
αριστερών R-προτύπων g : N ÝÑ

ś

αP∆Mα, έτσι ώστε fα “ $α ˝ g, @α P ∆. Θέλουµε να
δείξουµε ότι f “ g. Αν x P N και gpxq “ pxαq, τότε ϑα έχουµε ότι :

fαpxq “ p$α ˝ gqpxq “ $αpgpxqq “ $αppxαqq “ xα,

και κατ΄ επέκταση, ότι gpxq “ pxαq “ pfαpxqq “ fpxq. ΄Αρα, έχουµε ότι f “ g, όπως επιθυµούσα-
µε. �

Στην συνέχεια, ορίζουµε το (εξωτερικό) ευθύ άθροισµα µιας οικογένειας αριστερώνR-προτύπων
υπεράνω ενός συνόλου ∆.

΄Εστω tMαuαP∆ µια οικογένεια αριστερών R-προτύπων υπεράνω του συνόλου ∆. Θέτουµε
à

αP∆

Mα “

!

pxαq P
ź

αP∆

Mα | xα “ 0 σχεδόν παντού
)

,

όπου µε τη ϕράση «xα “ 0 σχεδόν παντού», εννοούµε xα “ 0 για κάθε α P ∆, εκτός από
πεπερασµένο πλήθος δεικτών. Τότε το υποσύνολο

À

αP∆Mα είναι ένα υποπρότυπο του αριστερού
R-προτύπου

ś

αP∆Mα. Μάλιστα, στην περίπτωση που το σύνολο ∆ είναι πεπερασµένο, είναι
εύκολο να διαπιστώσουµε ότι

À

αP∆Mα “
ś

αP∆Mα.
Για κάθε α P ∆, ορίζουµε οµοµορφισµούς αριστερών R-προτύπων:

iα : Mα ÝÑ
à

αP∆

Mα, iαpxq “ pxβq, όπου xβ “

#

0 , @β ‰ α

x , αν β “ α

Σηµειώνουµε ότι κάθε οµοµορφισµός iα είναι µονοµορφισµός, και ότι η οικογένεια
 

iα : Mα ÝÑ
à

αP∆
Mα

(

αP∆

καλείται οικογένεια κανονικών εγκλείσεων. Επιπρόσθετα, το Ϲεύγος
`
À

αP∆Mα, iα
˘

καλείται
το εξωτερικό ευθύ άθροισµα (external direct sum) της οικογένειας tMαuαP∆, και ικανοποιεί
την ακόλουθη καθολική ιδιότητα :

Πρόταση 1.2.2. ΄Εστω tMαuαP∆ µια οικογένεια αριστερών R-προτύπων. Αν N είναι ένα αριστερό
R-πρότυπο, και tfα : Mα ÝÑ NuαP∆ µια οικογένεια οµοµορφισµών αριστερών R-προτύπων, τότε
υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων f :

À

αP∆Mα ÝÑ N , έτσι ώστε για κάθε
α P ∆, το διάγραµµα:

Mα

iα

zz
fα

��
À

αP∆Mα
D!f

// N

να είναι µεταθετικό.

Απόδειξη. Ορίζοντας

f :
à

αP∆

Mα ÝÑ N, pxαq ÞÝÑ
ÿ

αP∆

fαpxαq, @pxαq P
à

αP∆

Mα

και ακολουθώντας ανάλογη πορεία µε την απόδειξη της Πρότασης (1.2.1), έπεται εύκολα το Ϲη-
τούµενο. �



1.2. ΘΕΜΕΛΙΩ∆ΕΙΣ ΚΑΤΑΣΚΕΥΕΣ 21

Παρατήρηση 1.2.3. Αν tfα : Mα ÝÑ NαuαP∆ είναι µία οικογένεια οµοµορφισµών αριστερών
R-προτύπων, τότε επάγονται οι ακόλουθοι οµοµορφισµοί αριστερών R-προτύπων:

ź

αP∆
fα :

ź

αP∆
Mα ÝÑ

ź

αP∆
Nα, pxαq ÞÝÑ pfαpxαqq,

και
à

αP∆
fα :

à

αP∆
Mα ÝÑ

à

αP∆
Nα, pxαq ÞÝÑ pfαpxαqq.

Είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι, αν οι fα είναι µονοµορφισµοί (επιµορφισµοί, αντίστοιχα,
ισοµορφισµοί), τότε οι

ś

αP∆ fα και
À

αP∆ fα, είναι επίσης µονοµορφισµοί (επιµορφισµοί, αντί-
στοιχα, ισοµορφισµοί).

Μέχρι τώρα είδαµε ότι για µια δοθείσα οικογένεια tMαuαP∆ από αριστερά R-πρότυπα, µπο-
ϱούµε να σχηµατίσουµε πάντα το (εξωτερικό) ευθύ άθροισµα

À

αP∆Mα των Mα για α P ∆. Αν
υποθέσουµε επιπλέον ότι κάθε Mα για α P ∆, είναι υποπρότυπο ενός αριστερού R-προτύπου M ,
τότε µπορούµε να ορίσουµε το εσωτερικό ευθύ άθροισµα της οικογένειας tMαuαP∆ ως εξής :

Ορισµός 1.2.4. Το άθροισµα υποπροτύπων του M :

ÿ

αP∆

Mα “

!

ÿ

αP∆

mα PM | mα PMα & mα “ 0 σχεδόν παντού
)

,

καλείται ευθύ άθροισµα (direct sum), αν και µόνο αν για κάθε α P ∆, ισχύει ότι :

Mα

č ÿ

βP∆,β‰α

Mβ “ t0u.

Τότε λέµε ότι το άθροισµα
ř

αP∆Mα είναι το εσωτερικό ευθύ άθροισµα (internal direct sum)
της οικογένειας tMαuαP∆, και γράφουµε

ř

αP∆Mα “
À

αP∆Mα.

Ορισµός 1.2.5. ΄Ενα υποπρότυπο N ενός R-προτύπου M καλείται ευθύς προσθετέος (direct
summand) του M , αν υπάρχει υποπρότυπο C του M , έτσι ώστε N X C “ 0 και M “ N ` C.
∆ηλαδή M “ N ‘ C, όπου µε N ‘ C εννοούµε εδώ, το εσωτερικό ευθύ άθροισµα των N και C.

Το ακόλουθο αποτέλεσµα καθορίζει πότε ένα άθροισµα υποπροτύπων ενός αριστερού R-
προτύπου M , είναι ευθύ:

Πρόταση 1.2.6. ΄Εστω tMαuαP∆ µια οικογένεια υποπροτύπων τουM . Τότε οι ακόλουθες συνθήκες
είναι ισοδύναµες :

1. Το άθροισµα
ř

αP∆Mα είναι ευθύ.

2. Αν
ř

αP∆mα “
ř

αP∆m1α, τότε mα “ m1α, @α P ∆.

3. Αν
ř

αP∆mα “ 0, τότε mα “ 0, @α P ∆.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [16, Proposition 2.1.10]. �

Υπάρχει µια στενή σχέση, όπως ϑα διαπιστώσουµε, ανάµεσα σε εσωτερικά και εξωτερικά ευθέα
αθροίσµατα. Αυτός είναι και ο λόγος για τον οποίο χρησιµοποιούµε τον ίδιο συµβολισµό για
το εσωτερικό ευθύ άθροισµα και για το εξωτερικό ευθύ άθροισµα. Ωστόσο, για τις ανάγκες της
ακόλουθης πρότασης, σηµειώνουµε προσωρινά το εσωτερικό και εξωτερικό ευθύ άθροισµα, µε

Ài

και
Àe, αντίστοιχα.

Πρόταση 1.2.7. Τα ακόλουθα ισχύουν για ένα αριστερό R-πρότυπο M .

1. Αν tMαuαP∆ είναι µια οικογένεια υποπροτύπων του M έτσι ώστε M “
Ài

Mα, τότε M –
Àe

Mα.
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2. Αν υπάρχει οικογένεια προτύπων tNαuαP∆ έτσι ώστε M –
Àe

Nα, τότε υπάρχει µια οικο-
γένεια tMαuαP∆ από υποπρότυπα του M έτσι ώστε M “

Ài
Mα, και Nα – Mα για κάθε

α P ∆.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [16, Proposition 2.1.11]. �

Από τώρα και στο εξής, δεν διακρίνουµε το εξωτερικό και εσωτερικό ευθύ άθροισµα, και
αναφέρουµε και τα δύο, απλά ως ευθύ άθροισµα.

΄Εχοντας µελετήσει λοιπόν ευθέα αθροίσµατα, µπορούµε τώρα να ορίσουµε διασπάσιµες σύν-
τοµες ακριβείς ακολουθίες.

Ορισµός 1.2.8. ΄Εστω ` : 0 ÝÑ M1
f
ÝÑ M

g
ÝÑ M2 ÝÑ 0 µια σύντοµη ακριβής ακολουθία από

αριστερά R-πρότυπα.

1. Η ` καλείται αριστερά διασπάσιµη, (split on the left), αν υπάρχει οµοµορφισµός αριστερών
R-προτύπων f 1 : M ÝÑM1 έτσι ώστε f 1 ˝ f “ IdM1 .

2. Η ` καλείται δεξιά διασπάσιµη, (split on the right), αν υπάρχει οµοµορφισµός αριστερών
R-προτύπων g1 : M ÝÑM1 έτσι ώστε g ˝ g1 “ IdM2

.

3. Η ` καλείται διασπάσιµη (split), αν είναι αριστερά και δεξιά διασπάσιµη.

Η ακόλουθη πρόταση µας εξασφαλίζει ότι για να είναι µια σύντοµη ακριβής ακολουθία από
R-πρότυπα διασπάσιµη, αρκεί να είναι αριστερά ή δεξιά διασπάσιµη.

Πρόταση 1.2.9. Μια σύντοµη ακριβής ακολουθία αριστερών R-προτύπων είναι αριστερά διασπά-
σιµη, αν και µόνο αν, είναι δεξιά διασπάσιµη.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [16, Proposition 3.2.6]. �

Παράδειγµα 1.2.10. ΑνM1 καιM2 είναι δύο οποιαδήποτε αριστερά R-πρότυπα, τότε επάγονται
διασπάσιµες σύντοµες ακριβείς ακολουθίες :

`1 : 0 ÝÑM1
i1
ÝÑM1 ‘M2

$2
ÝÑM2 ÝÑ 0,

όπου i1pxq “ px, 0q και $2px, yq “ y, και

`2 : 0 ÝÑM2
i2
ÝÑM1 ‘M2

$1
ÝÑM1 ÝÑ 0,

όπου i2pyq “ p0, yq και $1px, yq “ x. Πράγµατι, είναι εύκολο να δούµε ότι οι προηγούµενες
ακολουθίες είναι ακριβείς, και ότι $1 ˝ i1 “ IdM1 ή ότι $2 ˝ i2 “ IdM2 .

Ευθύς αµέσως, ϑα διαπιστώσουµε ότι κάθε διασπάσιµη σύντοµη ακριβής ακολουθία από R-
πρότυπα, είναι ισόµορφη µε µια σύντοµη ακριβή ακολουθία η οποία είναι της µορφής `1 ή της
µορφής `2 του Παραδείγµατος (1.2.10).

Πρόταση 1.2.11. ΄Εστω ` : 0 ÝÑM1
f
ÝÑM

g
ÝÑM2 ÝÑ 0 µια σύντοµη ακριβής ακολουθία από

αριστερά R-πρότυπα. Τότε η ` είναι διασπάσιµη, αν και µόνο αν, υπάρχει ισοµορφισµός αριστερών
R-προτύπων h : M ÝÑM1 ‘M2 έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

0 // M1
f // M

g //

h

��

M2
// 0

0 // M1
i1
// M1 ‘M2 $2

// M2
// 0
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Απόδειξη. Υποθέτουµε αρχικά, ότι υπάρχει ισοµορφισµός h : M ÝÑM1‘M2 έτσι ώστε το προη-
γούµενο διάγραµµα να είναι µεταθετικό. Θέτοντας

f 1 “ $1 ˝ h : M ÝÑM1,

έπεται ότι f 1 ˝ f “ $1 ˝ h ˝ f “ $1 ˝ i1 “ IdM1 . Συνεπώς, η ` είναι διασπάσιµη σύντοµη ακριβής
ακολουθία, ως αριστερά διασπάσιµη. Αντίστροφα, υποθέτουµε τώρα η ` είναι µια διασπάσιµη
σύντοµη ακριβής ακολουθία. Τότε υπάρχουν οµοµορφισµοί αριστερών R-προτύπων f 1 : M ÝÑ

M1 και g1 : M2 ÝÑ M , έτσι ώστε f 1 ˝ f “ IdM1
και g ˝ g1 “ IdM2

. Ορίζουµε οµοµορφισµούς
αριστερών R-προτύπων:

h : M ÝÑM1 ‘M2 & h1 : M1 ‘M2 ÝÑM,

ϑέτοντας hpmq “ pf 1pmq, gpmqq και h1px, yq “ fpxq ` g1pyq για κάθε m P M και για κάθε
px, yq P M1 ‘M2. Χρησιµοποιώντας τον τρόπο που ορίστηκαν οι οµοµορφισµοί h, h1 καθώς και
την απόδειξη της Πρότασης (1.2.9), εύκολα καταλήγουµε στις ισότητες h ˝ h1 “ IdM1‘M2

και
h1 ˝ h “ IdM . Εποµένως, ο οµοµορφισµός h είναι ισοµορφισµός µε αντίστροφο (ισο)µορφισµό
h´1 “ h1. Επιπλέον, αν x PM1, τότε παίρνουµε ότι :

ph ˝ fqpxq “ hpfpxqq “ pf 1pfpxqq, gpfpxqqq “ ppf 1 ˝ fqpxq, pg ˝ fqpxqq “ px, 0q.

΄Οµως, px, 0q “ i1pxq, και άρα, ph ˝ fqpxq “ i1pxq. Αν τώρα m PM , τότε προκύπτει ότι :

p$2 ˝ hqpmq “ $2phpmqq “ $2ppf
1pmq, gpmqqq “ gpmq.

΄Ετσι τελικά, έχουµε ότι h ˝ f “ i1 και ότι $2 ˝ h “ g, όπως επιθυµούσαµε. �

Ολοκληρώνουµε την αναφορά µας σε ευθέα γινόµενα και σε ευθέα αθροίσµατα, αναλύοντας
τη συµπεριφορά τους ως προς οµάδες οµοµορφισµών.

Πρόταση 1.2.12. ΄Εστω tMαuαP∆ µία οικογένεια από αριστεράR-πρότυπα. Τότε για κάθε αριστερό
R-πρότυπο N, ισχύει ότι :

1. HomR

´

À

αP∆Mα, N
¯

–
ś

αP∆ HomRpMα, Nq.

2. HomR

´

N,
ś

αP∆Mα

¯

–
ś

αP∆ HomRpN,Mαq.

Επιπλέον, για κάθε πεπερασµένα παραγόµενο αριστερό R-πρότυπο N, ισχύει ότι :

3. HomR

´

N,
À

αP∆Mα

¯

–
À

αP∆ HomRpN,Mαq.

Απόδειξη. 1. ΄Εστω N ένα αριστερό R-πρότυπο. Ορίζουµε οµοµορφισµό αβελιανών οµάδων:

Φ: HomR

´

à

αP∆

Mα, N
¯

ÝÑ
ź

αP∆

HomRpMα, Nq, f ÞÝÑ pf ˝ iαq,

όπου iα : Mα ÝÑ ‘αP∆Mα είναι η κανονική έγκλειση για κάθε α P ∆. ΄Εστω τώρα pfαq P
ś

αP∆ HomRpMα, Nq, όπου κάθε fα : Mα ÝÑ N για α P ∆, είναι ένας οµοµορφισµός αριστε-
ϱών R-προτύπων. Τότε από την καθολική ιδιότητα του ευθέος αθροίσµατος, υπάρχει µοναδικός
οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων f :

À

αP∆Mα ÝÑ N, τέτοιος ώστε f ˝ iα “ fα για κάθε
α P ∆. Συνεπώς, παίρνουµε ότι Φpfq “ pf ˝ iαq “ pfαq. Επειδή λοιπόν η επιλογή της ακολου-
ϑίας pfαq P

ś

αP∆ HomRpMα, Nq ήταν τυχαία, έπεται ότι ο Φ είναι ένας ισοµορφισµός αβελιανών
οµάδων, ως ένα προς ένα και επί οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων.

2. Θεωρούµε ένα αριστερό R-πρότυπο N, και ορίζουµε οµοµορφισµό αβελιανών οµάδων:

Ψ: HomR

´

N,
ź

αP∆

Mα

¯

ÝÑ
ź

αP∆

HomRpN,Mαq, g ÞÝÑ p$α ˝ gq,
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όπου $α :
ś

αP∆Mα ÝÑ Mα είναι η κανονική προβολή για κάθε α P ∆. Τότε ακολουθώντας
µια ανάλογη πορεία µε την απόδειξη του 1., καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι ο Ψ είναι ένας
ισοµορφισµός αβελιανών οµάδων.

3. ΄Εστω N ένα πεπερασµένα παραγόµενο αριστερό R-πρότυπο. Τότε η οικογένεια οµοµορφι-
σµών Mα ÝÑ ‘αP∆Mα µεταξύ R-προτύπων, επάγει µια οικογένεια οµοµορφισµών

HomRpN, iαq : HomRpN,Mαq ÝÑ HomRpN,‘αP∆Mαq

µεταξύ αβελιανών οµάδων. Από την καθολική ιδιότητα του ευθέος αθροίσµατος tjα : HomRpN,Mαq

ÝÑ ‘αP∆ HomRpN,MαquαP∆ της οικογένειας αβελιανών οµάδων tHomRpN,MαquαP∆, έπεται ότι
υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων

Ξ:
à

αP∆

HomRpN,Mαq ÝÑ HomR

´

N,
à

αP∆

Mα

¯

,

έτσι ώστε : Ξ˝ jα “ iα, @α P ∆. Προφανώς ο οµοµορφισµός Ξ ορίζεται ως εξής. Για τυχόν στοιχείο
ř

aP∆ japfaq “ pfaqaP∆ P
À

αP∆ HomRpN,Mαq, όπου fa “ 0, @a P ∆ εκτός από πεπερασµένο
πλήθος δεικτών, έχουµε:

Ξp
ÿ

aP∆

japfaqq : N ÝÑ
à

aP∆

Ma, Ξp
ÿ

aP∆

japfaqqpxq “
ÿ

aP∆

iapfapxqq

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι ο οµοµορφισµός Ξ είναι πάντα µονοµορφισµός αβελιανών οµάδων.
Πράγµατι, αν Ξp

ř

aP∆ japfaqq “ 0, τότε για κάθε x P N , ϑα έχουµε Ξp
ř

aP∆ japfaqqpxq “ 0, και
εποµένως

ř

aP∆ iapfapxqq “ 0. Προφανώς τότε, @a P ∆: fapxq “ 0, @x P N . Αυτό σηµαίνει ότι
fa “ 0, @a P ∆ και εποµένως

ř

aP∆ japfaq “ 0. ΄Αρα ο οµοµορφισµός Ξ είναι µονοµορφισµός.
Θα δείξουµε ότι αν το R-πρότυπο N είναι πεπερασµένα παραγόµενο, τότε ο οµοµορφισµός

Ξ είναι επιµορφισµός. ΄Εστω tx1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnu ένα σύνολο γεννητόρων του N . Τότε ϑα έχουµε
N “ Rx1 ` Rx2 ` ¨ ¨ ¨ ` Rxn. ΄Εστω f : N ÝÑ ‘aP∆Ma ένας οµοµορφισµός προτύπων. Τότε
προφανώς, για κάθε i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n, το στοιχείο fpxiq P ‘aPΓiMa, όπου Γi Ď ∆ είναι ένα
πεπερασµένο υποσύνολο του ∆. Τότε το σύνολο Γ “ Yni“1Γi είναι πεπερασµένο, και επιπλέον ϑα
έχουµε ότι fpxiq P ‘aPΓMa. Εποµένως χρησιµοποιώντας ότι η απεικόνιση f είναι οµοµορφισµός
αριστερών R-προτύπων και ότι το σύνολο tx1, ¨ ¨ ¨ , xnu είναι σύνολο γεννητόρων του N , έπεται ότι
fpNq Ď ‘aPΓMa. Αυτό σηµαίνει ότι ο οµοµορφισµός f αναλύεται ως f “ ιΓ ˝ g, όπου ιΓ : ‘aPΓ
Ma ÝÑ ‘aP∆Ma είναι η κανονική έγκλειση, και gpxq “ fpxq, @x P N . Ορίζουµε οµοµορφισµούς
αριστερών R-προτύπων fa : N ÝÑ Ma, @a P ∆, ως εξής. Αν a P ∆zΓ, ϑέτουµε fa “ 0, και αν
a P Γ, τότε fa “ πa ˝ g, όπου πa : ‘aP∆ Ma ÝÑ Ma. ΄Ετσι αποκτούµε ένα στοιχείο pfaqaP∆ P
À

αP∆ HomRpN,Mαq και προφανώς εκ κατασκευής ϑα έχουµε Ξp
ř

aP∆ japfaqq “ f . Εποµένως
ο οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων Ξ είναι επιµορφισµός, και άρα, είναι ισοµορφισµός. �

Σηµειώνουµε ότι γενικά ο οµοµορφισµός Ξ στο µέρος 3. της παραπάνω Πρότασης µπορεί να
είναι µονοµορφισµός, χωρίς το πρότυπο N να είναι πεπερασµένα παραγόµενο.

Συµβολισµοί : Αν tMαuαP∆ είναι µια οικογένεια αριστερών R-προτύπων και Mα “ M για
κάθε α P ∆, τότε από τώρα και στο εξής ϑα χρησιµοποιούµε τους ακόλουθους συµβολισµούς :

à

αP∆

Mα :“M p∆q &
ź

αP∆

Mα :“M∆

1.2.2 Ελεύθερα Πρότυπα Και Τανυστικά Γινόµενα Προτύπων

Συνεχίζουµε µελετώντας ελεύθερα πρότυπα και τανυστικά γινόµενα προτύπων, αναλύοντας τις
κυριότερες ιδιότητες τους οι οποίες ϑα µας χρειασθούν στη συνέχεια.
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Ελεύθερα Πρότυπα

Αρχικά, αναφερόµαστε σε ελεύθερα πρότυπα. ΄Οπως ϑα διαπιστώσουµε στην συνέχεια, τα ελεύ-
ϑερα πρότυπα είναι τα πιο απλά πρότυπα, αφού προκύπτουν παίρνοντας ευθέα αθροίσµατα από
κόπιες του υποκείµενου δακτυλίου.

Ορισµός 1.2.13. ΄Εστω F ένα αριστερό R-πρότυπο και X “ txiuiPI ένα υποσύνολο του F . Το
σύνολο X καλείται R-γραµµικά ανεξάρτητο, (linearly independent), αν ισχύει η ακόλουθη
συνεπαγωγή:

ÿ

iPI

rixi “ 0, ri P R, xi P X ùñ ri “ 0, @i P I.

Ορισµός 1.2.14. ΄Εστω F ένα αριστερό R-πρότυπο και X “ txiuiPI ένα υποσύνολο του F . Το
σύνολο X καλείται ϐάση του F , αν και µόνο αν, το X είναι ένα R-γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο
γεννητόρων του F .

Πρόταση 1.2.15. ΄Εστω X “ txiuiPI ένα υποσύνολο ενός αριστερού R-προτύπου F . Τότε τα
ακόλουθα είναι ισοδύναµα.

1. Το X είναι ϐάση του F .

2. Κάθε x P F γράφεται µοναδικά ως x “
ř

iPI rixi, όπου xi P X ri P R και ri “ 0 εκτός από
πεπερασµένο πλήθος δεικτών.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [16, Proposition 2.2.3]. �

Είµαστε σε ϑέση τώρα, να παραθέσουµε τον ορισµό ενός ελεύθερου R-προτύπου.

Ορισµός 1.2.16. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο F ονοµάζεται ελεύθερο, (free), αν και µόνο αν,
υπάρχει µια ϐάση για το F .

Παράδειγµα 1.2.17. 1. Το µηδενικό R-πρότυπο είναι ελεύθερο µε ϐάση το κενό σύνολο.

2. Αν R “ K όπου K είναι σώµα, τότε κάθε κάθε R-πρότυπο, δηλαδή κάθε K-διανυσµατικός
χώρος, είναι ελεύθερο R-πρότυπο.

3. Ο δακτύλιος R, ως αριστερό (δεξιό) R-πρότυπο είναι ελεύθερο, αφού το µονοσύνολο t1u
αποτελεί µία ϐάση του R.

4. Το (αριστερό) R-πρότυπο Rpnq είναι ελεύθερο µε ϐάση το σύνολο

X “ te1, e2, . . . , enu,

όπου ei “ p0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0q και το 1 ϐρίσκεται στην i-ϑέση.

Παρατήρηση 1.2.18. Υπεράνω τυχόντος προσεταιριστικού δακτυλίου, υπάρχουν πρότυπα τα
οποία δεν είναι ελεύθερα. Παραδείγµατος χάριν, αν ϑεωρήσουµε τον δακτύλιο των ακεραίων Z,
τότε το Z-πρότυπο Zm – Z{mZ για κάθε m ą 1 δεν είναι ελεύθερο. Για να το διαπιστώσουµε, ας
υποθέσουµε ότι το Zm είναι ελεύθερο Z-πρότυπο. Τότε υπάρχει µια ϐάση B Ď Zm για το Zm, και
έστω rksm P B ένα στοιχείο της ϐάσης B. Επειδή m ¨ rksm “ rm ¨ ksm “ r0sm, έπεται ότι m “ 0,
λόγω Z-γραµµικής ανεξαρτησίας, και αυτό είναι άτοπο. Εποµένως το Zm δεν έχει ϐάση και άρα
το Zm δεν είναι ελεύθερο.

Πόρισµα 1.2.19. ΄Ενα αριστερόR-πρότυπο F είναι ελεύθερο, αν και µόνο αν, υπάρχει ένα σύνολο
I έτσι ώστε F – RpIq.
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Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι το F είναι ένα ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο, και έστωX “ txiuiPI µια
ϐάση του F . Η Πρόταση p1.2.15q, µας δίνει ότι κάθε x P F γράφεται µοναδικά ως x “

ř

iPI rixi,
όπου xi P X, ri P R και ri “ 0 για κάθε i P I εκτός από πεπερασµένο πλήθος δεικτών. Ορίζουµε
λοιπόν απεικόνιση,

f : F ÝÑ RpIq,
ÿ

iPI

rixi ÞÝÑ priq.

Τότε προφανώς η απεικόνιση f είναι καλώς ορισµένη, και είναι εύκολο να δούµε ότι η f είναι
ένας ισοµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων. Συνεπώς, παίρνουµε ότι F – RpIq.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι F – RpIq για κάποιο σύνολο I, και έστω f : F ÝÑ RpIq ένας
ισοµορφισµός αριστερών R-προτύπων. Θεωρούµε το σύνολο triu Ď RpIq µε ri “ pr1jq όπου

r1j “

#

1R ,αν i “ j

0R ,αν i ‰ j
. Τότε το σύνολο B “ triuiPI είναι µια ϐάση του RpIq, δηλαδή το RpIq είναι

ελεύθερο. ΄Ετσι, επειδή ο f είναι ισοµορφισµός, έπεται ότι το σύνολο f´1pBq είναι µια ϐάση για
το F . Εξ ορισµού λοιπόν, έχουµε ότι το F είναι ελεύθερο. �

Ας περάσουµε στην καθολική ιδιότητα των ελεύθερων προτύπων.

Πρόταση 1.2.20. ΄Εστω F ένα ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο και X “ txiuiPI µια ϐάση του F .
΄Εστω επίσης M ένα τυχόν αριστερό R-πρότυπο.

1. Αν f, g : F ÝÑ M είναι οµοµορφισµοί αριστερών R-προτύπων έτσι ώστε fpxiq “ gpxiq για
κάθε i P I, τότε f “ g.

2. Αν f : X ÝÑ M είναι µια οποιαδήποτε απεικόνιση, τότε υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός
αριστερών R-προτύπων g : F ÝÑM έτσι ώστε gpxiq “ fpxiq για κάθε i P I.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [16, Proposition 2.2.5]. �

Αν και ϑα επεξηγήσουµε τον όρο «προσέγγιση» αναλυτικά στο Κεφάλαιο 4, ας σηµειώσουµε
ότι το ακόλουθο αποτέλεσµα, µας δίνει τη δυνατότητα να µπορούµε να προσεγγίσουµε κάθε R-
πρότυπο M , µέσω ενός ελεύθερου R-προτύπου F . Ωστόσο, το ελεύθερο R-πρότυπο F , δεν είναι
απαραίτητα µοναδικά καθορισµένο µέχρι ισοµορφισµό από το R-πρότυπο M .

Πρόταση 1.2.21. Κάθε αριστερόR-πρότυποM είναι οµοµορφική εικόνα ενός ελεύθερου αριστερού
R-προτύπου. Επιπλέον, αν το M είναι πεπερασµένα παραγόµενο, τότε το ελεύθερο αριστερό R-
πρότυπο µπορεί να επιλεχθεί έτσι ώστε να είναι πεπερασµένα παραγόµενο.

Απόδειξη. ΄Εστω M ένα αριστερό R-πρότυπο και txiuiPI ένα σύνολο γεννητόρων του M . Τότε το
RpIq είναι ένα ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο. Ορίζουµε απεικόνιση

φ : RpIq ÝÑM,

ϑέτοντας φppriqq “
ř

iPI rixi, για κάθε priq P RpIq. Για κάθε priq, pr1iq P R
pIq και για κάθε r P R,

παίρνουµε τις ακόλουθες ισότητες :

φppriq ` pr
1
iqq “ φppri ` r

1
iqq “

ÿ

iPI

pri ` r
1
iqxi

“
ÿ

iPI

rixi `
ÿ

iPI

r1ixi

“ φppriqq ` φppr
1
iqq

και

φprpriqq “ φpprriqq “
ÿ

iPI

prriqxi

“ r
´

ÿ

iPI

rixi

¯

“ rφppriqq
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Εποµένως, η απεικόνιση φ είναι ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων. Αν x P M , τότε
το x µπορεί να γραφεί ως x “

ř

iPI rixi όπου ri “ 0 εκτός από πεπερασµένο πλήθος δεικτών.
΄Αρα, priq P RpIq, και έτσι, φppriqq “

ř

iPI rixi. Συνεπώς, ο φ είναι επιµορφισµός αριστερών
R-προτύπων.

Αν το M είναι πεπερασµένα παραγόµενο, τότε το σύνολο I είναι προφανώς πεπερασµένο, και
άρα, το ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο RpIq είναι επίσης πεπερασµένα παραγόµενο. �

Ως προφανή συνέπεια της Πρότασης (1.2.21), παίρνουµε ότι :

Πόρισµα 1.2.22. Για κάθε αριστερό R-πρότυποM , υπάρχει µια ακριβής ακολουθία από αριστερά
R-πρότυπα

¨ ¨ ¨ ÝÑ F2 ÝÑ F1 ÝÑ F0 ÝÑM ÝÑ 0, (1.1)

όπου κάθε Fi για i ě 0, είναι ελεύθερο. Μια ακριβής ακολουθία όπως η (1.1), καλείται µια
ελεύθερη ανάλυση (free resolution) του M .

Παρατήρηση 1.2.23. Χρησιµοποιώντας την Πρόταση (1.2.21), και το πρώτο Θεώρηµα ισοµορ-
ϕισµών για R-πρότυπα, έπεται ότι κάθε R-πρότυπο είναι πρότυπο πηλίκο ενός ελεύθερου R-
προτύπου. Επιπλέον, ένα R-πρότυπο είναι πεπερασµένα παραγόµενο, αν και µόνο αν, είναι ένα
πρότυπο πηλίκο του R-προτύπου Rpnq για κάποιο ϕυσικό αριθµό n.

Ολοκληρώνουµε την αναφορά µας σε ελεύθερα πρότυπα, παραθέτοντας την έννοια ενός πεπε-
ϱασµένα παραστάσιµου προτύπου.

Ορισµός 1.2.24. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο M καλείται πεπερασµένα παραστάσιµο, (finitety
presented), αν υπάρχει µια ακριβής ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα

F1 ÝÑ F0 ÝÑM ÝÑ 0

όπου τα F0 και F1 είναι πεπερασµένα παραγόµενα και ελεύθερα, ή ισοδύναµα, αν υπάρχει µια
ακριβής ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα

0 ÝÑ K ÝÑ F ÝÑM ÝÑ 0

όπου K είναι πεπερασµένα παραγόµενο και F είναι πεπερασµένα παραγόµενο και ελεύθερο.

Παρατήρηση 1.2.25. Προφανώς, κάθε πεπερασµένα παραστάσιµο R-πρότυπο είναι πεπερασµέ-
να παραγόµενο. Τονίζουµε ότι η αντίστροφη συνεπαγωγή, δεν ισχύει εν γένει. Ωστόσο, αυτή
εξασφαλίζεται όταν ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος της Noether, δες Παρατήρηση (1.3.15).

Τανυστικά Γινόµενα

Η προσοχή µας τώρα στρέφεται σε τανυστικά γινόµενα προτύπων. Πριν ορίσουµε το τανυστικό
γινόµενο προτύπων, χρειαζόµαστε να εισάγουµε την έννοια της R-ισόρροπης απεικόνισης.

Ορισµός 1.2.26. ΄Εστω M ένα δεξιό R-πρότυπο, N ένα αριστερό R-πρότυπο και G µια αβελιανή
οµάδα. Τότε η απεικόνιση ρ : M ˆN ÝÑ G καλείται R-ισόρροπη (R-balanced), αν @x, x1 P M ,
@y, y1 P N , @r P R, ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις :

1. ρpx` x1, yq “ ρpx, yq ` ρpx1, yq,

2. ρpx, y ` y1q “ ρpx, yq ` ρpx, y1q,

3. ρpxr, yq “ ρpx, ryq.
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Ορισµός 1.2.27. ΄ΕστωM ένα δεξιόR-πρότυπο καιN ένα αριστερόR-πρότυπο. Τότε µία αβελιανή
οµάδα T µαζί µε µία R-ισόρροπη απεικόνιση ρ : M ˆN ÝÑ T καλείται ένα τανυστικό γινόµενο
(tensor product) τωνM καιN , αν για κάθε αβελιανή οµάδαG και για κάθεR-ισόρροπη απεικόνιση
ρ1 : M ˆN ÝÑ G, υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων f : T ÝÑ G, έτσι ώστε το
ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

M ˆN
ρ

{{
ρ1

��
T

f
// G

Η απεικόνιση ρ καλείται η κανονική R-ισόρροπη απεικόνιση (canonical R-balanced map)
από το M ˆN στο T .

Πρόταση 1.2.28. ΄Ενα τανυστικό γινόµενο τωνMR και RN , αν υπάρχει, τότε είναι µοναδικό µέχρι
ισοµορφισµού αβελιανών οµάδων.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [16, Proposition 2.3.2]. �

Λόγω της προηγούµενης πρότασης, από τώρα και στο εξής καλούµε ένα τανυστικό γινόµενο
των MR και RN , το τανυστικό γινόµενο των MR και RN , και το συµβολίζουµε µε M bR N .

Το ακόλουθο ϑεώρηµα µας εξασφαλίζει την ύπαρξη τανυστικών γινοµένων προτύπων.

Θεώρηµα 1.2.29. Το τανυστικό γινόµενο των MR και RN υπάρχει.

Απόδειξη. ΄Εστω F η ελεύθερη αβελιανή οµάδα µε ϐάση το σύνολο M ˆN , δηλαδή

F “
!

ÿ

i

mipxi, yiq | mi P Z, pxi, yiq PM ˆN
)

– ZpMˆNq

΄Εστω S η υποοµάδα της F η οποία παράγεται από όλα τα στοιχεία της µορφής
 

px` x1, yq ´ px, yq ´ px1, yq, px, y ` y1q ´ px, yq ´ px, y1q, pxr, yq ´ px, ryq
(

όπου x, x1 PM,y, y1 P N και r P R. Ορίζουµε απεικόνιση

ρ : M ˆN ÝÑ F {S, ρpx, yq “ px, yq ` S.

Εύκολα αποδεικνύεται ότι η απεικόνιση ρ είναι R-ισόρροπη. ΄Εστω τώρα G µια αβελιανή οµάδα,
και ρ1 : M ˆN ÝÑ G µια οποιαδήποτε R-ισόρροπη απεικόνιση. Επειδή η F είναι ελεύθερη στο
M ˆN , από την καθολική ιδιότητα των ελεύθερων προτύπων, υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός
h : F Ñ G που επεκτείνει την ρ1, δηλαδή hpx, yq “ ρ1px, yq. ΄Οµως, S Ă Ker h αφού η ρ1 είναι
R-ισόρροπη απεικόνιση. Συνεπώς, υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων

φ : F {S ÝÑ G

έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

M ˆN

ρ

zz
ρ1

��
F {S

φ
// G

΄Αρα, F {S “M bR N . �
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Παρατήρηση 1.2.30. Η οµάδα πηλίκο F {S “ M bR N που κατασκευάστηκε στην απόδειξη
του Θεωρήµατος (1.2.29), παράγεται από τα σύµπλοκα px, yq ` S. Συµβολίζουµε από τώρα και
στο εξής, τα σύµπλοκα px, yq ` S, µε xb y. ΄Αρα, η αβελιανή οµάδα M bR N παράγεται από τα
στοιχεία x b y. Επειδή ´px b yq “ p´xq b y, τα στοιχεία της αβελιανής οµάδας M bR N είναι
της µορφής:

M bR N “

!

k
ÿ

i“1

nipxi b yiq | ni P Z, xi PM, yi P N
)

.

Επιπλέον, αν x, x1 PM,y, y1 P N και r P R, τότε

1. px` x1q b y “ xb y ` x1 b y,

2. xb py ` y1q “ xb y ` xb y1,

3. pxrq b y “ xb pryq.

Σηµειώνουµε ακόµη ότι το 0M b 0N είναι το ταυτοτικό στοιχείο της πρόσθεσης της αβελιανής
οµάδας M bR N , καθώς και ότι xb 0N “ 0M b 0N “ 0MbRN για κάθε x PM και y P N .

Παρατήρηση 1.2.31. Εν γένει, η αβελιανή οµάδα M bR N δεν είναι ούτε δεξιό, ούτε αριστερό
R-πρότυπο. Ωστόσο, αν R,S είναι δακτύλιοι, M είναι ένα pR,Sq-διπρότυπο, και N είναι ένα
αριστερό S-πρότυπο, τότε η αβελιανή οµάδα M bS N µετατρέπεται σ΄ ένα αριστερό R-πρότυπο,
ϑέτοντας

r
´

k
ÿ

i“1

nipxi b yiq
¯

“

k
ÿ

i“1

niprxi b yiq,

για κάθε r P R και για κάθε
řk
i“1 nipxi b yiq PM bS N .

Οµοίως, αν M είναι ένα δεξιό S-πρότυπο και N είναι ένα pS,Rq-διπρότυπο, τότε η αβελιανή
οµάδα M bS N µετατρέπεται σ΄ ένα δεξιό R-πρότυπο, ϑέτοντας

´

k
ÿ

i“1

nipxi b yiq
¯

r “
k
ÿ

i“1

nipxi b pyirqq

για κάθε
řk
i“1 nipxi b yiq PM bR N και για κάθε r P R.

Στην συνέχεια, αναλύουµε την έννοια του τανυστικού γινοµένου οµοµορφισµών.

Πρόταση 1.2.32. ΄Εστω f : MR ÝÑ M 1
R και g : RN ÝÑR N 1 δύο οµοµορφισµοί R-προτύπων.

Τότε υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων

h : M bR N ÝÑM 1 bR N
1

όπου

h
´

k
ÿ

i“1

nipxi b yiq
¯

“

k
ÿ

i“1

nipfpxiq b gpyiqq

Απόδειξη. ΄Εστω ρ η κανονική R-ισόρροπη απεικόνιση από το M ˆ N στο M bR N , και ρ1 η
κανονική R-ισόρροπη απεικόνιση από το M 1 ˆN 1 στο M 1 bR N

1. Ορίζουµε απεικόνιση

h1 : M ˆN ÝÑM 1 bR N
1

ϑέτοντας h1 “ ρ1 ˝ pf ˆ gq. Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι η ρ1 είναι R-ισόρροπη απεικόνιση,
εύκολα έπεται ότι η h1 είναι επίσης R-ισόρροπη απεικόνιση. Συνεπώς, από την καθολική ιδιότητα
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του τανυστικού γινοµένου, υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων h : M bR N Ñ

M 1 bR N
1, έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

M ˆN
ρ //

fˆg

��

h1

&&

M bR N

D !h

��
M 1 ˆN 1

ρ1
// M 1 bR N

1

΄Εστω τώρα
řk
i“1 nipxi b yiq PM bR N . Τότε έχουµε ότι

h
´

k
ÿ

i“1

nipxi b yi

¯

“

k
ÿ

i“1

niphpxi b yiqq “
k
ÿ

i“1

niphpρpxi, yiqqq

“

k
ÿ

i“1

nih
1pxi, yiq “

k
ÿ

i“1

nipfpxiq b gpyiqq

όπως επιθυµούσαµε. �

Παρατήρηση 1.2.33. Συµβολίζουµε τον οµοµορφισµό αβελιανών οµάδων της Πρότασης (1.2.32),
h : M bR N ÝÑM 1 bR N

1, µε f b g. Αν

f 1 : M 1
R ÝÑM2

R & g1 : RN
1 ÝÑR N

2,

είναι δύο οµοµορφισµοί R-προτύπων, τότε επάγεται µοναδικός οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων

f 1 b g1 : M 1 bR N
1 ÝÑM2 bR N

2,

και η σύνθεση των οµοµορφισµών f b g και f 1 b g1, δίνεται ως εξής :

pf 1 b g1q ˝ pf b gq “ pf 1 ˝ fq b pg1 ˝ gq.

Επιπλέον, σηµειώνουµε ότι IdMb IdN : M bRN ÝÑM bRN είναι ο ταυτοτικός (οµο)µορφισµός
στο M bR N , και ότι αν f : MR ÝÑ M 1

R, g : RN ÝÑR N 1 είναι ισοµορφισµοί R-προτύπων, τότε
ο οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων f b g είναι ισοµορφισµός, µε pf b gq´1 “ f´1 b g´1.

Κλείνουµε την σύντοµη αναφορά µας σε τανυστικά γινόµενα προτύπων, µε τους ακόλουθους
ισοµορφισµούς.

Πρόταση 1.2.34. 1. M bR R – M για κάθε δεξιό R-πρότυπο M , και R bR N – N για κάθε
αριστερό R-πρότυπο N .

2. Αν tMiuiPI είναι µια οικογένεια δεξιών R-προτύπων, και N είναι ένα αριστερό R-πρότυπο,
τότε p‘iPIMiq bR N – ‘iPIpMi bR Nq.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [27, Proposition 1.2.21, 1.2.22] �

1.2.3 Ευθέα Και Αντίστροφα ΄Ορια

Επικεντρωνόµαστε τώρα, σε ευθέα και αντίστροφα όρια οικογενειών από R-πρότυπα υπεράνω
κατευθυνόµενων συνόλων.

Ας υπενθυµίσουµε πρώτα, τον ορισµό ενός κατευθυνόµενου συνόλου.

Ορισµός 1.2.35. ΄Ενα µερικά διατεταγµένο σύνολο I καλείται κατευθυνόµενο, (directed set),
αν για κάθε i, j P I, υπάρχει ένα k P I µε i, j ď k.
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Ορισµός 1.2.36. ΄Εστω I ένα κατευθυνόµενο σύνολο, και tMiuiPI µια οικογένεια αριστερών R-
προτύπων. Υποθέτουµε ότι για κάθε i, j P I µε i ď j, υπάρχει ένας οµοµορφισµός αριστερών
R-προτύπων fji : Mi ÝÑMj , έτσι ώστε

1. fii “ IdMi για κάθε i P I.

2. Αν i ď j ď k, τότε fkj ˝ fji “ fki.

Τότε η οικογένεια tMi, fjiu καλείται ένα ευθύ σύστηµα (direct system).

Ορισµός 1.2.37. ΄Εστω I ένα κατευθυνόµενο σύνολο και έστω tMi, fjiu ένα ευθύ σύστηµα αρι-
στερών R-προτύπων υπεράνω του I. Το ευθύ όριο (direct limit) του ευθέος συστήµατος tMi, fjiu,
είναι ένα αριστερό R-πρότυπο lim

ÝÑ
Mi µαζί µε µια οικογένεια οµοµορφισµών αριστερών R-προτύπων

 

ai : Mi ÝÑ lim
ÝÑ

Mi | i P I
(

έτσι ώστε aj ˝ fji “ ai για i ď j, και αν tX, kiu είναι µια άλλη τέτοια οικογένεια, τότε υπάρχει
µοναδικός οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων θ : lim

ÝÑ
Mi ÝÑ X, τέτοιος ώστε ki “ θ ˝ ai για

κάθε i P I.

Παρατήρηση 1.2.38. Ως έµµεση συνέπεια του Ορισµού (1.2.37), έπεται ότι το ευθύ όριο ενός
ευθέος συστήµατος από R-πρότυπα, είναι µοναδικό µέχρι ισοµορφισµού.

΄Εχοντας εξασφαλίσει λοιπόν την µοναδικότητα του ευθέως ορίου ενός ευθέος συστήµατος από
R-πρότυπα, το ϐασικό ερώτηµα που αποµένει, είναι η ύπαρξη.

Θεώρηµα 1.2.39. Το ευθύ όριο ενός ευθέος συστήµατος tMi, fjiu από αριστερά R-πρότυπα υπε-
ϱάνω ενός κατευθυνόµενου συνόλου I, υπάρχει.

Απόδειξη. ΄Εστω U η ξένη ένωση των Mi για i P I. Ορίζουµε σχέση ρ στο σύνολο U , ως εξής :

@xi PMi, @xj PMj : xi ρ xj ðñ D k P I µε k ě i, j, έτσι ώστε fkipxiq “ fkjpxjq

Τότε η σχέση ρ είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο U . Θέτουµε M να είναι το σύνολο όλων
των κλάσεων ισοδυναµίας ως προς τη σχέση ισοδυναµίας ρ, και σηµειώνουµε µε rxs την κλάση
ισοδυναµίας του x. Ορίζουµε τώρα για κάθε r P R και για κάθε xi PMi, xj PMj , τις ακόλουθες
πράξεις :

1. rrxis “ rrxis και

2. rxis ` rxjs “ rfkipxiq ` fkjpxjqs, όπου k ě i, j.

Τότε είναι εύκολο να δούµε ότι µε τις προηγούµενες πράξεις, το σύνολο M είναι ένα αριστερό
R-πρότυπο. Επιπλέον, ορίζουµε οµοµορφισµούς αριστερών R-προτύπων

gi : Mi ÝÑM, xi ÞÝÑ rxis,

για κάθε i P I. Ισχυριζόµαστε τώρα ότι η οικογένεια tM, giu είναι το ευθύ όριο του ευθέος
συστήµατος tMi, fjiu. Για να διαπιστώσουµε τον ισχυρισµό αυτό, έστω i, j P I µε i ď j. Επειδή το
σύνολο I είναι κατευθυνόµενο, υπάρχει κάποιο k P I έτσι ώστε k ě i, j. Τότε rfjipxiqs “ rxis για
κάθε xi PMi, διότι fkjpfjipxiqq “ pfkj ˝ fjiqpxiq “ fkipxiq. Συνεπώς, παίρνουµε ότι gi “ gj ˝ fji,
όταν i ď j. Αν tN,hiu είναι µια άλλη τέτοια οικογένεια, τότε ορίζουµε απεικόνιση

θ : M ÝÑ N, rxs ÞÝÑ hkpxkq,

όπου x “ xk για κάποιο k P I και για κάποιο xk P Mk. Εύκολα ϐλέπουµε ότι η απεικόνιση
θ είναι ένας καλώς ορισµένος οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων, έτσι ώστε θ ˝ gi “ hi για
κάθε i P I. Μάλιστα, ο οµοµορφισµός θ µε την προηγούµενη ιδιότητα είναι µοναδικός, διότι στην
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περίπτωση που υπάρχει οµοµορφισµός θ1 τέτοιος ώστε θ1 ˝gi “ hi για κάθε i P I, τότε για το τυχόν
rxs P M , όπου x “ xi για κάποιο i P I και για κάποιο xi P Mi, έχουµε ότι rxs “ rxis “ gipxiq,
καθώς και ότι

θ1prxsq “ θ1pgipxiqq “ pθ
1 ˝ giqpxiq “ hipxiq “ pθ ˝ giqpxiq “ θpgipxiqq “ θprxsq.

΄Αρα, lim
ÝÑ

Mi “M . �

Παρατήρηση 1.2.40. ΄Εστω tMi, fjiu ένα ευθύ σύστηµα από αριστερά R-πρότυπα υπεράνω ενός
κατευθυνόµενου συνόλου I, και λi : Mi ÝÑ ‘iPIMi η κανονική έγκλειση για κάθε i P I. Αν S
είναι το υποπρότυπο του ‘iPIMi που παράγεται από στοιχεία της µορφής λj ˝ fjipxiq ´ λipxiq
για i ď j, τότε η απεικόνιση

θ : lim
ÝÑ

Mi ÝÑ ‘iPIMi{S, rxis ÞÝÑ λipxiq ` S,

είναι ένας καλώς ορισµένος ισοµορφισµός αριστερών R-προτύπων, και άρα, κάθε στοιχείο του
lim
ÝÑ

Mi έχει αντιπρόσωπο ένα στοιχείο της µορφής λipxiq ` S.

Παράδειγµα 1.2.41. ΄Εστω I ένα κατευθυνόµενο σύνολο,M ένα αριστερόR-πρότυπο και tMiuiPI

µια οικογένεια υποπροτύπων του M τέτοια ώστε για κάθε Ϲεύγος i, j P I, υπάρχει k P I µε
Mi `Mj Ď Mk. Θέτουµε i ď j αν Mi Ď Mj , και έστω fji : Mi ÝÑ Mj για i ď j, η κανο-
νική έγκλειση. Τότε η οικογένεια tMi, fjiu είναι ένα ευθύ σύστηµα αριστερών R-προτύπων, και
lim
ÝÑ

Mi “ YiPIMi. Αν τα Mi για i P I, είναι όλα τα πεπερασµένα παραγόµενα υποπρότυπα του
M , τότε η προηγούµενη συνθήκη ικανοποιείται, και τότε YiPIMi “ M . ΄Αρα, κάθε (αριστερό)
R-πρότυπο είναι το ευθύ όριο των πεπερασµένα παραγόµενων υποπροτύπων του.

Ορισµός 1.2.42. Αν F :“ tMi, fjiu και F 1 :“ tM 1
i , f

1
jiu είναι δύο ευθέα συστήµατα αριστερών R-

προτύπων υπεράνω του ίδιου συνόλου I, τότε ένας µορφισµός µεταξύ των ευθέων συστηµάτων
F και F 1,

T : F ÝÑ F 1,

είναι µία οικογένεια οµοµορφισµών αριστερών R-προτύπων T “ tri : Mi ÝÑ M 1
iuiPI έτσι ώστε

f 1ji ˝ ri “ rj ˝ fji, όταν i ă j. ΄Ενας τέτοιος µορφισµός T : F ÝÑ F 1 επάγει έναν οµοµορφισµό
αριστερών R-προτύπων

lim
ÝÑ

ri : lim
ÝÑ

Mi ÝÑ lim
ÝÑ

M 1
i , rxis ÞÝÑ rripxiqs.

Η ακόλουθη πρόταση µας εξασφαλίζει ότι ο συναρτητής ευθύ όριο lim
ÝÑI

από την κατηγορία
των ευθέων συστηµάτων προτύπων υπεράνω ενός κατευθυνόµενου συνόλου I στην κατηγορία
προτύπων, είναι ακριβής. Με άλλα λόγια, ο συναρτητής ευθύ όριο διατηρεί σύντοµες ακριβείς
ακολουθίες.

Πρόταση 1.2.43. ΄Εστω I ένα κατευθυνόµενο σύνολο και tMi, fjiu, tM
1
i , f

1
jiu, tM

2
i , f

2
jiu ευθέα

συστήµατα αριστερών R-προτύπων υπεράνω του συνόλου I. Αν

T “ triu : tMi, fjiu ÝÑ tM 1
i , f

1
jiu και T 1 “ tsiu : tM 1

i , f
1
jiu ÝÑ tM2

i , f
2
jiu

είναι µορφισµοί ευθέων συστηµάτων, και αν η ακολουθία

0 ÝÑMi
ri
ÝÑM 1

i
si
ÝÑM2

i ÝÑ 0,

είναι ακριβής για κάθε i P I, τότε η επαγόµενη ακολουθία προτύπων

0 // lim
ÝÑ

Mi

lim
ÝÑ

ri
// lim
ÝÑ

M 1
i

lim
ÝÑ

si
// lim
ÝÑ

M2
i

// 0

είναι ακριβής.
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Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [51, Proposition 7.100]. �

Το επόµενο αποτέλεσµα, µας δίνει ότι ο συναρτητής ευθύ όριο διατηρεί τανυστικά γινόµενα.

Πρόταση 1.2.44. Αν tBi, bjiuiPI είναι ένα ευθύ σύστηµα αριστερών R-προτύπων, και A είναι ένα
δεξιό R-πρότυπο, τότε

lim
ÝÑ
pAbR Biq – AbR plimÝÑBiq.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [52, Theorem 5.27]. �

Για την απόδειξη του επόµενος αποτελέσµατος, παραπέµπουµε στο ϐιβλίο [42].

Πρόταση 1.2.45. Κάθε πρότυπο A υπεράνω τυχόντος δακτυλίου R είναι το ευθύ όριο ενός ευθέος
συστήµατος tFi | i P Iu πεπερασµένα παραστάσιµων προτύπων:

A “ lim
ÝÑ

Fi

Στην συνέχεια αναλύουµε εν συντοµία την έννοια του αντίστροφου ορίου αντίστροφων συστη-
µάτων προτύπων. ΄Οπως ϑα διαπιστώσουµε, το αντίστροφο όριο είναι η δυϊκή κατασκευή του
ευθέος ορίου.

Ορισµός 1.2.46. ΄Εστω I ένα κατευθυνόµενο σύνολο, και tMiuiPI µια οικογένεια αριστερών R-
προτύπων. Υποθέτουµε ότι για κάθε i, j P I µε i ď j, υπάρχει ένας οµοµορφισµός αριστερών
R-προτύπων fij : Mj ÝÑMi, έτσι ώστε

1. fii “ IdMi για κάθε i P I, και

2. αν i ď j ď k, τότε fij ˝ fjk “ fik.

Τότε η οικογένεια tMi, fiju καλείται ένα αντίστροφο σύστηµα, (inverse system).

Ορισµός 1.2.47. ΄Εστω I ένα κατευθυνόµενο σύνολο και έστω tMi, fiju ένα αντίστροφο σύστηµα
αριστερών R-προτύπων υπεράνω του I. Το αντίστροφο όριο (inverse limit) του αντιστρόφου
συστήµατος tMi, fiju, είναι ένα αριστερό R-πρότυπο lim

ÐÝ
Mi µαζί µε µια οικογένεια οµοµορφισµών

αριστερών R-προτύπων
 

ai : lim
ÐÝ

Mi ÝÑMi | i P I
(

έτσι ώστε fij ˝ aj “ ai για κάθε i ď j, και αν tX, kiu είναι µια άλλη τέτοια οικογένεια, τότε υπάρχει
µοναδικός οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων θ : X ÝÑ lim

ÐÝ
Mi, τέτοιος ώστε ki “ ai ˝ θ.

Ανάλογα µε την Παρατήρηση (1.2.38), έχουµε ότι :

Παρατήρηση 1.2.48. Το αντίστροφο όριο ενός αντιστρόφου συστήµατος από (αριστερά)R-πρότυπα
είναι µοναδικό µέχρι ισοµορφισµού.

Συνεχίζουµε µε το Θεώρηµα ύπαρξης των αντίστροφων ορίων.

Θεώρηµα 1.2.49. Το αντίστροφο όριο ενός αντιστρόφου συστήµατος tMi, fiju από αριστερά R-
πρότυπα υπεράνω ενός κατευθυνόµενου συνόλου I, υπάρχει.

Απόδειξη. Αν $i :
ś

iPIMi ÝÑMi είναι η κανονική προβολή για κάθε i P I. Θέτουµε

L “ tpxiq P
ź

Mi | xi “ fijpxjq όπου i ď ju,

και ai “ $|L : L ÝÑ Mi, τον περιορισµό της $ στο αριστερό R-πρότυπο L. Αν pxiq P L, και
i ď j, τότε

fij ˝ ajppxiqq “ fijpajppxiqqq “ fijpxjq “ xi “ aippxiqq.
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Εποµένως, παίρνουµε ότι fij ˝ aj “ ai για i ď j. ΄Εστω τώρα tX, kiu µια άλλη τέτοια οικογένεια.
Ορίζουµε απεικόνιση

θ : X ÝÑ
ź

Mi, x ÞÝÑ pkipxqq.

Εύκολα διαπιστώνουµε ότι η απεικόνιση θ είναι ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων, έτσι
ώστε ai ˝ θ “ ki για κάθε i P I. Αν φ : X ÝÑ L είναι ένας ακόµη οµοµορφισµός αριστερών
R-προτύπων, τέτοιος ώστε ai ˝ φ “ ki για κάθε i P I, τότε φpxq “ pxiq και kipxq “ pai ˝ φqpxq “
aipφpxqq “ aippxiqq “ xi για κάθε i P I. ΄Αρα, έχουµε ότι θpxq “ pkipxqq “ pxiq “ φpxq, και κατ΄
επέκταση, ότι φ “ θ. Εποµένως, L – lim

ÐÝ
Mi. �

Παράδειγµα 1.2.50. ΄Εστω I ένα κατευθυνόµενο σύνολο, και tMiuiPI µια οικογένεια υποπρο-
τύπων ενός αριστερού προτύπου M διατεταγµένη µε την αντίστροφη έγκλειση, δηλαδή αν i ď j,
τότεMj ĎMi. Τότε η οικογένεια tMiuiPI µαζί µε τις αντίστροφες εγκλείσεις, είναι ένα αντίστροφο
σύστηµα αριστερών R-προτύπων, και lim

ÐÝ
Mi –

Ş

iPIMi.

Τέλος, παραθέτουµε τους ακόλουθους ισοµορφισµούς αβελιανών οµάδων:

Πρόταση 1.2.51. Αν A είναι ένα αριστερό R-πρότυπο, τότε ισχύουν τα εξής :

1. HomRpA, limÐÝMiq – lim
ÐÝ

HomRpA,Miq,

2. HomRplimÝÑMi, Aq – lim
ÐÝ

HomRpMi, Aq.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [52, Propositions 5.21, 5.26]. �

Σηµειώνουµε ότι σε αντίθεση µε την ιδιότητα ακρίβειας του συναρτητή ευθύ όριο lim
ÝÑ

, ο συναρ-
τητής αντίστροφο όριο lim

ÐÝ
δεν είναι ακριβής, αλλά µόνο αριστερά ακριβής.

1.2.4 Pullbacks Και Pushouts

Ολοκληρώνουµε την αναφορά µας σε ϑεµελιώδεις κατασκευές, µε αυτές των pullbacks και των
pushouts στην κατηγορία R-Mod. Σηµειώνουµε ότι οι έννοιες των pullbacks και των pushouts,
γενικεύονται και ορίζονται σε µια οποιαδήποτε κατηγορία, ωστόσο η ύπαρξη αυτών εξαρτάται από
τις δοµικές ιδιότητες της κατηγορίας.

Ας ξεκινήσουµε µε τον ορισµό του pullback.

Ορισµός 1.2.52. Θεωρούµε το ακόλουθο διάγραµµα από αριστερά R-πρότυπα και από οµοµορφι-
σµούς αριστερών R-προτύπων:

A

f

��
B

g
// C

(1.2)

Το pullback του προηγούµενου διαγράµµατος, είναι µια τριάδα pP, h, kq, όπου το P είναι ένα αρι-
στερό R-πρότυπο, και h : P ÝÑ A, k : P ÝÑ B είναι οµοµορφισµοί αριστερών R-προτύπων, έτσι
ώστε να ικανοποιούνται οι ακόλουθες δύο συνθήκες :

1. Υπάρχει ένα µεταθετικό διάγραµµα

P
h //

k
��

A

f

��
B

g // C
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2. Για οποιοδήποτε αριστερό R-πρότυπο P 1 και και για οποιουσδήποτε οµοµορφισµούς αριστερών
R-προτύπων h1 : P 1 ÝÑ A, k1 : P 1 ÝÑ B µε f ˝h1 “ g ˝k1, υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός
σ : P 1 ÝÑ P έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

P 1

k1

��

h1

""
σ

  
P

k
��

h // A

f

��
B

g
// C

Το διάγραµµα

P
h //

k
��

A

f

��
B

g // C

µε την παραπάνω καθολική ιδιότητα, καλείται pullback διάγραµµα.

∆υϊκά,

Ορισµός 1.2.53. Θεωρούµε το ακόλουθο διάγραµµα από αριστερά R-πρότυπα και από οµοµορφι-
σµούς αριστερών R-προτύπων:

A
f //

g

��

B

C

(1.3)

Το pushout του προηγούµενου διαγράµµατος, είναι µια τριπλέτα pD,h, kq, όπου το D είναι ένα
αριστερό R-πρότυπο, και h : B ÝÑ D, k : C ÝÑ D είναι οµοµορφισµοί αριστερών R-προτύπων, έτσι
ώστε να ικανοποιούνται οι ακόλουθες δύο συνθήκες :

1. Υπάρχει ένα µεταθετικό διάγραµµα

A
f //

g

��

B

h
��

C
k // D

2. Για οποιοδήποτε αριστερό R-πρότυπο D1 και για οποιουσδήποτε οµοµορφισµούς αριστερών
R-προτύπων g1 : B ÝÑ D1, f 1 : C ÝÑ D1 µε g1 ˝f “ f 1 ˝g, υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός
φ : D ÝÑ D1 έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

A

g

��

f // B

h
�� g1

��

C
k
//

f 1 ++

D

φ

  
D1



36 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ ∆ΑΚΤΥΛΙΩΝ ΚΑΙ ΠΡΟΤΥΠΩΝ

Το µεταθετικό διάγραµµα

A
f //

g

��

B

h
��

C
k // D

µε την παραπάνω καθολική ιδιότητα, καλείται pushout διάγραµµα.

Παρατήρηση 1.2.54. Ως άµεση συνέπεια των Ορισµών (1.2.52) και (1.2.53), παίρνουµε ότι το
pullback, αντίστοιχα το pushout, ενός διαγράµµατος από R-πρότυπα και R-οµοµορφισµούς,
είναι µοναδικό µέχρι ισοµορφισµού.

Συνεχίζουµε αποδεικνύοντας την ύπαρξη των pullbacks και των pushouts διαγραµµάτων από
R-πρότυπα και R-οµοµορφισµούς.

Πρόταση 1.2.55. 1. Το pullback δύο οµοµορφισµών αριστερών R-προτύπων

f : A ÝÑ C & g : B ÝÑ C

στην R-Mod υπάρχει.

2. Το pushout δύο οµοµορφισµών αριστερών R-προτύπων

f : A ÝÑ B & g : A ÝÑ C

στην R-Mod υπάρχει.

Απόδειξη. 1. Ορίζουµε
P “ tpb, aq P B ‘A | gpbq “ fpaqu,

και έστω h : P ÝÑ A, pb, aq ÞÝÑ a και k : P ÝÑ B, pb, aq ÞÝÑ b, οι ϕυσικές προβολές. Αν
pb, aq P P , τότε

pg ˝ kqpb, aq “ gpkpb, aqq “ gpbq “ fpaq “ fphpb, aqq “ pf ˝ hqpb, aq.

Εποµένως, έπεται ότι g ˝ k “ f ˝ h. Αν pP 1, h1, k1q είναι µια άλλη τριάδα έτσι ώστε g ˝ k1 “ f ˝ h1,
τότε ορίζουµε απεικόνιση

σ : P 1 ÝÑ P, p1 ÞÝÑ pk1pp1q, h1pp1qq.

Η σ είναι καλώς ορισµένη, αφού gpk1pp1qq “ fph1pp1qq για κάθε p1 P P 1, και από τον τρόπο που
ορίστηκε, είναι προφανώς ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων. Παρατηρώντας ότι :

h ˝ σpp1q “ hpσpp1qq “ hpk1pp1q, h1pp1qq “ h1pp1q,

και
k ˝ σpp1q “ kpσpp1qq “ kpk1pp1q, h1pp1qq “ k1pp1q,

για κάθε p1 P P 1, παίρνουµε ότι h ˝ σ “ h1 και k ˝ σ “ k1. Για να δείξουµε ότι ο οµοµορφισµός
σ µε την προηγούµενη ιδιότητα είναι µοναδικός, υποθέτουµε υπάρχει οµοµορφισµός αριστερών
R-προτύπων φ : P 1 ÝÑ P , έτσι ώστε h ˝ φ “ h1 και k ˝ φ “ k1. Αν p1 P P 1, τότε φpp1q “ pb, aq για
κάποιο pb, aq P P , και

h1pp1q “ ph ˝ φqpp1q “ hpφpp1qq “ hpb, aq “ a,

kpp1q “ pk ˝ φqpp1q “ kpφpp1qq “ kpb, aq “ b.

΄Αρα, φ “ σ. Συνεπώς, το P µαζί µε τους οµοµορφισµούς h, k είναι το pullback των οµοµορφισµών
αριστερών R-προτύπων f, g.
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2. ΄Εστω D “ pC ‘Bq{K, όπου K είναι το υποπρότυπο

K “ tpgpaq,´fpaqq P C ‘B | a P Au

του C ‘B. Ορίζουµε οµοµορφισµούς αριστερών R-προτύπων

h : B ÝÑ D, b ÞÝÑ p0, bq `K, & k : C ÝÑ D, c ÞÝÑ pc, 0q `K.

Τότε είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι το πρότυπο πηλίκο D, µαζί µε τους οµοµορφισµούς
αριστερών R-προτύπων h, k, είναι το pushout των οµοµορφισµών αριστερών R-προτύπων f, g. �

Κλείνουµε την ενότητα αυτή, µελετώντας τον τρόπο που συνδέονται τα pullbacks και pushouts
διαγράµµατα µε (σύντοµες) ακριβείς ακολουθίες στην R-Mod.

Πρόταση 1.2.56. Θεωρούµε το pullback P του διαγράµµατος από οµοµορφισµούς αριστερών R-
προτύπων:

P
h //

k
��

A

f

��
B

g // C

.

Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Αν ο f είναι µονοµορφισµός, τότε και ο k είναι µονοµορφισµός.

2. Αν ο f είναι επιµορφισµός, τότε και ο k είναι επιµορφισµός.

3. Υποθέτουµε ότι η ακολουθία A
f
ÝÑ C

ε
ÝÑ L από αριστερά R-πρότυπα είναι ακριβής. Τότε

υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων δ : B ÝÑ L, έτσι ώστε το ακόλουθο
διάγραµµα να είναι µεταθετικό µε ακριβείς στήλες :

P
h //

k
��

A

f

��
B

δ
��

g // C

ε

��
L L

(1.4)

Επιπλέον, αν οι g και ε είναι επιµορφισµοί, τότε και ο δ είναι επιµορφισµός.

4. Υποθέσουµε ότι η ακολουθία E
ε
ÝÑ A

f
ÝÑ C από αριστερά R-πρότυπα είναι ακριβής. Τότε

υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων l : E ÝÑ P , έτσι ώστε το ακόλουθο
διάγραµµα να είναι µεταθετικό µε ακριβείς στήλες :

E

l
��

E

ε

��
P

h //

k
��

A

f

��
B

g // C

(1.5)

Επιπλέον, αν ο ε είναι µονοµορφισµός, τότε και ο l είναι µονοµορφισµός.
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Απόδειξη. 1. ΄Εστω pb, aq P Ker k, δηλαδή pb, aq P P και kpb, aq “ b “ 0. Επειδή το pb, aq P P ,
εξ ορισµού έχουµε ότι fpaq “ gpbq “ gp0q “ 0, και άρα, ότι a P Ker f . Χρησιµοποιώντας
το αποτέλεσµα αυτό, καθώς και την υπόθεση ότι ο f είναι µονοµορφισµός, έπεται ότι a “ 0.
Εποµένως, παίρνουµε ότι pb, aq “ p0, 0q, και κατ΄ επέκταση, ότι ο k είναι µονοµορφισµός.

2. ΄Εστω b P B. Τότε gpbq P C. Επειδή ο f είναι επιµορφισµός, υπάρχει κάποιο a P A έτσι
ώστε fpaq “ gpbq. Συνεπώς, pb, aq P P και kpb, aq “ b. ΄Αρα, ο k είναι επιµορφισµός.

3. Προφανώς, η σύνθεση δ “ ε ˝ g είναι ο µοναδικός οµοµορφισµός έτσι ώστε ολόκληρο το
διάγραµµα (1.4) να είναι µεταθετικό. Μένει να δείξουµε λοιπόν ότι η ακολουθία P k

ÝÑ B
δ
ÝÑ L

είναι ακριβής. Παρατηρώντας ότι :

δ ˝ k “ ε ˝ g ˝ k “ ε ˝ f ˝ h “ 0 ˝ h “ 0,

έπεται ότι Im k Ď Ker δ. Για να πάρουµε τον αντίστροφο εγκλεισµό, ϑεωρούµε ένα b P Ker δ.
Τότε 0 “ δpbq “ ε ˝ gpbq “ εpgpbqq, και άρα, gpbq P Ker ε “ Im f . Εποµένως, υπάρχει κάποιο
a P A έτσι ώστε fpaq “ gpbq. Τότε όµως, έχουµε ότι pb, aq P P και ότι b “ kpb, aq P Im k.
Συνεπώς, Ker δ Ď Im k. Τέλος, είναι προφανές ότι ο δ είναι επιµορφισµός, όταν ο g και ο ε είναι
επιµορφισµοί.

4. Για κάθε e P E, έχουµε ότι fpεpeqq “ 0 “ gp0q. Ορίζουµε λοιπόν απεικόνιση

l : E ÝÑ P, e ÞÝÑ p0, εpeqq.

Προφανώς, η απεικόνιση l είναι ένας καλώς ορισµένος οµοµορφισµός αριστερώνR-προτύπων, έτσι
ώστε h ˝ l “ ε. ∆ηλαδή ο οµοµορφισµός l συνθέτει το µεταθετικό διάγραµµα (1.5). Παρατηρώντας
για κάθε e P E ότι :

pk ˝ lqpeq “ kplpeqq “ kp0, εpeqq “ 0,

έπεται ότι k ˝ l “ 0, ή ισοδύναµα, ότι Im l Ď Ker k. Αντίστροφα, αν pb, aq P Ker k, τότε pb, aq P P
και 0 “ kpb, aq “ b. ΄Οµως, fpaq “ gpbq. Εποµένως, παίρνουµε ότι fpaq “ gp0q “ 0, δηλαδή
ότι a P Ker f “ Im ε. Συνεπώς, υπάρχει κάποιο e P E έτσι ώστε εpeq “ a. ΄Ετσι τελικά, έχουµε
ότι pb, aq “ p0, εpeqq “ lpeq P Im l, και κατ΄ επέκταση, ότι Ker k Ď Im l. ΄Αρα, η ακολουθία
E

l
ÝÑ P

k
ÝÑ B είναι ακριβής. Μάλιστα, είναι εύκολο να δούµε ότι ο l είναι ο µοναδικός

οµοµορφισµός ο οποίος συνθέτει ένα µεταθετικό και ακριβές διάγραµµα, όπως το διάγραµµα
(1.5).

Υποθέτουµε τώρα ότι ο ε είναι µονοµορφισµός, και ϑεωρούµε ένα e P Ker l. Τότε lpeq “
p0, εpeqq “ p0, 0q, και άρα, εpeq “ 0. ∆ηλαδή, e P Ker ε “ 0. Εποµένως, ο l είναι επίσης
µονοµορφισµός. �

Πρόταση 1.2.57. Θεωρούµε το pushout D του διαγράµµατος από οµοµορφισµούς αριστερών R-
προτύπων:

A
f //

g

��

B

h
��

C
k // D

Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Αν ο f είναι µονοµορφισµός, τότε και ο k είναι µονοµορφισµός.

2. Αν ο f είναι επιµορφισµός, τότε και ο k είναι επιµορφισµός.

3. Υποθέτουµε ότι η ακολουθία E
ε
ÝÑ A

f
ÝÑ B από αριστερά R-πρότυπα είναι ακριβής. Τότε

υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων δ : E ÝÑ C, έτσι ώστε το ακόλουθο
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διάγραµµα να είναι µεταθετικό µε ακριβείς γραµµές :

E
ε // A

f //

g

��

B

h
��

E
δ // C

k // D

Επιπλέον, αν οι g και ε είναι µονοµορφισµοί, τότε και ο δ είναι µονοµορφισµός.

4. Υποθέτουµε ότι η ακολουθία A
f
ÝÑ B

ε
ÝÑ L από αριστερά R-πρότυπα είναι ακριβής. Τότε

υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων l : D ÝÑ L, έτσι ώστε το ακόλουθο
διάγραµµα να είναι µεταθετικό µε ακριβείς γραµµές :

A
f //

g

��

B

h
��

ε // L

C
k // D

l // L

Επιπλέον, αν ο ε είναι επιµορφισµός, τότε και ο l είναι επιµορφισµός.

Απόδειξη. Ανάλογα µε την απόδειξη της Πρότασης p1.2.56q. �

Παρατήρηση 1.2.58. Εναλλακτικά, το pullback ϑα µπορούσε να οριστεί ως το αντίστροφο όριο
του διαγράµµατος (1.2), και το pushout ως το ευθύ όριο του διαγράµµατος (1.3).

1.3 ∆ακτύλιοι Και Πρότυπα της Noether

Στην παρούσα ενότητα, ορίζουµε και µελετάµε δακτυλίους και πρότυπα της Noether. Οι έννοιες
αυτές, ϑα µας είναι ιδιαίτερα χρήσιµες στην συνέχεια της διατριβής.

Ορισµός 1.3.1. 1. ΄Ενα αριστερόR-πρότυποM ικανοποιεί την αύξουσα συνθήκη αλυσίδας,
(ascending chain condition), αν κάθε αύξουσα αλυσίδα υποπροτύπων του M

S1 Ď S2 Ď S3 Ď ¨ ¨ ¨

είναι τελικά σταθερή. ∆ηλαδή, αν υπάρχει ένας ϑετικός ακέραιος n τέτοιος ώστε Si “ Sn για
κάθε i ě n.

2. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο M ικανοποιεί την συνθήκη µεγίστου, (maximum condition),
αν κάθε µη κενή οικογένεια F υποπροτύπων τουM έχει ένα µέγιστο στοιχείο, δηλαδή, υπάρχει
κάποιο S0 P F για το οποίο δεν υπάρχει κάποιο S P F µε S0 Ĺ S.

Πρόταση 1.3.2. Για κάθε αριστερό R-πρότυπο M , οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναµες :

1. Το M ικανοποιεί την αύξουσα συνθήκη αλυσίδας.

2. Το M ικανοποιεί την συνθήκη µεγίστου.

3. Κάθε υποπρότυπο του M είναι πεπερασµένα παραγόµενο.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [52, Proposition 3.15]). �

Είµαστε έτοιµοι τώρα να εισάγουµε την έννοια ενός προτύπου και ενός δακτυλίου της Noether.

Ορισµός 1.3.3. ΄Ενα αριστερό R-πρότυποM καλείται πρότυπο της Noether, (noetherian mo-
dule), αν ικανοποιεί µία από τις ισοδύναµες συνθήκες της Πρότασης (1.3.2).

Ανάλογα ορίζεται ένα δεξιό R-πρότυπο της Noether.
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Παράδειγµα 1.3.4. Προφανώς, κάθε πεπερασµένο R-πρότυπο είναι ένα πρότυπο της Noether.

Παρατήρηση 1.3.5. Είναι εύκολο να δούµε ότι αν f : M ÝÑ N είναι ένας ισοµορφισµός R-
προτύπων, τότε το M είναι πρότυπο της Noether, αν και µόνο αν, το N πρότυπο της Noether.
Επιπλέον, είναι ϕανερό ότι κάθε υποπρότυπο ενός προτύπου της Noether, είναι επίσης ένα πρό-
τυπο της Noether.

Ορισµός 1.3.6. ΄Ενας δακτύλιος R καλείται αριστερός δακτύλιος της Noether, (left noethe-
rian ring), αν ο δακτύλιος R είναι ένα πρότυπο της Noether, ως αριστερό R-πρότυπο.

Ανάλογα ορίζεται ένας δεξιός δακτύλιος της Noether. Επιπλέον, αν R είναι αριστερός και δεξιός
δακτύλιος της Noether, τότε ο R καλείται δακτύλιος της Noether (noetherian ring).

Τονίζουµε ξανά ότι ανάλογα αποτελέσµατα µε αυτά που ϑα παραθέσουµε στην συνέχεια της
παρούσας ενότητας για αριστερά R-πρότυπα, ισχύουν και για δεξιά R-πρότυπα.

Χρησιµοποιώντας τους Ορισµούς (1.3.3) και (1.3.6), έπεται ότι :

Πόρισµα 1.3.7. ΄Ενας δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether, αν και µόνο αν, κάθε
αριστερό ιδεώδες του R είναι πεπερασµένα παραγόµενο.

Παράδειγµα 1.3.8. 1. Ο δακτύλιος των ακεραίων Z είναι δακτύλιος της Noether. Πιο γενικά,
κάθε περιοχή κύριων ιδεωδών είναι δακτύλιος της Noether.

2. Κάθε δακτύλιος διαίρεσης D είναι δακτύλιος της Noether, αφού τα µόνα αριστερά ή δεξιά
ιδεώδη του D είναι το 0 και ο D.

3. Κάθε άλγεβρα πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος είναι δακτύλιος της Noether.
Για παράδειγµα η άλγεβρα των nˆ n πινάκων µε στοιχεία από ένα σώµα και η άλγεβρα των
nˆ n άνω τριγωνικών πινάκων µε στοιχεία από ένα σώµα είναι δακτύλιοι της Noether.

4. ΄Εστω K ένα σώµα, και R “ Krx1, x2, ¨ ¨ ¨ , xns ο δακτύλιος πολυωνύµων στις n µεταβλητές
υπεράνω του K. Τότε ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος της Noether, όπως προκύπτει από το
Θεώρηµα ϐάσης του Hilbert, [22].

5. Μπορεί κανείς να δει εύκολα ότι αν R είναι ένας δακτύλιος της Noether, τότε για κάθε ιδεώ-
δες I του R, ο δακτύλιος πηλίκο R{I είναι δακτύλιος της Noether. Ιδιαίτερα δακτύλιοι της
µορφής Krx1, x2, ¨ ¨ ¨ , xns{I, όπου I είναι ένα ιδεώδες, είναι δακτύλιοι της Noether. ∆ακτύ-
λιοι αυτού του τύπου παίζουν ϑεµελιώδη ϱόλο στην Αλγεβρική Γεωµετρία και τη Μεταθετική
΄Αλγεβρα.

Πρόταση 1.3.9. ΄Εστω 0 ÝÑ M 1 ÝÑ M ÝÑ M2 ÝÑ 0 µια σύντοµη ακριβής ακολουθία αρι-
στερών R-προτύπων. Τότε το M είναι πρότυπο της Noether, αν και µόνο αν, τα M 1 και M2 είναι
πρότυπα της Noether.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [27, Proposition 2.3.7] �

Παρατήρηση 1.3.10. Η Πρόταση (1.3.9), µας εξασφαλίζει ότι κάθε οµοµορφική εικόνα ενός
αριστερού προτύπου της Noether, είναι επίσης ένα αριστερό πρότυπο της Noether.

Πρόταση 1.3.11. Για κάθε ϑετικό ακέραιο n, ένα ευθύ άθροισµα‘ni“1Mi από αριστεράR-πρότυπα
είναι αριστερό πρότυπο της Noether, αν και µόνο αν, κάθεMi είναι αριστερόR-πρότυπο της Noether.

Απόδειξη. Θεωρούµε έναν ϑετικό ακέραιο n, και υποθέτουµε ότι το αριστερό R-πρότυπο ‘ni“1Mi

είναι πρότυπο της Noether. Επειδή κάθε υποπρότυπο ενός προτύπου της Noether είναι πρότυπο
της Noether, και αφού κάθε Mi είναι ισόµορφο µε ένα υποπρότυπο του ‘ni“1Mi, έπεται ότι κάθε
Mi είναι πρότυπο της Noether.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι κάθε Mi για i “ 1, . . . , n, είναι πρότυπο της Noether, όπου ο n
είναι ένας οποιοδήποτε ϑετικός ακέραιος αριθµός. Θα δείξουµε ότι το ‘ni“1Mi είναι πρότυπο της
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Noether µε χρήση επαγωγής στον ϑετικό ακέραιο αριθµό n. Αν n “ 1, τότε προφανώς ισχύει το
Ϲητούµενο. Υποθέτουµε τώρα ότι το αριστερό R-πρότυπο ‘mi“1Mi είναι πρότυπο της Noether, για
κάθε ακέραιο m µε 1 ď m ă n. Τότε ϑεωρώντας τη σύντοµη ακριβή ακολουθία από αριστερά
R-πρότυπα:

0 ÝÑ ‘
n´1
i“1 Mi ÝÑ ‘ni“1Mi ÝÑMn ÝÑ 0,

και χρησιµοποιώντας την υπόθεση καθώς και την Πρόταση (1.3.9), παίρνουµε ότι το αριστερό
R-πρότυπο ‘ni“1Mi είναι πρότυπο της Noether, όπως επιθυµούσαµε. �

Ως προφανή συνέπεια της Πρότασης (1.3.11), παίρνουµε ότι :

Πόρισµα 1.3.12. ΄Ενας δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether, αν και µόνο αν, το
ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο Rpnq είναι πρότυπο της Noether για κάθε ακέραιο n ě 1.

Η ακόλουθη πρόταση χαρακτηρίζει έναν αριστερό δακτύλιο της Noether.

Πρόταση 1.3.13. Για έναν δακτύλιο R οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναµες :

1. Ο R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether.

2. Κάθε πεπερασµένα παραγόµενο αριστερό R-πρότυπο είναι πρότυπο της Noether.

3. Κάθε υποπρότυπο ενός πεπερασµένα παραγόµενου αριστερού R-προτύπου είναι πεπερασµένα
παραγόµενο.

Απόδειξη. p1 ñ 2q : Υποθέτουµε ότι ο R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether. Τότε το Πόρισµα
(1.3.12), µας δίνει ότι το ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο Rpnq είναι πρότυπο της Noether για κάθε
ακέραιο n ě 1. Αν M είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο αριστερό R-πρότυπο, τότε το M είναι
η οµοµορφική εικόνα ενός Rpnq για κάποιον ακέραιο n ě 1. Συνεπώς, χρησιµοποιώντας την
Παρατήρηση (1.3.10), παίρνουµε ότι το M είναι αριστερό R-πρότυπο της Noether.
p2 ñ 3q : Χρησιµοποιώντας την υπόθεση, και το γεγονός ότι κάθε υποπρότυπο ενός αριστερού

R-προτύπου της Noether είναι πεπερασµένα παραγόµενο, έπεται τετριµµένα το Ϲητούµενο.
p3 ñ 1q : Αν ισχύει το 3), τότε επειδή ο δακτύλιος R παράγεται ως αριστερό R-πρότυπο από

το µονοσύνολο t1Ru, έχουµε ότι κάθε αριστερό ιδεώδες του R είναι πεπερασµένα παραγόµενο.
΄Ετσι, στην περίπτωση που ισχύει το 3), χρησιµοποιώντας το Πόρισµα (1.3.7) οδηγούµαστε στο
συµπέρασµα ότι ο R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether. �

Πόρισµα 1.3.14. Αν ο δακτύλιος R είναι ένας αριστερός δακτύλιος της Noether, τότε ένα αριστερό
R-πρότυπο M είναι πρότυπο της Noether, αν και µόνο αν, το M είναι πεπερασµένα παραγόµενο.

Απόδειξη. Αν M είναι ένα αριστερό R-πρότυπο της Noether, τότε προφανώς το M είναι πεπερα-
σµένα παραγόµενο. Αντίστροφα, αν M είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο αριστερό R-πρότυπο,
τότε η ισοδυναµία p1q ðñ p2q της Πρότασης (1.3.13), µας δίνει ότι το M είναι πρότυπο της
Noether. �

Παρατήρηση 1.3.15. Αν ο δακτύλιος R είναι ένας αριστερός δακτύλιος της Noether, τότε χρησι-
µοποιώντας το Πόρισµα (1.3.14), είναι προφανές ότι για κάθε πεπερασµένα παραγόµενο αριστερό
R-πρότυπο M, υπάρχει µια ελεύθερη ανάλυση

¨ ¨ ¨ ÝÑ F1 ÝÑ F0 ÝÑM ÝÑ 0,

όπου κάθε Fi για i ě 0, είναι πεπερασµένα παραγόµενο. Ως συνέπεια αυτού, έπεται ότι αν ο
R είναι ένας αριστερός δακτύλιος της Noether, τότε κάθε πεπερασµένα παραγόµενο αριστερό R-
πρότυπο είναι επίσης πεπερασµένα παραστάσιµο. Συνεπώς, υπεράνω ενός αριστερού δακτυλίου
της Noether, οι έννοιες «πεπερασµένα παραστάσιµο αριστερό πρότυπο» και «πεπερασµένα παραγόµε-
νο αριστερό πρότυπο» είναι ισοδύναµες.
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Ορισµός 1.3.16. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο M καλείται µη αναλύσιµο, (indecomposable), αν
δεν υπάρχουν µη µηδενικά υποπρότυπα M1 και M2 του M, έτσι ώστε M “ M1 ‘M2. ∆ηλαδή, το
M είναι µη αναλύσιµο, αν οι µόνοι ευθείς προσθετέοι του M είναι το 0 και το M.

Τα ενέσιµα πρότυπα υπεράνω τυχόντος δακτυλίου R δεν έχουν απαραίτητα µη αναλύσιµες
αποσυνθέσεις. Ωστόσο, κάθε ενέσιµο πρότυπο υπεράνω ενός δακτυλίου R έχει µια µη αναλύσιµη
αποσύνθεση, αν και µόνο αν, ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος της Noether.

Θεώρηµα 1.3.17. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα για έναν δακτύλιο R.

1. Ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether.

2. Κάθε ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο είναι ένα ευθύ άθροισµα από µη αναλύσιµα (ενέσιµα) πρό-
τυπα.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [2, Theorem 25.6]. �

Παρατήρηση 1.3.18. Η κλάση ισοµορφίας των αντιπροσώπων των µη-αναλύσιµων ενέσιµων προ-
τύπων σχηµατίζουν ένα σύνολο, ϐλέπε [32].



Κεφάλαιο 2

Στοιχεία Θεωρίας Κατηγοριών

Στο παρόν κεφάλαιο αναπτύσσουµε τα στοιχεία από την ϐασική ϑεωρία κατηγοριών, τα οποία ϑα
χρειασθούµε στη συνέχεια. Παρουσιάζουµε την έννοια µιας κατηγορίας, η οποία ϑα αποτελέσει
όπως ϑα δούµε, το απαραίτητο συστατικό για τον ορισµό ενός συναρτητή, και µελετάµε ϐασικές
ιδιότητες. Στη συνέχεια του κεφαλαίου αυτού, επικεντρωνόµαστε στη µελέτη συναρτητών καθώς
και των αβελιανών κατηγοριών, οι οποίες αποτελούν το κατάλληλο πλαίσιο για την µελέτη της
Οµολογικής ΄Αλγεβρας και των εφαρµογών της.

2.1 Κατηγορίες

Οι κατηγορίες είναι το µαθηµατικό εργαλείο που µας επιτρέπει να µελετάµε αντικείµενα, εφο-
διασµένα µε µια ορισµένη δοµή, καθώς και τον τρόπο µε τον οποίο µπορούµε να µεταβούµε από
ένα αντικείµενο σε ένα άλλο αντικείµενο, διατηρώντας τη σχετική δοµή. Σηµειώνουµε ότι ο όρος
κατηγορία εισήχθηκε κατά την περίοδο 1942 ´ 1945, από τους Samuel Eilenberg και Saunders
Mac Lane.

Ορισµός 2.1.1. Μια κατηγορία (category) C αποτελείται από :

1. Μια κλάση obpCq, από στοιχεία τα οποία καλούνται αντικείµενα.

2. Για κάθε διατεταγµένο Ϲεύγος pA,Bq από αντικείµενα της C, υπάρχει ένα σύνολοHomCpA,Bq,
από στοιχεία τα οποία καλούνται µορφισµοί από το A στο B. Συµβολίζουµε έναν µορφισµό f
από το A στο B, µε f : A ÝÑ B.

3. Για κάθε τριάδα A,B,C από αντικείµενα της C, υπάρχει µια απεικόνιση συνόλων:

˝ : HomCpA,Bq ˆ HomCpB,Cq ÝÑ HomCpA,Cq, pf, gq ÞÝÑ g ˝ f,

η οποία καλείται σύνθεση, έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι τρεις ακόλουθες συνθήκες :

piq Για κάθε δύο διατεταγµένα Ϲεύγη pA,Bq και pA1, B1q από αντικείµενα της C, ισχύει ότι
HomCpA,Bq X HomCpA

1, B1q “ H, στην περίπτωση κατά την οποία pA,Bq ‰ pA1, B1q.

piiq (Προσεταιριστικότητα της σύνθεσης): Για κάθε τετράδα A,B,C,D από αντικείµενα της C,
και για κάθε f P HomCpA,Bq, g P HomCpB,Cq, h P HomCpC,Dq, ισχύει ότι :

h ˝ pg ˝ fq “ ph ˝ gq ˝ f

piiiq ( ΄Υπαρξη ουδετέρου στοιχείου για την σύνθεση): Για κάθε αντικείµενο A της C, υπάρχει
µορφισµός 1A P HomCpA,Aq, µε την ιδιότητα :

f ˝ 1A “ f & 1A ˝ g “ g

για κάθε f P HomCpA,Cq και για κάθε g P HomCpB,Aq.

43
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Σύµβαση: Καθ΄ όλη την έκταση του κεφαλαίου αυτού, συµβολίζουµε µε C µια τυχαία κατηγο-
ϱία.

Παρατήρηση 2.1.2. Για κάθε αντικείµενο A της C, ο µορφισµός 1A : A ÝÑ A, καλείται ο
ταυτοτικός µορφισµός (identity morphism) του A, και µάλιστα είναι ο µοναδικός µορφισµός
που πληρεί την ιδιότητα που περιγράψαµε στο τρίτο αξίωµα του ορισµού της κατηγορίας C. Για να
το διαπιστώσουµε αυτό, υποθέτουµε ότι υπάρχει µορφισµός 11A : A ÝÑ A, τέτοιος ώστε f ˝11A “ f
και 11A ˝ g “ g, για κάθε f P HomCpA,Cq και για κάθε g P HomCpB,Aq. Τότε χρησιµοποιώντας
τις ιδιότητες των µορφισµών 1A και 11A, καταλήγουµε ότι 1A “ 1A ˝ 11A “ 11A.

Παράδειγµα 2.1.3. 1. Η κατηγορία Set των συνόλων: η κλάση obpSetq αποτελείται από όλα
τα σύνολα, οι µορφισµοί είναι οι απεικονίσεις µεταξύ συνόλων, η σύνθεση είναι η προφανής
σύνθεση απεικονίσεων.

2. Η κατηγορία Top των τοπολογικών χώρων: η κλάση obpTopq αποτελείται από όλους τους το-
πολογικούς χώρους, οι µορφισµοί είναι οι συνεχείς απεικονίσεις µεταξύ τοπολογικών χώρων,
η σύνθεση είναι η συνήθης σύνθεση απεικονίσεων.

3. Η κατηγορία ComTop των συµπαγών τοπολογικών χώρων: η κλάση obpComTopq, αποτε-
λείται από όλους τους συµπαγείς τοπολογικούς χώρους, οι µορφισµοί είναι οι συνεχείς
απεικονίσεις µεταξύ συµπαγών τοπολογικών χώρων, η σύνθεση είναι η σύνθεση απεικονίσε-
ων.

4. Η κατηγορία Grp των οµάδων: η κλάση obpGrpq αποτελείται από όλες τις οµάδες, οι µορ-
ϕισµοί είναι οι οµοµορφισµοί οµάδων, η σύνθεση είναι η συνήθης σύνθεση οµοµορφισµών
οµάδων.

5. Η κατηγορία Ab των αβελιανών οµάδων: η κλάση obpAbq αποτελείται από όλες τις αβελιανές
οµάδες, οι µορφισµοί είναι οι οµοµορφισµοί (αβελιανών) οµάδων, η σύνθεση είναι η σύνθεση
οµοµορφισµών οµάδων.

6. ΑνR είναι ένας προσεταιριστικός δακτύλιος µε µονάδα, τότε ορίζεται η κατηγορίαR-Mod των
αριστερών R-προτύπων: η κλάση obpR-Modq αποτελείται από όλα τα αριστερά R-πρότυπα,
οι µορφισµοί είναι οι οµοµορφισµοί αριστερών R-προτύπων, η σύνθεση είναι η συνήθης
σύνθεση οµοµοµορφισµών αριστερών R-προτύπων.
Παρόµοια ορίζεται η κατηγορία Mod-R των δεξιών R-προτύπων.

7. Αν pS,ďq είναι ένα µερικώς διατεταγµένο σύνολο, τότε ορίζεται η κατηγορία S: η κλάση
obpSq είναι το σύνολο S, και αν x και y είναι δύο οποιοδήποτε στοιχεία του συνόλου S, τότε
το σύνολο όλων των µορφισµών από το x στο y είναι :

HomSpx, yq “

#

t‹u , αν x ď y

H , αλλιώς

Μια κατηγορία, όπως η S, όπου η κλάση των αντικειµένων της είναι σύνολο καλείται µικρή
κατηγορία (small category).

Σχόλιο 2.1.4. ΄Εναν µορφισµό σε µια κατηγορία, µπορούµε να τον ϑεωρούµε διαισθητικά ως µια
απεικόνιση. Ωστόσο, το Παράδειγµα (2.1.3) το 7, µας υπογραµµίζει το γεγονός ότι ένας µορφισµός
σε µια αυθαίρετη κατηγορία δεν είναι απαραίτητα απεικόνιση µε την συνήθη έννοια.

Ορισµός 2.1.5. Για κάθε κατηγορία C, υπάρχει η δυϊκή (dual) κατηγορία Cop όπου η κλάση
αντικειµένων obpCopq ταυτίζεται µε την κλάση obpCq, το σύνολο των µορφισµών από ένα αντικείµενο
C της Cop, σε ένα άλλο αντικείµενο C 1 της Cop, είναι

HomCoppC,C 1q “ HomCpC
1, Cq

και για κάθε µορφισµό β : C ÝÑ C 1, α : C 1 ÝÑ C, στην Cop, ισχύει ότι α ‹ β “ β ˝ α, όπου ‹
συµβολίζει τη σύνθεση στην Cop, και ˝ παριστάνει τη σύνθεση στην C.



2.1. ΚΑΤΗΓΟΡΙΕΣ 45

Ορισµός 2.1.6. Μια κατηγορία C1 καλείται υποκατηγορία (subcategory) της κατηγορίας C, αν

1. obpC1q Ď obpCq.

2. Για κάθε διατεταγµένος Ϲεύγος pA,Bq από αντικείµενα της C1, ισχύει ότι

HomC1pA,Bq Ď HomCpA,Bq.

3. Για κάθε αντικείµενο A της C1, ο ταυτοτικός µορφισµός 1A, στην C1 και C είναι ο ίδιος, και η
σύνθεση δύο µορφισµών στην C1, συµπίπτει µε τη σύνθεση των µορφισµών αυτών στην C.

Αν στον Ορισµό (2.1.6), ισχύει η ισότητα στο δεύτερο αξίωµα, τότε οδηγούµαστε στον ακόλουθο
ορισµό:

Ορισµός 2.1.7. Μια υποκατηγορία C1 της C, καλείται πλήρης υποκατηγορία (full subcategory)
της C, αν HomC1pA,Bq “ HomCpA,Bq για κάθε διατεταγµένος Ϲεύγος pA,Bq από αντικείµενα της
κατηγορίας C1.

Παρατήρηση 2.1.8. Είναι ϕανερό ότι για µια οποιαδήποτε υποκλάση S της κλάσης obpCq, υ-
πάρχει µια µοναδική πλήρης υποκατηγορία C1 της C, τέτοια ώστε obpC1q “ S.

Παράδειγµα 2.1.9. 1. Η κλάση Ab των αβελιανών οµάδων, είναι πλήρης υποκατηγορία της
κατηγορίας Grp των οµάδων.

2. Η κλάση ComTop των συµπαγών τοπολογικών χώρων, είναι πλήρης υποκατηγορία της κα-
τηγορίας Top των τοπολογικών χώρων.

3. Αν C είναι µια κατηγορία, τότε η υποκατηγορία C1 µε αντικείµενα τα αντικείµενα της C και
µορφισµούς όλους του ισοµορφισµούς µεταξύ αυτών, είναι µια υποκατηγορία της C η οποία
γενικά δεν είναι πλήρης.

Στο Κεφάλαιο 1, µελετώντας αριστερά πρότυπα υπεράνω ενός δακτυλίου R, και (οµο)µορφισ–
µούς µεταξύ αυτών, µελετώντας δηλαδή την κατηγορίαR-Mod, αναφέραµε ότι ένας οµοµορφισµός
αριστερών R-προτύπων f , είναι µονοµορφισµός, αντίστοιχα επιµορφισµός, αν και µόνο αν, ο ο-
µοµορφισµός f είναι ως απεικόνιση ένα προς ένα, αντίστοιχα επί. Επιπλέον, σηµειώσαµε ότι ένας
οµοµορφισµός είναι ισοµορφισµός, αν και µόνο αν, είναι συγχρόνως µονοµορφισµός και επιµορ-
ϕισµός. Είναι λογικό λοιπόν να αναρωτηθούµε, αν οι έννοιες µονοµορφισµός, επιµορφισµός και
ισοµορφισµός, γενικεύονται σε µια τυχαία κατηγορία, όπου οι µορφισµοί µεταξύ αντικειµένων,
δεν είναι υποχρεωτικά απεικονίσεις.

Ορισµός 2.1.10. ΄Ενας µορφισµός f : A ÝÑ B στην C, καλείται µονοµορφισµός, (monomorph–
ism), αν για οποιοδήποτε δύο µορφισµούς g, h : C ÝÑ A στην C µε f ˝ g “ f ˝ h, τότε έπεται ότι
g “ h.

∆υϊκά έχουµε τον ακόλουθο ορισµό.

Ορισµός 2.1.11. ΄Ενας µορφισµός f : A ÝÑ B στην C, καλείται επιµορφισµός, (epimorphism),
αν για οποιοδήποτε δύο µορφισµούς g, h : B ÝÑ C στην C µε g ˝ f “ h ˝ f , τότε έπεται ότι g “ h.

Ορισµός 2.1.12. ΄Ενας µορφισµός f : A ÝÑ B στην C, καλείται ισοµορφισµός, (isomorphism),
αν υπάρχει µορφισµός g : B ÝÑ A στη C, τέτοιος ώστε g˝f “ 1A, και f˝g “ 1B. Τότε τα αντικείµενα
A και B, καλούνται ισόµορφα.

Παρατήρηση 2.1.13. Είναι προφανές, ότι αν ο f : A ÝÑ B είναι ένας ισοµορφισµός στην C,
και g : B ÝÑ A είναι ένας µορφισµός στη C, όπως περιγράφτηκε στον ορισµό (2.1.12), τότε
ο µορφισµός g είναι µοναδικός, και για αυτό το λόγο, σηµειώνεται µε f´1. Επιπλέον, αν R
είναι ένας δακτύλιος, και ϑεωρήσουµε την κατηγορία R-Mod των αριστερών R-προτύπων, τότε οι
συνήθεις έννοιες ενός µονοµορφισµού, επιµορφισµού και ισοµορφισµού στη κατηγορία R-Mod,
είναι ισοδύναµες, µε τις αντίστοιχες έννοιες όπως ορίστηκαν προηγουµένως σε µια αυθαίρετη
κατηγορία C.
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Λήµµα 2.1.14. Αν f : A ÝÑ B είναι ένας ισοµορφισµός στην C, τότε ο µορφισµός f είναι µονοµορ-
ϕισµός και επιµορφισµός στην C.

Απόδειξη. Θεωρούµε αρχικά, g, h : C ÝÑ A δύο µορφισµούς στην C, µε την ιδιότητα, f ˝g “ f ˝h.
Επειδή ο µορφισµός f είναι ισοµορφισµός στην C, υπάρχει µοναδικός µορφισµός f´1 : B ÝÑ A,
τέτοιος ώστε f´1 ˝ f “ 1A και f ˝ f´1 “ 1B. Τότε χρησιµοποιώντας την προσεταιριστικότητα της
σύνθεσης, καθώς και τις ιδιότητες του ταυτοτικού µορφισµού 1A, προκύπτουν οι ισότητες :

f´1 ˝ pf ˝ gq “ pf´1 ˝ fq ˝ g “ 1A ˝ g “ g

και
f´1 ˝ pf ˝ hq “ pf´1 ˝ fq ˝ h “ 1A ˝ h “ h

΄Οµως η υπόθεση µας δίνει την ισότητα f ˝ g “ f ˝ h. Συνεπώς, έπεται ότι g “ h, και κατ΄
επέκταση, ότι ο ισοµορφισµός f είναι µονοµορφισµός στην C. Αν ϑεωρήσουµε τώρα δύο µορφι-
σµούς g1, h1 : B ÝÑ C στην C, µε την ιδιότητα g1 ˝ f “ h1 ˝ f , τότε οµοίως αποδεικνύεται ότι ο
ισοµορφισµός f είναι επιµορφισµός στην C. �

Τονίζουµε ότι η αντίστροφη συνεπαγωγή του Λήµµατος (2.1.14), δεν ισχύει γενικά σε µια
τυχαία κατηγορία C. Ωστόσο, στη συνέχεια του παρόντος κεφαλαίου ϑα διαπιστώσουµε ότι η
συνεπαγωγή αυτή εξασφαλίζεται, όταν η κατηγορία C είναι αβελιανή.

Ευθύς αµέσως µελετάµε αντικείµενα µιας κατηγορίας C, τα οποία είναι εφοδιασµένα µε µια
ιδιαίτερη δοµή.

Ορισµός 2.1.15. (Αρχικό αντικείµενο) ΄Ενα αντικείµενο A της C καλείται αρχικό, (initial
object), αν για κάθε αντικείµενο B της C, υπάρχει µοναδικός µορφισµός α : A ÝÑ B. ∆ηλαδή, για
κάθε αντικείµενο B της C, το σύνολο HomCpA,Bq είναι µονοσύνολο.

∆υϊκά,

Ορισµός 2.1.16. (Τελικό αντικείµενο) ΄Ενα αντικείµενο A της C καλείται τελικό, (terminal
object), αν για κάθε αντικείµενο B της C, υπάρχει µοναδικός µορφισµός β : B ÝÑ A. ∆ηλαδή, για
κάθε αντικείµενο B της C, το σύνολο HomCpB,Aq είναι µονοσύνολο.

Στην περίπτωση που ένα αντικείµενο της C, είναι συγχρόνως αρχικό και τελικό, παίρνουµε τον
παρακάτω ορισµό:

Ορισµός 2.1.17. (Μηδενικό αντικείµενο) ΄Ενα αντικείµενο A της C καλείται µηδενικό, (zero
object), αν το A είναι συγχρόνως αρχικό και τελικό αντικείµενο.

΄Εχοντας ορίσει αρχικά, τελικά και µηδενικά αντικείµενα, σε µια τυχαία κατηγορία C, ϕυσικά
προκύπτουν τα ερωτήµατα:

1. Υπάρχουν πάντα αρχικά ή τελικά ή µηδενικά αντικείµενα ;

2. Αν υπάρχει αρχικό ή τελικό ή µηδενικό αντικείµενο, τότε είναι µοναδικό ;

Σε µια τυχαία κατηγορία, δεν υπάρχουν πάντα αρχικά ή τελικά ή µηδενικά αντικείµενα. Στη
συνέχεια ϑα παραθέσουµε παράδειγµα κατηγορίας, στην οποία υπάρχει αρχικό και τελικό αντι-
κείµενο, αλλά όχι µηδενικό αντικείµενο. Ωστόσο, αν υπάρχει ένα αρχικό ή τελικό ή µηδενικό
αντικείµενο στην υποκείµενη κατηγορία, τότε αυτό είναι µοναδικό µε την ακόλουθη έννοια :

Πρόταση 2.1.18. ΄Ενα αρχικό ή τελικό ή µηδενικό αντικείµενο στην C, αν υπάρχει, είναι µοναδικό
µέχρι ισοµορφισµού.
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Απόδειξη. ΄Εστω A και A1 δύο αρχικά αντικείµενα στην C. Εξ ορισµού, υπάρχουν µοναδικοί
µορφισµοί φ : A ÝÑ A1 και ψ : A1 ÝÑ A στην C. Τότε προφανώς, οι συνθέσεις ψ ˝ φ και φ ˝ ψ,
ανήκουν στα µονοσύνολα HomCpA,Aq και HomCpA

1, A1q, αντίστοιχα. ΄Οµως, 1A P HomCpA,Aq
και 1A1 P HomCpA

1, A1q. Συνεπώς, καταλήγουµε ότι ψ ˝ φ “ 1A, και φ ˝ ψ “ 1A1 , αποτέλεσµα το
οποίο µας εξασφαλίζει ότι ο µορφισµός φ είναι ένας ισοµορφισµός στην C, µε αντίστροφο µορφισµό
φ´1 “ ψ. ΄Αρα, τα αρχικά αντικείµενα A και A1 στην C, είναι ισόµορφα. Ανάλογα αποδεικνύεται
ότι ένα τελικό ή µηδενικό αντικείµενο στην C, αν υπάρχει, είναι µοναδικό µέχρι ισοµορφισµού. �

Παράδειγµα 2.1.19. 1. Στη κατηγορία Set των συνόλων, το µόνο αρχικό αντικείµενο είναι
το κενό σύνολο, και τα τελικά αντικείµενα είναι ακριβώς τα µονοσύνολα. Συνεπώς, στη
κατηγορία Set των συνόλων, δεν υπάρχουν µηδενικά αντικείµενα.

2. Στη κατηγορία Grp των οµάδων, τα αρχικά, τελικά, και µηδενικά αντικείµενα συµφωνούν,
και είναι οι τετριµµένες οµάδες t0u, όπου µε µηδέν σηµειώνουµε το ταυτοτικό στοιχείο της
εκάστοτε οµάδας. Ανάλογα, αποτελέσµατα ισχύουν και για την κατηγορία Ab των αβελιανών
οµάδων.

3. Στην κατηγορία R-Mod των αριστερών R-προτύπων, όπου ο R συµβολίζει έναν δακτύλιο µε
µονάδα, τα αρχικά, τελικά, και µηδενικά αντικείµενα, είναι ακριβώς τα µηδενικά πρότυπα.
Οµοίως, για την κατηγορία Mod-R των δεξιών R-προτύπων.

Ορισµός 2.1.20. (Μηδενικός µορφισµός) ΄Εστω ότι η κατηγορία C έχει µηδενικά αντικείµενα.
Τότε για κάθε A,B αντικείµενα της C, και για κάθε µηδενικό αντικείµενο Z της C, ένας µηδενικός
µορφισµός (zero morphism) από το A στο B, είναι ένας µορφισµός 0AB : A ÝÑ B, τέτοιος ώστε το
ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

A

φA
��

0AB // B

Z

φB

??

δηλαδή 0AB “ φB ˝φA, όπου οι µορφισµοί φA και φB είναι µοναδικοί, αφού το Z είναι ένα µηδενικό
αντικείµενο στην C.

Παρατηρούµε ότι ο ορισµός ενός µηδενικού µορφισµού, εξαρτάται από την επιλογή των αν-
τικειµένων A,B καθώς και από την επιλογή του µηδενικού αντικειµένου Z. Ωστόσο, ϑα δούµε
ευθύς αµέσως ότι ο ορισµός ενός µηδενικού µορφισµού, είναι ανεξάρτητος από την επιλογή του
µηδενικού αντικειµένου. ΄Αρα, σε µια κατηγορία µε µηδενικά αντικείµενα, για κάθε δύο αντι-
κείµενά αυτής, A και B, εξ ορισµού υπάρχει πάντα ένας µηδενικός µορφισµός από το A στο
B, 0A

B : A ÝÑ B, και είναι µάλιστα µοναδικός. ΄Ετσι, ένας µηδενικός µορφισµός από το A στο
B, καλείται ο µηδενικός µορφισµός από το A στο B. Με άλλα λόγια, αν η τυχαία κατηγορία C
έχει µηδενικά αντικείµενα, τότε για κάθε διατεταγµένο Ϲεύγος pA,Bq από αντικείµενα της C, το
σύνολο HomCpA,Bq είναι µη κενό, διότι ο µηδενικός µορφισµός 0A

B, είναι στοιχείο του συνόλου
HomCpA,Bq.

Πρόταση 2.1.21. ΄Εστω ότι η κατηγορία C έχει µηδενικά αντικείµενα. Τότε για κάθε δύο αντικεί-
µενα A,B της C, ο µηδενικός µορφισµός 0A

B , όπως ορίστηκε στον Ορισµό (2.1.20), είναι ανεξάρτητος
από την επιλογή του µηδενικού αντικειµένου Z.

Απόδειξη. ΄Εστω Z και Y δύο µηδενικά αντικείµενα της C. Τότε χρησιµοποιώντας την Πρόταση
(2.1.18), οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι τα µηδενικά αντικείµενα Z και Y είναι ισόµορφα,
δηλαδή, υπάρχει ισοµορφισµός φY : Z ÝÑ Y στην C. Για την ακρίβεια, ο ισοµορφισµός φY
είναι µοναδικός, διότι το αντικείµενο Z, (ή το αντικείµενο Y ), είναι µηδενικό. Επιπλέον, χρησι-
µοποιώντας τον ορισµό του µηδενικού αντικειµένου, και τον ορισµό του µηδενικού µορφισµού,
συµπεραίνουµε την ύπαρξη µοναδικών µορφισµών στην C, φA : A ÝÑ Z και φB : Z ÝÑ B,
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τέτοιοι ώστε 0AB “ φB ˝ φA, καθώς και την ύπαρξη µοναδικών µορφισµών φ1A : A ÝÑ Y και
φ1B : Y ÝÑ B. Αν ϑεωρήσουµε τώρα τη σύνθεση φ1B ˝ φY , τότε προφανώς ο µορφισµός αυτός,
είναι στοιχείο του µονοσυνόλου HomCpZ,Bq. ΄Οµως, ο µορφισµός φB είναι επίσης στοιχείο του µο-
νοσυνόλου HomCpZ,Bq. Συνεπώς, παίρνουµε ότι φ1B ˝φY “ φB. Ανάλογα, ϑεωρώντας τη σύνθεση
φY ˝ φA, έχουµε ότι ο µορφισµός αυτός, είναι στοιχείο του µονοσυνόλου HomCpA, Y q. Ωστόσο, ο
µορφισµός φ1A, είναι επίσης στοιχείο του µονοσυνόλου HomCpA, Y q. Εποµένως, συµπεραίνουµε
ότι φY ˝ φA “ φ1A. Αν συνδυάσουµε τις προηγούµενες σχέσεις, τότε προκύπτει ότι

0A
B “ φB ˝ φA “ φ1B ˝ φY ˝ φA “ φ1B ˝ φ

1
A,

αποτέλεσµα το οποίο µας εξασφαλίζει ότι ο ορισµός του µηδενικού µορφισµού 0A
B, είναι ανεξάρ-

τητος από την επιλογή του µηδενικού αντικειµένου Z. �

Συνεχίζουµε παραθέτοντας κάποιες ϐασικές ιδιότητες του µηδενικού µορφισµού, και εξετά-
Ϲοντας το µηδενικό µορφισµό σε κατηγορίες µε µηδενικά αντικείµενα που έχουµε ήδη µελετήσει.

Πρόταση 2.1.22. ΄Εστω ότι η κατηγορία C έχει µηδενικά αντικείµενα. Τότε για τυχόντα αντικείµενα
A,B,C,D της C, και για κάθε µορφισµό f : B ÝÑ C στην C, ισχύουν οι ισότητες :

piq f ˝ 0A
B “ 0A

C.

piiq 0C
D ˝ f “ 0B

D.

Απόδειξη. ΄Εστω Z ένα µηδενικό αντικείµενο της C. Τότε υπάρχουν µοναδικοί µορφισµοί στην C,
φA : A ÝÑ Z, φB : Z ÝÑ B και φC : Z ÝÑ C, µε την ιδιότητα 0A

B “ φB ˝ φA, και 0A
C “ φC ˝ φA.

Παρατηρώντας ότι οι µορφισµοί f ˝ φB και φC , είναι στοιχεία του µονοσυνόλου HomCpZ,Cq,
οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι f ˝ φB “ φC . Αν χρησιµοποιήσουµε λοιπόν τις προηγούµενες
ισότητες, καθώς και την προσεταιριστικότητα της σύνθεσης, τότε παίρνουµε ότι

f ˝ 0A
B “ f ˝ pφB ˝ φAq “ pf ˝ φBq ˝ φA “ φC ˝ φA “ 0AC ,

δηλαδή ότι ισχύει η συνθήκη piq. Παρόµοια αποδεικνύεται και η συνθήκη piiq, και έτσι, ολοκλη-
ϱώσαµε την απόδειξη της πρότασης αυτής. �

Παράδειγµα 2.1.23. 1. Στην κατηγορία Grp των οµάδων, ο µηδενικός µορφισµός από µια
οµάδα G, σε µια οµάδα H, είναι ο οµοµορφισµός οµάδων 0G

H : G ÝÑ H, που απεικονίζει
κάθε στοιχείο της οµάδας G, στο ταυτοτικό στοιχείο 0 της οµάδας H. ΄Οµοια αποτελέσµατα
ισχύουν στην κατηγορία Ab των αβελιανών οµάδων.

2. Αν R είναι ένας δακτύλιος, τότε ο µηδενικός µορφισµός στην κατηγορία R-Mod των αριστε-
ϱών R-προτύπων, από ένα αριστερό R-πρότυπο M , σε ένα αριστερό R-πρότυπο N , είναι ο
µηδενικός οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων, δηλαδή, ο οµοµορφισµός 0M

N : M ÝÑ N ,
που απεικονίζει κάθε στοιχείο τουM , στο 0. Ανάλογα αποτελέσµατα ισχύουν στην κατηγορία
Mod-R των δεξιών R-προτύπων.

Σύµβαση: Αν η κατηγορία C έχει µηδενικά αντικείµενα, από τώρα και στο εξής συµβολίζουµε
ένα µηδενικό αντικείµενο της C, καθώς και έναν µηδενικό µορφισµό στην C, µε 0.

Παρατήρηση 2.1.24. 1. ΄Ενας µορφισµός f : B ÝÑ C σε µια κατηγορία µε µηδενικά αντι-
κείµενα είναι µονοµορφισµός, αν f ˝ α “ 0, τότε συνεπάγεται ότι α “ 0 για κάθε µορφισµό
α : X ÝÑ B. ∆υϊκά, ο f είναι επιµορφισµός σε µια κατηγορία µε µηδενικά αντικείµενα, αν
β ˝ f “ 0, τότε συνεπάγεται ότι β “ 0 για κάθε µορφισµό β : C ÝÑ X.

2. Για µια κατηγορία C µε µηδενικά αντικείµενα, ισχύει η ακόλουθη ισοδυναµία:

1C “ 0 ðñ C “ 0, @C P obpCq.
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Ορισµός 2.1.25. ΄Ενα γινόµενο (product) µιας οικογένειας pAiqiPI από αντικείµενα της C, είναι
ένα αντικείµενο A στη C, µαζί µε µια οικογένεια µορφισµών tπi : A ÝÑ AiuiPI στην C, µε την
ιδιότητα, για κάθε αντικείµενο B στη C, και για κάθε οικογένεια µορφισµών tfi : B ÝÑ AiuiPI στην
C, υπάρχει µοναδικός µορφισµός f : B ÝÑ A στην C, τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι
µεταθετικό :

A
πi // Ai

B

D!f

``

fi

OO

Το αντικείµενο A είναι µοναδικό µέχρι ισοµορφισµού, και σηµειώνεται µε
ś

iPI Ai.

∆υϊκά,

Ορισµός 2.1.26. ΄Ενα συνγινόµενο (coproduct) µιας οικογένειας pAiqiPI από αντικείµενα της
C, είναι ένα αντικείµενο A στη C, µαζί µε µια οικογένεια µορφισµών tεi : Ai ÝÑ AuiPI στην C, µε
την ιδιότητα, για κάθε αντικείµενο B στην C, και για κάθε οικογένεια µορφισµών tfi : Ai ÝÑ BuiPI
στη C, υπάρχει µοναδικός µορφισµός f : A ÝÑ B στην C, τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να
είναι µεταθετικό :

Ai

fi
��

εi // A

D!f~~
B

Το αντικείµενο A είναι µοναδικό µέχρι ισοµορφισµού, και σηµειώνεται µε
š

Ai.

Είναι γνωστό ότι αν το σύνολο I είναι πεπερασµένο, τότε το γινόµενο
ś

Ai και το συνγινόµενο
š

Ai, αν υπάρχουν, είναι ισόµορφα [55].

Παράδειγµα 2.1.27. 1. Στην κατηγορία Ab των αβελιανών οµάδων, τα γινόµενα συµπίπτουν
µε τα συνήθη γινόµενα αβελιανών οµάδων και τα συνγινόµενα συµπίπτουν µε τα συνήθη
(εξωτερικά) ευθέα αθροίσµατα αβελιανών οµάδων. Γενικότερα:

2. ΑνR είναι ένας δακτύλιος, και C είναι η κατηγορίαR-Mod, τότε το γινόµενο µιας οικογένειας
pAiqiPI από αντικείµενα της C, είναι το ευθύ γινόµενο των Ai,

ś

iPI Ai, ενώ το συνγινόµενο
µιας οικογένειας pAiqiPI από αντικείµενα της C, είναι το ευθύ άθροισµα των Ai, ‘iPIAi.

3. Αν η κατηγορία C έχει µηδενικά αντικείµενα, τότε ένα µηδενικό αντικείµενο της C, είναι ένα
γινόµενο και ένα συνγινόµενο µιας κενής οικογένειας από αντικείµενα της C.

Παρατήρηση 2.1.28. ΄Εστω pAiqiPI µια οικογένεια από αντικείµενα της C όπουAi “ A. Θέτουµε
AI το γινόµενο των Ai και ApIq το συνγινόµενο των Ai. Τότε έχουµε έναν διαγώνιο µορφισµό
∆: A ÝÑ AI έτσι ώστε π ˝ ∆ “ 1A για κάθε i P I, και δυϊκά, έναν συνδιαγώνιο µορφισµό
∇ : ApIq ÝÑ A έτσι ώστε ∇ ˝ ei “ 1A για κάθε i P I. Τότε ο µορφισµός ∆ είναι υποχρεωτικά
µονοµορφισµός και ο µορφισµός ∇ είναι υποχρεωτικά επιµορφισµός.

Ορισµός 2.1.29. Μια κατηγορία C καλείται υποπροσθετική, (preadditive), αν για κάθε δύο
αντικείµενα A,B της C, το σύνολο HomCpA,Bq είναι µια (προσθετική) αβελιανή οµάδα, και η
σύνθεση µορφισµών στην C είναι διγραµµική, δηλαδή, για κάθε f, f1, f2 P HomCpA,Bq, και για
κάθε g, g1, g2 P HomCpB,Cq, ισχύει ότι :

g ˝ pf1 ` f2q “ g ˝ f1 ` g ˝ f2, & pg1 ` g2q ˝ f “ g1 ˝ f ` g2 ˝ f.
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Παράδειγµα 2.1.30. 1. Η κατηγορία Ab είναι υποπροσθετική. Για τυχούσες αβελιανές οµά-
δες A,B, είναι εύκολο να δούµε ότι το σύνολο HomAbpA,Bq είναι µια αβελιανή οµάδα, µέσω
της πράξης :

` : HomAbpA,Bq ˆ HomAbpA,Bq ÝÑ HomAbpA,Bq, pf, gq ÞÝÑ f ` g,

όπου pf ` gqpxq “ fpxq ` gpxq για κάθε x P A. Επιπλέον, η διγραµµικότητα της σύνθεσης,
εξασφαλίζεται από τον τρόπο που ορίσαµε την πρόσθεση στα σύνολα των µορφισµών στην
Ab, καθώς και από τον ορισµό ενός οµοµορφισµού αβελιανών οµάδων.

2. Αν R είναι δακτύλιος, τότε η κατηγορία R-Mod είναι επίσης υποπροσθετική, αφού το Παρά-
δειγµα (1.1.13), το 3 και το 4, µας δίνει ότι για κάθε αριστερό R-πρότυπο M,N , το σύνολο
HomRpM,Nq είναι µια προσθετική αβελιανή οµάδα, και ότι η σύνθεση είναι διγραµµική.

Τονίζουµε ότι υπάρχουν κατηγορίες οι οποίες δεν είναι υποπροσθετικές. Παραδείγµατος χάριν,
η κατηγορία Grp των οµάδων δεν είναι υποπροσθετική κατηγορία, αφού δεν είναι εφικτό να
ορίσουµε πρόσθεση στα σύνολα των µορφισµών δύο οµάδων έτσι ώστε να ικανοποιείται ο Ορισµός
(2.1.29).

Ορισµός 2.1.31. Μια κατηγορία C καλείται προσθετική, (additive), αν ικανοποιούνται τα ακό-
λουθα αξιώµατα :

1. Η κατηγορία C είναι υποπροσθετική.

2. Η κατηγορία C έχει µηδενικά αντικείµενα.

3. Η κατηγορία C έχει πεπερασµένα γινόµενα (και πεπερασµένα συνγινόµενα).

Παρατήρηση 2.1.32. Το πρώτο αξίωµα, ή το δεύτερο αξίωµα του Ορισµού (2.1.31), µας εξασφα-
λίζει ότι κάθε σύνολο µορφισµών σε µια προσθετική κατηγορία C είναι µη κενό. Επιπλέον, εύκολα
ϐλέπουµε ότι αν η C είναι προσθετική κατηγορία, και C,C 1 είναι δύο οποιαδήποτε αντικείµενα
της C, τότε το ουδέτερο (ως προς την πρόσθεση) στοιχείο της αβελιανής οµάδας HomCpC,C

1q είναι
ο µηδενικός µορφισµός από το C στο C 1.

Παράδειγµα 2.1.33. Η κατηγορία R-Mod, όπου R είναι ένας προσεταιριστικός δακτύλιος µε
µονάδα, καθώς και η κατηγορία Ab είναι προσθετικές.

Συµβολισµός: Αν C είναι µια προσθετική κατηγορία, τότε το συνγινόµενο µιας οικογένειας
tAiuiPI από αντικείµενα της C, καλείται ευθύ άθροισµα και συµβολίζεται µε ‘iPIAi.

2.2 Συναρτητές

Στην ενότητα αυτή, ορίζουµε και µελετάµε συναλλοίωτους και αντισυναλλοίωτους συναρτητές.
Στην ϑεωρία κατηγοριών, το ανάλογο µιας συνάρτησης µεταξύ δύο συνόλων, είναι ένας συναρτητής
µεταξύ δύο κατηγοριών.

Ορισµός 2.2.1. ΄Εστω C καιD δύο κατηγορίες. Τότε ένας συναλλοίωτος συναρτητής (covariant
functor) F : C ÝÑ D αποτελείται από τα εξής δεδοµένα:

1. Μία απεικόνιση
F : obpCq ÝÑ obpDq

A ÞÝÑ F pAq.

2. Για κάθε δύο αντικείµενα A και B της C, υπάρχει µια απεικόνιση

FA,B : HomCpA,Bq ÞÝÑ HomDpF pAq, F pBqq

f ÞÝÑ F pfq,

έτσι ώστε :
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paq F pg ˝ fq “ F pgq ˝ F pfq για κάθε µορφισµό f P HomCpA,Bq και για κάθε µορφισµό
g P HomCpB,Cq.

pbq F pIdAq “ IdF pAq για κάθε αντικείµενο A της C.

Παράδειγµα 2.2.2. 1. Ταυτοτικοί Συναρτητές (Identity Functors): Για µια κατηγορία C,
ο ταυτοτικός συναλλοίωτος συναρτητής IdC : C ÝÑ C, ορίζεται ως IdCpAq “ A για κάθε
αντικείµενο A της C, και αν f : AÑ B είναι ένας µορφισµός στην C, τότε

IdCpfq : IdCpAq “ A ÝÑ IdCpBq “ B

2. Συναρτητές Φυσικής ΄Εγκλεισης (Embedding Functors): Αν D είναι µια υποκατηγορία
µιας κατηγορίας C, τότε ο συναλλοίωτος συναρτητής ϕυσικής έγκλεισης i : D ÝÑ C ορίζεται
ως ipDq “ D και ipfq “ f για κάθε αντικείµενο D της D, και για κάθε µορφισµό f στην D.

3. Ο Συναλλοίωτος Συναρτητής HomRpX,´q: ΄Εστω X ένα αριστερό R-πρότυπο. Ορίζουµε

HomRpX,´q : R-Mod ÝÑ Ab

M ÞÝÑ HomRpX,Mq

Αν f : M ÝÑ N είναι ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων, τότε ϑέτουµε

HomRpX,´qpfq “ f‹,

όπου
f‹ : HomRpX,Mq ÝÑ HomRpX,Nq

h ÞÝÑ f‹phq “ f ˝ h.

Με αυτό τον τρόπο ορίζεται ένας συναλλοίωτος συναρτητής HomRpX,´q : R-Mod ÝÑ Ab.

4. Οι Συναλλοίωτοι Συναρτητές ´bR X και X bR ´:

paq ΄Εστω X ένα αριστερό R-πρότυπο. Ορίζουµε

´bR X : Mod-R ÝÑ Ab

M ÞÝÑM bR X

Αν f : M ÝÑ N είναι ένας οµοµορφισµός δεξιών R-προτύπων, τότε ϑέτουµε

p´ bR Xqpfq “ f b IdX ,

όπου
f b IdX : M bR X ÝÑ N bR X

k
ÿ

i“1

nipxi b yiq ÞÝÑ
k
ÿ

i“1

nipfpxiq b yiq.

Με αυτό τον τρόπο ορίζεται ένας συναλλοίωτος συναρτητής ´bRX : Mod-R ÝÑ Ab.

pbq ΄Εστω X ένα δεξιό R-πρότυπο. Ορίζουµε

X bR ´ : R-Mod ÝÑ Ab

M ÞÝÑ X bRM

Αν f : M ÝÑ N είναι ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων, τότε ϑέτουµε

pX bR ´qpfq “ IdX b f,
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όπου
IdX b f : X bRM ÝÑ X bR N

k
ÿ

i“1

nipxi b yiq ÞÝÑ
k
ÿ

i“1

nipxi b fpyiqq.

Με αυτό τον τρόπο ορίζεται ένας συναλλοίωτος συναρτητής XbR´ : R-Mod ÝÑ Ab.

Στην συνέχεια ορίζουµε την έννοια του αντισυναλλοίωτου συναρτητή. ΄Ενας αντισυναλλοίω-
τος συναρτητής F : C ÝÑ D είναι απλώς ένας συναλλοίωτος συναρτητής F : Cop ÝÑ D, ή ένας
συναλλοίωτος συναρτητής F : C ÝÑ Dop. Αναλυτικότερα:

Ορισµός 2.2.3. ΄Εστω C και D δύο κατηγορίες. Τότε ένας αντισυναλλοίωτος συναρτητής
(contravariant functor) F : C ÝÑ D αποτελείται από τα εξής δεδοµένα:

1. Μία απεικόνιση
F : obpCq ÝÑ obpDq

A ÞÝÑ F pAq.

2. Για κάθε δύο αντικείµενα A και B της C, υπάρχει µια απεικόνιση

FA,B : HomCpA,Bq ÞÝÑ HomDpF pBq, F pAqq

f ÞÝÑ F pfq,

έτσι ώστε :

paq F pg ˝ fq “ F pfq ˝ F pgq για κάθε µορφισµό f P HomCpA,Bq και για κάθε µορφισµό
g P HomCpB,Cq.

pbq F pIdAq “ IdF pAq για κάθε αντικείµενο A της C.

Παράδειγµα 2.2.4. Ο Αντισυναλλοίωτος Συναρτητής HomRp´, Xq: ΄Εστω X ένα αριστερό
R-πρότυπο. Ορίζουµε

HomRp´, Xq : R-Mod ÝÑ Ab

M ÞÝÑ HomRpM,Xq

Αν f : M ÝÑ N είναι ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων, τότε ϑέτουµε

HomRp´, Xqpfq “ f‹,

όπου
f‹ : HomRpN,Xq ÝÑ HomRpM,Xq

h ÞÝÑ f‹phq “ h ˝ f.

Με αυτό τον τρόπο ορίζεται ένας αντισυναλλοίωτος συναρτητής HomRp´, Xq : R-Mod ÝÑ Ab.

Παρατήρηση 2.2.5. Είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι η σύνθεση G ˝ F δύο συναλλοίωτων
συναρτητών F : C ÝÑ D και G : D ÝÑ A, η οποία ορίζεται κατά τον προφανή τρόπο, είναι
ένας συναλλοίωτος συναρτητής, ενώ αν τουλάχιστον ένας από τους συναρτητές F και G είναι
αντισυναλλοίωτος, τότε η σύνθεση G ˝ F είναι ένας αντισυναλλοίωτος συναρτητής.

Πρόταση 2.2.6. ΄Εστω F : C ÝÑ D ένας συναλλοίωτος ή αντισυναλλοίωτος συναρτητής. Τότε αν
f είναι ένας ισοµορφισµός στην C, τότε ο µορφισµός F pfq είναι ένας ισοµορφισµός στην D.

Απόδειξη. ΄Εστω f : A ÝÑ B ένας ισοµορφισµός στην C. Τότε f´1 ˝ f “ 1A και f ˝ f´1 “ 1B.
Εφαρµόζοντας τον συναλλοίωτο ή αντισυναλλοίωτο συναρτητή F στην προηγούµενες ισότητες,
έπεται ότι ο µορφισµός F pfq είναι ισοµορφισµός στην D µε F pfq´1 “ F pf´1q. �
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Ορισµός 2.2.7. Αν C και D είναι δύο (υπο)προσθετικές κατηγορίες, τότε ένας συναλλοίωτος συ-
ναρτητής F : C ÝÑ D καλείται προσθετικός, (additive functor), αν F pf ` gq “ F pfq ` F pgq
για κάθε f, g P HomCpA,Bq και για κάθε A,B P obpCq. Ισοδύναµα, αν η απεικόνιση

FA,B : HomCpA,Bq ÝÑ HomDpF pAq, F pBqq, f ÞÝÑ F pfq,

είναι οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων για κάθε A,B P obpCq.
Ανάλογα ορίζεται ένας αντισυναλλοίωτος προσθετικός συναρτητής.

Παράδειγµα 2.2.8. Είναι εύκολο να δούµε ότι οι συναρτητές Hom και b σε κάθε µεταβλητή,
είναι προσθετικοί συναρτητές.

Ορισµός 2.2.9. ΄Ενας συναλλοίωτος συναρτητής F : C ÝÑ D καλείται πιστός, (faithful), αν η
απεικόνιση

FA,B : HomCpA,Bq ÞÝÑ HomDpF pAq, F pBqq,

είναι «1-1» για κάθεA,B P obpCq, ενώ ο F καλείται πλήρης, (full), αν η απεικόνιση FA,B είναι «επί»
για κάθεA,B P obpCq. ΄Ετσι, αν C, D είναι (υπο)προσθετικές κατηγορίες, και F : C ÝÑ D είναι ένας
προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής, τότε ο F είναι πλήρης και πιστός, αν κάθε οµοµορφισµός
αβελιανών οµάδων FA,B για A,B P obpCq, είναι ένας ισοµορφισµός.

Παρόµοιες είναι οι έννοιες ενός πιστού ή πλήρους αντισυναλλοίωτου συναρτητή.

Παράδειγµα 2.2.10. Προφανώς, αν D είναι µια πλήρης υποκατηγορία µιας κατηγορίας C, τότε
ο συναλλοίωτος συναρτητής έγκλεισης i : D ÝÑ C είναι πλήρης και πιστός.

Αντίστροφα, αν i : D ÝÑ C είναι ένας πλήρης και πιστός συναλλοίωτος συναρτητής, τότε
Impiq “ tC P obpCq | C – ipDq, D P Du είναι µια πλήρης υποκατηγορία της C η οποία είναι
«ισοδύναµη» µε την D.

Για τις ανάγκες της επόµενης πρότασης, συµβολίζουµε προσωρινά κάθε µηδενικό µορφισµό
µε 0, και κάθε µηδενικό αντικείµενο µε t0u.

Πρόταση 2.2.11. ΄Εστω C και D δύο προσθετικές κατηγορίες, και F : C ÝÑ D ένας προσθετικός
συναλλοίωτος ή αντισυναλλοίωτος συναρτητής. Τότε ο F διατηρεί µηδενικούς µορφισµούς και
µηδενικά αντικείµενα.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι ο F : C ÝÑ D είναι ένας προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής. Τότε
για οποιαδήποτε δύο αντικείµενα A και B της C, οι απεικονίσεις

FA,B : HomCpA,Bq ÝÑ HomDpF pAq, F pBqq, f ÞÝÑ F pfq,

είναι οµοµορφισµοί αβελιανών οµάδων. Επειδή κάθε οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων διατηρεί
το ταυτοτικό στοιχείο, έπεται ότι για κάθε A και B αντικείµενα της C, ο µηδενικός µορφισµός
από το A στο B αντιστοιχίζεται µέσω του FA,B, στον µηδενικό µορφισµό από το F pAq στο F pBq,
δηλαδή, ότι F p0q “ 0. ΄Εστω τώρα t0u ένα µηδενικό αντικείµενο στην C. Τότε η Παρατήρηση
(2.1.24), µας δίνει ότι 1t0u “ 0: t0u ÝÑ t0u. ΄Αρα, 1F pt0uq “ F p1t0uq “ F p0q. ΄Οµως από πριν
έχουµε ότι F p0q “ 0. ΄Ετσι τελικά, παίρνουµε ότι 1F pt0uq “ 0. Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα
αυτό, καθώς και την Παρατήρηση (2.1.24) ξανά, συµπεραίνουµε ότι το F pt0uq είναι ένα µηδενικό
αντικείµενο στην D, δηλαδή, ότι F pt0uq “ t0u.

Ανάλογα αποδεικνύεται το Ϲητούµενο, στην περίπτωση που ο συναρτητής F είναι αντισυναλ-
λοίωτος. �

Πρόταση 2.2.12. ΄Εστω C και D δύο υποπροσθετικές κατηγορίες στις οποίες υπάρχουν πεπερα-
σµένα γινόµενα. Τότε ένας συναρτητής F : C ÝÑ D είναι προσθετικός, αν και µόνο αν, διατηρεί
πεπερασµένα γινόµενα.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [55, Proposition 3.3, Chapter IV] �

Ως προφανή συνέπεια της Πρότασης (2.2.12), έχουµε ότι :

Πόρισµα 2.2.13. Αν C και D είναι δύο προσθετικές κατηγορίες, τότε ένας συναρτητής F : C ÝÑ D
είναι προσθετικός, αν και µόνο αν, διατηρεί πεπερασµένα ευθέα αθροίσµατα.
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2.2.1 Ακριβείς Συναρτητές Μεταξύ Κατηγοριών Προτύπων

Επικεντρωνόµαστε τώρα σε (αριστερά ή δεξιά) ακριβείς συναρτητές µεταξύ κατηγοριών προτύπων.
΄Οπως ϑα διαπιστώσουµε, συναλλοίωτοι ή αντισυναλλοίωτοι ακριβείς συναρτητές είναι ακριβώς
εκείνοι οι συναρτητές που στέλνουν σύντοµες ακριβείς ακολουθίες σε σύντοµες ακριβείς ακολου-
ϑίες.

΄Εστω R και S δακτύλιοι, και F : R-Mod ÝÑ S-Mod ένας προσθετικός συναλλοίωτος συναρ-
τητής.

Ορισµός 2.2.14. Ο συναλλοίωτος συναρτητής F : R-Mod ÝÑ S-Mod καλείται αριστερά ακρι-
ϐής, (left exact functor), αν η ακρίβεια της ακολουθίας αριστερών R-προτύπων

0 // M 1
f // M

g // M2

συνεπάγεται την ακρίβεια της ακολουθίας αριστερών S-προτύπων

0 // F pM 1q
F pfq // F pMq

F pgq // F pM2q

Παρόµοια, ο συναλλοίωτος συναρτητής F : R-Mod ÝÑ S-Mod καλείται δεξιά ακριβής, (right
exact functor), αν η ακρίβεια της ακολουθίας αριστερών R-προτύπων

M 1
f // M

g // M2 // 0

συνεπάγεται την ακρίβεια της ακολουθίας αριστερών S-προτύπων

F pM 1q
F pfq // F pMq

F pgq // F pM2q // 0

Ο συναλλοίωτος συναρτητής F : R-Mod ÝÑ S-Mod καλείται ακριβής, (exact functor), αν είναι
αριστερά και δεξιά ακριβής. Ισοδύναµα, αν η ακρίβεια της ακολουθίας αριστερών R-προτύπων

0 // M 1
f // M

g // M2 // 0

συνεπάγεται την ακρίβεια της ακολουθίας αριστερών S-προτύπων

0 // F pM 1q
F pfq // F pMq

F pgq // F pM2q // 0

΄Εστω τώρα R και S δακτύλιοι, και F : R-Mod ÝÑ S-Mod ένας προσθετικός αντισυναλλοίωτος
συναρτητής.

Ορισµός 2.2.15. Ο αντισυναλλοίωτος συναρτητής F : R-Mod ÝÑ S-Mod καλείται αριστερά
ακριβής, αν η ακρίβεια της ακολουθίας αριστερών R-προτύπων

M 1
f // M

g // M2 // 0

συνεπάγεται την ακρίβεια της ακολουθίας αριστερών S-προτύπων

0 // F pM2q
F pgq // F pMq

F pfq // F pM 1q

Ανάλογα, ο αντισυναλλοίωτος συναρτητής F : R-Mod ÝÑ S-Mod καλείται δεξιά ακριβής, αν η
ακρίβεια της ακολουθίας αριστερών R-προτύπων

0 // M 1
f // M

g // M2
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συνεπάγεται την ακρίβεια της ακολουθίας αριστερών S-προτύπων

F pM2q
F pgq // F pMq

F pfq // F pM 1q // 0

Ο αντισυναλλοίωτος συναρτητής F : R-Mod ÝÑ S-Mod καλείται ακριβής, αν είναι αριστερά και
δεξιά ακριβής. Ισοδύναµα, αν η ακρίβεια της ακολουθίας αριστερών R-προτύπων

0 // M 1
f // M

g // M2 // 0

συνεπάγεται την ακρίβεια της ακολουθίας αριστερών S-προτύπων

0 // F pM2q
F pgq // F pMq

F pfq // F pM 1q // 0

Παρατήρηση 2.2.16. Αν R είναι ένας δακτύλιος, και

` : ¨ ¨ ¨
γ2
ÝÑ C1

γ1
ÝÑ C0

γ0
ÝÑM ÝÑ 0 & `1 : 0 ÝÑM

i
ÝÑ D0 δ0

ÝÑ D1 δ1
ÝÑ ¨ ¨ ¨

είναι δύο ακριβείς ακολουθίες αριστερών R-προτύπων, τότε η συγκόλληση των ακριβών ακολου-
ϑιών ` και `1,

J : ¨ ¨ ¨
γ2
ÝÑ C1

γ1
ÝÑ C0

i˝γ0
ÝÑ D0 δ0

ÝÑ D1 δ1
ÝÑ ¨ ¨ ¨ ,

είναι ακριβής ακολουθία. Επιπλέον, αν F : R-Mod ÝÑ S-Mod είναι ένας προσθετικός συναλλοί-
ωτος ή αντισυναλλοίωτος συναρτητής, τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

piq Αν οι ακολουθίες F p`q και F p`1q είναι ακριβείς, τότε η ακολουθία F pJ q είναι επίσης ακριβής.

piiq Αν η ακολουθία F pJ q είναι ακριβής, και ο συναρτητής F είναι αριστερά ή δεξιά ακριβής,
τότε οι ακολουθίες F p`q και F p`1q είναι επίσης ακριβείς.

Πρόταση 2.2.17. Για οποιοδήποτε αριστερό R-πρότυπο X, οι συναρτητές

HomRp´, Xq : R-ModÑ Ab και HomRpX,´q : R-ModÑ Ab

είναι αριστερά ακριβείς.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [52, theorems 2.38, 2.40]. �

Το ακόλουθο παράδειγµα µας εξασφαλίζει ότι ο συναλλοίωτος ή ο αντισυναλλοίωτος συναρτη-
τής Hom δεν είναι εν γένει (δεξιά) ακριβής.

Παράδειγµα 2.2.18. Θεωρούµε τη σύντοµη ακριβή ακολουθία αβελιανών οµάδων

` : 0 ÝÑ Z f
ÝÑ Z g

ÝÑ Z6 ÝÑ 0,

όπου fpxq “ 6x για κάθε x P Z, και g είναι η προβολή, δηλαδή gpxq “ x` 6Z ή gpxq “ rxs στην
Z6 “ Z{6Z.

1. HomZpZ6,´q ∆εν Είναι ∆εξιά Ακριβής: Αν εφαρµόσουµε τον συναλλοίωτο συναρτητή
HomZpZ6,´q : Ab ÝÑ Ab στην `, τότε η ακολουθία αβελιανών οµάδων

`‹ : 0 ÝÑ HomZpZ6,Zq
f‹
ÝÑ HomZpZ6,Zq

g‹
ÝÑ HomZpZ6,Z6q

είναι ακριβής, διότι ο HomZpZ6,´q είναι αριστερά ακριβής. Ισχυριζόµαστε ότι η αβελια-
νή οµάδα HomZpZ6,Zq είναι η τετριµµένη. Για να το διαπιστώσουµε αυτό, υποθέτουµε
ότι υπάρχει h P HomZpZ6,Zq όπου h ‰ 0, µε σκοπό να καταλήξουµε σε άτοπο. Τό-
τε υπάρχει κάποιο rxs P Z6 έτσι ώστε hprxsq ‰ 0. Συνεπώς, 6hprxsq ‰ 0 στο Z. ΄Ο-
µως, 6hprxsq “ hp6rxsq “ hpr0sq “ 0, αποτέλεσµα το οποίο αντιφάσκει µε το γεγονός
ότι hprxsq ‰ 0. ΄Αρα, HomZpZ6,Zq “ 0. ΄Ετσι, αν ο g‹ είναι επιµορφισµός, τότε έ-
χουµε ότι 0 “ Im g‹ “ HomZpZ6,Z6q. ΄Οµως, HomZpZ6,Z6q ‰ 0 αφού Z6 ‰ 0, και
IdZ6 P HomZpZ6,Z6q. Εποµένως, ο g‹ δεν είναι επιµορφισµός, και κατ΄ επέκταση, ο
HomZpZ6,´q δεν είναι (δεξιά) ακριβής συναρτητής.
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2. HomZp´,Z6q ∆εν Είναι ∆εξιά Ακριβής: Αν εφαρµόσουµε τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή
HomZp´,Z6q : Ab ÝÑ Ab στην `, τότε επάγεται η ακριβής ακολουθία αβελιανών οµάδων:

`‹ : 0 ÝÑ HomZpZ6,Z6q
g‹

ÝÑ HomZpZ,Z6q
f‹

ÝÑ HomZpZ,Z6q.

Αν α P HomZpZ,Z6q, τότε για κάθε x P Z έχουµε ότι :

pf‹pαqqpxq “ pα ˝ fqpxq “ αpfpxqq “ αp6xq “ 6αpxq “ 0.

Συνεπώς, παίρνουµε ότι f‹pαq “ 0, και κατ΄ επέκταση, ότι f‹ “ 0. Αν λοιπόν ο f‹ ήταν
επιµορφισµός, τότε ϑα είχαµε ότι HomZpZ,Z6q “ 0. Επειδή όµως HomZpZ,Z6q – Z6,
έπεται ότι HomZpZ,Z6q ‰ 0. ΄Αρα, ο f‹ δεν είναι επιµορφισµός, και έτσι, ο αντισυναλλοίωτος
συναρτητής HomZp´,Z6q δεν είναι (δεξιά) ακριβής.

Εν΄ αντιθέσει µε τον συναρτητή Hom, ο συναρτητής b είναι πάντα δεξιά ακριβής :

Πρόταση 2.2.19. Για οποιοδήποτε αριστερό R-πρότυπο X, ο συναρτητής ´ bR X είναι δεξιά
ακριβής. Επίσης για οποιοδήποτε δεξιό R-πρότυπο X, ο συναρτητής X bR ´ είναι δεξιά ακριβής.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [52, theorem 2.63]. �

Εν γένει, ο συναρτητής b δεν είναι (αριστερά) ακριβής. Για να το διαπιστώσουµε αυτό, παρα-
ϑέτουµε το ακόλουθο παράδειγµα.

Παράδειγµα 2.2.20. ´ bZ Z6 ∆εν Είναι Αριστερά Ακριβής: Θεωρούµε τη σύντοµη ακριβή
ακολουθία αβελιανών οµάδων

0 ÝÑ Z i
ÝÑ Q π

ÝÑ Q{Z ÝÑ 0,

όπου i είναι η κανονική έγκλειση και π η ϕυσική προβολή. Τότε η ακολουθία αβελιανών οµάδων

ZbZ Z6

ibIdZ6 // QbZ Z6

πbIdZ6 // pQ{Zq bZ Z6
// 0 ,

είναι ακριβής, διότι ο συναλλοίωτος συναρτητής ´ bZ Z6 είναι δεξιά ακριβής. Επειδή για κάθε
γεννήτορα p

q b rns P QbZ Z6, ισχύει ότι

p

q
b rns “

p6

q6
b rns “

p

q6
b 6rns “

p

q6
b r6ns “

p

q6
b r0s “ 0,

έπεται ότι Q bZ Z6 “ 0. Συνεπώς, αφού Z bZ Z6 – Z6 ‰ 0, παίρνουµε ότι ο οµοµορφισµός
αβελιανών οµάδων i b IdZ6

δεν είναι µονοµορφισµός. ΄Αρα, ο συναλλοίωτος συναρτητής ´ bZ Z6

δεν είναι (αριστερά) ακριβής. Συµµετρικά αποδεικνύεται ότι ο συναλλοίωτος συναρτητής Z6 bZ ´
δεν είναι (αριστερά) ακριβής.

Κλείνουµε την αναφορά µας σε ακριβείς συναρτητές µεταξύ κατηγοριών προτύπων, σηµειώνον-
τας προς το παρόν, ότι υπάρχουν περιπτώσεις όπου οι συναρτητές Hom και b γίνονται ακριβείς.
Στο επόµενο κεφάλαιο, έχοντας εισάγει τα κατάλληλα «εργαλεία», ϑα αναφερθούµε στις περιπτώ-
σεις αυτές.

2.2.2 Φυσικοί Μετασχηµατισµοί Και Συζυγή Ζεύγη Συναρτητών

Συνεχίζουµε ορίζοντας ϕυσικούς µετασχηµατισµούς µεταξύ συναρτητών, καθώς και συζυγή Ϲεύγη
συναρτητών.
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Ορισµός 2.2.21. ΄Εστω F,G : C ÝÑ D δύο συναλλοίωτοι συναρτητές. ΄Ενας ϕυσικός µετασχη-
µατισµός (natural transformation) η : F ÝÑ G, είναι µια οικογένεια µορφισµών στην D,

η “
 

ηA : F pAq ÝÑ GpAq
(

APobpCq

έτσι ώστε για κάθε µορφισµό f : A ÝÑ B στην C, το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

F pAq

F pfq

��

ηA // GpAq

Gpfq

��
F pBq

ηB
// GpBq

Παρόµοια ορίζεται ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός µεταξύ αντισυναλλοίωτων συναρτητών.

΄Ενας ϕυσικός µετασχηµατισµός η : F ÝÑ G µεταξύ δύο συναλλοίωτων ή αντισυναλλοίωτων
συναρτητών καλείταιϕυσικός ισοµορφισµός ή ϕυσική ισοδυναµία, (natural isomorphism or
natural equivalence), αν κάθε ηA είναι ισοµορφισµός στην D για κάθε αντικείµενο A της C. Στην
περίπτωση αυτή, οι F και G καλούνται ϕυσικά ισοδύναµοι συναρτητές, (naturally equivalent
functors).

Παρατήρηση 2.2.22. Αν F,G, T : C ÝÑ D είναι συναλλοίωτοι (αντισυναλλοίωτοι) συναρτητές,
και η : F ÝÑ G και ζ : G ÝÑ T είναι ϕυσικοί µετασχηµατισµοί, τότε η σύνθεση ζ ˝ η : F ÝÑ T
είναι ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός, όπου η κλάση των µορφισµών δίνεται ως

ζ ˝ η “
 

pζ ˝ ηqA
(

“
 

ζA ˝ ηA : F pAq ÝÑ T pAq
(

για κάθε αντικείµενο A της C.

Παράδειγµα 2.2.23. Αν F : C ÝÑ D είναι ένας συναλλοίωτος (αντισυναλλοίωτος) συναρτητής,
τότε ορίζουµε ϕυσικό µετασχηµατισµό ωF : F ÝÑ F , ϑέτοντας pωF qA : F pAq ÝÑ F pAq να είναι
ο ταυτοτικός µορφισµός 1F pAq για κάθε αντικείµενο A της C. Ο ϕυσικός µετασχηµατισµός ωF
καλείται ο ταυτοτικός ϕυσικός µετασχηµατισµός, (identity natural transformation).

Παρατήρηση 2.2.24. Είναι εύκολο να δούµε ότι ένας ϕυσικός µετασχηµατισµός η : F ÝÑ G
είναι ϕυσικός ισοµορφισµός, αν και µόνο αν, υπάρχει ϕυσικός µετασχηµατισµός ζ : G ÝÑ F ,
έτσι ώστε η ˝ ζ “ ωG και ζ ˝ η “ ωF .

Ορισµός 2.2.25. Αν F : C ÝÑ D και G : D ÝÑ C είναι δύο συναλλοίωτοι (αντισυναλλοίωτοι) συ-
ναρτητές, έτσι ώστε οιG˝F , IdC και αντίστοιχα, οι F ˝G, IdD, να είναι ϕυσικά ισοδύναµοι συναρτητές,
τότε οι κατηγορίες C και D καλούνται ισοδύναµες κατηγορίες, (equivalent categories).

Σ΄ αυτή την περίπτωση ο συναρτητής F καλείται ισοδυναµία κατηγοριών (equivalence of ca-
tegories), και ο συναρτητής G καλείται ηµι-αντίστροφος συναρτητής (quasi-inverse functor)
του F .

Η προσοχή µας τώρα στρέφεται σε συζυγή Ϲεύγη συναρτητών.

Ορισµός 2.2.26. ΄Εστω F : C ÝÑ D και G : D ÝÑ C δύο συναλλοίωτοι συναρτητές. Το διατεταγ-
µένο Ϲεύγος pF,Gq καλείται συζυγές Ϲεύγος, (adjoint pair), αν για κάθε αντικείµενο C της C και
για κάθε αντικείµενο D της D, υπάρχουν «1-1» και «επί» απεικονίσεις

ηC,D : HomDpF pCq, Dq ÝÑ HomCpC,GpDqq,

οι οποίες είναι ϕυσικοί ως προς τα αντικείµενα C και D. Καλούµε την οικογένεια απεικονίσεων
η “ tηC,DupC,DqPCˆD έναν συζυγή µετασχηµατισµό, (adjoint transformation). ΄Ενας τέτοιος
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µετασχηµατισµός καλείται ϕυσικός (natural) ως προς τα αντικείµενα C καιD, αν για κάθε µορφι-
σµό f : C 1 ÝÑ C στην C, και για κάθε µορφισµό g : D ÝÑ D1 στην D, τα ακόλουθα διαγράµµατα
είναι µεταθετικά :

HomDpF pCq, Dq

ηC,D

��

pF pfqq‹ // HomDpF pC
1q, Dq

ηC,D

��
HomCpC,GpDqq

f‹
// HomCpC

1, GpDqq

HomDpF pCq, Dq

ηC,D

��

g‹ // HomDpF pCq, D
1q

ηC,D1

��
HomCpC,GpDqq

pGpgqq‹

// HomCpC,GpD
1qq

Επιπλέον, στην περίπτωση που το Ϲεύγος συναρτητών pF,Gq είναι συζυγές Ϲεύγος, λέµε ότι ο F
είναι ένας αριστερός συζυγής (left adjoint) του G, και ότι ο G είναι ένας δεξιός συζυγής (right
adjoint) του F .

Παρατήρηση 2.2.27. Είναι προφανές ότι αν τα pF,Gq και pF 1, G1q είναι συζυγή Ϲεύγη, τότε το
pF 1 ˝ F,G ˝G1q είναι επίσης συζυγές Ϲεύγος, στην περίπτωση ϐέβαια που η σύνθεση έχει νόηµα.

Πρόταση 2.2.28. ΄Εστω pF,Gq ένα συζυγές Ϲεύγος συναλλοίωτων συναρτητών, όπου F : C ÝÑ D
και G : D ÝÑ C, και ηC,D : HomDpF pCq, Dq ÝÑ HomCpC,GpDqq οι «1-1» και «επί» συζυγείς
µετασχηµατισµοί. Τότε επάγονται ϕυσικοί µετασχηµατισµοί συναρτητών δ : IdC ÝÑ G ˝ F και
ε : F ˝G ÝÑ IdD, όπου

δ “ tδC :“ ηC,F pCqp1F pCqq : C ÝÑ pG ˝ F qpCquCPobpCq

και

ε “ tεD :“ η´1
GpDq,Dp1GpDqq : pF ˝GqpDq ÝÑ DuDPobpDq.

Απόδειξη. ΄Εστω f : C ÝÑ C 1 ένας οποιοσδήποτε µορφισµός στην C. Για να αποδείξουµε ότι ο
δ : IdC ÝÑ G ˝ F είναι ϕυσικός µετασχηµατισµός, αρκεί να δείξουµε ότι

pG ˝ F qpfq ˝ ηC,F pCqp1F pCqq “ ηC1,F pC1qp1F pC1qq ˝ f.

Επειδή οι µετασχηµατισµοί ηC,D είναι ϕυσικοί στο D, και ο F pfq : F pCq ÝÑ F pC 1q είναι ένας
µορφισµός στην D, επάγεται το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

HomDpF pCq, F pCqq

ηC,F pCq

��

F pfq‹ // HomDpF pCq, F pC
1qq

ηC,F pC1q

��
HomCpC, pG ˝ F qpDqq

pGpF pfqqq‹

// HomCpC, pG ˝ F qpC
1qq
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Τότε έχουµε ότι :

pG ˝ F qpfq ˝ ηC,F pCqp1F pCqq “ ppG ˝ F qpfqq‹pηC,F pCqp1F pCqq

“ ppG ˝ F qpfqq‹ ˝ ηC,F pCqqp1F pCqq

“ pηC,F pCq ˝ F pfq‹qp1F pCqq

“ ηC,F pC1qpF pfq‹p1F pCqqq

“ ηC,F pC1qpF pfq ˝ 1F pCqq

“ ηC,F pC1qpF pfqq.

Ανάλογα, χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι οι ηC,D είναι ϕυσικές στο C, καθώς και το γεγονός ότι
ο f : C ÝÑ C 1 είναι ένας µορφισµός στην C, οδηγούµαστε στην ισότητα ηC1,F pC1qp1F pC1qq ˝ f “
pηC,F pC1q˝F pfq

‹qp1F pC1qq, και κατ΄ επέκταση, στην ισότητα ηC1,F pC1qp1F pC1qq˝f “ ηC,F pC1qpF pfqq.
΄Ετσι τελικά, έχουµε ότι pG ˝F qpfq ˝ ηC,F pCqp1F pCqq “ ηC1,F pC1qp1F pC1qq ˝ f , όπως επιθυµούσαµε.
Ανάλογα αποδεικνύεται ότι ο ε είναι ϕυσικός µετασχηµατισµός. �

Σχόλιο 2.2.29. Οι ϕυσικοί µετασχηµατισµοί δ και ε της Πρότασης (2.2.28), καλούνται η µονάδα
(unit), και αντίστοιχα η συνµονάδα (counit), του συζυγούς Ϲεύγους pF,Gq.

Ολοκληρώνουµε την ενότητα αυτή µε την ακόλουθη πρόταση, η οποία συνδέει τους συναρτητές
´bR X και HomSpX,´q, όπου X είναι ένα pR,Sq-διπρότυπο, και η οποία δίνει ένα ϑεµελιώδες
παράδειγµα συζυγούς Ϲεύγους (προσθετικών) συναρτητών.

Πρόταση 2.2.30. Αν R και S είναι δακτύλιοι και RXS είναι ένα pR,Sq-διπρότυπο, τότε το Ϲεύγος
p´ bR X,HomSpX,´qq είναι ένα συζυγές Ϲεύγος συναρτητών, και ο συζυγής µετασχηµατισµός
η “ tηM,NupM,NqPMod-RˆMod-S , ο οποίος επάγει έναν ϕυσικό ισοµορφισµό αβελιανών οµάδων

ηM,N : HomSpM bR X,Nq
–
ÝÑ HomRpM,HomSpX,Nqq,

για κάθε δεξιό R-πρότυπο M , και για κάθε δεξιό S-πρότυπο N , ορίζεται ως : ηM,N pfqpmqpxq “
fpmb xq.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [16, Proposition 3.4.5]. �

Παρατήρηση 2.2.31. Σηµειώνουµε ότι υπάρχει και άλλη µία σχέση «συζυγίας» µεταξύ των συ-
ναρτητώνb και Hom. Πιο ειδικά, αν R και S είναι δακτύλιοι και SXR είναι ένα pR,Sq-διπρότυπο,
τότε το Ϲεύγος p´ bR X,HomSpX,´qq είναι ένα συζυγές Ϲεύγος συναρτητών, και για κάθε RM ,
SN , επάγεται ένας ϕυσικός ισοµορφισµός αβελιανών οµάδων

ηM,N : HomSpX bRM,Nq
–
ÝÑ HomRpM,HomSpX,Nqq.

Αν, όπως στην Πρόταση (2.2.28), δ : IdC ÝÑ G ˝ F και ε : F ˝ G ÝÑ IdD είναι ϕυσικοί
µετασχηµατισµοί µεταξύ συναρτητών F : C ÝÑ D και G : D ÝÑ C, τότε µπορούµε να ορίσουµε
νέους ϕυσικούς µετασχηµατισµούς, ως εξής :

Fδ : F ÝÑ FGF, pFδqX “ F pδXq & εF : FGF ÝÑ F, pεF qX “ εF pXq

δG : G ÝÑ GFG, pδGqY “ δGpY qq & Gε : GFG ÝÑ G, pGεqY “ GpεY q

Το επόµενο ϐασικό αποτέλεσµα χαρακτηρίζει τα συζυγή Ϲεύγη.

Πρόταση 2.2.32. ΄Εστω pF,Gq ένα συζυγές Ϲεύγος συναλλοίωτων συναρτητών, όπου F : C ÝÑ D
και G : D ÝÑ C, και ηC,D : HomDpF pCq, Dq ÝÑ HomCpC,GpDqq οι «1-1» και «επί» συζυγείς
µετασχηµατισµοί. Τότε οι επαγόµενοι ϕυσικοί µετασχηµατισµοί συναρτητών δ : IdC ÝÑ G ˝ F και
ε : F ˝G ÝÑ IdD, όπως ορίσθηκαν στην Πρόταση 2.2.28, ικανοποιούν τις ακόλουθες σχέσεις :

εF ˝ Fδ “ IdF : F ÝÑ F & Gε ˝ δG “ IdG : G ÝÑ G
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Αντίστροφα αν δ : IdC ÝÑ G ˝ F και ε : F ˝G ÝÑ IdD, είναι ϕυσικοί µετασχηµατισµοί συναρτητών
οι οποίοι ικανοποιούν τις παραπάνω σχέσεις, τότε ορίζοντας

ηC,D : HomDpF pCq, Dq ÝÑ HomCpC,GpDqq, ηC,D “ HomDpF pCq, εDq ˝ FC,GpDq

αποκτούµε, για κάθε C P C και D P D, µια οικογένεια «1-1» και «επί» απεικονίσεων ηC,D οι οποίες
είναι ϕυσικές ως προς C και D, µε αντίστροφες απεικονίσεις :

ζC,D : HomDpC,GpDqq ÝÑ HomCpF pCq, Dq, ζC,D “ HomCpδX , GpDqq ˝GF pCq,D

και εποµένως το Ϲεύγος συναρτητών pF,Gq είναι συζυγές.

Απόδειξη. Για την απόδειξη παραπέµπουµε στο ϐιβλίο [45]. �

2.3 Πυρήνες, Συνπυρήνες Και Ειδικές Κατηγορίες

Καθ΄ όλη την έκταση της ενότητας αυτής, συµβολίζουµε µε C µια υποπροσθετική κατηγορία µε
µηδενικό αντικείµενο.

΄Εστω α : B ÝÑ C και α1 : B1 ÝÑ C δύο µορφισµοί στην C. Θα γράφουµε

α ďm α1 ðñ D γ : B ÝÑ B1 έτσι ώστε : α1 ˝ γ “ α

Σηµειώνουµε ότι αν ο µορφισµός α είναι µονοµορφισµός, τότε και ο µορφισµός γ είναι µονοµορ-
ϕισµός. Από τώρα περιοριζόµαστε στην περίπτωση κατά την οποία οι µορφισµοί α και α1 είναι
µονοµορφισµοί. Τότε ϐλέπουµε εύκολα ότι ορίζοντας :

@α : B ÝÑ C, α1 : B1 ÝÑ C : α „m α1 ðñ α ďm α1 & α1 ďm a

αποκτούµε µια σχέση ισοδυναµίας στην κλάση tB ÝÑ C | B P Cu όλων των µορφισµών στην C
οι οποίοι καταλήγουν στο C. Με άλλα λόγια ϑα έχουµε: α „m α1 αν και µόνον αν υπάρχουν
µορφισµοί f : B ÝÑ B1 και g : B1 ÝÑ B έτσι ώστε : α1 ˝ f “ α και α ˝ g “ α1. Επειδή οι α, α1

είναι µονοµορφισµοί, οι µορφισµοί f και g είναι µοναδικοί µε την παραπάνω ιδιότητα. Ως άµεση
συνέπεια, ϑα έχουµε ότι ο µορφισµός f είναι ισοµορφισµός µε αντίστροφο τον µορφισµό g.

Ορισµός 2.3.1. ∆ύο µονοµορφισµοί α : B ÝÑ C και α1 : B1 ÝÑ C στην C καλούνται ισοδύναµοι,
(equivalent), αν : α „m α1, δηλαδή αν υπάρχει ισοµορφισµός γ : B ÝÑ B1 στην C έτσι ώστε
α1 ˝ γ “ α.

Μια κλάση ισοδυναµίας, ως προς τη σχέση ισοδυναµίας „m, από µονοµορφισµούς οι οποίοι
καταλήγουν στο αντικείµενο C της C, καλείται ένα υποαντικείµενο (subobject) του C.

∆υϊκά, έστω β : C ÝÑ B και β1 : C ÝÑ B1 δύο µορφισµοί στην C. Θα γράφουµε

β1 ďe β ðñ D γ : B ÝÑ B1 έτσι ώστε : γ ˝ β “ β1

Σηµειώνουµε ότι αν ο µορφισµός β1 είναι επιµορφισµός, τότε και ο µορφισµός γ είναι επιµορ-
ϕισµός. Από τώρα περιοριζόµαστε στην περίπτωση κατά την οποία οι µορφισµοί β και β1 είναι
επιµορφισµοί. Τότε ϐλέπουµε εύκολα ότι ορίζοντας :

@β : C ÝÑ B, β1 : C ÝÑ B1 : β „e β
1 ðñ β ďe β

1 & β1 ďe β

αποκτούµε µια σχέση ισοδυναµίας στην κλάση tC ÝÑ B | B P Cu όλων των µορφισµών στην C
οι οποίοι ξεκινούν από το C. Με άλλα λόγια ϑα έχουµε: β „e β1 αν και µόνον αν υπάρχουν
µορφισµοί f : B ÝÑ B1 και g : B1 ÝÑ B έτσι ώστε : f ˝ β “ β1 και g ˝ β1 “ β. Επειδή οι β, β1

είναι επιµορφισµοί, οι µορφισµοί f και g είναι µοναδικοί µε την παραπάνω ιδιότητα. Ως άµεση
συνέπεια, ϑα έχουµε ότι ο µορφισµός f είναι ισοµορφισµός µε αντίστροφο τον µορφισµό g.
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Ορισµός 2.3.2. ∆ύο επιµορφισµοί β : C ÝÑ B και β1 : C ÝÑ B1 στην C καλούνται ισοδύναµοι,
(equivalent), αν : β „e β1, δηλαδή αν υπάρχει ισοµορφισµός γ : B ÝÑ B1 στην C έτσι ώστε
γ ˝ β “ β1.

Μια κλάση ισοδυναµίας, ως προς τη σχέση ισοδυναµίας„e, από επιµορφισµούς οι οποίοι ξεκινούν
από το αντικείµενο C της C, καλείται ένα αντικείµενο πηλίκο (quotient object) του C.

Σύµβαση: Χάριν απλότητας, ένα υποαντικείµενο ϑα ταυτίζεται µε έναν µονοµορφισµό ο οποίος
είναι αντιπρόσωπος της αντίστοιχης κλάσης ισοδυναµίας, και ένα αντικείµενο πηλίκο ϑα ταυτίζεται
µε έναν επιµορφισµό ο οποίος είναι αντιπρόσωπος της αντίστοιχης κλάσης ισοδυναµίας.

Ορισµός 2.3.3. ΄Ενας πυρήνας (kernel) ενός µορφισµού α : B ÝÑ C στην C, είναι ένας µορφι-
σµός k : K ÝÑ B στην C έτσι ώστε

1. α ˝ k “ 0, και

2. για κάθε µορφισµό β : X ÝÑ B στην C τέτοιος ώστε α ˝ β “ 0, υπάρχει µοναδικός µορφισµός
γ : X ÝÑ B έτσι ώστε το διάγραµµα:

K
k // B

α // C

X

D!γ

``

β

OO

0

>>

να είναι µεταθετικό.

Παρατήρηση 2.3.4. Εύκολα ϐλέπουµε ότι κάθε πυρήνας είναι µονοµορφισµός.

΄Ενας πυρήνας ενός µορφισµού, αν υπάρχει, είναι µοναδικός µε την ακόλουθη έννοια :

Πρόταση 2.3.5. Οποιοιδήποτε δύο πυρήνες ενός µορφισµού α : B ÝÑ C στην C, αντιπροσωπεύουν
το ίδιο υποαντικείµενο του B.

Απόδειξη. ΄Εστω k : K ÝÑ B και k1 : K 1 ÝÑ B δύο πυρήνες του α. Επειδή α ˝ k1 “ 0 και
α ˝ k “ 0, υπάρχουν µοναδικοί µορφισµοί γ : K 1 ÝÑ K και β : K ÝÑ K στην C, έτσι ώστε
k ˝ γ “ k1 και k1 ˝ β “ k. ΄Ετσι,

k ˝ γ ˝ β “ k1 ˝ β “ k “ k ˝ 1K & k1 ˝ β ˝ γ “ k ˝ γ “ k1 “ k1 ˝ 1K1 .

Αφού οι k και k1 είναι µονοµορφισµοί, έπεται ότι γ ˝β “ 1K και ότι β ˝γ “ 1K1 . Συνεπώς, ο µορ-
ϕισµός β είναι ένας ισοµορφισµός στην C, και άρα, οι µονοµορφισµοί k και k1 είναι ισοδύναµοι,
δηλαδή αντιπροσωπεύουν το ίδιο υποαντικείµενο του B. �

Λόγω λοιπόν της Πρότασης (2.3.5), ένας πυρήνας ενός µορφισµού α : B ÝÑ C στην C όταν
υπάρχει, είναι µοναδικός µέχρι ισοµορφισµό και καλείται ο πυρήνας του α, και τότε γράφουµε
K “ Kerα, k “ kerα, για τον πυρήνα k : K ÝÑ B του α.

Πρόταση 2.3.6. ΄Ενας µορφισµός α : B ÝÑ C στην C είναι µονοµορφισµός, αν και µόνο αν,
Kerα “ 0.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι Kerα “ 0, και έστω f : A ÝÑ B ένας µορφισµός στην C µε α ˝ f “ 0.
Για να αποδείξουµε ότι ο α είναι µονοµορφισµός, αρκεί να δείξουµε ότι f “ 0. Επειδή α ˝ f “ 0,
από την καθολική ιδιότητα του πυρήνα, υπάρχει µοναδικός µορφισµός γ : A ÝÑ 0 έτσι ώστε
kerα ˝ γ “ f . Τότε προφανώς, έχουµε ότι γ “ 0, και άρα, ότι f “ 0, όπως επιθυµούσαµε.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι ο α είναι µονοµορφισµός στην C. Τότε επειδή α ˝ kerα “ 0,
έπεται ότι kerα “ 0: Kerα ÝÑ B. Θεωρούµε τώρα τον µηδενικό µορφισµό 0B : 0 ÝÑ B στην
C. Παρατηρώντας ότι ο 0B είναι µονοµορφισµός, καθώς και ότι kerα ˝ 0 “ 0B, παίρνουµε ότι
0B ďm kerα. Οµοίως, ϑεωρώντας τον µηδενικό µορφισµό 0K : Kerα ÝÑ 0 στην C, έχουµε ότι
kerα “ 0 “ 0B ˝ 0K , και κατ΄ επέκταση, ότι kerα ďm 0B. Συνδυάζοντας λοιπόν τα προηγούµενα,
προκύπτει ότι τα αντικείµενα Kerα και 0 είναι ισόµορφα στην C, και έτσι, ότι Kerα “ 0. �
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Στην συνέχεια αναπτύσσουµε τη δυϊκή έννοια του πυρήνα, αυτή του συνπυρήνα.

Ορισµός 2.3.7. ΄Ενας συνπυρήνας (cokernel) ενός µορφισµού α : B ÝÑ C στην C, είναι ένας
µορφισµός p : C ÝÑ D στην C έτσι ώστε

1. p ˝ α “ 0, και

2. για κάθε µορφισµό β : C ÝÑ X στην C τέτοιος ώστε β ˝α “ 0, υπάρχει µοναδικός µορφισµός
γ : D ÝÑ X έτσι ώστε το διάγραµµα:

B

0   

α // C

β

��

p // D

D!γ~~
X

να είναι µεταθετικό.

Παρατήρηση 2.3.8. Είναι εύκολο να δούµε ότι κάθε συνπυρήνας είναι επιµορφισµός.

΄Ενας συνπυρήνας ενός µορφισµού, αν υπάρχει, είναι µοναδικός µε την έννοια :

Πρόταση 2.3.9. Οποιοιδήποτε δύο συνπυρήνες ενός µορφισµού α : B ÝÑ C στην C, αντιπροσω-
πεύουν το ίδιο αντικείµενο πηλίκο του C.

Απόδειξη. Ακολουθώντας µια ανάλογη πορεία µε την απόδειξης της Πρότασης (2.3.5), χρησιµο-
ποιώντας ωστόσο το γεγονός ότι κάθε συνπυρήνας είναι επιµορφισµός, παίρνουµε το Ϲητούµε-
νο. �

Λόγω της προηγούµενης µοναδικότητας, ένας συνπυρήνας ενός µορφισµού α : B ÝÑ C στην
C, όταν υπάρχει, καλείται ο συνπυρήνας του α, και τότε γράφουµε D “ Cokerα, p “ cokerα, για
τον συνπυρήνα p : C ÝÑ D του α.

Η ακόλουθη πρόταση είναι η δυϊκή εκδοχή της Πρότασης (2.3.6).

Πρόταση 2.3.10. ΄Ενας µορφισµός α : B ÝÑ C στην C είναι επιµορφισµός, αν και µόνο αν,
Cokerα “ 0.

Απόδειξη. ∆υϊκά µε την απόδειξη της Πρότασης (2.3.6). �

Πρόταση 2.3.11. Αν α είναι ο πυρήνας κάποιου µορφισµού στην C, και αν υπάρχει ο συνπυρήνας
του µορφισµού α, τότε α “ kerpcokerαq. ∆υϊκά, αν β είναι ο συνπυρήνας κάποιου µορφισµού στην
C, και αν υπάρχει ο πυρήνας του µορφισµού β, τότε β “ cokerpker βq.

Απόδειξη. ΄Εστω α : B ÝÑ C ο πυρήνας του µορφισµού γ : C ÝÑ D στην C. Επειδή γ ˝ α “ 0,
από την καθολική ιδιότητα του συνπυρήνα, υπάρχει µοναδικός µορφισµός φ : Cokerα ÝÑ D
στην C έτσι ώστε φ ˝ cokerα “ γ. Αν ε : X ÝÑ C είναι ένας οποιοσδήποτε µορφισµός στην C µε
cokerα ˝ ε “ 0, τότε έχουµε ότι :

γ ˝ ε “ φ ˝ cokerα ˝ ε “ φ ˝ 0 “ 0.

Συνεπώς, από την καθολική ιδιότητα του πυρήνα, υπάρχει µοναδικός µορφισµός ψ : X ÝÑ B
έτσι ώστε α ˝ ψ “ ε. ΄Αρα, ο µορφισµός α είναι ο πυρήνας του µορφισµού cokerα. Παρόµοια
προκύπτει και το δεύτερο σκέλος της πρότασης. �

Παράδειγµα 2.3.12. 1. Στην κατηγορία Ab κάθε µορφισµός έχει πυρήνα και συνπυρήνα.
Πιο ειδικά, αν f : G ÝÑ H είναι ένας οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων, τότε ο πυρήνας
του f είναι η υποοµάδα Ker f της G µαζί µε την κανονική εισαγωγή i : Ker f ÝÑ G,
και ο συνπυρήνας του f είναι η αβελιανή οµάδα H{ Im f µαζί µε την ϕυσική προβολή
π : H ÝÑ H{ Im f .
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2. Αν R είναι ένας δακτύλιος, τότε οι πυρήνες και συνπυρήνες (οµο)µορφισµών στην κατηγορία
R-Mod δίνονται όπως στο Κεφάλαιο 1. Στην κατηγορία αυτή µάλιστα, κάθε µονοµορφισµός
είναι ο πυρήνας κάποιου µορφισµού, και αντίστοιχα, κάθε επιµορφισµός είναι ο συνπυρή-
νας κάποιου µορφισµού.

Επικεντρωνόµαστε τώρα σε ειδικές κατηγορίες. Ας ξεκινήσουµε µε την έννοια µιας ταυτοδύ-
ναµα πλήρους κατηγορίας.

Ορισµός 2.3.13. Μια προσθετική κατηγορία D καλείται ταυτοδύναµα πλήρης, (idempotent
complete), αν κάθε ταυτοδύναµος ενδοµορφισµός στην D έχει πυρήνα. ∆ηλαδή, αν f : A ÝÑ A
είναι ένας µορφισµός στην D έτσι ώστε f2 “ f , τότε υπάρχει ο πυρήνας του µορφισµού f στην D.

Αν και δεν έχουµε εισάγει ακόµη την έννοια µιας αβελιανής κατηγορίας, ας σηµειώσουµε ότι
κάθε αβελιανή κατηγορία είναι µια ταυτοδύναµα πλήρης κατηγορία, διότι όπως ϑα δούµε στην
συνέχεια, κάθε µορφισµός σε µια αβελιανή κατηγορία έχει πάντα πυρήνα.

Πρόταση 2.3.14. ΄Εστω D µια προσθετική και ταυτοδύναµα πλήρης κατηγορία. Αν f : A ÝÑ B
και g : B ÝÑ A είναι δύο µορφισµοί στην D τέτοιοι ώστε f ˝ g “ 1B , τότε υπάρχει ένα αντικείµενο
K της D έτσι ώστε A – K ‘B.

Απόδειξη. ΄Εστω f : A ÝÑ B και g : B ÝÑ A δύο µορφισµοί στην D τέτοιοι ώστε f ˝ g “ 1B.
Τότε προφανώς ο µορφισµός f στην D είναι επιµορφισµός, και ο µορφισµός g στην D είναι
µονοµορφισµός. Επιπλέον, ο µορφισµός g ˝ f : A ÝÑ A στην D είναι ταυτοδύναµος, διότι

pg ˝ fq2 “ pg ˝ fq ˝ pg ˝ fq “ g ˝ f ˝ g ˝ f “ g ˝ 1B ˝ f “ g ˝ f.

Συνεπώς, αφού η κατηγορία D είναι ταυτοδύναµα πλήρης, υπάρχει ο πυρήνας κ : K ÝÑ A του
µορφισµού g ˝ f στην D. Παρατηρώντας ότι

pg ˝ fq ˝ p1A ´ g ˝ fq “ pg ˝ fq ˝ 1A ´ pg ˝ fq
2 “ g ˝ f ´ g ˝ f “ 0,

από την καθολική ιδιότητα του πυρήνα, υπάρχει µοναδικός µορφισµός λ : A ÝÑ K στην D, ο
οποίος συνθέτει το µεταθετικό διάγραµµα:

K
κ // A

g˝f // A

A

λ

``

γ

OO

0

?? (2.1)

όπου γ “ 1A ´ pg ˝ fq. Στην συνέχεια, ϑεωρούµε τις συνθέσεις των µορφισµών
ˆ

λ
f

˙

: A ÝÑ K ‘B &
`

κ g
˘

: K ‘B ÝÑ A,

στην D, δηλαδή τους µορφισµούς

`

κ g
˘

˝

ˆ

λ
f

˙

“ κ ˝ λ` g ˝ f

και
ˆ

λ
f

˙

˝
`

κ g
˘

“

ˆ

λ ˝ κ λ ˝ g
f ˝ κ f ˝ g

˙

“

ˆ

λ ˝ κ λ ˝ g
f ˝ κ 1B

˙

,

στην D. Η µεταθετικότητα του διαγράµµατος (2.1), µας δίνει ότι κ ˝ λ “ 1A ´ g ˝ f , και κατ΄
επέκταση, ότι g ˝ f ` κ ˝ λ “ 1A. Επειδή g ˝ f ˝ κ “ 0, και αφού ο g είναι µονοµορφισµός στην
D, έπεται ότι f ˝ κ “ 0. ΄Ετσι,

`

κ g
˘

˝

ˆ

λ
f

˙

“ 1A,
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και
ˆ

λ
f

˙

˝
`

κ g
˘

“

ˆ

λ ˝ κ λ ˝ g
0 1B

˙

.

Αν εφαρµόσουµε τώρα στην ισότητα g˝f`κ˝λ “ 1A τον µονοµορφισµό κ από τα δεξιά, τότε εύκολα
οδηγούµαστε στην ισότητα λ ˝ κ “ 1K . Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα αυτό, και εφαρµόζοντας
στην ισότητα g ˝ f ` κ ˝ λ “ 1A αυτή τη ϕορά τον µορφισµό λ, προκύπτει ότι

λ “ λ ˝ g ˝ f ` λ ˝ κ ˝ λ “ λ ˝ g ˝ f ` 1K ˝ λ “ λ ˝ g ˝ f ` λ.

Εποµένως, παίρνουµε ότι λ “ λ ˝ g ˝ f ` λ, και άρα, ότι λ ˝ g ˝ f “ 0. Επειδή όµως ο f είναι
επιµορφισµός στην D, έπεται ότι λ ˝ g “ 0. ΄Ετσι τελικά, έχουµε ότι

ˆ

λ
f

˙

˝
`

κ g
˘

“

ˆ

1K 0
0 1B

˙

“ 1K‘B .

Συνεπώς, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι ο µορφισµός
ˆ

λ
f

˙

: A ÝÑ K ‘B,

είναι ισοµορφισµός στην D, µε
ˆ

λ
f

˙´1

“
`

κ g
˘

, δηλαδή ότι A – K ‘B στην D. �

Ολοκληρώνουµε την ενότητα αυτή, µελετώντας εν συντοµία κατηγορίες πηλίκα.
΄Εστω C µια κατηγορία. Υποθέτουµε ότι στην κλάση όλων των µορφισµών της C έχει ορισθεί

µια σχέση ισοδυναµίας «„» η οποία είναι συµβιβαστή µε την σύνθεση µορφισµών στην C όταν
αυτή ορίζεται. ∆ηλαδή υποθέτουµε για κάθε δύο αντικείµενα A,B της C, έχει ορισθεί στο σύνολο
µορφισµών HomCpA,Bq µια σχέση ισοδυναµίας „, έτσι ώστε, αν f1, f2 : A ÝÑ B είναι µορφισµοί
στην C για τους οποίους ισχύει ότι f1 „ f2, τότε :

@g : B ÝÑ D & @h : C ÝÑ A ισχύει ότι f1 ˝ h „ f2 ˝ h & g ˝ f1 „ g ˝ f2 p˚q

Με ϐάση τα παραπάνω δεδοµένα, ορίζουµε µια νέα κατηγορία C{ „ ως εξής. Τα αντικείµενα της
C είναι τα αντικείµενα της C. Αν A και B είναι αντικείµενα της C{ „, δηλαδή αντικείµενα της C,
τότε :

HomC{„pA,Bq “ HomCpA,Bq{ „

Η σύνθεση µορφισµών επάγεται από την σύνθεση µορφισµών στην C. Οι σχέσεις p˚q πιστοποιούν
εύκολα ότι πράγµατι έτσι αποκτούµε µια κατηγορία.

Ορισµός 2.3.15. ΄Εστω C µια κατηγορία και «„» µια σχέση ισοδυναµίας στην κλάση µορφισµών
της C η οποία είναι συµβιβαστή µε την σύνθεση της C, δηλαδή ικανοποιεί την p˚q. Τότε η επαγόµενη
κατηγορία C{ „ καλείται κατηγορία πηλίκο (quotient category) της C ως προς τη δοθείσα σχέση
ισοδυναµίας.

΄Ενα αντικείµενο A της C ϑεωρούµενο ως αντικείµενο της C{ „ ϑα συµβολίζεται συνήθως µε A,
και ένας µορφισµός µεταξύ των αντικειµένων A και B, δηλαδή η κλάση ισοδυναµίας rf s„ ενός
µορφισµού f : A ÝÑ B στην C, ϑα συµβολίζεται µε f .

Παρατήρηση 2.3.16. Αν C{ „ είναι η κατηγορία πηλίκο της κατηγορίας C ως προς τη σχέση
ισοδυναµίας «„», τότε ορίζοντας

π : C ÝÑ C{ „, πpAq “ A & πpfq “ f

αποκτούµε έναν συναλλοίωτο συναρτητή ο οποίος είναι πλήρης και καλείται ο συναρτητής προ-
ϐολής, (projection functor).
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Υποθέτουµε από τώρα µέχρι και το τέλος της παρούσας ενότητας, ότι κάθε πλήρης υποκατη-
γορία µιας κατηγορίας C είναι κλειστή σε ισοµορφισµούς στην C.

Επειδή ενδιαφερόµαστε αποκλειστικά για προσθετικές κατηγορίες, υποθέτουµε από τώρα και
στο εξής ότι C είναι µια προσθετική κατηγορία. Μια ειδική περίπτωση κατηγοριών πηλίκο είναι οι
ευσταθείς κατηγορίες : ΄ΕστωA µια πλήρης υποκατηγορία της C. Ορίζουµε µια σχέση ισοδυναµίας
στην κλάση των µορφισµών της C ως εξής. Αν C1 και C2 είναι αντικείµενα της C, και f1, f2 : C1 ÝÑ

C2 είναι µορφισµοί στην C, τότε ορίζουµε : f1 „A f2 αν ο µορφισµός f1´f2 : C1 ÝÑ C2 αναλύεται
µέσω ενός αντικειµένου το οποίο ανήκει στην υποκατηγορία A: υπάρχει ένα αντικείµενο A P A
και µορφισµοί α : C1 ÝÑ A και β : A ÝÑ C2 έτσι ώστε : f1 ´ f2 “ β ˝ α.

Εύκολα ϐλέπουµε ότι πράγµατι η σχέση „A είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί της κλάσης των
µορφισµών της C.

Ορισµός 2.3.17. ΄Εστω C µια προσθετική κατηγορία και A µια πλήρης υποκατηγορία της C. Τότε
η ευσταθής κατηγορία (stable category) C{A της C modulo την υποκατηγορία A, ορίζεται να
είναι η κατηγορία πηλίκο C{ „A και συµβολίζεται µε C{A:

C{A “ C{ „A

Είναι εύκολο να δούµε ότι αν C1 και C2 είναι αντικείµενα της C, τότε το υποσύνολο

HomCApC1, C2q “
 

f : C1 ÝÑ C2 | f “ β ˝ α, όπου A P A, α : C1 ÝÑ A, β : A ÝÑ C2

(

είναι µια υποοµάδα της αβελιανής οµάδας HomCpC1, C2q, και επιπλέον

HomC{ApC1, C2q “ HomCpC1, C2q{HomCApC1, C2q

Παρατήρηση 2.3.18. Αν A είναι µια πλήρης υποκατηγορία µιας προσθετικής κατηγορίας C,
τότε η ευσταθής κατηγορία C{A της C modulo την A, είναι προσθετική κατηγορία. Επιπλέον, η
προβολή

π : C ÝÑ C{A,
όπου πpCq “ C και πpfq “ f , είναι ένας προσθετικός και πλήρης συναλλοίωτος συναρτητής µε
πpAq “ 0. Μάλιστα, ο προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής π χαρακτηρίζεται από την ιδιότητα
ότι αν T : C ÝÑ D είναι ένας προσθετικός συναλλοίωτος (αντισυναλλοίωτος) συναρτητής τέτοιος
ώστε T pAq “ 0, τότε υπάρχει µοναδικός προσθετικός συναλλοίωτος (αντισυναλλοίωτος) συναρτητής
T 1 : C{A ÝÑ D έτσι ώστε T 1 ˝ π “ T .

Πράγµατι, χρησιµοποιώντας την υπόθεση ότι η C είναι προσθετική κατηγορία, εύκολα έπεται
ότι η ευσταθής κατηγορία C{A της C modulo την A είναι προσθετική κατηγορία, όπου η πρόσθεση
στα σύνολα µορφισµών δίνεται ως :

f ` g “ f ` g,

και τα µηδενικά αντικείµενα της C{A είναι ακριβώς τα αντικείµενα της A. Επιπλέον, από τον τρό-
πο που ορίστηκε ο συναλλοίωτος συναρτητής π, είναι ϕανερό ότι ο π είναι προσθετικός και πλήρης
µε την ιδιότητα ότι πpAq “ 0 για κάθε αντικείµενο A της A. Σηµειώνουµε ότι η ισότητα πpAq “ 0,
προκύπτει από το γεγονός ότι τα µηδενικά αντικείµενα της C{A είναι ακριβώς όλα τα αντικείµενα
της A. ΄Εστω τώρα T : C ÝÑ D ένας προσθετικός συναλλοίωτος (αντισυναλλοίωτος) συναρτητής τέ-
τοιος ώστε T pAq “ 0. Ορίζουµε T 1 : C{A ÝÑ D, ϑέτοντας T 1pCq “ T pCq, και T 1pfq “ T pfq. Τότε
ο T 1 είναι προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής έτσι ώστε T 1˝π “ T . Μάλιστα, ο T 1 µε την προη-
γούµενη ιδιότητα είναι µοναδικός, διότι αν υπήρχε προσθετικός συναλλοίωτος (αντισυναλλοίωτος)
συναρτητής F : C{A ÝÑ D µε F ˝ π “ T , τότε

F pCq “ F pπpCqq “ pF ˝ πqpCq “ T pCq “ pT 1 ˝ πqpCq “ T 1pπpCqq “ T 1pCq,

F pfq “ F pπpfqq “ pF ˝ πqpfq “ T pfq “ pT 1 ˝ πqpfq “ T 1pπpfqq “ T 1pfq,

για κάθε αντικείµενο C της C{A, και για κάθε µορφισµό f στην C{A.
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2.4 Αβελιανές Κατηγορίες

Στην παρούσα ενότητα, µελετάµε αβελιανές κατηγορίες. Οι αβελιανές κατηγορίες όπως ϑα δια-
πιστώσουµε, κληρονοµούν τις ϑεµελιώδεις ιδιότητες των αβελιανών οµάδων στην κατηγορία Ab.
∆εν είναι άλλωστε τυχαία η ονοµασία αυτών. Σηµειώνουµε ότι η ιδέα µιας αβελιανής κατηγορίας,
καθώς και ο όρος «αβελιανή κατηγορία», εισήχθησαν πρώτη ϕορά από τον S. MacLane. Ωστόσο,
ο σύγχρονος αξιωµατικός ορισµός µιας αβελιανής κατηγορίας, δόθηκε από τον A. Grothendieck.

΄Εστω C µια υποπροσθετική κατηγορία µε µηδενικά αντικείµενα. Υποθέτουµε ότι κάθε µορ-
ϕισµός στην C, έχει πυρήνα και συνπυρήνα. Τότε για έναν οποιοδήποτε µορφισµό α : B ÝÑ C
στην C, επάγεται µοναδικός µορφισµός α : Cokerpkerαq ÝÑ Kerpcokerαq στην C, έτσι ώστε το
ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

Kerα
kerα // B

λ

��

α // C
cokerα // Cokerα

Cokerpkerαq
D ! α

// Kerpcokerαq

µ

OO p:q

όπου λ “ cokerpkerαq και µ “ kerpcokerαq. Πράγµατι, επειδή cokerα ˝α “ 0, από την καθολική
ιδιότητα του πυρήνα υπάρχει µοναδικός µορφισµός β : B ÝÑ Kerpcokerαq έτσι ώστε µ ˝ β “
α. Τότε έπεται ότι µ ˝ β ˝ kerα “ α ˝ kerα “ 0, και άρα ότι β ˝ kerα “ 0, αφού ο µ είναι
µονοµορφισµός στην C. Συνεπώς, από την καθολική ιδιότητα του συνπυρήνα, υπάρχει µοναδικός
µορφισµός α : Cokerpkerαq ÝÑ Kerpcokerαq στην C τέτοιος ώστε α ˝ λ “ β. ΄Ετσι τελικά, έχουµε
ότι µ ˝ α ˝ λ “ µ ˝ β “ α.

Για παράδειγµα, έστω C “ Ab η κατηγορία των αβελιανών οµάδων. Τότε προφανώς η C είναι
προσθετική κατηγορία, και κάθε µορφισµός στην C έχει πυρήνα και συνπυρήνα. Αν α : B ÝÑ C
είναι ένας οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων, τότε Cokerpkerαq – B{Kerα, και Kerpcokerαq –
Imα. ΄Ετσι στην κατηγορία C “ Ab, ο επαγόµενος µορφισµός α είναι ο ισοµορφισµός αβελιανών
οµάδων α : B{Kerα ÝÑ Imα, ο οποίος δίνεται από το πρώτο Θεώρηµα ισοµορφισµών για οµάδες.

Φυσιολογικά λοιπόν οδηγούµαστε στον ακόλουθο ορισµό.

Ορισµός 2.4.1. Μια κατηγορία C καλείται αβελιανή, (abelian category), αν

1. Η C είναι προσθετική.

2. Κάθε µορφισµός στην C έχει πυρήνα και συνπυρήνα.

3. Για κάθε µορφισµό α : B ÝÑ C στην C, ο επαγόµενος µορφισµός

α : Cokerpkerαq ÝÑ Kerpcokerαq,

είναι ένας ισοµορφισµός στην C.

Παρατήρηση 2.4.2. Το τρίτο αξίωµα του Ορισµού (2.4.1), µπορεί να αντικατασταθεί µε το ακό-
λουθο αξίωµα:

3΄. Κάθε µορφισµός α στην C αναλύεται ως α “ γ ˝ β, όπου γ είναι ο πυρήνας κάποιου
µορφισµού στην C, και ο β είναι ο συνπυρήνας κάποιου µορφισµού στην C.

Στην πραγµατικότητα, είναι προφανές ότι 3 ñ 31. Ας υποθέσουµε τώρα ότι η κατηγορία C
ικανοποιεί τα αξιώµατα 1) και 2) του Ορισµού (2.4.1), καθώς και το αξίωµα 3΄). ΄Εστω α : B ÝÑ C
ένας µορφισµός στην C. Η υπόθεση το 3΄), µας δίνει µορφισµούς β : B ÝÑ D, γ : D ÝÑ C
στην C έτσι ώστε α “ γ ˝ β, όπου οι β και γ είναι αντίστοιχα, ο συνπυρήνας και ο πυρήνας
κάποιου µορφισµού στην C. Τότε χρησιµοποιώντας τα αξιώµατα 1), 2), και την Πρόταση (2.3.11),
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παίρνουµε ότι γ “ kerpcoker γq και β “ cokerpker βq. Επειδή ο γ είναι µονοµορφισµός και
αφού ο β είναι επιµορφισµός, εύκολα έπεται ότι kerα “ ker β, και cokerα “ coker γ. Συνεπώς,
καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι

Cokerpkerαq “ Cokerpker βq “ D “ Kerpcoker γq “ Kerpcokerαq

όπως επιθυµούσαµε.

Παράδειγµα 2.4.3. 1. Η κατηγορία Ab είναι αβελιανή.

2. Αν R είναι ένας δακτύλιος µε µονάδα, τότε οι κατηγορίες R-Mod και Mod-R είναι αβελιανές.

3. Η κατηγορία R-mod των πεπερασµένα παραγόµενων αριστερών R-προτύπων είναι αβελια-
νή, αν και µόνο αν, ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether. Ανάλογα απο-
τελέσµατα ισχύουν και για την κατηγορία mod-R των πεπερασµένα παραγόµενων δεξιών
R-προτύπων.

Πρόταση 2.4.4. ΄Εστω C µια αβελιανή κατηγορία. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Αν α : B ÝÑ C είναι µονοµορφισµός και επιµορφισµός στην C, τότε ο α είναι ισοµορφισµός
στην C.

2. Αν α : B ÝÑ C είναι µονοµορφισµός στην C, τότε α “ kerpcokerαq.

3. Αν α : B ÝÑ C είναι επιµορφισµός στην C, τότε α “ cokerpkerαq.

Απόδειξη. 1) ΄Εστω α : B ÝÑ C ένας µονοµορφισµός και επιµορφισµός στην C. Τότε όπως γνω-
ϱίζουµε ϑα έχουµε Kerα “ 0 και Cokerα “ 0, και εποµένως στο διάγραµµα p:q: ο επιµορφισµός
λ “ cokerpkerαq είναι µονοµορφισµός και ο µονοµορφισµός µ “ kerpcokerαq είναι επιµορφι-
σµός. Επειδή ο λ είναι ο συνπυρήνας του µηδενικού µορφισµού, έπεται ότι υπάρχει µορφισµός
λ1 : Cokerpkerαq ÝÑ B έτσι ώστε λ1 ˝λ “ 1B. Τότε λ˝λ1 ˝λ “ λ και εποµένως λ˝λ1 “ 1Cokerpkerαq
διότι ο λ είναι επιµορφισµός. ΄Αρα ο µορφισµός λ ισοµορφισµός. Παρόµοια δείχνουµε ότι ο µ
είναι ισοµορφισµός. Επειδή

α “ µ ˝ α ˝ λ

και οι µορφισµοί µ, α, και λ είναι ισοµορφισµοί, έπεται ότι ο α είναι ισοµορφισµός στην C.
2) ΄Εστω α : B ÝÑ C ένας µονοµορφισµός στην C. Τότε α “ µ ˝ α ˝ λ, όπου µ “ kerpcokerαq

και α είναι ο επαγόµενος ισοµορφισµός. Επειδή ο α είναι µονοµορφισµός, έπεται όπως παραπάνω
ότι ο λ είναι ισοµορφισµός και τότε η σύνθεση α ˝ λ είναι ισοµορφισµός. Αυτό σηµαίνει ότι οι
µορφισµοί α και µ “ kerpcokerαq είναι ισοδύναµοι µονοµορφισµοί και εποµένως παριστάνουν το
ίδιο υποαντικείµενο Kerpcokerαq του B. Με άλλα λόγια ϑα έχουµε kerpcokerαq “ α

3) ∆υϊκά, µε την απόδειξη του 2). �

Συµβολισµός: Αν C είναι µια αβελιανή κατηγορία, και α : B ÝÑ C στην C ένας µορφισµός
στην C.

Ο µορφισµός coimα “ cokerpkerαq : B ÝÑ Cokerpkerαq καλείται η συνεικόνα (coimage)
του α και το αντικείµενο Coimα :“ Cokerpkerαq η συνεικόνα (coimage) του α.

Παρόµοια ο µορφισµός imα “ kerpcokerpαq : Kerpcokerpαq ÝÑ C καλείται η εικόνα (image)
του α και το αντικείµενο Imα :“ Kerpcokerαq η εικόνα (image) του α.

΄Ετσι µε τους παραπάνω συµβολισµούς ϑα έχουµε το µεταθετικό διάγραµµα:

Kerα
kerα // B

coimα
��

α // C
cokerα// Cokerα

Coimα
D ! α

// Imα

imα

OO
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Επειδή ο µορφισµός α : Coimα ÝÑ Imα είναι ένας ϕυσικός ισοµορφισµός, ταυτίζουµε την
συνεικόνα Coimα µε την εικόνα Imα του α µέσω του α, και τότε ο µορφισµός α : A ÝÑ B
αναλύεται µέσω της εικόνας του, όπως στο παρακάτω µεταθετικό διάγραµµα:

A

α1

��

α // B

Imα

γ

==

όπου ο α1 “ α˝coimα είναι ένας επιµορφισµός στην C, και ο γ :“ imα είναι ένας µονοµορφισµός
στην C. Στην πράξη παραλείπουµε τον ισοµορφισµό α και τότε το παραπάνω διάγραµµα παίρνει
την µορφή:

A

coimα
��

α // B

Imα

imα

==

Σύµβαση: Από τώρα και στό εξής εργαζόµαστε µε αντιπροσώπους υποαντικειµένων, αντικει-
µένων πηλίκων, πυρήνων, συνπυρήνων, κτλ. ΄Ετσι για παράδειγµα για δύο υποαντικείµενα X και
Y ενός αντικειµένου C µιας αβελιανής κατηγορίας C, ϑα γράφουµε X “ Y και ϑα εννοούµε ότι
τα X και Y είναι ισοδύναµα υποαντικείµενα του C, δηλαδή αν το X αντιπροσωπεύεται από τον
µονοµορφισµό α : X ÝÑ C και το Y αντιπροσωπεύεται από τον µονοµορφισµό β : X ÝÑ C, τότε
υπάρχει ισοµορφισµός γ : X ÝÑ Y έτσι ώστε : β ˝ γ “ α.

Σε µια αβελιανή κατηγορία, µπορούµε να ορίσουµε την έννοια µιας ακριβούς ακολουθίας µε
παρόµοιο τρόπο όπως ορίσαµε την έννοια µια ακριβούς ακολουθίας σε κατηγορίες προτύπων.

Ορισµός 2.4.5. ΄Εστω C µια αβελιανή κατηγορία. Μια ακολουθία από αντικείµενα και µορφισµούς
στην C,

¨ ¨ ¨ ÝÑ Ci´1
αi´1
ÝÑ Ci

αi
ÝÑ Ci`1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ (2.2)

καλείται ακριβής (exact) στο Ci, αν Imαi´1 “ Kerαi, δηλαδή τα αντικείµενα Imαi´1 και Kerαi
είναι ισοδύναµα ως υποαντικείµενα του Ci. Η ακολουθία (2.2) καλείται ακριβής, αν είναι ακριβής
σε κάθε Ci.

Παρατήρηση 2.4.6. ΄Εστω C µια αβελιανή κατηγορία. Τότε µια ακολουθία

0 ÝÑ A
α
ÝÑ B

είναι ακριβής στην C, αν και µόνο αν, ο µορφισµός α είναι µονοµορφισµός στην C. Παρόµοια,
µια ακολουθία

B
β
ÝÑ C ÝÑ 0

είναι ακριβής στην C, αν και µόνο αν, ο µορφισµός β είναι επιµορφισµός στην C. Επιπλέον, µια
ακριβής ακολουθία στην C της µορφής:

0 ÝÑ A
α
ÝÑ B

β
ÝÑ C ÝÑ 0

καλείται σύντοµη ακριβής ακολουθία, (short exact sequence).

Σηµειώνουµε ότι σε µια οποιαδήποτε αβελιανή κατηγορία µπορούµε να εφαρµόσουµε το Sna-
ke Lemma, και να ορίσουµε διασπάσιµες σύντοµες ακριβείς ακολουθίες, παρόµοια µε την περί-
πτωση των προτύπων. Επίσης, για έναν προσθετικό συναρτητή µεταξύ δύο αβελιανών κατηγοριών,
µπορούµε να ορίσουµε τις έννοιες ενός (δεξιού ή αριστερού) ακριβούς συναρτητή, ανάλογα µε
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τον τρόπο που ορίσαµε τις έννοιες αυτές, για έναν προσθετικό συναρτητή µεταξύ δύο κατηγο-
ϱιών προτύπων. Και στην περίπτωση αυτή, αποδεικνύεται ότι ο συναλλοίωτος ή αντισυναλλοίωτος
προσθετικός συναρτητής Hom είναι αριστερά ακριβής. Επιπλέον, ο ορισµός των pullbacks και
pushouts διαγραµµάτων όπως δόθηκε στο Κεφάλαιο 1, γενικεύεται κατά τον προφανή τρόπο σε
µια οποιαδήποτε κατηγορία, ωστόσο η ύπαρξη αυτών σε αβελιανές κατηγορίες είναι συνέπεια της
ύπαρξης πυρήνων και συνπυρήνων. Τέλος, ας σηµειώσουµε ότι τα pullback, pushout διαγράµ-
µατα και οι σύντοµες ακριβείς ακολουθίες σε µια αβελιανή κατηγορία, συνδέονται όπως και στην
περίπτωση των προτύπων. Για περισσότερες λεπτοµέρειες, παραπέµπουµε στα ϐιβλία [54] και [45].

Ορισµός 2.4.7. ΄Εστω C µια αβελιανή κατηγορία. ΄Ενα αντικείµενο C της C καλείται προβολικό
αντικείµενο, (projective object), αν ο συναλλοίωτος συναρτητής HomCpC,´q : C ÝÑ Ab είναι
(δεξιά) ακριβής, και ενέσιµο αντικείµενο, (injective object), αν ο αντισυναλλοίωτος συναρτητής
HomCp´, Cq : C ÝÑ Ab είναι (δεξιά) ακριβής.

Λέµε ότι η αβελιανή κατηγορία C έχει αρκετά προβολικά αντικείµενα, (enough projectives),
αν κάθε αντικείµενο της C είναι ένα αντικείµενο πηλίκο ενός προβολικού αντικειµένου. Ανάλογα,
λέµε ότι η αβελιανή κατηγορία C έχει αρκετά ενέσιµα αντικείµενα, (enough injectives), αν
κάθε αντικείµενο της C είναι ένα υποαντικείµενο ενός ενέσιµου αντικειµένου.

Στο επόµενο κεφάλαιο, ϑα διαπιστώσουµε ότι η αβελιανή κατηγορίαR-Mod έχει αρκετά προβο-
λικά και αρκετά ενέσιµα, όπου στην κατηγορία αυτή, τα προβολικά αντικείµενα είναι τα προβολικά
πρότυπα και τα ενέσιµα αντικείµενα είναι τα ενέσιµα πρότυπα. Επιπλέον, χρησιµοποιώντας τις
έννοιες ενός προβολικού και ενός ενέσιµου προτύπου, ϑα κατασκευάσουµε προβολικές και ενέ-
σιµες αναλύσεις, καθώς και παραγόµενους συναρτητές όπως ο ExtiRp´,´q. Χάριν πληρότητας,
ας σηµειώσουµε ότι οι προηγούµενες έννοιες ορίζονται παρόµοια σε µια οποιαδήποτε αβελιανή
κατηγορία µε προβολικά και ενέσιµα αντικείµενα. Μάλιστα, αν C είναι µια αβελιανή κατηγο-
ϱία µε προβολικά ή ενέσιµα αντικείµενα, τότε είναι δυνατό να κατασκευάσουµε τον συναρτητή
ExtiCp´,´q.

2.4.1 Επεκτάσεις

Η προσοχή µας τώρα στρέφεται σε επεκτάσεις ενός αντικειµένου A, από ένα αντικείµενο C µιας
αβελιανής κατηγορίας C. Στόχος µας είναι να δείξουµε ότι σε µια αβελιανή κατηγορία C, χωρίς
απαραίτητα προβολικά ή ενέσιµα αντικείµενα, µπορούµε να σχηµατίσουµε πάντα τις αβελιανές
οµάδες ExtnCpC,Aq για κάθε n ě 0, και για κάθε δύο αντικείµενα A και C της C. ∆εν υπεισερχό-
µαστε σε συνολοθεωρητικά προβλήµατα του τύπου ότι οι αβελιανές οµάδες ExtnCpC,Aq ενδέχεται
να µην είναι σύνολα αλλά κλάσεις.

Σύµβαση: Από τώρα και στο εξής, συµβολίζουµε µε C µια αβελιανή κατηγορία χωρίς απαραί-
τητα προβολικά ή ενέσιµα αντικείµενα. Επιπλέον, χάριν απλότητας σηµειώνουµε τον ταυτοτικό
µορφισµό κάθε αντικειµένου A της C, 1A, µε 1.

Ας ξεκινήσουµε παραθέτοντας παρατηρήσεις και συµβολισµούς.
΄Οπως και στην ενότητα 2.1, ο µορφισµός ∆: A ÝÑ A‘A στην C, δίνεται σε µορφή πίνακα ως

ˆ

1
1

˙

, και ο µορφισµός ∇ : A‘A ÝÑ A στην C, δίνεται σε µορφή πίνακα ως
`

1 1
˘

. Αν α : A ÝÑ

B και α1 : A1 ÝÑ B1 είναι δύο µορφισµοί στην C, τότε ο µορφισµός α ‘ α1 : A ‘ A1 ÝÑ B ‘ B1

στην C, αντιπροσωπεύεται από τον πίνακα
ˆ

α 0
0 α1

˙

. Για οποιεσδήποτε δύο σύντοµες ακριβείς

ακολουθίες στην C

E : 0 ÝÑ A ÝÑ B ÝÑ C ÝÑ 0 & E1 : 0 ÝÑ A1 ÝÑ B1 ÝÑ C 1 ÝÑ 0,

η ακριβής ακολουθία στην C,

0 ÝÑ A‘A1 ÝÑ B ‘B1 ÝÑ C ‘ C 1 ÝÑ 0,
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ϑα συµβολίζεται µε E ‘ E1. Επιπλέον, ένας µορφισµός (morphism) από την ακολουθία E στην
E1, είναι ένα µεταθετικό διάγραµµα

0 // A

α

��

// B

β

��

// C

γ

��

// 0

0 // A1 // B1 // C 1 // 0

και συµβολίζεται ως pα, β, γq.

Σταθεροποιούµε τώρα δύο αντικείµενα A και C της C.

Ορισµός 2.4.8. Μια επέκταση (extension) του A από το C είναι µια σύντοµη ακριβής ακολουθία
της µορφής :

E : 0 ÝÑ A ÝÑ B ÝÑ C ÝÑ 0,

όπου B είναι ένα αντικείµενο της C. Αν E1 : 0 ÝÑ A ÝÑ B1 ÝÑ C ÝÑ 0 είναι µία άλλη επέκταση
του A από το C, τότε λέµε ότι η E είναι ισοδύναµη (equivalent) µε την E1, αν υπάρχει µορφισµός
p1, β, 1q : E ÝÑ E1.

Χρησιµοποιώντας το Snake Lemma, ϐλέπουµε ότι ο µορφισµός β του Ορισµού (2.4.8), αν
υπάρχει, είναι απαραίτητα ισοµορφισµός. ΄Ετσι, έχουµε όντως µια σχέση ισοδυναµίας στην κλάση
όλων των επεκτάσεων του αντικειµένου A από το αντικείµενο C της C.

Συµβολισµός: Αν E και E1 είναι δύο ισοδύναµες επεκτάσεις του αντικειµένου A από το
αντικείµενο C της C, τότε γράφουµε E “ E1.

Παρατήρηση 2.4.9. Αν E : 0 ÝÑ A ÝÑ B ÝÑ C ÝÑ 0 είναι µια σύντοµη ακριβής ακολουθία
στην C, και γ : C 1 ÝÑ C είναι ένα µορφισµός στην C, τότε επάγεται ένα µεταθετικό διάγραµµα

E : 0 // A // B

β

��

// C 1

γ

��

// 0

E : 0 // A // B // C // 0

(2.3)

όπου η ακολουθία E είναι ακριβής στην C.
Πράγµατι, ϑεωρώντας το pullback B του διαγράµµατος

B

β

��

// C 1

γ

��
B // C

και χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των pullback διαγραµµάτων, παίρνουµε το µεταθετικό και
ακριβές διάγραµµα (2.3).

Η ακολουθία E η οποία προκύπτει από την pEq όπως στο µεταθετικό και ακριβές διάγραµµα
(2.3), είναι µοναδική µέχρι ισοδυναµίας. Πριν να αποδείξουµε τον ισχυρισµό αυτό, χρειαζόµαστε
το επόµενο αποτέλεσµα.
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Λήµµα 2.4.10. Αν pα, β, γq : E1 ÝÑ E είναι ένας µορφισµός µεταξύ δύο σύντοµων ακριβών ακο-
λουθιών στην C, τότε υπάρχει ένα µεταθετικό διάγραµµα

E1 : 0 // A1

α

��

µ1 // B1

β1

��

λ1 // C 1 // 0

E : 0 // A
µ // B

β

��

λ // C 1

γ

��

// 0

E : 0 // A
µ
// B

λ
// C // 0

όπου η ακολουθία E είναι ακριβής στην C, και β ˝ β1 “ β.

Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας την Παρατήρηση (2.4.9), παίρνουµε την ακριβή ακολουθία E, όπου
το B είναι το pullback που σχηµατίζεται από τους µορφισµούς λ και γ. Επειδή λ ˝ β “ γ ˝ λ1,
από την καθολική ιδιότητα των pullbacks, υπάρχει µοναδικός µορφισµός β1 : B ÝÑ B έτσι ώστε
β ˝ β1 “ β, και λ ˝ β1 “ λ1. Αποµένει να αποδείξουµε ότι β1 ˝ µ1 “ µ ˝ α. Προφανώς, υπάρχει
κάποιος µορφισµός α1 : A1 ÝÑ A στην C, έτσι ώστε β1 ˝ µ1 “ µ ˝ α1. Αρκεί να δείξουµε λοιπόν ότι
α1 “ α, αφού τότε β1 ˝ µ1 “ µ ˝ α1 “ µ ˝ α. ΄Εχουµε ότι :

µ ˝ α “ β ˝ µ1 “ β ˝ β1 ˝ µ1 “ β ˝ µ ˝ α1 “ µ ˝ α1.

Συνεπώς, έπεται ότι α “ α1, διότι ο µορφισµός µ είναι µονοµορφισµός στην C. �

Πόρισµα 2.4.11. Η ακολουθίαE στο µεταθετικό και ακριβές διάγραµµα (2.3) είναι µοναδική µέχρι
ισοδυναµία επεκτάσεων.

Απόδειξη. Αντικαθιστώντας τον µορφισµό α στο Λήµµα (2.4.10) µε τον ταυτοτικό µορφισµό 1A,
έπεται το Ϲητούµενο. �

Λόγω της προηγούµενης µοναδικότητας της ακολουθίας E του διαγράµµατος (2.3), από τώρα
ϑα την συµβολίζουµε µε Eγ.

∆υικά, παίρνουµε ότι :

Παρατήρηση 2.4.12. Αν E : 0 ÝÑ A ÝÑ B ÝÑ C ÝÑ 0 είναι µια σύντοµη ακριβής ακολουθία
στην C, και α : A ÝÑ A1 είναι ένα µορφισµός στην C, τότε σχηµατίζοντας το pushout B του
διαγράµµατος :

A

α

��

// B

��
A1 // B

επάγεται µια ακριβής ακολουθία στην C,

0 ÝÑ A1 ÝÑ B ÝÑ C ÝÑ 0,

έτσι ώστε το διάγραµµα

E : 0 // A

α

��

// B

��

// C // 0

αE : 0 // A1 // B // C // 0

να είναι µεταθετικό. Μάλιστα, η ακριβής ακολουθία αE µε την προηγούµενη ιδιότητα είναι
µοναδική µέχρι ισοδυναµία επεκτάσεων, αφού αν υπήρχε σύντοµη ακριβής ακολουθία E1 στην C,
και ένας µορφισµός pα, β, 1q : E ÝÑ E1, τότε χρησιµοποιώντας το Λήµµα (2.4.10), ϑα είχαµε ότι
E1 “ αE.
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Συχνά, σε ένα µορφισµό µεταξύ δύο σύντοµων ακριβών ακολουθιών στην C, παραλείπουµε
να ονοµάσουµε τον µεσαίο µορφισµό. ΄Ετσι, αν E είναι µια σύντοµη ακριβής ακολουθία στην C
όπως προηγουµένως, και γ : C 1 ÝÑ C, α : A ÝÑ A1 είναι µορφισµοί στην C, τότε µπορούµε να
γράψουµε pα, , 1q : E ÝÑ αE, και p1, , γq : Eγ ÝÑ E. Με άλλα λόγια λοιπόν, το Λήµµα (2.4.10)
µας λέει ότι κάθε µορφισµός pα, , γq : E1 ÝÑ E, παραγοντοποιείται ως

E1
pα, ,1q // E

p1, ,γq // E

΄Αρα, αE1 “ E “ Eγ.

Λήµµα 2.4.13. ΄Εστω E : 0 ÝÑ A ÝÑ B ÝÑ C ÝÑ 0 µια σύντοµη ακριβής ακολουθία στην C.
Τότε ισχύουν τα ακόλουθα (όταν ορίζονται):

1. 1E “ E 1‹. E1 “ E.

2. pα1 ˝ αqE “ α1pαEq 2‹. Epγ ˝ γ1q “ pEγqγ1.

3. pαEqγ “ αpEγq.

Απόδειξη. Οι συνθήκες 1) και 2), καθώς και οι δυϊκές αυτών, προκύπτουν τετριµµένα. Για να
αποδείξουµε το 3), ϑεωρούµε την σύνθεση

Eγ
p1, ,γq // E

pα, ,1q // αE

Ο µορφισµός pα, , 1q ˝ p1, , γq “ pα, , γq : Eγ ÝÑ αE στην C, µπορεί να αναλυθεί σύµφωνα µε το
Λήµµα (2.4.10), ως :

Eγ
pα, ,1q // E

p1, ,γq // αE

΄Ετσι τελικά, έχουµε ότι αpEγq “ E “ pαEqγ. �

Λήµµα 2.4.14. Ισχύουν τα ακόλουθα (στην περίπτωση που έχουν νόηµα):

piq pα‘ α1qpE ‘ E1q “ αE ‘ α1E1.

piiq pα` α1qE “ αE ` α1E.

piiiq αpE ` E1q “ αE ` αE1.

pi‹q pE ‘ E1qpγ ‘ γ1q “ Eγ ‘ E1γ1.

pii‹q Epγ ` γ1q “ Eγ ` Eγ1.

piii‹q pE ` E1qγ “ Eγ ` E1γ.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [45, Lemma 1.4 Chapter VII]. �

Θέτουµε τώρα Ext1CpC,Aq, την κλάση όλων των κλάσεων ισοδυναµίας σύντοµων ακριβών ακο-
λουθιών στην C της µορφής:

0 ÝÑ A ÝÑ B ÝÑ C ÝÑ 0.

Θα δείξουµε ότι η Ext1CpC,Aq είναι µια προσθετική αβελιανή οµάδα. Για να είµαστε ακριβείς,
αυτό που ϑα δείξουµε είναι ότι η Ext1CpC,Aq είναι µια προσθετική «µεγάλη» αβελιανή οµάδα, µε
την έννοια ότι η συλλογή των στοιχείων της δεν είναι απαραίτητα σύνολο, αλλά κλάση. Προφανώς,
σε µια τυχαία αβελιανή κατηγορία C, η αβελιανή οµάδα Ext1CpC,Aq δεν είναι απαραίτητα σύνολο.
Από τώρα και στο εξής, αναφέρουµε µια µεγάλη αβελιανή οµάδα απλά, ως αβελιανή οµάδα.

Ορίζουµε πρόσθεση στην κλάση Ext1CpC,Aq ως εξής :

E ` E1 “ ∇pE ‘ E1q∆.
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Τότε η πράξη της πρόσθεσης είναι καλά ορισµένη, και µε την πράξη αυτή, η κλάση Ext1CpC,Aq
µετατρέπεται σε µια αβελιανή οµάδα, δες [45, Theorem 1.5 Chapter VII]. Το ταυτοτικό στοιχείο
της αβελιανής οµάδας Ext1CpC,Aq είναι οι διασπάσιµες σύντοµες ακριβείς ακολουθίες,

0 : 0 ÝÑ A ÝÑ A‘ C ÝÑ C ÝÑ 0,

και το αντίστροφο στοιχείο µιας ακολουθίας E P Ext1CpC,Aq, είναι η ακολουθία p´1qE.
Σταθεροποιούµε στην συνέχεια ένα αντικείµενο A της C. Για ένα δοθέν µορφισµό α : X ÝÑ Y

στην C, ορίζουµε απεικόνιση

α :“ Ext1CpA,αq : Ext
1
CpA,Xq ÝÑ Ext1CpA, Y q,

ϑέτοντας αpEq “ αE για κάθε E P Ext1CpA,Xq. Παρόµοια, ορίζουµε απεικόνιση

α :“ Ext1Cpα,Aq : Ext
1
CpY,Aq ÝÑ Ext1CpX,Aq,

ϑέτοντας αpE1q “ E1α για κάθε E1 P Ext1CpY,Aq. Τότε οι συνθήκες 1 και 2 του Λήµµατος (2.4.13),
µας εξασφαλίζουν ότι ορίζοντας Ext1CpA,´qpXq “ Ext1CpA,Xq και Ext

1
CpA,´qpαq “ α, αποκτούµε

έναν συναλλοίωτο συναρτητή
Ext1CpA,´q : C ÝÑ Ab

ενώ οι συνθήκες 1‹ και 2‹ του Λήµµατος (2.4.13), µας εξασφαλίζουν ότι ορίζοντας Ext1Cp´, AqpXq “
Ext1CpX,Aq και Ext

1
Cp´, Aqpαq “ α, αποκτούµε έναν αντισυναλλοίωτο συναρτητή

Ext1Cp´, Aq : C ÝÑ Ab

Επιπλέον
Ext1CpA,´qpBq “ Ext1Cp´, BqpAq

και άρα, έχουµε έναν συναρτητή δύο µεταβλητών Ext1Cp´,´q ο οποίος είναι προσθετικός, διότι

pα` α1qE “ αE ` α1E & Epγ ` γ1q “ Eγ ` Eγ1

Παρατήρηση 2.4.15. Αν E : 0 ÝÑ A ÝÑ B ÝÑ C ÝÑ 0 είναι µια σύντοµη ακριβής ακολουθία
στην C, και X είναι ένα αντικείµενο στην C, τότε χρησιµοποιώντας τα Λήµµατα (2.4.13) και
(2.4.14), παίρνουµε έναν ϕυσικό οµοµορφισµό αβελιανών οµάδων

θ : HomCpX,Cq ÝÑ Ext1CpX,Aq, γ ÞÝÑ Eγ.

Επιπλέον, χρησιµοποιώντας το Λήµµα (2.4.10), είναι ϕανερό ότι ένα µεταθετικό διάγραµµα µε
ακριβείς γραµµές :

0 // A

��

// B

��

// C

��

// 0

0 // A1 // B1 // C 1 // 0

επάγει ένα µεταθετικό διάγραµµα

HomCpX,Cq

��

// Ext1CpX,Aq

��
HomCpX,C

1q // Ext1CpX,A
1q

.

Σχόλιο 2.4.16. Ο µορφισµός θ της Παρατήρησης (2.4.15), καλείται ο συναλλοίωτος συνδετι-
κός µορφισµός (covariant connecting morphism) στο X, σε σχέση µε τη δοθείσα σύντοµη
ακριβή ακολουθία E στην C. ∆υϊκά, προκύπτει ο αντισυναλλοίωτος συνδετικός µορφισµός
(contravariant connecting morphism),

θ : HomCpA,Xq ÝÑ Ext1CpC,Xq, α ÞÝÑ αE.
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Πρόταση 2.4.17. Αν E : 0 ÝÑ A
µ
ÝÑ B

λ
ÝÑ C ÝÑ 0 είναι µια σύντοµη ακριβής ακολουθία στην

C, καιX είναι ένα οποιοδήποτε αντικείµενο στην C, τότε επάγεται µια ακριβής ακολουθία αβελιανών
οµάδων

0 ÝÑ pX,Aq
µ‹
ÝÑ pX,Bq

λ‹
ÝÑ pX,Cq

θ
ÝÑ Ext1CpX,Aq

µ
ÝÑ Ext1CpX,Bq

λ
ÝÑ Ext1CpX,Cq

και µια ακριβής ακολουθία αβελιανών οµάδων

0 ÝÑ pC,Xq
λ‹
ÝÑ pB,Xq

µ‹

ÝÑ pA,Xq
θ1
ÝÑ Ext1CpC,Xq

λ
ÝÑ Ext1CpB,Xq

µ
ÝÑ Ext1CpA,Xq

όπου µε p´,´q εννοούµε HomCp´,´q.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [45, Proposition 2.2 Chapter VII]. �

Ολοκληρώνουµε το παρόν κεφάλαιο, αναφέροντας ότι σχετικά παρόµοια ορίζονται οι αβελια-
νές οµάδες ExtnCpC,Aq για n ą 1, ως κλάσεις ισοδυναµίας επεκτάσεων µήκους n εφοδιασµένες
µε κατάλληλη πράξη πρόσθεσης καθώς και ο προσθετικός συναρτητής ExtnCp´,´q. Τέλος, ας
σηµειώσουµε ότι δοθείσας µιας σύντοµης ακριβής ακολουθίας E : 0 ÝÑ A ÝÑ B ÝÑ C ÝÑ 0
στην C, επάγονται µε ϕυσικό τρόπο ακριβείς ακολουθίες αβελιανών οµάδων

Extn´1
C pX,Cq ÝÑ ExtnCpX,Aq ÝÑ ExtnCpX,Bq ÝÑ ExtnCpX,Cq ÝÑ Extn`1

C pX,Aq,

Extn´1
C pA,Xq ÝÑ ExtnCpC,Xq ÝÑ ExtnCpB,Xq ÝÑ ExtnCpA,Xq ÝÑ Extn`1

C pC,Xq,

για κάθε n ě 1. Για τις αποδείξεις των αποτελεσµάτων αυτών, καθώς και για περισσότερες
λεπτοµέρειες, παραπέµπουµε στο [45].



Κεφάλαιο 3

Οµολογική ΄Αλγεβρα

Στον παρόν κεφάλαιο, αναπτύσσουµε ϐασικά στοιχεία της Οµολογικής ΄Αλγεβρας. Αρχικά, µελετά-
µε την οµολογία συµπλόκων προτύπων υπεράνω ενός προσεταιριστικού δακτυλίου µε µονάδα, και
στην συνέχεια, επικεντρωνόµαστε στις κεντρικές έννοιες της Οµολογιακής ΄Αλγεβρας σε κατηγορί-
ες προτύπων: τα προβολικά, ενέσιµα και επίπεδα πρότυπα. Χρησιµοποιώντας τις έννοιες αυτές,
ορίζουµε προβολικές, ενέσιµες και επίπεδες αναλύσεις προτύπων, καθώς και παραγόµενους συ-
ναρτητές. Τέλος, αναφερόµαστε σε προβολικές, ενέσιµες και επίπεδες διαστάσεις προτύπων, οι
οποίες «µετρούν» κατά κάποιο τρόπο, το πόσο απέχει ένα πρότυπο από το να είναι προβολικό,
ενέσιµο ή επίπεδο.

Σύµβαση: Καθ΄ όλη την έκταση του κεφαλαίου αυτού, συµβολίζουµε µεR έναν προσεταιριστικό
δακτύλιο µε µονάδα.

3.1 Οµολογία

Στην παρούσα ενότητα, ορίζουµε και µελετάµε την οµολογία συµπλόκων στην R-Mod. ΄Οπως
ϑα διαπιστώσουµε, η οµολογία «µετρά» το πόσο απέχει το υποκείµενο σύµπλοκο ώστε να είναι
ακριβής ακολουθία.

Ας αρχίσουµε µε τις έννοιες ενός συµπλόκου και ενός συν-αλυσιδωτού συµπλόκου στην
R-Mod.

Ορισµός 3.1.1. ΄Ενα σύµπλοκο (chain complex) C‚ “ tCn, dnunPZ, είναι µια ακολουθία αρι-
στερών R-προτύπων και οµοµορφισµών αριστερών R-προτύπων:

C‚ : ¨ ¨ ¨ // Cn`1

dn`1 // Cn
dn // Cn´1

dn´1 // Cn´2
// ¨ ¨ ¨

έτσι ώστε dn ˝ dn`1 “ 0 για κάθε n P Z, ή ισοδύναµα, Im dn`1 Ď Ker dn για κάθε n P Z. Κάθε
οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων dn για n P Z, καλείται διαφορικό, (differential operator).
Επιπλέον, το σύµπλοκο C‚ καλείται ακριβές στο Cn, αν Im dn`1 “ Ker dn, και ακριβές, αν είναι
ακριβές σε κάθε Cn για n P Z.

Παρόµοια,

Ορισµός 3.1.2. ΄Ενα συν-αλυσιδωτό σύµπλοκο (cochain complex) C‚ “ tCn, dnunPZ, είναι
µια ακολουθία αριστερών R-προτύπων και οµοµορφισµών αριστερών R-προτύπων:

C‚ : ¨ ¨ ¨ // Cn´1 dn´1
// Cn

dn // Cn`1 dn`1
// Cn`2 // ¨ ¨ ¨

75
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έτσι ώστε dn`1 ˝ dn “ 0 για κάθε n P Z, ή ισοδύναµα, Im dn Ď Ker dn`1 για κάθε n P Z. Κάθε
οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων dn για n P Z, καλείται διαφορικό. Επιπρόσθετα, το συν-
αλυσιδωτό σύµπλοκο C‚ καλείται ακριβές στο Cn, αν Im dn´1 “ Ker dn, και ακριβές, αν είναι
ακριβές σε κάθε Cn για n P Z.

Παρατηρούµε ότι σε ένα σύµπλοκο (chain complex), οι δείκτες µειώνονται από τα αριστερά
στα δεξιά, ενώ σε ένα συν-αλυσιδωτό σύµπλοκο (cochain complex), οι δείκτες αυξάνονται από τα
αριστερά στα δεξιά. ΄Ενα σύµπλοκοC‚ “ tCn, dnunPZ µπορεί να µετατραπεί σε ένα συν-αλυσιδωτό
σύµπλοκο N‚ “ tN

n, bnunPZ, αν ϑέσουµε Nn “ C´n και bn “ d´n, για κάθε n P Z. Ανάλογα,
κάθε συν-αλυσιδωτό σύµπλοκο µετατρέπεται σε ένα σύµπλοκο, (chain complex). Συνεπώς, η µόνη
διαφορά ανάµεσα σε ένα σύµπλοκο και σε ένα συν-αλυσιδωτό σύµπλοκο, είναι ο συµβολισµός.

Η προσοχή µας τώρα στρέφεται σε (chain) σύµπλοκα. Τονίζουµε ότι ανάλογα αποτελέσµατα
µε αυτά που ϑα παραθέσουµε για σύµπλοκα, ισχύουν για συν-αλυσιδωτά σύµπλοκα.

Παράδειγµα 3.1.3. 1. Προφανώς, κάθε ακριβής ακολουθία είναι ένα (ακριβές) σύµπλοκο.

2. Το µηδενικό σύµπλοκο είναι το σύµπλοκο pC‚,d‚q του οποίου κάθε όρος Cn “ t0u και
άρα, κάθε διαφορικό dn “ 0.

Παρατήρηση 3.1.4. Αν C‚ “ tCn, dnunPZ είναι ένα σύµπλοκο αριστερών R-προτύπων, και αν
F : R-Mod ÝÑ S-Mod είναι ένας προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής όπου S δακτύλιος, τότε
η επαγόµενη ακολουθία F pC‚q

F pC‚q “ ¨ ¨ ¨ // F pCn`1q
F pdn`1q// F pCnq

F pdnq// F pCn´1q // ¨ ¨ ¨

είναι ένα σύµπλοκο αριστερών S-προτύπων, διότι για κάθε n P Z έχουµε ότι

F pdnq ˝ F pdn`1q “ F pdn ˝ dn`1q “ F p0q “ 0

Οµοίως, αν C‚ “ tCn, dnunPZ είναι ένα σύµπλοκο στην R-Mod, και F : R-Mod ÝÑ S-Mod είναι
ένας προσθετικός αντισυναλλοίωτος συναρτητής, τότε η επαγόµενη ακολουθία F pC‚q είναι ένα
(συν-αλυσιδωτό) σύµπλοκο στην S-Mod.

Ορισµός 3.1.5. ΄Ενας µορφισµός µεταξύ δύο συµπλόκων (chain map) από αριστερά R-
πρότυπα

f‚ : pC‚,d‚q ÝÑ pC1‚,d
1
‚q,

είναι µία οικογένεια tfn : Cn ÝÑ C 1nunPZ οµοµορφισµών αριστερών R-προτύπων, τέτοια ώστε το
ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

¨ ¨ ¨ // Cn`1

dn`1 //

fn`1

��

Cn
dn //

fn

��

Cn´1
//

fn´1

��

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // C 1n`1
d1n`1

// C 1n
d1n

// C 1n´1
// ¨ ¨ ¨

.

Ο µορφισµός f‚ “ tfn : Cn ÝÑ C 1nunPZ καλείται µονοµορφισµός (επιµορφισµός, αντίστοιχα
ισοµορφισµός), αν κάθε fn για n P Z, είναι µονοµορφισµός (επιµορφισµός, αντίστοιχα ισοµορφι-
σµός).

Τα σύµπλοκα στην R-Mod και οι µορφισµοί µεταξύ αυτών, σχηµατίζουν µια προσθετική κα-
τηγορία η οποία ϑα συµβολίζεται µε CpRq. Η σύνθεση δύο µορφισµών συµπλόκων στην R-Mod,

f‚ : pC‚,d‚q ÝÑ pC1‚,d
1
‚q & g‚ : pC1‚,d

1
‚q ÝÑ pC2‚,d

2
‚q,
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είναι ο µορφισµός g‚ ˝ f‚ “ tgn ˝ fnunPZ, και ο ταυτοτικός µορφισµός στο αντικείµενο C‚ της
CpRq, είναι ο µορφισµός IdC‚ “ tIdCn : Cn ÝÑ CnunPZ. Επιπλέον, αν f‚,g‚ : C‚ ÝÑ C1‚ είναι
δύο µορφισµοί µεταξύ συµπλόκων στην R-Mod, τότε η πρόσθεση στο σύνολο των µορφισµών
HomCpRqpC‚,C

1
‚q, δίνεται ως ο µορφισµός συµπλόκων f‚ ` g‚ “ tfn ` gnunPZ.

Ορισµός 3.1.6. Αν C‚ “ tCn, dnunPZ είναι ένα σύµπλοκο στην R-Mod, τότε η n-οστή οµολογία
(homology) του συµπλόκου pC‚,d‚q είναι το πρότυπο πηλίκο

HnpC‚q “ Ker dn{ Im dn`1

Παρατήρηση 3.1.7. Τετριµµένα ισχύει ότι ένα σύµπλοκο C‚ είναι ακριβές, αν και µόνο αν,
HnpC‚q “ 0 για κάθε n P Z.

Πρόταση 3.1.8. Αν f‚ : pC‚,d‚q ÝÑ pC‚,d
1
‚q είναι ένας µορφισµός µεταξύ δύο συµπλόκων στην

R-Mod, τότε για κάθε n P Z, επάγεται ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων

Hnpf‚q : HnpC‚q ÝÑ HnpC
1
‚q, x` Im dn`1 ÞÝÑ fnpxq ` Im d1n`1,

για κάθε x` Im dn`1 P HnpC‚q.

Απόδειξη. Για κάθε n P Z, έχουµε το µεταθετικό διάγραµµα

Cn`1

dn`1 //

fn`1

��

Cn
dn //

fn

��

Cn´1

fn´1

��
C 1n`1

d1n`1

// C 1n
d1n

// C 1n´1

Χρησιµοποιώντας την µεταθετικότητα του προηγούµενου διαγράµµατος, έπεται ότι αν x P Ker dn
για κάποιο n P Z, τότε fnpxq P Ker d1n. ΄Εστω τώρα x, x1 P Ker dn µε x` Im dn`1 “ x1 ` Im dn`1.
Τότε x´ x1 P Im dn`1, και άρα, υπάρχει κάποιο y P Cn`1 έτσι ώστε dn`1pyq “ x´ x1. Εποµένως,
παίρνουµε ότι :

fnpxq ´ fnpx
1q “ fnpx´ x

1q “ fnpdn`1pyqq “ pfn ˝ dn`1qpyq “ pd
1
n`1 ˝ fn`1qpyq,

και κατ΄ επέκταση, ότι fnpxq ´ fnpx1q P Im d1n`1. Συνεπώς, για κάθε n P Z η απεικόνιση

Hnpf‚q : HnpC‚q ÝÑ HnpC
1
‚q, x` Im dn`1 ÞÝÑ fnpxq ` Im d1n`1,

είναι καλώς ορισµένη. Επιπλέον, χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι κάθε fn για n P Z, είναι ένας
οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων, εύκολα προκύπτει ότι η απεικόνιση Hnpf‚q είναι επίσης
ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων για κάθε n P Z. �

Πρόταση 3.1.9. Η αντιστοιχία

Hn : CpRq ÝÑ R-Mod

C‚

f‚

��

// HnpC‚q

Hnpf‚q

��
C1‚ // HnpC1‚q

ορίζει έναν προσθετικό συναλλοίωτο συναρτητή για κάθε n P Z.
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Απόδειξη. Προφανώς, HnpIdC‚q “ IdHnpC‚q. Θεωρούµε δύο µορφισµούς συµπλόκων από αρι-
στερά R-πρότυπα f‚ : pC‚,d‚q ÝÑ pC‚,d

1
‚q και g‚ : pC1‚,d

1
‚q ÝÑ pC2‚,d

2
‚q. Τότε για κάθε

x` Im dn`1 P HnpC‚q, έχουµε ότι :

Hnpg‚ ˝ f‚qpx` Im dn`1q “ pgn ˝ fnqpxq ` Im d2n`1

“ gnpfnpxqq ` Im d2n`1

“ Hnpg‚qpfnpxq ` Im d1n`1q

“ Hnpg‚qpHnpf‚qpx` Im dn`1qq

“ pHnpg‚q ˝ Hnpf‚qqpx` Im dn`1q

΄Αρα, Hnpg‚ ˝ f‚q “ Hnpg‚q ˝ Hnpf‚q. Εποµένως, ο Hn είναι ένας συναλλοίωτος συναρτητής για
κάθε n P Z. ΄Εστω τώρα h‚ : pC‚,d‚q ÝÑ pC1‚,d

1
‚q ένας άλλος µορφισµός συµπλόκων. Τότε για

κάθε x` Im dn`1 P HnpC‚q, παίρνουµε ότι :

Hnpf‚ ` h‚qpx` Im dn`1q “ pfn ` hnqpxq ` Im d1n`1

“ fnpxq ` hnpxq ` Im d1n`1

“ pHnpf‚q ` Hnph‚qqpx` Im dn`1q.

΄Ετσι τελικά, έχουµε ότι Hnpf‚ ` h‚q “ Hnpf‚q ` Hnph‚q. �

Το ακόλουθο αποτέλεσµα, µας εξασφαλίζει ότι οι ακριβείς συναρτητές διατηρούν την οµολογία.

Πρόταση 3.1.10. ΄Εστω R,S δύο δακτύλιοι και F : R-Mod ÝÑ S-Mod ένας ακριβής προσθετικός
συναλλοίωτος συναρτητής. Τότε για οποιοδήποτε σύµπλοκο pC‚,d‚q P CpRq και για κάθε n P Z
υπάρχει ένας ισοµορφισµός

HnpF pC‚q, F pd‚qq – F pHnpC‚,d‚qq

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [51, Proposition 10.38]. �

Μέχρι τώρα είδαµε ότι κάθε µορφισµός µεταξύ δύο συµπλόκων f , επάγει έναν R-οµοµορφισµό
Hnpfq. Το επόµενο ϐήµα λοιπόν, είναι να εξετάσουµε πότε δύο µορφισµοί µεταξύ των ίδιων
συµπλόκων, επάγουν τον ίδιο R-οµοµορφισµό.

Ορισµός 3.1.11. ΄Εστω f‚,g‚ : pC‚,d‚q ÝÑ pC1‚,d
1
‚q δύο µορφισµοί µεταξύ δύο συµπλόκων από

αριστερά R-πρότυπα. Τότε µια οµοτοπία (homotopy) s‚ από τον f‚ στον g‚, είναι µια οικογένεια
οµοµορφισµών αριστερών R-προτύπων s‚ “ tsn : Cn ÝÑ C 1n`1unPZ, έτσι ώστε για κάθε n P Z

fn ´ gn “ d1n`1 ˝ sn ` sn´1 ˝ dn

Η οµοτοπία s‚ από τον f‚ στον g‚, συµβολίζεται µε s‚ : f‚ ÝÑ g‚. Στην περίπτωση που υπάρχει µια
τέτοια οµοτοπία, οι f‚ και g‚ καλούνται οµοτοπικοί µορφισµοί (homotopic chain maps), και
τότε γράφουµε f‚ – g‚.

∆ύο σύµπλοκα αριστερών R-προτύπων pC‚,d‚q, pC1‚,d1‚q λέµε ότι έχουν τον ίδιο οµοτοπικό
τύπο, αν υπάρχουν µορφισµοί f‚ : pC‚,d‚q ÝÑ pC1‚,d

1
‚q και g‚ : pC1‚,d

1
‚q ÝÑ pC‚,d‚q έτσι

ώστε g‚ ˝ f‚ – IdC‚ και f‚ ˝ g‚ – IdC1‚ , όπου IdC‚ , IdC1‚ είναι οι ταυτοτικοί µορφισµοί των
συµπλόκων C‚ και C1‚, αντίστοιχα.

Πρόταση 3.1.12. Αν f‚,g‚ : pC‚,d‚q ÝÑ pC1‚,d
1
‚q είναι δύο οµοτοπικοί µορφισµοί συµπλόκων

στην R-Mod, τότε Hnpf‚q “ Hnpg‚q για κάθε n P Z.

Απόδειξη. Επειδή f‚ – g‚, υπάρχουν R-οµοµορφισµοί sn : Cn ÝÑ C 1n`1 τέτοιοι ώστε fn ´ gn “
d1n`1˝sn`sn´1˝dn, για κάθε n P Z. ΄Ετσι, για n P Z και για x P Ker dn, έχουµε ότι fnpxq´gnpxq “
d1n`1psnpxqq ` sn´1pdnpxqq “ d1n`1psnpxqq. ΄Αρα, για κάθε n P Z και για κάθε x P Ker dn,
παίρνουµε ότι fnpxq ´ gnpxq P Im d1n`1, ή ισοδύναµα, ότι fnpxq ` Im d1n`1 “ gnpxq ` Im d1n`1. Ως
συνέπεια αυτού, έπεται ότι Hnpf‚qpx` Im dn`1q “ Hnpg‚qpx` Im dn`1q,@x` Im dn`1 P HnpC‚q
και @n P Z, δηλαδή, ότι Hnpf‚q “ Hnpg‚q για κάθε n P Z. �
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Η κατηγορία CpRq των συµπλόκων αριστερών R-προτύπων, κληρονοµεί πολλές από τις ιδιό-
τητες της κατηγορίας R-Mod των αριστερών R-προτύπων. Για παράδειγµα, στην κατηγορία CpRq
µπορούµε να ορίσουµε ακριβείς ακολουθίες ως εξής :

Ορισµός 3.1.13. Μια ακολουθία από σύµπλοκα και µορφισµούς συµπλόκων

C‚
f‚
ÝÑ C1‚

g‚
ÝÑ C2‚

καλείται ακριβής, (exact sequence of chain complexes), αν οι ακολουθίες Cn
fn
ÝÑ C 1n

gn
ÝÑ C2n

είναι ακριβείς για κάθε n P Z.

Μια ακριβής ακολουθία από σύµπλοκα και µορφισµούς συµπλόκων της µορφής :

0 ÝÑ pC1‚,d
1
‚q

f‚
ÝÑ pC‚,d‚q

g‚
ÝÑ pC2‚,d

2
‚q ÝÑ 0 (3.1)

καλείται σύντοµη ακριβής ακολουθία (short exact sequence of chain complexes). ∆ηλαδή,
η ακολουθία συµπλόκων (3.1) είναι σύντοµη ακριβής ακολουθία, αν ισχύουν τα ακόλουθα:

• Ο µορφισµός συµπλόκων f‚ είναι µονοµορφισµός.

• Ο µορφισµός συµπλόκων g‚ είναι επιµορφισµός

• @n P Z : Ker gn “ Im fn

΄Ετσι, µια σύντοµη ακριβής ακολουθία συµπλόκων όπως η (3.1), µπορεί να ιδωθεί ως το ακό-
λουθο µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές :

...

��

...

��

...

��
0 // C 1n`1

d1n`1

��

fn`1 // Cn`1

dn`1

��

gn`1 // C2n`1

d2n`1

��

// 0

0 // C 1n

d1n
��

fn // Cn

dn

��

gn // C2n

d2n
��

// 0

0 // C 1n´1

��

fn´1 // Cn´1

��

gn´1 // C2n´1

��

// 0

...
...

...

Θα δείξουµε τώρα ότι δοθείσας µιας σύντοµης ακριβούς ακολουθίας συµπλόκων στην R-Mod,
επάγεται µια µακρά ακριβής ακολουθία στην οµολογία. Πριν όµως αποδείξουµε το αποτέλεσµα
αυτό, χρειαζόµαστε το ακόλουθο λήµµα.

Λήµµα 3.1.14. Αν pC‚,d‚q είναι ένα σύµπλοκο αριστερών R-προτύπων, τότε κάθε διαφορικό
dn : Cn ÝÑ Cn´1 για n P Z, επάγει έναν οµοµορφισµό d̄n : Coker dn`1 ÝÑ Ker dn´1 αριστερών
R-προτύπων για κάθε n P Z. Επιπλέον, HnpC‚q “ Ker d̄n και Hn´1pC‚q “ Coker d̄n.

Απόδειξη. Ορίζουµε απεικόνιση

d̄n : Coker dn`1 ÝÑ Ker dn´1,
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ϑέτοντας d̄npx ` Im dn`1q “ dnpxq για κάθε x ` Im dn`1 P Coker dn`1. Εύκολα ϐλέπουµε ότι
η απεικόνιση d̄n είναι ένας καλώς ορισµένος οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων. Επιπλέον,
παρατηρώντας ότι

x` Im dn`1 P Ker d̄n ô d̄npx` Im dn`1q “ 0 ô dnpxq “ 0 ô x P Ker dn

καθώς και

Im d̄n “
 

d̄npx` Im dn`1q | x P Cn
(

“
 

dnpxq | x P Cn
(

“ Im dn Ď Ker dn´1,

παίρνουµε ότι Ker d̄n “ Ker dn
L

Im dn`1 “ HnpC‚q, και ότι Coker d̄n “ Ker dn´1

L

Im d̄n “

Ker dn´1

L

Im dn “ Hn´1pC‚q. �

Πρόταση 3.1.15. Κάθε σύντοµη ακριβής ακολουθία συµπλόκων

0 ÝÑ pC1‚,d
1
‚q

f‚
ÝÑ pC‚,d‚q

g‚
ÝÑ pC2‚,d

2
‚q ÝÑ 0

στην R-Mod, επάγει µία ακριβή ακολουθία αριστερών R-προτύπων

¨ ¨ ¨
φn`1
ÝÑ HnpC

1
‚q

Hnpf‚q
ÝÑ HnpC‚q

Hnpg‚q
ÝÑ HnpC

2
‚q

φn
ÝÑ Hn´1pC

1
‚q ÝÑ ¨ ¨ ¨

Απόδειξη. Επειδή 0 ÝÑ pC1‚,d
1
‚q

f‚
ÝÑ pC‚,d‚q

g‚
ÝÑ pC2‚,d

2
‚q ÝÑ 0 είναι µία σύντοµη ακριβής

ακολουθία συµπλόκων, τότε για κάθε n P Z, έχουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα µε
ακριβείς γραµµές και στήλες :

0

��

0

��

0

��
0 // Ker d1n

��

// Ker dn

��

// Ker d2n

��

// 0

0 // C 1n

d1n
��

fn // Cn

dn

��

gn // C2n

d2n
��

// 0

0 // C 1n´1

��

fn´1 // Cn´1

��

gn´1 // C2n´1

��

// 0

0 // Coker d1n

��

// Coker dn

��

// Coker d2n

��

// 0

0 0 0

΄Ετσι, χρησιµοποιώντας το Λήµµα p3.1.14q παίρνουµε για κάθε n P Z, το µεταθετικό διάγραµµα
µε ακριβείς γραµµές και στήλες :

HnpC
1
‚q

��

// HnpC‚q

��

// HnpC
2
‚q

��
Coker d1n`1

d̄1n
��

// Coker dn`1

d̄n

��

// Coker d2n`1

d̄2n
��

// 0

0 // Ker d1n´1

��

// Ker dn´1

��

// Ker d2n´1

��
Hn´1pC

1
‚q // Hn´1pC‚q // Hn´1pC

2
‚q
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Αν εφαρµόσουµε λοιπόν το Snake Lemma στο προηγούµενο διάγραµµα για κάθε n P Z, επάγεται
µοναδικός οµοµορφισµός φn : HnpC

2
‚q ÝÑ Hn´1pC

1
‚q, και µια ακριβής ακολουθία αριστερών

R-προτύπων

¨ ¨ ¨
φn`1
ÝÑ HnpC

1
‚q

Hnpf‚q
ÝÑ HnpC‚q

Hnpg‚q
ÝÑ HnpC

2
‚q

φn
ÝÑ Hn´1pC

1
‚q ÝÑ ¨ ¨ ¨

για κάθε n P Z. �

Σχόλιο 3.1.16. Ο οµοµορφισµός φn : HnpC
2
‚q ÝÑ Hn´1pC

1
‚q της Πρότασης (3.1.15), καλείται

ο συνδετικός οµοµορφισµός (connecting homomorphism), και η ακριβής ακολουθία

¨ ¨ ¨
φn`1
ÝÑ HnpC

1
‚q

Hnpf‚q
ÝÑ HnpC‚q

Hnpg‚q
ÝÑ HnpC

2
‚q

φn
ÝÑ Hn´1pC

1
‚q ÝÑ ¨ ¨ ¨

για κάθε n P Z, καλείται µακρά ακριβής ακολουθία (long exact sequence) στην οµολογία.

Στην συνέχεια, ϑα αποδείξουµε ότι δοθέντος ενός µορφισµού f µεταξύ δύο (ακριβών) συµπλό-
κων αριστερών R-προτύπων, µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα καινούργιο (ακριβές) σύµπλοκο
Mpfq αριστερών R-προτύπων.

Η ακόλουθη έννοια, ϑα µας ϕανεί χρήσιµη.

Ορισµός 3.1.17. Για ένα σύµπλοκο αριστερών R-προτύπων

C‚ : ¨ ¨ ¨ // Cn`1

dn`1 // Cn
dn // Cn´1

dn´1 // ¨ ¨ ¨

και για ένα ακέραιο m P Z, ορίζουµε το επαγόµενο m-ιοστό µετατοπισµένο σύµπλοκο, (shifted
complex):

SmC‚ : ¨ ¨ ¨ // C 1n`1

d1n`1 // C 1n
d1n // C 1n´1

d1n´1 // ¨ ¨ ¨

ϑέτοντας C 1n “ Cn´m και d1n “ p´1qmdn´m, για κάθε n P Z.

Παρατήρηση 3.1.18. Αν SmC‚ είναι το επαγόµενο m-ιοστό µετατοπισµένο σύµπλοκο του C‚,
τότε HnpSmC‚q “ Hn´mpC‚q για κάθε n P Z. Πράγµατι, έχουµε ότι

HnpSmC‚q “ Ker d1n{ Im d1n`1 “ Ker dn´m{ Im dn`1´m “ Hn´mpC‚q,

για κάθε n P Z.

Ορισµός 3.1.19. ΄Εστω C‚ “ tCn, dnunPZ και D‚ “ tDn, d
1
nunPZ δύο σύµπλοκα στην R-Mod.

Για έναν µορφισµό µεταξύ των συµπλόκων αυτών,

f‚ “ tfnunPZ : C‚ ÝÑ D‚,

µπορούµε να δηµιουργήσουµε ένα καινούργιο σύµπλοκο στην R-Mod,

Mpfq : ¨ ¨ ¨ // Mn`1

µn`1 // Mn
µn // Mn´1

// ¨ ¨ ¨ ,

ϑέτοντας Mn “ Dn ‘ Cn´1 για κάθε n P Z, και ορίζοντας για κάθε n P Z,

µn : Mn “ Dn ‘ Cn´1 ÝÑMn´1 “ Dn´1 ‘ Cn´2,

όπου µnpy, xq “ pd1n ` fn´1pxq,´dn´1pxqq, για κάθε py, xq PMn. Το σύµπλοκο Mpfq καλείται η
επαγόµενη κωνική απεικόνιση (mapping cone) του f .
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Παρατήρηση 3.1.20. ΄Εστω f‚ : pC‚, d‚q ÝÑ pD‚, d
1
‚q ένας µορφισµός µεταξύ δύο συµπλόκων

στην R-Mod, και Mpfq η επαγόµενη κωνική απεικόνιση. Αν ϑεωρήσουµε για κάθε n P Z, τις
κανονικές εγκλείσεις και προβολές :

in : Dn ÝÑMn “ Dn ‘ Cn´1 & πn : Mn “ Dn ‘ Cn´1 ÝÑ Cn´1,

τότε προφανώς, τα διαγράµµατα:

Dn

in

��

d1n // Dn´1

in´1

��
Mn µn

// Mn´1

και Mn

πn

��

µn // Mn´1

πn´1

��
Cn´1

´dn´1

// Cn´2

είναι µεταθετικά για κάθε n P Z. Συνεπώς, επάγονται µορφισµοί συµπλόκων αριστερών R-
προτύπων i‚ “ tinunPZ : D‚ ÝÑMpfq και π‚ “ tπnunPZ : Mpfq ÝÑ S1C‚, και µια διασπάσιµη
σύντοµη ακριβής ακολουθία συµπλόκων

0 ÝÑ D‚
i‚
ÝÑMpfq

π‚
ÝÑ S1C‚ ÝÑ 0. (3.2)

Πρόταση 3.1.21. ΄Εστω f‚ : pC‚, d‚q ÝÑ pD‚, d
1
‚q ένας µορφισµός µεταξύ δύο συµπλόκων στην

R-Mod. Αν τα C‚ και D‚ είναι ακριβή σύµπλοκα, τότε η επαγόµενη κωνική απεικόνιση Mpfq είναι
επίσης ακριβές σύµπλοκο.

Απόδειξη. Η σύντοµη ακριβής ακολουθία (3.2) της Παρατήρησης (3.1.20), επάγει µια µακρά
ακριβή ακολουθία στην οµολογία

¨ ¨ ¨ ÝÑ Hn`1pS1C‚q
φn`1
ÝÑ HnpDq

Hnpi‚q
ÝÑ HnpMpfqq

Hnpπ‚q
ÝÑ ¨ ¨ ¨

για κάθε n P Z. Αν λοιπόν τα σύµπλοκα C‚ και D‚ είναι ακριβή, τότε χρησιµοποιώντας τις
Παρατηρήσεις (3.1.7) και (3.1.18), παίρνουµε ότι το σύµπλοκο Mpfq είναι επίσης ακριβές. �

Κλείνουµε την παρούσα ενότητα, µε το ακόλουθο αποτέλεσµα.

Πρόταση 3.1.22. ΄Εστω f‚ : pC‚, d‚q ÝÑ pD‚, d
1
‚q ένας µορφισµός µεταξύ δύο συµπλόκων στην

R-Mod. Τότε για κάθε αριστερό R-πρότυπο M και για κάθε δεξιό R-πρότυπο N , ισχύουν τα ακό-
λουθα:

1. Αν τα σύµπλοκα αβελιανών οµάδων HomRpM,C‚q και HomRpM,D‚q είναι ακριβή, τότε το
σύµπλοκο αβελιανών οµάδων HomRpM,Mpfqq είναι επίσης ακριβές.

2. Αν τα σύµπλοκα αβελιανών οµάδων HomRpC‚,Mq και HomRpD‚,Mq είναι ακριβή, τότε το
σύµπλοκο αβελιανών οµάδων HomRpMpfq,Mq είναι επίσης ακριβές.

3. Αν τα σύµπλοκα αβελιανών οµάδων N bR C‚ και N bR D‚ είναι ακριβή, τότε το σύµπλοκο
αβελιανών οµάδων N bR Mpfq είναι επίσης ακριβές.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε µόνο το 1), αφού η απόδειξη των 2) και 3) προκύπτει παρόµοια. Υπο-
ϑέτουµε ότι τα σύµπλοκα αβελιανών οµάδων HomRpM,C‚q και HomRpM,D‚q είναι ακριβή. Θε-
ωρούµε ένα αριστερό R-πρότυπο M , και εφαρµόζουµε τον συναλλοίωτο συναρτητή HomRpM,´q
στην σύντοµη ακριβή ακολουθία (3.2) της Παρατήρησης (3.1.20), η οποία είναι διασπάσιµη αν δεν
λάβουµε υπ΄ όψιν τα διαφορικά των συµπλόκων. Τότε επάγεται µια σύντοµη ακριβής ακολουθία
συµπλόκων (ϐλέπε Πρόταση (3.3.19) και Θεώρηµα (3.3.18) )

0 ÝÑ HomRpM,D‚q ÝÑ HomRpM,Mpfqq ÝÑ HomRpM,S1C‚q ÝÑ 0.

Παρατηρώντας ότι HomRpM,S1C‚q “ S1 HomRpM,C‚q, και χρησιµοποιώντας την υπόθεση,
παίρνουµε ότι το σύµπλοκο αβελιανών οµάδων HomRpM,S1C‚q είναι ακριβές. Συνεπώς, επει-
δή και το σύµπλοκο αβελιανών οµάδων HomRpM,D‚q είναι ακριβές, έπεται ότι το σύµπλοκο
αβελιανών οµάδων HomRpM,Mpfqq είναι επίσης ακριβές. �
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3.2 Ενέσιµα, Προβολικά Και Επίπεδα Πρότυπα

Στην ενότητα αυτή, ορίζουµε και µελετάµε ενέσιµα, προβολικά και επίπεδα πρότυπα. Τα πρότυπα
αυτά, τα οποία προκύπτουν από τον δακτύλιο µε σχετικά απλό τρόπο, µας δίνουν την δυνατότητα
να περιγράφουµε τυχαία πρότυπα.

3.2.1 Ενέσιµα Πρότυπα

΄Οπως ϑα διαπιστώσουµε στην συνέχεια, τα ενέσιµα πρότυπα, είναι ακριβώς τα πρότυπα που
καθιστούν τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή Hom ακριβή.

Ορισµός 3.2.1. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο E καλείται ενέσιµο, (injective), αν για κάθε µο-
νοµορφισµό αριστερών R-προτύπων i : A ÝÑ B, και κάθε οµοµορφισµό αριστερών Rπροτύπων
f : A ÝÑ E, υπάρχει οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων g : B ÝÑ E έτσι ώστε το ακόλουθο
διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

0 // A

f

��

i // B

D g��
E

Συµβολίζουµε την κλάση όλων των ενέσιµων αριστερών R-προτύπων µε R-Inj.

Παρατήρηση 3.2.2. Είναι εύκολο να δούµε ότι η κλάση R-Inj είναι κλειστή σε ισοµορφισµούς.

Πρόταση 3.2.3. Αν M είναι ένα ενέσιµο υποπρότυπο ενός αριστερού R-προτύπου N , τότε το M
είναι ευθύς προσθετέος του N .

Απόδειξη. ΄Εστω M ένα ενέσιµο υποπρότυπο ενός αριστερού R-προτύπου N , και i : M ÝÑ N
η κανονική έγκλειση. Επειδή το M είναι ενέσιµο, υπάρχει ένας οµοµορφισµός αριστερών R-
προτύπων g : N ÝÑM , έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

0 // M

IdM
��

i // N

D g~~
M

Συνεπώς, ο µονοµορφισµός i είναι διασπάσιµος, και άρα, υπάρχει κάποιο αριστερό R-πρότυπο
K τέτοιο ώστε N – M ‘K. ΄Ετσι τελικά, έχουµε ότι το M είναι είναι ευθύς προσθετέος του N ,
όπως επιθυµούσαµε. �

Το ακόλουθο αποτέλεσµα οφείλεται στον R. Baer, και είναι γνωστό ως κριτήριο του Baer.

Θεώρηµα 3.2.4. (Κριτήριο του Baer) ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο E είναι ενέσιµο, αν και µόνο αν,
κάθε οµοµορφισµός f : I ÝÑ E, όπου I είναι ένα αριστερό ιδεώδες του R, µπορεί να επεκταθεί στο
R.

0 // I

f

��

i // R

D g��
E

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [52, theorem 3.30]. �

Παράδειγµα 3.2.5. 1. Το µηδενικό πρότυπο είναι κατά τετριµµένο τρόπο ενέσιµοR-πρότυπο.
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2. Χρησιµοποιώντας το κριτήριο του Baer, καθώς και το γεγονός ότι τα µόνα (αριστερά) ιδεώδη
ενός δακτυλίου διαίρεσης D, είναι το 0 και το D, έπεται ότι κάθε διανυσµατικός χώρος
υπεράνω ενός δακτυλίου διαίρεσης D, ϑεωρούµενος ως αριστερό D-πρότυπο, είναι ένα
ενέσιµο πρότυπο.

3. Το Q ως Z-πρότυπο είναι ενέσιµο, δες Παράδειγµα (3.2.8), και Πρόταση (3.2.9).

Σηµειώνουµε ότι υπάρχουν πρότυπα τα οποία δεν είναι ενέσιµα. Παραδείγµατος χάριν, το
Z-πρότυπο 2Z δεν είναι ενέσιµο. Για να το δούµε αυτό, ας υποθέσουµε ότι το υποπρότυπο 2Z
του Z είναι ενέσιµο Z-πρότυπο. Τότε η Πρόταση (3.2.3), µας εξασφαλίζει ότι το 2Z είναι ευθύς
προσθετέος του Z. ∆ηλαδή, υπάρχει κάποιος ακέραιος κ, έτσι ώστε Z “ 2Z`κZ και 2ZXκZ “ t0u,
αποτέλεσµα το οποίο είναι ϕυσικά αδύνατο.

Στόχος µας στην συνέχεια, είναι να δείξουµε ότι κάθε πρότυπο εµφυτεύεται σε ένα ενέσιµο πρό-
τυπο. Για να αποδείξουµε τον ισχυρισµό αυτό, χρειάζεται να εισάγουµε την έννοια ενός διαιρετού
προτύπου υπεράνω µιας περιοχής κύριων ιδεωδών.

Ορισµός 3.2.6. Αν R είναι µία περιοχή κύριων ιδεωδών, τότε ένα αριστερό R-πρότυποM καλείται
διαιρετό, (divisible), αν για κάθεm PM και για κάθε µη µηδενικό r P R, υπάρχει κάποιοm1 PM
έτσι ώστε m “ rm1. ∆ηλαδή, M “ rM για κάθε µη µηδενικό r P R.

Παρατήρηση 3.2.7. Εύκολα ϐλέπουµε ότι κάθε οµοµορφική εικόνα ενός διαιρετού R-προτύπου,
είναι ένα διαιρετό R-πρότυπο. Επίσης, ένα ευθύ άθροισµα διαιρετών R-προτύπων είναι διαιρετό
R-πρότυπο, και ένας ευθύς προσθετέος ενός διαιρετού R-προτύπου είναι διαιρετό R-πρότυπο.

Παράδειγµα 3.2.8. Το Q ως Z-πρότυπο είναι προφανώς διαιρετό.

Η επόµενη πρόταση, µας εξασφαλίζει ότι υπεράνω µιας περιοχής κύριων ιδεωδών, οι έννοιες
«ενέσιµα πρότυπα» και «διαιρετά πρότυπα» είναι ισοδύναµες.

Πρόταση 3.2.9. ΄Εστω R µία περιοχή κύριων ιδεωδών. Τότε ένα αριστερό R-πρότυπο M είναι
ενέσιµο, αν και µόνο αν, είναι διαιρετό.

Απόδειξη. Υποθέτουµε αρχικά, ότι το αριστερό R-πρότυπο M είναι ενέσιµο, και έστω x P M και
r P R, r ‰ 0. Αν s, s1 P R, και sr “ s1r, τότε ps ´ s1qr “ 0. ΄Ετσι, αφού ο δακτύλιος R είναι
περιοχή κύριων ιδεωδών και r ‰ 0, έπεται ότι s ´ s1 “ 0, ή ισοδύναµα, ότι s “ s1. Ορίζουµε
λοιπόν απεικόνιση

f : xry ÝÑM, sr ÞÝÑ sx,

για κάθε s P R. Η απεικόνιση f είναι προφανώς ένας καλώς ορισµένος οµοµορφισµός αριστερών
R-προτύπων. Επειδή το M είναι ενέσιµο, και το xry είναι ένα αριστερό ιδεώδες του R, µπορούµε
να επεκτείνουµε τον f σε έναν οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων g : R ÝÑ M , έτσι ώστε
x “ fprq “ gprq “ gpr1q “ rgp1q. Συνεπώς, παίρνουµε ότι το M είναι διαιρετό.

Αντίστροφα, υποθέτουµε τώρα ότι το αριστερό R-πρότυπο M είναι διαιρετό. ΄Εστω I ένα µη
µηδενικό αριστερό ιδεώδες του R, και f : I ÝÑ M ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων.
Επειδή ο δακτύλιος R είναι περιοχή κύριων ιδεωδών, υπάρχει κάποιο s P R, s ‰ 0, έτσι ώστε
I “ xsy. Επιπλέον, αφού το M είναι διαιρετό και το s ‰ 0, υπάρχει κάποιο x P M , τέτοιο ώστε
fpsq “ sx. Ορίζουµε οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων g : R ÝÑ M , ϑέτοντας gprq “ rx για
κάθε r P R. Τότε για κάθε y “ r1s P I, έχουµε ότι

gpyq “ gpr1sq “ pr1sqx “ r1psxq “ r1fpsq “ fpr1sq “ fpyq,

και άρα, ότι g|I “ f . Χρησιµοποιώντας λοιπόν το κριτήριο του Baer, συµπεραίνουµε ότι το M
είναι ενέσιµο. �

Πρόταση 3.2.10. 1. Κάθε αβελιανή οµάδα µπορεί να εµφυτευτεί σε µία ενέσιµη αβελιανή ο-
µάδα.
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2. Αν R ÝÑ S είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων και E ένα ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο, τότε
HomRpS,Eq είναι ένα ενέσιµο αριστερό S-πρότυπο.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [27, Corollary 3.1.5, Proposition 3.1.6]. �

Ως συνέπεια της Πρότασης (3.2.10), παίρνουµε ότι :

Πόρισµα 3.2.11. Αν G είναι µία διαιρετή αβελιανή οµάδα, τότε HomZpR,Gq είναι ένα ενέσιµο
αριστερό R-πρότυπο, για κάθε δακτύλιο R.

Είµαστε σε ϑέση τώρα να αποδείξουµε το ακόλουθο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 3.2.12. Κάθε αριστερό R-πρότυπο M µπορεί να εµφυτευθεί σε ένα ενέσιµο αριστερό
R-πρότυπο E.

Απόδειξη. ΄ΕστωM ένα αριστερό R-πρότυπο. Αν τοM ιδωθεί ως αβελιανή οµάδα, τότε η Πρόταση
(3.2.10) µας δίνει µια ενέσιµη αβελιανή οµάδαG, και µια εµφύτευση αβελιανών οµάδων i : M ÝÑ

G. Τότε επειδή ο συναλλοίωτος συναρτητής HomZpR,´q είναι αριστερά ακριβής, ο επαγόµενος
οµοµορφισµός i˚ : HomZpR,Mq ÝÑ HomZpR,Gq είναι µονοµορφισµός. ΄Οµως,

M – HomRpR,Mq Ď HomZpR,Mq.

΄Αρα, χρησιµοποιώντας το Πόρισµα (3.2.11), έχουµε ότι τοM εµφυτεύεται ως αβελιανή οµάδα, στο
ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο HomZpR,Gq. Επιπλέον, εύκολα ϐλέπουµε ότι η εµφύτευση αυτή,
είναι ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων, και έτσι, έπεται το Ϲητούµενο. �

Πρόταση 3.2.13. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο E είναι ενέσιµο, αν και µόνο αν, ο αντισυναλλοίωτος
συναρτητής HomRp´, Eq : R-Mod ÝÑ Ab είναι ακριβής.

Απόδειξη. ΄Εστω E ένα ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο. Θέλουµε να αποδείξουµε ότι ο αντισυναλ-
λοίωτος συναρτητής HomRp´, Eq είναι ακριβής. Επειδή ο HomRp´, Eq είναι πάντα αριστερά
ακριβής, αρκεί να δείξουµε ότι ο HomRp´, Eq είναι δεξιά ακριβής. ΄Εστω

0 ÝÑ L
f
ÝÑM

g
ÝÑ N ÝÑ 0

µια σύντοµη ακριβή ακολουθία αριστερών R-προτύπων. Τότε η επαγόµενη ακολουθία αβελιανών
οµάδων

0 ÝÑ HomRpN,Eq
g‹

ÝÑ HomRpM,Eq
f‹

ÝÑ HomRpL,Eq,

είναι ακριβής, διότι ο αντισυναλλοίωτος συναρτητής HomRp´, Eq είναι αριστερά ακριβής. Επειδή
το E είναι ενέσιµο, και αφού ο f είναι µονοµορφισµός, για κάθε οµοµορφισµό αριστερών R-
προτύπων h : L ÝÑ E, υπάρχει οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων k : M ÝÑ E έτσι ώστε
h “ k ˝ f “ f‹pkq. Συνεπώς, ο f‹ είναι επιµορφισµός, και άρα, ο αντισυναλλοίωτος συναρτητής
HomRp´, Eq είναι δεξιά ακριβής.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι ο αντισυναλλοίωτος συναρτητής HomRp´, Eq είναι ακριβής. ΄Εστω
f : L ÝÑ M ένας µονοµορφισµός αριστερών R-προτύπων, και h : L ÝÑ E ένας οµοµορφισµός
αριστερών R-προτύπων. Αν εφαρµόσουµε τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή HomRp´, Eq, στην
σύντοµη ακριβή ακολουθία

0 ÝÑ L
f
ÝÑM

π
ÝÑM{L ÝÑ 0,

τότε η υπόθεση µας εξασφαλίζει ότι η ακολουθία αβελιανών οµάδων

0 ÝÑ HomRpM{L,Eq
π‹
ÝÑ HomRpM,Eq

f‹

ÝÑ HomRpL,Eq ÝÑ 0,
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είναι ακριβής. ΄Ετσι, αφού h P HomRpL,Eq, υπάρχει οµοµορφισµός k P HomRpM,Eq έτσι ώστε
h “ f‹pkq “ k ˝ f “ h. ∆ηλαδή, το ακόλουθο διάγραµµα

0 // L

h
��

f // M

D k~~
E

είναι µεταθετικό. Εποµένως, το αριστερό R-πρότυπο M είναι ενέσιµο. �

Ως προφανή συνέπεια της Πρότασης (3.2.13), παίρνουµε ότι τα ενέσιµα αριστερά R-πρότυπα,
είναι ακριβώς τα αριστεράR-πρότυπαE, για τα οποία ο αντισυναλλοίωτος συναρτητήςHomRp´, Eq
στέλνει µονοµορφισµούς σε επιµορφισµούς. Με άλλα λόγια, το αριστερό R-πρότυπο E είναι ε-
νέσιµο, αν και µόνο αν, για κάθε ακριβής ακολουθία 0 ÝÑ N1

g
ÝÑ N2 αριστερών R-προτύπων,

η ακολουθία αβελιανών οµάδων HomRpN2, Eq
g‹

ÝÑ HomRpN1, Eq ÝÑ 0 είναι ακριβής. Χρησιµο-
ποιούµε τώρα το αποτέλεσµα αυτό, για να αποδείξουµε την ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 3.2.14. Αν tMαuαP∆ είναι µία οικογένεια αριστερών R-προτύπων, τότε το ευθύ γινόµενο
ś

αP∆Mα είναι ενέσιµο, αν και µόνο αν, κάθε Mα για α P ∆, είναι ενέσιµο.

Απόδειξη. ΄Εστω 0 ÝÑ N1
g
ÝÑ N2 µια ακριβής ακολουθία αριστερών R-προτύπων. Για κάθε

α P ∆, ϑεωρούµε τον επαγόµενο οµοµορφισµό αβελιανών οµάδων

g‹α : HomRpN2,Mαq ÝÑ HomRpN1,Mαq, f ÞÝÑ f ˝ g.

Αν το αριστερό R-πρότυπο
ś

αP∆Ma είναι ενέσιµο, τότε η επαγόµενη ακολουθία αβελιανών οµά-
δων

HomRpN2,
ź

αP∆

Mαq
g‹

ÝÑ HomRpN1,
ź

αP∆

Mαq ÝÑ 0, (3.3)

είναι ακριβής. Η Πρόταση (1.2.12), µας δίνει ότι η ακριβής ακολουθία (3.3), είναι ισόµορφη µε
την ακολουθία

ź

αP∆

HomRpN2,Mαq

ś

g‹α
ÝÑ

ź

αP∆

HomRpN2,Mαq ÝÑ 0. (3.4)

Συνεπώς, έπεται ότι η ακολουθία αβελιανών οµάδων (3.4) είναι επίσης ακριβής. ΄Ετσι, ϑεωρώντας
για κάθε α P ∆, το µεταθετικό και ακριβές διάγραµµα:

ś

αP∆ HomRpN2,Mαq

πα

��

ś

g‹α // ś
αP∆ HomRpN2,Mαq

π1α
��

// 0

HomRpN2,Mαq
g‹α

// HomRpN1,Mαq

όπου πα και π1α είναι οι κανονικές προβολές, παίρνουµε ότι ο οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων
g‹α είναι επιµορφισµός για κάθε α P ∆, και άρα, ότι τα αριστερά R-πρότυπαMα είναι ενέσιµα για
κάθε α P ∆.

Αντίστροφα, αν τα Mα είναι ενέσιµα για κάθε α P ∆, τότε ο οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων
g‹α είναι επιµορφισµός για κάθε α P ∆. Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα αυτό, και την Παρατή-
ϱηση (1.2.3), συµπεραίνουµε ότι η ακολουθία αβελιανών οµάδων (3.4) είναι ακριβής. Εποµένως,
η ακολουθία αβελιανών οµάδων (3.3) είναι επίσης ακριβής, ως ισόµορφη µε την ακριβή ακολουθία
(3.4). ΄Ετσι τελικά, έχουµε ότι το ευθύ γινόµενο

ś

αP∆Mα είναι ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο. �

Τετριµµένα, έπεται ότι :
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Πόρισµα 3.2.15. ΄Ενα πεπερασµένο ευθύ άθροισµα από ενέσιµα αριστεράR-πρότυπα είναι ενέσιµο
αριστερό R-πρότυπο, και ένας ευθύς προσθετέος ενός ενέσιµου αριστερού R-προτύπου είναι ενέσιµο
αριστερό R-πρότυπο.

Τονίζουµε ότι υπεράνω τυχόντος δακτυλίου, ένα άπειρο ευθύ άθροισµα ενέσιµων προτύπων
δεν είναι απαραίτητα ενέσιµο πρότυπο. Ωστόσο, αν ο δακτύλιος είναι δακτύλιος της Noether, τότε
κάθε ευθύ άθροισµα ενέσιµων προτύπων είναι ενέσιµο πρότυπο. Μάλιστα, ένας δακτύλιος της
Noether χαρακτηρίζεται από την προηγούµενη ιδιότητα.

Θεώρηµα 3.2.16. Για έναν δακτύλιο R, οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναµες :

1. Ο R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether.

2. Κάθε ευθύ όριο ενέσιµων αριστερών R-προτύπων είναι ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο.

3. Κάθε ευθύ άθροισµα ενέσιµων αριστερών R-προτύπων είναι ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [27, Theorem 3.1.17] �

Πρόταση 3.2.17. ΄Ενα αριστερόR-πρότυποE είναι ενέσιµο, αν και µόνο αν, κάθε σύντοµη ακριβής
ακολουθία 0 ÝÑ E ÝÑ B ÝÑ C ÝÑ 0 διασπάται.

Απόδειξη. Υποθέτουµε αρχικά ότι το αριστερό R-πρότυπο E είναι ενέσιµο, και έστω

0 ÝÑ E
f
ÝÑ B ÝÑ C ÝÑ 0, (3.5)

µια σύντοµη ακριβής ακολουθία αριστερών R-προτύπων. Τότε υπάρχει οµοµορφισµός αριστερών
R-προτύπων g : B ÝÑ E, έτσι ώστε g˝f “ IdE . Συνεπώς, η σύντοµη ακριβής ακολουθία (3.5) είναι
διασπάσιµη, ως αριστερά διασπάσιµη. Υποθέτουµε τώρα ότι κάθε σύντοµη ακριβής ακολουθία
της µορφής (3.5), διασπάται. Επειδή κάθε πρότυπο εµφυτεύεται σε ένα ενέσιµο πρότυπο, υπάρχει
µια σύντοµη ακριβής ακολουθία αριστερών R-προτύπων

0 ÝÑ E ÝÑ H ÝÑ C ÝÑ 0,

όπου H είναι ενέσιµο. Τότε η υπόθεση µας εξασφαλίζει ότι η προηγούµενη ακολουθία είναι
διασπάσιµη, και κατ΄ επέκταση, ότι το E είναι ευθύς προσθετέος του H. Εποµένως, χρησιµο-
ποιώντας το Πόρισµα (3.2.15), καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι το αριστερό R-πρότυπο E είναι
ενέσιµο. �

3.2.2 Προβολικά Πρότυπα

∆υϊκή της κλάσης των ενέσιµων αριστερών R-προτύπων, είναι η κλάση των προβολικών αριστερών
R-προτύπων.

Ορισµός 3.2.18. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο P καλείται προβολικό, (projective), αν για κάθε
επιµορφισµό αριστερών R-προτύπων ψ : A ÝÑ B, και κάθε οµοµορφισµό αριστερών Rπροτύπων
f : P ÝÑ B, υπάρχει οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων g : P ÝÑ A έτσι ώστε το ακόλουθο
διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

P
g

��
f

��
A

ψ
// B // 0

Συµβολίζουµε την κλάση όλων των προβολικών αριστερών R-προτύπων µε R-Proj.
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Παρατήρηση 3.2.19. Εύκολα ϐλέπουµε ότι η κλάση R-Proj είναι κλειστή σε ισοµορφισµούς.

Πρόταση 3.2.20. Αν P είναι ένα προβολικό αριστερό R-πρότυπο, και f : N ÝÑ P είναι ένας
επιµορφισµός αριστερών R-προτύπων, τότε το P είναι ευθύς προσθετέος του N .

Απόδειξη. Επειδή το P είναι προβολικό, και ο f είναι επιµορφισµός, υπάρχει οµοµορφισµός
αριστερών R-προτύπων g : P ÝÑ N , έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

P
g

~~
IdP
��

N
ψ
// P // 0

Συνεπώς, ο επιµορφισµός f είναι διασπάσιµος, και άρα, υπάρχει κάποιο αριστερό R-πρότυπο K
τέτοιο ώστε N – K ‘ P . ∆ηλαδή, το P είναι ευθύς προσθετέος του N . �

Παράδειγµα 3.2.21. 1. Το µηδενικό πρότυπο είναι τετριµµένα προβολικό πρότυπο.

2. Κάθε ελεύθερο πρότυπο είναι προβολικό πρότυπο, ϐλέπε Πρόταση (3.2.25).

Πρόταση 3.2.22. Αν tMαuαP∆ είναι µία οικογένεια αριστερώνR-προτύπων, τότε το ευθύ άθροισµα
‘αP∆Mα είναι προβολικό, αν και µόνο αν, κάθε Mα για α P ∆, είναι προβολικό.

Απόδειξη. ∆υϊκά, µε την απόδειξη της Πρότασης (3.2.14) �

Ως προφανή συνέπεια της Πρότασης (3.2.22), έχουµε ότι :

Πόρισµα 3.2.23. ΄Ενας ευθύς προσθετέος ενός προβολικού αριστερού R-προτύπου είναι προβολι-
κό αριστερό R-πρότυπο.

Λήµµα 3.2.24. Ο δακτύλιος R ως αριστερό (δεξιό) R-πρότυπο είναι προβολικό.

Απόδειξη. ΄Εστω h : N2 ÝÑ N1 ένας επιµορφισµός αριστερών R-προτύπων, και f : R ÝÑ N1 ένας
οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων. Για να αποδείξουµε ότι ο δακτύλιος R είναι προβολικό
ως αριστερό R-πρότυπο, αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων
g : R ÝÑ N1, έτσι ώστε h˝ g “ f . Αν fp1Rq “ y P N1, τότε αφού ο h είναι επιµορφισµός, υπάρχει
κάποιο x P N2 µε hpxq “ y. Ορίζουµε λοιπόν,

g : R ÝÑ N2, r ÞÝÑ rx.

Τότε εύκολα ϐλέπουµε ότι η g είναι ένας καλώς ορισµένος οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων,
και ότι f “ h ˝ g. Ανάλογα αποδεικνύεται ότι ο R είναι προβολικό ως δεξιό R-πρότυπο. �

Πρόταση 3.2.25. Κάθε ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο είναι προβολικό.

Απόδειξη. Αν F είναι ένα ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο, τότε υπάρχει κάποιο σύνολο I έτσι ώστε
RpIq – F . Χρησιµοποιώντας το Λήµµα (3.2.24), καθώς και την Πρόταση (3.2.22), παίρνουµε ότι
το RpIq είναι προβολικό. Συνεπώς, επειδή η κλάση R-Proj των προβολικών αριστερών R-προτύπων
είναι κλειστή σε ισοµορφισµούς, έπεται ότι το F είναι προβολικό. �

Τονίζουµε ότι υπάρχουν προβολικά πρότυπα τα οποία δεν είναι ελεύθερα. Για να το διαπιστώ-
σουµε αυτό, παραθέτουµε το ακόλουθο παράδειγµα.

Παράδειγµα 3.2.26. Θεωρούµε τον δακτύλιο Z6 ως Z6-πρότυπο. Τότε προφανώς, ο δακτύλιος Z6

είναι προβολικό ως Z6-πρότυπο, και Z6 – Z2‘Z3. Συνεπώς, το Z2 είναι προβολικό Z6-πρότυπο,
ως ευθύς προσθετέος του προβολικού Z6-προτύπου Z6. Αν το Z2 ήταν ελεύθερο Z6-πρότυπο, τότε
το Z2 ϑα είχε τουλάχιστον 6 στοιχεία, πράγµα το οποίο είναι αδύνατο. ΄Ετσι, το Z2 είναι προβολικό
Z6-πρότυπο, αλλά όχι ελεύθερο Z6-πρότυπο.
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Γενικά, η κλάση των ελεύθερων R-προτύπων είναι γνήσια υποκλάση της κλάσης των προβολι-
κών R-προτύπων. Στην συνέχεια ϑα δούµε ότι υπάρχουν δακτύλιοι υπεράνω των οποίων, οι δύο
κλάσεις αυτές συµπίπτουν.

Η επόµενη πρόταση χαρακτηρίζει τα προβολικά πρότυπα.

Πρόταση 3.2.27. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Το αριστερό R-πρότυπο P είναι προβολικό.

2. Κάθε σύντοµη ακριβής ακολουθία αριστερών R-προτύπων

0 ÝÑ A ÝÑ B ÝÑ P ÝÑ 0,

διασπάται.

3. Το αριστερό R-πρότυπο P είναι ευθύς προσθετέος ενός ελεύθερου αριστερού R-προτύπου.

Απόδειξη. p1 ñ 2q : Αν το P είναι προβολικό αριστερό R-πρότυπο, τότε ϑεωρώντας τον ταυτοτικό
(οµο)µορφισµό IdP του P , και χρησιµοποιώντας τον ορισµό του προβολικού προτύπου, παίρνουµε
ότι κάθε σύντοµη ακριβής ακολουθία που τελειώνει σε P διασπάται.
p2 ñ 3q : Υποθέτουµε ότι ισχύει το 2). Η Πρόταση (1.2.21), µας δίνει µια σύντοµη ακριβή

ακολουθία αριστερών R-προτύπων

0 ÝÑ K ÝÑ F ÝÑ P ÝÑ 0,

όπου F ελεύθερο. Τότε χρησιµοποιώντας την υπόθεση, συµπεραίνουµε ότι η προηγούµενη σύν-
τοµη ακριβής ακολουθία είναι διασπάσιµη, και κατ΄ επέκταση, ότι το P είναι ευθύς προσθετέος
του ελεύθερου αριστερού R-προτύπου F .
p3 ñ 1q : Αν ισχύει το 3), τότε χρησιµοποιώντας το Πόρισµα (3.2.23) και την Πρόταση (3.2.25),

έχουµε ότι το αριστερό R-πρότυπο P είναι προβολικό. �

Πόρισµα 3.2.28. Κάθε αριστερόR-πρότυπο είναι η οµοµορφική εικόνα ενός προβολικού αριστερού
R-προτύπου.

Απόδειξη. Επειδή κάθε αριστερόR-πρότυπο είναι η οµοµορφική εικόνα ενός ελεύθερου αριστερού
R-προτύπου, και αφού κάθε ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο είναι προβολικό, έπεται ότι κάθε
αριστερό R-πρότυπο είναι η οµοµορφική εικόνα ενός προβολικού αριστερού R-προτύπου. �

Νωρίτερα είδαµε ότι τα ενέσιµα πρότυπα είναι ακριβώς τα πρότυπα τα οποία καθιστούν τον
αντισυναλλοίωτο συναρτητήHom ακριβή. Τώρα δείχνουµε ότι τα προβολικά πρότυπα είναι ακριβώς
τα πρότυπα τα οποία καθιστούν τον συναλλοίωτο συναρτητή Hom ακριβή.

Πρόταση 3.2.29. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο P είναι προβολικό, αν και µόνο αν, ο συναλλοίωτος
συναρτητής HomRpP,´q : R-Mod ÝÑ Ab είναι ακριβής.

Απόδειξη. Κατά δυϊκό τρόπο µε την απόδειξη της Πρότασης (3.2.13). �

Η προσοχή µας τώρα στρέφεται σε δακτυλίους υπεράνω των οποίων, τα υποπρότυπα προβολι-
κών προτύπων είναι προβολικά, και οι οµοµορφικές εικόνες ενέσιµων προτύπων είναι ενέσιµα.

Ορισµός 3.2.30. ΄Ενας δακτύλιος R καλείται αριστερά (δεξιά) κληρονοµικός δακτύλιος
(hereditary), αν κάθε αριστερό (δεξιό) ιδεώδες του R είναι προβολικό πρότυπο. Αν ο R είναι
αριστερά και δεξιά κληρονοµικός δακτύλιος, τότε ο R καλείται κληρονοµικός δακτύλιος.

Παράδειγµα 3.2.31. Αν R είναι ένας δακτύλιος χωρίς διαιρέτες του µηδενός, και αν κάθε αρι-
στερό ιδεώδες του R είναι της µορφής Rα για κάποιο α P R, τότε Rα – R για κάθε α P R, α ‰ 0.
Συνεπώς, κάθε αριστερό ιδεώδες του R είναι προβολικό, και άρα, ο δακτύλιος R είναι αριστερά
κληρονοµικός δακτύλιος. Ιδιαίτερα, κάθε περιοχή κύριων ιδεωδών είναι κληρονοµικός δακτύλιος.
΄Ετσι, ο δακτύλιος των ακεραίων Z είναι κληρονοµικός δακτύλιος.
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Τα επόµενα ϑεωρήµατα οφείλονται αντίστοιχα, στους Kaplansky και Cartan-Eilenberg.

Θεώρηµα 3.2.32. (Kaplansky) Αν R είναι ένας αριστερά κληρονοµικός δακτύλιος, τότε κάθε
υποπρότυπο A ενός ελεύθερου αριστερού R-προτύπου F είναι ισόµορφο µε ένα ευθύ άθροισµα
αριστερών ιδεωδών του R, και άρα, είναι προβολικό R-πρότυπο.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [52, Theorem 4.13] �

Θεώρηµα 3.2.33. (Cartan-Eilenberg) Οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναµες για έναν δακτύ-
λιο R :

1. Ο R είναι αριστερά κληρονοµικός δακτύλιος.

2. Κάθε υποπρότυπο ενός προβολικού αριστερού R-προτύπου είναι προβολικό.

3. Κάθε πρότυπο πηλίκο ενός ενέσιµου αριστερού R-προτύπου είναι ενέσιµο.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [52, Theorem 4.19] �

΄Οπως προαναφέραµε, οι έννοιες «ελεύθερα πρότυπα» και «προβολικά πρότυπα» είναι εν γένει
διακριτές. Αποδεικνύουµε τώρα ότι υπεράνω µιας περιοχής κύριων ιδεωδών, οι έννοιες αυτές είναι
ισοδύναµες.

Πρόταση 3.2.34. Αν ο δακτύλιος R είναι περιοχή κύριων ιδεωδών, τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Αν M είναι ένα υποπρότυπο ενός ελεύθερου αριστερού R-προτύπου F , τότε το M είναι ελεύ-
ϑερο.

2. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο M είναι προβολικό, αν και µόνο αν, το M είναι ελεύθερο.

Απόδειξη. 1) ΄Εστω M ένα υποπρότυπο ενός ελεύθερου αριστερού R-προτύπου F . Αν M “ 0,
τότε τετριµµένα ισχύει το Ϲητούµενο. Υποθέτουµε λοιπόν ότι M ‰ 0. Επειδή κάθε περιοχή
κύριων ιδεωδών είναι ένας κληρονοµικός δακτύλιος, το Θεώρηµα (3.2.32) µας δίνει ότι το M
είναι ισόµορφο µε ένα ευθύ άθροισµα από αριστερά ιδεώδη του R. ΄Οµως, αφού ο R είναι περιοχή
κύριων ιδεωδών, κάθε αριστερό ιδεώδες τουR είναι της µορφήςRα για κάποιο α P R, καιRα – R
για κάθε α P R, α ‰ 0. ΄Ετσι τελικά, έχουµε ότι το M είναι ισόµορφο µε ένα ευθύ άθροισµα από
κόπιες του δακτυλίου R, και κατ΄ επέκταση, ότι το M είναι ελεύθερο.

2) Αν τοM είναι ελεύθερο, τότε η Πρόταση (3.2.25) µας εξασφαλίζει ότι τοM είναι προβολικό.
Αντίστροφα, αν το M είναι προβολικό, τότε χρησιµοποιώντας την Πρόταση (3.2.27), έπεται ότι το
M είναι ένα υποπρότυπο ενός ελεύθερου αριστερού R-προτύπου. Συνεπώς, χρησιµοποιώντας το
1) παίρνουµε ότι το M είναι ελεύθερο. �

3.2.3 Επίπεδα Πρότυπα

Συνεχίζουµε µε τα επίπεδα πρότυπα. Η αναφορά µας σε επίπεδα πρότυπα δε ϑα είναι εκτε-
νής, µιας και ελάχιστα ϑα µας απασχολήσουν στην συνέχεια της διατριβής. Για περισσότερες
λεπτοµέρειες για επίπεδα πρότυπα, συστήνουµε τα ϐιβλία [16] και [52].

Μέχρι τώρα, είδαµε ότι τα ενέσιµα πρότυπα είναι ακριβώς τα πρότυπα που καθιστούν τον
αντισυναλλοίωτο συναρτητή Hom ακριβή, ενώ τα προβολικά πρότυπα είναι ακριβώς τα πρότυπα
που καθιστούν τον συναλλοίωτο συναρτητή Hom ακριβή. Τα επίπεδα πρότυπα ορίζονται ως τα
πρότυπα τα οποία µετατρέπουν τον δεξιά ακριβή τανυστικό συναρτητή b σε ακριβή.

Ορισµός 3.2.35. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο M καλείται επίπεδο, (flat), αν ο συναρτητής ´ bR
M : Mod-R ÝÑ Ab είναι ακριβής. ∆ηλαδή, αν

0 ÝÑ A
i
ÝÑ B

k
ÝÑ C ÝÑ 0
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είναι µία σύντοµη ακριβής ακολουθία από δεξιάR-πρότυπα, τότε η επαγόµενη ακολουθία αβελιανών
οµάδων

0 // AbRM
ibIdM // B bRM

kbRIdM// C bRM // 0

είναι σύντοµη ακριβής ακολουθία.

Συµµετρικά, ορίζεται ένα επίπεδο δεξιό R-πρότυπο.

Παρατήρηση 3.2.36. Επειδή ο συναρτητής´bR´ σε κάθε µεταβλητή είναι πάντα δεξιά ακριβής,
µπορούµε να χαρακτηρίσουµε τα επίπεδα πρότυπα, ως τα πρότυπα για τα οποία ο συναρτητής b
διατηρεί µονοµορφισµούς.

Πρόταση 3.2.37. ΄Εστω R ένας δακτύλιος.

1. Ο δακτύλιος R είναι ένα επίπεδο αριστερό R-πρότυπο.

2. Το ευθύ άθροισµα
À

αP∆Mα αριστερών R-προτύπων είναι επίπεδο αν και µόνο αν κάθεMα

είναι επίπεδο.

3. Κάθε προβολικό αριστερό R-πρότυπο P είναι επίπεδο.

Απόδειξη. 1) ΄Εστω
0 ÝÑ A

i
ÝÑ B, (3.6)

µια ακριβής ακολουθία δεξιών R-προτύπων. Τότε το πρώτο σκέλος της Πρόταση (1.2.34), µας
δίνει ότι η ακολουθία δεξιών προτύπων

0 // AbR R
ibIdR // B bR R , (3.7)

είναι ισόµορφη µε την ακριβή ακολουθία (3.6). Συνεπώς, η ακολουθία (3.7) είναι επίσης ακριβής,
και άρα, ο δακτύλιος R είναι επίπεδο ως αριστερό R-πρότυπο.

2) Θεωρούµε µια ακριβή ακολουθία δεξιών R-προτύπων, όπως η (3.6). Το δεύτερο σκέλος της
Πρόταση (1.2.34), µας εξασφαλίζει ότι οι ακολουθίες αβελιανών οµάδων

0 // AbR p‘Mαq
jbIdp‘Mαq // B bR p‘Mαq (3.8)

και

0 // ‘αP∆pAbRMαq
‘pjbIdMα q // ‘αP∆pB bRMαq, (3.9)

είναι ισόµορφες. ΄Αρα, η ακολουθία (3.8) είναι ακριβής, αν και µόνο αν, η ακολουθία (3.9) είναι
ακριβής. Εποµένως το ευθύ άθροισµα ‘αP∆Mα είναι επίπεδο, αν και µόνο αν, κάθε Mα για
α P ∆ είναι επίπεδο.

3) Ισχυριζόµαστε ότι κάθε ελεύθερο αριστερόR-πρότυπο είναι επίπεδο. Για να το διαπιστώσου-
µε αυτό, έστω F ένα ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο. Τότε υπάρχει σύνολο ∆ έτσι ώστε F – Rp∆q.
Χρησιµοποιώντας τα 1) και 2), παίρνουµε ότι το F είναι επίπεδο αριστερό R-πρότυπο, όπως ε-
πιθυµούσαµε. ΄Εστω τώρα P ένα οποιοδήποτε προβολικό αριστερό R-πρότυπο. Τότε το P είναι
ευθύς προσθετέος ενός ελεύθερου προτύπου, και κατ΄ επέκταση, το P είναι ευθύς προσθετέος ενός
επίπεδου αριστερού R-προτύπου. Χρησιµοποιώντας λοιπόν ξανά το 2), έχουµε ότι το P είναι ένα
επίπεδο αριστερό R-πρότυπο. Εποµένως, κάθε προβολικό αριστερό R-πρότυπο είναι επίπεδο. �

Τονίζουµε ότι υπεράνω τυχόντος δακτυλίου, η κλάση των προβολικών προτύπων είναι γνήσια
υποκλάση της κλάσης των επίπεδων προτύπων. Στην συνέχεια, ϑα παραθέσουµε παράδειγµα ενός
επίπεδου προτύπου το οποίο δεν προβολικό πρότυπο.

΄Εστω R µια ακέραια περιοχή, U το σύνολο των µη-µηδενικών στοιχείων του R και N ένα
αριστερό R-πρότυπο. Ορίζουµε ως U´1N το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας των διατεταγµένων
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Ϲευγών pu, nq, u P U, n P N κάτω από τη σχέση ισοδυναµίας pu, nqσpu1, n1q ô u1n “ un1 στο N .
∆ηλαδή, U´1N “ pU ˆNq{σ. Τότε το σύνολο U´1N είναι µια αβελιανή οµάδα, όπου η πρόσθεση
δίνεται ως pu1, n1q`pu2, n2q “ pu1u2, u2n1 ` u1n2q, το ταυτοτικό στοιχείο της πρόσθεσης είναι το
e “ p1, 0q, και το προσθετικό αντίστροφο κάθε pu, nq P U´1N είναι το στοιχείο p´u, nq P U´1N .
Επιπλέον, ορίζοντας δράση

Rˆ U´1N ÝÑ U´1N, pr, pu, nqq ÞÝÑ rpu, nq :“ pu, rnq

εύκολα ϐλέπουµε ότι η αβελιανή οµάδα U´1N είναι ένα αριστερό R-πρότυπο.

Λήµµα 3.2.38. ΄Εστω R µια ακέραια περιοχή µε σώµα πηλίκο Q και N ένα αριστερό R-πρότυπο.
Τότε

1. Υπάρχει ένας ισοµορφισµός αριστερών R-προτύπων f : QbR N ÝÑ U´1N .

2. 1
d b n “ 0 στο QbR N , αν και µόνο αν, rn “ 0 για κάποιο µη-µηδενικό r P R.

Απόδειξη. 1) Ορίζουµε απεικόνιση

h : QˆN ÝÑ U´1N, p
a

b
, nq ÞÝÑ pb, anq.

Εύκολα ϐλέπουµε ότι η απεικόνιση h είναι R-ισόρροπη. Συνεπώς, από την καθολική ιδιότητα του
τανυστικού γινοµένου υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός

f : QbR N ÝÑ U´1N τέτοιος ώστε f
´´a

b

¯

b n
¯

“ h
´a

b
, n
¯

“ pb, anq,

για κάθε γεννήτορα
`

a
b b n

˘

P QbR N . Επιπλέον, η απεικόνιση

g : U´1N ÝÑ QbR N, pu, nq ÞÝÑ gppu, nqq :“
´ 1

u

¯

b n

είναι ένας καλά ορισµένη, αφού αν pu1, n1q “ pu2, n2q, τότε υπάρχει ένα x P U έτσι ώστε xu1n2 “

xu2n1, και άρα,
´ 1

u1

¯

b n1 “

´´ 1

u1

¯´ 1

pxu2q

¯¯

b pxu2n1q

“

´´ 1

u1

¯´ 1

pxu2q

¯¯

b pxu1n2q

“

´ 1

u2

¯

b n2.

Είναι εύκολο να δούµε ότι η g είναι ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων. Παρατηρώντας
τώρα ότι

fpgppu, nqqq “ f
´´ 1

u

¯

b n
¯

“ pu, 1 ¨ nq “ pu, nq

και
g
´

f
´´a

b

¯

b n
¯¯

“ gppb, anq “
´1

b

¯

b an “
´a

b

¯

b n,

για κάθε pu, nq P U´1N , και για κάθε pab , nq P Q, έπεται ότι ο f είναι ισοµορφισµός µε f´1 “ g.
2) Επειδή τα U´1N και QbR N είναι ισόµορφα ως αριστερά R-πρότυπα, παίρνουµε ότι

1

d
b n “ 0 ô f

´´1

d

¯

b n
¯

“ pd, nq “ 0 “ p1, 0q

ô υπάρχει r P R´ t0u τέτοιο ώστε rn “ 0. �
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΄Οπως και υποσχεθήκαµε νωρίτερα, αποδεικνύουµε τώρα ότι υπάρχουν επίπεδα πρότυπα τα
οποία δεν είναι προβολικά.

Παράδειγµα 3.2.39. Θεωρούµε τοM “ Q ως αριστερό πρότυπο υπεράνω του δακτυλίου R “ Z.
Θα δείξουµε ότι το M είναι επίπεδο αριστερό Z-πρότυπο, αλλά όχι προβολικό Z-πρότυπο.

΄Εστω f : N 1 ÝÑ N ένας µονοµορφισµός δεξιών Z-προτύπων, και

f b IdQ : N 1 bZ Q ÝÑ N bZ Q,

ο επαγόµενος οµοµορφισµός αβελιανών. ΄Εστω
řn
i“1 n

1
i b

pi
qi
P N 1 bZ Q έτσι ώστε

0 “ pf b IdQq
´

k
ÿ

i“1

n1i b
pi
qi

¯

“

k
ÿ

i“1

´

fpn1iq b
pi
qi

¯

“ fpn11q b
p1q2 . . . qk
q1q2 . . . qk

` fpn12q b
p2q1q3 . . . qk
q1q2 . . . qk

` . . .` fpn1kq b
pkq1 . . . qk´1

q1q2 . . . qk

“
`

fpn11qp1q2 . . . qk ` fpn
1
2qp2q1q3 . . . qk ` fpn

1
kqpkq1 . . . qk´1

˘

b
1

q1q2 . . . qk

“

´

k
ÿ

i“1

fpn1iqpiq1 . . . q̂i . . . qk

¯

b
1

q1q2 . . . qk

Επειδή piq1 . . . q̂i . . . qk P Z, και αφού N είναι ένα δεξιό Z-πρότυπο, έπεται ότι το άθροισµα
řk
i“1 fpn

1
iqpiq1 ¨ ¨ ¨ q̂i . . . qk P N . ΄Ετσι, αν εφαρµόσουµε το Λήµµα (3.2.38) για R “ Z και Q “ Q,

έχουµε ότι

0 “
k
ÿ

i“1

fpn1iqpiq1 . . . q̂i . . . qk “ f
´

k
ÿ

i“1

n1ipiq1 . . . q̂i . . . qk

¯

΄Οµως ο f είναι µονοµορφισµός, και άρα,
řk
i“1 n

1
ipiq1 . . . q̂i . . . qk “ 0. Εποµένως,

0 “

k
ÿ

i“1

n1ipiq1 . . . q̂i . . . qk b
1

q1q2 . . . qk

“

k
ÿ

i“1

n1i b
pi
qi

΄Ετσι τελικά, έχουµε ότι ο f b IdQ είναι µονοµορφισµός, και κατ΄ επέκταση, ότι το M “ Q είναι
ένα επίπεδο αριστερό Z-πρότυπο.

Υποθέτουµε ότι το Q ως Z-πρότυπο είναι προβολικό, µε σκοπό να καταλήξουµε σε άτοπο. Η
Πρόταση (3.2.34), µας δίνει ότι υπεράνω µιας περιοχής κύριων ιδεωδών, οι κλάσεις των προβολι-
κών και των ελεύθερων προτύπων συµπίπτουν. Συνεπώς, η υπόθεση µας εξασφαλίζει ότι υπάρχει
ένα σύνολο I, όχι απαραίτητα πεπερασµένο, και ένας ισοµορφισµός Z-προτύπων φ : Q ÝÑ ZpIq.
Τότε επειδή το Q είναι ενέσιµο Z-πρότυπο, ως διαιρετό Z-πρότυπο, έπεται ότι το ZpIq είναι επίσης
ενέσιµο Z-πρότυπο. ΄Ετσι, αφού κάθε ευθύς προσθετέος ενός ενέσιµου προτύπου είναι ενέσιµο
πρότυπο, παίρνουµε ότι το Z ως Z-πρότυπο είναι ενέσιµο, και άρα, διαιρετό, αποτέλεσµα το οποίο
είναι ϕυσικά αδύνατο. ΄Αρα, το επίπεδο Z-πρότυπο Q δεν είναι προβολικό Z-πρότυπο.

Σηµειώνουµε προς το παρόν, ότι υπάρχουν δακτύλιοι (οι αριστερά τέλειοι δακτύλιοι) υπεράνω
των οποίων οι κλάσεις των αριστερών προβολικών και επίπεδων προτύπων ταυτίζονται. ΄Εχοντας
µελετήσει λοιπόν την σχέση µεταξύ προβολικών και επίπεδων προτύπων, το επόµενο ϐήµα είναι
να εξετάσουµε αν υπάρχει κάποια σχέση µεταξύ των ενέσιµων και των επίπεδων προτύπων.

Ορισµός 3.2.40. Για ένα αριστερό R-πρότυπο M , το δεξιό R-πρότυπο M` “ HomZpM,Q{Zq
καλείται πρότυπο χαρακτήρων (character module ) του M .
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Παρατήρηση 3.2.41. Το M` “ HomZpM,Q{Zq είναι ένα δεξιό R-πρότυπο µε (δεξιά) δράση

HomZpM,Q{Zq ˆR ÝÑ HomZpM,Q{Zq, pf, rq ÞÝÑ fr

όπου fr : M ÝÑ Q{Z, m ÞÝÑ pfrqpmq :“ fprmq.
Παρόµοια, αν M είναι ένα δεξιό R-πρότυπο, τότε το πρότυπο χαρακτήρων M` του M , είναι

ένα αριστερό R-πρότυπο µε (αριστερή) δράση

Rˆ HomZpM,Q{Zq ÝÑ HomZpM,Q{Zq, pr, fq ÞÝÑ rf

όπου rf : M ÝÑ Q{Z, m ÞÝÑ prfqpmq :“ fpmrq.

Ορισµός 3.2.42. ΄Ενα ενέσιµο αριστερόR-πρότυποE καλείται ενέσιµος συνγεννήτορας (injec–
tive cogenerator) για τα αριστερά R-πρότυπα, αν για κάθε αριστερό R-πρότυπο M και για κάθε
0 ‰ x P M , υπάρχει f P HomRpM,Eq έτσι ώστε fpxq ‰ 0, ή ισοδύναµα, αν HomRpM,Eq ‰ 0 για
κάθε µη µηδενικό αριστερό R-πρότυπο M .

Με άλλα λόγια, το αριστερό R-πρότυπο E είναι ενέσιµος συνγεννήτορας στην κατηγορία
R-Mod, αν και µόνον αν, ο αντισυναλλοίωτος συναρτητής HomRp´, Eq : R-Mod ÝÑ Ab είναι
πιστός και ακριβής.

Λήµµα 3.2.43. Η αβελιανή οµάδα Q{Z είναι ένας ενέσιµος συνγεννήτορας στην κατηγορία Ab των
αβελιανών οµάδων.

Απόδειξη. Η αβελιανή οµάδα Q{Z είναι ένα διαιρετό αριστερό Z-πρότυπο, ως οµοµορφική εικόνα
του διαιρετού Z-προτύπου Q. Συνεπώς, από την Πρόταση (3.2.9) έπεται ότι το Q{Z είναι ένα
ενέσιµο αριστερό Z-πρότυπο.

Ισχυριζόµαστε τώρα ότι δοθέντων δύο οµοµορφισµών αβελιανών οµάδων

f : A ÝÑ B & g : A ÝÑ B,

µε f ‰ g, υπάρχει οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων k : B ÝÑ Q{Z έτσι ώστε k ˝ f ‰ k ˝ g. Για
να το διαπιστώσουµε αυτό, έστω f και g δύο διαφορετικοί οµοµορφισµών αβελιανών οµάδων όπως
προηγουµένως. Τότε υπάρχει x P A έτσι ώστε fpxq ‰ gpxq. Θέτουµε b “ fpxq ´ gpxq ‰ 0, και
ϑεωρούµε την υποοµάδα xby του B που παράγεται από το b. Αν η τάξη του b είναι πεπερασµένη
ίση µε n, n ‰ 0, δηλαδή

|b| “ n “ inftm P N | m ‰ 0, mb “ 0u P N‹,

τότε ορίζουµε απεικόνιση
h : xby ÝÑ Q{Z, zb ÞÝÑ

z

n
` Z,

για κάθε z P Z. Προφανώς, η απεικόνιση h είναι ένας καλώς ορισµένος οµοµορφισµός αβελιανών
οµάδων, και hpbq “ 1

n ` Z ‰ 0. Αν η τάξη του b είναι άπειρη, δηλαδή nb ‰ 0 για κάθε n P N‹,
τότε ορίζουµε απεικόνιση

h : xby ÝÑ Q{Z, zb ÞÝÑ
z

2
` Z,

για κάθε z P Z. Η h είναι ξανά ένας καλώς ορισµένος οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων έτσι ώστε
hpbq “ 1

2 ` Z ‰ 0. Επειδή το Q{Z είναι ένα ενέσιµο Z-πρότυπο, και στις δύο περιπτώσεις που
εξετάσαµε, ο οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων h επεκτείνεται σε έναν οµοµορφισµό αβελιανών
οµάδων k : B ÝÑ Q{Z έτσι ώστε

pk ˝ fqpxq ´ pk ˝ gqpxq “ kpfpxqq ´ kpgpxqq “ kpfpxq ´ gpxqq “ kpbq “ hpbq ‰ 0.

΄Ετσι τελικά, έχουµε ότι pk ˝ fqpxq ‰ pk ˝ gqpxq, και άρα, ότι k ˝ f ‰ k ˝ g, όπως επιθυµούσαµε.
Αν λοιπόν M είναι µια οποιαδήποτε µη µηδενική αβελιανή οµάδα, τότε ϑεωρώντας τον ταυτοτικό
(οµο)µορφισµό του M και τον µηδενικό (οµο)µορφισµό από το M στο M ,

IdM : M ÝÑM & 0: M ÝÑM,
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οδηγούµαστε χρησιµοποιώντας τον προηγούµενο ισχυρισµό, στο συµπέρασµα ότι υπάρχει οµο-
µορφισµός αβελιανών οµάδων k : M ÝÑ Q{Z, έτσι ώστε

k “ k ˝ IdM ‰ k ˝ 0 “ 0.

Εποµένως, έπεται ότι η αβελιανή οµάδα Q{Z είναι ένας ενέσιµος συνγεννήτορας στην κατηγορία
των αβελιανών οµάδων. �

Παρατήρηση 3.2.44. Επειδή η αβελιανή οµάδα Q{Z είναι ένας ενέσιµος συνγεννήτορας στην
κατηγορία των αβελιανών οµάδων, έχουµε ότι για κάθε µη µηδενικό αριστερό (δεξιό) R-πρότυπο
M , το πρότυπο χαρακτήρων M` του M είναι µη µηδενικό δεξιό (αριστερό) R-πρότυπο.

΄Εχουµε δει ότι ο αντισυναλλοίωτος συναρτητής HomRp´, Xq : R-ModÑ Ab είναι ακριβής, αν
και µόνο αν, το αριστερό R-πρότυπο X είναι ενέσιµο. ∆ηλαδή, το X είναι ενέσιµο, αν η ακρίβεια
της ακολουθίας αριστερών R-προτύπων

0 ÝÑM 1 f
ÝÑM

g
ÝÑM2 ÝÑ 0,

συνεπάγεται την ακρίβεια της ακολουθίας αβελιανών οµάδων

0 ÝÑ HomRpM
2, Xq

g‹

ÝÑ HomRpM,Xq
f‹

ÝÑ HomRpM
1, Xq ÝÑ 0.

Η αντίστροφη συνεπαγωγή εξασφαλίζεται, αν εφοδιάσουµε το ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο X µε
µια επιπλέον συνθήκη. Αποδεικνύεται ότι όταν το αριστερό R-πρότυπο X είναι ένας ενέσιµος
συνγεννήτορας για τα αριστερά R-πρότυπα, τότε η ακρίβεια της ακολουθίας αβελιανών οµάδων

0 ÝÑ HomRpM
2, Xq

g‹

ÝÑ HomRpM,Xq
f‹

ÝÑ HomRpM
1, Xq ÝÑ 0

είναι ισοδύναµη µε την ακρίβεια της ακολουθίας αριστερών R-προτύπων

0 ÝÑM 1 f
ÝÑM

g
ÝÑM2 ÝÑ 0.

Για την απόδειξη ϐλέπε [27, Lemma 3.2.8].

Ως απόρροια των προηγουµένων, και του Λήµµατος (3.2.43), παίρνουµε ότι :

Λήµµα 3.2.45. Μια ακολουθία αριστερών R-προτύπων

0 ÝÑM 1 f
ÝÑM

g
ÝÑM2 ÝÑ 0

είναι ακριβής, αν και µόνο αν, η ακολουθία δεξιών R-προτύπων

0 ÝÑM2` g‹

ÝÑM` f‹

ÝÑM 1` ÝÑ 0

είναι ακριβής.

Είµαστε σε ϑέση τώρα να δούµε πως συνδέονται τα επίπεδα και τα ενέσιµα πρότυπα.

Πρόταση 3.2.46. (Bourbaki-Lambek) ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο M είναι επίπεδο, αν και µόνο
αν, το πρότυπο χαρακτήρων του M` είναι ένα ενέσιµο δεξιό R-πρότυπο.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι το M είναι ένα επίπεδο αριστερό R-πρότυπο. Για να αποδείξουµε ότι
το M` είναι ένα ενέσιµο δεξιό R-πρότυπο, αρκεί να δείξουµε ότι ο συναρτητής HomRp´,M

`q

είναι δεξιά ακριβής. ΄Εστω 0 ÝÑ A
f
ÝÑ B µια ακριβής ακολουθία δεξιών R-προτύπων, και

f‹ : HomRpB,M
`q ÝÑ HomRpA,M

`q,
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ο επαγόµενος οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων. Επειδή το M είναι ένα επίπεδο αριστερό R-
πρότυπο εφαρµόζοντας τον συναρτητή´bRM στην ακριβή ακολουθία 0 ÝÑ A

f
ÝÑ B, προκύπτει

η ακριβής ακολουθία αβελιανών οµάδων

0 // AbRM
fbIdM // B bRM (3.10)

Επιπλέον, αφού το Q{Z είναι ένα ενέσιµο αριστερό Z-πρότυπο, εφαρµόζοντας τον συναρτητή
HomZp´,Q{Zq στην (3.10) επάγεται η ακριβής ακολουθία αβελιανών οµάδων

HomZ
`

B bRM,Q{Z
˘ pfbIdM q

‹

// HomZ
`

AbRM,Q{Z
˘

// 0

Χρησιµοποιώντας τώρα την Πρόταση (2.2.30), παίρνουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

HomZ
`

B bRM,Q{Z
˘ ηB,M

–
//

pfbIdM q
‹

��

HomRpB,HomZpM,Q{Zqq

f‹

��
HomZ

`

AbRM,Q{Z
˘ –

ηA,M
// HomRpA,HomZpM,Q{Zqq

(3.11)

όπου ηB,M και ηA,M είναι ισοµορφισµοί. ΄Ετσι τελικά, έχουµε ότι ο οµοµορφισµός αβελιανών
οµάδων f‹ “ ηA,M ˝ pf b IdM q

‹ ˝ η´1
B,M είναι επιµορφισµός, και άρα, ότι τοM` είναι ένα ενέσιµο

δεξιό R-πρότυπο.
Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι το M` είναι ένα ενέσιµο δεξιό R-πρότυπο και έστω f : A ÝÑ B

ένας µονοµορφισµός δεξιών R-προτύπων. Τότε ο επαγόµενος οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων
f‹ : HomRpB,M

`q ÝÑ HomRpA,M
`q, είναι επιµορφισµός. Συνεπώς, από το µεταθετικό διά-

γραµµα (3.11), έπεται ότι ο οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων pf b IdM q
‹ “ η´1

A,M ˝ f‹ ˝ ηB,M
είναι επίσης επιµορφισµός. Χρησιµοποιώντας λοιπόν το Λήµµα (3.2.45), παίρνουµε ότι ο οµο-
µορφιµός f b IdM είναι µονοµορφισµός, και κατ΄ επέκταση, ότι το M είναι ένα επίπεδο αριστερό
R-πρότυπο. �

Πόρισµα 3.2.47. Για κάθε δακτύλιο R, υπάρχει ένας ενέσιµος συνγεννήτορας στην κατηγορία
R-Mod των αριστερών R-προτύπων.

Απόδειξη. Αν ο δακτύλιος R ιδωθεί ως δεξιό R-πρότυπο, τότε ο δακτύλιος R είναι επίπεδο δεξιό
R-πρότυπο. Συνεπώς, το πρότυπο χαρακτήρων R` του R είναι ένα ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο.
Για να αποδείξουµε ότι το R` είναι ένας ενέσιµος συνγεννήτορας στην κατηγορία R-Mod, αρκεί
να δείξουµε ότι HomRpM,R`q ‰ 0 για κάθε αριστερό R-πρότυπο M , M ‰ 0. Χρησιµοποιώντας
την Παρατήρηση (2.2.31), καθώς και την Πρόταση (1.2.34), παίρνουµε ότι

HomRpM,R`q – pRbRMq
` –M`,

για κάθε αριστερό R-πρότυπο M . Η Παρατήρηση (3.2.44), µας δίνει ότι για κάθε µη µηδενικό
αριστερό R-πρότυπο M , το πρότυπο χαρακτήρων M` είναι επίσης µη µηδενικό. Συνδυάζοντας
λοιπόν τα προηγούµενα, έχουµε ότι HomRpM,R`q ‰ 0 για κάθε µη µηδενικό αριστερό R-
πρότυπο M . ΄Αρα, το R` είναι ένας ενέσιµος συνγεννήτορας στην κατηγορία R-Mod. �

Θεώρηµα 3.2.48. ΄Εστω R ένας αριστερός δακτύλιος της Noether. Τότε οι ακόλουθες συνθήκες
είναι ισοδύναµες για ένα pR,Sq-διπρότυπο E.

1. Το E είναι ένα ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο.

2. Το HomSpE,E
1q είναι ένα επίπεδο δεξιό R-πρότυπο για κάθε ενέσιµο δεξιό S-πρότυπο E1.

3. Το HomSpE,E
1q είναι ένα επίπεδο δεξιό R-πρότυπο για κάθε ενέσιµο συνγεννήτορα E1 για τα

δεξιά S-πρότυπα.
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Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [27, Theorem 3.2.16]. �

Ως προφανή συνέπεια του Θεωρήµατος (3.2.48), παίρνουµε ότι :

Πόρισµα 3.2.49. ΄Εστω R ένας αριστερός δακτύλιος της Noether. Τότε ένα αριστερό R-πρότυπο
E είναι ενέσιµο, αν και µόνο αν, το πρότυπο χαρακτήρων E` είναι επίπεδο δεξιό R-πρότυπο.

Θεώρηµα 3.2.50. (Lazard-Govorov) Για κάθε δακτύλιο R, ένα αριστερό R-πρότυπο M είναι
επίπεδο, αν και µόνο αν, είναι ένα ευθύ όριο από πεπερασµένα παραγόµενα ελεύθερα (προβολικά)
αριστερά R-πρότυπα.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [52, Theorem 5.40]. �

3.2.4 Ενέσιµες, Προβολικές Και Επίπεδες Αναλύσεις

Ολοκληρώνουµε την παρούσα ενότητα, µελετώντας ενέσιµες, προβολικές και επίπεδες αναλύσεις
προτύπων.

Ορισµός 3.2.51. ΄Ενα ϑετικό σύµπλοκο (positive chain complex) είναι ένα σύµπλοκο M‚

της µορφής :

M‚ : ¨ ¨ ¨ ÝÑMn ÝÑMn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑM1 ÝÑM0 ÝÑ A ÝÑ 0.

Το σύµπλοκο

MA : ¨ ¨ ¨ ÝÑMn ÝÑMn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑM1 ÝÑM0 ÝÑ 0

όπου το A έχει αφαιρεθεί από το M‚, καλείται το deleted σύµπλοκο του συµπλόκου M‚. Οµοίως,
ένα ϑετικό συν-αλυσιδωτό σύµπλοκο (positive cochain complex) είναι ένα συν-αλυσιδωτό
σύµπλοκο M‚ της µορφής :

M‚ : 0 ÝÑ A ÝÑM0 ÝÑM1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑMn´1 ÝÑMn ÝÑ ¨ ¨ ¨ .

Το συν-αλυσιδωτό σύµπλοκο

MA : 0 ÝÑM0 ÝÑM1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑMn´1 ÝÑMn ÝÑ ¨ ¨ ¨

όπου το A έχει αφαιρεθεί από το M‚, καλείται το deleted σύµπλοκο του συν-αλυσιδωτού συµπλό-
κου M‚.

Ορισµός 3.2.52. Μια προβολική ανάλυση (projective resolution) ενός αριστερού R-προτύπου
A, είναι ένα ακριβές ϑετικό σύµπλοκο

P‚ : ¨ ¨ ¨ ÝÑ Pn
dn
ÝÑ Pn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ P1

d1
ÝÑ P0

d0
ÝÑ A ÝÑ 0,

όπου κάθε Pn είναι προβολικό για n “ 0, 1, 2, . . . Αν P‚ είναι µία προβολική ανάλυση ενός αριστε-
ϱού R-προτύπου A, τότε η deleted προβολική ανάλυση (deleted projective resolution) του A
είναι το deleted ϑετικό σύµπλοκο

PA : ¨ ¨ ¨ ÝÑ Pn
dn
ÝÑ Pn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ P1

d1
ÝÑ P0 ÝÑ 0.

∆υϊκά, µια ενέσιµη ανάλυση (injective resolution) ενός αριστερού R-προτύπου A, είναι ένα
ακριβές ϑετικό συν-αλυσιδωτό σύµπλοκο

E‚ : 0 ÝÑ A ÝÑ E0 d0
ÝÑ E1 d1

ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ En´1 dn´1

ÝÑ En ÝÑ ¨ ¨ ¨ ,
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όπου κάθε En είναι ενέσιµο για n “ 0, 1, 2, . . . Αν E‚ είναι µία ενέσιµη ανάλυση ενός αριστερού
R-προτύπου A, τότε η deleted ενέσιµη ανάλυση (deleted injective resolution) του A είναι το
deleted ϑετικό συν-αλυσιδωτό σύµπλοκο

EA : 0 ÝÑ E0 d0
ÝÑ E1 d1

ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ En´1 dn´1

ÝÑ En ÝÑ ¨ ¨ ¨

Τέλος, µια επίπεδη ανάλυση (flat resolution) ενός αριστερού R-προτύπου A, είναι ένα ακριβές
ϑετικό σύµπλοκο

F‚ : ¨ ¨ ¨ ÝÑ Fn
d1n
ÝÑ Fn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ F1

d11
ÝÑ F0

d10
ÝÑ A ÝÑ 0,

όπου κάθε Fn είναι επίπεδο για n “ 0, 1, 2, . . . Αν F‚ είναι µία επίπεδη ανάλυση ενός αριστερού
R-προτύπου A, τότε η deleted επίπεδη ανάλυση (deleted flat resolution) του A είναι το deleted
ϑετικό σύµπλοκο

FA : ¨ ¨ ¨ ÝÑ Fn
d1n
ÝÑ Fn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ F1

d11
ÝÑ F0 ÝÑ 0.

Πρόταση 3.2.53. Κάθε αριστερό R-πρότυπο A έχει τουλάχιστον µία προβολική, και µία ενέσιµη
ανάλυση.

Απόδειξη. ΄Εστω A ένα αριστερό R-πρότυπο. Τότε υπάρχει µια ελεύθερη ανάλυση του A,

¨ ¨ ¨ ÝÑ F2 ÝÑ F1 ÝÑ F0 ÝÑ A ÝÑ 0. (3.12)

Επειδή κάθε ελεύθερο πρότυπο είναι προβολικό, έπεται ότι κάθε Fi για i ě 0, είναι ένα προβολικό
αριστερό R-πρότυπο. Συνεπώς, η ακριβής ακολουθία (3.12) είναι µια προβολική ανάλυση του A.

Θα κατασκευάσουµε τώρα µια ενέσιµη ανάλυση του A χρησιµοποιώντας επανειληµµένα το
αποτέλεσµα ότι κάθε πρότυπο εµφυτεύεται σε ένα ενέσιµο πρότυπο. Για το δοθέν αριστερό R-
πρότυπο A, υπάρχει ένα ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο E0, και ένας µονοµορφισµός αριστερών
R-προτύπων i : A ÝÑ E0. Αν C0 είναι ο συνπυρήνας του i, και

0 ÝÑ A
i
ÝÑ E0 π0

ÝÑ C0 ÝÑ 0,

είναι η επαγόµενη σύντοµη ακριβής ακολουθία, τότε υπάρχει ένα ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο
E1, και ένας µονοµορφισµός αριστερών R-προτύπων i1 : C0 ÝÑ E1. Θεωρώντας τη σύντοµη
ακριβή ακολουθία αριστερών R-προτύπων

0 ÝÑ C0 i1
ÝÑ E1 π1

ÝÑ C2 ÝÑ 0,

όπου C2 είναι ο συνπυρήνας του i1, και ακολουθώντας µια ανάλογη πορεία µε προηγουµένως,
παίρνουµε σύντοµες ακριβείς ακολουθίες αριστερών R-προτύπων

0 ÝÑ A
i
ÝÑ E0 π0

ÝÑ C0 ÝÑ 0

0 ÝÑ C0 i1
ÝÑ E1 π1

ÝÑ C2 ÝÑ 0

...

0 ÝÑ Cn´1 in
ÝÑ En

πn
ÝÑ Cn ÝÑ 0

0 ÝÑ Cn
in`1

ÝÑ En`1 πn`1

ÝÑ Cn`1 ÝÑ 0

...
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Συγκολλούµε τώρα τις προηγούµενες σύντοµες ακριβείς ακολουθίες, όπως ϕαίνεται στο ακόλουθο
διάγραµµα

0 // A
i // E0 d0 //

π0

��

E1 // ¨ ¨ ¨ // En
dn //

πn

��

En`1 // ¨ ¨ ¨

C0

i1

==

��

Cn
in`1

<<

��
0

>>

0 0

==

0

ϑέτοντας dn “ in`1 ˝ πn για κάθε n “ 0, 1, 2 . . .. Τότε Ker dn`1 “ Cn “ Im dn για κάθε n ě 0,
και Ker d0 “ Im i. ΄Αρα, η ακολουθία αριστερών R-προτύπων

E‚ : 0 ÝÑ A
i
ÝÑ E0 d0

ÝÑ E1 d1
ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ En´1 dn´1

ÝÑ En ÝÑ ¨ ¨ ¨

είναι ακριβής, όπου κάθε Ei για i ě 0 είναι ενέσιµο. ΄Ετσι τελικά, έχουµε ότι η ακριβής ακολουθία
E‚ είναι µία ενέσιµη ανάλυση του A. �

Πόρισµα 3.2.54. Κάθε αριστερό R-πρότυπο A έχει τουλάχιστον µία επίπεδη ανάλυση.

Απόδειξη. Επειδή κάθε προβολικό πρότυπο είναι ένα επίπεδο πρότυπο, έπεται ότι κάθε προβολική
ανάλυση ενός προτύπου A είναι επίσης µια επίπεδη ανάλυση του A. ΄Ετσι, χρησιµοποιώντας
την Πρόταση (3.2.53), παίρνουµε ότι κάθε αριστερό R-πρότυπο A έχει τουλάχιστον µία επίπεδη
ανάλυση. �

Ας περάσουµε σε κάποια παραδείγµατα.

Παράδειγµα 3.2.55. 1. Η ακριβής ακολουθία

¨ ¨ ¨ ÝÑ Z4
dn
ÝÑ Z4

dn´1
ÝÑ Z4 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ Z4

d0
ÝÑ Z2 ÝÑ 0,

όπου dnprasq “ r2as για κάθε n ě 1 και d0prasq “ ras, είναι µία προβολική ανάλυση του Z2

ως Z4-πρότυπο.

2. Η ακριβής ακολουθία

0 ÝÑ Z d´1

ÝÑ Q d0
ÝÑ Q{Z ÝÑ 0, (3.13)

όπου d´1 είναι η κανονική έγκλειση και d0 η κανονική προβολή, είναι µία ενέσιµη ανάλυση
του Z ως Z-πρότυπο. Επιπλέον, η ακριβής ακολουθία (3.13), µπορεί να ϑεωρηθεί ως µία
επίπεδη ανάλυση του Q{Z ως Z-πρότυπο, αφού τα Q και Z είναι επίπεδα Z-πρότυπα.

Επισηµάναµε νωρίτερα ότι κάθε προβολική ανάλυση είναι µια επίπεδη ανάλυση. Ολοκλη-
ϱώνουµε την αναφορά µας σε επίπεδες αναλύσεις, τονίζοντας ότι µια επίπεδη ανάλυση δεν είναι
απαραίτητα µια προβολική ανάλυση. Για παράδειγµα, η ακολουθία (3.13) του Παραδείγµατος
(3.2.55), είναι µία επίπεδη ανάλυση του Q{Z ως Z-πρότυπο, αλλά όχι µία προβολική ανάλυση
του Q{Z ως Z-πρότυπο, διότι το Παράδειγµα (3.2.39), µας δίνει ότι το Q ως Z-πρότυπο δεν είναι
προβολικό.

Επικεντρωνόµαστε τώρα σε προβολικές και ενέσιµες αναλύσεις. Αποδείξαµε προηγουµένως
ότι κάθε πρότυπο έχει µία προβολική και ενέσιµη ανάλυση. Στην πραγµατικότητα, ένα πρότυπο
µπορεί να έχει περισσότερες από µία προβολικές ή ενέσιµες αναλύσεις. Στόχος µας στην συνέχεια,
είναι να αποδείξουµε ότι κάθε δύο προβολικές (αντίστοιχα ενέσιµες) αναλύσεις ενός προτύπου
έχουν τον ίδιο οµοτοπικό τύπο.
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Θεώρηµα 3.2.56. (Θεώρηµα Σύγκρισης) ΄Εστω

P‚ : ¨ ¨ ¨ ÝÑ Pn
dn
ÝÑ Pn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ P1

d1
ÝÑ P0

d0
ÝÑ A ÝÑ 0

ένα σύµπλοκο στην R-Mod, όπου κάθε Pn για n ě 0 είναι προβολικό, και έστω ότι το σύµπλοκο
στην R-Mod

Q‚ : ¨ ¨ ¨ ÝÑ Qn
kn
ÝÑ Qn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ Q1

k1
ÝÑ Q0

k0
ÝÑ B ÝÑ 0,

είναι ακριβές. Τότε για κάθε οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων f : A ÝÑ B, ο f επεκτείνεται σε
έναν µορφισµό συµπλόκων f‚ : PA ÝÑ QB έτσι ώστε το διάγραµµα

¨ ¨ ¨ // Pn
dn //

fn

��

Pn´1

dn´1 //

fn´1

��

¨ ¨ ¨
d1 // P0

d0 //

f0

��

A //

f

��

0

¨ ¨ ¨ // Qn
kn // Qn´1

kn´1 // ¨ ¨ ¨
k1 // Q0

k0 // B // 0

να είναι µεταθετικό. Επιπλέον, αν ο f : A ÝÑ B επεκτείνεται και σε έναν άλλο µορφισµό συµπλό-
κων f˚‚ : PA ÝÑ QB τότε οι µορφισµοί f‚, f˚‚ είναι οµοτοπικοί, δηλαδή f‚ – f˚‚

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε την ύπαρξη των fn µε επαγωγή στο n ě 0. Για n “ 0 ϑεωρούµε το
διάγραµµα

P0

f0

~~
f˝d0

��
Q0

k0

// B // 0

Επειδή k0 είναι επιµορφισµός και το P0 είναι προβολικό, υπάρχει οµοµορφισµός αριστερών R-
προτύπων f0 : P0 ÝÑ Q0 µε k0 ˝ f0 “ f ˝ d0. Υποθέτουµε τώρα ότι υπάρχουν οµοµορφισµοί
αριστερών R-προτύπων f0, f1, . . . , fn έτσι ώστε το διάγραµµα

¨ ¨ ¨ // Pn`1

dn`1 // Pn
dn //

fn

��

Pn´1

dn´1 //

fn´1

��

¨ ¨ ¨
d1 // P0

d0 //

f0

��

A //

f

��

0

¨ ¨ ¨ // Qn`1

kn`1 // Qn
kn // Qn´1

kn´1 // ¨ ¨ ¨
k1 // Q0

k0 // B // 0

να είναι µεταθετικό. Επειδή kn˝fn˝dn`1 “ fn´1˝dn˝dn`1 “ 0, έπεται ότι Impfn˝dn`1q Ď Ker kn.
΄Οµως, Im kn`1 “ Ker kn, διότι το Q‚ είναι ακριβές σύµπλοκο. ΄Αρα, Impfn ˝ dn`1q Ď Im kn`1.
΄Ετσι, αφού το Pn`1 είναι προβολικό αριστερό R-πρότυπο, υπάρχει οµοµορφισµός αριστερών
R-προτύπων fn`1 : Pn`1 ÝÑ Qn`1 έτσι ώστε το διάγραµµα

Pn`1

fn`1

zz
fn˝dn`1

��
Qn`1

kn`1

// Im kn`1
// 0

να είναι µεταθετικό. Για την απόδειξη της µοναδικότητα της f‚ : PA ÝÑ QB µέσω οµοτοπίας
ϐλέπε [52, Theorem 6.16]. �

Χρησιµοποιούµε τώρα το Θεώρηµα (3.2.56), για να αποδείξουµε ότι :

Πρόταση 3.2.57. Αν P‚, Q‚ είναι προβολικές αναλύσεις ενός αριστερού R-προτύπου A, τότε τα
σύµπλοκα PA,QA έχουν τον ίδιο οµοτοπικό τύπο.
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Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι ο ταυτοτικός οµοµορφισµός IdA : A ÝÑ A επεκτείνεται στους µορ-
ϕισµούς συµπλόκων f‚ : PA ÝÑ QA και g‚ : QA ÝÑ PA. Τότε ϑεωρώντας τους ταυτοτικούς
µορφισµούς συµπλόκων στο PA και στο QA,

IdPA
: PA ÝÑ PA & IdQA

: QA ÝÑ QA,

συµπεραίνουµε χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα (3.2.56), ότι g‚ ˝ f‚ – IdPA
και f‚ ˝ g‚ – IdQA

.
΄Αρα, τα σύµπλοκα PA και QA έχουν τον ίδιο οµοτοπικό τύπο. �

Παρατήρηση 3.2.58. ∆υϊκά ισχύει το ϑεώρηµα σύγκρισης και για ενέσιµες αναλύσεις. ΄Ετσι,
έστω

E‚ “ 0 ÝÑ A
k´1

ÝÑ E0 k0
ÝÑ E1 k1

ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ En´1 kn´1

ÝÑ En
kn
ÝÑ ¨ ¨ ¨

ένα συν-αλυσιδωτό σύµπλοκο στην R-Mod, όπου κάθε En για n ě 0 είναι ενέσιµο, και έστω ότι
το συν-αλυσιδωτό σύµπλοκο στην R-Mod

D‚ “ 0 ÝÑ B
d´1

ÝÑ N0 d0
ÝÑ N1 d1

ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ Nn´1 dn´1

ÝÑ Nn dn
ÝÑ ¨ ¨ ¨

είναι ακριβές. Τότε για κάθε οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων f : B ÝÑ A, ο f επεκτείνεται
σε έναν µορφισµό συν-αλυσιδωτών συµπλόκων f‚ : DB ÝÑ EA έτσι ώστε το διάγραµµα

0 // B
d´1
//

f

��

N0 d0 //

f0

��

¨ ¨ ¨
dn´1

// Nn dn //

fn

��

Nn`1 //

fn`1

��

¨ ¨ ¨

0 // A
k´1
// E0 k0 // ¨ ¨ ¨

k1 // En
kn // En`1 // ¨ ¨ ¨

να είναι µεταθετικό. Επιπλέον, αν ο f : B ÝÑ A επεκτείνεται και σε έναν άλλο µορφισµό συν-
αλυσιδωτών συµπλόκων f˚‚ : DB ÝÑ EA τότε οι µορφισµοί f‚, f˚‚ είναι οµοτοπικοί, δηλαδή
f‚ – f˚‚.

΄Ετσι, αν E‚, D‚ είναι δύο ενέσιµες αναλύσεις ενός αριστερού R-προτύπου A, τότε τα συν-
αλυσιδωτά σύµπλοκα EA,DA έχουν τον ίδιο οµοτοπικό τύπο.

3.3 Οι Συναρτητές Ext Και Tor

Στην προηγούµενη ενότητα, αποδείξαµε ότι για κάθε πρότυπο υπάρχει µια προβολική και µια
ενέσιµη ανάλυση. Χρησιµοποιώντας τώρα το αποτέλεσµα αυτό, για ένα δοθέν προσθετικό συ-
ναρτητή µεταξύ κατηγοριών προτύπων, κατασκευάζουµε παραγόµενους συναρτητές οι οποίοι µας
πληροφορούν για το πόσο απέχει ο υποκείµενος συναρτητής ώστε να είναι ακριβής. Ειδικότερα,
στην παρούσα ενότητα µελετάµε εκείνους τους δεξιά και αριστερά παραγόµενους συναρτητές, που
κατασκευάζονται από τους προσθετικούς συναρτητές Hom και b.

Ξεκινάµε µε τους αριστερά παραγόµενους συναρτητές που κατασκευάζονται από έναν προσθε-
τικό συναλλοίωτο συναρτητή F : R-Mod ÝÑ Ab.

Ο Συναρτητής LnF : R-Mod ÝÑ Ab :

΄Εστω M ένα αριστερό R-πρότυπο και

P‚ : ¨ ¨ ¨ ÝÑ Pn
dn
ÝÑ Pn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ P1

d1
ÝÑ P0

d0
ÝÑM ÝÑ 0,
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µια προβολική ανάλυση του M . Εφαρµόζοντας τον προσθετικό συναρτητή F στην deleted προβο-
λική ανάλυση του M ,

PM : ¨ ¨ ¨ ÝÑ Pn
dn
ÝÑ Pn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ P1

d1
ÝÑ P0 ÝÑ 0,

παίρνουµε το σύµπλοκο αβελιανών οµάδων

F pPMq : ¨ ¨ ¨ ÝÑ F pPnq
F pdnq
ÝÑ F pPn´1q ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ F pP1q

F pd1q
ÝÑ F pP0q ÝÑ 0.

Σχηµατίζουµε τις οµολογικές οµάδες HnpF pPMqq, και ορίζουµε

LnF : R-Mod ÝÑ Ab

M ÞÝÑ LnF pMq :“ HnpF pPMqq.

΄Εστω N ένα αριστερό R-πρότυπο και Q‚ µία προβολική ανάλυση του N . Αν f : M ÝÑ N είναι
ένας οµοµορφισµός αριστερώνR-προτύπων, τότε από το Θεώρηµα σύγκρισης, υπάρχει µορφισµός
συµπλόκων f‚ : PM ÝÑ QN, δηλαδή, υπάρχει ένα µεταθετικό διάγραµµα:

¨ ¨ ¨ // Pn
dn //

fn

��

Pn´1

dn´1 //

fn´1

��

¨ ¨ ¨
d1 // P0

d0 //

f0

��

M //

f

��

0

¨ ¨ ¨ // Qn
kn // Qn´1

kn´1 // ¨ ¨ ¨
k1 // Q0

k0 // N // 0

∆ιαγράφουµε τα M,N και εφαρµόζουµε τον συναρτητή F στο προηγούµενο µεταθετικό διάγραµ-
µα. Τότε έχουµε το διάγραµµα:

¨ ¨ ¨ // F pPnq
F pdnq//

F pfnq

��

F pPn´1q
F pdn´1q //

F pfn´1q

��

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
F pd1q // F pP0q

F pd0q //

F pf0q

��

0

¨ ¨ ¨ // F pQnq
F pknq// F pQn´1q

F pkn´1q // ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
F pk1q // F pQ0q

F pk0q // 0

όπου η πρώτη και η δεύτερη γραµµή είναι σύµπλοκα στην Ab. Είναι εύκολο να διαπιστώσουµε
ότι ο F pf‚q : F pPMq ÝÑ F pPNq είναι ένας µορφισµός συµπλόκων στην Ab. ΄Ετσι, ο µορφισµός
συµπλόκων F pf‚q επάγει έναν οµοµορφισµό οµάδων

HnpF pf‚q : HnpF pPMqq ÝÑ HnpF pPNqq.

Θέτουµε λοιπόν,
LnF pfq :“ HnpF pf‚qq.

Πρόταση 3.3.1. Αν F : R-Mod ÝÑ Ab είναι ένας προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής, τότε ο

LnF : R-Mod ÝÑ Ab

είναι ένας προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής για κάθε ακέραιο n ě 0.

Απόδειξη. Χρειάζεται αρχικά να δείξουµε ότι ο LnF είναι καλά ορισµένος στους οµοµορφισµούς,
δηλαδή ότι ο οµοµορφισµός οµάδων

HnpF pf‚q : HnpF pPMqq ÝÑ HnpF pPNqq

δεν εξαρτάται από την επιλογή του µορφισµού f‚ που παράγεται από τον οµοµορφισµό f . ΄Εστω
ότι ο f επεκτείνεται και σε έναν άλλον µορφισµό g‚ : PM ÝÑ QN. Τότε από το ϑεώρηµα σύγ-
κρισης έχουµε οι µορφισµοί f‚,g‚ είναι οµοτοπικοί, δηλαδή f‚ – g‚. Εύκολα αποδεικνύεται ότι
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και οι µορφισµοί F pf‚q, F pg‚q είναι επίσης οµοτοπικοί, F pf‚q – F pg‚q και έτσι, από την Πρό-
ταση p3.1.12q έχουµε ότι HnpF pf‚qq – HnpF pg‚qq. Ανάλογο επιχείρηµα δείχνει ότι το πρότυπο
LnF pfqpMq είναι καλά ορισµένο, @n ě 0 και ανεξάρτητο της επιλογής της προβολικής ανάλυσης
του M , δες και την παρακάτω Πρόταση. Χρησιµοποιώντας τώρα ότι οι F και Hn είναι προσθε-
τικοί συναλλοίωτοι συναρτητές, έπεται ότι ο LnF είναι επίσης ένας προσθετικός συναλλοίωτος
συναρτητής. �

Ορισµός 3.3.2. Αν F : R-Mod ÝÑ Ab ένας προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής, τότε ο συναρ-
τητής

LnF : R-Mod ÝÑ Ab

καλείται ο n-ιοστός αριστερά παραγόµενος συναρτητής (left derived functor) του F .

Ο συναρτητής LnF δεν είναι µοναδικός, αφού η κατασκευή του εξαρτάται από τις προβολικές
αναλύσεις που ϑα επιλεχθούν για τα πρότυπα. Αν επιλέξουµε διαφορετικές προβολικές αναλύσεις,
τότε παίρνουµε έναν δεύτερο συναρτητή L̄nF : R-Mod ÝÑ Ab ο οποίος κατασκευάζεται ακριβώς
όπως και ο LnF . Γενικά, οι συναρτητές LnF και L̄nF δεν είναι ίσοι. Ωστόσο, ϑα δείξουµε ευθύς
αµέσως ότι αυτοί, είναι ϕυσικά ισόµορφοι.

Πρόταση 3.3.3. ΄Εστω F : R-Mod ÝÑ Ab ένας προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής. Τότε οι
συναρτητές LnF και L̄nF είναι ϕυσικά ισόµορφοι.

Απόδειξη. Αρχικά ϑα αποδείξουµε ότι αν P‚,P
1
‚ είναι προβολικές αναλύσεις ενός αριστερού R-

προτύπου M , τότε για κάθε n ě 0

HnpF pPMqq – HnpF pP
1
Mqq.

΄Εστω P‚,P
1
‚ δύο προβολικές αναλύσεις ενός αριστερού R-προτύπου M . Αν ο ταυτοτικός οµο-

µορφισµός IdM : M ÝÑ M επεκτείνεται στους µορφισµούς συµπλόκων f‚ : PM ÝÑ P1M και
g‚ : P1M ÝÑ PM, τότε η Πρόταση (3.2.57) µας δίνει ότι g‚ ˝ f‚ – IdPM

και f‚ ˝ g‚ – IdP1M .
Συνεπώς, έπεται ότι

F pg‚ ˝ f‚q – F pIdPM
q & F pf‚ ˝ g‚q – F pIdP1Mq.

Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των συναρτητών Hn και F , παίρνουµε ότι

HnpF pg‚qqHnpF pf‚qq “ HnpF pg‚qF pf‚qq “ HnpF pg‚ ˝ f‚q

“ HnpF pIdPM
q “ HnpIdF pPMqq

“ IdHnpF pPMqq

και ανάλογα, ότι
HnpF pf‚qqHnpF pg‚qq “ IdHnpF pP1Mqq.

΄Ετσι τελικά, έχουµε ότι

HnpF pf‚qq : HnpF pPMqq ÝÑ HnpF pP
1
Mqq

είναι ένας ισοµορφισµός. ΄Εστω ηM “ HnpF pf‚qq. Τώρα δείχνουµε ότι οι ισοµορφισµοί ηM ορίζουν
έναν ϕυσικό ισοµορφισµό συναρτητών. ΄Εστω QN,Q

1

N δύο προβολικές αναλύσεις ενός αριστερού
R-προτύπου N . Αν f : M ÝÑ N είναι ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων, τότε επάγεται
το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

HnpF pPMqq
ηM //

HnpF ph‚qq

��

HnpF pP
1
Mqq

HnpF pk‚qq

��
HnpF pQNqq ηN

// HnpF pQ1Nqq
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όπου h‚ : PM ÝÑ QN και k‚ : P1M ÝÑ Q1N είναι οι µορφισµοί που παράγονται από τον f .
Εποµένως, έχουµε έναν ϕυσικό ισοµορφισµό η : LnF ÝÑ L̄nF , και άρα, οι LnF, L̄nF είναι
ϕυσικά ισόµορφοι συναρτητές. �

Παρατήρηση 3.3.4. Αν F : R-Mod ÝÑ Ab είναι ένας προσθετικός αντισυναλλοίωτος συναρτητής,
τότε ο συναρτητής

LnF : R-Mod ÝÑ Ab

κατασκευάζεται από ενέσιµες αναλύσεις, και είναι ανεξάρτητος από τις ενέσιµες αναλύσεις που ϑα
επιλεχθούν για τα πρότυπα.

Είµαστε σε ϑέση τώρα να κατασκευάσουµε τους n-ιοστούς αριστερά παραγόµενους συναρτητές
που παράγονται από τον συναρτητή b σε κάθε µεταβλητή.

1. Ο Συναρτητής TorRn p´,Xq : ΄Εστω X ένα αριστερό R-πρότυπο και

P‚ : ¨ ¨ ¨ ÝÑ Pn
dn
ÝÑ Pn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ P1

d1
ÝÑ P0

d0
ÝÑM ÝÑ 0.

µία προβολική ανάλυση ενός δεξιού R-προτύπου M . Εφαρµόζουµε τον συναλλοίωτο συ-
ναρτητή ´bRX : Mod-R ÝÑ Ab στην deleted προβολική ανάλυση τουM . Τότε παίρνουµε
το σύµπλοκο αβελιανών οµάδων:

PM bR X : ¨ ¨ ¨ ÝÑ Pn bR X
dnbIdX
ÝÑ Pn´1 bR X ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ P0 bR X ÝÑ 0.

Ορίζουµε,
TorRn p´, Xq : Mod-R ÝÑ Ab

M ÞÝÑ TorRn pM,Xq :“ HnpPM bR Xq.

΄Εστω N ένα δεξιό R-πρότυπο και Q‚ µία προβολική ανάλυση του N . Αν f : M ÝÑ N είναι
ένας οµοµορφισµός δεξιών R-προτύπων, τότε από το ϑεώρηµα σύγκρισης, υπάρχει µορφι-
σµός συµπλόκων f‚ : PM ÝÑ QN. Είναι εύκολο να δει κανείς ότι και f‚ bR IdX : PM bR

X ÝÑ QN bR X είναι επίσης µορφισµός συµπλόκων. Από αυτόν τον µορφισµό επάγεται
ένας οµοµορφισµός οµάδων

Hnpf‚ b IdXq : HnpPM bR Xq ÝÑ HnpQN bR Xq

Ορίζουµε,
TorRn pf,Xq :“ Hnpf‚ b IdXq

2. Ο Συναρτητής torRn pM,´q:

΄Εστω M ένα δεξιό R-πρότυπο και ϑεωρούµε τον συναρτητή M bR ´ : R-Mod ÝÑ Ab. Τότε
αν X είναι ένα αριστερό R-πρότυπο, ορίζουµε

torRn pM,´q : R-Mod ÝÑ Ab

X ÞÝÑ torRn pM,Xq :“ HnpM bR PXq,

όπου PX είναι µία deleted προβολική ανάλυση του X. ΄Εστω τώρα N ένα αριστερό R-
πρότυπο και Q‚ µία προβολική ανάλυση του N . Τότε αν f : X ÝÑ N είναι ένας οµοµορφι-
σµός αριστερών R-προτύπων, ορίζουµε

torRn pM,fq :“ HnpIdM b f‚q

όπου,
HnpIdM b f‚q : HnpM bR PXq ÝÑ HnpM bR QNq.
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Παρατήρηση 3.3.5. Αποδεικνύεται ότι για όλα τα πρότυπα RX,MR

torRn pM,´qpXq “ TorRn p´, XqpMq.

Εποµένως η κοινή τιµή TorRn pM,Xq µπορεί να υπολογιστεί είτε χρησιµοποιώντας προβολικές
αναλύσεις του M , είτε προβολικές αναλύσεις του X. Για την απόδειξη ϐλέπε [52, Theorem
6.32].

Λόγω της προηγούµενης παρατήρησης, από τώρα και στο εξής, γράφουµε TorR˚ αντί για torR˚ .

Πόρισµα 3.3.6. Η αβελιανή οµάδα TorRn pM,Xq είναι ανεξάρτητη της επιλογής των προβολικών
αναλύσεων των M και X.

Απόδειξη. Ισχύει διότι ο συναρτητής TorRn p´, Xq είναι αριστερά παραγόµενος συναρτητής. �

Πρόταση 3.3.7. ΄Εστω F ένας προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής. Αν ο F είναι δεξιά ακριβής,
τότε L0F pMq – F pMq για κάθε αριστερό R-πρότυπα M , και αν P είναι ένα προβολικό αριστερό
R-πρότυπο, τότε LnF pP q “ 0 για n “ 1, 2, 3, . . . Ειδικότερα, για κάθε δεξιό R-πρότυπα M και για
κάθε αριστερό R-πρότυπα N , ισχύει ότι

TorR0 pM,Nq –M bR N,

και αν P είναι ένα προβολικό δεξιό R-πρότυπο καιQ είναι ένα προβολικό αριστερό R-πρότυπο, τότε

TorRn pP,Nq “ 0 και TorRn pM,Qq “ 0, @n ě 1.

Απόδειξη. Αν P‚ είναι µία προβολική ανάλυση του M , τότε η ακολουθία

P1
d1
ÝÑ P0

d0
ÝÑM ÝÑ 0.

είναι προφανώς ακριβής. Επειδή ο συναρτητής F είναι δεξιά ακριβής, η επαγόµενη ακολουθία
αβελιανών οµάδων

F pP1q
F pd1q
ÝÑ F pP0q

F pd0q
ÝÑ F pMq ÝÑ 0

είναι ακριβής. Θεωρώντας την ακολουθία

F pP1q
F pd1q
ÝÑ F pP0q ÝÑ 0

ϐλέπουµε ότι

L0F pMq “ H0pFPM
q “ KerpF pP0q ÝÑ 0q

L

ImF pd1q “ F pP0q
L

KerF pd0q – F pMq.

Αν P είναι ένα προβολικό αριστερό R-πρότυπο, τότε η ακριβής ακολουθία

P‚ : ¨ ¨ ¨ ÝÑ 0 ÝÑ P
IdP
ÝÑ P ÝÑ 0,

είναι µία προβολική ανάλυση του P . ΄Ετσι, επάγεται το σύµπλοκο

F pPPq :“ ¨ ¨ ¨ ÝÑ 0 ÝÑ F pP q ÝÑ 0.

Είναι προφανές λοιπόν, ότι LnF pP q “ 0, για n “ 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨ . Επιπλέον, έχουµε ότι

TorRn pM,Nq “M bR N, & TorRn pP,Nq “ 0 & TorRn pM,Qq “ 0, @n ě 1,

διότι οι συναρτητές ´ bR N,M bR ´ είναι δύο συναλλοίωτοι δεξιά ακριβείς προσθετικοί συναρ-
τητές. �
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Λήµµα 3.3.8. (Horse Shoe Lemma) Θεωρούµε το ακόλουθο διάγραµµα από αριστερά R-πρότυπα
και οµοµορφισµούς αριστερών R-προτύπων, όπου η γραµµή του είναι µια σύντοµη ακριβής ακολου-
ϑία, και οι στήλες του είναι προβολικές αναλύσεις :

...

��

...

��
P 11

��

P 21

��
P 10

��

P 20

��
0 // A1 //

��

A // A2 //

��

0

0 0

Τότε υπάρχει µια προβολική ανάλυση του A και µορφισµοί συµπλόκων, έτσι ώστε οι τρεις στήλες να
δηµιουργούν µια ακριβή ακολουθία συµπλόκων.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [57, Lemma 2.2.8]. �

Παρατήρηση 3.3.9. Ισχύει και η δυϊκή εκδοχή του Λήµµατος (3.3.8), όπου οι προβολικές ανα-
λύσεις αντικαθίστανται µε ενέσιµες αναλύσεις.

Χρησιµοποιούµε τώρα το Λήµµα (3.3.8), για να διατυπώσουµε το ακόλουθο σηµαντικό αποτέ-
λεσµα:

Πρόταση 3.3.10. Αν 0 ÝÑ A1 ÝÑ A ÝÑ A2 ÝÑ 0 είναι µία σύντοµη ακριβής ακολουθία δεξιών
R-προτύπων, τότε επάγεται µία µακρά ακριβή ακολουθία για κάθε αριστερό R-πρότυπο B,

¨ ¨ ¨ ÝÑ TorR2 pA
1, Bq ÝÑ TorR2 pA,Bq ÝÑ TorR2 pA

2, Bq ÝÑ TorR1 pA
1, Bq ÝÑ

ÝÑ TorR1 pA,Bq ÝÑ TorR1 pA
2, Bq ÝÑ A1 bR B ÝÑ AbR B ÝÑ A2 bR B ÝÑ 0

Μία ανάλογη µακρά ακριβή ακολουθία επάγεται και για τον συναρτητή TorRn pB,´q.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [52, theorem 6.27, corollary 6.30 ]. �

Ας περάσουµε τώρα στους δεξιά παραγόµενους συναρτητές οι οποίοι κατασκευάζονται από
έναν προσθετικό συναλλοίωτο συναρτητή F : R-Mod ÝÑ Ab.

Ο Συναρτητής RnF : R-Mod ÝÑ Ab :

΄Εστω ένα αριστερό R-πρότυπο M και

E‚ : 0 ÝÑM
k´1

ÝÑ E0 k0
ÝÑ E1 k1

ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ En´1 kn´1

ÝÑ En
kn
ÝÑ ¨ ¨ ¨

µία ενέσιµη ανάλυση του M . Εφαρµόζοντας τον προσθετικό συναλλοίωτο συναρτητή F στην
deleted ενέσιµη ανάλυση του M ,

EM : 0 ÝÑ E0 k0
ÝÑ E1 k1

ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ En´1 kn´1

ÝÑ En
kn
ÝÑ ¨ ¨ ¨ ,
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επάγεται το συν-αλυσιδωτό σύµπλοκο αβελιανών οµάδων

F pEMq : 0 ÝÑ F pE0q
F pk0q
ÝÑ F pE1q

F pk1q
ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ F pEn´1q

F pkn´1
q

ÝÑ F pEnq
F pknq
ÝÑ ¨ ¨ ¨

Σχηµατίζουµε τις συν-οµολογικές οµάδες HnpF pEMqq, και ορίζουµε

RnF : R-Mod ÝÑ Ab

M ÞÝÑ RnF pMq :“ HnpF pEMqq.

΄Εστω N ένα αριστερό R-πρότυπο και Q‚ µία ενέσιµη ανάλυση του N . Αν f : M ÝÑ N είναι ένας
οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων, τότε από το δυϊκό ϑεώρηµα σύγκρισης, υπάρχει µορφι-
σµός συν-αλυσιδωτών συµπλόκων f‚ : EM ÝÑ QN, δηλαδή υπάρχει ένα µεταθετικό διάγραµµα:

0 // M
k´1
//

f

��

E0 k0 //

f0

��

¨ ¨ ¨
kn´1

// En
kn //

fn

��

En`1 //

fn`1

��

¨ ¨ ¨

0 // N
d´1
// D0 d0 // ¨ ¨ ¨

dn´1
// Dn dn // dn`1 // ¨ ¨ ¨

∆ιαγράφουµε ταM,N και εφαρµόζουµε τον συναρτητή F στο προηγούµενο µεταθετκό διάγραµµα.
Τότε έχουµε το διάγραµµα:

0 // F pE0q
F pk0q //

F pf0
q

��

¨ ¨ ¨
F pkn´1

q// F pEnq
F pknq//

F pfnq

��

F pEn`1q //

F pfn`1
q

��

¨ ¨ ¨

0 // F pD0q
F pd0q // ¨ ¨ ¨

F pdn´1
q// F pDnq

F pdnq // F pdn`1q // ¨ ¨ ¨

όπου η πρώτη και η δεύτερη γραµµή είναι σύµπλοκα στην Ab. Είναι εύκολο να διαπιστώσουµε
ότι ο F pf‚q : F pE

Mq ÝÑ F pQNq είναι ένας µορφισµός συν-αλυσιδωτών συµπλόκων. ΄Ετσι, ο
µορφισµός F pf‚q επάγει έναν οµοµορφισµό οµάδων

HnpF pf‚qq : H
npF pEMqq ÝÑ HnpF pQNqq.

Ορίζουµε,
RnF pfq :“ HnpF pf‚qq.

Πρόταση 3.3.11. Αν F : R-Mod ÝÑ Ab ένας προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής, τότε

RnF : R-Mod ÝÑ Ab

είναι ένας προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής για κάθε ακέραιο n ě 0.

Απόδειξη. Παρόµοια µε την απόδειξη της Πρότασης (3.3.1). �

Ορισµός 3.3.12. Αν F : R-Mod ÝÑ Ab είναι ένας προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής, τότε ο
συναρτητής

RnF : R-Mod ÝÑ Ab

καλείται ο n-ιοστός δεξιά παραγόµενος συναρτητής (right derived functor) του F .

Παρατήρηση 3.3.13. ΄Οπως στους αριστερά παραγόµενους συναρτητές, έτσι και στους δεξιά
παραγόµενους ο συναρτητής RnF είναι ανεξάρτητος της επιλογής των ενέσιµων αναλύσεων που
εκάστοτε λαµβάνονται.
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Παρατήρηση 3.3.14. Αν F : R-Mod ÝÑ Ab ένας προσθετικός αντισυναλλοίωτος συναρτητής,
τότε ο συναρτητής

RnF : R-Mod ÝÑ Ab

κατασκευάζεται από προβολικές αναλύσεις και είναι ανεξάρτητος από την επιλογή των προβολικών
αναλύσεων που λαµβάνονται για τα πρότυπα.

Είµαστε έτοιµοι τώρα να κατασκευάσουµε τους n-ιοστούς δεξιά παραγόµενους συναρτητές,
που παράγονται από τον συναρτητή Hom σε κάθε µεταβλητή.

1. Ο Συναρτητής ExtnRpX,´q : ΄Εστω X ένα αριστερό R-πρότυπο και

E‚ : 0 ÝÑM
k´1

ÝÑ E0 k0
ÝÑ E1 k1

ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ En´1 kn´1

ÝÑ En
kn
ÝÑ ¨ ¨ ¨

µία ενέσιµη ανάλυση ενός αριστερού R-προτύπου M . Εφαρµόζουµε τον συναλλοίωτο συ-
ναρτητή HomRpX,´q : R-Mod ÝÑ Ab στην deleted ενέσιµη ανάλυση του M . Τότε παίρ-
νουµε το συν-αλυσιδωτό σύµπλοκο αβελιανών οµάδων:

HomRpX,E
Mq : 0 ÝÑ HomRpX,E

0q
pk0q‹
ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ HomRpX,E

nq
pknq‹
ÝÑ ¨ ¨ ¨

Ορίζουµε,
ExtnRpX,´q : R-Mod ÝÑ Ab

M ÞÝÑ ExtnRpX,Mq :“ HnpHomRpX,E
Mqq.

΄Εστω N ένα αριστερό R-πρότυπο και D‚ µία ενέσιµη ανάλυση του N . Αν f : M ÝÑ N
είναι ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων, τότε από το δυϊκό ϑεώρηµα σύγκρισης,
υπάρχει µορφισµός συν-αλυσιδωτών συµπλόκων f‚ : EM ÝÑ DN. Εύκολα ϐλέπουµε ότι ο

HomRpX, f‚q : HomRpX,E
Mq ÝÑ HomRpX,Q

Nq

είναι επίσης ένας µορφισµός συν-αλυσιδωτών συµπλόκων. ΄Ετσι, επάγεται ένας οµοµορφι-
σµός οµάδων

HnpHomRpX, f‚qq : H
npHomRpX,E

Mqq ÝÑ HnpHomRpX,Q
Nq.

Ορίζουµε,
ExtnRpX, fq :“ HnpHomRpX, f‚qq.

2. Ο Συναρτητής extnRp´,Mq : ΄Εστω M ένα αριστερό R-πρότυπο και ϑεωρούµε τον αντισυ-
ναλλοίωτο συναρτητή HomRp´,Mq : Mod-R ÝÑ Ab. Αν

P‚ : ¨ ¨ ¨ ÝÑ Pn
dn
ÝÑ Pn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ P1

d1
ÝÑ P0

d0
ÝÑ X ÝÑ 0,

είναι µία προβολική ανάλυση ενός αριστερούR-προτύπουX, τότε επάγεται το συν-αλυσιδωτό
σύµπλοκο

HomRpPX,Mq : ¨ ¨ ¨ ÝÑ HomRpPn,Mq
pdnq

‹

ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ HomRpP0,Mq ÝÑ 0.

Ορίζουµε,
extnRp´,Mq : Mod-R ÝÑ Ab

X ÞÝÑ extnRpX,Mq :“ HnpHomRpPX,Mqq.

΄Εστω N ένα αριστερό R-πρότυπο και Q‚ µία προβολική ανάλυση του N . Αν f : X ÝÑ N
είναι ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων, τότε από το Θεώρηµα σύγκρισης, υπάρχει
µορφισµός συµπλόκων f‚ : PX ÝÑ QN. Είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι ο

HomRpf‚,Mq : HomRpPX,Mq ÝÑ HomRpQN,Mq,
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είναι επίσης ένας µορφισµός συν-αλυσιδωτών συµπλόκων. Από αυτόν τον µορφισµό επάγε-
ται ένας οµοµορφισµός οµάδων

HnpHomRpf‚,Mqq : H
npHomRpPX,Mqq ÝÑ HnpHomRpQN,Mqq

Ορίζουµε,
extnRpf,Mq :“ HnpHomRpf‚,Mqq.

Παρατήρηση 3.3.15. Αποδεικνύεται ότι για όλα τα πρότυπα X,M υπάρχει ένας ϕυσικός ισο-
µορφισµός

ExtnRpX,´qpMq – extnRp´,MqpXq.

Εποµένως, η κοινή τιµή ExtnRpX,Mq µπορεί να υπολογιστεί είτε χρησιµοποιώντας προβολικές
αναλύσεις του X, είτε ενέσιµες αναλύσεις του M . Για την απόδειξη ϐλέπε [52, Theorem 6.32].

Λόγω λοιπόν της προηγούµενης παρατήρησης, από τώρα και στο εξής, γράφουµε ExtnR αντί
extnR.

Πόρισµα 3.3.16. Η αβελιανή οµάδα ExtnRpX,Mq είναι ανεξάρτητη της επιλογής των προβολικών
αναλύσεων του X και των ενέσιµων αναλύσεων του M .

Απόδειξη. Προκύπτει από το γεγονός ότι ο συναρτητής ExtRn pX,´q είναι ο δεξιά παραγόµενος
συναρτητής του συναρτητή HomRpX,´q. �

Η δυϊκή εκδοχή της Πρότασης (3.3.7), είναι η επόµενη πρόταση.

Πρόταση 3.3.17. 1. ΄Εστω F : R-Mod ÝÑ Ab ένας προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής.
Αν ο F είναι αριστερά ακριβής, τότε R0F pMq – F pMq για κάθε αριστερό R-πρότυπο M , και
αν E είναι ένα ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο, τότε RnF pEq “ 0 για n “ 1, 2, 3, . . . Ειδικότερα,
για κάθε αριστερό R-πρότυπο M,N ισχύει ότι

Ext0RpM,Nq – HomRpM,Nq,

και αν E είναι ένα ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο, τότε

ExtnRpM,Eq “ 0,@n ě 1.

2. ΄Εστω F : R-Mod ÝÑ Ab ένας προσθετικός αντισυναλλοίωτος συναρτητής. Αν ο F είναι
αριστερά ακριβής, τότε R0F pMq – F pMq, για όλα τα αριστερά R-πρότυπαM , και αν P είναι
ένα προβολικό αριστερό R-πρότυπο, τότε RnF pP q “ 0 για n “ 1, 2, 3, . . . Ειδικότερα, για όλα
τα αριστερά R-πρότυπα M,N ισχύει ότι

Ext0RpM,Nq “ HomRpM,Nq,

και αν P είναι ένα προβολικό αριστερό R-πρότυπο, τότε

ExtnRpP,Nq “ 0,@n ě 1.

Απόδειξη. ∆υϊκά µε την απόδειξη της Πρότασης (3.3.7). �

Θεώρηµα 3.3.18. Για οποιαδήποτε δύο αριστερά R-πρότυπαM,N τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα.

1. Κάθε ακριβής ακολουθία 0 ÝÑM
a
ÝÑ X

b
ÝÑ N ÝÑ 0 είναι διασπάσιµη.

2. Ext1RpN,Mq “ 0.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [52, Proposition 7.24, Theorem 7.31]. �

Ανάλογα µε την Πρόταση (3.3.10), έχουµε ότι :
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Πρόταση 3.3.19. Αν 0 ÝÑ B1 ÝÑ B ÝÑ B2 ÝÑ 0 είναι µία σύντοµη ακριβής ακολουθία
αριστερών R-προτύπων, τότε επάγεται µία µακρά ακριβή ακολουθία για κάθε αριστερό R-πρότυπο
A,

0 ÝÑ HomRpA,B
1q ÝÑ HomRpA,Bq ÝÑ HomRpA,B

2q ÝÑ Ext1RpA,B
1q ÝÑ

ÝÑ Ext1RpA,Bq ÝÑ Ext1RpA,B
2q ÝÑ Ext2RpA,B

1q ÝÑ Ext2RpA,Bq ÝÑ ¨ ¨ ¨

Μία ανάλογη µακρά ακριβή ακολουθία έχουµε και για τον συναρτητή ExtRn p´, Bq.

Συνεχίζουµε µε τους ακόλουθους ισοµορφισµούς.

Λήµµα 3.3.20. ΄Εστω R ένας αριστερός δακτύλιος της Noether, M ένα πεπερασµένα παραγόµενο
αριστερό R-πρότυπο, και lim

ÝÑ
Nj το ευθύ όριο ενός ευθέος συστήµατος από αριστερά R-πρότυπα.

Τότε
ExtiRpM, lim

ÝÑ
Njq – lim

ÝÑ
ExtiRpM,Njq,

για κάθε i ě 0.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [27, Lemma 3.1.16] �

Θεώρηµα 3.3.21. ΄Εστω R και S δακτύλιοι. Αν ο R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether, A
είναι πεπερασµένα παραστάσιµο αριστερό R-πρότυπο, B είναι ένα pR,Sq-διπρότυπο, και C ένας
ενέσιµος συνγεννήτορας, τότε

TorRi pHomSpB,Cq, Aq – HomSpExt
i
RpA,Bq, Cq,

για κάθε i ě 0.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [27, Theorem 3.2.13] �

Ολοκληρώνουµε την παρούσα ενότητα, µελετώντας πως ο συναρτητής ExtiRp´,´q συνδέεται
µε τα προβολικά και τα ενέσιµα πρότυπα.

Πρόταση 3.3.22. Για ένα αριστερό R-πρότυπο M τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Το M είναι προβολικό.

2. ExtiRpM,Nq “ 0 για κάθε i ě 1 και για κάθε αριστερό R-πρότυπο N .

3. Ext1RpM,Nq “ 0 για κάθε αριστερό R-πρότυπο N .

Απόδειξη. Η συνεπαγωγή 1 ñ 2 εξασφαλίζεται χρησιµοποιώντας την Πρόταση (3.3.17), ενώ η
συνεπαγωγή 2 ñ 3 είναι τετριµµένη. Αποµένει λοιπόν να δείξουµε την συνεπαγωγή 3 ñ 1.
p3 ñ 1q: Υποθέτουµε ότι Ext1RpM,Nq “ 0 για κάθε αριστερό R-πρότυπο N , και διαλέγουµε

µια σύντοµη ακριβή ακολουθία αριστερών R-προτύπων

` : 0 ÝÑ K ÝÑ P ÝÑM ÝÑ 0

όπου P είναι προβολικό. Τότε η υπόθεση, καθώς και το Θεώρηµα (3.3.18), µας δίνουν ότι η ` είναι
µια διασπάσιµη σύντοµη ακριβής ακολουθία. ΄Ετσι τελικά, έχουµε ότι το αριστερό R-πρότυπο M
είναι προβολικό, ως ευθύς προσθετέος του προβολικού αριστερού R-προτύπου P . �

Ανάλογο αποτέλεσµα ισχύει και για ενέσιµα πρότυπα, χρησιµοποιώντας ωστόσο, τον αντισυ-
ναλλοίωτο συναρτητή Ext.

Τα επίπεδα πρότυπα συνδέονται µε τον συναρτητή Tor ως εξής :

Πρόταση 3.3.23. Για ένα αριστερό R-πρότυπο M τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:
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1. Το M είναι επίπεδο.

2. TorRi pN,Mq “ 0 για κάθε i ě 1 και για κάθε δεξιό R-πρότυπο N .

3. TorR1 pN,Mq “ 0 για κάθε δεξιό R-πρότυπο N .

Απόδειξη. Η συνεπαγωγή 1 ñ 2 εξασφαλίζεται χρησιµοποιώντας την Πρόταση (3.3.7), ενώ η
συνεπαγωγή 2 ñ 3 είναι τετριµµένη. Για να αποδείξουµε ότι οι προηγούµενες συνθήκες είναι
ισοδύναµες, αρκεί να δείξουµε την συνεπαγωγή 3 ñ 1.
p3 ñ 1q: Υποθέτουµε ότι ισχύει το 3), και έστω

0 ÝÑ A1 ÝÑ A ÝÑ A2 ÝÑ 0

µια σύντοµη ακριβής ακολουθία δεξιών R-προτύπων. Τότε επάγεται µια µακρά ακριβής Tor-
ακολουθία, µέρος της οποίας είναι η ακριβής ακολουθία αβελιανών οµάδων:

0 “ TorR1 pA
2,Mq ÝÑ A1 bRM ÝÑ AbRM ÝÑ A2 bRM ÝÑ 0

όπου η ισότητα TorR1 pA
2,Mq “ 0 προέκυψε από την υπόθεση. Εποµένως, έχουµε ότι το αριστερό

R-πρότυπο M είναι επίπεδο, όπως επιθυµούσαµε. �

3.4 Ενέσιµες, Προβολικές Και Επίπεδες ∆ιαστάσεις

Στόχος της ενότητα αυτής, είναι ο ορισµός και η µελέτη ενέσιµων, προβολικών και επίπεδων
διαστάσεων προτύπων. ΄Οπως προαναφέραµε στην εισαγωγή του παρόντος κεφαλαίου, οι έννοιες
αυτές «µετρούν» αντίστοιχα, το πόσο απέχει ένα πρότυπο ώστε να είναι ενέσιµο, προβολικό και
επίπεδο.

Αρχικά, η προσοχή µας στρέφεται σε προβολικές και ενέσιµες διαστάσεις.

Το µήκος µίας προβολικής ανάλυσης

¨ ¨ ¨ ÝÑ P2 ÝÑ P1 ÝÑ P0 ÝÑM ÝÑ 0

ενός αριστερού R-προτύπου M , είναι ο ελάχιστος ϕυσικός αριθµός n τέτοιος ώστε το Pn είναι
µη-µηδενικό και κάθε Pi “ 0 για κάθε i ą n. Αν δεν υπάρχει τέτοιος ϕυσικός αριθµός n, τότε
ορίζουµε το µήκος της να είναι άπειρο. Ανάλογα, το µήκος µίας ενέσιµης ανάλυσης

0 ÝÑM ÝÑ E0 ÝÑ E1 ÝÑ E2 ÝÑ ¨ ¨ ¨

ενός αριστερού R-προτύπου M , είναι ο ελάχιστος ϕυσικός αριθµός n τέτοιος ώστε το En είναι
µη-µηδενικό και κάθε Ei “ 0 για κάθε i ą n. Αν δεν υπάρχει τέτοιος ϕυσικός αριθµός n, τότε
ορίζουµε το µήκος της να είναι άπειρο.

Ορισµός 3.4.1. Το µήκος τυχούσας προβολικής, αντίστοιχα ενέσιµης, ανάλυσης ενός αριστερού
R-προτύπουM καλείται προβολική διάσταση (projective dimension), αντίστοιχα ενέσιµη διά-
σταση (injective dimension), του M , και συµβολίζεται µε pdRM , αντίστοιχα idRM .

Παρατήρηση 3.4.2. Αν M είναι ένα αριστερό R-πρότυπο και n είναι κάποιος ϕυσικός αριθµός,
τότε pdRM ď n, αντίστοιχα idRM ď n, αν και µόνο αν, υπάρχει προβολική, αντίστοιχα ενέσιµη,
ανάλυση του M µήκους n.

Παράδειγµα 3.4.3. 1. pdRM “ 0, αν και µόνο αν, το M είναι προβολικό αριστερό R-
πρότυπο.

2. idRM “ 0, αν και µόνο αν, το M είναι ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο.
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3. Αν ο R είναι αριστερά κληρονοµικός δακτύλιος, τότε

pdRM ď 1 & idRM ď 1,

για κάθε αριστερό R-πρότυπο M , αφού υπεράνω του αριστερά κληρονοµικού δακτυλίου
R, κάθε υποπρότυπο ενός προβολικού αριστερού R-προτύπου είναι προβολικό, και κάθε
πρότυπο πηλίκο ενός ενέσιµου αριστερού R-προτύπου είναι ενέσιµο.

Ορισµός 3.4.4. Αν M είναι ένα αριστερό R-πρότυπο, και

P : ¨ ¨ ¨Pn
dn
ÝÑ Pn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨P1

d1
ÝÑ P0

d0
ÝÑM ÝÑ 0,

είναι µια προβολική ανάλυση του M , τότε ΩnpMq, όπου ΩnpMq :“ Ker dn´1 για n ě 2, και
Ω1pMq “ ΩpMq “ Ker d0, καλείται η n-ιοστή συζυγία τουM . Ανάλογα, ανM είναι ένα αριστερό
R-πρότυπο, και

E : 0 ÝÑM
i
ÝÑ E0 d0

ÝÑ E1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ En´1 dn´1

ÝÑ En ÝÑ ¨ ¨ ¨

είναι µια ενέσιµη ανάλυση του M , τότε ΣnpMq, όπου ΣnpMq :“ Coker dn´2 για n ě 2, και
Σ1pMq “ ΣpMq “ Coker i, καλείται η n-ιοστή συνσυζυγία του M .

Ορισµός 3.4.5. ∆ύο αριστεράR-πρότυπαM καιN , καλούνταιπροβολικά ισοδύναµα, (projecti–
vely equivalent), αν υπάρχουν προβολικά αριστερά R-πρότυπα P και P 1 έτσι ώστε :

M ‘ P – N ‘ P 1

Τα αριστερά R-πρότυπα καλούνται ενέσιµα ισοδύναµα, (injectively equivalent), αν υπάρχουν
ενέσιµα αριστερά R-πρότυπα E και E1 έτσι ώστε :

M ‘ E – N ‘ E1.

Πρόταση 3.4.6. (Dimension Shifting) Θεωρούµε δύο προβολικές αναλύσεις ενός αριστερού R-
προτύπου M

P : ¨ ¨ ¨Pn
dn
ÝÑ Pn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ P1

d1
ÝÑ P0

d0
ÝÑM ÝÑ 0

και

Q : ¨ ¨ ¨Qn
d1n
ÝÑ Qn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ Q1

d11
ÝÑ Q0

d10
ÝÑM ÝÑ 0.

Αν ΩnpMq και Ω1npMq για n ě 1, είναι οι n-ιοστές συζυγίες του M που προκύπτουν από τις προβο-
λικές αναλύσεις P και Q αντίστοιχα, τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Τα R-πρότυπα ΩnpMq και Ω1npMq είναι προβολικά ισοδύναµα για κάθε n ě 1.

2. Ext1RpΩnpMq, Nq – Ext1RpΩ
1
npMq, Nq για κάθε αριστερό R-πρότυπο N .

3. Ext1RpΩnpMq, Nq – Extn`1
R pM,Nq για κάθε αριστερό R-πρότυπο N , και για κάθε n ě 1.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [52, Proposition 8.5] �

Παρατήρηση 3.4.7. ∆υϊκά έχουµε ότι αν ΣnpMq και Σ
n
pMq για n ě 1, είναι οι n-ιοστές συνσυ-

Ϲυγίες ενός αριστερού R-προτύπουM που προκύπτουν από δύο επιλεγόµενες ενέσιµες αναλύσεις
του M , τότε

1. Τα R-πρότυπα ΣnpMq και Σ
n
pMq είναι ενέσιµα ισοδύναµα για κάθε n ě 1.

2. Ext1RpN,Σ
npMqq – Ext1RpN,Σ

n
pMqq για κάθε αριστερό R-πρότυπο N .

3. Ext1RpN,Σ
npMqq – Extn`1

R pN,Mq για κάθε αριστερό R-πρότυπο N , και για κάθε n ě 1.
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Πρόταση 3.4.8. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα για ένα αριστερό R-πρότυπο M .

1. pdRM ď n.

2. ExtkRpM,Nq “ 0 για κάθε αριστερό R-πρότυπο N , και για κάθε k ě n` 1.

3. Extn`1
R pM,Nq “ 0 για κάθε αριστερό R-πρότυπο N .

4. Υπάρχει µια προβολική ανάλυση τουM έτσι ώστε η n-ιοστή συζυγία τουM να είναι προβολικό
αριστερό R-πρότυπο.

5. Για κάθε προβολική ανάλυση του M , η n-ιοστή συζυγία του M είναι προβολικό αριστερό
R-πρότυπο.

Απόδειξη. p1 ñ 2q : Αν pdRM ď n, τότε υπάρχει µια προβολική ανάλυση του M

0 ÝÑ Pn ÝÑ Pn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ P0 ÝÑM ÝÑ 0,

όπου Pk “ 0 για κάθε k ě n ` 1. Συνεπώς, οι επαγόµενοι οµοµορφισµοί αβελιανών οµάδων
d‹k : HomRpPk´1, Nq ÝÑ HomRpPk, Nq είναι οι µηδενικοί για οποιοδήποτε αριστερό R-πρότυπο
N , και για οποιοδήποτε k ě n` 1. ΄Αρα, ExtkRpM,Nq “ 0 για κάθε αριστερό R-πρότυπο N , και
για κάθε k ě n` 1.
p2 ñ 3q : Τετριµµένα.
p3 ñ 4q : Υποθέτουµε ότι ισχύει το 3) και διαλέγουµε µια προβολική ανάλυση του M , έστω

P : ¨ ¨ ¨ ÝÑ P1 ÝÑ P0 ÝÑM ÝÑ 0.

Αν ΩnpMq “ KerpPn´1 ÝÑ Pn´2q είναι η n-ιοστή συζυγία του M , τότε χρησιµοποιώντας την
υπόθεση, καθώς και την Πρόταση (3.4.6), παίρνουµε ότι

Ext1RpΩnpMq, Nq – Extn`1
R pM,Nq “ 0,

για κάθε αριστερό R-πρότυπο N . Συνεπώς, η n-ιοστή συζυγία ΩnpMq του M είναι προβολικό
αριστερό R-πρότυπο, και άρα η ακριβής ακολουθία

0 ÝÑ ΩnpMq ÝÑ Pn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ P0 ÝÑM,

είναι η προβολική ανάλυση του M που Ϲητούσαµε.
p4 ñ 5q : Υποθέτουµε ότι ΩnpMq και Ω1npMq είναι οι n-ιοστές συζυγίες που προκύπτουν από

δύο επιλεγόµενες προβολικές αναλύσεις τουM . Η Πρόταση (3.4.6), µας δίνει προβολικά αριστερά
R-πρότυπα P και P 1 έτσι ώστε ΩnpMq ‘ P – Ω1npMq ‘ P 1. Αν το ΩnpMq είναι προβολικό, τότε
το Ω1npMq είναι ευθύς προσθετέος του προβολικού αριστερού R-προτύπου ΩnpMq ‘ P , και άρα,
είναι επίσης προβολικό.
p5 ñ 1q : Προφανές. �

Παρατήρηση 3.4.9. Σηµειώνουµε ότι υπάρχει και η δυϊκή εκδοχή της Πρότασης (3.4.8) για
ενέσιµες διατάσεις, ϐλέπε [52, Proposition 8.11]

Ορισµός 3.4.10. Η αριστερή προβολική ολική διάσταση (left projective global dimension)
ενός δακτυλίου R, η οποία συµβολίζεται ως l. p. gl. dimpRq, ορίζεται ως εξής :

l. p. gl. dimpRq “ sup
 

pdRM |M P obpR-Modq
(

.

Παρόµοια, η αριστερή ενέσιµη ολική διάσταση (left injective global dimension) ενός δακτυ-
λίου R, η οποία συµβολίζεται ως l. i. gl. dimpRq, ορίζεται ως εξής :

l. i. gl. dimpRq “ sup
 

idRM |M P obpR-Modq
(

.
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Πρόταση 3.4.11. Για ένα δακτύλιο R, ισχύουν τα ακόλουθα:

1. l. p. gl. dimpRq ď n αν και µόνο αν, Extn`1
R pA,Bq “ 0 για όλα τα αριστερά R-πρότυπα A και

B.

2. l. i. gl. dimpRq ď n αν και µόνο αν, Extn`1
R pA,Bq “ 0 για όλα τα αριστερά R-πρότυπα A και

B.

Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας την Πρόταση (3.4.8), καθώς και την δυϊκή εκδοχή της, έπεται ότι
l. p. gl. dimpRq ď n ή l. i. gl. dimpRq ď n, αν και µόνο αν, Extn`1

R pA,Bq “ 0 για όλα τα αριστερά
R-πρότυπα A και B. �

Ως έµµεση συνέπεια του Πρότασης (3.4.11), παίρνουµε ότι :

Πόρισµα 3.4.12. Για κάθε δακτύλιο R, ισχύει ότι l. p. gl. dimpRq “ l. i. gl. dimpRq.

Ορισµός 3.4.13. Αν R είναι ένας δακτύλιος, τότε η αριστερή ολική οµολογική διάσταση (left
global homological dimension) του R, η οποία συµβολίζεται ως l. gl. dimpRq, είναι η κοινή τιµή
των l. p. gl. dimpRq και l. i. gl. dimpRq.

Παράδειγµα 3.4.14. Για έναν αριστερό κληρονοµικό δακτύλιο R, ισχύει ότι

l. gl. dimpRq ď 1,

αφού για κάθε αριστερό R-πρότυπο pdRM ď 1 (και idRM ď 1). ΄Ετσι, για τον δακτύλιο των
ακεραίων Z έχουµε ότι l. gl. dimpZq ď 1.

Επικεντρωνόµαστε τώρα σε επίπεδες διαστάσεις.

Το µήκος µίας επίπεδης ανάλυσης

¨ ¨ ¨ ÝÑ F2 ÝÑ F1 ÝÑ F0 ÝÑM ÝÑ 0

ενός αριστερού R-προτύπου M , είναι ο ελάχιστος ϕυσικός αριθµός n τέτοιος ώστε το Fn είναι
µη-µηδενικό και κάθε Fi “ 0 για κάθε i ą n. Αν δεν υπάρχει τέτοιος ϕυσικός αριθµός n, τότε
ορίζουµε το µήκος της να είναι άπειρο.

Ορισµός 3.4.15. Το µήκος τυχούσας επίπεδης ανάλυσης ενός αριστερού R-προτύπου M καλείται
επίπεδη διάσταση (flat dimension) του M , και συµβολίζεται µε fdRM .

Παρατήρηση 3.4.16. 1. Αν M είναι ένα αριστερό R-πρότυπο και n είναι κάποιος ϕυσικός
αριθµός, τότε fdRM ď n, αν και µόνο αν, υπάρχει επίπεδη ανάλυση του M µήκους n.

2. fdRM “ 0, αν και µόνο αν, το M είναι επίπεδο αριστερό R-πρότυπο.

3. fdRM ď pdRM για κάθε αριστερό R-πρότυπο M .

Νωρίτερα είδαµε τον τρόπο που ο συναρτητής ExtiRp´,´q «µετρά» προβολικές και ενέσιµες
αναλύσεις. Κλείνουµε το παρόν κεφάλαιο µελετώντας τώρα τον τρόπο που ο συναρτητή TorRp´,´q
«µετρά» επίπεδες αναλύσεις.

Πρόταση 3.4.17. Οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναµες για ένα δεξιό R-πρότυπο A.

1. fdRA ď n.

2. TorRk pA,Bq “ 0 για κάθε αριστερό R-πρότυπο B, και για κάθε k ě n` 1.

3. TorRn`1pA,Bq “ 0 για κάθε αριστερό R-πρότυπο B.

4. Για µία οποιαδήποτε επίπεδη ανάλυση του A,

¨ ¨ ¨ ÝÑ Fn´1
αn´1
ÝÑ Fn´2 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ F0 ÝÑ A ÝÑ 0,

ο πυρήνας Kn´1 :“ Kerαn´1 είναι ένα επίπεδο πρότυπο.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [52, Proposition 8.17] �



Κεφάλαιο 4

Προσεγγίσεις Προτύπων Και
Συστρεπτικά Ζεύγη

Στο παρόν κεφάλαιο, αναπτύσσουµε τη ϐασική ϑεωρία προσέγγισης προτύπων υπεράνω προσε-
ταιριστικών δακτυλίων µε µονάδα. Εισάγουµε τις έννοιες των δεξιών και αριστερών προσεγγίσεων,
καθώς και τις ελάχιστες εκδοχές τους ως προς µία τυχαία κλάση προτύπων, και στην συνέχεια
µελετάµε προσεγγίσεις προτύπων µέσω ειδικών κλάσεων προτύπων. Κλείνοντας το κεφάλαιο αυτό,
αναφερόµαστε σε συστρεπτικά Ϲεύγη για κατηγορίες προτύπων, τα οποία διαδραµατίζουν κυρίαρ-
χο ϱόλο στη µελέτη της ϑεωρίας προσέγγισης προτύπων.

Σύµβαση: Καθ΄ όλη την έκταση του κεφαλαίου αυτού, συµβολίζουµε µεR έναν προσεταιριστικό
δακτύλιο µε µονάδα.

4.1 Προσεγγίσεις Προτύπων

Στην παρούσα ενότητα, συµβολίζουµε µε C µια τυχαία κλάση από αριστερά R-πρότυπα η οποία
είναι κλειστή σε ισοµορφισµούς και σε ευθείς προσθετέους. Πριν αναφερθούµε στις έννοιες των
(ελάχιστων) δεξιών και (ελάχιστων) αριστερών προσεγγίσεων από την κλάση C, ας παραθέσουµε
την έννοια της «ελαχιστότητας» ενός R-οµοµορφισµού:

Ορισµός 4.1.1. ΄Ενας οµοµορφισµός R-προτύπων f : M ÝÑ N , καλείται δεξιά, αντίστοιχα αρι-
στερά, ελάχιστος (minimal), αν κάθε ενδοµορφισµός g : M ÝÑ M , αντίστοιχα h : N ÝÑ N µε
την ιδιότητα f ˝g “ f , αντίστοιχα h˝f “ f , είναι αυτοµορφισµός τουM , αντίστοιχα τουN . ∆ηλαδή,
ο οµοµορφισµός f είναι δεξιά ελάχιστος, αντίστοιχα αριστερά ελάχιστος, αν κάθε ενδοµορφισµός g
του M , αντίστοιχα h του N , έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

M

g

��

f // N

M

f

>> , αντίστοιχα M

f   

f // N

h
��
N

είναι ένας αυτοµορφισµός του M , αντίστοιχα του N .

Ορισµός 4.1.2. ΄Εστω M ένα αριστερό R-πρότυπο. Τότε ένα Ϲεύγος pC, fq όπου C P C και
f : C ÝÑ M είναι ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων, καλείται µια δεξιά προσέγγιση
του M από την κλάση C, ή µια δεξιά C-προσέγγιση (right C-approximation) του M , αν για
κάθε οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων g : X ÝÑ M όπου X P C, υπάρχει ένας οµοµορφισµός

115



116 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΕΙΣ ΠΡΟΤΥΠΩΝ ΚΑΙ ΣΥΣΤΡΕΠΤΙΚΑ ΖΕΥΓΗ

αριστερών R-προτύπων φ : X ÝÑ C, έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα

X
Dφ

~~
g

��
C

f // M

να είναι µεταθετικό. Ισοδύναµα, η ακολουθία αβελιανών οµάδων

HomRpX,Cq
f‹
ÝÑ HomRpX,Mq ÝÑ 0,

είναι ακριβής για κάθε X P C. Μια δεξιά C-προσέγγιση f : C ÝÑ M του M καλείται ελάχιστη
(minimal right approximation), αν ο οµοµορφισµός f είναι δεξιά ελάχιστος.

Παρατήρηση 4.1.3. Οι δεξιές C-προσεγγίσεις καλούνται επίσης C-precovers, ενώ οι ελάχιστες
δεξιές C-προσεγγίσεις αναφέρονται και ως C-covers.

Παράδειγµα 4.1.4. Για κάθε κλάση C Ď R-Mod, και για κάθε C P C, το Ϲεύγος pC, IdCq όπου
IdC είναι ο ταυτοτικός µορφισµός του C, είναι µια ελάχιστη δεξιά C-προσέγγιση του C.

΄Εχοντας εισάγει τις έννοιες των δεξιών και ελάχιστων δεξιών προσεγγίσεων σε µια αυθαίρετη
κλάση R-προτύπων C, ϕυσιολογικά προκύπτουν τα ακόλουθα ερωτήµατα:

1. Υπάρχει για οποιαδήποτε κλάση C από R-πρότυπα, και για οποιοδήποτε R-πρότυπο M ,
µια (ελάχιστη) δεξιά C-προσέγγιση του M ;

2. Αν υπάρχει µια (ελάχιστη) δεξιά C-προσέγγιση τουM , τότε είναι αυτή µοναδική ; Μοναδική
υπό ποια έννοια ;

Στην επόµενη ενότητα ϑα δούµε παραδείγµατα κλάσεων προτύπων, για τις οποίες η απάντηση
του πρώτου ερωτήµατος καθίσταται αρνητική. Ας σηµειώσουµε ωστόσο τώρα ότι για µια κλάση
προτύπων C, αν υπάρχει µια δεξιά C-προσέγγιση για κάθε πρότυπο, τότε η κλάση C καλείται δεξιά
προσεγγίσιµη (contravariantly finite), ή ισοδύναµα, precovering, και αν υπάρχει µια ελάχι-
στη δεξιά C-προσέγγιση για κάθε πρότυπο, τότε η κλάση C καλείται ελάχιστα δεξιά προσεγγίσι-
µη, ή ισοδύναµα, covering. Εν΄ αντιθέσει µε την απάντηση του πρώτου ερωτήµατος, η απάντηση
του δεύτερου ερωτήµατος είναι ϑετική, στην περίπτωση των ελάχιστων δεξιών C-προσεγγίσεων ενός
R-προτύπου µε την εξής έννοια :

Πρόταση 4.1.5. (Μοναδικότητα) Αν f : C ÝÑM και f 1 : C 1 ÝÑM , είναι δύο ελάχιστες δεξιές
C-προσεγγίσεις του M , τότε υπάρχει ένας R-ισοµορφισµός φ : C ÝÑ C 1, έτσι ώστε το διάγραµµα

C
Dφ

~~
f

��
C 1

f 1
// M

να είναι µεταθετικό.

Απόδειξη. ΄Εστω f : C ÝÑ M και f 1 : C 1 ÝÑ M δύο ελάχιστες δεξιές C-προσεγγίσεις του M .
Τότε προφανώς, οι f και f 1 είναι δεξιές C-προσεγγίσεις του M , και συνεπώς, υπάρχουν R-
οµοµορφισµοί φ : C ÝÑ C 1 και ψ : C 1 ÝÑ C, έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι
µεταθετικό :

C

φ
yy

f

��
C 1

ψ
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∆ηλαδή, f 1 ˝ φ “ f και f ˝ ψ “ f 1. ΄Ετσι, f ˝ pψ ˝ φq “ pf ˝ ψq ˝ φ “ f 1 ˝ φ “ f και
f 1 ˝ pφ ˝ ψq “ pf 1 ˝ φq ˝ ψ “ f ˝ ψ “ f 1. Επειδή οι f και f 1 είναι δύο ελάχιστες δεξιές C-
προσεγγίσεις τουM , συµπεραίνουµε ότι οι ενδοµορφισµοί ψ˝φ και φ˝ψ των C και C 1 αντίστοιχα,
είναι αυτοµορφισµοί. Εποµένως, η απεικόνιση φ είναι ένας R-ισοµορφισµός, ως ένα προς ένα και
επί R-οµοµορφισµός, και επιπλέον, ικανοποιεί τη συνθήκη f 1 ˝ φ “ f , η οποία µας εξασφαλίζει
την µεταθετικότητα του Ϲητούµενου διαγράµµατος. �

Σχόλιο 4.1.6. Λόγω της Πρότασης (4.1.5), µια ελάχιστη δεξιά C-προσέγγιση ενός αριστερού R-
προτύπουM , καλείται η ελάχιστη δεξιά C-προσέγγιση τουM . Επιπλέον, ας τονίσουµε ότι για ένα
αριστερό R πρότυπο M , µπορεί να υπάρχουν πολλές µη ισόµορφες δεξιές C-προσεγγίσεις.

Η επόµενη πρόταση µας πληροφορεί για το τρόπο που συνδέεται η ελάχιστη δεξιά C-προσέγγιση
ενός αριστερού R-προτύπου M , αν υπάρχει, µε κάθε δεξιά C-προσέγγιση του M .

Πρόταση 4.1.7. ΄Εστω M ένα αριστερό R πρότυπο. Τότε η ελάχιστη δεξιά C-προσέγγιση του M ,
αν υπάρχει, είναι ευθύς προσθετέος κάθε δεξιάς C-προσέγγισης του M .

Απόδειξη. ΄Εστω M ένα αριστερό R-πρότυπο, και φ : C ÝÑ M , η ελάχιστη δεξιά C-προσέγγιση
τουM . Θεωρούµε µια τυχαία δεξιά C-προσέγγιση τουM , έστω ψ : C 1 ÝÑM . Αν pC, φq “ pC 1, ψq,
τότε τετριµµένα ισχύει το Ϲητούµενο. Υποθέτουµε λοιπόν, ότι C ‰ C 1. Τότε εξ΄ ορισµού της δεξιάς
C-προσέγγισης του M , υπάρχουν f : C 1 ÝÑ C και g : C ÝÑ C 1 R-οµοµορφισµοί, έτσι ώστε το
διάγραµµα

C

g
yy

φ

��
C 1

f

99

ψ
// M

να είναι µεταθετικό. ΄Ετσι, φ “ ψ ˝ g “ φ ˝ f ˝ g. Επειδή η απεικόνιση φ είναι η ελάχιστη δεξιά
C-προσέγγιση τουM , έπεται ότι ο ενδοµορφισµός f ˝ g του C, είναι αυτοµορφισµός. Θα δείξουµε
ότι ο f ˝ g είναι η ελάχιστη δεξιά C-προσέγγιση του C. Για κάθε R-οµοµορφισµό α : X ÝÑ C µε
X P C, ϑέτουµε hα “ pf ˝ gq´1 ˝α : X ÝÑ C. Τότε η απεικόνιση hα είναι ένας R-οµοµορφισµός,
ως σύνθεση R-οµοµορφισµών, µε την ιδιότητα f ˝ g ˝ hα “ α. Ως συνέπεια αυτού, έπεται ότι
ο αυτοµορφισµός f ˝ g είναι µια δεξιά C-προσέγγιση του C. Επιπλέον, για οποιοδήποτε R-
ενδοµορφισµό k : C ÝÑ C, που ικανοποιεί τη σχέση f ˝ g ˝ k “ f ˝ g, είναι εµφανές ότι ο k είναι
αυτοµορφισµός του C. Εποµένως, ο αυτοµορφισµός f ˝g είναι η ελάχιστη δεξιά C-προσέγγιση του
C. ΄Οµως από το Παράδειγµα (4.1.4), έχουµε ότι ο ταυτοτικός µορφισµός IdC είναι ελάχιστη δεξιά
C-προσέγγιση τουC. Συνεπώς, λόγω της Πρότασης (4.1.5), υπάρχειR-ισοµορφισµός h : C ÝÑ C,
έτσι ώστε το διάγραµµα

C

Dh

��
IdC
��

C
f˝g
// C

να είναι µεταθετικό, δηλαδή f ˝ g ˝ h “ IdC . Θεωρούµε τώρα, τη σύντοµη ακριβή ακολουθία

0 ÝÑ Ker f
i
ÝÑ C 1

f
ÝÑ C ÝÑ 0,

όπου i είναι η κανονική έγκλειση. Τότε η παραπάνω ακριβής ακολουθία είναι διασπάσιµη, ως
δεξιά διασπάσιµη, και άρα, C 1 – Ker f ‘ C, δηλαδή ο C είναι ευθύς προσθετέος του C 1. �

Παρατήρηση 4.1.8. ΄Εστω X1 και X2 δύο αριστερά R-πρότυπα. Θεωρούµε για κάθε j “ 1, 2,
τις κανονικές προβολές πj : X1‘X2 ÝÑ Xj , και τις ϕυσικές εγκλείσεις ij : Xj ÝÑ X1‘X2. Αν
f : X1 ‘X2 ÝÑ X1 ‘X2 είναι ένας ενδοµορφισµός αριστερών R-προτύπων, τότε ορίζουµε

fij “ πi ˝ f ˝ ij : Xj ÝÑ Xi, @i, j P t1, 2u.
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Προφανώς, οι απεικονίσεις fij είναι R-οµοµορφισµοί για κάθε i, j P t1, 2u. Επιπλέον, αν γρά-

ψουµε τα στοιχεία του αριστερού R-προτύπου X1 ‘X2, ως στήλες
ˆ

x1

x2

˙

όπου xj P Xj , τότε ο

ενδοµορφισµός f µπορεί να εκφραστεί στη µορφή πίνακα ως εξής :

f “

ˆ

f11 f12

f21 f22

˙

Αντίστροφα, αν fij : Xj ÝÑ Xi είναι οποιοιδήποτε R-οµοµορφισµοί, τότε ο παραπάνω πίνακας f
ορίζει έναν ενδοµορφισµό του X1 ‘X2 µε πi ˝ f ˝ ij “ fij .

Ας σηµειώσουµε ότι αν οι ενδοµορφισµοί f και g είναι της µορφής:

f “

ˆ

f11 f12

0 f22

˙

και g “

ˆ

g11 0
g21 g22

˙

αντίστοιχα, όπου f11, g11 : X1 ÝÑ X1 και f22, g22 : X2 ÝÑ X2 είναι αυτοµορφισµοί, τότε οι f και
g είναι επίσης αυτοµορφισµοί, µε αντίστροφους ενδοµορφισµούς :

f´1 “

ˆ

f´1
11 ´f´1

11 f12f
´1
22

0 f´1
22

˙

και g´1 “

ˆ

g´1
11 0

´g´1
22 g21g

´1
11 g´1

22

˙

αντίστοιχα.

Το ακόλουθο αποτέλεσµα καθορίζει πότε ένα πεπερασµένο ευθύ άθροισµα από (ελάχιστες)
δεξιές προσεγγίσεις είναι (ελάχιστη) δεξιά προσέγγιση.

Πρόταση 4.1.9. Υποθέτουµε ότι η κλάση C είναι κλειστή σε πεπερασµένα ευθέα αθροίσµατα, και
ϑεωρούµε φi : Xi ÝÑ Mi µια (ελάχιστη) δεξιά C-προσέγγιση ενός αριστερού R-προτύπου Mi, για
i “ 1, 2. Τότε ο οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων φ1 ‘ φ2 : X1 ‘X2 ÝÑ M1 ‘M2 είναι µια
(ελάχιστη) δεξιά C-προσέγγιση του M1 ‘M2.

Απόδειξη. Αρχικά, υποθέτουµε ότι κάθε φi : Xi ÝÑMi είναι µια δεξιά C-προσέγγιση τουMi, για
i “ 1, 2. Εξ ορισµού, η ακολουθία

HomRpC,Xiq
pφiq‹
ÝÑ HomRpC,Miq ÝÑ 0, (4.1)

είναι ακριβής για κάθε C P C και για κάθε i P t1, 2u. Για κάθε C P C, ϑεωρούµε το ακόλουθο
µεταθετικό διάγραµµα:

HomRpC,X1 ‘X2q

–

��

pφ1‘φ2q‹ // HomRpC,M1 ‘M2q

–

��

// 0

HomRpC,X1q ‘ HomRpC,X2q
pφ1q‹‘pφ2q‹

// HomRpC,M1q ‘ HomRpC,M2q // 0

Τότε, λόγω της ακρίβειας της ακολουθίας (4.1), η δεύτερη γραµµή του παραπάνω διαγράµµα-
τος είναι ακριβής ακολουθία για κάθε C P C, και κατ΄ επέκταση, λόγω της µεταθετικότητας του
διαγράµµατος, η πρώτη γραµµή του είναι ακριβής ακολουθία για κάθε C P C. Συνεπώς, ο οµο-
µορφισµός αριστερών R-προτύπων φ1‘φ2 : X1‘X2 ÝÑM1‘M2 είναι µία δεξιά C-προσέγγιση
του M1 ‘ M2. Στη συνέχεια, υποθέτουµε ότι κάθε φi : Xi ÝÑ Mi είναι η ελάχιστη δεξιά C-
προσέγγιση του Mi, για i “ 1, 2. Θέλουµε να δείξουµε ότι ο οµοµοφισµός φ1 ‘ φ2 είναι η
ελάχιστη δεξιά C-προσέγγιση του M1 ‘M2. Για το σκοπό αυτό, ϑεωρούµε έναν ενδοµορφισµό
f : X1 ‘X2 ÝÑ X1 ‘X2, έτσι ώστε φ1 ‘ φ2 ˝ f “ φ1 ‘ φ2. Γράφοντας τον ενδοµορφισµό f στη
µορφή πίνακα,

f “

ˆ

f11 f12

f21 f22

˙

,
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έχουµε τις ακόλουθες ισότητες @x1 P X1 και @x2 P X2:
ˆ

φ1px1q

φ2px2q

˙

“ pφ1 ‘ φ2qpx1, x2q “ pφ1 ‘ φ2 ˝ fqpx1, x2q

“

ˆ

pφ1 ˝ f11qpx1q ` pφ1 ˝ f12qpx2q

pφ2 ˝ f21qpx1q ` pφ2 ˝ f22qpx2q

˙

.

Καταλήγουµε λοιπόν στο συµπέρασµα ότι φ1 “ φ1 ˝f11, φ2 “ φ2 ˝f22 και φ1 ˝f12 “ 0 “ φ2 ˝f21.
΄Οµως, επειδή οι οµοµορφισµοί φ1 και φ2 είναι οι ελάχιστες δεξιές C-προσεγγίσεις τωνM1 καιM2

αντίστοιχα, συµπεραίνουµε ότι οι ενδοµορφισµοί f11 και f22 είναι αυτοµορφισµοί των X1 και X2,
αντίστοιχα. Επιπλέον, παρατηρώντας ότι φ2 ˝ p´f21 ˝ pf11q

´1 ˝ f12 ` f22q “ φ2, οδηγούµαστε στο
συµπέρασµα ότι ο ενδοµορφισµός ´f21 ˝ pf11q

´1 ˝ f12 ` f22, είναι ένας αυτοµορφισµός του X2.
Θεωρούµε τώρα, k, h δύο R-ενδοµορφισµούς του X1 ‘ X2, οι οποίοι γράφονται ως πίνακες στη
µορφή:

k “

ˆ

IdX1
0

´f21 ˝ pf11q
´1 IdX2

˙

και h “

ˆ

f11 f12

0 ´f21 ˝ pf11q
´1 ˝ f12 ` f22

˙

.

Τότε η Παρατήρηση (4.1.8), µας δίνει ότι οι ενδοµορφισµοί k και h είναι αυτοµορφισµοί του X1‘

X2. Είναι γνωστό ότι η σύνθεση δύο ενδοµορφισµών, µπορεί να υπολογιστεί πολλαπλασιάζοντας
τους αντίστοιχους πίνακες. ΄Ετσι, παρατηρώντας τώρα την ισότητα

ˆ

IdX1
0

´f21 ˝ pf11q
´1 IdX2

˙ ˆ

f11 f12

f21 f22

˙

“

ˆ

f11 f12

0 ´f21 ˝ pf11q
´1 ˝ f12 ` f22

˙

,

συµπεραίνουµε ότι k ˝ f “ h ή f “ k´1 ˝ h, όπου k´1 είναι ο αντίστροφος ενδοµορφισµός του
k. Συνεπώς, ο f είναι ένας αυτοµορφισµός του X1 ‘X2, ως σύνθεση δύο αυτοµορφισµών. ΄Ετσι
τελικά, έχουµε ότι ο οµοµορφισµός φ1‘φ2 είναι η ελάχιστη δεξιά C-προσέγγιση τουM1‘M2. �

Στη συνέχεια αναπτύσσουµε τη δυϊκή έννοια των (ελάχιστων) δεξιών προσεγγίσεων, αυτή των
(ελάχιστων) αριστερών προσεγγίσεων.

Ορισµός 4.1.10. ΄Εστω M ένα αριστερό R-πρότυπο. Τότε ένα Ϲεύγος pC, fq όπου C P C και
f : M ÝÑ C είναι ένας οµοµορφισµός αριστερώνR-προτύπων, καλείται µια αριστερή προσέγγιση
του M από την κλάση C, ή µια αριστερή C-προσέγγιση (left C-approximation) του M , αν για
κάθε οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων g : M ÝÑ X όπου X P C, υπάρχει ένας οµοµορφισµός
αριστερών R-προτύπων φ : C ÝÑ X, έτσι ώστε το διάγραµµα

M

f

��

g // X

C

Dφ

>>

να είναι µεταθετικό. Ισοδύναµα, η ακολουθία αβελιανών οµάδων

HomRpC,Xq
f‹

ÝÑ HomRpM,Xq ÝÑ 0,

είναι ακριβής για κάθεX P C. Μια αριστερή C-προσέγγιση f : M ÝÑ C τουM καλείται ελάχιστη,
(minimal left approximation), αν ο οµοµορφισµός f είναι αριστερά ελάχιστος.

Παρατήρηση 4.1.11. Οι αριστερές C-προσεγγίσεις καλούνται επίσης, C-preenvelopes, ενώ οι
ελάχιστες αριστερές C-προσεγγίσεις αναφέρονται και ως C-envelopes.

Παράδειγµα 4.1.12. Για κάθε κλάση C Ď R-Mod και για κάθε C P C, το Ϲεύγος pC, IdCq όπου
IdC ο ταυτοτικός µορφισµός του C, είναι µια ελάχιστη αριστερή C-προσέγγιση του C.
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Ας επισηµάνουµε ότι υπάρχουν κλάσεις R-πρότυπων, για τις οποίες η εύρεση µιας (ελάχιστης)
αριστερής προσέγγισης για ένα οποιοδήποτε R-πρότυπο, δεν είναι εφικτή. Ωστόσο, για µια κλάση
C Ď R-Mod, αν υπάρχει για κάθε αριστερό R-πρότυπο µια αριστερή C-προσέγγιση, τότε η κλάση
C καλείται αριστερά προσεγγίσιµη (covariantly finite), ή ισοδύναµα, preenveloping, και αν
υπάρχει για κάθε αριστερό R-πρότυπο µια ελάχιστη αριστερή C-προσέγγιση, τότε η κλάση C
καλείται ελάχιστα αριστερά προσεγγίσιµη, ή ισοδύναµα, enveloping.

Η ακόλουθη πρόταση µας εξασφαλίζει ότι µια ελάχιστη αριστερή C-προσέγγιση, αν υπάρχει
είναι µοναδική µέχρι ισοµορφισµού, και είναι δυϊκή της Πρότασης (4.1.5).

Πρόταση 4.1.13. (Μοναδικότητα) Αν f : M ÝÑ C και g : M ÝÑ C 1 είναι δύο ελάχιστες
αριστερές C-προσεγγίσεις του M , τότε υπάρχει ένας R-ισοµορφισµός φ : C ÝÑ C 1, έτσι ώστε το
διάγραµµα

M

f

��

g // C 1

C

Dφ

–

>>

να είναι µεταθετικό.

Απόδειξη. ∆υϊκά µε την απόδειξη της Πρότασης (4.1.5). �

Λόγω της µοναδικότητας των ελάχιστων αριστερών προσεγγίσεων, µια ελάχιστη αριστερή C-
προσέγγιση ενός αριστερού R-προτύπου M καλείται η ελάχιστη αριστερή C-προσέγγιση του M .
Ας σηµειώσουµε, ότι µπορεί να υπάρχουν µη ισόµορφες αριστερές C-προσεγγίσεις του M . Ωστό-
σο, η ακόλουθη πρόταση µας εξασφαλίζει ότι αν υπάρχει ελάχιστη αριστερή C-προσέγγιση ενός
αριστερού R-προτύπουM , τότε η «ελαχιστότητά» της, την καθιστά ευθύ προσθετέο κάθε αριστερής
C-προσέγγισης του M :

Πρόταση 4.1.14. ΄Εστω M ένα αριστερό R-πρότυπο. Τότε η ελάχιστη αριστερή C-προσέγγιση του
M , αν υπάρχει, είναι ευθύς προσθετέος κάθε αριστερής C-προσέγγισης του M .

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης της Πρότασης (4.1.7). �

΄Εχουµε δει ότι αν µια κλάση C Ď R-Mod είναι κλειστή σε πεπερασµένα ευθέα αθροίσµατα,
τότε το ευθύ άθροισµα από (ελάχιστες) δεξιές C-προσεγγίσεις είναι επίσης (ελάχιστη) δεξιά C-
προσέγγιση. Αντίστοιχο αποτέλεσµα ισχύει και στην περίπτωση των (ελάχιστων) αριστερών C-
προσεγγίσεων.

Πρόταση 4.1.15. Υποθέτουµε ότι η κλάση C είναι κλειστή σε πεπερασµένα ευθέα αθροίσµατα, και
ϑεωρούµε φi : Mi ÝÑ Xi µία (ελάχιστη) αριστερή C-προσέγγιση ενός αριστερού R-προτύπου Mi,
για i “ 1, 2. Τότε ο οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων φ1 ‘ φ2 : M1 ‘M2 ÝÑ X1 ‘X2, είναι
µια (ελάχιστη) αριστερή C-προσέγγιση του M1 ‘M2.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης της Πρότασης (4.1.9). �

Παρατήρηση 4.1.16. Αν f : C ÝÑ M είναι η ελάχιστη δεξιά C-προσέγγιση ενός αριστερού R-
προτύπου M , τότε η f δεν είναι απαραίτητα επιµορφισµός. Ωστόσο, αν το πρότυπο M είναι
η οµοµορφική εικόνα ενός X P C, τότε κάθε δεξιά C-προσέγγιση του M είναι επιµορφισµός,
και κατ΄ επέκταση, η ελάχιστη δεξιά C-προσέγγιση του M , αν υπάρχει, είναι επιµορφισµός. Για
παράδειγµα αυτό συµβαίνει όταν η κλάση C περιέχει όλα τα προβολικά R-πρότυπα.

∆υϊκά, αν f : M ÝÑ C είναι η ελάχιστη αριστερή C-προσέγγιση ενός αριστερού R-προτύπου
M , τότε η f δεν είναι απαραίτητα µονοφορφισµός. ΄Οµως, αν το M µπορεί να εµφυτευθεί σε ένα
X P C, τότε κάθε αριστερή C-προσέγγιση του M είναι µονοµορφισµός, και ως συνέπεια αυτού, η
ελάχιστη αριστερή C-προσέγγιση τουM , αν υπάρχει, είναι µονοµορφισµός. Για παράδειγµα αυτό
συµβαίνει όταν η κλάση C περιέχει όλα τα ενέσιµα R-πρότυπα.
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Πριν παρουσιάσουµε επιπρόσθετες ιδιότητες των (ελάχιστων) δεξιών και (ελάχιστων) αριστερών
προσεγγίσεων, χρειαζόµαστε τους ακόλουθους ορισµούς :

Ορισµός 4.1.17. Για κάθε κλάση C Ď R-Mod, επάγονται δύο νέες κλάσεις από R-πρότυπα:

CK “
č

nPN‹
CKn & KC “

č

nPN‹

nKC,

όπου για κάθε n P N‹,

CKn “ tM P R-Mod | ExtnRpC,Mq “ 0, @C P Cu,

και
nKC “ tN P R-Mod | ExtnRpN,Cq “ 0, @C P Cu.

Οι κλάσεις CK και KC καλούνται η δεξιά ορθογώνια και η αριστερή ορθογώνια κλάση της C,
αντίστοιχα.

Παρατήρηση 4.1.18. Για κάθε κλάση C από αριστερά R-πρότυπα ισχύουν τα ακόλουθα:

1. C Ď KpCKq και C Ď pKCqK.

2. αν C1 Ď C2, τότε CK2 Ď CK1 και KC2 Ď
KC1.

3. CK “ pKpCKqqK και KC “ KppKCqqK.

Υπενθυµίζουµε ότι µια κλάση C Ď R-Mod είναι κλειστή στις επεκτάσεις, αν για κάθε
σύντοµη ακριβή ακολουθία :

0 ÝÑM ÝÑ N ÝÑ X ÝÑ 0,

όπου X, M P C, το πρότυπο N ανήκει στην κλάση C.

Είµαστε σε ϑέση τώρα, να αναφερθούµε σε ιδιότητες των (ελάχιστων) δεξιών και των (ελάχιστων)
αριστερών C-προσεγγίσεων. Ξεκινάµε την αναφορά αυτή, προσθέτοντας στην κλάση C την ιδιότητα
να είναι κλειστή στις επεκτάσεις.

Πρόταση 4.1.19. Υποθέτουµε ότι η κλάση C είναι κλειστή στις επεκτάσεις, και έστω f : C ÝÑ M
η ελάχιστη δεξιά C-προσέγγιση ενός αριστερού R-προτύπου M . Τότε ο πυρήνας Ker f της f ανήκει
στην κλάση CK1.

Απόδειξη. ΄Εστω f : C ÝÑ M η ελάχιστη δεξιά της C-προσέγγιση του M , και K “ Ker f ο
πυρήνας της f . Θέλουµε να αποδείξουµε ότι Ext1RpC 1,Kq “ 0 για κάθε C 1 P C. Για το σκοπό
αυτό, ϑεωρούµε ένα C 1 P C και µια επέκταση

0 ÝÑ K
j
ÝÑ L ÝÑ C 1 ÝÑ 0, (4.2)

του K από το C 1. ΄Εστω i : K ÝÑ C η ϕυσική έγκλειση, και f 1 : C ÝÑ Im f , α : Im f ÝÑ M
οµοµορφισµοί αριστερών R-προτύπων µε την ιδιότητα α ˝ f 1 “ f . Θεωρώντας τώρα το pushout P
του διαγράµµατος

K

j

��

i // C

u

��
L

v // P

η Πρότασης (1.2.57), µας δίνει µοναδικούς οµοµορφισµούς αριστερών R-προτύπων g1 : P ÝÑ C 1

και g : P ÝÑ Im f , έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό µε ακριβείς γραµµές
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και στήλες :
0

��

0

��
0 // K

j

��

i // C

u

��

f 1 // Im f // 0

0 // L

��

v
// P

g1

��

g
// Im f // 0

C 1

��

C 1

��
0 0

Επειδή η κλάση C είναι κλειστή στις επεκτάσεις, και C,C 1 ανήκουν στην κλάση C, από τη δεύτερη
στήλη του προηγούµενου διαγράµµατος, παίρνουµε ότι το πρότυπο P ανήκει στην κλάση C.
Επιπλέον, αφού ο οµοµορφισµός f : C ÝÑ M είναι µια δεξιά C-προσέγγιση του M , ως ελάχιστη
δεξιά C-προσέγγιση τουM , υπάρχει οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων φ : P ÝÑ C έτσι ώστε
το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

P
φ

~~
α˝g

��
C

f
// M

Παρατηρούµε ότι f ˝ φ ˝ u “ α ˝ g ˝ u “ α ˝ f 1 “ f . Ως συνέπεια αυτού και του γεγονότος ότι
ο οµοµορφισµός f είναι δεξιά ελάχιστος, έπεται ότι ο ενδοµορφισµός φ ˝ u : C ÝÑ C είναι ένας
αυτοµορφισµός του C. Επειδή

f ˝ pφ ˝ uq´1 ˝ φ ˝ v “ f ˝ φ ˝ v “ α ˝ g ˝ v “ 0,

συµπεραίνουµε ότι Imppφ ˝ uq´1 ˝ φ ˝ vq Ď Ker f “ K. Συνεπώς, ο οµοµορφισµός αριστερών R-
προτύπων pφ ˝uq´1 ˝φ ˝ v : L ÝÑ C, µπορεί να ιδωθεί ως pφ ˝uq´1 ˝φ ˝ v : L ÝÑ K. ΄Εστω τώρα
j : K ÝÑ Im i, ο ισοµορφισµός ο οποίος επάγεται από το πρώτο Θεώρηµα ισοµορφισµών για R-
πρότυπα, µε αντίστροφο R-ισοµορφισµό τον j´1. ΄Οµως, Im i “ Ker f 1 “ Ker f “ K. Εποµένως,
ο j´1 : K ÝÑ K είναι ο αντίστροφος R-ισοµορφισµός του j. Ορίζουµε ένα R-οµοµορφισµό
h : L ÝÑ K, ϑέτοντας h “ i´1 ˝ pφ ˝ uq´1 ˝ φ ˝ v. Εύκολα διαπιστώνουµε ότι h ˝ j “ IdK . ΄Ετσι
τελικά, έχουµε ότι η σύντοµη ακριβής ακολουθία (4.2) είναι διασπάσιµη ως αριστερά διασπάσιµη,
ή ισοδύναµα χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα (3.3.18), ότι Ext1RpC 1,Kq “ 0. Επειδή η επιλογή του
C 1 P C ήταν τυχαία, αυτό ϑα συµβαίνει για κάθε C 1 P C, και άρα, K “ Ker f P CK1. �

Η δυϊκή εκδοχή της Πρότασης (4.1.19), είναι η πρόταση:

Πρόταση 4.1.20. Υποθέτουµε ότι η κλάση C είναι κλειστή στις επεκτάσεις και έστω f : M ÝÑ C
η ελάχιστη αριστερή C-προσέγγιση ενός αριστερού R-προτύπου M . Τότε ο συνπυρήνας Coker f της
f ανήκει στην κλάση 1KC.

Απόδειξη. Παρόµοια µε την απόδειξη της Πρότασης (4.1.19). �

Τα επόµενα αποτελέσµατα καθορίζουν πότε µια δεξιά (αριστερή) C-προσέγγιση είναι ειδική.

Πρόταση 4.1.21. ΄Εστω M ένα αριστερό R-πρότυπο, και f : C ÝÑ M ένας επιµορφισµός µε
C P C και Ker f P CK1. Τότε ο R-οµοµορφιµός f είναι µια δεξιά C-προσέγγιση του M . Στην
περίπτωση αυτή, η δεξιά C-προσέγγιση f του M καλείται ειδική δεξιά C-προσέγγιση (special
right C-approximation) του M .
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Απόδειξη. Θεωρούµε ένα στοιχείοX της κλάσης C. Τότε αφούK P CK1, έχουµε ότι Ext1RpX,Kq “
0. Εφαρµόζοντας τον συναλλοίωτο συναρτητή HomRpX,´q, στη σύντοµη ακριβή ακολουθία

0 ÝÑ K
i
ÝÑ C

f
ÝÑM ÝÑ 0,

επάγεται µια µακρά ακριβή ακολουθία αβελιανών οµάδων, µέρος της οποίας είναι η ακριβής
ακολουθία

HomRpX,Cq
f‹
ÝÑ HomRpX,Mq ÝÑ Ext1RpX,Kq “ 0.

Συνεπώς, ο οµοµορφισµός f : C ÝÑM είναι µια δεξιά C-προσέγγιση του M . �

∆υϊκά,

Πρόταση 4.1.22. ΄Εστω M ένα αριστερό R-πρότυπο, και f : M ÝÑ C ένας µονοµορφισµός µε
C P C και Coker f P 1KC. Τότε ο οµοµορφισµός f είναι µία αριστερή C-προσέγγιση του M . Στην
περίπτωση αυτή, η αριστερή C-προσέγγιση f του M καλείται ειδική αριστερή C-προσέγγιση
(special left C-approximation) του M .

Απόδειξη. Ακολουθώντας µια ανάλογη πορεία µε την απόδειξη της Πρότασης (4.1.21), εφαρµόζον-
τας ωστόσο αυτή τη ϕορά τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή HomRp´, Xq όπου X P C, στη σύντοµη
ακριβή ακολουθία 0 ÝÑM

f
ÝÑ C ÝÑ Coker f ÝÑ 0, έπεται το Ϲητούµενο. �

Παρατήρηση 4.1.23. Οι ειδικές δεξιές C-προσεγγίσεις, καλούνται επίσης ειδικά C-precovers,
ενώ οι ειδικές αριστερές C-προσεγγίσεις, αναφέρονται και ως ειδικά C-preenvelopes. Επιπλέ-
ον, αν κάθε αριστερό R-πρότυπο έχει µια ειδική δεξιά C-προσέγγιση, τότε η κλάση C καλείται
δεξιά ειδικά προσεγγίσιµη (special precovering), ενώ αν κάθε αριστερό R-πρότυπο έχει µια
ειδική αριστερή C-προσέγγιση, τότε η κλάση C καλείται αριστερά ειδικά προσεγγίσιµη (special
preenveloping).

Το λήµµα που ακολουθεί είναι γνωστό ως λήµµα του Wakamatsu, και µας δίνει ότι κάτω
από ασθενείς σχετικά υποθέσεις στην κλάση C, οι ελάχιστες δεξιές και ελάχιστες αριστερές C-
προσεγγίσεις είναι ειδικές.

Λήµµα 4.1.24. (Λήµµα του Wakamatsu) Υποθέτουµε ότι η κλάση C είναι κλειστή στις επεκτάσεις
και έστω M ένα αριστερό R-πρότυπο. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Αν f : C ÝÑ M είναι µια ελάχιστη δεξιά C-προσέγγιση του M η οποία είναι επιµορφισµός,
τότε η f είναι µια ειδική δεξιά C-προσέγγιση του M .

2. Αν f : M ÝÑ C είναι µια ελάχιστη αριστερή C-προσέγγιση του M η οποία είναι µονοµορφι-
σµός, τότε η f είναι µια ειδική αριστερή C-προσέγγιση του M .

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι µια απλή εφαρµογή των Προτάσεων (4.1.19) και (4.1.20). �

Στο Κεφάλαιο 3, µελετώντας προβολικές και ενέσιµες αναλύσεις, αποδείξαµε ότι για κάθε
πρότυπο υπάρχει πάντα µια προβολική και µια ενέσιµη ανάλυση. Το αποτέλεσµα αυτό, µας
έδωσε την δυνατότητα να ορίσουµε παραγόµενους συναρτητές, και να µελετήσουµε προβολικές
και ενέσιµες διαστάσεις προτύπων. Τώρα εξετάζουµε αν µπορούµε να σχηµατίσουµε αναλύσεις
από µία τυχαία κλάση προτύπων C, αντί των κλάσεων των προβολικών και των ενέσιµων προτύπων.

Ορισµός 4.1.25. Μια αριστερή C-ανάλυση (left C-resolution) ενός αριστερού R-προτύπου M ,
είναι ένα σύµπλοκο (όχι απαραίτητα ακριβές),

< : ¨ ¨ ¨ ÝÑ C1 ÝÑ C0 ÝÑM ÝÑ 0,

όπου κάθε Ci P C, και έτσι ώστε το επαγόµενο σύµπλοκο

HomRpC,<q : ¨ ¨ ¨ ÝÑ HomRpC,C1q ÝÑ HomRpC,C0q ÝÑ HomRpC,Mq ÝÑ 0,
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είναι ακριβές για κάθε C P C.
Μια δεξιά C-ανάλυση (right C-resolution) ενός αριστερούR-προτύπουM , είναι ένα σύµπλοκο

(όχι απαραίτητα ακριβές),

J : 0 ÝÑM ÝÑ C0 ÝÑ C1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ,

όπου κάθε Ci P C, και έτσι ώστε το επαγόµενο σύµπλοκο

HomRpJ , Cq : ¨ ¨ ¨ ÝÑ HomRpC
1, Cq ÝÑ HomRpC

0, Cq ÝÑ HomRpM,Cq ÝÑ 0,

είναι ακριβές για κάθε C P C.

Παρατήρηση 4.1.26. Είναι εύκολο να δούµε ότι αν C “ R-Proj είναι η κλάση των προβολικών
αριστερών R-προτύπων, τότε µια αριστερή R-Proj-ανάλυση ενός αριστερού R-προτύπου M , είναι
ακριβώς µια προβολική ανάλυση του M , και αν C “ R-Inj είναι η κλαση των ενέσιµων αριστερών
R-προτύπων, τότε µια δεξιά R-Inj-ανάλυση ενός αριστερού R-προτύπου M , είναι ακριβώς µια
ενέσιµη ανάλυση του M .

Στην συνέχεια, µελετάµε εν συντοµία αριστερές (δεξιές) C-αναλύσεις προτύπων.

Ξεκινάµε δείχνοντας ότι η ύπαρξη αριστερών, αντίστοιχα δεξιών, C-αναλύσεων για κάθε πρότυ-
πο, είναι ισοδύναµη µε το γεγονός ότι η κλάση C είναι δεξιά, αντίστοιχα αριστερά, προσεγγίσιµη.

Πρόταση 4.1.27. Η κλάση C είναι δεξιά προσεγγίσιµη, αν και µόνο αν, κάθε αριστερό R-πρότυπο
έχει µια αριστερή C-ανάλυση.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι κάθε αριστερό R-πρότυπο έχει µια αριστερή C-ανάλυση. Θεωρούµε M ένα
αριστερό R-πρότυπο και

¨ ¨ ¨ ÝÑ C1 ÝÑ C0 ÝÑM ÝÑ 0

µια αριστερή C-ανάλυση του M . Τότε εξ ορισµού, η ακολουθία αβελιανών οµάδων

HomRpX,C0q ÝÑ HomRpX,Mq ÝÑ 0

είναι ακριβής για κάθε X P C. Εποµένως, ο R-οµοµορφισµός C0 ÝÑ M , είναι µία δεξιά C-
προσέγγιση του M , και άρα, η κλάση C είναι δεξιά προσεγγίσιµη.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι η κλάση C είναι δεξιά προσεγγίσιµη, και έστω M ένα αριστερό
R-πρότυπο. Τότε υπάρχει R-οµοµορφισµός φ0 : C0 ÝÑ M , έτσι ώστε η φ0 να είναι µια δεξιά C-
προσέγγιση του M . Αν ϑεωρήσουµε τον πυρήνα της φ0, Ker φ0, τότε συµπεραίνουµε την ύπαρξη
µιας δεξιάς C-προσέγγισης, φ1 : C1 ÝÑ Ker φ0, του Ker φ0. Συνεχίζοντας την ίδια διαδικασία, για
κάθε n “ 0, 1, 2, . . . µπορούµε επαγωγικά να κατασκευάσουµε τις ακριβείς ακολουθίες

0 ÝÑ Kn`1
in`1
ÝÑ Cn

φn
ÝÑ Kn, (4.3)

όπου K0 “ M , φn : Cn ÝÑ Kn είναι µια δεξιά C-προσέγγιση του Kn για κάθε n ě 0 και
Kn`1 “ Ker φn. Ορίζουµε ψ0 “ φ0 : C0 ÝÑ M και ψn “ in ˝ φn : Cn ÝÑ Cn´1 για κάθε n ą 0.
Τότε η ακολουθία αριστερών R-προτύπων

pC‚q : ¨ ¨ ¨
ψ3
ÝÑ C2

ψ2
ÝÑ C1

ψ1
ÝÑ C0

ψ0
ÝÑM ÝÑ 0,

είναι ένα σύµπλοκο στην R-Mod, αφού ψn ˝ ψn`1 “ in ˝ φn ˝ in`1 ˝ φn`1 “ 0 για κάθε n ě 0.
Θεωρούµε τώρα το µεταθετικό διαγραµµα:
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0

��
K2

i2

��

K0

¨ ¨ ¨
ψ3 // C2

φ2

>>

ψ2

// C1

φ1

��

ψ1 // C0

φ0

>>

ψ0

// M // 0

K3

i3

>>

K1

i1

>>

0

>>

0

==

του οποίου κάθε στήλη και διαγώνια γραµµή είναι ακριβής ακολουθία. Η ακρίβεια κάθε στήλης
και γραµµής του παραπάνω διαγράµµατος, είναι απόρροια της ακρίβειας των ακολουθιών (4.3),
για n “ 0, 1, 2, . . .. Αν X είναι ένα οποιοδήποτε στοιχείο της κλάσης C, τότε εφαρµόζοντας τον
συναρτητή HomRpX,´q στην ακολουθία (4.3), επάγονται για κάθε n “ 0, 1, 2, . . ., οι σύντοµες
ακριβείς ακολουθίες

0 ÝÑ HomRpX,Kn`1q
pin`1q‹
ÝÑ HomRpX,Cnq

pφnq‹
ÝÑ HomRpX,Knq ÝÑ 0.

Η ακρίβεια τώρα, των παραπάνω ακολουθιών προκύπτει από το γεγονός ότι ο συναλλοίωτος συ-
ναρτητής HomRpX,´q είναι αριστερά ακριβής, καθώς και από την υπόθεση ότι οι φn : Cn ÝÑ Kn

είναι δεξιές C-προσεγγίσεις των Kn για κάθε n ě 0. ΄Ετσι, εφαρµόζοντας αυτή τη ϕορά τον
συναρτητή HomRpX,´q στο προηγούµενο διάγραµµα, εύκολα διαπιστώνουµε ότι το σύµπλοκο
HomRpX,C‚q είναι ακριβές. Συνεπώς, το σύµπλοκο pC‚q είναι µια αριστερή C-ανάλυση του
M . �

∆υϊκά,

Πρόταση 4.1.28. Η κλάση C είναι αριστερή προσεγγίσιµη, αν και µόνο αν, κάθε αριστερό R-
πρότυπο έχει µια δεξιά C-ανάλυση.

Απόδειξη. Κατά δυϊκό τρόπο µε την απόδειξη της Πρότασης (4.1.27). �

Παρατήρηση 4.1.29. Αν η κλάση C είναι ελάχιστα δεξιά προσεγγίσιµη, και M είναι ένα οποιο-
δήποτε αριστερό R-πρότυπο, τότε η αριστερή C-ανάλυση του M

< : ¨ ¨ ¨ ÝÑ C1 ÝÑ C0 ÝÑM ÝÑ 0,

µπορεί να κατασκευαστεί έτσι ώστε οι C0 ÝÑ M , C1 ÝÑ KerpC0 ÝÑ Mq, και Ci`1 ÝÑ

KerpCi ÝÑ Ci`1q για i ě 1, να είναι ελάχιστες δεξιές προσεγγίσεις. Στην περίπτωση αυτή,
το σύµπλοκο < καλείται µια ελάχιστη αριστερή C-ανάλυση (minimal left C-resolution) του
M . Παρόµοια, αν η κλάση C είναι ελάχιστα αριστερά προσεγγίσιµη, τότε µια ελάχιστη δεξιά C-
ανάλυση (minimal right C-resolution) ενός αριστερού R-προτύπου M , µπορεί να κατασκευα-
στεί χρησιµοποιώντας ελάχιστες αριστερές C-προσεγγίσεις.

Κλείνουµε την παρούσα ενότητα µε τα ακόλουθα δύο αποτελέσµατα. Θα παραλείψουµε τις
αποδείξεις αυτών, καθώς προκύπτουν σχετικά παρόµοια µε τα αντίστοιχα αποτελέσµατα του Κε-
ϕαλαίου 3.
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Πρόταση 4.1.30. ΄Εστω f : M ÝÑ M 1 είναι ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων, και
ϑεωρούµε το διάγραµµα

¨ ¨ ¨ // C2

f2

��

// C1

f1

��

// C0

f0

��

// M

f

��

// 0

¨ ¨ ¨ // C 12 // C 11 // C 10 // M 1 // 0

(4.4)

όπου η πρώτη γραµµή του είναι ένα σύµπλοκο µε κάθε Cn P C, και η δεύτερη γραµµή του είναι µια
αριστερή C-ανάλυση του M 1. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Υπάρχουν οµοµορφισµοί fn : Cn ÝÑ C 1n για κάθε n ě 0, έτσι ώστε το διάγραµµα (4.4) να
είναι µεταθετικό, και άρα ο µορφισµός f επάγει έναν µορφισµό συµπλόκων f‚.

2. Αν tgnuně0 είναι µια άλλη οικογένεια οµοµορφισµών έτσι ώστε το διάγραµµα (4.4) να είναι
µεταθετικό, τότε οι επαγόµενοι µορφισµοί συµπλόκων f‚ και g‚ είναι οµοτοπικοί.

Παρατήρηση 4.1.31. Υπάρχει και η δυϊκή εκδοχή της Πρότασης (4.1.30): ΄Εστω f : N ÝÑ N
ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων, και ϑεωρούµε το διάγραµµα

0 // N

f
��

// C0

f0

��

// C1

f1

��

// C2

f2

��

// ¨ ¨ ¨

0 // N // C
0 // C

1 // C
2 // ¨ ¨ ¨

όπου η πρώτη γραµµή του είναι µια δεξιά C-ανάλυση του N , και η δεύτερη γραµµή του είναι ένα
συν-αλυσιδωτό σύµπλοκο µε κάθε C

n
P C. Τότε υπάρχει οικογένεια οµοµορφισµών αριστερών

R-προτύπων tfn : Xn ÝÑ X
n
uně0 έτσι ώστε το προηγούµενο διάγραµµα να είναι µεταθετικό, και

αν tgnuně0 είναι µια άλλη τέτοια οικογένεια, τότε οι επαγόµενοι µορφισµοί συµπλόκων f‚ και g‚
είναι οµοτοπικοί.

Πρόταση 4.1.32. (Horse Shoe Lemma) Υποθέτουµε ότι η κλάση C είναι κλειστή σε πεπερασµένα
ευθέα αθροίσµατα, και ϑεωρούµε ένα σύµπλοκο 0 ÝÑ M 1 ÝÑ M ÝÑ M2 ÝÑ 0 από αριστερά
R-πρότυπα, έτσι ώστε η ακολουθία

0 ÝÑ HomRpC,M
1q ÝÑ HomRpC,Mq ÝÑ HomRpC,M

2q ÝÑ 0,

να είναι ακριβής για κάθε C P C. Αν

¨ ¨ ¨ ÝÑ C 11 ÝÑ C 10 ÝÑM 1 ÝÑ 0 & ¨ ¨ ¨ ÝÑ C21 ÝÑ C20 ÝÑM2 ÝÑ 0,

είναι αριστερές C-αναλύσεις των M 1 και M2 αντίστοιχα, τότε µπορούµε να κατασκευάσουµε το
ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα όπου η δεύτερη στήλη αυτού, είναι µια αριστερή C-ανάλυση του
M :

...

��

...

��

...

��
0 // C 11

��

// C 11 ‘ C
2
1

��

// C21

��

// 0

0 // C 10

��

// C 10 ‘ C
2
0

��

// C20

��

// 0

0 // M 1

��

// M

��

// M2

��

// 0

0 0 0
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Παρατήρηση 4.1.33. Ισχύει και η δυϊκή εκδοχή της Πρότασης (4.1.32), όπου ο συναρτητής
HomRpC,´q αντικαθίσταται µε τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή HomRp´, Cq και οι αριστερές C-
αναλύσεις αντικαθίστανται µε δεξιές C-αναλύσεις.

4.2 Ειδικές Προσεγγίσεις Προτύπων

Σκοπός της παρούσας ενότητας, είναι η µελέτη προσέγγισης προτύπων από τις κλάσεις R-Inj
και R-Proj, όπου η R-Inj συµβολίζει την κλάση όλων των ενέσιµων αριστερών R-προτύπων, και
η R-Proj παριστάνει την κλάση όλων των προβολικών αριστερών R-προτύπων. Πιο ειδικά, στην
ενότητα αυτή ϑα µας απασχολήσουν τα ερωτήµατα:

Για τον τυχόν δακτύλιο µε µονάδα R,

1. είναι η κλάση R-Inj (ελάχιστα) αριστερά ή (ελάχιστα) δεξιά προσεγγίσιµη ;

2. είναι η κλάση R-Proj (ελάχιστα) δεξιά ή (ελάχιστα) αριστερά προσεγγίσιµη ;

Παρατήρηση 4.2.1. Χρησιµοποιώντας την Παρατήρηση (4.1.16), και τον ορισµό των ενέσιµων
R-προτύπων, συµπεραίνουµε ότι µια αριστερή R-Inj-προσέγγιση ενός αριστερού R-προτύπου M ,
είναι ένας µονοµορφισµός f : M ÝÑ E, όπου E είναι ένα ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο. Ως
συνέπεια αυτού, και του γεγονότος ότι κάθε R-πρότυπο µπορεί να εµφυτευθεί σε ένα ενέσιµο
R-πρότυπο, έπεται ότι η κλάση R-Inj είναι αριστερά προσεγγίσιµη.

Ανάλογα, χρησιµοποιώντας την Παρατήρηση (4.1.16), και τον ορισµό των προβολικών R-
προτύπων, διαπιστώνουµε ότι µια δεξιά R-Proj-προσέγγιση ενός αριστερού R-προτύπου M , είναι
ένας επιµορφισµός f : P ÝÑ M , όπου P είναι ένα προβολικό αριστερό R-πρότυπο. Το αποτέ-
λεσµα αυτό, σε συνδυασµό µε το γεγονός ότι κάθε R-πρότυπο είναι η οµοµορφική εικόνα ενός
προβολικού R-προτύπου, µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι η κλάση R-Proj είναι δεξιά προσεγγίσι-
µη.

Λόγω της Παρατήρησης (4.2.1), τίθεται το ερώτηµα αν η κλάση R-Inj είναι ελάχιστα αριστερά
προσεγγίσιµη και αντίστοιχα, αν η κλάση R-Proj είναι ελάχιστα δεξιά προσεγγίσιµη. Πριν να
δώσουµε την απάντηση στο ερώτηµα αυτό, χρειαζόµαστε τους ακόλουθους ορισµούς :

Ορισµός 4.2.2. ΄Εστω M ένα αριστερό R-πρότυπο και N ένα υποπρότυπο του M . Τότε το N
καλείται ουσιώδες (essential) υποπρότυπο του M , αν για κάθε K υποπρότυπο του M έτσι ώστε
K XN “ 0, τότε K “ 0.

Ο ακόλουθος ορισµός οφείλεται στους Eckmann-Schopf.

Ορισµός 4.2.3. ΄Ενα ενέσιµο περίβληµα ή injective hull ενός αριστερού R-προτύπουM , είναι
ένα Ϲεύγος pE, iq, όπου E είναι ένα ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο, και i : M ÝÑ E είναι ένας
µονοµορφισµός, έτσι ώστε η εικόνα Im i, είναι ουσιώδες υποπρότυπο του E.

Παρατήρηση 4.2.4. Για κάθε αριστερό R-προτύπου M , υπάρχει πάντα ένα ενέσιµο περίβληµα
i : M ÝÑ E τουM . Στην περίπτωση αυτή, το E καθορίζεται µοναδικά από τοM µέχρι ισοµορφι-
σµού, και τότε συνήθως, γράφουµε E “ ERpMq. Το αποτέλεσµα αυτό, οφείλεται στους Eckmann
και Schopf, και για περισσότερες λεπτοµέρειες παραπέµπουµε στο [17, Chapter 3].

Στην επόµενη ενότητα έχοντας εισάγει κατάλληλα εργαλεία, ϑα αποδείξουµε το Θεώρηµα των
Eckmann-Schopf, για το οποίο προηγουµένως έγινε λόγος, χρησιµοποιώντας ωστόσο, µια διαφο-
ϱετική προσέγγιση από εκείνη των Eckmann-Schopf.

Η επόµενη πρόταση, συνδέει την ελάχιστη αριστερή R-Inj-προσέγγιση ενός R-προτύπου M ,
µε ένα ενέσιµο περίβληµα του M .

Πρόταση 4.2.5. ΄Εστω E ένα ενέσιµο R-πρότυπο και i : M ÝÑ E ένας οµοµορφισµός αριστερών
R-προτύπων. Τότε ο R-οµοµορφισµός i είναι η ελάχιστη αριστερή R-Inj-προσέγγιση του M , αν και
µόνο αν, ο i είναι ένα ενέσιµο περίβληµα του M .
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Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι ο οµοµορφισµός i : M ÝÑ E είναι η ελάχιστη αριστερήR-Inj-προσέγγι–
ση τουM . Τότε η Παρατήρηση (4.1.16), µας δίνει ότι ο i είναι µονοµορφισµός. Για να αποδείξουµε
λοιπόν ότι ο R-οµοµορφισµός i, είναι ένα ενέσιµο περίβληµα του M , αρκεί να δείξουµε ότι η ει-
κόνα Im i είναι ουσιώδες υποπρότυπο του E. ΄Ετσι, ϑεωρούµε ένα υποπρότυπο K του E, µε
την ιδιότητα K X Im i “ 0. Τότε προφανώς K ` Im i “ K ‘ Im i, δηλαδή, κάθε στοιχείο x του
R-προτύπου K ` Im i, γράφεται στη µορφή x “ k ` ipmq για ένα µοναδικό k P K και για ένα
µοναδικό m PM . Ορίζουµε

f : K ` Im i ÝÑ E, k ` ipmq ÞÝÑ ipmq, @k P K & @m PM.

Λόγω της µοναδικότητας της γραφής κάθε στοιχείου του K` Im i, και του τρόπου που ορίστηκε η
απεικόνιση f , οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι η f είναι ένας καλώς ορισµένοςR-οµοµορφισµός.
Επιπλέον, παρατηρούµε ότι fpKq “ 0. ΄Εστω τώρα j : K ` Im i ÝÑ E, η ϕυσική έγκλειση του
υποπροτύπουK`Im i στοR-πρότυποE. Επειδή το αριστερόR-πρότυποE είναι ενέσιµο, υπάρχει
ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων f 1 : E ÝÑ E έτσι ώστε το διάγραµµα

0 // K ` Im i

f

��

j // E

f 1zz
E

να είναι µεταθετικό. Εύκολα προκύπτει ότι f 1˝i “ i. Συνεπώς, αφού ο οµοµορφισµός i : M ÝÑ E
είναι η ελάχιστη αριστερή R-Inj-προσέγγιση τουM , έπεται ότι ο ενδοµορφισµός f 1 : E ÝÑ E είναι
ένας αυτοµορφισµός του E. ΄Οµως, αν k P K, τότε 0 “ fpkq “ pf 1 ˝ jqpkq “ f 1pjpkqq, δηλαδή
jpkq P Ker f 1 “ 0. ΄Ετσι τελικά, για κάθε k P K έχουµε ότι k P Ker j “ 0, και άρα, ότι K “ 0.
Καταλήγουµε λοιπόν στο συµπέρασµα ότι η εικόνα Im i είναι ουσιώδες υποπρότυπο του E, όπως
επιθυµούσαµε.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι ο οµοµορφισµός i : M ÝÑ E είναι ένα ενέσιµο περίβληµα τουM .
∆ηλαδή, ο i είναι µονοµορφισµός, και η εικόνα Im i είναι ουσιώδες υποπρότυπο του E. Τότε η
Παρατήρηση (4.2.1), µας εξασφαλίζει ότι ο οµοµορφισµός i είναι µια αριστερή R-Inj-προσέγγιση
του M . Για να αποδείξουµε ότι ο i είναι η ελάχιστη αριστερή R-Inj-προσέγγιση του M , χρειάζεται
να δείξουµε ότι ο i είναι αριστερά ελάχιστος. Για το σκοπό αυτό, ϑεωρούµε έναν ενδοµορφισµό
f : E ÝÑ E, µε την ιδιότητα f ˝ i “ i. ΄Εστω e P Ker f , δηλαδή fpeq “ 0. Θεωρούµε τώρα το
υποπρότυπο Im i X Re του E, και ένα τυχαίο στοιχείο x αυτού. Τότε x “ ipmq “ re, για κάποιο
m PM και r P R και επιπλέον,

x “ ipmq “ f ˝ ipmq “ fpreq “ rfpeq “ 0.

΄Αρα, Im iX Re “ 0. Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα αυτό, καθώς και την υπόθεση ότι η εικόνα
Im i είναι ουσιώδες υποπρότυπο του E, οδηγούµαστε στην ισότητα Re “ 0. Τότε έχουµε ότι
0 “ 1Re “ e, και κατ΄ επέκταση, ότι ο ενδοµορφισµός f είναι µονοµορφισµός. ΄Ετσι, το πρώτο
Θεώρηµα ισοµορφισµών για R-πρότυπα, µας δίνει ότι E – fpEq. Επειδή η κλάση R-Inj είναι
κλειστή σε ισοµορφισµούς, παίρνουµε ότι το αριστερό R-πρότυπο fpEq είναι ενέσιµο. Συνεπώς,
από την Πρόταση (3.2.3), υπάρχει ένα υποπρότυπο K του E, έτσι ώστε E “ K ` fpEq και
K X fpEq “ 0. Παρατηρώντας ότι

K X Im i “ K X ipMq “ K X pf ˝ iqpMq Ď K X fpEq “ 0,

και χρησιµοποιώντας ξανά την υπόθεση ότι η εικόνα Im i είναι ουσιώδες υποπρότυπο του E, έπεται
ότι K “ 0. Εποµένως, προκύπτει ότι

E “ K ` fpEq “ 0` fpEq “ fpEq,

δηλαδή, ότι ο µονοµορφισµός f του E είναι και επιµορφισµός. ΄Αρα, ο οµοµορφισµός i είναι
αριστερά ελάχιστος. �
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Είµαστε σε ϑέση τώρα, να απαντήσουµε το πρώτο σκέλος του προηγούµενου ερωτήµατος.

Πόρισµα 4.2.6. Η κλάση R-Inj είναι ελάχιστα αριστερά προσεγγίσιµη (enveloping).

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι µια απλή εφαρµογή της Παρατήρησης (4.2.4) και της Πρότασης
(4.2.5). �

Σε αντιδιαστολή µε την κλάση R-Inj, η κλάση R-Proj είναι λιγότερο οµαλή. ΄Οπως ϑα δούµε
στην συνέχεια, η κλάση R-Proj γενικά, δεν είναι ελάχιστα δεξιά προσεγγίσιµη. Για την απόδειξη
του ισχυρισµού αυτού, χρειαζόµαστε τον ακόλουθο ορισµό, ο οποίος εισήχθη από τον Bass.

Ορισµός 4.2.7. ΄Εστω M ένα αριστερό R-πρότυπο και N ένα υποπρότυπο του M . Τότε το N
καλείται µικρό (small ή superfluous) υποπρότυπο τουM , αν για κάθε K υποπρότυπο τουM έτσι
ώστε K `N “M , τότε K “M .

Ο Bass όρισε και µελέτησε τις προβολικές καλύψεις, κατά δυϊκό τρόπο µε τα ενέσιµα περι-
ϐλήµατα.

Ορισµός 4.2.8. Μια προβολική κάλυψη του αριστερού R-προτύπου M ορίζεται να είναι ένα
Ϲεύγος pP, πq, όπου P είναι ένα προβολικό αριστερό R-πρότυπο και π : P ÝÑM είναι ένας επιµορ-
ϕισµός, έτσι ώστε ο πυρήνας Ker π είναι µικρό υποπρότυπο του P .

Η ακόλουθη πρόταση είναι δυϊκή της Πρότασης (4.2.5), και συνδέει την ελάχιστη δεξιά R-Proj-
προσέγγιση ενός R-προτύπου M , µε µια (Bass) προβολική κάλυψη του M .

Πρόταση 4.2.9. ΄Εστω P ένα προβολικό R-πρότυπο και π : P ÝÑM ένας οµοµορφισµός αριστε-
ϱών R-προτύπων. Τότε ο R-οµοµορφισµός π είναι η ελάχιστη δεξιά R-Proj-προσέγγιση του M , αν
και µόνο αν, ο π είναι µια προβολική κάλυψη του M .

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι ο οµοµορφισµός π : P ÝÑM είναι η ελάχιστη δεξιάR-Proj-προσέγγιση
του M . Τότε η Παρατήρηση (4.1.16), µας δίνει ότι η π είναι επιµορφισµός. Για να αποδείξουµε
ότι η π είναι µια προβολική κάλυψη του M , αρκεί να δείξουµε ότι ο πυρήνας Ker π είναι µικρό
υποπρότυπο του P . ΄Εστω λοιπόν ένα υποπρότυπο L του P , µε την ιδιότητα Ker π ` L “ P .
Θέλουµε να δείξουµε ότι L “ P . Θεωρούµε τη ϕυσική έγκλειση iL : L ÝÑ P του υποπροτύπου
L του P , και τονR-οµοµορφισµό π|L : L ÝÑM έτσι ώστε π˝iL “ π|L. Εύκολα διαπιστώνουµε ότι
ο περιορισµός π|L της π, είναι επίσης επιµορφισµός. Συνεπώς, επειδή το P είναι ένα προβολικό
R-πρότυπο, υπάρχει R-οµοµορφισµός f : P ÝÑ L έτσι ώστε το διάγραµµα

P
f

~~
π

��
L

π|L

// M // 0

να είναι µεταθετικό. ΄Ετσι, λόγω της ισότητας π ˝ iL “ π|L, και λόγω της µεταθετικότητας του
προηγούµενου διαγράµµατος, επάγεται το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

P

π   

f // L

π|L
��

iL // P

π~~
M

από το οποίο έχουµε ότι π ˝ iL ˝ f “ π. Εποµένως, επειδή η π είναι η ελάχιστη δεξιά R-Proj-
προσέγγιση του M , συµπεραίνουµε ότι ο ενδοµορφισµός iL ˝ f : P ÝÑ P είναι ένας αυτοµορφι-
σµός του P . Συνεπώς, ο µονοµορφισµός iL είναι και επιµορφισµός. ΄Αρα, η iL : L ÝÑ P είναι
ένας R-ισοµορφισµός, και κατ΄ επέκταση, L “ P .
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Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι η π : P ÝÑ M είναι µια προβολική κάλυψη του M . ∆ηλαδή, η
π είναι επιµορφισµός και ο πυρήνας Ker π είναι µικρό υποπρότυπο του P . Τότε η Παρατήρηση
(4.2.1), µας εξασφαλίζει ότι η π είναι µια δεξιά R-Proj-προσέγγιση του M . Θεωρούµε έναν
τυχαίο ενδοµορφισµό f : P ÝÑ P µε την ιδιότητα π ˝ f “ π, µε σκοπό να αποδείξουµε ότι ο
οµοµορφισµός π είναι δεξιά ελάχιστος. Παρατηρούµε ότι αν x P P , τότε το x µπορεί να γραφεί
ως x “ x ´ fpxq ` fpxq, µε το στοιχείο x ´ fpxq να ανήκει στον πυρήνα Ker π. ∆ηλαδή, κάθε
στοιχείο του R-προτύπου P ανήκει στο υποπρότυπο Ker π ` fpP q του P . Ως συνέπεια αυτού,
έπεται ότι P “ Ker π ` fpP q, και επιπρόσθετα, αφού ο πυρήνας Ker π είναι µικρό υποπρότυπο
του P , προκύπτει ότι P “ fpP q, δηλαδή, ότι ο f είναι επιµορφισµός. Θεωρούµε τώρα τη σύντοµη
ακριβή ακολουθία

0 ÝÑ Ker f ÝÑ P
f
ÝÑ P ÝÑ 0,

η οποία σύµφωνα µε την Πρόταση (3.2.27), είναι διασπάσιµη. Εποµένως, υπάρχει ενδοµορφισµός
g : P ÝÑ P , ο οποίος πληρεί την ιδιότητα f ˝ g “ IdP . Προφανώς ο g είναι µονοµορφισµός.
Παρατηρούµε ότι αν x P P , τότε το x µπορεί να γραφεί ως x “ x ´ pg ˝ fqpxq ` pg ˝ fqpxq, µε
το στοιχείο x ´ pg ˝ fqpxq να ανήκει στον πυρήνα Ker f . ∆ηλαδή, κάθε στοιχείο του P ανήκει
στο υποπρότυπο Ker f ` gpP q του P , και συνεπώς, καταλήγουµε ότι P “ Ker f ` gpP q. Η
ισότητα π ˝ f “ π επάγει το γεγονός ότι Ker f Ď Ker π. Επιπλέον, εύκολα αποδεικνύεται ότι
ο πυρήνας Ker f είναι µικρό υποπρότυπο του P . ΄Ετσι τελικά, έχουµε ότι gpP q “ P , δηλαδή
ο µονοµορφισµός g είναι και επιµορφισµός. ΄Αρα, ο g είναι ένας αυτοµορφισµός του P , έτσι
ώστε f ˝ g “ IdP ή f “ IdP ˝g

´1. Εποµένως, ο ενδοµορφισµός f του P είναι αυτοµορφισµός,
και κατ΄ επέκταση, ο οµοµορφισµός π είναι δεξιά ελάχιστος. Εξ ορισµού λοιπόν, έπεται ότι ο
οµοµορφισµός π είναι η ελάχιστη δεξιά R-Proj-προσέγγιση του M . �

Ο Bass απέδειξε το ακόλουθο ϑεώρηµα, το οποίο χαρακτηρίζει τους δακτυλίους R για τους
οποίους η κλάση R-Proj είναι ελάχιστη δεξιά προσεγγίσιµη.

Θεώρηµα 4.2.10. Για έναν δακτύλιο R οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναµες :

1. Κάθε αριστερό R-πρότυπο έχει µια προβολική κάλυψη.

2. Κάθε επίπεδο αριστερό R-πρότυπο είναι προβολικό.

3. Κάθε ευθύ όριο από προβολικά αριστερά R-πρότυπα είναι επίσης προβολικό.

4. Ο R ικανοποιεί τη ϕθίνουσα συνθήκη αλυσίδας για κύρια δεξιά ιδεώδη.

Αν ο δακτύλιος R ικανοποιεί τις παραπάνω ισοδύναµες συνθήκες, τότε καλείται αριστερά τέλειος
(left perfect).

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [2, Theorem 28.4]. �

Συνοψίζουµε τα προηγούµενα αποτελέσµατα ως εξής :

• Υπεράνω τυχόντος δακτυλίουR, κάθε αριστερόR-πρότυπο είναι υποπρότυπο ενός µοναδικά
καθορισµένου ελάχιστου ενέσιµου αριστερού R-προτύπου.

• Υπεράνω ενός αριστερά τέλειου δακτυλίου R, κάθε αριστερό R-πρότυπο είναι η οµοµορφική
εικόνα ενός µοναδικά καθορισµένου ελάχιστου προβολικού αριστερού R-προτύπου.

Αν R είναι ένας αριστερά τέλειος δακτύλιος, και R-Flat είναι η κλάση όλων των επίπεδων αρι-
στερών R-προτύπων, τότε το Θεώρηµα (4.2.10), µας εξασφαλίζει ότι η κλάση R-Flat είναι ελάχιστα
δεξιά προσεγγίσιµη. Με ϐάση το αποτέλεσµα αυτό, και µετά την µελέτη ειδικών περιπτώσεων
δακτυλίων υπεράνω των οποίων κάθε πρότυπο µπορεί να προσεγγισθεί µε ελάχιστο τρόπο από
ένα µοναδικά καθορισµένο επίπεδο πρότυπο, ο E. Enochs το 1981, διατύπωσε στο [26] την εικα-
σία της επίπεδης κάλυψης: υπεράνω τυχόντος δακτυλίου R, κάθε πρότυπο έχει ελάχιστη δεξιά
R-Flat-προσέγγιση. Σηµειώνουµε, αν και δε ϑα µας απασχολήσει στην συνέχεια της διατριβής,
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ότι το 2001, η εικασία αποδείχθηκε πλήρως, ταυτόχρονα και ανεξάρτητα, από τους L. Bican, R.
El. Bashir και E. Enochs, δες [15].

Επικεντρωνόµαστε τώρα σε (ελάχιστες) δεξιές R-Inj-προσεγγίσεις και σε (ελάχιστες) αριστερές
R-Proj-προσεγγίσεις προτύπων. Γενικά, η κλάση R-Inj δεν είναι (ελάχιστα) δεξιά προσεγγίσιµη,
και η κλάση R-Proj δεν είναι (ελάχιστα) αριστερά προσεγγίσιµη. ΄Ετσι, η προσοχή µας στρέφεται
στην αναζήτηση δακτυλίων R, υπεράνω των οποίων η κλάση R-Inj είναι ελάχιστα δεξιά προσεγγί-
σιµη, και η κλάση R-Proj είναι ελάχιστα αριστερά προσεγγίσιµη. Με άλλα λόγια, εξετάζουµε τα
ερωτήµατα:

1. Για ποιους δακτυλίους R, η κλάση R-Inj είναι (ελάχιστα) δεξιά προσεγγίσιµη ;

2. Για ποιους δακτυλίους R, η κλάση R-Proj είναι (ελάχιστα) αριστερά προσεγγίσιµη ;

Υπενθυµίζουµε ότι σύµφωνα µε το Θεώρηµα (1.3.17) του Κεφαλαίου 1, ένας δακτύλιος της
Noether χαρακτηρίζεται από το γεγονός ότι κάθε ενέσιµο πρότυπο υπεράνω αυτού, γράφεται
ως ένα ευθύ άθροισµα από µη αναλύσιµα ενέσιµα πρότυπα. Επιπλέον, όπως προκύπτει από
την Παρατήρηση (1.3.18), η κλάση ισοµορφίας των αντιπροσώπων των µη αναλύσιµων ενέσιµων
προτύπων σχηµατίζει ένα σύνολο.

Πρόταση 4.2.11. Για έναν δακτύλιο R, οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναµες :

1. Ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether.

2. Η κλάση R-Inj των ενέσιµων αριστερών R-προτύπων είναι δεξιά προσεγγίσιµη.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι ο R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether, και έστω X “ tEi, | i P Iu
το σύνολο των αντιπροσώπων των κλάσεων ισοµορφίας των µη-αναλύσιµων ενέσιµων αριστερών
R-προτύπων. Τότε κάθε ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο γράφεται ως ένα ευθύ άθροισµα προτύπων
από την οικογένεια των Ei P X. Εποµένως, για ένα αριστερό R-πρότυπο M , ένας οµοµορφισµός
αριστερών R-προτύπων φ : E ÝÑM όπου E είναι ένα ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο, ϑα είναι µια
δεξιά R-Inj-προσέγγιση του M , αν για κάθε οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων φi : Ei ÝÑ M
για i P I και για Ei P X, υπάρχει οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων κi : Ei ÝÑ E για i P I,
έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα

Ei
Dκi

~~
@φi
��

E
φ
// M

να είναι µεταθετικό. Για Ei P X, ϑέτουµε Yi “ HomRpEi,Mq για κάθε i P I, και ϑεωρούµε το
ευθύ άθροισµα από Yi κόπιες του Ei, E

pYiq
i . Για κάθε i P I, ορίζουµε οµοµορφισµό αριστερών

R-προτύπων
gi : E

pYiq
i ÝÑM, peiφiqφiPYi ÞÝÑ

ÿ

φiPYi

φipe
i
φiq.

Τότε κάθε οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων φi : Ei ÝÑ M για i P I, παραγοντοποιείται ως
το µεταθετικό διάγραµµα:

Ei
Dκi

}}
@φi

��
E
pYiq
i gi

// M

όπου ο οµοµορφισµός κi για i P I, απεικονίζει το Ei στην φi συνιστώσα του E
pYiq
i . Θέτουµε

E “ ‘EiPXE
pYiq
i , και έστω tλEi : E

pYiq
i ÝÑ EuEiPX η οικογένεια των κανονικών εγκλείσεων.

Τότε, επειδή ο R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether, έπεται ότι το R-πρότυπο E είναι ενέσιµο.
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Από την καθολική ιδιότητα του ευθέος αθροίσµατος, υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός αριστερών
R-προτύπων φ : E ÝÑM , έτσι ώστε το διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

E
pYiq
i

@gi

��

λEi // E

D!φ}}
M

Αν φi : Ei ÝÑ M για i P I είναι ένας οποιοσδήποτε οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων, τότε
ϑέτοντας ρi “ λEi ˝ κi για κάθε Ei P X, επάγεται το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

Ei
Dρi

~~
@φi
��

E
φ
// M.

Συνεπώς, ο οµοµορφισµός φ είναι µια δεξιά R-Inj-προσέγγιση του M , και άρα, η κλάση R-Inj
είναι δεξιά προσεγγίσιµη.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι κάθε αριστερό R-πρότυπο έχει µια δεξιά R-Inj-προσέγγιση. Για
να αποδείξουµε ότι ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether, αρκεί να δείξουµε ότι το
ευθύ άθροισµα από ενέσιµα αριστερά R-πρότυπα, είναι επίσης ένα ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο.
΄Εστω λοιπόν pEiqiPI µία οικογένεια από ενέσιµα αριστερά R-πρότυπα. Η υπόθεση µας δίνει µια
δεξιά R-Inj-προσέγγιση φ : E ÝÑ ‘iPIEi του ‘iPIEi. Επειδή κάθε Ei για i P I είναι ενέσιµο, και
φ είναι µια R-Inj-προσέγγιση του ‘iPIEi, υπάρχει ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων
fi : Ei ÝÑ E για i P I, έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

Ei
Dfi

||
ki

��
E

φ
// ‘iPIEi

όπου ki είναι η κανονική έγκλειση για κάθε i P I. Τότε από την καθολική ιδιότητα του ευθέος
αθροίσµατος, για κάθε i P I, παίρνουµε το µεταθετικό διάγραµµα:

Ei

fi
��

ki // ‘Ei

D!µ||
E

Η µεταθετικότητα των δύο προηγούµενων διαγραµµάτων, µας εξασφαλίζει ότι ο µ είναι ο µοναδικός
οµοµορφισµός τέτοιος ώστε

fi “ µ ˝ ki “ µ ˝ φ ˝ fi,

για κάθε i P I. Εποµένως, έπεται ότι µ ˝ φ “ IdE , και κατ΄ επέκταση, ότι ο µ είναι διασπάσιµος
επιµορφισµός. ΄Αρα, το αριστερόR-πρότυπο‘Ei είναι ενέσιµο, ως ευθύς προσθετέος του ενέσιµου
αριστερού R-προτύπου E. �

Μια ισχυρότερη εκδοχή της Πρότασης (4.2.11), είναι το ακόλουθο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 4.2.12. Ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether, αν και µόνο αν, η κλάση
R-Inj των ενέσιµων αριστερών R-προτύπων είναι ελάχιστα δεξιά προσεγγίσιµη.
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Απόδειξη. Αν ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether, τότε το Θεώρηµα (3.2.16) µας
εξασφαλίζει ότι η κλάση R-Inj είναι κλειστή στα ευθέα όρια. Επιπλέον, η Πρόταση (4.2.11) µας
δίνει ότι η κλάση R-Inj είναι δεξιά προσεγγίσιµη. Συνεπώς, έπεται ότι η κλάση R-Inj είναι ελάχιστα
δεξιά προσεγγίσιµη, δες Θεώρηµα (4.3.7). Αν η κλάση R-Inj είναι ελάχιστα δεξιά προσεγγίσιµη,
τότε προφανώς είναι και δεξιά προσεγγίσιµη. Χρησιµοποιώντας λοιπόν την Πρόταση (4.2.11),
παίρνουµε ότι ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether. �

Πριν χαρακτηρίσουµε τους δακτυλίους για τους οποίους η κλάση των προβολικών προτύπων
είναι ελάχιστα αριστερά προσεγγίσιµη, χρειαζόµαστε τον ακόλουθο ορισµό.

Ορισµός 4.2.13. ΄Ενας δακτύλιος R καλείται αριστερά συναφής (left coherent), αν κάθε
πεπερασµένα παραγόµενο αριστερό ιδεώδες του R είναι πεπερασµένα παραστάσιµο.

Ανάλογα ορίζεται ένας δακτύλιος δεξιά συναφής (right coherent).

Παρατήρηση 4.2.14. Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι υπεράνω ενός αριστερού δακτυλίου της
Noether R, οι έννοιες «πεπερασµένα παραγόµενο αριστερό R-πρότυπο» και «πεπερασµένα παρα-
στάσιµο αριστερό R-πρότυπο» είναι ισοδύναµες, έπεται ότι κάθε αριστερός δακτύλιος της Noether
είναι αριστερά συναφής.

Πρόταση 4.2.15. Η κλάση R-Proj των προβολικών αριστερών R-προτύπων είναι (ελάχιστα) αρι-
στερά προσεγγίσιµη, αν και µόνο αν, ο δακτύλιος R είναι αριστερά τέλειος και δεξιά συναφής.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [5, Proposition 3.5]. �

Ορισµός 4.2.16. ΄Ενας δακτύλιος R καλείται αριστερός (δεξιός) δακτύλιος του Artin (left
(right) artinian ring), αν κάθε ϕθίνουσα αλυσίδα αριστερών (δεξιών) ιδεωδών του R σταµατά.

Καλούµε έναν αριστερό και δεξιό δακτύλιο δακτύλιο του Artin, δακτύλιο του Artin.

Για τους δακτύλιους του Artin ισχύει το ακόλουθο Θεώρηµα, το οποίο προκύπτει από τα Θεω-
ϱήµατα (4.2.10), (4.2.11), (4.2.12), και ένα αποτέλεσµα του Stenstrom [55, Proposition VIII.5.1].

Θεώρηµα 4.2.17. ΄Ενας δακτύλιος R είναι δεξιός δακτύλιος του Artin αν και µόνον αν η κλάση
R-Proj των προβολικών αριστερώνR-προτύπων είναι (ελάχιστα) αριστερά προσεγγίσιµη και η κλάση
Inj-R των ενέσιµων δεξιών R-προτύπων είναι (ελάχιστα) δεξιά προσεγγίσιµη.

Εποµένως ο δακτύλιος R είναι (δεξιός και αριστερός) δακτύλιος του Artin αν και µόνον αν οι
κλάσεις προτύπων

R-Proj, R-Inj, Proj-R, Inj-R

είναι (ελάχιστα) δεξιά και αριστερά προσεγγίσιµες.

Ως συνέπεια έχουµε το ακόλουθο Πόρισµα του Chase [18, Theorem 3.4].

Πόρισµα 4.2.18. Αν R είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος, τότε η κλάση R-Proj είναι (ελάχιστα)
αριστερά προσεγγίσιµη, αν και µόνο αν, ο R είναι δακτύλιος του Artin.

Συνοψίζοντας, στην παρούσα ενότητα είδαµε ότι :

• Η κλάση R-Inj των ενέσιµων αριστερών R-προτύπων είναι ελάχιστη αριστερά προσεγγίσιµη
(enveloping).

• Η κλάση R-Inj των ενέσιµων αριστερών R-προτύπων είναι ελάχιστα δεξιά προσεγγίσιµη
(covering), αν και µόνο αν, ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether.

• Η κλάσηR-Proj των προβολικών αριστερώνR-προτύπων είναι δεξιά προσεγγίσιµη (precover–
ing).

• Η κλάση R-Proj των προβολικών αριστερών R-προτύπων είναι ελάχιστα δεξιά προσεγγίσιµη
(covering), αν και µόνο αν, ο δακτύλιος R είναι αριστερά τέλειος.
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• Η κλάση R-Proj των προβολικών αριστερών R-προτύπων είναι ελάχιστα αριστερά προσεγγί-
σιµη (enveloping), αν και µόνο αν, ο δακτύλιος R είναι αριστερά τέλειος και δεξιά συναφής.

• Για έναν µεταθετκό δακτύλιο R, η κλάση R-Proj των προβολικών αριστερών R-προτύπων
είναι ελάχιστα αριστερά προσεγγίσιµη (enveloping), αν και µόνο αν, ο δακτύλιος R είναι
δακτύλιος του Artin.

• Ο δακτύλιος R είναι (δεξιός και αριστερός) δακτύλιος του Artin αν και µόνον αν οι κλάσεις
προτύπων R-Proj, R-Inj, Proj-R και Inj-R είναι (ελάχιστα) δεξιά και αριστερά προσεγγίσιµες.

4.3 Θεµελιώδη Θεωρήµατα

Θεωρώντας έναν προσεταιριστικό δακτύλιο µε µονάδα R, και µια κλάση αριστερών R-προτύπων
C, ένα ενδιαφέρον ερώτηµα το οποίο ανακύπτει, είναι αν η κλάση αυτή, είναι ελάχιστα αριστερά
ή ελάχιστα δεξιά προσεγγίσιµη. ΄Οπως έχουµε ήδη διαπιστώσει, η ύπαρξη ελάχιστων αριστερών
ή ελάχιστων δεξιών C-προσεγγίσεων εξαρτάται από τη δοµή της κλάσης C. Στην ενότητα αυτή,
διατυπώνουµε ικανές συνθήκες οι οποίες µας εξασφαλίζουν την ύπαρξη ελάχιστων προσεγγίσεων,
χρησιµοποιώντας την έννοια του Ext-γεννήτορα ως ϐασικό εργαλείο.

Από τώρα και στο εξής, συµβολίζουµε µε C µια κλάση από αριστερά R-πρότυπα.

Ορισµός 4.3.1. ΄Εστω M ένα αριστερό R-πρότυπο. Μία επέκταση

0 ÝÑM ÝÑ G ÝÑ C ÝÑ 0,

µε C P C καλείται Ext-γεννήτορας για την κλάση επεκτάσεων ExtpC,Mq, αν για κάθε επέκταση

0 ÝÑM ÝÑ G1 ÝÑ C 1 ÝÑ 0

µε C 1 P C, υπάρχουν R-οµοµορφισµοί f : G1 ÝÑ G και g : C 1 ÝÑ C, έτσι ώστε το διάγραµµα

0 // M // G1 //

f

��

C 1 //

g

��

0

0 // M // G // C // 0

να είναι µεταθετικό.

Επιπλέον, ένας Ext-γεννήτορας για την κλάση επεκτάσεων ExtpC,Mq καλείται ελάχιστος, αν
κάθε µεταθετικό διάγραµµα της µορφής :

0 // M // G //

f

��

C //

g

��

0

0 // M // G // C // 0

µπορεί να συµπληρωθεί µόνο από αυτοµορφισµούς.

Παρατήρηση 4.3.2. Αν 0 ÝÑ M ÝÑ G ÝÑ C ÝÑ 0 είναι ένας Ext-γεννήτορας για την κλάση
επεκτάσεων ExtpC,Mq και

0 // M // G //

f

��

C //

g

��

0

0 // M // G1 // C 1 // 0

είναι ένα µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές καιC 1 P C, τότε η δεύτερη γραµµή του προη-
γούµενου διαγράµµατος είναι επίσης ένας Ext-γεννήτορας για την κλάση επεκτάσεων ExtpC,Mq.
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Παράδειγµα 4.3.3. Αν M “ R-Mod είναι η κατηγορία των αριστερών R-προτύπων, και M είναι
ένα αριστερό R-πρότυπο, τότε οποιαδήποτε σύντοµη ακριβής ακολουθία

0 ÝÑM ÝÑ E ÝÑ C ÝÑ 0,

όπου E είναι ένα ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο, επάγει έναν Ext-γεννήτορας για την κλάση επε-
κτάσεων ExtpM,Mq. Στην περίπτωση στην οποία ο R-οµοµορφισµός M ÝÑ E είναι η ελάχιστη
αριστερή ενέσιµη προσέγγιση του M , τότε ο Ext-γεννήτορας 0 ÝÑ M ÝÑ E ÝÑ C ÝÑ 0 είναι
ελάχιστος για την κλάση επεκτάσεων ExtpM,Mq.

Είναι σηµαντικό να γνωρίζουµε πότε υπάρχει ένας Ext-γεννήτορας και πότε ένας ελάχιστος
Ext-γεννήτορας, για µια δοθείσα κλάση J από R-πρότυπα και για ένα δοθέν R-πρότυπο M . Ο
λόγος, όπως ϑα διαπιστώσουµε και στη συνέχεια, είναι ότι η ύπαρξη ενός Ext-γεννήτορα για την
κλάση επεκτάσεων ExtpJ ,Mq συνδέεται µε την ύπαρξη µιας αριστερής J K1-προσέγγισης τουM ,
ενώ η η ύπαρξη ενός ελάχιστου Ext-γεννήτορα για την κλάση επεκτάσεων ExtpJ ,Mq συνδέεται
µε την ύπαρξη µιας ελάχιστης αριστερής J K1-προσέγγισης του M .

Πρόταση 4.3.4. Υποθέτουµε ότι η κλάση C είναι κλειστή στις επεκτάσεις, και ότι η επέκταση

0 ÝÑ M
α
ÝÑ B

β
ÝÑ C ÝÑ 0 είναι ένας ελάχιστος Ext-γεννήτορας για την κλάση επεκτάσεων

ExtpC,Mq. Τότε B P CK1.

Απόδειξη. Θεωρούµε ένα τυχαίο στοιχείο C 1 της κλάσης C, µε σκοπό να αποδείξουµε ότι το R-
πρότυπο B είναι στοιχείο της κλάσης CK1. Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι Ext1RpC 1, Bq “ 0, ή
ισοδύναµα, ότι κάθε επέκταση

0 ÝÑ B
k
ÝÑ X

h
ÝÑ C 1 ÝÑ 0, (4.5)

του B από το C 1, διασπάται. Θεωρώντας τώρα το pushout P του διαγράµµατος :

B
β //

k
��

C

π

��
X

ρ // P

οδηγούµαστε, χρησιµοποιώντας την Πρόταση (1.2.57), στην ύπαρξη µοναδικών R-οµοµορφισµών,
j : M ÝÑ X και δ : P ÝÑ C 1, έτσι ώστε το διάγραµµα

0

��

0

��
0 // M

α // B
β //

k
��

C

π

��

// 0

0 // M
j // X

ρ //

h
��

P //

δ
��

0

C 1

��

C 1

��
0 0

να είναι µεταθετικό µε ακριβείς γραµµές και στήλες. Επειδή η κλάση C είναι κλειστή στις επε-
κτάσεις και C,C ΄ ανήκουν στην C, από τη δεύτερη γραµµή του προηγούµενου διαγράµµατος,
συµπεραίνουµε ότι το πρότυπο P ανήκει επίσης στην κλάση C. Επιπλέον, αφού η επέκταση
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0 ÝÑ M
α
ÝÑ B

β
ÝÑ C ÝÑ 0 είναι ένας (ελάχιστος) Ext-γεννήτορας για την κλάση επεκτάσεων

ExtpC,Mq, υπάρχουν R-οµοµορφισµοί, g : X ÝÑ B και l : P ÝÑ C, οι οποίοι συµπληρώνουν
το µεταθετικό διάγραµµα:

0 // M // X //

g

��

P //

l
��

0

0 // M // B // C // 0

Ως συνέπεια της ελαχιστότητας του Ext-γεννήτορα, έπεται ότι οι ενδοµορφισµοί g ˝k και l˝π είναι
αυτοµορφισµοί των B και C, αντίστοιχα. Συνεπώς, η ακριβής ακολουθία (4.5) είναι διασπάσιµη,
ως αριστερά διασπάσιµη. �

΄Οταν υπάρχουν Ext-γεννήτορες για µια κλάση από R-πρότυπα και για ένα R-πρότυπο, τότε
η προσοχή µας στρέφεται στην προσπάθεια εύρεσης ενός ελάχιστου Ext-γεννήτορα. Το ϑεώρηµα
που ακολουθεί, µας εξασφαλίζει ότι αν η υποκείµενη κλάση προτύπων είναι κλειστή σε ευθέα
όρια, και υπάρχει Ext-γεννήτορας, τότε υπάρχει επίσης ελάχιστος Ext-γεννήτορας.

Θεώρηµα 4.3.5. Υποθέτουµε ότι η κλάση C είναι κλειστή σε ευθέα όρια. Τότε για οποιοδήποτε
αριστερό R-πρότυπο M , αν υπάρχει ένας Ext-γεννήτορας για την κλάση επεκτάσεων ExtpC,Mq,
τότε υπάρχει και ένας ελάχιστος Ext-γεννήτορας για την κλάση επεκτάσεων ExtpC,Mq.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [59, Theorem 2.2.2] �

Προηγουµένως, είδαµε ότι η ιδιότητα µια κλάση C να είναι κλειστή σε ευθέα όρια, είναι
χρήσιµη στην εύρεση ελάχιστων Ext-γεννητόρων. Τώρα ϑα διαπιστώσουµε ότι η ιδιότητα αυτή,
είναι επίσης χρήσιµη στην εύρεση ελάχιστων αριστερών προσεγγίσεων. Το ακόλουθο ϑεώρηµα
πιστοποιεί το γεγονός αυτό, και αναφέρεται στην σύνδεση που υφίσταται ανάµεσα σε ελάχιστους
Ext-γεννήτορες και σε ελάχιστες αριστερές προσεγγίσεις.

Θεώρηµα 4.3.6. Υποθέτουµε ότι η κλάση C είναι κλειστή στις επεκτάσεις, καθώς και σε ευθέα όρια.
Αν για οποιοδήποτε αριστερό R-πρότυπο M , υπάρχει Ext-γεννήτορας για την κλάση επεκτάσεων
ExtpC,Mq, τότε υπάρχει ελάχιστη αριστερή προσέγγιση του M από την κλάση CK1.

Απόδειξη. Θεωρούµε ένα αριστερό R-πρότυπο M . Επειδή υπάρχει ένας Ext-γεννήτορας για την
κλάση επεκτάσεων ExtpC,Mq, από το Θεώρηµα (4.3.5) έπεται ότι υπάρχει ένας ελάχιστος Ext-
γεννήτορας για την κλάση επεκτάσεων ExtpC,Mq:

0 ÝÑM
i
ÝÑ B

k
ÝÑ C ÝÑ 0, (4.6)

Τότε η Πρόταση (4.3.4) µας δίνει ότι στην ακριβή ακολουθία (4.6) το πρότυπο B είναι στοιχείο
της κλάσης CK1. Θα δείξουµε ότι ο R-οµοµορφισµός i : M ÝÑ B είναι η ελάχιστη αριστερή CK1-
προσέγγιση του M . Για το σκοπό αυτό, ϑεωρούµε ένα στοιχείο E της κλάσης CK1. Εφαρµόζοντας
τώρα, τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή HomRp´, Eq στην ακολουθία (4.6), επάγεται µια µακρά
ακριβής ακολουθία αβελιανών οµάδων, µέρος της οποίας είναι η ακριβής ακολουθία :

0 ÝÑ HomRpC,Eq
k‹
ÝÑ HomRpB,Eq

i‹
ÝÑ HomRpM,Eq ÝÑ Ext1RpC,Eq.

Επειδή C P C και E P CK1, έπεται ότι Ext1RpC,Eq “ 0. Συνεπώς, ο R-οµοµορφισµός i είναι
µια αριστερή προσέγγιση του M από την κλάση CK1. Επιπλέον, αφού η ακολουθία (4.6) είναι
ένας ελάχιστος Ext-γεννήτορας για την κλάση επεκτάσεων ExtpC,Mq, συµπεραίνουµε ότι ο R-
οµοµορφισµός i : M ÝÑ B είναι η CK1-ελάχιστη αριστερή προσέγγιση του M . �

Θεώρηµα 4.3.7. Υποθέτουµε ότι η κλάση C είναι κλειστή σε ευθέα όρια και ϑεωρούµε M ένα
αριστερό R-πρότυπο. Αν υπάρχει µια δεξιά C-προσέγγιση του M , τότε υπάρχει ελάχιστη δεξιά
C-προσέγγιση του M .
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Απόδειξη. Η απόδειξη γίνεται κατά παρόµοιο τρόπο µε την απόδειξη του Θεωρήµατος (4.3.5). �

Στην προηγούµενη ενότητα αποδείξαµε ότι η κλάσηR-Inj των ενέσιµων αριστερώνR-προτύπων,
είναι ελάχιστη αριστερά προσεγγίσιµη για κάθε δακτύλιο µε µονάδα R. Για την απόδειξη αυτού,
ϐασιστήκαµε στο Θεώρηµα των Eckmann-Schopf, καθώς και στην πρόταση εκείνη, η οποία µας
εξασφάλιζε ότι η ύπαρξη ενός Eckmann-Schopf ενέσιµου περιβλήµατος είναι ισοδύναµη µε την
ύπαρξη µιας ελάχιστης αριστερής R-Inj-προσέγγισης. Κλείνοντας την παρούσα ενότητα, αποδει-
κνύουµε εκ νέου ότι η κλάση R-Inj είναι ελάχιστη αριστερά προσεγγίσιµη, χρησιµοποιώντας αυτή
τη ϕορά τα προηγούµενα ϑεµελιώδη αποτελέσµατα. ΄Ετσι, λόγω της Πρότασης (4.2.5), η απόδει-
ξη της ακόλουθης πρότασης είναι µια εναλλακτική απόδειξη του Θεωρήµατος των Eckmann και
Schopf.

Πρόταση 4.3.8. Η κλάση R-Inj των ενέσιµων αριστερών R-προτύπων, είναι ελάχιστη αριστερά
προσεγγίσιµη.

Απόδειξη. Θεωρούµε την κατηγορία R-Mod των αριστερών R-προτύπων. Τότε λόγω της ισοδυνα-
µίας

M P R-Inj ðñ Ext1RpN,Mq “ 0, @N P R-Mod,

συµπεραίνουµε ότι R-Inj “ R-ModK1. Για κάθε αριστερό R-πρότυποM , διαλέγουµε µια σύντοµη
ακριβή ακολουθία

0 ÝÑM ÝÑ E ÝÑ C ÝÑ 0,

όπου E P R-Inj και C P R-Mod. Η ύπαρξη µιας ακολουθίας µε την συγκεκριµένη µορφή, είναι
συνέπεια του Θεωρήµατος (3.2.12). Το Παράδειγµα (4.3.3), µας δίνει ότι η προηγούµενη ακριβής
ακολουθία επάγει έναν Ext-γεννήτορα για την κλάση επεκτάσεων ExtpR-Mod,Mq. Συνεπώς, αν
ϑέσουµε C “ R-Mod στο Θεώρηµα (4.3.6), τότε ικανοποιούνται οι υποθέσεις αυτού, και άρα,
έπεται ότι η κλάση R-Inj είναι ελάχιστη αριστερά προσεγγίσιµη. �

4.4 Συστρεπτικά Ζεύγη Και Ελάχιστες Προσεγγίσεις

Στην παρούσα ενότητα, αρχικά παρουσιάζουµε την έννοια του συστρεπτικού Ϲεύγους ή της συ-
στρεπτικής ϑεωρίας για κατηγορίες προτύπων υπεράνω προσεταιριστικών δακτυλίων µε µονάδα,
και µελετάµε ϐασικές ιδιότητες. Ας σηµειώσουµε ότι ο όρος «συστρεπτικό Ϲεύγος» εισήχθη το 1979
από τον Luigi Salce, στα πλαίσια της κατηγορίας των αβελιανών οµάδων. Στη συνέχεια της ενό-
τητας αυτής, επικεντρωνόµαστε σε προσεγγίσεις προτύπων, οι οποίες επάγονται από την ύπαρξη
συστρεπτικών Ϲευγών για κατηγορίες προτύπων υπεράνω προσεταιριστικών δακτυλίων µε µονάδα.

Υπενθυµίζουµε ότι µε R συµβολίζουµε έναν προσεταιριστικό δακτύλιο µε µονάδα.

Ορισµός 4.4.1. ΄Εστω F και C δύο κλάσεις από αριστερά R-πρότυπα. Το Ϲεύγος pF , Cq καλείται
συστρεπτικό Ϲεύγος (cotorsion pair) για την κατηγορία R-Mod των αριστερών R-προτύπων, αν
FK1 “ C και 1KC “ F .

Σχόλιο 4.4.2. Αν pF , Cq είναι ένα συστρεπτικό Ϲεύγος για την κατηγορία R-Mod, τότε η κλάση
K “ F X C καλείται ο πυρήνας του συστρεπτικού Ϲεύγους pF , Cq, και επιπλέον, κάθε στοιχείο K
του πυρήνα ικανοποιεί τη σχέση Ext1RpK,Kq “ 0.

Από τώρα και στο εξής µε F και C συµβολίζουµε δύο κλάσεις από αριστερά R-πρότυπα,
και καλούµε, χάριν απλότητας, το συστρεπτικό Ϲεύγος pF , Cq για την κατηγορία R-Mod απλά,
συστρεπτικό Ϲεύγος.

Ορισµός 4.4.3. Μία κλάση προτύπωνD λέµε ότιπαράγει (generate) το συστρεπτικό Ϲεύγος pF , Cq,
αν 1KD “ F , ενώ µία κλάση προτύπων G λέµε ότι συµπαράγει (cogenerate) το συστρεπτικό Ϲεύγος
pF , Cq, αν GK1 “ C.
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Παρατήρηση 4.4.4. Αν η κλάση D παράγει το συστρεπτικό Ϲεύγος pF , Cq, τότε D Ď C, αφού χρη-
σιµοποιώντας την Παρατήρηση (4.1.18) και τον ορισµό του συστρεπτικού Ϲεύγους, παίρνουµε ότι
D Ď p1KDqK1 “ FK1 “ C. Οµοίως, αν η κλάση G συµπαράγει το συστρεπτικό Ϲεύγος pF , Cq, τότε
G Ď F . Συνεπώς, αν το Ϲεύγος pF , Cq είναι συστρεπτικό Ϲεύγος, τότε το Ϲεύγος αυτό, συµπαράγεται
και παράγεται πάντα από τις κλάσεις F και C, αντίστοιχα. Ωστόσο ας αναφέρουµε, χωρίς περαι-
τέρω ανάλυση, ότι είναι σηµαντικό να µελετάµε πότε ένα συστρεπτικό Ϲεύγος συµπαράγεται από
ένα σύνολο R-προτύπων, καθώς η ύπαρξη ενός συνόλου R-προτύπων έτσι ώστε το σύνολο αυτό να
συµπαράγει ένα συστρεπτικό Ϲεύγος, επάγει την ύπαρξη δεξιών και αριστερών προσεγγίσεων.

Πριν περάσουµε σε παραδείγµατα συστρεπτικών Ϲευγών, ας παραθέσουµε τον ακόλουθο χρή-
σιµο ορισµό:

Ορισµός 4.4.5. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο C καλείται συστρεπτικό πρότυπο (cotorsion mo-
dule), αν ικανοποιεί τη σχέση

Ext1RpM,Cq “ 0,

για κάθε επίπεδο αριστερό R-πρότυπο M .

Με άλλα λόγια, αν R-Flat είναι η κλάση όλων των επίπεδων αριστερών R-προτύπων, τότε ένα
αριστερό R-πρότυπο C είναι συστρεπτικό πρότυπο, όταν C P pR-FlatqK1.

Παράδειγµα 4.4.6. 1. Αν συµβολίσουµε µε C µια οποιαδήποτε κλάση από αριστεράR-πρότυπα,
τότε η Παρατήρηση (4.1.18), µας δίνει ότι τα Ϲεύγη

pKpCKq, CKq & pKC, pKCqKq,

είναι συστρεπτικά Ϲεύγη. Τα Ϲεύγη αυτά, καλούνται τα συστρεπτικά Ϲεύγη που συµπαρά-
γονται και παράγονται αντίστοιχα, από την κλάση C.

2. Αν συµβολίσουµε µε R-Proj την κλάση των προβολικών αριστερών R-προτύπων, και µε R-Inj
την κλάση των ενέσιµων αριστερών R-προτύπων, τότε τα Ϲεύγη

pR-Proj, R-Modq & pR-Mod, R-Injq,

είναι συστρεπτικά Ϲεύγη, και καλούνται µάλιστα, τετριµµένα. Πράγµατι, η απόδειξη του
ισχυρισµού αυτού έγκειται στις ακόλουθες δύο ισοδυναµίες :

(α΄) M P R-Proj ðñ Ext1RpM,Nq “ 0, @N P R-Mod.

(ϐ΄) M P R-Inj ðñ Ext1RpN,Mq “ 0, @N P R-Mod.

Επιπλέον, ας σηµειώσουµε ότι το συστρεπτικό Ϲεύγος pR-Mod, R-Injq συµπαράγεται από το
σύνολο

J “ tR{I P R-Mod | I είναι ένα αριστερό ιδεώδες τουRu,

και παράγεται από την κλάση R-Inj.

3. Αν συµβολίσουµε µε R-Flat την κλάση των επίπεδων αριστερών R-προτύπων, και µε R-Cotor
την κλάση των συστρεπτικών αριστερών R-προτύπων, τότε το Ϲεύγος

pR-Flat, R-Cotorq,

είναι συστρεπτικό Ϲεύγος, και καλείται µάλιστα, το συστρεπτικό Ϲεύγος του Enochs. Για
την απόδειξη του αποτελέσµατος αυτού, ϐλέπε [27, Lemma 7.1.4].

Στην συνέχεια, παρουσιάζουµε ϐασικές ιδιότητες ενός συστρεπτικού Ϲεύγους για την κατηγορία
των αριστερών R-προτύπων.

Πρόταση 4.4.7. ΄Εστω pF , Cq ένα συστρεπτικό Ϲεύγος. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:
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1. Οι κλάσεις F και C είναι κλειστές στις επεκτάσεις και στους ευθείς προσθετέους.

2. Η κλάση των προβολικών αριστερών R-προτύπων περιέχεται στην κλάση F , ενώ η κλάση των
ενέσιµων αριστερών R-προτύπων περιέχεται στην κλάση C.

3. Η κλάση F είναι κλειστή σε τυχαία ευθέα αθροίσµατα, ενώ η κλάση C είναι κλειστή σε τυχαία
ευθέα γινόµενα.

4. Αν το συστρεπτικό Ϲεύγος pF , Cq παράγεται από ένα σύνολο X, τότε το pF , Cq παράγεται από
το R-πρότυπο

ś

MPXM . Αναλόγως, αν το συστρεπτικό Ϲεύγος pF , Cq συµπαράγεται από ένα
σύνολο X, τότε το pF , Cq συµπαράγεται από το R-πρότυπο ‘MPXM .

Απόδειξη. Η απόδειξη των 1), 2) και 4) είναι ιδιαίτερα απλή, και για αυτό το λόγο την παραλεί-
πουµε. Το 3) προκύπτει χρησιµοποιώντας τους ϕυσικούς R-ισοµοµορφισµούς :

ź

iPI

Ext1RpFi, Nq – Ext1Rp
à

iPI

Fi, Nq & Ext1RpM,
ź

iPI
Ciq –

ź

iPI

Ext1R, pM,Ciq.

Για την απόδειξη των προηγούµενων ισοµορφισµών, ϐλέπε [16]. �

Η προσοχή µας τώρα στρέφεται σε προσεγγίσεις προτύπων οι οποίες επάγονται από συστρε-
πτικά Ϲεύγη. Ως άµεση συνέπεια του Λήµµατος του Wakamatsu, παίρνουµε ότι :

Πόρισµα 4.4.8. ΄Εστω pF , Cq ένα συστρεπτικό Ϲεύγος (για την κατηγορία R-Mod).

1. Αν η κλάση F είναι ελάχιστη δεξιά προσεγγίσιµη, τότε η F είναι δεξιά ειδικά προσεγγίσιµη.

2. Αν η κλάση C είναι ελάχιστη αριστερά προσεγγίσιµη, τότε η C είναι αριστερά ειδικά προσεγγί-
σιµη.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι η κλάση F είναι ελάχιστα δεξιά προσεγγίσιµη, και έστωM ένα αριστερό
R-πρότυπο. Τότε εξ ορισµού, υπάρχει ελάχιστη δεξιά F-προσέγγιση f : F ÝÑ M του M . Η
Πρόταση (4.4.7), µας εξασφαλίζει ότι η κλάση F είναι κλειστή στις επεκτάσεις, και ότι η F
περιέχει όλα τα προβολικά αριστερά R-πρότυπα. Συνεπώς, η Παρατήρηση (4.1.16) µας δίνει
ότι η f είναι επιµορφισµός. ΄Ετσι τελικά, χρησιµοποιώντας το Λήµµα του Wakamatsu, έχουµε
ότι η ελάχιστη δεξιά F-προσέγγιση f του M , είναι ειδική. ΄Αρα, έπεται ότι η κλάση F είναι δεξιά
ειδικά προσεγγίσιµη. Παρόµοια αποδεικνύεται και το δεύτερο σκέλος του λήµµατος. �

Το επόµενο λήµµα είναι γνωστό ως Λήµµα του Salce, και πιστοποιεί το γεγονός ότι η κλάση F
είναι ειδικά δεξιά προσεγγίσιµη, αν και µόνο αν, η κλάση C είναι ειδικά αριστερά προσεγγίσιµη,
όταν το Ϲεύγος pF , Cq είναι συστρεπτικό για την κατηγορία R-Mod.

Λήµµα 4.4.9. (Λήµµα του Salce) ΄Εστω pF , Cq ένα συστρεπτικό Ϲεύγος. Τότε οι ακόλουθες συν-
ϑήκες είναι ισοδύναµες :

1. Κάθε αριστερό R-πρότυπο έχει µια ειδική δεξιά F -προσέγγιση.

2. Κάθε αριστερό R-πρότυπο έχει µια ειδική αριστερή C-προσέγγιση.

Στην περίπτωση αυτή, το συστρεπτικό Ϲεύγος pF , Cq καλείταιπλήρες συστρεπτικό Ϲεύγος (comple–
te cotorsion pair).

Απόδειξη. Για να αποδείξουµε ότι οι παραπάνω συνθήκες είναι ισοδύναµες, αρκεί να δείξουµε τις
συνεπαγωγές 1 ñ 2 και 2 ñ 1.
p1 ñ 2q Υποθέτουµε ότι κάθε αριστερό R-πρότυπο έχει µια ειδική δεξιά F-προσέγγιση, και

έστω M ένα αριστερό R-πρότυπο. ∆ιαλέγουµε µία σύντοµη ακριβή ακολουθία αριστερών R-
προτύπων

0 ÝÑM
i
ÝÑ E

π
ÝÑ D ÝÑ 0,
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όπου το E είναι ενέσιµο. Τότε η υπόθεση µας δίνει µια ειδική δεξιά F-προσέγγιση ρ του D,

0 ÝÑ C
j
ÝÑ F

ρ
ÝÑ D ÝÑ 0,

όπου F P F και C P FK1 “ C. Θεωρούµε τώρα το pullback P του διαγράµµατος :

P

γ

��

β // E

π

��
F

ρ
// D

.

Τότε χρησιµοποιώντας την Πρόταση (1.2.56), παίρνουµε µοναδικούς οµοµορφισµούς αριστερών
R-προτύπων δ : M ÝÑ P και α : C ÝÑ P , έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό
µε ακριβείς γραµµές και στήλες :

0

��

0

��
M

δ
��

M

i

��
0 // C

α // P
β //

γ

��

E

π

��

// 0

0 // C
j
// F

ρ
//

��

D //

��

0

0 0

Η Πρόταση (4.4.7), µας εξασφαλίζει ότι η κλάση C είναι κλειστή στις επεκτάσεις, και ότι το ενέσιµο
αριστερό R-πρότυπο E είναι στοιχείο της κλάσης C. Συνεπώς, επειδή το R-πρότυπο C ανήκει
και αυτό µε τη σειρά του στην κλάση C, συµπεραίνουµε από την πρώτη στήλη του παραπάνω
διαγράµµατος, ότι το R-πρότυπο P ανήκει στην κλάση C. ΄Ετσι, η ακριβής ακολουθία

0 ÝÑM
δ
ÝÑ P

γ
ÝÑ F ÝÑ 0,

είναι µια ειδική αριστερή C-προσέγγιση του M .
2 ñ 1q Κατά δυϊκό τρόπο µε την απόδειξη του p1 ñ 2q. �

Παράδειγµα 4.4.10. Τα τετριµµένα συστρεπτικά Ϲεύγη

pR-Proj, R-Modq & pR-Mod, R-Injq,

είναι πλήρη. Η απόδειξη του ισχυρισµού αυτού, ϐασίζεται στο γεγονός ότι κάθε R-πρότυπο είναι
η επιµορφική εικόνα κάποιου προβολικού R-προτύπου, καθώς και στο αποτέλεσµα ότι κάθε R-
πρότυπο εµφυτεύεται σε ένα ενέσιµο R-πρότυπο.

Πριν διατυπώσουµε πότε ένα συστρεπτικό Ϲεύγος για την κατηγορία των αριστερώνR-προτύπων
καλείται κληρονοµικό (hereditary), χρειάζεται να εισάγουµε τον ακόλουθο ορισµό:

Ορισµός 4.4.11. ΄Εστω R δακτύλιος και D µια κλάση από R-πρότυπα.

1. Η κλάση D καλείται projectively resolving (προβολικά επιλύουσα), αν ισχύουν οι ακό-
λουθες τρεις συνθήκες :
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(α΄) Η κλάση D είναι κλειστή στις επεκτάσεις.

(ϐ΄) Η κλάση των προβολικών R-προτύπων περιέχεται στην κλάση D.

(γ΄) Για κάθε σύντοµη ακριβή ακολουθία από R-πρότυπα

0 ÝÑM ÝÑ N ÝÑ D ÝÑ 0,

όπου D και N είναι στοιχεία της κλάσης D, τότε το R-πρότυπο M είναι επίσης στοιχείο
της κλάσης D.

Επιπλέον, αν η D είναι projectively resolving και κλειστή σε ευθείς προσθετέους, τότε η D
καλείται resolving (επιλύουσα).

2. Η κλάση D καλείται injectively coresolving (ενέσιµα συνεπιλύουσα), αν ισχύουν οι
ακόλουθες τρεις συνθήκες :

(α΄) Η κλάση D είναι κλειστή στις επεκτάσεις.

(ϐ΄) Η κλάση των ενεσίµων R-προτύπων περιέχεται στην κλάση D.

(γ΄) Για κάθε σύντοµη ακριβή ακολουθία από R-πρότυπα

0 ÝÑM ÝÑ N ÝÑ D ÝÑ 0,

όπου M και N είναι στοιχεία της κλάσης D, τότε το R-πρότυπο D είναι επίσης στοιχείο
της κλάσης D.

Επιπρόσθετα, αν η D είναι injectively coresolving και κλειστή σε ευθείς προσθετέους, τότε η
D καλείται coresolving (συνεπιλύουσα).

Παράδειγµα 4.4.12. Ας σηµειώσουµε ότι έχουµε γνωρίσει κλάσεις R-προτύπων, οι οποίες είναι
resolving ή coresolving. Μάλιστα, οι τρεις πιο γνωστές κλάσεις R-προτύπων, ικανοποιούν µια από
αυτές τις δύο ιδιότητες. Συγκεκριµένα, οι κλάσεις των προβολικών και των επίπεδων R-προτύπων
είναι resolving, ενώ η κλάση των ενέσιµων R-προτύπων είναι coresolving.

Το λήµµα που ακολουθεί δείχνει ότι τα συστρεπτικά Ϲεύγη µας εφοδιάζουν µε resolving και
coresolving κλάσεις προτύπων.

Λήµµα 4.4.13. ΄Εστω pF , Cq ένα συστρεπτικό Ϲεύγος στην κατηγορία R-Mod. Τότε τα ακόλουθα
είναι ισοδύναµα:

1. Η κλάση F είναι resolving.

2. Η κλάση C είναι coresolving.

3. ExtiRpF,Cq “ 0, @i ą 0, & @F P F , @C P C.

Στην περίπτωση αυτή, το συστρεπτικό Ϲεύγος pF , Cq καλείται κληρονοµικό) (hereditary).

Απόδειξη. p1 ñ 3q ΄Εστω ότι η κλάση F είναι resolving, και F , C δύο αριστερά R-πρότυπα έτσι
ώστε F P F και C P C. Αν i “ 1, τότε εξ ορισµού έχουµε ότι Ext1RpF,Cq “ 0. ∆ιαλέγουµε τώρα
µια σύντοµη ακριβή ακολουθία αριστερών R-προτύπων

0 ÝÑ K ÝÑ P ÝÑ F ÝÑ 0,

όπου P είναι προβολικό. Η ύπαρξη µιας τέτοιας ακριβής ακολουθίας προκύπτει από το Πόρισµα
(3.2.28). Η υπόθεση µας εξασφαλίζει ότιK P F “ 1KC, και άρα, ότι Ext1RpK,Cq “ 0. Εφαρµόζον-
τας τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή HomRp´, Cq στην προηγούµενη σύντοµη ακριβή ακολουθία
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αριστερών R-προτύπων, επάγεται µια µακρά ακριβής ακολουθία αβελιανών οµάδων, µέρος της
οποίας είναι η ακριβής ακολουθία :

0 “ Ext1RpK,Cq ÝÑ Ext2RpF,Cq ÝÑ Ext2pP,Cq.

Επειδή το R-πρότυπο P είναι προβολικό, έχουµε ότι Ext2pP,Cq “ 0. Συνεπώς, από την προηγού-
µενη ακριβή ακολουθία αβελιανών οµάδων, έπεται ότι Ext2RpF,Cq “ 0. Συνεχίζοντας επαγωγικά,
οδηγούµαστε στο 3).
p1 ñ 2q Υποθέτουµε ότι η κλάση F είναι resolving, και έστω F P F . Επειδή το Ϲεύγος pF , Cq

είναι συστρεπτικό Ϲεύγος, η Πρόταση (4.4.7) µας δίνει ότι η κλάση C είναι κλειστή σε επεκτάσεις
και σε ευθείς προσθετέους, καθώς και ότι η C περιέχει την κλάση των ενέσιµων R-προτύπων.
Θεωρούµε µια σύντοµη ακριβή ακολουθία στην R-Mod

0 ÝÑM ÝÑ N ÝÑ A ÝÑ 0,

όπου M,N P C “ FK1. Τότε προφανώς, Ext1RpF,Mq “ 0 “ Ext1RpF,Nq. Εφαρµόζοντας τώρα
τον συναλλοίωτο συναρτητή HomRpF,´q στην παραπάνω σύντοµη ακριβή ακολουθία, επάγεται η
ακριβής ακολουθία :

0 “ Ext1RpF,Nq ÝÑ Ext2RpF,Aq ÝÑ Ext2RpF,Mq “ 0.

Σηµειώνουµε ότι η ισότητα Ext2RpF,Mq “ 0 προέκυψε χρησιµοποιώντας την συνεπαγωγή p1 ñ 3q.
Εποµένως, από την προηγούµενη ακριβή ακολουθία, έπεται ότι Ext2RpF,Aq “ 0. ΄Ετσι τελικά,
έχουµε ότι Ext2RpF,Aq “ 0 για κάθε στοιχείο F της κλάσης F , ή ισοδύναµα, ότι A P FK1 “ C.
΄Αρα, η κλάση C είναι coresolving.
p2 ñ 3q Οµοίως µε την απόδειξη του p1 ñ 3q.
p3 ñ 1q Υποθέτουµε ότι ισχύει το 3) και ϑεωρούµε µια σύντοµη ακριβή ακολουθία αριστερών

R-προτύπων
0 ÝÑM ÝÑ N ÝÑ A ÝÑ 0,

όπου N,A P F “ 1KC. Για κάθε C P C επάγονται οι ακριβείς ακολουθίες :

Ext1RpN,Cq ÝÑ Ext1RpM,Cq ÝÑ Ext2pA,Cq.

΄Οµως, αφού τα N και A είναι στοιχεία της κλάσης F , χρησιµοποιώντας την υπόθεση συµπεραί-
νουµε ότι Ext1RpN,Cq “ 0 “ Ext2pA,Cq, για κάθε στοιχείο C της κλάσης C. Συνεπώς, παίρνουµε
ότι Ext1RpM,Cq “ 0 για κάθε C P C, ή ισοδύναµα, ότι M P 1KC. Επειδή λοιπόν η κλάση
F “ 1KC είναι κλειστή σε επεκτάσεις και σε ευθείς προσθετέους, και επιπλέον, η F περιέχει όλα
τα προβολικά R-πρότυπα, καταλήγουµε στο Ϲητούµενο ότι η κλάση F είναι resolving. �

΄Οπως έχουµε ήδη δει, η ύπαρξη πλήρων συστρεπτικών Ϲευγών για κατηγορίες προτύπων υπε-
ϱάνω προσεταιριστικών δακτυλίων µε µονάδα, οδηγεί κατά ϕυσικό τρόπο, στην ύπαρξη δεξιών και
αριστερών προσεγγίσεων προτύπων υπεράνω των υποκείµενων δακτυλίων. Ωστόσο, σε ορισµένες
περιπτώσεις οι προσεγγίσεις αυτές είναι ελάχιστες, και τότε, τα συστρεπτικά Ϲεύγη είναι τέλεια µε
την ακόλουθη έννοια :

Ορισµός 4.4.14. ΄Ενα συστρεπτικό Ϲεύγος pF , Cq για την κατηγορία R-Mod καλείται τέλειο συ-
στρεπτικό Ϲεύγος (perfect cotorsion pair), αν η κλάση F είναι δεξιά ελάχιστα προσεγγίσιµη,
και η κλάση C είναι αριστερά ελάχιστα προσεγγίσιµη.

Σχόλιο 4.4.15. Ο όρος «τέλειο» στον προηγούµενο ορισµό, προέρχεται από το Θεώρηµα του
Bass, το οποίο χαρακτηρίζει ως τέλειο έναν δακτύλιο R, µε την ιδιότητα ότι η κλάση των προ-
ϐολικών R-προτύπων είναι ελάχιστα δεξιά προσεγγίσιµη, ή ισοδύναµα ότι το συστρεπτικό Ϲεύγος
pR-Proj, R-Modq είναι τέλειο. Επιπλέον, ας τονίσουµε ότι ο ορισµός ενός τέλειου συστρεπτικού
Ϲεύγους απαιτεί να ικανοποιούνται δύο συνθήκες, εν΄ αντιδιαστολή µε τον ορισµό ενός πλήρους
συστρεπτικού Ϲεύγους.
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Παράδειγµα 4.4.16. Στην προηγούµενη ενότητα, είδαµε ότι για οποιονδήποτε δακτύλιο µε µονά-
δα R, η κλάση R-Inj των ενέσιµων αριστερών R-προτύπων είναι ελάχιστα αριστερά προσεγγίσιµη.
Επιπλέον, το Παράδειγµα (4.1.4) µας εξασφαλίζει για τυχόν δακτύλιο µε µονάδα R, ότι η κλά-
ση R-Mod των αριστερών R-προτύπων είναι ελάχιστα δεξιά προσεγγίσιµη. Συνεπώς, το πλήρες
συστρεπτικό Ϲεύγος

pR-Mod, R-Injq,

είναι τέλειο.

Παρατήρηση 4.4.17. Ως συνέπεια του Πορίσµατος (4.4.8), παίρνουµε ότι κάθε τέλειο συστρε-
πτικό Ϲεύγος είναι πλήρες.

Φυσικό επακόλουθο των παραπάνω, είναι τα ακόλουθα ερωτήµατα: Για έναν προσεταιριστικό
δακτύλιο µε µονάδα R,

1. είναι το συστρεπτικό Ϲεύγος pR-Proj, R-Modq, τέλειο ;

2. είναι κάθε πλήρες συστρεπτικό Ϲεύγος (για την κατηγορία R-Mod), τέλειο ;

Στην ενότητα 4.2, είδαµε ότι η κλάσηR-Proj των προβολικών αριστερώνR-προτύπων είναι ελάχιστη
δεξιά προσεγγίσιµη, αν και µόνο αν, ο δακτύλιος R είναι αριστερά τέλειος. Εποµένως, υπεράνω
τυχόντος δακτυλίου R, το συστρεπτικό Ϲεύγος pR-Proj, R-Modq δεν είναι τέλειο. Ωστόσο, το Παρά-
δειγµα (4.4.10), µας δίνει ότι για οποιονδήποτε δακτύλιο µε µονάδα R, το Ϲεύγος pR-Proj, R-Modq
είναι πλήρες συστρεπτικό Ϲεύγος. Συνεπώς, η απάντηση του δεύτερου ερωτήµατος είναι επίσης
αρνητική.

Ευθύς αµέσως, αναφερόµαστε στην έννοια ενός κλειστού συστρεπτικού Ϲεύγους για την κατη-
γορία R-Mod, και στη συνέχεια, παραθέτουµε παραδείγµατα κλειστών συστρεπτικών Ϲευγών για
την κατηγορία R-Mod.

Ορισµός 4.4.18. ΄Ενα συστρεπτικό Ϲεύγος pF , Cq καλείται κλειστό (closed), αν η κλάση F είναι
κλειστή σε ευθέα όρια. ∆ηλαδή, αν F “ lim

ÝÑ
F .

Παράδειγµα 4.4.19. 1. Το συστρεπτικό Ϲεύγος pR-Mod, R-Injq είναι κατά προφανή τρόπο
κλειστό.

2. Το συστρεπτικό Ϲεύγος του Enochs

pR-Flat, R-Cotorq,

είναι κλειστό. Πράγµατι, αν ϑεωρήσουµε ένα ευθύ σύστηµα pFi, fjiqiPI επίπεδων αριστερών
R-προτύπων υπεράνω ενός κατευθυνόµενου συνόλου I, τότε λόγω των σχέσεων:

0 “ lim
ÝÑ

TorRn pM,Fiq – TorRn pM, lim
ÝÑ

Fiq, @n ą 0 & @M P Mod-R,

προκύπτει ότι το όριο lim
ÝÑ

Fi είναι επίσης επίπεδο R-πρότυπο.

3. Αν ο δακτύλιος R είναι αριστερά τέλειος, τότε (και µόνον τότε) το συστρεπτικό Ϲεύγος

pR-Proj, R-Modq,

είναι κλειστό, σύµφωνα µε το ϑεώρηµα του Bass.

Προηγουµένως, αναφερθήκαµε στη σχέση που υφίσταται ανάµεσα σε τέλεια και πλήρη συ-
στρεπτικά Ϲεύγη, και είδαµε ότι κάθε τέλειο συστρεπτικό Ϲεύγος είναι πλήρες. ΄Ετσι, ανακύπτει το
ερώτηµα, αν υπάρχει κάποιου είδους σχέση ανάµεσα σε τέλεια και σε κλειστά συστρεπτικά Ϲεύγη.
Το ακόλουθο πόρισµα απαντάει εν µέρει, στο ερώτηµα αυτό :

Πόρισµα 4.4.20. Κάθε πλήρες και κλειστό συστρεπτικό Ϲεύγος για την κατηγορία R-Mod, είναι
τέλειο.
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Απόδειξη. Θεωρούµε pF , Cq ένα πλήρες και κλειστό συστρεπτικό Ϲεύγος για την κατηγορίαR-Mod.
Επειδή η κλάση F είναι (ειδικά) δεξιά προσεγγίσιµη και κλειστή σε ευθέα όρια, χρησιµοποιώντας
το Θεώρηµα (4.3.7), οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι η κλάση F είναι ελάχιστα δεξιά προσεγ-
γίσιµη. ΄Εστω τώρα M ένα αριστερό R-πρότυπο. Τότε η υπόθεση µας δίνει µια σύντοµη ακριβή
ακολουθία αριστερών R-προτύπων

0 ÝÑM
f

ÝÑ CÝÑ Coker f ÝÑ 0,

όπου C P C και Coker f P 1KC “ F . Προφανώς, η προηγούµενη επέκταση είναι ένας Ext-
γεννήτορας για την κλάση επεκτάσεων ExtpF ,Mq. Αν ϑέσουµε τώρα C “ F , στο Θεώρηµα (4.3.6),
τότε υπάρχει ελάχιστη αριστερή FK1-προσέγγιση του M . ΄Οµως, FK1 “ C. Συνεπώς, υπάρχει
ελάχιστη αριστερή C-προσέγγιση για το τυχαίο αριστερό R-πρότυπο M . ΄Ετσι τελικά, έχουµε ότι
η κλάση C είναι ελάχιστα αριστερά προσεγγίσιµη. Συνδυάζοντας λοιπόν τα προηγούµενα, έπεται
ότι το συστρεπτικό Ϲεύγος pF , Cq στην κατηγορία R-Mod, είναι τέλειο. �

Σχόλιο 4.4.21. Ας τονίσουµε ότι δεν είναι γνωστό αν υπάρχει κάποια επιπλέον σχέση ανάµεσα
σε τέλεια και κλειστά συστρεπτικά Ϲεύγη. ∆ηλαδή, τα προβλήµατα:

1. Είναι κάθε τέλειο συστρεπτικό Ϲεύγος, κλειστό ;

2. Είναι κάθε κλειστό συστρεπτικό Ϲεύγος, τέλειο ;

είναι ακόµη, ανοιχτά.

Ανακεφαλαιώνοντας, συνοψίζουµε τα προηγούµενα αποτελέσµατα. Είδαµε λοιπόν, ότι :

• Το συστρεπτικό Ϲεύγος pR-Mod, R-Injq είναι κληρονοµικό, κλειστό, πλήρες και τέλειο.

• Το συστρεπτικό Ϲεύγος pR-Proj, R-Modq είναι κληρονοµικό, πλήρες και γενικά, όχι κλειστό,
όχι τέλειο.

• Το συστρεπτικό Ϲεύγος pR-Proj, R-Modq είναι κληρονοµικό, κλειστό, πλήρες και τέλειο, αν
και µόνο αν, ο δακτύλιος R είναι αριστερά τέλειος.

• Το συστρεπτικό Ϲεύγος pR-Flat, R-Cotorq είναι κληρονοµικό και κλειστό.

Είναι σηµαντικό να σηµειώσουµε ότι το συστρεπτικό Ϲεύγος pR-Flat, R-Cotorq, έχει περισσό-
τερη αλγεβρική δοµή από αυτή που προαναφέραµε. Ο Edgar Enochs, χρησιµοποιώντας ένα
αποτέλεσµα των Eklof και Trlifaj περί µηδενισµού του Ext, απέδειξε ότι το κλειστό συστρεπτικό
Ϲεύγος pR-Flat, R-Cotorq είναι πλήρες, και άρα, ως συνέπεια του Πορίσµατος (4.4.20), τέλειο.



Κεφάλαιο 5

Gorenstein Προβολικά Και
Gorenstein Ενέσιµα Πρότυπα

Το 1966/67, ο M. Auslander εισήγαγε την έννοια της G-κλάσης προτύπων, GpAq, για ένα µεταθε-
τικό δακτύλιο της Noether A. Η κλάση GpAq αποτελείται από όλα τα πεπερασµένα παραγόµενα
A-πρότυπα M , τα οποία ικανοποιούν τις ακόλουθες δύο συνθήκες :

1. ExtiApM,Aq “ ExtiApHomApM,Aq, Aq “ 0 για κάθε i ą 0,

2. Ο ϕυσικός οµοµορφισµός M ÝÑ HomApHomApM,Aq, Aq είναι ένας ισοµορφισµός.

Χρησιµοποιώντας αναλύσεις από πρότυπα της κλάσης GpAq, ο Auslander όρισε για κάθε πεπερα-
σµένα παραγόµενο A-πρότυποM , την έννοια της G-διάστασης, G-dimAM . Το 1969, ο Auslander
σε συνεργασία µε τον µαθητή του M. Bridger, επέκτειναν τον ορισµό της G-διάστασης, για πε-
περασµένα παραγόµενα πρότυπα υπεράνω όχι απαραίτητα µεταθετικών δακτυλίων της Noether.
Αν καλέσουµε τα πρότυπα της G-κλάσης του Auslander, πεπερασµένα παραγόµενα Gorenstein
προβολικά, τότε ϕυσιολογικά προκύπτουν τα ερωτήµατα:

• Πως µπορούν ορισθούν τα Gorenstein προβολικά πρότυπα, τα οποία δεν είναι απαραίτητα
πεπερασµένα παραγόµενα και/ή ο δακτύλιος δεν είναι απαραίτητα δακτύλιος της Noether;

• Μπορεί να ορισθεί, κατ΄ αναλογία, η έννοια των Gorenstein ενέσιµων προτύπων ;

Το 1995, οι E. Enochs και O. M. Jenda, όρισαν τα Gorenstein ενέσιµα πρότυπα υπεράνω τυ-
χόντος προσεταιριστικού δακτυλίου µε µονάδα, και στη συνέχεια, κατά δυϊκό τρόπο όρισαν τα
πεπερασµένα παραγόµενα ή µη, Gorenstein προβολικά πρότυπα υπεράνω τυχόντος προσεταιρι-
στικού δακτυλίου µε µονάδα. Ο ορισµός αυτός των Gorenstein προβολικών προτύπων υπεράνω
ενός προσεταιριστικού δακτυλίου µε µονάδα, συµφωνεί µε τον ορισµό του Auslander, όταν ο
δακτύλιος είναι δακτύλιος της Noether, και τα πρότυπα είναι πεπερασµένα παραγόµενα.

Σκοπός του παρόντος κεφαλαίου, είναι ο ορισµός και η µελέτη των Gorenstein προβολικών
και των Gorenstein ενέσιµων προτύπων υπεράνω ενός τυχαίου προσεταιριστικού δακτυλίου µε
µονάδα. Οι έννοιες αυτές, όπως ϑα δούµε, γενικεύουν τις συνήθεις έννοιες των προβολικών και
των ενέσιµων προτύπων.

Σύµβαση: Καθ΄ όλη την έκταση του κεφαλαίου αυτού, µεR συµβολίζουµε έναν προσεταιριστικό
δακτύλιο µε µονάδα.

5.1 Gorenstein Προβολικά Πρότυπα

Στην ενότητα αυτή, εισάγουµε την κλάση των Gorenstein προβολικών R-προτύπων, και µελετάµε
ϐασικές ιδιότητες αυτών των προτύπων. ΄Οπως ϑα δούµε στη συνέχεια, η κλάση των Gorenstein
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προβολικώνR-προτύπων, περιέχει τη κλάση των προβολικώνR-προτύπων, και κληρονοµεί πολλές
από τις ϐασικές ιδιότητες της κλάσης των προβολικών R-προτύπων.

Ορισµός 5.1.1. 1. Μια πλήρης προβολική ανάλυση, (complete projective resolution),
είναι µια ακριβής ακολουθία από προβολικά αριστερά R-πρότυπα

< : ¨ ¨ ¨ ÝÑ P2
α2
ÝÑ P1

α1
ÝÑ P0

α0
ÝÑ Q0 β0

ÝÑ Q1 β1

ÝÑ Q2 β2

ÝÑ ¨ ¨ ¨ , (5.1)

τέτοια ώστε το σύµπλοκο αβελιανών οµάδων HomRp<, Qq, να είναι ακριβές για κάθε προβο-
λικό αριστερό R-πρότυπο Q.

2. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο M καλείται Gorenstein προβολικό, (Gorenstein projective),
αν υπάρχει πλήρης προβολική ανάλυση <, µε M – Imα0 “ Ker β0.

Παρόµοιος είναι ο ορισµός των Gorenstein προβολικών δεξιών R-προτύπων.

Παράδειγµα 5.1.2. (Tate resolution) Το πρώτο παράδειγµα µιας πλήρους προβολικής ανάλυ-
σης δόθηκε από τον Tate το 1952, και ήταν του Z ως ZG-προτύπου, όπουG είναι µια πεπερασµένη
(πολλαπλασιαστική) οµάδα και ZG είναι ο αντίστοιχος οµάδα δακτύλιος.

Πιο ειδικά, επειδή το Z ως ZG-πρότυπο είναι πεπερασµένα παραγόµενο και ο οµάδα δακτύλιος
ZG είναι δακτύλιος της Noether, υπάρχει µια ακριβής ακολουθία ZG-προτύπων:

` : ¨ ¨ ¨ ÝÑ F2 ÝÑ F1 ÝÑ F0 ÝÑ Z ÝÑ 0,

όπου κάθε Fi για i ě 0, είναι πεπερασµένα παραγόµενο και ελεύθερο. Θεωρώντας την ακριβή
ακολουθία ZG-προτύπων `, ως µια ακριβή ακολουθία αβελιανών οµάδων, και εφαρµόζοντας στην
συνέχεια τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή HomZp´,Zq στην ακολουθία αυτή, επάγεται η ακριβής
ακολουθία ZG-προτύπων:

`1 : 0 ÝÑ Z ÝÑ F 0 ÝÑ F 1 ÝÑ F 2 ÝÑ ¨ ¨ ¨

όπου Z – HomZpZ,Zq και F i “ HomZpFi,Zq για κάθε i ě 0. Τονίζουµε ότι η ακρίβεια του
συµπλόκου `1 προκύπτει από το γεγονός ότι η ακριβής ακολουθία ` είναι διασπάσιµη, όταν ιδωθεί
ως ακολουθία αβελιανών οµάδων. Επιπλέον, ας σηµειώσουµε ότι επειδή ο οµάδα δακτύλιος ZG
είναι εκ κατασκευής το ελεύθερο Z-πρότυπο µε ϐάση τα στοιχεία της οµάδα G, και αφού τα Fi
για i ě 0 είναι πεπερασµένα παραγόµενα και ελεύθερα ZG-πρότυπα, έχουµε ότι κάθε F i για
i ě 0, είναι επίσης πεπερασµένα παραγόµενο και ελεύθερο ZG-πρότυπο. Η συγκόλληση τώρα
των ακριβών ακολουθιών ` και `1, είναι η ακριβής ακολουθία ZG-προτύπων:

< : ¨ ¨ ¨ ÝÑ F2 ÝÑ F1 ÝÑ F0 ÝÑ F 0 ÝÑ F 1 ÝÑ F 2 ÝÑ ¨ ¨ ¨

η οποία είναι εύκολο να δούµε ότι παραµένει ακριβής, µετά την εφαρµογή του αντισυναλλοίωτου
συναρτητή HomZGp´, Qq για κάθε προβολικό ZG-πρότυπο Q. ΄Αρα, η ακριβής ακολουθία ZG-
προτύπων < είναι µια πλήρης προβολική ανάλυση.

Σηµειώνουµε ότι η ύπαρξη πλήρων προβολικών αναλύσεων ZG-προτύπων, οδήγησε στην Tate
συνοµολογία πεπερασµένων οµάδων, η οποία έκτοτε γενικεύτηκε και πλέον αφορά ευρύτερες
κλάσεις δακτυλίων και προτύπων.

Σύµβαση: Χάριν απλότητας, από τώρα και στο εξής, καλούµε κάθε Gorenstein προβολικό
αριστερό (δεξιό) R-πρότυπο, G-προβολικό αριστερό (δεξιό) R-πρότυπο.

Η προσοχή µας τώρα, στρέφεται σε G-προβολικά αριστερά R-πρότυπα. Τονίζουµε ότι ανάλογα
αποτελέσµατα µε τα αποτελέσµατα που ϑα παραθέσουµε στη συνέχεια της παρούσας ενότητας,
για G-προβολικά αριστερά R-πρότυπα, ισχύουν και για G-προβολικά δεξιά R-πρότυπα.
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Παρατήρηση 5.1.3. Λόγω συµµετρίας, σε µια πλήρη προβολική ανάλυση όπως παραδείγµατος
χάριν η (5.1), κάθε εικόνα Imαn, Imβn, είναι G-προβολικό αριστερό R-πρότυπο, και συνεπώς
λόγω ακρίβειας, κάθε πυρήνας Kerαn, Ker βn και κάθε συνπυρήνας Cokerαn, Coker βn, είναι
G-προβολικά αριστερά R-πρότυπα. Επιπλέον, αν M είναι ένα G-προβολικό αριστερό R-πρότυπο,
τότε για κάθε ϕυσικό αριθµό n, (n P N0), υπάρχουν σύντοµες ακριβείς ακολουθίες

1. 0 ÝÑ G ÝÑ Pn ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ P0 ÝÑM ÝÑ 0 και

2. 0 ÝÑM ÝÑ Q0 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ Qn ÝÑ G1 ÝÑ 0,

όπου Pi, Qi είναι προβολικά αριστεράR-πρότυπα για κάθε i “ 0, ..., n καιG,G1 είναιG-προβολικά
αριστερά R-πρότυπα.

Ας περάσουµε σε ϐασικά παραδείγµατα G-προβολικών προτύπων.

Παράδειγµα 5.1.4. 1. Maximal Cohen-Macaulay Πρότυπα

Αν R είναι ένας µεταθετικός τοπικός δακτύλιος Gorenstein, τότε τα πεπερασµένα παραγό-
µενα G-προβολικά πρότυπα συµπίπτουν µε τα maximal Cohen-Macaulay πρότυπα:

R-Gproj “ tM P obpR-modq | depthRpMq “ DimpRqu

2. Προβολικά Πρότυπα

Κάθε προβολικό αριστερό R-πρότυπο είναι G-προβολικό αριστερό R-πρότυπο, αφού για
κάθε προβολικό αριστερό R-πρότυπο P , η ακολουθία

0 ÝÑ P
IdP
ÝÑ P ÝÑ 0,

όπου IdP είναι ο ταυτοτικός µορφισµός του P , είναι µια πλήρης προβολική ανάλυση. Συ-
νεπώς, αν συµβολίσουµε µε R-Proj την κλάση των προβολικών αριστερών R-προτύπων, και
µε R-GProj την κλάση των G-προβολικών αριστερών R-προτύπων, τότε ισχύει ο εγκλεισµός :

R-Proj Ď R-GProj

Τονίζουµε ότι ο προηγούµενος εγκλεισµός είναι γνήσιος, δηλαδή υπάρχουν G-προβολικά R-
πρότυπα τα οποία δεν είναι προβολικά R-πρότυπα. Από το κεφάλαιο 3, γνωρίζουµε ότι αν
η αριστερή οµολογική διάσταση του δακτυλίου R είναι ίση µε άπειρο, τότε υπάρχει τουλά-
χιστον ένα αριστερό R-πρότυπο µε προβολική (ενέσιµη) διάσταση ίση µε άπειρο. Επιπλέον,
στο επόµενο κεφάλαιο, ϑα έχουµε την ευκαιρία να διαπιστώσουµε ότι αν ο R είναι δακτύλιος
quasi-Frobenius, τότε κάθε αριστερό R-πρότυπο είναι G-προβολικό. Συνδυάζοντας λοιπόν
τα αποτελέσµατα αυτά, παίρνουµε ότι αν ο R είναι δακτύλιος quasi-Frobenius µε άπειρη
αριστερή ολική οµολογική διάσταση, τότε κάθε αριστερό R-πρότυπο είναι G-προβολικό, ε-
νώ υπάρχει τουλάχιστον ένα αριστερό R-πρότυπο, το οποίο δεν είναι προβολικό. ∆ηλαδή,
για έναν οποιοδήποτε δακτύλιο quasi-Frobenius R, µε άπειρη αριστερή ολική οµολογική
διάσταση, ισχύουν οι σχέσεις :

R-Mod “ R-GProj & R-Proj Ă R-GProj

΄Ενα παράδειγµα ενός δακτυλίου quasi-Frobenius µε άπειρη (αριστερή) ολική οµολογική
διάσταση, είναι ο δακτύλιος Z4. Για περισσότερες λεπτοµέρειες παραπέµπουµε στη συζήτη-
ση µετά το Παράδειγµα 6.2.8.

Εφόσον λοιπόν η κλάση των προβολικών προτύπων είναι γενικά γνήσια υποκλάση της κλάσης
των G-προβολικών προτύπων, ενδιαφέρον παρουσιάζει το εξής ερώτηµα:

Πρόβληµα: Για ποιούς δακτυλίους R ισχύει ότι R-GProj “ R-Proj;

Είµαστε σε ϑέση τώρα, να αναφερθούµε σε ϐασικές ιδιότητες των G-προβολικών R-προτύπων.
Ξεκινάµε την αναφορά αυτή, δείχνοντας ότι το ευθύ άθροισµα από G-προβολικά R-πρότυπα, είναι
επίσης G-προβολικό R-πρότυπο.
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Πρόταση 5.1.5. Η κλάση των G-προβολικών αριστερών R-προτύπων, R-GProj, είναι κλειστή σε
τυχαία ευθέα αθροίσµατα.

Απόδειξη. Θεωρούµε Λ ένα οποιοδήποτε µη κενό σύνολο, και έστω pMλqλPΛ µια οικογένεια από
G-προβολικά αριστερά R-πρότυπα. Θέτουµε M “

À

λPΛMλ, µε σκοπό να δείξουµε ότι το M
είναι G-προβολικό αριστερό R-πρότυπο. Εξ ορισµού των G-προβολικών R-προτύπων, για κάθε
λ P Λ, υπάρχει µια πλήρης προβολική ανάλυση

<λ : ¨ ¨ ¨ ÝÑ Pλ2
αλ2
ÝÑ Pλ1

αλ1
ÝÑ Pλ0

αλ0
ÝÑ Q0

λ

β0
λ

ÝÑ Q1
λ

β1
λ

ÝÑ Q2
λ

β2
λ

ÝÑ ¨ ¨ ¨ ,

µε Mλ – Imαλ0 “ Ker β0
λ. ∆ηλαδή, για κάθε λ P Λ, οι ακολουθίες <λ είναι ακριβείς ακολουθίες

από προβολικά αριστερά R-πρότυπα, και επιπλέον, για κάθε προβολικό αριστερό R-πρότυπο Q,
τα σύµπλοκα αβελιανών οµάδων HomRp<λ, Qq είναι ακριβή. Στη συνέχεια, ϑεωρούµε το ευθύ
άθροισµα των ακολουθιών <λ, και ϑέτουµε < “

À

λPΛ <λ, δηλαδή, η ακολουθία < είναι της
µορφής:

< : ¨ ¨ ¨ ÝÑ P2
α2
ÝÑ P1

α1
ÝÑ P0

α0
ÝÑ Q0 β0

ÝÑ Q1 β1

ÝÑ Q2 β2

ÝÑ ¨ ¨ ¨ ,

όπου Pi “
À

λPΛ P
λ
i , Qi “

À

λPΛQ
i
λ, αi “

À

λPΛ α
λ
i και βi “

À

λPΛ β
i
λ, για κάθε i ě 0. Λόγω

της ακρίβειας των ακολουθιών <λ για λ P Λ, και λόγω του γεγονότος ότι η κλάση των προβολικών
R-προτύπων είναι κλειστή σε τυχαία ευθέα αθροίσµατα, συµπεραίνουµε ότι η ακολουθία < είναι
µια ακριβής ακολουθία από προβολικά αριστερά R-πρότυπα. Γνωρίζουµε ότι για µια οποιοδήποτε
οικογένεια (αριστερών) R-προτύπων υπεράνω ενός µη κενού συνόλου ∆, pNαqαP∆, και για ένα
οποιοδήποτε (αριστερό) R-πρότυπο L, υπάρχει ένας ϕυσικός ισοµορφισµός αβελιανών οµάδων:

φ : HomRp
à

αP∆
Nα, Lq ÝÑ

ź

αP∆

HomRpNα, Lq, f ÞÝÑ pf ˝ iαqαP∆,

όπου ο µονοµορφισµός iα : Nα ÝÑ
À

αP∆Nα, δίνεται από το τύπο iαpxq “ pxβq, µε xβ “ 0 για
κάθε β ‰ α, και xβ “ x για β “ α. Αν ϑεωρήσουµε λοιπόν ένα οποιοδήποτε αριστερό R-πρότυπο
L, τότε είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι :

HomRp<, Lq “ HomRp
à

λPΛ

<λ, Lq –
ź

λPΛ

HomRp<λ, Lq. (5.2)

Από την υπόθεση, έχουµε ότι τα σύµπλοκα αβελιανών οµάδων HomRp<λ, Qq είναι ακριβή, όταν το
Q είναι ένα προβολικό αριστερόR-πρότυπο. ΄Ετσι, οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι το σύµπλοκο
αβελιανών οµάδων

ś

λPΛ HomRp<λ, Qq, είναι ακριβές για κάθε προβολικό αριστερό R-πρότυπο
Q. Το αποτέλεσµα αυτό, καθώς και η σχέση (5.2), µας δίνουν ότι το σύµπλοκο αβελιανών οµάδων
HomRp<, Qq, είναι επίσης ακριβές για κάθε προβολικό αριστερό R-πρότυπο Q. Συνεπώς, η
ακριβής ακολουθία < είναι µια πλήρης προβολική ανάλυση. Επιπλέον, παρατηρώντας ότι :

Imα0 “
à

λPΛ

Imαλ0 –
à

λPΛ

Mλ “M,

καταλήγουµε ότι το αριστερό R-πρότυπο M είναι G-προβολικό, όπως επιθυµούσαµε. �

Λήµµα 5.1.6. Αν < είναι µια πλήρης προβολική ανάλυση, τότε το σύµπλοκο αβελιανών οµάδων
HomRp<, Lq, είναι ακριβές για κάθε αριστερό R-πρότυπο L µε πεπερασµένη προβολική διάσταση.
Επιπλέον, αν M είναι ένα G-προβολικό αριστερό R-πρότυπο, τότε ExtiRpM,Lq “ 0 για κάθε i ą 0
και για κάθε αριστερό R-πρότυπο L µε πεπερασµένη προβολική ή ενέσιµη διάσταση.

Απόδειξη. ΄Εστω

< : ¨ ¨ ¨ ÝÑ P2
α2
ÝÑ P1

α1
ÝÑ P0

α0
ÝÑ Q0 β0

ÝÑ Q1 β1

ÝÑ Q2 β2

ÝÑ ¨ ¨ ¨ ,

µια πλήρης προβολική ανάλυση. Θεωρούµε ένα αριστερό R-πρότυπο L µε πεπερασµένη προβο-
λική διάσταση, και ϑέτουµε ` “ pdR L ă 8. Θα αποδείξουµε ότι το σύµπλοκο αβελιανών οµάδων
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HomRp<, Lq είναι ακριβές, µε χρήση επαγωγής στο ϕυσικό αριθµό `. Αν ` “ 0, τότε το L είναι
ένα προβολικό αριστερό R-πρότυπο, και εξ ορισµού λοιπόν έχουµε ότι το σύµπλοκο HomRp<, Lq
είναι ακριβές. ΄Εστω τώρα, ` ą 0. Υποθέτουµε ότι το σύµπλοκο HomRp<, Lq είναι ακριβές για
κάθε αριστερό R-πρότυπο L, µε pdR L “ 0, ¨ ¨ ¨ , ` ´ 1. Στη συνέχεια, διαλέγουµε µια σύντοµη
ακριβή ακολουθία

0 ÝÑ K
i
ÝÑ Q

f
ÝÑ L ÝÑ 0, (5.3)

όπου Q είναι ένα προβολικό αριστερό R-πρότυπο. Η ύπαρξη µιας ακολουθίας όπως η (5.3), ϐασί-
Ϲεται στο γεγονός ότι κάθε R-πρότυπο είναι η οµοµορφική εικόνα ενός προβολικού R-προτύπου.
Λόγω των ανισοτήτων

0 ă ` “ pdR L ă 8,

και της ακρίβειας της ακολουθίας (5.3), συµπεραίνουµε ότι pdRK “ ` ´ 1. Θεωρούµε τώρα, το
ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

0

��

0

��
¨ ¨ ¨ // HomRpQ

0,Kq

i0‹
��

pαK0 q
‹

// HomRpP0,Kq

pi0q‹

��

// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // HomRpQ
0, Qq

f0
‹

��

pαQ0 q
‹

// HomRpP0, Qq

pf0q‹

��

// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // HomRpQ
0, Lq

��

pαL0 q
‹

// HomRpP0, Lq

��

// ¨ ¨ ¨

0 0

(5.4)

όπου η πρώτη, δεύτερη και τρίτη γραµµή του διαγράµµατος (5.4), παριστάνουν τα σύµπλοκα
αβελιανών οµάδων HomRp<,Kq, HomRp<, Qq και HomRp<, Lq, αντίστοιχα. Είναι γνωστό από το
Κεφάλαιο 3, ότι ένα R-πρότυπο M είναι προβολικό, αν και µόνο αν, ο συναρτητής HomRpM,´q
είναι ακριβής. ΄Ετσι, επειδή για κάθε i ě 0, τα Pi, Qi είναι προβολικά R-πρότυπα, έχουµε ότι κάθε
στήλη του διαγράµµατος (5.4), είναι µια σύντοµη ακριβής ακολουθία. Εποµένως, το διάγραµµα
(5.4) µπορεί να ιδωθεί ως µια σύντοµη ακριβής ακολουθία από σύµπλοκα αβελιανών οµάδων:

0 ÝÑ HomRp<,Kq ÝÑ HomRp<, Qq ÝÑ HomRp<, Lq ÝÑ 0. (5.5)

Η επαγωγική υπόθεση, µας δίνει ότι τα σύµπλοκα αβελιανών οµάδωνHomRp<,Kq καιHomRp<, Qq
είναι ακριβή. Συνεπώς, από την ακριβή ακολουθία (5.5), και την επαγόµενη µεγάλη ακριβή
ακολουθία στην οµολογία οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι το σύµπλοκο αβελιανών οµάδων
HomRp<, Lq, είναι επίσης ακριβές.

Για την απόδειξη του τελευταίου σκέλους του λήµµατος, υποθέτουµε ότι το M είναι ένα G-
προβολικό αριστερό R-πρότυπο, και ϑεωρούµε αρχικά, ένα αριστερό R-πρότυπο L µε pdR L ă 8.
∆ιαλέγουµε µια πλήρη προβολική ανάλυση,

< : ¨ ¨ ¨ ÝÑ P2
α2
ÝÑ P1

α1
ÝÑ P0

α0
ÝÑ Q0 β0

ÝÑ Q1 β1

ÝÑ Q2 β2

ÝÑ ¨ ¨ ¨ ,

τέτοια ώστε Ker β0 “ Imα0 – M . Από το πρώτο σκέλος του λήµµατος, έχουµε ότι το σύµπλοκο
αβελιανών οµάδων HomRp<, Lq είναι ακριβές. Στη συνέχεια, σηµειώνουµε µε φ : Imα0 ÝÑ M ,
τον ισοµορφισµό που καθιστά τα R-πρότυπα Imα0, M ισόµορφα, και µε i : Imα0 ÝÑ Q0, την
κανονική έγκλειση του υποπροτύπου Imα0, στο R-πρότυπο Q0. Θεωρώντας τον οµοµορφισµό
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αριστερών R-προτύπων α10 : P0 ÝÑ Imα0, µε την ιδιότητα i ˝ α10 “ α0, εύκολα ϐλέπουµε ότι η
ακολουθία

¨ ¨ ¨ ÝÑ P2
α2
ÝÑ P1

α1
ÝÑ P0

φ˝α10
ÝÑ M ÝÑ 0, (5.6)

είναι ακριβής, και κάθε Pi για i “ 0, 1, . . ., είναι ϕυσικά ένα προβολικό αριστερό R-πρότυπο.
΄Αρα, η ακολουθία (5.6) είναι στην πραγµατικότητα µια προβολική ανάλυση του M . Αν εφαρµό-
σουµε τώρα τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή HomRp´, Lq, στην ακολουθία (5.6), τότε η επαγόµενη
ακολουθία αβελιανών οµάδων είναι ακριβής ακολουθία, αφού το σύµπλοκο HomRp<, Lq είναι α-
κριβές, και ο αντισυναλλοίωτος συναρτητής HomRp´, Lq είναι αριστερά ακριβής. Εποµένως, για
κάθε i ą 0 προκύπτει ότι ExtiRpM,Lq “ 0, όπως Ϲητούσαµε. Για να ολοκληρώσουµε την απόδειξη
του λήµµατος αυτού, µένει ακόµη να δείξουµε ότι ExtiRpM, Iq “ 0, για κάθε i ą 0 και για κάθε
αριστερό R-πρότυπο I µε πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση. Θεωρούµε λοιπόν, ένα αριστερό R-
πρότυπο I µε idR I ă 8, και έστω idR I “ n για κάποιον ϕυσικό αριθµό n. Επειδή το αριστερό
R-πρότυπο M είναι G-προβολικό, από την Παρατήρηση (5.1.3), υπάρχει µια ακριβής ακολουθία
από αριστερά R-πρότυπα

0 ÝÑM ÝÑ Q0 ÝÑ Q1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ Qn´1 ÝÑ Cn ÝÑ 0, (5.7)

όπου κάθε Qi για i “ 0, . . . , n ´ 1, είναι προβολικό και Cn είναι G-προβολικό. Συνεπώς, η
ακριβής ακολουθία (5.7), µπορεί να ϑεωρηθεί ως µια επιµέρους προβολική ανάλυση του Cn.
Εφαρµόζοντας το Dimension Shifting για προβολικές αναλύσεις, στην ακριβή ακολουθία (5.7),
παίρνουµε ότι :

Exti`nR pCn, Nq – ExtipM,Nq, (5.8)

για κάθε i ą 0 και για κάθε αριστερό R-πρότυπο N . Η υπόθεση ότι idR I “ n, µας δίνει
την ισότητα ExtκRp´, Iq “ 0 για κάθε κ ą n. Εποµένως, από τη σχέση (5.8), οδηγούµαστε στο
συµπέρασµα ότι Exti`nR pCn, Iq “ 0 για κάθε i ą 0, και κατ΄ επέκταση, ότι ExtiRpM, Iq “ 0 για κάθε
i ą 0. Εφόσον η επιλογή του αριστερού R-προτύπου I µε idR I ă 8 ήταν τυχαία, καταλήγουµε
ότι ExtiRpM, Iq “ 0 για κάθε i ą 0 και για κάθε αριστερό R-πρότυπο I µε πεπερασµένη ενέσιµη
διάσταση. �

Στο Κεφάλαιο 3, είχαµε διαπιστώσει ότι τα προβολικά R-πρότυπα είναι ακριβώς τα R-πρότυπα,
προβολικής διάστασης ίσης µε µηδέν. ΄Ετσι, λόγω του Παραδείγµατος (5.1.4), τίθεται το ερώτηµα,
µε τι ισούται η προβολική διάσταση ενός G-προβολικού R-προτύπου. Η πρόταση που ακολουθεί,
απαντάει στο ερώτηµα αυτό, και µας εξασφαλίζει ότι κάθε G-προβολικό R-πρότυπο µε πεπερα-
σµένη προβολική διάσταση, είναι ένα προβολικό R-πρότυπο.

Πρόταση 5.1.7. Η προβολική διάσταση ενός G-προβολικού αριστερού R-προτύπου, είναι ή ίση µε
µηδέν, ή άπειρο.

Απόδειξη. Θεωρούµε M ένα G-προβολικό αριστερό R-πρότυπο µε προβολική διάσταση ίση µε n.
Υποθέτουµε ότι 0 ă pdRM “ n ă 8, µε σκοπό να καταλήξουµε σε άτοπο. Εξ ορισµού λοιπόν
υπάρχει µια προβολική ανάλυση του M ελάχιστου µήκους n, έστω

` : 0 ÝÑ Pn
αn
ÝÑ Pn´1

αn´1
ÝÑ ¨ ¨ ¨

α1
ÝÑ P0

α0
ÝÑM ÝÑ 0.

Επειδή η ακολουθία ` είναι ακριβής, µπορούµε να την «σπάσουµε» σε σύντοµες ακριβείς ακολου-
ϑίες για κάθε j “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , n´ 1,

`j : 0 ÝÑ Kj ÝÑ Pj ÝÑ Kj´1 ÝÑ 0,

όπου K´1 “ M , Kn´1 “ Pn και Kj “ Kerαj “ Imαj`1, για κάθε j που ανήκει στο σύνολο
t0, 1, . . . , n´ 2u. Χρησιµοποιώντας το Dimension Shifting για προβολικές αναλύσεις, οδηγούµα-
στε στη σχέση:

ExtnRpM,Pnq – Ext1RpKn´2, Pnq. (5.9)
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Η υπόθεση τώρα ότι n ą 0, καθώς και το Λήµµα (5.1.6), µας δίνουν την ισότητα ExtnRpM,Pnq “ 0.
Ως συνέπεια αυτού, και της σχέσης (5.9), έπονται οι ακόλουθες ισότητες :

0 “ Ext1RpKn´2, Pnq “ Ext1RpKerαn´2, Pnq “ Ext1RpImαn´1, Pnq. (5.10)

Αν ϑεωρήσουµε την ακριβή ακολουθία `j για j “ n´ 1,

`n´1 : 0 ÝÑ Pn
αn
ÝÑ Pn´1 ÝÑ Imαn´1 ÝÑ 0

και χρησιµοποιήσουµε τη σχέση (5.10), τότε συµπεραίνουµε ότι η ακολουθία `n´1 είναι µια δια-
σπάσιµη σύντοµη ακριβής ακολουθία. Εποµένως, παίρνουµε ότι Pn´1 – Pn

À

Imαn´1, και
επιπρόσθετα, ότι το πρότυπο Imαn´1 είναι ένα προβολικό αριστερό R-πρότυπο, ως ευθύς προ-
σθετέος του προβολικού R-προτύπου Pn´1. Θεωρώντας λοιπόν την ακριβή ακολουθία

J : 0 ÝÑ Imαn´1
i
ÝÑ Pn´2

αn´2
ÝÑ Pn´3

αn´3
ÝÑ ¨ ¨ ¨

α1
ÝÑ P0

α0
ÝÑM ÝÑ 0

όπου i είναι η κανονική έγκλειση, έπεται ότι η J είναι µια προβολική ανάλυση του M µήκους
n ´ 1, δηλαδή, ότι pdRM ď n ´ 1. Το αποτέλεσµα όµως αυτό, αντιφάσκει µε την ελαχιστότητα
του n, αφού n ą n´ 1. ΄Αρα, ή pdRM “ 0 ή pdRM “ 8. �

Στο προηγούµενο κεφάλαιο, επισηµάναµε ότι η ύπαρξη µιας αριστερής προβολικής προσέγ-
γισης για κάθε R-πρότυπο M , είναι εν γένει αδύνατη, σε αντιδιαστολή µε την ύπαρξη µιας δεξιάς
προβολικής προσέγγισης για κάθε R-πρότυπο M . Ωστόσο, όπως ϑα δούµε ευθύς αµέσως, η εύ-
ϱεση µιας αριστερής προβολικής προσέγγισης για κάθε G-προβολικό R-πρότυπο M , είναι πάντα
εφικτή.

Πρόταση 5.1.8. Για κάθε αριστερό R-πρότυπο M , οι ακόλουθες δύο συνθήκες είναι ισοδύναµες :

1. Το M είναι ένα G-προβολικό αριστερό R-πρότυπο.

2. Υπάρχει µία ακριβής δεξιά R-Proj-ανάλυση του M , και ExtiRpM,Qq “ 0 για κάθε i ą 0 και
για κάθε προβολικό αριστερό R-πρότυπο Q.

Απόδειξη. Θεωρούµε ένα αριστερόR-πρότυποM . Υποθέτουµε αρχικά, ότι τοM είναιG-προβολικό.
Από το Λήµµα (5.1.6), γνωρίζουµε ότι ExtiRpM,Lq “ 0 για κάθε i ą 0 και για κάθε αριστερό R-
πρότυπο L µε πεπερασµένη προβολική διάσταση. Συνεπώς, έχουµε ότι ExtiRpM,Qq “ 0 για κάθε
i ą 0 και για κάθε προβολικό αριστερό R-πρότυπο Q. Στη συνέχεια, διαλέγουµε µια πλήρη
προβολική ανάλυση

< : ¨ ¨ ¨ ÝÑ P2
α2
ÝÑ P1

α1
ÝÑ P0

α0
ÝÑ Q0 β0

ÝÑ Q1 β1

ÝÑ Q2 β2

ÝÑ ¨ ¨ ¨

µε Ker β0 “ Imα0 –M , και ϑεωρούµε την επαγόµενη ακριβή ακολουθία

J : 0 ÝÑM ÝÑ Q0 β0

ÝÑ Q1 β1

ÝÑ Q2 β2

ÝÑ ¨ ¨ ¨

Για οποιοδήποτε προβολικό αριστερό R-πρότυπο Q, το σύµπλοκο αβελιανών οµάδων HomRp<, Qq
είναι ϕυσικά ακριβές. Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα αυτό, και το γεγονός ότι για ένα οποιο-
δήποτε (αριστερό) R-πρότυπο Q, ο αντισυναλλοίωτος συναρτητής HomRp´, Qq είναι αριστερά
ακριβής, οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι το σύµπλοκο αβελιανών οµάδων HomRpJ , Qq, είναι
ακριβές για κάθε προβολικό αριστερό R-πρότυπο Q. Εποµένως, η ακριβής ακολουθία J είναι
µια δεξιά R-Proj-ανάλυση του M .

Αντίστροφα, υποθέτουµε τώρα το 2) και διαλέγουµε µια προβολική ανάλυση του M ,

¨ ¨ ¨ ÝÑ P2 ÝÑ P1 ÝÑ P0 ÝÑM ÝÑ 0. (5.11)

Για οποιοδήποτε προβολικό αριστερό R-πρότυπο Q, αν εφαρµόσουµε τον αντισυναλλοίωτο συναρ-
τητή HomRp´, Qq, στην ακριβή ακολουθία (5.11), τότε η επαγόµενη ακολουθία αβελιανών οµάδων
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ϑα είναι ακριβής, αφού ο αντισυναλλοίωτος συναρτητή HomRp´, Qq είναι αριστερά ακριβής, και
ExtiRpM,Qq “ 0 για κάθε i ą 0. Από την υπόθεση, υπάρχει µια ακριβής δεξιά R-Proj-ανάλυση
του M , έστω

0 ÝÑM ÝÑ Q0 ÝÑ Q1 ÝÑ Q2 ÝÑ ¨ ¨ ¨ . (5.12)

Η συγκόλληση τώρα των ακριβών ακολουθιών (5.11) και (5.12) στη ϑέση M , είναι η ακριβής
ακολουθία από προβολικά αριστερά R-πρότυπα,

< : ¨ ¨ ¨ ÝÑ P2 ÝÑ P1 ÝÑ P0 ÝÑ Q0 ÝÑ Q1 ÝÑ Q2 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ,

µε την ιδιότητα, όπως µας πιστοποιεί η Παρατήρηση (2.2.16), ότι για κάθε προβολικό αριστερό
R-πρότυπο Q, το σύµπλοκο αβελιανών οµάδων HomRp<, Qq είναι ακριβές. Συνεπώς, έπεται
ότι η ακολουθία < είναι µια πλήρης προβολική ανάλυση. Παρατηρώντας ότι M – ImpP0 ÝÑ

Q0q, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι το M είναι ένα G-προβολικό αριστερό R-πρότυπο, όπως
επιθυµούσαµε. �

Παρατήρηση 5.1.9. Είναι προφανές από την απόδειξη της Πρότασης (5.1.8), ότι κάθε προβολική
ανάλυση ενός G-προβολικού R-προτύπου είναι HomRp´, R-Projq-ακριβής. ∆ηλαδή, αν M είναι
ένα G-προβολικό R-πρότυπο, και J µια οποιαδήποτε προβολική ανάλυση τουM , τότε το σύµπλο-
κο αβελιανών οµάδων HomRpJ , Qq είναι ακριβές για κάθε προβολικό R-πρότυπο Q. Επιπλέον,
είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι, αν M είναι ένα G-προβολικό R-πρότυπο, τότε κάθε συζυγία
του M , είναι επίσης G-προβολικό R-πρότυπο.

Το ακόλουθο αποτέλεσµα, µας παρέχει την δυνατότητα να µπορούµε πάντα να υποθέτουµε,
ότι τα πρότυπα που εµφανίζονται σε µια πλήρη προβολική ανάλυση, είναι ελεύθερα.

Πρόταση 5.1.10. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο M είναι G-προβολικό, αν και µόνο αν, υπάρχει µια
πλήρης προβολική ανάλυση

D : ¨ ¨ ¨ ÝÑ F2
φ2
ÝÑ F1

φ1
ÝÑ F0

φ0
ÝÑ L0 λ0

ÝÑ L1 λ1

ÝÑ L2 λ2

ÝÑ ¨ ¨ ¨ , (5.13)

όπου Fn και Ln είναι ελεύθερα αριστεράR-πρότυπα για κάθε n ě 0, έτσι ώστεM – Imφ0 “ Ker λ0.

Απόδειξη. Θεωρούµε ένα αριστερό R-πρότυποM και υποθέτουµε αρχικά, ότι η ακολουθία (5.13)
είναι µια πλήρης προβολική ανάλυση από ελεύθερα αριστερά R-πρότυπα, µε την ιδιότητα ότι
M – Imφ0 “ Ker λ0. Τότε προφανώς, το M είναι ένα G-προβολικό αριστερό R-πρότυπο, αφού τα
Fn και Ln για n ě 0, είναι προβολικά αριστερά R-πρότυπα, ως ελεύθερα. Για την αντίστροφη κα-
τεύθυνση, υποθέτουµε τώρα ότι τοM είναι ένα G-προβολικό αριστερό R-πρότυπο, και διαλέγουµε
µια ελεύθερη ανάλυση του M , έστω

¨ ¨ ¨ ÝÑ F2 ÝÑ F1 ÝÑ F0 ÝÑM ÝÑ 0. (5.14)

Επειδή κάθε ελεύθερο R-πρότυπο είναι ένα προβολικό R-πρότυπο, συµπεραίνουµε ότι η ακρι-
ϐής ακολουθία (5.14) είναι µια προβολική ανάλυση του M . ΄Ετσι, αν ϑεωρήσουµε ένα οποιο-
δήποτε προβολικό αριστερό R-πρότυπο Q, και εφαρµόσουµε τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή
HomRp´, Qq, στην ακολουθία (5.14), τότε από την Παρατήρηση (5.1.9), η ακολουθία που προ-
κύπτει είναι ακριβής. Επιπλέον, από την Πρόταση (5.1.8), υπάρχει µια ακριβής δεξιά R-Proj-
ανάλυση του M , έστω

J : 0 ÝÑM
i
ÝÑ Q0 β0

ÝÑ Q1 β1

ÝÑ Q2 β2

ÝÑ ¨ ¨ ¨

Γνωρίζουµε ότι κάθε προβολικό R-πρότυπο είναι ευθύς προσθετέος ενός ελεύθερου R-προτύπου,
και επιπλέον, ότι κάθε ευθύς προσθετέος ενός προβολικού R-προτύπου είναι ένα προβολικό R-
πρότυπο. Επειδή το αριστερόR-πρότυποQ0 που εµφανίζεται στην ακολουθία J , είναι προβολικό,
υπάρχει ένα προβολικό αριστερό R-πρότυπο P 0, και ένα ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο L0, τέτοια
ώστε L0 “ Q0‘P 0. Αν ϑεωρήσουµε τώρα το αριστερό R-πρότυπο Q1‘P 0, τότε το πρότυπο αυτό
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είναι προβολικό, διότι η κλάση των προβολικών αριστερών R-προτύπων, R-Proj, είναι κλειστή σε
τυχαία ευθέα αθροίσµατα. Συνεπώς, υπάρχει ένα προβολικό αριστερό R-πρότυπο P 1, καθώς και
ένα ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο L1, τέτοια ώστε L1 “ Q1 ‘ P 0 ‘ P 1. Επαγωγικά λοιπόν,
κατασκευάζουµε ελεύθερα αριστερά R-πρότυπα L0, L1, . . ., τέτοια ώστε L0 “ Q0 ‘ P 0 και Ln “
Qn ‘ Pn´1 ‘ Pn για n ą 0, όπου κάθε P i για i “ 0, 1, . . ., είναι ένα προβολικό αριστερό
R-πρότυπο. Στη συνέχεια, ϑεωρούµε την ακριβή ακολουθία

0 ÝÑM ÝÑ L0 ÝÑ L1 ÝÑ L2 ÝÑ ¨ ¨ ¨ (5.15)

η οποία προέκυψε σχηµατίζοντας το ευθύ άθροισµα των ακριβών ακολουθιών :

0 ÝÑM
i
ÝÑ Q0 β0

ÝÑ Q1 β1

ÝÑ Q2 β2

ÝÑ ¨ ¨ ¨

0 ÝÑ 0 ÝÑ P 0 IdP0
ÝÑ P 0 ÝÑ 0 ÝÑ ¨ ¨ ¨

0 ÝÑ 0 ÝÑ 0 ÝÑ P 1 IdP1
ÝÑ P 1 ÝÑ ¨ ¨ ¨

0 ÝÑ 0 ÝÑ 0 ÝÑ 0 ÝÑ P 2 IdP2
ÝÑ ¨ ¨ ¨

0 ÝÑ 0 ÝÑ 0 ÝÑ 0 ÝÑ 0 ÝÑ ¨ ¨ ¨

Η ακρίβεια της ακολουθίας (5.15), οφείλεται στο αποτέλεσµα ότι το (άπειρο) ευθύ άθροισµα ακρι-
ϐών ακολουθιών είναι µια ακριβής ακολουθία. Παρατηρούµε ότι η εφαρµογή του αντισυναλλοίω-
του συναρτητή HomRp´, Qq όπου Q είναι ένα προβολικό αριστερό R-πρότυπο, σε κάθε παραπάνω
ακριβή ακολουθία, έχει ως αποτέλεσµα, οι επαγόµενες ακολουθίες αβελιανών οµάδων να είναι
ακριβείς. Συνεπώς, αν εφαρµόσουµε τώρα τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή HomRp´, Qq, στην
ακολουθία (5.15), τότε η ακολουθία που προκύπτει είναι ακριβής, όταν το Q είναι ένα προβολικό
αριστερό R-πρότυπο. ΄Ετσι, συγκολλώντας τις ακριβείς ακολουθίες (5.14) και (5.15), παίρνουµε τη
Ϲητούµενη πλήρη προβολική ανάλυση D, η οποία αποτελείται από ελεύθερα αριστερά R-πρότυπα,
µε την ιδιότητα M – ImpF0 ÝÑ L0q. �

Στη συνέχεια, µελετάµε το τρόπο µε τον οποίο συµπεριφέρονται τα G-προβολικά R-πρότυπα,
σε (σύντοµες) ακριβείς ακολουθίες. Αρχίζουµε τη µελέτη αυτή, µε το ακόλουθο αποτέλεσµα, το
οποίο οφείλεται στους Foxby, Martsinkovsky και Holm:

Θεώρηµα 5.1.11. Η κλάση των G-προβολικών αριστερών R-προτύπων, R-GProj, είναι resolving.

Απόδειξη. Από το Παράδειγµα (5.1.4), γνωρίζουµε ότι η κλάση των προβολικών αριστερών R-
προτύπων, R-Proj, περιέχεται στην κλάση των G-προβολικών αριστερών R-προτύπων, R-GProj.
Θεωρούµε τώρα µια σύντοµη ακριβή ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα,

0 ÝÑM 1 f
ÝÑM

g
ÝÑM2 ÝÑ 0. (5.16)

Υποθέτουµε αρχικά, ότι τα αριστερά R-πρότυπα M 1 και M2 είναι G-προβολικά, µε σκοπό να δεί-
ξουµε ότι το αριστερό R-πρότυπο M είναι G-προβολικό. Αν για οποιοδήποτε προβολικό αριστερό
R-πρότυπο Q, εφαρµόσουµε τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή HomRp´, Qq στη σύντοµη ακριβή α-
κολουθία (5.16), τότε επάγεται µια µακρά ακριβής ακολουθία στη συνοµολογία, µέρος της οποίας
είναι η ακριβής ακολουθία

ExtiRpM
2, Qq ÝÑ ExtiRpM,Qq ÝÑ ExtiRpM

1, Qq, (5.17)

για κάθε i ě 0. Από την υπόθεση και από την Πρόταση (5.1.8), έχουµε ότι ExtiRpM2, Qq “ 0 “
ExtiRpM

1, Qq για κάθε i ą 0. Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα αυτό, από την ακριβή ακολουθία
(5.17), συµπεραίνουµε ότι ExtiRpM,Qq “ 0 για κάθε i ą 0. Επιπλέον, χρησιµοποιώντας πάλι την
Πρόταση (5.1.8), οδηγούµαστε στην ύπαρξη ακριβών δεξιών R-Proj-αναλύσεων

0 ÝÑM 1 ÝÑ P 0 ÝÑ P 1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ και 0 ÝÑM2 ÝÑ Q0 ÝÑ Q1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ,
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των G-προβολικών αριστερών προτύπων, M 1 και M2, αντίστοιχα. Παρατηρούµε ότι η εφαρµογή
του αντισυναλλοίωτου συναρτητή HomRp´, Qq στη σύντοµη ακριβή ακολουθία (5.16), έχει ως
αποτέλεσµα µια σύντοµη ακριβή ακολουθία από αβελιανές οµάδες, στην περίπτωση κατά την
οποία το Q είναι ένα προβολικό αριστερό R-πρότυπο. Επειδή τώρα η κλάση των προβολικών
αριστερών R-προτύπων είναι κλειστή σε τυχαία ευθέα αθροίσµατα, η Παρατήρηση (4.1.33), µας
δίνει την ύπαρξη R-οµοµορφισµών, τέτοιων ώστε το παρακάτω διάγραµµα να είναι µεταθετικό,
και η µεσαία στήλη του διαγράµµατος αυτού, να είναι µια δεξιά R-Proj-ανάλυση του M :

0

��

0

��

0

��
0 // M 1

��

f // M

��

g // M2

��

// 0

0 // P 0

��

// P 0 ‘Q0

��

// Q0

��

// 0

0 // P 1

��

// P 1 ‘Q1

��

// Q1

��

// 0

...
...

...

(5.18)

Ως συνέπεια της ακρίβειας της πρώτης και τρίτης στήλης του µεταθετικού διαγράµµατος (5.18),
έπεται η ακρίβεια της µεσαίας στήλης του. ∆ηλαδή, η µεσαία στήλη του διαγράµµατος (5.18), είναι
µια ακριβής δεξιάR-Proj-ανάλυση τουM . Το αποτέλεσµα αυτό, σε συνδυασµό µε το γεγονός ότι το
M ανήκει στην κλάση KpR-Projq, µας οδηγεί σύµφωνα µε την Πρόταση (5.1.8), στο συµπέρασµα
ότι το αριστερό R-πρότυπο M είναι ένα G-προβολικό R-πρότυπο. Εποµένως, προκύπτει ότι η
κλάση R-GProj είναι κλειστή στις επεκτάσεις.

Στη συνέχεια, υποθέτουµε ότι τα πρότυπαM καιM2 είναι G-προβολικά αριστερά R-πρότυπα,
µε σκοπό αυτή τη ϕορά να αποδείξουµε ότι το πρότυπο M 1 είναι ένα G-προβολικό αριστερό R-
πρότυπο. Επειδή το M είναι G-προβολικό, από την Παρατήρηση (5.1.3), υπάρχει µια σύντοµη
ακριβής ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα

0 ÝÑM
i
ÝÑ Q ÝÑ C ÝÑ 0,

όπου Q είναι προβολικό και C είναι G-προβολικό. Θεωρούµε τώρα το pushout P του διαγράµ-
µατος :

M

i

��

g // M2

v

��
Q

u
// P

.

Τότε από την Πρόταση (1.2.57), συµπεραίνουµε την ύπαρξη µοναδικών οµοµορφισµών αριστερών
R-προτύπων, h : P ÝÑ C και h1 : M 1 ÝÑ Q, µε την ιδιότητα οι οµοµορφισµοί αυτοί, να συνθέτουν
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το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές και στήλες :

0

��

0

��
0 // M 1

f // M
g //

i

��

M2

v

��

// 0

0 // M 1 h1 // Q
u //

��

P //

h

��

0

C

��

C

��
0 0

(5.19)

Προηγουµένως αποδείξαµε ότι η κλάση R-GProj, είναι κλειστή στις επεκτάσεις. Χρησιµοποιών-
τας τώρα το αποτέλεσµα αυτό, καθώς και το γεγονός ότι τα αριστερά R-πρότυπα M2 και C είναι
G-προβολικά, οδηγούµαστε από τη τρίτη στήλη του µεταθετικού διαγράµµατος (5.19), στο συµπέ-
ϱασµα ότι το αριστερό R-πρότυπο P είναι επίσης G-προβολικό. ΄Ετσι, η Παρατήρηση (5.1.9), µας
δίνει ότι κάθε συζυγία του G-προβολικού αριστερού R-προτύπου P , είναι επίσης ένα G-προβολικό
αριστερό R-πρότυπο. Συνεπώς, επειδή το αριστερό R-πρότυπο Q είναι προβολικό, και η δεύτερη
γραµµή του διαγράµµατος (5.19) είναι µια σύντοµη ακριβής ακολουθία, παίρνουµε ότι το αριστε-
ϱό R-πρότυπο M 1 είναι G-προβολικό. ΄Αρα, έπεται ότι η κλάση R-GProj είναι κλειστή σε πυρήνες
επιµορφισµών αριστερών R-προτύπων.

Για να ολοκληρώσουµε την απόδειξη της πρότασης αυτής, µένει ακόµη να αποδείξουµε ότι η
κλάση των G-προβολικών αριστερών R-προτύπων R-GProj, είναι κλειστή σε ευθείς προσθετέους.
Για την απόδειξη αυτού, ϑα ϐασιστούµε στην κλασσική τεχνική του Eilenberg, γνωστή ως Eilen-
berg’s swindle. Υποθέτουµε λοιπόν ότι το αριστερό R-πρότυπο Y , είναι ευθύς προσθετέος ενός
X P R-GProj, µε σκοπό να δείξουµε ότι Y P R-GProj. Γράφουµε X “ Y ‘Z για κάποιο αριστερό
R-πρότυπο Z, και ορίζουµεW “ Y ‘Z‘Y ‘Z‘¨ ¨ ¨ . ∆ηλαδή, τοW είναι ισόµορφο µε (άπειρες)
ευθείς κόπιες του G-προβολικού αριστερού R-προτύπου X. Είναι ϕανερό ότι η κλάση R-GProj
είναι κλειστή σε ισοµορφισµούς. ΄Ετσι, χρησιµοποιώντας την Πρόταση (5.1.5), οδηγούµαστε από
την υπόθεση, στο συµπέρασµα ότιW P R-GProj. Παρατηρώντας τώρα ότιW – Y ‘W , συµπεραί-
νουµε ότι Y ‘W P R-GProj. Στη συνέχεια, ϑεωρούµε τη διασπάσιµη σύντοµη ακριβή ακολουθία
από αριστερά R-πρότυπα:

0 ÝÑ Y
iY
ÝÑ Y ‘W

πW
ÝÑW ÝÑ 0, (5.20)

όπου iY και πW είναι οι προφανείς εγκλεισµοί και προβολές, αντίστοιχα. Προηγουµένως, απο-
δείξαµε ότι η κλάση R-GProj είναι κλειστή σε πυρήνες επιµορφισµών αριστερών R-προτύπων.
Εποµένως, επειδή τα αριστερά R-πρότυπα Y ‘W και W , είναι στοιχεία της κλάσης R-GProj, και
η ακολουθία (5.20) είναι σύντοµη ακριβής ακολουθία, έπεται ότι το αριστερό R-πρότυπο Y είναι
επίσης στοιχείο της κλάσης R-GProj. Συνεπώς, καταλήγουµε ότι η κλάση R-GProj είναι κλειστή
σε αυθαίρετους ευθείς προσθετέους. �

Παρατήρηση 5.1.12. Αν ϑεωρήσουµε οποιαδήποτε ακριβή ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα

0 ÝÑ L ÝÑ K ÝÑ Gm ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ G0 ÝÑ 0, (5.21)

όπου τα αριστερά R-πρότυπα G0, . . . , Gm είναι G-προβολικά, τότε ισχύει η ισοδυναµία:

L P R-GProj ðñ K P R-GProj .

Πράγµατι, αν «σπάσουµε» την ακολουθία (5.21) σε σύντοµες ακριβείς ακολουθίες, και εφαρµό-
σουµε το Θεώρηµα (5.1.11), τότε ϑα προκύψει η Ϲητούµενη ισοδυναµία.
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Οι M. Auslander και M. Bridger, ϑεωρώντας µια αβελιανή κατηγορία Γ µε αρκετά προβολικά
αντικείµενα, και µια οποιαδήποτε πλήρη υποκατηγορία Λ της Γ η οποία είναι resolving, απέδειξαν
την ακόλουθη ιδιότητα : Αν

0 ÝÑ Xn ÝÑ Xn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ X0 ÝÑ A ÝÑ 0

και
0 ÝÑ Yn ÝÑ Yn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ Y0 ÝÑ A ÝÑ 0,

είναι δύο ακριβείς ακολουθίες στη Γ, όπου Xi και Yi για 0 ď i ď n ´ 1, ανήκουν στη Λ, τότε
Xn P Λ, αν και µόνο αν, Yn P Λ, δες [8]. Στο σηµείο αυτό, παραθέτουµε την απόδειξη του
προηγούµενου αποτελέσµατος, στην περίπτωση που η αβελιανή κατηγορία Γ, είναι η κατηγορία
των αριστερών R-προτύπων R-Mod, και η πλήρης υποκατηγορία Λ της Γ η οποία είναι resolving,
είναι η κλάση των G-προβολικών αριστερών R-προτύπων R-GProj.

Πρόταση 5.1.13. ΄ΕστωM ένα οποιοδήποτε αριστερό R-πρότυπο και ϑεωρούµε δύο ακριβείς ακο-
λουθίες

0 ÝÑ Kn
gn
ÝÑ Gn´1

gn´1
ÝÑ ¨ ¨ ¨

g1
ÝÑ G0

g0
ÝÑM ÝÑ 0

0 ÝÑ K 1n
g1n
ÝÑ G1n´1

g1n´1
ÝÑ ¨ ¨ ¨

g11
ÝÑ G10

g10
ÝÑM ÝÑ 0,

όπουGi καιG1i είναι G-προβολικά αριστεράR-πρότυπα, για κάθε i ě 0. ΤότεKn είναι G-προβολικό
αριστερό R-πρότυπο, αν και µόνο αν, K 1n είναι G-προβολικό αριστερό R-πρότυπο.

Απόδειξη. ΄Εστω

` : 0 ÝÑ Ln
αn
ÝÑ Pn´1

αn´1
ÝÑ ¨ ¨ ¨

α1
ÝÑ P0

α0
ÝÑM ÝÑ 0,

µια επιµέρους προβολική ανάλυση του αριστερού R-προτύπου M . ∆ηλαδή, η ακολουθία ` εί-
ναι ακριβής, και κάθε Pi για i “ 0, . . . , n ´ 1, είναι ένα προβολικό αριστερό R-πρότυπο. Τό-
τε χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα Σύγκρισης, παίρνουµε οµοµορφισµούς αριστερών R-προτύπων
fi : Pi ÝÑ Gi για i “ 0, . . . , n´ 1, έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

Pn´1

fn´1

��

αn´1 // Pn´2

fn´2

��

αn´2 // ¨ ¨ ¨
α1 // P0

f0

��

α0 // M // 0

Gn´1

gn´1 // Gn´2

gn´2 // ¨ ¨ ¨
g1 // G0

g0 // M // 0

Η µεταθετικότητα του παραπάνω διαγράµµατος, µας δίνει την ύπαρξη ενός οµοµορφισµού αρι-
στερών R-προτύπων fn : Ln ÝÑ Kn, µε την ιδιότητα το διάγραµµα

0 // Ln

fn

��

αn // Pn´1

fn´1

��

αn´1 // ¨ ¨ ¨
α1 // P0

f0

��

α0 // M // 0

0 // Kn
gn // Gn´1

gn´1 // ¨ ¨ ¨
g1 // G0

g0 // M // 0

(5.22)

να είναι µεταθετικό. Μάλιστα, ο οµοµορφισµός fn είναι ο µοναδικός οµοµορφισµός που πλη-
ϱεί αυτή την ιδιότητα, αφού ο οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων gn είναι µονοµορφισµός.
Θεωρώντας τώρα το διάγραµµα (5.22) ως έναν µορφισµό ανάµεσα σε ακριβή σύµπλοκα, και χρη-
σιµοποιώντας την Πρόταση (3.1.21), συµπεραίνουµε ότι η επαγόµενη κωνική απεικόνιση:

M : 0 ÝÑ Ln
µn`1
ÝÑ Kn ‘ Pn´1

µn
ÝÑ ¨ ¨ ¨

µ1
ÝÑ G0 ‘M

µ0
ÝÑM ÝÑ 0,

είναι ακριβής. ΄Εστω i : M ÝÑ G0 ‘ M και π : G0 ‘ M ÝÑ G0, η ϕυσική έγκλειση και η
κανονική προβολή, αντίστοιχα. Ορίζουµε ρ “ π ˝ µ1 : G1 ‘ P0 ÝÑ G0. Τότε λόγω των ισοτήτων,
ρ ˝ µ2 “ π ˝ µ1 ˝ µ2 “ 0, παίρνουµε ότι η ακολουθία

< : 0 ÝÑ Ln
µn`1
ÝÑ Kn ‘ Pn´1

µn
ÝÑ ¨ ¨ ¨

µ2
ÝÑ G1 ‘ P0

ρ
ÝÑ G0 ÝÑ 0,
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είναι ένα σύµπλοκο στην κατηγορία των αριστερών R-προτύπων R-Mod. Παρατηρώντας τώρα,
ότι µ0 ˝ i “ IdM , οδηγούµαστε σε µια σύντοµη ακριβή ακολουθία συµπλόκων από αριστερά
R-πρότυπα:

0

��

0

��

0

��
0 // 0

��

// Ln

µn`1

��

Ln

µn`1

��

// 0

0 // 0

��

// Kn ‘ Pn´1

µn ��

Kn ‘ Pn´1

µn ��

// 0

...

��

...

µ2

��

...

µ2

��
0 // 0

��

// G1 ‘ P0

µ1

��

G1 ‘ P0

ρ

��

// 0

0 // M
i // G0 ‘M

µ0

��

π // G0

��

// 0

0 // M

��

M

��

// 0

��

// 0

0 0 0

(5.23)

Σηµειώνοντας µε K το ακριβές σύµπλοκο 0 ÝÑ M
“
ÝÑ M ÝÑ 0, µπορούµε να γράψουµε το

διάγραµµα (5.23), ως την ακριβή ακολουθία συµπλόκων:

0 ÝÑ K ÝÑM ÝÑ < ÝÑ 0.

Ως συνέπεια της ακρίβειας των συµπλόκων K και M, έπεται η ακρίβεια του συµπλόκου <. Από το
Παράδειγµα (5.1.4), γνωρίζουµε ότι κάθε προβολικό αριστερό R-πρότυπο είναι ένα G-προβολικό
αριστερό R-πρότυπο. ΄Ετσι, αν εφαρµόσουµε την Παρατήρηση (5.1.12) στην ακριβή ακολουθία
<, τότε προκύπτει ότι το Ln είναι G-προβολικό R-πρότυπο, αν και µόνο αν, το Kn ‘ Pn´1 είναι
G-προβολικό R-πρότυπο. Επιπλέον, από το Θεώρηµα (5.1.11), έχουµε ότι η κλάση R-GProj είναι
κλειστή σε αυθαίρετους ευθείς προσθετέους. Συνεπώς, χρησιµοποιώντας ξανά το Παράδειγµα
(5.1.4), συµπεραίνουµε ότι το Kn ‘ Pn´1 είναι G-προβολικό R-πρότυπο, αν και µόνο αν, το Kn

είναι G-προβολικό R-πρότυπο. Συγκρίνοντας τα αποτελέσµατα αυτά, έχουµε ότι το Ln είναι G-
προβολικό R-πρότυπο, αν και µόνο αν, το Kn είναι G-προβολικό R-πρότυπο. Αν ακολουθήσουµε
µια παρόµοια διαδικασία µε πριν, τότε ϑα µας δώσει ότι το Ln είναι G-προβολικό R-πρότυπο, αν
και µόνο αν, το K 1n είναι G-προβολικό R-πρότυπο. Εποµένως, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι
το Kn είναι G-προβολικό R-πρότυπο, αν και µόνο αν, το K 1n είναι G-προβολικό R-πρότυπο, όπως
επιθυµούσαµε. �

Κλείνουµε την ενότητα αυτή, µε την ακόλουθη πρόταση η οποία ολοκληρώνει τη µελέτη των
G-προβολικών R-προτύπων σε σύντοµες ακριβείς ακολουθίες. Αξίζει να σηµειώσουµε, ότι η α-
πόδειξη της ακόλουθης πρότασης ϑα µπορούσε να είναι πολύ πιο σύντοµη, ϐλέπε [38], έχοντας
εισάγει ωστόσο την έννοια των G-προβολικών διαστάσεων, ϑέµα το οποίο πραγµατεύεται το επόµενο
κεφάλαιο.
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Πρόταση 5.1.14. ΄Εστω 0 ÝÑ G1
f
ÝÑ G

g
ÝÑ M ÝÑ 0 µια σύντοµη ακριβής ακολουθία από

αριστερά R-πρότυπα, όπου G1, G είναι G-προβολικά R-πρότυπα και Ext1RpM,Qq “ 0 για κάθε
προβολικό αριστερό R-πρότυπο Q. Τότε το αριστερό R-πρότυπο M είναι G-προβολικό R-πρότυπο.

Απόδειξη. Επειδή το αριστερό R-πρότυπο G είναι G-προβολικό, από την Παρατήρηση (5.1.3),
υπάρχει µια σύντοµη ακριβής ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα

0 ÝÑ G
i
ÝÑ X ÝÑ C ÝÑ 0,

όπου X είναι προβολικό και C είναι G-προβολικό. Σηµειώνουµε ότι ο µονοµορφισµός i, είναι
µια αριστερή προβολική προσέγγιση του G, διότι το αριστερό R-πρότυπο C είναι G-προβολικό,
και Ext1RpC,Lq “ 0 για κάθε προβολικό αριστερό R-πρότυπο L, σύµφωνα µε το Λήµµα (5.1.6).
Θεωρούµε τώρα το pushout P του διαγράµµατος :

G

i

��

g // M

v

��
X

u
// P

.

Τότε η Πρόταση (1.2.57), µας δίνει µοναδικούς οµοµορφισµούς h : P ÝÑ C, h1 : G1 ÝÑ X αρι-
στερών R-προτύπων, έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό µε ακριβείς γραµµές
και στήλες :

0

��

0

��
0 // G1

f // G
g //

i

��

M

v

��

// 0

0 // G1
h1 // X

u //

��

P //

h

��

0

C

��

C

��
0 0

(5.24)

Στη συνέχεια, ϑα αποδείξουµε ότι το αριστερό R-πρότυπο P είναι G-προβολικό, και έτσι, ϑα
έχουµε ολοκληρώσει την απόδειξη της πρότασης αυτής, αφού τότε χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα
(5.1.11), από την τρίτη στήλη του διαγράµµατος (5.24), ϑα πάρουµε ότι το αριστερό R-πρότυπο
M είναι G-προβολικό.

Αν εφαρµόσουµε τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή HomRp´, Qq όπου Q είναι ένα τυχαίο προ-
ϐολικό αριστερό R-πρότυπο, στη τρίτη στήλη του διαγράµµατος (5.24), τότε χρησιµοποιώντας την
υπόθεση ότι Ext1RpM,Qq “ 0 για κάθε προβολικό αριστερό R-πρότυπο Q, καθώς και το Λήµµα
(5.1.6), συµπεραίνουµε ότι Ext1RpP,Qq “ 0 για κάθε προβολικό αριστερό R-πρότυπο Q. Συνεπώς,
ο µονοµορφισµός h1, είναι µια αριστερή προβολική προσέγγιση του G1. Επειδή τώρα, το αριστερό
R-πρότυπο G1 είναι G-προβολικό, από την Παρατήρηση (5.1.3), υπάρχει µια σύντοµη ακριβής
ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα

0 ÝÑ G1
j
ÝÑ X 1 ÝÑ C 1 ÝÑ 0,

όπου X 1 είναι προβολικό και C 1 είναι G-προβολικό. Σηµειώνουµε ξανά, ότι ο µονοµορφισµός
j είναι µια αριστερή προβολική προσέγγιση του G1, διότι το αριστερό R-πρότυπο C 1 είναι G-
προβολικό, και Ext1RpC 1, Lq “ 0 για κάθε προβολικό αριστερό R-πρότυπο L. Εποµένως, αφού
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οι µονοµορφισµοί h1 και j, είναι δύο αριστερές προβολικές προσεγγίσεις του G1, υπάρχουν ο-
µοµορφισµοί α : X ÝÑ X 1 και β : X 1 ÝÑ X, τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι
µεταθετικό :

G1

j

��

h1 // X

α
yy

X 1

β

99 .

Η µεταθετικότητα του προηγούµενου διαγράµµατος, µας δίνει οµοµορφισµούς α1 : P ÝÑ C 1 και
β1 : C 1 ÝÑ P , µε την ιδιότητα, οι οµοµορφισµοί αυτοί να συνθέτουν το µεταθετικό διάγραµµα µε
ακριβείς γραµµές :

0 // G1
h1 // X

α

��

// P

α1

��

// 0

0 // G1
j

// X 1

β

OO

// C 1

β1

OO

// 0

.

Αν χρησιµοποιήσουµε τώρα το Λήµµα του Schanuel [52] για αριστερές προσεγγίσεις, τότε παίρ-
νουµε ότι P ‘X 1 – X‘C 1. Παρατηρώντας ότι το αριστερό R-πρότυποX‘C 1 είναι G-προβολικό,
ως ευθύ άθροισµα του προβολικού R-προτύπου X, και του G-προβολικού R-προτύπου C 1, οδη-
γούµαστε στο συµπέρασµα ότι το αριστερό R-πρότυπο P ‘ X 1 είναι επίσης G-προβολικό, αφού
η κλάση R-GProj είναι κλειστή σε ισοµορφισµούς. Εποµένως, καταλήγουµε ότι το αριστερό R-
πρότυπο P είναι G-προβολικό, ως ευθύς προσθετέος του G-προβολικού R-προτύπου P ‘X 1. �

Ας επισηµάνουµε ότι οι E. Enochs και O.M. Jenda, απέδειξαν την Πρόταση (5.1.14) χρησι-
µοποιώντας εντελώς διαφορετικές µεθόδους, στην περίπτωση που ο δακτύλιος R είναι αριστερά
συναφής, και τα πρότυπα που εµφανίζονται στην ακριβή ακολουθία 0 ÝÑ G1 ÝÑ G ÝÑM ÝÑ 0,
είναι δεξιά παραστάσιµα R-πρότυπα, ϐλέπε [27, Theorem 10.2.8].

5.2 Gorenstein Ενέσιµα Πρότυπα

Σκοπός της παρούσας ενότητας, είναι η µελέτη της δυϊκής έννοιας των Gorenstein προβολικών
R-προτύπων, αυτής των Gorenstein ενέσιµων R-προτύπων. Αρχικά, παραθέτουµε τον ορισµό των
Gorenstein ενέσιµων R-προτύπων και στη συνέχεια, αποδεικνύουµε ϑεµελιώδη αποτελέσµατα
για Gorenstein ενέσιµα R-πρότυπα, µιµούµενοι, όπου είναι εφικτό, τις αποδείξεις των ϐασικών
αποτελεσµάτων για Gorenstein προβολικά R-πρότυπα.

Ορισµός 5.2.1. 1. Μια πλήρης ενέσιµη ανάλυση, (complete injective resolution), είναι
µια ακριβής ακολουθία από ενέσιµα αριστερά R-πρότυπα

Υ : ¨ ¨ ¨ ÝÑ I2
i2
ÝÑ I1

i1
ÝÑ I0

i0
ÝÑ E0 ε0

ÝÑ E1 ε1
ÝÑ E2 ε2

ÝÑ ¨ ¨ ¨ , (5.25)

τέτοια ώστε το σύµπλοκο αβελιανών οµάδων HomRpI,Υq, να είναι ακριβές για κάθε ενέσιµο
αριστερό R-πρότυπο I.

2. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο M καλείται Gorenstein ενέσιµο, (Gorenstein injective), αν
υπάρχει πλήρης ενέσιµη ανάλυση Υ, µε M – Im i0 “ Ker ε0.

Ανάλογος είναι ο ορισµός των Gorenstein ενέσιµων δεξιών R-προτύπων.

Σύµβαση: Χάριν απλότητας, από τώρα και στο εξής, καλούµε κάθε Gorenstein ενέσιµο αρι-
στερό (δεξιό) R-πρότυπο, G-ενέσιµο αριστερό (δεξιό) R-πρότυπο.
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Επικεντρωνόµαστε τώρα σε G-ενέσιµα αριστερά R-πρότυπα. Τονίζουµε ξανά, ότι παρόµοια
αποτελέσµατα µε τα αποτελέσµατα που ϑα παραθέσουµε στη συνέχεια της ενότητας αυτής, για
G-ενέσιµα αριστερά R-πρότυπα, ισχύουν και για G-ενέσιµα δεξιά R-πρότυπα.

Παρατήρηση 5.2.2. Λόγω συµµετρίας, σε µια πλήρη ενέσιµη ανάλυση, όπως παραδείγµατος
χάριν η (5.25), κάθε εικόνα Im ιn, Im εn είναι G-ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο, και συνεπώς, κάθε
πυρήνας Ker in, Ker εn και κάθε συνπυρήνας Coker ιn, Coker εn, είναι G-ενέσιµο αριστερο R-
πρότυπο. Επιπλέον, ανM είναι ένα G-ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο, τότε για κάθε ϕυσικό αριθµό
n, (n P N0), υπάρχουν σύντοµες ακριβείς ακολουθίες

1. 0 ÝÑ H ÝÑ In ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ I0 ÝÑM ÝÑ 0 και

2. 0 ÝÑM ÝÑ E0 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ En ÝÑ H 1 ÝÑ 0,

όπου Ii, E
i είναι ενέσιµα αριστερά R-πρότυπα για κάθε i “ 0, ..., n και H,H 1 είναι G-ενέσιµα

αριστερά R-πρότυπα.

Παράδειγµα 5.2.3. Κάθε ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο είναι G-ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο,
αφού για κάθε ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο I, η ακολουθία

0 ÝÑ I
IdI
ÝÑ I ÝÑ 0

όπου IdI είναι ο ταυτοτικός µορφισµός του I, είναι µια πλήρης ενέσιµη ανάλυση. Εποµένως, αν
συµβολίσουµε µε R-Inj την κλάση των ενέσιµων αριστερών R-προτύπων, και µε R-GInj την κλάση
των G-ενέσιµων αριστερών R-προτύπων, τότε ισχύει ο εγκλεισµός :

R-Inj Ď R-GInj

Επισηµαίνουµε ότι ο παραπάνω εγκλεισµός είναι γνήσιος. Για παράδειγµα, στο επόµενο κεφάλαιο
ϑα δούµε ότι αν ο R είναι δακτύλιος quasi-Frobenius µε αριστερή οµολογική διάσταση ίση µε
άπειρο, τότε κάθε αριστερό R-πρότυπο είναι G-ενέσιµο, ενώ υπάρχει τουλάχιστον ένα αριστερό
R-πρότυπο το οποίο δεν είναι ενέσιµο. Με άλλα λόγια, για έναν δακτύλιο quasi-Frobenius R, µε
άπειρη αριστερή οµολογική διάσταση, ισχύουν οι σχέσεις :

R-Mod “ R-GInj & R-Inj Ă R-GInj .

Επειδή λοιπόν οι κλάσεις R-Inj και R-GInj είναι εν γένει διακριτές, είναι ϕυσιολογικό να
αναρωτηθούµε τι ιδιότητες έχει ο δακτύλιος R, όταν αυτές ταυτίζονται.

Στη συνέχεια, περιγράφουµε ϐασικές ιδιότητες των G-ενέσιµων R-προτύπων. ΄Οπως ϑα δια-
πιστώσουµε, τα G-ενέσιµα R-πρότυπα έχουν πολλές κοινές ιδιότητες µε αυτές των ενέσιµων R-
προτύπων. Ξεκινάµε την περιγραφή αυτή, αναφέροντας ότι το ευθύ γινόµενο από G-ενέσιµα
R-πρότυπα, είναι επίσης G-ενέσιµο R-πρότυπο.

Πρόταση 5.2.4. Η κλάση των G-ενέσιµων αριστερών R-προτύπων, R-GInj, είναι κλειστή σε τυχαία
ευθέα γινόµενα.

Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας τον ορισµό των G-ενέσιµων αριστερών R-προτύπων, το γεγονός ότι η
κλάση των ενέσιµων αριστερών R-προτύπων R-Inj, είναι κλειστή σε τυχαία ευθέα γινόµενα, καθώς
και το αποτέλεσµα ότι (άπειρα) ευθέα γινόµενα ακριβών ακολουθιών είναι µια ακριβής ακολουθία,
εύκολα καταλήγουµε στο Ϲητούµενο συµπέρασµα. �

Λήµµα 5.2.5. Αν Υ είναι µια πλήρης ενέσιµη ανάλυση, τότε το σύµπλοκο αβελιανών οµάδων
HomRpL,Υq είναι ακριβές για κάθε αριστερό R-πρότυπο L µε πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση.
Επιπρόσθετα, αν M είναι ένα G-ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο, τότε ExtiRpL,Mq “ 0 για κάθε i ą 0
και για κάθε αριστερό R-πρότυπο L µε πεπερασµένη ενέσιµη ή προβολική διάσταση.
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Απόδειξη. Η απόδειξη του πρώτου σκέλους του Λήµµατος, προκύπτει µε χρήση επαγωγής στο
` “ idR L ă 8. Για την απόδειξη του δεύτερου σκέλους του λήµµατος, χρησιµοποιούµε το πρώτο
σκέλος του λήµµατος και µιµούµαστε την απόδειξη του Λήµµατος (5.1.6). �

Η ακόλουθη πρόταση µας εξασφαλίζει ότι η ενέσιµη διάσταση ενός G-ενέσιµου R-προτύπου,
αν είναι πεπερασµένη, τότε αυτή είναι ίση υποχρεωτικά µε µηδέν. ∆ηλαδή, κάθε G-ενέσιµο R-
πρότυπο µε πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση, είναι ένα ενέσιµο R-πρότυπο.

Πρόταση 5.2.6. Η ενέσιµη διάσταση ενός G-ενέσιµου αριστερού R-προτύπου, είναι ή ίση µε µηδέν,
ή άπειρο.

Απόδειξη. Η απόδειξη της πρότασης αυτής προκύπτει µε απαγωγή σε άτοπο. Θεωρούµε δηλαδή
ένα G-ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο M ενέσιµης διάστασης ίσης µε n, και υποθέτουµε τις γνή-
σιες ανισότητες, 0 ă idRM “ n ă 8. Χρησιµοποιώντας την υπόθεση, και το Λήµµα (5.2.5),
οδηγούµαστε µε χρήση του Dimension Shifting για ενέσιµες αναλύσεις, στο συµπέρασµα ότι
n “ idRM ď n´ 1. Συνεπώς, συµπεραίνουµε ότι ή idRM “ 0, ή idRM “ 8. �

Στην προηγούµενη ενότητα, η Πρόταση (5.1.8), µας πιστοποιούσε ότι κάθε G-προβολικό R-
πρότυπο έχει µια αριστερή προβολική προσέγγιση. Η επόµενη τώρα πρόταση, µας εξασφαλίζει ότι
η εύρεση µιας δεξιάς ενέσιµης προσέγγισης για κάθε G-ενέσιµο R-πρότυπο, είναι πάντα εφικτή,
εν΄ αντιθέσει µε την εύρεση µιας δεξιάς ενέσιµης προσέγγισης για ένα τυχαίο R-πρότυπο (ϐλέπε
Κεφάλαιο 4).

Πρόταση 5.2.7. Για κάθε αριστερό R-πρότυπο M , οι ακόλουθες δύο συνθήκες είναι ισοδύναµες :

1. Το M είναι ένα G-ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο.

2. Υπάρχει µία ακριβή αριστερή R-Inj-ανάλυση του M , και ExtiRpI,Mq “ 0 για κάθε i ą 0 και
για κάθε ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο I.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι δυϊκή της απόδειξης της Πρότασης (5.1.8). �

Παρατήρηση 5.2.8. Κάθε ενέσιµη ανάλυση ενός G-ενέσιµουR-προτύπου, είναι HomRpR-Inj,´q-
ακριβής. ∆ηλαδή, ανM είναι ένα G-ενέσιµο R-πρότυπο, και D µια οποιαδήποτε ενέσιµη ανάλυση
του M , τότε το σύµπλοκο αβελιανών οµάδων HomRpI,Dq είναι ακριβές για κάθε ενέσιµο R-
πρότυπο I. Πράγµατι, το αποτέλεσµα αυτό, απορρέει από την Πρόταση (5.2.7), και από το γεγονός
ότι ο συναρτητής HomRpI,´q είναι αριστερά ακριβής για οποιοδήποτε R-πρότυπο I. Επιπλέον,
χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα αυτό, και την Πρόταση (5.2.7) ξανά, εύκολα ϐλέπουµε ότι κάθε
συνσυζυγία ενός G-ενέσιµου R-προτύπου, είναι επίσης ένα G-ενέσιµο R-πρότυπο.

Στην ενότητα (5.1), επισηµάναµε τον τρόπο µε τον οποίο συµπεριφέρονται τα G-προβολικά
R-πρότυπα σε (σύντοµες) ακριβείς ακολουθίες. ΄Εχοντας εισάγει τώρα τη δυϊκή έννοια των G-
προβολικών R-προτύπων, τα G-ενέσιµα R-πρότυπα, και έχοντας αναφέρει ϐασικά αποτελέσµατα,
ϕυσικό επακόλουθο λοιπόν είναι να µελετήσουµε πως συµπεριφέρονται τα G-ενέσιµα R-πρότυπα
σε (σύντοµες) ακριβείς ακολουθίες. Ξεκινάµε τη µελέτη αυτή, µε την ακόλουθη δυϊκή εκδοχή του
αποτελέσµατος (5.1.11):

Θεώρηµα 5.2.9. Η κλάση των G-ενέσιµων αριστερών R-προτύπων, R-GInj, είναι coresolving.

Απόδειξη. Για να δείξουµε ότι η κλάση των G-ενέσιµων αριστερών R-προτύπων R-GInj, είναι co-
resolving, χρειάζεται να αποδείξουµε τις ακόλουθες τέσσερις συνθήκες :

1. Η κλάση R-GInj περιέχει την κλάση των ενέσιµων αριστερών R-προτύπων, R-Inj.

2. Η κλάση R-GInj είναι κλειστή στις επεκτάσεις.

3. Η κλάση R-GInj είναι κλειστή σε συνπυρήνες µονοµορφισµών αριστερών R-προτύπων.
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4. Η κλάση R-GInj είναι κλειστή σε ευθείς προσθετέους.

Η πρώτη συνθήκη εξασφαλίζεται από το Παράδειγµα (5.2.3). Η δεύτερη και τρίτη συνθήκη,
προκύπτει κατά δυϊκό τρόπο µε την απόδειξη του Θεωρήµατος (5.1.11). Τέλος, για να δείξουµε
ότι η κλάση R-GInj είναι κλειστή σε ευθείς προσθετέους, υποθέτουµε ότι το αριστερό R-πρότυπο
Y , είναι ευθύς προσθετέος ενός G-ενέσιµου αριστερού R-προτύπου X. Θα δείξουµε ότι το Y
είναι στοιχείο της κλάσης R-GInj, ϐασιζόµενοι όπως και στο Θεώρηµα (5.1.11), στη τεχνική του
Eilenberg (Eilenberg’s swindle). Γράφουµε X “ Y ‘ Z για κάποιο αριστερό R-πρότυπο Z, και
ορίζουµε W “ Y ˆ Z ˆ Y ˆ Z ˆ ¨ ¨ ¨ , όπου ˆ συµβολίζει το ευθύ γινόµενο. Είναι εµφανές ότι
η κλάση R-GInj είναι κλειστή σε ισοµορφισµούς. ΄Ετσι, παρατηρώντας ότι W – X ˆ X ˆ ¨ ¨ ¨ ,
και χρησιµοποιώντας την Πρόταση (5.2.4), συµπεραίνουµε από την υπόθεση, ότι το W P R-GInj.
Επιπλέον, εύκολα ϐλέπουµε ότι W – Y ‘ W . Συνεπώς, παίρνουµε ότι Y ‘ W P R-GInj, ή
ότι W ‘ Y P R-GInj. Στη συνέχεια, ϑεωρούµε τη διασπάσιµη σύντοµη ακριβή ακολουθία από
αριστερά R-πρότυπα

0 ÝÑW
iW
ÝÑW ‘ Y

πY
ÝÑ Y ÝÑ 0, (5.26)

όπου iW και πY είναι οι προφανείς εγκλεισµοί και προβολές, αντίστοιχα. ΄Εχοντας δείξει λοιπόν,
ότι η κλάση R-GInj είναι κλειστή σε συνπυρήνες µονοµορφισµών αριστερών R-προτύπων, έχουµε
ότι το αριστερό R-πρότυπο Y είναι στοιχείο της κλάσης R-GInj, αφού τα αριστερά R-πρότυπα
W ‘ Y και W είναι στοιχεία της κλάσης R-GInj, και η ακολουθία (5.26) είναι σύντοµη ακριβής
ακολουθία. �

∆υϊκή της Παρατήρησης (5.1.12), είναι η ακόλουθη παρατήρηση:

Παρατήρηση 5.2.10. Αν ϑεωρήσουµε οποιαδήποτε ακριβή ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα

0 ÝÑ H0 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ Hm ÝÑ K ÝÑ L ÝÑ 0, (5.27)

όπου τα αριστερά R-πρότυπα H0, . . . ,Hm είναι G-ενέσιµα, τότε ισχύει η ισοδυναµία:

K P R-GInj ðñ L P R-GInj .

Ο ισχυρισµός αυτός, προκύπτει αν «σπάσουµε» την ακολουθία (5.27) σε σύντοµες ακριβείς ακο-
λουθίες, και εφαρµόσουµε το Θεώρηµα (5.2.9).

Πρόταση 5.2.11. ΄ΕστωM ένα οποιοδήποτε αριστερό R-πρότυπο και ϑεωρούµε δύο ακριβείς ακο-
λουθίες

0 ÝÑM ÝÑ H0 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ Hn´1 ÝÑ Cn ÝÑ 0

0 ÝÑM ÝÑ H
0
ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ H

n´1
ÝÑ C

n
ÝÑ 0,

όπου Hi και H
i
είναι G-ενέσιµα αριστερά R-πρότυπα, για κάθε i ě 0. Τότε Cn είναι G-ενέσιµο

αριστερό R-πρότυπο, αν και µόνο αν, C
n

είναι G-ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο.

Απόδειξη. ∆ιαλέγουµε µια ακριβή ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα

K : 0 ÝÑM ÝÑ E0 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ En´1 ÝÑ Ln ÝÑ 0,

όπου E0, . . . , En´1 είναι G-ενέσιµα αριστερά R-πρότυπα. Η ύπαρξη µιας ακολουθίας όπως η
K, οφείλεται στο αποτέλεσµα ότι για κάθε R-πρότυπο, υπάρχει µια ενέσιµη ανάλυση. Λόγω
συµµετρίας, αρκεί να αποδείξουµε ότι Cn είναι G-ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο, αν και µόνο αν,
Ln είναι G-ενέσιµο αριστερόR-πρότυπο. Για την απόδειξη τώρα αυτού, ακολουθούµε µια ανάλογη
πορεία µε αυτή της απόδειξης της Πρότασης (5.1.13), χρησιµοποιώντας ωστόσο, τον ορισµό των
ενέσιµων R-προτύπων, καθώς και την Παρατήρηση (5.2.10). �

Στη συνέχεια, παραθέτουµε τη δυϊκή εκδοχή της Πρότασης (5.1.14). Ας σηµειώσουµε ότι οι E.
Enochs και O.M.G. Jenda, απέδειξαν την ακόλουθη πρόταση, στην περίπτωση που ο δακτύλιος
R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether, δες [27, Theorem 10.1.4].
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Πρόταση 5.2.12. ΄Εστω 0 ÝÑ M
f
ÝÑ H

g
ÝÑ H 1 ÝÑ 0 µια σύντοµη ακριβή ακολουθία από

αριστερά R-πρότυπα, όπου H,H 1 είναι G-ενέσιµα R-πρότυπα και Ext1RpI,Mq “ 0 για κάθε ενέσιµο
αριστερό R-πρότυπο I. Τότε το M είναι G-ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο.

Απόδειξη. ∆υϊκά µε την απόδειξη της Πρότασης (5.1.14). �

Υπενθυµίζουµε στο σηµείο αυτό, ότι η κλάση R-Inj των ενέσιµων αριστερών R-προτύπων, είναι
(ελάχιστα) δεξιά προσεγγίσιµη, αν και µόνο αν, ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της
Noether. Το αποτέλεσµα αυτό, ϑα µας χρειαστεί στη συνέχεια της παρούσας ενότητας, όπου
ϑα µελετήσουµε ελάχιστες δεξιές R-Inj-προσεγγίσεις G-ενέσιµων αριστερών R-προτύπων, όταν ο
δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether. Πριν περάσουµε στη µελέτη αυτή, χρειάζεται
να εισάγουµε τον ακόλουθο ορισµό:

Ορισµός 5.2.13. ΄Ενα αριστερόR-πρότυπο καλείται reduced, αν το µόνο ενέσιµο υποπρότυπό του
είναι το µηδενικό. ∆ηλαδή, αν M είναι ένα reduced αριστερό R-πρότυπο, και E είναι ένα ενέσιµο
αριστερό υποπρότυπο του M , τότε E “ 0.

Παράδειγµα 5.2.14. Ισοδύναµα ένα πρότυπο είναι reduced αν δεν έχει (µη-µηδενικό) ενέσιµο
ευθύ αθροιστέο. Προφανώς, το µηδενικό αριστερό R-πρότυπο και κάθε µη-ενέσιµο µη-αναλύσιµο
πρότυπο είναι reduced.

Πρόταση 5.2.15. Υποθέτουµε ότι ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether. Αν M
είναι ένα reduced G-ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο, τότε η ελάχιστη δεξιά R-Inj-προσέγγιση του M ,
φ : E ÝÑ M , είναι επιµορφισµός και ο πυρήνας K “ Ker φ είναι ένα reduced G-ενέσιµο αριστερό
R-πρότυπο. Επιπλέον, ο µονοµορφισµός i : K ÝÑ E είναι η ελάχιστη αριστερή R-Inj-προσέγγιση
του K.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι το M είναι ένα reduced G-ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο, και έστω
φ : E ÝÑ M , η ελάχιστη δεξιά R-Inj-προσέγγιση του M µε πυρήνα K. Η Πρόταση (5.2.7),
µας δίνει µία ακριβή αριστερή R-Inj-ανάλυση του M , έστω

¨ ¨ ¨ ÝÑ E1
α1
ÝÑ E0

α0
ÝÑM ÝÑ 0.

∆ηλαδή, τοM είναι η οµοµορφική εικόνα του ενέσιµου αριστερού R-προτύπου E0. ΄Ετσι, από την
Παρατήρηση (4.1.16), συµπεραίνουµε ότι ο R-οµοµορφισµός φ είναι επιµορφισµός. Θεωρούµε
τώρα τη σύντοµη ακριβή ακολουθία

`1 : 0 ÝÑ K
i
ÝÑ E

φ
ÝÑM ÝÑ 0,

όπου i είναι η κανονική εµφύτευση. Προφανώς, ο οµοµορφισµός φ είναι µια δεξιά R-Inj-
προσέγγιση του M , ως ελάχιστη δεξιά R-Inj-προσέγγιση, και εξ ορισµού λοιπόν, έχουµε για κάθε
ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο E1, την ακρίβεια της ακολουθίας :

HomRpE
1, Eq

φ‹
ÝÑ HomRpE

1,Mq ÝÑ 0.

Το αποτέλεσµα αυτό, σε συνδυασµό µε το γεγονός ότι η ακολουθία `1 είναι ακριβής, µας οδηγεί
στο συµπέρασµα ότι

Ext1RpE
1,Kq “ 0, @E1 P R-Inj . (5.28)

΄Ετσι, λόγω της σχέσης (5.28), από την υπόθεση και το Θεώρηµα (5.2.12), καταλήγουµε ότι ο
πυρήναςK είναι ένα G-ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο. Για να αποδείξουµε τώρα, ότι το R-πρότυπο
K είναι reduced, υποθέτουµε ότι το αριστερό R-πρότυπο E1 είναι ένα ενέσιµο υποπρότυπο του
K. Θέλουµε να δείξουµε ότι E1 “ 0. Από την Πρόταση (3.2.3), υπάρχει ένα αριστερό R-πρότυπο
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E2, τέτοιο ώστε K “ E1 ‘ E2. Σηµειώνουµε µε j : E1 ÝÑ E1 ‘ E2, τη ϕυσική έγκλειση, και µε
π : E1 ‘ E2 ÝÑ E2, την κανονική προβολή. Θεωρούµε τώρα το pushout X του διαγράµµατος :

E1 ‘ E2

π

��

i // E

v

��
E2

u
// X

.

Τότε χρησιµοποιώντας την Πρόταση (1.2.57), οδηγούµαστε στην ύπαρξη µοναδικών οµοµορφι-
σµών, κ : E1 ÝÑ E και β : X ÝÑ M , έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό µε
ακριβείς γραµµές και στήλες :

0

��

0

��
E1

j

��

E1

κ

��
0 // E1 ‘ E2

π

��

i // E

v

��

φ // M // 0

0 // E2

��

u
// X

��

β
// M // 0

0 0

. (5.29)

Παρατηρούµε ότι η πρώτη στήλη του µεταθετικού διαγράµµατος (5.29), είναι µια διασπάσιµη
σύντοµη ακριβή ακολουθία. ΄Ετσι, από τη µεταθετικότητα του διαγράµµατος (5.29), είναι εύ-
κολο να διαπιστώσουµε ότι η δεύτερη στήλη του, είναι επίσης µια διασπάσιµη σύντοµη ακριβή
ακολουθία. Σηµειώνουµε λοιπόν, µε λ : E ÝÑ E1 τον οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων µε
την ιδιότητα, λ ˝ κ “ IdE1 . Στη συνέχεια, ϑεωρούµε τον οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων
IdE ´pκ ˝ λq : E ÝÑ E. Συνθέτοντας την ελάχιστη δεξιά R-Inj-προσέγγιση φ του M , µε τον προη-
γούµενο ενδοµορφισµό, παίρνουµε από τη µεταθετικότητα του διαγράµµατος (5.29), καθώς και
από την ακρίβεια της πρώτης γραµµής αυτού, την ισότητα φ˝pIdE ´pκ˝λqq “ φ. Συνεπώς, συµπε-
ϱαίνουµε ότι ο ενδοµορφισµός IdE ´pκ˝λq είναι ένας αυτοµορφισµός του E, διότι ο επιµορφισµός
φ είναι δεξιά ελάχιστος. Παρατηρώντας τώρα, ότι :

pIdE ´ pκ ˝ λqq ˝ κ “ pIdE ˝ κq ´ pκ ˝ λ ˝ κq

“ κ´ pκ ˝ IdE1q

“ κ´ κ “ 0,

έπεται ότι Imκ Ď KerpIdE ´pκ ˝ λqq “ 0. ΄Αρα, καταλήγουµε ότι Imκ “ 0, αποτέλεσµα το οποίο
µας δίνει την ισότητα E1 “ 0, όπως επιθυµούσαµε.

Για την απόδειξη του τελευταίου σκέλους της πρότασης, αρκεί σύµφωνα µε την Πρόταση
(4.2.5), να δείξουµε ότι ο µονοµορφισµός i είναι ένα Eckmann-Schopf ενέσιµο περίβληµα του
K, δηλαδή ότι το αριστερό R-πρότυπο Im i “ K είναι ουσιώδες υποπρότυπο του E. Θεωρούµε
αρχικά, ένα ενέσιµο αριστερό υποπρότυπο H του E, µε την ιδιότητα K X H “ 0. Τότε από το
τρίτο Θεώρηµα ισοµορφισµών για R-πρότυπα, επάγονται οι σχέσεις :

H – H{0 “ H{pH XKq – pH `Kq{K.

Θέτοντας τώρα A “ pH ` Kq{K, λόγω των παραπάνω σχέσεων, έχουµε ότι το ενέσιµο αριστερό
R-πρότυπο H είναι ισόµορφο µε το υποπρότυπο A του αριστερου R-προτύπου E{K. Συνεπώς,
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επειδή η κλάση των ενέσιµων αριστερών R-προτύπων R-Inj, είναι κλειστή σε ισοµορφισµούς,
συµπεραίνουµε ότι το A είναι ένα ενέσιµο υποπρότυπο του E{K. Επιπλέον, χρησιµοποιώντας
το πρώτο Θεώρηµα ισοµορφισµών για R-πρότυπα, οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι τα αριστερά
R-πρότυπα E{K και M , είναι ισόµορφα. Στη συνέχεια, σηµειώνουµε µε φ1 : E{K ÝÑ M , τον
ισοµορφισµό που καθιστά τα πρότυπα E{K και M ισόµορφα, και µε φ1|A, τον περιορισµό της
απεικόνισης φ1 στο υποπρότυπο A του προτύπου E{K. ΄Εστω j : φ1|ApAq ÝÑ M , η εµφύτευση
του υποπροτύπου φ1|ApAq στο πρότυπο M , και k : A ÝÑ φ1|ApAq, ο οµοµορφισµός αριστερών R-
προτύπων µε την ιδιότητα j˝k “ φ1|A. Τότε προφανώς, ο οµοµορφισµός k είναι ισοµορφισµός, και
έτσι, έπεται ότι το αριστερό R-πρότυπο φ1|ApAq, είναι ένα ενέσιµο υποπρότυπο του M . Επιπλέον,
λόγω µεταβατικότητας, παίρνουµε ότι τα πρότυπα H, A και φ1|ApAq είναι ισόµορφα µεταξύ τους.
Τα αποτελέσµατα αυτά, σε συνδυασµό µε το γεγονός ότι το αριστερό R-πρότυποM είναι reduced,
µας δίνουν την ισότητα H “ 0. Εποµένως, επειδή η επιλογή του ενέσιµου υποπροτύπου H του
E ήταν τυχαία, καταλήγουµε ότι για κάθε ενέσιµο υποπρότυπο L του E, ισχύει η συνεπαγωγή:

K X L “ 0 ùñ L “ 0 (5.30)

Θεωρούµε τώρα τυχόν υποπρότυπο X του E έτσι ώστε K X X “ 0, και έστω j1 : X ÝÑ E,
η κανονική εµφύτευση. Θα δείξουµε ότι X “ 0, αποτέλεσµα το οποίο ϑα ολοκληρώσει την
απόδειξη της πρότασης αυτής. Γνωρίζουµε ότι για οποιονδήποτε δακτύλιοR, η κλάση των ενέσιµων
αριστερών R-προτύπων R-Inj, είναι ελάχιστα αριστερά προσεγγίσιµη. Σηµειώνουµε λοιπόν µε
i1 : X ÝÑ EpXq, την ελάχιστη αριστερήR-Inj-προσέγγιση τουX. Από τον ορισµό των ενέσιµωνR-
προτύπων, υπάρχουν οµοµορφισµοί α : E ÝÑ EpXq και β : EpXq ÝÑ E, έτσι ώστε το ακόλουθο
διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

X

i1

��

j1 // E

αxx
EpXq

β

88

Λόγω της µεταθετικότητας του παραπάνω διαγράµµατος, καθώς και του γεγονότος ότι ο οµοµορ-
ϕισµός i1 είναι αριστερά ελάχιστος, συµπεραίνουµε ότι ο ενδοµορφισµός α ˝ β : EpXq ÝÑ EpXq,
είναι ένας αυτοµορφισµός του EpXq. ΄Ετσι, έχουµε ότι ο οµοµορφισµός α είναι επιµορφισµός,
και ο οµοµορφισµός β είναι µονοµορφισµός. Εύκολα διαπιστώνουµε ότι ο µονοµορφισµός β είναι
διασπάσιµος. Συνεπώς, υπάρχει κάποιο αριστερό R-πρότυπο D, τέτοιο ώστε E “ EpXq ‘D. Η
Πρόταση τώρα (4.2.5), µας δίνει ότι η εισαγωγή i1 είναι ουσιώδης. Παρατηρώντας ότι

0 “ K XX X EpXq “ K X EpXq XX,

και χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι τοX είναι ουσιώδες υποπρότυπο του EpXq, οδηγούµαστε στο
συµπέρασµα ότι το υποπρότυπο K XEpXq του EpXq είναι το µηδενικό, δηλαδή K XEpXq “ 0.
΄Αρα, από τη σχέση (5.30), προκύπτει ότι EpXq “ 0. Ως αποτέλεσµα της ισότητας αυτής, έπεται η
ισότητα X “ 0. �

Το ακόλουθο πόρισµα, δίνει πληροφορίες για την ενέσιµη και προβολική διάσταση ενός µη
µηδενικού reduced G-ενέσιµου (αριστερού) προτύπου, υπεράνω ενός (αριστερού) δακτυλίου της
Noether. Πιο ειδικά, το πόρισµα αυτό, µας επιβεβαιώνει το γεγονός ότι υπάρχουν G-ενέσιµα
πρότυπα, τα οποία δεν είναι ενέσιµα, πιστοποιώντας ότι κάθε µη µηδενικό reduced G-ενέσιµο
πρότυπο υπεράνω ενός δακτυλίου της Noether, δεν είναι ποτέ ενέσιµο.

Πόρισµα 5.2.16. Υποθέτουµε ότι ο δακτύλιοςR είναι αριστερός δακτύλιος της Noether. ΑνM είναι
ένα µη µηδενικό reduced G-ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο, τότε η ενέσιµη και προβολική διάσταση
του M είναι άπειρη.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι το M είναι ένα µη µηδενικό reduced G-ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο.
Τότε από την Πρόταση (5.2.6), γνωρίζουµε ότι η ενέσιµη διάσταση του M , idRM , είναι ή ίση
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µε µηδέν, ή είναι άπειρη. Αν idRM “ 0, τότε το M είναι ένα ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο.
΄Οµως, από την υπόθεση έχουµε ότι το πρότυπο M είναι reduced. Συνεπώς, οδηγούµαστε στο
συµπέρασµα ότιM “ 0, αποτέλεσµα το οποίο αντιτίθεται ϕυσικά στην αρχική µας υπόθεση. ΄Ετσι,
συµπεραίνουµε ότι idRM “ 8.

Για να αποδείξουµε τώρα, ότι η προβολική διάσταση του M , pdRM , είναι άπειρη, αρκεί να
δείξουµε ότι για κάθε i ě 0, υπάρχει κάποιο αριστερό R-πρότυποN , έτσι ώστε Exti`1

R pM,Nq ‰ 0.
΄Εστω λοιπόν i ě 0. Τότε αφού ο δακτύλιοςR είναι αριστερός δακτύλιος της Noether, µπορούµε να
κατασκευάσουµε χρησιµοποιώντας την υπόθεση και την Πρόταση (5.2.15), µια ακριβή ακολουθία

¨ ¨ ¨ // Ei`1

πi`1

��

αi // Ei // ¨ ¨ ¨ // E1
α1 //

π1

��

E0
α0 // M // 0

Ki`1

ji`1

==

��

K1

j1

>>

��
0

<<

0 0

==

0

όπουK0 “M ,K` “ Kerα`´1 για κάθε ` ě 1, E` είναι ενέσιµαR-πρότυπα για κάθε ` ě 0, καιK`

είναι G-ενέσιµα reducedR-πρότυπα για κάθε ` ě 1, µε την ιδιότητα ότι ο οµοµορφισµός αριστερών
R-προτύπων α0, να είναι η ελάχιστη δεξιά R-Inj-προσέγγιση του M , ενώ οι οµοµορφισµοί π` και
j`, να είναι οι ελάχιστες δεξιές, αντίστοιχα, αριστερές, R-Inj-προσεγγίσεις των K`, για κάθε ` ě 1.
Στη συνέχεια, ϑεωρούµε την επαγόµενη ακριβή ακολουθία

0 ÝÑ Ki`1
ji`1
ÝÑ Ei

αi
ÝÑ Ei´1

αi´1
ÝÑ ¨ ¨ ¨

α2
ÝÑ E1

π1
ÝÑ K1 ÝÑ 0. (5.31)

Τότε η ακολουθία (5.31) είναι ουσιαστικά µια επιµέρους ενέσιµη ανάλυση του αριστερού R-
προτύπου Ki`1 για κάθε i ě 0. Χρησιµοποιώντας τώρα το Dimension Shifting για ενέσιµες
αναλύσεις, έχουµε ότι

Exti`1
R pM,Ki`1q – Ext1RpM,K1q, @i ě 0. (5.32)

Αν Ext1RpM,K1q “ 0, τότε ϑεωρώντας την σύντοµη ακριβή ακολουθία

D : 0 ÝÑ K1
π1
ÝÑ E0

α0
ÝÑM ÝÑ 0,

συµπεραίνουµε από το Θεώρηµα (3.3.18), ότι η ακολουθία D, είναι µια διασπάσιµη σύντοµη
ακριβής ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα. ΄Ετσι, οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι E0 –

K1 ‘M . Ως αποτέλεσµα αυτού, έπεται ότι το M είναι ένα ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο, αφού το
M είναι ευθύς προσθετέος του ενέσιµου αριστερού R-προτύπου E0. Συνεπώς, χρησιµοποιώντας
το γεγονός ότι το πρότυπο M είναι reduced, οδηγούµαστε στην ισότητα M “ 0. Η ισότητα όµως
αυτή, αντιφάσκει µε το γεγονός ότι το πρότυπο M είναι µη µηδενικό. Εποµένως, παίρνουµε ότι
Ext1RpM,K1q ‰ 0. ΄Αρα, λόγω της σχέσης (5.32), καταλήγουµε ότι Exti`1

R pM,Ki`1q ‰ 0 για κάθε
i ě 0, ή ισοδύναµα, ότι pdRM “ 8. �

Στο Κεφάλαιο 3, επισηµάναµε ότι οι κλάσεις προτύπων για τις οποίες γνωρίζουµε αρκετές
πληροφορίες, είναι οι κλάσεις των προβολικών, των ενέσιµων, και των επίπεδων προτύπων, διότι
οι κλάσεις αυτές, προκύπτουν από τον υποκείµενο δακτύλιο µε χρήση απλών σχετικά κατα-
σκευών. Στο παρόν κεφάλαιο, µέχρι τώρα, ορίσαµε τις έννοιες των G-προβολικών και G-ενέσιµων
R-προτύπων µέσω πλήρων προβολικών, και αντίστοιχα πλήρων ενέσιµων, αναλύσεων, και είδαµε
ότι οι έννοιες αυτές, επεκτείνουν τις συνήθεις έννοιες των προβολικών και αντίστοιχα των ενέσιµων,
R-προτύπων. Φυσιολογικά λοιπόν ανακύπτουν τα ερωτήµατα:

1. Υπάρχει η έννοια των Gorenstein επίπεδων R-προτύπων, χάριν απλότητας, G-επίπεδων R-
προτύπων ;
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2. Αν ορίζονται τα G-επίπεδα R-πρότυπα, τότε πως συνδέονται τα επίπεδα και τα G-επίπεδα
R-πρότυπα ;

Στο σηµείο αυτό, χάριν πληρότητας, παραθέτουµε την έννοια των πλήρων επίπεδων αναλύσεων,
καθώς και την έννοια των G-επίπεδων R-προτύπων. Σηµειώνουµε ότι η έννοια των G-επίπεδων
προτύπων υπεράνω τυχόντος προσεταιριστικού δακτυλίου, εισήχθη από τους Enochs, Jenda και
Torrecillas. Για περισσότερες λεπτοµέρειες για G-επίπεδα πρότυπα, ϐλέπε [27, Chapter 10].

Ορισµός 5.2.17. 1. Μια πλήρης επίπεδη ανάλυση, (complete flat resolution), είναι µια
ακριβής ακολουθία από επίπεδα αριστερά R-πρότυπα

T : ¨ ¨ ¨ ÝÑ F2
f2
ÝÑ F1

f1
ÝÑ F0

f0
ÝÑ F 0 g0

ÝÑ F 1 g1

ÝÑ F 2 g2

ÝÑ ¨ ¨ ¨ ,

τέτοια ώστε το σύµπλοκο αβελιανών οµάδων I bR T , να είναι ακριβές για κάθε ενέσιµο δεξιό
R-πρότυπο I.

2. ΄Ενα αριστερό R-πρότυποM καλείται G-επίπεδο, (G-flat), αν υπάρχει πλήρης επίπεδη ανά-
λυση T µε M – Im f0 “ Ker g0.

Ανάλογα ορίζονται τα δεξιά G-επίπεδα R-πρότυπα.

Παράδειγµα 5.2.18. Κάθε επίπεδο R-πρότυπο είναι ένα G-επίπεδο R-πρότυπο, αφού για κάθε
επίπεδο R-πρότυπο F , η ακολουθία

0 ÝÑ F
IdF
ÝÑ F ÝÑ 0,

είναι µια πλήρης επίπεδη ανάλυση. Συνεπώς, η έννοια των G-επίπεδων R-προτύπων, γενικεύει
τη συνήθη έννοια των επίπεδων R-προτύπων.

Κλείνουµε την παρούσα ενότητα, τονίζοντας ότι κάποια από τα ϐασικά αποτελέσµατα που
αποδείξαµε µέχρι τώρα, για G-προβολικά ή για G-ενέσιµαR-πρότυπα, δεν ισχύουν απαραίτητα για
G-επίπεδαR-πρότυπα. Ο λόγος είναι ότι τα G-επίπεδαR-πρότυπα ορίστηκαν µέσω του συναρτητή
´ bR ´, και άρα η µελέτη αυτών, απαιτεί µια διαφορετική προσέγγιση από τη µελέτη των G-
προβολικών ή G-ενέσιµων R-προτύπων, τα οποία ορίστηκαν µέσω του συναρτητή HomRp´,´q.

5.3 Πεπερασµένα Παραγόµενα G-Προβολικά Και Ανακλαστι-
κά Πρότυπα

Στην εισαγωγή του παρόντος κεφαλαίου, αναφερθήκαµε στη G-κλάση προτύπων GpAq του Au-
slander, και καλέσαµε τα στοιχεία της κλάσης αυτής, (πεπερασµένα παραγόµενα) Gorenstein
προβολικά A-πρότυπα. Σκοπός της ενότητας αυτής, είναι να αποδείξουµε ότι τα Gorenstein
προβολικά A-πρότυπα µε την έννοια των Enochs και Jenda, συµπίπτουν µε τα Gorenstein προ-
ϐολικά A-πρότυπα µε την έννοια Auslander, στην περίπτωση κατά την οποία ο δακτύλιος A είναι
δακτύλιος της Noether, και τα πρότυπα είναι πεπερασµένα παραγόµενα.

Το ϐοηθητικό εργαλείο όπως ϑα δούµε για την απόδειξη του αποτελέσµατος αυτού, ϑα είναι η
µελέτη των Gorenstein προβολικών και ανακλαστικών προτύπων υπεράνω ενός προσεταιριστικού
δακτυλίου µε µονάδα, ενώ το κλειδί στην απόδειξη αυτή, ϑα είναι το Θεώρηµα (5.3.8) το οποίο ϑα
παραθέσουµε στη συνέχεια της παρούσας ενότητας.

Υπενθυµίζουµε ότι µε R, συµβολίζουµε έναν προσεταιριστικό δακτύλιο µε µονάδα.

5.3.1 Πεπερασµένα παραγόµενα Gorenstein προβολικά πρότυπα

Ευθύς αµέσως, µελετάµε πεπερασµένα παραγόµενα G-προβολικάR-πρότυπα, και αποδεικνύουµε
ϐασικές τους ιδιότητες.
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Λήµµα 5.3.1. Υποθέτουµε ότι το αριστερό R-πρότυπο M είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο υπο-
πρότυπο ενός ελεύθερου αριστερού R-προτύπου L. Τότε υπάρχουν ελεύθερα υποπρότυπα L1 και
L2 του L, τέτοια ώστε το αριστερό R-πρότυπο L1 να είναι πεπερασµένα παραγόµενο µε M Ď L1, και
L “ L1 ‘ L2 (εσωτερικό ευθύ άθροισµα). Επιπλέον, L{M – pL1{Mq ‘ L2.

Απόδειξη. ΘεωρούµεM ένα πεπερασµένα παραγόµενο υποπρότυπο του ελεύθερου αριστερού R-
προτύπου L, και έστω S “ tm1, . . . ,mru ένα πεπερασµένο σύνολο γεννητόρων του αριστερού
R-προτύπου M . ∆ηλαδή, το M γράφεται ως M “ Rm1 ` ¨ ¨ ¨ ` Rmr. Επειδή το αριστερό
R-πρότυπο L είναι ελεύθερο, υπάρχει ένα σύνολο δεικτών I, τέτοιο ώστε :

L “ RpIq “ ‘iPIRi,

όπου Ri “ RR για κάθε i P I. Τότε προφανώς, κάθε mj για j “ 1, . . . , r, είναι στοιχείο του
L “ RpIq. Γράφουµε λοιπόν,

m1 “ p0, . . . , ri1 , . . . , riκ , . . . , 0, . . . , 0 . . .q,

m2 “ p0, . . . , rl1 , . . . , rlν , . . . , 0, . . . , 0 . . .q,

...

mr “ p0, . . . , rn1 , . . . , rnµ , . . . , 0, . . . , 0 . . .q.

Αν ϑέσουµε ∆ :“ ti1, . . . , iκu Y tl1, . . . , lνu Y . . .Y tn1, . . . nµu, τότε έχουµε ότι το σύνολο ∆ είναι
πεπερασµένο υποσύνολο του I, και άρα, ότι το S είναι υποσύνολο του πεπερασµένα παραγόµενου
και ελεύθερου αριστερού R-προτύπου Rp∆q. Συνεπώς, M Ď Rp∆q. Θεωρώντας στη συνέχεια το
συµπλήρωµα Λ “ Iz∆ του ∆ στο I, εύκολα ϐλέπουµε ότι RpIq “ Rp∆q ‘ RpΛq. Εποµένως, αν
ϑέσουµε τώρα L1 “ Rp∆q, και L2 “ RpΛq, τότε καταλήγουµε στο Ϲητούµενο συµπέρασµα.

Για να αποδείξουµε το τελευταίο σκέλος του λήµµατος, ϑεωρούµε την κανονική εµφύτευση
i : L2 ÝÑ L, και την ϕυσική προβολή π : L ÝÑ L2. Παρατηρούµε ότι M Ď L1 “ Ker π. Η σχέση
αυτή, µας δίνει την σύντοµη ακριβή ακολουθία

0 ÝÑ L1 ÝÑ L
π
ÝÑ L2 ÝÑ 0,

η οποία µε τη σειρά της, µας επάγει τη σύντοµη ακριβή ακολουθία

0 ÝÑ L1{M ÝÑ L{M
π1
ÝÑ L2 ÝÑ 0, (5.33)

όπου ο οµοµορφισµός π1 ορίζεται από τον τύπο π1px `Mq “ πpxq, για κάθε x `M P L{M .
Επειδή το πρότυπο L2 είναι ελεύθερο, συµπεραίνουµε, χρησιµοποιώντας την Πρόταση (3.2.27),
ότι η ακολουθία (5.33) είναι διασπάσιµη σύντοµη ακριβής ακολουθία. Εποµένως, έχουµε ότι
L{M – pL1{Mq ‘ L2, όπως επιθυµούσαµε. �

Λήµµα 5.3.2. ΄Εστω G ένα πεπερασµένα παραγόµενο G-προβολικό αριστερό R-πρότυπο. Τότε
υπάρχει µια σύντοµη ακριβής ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα 0 ÝÑ G ÝÑ L1 ÝÑ G1 ÝÑ 0,
όπου L1 είναι πεπερασµένα παραγόµενο και ελεύθερο, και G1 είναι πεπερασµένα παραγόµενο και
G-προβολικό.

Απόδειξη. Από την Παρατήρηση (5.1.3), υπάρχει µια σύντοµη ακριβής ακολουθία από αριστερά
R-πρότυπα

0 ÝÑ G ÝÑ Q ÝÑ C ÝÑ 0, (5.34)

όπουQ είναι προβολικό και C είναι G-προβολικό. ∆ιαλέγουµε ένα προβολικό αριστερόR-πρότυπο
P τέτοιο ώστε το αριστερό R-πρότυπο L “ Q‘ P , να είναι ελεύθερο. Στη συνέχεια, ϑεωρούµε τη
σύντοµη ακριβή ακολουθία

0 ÝÑ 0 ÝÑ P
IdP
ÝÑ P ÝÑ 0 (5.35)
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Σχηµατίζοντας το ευθύ άθροισµα των ακριβών ακολουθιών (5.34) και (5.35), προκύπτει η σύντοµη
ακριβής ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα

J : 0 ÝÑ G ÝÑ L ÝÑ C 1 ÝÑ 0,

όπου C 1 “ C ‘P . Τότε το C 1 είναι ένα G-προβολικό αριστερό R-πρότυπο, ως ευθύ άθροισµα των
G-προβολικών αριστερών R-προτύπων C και P . Ορίζοντας τώρα M “ ImpG ÝÑ Lq Ď L, έχουµε
προφανώς ότι M – G. ΄Ετσι, επειδή το G είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο G-προβολικό αρι-
στερό R-πρότυπο, οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι το M είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο
(G-προβολικό) υποπρότυπο του ελεύθερου αριστερού R-προτύπου L. Συνεπώς, το Λήµµα (5.3.1),
µας δίνει ελεύθερα υποπρότυπα L1, L2 του L, τέτοια ώστε το L1 να είναι πεπερασµένα παραγόµενο
µε M Ď L1 και L{M – pL1{Mq ‘ L2. Από το πρώτο Θεώρηµα ισοµορφισµών για R-πρότυπα,
καθώς και από την ακρίβεια της ακολουθίας J , συµπεραίνουµε ότι C 1 – L{M . Συνδυάζοντας
λοιπόν τις παραπάνω σχέσεις, και ϑέτοντας G1 “ L1{M , παίρνουµε ότι C 1 – G1 ‘ L2. Χρησιµο-
ποιώντας τώρα το γεγονός ότι η κλάση των G-προβολικών αριστερών R-προτύπων R-GProj, είναι
κλειστή σε ευθείς προσθετέους, καθώς και το αποτέλεσµα ότι το πρότυπο C 1 είναι G-προβολικό,
έχουµε ότι το πρότυπο G1 είναι επίσης G-προβολικό. Επιπλέον, επειδή το L1 είναι πεπερασµένα
παραγόµενο R-πρότυπο, προκύπτει ότι το πρότυπο G1 είναι επίσης πεπερασµένα παραγόµενο.
Αν ϑεωρήσουµε τη σύντοµη ακριβή ακολουθία

0 ÝÑM ÝÑ L1 ÝÑ G1 ÝÑ 0,

όπου G1 “ L1{M , τότε λόγω της σχέσης M – G, επάγεται η σύντοµη ακριβής ακολουθία

D : 0 ÝÑ G ÝÑ L1 ÝÑ G1 ÝÑ 0,

όπου L1 είναι πεπερασµένα παραγόµενο και ελεύθερο, και G1 είναι πεπερασµένα παραγόµενο
και G-προβολικό. Εποµένως, η ακολουθία D είναι η ακολουθία που Ϲητούσαµε. �

Παρατήρηση 5.3.3. Θεωρούµε ένα σύµπλοκο από αριστερά R-πρότυπα,

` : ¨ ¨ ¨ ÝÑ Cn`1 ÝÑ Cn ÝÑ Cn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨

όπου τα Cn είναι πεπερασµένα παραγόµενα. Αν το σύµπλοκο δεξιών R-προτύπων HomRp`, Rq
είναι ακριβές, τότε το σύµπλοκο αβελιανών οµάδων HomRp`,Qq είναι επίσης ακριβές για κάθε
προβολικό αριστερό R-πρότυπο Q. Πράγµατι, αν Q είναι ένα οποιοδήποτε προβολικό αριστερό
R-πρότυπο, τότε γνωρίζουµε ότι υπάρχει κάποιο σύνολο Λ, καθώς και ένα προβολικό αριστερό
R-πρότυπο P µε την ιδιότητα P ‘ Q – RpΛq. Τότε χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι κάθε Cn
είναι πεπερασµένα παραγόµενο, και το γεγονός ότι κάθε συναρτητής διατηρεί ισοµορφισµούς, η
Πρόταση (1.2.12) µας δίνει τους ακόλουθους ισοµορφισµούς συµπλόκων:

HomRp`, P q ‘ HomRp`,Qq – HomRp`, P ‘Qq – HomRp`, R
pΛqq

Επειδή το R-πρότυπο Ck είναι πεπερασµένα παραγόµενο, @k P Z, από την Πρόταση (1.2.12),
έπεται ότι ϑα έχουµε ισοµορφισµούς HomRpCn, R

pΛqq – HomRpCn, Rq
pΛq, @k P Z, και εποµένως

το σύµπλοκο HomRp`, R
pΛqq είναι το εξής :

¨ ¨ ¨ ÝÑ HomRpCn´1, R
pΛqq ÝÑ HomRpCn, R

pΛqq ÝÑ HomRpCn`1, R
pΛqq ÝÑ ¨ ¨ ¨

Το παραπάνω σύµπλοκο είναι προφανώς ισόµορφο µε το ευθύ άθροισµα HomRp`, Rq
pΛq των συµ-

πλόκων HomRp`, Rq:

¨ ¨ ¨ ÝÑ HomRpCn´1, Rq
pΛq ÝÑ HomRpCn, Rq

pΛq ÝÑ HomRpCn`1, Rq
pΛq ÝÑ ¨ ¨ ¨

Επειδή από την υπόθεση το σύµπλοκο HomRp`, Rq είναι ακριβές, και επειδή το ευθύ άθροισµα
ακριβών ακολουθιών είναι ακριβής ακολουθία, έπεται ότι το σύµπλοκο HomRp`, Rq

pΛq είναι επί-
σης, ακριβές. ΄Ετσι, επειδή ευθύς αθροιστέος µιας ακριβούς ακολουθίας είναι ακριβής ακολουθία,
λόγω των παραπάνω ισοµορφισµών, συµπεραίνουµε ότι το σύµπλοκο HomRp`,Qq, είναι ακριβές.
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5.3.2 Ανακλαστικά πρότυπα

Στη συνέχεια, αναπτύσσουµε τη ϐασική ϑεωρία ανακλαστικών R-προτύπων, η οποία ϑα µας είναι
ιδιαίτερα χρήσιµη στη συνέχεια της παρούσας ενότητας.

Θεωρούµε M ένα αριστερό R-πρότυπο, και ϑέτουµε M‹ “ HomRpM,Rq. Τότε το M‹ είναι
ένα δεξιό R-πρότυπο µε δράση,

M‹ ˆR ÝÑM‹, pf, rq ÞÝÑ fr,

όπου pfrqpxq “ fpxqr, για κάθε f PM‹, r P R, και για κάθε x PM . Ανάλογα, αν ϑέσουµε

M‹‹ “ HomRpM
‹, Rq “ HomRpHomRpM,Rq, Rq,

τότε το M‹‹ είναι ένα αριστερό R-πρότυπο µε δράση,

RˆM‹‹ ÝÑM‹‹, pr, fq ÞÝÑ rf,

όπου prfqpgq “ rfpgq, για κάθε r P R, f P M‹‹, και για κάθε g P M‹. Αν τώρα, x P M και
ϑεωρήσουµε την απεικόνιση px : M‹ ÝÑ R, τέτοια ώστε pxpgq “ gpxq για κάθε g P M‹, τότε είναι
εύκολο να διαπιστώσουµε ότι η απεικόνιση px είναι ένας οµοµορφισµός δεξιών R-προτύπων, ή
ισοδύναµα, ότι px PM‹‹. Ορίζουµε

εM : M ÝÑM‹‹,

ϑέτοντας εM pxq “ px για κάθε x P M . Τότε προφανώς, η απεικόνιση εM είναι καλά ορισµένη.
Επιπλέον, εύκολα αποδεικνύονται οι ισότητες, zx` y “ px ` py και xrx “ rpx. Συνεπώς, η απεικό-
νιση εM είναι ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων. Στη συνέχεια, ϑεωρούµε ένα αριστερό
R-πρότυπο N , καθώς και έναν οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων h : M ÝÑ N . Τότε εφαρµό-
Ϲοντας τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή HomRp´, Rq όπου ο δακτύλιος R έχει ιδωθεί ως αριστερό
R-πρότυπο, στον οµοµορφισµό h, παίρνουµε τον οµοµορφισµό δεξιών R-προτύπων,

h‹ : N‹ ÝÑM‹,

όπου h‹pkq “ k ˝ h, για κάθε k P N‹. Εφαρµόζοντας ξανά, τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή
HomRp´, Rq όπου ο δακτύλιοςR έχει ιδωθεί αυτή τη ϕορά ως δεξιόR-πρότυπο, στον οµοµορφισµό
h‹, παίρνουµε τον οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων,

h‹‹ : M‹‹ ÝÑ N‹‹,

όπου h‹‹pkq “ k ˝ h‹, για κάθε k P M‹‹. ΄Ετσι λοιπόν, η παραπάνω κατάσταση µπορεί να
περιγραφτεί µε το ακόλουθο διάγραµµα:

M

h
��

εM // M‹‹

h‹‹

��
N

εN
// N‹‹

.

Αν x PM , τότε ϑεωρώντας ένα οποιοδήποτε στοιχείο g τουN‹, προκύπτουν οι ακόλουθες ισότητες :

ph‹‹ppxqqpgq “ ppx ˝ h‹qpgq “ pxph‹pgqq

“ pxpg ˝ hq

“ pg ˝ hqpxq

“ gphpxqq

“ zhpxqpgq

Εποµένως, παίρνουµε ότι h‹‹ppxq “ zhpxq. ΄Αρα, λόγω των προηγούµενων σχέσεων, οδηγούµαστε
στο συµπέρασµα ότι ph‹‹ ˝ εM qpxq “ pεN ˝ hqpxq για κάθε x P M . Συνεπώς, προκύπτει ότι το
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προηγούµενο διάγραµµα είναι µεταθετικό, και έτσι, καταλήγουµε ότι ο οµοµορφισµός εM είναι
ϕυσικός στο M . Σηµειώνουµε ότι αν ξεκινούσαµε µε ένα δεξιό R-πρότυπο L, τότε παρόµοιες
παρατηρήσεις µε πριν, ϑα ίσχυαν για το L, όπου τώρα το L‹ ϑα είναι ένα αριστερό R-πρότυπο και
το L‹‹ ϑα είναι ένα δεξιό R-πρότυπο.

ΑνM είναι ένα αριστερό R-πρότυπο, τότε το δεξιό R-πρότυποM‹ καλείται το δυϊκό (dual) του
M , ενώ το αριστερό R-πρότυπο M‹‹ καλείται το διπλά δυϊκό (double dual) του M . Επιπλέον,
ο αριστερά ακριβής αντισυναλλοίωτος συναρτητής p´q‹ “ HomRp´, Rq συχνά αναφέρεται ως
ο συναρτητής R-δυϊκότητας (duality functor), ενώ ο ϕυσικός οµοµορφισµός αριστερών R-
προτύπων εM καλείται η κανονική απεικόνιση (canonical map) από το M στο M‹‹.

Αν ο οµοµορφισµός εM είναι µονοµορφισµός, τότε τοM καλείται torsionless, και αν εM είναι
ισοµορφισµός, τότε το M καλείται ανακλαστικό (reflexive).

Παρατήρηση 5.3.4. Αν M είναι ένα αριστερό (δεξιό) R-πρότυπο, τότε το διάγραµµα

M‹

εM‹

��

M‹

M‹‹‹

pεM q
‹

;; (5.36)

είναι µεταθετικό. Επιπλέον, αν το M είναι ανακλαστικό, τότε το δεξιό (αριστερό) R-πρότυπο
M‹ είναι επίσης, ανακλαστικό. Πράγµατι, για κάθε g P M‹ εύκολα προκύπτει η ισότητα
ppεM q

‹ ˝ εM‹qpgq “ IdM‹pgq. Υποθέτοντας τώρα ότι το M είναι ανακλαστικό, αφού κάθε συ-
ναρτητής διατηρεί ισοµορφισµούς, έχουµε ότι ο οµοµορφισµός δεξιών (αριστερών) R-προτύπων
HomRpεM , Rq “ pεM q

‹, είναι ένας ισοµορφισµός. ΄Ετσι, έχοντας δείξει τη µεταθετικότητα του
διαγράµµατος (5.36), συµπεραίνουµε ότι ο οµοµορφισµός δεξιών (αριστερών) R-προτύπων εM‹ ,
είναι επίσης ισοµορφισµός µε pεM‹q´1 “ pεM q

‹.

Λήµµα 5.3.5. Κάθε πεπερασµένα παραγόµενο ελεύθερο αριστερό ή δεξιό R-πρότυπο είναι ανα-
κλαστικό.

Απόδειξη. Θεωρούµε αρχικά, ένα πεπερασµένα παραγόµενο και ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο
F . Τότε έχουµε ότι F – pRRqpnq για κάποιο ϑετικό ακέραιος n, και άρα, ότι :

F ‹ – HomRppRRq
pnq, Rq “ HomRpR

pnq, Rq – pHomRpR,Rqq
pnq – pRRq

pnq.

Εποµένως, παίρνουµε ότι το δεξιό R-πρότυπο F ‹ είναι ελεύθερο και πεπερασµένα παραγόµενο,
και ότι F ‹‹ – ppRRqpnqq‹ “ HomRppRRq

pnq, Rq. ΄Οµως,

F ‹‹ – HomRppRRq
pnq, Rq “ HomRpR

pnq, Rq – pHomRpR,Rqq
n – pRRq

pnq.

Ο συνδυασµός λοιπόν των δύο προηγούµενων σχέσεων, µας δίνει ότι F – F ‹‹. Επιπλέον, εύκολα
ϐλέπουµε ότι ο ισοµορφισµός που καθιστά τα πρότυπα F και F ‹‹ ισόµορφα, είναι ο οµοµορφι-
σµός εF . Συνεπώς, το αριστερό R-πρότυπο F είναι ανακλαστικό, όπως επιθυµούσαµε. Οµοίως,
αποδεικνύεται ότι αν το F είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο και ελεύθερο δεξιό R-πρότυπο,
τότε το F είναι ανακλαστικό. �

Σχόλιο 5.3.6. Σηµειώνουµε ότι από την απόδειξη του Λήµµατος (5.3.5), έχουµε ότι αν F είναι ένα
οποιοδήποτε πεπερασµένα παραγόµενο και ελεύθερο αριστερό (δεξιό) R-πρότυπο, τότε το διπλό
του F , F ‹, είναι πεπερασµένα παραγόµενο και ελεύθερο δεξιό (αριστερό) R-πρότυπο.

Πόρισµα 5.3.7. ΄Ενα οποιοδήποτε πεπερασµένα παραγόµενο και προβολικό αριστερό ή δεξιό R-
πρότυπο είναι ανακλαστικό.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε το πόρισµα αυτό, ϑεωρώντας ένα τυχαίο πεπερασµένα παραγόµενο
και προβολικό αριστερό R-πρότυπο. Συµµετρικά, ϑα προκύψει η απόδειξη για ένα οποιοδήποτε
πεπερασµένα παραγόµενο και προβολικό δεξιό R-πρότυπο. Θεωρούµε λοιπόν ένα πεπερασµένα
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παραγόµενο και προβολικό αριστερό R-πρότυπο P . Τότε υπάρχει κάποιος ϑετικός ακέραιος n,
και ένα αριστερό R-πρότυπο Q, τέτοια ώστε RRpnq “ P ‘Q. Επειδή το αριστερό R-πρότυπο Rpnq

είναι ελεύθερο, το Λήµµα (5.3.5), µας δίνει ότι το Rpnq είναι ανακλαστικό, δηλαδή, ότι ο ϕυσικός
οµοµορφισµός εRpnq , είναι ισοµορφισµός. Παρατηρώντας τώρα ότι :

εRpnq – εP‘Q – εP ‘ εQ,

συµπεραίνουµε ότι ο οµοµορφισµός εP είναι ισοµορφισµός, και άρα, ότι το προβολικό αριστερό
R-πρότυπο P , είναι ανακλαστικό, όπως Ϲητούσαµε. �

Είµαστε έτοιµοι τώρα, να αποδείξουµε το ϑεώρηµα για το οποίο έγινε λόγος στην εισαγωγή της
ενότητας αυτής.

Θεώρηµα 5.3.8. Για έναν δακτύλιο της Noether A, και για ένα πεπερασµένα παραγόµενο αριστερό
A-πρότυπο M , οι ακόλουθες τέσσερις συνθήκες είναι ισοδύναµες :

1. Το M είναι G-προβολικό.

2. Υπάρχει πλήρης προβολική ανάλυση

D : ¨ ¨ ¨ ÝÑ F2 ÝÑ F1 ÝÑ F0 ÝÑ L0 ÝÑ L1 ÝÑ L2 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ,

όπου Fn και Ln είναι πεπερασµένα παραγόµενα και ελεύθερα για κάθε n ě 0, τέτοια ώστε
M – ImpF0 ÝÑ L0q.

3. Υπάρχει πλήρης προβολική ανάλυση

< : ¨ ¨ ¨ ÝÑ P2 ÝÑ P1 ÝÑ P0 ÝÑ Q0 ÝÑ Q1 ÝÑ Q2 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ,

όπου Pn και Qn είναι πεπερασµένα παραγόµενα και προβολικά για κάθε n ě 0, τέτοια ώστε
M – ImpP0 ÝÑ Q0q.

4. Το M ικανοποιεί τις τρεις ακόλουθες συνθήκες :

(α΄) ExtiApM,Aq “ 0, για κάθε i ą 0.

(ϐ΄) ExtiApHomApM,Aq, Aq “ 0, για κάθε i ą 0.

(γ΄) Ο ϕυσικός οµοµορφισµός εM : M ÝÑ HomApHomApM,Aq, Aq, είναι ισοµορφισµός.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε τις συνεπαγωγές 1 ñ 2 ñ 3 ñ 1, καθώς και την ισοδυναµία 2 ô 4.
Οι συνεπαγωγές 2 ñ 3 ñ 1 είναι προφανείς, και έτσι, αποδεικνύουµε µόνο τις υπόλοιπες τρεις
συνεπαγωγές, 1 ñ 2 ñ 4 ñ 2.

(1 ñ 2): Υποθέτουµε ότι το M είναι πεπερασµένα παραγόµενο και G-προβολικό αριστερό
A-πρότυπο. Από την Παρατήρηση (2.2.16), η κατασκευή της ακολουθίας D είναι ισοδύναµη µε
την κατασκευή των ακριβών ακολουθιών

N : ¨ ¨ ¨ ÝÑ F2 ÝÑ F1 ÝÑ F0 ÝÑM ÝÑ 0, (5.37)

J : 0 ÝÑM ÝÑ L0 ÝÑ L1 ÝÑ L2 ÝÑ ¨ ¨ ¨ , (5.38)

όπου τα Fn και Ln, για n ě 0, είναι πεπερασµένα παραγόµενα και ελεύθερα, µε την ιδιότητα τα
σύµπλοκα αβελιανών οµάδων HomApN , Qq και HomApJ , Qq, είναι ακριβή για κάθε προβολικό
αριστερό A-πρότυπο Q. Για την κατασκευή της N , διαλέγουµε απλά, µια ελεύθερη ανάλυση του
M αποτελούµενη από πεπερασµένα παραγόµενα A-πρότυπα, και ϑέτουµε µε N , την ακολουθία
που επιλέξαµε. Η επιλογή αυτή, καθίσταται δυνατή, επειδή ο δακτύλιος A είναι (αριστερός)
δακτύλιος της Noether, και το πρότυπο M είναι πεπερασµένα παραγόµενο. Τότε προφανώς, η
ακολουθία N είναι µια προβολική ανάλυση του M . Συνεπώς, η Παρατήρηση (5.1.9), µας δίνει
ότι το σύµπλοκο HomApN , Qq είναι ακριβές για κάθε προβολικό αριστερό A-πρότυπο Q.
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Για να πάρουµε την J , ϑέτουµε G0 “ M , και χρησιµοποιούµε το Λήµµα (5.3.2), για να κα-
τασκευάσουµε για κάθε n “ 0, 1, 2, . . ., σύντοµες ακριβείς ακολουθίες από αριστερά A-πρότυπα,

J n : 0 ÝÑ Gn ÝÑ Ln ÝÑ Gn`1 ÝÑ 0,

όπου Ln είναι πεπερασµένα παραγόµενο και ελεύθερο, και Gn είναι πεπερασµένα παραγόµενο
και G-προβολικό για κάθε n “ 0, 1, 2, . . .. Παρατηρούµε ότι τα σύµπλοκα HomApJ n, Qq είναι
ακριβή για κάθε προβολικό αριστερό A-πρότυπο Q, αφού τα Gn`1 για n “ 0, 1, 2, . . . είναι
G-προβολικά, και ExtiApG

n`1, Qq “ 0 για κάθε i ą 0. ΄Ετσι, συγκολλώντας τις ακολουθίες
J 0,J 1,J 2, . . . προκύπτει η Ϲητούµενη ακολουθία J .

(2 ñ 4): Υποθέτουµε ότι ισχύει το 2). Υπάρχουν λοιπόν, δύο ακριβείς ακολουθίες N όπως
η (5.37), και J όπως η (5.38), όπου κάθε Fn και Ln είναι πεπερασµένα παραγόµενο και ελεύ-
ϑερο αριστερό A-πρότυπο, και τέτοιες ώστε τα σύµπλοκα αβελιανών οµάδων HomApN , Qq και
HomApJ , Qq είναι ακριβή για κάθε προβολικό αριστερό A-πρότυπο Q. Θέλουµε να δείξουµε ότι
ικανοποιούνται οι συνθήκες pα1q, pβ1q και pγ1q. Τότε προφανώς, η ακολουθία N είναι µια προβο-
λική ανάλυση του M . Επιπλέον, επειδή ο δακτύλιος A είναι ένα προβολικό αριστερό A-πρότυπο,
έχουµε ότι τα σύµπλοκα δεξιών A-προτύπων HomApN , Aq και HomApJ , Aq, είναι ακριβή. Συνε-
πώς, συµπεραίνουµε ότι ExtiApM,Aq “ 0 για κάθε i ą 0, ή ισοδύναµα, ότι ισχύει η συνθήκη pα1q.
Θέτουµε J ‹ “ HomApJ , Aq, δηλαδή, η ακριβής ακολουθία J ‹ από δεξιά A-πρότυπα είναι της
µορφής,

J ‹ : ¨ ¨ ¨ ÝÑ pL2q‹ ÝÑ pL1q‹ ÝÑ pL0q‹ ÝÑM‹ ÝÑ 0,

όπου pLnq‹ “ HomApL
n, Aq και M‹ “ HomApM,Aq. Επειδή τώρα τα Ln είναι πεπερασµένα

παραγόµενα ελεύθερα αριστερά A-πρότυπα, προκύπτει από το Σχόλιο (5.3.6), ότι τα pLnq‹ εί-
ναι επίσης πεπερασµένα παραγόµενα ελεύθερα δεξιά A-πρότυπα. Εποµένως, η ακολουθία J ‹
είναι µια προβολική ανάλυση του M‹ “ HomApM,Aq. Στη συνέχεια, ϑεωρούµε το µεταθετικό
διάγραµµα

0 // M

εM

��

// L0

εL0

��

// L1

εL1

��

// ¨ ¨ ¨

0 // M‹‹ // pL0q‹‹ // pL1q‹‹ // ¨ ¨ ¨

(5.39)

όπου η πρώτη γραµµή του διαγράµµατος (5.39) είναι η ακριβής ακολουθία J , ενώ η δεύτερη
γραµµή του, είναι το σύµπλοκο J ‹‹ “ HomApJ ‹, Aq. Από το Λήµµα (5.3.5), προκύπτει ότι οι
ϕυσικοί οµοµορφισµοί εLn είναι ισοµορφισµοί. Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα αυτό, καθώς
και τη µεταθετικότητα του διαγράµµατος (5.39), εύκολα οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι ο ϕυ-
σικός οµοµορφισµός εM είναι επίσης ισοµορφισµός. ΄Ετσι λοιπόν αποδείξαµε ότι ικανοποιείται
η συνθήκη pγq. Χρησιµοποιώντας τώρα τη συνθήκη pγq, από το µεταθετικό διάγραµµα (5.39),
συµπεραίνουµε ότι οι ακολουθίες J και J ‹‹ “ HomApJ ‹, Aq, είναι ισόµορφες. ΄Ετσι, λόγω της
ακρίβειας της ακολουθίας J , έπεται η ακρίβεια της ακολουθίας J ‹‹. Το αποτέλεσµα αυτό, σε συν-
δυασµό µε το γεγονός ότι η ακολουθία J ‹ είναι µια προβολική ανάλυση τουM‹ “ HomApM,Aq,
µας δίνει ότι ExtiApHomApM,Aq, Aq “ 0 για κάθε i ą 0. ΄Αρα, ισχύει και η συνθήκη pβq.

(4 ñ 2): Υποθέτουµε ότι ικανοποιούνται οι συνθήκες pα1q, pβ1q και pγ1q. Θέλουµε να κατα-
σκευάσουµε δύο ακριβείς ακολουθίεςN όπως η (5.37), και J όπως η (5.38), όπου κάθε Fn και Ln

είναι πεπερασµένα παραγόµενο και ελεύθερο αριστερό A-πρότυπο, και τέτοιες ώστε τα σύµπλοκα
αβελιανών οµάδων, HomApN , Qq και HomApJ , Qq, να είναι ακριβή για κάθε προβολικό αριστερό
A-πρότυπο Q. Από την Παρατήρηση (5.3.3), αρκεί να δείξουµε την ακρίβεια των συµπλόκων
δεξιών A-προτύπων, HomApN , Aq και HomApJ , Aq.

Για την κατασκευή της N , διαλέγουµε απλά, µια ελεύθερη ανάλυση τουM αποτελούµενη από
πεπερασµένα παραγόµενα A-πρότυπα, και ϑέτουµε µε N , την ακολουθία που επιλέξαµε. Τότε
επειδή ExtiApM,Aq “ 0 για κάθε i ą 0, και ο αντισυναλλοίωτος συναρτητής HomAp´, Aq είναι
αριστερά ακριβής, έπεται ότι το σύµπλοκο HomApN , Aq είναι ακριβές, όπως επιθυµούσαµε.

Για την κατασκευή της J , ισχυριζόµαστε αρχικά, ότι το M‹ “ HomApM,Aq είναι ένα πεπε-
ϱασµένα παραγόµενο δεξιό A-πρότυπο. Για την απόδειξη του ισχυρισµού αυτού, ϑεωρούµε µια
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σύντοµη ακριβή ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα,

` : 0 ÝÑ K ÝÑ AA
pnq ÝÑM ÝÑ 0,

όπου n είναι ένας ϑετικός ακέραιος, Apnq είναι ελεύθερο και πεπερασµένα παραγόµενο, και K
είναι πεπερασµένα παραγόµενο. Η ύπαρξη µιας ακολουθίας όπως η `, οφείλεται στο γεγονός ότι
το αριστερό A-πρότυπο M είναι πεπερασµένα παραγόµενο, και ο δακτύλιος A είναι (αριστερός)
δακτύλιος της Noether. Αν εφαρµόσουµε τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή HomAp´, Aq όπου ο
δακτύλιος A έχει ιδωθεί ως αριστερό A-πρότυπο, στη σύντοµη ακριβή ακολουθία `, τότε προκύπτει
η ακριβής ακολουθία από δεξιά R-πρότυπα:

`‹ : 0 ÝÑ HomApM,Aq ÝÑ HomApA
pnq, Aq ÝÑ HomApK,Aq.

Παρατηρώντας ότι HomApA
pnq, Aq – pHomApA,Aqq

pnq – Apnq, οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι
η ακριβής ακολουθία `‹, είναι ισόµορφη µε την ακολουθία :

0 ÝÑ HomApM,Aq
κ
ÝÑ Apnq ÝÑ HomApK,Aq.

Συνεπώς, έπεται ότι η προηγούµενη ακολουθία είναι ακριβής. Χρησιµοποιώντας τώρα το απο-
τέλεσµα ότι υπεράνω ενός δακτυλίου της Noether, ένα πρότυπο X είναι πεπερασµένα παρα-
γόµενο, αν και µόνο αν, το X είναι ένα πρότυπο της Noether, παίρνουµε ότι το υποπρότυπο
Imκ του Apnq, είναι πεπερασµένα παραγόµενο. Εποµένως, καταλήγουµε ότι το δεξιό A-πρότυπο
M‹ “ HomApM,Aq είναι επίσης πεπερασµένα παραγόµενο, ως ισόµορφο µε το δεξιό A-πρότυπο
Imκ. ΄Ετσι, αφού ο δακτύλιος A είναι (δεξιός) δακτύλιος της Noether, µπορούµε να διαλέξουµε
µια ελεύθερη ανάλυση του M‹ αποτελούµενη από πεπερασµένα παραγόµενα δεξιά A-πρότυπα,

J 1 : ¨ ¨ ¨ ÝÑ L12 ÝÑ L11 ÝÑ L10
φ
ÝÑM‹ ÝÑ 0. (5.40)

Τότε επειδή ExtiApM
‹, Aq “ 0 για κάθε i ą 0, και ο αντισυναλλοίωτος συναρτητής HomAp´, Aq

είναι αριστερά ακριβής, έπεται ότι το σύµπλοκο αριστερών A-προτύπων pJ 1q‹ “ HomApJ 1, Aq,
είναι ακριβές. ∆ηλαδή, η ακριβής ακολουθία pJ 1q‹ είναι της µορφής,

0 ÝÑM‹‹ φ‹

ÝÑ pL10q
‹ ÝÑ pL11q

‹ ÝÑ pL12q
‹ ÝÑ ¨ ¨ ¨ , (5.41)

όπου M‹‹ “ HomApM
‹, Aq, και pL1nq‹ “ HomApL

1
n, Aq για κάθε n ě 0. Ορίζοντας τώρα

Ln “ pL1nq
‹ για κάθε n ě 0, από το Σχόλιο (5.3.6), έχουµε ότι τα Ln για n “ 0, 1, . . ., είναι

πεπερασµένα παραγόµενα και ελεύθερα αριστερά A-πρότυπα. Επιπλέον, λόγω της υπόθεση ότι ο
οµοµοµορφισµός εM : M ÝÑM‹‹ είναι ένας ισοµορφισµός, παίρνουµε την ακριβή ακολουθία :

0 ÝÑM
φ‹εM
ÝÑ L0 ÝÑ L1 ÝÑ L2 ÝÑ ¨ ¨ ¨ . (5.42)

Ισχυριζόµαστε αυτή τη ϕορά, ότι η ακολουθία (5.42) είναι η Ϲητούµενη ακολουθία J . Για να απο-
δείξουµε τον ισχυρισµό αυτό, αρκεί να εξακριβώσουµε την ακρίβεια του συµπλόκου HomApJ , Aq,
όπου J έχουµε ονοµάσει τώρα την ακολουθία (5.42). Αφού ο οµοµορφισµός εM είναι ϕυσικός
στο M , επάγεται το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

L10

εL10
��

φ // M‹

εM‹

��
pL10q

‹‹

φ‹‹
// M‹‹‹

(5.43)

Επειδή το M είναι ανακλαστικό, από την Παρατήρηση (5.3.4), οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι
το M‹ είναι ανακλαστικό µε pεM‹q´1 “ pεM q

‹. ΄Ετσι, το διάγραµµα (5.43) µας δίνει την ισότητα,
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pεM q
‹φ‹‹εL10 “ φ. Συνεπώς, αν ϑεωρήσουµε το διάγραµµα

¨ ¨ ¨ // L12

εL12
��

// L11

εL11
��

// L10

εL10
��

φ // M‹ // 0

¨ ¨ ¨ // pL2q
‹ // pL1q

‹ // pL0q
‹

pεM q
‹φ‹‹
// M‹ // 0

(5.44)

τότε αυτό είναι µεταθετικό, και κάθε οµοµορφισµός εL1n για n “ 0, 1, . . ., είναι ένας ισοµορφισµός
σύµφωνα µε το Λήµµα (5.3.5), διότι τα L1n είναι πεπερασµένα παραγόµενα και ελεύθερα δεξιά
A-πρότυπα. Συνεπώς, επειδή η πρώτη γραµµή του διαγράµµατος (5.44) είναι ακριβής, συµπε-
ϱαίνουµε ότι και η δεύτερη γραµµή αυτού, είναι επίσης ακριβής. Είναι εύκολο να διαπιστώσουµε
την ισότητα pεM q‹φ‹‹ “ pφ‹εM q‹. Η ισότητα αυτή, µας εξασφαλίζει ότι η δεύτερη γραµµή του δια-
γράµµατος (5.44), παριστάνει ουσιαστικά το σύµπλοκο HomApJ , Aq. Ως απόρροια των παραπάνω
λοιπόν, έπεται ότι το σύµπλοκο HomApJ , Aq είναι ακριβές. �

΄Οπως προείπαµε, το Ϲητούµενο της ενότητας αυτής, είναι να εξηγήσουµε τον λόγο που η σύγ-
χρονη εκδοχή (Enochs-Jenda) του ορισµού των πεπερασµένα παραγόµενων G-προβολικών προ-
τύπων υπεράνω ενός δακτυλίου της Noether A, συµφωνεί µε την παλαιότερη εκδοχή (Auslander)
του ορισµού των G-προβολικών προτύπων υπεράνω του δακτυλίου της Noether A. Πριν να αιτιο-
λογήσουµε την ταύτιση αυτή, παραθέτουµε τον ορισµό της G-κλάσης προτύπων του Auslander,
GpAq, όπως ο ίδιος την διατύπωσε στο [6], σελ.55:

‘‘ DÉFINITION.- Soit A un anneau noethérian. On appellera GpAq la classe des A-modules
réflexifs tels que, pour tout i ě 1 on ait

ExtiApM,Aq “ ExtiApM
‹, Aq “ 0.’’

Ο Auslander αναφέρει ότι κάθε δακτύλιος που εµφανίζεται στο [6], (σελίδα 4), είναι µεταθετικός
και κάθε πρότυπο είναι πεπερασµένα παραγόµενο. ΄Ετσι, στον προηγούµενο ορισµό, το πρότυπο
M είναι πεπερασµένα παραγόµενο. Συµπεραίνουµε λοιπόν, ότι ο Auslander ορίζει την κλάση
GpAq να αποτελείται από όλα τα πεπερασµένα παραγόµενα A-πρότυπα, τα οποία ικανοποιούν
τις συνθήκες pα1q, pβ1q και pγ1q, της τέταρτης συνθήκης του Θεωρήµατος (5.3.8). ΄Ετσι, από την
ισοδυναµία 1 ô 4 του Θεωρήµατος (5.3.8), ϐλέπουµε ότι η κλάση GpAq αποτελείται από όλα
τα πεπερασµένα παραγόµενα G-προβολικά A-πρότυπα. ∆ηλαδή, έχουµε ότι ο ορισµός των G-
προβολικών προτύπων µε την έννοια των Enochs-Jenda, επεκτείνει τον ορισµό των G-προβολικών
προτύπων µε την έννοια του Auslander, όπως και Ϲητούσαµε.

Στο επόµενο κεφάλαιο, ϑα εισάγουµε την έννοια της G-προβολικής διάστασης ενός προτύπου
υπεράνω ενός προσεταιριστικού δακτυλίου µε µονάδα. Ολοκληρώνουµε την παρούσα ενότητα,
σηµειώνοντας ότι η έννοια της G-προβολικής διάστασης γενικεύει την (κλασσική) G-διάσταση του
Auslander, για την οποία έγινε αναφορά στην εισαγωγή του παρόντος κεφαλαίου, µε την έννοια
ότι οι διαστάσεις αυτές ταυτίζονται, όταν ο δακτύλιος είναι δακτύλιος της Noether, και τα πρότυπα
είναι πεπερασµένα παραγόµενα.
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Κεφάλαιο 6

Οµολογικές ∆ιαστάσεις Gorenstein

Κεντρική ιδέα της Οµολογικής ΄Αλγεβρας σε κατηγορίες προτύπων, είναι η αντικατάσταση ενός
προτύπου από την προβολική ή ενέσιµη ανάλυσή του. Κατά αυτόν τον τρόπο, για έναν δοθέντα
προσθετικό συναρτητή µεταξύ κατηγοριών προτύπων µπορούµε να ορίσουµε παραγόµενους συ-
ναρτητές, οι οποίοι µας πληροφορούν για το πόσο απέχει ο υποκείµενος συναρτητής από το να
είναι ακριβής. Οι έννοιες των προβολικών (ενέσιµων) προτύπων, και των προβολικών (ενέσιµων)
αναλύσεων, διαδραµατίζουν σηµαντικό ϱόλο στην Οµολογική ΄Αλγεβρα σε κατηγορίες προτύπων,
και µας οδηγούν στις έννοιες των προβολικών ή ενέσιµων διαστάσεων οι οποίες µετρούν πόσο
απέχει ένα πρότυπο από το να είναι προβολικό ή ενέσιµο.

Η Σχετική Οµολογική ΄Αλγεβρα εισήχθηκε από τους Hochschild, Butler-Horrocks, Eilenberg-
Moore και άλλους, ϐλέπε το ϐιβλίο ορόσηµο [23] των Eilenberg και Moore, ως επέκταση της
Οµολογικής ΄Αλγεβρας σε κατηγορίες προτύπων αλλά και σε γενικότερες κατηγορίες. Η ϐασι-
κή ιδέα της Σχετικής Οµολογικής ΄Αλγεβρας είναι η προσέγγιση προτύπων ή αντικειµένων µέσω
αναλύσεων από πρότυπα ή αντικείµενα τα οποία δεν είναι κατ΄ ανάγκην προβολικά ή ενέσιµα.
Η ύπαρξη τέτοιων αναλύσεων οδηγεί στην έννοια των (αριστερά ή δεξιά) σχετικά παραγόµενων
συναρτητών, και στην έννοια των σχετικών οµολογικών διαστάσεων. ΄Ετσι καταλυτικής σηµασί-
ας στη Σχετική Οµολογική ΄Αλγεβρα αποτελούν οι έννοιες των (ελάχιστων) δεξιών και (ελάχιστων)
αριστερών προσεγγίσεων.

Η Οµολογική ΄Αλγεβρα Gorenstein είναι ένα είδος Σχετικής Οµολογικής ΄Αλγεβρας, όπου
οι κλάσεις των προβολικών και ενέσιµων προτύπων, αντικαθίστανται από τις κλάσεις των G-
προβολικών και των G-ενέσιµων προτύπων, αντίστοιχα. Οι έννοιες των G-προβολικών (G-ενέσιµων)
προτύπων, καθώς και των Gorenstein προβολικών (Gorenstein ενέσιµων) αναλύσεων, χάριν απλό-
τητας, G-προβολικών (G-ενέσιµων) αναλύσεων, παίζουν κεντρικό ϱόλο στη Οµολογική ΄Αλγεβρα
Gorenstein.

Στο παρόν κεφάλαιο, αναπτύσσουµε ϐασικά στοιχεία της Οµολογικής ΄Αλγεβρας Gorenstein.
Εισάγουµε τις έννοιες των G-προβολικών και G-ενέσιµων αναλύσεων, και χρησιµοποιώντας τις
αναλύσεις αυτές, ορίζουµε και µελετάµε τις έννοιες των Gorenstein προβολικών και Gorenstein
ενέσιµων διαστάσεων, χάριν απλότητας, G-προβολικών και G-ενέσιµων διαστάσεων, αντίστοιχα.

Σύµβαση: Καθ΄ όλη την έκταση του κεφαλαίου αυτού, συµβολίζουµε µε R, έναν προσεταιρι-
στικό δακτύλιο µε µονάδα.

6.1 G-Προβολική Και G-Ενέσιµη ∆ιάσταση

Στην ενότητα αυτή, ορίζουµε τις έννοιες των G-προβολικών και G-ενέσιµων διαστάσεων, και µελε-
τάµε το τρόπο µε τον οποίο συνδέονται οι διαστάσεις αυτές, µε τον συναρτητή ExtiRp´,´q.

Ορισµός 6.1.1. ΜιαG-προβολική ανάλυση (G-projective resolution) ενός αριστερούR-προτύπου

177
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M , είναι µια ακριβής ακολουθία

¨ ¨ ¨ ÝÑ G2 ÝÑ G1 ÝÑ G0 ÝÑM ÝÑ 0, (6.1)

όπου κάθεGi για i “ 0, 1, . . ., είναι G-προβολικό αριστερόR-πρότυπο. Το µήκος µιας G-προβολικής
ανάλυσης τουM , όπως η (6.1), είναι ο ελάχιστος ϕυσικός αριθµός n, τέτοιος ώστεGn ‰ 0, καιGi “ 0
για κάθε i ě n ` 1. Αν δεν υπάρχει τέτοιος ϕυσικός αριθµός n, ορίζουµε το µήκος της, να είναι
άπειρο.

Αναλόγως, ορίζεται µια G-προβολική ανάλυση ενός δεξιού R-προτύπου N , καθώς και το µήκος
τυχούσας G-προβολικής ανάλυσης του N .

Παρόµοια, έχουµε τον ορισµό µιας G-ενέσιµης ανάλυσης ενός R-προτύπου:

Ορισµός 6.1.2. Μια G-ενέσιµη ανάλυση (G-injective resolution) ενός αριστερού R-προτύπου
M , είναι µια ακριβής ακολουθία

0 ÝÑM ÝÑ H0 ÝÑ H1 ÝÑ H2 ÝÑ ¨ ¨ ¨ , (6.2)

όπου κάθε Hi για i “ 0, 1, . . ., είναι G-ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο. Το µήκος µιας G-ενέσιµης
ανάλυσης του M , όπως η (6.2), είναι ο ελάχιστος ϕυσικός αριθµός n, τέτοιος ώστε Hn ‰ 0, και
Hi “ 0 για κάθε i ě n ` 1. Αν δεν υπάρχει τέτοιος ϕυσικός αριθµός n, ορίζουµε το µήκος της, να
είναι άπειρο.

Οµοίως, ορίζεται µια G-ενέσιµη ανάλυση ενός δεξιού R-προτύπου N , καθώς και το µήκος τυχού-
σας G-ενέσιµης ανάλυσης του N .

Παρατήρηση 6.1.3. Οι έννοιες των G-προβολικών αναλύσεων και των αριστερών R-GProj-αναλύ–
σεων ενός αριστερού R-προτύπου M , όπου R-GProj παριστάνει την κλάση των G-προβολικών
αριστερών R-προτύπων, δεν είναι ταυτόσηµες. Συµµετρικά, οι έννοιες των G-ενέσιµων αναλύσεων
και των δεξιών R-GInj-αναλύσεων ενός αριστερού R-προτύπου M , όπου R-GInj συµβολίζει την
κλάση των G-ενέσιµων αριστερών R-προτύπων, είναι διακριτές. Ωστόσο, επειδή κάθε προβολικό
(ενέσιµο) R-πρότυπο είναι G-προβολικό (G-ενέσιµο) R-πρότυπο, προκύπτει ότι :

• Για κάθε αριστερό R-πρότυπο υπάρχει πάντα µια G-προβολική ανάλυση, και µια G-ενέσιµη
ανάλυση.

• Κάθε αριστερήR-GProj-ανάλυση ενός αριστερούR-προτύπουM , είναι επίσης µια G-προβο–
λική ανάλυση τουM , ενώ κάθε δεξιά R-GInj-ανάλυση ενός αριστερού R-προτύπουM , είναι
επίσης µια G-ενέσιµη ανάλυση του M .

Παρόµοια αποτελέσµατα µε τα παραπάνω, ισχύουν και για δεξιά R-πρότυπα.

Φυσικό επακόλουθο της ύπαρξης µιας G-προβολικής και µιας G-ενέσιµης ανάλυσης για κάθε
(αριστερό ή δεξιό) R-πρότυπο, είναι να ορίσουµε µέσω των αναλύσεων αυτών, τις έννοιες των
G-προβολικών και G-ενέσιµων διαστάσεων ενός (αριστερού ή δεξιού) R-προτύπου.

Ορισµός 6.1.4. Για ένα (αριστερό ή δεξιό)R-πρότυποM , ηG-προβολική διάσταση (G-projective
resolution), GpdRM , ορίζεται ως εξής :

1. Αν M “ 0, τότε GpdRM “ ´8.

2. Αν M ‰ 0 και δεν υπάρχει G-προβολική ανάλυση του M πεπερασµένου µήκους, τότε
GpdRM “ 8.

3. ΑνM ‰ 0 και υπάρχει µια G-προβολική ανάλυση τουM πεπερασµένου µήκους, τότε GpdRM
είναι ο ελάχιστος ϕυσικός αριθµός n pn P N0q, τέτοιος ώστε να υπάρχει µια G-προβολική
ανάλυση του M µήκους n.
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Ισοδύναµα, αν M ‰ 0 και n P N0, τότε GpdRM ď n, αν και µόνο αν, υπάρχει µια G-προβολική
ανάλυση του M µήκους n.

Ανάλογα,

Ορισµός 6.1.5. Για ένα (αριστερό ή δεξιό) R-πρότυπο M , η G-ενέσιµη διάσταση (G-injective
resolution), GidRM , ορίζεται ως εξής :

1. Αν M “ 0, τότε GidRM “ ´8.

2. ΑνM ‰ 0 και δεν υπάρχει G-ενέσιµη ανάλυση τουM πεπερασµένου µήκους, τότε GidRM “

8.

3. Αν M ‰ 0 και υπάρχει µια G-ενέσιµη ανάλυση του M πεπερασµένου µήκους, τότε GidRM
είναι ο ελάχιστος ϕυσικός αριθµός n pn P N0q, τέτοιος ώστε να υπάρχει µια G-ενέσιµη ανάλυση
του M µήκους n.

Ισοδύναµα, αν M ‰ 0 και n P N0, τότε GidRM ď n, αν και µόνο αν, υπάρχει µια G-ενέσιµη
ανάλυση του M µήκους n.

Στη συνέχεια, επικεντρωνόµαστε σε αριστερά R-πρότυπα, και αναφερόµαστε σε ϐασικά απο-
τελέσµατα για G-προβολικές και G-ενέσιµες διαστάσεις. Τονίζουµε, ότι ανάλογα αποτελέσµατα
µε αυτά που ϑα παραθέσουµε στη συνέχεια του παρόντος κεφαλαίου για αριστερά R-πρότυπα,
ισχύουν και για δεξιά R-πρότυπα.

Παρατήρηση 6.1.6. Για κάθε αριστερό R-πρότυπο M , ισχύουν οι ανισότητες :

GpdRM ď pdRM & GidRM ď idRM.

Πράγµατι, οι παραπάνω σχέσεις επάγονται από το γεγονός ότι κάθε προβολικό αριστερό R-
πρότυπο είναι G-προβολικό, και από το αποτέλεσµα ότι κάθε ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο είναι
G-ενέσιµο. Στη συνέχεια της ενότητας αυτής, ϑα έχουµε την ευκαιρία να διαπιστώσουµε ότι οι
ισότητες των δύο προηγούµενων ανισοτήτων, ισχύουν όταν η προβολική, και αντίστοιχα η ενέσιµη,
ανάλυση του M είναι πεπερασµένη. Αν συµβολίσουµε λοιπόν µε R-Projă8, την κλάση όλων των
αριστερών R-προτύπων µε πεπερασµένη προβολική διάσταση, µε R-Injă8, την κλάση όλων των
αριστερών R-προτύπων µε πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση, µε R-GProjă8, την κλάση όλων των α-
ϱιστερών R-προτύπων µε πεπερασµένη G-προβολική διάσταση, και µε R-GInjă8, την κλάση όλων
των αριστερών R-προτύπων µε πεπερασµένη G-ενέσιµη διάσταση, τότε ισχύουν οι εγκλεισµοί :

R-Projă8 Ď R-GProjă8 & R-Injă8 Ď R-GInjă8.

Στο Κεφάλαιο 5, αποδείξαµε ότι η προβολική διάσταση ενός G-προβολικού R-προτύπου, και
αντίστοιχα, η ενέσιµη διάσταση ενός G-ενέσιµου R-προτύπου, είναι ή ίσες µε µηδέν, ή άπειρο.
Κατά ϕυσικό τρόπο λοιπόν, προκύπτουν τα ερωτήµατα:

1. Ποιά η G-προβολική διάσταση ενός G-προβολικού R-προτύπου ;

2. Ποιά η G-ενέσιµη διάσταση ενός G-ενέσιµου R-προτύπου ;

Οι επόµενες δύο προτάσεις, µας δίνουν την απάντηση στα παραπάνω ερωτήµατα, και µάλιστα,
µας πληροφορούν ότι τα G-προβολικά R-πρότυπα, είναι ακριβώς τα R-πρότυπα G-προβολικής
διάστασης µικρότερης ή ίσης του µηδενός, καθώς και ότι τα G-ενέσιµα R-πρότυπα, είναι ακριβώς
τα R-πρότυπα G-ενέσιµης διάστασης µικρότερης ή ίσης του µηδενός.

Πρόταση 6.1.7. Για ένα αριστερό R-πρότυπο M , ισχύει η ισοδυναµία :

M P R-GProj ðñ GpdRM “

#

´8, αν M “ 0

0, αν M ‰ 0.
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Απόδειξη. ΄Εστω M ένα τυχαίο αριστερό R-πρότυπο. Τότε είτε M “ 0, είτε M ‰ 0. Υποθέτουµε
αρχικά, ότι το M είναι G-προβολικό. Αν M “ 0, τότε το πρότυπο M είναι G-προβολικό, ως
προβολικό, και εξ ορισµού έχουµε ότι GpdRM “ ´8. Αν M ‰ 0, τότε GpdRM ě 0 (πιθανότατα,
GpdRM “ 8). Θεωρώντας τώρα την ακριβή ακολουθία

0 ÝÑM
IdM
ÝÑM ÝÑ 0, (6.3)

συµπεραίνουµε από την υπόθεση, ότι η ακολουθία (6.3) είναι µια G-προβολική ανάλυση του M
µήκους 0. Συνεπώς, έπεται ότι GpdRM “ 0.

Στη συνέχεια, υποθέτουµε ότι GpdRM “ ´8, όταν M “ 0 καθώς και ότι GpdRM “ 0, όταν
M ‰ 0. Θέλουµε να δείξουµε ότι το αριστερό R-πρότυποM είναι G-προβολικό. ΑνM “ 0, τότε το
M είναι προφανώς G-προβολικό. Αν M ‰ 0, τότε η υπόθεση µας δίνει την ισότητα, GpdRM “ 0.
΄Ετσι, οδηγούµαστε στην ύπαρξη µιας G-προβολικής ανάλυσης του M ελάχιστου µήκους 0, έστω

J : 0 ÝÑ G ÝÑM ÝÑ 0.

Λόγω της ακρίβειας της ακολουθίας J , έχουµε έναν ισοµορφισµό G – M και εποµένως, αφού
η κλάση R-GProj είναι κλειστή σε ισοµορφισµούς, παίρνουµε ότι το M είναι G-προβολικό, όπως
επιθυµούσαµε. �

Πρόταση 6.1.8. Για ένα αριστερό R-πρότυπο M , ισχύει η ισοδυναµία :

M P R-GInj ðñ GidRM “

#

´8, αν M “ 0

0, αν M ‰ 0.

Απόδειξη. Κατά δυϊκό τρόπο µε την απόδειξη της Πρότασης (6.1.7). �

Λήµµα 6.1.9. ΄Εστω 0 ÝÑ Kn ÝÑ Gn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ G0 ÝÑ M ÝÑ 0, µια ακριβής ακο-
λουθία από αριστερά R-πρότυπα, όπου κάθε Gi για i “ 0, . . . , n ´ 1, είναι G-προβολικό. Τότε
ExtiRpKn, Lq – Exti`nR pM,Lq για κάθε i ą 0, και για κάθε αριστερό R-πρότυπο L µε πεπερασµένη
προβολική διάσταση.

Απόδειξη. Αν n “ 0, τότε η δοθείσα ακριβής ακολουθία είναι ακριβώς η ακριβής ακολουθία
0 ÝÑ K0 ÝÑ M ÝÑ 0, και κατά αυτόν τον τρόπο, τα αριστερά R-πρότυπα K0 και M , καθί-
στανται ισόµορφα. Συνεπώς, αφού κάθε (αντι)συναλλοίωτος συναρτητής διατηρεί ισοµορφισµούς,
παίρνουµε το Ϲητούµενο. Στη συνέχεια, υποθέτουµε ότι n ą 0, και «σπάµε» τη δοθείσα ακριβή
ακολουθία σε σύντοµες ακριβείς ακολουθίες για κάθε j “ 1, . . . , n:

0 ÝÑ Kj ÝÑ Gj´1 ÝÑ Kj´1 ÝÑ 0, (6.4)

όπουK0 “M . Θεωρούµε τώρα, ένα αριστερόR-πρότυπο L µε πεπερασµένη προβολική διάσταση,
και εφαρµόζουµε τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή HomRp´, Lq στην (6.4). Τότε επάγεται µια
µακρά ακριβής ακολουθία στη συνοµολογία, µέρος της οποίας είναι η ακριβής ακολουθία

Exti`n´jR pGj´1, Lq ÝÑ Exti`n´jR pKj , Lq
Φi`n´j
ÝÑ Exti`n´j`1

R pKj´1, Lq ÝÑ

ÝÑ Exti`n´j`1
R pGj´1, Lq,

για κάθε i ě 0 και για κάθε j “ 1, . . . , n, όπου Φi`n´j είναι ο οµοµορφισµός σύνδεσης (con-
necting homomorphism). Από το Κεφάλαιο 5, γνωρίζουµε ότι για κάθε G-προβολικό R-πρότυπο
G, και για κάθε R-πρότυπο µε πεπερασµένη προβολική διάσταση L, ισχύει ότι ExtiRpG,Lq “ 0
για i “ 1, 2, . . .. ΄Ετσι, αφού κάθε Gj´1 για i “ 1, . . . , n, είναι G-προβολικό αριστερό R-πρότυπο,
παίρνουµε ότι Exti`n´jR pGj´1, Lq “ Exti`n´j`1

R pGj´1, Lq “ 0 για κάθε i ą 0 και για κάθε
j P t1, . . . , nu. Εποµένως, ο οµοµορφισµός σύνδεσης Φi`n´j , είναι ένας ισοµορφισµός για κάθε
i ą 0 και για κάθε j P t1, . . . , nu, δηλαδή,

Exti`n´j`1
R pKj´1, Lq – Exti`n´jR pKj , Lq,
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για i ą 0 και για j “ 1, . . . , n. Συνθέτοντας τους ισοµορφισµούς αυτούς, καταλήγουµε στο
συµπέρασµα ότι ExtiRpKn, Lq – Exti`nR pK0, Lq “ Exti`nR pM,Lq, όπως επιθυµούσαµε. �

∆υϊκά,

Λήµµα 6.1.10. ΄Εστω 0 ÝÑM ÝÑ H0 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ Hn´1 ÝÑ Cn ÝÑ 0, µια ακριβής ακολουθία
από αριστερά R-πρότυπα, όπου κάθε Hi για i “ 0, . . . , n´ 1, είναι G-ενέσιµο. Τότε ExtiRpL,C

nq –

Exti`nR pL,Mq για κάθε i ą 0, και για κάθε αριστερόR-πρότυποL µε πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση.

Απόδειξη. Ανάλογα, µε την απόδειξη του Λήµµατος (6.1.9). �

Η ακόλουθη πρόταση, µας δίνει τη δυνατότητα να µπορούµε πάντα να υποθέτουµε, ότι τα πρό-
τυπα που εµφανίζονται σε µια G-προβολική ανάλυση ενός πεπερασµένα παραγόµενου προτύπου
υπεράνω ενός προσεταιριστικού δακτυλίου της Noether, είναι πεπερασµένα παραγόµενα.

Πρόταση 6.1.11. Υποθέτουµε ότι ο δακτύλιος S είναι αριστερός δακτύλιος της Noether, και έστω
M ένα πεπερασµένα παραγόµενο αριστερό S-πρότυπο. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Αν GpdSM “ 8, τότε υπάρχει µια G-προβολική ανάλυση τουM άπειρου µήκους, αποτελού-
µενη από πεπερασµένα παραγόµενα αριστερά S-πρότυπα.

2. Αν m P N0 και GpdSM ď m, τότε υπάρχει µια G-προβολική ανάλυση του M πεπερασµένου
µήκους m, αποτελούµενη από πεπερασµένα παραγόµενα αριστερά S-πρότυπα.

Απόδειξη. 1) Αν GpdSM “ 8, τότε έπεται ότι M ‰ 0, καθώς και ότι δεν υπάρχει πεπερασµένου
µήκους G-προβολική ανάλυση του M . Συνεπώς, αφού η κλάση των προβολικών αριστερών S-
προτύπων περιέχεται στην κλάση των G-προβολικών αριστερών S-προτύπων, συµπεραίνουµε ότι
δεν υπάρχει πεπερασµένου µήκους προβολική ανάλυση του M . Επειδή ο δακτύλιος S είναι
αριστερός δακτύλιος της Noether, και το αριστερό S-πρότυποM είναι πεπερασµένα παραγόµενο,
µπορούµε να διαλέξουµε µια ακριβή ακολουθία άπειρου µήκους της µορφής:

J : ¨ ¨ ¨ ÝÑ P2 ÝÑ P1 ÝÑ P0 ÝÑM ÝÑ 0,

όπου κάθε Pi για i “ 0, 1, . . ., είναι πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό αριστερό S-πρότυπο.
Τότε η ακριβής ακολουθία J , είναι προφανώς µια G-προβολική ανάλυση τουM άπειρου µήκους,
αποτελούµενη από πεπερασµένα παραγόµενα αριστερά S-πρότυπα.

2) ΄Εστω m P N0 και GpdSM ď m. Αν το πεπερασµένα παραγόµενο αριστερό S-πρότυπο
M είναι το µηδενικό, (GpdSM “ ´8), τότε το M “ 0 είναι G-προβολικό, και η ακολουθία
0 ÝÑ M ÝÑ M ÝÑ 0, είναι προφανώς µια G-προβολική ανάλυση του M αποτελούµενη από
πεπερασµένα παραγόµενα αριστερά S-πρότυπα. Υποθέτουµε λοιπόν ότι M ‰ 0, δηλαδή, ότι
0 ď GpdSM ď m. Εξ ορισµού, υπάρχει µια G-προβολική ανάλυση του M µήκους m, έστω

0 ÝÑ G1m ÝÑ G1m´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ G10 ÝÑM ÝÑ 0. (6.5)

Η ακολουθία (6.5) ωστόσο, δεν είναι η G-προβολική ανάλυση του M µήκους m που ψάχναµε,
αφού κάθε G1i που εµφανίζεται στην ακριβή ακολουθία (6.5), δεν είναι απαραίτητα πεπερασµένα
παραγόµενο. Στη συνέχεια, διαλέγουµε µια ακριβή ακολουθία από αριστερά S-πρότυπα

0 ÝÑ Km ÝÑ Gm´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ G0 ÝÑM ÝÑ 0, (6.6)

όπου Km είναι πεπερασµένα παραγόµενο, και κάθε Gi για i “ 0, . . . ,m´ 1, είναι πεπερασµένα
παραγόµενο G-προβολικό. Η ύπαρξη µιας ακριβής ακολουθίας όπως η (6.6), προκύπτει από την
υπόθεση ότι το M είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο αριστερό πρότυπο υπεράνω του αριστερού
δακτυλίου της Noether S, καθώς και από το αποτέλεσµα ότι κάθε προβολικό αριστερό S-πρότυπο,
είναι επίσης ένα G-προβολικό αριστερό S-πρότυπο. Συγκρίνοντας τώρα, τις ακριβείς ακολουθίες
(6.5) και (6.6), από την Πρόταση (5.1.13), συµπεραίνουµε ότι το πεπερασµένα παραγόµενο αριστε-
ϱό S-πρότυπο Km, είναι G-προβολικό. ΄Ετσι, η ακολουθία (6.6), είναι η Ϲητούµενη G-προβολική
ανάλυση του M µήκους m. �
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Πρόταση 6.1.12. Αν M είναι ένα αριστερό R-πρότυπο, τότε το M είναι G-προβολικό, αν και µόνο
αν, GpdRM ă 8 και ExtiRpM,Qq “ 0 για κάθε i ą 0 και για κάθε προβολικό αριστερό R-πρότυπο
Q.

Απόδειξη. Θεωρούµε ένα τυχαίο αριστερό R-πρότυπο M . Τότε είτε M “ 0, είτε M ‰ 0. Αν
M “ 0, τότε τετριµµένα έχουµε ότι το M είναι G-προβολικό µε GpdRM “ ´8 ă 8, και επιπλέ-
ον, ότι ExtiRpM,´q “ 0 για κάθε i ě 0, αφού κάθε προσθετικός (αντι)συναλλοίωτος συναρτητής
T : R-Mod ÝÑ Ab, ικανοποιεί τη σχέση T p0q “ 0, όπου µε 0 σηµειώνουµε συγχρόνως, τα µηδε-
νικά αντικείµενα (στην περίπτωσή µας, πρότυπα) των κατηγοριών R-Mod και Ab. ΄Εστω λοιπόν,
M ‰ 0. Υποθέτουµε αρχικά, ότι το M είναι G-προβολικό. Τότε η Πρόταση (6.1.7), µας δίνει τη
σχέση GpdRM “ 0 ă 8, και το Λήµµα (5.1.6), µας εξασφαλίζει ότι ExtiRpM,Qq “ 0 για κάθε
i ą 0 και για κάθε προβολικό αριστερό R-πρότυπο Q.

Αντίστροφα, υποθέτουµε τώρα, ότι GpdRM ă 8 και ExtiRpM,Qq “ 0 για κάθε i ą 0 και
για κάθε προβολικό αριστερό R-πρότυπο Q. Θέλουµε να δείξουµε ότι το µη µηδενικό αριστερό
R-πρότυπο M , είναι G-προβολικό. ΄Εστω GpdRM ď n για κάποιον ϕυσικό αριθµό n. Τότε εξ
ορισµού, υπάρχει µια G-προβολική ανάλυση του M µήκους n:

0 ÝÑ Gn ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ G0 ÝÑM ÝÑ 0. (6.7)

Επειδή η ακολουθία (6.7) είναι ακριβής, µπορούµε να τη «σπάσουµε» σε σύντοµες ακριβείς ακο-
λουθίες για κάθε j “ 1, . . . , n

Jj : 0 ÝÑ Kj ÝÑ Gj´1 ÝÑ Kj´1 ÝÑ 0,

όπου Kn “ Gn και K0 “ M . Παρατηρούµε ότι από την υπόθεση και το Λήµµα (6.1.9), προκύ-
πτουν οι σχέσεις :

Ext1RpKj´1, Qq – ExtjRpM,Qq “ 0,

για κάθε j P t1, . . . , nu, και για κάθε προβολικό αριστερό R-πρότυπο Q. Συνεπώς, αν εφαρµό-
σουµε τώρα την Πρόταση (5.1.14), στη σύντοµη ακριβή ακολουθία Jn,

0 ÝÑ Gn ÝÑ Gn´1 ÝÑ Kn´1 ÝÑ 0,

τότε συµπεραίνουµε ότι το αριστερό R-πρότυπο Kn´1 είναι G-προβολικό. Χρησιµοποιώντας το
αποτέλεσµα αυτό, και εφαρµόζοντας ξανά την Πρόταση (5.1.14), στη σύντοµη ακριβή ακολουθία
Jn´1, οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι το αριστερό R-πρότυπο Kn´2 είναι επίσης G-προβολικό.
΄Ετσι λοιπόν η εφαρµογή αυτή τη ϕορά της Πρότασης (5.1.14), στις σύντοµες ακριβείς ακολουθίες
Jn´2, . . . ,J0, µας δίνει ότι τα αριστερά R-πρότυπα Kn´3, . . . ,K0 (µε αυτή τη σειρά) είναι επίσης
G-προβολικά. ΄Αρα, ιδιαίτερα έχουµε ότι το αριστερό R-πρότυπο K0 “M είναι G-προβολικό. �

Ανάλογα,

Πρόταση 6.1.13. ΑνM είναι ένα αριστερό R-πρότυπο, τότε τοM είναι G-ενέσιµο, αν και µόνο αν,
GidRM ă 8 και ExtiRpI,Mq “ 0 για κάθε i ą 0 και για κάθε ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο I.

Απόδειξη. ∆υϊκά, µε την απόδειξη της Πρότασης (6.1.12). �

Πρόταση 6.1.14. ΄Εστω 0 ÝÑ K ÝÑ G ÝÑ M ÝÑ 0 µια σύντοµη ακριβής ακολουθία από
αριστερά R-πρότυπα, όπου G είναι G-προβολικό. Αν M είναι G-προβολικό, τότε το αριστερό R-
πρότυπο K είναι επίσης G-προβολικό. Αλλιώς, GpdRM ą 0, και τότε GpdRK “ GpdRM ´ 1.

Απόδειξη. Αν M είναι G-προβολικό, τότε παίρνουµε ότι το αριστερό R-πρότυπο K είναι επίσης
G-προβολικό, αφού η κλάση R-GProj των G-προβολικών αριστερών R-προτύπων, είναι resolving.
Υποθέτουµε λοιπόν τώρα ότι τοM δεν είναι G-προβολικό, δηλαδή, ότιM ‰ 0 και ότι GpdRM ą 0,
και ϑέτουµε n “ GpdRM . Θέλουµε να δείξουµε ότι GpdRK “ GpdRM ´ 1. Αν K “ 0, ή
ισοδύναµα, GpdRK “ ´8, τότε από τη δοθείσα ακριβή ακολουθία, και από το πρώτο Θεώρηµα
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ισοµορφισµών για R-πρότυπα, έχουµε ότιG –M . ΄Ετσι, επειδή η κλάση R-GProj είναι κλειστή σε
ισοµορφισµούς, οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι το αριστερό R-πρότυπο M είναι G-προβολικό,
αποτέλεσµα το οποίο αντιτίθεται ϕυσικά στην υπόθεση ότι το M δεν είναι G-προβολικό. ΄Αρα,
K ‰ 0, ή ισοδύναµα, GpdRK ě 0. Στη συνέχεια, διακρίνουµε περιπτώσεις για το n, όπου
n “ GpdRM ą 0.

Αν n “ 8, τότε έπεται ότι GpdRK “ 8, διότι στην περίπτωση κατά την οποία GpdRK ă 8,
αφού K ‰ 0, ϑα υπάρχει κάποιος ϕυσικός αριθµός m, και µία ακριβής ακολουθία αριστερών
R-προτύπων 0 ÝÑ G1m ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ G10 ÝÑ K ÝÑ 0, όπου κάθε G1i για i “ 0, . . . ,m, ϑα είναι G-
προβολικό. Η συγκόλληση όµως, της ακριβούς ακολουθίας αυτής, µε τη δοθείσα σύντοµη ακριβή
ακολουθία 0 ÝÑ K ÝÑ G ÝÑM ÝÑ 0, στη ϑέση K, ϑα µας δώσει την ακριβή ακολουθία :

0 ÝÑ G1m ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ G10 ÝÑ G ÝÑM ÝÑ 0, (6.8)

όπου G και G1i για i “ 0, . . . ,m, ϑα είναι G-προβολικά αριστερά R-πρότυπα. ∆ηλαδή η ακρι-
ϐής ακολουθία (6.8), ϑα είναι µια G-προβολική ανάλυση του M πεπερασµένου µήκους m ` 1,
αποτέλεσµα το οποίο αντιφάσκει µε την υπόθεση ότι GpdRM “ n “ 8.

Αν 0 ă n ă 8, τότε υπάρχει µια G-προβολική ανάλυση του M ελάχιστου µήκους n, έστω

0 ÝÑ Gn ÝÑ Gn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ G0 ÝÑM ÝÑ 0. (6.9)

∆ιαλέγουµε µια ακριβή ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα

0 ÝÑ K2 ÝÑ G2n´2 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ G20 ÝÑ K ÝÑ 0, (6.10)

όπου κάθε G2i για i “ 0, . . . , n´ 2, είναι G-προβολικό. Η συγκόλληση τώρα των ακριβών ακολου-
ϑιών (6.10), και 0 ÝÑ K ÝÑ G ÝÑM ÝÑ 0, στη ϑέση K, είναι η ακριβής ακολουθία :

0 ÝÑ K2 ÝÑ G2n´2 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ G20 ÝÑ G ÝÑM ÝÑ 0. (6.11)

Συγκρίνοντας τις ακολουθίες (6.9) και (6.11), από την Πρόταση (5.1.13), συµπεραίνουµε ότι το
αριστερόR-πρότυποK2 είναι G-προβολικό. Εποµένως, η ακολουθία (6.10) είναι µια G-προβολική
ανάλυση του µη µηδενικού αριστερούR-προτύπουK, πεπερασµένου µήκους n´1. Οπότε έχουµε
ότι GpdRK ď n ´ 1. Στην πραγµατικότητα, ισχύει ότι GpdRK “ n ´ 1, γιατί σε διαφορετική
περίπτωση, δηλαδή, αν GpdRK ą n ´ 1, τότε προφανώς n ´ 1 ą 0, αφού GpdRK ě 0, και
υπάρχει µια G-προβολική ανάλυση του K µήκους n´ 2, έστω

0 ÝÑ Gn´2 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ G0 ÝÑ K ÝÑ 0. (6.12)

Συγκολλώντας την ακριβή ακολουθία (6.12), µε τη δοθείσα σύντοµη ακριβή ακολουθία 0 ÝÑ
K ÝÑ G ÝÑM ÝÑ 0, προκύπτει η ακριβής ακολουθία :

0 ÝÑ Gn´2 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ G0 ÝÑ G ÝÑM ÝÑ 0.

΄Αρα, η προηγούµενη ακριβής ακολουθία, είναι µια G-προβολική ανάλυση του M πεπερασµένου
µήκους n ´ 1. Συνεπώς, έπεται ότι GpdRM ď n ´ 1, γεγονός το οποίο αντιτίθεται ϕυσικά, στην
ελαχιστότητα του n “ GpdRM ă 8.

Εποµένως, κάθε µία από τις δύο περιπτώσεις που εξετάσαµε, (ή n “ 8, ή 0 ă n ă 8), µας
έδωσαν τη Ϲητούµενη ισότητα:

GpdRK “ n´ 1 “ GpdRM ´ 1. �

Πρόταση 6.1.15. Αν pMλqλPΛ είναι µια οικογένεια αριστερώνR-προτύπων υπεράνω ενός µη κενού
συνόλου Λ, τότε ισχύει η ισότητα :

GpdRp
à

λPΛ

Mλq “ sup
 

GpdRMλ | λ P Λ
(

.
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Απόδειξη. ΄Εστω pMλqλPΛ µια τυχαία οικογένεια αριστερών R-προτύπων υπεράνω ενός µη κενού
συνόλου Λ. Αν για κάθε λ P Λ ισχύει ότι Mλ “ 0, τότε κατά τετριµµένο τρόπο προκύπτει η
Ϲητούµενη ισότητα. Υποθέτουµε λοιπόν, ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα λ P Λ τέτοιο ώστε Mλ ‰ 0.
Θέτουµε

∆ “ tGpdRMλ | λ P Λu.

Τότε ή sup∆ “ 8, ή 0 ď sup∆ ă 8. Αν sup∆ “ 8, τότε προφανώς GpdRp
À

λPΛMλq ď 8. Αν
sup∆ “ m για κάποιο ϕυσικό αριθµόm, τότε για κάθε λ P Λ, υπάρχει µια G-προβολική ανάλυση
του Mλ µήκους m:

<λ : 0 ÝÑ Gλm ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ Gλ0 ÝÑMλ ÝÑ 0.

Θεωρώντας το ευθύ άθροισµα των ακολουθιών <λ, δηλαδή την ακριβή ακολουθία
à

λPΛ

<λ : 0 ÝÑ
à

λPΛ

Gλm ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ
à

λPΛ

Gλ0 ÝÑ
à

λPΛ

Mλ ÝÑ 0,

συµπεραίνουµε ότι η ακριβής ακολουθία
À

λPΛ <λ, είναι µια G-προβολική ανάλυση του
À

λPΛMλ

πεπερασµένου µήκουςm, διότι η κλάση των G-προβολικών αριστερών R-προτύπων R-GProj, είναι
κλειστή σε τυχαία ευθέα αθροίσµατα. ΄Ετσι, έπεται ότι GpdRp

À

λPΛMλq ď m. Εποµένως, σε κάθε
περίπτωση παίρνουµε ότι GpdRp

À

λPΛMλq ď sup∆. Για να αποδείξουµε τώρα την αντίστροφη
ανίσωση, αρκεί να αποδείξουµε ότι αν M 1 είναι ένας οποιοδήποτε ευθύς προσθετέος ενός µη
µηδενικού αριστερού R-προτύπου M , τότε υποχρεωτικά, GpdRM 1 ď GpdRM . Θα αποδείξουµε
τη συνεπαγωγή αυτή, µε χρήση επαγωγής στο ϕυσικό αριθµό n, όπου GpdRM “ n. Σηµειώνουµε
ότι αν GpdRM “ 8, τότε προφανώς κάθε ευθύς προσθετέος M 1 του M , ικανοποιεί τη σχέση
GpdRM

1 ď 8. Γράφουµε λοιπόν M “ M 1 ‘ M2 για κάποιο αριστερό R-πρότυπο M2. Αν
n “ 0, τότε το µη µηδενικό αριστερό R-πρότυπο M είναι G-προβολικό. Συνεπώς, οδηγούµαστε
στο συµπέρασµα ότι το αριστερό R-πρότυπο M 1 είναι επίσης G-προβολικό, ως ευθύς προσθετέος
του G-προβολικού αριστερού R-προτύπου M . Ισοδύναµα, ότι GpdRM 1 ď 0 “ n “ GpdRM .
΄Εστω τώρα, GpdRM “ n ą 0. Υποθέτουµε ότι για κάθε µη µηδενικό αριστερό R-πρότυπο L
µε GpdR L ď n ´ 1, και για κάθε ευθύ προσθετέο L1 του L, ισχύει ότι GpdR L1 ď GpdR L. Στη
συνέχεια, διαλέγουµε δύο ακριβείς ακολουθίες από αριστερά R-πρότυπα της µορφής:

0 ÝÑ K 1 ÝÑ G1 ÝÑM 1 ÝÑ 0 & 0 ÝÑ K2 ÝÑ G2 ÝÑM2 ÝÑ 0,

όπου G1 και G2 είναι G-προβολικά. Θεωρούµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα, του οποίου
κάθε στήλη είναι µια σύντοµη ακριβής ακολουθία, και κάθε γραµµή είναι µια διασπάσιµη σύντοµη
ακριβής ακολουθία :

0

��

0

��

0

��
0 // K 1

��

// K 1 ‘K2

��

// K2

��

// 0

0 // G1

��

// G1 ‘G2

��

// G2

��

// 0

0 // M 1

��

// M

��

// M2

��

// 0

0 0 0

(6.13)

Αν εφαρµόσουµε την Πρόταση (6.1.14) στη δεύτερη στήλη του διαγράµµατος (6.13), τότε παίρ-
νουµε ότι η G-προβολική διάσταση του µη µηδενικού αριστερού R-προτύπου K 1 ‘K2 είναι ίση
µε n´ 1, αφού έχουµε ότι GpdRM “ n ą 0, καθώς και ότι το αριστερό R-πρότυπο G1 ‘G2 είναι
G-προβολικό, ως ευθύ άθροισµα G-προβολικών R-προτύπων G1 και G2. Χρησιµοποιώντας τώρα
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την επαγωγική υπόθεση, συµπεραίνουµε ότι GpdRK 1 ď n ´ 1. Συνεπώς, από τη πρώτη στήλη
του διαγράµµατος (6.13), καταλήγουµε ότι GpdRM 1 ď n, όπως επιθυµούσαµε. �

Η ακόλουθη πρόταση είναι η δυϊκή εκδοχή της Πρότασης (6.1.14).

Πρόταση 6.1.16. ΄Εστω 0 ÝÑ M ÝÑ H ÝÑ C ÝÑ 0 να είναι µια σύντοµη ακριβής ακολουθία
από αριστερά R-πρότυπα, όπου H είναι G-ενέσιµο. Αν M είναι G-ενέσιµο, τότε το αριστερό R-
πρότυπο C είναι επίσης G-ενέσιµο. Αλλιώς, GidRM ą 0, και τότε GidR C “ GpdRM ´ 1.

Απόδειξη. Αν M είναι G-ενέσιµο, τότε χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι η κλάση R-GInj των G-
ενέσιµων αριστερώνR-προτύπων, είναι coresolving, οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι το αριστερό
R-πρότυπο C, είναι επίσης G-ενέσιµο. Αν M όχι G-ενέσιµο, ισοδύναµα, GidRM ą 0, τότε ακο-
λουθώντας µια παρόµοια πορεία µε την απόδειξη της Πρότασης (6.1.14), παίρνουµε τη Ϲητούµενη
ισότητα. �

Στο Κεφάλαιο 3, µελετήσαµε τον τρόπο µε τον οποίο ο συναρτητής ExtiRp´,´q, µπορεί να
µετρήσει την προβολική και ενέσιµη διάσταση ενός R-προτύπου. Στη συνέχεια, αναφερόµαστε
στη σχέση ανάµεσα στο συναρτητή ExtiRp´,´q και στις G-προβολικές και G-ενέσιµες διαστάσεις.
Συγκεκριµένα, εξετάζουµε αν ο συναρτητής ExtiRp´,´q, µπορεί να χρησιµοποιηθεί ώστε να «µε-
τρά» την G-προβολική και G-ενέσιµη διάσταση ενός R-προτύπου, κατά ένα παρόµοιο τρόπο µε το
πως ο συναρτητής αυτός, «µετρά» τις συνήθεις έννοιες των προβολικών και ενέσιµων διαστάσεων
ενός R-προτύπου.

Θεώρηµα 6.1.17. Για ένα αριστερό R-πρότυπο M µε GpdRM ă 8, και για έναν ϕυσικό αριθµό
n, οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναµες :

1. GpdRM ď n.

2. ExtiRpM,Lq “ 0 για κάθε i ą n, και για κάθε αριστερό R-πρότυπο L µε πεπερασµένη
προβολική διάσταση.

3. ExtiRpM,Qq “ 0 για κάθε i ą n, και για κάθε προβολικό αριστερό R-πρότυπο Q.

4. Κάθε n-ιοστή R-GProj-συζυγία του M είναι G-προβολικό αριστερό R-πρότυπο.

5. Κάθε n-ιοστή R-Proj-συζυγία του M είναι G-προβολικό αριστερό R-πρότυπο.

Επιπλέον, η G-προβολική διάσταση του M µπορεί να υπολογιστεί ως εξής :

GpdRM “ supti P N0 | DRL µε pdR L ă 8 : ExtiRpM,Lq ‰ 0u

“ supti P N0 | DQ P R-Proj : ExtiRpM,Qq ‰ 0u. (6.14)

Απόδειξη. Θεωρούµε ένα αριστερό R-πρότυπο M µε GpdRM ă 8, και έστω n κάποιος ϕυσικός
αριθµός. Αν M “ 0, ισοδύναµα, GpdRM “ ´8, τότε οι παραπάνω συνθήκες είναι ισοδύναµες
κατά προφανή τρόπο. Υποθέτουµε λοιπόν, ότι M ‰ 0, δηλαδή, ότι 0 ď GpdRM ă 8. Χρησιµο-
ποιώντας τον ορισµό της G-προβολικής διάστασης ενός R-προτύπου, καθώς και το αποτέλεσµα ότι
κάθε προβολικό R-πρότυπο είναι G-προβολικό R-πρότυπο, εύκολα προκύπτουν οι συνεπαγωγές
5 ñ 1, 4 ñ 5 και 2 ñ 3. Θα δείξουµε τώρα, τις σχέσεις 1 ñ 2 και 3 ñ 4.
p1 ñ 2q: Υποθέτουµε ότι GpdRM ď n. Εξ ορισµού υπάρχει µια G-προβολική ανάλυση του

µη µηδενικού αριστερού R-προτύπου M πεπερασµένου µήκους n, έστω

0 ÝÑ Gn ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ G0 ÝÑM ÝÑ 0.

Χρησιµοποιώντας τα Λήµµατα (5.1.6) και (6.1.9), έχουµε ότι

0 “ Exti´nR pGn, Lq – ExtiRpM,Lq,
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για κάθε i ą n, και για κάθε αριστερό R-πρότυπο L µε πεπερασµένη προβολική διάσταση, όπως
και Ϲητούσαµε.
p3 ñ 4q: Υποθέτουµε ότι ισχύει το 3), και διαλέγουµε µια ακριβή ακολουθία από αριστερά

R-πρότυπα
0 ÝÑ Kn ÝÑ Gn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ G0 ÝÑM ÝÑ 0, (6.15)

όπου κάθε Gi για i “ 0, . . . , n´1, είναι G-προβολικό. ∆ηλαδή, η ακριβής ακολουθία (6.15), είναι
µια επιµέρους G-προβολική ανάλυση του M . Θέλουµε να αποδείξουµε ότι η n-ιοστή R-GProj-
συζυγία του M , Kn, είναι G-προβολικό αριστερό R-πρότυπο. Χρησιµοποιώντας την υπόθεση και
το Λήµµα (6.1.9), παίρνουµε ότι :

0 “ Exti`nR pM,Qq – ExtiRpKn, Qq, (6.16)

για κάθε i ą 0 και για κάθε προβολικό αριστερό R-πρότυπο Q (ακόµη, για κάθε αριστερό R-
πρότυπο Q µε pdRQ ă 8). Στη συνέχεια, «σπάµε» την ακριβή ακολουθία (6.15) σε σύντοµες
ακριβείς ακολουθίες για κάθε j “ 1, . . . , n:

0 ÝÑ Kj ÝÑ Gj´1 ÝÑ Kj´1 ÝÑ 0, (6.17)

όπου K0 “ M . Αν εφαρµόσουµε τώρα την Πρόταση (6.1.14), στις σύντοµες ακριβείς ακολουθίες
(6.17) για κάθε j “ 1, . . . , n, τότε οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι GpdRKn ă 8, διότι έχουµε
ότι GpdRM ă 8. Στην πραγµατικότητα, η Πρόταση (6.1.14) µας δίνει ότι το αριστερό R-πρότυπο
Kn είναι G-προβολικό, όταν GpdRM ď n και ότι GpdRKn “ GpdRM ´ n, όταν GpdRM ą n.
Συνεπώς, λόγω της σχέσης (6.16), και του αποτελέσµατος ότι GpdRKn ă 8, από την Πρόταση
(6.1.12), έπεται ότι το αριστερό R-πρότυπο Kn είναι G-προβολικό.

΄Αρα, 1 ðñ 2 ðñ 3 ðñ 4 ðñ 5. Για να αποδείξουµε τώρα τον πρώτο τύπο της σχέσης
(6.14), ϑέτουµε

Λ “ ti P N0 | DRL µε pdR L ă 8 : ExtiRpM,Lq ‰ 0u.

∆ιακρίνουµε περιπτώσεις για το αριστερό R-πρότυπο M , όπου GpdRM ă 8:
Αν M “ 0, ισοδύναµα, GpdRM “ ´8, τότε υποχρεωτικά το σύνολο Λ είναι το κενό σύνολο,

αφού για κάθε i P N0 και για κάθε αριστερό R-πρότυπο L, ισχύει ότι ExtiRp0, Lq “ 0. Συνεπώς,
παίρνουµε ότι supΛ “ supH “ ´8 “ GpdRM .

Αν M ‰ 0, δηλαδή, 0 ď GpdRM ă 8, τότε το σύνολο Λ είναι µη κενό. Για να διαπιστώσουµε
τον ισχυρισµό αυτό, υποθέτουµε ότι το σύνολο Λ είναι το κενό. Τότε έπεται ότι ExtiRpM,Lq “ 0
για κάθε i P N0 και για κάθε αριστερό R-πρότυπο L µε πεπερασµένη προβολική διάσταση, (άρα
και για κάθε προβολικό αριστερό R-πρότυπο). Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα αυτό, καθώς και
την υπόθεση ότι GpdRM ă 8, από την Πρόταση (6.1.12), οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι το
µη µηδενικό αριστερό R-πρότυπο M είναι G-προβολικό, µε την ιδιότητα Ext0RpM,Lq “ 0 για
κάθε αριστερό R-πρότυπο L µε πεπερασµένη προβολική διάσταση. Ωστόσο, για κάθε αριστερό
R-πρότυπο L, γνωρίζουµε ότι οι αβελιανές οµάδες Ext0RpM,Lq και HomRpM,Lq, είναι ισόµορφες.
΄Ετσι, προκύπτει η ισότητα:

HomRpM,Lq “ 0, @RL µε pdR L ă 8. (6.18)

Επιπλέον, επειδή το M είναι G-προβολικό, η Πρόταση (5.1.8) µας δίνει µια ακριβή δεξιά R-Proj-
ανάλυση του M , έστω

0 ÝÑM
f
ÝÑ Q0 α0

ÝÑ Q1 α1

ÝÑ ¨ ¨ ¨

Τότε από τη σχέση (6.18), συµπεραίνουµε ότι ο µονοµορφισµός f είναι ο µηδενικός, και κατ΄
επέκταση ότι 0 “ Ker f “ M . Το αποτέλεσµα όµως αυτό, αντιφάσκει µε το γεγονός ότι M ‰ 0,
και άρα καταλήγουµε ότι Λ ‰ H. ΄Εστω τώρα GpdRM “ m για κάποιον ϕυσικό αριθµό m. Η
ισοδυναµία 1 ô 2 που αποδείξαµε προηγουµένως για έναν οποιοδήποτε ϕυσικό αριθµό n, µας
εξασφαλίζει ότι :

ExtiRpM,Lq “ 0, @i ą m & @RL µε pdR L ă 8.
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Κάθε λοιπόν ϕυσικός αριθµός i µε την ιδιότητα i ą m, δεν είναι στοιχείο του συνόλου Λ. Συνεπώς,
αν ϑεωρήσουµε ένα οποιοδήποτε στοιχείο x του Λ, τότε αναγκαστικά ισχύει ότι x ď m, δηλαδή ο
ϕυσικός αριθµόςm είναι ένα άνω ϕράγµα του συνόλου Λ. Είναι γνωστό ότι για ένα οποιοδήποτε µη
κενό σύνολο πραγµατικών αριθµών A, το οποίο ϕράσσεται από τα δεξιά, (ισοδύναµα, υπάρχει άνω
ϕράγµα του συνόλου A), υπάρχει µοναδικός πραγµατικός αριθµός l µε supA “ l. ΄Ετσι, λόγω των
παραπάνω, οδηγούµαστε στην ύπαρξη ενός πραγµατικού (για την ακρίβεια, ϕυσικού) αριθµού l,
έτσι ώστε supΛ “ l. Από τον ορισµό του supremum ενός συνόλου, το οποίο ορίζεται ως το ελάχιστο
άνω ϕράγµα, έπεται ότι supΛ “ l ď m “ GpdRM ă 8. Στην πραγµατικότητα, ισχύει η ισότητα,
διότι αν υποθέσουµε τη γνήσια ανίσωση l ă m, και ϑεωρήσουµε έναν οποιοδήποτε ϕυσικό αριθµό
i µε i ą l, τότε προφανώς ο i δεν είναι στοιχείο του συνόλου Λ. ∆ηλαδή, δεν υπάρχει κάποιο
αριστερόR-πρότυπο L µε πεπερασµένη προβολική διάσταση, τέτοιο ώστε ExtiRpM,Lq ‰ 0. Επειδή
η επιλογή του ϕυσικού αριθµού i, όπου i ą l ήταν τυχαία, συµπεραίνουµε ότι ExtiRpM,Lq “ 0,
για κάθε i ą l και για κάθε αριστερό R-πρότυπο L µε πεπερασµένη προβολική διάσταση. Από
την ισοδυναµία όµως, 1 ô 2 για κάθε ϕυσικό αριθµό n, οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι
m “ GpdRM ď l, αποτέλεσµα το οποίο αντιτίθεται στην υπόθεση ότι l ă m.

Οπότε, είτε M “ 0, είτε M ‰ 0, ισχύει ότι GpdRM “ supΛ, όπως επιθυµούσαµε. Παρόµοια,
αποδεικνύεται και ο δεύτερος τύπος της σχέσης (6.14). �

Ως προφανή συνέπεια του Θεωρήµατος (6.1.17), έχουµε ότι :

Πόρισµα 6.1.18. Αν M είναι ένα οποιοδήποτε µη µηδενικό αριστερό R-πρότυπο και n είναι ένας
ϕυσικός αριθµός τέτοιος ώστε GpdRM “ n, τότε ισχύουν οι ακόλουθες συνθήκες :

1. ExtiRpM,Lq “ 0, για κάθε i ą n και για κάθε αριστερό R-πρότυπο L µε πεπερασµένη
προβολική διάσταση.

2. ExtnRpM,Lq ‰ 0, για κάποιο αριστερό R-πρότυπο L µε πεπερασµένη προβολική διάσταση.

Παρατήρηση 6.1.19. Από το Πόρισµα (6.1.18), είναι ϕανερό ότι για ένα µη µηδενικό αριστερό
R-πρότυπο M µε πεπερασµένη G-προβολική διάσταση, η σχέση (6.14) του Θεωρήµατος (6.1.17),
µπορεί να αντικατασταθεί ως εξής :

GpdRM “ maxti P N0 | DRL µε pdR L ă 8 : ExtiRpM,Lq ‰ 0u

“ maxti P N0 | DQ P R-Proj : ExtiRpM,Qq ‰ 0u.

Το ακόλουθο ϑεώρηµα είναι η δυϊκή εκδοχή του Θεωρήµατος (6.1.17).

Θεώρηµα 6.1.20. Για ένα αριστερό R-πρότυπο M µε GidRM ă 8, και για έναν ϕυσικό αριθµό
n, οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναµες :

1. GidRM ď n.

2. ExtiRpL,Mq “ 0 για κάθε i ą n, και για κάθε αριστερό R-πρότυπο L µε πεπερασµένη ενέσιµη
διάσταση.

3. ExtiRpI,Mq “ 0 για κάθε i ą n, και για κάθε ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο I.

4. Κάθε n-ιοστή R-GInj-συνσυζυγία του M είναι G-ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο.

5. Κάθε n-ιοστή R-Inj-συνσυζυγία του M είναι G-ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο.

Επιπλέον, η G-ενέσιµη διάσταση του M µπορεί να υπολογιστεί ως εξής :

GidRM “ supti P N0 | DRL µε idR L ă 8 : ExtiRpL,Mq ‰ 0u

“ supti P N0 | D I P R-Inj : ExtiRpI,Mq ‰ 0u. (6.19)

Απόδειξη. Παρόµοια µε την απόδειξη του Θεωρήµατος (6.1.17). �
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Τετριµµένα έπεται ότι :

Πόρισµα 6.1.21. Αν M είναι ένα οποιοδήποτε µη µηδενικό αριστερό R-πρότυπο και n είναι ένας
ϕυσικός αριθµός τέτοιος ώστε GidRM “ n, τότε ισχύουν οι ακόλουθες συνθήκες :

1. ExtiRpL,Mq “ 0, για κάθε i ą n και για κάθε αριστερό R-πρότυπο L µε πεπερασµένη ενέσιµη
διάσταση.

2. ExtnRpL,Mq ‰ 0, για κάποιο αριστερό R-πρότυπο L µε πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση.

Παρατήρηση 6.1.22. Αν ϑεωρήσουµε ένα µη µηδενικό αριστερό R-πρότυποM µε πεπερασµένη
G-ενέσιµη διάσταση, τότε από το Πόρισµα (6.1.21), έπεται ότι η σχέση (6.19) που εµφανίζεται στο
Θεώρηµα (6.1.20), µπορεί να αντικατασταθεί ως εξής :

GidRM “ maxti P N0 | DRL µε idR L ă 8 : ExtiRpL,Mq ‰ 0u

“ maxti P N0 | D I P R-Inj : ExtiRpI,Mq ‰ 0u.

Χάριν πληρότητας, στο σηµείο αυτό, παραθέτουµε τον ορισµό µιας Gorenstein επίπεδης ανά-
λυσης, εν΄ συντοµία, G-επίπεδης ανάλυσης, ενός R-προτύπου, καθώς και τον ορισµό της Goren-
stein επίπεδης διάστασης, εν΄ συντοµία G-επίπεδης διάστασης, ενός R-προτύπου.

Ορισµός 6.1.23. Μια G-επίπεδη ανάλυση (G-flat resolution) ενός αριστερού R-προτύπου M ,
είναι µια ακριβής ακολουθία

¨ ¨ ¨ ÝÑ F2 ÝÑ F1 ÝÑ F0 ÝÑM ÝÑ 0, (6.20)

όπου κάθε Fi για i “ 0, 1, . . ., είναι G-επίπεδο αριστερό R-πρότυπο. Το µήκος µιας G-επίπεδης
ανάλυσης του M , όπως η (6.20), είναι ο ελάχιστος ϕυσικός αριθµός n, τέτοιος ώστε Fn ‰ 0, και
Fi “ 0 για κάθε i ě n ` 1. Αν δεν υπάρχει τέτοιος ϕυσικός αριθµός n, ορίζουµε το µήκος της, να
είναι άπειρο.

Ανάλογα, ορίζεται µια G-επίπεδη ανάλυση ενός δεξιού R-προτύπου.

Στο Κεφάλαιο 5, αναφέραµε ότι κάθε επίπεδο R-πρότυπο είναι επίσης ένα G-επίπεδο R-
πρότυπο. Επειδή λοιπόν, για κάθε R-πρότυπο υπάρχει πάντα µια επίπεδη ανάλυση, συµπε-
ϱαίνουµε ότι για ένα οποιοδήποτε R-πρότυπο υπάρχει πάντα µια G-επίπεδη ανάλυση. ΄Ετσι,
χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα αυτό, ϕυσιολογικά οδηγούµαστε στον παρακάτω ορισµό:

Ορισµός 6.1.24. Για ένα (αριστερό ή δεξιό) R-πρότυπο M , η G-επίπεδη διάσταση (G-flat reso-
lution), GfdRM , ορίζεται ως εξής :

1. Αν M “ 0, τότε GfdRM “ ´8.

2. ΑνM ‰ 0 και δεν υπάρχει G-επίπεδη ανάλυση τουM πεπερασµένου µήκους, τότε GfdRM “

8.

3. Αν M ‰ 0 και υπάρχει µια G-επίπεδη ανάλυση του M πεπερασµένου µήκους, τότε GfdRM
είναι ο ελάχιστος ϕυσικός αριθµός n pn P N0q, τέτοιος ώστε να υπάρχει µιαG-επίπεδη ανάλυση
του M µήκους n.

Ισοδύναµα, αν M ‰ 0 και n P N0, τότε GfdRM ď n, αν και µόνο αν, υπάρχει µια G-επίπεδη
ανάλυση του M µήκους n.

Κλείνουµε τη σύντοµη αναφορά σε G-επίπεδες διαστάσεις, σηµειώνοντας ότι ο συναρτητής
TorRi p´,´q µπορεί να «µετρήσει» τη G-επίπεδη διάσταση ενός αριστερού (δεξιού) R-προτύπου
κατά ένα παρόµοιο τρόπο µε το πως ο συναρτητής αυτός, «µετρά» τη συνήθη επίπεδη διάσταση ενός
αριστερού (δεξιού) R-προτύπου, στην περίπτωση όµως που ο δακτύλιος R είναι δεξιά (αριστερά)
συναφής.
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6.1.1 Συγκρίνοντας µε την προβολική και ενέσιµη διάσταση

Συνεχίζουµε µελετώντας το πόσο διαφέρει η συνήθης προβολική (ενέσιµη) διάσταση, από τη G-
προβολική (G-ενέσιµη) διάσταση.

Λήµµα 6.1.25. Αν M είναι ένα αριστερό R-πρότυπο, τότε το M είναι προβολικό, αν και µόνο αν,
pdRM ă 8 και ExtiRpM,Qq “ 0 για κάθε i ą 0 και για κάθε προβολικό αριστερό R-πρότυπο Q.

Απόδειξη. ΄Εστω M ένα αριστερό R-πρότυπο. Υποθέτουµε αρχικά, ότι το πρότυπο M είναι προ-
ϐολικό. Τότε προφανώς pdRM “ 0 ă 8, και ExtiRpM,´q “ 0 για κάθε i ě 0. Στη συνέχεια,
υποθέτουµε ότι pdRM ă 8 και ExtiRpM,Qq “ 0 για κάθε i ą 0 και για κάθε προβολικό αρι-
στερό R-πρότυπο Q. Θέλουµε να δείξουµε ότι το πρότυπο M είναι προβολικό. Αν M “ 0, τότε
τετριµµένα ικανοποιείται η υπόθεση, και το µηδενικό πρότυπο M είναι ϕυσικά προβολικό, όπως
Ϲητούσαµε. ΄Εστω λοιπόν, M ‰ 0. Επειδή pdRM ă 8, υπάρχει κάποιος ϕυσικός αριθµός n, και
µια ακριβής ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα

0 ÝÑ Pn ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ P0 ÝÑM ÝÑ 0, (6.21)

όπου κάθε Pi, για i “ 0, . . . , n, είναι προβολικό. «Σπάµε» την ακριβή ακολουθία (6.21), σε
σύντοµες ακριβείς ακολουθίες για κάθε j “ 1, . . . , n:

0 ÝÑ Kj ÝÑ Pj´1 ÝÑ Kj´1 ÝÑ 0, (6.22)

όπου K0 “ M και Kn “ Pn. Στη συνέχεια, ϑα αποδείξουµε µε χρήση ϕθίνουσας επαγωγής στο
j P t0, . . . , nu, ότι το αριστερό R-πρότυπο Kj είναι προβολικό. Κατά αυτόν το τρόπο, η απόδειξη
της πρότασης αυτής ϑα έχει ολοκληρωθεί, αφού ιδιαίτερα ϑα έχουµε ότι το πρότυπο K0 “ M
είναι προβολικό. Για j “ n, το πρότυπο Kn “ Pn είναι προβολικό. Υποθέτουµε τώρα ότι j ą 0,
και ότι Kj είναι προβολικό. Θεωρώντας την ακριβή ακολουθία

0 ÝÑ Kj´1 ÝÑ Pj´2 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ P0 ÝÑM ÝÑ 0, (6.23)

και εφαρµόζοντας στην ακολουθία (6.23), το Dimension Shifting για προβολικές αναλύσεις, παίρ-
νουµε ότι Ext1RpKj´1,´q – ExtjRpM,´q. Το αποτέλεσµα αυτό, και η υπόθεση µας δίνουν ότι
Ext1RpKj´1,Kjq – ExtjRpM,Kjq “ 0, διότι το αριστερό R-πρότυποKj είναι προβολικό. Συνεπώς,
οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι η σύντοµη ακριβής ακολουθία (6.22) είναι διασπάσιµη, και
κατ΄ επέκταση ότι το αριστερό R-πρότυποKj´1 είναι ευθύς προσθετέος του προβολικού αριστερού
R-προτύπου Pn´1. ΄Αρα, αφού η κλάση των προβολικών αριστερών R-προτύπων είναι κλειστή σε
ευθείς προσθετέους, έχουµε ότι το Kj´1 είναι προβολικό, όπως επιθυµούσαµε. �

∆υϊκά,

Λήµµα 6.1.26. Αν M είναι ένα αριστερό R-πρότυπο, τότε το M είναι ενέσιµο, αν και µόνο αν,
idRM ă 8 και ExtiRpI,Mq “ 0 για κάθε i ą 0 και για κάθε ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο I.

Απόδειξη. Οµοίως, µε την απόδειξη του Λήµµατος (6.1.25). �

Από την Παρατήρηση (6.1.6), γνωρίζουµε ότι για κάθε αριστερό R-πρότυπο M , ισχύει ότι
GpdRM ď pdRM και ότι GidRM ď idRM . Ευθύς αµέσως, διατυπώνουµε ικανές συνθήκες, οι
οποίες µας εξασφαλίζουν ότι η G-προβολική και η G-ενέσιµη διάσταση του M , είναι ίση µε την
προβολική, και αντίστοιχα ενέσιµη, διάσταση του M , όταν το αριστερό R-πρότυπο M είναι µη
µηδενικό.

Θεώρηµα 6.1.27. Αν M είναι ένα µη µηδενικό αριστερό R-πρότυπο µε πεπερασµένη προβολική
διάσταση, τότε GpdRM “ pdRM . Συνεπώς, αν συµβολίσουµε µε R-Projă8, την κλάση όλων των
αριστερών R-προτύπων µε πεπερασµένη προβολική διάσταση, τότε ισχύει η ισότητα

R-GProjXR-Projă8 “ R-Proj
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Απόδειξη. ΄Εστω M ένα µη µηδενικό αριστερό R-πρότυπο µε πεπερασµένη προβολική διάσταση.
Ορίζοντας GpdRM “ n, η Παρατήρηση (6.1.6) και η υπόθεση, µας δίνει ότι n ď pdRM ă 8.
Στη συνέχεια, διαλέγουµε µια ακριβή ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα

0 ÝÑ Kn ÝÑ Pn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ P0 ÝÑM ÝÑ 0, (6.24)

όπου κάθε Pi για i “ 0, . . . , n´1, είναι προβολικό. Η ισοδυναµία 1 ô 5 του Θεωρήµατος (6.1.17),
µας εξασφαλίζει ότι το αριστερό R-πρότυπο Kn είναι G-προβολικό. Εποµένως, παίρνουµε ότι
ExtiRpKn, Qq “ 0 για κάθε i ą 0 και για κάθε προβολικό αριστερό R-πρότυπο Q. Η υπόθεση
τώρα ότι pdRM ă 8, µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι pdRKn ă 8. Συνεπώς, από το Λήµµα
(6.1.25), συµπεραίνουµε ότι το G-προβολικό αριστερόR-πρότυποKn, είναι στην πραγµατικότητα,
προβολικό. ΄Αρα, η ακριβής ακολουθία (6.24) είναι µια προβολική ανάλυση τουM πεπερασµένου
µήκους n. ΄Ετσι τελικά, έχουµε ότι pdRM ď n, όπως επιθυµούσαµε.

Τέλος, η ισότητα R-GProjXR-Projă8 “ R-Proj, είναι άµεση συνέπεια της παραπάνω ανάλυ-
σης και του γεγονότος ότι κάθε προβολικό R-πρότυπο είναι G-προβολικό. �

Θεώρηµα 6.1.28. Αν M είναι ένα µη µηδενικό αριστερό R-πρότυπο µε πεπερασµένη ενέσιµη
διάσταση, τότε GidRM “ idRM . Συνεπώς, αν συµβολίσουµε µε R-Injă8, την κλάση όλων των
αριστερών R-προτύπων µε πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση, τότε ισχύει η ισότητα

R-GInjXR-Injă8 “ R-Inj .

Απόδειξη. Κατά δυϊκό τρόπο µε την απόδειξη του Θεωρήµατος (6.1.27). �

6.1.2 G-προβολικές και G-ενέσιµες προσεγγίσεις προτύπων

Ολοκληρώνουµε την παρούσα ενότητα αποδεικνύοντας ότι για ένα οποιοδήποτε αριστερό R-
πρότυπο µε πεπερασµένη G-προβολική διάσταση, υπάρχει πάντα µια δεξιά G-προβολική προ-
σέγγιση, δηλαδή µια δεξιά R-GProj-προσέγγιση, και ότι για ένα τυχαίο αριστερό R-πρότυπο µε
πεπερασµένη G-ενέσιµη διάσταση, υπάρχει πάντα µια αριστερή G-ενέσιµη προσέγγιση, δηλαδή
µια αριστερή R-GInj-προσέγγιση.

Πρόταση 6.1.29. ΄ΕστωM ένα αριστερό R-πρότυπο µε n “ GpdRM ă 8. Τότε τοM δέχεται µια
δεξιά G-προβολική προσέγγιση φ : G ÝÑ M η οποία είναι επιµορφισµός, έτσι ώστε αν K “ Ker φ,
τότε K “ 0 όταν το M είναι G-προβολικό, και pdRK “ GpdRK “ n ´ 1, όταν το M δεν είναι
G-προβολικό. Επιπλέον, αν M ‰ 0, τότε το πρότυπο M δέχεται µια (ακριβή) αριστερή R-GProj-
ανάλυση πεπερασµένου µήκους n.

Απόδειξη. Αν το αριστερό R-πρότυπο M είναι G-προβολικό, τότε ο ισοµορφισµός IdM : M ÝÑM
είναι προφανώς µια δεξιά G-προβολική προσέγγιση του M , µε πυρήνα Ker IdM “ 0.

Υποθέτουµε τώρα ότι τοM δεν είναι G-προβολικό. ∆ηλαδή,M ‰ 0 και 0 ă n “ GpdRM ă 8.
Προκειµένου να αποδείξουµε το πρώτο σκέλος της πρότασης αυτής, αρκεί να κατασκευάσουµε µια
δεξιά G-προβολική προσέγγιση φ : G ÝÑM , η οποία είναι επιµορφισµός, τέτοια ώστε ο πυρήνας
K “ Ker φ να ικανοποιεί τη σχέση pdRK ď n´ 1, διότι εφαρµόζοντας τότε την Πρόταση (6.1.14),
στην σύντοµη ακριβή ακολουθία 0 ÝÑ K ÝÑ G ÝÑ M ÝÑ 0, παίρνουµε την αντίστροφη
ανίσωση n´ 1 “ GpdRK ď pdRK. ∆ιαλέγουµε µια ακριβή ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα

0 ÝÑ K 1
i
ÝÑ Pn´1

αn´1
ÝÑ ¨ ¨ ¨

α1
ÝÑ P0

α0
ÝÑM ÝÑ 0,

όπου P0, . . . , Pn´1 είναι προβολικά. Τότε η ισοδυναµία 1 ô 5 του Θεωρήµατος (6.1.17), µας
δίνει ότι το αριστερό R-πρότυπο K 1 είναι G-προβολικό. Εξ ορισµού λοιπόν, υπάρχει µια πλήρης
προβολική ανάλυση

< : ¨ ¨ ¨ ÝÑ P 12
δ2
ÝÑ P 11

δ1
ÝÑ P 10

δ0
ÝÑ Q0 β0

ÝÑ Q1 β1

ÝÑ Q2 β2

ÝÑ ¨ ¨ ¨ ,
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τέτοια ώστε K 1 – Ker β0 “ Im δ0. Θεωρώντας την επαγόµενη ακριβή ακολουθία

0 ÝÑ K 1
i1
ÝÑ Q0 β0

ÝÑ Q1 β1

ÝÑ Q2 β2

ÝÑ ¨ ¨ ¨ , (6.25)

έχουµε ότι η ακριβής ακολουθία (6.25), είναι µια δεξιάR-Proj-ανάλυση τουK 1, αφού το σύµπλοκο
αβελιανών οµάδων HomRp<, Qq είναι ακριβές για κάθε προβολικό αριστερό R-πρότυπο Q, και ο
αντισυναλλοίωτος συναρτητής HomRp´, Qq είναι αριστερά ακριβής για ένα οποιοδήποτε αριστερό
R-πρότυπο Q. Επιπλέον, ϑέτοντας G “ Imβn´1, από την Παρατήρηση (5.1.3) έπεται ότι το
αριστερό R-πρότυπο G είναι G-προβολικό. Αν ϑεωρήσουµε τώρα τον ταυτοτικό (οµο)µορφισµό
IdK1 : K

1 ÝÑ K 1, τότε χρησιµοποιώντας την Παρατήρηση (4.1.31), οδηγούµαστε στην ύπαρξη
οµοµορφισµών αριστερών R-προτύπων fi : Qi ÝÑ Pn´1´i για i “ 0, . . . , n ´ 1, τέτοιοι ώστε το
ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

0 // K 1

IdK1

��

i1 // Q0

f0

��

β0

// Q1

f1

��

β1

// ¨ ¨ ¨
βn´3

// Qn´2

fn´2

��

βn´2

// Qn´1

fn´1

��
0 // K 1

i
// Pn´1 αn´1

// Pn´2 αn´1

// ¨ ¨ ¨
α2

// P1 α1

// P0

΄Εστω j : G ÝÑ Qn, η κανονική έγκλειση και β
n´1

: Qn´1 ÝÑ G, ο επιµορφισµός αριστερών
R-προτύπων µε την ιδιότητα j ˝ β

n´1
“ βn´1. Ορίζουµε

g : G ÝÑM, x ÞÝÑ gpxq “ pα0 ˝ fn´1qpqq,

όπου x “ β
n´1

pqq. Εύκολα ϐλέπουµε ότι η απεικόνιση g είναι ένας καλά ορισµένος οµοµορφι-
σµός αριστερών R-προτύπων, και ότι το διάγραµµα

0 // K 1

IdK1

��

i1 // Q0

f0

��

β0

// Q1

f1

��

β1

// ¨ ¨ ¨
βn´2

// Qn´1

fn´1

��

β
n´1

// G

g

��

// 0

0 // K 1
i
// Pn´1 αn´1

// Pn´2 αn´1

// ¨ ¨ ¨
α1

// P0 α0

// M // 0

(6.26)

είναι µεταθετικό. Μάλιστα, ο οµοµορφισµός g είναι ο µοναδικός οµοµορφισµός έτσι ώστε το
διάγραµµα (6.26) να είναι µεταθετικό. Θεωρώντας το διάγραµµα (6.26) ως έναν µορφισµό ανάµεσα
σε ακριβή σύµπλοκα, και χρησιµοποιώντας την Πρόταση (3.1.21), συµπεραίνουµε ότι η επαγόµενη
κωνική απεικόνιση

M : 0 ÝÑ K 1
µn`1
ÝÑ K 1 ‘Q0 µn

ÝÑ Pn´1 ‘Q
1 µn´1
ÝÑ ¨ ¨ ¨

µ1
ÝÑ P0 ‘G

µ0
ÝÑM ÝÑ 0,

είναι ακριβής. Στη συνέχεια, ορίζουµε οµοµορφισµό αριστερών R-προτύπων

ρ : Q0 ÝÑ Pn´1 ‘Q
1,

ϑέτοντας ρpxq “ µnp0, xq για κάθε x P Q0, και ϑεωρούµε την ακολουθία από αριστεράR-πρότυπα:

J : 0 ÝÑ Q0 ρ
ÝÑ Pn´1 ‘Q

1 µn´1
ÝÑ ¨ ¨ ¨

µ1
ÝÑ P0 ‘G

µ0
ÝÑM ÝÑ 0.

Τότε η ακολουθία J είναι προφανώς ένα σύµπλοκο στην κατηγορία R-Mod των αριστερών R-
προτύπων, διότι η επαγόµενη κωνική απεικόνιση M είναι ακριβής, και µn´1 ˝ ρ “ 0. Αν ϑέσουµε
µε N , το ακριβές σύµπλοκο 0 ÝÑ K 1

“
ÝÑ K 1 ÝÑ 0, τότε είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι η

ακολουθία συµπλόκων
0 ÝÑ J ÝÑM ÝÑ N ÝÑ 0, (6.27)
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είναι ακριβής, δηλαδή, ότι το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό µε ακριβείς γραµµές και
στήλες :

0

��

0

��

0

��
0 // 0

��

// K 1

µn`1

��

K 1 // 0

0 // Q0

ρ

��

// K 1 ‘Q0

µn

��

// K 1

��

// 0

0 // Pn´1 ‘Q
1

µn´1��

Pn´1 ‘Q
1

µn´1��

// 0

��

// 0

...

µ1

��

...

µ1

��

...

��
0 // P0 ‘G

µ0

��

P0 ‘G

µ0

��

// 0

��

// 0

0 // M

��

M

��

// 0

��

// 0

0 0 0

΄Ετσι, επειδή τα σύµπλοκα M και N που εµφανίζονται στη σύντοµη ακριβή ακολουθία (6.27) είναι
ακριβή, οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι το σύµπλοκο αριστερών R-προτύπων J , είναι επίσης
ακριβές. Παρατηρούµε ότι το αριστερό R-πρότυπο P0 ‘G είναι G-προβολικό, ως ευθύ άθροισµα
των G-προβολικών R-προτύπων P0 και G, καθώς και ότι ο πυρήνας K “ Kerµ0 ικανοποιεί την
ανίσωση pdRK ď n´ 1, διότι η ακολουθία

0 ÝÑ Q0 ÝÑ Pn´1 ‘Q
1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ P1 ‘Q

n´1 ÝÑ K ÝÑ 0,

είναι µια προβολική ανάλυση του K πεπερασµένου µήκους n ´ 1. Χρησιµοποιώντας λοιπόν
το γεγονός ότι pdRK ă 8, και το Λήµµα (5.1.6), παίρνουµε την ισότητα Ext1RpG

1,Kq “ 0
για κάθε G-προβολικό αριστερό R-πρότυπο G1. Εποµένως, αν ϑεωρήσουµε τη σύντοµη ακριβή
ακολουθία 0 ÝÑ K ÝÑ P0 ‘ G

µ0
ÝÑ M ÝÑ 0, τότε καταλήγουµε στο Ϲητούµενο συµπέρασµα

ότι ο επιµορφισµός µ0 είναι µια δεξιά G-προβολική προσέγγιση του M . Τέλος, το δεύτερο σκέλος
της πρότασης αυτής, προκύπτει επαγωγικά, χρησιµοποιώντας το πρώτο σκέλος που αποδείξαµε
προηγουµένως n-ϕορές. �

Πρόταση 6.1.30. ΄Εστω M ένα αριστερό R-πρότυπο µε n “ GidRM ă 8. Τότε το M δέχεται
µια αριστερή G-ενέσιµη προσέγγιση ψ : M ÝÑ H , η οποία είναι µονοµορφισµός, έτσι ώστε αν
C “ Cokerψ, τότε C “ 0 όταν το πρότυπο M είναι G-ενέσιµο, και idR C “ GidR C “ n ´ 1 όταν
το M δεν είναι G-ενέσιµο. Επιπρόσθετα, αν M ‰ 0, τότε το πρότυπο M δέχεται µια (ακριβή) δεξιά
R-GInj-ανάλυση πεπερασµένου µήκους n.

Απόδειξη. Κατά δυϊκό τρόπο µε την απόδειξη της Πρότασης (6.1.29). �
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6.2 Πότε Τα G-Προβολικά Ταυτίζονται Με Τα G-Ενέσιµα Πρό-
τυπα ;

΄Ενα R-πρότυποM καλείται ηµιαπλό, (semisimple module), αν τοM συµπίπτει µε το ευθύ άθροι-
σµα απλών υποπροτύπων του. Ανάλογα ένας δακτύλιος R καλείται ηµιαπλός, (semisimple ring),
αν είναι ηµιαπλό ως R-πρότυπο. Είναι γνωστό ότι οι κλάσεις των προβολικών και των ενέσιµων
R-προτύπων ταυτίζονται, όταν ο δακτύλιος R είναι ηµιαπλός. Μάλιστα, ένας ηµιαπλός δακτύλιος
χαρακτηρίζεται από το γεγονός ότι κάθε πρότυπο υπεράνω αυτού, είναι προβολικό και ενέσιµο,
δες [16]. Ανακύπτουν λοιπόν τα ερωτήµατα:

• Υπάρχουν δακτύλιοι υπεράνω των οποίων, οι κλάσεις των G-προβολικών και των G-ενέσιµων
προτύπων, ταυτίζονται ;

• Υπάρχουν δακτύλιοι υπεράνω των οποίων, κάθε πρότυπο είναι G-προβολικό και G-ενέσιµο ;

Σκοπός της παρούσας ενότητας, είναι η απόδειξη της ύπαρξης ενός δακτυλίου υπεράνω του οποίου
οι κλάσεις των G-προβολικών και G-ενέσιµων προτύπων να συµπίπτουν. Βοηθητικό εργαλείο στην
απόδειξη αυτή, είναι η µελέτη προτύπων µε πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση.

Υπενθυµίζουµε ότι µε R, συµβολίζουµε ένα προσεταιριστικό δακτύλιο µε µονάδα.

6.2.1 ∆ακτύλιοι µε πεπερασµένη G-ενέσιµη διάσταση

Στο κεφάλαιο 8 της παρούσας διατριβής, ϑα ασχοληθούµε µε δακτυλίους Gorenstein. ΄Ενας
δακτύλιος Gorenstein ορίζεται ως ένας αριστερός και δεξιός δακτύλιος της Noether, ο οποίος
έχει πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση, όταν ιδωθεί ως αριστερό ή ως δεξιό πρότυπο υπεράνω του
εαυτού του. Θα µπορούσαµε λοιπόν να πούµε, ότι η ενέσιµη διάσταση ενός δακτυλίου καθορίζει
το αν ο δακτύλιος αυτός, είναι δακτύλιος Gorenstein. ΄Ετσι γεννάται το ερώτηµα τι πληροφορίες
µπορούµε να αντλήσουµε για έναν δακτύλιο, όταν γνωρίζουµε τη G-ενέσιµη διάσταση αυτού.
Στόχος µας τώρα, είναι να αποδείξουµε ότι κάθε προσεταιριστικός δακτύλιος µε µονάδα, ο οποίος
έχει πεπερασµένη G-ενέσιµη διάσταση, έχει επίσης πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση.

Θεώρηµα 6.2.1. ΑνM είναι ένα µη µηδενικό αριστερό ή δεξιό R-πρότυπο µε πεπερασµένη προβο-
λική διάσταση, τότε GidRM “ idRM .

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε τη Ϲητούµενη ισότητα στην περίπτωση που το M είναι ένα αριστερό
R-πρότυπο. Συµµετρικά ϑα προκύψει η ισότητα αν ϑεωρήσουµε τοM ως δεξιό R-πρότυπο. Θεω-
ϱούµε λοιπόν, ένα µη µηδενικό αριστερό R-πρότυπο M µε πεπερασµένη προβολική διάσταση. Η
Παρατήρηση (6.1.6), µας δίνει ότι GidRM ď idRM . Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε την αντίστροφη
ανίσωση, idRM ď GidRM , και έτσι η απόδειξη του ϑεωρήµατος αυτού ϑα έχει ολοκληρωθεί. Αν
GidRM “ 8, τότε προφανώς idRM ď 8. ΄Εστω τώρα, 0 ď GidRM ă 8. Υποθέτουµε αρχικά,
ότι το µη µηδενικό αριστερό R-πρότυπο M είναι G-ενέσιµο. Ισοδύναµα, ότι GidRM “ 0. Τότε
από την Παρατήρηση (5.2.2), υπάρχει µια σύντοµη ακριβής ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα

0 ÝÑM 1 ÝÑ E ÝÑM ÝÑ 0 (6.28)

όπου E είναι ενέσιµο και M 1 είναι G-ενέσιµο. Χρησιµοποιώντας την υπόθεση ότι pdRM ă 8,
καθώς και το Λήµµα (5.2.5), οδηγούµαστε στην ισότητα Ext1RpM,M 1q “ 0, διότι το M 1 είναι G-
ενέσιµο. Συνεπώς, η σύντοµη ακριβής ακολουθία (6.28) είναι διασπάσιµη, και άρα, έπεται ότι
το M είναι ευθύς προσθετέος του ενέσιµου αριστερού R-προτύπου E. ΄Ετσι, αφού η κλάση των
ενέσιµων αριστερών R-προτύπων είναι κλειστή σε ευθείς προσθετέους, παίρνουµε ότι το M είναι
ενέσιµο, ισοδύναµα, ότι idRM “ 0.

Στη συνέχεια, υποθέτουµε ότι το µη µηδενικό αριστερό R-πρότυπο M δεν είναι G-ενέσιµο.
∆ηλαδή ότι 0 ă GidRM ă 8. Από την Πρόταση (6.1.30), υπάρχει µια σύντοµη ακριβής ακολουθία
από αριστερά R-πρότυπα

0 ÝÑM
φ
ÝÑ H ÝÑ C ÝÑ 0
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όπου H είναι G-ενέσιµο και idR C “ GidRM ´ 1. Επειδή το αριστερό R-πρότυπο H είναι
G-ενέσιµο, η Παρατήρηση (5.2.2), µας δίνει µια σύντοµη ακριβή ακολουθία από αριστερά R-
πρότυπα

0 ÝÑ H 1 ÝÑ I
κ
ÝÑ H ÝÑ 0

όπου I είναι ενέσιµο και H 1 είναι G-ενέσιµο. Θεωρούµε το pullback P του διαγράµµατος :

P

v

��

u // M

φ

��
I

κ
// H

Χρησιµοποιώντας την Πρόταση (1.2.56), οδηγούµαστε στην ύπαρξη µοναδικών οµοµορφισµών
αριστερών R-προτύπων f : H 1 ÝÑ P και g : I ÝÑ C, οι οποίοι συνθέτουν το ακόλουθο µεταθετικό
διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές και στήλες :

0

��

0

��
0 // H 1

f // P

v

��

u // M

φ

��

// 0

0 // H 1 // I

g

��

κ
// H

��

// 0

C

��

C

��
0 0

(6.29)

΄Εστω τώρα GidRM “ m ą 0. Τότε λόγω της σχέσης idR C “ GidRM ´ 1, συµπεραίνουµε την
ύπαρξη µιας ενέσιµης ανάλυσης του C πεπερασµένου µήκους m´ 1, έστω:

0 ÝÑ C ÝÑ E0 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ Em´1 ÝÑ 0

Η συγκόλληση της παραπάνω ακριβής ακολουθία, µε τη σύντοµη ακριβή ακολουθία 0 ÝÑ P ÝÑ
I ÝÑ C ÝÑ 0, είναι η ακριβής ακολουθία :

0 ÝÑ P ÝÑ I ÝÑ E0 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ Em´1 ÝÑ 0 (6.30)

Αφού το πρότυπο I είναι ενέσιµο, έπεται ότι η ακολουθία (6.30) είναι µια ενέσιµη ανάλυση του P
µήκουςm. Συνεπώς, έχουµε ότι idR P ď m “ GidRM . Για να αποδείξουµε λοιπόν, τη Ϲητούµενη
ανίσωση idRM ď GidRM , αρκεί να δείξουµε ότι idRM ď idR P . Επειδή τώρα το H 1 είναι G-
ενέσιµο, και η προβολική διάσταση του M είναι πεπερασµένη, από το Λήµµα (5.2.5), παίρνουµε
ιδιαίτερα ότι Ext1RpM,H 1q “ 0. Το αποτέλεσµα όµως αυτό, µας εξασφαλίζει ότι η πρώτη γραµµή
του διαγράµµατος (6.29), είναι µια διασπάσιµη σύντοµη ακριβής ακολουθία, ή ισοδύναµα, ότι
P – H ‘M . Εποµένως, καταλήγουµε στο επιθυµητό συµπέρασµα ότι idRM ď idR P , διότι το
M είναι ευθύς προσθετέος του P . �

Πόρισµα 6.2.2. Αν η G-ενέσιµη ανάλυση του δακτυλίου R είναι πεπερασµένη, τότε η ενέσιµη
διάσταση του δακτυλίου R είναι επίσης πεπερασµένη.

Απόδειξη. Αν ϑεωρήσουµε το δακτύλιο R ως αριστερό R-πρότυπο, τότε προφανώς έχουµε ότι ο
δακτύλιος R είναι ένα προβολικό αριστερό R-πρότυπο, ή ισοδύναµα, ότι pdRR “ 0. Συνεπώς, η
υπόθεση ότι GidRR ă 8, και το Θεώρηµα (6.2.1), µας δίνουν ότι GidR “ idR ă 8. Ανάλογα,
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ϑεωρώντας το δακτύλιο R ως δεξιό R-πρότυπο, παίρνουµε ότι ο δακτύλιος R είναι ένα προβολικό
δεξιό R-πρότυπο, ή ισοδύναµα, ότι pdRRR “ 0. Εποµένως, χρησιµοποιώντας την υπόθεση ότι
GidRR ă 8 και το Θεώρηµα (6.2.1), αυτή τη ϕορά για δεξιά R-πρότυπα, οδηγούµαστε στο
συµπέρασµα ότι GidRR “ idRR ă 8, όπως επιθυµούσαµε. �

Το ακόλουθο ϑεώρηµα είναι η δυϊκή εκδοχή του Θεωρήµατος (6.2.1).

Θεώρηµα 6.2.3. ΑνM είναι ένα µη µηδενικό αριστερό ή δεξιόR-πρότυπο µε πεπερασµένη ενέσιµη
διάσταση, τότε GpdRM “ pdRM .

Απόδειξη. Οµοίως µε την απόδειξη του Θεωρήµατος (6.2.1). �

6.2.2 ∆ακτύλιοι Quasi-Frobenius, G-προβολικά και G-ενέσιµα πρότυπα

Ολοκληρώνουµε την ενότητα αυτή, αποδεικνύοντας ότι ένας δακτύλιος quasi-Frobenius, χαρα-
κτηρίζεται από το γεγονός ότι οι κλάσεις των G-προβολικών και των G-ενέσιµων R-προτύπων
συµπίπτουν. ΄Ετσι, η προσοχή µας αρχικά στρέφεται, στον ορισµό και στη µελέτη δακτυλίων
quasi-Frobenius. Σηµειώνουµε ότι οι δακτύλιοι quasi-Frobenius εισήχθηκαν από τον T. Naka-
yama το 1939.

Ορισµός 6.2.4. (Nakayama) ΄Ενας δακτύλιος R καλείται δακτύλιος quasi-Frobenius (QF), όταν
ο R είναι (αριστερός και δεξιός) δακτύλιος της Noether, και όταν ο R ιδωθεί είτε ως αριστερό είτε ως
δεξιό R-πρότυπο, είναι ενέσιµο.

Σηµειώνουµε ότι πολλές ϕορές στη ϐιβλιογραφία, ένας δακτύλιος quasi-Frobenius µπορεί να
ορίζεται µε έναν διαφορετικό τρόπο από αυτόν, του ορισµού (6.2.4). Παραδείγµατος χάριν, ένας
δακτύλιος quasi-Frobenius µπορεί να εµφανίζεται ως ένας αριστερός δακτύλιος της Noether, όπου
όταν ιδωθεί ως δεξιό πρότυπο υπεράνω του ευατού του, είναι ενέσιµο. Ωστόσο, όλοι οι ορισµοί που
συναντάµε στη ϐιβλιογραφία για δακτυλίους quasi-Frobenius, είναι ϕυσικά ισοδύναµοι µεταξύ
τους, όπως προκύπτει από το ακόλουθο ϐασικό Θεώρηµα.

Θεώρηµα 6.2.5. Για έναν προσεταιριστικό δακτύλιο µε µονάδα R, οι ακόλουθες συνθήκες είναι
ισοδύναµες :

1. Ο R είναι δακτύλιος quasi-Frobenius (QF).

2. Ο R είναι αριστερός ή δεξιός δακτύλιος του Artin, και όταν ιδωθεί ως αριστερό ή ως δεξιό
R-πρότυπο είναι ενέσιµο.

3. Ο R είναι αριστερός ή δεξιός δακτύλιος της Noether, και όταν ιδωθεί ως αριστερό ή ως δεξιό
R-πρότυπο είναι ενέσιµο.

4. ΟR ικανοποιεί την αύξουσα συνθήκη αλυσίδας για αριστερούς ή δεξιούς µηδενιστές (annihila–
tors), και όταν ιδωθεί ως αριστερό ή ως δεξιό R-πρότυπο είναι ενέσιµο.

5. Ο R είναι δεξιός και αριστερός δακτύλιος της Noether, rlpT q “ T για κάθε δεξιό ιδεώδες T ,
και lrpLq “ L για κάθε αριστερό ιδεώδες L.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [46, Theorem 1.50] �

Το ακόλουθο αποτέλεσµα, το οποίο οφείλεται στους Faith και Walker, µας εξασφαλίζει ότι
κάθε πρότυπο υπεράνω ενός δακτυλίου quasi-Frobenius, είναι υποπρότυπο κάποιου προβολικού
προτύπου.

Θεώρηµα 6.2.6. (Faith-Walker) Ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος quasi-Frobenius, αν και µόνο
αν, κάθε ενέσιµο δεξιό (αριστερό) R-πρότυπο είναι προβολικό.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [31, Theorem 2.4.12] �
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Αναλυτικότερα οι Faith-Walker απέδειξαν το ακόλουθο ϑεµελιώδες αποτέλεσµα, άµεση συνέ-
πεια του οποίου είναι ότι κάθε πρότυπο υπεράνω ενός δακτυλίου quasi-Frobenius, είναι οµοµορ-
ϕική εικόνα ενός ενέσιµου προτύπου.

Θεώρηµα 6.2.7. Οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναµες για έναν δακτύλιο R:

1. Ο R είναι δακτύλιος quasi-Frobenius (QF).

2. Κάθε ενέσιµο δεξιό (αριστερό) R-πρότυπο είναι προβολικό.

3. Κάθε προβολικό δεξιό (αριστερό) R-πρότυπο είναι ενέσιµο.

4. Ο R ικανοποιεί την αύξουσα συνθήκη αλυσίδας για δεξιούς µηδενιστές, και όταν ιδωθεί ως
δεξιό R-πρότυπο είναι ενέσιµο.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [31, Theorem 2.4.20] �

Είµαστε σε ϑέση τώρα, να παραθέσουµε παραδείγµατα δακτυλίων quasi-Frobenius.

Παράδειγµα 6.2.8. 1. Κάθε ηµιαπλός δακτύλιος είναι προφανώς, δακτύλιος quasi-Frobenius.
Πράγµατι αυτό προκύπτει από το Θεώρηµα των Faith-Walker, διότι κάθε πρότυπο υπεράνω
ενός ηµιαπλού δακτυλίου είναι προβολικό και ενέσιµο.

2. ΄Εστω R µια (µεταθετική) περιοχή κυρίων ιδεώδων, για παράδειγµα R “ Z ή R “ krxs,
όπου k είναι ένα σώµα. Αν I είναι ένα µη-µηδενικό ιδέώδες του R, τότε ο δακτύλιος πηλίκο
R{I είναι δακτύλιος quasi-Frobenius. Αυτό προκύπτει διότι κάθε περιοχή κυρίων ιδεώδων
R είναι δακτύλιος της Noether, άρα και ο δακτύλιος R{I είναι δακτύλιος της Noether, και
επιπρόσθετα το R{I-πρότυπο R{I είναι ενέσιµο, ϐλέπε [44].

3. ΄Εστω k ένα σώµα καιG µια πεπερασµένη οµάδα. Τότε η οµάδα-άλγεβρα kG είναι δακτύλιος
quasi-Frobenius, ϐλέπε [44].

Τονίζουµε ότι η αντίστροφη κατεύθυνση στο µέρος 1. του Παραδείγµατος (6.2.8), δεν ισχύει εν
γένει. ∆ηλαδή, ένας δακτύλιος quasi-Frobenius δεν είναι απαραίτητα, ηµιαπλός. Για παράδειγµα
σύµφωνα µε το 2. του Παραδείγµατος (6.2.8), ο δακτύλιος Z4 “ Z{4Z είναι δακτύλιος quasi-
Frobenius, αλλά δεν είναι ηµιαπλός διότι το Z4-πρότυπο Z2 δεν είναι προβολικό (ακριβέστερα
έχει άπειρη προβολική διάσταση). Σηµειώνουµε ότι η οµάδα-άλγεβρα kG µιας πεπερασµένης
οµάδας G είναι σύµφωνα µε το 3. του Παραδείγµατος (6.2.8) δακτύλιος quasi-Frobenius, αλλά
όπως προκύπτει από το Θεώρηµα του Maschke, ϐλέπε [44], η kG είναι ηµιαπλός δακτύλιος αν
και µόνον αν η χαρακτηριστική του k δεν διαιρεί την τάξη της οµάδας G.

Ωστόσο, όπως µας επιβεβαιώνει η ακόλουθη πρόταση, οι έννοιες «δακτύλιος quasi-Frobenius»
και «ηµιαπλός δακτύλιος» είναι ισοδύναµες, στην περίπτωση που ο δακτύλιος έχει πεπερασµένη
αριστερή ή δεξιά ολική οµολογική διάσταση.

Πρόταση 6.2.9. Αν ο R είναι δακτύλιος quasi-Frobenius, τότε η αριστερή και η δεξιά ολική
οµολογική διάσταση του R είναι ή ίση µε µηδέν ή άπειρο.

Απόδειξη. ΄Εστω R ένας δακτύλιος quasi-Frobenius. Τότε η αριστερή, αντίστοιχα η δεξιά, οµολο-
γική διάσταση του R, είναι είτε πεπερασµένη, είτε άπειρη. Αν η αριστερή οµολογική διάσταση του
R είναι άπειρη, τότε ισχύει τετριµµένα το Ϲητούµενο. Υποθέτουµε λοιπόν ότι η αριστερή οµολογι-
κή διάσταση του R είναι πεπερασµένη. Συνεπώς, υπάρχει κάποιος ϕυσικός αριθµός n, έτσι ώστε
για κάθε αριστερό R-πρότυπο να υπάρχει µια προβολική ανάλυση µήκους n. Θεωρούµε τώρα ένα
αριστερό R-πρότυπο M , και διαλέγουµε µια προβολική ανάλυση του M µήκους n:

0 ÝÑ Pn ÝÑ Pn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ P0 ÝÑM ÝÑ 0. (6.31)

Στη συνέχεια, «σπάµε» την ακριβή ακολουθία (6.31), σε σύντοµες ακριβείς ακολουθίες για κάθε
j “ 1, . . . , n:

0 ÝÑ Kj ÝÑ Pj´1 ÝÑ Kj´1 ÝÑ 0, (6.32)
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όπου K0 “ M και Kn “ Pn. Η υπόθεση και η ισοδυναµία 1 ô 3 του Θεωρήµατος (6.2.7),
µας δίνουν ότι κάθε προβολικό (αριστερό) R-πρότυπο είναι ενέσιµο. Εποµένως, κάθε Pj για
j “ 0, . . . , n, είναι ενέσιµο. Γνωρίζουµε ότι ένα R-πρότυπο E είναι ενέσιµο, αν και µόνο αν, κάθε
σύντοµη ακριβής ακολουθία της µορφής:

0 ÝÑ E ÝÑ N ÝÑ L ÝÑ 0,

διασπάται. ΄Ετσι, αν ϑεωρήσουµε τη σύντοµη ακριβή ακολουθία (6.32) για j “ n, τότε οδηγού-
µαστε στο συµπέρασµα ότι η ακολουθία αυτή είναι διασπάσιµη, και επιπρόσθετα, ότι το αριστερό
R-πρότυπο Kn´1 είναι ενέσιµο, ως ευθύς προσθετέος του ενέσιµου αριστερού R-προτύπου Pn´1.
Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα αυτό, συµπεραίνουµε ότι η σύντοµη ακριβής ακολουθία (6.32)
για j “ n´ 1, είναι διασπάσιµη, και επιπλέον, ότι το αριστερό R-πρότυπο Kn´2 είναι ενέσιµο, ως
ευθύς προσθετέος του ενέσιµου αριστερού R-προτύπου Pn´2. Επαγωγικά λοιπόν, καταλήγουµε
ότι το αριστερό R-πρότυπο M είναι ενέσιµο. Επειδή τώρα η επιλογή του M ήταν τυχαία, παίρ-
νουµε ότι η αριστερή ολική οµολογική διάσταση του R είναι ίση µε µηδέν, όπως επιθυµούσαµε.
Οµοίως αποδεικνύεται ότι η δεξιά ολική οµολογική διάσταση του R είναι ή ίση µε µηδέν ή άπειρο,
και έτσι, η απόδειξη της πρότασης αυτής έχει ολοκληρωθεί. �

΄Οπως υποσχεθήκαµε στην εισαγωγή της ενότητας αυτής, αποδεικνύουµε τώρα ότι οι δακτύλιοι
quasi-Frobenius, είναι ακριβώς οι δακτύλιοι υπεράνω των οποίων οι κλάσεις των G-προβολικών
και των G-ενέσιµων προτύπων ταυτίζονται.

Πρόταση 6.2.10. Ο R είναι δακτύλιος quasi-Frobenius, αν και µόνο αν,

R-GProj “ R-GInj .

Απόδειξη. (ùñ): Υποθέτουµε ότι ο R είναι δακτύλιος quasi-Frobenius. Θα αποδείξουµε στην
συνέχεια ότι κάθε αριστερό R-πρότυπο είναι G-προβολικό και G-ενέσιµο. ΄Εστω λοιπόν M ένα
αριστερό R-πρότυπο. ∆ιαλέγουµε µια προβολική και µια ενέσιµη ανάλυση του M , έστω

¨ ¨ ¨ ÝÑ P2 ÝÑ P1 ÝÑ P0
f
ÝÑM ÝÑ 0, (6.33)

και αντίστοιχα,
0 ÝÑM

i
ÝÑ E0 ÝÑ E1 ÝÑ E2 ÝÑ ¨ ¨ ¨ . (6.34)

Η συγκόλληση των ακριβών ακολουθιών (6.33) και (6.34), είναι η ακριβής ακολουθία :

¨ ¨ ¨ ÝÑ P2 ÝÑ P1 ÝÑ P0
i˝f
ÝÑ E0 ÝÑ E1 ÝÑ E2 ÝÑ ¨ ¨ ¨ . (6.35)

Η υπόθεση τώρα ότι ο R είναι δακτύλιος quasi-Frobenius, είναι ισοδύναµη µε το γεγονός ότι η
κλάση των προβολικώνR-προτύπων, ταυτίζεται µε την κλάση των ενέσιµωνR-προτύπων. Συνεπώς,
η ακριβής ακολουθία (6.35), µπορεί να ιδωθεί ως µια ακριβής ακολουθία είτε από προβολικά είτε
από ενέσιµα αριστερά R-πρότυπα.

Θεωρούµε αρχικά, την ακολουθία (6.35), ως µια ακριβή ακολουθία αποτελούµενη από προβο-
λικά αριστερά R-πρότυπα. Για ένα οποιοδήποτε ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο I, αν εφαρµόσουµε
τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή HomRp´, Iq, στις ακριβείς ακολουθίες (6.33) και (6.34), τότε οδη-
γούµαστε στο συµπέρασµα ότι οι ακολουθίες αυτές, είναι HomRp´, R-Injq-ακριβείς. Το αποτέλε-
σµα αυτό, προκύπτει «σπάζοντας» τις ακριβείς ακολουθίες (6.33) και (6.34) σε σύντοµες ακριβείς
ακολουθίες, και χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι ο αντισυναλλοίωτος συναρτητήςHomRp´, Iq είναι
ακριβής, αν και µόνο αν, το πρότυπο I είναι ενέσιµο. Χρησιµοποιώντας λοιπόν την Παρατήρηση
(2.2.16), παίρνουµε ότι η ακριβής ακολουθία (6.35), είναι επίσης HomRp´, R-Injq-ακριβής. Ως
συνέπεια αυτού, έπεται ότι η ακριβής ακολουθία (6.35) είναι HomRp´, R-Projq-ακριβής, διότι ο R
είναι δακτύλιος quasi-Frobenius. Εποµένως, η ακολουθία (6.35) είναι ουσιαστικά, µια πλήρης
προβολική ανάλυση. Παρατηρώντας τώρα ότι Impi ˝ fq “ Im i –M , καταλήγουµε ότι το αριστερό
R-πρότυπο M , είναι G-προβολικό.
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Στη συνέχεια, ϑεωρούµε την ακριβή ακολουθία (6.35), ως µια ακριβή ακολουθία αποτελού-
µενη από ενέσιµα αριστερά R-πρότυπα. Η εφαρµογή του συναρτητή HomRpP,´q όπου P είναι
ένα οποιοδήποτε προβολικό αριστερό R-πρότυπο, στις ακριβείς ακολουθίες (6.33) και (6.34), µας
δίνει ότι οι ακολουθίες αυτές, είναι HomRpR-Proj,´q-ακριβείς. Για να διαπιστώσουµε τον ισχυ-
ϱισµό αυτό, αρκεί να «σπάσουµε» τις ακριβείς ακολουθίες (6.33) και (6.34) σε σύντοµες ακριβείς
ακολουθίες, και να χρησιµοποιήσουµε αυτή τη ϕορά, το γεγονός ότι ο συναρτητής HomRpP,´q
είναι ακριβής, αν και µόνο αν, το πρότυπο P είναι προβολικό. ΄Ετσι, χρησιµοποιώντας ξανά την
Παρατήρηση (2.2.16), έχουµε ότι η ακριβής ακολουθία (6.35), είναι επίσης HomRpR-Proj,´q-
ακριβής. Το αποτέλεσµα αυτό, καθώς και η υπόθεση, µας δίνουν ότι η ακριβής ακολουθία (6.35),
είναι HomRpR-Inj,´q-ακριβής. Συνεπώς, η ακολουθία (6.35) είναι µια πλήρης ενέσιµη ανάλυση,
µε την ιδιότητα M – Impi ˝ fq, και άρα, εξ ορισµού, το αριστερό R-πρότυπο M είναι G-ενέσιµο.

΄Ετσι τελικά, έχουµε ότι το αυθαίρετο αριστερό R-πρότυπο M είναι συγχρόνως G-προβολικό
και G-ενέσιµο. Εποµένως, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι υπεράνω του δακτυλίου R, κάθε
αριστερό R-πρότυπο είναι G-προβολικό και G-ενέσιµο, και άρα, ότι R-GProj “ R-GInj.

(ðù): Υποθέτουµε τώρα ότι R-GProj “ R-GInj. Θέλουµε να αποδείξουµε ότι ο R είναι δα-
κτύλιος quasi-Frobenius. Αρκεί λοιπόν, σύµφωνα µε το Θεώρηµα των Faith-Walker, να δείξουµε
ότι η κλάση των ενέσιµων αριστερών R-προτύπων R-Inj, περιέχεται στην κλάση των προβολικών
αριστερών R-προτύπων R-Proj. Για το σκοπό αυτό, ϑεωρούµε ένα αυθαίρετο ενέσιµο αριστερό
R-πρότυπο M . Τότε είτε M “ 0, είτε M ‰ 0. Αν M “ 0, τότε το αριστερό R-πρότυπο M είναι
ϕυσικά, προβολικό. Υποθέτουµε λοιπόν ότι το ενέσιµο αριστερό R-πρότυποM είναι µη µηδενικό.
Προφανώς, το M είναι G-ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο, ως ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο. Συνε-
πώς, η υπόθεση µας δίνει ότι τοM είναι επίσης G-προβολικό. Επιπλέον, το Θεώρηµα (6.2.3), µας
εξασφαλίζει την ισότητα GpdRM “ pdRM . Συνδυάζοντας λοιπόν τα προηγούµενα, παίρνουµε ότι
0 “ GpdRM “ pdRM , και κατ΄ επέκταση, ότι το M είναι προβολικό. Επειδή η επιλογή του ενέ-
σιµου αριστερού R-προτύπου M ήταν τυχαία, οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι R-Inj Ď R-Proj,
όπως επιθυµούσαµε. �

Πόρισµα 6.2.11. ΟR είναι δακτύλιος quasi-Frobenius, αν και µόνο αν, κάθε αριστερόR-πρότυπο
είναι G-προβολικό και G-ενέσιµο.

Απόδειξη. Αν ο R είναι δακτύλιος quasi-Frobenius, τότε η απόδειξη της Πρότασης (6.2.10), µας
εξασφαλίζει ότι κάθε αριστερό R-πρότυπο είναι G-προβολικό και G-ενέσιµο. Αντίστροφα, αν κάθε
αριστερό R-πρότυπο είναι G-προβολικό και G-ενέσιµο, τότε R-GProj “ R-GInj. ΄Αρα, χρησιµο-
ποιώντας ξανά την Πρόταση (6.2.10), παίρνουµε ότι ο R είναι δακτύλιος quasi-Frobenius. �

Συνοψίζοντας, στο παρόν κεφάλαιο είδαµε ότι :

• Αν η αριστερή (δεξιά) οµολογική διάσταση του δακτυλίου R είναι πεπερασµένη, τότε οι
κλάσεις των G-προβολικών αριστερών (δεξιών) R-προτύπων, και των προβολικών αριστερών
(δεξιών) R-προτύπων, ταυτίζονται και αντίστοιχα, οι κλάσεις των G-ενέσιµων αριστερών (δε-
ξιών) R-προτύπων, και των ενέσιµων αριστερών (δεξιών) R-προτύπων, συµπίπτουν.

• Για κάθε R-πρότυπο M µε πεπερασµένη G-προβολική διάσταση, υπάρχει πάντα µια δεξιά
G-προβολική προσέγγιση του M , η οποία είναι επιµορφισµός.

• Για κάθε R-πρότυπο M µε πεπερασµένη G-ενέσιµη διάσταση, υπάρχει πάντα µια αριστερή
G-ενέσιµη προσέγγιση του M , η οποία είναι µονοµορφισµός.

• Αν ο δακτύλιος R έχει πεπερασµένη G-ενέσιµη διάσταση, τότε έχει επίσης, πεπερασµένη
ενέσιµη διάσταση.

• Ο R είναι δακτύλιος quasi-Frobenius, αν και µόνο αν, R-GProj “ R-GInj.

• Ο R είναι δακτύλιος quasi-Frobenius, αν και µόνο αν, κάθε αριστερό R-πρότυπο είναι
G-προβολικό και G-ενέσιµο.
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Κλείνουµε το παρόν κεφάλαιο, παραθέτοντας το ακόλουθο ανοιχτό ερώτηµα:

Ανοιχτό Πρόβληµα: Αν οι κλάσεις των G-προβολικών και προβολικών αριστερών (δεξιών) R-
προτύπων ταυτίζονται, ή οι κλάσεις των G-ενέσιµων και ενέσιµων αριστερών (δεξιών) R-προτύπων
συµπίπτουν, τότε η αριστερή (δεξιά) οµολογική διάσταση του δακτυλίου είναι πεπερασµένη ;

Σηµειώνουµε ότι το προηγούµενο πρόβληµα, έχει ϑετική απάντηση στην περίπτωση που ο
δακτύλιος R είναι δακτύλιος Gorenstein. Με άλλα λόγια, αν ο R είναι δακτύλιος Gorenstein, τότε
R-GInj “ R-Inj ή R-GProj “ R-Proj, αν και µόνο αν, η αριστερή οµολογική διάσταση του R είναι
πεπερασµένη, δες Πόρισµα (8.2.4) και (8.2.19).
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Κεφάλαιο 7

Η Θεωρία Auslander-Buchweitz

∆οθέντος ενός προσεταιριστικού δακτυλίου µε µονάδα R, ένα ϐασικό ερώτηµα στην Οµολογική
΄Αλγεβρα Gorenstein, είναι πότε η κλάση R-GProj των G-προβολικών αριστερών R-προτύπων είναι
(ελάχιστα) δεξιά προσεγγίσιµη. Ισοδύναµα, πότε κάθε αριστερό R-πρότυπο δέχεται µια (ελάχιστη)
αριστερή R-GProj-ανάλυση. Στο παρόν κεφάλαιο, παρουσιάζουµε ϐασικά στοιχεία της ϑεωρίας
των M. Auslander και R.O. Buchweitz, ϐασιζόµενοι στο άρθρο τους «The homological theory of
maximal Cohen-Macaulay approximations», ϐλέπε [9]. Η ϑεωρία των Auslander-Buchweitz, ϑα
αποτελέσει όπως ϑα δούµε στο επόµενο κεφάλαιο, το απαραίτητο εργαλείο για την απάντηση του
προηγούµενου ερωτήµατος.

7.1 Πρότυπα Υπεράνω ∆ακτυλίων Cohen-Macaulay

Στα πλαίσια µιας αβελιανής κατηγορίας, η οποία είναι εφοδιασµένη µε µια υποκατηγορία από
«µέγιστα Cohen-Macaulay αντικείµενα», οι Auslander και Buchweitz στο άρθρο [9], αποδεικνύουν
ως ειδική περίπτωση γενικότερων αποτελεσµάτων, το εξής :
‚ ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος της Noether, ο οποίος είναι δακτύλιος Cohen-Macaulay

και διαθέτει ένα δυϊκοποιούν (dualizing) πρότυπο. Τότε για κάθε πεπερασµένα παραγόµενο R-
πρότυπο, υπάρχει µια δεξιά µέγιστη προσέγγιση Cohen-Macaulay η οποία είναι επιµορφισµός. ∆υ-
ϊκά, για κάθε πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο, υπάρχει µια αριστερή προσέγγιση του από
πεπερασµένα παραγόµενα πρότυπα µε πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση, η οποία είναι µονοµορφι-
σµός.

Στόχος µας στην παρούσα ενότητα, είναι να περιγράψουµε το προηγούµενο αποτέλεσµα στην
κλασσική περίπτωση ενός µεταθετικού τοπικού δακτυλίου της Noether R, µε µέγιστο ιδεώδες m
και σώµα πηλίκο k “ R{m. Η ειδική περίπτωση αυτή ϑα αποτελέσει µοντέλο για τα αποτελέσµατα
του παρόντος Κεφαλαίου και του Κεφαλαίου 8. Πριν περάσουµε ωστόσο στην περιγραφή αυτή,
χρειαζόµαστε τον εξής ορισµό:

Ορισµός 7.1.1. Το ω είναι dualizing πρότυπο για έναν τοπικό δακτύλιο pR,m, kq, αν και µόνο αν,
ισχύουν οι ακόλουθες τρεις συνθήκες :

1. Το R-πρότυπο ω είναι πεπερασµένα παραγόµενο µε πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση.

2. Για κάθε ϑετικό ακέραιο αριθµό i ‰ 0, ισχύει ότι ExtiRpω, ωq “ 0.

3. Ο ϕυσικός οµοµορφισµός δακτυλίων

µω : R ÝÑ HomRpω, ωq,

ο οποίος δίνεται µέσω της δράσης του δακτυλίου R στο R-πρότυπο ω, είναι ένας ισοµορφισµός.
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΄Εστω R ένας τοπικός δακτύλιος της Noether µε µέγιστο ιδεώδες m και σώµα πηλίκο k “
R{m. Υποθέτουµε ότι ο δακτύλιος R διαθέτει ένα dualizing πρότυπο ω. Τότε είναι γνωστό ότι
ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος Cohen-Macaulay, και µάλιστα, το ω καθορίζεται µοναδικά µέχρι
ισοµορφισµού. Επιπλέον, τα πεπερασµένα παραγόµενα R-πρότυπα M τα οποία είναι µέγιστα
Cohen-Macaulay πρότυπα, µε την έννοια ότι depthmM “ dimR, µπορούν να χαρακτηριστούν
οµολογιακά, ως εκείνα τα πρότυπα τα οποία ικανοποιούν τη συνθήκη ExtiRpM,ωq “ 0 για κάθε
i ‰ 0. Για περισσότερες λεπτοµέρειες σχετικά µε δακτυλίους Cohen-Macaulay, και µέγιστα
Cohen-Macaulay πρότυπα, παραπέµπουµε στα ϐιβλία [17, Chapter 3] και [24, Chapter 21].

Είµαστε έτοιµοι τώρα να παραθέσουµε το ϐασικό αποτέλεσµα της ενότητας αυτής.

Θεώρηµα 7.1.2. (΄Υπαρξη «αποσύνθεσης») ΄Εστω pR,m, kq ένας µεταθετικός, τοπικός δακτύλιος
της Noether µε dualizing πρότυπο ω. Για κάθε πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο N , υπάρχουν
πεπερασµένα παραγόµενα R-πρότυπα MN και IN και ένας R-οµοµορφισµός

dN : MN ÝÑ IN ,

τέτοιος ώστε

1. Im dN – N .

2. Το MN είναι µέγιστο Cohen-Macaulay πρότυπο, και το IN :“ Ker dN είναι ένα R-πρότυπο µε
πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση.

3. Το IN είναι ένα R-πρότυπο µε πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση, και το MN :“ Coker dN είναι
µέγιστο Cohen-Macaulay πρότυπο.

4. Υπάρχει ένας ϕυσικός αριθµός n τέτοιος ώστε ο οµοµορφισµός dN να παραγοντοποιείται ως η
σύνθεση ενός µονοµορφισµού j και ενός επιµορφισµού p ως εξής :

dN “ p ˝ j : MN ÝÑ IN , όπου j : MN ÝÑ ω‘n & p : ω‘n ÝÑ IN ,

αντίστοιχα.

Αν η σύνθεση των R-οµοµορφισµών,

dN “ p ˝ j : MN
πN
ÝÑ N

iN
ÝÑ IN

παριστάνει την παραγοντοποίηση του R-οµοµορφισµού dN µέσω της εικόνας του N όπως παρα-
πάνω, τότε οι προηγούµενες συνθήκες µας δίνουν το ακόλουθο µεταθετικό και ακριβές διάγραµµα
από R-πρότυπα:

0

��

0

��
IN

��

IN

��
0 // MN

dN

""
πN

��

j // ω‘n

p

��

// MN // 0

0 // N

��

iN
// IN

��

// MN // 0

0 0

΄Εχοντας εξασφαλίσει τώρα για κάθε πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο N , την ύπαρξη
ενός R-οµοµορφισµού dN : MN ÝÑ IN , όπως του Θεωρήµατος (7.1.2), το επόµενο ϐήµα είναι να
εξετάσουµε την µοναδικότητα αυτού.
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Θεώρηµα 7.1.3. (Ουσιώδης Μοναδικότητα)

1. Υποθέτουµε ότι υπάρχει ένας δεύτεροςR-οµοµορφισµός d1N : M 1
N ÝÑ I

N
, ο οποίος ικανοποιεί

το Θεώρηµα (7.1.2) για το ίδιο πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο N . Αν η σύνθεση των
R-οµοµορφισµών,

M 1
N

π1N
ÝÑ N

jN

ÝÑ I
N
,

παριστάνει την παραγοντοποίηση του R-οµοµορφισµού d1N µέσω της εικόνας του N , όπως στο
Θεώρηµα 7.1.2, τότε υπάρχουν R-πρότυπα P, P 1 και Q,Q1, όπου καθένα από αυτά, είναι
πεπερασµένα ευθέα αθροίσµατα από κόπιες του ω, και R-ισοµοµορφισµοί µ, κ έτσι ώστε το
ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

M 1
N ‘ P

–µ

��

π1N‘0 // N
jN‘0 // I

N
‘Q

κ–

��
MN ‘ P

1 πN‘0 // N
iN‘0 // IN ‘Q1.

2. Αν f : M ÝÑ N είναι ένας οποιοσδήποτε οµοµορφισµός από ένα µέγιστο Cohen-Macaulay
R-πρότυπο M στο N , τότε υπάρχει ένας R-οµοµορφισµός ν : M ÝÑ MN , τέτοιος ώστε το
διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

MN
πN // N

M

ν

aa
f

OO

∆υϊκά, αν g : N ÝÑ L είναι ένας οποιοσδήποτε οµοµορφισµός από το N σε ένα R-πρότυπο L
µε πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση, τότε υπάρχει ένας R-οµοµορφισµός ρ : IN ÝÑ L, ο οποίος
συνθέτει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

N

g

��

iN // IN

ρ
~~

L

Εποµένως υπεράνω δακτυλίων Cohen-Macaulay οι οποίοι διαθέτουν dualizing πρότυπο, κάθε
πεπερασµένα παραγόµενο πρότυπο µπορεί να προσεγγισθεί, µε ουσιαστικά µοναδικό τρόπο, από
ένα πρότυπο το οποίο είναι µέγιστο Cohen-Macaulay, και από ένα πρότυπο µε πεπερασµένη
ενέσιµη διάσταση.

Το δεύτερο σκέλος του Θεωρήµατος (7.1.3), µας προτρέπει να καλέσουµε την ακριβή ακολου-
ϑία από R-πρότυπα,

0 ÝÑ IN ÝÑMN
πN
ÝÑ N ÝÑ 0,

µια µέγιστη Cohen-Macaulay προσέγγιση (maximal Cohen-Macaulay approximation) του
N , και την ακριβή ακολουθία από R-πρότυπα,

0 ÝÑ N
iN
ÝÑ IN ÝÑMN ÝÑ 0,

ένα κάλυµµα πεπερασµένης ενέσιµης διάστασης (hull of finite injective dimension) του
N .
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Σηµειώνουµε ότι ο Auslander πρώτος απέδειξε µια ισοδύναµη εκδοχή του Θεωρήµατος (7.1.2),
ωστόσο για την κατηγορία των προσθετικών συναρτητών στην R-mod, δες [7], όπου το αποτέλεσµα
ϑα µπορούσε να εκφραστεί, λέγοντας ότι η κατηγορία των µέγιστων Cohen-Macaulay προτύπων
είναι «coherently (co)finite».

Κλείνουµε την παρούσα ενότητα, τονίζοντας ότι τα προηγούµενα αποτελέσµατα, γενικεύονται
και επεκτείνονται σε µια οποιαδήποτε αβελιανή κατηγορία, η οποία δέχεται µια υποκατηγορία
από «µέγιστα Cohen-Macaulay αντικείµενα». Στην συνέχεια του κεφαλαίου αυτού, ϑεωρώντας µια
αβελιανή κατηγορία C και µια υποκατηγορία X από «µέγιστα Cohen-Macaulay αντικείµενα» της
C, ϑα αποδείξουµε τα ανάλογα αποτελέσµατα των Θεωρηµάτων (7.1.2) και (7.1.3). Αυτός είναι και
ο λόγος που παραλείψαµε τις αποδείξεις αυτών.

7.2 Το Βασικό Θεώρηµα « Αποσύνθεσης »

Σκοπός µας στην ενότητα αυτή, είναι να αποδείξουµε το ϐασικό ϑεώρηµα αποσύνθεσης στα πλαί-
σια µιας αβελιανής κατηγορίας C, η οποία δέχεται µια υποκατηγορία X από «µέγιστα Cohen-
Macaulay αντικείµενα». Αρχικά, εφοδιάζουµε την κατηγορία X µε συγκεκριµένες ιδιότητες, ώ-
στε να εξασφαλίσουµε τα ανάλογα αποτελέσµατα των Θεωρηµάτων (7.1.2) και (7.1.3), όπως και
υποσχεθήκαµε στην προηγούµενη ενότητα. Πριν όµως από αυτό, παραθέτουµε ορισµούς και
συµβολισµούς.

Σύµβαση: Καθ΄ όλη την έκταση του παρόντος κεφαλαίου, µε C συµβολίζουµε µια αβελιανή
κατηγορία. Λέγοντας ότι η A είναι µια υποκατηγορία της C, ϑα εννοούµε πάντα ότι η A είναι
µια πλήρης και προσθετική υποκατηγορία της C, η οποία είναι κλειστή σε ισοµορφισµούς και σε
πεπερασµένα ευθέα αθροίσµατα στην C.

Ορισµός 7.2.1. Αν C είναι ένα αντικείµενο της C, και A είναι µια υποκατηγορία της C, τότε ο
ελάχιστος ϕυσικός αριθµός n τέτοιος ώστε να υπάρχει µια ακριβής ακολουθία στην C

0 ÝÑ An ÝÑ An´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ A0 ÝÑ C ÝÑ 0,

όπου κάθε Ai για i “ 0, . . . , n, είναι αντικείµενο της A, καλείται η διάσταση A-ανάλυσης (A-
resolution dimension) του C. Αν δεν υπάρχει τέτοιος ϕυσικός αριθµός n, τότε ορίζουµε την
διάσταση A-ανάλυσης του C να είναι ίση µε άπειρο.

Για κάθε αντικείµενο C της C, και για κάθε υποκατηγορία A της C, συµβολίζουµε την διάσταση
A-ανάλυσης του C, µε A - res. dimC. Επιπλέον, η υποκατηγορία της C που αποτελείται από όλα τα
αντικείµενα C της C, τέτοια ώστε A - res. dimC ă 8 ϑα συµβολίζεται µε pA.

Ορισµός 7.2.2. Αν A είναι µια υποκατηγορία της C, και B είναι µια υποκατηγορία της A, τότε η B
καλείται συνγεννήτορας (cogenerator) για την A, αν για κάθε αντικείµενο A της A υπάρχει µια
σύντοµη ακριβής ακολουθία στην C,

0 ÝÑ A ÝÑ B ÝÑ A1 ÝÑ 0,

όπου το B είναι αντικείµενο της B και το A1 είναι αντικείµενο της A.

Υπενθυµίζουµε από το Κεφάλαιο 2, ότι αν A είναι µια υποκατηγορία της C, τότε η ευσταθής
κατηγορία C{A της C ως προς την υποκατηγορία A, έχει ως αντικείµενα τα αντικείµενα της C, και
τα σύνολα των µορφισµών στην C{A είναι οι οµάδες πηλίκο:

HomC{ApC1, C2q :“ HomCpC1, C2q{HomCApC1, C2q,
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όπου HomCApC1, C2q είναι η υποοµάδα της HomCpC1, C2q που αποτελείται από τους µορφισµούς
στην C, οι οποίοι παραγοντοποιούνται µέσω ενός αντικειµένου της A. Αν C είναι ένα αντικείµενο
της C, τότε συµβολίζουµε µε C το αντικείµενο C το οποίο ϑεωρείται τώρα ως αντικείµενο της C{A,
και αν f : C ÝÑ D είναι ένας µορφισµός στην C, τότε συµβολίζουµε µε f : C ÝÑ D την κλάση
του f στην οµάδα πηλίκο HomC{ApC,Dq. Τότε η ϕυσική προβολή

π : C ÝÑ C{A,

όπου πpCq “ C και πpfq “ f , είναι ένας προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής µε πpAq “ 0.
Επιπλέον, ο προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής π χαρακτηρίζεται από την ιδιότητα ότι αν
T : C ÝÑ D είναι ένας προσθετικός συναλλοίωτος (αντισυναλλοίωτος) συναρτητής τέτοιος ώστε
T pAq “ 0, τότε υπάρχει µοναδικός προσθετικός συναλλοίωτος (αντισυναλλοίωτος) συναρτητής
T 1 : C{A ÝÑ D, τέτοιος ώστε T 1 ˝ π “ T . Τέλος, σηµειώνουµε ότι για µια υποκατηγορία A της C,
συµβολίζουµε µε AddA την υποκατηγορία της C, η οποία αποτελείται από όλα τα αντικείµενα C
της C τα οποία είναι ισόµορφα µε έναν ευθύ προσθετέο στην C ενός αντικειµένου της A.

Ορισµός 7.2.3. Μια υποκατηγορίαA της C καλείται προσθετικά κλειστή ή Karoubian, (additi–
vely closed), αν η A είναι κλειστή στους ευθείς προσθετέους στην C, ή ισοδύναµα, αν κάθε ταυτο-
δύναµος µορφισµός στην A έχει εικόνα στην A.

Παρατήρηση 7.2.4. Προφανώς, η A είναι προσθετικά κλειστή υποκατηγορία της C, αν και µόνο
αν, A “ AddA.

Σύµβαση: Καθ΄ όλη την έκταση του κεφαλαίου αυτού, συµβολίζουµε µε X µια προσθετικά
κλειστή υποκατηγορία της C η οποία είναι κλειστή στις επεκτάσεις. Χρησιµοποιώντας την ορολογία
του D. Quillen, [49], υποθέτουµε δηλαδή ότι η X είναι µια Karoubian ακριβής υποκατηγορία της
C. Επιπλέον, υποθέτουµε ότι η ω είναι µια προσθετικά κλειστή υποκατηγορία της X , η οποία
αποτελεί έναν συνγεννήτορα για την X .

Με αυτές τις υποθέσεις λοιπόν, στην συνέχεια ϑα µελετήσουµε τον τρόπο µε τον οποίο συνδέ-
ονται οι κατηγορίες X , ω, pX , και pω.

Λήµµα 7.2.5. ΄Εστω

0 ÝÑ K ÝÑ X ÝÑ C ÝÑ 0 & 0 ÝÑ K ÝÑ Y K ÝÑ XK ÝÑ 0

δύο σύντοµες ακριβείς ακολουθίες στην C, όπου X,XK P obpX q και Y K P obppωq. Τότε υπάρχει
σύντοµη ακριβής ακολουθία στην C,

0 ÝÑ Y K ÝÑ U ÝÑ C ÝÑ 0,

µε Y K P obppωq και U P obpX q.

Απόδειξη. Θεωρούµε το pushout U του διαγράµµατος

K

��

// X

��
Y K // U.

Τότε από τις ιδιότητες των pushout-διαγραµµάτων, υπάρχουν µοναδικοί µορφισµοί f : U ÝÑ C
και g : U ÝÑ XK στην C, οι οποίοι συνθέτουν το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς
γραµµές και στήλες στην C :
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0

��

0

��
0 // K

��

// X

��

// C // 0

0 // Y K

��

// U

g

��

f // C // 0

XK

��

XK

��
0 0

(7.1)

Επειδή η κατηγορία X είναι κλειστή στις επεκτάσεις, και τα αντικείµενα X,XK ανήκουν στην
κλάση obpX q, από τη δεύτερη στήλη του διαγράµµατος (7.1), συµπεραίνουµε ότι το αντικείµενο U
της C, ανήκει επίσης στην κλάση obpX q. Επιπλέον, από την υπόθεση έχουµε ότι το αντικείµενο Y K

ανήκει στην κλάση obppωq. Συνεπώς, η σύντοµη ακριβής ακολουθία 0 ÝÑ Y K ÝÑ U ÝÑ C ÝÑ 0
στην C, είναι η ακολουθία που Ϲητούσαµε. �

Λήµµα 7.2.6. ΄Εστω

0 ÝÑ YC ÝÑ XC ÝÑ C ÝÑ 0 & 0 ÝÑ XC ÝÑW ÝÑ X ÝÑ 0,

δύο σύντοµες ακριβείς ακολουθίες στην C, όπου XC , X P obpX q, YC P obppωq και W P obpωq. Τότε
υπάρχει σύντοµη ακριβής ακολουθία στην C,

0 ÝÑ C ÝÑ Z ÝÑ X ÝÑ 0

µε Z P obppωq και X P obpX q.

Απόδειξη. Θεωρούµε το pushout Z του διαγράµµατος

XC

��

// W

��
C // Z.

Τότε υπάρχουν µοναδικοί µορφισµοί f : YC ÝÑW και g : Z ÝÑ X στην C, έτσι ώστε το ακόλουθο
διάγραµµα να είναι µεταθετικό µε ακριβείς γραµµές και στήλες στην C :

0

��

0

��
YC

��

YC

f

��
0 // XC

��

// W

��

// X // 0

0 // C

��

// Z

��

g // X // 0

0 0

(7.2)
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Επειδή το YC είναι αντικείµενο της pω, υπάρχει κάποιος ϕυσικός αριθµόςm µε ω - res. dimYC “ m.
Εξ ορισµού λοιπόν, υπάρχει µια ακριβής ακολουθία στην C ελάχιστου µήκους m,

0 ÝÑWm ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑW0 ÝÑ YC ÝÑ 0, (7.3)

όπου κάθε Wi για 0 ď i ď m, είναι αντικείµενο της ω. Η συγκόλληση τώρα της ακριβούς
ακολουθίας (7.3), µε τη δεύτερη στήλη του διαγράµµατος (7.2), δηλαδή, µε τη σύντοµη ακριβή
ακολουθία 0 ÝÑ YC

f
ÝÑW ÝÑ Z ÝÑ 0, είναι η ακριβής ακολουθία στην C :

0 ÝÑWm ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑW0 ÝÑW ÝÑ Z ÝÑ 0,

όπου W0, . . . ,Wm P obpωq και W P obpωq. Συνεπώς, έπεται ότι ω - res. dimZ ď m ` 1, και κατ΄
επέκταση, ότι το αντικείµενο Z της C είναι επίσης αντικείµενο της pω. ΄Αρα, η δεύτερη γραµµή του
διαγράµµατος (7.2), δηλαδή, η σύντοµη ακριβής ακολουθία 0 ÝÑ C ÝÑ Z

g
ÝÑ X ÝÑ 0 στην C,

είναι η ακολουθία που ψάχναµε, αφού η υπόθεση µας δίνει ότι το X είναι αντικείµενο της X . �

Κάθε αποτέλεσµα που ϑα παρουσιάσουµε στη συνέχεια του παρόντος κεφαλαίου, εξαρτάται
από το επόµενο αποτέλεσµα, το οποίο χαρακτηρίζεται ως το ϐασικό ϑεώρηµα «αποσύνθεσης»:

Θεώρηµα 7.2.7. (Βασικό Θεώρηµα «Αποσύνθεσης») Για κάθε αντικείµενο C της pX , υπάρχουν
ακριβείς ακολουθίες στην C,

0 ÝÑ YC ÝÑ XC ÝÑ C ÝÑ 0 (7.4)

και
0 ÝÑ C ÝÑ Y C ÝÑ XC ÝÑ 0, (7.5)

µε YC , Y C P obppωq και XC , X
C P obpX q.

Απόδειξη. ΄Εστω C ένα αντικείµενο της pX . Θα δείξουµε ότι υπάρχουν ακριβείς ακολουθίες στην
C, όπως η (7.4) και η (7.5), µε χρήση επαγωγής στο ϕυσικό αριθµό n, όπου n “ X - res. dimC.
Εξ ορισµού, υπάρχει ακριβής ακολουθία στην C ελάχιστου µήκους n, έστω

0 ÝÑ Xn ÝÑ Xn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ X1
d0
ÝÑ X0 ÝÑ C ÝÑ 0, (7.6)

όπου X0, . . . , Xn P obpX q. Αν n “ 0, τότε η ακριβής ακολουθία (7.6), είναι η ακριβής ακολουθία
0 ÝÑ X0 ÝÑ C ÝÑ 0. Συνεπώς, οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι το αντικείµενοX0 της X είναι
ισόµορφο στην C, µε το αντικείµενο C της pX . Επειδή η X είναι κλειστή σε ισοµορφισµούς, έπεται
ότι το αντικείµενο C της pX , είναι επίσης αντικείµενο της X . Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα
αυτό, καθώς και το γεγονός ότι η πλήρης υποκατηγορία ω της X είναι συνγεννήτορας για την X ,
συµπεραίνουµε την ύπαρξη µιας σύντοµης ακριβούς ακολουθίας στην C της µορφής:

0 ÝÑ C ÝÑW ÝÑ X ÝÑ 0, (7.7)

όπου W P obpωq και X P obpX q. ΄Ετσι, αφού η κατηγορία ω είναι πλήρης υποκατηγορία της
pω, έχουµε ότι W P obppωq. ΄Αρα, η ακολουθία (7.7) είναι µια από τις Ϲητούµενες ακολουθίες.
Χρησιµοποιώντας ξανά το αποτέλεσµα ότι το αντικείµενο C της pX είναι αντικείµενο ουσιαστικά
της X , καθώς και το γεγονός ότι η κατηγορία ω είναι προσθετική, καταλήγουµε ότι η δεύτερη
ακριβής ακολουθία στην C την οποία αναζητούµε είναι η εξής :

0 ÝÑ 0 ÝÑ C
1C
ÝÑ C ÝÑ 0.

΄Εστω τώρα n ą 0. Υποθέτουµε ότι για κάθε αντικείµενο L της pX µε 0 ď X - res. dimL ď n ´ 1,
υπάρχουν ακριβείς ακολουθίες στην C :

0 ÝÑ YL ÝÑ XL ÝÑ L ÝÑ 0 & 0 ÝÑ L ÝÑ Y L ÝÑ XL ÝÑ 0,
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όπου YL, Y L P obppωq και XL, X
L P obpX q. Θέτοντας K “ Im d0, επάγονται οι ακριβείς ακολου-

ϑίες στην C:

0 ÝÑ K ÝÑ X0 ÝÑ C ÝÑ 0 & 0 ÝÑ Xn ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ X1 ÝÑ K ÝÑ 0,

όπου ταX0, X1, . . . , Xn είναι αντικείµενα της X . Συνεπώς, έχουµε ότιK P obp pX q, και µάλιστα ότι
X - res. dimK ď n´1. Χρησιµοποιώντας λοιπόν την επαγωγική υπόθεση, παίρνουµε ιδιαίτερα µια
σύντοµη ακριβή ακολουθία στην C, 0 ÝÑ K ÝÑ Y K ÝÑ XK ÝÑ 0, όπου Y K είναι αντικείµενο
της pω καιXK είναι αντικείµενο της X . Επιπλέον, το Λήµµα (7.2.5), µας δίνει µια σύντοµη ακριβή
ακολουθία στην C:

0 ÝÑ Y K ÝÑ U ÝÑ C ÝÑ 0 (7.8)

όπου Y K P obppωq και U P obpX q. ΄Ετσι, η ακολουθία (7.8) είναι µία από τις Ϲητούµενες ακο-
λουθίες. Επειδή το U είναι αντικείµενο της X , και η κατηγορία ω είναι συνγεννήτορας για τη X ,
υπάρχει σύντοµη ακριβής ακολουθία στην C

0 ÝÑ U ÝÑW 1 ÝÑ X 1 ÝÑ 0, (7.9)

όπουW 1 P obpωq καιX 1 P obpX q. Αν εφαρµόσουµε στη συνέχεια το Λήµµα (7.2.6) για τις ακριβείς
ακολουθίες (7.8) και (7.9), τότε προκύπτει µια σύντοµη ακριβής ακολουθία στην C

0 ÝÑ C ÝÑ Z ÝÑ X 1 ÝÑ 0,

όπου Z P obppωq και X 1 P obpX q. Εποµένως, η προηγούµενη ακριβής ακολουθία είναι η δεύτερη
ακολουθία που Ϲητούσαµε, κάτι το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη του Θεωρήµατος. �

Σχόλιο 7.2.8. Χάριν απλότητας, καλούµε µια σύντοµη ακριβή ακολουθία στην C

0 ÝÑ YC ÝÑ XC
πC
ÝÑ C ÝÑ 0,

όπου XC P obpX q και YC P obppωq µια X -προσέγγιση (X -approximation) του C. ∆υϊκά,
καλούµε µια σύντοµη ακριβή ακολουθία στη C

0 ÝÑ C
iC
ÝÑ Y C ÝÑ XC ÝÑ 0,

όπου Y C P obppωq και XC P obpX q ένα pω-κάλυµµα (pω-hull) του C.

Σύµβαση: Από τώρα και στο εξής υποθέτουµε ότι η πλήρης υποκατηγορία X της C, έχει την
ιδιότητα : η X είναι κλειστή σε πυρήνες επιµορφισµών στην C, δηλαδή: αν 0 ÝÑ X0 ÝÑ X1 ÝÑ

X2 ÝÑ 0 είναι µια σύντοµη ακριβής ακολουθία στην C µε X1 και X2 ανήκουν στην κλάση
obpX q, τότε X0 ανήκει επίσης στην κλάση obpX q. Χρησιµοποιώντας την ορολογία του Quillen, η
ιδιότητα αυτή µπορεί να εκφραστεί ως εξής : ένας επιµορφισµός στην ακριβή κατηγορίαX καλείται
αποδεκτός (admissible), αν ο πυρήνας του ανήκει στην X . ΄Ετσι η παραπάνω συνθήκη είναι
ισοδύναµη µε τον ισχυρισµό ότι στην ακριβή κατηγορία X , όλοι οι επιµορφισµοί στην C µεταξύ
αντικειµένων της X , είναι αποδεκτοί. ΄Ετσι, λαµβάνοντας υπόψιν το γεγονός ότι η κατηγορία
X είναι κλειστή στις επεκτάσεις, καθ΄ όλη την έκταση του κεφαλαίου αυτού, υποθέτουµε ότι η
κατηγορία X έχει την ιδιότητα αν 0 ÝÑ X0 ÝÑ X1 ÝÑ X2 ÝÑ 0 είναι µια σύντοµη ακριβής
ακολουθία στην C όπου το X2 ανήκει στην κλάση obpX q, τότε το X0 ανήκει στην κλάση obpX q,
αν και µόνο αν, το X1 ανήκει στην κλάση obpX q.

Ως συνέπεια της επιπρόσθετης υπόθεσης στην X , οδηγούµαστε στο ακόλουθο λήµµα:

Λήµµα 7.2.9. Θεωρούµε ένα αντικείµενο C της C, και υποθέτουµε ότι υπάρχει ένα pω-κάλυµµα
0 ÝÑ C ÝÑ Y C ÝÑ XC ÝÑ 0 του C. Τότε υπάρχει επίσης µια X -προσέγγιση

0 ÝÑ YC ÝÑ XC ÝÑ C ÝÑ 0,

του C. Επιπλέον, αν το αντικείµενο Y C της pω δεν είναι αντικείµενο της ω, τότε το αντικείµενο YC
της pω µπορεί να διαλεχτεί κατά τέτοιο τρόπο, ώστε ω - res. dimYC ă ω ´ res. dimY C .
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Απόδειξη. Εφόσον το Y C είναι αντικείµενο της pω, υπάρχει κάποιος ϕυσικός αριθµός n τέτοιος
ώστε ω - res. dimY C “ n. ∆ηλαδή, υπάρχει ακριβής ακολουθία στην C ελάχιστου µήκους n :

0 ÝÑWn ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑW1
d0
ÝÑW0 ÝÑ Y C ÝÑ 0,

όπου κάθε Wi για i “ 0, . . . , n, είναι αντικείµενο της ω. Αν ϑέσουµε K “ Im d0, τότε επάγονται
οι ακριβείς ακολουθίες στη C :

0 ÝÑWn ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑW1 ÝÑ K ÝÑ 0 & 0 ÝÑ K ÝÑW0 ÝÑ Y C ÝÑ 0.

Συνεπώς, παίρνουµε ότι ω - res. dimK ď n ´ 1, και κατ΄ επέκταση, ότι K P pω. Στη συνέχεια,
ϑεωρούµε το pullback L του διαγράµµατος :

L

��

// W0

��
C // Y C .

Τότε από τις ιδιότητες των pullback-διαγραµµάτων, επάγεται το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα
µε ακριβείς γραµµές και στήλες στην C :

0

��

0

��
K

��

K

��
0 // L

��

// W0

��

// XC // 0

0 // C

��

// Y C

��

// XC // 0

0 0

(7.10)

Επειδή η ω είναι πλήρης υποκατηγορία της X , κάθε αντικείµενο της ω είναι επίσης αντικείµενο
της X . ΄Αρα, το αντικείµενο W0 της ω είναι αντικείµενο της X . Επιπλέον, η υπόθεση µας δίνει ότι
το XC είναι επίσης αντικείµενο της X . ΄Ετσι, χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι κάθε επιµορφισµός
από την C στην X είναι αποδεκτός, οδηγούµαστε από την πρώτη γραµµή του διαγράµµατος (7.10),
στο συµπέρασµα ότι το L είναι αντικείµενο της X . Εποµένως, ϑέτοντας τώρα YC “ K καιXC “ L,
η πρώτη στήλη του διαγράµµατος (7.10), δηλαδή η σύντοµη ακριβής ακολουθία στην C

0 ÝÑ YC ÝÑ XC ÝÑ C ÝÑ 0,

είναι µια X -προσέγγιση του C, διότι YC P obppωq και XC P obpX q. Τέλος, αν υποθέσουµε ότι
n ą 0 όπου n “ ω - res. dimY C , δηλαδή, ότι το αντικείµενο Y C της pω δεν είναι αντικείµενο της ω,
τότε προκύπτει ότι

ω - res. dimYC “ ω - res. dimK ď n´ 1 ă n “ ω - res. dimY C ,

όπως επιθυµούσαµε. �

Η ακόλουθη πρόταση µας χαρακτηρίζει τα αντικείµενα της pX :

Πρόταση 7.2.10. Για ένα αντικείµενο C της C οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναµες :
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1. C P obp pX q.

2. Υπάρχει µια X -προσέγγιση 0 ÝÑ YC ÝÑ XC ÝÑ C ÝÑ 0 του C.

3. Υπάρχει ένα pω-κάλυµµα 0 ÝÑ C ÝÑ Y C ÝÑ XC ÝÑ 0 του C.

Απόδειξη. ΄Εστω C ένα αντικείµενο της C. Θέλουµε να αποδείξουµε ότι οι παραπάνω συνθήκες
είναι ισοδύναµες. Το Θεώρηµα (7.2.7), µας εξασφαλίζει ότι αν ισχύει η συνθήκη 1), τότε ισχύουν
επίσης οι συνθήκες 2) και 3), ενώ το Λήµµα (7.2.9), µας δίνει ότι αν ισχύει η συνθήκη 3), τότε
ισχύει και η συνθήκη 2). Αρκεί να δείξουµε λοιπόν, την συνεπαγωγή 2 ñ 1. Για το σκοπό αυτό,
ϑεωρούµε 0 ÝÑ YC ÝÑ XC ÝÑ C ÝÑ 0 µια X -προσέγγιση του C. Τότε αφού YC P obppωq,
υπάρχει κάποιος ϕυσικός αριθµός n και µια ακριβής ακολουθία ελάχιστου µήκους n στην C, έστω

0 ÝÑWn ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑW0 ÝÑ YC ÝÑ 0, (7.11)

όπου κάθε Wi για i “ 0, . . . , n, είναι αντικείµενο της ω. Συνεπώς, έπεται ότι κάθε Wi για
i “ 0, . . . , n, είναι επίσης αντικείµενο της X , διότι η ω είναι πλήρης υποκατηγορία της X . Η
συγκόλληση τώρα της ακριβούς ακολουθίας (7.11) στην C, µε την X -προσέγγιση του C, είναι η
ακριβής ακολουθία στην C:

0 ÝÑWn ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑW0 ÝÑ XC ÝÑ C ÝÑ 0, (7.12)

όπου από την υπόθεση το XC είναι αντικείµενο της X . Εποµένως, από την ακριβή ακολουθία
(7.12), οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι X - res. dimC ď n` 1, και κατ΄ επέκταση, ότι το C είναι
αντικείµενο της pX , όπως επιθυµούσαµε. �

Στη συνέχεια, ϑα δώσουµε ένα παράδειγµα για τις κατηγορίες C,X και ω, οι οποίες πληρούν τις
γενικές µας υποθέσεις, µε σκοπό να εφαρµόσουµε τη ϑεωρία που έχουµε εισάγει µέχρι στιγµής.

‚ ‚ ‚ ‚ ‚

Παράδειγµα 7.2.11. Στο σηµείο αυτό ϑα κάνουµε µια µεγάλη παρένθεση για να δούµε πως
εφαρµόζονται τα µέχρι τώρα αποτελέσµατα στην περίπτωση πεπερασµένα παραγόµενων προτύπων
υπεράνω ενός δακτυλίου της Noether:

´ Πεπερασµένα παραγόµενα πρότυπα υπεράνω δακτυλίων της Noether

΄Εστω R ένας προσεταιριστικός δακτύλιος µε µονάδα. Υποθέτουµε ότι ο δακτύλιος R είναι
αριστερός και δεξιός δακτύλιος της Noether, και ο R όταν ιδωθεί ως δεξιό R-πρότυπο, έχει πε-
περασµένη ενέσιµη διάσταση ίση µε d. Θέτουµε C “ R-mod, την κατηγορία των πεπερασµένα
παραγόµενων αριστερών R-προτύπων. Τότε η υπόθεση ότι ο δακτύλιος R είναι αριστερός δα-
κτύλιος της Noether, µας εξασφαλίζει ότι η κατηγορία C είναι αβελιανή. ΄Εστω X η µοναδική
πλήρης υποκατηγορία της C, η οποία αποτελείται από όλα τα πεπερασµένα παραγόµενα αριστερά
R-πρότυπα M , που ικανοποιούν την ισότητα, ExtiRpM,Rq “ 0 για κάθε i ‰ 0, και ω η πλήρης
υποκατηγορία της X , η οποία αποτελείται από όλα τα πεπερασµένα παραγόµενα και προβολικά
αριστεράR-πρότυπα. Προκειµένου να εφαρµόσουµε τη ϑεωρία που έχουµε αναπτύξει µέχρι τώρα,
χρειάζεται να εξασφαλίσουµε ότι οι κατηγορίες X και ω, ικανοποιούν τις γενικές µας υποθέσεις.

Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι κάθε συναρτητής διατηρεί ισοµορφισµούς, καθώς ότι κάθε
προσθετικός συναρτητής διατηρεί πεπερασµένα ευθέα αθροίσµατα, συµπεραίνουµε ότι η πλήρης
υποκατηγορία X της C, είναι κλειστή σε ισοµορφισµούς, καθώς και σε ευθείς προσθετέους στην
C. Αν pMjq

n
j“1 είναι µια τυχαία οικογένεια από αντικείµενα της X , τότε το ευθύ άθροισµα τωνMj

για j “ 1, . . . , n, δηλαδή το αντικείµενο ‘nj“1Mj της C, είναι επίσης αντικείµενο της X , αφού για
κάθε i ą 0 ισχύει ότι :

0 “ ‘nj“1Ext
i
RpMj , Rq – ExtiRp‘

n
j“1Mj , Rq.
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Επιπλέον, εύκολα διαπιστώνουµε ότι ηX είναι κλειστή στις επεκτάσεις, και ότι κάθε επιµορφισµός
στην C µεταξύ αντικειµένων τηςX είναι αποδεκτός, δηλαδή ο πυρήνας του ανήκει στηνX . Τέλος, η
πλήρης υποκατηγορία X της C, είναι προφανώς προσθετική µε µηδενικό αντικείµενο το µηδενικό
πρότυπο. ΄Αρα η κατηγορία X πληρεί τις γενικές µας υποθέσεις.

Η πλήρης υποκατηγορία ω της X , είναι κατά τετριµµένο τρόπο κλειστή σε (πεπερασµένα) ευ-
ϑέα αθροίσµατα, σε ευθείς προσθετέους και σε ισοµορφισµούς στην X , ενώ είναι προσθετική µε
µηδενικό αντικείµενο το µηδενικό πρότυπο. Αποµένει λοιπόν να δείξουµε ότι η ω είναι συνγεν-
νήτορας για την X , δηλαδή, ότι για κάθε πεπερασµένα παραγόµενο αριστερό R-πρότυπο M που
ικανοποιεί τη σχέση ExtiRpM,Rq “ 0 για κάθε i ‰ 0, υπάρχει µια σύντοµη ακριβής ακολουθία
από αριστερά R-πρότυπα:

0 ÝÑM ÝÑ Q ÝÑ X ÝÑ 0,

όπου Q είναι πεπερασµένα παραγόµενο και προβολικό, καιX είναι πεπερασµένα παραγόµενο µε
την ιδιότητα ότι ExtiRpX,Rq “ 0 για κάθε i ‰ 0. Για το σκοπό αυτό, ϑεωρούµε ένα πεπερασµένα
παραγόµενο αριστερό R-πρότυπο M που ικανοποιεί τη σχέση ExtiRpM,Rq “ 0 για κάθε i ‰ 0.
Επειδή ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether, και το αριστερό R-πρότυπο M
είναι πεπερασµένα παραγόµενο, µπορούµε να διαλέξουµε µια ακριβή ακολουθία από αριστερά
R-πρότυπα

` : ¨ ¨ ¨
dj
ÝÑ Pj

dj´1
ÝÑ ¨ ¨ ¨

d1
ÝÑ P1

d0
ÝÑ P0

f
ÝÑM ÝÑ 0,

όπου κάθε Pj είναι πεπερασµένα παραγόµενο και προβολικό. Στη συνέχεια, «σπάµε» την ακριβή
ακολουθία ` σε σύντοµες ακριβείς ακολουθίες για κάθε m ě 1,

`m : 0 ÝÑ Km ÝÑ Pm´1 ÝÑ Km´1 ÝÑ 0,

όπου K0 “ M , K1 “ Ker f και Km “ Ker dm´2 για κάθε m ě 2. Αν εφαρµόσουµε τώρα τον
αντισυναλλοίωτο συναρτητή HomRp´, Rq, όπου ο δακτύλιοςR έχει ιδωθεί ως αριστερόR-πρότυπο,
στη σύντοµη ακριβή ακολουθία `1, τότε η επαγόµενη ακολουθία από δεξιά R-πρότυπα:

`‹1 : 0 ÝÑM‹ ÝÑ P ‹0 ÝÑ K‹1 ÝÑ 0,

είναι ακριβής, διότι από την υπόθεση έχουµε ότι ExtiRpM,Rq “ 0 για κάθε i ‰ 0. Επιπλέον,
η εφαρµογή του αντισυναλλοίωτου συναρτητή HomRp´, Rq στη σύντοµη ακριβή ακολουθία `1,
µας δίνει ότι ExtiRpK1, Rq “ 0 για κάθε i ą 0. Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα αυτό, και
εφαρµόζοντας ξανά τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή HomRp´, Rq στη σύντοµη ακριβή ακολουθία
`2, οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι η ακολουθία από δεξιά R-πρότυπα:

`‹2 : 0 ÝÑ K‹1 ÝÑ P ‹1 ÝÑ K‹2 ÝÑ 0,

είναι ακριβής, και επιπρόσθετα ότι ExtiRpK2, Rq “ 0 για κάθε i ą 0. Επαγωγικά λοιπόν, κατα-
λήγουµε ότι για κάθε m ě 1, η ακολουθία `‹m είναι µια σύντοµη ακριβής ακολουθία από δεξιά
R-πρότυπα. ∆ηλαδή, το σύµπλοκο

`‹ : 0 ÝÑM‹ f‹

ÝÑ P ‹0
d‹0
ÝÑ P ‹1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ P ‹j

d‹j
ÝÑ ¨ ¨ ¨ ,

είναι ακριβές στην κατηγορία Mod-R των δεξιών R-προτύπων. ΄Ετσι, µπορούµε να «σπάσουµε» την
ακριβή ακολουθία `‹ σε σύντοµες ακριβείς ακολουθίες για κάθε m ě 1,

`‹m : 0 ÝÑ K‹m´1 ÝÑ P ‹m´1 ÝÑ K‹m ÝÑ 0,

όπου K‹0 “ M‹ και K‹m “ Ker d‹m για κάθε m ě 0. Ισχυριζόµαστε τώρα ότι το δεξιό R-πρότυπο
M‹ είναι πεπερασµένα παραγόµενο, καθώς και ότι για m ě 0, τα δεξιά R-πρότυπα P ‹m είναι
πεπερασµένα παραγόµενα και προβολικά. Για να διαπιστώσουµε τον ισχυρισµό αυτό, χρειάζεται
να χρησιµοποιήσουµε την υπόθεση ότι ο δακτύλιος R είναι δεξιός δακτύλιος της Noether. Επειδή
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λοιπόν το αριστερό R-πρότυπο M είναι πεπερασµένα παραγόµενο, υπάρχει κάποιος ϕυσικός
αριθµός n, και µια ακριβής ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα:

J : Rpnq ÝÑM ÝÑ 0.

Αν εφαρµόσουµε τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή HomRp´, Rq, όπου ο δακτύλιος R έχει ιδωθεί
ως αριστερό R-πρότυπο, στην ακριβή ακολουθία J , τότε η επαγόµενη ακολουθία από δεξιά R-
πρότυπα:

J ‹ : 0 ÝÑM‹ ÝÑ pRpnqq‹,

είναι ακριβής, διότι ο HomRp´, Rq είναι αριστερά ακριβής. ΄Οµως, η ακριβής ακολουθία J ‹ είναι
ισόµορφη µε την ακριβή ακολουθία :

K : 0 ÝÑM‹ ÝÑ Rpnq,

αφού pRpnqq‹ “ HomRpR
pnq, Rq – pHomRpR,Rqq

pnq – R
pnq
R . Συνεπώς, αφού το δεξιό R-πρότυπο

Rpnq είναι πεπερασµένα παραγόµενο, και ο δακτύλιος R είναι δεξιός δακτύλιος της Noether, έ-
πεται ότι το δεξιό R-πρότυπο Rpnq είναι ένα πρότυπο της Noether. ΄Αρα, το δεξιό R-πρότυπο M‹

είναι πεπερασµένα παραγόµενο, ως ισόµορφο µε το πεπερασµένα παραγόµενο δεξιό R-πρότυπο
ImpM‹ ÝÑ Rpnqq. Οµοίως αποδεικνύεται ότι για κάθεm ě 0 τα δεξιάR-πρότυπα P ‹m είναι επίσης
πεπερασµένα παραγόµενα. Εκµεταλλευόµενοι το γεγονός ότι κάθε αριστερό R-πρότυπο Pm, για
m ě 0, είναι πεπερασµένα παραγόµενο και προβολικό, ϑα δείξουµε ότι κάθε δεξιό R-πρότυπο
P ‹m για m ě 0 είναι επίσης προβολικό. ΄Ετσι, αφού κάθε Pm για m ě 0 είναι πεπερασµένα πα-
ϱαγόµενο και προβολικό, υπάρχει κάποιος ϕυσικός αριθµός nm και κάποιο αριστερό R-πρότυπο
Qm, (για την ακρίβεια, το πρότυπο Qm ϑα είναι προβολικό), τέτοιο ώστε Rpnmq – Qm ‘ Pm για
κάθε m ě 0. Χρησιµοποιώντας στην συνέχεια το γεγονός ότι κάθε (αντι)συναλλοίωτος συναρτη-
τής διατηρεί ισοµορφισµούς, και ότι κάθε προσθετικός (αντι)συναλλοίωτος συναρτητής διατηρεί
πεπερασµένα ευθέα αθροίσµατα, προκύπτει ότι :

R
pnmq
R – Q‹m ‘ P

‹
m,

για κάθε m ě 0. Εποµένως, έπεται ότι κάθε δεξιό R-πρότυπο P ‹m για m ě 0 είναι προβολικό,
ως ευθύς προσθετέος του προβολικού δεξιού R-προτύπου Rpnmq για m ě 0. Για να καταλήξουµε
στο Ϲητούµενο αποτέλεσµα, δηλαδή ότι η κατηγορία ω είναι συνγεννήτορας για την κατηγορία X ,
χρειαζόµαστε τις ακόλουθες τρεις συνθήκες :

1. Για κάθεm ě 0, τα δεξιά R-πρότυπαK‹m “ Ker d‹m ικανοποιούν τη σχέση ExtiRpK
‹
m, Rq “ 0

για κάθε i ‰ 0.

2. Το πεπερασµένα παραγόµενο αριστερό R-πρότυπο M είναι ανακλαστικό.

3. Αν 0 ÝÑ L ÝÑ Q
p
ÝÑ M‹ ÝÑ 0 είναι µια ακριβής ακολουθία από δεξιά R-πρότυπα,

όπου Q είναι πεπερασµένα παραγόµενο και προβολικό, τότε το αριστερό R-πρότυπο L‹

ικανοποιεί την ισότητα ExtiRpL
‹, Rq “ 0 για κάθε i ‰ 0.

Υποθέτουµε τώρα ότι ισχύουν οι συνθήκες 1), 2) και 3), τις οποίες ϑα αποδείξουµε στο Λήµµα
(7.2.12) που ακολουθεί. Επειδή λοιπόν ο δακτύλιος R είναι δεξιός δακτύλιος της Noether, και το
δεξιό R-πρότυπο M‹ είναι πεπερασµένα παραγόµενο, υπάρχει µια σύντοµη ακριβής ακολουθία
από δεξιά R-πρότυπα,

0 ÝÑ L ÝÑ Q
p
ÝÑM‹ ÝÑ 0, (7.13)

όπου L είναι πεπερασµένα παραγόµενο και Q είναι πεπερασµένα παραγόµενο και προβολικό.
Τότε το αριστερό R-πρότυπο L‹ είναι πεπερασµένα παραγόµενο, και το αριστερό R-πρότυπο Q‹

είναι πεπερασµένα παραγόµενο και προβολικό. Το αποτέλεσµα αυτό προκύπτει, όπως και πριν,
χρησιµοποιώντας ωστόσο το γεγονός ότι ο δακτύλιος R είναι αυτή τη ϕορά, αριστερός δακτύλιος
της Noether, καθώς και ότι το δεξιό R-πρότυπο L είναι πεπερασµένα παραγόµενο, ενώ το δεξιό
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R-πρότυπο Q είναι πεπερασµένα παραγόµενο και προβολικό. ΄Ετσι, αν εφαρµόσουµε τη συνθήκη
3) στην ακριβή ακολουθία (7.13), τότε παίρνουµε ότι το αριστερό R-πρότυπο L‹ είναι αντικείµενο
της X . Επιπλέον, αν εφαρµόσουµε τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή HomRp´, Rq, όπου ο δακτύ-
λιος R έχει ιδωθεί ως δεξιό R-πρότυπο στη σύντοµη ακριβή ακολουθία (7.13), τότε η επαγόµενη
ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα,

0 ÝÑM‹‹ p‹

ÝÑ Q‹ ÝÑ L‹ ÝÑ 0, (7.14)

είναι ακριβής, αφού η συνθήκη 1) µας δίνει ιδιαίτερα ότι Ext1RpM‹, Rq “ 0. Χρησιµοποιώντας
τέλος τη συνθήκη 2), δηλαδή, το γεγονός ότι ο ϕυσικός οµοµορφισµός εM : M ÝÑ M‹‹ είναι
ισοµορφισµός, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι η ακριβής ακολουθία (7.14), είναι ισόµορφη µε
την ακριβή ακολουθία αριστερών R-προτύπων:

0 ÝÑM
p‹˝εM
ÝÑ Q‹ ÝÑ L‹ ÝÑ 0. (7.15)

όπου λόγω των παραπάνω, το Q‹ είναι αντικείµενο της ω και το L‹ είναι αντικείµενο της X .
Συνεπώς, από τη σύντοµη ακριβή ακολουθία (7.15), συµπεραίνουµε ότι η κατηγορία ω είναι
συνγεννήτορας για την κατηγορία X , όπως επιθυµούσαµε.

΄Οπως υποσχεθήκαµε, αποδεικνύουµε τώρα τις τρεις συνθήκες τις οποίες χρησιµοποιήσαµε
παραπάνω.

Λήµµα 7.2.12. ∆ιατηρώντας τους παραπάνω συµβολισµούς και υποθέσεις, για το τυχαίο αντικείµε-
νο M της κατηγορίας X ισχύουν οι τρεις ακόλουθες συνθήκες :

1. Για κάθε m ě 0, τα δεξιά R-πρότυπα K‹m “ Ker d‹m ικανοποιούν τη σχέση ExtiRpK
‹
m, Rq “ 0

για κάθε i ‰ 0.

2. Το πεπερασµένα παραγόµενο αριστερό R-πρότυπο M είναι ανακλαστικό.

3. Αν 0 ÝÑ L ÝÑ Q
p
ÝÑ M‹ ÝÑ 0 είναι µια ακριβής ακολουθία από δεξιά R-πρότυπα, όπου

Q είναι πεπερασµένα παραγόµενο και προβολικό, τότε το αριστερό R-πρότυπο L‹ ικανοποιεί
την ισότητα ExtiRpL

‹, Rq “ 0 για κάθε i ‰ 0.

Απόδειξη. 1) Επειδή κάθε δεξιό R-πρότυπο P ‹m για m ě 0 είναι προβολικό, παίρνουµε ότι
ExtiRpP

‹
m, Rq “ 0, για κάθε i ą 0 και για κάθεm ě 0. Επιπλέον, επειδή ο συναρτητής ExtiRp´,´q

υπολογίζεται µέσω προβολικών ή ενέσιµων αναλύσεων, οι οποίες είναι ϑετικά (ακριβή) σύµπλοκα,
έχουµε ότι ExtiRpP ‹m, Rq “ 0 για κάθε i ‰ 0. Συνεπώς, για κάθε m ě 0 υπάρχουν ϕυσικοί
ισοµορφισµοί :

ExtiRpK
‹
m, Rq

–
ÝÑ Exti`1

R pK‹m`1, Rq,

για κάθε i ą 0. ∆ηλαδή, για m ě 0 και για έναν οποιοδήποτε ϕυσικό αριθµό n, οδηγούµαστε στο
συµπέρασµα ότι :

ExtiRpK
‹
m´n, Rq – Exti`nR pK‹m, Rq, (7.16)

για κάθε i ą 0. Η υπόθεση τώρα ότι ο δακτύλιος R έχει ως δεξιό R-πρότυπο πεπερασµένη ενέσιµη
διάσταση ίση µε d, µας δίνει την ισότητα ExtκRp´, Rq “ 0 για κάθε κ ą d. ΄Ετσι, αν διαλέξουµε
έναν ϕυσικό αριθµό n ώστε n ě d, τότε για κάθε m ě 0 έπεται ότι Exti`nR pK‹m, Rq “ 0 για i ą 0.
΄Ετσι, χρησιµοποιώντας τη σχέση (7.16), συµπεραίνουµε ότι ExtiRpK‹m´n, Rq “ 0 για κάθε i ą 0

και για κάθε m ě 0. Εποµένως, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι ExtiRpK‹m, Rq “ 0 για κάθε
i ą 0 και για κάθε m ě 0, αποτέλεσµα το οποίο, µας εξασφαλίζει την ισότητα ExtiRpK

‹
m, Rq “ 0

για κάθε i ‰ 0 και για κάθε m ě 0.
2) Θέτουµε DpMq “ Coker d‹0. Τότε η ακρίβεια του συµπλόκου `‹, µας επάγει την ακρίβεια

της ακολουθίας από δεξιά R-πρότυπα:

0 ÝÑM‹ f‹

ÝÑ P ‹0
d‹0
ÝÑ P ‹1

ρ
ÝÑ DpMq ÝÑ 0, (7.17)
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όπου P ‹0 , P ‹1 είναι πεπερασµένα παραγόµενα και προβολικά. Μπορούµε λοιπόν να «σπάσουµε»
την ακριβή ακολουθία (7.17), στις εξής δύο σύντοµες ακριβείς ακολουθίες :

<1 : 0 ÝÑM‹ f‹

ÝÑ P ‹0
π
ÝÑ L ÝÑ 0

και
<2 : 0 ÝÑ L

i
ÝÑ P ‹1

ρ
ÝÑ DpMq ÝÑ 0,

όπου L “ Ker ρ “ Im d‹0, και i ˝ π “ d‹0. Επειδή το δεξιό R-πρότυπο P ‹1 είναι προβολικό,
έπεται ότι ExtiRpL,Rq – Exti`1

R pDpMq, Rq για κάθε i ą 0. Αν εφαρµόσουµε στη συνέχεια τον
αντισυναλλοίωτο συναρτητή HomRp´, Rq, όπου ο δακτύλιος R έχει ιδωθεί ως δεξιό R-πρότυπο,
στις σύντοµες ακριβείς ακολουθίες <1 και <2, τότε παίρνουµε αντίστοιχα, τις ακριβείς ακολουθίες
από αριστερά R-πρότυπα:

<‹1 : 0 ÝÑ L‹
π‹
ÝÑ P ‹‹0

f‹‹

ÝÑM‹‹ ÝÑ Ext1RpL,Rq ÝÑ Ext1RpP
‹
0 , Rq,

και
<‹2 : 0 ÝÑ DpMq‹

ρ‹

ÝÑ P ‹‹1
i‹
ÝÑ L‹

Φ
ÝÑ Ext1RpDpMq, Rq ÝÑ Ext1RpP

‹
1 , Rq.

΄Οµως, αφού τα δεξιά R-πρότυπα P ‹0 και P ‹1 είναι προβολικά, οι ακριβείς ακολουθίες <‹1 και <‹2,
είναι στην πραγµατικότητα οι ακριβείς ακολουθίες :

<‹1 : 0 ÝÑ L‹
π‹
ÝÑ P ‹‹0

f‹‹

ÝÑM‹‹ ÝÑ Ext1RpL,Rq ÝÑ 0,

και
<‹2 : 0 ÝÑ DpMq‹

ρ‹

ÝÑ P ‹‹1
i‹
ÝÑ L‹

Φ
ÝÑ Ext1RpDpMq, Rq ÝÑ 0,

αντίστοιχα. Η ισότητα i ˝ π “ d‹0, καθώς και η ακρίβεια της ακολουθίας <‹2, µας εξασφαλίζουν ότι
το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό µε ακριβείς γραµµές :

0 // DpMq‹
ρ‹ // P ‹‹1

i‹ // L‹

π‹

��
0 // DpMq‹

ρ‹
// P ‹‹1

d‹‹0

// P ‹‹0

(7.18)

διότι π‹ ˝ i‹ “ pi ˝ πq‹ “ pd‹0q‹ “ d‹‹0 . Σηµειώνουµε ότι ο οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων
π‹ είναι µονοµορφισµός, αφού η ακολουθία <‹1 είναι ακριβής. Χρησιµοποιώντας τώρα το Πόρισµα
(5.3.7), συµπεραίνουµε ότι τα πεπερασµένα παραγόµενα και προβολικά αριστερά R-πρότυπα P0

και P1, είναι ανακλαστικά, δηλαδή, οι ϕυσικοί οµοµορφισµοί εPi : Pi ÝÑ P ‹‹i για i “ 0, 1, είναι
ισοµορφισµοί. Συνεπώς, η δεύτερη γραµµή του διαγράµµατος (7.18), είναι ισόµορφη µε την
ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα:

0 ÝÑ DpMq‹
α
ÝÑ P1

d0
ÝÑ P0,

και άρα, το διάγραµµα

0 // DpMq‹
ρ‹ // P ‹‹1

ε´1
P1

��

d‹‹0 // P ‹‹0

ε´1
P0

��
0 // DpMq‹

α
// P1

d0

// P0

(7.19)

είναι µεταθετικό µε ακριβείς γραµµές. Παρατηρώντας ότι Coker d0 – M , και ϑέτοντας g “
f ˝ ε´1

P0
, έχουµε ότι ο οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων g : P ‹‹0 ÝÑ M είναι επιµορφισµός,
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ως σύνθεση του επιµορφισµού f και του ισοµορφισµού ε´1
P0

, και επιπρόσθετα, από το µεταθετικό
διάγραµµα (7.19), ότι το διάγραµµα:

0 // DpMq‹
ρ‹ // P ‹‹1

ε´1
P1

��

d‹‹0 // P ‹‹0

ε´1
P0

��

g // M // 0

0 // DpMq‹
α

// P1
d0

// P0
f
// M // 0

(7.20)

είναι µεταθετικό µε ακριβείς γραµµές. Συνδυάζοντας λοιπόν τα παραπάνω, συµπεραίνουµε την
ύπαρξη ενός οµοµορφισµού αριστερών R-προτύπων,

h : Ext1RpDpMq, Rq ÝÑM,

µε την ιδιότητα, h ˝ Φ “ g ˝ π‹. Συνεπώς, έπεται ότι το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό µε
ακριβείς γραµµές και στήλες :

0

��

0

��
0

��

Ker h

��
0 // DpMq‹

ρ‹ // P ‹‹1
i‹ // L‹

π‹

��

Φ // Ext1RpDpMq, Rq

h

��

// 0

0 // DpMq‹
ρ‹
// P ‹‹1

d‹‹0

// P ‹‹0

f‹‹

��

g
// M

��

// 0

M‹‹

��

Coker h

��
Ext1RpL,Rq

��

0

��
0 0

(7.21)

Είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι ο οµοµορφισµός h, είναι ο µοναδικός οµοµορφισµός µε την
ιδιότητα το διάγραµµα (7.21) να είναι µεταθετικό. Παρατηρώντας στη συνέχεια ότι :

Coker ρ‹ – Im i‹ “ KerΦ, & Coker ρ‹ – Im d‹‹0 “ Ker g,

οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι Im i‹ – Im d‹‹0 . Ως συνέπεια αυτού, από το µεταθετικό διάγραµ-
µα (7.21), συµπεραίνουµε ότι το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό µε ακριβείς γραµµές :

0 // Im i‹

–

��

// L‹

π‹

��

Φ // Ext1RpDpMq, Rq

h

��

// 0

0 // Im d‹‹0 // P ‹‹0 g
// M // 0

.

Αν εφαρµόσουµε λοιπόν το ‘‘Snake Lemma’’ στο προηγούµενο διάγραµµα, τότε προκύπτει ότι
Ker h “ 0, καθώς και ότι Coker π‹ – Coker h. ΄Οµως,

Coker π‹ “ P ‹‹0 { Imπ‹ “ P ‹‹0 {Ker f
‹‹ – Im f‹‹.
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΄Αρα, παίρνουµε ότι Coker h – Im f‹‹, και κατ΄ επέκταση, ότι η ακολουθία από αριστερά R-
πρότυπα

0 ÝÑ Ext1RpDpMq, Rq
h
ÝÑM

λ
ÝÑ Im f‹‹ ÝÑ 0, (7.22)

είναι ακριβής. Η συγκόλληση τώρα της ακριβούς ακολουθίας (7.22), µε την ακριβή ακολουθία

0 ÝÑ Im f‹‹
i1
ÝÑM‹‹ ÝÑ Ext1RpL,Rq ÝÑ 0,

όπου i1 παριστάνει τη ϕυσική έγκλειση, είναι η ακριβής ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα:

0 ÝÑ Ext1RpDpMq, Rq
h
ÝÑM

i1˝λ
ÝÑM‹‹ ÝÑ Ext1RpL,Rq ÝÑ 0.

Εύκολα προκύπτει ότι i1 ˝ λ “ εM . Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα αυτό, καθώς και το γεγονός
ότι Ext1RpL,Rq – Ext2RpDpMq, Rq, καταλήγουµε ότι η ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα

0 ÝÑ Ext1RpDpMq, Rq
h
ÝÑM

εM
ÝÑM‹‹ ÝÑ Ext2RpDpMq, Rq ÝÑ 0, (7.23)

είναι ακριβής. Ωστόσο, αν παρατηρήσουµε ότι,

DpMq “ Coker d‹0 – Im d‹1 “ Ker d‹2,

και χρησιµοποιήσουµε τη συνθήκη 1) που αποδείξαµε προηγουµένως, τότε προφανώς έπονται οι
ισότητες :

Ext1RpDpMq, Rq “ 0 “ Ext2RpDpMq, Rq.

Εποµένως, από την ακριβή ακολουθία (7.23), καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι ο ϕυσικός οµο-
µορφισµός αριστερών R-προτύπων εM : M ÝÑM‹‹, είναι ισοµορφισµός, δηλαδή, ότι το πεπερα-
σµένα παραγόµενο αριστερό R-πρότυπο M είναι ανακλαστικό, όπως επιθυµούσαµε.

3) Η συνθήκη 1) που αποδείξαµε προηγουµένως, µας δίνει ιδιαίτερα ότι

Ext1RpM
‹, Rq “ Ext1RpK

‹
0 , Rq “ 0,

και η συνθήκη 2) µας εξασφαλίζει ότι ο ϕυσικός οµοµορφισµός εM : M ÝÑ M‹‹, είναι ισοµορ-
ϕισµός. Συνεπώς, συµπεραίνουµε ότι η ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα,

0 ÝÑM‹‹ p‹

ÝÑ Q‹ ÝÑ L‹ ÝÑ 0, (7.24)

είναι ακριβής, και ότι το αριστερό R-πρότυπο M‹‹ είναι αντικείµενο της κατηγορίας X , ως ισό-
µορφο µε το αντικείµενοM της X . Επιπλέον, από το Παράδειγµα (7.2.11), έχουµε ότι το αριστερό
R-πρότυπο Q‹ είναι πεπερασµένα παραγόµενο και προβολικό. Υπενθυµίζουµε ότι το αποτέλεσµα
αυτό, προέκυψε χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι το δεξιό R-πρότυπο Q είναι πεπερασµένα παρα-
γόµενο και προβολικό, καθώς και την υπόθεση ότι ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της
Noether. Αν εφαρµόσουµε λοιπόν τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή HomRp´, Rq, όπου ο δακτύλιος
R έχει ιδωθεί ως αριστερό R-πρότυπο, στη σύντοµη ακριβή ακολουθία (7.24), τότε οδηγούµαστε
στο συµπέρασµα ότι :

0 “ ExtiRpM
‹‹, Rq – Exti`1

R pL‹, Rq, @i ą 1,

αφού το M‹‹ είναι αντικείµενο της X , και το Q‹ είναι αντικείµενο της ω. Εποµένως, έπεται η
ισότητα ExtipL‹, Rq “ 0, για κάθε i ą 1. ΄Ετσι, προκειµένου να εξασφαλίσουµε τη συνθήκη 3),
αρκεί να δείξουµε ότι Ext1RpL‹, Rq “ 0, ή ισοδύναµα, ότι η ακολουθία από δεξιά R-πρότυπα:

0 ÝÑ L‹‹ ÝÑ Q‹‹
p‹‹

ÝÑM‹‹‹ ÝÑ 0, (7.25)

είναι ακριβής. Επειδή το δεξιό R-πρότυπο Q είναι πεπερασµένα παραγόµενο και προβολικό,
και αφού το αριστερό R-πρότυπο M είναι ανακλαστικό, χρησιµοποιώντας το Πόρισµα (5.3.7),
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καθώς και την Παρατήρηση (5.3.4), παίρνουµε ότι τα δεξιά R-πρότυπα Q και M‹ είναι ανακλα-
στικά. Χρησιµοποιώντας τέλος, το γεγονός ότι για κάθε (δεξιό) R-πρότυπο N , ο οµοµορφισµός
εN : N ÝÑ N‹‹ είναι ϕυσικός στο N , καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι το ακόλουθο διάγραµµα
είναι µεταθετικό µε ακριβείς γραµµές :

0 // L

εL

��

// Q

εQ–

��

p // M‹

εM‹–

��

// 0

0 // L‹‹ // Q‹‹
p‹‹
// M‹‹‹

(7.26)

Σηµειώνουµε ότι η ακρίβεια των γραµµών του διαγράµµατος (7.26), προκύπτει από την υπόθε-
σή, καθώς και από το γεγονός ότι ο αντισυναλλοίωτος συναρτητής HomRp´, Rq είναι αριστερά
ακριβής. ΄Ετσι, αφού εM‹ ˝ p “ p‹‹ ˝ εQ, έπεται ότι p‹‹ “ εM‹ ˝ p ˝ ε´1

Q , και κατ΄ επέκταση,
ότι ο οµοµορφισµός δεξιών R-προτύπων p‹‹ είναι επιµορφισµός. ΄Αρα, η ακολουθία (7.25) είναι
ακριβής, όπως επιθυµούσαµε. �

‚ ‚ ‚ ‚ ‚

Ολοκληρώνουµε την παρούσα ενότητα, παραθέτοντας µια εφαρµογή του Θεωρήµατος (7.2.7),
στην περίπτωση που έχουµε συγκεκριµενοποιήσει τις κατηγορίες C,X και ω.

Θεώρηµα 7.2.13. ΄Εστω R ένας προσεταιριστικός δακτύλιος µε µονάδα. Υποθέτουµε ότι ο δακτύ-
λιοςR είναι αριστερός και δεξιός δακτύλιος της Noether, όπου όταν ιδωθεί ως δεξιόR-πρότυπο, να έ-
χει πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση. Τότε για κάθε πεπερασµένα παραγόµενο αριστερόR-πρότυποN
που ικανοποιεί την ισότητα ExtiRpN,Rq “ 0 για κάθε επαρκώς µεγάλο i, υπάρχουν πεπερασµένα πα-
ϱαγόµενα αριστεράR-πρότυπα µε πεπερασµένη προβολική διάσταση YN και Y N , καθώς και πεπερα-
σµένα παραγόµενα αριστερά R-πρότυπαXN καιXN µε την ιδιότητα ExtiRpXN , Rq “ ExtiRpX

N , Rq
για κάθε i ‰ 0, έτσι ώστε οι ακολουθίες

0 ÝÑ YN ÝÑ XN ÝÑ N ÝÑ 0 & 0 ÝÑ N ÝÑ Y N ÝÑ XN ÝÑ 0

είναι ακριβείς.

Απόδειξη. Παρατηρώντας ότι η pX αποτελείται από όλα τα πεπερασµένα παραγόµενα αριστερά R-
πρότυπαN που ικανοποιούν την ισότητα ExtiRpN,Rq “ 0 για όλα τα επαρκώς µεγάλα i, καθώς και
ότι pω είναι η κατηγορία των πεπερασµένα παραγόµενων και προβολικών αριστερών R-προτύπων,
παίρνουµε από το Θεώρηµα (7.2.7) το Ϲητούµενο. �

7.3 Πλαίσια Των Auslander - Buchweitz Και Ενέσιµοι Συν-
γεννήτορες

Στην προηγούµενη ενότητα, ϑεωρώντας ένα Ϲεύγος pX , ωq από πλήρεις υποκατηγορίες της αβελια-
νής κατηγορίας C, οι οποίες είναι εφοδιασµένες µε ορισµένες ιδιότητες, αποδείξαµε την ύπαρξη
X -προσεγγίσεων και pω-καλυµµάτων. Το επόµενο ϐήµα λοιπόν, είναι για ένα τέτοιο Ϲεύγος pX , ωq,
να µελετήσουµε την µοναδικότητα των X -προσεγγίσεων και των pω-καλυµµάτων.

Αν ϑεωρήσουµε ένα αντικείµενο C της pX , και δύο X -προσεγγίσεις του C :

0 ÝÑ YC ÝÑ XC ÝÑ C ÝÑ 0 & 0 ÝÑ Y 1C ÝÑ X 1C ÝÑ C ÝÑ 0,

τότε το ελάχιστο που ϑα περιµέναµε, είναι αυτές οι X -προσεγγίσεις του C να συγκρίνονται, µε την
έννοια ότι, υπάρχει µορφισµός φ : XC ÝÑ X 1C στην C, τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να
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είναι µεταθετικό :
0 // YC

��

// XC

φ

��

// C // 0

0 // Y 1C // X 1C // C // 0.

Σηµειώνουµε ότι η ύπαρξη του µορφισµού φ στην C, µας δίνει έναν µοναδικό µορφισµό YC ÝÑ Y 1C
στην C, µε την ιδιότητα το προηγούµενο διάγραµµα να είναι µεταθετικό. Επιπλέον, η ύπαρξη ενός
µορφισµού στην C, όπως ο µορφισµός φ, εξασφαλίζεται υποθέτοντας ότι Ext1CpXC , Y

1
Cq “ 0. ΄Ετσι,

προκειµένου να µπορούµε να συγκρίνουµε δύο X -προσεγγίσεις ενός αντικειµένου της κατηγορίας
pX , αρκεί να έχουµε ότι Ext1CpX,Y q “ 0 για κάθε αντικείµενο X της X , και για κάθε αντικείµενο
Y της pω. Στόχος µας στην παρούσα ενότητα, είναι η µελέτη της συνθήκης αυτής, καθώς και
των συνεπειών της. Ωστόσο, πριν περάσουµε στη µελέτη αυτή, χρειάζεται να εισάγουµε πρώτα
ορισµούς και συµβολισµούς.

Υπενθυµίζουµε ότι για µια οποιαδήποτε αβελιανή κατηγορία D χωρίς απαραίτητα προβολικά
ή ενέσιµα αντικείµενα, µπορούµε για κάθε i ě 0 και για οποιαδήποτε δύο αντικείµενα D και
D1 της D, να ορίσουµε τις αβελιανές οµάδες ExtiDpD,D

1q, ϐλέπε [45]. Συνεπώς, επειδή έχουµε
υποθέσει ότι η κατηγορία C είναι αβελιανή, µπορούµε για κάθε δύο αντικείµενα A και C της C,
να ορίσουµε την A-ενέσιµη διάσταση του C, ή ισοδύναµα, την C-προβολική διάσταση του A, ως
εξής :

Ορισµός 7.3.1. ΄Εστω A και C δύο αντικείµενα της C. Αν υπάρχει ϕυσικός αριθµός n τέτοιος ώστε
ExtiCpA,Cq “ 0 για κάθε i ą n, τότε ο ελάχιστος τέτοιος ϕυσικός αριθµός n καλείται η A-ενέσιµη
διάσταση του C, (A-injective dimension of C), ή ισοδύναµα, η C-προβολική διάσταση του
A, (C-projective dimension of A). Αν δεν υπάρχει τέτοιος ϕυσικός αριθµός n, ορίζουµε την
A-ενέσιµη διάσταση του C, ή ισοδύναµα, την C-προβολική διάσταση του A, να είναι ίση µε άπειρο.

Για οποιαδήποτε αντικείµενα A και C της C, συµβολίζουµε την A-ενέσιµη διάσταση του C µε
A - inj. dimC, και την A-προβολική διάσταση του C µε A - proj. dimC.

Παρατήρηση 7.3.2. Αν A και C είναι δύο αντικείµενα της C, τέτοια ώστε η A-ενέσιµη διάσταση
του C, ή ισοδύναµα, η C-προβολική διάσταση του A, να είναι πεπερασµένη ίση µε n, τότε
ExtnCpA,Cq ‰ 0. Πράγµατι, αν υποθέσουµε ότι ExtnCpA,Cq “ 0, τότε έπεται ότι ExtiCpA,Cq “ 0
για κάθε i ą n´ 1, διότι η υπόθεση µας δίνει την ισότητα A - inj. dimC “ C - proj. dimA “ n. Το
αποτέλεσµα όµως αυτό, αντιτίθεται στην ελαχιστότητα του ϕυσικού αριθµού n, αφού n ą n´ 1.

Ορισµός 7.3.3. Αν B είναι µια υποκατηγορία της C, τότε για κάθε αντικείµενο A της C, ορίζουµε

A - inj. dimB “ maxtA - inj. dimB | B P obpBqu.

∆υϊκά, για κάθε αντικείµενο C της C, ορίζουµε

C - proj. dimB “ maxtC - proj. dimB | B P obpBqu.

Παρατήρηση 7.3.4. Αν B είναι µια υποκατηγορία της C, και A είναι ένα αντικείµενο της C, τότε
ισχύει ότι :

A - inj. dimB “ B - proj. dimA.

Για να το διαπιστώσουµε, υποθέτουµε αρχικά, ότι A - inj. dimB “ 8. Τότε εξ ορισµού, υπάρχει
κάποιο αντικείµενο B1 της B, τέτοιο ώστε

8 “ A - inj. dimB1 “ B1 - proj. dimA.

Συνεπώς, παίρνουµε ότι B - proj. dimA “ 8 “ A - inj. dimB. Υποθέτουµε τώρα ότι υπάρχει κά-
ποιος ϕυσικός αριθµός n τέτοιος ώστε A - inj. dimB “ n. ∆ηλαδή ότι υπάρχει κάποιο αντικεί-
µενο B1 της B µε A - inj. dimB1 “ n, και ότι για οποιοδήποτε αντικείµενο B της B ισχύει ότι
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A - inj. dimB ď n. Ισοδύναµα, ότι υπάρχει κάποιο αντικείµενο B1 της B µε B1 - proj. dimA “ n,
και ότι για οποιοδήποτε αντικείµενο B της B ισχύει ότι B - proj. dimA ď n. Εποµένως, έχουµε ότι
B - proj. dimA “ n “ A - inj. dimB.

Ορισµός 7.3.5. Αν A και B είναι δύο υποκατηγορίες της C, τότε ορίζουµε

A - inj. dimB “ maxtA - inj. dimB | A P obpAq & B P obpBqu.

∆υϊκά, ορίζουµε

A - proj. dimB “ maxtA - proj. dimB | A P obpAq & B P obpBqu.

Παρατήρηση 7.3.6. Αν A και B είναι δύο υποκατηγορίες της C, τότε ισχύει ότι :

A - inj. dimB “ B - proj. dimA.

Πράγµατι, η Παρατήρηση (7.3.4) µας εξασφαλίζει την προηγούµενη ισότητα.

Σχόλιο 7.3.7. Αν A και B είναι δύο υποκατηγορίες της C, τέτοιες ώστε

A - inj. dimB “ 0 “ B - proj. dimA,

τότε ακολουθώντας τον J.L. Verdier, [56], λέµε ότι η κατηγορία A είναι αριστερά ορθογώνια (left
orthogonal) στην κατηγορία B, και ότι η κατηγορία B είναι δεξιά ορθογώνια (right orthogonal)
στην κατηγορία A. Επιπλέον, αν η κατηγορία A αποτελείται ακριβώς από εκείνα τα αντικείµενα
A της C, τέτοια ώστε A - inj. dimB “ 0, τότε η κατηγορία A καλείται το αριστερό ορθογώνιο
συµπλήρωµα (left orthogonal complement) της κατηγορίας B στην C, και συµβολίζεται µε
A “ KB. ∆υϊκά, αν η κατηγορία B αποτελείται ακριβώς από όλα τα αντικείµενα B της C, τέτοια
ώστε A - inj. dimB “ 0, τότε η κατηγορία B καλείται το δεξιό ορθογώνιο συµπλήρωµα (right
orthogonal complement) της κατηγορίας A στην C, και συµβολίζεται µε B “ AK.

Παρατήρηση 7.3.8. 1. Για οποιαδήποτε υποκατηγορία A της C, ισχύουν οι εγκλεισµοί :

A Ď KpAqK, & A Ď pKAqK.

2. Αν B1 είναι µια υποκατηγορία της B στην C, τότε το αριστερό (δεξιό) ορθογώνιο συµπλήρωµα
της B στην C, περιέχεται στο αριστερό (δεξιό) ορθογώνιο συµπλήρωµα της B1 στη C.

3. Το αριστερό ορθογώνιο συµπλήρωµα της C στην C, KC, αποτελείται ακριβώς από όλα τα
προβολικά αντικείµενα, αν υπάρχουν, της C. ∆υϊκά, το δεξιό ορθογώνιο συµπλήρωµα της C
στην C, CK, αποτελείται ακριβώς από όλα τα ενέσιµα αντικείµενα, αν υπάρχουν, της C.

4. Αν A είναι µια υποκατηγορία της C, τότε το αριστερό ορθογώνιο συµπλήρωµα της A στην C,
είναι µια ακριβής και προσθετικά κλειστή υποκατηγορία της C, όπου κάθε επιµορφισµός σ΄
αυτήν, είναι αποδεκτός. Επίσης, το δεξιό ορθογώνιο συµπλήρωµα της A στην C, είναι µια
ακριβής και προσθετικά κλειστή υποκατηγορία της C, όπου κάθε µονοµορφισµός σ΄ αυτήν,
είναι αποδεκτός.

Ολοκληρώνουµε την παράθεση ορισµών, αναφέροντας την έννοια του ενέσιµου συνγεννήτορα.

Ορισµός 7.3.9. Αν D είναι µια αβελιανή κατηγορία, και A είναι µια ακριβής και προσθετικά
κλειστή υποκατηγορία της D, η οποία είναι κλειστή σε ισοµορφισµούς, τότε η πλήρης υποκατηγορία
B της A καλείται ενέσιµος συνγεννήτορας (injective cogenerator) για την A, αν η B είναι
συνγεννήτορας για την A, µε την ιδιότητα A - inj. dimB “ 0, ή ισοδύναµα, B Ď AK. Επιπλέον, αν
υπάρχει συνγεννήτορας για τηνA που περιέχεται στη τοµήAXAK, ϑα λέµε ότι η ακριβής κατηγορία
A έχει αρκετά σχετικά ενέσιµα αντικείµενα, (enough relatively injective objects).
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Επιστρέφουµε τώρα στις υποκατηγορίες X και ω της C, όπως στην προηγούµενη ενότητα, και
υποθέτουµε ότι :

‚ Από τώρα και στο εξής, η ω είναι ενέσιµος συνγεννήτορας για τη X . Σ΄ αυτή την περίπτωση η

τριάδα pC,X , ωq καλείται πλαίσιο των Auslander-Buchweitz (Auslander-Buchweitz context).

Η προσοχή µας στη συνέχεια στρέφεται στις επιπτώσεις που επιφέρει η επιπρόσθετη αυτή
υπόθεση, στις X -προσεγγίσεις και στα pω-καλύµµατα.

Η ακόλουθη πρόταση συνδέει κάποιες από τις διαστάσεις που έχουµε ήδη εισάγει για ένα
αντικείµενο της pX . Τονίζουµε ότι οι σχέσεις αυτές, δεν απαιτούν ότι κάθε επιµορφισµός από την
C µεταξύ αντικειµένων της X είναι αποδεκτός.

Πρόταση 7.3.10. Αν C είναι ένα αντικείµενο της pX , τότε οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναµες
για έναν οποιονδήποτε ϕυσικό αριθµό n:

1. X - res. dimC ď n,

2. C - inj. dimω ď n,

3. C - inj. dim pω ď n,

4. Extn`1
C pC, Y q “ 0 για κάθε αντικείµενο Y της pω.

Απόδειξη. ΄Εστω C ένα αντικείµενο της pX . Θα δείξουµε ότι οι παραπάνω συνθήκες είναι ισοδύνα-
µες µε χρήση επαγωγής στο ϕυσικό αριθµό n.

1. Αρχικά, ϑα αποδείξουµε ότι οι συνθήκες αυτές είναι ισοδύναµες για n “ 0. Η συνεπαγωγή
3 ñ 4 είναι τετριµµένη για n “ 0, και για αυτό το λόγο, αποδεικνύουµε για n “ 0 τις υπόλοιπες
τρεις συνεπαγωγές.

(1 ñ 2): Υποθέτουµε ότι X - res. dimC “ 0. Τότε προφανώς το αντικείµενο C της pX είναι
επίσης αντικείµενο της X . Συνεπώς, επειδή η ω είναι ενέσιµος συνγεννήτορας για τη X , έπεται
ότι ExtiCpC,W q “ 0 για κάθε i ą 0 και για κάθε W αντικείµενο της ω. Το αποτέλεσµα όµως
αυτό, µας εξασφαλίζει την ισότητα C - inj. dimω “ 0. Για να το διαπιστώσουµε, υποθέτουµε ότι
` “ C - inj. dimω ą 0. Εξ ορισµού λοιπόν, υπάρχει κάποιο αντικείµενο W 1 της ω τέτοιο ώστε
C - inj. dimW 1 “ `. ∆ηλαδή, υπάρχει κάποιο αντικείµενο W 1 της ω έτσι ώστε ExtiCpC,W

1q “ 0
για κάθε i ą `, και Ext`CpC,W 1q ‰ 0. Τότε η υπόθεση ότι ` ą 0, καθώς και το αποτέλεσµα
ότι ExtiCpC,W q “ 0 για κάθε i ą 0 και για κάθε W αντικείµενο της ω, µας δίνουν την ισότητα
Ext`CpC,W

1q “ 0, η οποία ϕυσικά απορρίπτεται. ΄Αρα, C - inj. dimω “ 0, δηλαδή ισχύει το 2).
(2 ñ 3): Υποθέτουµε ότι C - inj. dimω “ 0. Για να αποδείξουµε ότι C - inj. dim pω “ 0, αρκεί να

δείξουµε ότι ExtiCpC, Y q “ 0, για κάθε i ą 0 και για κάθε Y αντικείµενο της pω. Για το σκοπό αυτό,
ϑεωρούµε ένα αντικείµενο Y της pω. Εξ ορισµού, υπάρχει ϕυσικός αριθµός m, και µια ακριβής
ακολουθία ελάχιστου µήκους m στη C,

` : 0 ÝÑWm ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑW0 ÝÑ Y ÝÑ 0,

όπου W0, . . . ,Wm, P obpωq. Επειδή η ακολουθία ` είναι ακριβής στη C, µπορούµε να την «σπά-
σουµε» σε σύντοµες ακριβείς ακολουθίες στη C για κάθε j “ 1, . . . ,m,

`j : 0 ÝÑ Kj ÝÑWj´1 ÝÑ Kj´1 ÝÑ 0,

όπου K0 “ Y και Km “ Wm. Αν εφαρµόσουµε τώρα τον συναρτητή HomCpC,´q στην σύντοµη
ακριβή ακολουθία `m, τότε η επαγόµενη ακολουθία αβελιανών οµάδων:

ExtiCpC,Wm´1q ÝÑ ExtiCpC,Km´1q ÝÑ Exti`1
C pC,Wmq, (7.27)
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είναι ακριβής για κάθε i ě 0. ΄Οµως, η υπόθεση µας δίνει ότι ExtiCpC,Wm´1q “ 0, και
ExtiCpC,Wmq “ 0 για κάθε i ą 0. Συνεπώς, από την ακριβή ακολουθία (7.27) έπεται ότι
ExtiCpC,Km´1q “ 0 για κάθε i ą 0. Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα αυτό, και εφαρµόζοντας
ξανά τον συναρτητή HomCpC,´q αυτή τη ϕορά, στην σύντοµη ακριβή ακολουθία `m´1, οδηγού-
µαστε από την υπόθεση στην ισότητα ExtiCpC,Km´2q “ 0 για κάθε i ą 0. Επαγωγικά λοιπόν,
χρησιµοποιώντας την υπόθεση καταλήγουµε στο συµπέρασµα ExtiCpC, Y q “ 0 για κάθε i ą 0,
όπως επιθυµούσαµε.

(4 ñ 1): Υποθέτουµε ότι Ext1CpC, Y q “ 0 για κάθε αντικείµενο Y της pω. Αφού το C είναι
αντικείµενο της pX , χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα (7.2.7), συµπεραίνουµε την ύπαρξη µιας X -
προσέγγισης του C :

0 ÝÑ YC ÝÑ XC ÝÑ C ÝÑ 0.

΄Οµως, η υπόθεση µας εξασφαλίζει ότι η προηγούµενη σύντοµη ακριβής ακολουθία στη C είναι
διασπάσιµη. Συνεπώς, το αντικείµενο C της pX είναι ευθύς προσθετέος του αντικειµένου XC της
X . ΄Ετσι, επειδή η κατηγορία X είναι προσθετικά κλειστή, παίρνουµε ότι το αντικείµενο C της pX
είναι ουσιαστικά αντικείµενο της X . Θεωρώντας λοιπόν την ακριβή ακολουθία στη C :

0 ÝÑ 0 ÝÑ C
1C
ÝÑ C ÝÑ 0,

όπου 1C είναι ο ταυτοτικός µορφισµός του αντικειµένου C της X , οδηγούµαστε στο συµπέρασµα
ότι X - res. dimC “ 0, δηλαδή ότι ισχύει το 1).

2. ΄Εστω τώρα n ą 0. Υποθέτουµε ότι για κάθε L αντικείµενο της pX , οι ακόλουθες συνθήκες
είναι ισοδύναµες για έναν οποιονδήποτε ϕυσικό αριθµό m µε 0 ď m ď n´ 1:

iq X - res. dimL ď m,

iiq L - inj. dimω ď m,

iiiq L - inj. dim pω ď m,

ivq Extm`1
C pL, Y q “ 0 για κάθε αντικείµενο Y της pω.

Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι οι συνθήκες 1), 2), 3) και 4) είναι ισοδύναµες για n ą 0. Η συνεπα-
γωγή ξανά 3 ñ 4 είναι προφανής, και έτσι, αποδεικνύουµε τις υπόλοιπες τρεις συνεπαγωγές για
n ą 0.

(1 ñ 2): Υποθέτουµε ότι X - res. dimC ď n. Τότε υπάρχει ακριβής ακολουθία µήκους n στην
C, έστω

0 ÝÑ Xn
αn
ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ X1

α1
ÝÑ X0

α0
ÝÑ C ÝÑ 0, (7.28)

όπου Xi P obpX q για κάθε i P t0, 1, . . . , nu. Αν ϑεωρήσουµε τώρα την επαγόµενη ακριβή ακολου-
ϑία στη C :

0 ÝÑ Xn
αn
ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ X1

α11
ÝÑ Imα1 ÝÑ 0,

τότε έπεται ότι X - res. dim Imα1 ď n ´ 1. Συνεπώς, χρησιµοποιώντας την επαγωγική υπόθεση,
παίρνουµε ότι ExtiCpImα1,W q “ 0 για κάθε αντικείµενο W της ω, και για κάθε i ą n ´ 1. Η
ακριβής ακολουθία (7.28), µας εξασφαλίζει ότι η ακολουθία

0 ÝÑ Imα1 ÝÑ X0
α0
ÝÑ C ÝÑ 0, (7.29)

είναι ακριβής στην C. Εφαρµόζοντας στη συνέχεια τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή HomCp´,W q
όπου W είναι ένα αυθαίρετο αντικείµενο της ω, στη σύντοµη ακριβή ακολουθία (7.29), επάγεται
η ακριβής ακολουθία αβελιανών οµάδων:

ExtiCpImα1,W q ÝÑ Exti`1
C pC,W q ÝÑ Exti`1

C pX0,W q (7.30)

για κάθε i ě 0. Επειδή το X0 είναι αντικείµενο της X , και το W είναι αντικείµενο της ω,
χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι η κατηγορία ω είναι ενέσιµος συνγεννήτορας για την κατηγορία
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X , συµπεραίνουµε ότι ExtiCpX0,W q “ 0 για κάθε i ą 0. Συνδυάζοντας λοιπόν τα παραπάνω,
οδηγούµαστε από την ακριβή ακολουθία (7.30), στο συµπέρασµα ότι ExtiCpC,W q “ 0 για κάθε
i ą n. Εποµένως, αφού η επιλογή του αντικειµένου W της ω ήταν τυχαία, συµπεραίνουµε ότι
ExtiCpC,W q “ 0 για κάθε i ą n και για κάθε αντικείµενο W της ω. ΄Αρα, C - inj. dimω ď n.

(2 ñ 3): Οµοίως µε την απόδειξη της συνεπαγωγής (2 ñ 3) για n “ 0.
(4 ñ 1): Υποθέτουµε ότι Extn`1

C pC, Y q “ 0 για κάθε αντικείµενο Y της pω. Θέλουµε να
δείξουµε ότι X - res. dimC ď n. Αφού το C είναι αντικείµενο της pX , από το Θεώρηµα (7.2.7),
υπάρχει µια X -προσέγγιση του C :

0 ÝÑ YC ÝÑ XC ÝÑ C ÝÑ 0.

Για κάθε αντικείµενο Y της pω, αν εφαρµόσουµε τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή HomCp´, Y q
στην προηγούµενη σύντοµη ακριβή ακολουθία στην C, τότε η επαγόµενη ακολουθία αβελιανών
οµάδων:

ExtnCpXC , Y q ÝÑ ExtnCpYC , Y q ÝÑ Extn`1
C pC, Y q “ 0, (7.31)

είναι ακριβής. ΄Οµως, επειδή το XC είναι αντικείµενο της X , (και κατ΄ επέκταση, αντικείµενο
της pX ), έπεται ότι X - res. dimXC “ 0. Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα αυτό, καθώς και την
επαγωγική υπόθεση, παίρνουµε την ισότητα XC - inj. dim pω “ 0. Εποµένως, αφού n ą 0 έπεται
ότι ExtnCpXC , Y q “ 0 για κάθε αντικείµενο Y της pω. Η ισότητα αυτή, και η ακριβής ακολουθία
(7.31), µας δίνουν ότι ExtnCpYC , Y q “ 0 για κάθε αντικείµενο Y της pω. ΄Ετσι, εφόσον το αντικείµενο
Y της pω, είναι επίσης αντικείµενο της pX , χρησιµοποιώντας και πάλι την επαγωγική υπόθεση,
συµπεραίνουµε ότι X - res. dimYC ď n´ 1. Συνεπώς, υπάρχει ακριβής ακολουθία µήκους n´ 1
στην C :

0 ÝÑ Xn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ X0 ÝÑ YC ÝÑ 0, (7.32)

όπου κάθε Xi για i “ 0, . . . , n ´ 1, είναι αντικείµενο της X . Η συγκόλληση τώρα της ακριβής
ακολουθίας (7.32) στην C, µε την X -προσέγγισης του C, είναι η ακριβής ακολουθία µήκους n στη
C :

0 ÝÑ Xn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ X0 ÝÑ XC ÝÑ C ÝÑ 0,

όπου XC P obpX q και Xi P obpX q για κάθε 0 ď i ď n´ 1. ΄Αρα, X - res. dimC ď n. �

Ως έµµεση συνέπεια της Πρότασης (7.3.10), έχουµε ότι η κατηγορία X είναι αριστερά ορθο-
γώνια στη κατηγορία pω, και ότι η κατηγορία pω είναι δεξιά ορθογώνια στην κατηγορία X :

Πόρισµα 7.3.11. X ´ inj. dim pω “ 0.

Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι obpX q Ď obp pX q, από την Πρόταση (7.3.10) προκύπτει
κατά προφανή τρόπο η Ϲητούµενη ισότητα. �

Το Πόρισµα (7.3.11), επάγει σηµαντικές ιδιότητες τωνX -προσεγγίσεων και των pω-καλυµµάτων.
Αρχικά, µελετάµε τις ιδιότητες των X -προσεγγίσεων, και στην συνέχεια, εξετάζουµε τις ιδιότητες
των pω-καλυµµάτων. Σκοπός µας, είναι να δείξουµε ότι για ένα αντικείµενο C της pX , µια X -
προσέγγιση του C και ένα pω-κάλυµµα του C είναι µοναδικά, όπου εδώ η µοναδικότητα νοείται
ως προς µια κατάλληλη σχέση ισοδυναµίας.

Θεώρηµα 7.3.12. Αν 0 ÝÑ YC ÝÑ XC
πC
ÝÑ C ÝÑ 0 είναι µια X -προσέγγιση ενός αντικειµένου

C της υποκατηγορίας pX , τότε για κάθε αντικείµενο X της X ισχύει ότι :

1. Η επαγόµενη ακολουθία αβελιανών οµάδων,

0 ÝÑ HomCpX,YCq ÝÑ HomCpX,XCq ÝÑ HomCpX,Cq ÝÑ 0,

είναι ακριβής.
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2. Ο µορφισµός πC επάγει ισοµορφισµούς αβελιανών οµάδων:

ExtiCpX,πCq : Ext
i
CpX,XCq ÝÑ ExtiCpX,Cq,

για κάθε i ą 0.

Απόδειξη. Για οποιοδήποτε αντικείµενο X της X , η ακολουθία αβελιανών οµάδων:

0 ÝÑ HomCpX,YCq ÝÑ HomCpX,XCq ÝÑ HomCpX,Cq,

είναι ακριβής, διότι ο συναλλοίωτος συναρτητής HomCpX,´q : C ÝÑ Ab είναι αριστερά ακριβής.
Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι το YC είναι αντικείµενο της pω, καθώς και το Πόρισµα (7.3.11),
παίρνουµε ότι ExtiCpX,YCq “ 0, για κάθε i ą 0. Συνεπώς, έπεται ότι η ακολουθία

0 ÝÑ HomCpX,YCq ÝÑ HomCpX,XCq ÝÑ HomCpX,Cq ÝÑ 0,

είναι ακριβής στην Ab, και επιπλέον, ότι οι οµοµορφισµοί αβελιανών οµάδων

ExtiCpX,πCq : Ext
i
CpX,XCq ÝÑ ExtiCpX,Cq,

είναι ισοµορφισµοί για κάθε i ą 0. �

Σχόλιο 7.3.13. Η σύντοµη ακριβής ακολουθία στην C,

0 ÝÑ YC ÝÑ XC ÝÑ C ÝÑ 0,

όπου YC P obppωq καιXC P obpX q, καλείται µια X -προσέγγιση του C λόγω ακριβώς του γεγονότος
ότι η ακολουθία αβελιανών οµάδων:

HomCpX,XCq ÝÑ HomCpX,Cq ÝÑ 0,

είναι ακριβής για κάθε αντικείµενο X της X .

Ορισµός 7.3.14. ∆ύο µορφισµοί f : B ÝÑ C και f 1 : B1 ÝÑ C στην C, καλούνται ισοδύναµοι
(equivalent), αν υπάρχουν µορφισµοί g : B ÝÑ B1 και h : B1 ÝÑ B στην C, τέτοιοι ώστε το
ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

B1

h
yy

f 1

��
B

g

99

f
// C

δηλαδή, f 1 ˝ g “ f και f ˝ h “ f 1. Επιπλέον, δύο ακριβείς ακολουθίες

0 ÝÑ A
j
ÝÑ B

f
ÝÑ C & 0 ÝÑ A1

j1

ÝÑ B1
f 1

ÝÑ C

στην C, καλούνται (δεξιά) ισοδύναµες (right equivalent), αν οι µορφισµοί f και f 1 στην C είναι
ισοδύναµοι. ∆ηλαδή, υπάρχουν µορφισµοί στην C οι οποίοι συνθέτουν το ακόλουθο µεταθετικό
διάγραµµα:

0 // A1

��

j1 // B1

h

��

f 1 // C

0 // A

��

j // B

g

��

f // C

0 // A1
j1 // B1

f 1 // C.

(7.33)
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Παρατήρηση 7.3.15. Αν οι ακριβείς ακολουθίες στην C,

0 ÝÑ A
j
ÝÑ B

f
ÝÑ C & 0 ÝÑ A1

j1

ÝÑ B1
f 1

ÝÑ C,

είναι (δεξιά) ισοδύναµες, δηλαδή υπάρχει ένα µεταθετικό διάγραµµα όπως το µεταθετικό διά-
γραµµα (7.33), τότε ο µορφισµός 1B1 ´ pg ˝ hq : B

1 ÝÑ B1 στην C, παραγοντοποιείται µέσω του
αντικειµένου A1 της C, και ανάλογα, ο µορφισµός 1B ´ph ˝ gq : B ÝÑ B στην C, παραγοντοποιεί-
ται µέσω του αντικειµένου A της C. Εποµένως, ο µορφισµός h : B1 ÝÑ B είναι ισοµορφισµός
στην C{AddtA,A1u, µε h´1

“ g.
Πράγµατι, αν χρησιµοποιήσουµε την υπόθεση, και ϑεωρήσουµε την σύνθεση του µορφισµού

f 1 µε τον µορφισµό β :“ 1B1´pg˝hq, τότε έπεται ότι f 1˝β “ 0, ή ότι imβ ďm ker f 1 “ j1. Συνεπώς,
υπάρχει µορφισµός λ : Imβ ÝÑ A1 στην C, τέτοιος ώστε το διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

Imβ

λ ""

im β // B1

A1.

j1

OO (7.34)

Επειδή η κατηγορία C είναι αβελιανή, και το διάγραµµα (7.34) είναι µεταθετικό, συµπεραίνουµε
ότι ο µορφισµός β στην C, αναλύεται µέσω της εικόνας του ως το µεταθετικό διάγραµµα:

B1

α

��

β // B1

Imβ

j1˝λ

==

όπου α είναι ένας επιµορφισµός στην C. Θέτοντας λοιπόν γ “ λ ˝ α : B1 ÝÑ A1, παίρνουµε ότι
j1 ˝ γ “ β, δηλαδή, ότι το διάγραµµα:

B1

γ

��

β // B1

A1
j1

>>

είναι µεταθετικό. ΄Αρα, ο µορφισµός β “ 1B1 ´ pg ˝ hq στην C, παραγοντοποιείται µέσω του
αντικειµένου A1. Οµοίως αποδεικνύεται ότι ο µορφισµός 1B ´ ph ˝ gq στην C, παραγοντοποιείται
µέσω του αντικειµένουA. Εποµένως, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι ο µορφισµός h : B1 ÝÑ B
είναι ισοµορφισµός στην C{AddtA,A1u, µε αντίστροφο (ισο)µορφισµό h´1

“ g : B ÝÑ B1, διότι :

g ˝ h “ g ˝ h “ 1B1 & h ˝ g “ h ˝ g “ 1B .

Ως απόρροια του Θεωρήµατος (7.3.12), παίρνουµε µια ασθενούς είδους µοναδικότητα για τις
X -προσεγγίσεις, µε την έννοια :

Πόρισµα 7.3.16. Μια X -προσέγγιση ενός αντικειµένου C της pX είναι µοναδική µέχρι ισοδυναµίας.
∆ηλαδή, δύο οποιεσδήποτε X -προσεγγίσεις του C, είναι (δεξιά) ισοδύναµες ακριβείς ακολουθίες.

Απόδειξη. ΄Εστω C ένα αντικείµενο της X , και

0 ÝÑ YC ÝÑ XC
πC
ÝÑ C ÝÑ 0 & 0 ÝÑ Y 1C ÝÑ X 1C

π1C
ÝÑ C ÝÑ 0,

δύο X -προσεγγίσεις του C. Το Θεώρηµα (7.3.12), µας δίνει ιδιαίτερα ότι οι ακολουθίες :

HomCpX
1
C , XCq

pπCq‹
ÝÑ HomCpX

1
C , Cq ÝÑ 0
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και
HomCpXC , X

1
Cq

pπ1Cq‹
ÝÑ HomCpXC , Cq ÝÑ 0,

είναι ακριβείς στην Ab, αφού τα XC , X
1
C είναι αντικείµενα της X . Συνεπώς, υπάρχουν µορφισµοί

h : X 1C ÝÑ XC και g : XC ÝÑ X 1C στην C, τέτοιοι ώστε πC ˝ h “ π1C και π1C ˝ g “ πC . Είναι
εύκολο να διαπιστώσουµε ότι οι µορφισµοί h και g στην C, επάγουν µοναδικούς µορφισµούς
α : Y 1C ÝÑ YC και β : YC ÝÑ Y 1C στη C, τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

0 // Y 1C

α

��

// X 1C

h

��

π1C // C // 0

0 // YC

β

��

// XC

g

��

πC // C // 0

0 // Y 1C // X 1C
π1C // C // 0.

Εποµένως, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι οι δύο αυτέςX -προσεγγίσεις τουC είναι ισοδύναµες
ακριβείς ακολουθίες, όπως επιθυµούσαµε. �

Παρόµοια αποτελέσµατα µε αυτά που προαναφέραµε για X -προσεγγίσεις, υπάρχουν και για
pω-καλύµµατα. ΄Ετσι, η προσοχή µας τώρα στρέφεται στην παρουσίαση των αποτελεσµάτων αυτών.

Θεώρηµα 7.3.17. Αν 0 ÝÑ C
iC
ÝÑ Y C ÝÑ XC ÝÑ 0 είναι ένα pω-κάλυµµα ενός αντικειµένου C

της pX , τότε για κάθε αντικείµενο Y της pω ισχύει ότι :

1. Η επαγόµενη ακολουθία αβελιανών οµάδων,

0 ÝÑ HomCpX
C , Y q ÝÑ HomCpY

C , Y q ÝÑ HomCpC, Y q ÝÑ 0,

είναι ακριβής.

2. Ο µορφισµός ιC επάγει ισοµορφισµούς αβελιανών οµάδων:

ExtiCpi
C , Y q : ExtiCpY

C , Y q ÝÑ ExtiCpC, Y q,

για κάθε i ą 0.

Απόδειξη. Επειδή το XC είναι αντικείµενο της X , και αφού X - inj. dim pω “ 0, παίρνουµε ότι
ExtiCpX

C , Y q “ 0 για κάθε i ą 0 και για κάθε αντικείµενο Y της pω. Συνεπώς, αν ϑεωρήσουµε
ένα οποιοδήποτε αντικείµενο Y της pω, και χρησιµοποιήσουµε το γεγονός ότι ο αντισυναλλοίωτος
συναρτητής HomCp´, Y q είναι αριστερά ακριβής, τότε έχουµε ότι η ακολουθία αβελιανών οµάδων:

0 ÝÑ HomCpX
C , Y q ÝÑ HomCpY

C , Y q ÝÑ HomCpC, Y q ÝÑ 0,

είναι ακριβής, και επιπρόσθετα, ότι οι οµοµορφισµοί αβελιανών οµάδων:

ExtiCpi
C , Y q : ExtiCpY

C , Y q ÝÑ ExtiCpC, Y q,

είναι ισοµορφισµοί για κάθε i ą 0. �

Σχόλιο 7.3.18. Η σύντοµη ακριβής ακολουθία στην C,

0 ÝÑ C ÝÑ Y C ÝÑ XC ÝÑ 0,

όπου Y C P obppωq και XC P obpX q, καλείται ένα pω-κάλυµµα του C λόγω ακριβώς του γεγονότος
ότι η ακολουθία αβελιανών οµάδων:

HomCpY
C , Y q ÝÑ HomCpC, Y q ÝÑ 0,

είναι ακριβής για κάθε αντικείµενο Y της pω.



226 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7. Η ΘΕΩΡΙΑ AUSLANDER-BUCHWEITZ

Ορισµός 7.3.19. ∆ύο µορφισµοί f : C ÝÑ D και f 1 : C ÝÑ D1 στην C, καλούνται ισοδύναµοι
(equivalent), αν υπάρχουν µορφισµοί g : D ÝÑ D1 και h : D1 ÝÑ D στην C, τέτοιοι ώστε το
ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

C

f 1

��

// D

g
yy

D1

h

99

δηλαδή, g ˝ f “ f 1 και h ˝ f 1 “ f . Επιπλέον, δύο ακριβείς ακολουθίες

C
f
ÝÑ D

p
ÝÑ E ÝÑ 0 & C

f 1

ÝÑ D1
p1

ÝÑ E1 ÝÑ 0

στην C, καλούνται (αριστερά) ισοδύναµες (left equivalent), αν οι µορφισµοί f και f 1 στην C
είναι ισοδύναµοι. ∆ηλαδή, υπάρχουν µορφισµοί στην C οι οποίοι συνθέτουν το ακόλουθο µεταθετικό
διάγραµµα:

C
f // D

g

��

p // E

��

// 0

C
f 1 // D1

h

��

p1 // E1

��

// 0

C
f // D

p // E // 0.

(7.35)

Παρατήρηση 7.3.20. Αν οι ακριβείς ακολουθίες στην C,

C
f
ÝÑ D

p
ÝÑ E ÝÑ 0 & C

f 1

ÝÑ D1
p1

ÝÑ E1 ÝÑ 0,

είναι (αριστερά) ισοδύναµες, δηλαδή υπάρχει ένα µεταθετικό διάγραµµα όπως το µεταθετικό διά-
γραµµα (7.35), τότε ο µορφισµός 1D ´ ph ˝ gq : D ÝÑ D στην C, παραγοντοποιείται µέσω του
αντικειµένου E της C, και ανάλογα, ο µορφισµός 1D1´pg˝hq : D

1 ÝÑ D1 στην C, παραγοντοποιεί-
ται µέσω του αντικειµένου E1 της C. Εποµένως, ο µορφισµός g : D ÝÑ D1 είναι ισοµορφισµός
στην C{AddtE,E1u, µε g´1 “ h.

Πράγµατι, χρησιµοποιώντας την υπόθεση, και ϑεωρώντας τη σύνθεση στην C του µορφισµού
δ :“ 1D ´ ph ˝ gq µε τον µορφισµό f , έπεται ότι δ ˝ f “ 0, ή ότι coim δ ďe coker f “ p. Συνεπώς,
υπάρχει µορφισµός µ : E ÝÑ Coim δ στην C, τέτοιος ώστε το διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

D

p

��

coim δ // Coim δ

E

µ

;; (7.36)

Επειδή η κατηγορία C είναι αβελιανή, και το διάγραµµα (7.36) είναι µεταθετικό, συµπεραίνουµε
ότι ο µορφισµός δ στην C, αναλύεται µέσω του µεταθετικού διαγράµµατος :

D

µ˝p

��

δ // D

Coim δ
–

pδ

// Im δ.

im δ

OO

Θέτοντας λοιπόν γ “ im δ ˝ pδ ˝ µ : E ÝÑ D, παίρνουµε ότι γ ˝ p “ δ, δηλαδή, ότι το διάγραµµα:
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D

p

��

δ // D

E

γ

>>

είναι µεταθετικό. ΄Αρα, ο µορφισµός δ “ 1D ´ ph ˝ gq στην C, παραγοντοποιείται µέσω του
αντικειµένου E. Οµοίως αποδεικνύεται ότι ο µορφισµός 1D1 ´ pg ˝ hq στην C, παραγοντοποιείται
µέσω του αντικειµένου E1. ΄Ετσι τελικά, έχουµε ότι ο µορφισµός g : D ÝÑ D1 είναι ισοµορφισµός
στην C{AddtE,E1u, µε αντίστροφο (ισο)µορφισµό g´1 “ h : D1 ÝÑ D, διότι g ˝ h “ g ˝ h “ 1D1

και h ˝ g “ h ˝ g “ 1D.

Ως συνέπεια του Θεωρήµατος (7.3.17), έπεται ότι ένα pω-κάλυµµα ενός αντικειµένου της pX ,
είναι µοναδικό µε την ακόλουθη έννοια :

Πόρισµα 7.3.21. ΄Ενα pω-κάλυµµα ενός αντικειµένου C της pX είναι µοναδικό µέχρι ισοδυναµίας.
∆ηλαδή, δύο οποιαδήποτε pω-καλύµµατα του C, είναι (αριστερά) ισοδύναµες ακριβείς ακολουθίες.

Απόδειξη. ΄Εστω C ένα αντικείµενο της X , και

0 ÝÑ C
iC
ÝÑ Y C ÝÑ XC ÝÑ 0 & 0 ÝÑ C

jC

ÝÑ Y C1 ÝÑ XC
1 ÝÑ 0,

δύο pω-καλύµµατα του C. Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα (7.3.17), παίρνουµε ιδιαίτερα ότι οι
ακολουθίες :

HomCpY
C , Y C1 q

piCq‹

ÝÑ HomCpC, Y
C
1 q ÝÑ 0

και

HomCpY
C
1 , Y Cq

pjCq‹

ÝÑ HomCpC, Y
Cq ÝÑ 0,

είναι ακριβείς στην Ab, αφού τα Y C , Y C1 είναι αντικείµενα της pω. Συνεπώς, υπάρχουν µορφισµοί
h : Y C ÝÑ Y C1 και g : Y C1 ÝÑ Y C στην C, τέτοιοι ώστε h ˝ iC “ jC και g ˝ jC “ iC . Εποµένως οι
µορφισµοί iC και jC στην C είναι ισοδύναµοι, και κατ΄ επέκταση, ότι τα δύο αυτά pω-καλύµµατα
του C είναι (αριστερά) ισοδύναµες ακριβείς ακολουθίες. �

Τα αποτελέσµατα µοναδικότητας που παρουσιάσαµε γιαX -προσεγγίσεις και για pω-καλύµµατα,
δύναται να περιγραφούν διαφορετικά, λέγοντας ότι µια X -προσέγγιση ενός αντικειµένου της pX εί-
ναι µοναδική «modulo ω», και αντίστοιχα, ένα pω-κάλυµµα ενός αντικειµένου της pX είναι µοναδικό
«modulo ω». Η δυνατότητα αυτή, ϐασίζεται στο ακόλουθο αποτέλεσµα:

Λήµµα 7.3.22. Για έναν µορφισµό f : X ÝÑ C στην C, όπου το X είναι αντικείµενο της X και C
είναι αντικείµενο της pX , οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναµες :

1. Ο µορφισµός f παραγοντοποιείται µέσω ενός αντικειµένου της pω.

2. Ο µορφισµός f παραγοντοποιείται µέσω ενός αντικειµένου της ω.

Απόδειξη. Η συνεπαγωγή 2 ñ 1 είναι ταυτολογία, αφού κάθε αντικείµενο της ω, είναι επίσης
αντικείµενο της pω. Αποµένει λοιπόν να δείξουµε την συνεπαγωγή 1 ñ 2. Για το σκοπό αυτό,
υποθέτουµε ότι ο µορφισµός f στην C παραγοντοποιείται µέσω ενός αντικειµένου της pω. ∆ηλαδή
υπάρχει ένα αντικείµενο Y της pω, και µορφισµοί h : X ÝÑ Y και g : Y ÝÑ C στην C, τέτοιοι ώστε
f “ g ˝ h. Εξ ορισµού της pω, υπάρχει µια σύντοµη ακριβής ακολουθία στην C,

0 ÝÑ K ÝÑW
α
ÝÑ Y ÝÑ 0,

όπου W P obpωq και K P obppωq. Θεωρούµε το pullback P του διαγράµµατος :
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P

v

��

u // X

h
��

W
α
// Y.

Τότε υπάρχει µοναδικός µορφισµός β : K ÝÑ P στην C, τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να
είναι µεταθετικό µε ακριβείς γραµµές στη C :

0 // K
β // P

v

��

u // X

h
��

// 0

0 // K // W
α // Y // 0

(7.37)

Επειδή το K είναι αντικείµενο της pω και το X αντικείµενο της X , χρησιµοποιώντας το Πόρισµα
(7.3.11), παίρνουµε ιδιαίτερα ότι Ext1CpX,Kq “ 0. Το αποτέλεσµα αυτό, µας εξασφαλίζει ότι
η πρώτη γραµµή του διαγράµµατος (7.37) είναι µια διασπάσιµη σύντοµη ακριβής ακολουθία
στην C. Συνεπώς, υπάρχει (µονο)µορφισµός u1 : X ÝÑ P στην C, µε την ιδιότητα u ˝ u1 “ 1X .
Θέτοντας τώρα γ “ v ˝ u1, συµπεραίνουµε ότι ο µορφισµός h στην C παραγοντοποιείται µέσω του
αντικειµένου W της ω, διότι

α ˝ γ “ α ˝ v ˝ u1 “ h ˝ u ˝ u1 “ h ˝ 1X “ h.

Εποµένως, αφού f “ g ˝ h, έπεται ότι ο µορφισµός f στην C, παραγοντοποιείται επίσης µέσω του
αντικειµένου W της ω, όπως επιθυµούσαµε. �

Σχόλιο 7.3.23. Αν C είναι ένα αντικείµενο της pX , και

0 ÝÑ YC ÝÑ XC
πC
ÝÑ C ÝÑ 0 & 0 ÝÑ Y 1C ÝÑ X 1C

π1C
ÝÑ C ÝÑ 0,

είναι δύο X -προσεγγίσεις του C, τότε το Πόρισµα (7.3.16) µας δίνει µορφισµούς στην C, οι οποίοι
συνθέτουν το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

0 // Y 1C

α

��

// X 1C

h

��

π1C // C // 0

0 // YC

β

��

// XC

g

��

πC // C // 0

0 // Y 1C // X 1C
π1C // C // 0.

Επιπλέον, η Παρατήρηση (7.3.15), µας εξασφαλίζει ότι οι µορφισµοί στην αβελιανή κατηγορία C,
1X1C ´pg ˝hq : X

1
C ÝÑ X 1C και 1XC ´ph˝gq : XC ÝÑ XC , παραγοντοποιούνται αντίστοιχα, µέσω

των αντικειµένων Y 1C και YC της pω. ΄Ετσι, χρησιµοποιώντας το Λήµµα (7.3.22), συµπεραίνουµε
ότι οι µορφισµοί 1X1C ´ pg ˝ hq και 1XC ´ ph ˝ gq στην C παραγοντοποιούνται αντίστοιχα, µέσω
κάποιων αντικειµένων W 1 και W της ω.

Ανάλογα, αν C είναι ένα αντικείµενο της pX , και

0 ÝÑ C
iC
ÝÑ Y C

p
ÝÑ XC ÝÑ 0 & 0 ÝÑ C

jC

ÝÑ Y C1
p1
ÝÑ XC

1 ÝÑ 0,

είναι δύο pω-καλύµµατα του C, τότε το Πόρισµα (7.3.21) µας δίνει µορφισµούς στην C, οι οποίοι
συνθέτουν το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:
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0 // C
iC // Y C

h1

��

p // XC

��

// 0

0 // C
jC // Y C1

g1

��

p1 // XC
1

��

// 0

0 // C // Y C
p // XC // 0.

Επιπρόσθετα, η Παρατήρηση (7.3.20), µας εξασφαλίζει ότι οι µορφισµοί στην αβελιανή κατηγορία
C, 1Y C ´pg

1 ˝ h1q : Y C ÝÑ Y C και 1Y C1 ´ph
1 ˝ g1q : Y C1 ÝÑ Y C1 , παραγοντοποιούνται αντίστοιχα,

µέσω των αντικειµένων XC και XC
1 της X . ∆ηλαδή, υπάρχουν µορφισµοί γ : XC ÝÑ Y C και

δ : XC
1 ÝÑ Y C1 στην C, τέτοιοι ώστε γ ˝ p “ 1Y C ´ pg

1 ˝ h1q και δ ˝ p1 “ 1Y C1 ´ ph
1 ˝ g1q. Ωστόσο,

οι µορφισµοί γ και δ στην C, παραγοντοποιούνται αντίστοιχα, µέσω των αντικειµένων Y C και
Y C1 της pω, διότι 1Y C ˝ γ “ γ και 1Y C1 ˝ δ “ δ. Συνεπώς, επειδή τα αντικείµενα Y C και Y C1
της pω είναι επίσης αντικείµενα της pX , χρησιµοποιώντας ξανά το Λήµµα (7.3.22), οδηγούµαστε
στο συµπέρασµα ότι οι µορφισµοί γ και δ στην C, παραγοντοποιούνται αντίστοιχα, µέσω κάποιων
αντικειµένων Y και Y1 της ω. ΄Ετσι, έπεται ότι οι µορφισµοί 1Y C ´ pg

1 ˝ h1q και 1Y C1 ´ ph1 ˝ g1q
στην C, παραγοντοποιούνται αντίστοιχα, µέσω των αντικειµένων Y και Y1 της ω.

Για αυτό το λόγο λοιπόν, λέµε ότι µια X -προσέγγιση ενός αντικειµένου της pX είναι µοναδική
«modulo ω», καθώς και ότι ένα pω-κάλυµµα ενός αντικειµένου της pX είναι µοναδικό «modulo ω».

Με άλλα λόγια δύο X -προσέγγισεις ενός αντικειµένου της pX είναι ισόµορφα αντικείµενα της
ευσταθούς κατηγορίας pX {ω, και δύο pω-καλύµµατα ενός αντικειµένου της pX είναι ισόµορφα αντι-
κείµενα της ευσταθούς κατηγορίας pω{ω.

Παρατήρηση 7.3.24. Θεωρούµε δύο αντικείµενα C καιD της pX , και έναν µορφισµό f : C ÝÑ D
στην pX . Αν διαλέξουµε µια X -προσέγγιση του C και µια X -προσέγγιση του D, έστω αντίστοιχα,

0 ÝÑ YC ÝÑ XC
πC
ÝÑ C ÝÑ 0 & 0 ÝÑ YD ÝÑ XD

πD
ÝÑ D ÝÑ 0,

τότε χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα (7.3.12), συµπεραίνουµε την ύπαρξη ενός µορφισµού στην
X , f‹ : XC ÝÑ XD µε την ιδιότητα f ˝ πC “ πD ˝ f‹. Ο µορφισµός f‹ επάγει έναν µοναδικό
µορφισµό α : YC ÝÑ YD στην pω, τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

0 // YC

α

��

// XC

f‹

��

πC // C

f

��

// 0

0 // YD // XD πD
// D // 0.

΄Εστω τώραE ένα άλλο αντικείµενο της pX , και g : D ÝÑ E ένας µορφισµός στην pX . Αν διαλέξουµε
µια X -προσέγγιση του E, έστω

0 ÝÑ YE ÝÑ XE
πE
ÝÑ C ÝÑ 0,

τότε χρησιµοποιώντας και πάλι το Θεώρηµα (7.3.12), παίρνουµε έναν µορφισµό g‹ : XD ÝÑ XE

στην X , µε την ιδιότητα g ˝ πD “ πE ˝ g‹. Ο µορφισµός g‹ µας εξασφαλίζει έναν µοναδικό
µορφισµό β : YD ÝÑ YE στην pω, ο οποίος συνθέτει το µεταθετικό διάγραµµα:

0 // YD

β

��

// XD

g‹

��

πD // D

g

��

// 0

0 // YE // XE πE
// E // 0.
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΄Ετσι, ϑεωρώντας τη σύνθεση g ˝f : C ÝÑ E στην pX , και ακολουθώντας µια ανάλογη πορεία όπως
προηγουµένως, επάγεται το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

0 // YC

γ

��

// XC

pg˝fq‹

��

πC // C

g˝f

��

// 0

0 // YE // XE πE
// E // 0.

Χρησιµοποιώντας τώρα την µεταθετικότητα των προηγούµενων διαγραµµάτων, είναι εύκολο να
διαπιστώσουµε ότι ο µορφισµός pg‹ ˝ f‹q ´ pg ˝ fq‹ : XC ÝÑ XE στην X , παραγοντοποιείται
µέσω του αντικειµένου YE της pω. Συνεπώς, από το Λήµµα (7.3.22), έπεται ότι ο µορφισµός
pg‹ ˝f‹q´pg ˝fq‹ στην X , παραγοντοποιείται µέσω ενός αντικειµένου της ω. Το αποτέλεσµα όµως
αυτό, µας δίνει ότι ο µορφισµός pg‹ ˝ f‹q ´ pg ˝ fq‹ στην X , είναι ο µηδενικός µορφισµός στην
πλήρη υποκατηγορία X {ω της C{ω, δηλαδή pg‹ ˝ f‹q “ pg ˝ fq‹ στην ευσταθή κατηγορία pX {ω.

Οµοίως, αν διαλέξουµε pω-καλύµµατα των αντικειµένων C,D και E της pX , τότε χρησιµοποιών-
τας το Θεώρηµα (7.3.17), συµπεραίνουµε την ύπαρξη µορφισµών στην pω και στην X , οι οποίοι
συνθέτουν το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

0 // C

f

��

iC // Y C

f‹

��

p // XC

��

// 0

0 // D

g

��

iD // Y D

g‹

��

p1 // XD

��

// 0

0 // E
iE // Y E

p2 // XE // 0.

Σηµειώνουµε ότι η πρώτη, δεύτερη και τρίτη γραµµή του παραπάνω διαγράµµατος, παριστάνουν
τα επιλεγόµενα pω-καλύµµατα των αντικειµένων C,D και E της pX , αντίστοιχα. Θεωρώντας στη
συνέχεια τη σύνθεση g ˝ f : C ÝÑ E στην pX , και χρησιµοποιώντας ξανά το Θεώρηµα (7.3.17),
επάγονται µορφισµοί στην pω και στην X , τέτοιοι ώστε το διάγραµµα:

0 // C

g˝f

��

iC // Y C

pg˝fq‹

��

p // XC

��

// 0

0 // E
iE // Y E

p2 // XE // 0

να είναι µεταθετικό. Χρησιµοποιώντας τη µεταθετικότητα των δύο προηγούµενων διαγραµµάτων,
εύκολα ϐλέπουµε ότι υπάρχει µορφισµός δ : XC ÝÑ Y E στην C, έτσι ώστε δ˝p “ pg‹˝f‹q´pg˝fq‹.
΄Οµως, το µεταθετικό διάγραµµα

XC

δ !!

δ // Y E

Y E

1Y E

OO

µας εξασφαλίζει ότι ο µορφισµός δ παραγοντοποιείται µέσω του αντικειµένου Y E της pω. Συνεπώς,
χρησιµοποιώντας το Λήµµα (7.3.22), συµπεραίνουµε ότι ο µορφισµός δ στην C παραγοντοποιείται
µέσω ενός αντικειµένου W της ω, και άρα, ότι ο µορφισµός pg‹ ˝ f‹q ´ pg ˝ fq‹ : Y C ÝÑ Y E

στην pω, παραγοντοποιείται επίσης µέσω του αντικειµένου W της ω. ΄Ετσι τελικά, έχουµε ότι ο
µορφισµός pg‹ ˝ f‹q ´ pg ˝ fq‹ στην pω, είναι ο µηδενικός µορφισµός στην πλήρη υποκατηγορία
pω{ω της C{ω, δηλαδή pg‹ ˝ f‹q “ pg ˝ fq‹ στην ευσταθή κατηγορία pω{ω.

Ως απόρροια των παραπάνω λοιπόν, ορίζονται συναλλοίωτοι συναρτητές :

T : pX ÝÑ X {ω, C ÞÝÑ XC ,
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και
T 1 : pX ÝÑ pω{ω, C ÞÝÑ Y C ,

όπου XC είναι η επιλεγόµενη X -προσέγγιση του αντικειµένου C της pX , και Y C είναι το επιλε-
γόµενο pω-κάλυµµα του αντικειµένου C της pX . Επιπλέον, αν f : C ÝÑ D είναι ένας µορφισµός
στην pX , τότε ϑέτουµε T pfq “ f‹ : XC ÝÑ XD, και T 1pfq “ f‹ : Y C ÝÑ Y D.

Οι συναλλοίωτοι συναρτητές T και T 1, όπως ορίστηκαν προηγουµένως, ικανοποιούν τις σχέ-
σεις :

T pωq “ 0 & T 1pωq “ 0,

όπου µε 0 παριστάνουµε συγχρόνως τα µηδενικά αντικείµενα των κατηγοριών X {ω και pω{ω,
δηλαδή, τα αντικείµενα ακριβώς της ω. Ισοδύναµα, για κάθε αντικείµενο W της ω, τυχούσα X -
προσέγγιση XW και τυχόν pω-κάλυµµα YW , του W είναι στην πραγµατικότητα, αντικείµενα της
ω. Για να διαπιστώσουµε τον ισχυρισµό αυτό, ϑεωρούµε ένα τυχαίο αντικείµενο W της ω, και
έστω

0 ÝÑ YW ÝÑ XW
πW
ÝÑW ÝÑ 0 & 0 ÝÑW

iW
ÝÑ YW ÝÑ XW ÝÑ 0,

µια X -προσέγγιση και αντίστοιχα, ένα pω-κάλυµµα του W . Προφανώς, οι ακριβείς ακολουθίες

0 ÝÑ 0 ÝÑW
1W
ÝÑW ÝÑ 0 & 0 ÝÑW

1W
ÝÑW ÝÑ 0 ÝÑ 0,

στην C µπορούν να ϑεωρηθούν αντίστοιχα, ως µια X -προσέγγιση και ως ένα pω-κάλυµµα του W .
Εποµένως, χρησιµοποιώντας τα Πορίσµατα (7.3.16) και (7.3.21), οδηγούµαστε στο συµπέρασµα
ότι οι µορφισµοί πW και 1W στην C είναι ισοδύναµοι, καθώς και ότι οι µορφισµοί iW και 1W στην
C είναι ισοδύναµοι. Συνεπώς, αν χρησιµοποιήσουµε τις Παρατηρήσεις τώρα (7.3.15) και (7.3.20),
τότε έπεται ότι το αντικείµενο XW της X είναι ισόµορφο στην X {ω, µε το αντικείµενο W της ω,
και αντίστοιχα, ότι το αντικείµενο YW της pω είναι ισόµορφο στην pω{ω, µε το αντικείµενο W της
ω. Επειδή λοιπόν, το W είναι συγχρόνως µηδενικό αντικείµενο των κατηγοριών X {ω και pω{ω,
καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι τα XW και YW είναι στην πραγµατικότητα αντικείµενα της ω,
όπως επιθυµούσαµε.

Θα χρησιµοποιήσουµε την Παρατήρηση (7.3.24), για να αποδείξουµε το ακόλουθο ϐασικό

Θεώρηµα 7.3.25. ΄Εστω ι : pω ÝÑ pX και j : X ÝÑ pX , οι συναλλοίωτοι ϕυσικοί συναρτητές
έγκλεισης. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Ο επαγόµενος συναλλοίωτος συναρτητής j! : X {ω ÝÑ pX {ω είναι πλήρης και πιστός, και
δέχεται έναν δεξιό συζυγή j! : pX {ω ÝÑ X {ω, ο οποίος αντιστοιχίζει κάθε αντικείµενο C της pX
στην επιλεγόµενη X -προσέγγιση XC του C. Επιπλέον, ο µορφισµός σύζευξης

pj! ˝ j
!qpCq ÝÑ C,

δίνεται από την κλάση των µορφισµών πC : XC ÝÑ C στην αβελιανή οµάδαHom
pX {ωpXC , Cq.

2. Ο επαγόµενος συναλλοίωτος συναρτητής ι‹ : pω{ω ÝÑ pX {ω είναι πλήρης και πιστός, και
δέχεται έναν αριστερό συζυγή ι‹ : pX {ω ÝÑ pω{ω, ο οποίος αντιστοιχίζει κάθε αντικείµενο C
της pX στο επιλεγόµενο pω-κάλυµµα Y C του C. Επιπλέον, ο µορφισµός σύζευξης

C ÝÑ pι‹ ˝ ι
‹qpCq,

δίνεται από την κλάση των µορφισµών iC : C ÝÑ Y C στην αβελιανή οµάδα Hom
pX {ωpC, Y

Cq.

3. j! ˝ ι‹ “ 0 και ι‹ ˝ j! “ 0.

4. Η σύνθεση των µορφισµών σύζευξης :

j! ˝ j
! π
ÝÑ Id

pX {ω
i
ÝÑ ι‹ ˝ ι

‹

είναι ο µηδενικός µορφισµός στην pX {ω.
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Απόδειξη. 1) Ο συναλλοίωτος ϕυσικός συναρτητής έγκλεισης j επάγει τον συναλλοίωτο συναρτητή
j! : X {ω ÝÑ pX {ω, ο οποίος αντιστοιχίζει κάθε αντικείµενο X της X {ω, στο αντικείµενο X της
pX {ω, και κάθε µορφισµό f : X ÝÑ X 1 στη X {ω, στον µορφισµό f στη pX{ω. Θεωρώντας για κάθε
δύο αντικείµενα X και X 1 της X {ω τον οµοµορφισµό αβελιανών οµάδων:

pj!qX,X1 : HomX {ωpX,X
1q ÝÑ Hom

pX {ωpX,X
1q, f ÞÝÑ f,

είναι ϕανερό ότι ο οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων pj!qX,X1 είναι ισοµορφισµός, ή ισοδύναµα,
ότι ο συναλλοίωτος συναρτητής j! είναι πλήρης και πιστός. Αν ϑεωρήσουµε τώρα την προβολή,

$ : pX ÝÑ pX {ω,

και τον συναλλοίωτο συναρτητή της Παρατήρησης (7.3.24),

T : pX ÝÑ X {ω,

ο οποίος πληρεί τη σχέση, T pW q “ 0 για κάθε αντικείµενο W της ω, τότε χρησιµοποιώντας την
καθολική ιδιότητα των κατηγοριών πηλίκα, παίρνουµε έναν µοναδικό συναλλοίωτο συναρτητή

j! : pX {ω ÝÑ X {ω,

µε την ιδιότητα, j! ˝ $ “ T . Εύκολα διαπιστώνουµε ότι ο συναλλοίωτος συναρτητής j! µε την
προηγούµενη ιδιότητα, είναι ακριβώς ο συναρτητής ο οποίος αντιστοιχίζει κάθε αντικείµενο C
της pX στην επιλεγόµενη X -προσέγγιση XC του C, και κάθε µορφισµό f : C ÝÑ D στην pX {ω,
στον µορφισµό f‹ : XC ÝÑ XD στην X {ω. Για να δείξουµε ότι ο συναλλοίωτος συναρτητής j!

είναι δεξιός συζυγής του συναλλοίωτου συναρτητή j!, χρειάζεται για κάθε αντικείµενο X της X {ω,
και για κάθε αντικείµενο C της pX {ω, να κατασκευάσουµε ϕυσικούς ισοµορφισµούς αβελιανών
οµάδων:

: HomX {ωpX, j
!pCqq

–
ÝÑ Hom

pX {ωpj!pXq, Cq,

όπου j!pCq “ XC και j!pXq “ X. Αν X και C είναι αντικείµενα αντίστοιχα, της X {ω και της
pX {ω, και

0 ÝÑ YC
κC
ÝÑ XC

πC
ÝÑ C ÝÑ 0 (7.38)

είναι µια X -προσέγγιση του C, τότε χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα (7.3.12), συµπεραίνουµε ότι η
επαγόµενη ακολουθία αβελιανών οµάδων:

HomX pX,XCq
pπCq‹
ÝÑ Hom

pX pX,Cq ÝÑ 0, (7.39)

είναι ακριβής. ΄Ετσι, για κάθε αντικείµενο X της X {ω και για κάθε αντικείµενο C της pX {ω,
ορίζουµε απεικονίσεις :

φX,C : HomX {ωpX,XCq ÝÑ Hom
pX {ωpX,Cq, f ÞÝÑ πC ˝ f “ pπCq‹pfq,

όπου f : X ÝÑ XC είναι ένας µορφισµός στην X . Στη συνέχεια, σταθεροποιώντας ένα αντικείµενο
X της X {ω και ένα αντικείµενο C της pX {ω, και διαλέγοντας µια X -προσέγγιση του C όπως η
(7.38), ϑα αποδείξουµε ότι οι απεικονίσεις φX,C είναι ϕυσικοί ισοµορφισµοί αβελιανών οµάδων για
κάθε αντικείµενο X της X {ω και για κάθε αντικείµενο C της pX {ω. ΄Εστω λοιπόν f, g : X ÝÑ XC

δύο µορφισµοί στη X {ω. Παρατηρώντας ότι

πC ˝ pf ` gq “ pπC ˝ fq ` pπC ˝ gq “ πC ˝ f ` πC ˝ g,

συµπεραίνουµε ότι η απεικόνιση φX,C είναι ένας οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων. Επιπλέον,
αν ϑεωρήσουµε έναν µορφισµό h : X ÝÑ C στην pX {ω, όπου h : X ÝÑ C είναι ένας µορφισµός
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στην pX , τότε αφού η ακολουθία αβελιανών οµάδων (7.39) είναι ακριβής, υπάρχει ένας µορφισµός
f : X ÝÑ XC στην X τέτοιος ώστε pπCq‹pfq “ h. Συνεπώς, παίρνουµε ότι

φX,Cpfq “ pπCq‹pfq “ h,

και κατ΄ επέκταση, ότι ο οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων φX,C είναι επιµορφισµός. Για να
δείξουµε ότι ο επιµορφισµός αβελιανών οµάδων φX,C είναι µονοµορφισµός, ϑεωρούµε έναν µορ-
ϕισµό f : X ÝÑ XC στην X {ω µε την ιδιότητα ότι φX,Cpfq “ 0Hom

xX{ωpX,Cq
, ή ισοδύναµα, ότι

πC ˝ f “ 0Hom
xX{ωpX,Cq

. Θέλουµε να δείξουµε ότι f “ 0HomX{ωpX,XCq, ή ισοδύναµα, ότι ο µορ-
ϕισµός f : X ÝÑ XC στην X παραγοντοποιείται µέσω ενός αντικειµένου της ω. Επειδή λοι-
πόν, πC ˝ f “ 0Hom

xX{ωpX,Cq
, υπάρχει ένα αντικείµενο W της ω, και µορφισµοί h : X ÝÑ W ,

g : W ÝÑ C στην C, τέτοιοι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

0 // YC
κC // XC

πC // C // 0

X

f

OO

h
// W

g

OO

Θεωρώντας τώρα το αντικείµενο W της ω ως αντικείµενο της X , και χρησιµοποιώντας ξανά το
Θεώρηµα (7.3.12), οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι η ακολουθία αβελιανών οµάδων

HomCpW,XCq
pπCq‹
ÝÑ HomCpW,Cq ÝÑ 0,

είναι ακριβής. Συνεπώς, υπάρχει µορφισµός g1 : W ÝÑ XC στην C, τέτοιος ώστε pπCq‹pg1q “ g,
ή ισοδύναµα, πC ˝ g1 “ g. Παρατηρώντας ότι :

πC ˝ g
1 ˝ h “ g ˝ h “ πC ˝ f,

και ϑέτοντας α “ f ´ pg1 ˝ hq, παίρνουµε ότι πC ˝ α “ 0, ή ισοδύναµα, ότι imα ďm ker πC “ κC .
Εποµένως, υπάρχει µορφισµός λ : Imα ÝÑ YC στην C, τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να
είναι µεταθετικό :

Imα

λ ""

imα // XC

YC .

κC

OO (7.40)

΄Ετσι, επειδή η κατηγορία C είναι αβελιανή, και το διάγραµµα (7.40) είναι µεταθετικό, συµπεραί-
νουµε ότι ο µορφισµός α στη C αναλύεται µέσω της εικόνας του, ως το µεταθετικό διαγράµµα:

X

β

��

α // XC

Imα.

κC˝λ

;;

όπου β είναι ένας επιµορφισµός στην C. Θέτοντας λοιπόν, γ “ λ ˝ β : X ÝÑ YC , έχουµε ότι
κC ˝ γ “ α, δηλαδή, ότι το διάγραµµα:

X

γ

��

α // XC

YC

κC

==

είναι µεταθετικό. ΄Αρα, ο µορφισµός α “ f ´ pg1 ˝ hq στην C, παραγοντοποιείται µέσω του
αντικειµένου YC της pω, και κατ΄ επέκταση από το Λήµµα (7.3.22), µέσω ενός αντικειµένου της ω.
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Το αποτέλεσµα όµως αυτό, µας εξασφαλίζει ότι ο µορφισµός f ´pg1 ˝hq : X ÝÑ XC στην X είναι
ο µηδενικός µορφισµός στην X {ω, ή ισοδύναµα, ότι g1 ˝ h “ f στην X {ω. Παρατηρώντας ότι ο
µορφισµός g1 ˝ h στην X παραγοντοποιείται εξ ορισµού µέσω του αντικειµένου W της ω, έπεται
ότι

f “ g1 ˝ h “ 0HomX{ωpX,XCq,

και κατ΄ επέκταση, ότι ο επιµορφισµός φX,C είναι µονοµορφισµός. Συνεπώς, καταλήγουµε στο
συµπέρασµα ότι για κάθε αντικείµενο X της X {ω και για κάθε αντικείµενο C της pX {ω, οι οµο-
µορφισµοί αβελιανών οµάδων φX,C είναι ισοµορφισµοί. Προκειµένου λοιπόν να αποδείξουµε ότι
ο συναλλοίωτος συναρτητής j! είναι δεξιός συζυγής του συναλλοίωτου συναρτητή j!, µένει ακόµη
να δείξουµε ότι οι ισοµορφισµοί αβελιανών οµάδων φX,C , είναι ϕυσικοί στο X και στο C. Το απο-
τέλεσµα ωστόσο αυτό, προκύπτει κατά προφανή τρόπο χρησιµοποιώντας τον τρόπο µε τον οποίο
ορίστηκαν οι απεικονίσεις φX,C .

΄Εχοντας εξασφαλίσει τώρα ότι το Ϲεύγος συναλλοίωτων συναρτητών pj!, j!q είναι συζυγές, από το
Κεφάλαιο 2 γνωρίζουµε ότι για κάθε αντικείµενο C της pX {ω, οι ϕυσικοί ισοµορφισµοί αβελιανών
οµάδων:

φj!pCq,C : HomX {ωpj
!pCq, j!pCqq

–
ÝÑ Hom

pX {ωpj!pj
!pCqq, Cq,

ορίζουν ένα ϕυσικό µετασχηµατισµό η : j! ˝ j
! ÝÑ Id

pX {ω. Υπενθυµίζουµε ότι ο ϕυσικός µετασχη-
µατισµός η ορίζεται ως η κλάση των µορφισµών:

tηC “ φj!pCq,Cp1j!pCqq : pj! ˝ j
!qpCq ÝÑ Id

pX {ωpCqu,

για κάθε αντικείµενο C της pX {ω, µε την ιδιότητα ότι αν f : C ÝÑ D είναι ένας µορφισµός στην
pX {ω, όπου f : C ÝÑ D είναι ένας µορφισµός στην pX , τότε το διάγραµµα:

pj! ˝ j
!qpCq

pj!˝j
!
qpfq

��

ηC // C

f

��
pj! ˝ j

!qpDq
ηD

// D.

(7.41)

είναι µεταθετικό. Παρατηρώντας για κάθε αντικείµενο C της pX {ω τις ισότητες,

ηC “ φj!pCq,Cp1j!pCqq “ πC ˝ 1XC “ πC ,

συµπεραίνουµε ότι ο ϕυσικός µετασχηµατισµός η “ tηC : XC ÝÑ Cu όπου C είναι ένα αντικεί-
µενο της pX {ω, είναι η κλάση των µορφισµών:

π “ tπC : XC ÝÑ Cu,

για κάθε αντικείµενο C της pX {ω, όπως επιθυµούσαµε.
2) Ανάλογα, µε την απόδειξη του πρώτου σκέλους.
3) Θεωρούµε την σύνθεση των συναλλοίωτων συναρτητών j! και ι‹, δηλαδή, τον συναλλοίωτο

συναρτητή
j! ˝ ι‹ : pω{ω ÝÑ X {ω,

ο οποίος αντιστοιχίζει κάθε αντικείµενο Y της pω{ω στην επιλεγόµενη pX -προσέγγιση XY του Y ,
και κάθε µορφισµό f : Y ÝÑ Y 1 στην pω{ω όπου f : Y ÝÑ Y 1 είναι ένας µορφισµός στην pω, στον
µορφισµό f‹ : XY ÝÑ XY 1 στην X {ω. Θέλουµε να δείξουµε ότι ο συναλλοίωτος συναρτητής j! ˝ ι‹
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είναι ο µηδενικός συναρτητής, δηλαδή, ο συναρτητής ο οποίος αντιστοιχίζει κάθε αντικείµενο Y της
pω{ω, σε ένα µηδενικό αντικείµενο της X {ω, και άρα υποχρεωτικά, κάθε µορφισµό f : Y ÝÑ Y 1

στην pω{ω, στον αντίστοιχο µηδενικό µορφισµό στην X {ω. Για το σκοπό αυτό, ϑεωρούµε ένα
αντικείµενο Y της pω{ω, και έστω

0 ÝÑ YY ÝÑ XY
πY
ÝÑ Y ÝÑ 0, (7.42)

µια X -προσέγγιση του Y . Επειδή το Y είναι αντικείµενο της pω{ω, υπάρχει µια σύντοµη ακριβής
ακολουθία στην C,

0 ÝÑ K ÝÑW ÝÑ Y ÝÑ 0, (7.43)

όπου K P obppωq και W P obpωq. Ωστόσο, η ακριβής ακολουθία (7.43) στην C, µπορεί να ιδωθεί
ως µια X -προσέγγιση του Y , αφού η ω είναι πλήρης υποκατηγορία της X . Συνεπώς, χρησιµο-
ποιώντας το Πόρισµα (7.3.16), και την Παρατήρηση (7.3.15), παίρνουµε ότι οι ακολουθίες (7.42)
και (7.43), είναι (δεξιά) ισοδύναµες ακριβείς ακολουθίες, και επιπλέον, ότι το αντικείµενο W της
ω είναι ισόµορφο στην X {ω, µε το αντικείµενο XY “ pj

! ˝ ι‹qpY q της X . ΄Ετσι, χρησιµοποιών-
τας το γεγονός ότι τα µηδενικά αντικείµενα της X {ω, είναι ακριβώς όλα τα αντικείµενα της ω,
συµπεραίνουµε ότι j! ˝ ι‹ “ 0, όπως επιθυµούσαµε.

Στη συνέχεια, ϑεωρούµε τον συναλλοίωτο συναρτητή

ι‹ ˝ j! : X {ω ÝÑ pω{ω,

ο οποίος αντιστοιχίζει κάθε αντικείµενο X της X {ω στο επιλεγόµενο pω-κάλυµµα Y X του X, και
κάθε µορφισµό f : X ÝÑ X 1 στην X {ω όπου f : X ÝÑ X 1 είναι ένας µορφισµός στην X , στον
µορφισµό f‹ : Y X ÝÑ Y X

1

στην pω{ω. ΄Εχοντας εξασφαλίσει τώρα ότι τα Ϲεύγη συναλλοίωτων
συναρτητών pj!, j!q και pι‹, ι‹q είναι συζυγή Ϲεύγη, η Παρατήρηση (2.2.27) µας δίνει ότι το Ϲεύγος
συναλλοίωτων συναρτητών pι‹ ˝ j!, j! ˝ ι‹q είναι επίσης συζυγές Ϲεύγος. Συνεπώς, για κάθε αντικεί-
µενο X της X {ω και για κάθε αντικείµενο Y της pω{ω, υπάρχουν ϕυσικοί ισοµορφισµοί αβελιανών
οµάδων:

ψX,Y : Hom
pω{ωppι

‹ ˝ j!qpXq, Y q
–
ÝÑ HomX {ωpX, pj

! ˝ ι‹qpY qq.

Χρησιµοποιώντας τώρα το αποτέλεσµα ότι ο συναλλοίωτος συναρτητής j! ˝ ι‹ είναι ο µηδενικός
συναρτητής, οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι για κάθε αντικείµενο Y της pω{ω, οι αβελιανές οµά-
δες HomX {ωpX, pj

! ˝ ι‹qpY qq είναι οι τετριµµένες. ΄Ετσι, αφού οι ϕυσικοί οµοµορφισµοί αβελιανών
οµαδων ψX,Y είναι ισοµορφισµοί, έπεται ότι

Hom
pω{ωppι

‹ ˝ j!qpXq, Y q “ 0Hom
pω{ωppι‹˝j!qpXq,Y q,

για κάθε αντικείµενο X της X {ω και για κάθε αντικείµενο Y της pω{ω. Συνεπώς, για κάθε
αντικείµενο X της X {ω, παίρνουµε ότι :

Hom
pω{ωppι

‹ ˝ j!qpXq, pι
‹ ˝ j!qpXqq “ 0Hom

pω{ωppι‹˝j!qpXq,pι‹˝j!qpXqq.

Αν ϑεωρήσουµε στη συνέχεια για κάθε αντικείµενο X της X {ω, τον ταυτοτικό µορφισµό

1pι‹˝j!qpXq : pι
‹ ˝ j!qpXq ÝÑ pι‹ ˝ j!qpXq,

στην pω{ω, τότε χρησιµοποιώντας την προηγούµενη σχέση, καθώς και το γεγονός ότι η κατηγορία
pω{ω είναι προσθετική, οδηγούµαστε για κάθε αντικείµενο X της X {ω, στο συµπέρασµα ότι :

1pι‹˝j!qpXq “ 0Hom
pω{ωppι‹˝j!qpXq,pι‹˝j!qpXqq “ 0,

όπου 0 είναι ο µηδενικός µορφισµός στην pω{ω. Το αποτέλεσµα όµως αυτό, καθώς και η Παρατή-
ϱηση (2.1.24), µας εξασφαλίζουν ότι για κάθε αντικείµενο X της X {ω, τα αντικείµενα pι‹ ˝ j!qpXq
είναι µηδενικά αντικείµενα της pω{ω. Εποµένως, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι ο συναλλοίω-
τος συναρτητής ι‹ ˝ j! είναι ο µηδενικός συναρτητής, όπως Ϲητούσαµε.
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4) Θεωρούµε τη σύνθεση των µορφισµών σύζευξης i και π, δηλαδή, τον ϕυσικό µετασχηµατισµό

i ˝ π “ tiC ˝ πC “ iC ˝ πC : XC ÝÑ Y Cu

για κάθε αντικείµενο C της pX {ω. Για κάθε αντικείµενο C της της pX , (ή ισοδύναµα, της pX {ω), ο
µορφισµός ιC ˝πC : XC ÝÑ Y C στην pX , παραγοντοποιείται µέσω του αντικειµένου Y C της pω, ως
το µεταθετικό διάγραµµα:

XC

iC˝πC !!

iC˝πC // Y C

1Y C
��

Y C .

Συνεπώς, χρησιµοποιώντας το Λήµµα (7.3.22), συµπεραίνουµε ότι για κάθε αντικείµενο C της
pX , ο µορφισµός ιC ˝ πC παραγοντοποιείται µέσω ενός αντικειµένου της ω, δηλαδή, για κάθε
αντικείµενο C της pX , υπάρχει ένα µεταθετικό διάγραµµα:

XC

��

πC // C

iC

��
W // Y C

όπου W P obpωq. Εποµένως, για κάθε αντικείµενο C της προσθετικής κατηγορίας pX {ω, έχουµε
ότι

iC ˝ πC : XC ÝÑ Y C “ 0Hom
xX{ωpXC ,Y

Cq,

ή ισοδύναµα, ότι για κάθε αντικείµενο C της προσθετικής κατηγορίας pX {ω, οι επαγόµενοι µορ-
ϕισµοί iC ˝ πC είναι οι µηδενικοί µορφισµοί στην pX {ω από το XC στο YC . ΄Αρα, η σύνθεση των
µορφισµών σύζευξης

j! ˝ j
! π
ÝÑ Id

pX {ω
i
ÝÑ ι‹ ˝ ι

‹,

είναι ο µηδενικός µορφισµός στην pX {ω. �

Είµαστε σε ϑέση πλέον να καταλάβουµε τον λόγο που το Θεώρηµα (7.2.7), χαρακτηρίζεται ως
το ϐασικό ϑεώρηµα «αποσύνθεσης». Οι συνθήκες 3) και 4) του Θεωρήµατος (7.3.25), µας εξασφα-
λίζουν ότι κάθε αντικείµενο C της pX «αποσυντίθεται», τουλάχιστον στην pX {ω, στην επιλεγόµενη
X -προσέγγιση XC του C, και στο επιλεγόµενο pω-κάλυµµα Y C του C.

Στην προηγούµενη ενότητα, προκειµένου να εφαρµόσουµε την ϑεωρία που είχαµε αναπτύξει,
δώσαµε ένα παράδειγµα για τις κατηγορίες X και ω, όπου η ω αποτελούσε έναν συνγεννήτορα
για την X . Στην παρούσα ενότητα, εισάγαµε την έννοια του ενέσιµου συνγεννήτορα, και χρησι-
µοποιώντας την έννοια αυτή, αποδείξαµε ϑεµελιώδη αποτελέσµατα. Ολοκληρώνουµε λοιπόν την
παρούσα ενότητα, παραθέτοντας ένα παράδειγµα για τις κατηγορίες X και ω, όπου η ω είναι
πλέον ένας ενέσιµος συνγεννήτορας για την X .

Παράδειγµα 7.3.26. Αν διατηρήσουµε τους συµβολισµούς του Παραδείγµατος (7.2.11) για τις
κατηγορίες C,X και ω, τότε έχουµε ότι η ω είναι στην πραγµατικότητα ένας ενέσιµος συνγεννήτο-
ϱας για την X . Ο ισχυρισµός αυτός, προκύπτει παρατηρώντας ότι X “ Kω, και χρησιµοποιώντας
το πρώτο σκέλος της Παρατήρησης (7.3.8). Επιπλέον, στην περίπτωση αυτή, χρησιµοποιώντας
το γεγονός ότι κάθε αβελιανή κατηγορία είναι ταυτοδύναµα πλήρης, καθώς και την Πρόταση
(2.3.14), έπεται ότι η ευσταθής κατηγορία X {ω της X modulo ω, είναι η κατηγορία των µέγιστων
Cohen-Macaulay αριστερών R-προτύπων, µε την έννοια ότι, ExtiRpM,Rq “ 0, για i ‰ 0, modulo
ευσταθή ισοδυναµία. ∆ηλαδή, αν τα πεπερασµένα παραγόµενα αριστερά R-πρότυπα M και M 1
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είναι αντικείµενα της X , τότε τοM είναι ισόµορφο µε τοM 1 στην X {ω, αν και µόνο αν, υπάρχουν
πεπερασµένα παραγόµενα και προβολικά αριστερά R-πρότυπα P και P 1, έτσι ώστε το M ‘ P 1

είναι ισόµορφο µε το M 1 ‘ P στην C “ R-mod.

7.4 Ιδιότητες Ακρίβειας Των Κατηγοριών pX Και pω

Στην ενότητα αυτή, διατηρούµε τη γενική µας υπόθεση ότι :
‚ η X είναι ακριβής και προσθετικά κλειστή υποκατηγορία της C, µε την ιδιότητα ότι κάθε

επιµορφισµός από την C στην X είναι αποδεκτός, καθώς και ότι η ω είναι ενέσιµος συνγεννήτορας
για την X .

Αρχικά, αποδεικνύουµε ότι η πλήρης υποκατηγορία pX της C είναι προσθετικά κλειστή, µε την
ιδιότητα ότι αν

0 ÝÑ A ÝÑ B ÝÑ C ÝÑ 0

είναι µια σύντοµη ακριβής ακολουθία στην C, όπου δύο από τα A,B και C είναι αντικείµενα της
pX , τότε και το τρίτο είναι αντικείµενο επίσης της pX . Στη συνέχεια, ϐασιζόµενοι στο αποτέλεσµα
αυτό, δείχνουµε ότι η pω είναι µια ακριβής και προσθετικά κλειστή υποκατηγορία της C, µε την
ιδιότητα ότι αν

0 ÝÑ A ÝÑ B ÝÑ C ÝÑ 0

είναι µια σύντοµη ακριβή ακολουθία στην C, όπου τα A και B είναι αντικείµενα της pω, τότε το
C είναι επίσης αντικείµενο της pω. Η ιδιότητα αυτή, ϑα µπορούσαµε να την εκφράσουµε αλλιώς,
λέγοντας ότι κάθε µονοµορφισµός από την C στην pω είναι αποδεκτός.

7.4.1 Ιδιότητες ακρίβειας της pX .

Ξεκινάµε µε το ακόλουθο αποτέλεσµα, το οποίο µας εξασφαλίζει ότι η pX είναι ακριβής κατηγορία.

Λήµµα 7.4.1. Η πλήρης υποκατηγορία pX της C είναι κλειστή στις επεκτάσεις.

Απόδειξη. Θεωρούµε µια σύντοµη ακριβή ακολουθία στην C

E1 : 0 ÝÑ A ÝÑ B ÝÑ C ÝÑ 0,

όπου ταA και C είναι αντικείµενα της pX . Θα δείξουµε ότι το αντικείµενοB της C είναι αντικείµενο
της pX , µε χρήση επαγωγής στο ϕυσικό αριθµό n, όπου n “ X - res. dimC. Αν n “ 0, τότε έπεται
ότι το αντικείµενο C της pX , είναι επίσης αντικείµενο της X . Επειδή το A είναι αντικείµενο της pX ,
υπάρχει µια X -προσέγγιση του A, έστω

0 ÝÑ YA ÝÑ XA
πA
ÝÑ A ÝÑ 0. (7.44)

Χρησιµοποιώντας τώρα το Θεώρηµα (7.3.12), καθώς και το αποτέλεσµα ότι το C είναι αντικείµενο
της X , παίρνουµε ιδιαίτερα ότι ο επαγόµενος οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων:

Ext1CpC, πAq : Ext
1
CpC,XAq ÝÑ Ext1CpC,Aq,

είναι ισοµορφισµός.
Υπενθυµίζουµε από το Κεφάλαιο 2, τον τρόπο µε τον οποίο ορίζεται ο επαγόµενος οµοµορφι-

σµός αβελιανών οµάδων Ext1CpC, πAq. Αν

E : 0 ÝÑ XA ÝÑ B ÝÑ C ÝÑ 0,
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είναι µια σύντοµη ακριβής ακολουθία στην C, τότε ϑεωρώντας το pushout P του διαγράµµατος :

XA

πA

��

// B

��
A // P

επάγεται µια σύντοµη ακριβής ακολουθία στην C,

πAE : 0 ÝÑ A ÝÑ P ÝÑ C ÝÑ 0,

τέτοια ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

0 // XA

πA

��

// B

��

// C // 0

0 // A // P // C // 0.

Σηµειώνουµε ότι η ακριβής ακολουθία πAE στην C µε την προηγούµενη ιδιότητα, είναι µοναδική
µέχρι ισοδυναµίας. ∆ηλαδή, αν υπάρχει σύντοµη ακριβής ακολουθία στην C

E : 0 ÝÑ A ÝÑ K ÝÑ C ÝÑ 0,

και ένα µεταθετικό διάγραµµα της µορφής:

0 // XA

πA

��

// B

��

// C // 0

0 // A // K // C // 0

τότε υπάρχει µορφισµός β : P ÝÑ K στην C, (για την ακρίβεια, ο µορφισµός β ϑα είναι υποχρε-
ωτικά ισοµορφισµός), τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

0 // A // P

β

��

// C // 0

0 // A // K // C // 0.

Στην περίπτωση αυτή, λέµε ότι οι ακριβείς ακολουθίες πAE και E στην C είναι ισοδύναµες, και
τότε γράφουµε πAE “ E. Για τη δοθείσα λοιπόν σύντοµη ακριβή ακολουθία (7.44) στην C,
ορίζουµε τον οµοµορφισµό αβελιανών οµάδων:

Ext1CpC, πAq : Ext
1
CpC,XAq ÝÑ Ext1CpC,Aq,

ϑέτοντας Ext1CpC, πAqpEq “ πAE, για κάθε E P Ext1CpC,XAq.
΄Ετσι, αφού ο επαγόµενος οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων Ext1CpC, πAq είναι ισοµορφισµός,

και η ακολουθία E1 είναι στοιχείο της αβελιανής οµάδας Ext1CpC,Aq, υπάρχει µοναδική σύντοµη
ακριβής ακολουθία

E : 0 ÝÑ XA ÝÑ Z ÝÑ C ÝÑ 0

στην C, τέτοια ώστε πAE “ Ext1CpC, πAqpEq “ E1. Συνεπώς, υπάρχει ένα µεταθετικό διάγραµµα
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µε ακριβείς γραµµές και στήλες στη C:

0

��

0

��
YA

��

YA

��
0 // XA

πA

��

// Z

��

// C // 0

0 // A

��

// B

��

// C // 0

0 0

(7.45)

Επειδή τα XA και C είναι αντικείµενα της X , και αφού η X είναι κλειστή στις επεκτάσεις,
οδηγούµαστε από την πρώτη γραµµή του διαγράµµατος (7.45), στο συµπέρασµα ότι το Z είναι
αντικείµενο επίσης της X . ΄Ετσι, ϑεωρώντας το αντικείµενο YA της pω ως αντικείµενο της pX , από
τη δεύτερη στήλη του διαγράµµατος (7.45), συµπεραίνουµε ότι το B είναι αντικείµενο της pX .

΄Εστω τώρα n ą 0. Υποθέτουµε ότι για κάθε αντικείµενοL της pX έτσι ώστεX - res. dimL ď n´1,
και για κάθε σύντοµη ακριβή ακολουθία :

0 ÝÑM ÝÑ N ÝÑ L ÝÑ 0

στην C όπου το M είναι αντικείµενο της pX , ισχύει ότι το N είναι επίσης αντικείµενο της pX .
Η υπόθεση ότι X - res. dimC “ n ą 0, µας εξασφαλίζει την ύπαρξη µιας σύντοµης ακριβούς
ακολουθίας στην C,

0 ÝÑ L ÝÑ X0
γ
ÝÑ C ÝÑ 0,

όπου X0 P obpX q και X - res. dimL “ n ´ 1, και κατ΄ επέκταση, την ύπαρξη ενός µεταθετικού
διαγράµµατος µε ακριβείς γραµµές στην C:

E1γ : 0 // A // P

p

��

// X0

γ

��

// 0

E1 : 0 // A // B // C // 0

όπου από τις ιδιότητες των pullback-διαγραµµάτων προκύπτει ότι ο µορφισµός p στην C, είναι
επιµορφισµός. Χρησιµοποιώντας στη συνέχεια το Θεώρηµα (7.3.12), συµπεραίνουµε ότι ο επα-
γόµενος οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων:

Ext1CpX0, πAq : Ext
1
CpX0, XAq ÝÑ Ext1CpX0, Aq,

είναι ισοµορφισµός, διότι το X0 είναι αντικείµενο της X . Εποµένως, αφού η ακολουθία E1γ είναι
στοιχείο της αβελιανής οµάδας Ext1CpX0, Aq, υπάρχει µοναδική σύντοµη ακριβής ακολουθία

E : 0 ÝÑ XA ÝÑ V ÝÑ X0 ÝÑ 0

στην C, τέτοια ώστε Ext1CpX0, πAqpEq “ E1γ, ή ισοδύναµα, υπάρχει ένα µεταθετικό διάγραµµα µε
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ακριβείς γραµµές στην C:

E : 0 // XA

πA

��

// V

α

��

// X0
// 0

πAE : 0 // A // U

p1–

��

// X0
// 0

E1γ : 0 // A // P // X0
// 0

όπου από τις ιδιότητες των pushout-διαγραµµάτων προκύπτει ότι ο µορφισµός α στην C, είναι επι-
µορφισµός. Συνδυάζοντας λοιπόν τα προηγούµενα αποτελέσµατα, οδηγούµαστε στο συµπέρασµα
ότι το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό µε ακριβείς γραµµές και στήλες στην C:

E : 0 // XA

πA

��

// V

δ

��

// X0

γ

��

// 0

E1 : 0 // A

��

// B

��

// C

��

// 0

0 0 0

(7.46)

όπου δ “ p ˝ p1 ˝ α. Αν εφαρµόσουµε τώρα το Snake Lemma στο µεταθετικό διάγραµµα (7.46),
και χρησιµοποιήσουµε το γεγονός ότι ένας µορφισµός f : M ÝÑ N στην C είναι επιµορφισµός,
αν και µόνο αν, Coker f “ 0, τότε επάγεται µια σύντοµη ακριβής ακολουθία στην C

0 ÝÑ YA ÝÑ K ÝÑ L ÝÑ 0,

η οποία συνθέτει το µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές και στήλες στην C:

0

��

0

��

0

��
0 // YA

��

// K

��

// L

��

// 0

0 // XA

πA

��

// V

δ

��

// X0

γ

��

// 0

0 // A

��

// B

��

// C

��

// 0

0 0 0

(7.47)

όπου δ “ p ˝ p1 ˝ α. Επειδή τα XA και X0 είναι αντικείµενα της X , και αφού η X είναι κλειστή
στις επεκτάσεις, από τη δεύτερη γραµµή του διαγράµµατος (7.47), παίρνουµε ότι το V είναι
επίσης αντικείµενο της X . Επιπλέον, ϑεωρώντας το αντικείµενο YA της pω ως αντικείµενο της pX ,
και χρησιµοποιώντας την επαγωγική υπόθεση, από την πρώτη γραµµή του διαγράµµατος (7.47),
έπεται ότι τοK είναι αντικείµενο της pX . Συνεπώς, από τη δεύτερη στήλη του διαγράµµατος (7.47),
καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι το B είναι επίσης αντικείµενο της pX , όπως επιθυµούσαµε. �

Χρησιµοποιούµε τώρα το γεγονός ότι η pX είναι κλειστή στις επεκτάσεις, για να αποδείξουµε
το επόµενο αποτέλεσµα.
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Λήµµα 7.4.2. ΄Εστω 0 ÝÑ K
f
ÝÑ X

g
ÝÑ C ÝÑ 0 µια σύντοµη ακριβής ακολουθία στην C,

όπου το X είναι αντικείµενο της X . Τότε το K είναι αντικείµενο της pX , αν και µόνο αν, το C είναι
αντικείµενο της pX .

Απόδειξη. Αν το K είναι αντικείµενο της pX , τότε αφού το X είναι αντικείµενο της X , έπεται ότι

X - res. dimC ď X - res. dimK ` 1 ă 8,

και κατ΄ επέκταση, ότι το C είναι αντικείµενο της pX . Υποθέτουµε λοιπόν τώρα, ότι το C είναι
αντικείµενο της pX , και έστω

0 ÝÑ YC
jC
ÝÑ XC

πC
ÝÑ C ÝÑ 0,

µια X -προσέγγιση του C. Χρησιµοποιώντας την υπόθεση καθώς και το Θεώρηµα (7.3.12), συµ-
περαίνουµε ότι ο οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων:

pπCq‹ : HomCpX,XCq ÝÑ HomCpX,Cq,

είναι επιµορφισµός. Συνεπώς, υπάρχει µορφισµός h : X ÝÑ XC στην X , έτσι ώστε pπCq‹phq “ g,
ή ισοδύναµα, πC ˝ h “ g. Ο µορφισµός h στην X µε την προηγούµενη ιδιότητα, µας εξασφαλίζει
την ύπαρξη ενός µοναδικού µορφισµού h1 : K ÝÑ YC στην C, ο οποίος επάγει το ακόλουθο
µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές στην C :

0 // K

h1

��

f // X

h

��

g // C // 0

0 // YC
jC
// XC πC

// C // 0.

(7.48)

Επειδή το YC είναι αντικείµενο της pω, υπάρχει ένα αντικείµενο W της ω, και ένας επιµορφισµός
κ : W ÝÑ YC στην pω. Σχηµατίζοντας το ευθύ άθροισµα της πρώτης και αντίστοιχα, της δεύτερης
γραµµής του µεταθετικού διαγράµµατος (7.48), µε την ακριβή ακολουθία στην C

0 ÝÑW
1W
ÝÑW ÝÑ 0 ÝÑ 0,

επάγεται το µεταθετκό διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές στην C :

0 // K ‘W

δ

��

f‘1W // X ‘W

γ

��

pg 0q // C // 0

0 // YC ‘W
jC‘1W

// XC ‘W
pπC 0q

// C // 0

όπου δ “
ˆ

h1 κ
0 1W

˙

και γ “
ˆ

h jC ˝ κ
0 1W

˙

. Αν ϑεωρήσουµε στη συνέχεια τις ϕυσικές προβολές

α :“ p1YC 0q : YC ‘W ÝÑ YC & β :“ p1XC 0q : XC ‘W ÝÑW,

τότε οδηγούµαστε στο µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές στην C :

0 // YC ‘W

α

��

jC‘1W // XC ‘W

β

��

pπC 0q // C // 0

0 // YC
jC

// XC πC
// C // 0.
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Ως απόρροια των παραπάνω λοιπόν, έπεται ότι το διάγραµµα:

0 // K ‘W

α˝δ

��

f‘1W // X ‘W

β˝γ

��

pg 0q // C // 0

0 // YC
jC

// XC πC
// C // 0

(7.49)

είναι µεταθετικό µε ακριβείς γραµµές στην C. Η εφαρµογή τώρα του Snake Lemma στο µεταθετικό
διάγραµµα (7.49), µας δίνει ότι V :“ Kerpα ˝ δq – Kerpβ ˝ γq, και κατ΄ επέκταση, ότι το ακόλουθο
διάγραµµα είναι µεταθετικό µε ακριβείς γραµµές και στήλες στην C :

0

��

0

��
V

��

V

��
0 // K ‘W

α˝δ

��

f‘1W // X ‘W

β˝γ

��

pg 0q // C // 0

0 // YC

��

jC
// XC

��

πC
// C // 0

0 0
(7.50)

Η γενική µας υπόθεση ότι κάθε επιµορφισµός από την C στην X είναι αποδεκτός, µας εξασφαλίζει
ότι το V είναι αντικείµενο της X , διότι το X ‘W µπορεί να ϑεωρηθεί ως αντικείµενο της X , το
XC είναι αντικείµενο της X , και η δεύτερη στήλη του µεταθετικού διαγράµµατος (7.50) είναι µια
σύντοµη ακριβής ακολουθία στην C. Αν ϑεωρήσουµε τώρα το αντικείµενο V της X ως αντικείµενο
της pX , καθώς και το αντικείµενο YC της pω ως αντικείµενο της pX , τότε χρησιµοποιώντας το Λήµµα
(7.4.1), οδηγούµαστε από την πρώτη στήλη του µεταθετικού διαγράµµατος (7.50), στο συµπέρα-
σµα ότι το αντικείµενο K ‘W της C, είναι επίσης αντικείµενο της pX . Εποµένως, υπάρχει µια
X -προσέγγιση του K ‘W , έστω

0 ÝÑ YK‘W ÝÑ XK‘W
πK‘W
ÝÑ K ‘W ÝÑ 0.

Θεωρώντας στη συνέχεια την κανονική εισαγωγή

i :“

ˆ

0
1W

˙

: W ÝÑ K ‘W,
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και σχηµατίζοντας το pullback Z του διαγράµµατος :

Z

��

// XK‘W

πK‘W

��
W

i
// K ‘W

επάγεται το µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές και στήλες στην C :

0

��

0

��
YK‘W

��

YK‘W

��
0 // Z

��

// XK‘W

πK‘W

��

// K // 0

0 // W

��

i
// K ‘W

��

$
// K // 0

0 0

(7.51)

όπου $ “ p1K 0q είναι η ϕυσική προβολή. Επειδή τα YK‘W και W µπορούν να ϑεωρηθούν
αντικείµενα της pX , και αφού η pX είναι κλειστή στις επεκτάσεις, από την πρώτη στήλη του µε-
ταθετικού διαγράµµατος (7.51), παίρνουµε ότι το Z είναι αντικείµενο της pX . Χρησιµοποιώντας
το αποτέλεσµα αυτό, καθώς και το γεγονός ότι το XK‘W είναι αντικείµενο της X , καταλήγουµε
από την πρώτη γραµµή του µεταθετικού διαγράµµατος (7.51), στο συµπέρασµα ότι το K είναι
αντικείµενο της pX , όπως επιθυµούσαµε. �

Πρόταση 7.4.3. Αν C είναι ένα αντικείµενο της pX , τότε για κάθε ϕυσικό αριθµό n οι ακόλουθες
συνθήκες είναι ισοδύναµες :

1. X - res. dimC ď n.

2. Αν 0 ÝÑ U ÝÑ Xn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ X0 ÝÑ C ÝÑ 0 είναι µια ακριβής ακολουθία στην C,
όπου κάθε Xi για i “ 0, . . . , n´ 1 είναι αντικείµενο της X , τότε το U είναι επίσης αντικείµενο
της X .

Απόδειξη. Η συνεπαγωγή 2 ñ 1 εξασφαλίζεται χρησιµοποιώντας τον ορισµό της διάστασης X -
ανάλυσης του αντικειµένου C της pX . Για να αποδείξουµε λοιπόν ότι οι παραπάνω συνθήκες είναι
ισοδύναµες, αρκεί να δείξουµε την συνεπαγωγή 1 ñ 2. Για το σκοπό αυτό, υποθέτουµε ότι ισχύει
το 1), και ϑεωρούµε µια ακριβή ακολουθία στην C

0 ÝÑ U ÝÑ Xn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ X0 ÝÑ C ÝÑ 0, (7.52)

όπου κάθε Xi για i “ 0, . . . , n ´ 1, είναι αντικείµενο της X . Αν n “ 0, τότε προφανώς το C
είναι αντικείµενο της X , και η ακριβής ακολουθία (7.52) είναι στην πραγµατικότητα η ακριβής
ακολουθία στην C :

0 ÝÑ U ÝÑ C ÝÑ 0.

Συνεπώς, έπεται ότι το U είναι αντικείµενο της X ως ισόµορφο µε το αντικείµενο C της X . ΄Ετσι,
υποθέτουµε τώρα ότι n ą 0. Επειδή η ακολουθία (7.52) είναι ακριβής στην C, µπορούµε να την
«σπάσουµε» σε σύντοµες ακριβείς ακολουθίες στην C για κάθε j “ 1, . . . , n,

`j : 0 ÝÑ Kj ÝÑ Xj´1 ÝÑ Kj´1 ÝÑ 0,
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όπου K0 “ C και Kn “ U . Αν εφαρµόσουµε το Λήµµα (7.4.2) στη σύντοµη ακριβή ακολουθία
`1, τότε έχουµε ότι το K1 είναι αντικείµενο της pX . Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα αυτό, και
εφαρµόζοντας ξανά το Λήµµα (7.4.2), αυτή τη ϕορά στη σύντοµη ακριβή ακολουθία `2, παίρνουµε
ότι το K2 είναι επίσης αντικείµενο της pX . Επαγωγικά λοιπόν οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι
το U είναι αντικείµενο της pX . Στη συνέχεια, ϑεωρούµε ένα τυχαίο αντικείµενο W της pω, και
εφαρµόζουµε τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή HomCp´,W q σε κάθε σύντοµη ακριβή ακολουθία
`j για j “ 1, . . . , n. Τότε χρησιµοποιώντας το Πόρισµα (7.3.11), έπεται ότι

ExtiCpKj ,W q – Exti`1
C pKj´1,W q,

για κάθε i ą 0 και για κάθε 1 ď j ď n. Εποµένως, προκύπτει ότι :

Ext1CpU,W q – Ext2CpKn´1,W q – . . . – ExtnCpK1,W q – Extn`1
C pC,W q,

για κάθε αντικείµενο W της pω, και κατ΄ επέκταση, ότι Ext1CpU,W q – Extn`1
C pC,W q για κάθε

αντικείµενο W της pω. Αν χρησιµοποιήσουµε τώρα την υπόθεση ότι X - res. dimC ď n, καθώς
και την Πρόταση (7.3.10), τότε οδηγούµαστε στη σχέση, C - inj. dim pω ď n. Εξ ορισµού λοιπόν,
έχουµε ότι ExtiCpC,W q “ 0 για κάθε i ą n και για κάθε αντικείµενο W της pω. Το αποτέλεσµα
ωστόσο αυτό, µας δίνει ότι Extn`1

C pC,W q “ 0 για κάθε αντικείµενο W της pω, και άρα, ότι
Ext1CpU,W q “ 0 για κάθε αντικείµενοW της pω. Συνεπώς, χρησιµοποιώντας και πάλι την Πρόταση
(7.3.10), συµπεραίνουµε ότι X - res. dimU “ 0, ή ισοδύναµα, ότι το αντικείµενο U της pX είναι
στην πραγµατικότητα αντικείµενο της X , όπως επιθυµούσαµε. �

Στη συνέχεια, ϐασιζόµενοι στην Πρόταση (7.4.3), αποδεικνύουµε ότι η pX είναι κλειστή σε
ευθείς προσθετέους στην C.

Πρόταση 7.4.4. Η πλήρης υποκατηγορία pX της C είναι προσθετικά κλειστή. Ισοδύναµα,

pX “ Add pX .

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι το αντικείµενο C1 της C είναι ευθύς προσθετέος ενός αντικειµένου C
της pX , και γράφουµε C “ C1 ‘C2 για κάποιο αντικείµενο C2 της C. Θα δείξουµε ότι το C1 είναι
αντικείµενο της pX , µε χρήση επαγωγής στο ϕυσικό αριθµό n, όπου n “ X - res. dimC. Αν n “ 0,
ή ισοδύναµα, αν το C είναι αντικείµενο της X , τότε έπεται ότι τα C1 και C2 είναι αντικείµενα της
X , διότι η X είναι προσθετικά κλειστή. ΄Εστω τώρα n ą 0. Υποθέτουµε ότι για κάθε αντικείµενο
L “ L1 ‘ L2 της pX όπου τα L1 και L2 είναι αντικείµενα της C, µε X - res. dimL ď n ´ 1, ισχύει
ότι τα L1 και L2 είναι επίσης αντικείµενα της pX . Επειδή το C είναι αντικείµενο της pX , υπάρχει
κάποιο αντικείµενο X της X , και ένας επιµορφισµός φ : X ÝÑ C στην pX . Αν ϑεωρήσουµε τώρα
τις ϕυσικές προβολές

α :“ p1C1 0q : C ÝÑ C1 & β :“ p0 1C2q : C ÝÑ C2,

τότε ϑέτοντας K1 “ Kerpα ˝ φq και K2 “ Kerpβ ˝ φq, επάγονται οι σύντοµες ακριβείς ακολουθίες
στην C :

0 ÝÑ K1 ÝÑ X
α˝φ
ÝÑ C1 ÝÑ 0 & 0 ÝÑ K2 ÝÑ X

β˝φ
ÝÑ C2 ÝÑ 0. (7.53)

Στη συνέχεια, ϑεωρούµε το ευθύ άθροισµα των προηγούµενων ακριβών ακολουθιών στην C, δηλα-
δή, τη σύντοµη ακριβή ακολουθία στην C:

0 ÝÑ K1 ‘K2 ÝÑ X ‘X
γ
ÝÑ C ÝÑ 0, (7.54)

όπου γ “ pα˝φq‘pβ˝φq. Επειδή τοX‘X είναι αντικείµενο τηςX , και αφού τοC είναι αντικείµενο
της pX , χρησιµοποιώντας το Λήµµα (7.4.2), συµπεραίνουµε από τη σύντοµη ακριβή ακολουθία
(7.54) ότι το K1 ‘K2 είναι αντικείµενο της pX . Ισχυριζόµαστε ότι X - res. dimpK1 ‘K2q ď n´ 1.
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Για να αποδείξουµε τον ισχυρισµό αυτόν, ϑα χρησιµοποιήσουµε την Πρόταση (7.4.3). Θεωρούµε
λοιπόν µια ακριβή ακολουθία στην C

0 ÝÑ U ÝÑ Xn´2 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ X0 ÝÑ K1 ‘K2 ÝÑ 0, (7.55)

όπου κάθε Xi για i “ 0, . . . , n ´ 2, είναι αντικείµενο της X . Η συγκόλληση της ακριβούς
ακολουθίας (7.55) µε την ακριβή ακολουθία (7.54) στην C, είναι η ακριβής ακολουθία στην C :

0 ÝÑ U ÝÑ Xn´2 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ X0 ÝÑ X ‘X ÝÑ C ÝÑ 0. (7.56)

Χρησιµοποιώντας την υπόθεση ότι X - res. dimC “ n, και την Πρόταση (7.4.3), οδηγούµαστε
από την ακριβή ακολουθία (7.56) στην C, στο συµπέρασµα ότι το U είναι αντικείµενο της X .
Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα αυτό, καθώς και την Πρόταση (7.4.3) ξανά, συµπεραίνουµε από
την ακριβή ακολουθία (7.55) στην C, ότι X - res. dimC ď n´ 1. ΄Ετσι, η επαγωγική υπόθεση µας
δίνει ότι τα K1 και K2 είναι αντικείµενα της pX . Συνεπώς, αν εφαρµόσουµε το Λήµµα (7.4.2) στις
ακριβείς ακολουθίες (7.53) στην C, τότε παίρνουµε ότι τα C1 και C2 είναι επίσης αντικείµενα pX ,
όπως Ϲητούσαµε. �

Είµαστε έτοιµοι τώρα να αποδείξουµε τα αποτελέσµατα που υποσχεθήκαµε για την κατηγορία
pX .

Πρόταση 7.4.5. ΄Εστω 0 ÝÑ A
f
ÝÑ B

g
ÝÑ C ÝÑ 0 µια σύντοµη ακριβής ακολουθία στην C. Τότε

αν δύο από τα A,B και C είναι αντικείµενα της pX , τότε και το τρίτο είναι επίσης αντικείµενο της pX .

Απόδειξη. Εφόσον το Λήµµα (7.4.1) µας εξασφαλίζει ότι η pX είναι κλειστή στις επεκτάσεις, αρκεί
να δείξουµε ότι αν το B είναι αντικείµενο της pX , τότε το A είναι αντικείµενο της pX , αν και µόνο
αν, το C είναι αντικείµενο της pX . Υποθέτουµε λοιπόν ότι το B είναι αντικείµενο της pX , και έστω

0 ÝÑ YB ÝÑ XB
πB
ÝÑ B ÝÑ 0, (7.57)

µια X -προσέγγιση του B. Θεωρώντας στη συνέχεια το pullback L του διαγράµµατος :

L

��

// XB

πB

��
A

f
// B

επάγεται το µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές και στήλες στην C :

0

��

0

��
YB

��

YB

��
0 // L

��

// XB

πB

��

// C // 0

0 // A

��

f
// B

��

g
// C // 0

0 0

(7.58)

Υποθέτουµε αρχικά, ότι το A είναι αντικείµενο της pX . Τότε αφού η pX είναι κλειστή στις ε-
πεκτάσεις, και τα YB και A είναι αντικείµενα της pX , συµπεραίνουµε από την πρώτη στήλη του
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µεταθετικού διαγράµµατος (7.58), ότι το L είναι επίσης αντικείµενο της pX . Χρησιµοποιώντας το
αποτέλεσµα αυτό, καθώς και το Λήµµα (7.4.2), οδηγούµαστε από την πρώτη γραµµή του µεταθετι-
κού διαγράµµατος (7.58), στο συµπέρασµα ότι το C είναι αντικείµενο της pX , όπως επιθυµούσαµε.

Υποθέτουµε τώρα ότι το C είναι αντικείµενο της pX , µε σκοπό να δείξουµε ότι το A είναι επίσης
αντικείµενο της pX . Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι κάθε επιµορφισµός από την C στην X είναι
αποδεκτός, από την πρώτη γραµµή του µεταθετικού διαγράµµατος (7.58), παίρνουµε ότι το L
είναι αντικείµενο της pX . Προηγουµένως αποδείξαµε ότι αν

0 ÝÑ K ÝÑ D ÝÑ E ÝÑ 0

είναι µια σύντοµη ακριβής ακολουθία στην C, όπου K και D είναι αντικείµενα της pX , τότε
το E είναι επίσης αντικείµενο της pX . Συνεπώς, επειδή τα L και YB είναι αντικείµενα της pX ,
καταλήγουµε από την πρώτη στήλη του µεταθετικού διαγράµµατος (7.58), στο Ϲητούµενο ότι το A
είναι αντικείµενο της pX . �

7.4.2 Ιδιότητες ακρίβειας της pω.

Στη συνέχεια, επικεντρωνόµαστε στην pω. Ξεκινάµε µε το ακόλουθο λήµµα, το οποίο µας εξασφα-
λίζει ότι ω “ X X pω.

Λήµµα 7.4.6. Για ένα αντικείµενο X της X οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναµες :

1. Το X είναι αντικείµενο της ω.

2. Το X είναι αντικείµενο της pω.

3. X - inj. dimX “ 0.

Απόδειξη. Η συνεπαγωγή 1 ñ 2 είναι τετριµµένη, και η συνεπαγωγή 2 ñ 3 προκύπτει χρησιµο-
ποιώντας το Πόρισµα (7.3.11). Αποµένει λοιπόν να δείξουµε την συνεπαγωγή 3 ñ 1. Υποθέτουµε
ότι X - inj. dimX “ 0. Επειδή το X είναι αντικείµενο της X , και αφού η ω είναι (ενέσιµος)
συνγεννήτορας για την X , υπάρχει µια ακριβής ακολουθία στην C

0 ÝÑ X ÝÑW ÝÑ X 1 ÝÑ 0,

όπου το W είναι αντικείµενο της ω και το X 1 είναι αντικείµενο της X . Η υπόθεση τώρα ότι
X - inj. dimX “ 0, µας δίνει ιδιαίτερα ότι Ext1CpX 1, Xq “ 0, ή ισοδύναµα, ότι η προηγούµενη
σύντοµη ακριβής ακολουθία στην C είναι διασπάσιµη. Εποµένως, έπεται ότι W – X ‘ X 1, και
κατ΄ επέκταση, ότι το X είναι αντικείµενο της ω, αφού η ω είναι κλειστή στους ισοµορφισµούς και
στους ευθείς προσθετέους στην C. �

Το ακόλουθο αποτέλεσµα, µας δίνει ότι pω “ XK X pX στην C, χαρακτηρίζοντας µας έτσι την pω,
ως µια υποκατηγορία της pX .

Πρόταση 7.4.7. Για ένα αντικείµενο C της pX οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναµες :

1. Το C είναι αντικείµενο της pω.

2. X - inj. dimC “ 0, δηλαδή, C P obpXK X pX q.

3. Αν 0 ÝÑ YC ÝÑ XC
πC
ÝÑ C ÝÑ 0 είναι µια οποιαδήποτε X -προσέγγιση του C, τότε το XC

είναι αντικείµενο της ω.

Απόδειξη. Η συνεπαγωγή 3 ñ 1 είναι προφανής, και η συνεπαγωγή 1 ñ 2 προκύπτει χρησιµο-
ποιώντας το Πόρισµα (7.3.11). Αποµένει λοιπόν να δείξουµε την συνεπαγωγή 2 ñ 3. Υποθέτουµε
ότι X - inj. dimC “ 0, και έστω

0 ÝÑ YC ÝÑ XC
πC
ÝÑ C ÝÑ 0,
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µια X -προσέγγιση του C. Τότε επειδή το YC είναι αντικείµενο της pω, και αφού X - inj. dim pω “ 0,
έπεται ότι X - inj. dimYC “ 0. Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα αυτό, καθώς και την υπόθε-
ση, συµπεραίνουµε ότι X - inj. dimXC “ 0. Συνεπώς, χρησιµοποιώντας τώρα το Λήµµα (7.4.6),
οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι το XC είναι αντικείµενο της pω, όπως επιθυµούσαµε. �

΄Οπως υποσχεθήκαµε στην αρχή της παρούσας ενότητας, αποδεικνύουµε τώρα ότι η pω είναι
µια ακριβής και προσθετικά κλειστή υποκατηγορία της C, µε την ιδιότητα ότι κάθε µονοµορφισµός
στην C µεταξύ αντικειµένων της pω είναι αποδεκτός. Σηµειώνουµε ότι ένας µονοµορφισµός στην C
µεταξύ αντικειµένων της pω είναι αποδεκτός (admissible), αν ο συνπυρήνας του ανήκει στην pω.

Πρόταση 7.4.8. Η πλήρης υποκατηγορία pω της C είναι προσθετικά κλειστή, µε την ιδιότητα ότι αν

0 ÝÑ A ÝÑ B ÝÑ C ÝÑ 0

είναι µια σύντοµη ακριβής ακολουθία στην C, τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Αν τα A και C είναι αντικείµενα της pω, τότε το B είναι αντικείµενο της pω.

2. Αν τα A και B είναι αντικείµενα της pω, τότε το C είναι αντικείµενο της pω.

Απόδειξη. Οι Προτάσεις (7.4.4) και (7.4.5), µας εξασφαλίζουν ότι η πλήρης υποκατηγορία pX της
C είναι προσθετικά κλειστή, µε την ιδιότητα ότι αν

0 ÝÑ A ÝÑ B ÝÑ C ÝÑ 0,

είναι µια σύντοµη ακριβής ακολουθία στην C, τότε αν οποιαδήποτε δύο από τα A,B και C είναι
αντικείµενα της pX , τότε και το τρίτο είναι επίσης αντικείµενο της pX . Επιπλέον, το τέταρτο σκέλος
της Παρατήρησης (7.3.8), µας δίνει ότι το δεξιό ορθογώνιο συµπλήρωµα της X , XK, είναι µια
ακριβής και προσθετικά κλειστή υποκατηγορία της C, όπου κάθε µονοµορφισµός σ΄ αυτήν είναι
αποδεκτός. Εποµένως, οι κατηγορίες pX και XK, ικανοποιούν κάθε αποτέλεσµα που ϑέλουµε να
αποδείξουµε για την pω. Ωστόσο, από την Πρόταση (7.4.7), γνωρίζουµε ότι pω “ XK X pX στην C.
΄Αρα, έπεται ότι η pω είναι µια ακριβής και προσθετικά κλειστή υποκατηγορία της C, µε την ιδιότητα
ότι κάθε µονοµορφισµός στην C µεταξύ αντικειµένων της pω είναι αποδεκτός. �

Συνοψίζουµε τα προηγούµενα αποτελέσµατα ως εξής :

Θεώρηµα 7.4.9. ΄Εστω X µια ακριβής και προσθετικά κλειστή υποκατηγορία της αβελιανής κα-
τηγορίας C, η οποία διαθέτει έναν ενέσιµο συνγεννήτορα ω. Υποθέτουµε ότι κάθε επιµορφισµός
στην C µεταξύ αντικειµένων της X είναι αποδεκτός. Τότε υπάρχει ένα διάγραµµα από ακριβείς και
προσθετικά κλειστές υποκατηγορίες της C :

X // pX // C

ω

OO

//
pω

OO

// XK

OO

τέτοιο ώστε

1. κάθε τετράγωνο είναι καρτεσιανό, δηλαδή, pω “ XK X pX και ω “ X X XK,

2. κάθε µονοµορφισµός ή επιµορφισµός στην pX είναι αποδεκτός,

3. κάθε µονοµορφισµός στην pω και στην XK είναι αποδεκτός.

Επιπλέον, ο ενέσιµος συνγεννήτορας ω για την X είναι µοναδικός, και είναι ακριβώς η κατηγορία
ω “ X X XK.
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7.5 Τα Ζεύγη pX , pωq Και pqσ,Fq

Στην παρούσα ενότητα, εισάγουµε την έννοια του (πλήρους) συστρεπτικού Ϲεύγους σε µια πλήρη
υποκατηγορία µιας αβελιανής κατηγορίας, και αποδεικνύουµε ότι το Ϲεύγος pX , pωq είναι πλή-
ϱες συστρεπτικό Ϲεύγος στην pX , όπου οι κατηγορίες X και ω ικανοποιούν και πάλι, τις γενικές
µας υποθέσεις. Στην συνέχεια, ϑεωρώντας δύο πλήρεις υποκατηγορίες F και σ της C, οι ο-
ποίες πληρούν συγκεκριµένες ιδιότητες, αναπτύσσουµε τα δυϊκά αποτελέσµατα της ϑεωρίας των
Auslander-Buchweitz, µε στόχο να δείξουµε ότι το Ϲεύγος pqσ,Fq είναι πλήρες συστρεπτικό Ϲεύγος
στην qF .

7.5.1 Πλήρη Συστρεπτικά Ζεύγη

Στο Κεφάλαιο 4, παρουσιάσαµε την έννοια του (πλήρους) συστρεπτικού Ϲεύγους ή της συστρε-
πτικής ϑεωρίας για κατηγορίες προτύπων υπεράνω προσεταιριστικών δακτυλίων µε µονάδα. Ως
γενίκευση της έννοιας αυτής, εισάγουµε στην συνέχεια την έννοια του (πλήρους) συστρεπτικού
Ϲεύγους για δύο πλήρεις υποκατηγορίες µιας αβελιανής κατηγορίας, οι οποίες είναι κλειστές σε
ισοµορφισµούς και σε ευθείς προσθετέους. Ωστόσο, χρειαζόµαστε πρώτα τους εξής συµβολισµούς :

Αν D είναι µια αβελιανή κατηγορία, τότε για µια υποκατηγορία V της D συµβολίζουµε µε

VK :“ tX P obpDq |ExtiDpV,Xq “ 0, @i ą 0, @V P obpVqu,

την δεξιά Ext -ορθογώνια (right Ext -orthgonal) υποκατηγορία της V, και µε

KV :“ tX P obpDq |ExtiDpX,V q “ 0, @i ą 0, @V P obpVqu,

την αριστερή Ext -ορθογώνια (left Ext -orthgonal) υποκατηγορία της V.

Ορισµός 7.5.1. ΄Ενα Ϲεύγος pF ,Yq από πλήρεις υποκατηγορίες µιας αβελιανής κατηγορίας D οι
οποίες είναι κλειστές σε ισοµορφισµούς και σε ευθείς προσθετέους στην D, καλείται συστρεπτικό
Ϲεύγος (cotorsion pair), αν FK “ Y και KY “ F .

Σχόλιο 7.5.2. ΄Εστω pF ,Yq ένα Ϲεύγος από πλήρεις υποκατηγορίες µιας αβελιανής κατηγορίας
D, οι οποίες είναι κλειστές σε ισοµορφισµούς και σε ευθείς προσθετέους στην D. Αν U είναι µια
πλήρης υποκατηγορία της D τέτοια ώστε οι F και Y να είναι πλήρεις υποκατηγορίες της U , τότε
το Ϲεύγος pF ,Yq είναι συστρεπτικό Ϲεύγος στην U , αν

FK :“ tX P obpUq |ExtiDpF,Xq “ 0, @i ą 0, @F P obpFqu “ Y,

και
KY :“ tX P obpUq |ExtiDpX,Y q “ 0, @i ą 0, @Y P obpYqu “ F .

Στο σηµείο αυτό, αναφερόµαστε εν΄ συντοµία σε προσεγγίσεις αντικειµένων από µια πλήρη
υποκατηγορία µιας αβελιανής κατηγορίας, η οποία είναι κλειστή σε ισοµορφισµούς και ευθείς
προσθετέους, γενικεύοντας έτσι, την αντίστοιχη ϑεωρία του Κεφαλαίου 4.

Αν U είναι µια πλήρης υποκατηγορία µιας αβελιανής κατηγορίας D, η οποία είναι κλειστή σε
ισοµορφισµούς και ευθείς προσθετέους στην D, και X είναι ένα αντικείµενο της D, τότε µια δεξιά
U -προσέγγιση του X, είναι ένας µορφισµός f : UX ÝÑ X στην D, όπου το UX είναι αντικείµενο
της U , έτσι ώστε η επαγόµενη ακολουθία αβελιανών οµάδων

HomDpU,UXq
f‹
ÝÑ HomDpU,UXq ÝÑ 0

είναι ακριβής για κάθε U αντικείµενο της U . Κατά δυϊκό τρόπο, ορίζεται µια αριστερή U -
προσέγγιση του X. Επιπλέον, καλούµε µια δεξιά U-προσέγγιση f : UX ÝÑ X, αντίστοι-
χα αριστερή U-προσέγγιση g : X ÝÑ UX , του X ειδική, αν Ext1DpU ,Ker fq “ 0, αντίστοιχα
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Ext1DpCoker g,Uq “ 0. Σηµαντικά παραδείγµατα ειδικών προσεγγίσεων είναι οι ελάχιστες προσεγ-
γίσεις. ΄Ενας µορφισµός f : X ÝÑ Y στην D καλείται δεξιά, αντίστοιχα αριστερά, ελάχιστος, αν
κάθε µορφισµός g : X ÝÑ X, αντίστοιχα h : Y ÝÑ Y , στην D µε την ιδιότητα f ˝g “ f , αντίστοι-
χα h ˝ f “ f , είναι ισοµορφισµός στην D. Μια ελάχιστη δεξιά, αντίστοιχα αριστερή, προσέγγιση
είναι µια δεξιά, αντίστοιχα αριστερή, προσέγγιση η οποία ως µορφισµός είναι δεξιά, αντίστοιχα
αριστερά, ελάχιστος. Μάλιστα, οι ελάχιστες προσεγγίσεις είναι µοναδικές µέχρι ισοµορφισµού.
Σηµειώνουµε επίσης, ότι οι ελάχιστες προσεγγίσεις ϑεωρούνται παραδείγµατα ειδικών προσεγγί-
σεων λόγω του ακόλουθου λήµµατος, το οποίο αποτελεί µια επέκταση του Λήµµατος (4.1.24) σε
γενικότερα πλαίσια :

Λήµµα 7.5.3. (Λήµµα του Wakamatsu) Αν U είναι µια ακριβής υποκατηγορία µιας αβελιανής
κατηγορίας D η οποία είναι κλειστή σε ισοµορφισµούς και σε ευθείς προσθετέους στην D, τότε κάθε
ελάχιστη δεξιά, αντίστοιχα αριστερή, U -προσέγγιση είναι ειδική.

Απόδειξη. ΄Εστω A ένα αντικείµενο της D, και f : UA ÝÑ A µια ελάχιστη δεξιά U-προσέγγιση
του A. Επειδή η κατηγορία D είναι αβελιανή, ο µορφισµός f στην D µπορεί να αναλυθεί ως το
µεταθετικό διάγραµµα:

UA

ε

��

f // A

B

i

>>

όπου B :“ Im f και ε είναι ένας επιµορφισµός στην C. Θέτοντας κA : KA ÝÑ UA να είναι ο
πυρήνας του µορφισµού f , ϑα έχουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές
και στήλες στην D :

0

��
KA

κA

��
0 // KA

κA // UA

ε

��

f // A

B

��

B

i

OO

0 0

OO

Ισχυριζόµαστε ότι ο µορφισµός ε στην D, είναι η ελάχιστη δεξιά U-προσέγγιση του B. Για να
διαπιστώσουµε τον ισχυρισµό αυτό, ϑεωρούµε αρχικά έναν µορφισµό ζ : U ÝÑ B στην D, όπου
το U είναι ένα αντικείµενο της U . Τότε χρησιµοποιώντας την υπόθεση ότι ο µορφισµός f είναι µια
(ελάχιστη) δεξιά U-προσέγγιση του A, παίρνουµε έναν µορφισµό µ : U ÝÑ UA στην D, τέτοιος
ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

U

µ
  

i˝ζ // A

UA

f

OO (7.59)

Επειδή το διάγραµµα (7.59) είναι µεταθετικό, και f “ i ˝ ε, έπεται ότι i ˝ ε ˝ µ “ i ˝ ζ. ΄Οµως, ο
µορφισµός i στηνD είναι µονοµορφισµός. ΄Ετσι τελικά, έχουµε ότι ε˝µ “ ζ, και κατ΄ επέκταση, ότι
ο µορφισµός ε είναι µια δεξιά U-προσέγγιση του B. Για να εξασφαλίσουµε τώρα ότι ο µορφισµός
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ε είναι δεξιά ελάχιστος, ϑεωρούµε έναν µορφισµό α : UA ÝÑ UA στην U , έτσι ώστε ε ˝ α “ ε.
Παρατηρώντας ότι f ˝α “ i˝ ε˝α “ i˝ ε “ f , και χρησιµοποιώντας την υπόθεση ότι ο µορφισµός
f είναι δεξιά ελάχιστος, συµπεραίνουµε ότι ο µορφισµός α είναι ισοµορφισµός στην U . ΄Ετσι,
οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι ο µορφισµός ε στην D είναι η ελάχιστη δεξιά U-προσέγγιση του
B, όπως επιθυµούσαµε. Για να αποδείξουµε ότι η η ελάχιστη δεξιά U-προσέγγιση f του A είναι
ειδική, χρειάζεται να δείξουµε ότι Ext1DpU,KAq “ 0, για κάθε αντικείµενο U της U . ΄Εστω λοιπόν
U ένα αντικείµενο της U , και

0 ÝÑ KA
γ
ÝÑM

β
ÝÑ U ÝÑ 0,

µια σύντοµη ακριβής ακολουθία στην D. Θεωρώντας στην συνέχεια του pushout P του διαγράµ-
µατος :

KA

κA

��

γ // M

v

��
UA u

// P

επάγεται το µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές και στήλες στην D :

0

��

0

��
0 // KA

κA

��

γ // M

v

��

// U // 0

0 // UA

ε

��

u // P

h2

��

h1 // U // 0

B

��

B

��
0 0

(7.60)

Επειδή η U είναι κλειστή στις επεκτάσεις, και τα U,UA είναι αντικείµενα της U , από τη δεύτερη
γραµµή του διαγράµµατος (7.60), παίρνουµε ότι το P είναι επίσης αντικείµενο της U . Συνεπώς,
αφού ο µορφισµός ε είναι µια δεξιά U-προσέγγιση του B, υπάρχει µορφισµός g : P ÝÑ UA στην
U , ο οποίος συνθέτει το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

P

g
  

h2 // B

UA

ε

OO

Επιπλέον, η µεταθετκότητα του προηγούµενου διαγράµµατος, καθώς και του διαγράµµατος
(7.60), µας εξασφαλίζουν ότι το διάγραµµα:

UA

g˝u
!!

ε // B

UA

ε

OO

είναι µεταθετικό. Ως συνέπεια αυτού, έπεται ότι ο µορφισµός g ˝ u στην U είναι ισοµορφισµός,
διότι ο µορφισµός ε στην D είναι δεξιά ελάχιστος. Αν ϑέσουµε τώρα δ “ pg ˝ uq´1 : UA ÝÑ UA,
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τότε λόγω των ακόλουθων ισοτήτων,

δ ˝ g ˝ u “ pg ˝ uq´1 ˝ g ˝ u “ 1UA ,

συµπεραίνουµε ότι ο µονοµορφισµός u στην U είναι διασπάσιµος, ή ισοδύναµα, ότι η δεύτερη
γραµµή του διαγράµµατος (7.60) είναι µια διασπάσιµη σύντοµη ακριβής ακολουθία. Χρησιµο-
ποιώντας το αποτέλεσµα αυτό, από το µεταθετικό διάγραµµα (7.60) εύκολα διαπιστώνουµε ότι και
η πρώτη γραµµή αυτού, είναι επίσης µια διασπάσιµη σύντοµη ακριβής ακολουθία. Εποµένως,
καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι Ext1DpU,KAq “ 0, και κατ΄ επέκταση, ότι η ελάχιστη δεξιά
U-προσέγγιση f του A είναι ειδική. Κατά δυϊκό τρόπο προκύπτει ότι µια οποιαδήποτε ελάχιστη
αριστερή U-προσέγγιση είναι ειδική. �

Κλείνουµε τη σύντοµη αναφορά σε προσεγγίσεις αντικειµένων µιας αβελιανής κατηγορίας,
παραθέτοντας την έννοια του πλήρους συστρεπτικού Ϲεύγους.

Ορισµός 7.5.4. ΄ΕστωF καιY δύο πλήρεις υποκατηγορίες µιας αβελιανής κατηγορίαςD, οι οποίες
είναι κλειστές σε ισοµορφισµούς και σε ευθείς προσθετέους στην D. Τότε το Ϲεύγος pF ,Yq καλείται
πλήρες συστρεπτικό Ϲεύγος, (complete cotorsion pair), αν το Ϲεύγος pF ,Yq είναι συστρεπτικό
Ϲεύγος, και για κάθε αντικείµενο A της D, υπάρχουν ακριβείς ακολουθίες

0 ÝÑ YA ÝÑ FA ÝÑ A ÝÑ 0 & 0 ÝÑ A ÝÑ Y A ÝÑ FA ÝÑ 0,

στην D, όπου YA, Y A P obpYq και FA, FA P obpFq.

Παρατήρηση 7.5.5. ΄Ενα Ϲεύγος pF ,Yq από πλήρεις υποκατηγορίες µιας αβελιανής κατηγορίας
D, οι οποίες είναι κλειστές σε ισοµορφισµούς και σε ευθείς προσθετέους στην D, είναι πλήρες
συστρεπτικό Ϲεύγος, αν και µόνο αν, ισχύουν οι ακόλουθες δύο συνθήκες :

1. ExtiDpF ,Yq “ 0 για κάθε i ą 0.

2. Για κάθε αντικείµενο A της D υπάρχουν ακριβείς ακολουθίες

0 ÝÑ YA ÝÑ FA ÝÑ A ÝÑ 0 & 0 ÝÑ A ÝÑ Y A ÝÑ FA ÝÑ 0,

στην D, όπου YA, Y A P obpYq και FA, FA P obpFq.

Πράγµατι, αν το Ϲεύγος pF ,Yq είναι πλήρες συστρεπτικό Ϲεύγος, τότε προφανώς ισχύουν και οι
δύο προηγούµενες συνθήκες. Για την αντίστροφη κατεύθυνση, υποθέτουµε τώρα ότι ισχύουν οι
συνθήκες 1) και 2). Η συνθήκη 1), µας εξασφαλίζει τους εγκλεισµούς

F Ď KY & Y Ď FK.

΄Εστω A ένα αντικείµενο της FK. Εξ ορισµού, έχουµε ότι Ext1DpF,Aq “ 0 για κάθε αντικείµενο F
της F . Η συνθήκη 2), µας δίνει ιδιαίτερα µια ακριβή ακολουθία στην D

0 ÝÑ A ÝÑ Y A ÝÑ FA ÝÑ 0,

όπου το Y A είναι αντικείµενο της Y, και το FA είναι αντικείµενο της F . Συνεπώς, συµπεραίνουµε
ότι η προηγούµενη ακριβής ακολουθία στην D είναι διασπάσιµη, και κατ΄ επέκταση, ότι το A
είναι ευθύς προσθετέος του αντικειµένου Y A της Y. ΄Ετσι, αφού η κατηγορία Y είναι κλειστή σε
ισοµορφισµούς και σε ευθείς προσθετέους στηνD, έπεται ότι το αντικείµενοA τηςFK, είναι επίσης
αντικείµενο της Y. Οµοίως, αν ϑεωρήσουµε ένα αντικείµενο B της KY, και χρησιµοποιήσουµε το
2), τότε ϑα οδηγηθούµε στο συµπέρασµα ότι το B είναι αντικείµενο της F . Συνδυάζοντας λοιπόν
τα προηγούµενα, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι FK “ Y και KY “ F . Το αποτέλεσµα αυτό,
καθώς και η συνθήκη 2), επάγουν ότι το pF ,Yq είναι ένα πλήρες συστρεπτικό Ϲεύγος στην D.
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Σχόλιο 7.5.6. ΄Εστω pF ,Yq ένα Ϲεύγος από πλήρεις υποκατηγορίες µιας αβελιανής κατηγορίας
D, οι οποίες είναι κλειστές σε ισοµορφισµούς και σε ευθείς προσθετέους στην D. Αν U είναι µια
πλήρης υποκατηγορία της D τέτοια ώστε οι F και Y να είναι πλήρεις υποκατηγορίες της U , τότε
το Ϲεύγος pF ,Yq είναι πλήρες συστρεπτικό Ϲεύγος στην U , αν το pF ,Yq είναι συστρεπτικό Ϲεύγος
στην U , και για κάθε αντικείµενο A της U , υπάρχουν ακριβείς ακολουθίες

0 ÝÑ YA ÝÑ FA ÝÑ A ÝÑ 0 & 0 ÝÑ A ÝÑ Y A ÝÑ FA ÝÑ 0,

στην D, όπου YA, Y A P obpYq και FA, FA P obpFq. Ισοδύναµα, το Ϲεύγος pF ,Yq είναι πλήρες
συστρεπτικό Ϲεύγος στην U , αν ισχύουν οι ακόλουθες τρεις συνθήκες :

1. ExtiDpF ,Yq “ 0 για κάθε i ą 0.

2. Για κάθε αντικείµενο A της U υπάρχουν ακριβείς ακολουθίες

0 ÝÑ YA ÝÑ FA ÝÑ A ÝÑ 0 & 0 ÝÑ A ÝÑ Y A ÝÑ FA ÝÑ 0

στην D, όπου YA, Y A P obpYq και FA, FA P obpFq.

΄Εχοντας εξασφαλίσει από την προηγούµενη ενότητα, ότι η pω είναι µια πλήρης υποκατηγορία
της pX , κλειστή σε ισοµορφισµούς και σε ευθείς προσθετέους στην C, αποδεικνύουµε τώρα ότι για
κάθε αντικείµενο της pX , υπάρχει πάντα µια ειδική δεξιά X -προσέγγιση και µια ειδική αριστερή
pω-προσέγγιση.

Πόρισµα 7.5.7. Το Ϲεύγος pX , pωq είναι πλήρες συστρεπτικό Ϲεύγος στην pX .

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα (7.2.7), γνωρίζουµε ότι για κάθε αντικείµενο C της pX υπάρχουν
ακριβείς ακολουθίες

0 ÝÑ YC ÝÑ XC ÝÑ C ÝÑ 0 & 0 ÝÑ C ÝÑ Y C ÝÑ XC ÝÑ 0,

στην C, όπου YC , Y C P obppωq και XC , X
C P obpX q. Η X είναι προφανώς µια πλήρης υποκατη-

γορία της pX . Επιπλέον, η Πρόταση (7.4.7) µας δίνει ότι η pω, είναι ακριβώς η τοµή των κατηγοριών
XK και pX στην C. Συνεπώς, έπεται ότι η pω είναι επίσης µια πλήρης υποκατηγορία της pX . Για
να αποδείξουµε λοιπόν ότι το Ϲεύγος pX , pωq είναι πλήρες συστρεπτικό Ϲεύγος στην pX , αρκεί να
δείξουµε τις ισότητες :

XK “ tC P obp pX q |ExtiCpX,Cq “ 0, @i ą 0, @X P obpX qu “ pω

και
K
pω “ tC P obp pX q |ExtiCpC,W q “ 0, @i ą 0, @W P obppωqu “ X .

Χρησιµοποιώντας το Πόρισµα (7.3.11), επάγονται οι εγκλεισµοί, pω Ď XK και X Ď K
pω. Θεωρούµε

αρχικά ένα αντικείµενο C της XK, όπου η XK ϑεωρείται ως µια πλήρη υποκατηγορία της pX .
Επειδή το C είναι αντικείµενο της pX , υπάρχει ένα pω-κάλυµµα του C, έστω

0 ÝÑ C ÝÑ Y C ÝÑ XC ÝÑ 0.

Τότε εξ ορισµού της XK, έχουµε ότι Ext1CpXC , Cq “ 0. Το αποτέλεσµα αυτό, µας εξασφαλίζει ότι
η προηγούµενη ακριβής ακολουθία στην C είναι διασπάσιµη, και κατ΄ επέκταση, ότι το C είναι
ευθύς προσθετέος του αντικειµένου Y C της pω. Εποµένως, συµπεραίνουµε ότι το αντικείµενο C
της XK, είναι επίσης αντικείµενο της pω, διότι η pω είναι κλειστή σε ισοµορφισµούς και σε ευθείς
προσθετέους στην C. ΄Αρα, προκύπτει ότι XK Ď pω. Θεωρούµε τώρα ένα αντικείµενο D της Kpω,
όπου η K

pω ϑεωρείται ως µια πλήρη υποκατηγορία της pX . Αφού το D είναι αντικείµενο της pX ,
υπάρχει µια X -προσέγγιση του D, έστω

0 ÝÑ YD ÝÑ XD ÝÑ D ÝÑ 0.
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Τότε εξ ορισµού της Kpω, παίρνουµε ότι Ext1CpD,YDq “ 0, ή ισοδύναµα, ότι η επιλεγόµενη X -
προσέγγιση του D είναι µια διασπάσιµη σύντοµη ακριβής ακολουθία στην C. Συνεπώς, έπεται ότι
το D είναι ευθύς προσθετέος του αντικειµένου XD της X . Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα αυτό,
καθώς και το γεγονός ότι η X είναι κλειστή σε ισοµορφισµούς και σε ευθείς προσθετέους στην
C, οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι το αντικείµενο D της Kpω, είναι επίσης αντικείµενο της X .
΄Ετσι, έχουµε ότι Kpω Ď X . Ο συνδυασµός λοιπόν των προηγούµενων αποτελεσµάτων, µας δίνει
τις Ϲητούµενες ισότητες, XK “ pω και Kpω “ X . �

7.5.2 Η ∆υϊκή Θεωρία

Στην συνέχεια, αναπτύσσουµε τα δυϊκά αποτελέσµατα που προκύπτουν από την ϑεωρία των Au-
slander και Buchweitz. Πριν αναφερθούµε στα αποτελέσµατα αυτά, χρειάζεται να εισάγουµε
κάποιους ορισµούς και συµβολισµούς. ΄Οπως και πριν, η C συµβολίζει µια αβελιανή κατηγορία.

Ορισµός 7.5.8. Αν C είναι ένα αντικείµενο της C, και A είναι µια υποκατηγορία της C, τότε ο
ελάχιστος ϕυσικός αριθµός n τέτοιος ώστε να υπάρχει µια ακριβής ακολουθία στην C

0 ÝÑ C ÝÑ A0 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ An´1 ÝÑ An ÝÑ 0,

όπου κάθε Ai για i “ 0, . . . , n, είναι αντικείµενο της A, καλείται η διάσταση A-συνανάλυσης
(A-coresolution dimension) του C. Αν δεν υπάρχει τέτοιος ϕυσικός αριθµός n, τότε ορίζουµε την
διάσταση A-συνανάλυσης του C να είναι ίση µε άπειρο.

Για κάθε αντικείµενο C της C, και για κάθε υποκατηγορία A της C, συµβολίζουµε την διάσταση
A-ανάλυσης του C, µε A - cores. dimC. Επιπλέον, η υποκατηγορία της C που αποτελείται από όλα
τα αντικείµενα C της C, τέτοια ώστε A - cores. dimC ă 8 ϑα συµβολίζεται µε qA.

Ορισµός 7.5.9. Αν A είναι µια υποκατηγορία της C, και B είναι µια υποκατηγορία της A, τότε η B
καλείται γεννήτορας (generator) για την A, αν για κάθε αντικείµενο A της A υπάρχει µια σύντοµη
ακριβής ακολουθία στην C,

0 ÝÑ A1 ÝÑ B ÝÑ A ÝÑ 0,

όπου το A1 είναι αντικείµενο της A και το B είναι αντικείµενο της B.

Σύµβαση: Καθ΄ όλη την έκταση της ενότητας αυτής, συµβολίζουµε µεF µια προσθετικά κλειστή
υποκατηγορία της C, η οποία είναι κλειστή στις επεκτάσεις. Επιπλέον, υποθέτουµε ότι η σ είναι
µια προσθετικά κλειστή υποκατηγορία της F , η οποία αποτελεί έναν γεννήτορα για την F .

Είµαστε σε ϑέση τώρα να παρουσιάσουµε τα δυϊκά αποτελέσµατα της ϑεωρίας των Auslander-
Buchweitz. Θα παραλείψουµε ωστόσο τις αποδείξεις αυτών, καθώς προκύπτουν κατά δυϊκό τρόπο
µε τα αντίστοιχα αποτελέσµατα που αποδείξαµε στις προηγούµενες ενότητες.

Αρχίζουµε µε την δυϊκή εκδοχή του Θεωρήµατος (7.2.7):

Θεώρηµα 7.5.10. Για κάθε αντικείµενο Y της qF , υπάρχουν ακριβείς ακολουθίες στη C,

0 ÝÑ FY ÝÑWY ÝÑ Y ÝÑ 0 & 0 ÝÑ Y ÝÑ FY ÝÑWY ÝÑ 0,

µε FY , FY P obpFq και WY ,W
Y P obpqσq.

Σχόλιο 7.5.11. Χάριν απλότητας, καλούµε µια σύντοµη ακριβή ακολουθία στην C

0 ÝÑ FY ÝÑWY ÝÑ Y ÝÑ 0,

όπου FY P obpFq καιWY P obpqσq µια qσ-προσέγγιση (qσ-approximation) του Y . ∆υϊκά, καλούµε
µια σύντοµη ακριβή ακολουθία στη C

0 ÝÑ Y ÝÑ FY ÝÑWY ÝÑ 0,

όπου FY P obpFq και WY P obpqσq ένα F -κάλυµµα (F -hull) του Y .



254 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7. Η ΘΕΩΡΙΑ AUSLANDER-BUCHWEITZ

Σύµβαση: Από τώρα και στο εξής υποθέτουµε ότι όλοι οι µονοµορφισµοί στην C µεταξύ
αντικειµένων της F είναι αποδεκτοί (admissible), δηλαδή ο συνπυρήνας τους ανήκει στην F .
΄Ετσι, λαµβάνοντας υπόψιν την ϑεώρηση µας ότι η F είναι κλειστή στις επεκτάσεις, καθ΄ όλη την
έκταση της ενότητας αυτής, υποθέτουµε ότι η F έχει την ιδιότητα ότι αν

0 ÝÑ F0 ÝÑ F1 ÝÑ F2 ÝÑ 0,

είναι µια σύντοµη ακριβής ακολουθία στην C όπου το F0 ανήκει στην κλάση obpFq, τότε το F1

ανήκει στην κλάση obpFq, αν και µόνο αν, το F2 ανήκει στην κλάση obpFq.

Ως συνέπεια της επιπρόσθετης υπόθεσης στη F , έπεται ότι :

Λήµµα 7.5.12. Θεωρούµε ένα αντικείµενο Y της C, και υποθέτουµε ότι υπάρχει µια qσ-προσέγγιση
0 ÝÑ FY ÝÑWY ÝÑ Y ÝÑ 0 του Y . Τότε υπάρχει επίσης ένα F -κάλυµµα

0 ÝÑ Y ÝÑ FY ÝÑWY ÝÑ 0,

του Y . Επιπλέον, αν το αντικείµενο FY τηςWY δεν είναι αντικείµενο της σ, τότε το αντικείµενοWY

της qσ µπορεί να διαλεχτεί κατά τέτοιο τρόπο, ώστε σ - cores. dimWY ă σ - cores. dimWY .

Η ακόλουθη πρόταση µας χαρακτηρίζει τα αντικείµενα της qF :

Πρόταση 7.5.13. Για ένα αντικείµενο Y της C οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναµες :

1. Y P obp qFq.

2. Υπάρχει µια qσ-προσέγγιση 0 ÝÑ FY ÝÑWY ÝÑ Y ÝÑ 0 του Y .

3. Υπάρχει ένα F -κάλυµµα 0 ÝÑ Y ÝÑ FY ÝÑWY ÝÑ 0 του Y .

Ορίζουµε τώρα τη δυϊκή έννοια του ενέσιµου συνγεννήτορα, αυτή του προβολικού γεννήτορα.

Ορισµός 7.5.14. Αν D είναι µια αβελιανή κατηγορία, και A είναι µια ακριβής και προσθετικά
κλειστή υποκατηγορία της D, η οποία είναι κλειστή σε ισοµορφισµούς, τότε η πλήρης υποκατηγορία
B της A καλείται προβολικός γεννήτορας (projective generator) για την A, αν η B είναι γεννή-
τορας για την A, µε την ιδιότητα A - proj. dimB “ 0, ή ισοδύναµα, B Ď KA. Επιπλέον, αν υπάρχει
γεννήτορας για την A που περιέχεται στη τοµή AXKA, λέµε επίσης ότι η ακριβής κατηγορία A έχει
αρκετά σχετικά προβολικά αντικείµενα, (enough relatively projective objects).

∆ιατηρούµε τις γενικές µας υποθέσεις για τις υποκατηγορίες F και σ της C, και υποθέτουµε
ότι :

‚ Από τώρα και στο εξής, η σ είναι προβολικός γεννήτορας για τη F . Σ΄ αυτή την περίπτωση η

τριάδα pC,F , σq καλείται δυϊκό πλαίσιο των Auslander-Buchweitz (dual Auslander-Buchweitz
context).

Επικεντρωνόµαστε στην συνέχεια, στις επιπτώσεις που επιφέρει η επιπρόσθετη αυτή υπόθεση,
στις qσ-προσεγγίσεις και στα F-καλύµµατα.

Ξεκινάµε, παραθέτοντας τις ακόλουθες σχέσεις ανάµεσα σε κάποιες από τις διαστάσεις που
έχουµε ήδη ορίσει για ένα αντικείµενο της qF . Σηµειώνουµε ότι οι σχέσεις αυτές, δεν απαιτούν ότι
κάθε µονοµορφισµός από την C µεταξύ αντικειµένων της F είναι αποδεκτός.

Πρόταση 7.5.15. Αν Y είναι ένα αντικείµενο της qF , τότε οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναµες
για έναν οποιονδήποτε ϕυσικό αριθµό n:

1. F - cores. dimY ď n,
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2. Y - proj. dimσ ď n,

3. Y - proj. dim qσ ď n,

4. Extn`1
C pK,Y q “ 0 για κάθε αντικείµενο K της qσ.

Ως προφανή συνέπεια της Πρότασης (7.5.15), έχουµε ότι η κατηγορία qσ είναι αριστερά ορθο-
γώνια στην κατηγορία F , και ότι η κατηγορία F είναι δεξιά ορθογώνια στην κατηγορία qσ :

Πόρισµα 7.5.16. F - proj. dim qσ “ 0.

Το Πόρισµα (7.5.16), µας δίνει τις ακόλουθες σηµαντικές ιδιότητες των qσ-προσεγγίσεων και
των F-καλυµµάτων.

Θεώρηµα 7.5.17. Αν 0 ÝÑ FY ÝÑ WY
$Y
ÝÑ Y ÝÑ 0 είναι µια qσ-προσέγγιση ενός αντικειµένου

Y της υποκατηγορίας qF , τότε για κάθε αντικείµενο W της qσ ισχύει ότι :

1. Η επαγόµενη ακολουθία αβελιανών οµάδων,

0 ÝÑ HomCpW,FY q ÝÑ HomCpW,WY q ÝÑ HomCpW,Y q ÝÑ 0,

είναι ακριβής.

2. Ο µορφισµός $Y επάγει ισοµορφισµούς αβελιανών οµάδων:

ExtiCpW,$Y q : Ext
i
CpW,WY q ÝÑ ExtiCpW,Y q,

για κάθε i ą 0.

Σχόλιο 7.5.18. Η σύντοµη ακριβής ακολουθία στην C,

0 ÝÑ FY ÝÑWY ÝÑ Y ÝÑ 0

όπου FY P obpFq καιWY P obpqσq, καλείται µια qσ-προσέγγιση του Y λόγω ακριβώς του γεγονότος
ότι η ακολουθία αβελιανών οµάδων:

HomCpW,WY q ÝÑ HomCpW,Y q ÝÑ 0,

είναι ακριβής για κάθε αντικείµενο W της qσ.

Ως έµµεση συνέπεια του Θεωρήµατος (7.5.17), παίρνουµε το ακόλουθο αποτέλεσµα µοναδι-
κότητας.

Πόρισµα 7.5.19. Μια qσ-προσέγγιση ενός αντικειµένου Y της qF είναι µοναδική µέχρι ισοδυναµίας.
∆ηλαδή, δύο οποιεσδήποτε qσ-προσεγγίσεις του Y , είναι (δεξιά) ισοδύναµες ακριβείς ακολουθίες.

Υπάρχουν επίσης ανάλογα αποτελέσµατα για F-καλύµµατα ενός αντικειµένου της qF . Ευθύς
αµέσως, αναφέρουµε τα αποτελέσµατα αυτά.

Θεώρηµα 7.5.20. Αν 0 ÝÑ Y
κY
ÝÑ FY ÝÑ WY ÝÑ 0 είναι ένα F -κάλυµµα ενός αντικειµένου

Y της υποκατηγορίας qF , τότε για κάθε αντικείµενο F της F ισχύει ότι :

1. Η επαγόµενη ακολουθία αβελιανών οµάδων,

0 ÝÑ HomCpW
Y , F q ÝÑ HomCpF

Y , F q ÝÑ HomCpY, F q ÝÑ 0,

είναι ακριβής.
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2. Ο µορφισµός κY επάγει ισοµορφισµούς αβελιανών οµάδων:

ExtiCpκ
Y , F q : ExtiCpF

Y , F q ÝÑ ExtiCpY, F q,

για κάθε i ą 0.

Σχόλιο 7.5.21. Η σύντοµη ακριβής ακολουθία στη C,

0 ÝÑ Y ÝÑ FY ÝÑWY ÝÑ 0,

όπου FY P obpFq και WY P obpqσq, καλείται ένα F-κάλυµµα του Y λόγω ακριβώς του γεγονότος
ότι η ακολουθία αβελιανών οµάδων:

HomCpF
Y , F q ÝÑ HomCpY, F q ÝÑ 0,

είναι ακριβής για κάθε αντικείµενο F της F .

Ως συνέπεια του Θεωρήµατος (7.5.20), έπεται ότι ένα F-κάλυµµα ενός αντικειµένου της qF ,
είναι µοναδικό µε την ακόλουθη έννοια :

Πόρισµα 7.5.22. ΄Ενα F -κάλυµµα ενός αντικειµένου Y της qF είναι µοναδικό µέχρι ισοδυναµίας.
∆ηλαδή, δύο οποιαδήποτε F -καλύµµατα του Y , είναι (αριστερά) ισοδύναµες ακριβείς ακολουθίες.

΄Οπως και στην ενότητα 7.3, τα αποτελέσµατα µοναδικότητας που αναφέραµε για qσ-προσεγγίσεις
και για F-καλύµµατα, µπορούµε να τα περιγράψουµε µε διαφορετικό τρόπο, ϑεωρώντας τώρα την
κατάσταση αυτή «modulo σ». Η δυνατότητα αυτή, προκύπτει από το εξής αποτέλεσµα:

Λήµµα 7.5.23. Για έναν µορφισµό f : Y ÝÑ F στην C, όπου το Y είναι αντικείµενο της qF και F
είναι αντικείµενο της F , οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναµες :

1. Ο µορφισµός f παραγοντοποιείται µέσω ενός αντικειµένου της qσ.

2. Ο µορφισµός f παραγοντοποιείται µέσω ενός αντικειµένου της σ.

Στην Παρατήρηση (7.3.24), χρησιµοποιώντας την σχέση X ´ inj. dim pω “ 0, καθώς και τα απο-
τελέσµατα µοναδικότητας για X -προσεγγίσεις και για pω-καλύµµατα, ορίσαµε τους συναλλοίωτους
συναρτητές :

T : pX ÝÑ X {ω, C ÞÝÑ XC ,

και
T 1 : pX ÝÑ pω{ω, C ÞÝÑ Y C ,

όπου XC είναι η επιλεγόµενη X -προσέγγιση του αντικειµένου C της pX , και Y C είναι το επιλε-
γόµενο pω-κάλυµµα, του αντικειµένου C της pX . Επιπλέον, αν f : C ÝÑ D είναι ένας µορφισµός
στην pX , τότε T pfq “ f‹ : XC ÝÑ XD, και T 1pfq “ f‹ : Y C ÝÑ Y D.

Χρησιµοποιώντας τώρα την σχέση F ´ proj. dim qσ “ 0, καθώς και τα αποτελέσµατα µοναδικό-
τητας για qσ-προσεγγίσεις και για F-καλύµµατα, παίρνουµε συναλλοίωτους συναρτητές :

G : qF ÝÑ F{σ, Y ÞÝÑ FY ,

και
G1 : qF ÝÑ qσ{σ, Y ÞÝÑWY ,

όπου FY είναι το επιλεγόµενο F-κάλυµµα του αντικειµένου Y της qF καιWY είναι η επιλεγόµενη
qσ-προσέγγιση του αντικειµένου Y της qF . Επιπλέον, αν f : Y ÝÑ D είναι ένας µορφισµός στη
qF , τότε υπάρχουν άρσεις (liftings) Gpfq :“ f‹ : FY ÝÑ FD και G1pfq :“ f‹ : WY ÝÑ WD του f
στην F και στην qσ.
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Οι συναλλοίωτοι συναρτητές G και G1, όπως ορίστηκαν προηγουµένως, ικανοποιούν τις σχέσεις :

GpW q “ 0 & G1pW q “ 0,

για κάθε αντικείµενο W της σ, όπου µε 0 παριστάνουµε συγχρόνως τα µηδενικά αντικείµενα των
κατηγοριών F{σ και qσ{σ, δηλαδή, τα αντικείµενα ακριβώς της σ.

Είµαστε έτοιµοι λοιπόν, να παραθέσουµε τη δυϊκή εκδοχή του Θεωρήµατος (7.3.25).

Θεώρηµα 7.5.24. ΄Εστω ι : qσ ÝÑ qF και j : F ÝÑ qF , οι συναλλοίωτοι ϕυσικοί συναρτητές έγκλει-
σης. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Ο επαγόµενος συναλλοίωτος συναρτητής j! : F{σ ÝÑ qF{σ είναι πλήρης και πιστός, και
δέχεται έναν αριστερό συζυγή j! : qF{σ ÝÑ F{σ, ο οποίος αντιστοιχίζει κάθε αντικείµενο Y της
qF στο επιλεγόµενοF -κάλυµµαFY του Y . Επιπλέον, ο µορφισµός σύζευξης Y ÝÑ pj!˝j

!qpY q,
δίνεται από την κλάση των µορφισµών κY : Y ÝÑ FY στην αβελιανή οµάδαHom

qF{σpY, F
Y q.

2. Ο επαγόµενος συναλλοίωτος συναρτητής ι‹ : qσ{σ ÝÑ qF{σ είναι πλήρης και πιστός, και δέχε-
ται έναν δεξιό συζυγή ι‹ : qF{σ ÝÑ qσ{σ, ο οποίος αντιστοιχίζει κάθε αντικείµενο Y της qF στην
επιλεγόµενη qσ-προσέγγισηWY του Y . Επιπλέον, ο µορφισµός σύζευξης pι‹˝ι‹qpY q ÝÑ Y , δί-
νεται από την κλάση των µορφισµών$Y : WY ÝÑ Y στην αβελιανή οµάδαHom

qF{σpWY , Y q.

3. j! ˝ ι‹ “ 0 και ι‹ ˝ j! “ 0.

4. Η σύνθεση των µορφισµών σύζευξης :

ι‹ ˝ ι
‹ $
ÝÑ Id

qF{σ
κ
ÝÑ j! ˝ j

!

είναι ο µηδενικός µορφισµός στην qF{σ.

Σχόλιο 7.5.25. Οι συνθήκες 3) και 4) του Θεωρήµατος (7.5.24), µας εξασφαλίζουν ότι για οποιο-
δήποτε αντικείµενο Y της qF , υπάρχει ένα µεταθετικό διάγραµµα

WY

��

$Y // Y

κY

��
Q // FY

όπου το Q είναι αντικείµενο της σ. ∆ηλαδή, κάθε αντικείµενο Y της qF «αποσυντίθεται», τουλάχι-
στον στην qF{σ, στην επιλεγόµενη qσ-προσέγγιση WY του Y , και στο επιλεγόµενο F-κάλυµµα FY

του Y .

Στην ενότητα 7.4, µελετώντας ιδιότητες ακρίβειας των κατηγοριών pX και pω, αποδείξαµε ι-
διαίτερα ότι η pω είναι µια πλήρης υποκατηγορία της pX , κλειστή σε ισοµορφισµούς και σε ευθείς
προσθετέους στην C. Τονίζουµε ότι υπάρχουν δυϊκά αποτελέσµατα ακρίβειας για τις κατηγορίες qF
και qσ, για παράδειγµα ας σηµειώσουµε ότι κατά δυϊκό τρόπο προκύπτει ότι η qσ είναι µια πλήρης
υποκατηγορία της qF , κλειστή σε ισοµορφισµούς και σε ευθείς προσθετέους στην C. Η διατύπω-
ση και η απόδειξη αυτών των δυϊκών αποτελεσµάτων είναι απολύτως ανάλογη και αφήνεται στον
αναγνώστη.

Ολοκληρώνουµε την παρούσα ενότητα, δείχνοντας ότι το Ϲεύγος pqσ,Fq είναι πλήρες συστρε-
πτικό Ϲεύγος στην qF , όπως και υποσχεθήκαµε στην εισαγωγή της ενότητας αυτής.

Πόρισµα 7.5.26. Το Ϲεύγος pqσ,Fq είναι πλήρες συστρεπτικό Ϲεύγος στην qF .

Απόδειξη. ∆υϊκά, µε την απόδειξη του Πορίσµατος (7.5.7). �
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7.6 Μια Εφαρµογή Στην Θεωρία Tilting

΄Οπως ϑα δούµε στο επόµενο Κεφάλαιο 8, η εκτεθείσα ϑεωρία των Auslander-Buchweitz έχει ε-
ϕαρµογές στην ϑεωρία προσεγγίσεων προτύπων µε Gorenstein-προβολικά και Gorenstein-ενέσιµα
πρότυπα. Στην παρούσα ενότητα ϑα δούµε εν συντοµία µια άλλη ενδιαφέρουσα εφαρµογή της
ϑεωρίας των Auslander-Buchweitz στην Θεωρία προτύπων tilting και cotilting. Σηµειώνουµε ό-
τι η ϑεωρία tilting και cotilting υπεράνω τυχόντος δακτυλίου γενικεύει την ϑεωρία Morita περί
ισοδυναµιών και δυϊκοτήτων µεταξύ κατηγοριών προτύπων, και έχει ευρείες εφαρµογές στην Ο-
µολογική ΄Αλγεβρα, στην Θεωρία Αναπαραστάσεων στην οποία διαδραµατίζει κυρίαρχο ϱόλο, και
στην Αλγεβρική Γεωµετρία. Για περισσότερες λεπτοµέρειες αναφορικά µε την Θεωρία tilting σε
διάφορα ερευνητικά πλαίσια, παραπέµπουµε στον συλλογικό τόµο [3].

΄ΕστωR ένας δακτύλιος (προσεταιριστικός µε µονάδα). Υπενθυµίζουµε ότι, για ένα αριστερόR-
πρότυπο T , AddT συµβολίζει την πλήρη υποκατηγορία τηςR-Mod η οποία αποτελείται από όλα τα
αριστερά R-πρότυπα X τα οποία είναι ευθείς αθροιστέοι (εν γένει άπειρων) ευθέων αθροισµάτων
από αντίγραφα του T . Επίσης αν I είναι ένα σύνολο δεικτών, τότε T pIq συµβολίζει το ευθύ
άθροισµα των προτύπων Ti, όπου Ti “ T , @i P I.

Ορισµός 7.6.1. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο T καλείται tilting αν:

1. pdR T ă 8.

2. ExtkRpT, T
pIqq “ 0, για κάθε k ě 1, και για κάθε σύνολο δεικτών I.

3. Υπάρχει µια ακριβής ακολουθία

0 ÝÑ R ÝÑ T 0 ÝÑ T 1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ Tm´1 ÝÑ Tm ÝÑ 0

όπου T i P AddT , @i “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ ,m.

΄Ενα tilting πρότυπο T καλείται n-tilting (ή πρότυπο tilting προβολικής διάστασης n), αν pdR T “
n.

Το επόµενο Θεώρηµα πιστοποιεί την ύπαρξη αριστερών TK-προσεγγίσεων και δεξιών ­AddT -
προσεγγίσεων προτύπων, αν T είναι ένα πρότυπο tilting.

Θεώρηµα 7.6.2. ΄Εστω T ένα αριστερό πρότυπο n-tilting υπεράνω ενός δακτυλίου R. Τότε το
Ϲεύγος

´

­AddT , TK
¯

είναι ένα πλήρες συστρεπτικό Ϲεύγος στην κατηγορία R-Mod και |TK “ R-Mod.

Απόδειξη. Θα δώσουµε µια σκιαγράφηση της απόδειξης του Θεωρήµατος σε µια σειρά ϐηµάτων.
Οι λεπτοµέρειες αφήνονται στον ενδιαφερόµενο αναγνώστη.

1. Η υποκατηγορία TK είναι µια συνεπιλύουσα (coresolving) και προσθετικά κλειστή υποκα-
τηγορία της R-Mod η οποία είναι κλειστή σε ισοµορφισµούς και άπειρα ευθέα γινόµενα.

2. Η υποκατηγορία AddT είναι ένας προβολικός γεννήτορας της TK, και η υποκατηγορία TK

έχει αρκετά (σχετικά) προβολικά αντικείµενα.

3. Σύµφωνα µε το Πόρισµα (7.5.26), ϑα έχουµε ένα πλήρες συστρεπτικό Ϲεύγος p­AddT , TKq
στην υποκατηγορία |TK.

4. Επειδή pdR T “ n ă 8, έπεται ότι για κάθε αριστερό R-πρότυπο M , η n-οστή συνσυζυγία
του Σn ανήκει στην TK, και άρα ως συνέπεια έπεται ότι |TK “ R-Mod.
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Συνδυάζοντας τα παραπάνω ϐήµατα, έπεται ότι η τριάδα
´

R-Mod, TK, AddT
¯

είναι ένα δυϊκό πλαίσιο των Auslander-Buchweitz στην R-Mod. Εποµένως προκύπτει άµεσα η
ύπαρξη συστρεπτικού Ϲεύγους p­AddT , TKq στην R-Mod έτσι ώστε |TK “ R-Mod. �

∆υϊκά, για ένα αριστερόR-πρότυπο T , ProdT συµβολίζει την πλήρη υποκατηγορία τηςR-Mod
η οποία αποτελείται από όλα τα αριστερά R-πρότυπα X τα οποία είναι ευθείς αθροιστέοι (εν γένει
άπειρων) ευθέων γινοµένων από αντίγραφα του T . Επίσης αν I είναι ένα σύνολο δεικτών, τότε T I

συµβολίζει το ευθύ γινόµενο των προτύπων Ti, όπου Ti “ T , @i P I.

Ορισµός 7.6.3. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο T καλείται cotilting αν:

1. idR T ă 8.

2. ExtkRpT
I , T q “ 0, για κάθε k ě 1, και για κάθε σύνολο δεικτών I.

3. Αν E είναι ένας ενέσιµος συνγεννήτορας της R-Mod, τότε υπάρχει µια ακριβής ακολουθία

0 ÝÑ Tm ÝÑ Tm´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ T 1 ÝÑ T 0 ÝÑ E ÝÑ 0

όπου T i P ProdT , @i “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ ,m.

΄Ενα cotilting πρότυπο T καλείται n-cotilting (ή πρότυπο cotilting ενέσιµης διάστασης n), αν
idR T “ n.

Το επόµενο Θεώρηµα πιστοποιεί την ύπαρξη αριστερών KT -προσεγγίσεων και δεξιών {ProdT -
προσεγγίσεων προτύπων, αν T είναι ένα πρότυπο cotilting.

Θεώρηµα 7.6.4. ΄Εστω T ένα αριστερό πρότυπο n-cotilting υπεράνω ενός δακτυλίου R. Τότε το
Ϲεύγος

´

KT, {ProdT
¯

είναι ένα πλήρες συστρεπτικό Ϲεύγος στην κατηγορία R-Mod και xKT “ R-Mod.

Απόδειξη. Θα δώσουµε µια σκιαγράφηση της απόδειξης του Θεωρήµατος σε µια σειρά ϐηµάτων.
Οι λεπτοµέρειες αφήνονται στον ενδιαφερόµενο αναγνώστη.

1. Η υποκατηγορία KT είναι µια επιλύουσα (resolving) και προσθετικά κλειστή υποκατηγορία
της R-Mod η οποία είναι κλειστή σε ισοµορφισµούς και άπειρα ευθέα αθροίσµατα.

2. Η υποκατηγορία ProdT είναι ένας ενέσιµος συνγεννήτορας της KT , και η υποκατηγορία
KT έχει αρκετά (σχετικά) ενέσιµα αντικείµενα.

3. Σύµφωνα µε το Πόρισµα (7.5.7), ϑα έχουµε ένα πλήρες συστρεπτικό Ϲεύγος pKT, {ProdT q
στην υποκατηγορία xKT .

4. Επειδή idR T “ n ă 8, έπεται ότι για κάθε αριστερό R-πρότυπο M , η n-οστή συζυγία του
Ωn ανήκει στην KT , και άρα ως συνέπεια έπεται ότι xKT “ R-Mod.

Συνδυάζοντας τα παραπάνω ϐήµατα, έπεται ότι η τριάδα
´

R-Mod, KT, ProdT
¯

είναι ένα πλαίσιο των Auslander-Buchweitz στην R-Mod. Εποµένως προκύπτει άµεσα η ύπαρξη
συστρεπτικού Ϲεύγους pKT, {ProdT q στην R-Mod έτσι ώστε xKT “ R-Mod. �
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Από τα παραπάνω προκύπτει εύλογα το ακόλουθο:

Πρόβληµα: Πότε για έναν δακτύλιο R, το αριστερό R-πρότυπο R είναι πρότυπο tilting ή
cotilting; ∆υϊκά, πότε για έναν ενέσιµο συνγεννήτορα E της κατηγορίας R-Mod, το αριστερό
R-πρότυπο E είναι πρότυπο tilting ή cotilting;

Είναι εύκολο να δεί κανείς ότι πάντα το αριστερό πρότυπο R είναι tilting και το αριστερό
πρότυπο E είναι cotilting.

Το πρόβληµα του πότε το αριστερό πρότυπο R είναι cotilting και το αριστερό πρότυπο E
είναι tilting, µας οδηγεί στους δακτυλίους Gorenstein τους οποίους ϑα µελετήσουµε στο επόµενο
Κεφάλαιο 8.



Κεφάλαιο 8

∆ακτύλιοι Gorenstein Και
G-Προσεγγίσεις Προτύπων

Στην µεταθετική ΄Αλγεβρα, ένας δακτύλιος Gorenstein, (Gorenstein ring), είναι ένας µεταθετικός
δακτύλιος της Noether µε πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση, ως πρότυπο υπεράνω του εαυτού του.
Οι µεταθετικοί δακτύλιοι Gorenstein εισήχθηκαν από τον A. Grothendieck, ο οποίος τους ονό-
µασε έτσι, λόγω της σχέσης τους µε µια ιδιότητα δυϊκότητας ιδιαζόντων επίπεδων καµπυλών που
µελετήθηκαν από τον D. Gorenstein το 1952. Η γενική ϑεωρία των µεταθετικών δακτυλιών Go-
rentein ϑεµελιώθηκε από τον Bass στο πρωτοπόρο άρθρο του [12], και έκτοτε αποτελεί ϐασικό
αντικείµενο µελέτης της Μεταθετικής ΄Αλγεβρας και της Αλγεβρικής Γεωµετρίας. Από την άλλη
πλευρά µη µεταθετικοί δακτύλιοι Gorenstein, µε την έννοια (δεξιών και αριστερών) δακτυλίων της
Noether µε πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση ως πρότυπο υπεράνω του εαυτού τους, εισήχθηκαν
από τον M. Auslander το 1965, και σήµερα αποτελούν ϐασικό αντικείµενο µελέτης στην Οµο-
λογική ΄Αλγεβρα, τη Θεωρία Αναπαραστάσεων, τη Θεωρία Ιδιοµορφιών, τη Μαθηµατική Φυσική,
κτλ.

Στο παρόν κεφάλαιο, µελετάµε δακτυλίους Gorenstein, όχι απαραίτητα µεταθετικούς, καθώς
και προσεγγίσεις προτύπων υπεράνω τέτοιων δακτυλίων.

Σύµβαση: Καθ΄ όλη την έκταση του κεφαλαίου αυτού, µε R συµβολίζουµε έναν προσεταιριστι-
κό δακτύλιο µε µονάδα.

8.1 ∆ακτύλιοι Gorenstein

Στην ενότητα αυτή, εισάγουµε την έννοια ενός δακτυλίου Iwanaga-Gorenstein, ή χάριν απλότητας
δακτυλίου Gorenstein, και αποδεικνύουµε ϐασικές ιδιότητες τις οποίες ικανοποιεί ένας τέτοιος
δακτύλιος. ΄Οπως ϑα διαπιστώσουµε, τα πρότυπα υπεράνω τέτοιων δακτυλίων, έχουν σηµαντικές
οµολογιακές ιδιότητες.

Ορισµός 8.1.1. ΄Ενας δακτύλιος R καλείται δακτύλιος Iwanaga-Gorenstein, ή απλά, δακτύ-
λιος Gorenstein, αν ο R είναι αριστερός και δεξιός δακτύλιος της Noether, όπου όταν ιδωθεί είτε
ως αριστερό, είτε ως δεξιό, πρότυπο υπεράνω του εαυτού του να έχει πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση.

Στη συνέχεια, υποθέτουµε ότι ο δακτύλιος R ικανοποιεί τις συνθήκες του Ορισµού (8.1.1),
µόνο από την µία πλευρά.

Πρόταση 8.1.2. Αν R είναι ένας αριστερός (δεξιός) δακτύλιος της Noether µε ενέσιµη διάσταση ως
αριστερό (δεξιό) R-πρότυπο πεπερασµένη, ίση µε n, τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Η ενέσιµη διάσταση κάθε επίπεδου αριστερού (δεξιού) R-προτύπου είναι µικρότερη ή ίση του
n.
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2. Αν η επίπεδη διάσταση ενός αριστερού (δεξιού) R-προτύπου είναι πεπερασµένη, τότε η προβο-
λική διάσταση αυτού είναι µικρότερη ή ίση του n.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε την πρόταση αυτή από τα αριστερά. Υποθέτουµε ότι ο δακτύλιος R
είναι αριστερός δακτύλιος της Noether µε πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση ως αριστερό R-πρότυπο
ίση µε n.

1) Θεωρούµε ένα επίπεδο αριστερό R-πρότυπο F , µε σκοπό να αποδείξουµε ότι idR F ď n.
Από το Θεώρηµα (3.2.50), γνωρίζουµε ότι το F είναι το ευθύ όριο από πεπερασµένα παραγόµενα
και προβολικά αριστερά R-πρότυπα. Γράφουµε λοιπόν F “ lim

ÝÑ
Pi, όπου ppPiq, pfjiqq είναι ένα

ευθύ σύστηµα από πεπερασµένα παραγόµενα και προβολικά αριστερά R-πρότυπα υπεράνω ενός
κατευθυνόµενου συνόλου I. Ισχυριζόµαστε ότι για ένα οποιοδήποτε ευθύ σύστηµα ppNαq, pgβαqq
από αριστερά R-πρότυπα υπεράνω ενός κατευθυνόµενου συνόλου ∆, ισχύει ότι

idR lim
ÝÑ

Nα ď suptidRNα | α P ∆u. (8.1)

Για να αποδείξουµε τον ισχυρισµό αυτόν, χρειάζεται να χρησιµοποιήσουµε την υπόθεση ότι
ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether. ΄Εστω λοιπόν ppNαq, pgβαqq, ένα ευθύ σύ-
στηµα από αριστερά R-πρότυπα υπεράνω ενός κατευθυνόµενου συνόλου ∆. Αν suptidRNα | α P
∆u “ 8, τότε προφανώς ισχύει η σχέση (8.1). ΄Ετσι, υποθέτουµε τώρα ότι υπάρχει κάποιος ϕυ-
σικός αριθµός m, έτσι ώστε suptidRNα | α P ∆u “ m. Εξ ορισµού, για κάθε α P ∆ έχουµε ότι
ExtiRpM,Nαq “ 0, για κάθε i ą m και για κάθε αριστερό R-πρότυπο M . Επειδή ο δακτύλιος R
είναι αριστερός δακτύλιος της Noether, για κάθε πεπερασµένα παραγόµενο αριστερό R-πρότυπο
M , χρησιµοποιώντας το Λήµµα (3.3.20) παίρνουµε ότι :

ExtiRpM, lim
ÝÑ

Nαq – lim
ÝÑ

ExtiRpM,Nαq,

για κάθε i ě 0. Συνεπώς, έπεται ότι ExtiRpM, lim
ÝÑ

Nαq “ 0 για κάθε i ą m και για κάθε
πεπερασµένα παραγόµενο αριστερό R-πρότυπο M , διότι

lim
ÝÑ

ExtiRpM,Nαq “ 0,

για κάθε i ą m και για κάθε πεπερασµένα παραγόµενο αριστερό R-πρότυπο M . Αν I είναι ένα
οποιοδήποτε αριστερό ιδεώδες του R, τότε προφανώς το πρότυπο πηλίκο R{I είναι πεπερασµένα
παραγόµενο αριστερό R-πρότυπο. Εποµένως, συµπεραίνουµε ότι

ExtiRpR{I, limÝÑNαq “ 0, (8.2)

για κάθε i ą m και για κάθε αριστερό ιδεώδες I του R. Στην συνέχεια, διαλέγουµε µια ενέσιµη
ανάλυση του lim

ÝÑ
Nα, έστω

0 ÝÑ lim
ÝÑ

Nα ÝÑ E0 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ Em´1 γm´1

ÝÑ Em ÝÑ ¨ ¨ ¨

Τότε χρησιµοποιώντας το Dimension Shifting για ενέσιµες αναλύσεις, καθώς και την σχέση (8.2),
οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι

0 “ Extm`1
R pR{I, lim

ÝÑ
Nαq – Ext1RpR{I, Cq,

για κάθε αριστερό ιδεώδες I του R όπου C :“ Im γm´1. Ως συνέπεια αυτού, έπεται ότι

Ext1RpR{I, Cq “ 0, (8.3)

για κάθε αριστερό ιδεώδες I τουR. Αν για κάθε αριστερό ιδεώδες I τουR, ϑεωρήσουµε τη σύντοµη
ακριβή ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα

0 ÝÑ I ÝÑ R ÝÑ R{I ÝÑ 0,
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και εφαρµόσουµε σ΄ αυτήν τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή HomRp´, Cq, τότε η ισότητα (8.3), µας
εξασφαλίζει ότι η ακολουθία από αβελιανές οµάδες

HomRpR,Cq ÝÑ HomRpI, Cq ÝÑ 0,

είναι ακριβής. Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα αυτό, καθώς και το κριτήριο του Baer, προκύπτει
ότι το αριστερό R-πρότυπο C είναι ενέσιµο. Εποµένως, η ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα

0 ÝÑ lim
ÝÑ

Nα ÝÑ E0 ÝÑ ¨ ¨ ¨Em´1 ÝÑ C ÝÑ 0,

είναι µια ενέσιµη ανάλυση του lim
ÝÑ

Nα πεπερασµένου µήκους m. ΄Ετσι τελικά, έχουµε ότι

idR lim
ÝÑ

Nα ď m “ suptidRNα | α P ∆u,

όπως Ϲητούσαµε.
Ο ισχυρισµός που µόλις αποδείξαµε, µας δίνει ότι

idR F “ idR lim
ÝÑ

Pi ď suptidR Pi | i P Iu.

Για να αποδείξουµε λοιπόν ότι idR F ď n, αρκεί να δείξουµε ότι idR Pi ď n για κάθε i P I. Επειδή
κάθε Pi για i P I, είναι ένα προβολικό αριστερό R-πρότυπο, υπάρχει ένα σύνολο ∆i και ένα
(προβολικό) αριστερό R-πρότυπο Qi, έτσι ώστε Rp∆iq – Pi‘Qi για κάθε i P I. Επιπλέον, αφού η
ενέσιµη διάσταση του δακτυλίου R ως αριστερό R-πρότυπο είναι πεπερασµένη, ίση µε n, υπάρχει
µια ακριβής ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα ελάχιστου µήκους n :

0 ÝÑ R ÝÑ H0 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ Hn´1 ÝÑ Hn ÝÑ 0,

όπου κάθε Hj για j P t0, . . . , nu είναι ενέσιµο. Χρησιµοποιώντας τώρα το γεγονός ότι ευθέα
αθροίσµατα ακριβών ακολουθιών είναι µια ακριβής ακολουθία, έπεται ότι η ακολουθία αριστερών
R-προτύπων

0 ÝÑ Rp∆iq ÝÑ pH0qp∆iq ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ pHn´1qp∆iq ÝÑ pHnqp∆iq ÝÑ 0, (8.4)

είναι ακριβής για κάθε i P I. Συνεπώς, η ακολουθία αριστερών R-προτύπων

0 ÝÑ Pi ‘Qi
φi

ÝÑ pH0qp∆iq ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ pHn´1qp∆iq ÝÑ pHnqp∆iq ÝÑ 0,

είναι επίσης ακριβής για κάθε i P I, ως ισόµορφη µε την ακριβή ακολουθία (8.4). Η υπόθεση
ότι ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether, µας εξασφαλίζει ότι κάθε pHjqp∆iq

για j P t0, . . . , nu και για i P I, είναι ένα ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο. Εποµένως, έπεται ότι
idRpPi ‘Qiq ď n για i P I, και άρα, ότι idR Pi ď n για κάθε i P I, όπως επιθυµούσαµε.

2) Θεωρούµε ένα αριστερό R-πρότυπο M µε πεπερασµένη επίπεδη διάσταση, µε σκοπό να
δείξουµε ότι pdRM ď n. Υποθέτουµε ότι fdRM “ m για κάποιον ϕυσικό αριθµό m, και
διαλέγουµε µια προβολική ανάλυση του M :

¨ ¨ ¨ ÝÑ Pm
αm
ÝÑ Pm´1

αm´1
ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ P0

α0
ÝÑM ÝÑ 0. (8.5)

Η ακριβής ακολουθία (8.5), µπορεί να ϑεωρηθεί ϕυσικά ως µια επίπεδη ανάλυση του M . ΄Ετσι,
χρησιµοποιώντας το Dimension Shifting για επίπεδες αναλύσεις, συµπεραίνουµε ότι :

TorR1 pA,Kmq – TorRm`1pA,Mq, m ě 0 & @AR, (8.6)

όπουK0 “M καιKm “ Kerαm´1 “ Imαm γιαm ě 1. Ωστόσο, η υπόθεση ότι fdRM “ m ă 8,
µας δίνει την ισότητα

TorRκ pA,Mq “ 0, @κ ą m & @AR. (8.7)
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Συνδυάζοντας λοιπόν τις σχέσεις (8.6) και (8.7), προκύπτει ότι TorR1 pA,Kmq “ 0 για κάθε δεξιό
R-πρότυπο A, ή ισοδύναµα, ότι το αριστερό R-πρότυποKm είναι επίπεδο. Αν χρησιµοποιήσουµε
τώρα το 1), τότε έχουµε ότι idRKm ď n, και κατ΄ επέκταση, ότι ExtiRp´,Kmq “ 0 για κάθε i ą n.
Στην συνέχεια, διακρίνουµε περιπτώσεις για τον ϕυσικό αριθµό m.

Αν m ą n, τότε έπεται ότι ExtmR pM,Kmq “ 0. Χρησιµοποιώντας τώρα το αποτέλεσµα αυτό,
καθώς και το Dimension Shifting για προβολικές αναλύσεις, παίρνουµε ότι Ext1RpKm´1,Kmq “ 0.
Συνεπώς, οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι η ακριβής ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα

0 ÝÑ Km ÝÑ Pm´1 ÝÑ Km´1 ÝÑ 0,

είναι διασπάσιµη, και κατ΄ επέκταση, ότι το αριστερό R-πρότυποKm´1 είναι προβολικό, ως ευθύς
προσθετέος του προβολικού αριστερού R-προτύπου Pm´1. ΄Ετσι, η επαγόµενη ακριβής ακολουθία

0 ÝÑ Km´1 ÝÑ Pm´2
αm´2
ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ P0

α0
ÝÑM ÝÑ 0,

είναι µια προβολική ανάλυση του M µήκους m ´ 1. ΄Αρα, pdRM ď m ´ 1. Αν m ´ 1 “ n,
τότε τετριµµένα ισχύει το Ϲητούµενο. Αλλιώς, δηλαδή αν m ´ 1 ą n, τότε επαναλαµβάνουµε την
προηγούµενη διαδικασία, αντικαθιστώντας το Km µε το Km´1. ΄Ετσι τελικά, ϑα καταλήξουµε ότι
pdRM ď n, όπως επιθυµούσαµε.

Αν m ď n, τότε ισχυριζόµαστε ξανά ότι pdRM ď n. Για να διαπιστώσουµε τον ισχυρισµό
αυτόν, υποθέτουµε ότι m ď n, καθώς και ότι pdRM ą n, µε σκοπό να καταλήξουµε σε άτοπο.
Αν ϑέσουµε d “ pdRM , (πιθανότατα, d “ 8), τότε υπάρχει ϕυσικός αριθµός d1 τέτοιος ώστε
n ă d1 ă d. ∆ιαλέγοντας µια προβολική ανάλυση του M ,

` : ¨ ¨ ¨ ÝÑ P 1d1
βd1
ÝÑ P 1d1´1

βd1´1
ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ P 10

βd10
ÝÑM ÝÑ 0,

και εφαρµόζοντας στη συνέχεια το Dimension Shifting για επίπεδες αναλύσεις στην προηγούµενη
ακριβή ακολουθία, οδηγούµαστε στην σχέση

TorR1 pA,K
1
d1q – TorRd1`1pA,Mq “ 0, @AR,

όπου K 1d1 “ Ker βd1´1 “ Imβd1 . Σηµειώνουµε ότι η ισότητα TorRd1`1pA,Mq “ 0 για κάθε δεξιό R-
πρότυπο A, προέκυψε από την υπόθεση ότι fdRM “ m καθώς και από την επιλογή του ϕυσικού
αριθµού d1. Εποµένως, έπεται ότι TorR1 pA,K 1d1q “ 0 για κάθε δεξιόR-πρότυποA, ή ισοδύναµα, ότι
το αριστερό R-πρότυπο K 1d1 είναι επίπεδο. Χρησιµοποιώντας λοιπόν ξανά το 1), συµπεραίνουµε
ότι idRK 1d1 ď n. Η εφαρµογή τώρα του Dimension Shifting για προβολικές αναλύσεις, στην
ακριβή ακολουθία `, µας δίνει ιδιαίτερα ότι :

Ext1RpK
1
d1´1,K

1
d1q – Extd

1

RpM,K 1d1q,

όπουK 1d1´1 “ Ker βd1´2. ΄Οµως, επειδή d1 ą n και idRK 1d1 ď n, παίρνουµε ότι Extd
1

RpM,K 1d1q “ 0,
και επιπρόσθετα, ότι Ext1RpK 1d1´1,K

1
d1q “ 0. Το αποτέλεσµα αυτό, µας εξασφαλίζει ότι η σύντοµη

ακριβής ακολουθία
0 ÝÑ K 1d1 ÝÑ P 1d1´1 ÝÑ K 1d1´1 ÝÑ 0,

είναι διασπάσιµη, και κατ΄ επέκταση, ότι το αριστερό R-πρότυπο K 1d1´1 είναι προβολικό, ως ευθύς
προσθετέος του προβολικού αριστερού R-προτύπου P 1d1´1. Εποµένως, έχουµε ότι η επαγόµενη
ακριβής ακολουθία

0 ÝÑ K 1d1´1 ÝÑ P 1d1´2

βd1´2
ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ P 10

β0
ÝÑM ÝÑ 0,

είναι µια προβολική ανάλυση του M πεπερασµένου µήκους d1 ´ 1, και άρα, ότι pdRM ď d1 ´ 1.
Το αποτέλεσµα ωστόσο αυτό, αντιφάσκει µε το γεγονός ότι d “ pdRM . Αν υποθέσουµε λοιπόν ότι
m ď n, τότε υποχρεωτικά ισχύει ότι pdRM ď n.

Οµοίως προκύπτει η απόδειξη των 1) και 2), στην περίπτωση που υποθέσουµε ότι ο δακτύλιος
R είναι δεξιός δακτύλιος της Noether µε πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση ως δεξιό R-πρότυπο. �
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Ως προφανή συνέπεια της Πρότασης (8.1.2), παίρνουµε ότι :

Πόρισµα 8.1.3. ΄Εστω R ένας αριστερός (δεξιός) δακτύλιος της Noether µε ενέσιµη διάσταση ως
αριστερό (δεξιό) R-πρότυπο πεπερασµένη, ίση µε n. Τότε για κάθε επίπεδο αριστερό (δεξιό) πρότυπο
F , ισχύει ότι pdR F ď n.

Πριν µελετήσουµε τι ιδιότητες έχουν τα πρότυπα υπεράνω ενός δακτυλίου Gorenstein, χρειά-
Ϲεται να εισάγουµε τις ακόλουθες έννοιες :

Ορισµός 8.1.4. ΄Ενα υποπρότυπο T ενός αριστερού R-προτύπου N καλείται καθαρό υποπρότυ-
πο, (pure submodule), αν η ακολουθία αβελιανών οµάδων

0 ÝÑ Ab T ÝÑ AbN,

είναι ακριβής για κάθε δεξιό R-πρότυπο A, ή ισοδύναµα, δες [42, Theorem 6.4], αν η ακολουθία
αβελιανών οµάδων

HomRpB,Nq ÝÑ HomRpB,N{T q ÝÑ 0,

είναι ακριβής για κάθε πεπερασµένα παραστάσιµο αριστερό R-πρότυπο B. Επιπλέον, µια σύντοµη
ακριβής ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα

0 ÝÑ T ÝÑ N ÝÑ N{T ÝÑ 0,

καλείται καθαρά ακριβής ακολουθία, (pure exact sequence), αν το T είναι καθαρό υποπρότυπο
του N .

Ανάλογα ορίζεται ένα καθαρό υποπρότυπο ενός δεξιού R-προτύπου.

Ορισµός 8.1.5. ΄Ενα αριστερό (δεξιό) R-πρότυπο M καλείται καθαρά ενέσιµο, (pure injecti-
ve), αν για κάθε καθαρά ακριβή ακολουθία 0 ÝÑ T ÝÑ N αριστερών (δεξιών) R-προτύπων, η
επαγόµενη ακολουθία αβελιανών οµάδων

HomRpN,Mq ÝÑ HomRpT,Mq ÝÑ 0,

είναι ακριβής.

Παράδειγµα 8.1.6. Κάθε ενέσιµο R-πρότυπο E είναι καθαρά ενέσιµο, διότι ο αντισυναλλοίωτος
συναρτητής HomRp´, Eq είναι ακριβής.

Παρατήρηση 8.1.7. Κάθε αριστερό (δεξιό) R-πρότυπο M , µπορεί να ϑεωρηθεί ως υποπρότυπο
του αριστερού (δεξιού) R-προτύπου M``. Πιο ειδικά, ο οµοµορφισµός αριστερών (δεξιών) R-
προτύπων:

φ : M ÝÑM`` “ HomZpHomZpM,Q{Zq,Q{Zq,

όπου pφpmqqpgq “ gpmq για κάθε στοιχείο m του M και για κάθε οµοµορφισµό g : M ÝÑ Q{Z
αβελιανών οµάδων, είναι µονοµορφισµός.

Πράγµατι, αν M είναι ένα αριστερό R-πρότυπο έτσι ώστε M “ 0, τότε προφανώς M`` “ 0,
και άρα, τετριµµένα ισχύει το Ϲητούµενο. Υποθέτουµε λοιπόν, ότι M ‰ 0 και ϑεωρούµε ένα
m P M τέτοιο ώστε φpmq “ 0: M` ÝÑ Q{Z. Τότε για κάθε οµοµορφισµό αβελιανών οµάδων
g : M ÝÑ Q{Z, παίρνουµε ότι pφpmqqpgq “ 0, ή ισοδύναµα, ότι gpmq “ 0. Αν m ‰ 0, τότε
επειδή τοM ‰ 0, και αφού το Q{Z είναι ένας ενέσιµος συνγεννήτορας για τα Z-πρότυπα, υπάρχει
ένας οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων f : M ÝÑ Q{Z, τέτοιος ώστε fpmq ‰ 0. Το αποτέλεσµα
όµως αυτό, αντιτίθεται ϕυσικά στο γεγονός ότι fpmq “ 0. Εποµένως, έπεται ότι m “ 0, και
κατ΄ επέκταση, ότι ο ο οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων φ είναι µονοµορφισµός. Οµοίως,
αποδεικνύεται ότι ο φ είναι µονοµορφισµός, στην περίπτωση που τοM είναι ένα δεξιό R-πρότυπο.
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Από το Κεφάλαιο 3, γνωρίζουµε ότι ανM είναι ένα επίπεδο R-πρότυπο, τότε το πρότυπο χαρα-
κτήρωνM` είναι ένα ενέσιµο R-πρότυπο, ενώ αν ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος της Noether, και
M είναι ένα ενέσιµο R-πρότυπο, τότε το πρότυπο χαρακτήρων M` είναι ένα επίπεδο R-πρότυπο.
Για την ακρίβεια, στο Κεφάλαιο 3 αποδείξαµε και τις αντίστροφες συνεπαγωγές. Τώρα, χωρίς
καµία περαιτέρω προϋπόθεση, δείχνουµε ότι για κάθε R-πρότυπο M , το πρότυπο χαρακτήρων
M` είναι ένα καθαρά ενέσιµο R-πρότυπο.

Πρόταση 8.1.8. Για κάθε αριστερό (δεξιό) R-πρότυπο M , το πρότυπο χαρακτήρων M` είναι ένα
καθαρά ενέσιµο δεξιό (αριστερό) R-πρότυπο.

Απόδειξη. ΄Εστω M ένα αριστερό R-πρότυπο και

0 ÝÑ T ÝÑ N ÝÑ N{T ÝÑ 0,

µία καθαρά ακριβής ακολουθία δεξιών R-προτύπων. Για να αποδείξουµε ότι το πρότυπο χαρα-
κτήρων του M , M` “ HomZpM,Q{Zq, είναι ένα καθαρά ενέσιµο δεξιό R-πρότυπο, χρειάζεται να
δείξουµε ότι η ακολουθία αβελιανών οµάδων

HomRpN,M
`q ÝÑ HomRpT,M

`q ÝÑ 0, (8.8)

είναι ακριβής. Η Πρόταση (2.2.30), µας δίνει ότι :

HomRpN,HomZpM,Q{Zqq – HomZpN bRM,Q{Zq “ pN bRMq`

και
HomRpT,HomZpM,Q{Zqq – HomZpT bRM,Q{Zq “ pT bRMq`.

Για να αποδείξουµε λοιπόν, ότι η ακολουθία αβελιανών οµάδων (8.8) είναι ακριβής, αρκεί να
δείξουµε ότι η ακολουθία αβελιανών οµάδων

pN bRMq
` ÝÑ pT bRMq

` ÝÑ 0,

είναι ακριβής. Επειδή η ακολουθία 0 ÝÑ T ÝÑ N ÝÑ N{T ÝÑ 0 είναι καθαρά ακριβής, εξ
ορισµού έχουµε ότι η ακολουθία αβελιανών οµάδων

0 ÝÑ T bRM ÝÑ N bRM ÝÑ N{T bRM ÝÑ 0, (8.9)

είναι ακριβής για κάθε αριστερό R-πρότυπο M . Επιπλέον, αφού το Q{Z είναι ένα ενέσιµο Z-
πρότυπο, παίρνουµε ότι ο αντισυναλλοίωτος συναρτητής HomZp´,Q{Zq είναι ακριβής. Συνεπώς,
αν εφαρµόσουµε τον HomZp´,Q{Zq στην ακριβή ακολουθία (8.9), τότε η επαγόµενη ακολουθία
αβελιανών οµάδων

0 ÝÑ pN{T bRMq
` ÝÑ pN bRMq

` ÝÑ pT bRMq
` ÝÑ 0,

είναι επίσης ακριβής. Εποµένως, έπεται ότι το δεξιό R-πρότυπο M` είναι καθαρά ενέσιµο.
Αναλόγως αποδεικνύεται ότι για κάθε δεξιό R-πρότυποM , το πρότυπο χαρακτήρωνM` είναι ένα
καθαρά ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο. �

Η Παρατήρηση (8.1.7), καθώς και η Πρόταση (8.1.8), µας εξασφαλίζουν ότι κάθε R-πρότυπο
M είναι ένα υποπρότυπο του καθαρά ενέσιµου R-προτύπου M``. Στην πραγµατικότητα, ισχύει
ότι κάθε R-πρότυπο είναι ένα καθαρό υποπρότυπο ενός καθαρά ενέσιµου R-προτύπου:

Πρόταση 8.1.9. Κάθε αριστερό (δεξιό) R-πρότυπο M είναι ένα καθαρό υποπρότυπο του αριστερού
(δεξιού) R-προτύπου M``.
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Απόδειξη. ΄Εστω M ένα αριστερό R-πρότυπο, και φ : M ÝÑ M`` η κανονική εισαγωγή, όπως
περιγράφτηκε στην Παρατήρηση (8.1.7). Θέλουµε να αποδείξουµε ότι η ακολουθία αβελιανών
οµάδων

0 // AbRM
1Abφ // AbRM`` ,

είναι ακριβής για κάθε δεξιό R-πρότυπο A, ή ισοδύναµα, από το Λήµµα (3.2.45), ότι η ακολουθία
αβελιανών οµάδων

HomZpAbRM
``,Q{Zq

p1Abφq
‹

// HomZpAbRM,Q{Zq // 0 , (8.10)

είναι ακριβής για κάθε δεξιό R-πρότυπο A. Αν εφαρµόσουµε τον αντισυναλλοίωτο ακριβή συ-
ναρτητή HomZp´,Q{Zq, στον µονοµορφισµό φ, τότε ο επαγόµενος οµοµορφισµός δεξιών R-
προτύπων:

φ‹ : M``` ÝÑM`,

είναι επιµορφισµός. Στην συνέχεια, ϑεωρούµε την κανονική έγκλειση του υποπροτύπου M`, στο
δεξιό R-πρότυπο M```,

ψ : M` ÝÑM```,

όπου pψpfqqphq “ hpfq για κάθε f PM` και για κάθε h PM``. Τότε για κάθε f PM` και για
κάθε m PM , επάγονται οι ακόλουθες ισότητες :

rpφ‹ ˝ ψqpfqspmq “ rφ‹pψpfqqspmq

“ pψpfq ˝ φqpmq

“ pψpfqqpφpmqq

“ pφpmqqpfq

“ fpmq.

Συνεπώς, έχουµε ότι pφ‹ ˝ ψqpfq “ f για κάθε f P M`, και κατ΄ επέκταση, ότι φ‹ ˝ ψ “ IdM` .
Εποµένως, παίρνουµε ότι ο επιµορφισµός φ‹ είναι διασπάσιµος, και άρα, ότι το M` είναι ευθύς
προσθετέος του M```. Υπάρχει λοιπόν, ένα δεξιό R-πρότυπο L έτσι ώστε M``` – L ‘M`.
Για κάθε δεξιό R-πρότυπο A, ϑεωρούµε το µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές :

HomRpA,M
```q

–

��

pφ‹q‹ // HomRpA,M
`q

HomRpA,L‘M
`q

–

��

// HomRpA,M
`q

HomRpA,Lq ‘ HomRpA,M
`q // HomRpA,M

`q // 0

(8.11)

όπου pφ‹q‹ “ HomRpA, φ
‹q για κάθε δεξιό R-πρότυπο A. Επειδή το διάγραµµα (8.11) είναι

µεταθετικό και ακριβές, έπεται ότι ο οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων pφ‹q‹ είναι επιµορφισµός
για κάθε δεξιό R-πρότυπο A, δηλαδή, ότι η ακολουθία αβελιανών οµάδων

HomRpA,M
```q

HomRpA,φ
‹
q // HomRpA,M

`q // 0 , (8.12)

είναι ακριβής για κάθε δεξιό R-πρότυπο A. ΄Ετσι, χρησιµοποιώντας τώρα την Πρόταση (2.2.30),
συµπεραίνουµε ότι η ακολουθία αβελιανών οµάδων (8.10) είναι επίσης ακριβής για κάθε δεξιό R-
πρότυπο A, ως ισόµορφη µε την ακριβή ακολουθία (8.12) για κάθε δεξιό R-πρότυπο A. Παρόµοια
αποδεικνύεται και η δεξιά εκδοχή της πρότασης. �



268 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8. ∆ΑΚΤΥΛΙΟΙ GORENSTEIN ΚΑΙ G-ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΕΙΣ ΠΡΟΤΥΠΩΝ

Είµαστε έτοιµοι τώρα να διατυπώσουµε και αποδείξουµε το ακόλουθο αποτέλεσµα:

Λήµµα 8.1.10. Αν M είναι ένα καθαρό υποπρότυπο ενός αριστερού R-προτύπου N , τότε

fdRM ď fdRN.

Απόδειξη. ΄Εστω M ένα καθαρό υποπρότυπο του αριστερού R-προτύπου N , και i : M ÝÑ N η
ϕυσική έγκλειση. Αν fdRN “ 8, τότε τετριµµένα ισχύει το Ϲητούµενο. ΄Ετσι, υποθέτουµε τώρα
ότι fdRN “ n για κάποιον ϕυσικό αριθµό n. Θέλουµε να δείξουµε ότι fdRM ď n, ή ισοδύναµα,
ότι TorRn`1pG,Mq “ 0 για κάθε δεξιό R-πρότυπο G. Για τον σκοπό αυτό, ϑεωρούµε ένα δεξιό
R-πρότυπο G, και διαλέγουµε µια ακριβή ακολουθία από δεξιά R-πρότυπα

` : 0 ÝÑ S
in
ÝÑ Pn ÝÑ Pn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ P0 ÝÑ G ÝÑ 0,

όπου κάθε Pj για j “ 0, . . . , n, είναι προβολικό. Επειδή η ακολουθία ` είναι ακριβής, µπορούµε
να την «σπάσουµε» σε σύντοµες ακριβείς ακολουθίες για κάθε j “ 0, . . . , n,

`j : 0 ÝÑ Kj ÝÑ Pj ÝÑ Kj´1 ÝÑ 0,

όπου K´1 “ G και Kn “ S. Αν εφαρµόσουµε στη σύντοµη ακριβή ακολουθία `n τον συναρ-
τητή ´ bR L, όπου L είναι ένα τυχόν αριστερό R-πρότυπο, τότε επάγεται η ακριβής ακολουθία
αβελιανών οµάδων,

0 “ TorR1 pPn, Lq // TorR1 pKn´1, Lq // S bR L
inb1L// Pn bR L , (8.13)

όπου η ισότητα TorR1 pPn, Lq “ 0 για κάθε αριστερό R-πρότυπο L, οφείλεται στο γεγονός ότι
το πρότυπο Pn είναι προβολικό. Θεωρώντας τώρα την ακριβή ακολουθία ` ως µια επιµέρους
επίπεδη ανάλυση του G, και χρησιµοποιώντας το Dimension Shifting για επίπεδες αναλύσεις,
οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι :

TorRn`1pG,Lq – TorR1 pKn´1, Lq, (8.14)

για κάθε αριστερό R-πρότυπο L. ΄Ετσι, για το αριστερό R-πρότυπο N , παίρνουµε ότι

0 “ TorRn`1pG,Nq – TorR1 pKn´1, Nq,

όπου η ισότητα TorRn`1pG,Nq “ 0, προέκυψε λόγω της υπόθεσης ότι fdRN “ n. Συνεπώς, έπεται
ότι TorR1 pKn´1, Nq “ 0, και κατ΄ επέκταση, ότι ο οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων in b 1N είναι
µονοµορφισµός. Στην συνέχεια, ϑεωρούµε το µεταθετικό και ακριβές διάγραµµα:

S bRM

1Sbi

��

inb1M // Pn bRM

1Pnbi

��
0 // S bR N

inb1N // Pn bR N

(8.15)

Επειδή το M είναι καθαρό υποπρότυπο του N , οι οµοµορφισµοί αβελιανών οµάδων 1S b i και
1Pn b i είναι µονοµορφισµοί. Εποµένως, από το µεταθετικό και ακριβές διάγραµµα (8.15), προ-
κύπτει ότι ο οµοµορφισµός αβελιανών οµάδων in b 1M είναι επίσης µονοµορφισµός. Χρησιµο-
ποιώντας το αποτέλεσµα αυτό, από την ακριβή ακολουθία (8.13) για L “ M , συµπεραίνουµε
ότι TorR1 pKn´1,Mq “ 0. Η ισότητα αυτή, καθώς και η σχέση (8.14), µας εξασφαλίζουν ότι
TorR1 pG,Mq “ 0. ΄Αρα, παίρνουµε ότι TorR1 pG,Mq “ 0 για κάθε δεξιό R-πρότυπο G, όπως
επιθυµούσαµε. �
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Σηµειώνουµε ότι ισχύει και η δεξιά εκδοχή του Λήµµατος (8.1.10). Στην συνέχεια, επικεντρω-
νόµαστε σε αριστερά R-πρότυπα και αποδεικνύουµε κάποια ϐασικά αποτελέσµατα τα οποία ϑα
µας χρειασθούν στη συνέχεια. Τονίζουµε ότι ανάλογα αποτελέσµατα µε αυτά που ϑα παρουσιά-
σουµε καθ΄ όλη την έκταση του παρόντος κεφαλαίου για αριστερά R-πρότυπα, ισχύουν και για
δεξιά R-πρότυπα.

Λήµµα 8.1.11. Υποθέτουµε ότι ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether. Αν M είναι
ένα καθαρό υποπρότυπο ενός αριστερού R-προτύπου N , τότε idRM ď idRN .

Απόδειξη. ΄Εστω M ένα καθαρό υποπρότυπο ενός αριστερού R-προτύπου N , και

0 ÝÑM
i
ÝÑ N

π
ÝÑ N{M ÝÑ 0,

η επαγόµενη καθαρά ακριβής ακολουθία. Εξ ορισµού, για κάθε πεπερασµένα παραστάσιµο
αριστερό R-πρότυπο B, η ακολουθία αβελιανών οµάδων

HomRpB,Nq
πB‹
ÝÑ HomRpB,N{Mq ÝÑ 0, (8.16)

όπου πB‹ “ HomRpB, πq, είναι ακριβής. Αν idRN “ 8, τότε τετριµµένα ισχύει το Ϲητούµενο.
Υποθέτουµε λοιπόν τώρα, ότι idRN “ n για κάποιον ϕυσικό αριθµό n. Τότε προφανώς, έχουµε ότι
Extn`1

R pR{I,Nq “ 0 για κάθε αριστερό ιδεώδες I τουR. ΄Εστω I ένα οποιοδήποτε αριστερό ιδεώδες
του R. Τότε επειδή ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether, και το πρότυπο πηλίκο
R{I είναι πεπερασµένα παραγόµενο, υπάρχει µια ακριβής ακολουθία αριστερών R-προτύπων

` : 0 ÝÑ S ÝÑ Pn ÝÑ Pn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ P0 ÝÑ R{I ÝÑ 0,

όπου S είναι πεπερασµένα παραγόµενο, και P0, . . . , Pn είναι πεπερασµένα παραγόµενα και προ-
ϐολικά. Στην συνέχεια, «σπάµε» την ακριβή ακολουθία ` σε σύντοµες ακριβείς ακολουθίες για
κάθε j “ 0, . . . , n,

`j : 0 ÝÑ Kj ÝÑ Pj ÝÑ Kj´1 ÝÑ 0,

όπου K´1 “ R{I και Kn “ S. Εφαρµόζοντας τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή HomRp´, Nq στη
σύντοµη ακριβή ακολουθία `n, επάγεται µια µακρά ακριβής ακολουθία στην συνοµολογία, µέρος
της οποίας είναι η ακριβής ακολουθία :

HomRpPn, Nq ÝÑ HomRpS,Nq ÝÑ Ext1RpKn´1, Nq.

Ωστόσο, αν ϑεωρήσουµε την ακριβή ακολουθία ` ως µια επιµέρους προβολική ανάλυση του R{I,
τότε χρησιµοποιώντας το Dimension Shifting για προβολικές αναλύσεις, οδηγούµαστε στο συµ-
πέρασµα ότι

Ext1RpKn´1, Nq – Extn`1
R pR{I,Nq “ 0.

Συνεπώς, έπεται ότι Ext1RpKn´1, Nq “ 0, και κατ΄ επέκταση, ότι η ακολουθία αβελιανών οµάδων

HomRpPn, Nq ÝÑ HomRpS,Nq ÝÑ 0,

είναι ακριβής. Από το Κεφάλαιο 1, γνωρίζουµε ότι οι έννοιες «πεπερασµένα παραστάσιµο R-
πρότυπο» και «πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο» είναι ισοδύναµες, όταν ο δακτύλιος R είναι
δακτύλιος της Noether. ΄Ετσι, χρησιµοποιώντας την σχέση (8.16), καθώς και το γεγονός ότι τα
Pn, S είναι πεπερασµένα παραγόµενα αριστερά πρότυπα υπεράνω του αριστερού δακτυλίου της
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Noether R, παίρνουµε το µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές και στήλες :

0

��

0

��

0

��
0 // pKn´1,Mq

κ1

��

// pPn,Mq

κ2

��

// pS,Mq

κ3

��
0 // pKn´1, Nq

π
Kn´1
‹

��

// pPn, Nq

πPn‹
��

// pS,Nq

πS‹
��

// 0

0 // pKn´1, N{Mq

��

// pPn, N{Mq

��

// pS,N{Mq

��
0 0 0

(8.17)

όπου p´,´q “ HomRp´,´q και κ1, κ2, κ3 είναι αντίστοιχα, οι οµοµορφισµοί αβελιανών οµάδων
HomRpKn´1, iq, HomRpPn, iq και HomRpS, iq. Εφαρµόζοντας τώρα το Snake Lemma, στο µεταθε-
τικό διάγραµµα που σχηµατίζουν η δεύτερη και τρίτη γραµµή του διαγράµµατος (8.17), επάγεται
η σύντοµη ακριβής ακολουθία αβελιανών οµάδων:

0 ÝÑ Imκ1 ÝÑ Imκ2 ÝÑ Imκ3 ÝÑ 0. (8.18)

Το πρώτο Θεώρηµα ισοµορφισµών για Z-πρότυπα, µας εξασφαλίζει ότι η σύντοµη ακριβής ακο-
λουθία (8.18) είναι ισόµορφη µε την ακολουθία αβελιανών οµάδων:

0 ÝÑ pKn´1,Mq ÝÑ pPn,Mq ÝÑ pS,Mq ÝÑ 0. (8.19)

Συνεπώς, έπεται ότι η ακολουθία αβελιανών οµάδων (8.19) είναι επίσης ακριβής, και άρα, ότι
Ext1RpKn´1,Mq “ 0. Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα αυτό, καθώς και το Dimension Shifting
για προβολικές αναλύσεις, οδηγούµαστε στην ισότητα Extn`1

R pR{I,Mq “ 0. Εποµένως, επει-
δή η επιλογή του αριστερού ιδεώδες I του R ήταν τυχαία, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι
Extn`1

R pR{I,Mq “ 0 για κάθε αριστερό ιδεώδες I του R. Αν διαλέξουµε λοιπόν µια ενέσιµη
ανάλυση του M , έστω

0 ÝÑM ÝÑ E0 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ En´1 αn´1

ÝÑ En ÝÑ ¨ ¨ ¨

και εφαρµόσουµε σ΄ αυτήν, το Dimension Shifting για ενέσιµες αναλύσεις, τότε παίρνουµε ότι

0 “ Extn`1
R pR{I,Mq – Ext1RpR{I, Imαn´1q,

για κάθε αριστερό ιδεώδες I του R. ΄Ετσι τελικά, έχουµε ότι

Ext1RpR{I, Imαn´1q “ 0, (8.20)

για κάθε αριστερό ιδεώδες I του R. ΄Αρα, όπως και στην απόδειξη του πρώτου σκέλους της
Πρότασης (8.1.2), προκύπτει ότι το αριστερό R-πρότυπο Imαn´1 είναι ενέσιµο. ΄Ετσι, η ακριβής
ακολουθία

0 ÝÑM ÝÑ E0 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ En´1 ÝÑ Imαn´1 ÝÑ 0,

είναι µια ενέσιµη ανάλυση του M µήκους n. Εποµένως, έπεται ότι idRM ď n, όπως επιθυµού-
σαµε. �

Χρησιµοποιούµε τώρα τα Λήµµατα (8.1.10) και (8.1.11), για να αποδείξουµε το ακόλουθο
αποτέλεσµα.
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Πρόταση 8.1.12. ΄Εστω R ένας αριστερός και δεξιός δακτύλιος της Noether µε πεπερασµένη
ενέσιµη διάσταση ως αριστερό R-πρότυπο ίση µε n. Τότε οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναµες :

1. idRRR ă 8.

2. fdRE ă 8 για κάθε ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο E.

3. fdRE ď n για κάθε ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο E.

Απόδειξη. p1 ñ 2q : Υποθέτουµε ότι η ενέσιµη διάσταση του δακτυλίου R ως δεξιό R-πρότυπο
είναι πεπερασµένη, και ϑεωρούµε ένα ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο E. Τότε επειδή ο δακτύλιος R
είναι αριστερός δακτύλιος της Noether, έπεται ότι το πρότυπο χαρακτήρων E` είναι ένα επίπεδο
δεξιό R-πρότυπο. Συνεπώς, χρησιµοποιώντας την υπόθεση, καθώς και την Πρόταση (8.1.2),
συµπεραίνουµε ότι η ενέσιµη διάσταση του E` είναι πεπερασµένη. ΄Εστω λοιπόν ότι idRE` “ m
για κάποιον ϕυσικό αριθµό m, και

` : 0 ÝÑ E` ÝÑ E0 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ Em´1 ÝÑ Em ÝÑ 0,

µια ενέσιµη ανάλυση του E` ελάχιστου µήκουςm. Στην συνέχεια, «σπάµε» την ακριβή ακολουθία
` σε σύντοµες ακριβείς ακολουθίες για κάθε j “ 0, . . . ,m´ 1,

`j : 0 ÝÑ Cj ÝÑ Ej ÝÑ Cj`1 ÝÑ 0,

όπου C0 “ E` και Cm “ Em. Εφαρµόζοντας τον αντισυναλλοίωτο και ακριβή συναρτητή
HomZp´,Q{Zq σε κάθε ακολουθία `j για j “ 0, . . . ,m´ 1, επάγονται σύντοµες ακριβείς ακολου-
ϑίες από αριστερά R-πρότυπα:

p`jq` : 0 ÝÑ pCj`1q` ÝÑ pEjq` ÝÑ pCjq` ÝÑ 0,

για κάθε j “ 0, . . . ,m´ 1. Εποµένως, το σύµπλοκο αριστερών R-προτύπων

`` : 0 ÝÑ pEmq` ÝÑ pEm´1q` ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ pE0q` ÝÑ E`` ÝÑ 0,

είναι ακριβές. Χρησιµοποιώντας ξανά την υπόθεση ότι ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος
της Noether, καθώς και το γεγονός ότι κάθε Ej για j “ 0, . . . ,m, είναι ένα ενέσιµο δεξιό R-
πρότυπο, οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι κάθε pEjq` για j “ 0, . . . ,m, είναι ένα επίπεδο
αριστερό R-πρότυπο. Το αποτέλεσµα αυτό, µας εξασφαλίζει ότι η ακριβής ακολουθία `` είναι
µια επίπεδη ανάλυση του E`` πεπερασµένου µήκους m, και κατ΄ επέκταση, ότι η επίπεδη
διάσταση του E`` είναι πεπερασµένη. ΄Οµως, από την Πρόταση (8.1.9) γνωρίζουµε ότι το E
είναι ένα καθαρό υποπρότυπο του E``. ΄Ετσι, χρησιµοποιώντας το Λήµµα (8.1.10), παίρνουµε
ότι fdRE ď fdRE

`` ă 8, όπως επιθυµούσαµε.
p2 ñ 1q : Υποθέτουµε ότι ισχύει το 2). Αν ϑεωρήσουµε τον δακτύλιο R ως δεξιό R-πρότυπο,

τότε το πρότυπο χαρακτήρων R` είναι ένα ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο, διότι ο δακτύλιος R ως
δεξιό R-πρότυπο είναι επίπεδο. ΄Ετσι, η υπόθεση µας δίνει ότι η επίπεδη διάσταση του RR

` είναι
πεπερασµένη. ΄Εστω λοιπόν fdRR

` “ κ για κάποιον ϕυσικό αριθµό κ, και έστω

0 ÝÑ Fκ ÝÑ Fκ´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ F0 ÝÑ RR
` ÝÑ 0, (8.21)

µια επίπεδη ανάλυση του RR
` ελάχιστου µήκους κ. Τότε το σύµπλοκο δεξιών R-προτύπων

0 ÝÑ R``R ÝÑ pF0q
` ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ pFκ´1q

` ÝÑ pFκq
` ÝÑ 0, (8.22)

είναι ακριβές. Για να το διαπιστώσουµε αυτό, αρκεί να «σπάσουµε» την ακριβή ακολουθία (8.21)
σε σύντοµες ακριβείς ακολουθίες, και να εφαρµόσουµε σ΄ αυτές, τον αντισυναλλοίωτο και ακριβή
συναρτητή HomZp´,Q{Zq. Επιπλέον, κάθε pFjq` για 0 ď j ď κ, είναι ένα ενέσιµο δεξιό R-
πρότυπο, αφού κάθε Fj για 0 ď j ď κ, είναι ένα επίπεδο αριστερό R-πρότυπο. ΄Αρα, η ακριβής
ακολουθία (8.22) είναι µια ενέσιµη ανάλυση τουR``R πεπερασµένου µήκους κ. Εποµένως, έπεται
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ότι η ενέσιµη διάσταση του R``R είναι πεπερασµένη. Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα αυτό,
καθώς και το γεγονός ότι ο δακτύλιος R ως δεξιό R-πρότυπο είναι καθαρό υποπρότυπο του R``R ,
οδηγούµαστε χρησιµοποιώντας το Λήµµα (8.1.11), στο Ϲητούµενο ότι idRRR ď idRR

``
R ă 8.

p3 ñ 2q : Προφανές.
p2 ñ 3q : Αν υποθέσουµε ότι ισχύει το 2), τότε προφανώς ικανοποιούνται οι υποθέσεις της

Πρότασης (8.1.2), και άρα, για κάθε ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο E, έχουµε ότι pdRE ď n. ΄Ο-
µως, για οποιοδήποτε (αριστερό) R-πρότυποM , ισχύει ότι fdRM ď pdRM . Συνεπώς, παίρνουµε
ότι fdRE ď n για κάθε ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο E, δηλαδή, ότι ικανοποιείται το 3). �

Από προσεκτική µελέτη της απόδειξης της παραπάνω Πρότασης, προκύπτει ότι :

idRR “ suptfdRE | E P R-Inju

Είναι γνωστό ότι για κάθε δακτύλιο R, η αριστερή ασθενής ολική οµολογική διάσταση του
R,

l.w. gl. dimpRq “ suptfdRM |M P R-Modu,

συµπίπτει µε την δεξιά εκδοχή της, και η κοινή τιµή αυτών, καλείται η ασθενής ολική διάσταση του
R, ϐλέπε [16, Proposition 12.2.2]. Επιπλέον, για ένα οποιοδήποτε αριστερό ή δεξιό R-πρότυπο
M , ισχύει ότι fdRM ď pdRM . Εποµένως, για έναν οποιονδήποτε δακτύλιο R, αν η αριστερή
ή η δεξιά ολική οµολογική διάσταση του R είναι πεπερασµένη, τότε η ασθενής ολική διάσταση
του R είναι επίσης πεπερασµένη. Η αντίστροφη συνεπαγωγή, δεν ισχύει εν΄ γένει. Από ένα
κλασσικό αποτέλεσµα του Auslander, ϐλέπε [52], για ένα δακτύλιο της Noether, η (αριστερή ή
δεξιά) ολική οµολογική διάσταση του R συµπίπτει µε την ασθενή ολική οµολογική διάσταση του
R. Το ακόλουθο αποτέλεσµα δείχνει ότι για δακτυλίους Gorenstein, ισχύει κάτι γενικότερο :

Πρόταση 8.1.13. ΄Εστω R ένας δακτύλιος Gorenstein. Τότε για κάθε αριστερό R-πρότυπο M , οι
ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναµες :

1. idRM ă 8.

2. pdRM ă 8.

3. fdRM ă 8.

Απόδειξη. Η συνεπαγωγή p2 ñ 3q είναι τετριµµένη, ενώ, η συνεπαγωγή p3 ñ 2q προκύπτει
χρησιµοποιώντας την υπόθεση και την Πρόταση (8.1.2). ΄Αρα, για να αποδείξουµε ότι οι παραπάνω
συνθήκες είναι ισοδύναµες, αρκεί να δείξουµε τις συνεπαγωγές p1 ñ 3q και p3 ñ 1q.
p3 ñ 1q : ΄ΕστωM ένα αριστερό R-πρότυπο µε πεπερασµένη επίπεδη διάσταση. Τότε υπάρχει

ένας ϕυσικός αριθµόςm, και µια ακριβής ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα ελάχιστου µήκους
m :

` : 0 ÝÑ Fm ÝÑ Fm´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ F0 ÝÑM ÝÑ 0,

όπου κάθε Fj για j “ 0, . . . ,m, είναι ένα επίπεδο R-πρότυπο. Επειδή ο δακτύλιος R είναι
δακτύλιος Gorenstein, και τα αριστερά R-πρότυπα Fj είναι επίπεδα, για κάθε 0 ď j ď m, η
Πρόταση (8.1.2) µας δίνει ότι η ενέσιµη διάσταση κάθε Fj , για 0 ď j ď m, είναι πεπερασµένη.
Στην συνέχεια, «σπάµε» την ακριβή ακολουθία ` σε σύντοµες ακριβείς ακολουθίες για κάθε j “
1, . . . ,m,

`j : 0 ÝÑ Kj ÝÑ Fj´1 ÝÑ Kj´1 ÝÑ 0,

όπου K0 “ M και Km “ Fm. ΄Εστω idR Fm “ κ1 και idR Fm´1 “ κ2, για κάποιους ϕυσικούς
αριθµούς κ1 και κ2. Εφαρµόζοντας τώρα για κάθε αριστερόR-πρότυποA, τον συναλλοίωτο συναρ-
τητή HomRpA,´q στη σύντοµη ακριβή ακολουθία `m, επάγεται η ακριβής ακολουθία αβελιανών
οµάδων

ExtiRpA,Fm´1q ÝÑ ExtiRpA,Km´1q ÝÑ Exti`1
R pA,Fmq, (8.23)
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για κάθε i ě 0 και για κάθε αριστερό R-πρότυπο A. Θέτοντας λοιπόν,

κ “ maxtκ1, κ2u ă 8,

έχουµε ότι ExtiRpA,Fm´1q “ 0 “ Exti`1
R pA,Fmq, για κάθε i ą κ και για κάθε αριστερόR-πρότυπο

A. Συνεπώς, από την ακριβή ακολουθία (8.23), έπεται ότι ExtiRpA,Km´1q “ 0 για κάθε i ą κ
και για κάθε αριστερό R-πρότυπο A, ή ισοδύναµα, ότι idRKm´1 ď κ. Το αποτέλεσµα αυτό, µας
εξασφαλίζει ότι

γ :“ maxtidR Fm´2, idRKm´1u ă 8

΄Ετσι, εφαρµόζοντας για κάθε αριστερό R-πρότυπο A, τον συναλλοίωτο συναρτητή HomRpA,´q
αυτή τη ϕορά, στη σύντοµη ακριβή ακολουθία `m, παίρνουµε ιδιαίτερα την ακριβή ακολουθία
αβελιανών οµάδων

0 “ ExtiRpA,Fm´2q ÝÑ ExtiRpA,Km´2q ÝÑ Exti`1
R pA,Km´1q “ 0, (8.24)

για κάθε i ą γ και για κάθε αριστερό R-πρότυπο A. Εποµένως, από την ακριβή ακολουθία (8.24),
συµπεραίνουµε ότι ExtiRpA,Km´2q “ 0 για κάθε i ą γ και για κάθε αριστερό R-πρότυπο A, ή
ισοδύναµα ότι idRKm´2 ď γ. Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα αυτό, επαγωγικά οδηγούµαστε
στο συµπέρασµα ότι idRM ă 8, όπως επιθυµούσαµε.
p1 ñ 3q : ΄Εστω M ένα αριστερό R-πρότυπο µε πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση. Τότε υπάρχει

ένας ϕυσικός αριθµός n, και µια ακριβής ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα ελάχιστου µήκους
n :

0 ÝÑM ÝÑ E0 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ En´1 ÝÑ En ÝÑ 0,

όπου κάθε Ej για j “ 0, . . . , n, είναι ένα ενέσιµο R-πρότυπο. Επειδή ο αντισυναλλοίωτος συναρ-
τητής HomZp´,Q{Zq είναι ακριβής, έπεται ότι το σύµπλοκο από δεξιά R-πρότυπα

0 ÝÑ pEnq` ÝÑ pEn´1q` ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ pE0q` ÝÑM` ÝÑ 0, (8.25)

είναι ακριβές. Επειδή ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether, ως δακτύλιος Goren-
stein, και αφού τα αριστερά R-πρότυπα Ej είναι ενέσιµα για κάθε j “ 0, . . . , n, οδηγούµαστε στο
συµπέρασµα ότι τα δεξιά R-πρότυπα pEjq` είναι επίπεδα για κάθε j “ 0, . . . , n. ΄Αρα, από την
ακριβή ακολουθία (8.25), συµπεραίνουµε ότι η επίπεδη διάσταση του M` είναι πεπερασµένη.
Χρησιµοποιώντας τώρα την συνεπαγωγή p3 ñ 1q που αποδείξαµε προηγουµένως, ωστόσο από
τα δεξιά, παίρνουµε ότι η ενέσιµη διάσταση του M` είναι επίσης πεπερασµένη. ΄Εστω λοιπόν
idRM

` “ m για κάποιον ϕυσικό αριθµό m, και

0 ÝÑM` ÝÑ H0 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ Hm´1 ÝÑ Hm ÝÑ 0,

µια ενέσιµη ανάλυση του M ελάχιστους µήκους m. Τότε το επαγόµενο σύµπλοκο αριστερών
R-προτύπων:

0 ÝÑ pHmq` ÝÑ pHm´1q` ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ pH0q` ÝÑM`` ÝÑ 0 (8.26)

είναι ακριβές, διότι ο αντισυναλλοίωτος συναρτητής HomZp´,Q{Zq είναι ακριβής. Χρησιµοποιών-
τας ξανά το γεγονός ότι ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether, καθώς και ότι
τα αριστερά R-πρότυπα Hj είναι ενέσιµα για κάθε j “ 0, . . . , n, οδηγούµαστε στο συµπέρασµα
ότι τα δεξιά R-πρότυπα pHjq` είναι επίπεδα για κάθε j “ 0, . . . , n. Συνεπώς, από την ακριβή
ακολουθία (8.26), έπεται ότι η επίπεδη διάσταση του M`` είναι πεπερασµένη. Το αποτέλεσµα
αυτό, καθώς και το Λήµµα (8.1.10), µας εξασφαλίζουν ότι η επίπεδη διάσταση τουM είναι επίσης
πεπερασµένη, και µάλιστα, ότι η επίπεδη διάσταση του M είναι µικρότερη ή ίση της επίπεδης
διάστασης του M``. �

Το ακόλουθο κλασσικό αποτέλεσµα του Zaks πιστοποεί ότι αν ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος
Gorenstein, τότε η ενέσιµη διάσταση του R ως αριστερό R-πρότυπο, συµπίπτει µε την ενέσιµη
διάσταση του R ως δεξιό R-πρότυπο.



274 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8. ∆ΑΚΤΥΛΙΟΙ GORENSTEIN ΚΑΙ G-ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΕΙΣ ΠΡΟΤΥΠΩΝ

Πρόταση 8.1.14 (Zaks [60]). ΄Εστω R ένας αριστερός και δεξιός δακτύλιος της Noether. Αν η
ενέσιµη διάσταση τουR ως αριστερόR-πρότυπο είναι πεπερασµένη ίση µεm, και η ενέσιµη διάσταση
του R ως δεξιό R-πρότυπο είναι πεπερασµένη ίση µε n, τότε m “ n.

Απόδειξη. Επειδή idRRR “ n, υπάρχει ένα δεξιό R-πρότυπο M τέτοιο ώστε ExtnRpM,RRq ‰ 0.
Γνωρίζουµε ότι κάθε (δεξιό) R-πρότυπο είναι το ευθύ όριο των πεπερασµένα παραγόµενων υπο-
προτύπων του. ΄Ετσι, γράφουµε M “ lim

ÝÑ
Mi όπου κάθε Mi είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο

υποπρότυπο του M . ΄Οµως,

0 ‰ ExtnRpM,Rq “ ExtnRplimÝÑMi, Rq – lim
ÐÝ

ExtnRpMi, Rq,

και άρα, lim
ÐÝ

ExtnRpMi, Rq ‰ 0. Συνεπώς, υπάρχει κάποιο πεπερασµένα παραγόµενο υποπρότυπο
Mj του M , έτσι ώστε ExtnRpMj , RRq ‰ 0. Μπορούµε να υποθέσουµε λοιπόν, ότι το δεξιό R-
πρότυπο M µε την ιδιότητα ότι ExtnRpM,RRq ‰ 0, είναι πεπερασµένα παραγόµενο, αφού σε
διαφορετική περίπτωση, το πρότυποM µπορεί να αντικατασταθεί µε το πεπερασµένα παραγόµενο
υποπρότυπο Mj του M . Το Πόρισµα (3.2.47), µας δίνει ότι το πρότυπο χαρακτήρων RR

` είναι
ένας ενέσιµος συνγεννήτορας για τα αριστερά R-πρότυπα. ΄Ετσι, αφού το αριστερό R-πρότυπο
ExtnRpM,RRq είναι µη µηδενικό, έπεται ότι

HomRpExt
n
RpM,Rq, R`q ‰ 0.

Χρησιµοποιώντας τώρα την υπόθεση ότι ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether,
καθώς και το γεγονός ότι το δεξιό R-πρότυπο M είναι πεπερασµένα παραγόµενο, τα Θεωρήµατα
(3.3.21) και (1.1.19), µας δίνουν τους ακόλουθους ισοµορφισµούς αβελιανών οµάδων:

HomRpExt
n
RpM,Rq, R`q – TorRn pM,HomRpR,R

`q – TorRn pM,R`q.

Συνδυάζοντας λοιπόν τα παραπάνω, προκύπτει ότι TorRn pM,R`q ‰ 0. Εποµένως, ισχύει ότι
fdRR

` ě n γιατί αλλιώς, δηλαδή αν fdRR
` ă n, τότε ϑα έχουµε ότι TorRn pM,R`q “ 0, αποτέ-

λεσµα το οποίο είναι ϕυσικά αδύνατο. Ωστόσο, η Πρόταση (8.1.2) µας εξασφαλίζει την ανίσωση
fdRR

` ď idRR “ m, όπου ο δακτύλιος R έχει ιδωθεί ως αριστερό R-πρότυπο. ΄Αρα, παίρ-
νουµε ότι n ď m. Για να την αντίστροφη ανίσωση, αρκεί να χρησιµοποιήσουµε την υπόθεση
ότι idRR “ m, και να ακολουθήσουµε µια ανάλογη πορεία µε προηγουµένως. ΄Ετσι τελικά, ϑα
καταλήξουµε στην ισότητα, m “ n. �

Ορισµός 8.1.15. ΄Ενας δακτύλιος Gorenstein µε πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση ως αριστερό R-
πρότυπο το πολύ n, και άρα, υποχρεωτικά µε ενέσιµη διάσταση ως δεξιό R-πρότυπο το πολύ n,
καλείται δακτύλιος n-Gorenstein, (n-Gorenstein ring).

Παρατήρηση 8.1.16. Προφανώς, ένας δακτύλιος είναι 0-Gorenstein αν και µόνον αν είναι ένας
δακτύλιος quasi-Frobenius.

Είµαστε τώρα σε ϑέση να αποδείξουµε το ακόλουθο σηµαντικό αποτέλεσµα. Υπενθυµίζουµε ότι
R-Projă8, αντίστοιχα R-Projďn, συµβολίζει την κλάση αριστερών R-προτύπων µε πεπερασµένη
προβολική διάσταση, αντίστοιχα µε προβολική διάσταση ď n, R-Flată8, αντίστοιχα R-Flatďn,
συµβολίζει την κλάση αριστερών R-προτύπων µε πεπερασµένη επίπεδη διάσταση, αντίστοιχα µε
επίπεδη διάσταση ď n, και τέλος R-Injă8, αντίστοιχα R-Injďn, συµβολίζει την κλάση αριστερών
R-προτύπων µε πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση, αντίστοιχα µε ενέσιµη διάσταση ď n.

Θεώρηµα 8.1.17. Αν ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος n-Gorenstein, τότε οι ακόλουθες συνθήκες
είναι ισοδύναµες για ένα οποιοδήποτε αριστερό R-πρότυπο M .

1. idRM ă 8.

2. pdRM ă 8.

3. fdRM ă 8.
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4. idRM ď n.

5. pdRM ď n.

6. fdRM ď n.

Ιδιαίτερα :

R-Projă8 “ R-Projďn “ R-Flată8 “ R-Flatďn “ R-Injă8 “ R-Injďn

Απόδειξη. Η Πρόταση (8.1.13), µας δίνει ότι οι συνθήκες 1), 2) και 3) είναι ισοδύναµες, ενώ η
Πρόταση (8.1.2), µας εξασφαλίζει ότι οι συνθήκες 3), 5) και 6) είναι ισοδύναµες. Επιπλέον, η
συνεπαγωγή p4 ñ 1q είναι τετριµµένη. Για να αποδείξουµε λοιπόν ότι οι παραπάνω συνθήκες
είναι ισοδύναµες, αρκεί να δείξουµε την συνεπαγωγή p1 ñ 4q.

΄Εστω M ένα αριστερό R-πρότυπο µε idRM “ m για κάποιον ϕυσικό αριθµό m. Θέλουµε
να δείξουµε ότι m ď n. Επειδή ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether, και το M
είναι ένα καθαρό υποπρότυπο του M``, αρκεί να αποδείξουµε σύµφωνα µε το Λήµµα (8.1.11),
ότι idRM`` ď n. ∆ιαλέγουµε µια ενέσιµη ανάλυση του M ελάχιστου µήκους m, έστω

0 ÝÑM ÝÑ E0 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ Em´1 ÝÑ Em ÝÑ 0.

Τότε το σύµπλοκο από δεξιά R-πρότυπα

0 ÝÑ pEmq` ÝÑ pEm´1q` ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ pE0q` ÝÑM` ÝÑ 0, (8.27)

είναι ακριβές, διότι ο αντισυναλλοίωτος συναρτητής HomZp´,Q{Zq είναι ακριβής. Επιπλέον,
αφού ο R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether, και τα E0, . . . , Em είναι ενέσιµα αριστερά R-
πρότυπα, έπεται ότι κάθε pEjq` για 0 ď j ď m, είναι ένα επίπεδο δεξιό R-πρότυπο. ΄Ετσι, από
την ακριβή ακολουθία (8.27), οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι fdRM` ď m. Χρησιµοποιώντας
το αποτέλεσµα αυτό, καθώς και την συνεπαγωγή p3 ñ 6q από τα δεξιά, έχουµε ότι fdRM` ď n.
Εποµένως, υπάρχει µια επίπεδη ανάλυση του M` µήκους n, έστω

0 ÝÑ Fn ÝÑ Fn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ F0 ÝÑM` ÝÑ 0.

Τότε η επαγόµενη ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα

0 ÝÑM`` ÝÑ pF0q
` ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ pFn´1q

` ÝÑ pFnq
` ÝÑ 0, (8.28)

είναι ακριβής, όπου κάθε pFjq` για 0 ď j ď n, είναι ενέσιµο. Το αποτέλεσµα αυτό, προκύπτει
χρησιµοποιώντας ξανά το γεγονός ότι ο αντισυναλλοίωτος συναρτητής HomZp´,Q{Zq είναι ακρι-
ϐής, καθώς και ότι κάθε Fj για 0 ď j ď n, είναι ένα επίπεδο δεξιό R-πρότυπο. ΄Ετσι, από την
ακριβή ακολουθία (8.28), καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι idRM`` ď n, όπως επιθυµούσα-
µε. �

Θεώρηµα 8.1.18. Για έναν αριστερό και δεξιό δακτύλιο της Noether R, οι ακόλουθες συνθήκες
είναι ισοδύναµες :

1. Ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος n-Gorenstein.

2. Η ενέσιµη διάσταση κάθε αριστερού και δεξιού επίπεδου R-προτύπου είναι το πολύ n.

3. Η ενέσιµη διάσταση κάθε αριστερού και δεξιού προβολικού R-προτύπου είναι το πολύ n.

4. Η επίπεδη διάσταση κάθε αριστερού και δεξιού ενέσιµου R-προτύπου είναι το πολύ n.

5. Η προβολική διάσταση κάθε αριστερού και δεξιού ενέσιµου R-προτύπου είναι το πολύ n.

6. Αν ¨ ¨ ¨ ÝÑ P1 ÝÑ P0 ÝÑ M ÝÑ 0 είναι µια προβολική ανάλυση ενός αριστερού (δεξιού)
R-προτύπου M , τότε το σύµπλοκο ¨ ¨ ¨ ÝÑ Pn`1 ÝÑ Pn είναι µια δεξιά R-Flat-ανάλυση.
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7. Αν 0 ÝÑ M ÝÑ E0 ÝÑ E1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ είναι µια ενέσιµη ανάλυση ενός αριστερού (δεξιού)
R-προτύπου M , τότε το σύµπλοκο En ÝÑ En`1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ είναι µια αριστερή R Inj--ανάλυση.

Απόδειξη. ΄Εστω R ένας αριστερός και δεξιός δακτύλιος της Noether. Οι συνεπαγωγές p2 ñ 3q και
p5 ñ 4q είναι τετριµµένες, ενώ οι συνεπαγωγές p1 ñ 2q και p1 ñ 4q, είναι προφανείς συνέπειες
των Προτάσεων (8.1.2) και (8.1.12), αντίστοιχα. Στην συνέχεια, αποδεικνύουµε τις υπόλοιπες
συνεπαγωγές.
p3 ñ 1q : ΄Εστω ότι ισχύει το 3). Τότε επειδή ο δακτύλιος R είναι προβολικό αριστερό και δεξιό

R-πρότυπο, παίρνουµε ότι :
idRR ď n & idRRR ď n.

΄Οµως, η υπόθεση ότι ο δακτύλιος R είναι αριστερός και δεξιός δακτύλιος της Noether, καθώς και
η Πρόταση (8.1.14), µας εξασφαλίζουν ότι idRR “ idRRR. Συνεπώς, έπεται ότι ο δακτύλιος R
είναι δακτύλιος n-Gorenstein.
p4 ñ 1q : Υποθέτουµε ότι ισχύει το 4). Επειδή ο R είναι (αριστερός και δεξιός) δακτύλιος της

Noether, έχουµε ότι :

idRRR “ suptfdRE | E P R-Inju & idRR “ suptfdRH | H P Inj-Ru (8.29)

Χρησιµοποιώντας την υπόθεση, καθώς και τη σχέση (8.29), έπεται από το αποτέλεσµα του Zaks
ότι :

idRR “ idRRR ď n

΄Αρα, ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος n-Gorenstein.
p4 ñ 5q : Υποθέτουµε ότι η επίπεδη διάσταση κάθε αριστερού και δεξιού ενέσιµουR-προτύπου

είναι το πολύ n. ΄Εστω E ένα οποιοδήποτε ενέσιµο αριστερό ή δεξιό R-πρότυπο, και

¨ ¨ ¨ ÝÑ Pn
αn
ÝÑ Pn´1

αn´1
ÝÑ ¨ ¨ ¨

α1
ÝÑ P0

α0
ÝÑ E ÝÑ 0,

µια προβολική ανάλυση του E. Θέλουµε να δείξουµε ότι pdRE ď n. Η υπόθεση µας εξασφαλίζει
ότι το R-πρότυπο Fn :“ Kerαn´1, είναι επίπεδο. Συνεπώς, χρησιµοποιώντας την συνεπαγωγή
p4 ñ 1q που αποδείξαµε προηγουµένως, καθώς και το Θεώρηµα (8.1.17), οδηγούµαστε στο
συµπέρασµα ότι η προβολική διάσταση του Fn είναι πεπερασµένη. Το αποτέλεσµα όµως αυτό,
µας δίνει ότι η προβολική διάσταση του E είναι επίσης πεπερασµένη. ΄Ετσι, χρησιµοποιώντας
ξανά το Θεώρηµα (8.1.17), συµπεραίνουµε ότι pdRE ď n, όπως επιθυµούσαµε.
p2 ñ 6q : ΄Εστω ότι ισχύει το 2), και έστω

` : ¨ ¨ ¨ ÝÑ Pn`1 ÝÑ Pn ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ P0 ÝÑM ÝÑ 0,

µια προβολική ανάλυση ενός αριστερού (δεξιού) R-προτύπου M . «Σπάµε» την ακριβή ακολουθία
` σε σύντοµες ακριβείς ακολουθίες για κάθε j ě 1,

`j : 0 ÝÑ Kj ÝÑ Pj´1 ÝÑ Kj´1 ÝÑ 0,

όπου K0 “ M . Τότε χρησιµοποιώντας την υπόθεση, και το Dimension Shifting για προβολικές
αναλύσεις, συµπεραίνουµε ότι

0 “ Extj`1
R pM,F q – Ext1RpKj , F q,

για κάθε j ě n και για κάθε επίπεδο αριστερό (δεξιό) R-πρότυπο F . Συνεπώς, έπεται η ισότητα
Ext1RpKj , F q “ 0 για κάθε j ě n και για κάθε επίπεδο αριστερό (δεξιό) R-πρότυπο F . ΄Ετσι, αν
για ένα οποιοδήποτε επίπεδο αριστερό (δεξιό) R-πρότυπο F , εφαρµόσουµε τον αντισυναλλοίωτο
συναρτητή HomRp´, F q στις σύντοµες ακριβείς ακολουθίες `n`1, `n`2, . . ., τότε οι ακολουθίες
αβελιανών οµάδων:

p`jq
‹ : 0 ÝÑ HomRpKj´1, F q ÝÑ HomRpPj´1, F q ÝÑ HomRpKj , F q ÝÑ 0,
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είναι ακριβείς για κάθε j ě n ` 1, και για κάθε επίπεδο αριστερό (δεξιό) R-πρότυπο F . Η
συγκόλληση λοιπόν των σύντοµων ακριβών ακολουθιών p`jq‹ για j ě n` 1, µας δίνει το ακριβές
σύµπλοκο αβελιανών οµάδων:

HomRpPn, F q ÝÑ HomRpPn`1, F q ÝÑ HomRpPn`2, F q ÝÑ ¨ ¨ ¨

για κάθε επίπεδο αριστερό (δεξιό) R-πρότυπο F . ΄Αρα, το σύµπλοκο από αριστερά (δεξιά) R-
πρότυπα

¨ ¨ ¨ ÝÑ Pn`2 ÝÑ Pn`1 ÝÑ Pn,

είναι µια δεξιά R-Flat-ανάλυση.
p6 ñ 2q : Υποθέτουµε ότι ισχύει το 6), και ϑεωρούµε ένα οποιοδήποτε επίπεδο αριστερό R-

πρότυπο F . Θέλουµε να δείξουµε ότι idR F ď n, ή ισοδύναµα, ότι ExtiRpM,F q “ 0 για κάθε
i ě n ` 1 και για κάθε αριστερό R-πρότυπο M . Για τον σκοπό αυτό, ϑεωρούµε ένα αριστερό
R-πρότυπο M και έστω

¨ ¨ ¨ ÝÑ Pn`1
βn`1
ÝÑ Pn

βn
ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ P0

β0
ÝÑM ÝÑ 0,

µια προβολική ανάλυση του M . Τότε ϑέτοντας Ki “ Ker βi´1 για i ě 1, η υπόθεση µας εξασφα-
λίζει ότι οι επαγόµενες ακολουθίες αβελιανών οµάδων:

0 ÝÑ HomRpKi´1, F q ÝÑ HomRpPi´1, F q ÝÑ HomRpKi, F q ÝÑ 0,

είναι σύντοµες ακριβείς ακολουθίες για κάθε i ě n ` 1. Συνεπώς, έπεται ότι Ext1RpKi´1, F q “ 0
για κάθε i ě n ` 1. ΄Οµως, χρησιµοποιώντας το Dimension Shifting για προβολικές αναλύσεις,
έχουµε ότι :

ExtiRpM,F q – Ext1RpKi´1, F q,

για κάθε i ě 1, όπου K0 “M . ΄Ετσι τελικά, παίρνουµε ότι

ExtiRpM,F q “ 0,

για κάθε i ě n ` 1 και για κάθε αριστερό R-πρότυπο M , όπως επιθυµούσαµε. Οµοίως, αν
ϑεωρήσουµε ένα ένα οποιοδήποτε επίπεδο δεξιόR-πρότυπο F 1, και ακολουθήσουµε µια παρόµοια
πορεία όπως προηγουµένως, ϑα οδηγηθούµε στο συµπέρασµα ότι ExtiRpN,F 1q “ 0 για κάθε
i ě n` 1 και για κάθε δεξιό R-πρότυπο N , αποτέλεσµα το οποίο µας δίνει ότι idR F 1 ď n.
p5 ðñ 7q : Η ισοδυναµία των συνθηκών 5) και 7), προκύπτει κατά δυϊκό τρόπο µε την ισοδυ-

ναµία των συνθηκών 2) και 6), χρησιµοποιώντας ωστόσο ότι για οποιοδήποτε ενέσιµο αριστερό ή
δεξιόR-πρότυποE, η προβολική διάσταση τουE είναι το πολύ n, αν και µόνο αν, ExtiRpE,Mq “ 0
για κάθε i ě n` 1. �

Το αποτέλεσµα που ακολουθεί, καθορίζει πότε ένας αριστερός και δεξιός δακτύλιος της Noe-
ther, είναι ένας δακτύλιος 0-Gorenstein:

Πόρισµα 8.1.19. ΄Εστω R ένας αριστερός και δεξιός δακτύλιος της Noether. Τότε οι ακόλουθες
συνθήκες είναι ισοδύναµες :

1. Ο δακτύλιος R είναι quasi-Frobenius.

2. Ο δακτύλιος R είναι 0-Gorenstein.

3. Ο δακτύλιος R είναι ενέσιµο ως αριστερό και δεξιό R-πρότυπο.

4. Κάθε ενέσιµο δεξιό και αριστερό R-πρότυπο είναι προβολικό.

5. Κάθε προβολικό δεξιό και αριστερό R-πρότυπο είναι ενέσιµο.
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Απόδειξη. Η ισοδυναµία των παραπάνω συνθηκών, προκύπτει χρησιµοποιώντας την ισοδυναµία
των συνθηκών 1), 3) και 5) του Θεωρήµατος (8.1.18) για n “ 0. �

Από το Κεφάλαιο 6, γνωρίζουµε ότι ένας δακτύλιος R είναι quasi-Frobenius, αν και µόνο αν,
οι κλάσεις των G-προβολικών αριστερών (δεξιών) R-προτύπων και των G-ενέσιµων αριστερών (δε-
ξιών) R-προτύπων, ταυτίζονται. Επιπλέον, από το παραπάνω Πόρισµα ή την Παρατήρηση (8.1.16),
έχουµε ότι οι δακτύλιοι 0-Gorenstein συµπίπτουν µε του δακτυλίους quasi-Frobenius. Ολοκλη-
ϱώνουµε λοιπόν την παρούσα ενότητα, σηµειώνοντας ότι υπεράνω ενός δακτυλίου 0-Gorenstein
R, οι κλάσεις των G-προβολικών αριστερών (δεξιών) R-προτύπων και των G-ενέσιµων αριστερών
(δεξιών) R-προτύπων, συµπίπτουν.

8.2 G-Προσεγγίσεις Προτύπων Υπεράνω ∆ακτυλίων Goren-
stein

Στην παρούσα ενότητα, συµβολίζουµε µε R-GProj την κλάση των G-προβολικών αριστερών R-
προτύπων, και µε R-GInj την κλάση των G-ενέσιµων αριστερών R-προτύπων, όπου ο R παριστάνει
ξανά έναν προσεταιριστικό δακτύλιο µε µονάδα. Σκοπός της ενότητας αυτής, είναι η µελέτη προ-
σεγγίσεων προτύπων από τις κλάσεις R-GProj και R-GInj. ΄Οπως ϑα διαπιστώσουµε, οι δακτύλιοι
n-Gorenstein αποτελούν το καταλληλότερο πλαίσιο για την εύρεση τέτοιων προσεγγίσεων.

Τονίζουµε ξανά, ότι αντίστοιχα αποτελέσµατα µε αυτά που ϑα παραθέσουµε στην συνέχεια της
ενότητας αυτής για αριστερά R-πρότυπα, ισχύουν και για δεξιά R-πρότυπα.

8.2.1 Ελάχιστες Αριστερές G-Ενέσιµες Προσεγγίσεις Προτύπων

Επικεντρωνόµαστε τώρα σε G-ενέσιµες προσεγγίσεις R-προτύπων, δηλαδή σε προσεγγίσεις προ-
τύπων από την κλάση R-GInj. Στόχος µας είναι να αποδείξουµε ότι υπεράνω δακτυλίων n-
Gorenstein, η κλάση των G-ενέσιµων προτύπων είναι ελάχιστα αριστερά προσεγγίσιµη, (envelo–
ping).

Στο Κεφάλαιο 7, ϑεωρώντας ένα Ϲεύγος pσ,Fq από πλήρεις υποκατηγορίες µιας αβελιανής
κατηγορίας C οι οποίες είναι εφοδιασµένες µε συγκεκριµένες ιδιότητες, αποδείξαµε ότι το Ϲεύγος
pqσ,Fq είναι ένα πλήρες συστρεπτικό Ϲεύγος στην qF , όπου για µια οποιαδήποτε πλήρη υποκα-
τηγορία A της C, η qA συµβόλιζε την πλήρη υποκατηγορία της C που αποτελούνταν από όλα τα
αντικείµενα C της C έτσι ώστε A - cores. dimC ă 8.

Αν R είναι ένας προσεταιριστικός δακτύλιος µε µονάδα, και R-Mod είναι η αβελιανή κατη-
γορία των αριστερών R-προτύπων, τότε η πλήρης coresolving υποκατηγορία R-GInj της R-Mod,
ικανοποιεί τις γενικές υποθέσεις του Κεφαλαίου 7 για την κατηγορία F . Επιπλέον, η πλήρης υπο-
κατηγορία R-Inj των ενέσιµων αριστερών R-προτύπων της R-GInj, είναι προφανώς προσθετική και
κλειστή σε ισοµορφισµούς, σε ευθείς προσθετέους, καθώς και σε πεπερασµένα ευθέα αθροίσµατα
στην R-Mod. Αν M τώρα είναι ένα G-ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο, τότε η Παρατήρηση (5.2.2),
µας δίνει µια σύντοµη ακριβή ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα

0 ÝÑ H ÝÑ I0 ÝÑM ÝÑ 0,

όπου το H είναι G-ενέσιµο και το I0 είναι ενέσιµο. Συνεπώς, έπεται ότι η R-Inj είναι ένας γεννή-
τορας για την R-GInj. Στην πραγµατικότητα, το Λήµµα (5.2.5) µας εξασφαλίζει ότι η R-Inj είναι
ένας προβολικός γεννήτορας για την R-GInj. ΄Αρα, η κατηγορία R-Inj πληρεί τις γενικές υποθέσεις
του Κεφαλαίου 7 για την κατηγορία σ. Παρατηρώντας λοιπόν ότι :

­R-GInj “ tRM | GidRM ă 8u & ~R-Inj “ R-Injă8 “ tRM | idRM ă 8u,
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έχουµε ότι για κάθε προσεταιριστικό δακτύλιο µε µονάδα R, το Ϲεύγος pR-Injă8, R-GInjq είναι ένα
πλήρες συστρεπτικό Ϲεύγος στην ­R-GInj, δηλαδή, για κάθε αριστερό R-πρότυπο µε πεπερασµένη
G-ενέσιµη διάσταση, υπάρχει πάντα µια ειδική δεξιά προσέγγιση από αριστερά R-πρότυπα µε
πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση, και µια ειδική αριστερή G-ενέσιµη προσέγγιση. Φυσιολογικά
γεννάται λοιπόν το ερώτηµα περί χαρακτηρισµού των δακτυλίων R για τους οποίους ισχύει ότι
R-Mod “ ­R-GInj.

Θεώρηµα 8.2.1. ΄Εστω R ένας δακτύλιος n-Gorenstein. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. R-GInj “ pR-InjqK.

2. R-Mod “ ­R-GInj.

Απόδειξη. 1) Για οποιονδήποτε δακτύλιο R, ισχύει ότι R-GInj Ď pR-InjqK. Αρκεί να δείξουµε
λοιπόν ότι pR-InjqK Ď R-GInj. ΄Εστω R-Injďn η κλάση που αποτελείται από όλα τα αριστερά
R-πρότυπα A, για τα οποία υπάρχει ακριβής ακολουθία

` : In´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ I1 ÝÑ I0 ÝÑ A ÝÑ 0,

όπου κάθε Ik για 0 ď k ď n´1, είναι ενέσιµο. Θα δείξουµε στην συνέχεια ότι pR-InjqK “ R-Injďn.
Αν A P R-Injďn, τότε υπάρχει ακριβής ακολουθία όπως η `, όπου κάθε Ik για 0 ď k ď n´1, είναι
ενέσιµο. Θεωρώντας την ακριβή ακολουθία αριστερών R-προτύπων

0 ÝÑ B ÝÑ In´1 ÝÑ In´2 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ I1 ÝÑ I0 ÝÑ A ÝÑ 0,

όπου B “ KerpIn´1 ÝÑ In´2q, έπεται ότι A “ ΣnpBq. Τότε για κάθε i ě 1 και για κάθε ενέσιµο
αριστερό R-πρότυπο I, έχουµε ότι :

ExtiRpI, Aq “ ExtiRpI,Σ
npBqq – Exti`nR pI,Bq “ 0,

όπου η τελευταία ισότητα προκύπτει από την υπόθεση ότι ο R είναι δακτύλιος n-Gorenstein,
καθώς και από το γεγονός ότι pdR I ď n για κάθε ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο I. Εποµένως,
A P pR-InjqK και άρα, R-Injďn ď pR-InjqK. ΄Εστω τώρα A P pR-InjqK. Θεωρούµε µια σύντοµη
ακριβή ακολουθία αριστερών R-προτύπων

0 ÝÑ ΩpAq ÝÑ P ÝÑ A ÝÑ 0,

όπου P προβολικό. Επειδή ο R είναι δακτύλιος n-Gorenstein, και το P είναι προβολικό αριστερό
R-πρότυπο, υπάρχει ακριβής ακολουθία

0 ÝÑ P
i
ÝÑ I0 ÝÑ I1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ In ÝÑ 0,

όπου κάθε Ik για 0 ď k ď n, είναι ενέσιµο, και προφανώς το πρότυπο ΣpP q “ Coker i έχει
πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση. Θεωρούµε το pushout διάγραµµα:

0 // P

��

// I0

��

// ΣpP q // 0

0 // A // X // ΣpP q // 0

Αν συµβολίσουµε µε R-Injă8 την κλάση όλων των αριστερών R-προτύπων µε πεπερασµένη ενέ-
σιµη διάσταση, τότε εύκολα ϐλέπουµε ότι ExtiRpR-Injă8, pR-InjqKq “ 0 για κάθε i ě 1. ΄Ετσι,
αφού A P pR-InjqK και ΣpP q P R-Injă8, παίρνουµε ιδιαίτερα ότι Ext1RpΣpP q, Aq “ 0, και κατ΄
επέκταση, ότι η δεύτερη γραµµή του προηγούµενου διαγράµµατος είναι διασπάσιµη σύντοµη
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ακριβής ακολουθία. Συνεπώς, ο επιµορφισµός P ÝÑ A αναλύεται µέσω του I0 ως το ακόλουθο
µεταθετικό διάγραµµα:

P

��

// I0

~~
A

και άρα, ο οµοµορφισµός I0 ÝÑ A είναι επίσης επιµορφισµός. Εποµένως, επειδή ο R είναι
(αριστερός) δακτύλιος της Noether, ως δακτύλιος n-Gorenstein, και το A είναι η οµοµορφική ει-
κόνα του ενέσιµου αριστερού R-προτύπου I0, υπάρχει µια σύντοµη ακριβής ακολουθία αριστερών
R-προτύπων

0 ÝÑ A1 ÝÑ E0 ÝÑ A ÝÑ 0, (8.30)

όπουE0 ÝÑ A είναι µια δεξιάR-Inj-προσέγγιση τουA. Τότε προφανώς ισχύει ότι Ext1RpI, A1q “ 0
για κάθε ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο I. Επιπλέον, αν για οποιοδήποτε ενέσιµο αριστερό R-
πρότυπο I, εφαρµόσουµε τον συναλλοίωτο συναρτητή HomRpI,´q στη σύντοµη ακριβή ακολουθία
(8.30), τότε επάγεται η ακριβής ακολουθία

0 “ ExtiRpI, Aq ÝÑ Exti`1
R pI,A1q ÝÑ Exti`1

R pI, E0q “ 0, (8.31)

για κάθε i ě 1, όπου η πρώτη ισότητα προκύπτει από την υπόθεση ότι το A είναι στοιχείο της
pR-InjqK, ενώ η δεύτερη, από το γεγονός ότι το E0 είναι ένα ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο. ΄Αρα,
από την ακριβή ακολουθία (8.31), συµπεραίνουµε ότι ExtiRpI, A1q “ 0 για κάθε i ě 2 και για
κάθε ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο I. Ο συνδυασµός λοιπόν των προηγούµενων αποτελεσµάτων,
µας δίνει ότι το A1 P pR-InjqK. Στην συνέχεια, εφαρµόζουµε την προηγούµενη διαδικασία, αντι-
καθιστώντας το A µε το A1. ΄Ετσι τελικά, οδηγούµαστε σε µια ακριβή ακολουθία από αριστερά
R-πρότυπα

¨ ¨ ¨ ÝÑ E1 ÝÑ E0 ÝÑ A ÝÑ 0, (8.32)

όπου κάθε Ei για i “ 0, 1, . . ., είναι ενέσιµο, η οποία παραµένει ακριβής µετά την εφαρµογή του
συναλλοίωτου συναρτητή HomRpI,´q για οποιοδήποτε ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο I. ∆ηλαδή,
η ακολουθία (8.32) είναι µια ακριβής αριστερή R-Inj-ανάλυση του A P pR-InjqK. Εποµένως,
χρησιµοποιώντας την Πρόταση (5.2.7), παίρνουµε ότι το A είναι G-ενέσιµο, και επιπρόσθετα,
έχουµε ότι A P R-Injďn. Επειδή η επιλογή του A P pR-InjqK ήταν τυχαία, συµπεραίνουµε ότι

pR-InjqK Ď R-Injďn & pR-InjqK Ď R-GInj .

Συνδυάζοντας λοιπόν όλα τα προηγούµενα αποτελέσµατα, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι
pR-InjqK “ R-Injďn “ R-GInj, όπως επιθυµούσαµε.

2) ΄Εστω A ένα αριστερό R-πρότυπο, και

0 ÝÑ A ÝÑ I0 ÝÑ I1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ In´1 ÝÑ In ÝÑ ¨ ¨ ¨

µια ενέσιµη ανάλυση του A. Τότε για κάθε i ě 1, και για κάθε ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο I,
παίρνουµε ότι

ExtiRpI,Σ
npAqq – Exti`npI, Aq “ 0,

διότι ο R είναι δακτύλιος n-Gorenstein, και pdR I ď n για κάθε ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο I.
΄Αρα, ΣnpAq P pR-InjqK, και τότε από το 1), ΣnpAq P R-GInj. Συνεπώς, η ακριβής ακολουθία

0 ÝÑ A ÝÑ I0 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ In´1 ÝÑ ΣnpAq ÝÑ 0,

είναι µια G-ενέσιµη ανάλυση τουA πεπερασµένου µήκους n, και έτσι, A P obp­R-GInjq. Εποµένως,
R-Mod “ ­R-GInj. �
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Παρατήρηση 8.2.2. Το Θεώρηµα (8.2.1), γενικεύεται (και αποδεικνύεται παρόµοια) για µια
οποιαδήποτε αβελιανή κατηγορία A µε αρκετά προβολικά και ενέσιµα αντικείµενα, η οποία ικα-
νοποιεί τις ακόλουθες συνθήκες για κάποιο ϕυσικό αριθµό n :

1. suptpdR I | I P obpA-Injqu ď n.

2. suptidR P | P P obpA-Projqu ď n.

3. Η πλήρης υποκατηγορία A-Inj της A, είναι δεξιά προσεγγίσιµη (contravariantly finite) στην
A.

Οι παραπάνω συνθήκες ικανοποιούνται από την αβελιανή κατηγορία R-Mod, όπου R είναι ένας
δακτύλιος n-Gorenstein.

΄Εχοντας εξασφαλίσει λοιπόν την ισότητα R-Mod “ ­R-GInj, στην περίπτωση που ο δακτύ-
λιος R είναι δακτύλιος n-Gorenstein, έπεται ότι υπεράνω ενός δακτυλίου n-Gorenstein R, το
Ϲεύγος pR-Injă8, R-GInjq είναι ένα πλήρες συστρεπτικό Ϲεύγος στην κατηγορία των αριστερών R-
προτύπων. Ωστόσο, για κάθε δακτύλιο n-Gorenstein R, το Θεώρηµα (8.1.17) µας δίνει ότι η
κατηγορία όλων των αριστερών R-προτύπων µε πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση R-Injă8, συµπί-
πτει µε την κατηγορία όλων των αριστερών R-προτύπων µε πεπερασµένη προβολική διάσταση:

R-Projă8 “ tRM | pdRM ă 8u.

Συνεπώς, αν ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος n-Gorenstein, τότε κάθε αριστερό R-πρότυπο δέχεται
µια ειδική δεξιά προσέγγιση από αριστερά R-πρότυπα µε πεπερασµένη προβολική διάσταση η
οποία είναι απαραίτητα επιµορφισµός, αφού κάθε R-πρότυπο είναι η οµοµορφική εικόνα ενός
προβολικού R-προτύπου, και µια ειδική αριστερή G-ενέσιµη προσέγγιση η οποία είναι υποχρεω-
τικά µονοµορφισµός, διότι κάθε R-πρότυπο εµφυτεύεται σε ένα ενέσιµο R-πρότυπο.

Πρόταση 8.2.3. Αν ο R είναι ένας δακτύλιος n-Gorenstein, τότε κάθε i-ιοστή R-Inj-συνσυζυγία
ΣipMq, είναι ένα G-ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο για κάθε i ě n.

Απόδειξη. Η απόδειξη του Θεωρήµατος (8.2.1), µας δίνει ότι κάθε n-ιοστή R-Inj-συνσυζυγία
ΣnpMq ενός αριστερού R-προτύπουM , είναι ένα G-ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο. Χρησιµοποιών-
τας το αποτέλεσµα αυτό, καθώς και το Θεώρηµα (5.2.9), έπεται ότι κάθε i-ιοστή R-Inj-συνσυζυγία
ενός αριστερού R-προτύπου M , είναι ένα G-ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο για κάθε i ě n. �

Πόρισµα 8.2.4. ΄Εστω R ένας δακτύλιος n-Gorenstein. Τότε για κάθε αριστερό R-πρότυπο M ,
ισχύουν οι ακόλουθες συνθήκες :

1. GidRM ď n.

2. Αν M ‰ 0, τότε GidRM “ idRM , αν και µόνο αν, idRM ă 8.

Απόδειξη. Το 1) προκύπτει χρησιµοποιώντας την Πρόταση (8.2.3), καθώς και το γεγονός ότι
R-Inj Ď R-GInj. Για το 2), ϑεωρούµε ένα οποιοδήποτε µη µηδενικό αριστερό R-πρότυπο M .
Αν idRM ă 8, τότε το Θεώρηµα (6.1.28), µας εξασφαλίζει ότι GidRM “ idRM . Αντίστροφα, αν
GidRM “ idRM , τότε χρησιµοποιώντας το 1), παίρνουµε ότι idRM ă 8. �

Στο Κεφάλαιο 6, µελετώντας G-ενέσιµες διαστάσεις προτύπων υπεράνω τυχόντος προσεταιρι-
στικού δακτυλίου µε µονάδα, αποδείξαµε ϑεµελιώδη αποτελέσµατα για πρότυπα µε πεπερασµένη
G-ενέσιµη διάσταση. Επειδή κάθε πρότυπο υπεράνω ενός δακτυλίου n-Gorenstein έχει πεπερα-
σµένη G-ενέσιµη διάσταση και µάλιστα µικρότερη ή ίση του n, τα αποτελέσµατα του Κεφαλαίου
6 για πρότυπα µε πεπερασµένη G-ενέσιµη διάσταση, επεκτείνονται προφανώς για κάθε πρότυπο
υπεράνω ενός δακτυλίου n-Gorenstein.

Ως γενίκευση της Πρότασης (6.1.30), παίρνουµε ότι :
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Θεώρηµα 8.2.5. Αν ο R είναι δακτύλιος n-Gorenstein, τότε για κάθε αριστερό R-πρότυπο M ,
υπάρχει µια αριστερή G-ενέσιµη προσέγγιση f : M ÝÑ H του M η οποία είναι µονοµορφισµός, έτσι
ώστε Coker f “ 0 για n “ 0, και idR Coker f ď n´ 1 για n ě 1.

Απόδειξη. ΄Εστω R ένας δακτύλιος n-Gorenstein. Αν n “ 0, δηλαδή, αν ο δακτύλιος R είναι
δακτύλιος 0-Gorenstein, τότε κάθε αριστερό R-πρότυπο M είναι G-ενέσιµο (και G-προβολικό).
Θεωρώντας λοιπόν για κάθε αριστερόR-πρότυποM , τον ταυτοτικό (οµο)µορφισµό IdM : M

–
ÝÑM

του M , κατά προφανή τρόπο ισχύει το Ϲητούµενο. Υποθέτουµε τώρα ότι n ą 0. Χρησιµοποιώντας
την Πρόταση (8.2.3), και ακολουθώντας µια ανάλογη πορεία µε την απόδειξη της της Πρότασης
(6.1.30), παίρνουµε για το τυχόν αριστερό R-πρότυπο M , µια αριστερή G-ενέσιµη προσέγγιση
f : M ÝÑ H του M η οποία είναι µονοµορφισµός, έτσι ώστε idR Coker f ď n´ 1. �

Πόρισµα 8.2.6. Υποθέτουµε ότι ο R είναι δακτύλιος n-Gorenstein, και έστω f : M ÝÑ H µια
αριστερή G-ενέσιµη προσέγγιση ενός αριστερού R-προτύπου M . Τότε οι ακόλουθες συνθήκες είναι
ισοδύναµες :

1. idRM ă 8.

2. Το αριστερό R-πρότυπο H είναι ενέσιµο.

3. Ο οµοµορφισµός f : M ÝÑ H είναι µια αριστερή R-Inj-προσέγγιση του M .

Απόδειξη. Θεωρούµε τη σύντοµη ακριβή ακολουθία

0 ÝÑM
f
ÝÑ H ÝÑ Coker f ÝÑ 0, (8.33)

όπου idR Coker f ď n ´ 1. Οι συνεπαγωγές p3 ñ 2q και p2 ñ 1q είναι προφανείς. Για να απο-
δείξουµε λοιπόν ότι οι παραπάνω συνθήκες είναι ισοδύναµες, αρκεί να δείξουµε την συνεπαγωγή
p1 ñ 3q.

Υποθέτουµε ότι η ενέσιµη διάσταση του M είναι πεπερασµένη. Τότε χρησιµοποιώντας το
Horseshoe Lemma για ενέσιµες αναλύσεις, συµπεραίνουµε ότι η ενέσιµη διάσταση του H είναι
επίσης πεπερασµένη. Ως συνέπεια αυτού, και της Πρότασης (5.2.6), έπεται ότι το G-ενέσιµο
αριστερό R-πρότυπο H είναι ενέσιµο. Χρησιµοποιώντας τώρα το γεγονός ότι µια αριστερή R-Inj-
προσέγγιση ενός αριστερού R-προτύπου N , είναι ακριβώς ένας µονοµορφισµός g : N ÝÑ E όπου
το E είναι ένα ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο, οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι ο µονοµορφισµός
f είναι µια αριστερή R-Inj-προσέγγιση του M , όπως επιθυµούσαµε. �

Πρόταση 8.2.7. Αν R είναι ένας δακτύλιος n-Gorenstein, τότε οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισο-
δύναµες για κάθε αριστερό R-πρότυπο M :

1. Το M είναι G-ενέσιµο.

2. ExtiRpL,Mq “ 0, για κάθε i ą 0 και για κάθε αριστερό R-πρότυπο L µε πεπερασµένη
προβολική διάσταση.

3. Ext1RpL,Mq “ 0, για κάθε αριστερό R-πρότυπο L µε πεπερασµένη προβολική διάσταση.

4. ExtiRpE,Mq “ 0, για κάθε i ą 0 και για κάθε ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο E.

Απόδειξη. ΄Εστω R ένας δακτύλιος n-Gorenstein. Η συνεπαγωγή 1 ñ 2 και η ισοδυναµία 1 ô 4
προκύπτουν χρησιµοποιώντας το Λήµµα (5.2.5) και το Θεώρηµα (8.2.1), αντίστοιχα. Επιπλέον, η
συνεπαγωγή 2 ñ 3 είναι τετριµµένη. Αποµένει λοιπόν να αποδείξουµε την συνεπαγωγή 3 ñ 1.

Θεωρούµε ένα αριστερό R-πρότυποM , και υποθέτουµε ότι ισχύει το 3). Επειδή ο δακτύλιος R
είναι δακτύλιος n-Gorenstein, υπάρχει µια σύντοµη ακριβής ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα

0 ÝÑM ÝÑ H ÝÑ L ÝÑ 0,
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όπου H είναι G-ενέσιµο και idR L ă 8. Συνεπώς, το Θεώρηµα (8.1.17) µας δίνει ότι pdR L ă 8.
Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα αυτό, και την υπόθεση, έπεται ότι το M είναι ευθύς προσθετέ-
ος του G-ενέσιµου αριστερού R-προτύπου H. Εποµένως, αφού η R-GInj είναι µια coresolving
υποκατηγορία της R-Mod, παίρνουµε ότι το M είναι G-ενέσιµο, δηλαδή, ότι ικανοποιείται το
1). �

Από την παραπάνω πρόταση έπεται ότι :

pR-Projă8qK “ pR-Injă8qK “ R-GInj “ pR-InjqK

Στην συνέχεια, εξετάζουµε αν κάθε (αριστερό) πρότυπο υπεράνω ενός δακτυλίου n-Gorenstein,
µπορεί να προσεγγισθεί µε ελάχιστο τρόπο από ένα (αριστερό) G-ενέσιµο πρότυπο.

Λήµµα 8.2.8. Αν R είναι ένας δακτύλιος n-Gorenstein, και R-Injă8 είναι η κατηγορία που αποτε-
λείται από τα αριστερά R-πρότυπα µε πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση, τότε η R-Injă8 είναι κλειστή
στα ευθέα όρια.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος n-Gorenstein, και έστω pLi, fjiq ένα
ευθύ σύστηµα από αριστερά R-πρότυπα µε πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση υπεράνω ενός κατευ-
ϑυνόµενου συνόλου I. Θέλουµε να δείξουµε ότι το ευθύ όριο των Li για i P I, είναι αντικείµενο της
R-Injă8. Το Θεώρηµα (8.1.17), µας δίνει ότι idR Li ď n για κάθε i P I. Χρησιµοποιώντας τώρα
το αποτέλεσµα αυτό, καθώς και το γεγονός ότι ο R είναι ένας αριστερός δακτύλιος της Noether,
οδηγούµαστε στις ακόλουθες σχέσεις :

idR lim
ÝÑ

Li ď suptidR Li | i P Iu ď n.

Συνεπώς, έχουµε ότι lim
ÝÑ

Li P R-Injă8, όπως επιθυµούσαµε. �

Ως συνέπεια του Λήµµατος (8.2.8), έπεται ότι :

Θεώρηµα 8.2.9. Αν R είναι ένας δακτύλιος n-Gorenstein, τότε το πλήρες συστρεπτικό Ϲεύγος
pR-Injă8, R-GInjq είναι τέλειο στην R-Mod.

Απόδειξη. Το Λήµµα (8.2.8) µας εξασφαλίζει ότι για έναν δακτύλιο n-Gorenstein R, το πλήρες συ-
στρεπτικό Ϲεύγος pR-Injă8, R-GInjq για την κατηγορία των αριστερών R-προτύπων, είναι κλειστό.
Συνεπώς, χρησιµοποιώντας το Πόρισµα (4.4.20) έπεται το Ϲητούµενο. �

Πόρισµα 8.2.10. Υποθέτουµε ότι ο R είναι δακτύλιος n-Gorenstein, και έστω f : M ÝÑ H η
ελάχιστη αριστερή G-ενέσιµη προσέγγιση ενός αριστερού R-προτύπου M . Τότε η ενέσιµη διάσταση
τουM είναι πεπερασµένη, αν και µόνο αν, ο οµοµορφισµός f : M ÝÑ H είναι η ελάχιστη αριστερή
R-Inj-προσέγγιση του M .

Απόδειξη. Η Ϲητούµενη ισοδυναµία προκύπτει χρησιµοποιώντας την υπόθεση ότι ο οµοµορφισµός
f είναι η ελάχιστη αριστερή G-ενέσιµη προσέγγιση του M , καθώς και το Πόρισµα (8.2.6). �

Υπενθυµίζουµε από το Κεφάλαιο 4, ότι µια κλάση X από R-πρότυπα είναι (ελάχιστα) αριστερά
προσεγγίσιµη, αν και µόνο αν, για κάθε R-πρότυπο υπάρχει µια (ελάχιστη) δεξιά X -ανάλυση.
΄Ετσι, αν ο δακτύλιοςR είναι δακτύλιος n-Gorenstein, τότε η κλάσηR-GInj είναι ελάχιστα αριστερά
προσεγγίσιµη, και άρα, κάθε αριστερό R-πρότυπο δέχεται µια ελάχιστη δεξιά R-GInj-ανάλυση.
Μάλιστα, κάθε τέτοια ελάχιστη δεξιά R-GInj-ανάλυση είναι ακριβής, και µπορεί να ϑεωρηθεί
ϕυσικά, ως µια G-ενέσιµη ανάλυση. Τονίζουµε ωστόσο ότι οι έννοιες αυτές είναι εν γένει διακριτές.

Ολοκληρώνουµε τη µελέτη ελάχιστων αριστερών G-ενέσιµων προσεγγίσεων προτύπων υπεράνω
δακτυλίων n-Gorenstein, µε το ακόλουθο Θεώρηµα.
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Θεώρηµα 8.2.11. ΄Εστω R ένας δακτύλιος n-Gorenstein, και

` : 0 ÝÑM
α
ÝÑ H0 α0

ÝÑ H1 α1

ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ Hn αn
ÝÑ ¨ ¨ ¨

µια (ακριβής) ελάχιστη δεξιά R-GInj-ανάλυση ενός αριστερού R-προτύπου M . Τότε κάθε Hi είναι
ενέσιµο για κάθε i ě 1, και Hi “ 0 για κάθε i ą n.

Απόδειξη. Επειδή η ` είναι µια ακριβής ελάχιστη δεξιά R-GInj-ανάλυση του M , µπορούµε να την
«σπάσουµε» σε σύντοµες ακριβείς ακολουθίες για κάθε j ě 1

`j : 0 ÝÑ Cj´1 ÝÑ Hj´1 ÝÑ Cj ÝÑ 0,

όπου C0 “ M , και Cj´1 ÝÑ Hj´1 είναι η ελάχιστη αριστερή G-ενέσιµη προσέγγιση του Cj´1

για κάθε j ě 1. Τότε το Θεώρηµα (8.2.5), µας εξασφαλίζει ότι idR Cj ď n ´ 1 για κάθε j ě 1.
Χρησιµοποιώντας λοιπόν το Πόρισµα (8.2.10), παίρνουµε ότι κάθε Hj για j ě 1, είναι ενέσιµο.
Επειδή ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος n-Gorenstein, έχουµε ότι GidRM ď n. ΄Ετσι, ϑεωρώντας
τώρα την ` ως µια G-ενέσιµη ανάλυση του M , το Θεώρηµα (6.1.20) µας δίνει ότι το Cn είναι
G-ενέσιµο. Στην πραγµατικότητα, το Cn είναι ενέσιµο, αφού η ενέσιµη διάσταση του Cn είναι
πεπερασµένη. Συνεπώς, έπεται ότι η `n είναι διασπάσιµη, και κατ΄ επέκταση, ότι το Cn`1 είναι
ενέσιµο ως ευθύς προσθετέος του ενέσιµου αριστερού R-προτύπου Hn. Χρησιµοποιώντας το
αποτέλεσµα αυτό, επαγωγικά οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι Hj – Cj‘Cj`1 για κάθε j ě n,
όπου κάθε Cj για j ě n, είναι ενέσιµο. Εποµένως, τετριµµένα προκύπτει ότι κάθε µονοµορφισµός

Cj ÝÑ Cj ‘ Cj`1,

είναι η ελάχιστη G-ενέσιµη προσέγγιση του Cj για κάθε j ě n. Αν ϑεωρήσουµε τώρα τον ταυτοτικό
µορφισµό Id : Cj ÝÑ Cj του Cj για κάθε j ě n, τότε χρησιµοποιώντας την Πρόταση (4.1.13),
παίρνουµε ότι :

Cj – Cj ‘ Cj`1,

για κάθε j ě n, και άρα, ότι Cj`1 “ 0 για κάθε j ě n. Συνδυάζοντας λοιπόν τα προηγούµενα,
καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι Hi “ 0 για κάθε i ą n, όπως επιθυµούσαµε. �

8.2.2 Ελάχιστες ∆εξιές G-Ενέσιµες Προσεγγίσεις Προτύπων

Τώρα αποδεικνύουµε ότι υπεράνω ενός δακτυλίου n-Gorenstein R, η κλάση R-GInj είναι ελάχιστα
δεξιά προσεγγίσιµη, (covering).

Ξεκινάµε, δείχνοντας ότι κάθε πρότυπο υπεράνω ενός δακτυλίου n-Gorenstein, δέχεται µια
δεξιά G-ενέσιµη προσέγγιση. Ας υπενθυµίσουµε όµως πρώτα, ότι υπεράνω ενός (αριστερού) δακτυ-
λίου της Noether, η κλάση των ενέσιµων (αριστερών) προτύπων είναι ελάχιστα δεξιά προσεγγίσιµη,
και άρα, κάθε (αριστερό) πρότυπο υπεράνω ενός (αριστερού) δακτυλίου της Noether, δέχεται µια
αριστερή ενέσιµη ανάλυση.

Θεώρηµα 8.2.12. ΑνR είναι ένας δακτύλιος n-Gorenstein, τότε ηR-GInj είναι δεξιά προσεγγίσιµη.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι ο R είναι ένας δακτύλιος n-Gorenstein, και ϑεωρούµε ένα αριστερό
R-πρότυπο M . ∆ιαλέγουµε µια αριστερή R-Inj-ανάλυση του M , έστω

¨ ¨ ¨ ÝÑ En´1
αn´1
ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ E1

α1
ÝÑ E0

α0
ÝÑM ÝÑ 0,

και ϑέτουµε K “ Kerαn´1. ΄Εστω τώρα

0 ÝÑ K
γ
ÝÑ E0 γ0

ÝÑ E1 γ1

ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ En´1 γn´1

ÝÑ ¨ ¨ ¨
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µια ενέσιµη ανάλυση του K. Τότε η Πρόταση (8.2.3), µας δίνει ότι η n-ιοστή συνσυζυγία ΣnpKq
τουK, είναι ένα G-ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο. Θεωρώντας ένα οποιοδήποτε G-ενέσιµο αριστερό
R-πρότυπο G, η Πρόταση (5.2.7) µας εξασφαλίζει µια ακριβή αριστερή R-Inj-ανάλυση του G :

¨ ¨ ¨ ÝÑ Hn´1
βn´1
ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ H1

β1
ÝÑ H0

β0
ÝÑ G ÝÑ 0. (8.34)

΄Ετσι, αν f : G ÝÑ M είναι ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων, τότε χρησιµοποιώντας
την Πρόταση (4.1.30), επάγονται οµοµορφισµοί αριστερών R-προτύπων, οι οποίοι συνθέτουν το
ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα:

¨ ¨ ¨ // Hn´1

fn´1

��

βn´1 // Hn´2

fn´2

��

// ¨ ¨ ¨ // H0

f0

��

β0 // G

f

��

// 0

¨ ¨ ¨ // En´1 αn´1

// En´2
// ¨ ¨ ¨ // E0 α0

// M // 0

Θέτοντας τώρα L “ Ker βn´1, υπάρχει ένας (µοναδικός) οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων
g : L ÝÑ K, έτσι ώστε ολόκληρο το διάγραµµα:

0 // L

g

��

iL // Hn´1

fn´1

��

βn´1 // ¨ ¨ ¨ // H0

f0

��

β0 // G

f

��

// 0

0 // K
iK
// En´1 αn´1

// ¨ ¨ ¨ // E0 α0

// M // 0

(8.35)

να είναι µεταθετικό, όπου iL και iK είναι κανονικές εγκλείσεις. Επειδή τα Ei για i “ 0, . . . , n´1,
είναι ενέσιµα αριστερά R-πρότυπα, και αφού η ακολουθία (8.34) είναι ακριβής, χρησιµοποιώντας
την Παρατήρηση (3.2.58), συµπεραίνουµε την ύπαρξη οµοµορφισµών αριστερών R-προτύπων
gi : Hn´i´1 ÝÑ Ei για i “ 0, . . . , n´ 1, έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό µε
ακριβείς γραµµές :

0 // L

g

��

iL // Hn´1

g0

��

βn´1 // Hn´2

g1

��

// ¨ ¨ ¨ // H1

gn´2

��

β1 // H0

gn´1

��
0 // K

γ
// E0

γ0
// E1 // ¨ ¨ ¨ // En´2

γn´2

// En´1

Στην συνέχεια, ϑέτουµε π : En´1 ÝÑ ΣnpKq να είναι η ϕυσική προβολή, και ορίζουµε απεικόνιση

gn : G ÝÑ ΣnpKq, g ÞÝÑ pπ ˝ gn´1qpxq,

όπου g “ β0pxq για κάποιο x P H0. Εύκολα ϐλέπουµε ότι η απεικόνιση gn είναι ένας καλά
ορισµένος οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων, ο οποίος συµπληρώνει το ακόλουθο µεταθετικό
και ακριβές διάγραµµα:

0 // L

g

��

iL // Hn´1

g0

��

βn´1 // ¨ ¨ ¨ // H0

gn´1

��

β0 // G

gn

��

// 0

0 // K
γ
// E0

γ0
// ¨ ¨ ¨ // En´1

π
// ΣnpKq // 0

(8.36)

Χρησιµοποιώντας ξανά την Παρατήρηση (3.2.58), παίρνουµε οµοµορφισµούς αριστερώνR-προτύπων
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hi : E
i ÝÑ En´i´1 για κάθε i “ 0, . . . , n´ 1, τέτοιοι ώστε το διάγραµµα:

0 // K
γ // E0

h0

��

γ0

// E1

h1

��

// ¨ ¨ ¨ // En´2

hn´2

��

γn´2

// En´1

hn´1

��
0 // K

iK
// En´1 αn´1

// En´2
// ¨ ¨ ¨ // E1 α1

// E0

να είναι µεταθετικό. Ορίζοντας τώρα

hn : ΣnpKq ÝÑM, c ÞÝÑ pα0 ˝ hn´1qpyq,

όπου c “ πpyq για κάποιο y P En´1, εύκολα διαπιστώνουµε ότι η απεικόνιση hn είναι ένας
καλώς ορισµένος οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων, και ότι το ακόλουθο διάγραµµα είναι
µεταθετικό :

0 // K
γ // E0

h0

��

γ0

// ¨ ¨ ¨ // En´1

hn´1

��

π // ΣnpKq

hn

��

// 0

0 // K
iK
// En´1 αn´1

// ¨ ¨ ¨ // E0 α0

// M // 0

(8.37)

Συνδυάζοντας λοιπόν τα µεταθετικά διαγράµµατα (8.35), (8.36) και (8.37), οδηγούµαστε στο ακό-
λουθο µεταθετικό διάγραµµα:

0 // L

g

��

iL // Hn´1

fn´1

��

βn´1 // ¨ ¨ ¨ // H0

f0

��

β0 // G

f

��

// 0

0 // K
iK // En´1

αn´1 // ¨ ¨ ¨ // E0
α0 // M // 0

0 // L

g

OO

iL
// Hn´1

h0˝g0

OO

βn´1

// ¨ ¨ ¨ // H0

hn´1˝gn´1

OO

β0

// G

hn˝gn

OO

// 0

Συνεπώς, λόγω ύπαρξης οµοτοπίας µεταξύ των παραπάνω µορφισµών συµπλόκων, υπάρχει οµο-
µορφισµός φ´1 : G ÝÑ E0 αριστερών R-προτύπων, έτσι ώστε α0 ˝ φ

´1 “ f ´ hn ˝ gn. Στην
συνέχεια, ϑεωρούµε τους οµοµορφισµούς αριστερών R-προτύπων:

ψ :“
`

hn α0

˘

: ΣnpKq ‘ E0 ÝÑM & ρ :“

ˆ

gn
φ´1

˙

: G ÝÑ ΣnpKq ‘ E0.

Επειδή το πρότυπο ΣnpKq είναι G-ενέσιµο, και το E0 είναι ενέσιµο, έπεται ότι το αριστερό R-
πρότυπο ΣnpKq ‘ E0 είναι G-ενέσιµο. Παρατηρώντας ότι :

ψ ˝ ρ “ hn ˝ gn ` α0 ˝ φ
´1

“ hn ˝ gn ` f ´ hn ˝ gn

“ f

οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι ο οµοµορφισµός ψ : ΣnpKq ‘ E0 ÝÑ M , είναι µια G-ενέσιµη
προσέγγιση του M . ΄Αρα, αφού λοιπόν η επιλογή του αριστερού R-προτύπου M ήταν τυχαία,
καταλήγουµε στο Ϲητούµενο ότι η R-GInj είναι δεξιά προσεγγίσιµη. �

Πόρισµα 8.2.13. ΄Εστω R ένας δακτύλιος n-Gorenstein. Τότε ο δακτύλιος R είναι G-ενέσιµο
αριστερό R-πρότυπο, αν και µόνο αν, κάθε δεξιά G-ενέσιµη προσέγγιση ενός αριστερού R-προτύπου
είναι επιµορφισµός.
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Απόδειξη. Υποθέτουµε αρχικά ότι ο δακτύλιος R είναι G-ενέσιµο ως αριστερό R-πρότυπο. Εξ ορι-
σµού, έχουµε ότι idRR “ idRR ď n. Συνεπώς, χρησιµοποιώντας την Πρόταση (5.2.6), παίρνουµε
ότι idRR “ 0. ΄Αρα, ο δακτύλιος R είναι ενέσιµο ως αριστερό και δεξιό R-πρότυπο. Η ισοδυναµία
p1 ô 3q του Πορίσµατος (8.1.19), µας δίνει ιδιαίτερα ότι κάθε προβολικό αριστερό R-πρότυπο
είναι ενέσιµο, και κατ΄ επέκταση, G-ενέσιµο. Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα αυτό, καθώς και
το γεγονός ότι κάθε αριστερό R-πρότυπο είναι η οµοµορφική εικόνα ενός προβολικού αριστερού
R-προτύπου, έπεται ότι κάθε δεξιά G-ενέσιµη προσέγγιση ενός αριστερού R-προτύπου, είναι επι-
µορφισµός. Αντίστροφα, υποθέτουµε τώρα ότι κάθε δεξιά G-ενέσιµη προσέγγιση ενός αριστερού
R-προτύπου είναι επιµορφισµός, και έστω f : G ÝÑ RR µια δεξιά G-ενέσιµη προσέγγιση του δα-
κτυλίου R ως αριστερό R-πρότυπο. Τότε επειδή ο f είναι επιµορφισµός, και ο δακτύλιος R είναι
προβολικό αριστερό R-πρότυπο, υπάρχει οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων g : RR ÝÑ G,
έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

R
g

��
IdR
��

G
f
// R // 0

Εποµένως, συµπεραίνουµε ότι ο επιµορφισµός f είναι διασπάσιµος, και κατ΄ επέκταση, ότι ο
δακτύλιοςR είναι G-ενέσιµο αριστερόR-πρότυπο, ως ευθύς προσθετέος του G-ενέσιµου αριστερού
R-προτύπου G. �

Λήµµα 8.2.14. ΄Εστω R ένας δακτύλιος n-Gorenstein. Τότε κάθε ευθύ όριο από G-ενέσιµα αρι-
στερά R-πρότυπα, είναι G-ενέσιµο.

Απόδειξη. ΄Εστω ptGαu, tfβαuqαP∆ ένα ευθύ σύστηµαG-ενέσιµων αριστερώνR-προτύπων υπεράνω
ενός κατευθυνόµενου συνόλου ∆, και G “ lim

ÝÑ
Gα. Επειδή ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος της

Noether, ως δακτύλιος n-Gorenstein, υπάρχει ένα σύνολο από µη αναλύσιµα ενέσιµα R-πρότυπα
έτσι ώστε κάθε ενέσιµο R-πρότυπο να είναι το ευθύ άθροισµα από πρότυπα, όπου καθένα από
αυτά είναι ισόµορφο µε ένα στοιχείο του συνόλου αυτού, ϐλέπε [31]. ΄Εστω λοιπόν X το σύνολο
των αντιπροσώπων των κλάσεων ισοµορφίας των µη αναλύσιµων ενέσιµων αριστερών R-προτύπων.
Ορίζουµε συναλλοίωτο συναρτητή F : R-Mod ÝÑ R-Mod, ϑέτοντας για κάθε αριστερό R-πρότυπο
M ,

F pMq “ ‘EPXE
pYME q, όπου YME :“ HomRpE,Mq.

Αν f : M ÝÑ N είναι ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων, τότε

F pfq :“ ‘φMN
E : F pMq “ ‘EPXE

pYME q ÝÑ F pNq “ ‘EPXE
pY NE q,

όπου για κάθε E P X, ο οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων

φMN
E : EpY

M
E q ÝÑ EpY

M
E q,

δίνεται από τον τύπο φMN
E pxψqψPYME “ pxf˝ψqψPYME . Τότε επάγεται ένας ϕυσικός µετασχηµατι-

σµός
µ : F ÝÑ IdR-Mod,

όπου για κάθε M P R-Mod, µM : F pMq ÝÑM είναι µια δεξιά R-Inj-προσέγγιση του M , δες την
απόδειξη της Πρότασης (4.2.11). Αφού κάθε Gα για α P ∆ είναι G-ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο,
έπεται ότι κάθε δεξιά R-Inj-προσέγγιση µGα του Gα για α P ∆, είναι επιµορφισµός. Συνεπώς,
αν K1

α “ KerµGα για α P ∆, τότε παίρνουµε ότι Ext1RpI,K1
αq “ 0 για κάθε ενέσιµο αριστερό R-

πρότυπο I και για κάθε α P ∆. Το αποτέλεσµα αυτό, και η Πρόταση (5.2.12), µας εξασφαλίζουν
ότι ο πυρήνας K1

α είναι G-ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο για κάθε α P ∆, και κατ΄ επέκταση, ότι η
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δεξιά R-Inj-προσέγγιση µK1
α

του K1
α είναι επιµορφισµός για κάθε α P ∆. Για α ď β, ϑεωρούµε

το µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές :

0 // K1
α

D! k1βα
��

iα // F pGαq

F pfβαq

��

µGα // Gα

fβα

��

// 0

0 // K1
β iβ

// F pGβq µGβ
// Gβ // 0

το οποίο µας επάγει για α ď β, το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές :

0 // K2
α

D! k2βα
��

i2α // F pK1
αq

F pk1βαq

��

µK1
α // K1

α

k1βα
��

// 0

0 // K2
β

i2β

// F pK1
βq µ

K1
β

// K1
β

// 0

όπου όπως και πριν, παίρνουµε ότι κάθε K2
α για α P ∆, είναι G-ενέσιµο αριστερό R-πρότυπο.

΄Αρα, κάθε δεξιά R-Inj-προσέγγιση µK2
α
τουK2

α για α P ∆, είναι επιµορφισµός. Συνεχίζοντας αυτή
τη διαδικασία, οδηγούµαστε για α ď β στο µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς γραµµές :

¨ ¨ ¨ // F pK2
αq

F pk2βαq

��

// F pK1
αq

F pk1βαq

��

// F pGαq

F pfβαq

��

// Gα

fβα

��

// 0

¨ ¨ ¨ // F pK2
βq

// F pK1
βq

// F pGβq // Gβ // 0.

Σηµειώνουµε ότι κάθε γραµµή του προηγούµενου διαγράµµατος, είναι µια ακριβής δεξιά R-Inj-
προσέγγιση του Gα για κάθε α P ∆. Με άλλα λόγια λοιπόν, από το δοθέν ευθύ σύστηµα G-
ενέσιµων αριστερών R-προτύπων ptGαu, tfβαuqαP∆ έχουµε κατασκευάσει ευθέα συστήµατα ενέ-
σιµων αριστερών R-προτύπων, ptF pGαqu, tF pfβαquqαP∆ και ptF pKi

αqu, tF pk
i
βαquqαP∆ για κάθε

i ě 1. Χρησιµοποιώντας τώρα το γεγονός ότι ο συναρτητής lim
ÝÑ

είναι ακριβής, ϐλέπε Πρόταση
(1.2.43), καθώς και το αποτέλεσµα ότι υπεράνω ενός δακτυλίου της Noether κάθε ευθύ όριο ενέ-
σιµων προτύπων είναι ενέσιµο πρότυπο, ϐλέπε Θεώρηµα (3.2.16), επάγεται η ακριβής ακολουθία
αριστερών R-προτύπων

¨ ¨ ¨ ÝÑ lim
ÝÑ

F pK2
αq ÝÑ lim

ÝÑ
F pK1

αq ÝÑ lim
ÝÑ

F pGαq ÝÑ G ÝÑ 0,

όπου τα πρότυπα lim
ÝÑ

F pKi
αq για i ě 1, και lim

ÝÑ
F pGαq είναι ενέσιµα. Αν ϑεωρήσουµε την επαγό-

µενη ακριβή ακολουθία αριστερών R-προτύπων

0 ÝÑ Ln ÝÑ lim
ÝÑ

F pKn´1
α q ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ lim

ÝÑ
F pK1

αq ÝÑ lim
ÝÑ

F pGαq ÝÑ G ÝÑ 0,

τότε η ακολουθία αυτή, µπορεί να ιδωθεί ως µια επιµέρους ενέσιµη ανάλυση του Ln έτσι ώ-
στε ΣnpLnq “ G. ΄Ετσι, χρησιµοποιώντας την υπόθεση ότι ο R είναι δακτύλιος n-Gorenstein,
καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι το αριστερό R-πρότυπο G “ lim

ÝÑ
Gα είναι G-ενέσιµο. �

Ως συνέπεια του Θεωρήµατος (8.2.12) και του Λήµµατος (8.2.14), παίρνουµε ότι :

Θεώρηµα 8.2.15. Αν R είναι ένας δακτύλιος n-Gorenstein, τότε η R-GInj είναι ελάχιστα δεξιά
προσεγγίσιµη.

Απόδειξη. Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα (4.3.7) για C “ R-GInj, έπεται το Ϲητούµενο. �
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8.2.3 ∆εξιές G-Προβολικές Προσεγγίσεις Προτύπων

Η προσοχή µας τώρα στρέφεται σε G-προβολικές προσεγγίσεις R-προτύπων, δηλαδή σε προσεγ-
γίσεις προτύπων από την κλάση R-GProj. Πιο ειδικά, στην συνέχεια εξετάζουµε αν η κλάση των
G-προβολικών προτύπων υπεράνω δακτυλίων n-Gorenstein, είναι (ελάχιστα) δεξιά προσεγγίσιµη.

Από την ϑεωρία των Auslander-Buchweitz που αναπτύξαµε στο Κεφάλαιο 7, έχουµε ότι το
Ϲεύγος pX , pωq είναι ένα πλήρες συστρεπτικό Ϲεύγος στην pX . Υπενθυµίζουµε ότι οι X και ω ήταν
δύο πλήρεις υποκατηγορίες µιας αβελιανής κατηγορίας C οι οποίες ικανοποιούσαν συγκεκριµένες
ιδιότητες, και για µια οποιαδήποτε πλήρη υποκατηγορία A της C, η pA συµβόλιζε την πλήρη
υποκατηγορία της C που αποτελούνταν από τα αντικείµενα C της C έτσι ώστε A - res. dimC ă 8.

΄Εστω R ένας προσεταιριστικός δακτύλιος µε µονάδα, και R-Mod η αβελιανή κατηγορία των
αριστερών R-προτύπων. Η πλήρης resolving υποκατηγορία R-GProj της R-Mod, πληρεί προφα-
νώς τις γενικές υποθέσεις του Κεφαλαίου 7 για την κατηγορία X . Η πλήρης τώρα υποκατηγορία
R-Proj των προβολικών αριστερών R-προτύπων της R-GProj, είναι προσθετική και κλειστή σε ι-
σοµορφισµούς, σε ευθείς προσθετέους, καθώς και σε τυχαία ευθέα αθροίσµατα στην R-Mod. Για
να εφαρµόσουµε λοιπόν την ϑεωρία των Auslander-Buchweitz για το Ϲεύγος pR-GProj, R-Projq,
αρκεί να αποδείξουµε ότι η R-Proj είναι ένας ενέσιµος συνγεννήτορας για την R-GProj. Αρχικά, η
Παρατήρηση (5.1.3) µας δίνει για κάθε G-προβολικό αριστερό R-πρότυποM , µια σύντοµη ακριβή
ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα

0 ÝÑM ÝÑ P0 ÝÑ G ÝÑ 0,

όπου το P0 είναι προβολικό και το G είναι G-προβολικό. ΄Αρα, η R-Proj είναι ένας συνγεννήτορας
για την R-GProj. Επιπλέον, το Λήµµα (5.1.6) µας εξασφαλίζει ότι η R-Proj αποτελεί έναν ενέσιµο
συνγεννήτορα για την R-GProj. Εποµένως, η κατηγορία R-Proj ικανοποιεί τις γενικές υποθέσεις
του Κεφαλαίου 7 για την κατηγορία ω. Παρατηρώντας τώρα ότι :

{R-GProj “ tRM | GpdRM ă 8u & L :“ {R-Proj “ R-Projă8 “ tRM | pdRM ă 8u

έχουµε ότι για κάθε προσεταιριστικό δακτύλιο µε µονάδα R, το Ϲεύγος pR-GProj, R-Projă8q είναι
ένα πλήρες συστρεπτικό Ϲεύγος στην {R-GProj.

Νωρίτερα είδαµε ότι αν ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος n-Gorenstein, τότε ­R-GInj “ R-Mod.
Φυσιολογικά λοιπόν προκύπτει το ερώτηµα αν υπεράνω ενός δακτυλίου n-Gorenstein R, ισχύει
ότι R-Mod “ {R-GProj.

Λήµµα 8.2.16. ΄Εστω R ένας δακτύλιος n-Gorenstein. Τότε η κλάση L :“ R-Injă8 που αποτελεί-
ται από όλα τα αριστερά R-πρότυπα µε πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση, είναι αριστερά προσεγγίσιµη
(preenveloping).

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [27, Lemma 10.2.13] �

Το Λήµµα (8.2.16), µας εξασφαλίζει ότι υπεράνω ενός δακτυλίου n-Gorenstein R, κάθε αρι-
στερό R-πρότυπο δέχεται µια αριστερή L-προσέγγιση, όπου L “ R-Injă8. Μάλιστα, κάθε τέτοια
προσέγγιση είναι απαραίτητα µονοµορφισµός, διότι η κλάση L των αριστερών R-προτύπων µε
πεπερασµένη ενέσιµη διάσταση, περιέχει όλα τα ενέσιµα αριστερά R-πρότυπα. Χρησιµοποιών-
τας τώρα το αποτέλεσµα αυτό, αποδεικνύουµε ότι η πλήρης υποκατηγορία των G-προβολικών
προτύπων είναι ακριβώς η αριστερή Ext-ορθογώνια υποκατηγορία των προβολικών προτύπων.

Θεώρηµα 8.2.17. Αν R είναι ένας δακτύλιος n-Gorenstein, τότε

R-GProj “ KpR-Projq.
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Απόδειξη. Προφανώς, ισχύει ότιR-GProj Ď KpR-Projq. Για την αντίστροφη κατεύθυνση, ϑεωρούµε
ένα M P KpR-Projq, και έστω f : M ÝÑ L µια αριστερή L-προσέγγιση του M , η οποία είναι
µονοµορφισµός. Θέλουµε να αποδείξουµε ότι το αριστερό R-πρότυπο M είναι G-προβολικό.
∆ιαλέγουµε µια σύντοµη ακριβή ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα

0 ÝÑ K ÝÑ P0
δ
ÝÑ L ÝÑ 0, (8.38)

όπου το P0 είναι προβολικό. Τότε επειδή ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος n-Gorenstein, και
το L P L, έπεται ότι η προβολική διάσταση του L είναι πεπερασµένη. ΄Ετσι, από την ακριβή
ακολουθία (8.38), συµπεραίνουµε ότι η προβολική διάσταση του K είναι επίσης πεπερασµένη.
Υπάρχει λοιπόν ένας ϕυσικός αριθµός m, και µια προβολική ανάλυση του K ελάχιστου µήκους
m :

` : 0 ÝÑ Qm ÝÑ Qm´1 ÝÑ Q1 ÝÑ Q0 ÝÑ K ÝÑ 0.

«Σπάζοντας» την ακριβή ακολουθία ` σε σύντοµες ακριβείς ακολουθίες για κάθε j “ 0, . . . ,m´ 1,

`j : 0 ÝÑ Kj`1 ÝÑ Qj ÝÑ Kj ÝÑ 0,

όπου K0 “ K και Km “ Qm, και εφαρµόζοντας στην συνέχεια τον συναλλοίωτο συναρτητή
HomRpM,´q στις ακριβείς ακολουθίες `m´1, `m´2, . . . , `0, (µε αυτή τη σειρά), οδηγούµαστε χρη-
σιµοποιώντας την υπόθεση ότι τοM είναι αντικείµενο της KpR-Projq, επαγωγικά στο συµπέρασµα
ότι ExtiRpM,Kq “ 0 για κάθε i ě 1. Η ισότητα αυτή για i “ 1, µας εξασφαλίζει ότι η επαγόµενη
ακολουθία αβελιανών οµάδων

HomRpM,P0q
δ‹
ÝÑ HomRpM,Lq ÝÑ 0,

είναι ακριβής. Συνεπώς, υπάρχει ένας οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων g : M ÝÑ P0,
έτσι ώστε δ‹pgq “ f , ή ισοδύναµα, δ ˝ g “ f . Προφανώς, ο g είναι µονοµορφισµός, αφού ο f
είναι µονοµορφισµός. Ισχυριζόµαστε τώρα ότι ο µονοµορφισµός g είναι επίσης µια αριστερή L-
προσέγγιση του M . Για να διαπιστώσουµε τον ισχυρισµό αυτόν, χρειάζεται να χρησιµοποιήσουµε
το γεγονός ότι ο f είναι µια αριστερή L-προσέγγιση τουM . Αρχικά, το Θεώρηµα (8.1.17) µας δίνει
ότι το P0 P L, διότι ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος n-Gorenstein, και το P0 είναι ένα προβολικό
αριστερό R-πρότυπο. Θεωρούµε ένα αντικείµενο L1 της L, και έναν οµοµορφισµό αριστερών
R-προτύπων h : M ÝÑ L1. Επειδή ο f είναι µια αριστερή L-προσέγγιση του M , υπάρχει ένας
οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων ρ : L ÝÑ L1 έτσι ώστε f‹pρq “ h, ή ρ ˝ f “ h. ΄Οµως,
δ ˝ g “ f . ΄Ετσι τελικά, έχουµε ότι ρ ˝ δ ˝ g “ h, και κατ΄ επέκταση, ότι g‹pρ ˝ δq “ h. Εποµένως,
έπεται ότι η ακολουθία αβελιανών οµάδων

HomRpP0, L
1q

g‹

ÝÑ HomRpM,L1q ÝÑ 0,

είναι ακριβής για κάθε L1 P L, και άρα εξ ορισµού, ότι ο µονοµορφισµός g είναι επίσης µια
αριστερή L-προσέγγιση του M . Αν ϑεωρήσουµε λοιπόν τη σύντοµη ακριβή ακολουθία

J : 0 ÝÑM
g
ÝÑ P0 ÝÑ C ÝÑ 0,

όπου C “ Coker g, τότε προφανώς ισχύει ότι Ext1RpC,L1q “ 0 για κάθε L1 P L. Χρησιµοποιώντας
το αποτέλεσµα αυτό, καθώς και το Θεώρηµα (8.1.17) ξανά, έχουµε ότι Ext1RpC,P q “ 0 για κάθε
προβολικό αριστερόR-πρότυπο P . Επιπλέον, αν για οποιοδήποτε προβολικό αριστερόR-πρότυπο
P , εφαρµόσουµε τον αντισυναλλοίωτο συναρτητή HomRp´, P q στην σύντοµη ακριβή ακολουθία
J , τότε επάγεται η ακριβής ακολουθία

0 “ ExtiRpM,P q ÝÑ Exti`1
R pC,P q ÝÑ Exti`1

R pP0, P q “ 0, (8.39)

για κάθε i ě 1, όπου η πρώτη ισότητα προκύπτει από την υπόθεση ότι το M είναι αντικείµενο
της KpR-Projq, ενώ η δεύτερη, από το γεγονός ότι το P0 είναι ένα προβολικό αριστερό R-πρότυπο.
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΄Αρα, από την ακριβή ακολουθία (8.39), συµπεραίνουµε ότι ExtiRpC,P q “ 0 για κάθε i ě 2 και
για κάθε προβολικό αριστερό R-πρότυπο P . Ο συνδυασµός λοιπόν των προηγούµενων αποτελε-
σµάτων, µας δίνει ότι C P KpR-Projq. Στην συνέχεια, εφαρµόζουµε την προηγούµενη διαδικασία,
αντικαθιστώντας τοM µε το C. ΄Ετσι τελικά, οδηγούµαστε σε µια ακριβή ακολουθία από αριστερά
R-πρότυπα

0 ÝÑM
g
ÝÑ P0 ÝÑ P1 ÝÑ P2 ÝÑ ¨ ¨ ¨ , (8.40)

όπου κάθε Pi για i “ 0, 1, . . ., είναι προβολικό, η οποία παραµένει ακριβής µετά την εφαρµογή
του αντισυναλλοίωτου συναρτητή HomRp´, P q για οποιοδήποτε προβολικό αριστερό R-πρότυπο
P . ∆ηλαδή, η ακολουθία (8.40) είναι µια ακριβής δεξιά R-Proj-ανάλυση του αντικειµένου M της
KpR-Projq. Εποµένως, χρησιµοποιώντας την Πρόταση (5.1.8), καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι
το M είναι G-προβολικό, όπως επιθυµούσαµε. �

Πρόταση 8.2.18. Αν οR είναι ένας δακτύλιος n-Gorenstein, καιM είναι ένα αριστερόR-πρότυπο,
τότε κάθε i-ιοστή R-Proj-συζυγία του M , ΩipMq, είναι ένα G-προβολικό αριστερό R-πρότυπο για
κάθε i ě n.

Απόδειξη. ΄Εστω R ένας δακτύλιος n-Gorenstein, και

¨ ¨ ¨ ÝÑ Pn ÝÑ Pn´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ P1 ÝÑ P0 ÝÑM ÝÑ 0,

µια προβολική ανάλυση ενός αριστερού R-προτύπου M . Τότε για κάθε i ě 1, και για κάθε
προβολικό αριστερό R-πρότυπο P , παίρνουµε ότι

ExtiRpΩn, P q – Exti`npM,P q “ 0,

διότι ο R είναι δακτύλιος n-Gorenstein, και idR P ď n για κάθε προβολικό αριστερό R-πρότυπο
P . ΄Αρα, ΩnpMq P

K pR-Projq. ΄Οµως, KpR-Projq “ R-GProj. ΄Ετσι τελικά, έχουµε ότι η n-ιοστή
R-Proj-συζυγία ΩnpMq του M , είναι ένα G-προβολικό αριστερό R-πρότυπο. Χρησιµοποιώντας το
αποτέλεσµα αυτό, καθώς και το γεγονός ότι η R-GProj είναι resolving υποκατηγορία της R-Mod,
έπεται ότι κάθε i-ιοστήR-Proj-συζυγία τουM , ΩipMq, είναι ένα G-προβολικό αριστερόR-πρότυπο
για κάθε i ě n. �

Ως συνέπεια της Πρότασης (8.2.18), παίρνουµε ότι :

Πόρισµα 8.2.19. ΄Εστω R ένας δακτύλιος n-Gorenstein. Τότε για κάθε αριστερό R-πρότυπο M ,
ισχύουν οι ακόλουθες συνθήκες :

1. GpdRM ď n.

2. Αν M ‰ 0, τότε GpdRM “ pdRM , αν και µόνο αν, pdRM ă 8.

Απόδειξη. 1) ΄Εστω M ένα αριστερό R-πρότυπο, και

¨ ¨ ¨ ÝÑ P1 ÝÑ P0 ÝÑM ÝÑ 0,

µια προβολική ανάλυση του M . Τότε η Πρόταση (8.2.18), µας δίνει ότι η n-ιοστή R-Proj-συζυγία
ΩnpMq του M , είναι ένα G-προβολικό αριστερό R-πρότυπο. Συνεπώς, η ακριβής ακολουθία

0 ÝÑ ΩnpMq ÝÑ Pn´1 ÝÑ Pn´2 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ P0 ÝÑM ÝÑ 0,

είναι µια G-προβολική ανάλυση του M µήκους n, διότι ΩnpMq P R-GProj και R-Proj Ď R-GProj.
΄Αρα, GpdRM ď n.

2) ΄Εστω M ένα οποιοδήποτε µη µηδενικό αριστερό R-πρότυπο M . Αν pdRM ă 8, τότε
το Θεώρηµα (6.1.27), µας εξασφαλίζει ότι GpdRM “ pdRM . Για την αντίστροφη συνεπαγωγή,
υποθέτουµε ότι GpdRM “ pdRM . Τότε χρησιµοποιώντας το 1), παίρνουµε ότι pdRM ă 8. �
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Το Πόρισµα (8.2.19), µας εξασφαλίζει ότι αν ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος n-Gorenstein, τότε
R-Mod “ {R-GProj, και µάλιστα, GpdRM ď n για κάθε αριστερό R-πρότυπο M . Εφαρµόζοντας
λοιπόν την ϑεωρία των Auslander-Buchweitz, έχουµε ότι το Ϲεύγος pR-GProj, R-Projă8q είναι ένα
πλήρες συστρεπτικό Ϲεύγος στην κατηγορία των αριστερών R-προτύπων, όταν ο R είναι δακτύλιος
n-Gorenstein. ∆ηλαδή, στην περίπτωση που ο R είναι δακτύλιος n-Gorenstein, κάθε αριστερό
R-πρότυπο δέχεται µια ειδική δεξιά G-προβολική προσέγγιση, και µια ειδική αριστερή προσέγ-
γιση από αριστερά R-πρότυπα µε πεπερασµένη προβολική διάσταση. Σηµειώνουµε ότι υπεράνω
ενός οποιουδήποτε δακτυλίου, κάθε δεξιά G-προβολική προσέγγιση, αν υπάρχει, είναι απαραίτη-
τα επιµορφισµός, αφού κάθε πρότυπο είναι η οµοµορφική εικόνα ενός προβολικού προτύπου και
κάθε προβολικό πρότυπο είναι G-προβολικό. ΄Ετσι, για έναν δακτύλιο n-Gorenstein, κάθε (ειδική)
δεξιά G-προβολική προσέγγιση είναι επιµορφισµός, και κάθε (ειδική) αριστερή προσέγγιση από
αριστερά R-πρότυπα µε πεπερασµένη προβολική διάσταση είναι πάντα µονοµορφισµός. Συνε-
πώς, αν R είναι ένας δακτύλιος n-Gorenstein, τότε για κάθε αριστερό R-πρότυπο, υπάρχει µια
ακριβής αριστερή R-GProj-ανάλυση, και µια ακριβής δεξιά ανάλυση από αριστερά R-πρότυπα µε
πεπερασµένη προβολική διάσταση. Ας σηµειώσουµε ακόµη ότι κάθε αποτέλεσµα του Κεφαλαίου
6 για πρότυπα µε πεπερασµένη G-προβολική διάσταση, γενικεύεται για κάθε πρότυπο υπεράνω
ενός δακτυλίου n-Gorenstein.

Το ακόλουθο Θεώρηµα είναι η δυϊκή εκδοχή του Θεωρήµατος (8.2.5).

Θεώρηµα 8.2.20. Αν ο R είναι δακτύλιος n-Gorenstein, τότε για κάθε αριστερό R-πρότυπο M ,
υπάρχει µια δεξιά G-προβολική προσέγγιση f : G ÝÑ M του M η οποία είναι επιµορφισµός, έτσι
ώστε Ker f “ 0 για n “ 0, και pdR Ker f ď n´ 1 για n ě 1.

Απόδειξη. ∆υϊκά, µε την απόδειξη του Θεωρήµατος (8.2.5). �

Παρατήρηση 8.2.21. Αν ο R είναι δακτύλιος n-Gorenstein, και M είναι ένα πεπερασµένα πα-
ϱαγόµενο αριστερό R-πρότυπο, τότε µπορούµε να διαλέξουµε µια δεξιά G-προβολική προσέγγιση
f : G ÝÑ M του M , όπου το G είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο και G-προβολικό αριστερό
R-πρότυπο. Σηµειώνουµε ότι στην περίπτωση αυτή, ο πυρήνας Ker f είναι επίσης πεπερασµένα
παραγόµενο αριστερό R-πρότυπο, αφού ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether,
και το G είναι πεπερασµένα παραγόµενο.

Πόρισµα 8.2.22. Υποθέτουµε ότι ο R είναι δακτύλιος n-Gorenstein, και έστω f : G ÝÑ M µια
δεξιά G-προβολική προσέγγιση ενός αριστερού R-προτύπου M . Τότε οι ακόλουθες συνθήκες είναι
ισοδύναµες :

1. pdRM ă 8.

2. Το G-προβολικό αριστερό R-πρότυπο G είναι προβολικό.

3. Ο οµοµορφισµός f : G ÝÑM είναι µια δεξιά R-Proj-προσέγγιση του M .

Απόδειξη. Θεωρούµε τη σύντοµη ακριβή ακολουθία

0 ÝÑ Ker f ÝÑ G
f
ÝÑM ÝÑ 0,

όπου pdR Ker f ď n ´ 1. Οι συνεπαγωγές p3 ñ 2q και p2 ñ 1q είναι προφανείς. Η συνεπαγωγή
p1 ñ 3q προκύπτει κατά δυϊκό τρόπο µε την απόδειξη του Πορίσµατος (8.2.6), χρησιµοποιώντας
ωστόσο το Horseshoe Lemma για προβολικές αναλύσεις, την Πρόταση (5.1.7), καθώς και την
Παρατήρηση (4.2.1). �

Πρόταση 8.2.23. Αν R είναι ένας δακτύλιος n-Gorenstein, τότε οι ακόλουθες συνθήκες είναι
ισοδύναµες για κάθε αριστερό R-πρότυπο M :

1. Το M είναι G-προβολικό.
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2. ExtiRpM,Lq “ 0, για κάθε i ą 0 και για κάθε αριστερό R-πρότυπο L µε πεπερασµένη προβο-
λική διάσταση.

3. Ext1RpM,Lq “ 0, για κάθε αριστερό R-πρότυπο L µε πεπερασµένη προβολική διάσταση.

4. ExtiRpM,P q “ 0, για κάθε i ą 0 και για κάθε προβολικό αριστερό R-πρότυπο P .

Επιπλέον, αν τοM είναι πεπερασµένα παραγόµενο, τότε οι προηγούµενες συνθήκες είναι ισοδύναµες
µε :

5. ExtiRpM,Lq “ 0 για κάθε i ą 0 και για κάθε πεπερασµένα παραγόµενο αριστερό R-πρότυπο
L µε πεπερασµένη προβολική διάσταση.

6. Ext1RpM,Lq “ 0 για κάθε i ą 0 και για κάθε πεπερασµένα παραγόµενο αριστερό R-πρότυπο
L µε πεπερασµένη προβολική διάσταση.

Απόδειξη. ΄Εστω R ένας δακτύλιος n-Gorenstein, καιM ένα αριστερό R-πρότυπο. Η συνεπαγωγή
p1 ñ 2q προκύπτει χρησιµοποιώντας το Λήµµα (5.1.6), ενώ η ισοδυναµία p1 ô 4q, χρησιµοποιών-
τας το Θεώρηµα (8.2.17). Επιπλέον, η συνεπαγωγή p2 ñ 3q είναι τετριµµένη.
p3 ñ 1q : Υποθέτουµε ότι ισχύει το 3). Επειδή ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος n-Gorenstein,

υπάρχει µια σύντοµη ακριβής ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα

0 ÝÑ L ÝÑ G ÝÑM ÝÑ 0,

όπου G είναι G-προβολικό και pdR L ă 8. ΄Ετσι, χρησιµοποιώντας την υπόθεση, παίρνουµε ότι η
προηγούµενη σύντοµη ακριβής ακολουθία είναι διασπάσιµη. Συνεπώς, το M είναι G-προβολικό,
ως ευθύς προσθετέος του G-προβολικού αριστερού R-προτύπου G.

΄Αρα, 1 ðñ 2 ðñ 3 ðñ 4. Υποθέτουµε τώρα ότι το M είναι πεπερασµένα παραγόµενο.
Οι συνεπαγωγές p5 ñ 6q και p2 ñ 5q είναι προφανείς. Για να αποδείξουµε λοιπόν ότι οι παραπάνω
συνθήκες είναι ισοδύναµες, αρκεί να δείξουµε την συνεπαγωγή p6 ñ 1q.
p6 ñ 1q : ΄Εστω ότι ισχύει το 6). Επειδή ο R είναι δακτύλιος n-Gorenstein, και το M είναι

πεπερασµένα παραγόµενο, µπορούµε να διαλέξουµε µια σύντοµη ακριβή ακολουθία από αριστερά
R-πρότυπα

0 ÝÑ K ÝÑ G1 ÝÑM ÝÑ 0,

όπου G1 είναι πεπερασµένα παραγόµενο και G-προβολικό, και K είναι πεπερασµένα παραγόµε-
νο µε πεπερασµένη προβολική διάσταση. Τότε η υπόθεση µας εξασφαλίζει ότι η προηγούµενη
σύντοµη ακριβής ακολουθία είναι διασπάσιµη, και άρα, ότι το M είναι ευθύς προσθετέος του
G-προβολικού αριστερού R-προτύπου G1. Εποµένως, έπεται ότι το M είναι G-προβολικό, αφού η
R-GProj είναι κλειστή σε ευθείς προσθετέους στην R-Mod. �

Από την παραπάνω πρόταση έπεται ότι :

KpR-Projă8q “ KpR-Injă8q “ R-GProj “ KpR-Projq

΄Εχοντας αποδείξει την ύπαρξη δεξιών G-προβολικών προσεγγίσεων για κάθε (αριστερό) πρό-
τυπο υπεράνω ενός δακτυλίου n-Gorenstein, το επόµενο ϐήµα είναι να εξετάσουµε την ύπαρξη
ελάχιστων δεξιών G-προβολικών προσεγγίσεων υπεράνω δακτυλίων n-Gorenstein.

Εν γένει, υπεράνω δακτυλίων n-Gorenstein, η κλάση των G-προβολικών προτύπων δεν εί-
ναι ελάχιστα δεξιά προσεγγίσιµη. Για να διαπιστώσουµε τον ισχυρισµό αυτόν, παραθέτουµε το
ακόλουθο παράδειγµα.

Παράδειγµα 8.2.24. Θεωρούµε τον δακτύλιο των ακεραίων Z. Τότε ο δακτύλιος Z είναι ένα
παράδειγµα δακτυλίου 1-Gorenstein, όπου η κλάση των G-προβολικών Z-προτύπων δεν είναι
ελάχιστα δεξιά προσεγγίσιµη.
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Αρχικά, ο Z ως περιοχή κύριων ιδεωδών, είναι δακτύλιος της Noether. Θεωρούµε τώρα τη
σύντοµη ακριβή ακολουθία από Z-πρότυπα

0 ÝÑ Z ÝÑ Q ÝÑ Q{Z ÝÑ 0. (8.41)

Επειδή οι έννοιες «διαιρετά πρότυπα» και «ενέσιµα πρότυπα» υπεράνω µιας περιοχής κύριων ιδε-
ωδών είναι ισοδύναµες, έχουµε ότι τα Z-πρότυπα Q και Q{Z, είναι ενέσιµα ως διαιρετά. Συνεπώς,
από τη σύντοµη ακριβή ακολουθία (8.41), συµπεραίνουµε ότι idZ Z ď 1. Στην πραγµατικότητα,
ισχύει η ισότητα στην προηγούµενη ανίσωση, αφού αλλιώς, δηλαδή αν idZ Z “ 0, τότε ο δακτύλιος
Z ϑα είναι ενέσιµο Z-πρότυπο, και άρα, διαιρετό Z-πρότυπο, αποτέλεσµα το οποίο είναι αδύνατο
ϕυσικά. Εποµένως, ο δακτύλιος Z είναι δακτύλιος 1-Gorenstein. Από το Κεφάλαιο 3, γνωρίζου-
µε ότι κάθε περιοχή κύριων ιδεωδών είναι ένας κληρονοµικός δακτύλιος, καθώς και ότι η ολική
οµολογική διάσταση ενός κληρονοµικού δακτυλίου, είναι µικρότερη ή ίση του 1. ΄Αρα, αφού ο
δακτύλιος Z είναι περιοχή κύριων ιδεωδών, έπεται ότι gl. dimZ ď 1. Για την ακρίβεια, η ολική
οµολογική του Z είναι ακριβώς ίση µε 1, διότι αν gl. dimZ “ 0, τότε ο δακτύλιος Z ϑα είναι ενέσιµο
Z-πρότυπο, το οποίο είναι αδύνατο. Συνεπώς, οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι τα G-προβολικά
Z-πρότυπα, είναι ακριβώς τα προβολικά Z-πρότυπα. Χάριν πληρότητας, ας σηµειώσουµε ότι η
κλάση των προβολικών Z-προτύπων, συµπίπτει µε την κλάση των ελεύθερων Z-προτύπων, δες
Πρόταση (3.2.34). ΄Ετσι, υπεράνω του δακτυλίου 1-Gorenstein Z, µια δεξιά G-προβολική προ-
σέγγιση είναι ακριβώς µια δεξιά προβολική προσέγγιση. Αν λοιπόν για κάθε Z-πρότυπο, υπήρχε
ελάχιστη δεξιά G-προβολική προσέγγιση, δηλαδή, ελάχιστη δεξιά προβολική προσέγγιση, τότε ο
δακτύλιος Z ϑα ήταν τέλειος, (perfect ring). Ωστόσο, το Θεώρηµα (4.2.10) µας εξασφαλίζει ότι
υπεράνω ενός τέλειου δακτυλίου, κάθε επίπεδο πρότυπο είναι προβολικό. ΄Αρα, αν ο δακτύλιος Z
ήταν τέλειος, τότε κάθε επίπεδο Z-πρότυπο, ϑα ήταν προβολικό. ΄Οµως, το Παράδειγµα (3.2.39)
µας εξασφαλίζει ότι το Q ως Z-πρότυπο, είναι επίπεδο αλλά όχι προβολικό. Εποµένως, η κλάση
των G-προβολικών Z-προτύπων δεν είναι ελάχιστα δεξιά προσεγγίσιµη.

Φυσιολογικά λοιπόν η προσοχή µας τώρα στρέφεται στην αναζήτηση δακτυλίων υπεράνω των
οποίων κάθε πρότυπο µπορεί να προσεγγισθεί µε ελάχιστο τρόπο από ένα G-προβολικό πρότυπο.

Θεώρηµα 8.2.25. ΄ΕστωA µια αβελιανή κατηγορία µε αρκετά προβολικά και ενέσιµα αντικείµενα,
και έστω d κάποιος ϕυσικός αριθµός. Υποθέτουµε ότι :

1. suptpdA I | I P obpInj-Aqu ď d.

2. suptidA P | P P obpProj-Aqu ď d.

3. Η πλήρης υποκατηγορία Proj-A της A, είναι αριστερά προσεγγίσιµη στην A.

Τότε

1. KpProj-Aq “ GProj-A.

2. {GProj-A “ A.

Απόδειξη. Κατά δυϊκό τρόπο µε την απόδειξη του Θεωρήµατος (8.2.1), αντικαθιστώντας ωστόσο,
την αβελιανή κατηγορία R-Mod όπου R είναι δακτύλιος n-Gorenstein, µε την αβελιανή κατηγορία
A η οποία πληρεί τις προηγούµενες υποθέσεις. �

Παρατήρηση 8.2.26. ΄Εστω R δακτύλιος µε µονάδα, και υποθέτουµε ότι :

piq suptpdR I | I P obpR-Injqu ď d.

piiq suptidR P | P P obpR-Projqu ď d.



8.2. G-ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΕΙΣ ΠΡΟΤΥΠΩΝ ΥΠΕΡΑΝΩ ∆ΑΚΤΥΛΙΩΝ GORENSTEIN 295

Αν R είναι δεξιά συναφής και αριστερά τέλειος, τότε από το Κεφάλαιο 4, γνωρίζουµε ότι η R-Proj
είναι αριστερά προσεγγίσιµη. Εφαρµόζοντας λοιπόν το Θεώρηµα (8.2.25), παίρνουµε ότι

KpR-Projq “ R-GProj & {R-GProj “ R-Mod .

΄Ετσι, από την ϑεωρία των Auslander-Buchweitz προκύπτει ότι το Ϲεύγος pR-GProj, R-Projă8q
είναι πλήρες συστρεπτικό Ϲεύγος στην R-Mod. Επιπλέον, αν ο δακτύλιος R είναι δεξιά συναφής
και αριστερά τέλειος, τότε ο R ως αριστερό R-πρότυπο είναι καθαρά ενέσιµο, ϐλέπε [42], και
άρα, KR-Proj “ KR, και επιπρόσθετα, η R-GProj είναι κλειστή στα ευθέα όρια. Συνεπώς, το
συστρεπτικό Ϲεύγος pR-GProj, R-Projă8q είναι τέλειο, ως πλήρες και κλειστό συστρεπτικό Ϲεύγος.
Με άλλα λόγια, αν ο R είναι δεξιά συναφής και αριστερά τέλειος δακτύλιος και ικανοποιεί τις
συνθήκες piq και piiq, τότε η κλάση R-GProj είναι ελάχιστα δεξιά προσεγγίσιµη (covering), και η
κλάση R-Projă8 είναι ελάχιστα αριστερά προσεγγίσιµη (enveloping).

Πόρισµα 8.2.27. ΄ΕστωR ένας δακτύλιος n-Gorenstein. Υποθέτουµε ότι οR είναι ένας (αριστερός
και δεξιός) δακτύλιος του Artin. Τότε :

1. {R-GProj “ R-Mod “ ­R-GInj.

2. Τα Ϲεύγη pR-GProj, R-Projă8q και pR-Injă8, R-GInjq είναι τέλεια στην κατηγορία R-Mod.

Απόδειξη. Επειδή ο R είναι δακτύλιος n-Gorenstein, έπεται ότι GpdRM ď n και GidRM ď n
για κάθε αριστερό R-πρότυπο M , καθώς και ότι :

suptpdR I | I P obpR-Injqu ď n & suptidR P | P P obpR-Projqu ď n.

Επιπλέον, έχουµε ότι το Ϲεύγος pR-Injă8, R-GInjq είναι τέλειο συστρεπτικό Ϲεύγος στην R-Mod,
και το Ϲεύγος pR-GProj, R-Projă8q είναι πλήρες συστρεπτικό Ϲεύγος στην R-Mod. Μένει να δεί-
ξουµε λοιπόν ότι το πλήρες συστρεπτικό Ϲεύγος pR-GProj, R-Projă8q είναι τέλειο στην R-Mod.
Η υπόθεση ότι ο δακτύλιος n-Gorenstein R, είναι δακτύλιος του Artin, µας δίνει ιδιαίτερα ότι
ο R είναι δεξιά συναφής και αριστερά τέλειος δακτύλιος. ΄Ετσι χρησιµοποιώντας την Παρατήρη-
ση (8.2.26), παίρνουµε ότι το συστρεπτικό Ϲεύγος pR-GProj, R-Projă8q είναι τέλειο στην R-Mod,
όπως επιθυµούσαµε. �

Ολοκληρώνουµε το παρόν κεφάλαιο, συνοψίζοντας τα αποτελέσµατα της ενότητας αυτής. Εί-
δαµε ότι :

• Αν R είναι δακτύλιος n-Gorenstein, τότε {R-GProj “ R-Mod “ ­R-GInj, και ιδιαίτερα,

GpdRM ď n & GidRM ď n,

για κάθε αριστερό R-πρότυπο M .

• Αν R είναι δακτύλιος n-Gorenstein, τότε η κλάση R-GInj των G-ενέσιµων αριστερών R-
προτύπων είναι ελάχιστα αριστερά προσεγγίσιµη (enveloping), και ελάχιστα δεξιά προσεγ-
γίσιµη (covering).

• Αν R είναι δακτύλιος n-Gorenstein, τότε η κλάση R-GProj των G-προβολικών αριστερών
R-προτύπων είναι δεξιά προσεγγίσιµη (precovering), αλλά όχι εν γένει ελάχιστα δεξιά προ-
σεγγίσιµη.

• Αν R είναι δεξιά συναφής και αριστερά τέλειος, έτσι ώστε

suptpdR I | I P obpR-Injqu ď d & suptidR P | P P obpR-Projqu ď d,

για κάποιον ϕυσικό αριθµό d, τότε η κλάση R-GProj είναι ελάχιστα δεξιά προσεγγίσιµη
(covering).

• Αν R είναι δακτύλιος Gorenstein και δακτύλιος του Artin, τότε η κλάση R-GProj είναι
ελάχιστα δεξιά προσεγγίσιµη, και η κλάση R-GInj είναι ελάχιστα αριστερά προσεγγίσιµη.
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Παράρτηµα Α΄

Ανοιχτά Προβλήµατα Και Εικασίες

Στο παρόν παράρτηµα, παραθέτουµε και αναλύουµε εν συντοµία κάποια ανοιχτά προβλήµατα
και εικασίες τα οποία ανακύπτουν από την εκτεθείσα ϑεωρία και η επίλυση των οποίων ϑα έχει
σηµαντικές συνέπειες στην περαιτέρω ανάπτυξη της Οµολογικής ΄Αλγεβρας Gorenstein σε κατηγο-
ϱίες προτύπων υπεράνω δακτυλίων οι οποίοι δεν είναι απαραίτητα Gorenstein, καθώς και άλλων
συσχετιζόµενων ερευνητικών περιοχών.

1. Για ποιους δακτυλίους R, η κλάση R-GProj είναι (ελάχιστα) δεξιά προσεγγίσιµη ;
´ Είδαµε στο Κεφάλαιο 8 ότι αν ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος του Artin, ή γενικότερα
αριστερά τέλειος και δεξιά συναφής, και ικανοποιεί την ιδιότητα Gorenstein, τότε η κλάση
R-GProj είναι (ελάχιστα) δεξιά προσεγγίσιµη. Είναι ενδιαφέρον να γνωρίζουµε αν για κάθε
δακτύλιο η κλάση R-GProj είναι (ελάχιστα) δεξιά προσεγγίσιµη. Θετική απάντηση σ΄ αυτό
το πρόβληµα οδηγεί στην περαιτέρω ανάπτυξη της Οµολογικής ΄Αλγεβρας Gorenstein σε
κατηγορίες προτύπων υπεράνω τυχόντος δακτυλίου.

2. Για ποιους δακτυλίους R, ισχύει ότι R-GProj “ R-Proj;
´ Αν ο δακτύλιος R έχει πεπερασµένη αριστερή ολική οµολογική διάσταση, τότε όπως
είδαµε ισχύει η ισότητα R-GProj “ R-Proj. Με ϐάση κάποια παραδείγµατα από την Μετα-
ϑετική ΄Αλγεβρα (δακτύλιοι Golod), προκύπτει ότι υπάρχουν δακτύλιοι R άπειρης αριστερής
οµολογικής διάστασης για τους οποίους ισχύει ότι R-GProj “ R-Proj. Αυτοί οι δακτύ-
λιοι προφανώς έχουν πεπερασµένη ολική οµολογική διάσταση αν επιπλέον είναι δακτύλιοι
Gorenstein. Είναι ενδιαφέρον να γνωρίζουµε την δοµή δακτυλίων, άπειρης οµολογικής
διάστασης, για τους οποίους ισχύει η ισότητα R-GProj “ R-Proj, καθώς τότε η Οµολογική
΄Αλγεβρα Gorenstein συµπίπτει µε συνήθη Οµολογική ΄Αλγεβρα.

3. Gorenstein Symmetry Conjecture: Αν ο R είναι δακτύλιος της Noether µε idRR ă 8,
τότε idRRR ă 8; Με άλλα λόγια, αν R είναι ένας δακτύλιος της Noether µε πεπερασµένη
ενέσιµη διάσταση από τη µία πλευρά, τότε είναι ο R δακτύλιος Gorenstein;
´ Το πρόβληµα παραµένει ανοιχτό ακόµα και στην ειδική περίπτωση κατά την οποία ο
δακτύλιοςR είναι µια άλγεβρα πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός (αλγεβρικά κλειστού)
σώµατος. Το ενδιαφέρον για την ισχύ της συνεπαγωγής

idRR ă 8 ùñ idRRR ă 8

προκύπτει µέσα από διασυνδέσεις µε την ϑεωρία τριγώνων των Auslander-Reiten σε παρα-
γόµενες κατηγορίες προτύπων, καθώς και µε άλλες εικασίες οµολογικής ϕύσης στην Θεωρία
Αναπαραστάσεων Αλγεβρών και Οµάδων.
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Παράρτηµα Β΄

Περίληψη - Abstract

Περίληψη. Ο κεντρικός στόχος της παρούσης ∆ιατριβής είναι η παρουσίαση και ανάλυση
σε ϐάθος των κύριων αποτελεσµάτων της σχετικής οµολογικής ϑεωρίας υπεράνω ενός δακτυλίου
η οποία ϐασίζεται στις κλάσεις των Gorenstein-προβολικών και Gorenstein-ενέσιµων προτύπων,
και η οποία είναι γνωστή στις µέρες µας ως Οµολογική ’Αλγεβρα Gorenstein, καθώς και η µελέτη
της δοµής της κατηγορίας προτύπων υπεράνω ενός δακτυλίου ο οποίος ικανοποιεί την ιδιότητα
Gorenstein.

Σ΄ αυτό το πλαίσιο, παρουσιάζουµε τα κύρια στοιχεία της ϑεωρίας προσεγγίσεων προτύπων και
συστρεπτικών Ϲευγών, και αναπτύσσουµε τη ϐασική ϑεωρία σχετικών αναλύσεων και οµολογικών
διαστάσεων προτύπων µε ϐάση τις κλάσεις των Gorenstein-προβολικών και Gorenstein-ενέσιµων
προτύπων. Το ενδιαφέρον µας εστιάζεται στο πρόβληµα ύπαρξης και µοναδικότητας (ελάχιστης)
προσέγγισης προτύπων µε Gorenstein-προβολικά και Gorenstein-ενέσιµα πρότυπα υπεράνω δα-
κτυλίων οι οποίοι ικανοποιούν διάφορες οµολογικές συνθήκες περατότητας. ΄Ενα από τα ϐασικά
εργαλεία τα οποία χρησιµοποιούµε για την αντιµετώπιση του κεντρικού προβλήµατος είναι η ϑε-
ωρία προσέγγισης µέγιστων αντικειµένων Cohen-Macaulay σε µια αβελιανή κατηγορία η οποία
αναπτύχθηκε από τους Auslander-Buchweitz. Τα κεντρικά αποτελέσµατα της διατριβής, µεταξύ
άλλων, πιστοποιούν την ύπαρξη ελάχιστων τέτοιων προσεγγίσεων προτύπων υπεράνω δακτυλίων
Gorenstein.

Abstract. The principal aim of this thesis is to present an in depth analysis of the
main results of a relative homological theory over a ring based on Gorenstein-projective and
Gorenstein-injective modules, and which nowadays is known as Homological Algebra Goren-
stein, as well as the study of the structure of the module category of a ring which satisfies the
Gorenstein condition.

In this context, we present the main elements of the approximation theory of modules
and cotorsion pairs and we develop the basic theory of relative resolutions and homological
dimensions of modules based on the classes of Gorenstein-projective and Gorenstein-injective
modules. We will focus mainly on the problem of existence and uniqueness of minimal left
and right Gorenstein-projective and Gorenstein-injective approximations of modules over rings
satisfying various homological finiteness conditions. One of the key tools we use to address the
main problem is the approximation theory of maximal Cohen-Macaulay objects in an abelian
category developed by Auslander-Buchweitz. The main results of this thesis, among other
things, show the existence of such minimal approximations of modules over rings satisfying
the Gorenstein condition.
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[33] R. Göbel and S.Shelah. Cotorsion theories and splitters. Trans. Amer. Math. Soc, 354
(2000), 5357–5379.
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