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Περιληψη

Θεωρούμε μία αλυσίδα άπειρα αριθμήσιμων το πλήθος σωματιδίων μοναδιαίας μά-
ζας. Η δυναμική συμπεριϕορά των σωματιδίων περιγράϕεται από το ακόλουθο σύστημα
συζευγμένων συνήθων διαϕορικών εξισώσεων δεύτερης τάξης:

q̈n(t) = V ′(qn−1(t)− qn(t))− V ′(qn(t)− qn+1(t)), n ∈ N, (1)

όπου qn(t) ∈ R είναι η μετατόπιση του n-οστού σωματιδίου τη χρονική στιγμή t ∈ R
κατά μήκος του άξονα της αλυσίδας και η τελεία (̇) δηλώνει διαϕόριση ως προς το χρόνο.
Το δυναμικό V της δύναμης αλληλεπίδρασης μεταξύ των γειτονικών σωματιδίων είναι
μία κυρτή και λεία συνάρτηση.

Για το παραπάνω σύστημα θα αποδείξουμε την ύπαρξη λείων λύσεων της μορϕής
οδεύοντος κύματος

qn(t) = q(ωt− κn) + βt− αn,

όπου q : R → R είναι μία περιοδική συνάρτηση τέτοια ώστε q(z) = q(z + 1) ∀ z ∈ R,
δηλαδή η περίοδος είναι κανονικοποιημένη και ίση με 1, ω ∈ R είναι η συχνότητα
κύματος, κ ∈ (0, 12 ] είναι ο κυματαριθμός, α ∈ R είναι η μέση απόσταση των σωματιδίων
και β ∈ R είναι μία αυθαίρετη παράμετρος. Παρουσιάζουμε δύο αποδείξεις. Στην πρώτη
θα χρησιμοποιήσουμε τη Μέθοδο Λογισμού Μεταβολών της Συναρτησιακής Ανάλυσης
και στη δεύτερη θα στηριχθούμε σε τοπολογικές μεθόδους, συγκεκριμένα στο δείκτη
σταθερού σημείου.

΄Επειτα, στηριζόμενοι σε τεχνικές διατάραξης, θα περιγράψουμε τη μορϕή των ο-
δευόντων κυμάτων και θα βρούμε την ασθενώς μη-γραμμική σχέση διασποράς για κύ-
ματα μικρού πλάτους. Τέλος, για κύματα μεγάλου πλάτους, θα εϕαρμόσουμε τη μέθοδο
Whitham προκειμένου να βρούμε τις εξισώσεις διαμόρϕωσης για τις παραμέτρους κύ-
ματος α, β, κ και ω ως συναρτήσεις των μακροσκοπικών μεταβλητών του χώρου και
του χρόνου X = ϵn, T = ϵt, 0 < ϵ ≪ 1. Μέσω της θεωρίας διαμόρϕωσης μεταβαίνουμε
από το μικροσκοπικό σύστημα συνήθων διαϕορικών εξισώσεων (1) σε ένα μακροσκο-
πικό σύστημα μερικών διαϕορικών εξισώσεων, το οποίο περιγράϕει τη δυναμική των
παραμέτρων.

Η εργασία κλείνει με την παρουσίαση μιας εϕαρμογής, του κρουστικού προβλήματος
για αλυσίδες σωματιδίων, η οποία αποτέλεσε ένα από τα κίνητρα για την προηγούμενη
ανάλυση.

Η εργασία στηρίζεται στο μεγαλύτερό της μέρος στην πρωτότυπη εργασία των Filip
και Βενακίδη [11].
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Abstract

We consider a chain of countably infinite particles of unit mass. The dynamics
of the particles is described by the following system of coupled ordinary differential
equations

q̈n(t) = V ′(qn−1(t)− qn(t))− V ′(qn(t)− qn+1(t)), n ∈ N, (2)

where qn(t) ∈ R is the displacement of the n-th particle along the chain axis at time
t ∈ R, and where the dot (̇) denotes derivation with respect to time. The potential
V of the interaction force between neighboring particles is a smooth and convex
function.

For this system we show the existence of smooth solutions of the form of traveling
waves

qn(t) = q(ωt− κn) + βt− αn,

where q : R → R is a periodic function such that q(z) = q(z + 1) ∀ z ∈ R, i.e., the
period is normalized and equal to 1, ω ∈ R is the frequency of the wave, κ ∈ (0, 12 ]
is the wave number, α ∈ R is the mean distance between particles, and β ∈ R
is an arbitrary constant. We present two proofs: the first one uses the Calculus
of Variations of Functional Analysis, while the second one is based on topological
methods, more precisely on the fixed point index.

Subsequently, we describe with the help of perturbation techniques the form of
the traveling waves and the weakly-nonlinear dispersion relation for waves of small
amplitude . Finally, for waves of arbitrary amplitude, we apply Whitham’s method
in order to derive the modulation equations for the wave parameters α, β, κ and
ω as functions of the macroscopic variables of space and time X = ϵn, T = ϵt,
0 < ϵ ≪ 1. By use of modulation theory we pass from the microscopic system
of ordinary differential equations (2) to a macroscopic system of partial differential
equations which describes the dynamics of the wave parameters.

This work is completed with the presentation of an application, the shock problem
for particle chains, which constituted one of the motivations for the previous analysis.

The thesis relies on its biggest part on the original work of Filip and Venakides
[11].
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ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ1
Εισαγωγη

Η παρούσα μεταπτυχιακή διατριβή πραγματεύεται τη διάδοση οδευόντων κυμάτων
σε ένα διακριτό, μη-γραμμικό μονοδιάστατο μέσο. Πιο συγκεκριμένα, χρησιμοποιούμε
ως μοντέλο μία αλυσίδα άπειρα αριθμήσιμων το πλήθος πανομοιότυπων σωματιδίων
μοναδιαίας μάζας, η δυναμική συμπεριϕορά του οποίου δίνεται από ένα άπειρα αριθμήσιμο
σύστημα συζευγμένων συνήθων διαϕορικών εξισώσεων, το οποίο υπαγορεύεται από τον
δεύτερο νόμο κίνησης του Newton. Αν V : R → R είναι το δυναμικό, τα σωματίδια
κινούνται σύμϕωνα με τις αλληλεπιδράσεις του πλησιέστερου γείτονα υπό την επίδραση
του δυναμικού και η αλυσίδα σωματιδίων έχει την ακόλουθη μορϕή:

q̈n(t) = V ′(qn−1(t)− qn(t))− V ′(qn(t)− qn+1(t)), n ∈ N. (1.1)

Εδώ qn(t) ∈ R είναι η μετατόπιση του n-οστού σωματιδίου τη χρονική στιγμή t ∈ R
κατά μήκος του άξονα της αλυσίδας και η τελεία (̇) δηλώνει διαϕόριση ως προς το χρό-
νο. Υποθέτουμε στην εργασία αυτή ότι το δυναμικό V της δύναμης αλληλεπίδρασης
μεταξύ γειτονικών σωματιδίων είναι μια κυρτή και λεία συνάρτηση, δηλαδή V ∈ C∞(R)
και V ′′(α) > 0 ∀ α ∈ R. Για ειδικές περιπτώσεις δυναμικού, το παραπάνω σύστημα
είναι γνωστό ως πλήρως ολοκληρώσιμο (βλ. Κεϕάλαιο 5). Για παράδειγμα, εκτός από το
αρμονικό δυναμικό V (x) = x2

2 που οδηγεί σε ένα γραμμικό σύστημα, το δυναμικό Toda
V (x) = e−x+x−1 καθιστά την (1.1) ολοκληρώσιμο σύστημα, δηλαδή, τελείως γενικά,
ένα σύστημα ειδικής μορϕής για την μελέτη του οποίου μπορούν να χρησιμοποιηθούν
ειδικά προσαρμοσμένες σε αυτό τεχνικές. Εδώ, η μόνη μας απαίτηση είναι το δυναμικό
να είναι μια κυρτή και λεία συνάρτηση. Ενώ η υπόθεση ότι είναι λεία συνάρτηση είναι
τεχνική, η κυρτότητα είναι θεμελιώδης, καθώς συνεπάγεται ότι όσο η απόσταση μεταξύ
των σωματιδίων αυξάνεται, τόσο η δύναμη που ασκείται σε αυτά τα εξαναγκάζει περισ-
σότερο στο να πλησιάσουν το ένα το άλλο. Αυτό αποτελεί γενίκευση των ιδιοτήτων
του (γραμμικού) νόμου του Hooke, σύμϕωνα με τον οποίο η δύναμη που ασκείται για
την συμπίεση ή την επιμήκυνση κατά μια απόσταση x ενός ελατηρίου είναι γραμμική ως
προς την απόσταση και οδηγεί στην ευστάθεια των λύσεων του συστήματος.

Για το σύστημα Σ.Δ.Ε. (1.1) θα αποδείξουμε καταρχήν στο Κεϕάλαιο 2 την ύπαρξη
λείων και περιοδικών λύσεων οδεύοντος κύματος της μορϕής:

qn(t) = q(ωt− κn) + βt− αn,

όπου q : R → R είναι περιοδική συνάρτηση τέτοια ώστε q(z) = q(z+1) ∀ z ∈ R (δηλαδή
η περίοδος είναι κανονικοποιημένη και ίση με 1), ω ∈ R είναι η συχνότητα κύματος,
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Κεϕάλαιο 1

κ ∈ (0, 12 ] είναι ο κυματαριθμός, ο οποίος είναι αντιστρόϕως ανάλογος του μήκους
κύματος, α ∈ R είναι η μέση απόσταση των σωματιδίων και β ∈ R είναι μια σταθερά
που μπορεί να επιλεγεί ως αυθαίρετη παράμετρος και η οποία δηλώνει ότι η αλυσίδα
μεταϕέρεται ως έχει με ταχύτητα β. Στο Κεϕάλαιο 2 θα ασχοληθούμε με την αυστηρά
μαθηματική απόδειξη μιας τριπαραμετρικής οικογένειας λύσεων με παραμέτρους (α, κ, ω)
σε δύο διαϕορετικούς χώρους συναρτήσεων και με δύο διαϕορετικές μεθόδους. Πιο
συγκεκριμένα, στην πρώτη ενότητα χρησιμοποιούμε τη Μέθοδο Λογισμού Μεταβολών
της Συναρτησιακής Ανάλυσης και στη δεύτερη στηριζόμαστε σε τοπολογικές μεθόδους
και συγκεκριμένα στο δείκτη σταθερού σημείου. Σημειώνουμε ότι η μέθοδος του δείκτη
σταθερού σημείου μας παρέχει περισσότερες πληροϕορίες αναϕορικά με τη μορϕή των
λύσεων, δηλαδή σχετικά με τη μορϕή του κύματος.

Η ύπαρξη κυμάτων ειδικής μορϕής έχει μελετηθεί και αλλού. Πιο συγκεκριμένα, οι
Friesecke καιWattis στην εργασία τους [12], απέδειξαν το 1994 την ύπαρξη σολιτονοει-
δών κυμάτων (solitary waves) όπου κ = 0, δηλαδή το μήκος του κύματος είναι άπειρο.
Επίσης, μία κατασκευαστική απόδειξη ύπαρξης οδευόντων κυμάτων μικρού πλάτους (ή
ισοδύναμα μικρής ενέργειας) μη-ολοκληρώσιμης αλυσίδας παρουσιάστηκε το 1995 από
τους Deift, Kriecherbauer και Βενακίδη [5]. Η γενική περίπτωση ύπαρξης οδευόντων
κυμάτων μελετήθηκε στην εργασία [11] των Filip και Βενακίδη, τα αποτελέσματα της
οποίας παρουσιάζει η παρούσα διατριβή. Ακόμα, στο [13] ο Herrmann ενοποίησε το
2010 τις εργασίες [11] και [12], απλοποίησε σε σημαντικό βαθμό τις αποδείξεις τους,
και εξειδίκευσε τα σχετικά αποτελέσματα.

Στο Κεϕάλαιο 3, εϕαρμόζουμε τεχνικές διαταραχών (perturbation methods) ή αλ-
λιώς τη μέθοδο πολλαπλών κλιμάκων, προκειμένου να περιγράψουμε τη μορϕή των
οδευόντων κυμάτων μικρού πλάτους και τη σχέση διασποράς ως μη γραμμικές διορθώ-
σεις των αντίστοιχων του γραμμικοποιημένου προβλήματος. Οι μέθοδοι διαταραχών
ουσιαστικά είναι απλώς μία εϕαρμογή του Θεωρήματος του Taylor σε πιο πολύπλοκα
συστήματα.

Η μέθοδος των διαταραχών που παρουσιάζουμε στο Κεϕάλαιο 3 δίνει μια ικανοποι-
ητική περιγραϕή των λύσεων μη γραμμικών εξισώσεων για κύματα διασποράς1, όπως
είναι η (1.1), όταν το πλάτος του κύματος είναι μικρό, καθώς οι λύσεις του μη γραμμι-
κού προβλήματος βρίσκονται κοντά στις λύσεις του γραμμικοποιημένου προβλήματος.
Για τον λόγο αυτό τα αντίστοιχα μη γραμμικά προβλήματα, ονομάζονται — ως προ-
σεγγίσεις γραμμικών προβλημάτων — ασθενώς μη γραμμικά (weakly nonlinear). Αν
θέλουμε να πούμε κάτι για τα πλήρως μη γραμμικά (fully nonlinear) προβλήματα, οι
μέθοδοι διαταταραχών δεν επαρκούν.

Στο Κεϕάλαιο 4 εισάγουμε μια νέα έννοια, αυτή του διαμορϕωμένου οδεύοντος κύ-
ματος (modulated traveling wave). Η θεωρία των διαμορϕωμένων οδευόντων κυμάτων
προάχθηκε κυρίως από τον G. B. Whitham τη δεκαετία του 60 και είναι η κατάλληλη
θεωρία για την περιγραϕή πλήρως μη γραμμικών εξισώσεων κυμάτων διασποράς, όπου
δηλαδή δεν θεωρούμε τις μη γραμμικές λύσεις ως προσεγγίσεις του γραμμικοποιημέ-
νου προβλήματος. Η θεωρία χρησιμοποιεί ως εργαλείο τον Λογισμό Μεταβολών, όπως

1Κύματα διασποράς είναι αυτά όπου η ταχύτητα ϕάσης ω(κ)
κ
διαϕέρει από την ταχύτητα ομάδας

ω′(κ).
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Κεϕάλαιο 1

αυτός εισήχθη καταρχήν στην Κλασική Μηχανική και του οποίου το αντίστοιχο στη
Συναρτησιακή Ανάλυση είναι η εύρεση σημείων ακροτάτων ενός μη γραμμικού συναρ-
τησοειδούς σε έναν κατάλληλο χώρο Banach. Η ιδέα είναι ότι έχοντας ένα (περιοδικό)
οδεύον κύμα μιας μη γραμμικής εξίσωσης με κάποιες παραμέτρους, τότε αν αυτές οι
παράμετροι μεταβληθούν μακροσκοπικά στο χώρο και στο χρόνο θα έχουμε πάλι μια
λύση της μη γραμμικής εξίσωσης κύματος, η οποία θα προσεγγίζει το οδεύον κύμα. Με
τον όρο ≪μακροσκοπικά≫ εννοούμε ότι οι κλίμακες στις οποίες συντελούνται οι με-
ταβολές των παραμέτρων είναι πολύ μεγαλύτερες από την κλίμακα μιας περιόδου. Στην
περίπτωσή μας αυτό εκϕράζεται εισάγοντας τις μακροσκοπικές μεταβλητές του χώρου
και του χρόνου

X = ϵn, T = ϵt, όπου 0 < ϵ ≪ 1.

Επομένως, μέσω της θεωρίας διαμόρϕωσης μεταβαίνουμε από ένα μικροσκοπικό σύστη-
μα συνήθων διαϕορικών εξισώσεων σε ένα μακροσκοπικό σύστημα μερικών διαϕορικών
εξισώσεων. Πλέον τα διαμορϕωμένα οδεύοντα κύματα είναι προσεγγιστικές λύσεις του
(1.1) και είναι της μορϕής:

qn(t) =
1

ϵ
Ψ(X,T ) + q̃

(1
ϵ
Θ(X,T )

)
+O(ϵ),

όπου η q̃ είναι μία περιοδική συνάρτηση με κανονικοποιημένη περίοδο ίση με 1 και οι λείες
συναρτήσεις Ψ και Θ είναι η διαμορϕωμένη θέση και ϕάση αντίστοιχα. Οι παράμετροι
των διαμορϕωμένων κυμάτων είναι πεδία που εξαρτώνται από τις μεταβλητές (X,T ) και
καθορίζονται από τις συναρτήσεις Ψ και Θ μέσω των σχέσεων:

ω(X,T ) = ΘT (X,T ), κ(X,T ) = −ΘX(X,T ),

β(X,T ) = ΨT (X,T ), α(X,T ) = −ΨX(X,T ).

Προκειμένου να βρούμε τις εξισώσεις διαμόρϕωσης εϕαρμόζουμε τη μέθοδο Whitham,
η οποία όπως είπαμε είναι ουσιαστικά μια μέθοδος Λογισμού Μεταβολών, και αποδει-
κνύουμε ότι αυτές δίνονται από το παρακάτω συντηρητικό σύστημα:

M∂X


α
β
κ
ω

+N∂T


α
β
κ
ω

 = 0,

όπου οι πίνακες

M =


V ′′(α)− Fαα 0 −Fακ 0

0 1 0 0
−Fακ 0 −Fκκ 0
0 0 0 Fωω


και

N =


0 1 Fαω 0
1 0 0 0

Fαω 0 2Fωk Fωω

0 0 Fωω 0


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Κεϕάλαιο 1

είναι πραγματικοί και συμμετρικοί. Οι εξισώσεις διαμόρϕωσης περιγράϕουν την μα-
κροσκοπική εξέλιξη των παραμέτρων οδευόντων κυμάτων (ω, κ, β, α). Ωστόσο μέχρι
σήμερα η θεωρία διαμόρϕωσης για αλυσίδες σωματιδίων δεν είναι πλήρως κατανοημένη
και παραμένουν πολλά ανοικτά ερωτήματα, τα οποία αποτελούν ισχυρό κίνητρο για αριθ-
μητικά πειράματα. Το βασικότερο ανοικτό ερώτημα είναι η έλλειψη αυστηρής μαθημα-
τικής τεκμηρίωσης για γενικά κυρτά και λεία δυναμικά V . Για αυστηρές δικαιολογήσεις
ειδικών δυναμικών, βλ. [7], [8], [9] και [13].

Τέλος, το Κεϕάλαιο 5 δίνει μια εϕαρμογή όλων των προηγουμένων. Το κεϕάλαιο
αυτό θα μπορούσε να είναι και το πρώτο στη σειρά καθώς η συγκεκριμένη εϕαρμογή,
το κρουστικό πρόβλημα (shock-problem) για την αλυσίδα σωματιδίων (1.1), αποτέλεσε
και το κίνητρο για την εργασία [11] της Anne-Marie Filip και του Στέϕανου Βενακίδη,
στην οποία στηρίζεται η παρούσα μεταπτυχιακή διατριβή. Στο πρόβλημα αυτό στόχος
είναι η περιγραϕή της χρονικά ασυμπτωτικής συμπεριϕοράς (t → ∞) των κυμάτων της
αλυσίδας (1.1), όταν αυτή πιέζεται από ένα έμβολο (όπως περίπου πιέζει ένα έμβολο
το υγρό μέσα σε μια σύριγγα). Μετά από αρκετές σχετικές προγενέστερες εργασίες
που αναλύουν το πρόβλημα για ένα συγκεκριμένο V , το οποίο καθιστά την αλυσίδα
ένα ολοκληρώσιμο σύστημα, και πληθώρα αριθμητικών πειραμάτων, οι συγγραϕείς θέ-
λησαν να αναλύσουν το συγκεκριμένο πρόβλημα για γενικές αλυσίδες, όπου υποθέτουν
μόνο ότι το V είναι κυρτό. Η ανάλυση της ειδικής περίπτωσης δείχνει ότι η καλύτε-
ρη περιγραϕή των κυμάτων δίνεται ασυμπτωτικά στην κρίσιμη περιοχή του κρουστικού
κύματος από ένα διαμορϕωμένο οδεύον κύμα. Για το λόγο αυτό απέδειξαν καταρχήν
την ύπαρξη οδευόντων κυμάτων (Κεϕάλαιο 2 της παρούσας εργασίας), μελέτησαν την
μορϕή των λύσεων για κύματα μικρού πλάτους (Κεϕάλαιο 3) και εξήγαγαν τις εξισώσεις
διαμόρϕωσης τουWhitham (Κεϕάλαιο 4). Στο κρουστικό πρόβλημα και για t → ∞ οι
λύσεις έχουν αυτοόμοια (self-similar) συμπεριϕορά, δηλαδή εξαρτώνται από την μετα-
βλητή ξ = n

t = X
T . Συνεπώς, αυτό που ενδιαϕέρει είναι οι εξισώσεις του Whitham σε

αυτήν την περίπτωση (Κεϕάλαιο 4). Τις εξισώσεις αυτές οι συγκεκριμένοι συγγραϕείς
τις ανέλυσαν αριθμητικά, και χρησιμοποιούν τα αποτελέσματα αυτής της ανάλυσης για
να ερμηνεύσουν την διαϕορετική συμπεριϕορά της αλυσίδας για διαϕορετικές ταχύτητες
του εμβόλου. Παρόλα αυτά, στη γενική του μορϕή, το κρουστικό πρόβλημα παραμένει
ακόμα από αναλυτικής άποψης σε πολλά σημεία ανοικτό. Μια λεπτομερής περιγραϕή
του προβλήματος, της πορείας των αποτελεσμάτων, τουλάχιστον μέχρι την εργασία [11],
αλλά και του κινήτρου για την μελέτη αλυσίδων σωματιδίων γενικότερα, θα βρει ο α-
ναγνώστης στην εισαγωγή του Κεϕαλαίου 5, το οποίο και ολοκληρώνει την παρούσα
εργασία.

Θα θέλαμε να κλείσουμε τη μικρή αυτή εισαγωγή, αναϕέροντας ότι για δυναμικά

V (x) =
1

2
x2 + α

1

3
x3 + β

1

4
x4, α, β > 0,

η αλυσίδα σωματιδίων (1.1) ονομάζεται αλυσίδα των Fermi-Pasta-Ulam (FPU chain)
— ή όπως προτάθηκε από κάποιον (βλ. [10]) αλυσίδα Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou —-
και μελετήθηκε αριθμητικά από τους ονομαζόμενους το 1955 στο Los Alamos National
Laboratory στο Νέο Μεξικό των Η.Π.Α., οδηγώντας σε απρόσμενα αποτελέσματα, τα
οποία είχαν μια σημαντικότατη συνεισϕορά στη θεωρία των μη γραμμικών κυμάτων. Για
μια εκλαϊκευμένη και ενδιαϕέρουσα αϕήγηση παραπέμπουμε τον αναγνώστη στο [17].
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ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ2
Υπαρξη οδευοντων κυματων σε
αλυσιδες σωματιδιων

Θεωρούμε μία αλυσίδα άπειρα αριθμήσιμων το πλήθος σωματιδίων μοναδιαίας μάζας
γειτονικά σωματίδια της οποίας αλληλεπιδρούν μεταξύ τους σύμϕωνα με τον Νόμο του
Hooke. Η δυναμική συμπεριϕορά των σωματιδίων υπαγορεύεται από τον δεύτερο νόμο
του Newton και περιγράϕεται μαθηματικά από το ακόλουθο άπειρα αριθμήσιμο σύστημα
συζευγμένων συνήθων διαϕορικών εξισώσεων:

q̈n(t) = V ′(qn−1(t)− qn(t))− V ′(qn(t)− qn+1(t)), n ∈ N, (2.1)

όπου qn(t) ∈ R είναι η μετατόπιση του n-οστού σωματιδίου τη χρονική στιγμή t ∈ R
κατά μήκος του άξονα της αλυσίδας και η τελεία (̇) δηλώνει διαϕόριση ως προς το
χρόνο. Υποθέτουμε ότι το δυναμικό V της δύναμης αλληλεπίδρασης μεταξύ γειτονικών
σωματιδίων είναι μια κυρτή και λεία συνάρτηση. Για το Σ.Δ.Ε. (2.1) θα αποδείξουμε
την ύπαρξη λείων και περιοδικών λύσεων οδεύοντος κύματος της μορϕής:

qn(t) = q(ωt− κn) + βt− αn, (2.2)

όπου q : R → R είναι περιοδική συνάρτηση τέτοια ώστε q(z) = q(z + 1) ∀ z ∈ R
(δηλαδή η περίοδος είναι κανονικοποιημένη και ίση με 1), ω ∈ R είναι η συχνότητα
κύματος, κ ∈ (0, 12 ] είναι ο κυματαριθμός, ο οποίος είναι αντιστρόϕως ανάλογος του
μήκους κύματος, α ∈ R είναι η μέση απόσταση των σωματιδίων και β ∈ R είναι μία
αυθαίρετη παράμετρος.

Αντικαθιστώντας τον τύπο (2.2) στην εξίσωση (2.1) και θέτοντας z = ωt − κn
προκύπτει ότι:

qn−1(t) = q(ωt− κn+ κ) + βt− αn+ α,

qn+1(t) = q(ωt− κn− κ) + βt− αn− α,

qn−1(t)− qn(t) = q(ωt− κn+ κ)− q(ωt− κn) + α

= q(z + κ)− q(z) + α,

qn(t)− qn+1(t) = q(ωt− κn)− q(ωt− κn− κ) + α

= q(z)− q(z − κ) + α.

Επομένως για λύσεις της μορϕής (2.2) η (2.1) γίνεται

ω2q′′(z) = V ′(q(z + κ)− q(z) + α)− V ′(q(z)− q(z − κ) + α), (2.3)
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Κεϕάλαιο 2

η οποία θέτοντας r(z) := q′(z) γράϕεται ισοδύναμα

ω2r′(z) = V ′
[(

α+

∫ z+κ

z
r(z′)dz′

)]
− V ′

[(
α+

∫ z

z−κ
r(z′)dz′

)]
. (2.4)

Για λόγους απλοποίησης της τελευταίας θέτουμε g(z) = V ′
(
α+

∫ z+κ
2

z−κ
2
r(z′)dz′

)
και η (2.4) παίρνει τη μορϕή:

ω2r′(z) = g
(
z +

κ

2

)
− g

(
z − κ

2

)
. (2.5)

Ολοκληρώνοντας την εξίσωση (2.5) ως προς z προκύπτει ότι:

ω2r(z) = C(r) +

∫ z+κ
2

z−κ
2

g(z′)dz′, (2.6)

δηλαδή αναπτυγμένα

ω2r(z) = C(r) +

∫ z+κ
2

z−κ
2

V ′

(
α+

∫ z′+κ
2

z′−κ
2

r(z′′)dz′′

)
dz′, (2.7)

όπου η σταθερά ολοκλήρωσης ισούται με:

C(r) = −
∫ 1

2

− 1
2

∫ z+κ
2

z−κ
2

V ′

(
α+

∫ z′+κ
2

z′−κ
2

r(z′′)dz′′

)
dz′dz (2.8)

και έχει επιλεγεί έτσι ώστε η συνάρτηση r να έχει μέση τιμή 0 στο διάστημα μίας
περιόδου, όπως προκύπτει αν ολοκληρώσουμε την εξίσωση (2.7).

Προκειμένου να έχουμε μία πιο συμπαγή μορϕή της εξίσωσης (2.7), θα ορίσουμε
τους παρακάτω τελεστές, των οποίων τα πεδία ορισμού και τιμών θα προσδιοριστούν
στη συνέχεια ανάλογα με την μέθοδο που θα χρησιμοποιήσουμε:

Ar(z) :=

∫ z+κ
2

z−κ
2

r(z′)dz′ (2.9)

και
Tr(z) := C(r) +AV ′(α+Ar(z)) (2.10)

με

C(r) := −
∫ 1

2

− 1
2

AV ′(α+Ar(z))dz,

όπου στα επόμενα προϋποθέτουμε ότι κ ∈ (0, 12 ].

Παρατήρηση 2.0.1. Οι τελεστές A και T που ορίσαμε παραπάνω εξαρτώνται από
τον κυματαριθμό κ.

΄Αρα ως τώρα και σε καθαρά υπολογιστικό επίπεδο (formally), δηλαδή χωρίς αυστηρή
δικαιολόγηση και εξέταση του καλά ορισμένου των παραπάνω μαθηματικών αντικειμέ-
νων, έχουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα:
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Κεϕάλαιο 2 2.1. Μέθοδος λογισμού μεταβολών

Θεώρημα 2.0.2. Για λύσεις της μορϕής (2.2) το Σ.Δ.Ε. (2.1) είναι ισοδύναμο με το
μη-γραμμικό πρόβλημα ιδιοτιμών

Tr = ω2r, (2.11)

όπου T είναι ο τελεστής που δίνεται από τη σχέση (2.10).

Τονίζουμε ότι η εξίσωση (2.11) προέκυψε εισάγοντας τους συμβολισμούς (2.9) και
(2.10) στην εξίσωση (2.7).

Στο υπόλοιπο του Κεϕαλαίου 2 θα ασχοληθούμε με την (μαθηματικά αυστηρή) από-
δειξη της ύπαρξης μιας τριπαραμετρικής οικογένειας λύσεων με παραμέτρους (α, κ, ω) σε
δύο διαϕορετικούς χώρους συναρτήσεων και με δύο διαϕορετικές μεθόδους. Πιο συγ-
κεκριμένα στην Ενότητα 2.1 θα χρησιμοποιήσουμε την Μέθοδο Λογισμού Μεταβολών
της Συναρτησιακής Ανάλυσης και ο χώρος των λύσεων είναι ο

R :=

{
r : R → R : r|(− 1

2
, 1
2
) ∈ L2

((
−1

2 ,
1
2

))
, r(z) = r(z + 1),

r(z) = r(−z) σ.π.,

∫ 1
2

− 1
2

r(z)dz = 0

}
,

όπου με ῾῾σ.π.᾿᾿ εννοούμε ῾῾σχεδόν παντού ως προς το μέτρο Lebesgue᾿᾿, και όπου όλα
τα ολοκληρώματα εδώ και στα επόμενα νοούνται κατά Lebesgue.

Στην Ενότητα 2.2, θα χρησιμοποιήσουμε τις ιδιότητες του δείκτη σταθερού σημείου
και ο χώρος θα είναι ο

X :=

{
r : R → R : r|(− 1

2
, 1
2
) ∈ L1

((
−1

2 ,
1
2

))
, r(z) = r(z + 1),

r(z) = r(−z) σ.π.,

∫ 1
2

− 1
2

r(z)dz = 0

}
.

Να σημειωθεί ότι ο χώρος X περιέχει περισσότερες πληροϕορίες σχετικά με τη μορϕή
των λύσεων.

2.1 Μέθοδος λογισμού μεταβολών

Ο R, εϕοδιασμένος με το εσωτερικό γινόμενο

⟨r, h⟩ :=
∫ 1

2

− 1
2

r(z)h(z)dz, r, h ∈ R,

είναι χώρος Hilbert ως κλειστός υπόχωρος του

L2 := L2
per

((
−1

2 ,
1
2

))
=
{
r : R → R : r|(− 1

2
, 1
2
) ∈ L2

((
−1

2 ,
1
2

))
, r(z) = r(z + 1) σ.π.

}
,
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Κεϕάλαιο 2 2.1. Μέθοδος λογισμού μεταβολών

ο οποίος είναι ισομετρικά ισόμορϕος με τον χώρο L2
((
−1

2 ,
1
2

))
.1 Η κλειστότητα προ-

κύπτει ως εξής: Αν (rn) ⊂ R με rn → r ∈ L2, τότε υπάρχει μια υπακολουθία (rkn)
με rkn → r σχεδόν παντού στο (−1

2 ,
1
2) (βλ. π.χ. [24, Προτάσεις 8.15 και 11.19]).

Συνεπώς, αν οι rn είναι άρτιες, τότε και η r θα είναι άρτια. Επίσης, σύμϕωνα με την
ανισότητα Hölder (ή Cauchy-Schwarz),∣∣∣∣∣

∫ 1
2

− 1
2

r(z)dz

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ 1

2

− 1
2

r(z)dz −
∫ 1

2

− 1
2

rn(z)dz

∣∣∣∣∣ ≤ ∥rn − r∥2 → 0,

όπου ∥r∥2 =
√

⟨r, r⟩ η νόρμα των χώρων L2 και R.

Θεώρημα 2.1.1. Για οποιαδήποτε τριάδα α, κ, s παραμέτρων του κύματος με 0 <
κ < 1

2 , κ /∈ Q, και 0 < s < ∞ υπάρχει μία 1-περιοδική και λεία συνάρτηση στη σϕαίρα
Σs = {r ∈ R : ∥r∥2 = s} και ένας αριθμός ω2 > 0 που ικανοποιεί την εξίσωση (2.11),
δηλαδή το μη-γραμμικό πρόβλημα ιδιοτιμών Tr = ω2r, όπου ο τελεστής T ορίστηκε
παραπάνω από τη σχέση (2.10). Το πρόβλημα (2.11) είναι ισοδύναμο του αρχικού μας
προβλήματος (2.1), με r = q′.

Η απόδειξη του παραπάνω Θεωρήματος 2.1.1 θα δοθεί σταδιακά χρησιμοποιώντας
τα παρακάτω λήμματα. Αναϕέρουμε καταρχήν κάποιες ιδιότητες του τελεστή A, όπως
αυτός ορίστηκε μέσω της (2.9).

Λήμμα 2.1.2. Ο τελεστής A : R → R είναι γραμμικός, συμπαγής, αυτοσυζυγής με
A(R) ⊂ C(R) και ικανοποιεί τη σχέση:

|Ar(z)| ≤
√
κ∥r∥2, ∀ z ∈ R, ∀ r ∈ R.

Απόδειξη. Καταρχήν θα δείξουμε ότι ο A : R → R είναι καλά ορισμένος.

Για κάθε r ∈ L2 και για κάθε z ∈ R, έχουμε:

|Ar(z)| =

∣∣∣∣∣
∫ z+κ

2

z−κ
2

1 r(z′)dz′

∣∣∣∣∣
≤
(∫ z+κ

2

z−κ
2

|r(z′)|2dz′
) 1

2
(∫ z+κ

2

z−κ
2

12dz′
) 1

2

(όπου χρησιμοποιήσαμε την ανισότητα Hölder)

≤ ∥r∥2
(
[z′]

z+κ
2

z−κ
2

) 1
2

≤
√
κ∥r∥2,

από το οποίο προκύπτει ότι (Ar)|(− 1
2
, 1
2
) ∈ L2

((
−1

2 ,
1
2

))
, αϕού

∥Ar∥22 =
∫ 1

2

− 1
2

(
Ar(z)

)2
dz ≤ κ∥r∥22. (2.12)

1Εδώ βέβαια ταυτίζουμε κάθε συνάρτηση του χώρου αυτού με την κλάση ισοδυναμίας των συναρ-
τήσεων που είναι σχεδόν παντού ίσες με αυτή.
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Κεϕάλαιο 2 2.1. Μέθοδος λογισμού μεταβολών

Ανάλογα προκύπτει και η συνέχεια της Ar για r ∈ L2, αϕού για κάθε z1 ≥ z2 με
|z1 − z2| < 1 έχουμε:

|Ar(z1)−Ar(z2)| =

∣∣∣∣∣
∫ z1+

κ
2

z1−κ
2

r(ζ)dζ −
∫ z2+

κ
2

z2−κ
2

r(ζ)dζ

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫ z1+

κ
2

z2+
κ
2

r(ζ)dζ −
∫ z1−κ

2

z2−κ
2

r(ζ)dζ

∣∣∣∣∣
≤

∫ z1+
κ
2

z2+
κ
2

|r(ζ)dζ|+
∫ z1−κ

2

z2−κ
2

|r(ζ)dζ|

≤ 2
√

|z1 − z2|∥r∥2.

Επίσης, για κάθε άρτια r ∈ L2 η Ar είναι 1−περιοδική και άρτια, αϕού για κάθε
z ∈ R έχουμε:

Ar(z + 1) =

∫ z+1+κ
2

z+1−κ
2

r(ζ)dζ

=

∫ z+κ
2

z−κ
2

r(ζ ′ + 1)dζ ′

= Ar(z),

όπου θέσαμε ζ ′ := ζ − 1, και επίσης

Ar(−z) =

∫ −z+κ
2

−z−κ
2

r(ζ)dζ

= −
∫ z−κ

2

z+κ
2

r(−ζ ′)dζ ′

=

∫ z+κ
2

z−κ
2

r(ζ ′)dζ ′

= Ar(z),

όπου θέσαμε ζ ′ := −ζ.

Ο A : L2 → L2 όμως είναι και γραμμικός,2 και άρα, σύμϕωνα με τα προηγούμενα,
ένας ϕραγμένος γραμμικός τελεστής. Πράγματι, έστω r, q ∈ L2 τότε ∀ z ∈ R

2Για λόγους απλούστευσης χρησιμοποιούμε καταχρηστικά το ίδιο σύμβολο για τον τελεστή A :
L2 → L2, που ορίζεται μέσω της (2.9), όπως και για τον περιορισμό του A : R → R, τον οποίο θα
χρησιμοποιήσουμε στα επόμενα.
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Κεϕάλαιο 2 2.1. Μέθοδος λογισμού μεταβολών

A(r + q)(z) =

∫ z+κ
2

z−κ
2

(r + q)(z′)dz′

=

∫ z+κ
2

z−κ
2

(
r(z′) + q(z′)

)
dz′

=

∫ z+κ
2

z−κ
2

r(z′)dz′ +

∫ z+κ
2

z−κ
2

q(z′)dz′

= Ar(z) +Aq(z).

Επίσης, έστω r ∈ L2 και λ ∈ R τότε ∀ z ∈ R

A(λr)(z) =

∫ z+κ
2

z−κ
2

(λr)(z′)dz′

=

∫ z+κ
2

z−κ
2

λr(z′)dz′

= λ

∫ z+κ
2

z−κ
2

r(z′)dz′

= λAr(z).

΄Αρα ο τελεστής A είναι γραμμικός.

Συνεχίζουμε δείχνοντας ότι ο ϕραγμένος γραμμικός τελεστής A : L2 → L2 είναι
και συμπαγής, δηλαδή ότι κάθε ϕραγμένη ακολουθία (rn) ⊂ L2 έχει μια υπακολουθία
(rkn), τέτοια ώστε η (Arkn) να συγκλίνει μέσα στο L

2 όταν n → ∞. Για το σκοπό αυτό
χρησιμοποιούμε το Θεώρημα Arzela-Ascoli στην ακόλουθη μορϕή (βλ. [18, Θεώρημα
7.25]):

Θεώρημα 2.1.3. ΄Εστω Ω ⊂ R συμπαγές και {fn} μια ακολουθία συνεχών συναρ-
τήσεων από το Ω στο R. Αν η ακολουθία fn είναι:

1. ομοιόμορϕα ϕραγμένη, δηλαδή ∃ M > 0 σταθερά ώστε ∥fn∥∞ ≤ M, ∀ n ∈ N

2. ομοιόμορϕα ισοσυνεχής (δηλαδή ∀ ϵ > 0 ∃ δ > 0, ώστε αν |x − y| < δ τότε
|fn(x) − fn(y)| ≤ ϵ, ∀ n ∈ N), τότε η ακολουθία {fn} έχει μία ομοιόμορϕα
συγκλίνουσα υπακολουθία στο Ω.

Στην περίπτωσή μας, έστω (rn) ⊂ L2 ϕραγμένη, δηλαδή ∃ C > 0 : ∥rn∥2 ≤ C, τότε
από τα προηγούμενα και την ανισότητα

|Ar(z)| ≤
√
κ∥r∥2,

προκύπτει ότι η (Arn) ⊂ C(R) είναι ομοιόμορϕα ϕραγμένη και ισοσυνεχής, αϕού

sup
n

|Arn(z)−Arn(y)| ≤ 2
√

|z − y|∥r∥2 ≤ 2|z − y|
1
2C → 0,

12
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όταν |z − y| → 0. Δηλαδή η (Arn) είναι ισοσυνεχής.

Συνεπώς, σύμϕωνα με το Θεώρημα Arzela-Ascoli, υπάρχει υπακολουθία (rkn), τέτοια
ώστε η (Arkn) να συγκλίνει ομοιόμορϕα στο [−1

2 ,
1
2 ], και άρα και μέσα στο L

2, αϕού

∥Arkn −Arkm∥2 ≤ ∥Arkn −Arkm∥∞ , (2.13)

όπου ∥ρ∥∞ := max
{
|ρ(z)| : z ∈

[
−1

2 ,
1
2

]}
για ρ ∈ C

([
−1

2 ,
1
2

])
.

Η συμπάγεια του A : L2 → L2 συνεπάγεται και τη συμπάγεια του περιορισμού του
A : R → R, αϕού ο R είναι κλειστός υπόχωρος του L2.

Δείχνουμε τώρα ότι ο τελεστής A : L2 → L2 είναι αυτοσυζυγής, δηλαδή συμμε-
τρικός. Αυτό προκύπτει από την περιοδικότητα των συναρτήσεων του χώρου L2. Πιο
συγκεκριμένα, έστω r, ρ ∈ L2. Τότε

⟨Ar, ρ⟩ =
∫ 1

2

− 1
2

∫ z+κ
2

z−κ
2

r(z′) dz′ρ(z) dz =

∫
D1

r(z)ρ(z′) d(z, z′),

όπου D1 :=
{
(z, z′) ∈ R2 : z′ ∈

(
−1

2 ,
1
2

)
, |z′ − z| < κ

2

}
, και

⟨r,Aρ⟩ =
∫ 1

2

− 1
2

r(z)

∫ z+κ
2

z−κ
2

ρ(z′) dz′ dz =

∫
D2

r(z)ρ(z′) d(z, z′),

όπου D2 :=
{
(z, z′) ∈ R2 : z ∈

(
−1

2 ,
1
2

)
, |z′ − z| < κ

2

}
. ΄Ομως,

D1 = D ∪A ∪ [−(1, 1) +B] και D2 = D ∪B ∪ [−(1, 1) +A] ,

όπου

D := D1 ∩
(
[−1

2 ,
1
2 ]× [−1

2 ,
1
2 ]
)
= D2 ∩

(
[−1

2 ,
1
2 ]× [−1

2 ,
1
2 ]
)
,

A :=
{
(z, z′) ∈ R2 : 1

2 < z < 1+κ
2 , z − κ

2 < z′ < 1
2

}
,

B :=
{
(z, z′) ∈ R2 : 1−κ

2 < z < 1
2 ,

1
2 < z′ < z + κ

2

}
,

και ∫
−(1,1)+A

r(z)ρ(z′) d(z, z′) =

∫
A
r(z)ρ(z′) d(z, z′),∫

−(1,1)+B
r(z)ρ(z′) d(z, z′) =

∫
B
r(z)ρ(z′) d(z, z′).

Από τα προηγούμενα προκύπτει: ⟨Ar, ρ⟩ = ⟨r,Aρ⟩.

Τέλος, η συμμετρία του A : L2 → L2 συνεπάγεται και ότι A(R) ⊂ R, αϕού∫ 1
2

− 1
2

Ar(z)dz =

∫ 1
2

− 1
2

Ar(z)1dz

= ⟨Ar, 1⟩
= ⟨r,A1⟩

= κ

∫ 1
2

− 1
2

r(z)dz

= 0.

13



Κεϕάλαιο 2 2.1. Μέθοδος λογισμού μεταβολών

Από τις προηγούμενες ιδιότητες του τελεστή A προκύπτουν οι ακόλουθες για τον
τελεστή T .

Πόρισμα 2.1.4. Ο τελεστής T : R → R που ορίστηκε τυπικά μέσω της (2.10) είναι
καλά ορισμένος.

Απόδειξη. Αϕού Ar ∈ R∩C(R) και V ∈ C∞(R), η συνάρτηση AV ′(α+Ar) είναι καλά
ορισμένη, συνεχής, περιοδική και άρτια στο R για κάθε r ∈ R, και αϕού το ολοκλήρωμα
της Tr στο (−1

2 ,
1
2) έχει από κατασκευή μέση τιμή μηδέν, προκύπτει ότι Tr ∈ R για

κάθε r ∈ R.

Λήμμα 2.1.5. Η εικόνα της κλειστής μπάλας B̄s = {r ∈ R : ∥r∥2 ≤ s} μέσω του
τελεστή T που ορίζεται από τη σχέση (2.10) είναι ϕραγμένη ∀ s ≥ 0.

Απόδειξη. ΄Εστω r ∈ B̄s. Από το Λήμμα 2.1.2, ∀ r ∈ R με ∥r∥2 = s < ∞, έχουμε
|Ar(z)| ≤

√
κ∥r∥2 ≤

√
κs, ∀ z ∈ R. Αϕού το δυναμικό V είναι μία κυρτή και λεία

συνάρτηση, η παράγωγος V ′ είναι αύξουσα συνάρτηση. Οπότε, προκύπτει:

κV ′(α−
√
κs) ≤ AV ′(α+Ar(z)) =

∫ z+κ
2

z−κ
2

V ′(α+Ar(ζ))dζ ≤ κV ′(α+
√
κs)

και

−κV ′(α+
√
κs) ≤ C(r) = −

∫ 1
2

− 1
2

AV ′(α+Ar(z))dz ≤ −κV ′(α−
√
κs).

Επομένως,

κ
(
V ′(α−

√
κs)− V ′(α+

√
κs)
)
≤ Tr(z) ≤ κ

(
V ′(α+

√
κs)− V ′(α−

√
κs)
)
,

όπου ο τελεστής T δίνεται από τη σχέση (2.10). Οπότε,

|Tr(z)| ≤ C1(α, κ, s) ∀ z ∈ R
⇒ ∥Tr∥2 ≤ C1(α, κ, s),

όπου το C1(α, κ, s) είναι μία σταθερά που εξαρτάται από τις παραμέτρους α, κ, s. Επο-
μένως το T (B̄s) είναι ϕραγμένο ∀ s ≥ 0.

Η ιδέα του Λογισμού Μεταβολών είναι η εύρεση λύσεων εξισώσεων ως σημείων
ακροτάτων συναρτησοειδών.

Στην περίπτωσή μας, ορίζουμε το συναρτησοειδές

Uα : R → R με τύπο

Uα(r) :=

∫ 1
2

− 1
2

V (α+Ar(z))dz

Το συναρτησοειδές αυτό είναι καλά ορισμένο αϕού Ar ∈ C(R) και V ∈ C∞(R).
Επίσης είναι εν γένει μη-γραμμικό λόγω της μη-γραμμικότητας της συνάρτησης V .

14
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Θεώρημα 2.1.6. Το συναρτησοειδές Uα έχει παράγωγο Fréchet τον τελεστή T :
R → R, δηλαδή Tr = ∇Uα(r) ∈ R ∀ r ∈ R. Ειδικότερα ισχύει

lim
t→0

Uα(r + th)− Uα(r)

t
= ⟨Tr, h⟩, r ∈ R, (2.14)

και η σύγκλιση είναι ομοιόμορϕη ως προς h ∈ R με ∥h∥2 = 1.

Απόδειξη. ΄Εστω r, h ∈ R με ∥h∥2 = 1. Εϕαρμόζουμε το Θεώρημα Taylor για να
αναπτύξουμε τη συνάρτηση V γύρω από το σημείο α+Ar(z) και παρατηρούμε ότι:

Uα(r + th)− Uα(r)

t
=

∫ 1
2

− 1
2

[V (α+Ar(z) + tAh(z))− V (α+Ar(z))]dz

t

=

∫ 1
2

− 1
2

V ′(α+Ar(z))tAh(z)dz

t

+
t

2

∫ 1
2

− 1
2

V ′′(α+Ar(z) + τtAh(z))(Ah(z))2dz,

όπου 0 < |τ | < |t|. Σημειώνουμε ότι |Ah(z)| ≤
√
κ, όπου

√
κ σταθερά, ανεξάρτητη

του h ∈ R, ∥h∥2 = 1. Για 0 < |τ | < |t| < 1 προκύπτει ότι:∣∣∣∣∣
∫ 1

2

− 1
2

V ′′(α+Ar(z) + τtAh(z))(Ah(z))2dz

∣∣∣∣∣ ≤ κmax{V ′′(α+ρ) : |ρ| ≤
√
κ(1+∥r∥2)},

εϕόσον (Ar(z) + τtAh(z)) ≤
√
κ(∥r∥2 + 1) και (Ah(z))2 ≤ κ. Συνεπώς

sup
h∈Σ1

∣∣∣∣∣Uα(r + th)− Uα(r)

t
−
∫ 1

2

− 1
2

V ′(α+Ar(z))Ah(z)dz

∣∣∣∣∣→ 0 για t → 0,

όπου Σ1 := {h ∈ R : ∥h∥2 = 1}, δηλαδή∣∣∣∣∣Uα(r + th)− Uα(r)

t
−
∫ 1

2

− 1
2

V ′(α+Ar(z))Ah(z)dz

∣∣∣∣∣→ 0 για t → 0

ομοιόμορϕα ως προς h ∈ Σ1. Εξάλλου,∫ 1
2

− 1
2

V ′(α+Ar(z))Ah(z)dz =

∫ 1
2

− 1
2

AV ′(α+Ar(z))h(z)dz

=

∫ 1
2

− 1
2

Tr(z)h(z)dz − C(r)

∫ 1
2

− 1
2

h(z)dz

= ⟨Tr, h⟩,

εϕόσον ο τελεστής A : L2 → L2 είναι αυτοσυζυγής και
∫ 1

2

− 1
2

h(z)dz = 0.
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Το Tr είναι η παράγωγος Fréchet του Uα στο r, δηλαδή Tr = ∇Uα(r). Πράγματι,
υπενθυμίζουμε ότι η παράγωγος Fréchet του Uα : R → R στο r ∈ R, όπου R χώρος
Banach, είναι ο τελεστής ∇Uα(r) ∈ R∗ για τον οποίο ισχύει

Uα(r + h)− Uα(r)−∇Uα(r)(h)

∥h∥
→ 0, όταν ∥h∥ → 0.

Ειδικότερα σε χώρους Hilbert ισχύει το Θεώρημα Αναπαράστασης Riesz:

Θεώρημα 2.1.7. Η F : R → R∗ με F (r)(ρ) := ⟨ρ, r⟩ ∀ r, ρ ∈ R, όπου R χώρος
Hilbert, είναι ισομετρία, δηλαδή η F είναι γραμμική, 1 − 1 και επί, με ∥F (r)∥ = ∥r∥
∀ r ∈ R.

Συνεπώς, ταυτίζοντας το F (r) := ∇Uα(r) ∈ R∗ με το r := ∇Uα(r) ∈ R έχουμε

Uα(r + h)− Uα(r)− ⟨h,∇Uα(r)⟩
∥h∥

→ 0, όταν ∥h∥ → 0.

Δηλαδή,
Uα(r + h)− Uα(r)− ⟨∇Uα(r), h⟩

∥h∥
→ 0, όταν ∥h∥ → 0,

ή, ισοδύναμα,

∀ ϵ > 0 ∃ δ > 0 ∀ r ∈ R, ∥h∥ ∈ (0, δ) :

|Uα

(
r + ∥h∥ h

∥h∥
)
− Uα(r)− ⟨∇Uα(r), ∥h∥ h

∥h∥⟩|
∥h∥

< ϵ. (2.15)

΄Ομως σύμϕωνα με την εξίσωση (2.14) έχουμε

∀ ϵ > 0 ∃ δ > 0 ∀ t ∈ R, |t| ∈ (0, δ) ∀ h̃ ∈ R, ∥h̃∥ = 1 :

|Uα(r + th̃)− Uα(r)− ⟨Tr, th̃⟩|
t

< ϵ,

το οποίο από την (2.15) συνεπάγεται ότι το Tr είναι η παράγωγος Fréchet του Uα στο
r, δηλαδή Tr = ∇Uα(r).

Στα επόμενα θα χρησιμοποιούμε συχνά τον συμβολισμό ∇Uα(r) για τον τελεστή T .

Αϕού ταυτίσαμε τον τελεστή T με την παράγωγο Fréchet ∇Uα του συναρτησοειδούς
Uα, στόχος μας είναι στα επόμενα, χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες του συναρτησοειδούς,
να δείξουμε ότι κάθε σημείο ολικού μεγίστου αυτού είναι λύση της εξίσωσης (2.11).

΄Ετσι στα επόμενα συλλέγουμε υπό τη μορϕή λημμάτων κάποιες ιδιότητες του συναρ-
τησοειδούς και της παραγώγου του, τις οποίες κατόπιν συνθέτουμε για την απόδειξη
του προαναϕερθέντος αποτελέσματος.

Λήμμα 2.1.8. ΄Εστω r∗ ένα σημείο τοπικού ακροτάτου του συναρτησοειδούς Uα στο
R. Τότε το r∗ είναι ένα κρίσιμο σημείο του Uα στο R, δηλαδή

∇Uα(r
∗) = 0.
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Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι το r∗ είναι ένα τοπικό ελάχιστο του συναρτησοειδούς Uα

στο R. Τότε υπάρχει μία περιοχή Vr∗ ⊂ R του r∗ τέτοια ώστε:

Uα(r
∗) ≤ Uα(r) ∀ r ∈ Vr∗ . (2.16)

Η σχέση (2.16) είναι απλά ο ορισμός του τοπικού ελαχίστου. ΄Εστω h ∈ R\{0}. Τότε
υπάρχει α̃ > 0 τέτοιο ώστε r∗ + th ∈ Vr∗ , ∀ t ∈ (−α̃, α̃). Επομένως από τη σχέση
(2.16) προκύπτει ότι:

Uα(r
∗) ≤ Uα(r

∗ + th) ∀ t ∈ (−α̃, α̃),

εϕόσον η ανισότητα (2.16) ισχύει ∀ r ∈ Vr∗ και έχουμε ότι r∗+th ∈ Vr∗ . Συγκεκριμένα,
∀ t ∈ (0, α̃)

Uα(r
∗) ≤ Uα(r

∗ + th),

ή
Uα(r

∗ + th)− Uα(r
∗)

t
≥ 0.

Από το Θεώρημα 2.1.6 , ∀ h ∈ R \ {0} και t ∈ (0, α̃) έχουμε ότι:

⟨∇Uα(r
∗), h⟩ = lim

t→0
t∈(0,α̃)

Uα(r
∗ + th)− Uα(r

∗)

t
. (2.17)

Αϕού ⟨∇Uα(r
∗), 0⟩ = 0, ισχύει δηλαδή ότι

⟨∇Uα(r
∗), h⟩ ≥ 0 ∀ h ∈ R.

Θέτοντας h = −∇Uα(r
∗) στη σχέση (2.17), έχουμε:

⟨∇Uα(r
∗),−∇Uα(r

∗)⟩ ≥ 0

⇒ − ⟨∇Uα(r
∗),∇Uα(r

∗)⟩ ≥ 0

⇒ ⟨∇Uα(r
∗),∇Uα(r

∗)⟩ ≤ 0

⇒ ∥∇Uα(r
∗)∥22 ≤ 0.

Επομένως ∇Uα(r
∗) = 0. Δηλαδή το r∗ είναι κρίσιμο σημείο του Uα(r). Αν το r∗ είναι

τοπικό μέγιστο, τότε υπάρχει περιοχή Vr∗ ⊂ R του r∗ τέτοια ώστε

Uα(r) ≤ Uα(r
∗) ∀ r ∈ Vr∗ ,

και έπεται ότι αλλάζει η ϕορά όλων των ανισοτήτων.

Λήμμα 2.1.9. Ο τελεστής A : R → R έχει τις ιδιοτιμές και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύ-
σματα

un :=
1

πn
sin(πnκ), en(z) :=

√
2 cos(2πnz), z ∈ R, n ∈ N

και ο πυρήνας του για κ ̸∈ Q είναι ο τετριμμένος.
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Απόδειξη. ΄Οπως είναι γνωστό από τη θεωρία των σειρών Fourier (βλ. π.χ. [18, Κε-
ϕάλαιο 8] ) ο χώρος των 1-περιοδικών, άρτιων L2(−1

2 ,
1
2)-συναρτήσεων έχει την ορθο-

κανονική βάση en, n ∈ N ∪ {0}, όπου e0(z) = 1 και en(z) =
√
2 cos(2πnz)∀ n ≥ 1,

∀ z ∈ R, και ο υπόχωρός του, R, των συναρτήσεων που επιπλέον έχουν μέση τιμή
0, έχει την ορθοκανονική βάση en, n ∈ N. ΄Ενας απλός υπολογισμός αποδεικνύει ότι
Aen = unen, n ∈ N, αϕού

(Aen)(z) =

∫ z+ k
2

z− k
2

√
2 cos(2πnζ)dζ

=
√
2

1

2πn

[
sin

(
2πn(z +

k

2
)

)
− sin

(
2πn(z − k

2
)

)]
=

√
2

2πn

(
sin(2πnz) cos(πnk) + cos(2πnz) sin(πnk)

− sin(2πnz) cos(πnk) + cos(2πnz) sin(πnk)

)
=

1

πn
sin(πnk)

√
2 cos(2πnz)

΄Αρα Aen = unen, όπου un = 1
πn sin(πnk) ∀ n ∈ N.

Από τα προηγούμενα και τη συνέχεια του A : R → R προκύπτει ότι ο πυρήνας του
είναι ο

KerA = span{en : un = 0, n ∈ N}

και είναι τετριμμένος όταν ∀ n ∈ N : un ̸= 0, δηλαδή ∀ n ∈ N ∀ m ∈ Z : nκ ̸= m,
δηλαδή κ ̸∈ Q.

Λήμμα 2.1.10. Αν το r∗ είναι κρίσιμη τιμή του συναρτησοειδούς Uα, δηλαδή∇Uα(r
∗) =

0, τότε r∗ = 0, αν κ /∈ Q.

Απόδειξη. Από το Θεώρημα 2.1.6 ξέρουμε ότι Tr = ∇Uα(r), δηλαδή ∇Uα(r) = C(r)+
AV ′(α+Ar). Επομένως, για r = r∗ έχουμε

∇Uα(r
∗) = AV ′(α+Ar∗) + C(r∗).

Αν το r∗ είναι κρίσιμη τιμή του συναρτησοειδούς Uα στο R, τότε:

∇Uα(r
∗) = 0

⇔ AV ′(α+Ar∗) = −C(r∗). (2.18)

Από το Λήμμα 2.1.9 και αϕού η −C(r∗) είναι σταθερά συνεπάγεται ότι

V ′(α+Ar∗) ≡ C2, (2.19)

όπου C2 είναι σταθερά.
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Αϕού η V ′ ως μονότονη είναι 1− 1, η σχέση (2.19) ισχύει αν και μόνο αν Ar∗ ≡ C3,
όπου η C3 είναι σταθερά. Οπότε πάλι από το Λήμμα 2.1.9 έχουμε ότι

r∗ ≡ C4, z ∈ [−1

2
,
1

2
], (2.20)

όπου η C4 είναι σταθερά, και αϕού r∗ ∈ R, έχει μέση τιμή 0 στο διάστημα μίας περιόδου.

Ολοκληρώνοντας τη σχέση (2.20) έχουμε:∫ 1
2

− 1
2

r∗(z)dz =

∫ 1
2

− 1
2

C4dz

⇒ 0 = C4[z]
1
2

− 1
2

⇒ 0 = C4.

Επομένως η συνάρτηση r∗ είναι η μηδενική ∀ z ∈ [−1
2 ,

1
2 ].

Παρατήρηση 2.1.11. Η προϋπόθεση κ ̸∈ Q στο Λήμμα 2.1.10 είναι αναγκαία σύμ-
ϕωνα με το Λήμμα 2.1.9 και προστέθηκε στο Λήμμα 2.8 του πρωτοτύπου [11] για να
διατηρηθεί το περιεχόμενο του συμπεράσματος, δηλαδή ότι ο πυρήνας του T : R → R
είναι ο τετριμμένος, στο οποίο στηρίζεται η απόδειξη. Παρ΄ όλα αυτά, ο περιορισμός σε
άρρητες τιμές του κυματαριθμού κ δεν είναι απαραίτητος, αν χρησιμοποιηθεί η μέθοδος
λογισμού μεταβολών σε μια γενικότερη μορϕή που οδηγεί στο ίδιο αποτέλεσμα όπως
εδώ και για ρητές τιμές του κ, βλ. [13].

Λήμμα 2.1.12. Ο τελεστής T = ∇Uα : R → R είναι μονότονος και συμπαγής.

Απόδειξη. 1. Για να δείξουμε ότι ο T = ∇Uα είναι μονότονος τελεστής, αρκεί να
δείξουμε ότι

⟨∇Uα(r1)−∇Uα(r2), r1 − r2⟩ ≥ 0, ∀ r1, r2 ∈ R. (2.21)

Εϕόσον r1, r2 ∈ R, που είναι διανυσματικός χώρος, θα ισχύει και r1 − r2 ∈ R.
Επομένως

∫ 1
2

− 1
2

(
r1(z) − r2(z)

)
dz = 0. Δηλαδή η διαϕορά των συναρτήσεων

έχει μέση τιμή 0 στο διάστημα μιας περιόδου. Οπότε η σχέση (2.21) γράϕεται
ισοδύναμα ως εξής:∫ 1

2

− 1
2

[C(r1)+AV ′(α+Ar1(z))−C(r2)−AV ′(α+Ar2(z))](r1(z)− r2(z))dz ≥ 0

⇒
∫ 1

2

− 1
2

[AV ′(α+Ar1(z))−AV ′(α+Ar2(z))](r1(z)− r2(z))dz ≥ 0,

ή, επειδή ο A είναι γραμμικός και αυτοσυζυγής τελεστής,∫ 1
2

− 1
2

[V ′(α+Ar1(z))− V ′(α+Ar2(z))](Ar1(z)−Ar2(z))dz ≥ 0.
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Το δυναμικό V είναι κυρτή συνάρτηση, επομένως η παράγωγος του V ′ είναι αύξου-
σα. Οπότε, ∀ r1, r2 ∈ R, έπεται ότι οι ποσότητες V ′(α+Ar1(z))−V ′(α+Ar2(z))
και Ar1(z)−Ar2(z) θα έχουν το ίδιο πρόσημο στο διάστημα μιας περιόδου. ΄Αρα
ισχύει ότι:∫ 1

2

− 1
2

[V ′(α+Ar1(z))− V ′(α+Ar2(z))](Ar1(z)−Ar2(z))dz ≥ 0.

Δηλαδή,
⟨∇Uα(r1)−∇Uα(r2), r1 − r2⟩ ≥ 0 ∀ r1, r2 ∈ R,

που σημαίνει ότι ο τελεστής T είναι μονότονος.

2. Θα δείξουμε τώρα ότι ο τελεστής T = ∇Uα : R → R είναι συμπαγής, δηλαδή ότι
είναι συνεχής και ότι κάθε ϕραγμένη ακολουθία (rn) ⊂ R έχει μία υπακολουθία
(rkn) έτσι ώστε η (Trkn) να συγκλίνει. Πρώτα δείχνουμε ότι ο T είναι συνεχής
τελεστής. Πράγματι, για r1, r2 ∈ R έχουμε από τον ορισμό (1.8) του C(r), την
γραμμικότητα του A : L2 → L2 και τις ανισότητες (2.12), (2.13)

∥C(r1)− C(r2)∥2 ≤
∥∥A [V ′(α+Ar1)− V ′(α+Ar2)

]∥∥
∞

≤
√
κ
∥∥V ′(α+Ar1)− V ′(α+Ar2)

∥∥
2

και∥∥AV ′(α+Ar1)−AV ′(α+Ar2)
∥∥
2
≤
∥∥A [V ′(α+Ar1)− V ′(α+Ar2)

]∥∥
∞ ,

που από τον ορισμό (2.10) του T : R → R συνεπάγεται

∥Tr1 − Tr2∥2 ≤ 2
√
κ
∥∥V ′(α+Ar1)− V ′(α+Ar2)

∥∥
2
.

΄Ομως, αϕού V ∈ C2(R), έχουμε από το Θεώρημα Μέσης Τιμής και την ανισότητα
(2.12) ∥∥V ′(α+Ar1)− V ′(α+Ar2)

∥∥
2
≤ M(r1, r2) ∥Ar1 −Ar2∥2 ,

όπου M(r1, r2) := max{|V ′′(x)| : x ∈ [α−
√
κ(∥r1∥2 + ∥r2∥2), α+

√
κ(∥r1∥2 +

∥r2∥2)]}, και συνεπώς από την ανισότητα (2.13)

∥Tr1 − Tr2∥2 ≤ 2κM(r1, r2) ∥r1 − r2∥2 ,

που (αϕού η M : R×R → R είναι τοπικά ϕραγμένη) συνεπάγεται τη συνέχεια
του T : R → R καθώς και την Lipschitz-συνέχεια των περιορισμών του T σε
ϕραγμένα υποσύνολα του R, αϕού

∥Tr1 − Tr2∥2 ≤ 2
√
κMs ∥Ar1 −Ar2∥2 ≤ 2κMs ∥r1 − r2∥2 , (2.22)

για ∥r1∥2, ∥r2∥2 ≤ s, όπου Ms := max{|V ′′(x)| : x ∈ [α− 2s
√
κ, α+ 2s

√
κ}.

(Επειδή T (0) = 0, από την τελευταία ανισότητα προκύπτει και ότι η εικόνα της
κλειστής μπάλας B̄s := {r ∈ R : ∥r∥2 ≤ s}, s > 0, υπό τον T είναι ϕραγμένη.)
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Τέλος, η συμπάγεια του T προκύπτει από την συμπάγεια του A. Πράγματι, αν
(rn) ⊂ B̄s για κάποιο s > 0, υπάρχει υπακολουθία (rkn) ⊂ (rn) τέτοια ώστε
η (Arkn) ⊂ R να συγκλίνει, δηλ. είναι ακολουθία Cauchy. Από την πρώτη
ανισότητα της (2.22) προκύπτει ότι και η (Trkn) είναι ακολουθία Cauchy στο
χώρο Hilbert R, δηλαδή συγκλίνει.

Λήμμα 2.1.13. Το συναρτησοειδές Uα είναι συνεχές στο R ως προς την ασθενή
τοπολογία, δηλαδή Uα(rn) → Uα(r) όταν rn → r ασθενώς, δηλαδή όταν ⟨rn, ρ⟩ → ⟨r, ρ⟩
για κάθε ρ ∈ R.

Απόδειξη. ΄Εστω rn → r ασθενώς στο χώρο Hilbert R. Αϕού η ακολουθία των ϕραγ-
μένων γραμμικών συναρτησοειδών Tn(ρ) := ⟨rn, ρ⟩, ρ ∈ R, n ∈ N, με ∥Tn∥ = ∥rn∥2
(προκύπτει από την ανισότητα Cauchy-Schwarz) είναι κατά σημείο ρ ∈ R ϕραγμένη (ως
συγκλίνουσα), είναι και ομοιόμορϕα ϕραγμένη (Αρχή Ομοιόμορϕου Φράγματος, βλ. [22,
Θεώρημα 7.1]), δηλ. η ακολουθία (∥Tn∥) = (∥rn∥2) είναι ϕραγμένη. ΄Εστω τώρα ότι δεν
ισχύει Uα(rn) → Uα(r), δηλαδή υπάρχει ένα ϵ > 0 και μια υπακολουθία (rkn) ⊂ (rn)
με

|Uα(rkn)− Uα(r)| ≥ ϵ.

Θέτοντας f(t) := Uα (r + t(rkn − r)), t ∈ R, έχουμε από το Θεώρημα Μέσης Τιμής
και το Θεώρημα 2.1.6

Uα(rkn)− Uα(r) = f(1)− f(0) = f ′(tkn)

= lim
t→0

f(tkn + t)− f(tkn)

t

= lim
t→0

Uα(r + tkn(rkn − r) + t(rkn − r))− Uα(r + tkn(rkn − r))

t

= ⟨∇Uα (r + tkn(rkn − r)) , rkn − r⟩ , tkn ∈ (0, 1).

Επίσης, έχουμε

∥r + tkn(rkn − r)∥2 ≤ ∥r∥2 + ∥tkn(rkn − r)∥2
≤ ∥r∥2 + ∥rkn − r∥2|tkn |,

όπου το ∥r∥2 είναι σταθερό, το |tkn | είναι ϕραγμένο και ∥rkn − r∥2 → 0. Επομένως το
∥r + tkn(rkn − r)∥2 είναι ϕραγμένο. Από το Λήμμα 2.1.12 , έχουμε ότι ο ∇Uα = T
είναι συμπαγής τελεστής. Οπότε ∃ r∗ ∈ R και μια υπακολουθία (km) της (kn) ώστε:

lim
m→∞

∥∇Uα(r + tkm(rkm − r))− r∗∥2 = 0.

Δηλαδή,
∇Uα(r + tkm(rkm − r)) → r∗

ισχυρώς στον R και γράϕουμε:

⟨∇Uα(r + tkm(rkm − r)), rkm − r⟩ = ⟨∇Uα(r + tkm(rkm − r)) + r∗ − r∗, rkm − r⟩
= ⟨r∗, rkm − r⟩
+ ⟨∇Uα(r + tkm(rkm − r))− r∗, rkm − r⟩
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΄Ομως, καθώς m → ∞ προκύπτει ότι ⟨r∗, rkm − r⟩ → 0, εϕόσον rkm → r ασθενώς,
αϕού (rkm) είναι υπακολουθία της (rkn). Επίσης

|⟨∇Uα(r + tkm(rkm − r)), rkm − r⟩| ≤ ∥∇Uα(r + tkm(rkm − r))∥2∥rkm − r∥2
≤ C∥∇Uα(r + tkm(rkm − r))∥2 → 0,

όπου η πρώτη ανισότητα προέκυψε από την ανισότητα Cauchy-Schwarz και η δεύτερη
από το ότι η (rkm) είναι ϕραγμένη. Επομένως,

Uα(rkm)− Uα(r) = ⟨∇Uα(r + tkm(rkm − r))− r∗, rkm − r⟩ → 0.

Δηλαδή, limk→∞ Uα(rkm) = Uα(r) που οδηγεί σε αντίϕαση με τη σχέση

|Uα(rkn)− Uα(r)| ≥ ϵ.

΄Αρα το συναρτησοειδές Uα είναι συνεχές στο R ως προς την ασθενή τοπολογία.

Λήμμα 2.1.14. 1. Το συναρτησοειδές Uα λαμβάνει το μέγιστό του όταν περιορί-
ζεται στην κλειστή μπάλα B̄s = {r ∈ R : ∥r∥2 ≤ s}.

2. Το ολικό μέγιστο του συναρτησοειδούς Uα βρίσκεται στη σϕαίρα Σs = {r ∈ R :
∥r∥2 = s}.

Απόδειξη. 1. Ορίσαμε το συναρτησοειδές Uα : R → R με τύπο

Uα(r) :=

∫ 1
2

− 1
2

V (α+Ar(z))dz

Γνωρίζουμε ότι η συνάρτηση δυναμικού V είναι συνεχής και μάλιστα ισχύει ότι

|V (α+Ar(z)| ≤ C2(α, κ, s)

:= max{|V (x)| : x ∈ [α−
√
κs, α+

√
κs]} ∀ z ∈ [−1

2
,
1

2
],

εϕόσον |Ar(z)| ≤
√
κ∥r∥2 ≤

√
κs, ∀ z ∈ [−1

2 ,
1
2 ].

Επομένως:

|Uα(r)| =

∣∣∣∣∣
∫ 1

2

− 1
2

V (α+Ar(z))dz

∣∣∣∣∣
≤

∫ 1
2

− 1
2

|V (α+Ar(z))|dz

≤ C2(α, κ, s)

∫ 1
2

− 1
2

dz

≤ C2(α, κ, s),
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όπου C2(α, κ, s) μια σταθερά που εξαρτάται από τις παραμέτρους α, κ, s και προ-
ϕανώς ανήκει στο σύνολο των πραγματικών αριθμών. Επομένως το συναρτησοει-
δές Uα είναι ϕραγμένο στην B̄s και άρα η εικόνα της υπό το Uα έχει ελάχιστο
άνω ϕράγμα, έστω d.

΄Αρα, ∀ r ∈ B̄s ισχύει Uα(r) ≤ d. Επίσης ∃ (rn) ακολουθία στην B̄s τέτοια ώστε
limn→∞ Uα(rn) = d. Ως γνωστόν η κλειστή μπάλα B̄s είναι συμπαγής ως προς
την ασθενή τοπολογία, αϕού ο R, ως χώρος Hilbert, είναι ανακλαστικός (βλ. π.χ.
[2, Θεώρημα 3.16]). Συνεπώς ∃ (rnj ) υπακολουθία της (rn) στην B̄s, η οποία
συγκλίνει ασθενώς σε κάποιο r̃ ∈ B̄s. Οπότε limj→∞ Uα(rnj ) = d. Ακόμα, από
την συνέχεια του Uα ως προς την ασθενή τοπολογία που αποδείχθηκε στο Λήμμα
2.1.13, έχουμε ότι:

Uα(r̃) = lim
j→∞

Uα(rnj ) = d.

Τότε Uα(r̃) = d και ∀ r ∈ B̄s ισχύει Uα(r) ≤ d, δηλαδή το Uα έχει ολικό μέγιστο
στην B̄s στο σημείο r̃ ∈ B̄s.

2. Σύμϕωνα με τα Λήμματα 2.1.8 και 2.1.10, ξέρουμε ότι το μοναδικό πιθανό σημείο
τοπικού ακροτάτου του Uα στο εσωτερικό της κλειστής μπάλας B̄s είναι το r = 0.
Θα δείξουμε ότι ∀ ϵ > 0 υπάρχει ένα στοιχείο r1 ∈ R με ∥r1∥2 > 0 τέτοιο ώστε
Uα(r1) > Uα(0), που σημαίνει ότι το r = 0 δεν είναι σημείο τοπικού μεγίστου για
το Uα το οποίο υπάρχει σύμϕωνα με το 1 του παρόντος Λήμματος. Επομένως το
Uα λαμβάνει μέγιστο στο B̄s και άρα αυτό θα βρίσκεται στο σύνορο της κλειστής
μπάλας και όχι στο εσωτερικό της. ΄Εστω r1 =

√
2ϵ cos(2π·) ∈ R όπου

∥r1∥2 =

(∫ 1
2

− 1
2

r21(z)dz

) 1
2

=

(∫ 1
2

− 1
2

[
√
2ϵ cos(2πz)]2dz

) 1
2

=
√
2ϵ

(∫ 1
2

− 1
2

cos z2(2πz)dz

) 1
2

=
√
2ϵ

(∫ 1
2

− 1
2

1 + cos(4πz)

2
dz

) 1
2

=
√
2ϵ

1√
2
+

1√
2

(∫ 1
2

− 1
2

cos 4πzdz

) 1
2

=
√
2ϵ

(
1√
2
+

1√
2
0

)
= ϵ,

όπου ϵ > 0 ένας μικρός πραγματικός αριθμός. ΄Αρα ∥r1∥2 > 0. Εϕαρμόζουμε τον
τύπο του Taylor για το V (α+Ar1(z)), γύρω από το σημείο α:

Uα(r1)− Uα(0) =

∫ 1
2

− 1
2

V (α+Ar1(z))dz − V (α) (2.23)
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= V ′(α)

∫ 1
2

− 1
2

Ar1(z)dz

+
V ′′(α)

2

∫ 1
2

− 1
2

(Ar1(z))
2dz

+
1

6

∫ 1
2

− 1
2

V ′′′(α+ τAr1(z))(Ar1(z))
3dz,

όπου 0 < τ < 1.

Παρατηρούμε ότι: ∫ 1
2

− 1
2

Ar1(z)dz = 0.

΄Επειτα, V ′′(α) > 0 μιας και η V είναι λεία και κυρτή, και∫ 1
2

− 1
2

(Ar1(z))
2 dz = ϵ2

sin2(πκ)

π
> 0 για κ ∈ (0, 12)

Πράγματι,

A cos(2πz) =

∫ z+κ
2

z−κ
2

cos(2πz′)dz′

=
1

2π

∫ 2πz+πκ

2πz−πκ
cosxdx

=
1

2π

(
sin(2πz + πκ)

)
−
(
sin(2πz − πκ)

)
Ξέρουμε από τους τριγωνομετρικούς τύπους ότι ισχύει:

sin(2πz ± πκ) = sin 2πz cosπκ± cos 2πz sinπκ

⇒ sin(2πz + πκ)− sin(2πz − πκ) = 2 cos 2πz sinπκ

και άρα

A cos(2πz) =
sinπκ

π
cos 2πz

από το οποίο προκύπτει

⇒
∫ 1

2

− 1
2

A cos(2πz)dz = 0,

∫ 1
2

− 1
2

(A cos(2πz))2dz =
sin2 πκ

π

∫ 1
2

− 1
2

cos2(2πz)dz

=
sin2 πκ

2π
,
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όπου sin2 πκ
π > 0 ⇔ κ /∈ Z, το οποίο ισχύει για κ ∈ (0, 12).

Συνεπώς ο πρώτος όρος του αναπτύγματος (2.23) εξαϕανίζεται και ο δεύτερος
όρος είναι θετικός και της τάξης O(ϵ2).

Τέλος, από το Λήμμα 2.1.2, ξέρουμε ότι:

|Ar1(z)| ≤
√
κ∥r1∥2

≤
√
κϵ,

όπου
√
κ είναι σταθερά. Επίσης η συνάρτηση δυναμικού V είναι λεία και άρα το

V ′′′ είναι συνεχής συνάρτηση. Οπότε ο τελευταίος όρος της εξίσωσης (2.23),
δηλαδή ο

1

6

∫ 1
2

− 1
2

V ′′′(α+ τAr1(z))(Ar1(z))
3dz

είναι ϕραγμένος και μάλιστα της τάξης O(ϵ3) για ϵ → 0, αϕού ∃ C > 0 έτσι ώστε
∀ ϵ ∈ (0, ϵ0]:

|16
∫ 1

2

− 1
2

V ′′′(α+ τϵ)ϵ3dz|

ϵ3
≤ C.

Επομένως

Uα(r1)− Uα(0) = ϵ2
(
V ′′(α) sin2(πκ)

2π
− ϵC

)
> 0

για αρκούντως μικρά ϵ, δηλαδή ισχύει ότι Uα(r1) > Uα(0). Οπότε το r = 0 δεν
είναι το μέγιστο του συναρτησοειδούς Uα(r).

Λήμμα 2.1.15. Το ολικό μέγιστο του συναρτησοειδούς Uα(r) στη σϕαίρα Σs = {r ∈
R : ∥r∥2 = s}, s > 0 ικανοποιεί την εξίσωση (2.11), Tr = ω2r.

Απόδειξη. Από το Λήμμα 2.1.14 έχουμε ότι το συναρτησοειδές Uα λαμβάνει το ολικό
του μέγιστο στο σύνορο της κλειστής μπάλας B̄s, δηλαδή στη σϕαίρα Σs = {r ∈ R :
∥r∥2 = s}. ΄Εστω Uα(r̃) = max

Σs

Uα(r). Θα δείξουμε ότι το r̃ λύνει το μη-γραμμικό

πρόβλημα ιδιοτιμών Tr = ω2r. Ορίζουμε ως R1 τον μονοδιάστατο υπόχωρο του R
που παράγεται από το r̃. Ο R1 είναι κλειστός υπόχωρος του R. Ως R2 ορίζουμε τον
ορθοσυμπληρωματικό υπόχωρο του R1 στον R. Δηλαδή,

R2 := {r ∈ R :< r, r̃ >= 0}

με τον οποίο ισχύει R = R1
⊕

R2. Δηλαδή κάθε στοιχείο του R γράϕεται κατά μο-
ναδικό τρόπο ως άθροισμα στοιχείων του R1 και R2. Επιλέγουμε ένα τυχαίο διάνυσμα
h ∈ R2 με ∥h∥2 = s (άρα h ∈ Σs) και θεωρούμε την οικογένεια διανυσμάτων:

r = (1 +mϵ)r̃ + ϵh
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όπου m, ϵ ∈ R, η οποία ανήκει στον γραμμικό υπόχωρο του R που παράγεται από τα
ορθογώνια διανύσματα r̃, h. Προκειμένου να ανήκει το r στην σϕαίρα, δηλαδή να ισχύει
r ∈ Σs, όπου ∥r∥2 = s θα πρέπει:

∥r∥22 = ∥(1 +mϵ)r̃ + ϵh∥22

Εϕαρμόζουμε το Πυθαγόρειο Θεώρημα, καθώς τα διανύσματα r̃ και h είναι ορθογώνια.
Οπότε, θα προκύψει:

∥r∥22 = ∥(1 +mϵ)r̃∥22 + ∥ϵh∥22

⇒ s2 = (1 +mϵ)2∥r̃∥22 + ϵ2∥h∥22
= (1 +mϵ)2s2 + ϵ2s2

⇒ 1 = (1 +mϵ)2 + ϵ2

= 1 + 2mϵ+m2ϵ2 + ϵ2

⇔ ϵ(2m+m2ϵ+ ϵ) = 0

Επομένως για ϵ ̸= 0 έχουμε την εξής δευτεροβάθμια εξίσωση ως προς m:

m2ϵ+ 2m+ ϵ = 0.

Υπολογίζουμε τη διακρίνουσα:

∆ = 4− 4ϵ2

= 4(1− ϵ2) > 0

για ϵ2 ∈ (0, 1). Οπότε προκύπτουν δυο πραγματικές άνισες λύσεις:

m1,2=
−1±

√
1− ϵ2

ϵ
.

Επιλέγουμε m = −1+
√
1−ϵ2

ϵ . Πολλαπλασιάζοντας με την συζυγή παράσταση του αριθ-
μητή θα έχουμε:

m =
(−1 +

√
1− ϵ2)(−1−

√
1− ϵ2)

ϵ(−1−
√
1− ϵ2)

=
ϵ2

ϵ(−1−
√
1− ϵ2)

=
−ϵ

(1 +
√
1− ϵ2)

,

από το οποίο βλέπουμε ότιm → 0, καθώς ϵ → 0, και για τέτοιαm και r = (1+mϵ)r̃+ϵh,
όπου r ∈ Σs έχουμε την παρακάτω σχέση, εϕόσον το συναρτησοειδές Uα έχει Fréchet
παράγωγο:

Uα(r)− Uα(r̃) = ⟨∇Uα(r̃),mϵr̃ + ϵh⟩+R(r̃,mϵr̃ + ϵh),
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όπου το υπόλοιπο R ικανοποιεί:

∣∣∣∣R(r̃,mϵr̃ + ϵh)

ϵ

∣∣∣∣ = |R(r̃,mϵr̃ + ϵh)|
∥mϵr̃ + ϵh∥2

∥mr̃ + h∥2 → 0 για ϵ → 0, (2.24)

αϕού σύμϕωνα με το Θεώρημα 2.1.7:

Uα(r̃ +mϵr̃ + ϵh)− Uα(r̃)

∥mϵr̃ + ϵh∥
− ⟨∇Uα(r̃),mϵr̃ + ϵh⟩

∥mϵr̃ + ϵh∥
=

R(r̃,mϵr̃ + ϵh)

∥mϵr̃ + ϵh∥
(2.25)

= o(1) για ϵ → 0

και αϕού m → 0 για ϵ → 0. Ισοδύναμα, η (2.24) γράϕεται με χρήση των συμβόλων
Landau

R(r̃,mϵr̃ + ϵh) = o(ϵ) για ϵ → 0.

Από το m → 0 για ϵ → 0 προκύπτει και ότι

⟨∇Ũα(r̃),mϵr̃⟩ = o(ϵ) για ϵ → 0

και επομένως έχουμε συνολικά

Uα(r)− Uα(r̃) = ϵ⟨∇Uα(r̃), h⟩+ o(ϵ), για ϵ → 0. (2.26)

Αλλά το r̃ είναι σημείο ολικού ακροτάτου του συναρτησοειδούς Uα στην κλειστή
μπάλα B̄s, οπότε σε καμία περιοχή του r̃ το αριστερό μέλος της εξίσωσης (2.26), δηλαδή
η διαϕορά Uα(r)− Uα(r̃) δεν αλλάζει πρόσημο για ϵ ∈ (−δ, δ) για δ αρκούντως μικρό.
΄Ομως αυτό είναι δυνατό μόνο αν:

⟨∇Uα(r̃), h⟩ = 0 ∀ h ∈ R2.

΄Αρα το ∇Uα(r̃)⊥h και εϕόσον αυτό ισχύει ∀ h ∈ R2, θα έχουμε ότι ∇Uα(r̃)⊥R2.
Οπότε ∇Uα(r̃) ∈ R1. Ο R1 είναι μονοδιάστατος υπόχωρος του R, ο οποίος παράγεται
από το διάνυσμα r̃. Συνεπώς το ∇Uα γράϕεται σαν πολλαπλάσιο του διανύσματος r̃.
Δηλαδή υπάρχει πραγματικός αριθμός ω2 τέτοιος ώστε:

∇Uα(r̃) = ω2r̃. (2.27)

Από τη σχέση (2.27) έχουμε:

⟨∇Uα(r̃), r̃⟩ = ⟨ω2r̃, r̃⟩
⇒⟨∇Uα(r̃), r̃⟩ = ω2⟨r̃, r̃⟩
⇒⟨∇Uα(r̃), r̃⟩ = ω2∥r̃∥22
⇒⟨∇Uα(r̃), r̃⟩ = ω2s2

⇒ω2 =
1

s2
⟨∇Uα(r̃), r̃⟩

Εϕόσον το ∇Uα είναι μονότονος τελεστής,το οποίο συνεπάγεται ⟨∇Uα(r), r⟩ ≥ 0
∀ r ∈ R, και σύμϕωνα με το Λήμμα 2.1.10 ξέρουμε ότι ∇Uα(r̃) ̸= 0, προκύπτει ό-
τι ⟨∇Uα(r̃), r̃⟩ > 0, αϕού αν ήταν ίσο με το μηδέν, τότε ω2 = 0 και άρα από την (2.27)
∇Uα(r̃) = 0 . Επομένως ω2 > 0.
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Λήμμα 2.1.16. (Κανονικότητα της λύσης) Για λείο δυναμικό V η λύση r ∈ R της
(2.11) είναι λεία και το ολοκλήρωμά της είναι μια λύση της μορϕής (2.2) της (2.1).

Απόδειξη. ΄Οπως είδαμε στο Λήμμα 2.1.2, αϕού r ∈ R, έχουμε Ar ∈ C(R), και από
τη συνέχεια της V ′ προκύπτει ότι η V ′(α + Ar) είναι συνεχής. ΄Αρα, από τον ορισμό
του A, το αριστερό μέλος της (2.11), Tr = C(r) + AV ′(α + Ar), είναι C1(R), και
συνεπώς από το δεξιό μέλος της (2.11) έχουμε ότι η r ∈ C1(R). Από αυτό προκύπτει
Ar ∈ C2(R), το οποίο, αν V ∈ C3(R), δίνει ανάλογα με πριν Tr ∈ C3(R), δηλαδή
r ∈ C3(R). Συνεχίζοντας έτσι επαγωγικά έχουμε r ∈ C∞(R), αν V ∈ C∞(R).

Επίσης, αϕού η r ∈ R είναι 1-περιοδική και άρτια με μέση τιμή μηδέν, το ολοκλήρωμά
της, q, θα είναι μια 1-περιοδική, περιττή και λεία συνάρτηση που με την αντιστοίχιση
(2.2), όπου το ω δίνεται από την (2.11), επιλύει την (2.1).

Παρατήρηση 2.1.17. Το Λήμμα κανονικότητας της λύσης 2.1.16 έχει ως αποτέλε-
σμα την αυστηρή δικαιολόγηση της εξαγωγής της (2.11) από την (2.1) για λύσεις της
μορϕής (2.2), αϕού δικαιολογούνται τώρα όλες οι πράξεις που οδήγησαν στην (2.11),
και μέσω της (επιτρεπτής πια) αντιστροϕής των πράξεων αυτών αποδεικνύεται και η
ισοδυναμία των δύο εξισώσεων.

2.2 Μέθοδος δείκτη σταθερού σημείου

Θεωρούμε το χώρο

X :=

{
r : R → R : r|(− 1

2
, 1
2
) ∈ L1

((
−1

2 ,
1
2

))
, r(z) = r(z + 1),

r(z) = r(−z) σ.π.,

∫ 1
2

− 1
2

r(z)dz = 0

}
,

εϕοδιασμένο με την νόρμα

∥r∥1 :=
∫ 1

2

− 1
2

|r(z)|dz, r ∈ X.

Ο X είναι χώρος Banach ως κλειστός υπόχωρος του

L1 := L1
per

((
−1

2 ,
1
2

))
=
{
r : R → R : r|(− 1

2
, 1
2
) ∈ L1

((
−1

2 ,
1
2

))
, r(z) = r(z + 1) σ.π.

}
,

ο οποίος είναι ισομετρικά ισόμορϕος με τον χώρο L1
((
−1

2 ,
1
2

))
.3 Η κλειστότητα προ-

κύπτει όπως και στην ανάλογη περίπτωση της προηγούμενης παραγράϕου, όπου δείξαμε
ότι ο R είναι κλειστός υπόχωρος του L2, αντικαθιστώντας την L2-νόρμα εκεί με την
L1-νόρμα εδώ.

Ορισμός 2.2.1. ΄Εστω X χώρος Banach. Λέγοντας κώνο K ⊂ X, εννοούμε ένα
μη-κενό, κλειστό και κυρτό σύνολο τέτοιο ώστε λK ⊂ K ∀ λ ≥ 0 και K∩(−K) = {0}.

3Και εδώ βέβαια ταυτίζουμε κάθε συνάρτηση του χώρου αυτού με την κλάση ισοδυναμίας των
συναρτήσεων που είναι σχεδόν παντού ίσες με αυτή.
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Ορίζουμε το σύνολο:

K :=
{
r ∈ X : r ϕθίνουσα στο [0, 12 ], δηλαδή

r(z1) ≤ r(z2) για σχεδόν όλα τα 0 ≤ z1 ≤ z2 ≤ 1
2

}
⊆ X (2.28)

Λήμμα 2.2.2. Το σύνολο K είναι κώνος.

Απόδειξη. Αρχικά σημειώνουμε ότι το K είναι μη-κενό, αϕού περιέχει τη μηδενική
συνάρτηση.

Στη συνέχεια θα δείξουμε ότι το σύνολο K ⊆ X είναι κυρτό. ∀ r, p ∈ K και
∀ t ∈ [0, 1] θα δείξουμε ότι tr + (1− t)p ∈ K. Αν t = 0 τότε tr + (1 − t)p = p ∈ K.
Αν t = 1 τότε tr + (1 − t)p = r ∈ K. Αν t ∈ (0, 1) τότε tr + (1 − t)p ∈ K. Αυτό
προκύπτει από το γεγονός ότι το άθροισμα δύο μονότονων συναρτήσεων και ο βαθμωτός
πολλαπλασιασμός μιας μονότονης συνάρτησης με ένα μη αρνητικό αριθμό διατηρούν τη
μονοτονία. ΄Αρα tr + (1− t)p ∈ K σε κάθε περίπτωση, και το σύνολο K είναι κυρτό.

Η διατήρηση της μονοτονίας μετά από πολλαπλασιασμό μιας μονότονης συνάρτησης
με έναν μη αρνητικό αριθμό αποδεικνύει άμεσα και ότι

λK = {λr ∈ X : r ϕθίνουσα στο [0, 12 ], λ ≥ 0} ⊂ K

Τώρα
−K = {−r ∈ X : r ϕθίνουσα στο [0, 12 ]}

΄Εστω r ∈ K ∩ (−K) τότε r ∈ K και r ∈ (−K). Δηλαδή έχουμε ότι για σχεδόν όλα
τα 0 ≤ z1 ≤ z2 ≤ 1

2 ισχύει r(z1) ≥ r(z2) και r(z1) ≤ r(z2), δηλαδή r(z1) = r(z2).

΄Αρα r(z) = C ∈ R σχεδόν παντού στο [0, 12 ] λόγω της αρτιότητας της r σχεδόν
παντού στο [−1

2 ,
1
2 ]. Αυτό συνεπάγεται∫ 1

2

− 1
2

r(z)dz =

∫ 1
2

− 1
2

Cdz = 0

Επομένως K ∩ (−K) = {0}, εϕόσον η τομή περιέχει μόνο την μηδενική συνάρτηση.

Η κλειστότητα προκύπτει κατ΄ αναλογία με την κλειστότητα του X στον L1 και
του R στον L2: ΄Εστω ότι (rn) ⊂ K και r ∈ X με ∥rn − r∥1 → 0. Τότε υπάρχει
μια υπακολουθία (rkn) ⊂ (rn) έτσι ώστε rkn → r σχεδόν παντού στο [0, 12 ]. Τότε,
αϕού για σχεδόν όλα τα 0 ≤ z1 ≤ z2 ≤ 1

2 ισχύει rkn(z1) ≥ rkn(z2) ∀ n ∈ N, αυτό
θα ισχύει και για το κατά σημείο όριο της υπακολουθίας (όπου αυτό είναι το r), δηλ.
r(z1) ≥ r(z2), και συνεπώς r ∈ K. Από τα προηγούμενα προκύπτει ότι το υποσύνολο
K του X, που ορίστηκε στη σχέση (2.28) είναι κώνος.

΄Εστω
B̄s = {r ∈ X : ∥r∥1 ≤ s}

η κλειστή μπάλα στο X με ακτίνα s. Στα επόμενα θα αποδείξουμε το εξής θεώρημα:
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Θεώρημα 2.2.3. Για κάθε 0 < s < ∞ ο μη-γραμμικός τελεστής T έχει τουλάχιστον
ένα ιδιοδιάνυσμα στο K ∩∂Bs που αντιστοιχεί σε μια θετική ιδιοτιμή, δηλαδή υπάρχουν
r ∈ K ∩ ∂Bs και ω2 > 0 τέτοια ώστε Tr = ω2r, όπου r = q′ και q η λύση της (2.3).

Το παραπάνω θεώρημα βεβαιώνει την ύπαρξη λύσεων του μη-γραμμικού προβλήματος
ιδιοτιμών (2.11). Οι τελεστές A, T : X → X ορίζονται όπως και στην ενότητα 2.1,
δηλαδή:

Ar(z) :=

∫ z+κ
2

z−κ
2

r(z′)dz′

και
Tr(z) := C(r) +AV ′(α+Ar(z))

με

C(r) := −
∫ 1

2

− 1
2

AV ′(α+Ar(z))dz,

όπου η σταθερά ολοκλήρωσης έχει επιλεγεί έτσι ώστε, το Tr να έχει μηδενική μέση
τιμή στο διάστημα μιας περιόδου.

Η απόδειξη του Θεωρήματος 2.2.3 θα δοθεί και εδώ μέσω μίας σειράς λημμάτων.
Ξεκινάμε με κάποια λήμματα σχετικά με τις ιδιότητες των τελεστών A και T που θα
μας χρειαστούν στη συνέχεια.

Λήμμα 2.2.4. Ο τελεστής A : X → X είναι γραμμικός, συμπαγής με A(X) ⊂ C(R)
και ικανοποιεί τη σχέση:

|Ar(z)| ≤ ∥r∥1 ∀ z ∈ R, ∀ r ∈ X.

Απόδειξη. Η διατήρηση της αρτιότητας και της 1−περιοδικότητας του ορίσματος r ∈ X
υπό τον τελεστή A, καθώς και η γραμμικότητά του, προκύπτουν όπως στο Λήμμα 2.1.2.
Επίσης, η διατήρηση της μηδενικής μέσης τιμής προκύπτει όπως στην απόδειξη της
συμμετρικότητας του A : L2 → L2 στο Λήμμα 2.1.2 αν θέσουμε ρ = 1. Συνεχίζοντας,
για κάθε r ∈ X, έχουμε ∀ z ∈ [−1

2 ,
1
2 ]:

|Ar(z)| =

∣∣∣∣∣
∫ z+κ

2

z−κ
2

r(z′)dz′

∣∣∣∣∣
≤

∫ z+κ
2

z−κ
2

|r(z′)|dz′

≤
∫ 1

2

− 1
2

|r(z′)|dz′

≤ ∥r∥1

και άρα ∥Ar∥∞ ≤ ∥r∥1 που συνεπάγεται και

∥Ar∥1 =
∫ 1

2

− 1
2

|(Ar)(z)|dz ≤ ∥Ar∥∞ ≤ ∥r∥1.
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Συνεπώς, ο A : X → X είναι ένας ϕραγμένος γραμμικός τελεστής.

Η συνέχεια του Ar για r ∈ L1 προκύπτει από τις ιδιότητες του ολοκληρώματος
Lebesgue, αϕού για 0 < z1 − z2 < κ (βλ. π.χ. και την αντίστοιχη απόδειξη στο Λήμμα
2.1.2)

|Ar(z1)−Ar(z2)| ≤
∫ z1+

κ
2

z2+
κ
2

|r(z′)| dz′ +
∫ z1−κ

2

z2−κ
2

|r(z′)| dz′ (2.29)

και (βλ. [24, ΄Ασκηση 6− 10])∫
A
|f |dµ → 0 όταν µ(A) → 0 για f ∈ L1(µ),

όπου εδώ µ είναι το μέτρο Lebesgue στο (−1
2 ,

1
2).

Για την απόδειξη της συμπάγειας του A : X → X χρησιμοποιούμε το Θεώρημα
Kolmogorov-M.Riesz (ή αλλιώς Fréchet-Kolmogorov) (βλ. [2, Θεώρημα IV. 25]) σύμ-
ϕωνα με το οποίο η ϕραγμένη ακολουθία

∥Arn∥1 ≤ ∥Arn∥∞ ≤ ∥rn∥1 ≤ C

έχει μια συγκλίνουσα υπακολουθία, αν

sup
n∈N

∥Arn(·+ h)−Arn∥1 → 0 όταν h → 0.

Αυτό όμως ισχύει εδώ, αϕού σύμϕωνα με την (2.29) για 0 < h < κ

∥Arn(·+ h)−Arn∥1 =
∫ 1

2

− 1
2

|Arn(z + h)−Arn(z)| dz

≤
∫ 1

2

− 1
2

∫ z+κ
2
+h

z+κ
2

|rn(z′)| dz′ dz +
∫ 1

2

− 1
2

∫ z−κ
2
+h

z−κ
2

|rn(z′)| dz′ dz

και από το Θεώρημα του Fubini (βλ. [24, Θεώρημα 9.12]) έχουμε για −1
2 ≤ z ≤ z+h ≤

1
2 ∫ 1

2

− 1
2

∫ z+h

z
|r(z′)| dz′ dz =

∫ 1
2

− 1
2

∫ 1
2

− 1
2

χ[z,z+h](z
′)|r(z′)| dz′ dz

=

∫ 1
2

− 1
2

∫ 1
2

− 1
2

χ[z,z+h](z
′) dz |r(z′)| dz′

=

∫ 1
2

− 1
2

∫ z′

z′−h
dz |r(z′)| dz′ = h

∫ 1
2

− 1
2

|r(z′)| dz′ = h∥r∥1

και άρα
sup
n∈N

∥Arn(·+ h)−Arn∥1 ≤ 2hC.
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Λήμμα 2.2.5. Ο τελεστής T διατηρεί τον κώνο, δηλαδή T : K → K.

Απόδειξη. Κατάρχήν, ο τελεστής T : X → X είναι καλά ορισμένος, καθώς:

1.

Tr(z + 1) = C(r) +AV ′(α+Ar(z + 1))

= C(r) +AV ′(α+Ar(z))

= Tr(z)

2.

Tr(−z) = C(r) +AV ′(α+Ar(−z))

= C(r) +AV ′(α+Ar(z))

= Tr(z)

3. ∫ 1
2

− 1
2

Tr(z)dz =

∫ 1
2

− 1
2

[C(r) +AV ′(α+Ar(z))]dz,

= 0,

καθώς η σταθερά C(r) έχει επιλεγεί ώστε το Tr να έχει μέση τιμή 0 στο διάστημα
μιας περιόδου.

4.

∥Tr∥1 =

∫ 1
2

− 1
2

|C(r) +AV ′(α+Ar(z))|dz

≤
∫ 1

2

− 1
2

(|C(r)|+ |AV ′(α+Ar(z))|)dz

≤ |C(r)|+ ∥V ′(α+Ar)∥1,

αϕού Ar ∈ C(R) ∩ L1, V ∈ C∞(R) και άρα V ′(α+Ar) ∈ C(R) ∩ L1.

Θα δείξουμε τώρα ότι ο T διατηρεί τη μονοτονία. Εϕόσον το δυναμικό V είναι κυρτή
συνάρτηση, γνωρίζουμε ότι η παράγωγος συνάρτηση V ′ είναι αύξουσα. Συνεπώς αρκεί
να δείξουμε ότι A : K → K. ΄Εστω r ∈ K και z1, z2 ∈ [0, 12 ] με z1 ≤ z2. Εϕόσον
η συνάρτηση r είναι ϕθίνουσα στο διάστημα [0, 12 ] για z1 ≤ z2 με z1, z2 ∈ [0, 12 ] και
κ ∈ (0, 12), έχουμε

Ar(z2)−Ar(z1) =

∫ z2+
κ
2

z2−κ
2

r(ζ)dζ −
∫ z1+

κ
2

z1−κ
2

r(ζ)dζ

=

∫ z2+
κ
2

z1+
κ
2

r(ζ)dζ +

∫ z1+
κ
2

z2−κ
2

r(ζ)dζ
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−
∫ z2−κ

2

z1−κ
2

r(ζ)dζ −
∫ z1+

κ
2

z2−κ
2

r(ζ)dζ

=

∫ z2

z1

[
r
(
ζ +

κ

2

)
− r

(
ζ − κ

2

)]
dζ ≤ 0,

αϕού

r
(
ζ +

κ

2

)
− r

(
ζ − κ

2

)
≤ 0 ∀ ζ ∈

[
κ

2
,
1

2
− κ

2

]
με

1

2
− κ

2
≥ 1

4
≥ κ

2

και

αν ζ ∈
[
0,

κ

2

]
⇔ ζ − κ

2
∈
[
−κ

2
, 0
]

⇔ κ

2
− ζ ∈

[
0,

κ

2

]
⇔ ζ +

κ

2
∈
[κ
2
, κ
]
⊂
[
κ

2
,
1

2

]
,

τότε r
(
ζ +

κ

2

)
− r

(
ζ − κ

2

)
= r

(
ζ +

κ

2

)
− r

(κ
2
− ζ
)
≤ 0,

ενώ

αν ζ ∈
[
1

2
− κ

2
,
1

2

]
⇔ ζ − κ

2
∈
[
1

2
− κ,

1

2
− κ

2

]
⊂
[
0,

1

2
− κ

2

]
⇔ ζ +

κ

2
∈
[
1

2
,
1

2
+

κ

2

]
⇔ −ζ − κ

2
∈
[
−1

2
− κ

2
,−1

2

]
⇔ 1− ζ − κ

2
∈
[
1

2
− κ

2
,
1

2

]
,

τότε r
(
ζ +

κ

2

)
= r

(
1

2
+ ζ +

κ

2
− 1

2

)
= r

(
1

2
− ζ − κ

2
+

1

2

)
= r

(
1− ζ − κ

2

)
⇒ r

(
ζ +

κ

2

)
− r

(
ζ − κ

2

)
= r

(
1− ζ − κ

2

)
− r

(
ζ − κ

2

)
≤ 0

και άρα, συνολικά,

∀ ζ ∈
[
0,

1

2

]
: r
(
ζ +

κ

2

)
− r

(
ζ − κ

2

)
≤ 0.

Συνεπώς ο τελεστής A, και άρα και ο T διατηρούν την μονοτονία, και συνολικά, ο
τελεστής T διατηρεί τον κώνο.
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Λήμμα 2.2.6. Ο τελεστής T : K ∩ B̄s → K έχει τις ακόλουθες ιδιότητες:

1. Ο T είναι συμπαγής.

2. T (0) = 0

3. infr∈K∩∂Bs ∥Tr∥1 > 0

Απόδειξη. 1. Προκειμένου να δείξουμε ότι ο τελεστής T : K ∩ B̄s ⊂ K → K είναι
συμπαγής, αρκεί να δείξουμε ότι είναι συνεχής και απεικονίζει ϕραγμένα σύνολα σε
σχετικά συμπαγή, σύμϕωνα με τον ορισμό της συμπάγειας μη γραμμικών τελεστών
(βλ. π.χ. [6, 8.1]). Η συνέχεια του T έπεται από τη συνέχεια του τελεστή A και
του δυναμικού V στοK∩B̄s καθώς (κατ΄ αναλογία με την απόδειξη της συνέχειας
του T : R → R στο Λήμμα 2.1.12) με χρήση των ιδιοτήτων του A : X → X που
δίνονται στο Λήμμα 2.2.4 έχουμε

∥C(r1)− C(r2)∥1 ≤
∥∥A [V ′(α+Ar1)− V ′(α+Ar2)

]∥∥
∞

≤
∥∥V ′(α+Ar1)− V ′(α+Ar2)

∥∥
1

και∥∥AV ′(α+Ar1)−AV ′(α+Ar2)
∥∥
1
≤
∥∥A [V ′(α+Ar1)− V ′(α+Ar2)

]∥∥
∞ ,

που από τον ορισμό (2.10) του T : X → X συνεπάγεται

∥Tr1 − Tr2∥1 ≤ 2
∥∥V ′(α+Ar1)− V ′(α+Ar2)

∥∥
1
.

΄Ομως, αϕού V ∈ C2(R), έχουμε από το Θεώρημα Μέσης Τιμής∥∥V ′(α+Ar1)− V ′(α+Ar2)
∥∥
1
≤ M̃s ∥Ar1 −Ar2∥∞ ≤ M̃s ∥r1 − r2∥1

για ∥r1∥1, ∥r2∥1 ≤ s, όπου M̃s := max{|V ′′(x)| : x ∈ [α− s, α+ s]}.
Μένει να δείξουμε ότι ο T απεικονίζει κάθε ϕραγμένη ακολουθία (rn) σε ένα
σχετικά συμπαγές σύνολο. ΄Εστω (rn) ⊂ K ∩ B̄s. Από το Λήμμα 2.2.4, έπεται
ότι:

|Arn| ≤ ∥rn∥1

Εϕόσον η ακολουθία (rn) είναι ϕραγμένη και η V ′ συνεχής, έπεται ότι η ακολουθία
(V ′(α+Arn)) θα είναι ϕραγμένη στο σύνολοK∩B̄s. Στο Λήμμα 2.2.4, αποδείξα-
με επίσης ότι ο τελεστής A είναι συμπαγής, δηλαδή απεικονίζει ϕραγμένα σύνολα
σε σχετικά συμπαγή. Επομένως, το σύνολο (AV ′(α+Arn)) είναι σχετικά συμπα-
γές στο L1, δηλ. υπάρχει μια συγκλίνουσα υπακολουθία (AV ′(α+ Arkn) ⊂ L1,
για την οποία συγκλίνει προϕανώς και η αντίστοιχη ακολουθία των σταθερών
C(rkn), αϕού

∥C(rkn)− C(rkm)∥1 = |C(rkn)− C(rkm)|
≤
∥∥AV ′(α+Arkn)−AV ′(α+Arkm)

∥∥
1
,

από το οποίο προκύπτει ότι ο τελεστής T είναι συμπαγής στο K ∩ B̄s.
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2. Ξέρουμε ότι ο τελεστής A είναι γραμμικός, άρα A(0) = 0. Από τον ορισμό του
τελεστή T έπεται ότι:

T (0) = C(0) +AV ′(α+A(0))

= C(0) +AV ′(α).

Επομένως,

T (0) = −
∫ 1

2

− 1
2

∫ z+κ
2

z−κ
2

[V ′(α+A(0))]dz′ +AV ′(α)

= −
∫ 1

2

− 1
2

∫ z+κ
2

z−κ
2

V ′(α)dz′ +

∫ z+κ
2

z−κ
2

V ′(α)dz′

= −V ′(α)[z′]
z+κ

2

z−κ
2
+ V ′(α)[z′]

z+κ
2

z−κ
2

= −V ′(α)κ+ V ′(α)κ

= 0,

όπου Ar(z) :=
∫ z+κ

2

z−κ
2
r(z′)dz′ και η σταθερά C(r) έχει επιλεγεί έτσι ώστε, το Tr

να έχει μέση τιμή 0 στο διάστημα μίας περιόδου.

3. Κατάρχήν η ύπαρξη του infimum εξασϕαλίζεται από το Αξίωμα της Πληρότητας
του R, από το οποίο προκύπτει ότι κάθε μη-κενό υποσύνολο των πραγματικών
αριθμών που είναι κάτω ϕραγμένο έχει μέγιστο κάτω ϕράγμα.

Το σύνολο {∥Tr∥1 : r ∈ K ∩ ∂Bs} = {∥Tr∥1 : r ∈ K, ∥r∥1 = s}, επομένως έχει
infimum μεγαλύτερο ή ίσο του μηδενός. Σκοπός μας είναι να δείξουμε ότι είναι
γνήσια μεγαλύτερο του μηδενός. Η απόδειξη περιλαμβάνει δύο βήματα.

Βήμα 1
Θα δείξουμε ότι υπάρχει σταθερά C∗ > 0 ανεξάρτητη του r και τέτοια ώστε
∥Ar∥1 ≥ C∗∥r∥1, ∀ r ∈ K με 0 < ∥r∥1 = s < ∞.
Εϕόσον η συνάρτηση r είναι άρτια, έχει μέση τιμή 0 στο [−1

2 ,
1
2 ] και είναι ϕθίνουσα

στο [0, 12 ], υπάρχει δ ∈ (0, 12) με r(z) ≥ 0 σ.π. στο [0, δ] και r(z) ≤ 0 σ.π. στο
[δ, 12 ]. Για το σημείο αυτό ισχύει∫ δ

−δ
|r(z)|dz =

∥r∥1
2

, (2.30)

αϕού

∥r∥1 =

∫ 1
2

− 1
2

|r(z)|dz

=

∫ δ

−δ
r(z)dz −

∫
[− 1

2
,−δ]∪[δ, 1

2
]
r(z)dz, (2.31)

όπου ∫ δ

−δ
r(z)dz +

∫
[− 1

2
,−δ]∪[δ, 1

2
]
r(z)dz = 0.
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Ανάλογα με τη θέση του δ διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις, για τις οποίες υπεν-
θυμίζουμε ότι κ ∈ (0, 12):

Περίπτωση 1: δ ∈
[
1
4 ,

1
2

)
∧ δ ≥ 3κ

4 .

Θέτουμε a := κ
4 ∈

(
0, 12
)
με a

δ < 1.

Αϕού r,Ar άρτιες και ϕθίνουσες στο
[
0, 12
]
με r(z) ≥ 0 σ.π. στο [−δ, δ], έχουμε

∀ z ∈ [0, a]

Ar(z) ≥ Ar(a) = Ar(−a) =

∫ −a+κ
2

−a−κ
2

r(z) dz ≥ 2

∫ a

0
r(z) dz

= 2
a

δ

∫ δ

0
r
(a
δ
ζ
)
dζ ≥ 2

a

δ

∫ δ

0
r (ζ) dζ

και συνεπώς, με χρήση της (2.30) και αϕού 1
δ > 2,

∥Ar∥1 =
∫ 1

2

− 1
2

|Ar(z)| dz ≥
∫ a

−a
|Ar(z)| dz ≥ 2

∫ a

0
Ar(z) dz ≥ a2

δ
∥r∥1 > 2a2∥r∥1

με a = κ
4 > 0.

Περίπτωση 2: δ ∈
[
1
4 ,

1
2

)
∧ δ ≤ 3κ

4 .

Θέτουμε a := δ − κ
2 ∈

[
1
4 − κ

2 ,
κ
4

]
⊂
(
0, 12
)
με κ− δ ∈

(
κ
4 , δ
)
και κ

4δ ∈
[
a
δ , 1
)
.

Με τις προαναϕερθείσες ιδιότητες των r και Ar, και αυτό το a, έχουμε τώρα
∀ z ∈ [0, a]

Ar(z) ≥ Ar(a) =

∫ δ

δ−κ
r(z) dz ≥ 2

∫ κ−δ

0
r(z) dz ≥ 2

∫ κ
4

0
r(z) dz

= 2
κ

4δ

∫ δ

0
r
( κ

4δ
ζ
)
dζ ≥ 2

κ

4δ

∫ δ

0
r (ζ) dζ ≥ 2

a

δ

∫ δ

0
r (ζ) dζ

και συνεπώς, όπως και πριν,

∥Ar∥1 > 2a2∥r∥1 με a ≥ 1

4
− κ

2
> 0.

Περίπτωση 3: δ ∈
(
0, 14
]
.

Θέτουμε a := min
{
κ
4 ,

1
2 − δ − κ

2

}
∈
[
min

{
κ
4 ,

1
4 − κ

2

}
, κ4
]
⊂
(
0, 12
)
.

Αϕού Ar ϕθίνουσα στο
[
0, 12
]
, έχουμε ∀ z ∈

[
1
2 − a, 12

]
: Ar(z) ≤ Ar

(
1
2 − a

)
.

΄Ομως, λόγω της περιοδικότητας και της αρτιότητας της r, ισχύει r(z) ≤ 0 στο
[δ, 1− δ], και από τον ορισμό του a, και στην περίπτωση που εξετάζουμε, έχουμε[
1
2 − a− κ

2 ,
1
2 − a+ κ

2

]
⊂
[
δ, 34
]
⊂ [δ, 1− δ], που συνεπάγεται

Ar
(
1
2 − a

)
=

∫ 1
2
−a+κ

2

1
2
−a−κ

2

r(z) dz ≤ 0.

36



Κεϕάλαιο 2 2.2. Μέθοδος δείκτη σταθερού σημείου

Από τις ίδιες ιδιότητες του r προκύπτει r
(
1
2 − ζ

)
= r

(
−1

2 + ζ
)
= r

(
1
2 + ζ

)
∀ ζ ∈ R. Επίσης, η r είναι ϕθίνουσα στο

[
0, 12
]
και ισχύει

1 ≥
κ
2 − a
1
2 − δ

=
κ− 2a

1− 2δ
≥ 2a

1− 2δ
> 0.

Από τις ιδιότητες αυτές προκύπτει ∀ z ∈
[
1
2 − a, 12

]
|Ar(z)| = −Ar(z) ≥ −Ar

(
1
2 − a

)
=

∫ 1
2
+(κ

2
−a)

1
2
−(κ

2
+a)

(−r)(z) dz

=

∫ κ
2
−a

−(κ
2
+a)

(−r)
(
1
2 + ζ

)
dζ

≥
∫ κ

2
−a

−(κ
2
−a)

(−r)
(
1
2 + ζ

)
dζ

= 2

∫ 0

−(κ
2
−a)

(−r)
(
1
2 + ζ

)
dζ

= 2
κ
2 − a
1
2 − δ

∫ 0

−( 1
2
−δ)

(−r)

(
1
2 +

κ
2 − a
1
2 − δ

ζ ′

)
dζ ′

≥ 2
κ
2 − a
1
2 − δ

∫ 0

−( 1
2
−δ)

(−r)
(
1
2 + ζ ′

)
dζ ′

= 2
κ− 2a

1− 2δ

∫ 0

−( 1
2
−δ)

(−r)
(
1
2 + ζ ′

)
dζ ′

≥ 2
2a

1− 2δ

∫ 0

−( 1
2
−δ)

(−r)
(
1
2 + ζ ′

)
dζ ′

= 2
2a

1− 2δ

∫ 1
2

δ
(−r)(z) dz

=
a

1− 2δ
∥r∥1 ≥ a∥r∥1,

όπου η τελευταία ισότητα προκύπτει από τις (2.30) και (2.31), σε συνδυασμό με
την αρτιότητα του r, και η τελευταία ανισότητα από το δ ∈

(
0, 14
]
. Συνεπώς, αϕού

η Ar είναι άρτια, έχουμε

∥Ar∥1 =
∫ 1

2

− 1
2

|Ar(z)| dz = 2

∫ 1
2

0
|Ar(z)| dz ≥ 2

∫ 1
2

1
2
−a

|Ar(z)| dz ≥ 2a2∥r∥1

με a ≥ ã := min

{
κ

4
,
1

4
− κ

2

}
> 0.

΄Ετσι, έχουμε συνολικά από τις Περιπτώσεις 1 έως 3, ότι για κάθε σταθερό κ ∈(
0, 12
)
υπάρχει C∗ := 2ã2 > 0, ανεξάρτητο του r ∈ K, έτσι ώστε

∥Ar∥1 ≥ C∗∥r∥1 ∀ r ∈ K.
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Βήμα 2
Εϕόσον η συνάρτηση V ′ είναι αύξουσα και Ar ∈ K έπεται ότι

V ′(α+Ar) +
C(r)

κ
∈ K,

όπου C(r) = −
∫ 1

2

− 1
2

AV ′(α + Ar(z))dz. Από το πρώτο βήμα της απόδειξης

εξασϕαλίσαμε την ύπαρξη μιας σταθεράς C∗ > 0 τέτοιας ώστε:

∥Tr∥1 = ∥A[V ′(α+Ar) +
C(r)

κ
]∥1

≥ C∗∥V ′(α+Ar) +
C(r)

κ
∥1 ∀ r ∈ K ∩ ∂Bs. (2.32)

Θα δείξουμε ότι υπάρχει σταθερά C̃ > 0, ανεξάρτητη του r, τέτοια ώστε

∥V ′(α+Ar) +
C(r)

κ
∥1 ≥ C̃ ∀ r ∈ K ∩ ∂Bs. (2.33)

΄Εστω ότι δεν υπάρχει τέτοιο C̃. Τότε υπάρχει ακολουθία (rn) στο σύνολο K ∩
∂Bs ⊂ X με

∥V ′(α+Arn) +
C(rn)

κ
∥1 → 0,

όπου C(rn) =
∫ 1

2

− 1
2

AV ′(α + Arn)dz. Ο τελεστής A : X → X είναι συμπα-

γής, επομένως υπάρχει συγκλίνουσα ακολουθία Arn → y στο X, δηλ. ισχύ-
ει ∥Arn − y∥1 → 0 με y ∈ X, και συνεπώς, αϕού ∥Arn∥∞ ≤ ∥Arn∥1 και
Arn ∈ C

([
−1

2 ,
1
2

])
, ισχύει και y ∈ C

([
−1

2 ,
1
2

])
. Μάλιστα, αϕού η σύγκλιση

είναι ομοιόμορϕη (και άρα και κατά σημείο) στο
[
−1

2 ,
1
2

]
και ισχύει Arn ∈ K, θα

ισχύει και y ∈ K. Τέλος, αϕού ∥Arn∥1 ≥ C∗s, θα ισχύει και ∥y∥1 ≥ C∗s > 0.
Από την ομοιόμορϕη σύγκλιση των συνεχών συναρτήσεων Arn στη συνεχή συ-
νάρτηση y προκύπτει όμως και ότι

∥V ′(α+Arn) +
C(rn)

κ
∥1 →

∫ 1
2

− 1
2

| − C + V ′(α+ y(x))|dx = 0,

όπου C = 1
κ

∫ 1
2

− 1
2

AV ′(α+ y(x))dx, και άρα έχουμε

V ′(α+ y(x)) = C ∀ x ∈
[
−1

2 ,
1
2

]
.

΄Ομως, αϕού y συνεχής και ϕθίνουσα στο
[
0, 12
]
με ∥y∥1 > 0, θα ισχύει y(0) >

y
(
1
2

)
, και άρα, αϕού η V ′ : R → R είναι (ως γνησίως κυρτή) γνησίως αύξουσα,

V ′ (α+ y(0)) > V ′(α+ y
(
1
2

))
,

το οποίο οδηγεί σε άτοπο. Επομένως υπάρχει σταθερά C̃ > 0, ανεξάρτητη του r,
έτσι ώστε να ισχύει η (2.33), και συνεπώς, σε συνδυασμό με την (2.32), υπάρχει
σταθερά Ĉ := C∗C̃ > 0, ανεξάρτητη του r, έτσι ώστε

∥Tr∥1 ≥ Ĉ > 0 ∀ r ∈ K ∩ ∂Bs,
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που ισοδυναμεί με το ότι
inf

r∈K∩∂Bs

∥Tr∥1 > 0.

Μετά από την απόδειξη κάποιων ιδιοτήτων του τελεστή T στα Λήμματα 2.2.5 και 2.2.6
(για την απόδειξη των οποίων χρειάστηκε το Λήμμα 2.2.4 που δίνει κάποιες ιδιότητες του
τελεστή A μέσω του οποίου ορίζεται ο T ) θα τις χρησιμοποιήσουμε για να αποδείξουμε
το Θεώρημα 2.2.3 με χρήση του δείκτη σταθερού σημείου σε κώνους. Προϕανώς, πριν
τον χρησιμοποιήσουμε θα πρέπει να τον ορίσουμε και να αναϕέρουμε τις ιδιότητές του
που θα χρειαστούμε.

Ορισμός 2.2.7. ΄Εστω

M := {(T,U,K) : K κώνος στον χώρο Banach X, U ϕραγμένο και ανοικτό στο K,

T : Ū → K συμπαγής με Tx ̸= x στο ∂U}.

Τότε ορίζεται μια συνάρτηση i : M → Z, ο δείκτης σταθερού σημείου της T
στο U ως προς το K, η οποία, μεταξύ άλλων, έχει και τις ακόλουθες ιδιότητες:

1. (ιδιότητα κανονικοποίησης) i(T,U,K) = 1, αν T (Ū) = {x0}, όπου x0 ∈ U ,

2. (ιδιότητα ομοτοπικά αναλλοίωτου) ο i(H(t, ·), U,K) είναι ανεξάρτητος του t ∈
[0, 1], αν ο H : [0, 1]× Ū → K είναι συμπαγής και ισχύει H(t, x) ̸= x ∀ (t, x) ∈
[0, 1]× ∂U ,

3. (ιδιότητα λύσης) Αν i(T,U,K) ̸= 0, τότε ∃ x ∈ U : Tx = x.

Παρατήρηση 2.2.8. Η συνάρτηση i : M → Z είναι μοναδική, αν ζητηθούν αξιωμα-
τικά κάποιες επιπλέον ιδιότητές της, τις οποίες όμως δεν χρειαζόμαστε στην εϕαρμογή
μας. Επίσης ορίζεται και για γενικότερα υποσύνολα K και ο ορισμός της στηρίζεται
στην έννοια του τοπολογικού βαθμού Leray-Schauder για συμπαγείς τελεστές σε α-
πειροδιάστατους χώρους, ο οποίος με τη σειρά του αποτελεί γενίκευση του (κλασικού)
τοπολογικού βαθμού συνεχών συναρτήσεων σε χώρους πεπερασμένης διάστασης. Ο ο-
ρισμός που χρησιμοποιούμε είναι ο δόκιμος, επειδή ενδιαϕερόμαστε για σταθερά σημεία
του τελεστή T , διάϕορα του τετριμμένου (βλ. Λήμμα 2.2.6 (2)). Για την γενικότερη
θεωρία του τοπολογικού βαθμού παραπέμπουμε τον αναγνώστη στο [6], και ειδικότερα,
αναϕορικά με τον ορισμό του δείκτη σταθερού σημείου σε κώνους, στις Παραγράϕους
20.1 και 20.2.

Εκτός των πιο πάνω ιδιοτήτων του δείκτη σταθερού σημείου, θα χρειαστούμε και τα
ακόλουθα αποτελέσματα:

Λήμμα 2.2.9. ΄Εστω K κώνος στον διαχωρίσιμο χώρο Banach X και C ⊂ K συμ-
παγές με 0 ̸∈ C. Τότε 0 ̸∈ conv(C).
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Απόδειξη. Γνωρίζουμε ότι υπάρχει συνεχές γραμμικό συναρτησοειδές x∗ ∈ X∗ στον
δυϊκό χώρο X∗ του X με x∗(x) > 0 ∀ x ∈ K \ {0}, βλ. [6, Proposition 19.3 (c)].
Συνεπώς, υπάρχει (xn) ⊂ C ⊂ K με x∗(xn) → α := inf{x∗(x) : x ∈ C} ≥ 0, και
αϕού C ⊂ K συμπαγές και x∗ : X → R συνεχές, υπάρχει υπακολουθία (xkn) ⊂ (xn)
με xkn → x0 ∈ C και x∗(xkn) → x∗(x0) = α > 0, αϕού 0 ̸∈ C ⊂ K. ΄Ετσι έχουμε
x∗(x) ≥ α > 0 ∀ x ∈ C και συνεπώς

x∗(x) ≥ α > 0 ∀ x ∈ conv(C) :=

{
n∑

i=1

λixi : n ∈ N, xi ∈ C, λi ≥ 0,
n∑

i=1

λi = 1

}
,

αϕού x∗ : X → R γραμμικός και άρα

x∗

(
n∑

i=1

λixi

)
=

n∑
i=1

λix
∗(xi) ≥ α

n∑
i=1

λi = α ∀ x =

n∑
i=1

λixi ∈ conv(C).

Από την συνέχεια του x∗ : X → R προκύπτει έτσι και ότι x∗(x) ≥ α > 0 ∀ x ∈
conv(C), που συνεπάγεται 0 ̸∈ conv(C).

Παρατήρηση 2.2.10. Στην περίπτωσή μας, ο χώρος X του Λήμματος 2.2.9 είναι
διαχωρίσιμος ως υπόχωρος του L1, ο οποίος είναι ισομετρικά ισόμορϕος με τον διαχω-
ρίσιμο χώρο L1

((
−1

2 ,
1
2

))
.

Θεώρημα 2.2.11. ΄Εστω X γραμμικός χώρος με νόρμα, A ⊂ X κλειστό και
F : A → X συνεχής. Τότε ο F έχει συνεχή επέκταση F̃ : X → X με F̃ (X) ⊂
conv(F (A)).

Απόδειξη. Βλ. [6, Theorem 7.2.]

Λήμμα 2.2.12. ΄Εστω X χώρος Banach. Αν το F ⊂ X είναι σχετικά συμπαγές,
τότε και η κυρτή του θήκη, conv(F ), είναι σχετικά συμπαγής.

Απόδειξη. Υπενθυμίζουμε ότι το F ⊂ X ονομάζεται σχετικά συμπαγές, αν κάθε ακο-
λουθία (xn) ⊂ F έχει μια συγκλίνουσα υπακολουθία στο X και ότι η κυρτή θήκη του
F ⊂ X ορίζεται ως η τομή όλων των κυρτών υποσυνόλων του X που περιέχουν το F .
Για την απόδειξη του λήμματος παραπέμπουμε στο [6, Proposition 7.2 (a) και (d)].

Είμαστε έτοιμοι τώρα να αποδείξουμε το Θεώρημα 2.2.3. Για τον σκοπό αυτό θα
υπολογίσουμε καταρχήν (Λήμμα 2.2.13) με τη βοήθεια των ιδιοτήτων του δείκτη σταθε-
ρού σημείου και των Λημμάτων 2.2.9, 2.2.12 και του Θεωρήματος Συνεχούς Επέκτασης
2.2.11 τον δείκτη σταθερού σημείου για τελεστές που έχουν τις ιδιότητες του Λήμματος
2.2.6, όταν ισχύει και μια επιπλέον ιδιότητα. Το αποτέλεσμα αυτό, χρησιμοποιούμενο
κατάλληλα, οδηγεί σε ένα τελευταίο βήμα (Λήμμα 2.2.14) στην απόδειξη του Θεω-
ρήματος 2.2.3, δηλ. στην απόδειξη της ύπαρξης μη τετριμμένων λύσεων r ∈ K του
προβλήματος ιδιοτιμών Tr = ω2r με ω2 > 0.

Σημειώνουμε ότι το Λήμμα 2.2.13, όπως παρουσιάζεται και αποδεικνύεται εδώ, είναι
συνδυασμός των Λημμάτων 2.18 και 2.19 του πρωτοτύπου [11], των οποίων η απόδειξη
δεν ήταν πλήρης. Η απόδειξη του Λήμματος 2.2.13 χρησιμοποιεί ιδέες του [6, Theorem
20.2.].
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Λήμμα 2.2.13. ΄Εστω T : K ∩ B̄s → K συμπαγής τελεστής με

1. infr∈K∩∂Bs ∥Tr∥1 > 0,

2. Tr ̸= µr, ∀ r ∈ K ∩ ∂Bs και ∀ µ ∈ (0, 1].

Τότε
i(T,K ∩Bs,K) = 0.

Απόδειξη. Γνωρίζουμε ότι ο τελεστής T : K ∩ B̄s → K είναι συμπαγής, δηλαδή είναι
συνεχής και απεικονίζει ϕραγμένα σύνολα σε σχετικά συμπαγή. Ορίζουμε το σύνολο
F := T (K ∩ ∂Bs), δηλαδή την εικόνα του συνόλου K ∩ ∂Bs μέσω του τελεστή T .

Αϕού το ∂Bs είναι ϕραγμένο και K ∩ ∂Bs ⊂ K ⊂ B̄s, προκύπτει ότι η εικόνα του
συνόλου K ∩ ∂Bs, F , είναι σχετικά συμπαγής. Συνεπώς το F̄ είναι συμπαγές σύνολο.
Από το Λήμμα 2.2.5 έχουμε ότι ο T διατηρεί τον κώνο, όπου ο κώνος K είναι ένα
μη-κενό, κυρτό και κλειστό σύνολο. Οπότε,

K ∩ ∂Bs ⊂ K

⇒ F = T (K ∩ ∂Bs) ⊂ T (K) ⊂ K

⇒ F̄ ⊂ K̄ = K

Από την υπόθεση 1 έχουμε ότι infr∈K∩∂Bs ∥Tr∥1 > 0, οπότε το 0 /∈ F̄ , και σύμϕωνα
με το Λήμμα 2.2.9 προκύπτει ότι 0 /∈ conv(F̄ ). Εϕόσον το σύνολοK∩∂Bs είναι κλειστό
και T |K∩∂Bs είναι συνεχής, από το Θεώρημα Συνεχών Επεκτάσεων 2.2.11 έχουμε ότι
ο τελεστής T : K ∩ ∂Bs → K έχει μία συνεχή επέκταση T̃ : X → X του T τέτοια
ώστε:

T̃ (X) ⊂ conv(T (K ∩ ∂Bs))

= conv(F )

⊂ conv(F̄ )

με T̃ |K∩∂Bs= T |K∩∂Bs .

Εϕόσον το σύνολο F := T (K ∩ ∂Bs) είναι σχετικά συμπαγές έπεται ότι η κυρτή
θήκη conv(F ) είναι σχετικά συμπαγής,σύμϕωνα με το Λήμμα 2.2.12. Ορίζουμε τον
τελεστή T̄ := T̃ |K∩∂Bs , ο οποίος είναι συμπαγής, δηλαδή είναι συνεχής και απεικονίζει
ϕραγμένα σύνολα σε σχετικά συμπαγή, εϕόσον T̃ |K∩∂Bs= T |K∩∂Bs και το σύνολο
conv(F ) είναι σχετικά συμπαγές. Επίσης δείξαμε ότι 0 /∈ conv(F̄ ), και άρα, αϕού
T̃ (X) ⊂ conv(F ) ⊂ conv(F̄ ), προκύπτει ότι

inf
{
∥T̃ r∥1 : r ∈ X

}
=: γ > 0.

Τώρα, για ν ≥ 1 από το 2 της υπόθεσης έχουμε ότι:(
(1− t)T + tνT̄ r

)
=
(
1 + t(ν − 1)

)
Tr ̸= r, ∀ t ∈ [0, 1] και ∀ r ∈ K ∩ ∂Bs.
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Οπότε, από την ιδιότητα του ομοτοπικά αναλλοίωτου του δείκτη σταθερού σημείου (βλ.
τον Ορισμό 2.2.7, 2) , έχουμε ότι:

i(T,K ∩Bs,K) = i(νT̄ ,K ∩Bs,K).

Επίσης από την ιδιότητα της λύσης του δείκτη σταθερού σημείου (βλ. Ορισμό 2.2.7, 3)
γνωρίζουμε ότι αν i(νT̄ ,K ∩ Bs,K) ̸= 0 τότε ο τελεστής νT̄ έχει τουλάχιστον ένα
σταθερό σημείο, δηλαδή:

r = νT̄ r για κάποιο r ∈ K ∩Bs.

Συνεπώς, στην περίπτωση αυτή,

∥r∥1 = ∥νT̄ r∥1

⇒ ∥r∥1 = ν∥T̄ r∥1

⇒ ν =
∥r∥1
∥T̄ r∥1

≤ s

γ

Επομένως καταλήγουμε στο:

i(T,K ∩Bs,K) = i(νT̄ ,K ∩Bs,K) = 0 για ν > max{1, s
γ
}.

Λήμμα 2.2.14. Υπάρχει r̃ ∈ K ∩ ∂Bs και ω2 > 0 τέτοιο ώστε:

T r̃ = ω2r̃.

Απόδειξη. Από το Λήμμα 2.2.6 (3) ξέρουμε ότι:

b := inf
r∈K∩∂Bs

∥Tr∥1 > 0.

Επιλέγουμε έναν αριθμό a > s
b . Προϕανώς a > 0. Ορίζουμε τον συμπαγή τελεστή

aT : K ∩ B̄s → K. (Ο aT είναι συμπαγής σύμϕωνα με το Λήμμα 2.2.6 (1).) Ο
τελεστής aT ικανοποιεί τις υποθέσεις του Λήμματος 2.2.13:

1.

inf
r∈K∩∂Bs

∥aTr∥1 = a inf
r∈K∩∂Bs

∥Tr∥1

= ab > 0.

2. aTr ̸= µr, ∀ r ∈ K ∩ ∂Bs και ∀ µ ∈ (0, 1]. Πράγματι αν υπήρχαν r1 ∈ K ∩ ∂Bs

και λ1 ∈ (0, 1] τέτοια ώστε aTr1 = λ1r1, τότε:

∥aTr1∥1 = ∥λ1r1∥1

⇒ a∥Tr1∥1 = λ1∥r1∥1

⇒ λ1∥r1∥1 >
s

b
b = s = ∥r1∥1.

Δηλαδή, λ1 > 1. ΄Ατοπο.
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Οπότε από το Λήμμα 2.2.13, έχουμε ότι:

i(aT,K ∩Bs,K) = 0. (2.34)

΄Εστω τώρα H : [0, 1]×K ∩ B̄s → K συμπαγής με H(t, r) = taTr. (Η απλούστερη
ομοτοπία ως προς τον τελεστή aT ). Αν H(t, r) ̸= r ∀ r ∈ K ∩ ∂Bs και ∀ t ∈ [0, 1],
τότε από το ομοτοπικά αναλλοίωτο και από την ιδιότητα της κανονικότητας (βλ. Ορισμός
2.2.7, 1) του δείκτη σταθερού σημείου έχουμε ότι:

i(aT,K ∩Bs,K) = i(0,K ∩Bs,K) = 1.

΄Ατοπο από τη σχέση (2.34).

Επομένως, υπάρχει r̃ ∈ K ∩ ∂Bs και t̃ ∈ [0, 1] τέτοια ώστε H(t̃, r̃) = r̃, δηλαδή:

t̃aT r̃ = r̃.

Αϕού ∥r̃∥ = s > 0, έχουμε t̃ ̸= 0, οπότε T r̃ = 1
at̃
r̃ και θέτοντας ω2 = 1

at̃
> 0 έχουμε

το ζητούμενο
T r̃ = ω2r̃.
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ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ3
Μη-γραμμικη διορθωση οδευοντων
κυματων μικρου πλατους

Μελετώντας τη λύση (ω2, r) του μη-γραμμικού προβλήματος ιδιοτιμών (2.11), εισά-
γαμε μία νέα παράμετρο s = ∥r∥2, την παράμετρο του πλάτους, η οποία είναι ένα μέτρο
της ενέργειας του κύματος. Σε αυτό το κεϕάλαιο θεωρούμε ότι το s είναι μικρό, δηλαδή
μελετάμε την ασθενώς μη-γραμμική περίπτωση. Περιγράϕουμε τη μορϕή των κυμάτων
και εξάγουμε την διόρθωση πρώτης τάξης στη γραμμική εξίσωση διασποράς. Προκει-
μένου να κατανοήσουμε τη ϕύση των λύσεων για μικρές τιμές του s, γραμμικοποιούμε
την εξίσωση (2.11),

ω2r = Tr

με Tr(z) := C(r) + AV ′(α+ Ar(z)) γύρω από το s = 0. Θα δούμε ότι το ανάπτυγμα
Taylor μας δίνει σε πρώτη τάξη τη γραμμικοποιημένη εξίσωση της (2.1), δηλαδή την

ω2r = V ′′(α)A2r, (3.1)

της οποίας οι λύσεις είναι:

ω̃2(α, κ) = V ′′(α)
1

π2
sin2 πκ, r̃ = s

√
2 cos 2πz, (3.2)

όπου ω̃ είναι η γραμμική σχέση διασποράς. Πιο συγκεκριμένα θα αποδείξουμε το ακό-
λουθο θεώρημα.

Θεώρημα 3.0.15. Η λύση {ω2(s), r(s)} του μη-γραμμικού προβλήματος ιδιοτιμών
(2.11), δηλαδή του

ω2r = Tr

ικανοποιεί για s = ∥r∥2 → 0 τις σχέσεις:

r(s) = e1s+ α2s
2 + α3s

3 +O(s4), (3.3)

ω2(s) = ω̃2 +Ω2s
2 +Ω3s

3 +O(s4), (3.4)

όπου το ω̃ δίνεται από την γραμμική σχέση διασποράς:

ω̃2(α, κ) = V ′′(α)
1

π2
sin2(πκ)
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και

e1 =
√
2 cos 2πz,

Ω2 =
sin4 κπ

4π4

[
(V ′′′(α))2

V ′′(α)
cot2 κπ + V ′′′′(α)

]
,

α2(z) =
cotκπ

2π

V ′′′(α)

V ′′(α)
cos 4πz,

α3(z) =

(
cotκπ

4π

V ′′′(α)

V ′′(α)

)2√
2 cos 2πz

+
1 + 2 cos 2κπ

32π2(2 + cos 2κπ)

[
3(
V ′′′(α)

V ′′(α)
)2 cot2 κπ

+
V (4)(α)

V ′′(α)

]√
2 cos 6πz.

Απόδειξη. Χρησιμοποιούμε τον τύπο του Taylor για να αναπτύξουμε τις συναρτήσεις
ω2(s) και r(s) γύρω από το σημείο s = 0. Επομένως προκύπτει:

ω2(s) = ω2(0) +
(ω2(0))′

1!
s+

(ω2(0))′′

2!
s2 +

(ω2(0))′′′

3!
s3 +O(s4) για s → 0

Θέτουμε

ω2(0) =: Ω0

=: ω̃2,

(ω2(0))′

1!
=: Ω1,

(ω2(0))′′

2!
=: Ω2,

(ω2(0))′′′

3!
=: Ω3,

κ.ο.κ. που συνεπάγεται

ω2(s) = Ω0 +Ω1s+Ω2s
2 +Ω3s

3 +O(s4) για s → 0 (3.5)

Ομοίως και για τη συνάρτηση r σε κάθε σημείο της z ∈ R:

r(s) = r(0) +
(r2(0))′

1!
s+

(r2(0))′′

2!
s2 +

(r2(0))′′′

3!
s3 +O(s4) για s → 0

Θέτουμε

r(0) =: α0,

(r(0))′ =: α1,

(r2(0))′′

2!
=: α2,

(r2(0))′′′

3!
=: α3,
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κ.ο.κ. που συνεπάγεται

r(s) = α0 + α1s+ α2s
2 + α3s

3 +O(s4) για s → 0. (3.6)

΄Ομως ⟨r(s), r(s)⟩ = ∥r(s)∥22 = s2 και συνεπώς αντικαθιστώντας σε αυτήν το r(s) με
τη μορϕή (3.6) έχουμε

⟨α0 + α1s+ α2s
2 + α3s

3 +O(s4), α0 + α1s+ α2s
2 + α3s

3 +O(s4)⟩ =
∥α0∥22 + 2⟨α0, α1⟩s+

(
∥α1∥22 + 2⟨α0, α2⟩

)
s2 + (2⟨α0, α3⟩+ 2⟨α1, α2⟩) s3 +O(s4)

από την οποία προκύπτει

α0 = 0, ∥α1∥2 = 1, ⟨α1, α2⟩ = 0 (3.7)

και συνεπώς
r(s) = α1s+ α2s

2 + α3s
3 +O(s4). (3.8)

Θα υπολογίσουμε τους συντελεστές Ω0,Ω1,Ω2,Ω3, ..., α1, α2, α3, ..., αντικαθιστώντας
τις εξισώσεις (3.5) και (3.8) στις εξισώσεις:

ω2s2 = ⟨AV ′(α+Ar), r⟩ (3.9)

ω2r(z) = Tr(z) = C(r) +AV ′(α+Ar(z)), ∀ z ∈ R (3.10)

και εξισώνοντας τους συντελεστές των όρων sn, n ∈ N0 ίδιου βαθμού.

Η εξίσωση (3.9) προκύπτει από τις εξισώσεις (2.10) και (2.11) παίρνοντας το εσωτε-
ρικό γινόμενο με r, δηλαδή

ω2r = C(r) +AV ′(α+Ar)

⇒ ⟨ω2r, r⟩ = ⟨C(r) +AV ′(α+Ar), r⟩
⇒ ω2⟨r, r⟩ = ⟨C(r), r⟩+ ⟨AV ′(α+Ar), r⟩
⇒ ω2∥r∥22 = ⟨AV ′(α+Ar), r⟩
⇒ ω2s2 = ⟨AV ′(α+Ar), r⟩

όπου ⟨C(r), r⟩ = 0, αϕού C(r) ∈ R και
∫ 1

2

− 1
2

r(z)dz = 0.

Στην ενότητα 2.1 αποδείξαμε ότι:

|Ar(z)| ≤
√
κ∥r∥2

=
√
κs για όλα τα z ∈ R

Ξέρουμε ότι το s είναι μικρό και η συνάρτηση δυναμικού V είναι λεία. Επομένως
σύμϕωνα με το Θεώρημα Taylor, αναπτύσσοντας τη συνάρτηση V ′(α+Ar) γύρω από
το σημείο α, έχουμε:

V ′(α+Ar) = V ′(α) +
V ′′(α)

1!
Ar +

V ′′′(α)

2!
(Ar)2 +

V (4)(α)

3!
(Ar)3

+
V (5)(α)

4!
(Ar)4 +R(α,Ar), (3.11)
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όπου

R(α,Ar) :=
V (6)(α+ τAr)

5!
(Ar)5 με τ ∈ (0, 1) και

|R(α,Ar)| ≤ max{
∣∣∣V (6)(x)

∣∣∣ : x ∈ [α− 2s
√
κ, α+ 2s

√
κ}κ

5
2

5!
s5 ∀ z ∈ R

Αντικαθιστώντας στην (3.11) την (3.8) έχουμε από την γραμμικότητα του τελεστή A:

V ′(α+Ar) = V ′(α) + V ′′(α)Aα1s+O(s2)

και άρα
AV ′(α+Ar) = AV ′(α) + V ′′(α)A2α1s+O(s2)

και

C(r) = −AV ′(α) + V ′′(α)

∫ 1
2

− 1
2

A2α1dzs+O(s2)

= −AV ′(α) +O(s2),

αϕού α1 ∈ R ⇒ Aα1 ∈ R ⇒ A2α1 ∈ R με
∫ 1

2

− 1
2

ρdz = 0 ∀ ρ ∈ R. Συνεπώς,
αντικαθιστώντας την (3.5) με Ω0 = ω̃2 και την (3.8) στην (3.10) έχουμε

ω̃2α1s+O(s2) = V ′′(α)A2α1s+O(s2).

Αυτό σημαίνει ότι η γραμμικοποιημένη εξίσωση (linearized equation) ω2r = Tr γύρω
από το s = ∥r∥2 = 0 είναι η

ω̃2α1 = V ′′(α)A2α1. (3.12)

΄Οπως είδαμε στο Λήμμα 2.1.9 κάθε α1 ∈ R μπορεί να αναπτυχθεί ως προς την ορθο-
κανονική βάση {ej , j ∈ N} του χώρου Hilbert R, δηλαδή

α1 =

∞∑
j=1

α1jej ∀ α1 ∈ R, (3.13)

όπου ⟨ei, ej⟩ = δij ∀ i, j ∈ N. Επίσης, όπως είδαμε στο Λήμμα 2.1.9 ο A είναι γραμμικός
με Aej = ujej , j ∈ N. Συνεπώς, η (3.12) ισοδυναμεί με την

∞∑
j=1

α1j(ω̃
2 − V ′′(α)u2j )ej = 0,

δηλαδή με
α1j(ω̃

2 − V ′′(α)u2j ) = 0 ∀ j ∈ N. (3.14)

Επιλέγοντας α11 = 1 βρίσκουμε ότι η βασική αρμονική e1 επιλύει την (3.12) αν
και μόνο αν ικανοποιείται η γραμμική σχέση διασποράς ω̃2 = V ′′(α)u21. Για γενικά
(generic), κ ∈ (0, 12), δηλαδή τέτοια για τα οποία ικανοποιείται η συνθήκη μη συντονι-
σμού (nonresonance condition)

u21 ̸= u2j ∀ j ∈ N
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ή ισοδύναμα
j2 sin2(πκ) ̸= sin2(πjκ) ∀ j ∈ N, (3.15)

προκύπτει τότε αναγκαία από τις (3.14) ότι α1j = 0 ∀ j ≥ 2 και άρα α1 = e1. ΄Ετσι
έχουμε υπολογίσει τους πρώτους όρους των αναπτυγμάτων (3.3) και (3.4) και συνεχί-
ζουμε με τον υπολογισμό των υπολοίπων.

Αντικαθιστώντας τις (3.5) και (3.11) στην (3.9) προκύπτει:

(Ω0 +Ω1s+Ω2s
2 +Ω3s

3 +O(s4))s2 = ⟨AV ′(α+Ar), r⟩

= ⟨A(V ′(α) +
V ′′(α)

1!
Ar +

V ′′′(α)

2!
(Ar)2

+
V (4)(α)

3!
(Ar)3 +

V (5)(α)

4!
(Ar)4

+O(s5), r⟩. (3.16)

Αϕού ο A : L2 → L2 είναι αυτοσυζυγής, από το Λήμμα 2.1.2, η εξίσωση (3.16)
γίνεται:

(Ω0 +Ω1s+Ω2s
2 +Ω3s

3 +O(s4))s2 = ⟨V ′(α) +
V ′′(α)

1!
Ar +

V ′′′(α)

2!
(Ar)2

+
V (4)(α)

3!
(Ar)3 +

V (5)(α)

4!
(Ar)4

+O(s5), Ar⟩. (3.17)

Κάνοντας τις πράξεις προκύπτει:

Ω0s
2 +Ω1s

3 +Ω2s
4 +Ω3s

5 +O(s6) = ⟨V ′(α), Ar⟩
+ V ′′(α)⟨Ar,Ar⟩

+
V ′′′(α)

2
⟨(Ar)2, Ar⟩

+
V (4)(α)

3!
⟨(Ar)3, Ar⟩

+
V (5)(α)

4!
⟨(Ar)4, Ar⟩

+O(s6). (3.18)

Στη συνέχεια, υπολογίζουμε το κάθε εσωτερικό γινόμενο της εξίσωσης (3.18) ξεχωρι-

στά. Γνωρίζουμε ότι ⟨V ′(α), Ar⟩ = 0, εϕόσον V ′(α) ≡ σταθερό και
∫ 1

2

− 1
2

Ar(z)dz = 0,

και ότι Aen = unen, ∀ n ∈ N. Επίσης υπενθυμίζουμε ότι ισχύει

⟨ei, ej⟩ = δij ∀ i, j ∈ N (3.19)

και ότι ⟨f, g⟩ = ⟨fg, 1⟩ ∀ f, g ∈ R.
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Για τον πρώτο όρο έχουμε

⟨Ar,Ar⟩ =
⟨
A
(
se1 + α2s

2 + α3s
3 + α4s

4 +O(s5)
)
,

A
(
se1 + α2s

2 + α3s
3 + α4s

4 +O(s5)
) ⟩

=
⟨
sAe1 + s2Aα2 + s3Aα3 + s4Aα4 +O(s5),

sAe1 + s2Aα2 + s3Aα3 + s4Aα4 +O(s5)
⟩

= s2u21⟨e1, e1⟩+ s32u1⟨e1, Aα2⟩+ s42u1⟨e1, Aα3⟩+ s4⟨Aα2, Aα2⟩
+ s52u1⟨e1, Aα4⟩+ s52⟨Aα2, Aα3⟩+O(s6)

= s2u21 + s32α21u
2
1 + s4

(
2α31u

2
1 +

∑
α2
2ju

2
j

)
+ s52

(
α41u

2
1 +

∑
α2jα3ju

2
j

)
+O(s6), (3.20)

Για τον δεύτερο όρο έχουμε⟨
(Ar)2, Ar

⟩
=
⟨ (

su1e1 + s2Aα2 + s3Aα3 +O(s4)
)2

,

su1e1 + s2Aα2 + s3Aα3 +O(s4)
⟩

=
⟨
s2u21e

2
1 + s32u1e1Aα2 + s42u1e1Aα3 + s4(Aα2)

2 +O(s5),

su1e1 + s2Aα2 + s3Aα3 +O(s4)
⟩

= s3u31⟨e21, e1⟩+ s43u21⟨e21, Aα2⟩
+ s53u21⟨e21, Aα3⟩+ s52u1⟨e1Aα2, Aα2⟩+O(s6)

= s4u21
3√
2
α22u2

+ s5u21
3√
2
α32u2 + s52u1

∑
j,i

α2jujα2iui⟨e1ej , ei⟩+O(s6)

= s4u21
3√
2
α22u2 + s5u21

3√
2
α32u2 + s52u1

∑
α21u1α2iui⟨e21, ei⟩

+ s52
√
2u21u2α21α22

+ s5
√
2u1

∑
j≥2

α2juj
(
α2(j+1)uj+1 + α2(j−1)uj−1

)
+ s5

√
2u1α22u2

(
α23u3 + α21u1

)
+ s5

√
2u21u2α22α21 + s5

√
2u1u2u3α22α23

+ s5
√
2u1

∑
j≥3

α2juj
(
α2(j+1)uj+1 + α2(j−1)uj−1

)
+O(s6), (3.21)

όπου χρησιμοποιήσαμε ότι για ej(z) =
√
2 cos(2πjz), j ∈ N, ισχύει

⟨
e21, e1

⟩
=

⟨
1 +

1√
2
e2, e1

⟩
= 0,

⟨
e21, e2

⟩
=
⟨
1 + 1√

2
e2, e2

⟩
=

1√
2
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και ⟨
e21, ej

⟩
=
⟨
1 + 1√

2
e2, ej

⟩
= 0, j ≥ 3,

και ότι

2 cos(2πz) cos(2πjz) = cos (2π(j + 1)z) + cos (2π(j − 1)z) , j ∈ N, z ∈ R,

ή, ισοδύναμα,

e1ej =
ej+1 + ej−1√

2
, j ∈ N,

από το οποίο προκύπτει

⟨e1ej , ej+1⟩ = ⟨e1ej , ej−1⟩ =
1√
2
, ⟨e1ej , ei⟩ = 0, i ̸= j + 1, j − 1, i, j ∈ N.

Για τον τρίτο όρο έχουμε⟨
(Ar)3, Ar

⟩
=
⟨(

su1e1 + s2Aα2 +O(s3)
)3

, su1e1 + s2Aα2 +O(s3)
⟩

=
⟨
s3u31e

3
1 + s43u21e

2
1Aα2 +O(s5), su1e1 + s2Aα2 +O(s3)

⟩
= s4u41⟨e31, e1⟩+ s5u31⟨e21Aα2, e1⟩+ s53u31⟨e21Aα2, e1⟩+O(s6)

= s4u41⟨e31, e1⟩+ s54u31⟨e31, Aα2⟩+O(s6)

= s4u41
3

2
+ s54u31

∑
α2juj⟨e31, ej⟩+O(s6)

= s4u41
3

2
+ s54u31α21u1

3

2
+ s54u31α23u3

1

2
+O(s6)

= s4u41
3

2
+ s56u41α21 + s52u31α23u3 +O(s6), (3.22)

όπου χρησιμοποιήσαμε ότι

⟨
e31, e1

⟩
=

⟨
e1

(
1 +

1√
2
e2

)
, e1

⟩
= 1 +

1√
2

1√
2
=

3

2
,

⟨
e31, e2

⟩
=

⟨
e1

(
1 +

1√
2
e2

)
, e2

⟩
=

1√
2

⟨
e1, e

2
2

⟩
=

1√
2

⟨
e1, 1 +

1√
2
e4

⟩
= 0,

⟨
e31, ej

⟩
=

⟨
1

2
(3e1 + e3), ej

⟩
=

3

2
⟨e1, ej⟩+

1

2
⟨e3, ej⟩, j ∈ N.

Για τον τέταρτο όρο έχουμε,⟨
(Ar)4, Ar

⟩
=
⟨(

su1e1 +O(s2)
)4

, su1e1 +O(s2)
⟩

=
⟨
s4u41e

4
1 +O(s5), su1e1 +O(s2)

⟩
= s5u51⟨e41, e1⟩+O(s6)

= O(s6), (3.23)
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όπου χρησιμοποιήσαμε ότι

e41 =

(
1 +

1√
2
e2

)2

= 1+
√
2e2+

1

2
e22 = 1+

√
2e2+

1

2

(
1 +

1√
2
e4

)
=

3

2
+
√
2e2+

1

2
√
2
e4.

Αντικαθιστώντας τα αναπτύγματα (3.20)–(3.23) στην εξίσωση (3.18) (όπου ⟨V ′(α), Ar⟩ =
0) προκύπτει:

Ω0s
2 +Ω1s

3 +Ω2s
4 +Ω3s

5 +O(s6)

= V ′′(α)
(
s2u21 + s32α21u

2
1 + s4

(
2α31u

2
1 +

∑
α2
2ju

2
j

)
+ s52

(
α41u

2
1 +

∑
α2jα3ju

2
j

)
+O(s6)

)
+

V ′′′(α)

2

(
s4u21

3√
2
α22u2 + s5

(
u21

3√
2
α32u2 + 2

√
2u21u2α21α22

+
√
2u1u2u3α22α23 +

√
2u1

∑
j≥3

α2juj
(
α2(j+1)uj+1 + α2(j−1)uj−1

) )
+O(s6)

)
+

V (4)(α)

6

(
s4u41

3

2
+ s5

(
6u41α21 + 2u31α23u3

)
+O(s6)

)
+O(s6)

=

(
V ′′(α)u21

)
s2 +

(
2V ′′(α)α21u

2
1

)
s3

+

(
V ′′(α)

(
2α31u

2
1 +

∑
α2
2ju

2
j

)
+ u21

3V ′′′(α)

2
√
2

α22u2 +
V (4)(α)

4
u41

)
s4

+

(
2V ′′(α)

(
α41u

2
1 +

∑
α2jα3ju

2
j

)
+

V ′′′(α)

2

(
u21

3√
2
α32u2 + 2

√
2u21u2α21α22 +

√
2u1u2u3α22α23

+
√
2u1

∑
j≥3

α2juj
(
α2(j+1)uj+1 + α2(j−1)uj−1

) )
+

V (4)(α)

6

(
6u41α21 + 2u31α23u3

))
s5

+O(s6). (3.24)

Συγκρίνοντας τους συντελεστές ίδιας τάξης sn, n = 2, . . . , 5, στην εξίσωση (3.24),
προκύπτουν οι ακόλουθες εξισώσεις για τους συντελεστές Ωj , j = 0, . . . , 3:

Ω0 = V ′′(α)u21, (3.25)

Ω1 = 2V ′′(α)α21u
2
1, (3.26)

Ω2 = V ′′(α)
(
2α31u

2
1 +

∑
α2
2ju

2
j

)
+ u21

3V ′′′(α)

2
√
2

α22u2 +
V (4)(α)

4
u41, (3.27)

Ω3 = 2V ′′(α)
(
α41u

2
1 +

∑
α2jα3ju

2
j

)
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+
V ′′′(α)

2

(
u21

3√
2
α32u2 + 2

√
2u21u2α21α22 +

√
2u1u2u3α22α23

+
√
2u1

∑
j≥3

α2juj
(
α2(j+1)uj+1 + α2(j−1)uj−1

) )
+

V (4)(α)

6

(
6u41α21 + 2u31α23u3

)
. (3.28)

Οι εξισώσεις αυτές προσδιορίζουν πλήρως τα Ωj , j = 0, . . . , 3, αν είναι γνωστοί οι συν-
τελεστές αij , οι οποίοι εξάλλου απαιτούνται για τον προσδιορισμό των συναρτήσεων α2

και α3 της (3.3). Σημειώνουμε ότι η πρώτη εξίσωση είναι η γραμμική σχέση διασποράς
την οποία είχαμε ήδη βρει,

Ω0 = ω̃2 = V ′′(α)u21 = V ′′(α)
1

π2
sin2(πκ).

Για τον υπολογισμό των συντελεστών Fourier α2j , α3j , j ∈ N, που εμϕανίζονται
στους συντελεστές Ω2,Ω3 και απαιτούνται για τον υπολογισμό των α2, α3 της (3.3),
καθώς και τον υπολογισμό του συντελεστή α41, παρατηρούμε καταρχήν ότι, αϕού α1 =
e1, έχουμε από την τρίτη ισότητα της (3.7)

0 = ⟨α1, α2⟩ = ⟨e1,
∑

α2jej⟩ = α21, (3.29)

το οποίο μέσω της (3.26) δίνει άμεσα

Ω1 = 0. (3.30)

Για τον υπολογισμό των υπόλοιπων συντελεστών αναπτύσσουμε — κατά αναλογία
με τη μέθοδο που ακολουθήσαμε για την εξίσωση (3.9) — την εξίσωση (3.10) ως προς
s γύρω από το s = 0, αντικαθιστώντας σε αυτήν τα αναπτύγματα (3.5) και (3.8) και
χρησιμοποιώντας τα αναπτύγματα (3.13). ΄Ετσι έχουμε στα αριστερά της (3.10)

ω2(s)r(s) =
(
Ω0 +Ω1s+Ω2s

2 +Ω3s
3 +O(s4)

)
(
se1 + s2

∑
α2jej + s3

∑
α3jej +O(s4)

)
= sΩ0e1 + s2

(
Ω0

∑
α2jej +Ω1e1

)
+ s3

(
Ω0

∑
α3jej +Ω1

∑
α2jej +Ω2e1

)
+O(s4), (3.31)

ενώ από την (3.11), χρησιμοποιώντας και ότι Aej = ujej , j ∈ N, έχουμε

V ′(α+Ar(s)) = V ′(α) + V ′′(α)
(
su1e1 + s2

∑
α2jujej

+ s3
∑

α3jujej +O(s4)
)

+
V ′′′(α)

2

(
su1e1 + s2

∑
α2jujej +O(s3)

)2
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+
V (4)(α)

6

(
su1e1 +O(s2)

)3
+O(s4)

= V ′(α) + V ′′(α)
(
su1e1 + s2

∑
α2jujej

+ s3
∑

α3jujej +O(s4)
)

+
V ′′′(α)

2

(
s2u21e

2
1 + s32u1e1

∑
α2jujej +O(s4)

)
+

V (4)(α)

6

(
s3u31e

3
1 +O(s4)

)
+O(s4)

= V ′(α) + sV ′′(α)u1e1 + s2
(
V ′′(α)

∑
α2jujej

+
V ′′′(α)

2
u21e

2
1

)
+ s3

(
V ′′(α)

∑
α3jujej

+ V ′′′(α)u1e1
∑

α2jujej +
V (4)(α)

6
u31e

3
1

)
+O(s4),

από την οποία προκύπτει με την γραμμικότητα του A και τις

A(e21) = A

(
1 +

1√
2
e2

)
= κ+

1√
2
u2e2,

A(e1ej) =
1√
2
(uj+1ej+1 + uj−1ej−1), j ≥ 2,

A(e31) =
1

2
(3u1e1 + u3e3)

το ανάπτυγμα

AV ′(α+Ar(s)) = κV ′(α) + sV ′′(α)u21e1

+ s2
(
V ′′(α)

∑
α2ju

2
jej +

V ′′′(α)

2
u21

(
κ+

1√
2
u2e2

))
+ s3

(
V ′′(α)

∑
α3ju

2
jej + V ′′′(α)u21α21

(
κ+

1√
2
u2e2

)
+ V ′′′(α)u1

∑
j≥2

α2juj
1√
2
(uj+1ej+1 + uj−1ej−1)

+
V (4)(α)

12
u31(3u1e1 + u3e3)

)
+O(s4).

Συνεπώς, αϕού ej ∈ R ∀ j ∈ N, ολοκληρώνοντας πάνω από μια περίοδο έχουμε

C(r(s)) = −κV ′(α)− s2
V ′′′(α)

2
u21κ− s3V ′′′(α)u21α21κ+O(s4),
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που συνεπάγεται τελικά

Tr(s) = sV ′′(α)u21e1 + s2
(
V ′′(α)

∑
α2ju

2
jej +

V ′′′(α)

2
√
2

u21u2e2

)
+ s3

(
V ′′(α)

∑
α3ju

2
jej + V ′′′(α)u21α21

1√
2
u2e2

+ V ′′′(α)u1
∑
j≥2

α2juj
1√
2
(uj+1ej+1 + uj−1ej−1) +

V (4)(α)

12
u31(3u1e1 + u3e3)

)
+O(s4). (3.32)

Από τη σύγκριση των συντελεστών τάξης sn, n = 1, 2, 3, των αναπτυγμάτων (3.31)
και (3.32), τα οποία είναι ίσα σύμϕωνα με την (3.10), προκύπτει μια δεύτερη ομάδα
εξισώσεων, οι οποίες πρέπει να ισχύουν παράλληλα με τις (3.25) – (3.28), και είναι οι

Ω0e1 = V ′′(α)u21e1, (3.33)

Ω0

∑
α2jej +Ω1e1 = V ′′(α)

∑
α2ju

2
jej +

V ′′′(α)

2
√
2

u21u2e2, (3.34)

Ω0

∑
α3jej +Ω1

∑
α2jej +Ω2e1 = V ′′(α)

∑
α3ju

2
jej

+ V ′′′(α)u21α21
1√
2
u2e2

+ V ′′′(α)u1
∑
j≥2

α2juj
1√
2
(uj+1ej+1 + uj−1ej−1)

+
V (4)(α)

12
u31(3u1e1 + u3e3). (3.35)

Η πρώτη εξίσωση ισοδυναμεί με την (3.25) και είναι η γραμμική σχέση διασποράς. Οι
υπόλοιπες δύο, σε συνδυασμό με την (3.29) και τις (3.25) – (3.28), προσδιορίζουν τους
συντελεστές α2j και α3j . ΄Ετσι με την (3.29), δηλαδή α21 = 0, η (3.34) ισοδυναμεί με
την

Ω0

∑
j≥2

α2jej +Ω1e1 = V ′′(α)
∑
j≥2

α2ju
2
jej +

V ′′′(α)

2
√
2

u21u2e2,

η οποία, αν πάρουμε το εσωτερικό γινόμενό της με το e1, επιβεβαιώνει την (3.30),

Ω1 = 0,

ενώ, αν πάρουμε το εσωτερικό γινόμενό της με το e2 και χρησιμοποιώντας την (3.33)
(ή, ισοδύναμα, την (3.25)), δίνει

V ′′(α)u21α22 = V ′′(α)α22u
2
2 +

V ′′′(α)

2
√
2

u21u2,

δηλαδή

α22 =
1

2
√
2

V ′′′(α)

V ′′(α)

u21u2
u21 − u22

, (3.36)
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υπό τη συνθήκη μη συντονισμού (nonresonance condition) (3.15) και εϕόσον V ′′(α) ̸=
0, το οποίο προϕανώς ισχύει για γνήσια κυρτά δυναμικά V .

Σχηματίζοντας αντίστοιχα τα εσωτερικά γινόμενα της (3.34) με τα ei, i ≥ 3, αυτή
μας δίνει

Ω0α2i = V ′′(α)α2iu
2
i , i ≥ 3,

δηλαδή, με την (3.33) και V ′′(α) ̸= 0,

u21α2i = α2iu
2
i , i ≥ 3,

από το οποίο, υπό την (3.15), προκύπτει

α2i = 0 ∀ i ≥ 3 (3.37)

Αντικαθιστώντας τα μέχρι τώρα αποτελέσματά μας, δηλαδή α21 = 0 (βλ. (3.29)),
α2j = 0 ∀ j ≥ 3 (βλ. (3.37)), Ω1 = 0 (βλ. (3.30)), και έχοντας υπόψη τους τύπους
(3.25) του Ω0 και (3.36) του α22, οι εξισώσεις (3.27), (3.28) και (3.35) γίνονται

Ω2 = V ′′(α)
(
2α31u

2
1 + α2

22u
2
2

)
+

3V ′′′(α)

2
√
2

α22u
2
1u2 +

V (4)(α)

4
u41, (3.38)

Ω3 = 2V ′′(α)
(
α41u

2
1 + α22α32u

2
2

)
+

3V ′′′(α)

2
√
2

α32u
2
1u2, (3.39)

Ω2e1 = V ′′(α)
∑

α3j(u
2
j − u21)ej +

V ′′′(α)√
2

α22u1u2(u3e3 + u1e1)

+
V (4)(α)

12
u31(3u1e1 + u3e3). (3.40)

΄Ομως ισχύει επίσης και το ανάπτυγμα

s2 = ∥r(s)∥22 = ⟨r(s), r(s)⟩
=
⟨
e1s+ α22e2s

2 + α3s
3 + α4s

4 +O(s5), e1s+ α22e2s
2 + α3s

3 + α4s
4 +O(s5)

⟩
= s2 +

(
2⟨e1, α3⟩+ α2

22

)
s4 + (2⟨e1, α4⟩+ 2α22⟨e2, α3⟩) s5

= s2 +
(
2α31 + α2

22

)
s4 + (2α41 + 2α22α32) s

5 +O(s6)

που δίνει

α31 = −α2
22

2
και α41 = −α22α32. (3.41)

΄Ετσι, το Ω2 είναι τώρα πλήρως προσδιορισμένο από την (3.38) ως

Ω2 = −V ′′(α)α2
22

(
u21 − u22

)
+

3V ′′′(α)

2
√
2

α22u
2
1u2 +

V (4)(α)

4
u41,

που με χρήση του τύπου (3.36) της α22 παίρνει τη μορϕή

Ω2 =
V ′′′(α)√

2
α22u

2
1u2 +

V (4)(α)

4
u41

=
1

4
u41

(
(V ′′′(α))2

V ′′(α)

u22
u21 − u22

+ V (4)(α)

)
. (3.42)
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Ο τύπος αυτός επιβεβαιώνεται προϕανώς και από το εσωτερικό γινόμενο της (3.40) με
το e1. Το εσωτερικό γινόμενο της (3.40) με e2 δίνει

0 = V ′′(α)α32(u
2
2 − u21)

το οποίο υπό την συνθήκη μη συντονισμού (3.15) και εϕόσον V ′′(α) ̸= 0 σημαίνει ότι

α32 = 0,

το οποίο σύμϕωνα με την δεύτερη ισότητα στην (3.41) και την (3.39) συνεπάγεται

Ω3 = 0. (3.43)

Το εσωτερικό γινόμενο της (3.40) με e3 δίνει

0 = V ′′(α)α33(u
2
3 − u21) +

V ′′′(α)√
2

α22u1u2u3 +
V (4)(α)

12
u31u3.

δηλαδή υπό την συνθήκη μη συντονισμού (3.15) για i = 3 και εϕόσον V ′′(α) ̸= 0, και
χρησιμοποιώντας τον τύπο (3.36) του α22

V ′′(α)α33(u
2
1 − u23) =

V ′′′(α)√
2

α22u1u2u3 +
V (4)(α)

12
u31u3.α33

=
1

12

u31u3
u21 − u23

(
3

(
V ′′′(α)

V ′′(α)

)2 u22
u21 − u22

+
V (4)(α)

V ′′(α)

)
. (3.44)

Τέλος, το εσωτερικό γινόμενο της (3.40) με ei, i ≥ 4, δίνει

0 = V ′′(α)α3i(u
2
i − u21)

που, υπό τις συνθήκες μη συντονισμού (3.15) για i ≥ 4 και εϕόσον V ′′(α) ̸= 0,
συνεπάγεται

α3i = 0 ∀ i ≥ 4.

Συνοψίζοντας, έχουμε το αποτέλεσμα ότι

Υπό τη συνθήκη μη συντονισμού (3.15) και εϕόσον V ′′(α) ̸= 0, το ανάπτυγμα (3.5)
του ω2(s) έχει τους συντελεστές ω̃2 = Ω0 και Ω2, όπως αυτοί δίνονται από τις (3.25) και
(3.42), αντίστοιχα, ενώ Ω3 = 0, βλ. (3.43), ενώ το ανάπτυγμα (3.8) του r(s) έχει εκτός
του συντελεστή πρώτης (δηλαδή γραμμικής) τάξης α1 = e1, τους συντελεστές α2 =
α22e2 και α3 = α33e3, όπου τα α22 και α33 δίνονται από τους τύπους (3.36) και (3.44),
αντίστοιχα. Σε όλα τα παραπάνω χρησιμοποιούμε τους τύπους ej(z) =

√
2 cos(2πjz)

και uj = 1
πj sin(πjκ), j ∈ N, όπου κ ∈ (0, 12) ο κυματαριθμός.

Τέλος, αντικαθιστώντας στην εξίσωση (3.42) τα u1, u2 προκύπτει το ζητούμενο α-
ποτέλεσμα

Ω2 =
sin4 κπ

4π4

[
(V ′′′(α))2

V ′′(α)
cot2 κπ + V (4)(α)

]
.
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Ομοίως αντικαθιστώντας τα u1, u2, u3 στις εξισώσεις α2(z) = α22e2 και α3(z) =
α31e1 + α33e3 προκύπτουν τα ζητούμενα,

α2(z) =
cotκπ

2π

V ′′′(α)

V ′′(α)
cos 4πz,

α3(z) =

(
cotκπ

4π

V ′′′(α)

V ′′(α)

)2√
2 cos 2πz

+
1 + 2 cos 2κπ

32π2(2 + cos 2κπ)

[
3(
V ′′′(α)

V ′′(α)
)2 cot2 κπ +

V (4)(α)

V ′′(α)

]√
2 cos 6πz.

Ειδική περίπτωση: Για το εκθετικό δυναμικό (Toda chain) V (x) = ex, η σχέση
διασποράς για δοθέντα α και κ είναι:

ω2(s) = ω̃2 +Ω2s
2 +O(s4),

όπου

ω̃2(α, κ) = V ′′(α)
1

π2
sin2 πκ.

΄Αρα για το εκθετικό δυναμικό έχουμε:

ω̃2 = eα
sin2 κπ

π2
.

Ο συντελεστής Ω2 με βάση το προηγούμενο Θεώρημα ισούται με:

Ω2 =
sin4 κπ

4π4

[(V ′′′(α))2

V ′′(α)
cot2 κπ + V ′′′′(α)

]
.

Επομένως έχουμε:

Ω2 =
sin4 κπ

4π4

[e2α
eα

cos2 κπ

sin2 κπ
+ eα

]
= eα

sin4 κπ

4π4
+ eα

sin2 κπ

4π4
cos2 κπ

= eα
sin2 κπ

4π4
(sin2 κπ + cos2 κπ)

= eα
sin2 κπ

4π4
.

Οπότε,

ω2(s) =
eα

π2
sin2 κπ

(
1 +

1

4π2
s2 +O(s4)

)
.
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ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ4
Διαμορϕωμενα οδευοντα κυματα

4.1 Οι εξισώσεις διαμόρϕωσης του Whitham

Ορισμός 4.1.1. Μία διαμορϕωμένη λύση οδεύοντος κύματος του συστήματος Σ.Δ.Ε.
(2.1) είναι μία λύση της μορϕής:

qn(t) =
1

ϵ
Ψ(X,T ) + q̃

(1
ϵ
Θ(X,T )

)
+O(ϵ), (4.1)

όπου q̃ είναι μία περιοδική συνάρτηση με κανονικοποιημένη περίοδο ίση με 1, το ϵ
είναι μία μικρή παράμετρος με 0 < ϵ ≪ 1, X = ϵn, T = ϵn είναι οι μακροσκοπικές
μεταβλητές στο χώρο και στο χρόνο, αντίστοιχα, και Θ, Ψ είναι δύο λείες συναρτήσεις
των μεταβλητών X και T με πρώτο όρο γραμμικό ως προς X,T , δηλαδή

Ψ(X,T ) = O(∥(X,T )∥),

Θ(X,T ) = O(∥(X,T )∥).

Τα οδεύοντα κύματα
qn(t) = βt− αn+ q(ωt− κn)

που επιλύουν την (2.1), και την ύπαρξη των οποίων αποδείξαμε στο Κεϕάλαιο 2 για
κάθε ανεξάρτητη τετράδα παραμέτρων (α, β, κ, ω) είναι η ειδική περίπτωση των διαμορ-
ϕωμένων οδευόντων κυμάτων, όπου

Ψ(X,T ) = βT − αX, Θ(X,T ) = ωT − κX, q̃ = q O(ϵ) = 0, (4.2)

το οποίο συνεπάγεται ότι οι μερικές παράγωγοι των συναρτήσεων διαμόρϕωσης Ψ και
Θ ως προς τις μακροσκοπικές μεταβλητές του χώρου, X, και του χρόνου, T ,

ΨX(X,T ) = −α, ΨT (X,T ) = β,

ΘX(X,T ) = −κ, ΘT (X,T ) = ω,

δίνουν τις παραμέτρους του οδεύοντος κύματος (4.2). Στην ειδική περίπτωση του οδεύ-
οντος κύματος οι παράμετροι αυτοί, δηλαδή οι μερικές παράγωγοι των Ψ και Θ, είναι
σταθερές ως προς τον μακροσκοπικό χώρο και χρόνο, δηλαδή ως προς τις μεταβλητές
X και T .
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Ο Gerald Beresford Whitham (γεν. 1927) θεμελίωσε ουσιαστικά στη δεκαετία του
60 τη Θεωρία Διαμορϕωμένων Κυμάτων Διασποράς (modulated dispersive waves) [20],
[21], η οποία, σε γενικές γραμμές και αναϕορικά με την περίπτωσή μας, εικάζει ότι
κάθε λύση της (2.1) μπορεί να εκϕραστεί προσεγγιστικά ως ένα διαμορϕωμένο οδεύον
κύμα, δηλαδή ως μια λύση της μορϕής (4.1), της οποίας οι μερικές παράγωγοι των
συναρτήσεων διαμόρϕωσης Ψ και Θ,

ΨX(X,T ) =: −α(X,T ), ΨT (X,T ) =: β(X,T ),

ΘX(X,T ) =: −κ(X,T ), ΘT (X,T ) =: ω(X,T ),

μπορούν να θεωρηθούν ως — ανεξάρτητες μεταξύ τους — παράμετροι ενός διαμορ-
ϕωμένου (modulated) οδεύοντος κύματος, οι οποίες στη γενική περίπτωση εξαρτώνται
μακροσκοπικά από το χώρο και το χρόνο.

Ως συνήθως, κάθε παραδοχή (ansatz) σχετικά με τη μορϕή της λύσης ενός συστή-
ματος εξισώσεων οδηγεί σε κάποιες αναγκαίες συνθήκες τις οποίες πρέπει να πληρούν
οι παράμετροι που καθορίζουν τη μορϕή αυτή. Στο κεϕάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε
ακριβώς με την εξαγωγή των αναγκαίων αυτών συνθηκών που πρέπει να πληρούν οι
συναρτήσεις διαμόρϕωσης Ψ και Θ ούτως ώστε η (4.1) να είναι προσεγγιστικά, δηλαδή
στο όριο όπου ϵ → 0, λύση της (2.1). Θα αποδειχθεί ότι οι αναγκαίες αυτές συνθήκες
είναι ένα πεπλεγμένο σύστημα μη γραμμικών μερικών διαϕορικών εξισώσεων μεταϕοράς
για τις παραμέτρους (α, β, κ, ω) ως προς τις μακροσκοπικές τους μεταβλητές X και T
(βλ. (4.15)). Το σύστημα αυτό — και κάθε αντίστοιχο που προκύπτει μέσω διαμόρ-
ϕωσης — αποτελείται από τις εξισώσεις διαμόρϕωσης τουWhitham. ΄Οπως θα δούμε η
εξαγωγή των εξισώσεων αυτών είναι από μαθηματική άποψη σχετικά απλή και στηρίζε-
ται στην εϕαρμογή της Αρχής του Hamilton ή στη Μέθοδο του Λογισμού Μεταβολών.
Τονίζουμε, ότι η σχετική ευκολία της εξαγωγής των εξισώσεων Whitham δεν προκύ-
πτει από τα ειδικά χαρακτηριστικά της πρότυπης εξίσωσης (2.1) που εξετάζουμε εδώ,
αλλά από την ιδιότητά τους να είναι αναγκαίες συνθήκες μιας παραδοχής.

Η δυσκολία στη Θεωρία Διαμόρϕωσης, από μαθηματική άποψη, βρίσκεται στην αυ-
στηρή δικαιολόγηση των εξισώσεων αυτών, η οποία ουσιαστικά αποτελείται από την
απόδειξη ότι πραγματικά υπάρχουν λύσεις της πρότυπης εξίσωσης (2.1) που έχουν —
προσεγγιστικά — τη μορϕή της συγκεκριμένης παραδοχής (4.1). Αυτό είναι για τη
γενική μορϕή της μη γραμμικής εξίσωσης (2.1), δηλαδή για γενικά λεία κυρτά υπερ-
αρμονικά δυναμικά V, και γενικές λύσεις της μορϕής (4.1) ακόμα ένα άλυτο πρόβλημα,
παρ’ολες τις επιβεβαιώσεις που παρέχουν πάρα πολλές αριθμητικές προσομοιώσεις για
μια τεράστια πληθώρα ειδικών και τελείως διαϕορετικών περιπτώσεων. Η αυστηρή
δικαιολόγηση έχει επιτευχθεί είτε για δυναμικά V ειδικής μορϕής που παρέχουν περισ-
σότερες πληροϕορίες για την πρότυπη και άρα και για τις παραγόμενες εξισώσεις, όπως
π.χ. για το αρμονικό δυναμικό, που κάνει την (2.1) γραμμική, ή το δυναμικό Toda,
που καθιστά την (2.1) ολοκληρώσιμη, είτε για ειδικές λύσεις, όπως π.χ. λύσεις μικρού
πλάτους, που επιτρέπουν τη χρήση άλλων τεχνικών (ουσιαστικά γενικεύσεις του ανα-
πτύγματος Taylor), όπως είδαμε στο Κεϕάλαιο 3. Η ανάλυση των εξισώσεωνWhitham
παρουσιάζει και από πλευράς της Θεωρίας των Μερικών Διαϕορικών Εξισώσεων προς
το παρόν σχεδόν ανυπέρβλητες δυσκολίες καθότι (α) πρόκειται για σύστημα εξισώσε-
ων, δηλαδή έχει διανυσματικές λύσεις, (β) κάθε εξίσωση είναι μη γραμμική εξίσωση
μεταϕοράς με λύσεις που παρουσιάζουν κρούσεις (shocks) και (γ) οι εξισώσεις είναι μη
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γραμμικά πεπλεγμένες. Στη παρούσα εργασία δεν θα αναϕέρουμε τίποτα ούτε σχετικά
με τις ιδιότητες των εξισώσεων Whitham ούτε σχετικά με την αυστηρή δικαιολόγησή
τους ως προσεγγιστικές (ή οριακές) εξισώσεις της πρότυπης εξίσωσης (2.1), για τα
οποία θέματα παραπέμπουμε στις εργασίες [7], [8] και [9], αλλά θα αρκεστούμε στην
εξαγωγή τους (derivation) από την (2.1).

Αναπτύσσοντας τις συναρτήσεις Θ και Ψ κατά Taylor γύρω από το σημείο (X0, T0),
με X −X0 = ϵ(n− n0) και T − T0 = ϵ(t− t0) προκύπτει:

Ψ(X,T ) = Ψ(X0, T0) + (X −X0)ΨX(X0, T0) + (T − T0)ΨT (X0, T0)

+O(∥(X −X0, T − T0)∥2) (4.3)

και

Θ(X,T ) = Θ(X0, T0) + (X −X0)ΘX(X0, T0) + (T − T0)ΘT (X0, T0)

+O(∥(X −X0, T − T0)∥2) (4.4)

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (4.3) και (4.4) στην εξίσωση (4.1) θα έχουμε ότι:

qn(t) =
1

ϵ

[
Ψ(X0, T0) + (X −X0)ΨX(X0, T0) + (T − T0)ΨT (X0, T0)

+O(∥(X −X0, T − T0)∥2)

+ q̃
(1
ϵ

(
Θ(X0, T0) + (X −X0)ΘX(X0, T0) + (T − T0)ΘT (X0, T0)

)
+O(∥(X −X0, T − T0)∥2)

)
] +O(ϵ)

=
1

ϵ
XΨX(X0, T0) +

1

ϵ
TΨT (X0, T0) + q

(
Θ0(X0, T0)

+
1

ϵ
XΘX(X0, T0) +

1

ϵ
TΘT (X0, T0)

)
+O(ϵ), (4.5)

όπου

q(z) := Ψ0(X0, T0) + q̃ (Θ0(X0, T0) + z) , z ∈ R,

Ψ0(X0, T0) :=
1

ϵ

(
Ψ(X0, T0)−X0ΨX(X0, T0)− T0ΨT (X0, T0)

+O
(
∥(X −X0, T − T0)∥2

) )
,

Θ0(X0, T0) :=
1

ϵ

(
Θ(X0, T0)−X0ΘX(X0, T0)− T0ΘT (X0, T0)

+O
(
∥(X −X0, T − T0)∥2

) )
με q : R → R 1-περιοδική.

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις X − X0 = ϵ(n − n0) και T − T0 = ϵ(t − t0) στην
εξίσωση (4.5) προκύπτει:

qn(t) = ΨX(X0, T0)n+ΨT (X0, T0)t+ q
(
ΘX(X0, T0)n+ΘT (X0, T0)t

)
+O(ϵ) (4.6)
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και ισχύει

Ψ0(X0, T0) = O(1) για ϵ → 0 και Θ0(X0, T0) = O(1) για ϵ → 0.

Παρατηρούμε ότι η εξίσωση (4.6) είναι της μορϕής:

qn(t) = βt− αn+ q(ωt− κn) +O(ϵ) (4.7)

με
ω(X,T ) = ΘT (X,T ), κ(X,T ) = −ΘX(X,T ) (4.8)

β(X,T ) = ΨT (X,T ), α(X,T ) = −ΨX(X,T ) (4.9)

Προκειμένου να βρούμε τις εξισώσεις διαμόρϕωσης που περιγράϕουν πώς οι παράμε-
τροι (α, β, κ, ω) πρέπει να εξελίσσονται ώστε η εξίσωση (4.7) να επαληθεύει το Σ.Δ.Ε.
(2.1), θα χρησιμοποιήσουμε ένα επιχείρημα του Λογισμού Μεταβολών, το οποίο, όπως
προαναϕέραμε, οϕείλεται στονWhitham. Αρχικά θα εισάγουμε κάποιες βασικές έννοιες
του Λογισμού Μεταβολών όπως αυτός εϕαρμόζεται στην Κλασική Μηχανική, στην α-
πλούστερη περίπτωση. Για περισσότερες πληροϕορίες παραπέμπουμε τον αναγνώστη
στο [23].

Ορισμός 4.1.2. Η δράση S ενός συστήματος το οποίο βρισκόταν αρχικά στην κατά-
σταση A και περιήλθε στην κατάσταση B, είναι ένα ϕυσικό μέγεθος το οποίο ορίζεται
ως εξής:

S ≡
∫ B

A
L(αi, α̇i, α̈i, ..., t)dt

όπου L είναι η συνάρτηση του Lagrange του συστήματος και αi μέγεθος που περιγράϕει
το σύστημα.

Η Αρχή της Ελάχιστης Δράσης ή Αρχή του Hamilton είναι μια αρχή της ϕυσικής
βάσει της οποίας τα ϕυσικά συστήματα συμπεριϕέρονται έτσι ώστε η δράση να στασι-
μοποιείται. Αυτή είναι μία αρχή η οποία ϕαίνεται να έχει γενική ισχύ στη ϕυσική και
εϕαρμόζεται σε διάϕορα ϕυσικά συστήματα. Αρχικά, εϕαρμόστηκε σε κλασικά μηχα-
νικά συστήματα. Η στασιμοποίηση έγκειται στη μεταβολή της δράσης κατά τάξη ϵ2 ή
μεγαλύτερης, όταν το μέγεθος αi αλλάζει κατά τάξη ϵ ως:

α̃i = αi + ϵni

Το ni είναι μια συνεχής συνάρτηση που δείχνει τον τρόπο με τον οποίο μεταβάλλεται το
μέγεθος αi και το ϵ δείχνει το μέγεθος της μεταβολής αυτής και για την οποία πρέπει
να ισχύει:

ni(A) = ni(B) = 0,

απαιτείται δηλαδή από το μέγεθος α̃i να έχει ακριβώς την ίδια τιμή με το αi στις κα-
ταστάσεις A και B της αρχής και του τέλους αντίστοιχα. Η εϕαρμογή της Αρχής του
Hamilton σε ένα κλασικό μηχανικό σύστημα μας οδηγεί στις εξισώσεις Euler-Lagrange,
που είναι οι εξισώσεις που πρέπει να ικανοποιούνται ώστε να ελαχιστοποιείται η δράση
και είναι ισοδύναμες με τον δεύτερο Νόμο του Νεύτωνα. Η συνάρτηση Lagrange σε

62



Κεϕάλαιο 4 4.1. Οι εξισώσεις διαμόρϕωσης του Whitham

αυτή την περίπτωση θα είναι της μορϕής L = L(q(t), q̇(t), t), όπου q είναι οι θέσεις του
συστήματος και η δράση εξ΄ ορισμού θα είναι ίση με:

S(q) =

∫ tB

tA

L(q(t), q̇(t), t)dt.

Υποθέτουμε ότι η q(t) είναι η τροχιά που ελαχιστοποιεί τη δράση και q̃(t) = q(t)+ϵn(t)
μια παρέκκλιση αυτής της τροχιάς. Η μεταβολή της δράσης θα είναι:

∆S = S(q̃)− S(q)

=

∫ tB

tA

L(q̃(t), ˙̃q(t), t)dt−
∫ tB

tA

L(q(t), q̇(t), t)dt

=

∫ tB

tA

L(q̃(t), ˙̃q(t), t)− L(q(t), q̇(t), t)dt.

Το ανάπτυγμα της L(q̃(t), ˙̃q(t), t) κατά Taylor δίνει:

L(q̃(t), ˙̃q(t), t) = L(q(t), q̇(t), t) + ϵ
(∂L
∂q

n+
∂L

∂q̇
ṅ
)
+O(ϵ2).

Συνεπώς,

∆S = ϵ

∫ tB

tA

(∂L
∂q

n+
∂L

∂q̇
ṅ
)
dt+O(ϵ2)

= ϵ

∫ tB

tA

(∂L
∂q

− d

dt

∂L

∂q̇

)
ndt+O(ϵ2).

Βάσει της Αρχής του Hamilton πρέπει να μηδενιστεί ο όρος τάξης ϵ, δηλαδή πρέπει
πάντοτε να ισχύει: ∫ tB

tA

(∂L
∂q

− d

dt

∂L

∂q̇

)
ndt = 0,

και εϕόσον η συνάρτηση n είναι τυχαία, οδηγούμαστε στην εξίσωση Euler-Lagrange:

d

dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
= 0.

Στην περίπτωση μας η κανονικοποιημένη δράση ενός μεγάλου κομματιού της αλυσίδας
σωματιδίων (2.1), N1

ϵ ≤ n ≤ N2
ϵ , στο διάστημα

T1
ϵ ≤ t ≤ T2

ϵ ,με N1 < N2 και T1 < T2

δίνεται από το:

A = Cϵ2
∫ T2

ϵ

T1
ϵ

n2∑
n=n1

(1
2
q̇n(t)

2 − V (qn−1 − qn)
)
dt, (4.10)

όπου η ολοκληρωτέα συνάρτηση είναι η συνάρτηση Lagrange για την (2.1) (με qn όπου
q στην προηγούμενη παρουσίαση) και C = 1

T2−T1

1
N2−N1

έτσι ώστε Cϵ2 = 1
T2−T1

ϵ

1
N2−N1

ϵ

και τα n1, n2 ∈ N είναι τέτοια ώστε

n1 − 1 <
N1

ϵ
≤ n1, n2 ≤

N2

ϵ
< n2 + 1.
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Εναλλάσσοντας τη σειρά άθροισης και ολοκλήρωσης και διαμερίζοντας το πεδίο του
ολοκληρώματος προκύπτει ότι:

A = Cϵ2
n2∑

n=n1

m∑
i=1

[ ∫ ti+2δi

ti

(1
2
q̇n(t)

2 − V (qn−1 − qn)
)
dt
]
+O(ϵ), (4.11)

όπου 2δi := 1
ω(ϵn,ϵti)

και m ∈ N, το οποίο προκύπτει από την ακόλουθη διαδικασία
διαμέρισης του

[
T1
ϵ ,

T2
ϵ

]
:

Η συνάρτηση ω(ϵn, ·) : R → R εκϕράζει τη συχνότητα του κύματος της μορϕής (4.7)
στο σημείο του χώρου με τη μακροσκοπική μεταβλητή ϵn ∈ R και για μακροσκοπικούς
χρόνους T ∈ R. Οι τιμές της θεωρούνται πάντα θετικές και η συνάρτηση είναι λεία και
άρα και συνεχής. Συνεπώς,

ω(ϵn, T ) ∈ [µ,M ] ⊂ (0,∞) ∀ T ∈ [T1, T2],

όπου µ := min{ω(ϵn, T ) : T ∈ [T1, T2]}, M := max{ω(ϵn, T ) : T ∈ [T1, T2]}. Τα
σημεία της διαμέρισης μπορούν να επιλεγούν επαγωγικά ως εξής:

t1 :=
T1

ϵ
, ti+1 := ti + 2δi ∀ i = 1, . . . ,m, όπου tm+1 ≤

T2

ϵ
< tm+1 + 2δm+1.

Η ακολουθία των ti, i = 1, 2, . . . είναι γνησίως αύξουσα και μη ϕραγμένη, αϕού

ti+1 − ti = 2δi =
1

ω(ϵn, ϵti)
≥ 1

M
> 0,

και συνεπώς προκύπτει μια διαμέριση

m∪
i=1

[ti, ti+1] ∪
[
tm+1,

T2

ϵ

]
=

[
T1

ϵ
,
T2

ϵ

]
.

Επίσης ισχύει∣∣∣∣∣
∫ T2/ϵ

T1/ϵ
f(t)dt−

m∑
i=1

∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ T2/ϵ

tm+1

f(t)dt

∣∣∣∣∣ = 1

ϵ

∣∣∣∣∣
∫ T2

ϵtm+1

f(T/ϵ)dT

∣∣∣∣∣
≤ c

1

ϵ
(T2 − ϵtm+1) < c2δm+1 ≤

c

µ
, όπου c := max{|f(T/ϵ)| : T ∈ [ϵtm+1, T2]}.

Αν ως f θεωρήσουμε την ολοκληρωτέα συνάρτηση μέσα στην παρένθεση της δράσης
(4.11), όπου η qn δίνεται από την (4.7) με τις παραμέτρους α, β, κ, ω των (4.8) και (4.9),
που εξαρτώνται μόνο από τις μακροσκοπικές μεταβλητές (X,T ) ∈ [N1, N2] × [T1, T2]
και θεωρούνται λείες, και γνωρίζοντας ότι η q είναι 1-περιοδική και οι q και V είναι
λείες, προκύπτει ότι για αυτό το f η σταθερά c της πιο πάνω εκτίμησης σϕάλματος είναι
ανεξάρτητη από το ϵ > 0 και μπορεί να επιλεγεί έτσι ώστε να ισχύει ομοιόμορϕα για
(X,T ) ∈ [N1, N2]× [T1, T2], δηλαδή, ειδικότερα, για κάθε ϵn ∈ [N1, N2]. Συνεπώς, το
σϕάλμα μεταξύ του A, όπως δίνεται στην (4.10) και του αθροίσματος στην (4.11) είναι
της τάξης

Cϵ

(
ϵ

n2∑
n=n1

c

µ

)
= Cϵ

c

µ
ϵ(n2 − n1 + 1) ≤ Cϵ

c

µ
(N2 −N1 + ϵ) = O(ϵ),
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όπως σημειώνεται στην (4.11). Εισάγοντας τη συνάρτηση (4.7) στη σχέση (4.11), υπο-
λογίζουμε το κάθε ολοκλήρωμα, προσεγγίζοντας τις αργά μεταβαλλόμενες παραμέτρους
του κύματος με τις σταθερές τιμές

αi = α(ϵn, ϵti), βi = β(ϵn, ϵti), κi = κ(ϵn, ϵti), ωi = ω(ϵn, ϵti).

Το σϕάλμα που προκύπτει είναι της τάξης O(ϵ) σύμϕωνα με το Θεώρημα Μέσης Τιμής
(ή γενικότερα το Θεώρημα του Taylor), αϕού

g(ϵt)− g(ϵti) = g′
(
ϵti + τ(t)ϵ(t− ti)

)
ϵ(t− ti), τ(t) ∈ (0, 1), ∀ t ∈ (ti, ti+1)

και συνεπώς
|g(ϵt)− g(ϵti)| ≤ c1ϵ2δi ∀ t ∈ (ti, ti+1),

όπου c1 := max{g′(T ) : T ∈ [T1, T2]}. Θεωρώντας ως g τις παραμετρικές συναρτήσεις
α, β, κ, ω, και χρησιμοποιώντας την 1-περιοδικότητα της q και την λειότητα όλων των
εμπλεκομένων συναρτήσεων, προκύπτει με συλλογισμούς, όπως αυτούς μετά την (4.11),
ότι το σϕάλμα που προκύπτει σε σχέση με το A της (4.11) είναι πάλι της τάξης O(ϵ)
και συνεπώς η τελευταία γίνεται

A = Cϵ2
n2∑

n=n1

m∑
i=1

I(n, i) +O(ϵ), (4.12)

με

I(n, i) =

∫ ti+2δi

ti

(1
2
(ωiq

′(ωit−κin)+βi)
2−V

(
q(ωit−κi(n−1))−q(ωit−κin)+αi

))
dt.

΄Ομως,

I(n, i) =
1

ωi

∫ ωi(ti+2δi)−nκi

ωiti−nκi

(1
2
(ωiq

′(z) + βi)
2 − V (q(z + κi))− q(z) + αi)

)
dz

=
1

ωi

∫
περίοδος του q

(1
2
(ωiq

′(z) + βi)
2 − V (q(z + κi))− q(z) + αi)

)
dz

=
1

ωi

∫ 1

0

(1
2
(ωiq

′(z) + βi)
2 − V (q(z + κi))− q(z) + αi)

)
dz

=
1

ωi

∫ 1

0

(1
2
(ω2

i r
2(z) + β2

i + 2ωir(z)βi)− V
(
αi +

∫ z+κi

z
r(z′)dz′

))
dz

=
1

ωi

(1
2
ω2
i s

2 +
1

2
β2
i −

∫ 1

0
V
(
αi +

∫ z+κi

z
r(z′)dz′

)
dz
)
,

όπου χρησιμοποιήσαμε τη μεταβλητή ϕάσης z = ωit − κin, το ότι 2ωiδi = 1, την 1-
περιοδικότητα του q, και το ότι r(z) = q′(z),

∫ 1
0 r2(z)dz = s2 και

∫ 1
0 r(z)dz = 0, όπου

s είναι το πλάτος κύματος. ΄Ετσι, εισάγοντας τη συνάρτηση

G(α, β, κ, ω) =
1

2
ω2s2 +

1

2
β2 −

∫ 1

0
V

(
αi +

∫ z+κ

z
r(z′)dz′

)
dz (4.13)
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η (4.12) γράϕεται ως

A = Cϵ2
n2∑

n=n1

m∑
i=1

1

ωi
G(αi, βi, κi, ωi) +O(ϵ). (4.14)

Παρατηρώντας τώρα ότι οι παραμετρικές συναρτήσεις α, β, κ, ω και άρα και η συνάρτηση
G(α, β, κ, ω) εξαρτώνται μόνο από τις μακροσκοπικές μεταβλητές X = ϵn και T = ϵt,
μπορούμε να θεωρήσουμε το διπλό άθροισμα στην (4.14) ως ένα άθροισμα Riemann
του διπλού ολοκληρώματος ως προς X και T της G(α, β, κ, ω) με διαμέριση του πεδίου
ολοκλήρωσης [N1, N2]× [T1, T2] σε ορθογώνια μήκους πλευρών

∆X = ϵ(n+ 1)− ϵn = ϵ, ∆T = ϵti+1 − ϵti = ϵ2δi =
ϵ

ωi
.

΄Ετσι, στο όριο ϵ → 0, η δράση A της (4.10), που αντιστοιχεί στην διακριτή ως προς
το χώρο (n ∈ N) και συνεχή ως προς το χρόνο (t ∈ R) εξίσωση (2.1), συγκλίνει στο
διπλό ολοκλήρωμα μιας συνεχούς συνάρτησης του μακροσκοπικού χώρου (X ∈ R) και
χρόνου (T ∈ R),

A −→ 1

(N2 −N1)(T2 − T1)

∫ N2

N1

∫ T2

T1

(
1

2
β2 − V (α) + F (α, κ, ω)

)
dT dX

όταν ϵ → 0.

Στη συνέχεια θα εϕαρμόσουμε την Αρχή Ελάχιστης Δράσης ή Αρχή του Hamilton.
Οι εξισώσεις Euler-Lagrange θα μας δώσουν τις διαμορϕωμένες εξισώσεις (modulation
equations).

Θεώρημα 4.1.3. Οι εξισώσεις διαμόρϕωσης για τις παραμέτρους (α, β, κ, ω) του
διαμορϕωμένου κύματος (4.7), (4.8) και (4.9) είναι οι:

M∂X


α
β
κ
ω

+N∂T


α
β
κ
ω

 = 0, (4.15)

όπου οι πίνακες

M =


V ′′(α)− Fαα 0 −Fακ 0

0 1 0 0
−Fακ 0 −Fκκ 0
0 0 0 Fωω

 (4.16)

και

N =


0 1 Fαω 0
1 0 0 0

Fαω 0 2Fκω Fωω

0 0 Fωω 0

 (4.17)

είναι πραγματικοί και συμμετρικοί, η συνάρτηση F δίνεται από την

F (α, κ, ω) =
ω2s2

2
+ V (α)−

∫ 1

0
V

(
α+

∫ z+κ

z
r(z′)dz′

)
dz, (4.18)

και χρησιμοποιούμε τους συμβολισμούς Fκκ = ∂2F
∂2κ

, Fκω = ∂2F
∂κ∂ω , ...

66



Κεϕάλαιο 4 4.1. Οι εξισώσεις διαμόρϕωσης του Whitham

Απόδειξη. Η Αρχή του Hamilton γενικεύεται και στην περίπτωση εξάρτησης της συνάρ-
τησης Lagrange από την μεταβλητή του χώρου. Οι εξισώσεις διαμόρϕωσης τουWhitham
δεν είναι τίποτα άλλο από τις εξισώσεις Euler-Lagrange, που αντιστοιχούν στο πρό-
βλημα του Λογισμού Μεταβολών, όπου θέλουμε να βρούμε τα στάσιμα σημεία (Ψ,Θ)
της δράσης A[Ψ,Θ], δηλαδή απαιτούμε

δA[Ψ,Θ] = δ

∫ ∫
G(α, β, κ, ω)dXdT = δ

∫ ∫
G (−ΨX ,ΨT ,−ΘX ,ΘT ) dXdT = 0.

Ως γενίκευση αυτών που εκθέσαμε προηγουμένως, στην περίπτωση περισσότερων ε-
ξαρτημένων μεταβλητών μόνο από το χρόνο, η μέθοδος εξαγωγής των συναρτήσεων
Euler-Lagrange είναι η εξής: Θεωρούμε μικρές μεταβολές δΨ, δΘ των συναρτήσεων
Ψ,Θ των (X,T ), όπου το μέγεθός τους μετριέται ως προς τη νόρμα

∥δΘ∥ = max {∥δΘ∥∞ , ∥(δΘ)X∥∞ , ∥(δΘ)T ∥∞}

και ανάλογα για το δΨ. ΄Ετσι έχουμε για την μεταβολή του Θ εϕαρμόζοντας το Θεώρημα
Taylor

A[Ψ,Θ+ δΘ]−A[Ψ,Θ] =

∫ ∫
[G (−ΨX ,ΨT ,−ΘX − (δΘ)X ,ΘT + (δΘ)T )

−G (−ΨX ,ΨT ,−ΘX ,ΘT )] dXdT

=

∫ ∫
[−Gκ(δΘ)X +Gω(δΘ)T ] dXdT +O(∥δΘ∥2)

=

∫ ∫ [
∂

∂X
Gκ −

∂

∂T
Gω

]
δΘdXdT +O(∥δΘ∥2),

όπου για την τελευταία ισότητα χρησιμοποιήσαμε παραγοντική ολοκλήρωση ως προς X
και T , θεωρώντας ότι το δΘ μηδενίζεται στα άκρα του πεδίου ολοκλήρωσης. Η απαίτηση
δA=0 ισοδυναμεί με την απαίτηση το τελευταίο ολοκλήρωμα να μηδενίζεται για κάθε
δΘ, και από αυτό προκύπτει η εξίσωση για την

Θ-μεταβολή:
∂Gω

∂T
− ∂Gκ

∂X
= 0. (4.19)

Με την ανάλογη διαδικασία για την μεταβολή του Ψ προκύπτει και η εξίσωση για την

Ψ-μεταβολή:
∂Gβ

∂T
− ∂Gα

∂X
= 0. (4.20)

Απαλείϕοντας τις συναρτήσεις Θ και Ψ στις σχέσεις (4.8) και (4.9) προκύπτει:

∂ω

∂X
= ΘTX(X,T ),

∂κ

∂T
= −ΘXT (X,T ),

και
∂β

∂X
= ΨTX(X,T ),
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∂α

∂T
= −ΨXT (X,T ).

Επομένως προκύπτουν οι εξισώσεις συνοχής (consistency equations):

∂ω

∂X
+

∂κ

∂T
= 0, (4.21)

∂β

∂X
+

∂α

∂T
= 0. (4.22)

Με τη συνάρτηση F η G γράϕεται

G(α, β, κ, ω) =
1

2
β2 − V (α) + F (α, κ, ω), (4.23)

από την οποία προκύπτουν οι σχέσεις

Gα = Fα − V ′(α), Gβ = β, Gκ = Fκ, Gω = Fω.

Συνεπώς οι (4.19) και (4.20) γράϕονται,

∂Fω

∂T
− ∂Fκ

∂X
= 0,

∂β

∂T
− ∂

∂X
(Fα − V ′(α)) = 0.

Στη συνέχεια εϕαρμόζοντας τον κανόνα της αλυσίδας προκύπτει:

Fωα
∂α

∂T
+ Fωκ

∂κ

∂T
+ Fωω

∂ω

∂T
− Fκα

∂α

∂X
− Fκκ

∂κ

∂X
− Fκω

∂ω

∂X
= 0, (4.24)

∂β

∂T
− (Fαα − V ′′(α))

∂α

∂X
− Fακ

∂κ

∂X
− Fαω

∂ω

∂X
= 0. (4.25)

Οι εξισώσεις (4.25), (4.22), (4.24) και (4.21) γραμμένες με αυτή τη σειρά ως γραμμές
πίνακα δίνουν
V ′′(α)− Fαα 0 −Fακ −Fαω

0 1 0 0
−Fακ 0 −Fκκ −Fκω

0 0 0 1

 ∂X


α
β
κ
ω

+


0 1 0 0
1 0 0 0

Fαω 0 Fωκ Fωω

0 0 1 0

 ∂T


α
β
κ
ω

 = 0.

Πολλαπλασιάζουμε την εξίσωση ∂ω
∂X + ∂κ

∂T = 0 με Fωω και το παραπάνω σύστημα γίνεται:
V ′′(α)− Fαα 0 −Fακ −Fαω

0 1 0 0
−Fακ 0 −Fκκ −Fκω

0 0 0 Fωω

 ∂X


α
β
κ
ω

+


0 1 0 0
1 0 0 0

Fαω 0 Fωκ Fωω

0 0 Fωω 0

 ∂T


α
β
κ
ω

 = 0.

Πολλαπλασιάζοντας την εξίσωση (4.21) με −Fαω και −Fκω έχουμε:

−Fαω∂Xω = Fαω∂Tκ, −Fκω∂Xω = Fκω∂Tκ
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και αντικαθιστώντας στο προηγούμενο σύστημα στην πρώτη και τρίτη γραμμή, αντί-
στοιχα, προκύπτει:
V ′′(α)− Fαα 0 −Fακ 0

0 1 0 0
−Fακ 0 −Fκκ 0
0 0 0 Fωω

 ∂X


α
β
κ
ω

+


0 1 Fαω 0
1 0 0 0

Fαω 0 2Fκω Fωω

0 0 Fωω 0

 ∂T


α
β
κ
ω

 = 0.

4.2 Οι εξισώσεις διαμόρϕωσης για αυτοόμοια μετα-
βλητή

Στο κρουστικό πρόβλημα (shock problem) που αναϕέραμε στην εισαγωγή, η κατά-
σταση της αλυσίδας εξαρτάται μόνο από μία αυτοόμοια (self-similar) μεταβλητή ξ = X

T ,
δηλαδή

α(X,T ) = α

(
X

T

)
= α(ξ) (4.26)

και αντίστοιχα για τις υπόλοιπες μακροσκοπικές παραμέτρους β, κ, ω. ΄Ετσι σύμϕωνα
με τον κανόνα της αλυσίδας, οι μερικές παράγωγοι ως προς X και T της α παίρνουν
την ακόλουθη μορϕή:

∂Xα =
∂α

∂X
=

dα

dξ

∂ξ

∂X
=

dα

dξ

∂
(
X
T

)
∂X

=
1

T

dα

dξ
,

∂Tα =
∂α

∂T
=

dα

dξ

∂ξ

∂T
=

dα

dξ

∂
(
X
T

)
∂T

= −X

T 2

dα

dξ
= − 1

T

(
X

T

)
dα

dξ
= − ξ

T

dα

dξ
.

΄Αρα γενικώς,

∂T = − ξ

T

d

dξ
, ∂X =

1

T

d

dξ
. (4.27)

Συνεπώς, ως προς την καινούργια μεταβλητή ξ, οι εξισώσεις διαμόρϕωσης (4.15) παίρ-
νουν τη μορϕή:

V ′′(α)− Fαα 0 −Fακ 0
0 1 0 0

−Fακ 0 −Fκκ 0
0 0 0 Fωω

 1

T

d

dξ


α
β
κ
ω



+


0 1 Fαω 0
1 0 0 0

Fαω 0 2Fκω Fωω

0 0 Fωω 0

(− ξ

T

)
d

dξ


α
β
κ
ω

 = 0,
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ή, ισοδύναμα, πολλαπλασιάζοντας με T , συμπεριλαμβάνοντας στον δεύτερο πίνακα τη
μεταβλητή −ξ και αθροίζοντας τους δύο πίνακες,

V ′′(α)− Fαα −ξ −Fακ − ξFαω 0
−ξ 1 0 0

−Fακ − ξFαω 0 −Fκκ − ξ2Fκω −ξFωω

0 0 −ξFωω Fωω

 d

dξ


α
β
κ
ω

 = 0.

Διαιρώντας την τέταρτη γραμμή με Fωω ̸= 0 και αλλάζοντας τη σειρά των δύο πρώτων
και των δύο τελευταίων γραμμών του πίνακα, το σύστημα γράϕεται

−ξ 1 0 0
V ′′(α)− Fαα −ξ −Fακ − ξFαω 0

0 0 −ξ 1
−Fακ − ξFαω 0 −Fκκ − ξ2Fκω −ξFωω

 d

dξ


α
β
κ
ω

 = 0.

Αϕαιρώντας την τρίτη γραμμή πολλαπλασιασμένη με Fαω από τη δεύτερη και πολλαπλα-
σιασμένη με 2Fκω από την τέταρτη, και αϕαιρώντας την πρώτη γραμμή πολλαπλασια-
σμένη με Fαω από την τέταρτη, το σύστημα παίρνει τη μορϕή

−ξ 1 0 0
V ′′(α)− Fαα −ξ −Fακ −Fαω

0 0 −ξ 1
−Fακ −Fαω −Fκκ −ξFωω − 2Fκω

 d

dξ


α
β
κ
ω

 = 0.

΄Ετσι, διαιρώντας την τελευταία γραμμή με Fωω ̸= 0, οι εξισώσεις διαμόρϕωσης (4.15)
στην περίπτωση αυτοόμοιων μεταβλητών ξ = X

T , γράϕονται τελικά:

(L∗ − ξI)


αξ

βξ
κξ
ωξ

 =


0
0
0
0

 , (4.28)

όπου I είναι ο ταυτοτικός πίνακας και

L∗ =


0 1 0 0

V ′′(α)− Fαα 0 −Fακ −Fαω

0 0 0 1

−Fακ
Fωω

−Fαω
Fωω

− Fκκ
Fωω

−2Fκω
Fωω

 . (4.29)

Τονίζουμε ότι Fωω = s2 ̸= 0 για κάθε στοιχείο r ∈ R με την ιδιότητα
∫ 1
0 r2(z)dz =

s2 > 0, δηλαδή για κάθε μη τετριμμένη (δηλ. μη-σταθερή) 1-περιοδική συνάρτηση q
στην (4.7), αϕού q′ = r.

Αν ο πίνακας (L∗ − ξI) είναι αντιστρέψιμος, δηλαδή αν ισχύει ότι det(L∗ − ξI) ̸=
0, τότε το ομογενές σύστημα (4.28) έχει μοναδική λύση, την μηδενική. Επομένως
αξ = βξ = κξ = ωξ = 0, δηλαδή οι παράμετροι κύματος είναι σταθερές ως προς
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τη μεταβλητή ξ. Προκειμένου να έχουμε λύσεις του συστήματος (4.28) πέρα από τη
μηδενική, απαιτείται det(L∗ − ξI) = 0. ΄Ομως

det(L∗ − ξI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−ξ 1 0 0

V ′′(α)− Fαα −ξ −Fακ −Fαω

0 0 −ξ 1

−Fακ
Fωω

−Fαω
Fωω

− Fκκ
Fωω

−ξ − 2Fκω
Fωω

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−ξ)

∣∣∣∣∣∣
−ξ −Fακ −Fαω

0 −ξ 1

−Fαω
Fωω

− Fκκ
Fωω

−ξ − 2Fκω
Fωω

∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣
V ′′(α)− Fαα −Fακ −Fαω

0 −ξ 1

−Fακ
Fωω

− Fκκ
Fωω

−ξ − 2Fκω
Fωω

∣∣∣∣∣∣
= (−ξ)

(
(−ξ)

∣∣∣∣ −ξ −Fαω

−Fαω
Fωω

−ξ − 2Fκω
Fωω

∣∣∣∣− ∣∣∣∣ −ξ −Fακ

−Fαω
Fωω

− Fκκ
Fωω

∣∣∣∣)
−
(
(−ξ)

∣∣∣∣V ′′(α)− Fαα −Fαω

−Fακ
Fωω

−ξ − 2Fκω
Fωω

∣∣∣∣− ∣∣∣∣V ′′(α)− Fαα −Fακ

−Fακ
Fωω

− Fκκ
Fωω

∣∣∣∣)
= ξ2

(
ξ2 + ξ

2Fκω

Fωω
− F 2

αω

Fωω

)
+ ξ

(
ξ
Fκκ

Fωω
− FακFαω

Fωω

)
+ ξ

((
Fαα − V ′′(α)

)
ξ +

(
Fαα − V ′′(α)

) 2Fκω

Fωω
− FαωFακ

Fωω

)
+
(
Fαα − V ′′(α)

) Fκκ

Fωω
− F 2

ακ

Fωω

2Fκω

Fωω

Fκκ

Fωω

= ξ4 + ξ3
2Fκω

Fωω
+ ξ2

1

Fωω

((
Fαα − V ′′(α)

)
Fωω − F 2

αω + Fκκ

)
+ ξ

2

Fωω

((
Fαα − V ′′(α)

)
Fκω − FακFαω

)
+

1

Fωω

((
Fαα − V ′′(α)

)
Fκκ − F 2

ακ

)
.

Συνεπώς, για να ισχύει det(L∗ − ξI) = 0, δηλαδή για να υπάρχουν μη σταθερές παρα-
μετρικές συναρτήσεις α, β, κ, ω της αυτοόμοιας μεταβλητής ξ = X

T στο διαμορϕωμένο
οδεύον κύμα (4.7), θα πρέπει η αυτοόμοια μεταβλητή ξ να επιλύει το πολυώνυμο τέταρ-
του βαθμού ως προς το ξ

P(α,κ,ω)(ξ) := Fωωξ
4 + ξ32Fκω + ξ2

((
Fαα − V ′′(α)

)
Fωω − F 2

αω + Fκκ

)
+ 2ξ

((
Fαα − V ′′(α)

)
Fκω − FακFαω

)
+
(
Fαα − V ′′(α)

)
Fκκ − F 2

ακ

= 0 (4.30)

με Fωω = s2 > 0.
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4.3 Οι παράμετροι διαμόρϕωσης ως συναρτήσεις του
πλάτους κύματος

΄Οπως είδαμε στην προηγούμενη παράγραϕο, οι εξισώσεις διαμόρϕωσης (4.15), στην
περίπτωση που οι μακροσκοπικές (δηλαδή εξαρτώμενες από τις μακροσκοπικές μεταβλη-
τές X και T ) παραμετρικές συναρτήσεις α, β, κ, ω του διαμορϕωμένου κύματος (4.7)
εξαρτώνται από την αυτοόμοια μεταβλητή ξ = X

T , παίρνουν την μορϕή του προβλήματος
ιδιοτιμών (4.28), δηλαδή

(L∗ (α(ξ), κ(ξ), ω(ξ))− ξI)


α′(ξ)
β′(ξ)
κ′(ξ)
ω′(ξ)

 = 0, (4.31)

όπου ως ιδιοτιμές μας ενδιαϕέρουν μόνο οι ρίζες του πολυωνύμου τέταρτου βαθμού
(4.30), ούτως ώστε να υπάρχουν μη μηδενικά ιδιοδιανύσματα z.

Ο πίνακας L∗ εξαρτάται ρητά (explicitly) μόνο από τα α, κ, ω. Συνεπώς, το ίδιο
ισχύει και για τις ρίζες ξ0(α, κ, ω) του πολυωνύμου (4.30), P(α,κ,ω) (ξ0 (α, κ, ω)) = 0
και για κάθε τέτοια ιδιοτιμή μπορούμε να επιλέξουμε ένα μη μηδενικό ιδιοδιάνυσμα
z(α, κ, ω, ξ0(α, κ, ω)). ΄Ετσι, θεωρητικά η επίλυση του προβλήματος ιδιοτιμών (4.28)
ως προς τις συναρτήσεις (α, β, κ, ω) του ξ, αντιστοιχεί στην επίλυση του συστήματος
διαϕορικών εξισώσεων

d

dξ


α
β
κ
ω

 (ξ) = z (α(ξ), κ(ξ), ω(ξ), ξ0 (α(ξ), κ(ξ), ω(ξ))) . (4.32)

Από την άλλη, θεωρώντας το συναρτησοειδές F της (4.18), παρατηρούμε ότι

Fαα(α, κ, ω) = f1(α, κ), Fακ(α, κ, ω) = f2(α, κ), Fκκ(α, κ, ω) = f3(α, κ),

Fαω(α, κ, ω) = Fκω(α, κ, ω) = 0, Fωω(α, κ, ω) = s2

για κάποιες συναρτήσεις fi, i = 1, 2, 3. Συνεπώς, στην πραγματικότητα τα στοιχεία, οι
ιδιοτιμές και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα του πίνακα L∗ είναι συναρτήσεις των (α, κ, s).
Επίσης, όπως είδαμε στο Κεϕάλαιο 3, Θεώρημα 3.0.15, ισχύει η σχέση διασποράς

ω =
1

s

√
⟨Tr, r⟩ =: Ω(α, κ, s) (4.33)

(βλ. για το τελευταίο τον ορισμό του T μέσω των (2.9) και (2.10)) και συνεπώς και η
συχνότητα ω είναι συνάρτηση των α, κ, s, ανεξάρτητη του β.

΄Ετσι, αϕού οι συναρτήσεις α, β, κ, ω πρέπει να ικανοποιούν την εξίσωση (4.31) με
ξ = ξ1(α, κ, s) και ω = Ω(α, κ, s), μπορούμε να εξάγουμε από την (4.31), την εξάρτηση
των α, κ, β από την ανεξάρτητη μεταβλητή s. Πιο συγκεκριμένα, ισχύει:
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Λήμμα 4.3.1. Η εξέλιξη των παραμέτρων κύματος α, β και κ ως συναρτήσεις του s
δίνεται από το σύστημα διαϕορικών εξισώσεων

d

ds

α
β
κ

 =
1

−ωα
ωs

z1 − ωκ
ωs
z3 +

1
ωs
z4

z1
z2
z3

 , (4.34)

όπου z = [z1, z2, z3, z4]
⊤ είναι ένα ιδιοδιάνυσμα του πίνακα L∗ που αντιστοιχεί στην

ιδιοτιμή ξ = ξ1(α, κ, s) και ωα = ∂Ω
∂α , ωκ = ∂Ω

∂κ , ωs =
∂Ω
∂s , όπου ω = Ω(α, κ, s) είναι

η (μη-γραμμική) σχέση διασποράς.

Απόδειξη. ΄Εστω v = [α, β, κ, ω]⊤ και y = [α, β, κ, s]⊤. Τότε από τον κανόνα της
αλυσίδας προκύπτει

dv

ds
= J

dy

ds
, (4.35)

όπου J είναι ο πίνακας

J =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
ωα 0 ωκ ωs

 (4.36)

με
det J = ωs ̸= 0 για s > 0

σύμϕωνα με την (4.33). ΄Εστω τώρα z = [z1, z2, z3, z4]
⊤ ένα ιδιοδιάνυσμα του πίνακα L∗

που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή ξ = ξ1(α, κ, s). Από το μη-γραμμικό πρόβλημα ιδιοτιμών
(4.31) προσδιορίζεται το ιδιοδιάνυσμα dv

dξ μέχρι έναν συντελεστή c,

dv

dξ
= cz. (4.37)

Εϕαρμόζοντας τον κανόνα της αλυσίδας στη σχέση (4.37) προκύπτει

dv

dξ
=

dv

ds

ds

dξ

= J
dy

ds

ds

dξ
= cz.

Βρίσκουμε τον αντίστροϕο του πίνακα J ,

J−1 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

−ωα
ωs

0 −ωκ
ωs

1
ωs

 .

Οπότε,

dy

ds

ds

dξ
= J−1J

dy

ds

ds

dξ

= J−1cz

= cz̃, (4.38)
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όπου z̃ = [z̃1, z̃2, z̃3, z̃4]
⊤ = J−1z, δηλαδή

z̃ =


z̃1
z̃2
z̃3
z̃4

 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

−ωα
ωs

0 −ωκ
ωs

1
ωs



z1
z2
z3
z4

 =


z1
z2
z3

−ωα
ωs

z1 − ωκ
ωs
z3 +

1
ωs
z4

 . (4.39)

Αντικαθιστώντας τη σχέση (4.39) στην εξίσωση (4.38) προκύπτει από την τέταρτη
γραμμή:

ds

dξ
= cz̃4,

δηλαδή

c =
ds

dξ

1

z̃4
.

Επομένως η εξίσωση (4.38) γίνεται:

dy

ds
=

z̃

z̃4
,

οι τρεις πρώτες γραμμές της οποίας δίνουν το σύστημα (4.34).
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ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ5
Εϕαρμογη: Το κρουστικο προβλημα
σε αλυσιδες σωματιδιων

΄Ενα βασικό κίνητρο για τη μελέτη αλυσίδων σωματιδίων είναι το ότι αυτές είναι η
μονοδιάστατη μορϕή ενός ατομικού κρυστάλλου. Στα πλαίσια της επιστήμης υλικών και
της μηχανικής ένα βασικό ερώτημα αϕορά την κατανόηση των μηχανικών (στατικών ή
δυναμικών) ιδιοτήτων κρυστάλλων, καθώς τα περισσότερα στερεά έχουν αυτή τη δομή.
Βέβαια, ο τελικός στόχος είναι η κατανόηση των ιδιοτήτων τρισδιάστατων κρυστάλ-
λων. ΄Ομως, καθώς από τη μία οι δυνάμεις μεταξύ των ατόμων είναι στη ϕύση συνήθως
μη-γραμμικές συναρτήσεις των χωρικών μεταβλητών, που συχνά έχουν και ιδιάζοντα
σημεία (π.χ. οι δυνάμεις Coulomb), και από την άλλη τα μοντέλα κρυστάλλων είναι πο-
λυδιάστατα πεπλεγμένα (μη γραμμικά) συστήματα ενός τεράστιου αριθμού εξαρτημένων
μεταβλητών του χρόνου, είναι λογικό ότι ιδίως όταν στόχος είναι η μαθηματικά αυστηρή
περιγραϕή των ϕαινομένων που παρουσιάζονται σε αυτά, να επιδιώκεται, ως ένα πρώτο
βήμα, καταρχήν η ακριβής κατανόησή τους σε μια απλούστερη περίπτωση. Ιστορικά,
σε πρώτη ϕάση, η απλούστευση έγινε μελετώντας τα γραμμικοποιημένα προβλήματα.
Σε κάποιες περιπτώσεις όμως, όταν ο χαρακτήρας του προβλήματος είναι αμιγώς μη
γραμμικώς, όπως π.χ. στη περίπτωση κρουστικών κυμάτων, η γραμμικοποίηση του
προβλήματος δεν προσϕέρει κάτι ουσιαστικό. ΄Ετσι, σε δεύτερη ϕάση, διατηρείται η
μη γραμμική μορϕή του συστήματος, αλλά απλουστεύεται ο αριθμός των χωρικών δια-
στάσεων. ΄Ετσι προκύπτει το μη γραμμικό πεπλεγμένο σύστημα της (μονοδιάστατης)
αλυσίδας.

΄Ενα από τα χαρακτηριστικά μη γραμμικά δυναμικά προβλήματα της μηχανικής είναι
η εξάπλωση κρουστικών κυμάτων (shock waves) (π.χ. λόγω κάποιας έκρηξης) στο
χώρο. Η μελέτη αυτού του προβλήματος στη περίπτωση της αλυσίδας σωματιδίων (2.1)
αποτέλεσε και το κίνητρο της εργασίας [11] της Anne-Marie Filip και του Στέϕανου
Βενακίδη στην οποία βασίζεται στο μεγαλύτερό της μέρος και η παρούσα εργασία. Το
πρόβλημα τίθεται ως εξής:

Κρουστικό πρόβλημα 5.0.2. ΄Εστω ότι δίνεται η αλυσίδα σωματιδίων (2.1)

q̈n(t) = V ′ (qn−1(t)− qn(t))− V ′ (qn(t)− qn+1(t)) , t > 0, n ∈ N,

με αρχικές (Α.Σ.) και συνοριακές (Σ.Σ.) συνθήκες

Α.Σ.: qn(0) = nd (d > 0) για κάθε n ∈ N ∪ {0} και q̇n(0) = 0 για κάθε n ∈ N,
Σ.Σ.: q̇0(t) = a (a > 0) για κάθε t ≥ 0.
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Ποια είναι η δυναμική της μετατόπισης qn(t) των σωματιδίων n ∈ N τη χρονική στιγμή
t > 0 από τη θέση ηρεμίας τους qn(0) και ιδίως όταν t ≫ 1 και οριακά t → ∞;

Το πρόβλημα αυτό μοντελοποιεί τη δυναμική της αλυσίδας (2.1) που προκύπτει από
ένα έμβολο που σπρώχνει με σταθερή ταχύτητα a > 0 προς τα δεξιά στον άξονα του
χρόνου (t > 0) το πρώτο σωματίδιο (n = 0) μιας αλυσίδας άπειρα αριθμήσιμου το
πλήθος σωματιδίων (n ∈ N), που στον αρχικό χρόνο t = 0 έχουν ίση απόσταση d > 0
μεταξύ τους και δεν κινούνται. Λόγω των δυνάμεων που αλληλεπιδρούν μεταξύ των
σωματιδίων, η κίνηση του πρώτου από αυτά θέτει σε κίνηση και τα υπόλοιπα. Επειδή
το δυναμικό V των δυνάμεων αλληλεπίδρασης θεωρείται λείο, κυρτό και υπεραρμονικό,
δηλαδή έχει τη μορϕή

V (x− x0) = c
(x− x0)

2

2
+O(|x− x0|3), c > 0, ∀ x, x0 ∈ R,

τα σωματίδια αλληλεπιδρούν μέσω μη γραμμικών ταλαντωτών. Συνεπώς, η κίνησή τους
σε ένα σύστημα αναϕοράς που κινείται με την ταχύτητα του εμβόλου, έχει τη μορϕή
μη γραμμικών ταλαντώσεων. Αυτό που παρουσιάζει ενδιαϕέρον είναι μια πιο ακριβής
περιγραϕή των ταλαντώσεων αυτών σε συνάρτηση με το χρόνο, δηλαδή η περιγραϕή της
δυναμικής συμπεριϕοράς της λύσης του προβλήματος, που είναι ένα κρουστικό κύμα.

΄Οπως είναι ϕυσικό, όταν θέλουμε να μελετήσουμε ένα πεπλεγμένο πρόβλημα, θεω-
ρούμε πρώτα κάποια συγκεκριμένα παραδείγματα των παραμέτρων του, τα οποία διευ-
κολύνουν τους υπολογισμούς, αλλά ταυτόχρονα διατηρούν τα ειδικά χαρακτηριστικά
του προβλήματος. Το ρόλο αυτό αναλαμβάνουν σε μη γραμμικά δυναμικά συστήματα
πολλές ϕορές τα λεγόμενα ολοκληρώσιμα συστήματα, τα οποία θα μπορούσε να πει
κανείς ότι χαρακτηρίζονται από την ύπαρξη ενός μέγιστου αριθμού αναλλοιώτων της κί-
νησης, δηλαδή κάποιων μεγεθών, τα οποία παραμένουν σταθερά ως προς τον χρόνο. Το
γνωστότερο παράδειγμα είναι η διατήρηση της συνολικής ενέργειας (κινητικής και δυ-
ναμικής) σε συντηρητικά δυναμικά συστήματα. Σε δυναμικά προβλήματα πεπερασμένης
διάστασης η σχετική θεωρία είναι σε γενικές γραμμές γνωστή, βλ. π.χ. [1]. Σε προ-
βλήματα άπειρης διάστασης (αριθμήσιμα, όπως στην περίπτωσή μας, ή υπεραριθμήσιμα,
όπως στη περίπτωση των μερικών διαϕορικών εξισώσεων) υπάρχει ακόμα μια πληθώρα
ανοικτών προβλημάτων. Σε κάθε περίπτωση, αν κάποιο σύστημα είναι ολοκληρώσιμο,
η σαϕέστερη διάρθρωση των λύσεών του επιτρέπει την εϕαρμογή ειδικών τεχνικών που
επιτρέπουν την εξεύρεση ή μελέτη των λύσεών του αναλυτικά ή αριθμητικά. Στην πε-
ρίπτωση του προβλήματος της αλυσίδας (2.1) αυτό συμβαίνει όταν έχουμε το δυναμικό
Toda, V (x) = e−x + x− 1.

Από την άλλη, από την εμϕάνιση γρήγορων υπολογιστών και μετά, μια μεγάλη συ-
νεισϕορά στη μελέτη πολυδιάστατων συστημάτων προκύπτει είτε από την αριθμητική
επίλυσή τους είτε από την διεξαγωγή αριθμητικών πειραμάτων, τα οποία οδηγούν πολλές
ϕορές στην ανακάλυψη καινούριων ϕαινομένων ή ακόμα και τέτοιων που δεν ερμηνεύ-
ονται από την μέχρι τότε γνωστή θεωρία. Για την αλυσίδα (2.1), η οποία αποτελεί
γενίκευση της γνωστής αλυσίδας Fermi-Pasta-Ulam (FPU) παραπέμπουμε στις ενδια-
ϕέρουσες (όχι μόνο για το συγκεκριμένο πρόβλημα) εκλαϊκευμένες εξιστορήσεις [17],
[3].
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Κεϕάλαιο 5

΄Ετσι, για το κρουστικό πρόβλημα της αλυσίδας που αναϕέραμε πιο πάνω, μέσω της
αριθμητικής μελέτης του προβλήματος για διάϕορα δυναμικά στο [15], διαπιστώθηκε το
1978 η ύπαρξη μιας κρίσιμης τιμής acrit της ταχύτητας του εμβόλου με την ιδιότητα
ότι, στο συγκινούμενο με το q0 σύστημα αναϕοράς, τα σωματίδια ῾῾πίσω᾿᾿ από το q0
ηρεμούν για ταχύτητες a < acrit ενώ για ταχύτητες a > acrit παρουσιάζουν όλα μια
δυϊκή ταλάντωση (binary oscillation), περιοδική στο χρόνο και 2-περιοδική στο χώρο.
Λίγο αργότερα, το 1981, οι Holian, Flaschka και McLaughlin [14], χρησιμοποιώντας
την ολοκληρωσιμότητα του συστήματος για το δυναμικό Toda, υπολόγισαν αναλυτικά
την κρίσιμη τιμή acrit = 1 καθώς και την ταχύτητα του κρουστικού κύματος.

Στη συνέχεια οι Βενακίδης, Deift και Oba [19] μελέτησαν το 1991 τη χρονικά ασυμ-
πτωτική, δηλαδή για t → ∞, συμπεριϕορά των λύσεων του κρουστικού προβλήματος για
το δυναμικό Toda στην περίπτωση a > 1 = acrit. Τα αποτελέσματά τους επιβεβαίωσαν
και εξειδίκευσαν τις προηγούμενες παρατηρήσεις. Πιο συγκεκριμένα, υπολόγισαν εκτός
από την ταχύτητα του κύματος Nmax και μια δεύτερη ταχύτητα Nmin, και απέδειξαν
αναλυτικά την ύπαρξη τριών ασυμπτωτικών περιοχών της αλυσίδας για t → ∞ και στο
συγκινούμενο σύστημα αναϕοράς:

• για 0 < n < Nmint τα σωματίδια εκτελούν δυϊκές ταλαντώσεις για n ≫ 1, ενώ
για μικρά n η δυϊκότητα παύει να ισχύει

• για Nmint < n < Nmaxt η κίνηση της αλυσίδας περιγράϕεται από ένα διαμορϕω-
μένο κύμα

• για n > Nmaxt η μετατόπιση των σωματιδίων είναι εκθετικά μικρή, καθώς τα
σωματίδια δεν έχουν επηρεαστεί ακόμα από το κρουστικό κύμα.

Την ίδια χρονιά ο Καμβύσης [16] μελετά για το ίδιο δυναμικό την περίπτωση a <
1 = acrit και αποδεικνύει αναλυτικά ότι για t → ∞ και στο συγκινούμενο σύστημα
αναϕοράς η ταλάντωση των σωματιδίων πίσω από το κρουστικό κύμα εξασθενεί προς
μια αλυσίδα σε ηρεμία. Τέλος, το 1996 οι Deift, Καμβύσης, Kriecherbauer και Zhou
επιλύουν αναλυτικά το πρόβλημα της διαστολής (rarefaction problem), όπου a < 0,
για το δυναμικό Toda, [4]. Για περισσότερες αναϕορές σχετικά με συναϕή προβλήματα
σε αλυσίδες Toda παραπέμπουμε τον αναγνώστη στο [11].

΄Οπως είδαμε, οι παραπάνω εργασίες αϕορούσαν όλες το δυναμικό Toda. Ο λόγος
ήταν ότι για το δυναμικό αυτό η αντίστοιχη αλυσίδα είναι ένα ολοκληρώσιμο σύστημα,
δηλαδή ένα σύστημα του οποίου η δομή μπορεί να αναλυθεί πιο λεπτομερειακά. Για
τέτοια συστήματα έχουν δημιουργηθεί ειδικές τεχνικές για τη μελέτη και επίλυσή τους,
οι οποίες στηρίζονται και εκμεταλλεύονται ακριβώς τις ειδικότερες πληροϕορίες που έ-
χουμε για αυτά. Για γενικά δυναμικά V, π.χ. όταν γνωρίζουμε μόνο ότι το V είναι λείο,
υπεραρμονικό και κυρτό, δεν ισχύει απαραίτητα ότι η αντίστοιχη αλυσίδα είναι ολοκλη-
ρώσιμη και συνεπώς οι παραπάνω αναλυτικές τεχνικές δεν μπορούν να χρησιμοποιηθούν.
Απ΄ την άλλη, αριθμητικά πειράματα οδηγούν στην εικασία ότι στο κρουστικό πρόβλημα
η συμπεριϕορά γενικών αλυσίδων είναι παρόμοια με αυτήν των ολοκληρώσιμων. Δυ-
στυχώς, λόγω της έλλειψης κατάλληλων τεχνικών αυτό δεν έχει αποδειχθεί αυστηρά
ούτε στις μέρες μας.
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Η εργασία [11] των Filip και Βενακίδη, πάνω στην οποία στηρίζεται η παρούσα δια-
τριβή, αποτέλεσε ένα πρώτο βήμα στην προσπάθεια απόδειξης των εικασιών αυτών. Το
πιο στέρεο μέρος της εργασίας αποτελούν η απόδειξη της ύπαρξης οδευόντων κυμάτων
(Κεϕάλαιο 2 της παρούσας εργασίας) και η εξαγωγή των εξισώσεων διαμόρϕωσης του
Whitham (Κεϕάλαιο 4, (4.15)), οι λύσεις των οποίων είναι τα λεγόμενα διαμορϕωμένα
οδεύοντα κύματα, δηλαδή μακροσκοπικές (παρά)μορϕώσεις οδευόντων κυμάτων, και άρα
προϋποθέτουν την ύπαρξη των τελευταίων.

Σκοπός των συγγραϕέων ήταν να χρησιμοποιήσουν τις εξισώσεις αυτές για να με-
λετήσουν τη χρονικά ασυμπτωτική (t → ∞) συμπεριϕορά των λύσεων του κρουστικού
προβλήματος στην περιοχή μετάβασης Nmin < n

t < Nmax, όπου, στηριζόμενοι στα
αριθμητικά και αναλυτικά ευρήματα σε αλυσίδες Toda που εκθέσαμε πιο πάνω, είκαζαν
ότι το κρουστικό κύμα έχει τη μορϕή διαμορϕωμένου οδεύοντος κύματος. Για το λόγο
αυτό εξήγαγαν από τις εξισώσεις Whitham στην περίπτωση αυτοόμοιων μεταβλητών
ξ = N

T = n
t το μη γραμμικό πρόβλημα ιδιοτιμών (4.28), για το οποίο, όπως αναϕέρουν,

ανέπτυξαν μια αριθμητική μέθοδο επίλυσής του με τη βοήθεια της ισοδύναμης μορϕής
(4.34), χωρίς όμως να παρουσιάζουν αναλυτικά τη μέθοδό τους.

Την αριθμητική αυτή μέθοδο την δοκιμάζουν σε αλυσίδες Toda. Πιο συγκεκριμένα,
από την εργασία [19] παίρνουν τις αρχικές τιμές α0, β0 = 0, κ0 = 1

2 , ω0 και ξ0 = Nmin

και υπολογίζουν αριθμητικά μέσω της σχέσης διασποράς (4.33) την αρχική τιμή s0 ( [19,
Sec. 4]). ΄Επειτα, με χρήση της αριθμητικής τους μεθόδου, προϕανώς χρησιμοποιώντας
τις εξισώσεις (4.28) και (4.34), υπολογίζουν τον κλάδο ξ των ιδιοτιμών με αρχική τιμή
ξ0 καθώς και τα α, β, κ, ως συναρτήσεις του s. Τα αποτελέσματα των υπολογισμών
τους τα αναπαριστούν γραϕικά, [19, Sec. 6.3], και διαπιστώνουν ότι για s → ∞, όπου
το s = ∥r∥2 αντιστοιχεί στο πλάτος του κύματος, το ξ τείνει στο Nmax, η τιμή του
οποίου είναι γνωστή και αυτή από την εργασία [19], και ότι τα α, β, κ είναι ϕθίνουσες
συναρτήσεις του s. Ειδικότερα, εικάζουν ότι η τιμή του κυματάριθμου κ τείνει στο 0
όταν s → ∞.

Τέλος, βασιζόμενοι στα αριθμητικά τους ευρήματα, προτείνουν μια ερμηνεία για την
διαϕορετική συμπεριϕορά των σωματιδίων ῾῾πίσω᾿᾿ από το κρουστικό κύμα για ταχύτη-
τες a > 0 του εμβόλου μικρότερες ή μεγαλύτερες της κρίσιμης τιμής acrit > 0, το
συμπέρασμα της οποίας είναι ότι η διαϕορετική αυτή συμπεριϕορά οϕείλεται κυρίως στη
διακριτότητα του συστήματος. Για περισσότερες λεπτομέρειες και τις σχετικές γραϕικές
αναπαραστάσεις παραπέμπουμε τον αναγνώστη στην πρωτότυπη εργασία [11].
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