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Κεφάλαιο 1 

Εισαγωγή 
Η ανάλυση επιβίωσης αποτελεί ταυτόσηµη έννοια της ανάλυσης του 
χρονικού διαστήµατος που προηγείται της καταγραφής ενός συµβάντος. 
Ως όρος χρησιµοποιείται κατά κύριο λόγο σε βιοϊατρικές επιστήµες, 
όπου το ενδιαφέρον επικεντρώνεται στην παρατήρηση του χρόνου ζωής 
είτε των ασθενών είτε των πειραµατόζωων. Η ανάλυση του χρονικού 
διαστήµατος που µεσολαβεί µέχρι την καταγραφή ενός συµβάντος έχει 
επίσης χρησιµοποιηθεί ευρέως στις κοινωνικές επιστήµες, όπου το 
ενδιαφέρον εστιάζεται σε γεγονότα όπως η αλλαγή θέσεως εργασίας, ο 
γάµος, η γέννηση παιδιών και ούτω καθεξής. Επιπρόσθετα, οι επιστήµες 
της µηχανικής έχουν συµβάλλει στην ανάπτυξη της ανάλυσης επιβίωσης. 
Στον επιστηµονικό αυτό κλάδο συνηθίζεται να χρησιµοποιείται ο όρος 
«ανάλυση αξιοπιστίας», µιας και η κύρια εφαρµογή του είναι η 
µοντελοποίηση του χρόνου που απαιτείται για την αποτυχία 
µηχανηµάτων ή ηλεκτρονικών εξαρτηµάτων. Η µελέτη όλων αυτών των 
επιστηµονικών εξειδικεύσεων έχει ως επί το πλείστον ενοποιηθεί στο 
πεδίο της ανάλυσης επιβίωσης. 

Γίνεται εύκολα αντιληπτό ότι η περιγραφή και η µοντελοποίηση του 
χρόνου ζωής, αποτελεί το κύριο ζητούµενο σε πολλές εκφάνσεις της 
ανθρώπινης ζωής και δραστηριότητας. Ως εκ τούτου, οι µεθοδολογίες 
που αναπτύσσονται στην ανάλυση επιβίωσης αποτελούν πολύτιµο 
εργαλείο για ερευνητές διαφόρων επιστηµονικών κλάδων, όπως της 
µηχανικής, της οικονοµίας, της ιατρικής και των υπόλοιπων βιολογικών 
επιστηµών. 

Η παρούσα διδακτορική διατριβή πραγµατεύεται θέµατα που αφορούν 
σε συνεχείς κατανοµές πιθανότητας που έχουν άµεση εφαρµογή στην 
ανάλυση επιβίωσης. Στο πρώτο κεφάλαιο, παρουσιάζεται µια σύντοµη 
ιστορική αναδροµή του ερευνητικού πεδίου της ανάλυσης επιβίωσης, 
καταγράφεται η ορολογία και οι βασικές έννοιες συνεχών κατανοµών 
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χρόνων ζωής και περιγράφονται οι διάφορες χαρακτηριστικές 
συναρτήσεις και ιδιότητες που αυτές έχουν. Ειδική βαρύτητα δίνεται στη 
συνάρτηση κινδύνου και τη σηµασία της στην περιγραφή της ικανότητας 
επιβίωσης ενός πληθυσµού. Επιπρόσθετα, παρουσιάζονται τρόποι 
παραγωγής κατανοµών χρόνων ζωής, η αναλυτική µεθοδολογία µελέτης 
τους, καθώς και οι πιο χαρακτηριστικές κατανοµές µε σταθερές, 
µονοκόρυφες ή κοίλες συναρτήσεις κινδύνου. 

Στο δεύτερο κεφάλαιο, παρουσιάζεται µια κατανοµή ανάλυσης 
επιβίωσης τριών παραµέτρων µε αύξουσα, φθίνουσα ή κοίλη συνάρτηση 
κινδύνου. Μελετώνται διάφορες ιδιότητές της, όπως οι τρόποι 
παραγωγής της, οι σχέσεις της µε άλλες κατανοµές, η µονοτονία της 
συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π.) της, οι ροπές της και οι 
αντίστοιχες συναρτήσεις επιβίωσης, κινδύνου και µέσου υπολειπόµενου 
χρόνου ζωής. Το πρόβληµα της εκτίµησης των παραµέτρων, 
αντιµετωπίζεται µε τη µέθοδο της µέγιστης πιθανοφάνειας και τους 
πίνακες παρατηρούµενης και αναµενόµενης πληροφορίας, ενώ για τον 
υπολογισµό των εκτιµητών γίνεται χρήση της γλώσσας 
προγραµµατισµού στατιστικών εφαρµογών R. Το κεφάλαιο 
ολοκληρώνεται µε συγκριτικά σε σχέση µε άλλες κατανοµές, 
αποτελέσµατα από την προσαρµογή της σε πραγµατικά σύνολα 
δεδοµένων. Η κατανοµή και τα παραγόµενα από τη µελέτη της 
αποτελέσµατα, παρουσιάζονται συνοπτικά στην εργασία των Pappas, 
Adamidis and Loukas (2011). 

Στο τρίτο κεφάλαιο, µελετάται ένα µοντέλο ανάλυσης επιβίωσης τριών 
παραµέτρων µε µονότονες, µονοκόρυφες και τροποποιηµένες κοίλες 
συναρτήσεις κινδύνου. Ερευνώνται διάφορες µαθηµατικές και 
στατιστικές ιδιότητές του και παρουσιάζεται η φυσική διεργασία 
παραγωγής του, µέσα από τη θεωρία ανταγωνιστικών κινδύνων. Το 
πρόβληµα της εκτίµησης των παραµέτρων, αντιµετωπίζεται µε τη 
µέθοδο της µέγιστης πιθανοφάνειας. Τέλος, παρουσιάζονται εφαρµογές 
του µοντέλου σε δεδοµένα που απορρέουν από πραγµατικές καταστάσεις 
και η προσαρµογή του σε αυτά συγκρίνεται µε άλλη εναλλακτική 
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κατανοµή. Τα αποτελέσµατα αυτού του κεφαλαίου παρουσιάζονται 
συνοπτικά στην εργασία των Pappas, Adamidis and Loukas (2010). 

Στο τέταρτο κεφάλαιο, εισάγεται µια οικογένεια κατανοµών µέσω της 
οποίας δύναται να γενικευτεί µια κατανοµή ανάλυσης επιβίωσης, µε την 
προσθήκη µιας επιπλέον παραµέτρου, σε αναλογία µε τη µελέτη των 
Marshall and Olkin (1997). Στη συνέχεια, η οικογένεια κατανοµών 
χρησιµοποιείται για την ανάπτυξη µιας τετρα-παραµετρικής 
τροποποιηµένης επέκτασης της κατανοµής Weibull, µε αύξουσα, 
φθίνουσα ή κοίλη συνάρτηση κινδύνου. Μελετώνται διάφορες ιδιότητές 
της, όπως οι σχέσεις της µε άλλες κατανοµές, η µονοτονία της σ.π.π. της, 
οι ροπές της και οι αντίστοιχες συναρτήσεις επιβίωσης, κινδύνου και 
µέσου υπολειπόµενου χρόνου ζωής. Το πρόβληµα της εκτίµησης των 
παραµέτρων, αντιµετωπίζεται µε τη µέθοδο της µέγιστης πιθανοφάνειας 
και τους πίνακες παρατηρούµενης και αναµενόµενης πληροφορίας, ενώ 
για τον υπολογισµό των εκτιµητών γίνεται χρήση της γλώσσας 
προγραµµατισµού στατιστικών εφαρµογών R. Το κεφάλαιο 
ολοκληρώνεται µε συγκριτικά σε σχέση µε άλλες κατανοµές 
αποτελέσµατα από την προσαρµογή της σε πραγµατικά σύνολα 
δεδοµένων. Η οικογένεια κατανοµών καθώς και η αναλυτικά 
µελετώµενη κατανοµή και τα παραγόµενα αυτής αποτελέσµατα, 
παρουσιάζονται συνοπτικά στην εργασία των Pappas, Adamidis and 
Loukas (2012). 

Στο πέµπτο κεφάλαιο, παρουσιάζεται µια κατανοµή ανάλυσης 
επιβίωσης τριών παραµέτρων µε αύξουσα, φθίνουσα ή µονοκόρυφη 
συνάρτηση κινδύνου. Μελετώνται διάφορες ιδιότητές της, όπως οι 
τρόποι παραγωγής της, οι σχέσεις της µε άλλες κατανοµές, η µονοτονία 
της σ.π.π. της, οι ροπές της, η εντροπία και οι αντίστοιχες συναρτήσεις 
επιβίωσης, κινδύνου και µέσου υπολειπόµενου χρόνου ζωής. Το 
πρόβληµα της εκτίµησης των παραµέτρων, αντιµετωπίζεται µε τη 
µέθοδο της µέγιστης πιθανοφάνειας και τους πίνακες παρατηρούµενης 
και αναµενόµενης πληροφορίας, ενώ για τον υπολογισµό των εκτιµητών 
γίνεται χρήση της γλώσσας προγραµµατισµού στατιστικών εφαρµογών 
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R. Το κεφάλαιο ολοκληρώνεται µε εφαρµογές της κατανοµής σε 
πραγµατικά σύνολα δεδοµένων. Η κατανοµή και τα παραγόµενα από τη 
µελέτη της αποτελέσµατα, παρουσιάζονται συνοπτικά στην εργασία των 
Pappas, Adamidis and Loukas (2013). 

Στο έκτο κεφάλαιο, παρουσιάζονται οι βήτα γενικευµένες κατανοµές 
πιθανότητας. Αναφέρεται ο τρόπος παραγωγής τους και περιγράφονται 
οι βασικές µαθηµατικές ιδιότητές τους. Επιπρόσθετα, γίνεται αναφορά 
σε διάφορες κατανοµές που ανήκουν στην οικογένεια και έχουν προταθεί 
µέχρι σήµερα στη βιβλιογραφία, ενώ δίνονται και προτάσεις για 
µελλοντική έρευνα στο συγκεκριµένο πεδίο. 

Τέλος, παρατίθεται περίληψη της διδακτορικής διατριβής στην ελληνική 
και αγγλική γλώσσα, και η σχετική βιβλιογραφία που χρησιµοποιήθηκε 
κατά τη διάρκεια εκπόνησης της έρευνας. 

1.1 Ιστορική αναδροµή 
Το επίπεδο γνώσης που έχει αποκτηθεί έως σήµερα για την ανάλυση 
επιβίωσης προκύπτει από µία διαδικασία εξέλιξης που διήρκησε αρκετά 
χρόνια και η οποία εµφανίζει ιδιαίτερη ανάπτυξη τα τελευταία χρόνια. 
∆ιάφοροι επιστηµονικοί τοµείς, όπως η Βιολογία, η Ιατρική, η 
Φαρµακευτική, ακόµη και κλάδοι της βιοµηχανίας κ.α., συνέβαλλαν σε 
αυτήν την ανάπτυξη, επιχειρώντας να βρούνε λύση και να 
αντιµετωπίσουν τα διάφορα προβλήµατα που αφορούν την ερευνά τους. 

Η δηµιουργία του ερευνητικού κλάδου της ανάλυσης επιβίωσης 
χρονολογείται ήδη από το 17ο αιώνα (1662), οπότε και δηµοσιεύθηκε 
στη Μ. Βρετανία το πρώτο βιβλίο, το οποίο περιείχε καταγεγραµµένους 
καταλόγους µε στοιχεία γεννήσεων και θανάτων, που αναφέρονταν στις 
προηγούµενες δεκαετίες. Έτσι, ήταν η πρώτη φορά που οι «θάνατοι» 
αντιµετωπίσθηκαν ως «γεγονότα», για τα οποία έγιναν αναλυτικές 
µελέτες. 

Οι παγκόσµιοι πόλεµοι που ακολούθησαν, έδωσαν το έναυσµα για 
περαιτέρω ανάπτυξη της έρευνας στον τοµέα της αξιοπιστίας και στη 
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µελέτη της διάρκειας ζωής των στρατευµάτων, αλλά και αργότερα η 
έρευνα επικεντρώθηκε στη µελέτη κάποιων ιδιαίτερων 
πιθανοθεωρητικών προβληµάτων σχετιζόµενων µε την «παύση 
λειτουργίας» και την «αντικατάσταση» εξαρτηµάτων µηχανικών ή 
ηλεκτρονικών κυκλωµάτων, όπως κάποιας βαλβίδας, ή ενός θερµοστάτη 
σε ένα µηχανικό κύκλωµα, µιας λυχνίας, ή µίας αντίστασης σε ένα 
ηλεκτρικό κύκλωµα. Υπήρξε δηλαδή µεγάλη πρόοδος στη βιοµηχανία 
των ηλεκτρονικών συσκευών. 

Οι µέθοδοι της ανάλυσης επιβίωσης είχαν τεράστιες εφαρµογές σε 
κλινικά δεδοµένα και σκοπός ήταν να απαντηθούν ερωτήµατα όπως ποια 
είναι η πιθανότητα ένας ασθενής να ζήσει µέχρι µια συγκεκριµένη 
χρονική στιγµή, ή µε ποιο ρυθµό θα πεθάνουν κάποιοι ασθενείς, οι 
οποίοι έχουν ήδη επιβιώσει µέχρι ένα συγκεκριµένο χρονικό σηµείο 
(κ.α.). 

Η ανάπτυξη των επιχειρησιακών ερευνών κατέδειξε ότι υπάρχουν και 
πολλά άλλα προβλήµατα και µοντέλα διαφορετικής υφής, στα οποία η 
ανάλυση επιβίωσης µπορεί να εφαρµοστεί και να προσφέρει λύσεις. 
Ακόµα περισσότερο µε την ταχύτατη εξέλιξη των ηλεκτρονικών 
υπολογιστών, η εφαρµογή και η ανάπτυξη της ανάλυσης επιβίωσης 
γίνεται ολοένα και µεγαλύτερη, καθώς παράγεται µεγάλος αριθµός 
λογισµικών πακέτων για το σκοπό αυτό. 

1.2 Ορολογία και βασικές έννοιες 
Στην παράγραφο αυτή, γίνεται αναφορά στην ορολογία και τις βασικές 
έννοιες που χρησιµοποιούνται στην ανάλυση επιβίωσης. Κάθε µία από 
αυτές αποτελεί ισοδύναµο τρόπο ορισµού της κατανοµής µιας συνεχούς, 
µη αρνητικής τυχαίας µεταβλητής T  η οποία παριστάνει χρόνο ζωής, 
κάτω από την υπόθεση ενός οµογενούς πληθυσµού. 
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1.2.1 Αθροιστική συνάρτηση κατανοµής 
Ως αθροιστική συνάρτηση κατανοµής (α.σ.κ. ή cumulative distribution 
function), ορίζεται η πιθανότητα του ενδεχοµένου η τυχαία µεταβλητή T 
να πάρει τιµές µικρότερες ή ίσες του t: 

( )( ) ,  0.F t P T t t= ≤ ≥  

Κατά συνέπεια, εκφράζει την πιθανότητα αποτυχίας µέχρι τη χρονική 
στιγµή t ή διαφορετικά, το ποσοστό των πειραµατικών µονάδων που 
αναµένεται να έχουν αποβιώσει µέχρι το χρόνο t. Η αθροιστική 
συνάρτηση κατανοµής είναι αύξουσα και συνεχής συνάρτηση του t, µε 

( )0 0F =  και lim ( ) 1
t

F t
→+∞

= . 

1.2.2 Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 
Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π. ή probability density 
function) ορίζεται από τη σχέση: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

( )
lim lim ,  0.
t t

P t T t t F t t F t
f t F t t

t t∆ → ∆ →

≤ ≤ + ∆ + ∆ −
′= = = ≥

∆ ∆
 (1.1) 

Για µικρό t∆ , η ποσότητα ( )f t t∆ , εκφράζει κατά προσέγγιση την 

πιθανότητα «θανάτου-αποτυχίας» στο διάστηµα [ ),t t t+ ∆ . Η σ.π.π. 

κατανοµών χρόνων ζωής, έχει τις παρακάτω ιδιότητες: 

( ) 0f t ≥ , για κάθε 0t ≥  

και 

( )
0

1.f t dt
+∞

=∫  
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1.2.3 Συνάρτηση επιβίωσης 
Η συνάρτηση επιβίωσης (survivor ή reliability function), αποτελεί τη 
δυική συνάρτηση της αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής και ορίζεται 
ως η πιθανότητα του ενδεχοµένου η τυχαία µεταβλητή T να πάρει τιµές 
µεγαλύτερες του t: 

( )( ) 1 ( ),  0.S t P T t F t t= > = − ≥  

Κατά συνέπεια, εκφράζει την πιθανότητα επιβίωσης µέχρι τη χρονική 
στιγµή t ή διαφορετικά, το ποσοστό των πειραµατικών µονάδων που 
αναµένεται να έχουν επιβιώσει στο χρόνο t. Από τις ιδιότητες της 
αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής, έπεται ότι η S είναι φθίνουσα και 
συνεχής, µε (0) 1S =  και lim ( ) 0

t
S t

→+∞
= . Η σηµασία της στην ανάλυση 

επιβίωσης είναι µεγάλη αφού µεταξύ άλλων, αφενός αποτελεί µέτρο 
σύγκρισης της βιωσιµότητας διαφορετικών πληθυσµών, αφετέρου 
διευκολύνει το στατιστικό χειρισµό δεξιά λογοκριµένων δεδοµένων 
(right censored data). 

1.2.4 Συνάρτηση κινδύνου 
Η συνάρτηση κινδύνου (hazard function ή failure rate ή force 
mortality), εκφράζει το στιγµιαίο ρυθµό «θανάτου» ή «αποτυχίας» τη 
χρονική στιγµή t, δοθείσης της επιβίωσης µέχρι το χρόνο t και δίνεται 
από τη σχέση: 

 ( ) ( ) ( )
( )

|
lim ,  0.
t

P t T t t T t f t
h t t

t S t∆ →+∞

≤ ≤ + ∆ ≥
= = ≥

∆
 (1.2) 

Για µικρό t∆ , η ποσότητα ( )h t t∆ , εκφράζει κατά προσέγγιση την 

πιθανότητα θανάτου στο διάστηµα [ ),t t t+ ∆ , δοθείσης της επιβίωσης 

µέχρι το χρόνο t. Η συνάρτηση κινδύνου για συνεχή κατανοµή χρόνου 
ζωής, έχει τις παρακάτω ιδιότητες: 

( ) 0h t ≥ , για κάθε 0t ≥  

και 



 

 
 

8 Κατανομές Πιθανότητας στην Ανάλυση Επιβίωσης 

( )
0

.h t dt
+∞

→ +∞∫  

Αν και κάθε µία από τις αναφερόµενες συναρτήσεις αποτελεί µια 
ξεχωριστή ερµηνεία της επιβίωσης, αδιαµφισβήτητα, η συνάρτηση 
κινδύνου είναι το πιο αντιπροσωπευτικό µέτρο περιγραφής της 
ικανότητας επιβίωσης ενός πληθυσµού. ∆εδοµένου ότι περιγράφει τον 
τρόπο µε τον οποίο µεταβάλλεται ο στιγµιαίος ρυθµός «θανάτου-
αποτυχίας» στο χρόνο, η εκ των προτέρων πληροφορία για τη µονοτονία 
της, βοηθά στην επιλογή κατάλληλου µοντέλου για την περιγραφή 
χρόνων ζωής. 

Με εξαίρεση τις περιπτώσεις που η υπόθεση της σταθερής συνάρτησης 
κινδύνου είναι ρεαλιστική, κατά κανόνα, η επιβίωση περιγράφεται µε 
κατανοµές των οποίων η αντίστοιχη συνάρτηση κινδύνου είναι αύξουσα, 
φθίνουσα, κοίλη ή µονοκόρυφη. Με βάση τα τέσσερα τελευταία είδη 
µονοτονίας, µια κατανοµή ανάλυσης επιβίωσης χαρακτηρίζεται 
αντίστοιχα ως IFR (increasing failure rate), DFR (decreasing failure 
rate), BTFR (bathtub shaped failure rate) και UBTFR (upside down 
bathtub shaped failure rate). Οι µαθηµατικοί ορισµοί των παραπάνω 
ιδιοτήτων, δίνονται στη συνέχεια (Glaser, 1980). 

Ορισµός 
Μια κατανοµή ανάλυσης επιβίωσης, χαρακτηρίζεται ως: 

• IFR (DFR) � ( )h t 0′ >  ( ( )h t 0′ < ) για κάθε t 0> . 

• BTFR (UBTFR) � υπάρχει 0t 0> , τέτοιο ώστε: 

o ( )h t 0′ <  ( ( )h t 0′ > ) για κάθε 00 t t< < , 

o ( )h t 0′ >  ( ( )h t 0′ < ) για κάθε 0t t>  και 

o ( )0h t 0′ = . 

Συχνά, το ενδιαφέρον επικεντρώνεται σε µια περίοδο της συνολικής 
διάρκειας ζωής, στην οποία επέρχεται γήρανση ή φθορά χρήσης. Το 
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γεγονός αυτό, δικαιολογεί εν µέρει, τη µεγάλη δηµοτικότητα των 
κατανοµών χρόνων ζωής µε αύξουσα συνάρτηση κινδύνου. 

Αντίστοιχα, κατανοµές µε φθίνουσα συνάρτηση κινδύνου 
χρησιµοποιούνται ως επί το πλείστον για την περιγραφή της διάρκειας 
ζωής ηλεκτρονικών ή µηχανικών εξαρτηµάτων, τα οποία παρουσιάζουν 
βελτίωση της λειτουργίας τους µε την πάροδο του χρόνου. Παράλληλα 
έχουν ευρεία εφαρµογή σε κλάδους όπως αυτός της Πληροφορικής. Σε 
πληροφοριακά συστήµατα και εφαρµογές λογισµικού είναι σύνηθες το 
φαινόµενο να υπάρξει κατάρρευση (crash) κατά τις αρχικές εκτελέσεις 
του προγράµµατος λόγω πιθανών προγραµµατιστικών σφαλµάτων. 
Ωστόσο, αφού αυτά διορθωθούν και µε την πάροδο του χρόνου, κρίνεται 
ως µηδενική η πιθανότητα µελλοντικής δυσλειτουργίας του 
προγράµµατος. Εφαρµογές, µε φθίνουσα συνάρτηση κινδύνου 
εντοπίζονται ακόµη σε ιατρικά δεδοµένα ίασης συγκεκριµένων 
ασθενειών. 

Επιπρόσθετα, όταν µελετάται η συνολική διάρκεια επιβίωσης, τα πλέον 
ρεαλιστικά µοντέλα για τη περιγραφή χρόνων ζωής, είναι εκείνα µε 
συνάρτηση κινδύνου κυπελλοειδούς µορφής. Για παράδειγµα, σε ότι 
αφορά στη διάρκεια ζωής έµψυχων οντοτήτων, ο ρυθµός θανάτου τους 
αρχικά είναι σχετικά υψηλός (περίοδος νεογνικής θνησιµότητας), φθίνει 
προοδευτικά µέχρι µια συγκεκριµένη τιµή όπου προσωρινά διατηρείται 
σχεδόν σταθερός (περίοδος νεότητας) και στη συνέχεια αυξάνει και πάλι 
λόγω γήρατος (περίοδος γηρατειών). Ανάλογη συµπεριφορά παρουσιάζει 
και η συνάρτηση κινδύνου πολλών εργοστασιακών προϊόντων (π.χ. 
ηλεκτρονικές συσκευές), µε µεγάλη συχνότητα δυσλειτουργικών 
προβληµάτων µε την έναρξη λειτουργίας τους (λόγω αστοχίας υλικού) ή 
µετά από χρήση (λόγω φθοράς) και σχετικά οµαλή λειτουργία στο 
µεσοδιάστηµα. Βεβαίως, όταν διενεργείται από τον κατασκευαστή 
έλεγχος της ποιότητας της λειτουργίας τους, µε σκοπό την αποµάκρυνση 
των ελαττωµατικών πριν την προώθησή τους στην αγορά, ο χρόνος ζωής 
των υπολοίπων, όπως καταγράφεται από τον καταναλωτή, αναµένεται να 
περιγράφεται από αύξουσα συνάρτηση κινδύνου. 
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Τα µοντέλα µε µονοκόρυφη συνάρτηση κινδύνου χρησιµοποιούνται 
κυρίως στην περίπτωση που παρατηρείται µεγάλη συχνότητα αποτυχιών 
κοντά στη χρονική αφετηρία της διάρκειας ζωής του υπό µελέτη 
αντικειµένου. Εφαρµογές της συγκεκριµένης µορφής συνάρτησης 
κινδύνου εντοπίζονται τόσο σε ιατρικά δεδοµένα, όσο και σε δεδοµένα 
τηλεπικοινωνιών και φυσικών καταστροφών. 

Τέλος, η εκθετική κατανοµή µε σταθερή συνάρτηση κινδύνου, 
παρουσιάζει µεγάλο εύρος εφαρµογών στη µοντελοποίηση χρόνων ζωής, 
λόγω της ευκολίας µελέτης της και των ελκυστικών της ιδιοτήτων. 

Περιπτώσεις πληθυσµών µε διαφορετικό, σε σχέση µε τα 
προαναφερόµενα, είδος µονοτονίας του στιγµιαίου ρυθµού «αποτυχίας», 
όπως για παράδειγµα τροποποιηµένη κυρτή ή κοίλη συνάρτηση κινδύνου 
(roller-coaster hazard function), αποτελούν µειοψηφία και 
αντιµετωπίζονται µεµονωµένα µε συγκεκριµένες κατανοµές χρόνων 
ζωής (βλέπε Wong, 1988, 1989 και 1991 καθώς και αναφορές εκεί).  

1.2.6 Αντίστροφη συνάρτηση κινδύνου 

Παράλληλα µε τη συνάρτηση κινδύνου και η αντίστροφη συνάρτηση 
αυτής, βρίσκει τα τελευταία χρόνια πολλές εφαρµογές. Η αντίστροφη 
συνάρτηση κινδύνου (reverse hazard function), εκφράζει τη δεσµευµένη 
πιθανότητα «θανάτου» ή «αποτυχίας» µέσα στο χρονικό διάστηµα 
( , ]t t t− ∆ , δοθείσης της αποτυχίας µέχρι το χρόνο t και δίνεται από τη 

σχέση: 

 ( ) ( ) ( )
( )

|
lim ,  0.
t

P t t T t T t f t
r t t

t F t∆ →+∞

− ∆ ≤ ≤ ≤
= = ≥

∆
 (1.3) 

Οι Keilson and Sumita (1982) ήταν ανάµεσα στους πρώτους ερευνητές 
που όρισαν την αντίστροφη συνάρτηση κινδύνου. Επιπλέον µελέτη των 
ιδιοτήτων της επετεύχθη από τους Andersen et al. (1993), Shaked and 
Shanthikumar (1994), Ruiz and Navarro (1994), Block et al. (1998), 
Chandra and Roy (2001), Finkelstein (2002) και Gupta et al. (2004). 
Όλοι οι παραπάνω µελετητές απέδειξαν ότι η αντίστροφη συνάρτηση 
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κινδύνου αποτελεί ένα σηµαντικό «εργαλείο» των µοντέλων ανάλυσης 
επιβίωσης. Μπορεί να χρησιµοποιηθεί για την εκτίµηση της συνάρτησης 
κινδύνου σε περιπτώσεις αριστερά λογοκριµένων δεδοµένων, δύναται να 
έχει άµεση εφαρµογή σε k από n συστήµατα και στον υπολογισµό του 
χρόνου αναµονής (χρόνος που µεσολαβεί από την αποτυχία µέχρι την 
καταγραφή της), ενώ συνδέεται άµεσα και µε το µέσο χρόνο αναµονής 
(mean waiting time - χρόνος που καταγράφεται µέχρι την αποτυχία), ο 
οποίος µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως εναλλακτικός τρόπος ορισµού 
συναρτήσεων επιβίωσης. 

1.2.6 Αθροιστική συνάρτηση κινδύνου 

Από τις σχέσεις (1.1) και (1.2), προκύπτει ότι: 

( ) ( ) ,H tS t e−=  

όπου 

( ) ( )
0

,
t

H t h x dx= ∫  

είναι η αθροιστική συνάρτηση κινδύνου (cumulative hazard ή 
integrated hazard function), η οποία είναι µη φθίνουσα συνάρτηση του t, 

µε ( )0 0H =  και lim ( )
t

H t
→+∞

= +∞ . 
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1.2.7 Μέσος υπολειπόµενος χρόνος ζωής 
Ένα µέτρο βιωσιµότητας (ή αξιοπιστίας) στη µελέτη της διάρκειας ζωής 
βιολογικών οργανισµών (ή εργοστασιακών προϊόντων), είναι ο µέσος 
υπολειπόµενος χρόνος ζωής (mean residual lifetime). Η τιµή του τη 
χρονική στιγµή t, δίνει την τιµή της αναµενόµενης διάρκειας ζωής από 
τη στιγµή t µέχρι την «αποτυχία», δοθείσης της επιβίωσης µέχρι το 
χρόνο t και δίνεται από τη σχέση: 

( ) ( )
( )

( )
| , 0.t

S t dt

m t E T t T t t
S t

+∞

= − ≥ = ≥
∫

 

Για κατανοµές ανάλυσης επιβίωσης µε πεπερασµένη µέση τιµή, η 
συνάρτηση του µέσου υπολειπόµενου χρόνου ζωής, έχει τις ακόλουθες 
ιδιότητες: 

( ) ( )0, m -1m t t′≥ ≥ , για κάθε 0t ≥  

και 

( )0

1
.dt

m t

+∞

= +∞∫  

Στον Πίνακα 1.1, παρουσιάζεται ο τρόπος προσδιορισµού κάθε µιας από 
τις συναρτήσεις που προαναφέρθηκαν, αν µια από τις υπόλοιπες είναι 
γνωστή. 
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1.2.8 Λοιπές συναρτήσεις 
Αξίζει να σηµειωθεί ότι υπάρχουν και άλλοι ισοδύναµοι τρόποι ορισµού 
της κατανοµής T, όπως για παράδειγµα, αυτός του αναµενόµενου χρόνου 
αδράνειας (expected inactivity time, Ghitany et al., 2005) που 
εµφανίζεται σχετικά πρόσφατα στη βιβλιογραφία ή οι προγενέστεροί 

του, της ροπογεννήτριας συνάρτησης ( )sTE e  (moment generating 

function) και της χαρακτηριστικής συνάρτησης ( )isTE e  (characteristic 

function). Η επιλογή αυτών που παρουσιάστηκαν, έγινε στη βάση της 
δηµοτικότητας τους στην ανάλυση επιβίωσης, λόγω της απτής φυσικής 
τους ερµηνείας. 

Οι ροπές και τα εκατοστιαία σηµεία δεν προσδιορίζουν µονοσήµαντα 
την κατανοµή του χρόνου ζωής, αλλά συχνά αποτελούν ένα χρήσιµο 
τρόπο συνοπτικής περιγραφής της. Οι ροπές r τάξης περί το µηδέν, 
προσδιορίζονται από τη σχέση: 

( ) ( )
0

.r rE T t f t dt
+∞

= ∫  

Η µέση τιµή ( )E T , αποτελεί ένα µέτρο της κεντρικής τάσης των τιµών 

της T , ενώ η διακύµανση 

( ) ( ) ( ){ }22 ,Var T E T E T= −  

ένα µέτρο της διασποράς των τιµών της, γύρω από τη µέση τιµή. 

Τα p εκατοστιαία σηµεία, δίνονται από τη σχέση: 

( )pF t p=  ή ( )1
pt F p−=  

και προσδιορίζουν το χρόνο µέχρι τον οποίο δυνητικά επιβιώνει ένα 
προκαθορισµένο ποσοστό (1-p)*100% επί του συνόλου των 
πειραµατικών µονάδων, ή διαφορετικά το χρόνο µέχρι τον οποίο η 
πιθανότητα επιβίωσης ισούται µε 1-p. 
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Τέλος, η κατά Rényi εντροπία (Rényi, 1961), που αποτελεί ένα µέτρο της 
αβέβαιης µεταβλητότητας µιας τυχαίας µεταβλητής T , µπορεί να 
υπολογιστεί από τη σχέση: 

( ) ( )1
log ,

1RI f t dtγγ
γ

+∞

−∞

 
=  

−  
∫  

όπου 0γ >  και 1γ ≠ . Παράλληλα, η κατά Shannon εντροπία (Shannon, 

1948), η οποία αποτελεί ειδική περίπτωση της προηγούµενης, 
υπολογίζεται από τη σχέση: 

( ) ( ){ }
1

lim log .RI E f T
γ

γ
→

 = −   

1.3 Κατανοµές ανάλυσης επιβίωσης 
Όπως έχει ήδη αναφερθεί, οι κατανοµές πιθανότητας βρίσκουν άµεση 
εφαρµογή στην ανάλυση επιβίωσης εξυπηρετώντας τις ανάγκες του 
ερευνητικού αυτού πεδίου, χάριν της καλής προσαρµογής τους σε 
δεδοµένα χρόνων ζωής. Για το λόγο αυτό, καθ’ όλη τη διάρκεια εξέλιξης 
του κλάδου της ανάλυσης επιβίωσης, πολλοί ερευνητές ανέπτυξαν 
διάφορα µοντέλα µε σκοπό τη βέλτιστη περιγραφή πραγµατικών 
καταστάσεων. Στην παράγραφο αυτή, γίνεται αναφορά στους τρόπους µε 
τους οποίους δύναται να παραχθούν µοντέλα χρόνων ζωής, αναφέρεται 
αναλυτικά η µεθοδολογία µελέτης της οποίας αυτά τυγχάνουν και 
καταγράφονται ορισµένες από τις βασικότερες κατανοµές ανάλυσης 
επιβίωσης. 

1.3.1 Τρόποι παραγωγής 
Γενικότερα στη βιβλιογραφία έχουν προταθεί τρεις διαφορετικοί τρόποι 
παραγωγής κατανοµών χρόνου ζωής. Ο πρώτος, αφορά τον ορισµό µιας 
κατανοµής από µηδενική βάση, έχοντας ως γνώµονα την ικανοποίηση 
των επιθυµητών προϋποθέσεων και ιδιοτήτων που οφείλει αυτή να 
πληροί. Εναλλακτικά, µια νέα κατανοµή δύναται να προκύψει µε την 
κατάλληλη προσθήκη αριθµού παραµέτρων σε ήδη υπάρχουσα 
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κατανοµή. Ως επί το πλείστον, ο τρόπος αυτός υστερεί έναντι του 
πρώτου όσον αφορά το εύρος των δυνατοτήτων που δυνητικά έχει η νέα 
κατανοµή, µιας και εφαρµόζεται σε δεδοµένη αρχική κατανοµή, 
υπερτερεί ωστόσο, σε ευκολία υλοποίησης. Τέλος, ένας από τους 
συνηθέστερα χρησιµοποιούµενους τρόπους παραγωγής νέων µοντέλων 
ανάλυσης επιβίωσης είναι η µίξη υπαρχουσών κατανοµών. ∆εδοµένου 
του πλήθους των κατανοµών που έχουν ήδη προταθεί στη βιβλιογραφία, 
η µεθοδολογία αυτή αποτελεί ένα τρόπο διεύρυνσης των δυνατοτήτων 
προσαρµογής των µοντέλων σε µετρήσεις που απορρέουν από σύνθετες 
πραγµατικές καταστάσεις. 

Βέβαια, όλοι οι προαναφερθέντες τρόποι διέπονται από τον ακόλουθο 
κανόνα: 
«Ο αριθµός παραµέτρων ενός µοντέλου είναι ανάλογος µε την ευελιξία 

του και αντιστρόφως ανάλογος µε την ευκολία µελέτης του» 

1.3.2 Αναλυτική µεθοδολογία µελέτης 
Η µεθοδολογία µελέτης ενός µοντέλου ανάλυσης επιβίωσης θα 
µπορούσε να ταξινοµηθεί σε πέντε στάδια. 

Το πρώτο στάδιο περιλαµβάνει τη συλλογή των δεδοµένων επιβίωσης. 
Tα δεδοµένα µπορούν να είναι είτε εργαστηριακά, είτε πραγµατικά. Τα 
εργαστηριακά δεδοµένα λαµβάνονται συχνά κάτω από ελεγχόµενο 
περιβάλλον και βασίζονται σε ένα σωστά σχεδιασµένο πείραµα. Σε 
αντίθεση, τα πραγµατικά δεδοµένα πάσχουν από µεταβλητότητα στο 
περιβάλλον λειτουργίας, καθώς και από άλλους ανεξέλεγκτους 
παράγοντες. 

Η µορφή των δεδοµένων µπορεί να ποικίλει. Στην περίπτωση των 
δεδοµένων επιβίωσης, θα µπορούσε να είναι συνεχής (π.χ., η διάρκεια 
ζωής ενός µεµονωµένου αντικειµένου) ή διακριτή (π.χ., ο αριθµός των 
αντικειµένων που αποτυγχάνουν σε ένα συγκεκριµένο χρονικό 
διάστηµα). Επιπλέον, τα δεδοµένα επιβίωσης δύναται να ταξινοµηθούν 
ως πλήρη και λογοκριµένα, µε τη δεύτερη κατηγορία να επιδέχεται 
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υποδιαίρεσης σε περισσότερες υποκατηγορίες. Παρακάτω, αναλύονται οι 
δύο κατηγορίες δεδοµένων. 

Έστω 1 2, ,..., nT T T  ένα ανεξάρτητο τυχαίο δείγµα n τυχαίων µεταβλητών 

από την κατανοµή ( ),f t θ , όπου ( )1 2, ,..., kθ θ θ θ=  είναι µια k -διάστατη 

παράµετρος και 1 2, ,..., nt t t  οι τιµές των iT . 

Πλήρη δεδοµένα 

Το διαθέσιµο προς εκτίµηση σύνολο δεδοµένων είναι το { }1 2, ,..., nt t t . 

Με άλλα λόγια, οι ακριβείς χρόνοι επιβίωσης για κάθε παρατήρηση είναι 
γνωστοί. 

Λογοκριµένα δεδοµένα 
Σε αυτήν την περίπτωση, οι ακριβείς χρόνοι επιβίωσης για ορισµένες ή 
και όλες τις παρατηρήσεις δεν είναι γνωστοί. Οι διάφοροι τύποι 
λογοκρισίας που εµφανίζονται στην ανάλυση επιβίωσης είναι οι εξής: 

∆εξιά λογοκρισία 

Μια παρατήρηση , 1,2,...,it i n=  λέγεται δεξιά λογοκριµένη όταν το 

γεγονός συµβαίνει µετά το χρονικό διάστηµα συλλογής του δείγµατος. 
Για παράδειγµα, ένα από τα υπό µελέτη ηλεκτρονικά εξαρτήµατα δεν 
αποτυγχάνει µέσα στο προκαθορισµένο χρονικό διάστηµα ενός 
πειράµατος, αλλά συνεχίζει να λειτουργεί και µετά τη λήξη. Οι 
περιπτώσεις δεξιάς λογοκρισίας είναι πολύ συχνά εµφανιζόµενες στις 
µελέτες ανάλυσης επιβίωσης. 

Αριστερή λογοκρισία 

Μια παρατήρηση it  λέγεται αριστερά λογοκριµένη όταν το γεγονός 

συµβαίνει πριν το χρονικό διάστηµα συλλογής του δείγµατος. Για 
παράδειγµα, σε έναν ασθενή γνωρίζουµε τη χρονική στιγµή της εξέτασης 
που πιστοποίησε ότι νοσεί, ωστόσο δε γνωρίζουµε τη χρονική στιγµή 
κατά την οποία ο ασθενής µολύνθηκε. 
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Λογοκρισία τύπου Ι (ΙΙ) 
Η λογοκρισία τύπου Ι (ΙΙ) πολλές φορές συνδυάζεται µε τη δεξιά ή 

αριστερή λογοκρισία. Εµφανίζεται για µια παρατήρηση it , όταν αυτή 

βρίσκεται εκτός ενός προκαθορισµένου χρονικού διαστήµατος (αριθµού 
αποτυχιών), όπου έχει θέσει ο ερευνητής για τη συλλογή του δείγµατος. 

∆ιαστηµατική λογοκρισία 

Μια παρατήρηση it  λέγεται ότι εµφανίζει διαστηµατική λογοκρισία όταν 

ανήκει εντός ενός διαστήµατος, ωστόσο δε γνωρίζουµε την ακριβή 
στιγµή της αποτυχίας. Για παράδειγµα, σε έναν ασθενή γνωρίζουµε τη 
χρονική στιγµή κάθε επαναλαµβανόµενης εξέτασης µέχρι και εκείνη που 
πιστοποιεί ότι νοσεί, ωστόσο δε γνωρίζουµε την ακριβή χρονική στιγµή 
κατά την οποία ο ασθενής µολύνθηκε, παρά µόνον ότι αυτή βρίσκεται 
στο µεσοδιάστηµα µεταξύ των δύο τελευταίων εξετάσεων. 

Τυχαία λογοκρισία 

Έστω τυχαία µεταβλητή iS  ανεξάρτητη της iT . Η παρατηρούµενη τιµή 

του δείγµατος θα δίνεται από την ποσότητα { }min ,i it s , έτσι ώστε η 

παρατήρηση να είναι λογοκριµένη εάν i it s> . 

Περισσότερες πληροφορίες σχετικά µε τις διάφορες µορφές λογοκρισίας, 
µπορούν να αναζητηθούν, µεταξύ άλλων στους Lawless (1982), Nelson 
(1982) και Leemis (1995). 

Το δεύτερο στάδιο περιλαµβάνει την προκαταρκτική ανάλυση των 
συλλεγόµενων δεδοµένων. Αυτή περιλαµβάνει τον υπολογισµό 
διαφόρων στατιστικών µέτρων όπως η µέγιστη και η ελάχιστη τιµή, η 
µέση τιµή, η διακύµανση, η διάµεσος και τα τεταρτηµόρια. Εάν το εύρος 
είναι µικρό σε σχέση µε τη µέση τιµή του δείγµατος, θα µπορούσε κανείς 
να αγνοήσει τη µεταβλητότητα στα δεδοµένα και να µοντελοποιήσει τα 
δεδοµένα µε χρήση της µέσης τιµής. Ωστόσο, όταν αυτό δεν είναι 
εφικτό, το επιλεγόµενο µοντέλο πρέπει να ικανοποιεί αυτή τη 
µεταβλητότητα των δεδοµένων. Επιπρόσθετα, στην περίπτωση χρονικά 
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διατεταγµένων δεδοµένων, η προκαταρκτική ανάλυση χρησιµοποιείται 
για να προσδιοριστούν οι ιδιότητες, όπως η αυξητική (ή φθίνουσα) τάση, 
η αυτοσυσχέτιση, κ.ά.. 

Ο κύριος σκοπός της ανάλυσης αυτής είναι να βοηθήσει στον καθορισµό 
εάν ένα συγκεκριµένο µοντέλο είναι ή όχι κατάλληλο να περιγράψει τα 
συγκεκριµένα δεδοµένα. ∆ιάφορα γραφήµατα έχουν αναπτυχθεί για να 
βοηθήσουν σε αυτό. Μερικά από αυτά τα γραφήµατα (π.χ. ιστόγραµµα) 
είναι γενικά, ενώ άλλα (π.χ., γράφηµα πιθανοτήτων Weibull) 
αναπτύχθηκαν αρχικά για συγκεκριµένα µοντέλα, αλλά έκτοτε έχουν 
χρησιµοποιηθεί σε µία ευρύτερη κατηγορία µοντέλων. 

Το τρίτο στάδιο περιλαµβάνει την επιλογή κατάλληλου µοντέλου 
(κατανοµής πιθανότητας) για την περιγραφή του συλλεγόµενου συνόλου 
δεδοµένων. Για να επιτευχθεί αυτό το βήµα, ο ερευνητής οφείλει να έχει 
καλή γνώση των ιδιοτήτων των διαφορετικών µοντέλων που κρίνονται 
ως κατάλληλα για προσαρµογή. Η θεωρία πιθανοτήτων πραγµατεύεται 
µε τέτοιου είδους µελέτη για µια ποικιλία προσαρµοζόµενων µοντέλων. 
Ένα σηµαντικό χαρακτηριστικό της προσαρµογής δεδοµένων είναι ότι 
συχνά υπάρχουν περισσότερες από µία κατανοµές που περιγράφουν 
επαρκώς τα δεδοµένα. Κατά αυτόν τον τρόπο, ο ερευνητής έχει τη 
δυνατότητα της επιλογής εκείνου που ικανοποιεί περισσότερο τα δικά 
του κριτήρια. 

Η πηγή των δεδοµένων παρέχει συχνά µια ένδειξη για την επιλογή του 
κατάλληλου µοντέλου. Για παράδειγµα, η λογαριθµική-κανονική 
κατανοµή, ή η κατανοµή Weibull, χρησιµοποιούνται συχνά σε δεδοµένα 
αποτυχίας λόγω κόπωσης (αύξουσα συνάρτηση κινδύνου), ενώ η 
εκθετική κατανοµή βρίσκει αρκετές φορές εφαρµογή σε δεδοµένα 
αποτυχίας ηλεκτρονικών εξαρτηµάτων. Για να χρησιµοποιηθεί ωστόσο 
αυτή η γνώση, οφείλει ο ερευνητής να είναι εξοικειωµένος µε πλήθος 
κατανοµών ανάλυσης επιβίωσης που έχουν προταθεί στη βιβλιογραφία 
για τη µελέτη διαφορετικών καταστάσεων. 
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Εάν τα δεδοµένα δεν είναι ανεξάρτητα, θα πρέπει να γίνει χρήση 
µοντέλων που περιλαµβάνουν πολυπαραγοντική συνάρτηση κατανοµής. 
Εάν ο χρόνος είναι ένας παράγοντας που χρειάζεται να συµπεριληφθεί 
στο µοντέλο, τότε αυτό γίνεται ακόµη πιο σύνθετο. Η κατασκευή 
τέτοιων µοντέλων απαιτεί χρήση στοχαστικών διαδικασιών και δε θα 
αναλυθεί περαιτέρω στην παρούσα διατριβή.  

Το τέταρτο στάδιο περιλαµβάνει την εκτίµηση των παραµέτρων. 
Εφόσον ένα µοντέλο επιλεγεί, χρειάζεται να εκτιµηθούν οι παράµετροί 
του χρησιµοποιώντας τα διαθέσιµα δεδοµένα. Για αυτήν τη διαδικασία 
έχουν αναπτυχθεί µία ποικιλία από τεχνικές, οι οποίες µπορούν να 
ταξινοµηθούν σε δύο βασικές κατηγορίες - γραφικές και αναλυτικές. Η 
ακρίβεια της εκτίµησης εξαρτάται από το µέγεθος των δεδοµένων και τη 
µέθοδο που χρησιµοποιείται. Οι γραφικές µέθοδοι αποδίδουν 
προσεγγιστικές εκτιµήσεις, ενώ οι αναλυτικές µέθοδοι αποδίδουν 
καλύτερες εκτιµήσεις και όρια εµπιστοσύνης για τους εκτιµητές. Συχνά 
για τεκµηρίωση των αποτελεσµάτων εφαρµόζονται συνδυαστικά και οι 
δύο µέθοδοι εκτίµησης. Γνωστές γραφικές µέθοδοι αποτελούν τα 
γραφήµατα hazard plot και WPP plot, ενώ από τις στατιστικές 
ξεχωρίζουν οι µέθοδοι µέγιστης πιθανοφάνειας, ροπών, Bayes, 
εκατοστιαίων σηµείων και διαστηµατική. Επιπρόσθετα, η εκτίµηση των 
παραµέτρων του µοντέλου µπορεί να επιτευχθεί σε σηµείο ή σε 
διάστηµα (εµπιστοσύνης), ενώ οι εκτιµητές δύναται να ελεγχθούν για 
την ύπαρξη διαφόρων ιδιοτήτων, όπως αµεροληψία, συνέπεια και 
αποτελεσµατικότητα. 

Το πέµπτο στάδιο περιλαµβάνει την προσαρµογή του µοντέλου στα 
συλλεγόµενα δεδοµένα. Οποιοδήποτε µοντέλο µπορεί να προσαρµοστεί 
σε ένα συγκεκριµένο σύνολο δεδοµένων. Ωστόσο, το µοντέλο µπορεί να 
µην είναι κατάλληλο ή επαρκές. Ένα ακατάλληλο µοντέλο, σε γενικές 
γραµµές, δε θα δώσει την επιθυµητή λύση στο πρόβληµα. Ως εκ τούτου, 
είναι απαραίτητο να ελέγχεται η εγκυρότητα του µοντέλου που 
επιλέχθηκε. Υπάρχουν αρκετές µέθοδοι για να γίνει αυτό, οι οποίες 
µπορούν να ταξινοµηθούν σε δύο βασικές κατηγορίες - γραφικές και 
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στατιστικές. Οι συνηθέστερα χρησιµοποιούµενες γραφικές µέθοδοι είναι 
το γράφηµα εµπειρικής συνάρτησης κατανοµής (EDF plot), το γράφηµα 
εµπειρικής συνάρτησης κινδύνου (hazard plot), το ιστόγραµµα και 
διάφορα µετασχηµατισµένα γραφήµατα (probability plot, Weibull plot, 
P-P plot, Q-Q plot). Αντίστοιχα, στατιστικές µέθοδοι που έχουν µεγάλη 
εφαρµογή είναι τα τεστ των Kolmogorov-Smirnov, των Anderson-

Darling, των Cramer-von Mises, του Pearson ( 2X  τεστ) και του πηλίκου 
πιθανοφανειών (για σύγκριση ένθετων κατανοµών). 

1.3.3 Βασικές κατανοµές ανάλυσης επιβίωσης 
Στην παράγραφο αυτή, παρουσιάζονται ορισµένες βασικές κατανοµές 
πιθανότητας που βρίσκουν εφαρµογή στην ανάλυση επιβίωσης. Εκτενής 
µελέτη της εκθετικής κατανοµής και των κατανοµών Weibull, γάµµα και 
log-normal, υπάρχει στα κλασικά βιβλία θεωρίας κατανοµών όπως των 
Johnson et al. (1994) και στα περισσότερα εγχειρίδια ανάλυσης 
επιβίωσης (π.χ. Nelson, 1982, Lee, 1992, Leemis, 1995 και Marshall and 
Olkin, 2007). Επιπρόσθετα, παρουσιάζονται οι κατανοµές: γενικευµένη 
γάµµα (Stacy, 1962), Gompertz-Makeham (Jordan, 1967), γενικευµένη F 
(Kalbfleisch and Prentice, 1980), log-logistic (Tadikamalla, 1980), 
Lomax (Johnson et al., 1994), modified extreme value (Johnson et al., 
1995) και εκθετική γεωµετρική (Adamidis and Loukas, 1998). Μεγάλο 
πλήθος κατανοµών, εκτός από αυτές που προαναφέρθηκαν, 
περιγράφονται στους Johnson et al. (1995), Leemis (1995) και Marshal 
and Olkin (2007), ενώ οι Rajarshi and Rajarshi (1988) και οι Lai et al. 
(2001), παρουσιάζουν µια ανασκόπηση στα µοντέλα µε κυπελλοειδούς 
µορφής συνάρτηση κινδύνου. Οι Kleiber and Kotz (2003), µελετούν 
κατανοµές επιβίωσης που έχουν άµεση εφαρµογή στις οικονοµικές και 
αναλογιστικές επιστήµες, οι Pham and Lai (2007), περιγράφουν ένα 
σύνολο κατανοµών που αποτελούν γενικεύσεις της Weibull κατανοµής, 
ενώ οι Chahkandi and Ganjali (2009) µελετούν και συγκρίνουν 
κατανοµές φθίνουσας συνάρτησης κινδύνου. 
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Η εκθετική κατανοµή 
Η εκθετική κατανοµή µε σ.π.π. 

( ) , , 0tf t e tλλ λ−= > , 

έχει συνάρτηση επιβίωσης ( ) tS t e λ−=  και σταθερή συνάρτηση κινδύνου 

( ) .h t λ=  Αποδεικνύεται ότι ( ) 1E T λ=  και ( ) 21Var T λ= , άρα ο 

συντελεστής µεταβλητότητας ισούται µε τη µονάδα. 

Η εκθετική κατανοµή σχετίζεται µε την κατανοµή extreme value. 
Ειδικότερα, η τ.µ. T  ακολουθεί εκθετική κατανοµή µε παράµετρο λ , 

( )T E λ∼ , εάν και µόνον εάν 

log ,Y T Wα= = +  

όπου logα λ=−  και W  η τυχαία µεταβλητή που ακολουθεί την τυπική 

extreme-value κατανοµή, µε σ.π.π. 

( ) , 0.
ww e

Wf w e w−= >  

Η παραπάνω αποτελεί µονοκόρυφη συνάρτηση µε ( )E W γ= − , όπου 

0.5722γ =  είναι η σταθερά του Euler και ( ) 2 6Var W π= . Η λοξότητα 

είναι -1.14. Η απόδειξη της παραπάνω πρότασης προκύπτει άµεσα µε 
αλλαγή µεταβλητών. 

Ιστορικά, η εκθετική κατανοµή αποτελεί το πρώτο ευρέως 
χρησιµοποιούµενο µοντέλο ανάλυσης επιβίωσης, αφενός λόγω της απλής 
συναρτησιακής της µορφής και της ευκολίας στο στατιστικό χειρισµό 
της, αφετέρου λόγω της καταλληλότητάς της στην περιγραφή χρόνων 
ζωής σε πληθώρα περιπτώσεων. Οι εφαρµογές της κυµαίνονται από 
µελέτες χρόνων ζωής εργοστασιακών προϊόντων, µέχρι έρευνες στους 
χρόνους ανάνηψης ή υποτροπής από χρόνιες ασθένειες. Βεβαίως, η 
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υπόθεση της σταθερής συνάρτησης κινδύνου δεν παύει να είναι αρκετά 
περιοριστική. 

Η κατανοµή Weibull 
Η κατανοµή Weibull είναι ίσως η πιο δηµοφιλής κατανοµή ανάλυσης 
επιβίωσης, µε ένα εξαιρετικά ευρύ φάσµα εφαρµογών τόσο στο χώρο της 
βιοµηχανίας όσο και σε κλάδους της ιατρικής και των άλλων βιολογικών 
επιστηµών. Η καταλληλότητά της στην περιγραφή χρόνων ζωής καθώς 
και οι απλές εκφράσεις των αντίστοιχων συναρτήσεων πυκνότητας 
πιθανότητας, επιβίωσης και κινδύνου, εξηγούν τη δηµοτικότητά της. 

Η τ.µ. T  ακολουθεί την κατανοµή Weibull µε παραµέτρους λ  και p , 

( ),T W pλ∼ , εάν ( )pT E λ∼ . Η αθροιστική συνάρτηση κινδύνου της 

Weibull κατανοµής είναι ( ) ( )p
H t tλ= , η συνάρτηση επιβίωσης 

( ) ( )ptS t e λ−=  και η συνάρτηση κινδύνου ( ) ( )p
h t p tλ λ= . Ο λογάριθµος 

της συνάρτησης κινδύνου της Weibull κατανοµής είναι γραµµική 

συνάρτηση του λογαρίθµου του χρόνου µε σταθερά log logp pλ +  και 

κλίση 1p− . Εποµένως, η συνάρτηση κινδύνου είναι αύξουσα εάν 1p> , 

σταθερή εάν 1p=  και φθίνουσα εάν 1p< . 

Η Weibull κατανοµή συνδέεται µε την κατανοµή extreme value, ως εξής: 

η τ.µ. T  ακολουθεί κατανοµή Weibull µε παραµέτρους , pλ , 

( ),T W pλ∼ , εάν και µόνον εάν 

log ,Y T Wα σ= = +  

όπου logα λ=− , 1 pσ =  και W  η τυχαία µεταβλητή που ακολουθεί 

την τυπική extreme value. Η απόδειξη προκύπτει µε αλλαγή 
µεταβλητών, θεωρώντας την τ.µ. W , αλλάζοντας σε Y Wα σ= +  και 

στη συνέχεια σε YT e= . 
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Η κατανοµή Gompertz-Makeham 
Η κατανοµή Gompertz-Makeham χαρακτηρίζεται από το γεγονός ότι ο 
λογάριθµος της συνάρτησης κινδύνου είναι γραµµική συνάρτηση του 

χρόνου t , δηλαδή ( ) th t eα β+= . Εποµένως, η συνάρτηση Gompertz είναι 

στενά συνδεδεµένη µε την Weibull κατανοµή και για την ακρίβεια η 
κατανοµή Gompertz-Makeham είναι η log-Weibull κατανοµή. Η 
συγκεκριµένη κατανοµή παρέχει αξιοσηµείωτα καλές προσαρµογές σε 
δεδοµένα θνησιµότητας ενηλίκων σε σύγχρονα αναπτυγµένες χώρες. 

Η κατανοµή γάµµα 
Η κατανοµή γάµµα µε παραµέτρους λ  και k , ( ),G kλ , έχει σ.π.π. 

( ) ( )
( )

1

,
k tt e

f t
k

λλ λ − −

=
Γ

 

και συνάρτηση επιβίωσης 

( ) ( )
( )

1 ,t k
S t

k
λΓ= −
Γ

 

όπου ( )t kΓ  είναι η µη πλήρης συνάρτηση γάµµα, που ορίζεται ως: 

( ) 1

0

.
t

k x
t k x e dx− −Γ = ∫  

∆εν υπάρχει κλειστή µορφή προσδιορισµού της συνάρτησης επιβίωσης, 
έχουν ωστόσο αναπτυχθεί υπολογιστικοί αλγόριθµοι για τον υπολογισµό 
αυτής (π.χ. στη γλώσσα R υπάρχει η συνάρτηση pgamma που υπολογίζει 
την α.σ.κ. και την συνάρτηση επιβίωσης της κατανοµής γάµµα µε 

παραµέτρους 1 λ  και k ). 
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Αντίστοιχα, και η συνάρτηση κινδύνου στερείται κλειστής µορφής, 

υπολογίζεται ωστόσο από τον τύπο ορισµού της ( ) ( ) ( )h t f t S t= . Όσον 

αφορά τη µονοτονία της: 

• είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα [ ]0,λ  για 1k > , 

• είναι σταθερή για 1k =  και 

• είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα [ ),λ+∞  για 1k < . 

Εάν 1k =  η κατανοµή γάµµα ταυτίζεται µε την εκθετική κατανοµή, η 
οποία µπορεί να περιγράψει το χρόνο αναµονής µέχρι το πρώτο συµβάν 
σε µια διαδικασία Poisson. Σε περίπτωση που k  ακέραιος µε 1k > , τότε 
η κατανοµή γάµµα καλείται και κατανοµή Erlang και περιγράφει το 
χρόνο αναµονής µέχρι το k -οστό συµβάν σε µια διαδικασία Poisson. 

Σύνδεση µε την κατανοµή extreme value υφίσταται και για την γάµµα 
κατανοµή. Με αλλαγή µεταβλητών, µπορεί να αποδειχθεί ότι 

( ),T G kλ∼  εάν και µόνον εάν 

log ,T Y Wα= = +  

όπου η W  ακολουθεί τη γενικευµένη extreme value κατανοµή µε σ.π.π. 

( )
( )

.
wkw e

W

e
f w

k

−

=
Γ

  

Η γενικευµένη κατανοµή γάµµα 
Η γενικευµένη κατανοµή γάµµα, αποτελεί µια γενίκευση της γάµµα 
κατανοµής και σχετίζεται µε παρόµοιο τρόπο µε την κατανοµή extreme 
value µε την προσθήκη µιας παραµέτρου κλίµακας. ∆ηλαδή, µια τ.µ. T  

ακολουθεί τη γενικευµένη γάµµα κατανοµή, ( ), ,T GG p kλ∼ , εάν και 

µόνο εάν 

log ,Y T Wα σ= = +  
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όπου η W  ακολουθεί τη γενικευµένη extreme value κατανοµή µε 
παράµετρο k . Η σ.π.π. της γενικευµένης κατανοµής γάµµα δίνεται από 
τη σχέση: 

( ) ( ) ( )

( )

1

,

ppk tp t e
f t

k

λλ λ − −

=
Γ

 

όπου 1 .p σ=  

Η γενικευµένη κατανοµή γάµµα αποτελεί επέκταση διαφόρων γνωστών 
κατανοµών. Έτσι: 

• για 1p= , ταυτίζεται µε την κατανοµή γάµµα, 

• για 1k = , µετατρέπεται στη Weibull κατανοµή, 

• για 1p k= = , υποβιβάζεται στην εκθετική κατανοµή, ενώ 

• όταν k → +∞ , συγκλίνει στην κατανοµή log-normal. 

Η κατανοµή log-normal 
Η τ.µ. T  ακολουθεί την κατανοµή log-normal, εάν και µόνο εάν 

log ,Y T Wα σ= = +  

όπου η W  ακολουθεί την τυπική κανονική κατανοµή. 

Η συνάρτηση κινδύνου της κατανοµής log-normal είναι µονοκόρυφη, 
δηλαδή, αυξάνει από το 0 µέχρι να λάβει τη µέγιστη τιµή της και στη 
συνέχεια φθίνει µονότονα, προσεγγίζοντας το 0 για t →+∞ . 

Όπως προαναφέρθηκε, καθώς k → +∞  η γενικευµένη extreme value 
κατανοµή προσεγγίζει την τυπική κανονική και εποµένως η γενικευµένη 
γάµµα προσεγγίζει την κατανοµή log-normal. 
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Η κατανοµή log-logistic 
Η τ.µ. T  ακολουθεί την κατανοµή log-logistic εάν και µόνον εάν 

log ,Y T Wα σ= = +  

όπου η W  ακολουθεί την τυπική λογιστική (standard logistic) κατανοµή 
µε σ.π.π. 

( )
( )2 , ,
1

w

W
w

e
f w w

e
= ∈

+
ℝ  

α.σ.κ. 

( ) ,
1

w

W w

e
F w

e
=

+
 

και συνάρτηση επιβίωσης 

( ) 1
.

1W w
S w

e
=

+
 

Με αλλαγή µεταβλητών στην T  έχουµε ότι η συνάρτηση επιβίωσης της 
κατανοµής log-logistic δίνεται από τη σχέση: 

( )
( )
1

,
1

T pS t
tλ

=
+

 

όπου logα λ= −  και 1 pσ = . Λογαριθµίζοντας παίρνουµε την 

(αρνητική) αθροιστική συνάρτηση κινδύνου, ενώ παραγωγίζοντας ως 
προς t , λαµβάνουµε τον τύπο υπολογισµού της συνάρτησης κινδύνου 

( ) ( )
( )

1

.
1

p

p

p t
h t

t

λ λ

λ

−

=
+
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Παρατηρείται ότι το logit της συνάρτησης επιβίωσης ( )S t , δηλαδή η 

ποσότητα 
( )
( )

log
S t

F t

 
  
 

, είναι γραµµική συνάρτηση του log t . Το 

γνώρισµα αυτό παρέχει τη δυνατότητα ενός γραφικού διαγνωστικού 
ελέγχου: δεδοµένης µιας µη-παραµετρικής εκτίµησης της συνάρτησης 
επιβίωσης, εάν το γράφηµα του logit αυτής ως προς το λογάριθµο του 
χρόνου προσεγγίζει την ευθεία, τότε η συνάρτηση επιβίωσης ταυτίζεται 
µε αυτή της κατανοµής log-logistic. 

Η συνάρτηση κινδύνου µπορεί να λάβει διάφορες µορφές ανάλογα µε 
την τιµή των παραµέτρων της, και ειδικότερα: 

• είναι γνησίως φθίνουσα από το +∞ , για 1p < , 

• είναι γνησίως φθίνουσα από το λ , για 1p = , 

• είναι αντίστοιχης µορφής µε τη log-normal για 1p > . 

Η κατανοµή Lomax 
Η κατανοµή Pareto τύπου ΙΙ (γνωστή και ως κατανοµή Lomax), βρίσκει 
κυρίως εφαρµογές στη µελέτη της βιωσιµότητας επιχειρήσεων. 

Η σ.π.π. της, δίνεται από τη σχέση: 

( )
( ) 1 ,
1

a

a
f t

t

λ

λ +=
+

 

όπου 0,  , ,t a λ≥ ∈ℝ  µε a  και λ  παραµέτρους µορφής και κλίµακας 

αντίστοιχα. 

Επιπρόσθετα, οι συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου της κατανοµής, 
δίνονται από τις σχέσεις: 

( )
( )

1

1
aS t

tλ
=

+
 

και 
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( ) .
1

a
h t

t

λ
λ

=
+

 

Αποδεικνύεται ότι, η συνάρτηση κινδύνου είναι φθίνουσα συνάρτηση 

του χρόνου µε αρχική τιµή ( )0h aλ=  και ( )lim 0
t

h t
→+∞

= . 

Η κατανοµή modified extreme value 
Η κατανοµή modified extreme value, χρησιµοποιείται για την περιγραφή 
της επιβίωσης πληθυσµών που εµφανίζουν ραγδαίο ρυθµό φθοράς ως 
προς το χρόνο. 

Η σ.π.π. της κατανοµής, δίνεται από τη σχέση: 

( ) ( )1
,

tt a e
f t a e

λλ
λ

+ −
=  

όπου 0,  , ,t a λ≥ ∈ℝ  µε a  και λ  παραµέτρους µορφής και κλίµακας 

αντίστοιχα. 

Επιπρόσθετα, οι συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου, δίνονται από τις 
σχέσεις: 

( ) ( )1 ta e
S t e

λ−
=  

και 

( ) .th t a eλλ=  

Αποδεικνύεται ότι, η συνάρτηση κινδύνου είναι αύξουσα συνάρτηση του 

χρόνου µε αρχική τιµή ( )0h aλ=  και ( )lim
t

h t
→+∞

= +∞ . 
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H γενικευµένη F κατανοµή 
Μια ενδιαφέρουσα περίπτωση κατανοµής αποτελεί η γενικευµένη F 
κατανοµή και αυτό γιατί περιλαµβάνει όλες τις προαναφερθείσες 
κατανοµές ως ειδικές ή οριακές περιπτώσεις και εποµένως είναι χρήσιµη 
για τον έλεγχο διαφόρων παραµετρικών µορφών. 

Η τ.µ. T  ακολουθεί τη γενικευµένη F κατανοµή εάν και µόνον εάν 

log ,Y T Wα σ= = +  

όπου W  παριστάνει το λογάριθµο µιας τ.µ. ( ),X F β γ∼ . 

Η εκθετική γεωµετρική κατανοµή  
Η εκθετική γεωµετρική κατανοµή αποτελεί µια από τις πιο συχνά 
χρησιµοποιούµενες κατανοµές φθίνουσας συνάρτησης κινδύνου, λόγω 
της καλής της προσαρµογής και της ευκολίας µελέτης της. Μεταξύ 
άλλων, έχει χρησιµοποιηθεί για τη µοντελοποίηση χρόνων µεταξύ 
διαδοχικών ατυχηµάτων και σφαλµάτων, καθώς και χρόνων ζωής 
ηλεκτρικών και ηλεκτρονικών συσκευών.   

Η σ.π.π. της κατανοµής, δίνεται από τη σχέση: 

( ) ( )1
,

tt a e
f t a e

λλ
λ

+ −
=  

όπου 0,  , ,t a λ≥ ∈ℝ  µε a  και λ  παραµέτρους µορφής και κλίµακας 

αντίστοιχα. 

Επιπρόσθετα, οι συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου, δίνονται από τις 
σχέσεις: 

( ) ( )1 ta e
S t e

λ−
=  

και 

( ) .th t a eλλ=  

Αποδεικνύεται ότι, η συνάρτηση κινδύνου είναι αύξουσα συνάρτηση του 

χρόνου µε αρχική τιµή ( )0h aλ=  και ( )lim
t

h t
→+∞

= +∞ . 



 

 
 

Κεφάλαιο 2 

Η Επεκτεταµένη Κατανοµή του Chen 
Οι κατανοµές πιθανότητας αποτελούν το βασικό ερευνητικό εργαλείο 
στην ανάλυση επιβίωσης, λόγω της καλής τους προσαρµογής σε 
αντίστοιχα σύνολα δεδοµένων, των πολλαπλών ιδιοτήτων τους και 
κυρίως της συνάρτησης κινδύνου τους. Η επιλογή του κατάλληλου 
παραµετρικού µοντέλου για την περιγραφή του χρόνου ζωής ενός 
πληθυσµού, βασίζεται τόσο στις φυσικές διεργασίες που διέπουν τη 
διάρκεια ζωής των οντοτήτων του πληθυσµού µέχρι τη στιγµή της 
αποτυχίας, όσο και στην προσαρµογή του επιλεγόµενου µοντέλου στα 
παρατηρούµενα δεδοµένα. Έτσι, η µελέτη των φυσικών καταστάσεων, 
οδήγησε στη δηµιουργία κατανοµών µε διάφορες µορφές συνάρτησης 
κινδύνου, προκειµένου να καταστεί δυνατή η περιγραφή των 
πραγµατικών καταστάσεων στο σύνολό τους, είτε αυτές παρουσιάζουν 
φθορά (ή βελτίωση) στη λειτουργία τους µε την πάροδο του χρόνου, είτε 
εµφανίζουν µια πιο σύνθετη συνδυαστική λειτουργία (π.χ. αρχικά 
φθείρονται και εν συνεχεία ενδυναµώνουν µε την πάροδο του χρόνου ή 
το αντίθετο). 

Στο συγκεκριµένο κεφάλαιο µελετάται µια νέα παραµετρική κατανοµή 
που αποτελεί επέκταση της κατανοµής του Chen (Chen, 2000). 
Περιγράφεται η διαδικασία µε την οποία αυτή έχει παραχθεί και εν 
συνεχεία υπολογίζονται οι σχετικές µε αυτή συναρτήσεις πυκνότητας 
πιθανότητας, επιβίωσης και κινδύνου, ελέγχοντας τις συνθήκες κάτω από 
τις οποίες οι συναρτήσεις αυτές µπορούν να αλλάξουν σχηµατική µορφή. 
Επιπρόσθετα, εξετάζονται διάφορες ιδιότητες της γενικευµένης 
κατανοµής. Τέλος, γίνεται εκτίµηση των παραµέτρων της κατανοµής, 
ενώ ελέγχεται και η ικανότητα προσαρµογής της σε πραγµατικά σύνολα 
δεδοµένων. 
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2.1 Το µοντέλο 
Ο Chen (2000) µελέτησε µια δι-παραµετρική κατανοµή, η οποία έχει 
αύξουσα ή κοίλη συνάρτηση κινδύνου και συνάρτηση επιβίωσης που 
δίνεται από τη σχέση: 

 
1

( ) ,  , , 0.
te

ChenS t e t
β

λ
β λ

 − 
 = >  (2.1) 

Όµως, ο µικρός αριθµός παραµέτρων, ταυτόχρονα µε την ευκολία 
µελέτης της κατανοµής, περιόρισε την ευελιξία της στην περιγραφή 
πραγµατικών καταστάσεων. Σε αυτό το κεφάλαιο εισάγεται µια 
γενίκευση της παραπάνω κατανοµής, η οποία διευρύνει το φάσµα 
εφαρµογών της αρχικής κατανοµής του Chen (2000), δίχως παράλληλα 
να περιορίζει σε σηµαντικό βαθµό τη δυνατότητα µελέτης των ιδιοτήτων 
της. 

Υποθέτοντας την ύπαρξη µιας κατανοµής µε συνάρτηση επιβίωσης που 
δίνεται από την (2.1), µια τυχαία µεταβλητή T θα λέγεται ότι ακολουθεί 
την επεκτεταµένη κατανοµή του Chen (EC) όταν η συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητάς της δίνεται από τη σχέση: 

 
( )

( )

1
1

1

1
( ; ) ,  , , , 0.

1 1 ln

t

t

t e

e

t e
f t t

e

ββ

β

λ
β

λ

α βλ
θ α β λ

α α

 − − −  

 − − 
 

−
= >
  
− − 

  

 (2.2) 

Ανάλογα µε τις τιµές των τριών παραµέτρων της EC κατανοµής, η σ.π.π. 
δύναται να είναι φθίνουσα, µονοκόρυφη ή τροποποιηµένη κοίλη (roller-
coaster). Οι διάφορες µορφές της σ.π.π. παρουσιάζονται στο γράφηµα 
2.1 για επιλεγµένες τιµές των παραµέτρων. 
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Γράφηµα 2.1 Συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας της EC κατανοµής για 
(α, β, λ) = (2, 0.2, 0.5) (µπλε συνεχής γραµµή), (α, β, λ) = (8, 0.8, 0.01) 
(πράσινη διακεκοµµένη γραµµή) και (α, β, λ) = (50, 0.4, 0.4) (κόκκινη 
γραµµή µε τελείες). 

 

Προφανώς, για 1α → , η νέο-προταθείσα κατανοµή ταυτίζεται µε αυτή 

του Chen, ενώ για ( )0,1α ∈ , αποδεικνύεται ότι η επεκτεταµένη 

κατανοµή αποτελεί µίξη της κατανοµής του Chen µε τη λογαριθµική 
κατανοµή. Πράγµατι, κάνοντας χρήση των αποτελεσµάτων των Barlow 
and Proschan (1981) και Arnold et al. (1992), θεωρούµε τους χρόνους 

ζωής 1 2min( , ,..., )ZT T T T=  ενός συστήµατος Ζ όµοιων εξαρτηµάτων σε 
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σειρά, όπου η αποτυχία συµβαίνει εάν τουλάχιστον ένα από τα εν σειρά 
εξαρτήµατα πάψει να λειτουργεί. Υποθέτοντας ότι οι χρόνοι ζωής των 
εξαρτηµάτων είναι ανεξάρτητες και ισόνοµες τυχαίες µεταβλητές µε 
σ.π.π. που δίνεται από τη σχέση 

1 ( 1)( ; , ) = ,
tt ef t t e
βββ λβ λ βλ − − −  

για , ,t β λ +∈ℝ  και η κατανοµή του αριθµού τους Ζ είναι η λογαριθµική, 

ανεξάρτητη των T , µε συνάρτηση πιθανότητας 

(1 )
( ; ) = ,

ln

z

p z
z

α
α

α
−

−  

για {0},z∈ −ℕ  (0,1),α ∈  τότε η κατανοµή του |T Z  έχει σ.π.π.  

1 ( 1)( | ; , ) ,
tt ef t z zt e
βββ αλβ λ βλ − − −=  

για , ,t β λ +∈ℝ  και η κατανοµή του T  είναι η EC κατανοµή µε σ.π.π. 

που δίνεται από τη σχέση (2.2). 

υπολογισµός των r-τάξεως ροπών απαιτεί χρήση τυπικών διαδικασιών 
αριθµητικής ολοκλήρωσης, που είναι διαθέσιµες στην πλειοψηφία των 
µαθηµατικών υπολογιστικών πακέτων. Για (0,1),α ∈  ωστόσο, µπορούν 

να εκφραστούν από τη σχέση:  

/

1 0

1 (1 )
( ) ln 1 .

ln

r
k

r t

k

t
E T e dt

k

β

α
α κλ

+∞+∞
−

=

−   = − +  
  

∑ ∫  
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Επιπλέον µε αντιστροφή της α.σ.κ., η οποία µπορεί εύκολα να βρεθεί 
από τη σχέση (2.2), προκύπτει η συνάρτηση υπολογισµού των 
εκατοστιαίων σηµείων, η οποία  δίνεται από τη σχέση:  

1/
1

1 1 1
( ) ln 1 ln ,

1

p

F p

β

α
λ α

−
−

   − 
= −   −     

 

για (0,1)p∈ . Εποµένως, εύκολα προκύπτει ότι η διάµεσος θα είναι 

1/1
[ln{1 ln(1 )}]M βα

λ
= + + . 

2.2 Συναρτήσεις κινδύνου και µέσου 
υπολειπόµενου χρόνου ζωής 
Από τη σχέση (2.2) και χρησιµοποιώντας τη σχέση 

( ; ) 1 ( ; ),S t F tθ θ= −  

προκύπτει ότι η συνάρτηση επιβίωσης της EC κατανοµής δίνεται από τον 
τύπο 

( )
( )

1

ln 1 1

; .
ln

te

e

S t

β
λ

α

θ
α

 − − 
 

  
− − 

  =  

Εποµένως και η συνάρτηση κινδύνου της προτεινόµενης κατανοµής θα 
δίνεται από τη σχέση:  

1 ( 1)

( 1) ( 1)

( 1)
( ; ) .

{1 (1 ) }ln{1 (1 ) }

tt e

t te e

t e
h t

e e

βββ λ

β β
λ λ

α βλ
θ

α α

− − −

− − − −

−
=

− − − −
 

Με αντίστοιχη µεθοδολογία µε αυτή που εφαρµόζεται αναλυτικά στο 
πέµπτο

 
κεφάλαιο, µπορεί να αποδειχθεί ότι για 1β ≥ , η συνάρτηση 

κινδύνου της κατανοµής EC είναι γνησίως αύξουσα (IFR) (Glaser, 
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1980). Σε διαφορετική περίπτωση, δηλαδή για 1,β <  η συνάρτηση 

κινδύνου µπορεί να είναι γνησίως αύξουσα, φθίνουσα, ή ακόµη να λάβει 
και κυπελλοειδή µορφή. Οι διάφορες µορφές της συνάρτησης κινδύνου 
της EXTG κατανοµής φαίνονται στο Γράφηµα 2.2, για συγκεριµένες 
τιµές των παραµέτρων ( , , )θ α β λ= . 

 
Γράφηµα 2.2 Συναρτήσεις κινδύνου της EC κατανοµής για (α, β, λ) = (2, 
0.2, 0.5) (µπλε συνεχής γραµµή), (α, β, λ) = (8, 0.8, 0.01) (πράσινη 
διακεκοµµένη γραµµή) και (α, β, λ) = (50, 0.4, 0.4) (κόκκινη γραµµή µε 
τελείες). 
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∆εδοµένου ότι δεν υπήρξε αποτυχία προγενέστερη του 0t , ο 

υπολοιπόµενος χρόνος ζωής ορίζεται ως το χρονικό διάστηµα από το 0t  

µέχρι τη στιγµή της αποτυχίας. Η συνάρτηση του µέσου υπολειπόµενου 

χρόνου ζωής της κατανοµής EC, για ( )0,1α ∈  δίνεται από τη σχέση:
 

( ) ( ) ( ) ( )
( )
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0
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1 1
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+∞
−
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−
= − ≥ =

−

−
= −

  
− − 

  

    × + −  
    

∫

∑

∫

 

2.3 Στατιστική συµπερασµατολογία 

Θεωρώντας ένα τυχαίο δείγµα n  παρατηρήσεων ( ; 1, , )obs iy t i n= = …  

από την (2.2), ο λογάριθµος της συνάρτησης πιθανοφάνειας ( ; )obsL yθ  

δίνεται από τη σχέση: 

 

( )

1 1 1

( 1)

1

ln ( ; ) ( ; ) [ln{( 1) } ln ln ]

( 1) ln

ln{1 (1 ) }.

i
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i i
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β
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θ θ α βλ α λ

β λ
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=
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− − −
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∑

 

Παραγωγίζοντας ως προς τις παραµέτρους ( , , )θ α β λ=  προκύπτουν οι 

εξής σχέσεις: 
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(2.3) 

 

1

1

( 1)

( 1)1

{1 }ln

ln
(1 ) ,

1 (1 )

i

i
i

i

n
t

i i i
i

tt en
i i

tei

l
n t t e t

t t e

e

β

β
β

β

β β

λβ

λ

β λ
β

α λ
α

−

=

− −

− −=

∂
= + + −

∂

− −
− −

∑

∑

 

(2.4)
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(2.5) 

Οι εκτιµητές µέγιστης πιθανοφάνειας ˆ ˆ ˆˆ( , , )θ α β λ=  των παραµέτρων 

( , , )θ α β λ=  προκύπτουν από την επίλυση του συστήµατος των τριών 

µη-γραµµικών κανονικών εξισώσεων:
 

0,  0
l l

α β
∂ ∂

= =
∂ ∂

 και 0
l

λ
∂

=
∂

. 

Είναι προφανές ότι για την επίλυση του εν λόγω συστήµατος, θα πρέπει 
να χρησιµοποιηθεί κάποια από τις µεθόδους αριθµητικής ανάλυσης όπως 
για παράδειγµα η µέθοδος Newton-Raphson, ή η µέθοδος  scoring. 

Επιπλέον, σύµφωνα µε την ασυµπτωτική θεωρία κανονικότητας, η 

κατανοµή των εκτιµητών µέγιστης πιθανοφάνειας ˆ ˆ ˆˆ( , , )θ α β λ= , είναι 

κατά προσέγγιση η τρισδιάστατη κανονική µε µέση τιµή ( , , )θ α β λ=  

και πίνακα διακυµάνσεων-συνδιακυµάνσεων τον αντίστροφο του πίνακα 

πληροφορίας του Fisher ( )I θ , ο οποίος υπολογίζεται από τη σχέση 

( ) ( )( )I Jθ θ= Ε , όπου, ( )J θ  είναι ο συµµετρικός, τρίτης τάξης 

παρατηρούµενος πίνακας πληροφορίας, ενώ η αναµενόµενη τιµή 
λαµβάνεται ως προς την κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής T . 
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Τα στοιχεία του πίνακα ( )
2

:  ,ij
i j

l
J Jθ

θ θ
∂

= −
∂ ∂

 όπου , 1,2,3i j = , δίνονται 

αναλυτικά από τις σχέσεις: 
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Ο παραπάνω πίνακας ( )J θ  αποτελεί συνεπή εκτιµητή του ( )I θ  και 

µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την κατασκευή ασυµπτωτικών 
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διαστηµάτων εµπιστοσύνης για τις άγνωστες παραµέτρους. Ωστόσο, αν 
οποιαδήποτε από τις πραγµατικές τιµές των παραµέτρων είναι κοντά στο 
µηδέν, τότε η ασυµπτωτική κατανοµή των εκτιµητών µέγιστης 
πιθανοφάνειας αποτελεί µίξη κατανοµών, ως επί το πλείστον Χι-
τετράγωνο (Self and Liang, 1987) και η δηµιουργία ασυµπτωτικών 
διαστηµάτων εµπιστοσύνης δυσχεραίνεται αρκετά. 

2.4 Εφαρµογές 
Η προσαρµογή της προτεινόµενης EC κατανοµής ελέγχεται σε δύο 
σύνολα πραγµατικών δεδοµένων. Το πρώτο σύνολο δεδοµένων 
περιλαµβάνει αποτελέσµατα από µια δοκιµή σχετικά µε τη διάρκεια 
ζωής 50 ηλεκτρικών εξαρτηµάτων (Aarset, 1987). Το δεύτερο σύνολο 
δεδοµένων αποτελείται από 60 παρατηρήσεις που αφορούν το χρόνο 
µέχρι την αποτυχία µιας συστοιχίας ηλεκτρικών συσκευών (Lawless, 
2003). Και στις δύο περιπτώσεις τα δεδοµένα οµαδοποιήθηκαν και 
εκτιµήθηκε η εµπειρική συνάρτηση κινδύνου, επιδεικνύοντας καθαρά 
κυπελλοειδή µορφή. Εκτός από την προτεινόµενη EC κατανοµή, άλλες 
δύο κατανοµές προσαρµόζονται στα δύο σύνολα δεδοµένων ούτως ώστε 
να υπάρξει και µια άµεση αντιπαράθεση των κατανοµών µεταξύ τους. 
Στο πρώτο σύνολο, η προτεινόµενη κατανοµή συγκρίνεται µε αυτή του 
Chen (2000), ενώ στο δεύτερο σύνολο ως εναλλακτική χρησιµοποιείται 
µια τρι-παραµετρική κατανοµή που µελετήθηκε από τους 
Dimitrakopoulou et al. (2007), έχει σ.π.π. που δίνεται από τη σχέση 

( ) ( )1 1 11( ; ) 1 , , , , 0,
t

g t t t e t
αβα λβ βθ αβλ λ α β λ

− − +−= + >  

όπου ( , , )θ α β λ=  και για χάριν συντοµίας θα συµβολίζεται ως DAL. 

Υπολογίζοντας τους εκτιµητές µέγιστης πιθανοφάνειας, 
χρησιµοποιήθηκε το τεστ καλής προσαρµογής των Kolmogorov-Smirnov 
(K-S), για τον έλεγχο της προσαρµοστικότητας κάθε µιας από τις δύο 
κατανοµές στα δύο σύνολα δεδοµένων. Οι εκτιµητές, ο λογάριθµος της 
συνάρτησης πιθανοφάνειας (LL), το κριτήριο AIC, η τιµή του 
στατιστικού του K-S τεστ καθώς και η αντίστοιχη κρίσιµη τιµή (p-value) 
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δίνονται στον Πίνακα 2.1. Επιπρόσθετα, η τιµή του στατιστικού τεστ 
πηλίκου πιθανοφάνειας για τον έλεγχο της µηδενικής υπόθεσης Η0: 1α =  
υπολογίστηκε να είναι 8.9909 (p=0.0027), υποδεικνύοντας ότι η EC 
περιγράφει τo πρώτο σύνολο δεδοµένων καλύτερα από την εναλλακτική 
κατανοµή του Chen. Το συµπέρασµα αυτό ενισχύεται και από τη 
γραφική παράσταση των εµπειρικών και προσαρµοζόµενων 
συναρτήσεων επιβίωσης του Γραφήµατος 2.3. 

 
Πίνακας 2.1 Εκτιµητές παραµέτρων, τιµές λογαρίθµου συνάρτησης 
πιθανοφάνειας, κριτηρίου AIC, στατιστικού K-S και στατιστικού πηλίκου 
πιθανοφανειών, καθώς και κρίσιµες τιµές από την προσαρµογή των 
συγκρινόµενων κατανοµών πιθανότητας στα δύο διαθέσιµα σύνολα 
δεδοµένων. 
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Γράφηµα 2.3 Γραφικές παραστάσεις της συνάρτησης επιβίωσης της 
εµπειρικής κατανοµής (σηµεία *), της EC κατανοµής (µπλε συνεχής 
γραµµή) και των κατανοµών Chen και DAL (πράσινη διακεκοµµένη 
γραµµή) για τα δύο σύνολα δεδοµένων αντίστοιχα. 

(α) Ηλεκτρικά Εξαρτήµατα 
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(β) Ηλεκτρικές συσκευές 
 

2.5 Συµπεράσµατα 
Η προτεινόµενη EC κατανοµή αποτελεί επέκταση της κατανοµής του 
Chen (2000). Σκοπός της επέκτασης είναι η βελτιστοποίηση της 
ευελιξίας της αρχικής κατανοµής και η καλύτερη προσαρµογή της σε 
πραγµατικές καταστάσεις, δίχως αυτό να δυσχεραίνει υπερβολικά τη 
δυνατότητα µελέτης της. Με τη µελέτη της και την συγκρινόµενη 
εφαρµογή της σε δεδοµένα έναντι της αρχικής, η νέα κατανοµή 
αποδεικνύεται ότι ικανοποιεί το λόγο ύπαρξής της. 
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Κεφάλαιο 3 

Η Weibull-∆ιωνυµική Κατανοµή 
Τα τελευταία χρόνια, πολλές νέες κατανοµές πιθανότητας αναπτύχθηκαν 
ως τροποποιήσεις της Εκθετικής και της Weibull κατανοµής. Ενδεικτικά 
αναφέρονται: η Weibull-Geometric (WG) που προτάθηκε από τους 
Marshall and Olkin (1997) και µελετήθηκε επίσης και από τους Souza et 
al. (2008), η Exponential-Geometric (EG) που µελετήθηκε από τους 
Adamidis and Loukas (1998), η Exponential-Poisson (EP) που 
προτάθηκε από τον Kus (2007), η Exponential-Logarithmic (EL) που 
προτάθηκε από τους Tahmasbi and Rezaei (2008), η Exponential-
Binomial (EB) που προτάθηκε από τους Chahkandi and Ganjali (2009) 
και τέλος η Weibull-Logarithmic (WL) που προτάθηκε από τους 
Ciumara and Preda (2009). 

Στo κεφάλαιο αυτό µελετάται µια κατανοµή µε τρεις παραµέτρους, η 
οποία αποτελεί γενίκευση της EB κατανοµής που προτάθηκε από τους 
Chahkandi and Ganjali (2009) και έχει καλύτερη εφαρµογή σε 
πραγµατικά δεδοµένα έναντι τόσο της EB όσο και άλλων τρι-
παραµετρικών κατανοµών. Αναφέρεται η διαδικασία µε την οποία 
παρήχθη η προτεινόµενη κατανοµή και δίνονται χαρακτηριστικά 
στοιχεία της όπως η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητάς της καθώς και 
σχέσεις της µε άλλες κατανοµές. Η περαιτέρω µελέτη των ιδιοτήτων της 
κατανοµής κάνει φανερή την ύπαρξη συνάρτησης κινδύνου πολλαπλών 
µορφών (αύξουσα, φθίνουσα, κυρτή και τροποποιηµένη κοίλη). 
Επιπρόσθετα εκτιµώνται οι παράµετροι της κατανοµής µε τη µέθοδο 
Μέγιστης Πιθανοφάνειας και υπολογίζεται ο παρατηρούµενος πίνακας 
πληροφορίας. Τέλος η ποιότητα προσαρµογής της προτεινόµενης 
κατανοµής  ελέγχεται σε πραγµατικά δεδοµένα. 
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3.1 Η κατανοµή 
Έστω 1 2, ,..., ZY Y Y  ανεξάρτητες και ισόνοµες τυχαίες µεταβλητές που 

ακολουθούν την κατανοµή Weibull µε παραµέτρους β και λ, δηλαδή 
έχουν συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας που δίνεται από τη σχέση: 

( ) 1 ( ); , ( ) ,  , , 0.yg y y e y
ββ λβ λ βλ λ β λ− −= >  

Θεωρούµε επίσης ως Ζ µια τυχαία µεταβλητή που ακολουθεί ∆ιωνυµική 

κατανοµή µε παραµέτρους n  και α , δηλαδή ( ),Z B nα∼ , µε 

συνάρτηση πιθανότητας: 

( ) ( )(1 ) ,   , 0,1 .z n zn
p z n

z
α α α− 

= − ∈ ∈ 
 

ℕ  

Υποθέτοντας ότι οι τυχαίες µεταβλητές Υ και Ζ είναι ανεξάρτητες, 

ορίζουµε την τυχαία µεταβλητή 1 2min( , ,..., )ZT Y Y Y= . Σε αυτή την 

περίπτωση η δεσµευµένη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της Τ|Ζ=z 
είναι 

( ) 1 ( )| ; , ( ) ,   , , 0,t zf t z z t e t
ββ λβ λ βλ λ β λ− −= >  

ενώ, η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της T  δίνεται από τη σχέση: 

 ( )
( ) ( ) ( ){ }

1
1

1
; ,

(1 ) 1

n
t t

n

n t e ae
f t

β ββ λ λαβλ λ
θ

α

−
− − −+

=
+ −

  (3.1) 

όπου 0t >  και ( , , )θ α β λ= , µε 0β >  παράµετρο µορφής και , 0α λ >  

παραµέτρους κλίµακας. 

Στη συνέχεια θα λέµε ότι µια κατανοµή ακολουθεί την Weibull 
διωνυµική (Weibull Binomial ή WB) κατανοµή, όταν η συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητάς της θα δίνεται από τη σχέση (3.1). 
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Θεώρηµα: 
H σ.π.π. (3.1) είναι γνησίως φθίνουσα όταν 1β ≤ , ενώ έχει τουλάχιστον 

µια κορυφή σε οποιαδήποτε άλλη περίπτωση. 

Απόδειξη: 
Έστω 

 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
1

1

ln ;
0

1 1 0.t t

d f t

dt

t t e en a
β ββ β λ λ

θ

β β λ αβ λ
−

− −− −

= ⇔

− − + =

 

Περιπτώσεις: 
1) 0 1β< ≤ , τότε είναι: 

( ) ( )
ln ;

0 ; 0
d f t

f t t
dt

θ
θ< ⇒ ↓∀ >  φθίνουσα σ.π.π. 

2) 1β > , τότε είναι: 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )2

1

1

ln ;
0 1

1

;

1 1

; .

t

t

d f t
e

dt te

t g t

n

g

β

β

λ
βλ

θ β
α

λα

θ θ

−
−

−

 − −
= ⇔ 

 
= ⇔ +

+

=

 

Όµως οι 1g  και 2g είναι συνεχείς συναρτήσεις µε κοινό πεδίο 

ορισµού ( )0,+∞  και σύνολα τιµών 
1

1,
1

nα
α

+ 
 + 

 και ( )0,+∞  

αντίστοιχα. Εποµένως η παραπάνω εξίσωση έχει τουλάχιστον µια 

ρίζα στο ( )0,+∞ , δηλαδή η σ.π.π. (3.1) έχει τουλάχιστον µια 

κορυφή στο ( )0, .+∞  

 
Οι διάφορες µορφές της σ.π.π. φαίνονται και στο παρακάτω γράφηµα, 
για συγκεκριµένες τιµές των παραµέτρων ( , , )θ α β λ= . 
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Γράφηµα 3.1 Συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας της WB κατανοµής 
για (α, β, λ) = (0.1, 0.8, 0.02) (µπλε συνεχής γραµµή), (α, β, λ) = (5, 2, 
0.05) (πράσινη διακεκοµµένη γραµµή) και (α, β, λ) = (2, 6, 0.1) (κόκκινη 
γραµµή µε τελείες). 

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι για 1β = , η προτεινόµενη κατανοµή δίνει 

την ΕΒ κατανοµή που προτάθηκε από τους Chahkandi and Ganjali 
(2009). Επιπρόσθετα για 2β = , προκύπτει η κατανοµή Reyleigh-

Binomial (RB). Τέλος για 1nα = =  προκύπτει η κατανοµή Weibull, ενώ 
όταν 1nα β= = =  τότε η προτεινόµενη κατανοµή ισοδυναµεί µε την 

εκθετική κατανοµή. 
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3.2 Ιδιότητες 
Ολοκληρώνοντας τη σχέση (3.1) στο διάστηµα ( )0,t  προκύπτει η 

αθροιστική συνάρτηση κατανοµή της WB κατανοµής, η οποία δίνεται 
από τη σχέση: 

 ( )
( ){ }1 (1 )

; ,  , , , 0.
1 (1 )

n
t n

n

e
F t t

βλα α
θ α β λ

α

−+ − +
= >

− +
 (3.2) 

Εποµένως και η συνάρτηση επιβίωσης της προτεινόµενης κατανοµής θα 
δίνεται από τη σχέση: 

 ( ) ( )
( ){ }1 1

; 1 ; ,  , , , 0.
1 (1 )

n
t

n

e
S t F t t

βλα
θ θ α β λ

α

−− +
= − = >

− +
 (3.3) 

Επιπρόσθετα, µε αντιστροφή της (3.2), προκύπτει η συνάρτηση 
υπολογισµού των εκατοστιαίων σηµείων, η οποία θα δίνεται από τη 
σχέση: 

 ( ) { }
1

1 1
1 1 1ln (1 )(1 ) 1  , 

nnF p p p

β

λ α α

−

− −
− − −

   = + − + −       
 (3.4) 

όπου (0,1).p∈  

Με απλή εφαρµογή για 1 2p =  στην (3.4) έχουµε ότι η διάµεσος της 

WB κατανοµής είναι 

{ }

1

1 1

1 1
ln 1 (1 ) 1

2

n
nM

β

λ α α

−

− −

−

       = + + −         

. 

  



 

 
 

50 Κατανομές Πιθανότητας στην Ανάλυση Επιβίωσης 

Οι ροπές r-τάξης της κατανοµής δίνονται από τη σχέση: 

( ) ( )
( ){ }

1 1

0 0

1 1
; .

1 (1 )

n
t

r r r
n

e
E T r t S t dt r t dt

βλα
θ

α

−
∞ ∞

− −
− +

= =
− +∫ ∫  

Περαιτέρω υπολογισµοί απαιτούν χρήση τυπικών διαδικασιών 
αριθµητικής ολοκλήρωσης, που είναι διαθέσιµοι στην πλειοψηφία των 
µαθηµατικών πακέτων. 

Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (3.1) και (3.3) παίρνουµε τη συνάρτηση 
κινδύνου της WB κατανοµής, η οποία δίνεται από τη σχέση: 

 ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ){ }
( ){ }

1
1

1;
; , 

; 1 1

n
t t

n
t

n t e ef t
h t

S t e

β β

β

β λ λ

λ

αβλ λ αθ
θ

θ α

−
− − −

−

+
= =

+ −
  (3.5) 

όπου t, , , 0.α β λ >  

Θεώρηµα: 
Η συνάρτηση κινδύνου (3.5) είναι γνησίως φθίνουσα όταν 1.β ≤  

Απόδειξη: 
Εφαρµόζοντας το θεώρηµα του Glaser (1980) προκύπτει η συνάρτηση: 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
2

1 11

;
;

1 .

;

1 1
n

t t

f t
n t

f t

t t n en t e a
β ββ β λ λ

θ
θ

θ

β βλ λ αβλ λ
−

− − − −−= + + +−

′
= − =

−

 

Παραγωγίζoντας, την ( );n t θ  έχουµε: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }

2
2

3
2 2 1

1; 1 1

1

1 1

1 1 1 .

n
t t

n
t t

nn t t t e an

n n n

e

t ae ae

β β

β β

β λ λ

β λ λ

θ β β λ α

αβλ λ

−
− −−

−
− − −

  
+ + −    

′ = − +

− +− + −

 

Εποµένως, όταν 1β ≤  είναι: 

( ) ( ); 0 ; 0n t h t tθ θ′ < ⇒ ↓∀ >  φθίνουσα συνάρτηση κινδύνου. 

Παράλληλα για 1β >  η συνάρτηση κινδύνου (3.5) δύναται να αποκτήσει 

άλλες τρεις διαφορετικές µορφές (αύξουσα, κυρτή και τροποποιηµένη 
κοίλη). Αυτό δίνει τη δυνατότητα στον εκάστοτε ερευνητή να τη 
χρησιµοποιεί τόσο για θέµατα µηχανικής αξιοπιστίας, όσο και για 
χρόνους ζωής µετάλλων ή ηλεκτρικών συσκευών, καθώς και για τη 
µελέτη χρονικών διαστηµάτων µεταξύ καιρικών φαινοµένων. 

Οι διάφορες µορφές της συνάρτησης κινδύνου φαίνονται και στο 
παρακάτω γράφηµα, για συγκεκριµένες τιµές των παραµέτρων 

( , , )θ α β λ= . 
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Γράφηµα 3.2 Συναρτήσεις κινδύνου της WB κατανοµής για (α, β, λ) = 
(0.3, 0.8, 0.6) (µπλε συνεχής γραµµή), (α, β, λ) = (8, 4, 0.09) (πράσινη 
διακεκοµµένη γραµµή), (α, β, λ) = (3, 1.5, 0.2) (κόκκινη γραµµή µε 
τελείες) και (α, β, λ) = (0.5, 6, 0.15) (γαλάζια αραιά διακεκοµµένη 
γραµµή). 
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3.3 Ε.Μ.Π. και ασυµπτωτικά διαστήµατα 
εµπιστοσύνης 
Θεωρώντας ένα τυχαίο δείγµα m  παρατηρήσεων ( ; 1, , )obs iy t i m= = …  

από την (3.1), ο λογάριθµος της συνάρτησης πιθανοφάνειας δίνεται από 
τη σχέση: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ){ } ( ){ }
1 1

1

log 1 log

1 log 1 log 1 1 .

( ; )

i

m m

i i
i i

m
n

i

obs

t

m nl y t t

n e m
β

β

λ

αβλ β λ λ

α

θ

α

= =

−

=

= + − −

+ − + − − −

∑ ∑

∑
 

Παραγωγίζοντας ως προς ( , , )θ α β λ=  προκύπτουν οι σχέσεις: 

 
( )

( )
( )

1
1

1

1
1 ,

1 (1 ) i

m

n t
i

l mn
m n

e
βλ

α
α α α α

−
−

=

 ∂
= − − + −  

∂ + − + + 
∑  (3.6) 

 

( ){ } ( )

( ) ( ) ( )
( )

1

1

1

1 log

log
1 ,

i

m

i i
i

m
i i

t
i

l
m t t

t t
n

e
β

β

β

λ

β λ λ
β

α λ λ

α

−

=

=

∂
= − + −

∂

  − −  
+  

∑

∑
 (3.7) 

 ( ) ( ) ( )
( )

1 1

1

1
2 1 .

i

m

i t
i

nl
m t

e
β

β

λ

α
β λ βλ λ

λ α
− −

=

− ∂
= − − + 

∂ + 
∑  (3.8) 

Οι εκτιµητές µέγιστης πιθανοφάνειας ˆ ˆ ˆˆ( , , )θ α β λ=  των παραµέτρων 

( , , )θ α β λ=  προκύπτουν από την επίλυση του συστήµατος των τριών 

µη-γραµµικών κανονικών εξισώσεων: 0,  0
l l

α β
∂ ∂

= =
∂ ∂

 και 0
l

λ
∂

=
∂

, η 

οποία δύναται να επιτευχθεί µε χρήση µιας επαναληπτικής αριθµητικής 
µεθόδου. 



 

 
 

54 Κατανομές Πιθανότητας στην Ανάλυση Επιβίωσης 

Εφόσον οι εκτιµητές µέγιστης πιθανοφάνειας των αγνώστων 

παραµέτρων ˆ ˆ ˆˆ( , , )θ α β λ=  δεν µπορούν να προκύψουν σε κλειστή 

µορφή, δεν είναι εύκολο να προσδιοριστεί η ακριβής κατανοµή των 
εκτιµητών αυτών. Ωστόσο, εφαρµόζοντας προσέγγιση µεγάλου µεγέθους 
δείγµατος, µπορεί να υποτεθεί ότι οι εκτιµητές των παραµέτρων 
ακολουθούν προσεγγιστικά τρισδιάστατη κανονική κατανοµή µε µέση 
τιµή ( , , )θ α β λ=  και πίνακα διακυµάνσεων-συνδιακυµάνσεων τον 

αντίστροφο του πίνακα πληροφορίας του Fisher ( ) ( )( )I Jθ θ= Ε  (βλέπε 

Lawless, 2003), όπου ( )J θ  είναι ο παρατηρούµενος πίνακας 

πληροφορίας µε στοιχεία 
2

, , 1,2,3,ij
i j

l
J i j

θ θ
∂

= − =
∂ ∂

 ο οποίος κάτω από 

ασθενείς συνθήκες αποτελεί συνεπή εκτιµητή του ( )I θ . 

Παραγωγίζοντας επιµέρους τις σχέσεις (3.6)-(3.8) µπορούν εύκολα να 
προκύψουν τα στοιχεία του, δευτέρας τάξεως, συµµετρικού, 

παρατηρούµενου πίνακα πληροφορίας ( )J θ , τα οποία δίνονται από τις 

σχέσεις: 

 
( ){ }

( ){ }
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( ){ }
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11 2 21
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3.4 Εφαρµογές 
Η προσαρµογή της προτεινόµενης WB κατανοµής ελέγχεται σε τρία 
σύνολα πραγµατικών δεδοµένων. Το πρώτο σύνολο δεδοµένων 
περιλαµβάνει αποτελέσµατα από µια δοκιµή σχετικά µε τη διάρκεια 
ζωής 18 ηλεκτρονικών συσκευών (βλέπε Wang, 2000). Τα δεδοµένα 
χωρίστηκαν και η εκτίµηση µε διάφορες µεθόδους της συνάρτησης 
κινδύνου έδειξε σαφώς κυρτή µορφή. Το δεύτερο σύνολο δεδοµένων 
αποτελείται από 24 παρατηρήσεις που αφορούν το χρονικό διάστηµα 
µεταξύ διαδοχικών σεισµών που έλαβαν χώρα τον περασµένο αιώνα στο 
σεισµικό ρήγµα της Βόρειας Ανατολίας (βλέπε Kus, 2007, Tahmasbi and 
Rezaei, 2008 και Chahkandi and Ganjali, 2009). Τέλος, στο τελευταίο 
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παράδειγµα, συµπεριλαµβάνονται δεδοµένα που αντιπροσωπεύουν το 
χρόνο ζωής 20 ηλεκτρικών εξαρτηµάτων (βλέπε Zimmer et al., 1998). 
Εκτός από την προτεινόµενη WB κατανοµή, άλλη µια κατανοµή µε τρεις 
παραµέτρους προσαρµόζεται στα τρία σύνολα δεδοµένων ούτως ώστε να 
υπάρξει και µια άµεση αντιπαράθεση των δύο κατανοµών µεταξύ τους. 
Αυτή είναι η εναλλακτική κατανοµή που προτάθηκε από τους 
Dimitrakopoulou et al. (2007), η οποία έχει σ.π.π. που δίνεται από τη 
σχέση 

( ) ( )1 1 11( ; ) 1 , , , , 0,
t

g t t t e t
αβα λβ βθ αβλ λ α β λ

− − +−= + >  

όπου ( , , )θ α β λ=  και για χάριν συντοµίας θα συµβολίζεται ως DAL. 

Υπολογίζοντας τους εκτιµητές µέγιστης πιθανοφάνειας, 
χρησιµοποιήθηκε το τεστ καλής προσαρµογής των Kolmogorov-Smirnov 
(K-S), για τον έλεγχο της προσαρµοστικότητας κάθε µιας από τις δύο 
κατανοµές στα τρία σύνολα δεδοµένων. Οι εκτιµητές, ο λογάριθµος της 
συνάρτησης πιθανοφάνειας (LL), το κριτήριο AIC, η τιµή του 
στατιστικού του K-S τεστ καθώς και η αντίστοιχη κρίσιµη τιµή (p-value) 
περιέχονται στον Πίνακα 3.1. 
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Πίνακας 3.1 Εκτιµητές παραµέτρων, τιµές λογαρίθµου συνάρτησης 
πιθανοφάνειας, κριτηρίου AIC και στατιστικού K-S, καθώς και κρίσιµες 
τιµές από την προσαρµογή και των δύο κατανοµών πιθανότητας στα τρία 
διαθέσιµα σύνολα δεδοµένων. 

 
 
Γίνεται φανερό ότι, για όλα τα σύνολα δεδοµένων, η προτεινόµενη WB 
κατανοµή λειτουργεί επαρκώς ανταγωνιστικά απέναντι στην 
εναλλακτική DAL κατανοµή, κάτι το οποίο ενισχύεται και από τη 
γραφική παράσταση των εµπειρικών και προσαρµοζόµενων 
συναρτήσεων επιβίωσης (Γράφηµα 3.3).  
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Γράφηµα 3.3 Γραφικές παραστάσεις της συνάρτησης επιβίωσης της 
εµπειρικής κατανοµής (σηµεία *), της WB κατανοµής (µπλε συνεχής 
γραµµή) και της DAL (πράσινη διακεκοµµένη γραµµή) για τα τρία σύνολα 
δεδοµένων. 
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(β) Μεσοδιαστήµατα Σεισµών 
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(γ) Ηλεκτρικά Εξαρτήµατα 
 

3.5 Συµπεράσµατα 
Η προτεινόµενη WB κατανοµή αποτελεί γενίκευση της ΕΒ κατανοµής 
που προτάθηκε από τους Chahkandi and Ganjali (2009). Έχει διευρυµένη 
δυνατότητα λήψης διαφόρων µορφών συνάρτησης κινδύνου, έναντι της 
αρχικής ΕΒ κατανοµής, και αυτό την καθιστά περισσότερο ευέλικτη 
στην περιγραφή πραγµατικών καταστάσεων. Επιπλέον, λειτουργεί αν όχι 
καλύτερα, τουλάχιστον ανταγωνιστικά απέναντι σε άλλες τρι-
παραµετρικές κατανοµές, όσον αφορά την προσαρµογή της σε 
πραγµατικά δεδοµένα. 
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Κεφάλαιο 4 

Η Γενικευµένη Κατανοµή EXTG 
Κατά τη διάρκεια των τελευταίων δεκαετιών, ένα σηµαντικό µέρος της 
έρευνας είναι αφιερωµένο στη δηµιουργία κατανοµών πιθανότητας µε 
διαφόρων µορφών συνάρτηση κινδύνου. Προφανώς, το κίνητρο για την 
τάση αυτή, είναι να δοθεί µεγαλύτερη ελευθερία επιλογής και 
βελτιστοποίηση της περιγραφής δεδοµένων  που συχνά απορρέουν από 
σύνθετες πραγµατικές καταστάσεις. 

Σε αυτό το κεφάλαιο εισάγεται µια γενικευµένη οικογένεια κατανοµών, 
µε την προσθήκη µιας επιπλέον παραµέτρου σε µια γενική κατανοµή 
πιθανότητας, σε αντιστοιχία µε τους Marshall and Olkin (1997). Στη 
συνέχεια, η οικογένεια κατανοµών χρησιµοποιείται για την ανάπτυξη 
µιας τετρα-παραµετρικής τροποποιηµένης επέκτασης της κατανοµής 
Weibull, µε συνάρτηση κινδύνου διαφόρων µορφών, που συναγωνίζεται 
επαρκώς άλλες κατανοµές στην προσαρµογή σε πραγµατικά δεδοµένα. 

Το κεφάλαιο είναι οργανωµένο ως εξής: Η ενότητα 4.1 περιλαµβάνει τη 
γενικευµένη οικογένεια κατανοµών και ορισµένες ιδιότητες αυτής. Η 
προτεινόµενη τετρα-παραµετρική κατανοµή εισάγεται στην ενότητα 4.2, 
µαζί µε τη µελέτη των ιδιοτήτων της και θεµάτων αξιοπιστίας. Οι 
παράµετροι της κατανοµής εκτιµώνται µε τη µέθοδο µέγιστης 
πιθανοφάνειας και υπολογίζεται ο παρατηρούµενος πίνακας 
πληροφορίας.  Τέλος, ελέγχεται η προσαρµογή της προτεινόµενης 
κατανοµής έναντι άλλης εναλλακτικής κατανοµής, σε δύο πραγµατικά 
σύνολα δεδοµένων. 

4.1 Η γενικευµένη οικογένεια κατανοµών 
Η γενίκευση µιας κατανοµής πιθανότητας µπορεί να επιτευχθεί µε την 
προσθήκη µιας παραµέτρου µορφής, σε αντιστοιχία µε τους Marshall 
and Olkin (1997). Έτσι, έχοντας µια κατανοµή µε συνάρτηση επιβίωσης 
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0,S  η συνάρτηση επιβίωσης της προτεινόµενης οικογένειας κατανοµών 

µε την επιπρόσθετη παράµετρο p δίνεται από τον τύπο: 

 
( )

( ) ( ){ }0ln 1 1
, ,

ln
,

p S t
S t t p

p +

− −
= ∈ℝ  (4.1) 

όπου, όταν 1p→ , τότε 0S S→ . Οι συναρτήσεις πυκνότητας 

πιθανότητας και κινδύνου υπολογίζονται άµεσα και δίνονται από τις 
σχέσεις: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ){ }

0

0

1

1 1 ln

p f t
f t

p S t p
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=

− −
 

και 
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( ) ( ){ } ( ) ( ){ }

0 0

0 0

1
,

1 1 ln 1 1

p S t h t
h t

p S t p S t

−
=

− − − −
 (4.2) 

αντίστοιχα, όπου 0f  και 0h  είναι οι συναρτήσεις πυκνότητας 

πιθανότητας και κινδύνου που αντιστοιχούν στην αρχική κατανοµή µε 

συνάρτηση επιβίωσης 0,S  και ,t p +∈ℝ . Εφόσον,  

( ) ( )0
0 0

1
lim lim

lnt t

p
h t h t

p p+ +→ →

−
=  και ( ) ( )0lim lim ,

t t
h t h t

→+∞ →+∞
=  

από τη (4.2) έπεται ότι, 
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Εποµένως, η ποσότητα ( ) ( )0/h t h t  µε t +∈ℝ  είναι αύξουσα για 1p ≥  

και φθίνουσα για (0,1]p∈ . Όταν ( )0 0 1S = , η συνάρτηση κινδύνου στην 

αρχική της τιµή, ( )0 ,h  συµπεριφέρεται διαφορετικά από τις αντίστοιχες 

συναρτήσεις των Weibull και γάµµα κατανοµών. Για τις δύο αυτές 

οικογένειες, η κατανοµή µπορεί να είναι εκθετική µε ( )0 0h = , ή 

( )0h = +∞ , έτσι ώστε η ( )0h  να είναι µη συνεχής στην παράµετρο 

µορφής. Αυτό δεν ισχύει στην περίπτωση συναρτήσεων κινδύνου της 
µορφής (4.2), και εποµένως η προτεινόµενη οικογένεια κατανοµών 
µπορεί να φανεί χρήσιµη στη βελτιστοποίηση της προσαρµογής της 

κατανοµής µε συνάρτηση επιβίωσης 0S . 

4.2 Μια επεκτεταµένη κατανοµή Weibull 
Η συνάρτηση επιβίωσης της τροποποιηµένης επέκτασης της κατανοµής 
Weibull, που προτάθηκε από τους Xie et al. (2002) και µελετήθηκε 
επιπρόσθετα από τους Tang et al. (2003), δίνεται από τη σχέση: 

 ( )
( ) 1

0 ,

t
e

S t e

βα
αλ

 
 − −
 
 =  (4.3) 

για , , ,t α β λ +∈ℝ . Στη συνέχεια θα αναφέρεται ως XTG κατανοµή, η 

κατανοµή µε συνάρτηση επιβίωσης της µορφής (4.3). Εισάγωντας την 
(4.3) στη σχέση (4.1), προκύπτει η συνάρτηση επιβίωσης της 
προτεινόµενης τετρα-παραµετρικής κατανοµής:  
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ln{1 (1 ) }
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p e
S t
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θ
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 − −

=  (4.4) 

όπου ( , , , )pθ α β λ=  και , , , ,t pα β λ +∈ℝ . Από την (4.2) ή την (4.4), 

µπορεί άµεσα να υπολογιστεί η σ.π.π., η οποία δίνεται από τον τύπο:  
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 (4.5) 

όπου α  είναι παράµετρος κλίµακας και , , pβ λ  είναι παράµετροι 

µορφής. Ανάλογα µε τις τιµές των τεσσάρων παραµέτρων, η σ.π.π. 
δύναται να λάβει µονότονα φθίνουσα, µονοκόρυφη ή ακόµη και 
τροποποιηµένη κυρτή µορφή (roller-coster type). Οι διάφορες µορφές 
της σ.π.π. φαίνονται στο Γράφηµα 4.1, για συγκεκριµένες τιµές των 
παραµέτρων ( , , , )pθ α β λ= . 

Γίνεται εύκολα αντιληπτό ότι για 1p→  η προτεινόµενη κατανοµή δίνει 

την XTG κατανοµή, εποµένως η προτεινόµενη κατανοµή µπορεί να 
θεωρηθεί ως µια επέκταση της XTG (η οποία µε τη σειρά της αποτελεί 
ασυµπτωτική επέκταση της συνήθους δι-παραµετρικής Weibull 
κατανοµής) και εάν, επιπλέον, 1α =  τότε η (4.5) ορίζει την κατανοµή 
του Chen (2000). Στη συνέχεια η προτεινόµενη επεκτεταµένη XTG 
κατανοµή θα αναφέρεται ως EXTG. 

Επιπρόσθετα, µπορεί να αποδειχθεί ότι για ( )0,1p∈  η (4.5) αποτελεί 

µίξη λογαριθµικής και XTG κατανοµής. Θεωρούµε τους χρόνους ζωής 

1 2min( , ,..., )ZT T T T=  ενός συστήµατος Ζ όµοιων εξαρτηµάτων σε σειρά, 

όπου η αποτυχία συµβαίνει εάν τουλάχιστον ένα από τα εν σειρά 
εξαρτήµατα πάψει να λειτουργεί.  
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Γράφηµα 4.1 Συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας της EXTG κατανοµής 
για (α, β, λ, p) = (2, 0.5, 0.03, 0.2) (µπλε συνεχής γραµµή), (α, β, λ, p) = 
(12, 4, 2, 0.2) (πράσινη διακεκοµµένη γραµµή) και (α, β, λ, p) = (2, 0.7, 
0.3, 0.2) (κόκκινη γραµµή µε τελείες). 

 
Υποθέτοντας ότι οι χρόνοι ζωής των εξαρτηµάτων είναι ανεξάρτητες και 
ισόνοµες τυχαίες µεταβλητές µε συνάρτηση επιβίωσης που δίνεται από 
τη σχέση (4.3) και η κατανοµή του αριθµού τους Ζ είναι η λογαριθµική, 

ανεξάρτητη των iT , µε συνάρτηση πιθανότητας: 
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για { }0 ,z∈ −ℕ  ( )0,1 ,p∈  τότε η κατανοµή του |T Z z=  έχει σ.π.π.:  

( )1 1

( | ; , ) ,

t t
et

f t z z e

β βαβ αλ
α

β λ βλ
α

  −  − −       =  
 

 

για , , ,t α β λ +∈ℝ  και προκύπτει εύκολα ότι η κατανοµή του T  είναι η 

EXTG κατανοµή µε σ.π.π. που δίνεται από τη σχέση (4.5). 

Ο υπολογισµός των r-τάξεως ροπών απαιτεί χρήση τυπικών διαδικασιών 
αριθµητικής ολοκλήρωσης, που είναι διαθέσιµες στην πλειοψηφία των 

µαθηµατικών υπολογιστικών πακέτων. Για ( )0,1p∈  ωστόσο, µπορούν 

να εκφραστούν από τη σχέση:  

/

1 0

1 (1 )
( ) ln 1 .

ln

rk
r r t

k

p t
E T e dt

p k

β

α
ακλ

∞+∞
−

=

−   = − +  
  

∑ ∫  

Επιπλέον, γνωρίζοντας ότι ( ; ) 1 ( ; ),F x S xθ θ= −
 
µε αντιστροφή της 

σχέσης (4.4) προκύπτει η συνάρτηση υπολογισµού των εκατοστιαίων 
σηµείων, η οποία  δίνεται από τη σχέση:  
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για ( )0,1p∈ . Εποµένως, η διάµεσος θα είναι 

( )
1/

1
ln 1 ln 1M p

β

α
αλ

  = + +    
. 

4.2.1 Συναρτήσεις κινδύνου και µέσου υπολειπόµενου χρόνου 
ζωής 
Από τις σχέσεις (4.4) και (4.5) προκύπτει η συνάρτηση κινδύνου της 
EXTG κατανοµής: 
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Με αντίστοιχη µεθοδολογία µε αυτή που εφαρµόζεται αναλυτικά στο 
πέµπτο

 
κεφάλαιο, µπορεί να αποδειχθεί ότι για 1β ≥ , η συνάρτηση 

κινδύνου της κατανοµής EXTG είναι γνησίως αύξουσα (IFR) (Glaser, 
1980). Σε διαφορετική περίπτωση, δηλαδή για 1β < , η συνάρτηση 

κινδύνου µπορεί να είναι γνησίως αύξουσα, φθίνουσα, ή ακόµη να λάβει 
και κυπελλοειδή µορφή. Οι διάφορες µορφές της συνάρτησης κινδύνου 
της EXTG κατανοµής φαίνονται στο Γράφηµα 4.2, για συγκεριµένες 
τιµές των παραµέτρων ( , , , )pθ α β λ= . 

∆εδοµένου ότι δεν υπήρξε αποτυχία προγενέστερη του 0t , ο 

υπολειπόµενος χρόνος ζωής ορίζεται ως το χρονικό διάστηµα από το 0t  

µέχρι τη στιγµή της αποτυχίας. Η συνάρτηση του µέσου υπολειπόµενου 

χρόνου ζωής της κατανοµής EXTG, για ( )0,1 ,p∈  δίνεται από τη σχέση: 
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Γράφηµα 4.2 Συναρτήσεις κινδύνου της EXTG κατανοµής για (α, β, λ, p) 
= (0.05, 0.45, 0.002, 20) (µπλε συνεχής γραµµή), (α, β, λ, p) = (0.2, 0.2, 3, 
2) (πράσινη διακεκοµµένη γραµµή) και (α, β, λ, p) = (10, 0.9, 0.5, 0.3) 
(κόκκινη γραµµή µε τελείες). 

 
 

4.2.2 Στατιστική συµπερασµατολογία 
Θεωρώντας ένα τυχαίο δείγµα n  παρατηρήσεων ( ; 1, , )obs iy t i n= = …  

από την (4.5), ο λογάριθµος της συνάρτησης πιθανοφάνειας θα δίνεται 
από τη σχέση: 
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Παραγωγίζοντας ως προς τις παραµέτρους ( , , , )pθ α β λ=  προκύπτουν 

οι σχέσεις: 
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Οι εκτιµητές µέγιστης πιθανοφάνειας ˆ ˆ ˆˆ ˆ( , , , )pθ α β λ=  των παραµέτρων 

( , , , )pθ α β λ=  προκύπτουν από την επίλυση του συστήµατος των 

τεσσάρων µη-γραµµικών κανονικών εξισώσεων: 

0,  0,  0
l l l

α β λ
∂ ∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂

 και 0
l

p

∂
=

∂
, η οποία προφανώς δε µπορεί να 

γίνει µε αναλυτικές µεθόδους. Κατά συνέπεια, για την απόκτηση των 
εκτιµητών µέγιστης πιθανοφάνειας θα πρέπει να χρησιµοποιηθεί κάποια 
από τις µεθόδους αριθµητικής ανάλυσης. 

Σύµφωνα µε γνωστές ιδιότητες των εκτιµητών µέγιστης πιθανοφάνειας, 

η ασυµπτωτική κατανοµή του ˆ ˆ ˆˆ ˆ( , , , )pθ α β λ=  είναι κατά προσέγγιση η 

τετραδιάστατη κανονική µε µέση τιµή ( , , , )pθ α β λ=  και πίνακα 

διακυµάνσεων-συνδιακυµάνσεων τον αντίστροφο του αναµενόµενου 

πίνακα πληροφορίας του Fisher ( )I θ , µε στοιχεία: 
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Η ασυµπτωτική κανονικότητα εξακολουθεί να ισχύει αν για λόγους 

υπολογιστικής διευκόλυνσης ο ( )I θ  αντικατασταθεί από τον 

παρατηρούµενο πίνακα πληροφορίας ( )J θ , µε στοιχεία: 
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εκτιµώµενα στο ˆθ θ= , αφού ο τελευταίος πίνακας κάτω από ασθενείς 
συνθήκες αποτελεί συνεπή εκτιµητή του πρώτου (βλέπε Lawless, 2003). 
Τα άνω τριγωνικά στοιχεία του συµµετρικού παρατηρούµενου πίνακα 
πληροφορίας, δίνονται αναλυτικά παραγωγίζοντας τις σχέσεις (4.6)-
(4.9): 
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4.2.3 Εφαρµογές 
Η προσαρµογή της προτεινόµενης EXTG κατανοµής ελέγχεται σε δύο 
σύνολα πραγµατικών δεδοµένων. Το πρώτο σύνολο δεδοµένων 
περιλαµβάνει αποτελέσµατα από µια δοκιµή σχετικά µε τη διάρκεια 
ζωής 50 ηλεκτρικών εξαρτηµάτων (Aarset, 1987). Το δεύτερο σύνολο 
δεδοµένων αποτελείται από 44 παρατηρήσεις που αφορούν το χρόνο 
ζωής (σε ώρες) όλων των υποσυστηµάτων ενός αυτοκινήτου, δηλ. 
κινητήρα, υδραυλικό υποσύστηµα και σύστηµα κλιµατισµού, φρένα, 
σύστηµα µετάδοσης, λάστιχα, τροχούς και αµάξωµα (Kumar et al., 1989 
και Pulcini, 2001). Τα δεδοµένα των δύο περιπτώσεων οµαδοποιήθηκαν 
και εκτιµήθηκε η εµπειρική συνάρτηση κινδύνου, υποδεικνύοντας 
καθαρά κυπελλοειδή µορφή. Εκτός από την προτεινόµενη EXTG 
κατανοµή, και η XTG κατανοµή προσαρµόζεται στα δύο σύνολα 
δεδοµένων ούτως ώστε να υπάρξει και µια άµεση αντιπαράθεση των δύο 
κατανοµών µεταξύ τους. Υπολογίζοντας τους εκτιµητές µέγιστης 
πιθανοφάνειας, χρησιµοποιήθηκε το τεστ καλής προσαρµογής των 
Kolmogorov-Smirnov (K-S), για τον έλεγχο της προσαρµοστικότητας 
κάθε µιας από τις δύο κατανοµές στα δύο σύνολα δεδοµένων. Οι 
εκτιµητές, ο λογάριθµος της συνάρτησης πιθανοφάνειας (LL)  ), το 
κριτήριο AIC, η τιµή του στατιστικού του K-S τεστ καθώς και η 
αντίστοιχη κρίσιµη τιµή (p-value) περιέχονται στον παρακάτω Πίνακα 
4.1. Επιπρόσθετα, οι τιµές του στατιστικού τεστ πηλίκου πιθανοφάνειας 
για τον έλεγχο της µηδενικής υπόθεσης Η0: 1p = , υπολογίστηκαν να 

είναι 8.7939 (p=0.003) και 6.8366 (p=0.0089) αντίστοιχα, 
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επιδεικνύοντας ότι η EXTG περιγράφει τα δύο σύνολα δεδοµένων 
καλύτερα από την εναλλακτική XTG κατανοµή. Το συµπέρασµα αυτό 
ενισχύεται και από τη γραφική παράσταση των εµπειρικών και 
προσαρµοζόµενων συναρτήσεων επιβίωσης του Γραφήµατος 4.3. 

Πίνακας 4.1 Εκτιµητές παραµέτρων, τιµές λογαρίθµου συνάρτησης 
πιθανοφάνειας, κριτηρίου AIC, στατιστικού K-S και στατιστικού πηλίκου 
πιθανοφανειών, καθώς και κρίσιµες τιµές από την προσαρµογή των 
συγκρινόµενων κατανοµών πιθανότητας στα δύο διαθέσιµα σύνολα 
δεδοµένων.  

 
 

4.3 Συµπεράσµατα 
Η ανάγκη εύρεσης κατανοµών που αποδίδουν βέλτιστη περιγραφή σε 
σύνθετες πραγµατικές καταστάσεις, οδήγησε τους Marshall and Olkin 
(1997) στη µελέτη µιας γενικευµένη οικογένειας κατανοµών που 
προκύπτει ως µίξη µιας κατανοµής µε τη γεωµετρική. Στο ίδιο πλαίσιο 
και έχοντας ως γνώµονα τις ιδιότητες της λογαριθµικής κατανοµής, 
ορίζεται ένα γενικευµένο µοντέλο το οποίο µπορεί να παράγει εύχρηστες 
κατανοµές, ικανές να βελτιστοποιήσουν την προσαρµογή 
δυσεφάρµοστων δεδοµένων. Η ανάπτυξη και µελέτη µιας ειδικής τέτοιας 
κατανοµής, αποδεικνύει τις δυνατότητες της γενικευµένης αυτής 
οικογένειας.  
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Γράφηµα 4.3 Γραφικές παραστάσεις της συνάρτησης επιβίωσης της 
εµπειρικής κατανοµής (σηµεία *), της EXTG κατανοµής (µπλε συνεχής 
γραµµή) και της XTG (πράσινη διακεκοµµένη γραµµή) για τα δύο σύνολα 
δεδοµένων. 

(α) Ηλεκτρικά Εξαρτήµατα 
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(β) Υποσυστήµατα αυτοκινήτου 
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Κεφάλαιο 5 

Η Γενικευµένη Εκθετική-Λογαριθµική 
Κατανοµή 
Οι Adamidis and Loukas (1998) εισήγαγαν µια κατανοµή µε φθίνουσα 
συνάρτηση κινδύνου. Η εν λόγω κατανοµή αποτελεί µίξη εκθετικής µε 
γεωµετρική κατανοµή και είναι γνωστή ως εκθετική γεωµετρική (EG) 
κατανοµή. Σε αντιστοιχία µε τους Adamidis and Loukas (1998), οι 
Tahmasbi and Rezaei (2008) µελέτησαν µια δι-παραµετρική κατανοµή, 
την εκθετική λογαριθµική (EL), η οποία αποτελεί µίξη εκθετικής και 
λογαριθµικής κατανοµής, και έχει φθίνουσα συνάρτηση κινδύνου. Ήδη, 
ο Proschan (1963), είχε αποδείξει ότι η ιδιότητα της φθίνουσας 
συνάρτησης κινδύνου διατηρείται και σε µίξεις κατανοµών µε σταθερές 
συναρτήσεις κινδύνου. Η αθροιστική συνάρτηση της EL κατανοµής 
δίνεται από τη σχέση: 

 ( )
( ){ }ln 1 1

1 , , 0
ln

t

EL

p e
t t

p
F

λ

λ
−− −

= − >  και 0 1.p< <  (5.1) 

Σε αυτό το κεφάλαιο εισάγεται µια κατανοµή τριών παραµέτρων ως 
γενίκευση της εκθετικής λογαριθµικής κατανοµής. Η µελέτη της νέας 
κατανοµής αποδεικνύει ότι δύναται να έχει φθίνουσα, αύξουσα ακόµη 
και µονοκόρυφη συνάρτηση κινδύνου αναλόγως µε τις τιµές των 
παραµέτρων της. Επιπρόσθετα ελέγχονται στατιστικές ιδιότητες αυτής, 
καθώς και η χρησιµότητά της στη µοντελοποίηση ρεαλιστικών 
καταστάσεων µε χρήση των εκτιµητών µέγιστης πιθανοφάνειας σε 
πραγµατικά δεδοµένα. Υπολογίζονται επίσης οι εκφράσεις της εντροπίας 
τόσο του Rényi (1961) όσο και του Shannon (1948). 

5.1 Το µοντέλο 

Υποθέτοντας την ύπαρξη µιας τυχαίας µεταβλητής µε αθροιστική 
συνάρτηση κατανοµής που δίνεται από την (5.1), µια τυχαία µεταβλητή 
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Τ θα λέγεται ότι ακολουθεί γενικευµένη εκθετική λογαριθµική (GEL) 
κατανοµή όταν η συνάρτηση επιβίωσής της S  δίνεται από τη σχέση: 

 ( )
( ){ }ln 1 1

1 1 , , , 0
ln

tp e
S t t

p

α
λ

α λ
− − −

 = − − >
  

 και 0 1.p< <  (5.2) 

Ακολούθως, δίνεται ένας χαρακτηρισµός για την προτεινόµενη 

κατανοµή. Έστω 0α >  ακέραιος και 1 2, , , YY Yα…  τυχαίο δείγµα από την 

EL κατανοµή. Τότε ισχύει ότι η τυχαία µεταβλητή { } 1
max i i

T Y
α

=
=  

ακολουθεί την GEL κατανοµή. Εποµένως, η γενικευµένη κατανοµή 
δύναται να χρησιµοποιηθεί για τη µοντελοποίηση της µέγιστης διάρκειας 
ζωής τυχαίων δειγµάτων από την EL. Αξίζει επιπλέον να σηµειωθεί ότι η 
GEL κατανοµή έχει επιθυµητή φυσική ερµηνεία. Αν υπάρχουν α
ανεξάρτητα εξαρτήµατα σε ένα παράλληλο σύστηµα και ο χρόνος ζωής 
αυτών ακολουθεί την EL κατανοµή, τότε η διάρκεια ζωής του 
συστήµατος µπορεί να περιγραφεί από την GEL κατανοµή. 

Στη συνέχεια, στην ενότητα 5.2 δίνονται οι συναρτήσεις πυκνότητας 
πιθανότητας και κινδύνου της προτεινόµενης κατανοµής. Επιπλέον, 
αποδεικνύεται ότι η συνάρτηση κινδύνου δύναται να λάβει τρεις µορφές, 
δηλαδή φθίνουσα, αύξουσα και µονοκόρυφη και δίνεται τύπος 
υπολογισµού του i-οστού διατεταγµένου στατιστικού. Οι εκφράσεις των 
εκατοστιαίων σηµείων, των ροπών r-τάξεως και του µέσου 
υπολειπόµενου χρόνου ζωής, δίνονται στην ενότητα 5.3 Στην ενότητα 
5.4, µελετώνται τύποι υπολογισµού της εντροπίας της γενικευµένης 
κατανοµής, ενώ στην ενότητα 5.5 εκτιµώνται οι παράµετροί της µε τη 
µέθοδο µέγιστης πιθανοφάνειας και υπολογίζεται ο παρατηρούµενος 
πίνακας πληροφορίας.  Στην τελευταία ενότητα 5.6, ελέγχεται η 
προσαρµογή της προτεινόµενης κατανοµής έναντι άλλων δύο 
εναλλακτικών κατανοµών, σε δύο πραγµατικά σύνολα δεδοµένων. 
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5.2 Συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας, 
κινδύνου και διατεταγµένα στατιστικά 
Έστω τυχαία µεταβλητή ( )~ , , ,T GEL pα λ  µε συνάρτηση επιβίωσης 

που δίνεται από την (5.2). Τότε, η αντίστοιχη σ.π.π. της T  δίνεται από τη 
σχέση: 

 ( ) ( )
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f t
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α
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 = −

− −   
 (5.3) 

όπου , , 0t α λ >  και 0 1.p< <   

Γίνεται εύκολα αντιληπτό ότι για 1α = , η προτεινόµενη κατανοµή δίνει 
την EL κατανοµή. Εάν επιπρόσθετα, 1p→  τότε η (5.3) ταυτίζεται µε τη 

σ.π.π. της εκθετικής κατανοµής. 

Για 0α > ακέραιο, αποδεικνύεται ότι η (5.3), δύναται να γραφεί ως 
γραµµικός συνδυασµός: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
1

0

1
; 1 ,

!

j

j
EL EL

j

f t f St
j j

t
α

θ α
α

−

=

−
= Γ +

Γ −∑  

όπου ( ) ( )1EL ELS t G t= −  είναι η συνάρτηση επιβίωσης τυχαίας 

µεταβλητής που ακολουθεί EL κατανοµή µε παραµέτρους λ και p. 

Οι διάφορες µορφές της σ.π.π. (5.3) φαίνονται στο παρακάτω γράφηµα 

5.1, για συγκεκριµένες τιµές των παραµέτρων ( ), , pθ α λ= . 
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Γράφηµα 5.1 Συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας της GEL κατανοµής 
για (α, λ, p) = (0.8, 0.02, 0.3) (µπλε συνεχής γραµµή) και (α, λ, p) = (2, 
0.2, 0.3) (πράσινη διακεκοµµένη γραµµή). 

 
Επιπρόσθετα, η συνάρτηση κινδύνου της GEL δίνεται από τη σχέση: 
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όπου , , 0t α λ >  και 0 1.p< <  
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Θεώρηµα: 
Η συνάρτηση κινδύνου (5.4) είναι γνησίως φθίνουσα όταν 0 1α< ≤ , ενώ 
σε διαφορετική περίπτωση µπορεί να αποκτήσει και άλλες δύο 
διαφορετικές µορφές (αύξουσα και µονοκόρυφη). 

Απόδειξη: 
Παραγωγίζοντας την (5.3) προκύπτει ότι: 
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Εφαρµόζοντας το θεώρηµα του Glaser (1980) προκύπτει η συνάρτηση: 
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Παραγωγίζoντας, την ( );n t θ  έχουµε: 
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∆εδοµένου ότι , , 0t α λ >  και 0 1p< <  ισχύουν τα ακόλουθα: 

• ( )2 01 ,  0tp e tλλ − > ∀ >− , 

• 
( )

ln 0,  0
1 1 t
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p e
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− −  
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Άρα, το πρόσηµο της συνάρτησης ( );n t θ′  καθορίζεται από την 

ποσότητα ( )
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ln 1
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p
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Περιπτώσεις: 
1) 0 1α< ≤ , τότε είναι: 

( ) ( ) ( ); 0 ;0 0n t tt h tA θ θ′ < ⇒ ↓ ∀< >⇔  φθίνουσα συνάρτηση 

κινδύνου. 
 

2) 1 1 ln pα< < − , τότε είναι: 
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Οπότε 0 0t∃ > , τέτοιο ώστε ( ) ( )00 ; 00 nA t t θ′= ⇔ = , ενώ το 

πρόσηµο της ποσότητας ( )0;n t θ′′  θα καθορίσει το είδος της 

καµπύλης (κυρτή ή κοίλη). Όµως, είναι: 
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( ) ( ) ( )
( ) ( )
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p a pey
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−
 όταν 1α > . 

Εποµένως, η χρονική στιγµή 0t  αποτελεί µέγιστο για τη 

συνάρτηση ( ); ,n t θ  γεγονός που σηµαίνει ότι: 

• ( ) ( ); 0 ;n t n tθ θ′ > ⇔ ↑  για κάθε 00 t t< < , 

• ( )0n t 0′ =  για 0t t=  και 

• ( ) ( ); 0 ;n t n tθ θ′ < ⇔ ↓  για κάθε 0t t> . 

και άρα η ( );h t θ  είναι µονοκόρυφη συνάρτηση (UBTFR). 
 

3) 1 1 ln pα< < − , τότε είναι: 

( ) ( ){ } ( ) ( )ln 1 1 ; 0 ; 00tp e n t h t tA t λ θ θ−≥ − > ⇔ ′− − > ⇒ ↑∀ >  

αύξουσα συνάρτηση κινδύνου. 
 

Επίσης, προκύπτει ότι η σ.π.π. του i-οστού διατεταγµένου στατιστικού 

ενός τυχαίου δείγµατος 1 2, , , nTT T…  από την GEL κατανοµή µπορεί να 

δοθεί από τη σχέση: 

( )
( ) ( )

( ) ( )( )1:
0

1!
; ; , , ,       

1 ! !

kn i

n GEL
k

n in
f t f t i k p

ki n i i k
θ α λ

−

=

−−  
= + − − +  

∑  

όπου ( )( ).; , , , GELf i k pα λ+  η σ.π.π. τυχαίας µεταβλητής που ακολουθεί 

την κατανοµή GEL µε παραµέτρους ( )( ), ,i k pθ α λ= + . 

Οι διάφορες µορφές της συνάρτησης κινδύνου φαίνονται και στο 
παρακάτω γράφηµα 5.2, για συγκεκριµένες τιµές των παραµέτρων 

( ), , pθ α λ= .  
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Γράφηµα 5.2 Συναρτήσεις κινδύνου της GEL κατανοµής για (α, λ, p) = 
(10, 0.01, 0.005) (µπλε συνεχής γραµµή), (α, λ, p) = (0.8, 0.0001, 0.6) 
(πράσινη διακεκοµµένη γραµµή) και (α, λ, p) = (1.6, 0.00001, 0.00005) 
(κόκκινη γραµµή µε τελείες). 

 

5.3 Ιδιότητες 
Από τη (5.2) προκύπτει ότι η α.σ.κ. της GEL δίνεται από τη σχέση: 
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Επιπλέον µε αντιστροφή της (5.5) προκύπτει η σχέση υπολογισµού των 
εκατοστιαίων σηµείων 
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ln , 0,1 .
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t F q p
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 − 
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Εποµένως, η διάµεσος είναι 
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1 1
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p
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− 
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Μ =  
 − 

 

Ο υπολογισµός των r-τάξεως ροπών απαιτεί γενικά χρήση τυπικών 
διαδικασιών αριθµητικής ολοκλήρωσης, που είναι διαθέσιµοι στην 
πλειοψηφία των µαθηµατικών πακέτων. Για τη προτεινόµενη ωστόσο 
κατανοµή, οι ροπές µπορούν να εκφραστούν από τη σχέση: 
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Επιπρόσθετα, δεδοµένου ότι δεν υπήρξε αποτυχία προγενέστερη του 0t , 

ο υπολοιπόµενος χρόνος ζωής ορίζεται ως το χρονικό διάστηµα από το 

0t  µέχρι τη στιγµή της αποτυχίας. Η συνάρτηση του µέσου 

υπολοιπόµενου χρόνου ζωής της κατανοµής GEL δίνεται από τη σχέση: 
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5.4 Εντροπίες 
Η εντροπία αποτελεί έννοια ιδιάζουσας σηµασίας σε διάφορους 
επιστηµονικούς κλάδους, όπως στη φυσική, στις πιθανότητες και τη 
στατιστική, στη θεωρία τηλεπικοινωνιών και στις οικονοµικές επιστήµες. 
Προποµπός της µελέτης της εντοπίας αποτέλεσε η συνάρτηση που όρισε 
ο Hartley (1928) ως ένα µέτρο αβεβαιότητας. Ωστόσο, η µελέτη του 
Shannon (1948) στη µαθηµατική θεωρία τηλεπικοινωνιών ήταν αυτή που 
καθιέρωσε την καθολική χρήση της εντροπίας ως ένα βασικό «εργαλείο» 
σχεδόν κάθε επιστηµονικού και µηχανολογικού κλάδου. Έπειτα, 
ακολούθησε η µελέτη του Rényi (1961), όπου γενίκευσε τον τύπο 
υπολογισµού της εντροπίας κατά Shannon. Στην ανάλυση επιβίωσης, η 
εντροπία µιας τυχαίας µεταβλητής Τ αποτελεί ένα µέτρο της αβέβαιης 
µεταβλητότητας αυτής (Rényi, 1961), ενώ µπορεί να χρησιµοποιηθεί 
ακόµη και για την ταυτοποίηση ενός πιθανοθεωρητικού µοντέλου, µέσω 
της αρχής της µέγιστης εντροπίας. 

Η εντροπία του Rényi (1961) ορίζεται ως 
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ln , 0 

1RI f t dtγγ γ
γ
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= > 
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∫  και 1γ ≠ , 

ενώ ειδική περίπτωση αυτής αποτελεί η εντροπία του Shannon (1948), η 
οποία δίνεται από τον τύπο 
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γ
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→

= ≡ −   . 

Στην περίπτωση της GEL κατανοµής, και για ( )1 1 0α γ− + > , η κατά 

Rényi εντροπία δίνεται από τη σχέση: 
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ενώ η εντροπία του Shannon µπορεί να υπολογιστεί από τη σχέση: 
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5.5 Στατιστική συµπερασµατολογία 
Θεωρώντας ένα τυχαίο δείγµα n  παρατηρήσεων ( ; 1, , )obs iy t i n= = …  

από την (5.5), ο λογάριθµος της συνάρτησης πιθανοφάνειας θα δίνεται 
από τη σχέση: 
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Παραγωγίζοντας ως προς τις παραµέτρους ( ), , pθ α λ=  προκύπτουν οι 

µερικές παράγωγοι ,  
l l
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∂ ∂
∂ ∂

 και 
l

p

∂
∂

, οι τύποι υπολογισµού των οποίων 

δίνονται από τις ακόλουθες σχέσεις: 
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 (5.8) 

Οι εκτιµητές µέγιστης πιθανοφάνειας ˆ ˆˆ ˆ( , , )pθ α λ=  των παραµέτρων 

( , , )pθ α λ=  προκύπτουν από την επίλυση του συστήµατος των τριών 

µη-γραµµικών κανονικών εξισώσεων:
 

0,  0
l l

α λ
∂ ∂
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 και 0
l

p

∂
=

∂
. Είναι 

προφανές ότι η επίλυση του εν λόγω συστήµατος, δύναται να επιτευχθεί 
µόνο µε χρήση µιας επαναληπτικής αριθµητικής µεθόδου. 

Επιπρόσθετα, σύµφωνα µε την ασυµπτωτική θεωρία κανονικότητας, η 

κατανοµή των εκτιµητών µέγιστης πιθανοφάνειας ˆ ˆˆ ˆ( , , )pθ α λ= , είναι 

κατά προσέγγιση η τρισδιάστατη κανονική µε µέση τιµή ( , , )pθ α λ=  

και πίνακα διακυµάνσεων-συνδιακυµάνσεων τον αντίστροφο του πίνακα 

πληροφορίας του Fisher ( )I θ , ο οποίος υπολογίζεται από τη σχέση 

( ) ( )( )I Jθ θ= Ε , όπου, ( )J θ  είναι ο συµµετρικός, τρίτης τάξης 
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παρατηρούµενος πίνακας πληροφορίας, ο οποίος αποτελεί συνεπή 

εκτιµητή του ( )I θ . Τα στοιχεία του πίνακα ( )
2

:  ,ij
i j

l
J Jθ

θ θ
∂

= −
∂ ∂

 όπου

, 1,2,3i j = , δίνονται αναλυτικά από τις σχέσεις: 

Παραγωγίζοντας επιµέρους τις σχέσεις (5.6)-(5.8) των µερικών 
παραγώγων µπορούν εύκολα να προκύψουν τα άνω τριγωνικά στοιχεία 
του, δευτέρας τάξεως, συµµετρικού, παρατηρούµενου πίνακα 
πληροφορίας I, τα οποία δίνονται από τις σχέσεις: 
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5.6 Εφαρµογές 
Η προσαρµογή της προτεινόµενης GEL κατανοµής ελέγχεται σε δύο 
σύνολα πραγµατικών δεδοµένων. Το πρώτο σύνολο δεδοµένων 
περιλαµβάνει 213 αποτελέσµατα από χρόνους ζωής συστηµάτων 
κλιµατισµού σε αεροσκάφη τύπου Boeing 720 (Proschan, 1963, Dahiya 
and Gurland, 1972, Gleser, 1989 και Adamidis and Loukas, 1998). Το 
δεύτερο σύνολο δεδοµένων αποτελείται από 51 παρατηρήσεις που 
αφορούν το χρονικό διάστηµα (σε ηµέρες) από την ύφεση µέχρι την 
υποτροπή ασθενών µε οξεία µη-λεµφοβλαστική λευχαιµία (Glucksberg 
et al., 1981 και Ebrahimi, 1991). Παράλληλα µε την προτεινόµενη GEL 
κατανοµή, η EL και η DAL κατανοµή (Dimitrakopoulou et al., 2007) 
προσαρµόζονται στα δύο σύνολα δεδοµένων, ούτως ώστε να υπάρξει µια 
άµεση αντιπαράθεση των τριών κατανοµών µεταξύ τους. Υπολογίζοντας 
τους εκτιµητές µέγιστης πιθανοφάνειας, χρησιµοποιήθηκε το τεστ καλής 
προσαρµογής των Kolmogorov-Smirnov (K-S), για τον έλεγχο της 
προσαρµοστικότητας κάθε µιας από τις τρεις κατανοµές στα δύο σύνολα 
δεδοµένων. Οι εκτιµητές, ο λογάριθµος της συνάρτησης πιθανοφάνειας 
(LL), το κριτήριο AIC, η τιµή του στατιστικού του K-S τεστ, καθώς και 
η αντίστοιχη κρίσιµη τιµή (p-value) περιέχονται στον παρακάτω Πίνακα 
5.1. Επιπρόσθετα, οι τιµές του στατιστικού τεστ πηλίκου πιθανοφανειών 
για τον έλεγχο της µηδενικής υπόθεσης Η0: 1α = , υπολογίστηκαν να 
είναι 4.694 (p=0.0303) και 10.485 (p=0.0012) αντίστοιχα, 
επιδεικνύοντας ότι η GEL περιγράφει τα δύο σύνολα δεδοµένων σαφώς 
καλύτερα από τη EL κατανοµή. Το συµπέρασµα αυτό ενισχύεται και από 
τη γραφική παράσταση των εµπειρικών και προσαρµοζόµενων 
συναρτήσεων επιβίωσης του Γραφήµατος 5.3. 
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Πίνακας 5.1 Εκτιµητές παραµέτρων, τιµές λογαρίθµου συνάρτησης 
πιθανοφάνειας, κριτηρίου AIC, στατιστικού K-S και στατιστικού πηλίκου 
πιθανοφανειών, καθώς και κρίσιµες τιµές από την προσαρµογή των 
συγκρινόµενων κατανοµών πιθανότητας στα δύο διαθέσιµα σύνολα 
δεδοµένων.  

 
 

5.7 Συµπεράσµατα 
Η προτεινόµενη GEL κατανοµή αποτελεί γενίκευση της EL κατανοµής 
που εισήγαγαν οι Tahmasbi and Rezaei (2008). Η µελέτη της 
αποδεικνύει ότι η γενικευµένη κατανοµή δύναται να έχει φθίνουσα, 
αύξουσα ακόµη και µονοκόρυφη (UBFTR) συνάρτηση κινδύνου, 
ανάλογα µε τις τιµές των παραµέτρων της, σε αντίθεση µε την EL 
κατανοµή που έχει µόνο φθίνουσα συνάρτηση κινδύνου. Αυτό σηµαίνει 
ότι η προτεινόµενη κατανοµή έχει µεγαλύτερη ευελιξία. Επιπλέον, η 
προσαρµογή της σε συγκεκριµένα σύνολα δεδοµένων, πιστοποιεί την 
υπεροχή της γενικευµένης κατανοµής στην περιγραφή σύνθετων 
πραγµατικών καταστάσεων έναντι τόσο της EL, όσο και άλλης 
αντίστοιχης τρι-παραµετρικής κατανοµής. 
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Γράφηµα 5.3 Γραφικές παραστάσεις της συνάρτησης επιβίωσης της 
εµπειρικής κατανοµής (σηµεία *), της GEL (µπλε συνεχής γραµµή) της EL 
(πράσινη διακεκοµµένη γραµµή) και της DAL κατανοµής (κόκκινη γραµµή 
µε τελείες) για τα δύο σύνολα δεδοµένων. 

(α) Συστήµατα κλιµατισµού αεροσκαφών 
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(β) Χρόνοι ζωής ασθενών 
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Κεφάλαιο 6 

Βήτα Γενικευµένες Κατανοµές 
Η ανάγκη για βέλτιστη προσοµοίωση πραγµατικών καταστάσεων, ώθησε 
τους ερευνητές να στραφούν στις γενικευµένες κατανοµές. Τον 
πρόδροµο αυτής της κατηγορίας κατανοµών αποτέλεσε ο Amoroso 
(1925), ο οποίος µελέτησε τη γενικευµένη γάµµα κατανοµή µε σκοπό 
την προσαρµογή της παρατηρούµενης κατανοµής εισοδήµατος. Έκτοτε, 
πολυάριθµες έρευνες έχουν εκπονηθεί αναπτύσσοντας ποικίλες 
κατηγορίες γενικευµένων κατανοµών. Στο κεφάλαιο αυτό, µελετάται µια 
ειδική κατηγορία γενικευµένων κατανοµών, οι βήτα γενικευµένες 
κατανοµές, η ευελιξία των οποίων, τείνει να καλύπτει τη δυσκολία 
µελέτης των ιδιοτήτων τους. Αρχικά, δίνεται µια αναλυτική περιγραφή 
της γενικευµένης οικογένειας, στη συνέχεια παρουσιάζονται ειδικές 
περιπτώσεις κατανοµών που ανήκουν σε αυτήn και έχουν προταθεί τα 
τελευταία χρόνια στη βιβλιογραφία, ενώ το κεφάλαιο ολοκληρώνεται µε 
προτάσεις για µελλοντική έρευνα στο συγκεκριµένο πεδίο. 

6.1 Η γενικευµένη οικογένεια 

Η συγκεκριµένη µέθοδος γενίκευσης κατανοµών εισήχθη από τους 
Eugene et al. (2002), οι οποίοι όρισαν τη βήτα κανονική κατανοµή. 
Βασικό πλεονέκτηµα αυτής, αποτέλεσε το γεγονός ότι σε αντίθεση µε 
την κανονική κατανοµή, δύναται να είναι µονοκόρυφη ή δικόρυφη. Στα 
χρόνια που ακολούθησαν, πολλοί ερευνητές µελέτησαν συγκεκριµένες 
περιπτώσεις κατανοµών που ανήκουν στην οικογένεια των βήτα 
γενικευµένων. Οι Famoye et al. (2003), Gupta and Nadarajah (2004) και 
Razzaghi (2009), επέκτειναν µε τη σειρά τους την έρευνα των Eugene et 
al. (2002), µελετώντας αντίστοιχα τη δικόρυφη περιοχή της βήτα 
κανονικής κατανοµής και διάφορες εκφράσεις των ροπών της. 
Παράλληλα, oι Brown et al. (2002) και Olapade (2004) µελέτησαν τη 
βήτα λογιστική κατανοµή, ενώ η µελέτη των Nadarajah and Kotz (2004), 
βασίστηκε στην βήτα Gumbel κατανοµή, η οποία έχει µεγαλύτερη 
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ευελιξία ουρών από ότι η Gumbel κατανοµή (γνωστή και ως extreme 
value τύπου Ι κατανοµή). Την ίδια χρονική περίοδο, ο Jones (2004) 
µελέτησε εκτενώς τις βήτα γενικευµένες κατανοµές βασιζόµενος στην 
κατανοµή των διατεταγµένων στατιστικών. Οι Nadarajah and Gupta 
(2004) ήταν αυτοί που µελέτησαν και την βήτα Fréchet κατανοµή, για 
την οποία οι Barreto-Souza et al. (2008) παρουσίασαν ορισµένες 
επιπρόσθετες µαθηµατικές ιδιότητες. Οι Famoye et al. (2005) πρότειναν 
τη βήτα-Weibull κατανοµή, οι Lee et al. (2007) παρουσίασαν εφαρµογές 
της σε λογοκριµένα δεδοµένα και ο Zografos (2008) µελέτησε 
αναλυτικότερα. Οι Nadarajah and Kotz (2006) όρισαν τη βήτα εκθετική 
κατανοµή, της οποίας η συνάρτηση κινδύνου δίναται να λάβει αύξουσα ή 
φθίνουσα µορφή. Οι Kong et al. (2007) εισήγαγαν τη βήτα γάµµα 
κατανοµή, οι Akinsete et al. (2008) όρισαν τη βήτα Pareto κατανοµή και 
εν συνεχεία οι Lemos de Morais et al. (2009) µελέτησαν τη βήτα 
γενικευµένη λογιστική τύπου IV. Ακολούθησαν οι Cordeiro and Barreto-
Souza (2009) οι οποίοι εξήγαγαν ορισµένα γενικά αποτελέσµατα για την 
εν λόγω γενικευµένη οικογένεια κατανοµών, ενώ στην εκτενέστατη 
µελέτη των Zografos and Balakrishnan (2009), εκφράζονται συν τοις 
άλλοις τύποι υπολογισµού της κατά Shannon εντροπίας για τις 
οικογένειες των βήτα και γάµµα γενικευµένων κατανοµών, καθώς και 
µια εναλλακτική µέθοδος των ροπών για την εκτίµηση των παραµέτρων 
των γενικευµένων αυτών κατανοµών. Έκτοτε, πολλαπλασιάστηκαν οι 
έρευνες που αφορούν κατανοµές που ανήκουν στη συγκεκριµένη 
οικογένεια, µε τους Fischer and Vaughan (2010) να µελετούν τη βήτα 
υπερβολική τέµνουσα, τους Barreto-Souza et al. (2010) τη βήτα 
γενικευµένη εκθετική και τους Pescim et al. (2010) τη βήτα γενικευµένη 
ηµι-κανονική κατανοµή. Μεταγενέστερα, ακολούθησαν οι Paranaiba et 
al. (2010) µε τη µελέτη της βήτα Burr τύπου XII, ο Mahmoudi (2011) µε 
τη µελέτη της βήτα γενικευµένης Pareto κατανοµής και πιο πρόσφατα οι 
Singla et al. (2012) και Bidram (2012), ερευνώντας τη βήτα γενικευµένη 
Weibull και βήτα εκθετική γεωµετρική κατανοµή, αντίστοιχα. 
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6.1.1 Ορισµός 
Η οικογένεια των βήτα γενικευµένων (Β-Γ) κατανοµών ορίσθηκε από 
τους Eugene et al. (2002), µέσω της αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής 
της. Η α.σ.κ. της εν λόγω οικογένειας γενικευµένων κατανοµών δίνεται 
από τη σχέση: 

( )
( )

( )
( )

11

0

1
1 ,  , 0,

,

G t
baF x x dx a b

B a b
t

−−= − >∫  

όπου ( )G t  είναι η α.σ.κ. µιας αρχικής τυχαίας µεταβλητής και  

( ) ( )
1

11

0

, 1 .
baB a b x x dx
−−= −∫  

Η οικογένεια αυτή των Β-Γ κατανοµών, αποτελεί γενίκευση της αρχικής 

κατανοµής G µιας τυχαίας µεταβλητής µε α.σ.κ. ( )G t . Μάλιστα, στην 

περίπτωση όπου 1a b= = , η α.σ.κ. της Β-Γ κατανοµής ταυτίζεται µε τη 

( )G t . Ο κύριος λόγος ύπαρξης των επιπρόσθετων παραµέτρων είναι η 

προσθήκη ευελιξίας στη µορφή και τις ουρές της κατανοµής µε άµεσο 
αντίκτυπο στην προσαρµογή της σε πραγµατικές καταστάσεις. 

Η α.σ.κ. της Β-Γ οικογένειας κατανοµών µπορεί να δοθεί από τη σχέση: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

,
, ,

,
G t

G t

B a b
F t I a b

B a b
= =  

όπου ( ) ( ),G tB a b  παριστάνει τη µη πλήρη συνάρτηση βήτα που δίνεται 

από τη σχέση: 

 
( ) ( ) ( )

( )
11

0

, 1 ,  , 0
G t

ba
G tB a b x x dx a b

−−= − >∫  (6.1) 

και ( ) ( ),G tI a b  είναι η µη πλήρης βήτα συνάρτηση πηλίκου. 
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6.1.2 Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 
Η οικογένεια των Β-Γ κατανοµών δηµιουργήθηκε µε σκοπό τη 
γενίκευση συνεχών κατανοµών, αν και µπορεί να χρησιµοποιηθεί και για 
τη γενίκευση διακριτών. Η Β-Γ κατανοµή θα έχει σ.π.π. ή σ.π. έαν η 
αρχική κατανοµή G είναι απόλυτα συνεχής ή διακριτή, αντίστοιχα. Στο 
παρόν κεφάλαιο εστιάζουµε στις γενικευµένες συνεχείς κατανοµές, 
εποµένως ο ορισµός της σ.π.π. της Β-Γ κατανοµής θα δίνεται από τη 
σχέση: 
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t t t t
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(6.2) 

όπου ( )g t  είναι η σ.π.π. της αρχικής κατανοµής. 

Οι Cordeiro and Barreto-Souza (2009) έδωσαν µια χρήσιµη επέκταση 
της σ.π.π. της Β-Γ κατανοµής για να εξάγουν ορισµένες γενικές ιδιότητες 
της συγκεκριµένης οικογένειας κατανοµών. Έστω b  ένας µη-ακέραιος, 

πραγµατικός αριθµός και 1t < . Θεωρώντας την επέκταση της 
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(6.3) 

η µη πλήρης συνάρτηση βήτα δίναται να εκφραστεί ως εξής: 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )0

1
,

!
.

j j
a

t
j

b t
B a b t

b j j j a

+∞

=

− Γ
=

Γ − +∑
 

(6.4) 

Σε περίπτωση που ο b  είναι ακέραιος, τότε το άθροισµα γίνεται 
πεπερασµένο και ο δείκτης j  σταµατά στο 1b − . 

Έτσι µε χρήση της σχέσης (6.4), η α.σ.κ. της Β-Γ κατανοµής µπορεί να 
γραφεί ως εξής: 
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( )
( )

( ) ( )
0

1
, ,

,
a r

r
r

F t w a b G t
B a b

+∞
+

=

= ∑
 

(6.5) 

όπου ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1
,

!

j

j

b
w a b

b j j a j

− Γ
=
Γ − +

 σταθερά. 

Εποµένως, µε χρήση της (6.5), η σ.π.π. µπορεί πλέον να γραφεί και ως: 

 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) 1

0

1
, .

,
a r

r
r

f t g t a r w a b G t
B a b

+∞
+ −

=

= +∑
 

(6.6) 

Επιπρόσθετα, κάνοντας επανειληµµένη χρήση της σχέσης (6.3) για α  
µη-ακέραιο πραγµατικό αριθµό, είναι: 

 

( ) ( ){ } ( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( )( )

( )

( ) ( )
( )( )

( )

( ) ( )

0

0 0

0

0

1 1
1 1 1

1 !

1 1

1 ! !

1 1

1 ! !

,

j
j

j

j r
r

j r

j r
r

r j r

r

r
r

G t G t G t
j j

G t
j j r r

G t
j j r r

s G t

αα α
α

α
α

α
α

α

+∞

=

++∞ +∞

= =

++∞ +∞

= =

+∞

=

− Γ +
= − − = −      Γ − +

− Γ +

Γ − + −

− Γ +

Γ −

=

=

=

+ −

∑

∑∑

∑∑

∑
 

(6.7) 

όπου  ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1
.

1 ! !

j r

r
j r

s
j j r r

α
α

α

++∞

=

− Γ +
=

Γ − + −∑  

Έαν a  µη-ακέραιος πραγµατικός αριθµός, τότε µε χρήση της (6.7) η 
α.σ.κ. της Β-Γ κατανοµής (6.5) δίναται να γραφεί ως: 

( )
( )

( ) ( )
0

1
, ,

,
r

r
r

F t t a b G t
B a b

+∞

=

= ∑  

όπου ( ) ( ) ( )
0

, , .r l r
l

t a b w a b s a l
+∞

=

= +∑  
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Με απλή διαφοροποίηση της παραπάνω σχέσης, προκύπτει µια άλλη 
µορφή της σ.π.π. να είναι: 

 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )1
0

1
1 , .

,
r

r
r

f t g t r t a b G t
B a b

+∞

+
=

= +∑
 

(6.8) 

Ο σκοπός αυτής της εναλλακτικής µορφής υπολογισµού της σ.π.π. όταν 

a  µη-ακέραιος, είναι να ορισθεί η δυναµοσειρά µε τη ( )G t  υψωµένη 

µόνο σε ακέραιες δυνάµεις. Εάν η ( )G t  δεν έχει κλειστή µορφή, 

υποτίθεται ότι επιδέχεται της επέκτασης: 

( )
0

,k c
k

k

G t a t
+∞

+

=

=∑  

όπου { } 0k k
a

≥
 είναι µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών. Έτσι, για κάθε 

α  θετικό ακέραιο, θα είναι: 

 
,

0 0

,k k
k k

k k

a t c t
α

α

+∞ +∞

= =

 
= 

 
∑ ∑

 
(6.9) 

όπου οι συντελεστές ,kcα  για 1,2,...k =  λαµβάνονται από την 

επαναληπτική εξίσωση: 

( ) ( )1

, 0 ,
1

i

k m k m
m

c ka m k m a cα αα−

−
=

= − +∑  

και ,0 0c aαα =  (Gradshteyn and Ryzhik, 2007). 

Έαν α  ακέραιος, από τη σχέση (6.9) προκύπτει ότι: 

 
( ) ,

0

.k c
k

k

G t c t
α α

α

+∞
+

=

=∑
 

(6.10) 
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Χρησιµοποιώντας την τελευταία σχέση (6.10), οι σχέσεις (6.6) και (6.8) 
δύναται να ξαναγραφούν ως εξής: 

 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )1
1,

, 0

1
,

,
k c a r

r a r k
r k

f t g t a r w a b c t
B a b

+∞
+ + −

+ −
=

= +∑
 

(6.11) 

και 

 

( )
( )

( ) ( ) ( )1 ,
, 0

1
1 , .

,
k cr

r r k
r k

f t g t r t a b c t
B a b

+∞
+

+
=

= +∑
 

(6.12) 

Οι σχέσεις υπολογισµού της σ.π.π. της Β-Γ κατανοµής (6.11) και (6.12), 
παρουσιάστηκαν αρχικά από τους Cordeiro and Barreto-Souza (2009) 
και αποτελούν χρήσιµο εργαλείο για τη µελέτη µαθηµατικών ιδιοτήτων 
της οικογένειας των Β-Γ κατανοµών. Οι σχέσεις αυτές ορίζουν τη σ.π.π. 

της Β-Γ κατανοµής, µε χρήση της σ.π.π. ( )g t  της αρχικής κατανοµής G

, πολλαπλασιαζόµενη µε µια άπειρη δυναµοσειρά του t. 

6.1.3 Συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου 
Οι συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου αποτελούν χρήσιµα εργαλεία σε 
µελέτες επιβίωσης και αξιοπιστίας, περιπτώσεις κατά της οποίες το πεδίο 

ορισµού επικεντρώνεται στο +
ℝ . 

Μια σηµαντική ιδιότητα της µη πλήρους συνάρτησης βήτα είναι η εξής: 

( ) ( ) ( )1 ., , ,t tB a b B a b B b a−= −  

Με χρήση αυτής της ιδιότητας, η συνάρτησης επιβίωσης µιας κατανοµής 
που ανήκει στην οικογένεια των Β-Γ κατανοµών θα δίνεται από τη 
σχέση: 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

*1
,, ,

1 ,
, , ,

G t G t S t
B b aB a b B b a

S t
B a b B a b B a b

−
= − = =  
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όπου ( ) ( )* 1S t G t= −  είναι η συνάρτηση επιβίωσης της G αρχικής 

κατανοµής. Παρατηρείται ότι η συνάρτηση επιβίωσης δίνεται από µια 
κανονικοποιηµένη µη πλήρη συνάρτηση βήτα και εξαρτάται από το 

χρόνο t µόνο µέσω της ( )*S t . 

Επιπρόσθετα, η συνάρτηση κινδύνου για οποιαδήποτε κατανοµή της 
οικογένειας των Β-Γ δίνεται από τη σχέση: 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

1 1

1

1
.

,

b a

G t

G t G t
h t g t

B b a

− −

−

−  =  

6.1.4 Ροπές 
Οι Cordeiro and Barreto-Souza (2009), εξήγαγαν µια µορφή για τον 
υπολογισµό της ν-οστής τάξης ροπής της Β-Γ κατανοµής, 
χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (6.11) και (6.12) της σ.π.π.. 

Έστω X µια Β-Γ τυχαία µεταβλητή και Y µια τυχαία µεταβλητή µε α.σ.κ. 

( )G t . Για a  ακέραιο, από τη σχέση (6.11) έπειται ότι η ν-οστής τάξης 

ροπή της Β-Γ κατανοµής µπορεί να εκφραστεί από άπειρα αθροίσµατα 
των ροπών της G κατανοµής ως εξής: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )1

1,
, 0

1
,

,
k c a j

j a j k
j k

E X a j w a b c E Y
B a b

νν
+∞

+ + + −
+ −

=

= +∑  

και από τη σχέση (6.12) για a  ακέραιο, προκύπτει ότι: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )1 ,

, 0

1
1 , .

,
k cr

r r k
r k

E X r t a b c E Y
B a b

ν ν
+∞

+ +
+

=

= +∑  

6.1.5 Εντροπίες 
Στη µελέτη των Zografos and Balakrishnan (2009), η οποία αποτελεί την 
εκτενέστατη και πιο επίκαιρη αναφορά στις οικογένειες των βήτα και 
γάµµα γενικευµένων κατανοµών, εκφράζεται τύπος υπολογισµού της 
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εντροπίας κατά Shannon. Έτσι η κατά Shannon εντροπία για µια τ.µ. Τ 
που ανήκει σε οποιαδήποτε κατανοµή της οικογένειας των Β-Γ δύναται 
να υπολογιστεί από τη σχέση: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )( )1

log log , 1

1

log ,

Sh

Y

H f E f T B a b a a a b

b b a b

E f F Y−

≡ − = − − Ψ −Ψ +      
− − Ψ −Ψ +  

 −  

 

όπου ( ),Y Beta a b∼

 

και Ψ συµβολίζει τη συνάρτηση ∆ίγαµµα µε 

( ) ( ) ( )
( )

log
xd

x x
dx x

′Γ
Ψ = Γ =   Γ

. 

6.2 Ειδικές περιπτώσεις κατανοµών 

Σε αυτήν την παράγραφο παρουσιάζονται διάφορες ειδικές κατανοµές 
που ανήκουν στην οικογένεια των Β-Γ κατανοµών και έχουν προταθεί τα 
τελευταία χρόνια στη βιβλιογραφία. Καταγράφονται συνολικά στον 
ακόλουθο Πίνακα 6.1, ενώ παρουσιάζονται για κάθε περίπτωση 
αναλυτικά οι συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας, επιβίωσης και 
κινδύνου. Αξίζει να σηµειωθεί ότι το δεύτερο συνθετικό της ονοµασίας 
κάθε γενικευµένης κατανοµής αντιστοιχεί στην χρησιµοποιούµενη κάθε 
φορά αρχική κατανοµή G. 

Πίνακας 6.1 Ειδικές βήτα γενικευµένες κατανοµές. 

Κατανοµή Ερευνητές (Έτος) Γεννήτορας ( )G t  

Βήτα - Κανονική 
Eugene et al. (2002) και 
Razzaghi (2009) 

( ) t
G t

µ
σ

 = Φ  
 

−

 

Βήτα - Λογιστική 
Brown et al. (2002) και 
Olapade (2004) ( ) 1

1 t
G t

e λ−=
+  

Βήτα - Gumbel 
Nadarajah and Kotz 
(2004) ( )

t

eG t e
µ
σ
−

−
−=

 

Βήτα - Fréchet 
Nadarajah and Gupta 
(2004) και Barreto- ( )

t

G t e

λ

σ

−
 − 
 =
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Souza et al. (2008) 

Βήτα - Weibull 

Famoye et al. (2005), 
Lee et al. (2007), 
Zografos (2008) και 
Cordeiro et al. (2008) 

( ) ( )1
ctG t e λ−= −
 

Βήτα - Εκθετική 
Nadarajah and Kotz 
(2006) 

( ) 1 tG t e λ−= −
 

Βήτα - Γάµµα Kong et al. (2007) ( )
( )
( )

tG t λ ρ

ρ

Γ
=

Γ
 

Βήτα - Pareto Akinsete et al. (2008) ( ) 1
k

t
G t

θ

−
 = − 
   

Βήτα - Γενικευµένη 
Λογιστική τύπου IV 

Lemos de Morais et al. 
(2009) ( )

( )

( )

1

1

,

,

te

B

p
G

p

q
t

q

B

−+=
 

Βήτα - Υπερβολική 
Τέµνουσα 

Fischer and Vaughan 
(2010) 

( ) 2
arctan

t

G t e
µ

σ

π

− 
=  

   

Βήτα - Γενικευµένη 
Ηµι-κανονική 

Pescim et al. (2010) ( ) 2 1
t

G t
α

θ
 
 
 

= Φ − 
  

 

Βήτα - Γενικευµένη 
Εκθετική 

Barreto-Souza et al. 
(2010) ( ) ( )1 teG t

αλ−= −
 

Βήτα - Burr τύπου 
XII  

Paranaiba et al. (2010) ( ) 1 1

kc
t

G t
s

−
  = − +  

     

Βήτα - Γενικευµένη 
Pareto 

Mahmoudi (2011) ( )

( )

( )

1

1 1 , 0

1 , 0

t

t

G t

e

ξ

µ

σ

ξ µ
ξ

σ

ξ
−

−

−
− − ≠

=

− =

     



 

Βήτα - Γενικευµένη 
Weibull 

Singla et al. (2012) ( ) ( )1 tG t e
β α

λ− = −    
Βήτα - Εκθετική 
Γεωµετρική 

Bidram (2012) ( ) 1

1

t

t

e
G t

pe

β

β

−

−

−
=

−  
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6.2.1 Βήτα Κανονική (ΒΝ) 
Η βήτα κανονική κατανοµή ορίσθηκε από τους Eugene et al. (2002), και 
η σηµαντικότητά της δεν περιορίζεται απλώς στη γενίκευση της 
κανονικής κατανοµής. Από την ΒΝ κατανοµή, οι Eugene et al. (2002) 
έθεσαν το πλαίσιο δηµιουργίας της οικογένειας των Β-Γ κατανοµών. Η 
κατανοµή και οι ιδιότητές της µελετήθηκαν αργότερα και από τον 
Razzaghi (2009). 

Έστω ( )tΦ  και ( )tϕ  η α.σ.κ. και η σ.π.π. αντίστοιχα, της κανονικής 

κατανοµής. Τότε από τη σχέση (6.2) προκύπτει η σ.π.π. της ΒΝ 
κατανοµής να δίνεται από τη σχέση: 

( )
( )

1 1
1

1 ,
,

a b
t t t

f
B a b

t
µ µ µ

ϕ
σ σ σ σ

− −
 −   −  −     = Φ −Φ                

 

όπου , , , 0t a b σ >  και µ∈ℝ . 

Επιπλέον οι συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου της ΒΝ κατανοµής 
δίνονται από τις σχέσεις: 

( )
( )

( )
1

,

,

tB b a

S
B a b

t
µ

σ
− −Φ 

 =
 

και 

( )
( )

1 1

1

1

.
,

b a

t

t t

t
h

B b a
t

µ
σ

µ µ
σ σ µ

ϕ
σ

− −

− −Φ 
 

 −   −    −Φ Φ       −       =  
   

Αποδεικνύεται ότι η συνάρτηση κινδύνου της ΒΝ κατανοµής µπορεί να 
λάβει µονοκόρυφη ή δικόρυφη µορφή, ανάλογα µε τις τιµές των 
παραµέτρων της. 
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6.2.2 Βήτα Λογιστική (ΒL) 
Η βήτα λογιστική κατανοµή (ή log-F κατανοµή) προτάθηκε από τους 
Brown et al. (2002) οι οποίοι µελέτησαν διάφορες µαθηµατικές ιδιότητες 
της κατανοµής, ενώ επιπρόσθετη έρευνα διεξήχθη από τον Olapade 
(2004), ο οποίος µελέτησε µια γενίκευση καθώς και τη σχέση της µε 
άλλες κατανοµές. 

Έστω ( ) 1

1 t
G t

e λ−=
+

, µε , 0t λ >  η α.σ.κ. της λογιστικής κατανοµής. 

Τότε από τη σχέση (6.2) προκύπτει η σ.π.π. της ΒL κατανοµής να δίνεται 
από τη σχέση: 

( )
( ) ( )

,
, 1

bt

a bt

e
f

B a b e
t

λ

λ

λ −

+−
=

+
 

όπου , , , 0t a b λ > . 

Επιπλέον οι συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου της ΒL κατανοµής 
δίνονται από τις σχέσεις: 

( )
( )

( )
1

,

,

t

t

e

e

B b a

S t
B a b

λ

λ

−

−+=
 

και 

( )
( ) ( )

1

.
, 1t

t

e

e

bt

a bt

e
h

B b a
t

eλ

λ

λ

λ

λ

−

−

+−

+

=
+  

Αποδεικνύεται ότι η συνάρτηση κινδύνου της ΒL κατανοµής µπορεί να 
λάβει γνησίως φθίνουσα µορφή. 

6.2.3 Βήτα Gumbel (BGU) 
Η βήτα Gumbel κατανοµή µελετήθηκε από τους Nadarajah and Kotz 
(2004) και αποτελεί γενίκευση της κατανοµής Gumbel που 
χρησιµοποιείται ευρέως στη µηχανολογία. Οι ερευνητές διατύπωσαν 
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εκφράσεις υπολογισµού των ροπών ν-οστής τάξης, διερεύνησαν 
ορισµένες ειδικές περιπτώσεις και µελέτησαν τη σ.π.π. της κατανοµής. 

Έστω ( )
t

eG t e
µ
σ
−

−
−= , µε ,t µ∈ℝ  και 0σ >  η α.σ.κ. της Gumbel 

κατανοµής. Τότε από τη σχέση (6.2) προκύπτει ότι η σ.π.π. της ΒGU 
κατανοµής δίνεται από τη σχέση: 

( )
( )

1

1 ,
,

t t
t

b

ae ee
t e ef

B a b

µ µ
σ σ

µ
σ

σ

− −
− −

−
− −

− − 
− 

 
=  

όπου ,t µ∈ℝ  και , , 0a b σ > . 

Επιπλέον οι συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου της ΒGU κατανοµής 
δίνονται από τις σχέσεις: 

( )
( )

( )
1

,

,

t

ee

B b a

S
B a

t
b

µ
σ
−

−
−−=

 

και 

( )
( )

1

1

1 .
,

t t

t

e

t
b

ae e

e

e
t e eh

B b a

µ µ
σ σ

µ
σ

µ
σ

σ

− −
− −

−
−

−

−
− −

− −

−

 
− 


=

  

Αποδεικνύεται ότι η συνάρτηση κινδύνου της ΒGU κατανοµής δύναται 
να λάβει διάφορες µορφές για συγκεκριµένες τιµές των παραµέτρων της. 

6.2.4 Βήτα Fréchet (BF) 
Η βήτα Fréchet κατανοµή εισήχθη από τους Nadarajah and Gupta 
(2004), οι οποίοι µελέτησαν ορισµένες ιδιότητες της σ.π.π. και της 
συνάρτησης κινδύνου και διατύπωσαν εκφράσεις υπολογισµού των 
ροπών ν-οστής τάξης. Στη συνέχεια, οι Barreto-Souza et al. (2008) 
µελέτησαν διαφορετικές εκφράσεις υπολογισµού των ροπών και 
ορισµένες επιπρόσθετες µαθηµατικές ιδιότητες της κατανοµής. 
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Έστω ( )
t

G t e

λ

σ

−
 − 
 = , µε , , 0t σ λ >  η α.σ.κ. της Fréchet κατανοµής. Τότε 

από τη σχέση (6.2) προκύπτει η σ.π.π. της ΒF κατανοµής να δίνεται από 
τη σχέση: 

( )
( )1

1

1

,
,

b
t t

a

f
B

e

b

e

t a
t

λ λ

λ σ σ

λ

λσ

− − −
   − −   
   

+

  
− 

  =  

όπου , , , , 0t a b σ λ > . 

Επιπλέον οι συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου της ΒF κατανοµής 
δίνονται από τις σχέσεις: 

( )
( )

( )
1

,

,

t

e

B b

B b
t

a

S
a

λ

σ

− − 
 −=

 

και 

( )
( )1

1

1

.
,

1

t

b
t t

a

e

t
th

B

e e

b a

λ λ

λ

σ

λ

λ σ σλσ

− −

−
 − 
 

−
   − −   
   

−

+

  
− 

  =
 

Αποδεικνύεται ότι η συνάρτηση κινδύνου της ΒF κατανοµής µπορεί να 
λάβει γνησίως φθίνουσα ή µονοκόρυφη µορφή, ανάλογα µε τις τιµές των 
παραµέτρων της. 

6.2.5 Βήτα Weibull (BW) 
Η βήτα Weibull κατανοµή προτάθηκε από τους Famoye et al. (2005). 
Επιπρόσθετη µελέτη της κατανοµής διεξήχθη από τους Lee et al. (2007), 
οι οποίοι ερεύνησαν ορισµένες ιδιότητες της συνάρτησης κινδύνου, τις 
εντροπίες και την προσαρµογή της κατανοµής σε ένα σύνολο 
λογοκριµένων δεδοµένων. Επιπλέον µαθηµατικές ιδιότητες της 
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κατανοµής, όπως εκφράσεις των ροπών της, διατυπώθηκαν από τους 
Cordeiro et al. (2008). 

Έστω ( ) ( )1
ctG t e λ−= − , µε , , 0t cλ >  η α.σ.κ. της Weibull κατανοµής. 

Τότε από τη σχέση (6.2) προκύπτει η σ.π.π. της ΒW κατανοµής να 
δίνεται από τη σχέση: 

( )
( )

( ) ( )( ) ( )
1

1
1 ,

,

c ca
c t b tc

f t e
a

t e
B b

λ λλ
λ

−
− − −= −  

όπου , , , , 0t a b cλ > . 

Επιπλέον οι συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου της ΒΕ κατανοµής 
δίνονται από τις σχέσεις: 

( ) ( ) ( )
( )

,

,

cte
B b a

S t
B a b

λ−

=
 

και 

( )
( ) ( )( )
( ) ( )

1
1 1

.
,

c c

ct

a
b t tc c

e

c t e e
h

B b a
t

λ

λ λλ

−

−
− −− −

=
 

Οι Lee et al. (2007) απέδειξαν ότι η συνάρτηση κινδύνου της ΒW 
κατανοµής είναι: 

• σταθερή και ίση µε bλ , όταν 1a c= = , 
• φθίνουσα όταν 1ac≤  και 1c ≤ , 
• αύξουσα όταν 1ac≥  και 1c ≥ , 
• κοίλη (bathtub) όταν 1ac<  και 1c >  και 
• µονοκόρυφη όταν 1ac>  και 1c < . 

6.2.6 Βήτα Εκθετική (ΒΕ) 
Η βήτα εκθετική κατανοµή προτάθηκε από τους Nadarajah and Kotz 
(2006). Στην εργασία τους δόθηκαν εκφράσεις υπολογισµού των ροπών 
ν-οστής τάξης, ιδιότητες της συνάρτησης κινδύνου, διάφορα 
αποτελέσµατα για την κατανοµή του αθροίσµατος ΒΕ τυχαίων 
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µεταβλητών, οι εκτιµητές µέγιστης πιθανοφάνειας της ΒΕ καθώς και 
ορισµένα ασυµπτωτικά αποτελέσµατα. 

Έστω ( ) 1 tG t e λ−= − , µε , 0t λ >  η α.σ.κ. της εκθετικής κατανοµής. Τότε 

από τη σχέση (6.2) προκύπτει ότι η σ.π.π. της ΒΕ κατανοµής δίνεται από 
τη σχέση: 

( )
( ) ( ) 1

1 ,
,

ab t tf e e
B a b

t λ λλ −− −= −  

όπου , , , 0t a b λ > . 

Παρατηρείται ότι για 1b = , προκύπτει η ειδική περίπτωση της υψωµένης 
σε δύναµη εκθετικής κατανοµής (exponentiated exponential distribution) 
που µελετήθηκε από τους Gupta and Kundu (2001), ενώ για 1a =  η ΒΕ 
κατανοµή ταυτίζεται µε την εκθετική µε παράµετρο bλ . 

Επιπλέον οι συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου της ΒΕ κατανοµής 
δίνονται από τις σχέσεις: 

( )
( )
( )

,

,

te
B b

S
a b

t
a

B

λ−

=
 

και 

( )
( )
( )

1
1

,
,t

ab t t

e

e e
h

B b a
t

λ

λ λλ

−

−− −−
=

 

όπου ( ),te
B b aλ−  είναι η µη πλήρης συνάρτηση βήτα που ορίζεται από τη 

σχέση (6.1). 

Αποδεικνύεται ότι η µορφή της συνάρτησης κινδύνου της ΒΝ κατανοµής 

εξαρτάται µόνον από την παράµετρο a . Έτσι, όταν 1a < , η ( )h t  είναι 

γνησίως φθίνουσα, ενώ όταν 1a >  η ( )h t  είναι γνησίως αύξουσα. Σε 

περίπτωση όπου 1a = , τότε η συνάρτηση κινδύνου είναι σταθερή. 
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6.2.7 Βήτα Γάµµα (BG) 
Η βήτα γάµµα κατανοµή προτάθηκε από τους Kong et al. (2007), οι 
οποίοι µελέτησαν διάφορες ιδιότητες του ορίου της σ.π.π. και της 
συνάρτησης κινδύνου, διατύπωσαν εκφράσεις υπολογισµού των ροπών 
όταν η παράµετρος µορφής a  είναι ακέραιος αριθµός και εφάρµοσαν και 
µια προσαρµογή της κατανοµής. 

Έστω ( )
( )
( )

tG t λ ρ

ρ

Γ
=

Γ
, µε , , 0t ρ λ >  η α.σ.κ. της γάµµα κατανοµής, 

όπου ( ) 1

0

t
x

t x e dxρρ − −Γ = ∫  είναι η µη πλήρης συνάρτηση γάµµα. Τότε 

από τη σχέση (6.2) προκύπτει ότι η σ.π.π. της ΒG κατανοµής δίνεται από 
τη σχέση: 

( )
( ) ( ){ }

( ){ } ( )
( )

1
1

1

,
,

1

b
a

a

t
t

t

t

B b
t

e
f

a

λ
λρ

ρ λ ρ
ρ

ρρ λ

− −
−

−  Γ 
Γ − 

Γ  
=

Γ
 

όπου , , , , 0t a b ρ λ > . 

Επιπλέον οι συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου της ΒG κατανοµής 
δίνονται από τις σχέσεις: 

( )
( )

( )

( )

( )

1
,

,

t
B b a

S
B a

t
b

λ ρ

ρ

Γ

Γ
−

=
 

και 

( )
( )
( )

( ) ( ){ }
( ){ } ( )
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1
1

1

1
.

,
1

t

b
a

a

t
t

t

t e
h t

B b a
λ

λ
λρ

ρ

ρ

ρ λ ρ
ρ

ρρ λ

− −
−

−

Γ

Γ
−

 Γ 
Γ − 

Γ Γ  
=

 

Αποδεικνύεται ότι η συνάρτηση κινδύνου της ΒG κατανοµής δύναται να 
λάβει διάφορες µορφές (γνησίως αύξουσα, γνησίως φθίνουσα, κοίλη, 
µονοκόρυφη) για συγκεκριµένες τιµές των παραµέτρων της. 
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6.2.8 Βήτα Pareto (BP) 
Η βήτα Pareto κατανοµή εισήχθη από τους Akinsete et al. (2008), οι 
οποίοι µελέτησαν διάφορες µαθηµατικές ιδιότητες της κατανοµής, τη 
σχέση της µε άλλες κατανοµές, διατύπωσαν εκφράσεις υπολογισµού της 
εντροπίας και των ροπών ν-οστής τάξης, υπολόγισαν τις τυπικές 
αποκλίσεις για τη µέση τιµή και τη διάµεσο και µε χρήση των εκτιµητών 
µέγιστης πιθανοφάνειας µελέτησαν την προσαρµογή της κατανοµής σε 
σύνολα δεδοµένων. 

Έστω ( ) 1
k

t
G t

θ

−
 = − 
 

, µε t θ≥  και , 0kθ >  η α.σ.κ. της Pareto 

κατανοµής. Τότε από τη σχέση (6.2) προκύπτει ότι η σ.π.π. της BP 
κατανοµής δίνεται από τη σχέση: 

( )
( )

1 1

,
1 ,

a kk b
k

f
B a b

t t
t

θ θ θ

− − − −  
=  

 

   −    
   

 

όπου t θ≥  και , , , 0a b kθ > . 

Επιπλέον οι συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου της ΒP κατανοµής 
δίνονται από τις σχέσεις: 

( )
( )

( )

,

,

k
t

B b a

S
B a

t
b

θ

−
 
 
 =

 

και 

( )
( )

1 1

.
,

1
k

k

t

a kb
t tk

h
B b a

t

θ

θθ θ−

−

 


− −


 

−
   −    
   

  
=  

    

Αποδεικνύεται ότι η µορφή της συνάρτησης κινδύνου της ΒP κατανοµής 
εξαρτάται µόνον από την παράµετρο a . Έτσι, όταν 0 1a< ≤ , η ( )h t  

είναι γνησίως φθίνουσα, ενώ όταν 1a >  η ( )h t  είναι µονοκόρυφη. 
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6.2.9 Βήτα Γενικευµένη Λογιστική τύπου IV (BGL) 
Η βήτα γενικευµένη λογιστική τύπου IV κατανοµή εισήχθη από τους 
Lemos de Morais et al. (2009), οι οποίοι µελέτησαν διάφορες ιδιότητες 
της κατανοµής, τη σχέση της µε άλλες κατανοµές και διατύπωσαν 
εκφράσεις υπολογισµού των ροπών ν-οστής τάξης. 

Έστω ( )
( )

( )

1

1

,

,

te

B

p
G

p

q
t

q

B

−+= , µε , , 0t p q>  η α.σ.κ. της γενικευµένης 

λογιστικής τύπου IV κατανοµής. Τότε από τη σχέση (6.2) προκύπτει ότι 
η σ.π.π. της BGL κατανοµής δίνεται από τη σχέση: 
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( ){ }
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e
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+
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−
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 +     
 

όπου , , , , 0t a b p q> . 

Επιπλέον οι συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου της ΒGL κατανοµής 
δίνονται από τις σχέσεις: 
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Αποδεικνύεται ότι η συνάρτηση κινδύνου της ΒGL κατανοµής µπορεί να 
λάβει γνησίως φθίνουσα ή µονοκόρυφη µορφή, ανάλογα µε τις τιµές των 
παραµέτρων της. 
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6.2.10 Βήτα Υπερβολική Τέµνουσα (BHS) 
Η βήτα υπερβολική τέµνουσα (beta hyperbolic secant) κατανοµή 
προτάθηκε από τους Fischer and Vaughan (2010), οι οποίοι µελέτησαν 
διάφορες ιδιότητες της κατανοµής, όπως οι ροπές αυτής και ειδικές και 
οριακές περιπτώσεις της, ενώ συνέκριναν την προσαρµογή της σε 
πραγµατικά δεδοµένα έναντι άλλων κατανοµών. 

Έστω ( ) 2
arctan

t

G t e
µ

σ

π

− 
=  

 
, µε , 0t σ >  και µ∈ℝ  η α.σ.κ. της 

υπερβολικής τέµνουσας κατανοµής. Τότε από τη σχέση (6.2) προκύπτει 
η σ.π.π. της ΒHS κατανοµής να δίνεται από τη σχέση: 

( )
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1 1
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, c

2

os

2
arctan 1 arctan
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−      
        =
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όπου , , , 0t a b σ >  και µ∈ℝ . 

Επιπλέον οι συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου της ΒHS κατανοµής 
δίνονται από τις σχέσεις: 
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Αποδεικνύεται ότι η συνάρτηση κινδύνου της ΒHS κατανοµής είναι 
µονοκόρυφη για κάθε , 0a b> . 
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6.2.11 Βήτα Γενικευµένη Ηµι-κανονική (BGHN) 
Η βήτα γενικευµένη ηµι-κανονική κατανοµή εισήχθη από τους Pescim et 
al. (2010), οι οποίοι µελέτησαν διάφορες µαθηµατικές ιδιότητες της 
κατανοµής, τη σχέση της µε άλλες κατανοµές, διατύπωσαν εκφράσεις 
υπολογισµού των ροπών ν-οστής τάξης και µε χρήση των εκτιµητών 
µέγιστης πιθανοφάνειας συνέκριναν την προσαρµογή της κατανοµής σε 
πραγµατικά δεδοµένα έναντι άλλων κατανοµών. 

Έστω ( ) 2 1
t

G t
α

θ
 
 
 

= Φ − 
  

, µε , , 0t α θ >  η α.σ.κ. της γενικευµένης 

ηµι-κανονικής κατανοµή, όπου ( )
2

2

0

1 2
1

2

t
xt e dx

π
−

  
Φ = + 

  
∫ . Τότε από 

τη σχέση (6.2) προκύπτει ότι η σ.π.π. της BGΗΝ κατανοµής δίνεται από 
τη σχέση: 
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όπου , , , , 0t a bα θ > . 

Επιπλέον οι συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου της ΒGΗΝ κατανοµής 
δίνονται από τις σχέσεις: 
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Αποδεικνύεται ότι η συνάρτηση κινδύνου της ΒGΗΝ κατανοµής µπορεί 
να λάβει γνησίως φθίνουσα ή αύξουσα µορφή, ανάλογα µε τις τιµές των 
παραµέτρων της. 

6.2.12 Βήτα Γενικευµένη Εκθετική (BGE) 
Η βήτα γενικευµένη εκθετική κατανοµή εισήχθη από τους Barreto-Souza 
et al. (2010), οι οποίοι µελέτησαν διάφορες µαθηµατικές ιδιότητες της 
κατανοµής, τη σχέση της µε άλλες κατανοµές, διατύπωσαν εκφράσεις 
υπολογισµού των ροπών ν-οστής τάξης και µε χρήση των εκτιµητών 
µέγιστης πιθανοφάνειας συνέκριναν την προσαρµογή της κατανοµής σε 
πραγµατικά δεδοµένα έναντι άλλων κατανοµών, που προκύπτουν ως 
ειδικές περιπτώσεις αυτής. 

Έστω ( ) ( )1 teG t
αλ−= − , µε , , 0t α λ >  η α.σ.κ. της γενικευµένης 

εκθετικής κατανοµής. Τότε από τη σχέση (6.2) προκύπτει ότι η σ.π.π. της 
BGE κατανοµής δίνεται από τη σχέση: 
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1 1 1t t

ba tf
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t e e
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όπου , , , , 0t a b α λ > . 

Επιπλέον οι συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου της ΒGE κατανοµής 
δίνονται από τις σχέσεις: 
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Αποδεικνύεται ότι η µορφή της συνάρτησης κινδύνου της ΒGE 
κατανοµής εξαρτάται µόνον από την παράµετρο α . Έτσι, όταν 1α < , η 
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( )h t  είναι φθίνουσα, ενώ όταν 1α >  η ( )h t  είναι αύξουσα. Σε 

περίπτωση όπου 1α = , τότε η συνάρτηση κινδύνου είναι σταθερή. 

6.2.13 Βήτα Burr τύπου XII (BB) 
Η βήτα Burr τύπου XII κατανοµή εισήχθη από τους Paranaiba et al. 
(2010), οι οποίοι µελέτησαν διάφορες µαθηµατικές ιδιότητες της 
κατανοµής, τη σχέση της µε άλλες κατανοµές, διατύπωσαν εκφράσεις 
υπολογισµού των ροπών ν-οστής τάξης και µε χρήση των εκτιµητών 
µέγιστης πιθανοφάνειας συνέκριναν την προσαρµογή της κατανοµής σε 
πραγµατικά δεδοµένα έναντι άλλων κατανοµών. 

Έστω ( ) 1 1

kc
t

G t
s

−
  = − +  

   
, µε , , , 0t k c s>  η α.σ.κ. της Burr τύπου XII 

κατανοµής. Τότε από τη σχέση (6.2) προκύπτει ότι η σ.π.π. της BB 
κατανοµής δίνεται από τη σχέση: 
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όπου , , , , , 0t a b k c s> . 

Επιπλέον οι συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου της ΒB κατανοµής 
δίνονται από τις σχέσεις: 
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Αποδεικνύεται ότι η συνάρτηση κινδύνου της ΒB κατανοµής µπορεί να 
λάβει γνησίως φθίνουσα, γνησίως αύξουσα ή µονοκόρυφη µορφή 
ανάλογα µε τις τιµές των παραµέτρων της. 

6.2.14 Βήτα Γενικευµένη Pareto (BGP) 
Η βήτα γενικευµένη Pareto κατανοµή εισήχθη από τον Mahmoudi 
(2011), ο οποίος µελέτησε διάφορες µαθηµατικές ιδιότητες της 
κατανοµής, τη σχέση της µε άλλες κατανοµές, διατύπωσε εκφράσεις 
υπολογισµού των ροπών ν-οστής τάξης και µε χρήση των εκτιµητών 
µέγιστης πιθανοφάνειας συνέκρινε την προσαρµογή της κατανοµής σε 
πραγµατικά δεδοµένα έναντι άλλων κατανοµών. Η συγκεκριµένη 
κατανοµή αποτελεί γενίκευση της βήτα Pareto κατανοµής που 
µελετήθηκε από τους Akinsete et al. (2008). 
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Pareto κατανοµής. Τότε από τη σχέση (6.2) προκύπτει ότι η σ.π.π. της 
BGP κατανοµής δίνεται από τη σχέση: 
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Επιπλέον οι συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου της ΒGP κατανοµής 
δίνονται από τις σχέσεις: 
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Αποδεικνύεται ότι η συνάρτηση κινδύνου της ΒGP κατανοµής µπορεί να 
λάβει γνησίως φθίνουσα, γνησίως αύξουσα, µονοκόρυφη ή κοίλη µορφή, 
ανάλογα µε τις τιµές των παραµέτρων της. 

6.2.15 Βήτα Γενικευµένη Weibull (BGW) 
Η βήτα γενικευµένη Weibull κατανοµή εισήχθη από τους Singla et al. 
(2012), οι οποίοι µελέτησαν διάφορες µαθηµατικές ιδιότητες της 
κατανοµής, τη σχέση της µε άλλες κατανοµές, διατύπωσαν εκφράσεις 
υπολογισµού των ροπών ν-οστής τάξης και µε χρήση των εκτιµητών 
µέγιστης πιθανοφάνειας συνέκριναν την προσαρµογή της κατανοµής σε 
πραγµατικά δεδοµένα έναντι άλλων κατανοµών. 
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Weibull κατανοµής. Τότε από τη σχέση (6.2) προκύπτει ότι η σ.π.π. της 
BGW κατανοµής δίνεται από τη σχέση: 
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Επιπλέον οι συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου της ΒGW κατανοµής 
δίνονται από τις σχέσεις: 
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Αποδεικνύεται ότι η συνάρτηση κινδύνου της ΒGW κατανοµής µπορεί 
να λάβει γνησίως φθίνουσα, γνησίως αύξουσα, µονοκόρυφη ή κοίλη 
µορφή, ανάλογα µε τις τιµές των παραµέτρων της. 

6.2.16 Βήτα Εκθετική Γεωµετρική (BEG) 
Η βήτα εκθετική γεωµετρική κατανοµή εισήχθη από τον Bidram (2012), 
ο οποίος µελέτησε διάφορες µαθηµατικές ιδιότητες της κατανοµής, τη 
σχέση της µε άλλες κατανοµές, διατύπωσε εκφράσεις υπολογισµού των 
ροπών ν-οστής τάξης και µε χρήση των εκτιµητών µέγιστης 
πιθανοφάνειας συνέκρινε την προσαρµογή της κατανοµής σε πραγµατικά 
δεδοµένα έναντι άλλων κατανοµών. 



 

 
 

125 Βήτα Γενικευμένες Κατανομές 
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γεωµετρικής κατανοµής. Τότε από τη σχέση (6.2) προκύπτει ότι η σ.π.π. 
της BΕG κατανοµής δίνεται από τη σχέση: 
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Επιπλέον οι συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου της ΒΕG κατανοµής 
δίνονται από τις σχέσεις: 
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Επιπλέον, ο Bidram απέδειξε ότι η συνάρτηση κινδύνου της ΒEG 
κατανοµής είναι: 

• φθίνουσα, όταν 1a ≤ , 

• αύξουσα, όταν 1a >  και 
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6.3 Προτάσεις για µελλοντική έρευνα 

Η οικογένεια των γενικευµένων κατανοµών που παρουσιάσθηκε σε αυτό 
το κεφάλαιο, αποτελεί τα τελευταία χρόνια το επίκεντρο της µελέτης των 
ερευνητών στο χώρο της ανάλυσης επιβίωσης. Αυτό δικαιολογείται από 
το γεγονός ότι οι συγκεκριµένες κατανοµές µε τις ποικίλες ιδιότητες, 
διευρύνουν το πεδίο εφαρµογής των αρχικών υπαρχουσών κατανοµών 
και βελτιστοποιούν το ρόλο τους στην περιγραφή σύνθετων 
πραγµατικών καταστάσεων. Οι δυνατότητες επέκτασης των 
συγκεκριµένων κατανοµών είναι ακόµη πολλές και για το λόγο αυτό 
προτείνεται η στροφή του ενδιαφέροντος µελλοντικών ερευνητών προς 
αυτήν την κατεύθυνση. Αρκετές γενικευµένες βήτα και γάµµα κατανοµές 
παραµένουν δίχως πλήρη µελέτη, ενώ το ερευνητικό πεδίο διαστέλλεται 
σε σηµαντικό βαθµό αν αναλογιστεί κανείς τη χρήση διδιάστατων 
γενικευµένων κατανοµών και την πληθώρα των πρόσθετων εφαρµογών 
που θα µπορούσαν αυτές να έχουν. Εξάλλου, ένα από τα βασικά 
προτερήµατα της ανάλυσης επιβίωσης, αποτελεί το γεγονός ότι 
πραγµατεύεται µε έννοιες άµεσα εφαρµόσιµες σε πραγµατικές 
καταστάσεις, η τάση των οποίων κρατά τους ερευνητές συνεχώς σε 
εγρήγορση, παροτρύνοντάς τους να µελετούν µεθοδολογίες περιγραφής, 
ερµηνείας και αντιµετώπισής τους. 



 

 
 

Περίληψη 

Κατανοµές Πιθανότητας στην Ανάλυση 
Επιβίωσης 

Η ανάλυση επιβίωσης αποτελεί ταυτόσηµη έννοια της ανάλυσης του 
χρονικού διαστήµατος που προηγείται της καταγραφής ενός συµβάντος. 
Ως όρος χρησιµοποιείται κατά κύριο λόγο σε βιοϊατρικές επιστήµες, 
όπου το ενδιαφέρον επικεντρώνεται στην παρατήρηση του χρόνου ζωής 
είτε των ασθενών είτε των πειραµατόζωων. Η ανάλυση του χρονικού 
διαστήµατος που µεσολαβεί µέχρι την καταγραφή ενός συµβάντος έχει 
επίσης χρησιµοποιηθεί ευρέως στις κοινωνικές επιστήµες, όπου το 
ενδιαφέρον εστιάζεται σε γεγονότα όπως η αλλαγή θέσεως εργασίας, ο 
γάµος, η γέννηση παιδιών και ούτω καθεξής. Επιπρόσθετα, οι επιστήµες 
της µηχανικής έχουν συµβάλλει στην ανάπτυξη της ανάλυσης επιβίωσης. 
Στον επιστηµονικό αυτό κλάδο συνηθίζεται να χρησιµοποιείται ο όρος 
«ανάλυση αξιοπιστίας», µιας και η κύρια εφαρµογή του είναι η 
µοντελοποίηση του χρόνου που απαιτείται για την αποτυχία 
µηχανηµάτων ή ηλεκτρονικών εξαρτηµάτων. Η µελέτη όλων αυτών των 
επιστηµονικών εξειδικεύσεων έχει ως επί το πλείστον ενοποιηθεί στο 
πεδίο της ανάλυσης επιβίωσης. 

Γίνεται εύκολα αντιληπτό ότι η περιγραφή και η µοντελοποίηση του 
χρόνου ζωής, αποτελεί το κύριο ζητούµενο σε πολλές εκφάνσεις της 
ανθρώπινης ζωής και δραστηριότητας. Ως εκ τούτου, οι µεθοδολογίες 
που αναπτύσσονται στην ανάλυση επιβίωσης αποτελούν πολύτιµο 
εργαλείο για ερευνητές διαφόρων επιστηµονικών κλάδων, όπως της 
µηχανικής, της οικονοµίας, της ιατρικής και των υπόλοιπων βιολογικών 
επιστηµών. 

Η παρούσα διδακτορική διατριβή πραγµατεύεται θέµατα που αφορούν 
σε συνεχείς κατανοµές πιθανότητας που έχουν άµεση εφαρµογή στην 
ανάλυση επιβίωσης. Στο πρώτο κεφάλαιο, παρουσιάζεται µια σύντοµη 
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ιστορική αναδροµή του ερευνητικού πεδίου της ανάλυσης επιβίωσης, 
καταγράφεται η ορολογία και οι βασικές έννοιες συνεχών κατανοµών 
χρόνων ζωής και περιγράφονται οι διάφορες χαρακτηριστικές 
συναρτήσεις και ιδιότητες που αυτές έχουν. Ειδική βαρύτητα δίνεται στη 
συνάρτηση κινδύνου και τη σηµασία της στην περιγραφή της ικανότητας 
επιβίωσης ενός πληθυσµού. Επιπρόσθετα, παρουσιάζονται τρόποι 
παραγωγής κατανοµών χρόνων ζωής, η αναλυτική µεθοδολογία µελέτης 
τους, καθώς και οι πιο χαρακτηριστικές κατανοµές µε σταθερές, 
µονοκόρυφες ή κοίλες συναρτήσεις κινδύνου. 

Στο δεύτερο κεφάλαιο, παρουσιάζεται µια κατανοµή ανάλυσης 
επιβίωσης τριών παραµέτρων µε αύξουσα, φθίνουσα ή κοίλη συνάρτηση 
κινδύνου. Μελετώνται διάφορες ιδιότητές της, όπως οι τρόποι 
παραγωγής της, οι σχέσεις της µε άλλες κατανοµές, η µονοτονία της 
συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π.) της, οι ροπές της και οι 
αντίστοιχες συναρτήσεις επιβίωσης, κινδύνου και µέσου υπολειπόµενου 
χρόνου ζωής. Το πρόβληµα της εκτίµησης των παραµέτρων, 
αντιµετωπίζεται µε τη µέθοδο της µέγιστης πιθανοφάνειας και τους 
πίνακες παρατηρούµενης και αναµενόµενης πληροφορίας, ενώ για τον 
υπολογισµό των εκτιµητών γίνεται χρήση της γλώσσας 
προγραµµατισµού στατιστικών εφαρµογών R. Το κεφάλαιο 
ολοκληρώνεται µε συγκριτικά σε σχέση µε άλλες κατανοµές, 
αποτελέσµατα από την προσαρµογή της σε πραγµατικά σύνολα 
δεδοµένων. Η κατανοµή και τα παραγόµενα από τη µελέτη της 
αποτελέσµατα, παρουσιάζονται συνοπτικά στην εργασία των Pappas, 
Adamidis and Loukas (2011). 

Στο τρίτο κεφάλαιο, µελετάται ένα µοντέλο ανάλυσης επιβίωσης τριών 
παραµέτρων µε µονότονες, µονοκόρυφες και τροποποιηµένες κοίλες 
συναρτήσεις κινδύνου. Ερευνώνται διάφορες µαθηµατικές και 
στατιστικές ιδιότητές του και παρουσιάζεται η φυσική διεργασία 
παραγωγής του, µέσα από τη θεωρία ανταγωνιστικών κινδύνων. Το 
πρόβληµα της εκτίµησης των παραµέτρων, αντιµετωπίζεται µε τη 
µέθοδο της µέγιστης πιθανοφάνειας. Τέλος, παρουσιάζονται εφαρµογές 
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του µοντέλου σε δεδοµένα που απορρέουν από πραγµατικές καταστάσεις 
και η προσαρµογή του σε αυτά συγκρίνεται µε άλλη εναλλακτική 
κατανοµή. Τα αποτελέσµατα αυτού του κεφαλαίου παρουσιάζονται 
συνοπτικά στην εργασία των Pappas, Adamidis and Loukas (2010). 

Στο τέταρτο κεφάλαιο, εισάγεται µια οικογένεια κατανοµών µέσω της 
οποίας δύναται να γενικευτεί µια κατανοµή ανάλυσης επιβίωσης, µε την 
προσθήκη µιας επιπλέον παραµέτρου, σε αναλογία µε τη µελέτη των 
Marshall and Olkin (1997). Στη συνέχεια, η οικογένεια κατανοµών 
χρησιµοποιείται για την ανάπτυξη µιας τετρα-παραµετρικής 
τροποποιηµένης επέκτασης της κατανοµής Weibull, µε αύξουσα, 
φθίνουσα ή κοίλη συνάρτηση κινδύνου. Μελετώνται διάφορες ιδιότητές 
της, όπως οι σχέσεις της µε άλλες κατανοµές, η µονοτονία της σ.π.π. της, 
οι ροπές της και οι αντίστοιχες συναρτήσεις επιβίωσης, κινδύνου και 
µέσου υπολειπόµενου χρόνου ζωής. Το πρόβληµα της εκτίµησης των 
παραµέτρων, αντιµετωπίζεται µε τη µέθοδο της µέγιστης πιθανοφάνειας 
και τους πίνακες παρατηρούµενης και αναµενόµενης πληροφορίας, ενώ 
για τον υπολογισµό των εκτιµητών γίνεται χρήση της γλώσσας 
προγραµµατισµού στατιστικών εφαρµογών R. Το κεφάλαιο 
ολοκληρώνεται µε συγκριτικά σε σχέση µε άλλες κατανοµές 
αποτελέσµατα από την προσαρµογή της σε πραγµατικά σύνολα 
δεδοµένων. Η οικογένεια κατανοµών καθώς και η αναλυτικά 
µελετώµενη κατανοµή και τα παραγόµενα αυτής αποτελέσµατα, 
παρουσιάζονται συνοπτικά στην εργασία των Pappas, Adamidis and 
Loukas (2012). 

Στο πέµπτο κεφάλαιο, παρουσιάζεται µια κατανοµή ανάλυσης 
επιβίωσης τριών παραµέτρων µε αύξουσα, φθίνουσα ή µονοκόρυφη 
συνάρτηση κινδύνου. Μελετώνται διάφορες ιδιότητές της, όπως οι 
τρόποι παραγωγής της, οι σχέσεις της µε άλλες κατανοµές, η µονοτονία 
της σ.π.π. της, οι ροπές της, η εντροπία και οι αντίστοιχες συναρτήσεις 
επιβίωσης, κινδύνου και µέσου υπολειπόµενου χρόνου ζωής. Το 
πρόβληµα της εκτίµησης των παραµέτρων, αντιµετωπίζεται µε τη 
µέθοδο της µέγιστης πιθανοφάνειας και τους πίνακες παρατηρούµενης 
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και αναµενόµενης πληροφορίας, ενώ για τον υπολογισµό των εκτιµητών 
γίνεται χρήση της γλώσσας προγραµµατισµού στατιστικών εφαρµογών 
R. Το κεφάλαιο ολοκληρώνεται µε εφαρµογές της κατανοµής σε 
πραγµατικά σύνολα δεδοµένων. Η κατανοµή και τα παραγόµενα από τη 
µελέτη της αποτελέσµατα, παρουσιάζονται συνοπτικά στην εργασία των 
Pappas, Adamidis and Loukas (2013). 

Στο έκτο κεφάλαιο, παρουσιάζονται οι βήτα γενικευµένες κατανοµές 
πιθανότητας. Αναφέρεται ο τρόπος παραγωγής τους και περιγράφονται 
οι βασικές µαθηµατικές ιδιότητές τους. Επιπρόσθετα, γίνεται αναφορά 
σε διάφορες κατανοµές που ανήκουν στην οικογένεια και έχουν προταθεί 
µέχρι σήµερα στη βιβλιογραφία, ενώ δίνονται και προτάσεις για 
µελλοντική έρευνα στο συγκεκριµένο πεδίο. 

Τέλος, παρατίθεται περίληψη της διδακτορικής διατριβής στην ελληνική 
και αγγλική γλώσσα, και η σχετική βιβλιογραφία που χρησιµοποιήθηκε 
κατά τη διάρκεια εκπόνησης της έρευνας. 



 

 
 

Abstract 

Probability Distributions in Survival Analysis 

Survival analysis is identical to meaning analysis of the period preceding 
the recording of an event. As a term, it is primarily used in biomedical 
sciences, where the focus is on the observation of life of patients or 
laboratory animals. The analysis of the time leading up to an event record 
has also been widely used in the social sciences, where the focus is on 
events such as job change, marriage, birth of children and so on. 
Additionally, the engineering sciences have contributed to the 
development of survival analysis. In this scientific field is customary to 
use the term "reliability analysis", since the main application is the 
modeling of the time required for the failure of machinery or electronics. 
The study of all these scientific specialization is mostly consolidated in 
the area of survival analysis. 

It is easily understood that the description and modeling of life is the 
main issue in many aspects of human life and activity. Therefore, the 
methodologies developed in survival analysis are a valuable tool for 
researchers in various disciplines such as engineering, economics, 
medicine and other life sciences. 

This thesis addresses issues related to continuous probability 
distributions that have direct application in survival analysis. In this 
context, the first chapter provides a brief historical overview of the 
research field of survival analysis, record the terminology and basic 
concepts of continuous distributions of lifetimes and describes the 
various characteristic functions and properties that they have. Special 
attention is given to the hazard function and its importance in the 
description of the survivability of a population. Additionally, ways to 
produce lifetime distributions, the analytical methodology for their study, 
and the most characteristic distributions with fixed, unimodal or concave 
hazard functions, are presented in the same chapter. 
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In the second chapter, a three-parameter lifetime distribution with 
ascending, descending or concave hazard function is introduced. Various 
statistical properties and reliability aspects, such as ways of production, 
relations with other distributions, the monotony of the probability density 
function (pdf), its moments and the corresponding survival, hazard and 
mean residual life functions are studied. The parameter estimation 
problem is treated by the maximum likelihood method and observed and 
expected information tables. The free programming language for 
statistical applications R is used for calculating the estimators. Finally, 
the model is fitted to real datasets and compared with alternative models. 
The distribution and obtained from the study results, are included in 
Pappas, Adamidis and Loukas (2011). 

In the third chapter, we introduce and study a three-parameter survival 
analysis model, with monotonous, unimodal and modified-concave 
hazard functions. Various mathematical and statistical properties are 
investigated and the physical production process, through the theory of 
competing risks, is presented. The parameter estimation problem is 
treated with the maximum likelihood method. Applications of the model 
to real data are derived and comparisons with an alternative distribution 
are given. The results of this chapter are included in Pappas, Adamidis 
and Loukas (2010). 

In the fourth chapter a family of lifetime distributions, which may 
generalize a survival distribution with the addition of an extra parameter, 
in parallel with the study of Mashall and Olkin (1997), is introduced. 
Subsequently, the family of distributions is used to develop a modified 
four-parameter expansion of Weibull distribution, with ascending, 
descending or concave hazard function. Various properties, such as 
relationships with other distributions, the monotony of the pdf, its 
moments and the corresponding survival, hazard and mean residual life 
functions are studied. The parameter estimation problem is treated by the 
maximum likelihood method, the observed and expected information 
tables are derived, while the programming language for statistical 
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applications R is used for calculating the estimators. The chapter 
concludes with results obtained from fitting the proposed model, as well 
as other previously studied models, to real data. This family of 
distributions and the particular model studied analytically are presented 
in Pappas, Adamidis and Loukas (2012). 

In the fifth chapter, a three-parameter lifetime distribution with 
ascending, descending or unimodal hazard function is introduced. 
Various properties, such as ways of production, relations with other 
distributions, the monotony of the pdf, its moments, its entropy and the 
corresponding survival, hazard and mean residual life functions are 
studied. The parameter estimation problem is treated by the maximum 
likelihood method, the observed and expected information tables are 
given, while the programming language for statistical applications R is 
used for calculating the estimators. The chapter concludes with 
applications of fitting the model to real datasets. The distribution and the 
results obtained are included in Pappas, Adamidis and Loukas (2012). 

The sixth chapter presents a review on beta generalized probability 
distributions. Their production method is introduced and their basic 
mathematical properties are described. Additionally, various lifetime 
distributions that belong to the beta generalized family that have been 
proposed so far in the literature are presented, together with suggestions 
for future research in this field. 

By completing, a summary of the thesis in Greek and English language 
and the literature that was used throughout the research development are 
given. 
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