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Πρόλογος

Τα τορικά ιδεώδη είναι τα ιδεώδη που ορίζουν τις τορικές ποικιλότητες, µια µεγάλη

κατηγορία των αλγεβρικών ποικιλοτήτων. Οι τορικές ποικιλότητες διαδραµατίζουν

κεντρικό ϱόλο στην ανάπτυξη των µαθηµατικών τα τελευταία χρόνια. Η µελέτη

τους αρχίζει από τον Hochster στο άρθρο του [20]. Στη συνέχεια στην εξάπλωση

αυτών, σηµαντικό ϱόλο έπαιξε µια σειρά διαλέξεων του Fulton, ϐλέπε [13] και για

περισσότερες πληροφορίες στο ϐιβλίο αυτού, ϐλέπε [14]. Οι τορικές ποικιλότητες

εισέρχονται µε ϕυσικό τρόπο σε πολλές περιοχές των µαθηµατικών όπως Τορική

Γεωµετρία, Αλγεβρική Γεωµετρία, Αλγεβρική Στατιστική, Ακέραιος προγραµµατι-

σµός, Θεωρία Γραφηµάτων, Υπολογιστική ΄Αλγεβρα, Υπεργεωµετρικές ∆ιαφορικές

Εξισώσεις, ∆υναµικά Συστήµατα και πολλές άλλες.

Ιδιαίτερη σηµασία για τη κατανόηση ενός τορικού ιδεώδους, έχει η µελέτη ορι-

σµένων υποσυνόλων αυτού, όπως τα ελαχιστοτικά σύνολα γεννητόρων του ιδεώδους,

το σύνολο των αναντικατάστατων γεννητόρων αυτών, το σύνολο των πρωταρχικών

στοιχείων αυτού, η λεγόµενη ϐάση Graver GrA, το σύνολο των κυκλωµάτων του

CA και το σύνολο της καθολικής ϐάσης Gröbner, UA. Τα σύνολα αυτά γνωρίζουµε

ότι σχετίζονται µεταξύ τους. Ο Bernd Sturmfels στο [39] έχει αποδείξει µια σχέση

εγκλεισµού που συνδέει τα CA,UA, GrA:

CA ⊆ UA ⊆ GrA.

Γνωστό είναι επιπλέον ότι το σύνολο των αναντικατάστατων γεννητόρων του ιδεώ-

δους είναι υποσύνολο του ελαχιστοτικού συνόλου γεννητόρων οι οποίοι µε τη σειρά

τους περιέχονται στη ϐάση Graver αυτού. Γενικά είναι πολύ λίγες οι κατηγορίες

τορικών ιδεωδών για τις οποίες γνωρίζουµε αυτά τα σύνολα.

Το ενδιαφέρον της παρούσας διατριβής στρέφεται γύρω από τα τορικά ιδεώδη

γραφηµάτων. Σε κάθε γράφηµα G αντιστοιχίζεται ένα συγκεκριµένο τορικό ιδεώδες

IG, αλγεβρικές ιδιοτήτες του οποίου σχετίζονται µε ιδιότητες του γραφήµατος. Τα

κυριότερα αποτελέσµατα της διατριβής είναι :

(i) Πλήρης καθορισµός της ϐάσης Graver ενός τορικού ιδεώδους γραφήµατος

G, Θεώρηµα 2.2.5. Στη µελέτη αυτού του προβλήµατος, το αποτέλεσµα που

υπήρχε ήταν των Hibi, Ohsugi στο άρθρο τους [29], οι οποίοι είχαν δώσει

µια ικανή συνθήκη χαρακτηρισµού των στοιχείων της ϐάσης αυτής. Η ϐάση

Graver ϐοηθάει στη καλύτερη κατανόηση του ιδεώδους, καθώς πολλά σύνολα

που µας δίνουν πληροφορίες για αυτό, περιέχονται µέσα στη ϐάση αυτή,

όπως είδαµε παραπάνω και ϑα δούµε αναλυτικότερα στο δεύτερο κεφάλαιο.

(ii) Πλήρης καθορισµός των ελαχιστοτικών συνόλων γεννητόρων ενός τορικού ι-

δεώδους γραφήµατος, Θεώρηµα 2.3.21. Στη κατεύθυνση αυτή ήταν γνωστή
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η µορφή των γεννητόρων µόνο για κάποιες συγκεκριµένες κατηγορίες γρα-

ϕηµάτων, όπως τα διµερή.

(iii) Πλήρης καθορισµός της µορφής των αναντικατάστατων γεννητόρων του το-

ϱικού ιδεώδους γραφήµατος. Και σε αυτό το πρόβληµα, οι Hibi, Ohsugi

είχαν δώσει απάντηση για δύο συγκεκριµένες κατηγορίες γραφηµάτων, τα

χορδικά αδύναµα γραφήµατα και τα γραφήµατα που ικανοποιούν τη συνθή-

κη περιττών κύκλων ϐλέπε [29]. Την έννοια των αναντικατάστατων διωνύµων,

την είχαν εισάγει οι ίδιοι ώστε να προσεγγίσουν ένα πρόβληµα της Αλγεβρι-

κής Στατιστικής, για το πότε ένα τορικό ιδεώδες έχει µοναδικό ελαχιστοτικό

σύνολο γεννητόρων, ϐλέπε [42].

(iv) Πλήρης καθορισµός της καθολικής ϐάσης Gröbner UA τορικού ιδεώδους

γραφήµατος. Γενικά είναι ελάχιστες οι περιπτώσεις ιδεωδών, στις οποίες γνω-

ϱίζουµε την αντίστοιχη καθολική ϐάση Gröbner αυτών. Συγκεκριµένα στη

περίπτωση των τορικών ιδεωδών γραφηµάτων, οι J. De Loera, B. Sturmfels

και R. Thomas στο άρθρο τους [9], υπολόγισαν τη καθολική ϐάση Gröbner

για γραφήµατα το πολύ οκτώ κορυφών. Το Θεώρηµα 3.2.9 καθορίζει πλήρως

τα στοιχεία του UA για τυχαίο γράφηµα µε οποιοδήποτε πλήθος κορυφών.

(v) Βελτίωση των ϕραγµάτων των µέγιστων ϐαθµών των στοιχείων της ϐάσης Gra­

ver του ιδεώδους και των στοιχείων της καθολικής ϐάσης Gröbner. Στο άρθρο

τους [9], οι J. De Loera, B. Sturmfels και R. Thomas απέδειξαν ότι ο µέγιστος

αυτός ϐαθµός, έστω dn, ϕράσσεται από τη σχέση :

n− 2 ≤ dn ≤

(
n

2

)

.

Το Θεώρηµα 3.3.1 µας πληροφορεί ότι ο dn παίρνει πάντα τη τιµή n − 2,

όπου n το πλήθος των κορυφών του γραφήµατος.

(vi) Κλείνουµε µε µια εφαρµογή όλων των παραπάνω σε µια εικασία του B.

Sturmfels. Συγκεκριµένα ο B. Sturmfels σε µια διάλεξή του στη Santa

Cruz ([40, Ιούλιος 1995]), διατύπωσε µια εικασία η οποία σχετίζεται µε τους

ϐαθµούς των στοιχείων της ϐάσης Graver τορικών ιδεωδών, την True circuit

conjecture, ϐλέπε [40], [21]. Η εικασία αυτή παρέµενε ανοικτή από το 1995.

Με τη ϐοήθεια των ϑεωρηµάτων καθορισµού της ϐάσης Graver και των κυ-

κλωµάτων τορικού ιδεώδους γραφήµατος, δίνουµε µια οικογένεια άπειρων

παραδειγµάτων, απαντώντας αρνητικά στην εικασία αυτή.

Συγκεκριµένα, η παρούσα διατριβή αποτελείται από τρία κεφάλαια.

Στο πρώτο κεφάλαιο αναφέρουµε ορισµένα ϐασικά στοιχεία γύρω από τη ϑεωρία

των τορικών ιδεωδών. Θα δώσουµε τις ϐασικές έννοιες από τη ϑεωρία γραφηµά-

των, τις οποίες χρειαζόµαστε και ϑα περάσουµε αµέσως στον ορισµό του τορικού

ιδεώδους πεπερασµένου γραφήµατος IG, αντιστοιχίζοντας σε κάθε γράφηµα G ένα

τορικό ιδεώδες.

Στο δεύτερο κεφάλαιο ϑα προσδιορίσουµε πλήρως τη ϐάση Graver του IG, δηλα-

δή των σύνολο των πρωταρχικών στοιχείων του ιδεώδους. Οι Ohsugi, Hibi στο [29],
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ορίζοντας τη ϐάση Graver του ιδεώδους, ταυτόχρονα δώσανε και ικανές συνθήκες

περιγραφής αυτής. ΄Οπως είπαµε προηγουµένως, το ενδιαφέρον αρχικά στρέφε-

ται στον προσδιορισµό της GrA µέσω ικανών και αναγκαίων συνθηκών. Επιπλέον

µέσω ενός προβλήµατος που ενδιέφερε την Αλγεβρική Στατιστική, οι Ohsugi, Hi­

bi εισήγαγαν για πρώτη ϕορά την έννοια του αναντικατάστατου διωνύµου για ένα

τορικό ιδεώδες. Ταυτόχρονα δώσανε πλήρη περιγραφή αυτών των στοιχείων για

τα τορικά ιδεώδη δύο κατηγοριών γραφηµάτων, των χορδικά αδύναµων και αυτών

που ικανοποιούν τη συνθήκη περιττών κύκλων. Προχωράµε στη ϑεωρία µας, κα-

ϑορίζοντας πλήρως τα αναντικατάστατα διωνύµα του IG, για τυχαίο γράφηµα G.

Κλείνουµε το κεφάλαιο αυτό ορίζοντας τα ϑεµελιώδη στοιχείου του IG, για τα οποία

αποδεικνύουµε ικανή και αναγκαία συνθήκη καθορισµού τους.

Στο τρίτο κεφάλαιο της διατριβής, ϑα ξεκινήσουµε µε κάποιες ϐασικές έννοιες

από τη ϑεωρία των ϐάσεων Gröbner τορικών ιδεωδών. Ορίζουµε το καθαρό µπλοκ

και το µεικτό γράφηµα G. ∆ιατυπώνουµε ένα ϑεώρηµα το οποίο προσδιορίζει τη

καθολική ϐάση Gröbner του τορικού ιδεώδους IG, δηλαδή το σύνολο UG για το ι-

δεώδες, Θεώρηµα 3.2.9. Επιπλέον δίνουµε καλύτερα ϕράγµατα για τους ϐαθµούς

των στοιχείων των συνόλων αυτών, ϐελτιώνοντας τα ήδη υπάρχοντα των J. De Loera,

B. Sturmfels και R. Thomas. Κλείνουµε το κεφάλαιο αυτό µελετώντας την εικασία

True circuit, που είχε τεθεί από τον B. Sturmfels το 1995. Μέσω των παραπά-

νω αποτελεσµάτων δίνουµε µια οικογένεια άπειρων παραδειγµάτων, µε τα οποία

απαντούµε αρνητικά στην εικασία αυτή.

Ευχαριστίες
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Κεφάλαιο 1

Προκαταρκτικά

1.1 Τορικά ιδεώδη

Τα τορικά ιδεώδη είναι διωνυµικά ιδεώδη τα οποία παίζουν κεντρικό ϱόλο στη

συνδυαστική µεταθετική άλγεβρα, ένα κλάδο που τη τελευταία δεκαετία γνωρί-

Ϲει ϱαγδαία εξέλιξη και έχει συµβάλλει καθοριστικά στην αντιµετώπιση πολλών

προβληµάτων από διάφορες περιοχές των µαθηµατικών, όπως για παράδειγµα :

΄Αλγεβρα, Υπολογιστική ΄Αλγεβρα, Αλγεβρική Γεωµετρία, Αλγεβρική Στατιστική, Α-

κέραιος Προγραµµατισµός, Γεωµετρικός σχεδιασµός, ∆υναµικά συστήµατα, ∆ια-

ϕορικές Εξισώσεις, περισσότερες πληροφορίες [1],[10],[11],[19],[38],[23],[51].

Αρχικά ϑα δώσουµε τις ϐασικές έννοιες των τορικών ιδεωδών και στη συνέχεια

ϑα συσχετίσουµε αυτά µε τη ϑεωρία γραφηµάτων. Σε κάθε γράφηµα ϑα ορίσουµε

και το αντίστοιχο τορικό ιδεώδες.

΄Ενα µονώνυµο στον K[x] := K[x1, . . . , xn] είναι ένα γινόµενο της µορφής x
u =

xu1

1 xu2

2 · · · xun
n , όπου K τυχαίο σώµα και u = (u1, . . . , un) ∈ Nn. Η διαφορά δύο

µονωνύµων ορίζεται ως διώνυµο.

Μελετούµε µια ειδική κατηγορία ιδεωδών στον πολυωνυµικό δακτύλιο K[x] :=
K[x1, . . . , xn]. Σταθεροποιούµε ένα σύνολο διανυσµάτων A = {a1, . . . , an} ∈ Zd ⊂
Qd. Κάθε διάνυσµα ai ορίζει ένα µονώνυµο t

ai στον πολυωνυµικό δακτύλιο Lau­

rent K[t±1] := K[t1, . . . , td, t
−1
1 , . . . , t−1

d ] (όπου επιτρέπουµε πλέον στο διάνυσµα να

περιέχει και αρνητικές συνιστώσες). Θεωρούµε τον οµοµορφισµό ηµιοµάδων

π : Nn → Zd,u = (u1, . . . , un) 7→ π(u) = u1a1 + . . .+ unan.

Η εικόνα της π, είναι η ηµιοµάδα

NA = {λ1a1 + . . .+ λnan : λ1, . . . , λn ∈ N}

και όπως ϑα δούµε παρακάτω η εικόνα του µονωνύµου µέσω της απεικόνισης αυ-

τής, ταυτίζεται µε τον ϐαθµό του αντίστοιχου µονωνύµου x
u. Επιπλέον υποθέτουµε

ότι η ηµιοµάδα NA είναι ϑετικό µονοειδές. Με τον όρο ϑετικό µονοειδές ορίζουµε

την ηµιοµάδα στην οποία το µοναδικό στοιχείο το οποίο έχει και το αντίθετό του

είναι το µηδενικό. Η απεικόνιση π επάγει τον οµοµορφισµό:

π̂ : K[x] → K[t±1], xi 7→ t
ai.
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Ορισµός 1.1.1. (τορικό ιδεώδες - toric ideal)

Το τορικό ιδεώδες του συνόλου A ορίζεται ως ο πυρήνας της απεικόνισης π̂ και

συµβολίζεται µε IA.

∆εδοµένου ενός συνόλου A, µπορούµε να υπολογίσουµε το τορικό ιδεώδες υπε-

ϱάνω αυτού όπως στο παρακάτω παράδειγµα.

Παράδειγµα 1.1.2. Θεωρούµε το σύνολο :

A = {(2, 1, 0), (1, 2, 0), (0, 2, 1), (0, 1, 2), (1, 0, 2), (2, 0, 1)}.

Για το σύνολο αυτό, η π̂ : K[x] → K[t] = K[t1, t2, t3] ορίζεται ως εξής :

π̂(x1) = t21t2, π̂(x2) = t1t
2
2, π̂(x3) = t22t3, π̂(x4) = t2t

2
3, π̂(x5) = t1t

2
3, π̂(x6) = t21t3.

Ο πυρήνας του παραπάνω οµοµορφισµού, αποτελεί το τορικό ιδεώδες IA του συ-

νόλου A. Ο υπολογισµός αυτού γίνεται ως εξής :

Αρχικά δίνουµε τα διώνυµα

x1 − t21t2, x2 − t1t
2
2, x3 − t22t3, x4 − t2t

2
3, x5 − t1t

2
3, x6 − t21t3,

τα οποία ϐρίσκονται στον δακτύλιο K[x1, . . . , x6, t1, t2, t3]. Στη συνέχεια, απαλεί-

ϕοντας τις µεταβλητές ti εφαρµόζοντας διάταξη απαλοιφής, υπολογίζουµε µια ϐάση

Gröbner (ϐλέπε [1] και τρίτο κεφάλαιο) για το ιδεώδες και µέσω του υπολογιστι-

κού προγράµµατος CoCoA, ϐρίσκουµε ότι αυτό αποτελείται από τα ακόλουθα 9

διώνυµα:

IA = 〈x2x5 − x3x6, x1x4 − x3x6, x1x
2
3 − x2

2x4, x2x
2
4 − x2

3x5, x
2
1x3 − x2

2x6, x
2
1x5 − x2x

2
6,

x3x
2
5 − x2

4x6, x1x
2
5 − x4x

2
6, x1x3x5 − x2x4x6〉.

Μια διαφορετική περιγραφή του IA, ακολουθεί στο παρακάτω λήµµα και απο-

δεικνύεται στο [39]:

Λήµµα 1.1.3 (Sturmfels). Το τορικό ιδεώδες IA, παράγεται (ως K-διανυσµατικός

χώρος) από το σύνολο των διωνύµων

{xu − x
v : u,v ∈ Nn όπου π(u) = π(v)}.

΄Εχοντας σταθεροποιήσει ένα σύνολο διανυσµάτων A = {a1, . . . , an} ∈ Zd ⊂
Qd, εισάγουµε ϐαθµολόγηση στον πολυωνυµικό δακτύλιο K[x1, . . . , xn] ϑέτοντας

degA(xi) = ai για i = 1, . . . , n.

Ορισµός 1.1.4. (A-ϐαθµός µονωνύµου - A-degree of a monomial)

Ορίζουµε A-ϐαθµό του µονωνύµου x
u := xu1

1 · · · xun
n ως :

degA(x
u) := u1a1 + . . .+ unan ∈ NA,

όπου u = (u1, . . . , un) ∈ Nn.



1.1 Τορικά ιδεώδη · 15

Παρατηρώντας ότι degA(x
u) = π(u), το τορικό ιδεώδες IA παράγεται από τα

διώνυµα x
u − x

v τέτοια ώστε degA(x
u) = degA(x

v). Σύµφωνα µε το προηγούµενο

Λήµµα, έχουµε ότι :

IA = 〈xu − x
v : degA(x

u) = degA(x
v)〉.

Για τα διώνυµα που ανήκουν στο IA ορίζουµε (ϐλέπε [39]):

degA(x
u − x

v) := degA(x
u).

Στην ηµιοµάδα NA, ορίζουµε τη παρακάτω µερική διάταξη :

c ≥ d ⇐⇒ υπάρχει e ∈ NA τέτοιο ώστε : c = d+ e.

Η διάταξη αυτή παίζει πολύ σηµαντικό ϱόλο στη ϑεωρία µας, καθώς ϐάσει αυτής

ορίζεται η έννοια του ελαχιστοτικού διωνυµικού A-ϐαθµού.

Ορισµός 1.1.5. (ελαχιστοτικός διωνυµικός A-ϐαθµός - minimal binomialA­degree)

Για IA 6= 0, τα ελαχιστοτικά στοιχεία του συνόλου

{degA(x
u) | xu − x

v ∈ IA} ⊂ NA

υπεράνω της διάταξης που ορίσαµε, καλούνται ελαχιστοτικοί διωνυµικοί A-ϐαθµοί.

΄Ενας χρήσιµος ορισµός για τη συνέχεια, µε τη ϐοήθεια του οποίου ϑα ορίσουµε

τα κυκλώµατα σε ένα τορικό ιδεώδες, είναι αυτός του ϕορέα ενός διανύσµατος.

Ορισµός 1.1.6. (ϕορέας διανύσµατος - vector support)

Ο ϕορέας supp(u) ενός διανύσµατος u = (u1, . . . , un) ∈ Zn ⊂ Qn, ορίζεται ως το

σύνολο :

{i ∈ {1, . . . , n} : ui 6= 0}.

Ισοδύναµα ϑα µπορούσαµε να ορίσουµε τον ϕορέα ενός διανύσµατος u, ως υπο-

σύνολο του συνόλου A, µια αντιστοιχία πολύ χρήσιµη όπως ϑα δούµε στο τελευταίο

κεφάλαιο της διατριβής µας, στη µελέτη της εικασίας True circuit. ∆ηλαδή

supp(u) = ai : ui 6= 0.

Για περισσότερες πληροφορίες παραπέµπουµε στο τρίτο κεφάλαιο. Αντίστοιχα ο-

ϱίζεται και ο ϕορέας διωνύµου, ως το σύνολο των µεταβλητών που εµφανίζονται στο

διώνυµο αυτό.

∆οθέντος u = (u1, . . . , un) ∈ Zn, ϑα συµβολίζουµε µε

u
+ = (u+

1 , . . . , u
+
n ),u

− = (u−

1 , . . . , u
−

n )

τα διανύσµατα µε συντεταγµένες u+
i = max{0, ui} και u−

i = max{0,−ui} αντί-

στοιχα. Προφανώς, για κάθε u ∈ Zn έχουµε ότι

u = u
+ − u

− και supp(u+) ∩ supp(u−) = ∅.

΄Ενα παράδειγµα στο οποίο µπορούµε να δούµε µια απλή εφαρµογή των πα-

ϱαπάνω συµβολισµών, είναι το ακόλουθο.
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Παράδειγµα 1.1.7. ΄Εστω το διάνυσµα u = (3, 0,−1, 2, 0,−6). Σύµφωνα µε τους

παραπάνω ορισµούς, έχουµε ότι u
+ = (3, 0, 0, 2, 0, 0) και u

− = (0, 0, 1, 0, 0, 6).
Ακόµη

supp(u) = {1, 3, 4, 6}, ενώ

supp(u+) = {1, 4} και supp(u−) = {3, 6}.

Παρατηρούµε ότι supp(u+) ∩ supp(u−) = ∅.

Σε αυτό το σηµείο ϑα ορίσουµε µια πολύ ϐασική έννοια (των κυκλωµάτων), η

οποία και ϑα µας απασχολήσει σε µεγάλο ϐαθµό στο τρίτο κεφάλαιο.

Ορισµός 1.1.8. (κύκλωµα - circuit)

΄Ενα διώνυµο xu
+

−x
u
−

∈ IA µε µ.κ.δ.(u+,u−) = 1 καλείται κύκλωµα, εάν ο ϕορέας

του, είναι ελαχιστοτικός ως προς τη σχέση υποσυνόλου. ∆ηλαδή δεν υπάρχει κάποιο

άλλο διώνυµο της µορφής x
v
+

− x
v
−

∈ IA, ο ϕορέας του οποίου να είναι γνήσιο

υποσύνολο του ϕορέα του x
u+

− x
u−

.

Το σύνολο όλων των κυκλωµάτων ενός τορικού ιδεώδους IA υπεράνω ενός συ-

νόλου A, συµβολίζεται µε CA.

Παραδείγµατα και εφαρµογές των κυκλωµάτων, ϑα δούµε παρακάτω.

1.2 Στοιχεία από τη ϑεωρία γραφηµάτων

Σε αυτή την ενότητα, ϑα διατυπώσουµε ορισµένα στοιχεία από τη ϑεωρία γραφηµά-

των, των οποίων γίνεται εκτενής χρήση στη συνέχεια. Το ενδιαφέρον στη παρούσα

διατριβή, επικεντρώνεται στα τορικά ιδεώδη πεπερασµένων γραφηµάτων, στην εύ-

ϱεση συστήµατος γεννητόρων για αυτά και στη µελέτη των γεννητόρων αυτών. Θα

δούµε ότι υπάρχει µια αντιστοιχία µεταξύ γραφηµάτων και τορικών ιδεωδών, έτσι

ώστε οι αλγεβρικές ιδιότητες των τορικών ιδεωδών αντιστοιχούν σε ιδιότητες των

γραφηµάτων και αντίστροφα.

Ο πρώτος ορισµός µε τον οποίο ϑα ξεκινήσουµε είναι ο ορισµός ενός γραφήµα-

τος G.

Ορισµός 1.2.1. (γράφηµα - graph)

΄Ενα γράφηµα G είναι ένα σύνολο σηµείων, που ονοµάζονται κορυφές,V(G), και ένα

σύνολο ακµών E(G) µεταξύ των κορυφών του γραφήµατος. Κάθε στοιχείο του E(G)

αντιστοιχείται µονοσήµαντα σε ένα συγκεκριµένο Ϲεύγος στοιχείων του συνόλου V(G).

Μια ακµή της οποίας το αρχικό σηµείο ταυτίζεται µε το τελικό καλείται ϑηλειά

(loop). ΄Οταν δύο ή περισσότερες ακµές έχουν κοινή αρχή και κοινό τέλος ϑα

λέγονται δεσµός (link). Το G είναι απλό(simple) γράφηµα εάν δε περιέχει ϑηλειές

και δεσµούς.

΄Ενα γράφηµα H για το οποίο V (H) ⊆ V (G) και E(H) ⊆ E(G) καλείται

υπογράφηµα του G.

Ορισµός 1.2.2. (ϐαθµός κορυφής - degree of a vertex )

Ο ϐαθµός degG(v) µιας κορυφής v ενός γραφήµατος G, ορίζεται ως ο αριθµός των

ακµών του G οι οποίες διέρχονται από τη κορυφή αυτή, όπου κάθε ϑηλειά καταµε-

τρείται δύο ϕορές.
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Για την ανάπτυξη της ϑεωρίας σε όλα τα επόµενα κεφάλαια, ϑα ϑεωρούµε πάντα

απλά γραφήµατα. Στις περιπτώσεις όπου το γράφηµα δεν είναι απλό, ϑα το ανα-

ϕέρουµε αναλυτικά. Η έννοια του επαγόµενου γραφήµατος που ακολουθεί, είναι

σηµαντική κυρίως στο δεύτερο κεφάλαιο της διατριβής.

Ορισµός 1.2.3. (επαγόµενο υπογράφηµα - induced subgraph)

΄Εστω W υποσύνολο του συνόλου κορυφών V (G) του γραφήµατος G. Το επαγόµενο

υπογράφηµα του G υπεράνω του W , είναι το υπογράφηµα του G, του οποίου το

σύνολο κορυφών είναι το W και το σύνολο ακµών του το

{{v1, v2} ∈ E(G)| όπου v1, v2 ∈ W}.

Το γράφηµα αυτό το συµβολίζουµε µε GW .

Βασικές έννοιες σε ένα γράφηµα είναι αυτές της περιπλάνησης, του µονοπατιού

και του κύκλου. Μια περιπλάνηση (walk) w σε ένα γράφηµα G είναι µια πεπερα-

σµένη µη-µηδενική ακολουθία v0e1v1e2 . . . elvl, όπου τα vi ∈ V (G), i = 0, . . . , l και

ei = {vi−1, vi} ∈ E(G), i = 1, . . . , l. ΄Οταν η αρχική κορυφή της περιπλάνησης

ταυτίζεται µε τη τελική, τότε αυτή ϑα καλείται κλειστή περιπλάνηση. Με −w ϑα

συµβολίζουµε τη περιπλάνηση vlelvl−1el−1 . . . e1v0. Το πλήθος των ακµών µιας

περιπλάνησης ορίζουν το µήκος αυτής. Μια περιπλάνηση ϑα καλείται άρτια αν

είναι άρτιου µήκους (αντίστοιχα ο ορισµός της περιττής ). ΄Οταν τα vi ∈ V (G), i =
0, . . . , l της περιπλάνησης w είναι διακεκριµένα, τότε η w καλείται µονοπάτι (path).

΄Οταν οι ακµές ei ∈ E(G), i = 1, . . . , l της περιπλάνησης w είναι διακεκριµένες,

τότε αυτή καλείται διαδροµή (trail). ΄Ενα µονοπάτι στο οποίο το αρχικό σηµείο

ταυτίζεται µε το τελικό, καλείται κύκλος (cycle). Πολλές ϕορές για πρακτικούς

λόγους ϑα συµβολίζουµε τη περιπλάνησή µας µε (v1, . . . , vn) ή και µε (e1, . . . , en).
Τέλος ορίζουµε µε υποπεριπλάνηση (subwalk) w′ = (e′1, . . . , e

′
k) µιας περιπλάνησης

w = (e1, . . . , es) ενός γραφήµατος G, µια περιπλάνηση του G τέτοια ώστε

e′1 · · · e
′
k | e1 · · · es

Αν w είναι µια περιπλάνηση του γραφήµατος G, µε Gw ϑα συµβολίζουµε το

επαγόµενο υπογράφηµα του G, το οποίο έχει ως σύνολο κορυφών τις κορυφές που

περιέχονται στη περιπλάνηση w.

Παράδειγµα 1.2.4. Ας δούµε ένα παράδειγµα επαγόµενου υπογραφήµατος. Θε-

ωρούµε το γράφηµα G µε V (G) = {v1, . . . , v6} και E(G) = {e1, . . . , e9, e10} όπως

ϕαίνεται στο παρακάτω σχήµα:

v1

v2

v3

v4

v5

v6

e1 e2

e3

e4e5

e6
e10

e7

e9

e8
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΄Εστω

W = {v1, v3, v4, v5} ⊂ V (G).

Το επαγόµενο υπογράφηµα GW του G, αποτελείται από τις τέσσερις αυτές κο-

ϱυφές, καθώς επίσης και όλες εκείνες τις ακµές που προέρχονται από τις κορυφές

αυτές και είναι ακµές και στο γράφηµα G (ϐλέπε σχήµα). Οµοίως, αν γ είναι η

άρτια κλειστή περιπλάνηση

γ = (e1, e2, e3, e10),

τότε το αντίστοιχο Gγ αυτής έχει ως σύνολο κορυφών τις κορυφές {v1, v2, v3, v4} και

ακµές αυτές που ϕαίνονται στο παρακάτω σχήµα.

v1

v1v2

v3

v3

v4

v4

v5

e1 e2

e3

e3

e4

e10

e10

e7

e9

e8

e8

Gγ GW

Επαγόµενα υπογραφήµατα GW και Gγ

Μια κατηγορία γραφηµάτων η οποία έχει πολύ σπουδαίες ιδιότητες και ϐάσει

της οποίας ϑα δώσουµε ορισµένες απαντήσεις σε κάποια από τα ερωτήµατα που

µας απασχόλησαν, είναι η κατηγορία των πλήρων γραφηµάτων.

Ορισµός 1.2.5. (πλήρες γράφηµα - complete graph)

΄Ενα απλό γράφηµα G στο οποίο για κάθε Ϲεύγος διακεκριµένων κορυφών του υπ-

άρχει ακµή που τις συνδέει, καλείται πλήρες γράφηµα.

Κλείνοντας την ενότητα των ορισµών σε γραφήµατα, απαραίτητες έννοιες για

τη συνέχεια της ϑεωρίας µας και µάλιστα από τις πιο χαρακτηριστικές στη ϑεωρία

γραφηµάτων είναι αυτές της συνεκτικότητας, των συνεκτικών γραφηµάτων, καθώς

και ο ορισµός του δέντρου. Τα συνεκτικά γραφήµατα έχουν πολλές εφαρµογές και

η χρήση τους σε αποδείξεις στη ϑεωρία γραφηµάτων είναι ευρεία. Πολλές ϕορές

µάλιστα η µελέτη ενός προβλήµατος σε ένα γράφηµα G, ανάγεται σε πρόβληµα

στις συνεκτικές συνιστώσες αυτού, κάτι που απλοποιεί αρκετά τους υπολογισµούς

µας.

∆ύο κορυφές {u}, {v} ενός γραφήµατος καλούνται συνδεδεµένες (connected)

αν υπάρχει µονοπάτι στο G µε αρχικό και τελικό σηµείο τις κορυφές {u}, {v} α-

ντίστοιχα. Η συνδετικότητα είναι σχέση ισοδυναµίας του συνόλου των κορυφών

του γραφήµατος. Συνεπώς διαµερίζεται το σύνολο V (G) σε µη κενά υποσύνολα

V1, V2, . . . , Vn τέτοια ώστε, αν δύο κορυφές είναι συνδεδεµένες µέσω µονοπατιού,

τότε υποχρεωτικά αυτές ανήκουν στο ίδιο σύνολο Vi και αντίστροφα. Τα υπογρα-

ϕήµατα G(V1), . . . , G(Vn) καλούνται συνιστώσες (components) του G.
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Ορισµός 1.2.6. (συνεκτικό γράφηµα - connected graph)

Εαν το γράφηµα G έχει ακριβώς µια συνιστώσα, τότε το G καλείται συνεκτικό. Σε

κάθε άλλη περίπτωση, αυτό καλείται µη-συνεκτικό.

Ορισµός 1.2.7. (δέντρο - tree)

΄Ενα δέντρο είναι ένα συνεκτικό γράφηµα το οποίο δε περιέχει κύκλο.

Από τον ορισµό της διαδροµής σε ένα γράφηµα, προκύπτει και ο ορισµός της

διαδροµής Euler, µια έννοια η οποία συνέβαλλε στη λύση ενός γνωστού προβλή-

µατος της ϑεωρίας γραφηµάτων· το πρόβληµα των γεφυρών του Könisgsberg. Με

το πρόβληµα αυτό ξεκίνησε η ανάπτυξη του κλάδου της ϑεωρίας γραφηµάτων. Μια

κλειστή διαδροµή w σε ένα γράφηµα G, καλείται διαδροµή Euler (Euler trail) εάν η

w διέρχεται από κάθε ακµή του γραφήµατος. ΄Ενα συνεκτικό γράφηµα G καλείται

γράφηµα Euler (Eulerian graph) αν υπάρχει µέσα σε αυτό, µια τέτοια διαδροµή.

΄Ενα ϑεώρηµα χαρακτηρισµού τέτοιων γραφηµάτων είναι το παρακάτω:

Θεώρηµα 1.2.8 (Euler, 1736). ΄Ενα συνεκτικό γράφηµα G είναι γράφηµα Euler

αν και µόνο αν κάθε κορυφή του έχει άρτιο ϐαθµό.

΄Ενα παράδειγµα για τις παραπάνω έννοιες είναι το ακόλουθο:

Παράδειγµα 1.2.9. ΄Εστω το συνεκτικό γράφηµα

G : V (G) = {v1, . . . , v4} και E(G) = {e1, . . . , e5} :

v1 v2

v3v4

e1

e2
e5

e3

e4

Στο γράφηµα αυτό, ένα παράδειγµα περιπλάνησης είναι :

w = (v1, e1, v2, e5, v4, e4, v1, e1, v2).

Η περιπλάνηση αυτή δεν αποτελεί µονοπάτι (καθώς επαναλαµβάνεται η κορυφή

v1), αλλά δεν είναι και διαδροµή µιας και η ακµή e1 εµφανίζεται δύο ϕορές. Το

µήκος της w είναι ίσο µε τέσσερα. ΄Ενα µονοπάτι είναι το :

p = (v1, e1, v2, e5, v4, e3, v3),

ενώ µια διαδροµή αυτού που δεν είναι µονοπάτι είναι το :

t = (v2, e2, v3, e3, v4, e5, v2, e1, v1).

΄Ενας από τους κύκλους που υπάρχουν στο γράφηµά µας είναι ο :

c = (v1, e1, v2, e5, v4, e4, v1).

Τέλος είναι προφανές από το Θεώρηµα 1.2.8 ότι το παραπάνω γράφηµα δεν εί-

ναι γράφηµα Euler, καθώς για παράδειγµα η κορυφή v2 έχει ϐαθµό τρία (περιττό).
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Οι έννοιες που ϑα ορίσουµε στη συνέχεια είναι οι έννοιες της ακµής και κορυ-

ϕής αποκοπής σε ένα γράφηµα.

Με τον συµβολισµό G − {e}, ϑα ϑεωρούµε το γράφηµα G από το οποίο έχουµε

αφαιρέσει την ακµή e.

Ορισµός 1.2.10. (ακµή αποκοπής - cut edge)

Μια ακµή αποκοπής e ενός γραφήµατος G, είναι µια ακµή του G τέτοια ώστε το

πλήθος των συνεκτικών συνιστωσών του γραφήµατος G − {e} είναι µεγαλύτερο του

αντίστοιχου πλήθους του G.

Αντίστοιχα ορίζουµε και την κορυφή αποκοπής. Με τον συµβολισµό G−{v}, ϑα

ϑεωρούµε το γράφηµα G από το οποίο έχουµε αφαιρέσει την κορυφή v (αφαιρώντας

ταυτόχρονα όλες τις ακµές του γραφήµατος, οι οποίες έχουν τη v ως κορυφή τους).

Ορισµός 1.2.11. (κορυφή αποκοπής - cut vertex )

Μια κορυφή αποκοπής v ενός γραφήµατος G, είναι µια κορυφή του G τέτοια ώστε το

πλήθος των συνεκτικών συνιστωσών του γραφήµατος G − {v} είναι µεγαλύτερο του

αντίστοιχου πλήθους του G.

Τέλος ένα συνεκτικό γράφηµα ϑα λέγεται δισυνεκτικό (biconnected graph), όταν

αυτό δε περιέχει κορυφές αποκοπής. ΄Ενα µεγιστοτικό ως προς τη σχέση υποσυνό-

λου δισυνεκτικό γράφηµα G, καλείται µπλοκ (block). Κάθε γράφηµα είναι ένωση

των µπλοκ του. ΄Οπως ϑα δούµε η έννοια του µπλοκ ενός γραφήµατος, παίζει

καθοριστικό ϱόλο στη ϑεωρία µας στα επόµενα κεφάλαια.

1.3 Τορικό Ιδεώδες πεπερασµένου γραφήµατος (IG)

Παρακάτω ϑα συνδέσουµε τη ϑεωρία των τορικών ιδεωδών µε τα πεπερασµένα

γραφήµατα, ορίζοντας τα τορικά ιδεώδη πεπερασµένων γραφηµάτων.

Ας είναι G ένα απλό πεπερασµένο συνεκτικό γράφηµα, µε σύνολο κορυφών

V (G) = {v1, . . . , vd} και σύνολο ακµών E(G) = {e1, . . . , en}. Συµβολίζουµε µε

K[t] = K[t1, . . . , td] τον πολυωνυµικό δακτύλιο d µεταβλητών υπεράνω ενός τυχαίου

σώµατος K.

Ας είναι e = {i, j} ακµή του γραφήµατος G η οποία συνδέει τις κορυφές i, j ∈
V (G). Θα συµβολίζουµε µε t

e το ελεύθερο τετραγώνου µονώνυµο titj το οποίο

ανήκει στον K[t]. Ορίζουµε µε K[G] την υποάλγεβρα του K[t] η οποία παράγεται

από τα t
e1, te2, . . . , ten υπεράνω του K. Η άλγεβρα K[G] καλείται άλγεβρα ακµών

του γραφήµατος G. ΄Εστω K[e] = K[e1, . . . , en] ο πολυωνυµικός δακτύλιος n µετα-

ϐλητών υπεράνω του σώµατος K και έστω ο οµοµορφισµός π̂ ο οποίος ορίζεται :

π̂ : K[e] → K[G] όπου π̂(ei) = t
ei, ∀ 1 ≤ i ≤ n.

Ορισµός 1.3.1. (τορικό ιδεώδες γραφήµατος - toric ideal of a graph)

Το τορικό ιδεώδες του γραφήµατος G, είναι ο πυρήνας της απεικόνισης π̂ και ϑα

συµβολίζεται µε IG.

΄Οπως είδαµε ο ορισµός του τορικού ιδεώδους ενός γραφήµατος G, δε διαφέρει

σε τίποτα από τον γενικό ορισµό ενός τορικού ιδεώδους. ΄Ετσι και το IG ορίζεται
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υπεράνω ενός συνόλου διανυσµάτων A. Θεωρούµε την ελεύθερη αβελιανή οµάδα

Zd, µε ϐάση το σύνολο των κορυφών του γραφήµατος G. Αντιστοιχούµε σε κάθε

ακµή e = {vi, vj} ∈ E(G) το στοιχείο αe = vi + vj ∈ Zd, όπου

vi = (0, . . . , 0,

i−ϑέση
︷︸︸︷

1 , 0, . . . , 0).

Είναι ϕανερό ότι το τορικό ιδεώδες IG του γραφήµατος G, είναι το τορικό ιδεώδες

IAG
στον πολυωνυµικό δακτύλιο K[e1, . . . , en], όπου AG = {αe | e ∈ E(G)} ⊂ Zd.

Στη προσπάθειά µας να καταλάβουµε το τορικό ιδεώδες IG, ϑα εισάγουµε κά-

ποιες επιπλέον έννοιες από τη ϑεωρία γραφηµάτων.

Θα δώσουµε τους ορισµούς της χορδής σε ένα γράφηµα, όπως και αυτές του

περιττού και άρτιου κύκλου. Στη συνέχεια ϑα διατυπώσουµε τη Πρόταση 1.3.2, µε

την οποία έχουµε πλήρη περιγραφή του ιδεώδους. Θυµίζουµε ότι σε ένα γράφηµα

G, µια περιπλάνηση µήκους q η οποία συνδέει τις κορυφές v1, vq+1 ∈ V (G), είναι

µια πεπερασµένη ακολουθία

w = ({v1, v2}, {v2, v3}, . . . , {vq, vq+1}),

όπου κάθε {vk, vk+1} ∈ E(G), k ∈ {1, . . . , q}. Τέλος ϑυµίζουµε ότι κύκλος είναι

µια κλειστή περιπλάνηση

C = ({v1, v2}, {v2, v3}, . . . , {vq, v1})

µε vi 6= vj για κάθε i, j µε 1 ≤ i < j ≤ q.
Θυµίζουµε ότι ο στόχος µας είναι να περιγράψουµε το τορικό ιδεώδες IG. Ο Vil­

larreal το 1995 στο άρθρο του [47], απέδειξε ότι αυτό επιτυγχάνεται µε τη ϐοήθεια

των άρτιων κλειστών περιπλανήσεων ενός γραφήµατος, Πρόταση 1.3.2.

∆οθέντος µιας άρτιας κλειστής περιπλάνησης γ = (e1, e2, . . . , e2k) ενός γραφή-

µατος G όπου ei ∈ E(G), i = 1, . . . , 2k, συµβολίζουµε µε Bγ το διώνυµο:

Bγ =

k∏

j=1

e2j−1 −
k∏

j=1

e2j

το οποίο ανήκει στο IG. Για διευκόλυνσή µας ϑα γράφουµε :

Bγ = E(+)
γ − E(−)

γ ,

όπου

E(+)
γ =

k∏

j=1

e2j−1 και E(−)
γ =

k∏

j=1

e2j .

Πρόταση 1.3.2 (Villarreal, 1995). Το τορικό ιδεώδες IG παράγεται από τα διώνυµα

Bγ, όπου γ είναι µια άρτια κλειστή περιπλάνηση του G.

Ο λόγος της απαίτησης η γ να αποτελεί άρτια και κλειστή περιπλάνηση, είναι

για να εξασφαλίσουµε την ισότητα των ϐαθµών στους όρους των διωνύµων, ϐλέπε

Λήµµα 1.1.3.
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Ας προσπαθήσουµε να καταλάβουµε καλύτερα τη ϐαθµολόγηση στον συγκεκρι-

µένο δακτύλιο. ΄Οπως είδαµε προηγουµένως µπορούµε να ϑεωρήσουµε µε A, το

σύνολο διανυσµάτων της µορφής:

(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0),

αντιστοιχίζοντας ένα διάνυσµα σε κάθε ακµή e = {vi, vj}, όπου οι µονάδες που ϐρί-

σκονται στην i και j ϑέση, αντιστοιχούν στις κορυφές vi, vj αντίστοιχα. Αντίστροφα

σε κάθε τέτοιο σύνολο διανυσµάτων, αντιστοιχεί και ένα γράφηµα. Θυµίζουµε ότι

για να συγκρίνουµε δύο ϐαθµούς b, c, ϐάσει της διάταξης που ορίσαµε, αρκεί να

ϐρούµε ένα τρίτο διάνυσµα d στο σύνολο NA, για το οποίο να ισχύει µια ισότητα

της µορφής b = c + d. Ακριβώς η ίδια διαδικασία εφαρµόζεται και εδώ, δουλεύ-

οντας αυτή τη ϕορά υπεράνω του συνόλου A. Για να ξεκαθαρίσουµε όλη αυτή

τη διαδικασία, δίνουµε το ακόλουθο παράδειγµα µε δύο περιπτώσεις. Στη πρώτη

περίπτωση οι ϐαθµοί που εξετάζουµε δεν είναι συγκρίσιµοι, ενώ στη δεύτερη είναι.

Παράδειγµα 1.3.3. ΄Εστω σύνολο διανυσµάτων :

A = {(1, 1, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 1, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 1, 1, 0),

(0, 0, 0, 0, 1, 1), (1, 0, 0, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 0, 0, 1)}.

Θεωρούµε το γράφηµα G1 µε V (G1) = {v1, . . . , v6} και E(G1) = {e1, . . . , e7}.

v1 v2

v3

v4v5

v6
e6

e1

e2

e3

e4

e5

e7

Ας πάρουµε σε αυτό τις περιπλανήσεις :

γ1 = (e1, e2, e7, e6)

και

γ2 = (e1, e2, e3, e4, e5, e6).

Τα διώνυµα που προκύπτουν είναι :

Bγ1 = e1e7 − e2e6

και

Bγ2 = e1e3e5 − e2e4e6.

Οι αντίστοιχοι ϐαθµοί είναι :

deg(Bγ1) = deg(E(+)
γ1

) = deg(e1) + deg(e7) = (v1 + v2) + (v3 + v6) = (1, 1, 1, 0, 0, 1)
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και οµοίως ϐρίσκουµε :

deg(Bγ2) = (v1 + v2) + (v3 + v4) + (v5 + v6) = (1, 1, 1, 1, 1, 1).

Παρατηρούµε ότι deg(Bγ1) < deg(Bγ2) καθώς

deg(Bγ2) = deg(Bγ1) +

(0,0,0,1,1,0)
︷ ︸︸ ︷

(v4 + v5)

και οι κορυφές v4, v5 αντιστοιχούν σε ακµή του γραφήµατος (δηλαδή το διάνυσµα

(0, 0, 0, 1, 1, 0) αντιστοιχεί σε ϐαθµό ακµής). Ισοδύναµα

∃ b = (0, 0, 0, 1, 1, 0) ∈ NA : deg(Bγ2) = deg(Bγ1) + b.

Προφανώς αν δεν υπήρχε τέτοιο διάνυσµα (ισοδύναµα αυτό που έµενε υπόλοιπο

στο deg(Bγ2) δεν αντιστοιχούσε σε ακµές του γραφήµατος), τότε δε ϑα µπορούσαµε

να συγκρίνουµε τους δύο αυτούς ϐαθµούς. Μια τέτοια περίπτωση ϐλέπουµε στο

επόµενο γράφηµα.

΄Εστω γράφηµα G2 µε V (G2) = {v1, . . . , v6} και E(G2) = {e1, . . . , e8} (όπως

ϕαίνεται στο παρακάτω σχήµα).

v1 v2

v3

v4v5

v6
e1

e2

e3

e4

e5

e6

e7 e8

Θεωρούµε τις περιπλανήσεις :

γ1 = (e2, e8, e5, e7)

και

γ2 = (e1, e2, e3, e4, e5, e6).

Υπολογίζοντας τα αντίστοιχα διώνυµα Bγ , έχουµε :

Bγ1 = e2e5 − e7e8

και

Bγ2 = e1e3e5 − e2e4e6.

Οι ϐαθµοί των διωνύµων αυτών είναι :

deg(Bγ1) = deg(E(+)
γ1

) = deg(e2) + deg(e5)

= (v1 + v2) + (v4 + v5)

= (1, 1, 0, 0, 0, 0) + (0, 0, 0, 1, 1, 0) = (1, 1, 0, 1, 1, 0).
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Οµοίως :

deg(Bγ2) = deg(e1) + deg(e3) + deg(e5)

= (v1 + v2) + (v3 + v4) + (v5 + v6)

= (1, 1, 0, 0, 0, 0) + (0, 0, 1, 1, 0, 0) + (0, 0, 0, 0, 1, 1) = (1, 1, 1, 1, 1, 1).

Αν και η πρώτη εντύπωση που αρχικά έχουµε είναι ότι deg(Bγ1) < deg(Bγ2), κά-

τι τέτοιο δεν ισχύει καθώς δεν υπάρχει διάνυσµα b ∈ NA για το οποίο deg(Bγ2) =
deg(Bγ1) + b. Ο λόγος είναι ότι οι κορυφές που περισσεύουν στον ϐαθµό του Bγ2 ,
δηλαδή οι v3, v6 δεν αντιστοιχούν σε ακµή του γραφήµατος (και συνεπώς σε διάνυ-

σµα του NA). Συνεπώς δεν ορίζεται σύγκριση µεταξύ των δύο αυτών διωνύµων και

µάλιστα τα Bγ1 , Bγ2 είναι ελαχιστοτικού ϐαθµού.

Τα επόµενα παραδείγµατα αποσαφηνίζουν τις παραπάνω έννοιες.

Παράδειγµα 1.3.4. ΄Εστω γράφηµα G το γράφηµα του παρακάτω σχήµατος και

ϑεωρούµε την άρτια κλειστή περιπλάνηση αυτού:

γ = (e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e8, e9, e9).

v1

v2

v3 v4

v5

v6v7

e1

e2 e3

e4

e5

e6

e7e8

e9
e9

Η γ έχει µήκος 10 και :

Bγ = E(+)
γ − E(−)

γ = e1e3e5e7e9 − e2e4e6e8e9,

όπου E
(+)
γ = e1e3e5e7e9 και E

(−)
γ = e2e4e6e8e9. Σύµφωνα µε τη Πρόταση 1.3.2

έχουµε ότι Bγ ∈ IG. Παρατηρούµε ότι :

degA(E
(+)
γ ) = degA(e1e3e5e7e9)

= deg(e1) + deg(e3) + deg(e5) + deg(e7) + deg(e9)

= (v1 + v2) + (v3 + v4) + (v5 + v6) + (v7 + v3) + (v7 + v1)

= 2v1 + 2v3 + 2v7 + v4 + v5 + v6.

Οµοίως :

degA(E
(−)
γ ) = degA(e2e4e6e8e9)

= deg(e2) + deg(e4) + deg(e6) + deg(e8) + deg(e9)

= (v2 + v3) + (v4 + v5) + (v6 + v7) + (v3 + v1) + (v7 + v1)

= 2v1 + 2v3 + 2v7 + v4 + v5 + v6.
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Από τα παραπάνω προκύπτει ότι

degA(E
(+)
γ ) = degA(E

(−)
γ ) ⇒ e1e3e5e7e9 − e2e4e6e8e9 ∈ IG

και άρα εξ ορισµού Bγ ∈ IG. ΄Οπως ϑα δούµε παρακάτω, το διώνυµο αυτό δεν

αποτελεί ελαχιστοτικό γεννήτορα του ιδεώδους (ο λόγος όπως ϑα δούµε είναι ότι

εµφανίζεται κοινός παράγοντας στους όρους του).

Για να γίνει ακόµη πιο κατανοητή η έννοια και η κατασκευή του ιδεώδους,

παρακάτω παρουσιάζουµε αρκετά παραδείγµατα σχετικά µε αυτή.

Παράδειγµα 1.3.5. Στο παράδειγµα αυτό ϑα δούµε µια περίπτωση όπου το IG
είναι κύριο ιδεώδες και µια κατά την οποία το IG είναι το µηδενικό ιδεώδες.

(i) Το απλούστερο παράδειγµα τορικού ιδεώδους γραφήµατος είναι όταν το γρά-

ϕηµα είναι τετράγωνο, στο οποίο το αντίστοιχο ιδεώδες IG είναι κύριο.

e1

e2

e3

e4

Παράδειγµα όπου το IG είναι κύριο ιδεώδες

Μια προφανής άρτια κλειστή περιπλάνηση αυτού είναι η

γ = (e1, e2, e3, e4).

Το IG είναι κύριο ιδεώδες, ϐλέπε Θεώρηµα 2.3.21 και :

IG = 〈e1e3 − e2e4〉.

(ii) Θεωρούµε το ακόλουθο γράφηµα G, µε V (G) = {v1, . . . , v5} και E(G) =
{e1, . . . , e5}.

v1

v2

v3v4

v5
e1

e2

e3

e4

e5

Στο γράφηµα αυτό το ιδεώδες IG είναι το µηδενικό. Πράγµατι υπάρχουν άπει-

ϱες άρτιες κλειστές περιπλανήσεις, αλλά όλων αυτών τα αντίστοιχα διώνυµα είναι

τα µηδενικά. Για παράδειγµα, ας ϑεωρήσουµε την άρτια κλειστή περιπλάνηση

γ = (e1, e2, e3, e4, e5, e1, e2, e3, e4, e5).

Το αντίστοιχο διώνυµο είναι :

Bγ = e1e3e5e2e4 − e2e4e1e3e5 = 0.
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Στο επόµενο παράδειγµα, ϐλέπουµε ένα πιο σύνθετο γράφηµα στο οποίο περιέ-

χονται αρκετές άρτιες κλειστές περιπλανήσεις. Θα παρατηρήσουµε ότι κάποιες από

αυτές δεν αντιστοιχούν σε ελαχιστοτικούς γεννήτορες, ενώ κάποιες άλλες εµφανί-

Ϲονται σε κάποιο ελαχιστοτικό σύνολο γεννητόρων, αλλά όχι σε όλα.

Παράδειγµα 1.3.6. Ας δούµε τη περίπτωση του πλήρους γραφήµατος K4.

e1

e2

e3

e4

e6

e5

Παράδειγµα IK4

Στη περίπτωση αυτή, το IK4
παράγεται από τρία διώνυµα (προσδιορίζονται στο

γράφηµα µε διαφορετικό χρώµα) µε :

IK4
= 〈e1e3 − e2e4, e1e3 − e5e6, e2e4 − e5e6〉.

Το e1e3 − e2e4 προέρχεται από τη περιπλάνηση γ1 = (e1, e2, e3, e4), το e1e3 − e5e6
προέρχεται από τη περιπλάνηση γ2 = (e1, e5, e3, e6) και τέλος το e2e4 − e5e6 προ-

έρχεται από τη περιπλάνηση γ3 = (e2, e5, e4, e6). Κανένα από αυτά όµως δεν είναι

αναντικατάστατο, καθώς εύκολα παρατηρούµε ότι οποιαδήποτε δύο κι αν επιλέξου-

µε, αυτά γεννούν το ιδεώδες και αποτελούν σε κάθε περίπτωση ένα ελαχιστοτικό

σύνολο γεννητόρων για αυτό. Πράγµατι :

e1e3 − e2e4 = (e1e3 − e5e6)− (e2e4 − e5e6),

e1e3 − e5e6 = (e1e3 − e2e4)− (e2e4 − e5e6),

e2e4 − e5e6 = (e1e3 − e2e4)− (e1e3 − e5e6).

Επιλέγοντας για παράδειγµα τα δύο πρώτα, ένα σύνολο γεννητόρων για το ιδεώδες

µας, είναι :

IK4
= 〈e1e3 − e2e4, e1e3 − e5e6〉,

το οποίο είναι και ελαχιστοτικό γιατί :

e1e3 − e2e4 /∈ 〈e1e3 − e5e6〉

και αντίστοιχα

e1e3 − e5e6 /∈ 〈e1e3 − e2e4〉.

΄Οµοια και για τα άλλα δύο σύνολα.

Ας δούµε την περίπτωση στην οποία επιλέγουµε µια µεγαλύτερη άρτια κλειστή

περιπλάνηση από τις παραπάνω. ΄Εστω λοιπόν αυτή, η :

γ = (e1, e2, e3, e4, e6, e2, e5, e4).
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Το αντίστοιχο Bγ είναι :

Bγ = e1e5e3e6 − e22e
2
4.

Σύµφωνα µε τη Πρόταση 1.3.2 συµπεραίνουµε ότι Bγ ∈ IK4
. Επιπλέον παρατη-

ϱούµε ότι :

Bγ = e1e5e3e6 − e22e
2
4 = (e1e3 − e2e4)e5e6 + (e5e6 − e2e4)e2e4.

Αµέσως µετά ϑα δώσουµε τον ορισµό της πρωταρχικής άρτιας κλειστής περιπλά-

νησης και ϑα δούµε ότι για να εκφράσουµε το αντίστοιχο ιδεώδες του γραφήµατος,

αρκεί να δούµε µόνο αυτές τις περιπλανήσεις. Η συγκεκριµένη γ που επιλέξαµε

δεν είναι πρωταρχική και για αυτό το αντίστοιχο Bγ εκφράστηκε ως συνδυασµός

άλλων διωνύµων του IK4
.





Κεφάλαιο 2

Βάση Graver, Ελαχιστοτικοί και

Αναντικατάστατοι γεννήτορες του

IG

2.1 Εισαγωγή

Σε ένα τορικό ιδεώδες, υπάρχουν ορισµένα από τα διώνυµά του, τα οποία είναι

ιδιαιτέρως σηµαντικά. Τα πρώτα από αυτά που ϑα µελετήσουµε είναι τα λεγόµενα

πρωταρχικά διώνυµα, το σύνολο των οποίων όπως ϑα δούµε συνιστούν τη ϐάση

Graver του ιδεώδους. Η ϐάση Graver είναι ιδιαίτερα χρήσιµη για το ιδεώδες καθώς

πολλά σηµαντικά υποσύνολα των διωνύµων του ιδεώδους ανήκουν στη ϐάση αυτή,

όπως το σύνολο των κυκλωµάτων, οι ανάγωγες ϐάσεις Gröbner, η καθολική ϐάση

Gröbner και το σύνολο των ελαχιστοτικών συνόλων γεννητόρων του ιδεώδους. Οι

ελαχιστοτικοί γεννήτορες του ιδεώδους, αλλά και κατά επέκταση ποιοι από αυτούς

είναι αναντικατάστατοι αποτελούν ένα από τα ερωτήµατα που απασχολεί την Αλγε-

ϐρική Στατιστική, ένα κλάδο ο οποίος αναπτύχθηκε ιδιαίτερα τα τελευταία χρόνια.

Η ανάγκη εύρεσης των αναντικατάστατων διωνύµων του ιδεώδους, προκύπτει από

το ερώτηµα πότε υπάρχει µοναδικό ελαχιστοτικό σύνολο γεννητόρων για το τορικό

ιδεώδες, ϐλέπε [2],[6]. Ο προσδιορισµός αυτών των συνόλων, γίνεται στις παρακά-

τω ενότητες του κεφαλαίου αυτού. Αρχικά καθορίζουµε τη ϐάση Graver ιδεώδους

πεπερασµένου γραφήµατος, στη συνέχεια το σύνολο των ελαχιστοτικών γεννητόρων

αυτού, κατόπιν το σύνολο των αναντικατάστατων διωνύµων και κλείνουµε µε το

σύνολο των ϑεµελιωδών διωνύµων του IG.

Ξεκινάµε µε τον ορισµό του πρωταρχικού διωνύµου και της ϐάσης Graver ενός

ιδεώδους.

Ορισµός 2.1.1. (πρωταρχικό διώνυµο - primitive binomial)

΄Ενα διώνυµο x
u
+

−x
u
−

∈ IA καλείται πρωταρχικό, εάν δεν υπάρχει άλλο διώνυµο

της µορφής x
v+

− x
v−

∈ IA τέτοιο ώστε : xv+|xu+

και xv−|xu−

.

Παρατηρούµε ότι κάθε πρωταρχικό διώνυµο είναι και ανάγωγο, ϐλέπε [39].

Ορισµός 2.1.2. (ϐάση Graver - Graver Basis)

Το σύνολο όλων των πρωταρχικών διωνύµων ενός τορικού ιδεώδους IA καλείται

ϐάση Graver αυτού και ϑα συµβολίζεται µε GrA.
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Θεωρούµε ένα γράφηµα G. Οι περιπλανήσεις που αντιστοιχούν σε πρωταρχικά

διώνυµα, χαρακτηρίζονται από τον επόµενο ορισµό:

Ορισµός 2.1.3. (πρωταρχική άρτια κλειστή περιπλάνηση - primitive even closed

walk)

Θα λέµε ότι µια άρτια κλειστή περιπλάνηση γ = (ei1 , ei2, . . . , ei2q) ενός γραφήµατος

G είναι πρωταρχική, εάν δεν υπάρχει άρτια κλειστή περιπλάνηση στο G του τύπου

(ej1, ej2, . . . , ej2p) µε 1 ≤ p < q τέτοια ώστε j2k−1 ∈ {i1, i3, . . . , i2q−1} και j2k ∈
{i2, i4, . . . , i2q}, µε j2k−1 6= j2l : ∀k : 1 ≤ k ≤ p, ∀l : 1 ≤ l ≤ p.

Προκύπτει ότι µια άρτια κλειστή περιπλάνηση γ είναι πρωταρχική αν το αντί-

στοιχο διώνυµο Bγ είναι πρωταρχικό.

΄Ενας από τους σκοπούς µας στο κεφάλαιο αυτό, είναι να καθορίσουµε τα πρω-

ταρχικά διώνυµα τορικών ιδεωδών γραφηµάτων. Τα πρωταρχικά διώνυµα µας εν-

διαφέρουν γιατί όπως ϐλέπουµε στο παρακάτω Θεώρηµα, αυτά είναι τα στοιχεία

που παράγουν το ιδεώδες ενός γραφήµατος.

Θεώρηµα 2.1.4 (Villarreal, 1995). Το τορικό ιδεώδες IG του γραφήµατος G παρά-

γεται από τα διώνυµα Bγ , όπου γ είναι πρωταρχική άρτια κλειστή περιπλάνηση του

G.

Οι H. Ohsugi και T. Hibi το 1999 στο άρθρο τους [29], διατύπωσαν ένα ϑεώρη-

µα, Θεώρηµα 2.1.5, µέσω του οποίου έχουµε µια αναγκαία συνθήκη περιγραφής

της µορφής των πρωταρχικών περιπλανήσεων σε ένα γράφηµα.

Θεώρηµα 2.1.5 (Ohsugi, Hibi, 1999). Μια πρωταρχική άρτια κλειστή περιπλάνηση

γ ενός γραφήµατος G έχει µια από τις παρακάτω µορφές :

(i) γ είναι ένας άρτιος κύκλος του G,

(ii) γ = (C1, C2), όπουC1 καιC2 είναι περιττοί κύκλοι του G οι οποίοι έχουν ακριβώς

µια κοινή κορυφή,

(iii) γ = (C1, γ1, C2, γ2), όπου C1 και C2 είναι περιττοί κύκλοι του G οι οποίοι δεν

έχουν κοινή κορυφή και γ1, γ2 περιπλανήσεις του G οι οποίες έχουν αρχή µια

κορυφή v1 ∈ C1 και τέλος µια κορυφή v2 ∈ C2.

Βάσει λοιπόν του προηγούµενου ϑεωρήµατος, έχουµε µια περιγραφή των δυνα-

τών πρωταρχικών άρτιων κλειστών περιπλανήσεων ενός γραφήµατος και µε χρήση

του Θεωρήµατος 2.1.4 προκύπτει ένα πιθανό σύνολο γεννητόρων για το IG. Να

παρατηρήσουµε σε αυτό το σηµείο, ότι το Θεώρηµα 2.1.5 δεν δίνει ικανή και αναγ-

καία συνθήκη για τον καθορισµό των πρωταρχικών άρτιων κλειστών περιπλανήσεων

ενός γραφήµατος, όπως ϕαίνεται στο παράδειγµα που ακολουθεί.

Παράδειγµα 2.1.6. Θεωρούµε το παρακάτω γράφηµα G.
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e1

e2
e3

e4 e5
e6

e7 e8
e9

e10
e11

e12
e13e14

e15

Παράδειγµα µη πρωταρχικής περιπλάνησης γ

Στο γράφηµα αυτό ϑεωρούµε την άρτια κλειστή περιπλάνηση:

γ = (e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e8, e9, e10, e11, e12, e9, e13, e6, e14, e3, e15).

Η γ είναι της µορφής (iii) της Θεωρήµατος 2.1.5. Οι δύο περιττοί κύκλοι χωρίς

κοινή κορυφή είναι :

C1 = (e1, e2, e15)

και

C2 = (e10, e11, e12).

Αντίστοιχα ϑεωρούµε τις περιπλανήσεις γ1, γ2 µε κοινή αρχή κορυφή του C1 και

κοινό τέλος κορυφή του C2:

γ1 = (e3, e4, e5, e6, e7, e8, e9)

και

γ2 = (e9, e13, e6, e14, e3).

Παρατηρούµε ότι η γ δεν είναι πρωταρχική περιπλάνηση, καθώς υπάρχει η

περιπλάνηση

γ3 = (e1, e2, e3, e4, e5, e14, e3, e15)

µε την οποία δε πληρούνται οι συνθήκες του ορισµού της πρωταρχικής περιπλάνη-

σης. Είδαµε λοιπόν ότι η περιπλάνηση γ έχει µια από τις µορφές του Θεωρήµατος

2.1.5 αλλά δεν αποτελεί πρωταρχική περιπλάνηση.

Καταλήγουµε στο ίδιο συµπέρασµα ϐέβαια, ϐλέποντας το πρόβληµα µέσω των

πρωταρχικών διωνύµων. Εδώ:

Bγ = e1e
2
3e5e7e

2
9e11e6 − e2e4e6e8e10e12e13e14e15.

Επίσης :

Bγ3 = e1e
2
3e5 − e2e4e14e15.

Παρατηρούµε ότι :

E+
γ3

| E+
γ και E−

γ3
| E−

γ .

Από τον Ορισµό 2.1.1 έπεται ότι το Bγ δεν είναι πρωταρχικό.
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2.2 Βάση Graver τορικού ιδεώδους γραφήµατος G

΄Εστω w = (ei1 , . . . , ei2k) άρτια πρωταρχική περιπλάνηση. Καθώς το διώνυµο Bw

είναι ανάγωγο, έπεται ότι υπάρχει διαµέριση των ακµών της w σε δύο σύνολα, τα

w+ = {eij : j περιττός} και w− = {eij : j άρτιος}.

Οι ακµές του w+ ϑα λέγονται περιττές, ενώ αντίστοιχα αυτές του w− άρτιες. ∆ύο

ακµές από τις οποίες η µία είναι περιττή και η άλλη άρτια, ϑα λέµε ότι ανήκουν σε

διαφορετική διαµέριση. Να σηµειώσουµε εδώ, ότι για µια άρτια κλειστή περιπλά-

νηση, ο χαρακτηρισµός της ακµής σε άρτια/περιττή εξαρτάται αποκλειστικά από

τον τρόπο µε τον οποίο έχουµε ξεκινήσει να µετράµε στο γράφηµα, χωρίς όµως

αυτός να επηρρεάζει τα στοιχεία του ιδεώδους. Συνεπώς δεν είναι τόσο σηµαντικό

να ορίζουµε πότε µια ακµή είναι άρτια ή περιττή, όσο ο διαχωρισµός των ακµών σε

αυτά τα δύο σύνολα. Επιπλέον ϑα συµβολίζουµε µε w το υπογράφηµα του γραφή-

µατος G, µε κορυφές τις κορυφές της περιπλάνησης w και σύνολο ακµών τις ακµές

της w. ΄Ενας από τους πιο ϐασικούς ορισµούς για αυτά που ακολουθούν, είναι αυ-

τός της κορυφής εισροής ενός µπλοκ ενός γραφήµατος. Ο ϱόλος των κορυφών

εισροής είναι καθοριστικός για τον καθορισµό των πρωταρχικών περιπλανήσεων.

Ορισµός 2.2.1. (κορυφή εισροής ενός µπλοκ- sink of a block)

Κορυφή εισροής ενός µπλοκ B ενός γραφήµατος w, είναι µια κοινή κορυφή δύο

περιττών ή δύο άρτιων ακµών της περιπλάνησης w, οι οποίες ανήκουν στο µπλοκ B.

Για τη καλύτερη κατανόηση του ορισµού αυτού, δίνουµε στο παρακάτω παρά-

δειγµα διάφορες µορφές κορυφών εισροής καθώς και περιπτώσεις κορυφών που

δεν είναι κορυφές εισροής.

Παράδειγµα 2.2.2. (i) Εάν {e} είναι ακµή αποκοπής µιας άρτιας πρωταρχικής

περιπλάνησης w, τότε (λόγω και του ότι το Bw ϑα είναι ανάγωγο) η e ϑα

εµφανίζεται τουλάχιστον δύο ϕορές στη w και ϑα ανήκει είτε στο w+ είτε στο

w−. ΄Αρα κάθε κορυφή της ϑα είναι κορυφή εισροής.

(ii) Ας ϑεωρήσουµε το παρακάτω γράφηµα G.

e1

e2
e3

e4
e5

e6e7
e8

v

Τα µπλοκ του γραφήµατος G είναι :

B1 = {e1, e2, e3, e7, e8} και B2 = {e4, e5, e6}.

Στο γράφηµα αυτό ϑεωρώντας τη περιπλάνηση w = (e1, . . . , e8), έχουµε ότι

w+ = {e1, e3, e5, e7} ενώ w− = {e2, e4, e6, e8}. Παρατηρούµε ότι η w έχει
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µόνο µια κορυφή αποκοπής· τη κορυφή v. Η κορυφή v ϐρίσκεται σε δύο

µπλοκ αυτής και είναι κορυφή εισροής και των δύο καθώς για το µεν πρώτο

είναι κοινή κορυφή των ακµών e3, e7 του w+, ενώ για το δεύτερο των e4, e6
του w−.

(iii) Θεωρούµε το παρακάτω γράφηµα G:

e1 e2 e3 e4

e5e6e8 e7

΄Εστω η περιπλάνηση w = (e1, . . . , e8). Παρατηρούµε ότι w = G και το w

έχει ακριβώς δύο µπλοκ, τα

B1 = {e1, e2, e7, e8} και B2 = {e3, e4, e5, e6}.

Η µοναδική κορυφή αποκοπής που υπάρχει, δεν είναι κορυφή εισροής κά-

ποιου από τα δύο µπλοκ. Στη προκειµένη περίπτωση w+ = {e1, e3, e5, e7}
και w− = {e2, e4, e6, e8}. Παρατηρούµε όµως ότι η κορυφή αποκοπής, είναι

κοινή κορυφή των e2, e7 για το πρώτο µπλοκ και των e3, e6 για το δεύτερο, οι

οποίες ανήκουν σε διαφορετικά σύνολα αντίστοιχα.

Παρατήρηση 2.2.3. Ο χαρακτηρισµός κορυφή εισροής, δεν εξαρτάται από το γρά-

ϕηµα w, αλλά από τη περιπλάνηση w. Για παράδειγµα, το γράφηµα w του Πα-

ϱαδείγµατος 2.2.2 περίπτωση (iii). Στο γράφηµα αυτό, ϑεωρώντας τη περιπλάνηση

w1 = (e1, e2, e7, e8) δεν υπάρχει κορυφή αυτής η οποία να είναι κορυφή εισρο-

ής. Τα αντίστοιχα σύνολα για αυτή είναι w+
1 = {e1, e7} και w−

1 = {e2, e8}. Κάθε

κορυφή της w1 είναι κοινή κορυφή µιας άρτιας και µιας περιττής ακµής. Αν ϑε-

ωρήσουµε τη περιπλάνηση w2 = (e1, e2, e7, e8, e1, e2, e7, e8) τότε κάθε κορυφή της

w2 είναι κορυφή εισροής καθώς κάθε κορυφή είναι κοινή κορυφή δύο άρτιων (και

δύο περιττών) ακµών της w2. Στη συγκεκριµένη περίπτωση οι δύο άρτιες (αντί-

στοιχα περιττές) ακµές, είναι η ίδια ακµή. Βλέπουµε λοιπόν, ότι µελετώντας το

ίδιο γράφηµα w, µε τον τρόπο τον οποίο ϑα πάρουµε τη περιπλάνηση w, έχουµε

περιπτώσεις όπου κορυφές µπορεί να είναι κορυφές εισροής µπορεί και όχι.

Είµαστε σε ϑέση πλέον να προχωρήσουµε στο κεντρικό ϑεώρηµα της ενότητας

αυτής. Πριν από αυτό ϑα αποδείξουµε ένα τεχνικό λήµµα, το οποίο είναι χρήσιµο

για την απόδειξη του ϐασικού ϑεωρήµατος που ϑα ακολουθήσει.

Λήµµα 2.2.4. ΄Εστω γράφηµα G και w = (e1, . . . , ek) µια κλειστή περιπλάνηση

του G. Εάν B είναι ένα µπλοκ του w, τότε υπάρχει µια κλειστή υποπεριπλάνηση

wB = (ej1, . . . , ejq) της w τέτοια ώστε wB = B, όπου ej1 , . . . , ejq ακµές της w που

ανήκουν στο µπλοκ B και j1 < j2 < . . . < jq.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε το Ϲητούµενο µε µαθηµατική επαγωγή στον αριθµό των

κορυφών του w. Χωρίς ϐλάβη γενικότητας (διαφορετικά απαριθµούµε διαφορετικά

τις ακµές), υποθέτουµε ότι e1 = (x1, xk) ακµή του B και ότι

w = (xk, e1, x1, e2, . . . , ek, xk).
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Στη περίπτωση που w= B, παίρνοντας wB = w έχουµε το Ϲητούµενο. Υποθέτουµε

ότι w 6= B και ορίζουµε

r = min{i | xi /∈ B} και s = min{i | xi ∈ B µε i > r}.

Αρχικά παρατηρούµε ότι τα σύνολα {i | xi /∈ B} και {i | xi ∈ B µε i > r} είναι

µη κενά. Αυτό γιατί για το µεν πρώτο γνωρίζουµε ότι w 6= B, ενώ για το δεύτερο

γνωρίζουµε ότι η κορυφή xk ανήκει σε αυτό. Υποθέτουµε ότι xr−1 6= xs. Τότε

το υπογράφηµα του w που επάγεται από τις κορυφές V (B) ∪ {xr, xr+1, . . . , xs−1}
είναι ένα δισυνεκτικό υπογράφηµα του w και περιέχει το B. Αυτό όµως αντιβαίνει

στην υπόθεση ότι το B είναι ένα µπλοκ του w και άρα xr−1 = xs. Ορίζουµε τη

περιπλάνηση

w′ = (xk, e1, x1, . . . , er−1, xr−1 = xs, es+1, . . . , ek, xk).

Η w′ είναι υποπεριπλάνηση της w µε λιγότερες κορυφές από αυτή και το B είναι

ένα µπλοκ της w′. Συνεπώς από την επαγωγική υπόθεση, η wB = (e1 = ej1, . . . , ejq)
είναι µια κλειστή υποπεριπλάνηση της w′ και άρα και της w, τέτοια ώστε wB = B,

όπου ej1, . . . , ejq ακµές της w′, άρα και της w, που ανήκουν στο µπλοκ B και

j1 < j2 < . . . < jq.

Το επόµενο είναι το κεντρικό ϑεώρηµα αυτής της ενότητας, στο οποίο χαρακτη-

ϱίζουµε πλήρως τις πρωταρχικές περιπλανήσεις τυχαίου γραφήµατος G, γενικεύ-

οντας τον παλαιότερο χαρακτηρισµό των Ohsugi, Hibi, Θεώρηµα 2.1.5.

Θεώρηµα 2.2.5. ΄Εστω G γράφηµα και w άρτια κλειστή περιπλάνηση του G. Η w
είναι πρωταρχική αν και µόνον αν :

(i) κάθε µπλοκ του w είναι κύκλος ή ακµή αποκοπής,

(ii) κάθε πολλαπλή ακµή της w είναι διπλή ακµή αυτής και ακµή αποκοπής του w

και

(iii) κάθε κορυφή αποκοπής του w ανήκει σε ακριβώς δύο µπλοκ και είναι κορυφή

εισροής και των δύο.

Απόδειξη. ΄Εστω w = (ei1 , . . . , ei2s) άρτια κλειστή πρωταρχική περιπλάνηση. Για

να αποδείξουµε τη πρώτη συνθήκη, υποθέτουµε ότι B είναι µπλοκ του w το οποίο

δεν είναι ακµή αποκοπής. Θα αποδείξουµε ότι το B είναι κύκλος. Υποθέτουµε

αντίθετα ότι δεν είναι κύκλος. ΄Εστω wB = (eij1 , . . . , eijq ) υποπεριπλάνηση της w,

τέτοια ώστε το γράφηµα wB είναι το µπλοκ B, όπου eij1 , . . . , eijq είναι όλες οι ακµές

της w που ανήκουν στο µπλοκ B και j1 < j2 < . . . < jq. Από το Λήµµα 2.2.4,

η wB είναι κλειστή περιπλάνηση. Καθώς το B δεν είναι κύκλος, υπάρχει τουλά-

χιστον µια κορυφή στη περιπλάνηση wB, η οποία εµφανίζεται δύο ϕορές σε αυτή.

Εάν υπήρχε µόνο µια τέτοια κορυφή, τότε αυτή ϑα ήταν κορυφή αποκοπής του B,

το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε τη δισυνεκτικότητα του µπλοκ B. ΄Αρα υπάρχουν

τουλάχιστον δύο κορυφές a, b του B, που εµφανίζονται δύο ϕορές στη περιπλάνηση

wB. Υπάρχουν δύο περιπτώσεις για τη wB. Είτε wB = (a, ξ1, b, ξ2, b, ξ3, a, ξ4) είτε

wB = (a, ξ1, b, ξ2, a, ξ3, b, ξ4). Στη πρώτη περίπτωση κάποια κορυφή της ξ2, είναι και
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κορυφή κάποιας από τις περιπλανήσεις ξ1, ξ3, ξ4, διαφορετικά η κορυφή b ϑα ήταν

κορυφή αποκοπής του B, κάτι που αντιβαίνει στο γεγονός ότι το B είναι µπλοκ.

΄Αρα πάντα υπάρχουν κορυφές v, u του µπλοκ B και περιπλανήσεις ζ1, ζ2, ζ3, ζ4 τέ-

τοιες ώστε wB = (v, ζ1, u, ζ2, v, ζ3, u, ζ4). Συνεπώς η w µπορεί να γραφεί στη µορφή

w = (v, w1, u, w2, v, w3, u, w4), όπου w1, w2, w3, w4 είναι υποπεριπλανήσεις της w.

Η περιπλάνηση w είναι πρωταρχική, άρα η κλειστή περιπλάνηση (v, w1, u, w2, v)
είναι περιττή, ένα από τα µήκη των w1, w2 είναι ίδιου είδους (άρτιου/περιττού) µε

το αντίστοιχο του w3 και η πρώτη ακµή του w1 και η τελευταία ακµή του w2 ανή-

κουν στο w+. Συνδυάζοντας όλα τα παραπάνω, είτε η σ1 = (v, w1, u,−w3, v) είτε η

σ2 = (v, w3, u, w2, v) είναι κλειστή άρτια υποπεριπλάνηση της w τέτοια ώστε :

είτε E+(σ1) | E
+(w) και E−(σ1) | E

−(w) είτε E+(σ2) | E
−(w) και E−(σ2) | E

+(w).

Και στις δύο περιπτώσεις έχουµε άτοπο, στο γεγονός ότι η w είναι πρωταρχική.

΄Αρα κάθε µπλοκ του w είναι κύκλος ή ακµή αποκοπής.

Για να αποδείξουµε τη δεύτερη συνθήκη, υποθέτουµε ότι e = (u, v) είναι µια

πολλαπλή ακµή της w. Καθώς η w είναι πρωταρχική, συµπεραίνουµε ότι όποτε

η e εµφανίζεται σε αυτή, τότε αυτή ϑα ϐρίσκεται ή στο w+ ή στο w−. Υπάρχουν

δύο τρόποι για την e να εµφανίζεται στην w. Είτε µε αρχική κορυφή τη u ως

(. . . , u, e, v, . . .) είτε αντίστροφα µε αρχική κορυφή τη v ως (. . . , v, e, u, . . .). ∆ια-

κρίνουµε περιπτώσεις :

1η περίπτωση: ΄Εστω ότι η e εµφανίζεται µε τον ίδιο τρόπο τουλάχιστον δύο

ϕορές. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι (. . . , u, e, v, . . .).
Τότε η περιπλάνηση w µπορεί να γραφεί στη µορφή w = (u, e, v, w1, u, e, v, . . .).
Καθώς η w είναι πρωταρχική και η e εµφανίστηκε ως πρώτη ακµή αυτής, όλες

τις ϕορές που η e εµφανίζεται, ϑα ϐρίσκεται στο w+. Συνεπώς η περιπλάνηση

w1 είναι περιττή και άρα η ξ = (u, e, v, w1, u) είναι άρτια κλειστή περιπλάνηση µε

E+(ξ) | E+(w) και E−(ξ) | E−(w). Αυτό είναι άτοπο, καθώς η w είναι πρωταρχική.

2η περίπτωση: Η e εµφανίζεται ακριβώς δύο ϕορές στη w και µε τους δύο δια-

ϕορετικούς τρόπους και άρα η w παίρνει τη µορφή w = (u, e, v, w1, v, e, u, w2, u),
όπου w1, w2 υποπεριπλανήσεις της w. ΄Οπως προηγουµένως οι περιπλανήσεις

w1, w2 είναι περιττές και άρα οι πρώτες και οι τελευταίες ακµές αυτών, ανήκουν

στο w−. ΄Εστω αντίθετα, ότι η e δεν είναι ακµή αποκοπής του w. Τότε οι w1, w2

έχουν τουλάχιστον µια κοινή κορυφή y. Ξαναγράφουµε τη w, αυτή τη ϕορά στη

µορφή

w = (u, e, v, w′

1, y, w
′′

1, v, e, u, w
′

2, y, w
′′

2, u).

Καθώς η w2 είναι περιττή περιπλάνηση, µια από τις w′
2, w

′′
2 είναι περιττή και η άλλη

άρτια. Συνεπώς είτε η περιπλάνηση (u, e, v, w′
1, y, w

′′
2, u) ή η (u, e, v, w′

1, y,−w′
2, u)

είναι άρτια κλειστή περιπλάνηση τέτοια ώστε E+(ξ) | E+(w) και E−(ξ) | E−(w),
το οποίο είναι άτοπο καθώς η w είναι πρωταρχική. Συµπεραίνουµε ότι η e είναι

διπλή ακµή της περιπλάνησης w και ακµή αποκοπής του w.

Μένει να αποδείξουµε τη τρίτη συνθήκη. ΄Εστω v κορυφή αποκοπής του w.

΄Επεται ότι η v ανήκει σε τουλάχιστον δύο µπλοκ του w. Καθώς v κορυφή αποκοπής

της περιπλάνησης w, τότε η w = (v, e1, . . . , es, v, es+1, . . . , et, v, . . .), όπου οι e1, es
ϐρίσκονται στο ίδιο µπλοκ και

{ei | 1 ≤ i ≤ s} ∩ {ei | s+ 1 ≤ i ≤ t} = ∅.



36 · Βάση Graver, Ελαχιστοτικοί και Αναντικατάστατοι γεννήτορες του IG

Συµπεραίνουµε ότι e1, es ∈ w+ αφού διαφορετικά η (v, e1, . . . , es, v) είναι άρτια

κλειστή υποπεριπλάνηση της w, το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε το ότι η w εί-

ναι πρωταρχική. ΄Αρα η κορυφή v είναι κορυφή εισροής και η υποπεριπλάνηση

(v, e1, . . . , es, v) είναι περιττή. Με τον ίδιο τρόπο συµπεραίνουµε ότι η υποπε-

ϱιπλάνηση (v, es+1, . . . , et, v) είναι περιττή και οι ακµές es+1, et ∈ w−. Τότε η

w′ = (v, e1, . . . , es, v, es+1, . . . , et, v) είναι άρτια υποπεριπλάνηση της w τέτοια ώστε

E+(w′) | E+(w) και E−(w′) | E−(w) και καθώς η w είναι πρωταρχική, έπεται ότι

w = w′. Συµπεραίνουµε ότι η v ανήκει σε ακριβώς δύο µπλοκ του w και είναι

κορυφής εισροής και των δύο.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι η w είναι µια άρτια κλειστή περιπλάνηση, που

ικανοποιεί τις τρεις συνθήκες του Θεωρήµατός µας. Ισχυριζόµαστε αρχικά ότι

Bw 6= 0. ΄Εστω αντίθετα ότι είναι το µηδενικό διώνυµο. Τότε E+(w) = E−(w),
κάτι που σηµαίνει ότι κάθε ακµή του w είναι πολλαπλή ακµή της περιπλάνησης

w. ΄Εστω e = {u, v} µια ακµή της w. Από τη συνθήκη (ii), γνωρίζουµε ότι αυτή

είναι ακµή αποκοπής του w. ΄Αρα το σύνολο {e} είναι µπλοκ του w και κάθε

µια από τις κορυφές του, είναι κορυφή αποκοπής του. ΄Εστω u µια από αυτές.

Τότε από τη συνθήκη (iii) του ϑεωρήµατος, η u ανήκει σε ακριβώς δύο µπλοκ του

γραφήµατος και είναι κορυφή εισροής και των δύο. Το ένα από τα δύο αυτά µπλοκ

είναι το {e}. Από τον ορισµό της κορυφής εισροής, γνωρίζουµε ότι η u ως κορυφή

εισροής του µπλοκ B, είναι κοινή κορυφή δύο περιττών ή δύο άρτιων ακµών της

περιπλάνησης w, οι οποίες ανήκουν στο B. Αλλά το {e} αποτελείται από µόνο

µια ακµή. ΄Αρα το e2 διαρεί ένα από τα E+(w), E−(w) και συνεπώς και τα δύο

καθώς E+(w) = E−(w). ΄Επεται ότι η e εµφανίζεται τουλάχιστον τέσσερις ϕορές

στη περιπλάνηση w. Αυτό όµως είναι αδύνατο λόγω της συνθήκης (ii), όπου κάθε

πολλαπλή ακµή της w είναι διπλή ακµή αυτής. Ο ισχυρισµός αποδείχτηκε πλήρως

και άρα Bw 6= 0.

Υποθέτουµε αντίθετα ότι η w δεν είναι πρωταρχική και ϑα καταλήξουµε σε άτο-

πο. Καθώς Bw 6= 0, υπάρχει πρωταρχική υποπεριπλάνηση w′ της w, µικροτέρου

µήκους από τη w, τέτοια ώστε

E+(w′) | E+(w) και E−(w′) | E−(w).

Από το πρώτο κοµµάτι της απόδειξης, γνωρίζουµε ότι η w′ ικανοποιεί τις τρεις

συνθήκες της υπόθεσης. Ισχυριζόµαστε ότι τα γραφήµατα w,w′ έχουν ακριβώς τα

ίδια µπλοκ. ΄Εστω Bw′ µπλοκ της περιπλάνησης w
′. Τότε υπάρχει ένα µπλοκ Bw

της w, τέτοιο ώστε Bw′ ⊂ Bw. Από τη πρώτη συνθήκη, το Bw′ είναι ακµή αποκοπής

ή κύκλος. Εάν Bw′ = {e}, όπου e ακµή αποκοπής του w
′, τότε η e είναι διπλή

ακµή της w′. Καθώς E+(w′) | E+(w) και E−(w′) | E−(w), η e είναι πολλαπλή

ακµή της w, άρα από τη δεύτερη συνθήκη, ακµή αποκοπής του w και συνεπώς

αποτελεί µπλοκ του w. Στη περίπτωση όπου το Bw′ είναι κύκλος του w
′, προφανώς

το Bw είναι ο ίδιος κύκλος και άραBw′ = Bw. Συνεπώς κάθε µπλοκ του w
′ είναι και

µπλοκ του w. Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι υπάρχει ένα µπλοκ του w, το οποίο δεν

είναι µπλοκ του w
′. Καθώς το w είναι συνεκτικό, υπάρχει τουλάχιστον ένα µπλοκ

του w που δεν είναι µπλοκ για το w
′ και ταυτόχρονα έχει τουλάχιστον ένα σηµείο

επαφής µε το γράφηµαw
′. Καθώς όµως E+(w′) | E+(w) και E−(w′) | E−(w), αυτή

η κορυφή είναι κορυφή εισροής και των δύο. Η περιπλάνηση w′ είναι πρωταρχική

κι άρα η κορυφή εισροής αυτή, ανήκει σε ακριβώς δύο µπλοκ του w
′. Συνεπώς
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αυτό ϑα ανήκει σε τουλάχιστον τρία µπλοκ του w, λόγω του ότι κάθε µπλοκ του

w
′ είναι και µπλοκ του w. Καταλήξαµε σε άτοπο λόγω της τρίτης συνθήκης των

υποθέσεων. ΄Αρα τα γραφήµατα w και w′ ταυτίζονται.

΄Επεται ότι κάθε απλή ακµή της περιπλάνησης w είναι και απλή ακµή της w′

και κάθε διπλή ακµή (ακµή αποκοπής) της w′ είναι και διπλή της w. ΄Αρα

E+(w′) = E+(w) και E−(w′) = E−(w),

ισοδύναµα οι περιπλανήσεις w,w′ έχουν το ίδιο µήκος, το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα

η w είναι πρωταρχική και η απόδειξη ολοκληρώθηκε.

Παράδειγµα 2.2.6. Επανερχόµαστε στο Παράδειγµα 2.1.6 και στο γράφηµα G:

e1

e2
e3

e4 e5
e6

e7 e8
e9

e10
e11

e12
e13e14

e15

Παράδειγµα µη πρωταρχικής περιπλάνησης γ

Στο γράφηµα αυτό είχαµε ϑεωρήσει την άρτια κλειστή περιπλάνηση:

γ = (e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e8, e9, e10, e11, e12, e9, e13, e6, e14, e3, e15)

και είχαµε αποδείξει ότι η γ δεν είναι πρωταρχική. Βάσει του ϑεωρήµατος που µό-

λις αποδείξαµε, αµέσως συµπεραίνουµε ότι η γ δεν είναι πρωταρχική. Ας πάρουµε

για παράδειγµα τις κορυφές της ακµής e6. Η µια ανήκει στα µπλοκ {e4, e5, e14} και

{e6} του γραφήµατος w, ενώ η άλλη στα µπλοκ {e6} και {e7, e8, e13}. Οι κορυφές

που αντιστοιχούν στην ακµή e6, δεν είναι κορυφές εισροής κάποιου από τα παρα-

πάνω µπλοκ του γραφήµατος µε αποτέλεσµα να µη πληρείται η (iii) συνθήκη του

Θεωρήµατος 2.2.5. ∆ε συµβαίνει το ίδιο αν πάρουµε για παράδειγµα τη περιπλά-

νηση w = {e1, e2, e3, e4, e5, e14, e3, e15}. Τα µπλοκ του w είναι τα B1 = {e1, e2, e15},

B2 = {e3} και B3 = {e4, e5, e14}. Τα B1, B3 είναι κύκλοι ενώ το B2 είναι ακµή α-

ποκοπής. Η µοναδική πολλαπλή ακµή της w είναι η e3, η οποία είναι διπλή ακµή

για τη w και ακµή αποκοπής του w και τέλος οι δύο κορυφές αποκοπής του w, οι

κορυφές της ακµής e3, ανήκουν σε ακριβώς δύο µπλοκ του w, τα B1, B3 και είναι

κορυφές εισροής και των δύο. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2.2.5 συµπεραίνουµε ότι

η w είναι πρωταρχική.

Να σηµειώσουµε εδώ ότι το παραπάνω ϑεώρηµα, χαρακτηρίζει πλήρως τα στοι-

χεία της ϐάσης Graver ενός τορικού ιδεώδους οποιουδήποτε γραφήµατος G. Στο

τρίτο κεφάλαιο, ϑα δούµε άµεσες εφαρµογές αυτού του ϑεωρήµατος. Θα κλείσου-

µε την ενότητα αυτή, µε ένα πόρισµα µέσω του οποίου περιγράφουµε πλήρως το

γράφηµα w για µια πρωταρχική περιπλάνηση w.

Πόρισµα 2.2.7. ΄Εστω G γράφηµα και W συνεκτικό υπογράφηµα του G. Το υπο-

γράφηµα W , είναι το γράφηµα w µιας πρωταρχικής περιπλάνησης w αν και µόνον

αν:
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(i) το W είναι ένας άρτιος κύκλος του G ή

(ii) το W δεν είναι δισυνεκτικό γράφηµα και

(α΄) κάθε µπλοκ του W είναι κύκλος ή ακµή αποκοπής και

(ϐ΄) κάθε κορυφή αποκοπής του W , ανήκει σε ακριβώς δύο µπλοκ και χωρί-

Ϲει το γράφηµα σε δύο µέρη, όπου ο συνολικός αριθµός των ακµών των

κυκλικών µπλοκ σε κάθε µέρος είναι περιττός.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι W είναι το γράφηµα w µιας πρωταρχικής περιπλάνησης w.

Τότε το πόρισµα έπεται άµεσα από το Θεώρηµα 2.2.5.

Αντίστροφα, υποθέτοντας ότι W ′ είναι ένα γράφηµα το οποίο προέρχεται από

το W , αντικαθιστώντας κάθε ακµή αποκοπής µε δύο ακµές, τότε το γράφηµα W ′

είναι γράφηµα Euler, καθώς είναι συνεκτικό και κάθε κορυφή του έχει ϐαθµό δύο ή

τέσσερα, ϐλέπε Θεώρηµα 1.2.8. Κάθε κλειστή διαδροµή Euler w′ του γραφήµατος

W ′, δίνει µια άρτια κλειστή περιπλάνηση w του W , στην οποία κάθε απλή ακµή

του W ′ είναι απλή ακµή της περιπλάνησης w και κάθε πολλαπλή ακµή του W ′

είναι διπλή ακµή της w και ακµή αποκοπής του W = w. Το Ϲητούµενο έπεται από

το Θεώρηµα 2.2.5.

2.3 Ελαχιστοτικοί και αναντικατάστατοι γεννήτορες του IG

Στην ενότητα αυτή, ϑα χαρακτηρίσουµε πλήρως τις περιπλανήσεις w ενός γραφή-

µατος G για τις οποίες το αντίστοιχο διώνυµο Bw ανήκει σε κάποιο ελαχιστοτικό

σύστηµα γεννητόρων του IG. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2.1.4 είναι δεδοµένο ότι

το Bw πρέπει να είναι πρωταρχικό, αλλά αυτό δεν είναι η µοναδική µας απαί-

τηση. Η w όµως πρέπει να πληρεί κι άλλες ιδιότητες, η πρώτη από τις οποίες

έχει να κάνει µε το γράφηµα w και η δεύτερη µε το επαγόµενο γράφηµα Gw της

w, ϐλέπε Πρόταση 2.3.6 και Θεώρηµα 2.3.21. Στη συνέχεια αποδεικνύουµε το

Θεώρηµα 2.3.26, στο οποίο χαρακτηρίζουµε πλήρως τους αναντικατάστατους γεν-

νήτορες ενός συστήµατος γεννητόρων τορικού ιδεώδους τυχαίου γραφήµατος G.

Αποτελέσµατα προς αυτή τη κατεύθυνση, υπήρχαν από τους Ohsugi και Hibi στο

[30], για µια συγκεκριµένη κατηγορία γραφηµάτων. Κλείνουµε την ενότητα ορί-

Ϲοντας και προσδιορίζοντας τα ϑεµελιώδη στοιχεία ενός IG για τυχαίο γράφηµα G
και παρατηρώντας την ισχύ των παραπάνω ϑεωρηµάτων για τη περίπτωση των µη

απλών γραφηµάτων.

Θα ξεκινήσουµε δίνοντας κάποιους ϐασικούς ορισµούς.

΄Εστω IA ⊂ K[x1, . . . , xm] το τορικό ιδεώδες του συνόλου A.

Ορισµός 2.3.1. (ελαχιστοτικό σύνολο γεννητόρων- minimal generating set)

΄Εστω {B1, . . . , Bm} ένα σύνολο γεννητόρων του τορικού ιδεώδους IA. Αυτό ϑα

καλείται ελαχιστοτικό, αν δεν υπάρχει γνήσιο υποσύνολο αυτού, το οποίο να παράγει

το IA.

Το παρακάτω παράδειγµα ϑα αποσαφηνίσει τον ορισµό του ελαχιστοτικού συ-

νόλου γεννητόρων.
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Παράδειγµα 2.3.2. Θεωρούµε το σύνολο A = {2, 1, 1} ⊂ K[x1, x2, x3] και ορίζου-

µε

deg(x1) = 2, deg(x2) = 1, deg(x3) = 1.

Υπολογίζουµε το IA και ϐρίσκουµε ότι

IA = 〈x2 − x3, x1 − x2
2, x1 − x2

3, x1 − x2x3〉.

Το σύνολο γεννητόρων

{x2 − x3, x1 − x2
2, x1 − x2

3, x1 − x2x3}

δεν είναι ελαχιστοτικό καθώς παρατηρούµε ότι :

x1 − x2
2 = (x1 − x2x3)− x2(x2 − x3) και x1 − x2

3 = (x1 − x2x3) + x3(x2 − x3).

΄Ενα ελαχιστοτικό σύνολο γεννητόρων του IA είναι το σύνολο

{x2 − x3, x1 − x2x3}.

Πράγµατι :

IA = 〈x2 − x3, x1 − x2x3〉,

παρατηρώντας ότι x2 − x3 /∈ 〈x1 − x2x3〉 και x1 − x2x3 /∈ 〈x2 − x3〉. Για το IA
ϐλέπουµε ότι δεν υπάρχει γεννήτορας ο οποίος να είναι αναντικατάστατος, δηλαδή

να ανήκει σε κάθε ελαχιστοτικό σύστηµα γεννητόρων του ιδεώδους.

Ορισµός 2.3.3. (ελαχιστοτικό διώνυµο - minimal binomial)

΄Ενα διώνυµο B ∈ IA καλείται ελαχιστοτικό εάν αυτό ανήκει σε ένα ελαχιστοτικό

σύστηµα γεννητόρων του IA.

Βάσει του παραπάνω ορισµού, όλα τα διώνυµα του προηγούµενου παραδείγ-

µατος είναι ελαχιστοτικά. Οι αντίστοιχοι ορισµοί των τορικών ιδεωδών υπεράνω

γραφηµάτων, δε διαφέρουν σε τίποτα από τους παραπάνω γενικούς, καθώς το µό-

νο που αλλάζει είναι το σύνολο A ως προς το οποίο υπολογίζεται το ιδεώδες.

Μια πολύ ϐασική έννοια, για τη ϑεωρία που ακολουθεί, είναι αυτή της ισχυρής

πρωταρχικής περιπλάνησης w σε ένα γράφηµα G.

Ορισµός 2.3.4. (ισχυρά πρωταρχική περιπλάνηση - strongly primitive walk)

Καλούµε ισχυρά πρωταρχική περιπλάνηση ενός γραφήµατος, µια πρωταρχική πε-

ϱιπλάνηση η οποία δεν έχει δύο κορυφές εισροής σε απόσταση ένα σε οποιοδήποτε

κυκλικό µπλοκ του γραφήµατος, δηλαδή δεν υπάρχει ακµή του γραφήµατος η οποία

να συνδέει τις κορυφές αυτές.

΄Ενα παράδειγµα υπεράνω της έννοιας αυτής για τη καλύτερη κατανόησή της,

είναι το ακόλουθο:

Παράδειγµα 2.3.5. Στο παρακάτω σχήµα ϐλέπουµε δύο διαφορετικές περιπλα-

νήσεις. Από το Θεώρηµα 2.2.5 εύκολα συµπεραίνουµε ότι και οι δύο αυτές περι-

πλανήσεις είναι πρωταρχικές.
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Μη ισχυρά πρωταρχική

u

v

x y

Ισχυρά πρωταρχική

Η περιπλάνηση που αντίστοιχει στο πρώτο γράφηµα δεν είναι ισχυρά πρωταρ-

χική, αφού η απόσταση µεταξύ των δύο κορυφών εισροής της u και v είναι ένα.

Οι κορυφές εισροής x, y της δεύτερης περιπλάνησης έχουν απόσταση δύο και εξ

ορισµού η περιπλάνηση αυτή είναι ισχυρά πρωταρχική.

Βάσει του παραπάνω ορισµού, αποδεικνύουµε παρακάτω µια χρήσιµη ιδιότη-

τα των ελαχιστοτικών διωνύµων ενός τορικού ιδεώδους IG, η οποία απλουστεύει

αρκετά το κεντρικό ϑεώρηµα της ενότητας αυτής.

Πρόταση 2.3.6. ΄Εστω w άρτια κλειστή περιπλάνηση τέτοια ώστε το διώνυµο Bw

είναι ελαχιστοτικός γεννήτορας του IG. Τότε η w είναι ισχυρά πρωταρχική περιπλά-

νηση.

Απόδειξη. Καθώς το διώνυµο Bw είναι ελαχιστοτικός γεννήτορας έπεται ότι η w
είναι πρωταρχική περιπλάνηση. Μένει να αποδείξουµε ότι είναι και ισχυρά πρω-

ταρχική.

ξ1

ξ3ξ2

e

u

v

Υποθέτουµε αντίθετα ότι δεν είναι είναι ισχυρά πρωταρχική. ΄Επεται ότι υπάρ-

χουν δύο κορυφές εισροής, έστω οι u, v οι οποίες έχουν απόσταση ένα. ΄Εστω µε

u, v ∈ B, όπου B τυχαίο µπλοκ του γραφήµατος. Ας είναι e = {u, v} η ακµή

ανάµεσά τους. Τότε η w µπορεί να γραφεί :

w = (v, ξ1, v, e, u, ξ2, u, ξ3, v),
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για κάποιες περιπλανήσεις ξ1, ξ2, ξ3, όπου τουλάχιστον η πρώτη και η τελευταία

ακµή της ξ3 ϐρίσκονται στο µπλοκ B. Οι ξ1, ξ2 είναι κλειστές περιπλανήσεις και

καθώς η w είναι πρωταρχική, υποχρεωτικά αυτές είναι περιττές. Συνεπώς και η

ξ3 είναι περιττή και άρα η πρώτη και η τελευταία ακµή της ξ3, όπως και η e,
ανήκουν στο w−. Καθώς οι u, v είναι κορυφές εισροής, οι κλειστές περιπλανήσεις

w1 = (ξ1, e, ξ2, e) και w2 = (e, ξ3) είναι άρτιες και το διώνυµο:

Bw = Bw1

E+(w2)

e
+Bw2

E−(w1)

e
,

είναι µη ελαχιστοτικός γεννήτορας, το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε την αρχική µας

υπόθεση. Σηµειώνουµε ότι

E+(w2)

e
6= 1 6=

E−(w1)

e
,

διαφορετικά η περιπλάνηση w1 ή η w2 έχει µήκος δύο, το οποίο είναι αδύνατο

καθώς το γράφηµα δεν έχει πολλαπλές ακµές.

Στη προηγούµενη ενότητα, είδαµε ότι η ιδιότητα µιας περιπλάνησης w να είναι

πρωταρχική, εξαρτάται µόνο από το γράφηµα w. Αυτό δε συµβαίνει στο χαρακτη-

ϱισµό της w να είναι ελαχιστοτική ή αναντικατάστατη, κάτι που εξαρτάται από το

επαγόµενο γράφηµα Gw. Πριν προχωρήσουµε στα αντίστοιχα ϑεωρήµατα ας δούµε

ορισµένες έννοιες που χρειαζόµαστε ακόµη.

Μια ακµή e ενός γραφήµατος G, καλείται χορδή της περιπλάνησης w, εάν οι

κορυφές της e ανήκουν στο V (w) ενώ e /∈ E(w). ∆ιαφορετικά, µια ακµή είναι

χορδή µιας περιπλάνησης w, εάν αυτή ανήκει στο E(Gw) αλλά όχι στο E(w).

Παράδειγµα 2.3.7. ΄Εστω G το παρακάτω γράφηµα:

e1

e2

e3

e4

e5

Παράδειγµα χορδής περιπλάνησης

Θεωρούµε τη περιπλάνηση w = (e1, e2, e3, e4). Παρατηρούµε ότι οι κορυφές

της ακµής e5 ανήκουν στο σύνολο V (w), ενώ e5 /∈ E(w). Συµπεραίνουµε ότι η e5
είναι χορδή της w.

Στη συνέχεια, ϑα χωρίσουµε τις χορδές σε διάφορες κατηγορίες, οι οποίες παί-

Ϲουν σηµαντικό ϱόλο στην ανάπτυξη της ϑεωρίας µας.

Θεωρούµε την άρτια κλειστή περιπλάνηση:

w = ((v1, v2), (v2, v3), . . . , (v2k, v1), ),
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και e = {vi, vj} µια χορδή αυτής. Παρατηρούµε ότι η e χωρίζει την w σε δύο

περιπλανήσεις :

w1 = (e1, . . . , ei−1, e, ej, . . . , e2k)

και

w2 = (ei, . . . , ej−1, e),

όπου es = (vs, vs+1), 1 ≤ s ≤ 2k και e2k = (v2k, v1). Οι w1, w2 είτε είναι ταυτόχρονα

άρτιες ή ταυτόχρονα περιττές.

Οι H. Ohsugi και T. Hibi στο άρθρο τους [29], διαµερίσανε τις χορδές ενός άρ-

τιου κύκλου, σε περιττές χορδές, εάν αυτές ¨χωρίζουνε¨ τον κύκλο σε δύο περιττούς

κύκλους και σε άρτιες χορδές εάν τον χωρίζουνε σε δύο άρτιους κύκλους. Παρατη-

ϱώντας γενικά τις πρωταρχικές άρτιες περιπλανήσεις, για µια τυχαία τέτοια, έστω

w, µπορεί να υπάρχει χορδή f η οποία χωρίζει τη w σε δύο άρτιες περιπλανήσεις,

αλλά ταυτόχρονα να υπάρχει κάποια διαφορετική πρωταρχική περιπλάνηση w′,

τέτοια ώστε w = w
′, Bw = Bw′ και η f να χωρίζει την w′ σε δύο περιττές περιπλα-

νήσεις. Για τον λόγο αυτό, ϑα διαφοροποιηθούµε από τον ορισµό των H. Ohsugi

και T. Hibi και ϑα ορίσουµε τις γέφυρες, τις άρτιες χορδές και τις περιττές χορδές

της w.

Ορισµός 2.3.8. (γέφυρα - bridge)

΄Εστω w πρωταρχική περιπλάνηση και e = (v1, v2) χορδή της w. Η e ϑα καλείται

γέφυρα, εάν υπάρχουν δύο διαφορετικά µπλοκ B1, B2 του w τέτοια ώστε v1 ∈ B1

και v2 ∈ B2.

Μια χορδή για να χαρακτηριστεί άρτια ή περιττή, ϐασική προϋπόθεση είναι ότι

δεν είναι γέφυρα.

Ορισµός 2.3.9. (άρτια/περιττή χορδή περιπλάνησης - even/odd chord of a walk)

΄Εστω w πρωταρχική περιπλάνηση και e = (v1, v2) χορδή της w. Η e ϑα λέγεται

άρτια χορδή (αντίστοιχα περιττή), αν δεν είναι γέφυρα και χωρίζει την w σε δύο άρτιες

κλειστές (αντίστοιχα περιττές) περιπλανήσεις.

Για τη καλύτερη κατανόηση των παραπάνω ορισµών, δίνουµε το παρακάτω

παράδειγµα.

Παράδειγµα 2.3.10. Θεωρούµε το παρακάτω γράφηµα G:
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i

j

c Bs

b

b
b

Στο γράφηµα αυτό παρατηρούµε τρεις χορδές οι οποίες είναι γέφυρες του w και

σηµειώνονται µε b, ενώ υπάρχει µια η οποία είναι άρτια, η c. Να παρατηρήσουµε σε

αυτό το σηµείο, ότι οι κορυφές µιας γέφυρας, µπορεί να ανήκουν στο ίδιο µπλοκ,

όπως για παράδειγµα αυτό συµβαίνει σε µια από τις τρεις γέφυρες του παραπάνω

σχήµατος.

Ο επόµενος ορισµός, γενικεύει τον αντίστοιχο ορισµό των αποτελεσµατικώς δια-

σταυρούµενων ακµών, που είχαν δώσει οι H. Ohsugi και T. Hibi στο άρθρο τους

[30], για τυχαίο κύκλο του γραφήµατος. Παρακάτω ορίζουµε τις αποτελεσµατικώς

διασταυρώµενες ακµές για τυχαία άρτια κλειστή πρωταρχική περιπλάνηση w.

Ορισµός 2.3.11. (αποτελεσµατικώς διασταυρώµενες ακµές - cross effectively ed­

ges)

΄Εστω w = ((vi1 , vi2), (vi2, vi3), . . . , (vi2q , vi1)) άρτια κλειστή πρωταρχική περιπλάνη-

ση και έστω e1 = (vis , vij), e2 = (vis′ , vij′ ) δύο περιττές χορδές αυτής µε 1 ≤ s < j ≤
2q και 1 ≤ s′ < j′ ≤ 2q. Θα λέµε ότι οι e, e′ είναι αποτελεσµατικώς διασταυρώµε-

νες ακµές στη w, εάν ο αριθµός s − s′ είναι περιττός και είτε s < s′ < j < j′ είτε

s′ < s < j′ < j.

Σηµειώνουµε ότι αν οι e, e′ είναι αποτελεσµατικώς διασταυρώµενες τότε εξ ορι-

σµού δεν είναι γέφυρες και οι αριθµοί j − s και j′ − s′ είναι άρτιοι. Επιπλέον,

καθώς ο s− s′ είναι περιττός αριθµός, έπεται ότι και οι αριθµοί j − s′, j′ − j, j′ − s
είναι περιττοί. Παρατηρούµε ακόµα ότι οι κορυφές των e και e′ ϐρίσκονται στο

ίδιο κυκλικό µπλοκ του w. Στη συνέχεια δίνουµε έναν ορισµό, απαραίτητο για το

ϑεώρηµα χαρακτηρισµού των αναντικατάστατων γεννητόρων ενός συστήµατος γεν-

νητόρων τορικού ιδεώδους γραφήµατος αλλά και το αντίστοιχο των ελαχιστοτικών

γεννητόρων του ιδεώδους.

Ορισµός 2.3.12. Ορίζουµε F4 µιας άρτιας κλειστής περιπλάνησης w, έναν κύκλο

(e, f, e′, f ′) µήκους τέσσερα, ο οποίος αποτελείται από δύο ακµές e, e′ της περιπλά-

νησης w οι οποίες είναι είτε περιττές είτε άρτιες ταυτόχρονα και δύο περιττές χορδές

f, f ′ αποτελεσµατικώς διασταυρώµενες στην w.
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Ακολουθεί ένα παράδειγµα, στο οποίο ϕαίνονται οι έννοιες των F4 και των α-

ποτελεσµατικώς διασταυρούµενων ακµών. Να σηµειώσουµε εδώ ότι όλες οι χορδές

στο παράδειγµα αυτό είναι περιττές.

Παράδειγµα 2.3.13. Στο παρακάτω σχήµα ϐλέπουµε δύο κυκλικά µπλοκ µιας

πρωταρχικής περιπλάνησης, σε κάθε ένα από τα οποία υπάρχουν δύο περιττές

χορδές αποτελεσµατικώς διασταυρώµενες.

f

f ′

BsBs

F4 Αποτελ. ∆ιασταυρ. Ακµές

f ′

f

Στο πρώτο µπλοκ, σχηµατίζουν ένα F4 ενώ στο δεύτερο όχι.

Συνδυάζοντας τους Ορισµούς 2.3.9 και 2.3.11, παρατηρούµε ότι δύο περιττές

χορδές f = (vi, vj) και f ′ = (vi′ , vj′) είναι µέρος ενός F4 εάν είτε i′ − j = ±1 και

j′ − i = ±1 ή i− i′ = ±1 και j′ − j = ±1.

Προκύπτει ο παρακάτω ορισµός :

Ορισµός 2.3.14. (ισχυρά αποτελεσµατικώς διασταυρώµενες ακµές - cross strongly

effectively edges)

΄Εστω w άρτια κλειστή πρωταρχική περιπλάνηση και έστω e, e′ δύο περιττές χορδές

αυτής. Θα λέµε ότι οι e, e′ είναι ισχυρά αποτελεσµατικώς διασταυρώµενες ακµές στη

w, εάν είναι αποτελεσµατικώς διασταυρώµενες και δεν συµµετέχουν σε κάποιο F4

της w.

Για παράδειγµα οι ακµές στο δεύτερο σχήµα είναι ισχυρά αποτελεσµατικώς

διασταυρώµενες, ενώ στο πρώτο δεν είναι καθώς από µόνες τους σχηµατίζουν ένα

F4.

Προχωρώντας προς το στόχο µας, ο οποίος είναι ο πλήρης χαρακτηρισµός των

ελαχιστοτικών γεννητόρων του IG, διατυπώνουµε και αποδεικνύουµε ορισµένες

πολύ χρήσιµες προτάσεις. Η επόµενη αφορά µια πολύ σηµαντική ιδιότητα των

ελαχιστοτικών διωνύµων.

Πρόταση 2.3.15. ΄Εστω w µια πρωταρχική περιπλάνηση ενός γραφήµατος G. Εάν

το Bw είναι ελαχιστοτικό διώνυµο του IG, τότε όλες οι χορδές της w είναι περιττές και

δεν υπάρχουν δύο από αυτές που να είναι ισχυρά αποτελεσµατικώς διασταυρώµενες.
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Απόδειξη. ΄Εστω γράφηµα G και έστω w = (e1, e2, . . . , e2s) µια πρωταρχική περι-

πλάνηση αυτού. Εάν το Bw είναι ελαχιστοτικό διώνυµο, από τη Πρόταση 2.3.6

έπεται ότι η w είναι ισχυρά πρωταρχική. Θα αποδείξουµε αρχικά ότι η w µπορεί

να έχει µόνο περιττές χορδές. Υποθέτουµε αντίθετα ότι e = (v1, v2l) είναι µια άρτια

χορδή της w και έστω w1 = (e1, e2, . . . , e2l−1, e), w2 = (e, e2l, . . . , e2s) οι αντίστοιχες

δύο άρτιες περιπλανήσεις που χωρίζει η e την w. Παρατηρούµε ότι

Bw = Bw1

E+(w2)

e
+Bw2

E−(w1)

e

και άρα το Bw δεν είναι ελαχιστοτικό, το οποίο αντιβαίνει στην υπόθεσή µας. Ση-

µειώνουµε ότι
E+(w2)

e
6= 1 6=

E−(w1)

e
,

καθώς το G δεν έχει πολλαπλές ακµές. Θα αποδείξουµε ότι η w δεν έχει γέφυρες.

΄Εστω αντίθετα ότι e = (v1, v2) είναι µια γέφυρα της w. Καθώς οι κορυφές v1, v2
ανήκουν σε διαφορετικά µπλοκ, υπάρχει τουλάχιστον µια κορυφή αποκοπής v,

τέτοια ώστε η περιπλάνηση w να γράφεται :

w = (v, w1, v1, w2, v, w3, v2, w4, v),

όπου w1, w2, w3, w4 είναι υποπεριπλανήσεις της w. Σηµειώνουµε εδώ ότι αν v = v1
ή v = v2 µια από τις περιπλανήσεις w1, w4 είναι κενές. Τότε οι κλειστές περιπλα-

νήσεις (v, w1, v1, w2, v) και (v, w3, v2, w4, v) είναι περιττές, διαφορετικά το Bw δεν

είναι πρωταρχικό. ΄Αρα µια από τις w1, w2 είναι περιττή περιπλάνηση και η άλλη

άρτια. Οµοίως για τις w3, w4. Παρατηρούµε ακόµη, ότι οι τέσσερις περιπλανήσεις

(v, w1, v1, w2, v, w3, v2, w4, v), (v, w1, v1, w2, v,−w4, v2,−w3, v),

(v,−w2, v1,−w1, v, w3, v2, w4, v) και (v,−w2, v1,−w1, v,−w4, v2,−w3, v)

δίνουν το ίδιο διώνυµο. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, µπορούµε να υποθέσουµε

ότι οι w1, w3 είναι περιττές και οι w2, w4 είναι άρτιες. Τότε οι κλειστές περιπλανήσεις

ζ1 = (w2, w3, e) και ζ2 = (w4, w1, e) είναι άρτιες και το διώνυµο

Bw = Bζ2

E−(ζ1)

e
− Bζ1

E+(ζ2)

e
,

είναι µη ελαχιστοτικό, το οποίο είναι άτοπο. Σηµειώνουµε ότι

E+(ζ2)

e
6= 1 6=

E−(ζ1)

e
,

καθώς το G δεν έχει πολλαπλές ακµές. Συνεπώς όλες οι χορδές της w είναι περιττές.

Μένει να αποδείξουµε, ότι δεν υπάρχουν δύο περιττές χορδές ισχυρά αποτελεσµα-

τικώς διασταυρώµενες.

Υποθέτουµε αντίθετα ότι f = {v1, v2} και f ′ = {u1, u2} είναι δύο ισχυρά απο-

τελεσµατικώς διασταυρώµενες χορδές της w. Η w έχει τη µορφή:

w = (v1, w1, u1, w2, v2, w3, u2, w4, v1).
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Επιπλέον οι περιπλανήσεις ξ1 = (w1, f
′,−w3, f) και ξ2 = (w2, f,−w4, f

′) είναι

άρτιες, καθώς οι περιπλανήσεις

(w1, w2, f), (w2, w3, f
′), (w3, w4, f) και (w4, w1, f

′)

είναι περιττές. Τότε όµως το διώνυµο

Bw = Bξ1

E−(ξ2)

ff ′
− Bξ2

E−(ξ1)

ff ′
,

είναι µη ελαχιστοτικό, το οποίο είναι άτοπο. Σηµειώνουµε ότι καθώς οι f, f ′ δε

συµµετέχουν σε κάποιο F4, έχουµε ότι

E−(ξ2)

ff ′
6= 1 6=

E−(ξ1)

ff ′
.

Πλησιάζουµε στον αρχικό µας στόχο, που είναι να δώσουµε ικανές και αναγ-

καίες συνθήκες για τον χαρακτηρισµό των ελαχιστοτικών γεννητόρων ενός τορικού

ιδεώδους γραφήµατος. ΄Ενας ορισµός χρήσιµος τεχνικά για τις αποδείξεις των

προτάσεων που ακολουθούν, είναι αυτός των F4 ισοδύναµων πρωταρχικών περι-

πλανήσεων.

Ορισµός 2.3.16. ∆ύο πρωταρχικές περιπλανήσειςw,w′ ϑα λέµε ότι διαφέρουν κατά

F4 = ξ = (e1, f1, e2, f2), εάν w = (w1, e1, w2, e2) και w′ = (w1, f1,−w2, f2), όπου οι

w1, w2 είναι περιττές περιπλανήσεις.

Ορισµός 2.3.17. ∆ύο πρωταρχικές περιπλανήσειςw,w′ ϑα λέγονται F4 ισοδύναµες,

εάν είτεw = w′ είτε υπάρχει µια ακολουθία περιπλανήσεωνw1 = w,w2, . . . , wn−1, wn =
w′ τέτοια ώστε οι wi, wi+1 να διαφέρουν κατά F4, για κάθε i, 1 ≤ i ≤ n− 1.

Παρατηρούµε εδώ, ότι αν οι w,w′ είναι F4 ισοδύναµες, τότε τα επαγόµενα γρα-

ϕήµατα Gw και Gw′ είναι ίσα. Θα συµβολίζουµε µε Lw τη κλάση ισοδυναµίας των

περιπλανήσεων w υπεράνω της σχέσης F4 ισοδύναµες.

Λήµµα 2.3.18. ΄Εστω w,w′ πρωταρχικές F4 ισοδύναµες περιπλανήσεις. Το Bw

είναι ελαχιστοτικό αν και µόνο αν το Bw′ είναι ελαχιστοτικό.

Απόδειξη. ΄Εστω w = (w1, e1, w2, e2) και w′ = (w1, f1,−w2, f2) άρτιες κλειστές F4

ισοδύναµες περιπλανήσεις, όπου F4 είναι ο κύκλος ξ = (e1, f1, e2, f2). Τα αντίστοι-

χα διώνυµα αυτών είναι :

Bw = E+(w1)E
+(w2)− e1e2E

−(w1)E
−(w2)

και

Bw′ = E+(w1)E
+(w2)− f1f2E

−(w1)E
−(w2).

Παρατηρούµε ότι :

Bw = Bw′ −
E−(w)

e1e2
Bξ

και έπεται το συµπέρασµα.
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Βλέποντας τα παραπάνω, παρατηρούµε ότι είναι πιθανό µια περιττή χορδή µιας

πρωταρχικής περιπλάνησης w, κάποιες ϕορές να αποτελεί άρτια χορδή κάποιας

άλλης πρωταρχικής περιπλάνησης w′, όπου οι w′, w είναι F4 ισοδύναµες. Σε αυτή

τη περίπτωση σύµφωνα µε τη Πρόταση 2.3.15 και το Λήµµα 2.3.18 έπεται ότι οι

Bw, Bw′ δεν είναι ελαχιστοτικοί. Ο παρακάτω ορισµός και πρόταση, ξεκαθαρίζουν

αυτή τη περίπτωση. Αρχικά παρατηρούµε ότι ένα F4, έστω αυτό (e1, f1, e2, f2),
διαµερίζει τις κορυφές του w σε δύο µέρη, V (w1) και V (w2), καθώς οι ακµές

e1, e2 ανήκουν στο ίδιο µπλοκ του w = (w1, e1, w2, e2).

Ορισµός 2.3.19. ΄Εστω w = (w1, e1, w2, e2) πρωταρχική περιπλάνηση και f =
(u, v) µια περιττή χορδή αυτής. Θα λέµε ότι η f διασταυρώνεται µε ένα F4 της

µορφής (e1, f1, e2, f2), εάν u ∈ V (w1), v ∈ V (w2) και η f είναι διαφορετική από τις

f1, f2.

Μέσω του παραπάνω ορισµού, ϐλέπουµε ότι αν ένα διώνυµο είναι ελαχιστοτικό,

τότε η αντίστοιχη περιπλάνηση w, δεν έχει περιττές χορδές µε αυτή την ιδιότητα.

΄Ετσι έχουµε τη παρακάτω πρόταση:

Πρόταση 2.3.20. ΄Εστωw πρωταρχική περιπλάνηση. Εάν ο Bw είναι ελαχιστοτικός

γεννήτορας, τότε η w δεν έχει περιττές χορδές που διασταυρώνονται µε κάποιο F4.

Απόδειξη. ΄Εστω Bw ελαχιστοτικός γεννήτορας. Υποθέτουµε αντίθετα ότι υπάρχει

περιττή χορδή e = {v1, v2} της w = (w1, e1, w2, e2), η οποία διασταυρώνεται µε ένα

F4, (e1, f1, e2, f2) της w. Παρατηρούµε ότι η w µπορεί να γραφεί :

w = (w′

1, v1, w
′′

1 , e1, w
′

2, v2, w
′′

2 , e2).

Η χορδή f είναι περιττή και άρα οι περιπλανήσεις (f, w′′
2 , e2, w

′
1) και (f, w′′

1 , e1, w
′
2)

είναι περιττές. Επίσης, καθώς ο κύκλος (e1, f1, e2, f2) είναι F4, οι περιπλανή-

σεις w1, w2 είναι περιττές. ΄Αρα οι (w′′
1 , f1,−w′′

2 , f) και (w′
1, f,−w′

2, f2) είναι άρ-

τιες περιπλανήσεις και εξ ορισµού η f είναι άρτια χορδή της περιπλάνησης w′ =
(w1, f1,−w2, f2). Σηµειώνουµε εδώ, ότι η f δεν αποτελεί γέφυρα της w′ καθώς δεν

είναι γέφυρα της w. Από τη Πρόταση 2.3.15 έχουµε ότι το διώνυµο Bw′ δεν είναι

ελαχιστοτικός γεννήτορας και από το Λήµµα 2.3.18 έπεται ότι και το Bw δεν είναι,

κάτι που αντιβαίνει στην αρχική µας υπόθεση.

Γενικά, για µια πρωταρχική περιπλάνηση w, όλες οι περιπλανήσεις που α-

νήκουν στη κλάση ισοδυναµίας Lw είναι πρωταρχικές. ΄Ενα F4 µιας πρωταρχικής

περιπλάνησης w, αποτελεί F4 οποιασδήποτε από τις περιπλανήσεις που ϐρίσκονται

στην Lw, παρόλο που κάποιες ϕορές οι χορδές και οι ακµές ενός F4, αλλάζουν ϱόλο

και είδος. Επίσης, µια γέφυρα της w, είναι γέφυρα για οποιαδήποτε περιπλάνηση

ϐρίσκεται στη κλάση ισοδυναµίας Lw και οι περιττές χορδές (αντίστοιχα άρτιες) της

w, συνεχίζουν να αποτελούν περιττές χορδές (αντίστοιχα άρτιες) για οποιαδήποτε

περιπλάνηση της Lw, εκτός κ αν διασταυρώνονται µε ένα F4. Εάν συµβαίνει αυτό,

αυτές ανήκουν σε διαφορετική διαµέριση κι αυτό εξαρτάται από τον αριθµό των F4

που διασταυρώνονται.

Το παρακάτω ϑεώρηµα είναι το ϐασικό αποτέλεσµα αυτής της ενότητας, στο

οποίο χαρακτηρίζουµε πλήρως τα στοιχεία ενός ελαχιστοτικού συστήµατος γεννη-

τόρων ενός τορικού ιδεώδους γραφήµατος G.
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Θεώρηµα 2.3.21. ΄Εστω w άρτια κλειστή περιπλάνηση. Ο Bw είναι ελαχιστοτικός

γεννήτορας, εάν και µόνο εάν :

(i) η w είναι ισχυρά πρωταρχική,

(ii) όλες οι χορδές της είναι περιττές,

(iii) δεν υπάρχουν δύο από αυτές που να είναι ισχυρά αποτελεσµατικώς διασταυρώ-

µενες και καµία από αυτές δεν διασταυρώνεται µε κάποιο F4 της w.

Απόδειξη. Η µια κατεύθυνση έπεται αµέσως από τις Προτάσεις 2.3.15 και 2.3.20.

Αντίστροφα, έστω w ισχυρά πρωταρχική περιπλάνηση, τέτοια ώστε όλες οι χορ-

δές της είναι περιττές, δεν υπάρχουν δύο από αυτές που να είναι αποτελεσµατικώς

διασταυρώµενες και καµία από αυτές δεν διασταυρώνεται µε κάποιο F4 της w.

Υποθέτουµε αντίθετα ότι ο Bw δεν είναι ελαχιστοτικός γεννήτορας. Εξόρισµού, υ-

πάρχει ελαχιστοτική περιπλάνηση δ τέτοια ώστε E+(δ)|E+(w) µε E+(δ) 6= E+(w)
και συνεπώς οι ακµές της δ+ είναι και ακµές της w+. Επίσης, ισχύει :

degAG
(E−(δ)) = degAG

(E+(δ)) < degAG
(E+(w)) = degAG

(E−(w)).

Η παραπάνω σχέση µας πληροφορεί ότι οι κορυφές της δ− ανήκουν στο w και άρα

οι ακµές της δ− είναι ακµές ή χορδές της w, δηλαδή περιττές χορδές λόγω της

αρχικής µας υπόθεσης.

Ισχυριζόµαστε ότι κάθε τέτοια περιπλάνηση δ, είναι ένα F4 της w. ΄Εστω αντίθετα

ότι δεν είναι. Ανάµεσα σε όλες αυτές τις περιπλανήσεις δ οι οποίες δεν είναι ένα F4

της w και E+(δ)|E+(w) µε E+(δ) 6= E+(w), επιλέγουµε µια γ τέτοια ώστε η γ να

έχει τις λιγότερες δυνατές χορδές της w. ∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις :

1η περίπτωση: Η περιπλάνηση γ δεν περιέχει χορδές της w. Συνεπώς, όλες

οι ακµές της γ− είναι ακµές της w. ΄Αρα γ+ ⊂ w+, γ− ⊂ w και καθώς η w
είναι πρωταρχική, υπάρχει τουλάχιστον µια ακµή e ∈ γ− ∩ w+. Συµπεραίνουµε

ότι γ = (. . . , e1, e, e2, . . .), όπου e1, e, e2 ∈ w+. Παρατηρούµε σε αυτό το σηµείο,

ότι αν υπάρχουν δύο µπλοκ µε µια κορυφή αποκοπής κοινό τους σηµείο, τότε

οι διαδοχικές ακµές στα δύο αυτά διαφορετικά µπλοκ ανήκουν σε διαφορετική

διαµέριση. Συνεπώς οι ακµές e1, e, e2 ανήκουν στο ίδιο µπλοκ της w, το οποίο

είναι κύκλος και άρα οι δύο κορυφές ανάµεσά τους είναι κορυφές εισροής της w.

Αυτό είναι αδύνατο, καθώς η w είναι ισχυρά πρωταρχική, ϐλέπε Πρόταση 2.3.6.

Σηµειώνουµε εδώ, ότι αν δύο από τις e1, e, e2 είναι η ίδια ακµή, τότε αυτή ϑα

αποτελεί διπλή ακµή της w και άρα ακµή αποκοπής του w, δλδ οι ακµές e1, e, e2
ϑα ανήκουν σε δύο διαφορετικά µπλοκ, το οποίο είναι αδύνατο.

2η περίπτωση: Η γ περιέχει τουλάχιστον µια χορδή της w (άρα και η γ−). Τότε,

γ = (w1, f1, w2, f2, . . . , ws, fs),

όπου w1, . . . , ws είναι υποπεριπλανήσεις της w και f1, . . . , fs περιττές της χορδές

που ικανοποιούν τις υποθέσεις του ϑεωρήµατος και s το µικρότερο δυνατό. Οι δύο

κορυφές µιας περιττής χορδής f της περιπλάνησης w, ϐρίσκονται στο ίδιο κυκλικό

µπλοκ και άρα η κάθε f διαµερίζει την w σε δύο µέρη, τα w+(f) και w−(f).
Προφανώς, υπάρχει τουλάχιστον µια χορδή fi τέτοια ώστε το w+(fi) να µη περιέχει
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άλλη χορδή. Η τελευταία ακµή της wi και η πρώτη της wi+1 ανήκουν στο γ+ ⊂ w+

και καθώς η χορδή fi είναι περιττή, µια από τις δύο αυτές ακµές είναι στο w+(fi)
και η άλλη στο w−(fi). Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, υποθέτουµε ότι η πρώτη

ακµή της wi+1 είναι στο w+(fi). Η περιπλάνηση γ είναι κλειστή και καµία από τις

κορυφές της fi δεν είναι κορυφή αποκοπής της γ καθώς η fi δεν είναι γέφυρα της

w. Συνεπώς υπάρχει χορδή, της οποίας η µια κορυφή ϐρίσκεται στο w+(fi) και η

άλλη στο w−(fi). Αυτή η χορδή, είναι υποχρεωτικά η fi+1, καθώς γνωρίζουµε ότι το

w+(fi) δεν περιέχει κάποια χορδή. ΄Εστω fi = (vis, vij ) και fi+1 = (vis′ , vij′ ). Από

προηγουµένως, γνωρίζουµε ότι η πρώτη και η τελευταία ακµή της wi+1 ανήκουν

στη γ+ ⊂ w+ και άρα το πλήθος των ακµών της wi+1, που ισοδυναµεί µε s′−j είναι

περιττό. Ταυτόχρονα όµως, από την υπόθεση γνωρίζουµε ότι οι fi, fi+1 δεν είναι

αποτελεσµατικώς διασταυρώµενες, εκτός κι αν διασταυρώνονται µε ένα F4 και άρα

είτε | s′ − s |=| j′ − j |= 1 ή | s′ − j |=| j′ − s |= 1.

Στη πρώτη περίπτωση, υπάρχει µια ελαχιστοτική περιπλάνηση

γ′ = (w1, f1, . . . , wi, eis−1
,−wi+1, eij−1

, wi+2, . . .)

µε δύο λιγότερες χορδές, το οποίο έρχεται σε αντίφαση µε την επιλογή του πλήθους

των χορδών της γ. ΄Αρα ισχύει µόνο η δεύτερη περίπτωση, στην οποία η γ είναι

ένα F4, το (eis , fi, eis′ , fi+1). Συνεπώς ο ισχυρισµός µας αποδείχτηκε, δηλαδή εάν

υπάρχει περιπλάνηση δ τέτοια ώστε E+(δ)|E+(w) µε E+(δ) 6= E+(w), τότε η δ
αποτελεί ένα F4 της w.

Σηµειώνουµε εδώ, ότι αν οι συνθήκες του ϑεωρήµατος ικανοποιούνται για µια

περιπλάνηση w, τότε αυτές ικανοποιούνται για οποιαδήποτε περιπλάνηση που ανή-

κει στο Lw. Σταθεροποιούµε ένα ελαχιστοτικό σύνολο γεννητόρων {Bw1
, . . . , Bwt

}
του IG, όπου w1, . . . , wt άρτιες περιπλανήσεις του G. Για τυχαία w′ ∈ Lw, ορίζουµε

τον αριθµό

r(w′) = min{
t∑

l=1

| gl | : Bw′ =
t∑

l=1

glBwl
},

όπου | gl | είναι το πλήθος των µονωνύµων του gl. Επιλέγουµε µια περιπλάνηση

v ∈ Lw τέτοια ώστε ο r(v) να είναι ο ελάχιστος δυνατός. Ισχυριζόµαστε ότι ο

Bv είναι ένας από τους ελαχιστοτικούς γεννήτορες του συνόλου {Bw1
, . . . , Bwt

}.

Υποθέτουµε αντίθετα, ότι δεν είναι και άρα αυτός µπορεί να γραφεί

Bv = E+(v)−E−(v) =

q
∑

r=1

girBwir
.

Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, µπορούµε να υποθέσουµε ότι E+(wi1) | E
+(v) και

ο όρος
E+(v)

E+(wi1
)
6= 1 είναι ένα µονώνυµο του g1. Τότε υποχρεωτικά η wi1 είναι

υποχρεωτικά ένα F4, (e1, f1, e2, f2) της περιπλάνησης v = (v1, e1, v2, e2), όπου

e1e2 = E+(wi1) | E
+(v). Θεωρώντας την v′ = (f1,−v1, f2, v2), τότε v′ ∈ Lw και

Bv′ = E+(v′)−E−(v′) =
E+(v)

e1e2
f1f2 − E−(v)

= (gi1 −
E+(v)

e1e2
)Bwi1

+

q
∑

r=2

girBwir
.
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Αλλά τότε, r(v′) < r(v) το οποίο είναι αδύνατο, λόγω της επιλογής της v. Να

παρατηρήσουµε σε αυτό το σηµείο, ότι οι συντελεστές των µονωνύµων των gi είναι

±1, για περισσότερες πληροφορίες γύρω από το πως παράγονται τα τορικά ιδεώδη

ϐλέπε [6, 10, 39].

΄Επεται ότι ο Bv είναι ελαχιστοτικός. Από το Λήµµα 2.3.18 έπεται ότι ο Bw είναι

ελαχιστοτικός, το οποίο είναι άτοπο στην υπόθεση ότι ο Bw δεν είναι ένας από τους

γεννήτορες του ελαχιστοτικού συνόλου γεννητόρων {Bw1
, . . . , Bwt

} του IG.

Παρατήρηση 2.3.22. Στο παραπάνω ϑεώρηµα, στις περιπτώσεις που η περιπλά-

νηση w έχει περισσότερα από ένα F4, δύο από αυτά δε µπορεί να έχουν κοινή

ακµή και δε µπορούν να διασταυρώνονται, καθώς σε κάθε περίπτωση ϑα είχαµε

µια περιττή χορδή της w που διασταυρώνεται µε ένα F4.

Παρατήρηση 2.3.23. Το παραπάνω ϑεώρηµα ϐοήθησε στο να ϐρεθούν ικανές και

αναγκαίες συνθήκες, για το πότε ένα ιδεώδες γραφήµατος είναι πλήρους διατοµής.

Το πρόβληµα αυτό παρέµενε ανοικτό από το 1996. Για περισσότερες πληροφορίες

ϐλέπε [44].

Στο [30] οι H. Ohsugi και T. Hibi εισήγαγαν την έννοια του αναντικατάστατου

διωνύµου για να µελετήσουν ένα πρόβληµα της Αλγεβρικής Στατιστικής, ϐλ. [42],

γύρω από τη µοναδικότητα ή όχι ενός ελαχιστοτικού συστήµατος γεννητόρων ε-

νός τορικού ιδεώδους. Σε αυτή τους τη προσπάθεια, ορίσαν τα αναντικατάστατα

διώνυµα ενός τορικού ιδεώδους ενός γραφήµατος G, τύπου Bw, όπου ο w είναι

κύκλος του G. Ταυτόχρονα δώσανε έναν πλήρη χαρακτηρισµό των αναντικατά-

στατων γεννητόρων του IG στις περιπτώσεις όπου το G είναι γράφηµα, του οποίου

το συµπληρωµατικό του γράφηµα είναι χορδικά αδύναµο (weakly chordal) ή το

G ικανοποιεί τη συνθήκη περιττών κύκλων (odd cycle condition). ΄Ενα συνεκτικό

γράφηµα λέγεται χορδικά αδύναµο, εάν κάθε κύκλος του µήκους τέσσερα έχει

χορδή. Επίσης ϑα λέµε ότι ένα γράφηµα ικανοποιεί τη συνθήκη περιττών κύκλων

εάν για κάθε δύο ξένους (ως προς τις κορυφές) περιττούς κύκλους του γραφήµατος,

υπάρχει γέφυρα ανάµεσά τους. Στο ϑεώρηµα που ακολουθεί, δίνουµε πλήρη χα-

ϱακτηρισµό των αναντικατάστατων γεννητόρων ενός τορικού ιδεώδους γραφήµατος

G, για οποιοδήποτε απλό γράφηµα G. Στη παρατήρηση γενικεύουµε αυτό, ακόµη

και για τη περίπτωση µη-απλού γραφήµατος.

Ορισµός 2.3.24. (αναντικατάστατο διώνυµο - indispensable binomial)

Θα καλούµε ένα διώνυµο B = x
u−x

v ∈ IA αναντικατάστατο εάν κάθε ελαχιστοτικό

σύστηµα διωνυµικών γεννητόρων του IA περιέχει το B ή το −B.

Θα αποσαφηνίσουµε τον ορισµό στο παράδειγµα που ακολουθεί :

Παράδειγµα 2.3.25. (i) Θεωρούµε το σύνολο :

A = {1, 1, 3}.

Για το σύνολο αυτό η π̂ : K[x] → K[t] = K[t1] ορίζεται ως εξής :

π̂(x1) = t1, π̂(x2) = t1, π̂(x3) = t31.
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΄Οπως έχουµε δει ο πυρήνας του παραπάνω οµοµορφισµού, εξ ορισµού απο-

τελεί το τορικό ιδεώδες του συνόλου A.

Το IA έχει δύο δυνατά ελαχιστοτικά σύνολα γεννητόρων (ϐλέπε Ορισµό 2.3.1):

IA = 〈x1 − x2, x
3
1 − x3〉 ή IA = 〈x1 − x2, x

3
2 − x3〉.

Παρατηρούµε ότι µόνο το x1 − x2 είναι αναντικατάστατο διώνυµο του IA.

(ii) ΄Εστω G το K4, δηλαδή το πλήρες γράφηµα τεσσάρων κορυφών.

e1

e2

e3

e4

e6

e5

Παράδειγµα IK4

Στη περίπτωση αυτή, το IK4
παράγεται από τρία διώνυµα (προσδιορίζονται

στο γράφηµα µε διαφορετικό χρώµα) µε :

IK4
= 〈e1e3 − e2e4, e1e3 − e5e6, e2e4 − e5e6〉.

Το

Bγ1 = e1e3 − e2e4

προέρχεται από τη περιπλάνηση γ1 = (e1, e2, e3, e4), το

Bγ2 = e1e3 − e5e6

προέρχεται από τη περιπλάνηση γ2 = (e1, e5, e3, e6) και τέλος το

Bγ3 = e2e4 − e5e6

προέρχεται από τη περιπλάνηση γ3 = (e2, e5, e4, e6). Κανένα από αυτά όµως

δεν είναι αναντικατάστατο, καθώς εύκολα παρατηρούµε ότι οποιαδήποτε δύο

κι αν επιλέξουµε, αυτά γεννούν το ιδεώδες και αποτελούν σε κάθε περίπτωση

ένα ελαχιστοτικό σύνολο γεννητόρων για αυτό. Πράγµατι :

e1e3 − e2e4 = (e1e3 − e5e6)− (e2e4 − e5e6),

e1e3 − e5e6 = (e1e3 − e2e4)− (e2e4 − e5e6),

e2e4 − e5e6 = (e1e3 − e2e4)− (e1e3 − e5e6).

Επιλέγοντας για παράδειγµα τα δύο πρώτα, ένα σύνολο γεννητόρων για το

ιδεώδες µας, είναι :

IK4
= 〈e1e3 − e2e4, e1e3 − e5e6〉,
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το οποίο είναι και ελαχιστοτικό γιατί :

e1e3 − e2e4 /∈ 〈e1e3 − e5e6〉

και αντίστοιχα

e1e3 − e5e6 /∈ 〈e1e3 − e2e4〉.

΄Οµοια και για τα άλλα δύο σύνολα. ΄Εχουµε λοιπόν συνολικά, τρια ελαχι-

στοτικά σύνολα γεννητόρων, οι γεννήτορες των οποίων δεν είναι αναντικατά-

στατοι.

Είµαστε σε ϑέση να διατυπώσουµε και να αποδείξουµε το ϑεώρηµά, το οποίο

προσδιορίζει τους αναντικατάστατους γεννήτορες για ένα τορικό ιδεώδες ενός τυ-

χαίου γραφήµατος G.

Θεώρηµα 2.3.26. ΄Εστω w άρτια κλειστή περιπλάνηση γραφήµατος G. Ο Bw είναι

αναντικατάστατος γεννήτορας του IG αν και µόνο αν :

(i) η w είναι ισχυρά πρωταρχική περιπλάνηση,

(ii) όλες οι χορδές της είναι περιττές και δεν υπάρχουν δύο από αυτές που να είναι

αποτελεσµατικώς διασταυρώµενες.

Απόδειξη. Από το Λήµµα 2.3.18, εάν η w έχει ένα F4, τότε ο Bw δεν είναι αναν-

τικατάστατος γεννήτορας, καθώς ϑα µπορεί να αντικατασταθεί από κάποιο Bw′.

Συνεπώς η w δεν περιέχει F4 και το συµπέρασµα έπεται από το Θεώρηµα 2.3.21.

Αντίστροφα, έστω w ισχυρά πρωταρχική περιπλάνηση, όλες οι χορδές της οποί-

ας είναι περιττές και δεν υπάρχουν δύο εξ αυτών αποτελεσµατικώς διασταυρώµενες.

Υποθέτουµε αντίθετα, ότι Bw δεν είναι αναντικατάστατο διώνυµο. Συνεπώς υπάρχει

ελαχιστοτική περιπλάνηση δ 6= w, τέτοια ώστε E+(δ) | E+(w) και άρα οι ακµές της

δ+ είναι και ακµές της w+. Επίσης, ισχύει :

degAG
(E−(δ)) = degAG

(E+(δ)) ≤ degAG
(E+(w)) = degAG

(E−(w)).

Από τη παραπάνω σχέση, συµπεραίνουµε ότι οι κορυφές της δ− ϐρίσκονται στο w

και άρα οι ακµές της δ− είναι ακµές ή χορδές της w και πιο συγκεκριµένα περιττές

χορδές, λόγω της υπόθεσής µας. ∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις :

1η περίπτωση: Η περιπλάνηση δ δε περιέχει χορδές της w. Σε αυτή τη περί-

πτωση, η απόδειξη είναι ακριβώς ίδια µε το αντίστοιχο κοµµάτι της απόδειξης του

Θεωρήµατος 2.3.21.

2η περίπτωση: Η περιπλάνηση δ περιέχει τουλάχιστον µια χορδή της w (άρα

και η δ−). Τότε

δ = (w1, f1, w2, f2, . . . , ws, fs),

όπου w1, . . . , ws είναι υποπεριπλανήσεις της w και f1, . . . , fs είναι περιττές χορ-

δές αυτής που ικανοποιούν τις υποθέσεις του ϑεωρήµατος. Προφανώς, υπάρχει

τουλάχιστον µια χορδή fi από αυτές, τέτοια ώστε το κοµµάτι w+(fi) δε περιέχει κά-

ποια χορδή. Η τελευταία ακµή της wi και η πρώτη ακµή της wi+1 ϐρίσκονται στη

δ+ ⊂ w+. Η χορδή fi είναι περιττή και άρα µια από τις δύο αυτές ακµές ϐρίσκεται

στο w+(fi) και η άλλη στο w−(fi). Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, υποθέτουµε ότι



2.3 Ελαχιστοτικοί και αναντικατάστατοι γεννήτορες του IG · 53

η πρώτη ακµή της wi+1 ανήκει στο w+(fi). Η περιπλάνηση δ είναι κλειστή και δεν

υπάρχει κορυφή της fi η οποία να είναι κορυφή αποκοπής της δ, καθώς η fi δεν

είναι γέφυρα της w. ΄Αρα υπάρχει χορδή της w, η οποία έχει µια κορυφή της στο

w+(fi) και την άλλη στο w−(fi). Υποχρεωτικά αυτή η χορδή είναι η fi+1 καθώς

το w+(fi) δε περιέχει κάποια χορδή. ΄Εστω fi = {vis, vij} και fi+1 = {vis′ , vij′}.

Καθώς η πρώτη και η τελευταία ακµή της wi+1 ανήκει στη δ+ ⊂ w+, έπεται ότι

ο αριθµός (s′ − j) των ακµών της περιπλάνησης wi+1 είναι περιττός. Συνεπώς οι

fi, fi+1 είναι αποτελεσµατικώς διασταυρώµενες, το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα το Bw

είναι αναντικατάστατο διώνυµο και ανήκει σε κάθε ελαχιστοτικό σύνολο γεννητόρων

του IG και το Ϲητούµενο αποδείχτηκε.

Παράδειγµα 2.3.27. Ας επιστρέψουµε στο παράδειγµα του IK4
το οποίο είδαµε

στο προηγούµενο παράδειγµα κι ας αναλύσουµε τους λόγους για τους οποίους

κανένας ελαχιστοτικός γεννήτορας του ιδεώδους δεν είναι αναντικατάστατος. Ο

fγ1 λόγω της ύπαρξης των αποτελεσµατικώς διασταυρώµενων ακµών και οι fγ2 , fγ3
λόγω της ύπαρξης των χορδών.

Στη προσπάθεια να απαντήσουµε για τη µοναδικότητα ή όχι, του ελαχιστοτικού

συστήµατος γεννητόρων ενός τορικού ιδεώδους γραφήµατος G, αρκεί να συνδυά-

σουµε τα προηγούµενα αποτελέσµατα και πιο συγκεκριµένα, το Λήµµα 2.3.18 και

τα Θεωρήµατα 2.3.21, 2.3.26. Παρατηρούµε, ότι εάν ο Bw είναι αναντικατάστα-

τος γεννήτορας τότε η w δεν περιέχει F4 και αν ο Bw είναι ελαχιστοτικός αλλά

όχι αναντικατάστατος, τότε η αντίστοιχη περιπλάνηση περιέχει τουλάχιστον ένα F4.

Επιπλέον, εάν κανένας ελαχιστοτικός γεννήτορας δε περιέχει κάποιο F4, τότε το

τορικό ιδεώδες παράγεται από αναντικατάστατα διώνυµα και άρα το IG έχει µο-

ναδικό ελαχιστοτικό σύστηµα γεννητόρων και αντιστρόφως. Το επόµενο πόρισµα

απορρέει άµεσα από τον παραπάνω συλλογισµό:

Πόρισµα 2.3.28. ΄Εστω G γράφηµα το οποίο δε περιέχει κύκλους µήκους τέσσερα.

Το τορικό ιδεώδες IG έχει µοναδικό ελαχιστοτικό σύστηµα γεννητόρων.

Πριν προχωρήσουµε στον καθορισµό των ϑεµελιωδών στοιχείων του IG και σε

ένα παράδειγµα µε το οποίο περιγράφουµε όλες αυτές τις έννοιες, ϑα διατυπώσουµε

και το ϑεώρηµα καθορισµού των κυκλωµάτων ενός τορικού ιδεώδους γραφήµατος

G. Ο R. Villarreal το 1995, στο άρθρο του [46, Πρόταση 4.2], έδωσε ικανές και

αναγκαίες συνθήκες χαρακτηρισµού των κυκλωµάτων του IG όπως ϐλέπουµε και

στο παρακάτω ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 2.3.29 (Villarreal, 1995). ΄Εστω G πεπερασµένο συνεκτικό γράφηµα. Το

διώνυµο B ∈ IG είναι κύκλωµα αν και µόνον αν B = Bw όπου

(i) w είναι άρτιος κύκλος ή

(ii) η w αποτελείται από δύο περιττούς κύκλους που τέµνονται σε µια κορυφή ή

(iii) η w αποτελείται από δύο περιττούς κύκλους που συνδέονται µε ένα µονοπάτι.

Κλείνοντας την ενότητα αυτή, ϑα δώσουµε ικανή και αναγκαία συνθήκη χα-

ϱακτηρίζοντας πλήρως τα ϑεµελιώδη διώνυµα. Πριν από αυτό διατυπώνουµε τον

αντίστοιχο ορισµό.
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Ορισµός 2.3.30. (ϑεµελιώδης περιπλάνηση- fundamental walk)

Μια άρτια κλειστή περιπλάνηση w, ενός γραφήµατος G, καλείται ϑεµελιώδης εάν

για κάθε άρτια κλειστή περιπλάνηση w′ του επαγόµενου γραφήµατος Gw, έχουµε ότι

Bw′ ∈ 〈Bw〉.

΄Ενα διώνυµο Bw είναι ϑεµελιώδες εάν και µόνο εάν η αντίστοιχη περιπλάνηση

w είναι ϑεµελιώδης, ϐλέπε [30]. Οι Ohsugi, Hibi στο άρθρο τους [30, Λήµµα 4.2]

αποδεικνύουν ότι τα ϑεµελιώδη διώνυµα είναι κυκλώµατα και αναντικατάστατα

στοιχεία του ιδεώδους χωρίς όµως να συµβαίνει και το αντίστροφο. Ταυτόχρονα

δώσανε πλήρη χαρακτηρισµό των ϑεµελιωδών διωνύµων, στη περίπτωση που η w
είναι κύκλος. Με το παρακάτω ϑεώρηµα χαρακτηρίζουµε αυτά τα διώνυµα, στη

γενική περίπτωση τυχαίας περιπλάνησης w:

Θεώρηµα 2.3.31. ΄Εστω w άρτια κλειστή περιπλάνηση γραφήµατος G. Το Bw είναι

ϑεµελιώδες διώνυµο του IG αν και µόνο αν :

(i) η w είναι κύκλος χωρίς άρτιες χορδές, ο οποίος περιέχει το πολύ µια περιττή

χορδή ή

(ii) η w είναι µη κυκλικό κύκλωµα που δε περιέχει χορδές.

Απόδειξη. ΄Εστω w άρτια κλειστή περιπλάνηση, τέτοια ώστε το διώνυµο Bw είναι

ϑεµελιώδες. Από [30, Θεώρηµα 1.1] γνωρίζουµε ότι το Bw είναι κύκλωµα και µά-

λιστα είναι αναντικατάστατο διώνυµο. Καθώς το Bw είναι κύκλωµα, σύµφωνα µε το

Θεώρηµα 2.3.29 υπάρχουν τρεις περιπτώσεις για αυτό. Εάν η w είναι κύκλος, το

αποτέλεσµα έπεται από [30, Λήµµα 4.2]. Στις άλλες δύο περιπτώσεις, η w είναι ένα

κύκλωµα που δε περιέχει άρτιες χορδές και γέφυρες, καθώς το Bw είναι αναντικα-

τάστατο. Υποθέτουµε τώρα, ότι η w έχει περιττή χορδή, η οποία υποχρεωτικά ϑα

ανήκει σε έναν από τους δύο περιττούς κύκλους του κυκλώµατος w. Γνωρίζουµε

ότι κάθε χορδή ενός περιττού κύκλου, χωρίζει τον κύκλο σε δύο νέους, έναν άρτιο

και ένα περιττό. Ο άρτιος κύκλος, δίνει ένα διώνυµο στο IGw
το οποίο δεν ανήκει

στο 〈Bw〉. Αυτό είναι αδύνατο, καθώς το Bw είναι ϑεµελιώδες.

Αντίστροφα, εάν η w είναι κύκλος χωρίς άρτιες χορδές και µε το πολύ µια πε-

ϱιττή χορδή, το συµπέρασµα έπεται από το [30, Λήµµα 4.2]. ΄Εστω τώρα ότι η w
είναι ένα µη κυκλικό κύκλωµα που δε περιέχει χορδές. Τότε το επαγόµενο γράφη-

µα Gw αποτελείται από δύο περιττούς κύκλους, οι οποίοι τέµνονται σε ακριβώς µια

κορυφή ή αυτό αποτελείται από δύο ξένους περιττούς κύκλους, οι οποίοι ενώνονται

µε ένα µονοπάτι. Σε κάθε περίπτωση και από το Θεώρηµα 2.3.21, έχουµε ότι ο Bw

είναι ο µόνος ελαχιστοτικός γεννήτορας του IGw
και άρα είναι ϑεµελιώδες.

Παράδειγµα 2.3.32. (i) Στο Παράδειγµα 2.3.25, στη περίπτωση (ii) ϐάσει του

παραπάνω ϑεωρήµατος, κανένα διώνυµο δεν είναι ϑεµελιώδες.

(ii) Αν ϑεωρήσουµε ένα διµερές γράφηµα G, τότε το αντίστοιχο τορικό ιδεώδες

IG παράγεται από τα ϑεµελιώδη διώνυµά του. Ισοδύναµα στη περίπτωση των

διµερών γραφηµάτων, κάθε διώνυµο είναι αναντικατάστατο αν και µόνο αν

είναι ϑεµελιώδες.
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΄Ενα παράδειγµα όλων αυτών των εννοιών, αλλά και των ϑεωρήµατων τα οποία

αποδείξαµε σε αυτή την ενότητα είναι αυτό που ακολουθεί. Σε αυτό ϕαίνεται ά-

µεσα η αναγκαιότητα των συνθηκών των ϑεωρηµάτων, αλλά και η ευκολία µε την

οποία πλέον µπορούµε να σχηµατίσουµε ιδεώδη, τα οποία πληρούν συγκεκριµένες

ιδιότητες τις οποίες ϑέλουµε.

Παράδειγµα 2.3.33. ΄Ενα από τα πιο απλά γραφήµατα, στα οποία ϕαίνεται η σχέ-

ση µεταξύ των ϑεµελιωδών, των πρωταρχικών, των αναντικατάστατων, των ελαχιστο-

τικών διωνύµων, αλλά και των κυκλωµάτων ενός τορικού ιδεώδους γραφήµατος G,

είναι αυτό που ακολουθεί. Θεωρούµε το παρακάτω γράφηµα G µε δέκα κορυφές

και µε σύνολο ακµών E(G) = {e1, . . . , e14}.

e1

e2
e3 e4 e5 e6

e7
e8e9e10e11

e12

e13

e14

Η ϐάση Graver, του συνόλου των πρωταρχικών διωνύµων, του αντίστοιχου IG απο-

τελείται από τα παρακάτω 28 διώνυµα:

B1 = e2e12 − e13e14, B2 = e2e11 − e3e13, B3 = e3e12 − e11e14,

B4 = e4e9 − e5e10, B5 = e14e2e
2
4e6e8 − e1e

2
3e

2
5e7, B6 = e14e2e

2
10e6e8 − e1e

2
3e

2
9e7,

B7 = e13e12e
2
4e6e8 − e1e

2
11e

2
5e7, B8 = e13e12e

2
10e6e8 − e1e

2
11e

2
9e7,

B9 = e14e2e4e6e8e10 − e1e
2
3e5e7e9, B10 = e13e12e4e6e8e10 − e1e

2
11e5e7e9,

B11 = e3e1e11e
2
5e7 − e2e12e

2
4e6e8, B12 = e3e1e11e

2
9e7 − e2e12e

2
10e6e8,

B13 = e3e1e11e5e9e7 − e2e12e4e10e6e8, B14 = e3e1e11e
2
5e7 − e14e13e

2
4e6e8,

B15 = e3e1e11e
2
9e7 − e14e13e

2
10e6e8, B16 = e3e1e11e5e9e7 − e14e13e4e10e6e8,

B17 = e14e1e
2
11e

2
9e7 − e2e

2
12e

2
10e6e8, B18 = e14e1e

2
11e

2
5e7 − e2e

2
12e

2
4e6e8,

B19 = e14e1e
2
11e9e5e7 − e2e

2
12e4e10e6e8, B20 = e13e1e

2
3e

2
9e7 − e12e

2
2e

2
10e6e8

B21 = e13e1e
2
3e

2
5e7 − e12e

2
2e

2
4e6e8, B22 = e13e1e

2
3e9e5e7 − e12e

2
2e4e10e6e8,

B23 = e1e2e
2
11e

2
5e7 − e14e

2
13e

2
4e6e8, B24 = e1e2e

2
11e

2
9e7 − e14e

2
13e

2
10e6e8,

B25 = e1e2e
2
11e9e7e5 − e14e

2
13e10e6e8e4, B26 = e1e12e

2
3e

2
5e7 − e13e

2
14e

2
4e8e6,

B27 = e1e12e
2
3e

2
9e7 − e13e

2
14e

2
10e8e6, B28 = e1e12e

2
3e9e5e7 − e13e

2
14e10e8e6e4.

Τα πρώτα οκτώ από αυτά είναι ϑεµελιώδη. Τα πρώτα δέκα είναι αναντικατά-

στατα, ενώ τα πρώτα δεκαέξι είναι ελαχιστοτικοί γεννήτορες. Παρατηρούµε εδώ,

ότι ο αριθµός των ελαχιστοτικών γεννητόρων µ(IG) είναι 13 και υπάρχουν 8 δια-

ϕορετικά ελαχιστοτικά συστήµατα γεννητόρων (µε ακρίβεια µη µηδενικών σταθε-

ϱών). Ο λόγος για τον οποία τα διώνυµα B11, . . . , B16 δεν είναι αναντικατάστατα,
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είναι η ύπαρξη του F4, (e2, e13, e12, e14) και η συµµετοχή αυτού στα συγκεκριµέ-

να διώνυµα. Επιπλέον, ο λόγος για τον οποίο τα τελευταία δώδεκα πρωταρχικά

στοιχεία δεν είναι ελαχιστοτικά, είναι η ύπαρξη των διαφόρων χορδών στις αντί-

στοιχες περιπλανήσεις w. Τέλος, όλα τα διώνυµα είναι κυκλώµατα, εκτός από τα

B9, B10, B13, B16, B19, B22, B25, B28.

Κλείνουµε την ενότητα αυτή και το κεφάλαιό µας, µε µια παρατήρηση που αφο-

ϱά τη γενίκευση των αποτελεσµάτων που αναφέραµε προηγουµένως στη περίπτωση

των µη απλών γραφηµάτων, καθώς οι πολλαπλές ακµές παίζουνε πολύ µικρό ϱόλο

για κάποια από τα αποτελέσµατα.

Παρατήρηση 2.3.34. Για την απλότητα των ισχυρισµών των ϑεωρηµάτων µας,

αλλά και για την απλούστευση των αποδείξεών τους, στη ϑεωρία που αναπτύξαµε

προηγουµένως ϑεωρήσαµε ότι όλα τα γραφήµατά µας είναι απλά. Σηµειώνουµε

ότι τα περισσότερα αποτελέσµατα ισχύουν, µε πολύ µικρές παραλλαγές ακόµα

και στη περίπτωση όπου το γράφηµά µας έχει ϑηλειές ή πολλαπλές ακµές. Το

Θεώρηµα 2.2.5, των πρωταρχικών περιπλανήσεων ισχύει, απλά να σηµειώσουµε

ότι µπορεί να έχουµε κύκλους µε µια ακµή (κύκλους ϑηλειά) και κύκλους µε δύο

ακµές, η να έχουµε µια πολλαπλή ακµή µεταξύ δύο κορυφών. Το ίδιο ισχύει

και για τη Πρόταση 2.3.6, µε τη διαφορά ότι για την απόδειξη αυτής, ο ορισµός

της ισχυρά πρωταρχικής περιπλάνησης πρέπει να αλλάξει στον ακόλουθο: µια

πρωταρχική περιπλάνηση, η οποία δεν έχει δύο κορυφές εισροής σε απόσταση

ένα σε ένα οποιοδήποτε κυκλικό µπλοκ µήκους µεγαλύτερο του τρία. ΄Αρα µια

ισχυρά πρωταρχική περιπλάνηση µπορεί να έχει ένα κυκλικό µπλοκ µήκους δύο.

Επίσης, η ιδιότητα των περιπλανήσεων να αντιστοιχούν σε ελαχιστοτικά διώνυµα,

εξαρτάται από το επαγόµενο γράφηµα κι έτσι µπορεί να υπάρχουν χορδές οι οποίες

είναι ϑηλειές ή πολλαπλές ακµές. Σε αυτή τη περίπτωση στο αντίστοιχο Θεώρηµα

2.3.21, το οποίο περιγράφει τους ελαχιστοτικούς γεννήτορες του IG, επιτρέπονται

χορδές που είναι πολλαπλές ακµές και ϑηλειές, όπου η κορυφή της ϑηλειάς δεν

είναι κορυφή αποκοπής του w. Τέλος, το Θεώρηµα 2.3.26 των αναντικατάστατων

γεννητόρων του IG, οι χορδές οι οποίες είναι πολλαπλές ακµές δεν επιτρέπονται, σε

αντίθεση µε χορδές οι οποίες είναι ϑηλειές και τέτοιες ώστε οι κορυφές των ϑηλειών

δεν είναι κορυφές αποκοπής του γραφήµατος w.



Κεφάλαιο 3

Καθολική ϐάση Gröbner του IG και

η εικασία True Circuit

3.1 Εισαγωγή

Η ϑεωρία των ϐάσεων Gröbner έχει τεράστιο ενδιαφέρον, κυρίως λόγω των υπολογι-

στικών εφαρµογών που έχει σε πολλούς κλάδους των µαθηµατικών, της επιστήµης

των υπολογιστών και των πολυτεχνικών επιστηµών. Εισήχθησαν το 1965 από τον

B. Buchberger, µαθητή του W. Gröbner στη διδακτορική διατριβή του πρώτου,

ϐλέπε [4].

Ο σκοπός αυτού του κεφαλαίου, είναι να καθορίσουµε πλήρως τη καθολική

ϐάση Gröbner ενός τορικού ιδεώδους γραφήµατος. Την έννοια της καθολικής ϐά-

σης Gröbner ενός ιδεώδους µελέτησαν οι V. Weispfenning ([50]) και N. Schwartz

([35]). Η καθολική ϐάση Gröbner ενός ιδεώδους είναι η ένωση των αναγώγων ϐάσε-

ων Gröbner ως προς όλες τις µονωνυµικές διατάξεις και έχει την ιδιότητα να είναι

ϐάση Gröbner του ιδεώδους ως προς κάθε µονωνυµική διάταξη, κάτι που δε συµ-

ϐαίνει γενικά για µια οποιαδήποτε ϐάση. Αν και δε ϕαίνεται αµέσως, η καθολική

ϐάση Gröbner είναι πεπερασµένο υποσύνολο του I. Στη πρώτη ενότητα του κεφα-

λαίου αυτού, ϑα δώσουµε τους ϐασικούς ορισµούς των ϐάσεων Gröbner που χρεια-

Ϲόµαστε στη συνέχεια. Στη δεύτερη ενότητα ϑα δώσουµε το κεντρικό ϑεώρηµα του

κεφαλαίου, το οποίο περιγράφει πλήρως τα στοιχεία της καθολικής ϐάσης Gröbner

του IG. Τέλος ϑα δούµε ορισµένες εφαρµογές της καθολικής ϐάσης Gröbner του

τορικού ιδεώδους γραφήµατος σε συνδυασµό µε τα αποτελέσµατα του προηγού-

µενου κεφαλαίου. Θα παρουσιάσουµε νέα, ϐελτιωµένα ϕράγµατα ϐαθµών, για τα

στοιχεία του συνόλου της ϐάσης Graver και της καθολικής ϐάσης Gröbner του

ιδεώδους. Θα κλείσουµε το κεφάλαιο αυτό, παρουσιάζοντας µια οικογένεια πα-

ϱαδειγµάτων, µε τη ϐοήθεια των οποίων απαντούµε αρνητικά στην εικασία True

circuit που είχε τεθεί από τον Sturmfels το 1995.

Θα ξεκινήσουµε µε τους ϐασικούς ορισµούς από τη ϑεωρία των ϐάσεων Gröbner,

που είναι απαραίτητοι για τη συνέχεια της ϑεωρίας στις επόµενες ενότητες.

Εισάγουµε την έννοια της διάταξης στον πολυωνυµικό δακτύλιο K[x1, . . . , xn],
η οποία είναι απαραίτητη για τους ορισµούς των ϐασικών στοιχείων των ϐάσεων

Gröbner. Οι µονωνυµικές διατάξεις είναι σηµαντικό εργαλείο στην υπολογιστική

άλγεβρα και όπως ϑα δούµε στη συνέχεια συνδέονται άµεσα µε τη ϑεωρία µας.
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Ορισµός 3.1.1. (µερική διάταξη - partial order)

Μια µερική διάταξη σε ένα σύνολο S είναι µια σχέση ≺ µε τις εξής ιδιότητες :

(i) δεν ισχύει η σχέση x ≺ x για οποιοδήποτε x ∈ S και

(ii) αν x1 ≺ x2 και x2 ≺ x3 τότε x1 ≺ x3, ∀x1,x2,x3 ∈ S.

Ορισµός 3.1.2. (ολική διάταξη - total order)

Μια µερική διάταξη ≺ σε ένα σύνολο S καλείται ολική διάταξη αν για οποιαδήποτε

x1,x2 ∈ S, ισχύει ακριβώς µια από τις παρακάτω σχέσεις :

x1 ≺ x2,x1 = x2,x1 ≻ x2.

Συµβολίζουµε µε Tn το σύνολο των µονωνύµων του K[x1, . . . , xn].

Ορισµός 3.1.3. (µονωνυµική διάταξη - term order)

Μια µονωνυµική διάταξη στον K[x1, . . . , xn] είναι µια ολική διάταξη ≺ υπεράνω του

Tn µε τις εξής ιδιότητες :

(i) 1 ≺ x
u, ∀xu ∈ Tn και xu 6= 1,

(ii) αν x
u1 ≺ x

u2 ⇒ x
u
x
u1 ≺ x

u
x
u2 για κάθε µονώνυµο x

u ∈ Tn.

Αποδεικνύεται ότι στον πολυωνυµικό δακτύλιο K[x] έχουµε µόνο µια µονωνυ-

µική διάταξη υπεράνου του T1, ενώ για n > 1 υπάρχουν άπειρες µονωνυµικές

διατάξεις στον K[x1, . . . , xn] (ϐλέπε [1]). Παρακάτω παρουσιάζουµε παράδειγµα

µιας εξ αυτών, γνωστής ως λεξικογραφικής διάταξης.

Παράδειγµα 3.1.4. Η λεξικογραφική διάταξη ≻lex στον K[x1, . . . , xn] µε x1 >
x2 > . . . > xn ορίζεται ως x

a1 ≻lex x
a2 αν και µόνο αν η πρώτη µη µηδενική

συντεταγµένη του a1−a2 είναι ϑετική. Ας δούµε µια εφαρµογή αυτής στον K[x1, x2]
µε x1 > x2. Η διάταξη των µονωνύµων σε αυτή τη περίπτωση είναι :

1 ≺lex x2 ≺lex x2
2 ≺lex · · · ≺lex xk

2 ≺lex · · ·
x1 ≺lex x1x2 ≺lex x1x

2
2 ≺lex · · · ≺lex x1x

k
2 ≺lex · · ·

x2
1 ≺lex x2

1x2 ≺lex x2
1x

2
2 ≺lex · · · ≺lex x2

1x
k
2 ≺lex · · ·

· · ·
xm
1 ≺lex xm

1 x2 ≺lex xm
1 x

2
2 ≺lex · · · ≺lex xm

1 x
k
2 ≺lex · · ·

΄Ενα ακόµη παράδειγµα µονωνυµικής διάταξης, ϐλέπουµε παρακάτω. Πρό-

κειται για τη διάταξη απαλοιφής, της οποίας η συµβολή είναι καθοριστική για το

κεντρικό ϑεώρηµα της επόµενης ενότητας.

Παράδειγµα 3.1.5. Θεωρούµε δύο σύνολα µεταβλητών {x1, . . . , xn} και {y1, . . . , ym}
στον πολυωνυµικό δακτύλιο K[x1, . . . , xn, y1, . . . , ym]. Υποθέτουµε ότι στα µονώνυ-

µα των xi µεταβλητών και στα µονώνυµα των yj έχουµε τις µονωνυµικές διατάξεις

≺x και ≺y αντίστοιχα. Ορίζουµε διάταξη απαλοιφής - elimination order τη µο-

νωνυµική διάταξη < στα µονώνυµα στις xi, yj µεταβλητές ως εξής : ΄Εστω X1, X2

µονώνυµα υπεράνω των xi µεταβλητών και Y1, Y2 αντίστοιχα των yj. Ορίζουµε :

X1Y1 < X2Y2 ⇐⇒

{
X1 <x X2,
ή αν X1 = X2 =⇒ Y1 <y Y2}
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΄Εστω ότι ϐρισκόµαστε στον πολυωνυµικό δακτύλιο K[x], τον οποίο έχουµε εφο-

διάσει µε µια µονωνυµική διάταξη ≻. Για ένα µη µηδενικό πολυώνυµο f ∈ K[x]
ορίζουµε ως αρχικό όρο του f και τον συµβολίζουµε µε lt(f), τον όρο αυτού µε τον

µεγαλύτερο ϐαθµό. Επιπλέον αν

lt(f) = c · xa,

τότε ορίζουµε µε :

lc(f) = c και lm(f) = xa

και τα αποκαλούµε αρχικό συντελεστή και αρχικό µονώνυµο του πολυωνύµου f
αντίστοιχα. Για παράδειγµα αν πάρουµε το f(x) = 2x3 − x + 2 ως προς τη συ-

νηθισµένη διάταξη όρων στον πολυωνυµικό δακτύλιο K[x] έχουµε ότι lt(f) = 2x3,

lm(f) = x3 και lc(f) = 2. Οι παραπάνω έννοιες γενικεύονται στον πολυωνυµικό

δακτύλιο n µεταβλητών.

Στη συνέχεια δίνουµε τους ορισµούς της ϐάσης Gröbner, της ανάγωγης ϐάσης

Gröbner αλλά και της καθολικής ϐάσης Gröbner ενός ιδεώδους.

Ορισµός 3.1.6. (ϐάση Gröbner - Gröbner Basis)

΄Ενα σύνολο µη µηδενικών πολυωνύµων G = {g1, . . . , gt} ⊆ I του πολυωνυµικού

δακτυλίου K[x1, . . . , xn], ϑα λέγεται ϐάση Gröbner του I ως προς την ≻, αν

∀f ∈ I, f 6= 0, ∃i ∈ {1, . . . , t} : lm(gi) | lm(f).

Ορισµός 3.1.7. (ανάγωγη ϐάση Gröbner - reduced Gröbner Basis)

Μια ϐάση Gröbner G = {g1, . . . , gt} ⊆ I ως προς την ≻, λέγεται ανάγωγη, αν

lc(gi) = 1 και δεν υπάρχει όρος του gi που να είναι πολλαπλάσιο αρχικού όρου

κάποιου gj για j 6= i και για κάθε i ∈ {1, . . . , t}.

΄Ενα παράδειγµα µιας ανάγωγης ϐάσης Gröbner για ένα τορικό ιδεώδες είναι

το ακόλουθο.

Παράδειγµα 3.1.8. Θα προσδιορίσουµε την ανάγωγη ϐάση Gröbner του ιδεώδους

I = 〈x2y + z, xz + y〉 ⊆ Q[x, y, z],

ως προς τη ≺lex µε x < y < z. Από τη ϑεωρία εύκολα µπορούµε να δείξουµε ότι η

G είναι µια ϐάση Gröbner του I, όπου:

G = 〈f1 = z + x2y, f2 = zx + y, f3 = x3y − y〉.

Παρατηρούµε ότι όλοι οι συντελεστές των αρχικών όρων είναι µονάδα και επιπλέον

lt(f1) = z | xz = lt(f2).

΄Αρα αφαιρούµε το f2 από τη G και το σύνολο G′ = 〈z + x2y, x3y − y〉 είναι µια

ϐάση Gröbner του I. Επιπλέον :

lt(z + x2y) = z και lt(x3y − y) = x3y.

Παρατηρούµε ότι οι αρχικοί όροι των πολυωνύµων της G′ δε διαιρούν κάποιον όρο

διαφορετικού πολυωνύµου του G′ και άρα η ϐάση αυτή είναι ανάγωγη. Συνεπώς

η Ϲητούµενη ανάγωγη ϐάση είναι η :

G′ = 〈z + x2y, x3y − y〉.
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Ο ορισµός της ανάγωγης ϐάσης µας οδηγεί στον αντίστοιχο της καθολικής ϐά-

σης Gröbner.

Ορισµός 3.1.9. (καθολική ϐάση Gröbner - Universal Gröbner Basis)

Η καθολική ϐάση Gröbner ενός τορικού ιδεώδους I είναι η ένωση όλων των α-

ναγώγων ϐάσεων Gröbner του I, ως προς οποιαδήποτε µονωνυµική διάταξη και

συµβολίζεται µε UA.

Παρατήρηση 3.1.10. ΄Ενα σύνολο πολυωνύµων G = {g1, . . . , gt} ⊆ I του πολυω-

νυµικού δακτυλίου K[x1, . . . , xn], είναι καθολική ϐάση Gröbner του I, αν είναι

ϐάση Gröbner αυτού, ως προς οποιαδήποτε µονωνυµική διάταξη.

3.2 Καθολική ϐάση Gröbner του IG

Ο B. Sturmfels στο ϐιβλίο του [39], αναφέρει τη σχέση µεταξύ του συνόλου των

κυκλωµάτων, της ϐάσης Graver, αλλά και της καθολικής ϐάσης Gröbner ενός

τορικού ιδεώδους IA:

Πρόταση 3.2.1. Για τυχαίο τορικό ιδεώδες IA, έχουµε ότι CA ⊆ UA ⊆ GrA.

Σε αυτή την ενότητα, ϑα χαρακτηρίσουµε τα στοιχεία της καθολικής ϐάσης

Gröbner, ενός τορικού ιδεώδους γραφήµατος. Γνωρίζουµε ότι τα διώνυµα της UA,

ανήκουν στη ϐάση Graver του ιδεώδους και άρα περιγράφονται πλήρως από το

Θεώρηµα 2.2.5. Εποµένως αν w = {ei1 , ei2 . . . , ei2q} µια άρτια κλειστή πρωταρχική

περιπλάνηση ενός γραφήµατος G και Bw ∈ UG, τότε τα µπλοκ του γραφήµατος w

είναι είτε είτε κύκλοι είτε ακµές αποκοπής.

΄Εστω G το γράφηµα του παρακάτω σχήµατος και w η περιπλάνηση αυτού όπου

G = w. Παρατηρούµε ότι το αντίστοιχο διώνυµο

Bw = x1x8x3x5x11x10 − x9x2x4x6x12x7

είναι ϐαθµού έξι, ανήκει στη ϐάση Graver του IG αλλά δεν ανήκει στη καθολική

ϐάση Gröbner του ιδεώδους.

x1 x2 x3

x4x5x6x7x8x9

x10 x11

x12

Το γεγονός ότι το Bw είναι πρωταρχικό διώνυµο, έπεται άµεσα από το Θεώρηµα

2.3.21. Θα αποδείξουµε ότι αυτό δεν ανήκει στη καθολική ϐάση Gröbner. ΄Εστω

αντίθετα ότι ανήκει. Εξ ορισµού, ϑα ανήκει σε κάποια ανάγωγη ϐάση Gröbner
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του IG, ως προς κάποια µονωνυµική διάταξη. Υπάρχουν δύο περιπτώσεις για τους

όρους του Bw ως προς τη διάταξή τους :

είτε x1x3x5x8x10x11 > x2x4x6x7x9x12 είτε x1x3x5x8x10x11 < x2x4x6x7x9x12.

Θα εξετάσουµε ξεχωριστά τη κάθε περίπτωση.

(i) ΄Εστω x1x3x5x8x10x11 > x2x4x6x7x9x12. Αρχικά παρατηρούµε ότι :

x1x8x10x11 < x2
7x9x12 (1)

x1x8x3x5 < x2
2x4x9 (2)

x3x5x10x11 < x2
6x4x12 (3)

Αν δε συνέβαινε κάποια από τις παραπάνω σχέσεις, ϑα υπήρχε διώνυµο, ο

αρχικός όρος του οποίου να διαιρούσε τον αρχικό όρο του Bw κάτι που αντι-

ϐαίνει στην υπόθεσή µας, ότι το διώνυµο ανήκει σε ανάγωγη ϐάση Gröbner

του ιδεώδους.

Πολλαπλασιάζοντας κατά µέλη τις (1),(2),(3) έχουµε ότι :

(x1x3x5x8x10x11)
2 < (x2x4x6x7x9x12)

2

το οποίο αντίκειται στην αρχική µας υπόθεση.

(ii) ΄Εστω x1x3x5x8x10x11 < x2x4x6x7x9x12. Λαµβάνοντας υπόψιν διαφορετικές

περιπλανήσεις και κάνοντας τον ίδιο συλλογισµό µε παραπάνω, παρατηρού-

µε ότι :

x2x7x9 < x1x6x8 (4)

x2x4x6 < x3x5x7 (5)

x6x7x12 < x2x10x11 (6)

Πολλαπλασιάζοντας κατά µέλη τις σχέσεις (4),(5),(6) και απλοποιώντας ταυ-

τόχρονα τους κοινούς παράγοντες, έχουµε ότι :

x1x3x5x8x10x11 > x2x4x6x7x9x12,

το οποίο είναι αδύνατο.

Σε κάθε περίπτωση καταλήξαµε σε άτοπο και άρα το Bw δεν ανήκει σε κάποια

ανάγωγη ϐάση Gröbner του IG. Συνεπώς δεν ανήκει στη καθολική ϐάση Gröbner

του ιδεώδους, όπως αρχικά ισχυριστήκαµε.

Το γράφηµα της παραπάνω περιπλάνησης, ϐρίσκεται µέσα στο K9, αλλά και

προφανώς σε οποιοδήποτε πλήρες γράφηµα µε περισσότερες από εννέα κορυφές.

Η ύπαρξη λοιπόν της περιπλάνησης w, µας δίνει τη πληροφορία ότι για n ≥ 9
έχουµε UKn

6= GrKn
, όπου Kn το πλήρες γράφηµα n κορυφών. Οι De Loera, B.

Sturmfels και R. Thomas στο άρθρο τους [9], απέδειξαν ότι

CKn
= UKn

= GrKn
, για n ≤ 7 και CKn

6= UKn
= GrKn

, n = 8.

΄Οπως ϑα δούµε παρακάτω το διώνυµο Bw δεν ανήκει στη καθολική ϐάση Gröbner

του IG γιατί η w περιέχει το καθαρό κυκλικό µπλοκ B1 = {x2, x6, x7}, όλες οι

ακµές του οποίου ϐρίσκονται είτε στο w
+ είτε στο w

−.
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w1

w2ws ǫ1

ǫ2

ǫs

B

Σχήµα 3.1: Περιπλάνηση w που περιέχει καθαρό κυκλικό µπλοκ

Ορισµός 3.2.2. (καθαρό κυκλικό µπλοκ - pure cyclic block)

΄Ενα κυκλικό µπλοκ B µιας πρωταρχικής περιπλάνησης w, ϑα λέγεται καθαρό, εάν

όλες οι ακµές του B ανήκουν είτε στο w
+ είτε στο w

−.

Παρατήρηση 3.2.3. Σύµφωνα µε τον παραπάνω ορισµό, ένα κυκλικό µπλοκ της

πρωταρχικής περιπλάνησης w είναι καθαρό αν και µόνο αν κάθε κορυφή αυτού

είναι κορυφή αποκοπής του γραφήµατος w. Αυτή η παρατήρηση δίνει ένα πιο

εύχρηστο κριτήριο για έλεγχο το πότε ένα µπλοκ είναι καθαρό ή όχι.

Στη Πρόταση 3.2.4 ϑα δούµε ότι όποτε µια περιπλάνηση w ενός γραφήµατος

G έχει ένα καθαρό κυκλικό µπλοκ, το αντίστοιχο διώνυµο Bw δεν ανήκει στη

καθολική ϐάση Gröbner του IG, ενώ στο Θεώρηµα 3.2.9 ϑα αποδείξουµε και το

αντίστροφο, δηλαδή όποτε το Bw ανήκει στη ϐάση Graver του IG ενώ δεν ανήκει στη

καθολική ϐάση Gröbner του ιδεώδους, τότε η περιπλάνηση w περιέχει τουλάχιστον

ένα καθαρό κυκλικό µπλοκ.

Πρόταση 3.2.4. ΄Εστω w άρτια πρωταρχική περιπλάνηση ενός γραφήµατος G. Αν

η w έχει ένα καθαρό κυκλικό µπλοκ, τότε το διώνυµο Bw δεν ανήκει στη καθολική

ϐάση Gröbner του IG.

Απόδειξη. ΄Εστω w άρτια πρωταρχική περιπλάνηση, τέτοια ώστε να περιέχει ένα κα-

ϑαρό κυκλικό µπλοκ B = (ǫ1, ǫ2, . . . , ǫs). Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορούµε

να υποθέσουµε ότι οι ǫ1, . . . , ǫs ανήκουν στο w
−. Τότε η περιπλάνηση w έχει τη

µορφή:

w = (w1, ǫ1, w2, ǫ2, . . . , ws, ǫs),

όπου οι wi είναι υποπεριπλανήσεις της w περιττού µήκους, ϐλέπε σχήµα 3.1.

Για µια υποπεριπλάνηση wi ϑα συµβολίζουµε µε

E+(wi) =
∏

ei2k−1
∈wi

ei2k−1
, E−(wi) =

∏

ei2k∈wi

ei2k .
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Τότε

Bw = E+(w1)E
+(w2) · · ·E

+(ws)− ǫ1 · · · ǫsE
−(w1)E

−(w2) · · ·E
−(ws).

Θεωρούµε τις άρτιες περιπλανήσεις (wi, ǫi, wi+1, ǫi) και τα αντίστοιχα διώνυµα αυ-

τών

Fi = E+(wi)E
+(wi+1)− ǫ2iE

−(wi)E
−(wi+1) ∈ IG,

όπου 1 ≤ i ≤ s− 1 και

Fs = E+(ws)E
+(w1)− ǫ2sE

−(ws)E
−(w1) ∈ IG.

Θυµίζουµε ότι, για να ανήκει ένα στοιχείο στη καθολική ϐάση Gröbner ενός

ιδεώδους, πρέπει να είναι στοιχείο µιας ανάγωγης ϐάσης Gröbner ως προς κάποια

µονωνυµική διάταξη <. Υποθέτουµε αντίθετα ότι το διώνυµο Bw ανήκει σε µια α-

νάγωγη ϐάση Gröbner του IG ως προς τυχαία µονωνυµική διάταξη <. ∆ιακρίνουµε

τις εξής περιπτώσεις :

1η περίπτωση:

E+(w1)E
+(w2) · · ·E

+(ws) > ǫ1ǫ2 · · · ǫsE
−(w1)E

−(w2) · · ·E
−(ws).

Αρχικά παρατηρούµε ότι :

E+(wi)E
+(wi+1) < ǫ2iE

−(wi)E
−(wi+1), ∀i. (1)

Αν δεν ίσχυε η (1), τότε υπάρχει i για το οποίο

E+(wi)E
+(wi+1) > ǫ2iE

−(wi)E
−(wi+1). (2)

Επίσης

E+(wi)E
+(wi+1) | E

+(w1)E
+(w2) · · ·E

+(ws) και Fi ∈ IG. (3)

Συνδυάζοντας τις (2),(3) έχουµε ότι

lt(Fi) | lt(Bw),

το οποίο είναι αδύνατο καθώς το Bw είναι στοιχείο της ανάγωγης ϐάσης Gröbner

του IG. Πολλαπλασιάζοντας κατά µέλη για τα διάφορα i τις σχέσεις (1), έχουµε ότι

(E+(w1)E
+(w2) · · ·E

+(ws))
2 < (ǫ1ǫ2 · · · ǫsE

−(w1)E
−(w2) · · ·E

−(ws))
2,

το οποίο είναι αδύνατο λόγω της αρχικής µας υπόθεσης.

2η περίπτωση:

E+(w1)E
+(w2) · · ·E

+(ws) < ǫ1ǫ2 · · · ǫsE
−(w1)E

−(w2) · · ·E
−(ws).

Προφανώς ο αριθµός s είναι περιττός, καθώς στην αντίθετη περίπτωση όπου s = 2k
το διώνυµο f = ǫ1ǫ3 · · · ǫ2k−1 − ǫ2ǫ4 · · · ǫ2k ανήκει στο IG και τα δύο µονώνυµα του

f διαιρούν το ǫ1ǫ2 · · · ǫ2kE
−(w1)E

−(w2) · · ·E
−(ws) και συνεπώς όποιος κι αν είναι

ο αρχικός όρος του f ϑα έχει την ίδια ιδιότητα. Αυτό όµως είναι αδύνατο καθώς το
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Bw ανήκει στην ανάγωγη ϐάση Gröbner του IG. Συνεπώς s = 2k + 1. Θεωρούµε

τα διώνυµα

fi = E+(wi)ǫi+1ǫi+3 · · · ǫi+2k−1 − E−(wi)ǫiǫi+2 · · · ǫi+2k ∈ IG,

όπου

ǫj = ǫl και j ≡ l mod (2k + 1).

΄Οπως και προηγουµένως

E+(wi)ǫi+1ǫi+3 · · · ǫi+2k−1 > E−(wi)ǫiǫi+2 · · · ǫi+2k, ∀i. (4)

καθώς σε αντίθετη περίπτωση,

E−(wi)ǫiǫi+2 · · · ǫi+2k | ǫ1ǫ2 · · · ǫ2kE
−(w1)E

−(w2) · · ·E
−(ws),

έχουµε άτοπο στο γεγονός ότι το Bw ανήκει στην ανάγωγη ϐάση Gröbner του IG.

Πολλαπλασιάζοντας κατά µέλη τις σχέσεις (4) για τα διάφορα i και απλοποιώντας

ταυτόχρονα τους κοινούς παράγοντες, έχουµε ότι

E+(w1)E
+(w2) · · ·E

+(ws) > ǫ1ǫ2 · · · ǫsE
−(w1)E

−(w2) · · ·E
−(ws),

το οποίο είναι αδύνατο λόγω της αρχικής µας υπόθεσης.

Σε κάθε περίπτωση καταλήξαµε σε άτοπο και άρα το Bw δεν ανήκει σε ανάγωγη

ϐάση Gröbner IG ως προς οποιαδήποτε µονωνυµική διάταξη. Συνεπώς δεν ανήκει

και στη καθολική ϐάση Gröbner του IG και το Ϲητούµενο αποδείχτηκε πλήρως.

΄Ενας ϐασικός ορισµός για τη συνέχεια, είναι αυτός της µεικτής πρωταρχικής

περιπλάνησης.

Ορισµός 3.2.5. (µεικτή πρωταρχική περιπλάνηση - mixed primitive walk)

Μια πρωταρχική περιπλάνηση w καλείται µεικτή, εάν δεν υπάρχει σε αυτή καθαρό

κυκλικό µπλοκ.

Παράδειγµα 3.2.6. ΄Εστω η w στο γράφηµα που είχαµε δει στην αρχή της παρού-

σας ενότητας :

x1 x2 x3

x4x5x6x7x8x9

x10 x11

x12

Η περιπλάνηση αυτή δεν είναι µεικτή λόγω της ύπαρξης του µπλοκ B1 =
{x2, x6, x7}, το οποίο εξ ορισµού είναι καθαρό.
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Το επόµενο ϑεώρηµα είναι το ϐασικό αποτέλεσµα του κεφαλαίου, στο οποίο

περιγράφονται τα στοιχεία της καθολικής ϐάσης Gröbner ενός τορικού ιδεώδους

IG, τυχαίου γραφήµατος G. Θυµίζουµε, ότι σκοπός µας είναι να ϐρούµε ικανή και

αναγκαία συνθήκη για να ανήκει ένα πρωταρχικό διώνυµο, στη καθολική ϐάση

Gröbner του αντίστοιχου τορικού ιδεώδους. Στη προσπάθεια αυτή, σταθεροποιών-

τας µια µεικτή πρωταρχική περιπλάνηση w, ϑα ορίσουµε µια µονωνυµική διάταξη

<w, η οποία εξαρτάται από το γράφηµα w και ϑα αποδείξουµε ότι το Bw ανήκει

στην ανάγωγη ϐάση Gröbner, ως προς τη <w. Για να το πετύχουµε αυτό, από

τον ορισµό της ανάγωγης ϐάσης Gröbner, ϑα δείξουµε ότι όποτε ένα µονώνυµο

ενός διωνύµου Bw ∈ IG, διαιρεί ένα από τα E+(w), E−(w), τότε το άλλο µονώνυµο

του Bw είναι µεγαλύτερο ως προς τη <w και δε διαιρεί κάποιο από τα E+(w) και

E−(w).

΄Εστω w µεικτή πρωταρχική περιπλάνηση. Ορίζουµε µονωνυµική διάταξη <w

στον δακτύλιο K[e1, . . . , en], να είναι µια διάταξη απαλοιφής έτσι ώστε οι µεταβλητές

που δεν ανήκουν στο γράφηµα w, να είναι µεγαλύτερες των µεταβλητών που είναι

ακµές στο w. ∆ιατάσσουµε το πρώτο σύνολο των µεταβλητών ως προς οποιαδήποτε

µονωνυµική διάταξη και το δεύτερο σύνολο ως εξής : ΄Εστω B1, . . . , Bs0 τυχαία

αρίθµηση των κυκλικών µπλοκ του γραφήµατος w. Με t+i ϑα συµβολίζουµε το

πλήθος των ακµών του w
+∩Bi και µε t−i το αντίστοιχο πλήθος των ακµών του

w
−∩Bi. Ορίζουµε µε W = (wij) τον s0 ×m πίνακα:

wij =







0, εάν ej 6∈ Bi,
t−i , εάν ej ∈ Bi ∩w

+,
t+i , εάν ej ∈ Bi ∩w

−,

όπου m είναι το πλήθος των ακµών του w. Σηµειώνουµε ότι κάθε στήλη του

πίνακα, έχει το πολύ ένα µη-µηδενικό στοιχείο, καθώς κάθε ακµή ανήκει σε ακρι-

ϐώς ένα µπλοκ του w. Σε αυτό το σηµείο, ϑα ορίσουµε τη µονωνυµική διάταξη

που ϑέλουµε για τυχαία πρωταρχική περιπλάνηση w.

Ορισµός 3.2.7. Ορίζουµε µε [u] το διάνυσµα u, όπως γράφεται ως διάνυσµα στήλη

του πίνακα. Θα λέµε ότι eu<w ev αν και µόνον αν η πρώτη µη µηδενική συντεταγµένη

του W [u − v] είναι αρνητική. ∆ιαφορετικά αν W [u − v] = 0, τότε διατάσσουµε τις

µεταβλητές µας ως προς τη λεξικογραφική διάταξη.

Στο επόµενο παράδειγµα, υπολογίζουµε τα στοιχεία αυτά και τον αντίστοιχο

πίνακα όπως τον ορίσαµε.

Παράδειγµα 3.2.8. Θεωρούµε το γράφηµα G που ϕαίνεται στο παρακάτω σχήµα.

΄Εστω w = (ǫ1, . . . , ǫ12) υπογράφηµα αυτού και w η αντίστοιχη περιπλάνηση. Οι

ακµές του w
+ είναι αυτές µε το πορτοκαλί χρώµα, ενώ εκείνες µε το µπλε είναι του

w
−.



66 · Καθολική ϐάση Gröbner του IG και η εικασία True Circuit

w1 w2

w3

w

B1 B2 B3ǫ1

ǫ2 ǫ3 ǫ4 ǫ5

ǫ6

ǫ7

ǫ8

ǫ9ǫ10ǫ11ǫ12

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2.2.5, έπεται ότι η w είναι πρωταρχική. ΄Εχουµε ότι :

w
+ ∩ B1 = {ǫ1} και w− ∩ B1 = {ǫ2, ǫ12} =⇒ t+1 = 1, t−1 = 2,

w
+ ∩ B2 = {ǫ3, ǫ4} και w− ∩ B2 = {ǫ10, ǫ11} =⇒ t+2 = 2, t−2 = 2,

w
+ ∩ B3 = {ǫ5, ǫ7, ǫ9} και w− ∩ B3 = {ǫ6, ǫ8} =⇒ t+3 = 2, t−3 = 3.

Συνεπώς ο αντίστοιχος πίνακας W = (wij), είναι διάστασης 3×12, µε τις σειρές

να είναι αντιπροσωπεύουν τα µπλοκ του w, δηλαδή τα B1,B2,B3 και τις στήλες τις

ακµές αυτού, δηλαδή τις ǫ1, . . . , ǫ12. Συγκεντρώνοντας αυτά, έχουµε ότι :

W = (wij) =





2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 2 2 0 0 0 0 0 2 2 0
0 0 0 0 2 3 2 3 2 0 0 0





Παρατηρούµε ότι ǫ5 <w ǫ6 καθώς η πρώτη µη µηδενική συνιστώσα του αντί-

στοιχου W [u− v] = (0, 0,−1) είναι αρνητική.

Παρατηρούµε, ότι για τη περιπλάνησή µας w, έχουµε ότι W [w+ − w−] = 0.

Το παρακάτω σχήµα δείχνει µια µεικτή πρωταρχική περιπλάνηση w, µαζί µε τους

αντίστοιχους ϐαθµούς wij.
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Είµαστε πλέον σε ϑέση, να διατυπώσουµε και να αποδείξουµε το ϐασικό ϑεώ-

ϱηµα του κεφαλαίου, στο οποίο όπως είπαµε δίνουµε ικανή και αναγκαία συνθήκη

ύπαρξης στοιχείου, στη καθολική ϐάση Gröbner ενός ιδεώδους γραφήµατος G.

Θεώρηµα 3.2.9. ΄Εστω w πρωταρχική περιπλάνηση ενός γραφήµατος G. Το διώ-

νυµο Bw ανήκει στη καθολική ϐάση Gröbner του IG εάν και µόνον εάν η w είναι

µεικτή.

Απόδειξη. Εάν η w δεν είναι µεικτή περιπλάνηση, τότε εξ ορισµού περιέχει ένα

καθαρό µπλοκ και από τη Πρόταση 3.2.4 έπεται το Ϲητούµενο.

Αντίστροφα, έστω w µια µεικτή πρωταρχική περιπλάνηση. Θα αποδείξουµε

ότι το Bw ανήκει στην ανάγωγη ϐάση Gröbner του IG, ως προς τη µονωνυµική

διάταξη <w που ορίσαµε προηγουµένως. Από τον ορισµό της ανάγωγης ϐάσης,

είναι αρκετό να αποδείξουµε ότι, αν υπάρχει πρωταρχικό διώνυµο Bz τέτοιο ώστε

E+(z) | E+(w), τότε υποχρεωτικά E−(z) >w E+(z). Θεωρούµε ένα τέτοιο Bz για

το οποίο E−(z) ∤ E−(w) καθώς η w είναι πρωταρχική και E−(z) ∤ E+(w), καθώς

η w µεικτή. Επιπλέον παρατηρούµε ότι z ⊂ w. Στην αντίθετη περίπτωση όπου

z * w, καθώς z
+ ⊂ w

+, ϑα υπάρχει ακµή του z
− που δε ϑα είναι ακµή του w.

Από τον ορισµό της µονωνυµικής διάταξης <w, έπεται ότι E−(z) >w E+(z) και το

Ϲητούµενο αποδείχτηκε, ϐλέπε επίσης [39, Πρόταση 4.13].

Ισχυριζόµαστε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα i, τέτοιο ώστε

Bi ∩ z 6= ∅ και Bi ∩ z
+ ( Bi ∩w

+. (1)

Υποθέτουµε αντίθετα ότι για κάθε i, ϑα ισχύει είτε Bi ∩ z = ∅ ή Bi ∩ z
+ = Bi ∩w

+,
(το υποσύνολο ισχύει πάντα καθώς από υπόθεση γνωρίζουµε ότι E+(z) | E+(w)).
Ας είναι Bi κυκλικό µπλοκ, τέτοιο ώστε Bi ∩ z

+ = Bi ∩w
+. Συµπεραίνουµε ότι

Bi ∩ z
− = Bi ∩w

−. (2)
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Αν δεν ισχύει κάτι τέτοιο, τότε το Bi δεν είναι µπλοκ του z και άρα κάθε ακµή

e ∈ Bi ∩ z
+ είναι ακµή αποκοπής του γραφήµατος z και άρα διπλή ακµή της z,

ϐλέπε Θεώρηµα 2.2.5. Επίσης το Bi είναι κυκλικό µπλοκ του w και άρα κάθε

ακµή του Bi είναι απλή ακµή της w. ΄Αρα e2 | E+(z) και e2 ∤ E+(w), το οποίο είναι

αδύνατο καθώς E+(z) | E+(w) και συνεπώς ο ισχυρισµός µας (2) αποδείχτηκε.

Από (1) και (2) συµπεραίνουµε ότι :

είτε Bi ∩ z = Bi ή Bi ∩ z = ∅.

Το παραπάνω ισχύει και για µπλοκ τα οποία είναι ακµές αποκοπής. Προφανώς

υπάρχει τουλάχιστον ένα µπλοκ του w τέτοιο ώστε Bi ∩ z = ∅ και τουλάχιστον

ένα µπλοκ τέτοιο ώστε Bi ∩ z = Bi, καθώς z 6= w. Επιπλέον γνωρίζοντας ότι το

γράφηµα w είναι συνεκτικό, ως γράφηµα περιπλάνησης, υπάρχουν δύο διαδοχικά

µπλοκ του Bi, Bj τέτοια ώστε Bi ∩ z = Bi και Bj ∩ z = ∅. ΄Εστω v η κοινή κορυφή

αποκοπής των Bi, Bj. Τότε όµως, το 2v εµφανίζεται σε ακριβώς έναν από τους

ϐαθµούς degA(E
+(z)), degA(E

−(z)) και συνεπώς Bz /∈ IG, το οποίο είναι αδύνατο.

Συνεπώς ο ισχυρισµός µας (1) αποδείχτηκε πλήρως.

Ας είναι i ο µικρότερος ακέραιος τέτοιος ώστε Bi∩z 6= ∅ και Bi∩z
+ ( Bi∩w

+.

Παρατηρούµε αρχική ότι οι πρώτες i − 1 συνιστώσες του W [z+ − z−] είναι µηδέν.

Πράγµατι, έστω wj η j-στήλη του W . Στη περίπτωση που Bj ∩ z 6= ∅, έχουµε

ότι wj[z
+] = 0 = wj [z

−]. Στην άλλη περίπτωση όπου Bj ∩ z
+ ( Bj ∩ w

+, όπως

στην απόδειξη της Πρότασης 3.2.4, έχουµε επίσης ότι Bj ∩ z
− ( Bj ∩w

− και άρα

wj[z
+] = t−j t

+
j = wj[z

−] όπως το ϑέλαµε.

Για το µπλοκ Bi έχουµε δύο περιπτώσεις : είτε Bi ∩ z 6= Bi ή Bi ∩ z = Bi.

1η περίπτωση: Bi ∩ z 6= Bi και έστω e ∈ Bi ∩ z. Τότε η e είναι ακµή αποκοπής

και ανήκει στο z
−, διαφορετικά η e είναι διπλή ακµή της z και απλή της w αντι-

ϐαίνοντας στο ότι E+(z) | E+(w). ΄Αρα κάθε ακµή του Bi ∩ z είναι στο z
− και άρα

wi[z
+] = 0 και wi[z

−] > 0. ΄Αρα E−(z) >w E+(z) και το Ϲητούµενο αποδείχτηκε.

2η περίπτωση: Bi ∩ z = Bi. ΄Επεται ότι Bi ∩ z
− = Bi \ (Bi ∩ z

+) και καθώς

Bi ∩ z
+ ( Bi ∩w

+ έχουµε ότι wi[z
+] = t−i t

+
i = wi[z

−]. ΄Αρα E−(z) >w E+(z) και

το Ϲητούµενο αποδείχτηκε και σε αυτή τη περίπτωση.

Συµπεραίνουµε ότι το Bw ανήκει στην ανάγωγη ϐάση Gröbner ως προς τη

διάταξη <w που ορίσαµε προηγουµένως και άρα και στη καθολική ϐάση Gröbner

του IG και το Ϲητούµενο αποδείχτηκε πλήρως.

3.3 ΄Ορια ϐαθµών στοιχείων της καθολικής ϐάσης Gröbner

Το πλήθος των στοιχείων µιας καθολικής ϐάσης Gröbner συνήθως είναι πολύ µεγά-

λο. Για παράδειγµα στο [9] οι J. De Loera, B. Sturmfels και R. Thomas υπολόγισαν

ότι το πλήθος των στοιχείων της καθολικής ϐάσης Gröbner του IK8
είναι 45570,

όπου K8 το πλήρες γράφηµα οκτώ κορυφών. Μια εκτίµηση για το µέγεθος της

καθολικής ϐάσης Gröbner, µπορεί να δοθεί από τα όρια των ϐαθµών των στοιχείων

αυτής. ΄Εστω dn ο µεγαλύτερος ϐαθµός διωνύµου, στοιχείου της καθολικής ϐάσης

Gröbner του IKn
. Στο άρθρο τους [9], οι J. De Loera, B. Sturmfels και R. Thomas
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απέδειξαν, ότι ο ϐαθµός αυτός, ϕράσσεται από τη σχέση :

n− 2 ≤ dn ≤

(
n

2

)

, n ≥ 4.

Παρακάτω στο κεντρικό ϑεώρηµα της ενότητας αυτής, αποδεικνύουµε ότι ο dn
παίρνει πάντα τη τιµή n− 2.

Θεώρηµα 3.3.1. Ο µεγαλύτερος ϐαθµός dn, ενός διωνύµου στη ϐάση Graver του

IKn
(και συνεπώς και στη καθολική ϐάση Gröbner αυτού) είναι dn = n− 2, ∀n ≥ 4.

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 2.2.5, γνωρίζουµε ότι τα µπλοκ ενός γραφήµατος µιας

πρωταρχικής περιπλάνησης, είναι κύκλοι ή ακµές αποκοπής. Τα κυκλικά µπλοκ

είναι τουλάχιστον δύο, εκτός της περίπτωσης όπου η περιπλάνηση είναι από µόνη

της κύκλος. ΄Εστω w λοιπόν µια πρωταρχική περιπλάνηση και υποθέτουµε ότι

αυτή έχει s0 κυκλικά µπλοκ και s1 ακµές αποκοπής. ∆ηλαδή s = s0 + s1 είναι

το συνολικό πλήθος των µπλοκ του w. Από το Θεώρηµα 2.2.5, γνωρίζουµε ότι

υπάρχουν ακριβώς s − 1 κορυφές αποκοπής, κάθε µια εκ των οποίων ανήκει σε

ακριβώς δύο µπλοκ. Ας είναι B1, . . . , Bs0 τα κυκλικά µπλοκ του γραφήµατος και

έστω ti ο αντίστοιχος αριθµός των ακµών (άρα και κορυφών) του. Προφανώς, ο

συνολικός αριθµός των κορυφών του w είναι :

t1 + · · ·+ ts0 + 2s1 − (s− 1) ≤ n, (1)

έχοντας υπολογίσει ότι οι κορυφές αποκοπής µετρούνται διπλά, ϐλέπε [34, Θεώ-

ϱηµα 3.1.]. Από τη σχέση (1) και λαµβάνοντας υπόψιν ότι οι ακµές των κύκλων

εµφανίζονται µόνο µια ϕορά στη περιπλάνηση w και οι ακµές αποκοπής είναι

διπλές ακµές της w, έπεται ότι :

2 deg(Bw) = t1 + · · ·+ ts0 + 2s1 ≤ n + s− 1. (2)

Συνεπώς, όπως ϕαίνεται στη σχέση (2), ο dn παίρνει τη µέγιστη τιµή του, όταν ο

αριθµός των µπλοκ του w είναι όσο µεγαλύτερος γίνεται και η ισότητα επιτυγ-

χάνεται όταν η περιπλάνηση w, διέρχεται από όλες τις κορυφές του γραφήµατος.

Αντικαθιστώντας στη (2) το ότι s = s0 + s1, άµεσα παίρνουµε ότι :

s+ (t1 − 2) + · · ·+ (ts0 − 2) ≤ n− 1. (3)

Σηµειώνουµε εδώ ότι

(t1 − 2) + · · ·+ (ts0 − 2) ≥ 2, (4)

καθώς τα κυκλικά µπλοκ έχουν τουλάχιστον τρεις κορυφές και η w έχει τουλάχι-

στον δύο κυκλικά µπλοκ, εκτός κι αν αυτή είναι κύκλος. Σε αυτή τη περίπτωση,

υπάρχει ακριβώς ένα µπλοκ και ο ϐαθµός είναι µικρός, deg(Bw) ≤ n
2
. Από τις

(3),(4) έχουµε ότι

s ≤ n− 3. (5)

Συνδυάζοντας τις (2),(5) έχουµε ότι :

2 deg(Bw) ≤ n+ s− 1 ≤ n+ (n− 3)− 1 = 2(n− 2) ⇐⇒ deg(Bw) ≤ n− 2.
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Παρατηρούµε εδώ ότι τη µέγιστη τιµή s = n − 3 της σχέσης (5), την έχουµε από

ένα κύκλωµα το οποίο αποτελείται από δύο περιττούς κύκλους τριών κορυφών και

n − 5 ακµών αποκοπής, το µονοπάτι µεταξύ αυτών. Αυτό έχει τον µέγιστο δυνατό

ϐαθµό:

n+ (n− 3)− 1

2
= n− 2.

Από το παραπάνω ϑεώρηµα, έπονται δύο συµπεράσµατα για ένα τυχαίο γράφη-

µα. Καθώς ένα οποιοδήποτε γράφηµα G m κορυφών, αποτελεί υπογράφηµα του

Km, άµεσο είναι το επόµενο πόρισµα.

Πόρισµα 3.3.2. ΄Εστω G γράφηµα n κορυφών µε n ≥ 4. Ο µεγαλύτερος ϐαθµός dn
ενός στοιχείου της ϐάσης Graver του IG (και άρα και της καθολικής ϐάσης Gröbner

αυτού) είναι dn ≤ n− 2.

Παρατήρηση 3.3.3. Το παραπάνω ϕράγµα του n − 2, αφορά τα τορικά ιδεώδη

των πλήρων γραφηµάτων Kn. Να παρατηρήσουµε σε αυτό το σηµείο, ότι µέσω και

της απόδειξης του Θεωρήµατος 3.3.1, ο µέγιστος ϐαθµός n−2 λαµβάνεται µόνο σε

περίπτωση που έχουµε κύκλωµα το οποίο αποτελείται από δύο κύκλους µήκους 3,

οι οποίοι συνδέονται µε n− 5 ακµές αποκοπής. Η παρατηρήση αυτή, ουσιαστικά

µας δίνει µια πλήρη περιγραφή όλων των γραφηµάτων µε n > 4 κορυφές, τα οποία

δέχονται αυτόν τον µέγιστο ϐαθµό, όπως διατυπώνουµε στο επόµενο πόρισµα.

Πόρισµα 3.3.4. Ο µέγιστος ϐαθµός ενός στοιχείου της ϐάσης Graver και κατέπέ-

κταση της καθολικής ϐάσης Gröbner) του IG είναι n−2 αν και µόνον αν το γράφηµα

G περιέχει κύκλωµα, το οποίο αποτελείται από δύο κυκλικά µπλοκ τριών κορυφών

το καθένα, τα οποία ενώνονται µε n− 5 ακµές αποκοπής.

3.4 Η εικασία True Circuit

Η πλήρη γνώση των κυκλωµάτων, Θεώρηµα 2.3.29, των στοιχείων της ϐάσης Gra­

ver, Θεώρηµα 2.2.5, των ελαχιστοτικών συστηµάτων γεννητόρων, Θεώρηµα 2.3.21

και των στοιχείων της καθολικής ϐάσης Gröbner, Θεώρηµα 3.2.9, ενός τορικού

ιδεώδους γραφήµατος G µας επιτρέπει να εξάγουµε οικογένειες παραδειγµάτων

τορικών ιδεωδών µε συγκεκριµένες ιδιότητες. Για παράδειγµα, µπορούµε πολύ

εύκολα να κατασκευάσουµε γραφήµατα, τέτοια ώστε η καθολική ϐάση Gröbner

του αντίστοιχου τορικού ιδεώδους να είναι ίση µε τη ϐάση Graver αυτού. Από το

Θεώρηµα 3.2.9 είτε προσθέτοντας καθαρά µπλοκ στις περιπλανήσεις που αντιστοι-

χούν σε στοιχεία της ϐάσης Graver ή αντικαθιστώντας µια ακµή (ακµές αντίστοιχα)

καθαρού µπλοκ µε µεγαλύτερο πλήθος ακµών (η έννοια του υποδιαιρετικού γρα-

ϕήµατος). Για άλλα τορικά ιδεώδη µε αυτή την ιδιότητα, µπορούµε να πάρουµε

επιπλέον πληροφορίες από τη δουλειά των T. Bogart, R. Hemmecke και S. Petrovic

στο [3].

Ο B. Sturmfels σε µια διάλεξή του στη Santa Cruz ([40, Ιούλιος 1995]), δια-

τύπωσε µια εικασία σύµφωνα µε την οποία ανάµεσα στους ϐαθµούς των στοιχείων
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της ϐάσης Graver ενός τορικού ιδεώδους, τα κυκλώµατα είναι αυτά που λαµβά-

νουν τον µεγαλύτερο ϐαθµό. Λίγο αργότερα, οι S. Hosten και R. Thomas, ϐλέπε

[21, 40], δώσανε ένα παράδειγµα τορικού ιδεώδους, ο µεγαλύτερος ϐαθµός των

στοιχείων της ϐάσεως Graver αυτού ήταν 16, ενώ ο αντίστοιχος ϐαθµός των κυκλω-

µάτων του ήταν 15, απαντώντας έτσι αρνητικά στην αρχική διατύπωση της εικασίας

του Sturmfels. Αυτή η εξέλιξη, οδήγησε τον Sturmfels να αλλάξει την εικασία, στη

παρακάτω [40, Εικασία 4.8], γνωστή ως εικασία True circuit η οποία και παρέµενε

ανοικτή από το 1995.

Η Εικασία True circuit (Sturmfels, 1995):

Για οποιοδήποτε στοιχείο Bw της ϐάσης Graver GrA του αντίστοιχου τορικού ιδε-

ώδους ισχύει :

deg(Bw) ≤ max{true degree(c), ∀c ∈ CA}.

Πριν προχωρήσουµε στην εικασία, ϑα δούµε τις έννοιες που περιέχονται σε

αυτή. Στο [40] ο Sturmfels όρισε τον true degree ενός κυκλώµατος ως εξής :

Θεωρούµε τυχαίο κύκλωµα c ∈ CA και έστω supp(c) ο ϕορέας αυτού, ϑεωρώντας

τον ως υποσύνολο του συνόλου A. Για παράδειγµα, αν c = e1e5 − e3e7 είναι ένα

κύκλωµα στον πολυωνυµικό δακτύλιο K[e1, . . . , e10], δε ϐλέπουµε τον ϕορέα του c
ως το σύνολο {1, 3, 5, 7}, αλλά ως το σύνολο των διανυσµάτων {a1, a3, a5, a7} ⊂ A,

όπου ai τα αντίστοιχα των ακµών διανύσµατα στο σύνολο A.

Ορισµός 3.4.1. (δείκτης κυκλώµατος - index of a circuit)

Με index(c) ϑα συµβολίζουµε τον δείκτη του κυκλώµατος c και ορίζεται να είναι ο

πεπερασµένος δείκτης

[R(supp(c)) ∩ ZA : Z(supp(c))].

Ορισµός 3.4.2. ( true degree κυκλώµατος)

Ο true degree ενός κυκλώµατος c, ορίζεται ως το γινόµενο :

true degree(c) = deg(c) · index(c).

Υπάρχουν πάρα πολλά παραδείγµατα οικογενειών τορικών ιδεωδών, των οποίων

τα κυκλώµατα λαµβάνουν τον µέγιστο ϐαθµό, ϐλέπε για παράδειγµα [33]. Αυτό ι-

σχύει και για οικογένειες τορικών ιδεωδών γραφηµάτων, όπως για παράδειγµα από

το Θεώρηµα 3.3.1, το διώνυµο µε τον µέγιστο ϐαθµό στο IKn
είναι κύκλωµα. Στη

γενική όµως περίπτωση, η εικασία του Sturmfels δεν είναι αληθής. Στη συνέχεια

παρουσιάζουµε παραδείγµατα τορικών ιδεωδών, στα οποία οι true degree των κυ-

κλωµάτων, είναι αυστηρά µικρότεροι από τον ϐαθµό κάποιων στοιχείων της ϐάσης

Graver. ΄Οπως ϑα δούµε, µπορούµε να ϐρούµε άπειρα τέτοια παραδείγµατα.

Θεωρούµε το γράφηµα G το οποίο αποτελείται από ένα κύκλο µήκους s και s
περιττούς κύκλους µήκους l ο καθένας, κάθε ένας από τους οποίους τέµνεται σε

µια κορυφή του αρχικού µας κύκλου, όπως ϕαίνεται στο παρακάτω σχήµα.
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w1

w2ws

Ας είναι w η άρτια κλειστή περιπλάνηση η οποία διέρχεται από κάθε ακµή του

γραφήµατος G. Το µήκος της w είναι

l · s+ s = s(l + 1),

το οποίο όµως είναι άρτιο καθώς οι s, l είναι περιττοί. Από το Θεώρηµα 2.2.5 το Bw

είναι στοιχείο της ϐάσης Graver του ιδεώδους και έχει ϐαθµό
s(l+1)

2
. Στο γράφηµα

αυτό υπάρχουν πάρα πολλά κυκλώµατα, ϐλέπε Θεώρηµα 2.3.29. Το µεγαλύτερο

από αυτά, αποτελείται από δύο περιττούς κύκλους που ενώνονται µε ένα µονοπάτι

µήκους s− 1. Ο ϐαθµός αυτού είναι ίσος µε

(2 · l + 2(s− 1))

2
= l + s− 1.

Σηµειώνουµε εδώ ότι οι s, l > 2, ως µήκοι κύκλων, κάτι που συνεπάγει αµέσως

ότι
s(l+1)

2
> l + s − 1 ή ισοδύναµα ότι υπάρχει Bw στοιχείο της ϐάσης Graver του

ιδεώδους, µε ϐαθµό µεγαλύτερο από τον ϐαθµό οποιουδήποτε κυκλώµατος του IG.

Η διαφορά των ϐαθµών, µπορεί να γίνει όσο µεγάλη επιθυµούµε, δεδοµένου ότι οι

επιλογές των l, s είναι ελεύθερες. Με τυπικούς αλλά µακροσκελείς υπολογισµούς

(όπως ϑα δούµε σε παράδειγµα παρακάτω), αποδεικνύεται ότι ο index(c)=1. ΄Επεται

ότι :

true degree(c) = deg(c).

Συνεπώς έχουµε µια ολόκληρη οικογένεια τορικών ιδεωδών, άπειρων παραδειγµά-

των (λόγω της ελευθερίας των επιλογών στα l, s), µέσω των οποίων αποδεικνύουµε

τη µη ισχύ της εικασίας του Sturmfels.

Παράδειγµα 3.4.3. Σε αυτό το παράδειγµα, ϑα δώσουµε ένα από τα αντιπαρα-

δείγµατα της εικασίας στα οποία αναφερθήκαµε προηγουµένως. Ας ϑεωρήσουµε

το παρακάτω γράφηµα.
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e13 e1 e21

e22e23e2e3e11e12

e33 e32

e31

Σύµφωνα µε τη προηγούµενη παρατήρηση, ο ϐαθµός του Bw είναι αυστηρά

µεγαλύτερος από τον ϐαθµό του µεγαλύτερου κυκλώµατος που εµφανίζεται σε

αυτό το γράφηµα. Θα αποδείξουµε ότι ο δείκτης index(c)=1 για κάθε κύκλωµα του

αντίστοιχου IG, από όπου ϑα συµπεράνουµε ότι :

true degree(c) = deg(c).

Ας πάρουµε αρχικά το κύκλωµα

c1 = {e11, e12, e13, e1, e21, e22, e23} ⊂ A.

Είναι προφανές ότι ισχύει

Z(supp(c1)) ⊆ R(supp(c1)) ∩ZA.

Θα αποδείξουµε ότι ισχύει κι ο αντίστροφος εγκλεισµός. ΄Εστω r τυχόν στοιχείο του

συνόλου R(supp(c1))∩ZA. Θα δείξουµε ότι αυτό ανήκει στο σύνολο Z(supp(c1)).
Ισοδύναµα για το c1, έχουµε ότι :

r = r11e11 + r12e12 + r13e13 + r1e1 + r21e21 + r22e22 + r23e23 =

= z11e11 + z12e12 + z13e13 + z1e1 + z21e21 + z22e22 + z23e23 + z2e2 +

+ z31e31 + z32e32 + z33e33 + z3e3, (3.1)

όπου rij , rk ∈ R και zij , zk ∈ Z.

Αρκεί να αποδείξουµε ότι το r γράφεται ως ακέραιος γραµµικός συνδυασµός

των e11, e12, e13, e1, e21, e22, e23, τα οποία ανήκουν στο supp(c1). Από τη σχέση 3.1,

έπεται ότι :

x11e11 + x12e12 + x13e13 + x1e1 + x21e21 + x22e22 + x23e23 = 0, (1)

όπου

xij = rij − zij και xi = ri − zi.

Να παρατηρήσουµε εδώ, ότι κάθε κορυφή του γραφήµατος µας δίνει και κάποια

πληροφορία. Επιπλέον, ϑέτοντας για ευκολία στους υπολογισµούς µας

x11 = a1, x21 = a2, x31 = a3,
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από όπου παίρνουµε ότι x13 = a1 = −x12, x23 = a2 = −x22, x33 = a3 = −x32 και

σε συνδυασµό µε τις σχέσεις 3.1, (1), έχουµε ότι :

2a1 + x1 + x3 = 0, 2a2 + x1 + x2 = 0, 2a3 + x2 + x3 = 0, όπου x3 ∈ Z. (2)

Παίρνουµε τη σχέση του αρχικού µας κυκλώµατος : e11− e12+ e13−2e1+ e21−
e22 + e23 = 0 και πολλαπλασιάζοντάς τη µε a1, έχουµε :

a1e11 − a1e12 + a1e13 − 2a1e1 + a1e21 − a1e22 + a1e23 = 0. (3)

Αφαιρώντας τη σχέση (3) από το πρώτο µέλος της 3.1, ουσιαστικά αφαιρούµε από

το r το 0 κάτι που δε το µεταβάλλει :

r = (r11 − a1)e11 + (r12 + a1)e12 + (r13 − a1)e13 + (r1 + 2a1)e1 +

+ (r21 − a1)e21 + (r22 + a1)e22 + (r23 − a1)e23. (3.2)

Αρκεί να αποδείξουµε ότι οι συντελεστές της σχέσης (3.2) είναι ακέραιοι. Πραγ-

µατικά, έχουµε :

• (r11 − a1) = x11 + z11 − a1

x11=a1
︷︸︸︷
= z11 ∈ Z,

• (r12 + a1) = x12 + z12 + a1

x12=−a1
︷︸︸︷
= z12 ∈ Z,

• (r13 − a1) = x13 + z13 − a1

x13=a1
︷︸︸︷
= z13 ∈ Z,

• (r1 + 2a1) = x1 + z1 + 2a1

2
︷︸︸︷
= z1 − x3 ∈ Z, καθώς x3 ∈ Z,

• (r21 − a1) = x21 + z21 − a1

x21=a2
︷︸︸︷
= (a2 − a1) + z21,

• (r22 + a1) = x22 + z22 − a1

x22=−a2
︷︸︸︷
= −(a2 − a1) + z22,

• (r23 − a1) = x23 + z23 − a1

x23=a2
︷︸︸︷
= (a2 − a1) + z23.

Για να ολοκληρωθεί η απόδειξη, µένει να δειχθεί ότι a2 − a1 ∈ Z.

Αν επιστρέψουµε στις σχέσεις (2) και αφαιρέσουµε τις πρώτες δύο κατά µέλη,

προκύπτουν :

2(a1 − a2) + x3 − x2 = 0, (4)

2a3 + x2 + x3 = 0. (5)

Προσθέτοντας κατά µέλη τις (4),(5) έχουµε ότι :

a2 − a1 + a3 + x3 = 0.

Η τελευταία σχέση µας πληροφορεί ότι η διαφορά a2 − a1 είναι ακέραιος, α-

ϕού τα x3, a3 είναι ακέραιοι. Ισοδύναµα το r, γράφετται ως ακέραιος γραµµικός

συνδυασµός των e11, e12, e13, e1, e21, e22, e23 και άρα index(c1) = 1 όπως το ϑέλαµε.
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Προφανώς δεν αλλάζει τίποτα στην απόδειξη στη περίπτωση όπου πάρουµε κά-

ποιο άλλο κύκλωµα του γραφήµατος το οποίο να αποτελείται από δύο περιττούς

κύκλους που συνδέονται µε κάποια ακµή, καθώς το µόνο που µεταβάλλεται είναι

τα ονόµατα των µεταβλητών µας. ΄Ετσι έχουµε ένα αντιπαράδειγµα της εικασίας

του Sturmfels απαντώντας σε αυτή αρνητικά.

Παρατήρηση 3.4.4. Στα προηγούµενα παραδείγµατα το Bw ήταν στοιχείο της

ϐάσης Graver του ιδεώδους, αλλά όχι της καθολικής ϐάσης Gröbner αυτού, καθώς

η w περιείχε καθαρό µπλοκ, ϐλέπε Θεώρηµα 3.2.9. Μια µικρή παραλλαγή της w
µας δίνει µια οικογένεια παραδειγµάτων γραφηµάτων, τα οποία έχουν ένα στοιχείο

στη καθολική ϐάση Gröbner του ιδεώδους, του οποίου ο ϐαθµός είναι αυστηρά

µεγαλύτερος από τον ϐαθµό οποιουδήποτε κυκλώµατος του IG. Για παράδειγµα

ας ϑεωρήσουµε το γράφηµα G, το οποίο αποτελείται από ένα κύκλο µήκους s
και s − 2 περιττούς κύκλους µήκους l ο καθένας, οι οποίοι ενώνονται σε µια

κορυφή (διαφορετική ο καθένας) του αρχικού κύκλου. ΄Εστω w′ η περιπλάνηση

που διέρχεται από κάθε ακµή του γραφήµατος G. Η w′ είναι µεικτή και συνεπώς

το Bw′ ανήκει στη καθολική ϐάση Gröbner του ιδεώδους και ο ϐαθµός του Bw′

είναι µεγαλύτερος από τον ϐαθµό οποιουδήποτε κυκλώµατος, για µεγάλα l, s.
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