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Ε ισαγω γή

Μ ια ισομετρική εμβάπτιση ενός πολυπτύγματος R ie m a n n  σε ένα πολύπτυγμα R ie - 
m an n  λέγετα ι ελαχιστική αν το διανυσματικό πεδίο μέσης καμπυλότητας είναι το μη
δενικό ή ισοδύναμα αν το ίχνος της δεύτερης θεμελιώ δους μορφής της ισομετρικής 
εμβάπτισης είναι ταυτοτικά μηδέν. Από τον τύπο της πρώτης μεταβολής του εμβαδού 

γνωρίζουμε πως οι ισομετρικές ελαχιστικές εμβαπτίσεις είναι ακριβώς τα κρίσιμα σημεία 

της συνάρτησης του εμβαδού. Επομένω ς, φυσικό επακόλουΰο είναι πως οι ελαχιστικές 
ισομετρικές εμβαπτίσεις αποτελούν ανώτερης διάστασης γεν ίκευση  των γεωδαισιακών 
καμπύλών και απαρτίζουν μια σημαντική οικογένεια  ισομετρικών εμβαπτίσεων.

Σ τη ν  παρούσα εργασία ασχολούμαστε με ελαχιστικές επιφάνειες στην Sn) δηλαδή 
ισομετρικές ελαχιστικές εμβαπτίσεις από ένα προσανατολισμένο, συνεκτικό , διδιάστατο 
πολύπτυγμα R ie m a n n  στην n -διάστατη μοναδιαία σφαίρα

S n =  { ( Χ ι , Χ 2, · · . , Ζ η + ΐ )  e  1 " +1 : χ \  +  Χ2 +  ··■ +  ·Εη+1 =  !}>

η οποία είναι εφοδιασμένη με τη συνήΰη μετρική R ie m a n n  ( , )  και ως γνω στόν έχει 
σταΰερή καμπυλότητα τομής 1. Παρόλη την ομορφιά που έχ ε ι από μόνη της η μελέτη 
ελαχιστικώ ν επιφανειών στη σφαίρα, έχει αποδειχτεί ότι σχετ ίζετα ι με τη μελέτη με
μονωμένων ιδιαζόντων σημείων ελαχιστικώ ν εμβαπτίσεων στον Ευ κλείδ ε ιο  χώρο. Ο 
Ε .  C a la b i στο άρ'θρο [6] παρατήρησε ότι αν έχουμε ένα τριδιάστατο ελαχιστικό  υπο- 

πολύπτυγμα Μ 3 στον Ευκλείδ ειο  χώρο Ε η+3, τότε το πολύπτυγμα Μ 3 Π Sn+2, για  
σφαίρα S n+2 κατάλληλου κέντρου, είναι διδιάστατο ελα χ ιστικό  υποπολύπτυγμα στην 
g n +2 Αντίστροφα, αν Λ /2 είναι ένα διδιάστατο ελαχιστικό  υποπολύπτυγμα της Sn̂  , 

τότε ο κώ νος που δημιουργείται από τις ημιευ·θείες με αρχή το κέντρο της σφαίρας 
έ?η+2 και διέρχονται από τα σημεία του Μ 2, είναι τριδιάστατο ελαχιστικό υποπολύπτυγ
μα στον Ευ κλείδ ε ιο  χώρο Εη+3 με μεμονωμένο ιδιάζον σημείο το κέντρο της σφαίρας αν 
το Μ2 δεν είναι ολικά γεωδαισιακό στην 5 Λ+2. Επομένω ς, η μελέτη ισομετρικών ελα- 
χ ιστικώ ν εμβαπτίσεων τριδιάστατων πολυπτυγμάτων R ie m a n n  με μεμονωμένο ιδιάζον 
σημείο στον Ευ κλείδ ε ιο  χώρο, ανάγεται στη μελέτη ισομετρικών ελαχιστικώ ν εμβαπτί
σεων διδιάστατων πολυπτυγμάτων R ie m a n n  στη σφαίρα. Τ η ν  ιδέα αυτή υλοποίησε ο 
Ε .  C a la b i στο πρωτοποριακό άρΰρο [6] μελετώντας ελαχ ιστικές επιφάνειες στη σφαίρα 
με την απλούστερη δυνατή τοπολογία, δηλαδή συμπαγείς ελαχ ιστικές επιφάνειες γένους 
μηδέν ή ισοδύναμα ομοιομορφικές με την S 2. Α υτό  το άρΰρο έδωσε το έναυσμα για  τη 
μελέτη ελαχιστικώ ν επιφανειών στη σφαίρα. Λ ίγο  μετά την εμφάνιση του άρθρου του 

Ε .  C a la b i , ο S .S . C h e rn  παρουσίασε μια πιο γεωμετρική προσέγγιση των ελαχιστικώ ν 
επιφανειών στη σφαίρα κάνοντας χρήση των 'θεμελιωδών μορφών ανωτέρας τάξεως. Η  
μελέτη αυτή συνεχ ίστηκε από τον J . L .M .  B a rb o sa .



Ο  στόχος της εργασίας είναι να αποδείξουμε τα αποτελέσματα του Ε .  C a la b i στο 

[6], με τον τρόπο που τα αναδιατύπωσε ο S .S . C h e rn  στο [8], καΰώ ς και του J .L .M .  
B a rb o sa  στο [4].

Γνω ρίζουμε ότι τα ολικά γεωδαισιακά m -διάστατα υποπολυπτύγματα της S n , όπου 

2 <  τη  < η  — 1 , είναι οι μ έγ ιστες m -σφαίρες της Sn, δηλαδή τομές της Sn με (τ η  +  1)- 
διάστατους υποχώρους του R n+1. Μ ια  ισομετρική εμβάπτιση /  : (Μ , ( , ) )  — ► S n , όπου 
(Μ , ( , ) )  είναι πολύπτυγμα R ie m a n n , καλείται κορεσμένη ( fu ll)  αν η εικόνα της δεν 

περιέχεται σε κανένα ολικά γεωδαισιακό υποπολύπτυγμα της Sn.

Σ τ η ν  εργασία αυτή το πρώτο αποτέλεσμα που ΰα  αποδείξουμε είναι ότι οι συμπαγείς, 
προσανατολισμένες ελα χ ιστικές επιφάνειες γένους μηδέν στη σφαίρα είναι κορεσμένες 
μόνο σε άρτιας διάστασης σφαίρα. Επ ιπ λέον ΰα  δώσουμε μια εκτίμηση του εμβαδού των. 

Τ ο  συμπέρασμα αυτό το απέδειξε ο Ε .  C a la b i στο άρθρο [6]. Αργότερα , ο S .S . C h e rn  
στο [8] έδωσε μια διαφορετική προσέγγιση του αποτελέσματος το οποίο είναι το εξής:

Θ ε ώ ρ η μ α  I. Έστω f  : (Μ, (,)) — > Sn,n >  3, συμπαγής, προσανατολισμένη, κορε

σμένη, ελαχιστική επιφάνεια γένους μηδέν. Τότε:
( i )  Ο αριθμός n  είναι άρτιος ( η  = 2 m ).
( i i )  Το εμβαδό Α(Μ) της €πιφάν€ΐας αναι ακέραιο πολλαπλάσιο του 2π· και ισχυα 

Α(Μ) > 27rm(m +  1).

Σ τ η  συνέχεια  ΰα  αποδείξουμε ότι οι συμπαγείς, προσανατολισμένες, κορεσμένες, 

ελα χ ιστικές επιφάνειες γένους μηδέν στη σφαίρα είναι άκαμπτες ( r ig id ) , ένα αποτέλεσμα 

που οφείλεται στον J . L .M .  B a rb o sa  [4]:

Θ ε ώ ρ η μ α  I I .  Έστωσαν f  : (Μ , ( , )) — ► S2m, /  : (Μ , (,)) — ► S2m συμπαγές, 

προσανατολισμένες, κορεσμένες, ελαχιστικές επιφάνειες γένους μηδέν. Τότε υπάρχει 

ισομετρία τ : S2m — * S2m ώστε /  =  r o / .

Τ έ λ ο ς , ΰα  δείξουμε πως οι συμπαγείς , προσανατολισμένες, κορεσμένες, ελαχιστικές 

επιφάνειες γένους μηδέν στη σφαίρα με σταΰερή καμπυλότητα G a u ss  ταξινομούνται 
πλήρως. Γ ια  την ακρίβεια αποδεικνύουμε το ακόλουΰο αποτέλεσμα του Ε .  C a la b i [6]:

Θ ε ώ ρ η μ α  I I I .  Έστω f  : (Μ , ( , ) )  — ► S 2m συμπαγής, προσανατολισμένη, κορε

σμένη, ελαχιστική επιφάνεια γένους μηδέν. Αν το πολύπτυγμα Riemann (Μ, ( , )) 
έχει σταθερή καμπυλότητα Gauss Κ , τότε Κ  =  m^ +1  ̂ και υπάρχουν ισομετριες

F : (Μ, (,)) — ► και τ  : S2m — ► S2m ώστε /  ο F~l  =  r o  / m,

όπου fm : —  5 2m είναι η επιφάνεια Veronese στην S2m.

Γ ια  τις αποδείξεις αυτών των αποτελεσμάτων χρησιμοποιούμε εργαλεία και μεΰόδους 
από τη ΰεωρία κινουμένου πλαισίου, των ΰεμελιωδώ ν μορφών ανώτερης τάξης και τη 
ΰεωρία επιφανειών R ie m a n n  (Θεώ ρημα R ie m a n n -R o c h ).

Επ ιπ λέο ν , η προσέγγιση που ακολουΰούμε μας επιτρέπει να δώσουμε μια απόδειξη 
της εικασίας του U . S im o n  [15] γ ια  τις περιπτώσεις που είναι ήδη γνω στό ότι ισχύει. 
Παραΰέτουμε την απόδειξη αυτών των περιπτώσεων στο τέλος της διατριβής.
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Κεφάλαιο 1

Π ροκαταρκτικά

1 . 1  Ι σ ο μ ε τ ρ ι κ έ ς  ε μ β α π τ ί σ ε ι ς

Στο  παρόν κεφάλαιο θα αναφέρουμε απαραίτητα στοιχεία  από τη 'θεωρία των ισο- 
μετρικών εμβαπτίσεων, του κινούμενου πλαισίου και των θεμελιωδών μορφών ανώτε
ρης τάξης. Γ ια  τις βασικές έννοιες της Δ ιαφορικής Γεω μετρίας παραπέμπουμε στα 
[10, 14, 13].

Έ σ τω  Μη διαφορίσιμο πολύπτυγμα διάστασης η. Γ ια  τυχόν ρ £  Μη συμβολίζουμε 
με ΤρΜη τον εφαπτόμενο χώρο του Μη στο ρ και με ΤΜη =  { ( ρ ,  ν) : ρ £  Μη,υ £  
ΤρΜη} την εφαπτομένη δέσμη του Μη. Τ ο  σύνολο των διαφορίσιμων διανυσματικών 
πεδίων του Μη το συμβολίζουμε με Δ ( Μ η ) ή Γ ( Τ Μ η) και το σύνολο των διαφορίσιμων 
συναρτήσεων g : Μη — ► Ε  το συμβολίζουμε με D(Mn) ή C ° ° ( M n , E ) .

Ο ρ ισ μ ό ς  1 . 1 . 1 .  Έστω /  : Μη — > M n+fc διαφορίσιμη απεικόνιση μεταξύ των 
διαφορίσιμων πολυπτυγμάτων Μη και Μ 71* * 5. Διαφορίσιμο διανυσματικό πεδίο κατά 
μήκος της f  καλούμε κάϋε απεικόνιση V η οποία σε κάϋε ρ £  Μη αντιστοιχεί ένα 
διάνυσμα V\p £  και είναι διαφορίσιμη με την εξής έννοια: Αν {Uyy)

| ς

είναι χάρτης του Μ γύρω από το f(p) με συντεταγμένες (t / i , S/2» κμ 
1̂? =  Σ ”= 1 9 i ( q ) S ^ \ f ( q )  για κάϋε q <= οι συναρτήσεις gu i = 1 ,2 ,  . . . , n  +  k,

είναι διαφορίσιμες.

Συμβολίζουμε με Δ ( / )  το σύνολο των διαφορίσιμων διανυσματικών πεδίων κατά 
μήκος της / .  Προφανώς το Δ ( / )  είναι το σύνολο των πεδίων (sectio n s) της επαγόμενης 
διανυσματικής δέσμης f*(TMn+k) :=  { ( ρ ,ν) : ρ £  Μ η , υ  £  βαθμίδας

(ra n k ) n - f  fc, δηλαδή Δ ( / )  =  r ( / * ( T M n+fe) ) .  Α ν  X  £  Δ ( Μ η ) , τότε η απεικόνιση η 
οποία σε κάθε ρ £  Μ η αντιστοιχεί το διάνυσμα dfp(X |ρ) ,  είναι διαφορίσιμο διανυσματικό

πεδίο κατά μήκος της /  και συμβολίζεται με df(X). Επ ιπ λέο ν , αν Κ  £  Δ ( Μ η+ίί) ,  τότε 
ToYof είναι επίσης διαφορίσιμο διανυσματικό πεδίο κατά μήκος της / .

Ο ρ ισ μ ό ς  1 . 1 . 2 .  Έστω /  : Μ η —> Ή71*1* διαφορίσιμη απεικόνιση και X £  Δ ( Μ η ) , 

X  £  Δ ( Μ η+λ:) .  Τα  X ,  X  λέγονται / -συσχετισμένα (f-related) αν X  ο /  =  df(X).
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2 Προκαταρκτικά

Λ ή μ μ α  1 .1 .1 , Α ν  /  : Μ η — » Μ  είναι διαφορίσιμη απεικόνιση και I ,  7  G 
Δ (Μ η) είναι f -συσχετισμένα των X ,  Υ  6  Δ (Μ η+*) αντίστοιχα, τότε τα γινόμενα Lie 
[Χ,Υ],  [Χ,Υ]  / - συσχετισμένα.

Απόδειξη. Έχουμε X  ο /  =  άρα για κάΰε ρ € Μ η, -ΧΊ/(ρ) =  dfp(X\p). Θα
δείξουμε ότι [Χ,Υ]  ° f  = df ( [X,Y]) ,  ή ισοδύναμα

^ \ m ( 7 ) - y \ m pc) = dfp([xtY]\p)·

Για κάύε ψ £ D (M n+k) έχουμε:

( X \ m ( 7 ) - Ϋ \ ί{ρ)(Χ) ) (φ)  = Χ \ Ι{ρ)( Ϋ ( Ψ) ) - Ϋ \ /{ρ)( Χ ( φ ))

=  dfp(x_Ip) (F(y>)) -  # p(y |p ) (X fo))
=  X |p (y(<p)o /)  - Υ \ ρ ( Χ( φ) ο  f).

Ό μ ω ς Υ ( φ )  o f  =  Υ { φ ο { ) ,  αφού για κάύε ρ £ M n ισχύει: y|/(p)(</5) =  d/p(y|p)(v>) =  
y Ip (v» ο / ) .  Τελικά,

(X\m ( 7 ) - ¥ \ m (X))(<p) = Χ\ρ(Υ(ψο f ) ) - Υ \ ρ(Χ(ψο f))
= ( Χ Υ  - Υ Χ ) \ ρ(φ ο f )

=  [ Χ , Υ Μ φ ο / )
=  ά/ρ ([Χ,Υ]\ρ)(φ).

□

Χρειαζόμαστε την ακόλουΰη πρόταση, η απόδειξη της οποίας δίνεται στο [13].

Π ρ ό τα σ η  1 .1 .1 . Έστω Μ η διαφορίσιμο πολύπτυγμα και (Μ  , ( , )) διαφορίσιμο ιτο-
λύπτυγμα Riem ann με συνοχή Levi-C ivita  V. Α ν f  : M n — > M n*k είναι διαφορίσιμη 
απεικόνιση, τότε υπάρχει μοναδική απεικόνιση

ν '  : Δ ( Μ " )  χ  Δ ( / )  — > Δ ( / ) ,

( X , V ) ^ V fx V,
για την οποία ισχύουν:

0) v i 1+Xiv  = v ' 1v  + v ^ v I
(ii) v fgXv  =  ffv '  y,

(iii) v ' ( y : +  v 2) =  v ' y j  +  v fx v 2,
(iv) V '(g V )  =  X ( g ) V  + j V fx V,
(v) v £ ( y  o / )  =  v # (x)y ,

(vi) x ( ( y i , y 2>) =  ( v ^ v i , y 2) +  (v i, v '  va>,
(νϋ) v £ # ( y )  -  v ' d / p o  =  d / ( [ x ,y ] ) ,  

ό π ο υ Χ , Χ ι , Χ ζ , Υ  £  Δ (Μ η), y  e  Δ (Μ η+*), V.Vi.Vfc € Δ ( / )  καιρ 6 £>(Μ” ).



Ισομεχρικές εμβαπτίσεις 3

Η  απεικόνιση V·^ είναι η συνοχή που επάγει η συνοχή L e v i- C iv i t a  του M n+fc στην 

επαγόμενη δέσμη f*(TMn+k).

Ο ρ ισ μ ό ς  1 . 1 . 3 .  Έστωσαν ( Μ 71, ( , ) )  και ( Μ η+Α:, ( , } )  διαφορίσψα πολυπτύγματα Rie- 

mann. Μια διαφορίσιμη απεικόνιση /  : ( Μ η , ( , ) )  — ► ( Μ 71"1’^, ( , ) )  καλείται ισομετρική 
εμβάπτιση αν για κάϋε ρ G Μ 71 ισχύουν τα ακόλουθα:

( i)  το διαφορικό dfp : TpMn — ► Tf(p)Mn*k είναι ένεση και 
' (ii) (<tfP(v),dfp(w))ffy) =  (υ , w )p, y ia  Jcrffie υ ,ιυ  €  TpM n .

Συμβολίζουμε τη συνοχή L e v i- C iv it a  του Μ71 με V  και τον τανυστή καμπυλότητας 

του με R. Μ ε V  συμβολίζουμε τη συνοχή L e v i- C iv it a  του Μ και με R τον τανυστή 
καμπυλότητας του.

Α ν  { e i ,  . . . , e n }  είναι τοπικό ορΰομοναδιαίο πλαίσιο του Μ 71, τότε

' Π
R { e u e j ) e k ^  ^Rj jk i^ i  

/=ι

όπου Rijia :=

Ο ρ ισ μ ό ς  1 . 1 . 4 .  Έστω Μ71 διαφορίσιμο πολύπτυγμα. Μ ια απεικόνιση

Τ : A ( M n) χ  . . .  χ  Δ ( Μ η ) — ► £> (Μ η )

r

καλείται ( r ,  0 )-τανυστικό π^δίο αν είναι D(Mn)-γραμμική ως προς κάϋε μεταβλητή της. 
Επιπλέον, αν Ε είναι διανυσματική δέσμη (vector bundle) υπεράνω του M n , r<5re μια 
απεικόνιση

Τ : Δ ( Μ η) χ  . . .  χ  Δ ( Μ η) — ► Γ ( Ε ) ,  ν----------- ν------------'
Τ

όπου Τ(Ε) είναι το σύνολο των πεδίων (sections) της διανυσματικής δέσμης, καλείται 
( r ,  1)-τανυστικό πεδίο αν είναι D(Mn)-γραμμική ως προς κάϋε μεταβλητή της.

Είναι γνω στό ότι αν Τ είναι ( r ,  0)-τανυστικό πεδίο ή ( r ,  1)-τανυστικό πεδίο και 

η ,  · · · )  Υτ €  Δ ( Μ η ) με Χ * |ρ =  } ζ |ρ για  κάΰε ί  €  { 1 ,  . . . , r }  σε κάποιο σημείο 
ρ του Μ 71, τότε Τ(Χ\,...,Χτ)\ρ =  Τ ( Υ χ , . . . ,  y r ) |p. Αυτό μας επιτρέπει να βλέπουμε 
το τανυστικό πεδίο Τ σε κάθε σημείο ρ G Μ 71 ως πλειογραμμική απεικόνιση Τ\ρ : 
TpMn χ  . . .  χ  ΤρΜη — ► Μ ή Τ\ρ : TpMn x  . . .  χ  ΤρΜη — ► Έ ρ, όπου Ερ είναι το νήμα 
(fib e r) της δέσμης Ε υπεράνω του ρ.

Έ σ τ ω  σ ένας διδιάστατος υπόχωρος του ΤρΜη. Η  καμπυλότητα τομής του Μ71 στο 
σημείο ρ γ ια  το επίπεδο σ  είναι ο αριθμός Κ(ρ,σ) =  ( Λ ( β χ , e2)e 2, e i ) ,  όπου { e x , e 2}  
είναι τυχαία ορθομοναδιαία βάση του σ.

Ο  τανυστής Ricci του Μ η είναι το συμμετρικό (2 ,0 )-τανυστικό  πεδίο

Q ■ Δ ( Μ " )  χ  Δ ( Μ ” ) — . D ( M n) ,  ( X , r )  Q(X,Y) := Y^(R{ej,X)Y,ej),
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όπου { e i , ..., en} είναι τοπικό ορύομοναδιαίο πλαίσιο του Μ η. Έστω ρ  σημείο του Μ η . 
Η καμπυλότητα Ricci στο σημείο ρ  και στη μοναδιαία διεύύυνση χ  €  ΤρΜ η είναι

Ric(x) =  Q (x ,x).

Η αριθμητική καμπυλότητα του Μ 71 είναι S c  =  Ric(ej).

Για κάΰε ισομετρική εμβάπτιση /  : (Μ η, ( , )) — ► (Μ  , ( , )) ορίζεται ο τανυστής 
καμπυλότητας R * της επαγόμενης δέσμης f * ( T M n+k) ως προς τη συνοχή V· ,̂ ως εξής:

R f  : Δ (Μ η) χ  Δ (Μ η) x  Δ ( / )  — » Δ ( / ) ,

{X,  Y t V)  — > Λ'(ΛΓ, 30V  :=  -  V f[x>y]V

και ο οποίος είναι £>(Μη)-γραμμικός ως προς κάΰε μεταβλητή.

Λ ή μ μ α  1 .1 .2 . Α ν  /  : (Μ η, ( , )) — * (Μ  , ( , )) ei'ναι ισομετρική εμβάπτιση και 
Χ , Υ , Ζ  £  Α ( Μ η) είναι f -συσχετισμένα των Χ , Υ , Ζ  £  A (M n+fc) αντίστοιχα, τότε 
ισχύει (# (Χ , Υ ) ί )  ο /  =  R f ( X % Y) d f ( Z ) .

Απόδειξη. Λόγω της Πρότασης 1.1.1 ισχύει

V y d / ( Z )  =  V { r ( Z  Ο / )  =  V df{Y)Z  =  V y o f Z  =  ( V y Z )  Ο / ,

V 'v 'd / ( Z )  =  v '  ((V F Z) ο / )  =  v d / w ( v F z )  =  (V * V F Z) o / .

Επίσης, κάνοντας χρήση του Λήμματος 1.1.1, έχουμε

v pc,K ]d/ ( z ) =  v f x ,y ] ( z  °  / )  =  V d / ( ( x , y ] ) ^  =  v ( x ,F ] o /2  =  ( v |x , F ] ^ )  °  / ·

Επομένως ισχύει

R f {X,  Y ) d f ( Z )  = ( V X V Y Z)  o /  -  ( V 7 V X Z)  o /  -  ( V ^ Z )  o /

=  ( R ( X , Y ) Z ) o f .

a

Για κάΰε ισομετρική εμβάπτιση /  : (M n ,{ ,)) — ► ( Μ  ,{ ,)) και τυχόν σημείο 
ρ  €  Μ 71, έχουμε την ανάλυση του εφαπτόμενου χώρου T j ^ M  στο σημείο /(ρ )  €  
Μ  στο εξής ορθογώνιο ευϋύ άθροισμα ως προς το εσωτερικό γινόμενο που ορίζει 
η μετρική Riemann του M n+k

Τ/(ρ)λΓ +* =  dfp(TpM n) 0  (d/p(TpM "))X.

0  εφαπτόμενος χώρος Tpf  της /  στο ρ  είναι ο n-διάστατος διανυσματικός υπόχωρος 
dfp(TpM n) του (η 4- λ)-διάστατου διανυσματικού χώρου ? /(ρ )ί?η+*. Η εφαπτόμενη 
διανυσματική δέσμη T f  της /  είναι η T f  :=  {(ρ,ν) : ρ  £ M n }v  £ Tpf}> έχει βαθμίδα 
η  και το σύνολο των πεδίων της είναι Γ (Τ /)  = : Δ /(Μ η). Ορίζουμε τον κάθετο χώρο
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της /  στο ρ να είναι ο Α νά σ τα το ς  διανυσματικός χώρος Npf  :=  {£  : ζ G ( Τ ρ / ) -1· } .  Η  
κάϋετη διανυσματχκή δέσμη N f  της /  είναι η ένωση όλων των καΰέτων χώρων, δηλαδή 
Nf :=  { ( ρ ,  £) : ρ G Μ η, ξ  €  iVp/ } ,  έχει βαθμίδα Α; και το σύνολο των πεδίων της είναι 
T(Nf) = : Δ ± ( / ) .  Τ α  πεδία της κάύετης διανυσματικής δέσμης Nf  τα καλούμε κάϋετα 
διανυσματικά πεδία κατά μήκος της / .

Λόγω της παραπάνω ανάλυσης, για τυχόν υ G Tf^M  υπάρχουν μοναδικά δια- 

νύσματα υ Τ  G Τ ρΜ η και ν1 G iVp/  έτσι ώστε υ =  dfp(vT) +  υ Χ . Κατά  συνέπεια , για 
ΤίάΌε V 6  Δ ( / )  υπάρχουν μοναδικά διανυσματικά πεδία VT G Δ ( Μ η ) και V ·1· G Δ * ^ / )  
ώστε

V =  d / (V T ) +  V1.
Γ ια  Λ ί, Κ  G A(Mn) έχουμε επομένως την ανάλυση:

v fx df(Y) = d / ( ( v ^ / ( y ) ) T )  +  ( ν ' d / ( y ) ) \

όπου ( ν ' d / ( y ) ) T  €  Δ ( Μ - )  χοα ( ν ' d / ( y ) ) x  e  δ χ ( / ) .

Αποδεικνύεται ότι (\7}xdf(Y))T =  V x y  

Ορίζουμε την απεικόνιση

Β  : Δ ( Μ η) χ  Δ ( Μ η) — ► Δ χ ( / ) ,  ( X , y )  B ( X , y )  : =  ( v £ d / ( y ) ) X .

Αποδεικνύεται ότι η Β  είναι συμμετρικό (2 ,1 )-τανυστικό  πεδίο και καλείται δεύτερη 
ΰεμελιώδης μορφή της / .  Σύμφω να με τα παραπάνω, η τελευταία σχέση  γίνεται

v fx df(Y) =  4f(v*y) +  Β(Χ,Υ),

ο λεγόμενος τύπος του Gauss.
Γ ια  X  G Δ ( Μ η ) , ξ G Δ Χ ( / )  έχουμε την ανάλυση:

=  < * / ( ( ν 'ξ ) τ )  +  ( ν ' ζ ) Χ ,

όπου (ν$ζξ)Ύ €  Α(Μη) και ( V ^ ) X £  Δ Χ ( / ) .
Η  απεικόνιση Weingarten στη διεύΰυνση ξ G Δ χ ( / )  είναι

Α ξ : Δ  ( Μ " )  — » A(Mn), X ν—* ΑςΧ ■.= - ( V ^ £ ) T .

Η  απεικόνιση W e in g arten  είναι £> (Μ η)-γραμμική ως προς ξ  και αυτοπροσηρτημένο 
(Ι ,Ι)-τ α ν υ σ τ ικ ό  πεδίο. Αποδεικνύεται ότι (ΑξΧ,Υ) = (Β(Χ,Υ),ξ).

Επ ίση ς , ορίζουμε την απεικόνιση

V x  : Δ  ( Μ " )  χ  Δ χ ( / )  > Δ Χ ( / ) ,  ( Χ , ζ )  ^  :=  ( ν ' ζ ) χ ,

η οποία είναι η συνοχή της κάϋετης διανυσματικής δέσμης Nf. Επομένω ς, από τα 
παραπάνω παίρνουμε τον τύπο του Weingarten :

=  -df(A(X) +
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Θεωρούμε τοπικό ορύομοναδιαίο πλαίσιο {ξι, ...,ξ*} της N f .  Το διανυσματικό πεδίο 
μ έ σ η ς  καμπ υλότητα ς  της ισομετρικής εμβάπτισης /  ορίζεται να είναι το

1 kΗ = -  ^ ( t r a c e ^ J ^ .  
π α=1

To i f  είναι καλά ορισμένο κάθετο διαφορίσιμο διανυσματικό πεδίο κατά μήκος της / .  
Επιπλέον ισχύει

ΤΙ ι
όπου {ei,...,en} τοπικό ορΰομοναδιαίο πλαίσιο του Μ η .

Ο ρισμός 1 .1 .5 . Μ ια χσομετρική εμβάπτιση  /  λ έγ ε τα ι ελα χ ισ τική  αν Η  — 0.

Ο τα ν υ σ τή ς  κά θετης  κα μπ υλότητας  της ισομετρικής εμβάπτισης /  ορίζεται να είναι 
η απεικόνιση

R 1  : Δ(Μ”) χ Δ(ΛΓ) x Δ χ ( /)  —  Δ χ (/),

(X, Υ, ξ) — ♦ Λ χ (*>  Σ ) ξ  :=  V j f V y C  -  ν χ ν £ ξ  -  V f c y j f .

Αποδεικνύεται ότι ο R 1  είναι Ζ)(Μη)-γραμμικός ως προς κάθε μεταβλητή.
Τέλος, για ξ €  Δ -*-(/) ορίζουμε το (2,1)-τανυστικό πεδίο του Μ"

(V*AC)Y := S7 χ { Α ( Υ ) -  Α & χ Υ ) ,

όπου Χ , Υ  6 Δ(Μ").
Για ισομετρικές εμβαπτίσεις ισχύουν:

(i) η εξίσω ση  G auss

(Rf (X, y)df(Z), df(W)) = (R(X, Y)Z, W) +  (B(X, Z), B(Y, W ) )

-  (B(Y,Z),B(X,W)),
(ii) η εξίσω ση Codazzi

(Rf(X, Υ)ξ)Τ = (νΥΑξ)Χ -  Ανφ(Χ -  ( VXA()Y + Avj.(Y,

(iii) η εξίσω ση  R icci

(Rf (X, y ) 0 X  =  ϋ λ(Χ, Υ)ξ -  Β(χ, ΑξΥ) +  Β(Υ, ΑξΧ), 
όπου X , Υ, Ζ, W € Δ(Μ η) και ξ €  Δχ(/).

Θεωρούμε τοπικό ορΰομοναδιαίο πλαίσιο {ei, ...,βη} του Μη. Το μ ή κ ο ς  τη ς  δεύτε · 
ρ η ς  θεμελιώ δους μορφ ής ορίζεται ως η συνάρτηση

11*11
\

Σ ISfe.eOI2·
ι
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Σ α= ι t r a c e d  ο Αξο).
Έστω f  : (Μ", {,)) — ► (M^+fc,(,)) ισομετρική εμβάπτιση όπου Μ" είναι δια- 

φορίσιμο πολύπτυγμα Riemann και Μ ^ + είναι διαφορίσιμο πολύπτυγμα Riemann με 
σταθερή καμπυλότητα τομής c. Για ρ £ Μη, θεωρούμε διανύσματα χ, y £ TpM n και 
ορθομοναδιαία βάση (ξι, ...,&} του N pf .  Από την εξίσωση Gauss αποδεικνύεται ότι 
για τον τανυστή Ricci ισχύει

‘ k k
Q { x , y )  =  ^3(tracζΑζα){Αξαχ,ν) -  Aiay) +  (n -  l ) c ( x , y ) .

α = 1  a = l

Αποδεικνύεται ότι είναι καλά ορισμένη, δηλαδή ανεξάρτητη του πλαισίου και οτι ||R||2 —

Αν x  είναι μοναδιαίο, τότε η καμπυλότητα Ricci στη διεύθυνση χ  δίνεται από τη 
σχέση

k k
Ric(x) = ^ (traceΑξα){Αζαχ ,x) -  \ M c A 2 +  { n -  l)c.

α=1 α=1

Επιπλέον, για την αριθμητική καμπυλότητα ισχύει

S c  =  n {n  -  1 )c +  n 2\H \2 -  ||R||2. (1.1)

Έστω /  : Μ 2 — > S n ισομετρική εμβάπτιση ενός πολύπτυγματος Riemann Μ 2 
στη μοναδιαία σφαίρα S n . Θεωρούμε τοπικό ορΰομοναδιαίο πλαίσιο {βι,β2} του Μ 2. 
Τότε η /  είναι ελαχιστική αν και μόνο αν -R(ei,ei)4-R(e2,e2) =  0. Για την αριΰμητική 
καμπυλότητα έχουμε S c  =  2Κ ,  όπου Κ  είναι η καμπυλότητα Gauss του Μ2. Επομένως, 
η σχέση (1 .1 ) γίνεται στην περίπτωση που η /  είναι ελαχιστική

2 Κ  =  2 - \ \ Β \ \ 2 (1.2)

ή ισοδύναμα
ir =  l - |R ( e 1 ,e 1)|2 - |B ( e 1 ,e2)|2. (1.3)

Κατά συνέπεια, όταν η /  είναι ελαχιστική ισχύει Κ  < 1 και έχουμε Κ  =  1 παντού 
αν και μόνο αν η ελαχιστική εμβάπτιση /  : Μ2 — ► S n είναι ολικά γεωδαισιακή.

1 . 2  Ε ξ ι σ ώ σ ε ι ς  δ ο μ ή ς

Έστω /  : ( Μ " , ( , ) )  — > (Λί" ,(,)) ισομετρική εμβάπτιση, όπου Μ "  και ~Mn+k 
είναι_πολυπτύγματα Riemann με συνοχές Levi-Civita V, V και τανυστές καμπυλότητας 
R , R  αντίστοιχα. Θεωρούμε ανοικτό υποσύνολο U  του Μ ” , ώστε η f \ u  να είναι 
εμφύτευση, και ανοικτό υποσύνολο U  του Mn+fc με /([ /)  =  U D f ( M n ). Για τα επόμενα 
θα χρησιμοποιήσουμε την εξής σύμβαση δεικτών:

1 < j , l , s , t , ... < π,

n  +  l  <  α , β , -y,.. .  < n  +  k,

1 <  A ,  Β ,  C , ... <  η  +  k,
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εκτός αν αναφέρεται διαφορετικά.
Έστω {e^} ορθομοναδιαίο πλαίσιο στο U  έτσι ώστε για κάθε σημείο q =  f { p )  του 

/(ΕΟ,να ισχύει e j\q € Tpf  για κάθε j .  Συμβολίζουμε με {Ua } το συμπλαίσιο του {eA }- 
Για V  Ε Δ(£/) έχουμε uja(V )  =  ( V ^ a )· Ορίζουμε ορθομοναδιαίο πλαίσιο {ej} στο 
U  με ej  := d f ~ x(ej ο f \ v ) και έστω {ωj }  το συμπλαίσιό του. Για X  Ε Δ([7) έχουμε 
Wj(-X’) =  (X>ej) .  Αν θέσουμε ea := eQ ο / |y , τότε αποκτούμε ορθομοναδιαίο πλαίσιο 
{ e A } κατά μήκος της /  με εφαπτόμενο μέρος {ej} και κάθετο μέρος {ea}.

Ο ρ ισ μ ό ς  1 .2 .1 . Καλούμ€ r -μορφή €πι €νός δχαφορίσιμου πολυπτύγματος κάϋ( αντι- 

συμμζζρχκό {τ^ϋ)-ταννστικό πζδίο.

Συμβολίζουμε με ΛΓ(Μ ) και με ΛΓ(Μη) το σύνολο των r-μορφών (γ >  0) 
του Μ  και του Μ η  αντίστοιχα. Για r  =  0 έχουμε τα σύνολα των διαφορίσιμων 
συναρτήσεων D(M  ) και D(Mn) αντίστοιχα. Η /  επάγει για κάθε ακέραιο r >  0 μια 
απεικόνιση /* : Α Γ( Μ  ) — > ΛΓ(ΜΠ), την ανάσυρση (pullback) της / ,  που ορίζεται 
ως εξής: Για r  = 0 και g e D(Mn+k)1 f *{g)  =  g o f. Για r > 0 και w Ε  Λr(Mn+fc) η 
f * ( w )  Ε ΛΓ(Μη) είναι η r-μορφή, που στορ Ε  Mn ορίζεται ως f * { w ) |p(t>i, V2 , ...,υΓ) := 
®l/(p)(d/p(vi)*^p(v2)i-»id/p(vr))i όπου υι,...,υΓ € ΤρΜη.

Οι μορφές συνοχής του Μη για το πλαίσιο {e7} Τ είναι οι 1-μορφές

ωβ  : A ( U )  —  D (i7 ),

Λ" ι— > := (Vxej,ei).

Επίσης, οι μορφές συνοχής του Μ για το πλαίσιο {e^}, είναι οι 1-μορφές

&ΛΒ : Δ(Ϊ7) — * D{17), 

χ  ,— ». ω Α Β ( Χ )  :=  ( ν ^ Α , β β ) .

Ισχύει ojji =  —wy, α^Β =  ~ ^ Β Α  και αποδεικνύεται ότι ay =  /*(uy), ay/ =  /*(wj/).
Οι εξισώσας δομής του Μ” είναι:

dujj =
I

dwji =  5 3  Λ +  % ’

όπου Ε Λ2(£7), Ω^/ ~  Σ 5<ί Rjist^s  Λ u?t, Ω^/ =  —Ω/j και Λ είναι το εξωτερικό 
γινόμενο μορφών. Οι 2-μορφές Qji καλούνται μορφές καμπυλότητας του Μ η.

Οι εξισώσεις δομής του Μ*1"1"* είναι:

άωΑ =  Au>b ,
Β

<&>ΑΒ =  5 3  Λ  0 ? C B  +  Ω α β ,
C

όπου Ωαβ  € Λ2(£/), Ωαβ  =  S c< £ ) R a b c d &c  Α Σ Σ Ω αβ  =  — Ωβ α *
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Ορίζουμε τις 1-μορφές u)ja := ^ a j  := και τις μορφ ές κάθετης
συνοχής ωαβ := / * {ω αβ). Αποδεικνύεται ότι =  ( A eaX ) ej) ,  όπου Αβα είναι η
απεικόνιση Weingarten στη διεύθυνση ea και ωαβ ( Χ )  =  (V^ea,e^) για κάθε X  G 
Δ(£7). Επίσης ορίζουμε ωα := /*(ωα). Εύκολα προκύπτει ότι =  0.

Λ ή μ μ α  1.2.1. (C a r ta n ) Έ στω σαν οι γρα μμ ικά  ανεξάρτητες 1-μορφές ψ \,..., φ Τ (r < 
η) του Μη. Αν #ι, $2> ···, βναι 1-μορφές* του Μη τέτο ιες ώ στε  να ισχύει φ j  Λ
0 j =  0 , τότβ  υπάρχουν συναρτήσεις α,β G D ( M n ) ,  όπου j ,  l G { 1 ,  . . . , r }  ώ σ τ ^  να ισ γ ύ β

% = ΣΧ=ι ajW =  ο,ιj ·

Επειδή ωα =  0 έχουμε ]Tg=1 u>ja Au>j =  0 και σύμφωνα με το Λήμμα 1 .2.1 , υπάρχουν 
συναρτήσεις /ijz G D (U ), με /ι  ̂ =  frg, τέτοιες ώστε α̂ ·α = ΣΓ=ι ^ β ωΐ και =
(Λβαε̂ ,β̂ ) (j&(ej, β̂ ), 6α).

Π α ρ α τή ρ η σ η  1 .2 .1 .  Η  ισομετρική  εμβάπτιση  /  : (Μ71, (,)) —► (M n+fc, (,)) είναι 
ελαχιστική  αν για κάθε α  ισχύει Σ ”=1 ^  = 0.

Όταν το πολύπτυγμα Μ71** έχει σταθερή καμπυλότητα τομής c, τότε οι εξισώσεις 
Gauss, Codazzi και Ricci γίνονται αντίστοιχα:

Ctji =  ^  ω̂·α Λ ωαι — ccoj Λ ω/,
α

^  ωβ Λ -f ^  Λ ιυρα,
I 0

άωαβ — ^ 2  u aj  Λ Ujp - f  ω<*7 Λ ωΊ β.
3 Ί

Αν α; είναι 1-μορφή του Μ71, τότε αποδεικνύεται στο [14] ότι ισχύει 

M X ,  Υ )  = * Μ Έ )) -  Υ ( ω ( Χ ) )  -  ω([Χ, F]), 

όπου Χ , Υ  e  Δ(Μ η).
Έστω Μ2 ένα διδιάστατο πολύπτυγμα Riemann. Με τη βοήθεια και της παραπάνω 

σχέσης αποδεικνύεται ότι
du>i2 = -Κ ω ι Λ α>2, (1.4)

όπου Κ  είναι η καμπυλότητα Gauss του Μ2.

1 . 3  Θ ε μ ε λ ι ώ δ ε ι ς  μ ο ρ φ έ ς  α ν ώ τ ε ρ η ς  τ ά ξ η ς

Έστω /  : ( Μ 71, (,)) — ► (Μ  , (,)) ισομετρική εμβάπτιση, όπου Μ 71, Μ 71*  είναι
πολυπτύγματα Riemann με συνοχές Levi-Civita V, V αντίστοιχα. Για ρ  G Μ η και 
θετικό ακέραιο r, ο διανυσματικός χώρος

2?/ := βρβη{#ρ(ΧΛ |ρ), ( V ^  4f(Xja))|p, -, (ν' . . . V
γ — 1

Χ η η η  G Δ (Μ ), 771 G 1̂) ♦♦·> $1 , ·♦·> Sr} }
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καλείται ε γ γ ύ τα το ς  χώ ρο ς r -τά ξη ς  (osculating space) της /  στο ρ  και είναι διανυσμα- 
τικός υπόχωρος του T j ^ M

Προφανώς, T ^ f  =  dfp (TpM n ) και Τ1/  = UPeM n ^ p f  ε ν̂αι *) εφαπτομένη διανυ- 
σματική δέσμη της / . Αν αφήσουμε το ρ  να μεταβάλεται, τότε για σταθερό r > 1 οι 
χώροι Tp f  ενδεχομένως να έχουν διαφορετική διάσταση. Επίσης, ο εγγύτατος χώρος 
r-τάξης της /  στο ρ  είναι υπόχωρος του εγγυτάτου χώρου (r +  1)-τάξης της /  στο 
ρ . Επομένως, μπορούμε να ορίσουμε το ορθογώνιο συμπλήρωμα N * f  του T ^ f  στον
7£+1/  ως προς το εσωτερικό γινόμενο του Τ ^ Μ  , δηλαδή

ί ; +1/  =  τ ; ι ® ν ; / .

Ο N p f  λέγεται κάϋετος χώ ρ ο ς  r -τά ξη ς  της /  στο ρ. Ισχύει

Ί 1 +1ί  =  T $ f  θ  N $ f  ® N 2f  0  . . .  0  N Tp f .

Προφανώς, για s  Φ r  έχουμε N £ f  Π N p f  =  {0} και (υ,ω) =  0 για κάθε ν  € N p f , 
tu € N * f .

Ο ρισμός 1 .3.1. Έ στω  f  ισομ ετρ ική  εμβάπτιση  μ ετα ξύ  των πολυπτυγμάτω ν R ie m a n n  
τ ι +Jfc __

M n και M c , όπου το M c 4χει σ τα ϋερή  καμπυλότητα  το μ ή ς  c. Κ α λούμε θεμελιώ δη  
μορφ ή  (γ  4- 1)-τά ξη ς τη ς  f  σ το  ρ  € Μ η τη ν  απεικόνιση

Β Γ\Ρ : ΤρΜ η χ TpM n x ... χ ΤρΜ η — ♦ Λ£/,
r+1

( ^ 1 , Χ 2 ,  — , ® Γ + ΐ )  B r \ P{ x u X 2 ^ ’; X r + \ )  -  { ^ X - L ^ X i - ^ X r d f i X r + l ^ p )  Ρ ί

όπου μ ε  (ν^χ ^ ν χ 2.. .^7χΓά / ( Χ ^ ι ) \ ρ) Νρ^ συμβολίζουμε τη ν  προβολή του διανύσματος

^Χ ιν χ 2···^χΓ4/Χ τ̂*+ι)Ιρ του T £+1f  σ τον  υπόχωρό του N * f  και Χ χ ,..., Χ Γ+ι eivai το
πικά διαφορίσψα διανυσματικά πεδία του Μ η που επεκτείνουν τα #ι,..., χΓ+ι αντίστοιχα , 
δηλαδή X i \ p =  χ { για % ~  1 , ...,r +  1 .

Ε πειδή  το  διάνυσμα ^ x 2“ ^ x r d f { X r +i) \P ανήκει σ το ν  Ι £ +1/  =  T £ f  ®  JV J / 
και ισ χύει 7 J /  =  Τ^1/  0  JV p/ Θ  ... Θ  JVJ- 1 / ,  ένα ς ισοδύναμος ορισμός τη ς  Β Γ|Ρ είναι

■®γ|ρ(χι,-..,^γ+ι) — ·*·^αγ,4^(^γ+ι)Ιρ)

όπου (ϊ£/ΘΑ/£/®...®.Λ£ 1/ ) ± είναι το ορθοσυμπλήρωμα του Τρ/θΑΤρ/θ·..®./^ */ 
στον ϊ/(ρ)Α7"+,Β.

Αποδεικνύεται στο [18] ότι η ΒΓ|ρ είναι καλά ορισμένη και συμμετρική, δηλαδή 
Β Γ\ ρ(χχ ,Χ2 , . . . , Χτ+ι )  = β Γ|ρ(*σ(ΐ)*®<τ(2)»···»*σ(Γ+ΐ)) Υια κ*&ε στοιχείο σ της ομάδας 
μεταθέσεων των αριθμών 1,2 ,..., r  +  1. Επίσης, η Β τ \ν  είναι R-γραμμική ως προς κάθε 
μεταβλητή της.

Θεωρούμε την ένωση N Tf  όλων των καθέτων χώρων r-τάξης της / ,  δηλαδή

U  K f ·
peMn
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Αν αφήσουμε το ρ  να μεταβάλεται στον Ορισμό 1.3.1, τότε έχουμε τη ΰεμελιώ δη  
μορφή (r -f 1)-τάξης της /  :

B r : Τ Μ η Θ Τ Μ η 0  ... Θ ΤΜ” —+ N rf ,
 ̂ 1 ' V  V

γ+1

ή ισοδύναμα

S r  : Γ Μ π 0  Τ Μ "  Θ  ... 0  Τ Μ ” — » ( Τ 1/  0  ΛΓ1/  © ... Θ
V ν ' V

·» Γ+1

((p,Xl),...,(p,Xr+l)) I---> Br|p(a:i»-»*r+l)·
Προφανώς η Β \  είναι η δεύτερη θεμελιώδης μορφή της / ,  δηλαδή έχουμε Β \  =  Β.  

Για τ  > 1, η J5r δεν είναι εν γένει (r-f 1,1)-τανυστικό πεδίο, αφού το σύνολο Τ1/  0  
Λ"1/  Θ ... Θ N T~ l f  δε γνωρίζουμε αν είναι διανυσματική δέσμη.

Ας σημειωθεί ότι στο εξής ΰ α  γράφουμε B r είτε για τη θεμελιώδη μορφή (r -Ρ 1 )- 
τάξης της /  στο ρ, είτε για τη θεμελιώδη μορφή (r +  1)-τάξης της /.

Λήμμα 1.3.1. Έ στω  f  : (Mn, (,)) — > (,)) ισομετρ ική  εμβάπτιση, όπου Μ η

είναι πολύπτυγμα R iem a n n  καχ είναι πολύπτυγμα R iem a n n  μ ε  σ ταϋερή  καμπυ
λότητα  το μ ή ς  c . To re  yia κάθε ρ  Ε Μ η ισχύει

N p f  =  spanlm£r =  span{Br(xi,®2, ...,®r+i) : zi,X 2>->zr+i € TpMn}.

Απόδειξη. Προφανώς spanlm£r C JV£/, αφού ImB r C A/£/. Έστω ξ € A/J/. Γνω
ρίζουμε ότι Τ;+1/  = T p f  0  Α7£/, επομένως ξ € Τρ+1/  και -θα γράφεται ως

ξ  =  ( ^ a j d/p (X j |p) +  ^ A m V ^ / ( X m ) |p +  . . . +
3 i,m

+  Ε  T'si...ir V^-j i . . . V ^ _ i d / ( X Sr) |p 

+  E  St l - t r +1V fX t l - V i r r f /(X ir+1) |p) Wpr/,
tj

για κατάλληλους συντελεστές, όπου X j , . . . ,X tr+l e  Δ(Μ η). Επειδή η προβολή είναι 
γραμμική απεικόνιση, Γ*/ c  2£ /  για κάϋε s < τ  και 7£+1/  =  T £ f  0  N p f ,  έχουμε

ί = Σ ιΡ)̂ Γ/
“  ^ Ιί>3 ^ 2  Ιρ> ···)-̂ tr+1 Ιρ).

1̂ >"·ι̂ γ+1

Επομένως, ξ  Ε  spanlm5r. □

Λήμμα 1.3.2. Έ σ τω  f  : ( Μ 2, {,)) — ► (Μ ^ + *\ ( ,)) χσομετρική ελαχχστχκή εμβάπτι- 
ση, όπου Μ 2 είναι πολύπτυγμα R iem a n n  και M ^ k είναι πολύπτυγμα R ie m a n n  μ ε  
σταϋερή καμπυλότητα  τομής c. Α ν  {ei,e2} dva i τοπικό ορϋομοναδιαχο πλαίσιο γύρω  
από το τυχό ν  σ ημείο  ρ  6 Μ2, τότ<: για κάϋε χ\> ...,xr_i Ε ΤρΜ 2 ισχύει

Β γ ( χ ι, ··., Xr—1) 1̂ Ip» |ρ) “Ί” -̂ r (*̂ 1» ···> 1) 6 2|ρ> 2̂|ρ) == 0·
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Α πόδειξη . Θεωρούμε Χ \^  ...,ΧΓ_ι 6 Δ(Μ 2) τέτοια ώστε X i \ p =  χ .*, γιαΐ =  1 , 1 .
Από τον ορισμό της B r έχουμε:

·**ϊ *̂γ—1 ϊ l̂|p) ΐ̂|ρ) ■̂ γ(̂ 'Ι) '··) 1) ^Ipj 2̂|ρ) =

K d / ( ei) 4- V l 2 d f ( e 2 ) ) \ p ) N ; f .

Αφού η /  είναι ελαχιστική ισχύει B (ei,ei) + Β(β2,β2) = 0. Λόγω του τύπου του 
Gauss έχουμε

V'tlfteO  +  V 'tfiea ) =  <f/(Veiei) + d/(VC2e2) + B ( e l t ei) +  B(e2,e2)
=  4f(Veiei +  V e2e2).

Επομένως V ^ d/^ i) + V{2d/(e2) € Δ /(Μ 2), οπότε

(V {,4 f(e i) +  v { 3d/(e2))|p 6 Tpf,

το οποίο σημαίνει ότι S r(x i)...,xr_ i,ei|p ,ei|p) +  Β Τ( χ ι ,  ...,xr- 1,e2|p,e2|p) =  0. □

Λήμμα 1.3.3. Έ στω  /  : (Μ , (,)) — ► (Mc ,{,)) ισομετρ ική  ελα χισ τική  εμβάπτι- 

ση, όπου Μ 2 είναι πολύπτυγμα R ie m a n n  και M ^ k είναι πολύπτυγμα  R ie m a n n  μ ε  σ τα 
θερή  καμπυλότητα  το μ ή ς  c. Τ ότε  για κάθε σημείο  ρ  του Μ 2 η διάσταση του κάθετου  
χώ ρ ο υ  r -τά ξη ς  N £ f  είναι το πολύ 2  για κάθε ν.

Α π ό δε ιξη . Έστω ρ  ένα σημείο του Μ 2. Θεωρούμε ορθομοναδιαία βάση {ei,e2} του 
ΤΡΜ 2. Λόγω του Λήμματος 1.3.1, για τυχόντα διανύσματα χ ι, ...,χγ+ι του ΤΡΜ 2 
το διάνυσμα Β Γ( χ i ,...,x r+i) είναι γραμμικός συνδυασμός των B ^ e ^ , . . . ,ejr+1), όπου 
ίι,...,ζΓ+ι € {1,2}. Κάνοντας χρήση της συμμετρίας της Β τ και του Λήμματος 1.3.2 
έχουμε,

£ r ( e ia , . . . , e ir+1) = ± S r(ei,...,e i) ή ± B r (e i ,...,e i,e 2).

Από τα παραπάνω παίρνουμε

N £ f  =  spanImBr
= span{Br(®i,®2i-i® r+i) :*l,X 2.-»®r+l € TpM n }
=  span{5r( e i , e i ) ,  B r (e i , e i ,  e2)}.

Επομένως σε κάθε σημείο ρ η διάσταση του N £ f  είναι το πολύ 2 για κάθε r . □

Θα αποδείξουμε την παρακάτω πρόταση [3, 7].

Πρόταση 1.3 .1 . Τ ποθ έτονμε ότι /  : (Μ2, (,)) — » (,)) efrai ισομετρική
ελα χ ισ τική  εμβάπτιση, όπου Μ 2 είναι πολύπτυγμα  R ie m a n n  και M ^ +k είναι πολύπτυγμα  
R ie m a n n  μ ε  σταθερή  καμπυλότητα  το μ ή ς  c. Για κάθε σημείο  ρ  του Μ 2 η εικόνα του 
μοναδιαίου κύκλου του εφαπτόμενου χώ ρου  ΤΡΜ 2 μ ε  κέντρο  το 0 μέσω  τη ς  ΒΓ» δηλαδή



Θεμελιώδεις μορφές ανώτερης τάξης 13

το σύνολο E r (p) := { B r ( x , ..., χ)  : χ  € ΤΡΜ 2, \χ\ =  1}, είναι έλλειψη, ενδεχομένω ς  
εκφ υλισμένη . Επιπλέον, το σύνολο E r (p) είναι κύκλος ακτίνας ρ  >  Ο αν για τυχούσα  
ορϋομοναδιαία βά ση  {ei,e2} τ ο υ Τ ρΜ 2 ισχύει |I?r(e i,..., βχ)| =  |£ Γ(βχ,..., βχ, β2)| =  ρ 
και (£Γ(βχ,...,βχ),£Γ(βχ,...,βχ,β2)) = 0.

Απόδειξη. Θεωρούμε το μοναδιαίο κύκλο του εφαπτόμενου χώρου στο σημείο ρ , δηλαδή 
το σύνολο S p = { χ  Ε ΤΡΜ 2 : \χ\ =  1}. Έστω {ex,e2} ορϋομοναδιαία βάση του ΤΡΜ 2. 
Για κάΰε a; Ε Sp , έχουμε χ  =  cos^ei +  sin#e2, όπου G 1. Κάνοντας χρήση της 
συμμετρίας της Β τ, έχουμε

B r ( x ,  ·♦·> x) =

J5r (coseei -f sin^e2,...,cos0ei - f s in ^ )

(cos Θ)r + l —m (sin0)mj5r(ei,...)e i,e2,
r + l —m

Συμβολίζουμε με /  το σύνολο των άρτιων αριθμών του συνόλου { Ι , . , . , γ  +  1 } και 
με J  το σύνολο των περιττών αριθμών του.

Βτ{χ,...,χ) =

= Σ  (Γm Χ)  Ĉ0Sil)r+1_m(sin0)m B r { e e ^ e ^ )
m€l

r + l
r + l —m  m

m£ j m (c o s ^ r 1— (sm0r s r( e ^ . ,  ei) e2> ...,e2).
r + l —m m

Όμως λόγω του Λήμματος 1.3.2 είναι

B r (eu ..·, C\, β2) ···) 62)
>»·ι ^  ■ ι·'

m

{ - l ) l B T(ei, . . . ,e  1), m  =  2l,

( - l ) lB r ( e i ,  ...,e i,e2), m =  2Z +l.

Επομένως, έχουμε

···.*) =  Σ  f r m 1) ( coee)r+1"W(8ine)m( - l ) i^ (e x .- .e O

Σ  ( r m 1) (coefl)r+1-m (sin0)m( - l )^ r (e 1,...,e 1,e2).

Είναι γνωστό ότι ισχύουν οι σχέσεις

cos ((r + 1)0) =  Σ  ( ~ 1)! ( r ^ 1) ( cos0)r+1 m(sin0)m,
mg/,m=2i V 1 /

sin ((r + 1 )0 )  =  Σ  ( - 1 ) ' ( Γ +  1V c o s 0 )r+1- TO(siii0)m.
m6J,m=2i+l \ m  J
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Τελικά, έχουμε

B r (x,  . . . ,χ )  =  cos ((γ +  1)0)βΓ(βι, ...,βι) + sin (r + 1 )0)ΒΓ(βχ, ...,ei,e2). 

Κατά συνέπεια το σύνολο

£r(p) =  {cos ((r + l)0)JSr(ei,...,e i) +sin  ((r + l)0)l?r( e i , e i , e 2) : Θ 6 M}

είναι έλλειψη, ενδεχομένως εκφυλισμένη και γίνεται κύκλος όταν τα δύο διανύσματα 
B r ( e Br(ei>—»€ι,β2) έχουν ίδιο μήκος και είναι κάΰετα μεταξύ τους. □

Η έλλειψη Ε Γ(ρ) Όα αναφέρεται και ως έλλειψη r -τά ξης  της /  στο ρ. Συμβολίζουμε 
με Kry μ Τ τα μήκη των ημιαξόνων της έλλειψης r-τάξης ώστε «V ^ β τ  >  0. Ορίζουμε τη 
συνάρτηση Κ ^τ : Μ2 — * R, ρ  \— ► ~  2/tT-(jc>)/ZrCp) και την ονομάζουμε κάθετη
καμπυλότητα  r -τά ξη ς  της / .  Είναι φανερό ότι αν Κ ^ ( ρ )  =  0, τότε dimN * f  < 2 και η 
έλλειψη E r (p) εκφυλίζεται σε ευΌύγραμμο τμήμα ή σημείο. Ενώ όταν Κ ϊ ( ρ )  >  0, τότε 
dimN p f  =  2 και η έλλειψη δεν είναι εκφυλισμένη.

Η παρακάτω πρόταση οφείλεται στον Otsuki [17].

Πρόταση 1-3.2- Ύ ποϋέτουμε ότι f  : (Μ2,{ ,)) — » ( Μ ^ ,( , ) )  είναι ισομετρ ική  

(λα χ ισ τικ ή  εμβάπτιση , όπου Μ 2 είναι σ υνεκ τικό  πολύπτυγμα  R ie m a n n  και M c είναι 
πολύπτυγμα R ie m a n n  μ ε  σ ταθερή  καμπυλότητα  το μ ή ς  c.

(i) Α ν  υπάρχει φ υσικός r  μ ε  0 < r  < [^^], όπου [^±λ] είναι το ακέραιο μέρος του
τέτοιος ώστε για κάθε σημείο ρ  του Μ 2 να έχουμε N £ f  =  {0} και > 0 για

_____ ο  |

κάθε s € {1, ...,r — 1}, τότε υπάρχει ολικά γεωδαισιακό υποπολύπτυγμα Q 2r τον M c 
ώστε f { M 2) C Q2r.

(ii) Α ν  υπάρχει φ υσικός r  με 0 < r  < τέτοιος ώστε για κάϋε σημείο ρ  του 
Μ 2 να έχουμε  dimA^/ =  1 και Κ ^ ( ρ )  > 0 για κάθε $ 6 {1, ...,r -  1}, τότε υπάρχα

ολικά γεωδαισιακό υποπολύπτυγμα  Q2r+1 τον ώστε /(Μ 2) C Q2r+1.

Μια ισομετρική ελαχιστική εμβάπτιση /  : Μ2 — * S n ενός πολυπτύγματος Riemann 
Μ 2 στην S n καλείται κορεσμ ένη  (full) αν η εικόνα της /(Μ 2) δεν περιέχεται σε κανένα 
ολικά γεωδαισιακό υποπολύπτυγμα της S n .

Ο Lawson [16] απέδειξε το εξής αποτέλεσμα:

Πρόταση 1.3.3. Α ν  f  : Μ 2 — ► S n eivai ισομ ετρ ική  ελα χ ισ τική  εμβάπτιση, όπου Μ 2 
προσανατολισμένο πολύπτυγμα R iem a n n , τότε η f  είναι αναλυτική, δηλαδή αν ( ϋ , φ )  
είναι χ ά ρ τη ς  του Μ 2, τότε η απεικόνιση f o ( p ~ l : φ ( Ι Ι )  C R 2 — > IRn+1 είναι αναλυτική.

Παρατήρηση 1.3.1. Ά μ ε σ η  συνέπεια τω̂  Π ροτάσεω ν 1.3.2 και 1.3.3, είναι πως* 
αν /  : Μ 2 — > S n είναι ισομ ετρ ική  ελα χισ τική  εμβάπτιση  ενός προσανατολισμένου  
πολυπτύγματος R ie m a n n  Μ 2 σ τη ν  S n μ ε  B r \u =  0, όπου U  είναι ανοικτό σύνολο και 
r  6  {1 ,..., τότε υπάρχει μ έ γ ισ τ η  σφαίρα S 2r τη ς  S n ώ στε  f ( U )  c  5 2r. Λ όγω
αναλντικότητας ισχύει /(Μ 2) c  S2r. Ε πομένω ς, αν υπάρχει τ  και ανοικτό σύνολο U  
τον Μ 2 ώ στε  B r \u =  0, τότε η /  δεν  είναι κορεσμένη .



Κεφάλαιο 2
J

Ε λα χισ τικές επιφάνειες σ την sn 
ομοιομορφ ικές με την £ 2

2 . 1  Ε π ι φ ά ν ε ι ε ς  R ie m a n n

Στην ενότητα αυτή παραΰέτουμε στοιχεία από τη ΰεωρία επιφανειών Riemann, τα 
οποία είναι απαραίτητα στις αποδείξεις των κυρίων αποτελεσμάτων.

Ορισμός 2 .1 .1 . Κ αλούμε επιφάνεια R ie m a n n  κάϋε τοπολογικό χώ ρο  H a u sd o rff Μ  
μ ε  α ρ ιϋμ ήσ ιμ η  βάση  για τη ν  τοπολογία του, ο οποίος είναι εφοδιασμένος μ ε  έναν άτλαντα 
{(Ua , ψ α ) } α ε ΐ  που πληροί τα παρακάτω:

(i) Η  οικογένεια {Ua } aej  είναι ανοικτή κάλυψη του Μ  και οι απεικονίσεις φ α : Ua C 
Μ  — ► φα(υ<ϊ) C C eiVai ομοιομορφισμοί. Το  ζεύγος {UQ, p a ) ονομάζεται μτγαδικός 
χ ά ρ τη ς  ή σ ύσ τημ α  συντετα γμένω ν του Μ .

(ii) Για κάϋε α, β  G I ,  μ ε  Ua Π Up Φ 0  η μτγαδική σ υνά ρτησ η  φ α ο φ ^ 1 : φ β ( ϋ α Π 
Up) C C — > (pa (UQ Π Up) C C είναι ολόμορφη.

(iii) Η  οικογένεια μιγαδικώ ν χα ρ τώ ν  { (Ua , φ α ) } α ε ΐ  σκαι μ ά γ ισ τη , δηλαδή αν (U, φ) 
μτγαδικός χ ά ρ τη ς  μ ε φ α ο φ ~ ι , φ ο φ ~ \  a  £  I ,  ολόμορφες συναρτήσεις, τότε ο μτγαδικός 
χ ά ρ τη ς  (Ε ,φ )  ανήκει σ τη ν  οικογένεια  {(£/<*, ¥>α)}α€/·

Αν (U, φ ) είναι μιγαδικός χάρτης, τότε για κάΌε ρ  £  U , ο μιγαδικός αριΰμός 
ζ(ρ)  := φ (ρ ) =  x (p )  -f iy(p)  δίδει τις συντεταγμένες του ρ  ως προς τον εν λόγω 
χάρτη. Αξίζει να σημειώσουμε ότι κάΦε επιφάνεια Riemann είναι προσανατολισμένο 
διδιάστατο διαφορίσιμο πολύπτυγμα.

Ορισμός 2 .1 .2 . Έ στω  Μ  επιφάνεια R iem ann . Μ ια σ υ ν εχή ς  μτγαδική συνάρτηση  
f  : Μ  — ► €  λέγετα ι ολόμορφη αν για κάϋε μτγαδικό χ ά ρ τη  (U, φ ) του Μ  η μτγαδική  
σ υνά ρτησ η  f  ο φ ~ ι : ip(U) — > C  είναι ολόμορφη.

Έστω (Μ2, (,)) πολύπτυγμα Riemann και (U, φ )  χάρτης γύρω από το  ρ  £  Μ 2 με 
συντεταγμένες (x, y ). Αν ισχύει ( ,) = E d x 2 -f E d y 2, Ε  £ D ( U )  και E  > 0, τότε το 
σύστημα συντεταγμένων (χ , y)  καλείται ισόϋερμο. Ο Chern [9] απέδειξε το παρακάτω 
αποτέλεσμα: Έστω (Μ2, (,)) διαφορίσιμο πολύπτυγμα Riemann. Τότε γύρω από κάΌε 
σημείο ρ  £  Μ2 υπάρχει ισόθερμο σύστημα συντεταγμένων.

15
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Πρόταση 2.1.1. Κ άθε προσανατολισμένο διδιάστατο διαφορίσιμο πολύπτυγμα γίνεται 
κατά φ υσικό τρόπο επιφάνεια R iem a n n .

Α πόδειξη . Έστω Μ 2 προσανατολισμένο διδιάστατο διαφορίσιμο πολύπτυγμα. Γνω
ρίζουμε ότι κάύε πολύπτυγμα δέχεται μετρική Riemann. Επομένως μπορούμε να εφο
διάσουμε το Μ 2 με μετρική Riemann (,). Λόγω του προαναφερΰέντος αποτελέσματος 
του Chern, γύρω από κάΰε σημείο του Μ2 υπάρχει σύστημα ισόθερμων συντεταγμένων. 
Θεωρούμε ένα σημείο ρ  του Μ2. Γύρω από το ρ, ΰεωρούμε χάρτες (U, φ ) και (V, ψ) 
του προσανατολισμού με συντεταγμένες (x,y) και (u, ν) αντιστοίχως, έτσι ώστε

^ d x ' d y ^  ^ d x '  d a )  ^9y’ d y ^  E l

. 9  ® \ _  λ /  ̂ 9 . , 9 9 ~
W ' d v '  ~  ° ’ W  d u  ~  W  d v '  "  E ’

(2.1)

(2.2)

Στο ανοικτό σύνολο W  ~  U  C \V  έχουμε

9 _  d u  d  d v  d
d x  d x  d u  d x d v 1
d  _  d u  d  ^ d v  d

d y  d y  d u  d y  d v

Από τις σχέσεις (2.1) και (2.2) παίρνουμε τις σχέσεις

d u  d u  d v  d v  _
d x  d y  d x d y  

9u 2 9υ 2 _  E  

{ d x } W  e ’
Λ 2 . Λ 2 =  E  

{d y } ^ Kd y } e

Επίσης, η απεικόνιση ψ ο φ ~ ι : ip (W )  — ► ψ ( \ ¥ )  έχει Άετική Ιακωβιανή ορίζουσα αφού 
οι χάρτες ανήκουν στον ίδιο προσανατολισμό, δηλαδή

d u  d v  d v  d u
d x  d y  d x  d y

Από τις τελευταίες τέσσερις σχέσεις παίρνουμε

d u  _  d v  d u  d v
d x  9 y ! d y  d x >

δηλαδή η απεικόνιση ψ  ο ιρ_1 είναι ολόμορφη και επομένως το Μ2 καθίσταται επιφάνεια 
Riemann. □

Η Πρόταση 2.1.1 μας επιτρέπει να θεωρούμε χά ϋ ε  προσανατολισμένο διδιάστατο 
διαφορίσιμο πολύπτυγμα Riemann Μ 2 ως επιφάνεια Riemann. Στο εξής όταν ΰα λέμε 
ότι θεωρούμε μιγαδικό χάρτη (17,ζ), όπου ζ  =  χ  -f i y t Όα εννοούμε χάρτη {ΙΙ^φ)
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του προσανατολισμού του Μ 2 με συντεταγμένες (x,y), έτσι ώστε sp) -  0 και 
(&, & ) = Ε =  (&  &) ή ισοδύναμα (,) =  £ |ώ |2.

Θεωρούμε ένα προσανατολισμένο διδιάστατο διαφορίσιμο πολύπτυγμα Riemann Μ2 
και ορθομοναδιαίο πλαίσιο {βι,β2} του προσανατολισμού. Ορίζεται ένα (Ι,Ι)-τανυστικό 
πεδίο J  : Δ(Μ 2) — > Δ(Μ 2), ώστε για κάθε σημείο ρ  του Μ2, J|p : ΤρΜ 2 — > ΤνΜ 2 
είναι η στροφή κατά γωνία -f ξ . Το (Ι,Ι)-τανυστικό πεδίο J  καλείται μιγαδική  δομή  του 
Μ 2. Μιγαδικοποιούμε τον εφαπτόμενο χώρο στο ρ και επεκτείνουμε C-γραμμικά το J  
στο ΤΡΜ2 0  C ως εξής: J (v  +  iiu) =  J(v) +  i J ( w ) .  Επειδή J  ο J  — —I d , οι μόνες 
ιδιοτιμές του J είναι i, —i. Ο ιδιοχώρος που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή ί είναι

Τ'ν Μ 2 := {tf G ΤρΜ2 0  C : J ( v )  = ιυ} = {χ -  i J(x) : χ G ΤΡΜ 2}

και ο ιδιοχώρος που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή — % είναι

Τ ρ Μ 2 := {ν € ΤΡΜ 2 0  C : J ( v )  =  - ίν }  =  {χ + i J ( x )  : χ £ ΤρΜ 2}.

Λήμμα' 2 .1 .1 . E e  κάϋξ σ η μ α ο ρ  του Μ 2 ισ χ ύ α  ΤΡΜ 2 ® C =  Τ ρΜ 2 ® Τ ρ Μ 2.

Α πόδαξη . Έστω ν  e ΤρΜ 2 ® C, τότε υ =  u  + iw  με u , w  € ΤρΜ 2 και έχουμε

u + J (w )  . T,u + J(w). u —J(w) , T,u — J{w). 
v = ------  i J ( ------------ ^ )  + -------------------------r - 1),

ς,ΤΙ'Μ*

δηλαδή TPM 2 ® C = T pM 2 +  Tp M 2. Απομένει να δείξουμε ότι το άθροισμα είναι ευθύ. 
Έστω x = α +  ib € Τ ρΜ 2 Π Τ £ Μ 2, α,δ € ΤΡΜ 2. Τότε x =  y  -  U { y )  για κάποιο 
y  e  Τ ρ Μ 2, αφού χ 6 ΤρΜ 2 και χ =  h +  i J ( h )  για κάποιο h  £ ΤρΜ 2, αφού χ £ Τρ Μ 2. 
Επομένως α = y =  h  και 6 =  -J (y ) =  δηλαδή -J (y ) =  J ( y ) ,  και άρα y = 0. 
Κατά συνέπεια α =  6 =  0 και το άθροισμα είναι ευθύ. □

Λόγω του Λήμματος 2.1.1, είναι φανερό ότι η μιγαδικοποιημένη εφαπτομένη διανυ- 
σματική δέσμη Τ Μ 2 0  C διασπάται ως εξής:

Τ Μ 2 0  C = Τ'Μ2 0  Τ "  Μ 2,

όπου Γ'Μ2 := {(ρ,ν) : ρ  e  Μ 2, ν  β  Τ ' Μ 2} και Τ"Μ2 := {(ρ,ν) : ρ  e  Μ 2, υ  e
τ ; μ 2}.

Συμβολίζουμε τα πεδία της μιγαδικοποιημένης εφαπτομένης διανυσματικής δέσμης 
με Γ( Τ Μ 2 0 C) και θεωρούμε το σύνολο C ° ° ( M 2, C )  των διαφορίσιμων συναρτήσεων 
g : Μ 2 — ► C.

Ορισμός 2.1.3. Κ αλούμε μψ αδικό  (τ ,0 )-τα ν υ σ τ ικ ό  πεδίο κάΰε απεικόνιση  

Τ  : Γ(ΤΜ2 0  C) χ ... χ Γ(ΤΜ2 0  C) — ► C ° ° ( M 2,C )
V ^
Γ

η οποία είναι C ° ° ( Μ 2, C )-γρ α μ μ ικ ή  ως προς κάθε μ ε τα β λ η τή  της.
Ε πίσης, αν Ε  είναι δ ιανυσματική  δέσ μ η  υπεράνω του Μ 2 , καλούμε μψ αδικό  (r, 1 )- 
τανυστικό  πεδίο κάΰε απεικόνιση

Τ  : Γ { Τ Μ 2 0  C) χ ... χ Γ(ΤΜ2 0  C) — > Τ ( Ε  0  C)
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η οποία είναι C°°(M2,C)-γρ α μ μ ικ ή  ω ς προς κάϋε μ ε τα β λ η τή  της.

Έστω τ ένα μιγαδικό (r, 0)-τανυστικό πεδίο και σ  ένα μιγαδικό (s, 0)-τανυστικό 
πεδίο, τότε ορίζεται το τα νυστικό  γινόμενο  τ® σ των τ, σ  ως το εξής μιγαδικό (r+s, 0)- 
τανυστικό πεδίο

τ β  σ : Τ ( Τ Μ 2 β  C) χ ... χ Γ ( Τ Μ 2 ® C) — » C ° ° ( M 2, C),
S V  ■’ *

r + s

(Χ ΐ  Η -ΐΥ ί, . . . ,X r +s +  1--- * τ  ®  σ (Χ χ  +  ίΥ ΐ, Xr+s +  =
r ( X i  +  i Y i ,  . . .7X r  +  +  iY r +1, . . . , X r+ s  +  i Y r+ s)·

Ένα άλλο γινόμενο μιγαδικών τανυστικών πεδίων είναι το εξω τερικό γινόμενο , το 
οποίο για μιγαδικά (Ι,Ο)-τανυστικά πεδία τ και σ  είναι το μιγαδικό (2,0)-τανυστικό πεδίο 
τ Λ σ : = τ ® σ  — σ ® τ.

Έστω Μ2 προσανατολισμένο διαφορίσιμο πολύπτυγμα και (C7, ζ )  μιγαδικός χάρτης 
του με ζ  =  χ Η- ty. Στο U  έχουμε τα (Ι,Ο)-τανυστικά πεδία d x yd y  : A ( U )  — ► Ζλ(ϊ7), 
ή ισοδύναμα d x yd y  : T ( T U )  — ► C°°(l/,K) τα οποία επεκτείνουμε C-γραμμικά στη 
μιγαδικοποιημένη εφαπτομένη διανυσματική δέσμη T U  ®C. Ορίζουμε το μιγαδικό (1,0)- 
τανυστικό πεδίο d z  : T ( T U  ® C) — > C°°(C/, C), d z  := d x  4- id y  και το συζυγές του 
d z  : T { T U  ® C) — * C °° (U ,C ), d z  := d x  — id y . Επίσης ορίζουμε τους τελ εσ τες  
W ir t in g e r

d  _  1 , d  . d  x
d z  2 ' d x  l d y

και
d_ _  1 ,_θ_ .jK
5ε ’ 2 25y'

για τους οποίους ισχύει =  1, dz(^ ) = 0, d z ( ^ )  =  0 και dz(J=) = 1. Τα
{& |p, J=|p} αποτελούν βάση του TPM2®C και μάλιστα TpM2 =  span{^|p}, T"M2 =  
sPan{Jflp}· To σύνολο των μιγαδικών (Ι,Ο)-τανυστικών πεδίων είναι C00^ , €)-μόδιο 
με πράξεις την πρόσύεση των (Ι,Ο)-τανυστικών πεδίων και το βαύμωτό πολλαλασιασμό 
και βάση του αποτελούν τα μιγαδικά (Ι,Ο)-τανυστικά πεδία d z % dz. Επιπλέον, αν W  είναι 
μιγαδικό (Ι,Ο)-τανυστικό πεδίο, τότε W  =  W ( - ^ ) d z  Jt - W ( ^ ~ ) d z .

Το σύνολο των μιγαδικών (2,0)-τανυστικών πεδίων είναι C°°(M2, €)-μόδιο, όπως 
και το σύνολο των μιγαδικών (Ι,Ο)-τανυστικών πεδίων, και έχει ως βάση τα μιγαδικά
(2,0)-τανυστικά πεδία d z ® d z , d z ® d z  και d zg td z . Ένα μιγαδικό (2,0)-τανυστικό
πεδίο W  γράφεται ως

W  ~  W { ^ ^ ) d z ® d z  +  W ( ^ , ^ ) d z ® d z

Γενικότερα, το σύνολο των μιγαδικών (r,0)-τανυστικών πεδίων είναι C ° ° ( M 2yC y  
μόδιο με βάση τα μιγαδικά (r, 0)-τανυστικά πεδία d w \  ® ... ® dwTy όπου Wj ~  ζ  ή ζ  για 
κάΰε j  ~  1 , Κάύε μιγαδικό (Γ,Ο)-τανυστικό πεδίο W  γράφεται ως

W =  Σ  w iP 'q)d z pd z ,>,
p+ q-r
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όπου

W (-rfi)d zr :

W {r- 1>1)d z T~ 1d z  :

i
+

+

'S" ‘· V 11 y  r

r

Κάΰε μιγαδικό (r, 0)-τανυστικό πεδίο T  της μορφής

Τ  =  f ( z )  d z  <8>... <g> ck = f ( z ) d z r i
V ν  y

Τ

όπου (ί/, </?) είναι μιγαδικός χάρτης με μιγαδική συντεταγμένη 2 και /  Ε C°°(I7, C) λέγε
ται r -διαφορικό. Είναι φανερό ότι το r-διαφορικό Τ  είναι μιγαδικό (r, 0)-τανυστικό πεδίο 
τέτοιο ώστε αν κάποιο από τα ι>ι, ...,t>r ανήκει στη δέσμη Τ"Μ2, τότε T(t>i, ...,t;r) =  0. 
To r-διαφορικό Τ  =  f ( z ) d z r καλείται ολόμορφο αν η /  είναι ολόμορφη συνάρτηση.

Για τα r-διαφορικά ισχύει το ακόλουθο σημαντικό αποτέλεσμα, γνωστό και ως Θε
ώρημα Riemann-Roch [12].

Θεώρημα 2.1.1. Έ στω  Μ  επιφάνεια R ie m a n n  ομοιομορφική μ ε  τη ν  S 2. Α ν  Φ είναι 
ολόμορφο r -διαφορικό ορισμένο σ τη ν  επιφάνεια Μ, τότε Φ = 0.

2 . 2  Σ υ μ π α γ ε ί ς  ε λ α χ ι σ τ ι χ έ ς  ε π ι φ ά ν ε ι ε ς  γ έ ν ο υ ς  μ η δ έ ν

W<- T z .....

r —1 Γ

T z ' d i d J ^  0  -  0  d z ® d~z  0
—

r —2

—v —
r —2

-  +  T z ) d l ® d z ® · : ® - ^ ' '
r - 1—v—

r —1

To κλειδί για την απόδειξη των θεωρημάτων, που αναφέρονται στην εισαγωγή, είναι 
η διαπίστωση ότι για συμπαγείς ελαχιστικές επιφάνειες γένους μηδέν στη σφαίρα, οι ελ
λείψεις κά$ε τάξης είναι κύκλοι σχεδόν παντού. Στόχος της παρούσης παραγράφου είναι 
η απόδειξη αυτής της διαπίστωσης. Για το σκοπό αυτό, ορίζουμε κατάλληλα r-διαφορικά 
τα οποία αποδεικνύουμε ότι είναι ολόμορφα και λόγω του Θεωρήματος Riemann-Roch, 
είναι εκ ταυτότητος μηδέν.
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Έ σ τω  f  : Μ 2 — ► Sn,n > 3, ελαχιστική επιφάνεια, δηλαδή ισομετρική ελαχιστική
εμβάπτιση ενός προσανατολισμένου, συνεκτικού, διδιάστατου πολυπτύγματος Riemann 
(Μ2, {,)) στην S n με δεύτερη θεμελιώδη μορφή Β .

Μιγαδικοποιούμε την εφαπτόμενη δέσμη Τ Μ 2 και την κάθετη δέσμη N f y καθώς και 
κάθε υποδέσμη της. Επίσης, επεκτείνουμε C-γραμμικά κάθε τανυστικό πεδίο που θα 
οριστεί στη συνέχεια. Από εδώ και στο εξής θεωρούμε μιγαδικό χάρτη ([/, ζ) του Μ2 με 
ζ =  x + iy  και {,) =  Ε \ ά ζ \ 2. Με {,) συμβολίζουμε τη C-γραμμική επέκταση της μετρικής 
του Μ 2 καθώς και τη συνήθη μετρική της S n . Επιλέγουμε τοπικό ορθομοναδιαίο πλαίσιο 
κατά μήκος της /  με εφαπτόμενο μέρος {ci,e2} ώστε ei = e2 =  και
κάθετο μέρος {e a }. Οι τελεστές Wirtinger τότε είναι ^  =  \> /E {e χ — ze2) και — 
\ V E { e  ι + ie2).

Συμβολίζουμε με {ωι,ω2} το συμπλαίσιο του {ei,e2}. Προφανώς ωχ =  y fE d x  και

Επεκτείνοντας C-γραμμικά τη δεύτερη -θεμελιώδη μορφή Β, έχουμε το μιγαδικό
(2 ,1)-τανυστικό πεδίο

Κάθε μία από τις η -μ 1 συνιστώσες του τανυστικού πεδίου Β  στον Ευκλείδειο χώρο 
Μη+1 είναι μιγαδικό (2,0)-τανυστικό πεδίο. Επομένως, για κάθε μιγαδικό χάρτη (t/, ζ)

ω2 =  y /E d y . Στο U  ορίζουμε το μιγαδικό (Ι,Ο)-τανυστικό πεδίο φ  := ωχ +  ζω2 για το 
οποίο ισχύουν οι σχέσεις

άφ  =  2 ^ /ε ^  Λ ^ Ζ (2.4)

(2-3)

(2.4)

Από τις εξισώσεις δομής του Μ 2 έχουμε

άφ  =  — ιωχ2 Λ φ. (2-5)

Για a  =  3, ...,n ορίζουμε τις συναρτήσεις

i f f  : U  — ► C, i f f  := Λ?! +  i h %

όπου hix =  (B(e1,e i),eQ) και =  (B(ei,e2),eQ). Είναι φανερό ότι i f f  € C°°(t7,C). 
Για κάθε φυσικό $ > 2 και για κάθε α =  3, ...,η ορίζουμε τις συναρτήσεις

Hf :U ~ .C ,  H?:=hfs)<1+ i h ^

όπου Λ£ }>1 := ( B s (eι ,  . . . , e i ) , e a ) και Λ“ ) 2 := {B s ( e i , . . . , e i , e 2) , e a ).
Τέλος, ορίζουμε το μ ή κ ο ς  τη ς  (r  Η- 1)-ϋεμ€λιώ δονς μορφ ής  να είναι η συνάρτηση

2

Β  : Γ( Τ Μ 2 <8>C) X Γ(ΤΜ2 ® € ) — > T { N f  0  C).

με ζ = χ  -l· i y  και ( ,) =  B|dz|2, αναλύοντας κάθε συνιστώσα του Β, όπως στην 
παράγραφο 2.1, έχουμε την ακόλουθη ανάλυση για το Β στο U

Β  =  B ^ d z 2 +  B (1'l)d z d z  +  B ^ d z 2,
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όπου

B ^ '^ d z 2 := £ (ττ“> i r ) d z  ® dz, ο ζ  ο ζ

B ^ d z d z  := Β ( ^ - ,  - iz )d z  <8>dz +  B ( ~ ~-)<ίζ 0  dz, 
o z  o z  Kd z  d z

B (° '2)d z 2 := B ( - ^ , - ? z ) d z ® d z
OZ OZ

και ισχύει B (°’2) =  £ (2>0).
Επειδή η f  είναι ελαχιστική, ισχύει B ( e \ ,  ei)-j-S(e2, β2) =  0. Όμως από την επιλογή 

του πλαισίου έχουμε ej = e2 = Επιπλέον, είναι £  =  £  + και
^  ~  g=)· Κατά συνέπεια ισχύει Β ( JL) =  0, ή ισοδύναμα =  0.
Επομένως το £? δέχεται την ανάλυση

Β  = B ^ d z 2 +  B W d z 2.

Ορίζουμε το 4-διαφορικό Φχ := ( B ^ ° \ B ^ 2^ ) d z 4.
Προφανώς ( S i 2'0}, Β (2,°)) 6 C °°(U , C). Θα δείξουμε ότι το Φχ είναι καλά ορισμένο, 

δηλαδή ανεξάρτητο της επιλογής του χάρτη. Για το σκοπό αυτό, θεωρούμε μιγαδικούς 
χάρτες (£/, φ ) με μιγαδική συντεταγμένη 2 και (V, ψ) με μιγαδική συντεταγμένη ζ  ώστε 
U Π V  Φ 0 . Το Μ 2 είναι επιφάνεια Riemann άρα ψ  ο φ ~ ι : φ ψ  Π ν') — ► φ ψ  Π V )  
και φ ο φ ~ ι : φ(1] Π V )  — ► φ { ϋ  Π V )  είναι ολόμορφες, δηλαδή | |  =  0 και |= = 0. Στο
U  Π V  έχουμε λοιπόν τις σχέσεις ^  = | \ d z ,  και επομένως ισχύει

< < ■ & > · < · £ » * _  / ( i i ) 2 B ( j L  A )  ( ? £ ) 2 R ( A  J L ) \ j z4 
^ d z >  Β ' θ ζ ' θ ζ W  B ^ d C ’ d C ^ ' dd z

3
θ ζ ’ δ ζ

< < · ! > ' < ■  S )>*

Συνεπώς, το 4-διαφορικό Φχ είναι καλά ορισμένο. Στη συνέχεια *θα δούμε ότι το Φχ 
είναι ολόμορφο 4-διαφορικό.

Λήμμα 2.2 .1 . Έ σ τω  f  : Μ 2 — ► S n , n  > 3, ελαχισ τική  επιφάνεια. Τ ό τε ισ χύ ο υ ν :

(i) ( d H i  — 2%Η\ωγι -f ]Γ/3 i j f ωβα ) Λ φ  =  0 για κάϋε a  > 3.
(ϋ) Τ ο  4-διαφορικό Φχ είναι ολόμορφο. Ειδικά, αν η επιφάνεια R ie m a n n  Μ 2 είναι 

ομοιομορφική μ ε  τη  διδιάστατη σφαίρα, τότε  Φχ =  0.

Απόδειξη , (i) Θυμίζουμε ότι ισχύουν οι σχέσεις

ωχα =  /ΐχχωχ 4* h f :2CJ2, ω2α — ^Χ2^1 “

dw\ =  ω\2 Λ u>2, duj2 =  - ωχ2 Λ ωχ.

Χρησιμοποιώντας τις παραπάνω σχέσεις, οι εξισώσεις Codazzi

duija =  Λ ωΐα  +  Σ ωίβ  Λ ωβ<*> 3 =  1 .2 ,
I β
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γίνονται

Υ A U 2 +  YJ h f 2c jp Q Α  ω χ  =  — dfcJi Λ  ω χ  -  d/i®2 Α ω 2 -  2 h i i< k u i  -  2 h * 2 d u 2 ,  

β β

γ  Ϊΐΐ2ωβ<* Αω χ -  Υ  Ιι^ω β α  Λ ω2 =  — dft?2 Λ ωχ +  d ftjj Α ω 2 — 2 /if2^ i  +  2 h il dw2.
β β

Επειδή Ηχ = /ι“χ — ζ/ΐχ2, από τα παραπάνω και από τις σχέσεις (2-3), (2.5) εύκολα 
συμπεραίνουμε ότι

(d3? -  2ζϊ7?ωι2 +  Λ φ  =  0.
β

(ϋ) Υπολογίζουμε:

Β(2.°) = Β (1 , Α )  =  | ( Β ( β1>β1) - iB ( e l t e2)).

Το σύνολο {ea} αποτελεί ορύομοναδιαίο πλαίσιο της κάΰετης δέσμης, άρα

β(2,0) ^ ( S (2'0),eQ)ea
a

-Ε Χ £  X

J  J 2 ( B (e h  ei), ea)eQ -  i —  ^ { B { e i , e2), eQ)ea
ct a

a

Τελικά είναι

Φ! =  {B(2fi\ B V M ) d z 4 =  ^ Σ ( Ρ Ϊ ) 2ά ζ4.
a

Θέτουμε /χ := Σα(·^Τ)2· ®α αποδείξουμε ότι η /χ είναι ολόμορφη.
Πολλαπλασιάζοντας τη σχέση που αποδείξαμε στο (i) με , αθροίζοντας ως προς a  

και κάνοντας χρήση των σχέσεων (2.3), (2.4), (2.5) και της σχέσης Σ α , β ^ ι ~ ^ ι ωβ α Λ 
φ  =  0, παίρνουμε d fi A d z  — 0 που σημαίνει ότι ^  =  0.

Άρα το Φχ είναι ολόμορφο 4-διαφορικό στη Μ . Επιπλέον, αν η επιφάνεια Riemann 
Μ 2 είναι ομοιομορφική με την S2, τότε σύμφωνα με το θεώρημα Riemann-Roch, λαμ* 
βάνουμε Φχ = 0. □

Από εδώ και στο εξής υποΰέτουμε ότι η /  : Μ2 — > Sn, τι > 3, είναι συμπαγής, 
κορεσμένη, ελαχιστική επιφάνεια γένους μηδέν, δηλαδή το Μ2 είναι ομοιομορφικό με 
την S 2.
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Επειδή Φχ|ρ = Ο για κάΰε ρ  £ Μ2, έχουμε (Β^2}0\  — 0, ή ισοδύναμα

\B (eu e i) \2(p) -  \ B ( e 1)e2)\2(p) -  2*<5(e1> ex), J3(ex, e2))(p) = 0.

Από εδώ συμπεραίνουμε ότι σε κάΰε σημείο του Μ 2 τα διανύσματα jB(ei,ei)|p και 
Β ( β \, ε.2 ) \ρ είναι του ιδίου μήκους και κάΰετα μεταξύ τους. Σύμφωνα με την Πρόταση 
1.3.1 σε κάΰε σημείο ρ  του Μ 2 η έλλειψη Ε \{ρ )  είναι κύκλος με ακτίνα

κι{ρ)  = \B {e i , e i ) \ (p )  = \ B ( e u  e2)\{p)·
ι

Αυτό σημαίνει ότι σε κάΰε σημείο ρ  £  Μ 2 έχουμε d i m N p f  £  {0,2}.
Αν dimiVp/ = 0 για κάΰε σημείο ρ  £  Μ2, τότε η δεύτερη ΰεμελιώδης μορφή Β  

είναι ταυτοτικά 0. Σε αυτή την περίπτωση η εμβάπτιση /  είναι ολικά γεωδαισιακή και 
σύμφωνα με την Παρατήρηση 1.3.1, το /(Μ 2) περιέχεται σε ένα ολικά γεωδαισιακό 
διδιάστατο υποπολύπτυγμα της S n και επομένως το /(Μ 2) είναι μια μέγιστη 2-σφαίρα 
της S n . Ατοπο, αφού η εμβάπτιση είναι κορεσμένη. Επομένως m a x q€j ^ 2d im N q f  =  2, 
το οποίο σημαίνει ότι η  > 4.

Αν η = 4, τότε η διαδικασία σταματά εδώ. Αν π  > 5, τότε συνεχίζουμε τη διαδικα
σία.

Έχουμε ήδη ορίσει το μήκος της δεύτερης ΰεμελιώδους μορφής ως τη συνάρτηση 
||β|| : Μ 2 — ► R, με τύπο

Ι|β|| =  V \ B ( e i ,  e i)|2 + 2 |B ( e lt  e2)p +  |S(e2) e2)|2.

Προφανώς η συνάρτηση ||jB|| είναι σ υνεχή ς  και \\Β\\ =  2κ \ .
Ορίζουμε το σύνολο Μ \ := {ρ  £  Μ 2 : d i m N p f  =  m a x qeM 2d im N q f } .  Προφανώς 

ισχύει

Μχ =  {ρ  £  Μ 2 : d i m N p f  =  2}

=  {ρ<ΕΜ2 : ||Β ||(ρ )> 0}
=  {ρ  £  Μ 2 : /ci(p) > 0}.

Το Μ \  είναι μη κενό, αφού η /  είναι κορεσμένη. Επιπλέον, είναι ανοικτό υπο
σύνολο του Μ2, αφού είναι η αντίστροφη εικόνα του ανοικτού συνόλου (0, -Ί-οο) μέσω 
της συνεχούς συνάρτησης ||J5||. Επομένως, το Μχ είναι προσανατολισμένο διδιάστατο 
πολύπτυγμα Riemann και σύμφωνα με την Πρόταση 2.1.1, είναι επιφάνεια Riemann.

Παρατήρηση 2.2.1. Το σύνολο Μ ι είναι πυκνό υποσύνολο του Μ 2.

Πράγματι, ας υποΰέσουμε ότι το εσωτερικό του συνόλου Mf = Μ 2 — Μχ δεν 
είναι κενό σύνολο και έστω U  μια συνεκτική συνιστώσα του int(Mf). Στο U  ισχύει 
Β \υ  =  0 και σύμφωνα με την Παρατήρηση 1.3.1 το /(Μ 2) είναι μια μέγιστη 2-σφαίρα 
της S 71 όπως παραπάνω. Ατοπο, αφού η /  είναι κορεσμένη.

Η N l f \ Ml είναι διανυσματική δέσμη με βαΰμίδα 2 . Επομένως η (Tx/|Ai1©iV1/ |^ 1)J- 
είναι διανυσματική δέσμη με βαΰμίδα η  — 4 και η ΰεμελιώδης μορφή τρίτης τάξης της /  
περιορισμένη στο Μχ είναι (3,1)-τανυστικό πεδίο

Β2\Μι : Δ (Μ χ )  χ  Δ ( Μ ι )  χ  Δ (Μ χ )  — . Γ ^ Γ 1/ ^  φ
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( * ι , * 2 , Χ 3) —  Β 2 \Μ ι ( Χ ι , Χ 2 , Χ ζ )  =  ( V fx y x 2 d f ( X

Μιγαδικοποιούμε τις διανυσματικές δέσμες Τ Μ χ , Τ 1} ^ ,  N 1f \ M l , επεκτείνουμε (Γ
γραμμικά τη Β 2\Μγ και αποκτούμε το μιγαδικό (3,1)-τανυστικό πεδίο

B 2\Ml : r ( T M 1® C ) x r { T M l ® C ) x T { T M 1 ® C )  — > r((T 1/lw l 0 AT1/|M1)1 ®C).

Για καύε μιγαδικό χάρτη ((/, ζ) του Μ \  με ζ  =  χ  +  i y  και (,) =  E \d z \2 το μιγαδικό
(3,1)-τανυστικό πεδίο 5 2|μι αναλύεται στο U  ως εξής:

β ι \μ , =  B 2f f d z 3 +  B 2\(̂ ]d z 2d z  +  B ^ d z d z 2 +  B ^ d z 3. 

Γνωρίζουμε από το Λήμμα 1.3.2 ότι

Β 2 \ Μ ι ( Χ ι £ ΐ , ε ι )  +  Ε2\ μ ι ( Χ ^ 2 , € 2 )  =  0.

Για ei =  7 e & ’ 62 =  7 E ? k   ̂ τελευταία σΧέση γίνεται

Επομένως, είναι 

όπου

B 2\M l = B 2\ ^ )d z 3 +  B 2\ ^ )d ^ >Μι

ftiir« «ι« <έ· |· έ>· «s9 - Β’ΐ"· <Ι·» Ι>
και ισχύει =  ^ l ^ f ·

Στο Μχ ορίζουμε το 6-διαφορικό

Φ2 := <£2|& f ,B 2| j £ V 6·

Θα δείξουμε ότι το Φ2 είναι καλά ορισμένο, δηλαδή ανεξάρτητο της επιλογής χάρτη. 
Για το λόγο αυτό θεωρούμε μιγαδικούς χάρτες του Μι, (£/, φ )  με μιγαδική συντεταγμένη 
ζ  και (V,V0 με μιγαδική συντεταγμένη ζ  ώστε U  Π V  φ  0 . Το Μ \  είναι επιφάνεια 
Riemann συνεπώς οι απεικονίσεις φ ο φ ~ ι ^ φ ο φ ~ ι είναι ολόμορφες, δηλαδή ^  =  0 και 

= 0. Στο U  Π V  έχουμε τις σχέσεις ^  > ά ζ  =  z και ισχύει

(•B2iw j(^ , 9<. ) , β 2\Μ ι ( 9<. ,  d<.,  9(,)yc6

/R I r i -  J L  R I 6
^ , 9 ζ ) ) ( 9 ζ ) d z

/ A xSr 1 ( d _  d_ d_\ A y j p  I fiL  JL 
' w  S 2'Mi^ac’ 5 c ’ a c " d

( B z \ m ' ( q z ' d z '
Z  .dz dz dz

Τούτο δηλώνει ότι το Φ2 είναι καλά ορισμένο 6-διαφορικό στο Μ \
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Λήμμα 2 .2 .2 . Έ στω  /  : Μ2 — ► S n yn  > 5, σ υμ π α γή ς , κορεσμένη , ελαχιστική  
επιφάνεια γένους  μ η δ έν . Για κάϋε μιγαδικό χ ά ρ τη  (Ζ7,ζ) τον Μ 2 μ ε  z  =  x  +  i y  και 
{,) == E \d z \2 υπάρχει ορϋομοναδιαιο πλαίσιο κατά μ ή κ ο ς  τ η ς  f \ M i n u  μ ζ  εφαπτόμενο  
μέρος  {εχ,ε2}, όπου βχ =  e2 =  και με κα'δετο μφο$· {ea }, όπου ε3 =
^■Β(βι,βι), β4 =  ^--Β(εχ,ε2). Επιπλέον, στο  Μχ Π [/ ισγόουκ1:

(i) (d log κι + ΐω34) Λ φ =  2ίω12 Λ 1)6,
, (ϋ) ω3α(εχ) = -W4a(e2), w3a(e2) =  w4a(ex), a  =  5,

(iii) (<iif2 -  U H 2 OJ12  + 2y9>5 Η 2ωβα) Α φ  =  0, α =  5 , n,
(iv) To 6-διαφορικό Φ2 είναι ελόμορφο.

Απόδειξη. Λόγω του Λήμματος 2.2.1 έχουμε Φχ =  0 . Συνεπώς τα Β (β χ ,ε χ ) , B ( e χ ^ )  
είναι ισομήκη και κάθετα μεταξύ τους. Επομένως, μπορούμε να επιλέξουμε ορθο- 
μοναδιαίο πλαίσιο {e3,e4} της διανυσματικής δέσμης N l f \M inU  τέτοιο ώστε e3 =  
iB (e x ,- e x ) ,  e4 =  ^ Β ( β χ , ε 2).

(i) Λόγω της επιλογής του πλαισίου {ea}, είναι H f \ M :nU =  «ι, H f \ MlnU =  i«i και 
=  0 για a  >  5. Από το Λήμμα 2.2.1 (ί) για a  =  3 λαμβάνουμε στο Μχ Π U

τη σχέση
{d log Κχ + ίω34) Α φ  — 2ίωΐ2 Λ φ.

(χϊ) Στο Μχ Π U  λαμβάνοντας υπόψη τον ορισμό της Β 2 και τους τόπους των Gauss 
και Weingarten έχουμε

-ί^ΐΜχΦι,εχ,εχ) { % { % $ & ) ) )
(Τ1/Ιμ,®^1/Ιμ1)χ

( V fe iB ( e u e i ) ) {Tlf]Ml@NlflMl)±

( ciOci)es_+ K 1V ^ e 3) (Tlf lMl9NlflMl)X  

s N1f\Ml

Ki(V{ie3)(Tl/lM1eN1/lM1)x

Επειδή ο δεύτερος κάθετος χώρος της /  είναι υπόχωρος του διανυσματικού χώρου που 
παράγεται από τα {es,..., en} έχουμε

___^  π

&2 \μ ι  (ex, Cl» ex) =  κ \  ^J(V ^e3, eQ)ea =  κχ W3a(ei)e«·
α=5

Όμως, λόγω του Λήμματος 1.3.2 είναι'

Β ζ Ιμ -ι (ex, e1( εχ) =  - Β 2 \μ ι  (e2, εχ, e 2) =  - « χ ί ν ^ ) ^ 1" 1® ^ 1" 1^
π

α = 5

1 Επειδή το Μ ι είναι πυκνό υποσύνολο του Μ 2 (Παρατήρηση 2.2.1) είναι Μι Π U Φ 0.



26 Ε λαχιστιχές επιφάνειες στην  S n ομοιομορφιχές με την S 2

Συνεπώς ισχύει
^3a(ei) = -^4a(e2), & =  5,...,71.

Όμοια,
η η

£ 2|Λίι(βι,ει,β2) =  κ \  ^ w 4a(ei)eQ =  κχ ^ ω 3α(ε2)βα
Or=5 α = 5

και
^3tt(e2) =  W4e(ci)» <* = 5, ...,η.

(iii) Στο Μι Π U  για α > 5 είναι /ι^  χ = Ki^3a(ei) και Είναι
φανερό ότι οι συναρτήσεις h^  ν  h fy  2 : Μ \ Π U  — ► Μ είναι οιαφορίσιμες και τέτοιες
ώστε B 2\m i (β-\, ι ει) ”  ^Za=5 '̂(2),ι^αϊ &2\μ \ (®ι» Σ3α=5 ■̂(2),2 α̂' Επιπλέον, 
στο Μ \  Π U  οι μιγαδικές συναρτήσεις Η ξ  είναι διαφορίσιμες. Λόγω του (ii) ισχύει η 
σχέση Η ξ φ  =  κ ιω ^α +  α· Επίσης, στο Μι Π U  για α > 5 και για j  G {1,2} 
έχουμε

h f j  = (B(ei,ej-),ee) =  0,
=  (B(e2,ej),ee) = 0.

Επομένως στο Μ \  Π U  ισχύει ω \α =  Afj-Wj =  0 και ω2θί =  h%j&j =  0 και οι 
εξισώσεις Ricci δίνουν

(ίω^α — ω34 Α ω4α + Λ α,̂ α’
β>5

du)4α =  - ω ζ 4  Α α»3α +  ^  ̂ 4/9 Λ  ίϋ β α .

β>5

Παραγωγίζοντας εξωτερικά τη σχέση Η ξΦ  =  K\0Jza +  iK\u>4a-> χρησιμοποιώντας τις 
παραπάνω εξισώσεις Ricci και τη σχέση (2.5) παίρνουμε

d H %  Λ φ  -1* i f f *  ωΐ2 Λ φ  =  if2 d(log μ ) Λ φ  —  % Η 2 ^ Ζ 4  Λ ψ  +  ^  Η ^ φ Α  ω β α .

0 > 5

Παίρνουμε τη συζυγή σχέση αυτής και λαμβάνοντας υπόψη τη σχέση που αποδείξαμε 
στο (i) έχουμε το ζητούμενο.

(iv) Επειδή

β 2|&0) =  ^ 2|Μχ( ^ ,  J-z , -  5 ^  Σ  ̂ 2«•α»
α > 5

έχουμε

Φ2 =  (J32| £ f \ B 2| g V 6 =  J b 3 J ]  Η Ρ ϊ β2 (βα , ε β )άζ* =  j £ 3
α ,/3 > 5  α > 5

Θέτουμε /2 := Σα>δ(^ 2  )2· ®α αποδείξουμε ότι η /2 είναι ολόμορφη. Πολλαπλασι
άζουμε τη σχέση που αποδείξαμε στο (iii) με αθροίζουμε για α > 5, κάνουμε χρήση 
των σχέσεω ν  (2.4), (2.5) και Σ α^>5 Η 2Η 2^ β α  Α φ =  0 και βρίσκουμε df2 A d z  =  0. 
Αυτό σημαίνει ότι ^  =  0 και επομένως το Φ2 είναι ολόμορφο στο Μ \ Γ \ ϋ .  □
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Στόχος μας είναι να δείξουμε ότι το Φ2 είναι ταυτοτικά μηδέν. Για αυτό θα δείξουμε 
ότι το Mf είναι πεπερασμένο σύνολο και ότι υπάρχει υποδέσμη της κάθετης δέσμης με 
βαθμίδα 2 ορισμένη στο Μ2, η οποία στο Μ \  ταυτίζεται με τη δέσμη N l f  \μ χ· Για το 
σκοπό αυτό χρειαζόμαστε το επόμενο λήμμα το οποίο οφείλεται στον Chern [8] (βλέπε 
επίσης [5] ή [11]).

Λήμμα 2 .2 .3 . Α ν  /ι , : U  C C — > C είναι μ ιγαδικές σ υνα ρτήσ εις  οι οποίες σε
μια περιοχή U  τον μηδενός ικανοποιούν το διαφορικό σ ύ σ τη μ α  W = Ej-Oy/j. όπου 
CLij : U  — ► C είναι διαφορισιμες συναρτήσεις και i , j  =  1 , rdw ere /1 =  ... =
/ m = 0, είτε οι κοινές ρ ίζες τω ν είναι μ εμ ο νω μ ένες  και μάλιστα  υπάρχει
θετικός ακέραιος I και διαφορισιμες συναρτήσεις  / ΐ \  *·*>/m · U  C C — > C ώστε κα 

f i ( z )  =  z l f * ( z ) μ*  ( / i ( 0) .- . /m ( 0)) Φ (0,...,0).

Λήμμα 2 .2 .4 . Λκ /  : Μ2 — ► Sn, η > 5, σ υμ πα γής, κο ρ εσ μ ένη , ελαγισπχη 
φάνεια γένονς μ η δ έν , τότε το σύνολο Mf είναι πεπερασμένο . Ε πιπλέον} υπάρχει δια- 
νυσματική  υποδέσμη N * l f  τη ς  κά θετης δ έσ μ η ς  N f  μ ε  βαθμίδα  2 ώστε * * 7 1 ^  =
* 7 ΐ* ι ·

Απόδειξη. Έστω ρ G Mf. Θεωρούμε γύρω από το ρ μιγαδικό χάρτη (U , ζ) με ζ(ρ) =  0, 
z =  x + zy, ( ,) =  Έ|ύίζ|2 και ορθομοναδιαίο πλαίσιο κατά μήκος της /  με εφαπτόμενο 
μέρος {ei,e2}, όπου e\ =  e2 =  κάθετο μέρος {ea}. Στο U  έχουμε
το μιγαδικό (Ι,Ο)-τανυστικό πεδίο φ =  ω\ -μ ζω2 και τις μιγαδικές συναρτήσεις Η f  =  
Λ?! + Υια α =  3, ···, τι. Με τη βοήθεια των σ χέσ εω ν

Θ Η ΐ ,  Θ Η * _
i H 1 = - a r i z  +  - w ,B ·

— CJ

και των σχέσεων (2.4), (2.5), από το

αβ { ρ ^ ) ά ζ  +  ^ αβ { ^ ζ ) ά Ζ

Λήμμα 2.2.l(i) λαμβάνουμε

Θ Η ®
dz = ' £ 9α0Η βι .

β

όπου μαβ := — ωβα ( ^ )  — S ^ d l o g E ( - g = )  είναι διαφορισιμες συναρτήσεις και δαβ είναι 
το δέλτα του Kronecker.

Σύμφωνα με το Λήμμα 2.2.3 είτε Η *  =  0 για κάθε a  =  3, είτε οι κοινές ρίζες 
των Η ι είναι μεμονωμένες και υπάρχει θετικός ακέραιος 1\ και διαφορισιμες συναρτήσεις 
Ηχ : U  — ► C ώστε να ισχύει

Ϊ ϊ “  =  ζ 1ιΗ \ α (2.6)

για κάθε α και (ίΓ[3(0), ...,ϊ?ίη(0)) Φ (0, ...,Ο).
Αν ήταν Η χ  =  0 για κάθε α  =  3, τότε =  0. Άτοπο, αφού σύμφωνα με 

την Παρατήρηση 1.3.1 η /  δεν 'θα ήταν κορεσμένη. Άρα οι κοινές ρίζες των Η χ  είναι 
μεμονωμένες. Οι κοινές ρίζες των α ~  3,..., η, είναι ακριβώς τα σημεία όπου ο 
πρώτος κάθετος χώρος γίνεται μηδενικός. Αυτό σημαίνει ότι το σύνολο Mf αποτελείται 
από μεμονωμένα σημεία και αφού το Μ2 είναι συμπαγές, είναι πεπερασμένο σύνολο.
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Επειδή το M f  είναι πεπερασμένο σύνολο, μπορούμε να θεωρήσουμε γύρω από το 
τυχόν σημείο ρ  € M f  μιγαδικό χάρτη (U, ζ)  με ζ ( ρ ) =  0 για τον οποίο όμως ισχύει 
U  Π Μ ι  =  {ρ}. Επιλέγουμε με τον συνήΰη τρόπο τοπικό ορΰομοναδιαίο πλαίσιο κατά 
μήκος της / .  Έχουμε ήδη δει ότι σε κάτΟε σημείο q του Μ2 η έλλειψη E i ( q )  είναι κύκλος, 
οπότε τα B ( e ι, ei)|g, B ( e ι, e2)|g είναι του ιδίου μήκους και κάΰετα μεταξύ τους για κά#ε 
q € ϋ .  Αυτό σημαίνει ότι το διάνυσμα B ( e i , e \ ) \ q —i B { e \ , t 2)\q είναι ισοτροπικό, δηλαδή 
( B ( e i i e i ) \ q -  i B { e u e 2 )\q, B ( e u e i) \q -  i B { e u e 2)\q) =  0 για κάΰε q € U.

Όμως λόγω της (2.6) έχουμε B ( e u e i ) ~  i B ( e i ,e 2) =  =  zh  Σ α ^ α »
άρα στο U  έχουμε ζ 21χ (]Γα # ι  =  0. Στο U —{p}  είναι ζ  Φ  0, επομένως
στο U  — {ρ}  έχουμε τη σχέση

( Σ Ή ΐ β ^ Σ Έ Τ β * )  =  0.
a a

Λόγω συνέχειας, η σχέση αυτή ισχύει και στο ρ. Επομένως για κάΰε q € U  ισχύει

|R e ( X ; ^ aea) |(g) =  |lm (£ iir V ) |(< 7 )  ^  0

και
( ^ ( Y ^ H T e a )  |9)I m ( ^ ^ QeQ)|<,) = 0.

Για κάτίε q € U  ορίζουμε τον διδιάστατο υπόχωρο N * l f  του κάΰετου χώρου της /  
στο q

n η
N * l f  := span{Re( ^ F l Qea)|9, I m ( ^ H l aeQ)|?}.

α = 3 α = 3

Στο U  έχουμε τη δέσμη βαθμίδας 2

Λ Γ * ΐ / ! υ  =  ( J  N ? f .

qeu

Επιπλέον, επειδή για q €  U  -  {ρ} έχουμε

N g f  =  span{S(ei,ei)|g,B (e i,e2)|g}
= span{Re(B(ei,ei)|, -  tB (ei,e2) |,) ,Im (£ (e i,e i) |, -  tB(ei,e2)|,)}
=  span { Re (z*1 ^ ^ " e Q)|9,Im(zil

a a

=  span {Re ( ^  ̂ Γ βα) |g, Im ( Σ  H \ Q ea ) |, },
a a

ισχύει

f span{Re(£Qtf{%a)|, tf{“ea)|9}, q € U  -  {p},

l  {o}, q =  p,

άρ« W V IcM p} =
Αν επαναλάβουμε την παραπάνω διαδικασία γύρω από όλα τα σημεία του Μ { , που 

όπως είδαμε είναι πεπερασμένα το πλήθος, αποκτούμε τη διανυσματική δέσμη N * l f  με 
βαΰμίδα 2 στο Μ2 για την οποία ισχύει Ν * 1/ \ μ χ =  Ν 1/ \ μ χ. □
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Ετο Μχ  έχουμε το μιγαδικό (3,1)-τανυστικό πεδίο Β 2\μ 1 κ«ι το ολόμορφο 6- 
διαφορικό Φ2. Θα δείξουμε ότι Φ2 = 0. Για το σκοπό αυτό ορίζουμε την απεικόνιση

Β 2 : Δ(Μ2) χ Δ(Μ 2) x Δ(Μ 2) — ► Γ ( ( Τ 1 f  ® Ν * 1 f ) x ) ,

( X u X 2 , X s )  — » 5 2*(* ι,*2 ,*3) = (V ^ V ^ d /C X s))^ 7®"'1̂ .

Η Β% είναι £ (Μ 2)-γραμμική ως προς την πρώτη μεταβλητή της. Θα δείξουμε ότι 
είναι συμμετρική και επομένως θα είναι Γ)(Μ2)-γραμμική ως προς όλες τις μεταβλητές 
της.

Λήμμα 2.2.5. Ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) Τ0 Β 2  είναι συμμετρικό (3,1 )-τανυστικό πεδίο. Επιπλέον, για κάθε X  € Δ(Μ 2) 

και {ei, 6 2 } τυχόν τοπικό ορϋομοναδιαίο πλαίσιο του Μ 2 ισχύει

B*2(X1el}ex) + BI (X,e2,e2)= 0 .

(Η) Για Χ χ , Χ 2 ίΧ 3 € Δ(Μ 2) ισχύει

Β*2 ( Χ ι , Χ 2 , Χ 3) =  ( ν ^ β ( χ 2, ζ 3))(:Γΐ/® ^ 1/)Χ.

(iii) Για κάθε ρ  e  Μ 2 έχουμε

(  Β 2\Ρ} ρ  Ε Μχ,

Ι ο ,  ρ e  Mf.

Απόδβξτ}. (i) Λόγω του Λήμματος 2.2.4, ισχύει Ν * 1/ \ μ ύ =  -Ν^/Ιμι- Επομένως από 
τους ορισμούς των Β 2 και ££ είναι Β 2 \μ ι =  # 2|μι* Αρα η .Β̂ Ιμι είναι συμμετρική και 
πληροί τη σχέση Β 2\μ ι { Χ ^ χ^ χ) + # 2 |μι(-Χ,e2,e2) =  0. Γνωρίζουμε από το Λήμμα
2.2.4 ότι το Mf είναι πεπερασμένο σύνολο και επειδή η Β 2\μ χ είναι συμμετρικό (3,1)- 
τανυστικό πεδίο, λόγω συνέχειας, η Β 2 είναι συμμετρική και πληροί την εν λόγω σχέση 
και στα σημεία του Mf.

(ii) Έστω Χ \ ^ Χ 2, Χ 3 £ Δ(Μ 2). Χρησιμοποιώντας τον τύπο του Gauss έχουμε

Β*2 { Χ u X 2 tX z ) =  ( V fx V fX2d f ( X 3) ) {Tl fmN' l f)±

=  (V ^  d f ( v fx x 3) + v fX i Β ( Χ 2, χ 3)) ( T l f e N ' l f)±
Ν-------- --------- '

ΕΤ2/

=  ( v { i B ( X 2, X 3) ) ( T l f e N ' l f ) ± ·

(iii) Έχουμε ήδη δει ότι Β 2 |μι =  £ 2|μι ■ Θα δείξουμε ότι Β \  |Μξ — 0· Για το σκοπό 
αυτό θεωρούμε τυχόν τοπικό ορθομοναδιαίο πλαίσιο {e^ej} της διανυσματικής δέσμης 
N * l f .  Τότε λόγω των Λημμάτων 1.3.1 και 2.2.4 έχουμε

B ( e l , e l ) =  h f l e*3 +  h*1\ e l ,

B ( e 1, e 2) =  h?2e*3 +  h*1i2e l,
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όπου h \ i , /ijj, h \2 είναι διαφορίσιμες συναρτήσεις. Γιακάθερ  € Mf ισχύει Β \ ρ =  0, 
επομένως

K l i p )  =  Λίί(ρ) = =  h \\{p )  =  0.

Κάνοντας χρήση του τύπου του Weingarten, υπολογίζουμε

B l { e  i , e i ,ei) =  ( ν 'β ^ ,β χ ) ) ^ '® " '1·^

=  ( e i ( ^ n ) e 3  +  ei{K\)e\){TXiBN"f)X
+  h 'A ( y i< $ ) (T' S<S>N' lS)± + h \ \ { V i e \ ) ' ? ' f ® N ’l n ± 

=  h f ^ i 4 ) ( T l } e N ‘i f ) ± + K t ( V i e ^ T l ^ N ' 1f ) \

Όμοια

B f c u e u e t )  =

Συνεπώς για κάθε σημείο ρ  του Mf ισχύει Β^βι, βχ, ei)|p =  (βι» ei» 2̂)|Ρ 
λόγω του (ΐ) έχουμε ότι Β 2 \ρ =  0·

— 0 και 
□

Μιγαδικοποιούμε τις διανυσματικές δέσμες T M 2>Tl f , N * l f  και επεκτείνουμε C- 
γραμμικά το (3,1)-τανυστικό πεδίο Β 2) οπότε αποκτούμε το μιγαδικό (3,1)-τανυστικό 
πεδίο

Β \  : Γ{ Τ Μ 2 β  C) χ Γ(ΓΜ2 ® C) x Γ{ Τ Μ 2 ® C) — *■ Γ((ΤΧ/  0  AT1 / ) χ  ® C).

Το μιγαδικό (3,1)-τανυστικό πεδίο Β 2 δέχεται την ανάλυση

β* =  Β \  (3’0)d z 3 + Β * (2,1)d z 2d z  +  Β*2 {1'2)d z d z 2 +  β* (0’3)d23.

Από το Λήμμα 2.2.5(i) έχουμε i?2p ^ e i,e i)  +  =  0 για X  £  A { U )
και {ei,e2} τοπικό ορθομοναδιαίο πλαίσιο του U. Για ei =  e 2 ~  ~7b ^ v '> επει ή̂
Έϊ ~  ΉΙ + m  και & =  ~ ^)> 1  τελευταία σχέση γίνεται

« « * £ ■ !> - ° ·
Επομένως

όπου

β* = β* (3'ο)̂ 3 + β* (°'3w ,

.* (3,0) _  T 3 * ( d _  A  A )  R *  (0,3) _  J L  J L \
2 2 ' β τ ' ft* f t? ) '  2 2 ^&ζ'  &z'  &Z*

,  D *  ( 3 ,0 )  D *  (0 ,3 )  και ισχύει B2 -  B2 ·
Στο U  ορίζουμε το 6-διαφορικό

Φ*2 := (β* (3>°\β; W ) d z 6.
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Το Φ2 είναι χαλά ορισμένο σε όλο το Μ2 και λόγω του Λήμματος 2.2.5(iii), ισχύει

(  *a|p, P € M U

n \ p  =  {
Ι ο ,  ρ  6  A ff .

Θεωρούμε ένα σημείο ρ € Μ® και έστω (Ζ7, ζ) μιγαδικός χάρτης γύρω από το ρ  
με ζ(ρ) =  0  και U  Π M f  =  { ρ } . Από το Λήμμα 2.2.2(iv) το Φ2 είναι ολόμορφο στο 
27—{ ρ } . Επειδή είναι και συνεχές στο σημείο ρ , συμπεραίνουμε ότι το Φ2 είναι ολόμορφο 
στο U  [1]. Επαναλαμβάνοντας την παραπάνω διαδικασία γύρω από όλα τα σημεία του 
Mf, έχουμε ότι το Φ2 είναι ολόμορφο 6-διαφορικό σε όλο το Μ2. Από το Θεώρημα 
Riemann-Roch έχουμε Φ 2 = 0. Συνεπώς δείξαμε ότι Φ2 =  0. Κατά συνέπεια για κάΰε 
ρ  G Μχ  ισχύει Φ2 \ρ =  0 ή ισοδύναμα

|B2(ei;e i,e i)|2(p) -  |B2(ei, ex,e2)\2(p) -  2i{B2(ei , e1,e1) , B2{e1,e1,e2)){p) =  0.

Από την τελευταία σχέση, λόγω της Πρότασης 1.3.1 προκύπτει ότι σε κάΰε σημείο 
ρ € Μχ  η έλλειψη ^ (ρ ) είναι κύκλος με ακτίνα

«2 (ρ) = |5 2(ei,ei,ei)|(p) =  |B2(e i,e i,e 2)|(p).

Επομένως, η διάσταση του κάθετου χώρου δεύτερης τάξης στο τυχόν ρ € Μι είναι 
0 ή 2. Αν dimiV2/  = 0 για κάΰε ρ 6 Μι, τότε σύμφωνα με την Παρατήρηση 1.3.1, 
/(Μ 2) C S'4, όπου 5 4 είναι μια μέγιστη 4-σφαίρα της S n . Ατοπο, αφού έχουμε ήδη 
αναφέρει πως εξετάζουμε κορεσμένη ελαχιστική επιφάνεια /  : Μ2 — * Sn, τι > 5. 
Συνεπώς, niaXpg^adimAT2/  = 2 το οποίο σημαίνει ότι η  >  6 . Αν η =  6, τότε η 
διαδικασία σταματά εδώ και αν η  > 7, τότε συνεχίζει.

Είναι τώρα εύλογο η διαδικασία αυτή να γενικεύεται επαγωγικά. Για λόγους πλη
ρότητας της απόδειξης των αποτελεσμάτων, ΰα περιγράφουμε λεπτομερώς το επαγωγικό 
βήμα.

Έστω /  : Μ2 — ► S n }n  > 7, συμπαγής, κορεσμένη, ελαχιστική επιφάνεια γένους 
μηδέν και ΰετικός ακέραιος r με 2 < r < — 1. Τποΰέτουμε ότι για κάΰε s €
{2,...,r} ισχύουν τα ακόλουΰα:

(I) Τπάρχουν διανυσματικές υποδέσμες Ν * 1 Ν * ^ 1 f  της κάΰετης δέσμης N f
με βαΰμίδα 2 υπεράνω του Μ2 έτσι ώστε =  A's“ 1/ | ms_d όπου

M s - i  : = { P S M 2 : ||Β:_1||(ρ ) > 0 }

και

\ m \  :=
\ 3ΐ )···%?β+ΐ ” 1

είναι το μήκος του συμμετρικού (s + 1 , 1)-τανυστικού πεδίου

Β*  : Δ(Μ 2) χ ... χ Δ(Μ 2) — » Γ((ΤΧ/  0  iV*1/  ® ... ® Ν * 3' 1/ ) 1 ),

5+1

X s+1) B*t (X1,...,Xt+1) =
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Θέτουμε Β {  =  Β .
Για το (5 +  1 , 1)-τανυστικό πεδίο Β*  ισχύουν:
(i) Αν Χ \ }..., X s- i  G Δ(Μ 2) και {ei,e2} είναι οποιοδήποτε τοπικό ορΰομοναδιαίο 

πλαίσιο του Μ2, τότε

— > Χ » ~  ΐ ί  e i ,  β χ )  +  5 J ( X  ι , X s - i j  6 2 ^ 2 )  =  0.

(ii) Av G Δ(Μ 2), τότε

b *s(x u . . . ,xs+1) = (v ^ b ; . ^ ,  ...,x s+1))(rl/®w*1/®-®N**'1/)x.

(iii) και = 0.
Επιπλέον, τα σύνολα M s~ \ είναι μη κενά, ανοικτά και πυκνά υποσύνολα του Μ2, 

με Μι D M 2 D ... D ΜΓ_ι και το συμπλήρωμα καΰενός από αυτά στο Μ2 είναι 
πεπερασμένο σύνολο.

(II) Μιγαδικοποιούμε τις διανυσματικές δέσμες Τ’1/ ,  N * l f , ..., N * r~ xf ,  επεκτείνουμε 
C-γραμμικά τα β*, οπότε αποκτούμε τα μιγαδικά (s  +  1 ,1)-τανυστικά πεδία

Β ; : Γ(ΤΜ 2 ® C) χ  ... χ  Γ(ΤΜ2 ® C) — + Γ ((Γ 1/  0  ΑΤ1/  φ  ... φ  N**~lf ) x  ® C ).
ν V . ■ ✓

s+1

Το Β* ως μιγαδικό (5  +  1 ,1)-τανυστικό πεδίο δέχεται την ανάλυση

Β * =  Σ  Β ;  <*<,>)d zpd z q.
p+g=s+1

Σε ένα μιγαδικό χάρτη (C7, ζ) του Μ 2 με ζ  =  χ  +  i y  και ( ,) =  Ε \ά ζ \2 θεωρούμε τοπικό 
ορθομοναδιαίο πλαίσιο { e i,e2} με ei =  ^ g g |, e2 =  + +  Ισχύει η σχέση

•Si(X i, . . . ,X s- i , e i , e i )  + Β * (Χ ι, ...,·^*-ι>ε2,β2) =  0,

γιοι κάθε Χ ι , . , . , Χ ^  € Δ(17). Επειδή £  =  & + gf, =  »(& -  |=), η τελευταία 
σχέση γίνεται

Επομένως, το Β * έχει την ανάλυση

β ; =  β ; (*+ι'° )^ + ι + 5 ;

όπου
d * («+1,0) _  r * (J L  J L \  β *  (°^+1) =  Β * ( —  — )

° ^ d z * ' " * d z h  5 * ' 8 2 * ' " ' 8 2 *

και ισχύει Β Ί  (*+1,°) — Β ζ  (°*β+1\
Υποθέτουμε ότι τα καλά ορισμένα μιγαδικά (2s + 2)-διαφορικά

Φ* — (B s {5+1'° \ Β *  W t y d z 2**2

είναι εκ ταυτότητος μηδέν.
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(III) Για κάθε μιγαδικό χάρτη (U ,z )  με ζ  =  χ  +  i y  και {,) =  E \d z \2 υπάρχει 
ορΰομοναδιαίο πλαίσιο κατά μήκος της / \ μ γ- ι με εφαπτόμενο μέρος {βχ = ^ gj^ ,e2 =

και κ^ ετο Ρ̂ ρος {ea}  έτσι ώστε

e3 =  — β(βι,βι), e4 =  — 5 (e i,e2),Κι Κι

es =  — ^ (β ι,β ι,β ι), εβ
κ2

— ^ 2(e i,e i,e2),
κ2

* 1  1
e 2r- i  = ------- B r_ i ( e i ,  . . . ,β ι ) ,  e 2r = --------Br- ι ( ε χ , . . . ,  βχ, e 2),Kr—1 Kt-_i

όπου ks- i > 0, για το οποίο υποθέτουμε ότι στο Μ5_χ Π U  ισχύουν οι σχέσεις

(dlogK5_i + iw2s-i,2*) Λ φ — i s u i 2 Λ φ  

και

-  i(s  +  ϊ)Η * ω ΐ2 + ^  ^ » ωβα) Α φ =  Ό, α > 2β +  1 .
0 > 2 s+ l

Θα δείξουμε ότι τα (I), (II), (III) ισχύουν και για s =  r +  1.

Λπόδβ^η. Λόγω της επαγωγικής υπόθεσης, ισχύει Φ* =  0 στο Μ 2 και συνεπώς 
Φ*|μγ_ι =  0. Θα δείξουμε ότι η έλλειψη Ε Γ(ρ) είναι κύκλος σε κάΰε σημείο ρ  € ΜΓ_χ.

Το ΜΓ_ι, ως μη κενό και ανοικτό υποσύνολο του προσανατολισμένου πολυπτύγ- 
ματος Riemann Μ2, είναι και αυτό προσανατολισμένο πολύπτυγμα Riemann. Έστω ρ  
ένα τυχόν σημείο του ΜΓ_χ. Γύρω από το ρ € ΜΓ_χ θεωρούμε μιγαδικό χάρτη (Uyz)  
με ζ  =  x  +  i y  και ( ,) =  Έ|<2ζ|2. Έστω {ei,e2} τοπικό ορϋομοναδιαίο πλαίσιο στο U  με 
ei =  7 § 3Ϊ> e2 =  Στο υ  έχουμε ^  -  i^ )  = *·/Ε(βι -  ie 2)·

Για το (2r +  2)-διαφορικό Φ* ισχύει Φ*|ρ =  0 αν και μόνο αν

^ d z , " ' , d z ^ , B * ( d z ' m" ’ d z ^  ° ’

ή ισοδύναμα λόγω της σχέσης Β * \Μτ_1 -  Β Γ |μγ_ι ,

β ζ’ ' 9 ζ

Όμως έχουμε
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_ 1 ,-,Ιϋ ^  ( τ  +  1\  . , . .
-  ρ + ϊ Ε  2 2 ^ [  m  )-®r(ei,

m=0 ' ' m

Συμβολίζουμε με I  το σύνολο των άρτιων αριΰμών του συνόλου { 1 , r + 1 } και με J  
το σύνολο των περιττών αρηϊμών του, επομένως

Β τ ^ θ ζ ' " ' ' δ ζ ) ~  2r+i E

2r+i

Υ. (-1)̂  ^1')̂ r(ei,-..,ei)e2,...,e2_)
I,m=2l \  m  *

1 E *  £  ( - l ) « ( r +  1U ( e a.....e1)e2>...,e2;.
m6J,m=2/+l

Επειδή από το Λήμμα 1.3.2 ισχύει

B T(e ι , . . . ,ei) +  i?r(e i,..., e i ,β2> ) =  0,

είναι

Β.
( - l ) lB r{e i,.. . ,e i) , m  = 2l,

m  =  2i +  1 ,
r(ei,...ei,e2,..-,e2) =  <

m  ̂ (~1),-Sr(ei,...,ei,e2),
και επομένως,

S' < l .....S ’ “  .....« · ) Ε ( " » )
m€/ v 7

..«.·«.) ς (Τ)·m e J K m  '

Όμως ισχύει

— ι. 1 
2r+1

s m - s f : 1) -
και τελικά έχουμε

5 r( ^ ’"·’^ )  =  2 i 'I "̂'Br ê i ,"',e i  ̂~  ^•Er2i 5 r(ei>...,ei,e2). 

Οπότε, από τη σχέση Φ*|ρ =  0 συνάγεται ότι στο Mr_j ισχύουν

|Sr(ej, ...,β ι) | — |·ΒΓ(βι, .. . ,β ι , e2)|,

{■®γ(®11 ···> ®ι)> ·®γ(®1ι ···) ει, e2)̂  = 0.
Λόγω της Πρότασης 1.3.1 έχουμε ότι η έλλειψη .ΕΓ(ρ) είναι κύκλος σε κάδε σημείο του 
ΜΓ_ι· Αυτό σημαίνει ότι dimN £ f  € {0,2} για κάδε ρ  g ΜΓ_ι·

Αν υποδέσουμε ότι dimN £ f  =  0 για κάδε ρ  <= ΜΓ_ι, τότε από την Παρατήρηση 
1.3.1 υπάρχει μέγιστη 2r-ocpaipa της S n ώστε /(A f2) c  S 2 t. Άτοπο αφού η εμβάπτιση 
είναι κορεσμένη στην 5η. Άρα, υπάρχει σημείο ρ  <= M r~ \ ώστε dimA£/ =  2, ή ισο
δύναμα ||Β;||(ρ) > 0, το οποίο σημαίνει ότι το σύνολο ΜΓ := {ρ  € Μ2 : ||β;||(ρ) > 0} 
είναι μη κενό.
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Επειδή η ||£*|| είναι συνεχής συνάρτηση, το σύνολο ||i?*|| Χ((0,+οο)) =  Μ Τ είναι 
ανοικτό στο Μ 2.

Επιπλέον, αφού

β ;  \ρ  =

Βτ\ρ·> V ^  -Λ̂ γ—1) 

0, ρ  € M £ _ lt

έχουμε Μ τ C ΜΓ_ι·
Στη συνέχεια, ι3α δείξουμε ότι το Μ τ είναι πυκνό σύνολο του Μ2. Έστω int(MJr) ^ 

0 . Θεωρούμε ένα μη κενό, ανοικτό και συνεκτικό υποσύνολο V  του Μ £. Έχουμε 
Β * \ν  = 0. Αν V  Π Μ Γ- ι  =  0 , τότε ΰα ισχύει V C Μ^_1. Αδύνατο, αφού το Μ^_1 
αποτελείται από πεπερασμένα σημεία. To V  Π ΜΓ_ι είναι μη κενό και ανοικτό σύνολο 
στο οποίο έχουμε B T\vr\hfr- \  =  0. Τότε, σύμφωνα με την Παρατήρηση 1.3.1, η /  δε ΰα 
ήταν κορεσμένη, άτοπο. Επομένως το Μ τ  είναι πυκνό υποσύνολο του Μ2.

Έστω ρο £ Μ $. Θεωρούμε γύρω από το ρο μιγαδικό χάρτη (Ζ7, ζ) με ζ =  x  +  
iy , (j) == E \d z \2 και ζ(ρο) =  0. Επιλέγουμε ορΰομοναδιαίο πλαίσιο κατά μήκος της 
/  με εφαπτόμενο μέρος {ei,e2}, όπου ei =  e2 =  και κάθετο μέρος
{βα}. θ έ τ ο υ μ ε := (B ;(ei,...,ei),ee ), Ιι*Λ2 := (S ;(ei1 ...,e1 ,e2),eQ) καιΗ * α := 

(̂r),i +^(r),2> *fl0t α ^ 2r +1. Προφανώς, η if ; 01 είναι διαφορίσιμη για κά-θε a  >  2r +1  
και

( 1̂» ***) ®ΐ) ^  ̂ '̂(Γ),1 α̂ϊ *·*ϊ 1̂» 2̂) =
a > 2r +l

Σ
a > 2 r + l

u*oc __ 
'l(r),2e <*·

Στο ΜΓ_ι Π 17 έχουμε =  -BrlMr-jni/, συνεπώς η σχέση

( d H °  -  i ( r  +  1 )Ή “ω12 +  Σ  Β βΓωβα) Α φ  =  0
P>2r+1

μας δίνει τη σχέση

(dH*ra - ί ( Γ  +  1)ΊΤΓαωϊ 2 +  Σ  Χ βωβα) Λ φ  =  0 (2.7)
β>2τ+1

για κάθε a  > 2r +  1 . Επειδή το Μ ^_ λ είναι πεπερασμένο σύνολο, λόγω συνέχειας η 
τελευταία σχέση ισχύει γύρω από το τυχόν σημείο του U.

Με τη βοήΰεια των σχέσεων (2.3), (2.4) και των σχέσεων

η (2.7) γίνεται

ά Η Τ  =

ωαβ =

d H : ΐ*α
. ΘΗ ,

d z  Η----r^-az,
d zd z

f d  . J N,_
Mcxfi{-Q^)dz -f- ωα̂ (— )az,

5 F T
Σ 9αΡΗ *β '

β

στο C7 γύρω.από το 0, όπου ffQ/3 =  - ω β α (-§=) -  ^ S ^ d l o g i5(j=) είναι διαφορίσιμες 
συναρτήσεις και είναι το δέλτα του Kronecker.
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Σύμφωνοί με το Λήμμα 2.2.3 είτε Η *α =  Ο για κάΰε a  =  2r +  1 ,.,.,π  ή οι κοινές 
ρίζες των Ή *£  είναι μεμονωμένες και υπάρχει ΰετικός ακέραιος 1Τ και διαφορίσιμες 
συναρτήσεις G r : U  — ► C ώστε να ισχύει

Η Τ  =  z l'G * a (2.8)

για κάθε α > 2r + 1 με (G 2̂r+1(0) , ..., Gjn(0)) Φ (0, ...,Ο).
Αν ήταν #*α =  0 για κάύε a  = 2r +  1 , τότε B r \unMr- i  — άτοπο αφού 

λόγω ττ̂ ς Παρατήρησης 1.3.1, η /  δεν ΰα ήταν κορεσμένη. Επομένως, οι κοινές ρίζες 
των H r είναι μεμονωμένες στο U  και το σύνολο {ρ  e  U  : jB* |ρ =  0} αποτελείται από 
μεμονωμένα σημεία. Άρα και το σύνολο Μ ? =  {ρ  € Μ 2 : 5*|ρ =  0} αποτελείται από 
μεμονωμένα σημεία και αφού το Μ2 είναι συμπαγές, είναι πεπερασμένο.

Μπορούμε να ΰεωρήσουμε λοιπόν ότι ισχύει U  Π =  {ρο}· Από την υπόΰεση, 
γνωρίζουμε ότι σε κάΰε σημείο ρ  του U  ισχύει Φ*\ρ =  0, ή ισοδύναμα

\ B ; ( e 1, . . . , e 1) \(p) =  \B'r (e1, . . . , e 1, e 2)\(p)

και
...,βχ,e2))(p) -  0.

Συνεπώς στο U  ισχύει

{■^γ (^ ι ,  ■ ··, βχ) iB r (ex, .·■) βχ, 62), (ex , ·**,βχ) ΐΒ Γ(βχ, **., β χ ,β 2) )  =  0. 

Όμως λόγω της (2 .8) έχουμε

S ; (e i , . . . ,e i ) - iB ; (e 1,...)e1,e2) =  Σ  H *a ea =  z lr Σ  ^ Τ ε α·
a> 2r+ X  a> 2r+ X

Συνεπώς στο U  — {ρο} επειδή ζ φ  0, ισχύει η ισότητα

( ]Γ  G^e*. Σ  G *?ea ) =  0,
a > 2 r + l  a > 2 r + l

η οποία λόγω συνέχειας ισχύει και στο ρο- Επομένως για κάύε q € 1/ ισχύει

|R*( Σ  δΓ«-)|(9) = Μ  Σ  <Γ*α)|(β)#0,
a= 2r+ X  or=2r+ I

<Re( Σ  Σ  *£“*«)>(«) = °·
a= 2r+ X  a=2r-fX

Για χά&ζ q € t/ ορίζουμε τον διδιάστατο υπόχωρο ΛΓ*Γ/  του καθέτου χώρου της /  
στο q

η η
N * r f ~  span{R *( Σ  Gya ee ) |„ I m (  Σ  

a = 2 r + l  a= 2r+ X

Επομένως στο U  έχουμε τη διανυσματική δέσμη βαΰμίδας 2

N " f \ u  =  U  K r f -
geu
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Επειδή Β Τ\Μτ =  Β * \Mr, έχουμε για q <= U  -  {ρ0}
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Nqf  =  span{Br(e i,.. . ,e 1)|9, 5 r(e1, . . . ,e i )e2) |J
=  span{S;(ei,...,ei)|„  B * (e u e,, e2) |J  
=  sPan{Re(Br(ei1- ,e i ) | i - iS ; ( e 1 ,...,e i,e 2)|9),

Im(-®r(ei. ei)|q -  i B * ( e i , ei, e2)|9) }
= span{Re(.zir ^  G*“ea) |g,Im(^’· ^  G*“ea)|g}

a>2r+l a>2r+l
=  span{Re( £  Ο α ) | „ Μ  £  0 ^ ) 1 , } ,

<*>2r+l a>2r+l

ισχύει = Ν ^ \ ν _ {ρο}.
Αν επαναλάβουμε την παραπάνω διαδικασία γύρω από όλα τα σημεία του ilfc 

όπως είδαμε είναι πεπερασμένα το πλήύος, αποκτούμε τη διανυσματική δέσμη N * r f  
βαΰμίδα 2 στο Μ 2 για την οποία ισχύει Ν * τ/ \ μ γ =  N r f  \Mr.

Ορίζουμε την απεικόνιση

Β ; +1 : Δ (Μ2) χ ... χ Δ (Μ2) — » Γ ((Τ1/  0  ΛΓ*1/  ® ... ® jV*r/ ) X)
r+2

( X u . . . , X r+2) ^

B*r+1( X 1: . . . , X r+3) := ...V^r+id/(J5fr+2))(Tl/®w*1/®-®^*’'/)J·_

Η s ; +1 είναι Ζ)(Μ2)-γραμμική ως προς την πρώτη μεταβλητή της. Θα δείξουμε 
ότι η Β; +1 είναι συμμετρική και επομένως da είναι £>(Μ2)-γραμμική ως προς όλες 
τις μεταβλητές της. Καταρχήν, επειδή Μ ι  D Μ 2 D  ... D  ΜΓ, ισχύει N * l f  \Mr = 
N 1f \ M r i . . . ,N * r f \ Mr =  N Tf \ u r και επομένως έχουμε Β*+1 \Μτ =  £ γ+ι |Μτ- Συνεπώς, 
η £ Γ*+1 είναι συμμετρική στο Μ τ . Το αποτελείται από πεπερασμένα σημεία και 
επομένως, λόγω συνέχειας, η 5 *+1 είναι συμμετρική και στο Μ®. Για τους ίδιους λόγους 
ισχύει

^r+iC^i) ι , ei) + ^r+i(ATi, ..., ATr,e2,e2) =  0,

για X i,...,X r e  Δ(Μ 2) και {ei,e2} οποιοδήποτε τοπικό ορ-θομοναδιαίο πλαίσιο του 
Μ 2.

Για Χι, ...,ΧΓ+2 € Δ(Μ 2) έχουμε

^r+llAir(^l»—s-Xr+2) =

=  i?r+l|Mr(Ai) ..., Αγ+2)

=  (V^i ...V^r+id/(Xr+2))(̂ 1/lM’'ffiWl/lMr®''®Wr/|Mr)'L

= (Vi, (ν4,...ν^1#(χ^))1' ^  )<T,,l“'*K,,l“'*-wr'w>i
S  I- ■ v -  1

€TH-l/|Mr
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= (V^Br|Mr(X2, ...>Xr+a)){rl/®JVl/l"'®-®Ar/li#')J·
=  i y fx B * \Mr(xa, .... j : r+2) ) ( r , / i^®A rl^ re ..4 w v-/ i« r )J·

και λόγω συνέχειας, ισχύει και στο Μ£. Άρα στο Μ2 έχουμε τη σχέση

β ; +1(χ  1,.. . ,xr+2) = ( v fXlB;(x2,. . . ,xr+2))(Tlfm'lf9- w 'rf)±.

Εν συνεχεία, ΰα δείξουμε ότι αν Β;|ρ =  0, τότε Β*+ ι\ρ =  0. Για το σκοπό αυτό, 
ΰεωρούμε μιγαδικό χάρτη ( U , z )  του Μ 2 και τοπικό ορΰομοναδιαίο πλαίσιο κατά μήκος 
της /  με εφαπτόμενο μέρος {ei,e2} και κάθετο μέρος {eQ} έτσι ώστε ea =  e* για 
α =  3 ,..., 2r+2, όπου τα e%,..., eJr+2 είναι τέτοια ώστε iV*1/  =  sp a n ^ , e \} ,. . . ,N * Tf  =  
span{e2r+1,e2r+2}. Ορίζουμε τις συναρτήσεις

οι οποίες είναι τέτοιες ώστε

B*r {e ι 1 ’ ei) — (̂r)r,t le2r+l +  h *2r+2 * 
(r),l e2r+2

και
5 r(ei, ...,βι,β2) — ^(^2 le2r+l +  ^ { r ) ^ 2 e2·r+2*

Πράγματι, αυτό γίνεται διότι για κάθε ρ  € Μ 2 ο  διανυσματικός χώρος spanImB*L 
είναι υπόχωρος του N *r f. Τούτο ισχύει από το Λήμμα 1.3.1 για κάθε ρ  € ΜΓ_1} αφού 
β *ΐΜΓ_, =  Β ,Ι * ^ . Αν ρ € M $ _ lt  τότε ισχύει τετριμμένα επειδή Β*\ -  0.

Λόγω του τύπου του Weingarten έχουμε Γρ

=  ( V 'Br*(e i, ...,

+  (v £ B ;(e l t ..., e i))(T,/® ^ ,/e...«Mr-/)x 

= (V i ( f ® 1^  + ^ 2e |r+2))(r l/®W*V®...®W.V),  

=  J i ^ V i  e2r+1)(Tl/®A,'1/®-®w'r/)x

+ ^*r),l2 ( V i  e2r+2 ) ̂  ® " ·® ΛΓ,Γ/) A ̂

Όμοια,

B;+i(e i,...,e i,e2) =  1 (Vx e2r+1 )(τ’ /© w 1 /Φ-ΦΝ-· /}J_

+  fc® a(V ie5r+2)(i ,‘/eAr->/e...eAr-/)x

Τπο·θέσαμε πω ς B ; |p =  0 , άρα

-  C T w  -  » ;£ '& > )= * » ♦ » ( , , .  o



και σύμφωνα με τις παραπάνω σχέσεις,

# r + l(e l> - > e l) lΡ =  ^ r + l(e l>"-)e l ’ e2)lp =  °·

Από αυτή τη σχέση και επειδή η £*+1 είναι συμμετρική και τέτοια ώστε να ισχύει 
Β*+1( Χ ι , . . . , Χ Τ,β ι , ε ι )  +  B*+1( X \ ,  . . . ,X r ,e 2 , e 2 ) =  0, έχουμε Β*Τ+1\ν =  0. Συνεπώς 
αποδείξαμε ότι αν ρ  είναι ένα σημείο του Μ ,̂ τότε Β*+ ι\ρ =  0.

, Τελικά, για την Β*+ι ισχύει

( -̂ Γ+llpj Ρ  ̂^Γ5

Ι ο ,  p e  M f.

Μιγαδικοποιούμε τις διανυσματικές δέσμες Τ1/ ,  AT*1/ ,  ...,iV*r/ ,  επεκτείνουμε C- 
γραμμικά την Β*+1 και αποκτούμε το μιγαδικό (r +  2 ,1)-τανυστικό πεδίο

Β ; +1 : Γ(ΓΜ2 ® C) χ ... χ Γ(ΓΜ2 ® C) — » Γ ((Τ 7  ® N f l f  θ  ... 0  N ^ f ) 1  ® C)).
γ + 2

Η #*+1 ως μιγαδικό (γ + 2 ,1)-τανυστικό πεδίο δέχεται την ανάλυση

β ; + ι =  Σ  K + i q)d ^ ·
p+g=r+2

Σε μιγαδικό χάρτη ([/, ζ) του Μ 2 με ζ = x  +  iy  και ( ,) =  E \ d z \ 2 γνωρίζουμε ότι ισχύει

..., ι,βχ) -I- Β*+1(Χι, ...,Xr,e2,e2) =  0,

για X \ , . . n X r 6 Δ(Ϊ7) και {βι,β2} οποιοδήποτε τοπικό ορθομοναδιαίο πλαίσιο του U. 
Αν ■θεωρήσουμε βχ =  e2 =  τότε επειδή £  =  £  4- £  =  »(& -  &),
η τελευταία σχέση γίνεται
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Επομένως,

όπου

| ) . ο.

β ;+ι =  s ; +([+2’0)dzr+2 + s ; +(10’r+2W +2,

R* (r+2,0) _  π* ^  \  o* (0,r+2) _  r>* ^  V
d z ’ ' d z ·

και ισχύει B;+([+2'0) =  B*+f’r+2\
Ορίζουμε τοπικά το (2r +  4)-διαφορικό

Φ*+1 := (ΒΓ*+([+2·0),5 ;+([+2’0))ά ,2r+4

Θα δείξουμε ότι είναι καλά ορισμένο σε όλο το Μ 2. Για το λόγο αυτό -θεωρούμε χάρτες 
του Μ 2 (Uj<p) με μιγαδική συντεταγμένη 2 και (V,V0 με μιγαδική συντεταγμένη ζ με 
U C \V  Φ 0 . Επειδή το Μ2 είναι επιφάνεια Riemann, οι απεικονίσεις φ  ο φ~~ι >φ ο φ ~ ι



είναι ολόμορφες, δηλαδή ^  =  0 και ^  =  0. Σ το  U C lV  έχουμε τις σχέσεις §-ζ =  $ζ §ζ, 

άζ =  και επομένως
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. 9 ζ ^ s *+^ac, '■■, d c } ^ 2T+/i

-  < « * 4 ... ..................... l»<S>2r+4&2r+4

= « I  >r+2B~ 4 ....!  >■ <Ι>'+!β~ 4 .... ^ » ^ +<
d d ,2r+4

a* ’ δζ

Άρα το Φ*+1 ε ν̂αι κο£λά ορισμένο (2γ +  4)-διαφορικό στο Μ2.
Έστω ρ  € Μ Γ. Θεωρούμε γύρω από το ρ  μιγαδικό χάρτη (U, ζ )  με ζ  — χ  -Η i y  και 

( ,) =  E \d z \2. Επιλέγουμε ορϋομοναδιαίο πλαίσιο κατά μήκος της f \ \ f rn u  με εφαπτόμενο 
μέρος {e i,e 2}, όπου e\ =  e2 =  και κάθετο μέρος {eQ}, όπου

®3 =  3-β (ε ι ,ε ι ) ( e4 =  — S (e i,e 2),
Κ ι  Κ ι

e5 = -^-B2(ei,e i,e i), e6 =  — B2(ei,e i,e2), 
K2 K2

e2r+i -  —Br(ei,...,e i,e i) , e2r+2 =  — Br(ei ,...,e i,e 2)"t Kr

και ea για a  > 2r + 3 είναι τυχόντα. Συμβολίζουμε με {ωι,ω2} το συμπλαίσιο του 
{βχ, e2}. Στο ΜΓ Π U  έχουμε το μιγαδικό (Ι,Ο)-τανυστικό πεδίο φ  =  ωχ 4- =  y /E d z
για το οποίο ισχύουν οι σχέσεις (2.4) και (2.5).

Έχουμε

a> 2r+ l

S r ( e i , . . . l e i , e 2) ~  ^  Λ“Γ),2€«
λ > 2 γ + 1

και £Γ“  =  +  ^ ( ϊ ·) ,2 Υ ια α =  2 r  +  Ι , , . , , π .  Επ ειδή  επ ιλέξαμε ως ορΰομοναδιαίο

πλαίσιο της Λ Γ /Ι λ̂ πι/ το {e 2r+ i =  — £ r ( e e 2r+2 =  ~ B r (e i, 
έχουμε

^w ti1 =  Kr< ^(r),l ~  °> a > 2r + 2,

Aw !2 ~  Kr’ ΛΓ*·),2 =  0, a  2 r  +  2
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κοα συνεπώς
Η ? * 1 =  Kr> # γ2γ+2 = *«τ·

Στο Μ τ Π U ισχύει η σχέση (d H ?  -  i ( r  +  1 )Η *ω \2  +  Σ / 3> 2γ + ι  ^ τ ωβο) Λ φ  =  0 
για κάι9ε a  > 2r +  1. Για a  =  2r -f 1 λαμβάνουμε

(<2/Cr-i(r +  l)/CrU>i2+ ^  # r w/?,2r+i) Λ ^ “  0 
, 0 > 2 r + l

και αν χρησιμοποιήσουμε το γεγονός ότι για β  > 2r Η- 3 ισχύει

παίρνουμε τη σχέση

(Br ( e i , ..., e i ) ,  e^} +  i ( B r (e ι , ei ,  e2) ,  ep) 

(Κτβ2r +l , ep )  +  i (Kr e2r+2, Bp) =  0,

(dlogKr +  io»2r+l,2r+2) Λ  0 =  i(r +  1)^12 A  0. (2.9)

Αν περιοριοριστούμε στο M Ti η (Γ1/ ! ^  Θ N l f \h iT ® ■■· Θ ATr/ | Wr)X ε(νοα διανυ- 
σματική δέσμη με βαθμίδα n -  2r -  2 και η Β τ+ι \μ τ ε'ναι (Γ +  2 ,1)-τανυστικό πεδίο. 
Στο M r Π U, λαμβάνοντας υπόψη τον ορισμό της Β τ+ι *αι τουζ τύπους των Gauss και 
Weingarten, έχουμε

Β ,«  Ιμ,(«ι ..... «ι) =

=  (Vi.

+  (v^e2r+i)(Tl/lMr®Wl/lMre"'®Wr/lMr)J·

=  «V Σ ,  (ν^β27·4-1>βα)6α 
a>2r+3

=  Kr W2r+l,a(el)e“·
ο:>2γ·̂ -3

Επιπλέον,

s r+i|jwr(ei,...,ei) =  -jBr+x|Mr(e2»eii ••■iei,e2)
— —Kr Σ  W2r+2,a(e2)eQ.

a>2r+3



1

Όμοια αποδεικνύεται ότι

^r+i|ji#r (ei, ...,ex ,e2) =  «V ^  ^2r+2,a(ei)ea
λ>2γ+3

=  «γ ^2Γ+1,α(β2)βα·
a>2r+3

Επομένως στο Μ Τ (Ί U  έχουμε για a  > 2r -f 3
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W2r+l,a(ei) =  U2r+2,a(ei) =  W2r+l(a(e2)
t

και
^ (r+ l) ,l  “  ^ Γ ^ Γ + Ι ,α ί^ ΐ) ,  X)  2  —  K r U 2 r + l , a ( e 2 ) ‘

Από τις παραπάνω σχέσεις παίρνουμε στο Μ τ  Π U

Η ? + χ =  h * r + 1) ! +  i ^ +1j(2 =  « r ^ 2r+i ja (e i)  +  i/cr a;2r+ι,α(β2)· 

Εύκολα διαπιστώνουμε ότι

^ r +ΐΦ ~  r̂W2r+l,at 4" i/CrU;2r.f.2jQ.

Οι εξισώσεις Ricci για a  > 2r +  3 δίνουν

2 η
ά * ; 2 r + i , a  =  y i c ^ u  Λ  +  7 > 2 γ + 1 „  Λ

J=1 0=3

(2.10)

<^2r+2,or — ^ 2 r+ 2 j  Λ fa^a  - f  ^  O>2r+2,0 Λ
J—1 0=3

Για 5 == 2,...,r έχουμε τοπικά στο Ms_i

S s(e i , . . . ,e i)  =  ks_ i ^  ω2β- ι ,α(βι)βα = - /c s_ i
a> 2s+ l a> 2s+ l

και

B s ( f i l , — , e i . e 2)  =  « s - ι  ω 2« - ι ,α ( β 2) ε α  =  « s _ i  ^  W2i | a ( e i ) e a ,
a> 2s+ l a> 2s+ l

άρα W2S_i,a (ei) =  -W2S,a(e2) xai w2s-i,a(e2) =  W2S,a (ei) για a  =  2s + 1, ...,η . Όμως, 
B s(ei, =  κ*β28+ι και -Bs(ei, ...,e i,e2 ) =  Kse2S+2> επομένως έχουμε

«sW2s-l,2s+l(ei) =  -W2S|2S+1 (e2) =  ——
^s—1

W2s,2s+2(ei) =  W2s-l,2s+2(e2) =
*5—1

(2.11)

(2.12)

και
ω 2ί - 1,α (β ΐ)  =  W2slQ(e2) =  0 , (2.13)
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για α  Φ 2s +  1,

^2s-l,a(e2) “  i^25,a(ei) — Ο, (2-14)

για α  Φ 2s +  2. Άρα για κάθε a  > 2r -f 3 ισχύει ω ζβ-ι,α  =  ^2s,a =  0.
Επίσης, για α >  2r +  3 είναι ω \α =  ftfjUJj με =  (23(ei, e^), ea) =  Ο και

ω2α =  Σ * = ι με /i“j = (B {e2 re j ) }ea ) — Ο, συνεπώς ωΐα  =  α;2α = 0.
, Τελικά παίρνουμε

ω5α = 0, (2.15)

για s  =  1 ,..., 2r, a > 2 r  + 3.
Οι εξισώσεις Ricci από τις σχέσεις (2.15) γίνονται

< ^ 2 r + l (a  =  ^ 2 γ + 1 ,2 γ + 2  A  0 > 2 r + 2 ,a  +  ^  ^ 2 r + l , / 3  Α  ω β α ,  ( 2 . 1 6 )

/3>2r+3

d^2r+2,a =  W2r+2,2r+l Α O^r+l.a +  ^  ^2r+2,j0 Α ω β α . (2.17)
/?>2r+3

Παραγωγίζοντας εξωτερικά τη σχέση (2.10) και κάνοντας χρήση των σχέσεων (2.5), 
(2.9), (2.16), (2.17) παίρνουμε τη ζητούμενη ισότητα

{d H aT+l -  i ( r  +  2 )Ή αΓ+1ω12 +  £  # ? + ι ω/3α) Λ φ  =  0
/?>2r+3

για κάθε a  > 2r +  3 στο ΜΓ Π 17.
Μιγαδικοποιούμε τις διανυσματικές δέσμες

T 1f \Mr , N 1f \ Mr, . . . , N r f \ Mr,

επεκτείνουμε C-γραμμικά την £ γ+ι |μγ και αποκτούμε το μιγαδικό ( γ  +  2 ,1)-τανυστικό 
πεδίο

Β γ+ι \μ γ : Γ(ΓΜγ ® C) χ ... X T(TMr <g> C)
S------------------- ---------------------'

r+2

— »r((TVlwr Θ ^ / | μγ 0 .. .  © I T f l M r ) 3- ® C).
Η ·Βγ+ι |μγ ωζ μιγαδικό (r -f 2 ,1)-τανυστικό πεδίο δέχεται την ανάλυση

Βτ+ι \μτ = Σ  Br+i\(̂ fd zpdzq.
p + g = r+ 2

Σε ένα μιγαδικό χάρτη (C/, με z =  χ  + i y  και ( ,) =  E|dz|2 του Μ2, σύμφωνα με το 
Λήμμα 1.3.2, ισχύει

B r + 1 Ιλίτ ( * 1  ϊ *··ϊ j ε ΐ ϊ ^ ι )  +  -S-r-l-11 Tlir- ( * 1  j *·*ϊ ) ^2j £%) =  0,

για Χχ,...,ΧΓ € Δ(/7) και {ei,e2} οποιοδήποτε τοπικό ορθομοναδιαίο πλαίσιο του U. 
Αν θεωρήσουμε βχ =  e2 = τότε επειδή £  =  & + & » & = * (& -& )>
η τελευταία σχέση γίνεται
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Επομένως, η Β τ+ι \μ τ έχει την ανάλυση

B r+1 \Mr =  Sr+i | ^ 2'0)^ r+2 +  B r+1\ § ; +2)d r +\

όπου

Βγ-η Ι Ϊ 2'0>= Β ,+1|Μ, ( | ; , . . . , | ; ) ,  i3r+.lSSr2) =  ..... ί )
d z ’ ’ dz dz 'd z -

* n i(r+2.0) n i(0jT‘“I'2)και ισχύει Βγ+ι |μγ =  β Η-ι|Mr · 
Ορίζουμε to (2r Η- 4)-διαφορικό

Επειδή

ισχύει

·— /R i(r+2,0) ρ |(r+2,0)\ «
—  \B r+ i\M r > ^ + ι Ιλ/γ

Γ ·®γ + 1  |ρ> ρ €  Μ Γ ,

^ ; + ι ΐ Ρ  =
1  0, Ρ<Ξ Μ®,

f $r+l|p) Ρ e  Mr,
$ r+llp= S

1 ο, ρ  6 Μ®

και επομένως το ΦΓ+χ είναι καλά ορισμένο σε όλο το ΜΓ. Συμβολίζουμε με {ωχ,ω2} 
το συμπλαίσιο του {ei,e2}. Στο ΜΓ Π U  έχουμε το μιγαδικό (Ι,Ο)-τανυστικό πεδίο 
φ  =  ωχ + iu>2 = και τις μιγαδικές συναρτήσεις Η?+χ για α =  25 +  3, ...,η.
Θα αποδείξουμε ότι ΦΓ+χ = \ E r+2 £ a > 2r+3(-^r+i)2̂ 22r+4 στ0 M r D U  και ότι είναι 
ολόμορφο.

Θεωρούμε μιγαδικό χάρτη (t/, ζ) με 2 =  x+iy και {,) =  E \d z \2 του Μ 2. Επιλέγουμε 
ορΦομοναδιαίο πλαίσιο κατά μήκος της / | μ γπ £/ μ ε  εφαπτόμενο μέρος {βχ,βϊ}, όπου
ei =  t e L ·  e2 =  7 8 ^  και κώϊετο μέρος Κ } -  όπου

β3 =  — S(ei,ex), e4 =  — Β(βι,β2),Κχ «χ

β5 =  — ̂ (βχ,εχ,βχ), β6 =  7--Β2(β1,βχ,β2),
«2 *2

e 2r+ i  =  —  B r ( e i , . . . , e x , e i ) ,  e2r +2 =  — 5 Γ( β χ , . β χ , e2)
Kr r̂ T

και ea για a  > 2r  4- 3 είναι τυχόντα. Στο M r Π U, επιχειρηματολογώντας όπως στην 
αρχή της απόδειξης (σελ. 33), αποδεικνύεται ότι
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Επομένως, έχουμε

r-fl Θζ θζ
— 2*®  ̂ (- τ̂( Ι̂) ·**) ^ΐ) “  -̂̂ γ+1 (®1 j *··ι ®ι* 2̂))

=  2 Ε  2 ( Σ  Λ?·+1),1β“ ~ * Σ  ^(r+l),2ea)
a>2r+3 a>2r-f3

1 τ - , ΐ ±2 -==α
= 2 ^  2 Σ  ^r+ie*

a>2r+3

και συνεπώς

Θέτουμε

ΦΓ+1 =  {Br+ l\ % f ' ° \ B T+l\% ^ ° '))d z 2r+i

=  V 2< Σ  F “+Ie“· Σ  H ar+ lea ) d z ^
a>2r+3 a>2r+3

=  W +2 Σ  <X+i)2dz2r+i.
a>2r+3

/ r+ ! ··= W +2 Σ  (H “+ l ) 2 ·
a>2r+3

Αποδείξαμε στο ΜΓ Π 27 τη σχέση

{dH r+l -  i(r +  2 )Η Τ+Χωΐ2 +  ^  -^f+ ι^ α ) Λ φ  =  0
/ 3 > 2 γ + 3

για κάΰε α > 2r +  3. Πολλαπλασιάζοντας αυτή τη σχέση με 1ι αθροίζοντας ως 
προς α > 2r 4- 3, λαμβάνοντας υπόψη την (2.5) και επειδή

Σ  Η τ+ ΐΗ τ+ 1ωβα Λ φ  =  0,
α ,β > 2 τ + 3

φτάνουμε στη σ χέσ η

<*(ϊ Σ  ( Β " ^ Ϋ ) α Φ + τ- ^  £  (Η ? + ιγ ά φ  =  0,
<x>2r+3 a>2r+3

ή ισοδύναμα

d (  Λ  Φ +  ' tJ L o. / γ+1 άφ =  0 .£r+2/ Ύ ' £ γ+2
Λόγω των (2.3), (2.4) μετά από πράξεις βρίσκουμε

<9/r+l
=  0.

Συνεπώς το ΦΓ+ι είναι ολόμορφο διαφορικό στο 27.
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Θεωρούμε ένα σημείο ρ  € Μ ξ  και έστω (U ,z )  μιγαδικός χάρτης γύρω από το ρ  
με ζ (ρ )  =  0 και U  Π Μ ξ  =  {ρ}. Το Φ*+1 είναι ολόμορφο στο U  — {ρ} και συνεχές 
στο σημείο ρ, άρα Φ*+1 είναι ολόμορφο στο U  [1]. Επαναλαμβάνοντας την παραπάνω 
διαδικασία γύρω από όλα τα πεπερασμένα σημεία του Μ ξ , έχουμε το Φ*+1 ολόμορφο 
(2r  +  4)-διαφορικό σε όλο το Μ 2 και από το Θεώρημα Riemann-Roch Φ*+1 = 0 . □

2 . 3  Β ο η θ η τ ι κ ά  α π ο τ ε λ έ σ μ α τ α

Θα συνοψίσουμε όσα μέχρι στιγμής έχουμε αποδείξει και ·θα χρειαστούμε στη συ
νέχεια για τις συμπαγείς, κορεσμένες, ελαχιστικές επιφάνειες γένους μηδέν στη σφαίρα. 
Για το σκοπό αυτό χρειαζόμαστε τον ορισμό και το λήμμα που ακολουθούν.

Ο ρισμός 2.3.1. Σ ε  προσανατολισμένο πολύπτυγμα R ie m a n n  Μ 2 θεω ρούμε τοπικό  
ορϋομοναδιαίο πλαίσιο {ei,e2} του προσανατολισμού, το συμπλαίσιό του  {ωι,ω2} και το 
σύνολο των 1-μορφών Λ1 (Μ2). Ο  τελ εσ τή ς  του Hodge ορίζεται να είναι η  απεικόνιση

* : Λ1 (Μ2) — > Λ1 (Μ2),

ω =  ω(εχ)ωι +  ω(β2)α>2 ■— ► := — w(e2)u;i +  ω(βι)ω2.

Αποδεικνύεται ότι ο ανωτέρω ορισμός είναι καλός, δηλαδή ανεξάρτητος του πλαισίου 
{ei,e2}. Προφανώς ισχύει *ω\ =  ω2 και *ω2 =  —ω \.

Θυμίζουμε ότι για μια συνάρτηση g €  D ( M 2) η κλίση της gradg και η Λαπλασιανή 
της A g , όπου Δ  είναι ο τελεστής Laplace του Μ2, δίνονται ως gradp =  ei(<7)ei+e2(<7)e2 
και A g  = ei(ei(ff)) + e 2(e2(p)) -  (Veiei)(ff) -  (Ve2e2)(g).

Λήμμα 2.3 .1 . Έ στω  {ei,e2} τοπικό ορϋομοναδιαίο πλαίσιο του Μ 2 και {ω χ,ω ζ} το 
συμπλαίσιό του.

(ΐ) Για τυχούσα σ υνά ρτη σ η  g € D ( M 2) ισ χύ ε ι η  σ χ έσ η

d(*dg) = A g u i  Α ω 2.

(ΐϊ) Α ν  η ,ω  e  Λ1 (Μ2), τότε

η  ~  * ω  <=> η  Α φ  =  %ω Λ φ,

όπου φ  =  ω\ +  ίω2.

Α πόδειξη , (ΐ) Αρκεί να δείξουμε ότι d (* d g )(e i ,e 2) =  A g . Πράγματι, επειδή 

dg =  dg (ex)u>i -f dg(e2)i0 2 =  ei(p)o;i +  ε 2(ρ)ω2,

έχουμε
* d g  =  - ε 2(ρ)ωι +  ei(p)w 2.

Υπολογίζουμε

d ( * d g ) ( e  i ,e 2) =

=  -d (e 2(^)) Awi(ei,e2) +  d(ei(p)) Au>2(ei,e2)
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-  β2{$)ω\2 Aa;2(ei,e2) + ex{g )u 2 i Ao;i(ei,e2)
=  rf(e2(p))(e2) + d(ei(p))(ei) -  e2($)w12(ei) -  ez(s)u2i(e2)
=  e2(e2(p)) + ei(eite)) -  e2(^)(Veie i,e2> -  ei(p)(Ve2e2,ei)
=  Δ$.

(ii) Η απόδειξη είναι απλός υπολογισμός. □

'Πρόταση 2.3.1. Έ στω  /  : Μ 2 — ► S n , n  > 3, σ υμ π α γή ς , κορεσμένη , ελαχιστική  
επιφάνεια γένους  μη δέν . Υπάρχουν ανοικτά υποσύνολα Μ \,..., A/m_i του Μ 2 μ ε  Μ \  3  
Μ2 3  ... D Mm_i, όπου m := 1 +  f2^ ] , τέτοια ώστ  ̂τα συμπληρώ ματα  τους MJ =  
Λ/2 — Μ$ για κάθε s  € {l,-..,m  — 1} να είναι πεπερασμένα σύνολα και ισχύουν;

(i) Η  έλλειψη Ε $ s-τά ξης είναι κύκλος ακτίνας k s > 0 σ ε  κάϋε σημείο  του Mm ~ χ 
για κάϋε s € {1, ...,m — 1}. Επιπλέον, ο αριϋμός η  είναι άρτιος και η  =  2m.

(ii) Υπάρχουν διαφορίσιμες συναρτήσεις g$ : Μ 2 — > [0,+οο) μ ε  gs \Mm~i =  
K2s\Mm- 1 , 9s\m ^ _ i  =  0 για κάϋε s  €  { 1 ,  . . . , m  -  1 } .  Επιπλέον, για κάθε ρ  G Μ £ _ χ ,  

υπάρχει μ ιγαδικός χ ά ρ τη ς  (Ι Ι , ζ ) μ ε  ζ(ρ ) =  0 και gs =  |z|2Zsus στο £/, όπου Zs θετικός 
αιτφαιοξ* και € D (U ) θετική  συνάρτηση.

(iii) Για κάθε μιγαδικό χ ά ρ τη  (U, ζ )  μ ε  ζ  =  χ  Η- iy , {,) =  .Ε|ιίτ|2 υπάρχει τοπικό  
ορϋομοναδιαίο πλαίσιο {e^} κατά μ ή κ ο ς  τη ς  f \u n M m^  μ ε  εφαπτόμενο μ έρ ο ς  {ei,e2}, 
όπου βχ = ζ/ β '&χ ’ β2 =  ~7E^y και κ^ϋετο  ^Φ°9 {ea} τέτοιο ώ στε

e2*+i =  —S e(ei,...,ei), e2s+2 = —5*(ei, —jβχ,e2), s E { l r . . ,m ~ l} ,  

για το οποίο ισχύουν τα ακόλουθα

^2s+l,2s+2 “  (s -l· 1 )ωΐ2 =  *dlogKS)
ft

^2s-i,2s+i(ei) =  -iu 2S)2s+1(e2) =  — — ,
&s — 1

^2s-i,a(ei) =  iu2Sia(e2) =  0, a  > 2s -f 1, 

w2s,2s+2(ei) =  w25_1}2s+2(e2) =  —
Kg —1

^2s,a(ei) = ^25- 1^(62) =  0, a > 2s +  1 , a  ^  2s +  2 , 

ωΓα =  0, 1 < r < 2s, a  > 2s + 3.

Απόδειξη, (i) Έχει αποδειχτεί στο επαγωγικό βήμα ότι σε κάθε σημείο ρ  € M s η 
έλλειψη μέχρι και s-τάξης στο ρ  είναι κύκλος θετικής ακτίνας, για κάθε s  6 {1 ,...,m  — 
1}. Επειδή Μ \  3  Μ2 3  ... 3  M m~  1 , σε κάθε σημείο του Mm_ 1 η έλλειψη s-τάξης 
είναι κύκλος ακτίνας > 0 για όλα τά s  G {1, ,..,m -  1}.

Επειδή η /  είναι κορεσμένη, για τυχόν σημείο ρ  του Mm_x έχουμε

Tm s n = Τρ7  ® λ£ /  0 ... 0 iv™ -1/ .

Όλες οι ελλείψεις κάθε τάξης είναι κύκλοι με θετική ακτίνα, άρα όλοι οι κάθετοι χώροι 
της /  στο τυχόν ρ  6 Mm_ 1 είναι διδιάστατοι. Επομένως, η παραπάνω ανάλυση μας δίνει 
η  — 2m, δηλαδή ο αριθμός η  είναι άρτιος.
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(ϋ) Για κάθε s  βέτουμε

ffS =  ^rii-B :n2·

Επειδή Μ ι D Μ2 D ... D Mm_ 1( ισχύει Β * \Mfn_i =  B s \Mm. i  και Β*[μ ^  =  0. 
Επομένως έχουμε

( Κ*(ρ), Ρ e  Mm_ 1,
ft(p )  =  {

Ι ο ,  p e M ^ .

Στο επαγωγικό βήμα αποδείξαμε ότι =  ... =  Φ̂ ι_1 =  0 από όπου συμπεραίνουμε 
ότι |jB*(ei, ·**,€ι)| =  |jB*(ei, ...,e i,e2)|. Λαμβάνοντας υπόψη τις σχέσεις (2.6) και (2.8) 
υπολογίζουμε

Ss =  i | JEf:(e1, . . . ,e 1) |2 +  i l ^ ( e 1, . . . ,e 1,e 2) |2 =  i  £  ((/ι^ ) 2 +  ( h ^ 2)2)
a = 2 s + l

=  \  Σ  \ H ? \ 2 =
a=2s +l

όπου u s := £ Σ1= 2*+ ι Ι^Γΐ2·
(iii) Εφόσον =  ··· =  =  0, τα £ 5(e i,...,e i) ,£ s(e i,...,e i,e2)

είναι ισομήκη και κάθετα μεταξύ τους για κάθε s  €  {1, Επομένως, η επιλογή
αυτού του πλαισίου είναι εφικτή.

Γνωρίζουμε ότι στο Mm _ χ για κάθε s € {1 ,..., m — 1} ισχύει η σχέση 

(^25+1,25+2 -  (S +  1)α>ι2) Λ φ  =  id log κ 3 Λ <ρ, 

επομένως από το Λήμμα 2.3.1 (ii) έχουμε

^2s+i,2s+2 -  (s  +  1 )ω ΐ2 =  *dlog*5.

Οι υπόλοιπες σχέσεις έχουν αποδειχτεί στο επαγωγικό βήμα ( (2.11), (2.12), (2.13), 
(2.14), (2.15)). □

Στο ανοικτό και πυκνό υποσύνολο Mm_i του Μ2 έχουμε τις διανυσματικές υ- 
ποδέσμες -ΑΓ1/ | Λίτ7ΐ_1, ..., jVm“x/  \Mm~i της κάθετης δέσμης με βαθμίδα 2. Για κάθε 
5 € {1,...,τη -  1}, η δέσμη N * f \ Mm^  έχει μετρική (,)5 τη μετρική της 5η περιορι
σμένη σε κάθε ένα από αυτά και συνοχή V5 την κάθετη συνοχή της εμβάπτισης / ,  
επίσης περιορισμένη σε κάθε ένα από αυτά. Επιπλέον, η δέσμη έχει τανυστή
καμπυλότητας

R s : x A(Mm- 0  χ Γ(ΛΡ/Ι*,»-ι) —  Γ(ΛΓβ/Ι* « -ι).

Cχ , yi v )  ~  R 8( X , y ) y  =  V x V y V  -  -  v fo y , ν .
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Αν {ei,e2} είναι τοπικό ορθομοναδιαίο πλαίσιο του προσανατολισμού του Μ 2 και 
ορύομοναδιαίο πλαίσιο του προσανατολισμού της N sf\M m- i  που επάγει η Β $, 

δηλαδή ο προσανατολισμός που ορίζει στην το πλαίσιό της

*··ι ^l)i li ***) ^2)}ϊ

τότε η καμπυλότητα K s της ορίζεται ως

K s =  -<He(ei,e2K,uS),.

Έχουμε επιλέξει τοπικό ορΰομοναδιαίο πλαίσιο {e2s+i, e2s+2} της N s έτσι ώστε

lj ·**» βΐ) == Κ,$&2ε+\> *·*) 1̂, €2) — fts02s+2
*

για κάθε s 6 {1 ,..., m  — 1}.
Η μορφή συνοχής a>25+i,2$+2 της δέσμης είναι

^25+ 1,2$+2 (-^0  =  { V x e 2 5+ l , e 2s+ 2 )s  

για X  € Δ  (Μ2) και ισχύει

<^2s+l,2s+2 = - Κ $ωι Λω2. (2.18)

Πρόταση 2.3.2. Έ στω  f  : Μ 2 — ► S n συμπαγής, κορεσμ ένη , ελα χ ισ τική  επιφάνεια 
γένο υς  μηδέν . Τ ό τε  στο M m - 1 , όπου m  -  1 + [ ^ ] ,  ισχύουν:

(i) Κ  =  1 -  2 κ \.
(ii) Για s € {1, ...,m -  1} η καμπυλότητα  K s τη ς  δ έσ μ η ς  N s f  \Mm- i  €^ at

K* =  <

2 κ \ - 2 %

.2
«1

K\
— 2·

ft
s —1

UJ+1
*2

ftm -1
f t :m—2

5 = 1 ,

1 < 5 < m — 1, 

s =  m — 1.

(iii) Δ logk s =  (5+1)ΑΓ-ΑΓδ, 1 < s < m -1, K,aiAlog(fti...«m«i) = ^ -̂ +^ AT-1.

Α πόδειξη. Σύμφωνα με την Πρόταση 2.3.1 (i) έχουμε n  =  2m. Επιλέγουμε ορθομονα- 
διαίο πλαίσιο όπως στην Πρόταση 2.3.1 (iii),

(i) Σε κάθε σημείο του Μ 2 έχουμε |B(ei,ei)| =  |S (e i,e2)| =  κχ, επομένως από 
τη σχέση (1.3) έχουμε Κ  =  1 -  2ftf στο Μ2, άρα και στο

(ii) Η καμπυλότητα της N l f \ u m^  δίνεται από τη σχέση άω$Α =  -Κ χ ω χ  Αω2. Από 
την εξίσωση Ricci έχουμε du34 =  ω3ι Λ ω1Α +  ιυ32 A u>24 +  Σ α>3 ω3α Α ωα4* Όμως 
ω3ι A Wi4(ei, e2) =  -ft2 = α>32 Λ w24(ei, e2) και από τις σχέσεις

ί ^ 3 3  =  ω 44  =  0 ,

^3δ(βΐ) =  ω54(β2) -  — ,
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^ 3 α (β ΐ) =  ω4α(β2) = 0 ,  a > 5 ,

^46(βΐ) = ^3β(β2) =  — ,
«1

ω4α(β ι )  =  u;3<*(e2) = 0 ,  a >  5 ,α  Φ 6 ,

έχουμε

^ w 3QAwQ4(ei,e2) =  2^|.
α>3 * ι  V

Επομένως για την καμπυλότητα της N l f \M m_1 ισχύει η σχέση

Κχ =  2 /cf -  2 ^ | .
« ι

Η καμπυλότητα ΑΓ5 της N s f  |Mm_n όπου 5 =  2, ...,m — 2, δίνεται από τη σχέση 
du>2s+i,2s+2 — —Κ $ωι Λω2. Η εξίσωση Ricci είναι

< ^ 2 s + l ,2 5 + 2  =  i ^ 2 s + l , l  Λ  0 ; i (2s+ 2 +  CJ2 s + i )2 Λ  W 2 )2 s+ 2  +  W 2 s + l,t t  Λ  ω α )2 «;+2 .

a>3

Σύμφωνα με την Πρόταση 2.3.1(iii), ισχύουν οι σχέσεις

ωΓα =  0, 1 < r  < 2s — 2, a  > 2s +  1.

Επιπλέον, ισχύουν οι σχέσεις

^2s-l,2s+l(ei) =

ω2β-ι,α(βι) =  

^2s,2s+2(ei) =

^β,α (β ΐ) =

Ακόμη, ισχύουν οι σχέσεις

^2s+i,2s+3(ei) =

^2s+l,a(ei) =

1̂ 25+ 2 , 25+ 4 ( 6 1 )  =

^ 2 s + 2 ,a ( e i )  =

από όπου παίρνουμε ότι ω2β+ι,α 
Υπολογίζουμε

-k>2s,2s+l(e2) — —~ j 
K'S—l

ω25,α(β2) = 0 , α > 2 s+  1,

^25- 1,25+2(62) = ——,
5̂ — 1

W2s-i,Q(e2) = 0 , a  > 2s +  1, α φ  2s + 2.

—ω 2ί+2,2ί+3 (^2) =  - ^ ι

w25+2(a(e2) = 0 , a  > 2s + 3,

^2s+l,25+4(e2) ”
K>s

^2s+i,a(e2) =  0, a > 2s +  3, a  φ  2s  +  4, 

= a>2s+2>a =  0 για κάΰε a  > 2s +  5.

2

^ 2 s + i , 2s + 2 ( e i ,e 2) =  y ^ u ) 2 S+ i j  Λ Wj)2s+ 2 ( e i , e 2) +  ^ w 2s + i,a  Au>Q(2s + 2 ( e i , e 2)
j s  1 a>3
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=  53 ^2s+l,e A  W tti2s+2(elj e2)
3<a<2s-2

■f 53 ^25+Ι,α Λ ωα|2«+2(βΐ, C2)
2s-l<a<2s+4

+ 53 a;2s+1>« Λ wa,2s+2(ei, β2)
a>2s+5

= ^ 2  ω 2ε+1,α Λ W Qj2s+2(ei, β2) =  -2 ~ ^ L  + 2-*+1
2 s - - 1 < 0 ! < 2 $ + 4  1  Κ 2

Τελικά για s =  2 ,..., m — 2 ισχύει

2
#«, =  ^ ω ι A u ^ e i^ )  =  “ <^25+1,25+2(61, 62) =  2 - ^ ---- g—5+1_

/c2 ·

Η διανυσματική δέσμη JVm /!«·„_, έχει καμπυλότητα / fm_1 γιβ 0πο(α 
ρ(ζουμε ότι

= ~~^;2m-lJ2m(6l )62).

Επειδή
ωΓα =  0, 1 < ν < 2m  - 4 , a  > 2m — 1,

W 2m -3,2m -l(ei) =  -W 2m -2 ,2m -l(e2) =  i ,
Km~2

£^2m—2,2m(e l)  =  ^ 2m - 3 ,2m (6 2 ) =  —
2

l^2m -3,a(e l )  == ω2τη-2 ,α(β2 ) =  0, a  >  2m — 1,

^2m-2,a(ei) =  ^2m-3,ot(e2) =  0, a  > 2m — 1, a  ^  2m, 

παίρνουμε από την εξίσωση Ricci

J^m—l ~  “ d^2m—l,2m(el, 62) =

2

=  53 UJ2m ~ ld  Λ a,i.2m(eil e2) +  5 3  ω 2η ι - l,a A 0^2*1(61,62)

γνω-

j=i a>3

Σ Λ2 _
ω2τη-1,α Awa(2m(ei,e2) = ----T ^ ·

* Km-2Oi>2m—3

(iii) Παραγωγίζοντας εξωτερικά τη σχέση w2i+i)2s+2 -  (s +  l)wi2 =  * d \o g  k s , που 
αποδείξαμε στην Πρόταση 2.3.1(iii) παίρνουμε

^ 2s+l,2s+2 — (s +  l)dwi2 =  <f(*dlog/cs).

Από το Λήμμα 2.3.l(i), τις σχέσεις (1.4) και (2.18) έχουμε στο M m - i  τη σΧέσΤ)

Δ  log k s =  (s + 1 ) Κ  -  K s
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για κά'θε s  € {1 ,..., m— 1}. Αθροίζοντας ως προς s, για 1 < s  < m —1, και λαμβάνοντας 
υπόψη το (i) και το (ii), φτάνουμε στη σχέση

Alog(/ci.../cm_i)
m(m + 1)  

2
Κ  — 1.

2



Κεφάλαιο 3

Κ ύρια αποτελέσματα

3 . 1  ' Α π ο δ ε ί ξ ε ι ς  τ ω ν  κ υ ρ ί ω ν  α π ο τ ε λ ε σ μ ά τ ω ν

Είμαστε πλέον έτοιμοι να δώσουμε τις αποδείξεις των θεωρημάτων, που έχουν α
ναφερθεί στην εισαγωγή. Στις αποδείξεις θα γίνει χρήση, εκτός από τα αποτελέσματα 
του Κεφαλαίου 2, αποτελεσμάτων της Ολικής Διαφορικής Γεωμετρίας, όπως του Θεω
ρήματος Gauss-Bonnet, του Θεωρήματος Gauss-Green, της Αρχής Μεγίστου και του 
Θεωρήματος Μοναδικότητας των ισομετρικών εμβαπτίσεων.

Το αποτέλεσμα που ακολουθεί οφείλεται στον Calabi [6].

Θεώρημα 3,1.1. Έ στω  f  \ (Μ, {,)) — > 5n,n > 3, σ υμ π α γή ς , προσανατολισμένη, 
κορεσμένη , <=λαχιστχκή επιφάνεια γένους  μη δέν . Τότε:

(ΐ) 0  αριϋμός n  είναχ άρτιος {η  = 2m).
(ii) Τ ο  €μβαδό Α ( Μ )  τη ς  επιφάνειας dvax ακέραιο πολλαπλάσιο τον 2π  και ισχύει 

Α (Μ )  > 2n m ( m  +  1).

Απόδειξη. (i) Έχει αποδειχθεί στην Πρόταση 2.3.1(i).
(ii) Λαμβάνοντας υπόψη την Πρόταση 2.3.1(ii) και την Πρόταση 2.3.2(iii) έχουμε

Δ log u  =  m ( m  +  Τ )Κ  — 2 (3.1)

στο M m - i ,  όπου u  := 3? -ffm-i·
Από την Πρόταση 2.3.1, το Μ ι̂_1 αποτελείται από πεπερασμένο το πλήθος σημείων. 

Θεωρούμε τυχόν σημείο του ρ. Γύρω από το ρ θεωρούμε μιγαδικό χάρτη (U ,z ) του 
Μ  ώστε ζ(ρ )  =  0, 2 =  x  + iy , {,) =  E \d z \2 και U  Π Μ^__2 =  {ρ}. Επιλέγουμε 
ορθομοναδιαίο πλαίσιο κατά μήκος της /  με εφαπτόμενο μέρος {ej,e2}, όπου e \ =  

e2 =  και κάΰετο μέρος {ett} ώστε στο U  -  {ρ} να ισχύει e2s+i =
i B s(ei,...,ei), e 2s+ 2  =  ^ B s (ei ,...,e 1,e2) για κάΰε s e  1}.

Λόγω της Πρότασης 2.3.1 (ii) ισχύει u  =  \z\2iuo στο U  με l := h  +  ... +  lm ~ i, 
όπου uo είναι διαφορίσιμη δετική συνάρτηση ορισμένη κοντά στο ρ € Μ^_1( Έστω 

=  { ρ ι ,...,Ρί}. Για κάθε s € {1,...,ί} 'θεωρούμε γεωδαισιακή μπάλα Β ε (ρ3) με 
κέντρο το ρ* και ακτίνα ε  >  0 έτσι ώστε B e (ps ) Π =  {ρ$} και -θέτουμε

t

:= Μ  -  U
s— l

53
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Το Μ ε είναι πολύπτυγμα με σύνορο

t
8 Μ ε =  | J  d B e(ps).

5=1

Προσανατολίζουμε θετικά το σύνορο δ Μ ε και συμβολίζουμε με ν  το εξωτερικό μονα
διαίο κάθετο του Μ ε. Από το Θεώρημα των Gauss-Green έχουμε

/  Δ  log u d M  — / (z/, grad log u )d a
JM e JbM .

Y ]  /  <1/, grad log u) da,
t r i J d B c(ps)

όπου d M  είναι το στοιχείο εμβαδού του Μ  και ά σ  είναι το στοιχείο μήκους του δ Μ ε .
Έχουμε ήδη -θεωρήσει μιγαδικό χάρτη (U, ζ )  γύρω από τ ο ρ 5 με z (p s) =  0. Θεωρούμε 

πολικές συντεταγμένες (ρ,0), όπου χ  — p c o s 9 ,y  =  psin0. Για τα διανυσματικά πεδία 
ισχύουν

JL
d p

. 8  · α 9cos0«r- +  sin0— , 
ο χ  o y

δ_
δ θ

-p s in 0 —  + pcos0

Επειδή γύρω από κάθε σημείο του ισχύει u  =  \z \21u q , αν θέσουμε |ζ| =  ρ,
τότε έχουμε u  =  p2iu0, logu =  2H ogp +  logu0 και u \dBe(ps) =  ^«olaBeO»*)·

Επίσης, το εξωτερικό μοναδιαίο κάθετο είναι το

ν
ι δ

y / E d p

και το στοιχείο μήκους του d B e(ps) είναι το d a  — \·§$\άθ ~  py/EdO . Συνεπώς έχουμε

/  Δ  log u d M  =  V  /  (ι/, grad log u) da
J m c s ^ l JdB'(P·)

i /■ Q  ̂ <·
=  - V  /  ?(■£-,g ra d lo g u o )d 0 -2 i V )  /  d0

=  -4 π Ιί ~  V  /  grad log tto)d0.
s-1 Jd B e(ps) Op

Παίρνοντας το όριο καθώς το ε τείνει στο 0, βρίσκουμε

lim /  Δ  log udM = —4τγ/£,lim f
JMe

(3.2)
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επειδή η ποσότητα (^,gradloguo) είναι φραγμένη. Ολοκληρώνουμε τη σχέση (3.1) 
στο Μ ε , παίρνουμε το όριο και λαμβάνοντας υπόψη την (3.2) έχουμε διαδοχικά

lim / Δ log u d M  =  m ( m  -f 1) lim /  K d M  — 21im /  d M ,
e~¥°JM e e“ *° J  Με ε~*° J m e

—47rii = m(m +  1) j  K d M — 2 j  d M ,
J m  J m

ή
A ( M )  =  2π/ί + -  f o -  ^  [  K d M .

2 Jm

Επειδή το Μ είναι συμπαγές και γένους μηδέν, έχουμε f M  K d M  =  4τγ, λόγω του 
Θεωρήματος Gauss-Bonnet. Επομένως ισχύει

Α ( Μ )  =  2 π (π ι(π ι  + 1) 4- I t) ,

δηλαδή το εμβαδό του Μ  είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του 2 π  και επιπλέον Α ( Μ )  > 
2 π π ι( π ι+ 1 ) .  □

Παρατήρηση 3.1 .1 . Α ξ ιζα  να σημειω θεί ότι για το εμβαδό τον Μ  ισ χύ ε ι Α ( Μ )  =  
2ππι(νη  +  1) όταν Mm_ ι =  Μ .

Άμεση απόρροια του Θεωρήματος 3.1.1 είναι το ακόλουθο  [2]

Πόρισμα 3 .1 .1 . Έ στω  f  : (Μ, (,)) — > S 3 σ υμ πα γής, προσανατολισμένη, ελαχιστι- 
κή επιφάνεια γένο υ ς  μ η δ έν . Τότε η /  είναι ολικά γεω δαισιακή.

Στη συνέχεια θα  αποδείξουμε το σημαντικό αποτέλεσμα ακαμψίας που οφείλεται 
στον Barbosa [4], για την απόδειξη του οποίου χρειαζόμαστε το Θεώρημα Μοναδικότη
τας των ισομετρικών εμβαπτίσεων στη σφαίρα [10].

Θεώρημα 3 .1 .2 . Έ στω σαν  / ,  /  : Μ η — > $n-\-k \σ0μ €τρ ικ ές  εμβαπτίσεις του συνε
κτικού πολυπτύγματος R ie m a n n  M n σ τη ν  S n+k. Σ υμ β ο λίζο υμ ε  μ ε  N f , Β ,  Vx και 
N f , Β ,  Vx τη ν  κάθετη δέσμ η , τη  δεύτερη  θεμελιώ δη μορφή και τη ν  κάθετη  σ υ 
νοχή τω ν f  και f  αντίστοιχα. Υποθέτουμε ότι υπάρχει ισομορφισμός Τ  μ ετα ξύ  των 
διανυσματικώ ν δεσμώ ν N f , N f ,  ξρ =  (ρ,ξ) ■— ► Τ ξ ρ =  (ρ,ξ) τέτοιος ώστε:

(i) (Τ ξ ρ,Τ η ρ) =  (ξρ,ηρ) για  κάθε ξρ ,η ρ € N f .
(ii) Οι^δεύτερες θεμελιώ δεις μορφές συνδέονται μ έσ ω  του ισομορφισμού μ ε  τ η  σ χ έσ η  

Τ ο Β  =  Β .
(iii) Για X  G Δ(Μ η) και ξ  e  Δ Χ(/)  ισχύει Τ (ν£ξ) =  ν^(Τ ξ).

Τότε υπάρξει ισομετρία  τ  τη ς  Sn+fc έτσι ώστ  ̂/  =  r o / .

Θεώρημα 3 .1 .3 . Έ στω σα ν  f  : (Μ , (,)) — ► S2m, /  : (Μ, (,)) — ► S2m συμπαγείς 
προσανατολισμένες κορεσμένες, ελα χ ισ τικές  επιφάνειες γένο υ ς  μ η δ έν . Τ ότε υπάρχει 
ισομετρία τ τη ς  S2m τέτοια ώ στε  f  =  τ  ο f .



56 Κύριοί αποτελέσματα

Α πόδειξη . Θεωρούμε τοπικό ορθομοναδιαίο πλαίσιο {βχ,β2} στον προσανατολισμό του 
Μ. Επίσης, όπως στην Πρόταση 2.3.1, για κάθε s  € {1, ...,m — 1} θεωρούμε για την /  
στο σύνολο Mm_x τοπικό ορθομοναδιαίο πλαίσιο

^2s+l ~  ***j ̂ l)i &2$+2 =  ***j 2̂)Ks Κ$

της διανυσματικής δέσμης N s f\M m- i ·  Αντίστοιχα για την /  στο σύνολο Mm- i  θεω
ρούμε τοπικό ορθομοναδιαίο πλαίσιο

β2*+χ =  r=-Bs ( e β23+2 =  —B5(ei,...,ex,e2)

της διανυσματικής δέσμης Χ·
To M m _  1  Π  M m _ i  είναι ανοικτό ως τομή ανοικτών. Έστω U  μια συνεκτική συνι

στώσα του. Ορίζουμε απεικόνιση Τ  μεταξύ των διανυσματικών δεσμών N f \ i / i  N f \ u  
ώστε για κάθε ρ  € U  και s  €  {1, ...,τπ — 1} να ισχύει

r e 2s+ l|p  =  €2s+ l|p , T e 2s+2|p =  β25+2|ρ

και την επεκτείνουμε £>(17)-γραμμικά. Προφανώς η Τ  είναι ισομορφισμός. Επίσης, είναι 
φανερό ότι για κάθε ξρ ,η ρ € N pS \u  πληρείται η σχέση (Τ ξρ ,Τ η ρ) =  (ξρ,ηρ).

Γνωρίζουμε από την Πρόταση 2.3.2 ότι στο U  ισχύουν οι σχέσεις Κ  =  1 — 2/cf =  
1 — 2/Cj. Συνεπώς είναι κχ =  ίίχ.

Για κάθε ρ  e  U  ισχύει Τ  ο B ( e χ,βχ)|ρ — κι(ρ)^3|Ρ — κι{ρ)Έ ζ\ρ =  £(βχ,βχ)|ρ και 
όμοιαΤοΒ(βι,ε2)|ρ =  B ( e i ,e 2)|p. Επειδή οι Β , Β  είναι £>(Μ)~γραμμικές, συνάγουμε 
ότι Τ ο  Β  =  Β .

Θα δείξουμε ότι για τις μορφές κάθετης συνοχής των / ,  /  ισχύει ω αβ = ω αβ. Στο 
U  για την /  από την Πρόταση 2.3.2 έχουμε τις σχέσεις

2 κ \  — to ) 5 =  1 ,

# *  =  <
K s

2 ~ τ ~
« 5 - 1

2 ^ s+ l

« i  ’

1 <  5 <  m — 1

Κ 2
Λ τ η - 1

ο 1 S — m — 1,
1 « m - 2

και
Δ  log/c5 =  ($ 4- 1 ) Κ  -  K Si

όπου Κ 3 είναι η καμπυλότητα της διανυσματικής δέσμης N sf \ u  και είναι το μήκος 
του Ζ?5(βχ,...,εχ) για κάθε 5 € { l,...,m  — 1}.

Όμοια στο U  για την /  έχουμε

K s =  {

2 %  -  2 %

κ 3
2 5

~2

κ2
κ τη-1

- 2
Κs+1

*1

κ τη—2

5 = 1 ,

1 <  s < m  — 1,

V
s =  m -  1,
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και _
A \o g K s =  (s +  l ) K  -  K at

όπου #5 είναι η καμπυλότητα της διανυσματικής δέσμης N sf \ u  και Τί3 είναι το μήκος 
του B s(e ι 3..., ei) για κάθε s  € {1 ,..., m  — 1}.

Στη συνέχεια εργαζόμαστε στο U. Επειδή κ \ ~  £ι, από τις προαναφερύέντες 
σχέσεις εύκολα παίρνουμε ότι κ 3 =  κ & και K s =  K s για 1 < $ < τη — 1- Από την 

(Πρόταση 2.3.1 (iii) για την /  γνωρίζουμε ότι ω25+ι,2$+2 — (-5 -f 1)^ 2  =  *dlog/cs και 
ομοίως για την /  γνωρίζουμε ότι W2s+i,25+2 ~  (s +  1)ωΐ2 =  *<ilog/^. Από αυτές συ
νάγεται ότι

2̂5+1,2s+2 =  â 2s+l,2s+2*
Επιπλέον από την Πρόταση 2.3.1(iii) για την f \ u  έχουμε

. ^2s-l,2s+l(ei)

< J 2 a - l ,a (e i)  

i^25,2s+2(ei)

(̂ 2sta (^l)

και για την f \ u  έχουμε

-W2s,2s+l(€2) — ---—,
^S‘—1

^2s,a(e2) — 0, α > 2s +  1,

^2 s—l  ,25+2 (β2 ) =   —,
K s — \

ω2β-ι,β(β2) =  0, α > 2e +  1, a  ^  2s +  2

52β-1,2«+ΐ(βΐ)

22e-l,a(ei)

S2s,25+2(ei)

W2e,a(ei)

/ \~W2s,2s+lle2) =  - ----,
5̂—1

^2s,a(e2) = 0 , a  > 2s +  1,

^2s-l,2s+2(e2) =  =T^-,/C5—i
W2s-i,a(e2) =  0, a > 2s -f 1, a  φ  2 s  4- 2,

όπου 1 < s  < m — 1. Από αυτές τις σχέσεις προκύπτει ότι ωαβ  =  £>α/?ι αφού /cs =  
Έστω X  e  Δ(Π) και ξ  € Γ (^ /|^ ). Το ξ έχει την ανάλυση ξ  =  Σ α=3(£>β<*)β«· 

Επειδή για κά'θε ρ € C/ ισχύει

2m 2m
T(Vjfea|p) =  Τ ( ^ 2 ωαβ{Χ)εβ)\ρ =  ^ w a(3(X)e/3|p =  V ^ea |p,

0=3 0=3

παίρνουμε T(V£f) =  V£(T£).
_ Σύμφωνα με το Θεώρημα 3.1.2 υπάρχει ισομετρία τ  : S 2m — ► S 2m τέτοια ώστε 
/|c/ =  r ο f \ u . θέτουμε F := /  -  τ ο /  : Μ — > R2m+1. Γνωρίζουμε ότι οι / , /  
είναι αναλυτικές (Πρόταση 1.3.3). Συνεπώς η F  είναι αναλυτική στο Μ, ως διαφορά 
αναλυτικών και αφού F \ jj =  0 συμπεραίνουμε ότι F  =  0 στο Μ, δηλαδή /  =  τ ο / . □

Το τελευταίο αποτέλεσμα είναι η ταξινόμηση των συμπαγών, προσανατολισμένων, 
κορεσμένων, ελαχιστικών επιφανειών γένους μηδέν στη σφαίρα με σταθερή καμπυλότητα 
Gauss, το οποίο οφείλεται στον Calabi [6], Για το σκοπό αυτό ύα αναφέρουμε τις 
επιφάνειες Veronese, οι οποίες είναι συμπαγείς και έχουν σταύερή καμπυλότητα Gauss.
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Σύμφωνα με γνωστό Θεώρημα του Takahashi [19], μια ισομετρική εμβάπτιση g  =  
(g it ·»ϊSn+fc+ι) από ένα n-διάστατο πολύπτυγμα Riemann Μ η στην Sn+fc είναι ελαχι- 
στική αν και μόνο αν οι συναρτήσεις συντεταγμένων της g είναι ιδιοσυναρτήσεις του 
τελεστή Laplace Δ του Μ η με αντίστοιχη ιδιοτιμή π, δηλαδή αν = —n g ^ i  € 
{1 ,..., η  +  k  4- 1}.

Θεωρούμε τη διδιάστατη σφαίρα S 2(R )  ακτίνας R  > 0, εφοδιασμένη με τη συνήΰη 
μετρική Riemann. Είναι γνωστό ότι οι ιδιοτιμές του τελεστή Laplace της S 2(R ) είναι 
Χκ =  * ί όπου κ  είναι μη αρνητικός ακέραιος. Επιπρόσθετα, ο ιδιοχώρος V \K που 
αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λΛ, παράγεται από τα αρμονικά ομογενή πολυώνυμα βαΰμού κ  
του R3 περιορισμένα στην S 2(R )  και έχει διάσταση 2/c +  1.

Η επιφάνεια Veronese στην S 2k, όπου κ  είναι ΰετικός ακέραιος, είναι η ισομετρική 
ελαχιστική εμβάπτιση

με ί κ  =  {9 ι , · · · , 9 2 κ+ι ) και 92 +  — +  9%κ+ι =  1, όπου είναι βάση του
ιδιοχώρου V \K αποτελούμενη από αρμονικά ομογενή πολυώνυμα βαθμού κ  του R3 πε
ριορισμένα στην S 2(R )  και η οποία είναι ορύομοναδιαία ως προς το εσωτερικό γινόμενο 
του διανυσματικού χώρου D ( S 2(R ))

<(,)) : D ( S 2(R ))  X D ( S 2(R ))  R, (9 , h) >-+ ((g , h )) := f  g h d S 2(R ),
J S * ( R )

όπου d S 2(R )  είναι το στοιχείο εμβαδού της S 2(R ) .
Είναι τώρα φανερό ότι οι συναρτήσεις συντεταγμένων της f K είναι ιδιοσυναρτήσεις 

του τελεστή Laplace της 52(R ). Συνεπώς, από το Θεώρημα Takahashi για κάθε ΰετικό 
ακέραιο κ  η } κ είναι ελαχιστική επιφάνεια. Προφανώς οι επιφάνειες Veronese είναι 
γένους μηδέν και έχουν σταΰερή καμπυλότητα Gauss Κ  =  κ(κ+Τ) ■

Για παράδειγμα, η επιφάνεια Veronese στην S4 είναι η

Λ : S2(v3) — . S4,
χζ  yz χ 2 — y2 χ 2 +  y2 — 2ζ2

λ/3 V 3 V S ’ 2>/3 )·

Το ακόλουθο ΰεώρημα δηλώνει πως ουσιαστικά οι επιφάνειες Veronese είναι οι μόνες 
ελαχιστικές επιφάνειες με αυτές τις ιδιότητες.

Θεώρημα 3.1 .4 . Έ σ τω  /  : (Μ, (,)) — ► S 2rn σ υμ π α γή ς , προσανατολισμένη, κορε
σ μ έ ν η , ελα χ ισ τική  επιφάνεια γένο υς  μ η δέν . Α ν  το Μ  έχει σταθερή  καμπυλότητα  Gauss
Κ , τό τ ΐ  Κ  =  m(7Z+i) και υπάρχουν ισ ό μ ε τρ ε ς  F  : (Μ, (,)) — ► S2( \ / ^ ± ^ )  και

τ  : S 2m — ► S 2m ώ σ τ € / ο Γ '  =  τ ο  f m , όπου f m : g 2(^ /m̂ ± 1))  — ► S 2m είναι η  

επιφάνεια Veronese σ τη ν  S 2m.

Α πόδειξη . Από την Πρόταση 2.3.2 έχουμε τις σχέσεις

Κ  =  I  -  2 κ \ ,

Alog(Ki.../Cm_i)2 =  m ( m  +  1 ) Κ  -  2
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και
Δ  log k s =  (s  +  1 ) Κ  — K s

στο M m - 1 για κάθε s  € {1, ...,m — 1}. Αφού η καμπυλότητα Gauss Κ  είναι σταθερή, 
το κ ι είναι σταθερό και συνεπώς Alog/ti =  0. Λόγω της Alog/ci = 2Κ  — Κ ι  η 
τελευταία σχέση έχει ως συνέπεια το Κ \  σταθερό και επειδή στην Πρόταση 2.3.2 είδαμε
ότι Κ \  =  — 2^}, εχουμε σταθερό και Alog/C2 =  0, το οποίο με τη σειρά του
μας δίνει το Κ% σταθερό. Επαγωγικά φτάνουμε στο συμπέρασμα ότι Κι,..., Km- i  είναι 
σταθερές και επομένως έχουμε Δ log(/ci.../cm_ i)2 =  0, δηλαδή Κ  =  ^ ^ + ΐ ) ·

Το Μ είναι πλήρες και απλά συνεκτικό. Από το Θεώρημα Ταξινόμησης Απλά Συ
νεκτικών Χώρων Μορφής [14] υπάρχει ισομετρία F  : Μ  — ► S2^ Είναι

φανερό ότι η /  ο F -1 : ^ +1·^ — ► S 2m είναι συμπαγής κορεσμένη ελαχιστική

επιφάνεια γένους μηδέν. Όμως και η επιφάνεια Veronese / m : — > S 2m

είναι συμπαγής κορεσμένη ελαχιστική επιφάνεια γένους μηδέν. Από το Θεώρημα 3.1.3 
υπάρχει ισομετρία τ  της S 2m ώστε r ο f m =  /  ο F - 1 . □

3 . 2  Ε ι κ α σ ί α  τ ο υ  U .  S i m o n

Η εικασία που ακολουθεί διατυπώθηκε στο [15] και έχει επαληθευθεί μόνο σε ειδικές 
περιπτώσεις.

Εικασία 3 .2 .1 . Έ στω  f  : (Μ, ( ,)) — » S n σ υμ πα γής, προσανατολισμένη, ελαχιστική  
επιφάνεια μ ε  καμπυλότητα  Gauss Κ . Α ν  η Κ  πληροί τη ν  ανισότητα K ( s  Η-1) < Κ  < 
K ( s ) ) όπου K ( s )  := 5 δετικός ακέραιος, τότε είτε Κ  =  K ( s )  και υπάρχουν

ισομετρ ίες F  : (Μ, (,)) — ► S 2 και Τ : s 2s — ► S 2s ώστε /  ο F ~ l — τ ο  f Sy

όπου f s : S 2 -■̂ 1̂  — ► S 2s είναι η επίφάνεια Veronese σ τη ν  S 2s, ή Κ  = K ( s  +  1)

και υπάρχουν ισομετρ ίες F  : (Μ, ( ,)) — ► S2 κα \ τ  : S2(s+1  ̂ — » S2(s+1)

ώστε /  ο F ~1 = r ο / 5+ι, όπου / s+i : 6*2 ^■̂ /ίϊί-1Η5+2)  ̂ — > g 2(s+ i)  dva i η επιφάνεια 

Veronese σ τη ν  S2^*1).

Η εικασία έχει αποδειχθεί στο [15] στις περιπτώσεις όπου s =  1 και s =  2. Θα 
δώσουμε μια απόδειξη για αυτές τις περιπτώσεις με τη μεθοδολογία που αναπτύχθηκε 
στην παρούσα εργασία, δηλαδή θα αποδείξουμε το ακόλουθο

Θεώρημα 3 .2 .1 . Η  εικασία του Svm on  είναι α λη ϋή ς για  s =  1 και s =  2.

Α πόδειξη. Λόγω της υπόθεσης # (5  + 1) < Κ  < K ( s ), s =  1, 2, έχουμε JM K d M  > 0, 
όπου ά Μ  είναι το στοιχείο εμβαδού του Μ. Από το Θεώρημα των Gauss-Bonnet προ
κύπτει ότι το Μ  είναι ομοιομορφικό με την S 2 και επομένως f M K d M  =  4π. Σύμφωνα 
με το Θεώρημα 3.1.1 η /  είναι κορεσμένη σε σφαίρα S 2m άρτιας διάστασης. Διακρίνουμε 
δύο περιπτώσεις:

(i) Περίπτωση 5 = 1 .
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Εξετάζουμε συμπαγή, κορεσμένη, ελαχιστική επιφάνεια /  : Μ  — » S 2m γένους 
μηδέν με καμπυλότητα Gauss \  < Κ  < I . Από το Θεώρημα 3.1.1 για το εμβαδό του 
Μ  ισχύει Α ( Μ )  > 2 π τη (τη +  1). Επιπλέον,

4π =  [  K d M  > ί  \ d M  > ~ m ( m  + 1),
J Μ J m  3

από όπου συμπεραίνουμε ότι τη =  1 ή 2.
Αν τη  = 1, τότε η /  είναι ολικά γεωδαισιακή και από τη σχέση (1.2) παίρνουμε ότι 

Κ = 1 .
Αν τη  = 2, τότε το σύνολο Μ \ — {ρ  G Μ  : Β \ρ φ  0} είναι μη κενό και ανοικτό 

υποσύνολο του Μ. Επιπλέον, από την Πρόταση 2.3.2, στο Μ \  ισχύουν οι σχέσεις 
Κ  = 1 — 2κ2, Κ ι =  2 κ \  =  1 — AT και Alog/ci =  2 Κ  — Κ \ .  Συνδυάζοντας τις παραπάνω 
σχέσεις και λόγω της υπόΰεσης παίρνουμε Alog(l -  Κ ) = 2(3Κ  -  1) > 0.

Αν u  G £(Μ ) με u > 0, τότε ισχύει Alogu = -ρ  “  ■ ■ Πράγματι, αν {βχ,β2}
τοπικό ορΰομοναδιαίο πλαίσιο του Μ, τότε

&
A lo g u  =  5 Z (e j(e j(lo g u ))  -  (V eiej)(logu))

j=l 

j =1
y " / e j(e jH ) (ej(u))2 (ν^β,·)(«Κ

V U U2 u /j =1

E j= i ( ej(ej(M)) ~  (Veje,-)(tt))·· ^ 2=1 (ej-(M))
u u2

Δ η  |gradu|2
n

Επειδή στο M \  ισχύει 1 — Κ  >  0 (λόγω της (1-2)), παίρνουμε

M nrfl rn |grad(l — K)\*A l o g ( l - K )  =  — -------------  .

Επομένως, έχουμε Δ(1 — Κ )  > > 0 και κατά συνέπεια ισχύει Δ(1 — Κ )  > 0
στο Μ \.  Επειδή το Μ \  είναι πυκνό υποσύνολο του Μ  ισχύει Δ(1 —# )  > 0 σε ολόκληρο 
το Μ . Από την Αρχή Μεγίστου συνάγεται ότι η καμπυλότητα Gauss είναι σταύερή. 
Σύμφωνα με το Θεώρημα 3.1.4 το Μ  έχει καμπυλότητα Gauss Κ  =  |  και υπάρχουν 
ισομετρίες F  : Μ  — > S 2(y /3) και τ  : S 4 — > S 4 ώστε /  ο F ~ l =  r o / 2, όπου 
Η  : S 2(yJ3) — ► S 4 είναι η επιφάνεια Veronese στην S4.

(ii) Περίπτωση s  =  2.
Σε αυτή τη περίπτωση έχουμε συμπαγή, κορεσμένη, ελαχιστική επιφάνεια /  : Μ  — *· 

S 2m γένους μηδέν με καμπυλότητα Gauss  ̂ < Κ  <  Από το θεώρημα 3.1.1 γνω- 
ρίζουμε ότι για το εμβαδό του Μ  ισχύει η ανισότητα Α ( Μ )  > 2 π m ( m  +  1), επομένως

4π =  ί  K d M  > [  ~ d M  > ^ τ η ( τ η  +  1).
J m  J m 6  6
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Συνεπώς τη =  1ήτη = 2ήτη =  3.
Αν m  =  1, τότε η /  ·θα ήταν ολικά γεωδαισιακή και επομένως η καμπυλότητα Gauss 

είναι ίση με 1, άτοπο. Άρα τη  =  2 ή τα =  3.
Υποΰέτουμε ότι τη =  2. Τότε έχουμε συμπαγή, κορεσμένη, ελαχιστική επιφάνεια 

/  : Μ — > S4 γένους μηδέν, επομένως Β  φ  0 και Β% — 0 («ι 0,/ΐ2 =  0).
Επειδή 2ΑΓ = — ||i?||2 +  2 (σχέση (1.2)), λόγω της υπόΰεσης |  < ΑΓ <  ̂προκύπτει 

ότι
‘ Μι = {ρ  e  Μ  : Β \ρ φ  0} = {ρ  €  Μ  : Κ \ρ < 1} =  Μ.

Από την Πρόταση 2.3.2 στο Μ  λοιπόν, ισχύει Κ  — 1 — 2/ĉ , Κ \  — 2 κ \  =  1 — Κ  
και Δ  log κχ =  2Κ  — Α"χ, επομένως Alog(l — Κ )  = 2(3Α" — 1) < 0. Από την Αρχή 
Μεγίστου συνάγεται ότι η καμπυλότητα Gauss Κ  είναι σταθερή. Επιπλέον, από τη 
σχέση Alog(l — Κ )  =  2(3Κ  — 1), συμπεραίνουμε ότι Κ  =   ̂και από το Θεώρημα 3.1.4 
υπάρχουν ισομετρίες F  : Μ  — > 5 2(\/3) και τ : 54 — ► 5 4 ώστε /  ο Α-1 =  τ ο / 2, 
όπου f i  : 5 2(·\/3) — ► 54 είναι η επιφάνεια Veronese στην 5 4.

Υποΰέτουμε ότι m =  3. Τότε έχουμε συμπαγή, κορεσμένη, ελαχιστική επιφάνεια /  : 
Μ — ► S6 γένους μηδέν. Λόγω της Πρότασης 2.3.2 στο ανοικτό και πυκνό υποσύνολο 
M2 του Μ  έχουμε τις σ χ ίσ ε ις  Κ  =  1 — 2 κ2, Κ \  = 2/ς2 -  2 ^  και ΑΓ2 =  2^·, από 
όπου παίρνουμε ότι ΑΓχ = 1 — Κ . Επιπλέον, στο M 2 ισχύουν οι σχέσεις Δ log κ \  =  
2Κ  — ΑΓχ, Δ log /C2 =  3Α" — Κ 2 από όπου βρίσκουμε Δ  log(ttiK2) =  6ΑΓ — 1, ή

Δ  log{κ \ κ22) =  2(6ΑΓ - 1 )  > 0. (3.3)

Επομένως
δ (*ι«2) ^ |grad(/cf/c|) [2 ^ n 

9 9  — 4 4  υ.ΚΧ Κ>2 /Cj ̂ 2

Έχουμε δηλαδή Δ(«χ«2) > 0 στο πυκνό υποσύνολο M 2 του Μ. Λαμβάνοντας υπόψη 
την Πρόταση 2.3.1(ii) έχουμε Δ(ρχ^2) > 0 στο M2. Λόγω συνέχειας ισχύει Δ(ρχρ2) > 0 
στο Μ. Από την Αρχή Μεγίστου συμπεραίνουμε ότι η συνάρτηση g \g 2 είναι σταθερή 
στο Μ . Αυτό σημαίνει ότι είναι σταϋερή και λόγω της σχέσης (3.3) έχουμε Κ  — \  
στο Μ2· Λόγω συνέχειας ισχύει Κ  =   ̂ στο Μ.

Σύμφωνα με το Θεώρημα 3.1.4 υπάρχουν ισομετρίες F  : Μ — ► £ 2(\/6) και τ : 
S 6 — ► 5 6 ώστε να ισχύει f  ο F ~ l  = r o / 3, όπου /3 : S 2(y/E) — ► 5 6 είναι η επιφάνεια 
Veronese στην 56. □
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Στην παρούσα εργασία εξετάζουμε συμπαγείς, προσανατολισμένες ελαχιστικές ε
πιφάνειες γένους μηδέν στην S n . Αποδεικνύουμε ότι στην περίπτωση που είναι κορε
σμένες  ̂το η  είναι άρτιος και επιπλέον δίνουμε μια εκτίμηση του εμβαδού των. Παράλ
ληλα αποδεικνύουμε ότι αυτές είναι άκαμπτες. Αν όμως έχουν σταθερή καμπυλότητα 
Gauss ουσιαστικά είναι οι επιφάνειες Veronese. Τα αποτελέσματα αυτά οφείλονται 
στους Ε. Calabi, S.S. Chern και J.L.M. Barbosa.

We study compact, oriented minimal surfaces of genus zero in the sphere S n .
| We prove that when such surfaces lie fully in Sn, then n  is even, and provide an
I estimate for their area. Moreover, we show that these minimal surfaces are rigid.
j Furthermore, we prove that the Veronese surfaces are actually the only compact
| minimal surfaces of genus zero with constant Gaussian curvature. These results are

due to E. Calabi, S.S. Chern and J.L.M. Barbosa.
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