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Πρόλογος

Ο τελεστής Laplace-Beltram i είναι για  ένα πολύπτυγμα R iem ann ότι κα ι ο α ­
ντίστοιχος τελεστής Laplace οτον Rn. Ως εκ τούτου, ο τελεστής αυτός είναι πολύ 
σημαντικός στ η μελέτη εφαρμογών οι οποίες έχουν ως φυσικό χώρο πολυπτύγματα.

Η μελέτη του τελεστή Laplace επί πολυπτυγμάτων R iem ann  είχε μ ια  εκπλη­
κτική εξέλιξη από τη δεκαετία του 1960 μέχρι σήμερα, η οποία χαρακτηρίστηκε 
από τον πλούτο και την ποικιλία τεχνικών και θεμάτων. Στην παρούσα διατριβή 
θα εξετάσουμε το φάσμα του τελεστή Laplace. Θα ασχοληθούμε αφενός μ ε τη 
μορφή του και αφετέρου θα εκτιμήσουμε το infim um  του φάσματος. Ας σημειωθεί 
ότι η ακριβής τιμή του infim um  είναι πολύ σημαντική στις εφαρμογές. Αρχικά 
θα μελετήσουμε το φάσμα σε χώρους μορφής. Στη συνέχεια θα επεκτείνουμε τη 
μελέτη σε πολυπτύγματα R iem ann των οποίων η καμπυλότητα τομής μπορεί να 
μην είναι σταθερή, αλλά φραγμένη από κάτω.

Μελετώντας το φάσμα του τελεστή Laplace προκύπτουν διάφορα συμπεράσματα 
αυτόνομης αξίας. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι οι τεχνικές που αναπτύσσουμε 
ποικίλουν και τα αποτελέσματα που παίρνουμε έχουν πληθώρα εφαρμογών σε 
θέματα που δεν αφορούν μόνο το φάσμα του τελεστή Laplace.

Επίσης, αν το πολύπτυγμα Μ  είναι συμπαγές, η πρώτη μη μηδενική ιδιοτιμή 
λ ι του τελεστή Laplace έχει ουσιαστική σημασία αφού καθορίζει έμμεσα, ακόμη 
και τη γεωμετρία του πολυπτύγματος. Το πρώτο αποτέλεσμα πάνω στην πρώτη 
ιδιοτιμή είναι το Θεώρημα του Lichnerowicz.

Στο πρώτο Κεφάλαιο της παρούσας μεταπτυχιακής διατριβής, αναφέρουμε κά­
ποια βασικά στοιχεία για τις ασθενείς παραγωγούς και για  τους χώρους Sobolev 
που θα μας χρειαστούν στη συνέχεια. Επίσης, παραθέτουμε κάποια στοιχεία από 
τη θεωρία του φάσματος και απαραίτητους ορισμούς από τη Γεωμετρία R iem ann.

Στο επόμενο Κεφάλαιο μελετούμε το φάσμα του Λαπλασιανού τελεστή σε χώρους 
σταθερής καμπυλότητας τομής. Θεωρούμε το πρόβλημα στον Ευκλείδειο χώρο, 
στη Σφαίρα και στον Υπερβολικό χώρο. Η μέθοδος που χρησιμοποιούμε έχει ο­
μοιότητες μεταξύ του Ευκλείδειου και του Υπερβολικού χώρου, αλλά διαφέρει στην 
περίπτωση της Σφαίρας. Η πρώτη μέθοδος βασίζεται στην εύρεση κάποιων "προ- 
σεγγιστικών" συναρτήσεων, ενώ στην περίπτωση της Σφαίρας επιστρατεύσαμε τις 
λεγάμενες "σφαιρικές αρμονικές" συναρτήσεις.

Κλείνοντας το Κεφάλαιο αυτό παραθέτουμε κάποια ποιοτικά χαρακτηριστικά 
του φάσματος σε κάθε μία από τις τρεις περιπτώσεις. Συγκεκριμένα αναφέρουμε, 
αν το φάσμα είναι διακριτό, και στην περίπτωση που δεν είναι αν το μηδέν βρίσκεται 
ή όχι στο ουσιαστικό φάσμα. Η διεξοδική μελέτη του φάσματος του τελεστή Laplace 
στους λεγάμενους χώρους μορφής, βασίζεται στο γεγονός όχι ξέρουμε την ακριβή
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έκφραση της μετρικής καθώς και του τελεστή Laplace, και συνεπώς μπορούμε 
να κάνουμε ακριβείς υπολογισμούς. Επομένως, κατά μία έννοια μπορούμε να 
εικάσουμε ποιες θα είναι οι ιδιοσυναρτήσεις και οι ιδιοτιμές του τελεστή Laplace 
στους χώρους μορφής και έτσι να υπολογίσουμε με ακρίβεια το φάσμα.

Το τρίτο Κεφάλαιο, ουσιαστικά αποτελείται από δύο θεματικές ενότητες. Στην 
πρώτη, υποθέτουμε τη συμπάγεια του πολυπτύγματος, ενώ στη δεύτερη τη μη- 
συμπάγεια. Α ποδεικνύουμε ότι, όταν το πολύπτυγμα R iem ann είναι συμπαγές, 
τότε το φάσμα του τελεστή Laplace είναι διακριτό. Στο δεύτερο μέρος του Κε­
φαλαίου, μελετάμε το ουσιαστικό φάσμα του τελεστή Laplace. Για τη μελέτη αυτή 
αναπτύσσουμε τη Θεωρία Weyl. Το Θεώρημα καθώς και το κριτήριο Weyl είναι 
μερικά από τα κυριότερα στοιχεία αυτής της θεωρίας. Επιπρόσθετα, βρίσκουμε 
μια έκφραση για το μεγαλύτερο κάτω φράγμα του ουσιαστικού φάσματος η οποί­
α αναφέρεται στη βιβλιογραφία ως Λήμμα του Persson  ή Αρχή της Διάσπασης 
των Donnelly-Li. Κάνοντας χρήση της Αρχής της Διάσπασης αποδεικνύουμε μία 
ανισοτική σχέση μεταξύ του μεγαλύτερου κάτω φράγματος του ουσιαστικού φά­
σματος κα ι του όγκου των σφαιρών ενός μη συμπαγούς και πλήρους πολυπτύγμα­
τος R iem ann  η οποία αποδείχθηκε από τον Brooks.

Στο τελευταίο Κεφάλαιο, μέλημά μας είναι να αποδείξουμε το προαναψερθέν 
Θεώρημα του Lichnerowicz για την πρώτη ιδιοτιμή, το οποίο ήταν “κρυμμένο" στη 
σελίδα 135 του [Lz] κα ι χρησιμοποιήθηκε στη μελέτη των ομάδων των μετασχη­
ματισμών των πολυπτυγμάτων R iem ann. Επίσης, θα χαρακτηρίσουμε και την 
υπόθεση της ισότητας η οποία αποδείχθηκε από τον O bata.

Κύρια εργαλεία για  την απόδειξη είναι κάποια  βασικά, και κατά κύριο λόγο 
εισαγωγικά, στοιχεία της Γεωμετρικής Ανάλυσης. Αρχικά, οι τύποι της Πρώτης και 
Δεύτερης Μεταβολής του όγκου ενός υποπολυπτύγματος Ν  ενός πολυπτύγματος 
Μ , κα ι κατά κύριο λόγο το Θεώρημα σύγκρισης όγκων του B ishop.

Η ιδέα είναι να συγκρίνουμε γεωμετρικές και φυσικές ποσότητες ενός δοθέντος 
πολυπτύγματος R iem ann, με τις αντίστοιχες ποσότητες ενός χώρου μορφής. Η 
ιστορία αυτού του κλάδου των μαθηματικών που καλείται "Συγκριτική Γεωμετρί­
α", αρχίζει περ ίπου  τη δεκαετία του 1930 από τις εργασίες των Hopf, Morse- 
S choenberg , M yers και Synge. Η εντυπωσιακή καινοτομία όμως ήταν τη δεκαετία 
του 1950, μ ε  την πρωτοπόρο δουλειά του R auch  και τις θεμελιώδεις ιδέες των 
A lexandrov, Topogonov και B ishop. Από τότε, η απλή ιδέα της σύγκρισης της 
γεωμετρίας ενός τυχαίου πολυπτύγματος R iem ann με τη γεωμετρία των χώρων 
μορφής, είχε εντυπωσιακή εξέλιξη.

Γεωμετρικά Θεωρήματα σύγκρισης των Ο. B onnet και S. Β. Myers για εκτιμή­
σεις της διαμέτρου, του Η. Ε. R auch  για εκτιμήσεις της αύξησης της μεταβολής του 
μ ήκους των πεδίων Jaco b i καθώς και του R. B ishop για  εκτιμήσεις της μεταβολής 
του όγκου των γεωδαισιακών σφαιρών είναι μερικά από αυτά.

Τέλος, ιδιαίτερη έμφαση σε όλο το κείμενο δίνουμε στην κατάλληλη επιλογή 
συντεταγμένων ανάλογα με την κατάσταση που αντιμετωπίζουμε. Στο δεύτερο Κε­
φάλαιο, όπου υπολογίζουμε το φάσμα του τελεστή Laplace στη Σφαίρα, χρησι­
μοποιούμε σφαιρικές συντεταγμένες, ενώ στο τελευταίο Κεφάλαιο κάνουμε χρήση 
των κανονικών και κανονικών σφαιρικών συντεταγμένων όπου οι υπολογισμοί απλο­
ποιούνται ιδιαίτερα.
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Κεφάλαιο 1 

Βασικά Στοιχεία

Εισάγουμε βασικές έννοιες για  χις ασθενείς μερικές παραγώγους καθώς και για 
τους χώρους Sobolev. Στη συνέχεια αναφέρουμε κάποια προκαταρκτικά στοιχεία 
από τη θεωρία του φάσματος και στοιχεία Διαφορικής Γεωμετρίας. Για έννοιες 
από τη Γεωμετρία R iem ann που δεν αναφέρονται στο κείμενο παραπέμ πουμ ε στα 
βιβλία [Κο] και [dC].

1.1 Α σ θ ενείς  Μ ερικές Π αράγωγοι και Χ ώ ροι Sobolev

Έστω [/,V  ανοιχτά υποσύνολα του Κπ. Γράφουμε V  C C  U  αν V  C U  με V  
συμπαγές, και λέμε ότι το V  π ε ρ ιέ χ ε τ α ι σ υ μ π α γώ ς (com pactly contained) στο 
U . Έστω Ω ένα χω ρ ίο , δηλαδή ένα ανοιχτό και συνεκτικό υποσύνολο του R n και 
/  : Ω C Rn —> C μια συνάρτηση. Το σύνολο

{ ι  €  Ω , / ( χ )  ^ 0 } ,

ονομάζεται στήριγμα σ τή ρ ιγμ α  (support) της συνάρτησης /  κα ι συμβολίζεται μ ε 
supp / .  Ορίζουμε τους ακόλουθους χώρους συναρτήσεων:

C k (Ω) :=  { /  : Ω —> Μ, υπάρχουν οι fc-τάξης μερικές παράγωγοι της /  και είναι 
συνεχείς στο Ω}

C k( t t )  :=  { /  : Ω —> R, υπάρχουν οι fc-τάξης μερικές παράγωγοι της /  και είναι 
συνεχείς στο Ω}

<7°°(Ω) ;=  Π ^ 0Ο*(Ω) =  { /  : Ω —► Μ, /  άπειρες φορές διαφορίσιμη στο Ω} 

Ο(Ω) :=  { /  : Ω —» R, /  συνεχής στο Ω}

0°°(Ω ) n ^ QC k (U)

Έστω Ω C Rn ένα φραγμένο χωρίο. Λέμε όχι το <9Ω είναι C k , fc =  1 , 2 , . . . , αν 
για  κάθε σημείο χ  Ε 9Ω υπάρχει τ  >  0 κα ι μ ια  C k συνάρτηση η  ; Rn_1 —> Μ τέτοια 
ώστε να έχουμε (με επαναπροσδιορισμό του συστήματος συντεταγμένων):

Ω n  Β { χ ,  r )  =  { χ  €  Β ( χ ,  r ) [ x n >  r f (xu  ■ · · , x n- \ ) }

όπου Β ( χ , τ )  η ανοιχτή μπάλα με κέντρο χ ,  ακτίνας τ  στον Μ 71. Το <9Ω λέμε ότι 
είναι C ° °  αν 9Ω είναι C k γ ια  κάθε k  ~  1 , 2 , . . . .  Αν <9Ω είναι C 1, τότε ορίζεται το
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μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό πεδίο (με κατεύθυνση προς τα έξω) κατά μήκος 
του 5Ω και συμβολίζεται με

ν  =  ( « Ί ,  · · · , " « ) ·

Συμβολίζουμε με oln τον όγκο της μοναδιαίας ΛΓ-μπάλας και μ ε  Vyv(r) τον όγκο 
της TV-διάστατης μ πάλας ακτίνας r  στον R ^ . Ακόμα, ορίζουμε τους ακόλουθους 
χώρους συναρτήσεων :

C \ (Ω) :=  { /  Ε £7*(Ω), μ ε  supp /  συμπαγές υποσύνολο του Ω} 

ί7£°(Ω) :=  { /  Ε C 00(Ω), με supp /  συμπαγές υποσύνολο του Ω}

/^ (Ω ) :=  { /  : Ω —> R, με ||/||ι,ρ(Ω) <  οο} όπου

k esssupn | / | ,  ρ  =  οο.

Σημειώνουμε ότι αν η πραγματικών τιμών συνάρτηση /  είναι μετρήσιμη, τότε 
το ουσιαστικό (essential) supremuxn της | / |  ορίζεται ως εξής

ess sup l /l  :=  inf {μ >  Ο : V {χ Ε Ω : \ f ( x ) \  >  μ} =  0},

όπου μ ε V  { χ  Ε Ω : \ f ( x ) \  >  μ} =  0} συμβολίζουμε το μέτρο L ebesgueτου συνόλου 
{ χ  Ε Ω : | / ( χ ) |  >  μ} =  0}. Επίσης, ορίζουμε

Llc(n) :=  { /  : Ω R, /  € If(V), για κάθε V  CC Ω}.

Α ναφέρουμε το παρακάτω Λήμμα, για  μια απόδειξη του οποίου βλέπε [Ad].

Λήμμα 1.1.1. Έστω u  Ε ^οο(Ω). 

u  =  0 σχεδόν παντού στο Ω.

Α ν  f u t p d x  =  0, γ ια  κ ά θ ε  φ  Ε (7|°(Ω), τότε 
Ω

Κάθε διατεταγμένη n -άδα φυσικών αριθμών α =  ( α χ , ,  On) ονομάζεται ποΑυ- 
δ ε ίκ χ η ς  (m u ltiin d ex ). Ο αριθμός |α| =  αχ + . . .  +  αη καλείται μ ή κ ο ς  του πολυδεί- 
κτη. Για κάθε πολυδείκτη α =  ( αχ , . . . , θ η )  θέτουμε α! =  αχ!α2! - . .α„!  και  αν 
χ  =  ( χ ι , . . . , xn) €  R n τότε συμβολίζουμε χ α =  x ^ x j 2 . . .  a#*. Επίσης, ορίζουμε το 
διαφορικό τελεστή D a θέτοντας

D a :=
d ai

d x * 1 d x *2
( d x i r . . . ( d xnr .

όπου θέσαμε ^  =  1 , . . .  ,n.
Υποθέτουμε ότι ν , ν Ε £ /00(Ω) και α ένας πολυδείκτης. Λέμε ότι ν  είναι η α-οσχή 

ασθενής μερική παραγωγός (at/l-w eak partia l derivative) της u % κα ι γράφουμε 
D au  =  ν  αν

dx,

για  κάθε Ε (7£°(Ω).



1.2 Το Φάσμα · 15

Λήμμα 1.1.2. Α ν  υ π ά ρ χ ε ι η α-οστή α σ θ ε ν ή ς  μ ερ ικ ή  κ α ρ ά γ ω γ ο ς  της u . τότε αυτή  
ε ίν α ι μ ο ν α δ ικ ά  ο ρ ισ μ ένη  σ χ ε δ ό ν  παντού.

Α π ό δ ε ιξη . Πράγματι, έστω ν^ϋ £  £ /0ί,(Ω) που ικανοποιούν τη σχέση

J u D af>dx =  j  υφάχ =  (~ 1 )Μ J ϋφάζ,

Π Ω

για  κάθε ψ  Ε <3£°(Ω). Τότε,

/ ( » - ν ) φ ά χ  =  0,
Ω

για κάθε φ  Ε (7£°(Ω) , που σημαίνει ότι  ν  — ν  σχεδόν παντού σύμφωνα μ ε  το 
Λήμμα 1.1.1. □

Παρατήρηση 1.1.3. Στο Κ μια συνάρτηση είναι ασθενώς παραγωγίσιμη αν και 
μόνο αν είναι απόλυτα συνεχής. Στις μεγαλύτερες διαστάσεις όμως, υπάρχουν 
ασυνεχείς συναρτήσεις που είναι ασθενώς παραγωγίσιμες (βλέπε [Εν]).

Παρατήρηση 1.1.4. Η ασθενής παράγωγος είναι τοπική ιδιότητα μ ε την εξής έν­
νοια: αν u, ν  είναι ασθενώς παραγωγίσιμες στο Ω και u  =  ν  σε ένα ανοιχτό υ ­
ποσύνολο U  C Ω, τότε u x . — ν χ . στο U.  Η απόδειξη είναι όμοια μ ε αυτήν του 
Λήμματος 1.1.2, παίρνοντας βέβαια φ  Ε C£°([/), κα ι παραλείπεται.

Ορισμός 1.1.5. Ο ρίζουμε το χ ώ ρ ο  S o b o le v  W 1'p(Cl) ( μ ε ΐ  <  ρ  <  οο), ω ς τ ο χ ώ ρ ο π ο υ  
α π οτεβ είτα ι α π ό  ό β ε ς  τις σ υ να ρ τή σ εις  u  Ε ί^ (Ω ) γ ια  τις ο π ο ίες  υ π ά ρ χ ο υ ν  ο ι πρώ της  
τάξης α σ θ ενε ίς  κ α ρ ά γω γο ι u Xi κ α ι μ ά β ισ τα  u Xi 6  / / ( Ω ) ,  γ ια  κ ά θ ε  % == 1 , . . . , η .

Ορίζουμε τη νόρμα του χώρου ΐ ν 1,ρ(Ω) ως εξής

u Ιι φ

\ρ
d x

Ο είναι χώρος B anach  μ ε  αυτήν τη νόρμα (βλέπε [Ad]). Ειδικότερα,
συμβολίζουμε Μ^1,2(Ω) =  /^ ( Ω ) .  Ο χώρος Μ̂ 0 ,ρ(Ω) είναι η κλειστή θήκη του

0£°(Ω) στον Μ/Γΐ>ρ(Ω) ^Μ^ο’̂ Ω ) =  (7£°(Ω)  ̂ Επιπρόσθετα, συμβολίζουμε

νΚ01,2(Ω) =  ί^ο(Ω). Επίσης, ο χώρος H x( i l )  είναι χώρος H ilbert μ ε το εσωτερικό 
γινόμενο

u Xiv x . ] dx.

1.2 Το Φάσμα

'Εστω Χ ,Υ χώ ρο ι B anach  (υπεράνω του C), και έστω Α  ένας γραμμ ικός τελεστής 
από το X  στο Υ .  Έ νας τελεστής Α ~ ι : £Η(Λ) —► Σ)(Λ) καλείται αντίστροφος
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(inverse) ίου  Α ,  αν Α ~ ι Α  =  id^(A)  και Α Α ~ ι =  idy^A)·  Έ νας τελεστής έχει α­
ντίστροφο, αν κα ι μόνο αν kerA  =  {0}. Η συνθήκη αυτή, εγγυάται ότι η α­
ντίστροφη απεικόνιση είναι συνάρτηση. Ό μω ς, έχουμε λ ίγες πληροφορίες σχετικά 
μ ε  τον Α ~ λ. Έ νας γραμμ ικός τελεστής Α  λέγεται αντιστρεπτός (invertible), αν 
έχει φραγμένο αντίστροφο ορισμένο σε ένα πυκνό υποσύνολο του Υ .  Επίσης, αν ο 
Α  είναι αντιστρεπτός τότε ο Α ~ λ θα  είναι μοναδικά ορισμένος.

Θεώρημα 1.2.1. Έ στω  Τ  : X  —» X  έ ν α ς  φ ρ α γ μ έ ν ο ς  γρ α μ μ ικ ό ς  τεβ εσ τή ς  μ ε  ||Τ|| < 
1. Τ ότε ο  τεβ εσ τή ς  I  — Τ  ε ίν α ι αντιστρεπτός , κ α ι ο  α ντ ίσ τρ ο φ ο ς  δ ίνετα ι μέσω  της 
α π ό β υ τ α  σ υ γ κ β ίν ο υ σ α ς  σ ε ιρ ά ς  N e u m a n n :

( Ι - Τ ) - 1 =  ^ Τ η.
π=0

Α π ό δ ειξη . Επειδή Σ Ι = ο  ||T fc|| <  Σ ΐ = ο  Ρ Τ >  και η σειΡά Σ αΙ ο Ι Ι γ Ι Ι *  9α συγκλίνει, 
καθώς για  ||Τ || <  1 είναι απλά μ ια  γεωμετρική σειρά κα ι μάλιστα

00 1 

δ » Γ|Ι* =  τ ^ Η ·

Αρα, η ακολουθία των φραγμένων γραμμικώ ν τελεστών Σ λ =ο T k είναι κατά νόρμα 
C auchy. Ο χώρος X  είναι B anach , επομένως και ο χώρος των φραγμένων γραμ­
μικών τελεστών από το X  στο X  θα είναι B anach. Αυτό σημαίνει ότι η ακολουθία 
C auchy  συγκλίνει σε ένα φραγμένο τελεστή. Επιπλέον, έχουμε

ο ο  ο ο  /  ο ο  \
(ΐ -  T)Y^Tk = Y^{Tk -  Tk+l) = ι  = I Y^Tk 1 (i -  τ)

fc=0 *=0 \fc=0 /

όπου οι υπολογισμοί δικαιολογούνται από την κατά νόρμα σύγκλιση της δυναμο- 
σειράς. □

Εξετάζοντας την αντιστρεψιμότητα του τελεστή Α  — λ (όπου λ =  X I χ )  μ ε λ  €  C, 
παίρνουμε μ ια  ξένη διάσπαση του C  σε δύο σύνολα που  χαρακτηρίζουν πολλές 
ιδιότητες του Α .

Ορισμός 1.2.2. Έ στω  Α  έ ν α ς  γ ρ α μ μ ικ ό ς  τεβεσ τή ς στο χ ώ ρ ο  X  μ ε  π εδ ίο  ορ ισμ ού  
Τ ) ( Α ) ,  Ο ρ ίζο υ μ ε το φ ά σ μ α  ( s p e c tr u m )  σ ( Α )  του Α  , ω ς  το σ ύ ν ο β ο  ό β ω ν  τω ν σημείω ν  
λ  €  C, γ ια  τα ο π ο ία  ο  Α  — λ δ ε ν  ε ίν α ι αντιστρεπτός. Ε π ίσ η ς , ε π ιβ ύ ο υ  σ ύ νο β ο  
( r e s o lv e n t  s e t )  ρ { Α )  του  Α  , κ α β ο ύ μ ε  το σ ύ ν ο β ο  ό β ω ν  τω ν σ η μ είω ν  λ  Ε C. γ ια  τα 
ο π ο ία  ο Α  — \  ε ίν α ι  αντιστρεπτός. Α ν  λ  Ε ρ(Α)> τότε ο  α ντ ίσ τρ ο φ ο ς  του  Α  — λ κ α β είτα ι 
ε π ιβ ύ ω ν  ( r e s o lv e n t)  του  Α  στο λ κ α ι γ ρ ά φ ε τ α ι ω ς R a (X).

Παρατήρηση 1.2.3. Αμεση συνέπεια του ορισμού είναι τα εξής:

σ { Α )  U ρ { Α )  =  C,

και
σ ( Α ) Π ρ ( Α )  =  0.
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Βασικά υπάρχουν τρεις λόγοι που ο A  — λ αποτυγχάνει να είναι αντιστρεπτός:

%) ker(A — λ) φ  {0}, δηλαδή να μην υπάρχει αντίστροφος του Α  — λ,

n )  ker(A — λ) =  {0}, ίΗ(Α — λ) να είναι πυκνό έτσι ώστε ο A  — λ  να έχει πυκνά 
ορισμένο αντίστροφο, όμως, να μην είναι φραγμένος, και

H i) ker(A —λ) =  {0}, αλλά ΰ \ { Α —λ) να μην είναι πυκνό. Σε αυτήν την περίπτωση 
ο αντίστροφος τελεστής του (Α  — λ) υπάρχει και μπορεί να είναι κα ι φρα­
γμένος στο £Η(Α — λ), αλλά, δεν είναι πυκνά ορισμένος οπότε, δεν μπορεί να 
επεκταθεί μοναδικά σε ένα φραγμένο τελεστή.

Ταξινομούμε το σ(Α) ως εξής:

α) Έστω μια  τιμή λ £  σ(Α) και είναι τέτοια ώστε ker(A — λ) φ  {0}. Τότε η 
λ είναι μ ια  ιδιοτιμή του Α  και κάθε u £  ker(A — λ), μ ε  η  φ  0, είναι ένα 
ιδιοδιάνυσμα του Α  που αντιστοιχεί στο λ κα ι ικανοποιεί τη σχέση A u  =  λχι.

β) Το διακριτό φάσμα (discrete spectrum ) σ ^ Α ) του Α , είναι το σύνολο ό­
λων των ιδιοτιμών του Α  με πεπερασμένη πολλαπλότητα οι οποίες είναι και 
μεμονωμένα σημεία του σ(Α).

Υ) Το ουσιαστικό φάσμα (essential spectrum ) του Α  ορίζεται ως το συμπλήρω­
μα του σ<ι{Α) στο σ (Α )  και συμβολίζεται με a ess(A ) ,  δηλαδή σ655(Α) =  
σ(Α)\σ<*(Α)

Παρατήρηση 1.2.4. Τα <jeiis(A) κα ι σ*(Α) παρέχουν μ ια  ξένη κ α ι πλήρη διάσπαση 
του σ(Α), Επίσης, το σβ55(Α) μπορεί να περιέχει ιδιοτιμές του Α .  Για παράδειγμα, 
μ ια  ιδιοτιμή άπειρης πολλαπλότητας ή μ ια  που είναι όριο ακολουθίας ιδιοτιμών 
ανήκει στο o css(A).

1 .3  Α υτοσυζυγείς Τ ελεστές

Χ ρησιμοποιούμε τη δομή εσωτερικού γινομένου ενός χώρου H ilbert γ ια  να ορίσουμε 
τον παρακάτω τελεστή, ο οποίος αποτελεί ένα πολύτιμο εργαλείο για τη μελέτη του 
φάσματος.

Ορισμός 1.3.1. Έ στω Α  έ ν α ς  γρ α μ μ ικ ό ς  τεβ εσ τή ς  σ ε έ ν α ν  χ ώ ρ ο  H ilb e r t Η , μ ε π ε δ ίο  
ο ρ ισ μ ο ύ  2)(Α), Ορίζουμε, το συζυγή  (a d jo in t)  τεβεστή  Α * του Α , ω ς την απεικόνιση

Α* : 5)(Α*) -»  Τ ί}

π ο υ  ικ α ν ο π ο ιε ί vr\ σχέστι
( Α χ ,  y )  =  <χ, A * y ) ,

γ ια  κ ά δ ε  χ  6  Σ)(Α) και y  £  2)(Α*), ό π ο υ

Σ>(Α*) =  { y  6  Η  : \ ( A x , y ) \  <  C (y ) ||x ||,x  €  Χ>(Α)}, 

γ ια  κ ά π ο ια  σ τα θ ερ ά  C ( y )  π ο υ  εξα ρτά τα ι μ ό νο  α π ό  το y.
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Ορισμός 1.3.2. Έ ν α ς  γ ρ α μ μ ικ ό ς  τεβεστή ς Α  σ ε έ ν α  χ ώ ρ ο  H ilb e r t Η , μ ε  π εδ ίο  
ο ρ ισ μ ο ύ  *Ό(Α),  κ α β ε ίτ α ι σ υ μ μ ετ ρ ικ ό ς  (s y m m e tr ic )  (ή ερ μ ιτ ια νό ς ) α ν  ο  τεβεστής A * 
ε ίν α ι επ έκ τα σ ή  του  Α , ή ισ ο δ ύ να μ α

( A x ,  y )  =  (χ, A y ) , yta κ ά θ ε  χ, y  £  2 (A ) .

Υποθέτουμε όχι το πεδίο ορισμού ενός γραμμικού τελεστή Α  σε ένα χώρο Hilbert 
7 ί  είναι πυκνό, εκτός αν δηλώνεται το αντίθετο.

Ορισμός 1.3 .3. Έ ν α ς  γρ α μ μ ικ ό ς  τεβ εσ τή ς  Α  κ α β ε ίτ α ι α υχο α υζυγή ς  (se lf 'a d jo in t)  
α ν  A  =  A * , δ η β α δ ή  α ν  Α  σ υ μ μ ετρ ικ ό ς  κ α ι 2 (A )  =  2(Α *).

Θεώρημα 1.3.4. Έ στω  Α  έ ν α ς  α υ το σ υ ζυ γή ς  τεβεστής. Α ν  γ ια  κ ά π ο ιο  Μ  >  0 κ α ι 
γ ια  κ ά δ ε  u  £  2 (A )  C Η  ισ χ ύ ε ι

II (λ -  A )u \\ >  M \\u ( 1. 1)

τότε X £  ρ ( Α ) .  Ε π ιπ β έ ο ν ,

{ z  £  C : \ζ -  λ | <  Μ }  c  ρ ( Α )

Α π ό δειξη . Έστω ότι πληρούται η σχέση (1.1) γ ια  κάποιο λ. Θα αποδείξουμε όχι 
λ £  ρ { Α ) .  Από τον ορισμό του επιλύον συνόλου, πρέπει να δείξουμε ότι υπάρχει 
αντίστροφος τελεστής του Α  — λ, κα ι μάλιστα είναι φραγμένος και ορισμένος επί 
ενός πυκνού  υποσυνόλου του Ή.

Αν Α φ  =  Χφ,  τότε από  την (1.1) παίρνουμε

ο =  II(λ — Α )·φ\\ >  -ΜΊΙ^ΊΙ >  ο,

άρα φ  =  0, που  σημαίνει ότι υπ ά ρχει ο αντίστροφος του τελεστή Α  — λ, διότι

ker(A -  λ) =  {0}.

Επειδή ο Α  — λ είναι ένας πυκνά  ορισμένος γραμμ ικός τελεστής, γνωρίζουμε 
ότι 9 \ ( Α  — λ) 0  ker(A* — λ) =  Η .  Επομένως

9t(A  -  λ ) 1  =  ker(A* -  λ) =  ker(A — λ) — {0},

που σημαίνει ότι το 9ί(Α  — λ) είναι πυκνό στο Η .  Αρκεί να δείξουμε ότι είναι και 
κλειστό. Έστω (χη) £  9 \(Α  — λ) μ ια  συγκλίνουσα ακολουθία μ ε  lim x n =  χ . Τότε 
υπά ρχει μ ια  ακολουθία (yn) £  2 (A )  τέτοια ώστε x n =  (A  — A)yn. Ισχυριζόμαστε 
ότι κ α ι η yn είναι συγκλίνουσα. Πράγματι, θέτοντας u  =  yn — ym στην σχέση (1.1), 
παίρνουμε

||2/n ~  2/m|| <  Μ  'WiA -  X ) ( y n -  ym)|| =  Μ  1||α;„ -  z m||,

και επειδή η (χη) είναι ακολουθία Cauchy, το ίδιο θα είναι και η (yn). Αρα 
υπάρχει ένα y  £  Η  τέτοιο ώστε y =  lim yn. Ακόμα, yn —> y κα ι x n =  ( A  — λ )yn 
είναι ακολουθία C auchy. Από το γεγονός ότι ο Α  είναι ένας πυκνά  ορισμένος
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αυιοσυξυγής τελεστής, έπεχαι χο όχι χ η —» ( Α  — λ) y  6  ΣΗ(Λ — λ). Επομένως, 
χ  6  9ί(>1 — λ) κα ι άρα χο σύνολο είναι κλειστό.

Συνέπεια των παραπάνω είναι όχι ο τελεστής ( Α  -  λ) έχει παντού ορισμένο 
αντίστροφο (Α  — Λ)-1 . Στη συνέχεια, θα δείξουμε ότι είναι και φραγμένος. Έστω 
χ  G Η  κα ι y  =  ( Α  — λ )_1χ  €  Ώ ( Α ) .  Τότε, χ  =  ( A  — λ ) y  κα ι

||* || =  \\(Λ  -  A)y|| >  M \\y \\ =  Μ \ \ { Α  -  λ )_1χ ||.

Άρα για  κάθε χ  G Ή.

| | ( Α - λ ) - 1® | |< Λ Τ 1||* ||, (1.2)

το οποίο δείχνει όχι ο ( Α  — λ ) ' 1 είναι φραγμένος γραμμ ικός τελεστής κ α ι τελικά 
λ  e  ρ ( Α ) .

Επιπλέον, αφού το λ €  ρ { Α )  θα  δείξουμε ότι για  λ — ζ  αρκετά μικρό, κα ι το 
2 €  ρ { Α ) .  Έστω

\ζ  — \ \ <  Μ  <  ||(λ _ Α)_ 1||·

Ο φραγμένος τελεστής
οο

Τ  :=  ( λ  — Α ]~ ι Σ  [(λ — ζ )(λ  — Α)-1]* ,
k = 0

είναι ο αντίστροφος του λ — Α  — (λ — ζ ) ,  Πράγματι,

( Χ - Α - ( λ - ζ ) ) Τ  =  Σ χ λ - ζ χ Χ - Α ) - 1} 1'
k = Q

- ( λ  -  *)(λ -  Α )-1 £  [(Λ -  ζ )(λ  -  Α ) - γ
k =0

=  £ [ ( A - z ) ( A - A ) - f

fc = l

=  I .

Ό μοια  Τ (λ  — Α  — (λ — ζ)) =  / .  Άρα, αν \ ζ  — λ | <  Μ , τότε ζ  €  ρ ( Α )  το οποίο είναι 
και το ζητούμενο. □

Π όρ ισμ α  1 .3 .5 . Έ στω  Α  έ ν α ς  α υ ιο σ υ ζ υ γή ς  τεβεατής. Τότε τα σ ύ ν ο β α  σ { Α )  κ α ι 
σ ε8$ (Α ) ε ίν α ι κ β εισ τά .

Α κόδειξτ\. Άμεση συνέπεια του δεύτερου συμπεράσματος του Θεωρήματος 1.3.4, 
είναι χο γεγονός όχι το σύνολο ρ { Α )  =  C \a (A ) είναι ανοιχτό. Επομένως, το σ ( Α )  
είναι κλειστό.

Θα δείξουμε ότι κα ι το a ess(A )  είναι κλειστό. Θεωρούμε μ ια  ακολουθία (λ*) € 
&ess(A)* μ ε λ* —* λ. Προφανώς, λ  €  σ ( Α )  δίοτι δείξαμε παραπάνω ότι το σ { Α )  
είναι κλειστό. Επιπρόσθετα, το λ είναι σημείο συσσώρευσης, που σημαίνει ότι δεν 
μπορεί να ανήκει στο διακριτό φάσμα σ^{Α)  του Α.  Τελικά, λ 6  a ess( A ) .  □
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Θ εώ ρη μ α  1 .3 .6 . Έ στω  Α  έ ν α ς  α υ το σ υ ζνγή ς  τεβεστής. Τότε

1. α ( Α )  C R , κ α ι

2 . ιδ ιο δ ια νύ σ μ α τα  π ο υ  α ντ ισ το ιχο ύ ν  σ ε δ ια κ εκ ρ ιμ έν ε ς  ιδ ιοτιμές ε ίν α ι ορθογώ νια . 

Α π ό δ ειξη .

1 . Έστω z  =  x  +  i y  με y  φ  0. Τότε, από την αιποσυξυγία του Α  ισχύει ότι

||(Λ -  z )u \ \2 =  ||(i4 -  x )u ||2 +  |y |2||u ||2 >  y 2\\u\\2,

για  κάθε u  E 2)(A ). Από το Θεώρημα 1.3.4, έχουμε ότι ζ  Ε ρ { Α )  και επομένως 
σ ( Α )  C R.

2. Έστω φ , φ  ιδιοδιανύσματα του Α  τέτοια ώστε Α φ  =  Χ φ  κα ι Α φ  =  μ φ  με 
μ φ  X. Τότε

λ (φ,  Φ) =  (Α φ , φ )  =  (φ,  Α φ )  =  μ  (φ ,

Ό μω ς από το 1. ισχύει ότι μ  — μ ,  άρα

(λ -  μ )  (φ,  φ )  =  0.

Καθώς μ  Φ λ, προφανώς ( φ , φ )  = 0 .  □

Γενικά, το φάσμα ενός τελεστή σε έναν χώρο άπειρης διάστασης, δεν αποτελεί- 
ται μόνο από ιδιοτιμές. Σε πολλές περιπτώσεις μάλιστα δεν υπάρχουν καθόλου 
ιδιοτιμές. Αυτή είναι μ ια  βασική διαφορά μεταξύ τελεστών σε πεπερασμένης και 
άπειρης διάστασης χώρους. Με το παρακάτω Θεώρημα θα χαρακτηρίσουμε τα 
στοιχεία του φάσματος που δεν είναι ιδιοτιμές το οποίο μπορεί να  μεταφραστεί ως 
εξής: κάθε λ  Ε <χ(Α), είναι μ ια  κατά προσέγγιση ιδιοτιμή, δηλαδή δοσμένου ε  >  0. 
υπ ά ρχει u  Ε Σ)(Α ) τέτοιο ώστε ||(Α  — A)u|| <  e ||u ||.

Θ εώ ρ η μ α  1 .3 .7 . Έ στω  Α  έ ν α ς  α υ το σ υ ζ νγή ς  τεβ εσ τή ς . Τ ότε  λ  Ε σ(Α ) α ν  κ α ι μ ό νο  
α ν  υ π ά ρ χ ε ι  μ ια  α κ ο β ο υ δ ία  (un), u n Ε S(^4) ,γ ια  κ ά δ ε  n  €  Ν, τέτοια ώστε

ΙΚ ΙΙ =  1 κ α ι ||(Α  — A)un|| —> 0 κ α δ ώ ς η  —► οο.

Α π ό δ ε ιξ η . (=>·) Έστω λ  €  cr(A) .  Θα δείξουμε ότι υπά ρχει μ ια  ακολουθία μ ε τις 
παραπάνω  ιδιότητες. Δ ιακρίνουμε τις περιπτώσεις

•  ker(i4 — λ) φ  {0} (δηλαδή λ  είναι ιδιοτιμή). Έστω /  Ε ker(i4 — λ) \  {0} με 
| | / | |  =  1 κα ι u n =  / ,  γ ια  κάθε n  Ε Ν. Προφανώς η u n είναι η ζητούμενη 
ακολουθία. •

• ker(A — λ) =  {0}. Τότε 9 \ ( Α  — λ) είναι πυκνό αλλά όχι ίσο μ ε  Η , Αρα 
ο τελεστής (Α  — λ) έχει αντίστροφο, αλλά δεν είναι φραγμένος. Συνεπώς, 
υπ ά ρχει μ ια  ακολουθία (υη) μ ε υ η €  Σ ) ( ( Λ - λ ) _1) και ||vn || =  1, τέτοια 
ώστε

||(Λ  -  λ) 'υηΙΙ ->  οο.
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Ορίζουμε
(Α -  λ ) - ν

| | μ - λ ) - ^ „ | | ·
Τότε, u n Ε 5)(Α ), προφανώς u n =  1 και

||(/1 -  λ >"“ « =  | |( · 4 ^ Λ ) - ί·»·,|ϊ -  0 Καθώε "  -*  00

(<£=) Αντίστροφα, θέλουμε να αποδείξουμε ότι αν υπάρχει μ ια  τέτοια ακολουθία 
(un) μ ε τις προϋποθέσεις του Θεωρήματος, τότε λ  £  σ(Α). Ισοδύναμα, μπορούμε 
να δείξουμε ότι α ν  X Ε ρ ( Α ), δεν υπάρχει ακολουθία που να πληροί τις ιδιότητες 
του Θεωρήματος. Θεωρούμε ένα λ £  ρ { Α )  κα ι ότι υπάρχει τέτοια ακολουθία (un) 
που ικανοποιεί τις παραπάνω ιδιότητες. Αρα υπάρχει ο αντίστροφος του ( Α  — λ),

( Λ - λ ) - 1 : Η - > 7 ΐ ,

και είναι φραγμένος. Έστω ν η =  ( Α  — A)un. Συνεπώς,

| | ( Λ - Α ) - 1«»|| |Κ | |
ΙΚΙΙ | | ( Λ - λ Κ | |  ’

το οποίο είναι άτοπο. □

Ορισμός 1 .3 .8 , Ε ν α ς  γρ α μ μ ικ ό ς  τεβεστή ς Α  κ α β ε ίτ α ι μ η -α ρ ν η η κ ό ς  (n o n -n e g a tiv e ),  
A  >  0, α ν  (u, A u )  >  0, γ ια  κ ά δ ε  u  Ε Ώ ( Α ) .  Γ εν ικ ό τερ α , Α  >  λ  α ν  {A u % u ) >  A||ti||2, 
για κ ά δ ε  u  Ε 5)(-4) κ α ι X Ε Κ.

Σημειώνουμε ότι το πεδίο ορισμού Ώ ( Α )  ενός τελεστή Α , εφοδιασμένο μ ε  το 
εσωτερικό γινόμενο

<«> V ) v ( A )  =  (A u > A v ) h  +  ( U > V ) h  - 
για  κάθε u , v  Ε Σ)(Α), είναι χώρος Hilbert.

Πρόταση 1 .3 .9 . Έ στω Α  έ ν α ς  α υ το σ υ ζυ γή ς  τεβεστή ς κ α ι έστω X Ε ρ ( Α ) .  Τότε

Ι|Λ*(λ)|| = [dist(A,ff(i4))]_1.

Η απόδειξη της παραπάνω Πρότασης περιέχει μεθόδους Συναρτησιακής Ανάλυ­
σης και δεν θα  την αποδείξουμε εδώ (για μ ια απόδειξη βλέπε [Dal]), αλλά θα την 
χρησιμοποιήσουμε στην παρακάτω Πρόταση.

Πρόταση 1 ,3 .1 0 . Έ στω  Α  έ ν α ς  α υ το σ υ ζυ γή ς  τεβεστής. Τότε Α  >  λ, α ν  κ α ι μ ό νο  
α ν σ { Α )  C [λ,οο).

Απόδειξη. Χωρίς περιορισμό της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι λ =  0. 
(=3>) Έστω Α  >  0 κα ι ένα Αχ ^  [0, οο). Θα δείξουμε ότι Αχ Ε ρ { Α ) .  Από το Θεώρημα
1.3.4, αρκεί να δείξω ότι υπάρχει Μ  >  0 τέτοιο ώστε

|\ ( Α  — λχ)ιι|| >  Μ ||ιχ||, για  κάθε u  Ε ΊΟ{Α).

Έστω Αχ =  χ  -h i y ·  Τότε

||(Λ -  λι)ίχ ||2 =  || ( Λ -  x ) u \ \ 2 +  y2||u ||2.

Άρα υπάρχουν δύο ενδεχόμενα.
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•  y  φ  0. Τότε

| | ( A - A 1)u ||2 > y 2N I 2,

που είναι η σχέση που θέλαμε μ ε  Μ  =  |t/|.

•  y  =  0. Τότε χ  <  0. Άρα,

Ι Κ Λ - λ , Η 2 =  \ \ ( A - x ) u \\2 =  \\A u \\2 +  x 2 \\u \\2 - 2 x ( A u , u )

> * 2ΙΜ Ι2,

το οποίο είναι αυτό που Θέλαμε να δείξουμε.

(«=) Αντίστροφα, έστω σ ( Α )  C [Ο,οο). Τότε γ ια  κάθε α >  0, το —α £  ρ( Α)  και 
d is t(—α, σ(Λ )) =  α. Από την Πρόταση 1.3.9, έχουμε

||# / ΐ ( - α ) | |  =  [dist(—α ,σ (Λ ))]-1 .

Άρα,

||(Ά +  α) -1

Επομένως, κάνοντας χρήση της παραπάνω ανισότητας συνάγουμε

ΙΜΙ =  ||(Ά +  α )_1(Ά +  a)u || <  ||(Λ  +  α)- 1 ||||(Ά  +  a)u ||

=  ; Ι Ι ( Λ  +  α)ι*||.
α

Από την παραπάνω  σχέση, παίρνουμε

α2|Μ |2 <  ||(A +  a)u||2 — \\Au\\2 +  2 a { A u , u )  +  a2||w||2,

ή
( A u t u)  >  —(2a)-1 ||i4u||2.

To αποτέλεσμα (Au,  u ) >  0, έπεται από το γεγονός ότι το α >  0 είναι τυχαίο. □

1 .4  Σ τοιχεία  Δ ια φ ορ ικ ή ς Γ εω μετρίας

Έ να δταφορίστμο πολύπτυγμα Μ  διάστασης m  (differentiable manifold), είναι 
ένας τοπολογικός χώρος H ausdorff μ ε  αριθμήσιμη βάση γ ια  την τοπολογία του. 
που  πληροί τις ακόλουθες ιδιότητες:

J. Υ πάρχει κάλυψη του Μ  από οικογένεια ανοιχτών υποσυνόλων του, έστω 
{ U a }aei* και αντίστοιχων ομοιομορφισμών φ  : ί/α —► <p(Ua ) C Rm. To 
ζευγάρι (Ua > φ α ) ονομάζεται χάρτης ή σύστημα συντεταγμένων του Μ .

2. Για κά θε or, β  €  /  μ ε  Ua Π l/β φ  0. η απεικόνιση φ α ο φ ^ 1 είναι διαφορίσιμη 
στο πεδίο  ορισμού της,

3 . Η οικογένεια {(ί/α ϊ<^a)}oe/ είναι μέγιστη (δηλαδή, αν U  είναι ένα ανοιχτό 
υποσύνολο του Μ  και φ  ; U  —> φ(υ) C R m είναι ομοιομορφισμός τέτοιος 
ώστε οι απεικονίσεις φ α ο φ ~ ι κα ι φ  ο φ " 1 να είναι (7°°-διαφορίσιμες για κάθε 
α  €  / ,  τότε ο χάρτης ([/, φ)  ανήκει στην οικογένεια 1.).
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Στο εξής θα γράφουμε M m, όταν χρειάζεται να φαίνεται η διάοταση του πολυ- 
πτύγματος. Μια οικογένεια που πληροί μόνο τις συνθήκες J. και 2. ονομάζεται 
άτλας του M m. Προσαρτώντας σε έναν άτλαντα όλους τους χάρτες όπως περί- 
γράφεται στην 3., αποκτούμε μια μεγίστη οικογένεια χαρτών, η οποία ονομάζεται 
διαφορίσιμη δομή του Μ 771. Με τον όρο πολύπτυγμα θα εννοούμε διαφορίσι- 
μο πολύπτυγμα. Οι παραπάνω συνθήκες του ορισμού του πολυπτύγματος, μας 
επιτρέπουν να μεταφέρουμε τις ιδέες του Διαφορικού Λογισμού στον Rm σε δι- 
αφορίσιμα πολυπτύγματα.
1 Ένα διαψορίσιμο διανυσματικό πεδίο X  του πολυπτύγματος Μ 771 είναι μια 
επιλογή διανύσματος Χ ρ Ε TpM mi για κά θ ερ  Ε M m, όπου με TpM m συμβολίζουμε 
τον εφαπχόμενο χώρο (tangent space) του M m στο ρ  με την ιδιότητα ότι για κάθε 
διαφορίσιμη συνάρτηση /  : M m —> R, η συνάρτηση

X f  ; M m —» R,

(Xf)(p) = X„(f),
να είναι διαφορίσιμη. Συμβολίζουμε μ ε D ( M m) και με A { M m) το σύνολο των 
διαφορίσιμων συναρτήσεων και το σύνολο των διαφορίσιμων διανυσματικών πεδ ί­
ων στο M m, αντίστοιχα. Από την ένωση όλων των εφαπτόμενων χώρων του M m, 
μπορούμε να κατασκευάσουμε ένα νέο διαψορίσιμο πολύπτυγμα διασχάσεως 2m, 
που λέγεται εφαπτάμενη δέσμη (tangent bundle) T M m του M m . Ως σύνολο η 
εφαπτομένη δέσμη ισούται με

T M m =  UρζΜ^ΤρΜ771 =  { ( ρ , ν )  : ρ  Ε M m, v  Ε TpM m}.

Έστω ({/, φ )  ένας χάρτης του M m με συναρτήσεις συντεταγμένων Χ \ > . . . , xm. 
Σε αυτόν τον χάρτη αντιστοιχούν τα τοπικά διανυσματικό πεδία  ^  Ε Δ ( ί / ) , ί  =  
1, · · · j τη. Αυτά τα πεδία ονομάζονται βασικά διανυσμαχικά πεδία συντεταγμέ­
νων και για  /  € D ( M m) έχουμε

( ^ “ / )  (ρ) =  A ( / o ^ _1) U p) ,p g  U>

όπου D i η συνήθης μερική παράγωγος ως προς την συντεταγμένη του Rm.
Σε ένα πολύπτυγμα M m , όπου δεν υπάρχει πάντα ένα ολικό σύστημα συντε­

ταγμένων, πρέπει να εισάγουμε την έννοια της διαφόρισης διανυσματικών πεδίων 
κατά τρόπο αναλλοίωτο, έτσι ώστε να μην εξαρτάται από το σύστημα συντεταγμένων. 
Αυτό είναι εφικτό με την βοήθεια ενός τελεστή ο οποίος έχει τις συνήθεις ιδιότητες 
της παραγώγισης, τον οποίο ονομάζουμε γραμμ ική  συνοχή. Τέτοια δομή υπάρχει 
πάντα σε κάθε διαψορίσιμο πολύπτυγμα Μ 77ϊ(βλέπε [Κο]).

Ορισμός 1.4.1. Μια απεικόνιση

V  : A ( M m) χ A ( M m) -> A ( M m) } ( Χ , Υ )  — V x V

μ ε  τις ιδιότητες

i) V /χ+9γΖ =  / V χΖ  +  gS/yZ
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ii) Vx{Y + Z) = VxY + S7x Z

m) V x ( / y )  =  / v * y  +  x ( / ) Y

μ ε  Χ , Υ , Ζ  €  A ( M m ) κ α ι  f , g < E  D ( M m ), β έ γ ε τ α ι γραμμική συνοχή (a ffin e  con- 
n ec tio n ). Το δ ια ννσμ α χνκ ό  π εδ ίο  V χ Υ  β έ γ ε τ α ι συναββοίωτη παράγωγος (c o v a r ia n t  
d e r iv a t iv e )  του  Υ  στr\v δ ιεύ θ υ νσ η  X  ως π ρ ο ς  την σ υ ν ο χ ή  V.

Παρόλα αυτά, ακόμα και όταν το M m είναι εφοδιασμένο με κάποια γραμμική 
συνοχή, δεν υπά ρχει τρόπος να υπολογίσουμε μήκη διανυσμάτων, καμπύλών ή 
ακόμα και γωνιών μεταξύ διανυσμάτων. Υπάρχει ένας φυσικός τρόπος μέτρησης 
του μ ήκους διανυσμάτων, ο οποίος είναι ένα εσωτερικό γινόμενο σε κάθε εφα- 
πτόμενο χώρο TpM m . Αυτό το εσωτερικό γινόμενο όμως, θα πρέπει να μεταβάλλεται 
με διαψορίσιμο τρόπο από σημείο σε σημείο.

Μια μετρική Riemann σε ένα πολύπτυγμα M m είναι μ ια  αντιστοιχία ρ  Ε 
M m σε εσωτερικό γινόμενο {, )ρ (δηλαδή μια συμμετρική, διγραμμική και θετικά 
οριστική μορφή) στον εφαπτόμενο χώρο TpM m η οποία είναι διαφορίσιμη μ ε  την 
εξής έννο ια : για X , Υ  Ε A (M m) η συνάρτηση (X , Υ )  : M m -*  R  μ ε

( X ,  Υ ) Ρ =  (Χρι  Υρ)

είναι διαφορίσιμη.
Θεωρούμε ένα χάρτη (ί/, φ )  του πολυπτύγματος M m μ ε συναρτήσεις συντετα­

γμένων Χ ι , . . . , x m . Χρησιμοποιώντας τα βασικά διανυσματικά πεδία  ,
ορίζουμε τις συναρτήσεις

9 α  = U  -> Κ, gi j (p)  =  -
’ Bxj

, 9α  =  9ju  1 <  h i  <  m ,

οι οποίες λέγονται συνιστώσες της μετρικής ( , ) ως προς τον χάρτη (ί/, φ ) .  Συμβολί­
ζουμε μ ε  g  την ορίξουσα του αντιστρέψιμου και συμμετρικού πίνακα (^ ·)  και με 
g lj τα στοιχεία του αντίστροφου του πίνακα (^ ; ). Το πολύπτυγμα M m εφοδιασμένο 
μ ε  μια μετρική R iem ann θα λέγεται πολύπτυγμα Riemann.

Γνωρίζουμε ότι ένα διαφορίσιμο πολύπτυγμα δέχεται γραμμ ικές συνοχές καθώς 
και μετρικές R iem ann. Θα συσχετίσουμε τις δύο αυτές δομές. Η επιλογή μιας 
μετρικής R iem ann  σε ένα πολύπτυγμα M m, καθορίζει μοναδικά μια γραμμική 
συνοχή στο M m , με την έννοια του παρακάτω Θεωρήματος. Έτσι είμαστε σε θέση 
να διαφορίσουμε διανυσματικά πεδία στο M m ,

Θεώρημα 1.4.2. (L ev i-C iv ita )  Έ στω  (M m, {,)) έ ν α  δ ια φ ο ρ ίσ ιμ ο  π ο β ύ π τ υ γμ α  R ie- 
m a n n . Υ π ά ρ χ ε ι μ ο να δ ικ ή  γρ α μ μ ικ ή  σ υ ν ο χ ή  V  στο M m η ο π ο ία  ικ α νο π ο ιε ί τις εξή ς  
σ υ ν θ ή κ ε ς

.  ν * Υ  -  V y X  =  [X, Υ ]

•  Χ ( Υ , Ζ )  =  ( ν Χ γ Ζ )  +  ( Υ , ν Χ Ζ )

ό π ο υ  X , Υ, Ζ  Ε A (M m) και [X, Υ ] το γινόμενο Lie τω ν δ ια νυ σ μ α τ ικ ώ ν π εδ ίω ν  X , Υ. 
Η  σ υ ν ο χ ή  αυτή κ α β ε ίτ α ι συνοχή Levi-Civita,
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Στα επόμενα, V  θα συμβολίζει την συνοχή Levi-Civita του διαψορίσιμου πολύ- 
πτύγματος ( M m, ( , )).

Μετά την βασική ορολογία, περνάμε στην μελέτη της γεωδαισιακής καμπύλης 
κα ι της καμπυλότητας, οι οποίες είναι δύο θεμελιώδεις έννοιες της Γεωμετρίας 
R iem ann.

Ορισμός 1.4.3. Η κ α μ π ύ β η ^  : I  :=  (α,6) —> M m κ α β ε ίια ι  γεω δ α ισ ια κ ή  (g e o d e s ic )  
α ν  το δ ια νυσ μ α τικ ό  π εδ ίο  ταχύτητας ε ίν α ι π α ρ ά β β η β ο  κ α τα  μ ή κ ο ς  της  7 . δ η β α δ ή  
β ν  ισ χ ύ ε ι

d t \ d t )

Επίσης, ως προς χάρτη (U, φ)  με συναρτήσεις συντεταγμένων χ 1, . . . , χ Τη γύρω 
από το σημείο 7(ίο). μ ε ψ °  7 Μ  =  (^ ι( ί) , - · ■, x m { t ) ) ·  έχουμε

d t v > dXi
i = l 7 (t )

Η γεωδαισιακή πρέπει να πληροί το ακόλουθο σύστημα των m  συνήθων διαφορικών 
εξισώσεων

t , j = l

■m 0, k  =  1, . . . ,771. (1.3)

όπου r£. είναι τα σύμβολα Christoffel. Κάθε γεωδαισιακή της οποίας το μήκος 
είναι μικρότερο από κάθε άλλη κατά τμήματα διαψορίσιμη καμπύλη που  ενώνει 
τα ακραία σημεία, θα λέγεται ελάχιστη γεωδαισιακή (minimizing geodesic).

Ορισμός 1.4.4. Έ ν α  χανυστικό πεδ ίο  τύπ ο υ  (?% 5) με s  =  0 ή s  =  1, στο Μ  ε ίν α ι  
μ ια  α π εικ ό νισ η

Τ  : A ( M m) χ  Α ( Μ η { D (M m),
α ν  s  =  1, 
α ν  s  =  0,

η οπ ο ία  ε ίν α ι D  {Μ ™ )-γρα μ μ ικ ή  ως π ρ ο ς  κ ά θ ε  μ ετα ββη τή . 

Ορισμός 1.4.5, Η  α π εικ όνισ η

R  : A ( M m ) X A ( M m ) χ  A ( M m ) A ( M m), μ ε  τύπο  

R { X , Y ) Z  =  V x V y Z  — V y V x Z  — V[x}y]Z,

X,  Y-, Z  E A ( M m ) ονομ ά ζετα ι ταυυστής καμπυβότητας (c u r v a tu r e  te n so r )  του π ο β υ - 
π τύγμ α τος R ie m a n n  (M m, {,)).

Ο τανυστής καμπυλότητας πληροί τις ακόλουθες ιδιότητες

1. ( R( XyY ) Z } W)  =  — {R(Y}X ) Z i W ) %

2 . { R( Xy Y)Z,  W)  +  (R(Yy Z )X , W ) +  ( R ( Z t X ) Y f W)  =  0,
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3. {R(X,Y)Z,W) =  - {R(X,Y)W,Z) t

4.  ( R ( X } Y ) Z , W )  =  ( R ( Z , W ) X , Y ) ,

γ ια  X , Y,  Z  £  A ( M rn), Στενά συνδεδεμένη με τον τελεστή καμπυλότητας, είναι η 
έννοια της καμπυλότητας τομής.

Ο ρ ισ μ ό ς  1 .4 .6 . Έ στω  σ  έ ν α ς  δ ιδιάσταχός γρ α μ μ ικ ό ς  υ π ό χ ω ρ ο ς  του ε φ α κ ιό μ ε ν ο υ  
χ ώ ρ ο υ  TpM m ε ν ό ς  π ο β υ π τύ γμ α το ς  R ie m a n n  (M m, {,)) μ ε  m  >  2, κ α ι έστω x , y  £  σ  
δ ύ ο  γ ρ α μ μ ικ ά  α νεξά ρ τη τα  δ ια νύσμ α τα . Κ α μ π υ β ό τ η τ α  τομ ή ς ( s e c tio n a l cu rva tu re )  
στο σ η μ είο  ρ  γ ια  το επ ίπ εδ ο  σ  ο νομ ά ζετα ι η ποσότητα

ist \ ist λ \ (R(x ,y)y,x)κ ( ” ) =  κ ( χ  Λ }) -  — ^  Λ ,

ό π ο υ

\χ  λ  y| =  y W l y l 2 -  ( x , y ) 2 ·

Ο ορισμός αυτός δεν εξαρτάται από την επιλογή της βάσης. Αν v y w  ορθομονα- 
δια ία  βάση του επιπέδου σ , ο τύπος απλοποιείται ως εξής

Κ ( σ )  =  Κ ( ν  Λ w )  =  {R ( y , w ) w ,  ν ) .

Οι ειδικές περιπτώσεις πλήρων κα ι απλά συνεκτικών πολυπτυγμάτων R iem ann με 
σταθερή καμπυλότητα τομής ονομάζονται χώροι μορφής (space forms) ή χώροι 
σταθερής καμπυλότητας και έχουν μεγάλη σημασία στην Γεωμετρία R iem ann 
όπω ς θα  δούμε στο επόμενο Κεφάλαιο. Θα εισάγουμε άλλες δύο καμπυλότητες που 
ορίζονται κα ι αυτές μ ε  την βοήθεια του τανυστή καμπυλότητας. Αρχικά, ορίζουμε 
μ ια  δ ιγραμμ ική  μορφή στον TpM m ως εξής: έστω χ , y  £  TpM m κα ι θεωρούμε, στο 
T pM m , τον γρα μ μ ικό  μετασχηματισμό

z -► R ( z , x ) y .

Το ίχνος αυτού του μετασχηματισμού, έστω Ric(x, y), είναι μ ια  διγραμμική  μορφή 
κα ι αν διαλέξουμε μ ια  ορθομοναδιαία βάση {β ι , . . . , em} του TpM m t έχουμε

τη

R-ic { x , y )  =  ^ 2 ( R ( e i , x ) y , e i )
i=l
m

=  Σ  (R fa , y)x, e<) =  Ric(y, x),
t=l

δηλαδή η Ric είναι συμμετρική. Προφανώς, αν X , Υ £  A (M m), τότε Κ ΐοίΧ ,Κ ) £ 
D ( M m ).  Το συμμετρικό (2.0)-τανυσιικό πεδίο Ric ονομάζεται τανυστής Ricci 
(Ricci tensor) κα ι η αντίστοιχη τετραγωνική μορφή R ic(x ,x ), για  χ  £  TpM m και 
\χ\ =  1, λέγεται καμπυλότητα Ricci (Ricci curvature) στο σημείο ρ, στην διεύθυν­
ση χ  €  TpM m κα ι συμβολίζεται ως εξής

Ric(x) =  R ic(x ,x ).
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Γράφοντας,
Ric >  (τη — 1 ) Κ ,

για  κάποια συνάρτηση Κ % εννοούμε

Ric(x, χ )  >  (τη — 1 ) Κ ( ρ )  (χ, χ ) ,

για  κάθε χ  Ε TpM m και κάθε ρ  Ε M m. Αν πάρουμε μ ια ορθομοναδιαία βάση 
{ e i , . . . , e m} του TpM m , έχουμε την έκφραση της καμπυλότητας Ricci ως άθροισμα 
'καμπυλοτήτων τομής

τη τη
R ic ( e j )  ^   ̂ (ϋ (β £ , C i ) 6 i ,  6 {) ^  ^ ^ ΐ ) β ΐ )  6 j )

t=l ϊ=2
τη

=  Αβ«).
* ζ=2

Στη συνέχεια θα γενικεύσουμε κάποιες έννοιες από τον Απειροστικό Λογισμό 
πολλαπλών μεταβλητών. Αν TpM m είναι ο εφαπτόμενος χώρος του M m στο ρ , 
συμβολίζουμε μ ε T * M m τον δυϊκό του χώρο. Σε κάθε σημείο ρ  του M m η μετρική 
καθορίζει έναν ισομορφισμό μεταξύ του εφαπτόμενου χώρου κα ι του αντίστοιχου 
δυϊκού του, ως εξής

TpM m 9  V υ* Ε T ; M m , μ ε v * ( w )  =  (ν, π ;) .

Αν πάρουμε μ ια  ορθομοναδιαία βάση {βι , . . . , em }  του TvM m κα ι συμβολίσουμε με 
{ e j , . . . , ej^} την δυϊκή βάση του T * M m , τότε παρατηρούμε ότι για  w  =  w iei 
έχουμε

( τη  \  τηΣ  = Σ  W3S*3 = w) *
J = 1 /  J=1

Έστω /  E D ( M m ) και η αντίστοιχη 1-μορφή d /\ Σε κάθε ρ  Ε M m στην γραμμ ική  
μορφή dfp Ε T * M m αντιστοιχεί, μέσω του ισομορφισμού μεταξύ T * M m και TpM m t 
ένα διάνυσμα του TpM m που ονομάζεται κ λ ίσ η  της /  στο ρ  κα ι συμβολίζεται με 
grad / ρ. Αρα για  κάθε X  Ε A (A im) έχουμε

<X,grad f )  =  d f ( X )  =  X f .

Διαλέγοντας γύρω από το ρ  ένα χάρτη ({/, φ )  μ ε  συντεταγμένες Χ \, · · . , £m, παίρνουμε 
την εξής έκφραση για  την κλίση μ ιας συνάρτησης

grad /  =  Σ
i, j=l

« Μ . Α .
d x i  d x j

(1.4)

Έστω Z  διαφορίσιμο διανυσματικό πεδίο του διαφορίσιμου πολυπτύγματος Rie- 
m a n n  Μ 171. Ορίζουμε την R -γραμμική απεικόνιση

T pM m -> ΤρΜ " \υ  — V „Z,
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σε κάθε ρ  €  M m, μ ε ν  G TpM m . Ονομάζουμε το ίχνος αυτής της απεικόνισης 
α π ό κ λ ισ η  του Ζ  στο p t κα ι συμβολίζεται με

(diν  Ζ ) ρ =  trace(i) —► Vt,Ζ), ν  €  T pM m .

Η συνάρτηση
div Ζ  : M m —> R ,

ως π ρος τον χάρτη (U , φ )  μ ε  συντεταγμένες Χχ,. . . , x m πα ίρνει την μορφή

1 _ * Λ

i i v Z = ^ ^ (^ h
(1.5)

όπου

Ο ρίζουμε τον τελεστή

Δ  : D ( M m ) -> D { M m), Δ /  =  d iv (g rad / ) ,  /  €  D (M m).

Ο τελεστής Δ  ονομάζεται τελεστής xou Laplace και είναι προφανώς R -γραμμικός. 
Η έκφρασή του σε ένα χάρτη (ί/, φ ) % μ ε  συντεταγμένες Χ \ > . . . , xm, σύμφωνα μ ε  τα 
παραπάνω , είναι η εξής

Δ  =

Συνηθίζεται η συνάρτηση Δ /  να λέγεται λαπλασιανή της / .
Για δεδομένη συνάρτηση /  6 D ( M m ) ορίζουμε την απεικόνιση

V 2/  : A ( M m ) χ  A ( M m ) - >  D { M m),

(1.6)

cog εξής
V 2/ ( X ,  Y )  =  ( V x  grad / ,  Y ) ,

μ ε  X ,  Y  €  A (M m). Πρόκειται για συμμετρικό (2 ,0 )—τανυστικό πεδίο  αφού

ν 2/ ( Χ , Κ )  =  (V *  g ra d / ,  Υ )

=  X  (grad / ,  Υ )  -  (grad / ,  V * T )  
=  X ( Y f ) - ( V x Y ) f  

=  X ( Y f ) - ( V Y X ) f - [ X , Y ) f  

=  Y ( X f ) - ( V Y X ) f  

=  (V y g ra d / ,  X )

=  v 2/ ( y , x ) .

Η Ζ?(Μ”ι)-γραμμικότητα είναι προφανής. Σε κάθε σημείο ρ  €  M m, η διγραμμμική 
μορφή V 2/ ( z ,  y ) , x , y  & TpM m είναι καλά ορισμένη και ονομάζεται μορφή H esse
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της συνάρτησης /  στο ρ. Επειδή η μορφή Hesse είναι συμμετρική ο γραμμικός 
μετασχηματισμός

L px  =  V* grad / ,  χ  £  TpM m,

του TpM m , είναι αυτοπροσαρτημένος. Αν συμβολίσουμε μ ε λ* τις πραγματικές 
ιδιοτιμές του L pt τότε

m
(Δ /)(ρ )  =  trace

i= l
<
Π αρατήρηση 1 .4 .7 . Οι παραπάνω τύποι απλοποιούνται ιδιαίτερα αν αντί των 
βασικών διανυσματικών πεδίων χρησιμοποιήσουμε το γ εω δ α ισ ια κ ό  π λ α ίσ ιο  (geo­
desic frame) { £ ή , . . . , E m } .  Το πλαίσιο αυτό ορίζεται σε μ ια  αρκετά μ ικρή περιοχή 
U  του σημείου ρ0 € M m. Το γεωδαισιακό πλαίσιο έχει την εξής ιδιότητα στο σημείο
Ρο

( V EiE j ) ( p o )  =  0, i , j  =  1 , . . .  ,m.

Τότε, επειδή ( ^ , g r a d / )  =  £ * /, έχουμε

m
grad /  =  ^ ^ ( E i f ) E i ,  (1.7)

1=1

παντού στο U.  Επίσης, αν X  ~  Σ ^ = ι  f iE i  τότε η απόκλιση του X  στο ρο γίνεται

τ η

(div Χ ) { ρ )  =  Y ^ { E i f i ) { p 0). (1.8)
1=1

Τέλος, η λαπλασιανή μ ιας συνάρτησης /  παίρνει την μορφή

τ η

( A f ) ( p 0) =  J 2 E i ( E i f ) ( P o ) ·  (1-9)
i=l

Έστω Ν η υποπολύπτυγμα του πολυπτύγματος R iem ann M m . Για κ ά θ ερ  £  Ν η 
έχουμε την παρακάτω ανάλυση

TpM m =  ΤρΝ η 0 (ΤρΝ η) χ  ,

όπου με (ΤρΝ η)χ  συμβολίζουμε το ορθοσυμπλήρωμα του υποχώρου ΤρΝ η στον 
χώρο Tv M m και τον ονομάζουμε κ ά θ ετο  χώ ρο  (norm al space) του υποπολυπτύ- 
γματος Ν η στο ρ. Κάθε διάνυσμα ν  £  TpM m αναλύεται μονοσήμαντα ως εξής

ν  =  ν Ύ +

με ν τ  £  ΤρΝ η κα ι ν χ  £  (ΤΡΝ n)_L. Επίσης, αν X  είναι ένα διαφορίσιμο διανυ- 
σματικό πεδίο στο M m, ο περιορισμός X  του X  στο Ν η αναλύεται ως εξής

X = X T + X x ,

μ ε Χ Ύ εφαπτόμενο διανυσματικό πεδίο στο Ν η και Χ χ  κάθετο διανυσματικό πεδίο 
στο Ν η . Συμβολίζουμε μ ε ( Δ ( Ν η) ) χ  το σύνολο των καθέτων διανυσματικών πεδίων
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στο Ν η . Επίσης, συμβολίζουμε με V N και V M τις συνοχές Levi-Civita των Ν η και 
M m, αντίστοιχα. 'Εστω Χ , Υ  διανυσματικά πεδία του Ν η . Επεκτείνουμε τοπικά 
κατά τον συνήθη τρόπο σε διανυσματικά πεδία του M m, τα οποία συμβολίζουμε με 
X  κα ι Υ  αντίστοιχα. Ισχύει ο τ ύ π ο ς  το υ  G auss

v f F  =  v £ y  +  B ( x , n

όπου Χ χ Υ  — ( V ^ F ) T και Β ( Χ , Υ )  =  ( V ^ y ) " 1". Η συμμετρική και D ( M m ) —d ι- 
γραμμ ική  μορφή Β  λέγεται δ εύ τερ η  θ ε μ ελ ιώ δ η ς  μ ο ρ φ ή  του υποπολυπτύγματος 
Ν η στο M m. Αποδεικνύεται ότι η τιμή του πεδίου Β ( Χ , Υ )  σε ένα σημείο ρ  Ε Ν η 
εξαρτάται μόνο από τις τιμές των Χ ρ κα ι Υρ , δηλαδή

B ( X t Y ) \ p =  B ( X PiYp).

1.5 Τελεστής Laplace-Beltrami

Στην αρχή αυτού του Κεφαλαίου ορίσαμε τις ασθενείς μερικές παραγώγους και 
χώρους συναρτήσεων στον R m. Αυτοί οι ορισμοί μπορούν να επεκταθούν μ ε  α ­
ντίστοιχο τρόπο και σε ένα πλήρες πολύπτυγμα  R iem ann M m . Θα ορίσουμε εδώ 
μόνο τους χώρους Sobolev W 1,p( M m ) κα ι W01,p(M m) καθώς οι υπόλοιποι ορίζονται 
εντελώς αντίστοιχα.

Έστω μ ια  συνάρτηση u  Ε L \0C{ M m ) κα ι έστω ρ  Ε M m. Θεωρούμε ένα χάρτη 
(£/, φ )  στο M m μ ε  συντεταγμένες Χι , . . . , x m κα ι βασικά διανυσματικά πεδία . . . , 

Θα ορίσουμε την ασ θενή  κ λ ίσ η  της συνάρτησης u  Ε Έστω ότι
υπά ρχει διανυσματικά πεδίο X  μ ε \Χ \  Ε L}0C( M m ) τέτοιο ώστε γ ια  κάθε λείο δι- 
ανυσματικό πεδίο  Υ  μ ε συμπαγές στήριγμα στο M m ισχύει

J u d i v Y d v  =  — J  ( X ^ Y ) d v ^

Μ Μ

όπου d v  το κανονικό μέτρο του M m , το οποίο σε ένα χάρτη ( l / , φ )  ορίζεται ως

d v  :=  y / g  ο φ ~ 1ά χ )

όπου d x  το μέτρο Lebesgue του Κ771. Μ πορούμε να ορίσουμε το ολοκλήρωμα 
μ ιας μετρήσιμης συνάρτησης /  : M m —> Ε  με την βοήθεια του διαμερισμού ιης 
μονάδας. Το ολοκλήρωμα αυτό είναι καλά ορισμένο, δηλαδή δεν εξαρτάται από 
τον την επιλογή των χαρτών και του διαμερισμού της μονάδας. Αν το πολύπτυγμα 
R iem ann M m είναι προσανατολΐσιμο, διαλέγοντας έναν άτλα που είναι συμβατός 
μ ε  τον προσανατολισμό του M m το d v  μπορεί να δοθεί μέσω της m -διαφορικής 
μορφής που ονομάζεται και στοιχείο όγκου.

Συμβολίζουμε με V u to X  δηλώνοντας ότι είναι η ασθενής κλίση της u, η οποία 
είναι μοναδική εκτός από σύνολα μηδενικού μέτρου.

Ο ρ ισ μ ό ς 1 .5 .1 . Ο ρίζουμε το χ ώ ρ ο  S o b o le v  W l,p( M m ) (με 1 <  ρ  <  οο), ω ς το χ ώ ρ ο  
ττου α π ο τεβ είτα ι α π ό  ό β ε ς  τις σ υ να ρ τή σ εις  u  Ε L P { M m ) γ ια  τις ο π ο ίες  υ π ά ρ χ ε ι η 
α σ θ ε ν ή ς  κ β ίσ η  V u  κ α ι μ ά β ισ τ α  |V u | Ε L P { M m).
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Ορίζουμε τη νόρμα του χώρου W 1* ( M m) ως εξής

J  (Μ ρ +  |Vu|p) dvΜ  ι,ρ :=

Ο χώρος W l ' p( M m) είναι η κλειστή θήκη του C ™ ( M m) στον W l,p( M m). Ό μοια  μ ε 
προηγουμένως, συμβολίζουμε W ll2( M m) =  H l ( M m) και W01,2(M m) =  # o (M m).

Έστω

Q(u, φ )  =  J  V u  * ν φ  dv, με u, φ  Ε Η 1 (M m),

όπου Vu, είναι οι ασθενείς κλίσεις των u, φ.  Ορίζουμε τον τελεστή 

L : L 2( M m) —*■ L 2( M m) (Τελεστής Laplace-Beltrami)

μ ε πεδίο ορισμού

© (L )  =  4 « e H ' i M 171) : 3 /  € Z,2(M m) : Q(u, y») = J  / φ ά υ , Ί φ  e

Av u  E 3)(L), τότε η παραπάνω /  είναι μοναδική κα ι ορίζουμε L u  =  / .  Άρα

J  (Lu)<pdv  =  Q(u,<p),

δηλαδή Q(u, y?) =  (Lu,  γ>), για  κάθε u  Ε 35(L) και για  κάθε φ  Ε C£°(M m). 

Παρατηρήσεις 1.5.2,

• Ο τελεστής Laplace είναι ένας μη-αρνητικός τελεστής. Π ράγματι γ ια  κάθε 
u Ε 3)(L) έχουμε

(Lu, u) =  Q(u, u) ~  J  V u · Vucfa =  J  |Vu|2du >  0,
m  m

που σημαίνει ότι a (L ) C [0, oo) από την Πρόταση 1.3.10. 

Σύμφωνα μ ε  τις ταυτότητες G reen κάθε u  Ε C 2( M m) με

J  |Au|2 dv < -f-oo,
Μ

ανήκει στο 2)(L) κα ι L u  =  — Au.

Έστω Α  ένας συμμετρικός τελεστής μ ε πεδίο ορισμού 35(A). Αν ο τελεστής 
A ** είναι αυτοσυζυγής τότε ο Α  καλείται ουσιαστικά αυτοσυζυγής (essentially 
seif-adjoint). Κάθε πεδίο μ ε αυτήν την ιδιότητα λέγεται πυρήνας (core) για  τον 
αντίστοιχο αυτοσυζυγή τελεστή.
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Θεώρημα 1.5.3. Έστω M m έν α  κ β ή ρ ες  κ οβύπ τυγμ α  R iem ann .

1 . Ο  τεβεστής L  μ ε  πεδ ίο  ορισμού  2)(L) είναι αυτοσυζνγής.

2. Ο τεβεστής L  είνα ι ουσιαστικά αυτοσυζνγής στο C£°(Mm).

Αρα το σύνολο C£°(Mm) είναι πυρήνας για τον τελεστή L , Για μια απόδειξη της 
παραπάνω Πρότασης βλέπε [Da2].

·■’



Κεφάλαιο 2

Το Φάσμα του Τελεστή Laplace σε 
Χώρους Μορφής

Ανάμεσα σε όλα ία  πολυπτύγματα R iem ann, τα πιο απλά είναι αυτά που έχουν στα­
θερή καμπυλότητα τομής. Η μεγάλη σημασία των πολυπτυγμάτων αυτών οφείλεται 
κυρίως στην πληθώρα των εφαρμογών τους. Ο μεγάλος αριθμός ισομετριών που 
έχουν συνεπάγεται την απλότητα των υπολογισμών.

Θα μελετήσουμε το φάσμα του τελεστή Laplace σε τρία παραδείγματα πολυ­
πτυγμάτων μ ε σταθερή καμπυλότητα τομής Κ .  Τέτοια είναι ο Ευκλείδειος χώρος 

με Κ  =  0, η μοναδιαία Σφαίρα με Κ  =  1 και ο Υπερβολικός χώρος ΙΗΙ̂  μ ε 
Χ = Ξ - 1.

Τα πολυπτύγματα αυτά είναι πλήρη και απλά συνεκτικά, κα ι μάλιστα, ου­
σιαστικά τα μόνα με σταθερή καμπυλότητα τομής. Μ πορούσαμε να εξετάσουμε 
πολυπτύγματα μ ε  καμπυλότητα τομής μια τυχαία σταθερά, αλλά δεν είναι δύσκο­
λο να ελέγξουμε ότι πολλαπλασιάζοντας την μετρική R iem ann με έναν θετικό αρ­
ιθμό c, τότε η καμπυλότητα τομής του πολυπτύγματος πολλαπλασιάξεται με 
Επομένως οι γεωμετρίες των δύο πολυπτυγμάτων είναι όμοιες, άρα μπορούμε να 
υποθέσουμε ότι η τιμή της σταθερής καμπυλότητας τομής είναι - 1 , 0 ή  1.

Θα υπολογίσουμε το φάσμα του τελεστή Laplace στους χώρους μορφής. Στον 
Ευκλείδειο κα ι Υπερβολικό χώρο, η απόδειξη στηρίζεται στην επιλογή κάποιων 
"προσεγγιστικών" συναρτήσεων, ενώ η απόδειξη στην Σφαίρα διαφέρει. Στην Σφαί­
ρα θα κάνουμε χρήση των σφαιρικών αρμονικών συναρτήσεων οι οποίες είναι ιδι­
αίτερα χρήσιμες στη μελέτη ιδιοχιμών κα ι ιδιοσυναρτήσεων.

2 .1  Φάσμα του Τελεστή Laplace στον Ε υ κ λείδ ειο  Χ ώ ρο

Έστω ξ  G R ^  και u  : R w —> R η συνάρτηση μ ε  τύπο u ( x )  =  e^'x . Επειδή

- Δ υ =  \ξ\V

θα μπορούσαμε να θεωρήσουμε σαν ιδιοσυνάρτηση την ε ιζ,χ με ιδιοτιμή λ =  |ξ |2. 
Αυτό όμως θα ήταν λάθος διότι e^'x £  L 2( R N ). Επομένως, για να υπολογίσουμε το 
φάσμα του τελεστή Laplace στον Ευκλείδειο χώρο, θα  χρησιμοποιήσουμε κάποιες 
προσεγγιστικές συναρτήσεις που να ανήκουν στον L2(R ^) και οι οποίες θα προ- 
σεγγίζουν την e ^ ’x. Θα χρησιμοποιήσουμε το γεγονός ότι ο τελεστής Laplace είναι
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μη-αρνητικός κα ι αυτοσυζυγής, ώστε να κάνουμε χρήση της Πρότασης 1.3.10 για 
το πρώτο σκέλος της απόδειξης, ενώ στο δεύτερο θα  χρησιμοποιηθεί το Θεώρημα 
1.3.7. Για να μ η ν υπ ά ρχει σύγχυση, θυμίζουμε ότι με Ν  συμβολίζουμε την διά­
σταση του Ευκλείδειου χώρου κα ι μ ε  η  τον δείκτη του n -οστού όρου των ακολουθιών 
που  αναφερόμαστε.

Θ εώ ρ η μ α  2 .1 .1 , Σ τον Ε υ κ β είδ ενο  χ ώ ρ ο  δ ιά σ τα σ η ς Ν  έ χ ο υ μ ε  a ( L )  =  [0, οο).

Α π ό δ ειξη . Θα δείξουμε ότι ισχύει η ισότητα στον τύπο a ( L )  C [0, οο), της Παρατήρη­
σης 1.5.2. Θεωρούμε την συνάρτηση φ  : R N  —> €  C ° ° ( R N ) μ ε  0 <  φ  <  1,
τέτοια ώστε

Ψ(*) =  |  J ’ j * j > 2  και V»(x ) =  ν ( | )

Έστω ένα λ  6  [Ο,οο), κα ι ένα ξ  £  R N μ ε  |ξ |2 =  λ . Ορίζουμε την συνάρτηση 
u n { x )  =  e * 'x<pn(x )  γ ια  ξ } χ  Ε R N . Οι προσεγγιστικές συναρτήσεις λοιπόν είναι οι 
v n =  u n/ ||un | | . Θα δείξουμε ότι πληρούνται οι υποθέσεις του θεωρήματος 1.3.7 για 
την ακολουθία νη. Προφανώς \\vn \\ =  1. Μένει να  δείξουμε ότι || — Δ υ π —λ υ η|| —> 0 
καθώς η  —► οο, δηλαδή

- A u n - A u n l l
\u,

0,

/  | — A u n  — Aun |2dx
0.

ή ισοδύναμα
J I -

/  \Un\2d x  

Κάνουμε τους εξής υπολογισμούς,

V¥>„ =  ^ ( V y > ) Q ,

Δ φ η =  divV<pn =  ^ ( Δ ψ )  ( 0  ,

V e * x =  ί ξ ε * * ,

A e * x =  d i v ^ e 1*·*) = - I f lV * * .

Εφαρμόζοντας την ταυτότητα

A ( f g )  =  f A g  +  2 V f - V g  +  g A f ,

γ ια  /  =  φ η , g  =  e ^ ‘x πα ίρνουμε

/ | — A u n — X u n \2d x  = /  | -  { ^ ( - l i ^ e ^ )  +  2 ίξ ε * ·χ · i ( V V) 0

“  /  (|) - (ϊ) | ώ .
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Επειδή (ο 4- b)2 <  2α2 4- 262 θα έχουμε

J I -  Δ * »  -  \ u ,\ ‘ dx < 2 / [ 4 ί |ξ | Ι ] ( ν ^ ( ϊ ) |

+ έ Ι (Δ*’) © Γ ] '<1! 

-  2 / [ > !Κ>©Ι
+ έ Ι (Δ*,)© Γ ] ώ·

Ό μως

Οπότε, *
/ “"*=“ /  Ιβ* >  ( !)  Γ * = /  K f )  Γ ώ·

S \ - A ^ - \ ^ d x  [W l(v y )(;)!*+jtl(Ay)(;)|*|.fe
/  \un \2d x  j  |<p |2 cix

(2 . 1)

Επίσης, η φ η είναι σταθερή στα διαστήματα ( - o o , - 2 n | ,  [ - n ,  η] κα ι [2η, οο). Ε ­
πομένως, οι συναρτήσεις V (pn ,A <pn είναι φραγμένες διότι είναι διάφορες του μη- 
δενός μόνο για  η  <  \χ \ <  2η, κα ι έτσι ο αριθμητής γίνεται

2/ [ >  Ί Μ ϊ ίΓ + έ Μ Θ Π *

<

n < |* |< 2 n

/  & * + & ) *
η<\χ\<2η

ί  /  *

<*(|£|2 + 1)
η 4 /

η<\χ\<2η

d x

θζ(\ξ\2 + 1 )
η<\χ\<2η

ση
η" 

Ν - 2

νο1{η <  \χ\  <  2 η }

Επίσης η φ  έχει συμπαγές στήριγμα οπότε, θέτοντας χ / η  =  y, d x  — n Nd y  ο 
παρονομαστής του κλάσματος του δεξιού μέλους της (2.1) γίνεται

/  ψ (n )  dX = J  (ψ(ν))2 ηΝdV = °*ηΝ■
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Τελικά,

ί ~  ^  ) / U~ 2 d x <  J Κ Ι 2

c  η Ν ~ 2 

C4 η Ν

χο οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη.

c  1 

C4 η 2
>οο

□

2 ,2  Φάσμα του Τελεστή Laplace στην Σφαίρα

Θα αποδείξουμε ότι το φάσμα του τελεστή Laplace στην μοναδιαία σφαίρα § Ν  είναι 
δ ιακρπό, και μάλιστα είναι το σύνολο των τιμών

Xk =  k ( k  +  N -  1),

γ ια  κάθε k  G Ζ , μ ε k  >  0. Α κολουθούμε την τεχνική των Gilkey, Leahy, Park, 
βλέπε [G-L-P], οι οποίοι χρησιμοποιούν τις σφαιρικές αρμονικές συναρτήσεις, 
τις οποίες θα ορίσουμε αμέσως. Συμβολίζουμε μ ε  Δ 5 τον τελεστή Laplace της 
Σφαίρας ως π ρ ο ς  την συνήθη μετρική R iem ann. Έστω ϊζ* οι συναρτήσεις που 
ικανοποιούν την εξής σχέση

- Δ δ u k =  Xku k.

Οι συναρτήσεις ιχ* ορισμένες πάνω στην σφαίρα, είναι εδώ και καιρό γνωστές, και 
λέγονται σ φ α ιρ ικ έ ς  α ρ μ ο ν ικ έ ς  (spherical harm onics). Αυτές, αποτελούν θέμα 
απέραντης βιβλιογραφίας, διότι είναι τόσο σημαντικές όσο οι σειρές F ourier για 
την Γεωμετρία και την Φυσική. Είναι από τις πρώτες εφαρμογές της Ανάλυσης 
F ourier σε πολυπτύγματα R iem ann, αν κα ι αρχικά δεν είχαν χρησιμοποιηθεί για 
αυτό το σκοπό.

Θα βρούμε τον ακριβή τύπο που δίνει την Λαπλασιανή μ ια ς συνάρτησης στην 
μοναδιαία σφαίρα SN. Θεωρούμε το διάνυσμα ξ  =  όπου χ  =  ( χ ι , . . . , χ^/+ι) το

διάνυσμα θέσης και r  =  +  . . .  +  χ^ν+1. Επίσης συμβολίζουμε με

• V την συνοχή του R N+1,

• V s* την συνοχή της § Ν.

Διαλέγουμε ένα ορθομοναδιαίο πλαίσιο { e j , . . . , β/ν} της S N · Κατά φυσικό τρόπο 
ορίζεται ένα ορθομοναδιαίο πλαίσιο {ei Τ =  7 } °rt0 R ^ + ^ O } . Οπότε, 
συμβολίζοντας μ ε  V την συνοχή Levi-Civita του ΚΛΓ+1 έχουμε για  u  : -»  R

g ra d u  =  e i ( u ) e i  +  . . .  +  e N {u)SN +  ( ξ ν ) ξ .

Π α ίρ νο ντα ς  τη μορφή H esse της u  στον R N+1 έχουμε

V 2u ( X ,  X ) = X ( X u )  -  ( V x X ,  grad u), X  e Δ (R n+1) .

Οπότε, αν περιοριστούμε στην S N  και χρησιμοποιώντας τον τύπο του G au ss  έχουμε



2 .2  Φάσμα ίου  Τελεστή Laplace στην Σφαίρα ■ 37

Ν

S Ν

- t r V 2U =  - ] T  [£ei(u) -  (V e-el,gradu)J
i = l

+  ( V ^ g r a d u ^

=  -  X  +  X  ( ν ? Γ -  £  g rad(u |sw) +  (£w )i)
,  i = l  i = l

-  ί ( ξ “ ) +  ( V ^ ,  gradu^)

=  - X  e & ( u ) +  X  ( V | f  e u g rad(u |sw)^ -  X ( £ u )
i = l  i = l  Ϊ= 1

- f ( & 0  +  ( v ^ g r a d u ^

=  -  A sN (u |sn ) -  Ν { ξ u) |sn -  f(£ tt) |s"  +  ( V f< , grad u j

Υπολογίζουμε xo και έχουμε

V s -  =  - ( v x - )  =  - ( x ( - ) x  +  - V xx )
r r  r  \  r J  r  \  \ r y  r  /

= K i ( r ) i + ri ) = K “^ i( r ) i+ H
1 /  1 1 \  „

=  -  — ~ r x  +  - x )  = 0  
r  \  r z r  )

( -A R"+1u) ^  = - Δ 8" H §„) -  N(fu)|sn -  £<&)|s" (2.2)

Παρατήρηση 2.2.1. Κάνοντας χρήση των σφαιρικών αρμονικών συναρτήσεων απο- 
δεικνύεται τελικά όχι η πρώτη ιδιοτιμή του τελεστή Laplace στην Ευκλείδεια μπάλα 
ακτίνας r  ισούται με

O 'f - i ) 2 
r 2 ’

όπου ί κ - ι  η πρώτη ρίζα της συνάρτησης B essel (βλέπε IC11]).

Παρατήρηση 2.2.2. Έ νας πιο  αναλυτικός τρόπος για  να αποδειχθεί ο παραπάνω 
τύπος, είναι κάνοντας ολοκλήρωση κατά παράγοντες στην ισότητα

ιJ  |V u |2 =  J  J  ̂ |u r |2 +  g radsw u |2j  r Nd S d r ,

Συνεπώς,

B{ 1) o sN

όπου μ ε  B ( l)  συμβολίζουμε την Ν  +  1-διάστατη μοναδιαία μπάλα στον ΚΝ+1. 
Ακολουθώντας την παραπάνω  διαδικασία προκύπτει ο τύπος (2.2) στην εξής μορφή

^  =  Δ δ (u|gAf) +  u rr |s^ + — Urls^ (2.3)
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Θέτουμε V ( N i k)  το σύνολο όλων των πολυωνύμων στον ΚΛΓ+1, τα οποία εί­
να ι ομογενή τάξης k  κα \ V ( N ) k)  τον περιορισμό αυτών των συναρτήσεων στην 
§ Ν . Συμβολίζουμε μ ε  T i { N ^ k )  C V ( N } k )  το υποσύνολο όλων των ομογενών, αρ­
μονικών πολυωνύμων στον R w+1. Δηλώνουμε μ ε  Ή { Ν ,  k )  τον περιορισμό αυτών 
των συναρτήσεων στην § Ν .

Θ εώ ρ η μ α  2 .2 .3 . Έ στω  Δ δ* ο τεβ εσ τή ς  L a p la c e  στον C ° ° ( S N ). Τότε

L  Τ ο  δ ια κ ρ ιτό  φ ά σ μ α  της Δ δ* ε ίν α ι το σ ύ ν ο β ο  τω ν λ*, με λ* =  k { k  +  Ν  — 1), k  €  
Ν U {0}, κ α ι Τ ί { Ν , k ) ε ίν α ι ο ι α ντ ίσ το ιχο ι ιδ ιο χώ ρ ο τ

2 . dim  K ( W , * ) =  (  N N k ) - ( N + £ ~ 2 ) -

Α πόδειξη*  Αν α =  (<Ζι,. . . , ajv+i), ένας πολυδείκτης κα ι

Ρ ( Χ ) =  Σ ρ αΧ α ,

ένα πολυώνυμο. Ορίζουμε τον μερικό διαφορικό τελεστή Ρ ( ρ )  θέτοντας

^(ρ ϊ - Ε ^ ·
a

Στη συνέχεια ορίζουμε ένα θετικά οριστικό συμμετρικό εσωτερικό γινόμενο στο 
V ( N , k )  ως εξής:

(ρ. 9) =  Ε
a

Εύκολα παρατηρούμε ότι ισχύει η εξής ιδιότητα

(ρ. ?) =  P { p ) q , για  κάθε p , q  6  Λ).

Προφανώς ^(./V, Α;) =  i w+i - V ( N ,  k  -  1) ® V ( N  -  1, k) ,  δηλαδή ένα πολυώνυμο 
p ( x )  e  Ρ ( Ν ,  k)  γράφεται ως άθροισμα δύο πολυωνύμων της μορφής q ( x )  €  Χν +ι · 
Τ?(Ν,  k  — l )  κα ι ένα h [ x )  €  V ( N  — 1, k ) ,  το οποίο είναι πολυώνυμο των μεταβλητών 
* ΐι · · · ι %Ν·  Αρα

dimP(./V, k ) =  dimT^iV, k  -  1) +  dim V ( N  -  1, Ac)

Σημειώνουμε ότι V ( N ,  0) και P (0 , Ac) αποτελούνται μόνο από τις σταθερές, άρα 
V ( N ,  0) =  V { 0 , k )  =  1. Επιπλέον V { N ,  0) =  Ή,(Ν,Ο) .  Με την μέθοδο της επα­
γω γής βλέπουμε ότι

d i m V ( N , k ) = ( N  +  k y

Αν ρ  6  V { N t k  — 2) και q  €  V ( N , Α) έχουμε

p f a , . . .  ,* * + ,)  =  ] Γ  Pai...«W+i*?‘ ---®Jv+l·
|a|=fc—2
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?(ζΐ ,  · * · ) Ζλγ+ι ) ^   ̂^ι-.-δΝ+ι^Ι1 * · · ΧΝ + 1 
|6|=fc

Υπολογίζουμε

Επίσης,

- Ρ ( ρ ) ( Δ ^ +1ς)

d  V 1- Σ  Ρ“ΐ
|α|=*—2

' a 2

Σ ρ»ι-
ja|=fc—2

ΟΛΜ-1

9α: ι /  \ 9 χλμ-ι 

92
5 ^ +ι Σ

|6|=fc 

β  \  οι+2 δ Ο/γ+1
α/ν+ι

9χ^/+ι
+

9 9

* 5 3  ^ l- tw + i^ i1 · · · x n +:i · 
I6|=fc

a^+i+2

^ 2P )  =  P  [ ( X \  +  . . . +  X % + 1 )  Σ  P a , . . a „ + X ^  ■ · ^

|a|=fc-2

/  g  \  “ 1 + 2  /  q  y N + 1

2 ^  p«i...aW+i I —  I ■ · · i -------- i
\a \—k ~ 2

dxy \9a;/v+ iy
+

+ Σ  p«i-
ai 9 o/Z+l+2

ΟΑΓ + 1
|a|=/c-2 d x \ d x N + 1

Ακόμα,

( r2P.g) =  P ( r 2p ) q  = Σ  P»i-
|aj=/c—2

/  ^  \  oi+2 /  ^  \ o w+i
o/^+i I ~  ) · · · I “  I 4“ . . .

d x i

5 3  ^°i-*ow+i
9 oi 9

d x

o /v+ i+2

|a|=fc—2 9xi d x N

Τελικά,
^ -ρ ,-Δ κ"+1̂  = <r 2p , q >.

|6|=fc

(2.4)

Μ πορούμε να θεωρήσουμετον τελεστή Laplace περιορισμένο στον χώρο V { N ,  k),  
“ 9 ε1ή9

A e : P ( N , k )  ^ P ( N , k - 2 ) .



4 0  * Το Φάσμα του Τελεστή Laplace σε Χώρους Μ ορφής

Ξ έρουμε όχι V ( N t k )  =  ker Δ β ® (ker Δ β)χ  και προφανώς ker Δ β =  Ή { Ν % Α:). 'Εστω 
Δ* : V ( N ,  k  — 2) —► V { N } k ) ο συζυγής του Δ β. Από την (2.4), έχουμε όχι ο Δ* 
είναι ο πολλαπλασιασμός μ ε  r 2, άρα η απεικόνιση Δ* είναι "1-1", που σημαίνει

(ker Δ β)χ  =  Ιιη (Δ :) =  r 2 . V ( N , k  -  2),

άρα
V ( N , k)  =  r 2 - Ρ { Ν , Α: -  2) © A:). (2.5)

Ο περιορισμός χων ομογενών και αρμονικών πολυωνύμων στην σφαίρα ορίζει μια 
"1-1" απεικόνιση από χο 7 ί ( Ν ,  k)  σχο Α:). Επομένως, ο δεύτερος ισχυρισμός 
αποδεικνύεται μέσω της σχέσης

dim  Η { Ν λ k)  =  dim  V ( N , k )  -  dim  A: -  2),

η οποία είναι άμεση συνέπεια της σχέσης (2.5).
Έστω Λ  :=  X^W(iV,A:) C  C°°(SW), ο υπόχωρος που παράγεχαι από χα αρ­

μονικά κα ι ομογενή πολυώνυμα. Επειδή r 2 =  1 στην § ^ , η εξίσωση (2.5) συνεπάγε­
ται ότι γ ια  κάθε Α; >  0

V ( N , 2 k )  “  2Α:) 0  γ2Η ( Ν , 2Α; — 2) 0  . . .  0  r 2kH ( N , 0),

Ρ(ΛΤ,2Λ +  1) S  Ή ( Ν )  2A; + 1 )  © r 2W(./V, 2Α: — 1) ® . . .  0  r 2fcW(iV, 1).

Αυτό όμως σημαίνει ότι
A  =  ^ P ( N , k ) .

k

Επιπλέον, η § Ν είναι συμπαγής κα ι Λ  είναι μ ια  υποάλγεβρα του C ( S N ) που 
περιέχει τι§ σταθερές συναρτήσεις. Ακόμα, γ ια  κάθε Ρ \ , Ρ 2 πολυώνυμα που ανή­
κουν στο Ρ ( Ν ,  k ) μ ε  ρ ι  φ  ρ 2 υπάρχει μ ια  συνάρτηση /  €  Λ  τέτοια ώστε / (ρ ι)  φ  
/ ( ρ 2)· Αρα η Α  διαχωρίζει σημεία. Επομένως, η Α  σχηματίζει μ ια  μοναδιαία 
άλγεβρα που  διαχωρίζει σημεία, οπότε από το Θεώρημα των S tone-W eierstrass 
παίρνουμε ότι το Α  είναι πυκνό στον χώρο χων συνεχών συναρτήσεων ως προς την 
L°° νόρμα η οποία είναι η νόρμα της ομοιόμορφης σύγκλισης. Αρα θα είναι πυκνό 
και στον L 2( § N ) (Αναλυτικότερα για το Θεώρημα των S tone-W eierstrass βλέπε 
[Di]).

Στη συνέχεια, αν πάρουμε ένα ομογενές πολυώνυμο fc-βαθμού, έστω ρ ( χ ), τότε 
από την σχέση (2.2) έχουμε

ί(ρ(ζ))

£(& (*))

και

D * p ( x ) =  - D xp { x )  =  -  
r r  r

d p  d p

d x  i * d x N + \

d p  d p
X \ --------l· . . .  - f  x n + i

d x \ d x ΛΓ+1. =  -kp(x),r

(  X,  \

\  X N + l  )

* * * ( ; p ( * ) )  =  kDi  ( ; p ( * ) )  =  ( J p ( * ) )
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X I -  ) · ρ ( χ )  +  - D xp { x )
1 1 

— r χ { τ )  ■ ρ ( χ )  +  ~ k p { x )

\ r p ( x )  +  - k p ( x )
k  . . k 2

=  +  ^ ρ ( χ )·

Επομένως,

- A uNJrlp ( x )  =  - A snp(x) -  Ν ( ξ ρ ( χ ) )  -  ξ ( ζ ρ ( χ ) )

=  - A s ” p ( x )  -  ^ k p ( x ) +  ^ p ( x )  -  p ( x )

=  —Δ δ%(α;) — A(fc +  TV — l)p(:r)

Υποθέτοντας επιπλέον όχι το ρ { χ )  είναι αρμονικό πολυώνυμο στο R 7V+1, η παρα­
πάνω σχέση γίνεται

- A s * p ( x ) — k(k +  Ν  — 1 ) ρ ( χ )  =  0. (2.6)

Αυτό όμως συνεπάγεται ότι

Η ( Ν ,  k) C ker(A s"  - k ( k  +  N -  1)) =  Ε  ( k ( k  +  TV -  1), Δ δ" )  ,

όπου Ε(λ,  Δ §ΛΓ) είναι ο αντίστοιχος ιδιοχώρος στην ιδιοχιμή λ. Αυτός είναι πεπερα­
σμένης διάστασης για  κάθε λ και μη  τετριμμένος για  το διακριτό σύνολο των ιδι- 
οτιμών λ. Επειδή ο Δ 5* είναι αυτοσυζυγής, σύμφωνα μ ε  το Θεώρημα 1.3.6 οι 
ιδιοχώροι είναι ορθογώνιοι και άρα

H ( N , k ) ± H ( N J )  στον L 2( § N ) αν k  φ  j .

Αφού Λ  πυκνό στον C°°(SW), είναι πυκνό και στον L 2( S N) κα ι επιπλέον

L 2( S N ) =  ® k>0H ( N i k).

Τελικά 7ί (Ν , k) =  Ε ( jc (k  +  TV — 1), Δ 5*^ όπως θέλαμε. □

2.3 Φάσμα του Τελεστή Laplace στον Υπερβολικό Χώρο

Ορίζουμε για  Ν  >  2 τον Υπερβολικό χώρο Μ Ν =  { ( χ ι , . . . , Χν - ι > y )  €  y  >  0} 
μ ε μετρική

g ν (χι, . . . ,χΝ-ι,ν) =
Ακόμα

g i j  (x u - . . , x n - i , y)  = y 25ij

και
Sll · '·  Si Ν

Sn i · * * Snn

i
Ψ

0

0

y2

1

y ™ '
g  =  de t (gy )  =
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Το στοιχείο όγκου του Μ Ν είναι d H ^ =  y / g  =  φτ.  Θα δείξουμε όχι το φάσμα του

τελεστή Laplace στον Υπερβολικό χώρο είναι το σύνολο , + o o j .  Υπολογί­

ζουμε τον τελεστή Laplace στον Υπερβολικό χώρο. Έστω /  : Μ Ν —> R. Τότε

ΐ^ — 1 «1

=  y2A I /  +  y2^  +  y ( 2 - i V ) g 1 0noU A I /  =  g ^ .

(2 - N ) y i - » 0 l  £ & £
[ )V d y + y ” d y * \

d y

Θ εώ ρη μ α  2 .3 .1 . To φ ά σ μ α  του  τεβ εσ τή  L a p la c e  σ τον Υ κ ε ρ β ο β ικ ό  χ ώ ρ ο  ισούται μ ε  

-  ^ , + ο ο ) .

Α π ό δ ειξη . Θα χωρίσουμε την απόδειξη σε δύο μέρη 

i )  a ( L ) C  [ (Af41)2’+ ° ° )  >

i i )  a { L )  D  [ ^ ^ , + ο ο ) .

ΐ) Για X  =  ( Χ ι >. . . , X ^ )  £  Δ (Η Ν), κα ι γ ια  μ ια  συνάρτηση u  : -»  R  με
συμπαγές στήριγμα» μ ε ολοκλήρωση κατά παράγοντες βλέπουμε ότι

J  ( d i v X )  · u2d H "  =  -  J  X  · (V u2)d H "  =  - 2  J  X  ■ uV udH *

HN 1

<  / ( | U . X | 2 - H V u | 2) d H - ,

H* H"

HN

που σημαίνει

J ( -A u )u d H w =  J  i V u f d H "  > J  ( d i v X  -  \ X \ 2) u 2dH w.

BN KN

Για X  =  ( 0 , . . . ,  0, Xya) f με  λ, a  €  R  παίρνουμε

d W X  =  y ^ Y / l - ( y - N X y a) = y N X ^ - ( y a- N )

=  λ  ( a - N ) y a~ \

div X  — |X |2 =  d i v X - ( X t X ) H N = X ( a - N ) y a- l - X 2y 2a\
y

και
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=  X ( a ~ N ) y a~ l - X 2y 2a~2. 

Θέτοντας α =  1 η σχέση γίνεται

άΐνΛΓ -  |ΛΓ|2 =  λ(1 — Α̂ ) -  λ 2. 

Η παράσταση παίρνει μέγιστο για  Λ =  οπότε

ά \ ν Χ  — \ Χ \ 2 =
2 (Ν  — I )2

Επομένως

< -Δ « ,ϋ > Η„ =  J ( - A u ) u d M N >  —  J
ΗΝ ΗΝ

u 20 E N

και το πρώτο μέρος της απόδειξης ολοκληρώθηκε. 
η )  Για κάθε s Ε R έχουμε

—Ay* =  y 2s ( s -  l ) y s~2 +  y ( 2 -  N ) s y s~ l 

=  s ( s ~ N +  1 ) y s .

Επειδή για κάθε λ Ε , οο j  υπάρχει ένα $ Ε Κ τέτοιο ώστε λ =  s(s  — iV +  1)
θα μπορούσαμε να θεωρήσουμε ως ιδιοσυνάρτηση του τελεστή L  την ys, όμως κάτι 
τέτοιο θα ήταν λάθος διότι η συνάρτηση αυτή δεν ανήκει στο L2(1HI^). Θα κάνουμε 
χρήση του Θεωρήματος 1.3.7. Ό πω ς στην απόδειξη γ ια  τον R n , πρέπει να  βρούμε 
κατάλληλες προσεγγιστικές συναρτήσεις μ ε  συμπαγές στήριγμα. Διαλέγουμε ζ η =  
9ηΙ\\9η\\< όπου gn ( x , y )  =  u ( x ) v n ( y ) ,  v n (y)  =  y V „(logy ) κα ι η συνάρτηση φ η : 
Μ —► R ορίζεται ως εξής

Μί)=ψ(^  κ"·ν(»)-{ J; |;j < £

Επίσης, απαιτούμε από την συνάρτηση u ( x )  να  πληροί για κάθε ε  >  0

/  (A xu ( x ))2 d x

/  u 2( x ) d x
<  ε. (2.7)

Θα αποδείξουμε ότι

/ (~ A f fn -  Agn)2riIHI* 
f  g * M "

0, καθώς η  —> οο. (2 .8)

Κάνουμε τους υπολογισμούς

A g n =  y 2v n { y ) A xu { x )  +  y 2u { x ) 9  +  (2 -  N ) y

=  y 2v n ( y ) A xu ( x )  +  u ( x )  [y2v„ +  (2 -  N )y v 'n] ,

u (x )
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- A g n -  Xgn =  - y 2v n ( y ) A xu ( x )  +  u ( x )  [ - y 2<  -  (2 -  N )yv 'n] -  \ u (x )v n 

=  - y 2v n { y ) A xu ( x )  +  u { x )  [- y 2v" -  (2 -  N )y v 'n -  Awn]
=  ~ y 2v n ( y ) A xu ( x ) +  u ( x ) A ( y ) ,

όπου A(y) =  - y 2v" -  (2 -  N)yv'n -  λυ„. Αρα

J J (~ A yn -  ><gn)2y~Ndxdy =  J J  { - y 2vn(y)Axu {x )+ u (x )A (y )}2y- Ndxdy

< 2 JJ yA~Nvl(y) (A xu(x))2 dxdy 

+ 2 JJ u2(x)A2(y)y~Ndxdy

= 2 ( /  (Δ ι“(χ))2ώ )  ( /  y4~Nvl{y)dyJ 

+ 2 ( y  «2(*)<**̂  A2(y)y~Nd y j  ,

και

J J g l ( x , y ) y ~ Nd x d y  =  u 2( x ) d x ^  ( ^ J v l ( y ) y  N d y j

Επομένως,

f f ( - & g n -  \ g n ) 2y ~ N d x d y  f  ( A xu { x ) ) 2 d x  f  y4 Nv l ( y ) d y

I f  9l ( x , y ) y ~ N d x d y  ~  f u 2( x ) d x  f  y ~ Nv 2 ( y ) d y  +

■ o f A 2( y ) y ~ N d y  

f  y ~ Nv 2 ( y ) d y '
(2.9)

Π αρατηρούμε ότι για  να επιβεβαιώσουμε την (2.8), πρέπει να  δείξουμε όχι ο κάθε 
όρος του δεξιού μέλους της (2.9) τείνει στο μηδέν. Ο πρώτος τείνει στο μηδέν 
από την υπόθεση (2.7), και από το γεγονός ότι η ν η έχει συμπαγές στήριγμα. 
Επομένως γ ια  τον δεύτερο όρο θα πρέπει να υπολογίσουμε το Α ( ρ ) ·  Πρώτα Θα 
βρούμε εκφράσεις γ ια  τα ν'η , ν".
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η 1 \  η  /

-  . ( » -  i y - v ( — ) + ^ V v ( ^ )  + V M ^ )  ·\  η  /  η  \  η  /  η 2 \  η  /

Τελικά,

Λ(ν) =  - y ^ - { 2 - N ) y v ' n - \ v n =  - s { s - \ ) y ^ ^ ) - 2- ^ y \ l i ^ )  

- S( i V - l _ S) y V ( ^ )

n  n
_  N - 2 s - l  , / l o g y \  1 ; / l ogy

n

αρα

J  A2{y)y N d y  =  J  
£ 2/

n

( N  — 2 s  — l ) 2 2s Λ.ζ / Ίοε ί /
7V

y

+

+M 4 ^ ) y N dy.

Επειδή η συνάρτηση φ  έχει συμπαγές στήριγμα, οι συναρτήσεις και

V?//( ^ ) ·  ε*ναι διάφορες του μηδενός για  U \ =  { y  G R  : en <  y  <  e 2n}  και

για  U2 =  { y  E R  : e~ 2n <  y  <  e“n}( και η φ  γ ια  Uz =  { y  E R  : e~ 2n <  y  <  e2n}. 
Αυτό σημαίνει ότι

J  ̂  (y ) y ~ N d y  < ci ̂  J  y 2s~ N d y  +  c2 « j  J  y 2s~Nd y

- (·4 +ιν )  /
t/iuc/2

y2s- Ndy,
c/iu t/2

J  v l { y ) y  N d y  =  J y 2s y N d y  =  c3 J  y 2s N d y

u3

και
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> c3 J  y 2s~N d y .

U1 UV 2

Τελικά,

/  A 2 ( y ) y ~ N d y  ^  Ci^  +  c2£ r u jw 2 V V _  c \ ^  +  c2^r n-κχ? Q
/t ;2 ( y )y -* d y  “  c3 /  y 2s~Nd y  c3

C/1UI/2

Οπότε, γυρνώντας στην σχέση (2.9) έχουμε ότι

/ / ( - & 9 η  ~  Χ9 η Υ ν  Nd x d y __
f f  &(x>y)y~Ndxdy *

Έτσι εφαρμόζοντας το Θεώρημα 1.3.7, για  την ακολουθία ζ η =  Pn/||ffn|| α.φοτ3 
προφανώς ||zn || =  1, παίρνουμε λ €  σ (Σ ). □

Κάνοντας έναν απολογισμό του Κεφαλαίου, παίρνουμε κάποιες χρήσιμες παρα­
τηρήσεις. Υ πολογίσαμε χο φάσμα του τελεστή Laplace σε χώρους μορφής. Παρατη­
ρούμε ότι στην μοναδιαία Σφαίρα, το φάσμα είναι διακριτό, ενώ στον Ευκλείδειο και 
Υπερβολικό χώρο το φάσμα είναι ίσο μ ε  το ουσιαστικό φάσμα του τελεστή Laplace. 
Σημειώνουμε ότι στην περίπτωση της μοναδιαίας Σφαίρας, το γεγονός ότι το φάσμα 
είναι διακριτό είναι άμεση συνέπεια της συμπάγειας του πολυπτύγματος, όπως θα 
αποδείξουμε στο επόμενο Κεφάλαιο (Πόρισμα 3.1.5).

Επίσης, στις περιπτώσεις του Ευκλείδειου κα ι του Υπερβολικού χώρου χο φάσμα 
του τελεστή Laplace ταυτίζεται μ ε  το ουσιαστικό φάσμα. Ό μω ς, υπάρχει μ ια  πολύ 
σημαντική διαφορά. Στον Ευκλείδειο χώρο το μηδέν ανήκει στο ουσιαστικό φάσμα, 
ενώ στον Υπερβολικό χώρο δεν ανήκει. Το γεγονός αυτό δεν είναι τυχαίο, και 
μάλιστα είναι απόρροια ενός Θεωρήματος του B rooks όπως θα δούμε στο επόμενο 
Κεφάλαιο. Σχετίζεται άμεσα μ ε  την αύξηση του όγκου των μπαλών στον αντίστοιχο 
χώρο.



Κεφάλαιο 3

Γεωμετρικές Πληροφορίες σε σχέση 
με το Φάσμα του Τελεστή Laplace

Το Κεφάλαιο αυτό χωρίζεται θεματικά, σε δύο μέρη. Στο πρώτο, που περιέχει τις 
Ενότητες 3.1 και 3.2, εργαζόμαστε μ ε την υπόθεση ότι βρισκόμαστε σε συμπαγές 
πολύπτυγμα. Στο δεύτερο μέρος, που αποτελείται από τις Ενότητες 3 .3 ,3 .4  και 
3.5, μελετάμε κάποιες ιδιότητες του φάσματος στην περίπτωση του μη-συμπαγούς 
πολυπτύγματος.

3.1 Φάσμα Συμπαγών Πολυπτυγμάχων

Εξετάζοντας το φάσμα του τελεστή Laplace σε χώρους μορφής, παρατηρήσαμε ότι 
το φάσμα στην μοναδιαία Σφαίρα είναι διακριτό. Το γεγονός αυτό, προκύπτει ως 
συνέπεια ενός γενικού Θεωρήματος σε πολυπτύγματα.

Θα αποδείξουμε ότι όταν ένα πολύπτυγμα είναι συμπαγές τότε το φάσμα του 
τελεστή Laplace είναι διακριτό. Κύρια εργαλεία για  την απόδειξη είναι χο Φα- 
σματικό Θεώρημα για συμπαγείς αυτοσυζυγείς τελεστές, καθώς και το γεγονός ότι 
αν το πολύπτυγμα Μ Ν είναι συμπαγές, η απεικόνιση έγκλεισης από τον χώρο 
Η \ Μ Ν) στον L 2 ( M N) είναι συμπαγής. Θα χρειαστούμε κα ι το επόμενο Λήμμα.

Λ ήμμα 3 .1 .1 . Έ στω  Μ Ν έ ν α  σ υ μ π α γές  π ο β ύ π χ υ γμ α  R ie m a n n . Θ εω ρ ο ύμ ε του χ ά ρ ιη  
(V,V0 του Μ Ν κ α ι μ ια  σ υνά ρ τη σ η  u  £  L 2( V ) .  Τότε μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  ο ρ ίσ ο υ μ ε  την 
σ υνά ρ τη σ η

u  :=  u  ο ψ - 1 : ψ ( ν )  :=  V  C  U.N —► R.

Ο ι ν ό ρ μ ες  τω ν χ ώ ρ ω ν  L 2( V )  κ α ι  H l ( V )  ε ίν α ι  ισ ο δ ύ ν α μ ες  μ ε  α υ τές  τω ν χ ώ ρ ω ν  
L 2( V )  κ α ι  H l ( V )  α ντ ίσ το ιχα , δ η β α δ ή

ci | R s )IIz,2(v ) <  \ M x )\\l*(v) <  c2\\u{x)\\L2{y V

cz\\u(x)\\Hi {v) ^ \\u(x)\\h Hv) ^ ^ 11̂ )11 HHvy
μ£  Ci, C2, C3, C4 σ τα δ ερ ές  κ ο υ  εξα ρτώ ντα ι α π ό  το χ .

Ε κ ιπ β έ ο ν , ισ χ ύ ο υ ν  κ α ι ο ι εξή ς  ισ ο δ υ να μ ίες

U  e  L\v) L2(y),
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u e H l ( V ) < F = > u £ H l ( V ) .

Α π ό δ ειξη . 'Εστω Α  ένας συμμετρικός, πραγματικός πίνακας, κα ι βχ, . . . , e* μια ορ- 
θομοναδιαία βάση ιδιοδιανυομάτων. Συμβολίζουμε μ ε  λ* χις αντίστοιχες ιδιοτιμές 
του Α  στα αδιοδιανύσματα e*, k  =  1 , . . . , I . Από την γραμμ ική  άλγεβρα γνωρίζουμε 
ότι ισχύει:

(Λ £ .0  =
\  fc=l m = l

i

=  ^   ̂ (ξϊ (ξι ^m) {A-Cki ®m)
fc,m=1

*
^  efc) (?) em) {̂ fcCfc, Cm)

fc,m=1

Σ λ * (£,e*)2 .
fc=l

Άρα

E u ( { , . . ) ’ < w , e < E  Am0x (? .efc)2 ,
f c=l  f c=i

όπου με Ami„ κα ι με Amax συμβολίζουμε την ελάχιστη και τη μεγίστη ιδιοτιμή του 
δοθέντος π ίνακα αντίστοιχα. Επειδή οι συνιστώσες του π ίνακα της μετρικής είναι 
συνεχείς συναρτήσεις στο V  γ ια  κάθε μπάλα  D  που  περιέχεται συμπαγώς στο V  
ισχύει,

\\Φ)\\1^ϋ) =  J  \Φ )\2<1υ =  J  \u{x)\2y/g{x)dx^ J  |5(x)|2̂  = ||w(x)||i2WD)),
D *{D) $(D)

όπου x  σημαίνει φράξιμο από πάνω κα ι από  κάτω, από  ένα πολλαπλάσιο του
\ \ Φ ) \ \ h & {D )y  Επίσης

J \ V u \ 2d v =  J  J  iV v ^ u ll^ d x .
4(D) φ (Ω )

Αφού

d u  d u
A m in ( # )  I V exjkX^ I Ευκλ — ^  ^9  — λτηβχΟ Ο Ι^Β ϋκλ^Ι& ηΑ »

λ|ξ|2 <  Amin(x)K|2 <  £ > « ( * ) & &  <  Amoi(*)K |2 <  Λ|ξ|2,

για  κάθε ξ  E 1R , έχουμε

M x ) \ \h HD) =  J  M x )|2cfo +  J  |Vu|2dt;>; ||u(i)||2ilWD)).
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Λόγω της συμπάγειας του Μ  μπορούμε να βρούμε κάλυψη του Μ  από πεπερα­
σμένου πλήθους μπάλες κα ι κάθε μ ια από τις οποίες να περιέχεται συμπαγώς σε 
κάποιονχάρτη. Από τα παραπάνω, έπετα ιότιη  στάθμη || ' | |L2(v) Ρ ετιΊν ΙΙ'ΙΙζ^νη είναι 
ισοδύναμες. Το ίδιο ισχύει και για τις στάθμες || · 1 ^ , ^  και || · \\H^ v y  Οι επόμενοι 
ισχυρισμοί είναι άμεση συνέπεια ίων παραπάνω ισοδυναμιών των σταθμών. □

Θ εώ ρημα 3 .1 .2 . Έσιω Μ Ν έ ν α  δ ια φ ο ρ ίσ ιμ ο  και σ υ μ π α γές  π ο β ύ π χ υ γ μ α  K iem ann 
διάστασης Ν . Τότε η α π εικ όνισ η  έ γ κ β ε ισ η ς

ε ίν α ι σ υ μ π α γή ς .

Α π όδειξη . Θεωρούμε άτλανια του Μ Ν αποτελούμενο από τους χάρτες (Ua ) Tpa ), QG 
Α ,  όπου Α  σύνολο δεικτών. Επειδή το Μ Ν είναι συμπαγές, μπορούμε να βρούμε 
μια πεπερασμένη κάλυψη του Μ Ν από τα C/a , δηλαδή U*=1t/Q =  Μ Ν .

Παίρνουμε μ ια  φραγμένη ακολουθία (u n) C Η ι ( Μ Ν ), μ ε  ||un ||/fi(M*) <  1. Θα 
δείξουμε ότι η u n έχει μια συγκλίνουσα υπακολουθία στον L 2( M N ). Ξέρουμε ότι 
για κάθε κάλυψη του διαφορίσιμου πολυπτύγματος με ανοιχτά υποσύνολα 
Ua , υπάρχει διαμερισμός της μονάδας {yQ}a e /, I  =  { 1 , . . . , k }  μ ε την ιδιότητα 
supp(ya ) C ί/α, για κάθε a  Ε I  (βλέπε [Si-Th]). Δηλαδή υπάρχει μ ια  συλλογή 
διαφορισίμων συναρτήσεων {φ α } αα , φ α £ C ™ ( M N ) με τις εξής ιδιότητες

(ϊ) Η συλλογή των {supp((^a )}Qe/ είναι μ ια  τοπικά πεπερασμένη κάλυψη του 
Μ Ν , δηλαδή για κάθε ρ  Ε Μ Ν υπάρχει ανοιχτή περιοχή U  του ρ,  τέτοια 
ώστε U  Π Ua Φ  0 μόνο για πεπερασμένα α.

(ϋ) για κάθε α Ε  I ,  ισχύει φ α >  0 και επιπλέον Σ  φ α (ρ)  =  1, για  κάθε ρ  Ε Μ Ν .
α€ΐ

Ορίζουμε επίσης τις συναρτήσεις

Ψα  := φ α ° Ψ α ι  ■■ υ α : =  Φ α ( υ α )  C R " - * R ,

και
u ^ : = u n o ψ ~ ι ; Ua :=  ψ α (Ua ) C R N - + R .

Συνεπώς, κάνοντας χρήση του Λήμματος 3.1.1, αφού Ηηφ α είναι φραγμένη στο 
Η^(17α)^θα  είναι και η η ηφ α στο Επομένως, επειδή η χί^φ^ θα συγκλίνει
στο L2(i/a ) και η u nipa θ α  συγκλίνει στο L 2{Ua ). Έστω

L2{.Ua)
^ηψα * v c για  κάθε a  Ε I .

Τότε
L2{Mn )

u n — υ  μ ε ν  -  )
a—1

Πράγματι

llun -  «IIΖ,2(Μ") =  || ' ^ { η η ψ α  -  Va)\\L2(MW) <  ^2 \ \ ν ·η ψ α  ~ Va\\L2(M»),
α£/

το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη. □
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Α κολουθεί ένα Θεώρημα που αφορά μη-αρνητικούς τελεστές, μια απόδειξη για 
χον πρώτο ισχυρισμό βλέπε [D al], ενώ γ ια  χον δεύτερο στο [Da2].

Πρόταση 3 .1 .3 . Έ στω  Η ε ίν α ι έ ν α ς  μ η -α ρ νη τ ικ ό ς  τεβ εσ τή ς  ο ρ ισ μ ένο ς  σ ε έ ν α  τιοβύκ- 
τυ γμ α  R ie m a n n  Μ Ν . Τότε

Ί ) {Η) C 2 )(H 5 ) .

Ε π ιπ ρ ό σ θ ετα , α ν  ο  τεβ εσ τή ς  Η ε ίν α ι ο  τεβ εσ τή ς  L a p la c e -B e ltr a m t L , τότε

X)(L) c  Ti ( L ^)  =  Η 1( Μ ν ).

Θ εώ ρη μ α  3 .1 .4 . Έ στω  Η έ ν α ς  μ ψ α ρ ν η τ ικ ό ς  κ α ι α υ το σ υ ζυ γή ς  τεβεσ τή ς επ ί εν ό ς  
χ ώ ρ ο υ  H ilb e r t  Η . Α ν  η α π ε ικ ό ν ισ η  έ γ κ β ε ισ η ς

ε ίν α ι σ υ μ π α γ ή ς  τότε το φ ά σ μ α  τον τεβεστή  Η ε ίν α ι δ ιακριτό.

Α π ό δειξη . Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι χο μηδέν δεν 
ανήκει στο φάσμα του τελεστή Η, αφού σε διαφορετική περίπτωση μπορούμε να 
δουλέψουμε μ ε  χον τελεστή Η +1 έτσι ώστε να είναι αντιστρεπτός. Περιορίζοντας το 
πεδίο τιμών του τελεστή

ϊ Η  : Η ^ Η }

στο σύνολο 2)(Η  2), παίρνουμε έναν καινούργιο τελεστή τον οποίο συμβολίζουμε 
και π ά λ ι με Η - ^,

Η '*  Η *).

Ο τελεστής : Ή, —* © (Η » ) είναι φραγμένος. Πράγματι

II = ||h*h-»«h* + IMI*
= 2||u||w

Έτσι μ π ο ρ ο ύ μ ε να  θεωρήσουμε χον τελεστή Η ” 5 ; TL —> Η  ως σύνθεση ενός φρα­
γμένου κα ι ενός συμπαγούς τελεστή όπως φαίνεται στο παρακάτω διάγραμμα

H’ i
ί)(Η 5)

Αρα ο Η 2 : Η Η  είναι συμπαγής τελεστής και έτσι ο τελεστής

Η " 1 =  Η "?  Η -3

είναι κα ι αυτός σ υμπαγής κα ι αυτοσυζυγής. Επομένως, εφαρμόζοντας χο Φα 
σμαχικό Θεώρημα γ ια  συμπαγείς και αυτοσυζυγείς τελεστές παίρνουμε τα εξής:
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Υπάρχει ορθομοναδιαία βάση { u i} £ x ίου  Ή % και μια φθΐνουσα ακολου­
θία μεμονωμένων ιδιοτιμών πεπερασμένης πολλαπλότητας μ ε lim ^oo Μι =  0,

Η -1 Ui =  Μίΐμ.

Επομένως,

H ui =  — Ui =  XiUi 
Vi

μ ε lim<_»oo Xi =  +oo. Επειδή τα U\ αποτελούν ορθομοναδιαία βάση του 7ΐ, εξα­
σφαλίζουμε την μη ύπαρξη άλλων ιδιοτιμών του Η. □

Πόρισμα 3.1*5. Έ στω Μ Ν έ ν α  σ υ μ π α γές  π ο β ύ π τ υ γμ α  R ie m a n n . Τότε το φ ά σ μ α  
του τεβεστή  L a p la c e -B e ltra m i L  ε ίν α ι δ ιακριτό.

Α π όδειξη . Από το Θεώρημα 3 .1 .2  έχουμε ότι η απεικόνιση έγκλεισης

i  : Η ι ( Μ Ν ) L 1 2{ M n ),

είναι συμπαγής. Άρα το Πόρισμα προκύπτει μ ε εφαρμογή του Θεωρήματος 3.1.4» 
όπου Η  =  L 2{ M N ) κα ι 3)(L s) =  Η \ Μ Ν ).  □

3.2  Χρήσιμα Αποτελέσματα από το Φάσμα του Τελεστή Laplace 
σε Συμπαγή Πολυπτύγματα

Σκοπός αυτής της Ενότητας είναι να παρουσιάσουμε κάποιες εφαρμογές που προ­
κύπτουν όταν γνωρίζουμε το φάσμα του τελεστή Laplace επί ενός συμπαγούς 
πολυπτύγματος R iem ann. Χρησιμοποιώντας τον ασυμπτωτικό τύπο του Weyl, γνω­
ρίζοντας τον όγκο του πολυπτύγματος παίρνουμε προσεγγίσεις για  τον αριθμό των 
ιδιοτιμών αλλά και για  τις ίδιες τις ιδιοτιμές του τελεστή Laplace, καθώς και α ­
ντίστροφα,

Θεωρούμε τα ακόλουθα προβλήματα ιδιοτιμών

1. Κ β εισ τό  π ρ ό β β η μ α  ιδιοτιμών: Έστω M m ένα συμπαγές και συνεκτικό πολύ- 
πτυγμα R iem ann χωρίς σύνορο. Να βρεθούν όλοι οι πραγματικοί αριθμοί λ 
για  τους οποίους υπάρχει μη τετριμμένη λύση u  £  C 2( M m ) της εξίσωσης

/Xu 4- Xu — 0. (3.1)

2.  Π ρ ό β β η μ α  ιδ ιοτιμώ ν D i r i c h le t :  Έστω M m {ra  >  2) συμπαγές κα ι συνε­
κτικό πολύπτυγμα R iem ann μ ε λείο σύνορο d M m ψ  0. Να βρεθούν όλοι οι 
πραγματικοί αριθμοί λ γ ια  τους οποίους υπά ρχει μ η  τετριμμένη λύση u  £  
C 2( M m \ d M m ) Π C ° ( M m ) στην εξίσωση (3.1), που  ικανοποιεί την συνοριακή 
συνθήκη

u  =  0,

στο d M m .
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3. Πρόββημα ιδχοτιμών N eum ann : Έστω M m (rn  >  2) συμπαγές και συνε­
κτικό πολύπχυγμα R iem ann μ ε  λείο σύνορο d M m ψ  0. Να βρεθούν όλοι οι 
πραγματικοί αριθμοί λ γ ια  τους οποίους υπάρχει μη  τετριμμένη λύση u  Ε 
C 2( M m \ d M m ) Π C l ( M m ) στην εξίσωση (3.1), που  ικανοποιεί την συνοριακή 
συνθήκη

v u  =  0,

στο <9Mm, όπου ν  το μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό πεδίο μ ε  φορά προς το 
εξωτερικό του M m.

4, Μικτό Πρόββημα ιδιοτιμών : Έστω M m(m > 2) συμπαγές και συνεκτικό 
πολύπτυγμα  R iem ann μ ε  λείο σύνορο d M m φ  0, και Ν  ανοιχτό υποπολύ- 
πτυγμα  του d M m . Να βρεθούν όλοι οι πραγματικοί αριθμοί λ για  τους 
οποίους υπάρχει μη  τετριμμένη λύση u  Ε C 2( M m \ d M m ) n C 1( ( M m \ d M m )U  
Ν ) Π C ° ( M m ) στην εξίσωση (3.1), που ικανοποιεί τις συνοριακές συνθήκες

u  =  0} στο d M m\ N  και v u  =  0, στο Ν

όπου ν  το μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό πεδίο μ ε  φορά προς το εξωτερικό 
του M m .

Ακολουθεί ο ασυμπτωτικός τύπος του Weyl, βλέπε [W].

Θεώρημα 3.2 .1. (Α συμτπω τικός τύ κ ο ς  του  W e y l)  Θ εω ρούριε έ ν α  ο π ο ιο δ ή η ο τε α π ό  
τα π α ρ α π ά ν ω  π ρ ο β β ή μ α τ α  ιδ ιοτιμώ ν στο π ο β ύ π τ υ γ μ α  R ie m a n n  (M m, {,)). Σ υ μ β ο β ί-  
ζουριε μ ε  / ( λ )  το ν  α ρ ιδ μ ό  τω ν ιδ ιοτιμώ ν (μετρτρμένο μ ε  τη ν  π ο β β α π β ό τ η τ ά  τους) π ο ν  
ε ίν α ι μ ικ ρ ό τ ερ ες  ή  ίσ ες  του  λ  Ε R. Τότε

/ ( λ )  ~  a m v o lM m, κ α δ ώ ς λ οο, (3.2)

ό π ο υ  Θ υμίζουμε ότι a m ε ίν α ι ο  ό γ κ ο ς  της μ ο ν α δ ια ία ς  μ π ά β α ς  σ το ν  R 771. Ε π ιπ β έο ν , 
έ χ ο υ μ ε

/ ,  via (27r)m k
(λ^) 2 ^ ----------- ———, κ α θ ώ ς  k  —► oo. (3.3)
v } a m vol M m *

Παράδειγμα 3.2.2. Θα εξετάσουμε αντίστοιχα προβλήματα ιδιοτιμών στη διάσταση 
in  =  1, επ ί της καμ πύλης μ ήκους I .

Το πρόβλημα ιδιοτιμών D irichlet γίνεται

u" +  Xu  =  0,

μ ε  αρχικές συνθήκες
u(0) =  u(£)  =  0.

Οι ιδιοτιμές σε αυτήν την περίπτωση είναι

λ* =
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και οι αντίστοιχοι ιδιοχώροι παράγονται από τις συναρτήσεις

u k (x)  = k  =  1 , 2 ,

Εύκολα διαπιστώνουμε ότι στις σχέσεις (3.2) κα ι (3.3) ισχύει η ισότητα. 
Ό μοια, το πρόβλημα ιδιοτιμών N eum ann, μ ε συνοριακές συνθήκες

u'(0) =  u '( i )  =  ο,

δίνει λύσεις τις

λ k —
■n(k — 1)

1

2

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία, βλέπουμε ότι ισχύουν οι τύποι του Weyl, διότι 
καταλήγουμε στα παρακάτω όρια

lim -—
k —> o o  fc — 1

και lim
k —* o o

k  — 1 
" fc ’

τα οποία είναι ίσα μ ε την μονάδα.
Τέλος, στην περίπτωση του μεικτού προβλήματος ιδιοτιμών μ ε συνοριακές συν­

θήκες
ιι'(Ο) =  u( f )  =  0,

1

η

έχουμε λύσεις

u(0) = uf(£) =  0,

I)
2

όπου και εδώ πληρούνται οι τύποι του Weyl.

3 .3  To in fim um  του Ο υσιαστικού Φ άσματος

Σκοπός αυτού του Κεφαλαίου είναι να αποδείξουμε ότι το in fim um  του ουσιαστικού 
φάσματος του τελεστή Laplace σε ένα πλήρες πολύπτυγμα R iem ann  Μ Ν, δίνεται 
από την σχέση

inf σ,e s s (L ) =  sup
K C M N

inf { ( φ , - Α φ )  : φ e  C ? ( M n \ K ) }

όπου το su p rem u m  παίρνετε υπεράνω όλων των συμπαγών υποσυνόλων Κ , του 
Μ Ν , Αυτή είναι η λεγάμενη Αρχή της Διάσπασης των Donnelly-Li (Decom position 
Principle) (βλέπε IDo-Li]) ή το Λήμμα του P ersson  (βλέπε [Per]), το οποίο θα 
κάνουμε χρήση στην επόμενη ενότητα. Χρειαζόμαστε κάποιες έννοιες και Προ­
τάσεις από τις οποίες παραθέτουμε αποδείξεις μόνο για  αυτές που δεν ξεφεύγουν 
από τον σκοπό αυτής της εργασίας.



5 4  · Γεωμετρικές Πληροφορίες σε σχέση μ ε  το Φάσμα του Τελεστή Laplace

Ορισμός 3 .3 .1 . Μ ια α κ ο β ο υ δ ία  β έ γ ε τ α ι α κ ο β ο υ δ ία  W e y l  γ ια  τον τεβεστή  Α  κ α ι το 
λ α ν  υ π ά ρ χ ε ι  α κ ο β ο ν θ ία  (u n) C 35(A), τέτοια ώστε

||un || =  1, u n 0 καί (A  -  λ )u n Α  0.

Θ υμίζουμε ότι σε ένα χώρο H ilbert μ ια  ακολουθία (un) συγκλίνει ασθενώς 
σε ένα u  Ε Η  αν για κάθε ν  Ε Η , (un, v )  —► (u , v ) καθώς π  —* οο, και γράφουμε 
un —> u · Μια ακολουθία συγκλίνει ισχυρώς στο u  αν ||tin — u|| —> 0 καθώς π  —> οο, 
και γράφ ουμε u n A  u.

Θεώρημα 3 .3 .2 . (Κ ριτήριο W e y l )  Έ στω Α  έ ν α ς  α υ το σ νζυ γή ς  τεβεστής. Τότε λ Ε 
a ess( A )  α ν  κ α ι μ ό ν ο  α ν  υ π ά ρ χ ε ι μ ια  α κ ο β ο υ δ ία  W e y l  γ ια  του Α  κ α ι το λ.

Το παραπάνω  Θεώρημα είναι πολύ σημαντικό, κα ι γ ια  την απόδειξη του οποίου 
χρειαζόμαστε εργαλεία της Συναρτησιακής Ανάλυσης τα οποία ξεφεύγουν από 
το σκοπό της παρούσας διατριβής. Για μ ια  απόδειξη του Κριτηρίου Weyl βλέπε 
[Hi-Si).

Παρατήρηση 3.3.3* Τονίζουμε ότι η διαφορά μεταξύ του Κριτηρίου Weyl και του 
Θ εωρήματος 1 .3 .7  βρίσκεται στην ασθενή σύγκλιση της ακολουθίας στο μηδέν. 
Ε ίναι εμφανές ότι οι ιδιοτιμές του Α  μ ε πεπερασμένη πολλαπλότητα χαρακτηρί­
ζονται από  το γεγονός ότι αν κατασκευάσουμε μια ακολουθία που ικανοποιεί το 
Θεώρημα 1.3.7, οι όροι της ακολουθίας μπορεί να μην συγκλίνουν ασθενώς στο 
μηδέν. Συνεπώς, αν οι όροι συγκλίνουν ασθενώς στο μηδέν, τότε υποψιαζόμαστε 
ότι το λ Ε σε55(Α). Αυτή είναι η ιδέα του Κριτηρίου Weyl.

Ακολουθώντας την μέθοδο του Persson, θα βρούμε μια έκφραση για  το infim um  
του ουσιαστικού φάσματος. Θα χρειαστούμε κάποιους ορισμούς.

Ορισμός 3 .3 .4 . Έ ν α ς  γ ρ α μ μ ικ ό ς  τεβεστή ς Β  κ α β ε ίτ α ι Α -φ ρ α γ μ έ ν ο ς  (A -b o u n d e d )  
α ν ' Ό ( Β )  D  35(A) κ α ι α ν  υ π ά ρ χ ο υ ν  α, β  μ η  α ρ νη τ ικ ές  σ τα δ ερ ές  τέτοιες ώστε

||jBu || <  a ||A ti|| +  /?||u||,

γ ια  κ ά δ ε  u  Ε 35(A).

Ορισμός 3.3.5. Έ ν α ς  φ ρ α γ μ έν ο ς  γρ α μ μ ικ ό ς  τεβεστή ς Α  σ ε έ ν α ν  χ ώ ρ ο  H ilb e r t  
κ α β ε ίτ α ι σ υ μ π α γ ή ς  (c o m p a c t)  α ν  α π εικ ο ν ίζε ι κ ά δ ε  α σ δ εν ώ ς  σ υ γ κ β ίν ο υ σ α  α κ ο β ο υ δ ία  
σ ε μ ια  ισ χ υ ρ ώ ς  σ υ γ κ β ίν ο υ σ α  α κ ο β ο υ δ ία .

Επίσης, ένας γραμμ ικός τελεστής Α  μ ε πεδίο ορισμού 35(Α), καλείται κλειστός 
(closed), αν το γράφ ημά του

Γ(Α) : =  {(χ, Α χ )  : χ  Ε 35(A)},

είναι κλειστό υποσύνολο του χώρου H ilbert Η  χ  Η  μ ε εσωτερικό γινόμενο

||(ζ ,!/)ΙΙηχη  =  [ΙΜ Ιη +  \ \ y \ \ n ]^ .

μ ε (χ , y ) Ε Η  X Η .
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3 .4  Τοπικά Σ υμπαγείς Τ ελεστές

Ο επιλύων Λζ,(λ) του χελεσιή L σχο λ, είναι γενικά μη συμπαγής χελεσχής. Όμως, 
αν περιορίσουμε ίο  πεδίο ορισμού του στον χώρο L 2( X ) ,  όπου X  σ υμπαγής χώρος, 
τότε ο τελεστής i?z,(A) είναι συμπαγής. Άρα ο τελεστής L  θα  έχει διακριχό φάσμα 
μ ε το μόνο πιθανό σημείο συσσώρευσης το άπειρο. Επομένως, το σ(Σ,) υποδηλώνει 
κατά κάποιο τρόπο την συμπάγεια του έ?/,(λ). Αποδεικνύεται ότι οι παραπάνω 
-ιδιότητες διατηρούνται, αν αντικαταστήσουμε την υπόθεση της συμπάγειας του 
τελεστή Λχ,(λ) σε όλον τον χώρο, μ ε αυτήν της συμπάγειας του τελεστή R i { Α) σε 
κάθε συμπαγές υποσύνολο του χώρου. Με αυτήν την έννοια θα ασχοληθούμε 
παρακάτω, την οποία καλούμε τοπική συμπάγεια.

Ορισμός 3.4.1. Έστω Α ένας κβειστός γραμμικός τεβεστής σι ον L?  (RN) με ρ ( Α ) φ  
0, και έστω Χ β η χαρακτηριστική συνάρτηση για το σύνοβο Β  C R w. Τότε ο Α  είναι 
τοπικά σ υ μ π α γ ή ς  (lo c a lly  c o m p a c t)  αν για κάδε φραγμένο σύνοβο Β ,  ο Χβ (Α  —  ζ ) ~ι 
είναι συμπαγής για κάποιο ζ € ρ { Α ) .

Ορισμός 3 .4 .2 . Έστω Α  ένας κβειστός τεβεστής με ρ { Α )  Φ 0. Έ ν α ς  τεβεστής 
κ α β είτα ι (σχετικά ) Α -σ υ μ π α γ ή ς  ( r e la t iv e ly  A -c o m p a c t)  α ν

(Ο v { B ) d ® ( a )

(π) Β ( Α  — ζ ) ~ι ε ίν α ι σ υ μ π α γή ς  γ ια  κ ά π ο ιο  ζ  €  β { Α ) .

Παρατηρήσεις 3.4.3.

1. Αν ένας τελεστής Β  είναι σχετικά A-συμπαγής, τότε από το (ί) του ορισμού 
έχουμε ότι είναι σχετικά Α-φραγμένος. Η έννοια της σχετικής συμπάγειας εί­
ναι συνδεδεμένη μ ε την τοπική συμπάγεια. Προφανώς, ένας τελεστής Α στον 
L2(RAr) είναι τοπικά συμπαγής αν κα ι μόνο αν η χαρακτηριστική συνάρτηση 
Χ β , για  κάθε φραγμένο Β  C R Nt είναι σχετικά Α -συμπαγής.

2. Από τον ορισμό 3.4 .1 , μπορούμε να συμπεράνουμε ότι η Χ β ( Α  — ζ)-1 , είναι 
συμπαγής για  όλα τα στοιχεία του ρ(Α), από την ταυτότητα

(·Α - μ Γ 1 =  { Α - ζ Υ 1 +  { μ ~ ζ ) { Α - μ ) - \ Α - ζ Υ ι 

=  ( Α - ζ ) - ι +  { μ - ζ ) { Α - ζ Υ ' { Α - μ ) ~ \

για  κάθε μ  €  ρ(Α). Το ίδιο ισχύει κα ι για  τον ορισμό 3 .4 .2 .

3. Ο τελεστής L  είναι τοπικά συμπαγής στον L2(MN) (βλέπε [Hi-SiJ Κεφάλαιο 
10).

Α ποδεικνύουμε τώρα ένα σημαντικό Θεώρημα που αφορά τους σχετικά συμπα­
γείς τελεστές. Το Θεώρημα αυτό, που  οφείλεται στον Weyl, δηλώνει ότι το ου­
σιαστικό φάσμα ενός τελεστή είναι αναλλοίωτο κάτω από σχετικά συμπαγείς δι­
αταραχές. Α ποδεικνύουμε την εκδοχή του θεωρήματος για  αυτοσυζυγείς τελεστές. 
Θα χρειαστούμε κ α ι το επόμενο Λήμμα.

Λήμμα 3.4.4. Έστω Α κα ι Β  δ ύ ο  α υ το σ υ ζυ γείς  τεβεστές. Α ν  ο  τεβ εσ τή ς  A  — Β  ε ίν α ι 
Α -σ υ μ π α γή ς , τότε ε ίν α ι κ α ι Β -σ υ μ π α γή ς .
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Α π ό δ ε ιξη . Προφανώς i)(V ) C S(.B ). Επομένως, αρκεί να δείξουμε ότι ο τελεστής 
V R q (z ) είναι συμπαγής για  κάποιο ζ  €  ρ ( Α ) .  Από την ταυτότητα

R B (i )  -  R A ( i ) =  - R B ( i ) V R A (i) ,

έχουμε ότι
R B ( i ) ( l  +  V R A( i ) )  =  R A(i) .

Ό μ ω ς το —1 δεν ανήκει στο a (V R .A (ζ)) από το Θεώρημα Fredholm  altem ative(yia 
παράδειγμ α  βλέπε [Hi-Si]). Αρα ο τελεστής 1 +  V R a (i ) είναι αντιστρεπτός. Έτσι

V R B ( i ) =  V R A (i)  (1 +  K M * ) ) -1 ,

το οποίο είναι αυτό που θέλαμε να δείξουμε. Πράγματι, επειδή ο τελεστής V  είναι 
Α -σ υμ παγής συνεπάγεται ότι ο τελεστής V R a  (ζ) είναι συμπαγής. Επίσης, ο όρος 
(1 +  V R a (i ) ) ~ 1 είναι φραγμένος. Τελικά ο τελεστής V R e ( i )  είναι συμπαγής ως 
σύνθεση σ υμπ α γούς κα ι φραγμένου τελεστή. □

Θ εώ ρ η μ α  3 .4 .5 , (Θ εώ ρημα  W e y l)  Έ στω Α  κ α ι Β  α ντ ο σ υ ζυ γε ίς  τεβεστές, κ α ι έστω  
ότι ο  A  — Β  ε ίν α ι  Α -σ υ μ π α γή ς . Τότε

Oe5s(A) — σβ5$(.Β).

Α π ό δ ε ιξη . (=>) Έστω λ  €  a e5S(A). Θα δείξουμε ότι λ €  σ ^ Β ) .  Εφαρμόζοντας το 
Κριτήριο Weyl, Θεώρημα 3 .3 .2 , υπάρχει μ ια  ακολουθία Weyl (un) γ ια  τον Α  και 
το λ, δηλαδή

u n G Σ)(Α), ||un || =  1, u n A  0 και (A  -  X)un A  0.

Ό μω ς
(ι -  A )u n =  (X -  A )u n +  (z -  X)un A  0, (3.4)

αφού (λ — A )u n A  0 και un A  0 από τον ορισμό της ακολουθίας Weyl. Για να 
δείξουμε ότι λ e  a es5(i?), αρκεί να βρούμε μια ακολουθία Weyl για  τον Β  και το 
λ . Αυτή η ακολουθία είναι η (un). Πράγματι,

(Λ -  Β) ΐ ί η  =  (λ -  A )u n +  ( Α -  B ) ( i  -  A ) " 1(i -  A )u n . (3.5)

Ο πρώτος όρος του δευτέρου μέλους συγκλίνει ισχυρώς στο μηδέν. Από την υπό­
θεση ότι ο Α  — Β  είναι A-συμπαγής παίρνουμε ότι ο τελεστής (A — B)(z — Α)-1 
είναι συμπαγής, το οποίο σημαίνει ότι στέλνει την ασθενώς συγκλίνουσα ακολου­
θία  (z — A ) u n σε μια ισχυρώς συγκλίνουσα ακολουθία που τείνει στο μηδέν. Ε­
πομένως, η (un) είναι ακολουθία Weyl για το λ κα ι Β . Αυτό αποδεικνύει ότι 
&ess ( A ) C &ess ( Β ) .

(<=)Για το αντίστροφο δεν έχουμε παρά να εναλλάξουμε τους ρόλους των Α 
και Β  σε όλα τα παραπάνω και να καταλήξουμε στο a ess( B )  C σβ53(Α), ™ οποίο 
σημαίνει τελικά ότι σε55(Α) =  a es$( B ) .  Πράγματι από την υπόθεση ότι A, Β  αυτο- 
συξυγείς τελεστές κα ι ο  A  — Β  είναι Α -συμπαγής, από το Λήμμα 3 .4 .4  συνεπάγεται 
ότι και ο Α — Β  είναι Β -συμπαγής. □
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Το ουσιαστικό φάσμα τοπικά συμπαγών τελεστών καθορίζεται από την δράση 
των τελεστών σε περιοχές του απείρου. Η ιδέα αυτή μ α ς  παρέχει ένα εξαιρετικά χρή ­
σιμο εργαλείο γ ια  τον υπολογισμό του ουσιαστικού φάσματος. Θα εισάγουμε μια 
συγκεκριμένη οικογένεια ακολουθιών, που λέγονται Zhislin  ακολουθίες, οι οποίες 
θα μας βοηθήσουν να χαρακτηρίσουμε το ουσιαστικό φάσμα τοπικά συμπαγών, 
αυτοσυζυγών τελεστών.

•Ο ρισμός 3.4.6. Έστω B k  =  { x  £ R N : \χ \ <  h^k Ε Ν}. Μ ια  α κ ο β ο υ Β ία  (un ) Θα 
β έ γ ε τ α ι α κοβ ουΒ ία  Z h i s l i n  γ ια  έ ν α ν  κ β εισ τό  τεβεστή  Α  κ α ι λ Ε C α ν  u n Ε 55(A) C 
L 2( R N ),

||tin|| =  l , s u p p u n C {x : x  E \  B n} i κ α ι  | | (A — A)un || -»  0 κ α θ ώ ς  n  —> oo.

Ο ρισμός 3.4.7. Έ στω A  κ β εισ ζό ς  τεβεστής. T o σ ύ ν ο β ο  ό β ω ν  τω ν λ £  C  γ ια  τα 
οπ ο ία  υ π ά ρ χ ε ι μ ια  Z h is lin  α κ ο β ο υ Β ία  γ ια  τον Α  κ α ι το λ, κ α β ε ίτ α ι Z h i s l i n  φ ά σ μ α  
του Α , το οπ ο ίο  το σ υ μ δο β ίζο υ μ ε Ζ ( Α ) .

Έστω Λ, Β  γραμμ ικοί τελεστές. Συμβολίζουμε [A, Β \ τον α ν τ ιμ εχα θ έτη  (com m u­
tator) των A, Β  που  ορίζεται ως εξής

[A, Β \ =  Α Β -  Β Α .

Το επόμενο Θεώρημα δηλώνει ότι το ουσιαστικό φάσμα είναι ίσο μ ε  το Z hislin  φά­
σμα ενός αυτοσυζυγούς, τοπικά συμπαγούς τελεστή ο οποίος είναι επίσης τοπικός 
μ ε την έννοια (3.6) που ακολουθεί

Θ εώ ρημα 3 .4 .8 . Έ στω  Α  έ ν α ς  α υ το σ υ ζυ γή ς  κ α ι το π ικ ά  σ υ μ π α γ ή ς  τεβ εσ τή ς  στον  
L 2( R N ). Υ π ο θ έτο υ μ ε  ότι ο  Α  ικ α νο π ο ιε ί την

||\ Α , φ η { χ ) \ { Α  — ζ)—11| —> 0 κ α θ ώ ς  η  -*  οο, (3.6)

ό π ο υ  φη ( χ )  =  Φ(χ / τι) γ ια  κ ά π ο ια  φ  €  C ^ ° ( R N )  ̂ μ ε  su p p φ  C ^ ( 0 )  — {ζ €  R N : 
\χ\ <  2}, φ  >  0 και (^|βι(ο) =  1* Τότε σε33(Α) =  Ζ ( Α ) .

Α π όδειξη . (=>)  Έστω λ  €  Ζ ( Α ). Θα αποδείξουμε ότι λ  €  σβί3(Α). Υ πάρχει μια 
Zhislin ακολουθία (un), μ ε u n Ε 55(A),

||tin|| =  l , s u p p u n C { x  : X  6 R N \ B n}, κα ι ||(A -  A)u„|j -> 0 καθώς n  oo.

Αφού η u n έχει στήριγμα στο συμπλήρωμα του B nt τότε

Αρα u n Ε 55(A),
||tin || =  1) un 0 και (A -  \ ) u n Λ  0.

Αυτό σημαίνει όχι η u n είναι ακολουθία Weyl, και από το Θεώρημα (3.3.2), έχουμε 
λ Ε cresa(A).
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(<$=) Για να  αποδείξουμε το αντίστροφο, υποθέτουμε ότι λ Ε a ess(A )  και θα 
δείξουμε ότι λ  Ε Ζ ( Α ) .  Αφού λ Ε a esa(A )  υπάρχει μ ια  ακολουθία Weyl (tin) για 
τον Α  κ α ι το λ , δηλαδή

Ijitnll =  1, u n 0 και ||(Α — A)rtTl|| —» 0, καθώς η  —> οο. (3.7)

Θ έλουμε να  κατασκευάσουμε μ ια  ακολουθία Zhislin  για  τον Α  κα ι το λ, έτσι ώστε 
από τον ορισμό του Z hislin  φάσματος το λ Ε Ζ ( Α )  κα ι συνεπώς σ ^ - Α )  C Ζ ( Α ) .  
Θεωρούμε γ ια  σταθερό η  την

Φη^τη =  Φη{ί Α) Α)^^*, (3.8)

μ ε  φ η όπω ς ορίστηκε στο Θεώρημα. Ό μω ς

φ η ( ί -  Α ) ~ ι =  Χ β 2(0)Φ Λ ϊ  -  Α ) - 1 ,

όπου Χ β 2(ο) Π χαρακτηριστική συνάρτηση του συνόλου i?2(0). Άρα από το γεγονός 
ότι ο Α  είναι τοπικά συμπαγής, η φ η( ι — Α ) ~ ι είναι σ υμπαγής. Επίσης, η (i -  A )u m 
συγκλίνει ασθενώς στο μηδέν. Πράγματι, γράφοντας

( i  -  A )u m =  (λ  -  A )u m +  (ζ -  λ )u mi (3.9)

ο ισχυρισμός έπεται από την σχέση (3.7). Άρα από την (3.8) βλέπουμε ότι η φ η^τη 
συγκλίνει ισχυρώς στο μηδέν το οποίο είναι άμεση συνέπεια της συμπάγειας του 
φη (ι -  Α ) ~ ι . Επομένως, θέτοντας φη =  1 -  φ η , έχουμε για  κάθε σταθερό π,

U nu m \\2 -  ||(1 -  φ η ) ^ II2 =  Ι Κ Ι Ι 2 -  2 (φη , η η ) +  U nu m \\2 1 -  0 +  0,

άρα
||0nu m|| —> 1, καθώς m  —> οο. (3.10)

Ζτη συνέχεια θα κατασκευάσουμε την ακολουθία Zhislin  από την φηιιτη. Θα 
δείξουμε ότι γ ια  κάθε fc, υπάρχουν n(fc) και m ( k )  τέτοια ώστε

n ( k )  —> οο, 
m ( k )  —> οο,

καθώς fc —> οο,

και

Τότε η

I l0 n ( * )« m (* ) l l> l-p  (3.11)

|| (λ — i4)0n(fc)um(fc)|| <  1. (3.12)

Φη(^η τη( Λ)
Vk =  ϊ α ------------ΪΓ>

είναι η ζητούμενη ακολουθία Zhislin  για τον Α  και το λ, το οποίο είναι άμεση 
συνέπεια των σχέσεων (3 .1 1),(3.12) καθώς και από το γεγονός ότι supp Vk C R *\£?2fc· 

Πράγματι,
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=  ||(λ -  A )u m -  (Λ -  Α )φ ηη τη\\

— || (λ “  A )u m λ φ ηΊΙτη ^^η^τηΙΙ 
= II (λ — A'j'U m  Χ φ ηΐΙγη ~h [Α, 0n]̂ m Η-
=  ||(λ  — A'j'Um φ η ( \  A )u m [A,

=  11(1 -  0η)(λ -  A )u m +  [-4, Φη]ητη\\

“  1ΐ0η(λ ”  A)lZm +  [A,
<  ra ilK A  -  A )um|| +  ||[A, 0„]um||.

Αναλύουμε tov δεύτερο όρο χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (3.6) και (3.9);

||[A ,0n]Um|| =  \ \ {Α,φη\ { ί - A ) ~ \ i - A ) u m \\

<  ||[A ,0n](i -  Α)’ 1||||(λ  -  A )u m +  (i -  X )u m \\

<  I 1 1 A  Φη](ί -  Α Π |  ( | | ( A  -  A)Um\\ +  \(i  -  A ) | )  ,

επειδή ||t/m|| =  1. Όμως, η ακολουθία ||(λ — A )um|| είναι φραγμένη από έναν 
σταθερό αριθμό Λ, και έτσι

||[A ,0n]um|| <  ||[Α ,0η] ( ί -  Α)_1|| (Λ -I-|(ί — λ )|)  0, καθώς η  οο. (3.13)

Από την (3.13), γ ια  κάθε m  Ε Ν, υπάρχει n ( k ) t μ ε k  6  Ν, τέτοιο ώστε

||[A,0n(fc)]^m|| <  2^·

Επιπλέον, υπάρχει ένας διαφορετικός δείκτης m , τον οποίο θα  συμβολίσουμε πάλι 
μ ε m(fc), για τον οποίο σύμφωνα με την (3.7) ισχύει ότι

Ι$η(*οΙΙΙΙ(λ -  A)um(fc)|| <  - ί ,

και από την (3.10)

ll0n(fc)‘lim(fc)|| — 1 ~ĵ  j

όπως θέλαμε. □

Χρειαζόμαστε μια έκφραση για  to  infim um  του φάσματος. Αυτή την έκφραση 
μπορούμε να την πάρουμε από το παρακάτω Λήμμα, το οποίο εκφράζει την μικρότε­
ρη ιδιοτιμή ενός αυτοσυζυγούς τελεστή ως το ελάχιστο μ ια ς  τετραγωνικής μορφής.

Π ρόταση 3 .4 ,9 , Έ στω  L  ο  ιεβ εσ τ ή ς  L a p la c e -B e ltr a m t σ τον  ΜΝ. Τότε ισ χ ύ ε ι η 
σ χέσ η

inf a ( L )  =  in f{ (0 ,- Α φ )  \\φ\\~2\φ  €  C T (K N)}. (3.14)
Φψ ο

Α π όδειξη . Αν στην σχέση (3.14) η συνάρτηση φ  ανήκε στο T)(L), τότε ο ισχυρισμός 
θα  ήταν άμεση συνέπεια της Πρότασης 1.3.10. Ό μω ς η φ  €  C£°(MN) C 2)(Ζ/) άρα, 
η ακόλουθη ανισότητα είναι προφανής
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Για την αντίστροφη ανισότητα θεωρούμε ένα τυχαίο ε  >  0. Από τον ορισμό του 
infim um  θα υπά ρχει μ ια  συνάρτηση φ  Ε Σ)(L ), μ ε  ||γ?|| =  1 τέτοια ώστε

( i p , L i p ) < i n f  u(L ) +  | .  (3.15)

Από τον δεύτερο ισχυρισμό του Θεωρήματος 1.5.3 το σύνολο C£°(RW) είναι πυρήνας 
για  τον τελεστή L , που σημαίνει ότι υπάρχει συνάρτηση ψ  Ε C%°(RN ) τέτοια ώστε 
να ισχύει

\ \ -  Δ φ -  L i p \ \ < ^ .  (3.16)

Επιπρόσθετα, επειδή το C ~ (R ;y/) είναι πυκνό στον χώρο T)(L)  μπορούμε να υπ ο ­
θέσουμε ότι η φ  ικανοποιεί την σχέση

\ \ Ψ - Φ \ \ < ζ- Κ  (3.17)

όπου Λ είναι ένα άνω φράγμα του όρου || — Δ ^ ||.  Αρα, χρησιμοποιώντας την 
ανισότητα C auchy-Schw arz, καθώς και τις σχέσεις (3.16) και (3.17), παίρνουμε

I ( φ ,  - Δ φ )  -  ( φ ,  L i p )  I =

<

<

| (φ ,  - Δ φ )  -  (φ,  - Δ φ )  +  (φ,  - Δ φ )  -  (φ ,  L ip) \

I { Φ ~ φ ,  - Δ φ )  | +  | ( ψ , - Δ φ  -  L ip) |

IIΦ -  ψ \\II -  Δ φ \\  +  ΙΜΙ \ \ - Δ φ -  L i p ||
ε  , ε  ε

Τελικά, σύμφωνα και μ ε την σχέση (3.15), έχουμε

| (φ ,  —Δ φ )  | <  |(y>,L</>)| +  !

<  inf a ( L )  +  ε .

Αφού το ε  ήταν τυχαίο έχουμε το ζητούμενο. □

Θ εώ ρ η μ α  3 .4 .1 0 . To in fim u m  του ο υ σ ια σ τ ικ ο ύ  φ ά σ μ α το ς  του τεβεστή  L a p la c e  στον  
R N δ ίνετα ι α π ό  τη ν  ισότητα

inf a ess( L) sup inf {(0, - Δ φ )  \\φ\\~2 : φ  G C “ (R JV\/ i ') }  , 
K C R " J

ό π ο υ  w  s u p r e m u m  π α ίρ νετα ι υ π ερ ά νω  ό β ω ν  τω ν σ υ μ π α γώ ν  υ π ο σ υ ν ό β ω υ  Κ  C R N .

Α π ό δ ειξη . Από την Πρόταση 3 .4 .9  έχουμε την ακόλουθη έκφραση για  το κάτω 
φ ράγμα του φάσματος

λ 0 -  inf σ(Ζ,) =  inf { ( ^ - Α φ )  \\φ\\~2 : φ  Ε C ? ( R N ) }  .

Επειδή ο χώρος C ™ ( R N ) είναι πυρήνας για  τον L, αρκεί να δουλέψουμε με 
συναρτήσεις στο C ™ ( R N ). Επειδή ο L  είναι φραγμένος από κάτω, υπάρχει μια 
πεπερασμένη, μη αρνητική σταθερά Λ, τέτοια ώστε

(Φ> - Δ 0 )  >  —Λ||<^||2, για κάθε φ  Ε C ™ ( R N ).
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Παίρνοντας για  —Δ  το —Δ  +  Λ +  1, μπορούμε να υποθέσουμε ότι για κάθε φ  Ε 
C ? ( R N ), ισ χ ύ ε ι

(φ , - Δ φ )  >  Μ 2.

Ορίζουμε για  κάθε συμπαγές υποσύνολο υποσύνολο Κ  C R N,

S (L , Κ )  :=  inf {(^, - Δ φ )  \\φ\\~2 : φ  φ  0, φ  Ε C ? ( R N \ K ) }  ,

*και έστω,

Θα δείξουμε ότι

Σ(Ζ,) :=  sup Y , { L , K ) .
ircRw

inf σε55(-ί') >  S(L).

Αρκεί να δειχθεί ότι για  κάθε Κ  συμπαγές υποσύνολο του R N , ισχύει

inf (φ , - Δ φ )  <  inf a ess(L )  :=  Σ 0.
φ € θ « = { Κ Ν \ Κ )

Θα δείξουμε ότι ο τελεστής L  ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θεωρήματος 3.4.8, 
και άρα υπάρχει μ ια  ακολουθία Zhislin, (un) f γ ια  τον L  κα ι το Σο. Πράγματι, ο L  
είναι ένας αυτοσυζυγής κα ι τοπικά συμπαγής τελεστής στον L2(RN), από την τρίτη 
Παρατήρηση 3 .4 .3 . Επομένως, αρκεί να δείξουμε ότι πληροί κα ι την σχέση (3.6). 
'Εχουμε, γ ια  u  Ε 2 ( £ )

[L, φη]η  =  1<(φην )  +  Φ η & ν )

=  - φ η1 η  -  2V^>nVu -  η Δ φ η +  φηΐ Μ  

=  - 2 V 0nV u -  ΐίΔ 0 η,

και εφαρμόζοντας την παραπάνω σχέση για u =  (L  — ζ)-1υ, παίρνουμε

[L,<£n](L -  ι ) ~ ι ν  =  - 2 V 0 nV ((L  -  ί ) -1 υ) -  (L -  %)~ι ν Δ φ η . (3.18)

Εξετάζουμε τον κάθε όρο ξεχωριστά. Επειδή ο τελεστής (L — i)_1 είναι φραγμένος 
έχουμε

||V (L  -  ι ) ~ ι ν ψ  =  J  | (L ( L  -  v \ 2d x

=  J  I ((L — i )  ( L  -  +  i ( L  — ΐ ) _Ιυ) v |2dx

=  J  | (u +  i ( L  -  ί ) -1υ) u |2cJx

<  c i l M i 2 >
μ ε Ci σταθερός αριθμός. Επίσης,

ν«· = s M D ·
Δφη =  div νψη  =  ^(Δ<ρ) ( 0  1
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κα ι αφού η φ η έχει συμπαγές στήριγμα, τότε οι συναρτήσεις Vy?n, Α φ η είναι φρα­
γμένες. Επισχρέφοντας στην σχέση (3.18), βλέπουμε όχι

[L, * J ( t  -  i ) - ‘v  =  i ||(V v ) ( i ) | | . c , | |v | |

+ ^ Ι Ι ( Δ » . ) @ | | · ο2|Μ Γ - = ? 0,

όπω ς θέλαμε. Αρα υπά ρχει μ ια  ακολουθία Zhislin, (un), γ ια  χον L  κα ι το Σο με 

||u„ || =  1, su p p u n C { χ  : χ  €  R N \ B n }  κα ι ||L un — E 0Un|| —* 0 καθώς η  —► οο. 

Έστω ε  >  0. Υ πάρχει Π\ €  Ν τέτοιο ώστε για  κάθε η  >  τΐ\ να ισχύει

\\Lun  -  Σ 0ΐίη || <  ε .

Επίσης, υ π ά ρ χε ι ένα π 2 τέτοιο ώστε γ ια  κάθε η  μ ε  η  >  π 2 να ισχύει

Κ  C  Β η => R N \ B n C R N \ K ,

το οποίο συναγάγει
C ™ { R N \ B n) c  C ™ ( R n \ K ) .  

Επομένως, διαλέγοντας no =  m a x { n i,n 2} έχουμε

inf
φςΟ~{Κ*\Κ)

( φ } - Δ φ ) < inf
4>€C%° \Β η 0) (Φ* -Δ Φ )

— {^ηο ι )
=  ^0 Η“ (^ηο» ^θ)^ηο)
<  Σ 0 + € .

Τελικά,
inf

φ € θ ? & Ν\Κ )
(φ } - Δ φ ) <  Σ 0

για  κάθε Κ  συμπαγές υποσύνολο του αφού το ε  είναι τυχαίο. 
Αντίστροφα, θα  δείξουμε ότι

inf
<t>eC?>{RN\K )

{Φι ~ Δ φ )  >  Σ 0.

Ε πειδή  το ουσιαστικό φάσμα του L  είναι κλειστό, Πόρισμα 1.3.5, έχουμε ότι Σ 0 €  
<7ess(L)· Ό πω ς κα ι προηγουμένως, από το Θεώρημα 3 .4 .8 , υπ ά ρχει μ ια  Zhislin 
ακολουθία (un) γ ια  τον L  κα ι Σο· Από τον ορισμό της Z hislin  ακολουθίας υπάρχει 
ένας δείκτης Π \  τέτοιος ώστε

II (L  -  Σ ο Κ ι  II <  ε και su p p u ni Π Κ  =  0. (3,19)

Επειδή ο χώρος C |° (R N ) είναι πυρήνας για τον τελεστή L, μπορούμε να υποθέ­
σουμε ότι u ni είναι λεία. Συνεπώς €  C ™ ( R N \ K ) .  Για κάθε συμπαγές Κ  C R w. 
γράφουμε

Σ (Σ , Κ )  =  inf 
V * Ν)\Κ

ί  (Φ, (—Δ  -  Σο)φ) . „  1
\  ίω ί3 Ί
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Από την (3.19) έχουμε ότι για  κάθε ε >  0, υπάρχει μ ια  φ ε €  C^°(RW\A ') τέτοια 
ώστε

llV’ell =  1 Km I (ψε , ( - Δ  -  Σ 0) φ ε) | <  ε.

Αυτό σημαίνει ότι για κάθε ε >  0

Σ (Σ 5Ζ θ > Σ 0 - ε }

’το οποίο αποδεικνύει το Θεώρημα. □

Θ εώ ρημα 3 .4 .1 1 . (Α ρχή  της Δ ιά σ π α σ η ς  ή Λ ή μ μ α  του P e r s s o n )  Έ στω  Μ Ν έ ν α  
π β ή ρ ες  κ ο β ύ π τ υ γ μ α  R iem a n n . To in fim u m  τον ο υ σ ια σ τ ικ ο ύ  φ ά σ μ α το ς  δ ίνετα ι α π ό  
την ισότητα

- inf a ess(L )  =  sup
KCMN

inf {(Λ -Δ 0 ) \\Φ\\~2 : Φ € C ? ( M » \ K ) }
Φψ o

ό π ο υ  to suprem um  πχφυεται υ π ε ρ ά ν ο  ύ β ω ν  τω ν σ υ μ π α γώ ν  υ π ο σ υ ν ό β ω ν  Κ  C Μ Ν .

Α π όδειξη . Η απόδειξη είναι συνέπεια του Θεωρήματος 3 .4 .10 . Η μετάβαση από 
το παραπάνω Θεώρημα για τον στο τυχαίο πολύπτυγμα Μ Ν είναι εύκολη 
χωρίς καμία αλλαγή. Ό μω ς, χρειάζεται προσοχή στο τρόπο που  αλλάζουν οι προ­
ηγούμενες Προτάσεις καθώς εκεί πρέπει να δουλέψουμε πλέον μ ε συναρτήσεις που 
είναι συνθέσεις μ ε  χάρτες του πολυπχύγματος. □

Π όρισμα 3 .4 .1 2 . Έστω Μ \ κ α ι M 2 δ ύο  π ο β υ π τύ γμ α τα  R ie m a n n . Α ν  υ π ά ρ χ ο υ ν  Κ \  
κ α ι Κ 2 σ υ μ π α γή  υ κ ο σ ύ ν ο β α  τω ν Μ \ κ α ι Μ 2 α ντίστο ιχα , τέτοια  ώ στε το Μ χ \ Κ \  να  
ε ίν α ι ισομετρικό  μ ε  το Μ 2\ Κ 2, τότε τα Μ \ κ α ι Μ 2 έ χ ο υ ν  ίσα  in fim u m  του ουσ ια στικ ού  
φ άσματος .

Α πόδειξη . Η απόδειξη είναι άμεση συνέπεια ίου  Θεωρήματος 3 .4 .11. □

Ό πω ς φαίνεται και από to παραπάνω Πόρισμα, μ ια  ερμηνεία του Θεωρήματος
3.4.11, είναι ότι το infim um  του ουσιαστικού φάσματος εξαρχάται από την συμπε­
ριφορά του τελεστή L  σ ε  περιοχές του απείρου. Ακόμα, συνεπάγεται ότι αλλάζοντας 
την μετρική του πολυπτύγματος σε ένα συμπαγές υποσύνολο του, δεν επηρεάζεται 
το infim um  του ουσιαστικού φάσματος.

3 .5  Μ ια  Σ χ έσ η  Μ ετα ξύ  το υ  'Ο γκο υ  κ α ι  τ ο υ  Φ ά σ μ α το ς  το υ  Τ ε λ ε ­
στή L a p la c e

Έστω Μ  πλήρες, και μη  συμπαγές πολύπτυγμα R iem ann. Συμβολίζουμε με λο το 
μεγαλύτερο κάτω φράγμα του φάσματος του τελεστή Laplace-B eltram i L , Θ υμί­
ζουμε ότι δίνεται από τον τύπο

λο =  inf
ι  n - N ) d v
Μ

f  f 2d v
Μ
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όπου /  ανήκει στο σύνολο όλων των λείων, μη-μηδενικών συναρτήσεων με συμπαγές 
στήριγμα στο Μ . Μια ενδιαφέρουσα αναλλοίωτη του Μ , την οποία την συμβολί­
ζουμε με είναι το μεγαλύτερο κάτω φράγμα του ουσιαστικού φάσματος του 
L.  Δείξαμε ότι αν το Μ  είναι συμπαγές, το ουσιαστικό φάσμα είναι κενό. Επίσης 
έχουμε προφανώς λ0 <  λ§35, και όπως δείξαμε λ§53 =  sup^  λ0(Μ  -  Κ ) % όπου Κ  
είναι συμπαγές υποσύνολο του Μ . Θα παρουσιάσουμε ένα φράγμα για  το λ§33 το 
οποίο αποδείχθηκε από τον Brooks στο [Brl]. Έστω χο € Μ .  Για κάθε r  >  0, 
δηλώνουμε με Β ( χ ο, τ)  την μπάλα ακτίνας τ  με κέντρο χ 0, και με V (xo ,r ) τον όγκο 
αυτής της μπάλας. Ο αριθμός

μ  — lim s u p - lo g ( V ( x 0,r ) )r—*οο Τ
λέγεται ε κ θ ε τ ικ ή  αύξηση (exponential growth) του Μ . Ελέγχουμε χρησιμοποιώ­
ντας την τριγωνική ανισότητα ότι το μ  είναι ανεξάρτητο της επιλογής του Xq. Πρά­
γματι, αν Χο,^ι είναι δύο τυχαία σημεία του Μ , κα ι d  η μεταξύ τους απόσταση, 
τότε

B { x u r )  C Β ( χ 0 ϊ γ +  d ) ,

και έτσι

l lo g V (a : i , r )  <  T +  d  |  lo g ^ (x 0, r  +  d) .  
r  r  r  +  a

Παίρνοντας στην παραπάνω  ανισότητα το ανώτερο όριο, και επειδή

r  +  d  

τ
1 όταν r  —► οο,

βλέπουμε ότι
Μχι ^  Μχο* (3.20)

Εναλλάσσοντας τον ρόλο του Χο με τον ρόλο του Χι, και εκτελώντας την ίδια δι­
αδικασία έχουμε

Mu ^  μχο)

το όποιο μαζί με την σχέση (3.20) αποδεικνύει τον ισχυρισμό. Επιπλέον, κάτω 
από απλές γεωμετρικές υποθέσεις (για παράδειγμα, αν η καμπυλότητα Ricci είναι 
φραγμένη από κάτω από κάποιον αρνητικό αριθμό), το μ  είναι πεπερασμένο (βλέπε 
[B-C]). Θα αποδείξουμε ότι αν ο όγκος του Μ  είναι άπειρος, τότε Ag5S <  \ μ 2. Θα 
κάνουμε χρήση του Θεωρήματος 3 .4 .11, καθώς επίσης και το επόμενο

Λ ήμμα 3 .5 .1 . Έ στω  Κ  έ ν α  σ υ μ π α γ έ ς  (π ιθ α νώ ς κενό ) υ π ο σ ύ ν ο β ο  του Μ ,  κ α ι λο(Μ — 
Κ ) το μ ε γ α β ύ τ ε ρ ο  κάτω  φ ρ ά γ μ α  του φ ά σ μ α τος  του  τεβεστή  L a p la c e -B e ltr a m i L  στο 
L 2( M  — Κ ) ,  μ ε  D ir ich le t σ υ ν ο ρ ια κ ές  σ υ ν θ ή κ ε ς  στο d K ( f  =  0 σ τ ο θ Κ ) .  Έστω  
ρ ( χ )  =  ρ(χ, Χο) η σ υ νά ρ τη σ η  απόστασης α π ό  έ ν α  σ τα θερό  σ η μ είο  χ 0 G Μ . Α ν

ί e~ 2ap^ d v  <  ο ο }

Μ - Κ

γ ια  κ ά π ο ιο  α  π ο υ  ικ α νο π ο ιε ί την ανισότητα  0 <  a  <  y / \ o ( M  — K ) t τότε

ί e2ap{x)d v <  οο.
Μ-Λ*
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Απόδειξη. Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορώ να υποθέσω ότι λ0(Μ  — Κ )  =  1, 
διότι διαφορετικά πολλαπλασιάζουμε την μετρική μ ε λο(Μ  — Κ ) .  Θεωρούμε μια 
λεία /  συνάρτηση με συμπαγές στήριγμα (test function), f ( x )  — e h^ x ( x ) ,  % £ 
Μ ,  όπου υποθέτουμε ότι η χ  €  C % ° ( M \ K )  κα ι η h  £  C ° ° ( M )  θα προσδιοριστεί 
αργότερα. Τότε

V /  =  e h ■ X ■ V h  +  e h · V *  =  εΛ[χ ■ V /ι +  Vx] 

|V / |2 =  e 2hl x  · V h  +  V x |2,

I  \ V f \ 2d v  =  J  e 2h\X · V h  +  V X \2dv ,

M - K M - K

και επειδή
/  |V / | 2̂

M - K ___________

f  f 2d v  
M - K

>  Ao =  1,

εχουμε

Επιπλέον,

J  e 2h\ x - V h  +  V X \2d v >  J  e2hX d v .

M - K  M - K

J  e2h [lx · Vh + V x |2 - χ2] dv>0 =Φ·
M - K

J  e 2h [ χ 2 ■ \V h \2 +  |V x |2 +  2 χ  ( V h ,  V X) -  χ 2] d v  >  0 = *
- K

f e2h [{\Vh\2 -  l]x2 +  2 χ  ( V h ,  V x) +  |V X|2] d v  > 0 = »
M - K

I  e 2h [l -  |V /i|2] χ 2άν  <  2 j  e 2h [ χ  ( V h ,  V X ) +  |V x |2] dv.

M - K

M - K  M - K

Επομένως, από την παραπάνω ανίσωση βρίσκουμε ότι

J  f 2 [1 -  |V /i|2] d v  <  J  e2h [2χ ( V h ,  V%) +  |V x |2] d v

M - K  M - K

<  f  e 2h [2 x |V /i||V x | +  |V x |2] d v .

M - K

Υποθέτουμε ότι |V /i| <  a  <  1, κα ι γ ια  κάποια  αύξουσα ακολουθία Κ ι  συμπαγών 
υποσυνόλων του Μ  — Κ  τέτοιων ώστε UΚ ι  =  Μ  — K t θέτουμε

0, αν χ  £  (Μ  — Κ )  — K i  
X i ( x )  =  { \ρ(π, μ  -  Ki), αν 0  <  ρ ( χ ,  Μ  — Ki) <  t

1, αν p ( x t Μ  — Ki) >  I
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όπου ί % μ ια  σταθερά. Επειδή η χ* είναι συνάρτηση Lipschitz μ ε σταθερά Lipschitz 
ίση μ ε  \  τότε, | Vx*| <  και Vx* έχει στήριγμα σε μια περιοχή Βξ(ΘΚχ)  ακτίνας ί  
γύρω από το Θ Κ ι . Επομένως,

ί  / 2[ 1 -  α 2]άυ  

Μ - Κ

< f  f 2[ 1 - \ V h \ 2]dv

Μ - Κ

<  ί  e 2h[2X i \ V h \ \ ^ X i \ +  |V * |2}άυ

Μ - Κ

=  J e2ft[2xi|V /i||V xi| +  |V Xi|2]dv

B e ( d K i )< J  ^ [ 2- l. l. i  + I ] *
B t ( d K i )

■  c , ^ )  /  ~
B e ( d K i )

Παίρνοντας όρια καθώς i  —> oo. κ α ι υποθέτοντας ότι e 2h είναι ολοκληρώσιμη υπε- 
ράνω του Μ  — Κ ,  λαμβάνουμε

J e2h[l -  a2}dv +  J e2hdv.
M - K  /  B t ( d K )

Υποθέτουμε ότι

ί  e~ 2o‘fl̂ d v  <  oo 
M - K

και εφαρμόζουμε τα παραπάνω  στην h j ( x )  =  m in la /^ x ) , —ap(x)-f-j} . Σημειώνουμε 
ότι, γ ια  κάθε j , έχουμε |V fy | <  α, και e 2h* είναι ολοκληρώσιμη. Επίσης η h j 
αυξάνει κατά σημείο στην h  =  α ρ { χ ) ,  Άρα γ ια  j  αρκετά μεγάλο, έχουμε

/  e“ < [1 - <  0  +  I )  j  e * > d v  <  (| +  I )  J e ^ ' d v ,

Μ - Κ  B t { d K )  B t ( d K )

και άρα

ί  e 2hid v  <  C,
Μ - Κ

όπου C  πεπερασμένη σταθερά ανεξάρτητη του j .  Παίρνοντας το όριο καθώς j  —» οο 
δίνει

ί  e2ap{x)dv <  C,
Μ - Κ

που είναι κα ι το ζητούμενο. □

Μετά από το παραπάνω  Λήμμα είμαστε έτοιμοι να δείξουμε το βασικό Θεώρημα
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Θ εώ ρημα 3 .5 .2 . Έστω Μ  η β ή ρ ες  κ α ι μ η  σ υ μ π α γές  π ο β ύ κ τ υ γ μ α  R iem arxn, Α ν  ο  
ό γκ ο ς  V ( Μ )  του Μ  ε ίν α ι ά π εφ ο ς , τότε

λ C S S
0

Α π όδειξη , Θα δείξουμε ότι y / X 0( M — Κ )  <  όπου Κ  συμπαγές υποσύνολο του 
J \f. Δια της εις άτοπον επαγωγής, υποθέτουμε ότι y / X o ( M  — Κ )  >  §. Θεωρούμε 
αριθμό α  τέτοιο ώστε |  <  a  <  yJX0{ M ^ -  Κ ) ,  Τότε

Μ - κ

J  e ~2a^ d v  <  J  e ' 2ap^ d v  =  [V’iio , r)e~ 2ar -  V { x Q, r  -  i ) e-M r- i) ]
M r=1

<  [V'(xo)J') — V ( x q , r  — 1)] e~2a(r_1)
r = 1
oo oo

=  Γ  V ( xq , r)e~ 2a r̂" ^  -  l ) e “ 2a r̂_1^
r —1 r=a

=  ^ V { x o , r ) e ~ M r ~ l) ~ Y ^ V ( x Q, r ) e
r = l  r=0

=  Y ^ V ( x 0,r )e ~ 2o(r_1) -  ^ V ( x 0,r )e
r —1 r = l
oo

=  £ > ( x 0,r )e -2“ r (e2“ - l ) ·  (3.21)

•2ar

■ 2 a  r

r = l

Μ πορούμε εύκολα να δούμε όχι η τελευταία έκφραση είναι πεπερασμένη, συ- 
γκρίνοντάς την μ ε  μ ια  γεωμετρική σειρά, χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι 2 α  >  μ.  
Πράγματι, γ ια  ε  >  Ο, με 2 α  =  μ  +  2ε, έχουμε

1 1
μ =  lim s u p - lo g ( 7 ( x 0,r ) )  <£=*· (Br0 <Ε N) : - lo g (V (x 0)r) )  <  μ  +  ε,  Vr >  r 0(e).

r —»oo T  T

Apa

l° g ((a :o , r)) < / / r - f e r  => K(a;o,r) <  βμτε εν =>· ^ (ζ ο ,τ^ ε  μΓ <  e£r.

Τελικά,
Vr(x0,r)e “2ar =  7 (x 0jr ) e ^ re -2cr < eere- 2er =  e-*r =  Ar 

μ ε λ <  1. Επιστρέφοντας στην σχέση (3.21), παίρνουμε

/
οο

Μ —Κ

e -2ap{x)dv <  ^ ( / ( x 0)r ) e - 2“r (e2“ -  1)
r — \

<  (e2a — 1)(λ +  Λ2 +  . . . )  
=  (e 2a -  1)λ(1 +  λ  +  . . . )
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=  (e2a ~ < Λ ,

όπου Λ πραγματική  σταθερά. Σύμφωνα μ ε  το Λήμμα 3 .5 .1 , είναι /  e 2ap^ d v  <
Μ - Κ

οο. Αυτό όμως είναι προφανώς αδύνατο, επειδή το Μ  — Κ  έχει άπειρο όγκο. 
Επομένως ισχύει λ/ X q( Μ  — Κ )  <  μ / 2  ή ισοδύναμα \ q( M  — K )  <  μ2/4  και παίρνο- 
ντας το sup πάνω από  όλα τα συμπαγή υποσύνολα του Μ , σύμφωνα μ ε  το Θεώρημα
3 .4 .11 , έχουμε

< 1„2^0 — »

το οποίο είναι το επιθυμητό συμπέρασμα. □

Έστω Μ  πλήρες και μη  συμπαγές πολύπχυγμα R iem ann. Το Μ  έχει εκθετική 
αύξηση χου όγκου (volume exponential growth), αν η εκθετική αύξηση μ  του Μ  
είναι θετική κα ι αν για  κάποιο σημείο ρ  €  Μ  ο όγκος V ( p i r )  της μ πάλας B ( p , r )  
ακτίνας r  μ ε  κέντρο ρ  ικανοποιεί την εξής ανισότητα

V { p , r ) < C e p\

για  κάποια σταθερά C . Το Μ  έχει υποεκθεχική αύξηση όγκου (volume su b ­
exponential growth) αν η εκθετική αύξησή του είναι μηδέν (δηλαδή μ  =  0).

Πόρισμα 3*5.3. Έστω Μ  ένα  ποβύτπυγμα R iem ann μ ε υηοεκΒεηκή αύξηση. Τότε
λ%38{ Μ )  = 0 .

Απόδειξη. Πράγματι, η συνθήκη ότι το Μ  έχει υποεκθετική αύξηση σημαίνει μ  =  0. 
Εφαρμόζοντας το Θεώρημα 3 .5 .2  παίρνουμε το ζητούμενο. □

Παρατήρηση 3 .5 .4 . Το παραπάνω αποτέλεσμα είχε αποδειχθεί στο [Br2] κάτω 
από κάποιες τεχνικές υποθέσεις στο Μ .

Στο προηγούμενο Κεφάλαιο, μελετήσαμε το φάσμα του τελεστή Laplace στους 
χώρους μορφής. Προφανώς, το φάσμα του τελεστή Laplace στον Ευκλείδειο και 
Υπερβολικό χώρο συμπίπτει με το ουσιαστικό φάσμα. Είμαστε σε θέση λοιπόν, 
να ερμηνεύσουμε τον λόγο που στη μια περίπτωση το μηδέν ανήκει στο φάσμα 
του τελεστή Laplace ενώ στην άλλη όχι. Στον Ευκλείδειο χώρο, όπου έχουμε υπο­
εκθετική αύξηση του όγκου (βλέπε Πόρισμα 4.4.6), εφαρμόζοντας και το Πόρι­
σμα 3 .5 .3 , το μηδέν ανήκει, ως έπρεπε, στο ουσιαστικό φάσμα. Αντίθετα, στην 
περίπτωση του Υπερβολικού χώρου δεν έχουμε υποεκθετική αύξηση του όγκου, 
οπότε δεν περιμέναμε αντίστοιχο αποτέλεσμα.



Κεφάλαιο 4

Σύγκριση 'Ογκων και το Θεώρημα 
των Lichnerowicz-Obata

Σε αυτό χο Κεφάλαιο θα αποδείξουμε το Θεώρημα ίων L ichnerow icz-O bata. Βασι­
κά εργαλεία για  χην απόδειξη είναι χο Θεώρημα σύγκρισης όγκων του Bishop, 
χο Θεώρημα χου C heng και οι χύποι χης Πρώτης κα ι Δεύτερης Μεταβολής του ό­
γκου. Ακολουθούμε κυρίως χην μέθοδο του Li στο [Li]. Τη θεωρία των κατά μήκος 
εμβάπτισης διανυσμαχικών πεδίων χη δανειστήκαμε από χο [Fe].

4.1 Έ ννοιες Γεωμετρίας Riemann

Έστω M m ένα διαφορίσιμο πολύπτυγμα R iem ann εφοδιασμένο μ ε  μετρική Rie­
m an n  ( , ). Συμβολίζουμε μ ε  χη συνοχή Levi-Civita του M m . Θεωρούμε επίσης, 
ένα διαφορίσιμο πολύπτυγμα Ν η και /  : Ν η —> M m μ ια  εμβάπχιση, Η /  επάγει 
στο Ν η μ ια  μετρική, την οποία συμβολίζουμε ξανά μ ε ( , ), από τον τύπο

( X , Y )  =  { d f ( X ) , d f ( Y ) ) o f ,

μ ε Χ ,Υ  €  Α ( Ν η).
Συμβολίζουμε μ ε  ΤρΝ η κα ι T f ^ M m τους εφαπτόμενους χώρους των Ν η και 

M m στα σημεία ρ  κα ι f ( p )  αντίστοιχα. Για κάθε ρ  Ε Ν η , ο εφαπτόμενος χώρος 
T f ( p ) M m αναλύεται σε ορθογώνιο κα ι ευθύ άθροισμα ως εξής

T fip)M m =  d f ( T pN n) θ

όπου μ ε Τ ^ Ν η εννοούμε το ορθοσυμπλήρωμα του d f ( T p N n) στο Tf(p) M m . Άρα 
κάθε χ  Ε 7 /(p)M m αναλύεται κατά 'μοναδικό τρόπο σε εφαπχομενική και κάθετη 
συνιστώσα ως εξής

χ  =  d f ( x T ) - fa r1-,

όπου χ τ  Ε ΤρΝ η και χ χ  Ε Τ ^ Ν η .
Ένα δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  π ε δ ίο  X  κα τά  μ ή κ ο ς  της /  : Ν η —> Μ 771 είναι μια αντι­

στοιχία
Ρ € Ν η - *  Χ ( ρ )  Ε T fip)M m .
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Επιλέγοντας ένα ορθομοναδιαίο πλαίσιο {β ι,.,.,β ™ } , σε περιοχή V  του f ( p 0), 
όπου ρο τυχόν σημείο του Ν η , έχουμε

τη

χ (ρ) = Σ λ(ρ)^(/(ρ)), ν e Γ \ η
i= 1

To X  λέγεται διαφορίσιμο αν οι συναρτήσεις gi είναι διαφορίσιμες. Αποδεικνύε- 
ται ότι ο παραπάνω  ορισμός δεν εξαρτάται από την επιλογή του πλαισίου. Την 
παραπάνω  ανάλυση του X  καλούμε παράσταση του X  στο M m ως προς το πλαίσιο 
{ β ι , ,  em}.

Συμβολίζουμε με Α / ( Ν η) το σύνολο των δταψορίστμων δτανυσμαχτκών πεδί­
ων κατά μήκος της / .  Επιπρόσθετα, παρατηρούμε ότι αν X  £  Δ ( Ν η), τότε 
d f ( X )  £  Επίσης, αν Υ  £  τότε το Υ  ο /  είναι ένα διανυσματικό
πεδίο κατά μ ή κος της / .

Έ να διανυσματικό πεδίο X , κατά μ ήκος της /  λέγεται κάθετο, αν γ ια  κάθε 
ρ  £  Ν η το Χ ( ρ )  είναι κάθετο στο dfp(TpN n).  Συμβολίζουμε με Τ χ ( Ν η) το σύνολο 
των καθέτων δτανυσματτκών πεδίων κατά μήκος της / ,  και μ ε  Γ χ ( Ν η) αν 
επιπλέον έχουν συμπαγές στήριγμα στο Ν η .

Έστω X  =  ^ l i i  ο /  η παράσταση του X  ως προς το πλαίσιο { β ι,. . . , em}.

Για κάθε ν  £  ΤρΝ η, συμβολίζουμε με S7VX  την συναλλοίωχη παράγωγο του X  
στην διεύθυνση ν , που ορίζεται ως εξής

. τ η  τη

V„ X  :=  J 2 v { g i ) e i { f ( p ) )  +  5 ^ P i(p )V ^ (v)ei .
i=l ΐ=1

Αν V  είναι ένα εφαπτόμενο διαφορίσιμο διανυσματικό πεδίο στο Ν η, τότε ορί­
ζουμε

(w (ρ) := W (p) χ.

Αποδεικνύεται ότι η συναλλοίωτη παράγωγος V δεν εξαρτάται από την επιλογή 
του πλαισίου, Επίσης, ισχύουν οι εξής ιδιότητες :

*· VhiXi+hzXz  Υ  — h i  V x j Y  +  h 2 V x 2 Y,

2. S7xl { h \Y \  +  h 2Y2) =  -Χι(Λι)1Ί +  h \ V x x Y \ +  X i ( h 2)Y 2 +  h 2 V x x * 2,

3. V x i  ( Zof )  =  V%{Xl)Z,

4 . X  (Y u  Y2) =  ^ V x  +  ^ 1. V x  Y ^ j  ,

5. V x , d f ( X 2) ~  V x 2 d f ( X  1) =  d f ( [ X u X 2\ ) ,
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όπου X ,  X u X %  εφαπτόμενα διαφορίσιμα διανυσμαχικά πεδία  χου Ν η , τα Υ, Υ2) Υ2 
είναι εφαπτόμενα διαφορίσιμα διανυσμαχικά πεδία κατά μήκος της / ,  2  διαψορίσι- 
μο διανυσμαχικά πεδίο χου M m και Λ, /η , /ΐ2 * —*· Κ διαφορίσιμες συναρτήσεις.

Αν ξ  είναι ένα κάθετο διανυσμαχικά πεδίο κατά μήκος της /  και ν  €  ΤρΝ η, τότε

συμβολίζουμε μ ε D v ζ* την κάθετη συνιστώσα του διανύσματος V v δηλαδή

_L

Αν X  είναι ένα εφαπτόμενο διαφορίσιμο διανυσμαχικά πεδίο  στο Ν η. ορίζουμε

( b x  ξ ) ( ρ )  = Ω χ {ρ)ξ , Ρ ^ Ν η .

Επίσης» η D  έχει τις ιδιότητες της συνοχής.
Από τον τύπο του G au ss  ορίζουμε την δεύτερη θεμελιώδη μορφή B f  *ns / .  

ω ςεξής

Bf (x, Υ )  ==Vx df(Y) -  df ( V £ y ) .

όπου X , Y  e  A ( N n). Ακόμα, για  δοθέν κάθετο διανυσμαχικά πεδίο ξ  κατά μήκος 
της / ι  ο αυτοπροσαρτημένος γραμμ ικός τελεστής Α ξ  που ορίζεται ως

(ΑζΧ,Υ)  : =

ονομάζεται τελεστής Weingarten της /  στην διεύθυνση ξ.  Επιπλέον, έχουμε και 
τον λεγόμενο τύπο του Weingarten :

V x  ξ =  D x  ξ .

Αν { β ι, . . . , en} είναι ένα τοπικό ορθομοναδιαίο πλαίσιο του Ν η, τότε το διανυ- 
σματικό πεδίο μέσης καμπυλότητας της /  ορίζεται ως εξής

ι=1

Ακολουθεί η (ισχυρή) αρχή μεγίστου του Hopf, που θα επικαλεστούμε σιην 
συνέχεια. Για μ ια  απόδειξη βλέπε για  παράδειγμα [Pe].

Θεώρημα 4*1,1. (Ισχυρή Α ρ χ ή  Μ εγίστου) Έ στω  Μ  έ ν α  σ υ νεκ τ ικ ό  π ο β ύ π τ υ γμ α  R ie ­
m a n n  χ ω ρ ίς  σ ύ νο ρ ο  κ α ι Δ  ο τεβεσ τή ς  L a p la ce . Θ εω ρούμ ε μ ια  C 2 σ υ νά ρ τη σ η  / ,  
ορισμέντι στο Μ , η ο π ο ία  ικ α νο π ο ιε ί την ανισότητα

Δ / >  0,

στο Μ . Τότε η  f  ε ίν α ι στα θ ερ ή  σ ε  μ ια  π ερ ιο χ ή  κ ά θ ε  τοπ ικού  μ εγίσ του . Ε π ιπ ρόσθετα , 
α ν  η  f  έ χ ε ι  έ ν α  ο β ικ ό  μ έγιστο , τότε ε ίν α ι στα θερή .



7 2  * Σύγκριση Ό γκω ν και το Θεώρημα των Lichnerowicz-O bata

4 .2  Τ ύπος της Πρώτης Μεταβολής του 'Ογκου

Πριν δώσουμε χον ορισμό της διαφορίσιμης μεταβολής μ ια ς εμβάπτισης, θα  αποδεί­
ξουμε ένα χρήσιμο αλγεβρικό Λήμμα.

Λ ήμμα 4 .2 .1 . Έ στω  (ay (£)) έ ν α ς  η χ η  α ντ ισ τρ έψ ιμ ος  κ α ι σ υμ μ ετρ ικ ό ς  π ίνα κ α ς , με 
αΐ; δ ια φ ο ρ ίσ ιμ ες  συνα ρ τή σ εις . Σ υ μ β ο λ ίζο υ μ ε  (αυ ) τον α ντ ίσ τρ οφ ο  του π ίν α κ α  (ay) 
κ α ι μ ε  a  =  d e t(ay ). Ισ χ ύ ε ι η ταυτότητα

i j = l
d t

Α π ό δ ειξη . Αφού ο π ίνακας (ay) είναι συμμετρικός, τότε κα ι ο αντίστροφός του 
είναι επίσης συμμετρικός. Αν αναπτύξουμε την ορίξουσα ως π ρος τα στοιχεία της j  
στήλης πα ίρνουμε

η

a  =  Σ ί - ΐ γ ^ α α ^ ,  (4.1)
*=1

όπου Cij η ελάσσονα ορίξουσα του πίνακα (ay ), που  προκύπτει αν διαγράψουμε 
την % γρα μ μ ή  κα ι την j  στήλη. Επιπλέον,

a ij =  ( - 1),+^ · , [ i | j e { i ........λ } , (4.2)

Αν γράψ ουμε
a — [ α χ , ,  αη],

όπου a t  είναι η i -στήλη του (ay(£)) ως διάνυσμα, τότεda da\ —>
■ dandt dt'" • j &η +  . . + α χ ,. dt

Συνεπώς, αν αναπτύξουμε όλες τις ορίξουσες κατά τα στοιχεία της στήλης που 
παραγωγίστηκε, χρησιμοποιώντας τους τύπους (4.1), (4.2) καθώς και τη συμμετρία 
του π ίνακα (ay) έχουμε τελικά

da ν, 
d t  = 1 Y +Jd j

day i ■ daydt ~ a Σ  a dt ’
όπως θέλαμε. □

Ο ρισμ ός 4 ,2 .2 . Κ α λ ο ύ μ ε  δ ια φ ο ρ ίσ ιμ η  μ ε τ α β ο λ ή  της εμ β ά π τ ισ η ς  f  : N n -*■ M m
μ ια  δ ια φ ο ρ ίσ ιμ η  α π ε ικ ό ν ισ η

F  : ( - ε , ε )  x l f - »  

ό π ο υ  ε  Θετική σ ια Β ερ ά , τέτοια ώ στε :

L  Γ ια  κ ά δ ε  t  €  (—ε ,ε )  :=  /  η Ft : 7Vn —► A/m, ρ  —> Ft (p)  :=  F ( t > p )  ν α  ε ίν α ι 
εμ βά π τισ η , κ α ι
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2. F q =  / .

Η Ft επάγει στο Ν η μια νέα μετρική, που συμβολίζεται με {,)*. Το στοιχείο 
όγκου της καινούργιας μετρικής το συμβολίζουμε μ ε d N t . Έτσι, ο όγκος του Ν η 
ως προς την καινούργια μετρική δίνεται ως

I
Θέτουμε

V ( t )  = I d N t .
Ν

Τ { ρ )  =  d F )

όπου με ^|(ο,ρ) συμβολίζουμε το εφαπτόμενο διαφορίσιμο διανυσματικό πεδίο στο 
I  χ  Ν η . Είναι φανερό ότι το Τ  είναι ένα διανυσματικό πεδίο κατά μήκος της /  =  F0t 
δηλαδή Τ  Ε A /(iV n), και λέγεται π ε δ ίο  μ εταβολής της / ,

Ακολουθώντας τον παραπάνω συμβολισμό, έχουμε το ακόλουθο

Θ εώ ρημα 4 .2 ,3 . (Τ ύπος της Π ρώ της Μ ετα β ο β ή ς  του Ό γ κ ο υ )  Έστω Ν η έ ν α  δι­
αφορίσιμο και π ρ ο σ α να το β ισ μ ένο  π ο β ύ π τ υ γμ α  κ α ι έ ν α  κ ο β ύ π τ υ γ μ α  R ie m a n n .  
Θ εω ρούμε μ ια  εμ βά πτιση  /  : N n —> M m . Έ στω F  μ ια  δ ια φ ο ρ ίσ ιμ η  μ ετα β ο β ή  της / ,  
μ ε  π εδ ίο  μ ετ α β ο β ή ς  το Τ . Α ν  το Τ  έ χ ε ι  σ υ μ π α γές  στήριγμα , τότε ισ χ ύ ε ι ο  τύπ ο ς

i v m , 0 =  - J n ( n H , T ) d N ,

ό π ο υ  Η  ε ίν α ι το δ ιά νυ σ μ α  μ έσ η ς  κ α μ π υ β ό τη τα ς  της εμ β ά π τ ισ η ς  / .

Α π όδειξη . Έστω ρ  τυχαίο σημείο του N n t Γύρω από το ρ  θεωρούμε ένα χάρτη 
([/, ( ζ χ , . . . , £ η)) έτσι ώστε το (αη,. . . , χ η) να είναι κανονικό σύστημα συντεταγμέ­
νων. Δηλαδή

ψ ί ,  d j)  (ρ ) =  δα, 

και
^ θΑ ( ρ ) =  °> ί ’ ΐ  — ι , . . . , η ,

όπου di  =  £- f , i  =  1, · ■ · , η .
Στο πολύπτυγμα γινόμενο I  X Ν η, θεωρούμε τον χάρτη ( I  x  Ϊ7, (ί, . . . , £η))

γύρω από το.(Ο,ρ). Επεκτείνουμε τα di κατά τον συνήθη τρόπο στο πολύπτυγμα 
γινόμενο /  X Ν η % έτσι ώστε

d F { d i )  =  dFt (d i ) .

Επίσης, έστω χ )  η μετρική που 'επάγετα ι στο I  χ  Ν η από την F  σε μ ια περιοχή 
του σημείου (Ο,ρ) €  /  χ  Ν η . Συμβολίζουμε με

9y(i, x )  =  { d F { d i ) , d F { d j ) )  ο F,

τις συνιστώσες της χ ) ως προς τον προηγούμενο χάρτη και με

ς ( ΐ ,χ )  =  det (g%j(tt x ) ) ,
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την ορίξουσα του αντίστοιχου πίνακα.
Αφού ο χώ ρος των n -μορφών είναι μονοδιάστατος, μπορούμ ε να γράψ ουμε

d N t =  J d N ,  (4.3)

όπου 3  : (—ε, ε) χ  Ν η —*■ Κ, μ ια  διαφορίσιμη συνάρτηση. Ό μω ς, τοπικά,

d N t  =  y / V { t , x ) d x x Λ . . .  Λ d x n

και

d N  =  \ ^g { Qi x ) d x i  Λ . . .  Λ dxn. 

Επομένως, από  την σχέση (4.3) παίρνουμε

’ } y / ^ ) ’

Παραγωγίξοντας την παραπάνω  σχέση ως προς t  κα ι εκτιμώντας στο σημείο (Ο,ρ), 
έχουμε

=  ^ ( 0  ,„ )

1 9 ' { t , p )

V 9 ( 0 , p ) 2 y / g { t , p )  ί=0

=  ^ '(Ο ,ρ ) .

Κάνοντας χρήση του Λήμματος 4 .2 .1  έχουμε

9'(0,ρ) =  5 ( 0 , ρ ) ] Γ ^ ( 0 , ρ ) ^ | ( 0 , Ρ)
*J=1

π

=  Σ 5 « ( 0 .Ρ ) ·
i=l

(4.4)

Ό μως, χρησιμοποιώντας και την ιδιότητα 5. της συναλλοίωτης παραγώγου V. 
συνεπάγεται ότι

d g »
d t

| ( ( d m ) , d F ( a <) ) o F )  

d F  ( I )  v n d i U F i d , ) )

I f  \
2 {V a t dF(di),dF(d i) }

(
2 ( d F 1  Λ 

d t , 9 i
+ V *  d F ,dF(dt) j  . (4.5)
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Επειδή ία  =■ , ,  <9η } είναι βασικά διανυσματικά πεδία που  αντιστοιχούν
στον χάρτη ( /  x  {/, (£, # ι , . . . , #„)), προκύπτει ότι

dF  ([<%,<%]) = 0 ,  i = l , , . , , η .

Επιστρέφοντας στην σχέση (4.5) κα ι χρησιμοποιώντας την ιδιότητα 3. της
F

συναλλοίωτης παραγωγού V. έχουμε

^  =  2 ( v i k d F i d t )

=  29i <rfF (c?t) , d,F(di))

- 2  ^ d F ( $ ) , V * d F ( a ) ^

=  2 { d F ( $ ) ( d F ( 0 tM F ( & ) ) .

Ό μως, μ ε την βοήθεια του τύπου του G au ss  έχουμε

V B i d F { d i )  =  dfi (V £ $ ) +  £ *  ( Μ ) .

Υπολογίζοντας στο (0, ρ ) και αθροίζοντας ως προς ί, η παραπάνω  σχέση παίρνει 
την μορφή

έ ^ ( Ο , ρ )  =  2 { ] [ > < #  ( $ ) . # ( $ ) >
1=1
η

(4.6)
ί=1

Όμως, έχουμε την εξής ανάλυση του Τ  στο σημείο ρ  :

Τ(ρ) = #(μ ( |̂(Μ)
=  άίΡ( Τ τ (ρ))  +  Τ λ (ρ),

όπου Τ Τ 6  Α ( Ν η) κα ι Τ λ (ρ) £  Tj-{v)N n . Από τα παραπάνω  παίρνουμε ό χ ι :

j2 d i(d m ) ,d m ) ) \M  =  £ > < γ , # ( $ ) >
1=1

=  j ^ d i id f iT ^ d m ) )
ι=1

= Σ > < ΓΤ>̂ >
ί=1

=■ έ < ν » Γ τ ,(*> .

ί=1

ί=1
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Αρα, η σχέση (4.6) γίνεται

Σ ^ ( ° . Ρ )  =  2 { d iv w T T - ( T , n ^ ( p ) ) } ,
t=l

όπου divyy η απόκλιση στο Ν η .
Αντικαθιστώντας στην (4.4), παίρνουμε τη σχέση

=  \ g ' M

Δ ϊ=1

=  div Ν Τ τ  -  (τ,  η Η  (ρ)  ̂  . (4.7)

Τελικά,

f t (d N t)\t= o  =  (d i  ν Ν Τ τ - η  ( Τ χ , η ) )  d N .

Εφαρμόζοντας το Θεώρημα Stokes, προκύπτει ότι

Ν

και η απόδειξη ολοκληρώθηκε. □

Παρατήρηση 4 .2 .4 . Αν στο πολύπτυγμα Ν η ισχύει Η  =  0, τότε ο ρυθμός μεταβο­
λής του όγκου του πολυπτύγματος είναι μηδέν. Τέτοιες εμβαπτίσεις ονομάζονται 
ελαχιστικές (minimal).

4 .3  Τ ύ π ο ς  χη ς Δ εύτερ η ς Μ εταβολής του Ό γκου

Από την προηγούμενη ενότητα, και συγκεκριμένα από τον τύπο της πρώτης μεταβο­
λής του όγκου, είδαμε ότι μ ια  ελαχιστική εμβάπτιση F  : Ν η —» M m αντιπροσωπεύει 
ένα κρίσιμο σημείο για  την συνάρτηση του όγκου στον χώρο των εμβαπτίσεων από 
το Ν η στο Μ 771. Φυσικά λοιπόν, τίθεται το ερώτημα αν αυτό το κρίσιμο σημείο 
αποτελεί τοπικό ελάχιστο γ ια  την συνάρτηση του όγκου. Δηλαδή, θα εξετάσουμε 
πότε γ ια  κάθε λεία μεταβολή F t : Ν η —> M m, ισχύει

V(0)  < V(t),

για  κάθε ί που  ανήκει σε μια περιοχή του μηδενός. Για να απαντήσουμε σε αυτό το 
ερώτημα, πρέπει να εξετάσουμε την δεύτερη παράγωγο της συνάρτησης του όγκου.

Θεώρημα 4 ,3 ,1 . (Τ ύπ ος της Δ εύ τερ η ς  Μ ετα β ο β ή ς  του Ό γ κ ο υ )  Έ στω Ν η έ ν α  δι- 
α φ ο ρ ίσ ιμ ο  κ α ι π ρ ο σ α ν α τ ο β ισ μ έν ο  π ο β ύ π τ υ γμ α  κ α ι M m έ ν α  π ο β ύ π τ υ γμ α  R ie m a n n . 
Θ εω ρούριε μ ια  εμ β ά π τ ισ η  f  : N n —> M m. Α ν  F  μ ια  δ ια φ ο ρ ίσ ιμ η  μ ετα β ο β ή  της / ,  μ ε  
π εδ ίο  μ ε τ α β ο β ή ς  Τ  €  Γ^-(Α^η), τότε ισ χ ύ ε ι ο  τύπ ος

-  ς  (τ , B f {du -  ς  ( R  w m , T )  τ , d m ) )
-  i d - 1 »=1

d 2V { t )

d f2·
=  /  '—Ο J n
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Λ 171 /  ( \  * r
+  Σ  Σ  ( 'V *  Γ · d N  +  ] Ν [ ( (V r  'r )  , η  η )

+  { τ , η Η ^ (4.8)

ό π ο υ  R  ε ίν α ι ο χ α νυ σ ιή ς  κ α μ κ υ β ό χη χα ς  χου M m κ α ι e n+\ , . . . , em ε ίν α ι  ο ρ θ ο μ ο να δ ια ία  
κ ά θ ετα  δ ια νυσ μ α χ ικ ά  κ εδ ία  της / .

Α π όδειξη , Σε ένα γενικό σύστημα συντεταγμένων στο ρ  ως προς {,), μ ε  βασικά 
διανυσματικά πεδία {<9ι, . . . } Qn }  χρησιμοποιώντας και το Λήμμα 4 .2 .1 , η πρώτη 
παράγωγος του J ( t ,  χ )  ως προς t  ισούται μ ε

d j u  , d_ ί  y / g ( t , x )

dt \  V s io .* )
1 1 d g

( t , x )
V g { ο ,χ )  2 y / g ( t , ' x )  d t

=  -7 = L _  l = g ( t , x ) Y
\ / f f ( 0 , x )  2 y / g ( t ,  x )  d t

=  Σ  9 i j ( t , x ) j t  ( ( d F ( d , ) ,  d F ( d j ) }  O F )
1

=  \ j ( t ,  χ )  Σ  9 i j ( t ,  x )  (T  ( d F ( d i ) ,  d F ( d j ) ) )
t»i=i

Tt /  .

=  Σ  9 i j ( t , x )  ( v *  d F i d i l d F i d j ) )
i j = l  \  /

(4.9)

Π αίρνουμε την δεύτερη μερική παράγωγο ως προς t  κα ι υπολογίζουμε στο 
(Ο,ρ), στο οποίο υποθέτουμε, όπως και προηγουμένως, ότι το (ί/, (# 1, . . . , £η)) είναι 
χάρτης μ ε (a?i,. . . , χ η) κανονικό σύστημα συντεταγμένων, δηλαδή ισχύει

[du <%] =  0, (4.10)

Ψ ι Α )  (ρ) =  ί #>
και

ν 3 & ( ρ ) “ °ι Μ  =  1 » ··· .η ·
Τότε,

d 2J .  . da** I f  \
- ^ - ( ° ,F )  =  Σ  ρ)  (  V a, τ ,  d F ( d j ) )  J ( 0 , ρ)

i j =1 \  '

+  Σ ^ ( 0 , Ρ ) |  T , d F ( d j ) ^  ο  f )  J { 0 , p )
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η  /

+  x y  (0.Ρ) ( V d i  T ' d F i d j ) ^  f ( 0 , P)

= έ  (°- Ρ) ( ν *  r, dF(fl,)\  + Σ  Τ ( Va; τ ,  dF(di)
νί« ι \  I  t«i '

+ ( έ ( ν ,  r ,d F (f t )^  ( έ ( ν 9ί r,dF(a,))

= Σ  ^ ( ° .Ρ )  W m )T, dF(a,·)) +  X  Γ (V ,% i}T, dF® ))
*J=1 1=1

+  ( t < V * - » ^ < * > > )  ( ± < V r f W , d ^ , ) ) )  . ( 4 . l D

Επειδή

^ ^ 9 tk9hj — 
fc=l

διαφορίζοντας ως προς £ και εφαρμόζοντας στο £ =  0 έχουμε

Σ  %-(°'P)&j(°>p)+Σ 5’*(°’Ρ)%2'(0’ρ)=0
fc=l fc=l

£ < Μ + $ < Μ - α

Συνεπώς, κάνοντας χρήση της σχέσης [du Φ] =  0, % =  1, * · * >η * κα ι υπολογίζοντας 
στο (Ο,ρ) συνεπάγεται

d g ij =  dgj j  

d t  d t

=  - | ( ( d F ( 0 i) . d m ) > o F )

=  - d F ( ^ ) ( d m ) , d m ) >

= -  ( v di T, dfidj)^ -  ( d m ) ,  Va, r )

=  -  < V ^(Si)T, # (» ,)>  -  ( t f  (ft), V ^a,·)7 )  ·

Επομένως, ο πρώτος όρος του δεξιού μέλους της (4.11) γίνεται

χ ^ ( ο  ,p)(v%m T , d m ) )  = - Σ < ν ^ )τ’, ίί/(9;))2
*»J=1 t,;*l

-  X  (Vdf{aj)T,df(di)) (V%m T ,d m ) ) .  
i j - l
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Ο δεύτερος όρος του δεξιού μέλους της (4.11) μπορεί να γραφτεί ως εξής

Σ  Τ  # ($ )>  =  Σ  ( Vae (V $ W T ) , d m )
i=1 ΐ= 1  '

+ i^ (vw r»v8i<TO)
i=1 '

=  Σ < ν ^  { ν % (9ι)τ )  , d i m
t = l

n

+ Σ  (V̂ )T- V r  #($)) · (4 .12)
i = l

Ό μω ς από τον ορισμό του χανυαχή καμπυλότητας κα ι εφαρμόζοντας ξανά την 
(4.10), η παραπάνω σχέση παίρνει την μορφή

Σ Τ (ν « > Τ'<!Λ 8<»
ί=1 t = l

+  ^  ( V ^ g ^ V ^ T ,  d /(9 i)) 
»=1

+ E < v w . ) T . v « ) T >'
i=l

όπου R  ο τανυστής καμπυλότητας του M m .
Επομένως, από τα παραπάνω και χρησιμοποιώντας την υπόθεση ότι το διανυ- 

σματικό πεδίο μεταβολής είναι κάθετο στο Ν , ο τύπος (4.11) γράφεται ως εξής

*= - έ < ν % ΜΓ , # ( ^ ) > 2
1

- Σ  (v jfw T , m ) )
t j = l

n
+  £ < f l ( T , d / ( d i) ) T ,d /(0 i))

t = l

+ Σ(ν^)ντΓ̂ /(̂ )>
i = l  *

+  Σ  |V S (» )T |2 +  f Σ  {Vi?(a)T , ■ (4.13)
1= 1  \ i = l  /

Λαμβάνοντας υπόψ η ότι ο τύπος του G au ss  απλοποιείται ως εξής

v f c w « m )  =
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ο τέταρτος όρος της (4.13) παίρνει την μορφή

E < v 3 r w v r T . w ) >  =
i = l  i = l

i = l

= div ( V ? T ) T - Σ ^ Τ ) 1  , Β } (θί Α ) \
ί=1 '

=  d i v ( v ^ r ) T - £ ( ( v T ^ V / ? ) ·
i = l  '

Επίσης, μ ε  την βοήθεια της σχέσης

( τ ,  d m ) )  =  ο =» d m )  ( τ ,  d m ) ) = ο,

ο τελευταίος όρος της (4.13) γράφεται ως εξής

Σ  < ν # (Α)τ ,  d / ( a o ) ^  =  ^ ς  « )  <Τ · #  φ »  -  Σ  (τ > v % m d f ( d i ) ^

=  ( Σ < Γ ·ν ^ Μ ) >

=  ( τ , π η ) 2 .

Αντικαθιστώντας τις παραπάνω σχέσεις στην (4.13), κα ι χρησιμοποιώντας την 
ιδιότητα I., του τανυστή καμπυλότητας (Ορισμός 1.4.5), παίρνουμε

d 2J
η

a t2 =  - Σ , ( ν * Ά ) Τ , < ν ( 9 , ) Ϋ
ij= l

-  Σ  { ^ m ) T , d f { d i j )  ( V % m T , d f ( d j ) )
i j - 1

"  Σ  (R  ( T O ) .  Γ ) T, 4T(ft)> +  div (V y Γ ) Τ
i=l

-  ( ( V ^ r ) 1 , n 5 ? )  +  Σ  IV ^ a o ^ l2 +  ( r .  n j ? ) ’ . (4.14)
i—1

Av en+i , . . . ,  em είναι ορθομοναδιαία κάθετα διανυσματικά πεδία της / .  τότε

n  η  η  τη

t.WmTe-'EWmT.mtf+t Σ Μή»)1» ’·
i = l i = l i = l  * = η + 1
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Όμως,

( ν ^ , τ ,  d ^ )  =  d m )  ( τ ,  d m ) )  -  <τ, v ? m ) d m ) )

=  - { T , B m A ) )
=  -  (T, B f ( d j ,d i ) )

Αρα η σχέση (4.14) γράφεται

^  L  = - έ  <γ> βλ%>9̂ 2 - σ  (To ), γ) r, 4r(ft)>at2 tj= l 1=1

+  div(V ^ Τ )τ  -  ( ( V ^ T ) X ,n / f >
n m .

+ Σ  Σ  (VZmT.e,)1 + (τ,η/1) . (4.15)
i=l f=n+ 1

Τελικά, κάνοντας χρήση του Θεωρήματος Stokes, ο τύπος της δεύτερης μεταβολής 
του όγκου για κάθετα πεδία μεταβολής με συμπαγή στήριγμα, γίνεται

d 2V ( t )

d t2 ί = °  In -  Σ  <Γ, * / ( f t ,  δ,·))2 ~ J 2 ( R  Mf (ft). Τ )  Γ, 4 f(ft))
i,j=l

n m
i=l

+Σ Σ (v9iT,e,
t=l i=n+l

<WV +
N

[ ( ( v £ r ) \ n H

+  ( T \ n H  ) : dN.

που είναι ο τύπος που θέλαμε. □
Ειδικότερα, υποθέτουμε ότι το Ν η είναι ένα προσανατολισμένο και ελαχιστικό 

υποπολύπτυγμα συνδιάστάσης 1, ενός προσανατολίσιμου πολυπτύγματος M m , Αν 
9 m είναι το μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό πεδίο στο Ν η, τότε μπορούμε να γρ ά ­
ψουμε το κάθετο πεδίο μεταβολής ως Τ  =  Tpdm . Ο τύπος της δεύτερης μεταβολής 
του όγκου (4.8) παίρνει την μορφή

d 2V { t )

d t2 t=o
Σ ( T . B f i d u d j ) ) 2 - R i c ( T )
h j= l

+ E < v 5 W r -ft»>!
i= 1

dJV, (4.16)

όπου Ric(T) είναι η καμπυλότητα Ricci του πολυπτύγματος M m στην διεύθυνση 
Τ . Στη συνέχεια αναλύουμε το διάνυσμα B j { d i ) d j)  στην μοναδική του συνιστώσα 
ως εξής

B f ( d u d j)  =  b{jdm .
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Επίσης, από την σχέση (d m , d m ) =  1 έχουμε

di (d m , d m ) =  2 ( V % d m , dm ) =  o,

γ ια  κάθε ί =  1, . . . , η .  Σύμφωνα με την παραπάνω σχέση παρατηρούμε το εξής

< V ^ , 5 m) | t=0 =  ( V % T ,d m )

=  T p ( V ^ d m ,d m )  +  d i( ip ) (d m , d m )

=  di('φ ).

Αρα η σχέση (4.16} γίνεται

d ? V { t)

d t2 -ft=o J N - Σ ^ :
i,J=l

— φ 2 Ric(3m) +  I VV>|: d N .

Στην περίπτωση όπου το Ν η είναι μ ια  προσανατολισμένη υπερεπιψάνεια ενός 
προσανατολίσιμου πολυπτύγματος M m μπορούμε να περιορίσουμε την μεταβολή 
σε υπερεπ ιφ άνειες που απέχουν σταθερή απόσταση από το Ν η . Η μεταβολή αυτή 
του Ν η γίνεται ως εξής: Έστω d m το μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό πεδίο του Ν η 
στο M m. Θεωρούμε την μεταβολή F ( t t p )  =  expp ( td m ) όπου expp είναι η εκθετική 
απεικόνιση του M m στο σημείο ρ  6  Ν η . Το πεδίο αυτής της μεταβολής είναι το dm 
και ισχύει

V f  d Fvm =  0 .

Εφαρμόζοντας τον τύπο (4.9) σε ένα σημείο (χ, 0) και κάνοντας χρήση και του 
τύπου του W eingarten , έχουμε

t,i=i

± Μ * , 0 )
i j = l  

ηΣ 9 i j (x , 0) (—d f  (A dtd i) , d j)
i,j=l

n

i j =1 
H ( x ) ,

όπου A  ο τελεστής W eingarten  του N n και θέσαμε n H  =  H d m . Έ γινε χρήση του 
παρακάτω αποτελέσματος [Pel: Θεωρούμε το (2 ,0 )—τανυστικό πεδίο

( Χ , Υ )  ^  ( Β ( Χ , Υ ) , ξ ) ,

μ ε Χ , Υ  e  A (M m) και ξ  €  (Δ ίΜ ™ ))1 . Η ποσότητα 9 i j (x> 0) ( B f ( d i ,d j ) ,d t )
είναι ίση μ ε  το ίχνος του Β .
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Επίσης, ο τύπος της δεύτερης παραγώγου για το στοιχείο όγκου είναι ο εξής

=  -  έ  ( b0  W  ~  R ic(5m)(2:) +  Η 2(χ ) .
1

4 .4  Τα Θεωρήματα τω ν B ishop  και L ichnerow icz-O bata

Θα ορίσουμε μια πολύ βασική απεικόνιση της Γεωμετρίας R iem ann, την εκθετική 
απεικόνιση, μέσω της οποίας θα  εισάγουμε ένα σύστημα συντεταγμένων, στο οποίο 
οι υπολογισμοί απλοποιούνται ιδιαίτερα. Μ πορούμε να διαλέξουμε κανονικές ή 
κανονικές σφαιρικές συντεταγμένες.

Πρόταση 4.4.1. Έστω M m έ ν α  π ο β ύ π τ ν γμ α  R ie m a n n . Γ ια  κ ά δ ε  ρ  Ε M m , υ π ά ­
ρ χ ο υ ν  α νο ιχτή  π ερ ιο χ ή  U  τοι/ρ, έ ν α ς  α ρ ιδ μ ό ς ε  >  0 και δ ια φ ο ρ ίσ ιμ η  α π εικ ό ν ισ η

7  : ( - 2 , 2  ) x W ^ M m, μ ε Κ  =  { { ρ , ν )  e T M m ,p  e  U ,v  e T pM m μ ε \ν \  < e} ,

τέτοια ώστε η κ α μ π ύβτι t  —► ρ, ν), |έ| < 2, να  ε ίν α ι η μ ο να δ ικ ή  γεω δ α ισ ια κ ή
που δ ιέρ χετα ι α π ό  το σημείο  ρ  γ ια  t  — 0, μ ε  ταχύτητα  ν , δ η β α δ ή  τ ( 0 , ρ, =  
Ρ, §?(0.P>a) =  ν.

Ορισμός 4.4.2. Έ στω U  μ ια  π ερ ιο χή  τ ο υ ρ , κ α ι ε  Θετικός α ρ ίδ μ ό ς  όπ ω ς στην π α ρ α ­
κά νω  Π ρόταση, θ εω ρ ο ύ μ ε  την α νο ιχτή  μ π ά β α  Β ε (0) α κ τ ίνα ς  ε  μ ε  κ έντρ ο  το μ η δ έν  
σ τ ο ν Τ ρ Μ m . Η  α π εικ ό νισ η

exPp : Β ε {0) C T vM m -+ M m,

exPp(v) :=  exp(p, ν )  =  j ( l , ρ , υ ) ,  υ  6  Β ε (0), 

β έ γ ε τ α ι εκδεηκή απεικόνιση στο σημείο  ρ.

Παρατηρήσεις 4.4.3. Η εκθετική απεικόνιση είναι καλά ορισμένη για  κ ά θ ερ  Ε U , 
διαφορίσιμη και expp(0) =  ρ . Γεωμετρικά, το e x p p(v )  είναι το σημείο στο M m, στο 
οποίο καταλήγουμε διατρέχοντας χην γεωδαισιακή μ ε αρχή ρ  κα ι αρχική ταχύτητα 
ν  στον χρόνο 1. Επίσης υποδεικνύεται ότι για κάθε ρ, υπά ρχει ε  =  ε (ρ )  >  0 τέτοιο 
ώστε η

exPp : Β ,(0) C T pM m -> M m,

να είναι διαφορομορφισμός του Β ε (0) C TpM m στην εικόνα του. Η περιοχή

θχρρ( β ε(0)) =  Β ε (ρ)

του ρ ονομάζεται γεωδαισιακή μπάλα μ ε κέντρο το ρ  κα ι ακτίνα ε . Η expp δεν 
είναι κατά ανάγκη ισομετρία, αλλά άπεικονίξει ισομετρικά κάθε ακτίνα t  —> t v  του 
TpM m στην ακτινική γεωδαισιακή £ —> η (£,ρ, ν ) .

Ακολουθεί ένα Λήμμα που αναφέρεται στην βιβλιογραφία ως Λήμμα του Gauss 
(G auss lemma). Η γεωμετρική του ερμηνεία είναι ότι η d e x ρρ απεικονίζει κάθε­
τα διανύσματα στις ακτίνες του TpM m μ ε  αρχή το 0, σε διανύσματα κάθετα στις 
αντίστοιχες ακτινικές γεωδαισιακές μ ε αρχή το σημείο expp(0) =  ρ  και έχει ως 
εξής:
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Λήμμα 4 .4 .4 , (G a u s s )  Έ στω  Β ε (ρ ) μ ια  γεω δ α ισ ια κ ή  μ π ά β α  στο κοβύτττνγμα  R ie - 
m a n n  M m . Κ ά δ ε  γεω δ α ισ ια κ ή  μ ε  α ρ χ ή  το ρ  τέμ νει το σ ύ ν ο ρ ο  8 Β ε (ρ) κάθετα .

Έστω M m ένα πλήρες πολύπτυγμα R iem ann, δηλαδή για κάθε ρ  Ε Μ 771, ν  Ε 
TpM m, η γεωδαισιακή 7 με παράμετρο χο μήκος τόξου και 7 (0) =  ρ, 7 ;(0) =  ν  να 
είναι ορισμένη στο διάστημα [0, οο). Ξέρουμε ότι για  t  >  0 αρκετά μικρό η 7([0, t]) 

είναι ελάχιστη γεωδαισιακή, δηλαδή dist(7(0),7 (0 )  =  Συμβολίζουμε με Σ το 
σύνολο όλων των θετικών αριθμών ί για τα οποία ισχύει d ist(7 (0), 7 (0 ) =  Αν 
t\ Ε Σ  κα ι <  ίχ, τότε και ί2 Ε Σ. Υποθέτουμε ότι κάποιο ίο έχει την ιδιότητα : αν 
0 <  t  <  to, τότε ί Ε Σ. Λόγω συνέχειας θα πρέπει και ίο €  Σ. Πράγματι, για αυτά 
τα ί ισχύει

d ist(7 (0), 7 (ίο)) =  Hm d ist(7 (0), 7 (0 ) =  lim ί =  ί 0.
t —*to ί —»io

Έ χο υ μ ε δύο περιπτώσεις. Η πρώτη είναι Σ =  (0, οο), και η δεύτερη είναι sup Σ  =  
ίο <  οο και τότε Σ =  (Ο,ίο]. Στην δεύτερη περίπτωση ονομάζουμε το σημείο 
Ρο =  7(^ο)· σημείο διανομής (cut point) του ρ  κατά μήκος της η. Έτσι για όλα 
τα ί  Ε [Ο,ίο], ΐ 0  τμήμα της 7  που ενώνει τα σημεία 7(0) και 7 (^ο). είναι ελάχιστη 
γεωδαισιακή, ενώ για ί  >  ίο το τμήμα αυτό της η  δεν είναι ελάχιστη γεωδαισιακή. 
Το σύνολο όλων των σημείων διανομής του ρ  κατά μήκος όλων των γεωδαισιακών 
μ ε  αρχή το ρ, ονομάζεται τόπος διανομής (cut locus) του ρ, και συμβολίζεται με 
Cp. Ε ίναι γνωστό ότι το Cp έχει μηδενικό μέτρο.

Ορισμός 4 .4 .5 . Έ στω  7  : [α,/?] —► M m μ ια  γεω δ α ισ ια κ ή  στο M m . Έ ν α  δ ια νυ ' 
σ μ α ιικ ό  π εδ ίο  J  κα τά  μ ή κ ο ς  της 7  κ α β είτα ι π εδ ίο  J a c o b i , α ν  ικ α νο π ο ιε ί την παρακά τω  
εξίσω ση

I t  ( ¥ )  + W ) . 7 ' ( i ) b 'W  =  0, t  6 [α,/3]

η  ο π ο ία  β έ γ ε τ α ι  εξίσω ση J a c o b i .

Ε ίπα μ ε στις Παρατηρήσεις 4 .4 .3 , ότι η εκθετική απεικόνιση είναι τοπικός δι- 
αφορομορφισμός από το T pM m στο M m . Επιπλέον αν Cp είναι ο τόπος διανομής 
του ρ, τότε υ π ά ρ χει ένας θετικός αριθμός ε  έτσι ώστε η απεικόνιση

exp ρ  : Β £{ 0) —* M m — Cp

είναι δταφορομορφισμός. Επομένως, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την εκ­
θετική απεικόνιση, και συγκεκριμένα τις σφαιρικές κανονικές συντεταγμένες, 
για  να υπολογίσουμε το στοιχείο όγκου.

Οι σφαιρικές κανονικές συντεταγμένες δεν ορίζονται στο ρ, αλλά το {ρ} έχει 
μέτρο μηδέν. Επομένως,

exp : Β ε (0) -  {0} —► M m — Cp U {ρ}

είναι διαφορομορφισμός. Για περισσότερες λεπτομέρειες βλέπε 1C12], Διαλέγουμε 
μ ια  ορθομοναδιαία βάση {εχ, . . .  ,e m} του TpM m κα ι θεωρούμε τον TpM m ως τον 
Ευκλείδειο χώρο R m μ ε  άξονες συντεταγμένων Χχ κατά μήκος των e*, i =  1 , . . . , m .  
Για κάθε q Ε Β ε (ρ) :=  expp(B€(0)) υπάρχει μοναδικό ν  Ε TpM m μ ε q =  expp(v).
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Ό μως το ν  γράφεται μονοσήμαντα ως ν  =  x ie%· Ο* αριθμοί x 1, . . . , x m ονομά­
ζονται κανονικές συντεταγμένες του q. Είναι οι συντεταγμένες του χάρτη (5 ε(ρ), φ )

μ ε ψ  =  (exp„) χ. Είναι γνωστό ότι dxi β{λ και επομένως οι συνιστώσες g%j(p)

της μετρικής, μόνο στο ρ, ως προς αυτόν τον χάρτη πληρούν τις

9 ϋ (ρ )  =  <5ij,

9 i j . k ( p )  =  0,

και
Γ%{ ρ)  =  0,

για κάθε ή A =  1 , . . . , m, όπου τα σύμβολα Christoffel, και £y,fc(p) =  d g ij/d x k >  
Για ν  Ε TpM m\ { 0} έχουμε ν  =  τθ  όπου r  =  \ν\ κ α ι 0 ανήκει στην μονα­

διαία (τη — 1)-διάσταση σφαίρα του TpM m . Αν 0ΐ5. . . , είναι οι σφαιρικές 
συντεταγμένες του θ, οι αριθμοί είναι οι σφαιρικές συντεταγμένες
του ν. Επειδή για κάθε q Ε Β ε ( ρ ) \ { ρ } ,  υπάρχει μοναδικό υ Ε TpM m\{0}, οι 
μονοσήμαντα ορισμένοι αριθμοί ι »γ) καλούνται κανονικές σφαιρικές
συντεταγμένες του q. Κατά αυτόν τον τρόπο ορίζεται χάρτης στο Β ε ( ρ ) \ { ρ }  με 
βασικά διανυσμαχικά πεδία . . . , g ^ ,

Οι ευθείες του Rm, 7 (£) =  (έ, γ>ο). με σφαιρικές συντεταγμένες φο, t  μ ε ίμο στα­
θερό, με παραμέτρηση ως προς το μήκος τόξου, απεικονίζονται μέσω της εκθετικής 
απεικόνισης σε γεωδαισιακές. Από το γεγονός ότι έχουμε φυσική παράμετρο 
συνεπάγεται η σχέση

9mm —
d_

d r '  d r
=  1.

Επίσης, από το Λήμμα του G auss, 4 .4 .4 , ισχύει

9im —
d _  d \

M S  d r /  °

για  κάθε z =  1 , . . . ,  m  — 1.
Συμβολίζουμε μ ε J i(r , 0), i  =  1 , . . . ,  m — 1 το μοναδικό πεδίο Jac o b i κατά μήκος 

της ακτινικής γεωδαισιακής c με αρχικό σημείο το ρ  κα ι μ ε  αρχικές συνθήκες

4(0) = 0, 4(0) = A

Τότε,

d (e x Ρρ)τθ ί r —  J =  J i(r , θ) μ ε i =  1 , . . . , m  -  1,

Αναλύοντας τα «71(. . . , Jm- i , ^  ως προς ένα ορθομοναδιαίο πλαίσιο {£*}£L:1, έ­
χουμε

τη
3% ~  y   ̂Q'ikBki ζ — ί) * * *»^ ·

k~\
Αρα

^ / d e t ( g y ) ( r , 0 )  =  | d e t ( a ifc) |  =  | | Λ  Λ  . . .  Λ  Jr λ |:ΙΙ -=W ).
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Το στοιχείο όγκου άν του M m, ισούται με
Q

d v  =  \\J i Λ . . .  Λ J m -i  Λ —  \\dr Α ά θ  =  J ( r yff)d r  Λ άθ,

όπου άθ  το στοιχείο όγκου της μοναδιαίας σφαίρας διάστασης τη — 1.

Παράδειγμα 4 .4 .6 . Έστω M m χώρος σταθερής καμπυθότητας Κ ,  και 7 · [0, £] —> 
M m γεωδαιοιακή με παράμετρο το μήκος τόξου. Τα πεδία Jacobi J  κατά μήκος της 
7. τα οποία είναι κάθετα στην j ,  με αρχικές συνθήκες

Α 0) =  0 , / (Ο )  =

δίνονται από την εξίσωση

J"  +  R M )  i  =  J ” +  K J  =  0.

Η λύση αυτής της εξίσωσης είναι

•Λ Μ )

s in  y fR r Q 
J K ~  d9i»
7 d$j >

sinhN/—Kr d 
y j - K ~  dep

Επομένως.
• To στοιχείο όγκου του K m ισούται με

ΑΓ> 0  

Κ  =  0 
# < 0 .

=  r m~ l d r  Λ

• Το στοιχείο όγκου της §m ισούται με

dv =  (sin r)171-1 dr Λ άθ,

• Το στοιχείο όγκου του IHm ισούται με

dv =  (sinhr)m-1dr Λ d0.

Παράδειγμα 4 .4 .7 .
ίσος με

Ξέρουμε ότι ο όγκος της μοναδιαίας σφαίρας στον R m είναι

5 m_1
όπου Γ, η συνάρτηση Γάμμα (βλέπε [Co-Jo]). Τότε ο όγκος της μοναδιαίας μπάλας 
στον R m ισούται με

ι

am = J J rm~ldrde
f f m — l  0
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Γενικότερα, σε ένα πλήρες πολύπτυγμα M m διάστασης m , εκφράζοντας το στοι­
χείο όγκου της γεωδαισιακής μπάλας σε σφαιρικές κανονικές συντεταγμένες ως
εξής

*7(0, r ) d r  Λ άθ ,

όπου ά θ , το στοιχείο όγκου της μοναδιαίας σφαίρας διάστασης τη — 1, μπορούμε 
να εφαρμόσουμε τον τύπο της πρώτης και δεύτερης μεταβολής του όγκου. Από το 
Λήμμα του G auss, η ποσότητα

J(0 ,r)d0 ,

είναι το στοιχείο όγκου του υποπολυπτύγματος <9ΒΡ(0, r) , το οποίο είναι το σύνορο 
της γεωδαισιακής μπάλας του M m t κέντρου ρ  και ακτίνας r .

Ακολουθώντας την ίδια μέθοδο υπολογισμού των τύπων της Πρώτης και Δεύτε­
ρης Μεταβολής του όγκου με αυτήν στο τέλος της προηγούμενης Ενότητας, με την 
μόνη διαφορά ότι η ποσότητα J  ισούται μ ε  y/g{x), αν χ  =  (0 ,γ ) δεν είναι στον 
τόπο διανομής του ρ, έχουμε

8 7
J ' ( e , r ) =  =  H ( 6 , r ) J ( e , r )  (4.17)

και

TO—1 /  e\ \= - Σ b U ^ r ) J ( e , r )  - Ric i ̂  j ( e , r ) J { 6 , r )
t,j = l '  '

+ H 2( 6 , r ) J { e , r ) ,  (4.18)

όπου αναλύσαμε το διάνυσμα μέσης καμπυλότητας ως η  Η  (0 ,r )  =  και
οι όροι Ric κα ι &ij(0, r )  δηλώνουν την καμπυλότητα Ricci στην ακτινική κατεύ­
θυνση κα ι τις συνιστώσες της δεύτερης θεμελιώδους μορφ ής του 8 Β ρ(τ )  στο σημείο 
χ  =  (0 , r) , ως προς το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα αντίστοιχα.

Ας εξετάσουμε την περίπτωση όπου το M m είναι ένας χώρος μ ε  σταθερή κα- 
μπυλότητα τομής Κ .  Συμβολίζουμε 6^·, Η , Ric τις συνιστώσες της δεύτερης θεμελιώ­
δους μορφής, την μέση καμπυλότητα και την καμπυλότητα Ricci αντίστοιχα, του 
συνόρου της γεωδαισιακής μπάλας 8 B p( r ). Θεωρούμε, όπω ς προηγουμένως την 
συνάρτηση J , στο πολύπτυγμα σταθερής καμπυλότητας τομής. Τότε σε κάθε 
σημείο του M m t ο π ίνακας της δεύτερης Θεμελιώδους μ ορφ ής θα  διαγωνοποιεί- 
ται. Άρα,

m —1 m —1

Σ %  =  Σ %
i,i=l 1=1

m  — 1 

Η 2

m  — 1
(4.19)
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Αντικαθιστώντας την παραπάνω  ισότητα στην σχέση (4.18), παίρνουμε

J -  =  U L i
τη — 1 \ a r  )

^ 7  f ) (4.20)

αφού J *  j j  =  #  από την σχέση (4.17). Από το Π αράδειγμα 4 .4 .6  οι αρχικές 
συνθήκες είναι

καθώς r  —> 0 .
Επανερχόμαστε τώρα στην γενική περίπτωση όπου δεν έχουμε σταθερή καμ­

πυλότητα τομής. Ακολουθώντας την παραπάνω  διαδικασία περιμένουμε να συνάγου­
μ ε  παρεμφερή αποτελέσματα. Π ράγματι χρησιμοποιώντας την ανισότητα Cauchy- 
S chw arz μπορούμ ε να δείξουμε την εξής ανισότητα

m —1 m —1

a  Σ ' *
i,j~ \ ΐ=1

.  ( δ * · .
τη — 1

Η 2

τη — \
(4.21)

Χ ρησιμοποιώντας την παραπάνω  ανισότητα, από την (4.18) παίρνουμε

3 " <  —— j H 2J  -  Ric ί  J  
τη — 1 V o r  I

m - 2  / J " \ 2 

m -  1 \ 3 J
(4.22)

αφού J 1 j j  =  Η  από  την σχέση (4.17). Από το γεγονός ότι η μετρική γίνεται 
σημειακά ευκλείδεια, έχουμε τις αρχικές συνθήκες

J * { e , r )  ~  (τη — l ) r m~2,

καθώς r  —» 0 .
Σύμφωνα με τα παραπάνω, είναι φυσικό να υπάρχει σχέση μεταξύ των όγκων 

τυχαίων πολυπτυγμάτων, και αυτών με σταθερή καμπυλότητα. Μια τέτοια σχέση 
αποδεικνύεται στο επόμενο Θεώρημα, το οποίο έχει αποδειχθεί από τον Bishop 
(βλέπε [B-C]).
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Θ εώ ρημα 4 .4 .8 . (B ish o p ) Έστω M m έ ν α  π β ή ρ ε ς  π ο β ύ π τ υ γμ α  R ie m a n n  δ ιά στα σης  
m , κ α ιρ  έ ν α  σημ είο  του  Μ 171. Υ π οθέτουμ ε ότι η  κ α μ π υ β ό τη τα  R icc i του M m , σ ε κ ά θ ε  
σημείο  χ  ε ίν α ι φ ρ α γμ έν η  α π ό  κάτω  α π ό  το

(m  — l) /f (d is t(p ,x )) ,

γ ια  κ ά π ο ια  σ υνά ρ τη σ η  Κ  π ο υ  εξα ρτά τα ι μ ό ν ο  α π ό  τη ν  απ όστα σ η  του χ  α π ό  το ρ . 
Α ν  J ( Q % r)dQ  ε ίν α ι το στοιχείο  ό γ κ ο υ  του d B p (r ) ,  ό π ω ς  ορ ίσ τη κ ε π ρ ο η γο υ μ ένω ς , κ α ι  
J (r) ε ίν α ι η  β ύ σ η  της σ υ ν ή θ ο υ ς  δ ια φ ο ρ ικ ή ς  εξίσω σης

~3" =  -  (τπ -  1 ) K J ,  (4.23)

μ ε  α ρ χ ικ έ ς  σ υ ν θ ή κ ες

j \ r )  ~  (m  -  l ) r m“ 2,

κ α θ ώ ς r  —* 0 , τότε μ έσ α  στον τόπο δ ια νο μ ή ς  τ ο υ ρ , ε ίν α ι μ η  α ύ ξ ο υ σ α  σ υ νά ρ τη σ η

τ ο υ τ . Ε πίσης, α ν  H ( r )  =  τότε Η ( θ ,τ )  <  Η { τ ) ,  ό π ο υ  το ( θ ,ν )  ε ίν α ι μ έ σ α  στον  

τόπο δ ια νο μ ή ς  τ ο υ ρ . Ε ιδ ικότερα , α ν  Κ  ε ίν α ι μ ια  σ τα θερά , τότε το J ( r ) d 9  α ντ ισ το ιχεί 
στο στο ιχείο  ό γ κ ο υ  του α π β ά  σ υ νεκ τ ικ ο ύ  χ ώ ρ ο υ  μ ο ρ φ ή ς  σ τα θ ερ ή ς  κ α μ π υ β ό τη τα ς  Κ .

_ 1
Απόδειξή. Για ευκολία θέτουμε /  =  J m~l κα ι αντικαθιστώντας στην σχέση (4.17) 
παίρνουμε

1 1 ~rf
m - l J

1 7  Η .
m — l

Θα αντικαταστήσουμε και στην σχέση (4.23), αφού πρώτα κάνουμε τους εξής υ π ο ­
λογισμούς

J' = (m -  1)Γ "27',
και

J "  =  (m  -  l) (m  -  2)7m~3 ( / )  +  (m  -  l ) / " -2/ ·

Επομένως η (4.23) γίνεται

(m -  1 )(m  -  2 ) T  3 ( / )  +  (m  -  1 )7 "  2f "
m -  2  ~  1)2/ 2m 4 ( / )

m  — 1 / m_1

(m  -  1 )(m  -  2) Γ ' 3 ( / ) *  +  ( m  -  1 ) T  V "  =  ( m -  2 ) ( m  -  1)

ή
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- ( m - l  ) Κ Τ - \

και καταλήγουμε στην εξής ισότητα

(m  -  \)Τ~Ί" = ~{m - 1)ΚΤ~\
δηλαδή

7" = -7κ .

Οι α ρχικές συνθήκες γίνονται

7(0) = 7 ^ ( 0 )  = γ^ (τ"-1)|γ=0 = ο,

7 '(0 ) =  =  - L - r - L - ( m  -  1 ) r m~2 =  1.
J w  m - 1 J  m - l  rm“ lV '

Επομένω ς η συνάρτηση /  ικανοποιεί την εξής διαφορική εξίσωση

!
/  = Z K f ,

m = ο, / ( ο )  =  ι.
(4.24)

Με τον ίδιο συλλογισμό, και θέτοντας /  =  J ™ -', έχουμε από την σχέση (4.17)

f H .
771 — 1 J  771— 1

Αντικαθιστώντας στην (4.22), χρησιμοποιώντας τις σχέσεις

J '  =  ( m  -  I ) /"* -2/ ' ,

J "  =  (τη — 1 ) ( m  -  2 ) / m-3 ( f ' f  +  (τη -  1 ) / m" 2/" ,

συνάγουμε

(τη -  1 )(τη  -  2 ) / m -3  ( f f  +  (m  -  1 ) Γ ~ 2/ "  <-2  χ// m  — 2 (m  — i )2/ 2m~4 ( / ' ) 2 

m - l  / m -l

κα ι συνεπώς την σχέση

(τη -  1 <  -  Ric ( J ^ j

Σύμφωνα μ ε  την υπόθεση για  το κάτω φράγμα της καμπυλότητας Ricci, η σχέση 
γίνεται

/ "  < τη
/
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< ------~ K ( m - l ) f
m  — 1

=  - f K .

Ό πω ς προηγουμένως, βρίσκοντας της αρχικές συνθήκες που  πρέπει να πληροί η 
συνάρτηση / ,  έχουμε τελικά

H
/  / "  <  —K f ,
\  /(ο) = ο,/'(ο) =  ι. (4.25)

Παρατηρούμε ότι όταν η Κ  είναι σταθερά, η /  από την (4.24) ισούται μ ε

Κ >  0 

γ , Κ  =  0
s in h V ^ r, K < Q

Δηλαδή /  >  0 γ ια  όλες τις τιμές του r  €  (0, οο) όταν Κ  <  0, και για  r  6  ( ° ’ 77?)

όταν Κ  >  0. Σε κάθε περίπτωση, η /  είναι θετική σε ένα ανοιχτό διάστημα. Για 
αυτές τις τιμές του r  ορίζουμε την συνάρτηση

m r )
f ( 9 , r )

f ( r )  '

Θα δείξουμε ότι η F  είναι φθίνουσα συνάρτηση, γεγονός που  θα μ α ς οδηγήσει στο 
ζητούμενο. Έ χουμε

F ' =  Γ “( / 7  -  /Τ ') .  (4-26)

και παίρνοντας την δεύτερη παράγωγο της συνάρτησης βλέπουμε όχι

f" =  -ΐτΊΧη -  ίΐ)+ τ \π + / ' / '  -  η' -  π"]
=  - ν ~ Ί ' Τ \ ί ' 1  -  f f )  +  7 ~ 2[ /" 7  -  ί Τ ]

(4= 6) +  7 -2 [ /" 7  +  K f ] }

=  - 2 7 _ 17 V  +  7 _1[/"  +  ^ / ]

<  - 2 Τ Ί ' ρ ',

διότι /  1[f" +  K f ]  <  0. Επομένως

(72f 'Y = T ( F "  + 2T 1J'f ') < ο.

Ολοκληρώνοντας την παραπάνω σχέση από έναν αριθμό ε  >  0 ως το r  παίρνουμε

F '( r )  <  F ' { e ) f { e ) T 2{r)

( =6) (7 (ε)/ '(ε) -  / ( ε )7 '(ε ) )7 “ 2(Γ).

Αφήνοντας το e —* 0, κα ι από τις αρχικές συνθήκες των /  κ α ι /  έχουμε τελικά

F '( r )  <  0
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ή αλλιώς. 

Ό μω ς

/ / '  -  f ' f  < 0.

Η ( θ
=  ( m  -  l ) / m~2/ '  £

* '  J  f m - \  ^  f '

—/

και από  την (4.27)

(4.27)

f f  < 7 f = * j <  J = >  H ( e , r ) <  H ( r ) .

Προφανώς, από  χο γεγονός όχι η F  είναι μη  αρνητική συνάρτηση του τ  συνεπάγε­
ται ότι κα ι η =  ε(ναι επίσης μη αρνητική συνάρτηση του r .  □

Υπολογίζοντας την μέση καμπυλότητα της γεωδαισιακής μ πάλας σε χώρο μορ­
φ ής μ ε  σταθερή καμπυλότητα Κ ,  έχουμε το ακόλουθο

Π όρ ισ μ α  4 ,4 .9 . Κ άτω  α κ ό  π ς  ίδ ιες  υ π ο θ έσ ε ις  τον  Θ εω ρή μα τος 4 .4 .8 ,  α ν  Κ  ε ίν α ι  
σ τα θ ερ ά , τότε

/

Η <  <

\

(m  — 1 ) y / K  c o t ( y / K r ) ) 
( m  — 1 ) r _1,

( m  — 1 ) y / —K  c o t h ( y / —K r ) }

K >  0 
K  =  0 
K  <  0.

Α π ό δ ειξή . Η απόδειξη είναι προφανής, αφού H { 9 , r )  <  H ( r )  =  και J  =  J m \  
όπου

/  =

sinVTfr

λ
sinh V —Kr

V - K

K > 0  

K  — 0 

K  < 0 .

□

Από τα παραπάνω , μ πορούμε εύκολα να αποδείξουμε το παρακάτω Θεώρημα, 
το οποίο είναι γνωστό ως Θεώρημα του Myers.

Θ εώ ρη μ α  4 .4 .1 0 . (M y e rs )  Έ στω  M m έ ν α  τη-διάστατο π β ή ρ ε ς  π ο β ύ π τ υ γμ α  R le- 
m a n n  μ ε  κ α μ π υ β ό τη τα  R icc i φ ρ α γ μ έν η  α π ό  κάτω

Ric >  (m -  l ) K t

γ ια  κ ά π ο ια  σ τα θ ερ ά  Κ  >  0. Τότε το M m ε ίν α ι σ υ μ π α γές , μ ε  δ ιά μ ετρ ο
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Απόδειξη. Έστω p ,g  €  Μ 771 και η  : [0,/] —> M m μ ια  ελάχιστη γεωδαισιακή με 
φυσική παράμετρο, και 7(0) =  μ, η { ί )  =  g. Τότε βρισκόμαστε εκτός του τόπου 
διανομής. Υποθέτουμε ότι ί  >  και επομένως από το Πόρισμα 4 .4 .9  θα  ισχύει

Η { θ , τ )  <  H ( r )  =  (n — 1 ) \ / Κ  c o t (V K r ) >  

κατά μήκος της J .  Επειδή

lim cot( v K r )  =  —οο, 
τ~"7κ

οδηγούμαστε σε άτοπο. Συνάγουμε ότι ί  <  -^= κα ι άρα diam  M m <  Επομέ­
νως το M m είναι συμπαγές. □

Παρατήρηση 4 .4 .11. Αν M m είναι ένα m -διάσταχο πλήρες πολύπχυγμα R iem ann 
μ ε καμπυλότητα Ricci φραγμένη από κάτω

Ric >  (m  — 1 ) Κ ,

για  κάποια σταθερά Κ  >  0. Τότε από το Θεώρημα του M yers 4 .4 ,10 , και σύμφωνα 
μ ε το Πόρισμα 3.1 .5 , το φάσμα του τελεστή Laplace είναι διακριτό.

Θα δείξουμε ότι όταν η διάμετρος, στο Θεώρημα 4 .4 .1 0  του M yers, ισούται με 
τότε το πολύπτυγμα είναι ισομετρικό με μ ια  σφαίρα. Χρειαζόμαστε την επόμενη

Πρόταση 4.4.12. Έστω M m έ ν α  m -δ ι άστατο κ β ή ρ ε ς  κ ο β ύ κ τ υ γ μ α  R ie m a n n  κ α ι  
M m ε ίν α ι έ ν α ς  m - διάστατος χ ώ ρ ο ς  μ ο ρ φ ή ς  μ ε  σ τα δερή  κ α μ κ υ β ό τη τ α  τομής Κ  >  0. 
Υ π οθέτουμ ε ότι το M m έ χ ε ι  κ α μ π υ β ό τη τα  R icci φ ρ α γ μ έν η  α π ό  κάτω

Ric >  (m  — 1 ) Κ ,

Ε π ίσ η ς  σ υ μ β ο β ίζο υ μ ε  μ ε  Λ ρ(τ)  τον ό γκ ο  του σ υ ν ό ρ ο υ  της γεω δ α ισ ια κ ή ς  μ π ά β α ς  
ΘΒρ(τ) ,  μ ε  κ έν τρ ο  το ρ  Ε M m α κ τίνα ς  r ,  κ α ι A ( r )  τον ό γ κ ο  του σ υ ν ό ρ ο υ  της γεω - 
δ α ισ ια κ ή ς  μ π ά β α ς  Θ Β ( ν )  α κ τ ίνα ς  ν στο M m , κ α ι μ ε  Vv {r )  κ α ι V (r) τον ό γ κ ο  των 
B p(r)  κ α ι Β { τ )  αντίστοιχα . Τότε γ ια  0 <  r \  <  r 2 <  έ χ ο υ μ ε

A p ( n ) A ( r 2) >  A p {r2) A ( r i )  (4.28)

και για 0 <  Γχ <  r 2, r 3 <  r 4 < oo ισ χ ύ ε ι

(Vp (r 2) -  T/p(n ) ) (F ( r4) -  V ( r 3)) >  (VP(U ) -  Vp ( r 3) ) ( V ( r 2) -  7 (n ) ) .  (4.29)

Ε π ιπ β έο ν , η ισότητα στην σ χ έσ η  (4 .2 9 ) μ α ζί μ ε  την υ π ό θ εσ η  ότι το r ι = 0  σι/νεπάγεται 
ότι το Β ρ(ν$) ε ίν α ι ισομετρικό μ ε  το Β ( τ4).

Α π όδειξη . Ορίζουμε X ( r )  να είναι το υποσύνολο της μοναδιαίας εφαπτομένης 
σφαίρας στο ρ, έτσι ώστε για κάθε θ £  Α!(τ) η γεωδαισιακή που δίνεται από 
7 (s) =  expp(s0) να είναι ελάχιστη ως το s =  r . Προφανώς αν Τχ <  r 2 τότε 
X ( r 2) C  Χ ( τ χ ) .  Από το Θεώρημα 4.4.8, έχουμε

J { e , n ) J ( r 2) >  J ( 0 , r 2) J ( r i )
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γ ια  Θ €  # ( r 2). Ολοκληρώνοντας την παραπάνω ανισότητα υπεράνω του X ( r 2)
παίρνουμε

1  j ( e , r i ) d e j ( r 2) > J J ( e , r 2) d e j ( n )

Χ { τ 2) Χ {Τ2 )

=  A p{r 2) J { r i ) . (4.30)

Ό μω ς

A p ( r i )  = ί J ( e , n ) d e

*(π)

> ί J ( e , r i )d0. (4.31)

Άρα από  την ανισότητα (4.31), και από το γεγονός ότι A ( r )  =  a m_i J ( r )  βλέπουμε 
ότι η (4.30) γίνεται

M r i ) J ( r 2) ^  M r 2 ) J ( r i )

A , ( r i ) l s )  >
^m—1 1

Α Ρ{ τ ι ) Ά ( τ 2)  >  ^ p (r2)A (n ) ,

όπου a m_i θυμ ίζουμε είναι ο όγκος της μοναδιαίας (τη — 1)-σφαίρας. Για να 
αποδείξουμε την σχέση (4.29), διακρίνουμε δύο περιπτώσεις

•  <  r 2 <  Γ3 <  r 4. Σε αυτήν την περίπτωση ολοκληρώνουμε την ανισότητα

Λ >(*ιΜ (ί2) >  A p {t2) A { h ) ,  (4.32)

υπεράνω  Τ \  <  ίχ <  τ% και ϊ"4 και έχουμε

Γ2 Γ4 Γ2 Γ4
J J ApitJAWdhdh > J J Â AUMhdh
r  1  τ*3 η  Γ 3  

Γ2

J 4 , ( ί ι ) Λ ι  j  y f A ( t 2) d t 2j  >  y j y j A p (t 2) dt 2

(VP(r 2) -  νν(η))(Ψ(η) -  F ( r 3)) >  ( ^ ^ 4) -  ν ρ(Γ3) ) ( ν ( Γ2) - 7 ( n ) ) ,  

το οποίο είναι κα ι το ζητούμενο.

η  <  r 3 <  r 2 <  r 4. Σε αυτήν την περίπτωση, ολοκληρώνοντας κατάλληλα την 
(4.32) έχουμε τις εξής ανισότητες

a )  (Vp(r3) -  V'p( r1) ) ( F ( r 2) -  V (r3)) >  ( ^ ( r 2) -  VP(r3) ) ( V ( r 3) -  F ( n ) )

/?) (Vp( r 3) -  V p i r ^ i V i u )  -  F ( r 2)) >  {VP{ n )  -  Vp ( r2) ) ( V ( r 3) -  V ( n ) )
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7 ) (Vp (r2) -  Vp (r3) ) ( V ( r 4) -  V ( r 2))  >  (Vp (r4) -  Vp (r2) ) { V ( r 2) -  V (r3))· 

Εκτελούμε τις πράξεις

_ _ _ _ _
=  (’Vp(r3) -  Kp(n) +  Vp(r 2) - 7 p ( r 3) ) ( ^ ( r 2) -  V (r3) +  V > 4) -  ^ f a ) )
=  (Vp(r3) -  Vp { n ) ) { V { r 2) -  y ( r 3)) +  (lj>(r3) -  -  V (r2))

+(Kp(r2) -  Vp(r3))(V (r2) - V ( r 3))  +  (Vp (r2) -  Kp(r3)K l/( r4) - _ V { r 2))
>  (VP{r2) -  Vp ( r 3) ) ( V ( r 3) -  V j ? i ) )  +  (Vp(r4) -  Vp ( r 2) ) ( V { r 3) -  V ( r , ) )  

+ (V p (r2) -  Vp {r3) ) j y { r 2) - ~ V { n ) )  +  (V^(r4) -  Vp(r2) ) { V ( r 2) -  V { r 3))

=  (VP( u )  -  Vp( r3) ) ( V ( r 2) -  7 ( n ) ) ,

όπου κάναμε χρήση των ανισοτήτων α), β), 7 ) 0X0 σημείο που πήραμε την ανισότη­
τα.

Π αρατήρηση 4 .4 .1 3 . Η ισότητα στην σχέση (4.29) ισχύει, αν και μόνο αν Χ { τ \ )  =  
X { r 4) (=  X ( r 2) =  X (r3)) και J { 9 , r )  =  J i f )  για κ ά θ ε0 <  τ  <  Γ4 κ αι τ ο0  G Χ { η ) .  
Συγκεκριμένα αν, τ\  =  0 τότε J { 6 ,  τ )  =  J ( r )  για  κάθε r  <  r 4 και το θ ανήκει στην 
εφαπτομένη μοναδιαία σφαίρα στο μ. Αυτό σημαίνει ότι το Β ρ(τ4) είναι ισομετρικό 
με το Β { τ 4),

Με την Παρατήρηση αυτή ολοκληρώνεται η απόδειξη. □

Το ακόλουθο Θεώρημα έχει αποδειχθεί από τον S. Υ. C heng στην εργασία ICg].

Θ εώ ρημα 4 .4 .1 4 . (S.  Υ. C h en g) Έστω M m η β ή ρ ες  m -δ ιά σ ια ιο  π ο β ύ π τ υ γ μ α  R ie - 
m a n n  μ ε  κ α μ κ υ β ό ιη χ α  R icc i φ ρ α γμ έν η  α π ό  κάτω

Ric >  (m  — 1)Κ ,

γ ια  κ ά π ο ια  σ τα δ ερ ά  Κ  >  0. Α ν  η δ ιά μ ετρ ος  d  το ν  M m ικ α ν ο π ο ιε ί την σ χ έσ η

π
d  =

V k '

τότε το Μ 171 ε ίν α ι ισομετρικό  μ ε  την σ φ α ίρ α  α κ τ ίνα ς

Α π όδειξη . Οπως είπαμε στην αρχή του Κεφαλαίου 2, πολλαπλασιάζοντας την μετρι­
κή με κατάλληλη σταθερά μπορούμε να υποθέσουμε ότι Κ  =  1. Έστω p ,q  δύο 
σημεία του M m, τέτοια ώστε dist(p ,g) =  d. Ακολουθώντας τον ίδιο συμβολισμό, αν 
στην Πρόταση 4 .4 .12  θέσουμε 0 =  Γχ =  r$ <  r<i =  ~ <  r 4 =  d> τότε η σχέση (4.29) 
γίνεται

ά
Vn

άρα

V ( d )  >  Vp ( d ) V  .

V M  <  ν ,  ( I )  ψ Ά .

(4.33)

(4.34)

Από την υπόθεση όχι d  =  ^ = , συνάγουμε ότι
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και αντικαθιστώντας την παραπάνω σχέση στην (4.34), έχουμε

vp(d) <  2VP ( £ j  . (4 .35 )

Ό μ ο ια  γ ια  το q έχουμε

vq(d) <  2Vq ( 0  . (4.36)

Θα δείξουμε όχι Β ρ ( f ) n 5 ,  ( | )  =  0. Έσχω όχι υπάρχει ένα p Q e  Β ρ ( f ) r \ B q ( | ) . 
Τόχε

d  — d (p , q ) <  dist(p, po) +  d ist(p0, q) 
d  d

K  2 +  2 
<  d,

άχοπο. Αρα B p ( 5) Π B q ( | )  =  0. Επομένως, κάνονχας χρήση χων σχέσεων 
(4.35),(4.36) έχουμε

2 V ( M m ) =  Vp (d) +  Vq(d)

y- ' ϊ<  2 

=  2 V ( M m),

+  Va
m

όπου V ( M m ) είναι ο όγκος του M m . Αυτό σημαίνει ότι η ανισότητα στην σχέση 
(4.33) γίνεται ισότητα κα ι σύμφωνα μ ε  την Παρατήρηση 4 .4 .13 , το M m είναι ι- 
σομετρικό μ ε  την σφαίρα. □

Λ ήμμα 4 .4 .1 5 . (Τ αυτότητα το ν  L ic h n e ro w ic z )  Έ στω  M m έ ν α  π ο β ύ π τ υ γμ α  R ie m a n n  
κ α ι έστω  /  μ ια  C z ( M m ) σ υ νά ρ τη σ η . Ισ χ ύ ε ι ο  τύπ ος

| Δ ( | ν / | 2) =  R ic (V /, V / )  +  (V /, ν ( Δ / ) )  +  || Hesse f \ \ 2.

Α π ό δ ε ιξη . Η απόδειξη είναι ένας μακροσκελής υπολογισμός. Εξετάζουμε ξεχωριστά 
τον κάθε όρο. Για ευκολία εκλέγουμε το γεωδαισιακό πλαίσιο {β ι , . . . , β*} σε περι­
οχή ενός σημείου ρ , δηλαδή V eie j \ p =  0 (βλέπε Παρατήρηση 1.4.7). Στο ρ  έχουμε,

(ν /,ν Δ /)  |ρ
m  m

= Σ <e*(/)e<· e;W )e;> Ip = Σ «•(ΜΔ/)Ip
*j = 1 t = l

m

=  Σ ^ Μ ^ Μ »  Ip
t j - l

=  Σ e<(/) [<ν Λ  V / ,  e j )  +  <Ve, V / ,  V ^ > ]  |p
itj=l

m

=  Σ β̂ ) « ν Λ ν · ^ »  |p
i j - l
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3= 1
τη

=  Σ ( ν ν / ν ^ ν / , ε , >  |ρ. (4.37)
ι=1

Χρησιμοποιώντας την σχέση
.  V v / β ί Ι ρ  ~  0 ,

καθώς και την συμμετρία της μορφής Hesse, δηλαδή

(V[ei,v/]V/,ei) = (VeiV /, [ei,V/]>,

έχουμε στο ρ Ε M m

τη

'Ric (V /,V /) -
ί=1
τη τη

=  Σ  (V* Vv/V /, e,) -  Σ  (Vv/Vei V /, ei)
ΐ=1 ι=1

τη

- Σ < ν Ν , ν / ] ν / , 6ί)
ΐ=1

τη

{ =7) Σ  (V^Vv/V/, e*) -  (V/, V(A/)>
1=1

τη

- Σ ^ ^ / , ^ , ν / ] )
ζ=1

m
= Σ  (ν ^V v/V /, e,) -  (V/, ν(Δ/)>

ί=1
τη m

-  Σ  <ν * ν /, Ve,V/) + Σ  (V^V/. Vv/e,)
1=1 ί=1

τη

= Σ  (^ V v /V /, e,) -  (V/, ν(Δ/)>
i=l
—1| Hesse/ | | 2. (4.38)

Ό μως, κα ι π ά λ ι από την συμμετρία της μορφής H esse, παίρνουμε στο ρ Ε M m

1 ι /  m
2 (Δ ΐ ν / | 2) =  5 5 > ( e i( | v / | 2))

i = l

1 m
=  ^ Σ ε· ( Μ ν / , ν / ) )

i = l

=  Σ ^ ν ^ ν / , ν / »
i= l
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=  ( W / V / , e i )
ϊ=1
τη τη

=  E ^ V ^ M + E ^ V / V / . V e ^ )
i= 1 i = l
m

=  ^ ( V ^ V v / V / . e i ) .  (4.39)
i =  1

Αντικαθιστώντας την (4.39), στην σχέση (4.38), έχουμε το ζητούμενο. □

Το ακόλουθο Θεώρημα αποδείχθηκε από τους Lichnerowlcz και O bata. Το 
κάτω φράγμα το απέδειξε ο Lichnerowlcz στο [Lz], ενώ ο O b a ta  χαρακτήρισε την 
περίπτωση της ισότητας στην εργασία [Ο],

Θ εώ ρ η μ α  4 .4 .1 6 ·  (L ic h n e r o w tc z O b a ta )  Έ στω  M m έ ν α π ι-δ ιά σ ια ιο σ υ μ π α γ έ ς  ποβύ~  
π τυ γμ α  R ie m a n n  χ ω ρ ίς  σ ύ ν ο ρ ο . Υ π ο θ έτο υ μ ε ότι η κ α μ π υ β ό τη τα  R icc i του  M m ε ίν α ι  
φ ρ α γ μ έ ν η  α π ό  κάτω

Ric >  (m  — 1 ) K t

γ ια  κ ά π ο ια  σ τ α θ ερ ά  Κ  >  0. Τότε η  πρώ τη μ η  μ η δ εν ικ ή  ιδ ιοτψ ή  του τεβεστή  L a p la c e  
του M m ικ α ν ο π ο ιε ί τη ν σ χ έσ η

λι >  π ιΚ .

Ε κ ικ β έ ο ν , η  ισότητα  ισ χ ύ ε ι α ν  και μ ό ν ο  α ν  M m ε ίν α ι νσ ο μ εψ ικ ό  μ ε  την σ φ α ίρ α  
α κ τ ίν α ς  .

Α π ό δ ε ιξη . Έστω u  μη  σταθερή ιδιοσυνάρτηση του Δ  με ιδιοτιμή το λ» δηλαδή

Δ  u =  —λιι.

Προφανώς λ =  >  0. Θεωρούμε την λεία συνάρτηση

Q = | ν +  +  - Vm

ορισμένη στο Μ 171. Σύμφωνα μ ε  την ταυτότητα του Lichnerowlcz, Λήμμα 4.4.15, 
παίρνουμε

A Q  =  Δ  ^ |V u |2 +  ^ u 2̂  =  Δ  ( |V u |2) +  ^ A u ‘

— 2 R ic(V u, Vw) +  2 (V u, V (A u))

+211 Hesseull2 H-----A ( u  · u).
m

Έστω μ ι , . . . , μ η ο ι ιδιοτιμές του πίνακα του H esse. Τότε

II Hesseull2 =  μ? +  . .·  +  μ „
(μι +  · · · +  μτη) 2

(4.40)

ΤΠ
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(A u )2 

m  
Α V  

τη

Ό μως

U

m

Ric(Vu, V u) =  ^ 2  (^ (V u , βί)βί, Vu)
t = l

>  ( m - l ) / r | V u | 2,

λόγω της υπόθεσης για την καμπυλότητα Ricci. Επιστρέφοντας στην σχέση (4,40) 
και αντικαθιστώντας τις παραπάνω ανισότητες έχουμε

A Q  =  2R ic(V u, Vu) +  2 (Vu, V(Au))  +  2|| H esseu ||2 +  — A(u · u)
m

>  2(m -  l)AT|Vu|2 +  2 (V u, V ( - Au ) )  +  2|| H e s s e u f

+ 2 “ uA u +  2 — | V ul2 
m  m

\ 2-.2
>  2 (m  — l)AT[Vu|2 — 2A |Vu |2 +  2 ------

771

+ 2 — (—Au) +  2 - |V u |2
771 771

\2 λ/2
=  2(m  -  l ) t f |V u |2 -  2A |Vu |2 +  2 —

m

- 2 —  +  2 - |V u |2 
m  m

— 2 ( m — 1) |V u |2, (4.41)

αφού ||H e sseu ||2 >  Ολοκληρώνοντας λαμβάνουμε λ >  mAT. Έστω ότι
λ =  m K . Τότε η Q είναι υφαρμονική συνάρτηση. Επομένως, εφαρμόζοντας την 
Αρχή Μεγίστου, Θεώρημα 4.1.1, η Q  είναι μ ία  θετική σταθερά, έστω K c 2 μ ε  c μη 
μηδενική σταθερά και όλες οι παραπάνω ανισότητες γίνονται ισότητες. Επομένως 
έχουμε

|V u |2 +  K u 2 =  K c 2.

Αρα

lv © f +
Θέτοντας U  :=  “ , η σχέση γίνεται

|VC/|2 + κυ2 = κ (4.42)
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Επειδή το M m είναι συμπαγές, η U  παίρνει μέγιστο και ελάχιστο, και από την 
υπόθεση ότι η U  είναι μη  σταθερή, έχουμε

m ax U  φ  min U.

Στα σημεία rrmaa:, x mint όπου η U  παίρνει μέγιστο και ελάχιστο αντίστοιχα, έχουμε 
\V U \  — 0 , κα ι από την (4.42) παίρνουμε

m a x i/  — 1 και m in U  =  —1,

Επιπλέον, το M m είναι πλήρες. Αρα υπάρχει ελάχιστη γεωδαισιακή j  : [α,/3] —> 
M m, με 7 (α ) =  Xmax κα ι ^ ( β )  =  x min. Η (4.42) γράφεται

IW I
y / T ^ T P

- y f K .

Ολοκληρώνοντας υπεράνω της καμπύλης j  κα ι συμβολίζοντας μ ε d  την διάμετρο 
του M m % η παραπάνω  σχέση γίνεται

L

IW I  
y/l - υ 2

J m M d t  < * ja .J VT̂ TP -
7 ( α )

Κάνοντας χρήση της ανισότητας C auchy-Schw arz, συνεπάγεται ότι

J -/Γ ^  ~
7 (α )

Επομένως

Άρα

7
i ,

υ 2

a r c s in i / l^  <  d \ f R .

d  >
π

y f K
Ό μ ω ς από το Θεώρημα του M yers, γνωρίζουμε ότι d  <  Συνεπώς,

d =
π

V K '

και σύμφωνα μ ε  το Θεώρημα του Cheng, 4 .4 .14 , το M m είναι ισομετρικό με την 
σφαίρα ακτίνας □
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