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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Στον όρο ‘ανάλυση επιβίωσης’, συνοψίζεται το σύνολο των στατιστικών μεθοδολογιών 

που έχουν ως στόχο την περιγραφή και τη μοντελοποίηση της διάρκειας ενός φαινομένου ή 

συμβάντος στο χρόνο. Ο χρόνος διάρκειας του φαινομένου αναφέρεται συνήθως ως 

‘επιβίωση5 ή ‘διάρκεια ζωής5 ή ‘χρόνος ζωής5 ενώ η οριστική παύση του φαινομένου 

αναφέρεται συχνά ως ‘αποτυχία5 ή ‘θάνατος5. Οι χρόνοι ανάνηψης, υποτροπής ή θανάτου 

από κάποια ασθένεια, ο χρόνος μέχρι την εκδήλωση εργατικού ατυχήματος ή 

δυσλειτουργικού σφάλματος σε κάποιο μηχανικό εξάρτημα, η βιωσιμότητα μιας 

επιχείρησης, η διάρκεια μιας απεργίας ή η περίοδος ανεργίας και το χρονικό διάστημα μέχρι 

την ολοκλήρωση μιας χημικής αντίδρασης, είναι μερικά μόνο παραδείγματα, που η μελέτη 

τους εμπίπτει στο γνωστικό αντικείμενο της ανάλυσης επιβίωσης.

Γενικά, η εκτίμηση, η πρόβλεψη, ή η βελτιστοποίηση πιθανοτήτων της ‘επιβίωσης5 ή της 

αναμενόμενης διάρκειας ‘ζωής5, αποτελεί το ζητούμενο σε πολλές εκφάνσεις της 

ανθρώπινης ζωής και δραστηριότητας. Κατά συνέπεια, οι μεθοδολογίες της ανάλυσης 

επιβίωσης αποτελούν χρήσιμο εργαλείο για ερευνητές από διάφορους χώρους, όπως της 

οικονομίας, της ιατρικής και των άλλων βιολογικών επιστημών.

Η διατριβή αυτή, πραγματεύεται θέματα που αφορούν σε συνεχείς κατανομές ανάλυσης 

επιβίωσης. Στο πρώτο κεφάλαιο, παρουσιάζονται οι εισαγωγικές έννοιες συνεχών 

κατανομών χρόνων ζωής, με ιδιαίτερη έμφαση στην έννοια της συνάρτησης κινδύνου και στη 

σημασία της, στην περιγραφή της ικανότητας επιβίωσης ενός πληθυσμού. Επίσης, 

παρουσιάζονται οι πιο δημοφιλείς κατανομές χρόνων ζωής με σταθερές, μονότονες,
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μονοκόρυφες ή κυπελλοειδούς μορφής συναρτήσεις κινδύνου και γίνεται μια συνοπτική 

περιγραφή των εξειδικευμένων μοντέλων ανάλυσης της επιβίωσης (ανταγωνιστικών 

κινδύνων και ευπάθειας), που χρησιμοποιούνται στα επόμενα κεφάλαια. Στη συνέχεια, 

παρουσιάζονται οι εισαγωγικές έννοιες ανάλυσης επιβίωσης για την περίπτωση διδιάστατου 

πληθυσμού και επισημαίνονται οι όποιες διαφορές με τη μονοδιάστατη περίπτωση. Τέλος, 

γίνεται αναφορά στις πιο δημοφιλείς διδιάστατες κατανομές ανάλυσης επιβίωσης.

Στο δεύτερο κεφάλαιο, παρουσιάζεται μια κατανομή ανάλυσης επιβίωσης δύο 

παραμέτρων, με αύξουσα και φθίνουσα συνάρτηση κινδύνου. Μελετώνται διάφορες ιδιότητές 

της, όπως οι τρόποι παραγωγής της, οι σχέσεις της με άλλες κατανομές, η μονοτονία της 

συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητάς της, οι ροπές της και οι αντίστοιχες συναρτήσεις 

επιβίωσης, κινδύνου και μέσου υπολειπόμενου χρόνου ζωής. Το πρόβλημα της εκτίμησης 

των παραμέτρων, αντιμετωπίζεται με τη μέθοδο της μεγίστης πιθανοφάνειας και τους πίνακες 

παρατηρούμενης και αναμενόμενης πληροφορίας ενώ για τον υπολογισμό των εκτιμητών, 

προτείνεται ένας ΕΜ αλγόριθμος (Dempster et al., 1977). Το κεφάλαιο κλείνει με 

χαρακτηρισμούς της κατανομής, όπως επίσης και με συγκριτικά - σε σχέση με τις κατανομές 

Weibull και Γάμα - αποτελέσματα από την προσαρμογή της σε πραγματικά δεδομένα. Η 

κατανομή και τα παραγόμενα από τη μελέτη της αποτελέσματα, παρουσιάζονται στην 

εργασία των Adamidis et al. (2005).

Στο τρίτο κεφάλαιο, παρουσιάζεται ένα μοντέλο ανάλυσης επιβίωσης τριών παραμέτρων, 

με μονότονες, κυπελλοειδούς μορφής και μονοκόρυφες συναρτήσεις κινδύνου. Μελετώνται 

διάφορες μαθηματικές και στατιστικές ιδιότητές του ενώ επίσης, παρουσιάζεται η φυσική 

διεργασία παραγωγής του, μέσα από τη θεωρία ανταγωνιστικών κινδύνων. Το πρόβλημα της 

εκτίμησης των παραμέτρων, αντιμετωπίζεται με τη μέθοδο της μέγιστης πιθανοφάνειας. 

Τέλος, παρουσιάζονται εφαρμογές του μοντέλου σε πραγματικά δεδομένα. Τα αποτελέσματα 

αυτού του κεφαλαίου, παρουσιάζονται στην εργασία των Dimitrakopoulou et al. (2006 b).

Στο τέταρτο κεφάλαιο, παρουσιάζονται διδιάστατες μορφές της κατανομής του δεύτερου 

κεφαλαίου και περιγράφονται οι φυσικές διεργασίες που τις παράγουν. Για κάθε μορφή, 

δίνονται οι περιθώριες και οι δεσμευμένες κατανομές και υπολογίζονται οι συναρτήσεις 

επιβίωσης και κινδύνου. Η συσχέτιση των τυχαίων μεταβλητών που περιγράφουν το 

διδιάστατο πληθυσμό, εξετάζεται μέσω του συντελεστή συσχέτισης του Pearson.



Εισαγωγή 3

Οι κατανομές που παρουσιάστηκαν στα κεφάλαια 2 έως 4, στοχεύουν στη μοντελοποίηση 

χρόνων ζωής κάτω από την υπόθεση ομοιογενούς πληθυσμού. Όταν η υπόθεση αυτή δεν 

ευσταθεί, ένας από τους τρόπους περιγραφής της επίδρασης της ανομοιογένειας στην 

επιβίωση, είναι μέσω της έννοιας και των μοντέλων ευπάθειας (Vaupel et al., 1979). Στο 

πέμπτο κεφάλαιο, αποδεικνυεται ότι όλες οι κατανομές ανάλυσης επιβίωσης μπορούν να 

προκόψουν από το Γάμα μοντέλο ευπάθειας και παρουσιάζονται παραδείγματα χρήσης του 

στην παραγωγή και γενίκευσή τους (με προσθήκη μιας επιπλέον παραμέτρου υπό την έννοια 

που εξετάζεται στους Marsall και Olkin, 1977). Δίνονται ικανές και αναγκαίες συνθήκες 

χαρακτηρισμού του συναρτήσει της μονοτονίας της συνάρτησης κινδύνου και παράγονται 

φράγματα για τη συνάρτηση επιβίωσης. Έτσι, μελετώνται με ενιαίο τρόπο οι ιδιότητες των 

κατανομών ανάλυσης επιβίωσης και εξάγονται συμπεράσματα για τις συναρτήσεις κινδύνου 

και επιβίωσης του πληθυσμού, σε σχέση με τη συμπεριφορά της ‘μέσης συνάρτησης 

κινδύνου’ των πληθυσμιακών μονάδων και του βαθμού ανομοιογένειας στην ικανότητα 

επιβίωσής τους. Τα αποτελέσματα του πέμπτου κεφαλαίου, παρουσιάζονται στην εργασία 

των Dimitrakopoulou et al. (2006 a).

1.1 Κ ατανομή του  χρ ό νο υ  ζω ής

Στην παράγραφο αυτή, παρουσιάζονται ισοδύναμοι τρόποι ορισμού της κατανομής της 

συνεχούς, μη αρνητικής τυχαίας μεταβλητής Τ η οποία παριστά χρόνους ζωής, κάτω από την 

υπόθεση ομογενούς πληθυσμού.

Ως συνάρτηση επιβίωσης (survivor function ή reliability function), ορίζεται η πιθανότητα 

του ενδεχομένου η τυχαία μεταβλητή Τ  να πάρει τιμές μεγαλύτερες του t :

S(t) = P ( T > t ), / > 0 .

Κατά συνέπεια, εκφράζει την πιθανότητα επιβίωσης μέχρι τη χρονική στιγμή t ή 

διαφορετικά, το ποσοστό των πειραματικών μονάδων που αναμένεται να έχουν επιβιώσει στο 

χρόνο t . Η συνάρτηση επιβίωσης είναι φθίνουσα και συνεχής, με 5(0) = 1 και lim S(t) = 0.
f—>00

Η σημασία της στην ανάλυση επιβίωσης είναι μεγάλη αφού μεταξύ άλλων, αφενός αποτελεί 

μέτρο σύγκρισης της βιωσιμότητας διαφορετικών πληθυσμών, αφετέρου διευκολύνει το 

στατιστικό χειρισμό δεξιά λογοκριμένων δεδομένων (right censored data).
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Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π.) της κατανομής του χρόνου ζωής, ορίζε­

ται από τη σχέση:

f ( f )  = lim
At-> 0

P ( t  < T  < t  +  At)  

At
iim

0 At
s ' iO , t >  0 . ( 1 . 1)

Για μικρό A t ,  η ποσότητα f ( t ) A t  εκφράζει κατά προσέγγιση την πιθανότητα ‘θανάτου- 

αποτυχίας’ στο διάστημα [f, t  + At) . Η σ.π.π. κατανομών χρόνων ζωής, έχει τις παρακάτω 

ιδιότητες:
00

f ( t ) >  0 , για κάθε t >  Ο και j f ( t ) d t  =  1.
ο

Η δυική συνάρτηση της συνάρτησης εταβίωσης

F (t )  = Ρ ( Τ  < ί) = 1 -  S ( t ) , t >  Ο,

είναι η αθροιστική συνάρτηση κατανομής της f ( t )  (cumulative distribution function). Από 

τις ιδιότητες της συνάρτησης επιβίωσης, έπεται ότι η F  είναι αύξουσα και συνεχής 

συνάρτηση του t , με F (0 ) = 0 και lim F ( t )  = 1.
ί-ΧΟ

Η συνάρτηση κινδύνου (hazard function ή failure rate ή force o f mortality), εκφράζει το 

στιγμιαίο ρυθμό ‘θανάτου’ ή ‘αποτυχίας’ τη χρονική στιγμή t , δοθείσης της επιβίωσης μέχρι 

το χρόνο t  και δίνεται από τη σχέση:

h(t)  =  lim
Δί—*»

P ( t  < Τ  < t  +  A t \ T t t )  /(Ο
At S( t)

t >  0 ( 1.2)

Για μικρό A t ,  η ποσότητα h ( t ) A t , εκφράζει κατά προσέγγιση την πιθανότητα θανάτου στο 

διάστημα [r, t  +  A t ) ,  δοθείσης της ε^βίωσης μέχρι το χρόνο t . Η συνάρτηση κινδύνου για

συνεχή κατανομή χρόνου ζωής, έχει τις παρακάτω ιδιότητες:
00

h(t)  > Ο, για κάθε / > Ο και fh ( t)d t  = α>.
ο

Από τις σχέσεις (1.1) και (1.2), προκύπτει ότι η συνάρτηση επιβίωσης γράφεται στη 

μορφή

S ( t )  =  ε
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όπου η συνάρτηση Η,  δίνεται από τη σχέση:

t
H ( t )  = j h ( t ) d t  

0

και ονομάζεται αθροιστική συνάρτηση κινδύνου (cumulative hazard function ή integrated 

hazard function). Η τελευταία είναι μη φθίνουσα συνάρτηση του με Η (0) = 0 και

lim H ( t )  = ο ο .
/—>00

Ένα μέτρο βιωσιμότητας (ή αξιοπιστίας) στη μελέτη της διάρκειας ζωής βιολογικών 

οργανισμών (ή εργοστασιακών προϊόντων), είναι ο μέσος υπολειπόμενος χρόνος ζωής 

(mean residual lifetime). Η συνάρτησή του, δίνει τις τιμές της αναμενόμενης διάρκειας ζωής 

από την στιγμή t  μέχρι την ‘αποτυχία’, δοθείσης της επιβίωσης μέχρι το χρόνο t  και δίνεται 

από τη σχέση:

\S{t)dt

m(t) = E ( T - t \ T > t )  = - -------- , t>  0 .
S(t)

Για κατανομές ανάλυσης επιβίωσης με πεπερασμένη μέση τιμή, η συνάρτηση του μέσου 

υπολειπόμενου χρόνου ζωής, έχει τις ακόλουθες ιδιότητες:

m(t)> 0 , m \t )  > - 1 , για κάθε t > 0 και 00 .

Στον Πίνακα 1.1, παρουσιάζεται ο τρόπος προσδιορισμού καθεμίας από τις συναρτήσεις 

που προαναφέρθηκαν, αν μια από τις υπόλοιπες είναι γνωστή.

Αξίζει να σημειωθεί ότι υπάρχουν και άλλοι ισοδύναμοι τρόποι ορισμού της κατανομής 

της Τ , όπως για παράδειγμα, αυτοί της αντίστροφης συνάρτησης κινδύνου (reversed hazard 

rate, Gupta et al., 2004) και του αναμενόμενου χρόνου αδράνειας (expected inactivity time, 

Ghitany et al., 2005) που εμφανίζονται σχετικά πρόσφατα στη βιβλιογραφία ή οι

προγενέστεροί τους, της ροπογεννήτριας συνάρτησης E(e ) (moment generating function)

και της χαρακτηριστικής συνάρτησης £ (εώΓ) (characteristic function). Η επιλογή αυτών που 

παρουσιάστηκαν, έγινε στη βάση της δημοτικότητάς τους στην ανάλυση της επιβίωσης, λόγω 

της απτής φυσικής τους ερμηνείας.
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Οι ροπές και τα εκατοστιαία σημεία δεν προσδιορίζουν μονοσήμαντα την κατανομή του 

χρόνου ζωής, αλλά συχνά αποτελούν ένα χρήσιμο τρόπο συνοπτικής περιγραφής της. Οι 

ροπές r τάξης περί το μηδέν, προσδιορίζονται από το ολοκλήρωμα:
οο

E(Tr)= j t rf ( t )d t .
Ο

Η μέση τιμή Ε(Τ) , αποτελεί ένα μέτρο της κεντρικής τάσης των τιμών της Τ  ενώ η 

διακύμανση

Var(T) = E(T2)-{E(T)}2 ,

ένα μέτρο της διασποράς των τιμών της, γύρω από τη μέση τιμή.

Τα ρ  εκατοστιαία σημεία, δίνονται από τη σχέση:

Ε(ίρ ) = ρ  ή tp = F ~\p )

και προσδιορίζουν το χρόνο μέχρι τον οποίο δυνητικά επιβιώνει ένα προκαθορισμένο 

ποσοστό 1 - ρ  των πειραματικών μονάδων, ή διαφορετικά το χρόνο μέχρι τον οποίο η 

πιθανότητα επιβίωσης ισούται με 1 -  ρ .

1.1 .1  Η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  κ ιν δ ύ ν ο υ  κ α ι  η  σ η μ α σ ία  τ η ς

Αν και καθεμία από τις συναρτήσεις που προαναφέρθηκαν φανερώνει μια διαφορετική 

πτυχή της επιβίωσης, αναμφίβολα, η συνάρτηση κινδύνου είναι το πιο αντιπροσωπευτικό 

μέτρο περιγραφής της ικανότητας επιβίωσης ενός πληθυσμού. Δεδομένου ότι περιγράφει τον 

τρόπο με τον οποίο μεταβάλλεται ο στιγμιαίος ρυθμός 4 θανάτου-αποτυχίας’ στο χρόνο, η εκ 

των προτέρων πληροφορία για τη μονοτονία της, βοηθά στην επιλογή κατάλληλου μοντέλου 

για την περιγραφή χρόνων ζωής.

Με εξαίρεση τις περιπτώσεις που η υπόθεση της σταθερής συνάρτησης κινδύνου είναι 

ρεαλιστική, κατά κανόνα, η επιβίωση περιγράφεται με κατανομές των οποίων η αντίστοιχη 

συνάρτηση κινδύνου είναι αύξουσα, φθίνουσα, κυπελλοειδούς μορφής ή μονοκόρυφη. Με 

βάση τις τέσσερις τελευταίες περιπτώσεις μονοτονίας, μια κατανομή ανάλυσης επιβίωσης 

χαρακτηρίζεται αντίστοιχα ως IFR (increasing failure rate), DFR (decreasing failure rate), 

BTFR (bathtub shaped failure rate) και UBTFR (upside down bathtub shaped failure rate). Oi 

μαθηματικοί ορισμοί των παραπάνω ιδιοτήτων, δίνονται στη συνέχεια (Glaser, 1980),
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Ορισμός

Μια κατανομή ανάλυσης επιβίωσης, είναι:

ί) IFR (DFR) αν και μόνο αν h \ t )  >  0  για κάθε t  >  0  (  h \ t )  <  0  για κάθε t  >  0  ). 

ii) BTFR (UBTFR ) αν και μόνο αν υπάρχει t0 > 0  τέτοιο ώστε h'{i) < 0 για κάθε 

t  e (0,ί0) και h’{t) > 0 για κάθε t  e (r0,co), με h'(t0 ) = 0 (αν και μόνο αν υπάρχει t0 > 0 

τέτοιο ώστε h \ t )  >  Ογια κάθε t  e  (0,/0) και h \ f )  < 0 για κάθε t  e  (ίο»00) > μ£ h'(to) -  0 )*

Συχνά, το ενδιαφέρον επικεντρώνεται σε μια περίοδο της συνολικής διάρκειας ζωής, στην 

οποία επέρχεται γήρανση ή φθορά χρήσης. Το γεγονός αυτό, δικαιολογεί εν μέρει, τη μεγάλη 

δημοτικότητα των κατανομών χρόνων ζωής με αύξουσα συνάρτηση κινδύνου.

Αντίθετα, όταν μελετάται η συνολική διάρκεια επιβίωσης, τα πλέον ρεαλιστικά μοντέλα 

για την περιγραφή χρόνων ζωής, είναι εκείνα με συνάρτηση κινδύνου κυπελλοειδούς 

μορφής. Για παράδειγμα, σε ότι αφορά στη διάρκεια ζωής βιολογικών οργανισμών, ο ρυθμός 

θανάτου τους αρχικά είναι σχετικά υψηλός (περίοδος νεογνικής θνησιμότητας), φθίνει 

προοδευτικά μέχρι μιας συγκεκριμένης τιμής όπου προσωρινά διατηρείται σχεδόν σταθερός 

(περίοδος νεότητας) και στη συνέχεια αυξάνει λόγω γήρατος (περίοδος γηρατειών). Ανάλογη 

συμπεριφορά παρουσιάζει και η συνάρτηση κινδύνου πολλών εργοστασιακών προϊόντων 

(π.χ. ηλεκτρικές συσκευές), με μεγάλη συχνότητα δυσλειτουργικών προβλημάτων με την 

έναρξη της λειτουργίας τους (λόγω κατασκευαστικών σφαλμάτων) ή μετά από χρήση (λόγω 

φθοράς) και σχετικά ομαλή λειτουργία στο μεσοδιάστημα. Βεβαίως, όταν διενεργείται από 

τον κατασκευαστή έλεγχος της ποιότητας της λειτουργίας τους, με σκοπό την απομάκρυνση 

των ελαττωματικών πριν τη διοχέτευσή τους στην αγορά, ο χρόνος ζωής των υπολοίπων 

όπως καταγράφεται από τον καταναλωτή, αναμένεται να περιγράφεται από αύξουσα 

συνάρτηση κινδύνου.

Τα μοντέλα με μονοκόρυφη συνάρτηση κινδύνου χρησιμοποιούνται κυρίως στην 

περίπτωση που παρατηρείται μεγάλη συχνότητα ‘αποτυχιών’ κοντά στη χρονική αφετηρία 

του πειράματος που παράγει τα δεδομένα ενώ εκείνα με φθίνουσα συνάρτηση κινδύνου, 

χρησιμοποιούνται ως επί το πλείστον για την περιγραφή της διάρκειας ζωής ηλεκτρονικών ή 

μηχανικών εξαρτημάτων, τα οποία παρουσιάζουν βελτίωση στη λειτουργία τους με την 

πάροδο του χρόνου.
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Τέλος, η Εκθετική κατανομή με σταθερή συνάρτηση κινδύνου, παρουσιάζει μεγάλο εύρος 

εφαρμογών στη μοντελοποίηση χρόνων ζωής ενώ οι περιπτώσεις πληθυσμών με διαφορετικό 

-σε σχέση με αυτά που προαναφέρθηκαν- είδος μονοτονίας του στιγμιαίου ρυθμού ‘θανάτου- 

αποτυχίας’, είναι σχετικά σπάνιες (Lawless, 1982).

1 .1 .2  Β α σ ικ έ ς  κ α τ α ν ο μ έ ς  α ν ά λ υ σ η ς  ε π ιβ ίω σ η ς  

Στην ενότητα αυτή, παρουσιάζονται οι βασικές κατανομές ανάλυσης της επιβίωσης. 

Εκτενής μελέτη της Εκθετικής κατανομής και των κατανομών Weibull, Γάμα και 

Lognormal, υπάρχει στα κλασικά βιβλία θεωρίας κατανομών (π.χ. Johnson et al., 1994) και 

στα περισσότερα εγχειρίδια ανάλυσης επιβίωσης (π.χ. Nelson, 1982, Lee, 1992 και Leemis, 

1995). Επίσης, παρουσιάζονται οι κατανομές Inverse Gaussian (Johnson et al., 1994), 

Gompertz (Jordan, 1967), Lomax (Johnson et al., 1994), Modified Extreme Value (Johnson 

et al., 1995), EG (Adamidis και Loukas, 1998), IDB (Hjorth, 1980) και Exponential Power 

(Smith και Bain, 1975). Άλλες κατανομές ανάλυσης επιβίωσης, είναι οι κατανομές Rayleigh 

(Johnson et al., 1994), compound Rayleigh (Mostert et al., 1999) και γενικευμένη compound 

Rayleigh (Bekker et al., 2000), η γενικευμένη Γάμα κατανομή (Stacy, 1962), οι κατανομές 

Log-Logistic (Kalbfleisch και Prentice, 2002), Makeham (Jordan, 1967) και Muth (1977), οι 

κατανομές των Chen (2000) και Haupt και Schabe (1997) και η κατανομή Topp-Leone 

(Ghitany et al., 2005). Άλλες, εκτός από αυτές που προαναφέρθηκαν, αναφέρονται στους 

Johnson et al. (1995) και Leemis (1995) ενώ οι Rajarshi και Rajarshi (1988) και mo 

πρόσφατα οι Lai et al. (2001), παρουσιάζουν μια ανασκόπηση στα μοντέλα με 

κυπελλοειδούς μορφής συνάρτηση κινδύνου.

Η Εκθετική κατανομή

Η υπόθεση της σταθερής συνάρτησης κινδύνου, h(t;A) = Λ > 0 ( λ  σταθερά) ώστε η 

πιθανότητα επιβίωσης να είναι ανεξάρτητη από το χρόνο ζωής που έχει διανυθεί (ιδιότητα 

αμνησίας), προσδιορίζει μονοσήμαντα την Εκθετική κατανομή, με συναρτήσεις πυκνότητας 

πιθανότητας και επιβίωσης

/ { ϊ , λ )  = λ ε - λ ( , t>  0 ,
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S ( t ; A )  =  e ~ X l ,  t >  0,

αντίστοιχα και σταθερό μέσο υπολειπόμενο χρόνο ζωής 

m(t;A) = j ,  t >  0 .

Οι αντίστοιχες ροπές r  τάξης περί το μηδέν, δίνονται από τη σχέση:

E ( T r ;A) Γ(γ + 1)
λ Γ

όπου
ασ

Γ(α) = Jra_1e_'Gfr,
0

είναι η συνάρτηση Γάμα. Κατά συνέπεια, η μέση τιμή και η διακύμανση της Εκθετικής 

κατανομής, είναι αντίστοιχα

E(T;A) = j ,

Var(T;A) = \ .
λ 1

Ιστορικά, η εκθετική κατανομή αποτελεί το πρώτο ευρέως χρησιμοποιούμενο μοντέλο 

ανάλυσης επιβίωσης, αφενός λόγω της απλής συναρτησιακής της μορφής και της ευκολίας 

στο στατιστικό χειρισμό της, αφετέρου λόγω της καταλληλότητάς της στην περιγραφή 

χρόνων ζωής σε πληθώρα περιπτώσεων. Οι εφαρμογές της κυμαίνονται από μελέτες στη 

διάρκεια ζωής εργοστασιακών προϊόντων, μέχρι έρευνες στους χρόνους ανάνηψης ή 

υποτροπής από χρόνιες ασθένειες. Βεβαίως, η υπόθεση της σταθερής συνάρτησης κινδύνου 

δεν παύει να είναι αρκετά περιοριστική.

Η κατανομή Weibull

Η κατανομή Weibull είναι ίσως η πιο δημοφιλής κατανομή ανάλυσης επιβίωσης, με ένα 

εξαιρετικά ευρύ φάσμα εφαρμογών τόσο στο χώρο της βιομηχανίας όσο και στο χώρο της 

ιατρικής και των άλλων βιολογικών επιστημών. Αφενός η καταλληλότητά της στην 

περιγραφή χρόνων ζωής και αφετέρου οι απλές εκφράσεις των αντίστοιχων συναρτήσεων 

πυκνότητας πιθανότητας, επιβίωσης και κινδύνου, εξηγούν εν μέρει τη δημοτικότητά της.



Εισαγωγή 11

Η σ.π.π. της κατανομής Weibull, δίνεται από τη σχέση:

= λαία- χ οχρ(-λία) ,  t > 0 ,

με θ ~ (a ,A )e  R + x R +, όπου α και λ  είναι αντίστοιχα παράμετροι μορφής (shape) και 

κλίμακας (scale).

Η συνάρτηση επιβίωσής της, είναι

= expi-yi/"), t > 0,

ενώ η αντίστοιχη συνάρτηση κινδύνου έχει τη μορφή

h(t\0) = λαίαΑ, t>  0

και είναι αύξουσα για a > 1, με lim h{t\ff) = 0 και lim h(t\&) = οο, φθίνουσα για 0 < a < 1,
0+ f-»0O

με lim οο και Ηιηλ(ί;0) = 0 και σταθερή για a = 1 (Εκθετική).
ί-»0+ ί-Κο

Η συνάρτηση του μέσου υπολειπόμενου χρόνου ζωής της, είναι

( ι - ι { - , λ ί α
1 U  J

t>  0 ,

όπου

I(a,t) = - L - ) u a~le -udu,
Γ(«) 0J

είναι η μη πλήρης συνάρτηση Γάμα (incomplete Gamma function).

Οι ροπές r τάξης περί το μηδέν της κατανομής Weibull, δίνονται από τη σχέση:

Ε(ΤΚ;Θ) =
αλν,α

f r \

Κα)

όπου Γ (α)=
ΟΟ
^ta~le~ld t . Κατά συνέπεια, η μέση τιμή της είναι 
0

ε ( τ ·,θ )  =  - ^ - υ { - Λ
a t i ' a U /

ενώ η διακύμανσή της, προσδιορίζεται ως

ν^ τ ’β^ ^ Γ .
( 2^ ί ί,+Ι]

ι—<Ν

Γ 1 + - -  Γ1 α) ι 1 α) ---1
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Η κατανομή Γάμα

Η κατανομή Γάμα αποτελεί τη δεύτερη σημαντική γενίκευση της Εκθετικής κατανομής. 

Χρησιμοποιείται ευρύτατα στην ανάλυση επιβίωσης αλλά όχι στον ίδιο βαθμό με την 

κατανομή Weibull αφού οι συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου της, δεν μπορούν να 

γραφούν σε απλή κλειστή μορφή και η στατιστική συμπερασματολογία ειδικότερα στην 

περίπτωση λογοκριμενων δειγμάτων, παρουσιάζει ιδιαίτερες δυσκολίες.

Η σ.π.π. της κατανομής Γάμα, δίνεται από τη σχέση:

f i t -,θ) =  - ^ - λ ( λ ί ) α~χ e x p ( -A t ) , / > 0 ,
Γ(α)

με θ  = ( α , λ )  e  R + χ  R + , όπου α  είναι παράμετρος μορφής και λ  παράμετρος κλίμακας.

Οι συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου της, γράφονται συναρτήσει της μη πλήρους 

συνάρτησης Γάμα, στη μορφή:

Η συνάρτηση κινδύνου είναι αύξουσα για α > 1 ,  με lim Η(ί;θ) =  0 και lim h ( t ,9 )  =  λ ,
f-»0+

φθίνουσα για 0 < α < 1 ,  με lim h(t;6)  = οο και lim h(t\0)  =  X και σταθερή για α = 1
ί-> ο+ *-**>

(Εκθετική).

Οι ροίΐές r  τάξης 7ΐερί το μηδέν της κατανομής Γάμα, δίνονται από τη σχέση:

Ε ( Τ Γ;Θ) =  ?(α + 1)···(α + Γ ~ 1)
Ar

και κατά συνέπεια, η μέση τιμή και η διακύμανσή της, είναι αντίστοιχα

Ε { τ ’θ) = Τ

Var(T;0) = ~ .
λ 2

Αξίζει να σημειωθεί ότι όταν η παράμετρος μορφής παίρνει θετικές ακέραιες τιμές, 

α = η ,  οι συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας και επιβίωσης της κατανομής Γάμα, 

γράφονται ως

Ξ(ί;θ) =  1 - Ι ( α , λ ί ) , t >  0 ,

/ > 0.
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f i t ;  θ ) = 1 ~ Λ (λ ί )η 1 exp ( -JU) , t > 0 ,
(« -!)!

s m = n£ ^ j f - e~xt > t > 0 >
k = Ο Κ ·

αντίστοιχα (κατανομή Erlang).

Η κατανομή Log-normal

Στα πλαίσια ανάλυσης της επιβίωσης, η κατανομή Log-normal χρησιμοποιείται σε 

ποικίλες περιπτώσεις. Για παράδειγμα, έχει χρησιμοποιηθεί στην περιγραφή του χρόνου μέχρι 

την εμφάνιση καρκίνου των πνευμόνων σε καπνιστές.

Η τυχαία μεταβλητή Τ  ακολουθεί κατανομή Log-normal, αν η r  = log7’ ακολουθεί 

κανονική κατανομή. Αν η μέση τιμή και η διακύμανση της τελευταίας είναι αντίστοιχα μ  και

σ ι , τότε η σ.π.π. της κατανομής Log-normal, δίνεται από τη σχέση:

,2
f i m  =

ι exp ( lo g ? - //) 
2σ '

t  > 0 ,

όπου θ = ( σ 2,μ )  e  i?+ x R .

Οι συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου της, είναι αντίστοιχα 

''log t - μ λS(t;0) = 1 -Φ  

h(t;0) =

 ̂ σ
t > 0,

s i m  ’
t>  ο ,

οπού

είναι η αθροιστική συνάρτηση της τυπικής κανονικής κατανομής. 

Η μέση τιμή και η διακύμανσή της, είναι αντίστοιχα

Ε(Τ;θ) = βμ+σ2/2,

Var(T;0) = e2fi+a2 ( Χ  -1 ) .

Το βασικό μειονέκτημα της κατανομής Log-normal, αφορά στη μονοτονία της
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συνάρτησης κινδύνου της, η οποία αυξάνει από την τιμή μηδέν μέχρι να πάρει τη μεγίστη 

τιμή της και στη συνέχεια φθίνει τείνοντας ασυμπτωτικά στο μηδέν. Η φθίνουσα τάση των 

τιμών της συνάρτησης κινδύνου από κάποια χρονική στιγμή και μετά, περιορίζει το εύρος 

εφαρμογών της κατανομής, στις περιπτώσεις που μεγάλες τιμές του t δεν παρουσιάζουν 

ενδιαφέρον.

Η κατανομή Inverse Gaussian
Η κατανομή Inverse Gaussian, προέκυψε από την ανάγκη περιγραφής της κίνησης Brown. 

Όπως και η κατανομή Log-normal, χρησιμοποιείται κυρίως όταν παρατηρείται μεγάλη 

συχνότητα πρόωρων ‘αποτυχιών’.

Η σ.π.π. της κατανομής Inverse Gaussian, δίνεται από τη σχέση:

m e )=
2πν

exp- K t - μ )
2 /Λ

f > 0 ,

όπου θ  = {μ, λ )  e  R+ x R + ενώ οι αντίστοιχες συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου είναι

Ξ(ί;θ) = Φ 1-1
 ̂ Μ)

hit-,θ) = m e )

S(t;e)  ’

_ β2Λ///φ,

t > 0,

- ίτ
t >  0,

όπου Φ είναι η αθροιστική συνάρτηση της τυτακής κανονικής κατανομής.

Η συνάρτηση κινδύνου αυξάνει από το μηδέν μέχρι να πάρει τη μεγίστη τιμή της και στη
2  2συνέχεια φθίνει, τείνοντας ασυμπτωτικά στην τιμή λ (2 μ  )~ . Βεβαίως, για τιμές του λ  

πολύ μεγαλύτερες από εκείνες του μ , είναι ουσιαστικά μη φθίνουσα για κάθε τιμή του t 

(Chhikara και Folks, 1977).

Η μέση τιμή και η διακύμανσή της, είναι αντίστοιχα 

Ε{Τ·,θ) = μ ,

Var{T-e) = ^ ~ .

Η κατανομή Gompertz
Η κατανομή Gompertz, έχει χρησιμοποιηθεί κυρίως στη μοντελοποίηση του χρόνου ζωής 

ενηλίκων, σε μελέτες ασφαλιστικών επιστημών.
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Η σ.π.π. της, δίνεται από τη σχέση:

/ ( ί ;0 )  = λα1 exp{-—γ-— -
logo

t>  0 ,

με θ  = {α,λ), όπου a >1 και λ  > 0 είναι παράμετροι μορφής. Οι αντίστοιχες συναρτήσεις 

επιβίωσης και κινδύνου, είναι 

λ ( α ' ~ 1)Ξ(ί\θ) = exp
logo

t>  0 ,

Η(ί;θ) = λα ',  t>  0 .

Η συνάρτηση κινδύνου είναι αύξουσα συνάρτηση του χρόνου, με ελάχιστη τιμή την

/ϊ(0; <9) = Λ.

Η κατανομή Pareto δεύτερου τύπου

Η κατανομή Pareto δεύτερου τύπου (γνωστή και ως κατανομή του Lomax), έχει 

χρησιμοποιηθεί ως επί το πλείστον, στη μελέτη της βιωσιμότητας επιχειρήσεων.

Η σ.π.π. της, δίνεται από τη σχέση: 

αλΆ ί·,θ ) =
(1 + Λί)α+Ι ’

ί^ Ο ,

με θ = (α,Λ) e  R + x R +, όπου α και λ  είναι παράμετροι μορφής και κλίμακας αντίστοιχα.

Οι συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου της, δίνονται αντίστοιχα από τις σχέσεις:

S(t;0) = -----------, t>  0 ,
(1 + λ ί )α

Κ η θ )  = - ^ ~  0 ,
i + ΑΧ

όπου η τελευταία, είναι φθίνουσα με ή(0;θ) = αλ  και lim h(t; θ) = 0 .
t->QΟ

Οι ροπές r τάξης περί το μηδέν της κατανομής, δίνονται από τη σχέση: 

Γ(1 + γ)Γ(ο - γ)
Ε(Τ ;θ)

Γ(α)
- 1 < γ < ο

και επομένως, η μέση τιμή και η διακύμανσή της, είναι αντίστοιχα 

1Ε(Τ·Θ) =
λ(α  -1 )

α>1,
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VariT-,θ)
a

( α - \ γ ( α - 2 ) λ 2 ’
α >  2 .

Η κατανομή Modified Extreme Value

Η κατανομή Modified Extreme Value, χρησιμοποιείται για την περιγραφή της επιβίωσης 

πληθυσμών που γερνάνε ή φθείρονται με ραγδαίο ρυθμό με την πάροδο του χρόνου.

Η σ.π.π. της Modified Extreme Value κατανομής, είναι

f ( t ; 0 )  = αΛexp{/l/ + α ( l - e /l,)}, t >  0 ,

με θ  = {α, λ )  e  R + x R + , όπου η α είναι παράμετρος μορφής και η λ  παράμετρος κλίμακας 

ενώ η συνάρτηση επιβίωσής της, δίνεται από τη σχέση:

S( t ;6 )  =  exp{a(l - ε Λί)], t >  0.

Η αντίστοιχη συνάρτηση κινδύνου 

h(t; θ )  = α λ  exp(Af), / £ 0 ,

αυξάνει εκθετικά με το χρόνο, με h(Q;9) = α λ  και lim h( t \9 )  = οο.
ί - Χ »

Η Εκθετική-Γεωμετρική κατανομή

Η Εκθετική-Γεωμετρική κατανομή { E G  ), έχει χρησιμοποιηθεί για τη μοντελοποίηση του 

χρόνου μεταξύ διαδοχικών ατυχημάτων σε ανθρακωρυχεία και επίσης, στην περιγραφή του 

χρόνου μεταξύ διαδοχικών δυσλειτουργικών σφαλμάτων, στη λειτουργία συστημάτων 

κλιματισμού αεροπλάνων.

Η σ.π,π. της κατανομής E G , δίνεται από τη σχέση:

/ Μ )  =
λ { \  - d ) e ~ Xt 

(1 - a e - * ) 2 ’
/>ο,

με Θ = ( α , λ )  e  (0,1) x R +, όπου η α είναι παράμετρος μορφής και η λ ,  κλίμακας. 

Οι αντίστοιχες συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου, είναι
-Xt(1 -g )g  

1 - a e - »  *

λ

t Z  0 ,

l - a e ■Xt t t Q .



Εισαγωγή 17

Η συνάρτηση κινδύνου είναι φθίνουσα, με h{0;θ)  = λ(1 -  α)~* και lim h(t;9)  = λ .
/—κο

Η συνάρτηση του μέσου υπολειπόμενου χρόνου ζωής είναι

, i 0 .
αΛ,

Οι ροπές r τάξης περί το μηδέν της κατανομής E G , δίνονται από τη σχέση: 

E(Tr ;0) = Q ^ - Q ( a ; r ) ,
α λ Γ

όπου Q(a;r )  =  ^ a J j ~ r είναι η πολυλογαριθμική συνάρτηση (Erdelyi et al., 1953, σελ. 31).
* > ι

Κατά συνέπεια, η μέση τιμή και η διακύμανσή της, είναι αντίστοιχα

E ( m , z £ z f l M r f i ,
α λ

Var(T;0) =
1 -α
αΑ2

2β(α;2) (1 -α ) log2 (1 -α )
α

Η κατανομή του Hjorth
Η κατανομή του Hjorth (EDB), έχει σ.π.π.

m e )
_  {(1 + λ ί ) β ί  + a}exp(-/?/2 /  2)

α + Λ ) α/Λ+1 ί £ θ ,

με θ  ~ { α , λ , β )  e  i?+ xi?+ χΛ + , όπου Α και β  είναι παράμετροι κλίμακας και a

παράμετρος μορφής.

Οι αντίστοιχες συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου είναι

s m =
exp(-/?t2 /2)

(1 + Α0α/λ
ί £ 0

= +  t >  0 .
Η 1 + Αί

Η συνάρτηση κινδύνου είναι γραμμικά αύξουσα για a = 0 (κατανομή Rayleigh), σταθερή για 

= Λ, = 0 (Εκθετική κατανομή), φθίνουσα για /? = 0 , αύξουσα για β > α λ  και 

κυπελλοειδούς μορφής για 0 < β  < α λ .



18 Κ εοάλαιο 1

Η κατανομή Exponential Power

Η κατανομή Exponential Power είναι από τις λίγες κατανομές ανάλυσης επιβίωσης δύο 

παραμέτρων, που μπορούν να δώσουν κυπελλοειδούς μορφής συνάρτηση κινδύνου.

Η σ.π.π. της, είναι:

= α λ ί α~χ exp(l + Afa - β λχ ) , ί > 0 ,

με Θ = ( α , λ )  e  R + χ R + όπου α και λ  είναι παράμετροι μορφής και κλίμακας αντίστοιχα.

Οι συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου της, είναι

S ( t ; 9 )  = εχρ(1-εΛί ) , t >  0,

h(t;θ)  = α λ ί α~χ exp( λ ί α) , / > 0.

Η συνάρτηση κινδύνου είναι κυπελλοειδούς μορφής για 0 < a  < 1, με ελάχιστη τιμή για 

t =  {(1 -  α) Ι (αλ) )λΙα και αύξουσα για a  > 1.

1.2 Ειδικά μ οντέλα  α νά λυ σ η ς επιβίω σης

Υπάρχουν πολλοί τρόποι διαχείρισης και συνδυασμού των παραπάνω κατανομών, για την 

περιγραφή της επιβίωσης σε πιο σύνθετες καταστάσεις, δύο από τους οποίους οδηγούν στα 

μοντέλα ανταγωνιστικών κινδύνων και ευπάθειας. Τα μοντέλα αυτά, που παρουσιάζονται 

συνοπτικά στη συνέχεια, περιγράφουν αντίστοιχα, το χρόνο ζωής πληθυσμών που είναι 

εκτεθειμένοι σε πολλούς παράγοντες ‘αποτυχίας’ ή είναι ανομοιογενείς ως προς την 

ικανότητα επιβίωσης των μελών τους.

1 .2 .1  Μ ο ν τ έ λ α  α ν τ α γ ω ν ισ τ ικ ώ ν  κ ιν δ ύ ν ω ν

Τα μοντέλα ανταγωνιστικών κινδύνων (competing risks models, Leemis, 1995), 

περιγράφουν το χρόνο ζωής πληθυσμών, εκτεθειμένων σε k  διαφορετικά αίτια ‘αποτυχίας’ 

(κινδύνους), τα οποία λειτουργούν ανταγωνιστικά ως προς το πιο θα επιφέρει ‘αποτυχία’. 

Για παράδειγμα, ένας ασφαλιστής θα μπορούσε να χρησιμοποιήσει τα καρδιακά νοσήματα, 

τον καρκίνο, τα δυστυχήματα και όλα τα άλλα αίτια θανάτου, ως τέσσερις κινδύνους για το 

χρόνο ζωής του ανθρώπου.

Αν 7}, ( /  = ! ,...,£ )  είναι ο χρόνος ζωής που θα παρατηρούνταν αν ο πληθυσμός ήταν
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εκτεθειμένος μόνο στον / οστό κίνδυνο, τότε ο παρατηρούμενος χρόνος ζωής είναι 

Τ = min{ Τ, }*=]. Υποθέτοντας ότι οι τυχαίες μεταβλητές Τ( είναι ανεξάρτητες, με 

συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας, επιβίωσης και κινδύνου S{ και Λ,· αντίστοιχα, 

τότε:
ι ΐζ k

/ γ ( 0 = Σ λ ·(0 Π 5/ ( 0 ,  ^ ο ,
Μ 7=1

j*i

5 ν (0  = Π ^ ( 0 ,  t > 0 ,
ί=ι

!=1

Μια διαφορετική φυσική ερμηνεία των μοντέλων ανταγωνιστικών κινδύνων, μπορεί να 

δοθεί μέσω των σειριακών συστημάτων (series systems) αφού κάθε κίνδυνος μπορεί να 

θεωρηθεί ταυτόσημος με το ενδεχόμενο αποτυχίας μιας από τις συνιστώσες ενός τέτοιου 

συστήματος, στο οποίο επέρχεται αποτυχία όταν ένα οποιοδήποτε εξάρτημά του πάψει να 

λειτουργεί.

1 .2 .2  Μ ο ν τ έ λ α  Ε υ π ά θ ε ια ς

Ένας από τους τρόπους περιγραφής της ανομοιογένειας ενός πληθυσμού σε μελέτες 

ανάλυσης επιβίωσης, είναι μέσω μιας μη αρνητικής τυχαίας μεταβλητής η οποία καλείται 

μεταβλητή ευπάθειας (frailty variable, Vaupel et al., 1979). Η τελευταία δεν παρατηρείται 

και αντιπροσωπεύει παράγοντες κινδύνου μετρήσιμους ή μη, οι οποίοι δε συμπεριλαμβάνο- 

νται στο μοντέλο, αλλά διαφοροποιούν τις πειραματικές μονάδες ως προς την ικανότητα 

επιβίωσής τους.

Σύμφωνα με τη θεωρία ευπάθειας, σε κάθε πειραματική μονάδα αντιστοιχεί ο χρόνος ζωής 

της 7} και η τιμή της μεταβλητής ευπάθειας Ζ(·. Δοθείσης της τιμής Zi = ζ , η συνάρτηση 

κινδύνου της / οσΓής πειραματικής μονάδας σε χρόνο t ,  δίνεται από τη σχέση: 

h{t | ζ) = zh(t | ζ = 1) = zhx ( / ) , t  ^  0 , ζ > 0 ,

όπου η \  περιγράφει την επίδραση του χρόνου στην επιβίωση και είναι κοινή για όλες τις
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πειραματικές μονάδες (Vaupel et al., 1979).

Όταν σε επίπεδο πειραματικών μονάδων, η επίδραση της μεταβλητής της ευπάθειας στην 

επιβίωση περιγράφεται από την τελευταία σχέση, η συνάρτηση επιβίωσης του πληθυσμού 

είναι:
00

S ( t ) = Jexp{ - z H x ( t ) } f { z ) d z  = L { H l ( t ) } ,  t >  0,
0

όπου L ( s )  = £{exp(-.yz)} είναι ο μετασχηματισμός Laplace της κατανομής της ευπάθειας και
00

Η ί (/) = ( t ) d t . Κατά συνέπεια, οι συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας και κινδύνου του 
ο

πληθυσμού, είναι αντίστοιχα 

f ( t )  =  - L ' { H x ( t ) } ,  t >  0,

h(t)  =  -  [log Ζ, {//,(/)}];. t >  0, (1.3)

όπου η παραγοηαση είναι ως προς t .

Εμπειρικές αποδείξεις συνηγορούν υπέρ της άποψης ότι καταλληλότερες κατανομές για 

την περιγραφή της συμπεριφοράς της μεταβλητής της ευπάθειας, είναι οι μονοκόρυφες με 

θετική λοξότητα (Aalen, 1988). Ανάμεσα σε αυτές, η Γάμα είναι ίσως η δημοφιλέστερη, 

κυρίως για λόγους μαθηματικής απλότητας. Αν η κατανομή της ευπάθειας είναι η Γάμα, τότε 

και η δεσμευμένη κατανομή της, δοθείσης επιβίωσης ή δοθέντος ‘θανάτου’ σε χρόνο t είναι 

επίσης η Γάμα, αν και η εν λόγω ιδιότητα δε χαρακτηρίζει με μοναδικό τρόπο τη 

συγκεκριμένη οικογένεια κατανομών. Τέλος, η υπόθεση της γάμα κατανεμημένης ευπάθειας, 

ισοδυναμεί με την παραδοχή ότι η σχετική ανομοιογένεια του πληθυσμού διατηρείται 

σταθερή, εν αντιθέσει με την περίπτωση άλλων επιλογών μοντελοποίησής της -όπως για 

παράδειγμα η κατανομή Inverse Gaussian- που καθιστούν τον πληθυσμό πιο ομοιογενή με 

την πάροδο του χρόνου (Hougaard, 1984).

1 .3  Δ ι δ ι ά σ τ α τ ε ς  κ α τ α ν ο μ έ ς  χ ρ ό ν ω ν  ζ ω ή ς

Δεδομένα χρόνων ζωής στα οποία η μεταβλητή Τ  είναι διδιάστατη, προκύπτουν σε 

διάφορες περιπτώσεις, όπως για παράδειγμα σε συστήματα αποτελούμενα από δύο
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συνιστώσες (π.χ. δικινητήρια αεροπλάνα), σε καταστάσεις όπου κάθε πειραματική μονάδα 

είναι εκτεθειμένη σε δύο τύπους αποτυχίας (σειριακά συστήματα με δύο συνιστώσες), ή στη 

λειτουργία βιολογικών οργάνων (π.χ. μάτια, αυτιά, νεφρά) που εμφανίζονται σε ζεύγη. 

Βεβαίως, οι συνιστώσες της διδιάστατης τυχαίας μεταβλητής μπορεί να αναφέρονται σε 

διαφορετικές πειραματικές μονάδες. Για παράδειγμα, σε μελέτες που αφορούν στην επίδραση 

της κληρονομικότητας στην επιβίωση, αναφέρονται στους χρόνους ζωής γονέα και παιδιού.

Αν Τλ και Τ2 είναι συνεχείς, μη αρνητικές τυχαίες μεταβλητές οι οπαίες παριστούν

χρόνους ζωής, η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητάς τους, δίνεται από τη σχέση:

lim

Δ̂ 2—̂0

P(t{ <Tx < t ^ A t u  t2 < t2 +At2) 
Δ/|Δ?2 2 — 0

ενώ η αντίστοιχη συνάρτηση επιβίωσης είναι
αο οο

S(ti9t2) = Ρ(Ίι — s Γ*2 ^ / 2) ~ J \ f i f \ ^ i ) ^ h ^ 2 >  - 0
h h

και εκφράζει την πιθανότητα οι χρόνοι ζωής της πρώτης και δεύτερης συνιστώσας του 

πληθυσμού να υπερβαίνουν αντίστοιχα τις τιμές tx και t2 ·

Η συνάρτηση κινδύνου διδιάστατης κατανομής χρόνων ζωής, ορίζεται ως

hit t )=  lim f ( / i <tl + *2 <t'1 l^i - h )
1? 2 δ/!->ο AuAt2

Sih-ti)
fi,i2 ^ 0 . (1.4)

Κατά συνέπεια, για μικρές τιμές των Atx,Δ ί2 , η ποσότητα Λ(ί1, ί2)Δί1Δί2 εκφράζει κατά 

προσέγγιση την πιθανότητα ‘θανάτου’ των δύο συνιστωσών στα διαστήματα [ί1? η + Δ^) και

[?2,^ 2 +Δ /2) αντίστοιχα, δοθέντος ότι δεν απέτυχαν προηγουμένως. Εν αντιθέσει με τη 

μονοδιάστατη συνάρτηση κινδύνου, η διδιάστατη δεν προσδιορίζει μονοσήμαντα την 

κατανομή.

Σημαντικό ρόλο σε μελέτες ανάλυσης της επιβίωσης παίζουν οι ακόλουθες συναρτήσεις 

κινδύνου:

h ( t i \ t - ) =  lim
J Δ/-*0 At



22 Κεωάλαιο 1

~ ” δ Γ 1°8 5 (' 1’ί2 ) ’ / = ^ ’ * * J*

h ( t i \ t j )=  lim 
J Δ ί-*0

P i f i i T t K t j + t o i T t * ti9Tj - / , )
At

(1.5)

Uj  -1 ,2 , i & j  9 (1.6)

οι οποίες προσδιορίζουν πλήρως την από κοινού κατανομή των 7} και Τ2 (Lawless, 1982).

Επίσης, αποδεικνόεται ότι η διδιάστατη συνάρτηση ε7ηβίωσης γράφεται στη μορφή: 

S ( t x, t 2 ) =  e x p { - H ( t x, t 2 ) } ,

όπου

t\ *2 /ι 2̂

H<,h,t2)= }h\(h)dh +  J ^ 2 ( i 2 ) ^ 2  -  J  j { ^ i , r 2 ) - A ( i ,  | ί 2 ) Λ ( ί 2  | ί , ) } Λ ι Λ 2
Ο Ο 0 0

και h { και h 2  είναι οι περιθώριες συναρτήσεις κινδύνου που αντιστοιχούν στις κατανομές 

των Τι και Τ2 (Finkelstein, 2003).

To 7no κλασικό μέτρο συσχέτισης των τυχαίων μεταβλητών που περιγράφουν ένα 

διδιάστατο πληθυσμό, είναι ο συντελεστής συσχέτισης του Pearson, ο οποίος ορίζεται ως 

Cov(Tu T2)
Ρ (Ά ,Τ 2) =

{Var(Tx)Var(T2)}1/2  ’
(1.7)

όπου
00 00

Cov(Tx,T2) = Ε{(ΤΧ - Ε Τ χ)(Τ2 - Ε Τ 2)} = J \{S{tx,t2) - S x(tx)S2(t2)}dtxdt2.
ο ο

(1.8)

Άλλα μέτρα ολικής ή τοπικής συσχέτισης δίνονται στον Hougaard (2000).

Μια από τις mo δημοφιλείς διδιάστατες κατανομές ανάλυσης επιβίωσης, είναι η 

διδιάστατη γενίκευση της Εκθετικής κατανομής του Freund (1961), η οποία χρησιμοποιείται 

κυρίως, στην περιγραφή της λειτουργίας συστημάτων με δύο συνιστώσες, τα οποία μπορούν 

να λειτουργούν ακόμα και όταν μια από τις συνιστώσες τους πάψει να λειτουργεί. Η σ.π,π. 

της είναι

αβ 'εχρ{- β ' ί 2 - ( α  + β -  β ' ) ίχ} 

β α 'ε χ ρ{- α'ίχ -  (α + β  -  a')t2}
0 < h  < h
0 <t2 < tx,
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όπου α, α ' , β , β '  > 0. Οι περιθώριες κατανομές των Τλ και Τ2 δίνονται από τις σχέσεις:

για α + β - α '  *  0 ,
^  „ (α -  α')(α +  β ) exp{- (α +  β ) ΐ χ} , α ' β ^ { - α ' ΐ χ)

f { h } ------------------- +  α + β - α '  '

{ β - β')(α  + β ) cxp{ - (α + β) ί2} t α β ’&χρ(-β'ί2) 
JK2) α + β - β '  α + β - β '

για α + β - β '  * 0

και

/ ( ίι)  = (« + « Ά )β χ ρ ( -α 'ί1) ,  για α + β - α ' ^ 0 ,

f ( h ) = (/? + fi'at2)ex f (r f i ' t 2 ) , ym α + β - α '  = 0.

Στην ειδική περίπτωση που α = α' και β  = β ' ,  οι 7} και Τ2 είναι ανεξάρτητες και 

ακολουθούν Εκθετικές κατανομές με παραμέτρους α και β  αντίστοιχα.

Επίσης δημοφιλής στην ανάλυση επιβίωσης, είναι η διδιάστατη Εκθετική κατανομή των 

Marshall και Olkin (1967), με συνάρτηση επιβίωσης 

S(tu t2) =  exp{-aj/i- a 2t2 - α 12 m ax ft,^ )} , tx,t2 > 0 .

Οι περιθώριες κατανομές των 7} και Τ2 είναι Εκθετικές, με παραμέτρους αχ + α12 και 

α2 + & \2 αντίστοιχα.



Κεφάλαιο 2

Η Γενικευμένη Εκθετική-Γεωμετρική Κατανομή

Ένα σημαντικό πρόβλημα στην ανάλυση της επιβίωσης, είναι η επιλογή του κατάλληλου 

παραμετρικού μοντέλου για την περιγραφή του χρόνου ζωής του υπό εξέταση πληθυσμού. 

Μια τέτοια επιλογή, γίνεται είτε με γνώμονα τις φυσικές διεργασίες που οδηγούν στην 

‘αποτυχία’, είτε με κριτήριο την ποιότητα προσαρμογής του εκάστοτε μοντέλου στα 

δεδομένα χρόνων ζωής.

Η μαθηματική περιγραφή της πιθανοθεωρητικής συμπεριφοράς συστημάτων (ή 

οργανισμών) που παρουσιάζουν βελτίωση στη λειτουργία (ή τη βιωσιμότητά τους) με την 

πάροδο του χρόνου, οδήγησε στη διπαραμετρική Εκθετική-Γεωμετρική κατανομή 

(Exponential-Geometric ή EG για συντομία), με φθίνουσα συνάρτηση κινδύνου (Adamidis 

and Loukas, 1998). Η τελευταία ανήκει στην οικογένεια κατανομών των Marsall και Olkin 

(1997), η οποία προτάθηκε ως μέθοδος γενίκευσης κατανομών με προσθήκη παραμέτρου.

Στο κεφάλαιο αυτό, γίνεται μια επέκταση της κατανομής E G , χωρίς την προσθήκη 

επιπλέον παραμέτρων ώστε η προκύπτουσα κατανομή να συμπεριλαμβάνει αύξουσα 

συνάρτηση κινδύνου. Η τελευταία θα αναφέρεται στη συνέχεια, ως η γενικευμένη Εκθετική- 

Γεωμετρική κατανομή (Extended Exponential-Geometric κατανομή ή EEG για συντομία). 

Μελετώνται διάφορες μαθηματικές και στατιστικές ιδιότητές της, όπως οι σχέσεις της με 

άλλες κατανομές, η μονοτονία της σ.π.π. της, οι ροπές της, και οι αντίστοιχες συναρτήσεις 

επιβίωσης, κινδύνου και μέσου υπολειπόμενου χρόνου ζωής. Το πρόβλημα της εκτίμησης 

των παραμέτρων, αντιμετωπίζεται με τη μέθοδο της μεγίστης πιθανοφάνειας και τους πίνακες 

παρατηρούμενης και αναμενόμενης πληροφορίας. Τέλος, παρουσιάζονται χαρακτηρισμοί της



κατανομής, όπως επίσης και συγκριτικά - σε σχέση με τις κατανομές Weibull και Γάμα - 

αποτελέσματα, από την προσαρμογή της σε πραγματικά δεδομένα.

2 6 _______________________________________________________________________ Κεωάλαιο 2

2.1 Η κατανομή
Η σ.π.π. της γενικευμένης Εκθετικής-Γεωμετρικής κατανομής ( E E G ), δίνεται από τη 

σχέση:

βγβ~Ρι

{ι —(1 - r ) e  p,f t> ο, (2.1)

με θ  = ( β , γ )  G i + x i +, όπου οι παράμετροι β  και γ , είναι παράμετροι κλίμακας (scale)

και μορφής (shape) αντίστοιχα. Περιορίζοντας τον παραμετρικό χώρο στο R + x(0,l), 

προκύπτει η κατανομή EG  ως ειδική περίπτωση.

Η αντίστοιχη συνάρτηση κατανομής, είναι

\ - e ~ pt
F i t -,θ) = ί £ 0 . (2.2)

1 — (1 - γ ) β  pt

Αποδεικνύεται ότι για 0<^ < 2 , η σ.π,π. της κατανομής EEG  είναι γνησίως φθίνουσα με 

μέγιστο στο 0, την τιμή β γ ~Χ. Για γ > 2 ,  αυξάνει από την τιμή β γ ~ Χ προς τη μέγιστη τιμή

της β γ { 4 ( γ  - 1)}-1 για t  =  β ~ Χ log(^ -1 ) και στη συνέχεια φθίνει τείνοντας ασυμπτωτικά στο 

μηδέν. Το είδος μονοτονίας της /  διαπιστώνεται εν μέρει από τη συμπεριφορά της 

παραγώγου της, ως προς t :

-  P 2y e ~ P t V +  < y - Y ) e ~P t \

{ l - ( l  - Y ) e - p t \

Για γ > 2 ,  η = 0 έχει μοναδική ρίζα στο [0,») την ί0 = β ~ ι log(7  -1 ) .  Όμως,

_ P Zy e ~ Pt jl + 4(1 -  Y)e~pt  + (1 -  γ ) 2 e~2^  |
/  ( / ,# ) -  ( _α,)4

{ l - ( l - r ) e  Ρ f

και αφού

f \ t - M  = — ^ - < ο ,
J '·'='<> 8(7-1)
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η /  είναι μονοκόρυφη, με μέγιστη τιμή στο t0 αυτή που προαναφέρθηκε. Για 0<γ <2, είναι 

< 0 για κάθε t > 0  και άρα, η /  είναι φθίνουσα συνάρτηση του Λ Στο Σχήμα 2.1 

απεικονίζονται πυκνότητες της κατανομής EEG για επιλεγμένες τιμές των παραμέτρων β  

και γ .

m

Σχήμα 2.1 Πυκνότητες της κατανομής EEG.

2.2. Φυσική ερμηνεία
Οι φυσικές διεργασίες παραγωγής της κατανομής EEG περιγράφονται από τα ακόλουθα 

δύο θεωρήματα.

Θεώρημα 2.1

Έστω ότι η τυχαία μεταβλητή Τ \ Α  ακολουθεί την τροποποιημένη Extreme Value κατανομή 

με σ,π.π.

/ ( i |a ; / ? )  = ay9exp|^i + a ( l - e ^ ) } ,  ί >0,

όπου α , β  e  R +. Αν η τυχαία μεταβλητή Α  ακολουθεί Εκθετική κατανομή με πυκνότητα

f ( a ; r )  = r e ' r a , 0 ,

όπου γ  e R +, τότε η Τ  ακολουθεί την κατανομή EEG .
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Απόδειξη

Από τις υποθέσεις του θεωρήματος, έπεται ότι η από κοινού κατανομή των Τ  και Α  δίνεται 

από τη σχέση:

/ ( . ί , α ; β , γ )  = α β γ  exp{/9/ +  α ( 1 - γ - β β ί ) \ .

Κατά συνέπεια, η περιθώρια κατανομή της Τ  υπολογίζεται από το ολοκλήρωμα

/ ( ί ;θ ) = β γ β βι jaexp{a(l- γ - ε β , ^ άα  
ο

β γ ε βί

\ - γ - ε βί

β γ ε βι

\ - γ - ε βι

β γ ε β(

1 - γ - β βι

Με χρήση του κανόνα του L’Hospital προκύπτει ότι 

lim α β χ ρ |α (1 -χ -β ^ / ))= 0
Q—>°0

και αποδεικνύεται το ζητούμενο.

Κατά συνέπεια, ο χρόνος μέχρι την ‘αποτυχία’ μοντελοποιείται με βάση την κατανομή EEG,  

όταν ο υπό εξέταση πληθυσμός ακολουθεί την τροποποιημένη Extreme Value κατανομή και 

είναι ανομοιογενής ως προς μια συνεχή τιαράμετρο του, η οποία συμπερκρέρεται ως εκθετική 

τυχαία μεταβλητή.

Θεώρημα 2.2

Έστω {7}}^ ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες μεταβλητές με πυκνότητα

/ ( η β )  = ββ~βί, ί>  ο,

όπου β  € R + και Ν  γεωμετρική τυχαία μεταβλητή με συνάρτηση πιθανότητας

f ( n ; p )  =  ( l - p ) p n~ \  π <ξ Ν  

με ρ  € (0,1). Τότε:
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α) η τυχαία μεταβλητή Ζ = min{2}}^ ακολουθεί την κατανομή EEG με χ  = 1 ~ ρ ,  

β) η τυχαία μεταβλητή W = max{ZJ}^ ακολουθεί την κατανομή EEG με γ  = (1 -  ρ )~ι .

Απόδειξη

α) Από τις υποθέσεις του θεωρήματος προκύπτει ότι η δεσμευμένη κατανομή της τυχαίας 

μεταβλητής Ζ | Ν  είναι Εκθετική με παράμετρο η β . Κατά συνέπεια, η από κοινού κατανομή 

των Ζ και Ν  δίνεται από τη σχέση:

/ ( ζ ,  η;β ,ρ )  = ηβ(  1 -  ρ ) ρ η~χε~ηβζ.

Άρα,
%

/ ( ζ ;  β ,  ρ)  = β(1 -  ρ )β 'βζ Σ  η(ρβ~βζ  )Ρ 1
η=1

= β ( 1 - ρ ) β-  η\ο 'Ρ 2
'  αο \

Σ*'
\ η = 0  J

x= p e -βζ

β{\ - ρ ) β- βζ 
(1 - ρ ε - βζβ  '

Συνεπώς, η Ζ ακολουθεί την κατανομή EEG με γ  = 1 -  ρ .

β) Η δεσμευμένη κατανομή της τυχαίας μεταβλητής W  | Ν  δίνεται από τη σχέση:

f ( w  I η ; β )  =  η β β - β ” (\ -  e ~p w ) n-1 .

Κατά συνέπεια, η από κοινού κατανομή των W και JV, είναι

f (w ,n ; f i ,p )  = ηβ(1 -  p ) p n~ie~pw( l - e ~ pw)n~1. 

Άρα,

f ( w ; β ,ρ)  = β ( \  -  p)e~pw Σ η { ρ (  1 -  e~Pw) f  *
η=1

_  τΛν-β™β ( 1 - ρ ) β
οθ
Σ * η

Κη=0 )
χ = ρ (

β(1 - ρ ) - χβ-β "

{ l  + p ( l - p ) - l e~Pwf
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Επομένως, η W ακολουθεί την κατανομή EEG με γ  = (1 -  ρ)  1.

Με βάση το τελευταίο θεώρημα, η φυσική ερμηνεία του προτεινόμενου μοντέλου 

προκύπτει μέσα από τη θεώρηση μιας κατάστασης όπου η ‘αποτυχία’ (π.χ. μιας συσκευής), 

οφείλεται στην παρουσία άγνωστου αριθμού Ν  αρχικών ελαττωμάτων ίδιου τόπου (π.χ. 

κατασκευαστικά σφάλματα εξαρτημάτων από την ίδια παρτίδα παραγωγής). Στα πλαίσια 

αυτά, 7} / = είναι οι χρόνοι ζωής των επιμέρους στοιχείων-εξαρτημάτων που φέρουν

ελάττωμα. Αν τα ελαττώματα ανιχνεύονται μόνο εφόσον προκαλεσουν δυσλειτουργία στο 

‘σύστημα’, οπότε και επιδιορθώνονται πλήρως και κάτω από τις υποθέσεις του θεωρήματος 

για τις κατανομές των 7} και Ν,  η κατανομή του χρόνου ζωής του ‘συστήματος’ είναι εκείνη

της τυχαίας μεταβλητής Ζ . Αξίζει να σημειωθεί ότι η διαδικασία της πλήρους επιδιόρθωσης 

έχει ως αποτέλεσμα το ‘σύστημα’ να γίνεται προοδευτικά ανθεκτικότερο και επομένως η 

διάρκεια ζωής του να περιγράφεται από την κατανομή EEG με φθίνουσα συνάρτηση 

κινδύνου (0 < γ  < 1). Σε όρους μηχανολογίας, η παραπάνω κατάσταση μπορεί να προκόψει 

σε συστήματα των οποίων τα επιμέρους εξαρτήματα έχουν συνδεσμολογία σειράς. 

Αντιθέτως, αν το ‘σύστημα’ αποτυγχάνει τη στιγμή ακριβώς που και το τελευταίο ελάττωμα 

ανιχνεύεται και κάτω από τις υποθέσεις του θεωρήματος, η κατανομή του χρόνου ζωής του 

είναι εκείνη της τυχαίας μεταβλητής W. Σε μια τέτοια περίπτωση ο χρόνος λειτουργεί 

επιβαρυντικά στη διάρκεια ζωής του συστήματος, η οποία κατά συνέπεια περιγράφεται από 

την κατανομή EEG με αύξουσα συνάρτηση κινδύνου ( χ  > 1). Σε όρους μηχανολογίας, μια 

τέτοια κατάσταση προκύπτει σε συστήματα των οποίων τα επί μέρους εξαρτήματα έχουν 

παράλληλη σύνδεση.

2.3 Σχέσεις με άλλες κατανομές
Η κατανομή EEG περιλαμβάνει ως ειδικές περιπτώσεις την Εκθετική κατανομή για γ  = 1 

και την περικομμένη στο R+ Λογιστική κατανομή (logistic( λ ,  μ  ), Johnson et al., 1995), με

λ  -  β ~ λ και μ  = β ~ χ log(γ  -1 ) για γ > \ .  Επίσης, για τιμές της παραμέτρου γ  στο διάστημα 

(0,1), ταυτίζεται με την κατανομή EG, με ρ  = 1 - γ .

Ακόμα, αποδεικνύεται ότι αν Τ  ~ EEG, τότε:
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0  η τυχαία μεταβλητή 7  = jl -  / |  l ( e ^ T -1 ) ακολουθεί κατανομή Pareto τύπου II (γνωστή

και ως κατανομή του Lomax), με παραμέτρους μορφής και κλίμακας 1 και 

αντίστοιχα,

η )  η τυχαία μεταβλητή Ζ  = { l - ( l - y ) e ~ ^ T }~1 ακολουθεί ομοιόμορφη κατανομή
ι

C/(min(l, χ -1), m ax (l,/-1)).

Τα τελευταία αποτελέσματα προκύπτουν χρησιμοποιώντας κάποια από τις μεθόδους αλλαγής 

μεταβλητών.

2 . 4  Ρ ο π έ ς

Οι ροπές r τάξης περί το μηδέν της κατανομής EEG , υπολογίζονται από το ολοκλήρωμα:

r η . ,Λ- β ί
μ ,  = Ε(Ττ ·,θ) =

β{=χ γ  x re~x
= τ τ ί ·

o { l - ( I - r ) e - ' , '}! 

dx

-dt

P r 0 {l -  (1 -  f ) e ~x }’

=  _ r r _ _  \x rd . 
(1 - r W  o

_  - r

~x

(1 - r ) P r 1~(1 -y )e ~ x 

- r

CO Irx
h ■dx

( i - r ) f l r i - 0 - r ) e
-X

—  
d - ^ r

1

i - 0 - r ) e

0 ( 1 - 7 ) ^  0 i - ( i - r >

00 oo oo #·—1 — x

0 ( l - 7 ) ^ o  Pr oJi - d - r y

oo f—1 —rTY r x e  ,
+ — J-----------------dx

-dx

- X
o ->sr o i - ( i - r > -x

-  “ Τ' Xte ~x
P r 1-(1 - Y ) e

GO 00 , . r - \ - xry  r x  e

y k - < \ - r ) e - X
-dx.

Εφαρμόζοντας τον κανόνα του L’Hospital, προκύπτει ότι
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,. x r e χ χ'lim ----------------- ss lim --------

Άρα,

00 rf
(μορφή —) =... = lim —  = 0

00 e'

E (r r ;e ) = - ^ - : j

όπου

eo r—\ —χx  e _ ί& = ΐ ΐ2 1 φ ( ΐ_ η  r i)
Pr ^(.r ) o i —(i  y)e~x Pr

1
- t d t ,Φ ( ζ , * , α ) = —  f

Π »  q 1 -  ze

με a > Ο, ζ< 1  και ί  > 0 είναι η συνάρτηση του Lerch (Lerch’s transcendent function, 

Magnus et al., 1966, σελ. 32). Η τελευταία είναι διαθέσιμη στα κλασικά μαθηματικά- 

στατιστικά λογισμικά όπως Mathematica ή Maple.

Κατ’επέκταση, η μέση τιμή της κατανομής είναι

£ ( r ;0 )  = i > (  1 -* 1 ,1 )
β

00

= - ίη  J

-t
-dt

= — ~—  [ί/flogil -  (1 -  y)e~l }|

_ - / l o g /

P ( \ - r )

ενώ η διακύμανσή της, δίνεται από  τη σχέση:

Var(T;0)
β

2Φ (1-χ, 2,1) γ  log2 γ

( \ - υ Ϋ \

(2.3)

(2.4)

2.5 Συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου
Η πιθανότητα επιβίωσης πέραν του χρόνου ί ,  γνωστή και ως συνάρτηση επιβίωσης, έχει 

τη μορφή:

γ β -fit

1 -(1 -χ )< Γ ^ ' ’
S ( t ;0 ) t k O ,
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ενώ από τη (2.1) και την τελευταία σχέση, η συνάρτηση κινδύνου της κατανομής EEG 

υπολογίζεται ως

= t z o .

Εξετάζοντας το πρόσημο της παραγωγού της h ως προς t

h'it-Θ) =
— Χ\ρ~β*

{i-(l-/)* -" f ’
(2.5)

διαπιστώνεται ότι η συνάρτηση κινδύνου είναι γνησίως φθίνουσα για 0 < / < 1 ,  γνησίως 

αύξουσα για γ  > 1 και σταθερή για γ - \  (Εκθετική). Σε κάθε περίπτωση, ξεκινώντας από

την τιμή βγ~ λ για t  = 0, τείνει στην τιμή β . Στο Σχήμα 2.2 απεικονίζονται συναρτήσεις 

κινδύνου της κατανομής EEG για επιλεγμένες τιμές των παραμέτρων της.

Hi)

Σχήμα 2.2 Συναρτήσεις κινδύνου της κατανομής EEG.

2.6 Μέσος υπολειπόμενος χρόνος ζωής
Δοθείσης της επιβίωσης μέχρι τη χρονική στιγμή ί, ο μέσος υπολειπόμενος χρόνος ζωής 

για την κατανομή EEG υπολογίζεται ως εξής:
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Υ
β{\ - r ) S ( f ,e )  t

_ -  γ  logjl -  (1 -  r)e~^‘ [ 
fi< X -r)S (r,ff)

„βι

J< /[log{l-(l-p)e β ί\

{ l - ( l - y ) e  ^ } lo g { l- ( l -^ )e  β* \
β ( \~ Υ )

Η τελευταία συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα για 0 < γ  < 1, γνησίως φθίνουσα για γ > \  

και σταθερή για γ  = 1 (Εκθετική κατανομή) αφού όταν η συνάρτηση κινδύνου είναι γνησίως 

μονότονη, η συνάρτηση του μέσου υπολευιό μενού χρόνου ζωής παρουσιάζει το αντίθετο 

είδος μονοτονίας ενώ είναι ανεξάρτητη του χρόνου στην περίπτωση της Εκθετικής 

κατανομής. Η τιμή της τη(ί\Θ) στο μηδέν, ταυτίζεται με εκείνη του μέσου χρόνου ζωής ενώ η

οριακή τιμή της για t -> οο είναι β ~ χ και αποκτάται εφαρμόζοντας τον κανόνα του 

L’Hospital σύμφωνα με την ακόλουθη διαδικασία:

lim ept log il-  (1 - γ)β~βί }= lim lQg^ ~ (1~ r)g β  ̂= lim — = γ -1 .
/->00  1 } t—xn e-P* f - * o  1 _  (1 _  Y)e~pt

Άρα,
—β {

lim - lim - ———— ------lim ββί logil -  (1 -  y)e~^‘}= — .
- --  β ( γ - \ )  t-*a> βt->O0 f-KO

Από το είδος μονοτονίας της συνάρτησης τη(ί;θ) και την τιμή της στο μηδέν, έπεται ότι για 

0 < γ  <1, ο μέσος υπολειπόμενος χρόνος ζωής υπερβαίνει το μέσο χρόνο ζωής για κάθε / 

ενώ υπολείπεται του δευτέρου για γ >  1. Τέλος, για γ  = 1 οι δύο αναμενόμενοι χρόνοι ζωής

ταυτίζονται, λαμβάνοντας την τιμή β ~ι .

2.7 Συμπερασματολογία

2.7.1 Εκτιμητική με τη μέθοδο της μεγίστης πιθανοφάνειας
Για τυχαίο δείγμα μεγέθους η, y obs =(/,·;/ = 1,...,«) από την (2.1), η συνάρτηση 

πιθανοφάνειας και ο λογάριθμός της, δίνονται αντίστοιχα από τις σχέσεις:

1
L = L(0-,yobs) = (βχ )η β χ ρ ( -^ Σ '« )Π 7

Μ ,=ι
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ί  = Z{0\yobs) = logI  = n \o g ( p y )  -  β ^  - 2£log{l -  (1 - y ) e  pu }.
i~\ /=' 1

Θέτοντας τις μερικές παραγώγους dl  / det i = 1,2 ίσες με το μηδέν, προκύπτουν οι εξισώσεις 

μεγίστης πιθανοφάνειας

W 0’
(2 .6)dP  β  μ ' μ 1-(1  - y ) e  βίί

1δί  ζ η(\ + γ)  2j , ____________
dy r  & ι ~ ( ΐ - γ ) β - ^

=  0.

Είναι προφανές ότι για την επίλυση του συστήματος των παραπάνω μη γραμμικών ως προς 

τις παραμέτρους εξισώσεων, θα πρέπει να χρησιμοποιηθεί κάποια από τις μεθόδους 

αριθμητικής ανάλυσης όπως για παράδειγμα η μέθοδος Newton-Raphson ή η μέθοδος 

scoring.

2 .7 .2  Η  μ έ θ ο δ ο ς  Ε Μ

Στα πλαίσια των αριθμητικών μεθόδων με δεδομένη σύγκλιση που αναπτύχθηκαν για τη 

διαχείριση στατιστικών προβλημάτων, οι Adamidis και Loukas (1998) προτείνουν έναν ΕΜ 

αλγόριθμο (Dempster et al., 1977) για την εκτίμηση του θ  όταν γ  e  (0,1). Δυστυχώς, για 

γ  > 1, είναι δύσκολο να κατασκευάσει κανείς το υποθετικό δείγμα προκειμένου να 

εφαρμόσει τη μέθοδο, αποφεύγοντας την εύρεση μεγίστου στο βήμα μεγιστοποίησης 

(maximization step ή M-step) σε κάθε κλήση της μεθόδου. Εντούτοις, όπως φαίνεται στη 

συνέχεια η μέθοδος ΕΜ εξακολουθεί να είναι ανταγωνιστική.

Η εφαρμογή της μεθόδου διευκολύνεται κάτω από τη θεώρηση ότι το ‘πλήρες5 δείγμα 

αποτελείται από τις παρατηρούμενες τιμές της τυχαίας μεταβλητής Τ  και τις τιμές μιας μη 

παρατηρούμενης τυχαίας μεταβλητής A , με από κοινού κατανομή:

f i t ,  α; θ )  = a p y e p t + a ^ r ~ e P t  \  ί , α >  0 ,

όπου Αν t c =£(Θ;Υ0) είναι ο λογάριθμος της πιθανοφάνειας των υποθετικών

δεδομένων Yc = (T^A yJ  =  1,...,«) με την παραπάνω πυκνότητα, δοθείσης μιας τιμής του 0 , 

#θ) _  (y j(0^(0 j ? το βήμα αναμενόμενης τιμής (expectation step ή E-step) μιας κλήσης της 

μεθόδου ΕΜ, απαιτεί τον υπολογισμό
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£ ( / ^ « » ι 08( / ^ ) + / ? Σ ί ί + α - / ) Σ ^ ) - Σ β Λ ^ ) .  (2·7)
Μ ι=1 ι=1

όπου οι αναμενόμενες τιμές είναι υπό συνθήκη δοθέντων των παρατηρούμενων τιμών

/ = 1,..., υι και μιας τιμής της παραμέτρου θ , . Αποδεικνόεται ότι δεσμευμένη κατανομή

της τυχαίας μεταβλητής A \ Τ , έχει πυκνότητα

/ ( α \ ί ; θ )  =  α{ββί  + ( l - r ) } V (,_^ ' ) , α ^ Ο ,

όπου ί , β , γ  & R + και κατά συνέπεια, η αναμενόμενη τιμή της, είναι

Ε(Α\Τ;Θ) =
2ε~βι

\ - ( \ - γ ) ε ~ βι '

Στο βήμα μεγιστοποίησης, η ποσότητα στη σχέση (2.7) μεγιστοποιείται ως προς θ 9 

αντιμετωπίζοντας τις δεσμευμένες αναμενόμενες τιμές ως δεδομένα και τελικά, μια κλήση 

της μεθόδου ΕΜ ορίζεται από τις σχέσεις:

η
β - W

η η

- Σ ' . · + 2 Σ
ι=1 /=1

η e - M

(2.8)

Το θεώρημα που ακολουθεί εγγυάται την ύπαρξη και την μοναδικότητα της λύσης σε κάθε 

κλήση της μεθόδου και αφορά την περίπτωση που χ > 1 .  Ανάλογα αποτελέσματα για την 

περίπτωση γ  e  (0,1), δίνονται από τους Adamidis και Loukas (1998).

Θεώρημα 2.3

Έστω %{β\ γ )  η πρώτη από τις εξισώσεις μέγιστης πιθανοφάνειας στο σύστημα (2.6) και

η
t =  «-1Σ  */ · Τότε, δοθείσης της τιμής του γ  στο διάστημα (1, οο ), η εξίσωση g( β \  γ  )=0 έχει

ι=1

μοναδική λύση στο διάστημα (1/Τ,οο).

Απόδειξη

Για γ  > 1, είναι
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η

β —κο
lim g(/?;/ )  = -£>,· < 0 ,

β-^Ut
lim _g(p;y)  = 2£>,· [l -  {1 -  (1 -  r)exp(-r,· It  )}_1 ]> 0 .

Αρα, η εξίσωση g (β \  y ) -0  έχει μια τουλάχιστον λύση στο διάστημα ( \ / t ,co)  και αφού

η λύση είναι μοναδική.

Επίσης, μπορεί να αποδειχθεί ότι για γ  e  (1,2) η ρίζα της εξίσωσης g(/?; /)= 0 , βρίσκεται

θεωρήματος 4.1 των Adamidis και Loukas (1998), για γ  e  (0,1).

Η ταχύτητα σύγκλισης του προτεινόμενου ΕΜ αλγόριθμου διερευνήθηκε με 

προσομοίωση. Χρησιμοποιώντας το Θεώρημα 2.2 και ρουτίνες της NAG (1991) για τη 

γέννηση τυχαίων αριθμών από την ομοιόμορφη κατανομή, παράχθηκαν 200 τυχαία δείγματα 

μεγέθους 200 από την κατανομή EEG για καθένα από εννέα ζεύγη τιμών ( β , γ ) . Για κάθε 

δείγμα υπολογίστηκαν οι τιμές των εκτιμητών από τις σχέσεις (2.8), χρησιμοποιώντας ως 

αρχικές τιμές τους εκτιμητές που λαμβάνονται με τη μέθοδο των ροπών. Δεν τέθηκε 

περιορισμός όσον αφορά στο μέγιστο αριθμό κλήσεων της μεθόδου ενώ θεωρήθηκε ότι η 

σύγκλιση επιτεύχθηκε όταν η απόλυτη τιμή της διαφοράς μεταξύ διαδοχικών εκτιμητών ήταν

μικρότερη του 10~5. Τα αποτελέσματα από τα 1800 τυχαία δείγματα παρουσιάζονται στον 

Πίνακα 2.1, στον οποίο δίνονται οι μέσες τιμές (αν(θ))  και οι τυπικές αποκλίσεις ( se{6) ) 

των 200 εκτιμητών και επίσης, ο μέσος αριθμός κλήσεων της μεθόδου EM (av(t) ) και η 

τυπική απόκλισή του (se{t)).

Αξίζει να σημειωθεί ότι η σύγκλιση επιτεύχθηκε ακόμα και στις περιπτώσεις που οι 

αρχικές τιμές που χρησιμοποιήθηκαν απείχαν σημαντικά από τις πραγματικές τιμές των 

παραμέτρων, γεγονός που ενισχύει την αξία της μεθόδου ΕΜ. Επίσης, για το εύρος τιμών των 

παραμέτρων που εξετάστηκε και αναφορικά με την ταχύτητα σύγκλισης της μεθόδου, 

φαίνεται ότι καθώς οι τιμές των β  και γ  αυξάνουν, τόσο ο μέσος αριθμός των

Μ Ρ ΐ ϊ ϊ  = - ηβ - 2 + 2(1 -  γ ) Σ  t}e~pt' {l -  (1 -  y)e~0ti }~2 < 0 ,
3β

στο διάστημα απόδειξη είναι ανάλογη εκείνης του



38 Κεωάλαιο 2

θ  = {β,Υ) αν(θ) se(§) av(t) se(t)

(0.5,0.25) (0.536,0.278) (0.136, 0.090 171.76 56.38

(1,0.5) (1.051,0.541) 0.192, 0.144) 151.98 40.58

(1.5, 1) (1.548,1.070) (0.208, 0.245) 138.80 34.25

(2, 1.5) (2.028,1.570) (0.233, 0.340) 144.23 29.08

2.5, 2) (2.559,2.126) (0.284,0.486) 149.13 28.83

(3, 2.5) (3.046, 2.616) (0.315, 0.554) 157.23 27.23

(3.5, 3) (3.528, 3.126) (0.376, 0.796) 163.57 27.99

(4, 3.5) (4.036, 3.622) (0.385, 0.864) 163.49 31.54

(5, 4) (5.007, 4.082) (0.478, 0.994) 168.71 34.13

Πίνακας 2.1 Μέσες τιμές και τυπικές αποκλίσεις των εκτιμητών και του αριθμού κλήσεων της μεθόδου ΕΜ, από 

τυχαία δείγματα μεγέθους 200 από την κατανομή EEG.

απαιτούμενων κλήσεων / όσο και η διασπορά στις τιμές του, αρχικά μειώνονται και στη 

συνέχεια αυξάνουν. Η τάση αύξησης παρουσιάζεται καθώς τα β  και γ  ξεπερνούν 

αντίστοιχα τις τιμές 1.5 και 1 στην πρώτη περίπτωση και 3 και 2.5 στη δεύτερη. Επιπλέον, ο 

αριθμός των απαιτούμενων κλήσεων t , δε φαίνεται απαγορευτικός ως προς τη χρήση της 

μεθόδου ΕΜ. Βεβαίως, μπορούν να χρησιμοποιηθούν διάφορες τεχνικές επιτάχυνσής της, 

ενδεχομένως εις βάρος της απλότητας, της σταθερότητας και της ευκολίας προγραμματισμού 

της.

2.7.3 Ασυμπτωτική κατανομή των εκτιμητών μεγίστης πιθανοφάνειας

Σύμφωνα με την ασυμπτωτική θεωρία κανονικότητας, η κατανομή των εκτιμητών

μέγιστης πιθανοφάνειας θ , είναι κατά προσέγγιση η διδιάστατη κανονική με μέση τιμή θ  

και πίνακα διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων τον αντίστροφο του πίνακα αναμενόμενης 

πληροφορίας J{6)  = Ε ( Ι ; Θ ) .  Στην τελευταία σχέση, / =  Ι ( θ \ y obs) είναι ο συμμετρικός, 

δεύτερης τάξης πίνακας παρατηρούμενης πληροφορίας ενώ η αναμενόμενη τιμή λαμβάνεται 

ως προς την κατανομή της τυχαίας μεταβλητής Τ . Τα στοιχεία του πίνακα Ι ( θ ;  y obs) ,

= - d 2£ / Β θβ θ j  i, j  = 1,2, δίνονται αναλυτικά από τις σχέσεις:
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β  ί=ι ( ΐ - ( Ι - χ ) β  Ρ’>'}

h i  -
η  η

~ τ ~ 2Σ τ -  λ )2 ’
Ύ ί=ι 11 -  (1 -  y)e~P‘' }

(2.9)

η t
h i = h x = - 2 Z

* = l { l - ( l - r ) e " A f
Το πρόβλημα υπολογισμού του πίνακα αναμενόμενης πληροφορίας για 0 < y  < 1, 

αντιμετωπίζεται από τους Adamidis και Loukas (1998). Οι λεπτομέρειες της διαχείρισης του 

αντίστοιχου προβλήματος για γ > \ ,  παρουσιάζονται στο ακόλουθο θεώρημα.

Θεώρημα 2.4

Για τυχαίο δείγμα μεγέθους η από την (2.1) και για γ > \ ,  τα στοιχεία του συμμετρικού 

δεύτερης τάξης πίνακα αναμενόμενης πληροφορίας ·/(#), δίνονται από τις σχέσεις:

h i  =
η

3/? (1 -7 )
1 - 7

γπ (
+ 2j£

Λ
- , 2

ν7 .
- 7  l o g 2 ( 7 - 1 ) +  7  lo g 2

h i  ~
η

3 r

J\2 — •J'yt —21
n ( y - l ~ r 2 log7) 

3/?7(7-l)2
CO

όπου Q(p; r)  = £  p li~r p  e  (0,1) είναι η πολυλογαριθμικη συνάρτηση (Erdelyi et al., 1953,
*4

σελ.31).

Απόδειξη

Αφού J tj  = E(Ijj) / ,7=1,2,  είναι προφανές ότι για τον υπολογισμό του πίνακα J{6) 

απαιτείται ο υπολογισμός των αναμενόμενων τιμών

Ε
T se ' rfiT

9
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γεγονός ότι αν T - E E G ,  για γ > 1  η τυχαία μεταβλητή Ζ = | l  -  (1 -  γ)β~^τ  j-1 ακολουθεί

ομοιόμορφη κατανομή με παραμέτρους γ ~ ι και 1, δηλαδή Ζ ~  ϋ ( γ ~ λ, 1). Κατά συνέπεια, οι 

ροπές πρώτης και δεύτερης τάξης περί το μηδέν της Ζ, είναι αντίστοιχα 

γ  +  1
Ε ( Ζ ; χ )  =

Ε ( Ζ  , γ )  =

2 γ

_  γ 2  + γ  +  1

3γ

Για ( s , r )  = (0,2) η αντίστοιχη αναμενόμενη τιμή υπολογίζεται ως

e - W

[ ι - ( ΐ - γ ) β-βτ)

Για ( s , r )  = (1,1), η ζητούμενη αναμενόμενη τιμή προκύπτει σύμφωνα με την ακόλουθη

Ε =  — 1̂ e [ z - 1 ) 2}=— ^ E ( Z 2 - 2 Z  + 1) = - ^ .  

( 1 - γ ) 2  ( 1 - γ ) 2  3 γ 2

διαδικασία:

τ&- β τ

\ ΐ - ( 1 - γ ) β ~ β τ ^

1

β ( \ - ν )

β ( τ -
J ζ ( ζ - 1 )  log·

z -1
ζ ( 1 - γ )

Ζ ( Ζ -  l)log·

*dz

Ζ -1

Z(1 - r )

flog·
ζ - 1

β ( γ - 1) r-i U ( i - r )

(  3 2 ^
Ζ  Ζ

/

/ H r -1) τ - fp f e - J
γ 1 P

f z 3 z 2 ]

l 3 2 j z ( z - l ) "

Α χ - 1 )

β(Υ ~  1)

^ ζ 3 ζ 2 ^

_3 2
Ζ  ζ

log·
ζ - 1

z ( l - r )

1 f  3

- ί
γ  1 r 1

ζ '  ζ  ζ _
2 ^ ι

“ « 0 - r ) J . - i  s i  e  i r - i

z ( z - l )
Jz
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(  3 2  ^ζ ζ
log·

ζ - 1

ζ(1 - Υ )
1 1 V . 1 f dz

6 i  6 i t z - 1

r
A r - i ) ·

^  3 2 AZ Z
log-

z -1

<1 - r )

Z+ -  
-i 6

+
lo g (l-z )

-i 6

β ( ϊ - Ι )

^ _ z i + l 
3 2 6

\ ( χ3
l o g ( l - z ) -

)
i o g { z ( r - i ) } - ^ - + 7o o

-1

Εφαρμόζοντας τον κανόνα του L’Hospital, αποδεικνύεται ότι η οριακή τιμή της συνάρτησης
I _ ι ^ ^  ι λ  1 1

log(l -  ζ) \3 z -  2 ζ + 6 J για ζ -» 1 , ισούται με το μηδέν αφού

.. ζ 3 ζ 2 ΐ 'l im ---------- + —
3 2 6 J

~  lim 
1

log(l ~ ζ )  = lim-----— -  (μορφή — )
ζ-> 1 Ζ' 3 2  * λ  1 οοΖ->1 f  ~ 3 «r2 ΛΖ  Ζ  1

, Τ - Τ + 5 ,

(1 -ζ ) -1

~ ( ζ 2 ~ζ) ' ζ 3 ζ2 μ  
, 3 ~ 2 + 6 ,

-2

= lim

/  3 2  τζ ζ 1
Τ “Τ +6

ζ^ι - ζ 3 + 2ζ2 - ζ
(μορφή | | )

= lim
Ζ - >  1

(  3 2  ι >ζ ζ 1
νΤ ' Τ +6 (ζ2 - ζ )

3ζ2 + 4ζ -1
(μορφή

2(ζ2 -  ζ )2 + 2

= lim
γ->1

^ 3 2  - ΛΖ Ζ 1----------- f—
3 2 6

(2ζ -1)

— 6ζ + 4
= 0 .

Έτσι, 

Ε

1

1£

I

Υ ~  l°g(X — 1) —
Ο

[ 1 1 . \ log γ - 1
{ ΐ - ( 1 - χ ) β  ^Γ }2 _ β { γ - \ γ 1 3 /3 2γ 2 ' 6) 1 Υ )
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(_ } _  J j log( y - 1 Ί 1
+ 0

1
2r 2 J l  r  J ό;' 6^

y 2 logy + l - f  
6 β γ ( γ - 1 ) 2

Στη συνέχεια, παρουσιάζονται τα βήματα υπολογισμού της αναμενόμενης τιμής που 

προκύπτει για (s ,r ) = (2,1).

τ \ - β τ

{ \ - ( } - γ ) β  β τ )

1

β  0·~Υ) Z ( Z - 1 ) t o 6 2 f e

- Υ
β \ γ - 1)2 Χ-1

J z (z - l ) lo g
z - 1

-Τ'
β 2( γ - 1)2

f  log
z - 1

z ( l - r )

^ 3 2 ^Ζ Ζ

1  2

- Υ
β 2{ γ - \ γ , 3  " 2

log'
ζ -1

*( ΐ - r )

Ί 1 1

t - 2i 3 2
1

z ( z - l )
log( Ζ 1

U ( i - r )
>dz
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ζλ I ζ — 1 = —log2 [z(l-y)

z-1

- -  fd z - -  f—  dz
2 i  2 i z - 1

= 4 -lo g
2 U ( l - / )

z
.-i ~ 2

log(l-z)
-l 2 -1

Επίσης,

jd{z + log(l-z)}

= {z + log(l -  z)}log>

= {z + log(l-z)}log·

= {z + log(l-z)}log-

= {z + log(l -  z)}log-

= {z + log(l-z)}log-

z-1
ζ(ΐ~γ)

z-1
z(l-y)

z-1
z(l-/)

z-1
z(l-x)

z-1
z(l-y)

z-1

_ V (z+iogq-z)} 
I z ( z - 1)r r

' .  J _ u _  y l a s t s *
-I A Z ~ l -l z(z  -1 )r r

i
-  log(l -  z)|̂ _i -  Jlog(l-z)

-log(l-z)|‘ i -  J l- ĝ - Z)dz+ J
-i ' U z-1

(  1 l \ ,
u - i  z )

log(l-z) dz

i n vil log2(l-z) -log(l-z)| i --- ^ --- -

= {z + loga -  z)}log|-i-L|  ̂ -  logo -  Φ  -  i2s!fc£)

= {z + log(l-z)}log< z-1
z(l-x)

όπου Q είναι η πολυλογαριθμική συνάρτηση. 

Άρα,

-ΐο8(ΐ-,)|> - ί? Ι ^ £ )

1 οο J

-  \ ~ Σ ^

00 V

§ Α . - >

-ι 6 \ y  )

{ i _ (1_ r)e - ^ j 2 J ^ V - i )
- r

Ο  2  ̂z z
3 2

log' z-1
z(l-/) - —log]- -  — 

3 Ίζ(1  -γ)
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+ f + i ( ^ t o g O - z ) ) l o g [ - ^ } - log2(l - ζ ) π 1 1+ τ<218 3 λ * '

Κατά συνέπεια, το πρόβλημα υπολογισμού της ζητούμενης αναμενόμενης τιμής, ανάγεται 

ουσιαστικά στον υπολογισμό της οριακής τιμής για z -> 1, της παράστασης A :

2 1 Ζ - 1Α =
( _3 J 2 \

ζ  ζ ζ - 1  

ζ(1 - 7 )

log2( l - z )
6

f  3 _2
y - γ  |[l°g2 0 ~ ζ) ~ 2 log(l -  ζ) log{zO - 1)}+log2 {z(y - 1)}]

f 2 ^z z
3 3J  /

2

l o  [ g - l  ] , g , log2( l - z )  log(l- z)log{z(/-1)} log2( l - z )
81 z ( l - r ) J  3 3 3 6

^ z 3 z z + 1
J - " T + 6y

log2( l - z )  + f  2z3 2 P------ + z ----

(  _3 2z z Iog2{z0'-1)}+
z' 2 \  z z

3 3

lo g (l-z ) lo g {z ( /- l)}  

f  2 \
log(l -  z) - z z

? " T
lo g {z (> -l)}+ - .

Η χρήση του κανόνα του L’Hospital για την άρση των απροσδιοριστιών της παράστασης A , 

οδηγεί στα ακόλουθα αποτελέσματα:

1. lim
ζ—>1

ν _ ζ ^ + ι Λ
v 3 _ 2 + 6y

log2( l - z )  = lim
Γ-> 1

r £ i _ £ i _ i i + i A
v 3 - 3 _ 6 + 6 y

log2 (1 -  z)

= — lim ζ 2 (z -1 ) log2 (1 -  z) + —lim(l -  z2) log2 (1 -  z) 
3 z->i 6 z->i

q i i m  !°e (1- zU l l i m J g S y a  (μορφίς” )
3z->lz 2(z - l)  1 6z->l (1 -z2) 1 00

-  1 lim ~ 2(1 ~ Z)~‘ l0g(1 ~ Z) i 1 lim ~ 2(1 ~ z)~‘ log(1 ~  z) 
3 r - » i - (3 z 2 - 2 z ) z _4( z - 1)-2  6z-> i 2 z ( l - z 2 ) -2

= —lim
lo g (l-z )

- - l i m
lo g (l-z ) 00

3 z->i (3z _  2)z-3 (1 -  z)_1 6 z->i Z( i  _  Z)- ·  ( i  +  z ) -2 ( μορφές —)
00
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2. lim

3. lim 
2~>1

- l im
(1 -2 ) -1

3 ζ->1 \ i z 3 (1 -  ζ) -  (3ζ  -  2)(3ζ2 - 4 ζ 3)} ζ “6(1 -  ζ)

—lim - α - ζ )

6 Ẑ 1 {(1 -  ζ){  1 + ζ ) 2 -  ζ ( - 3 ζ 2 - 2 ζ  + 1)} (1 -  ζ )~2 (1 + ζ) -4

1  lim_______ £!(1Ζ Ι)_______ + —lim -  * *  + *
3 ζ-ϊΐ  3ζ(1 -  ζ) -  (3ζ -  2)(3 -  4ζ) 6 ζ->ι (1 -  Ζ)(1 + ζ)2 _ ζ( -3 ζ 2 -  2ζ +1)

- 2 . ° + Ι . °  =  ο .
3 1 6  4

2ζ3 '  2 1 Λ-----+ ζ ι  —
3 3 j

log(l- ζ )  -  lim
ζ-»1

r  2ζ 3 2ζ2 ζ 2 1λ------- 1--------1---------
ν 3 3 3 3 ;

log(l -  ζ)

\  lim ζ 2 (1 -  ζ) log(l -  ζ) -  - lim (l -  ζ2 ) log(l -  ζ)
3 *-»ι 3 ζ-»ι

2 lo g (l-z )  1 lo g (l-z )  , οο
— hm —  --------- -------lim------- -—-  (μ ορφ ές—)
3 ζ->ι ζ -2(ΐ _ ζ)-ι 3 *->ι (1 _ z 2y l ~  7

- ( 1 - ζ Γ 1 - ‘ lim

00

-1
h i m
3 ζ -> ΐ- (2 ζ -3 ζ 2)ζ 4(1 — ζ )  2  3 ζ - > ι 2Ζ( 1 - ζ 2) 2

■3η  "  'ι2

Ζ

2 , t a £ l f l r ^ + I l t a f i± £ ) ! 0 z £ )
3 ζ->ι 2 — 3ζ 6 ζ~>ΐ

2 °  I 0 Λ—  -----1— · — = 0.
3 - I  6 I

f 2 \
ζ  ζ

log(l -  ζ) = i  lim z(l -  ζ) log(l -  ζ) 
3 ζ—>ι

l , .  lo g ( l-z )  ,  , 0 0 s
— h r  ( μ°ρφη —)3 ζ->1 2  ^ Ι - ζ )  1 co

- l im  
3 ζ-»1 _ π _

— ( Ι - ζ ) -1

(1 -2 ζ )ζ  (1 -ζ ) -2

3 ζ->ι 1 — 2ζ

1 Ο
3 -1

= 0 .
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Άρα,

l im A  =  " l o g 20 - l )  + i  
*-*ι 6 3

ενώ επίσης,

Α\ -ι = - —log2lz=r g 6 v r
 ̂ Υ )

Τελικά,

2 - β ΤT*e

{ l_ ( l  - γ ) β ' β Τ } \  

- Υ
3 β 2( γ - 1 ) 2

3γ

- Υ

β 2( Τ - \ ) 2
lim A  —A
ζ - > 1

*

-  77 log2 (Υ ~  1) + 1 + ̂ -log2 Γ . - ΐ Ί

<5

%
* 

' 1
-1I ί ι  Λ \  

-> 22 2 1 υ ) γ  6 ΚΥ JJ

Αξνοποιώντας τα παραγόμενα αποτελέσματα στον υπολογισμό των αναμενόμενων τιμών των 

Iy  i, y' = l,2  των σχέσεων (2.9), προκύπτουν τα στοιχεία του πίνακα αναμενόμενης

πληροφορίας.

J U = E
η η Τ?ε~βΤί
^ - 2 ( i - r ) Z r - —̂ --------κ

η 2 η γ

β 2 3 β 2 ( 1 - χ )
- ^ - log2( y - l )  + l +

Μ

η

3/?2(1 - Υ )
1 -  γ - y \ o g 2(y -1 ) + / lo g 2(l ~ )  +  2γ

Μ4)-Κ*<Μ)
Φ ) Ι

^22 "  &
■2βΤ,

4 -2Σ7-  „ Ρ /ϊ
3 / 2 *

J\2 - 2 Σ

1------

>Em
*i1 n(-y2lo g y - l  + y)

{ l - ( l  - Y ) e - f i T̂ _ 3 β γ ( γ - \γ

Εκτιμητές του ασυμπτωτικού πίνακα διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων μπορούν να 

προκόψουν αντιστρέφοντας τους πίνακες J(&)  ή l ( f i \ y obs) και υπολογίζοντας την τιμή τους
A

στο θ  = θ .
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2.8 Χαρακτηρισμοί
Στα ακόλουθα δύο θεωρήματα παρουσιάζονται χαρακτηρισμοί της κατανομής EEG για 

γ  φ 1. Αποδεικνύεται ότι ο μέσος υπολειπόμενος χρόνος ζωής χαρακτηρίζει την κατανομή 

και επίσης, ότι στην οικογένεια των μοντέλων ανάλυσης επιβίωσης με πεπερασμένη τιμή 

συνάρτησης κινδύνου στο μηδέν, η πυκνότητα της κατανομής EEG είναι ανάλογη του 

στιγμιαίου ρυθμού μεταβολής της συνάρτησης κινδύνου.

Θεώρημα 2.5

Η μη αρνητική τυχαία μεταβλητή Τ  ακολουθεί την κατανομή EEG αν και μόνο αν ο μέσος 

υπολειπόμενος χρόνος ζωής της, δίνεται από τη σχέση:

Απόδειξη

Το ευθύ έχει αποδειχθεί στην ενότητα 2.6. Για την απόδειξη του αντίστροφου, από τη (2.10), 

προκύπτει η σχέση:

ί > 0 . (2.10)

00

ή η ισοδύναμή της

οο [log[- log{l -  (1 -  γ )ε  β ί}]] γ ια  γ  € (0,1) 

°g[log{l -  (1 -  γ)ε~βι |]] γ ια  γ  >1.
(2.11)

Για γ  > 1, απάτη (2.11) έπεταιότι

Παραγωγίζοντας την τελευταία σχέση ως προς t, η συνάρτηση επιβίωσης γράφεται στη 

μορφή:
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5(/) =
- ο 2β{\-γ)β~ β(

\-{ \-Y )e ~ pt

ενώ η τιμή της σταθεράς c2 υπολογίζεται από τη συνθήκη 5(0) = 1, ως - γ { β (  \-γ)}~ Χ και 

αποδεικνύεται το ζητούμενο. Όμοια αποκτάται η συνάρτηση επιβίωσης της κατανομής EEG 

για 0 <γ  <1.

Θεώρημα 2.6
Η μη αρνητική τυχαία μεταβλητή Τ  με πυκνότητα f ( t ) και συνάρτηση κατανομής F ( t ) ,  

ακολουθεί την κατανομή EEG αν και μόνο αν

m  =  c f ( t ) 9 (2.12)

όπου c e R ,  h(0) < οο και h \ t )  είναι η παράγωγος της συνάρτησης κινδύνου στο / .  

Απόδειξη

Από τη σχέση (2.5) αποδεικνύεται το ευθύ για ο =  β ( χ - ΐ ) γ ~ ι . Για την απόδειξη του 

αντίστροφου, ξεκινώντας από τη σχέση (2.12) προκύπτουν τα ακόλουθα:

t
h ' ( t )  = c/(0 ο  \ h ' ( t ) d t  = c F { t )  o  h { t )  -  h { 0) = c F ( t )

0

<=> =  c F { t ) { \  - F(0}+/*(0){1 - F i t ) }

»  -{1 - F i t ) } '  = -c{ 1 - F i t )  -1}{1 - F(0} + A(0){ 1 - F(0}

<=> -{1 - F i t ) } '  = -c{l- F i t ) } 2  + { c  +  Λ(0)Κ 1 - F(0}

ο  {1 - F(0}' + { c  +  A(0)K 1 - F i t ) }  = c {  1 - F i t )}2.

Η τελευταία είναι μια διαφορική εξίσωση Bernoulli, η οποία γράφεται επίσης ως

{1-F(0}'{l-F(0}-2 + { c  +  Κ Ο ί Κ ΐ - ^ Ο } " 1 =c 

και με τις αντικαταστάσεις

2(0 = { l -F (0 } -1 ,

Α Ο  = -{ι - F i t ) } ~ 2 {ι - F ( t ) i  >

ανάγεται στην ακόλουθη γραμμική διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης: 

ζ \ ί )  - {c + A(0)}z(/) = - c .
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Οι λύσεις της τελευταίας δίνονται από τον τύπο:

z ( t )  -  h e +  — ί — , ( k  αυθαίρετη σταθερά).
c + h(0)

Ειδικά για τη λύση που πληρεί την αρχική συνθήκη ζ(0) = 1, η τιμή της σταθερός k

υπολογίζεται ως h(0){c + Λ(0)} 1. Άρα,

ζ(0 =
/j(0)e{c+A(0)}' + c

c +  h( 0) 

ή ισοδύναμα,

1 _  „-{c+A( 0)}/
m  =

1 + φ (0 )} "1 *

Θέτοντας c  + h{0) = β  και ε{Λ(0)} 1 = γ  - 1 , προκύπτει η σχέση (2.2) και αποδεικνύεται το 

ζητούμενο.

2 . 9  Ε φ α ρ μ ο γ έ ς

Στη συνέχεια, παρουσιάζονται εφαρμογές της κατανομής EEG  ως μοντέλου με αύξουσα 

συνάρτηση κινδύνου αφού η αποτίμηση της πρακτικής της αξίας ως μοντέλου με φθίνουσα 

συνάρτηση κινδύνου έγινε από τους Adamidis και Loukas (1998). Οι εφαρμογές αφορούν σε 

δύο δείγματα πραγματικών δεδομένων (παρατίθενται στο Παράρτημα). Το πρώτο δείγμα, 

αποτελείται από 100 παρατηρήσεις στους κύκλους αντοχής δειγμάτων νήματος πολυεστέρα- 

βισκόζης μήκους 100 εκατοστών, όπως προέκυψαν στα πλαίσια πειραματικής διαδικασίας 

ελέγχου του ορίου θραύσης τους, με επίπεδο πίεσης 2.3% (Quesenberry και Kent, 1982). Το 

δεύτερο δείγμα, αποτελείται από 107 χρόνους ζωής των πίσω δεξιών φρένων 

ερπυστριοφόρων ελκυστήρων τύπου D9G-66A (Barlow και Campo, 1975 και Chang και Rao, 

1993). Παράλληλα με την EEG,  προσαρμόστηκαν στα δεδομένα οι κατανομές Γάμα και 

Weibull με αντίστοιχες πυκνότητες:

M f A )  = / ^ Λ ^ ' { Γ ( 7 1)Γ ' t t  > ο ,

h W 2) = , t  > 0 ,

όπου θ j  = ( P j , Y j )  y = l ,2 . Η προσαρμογή τους έγινε με τη μέθοδο της μέγιστης



πιθανοφάνειας και η καταλληλότητά τους για την περιγραφή των δεδομένων εξετάστηκε 

τόσο με στατιστικές όσο και με γραφικές μεθόδους. Στον Πίνακα 2.2, παρουσιάζονται οι 

τιμές των εκτιμητών μέγιστης πιθανοφάνειας, η τιμή του λογαρίθμου της πιθανοφάνειας
^  Λ  A

εκτιμώμενη στο θ  (log L  ) και οι τιμές των στατιστικών χ  ( χ £ )  και Kolmogorov-Smimov 

(K-S) με τις αντίστοιχες ρ-τιμές. Για την απόκτηση των εκτιμητών μέγιστης πιθανοφάνειας

50____________________________________________________________________________ Κεωάλαιο 2

Κατανομή Εκτιμητές logZ xl
(ρ-τιμή)

K-S

(ρ-τιμή)

EEG £=(1059,7.449) -164.604 7.094

(0.1310)

0.059

(0.9481)

1(η=100) Γάμα £=(1.008,2.239) -164.727 7.704

(0.1030)

0.095

(0.3118)

Weibull £=(0.403,1.604) -164.682 7.882

(0.0960)

0.076

(0.6080)

EEG £=(1.035,5.395) -170.574 4.256

(0.3725)

0.043

(0.9999)

2(η=107) Γάμα £=(0.943,1.908) -171.476 6.438

(0.1687)

0.068

(0.7343)

Weibull £=(0.447,1.486) -170.876 5.534

(0.2368)

0.049

(0.9999)

Πίνακας 2.2 Οι εκτιμητές μέγιστης πιθανοφάνειας και οι τιμές του λογαρίθμου πιθανοφάνειας και των 

στατιστικών χ 2 και Kolmogorov-Smimov με τις αντίστοιχες ρ τιμές, από την προσαρμογή των τριών 

κατανομών στους κύκλους αντοχής δειγμάτων νήματος πολυεστέρα-βισκόζης (1) και στους χρόνους ζωής των 

πίσω δεξιών φρένων ερπυστριοφόρων ελκυστήρων (2).

της κατανομής E E G ,  απαιτήθηκαν 210 και 181 κλήσεις της μεθόδου ΕΜ για το πρώτο και 

δεύτερο δείγμα αντίστοιχα ενώ και στις δύο περιπτώσεις, για τον υπολογισμό της τιμής του
Λ

στατιστικού χ  , οι παρατηρήσεις ταξινομήθηκαν σε 7 ομάδες. Στο Σχήμα 2.3, απεικονίζο­

νται η εμπειρική συνάρτηση επιβίωσης και οι εκτιμώμενες συναρτήσεις επιβίωσης των τριών 

κατανομών, για καθένα από τα δύο δείγματα.



Η  Γενικευιιένη Εκθετική-Γεωαετρική Κατανομή 51

Οι στατιστικές όσο και οι γραφικές μέθοδοι που χρησιμοποιήθηκαν, συνηγορούν υπέρ της 

άποψης ότι η κατανομή EEG  προσαρμόζεται στα δεδομένα τουλάχιστον το ίδιο 

ικανοποιητικά όσο οι δημοφιλείς εναλλακτικές της κατανομές, Weibull και Γάμα.

Επιβίωση

Επιβίωση

Σχήμα 2.3 Καμπύλες επιβίωσης της εμπειρικής κατανομής ( · ), της κατανομής EEG ( —  ), της κατανομής 

Weibull ( — ) και της Γάμα κατανομής ( —  ) (ά) στους κύκλους αντοχής δειγμάτων νήματος πολυεστέρα- 

βισκόζηςκαι (β) στους χρόνους ζωής φρένων ερπυστριοφόρων ελκυστήρων.



Κεφάλαιο 3

ι

Ένα Μοντέλο Ανάλυσης Επιβίωσης με Μονότονες, 

Κυπελλοειδούς Μορφής και Μονοκόρυφες Συναρτήσεις 

Κινδύνου

Αν και οι πλέον δημοφιλείς κατανομές ανάλυσης επιβίωσης είναι εκείνες με μονότονη 

συνάρτηση κινδύνου (π.χ. Weibull, Γάμα), συχνά, η φύση του μηχανισμού ‘θανάτου- 

αποτυχίας5 τις καθιστά ανεπαρκείς (ή και ακατάλληλες) για την περιγραφή της ικανότητας 

επιβίωσης του υπό εξέταση πληθυσμού. Η συχνότητα διαχείρισης ενός τέτοιου ενδεχομένου 

γίνεται ιδιαίτερα μεγάλη, όταν μελετάται η συνολική επιβίωση βιολογικών οργανισμών ή 

εργοστασιακών προϊόντων. Στην περίπτωση αυτή, η συνηθισμένη συμπεριφορά της 

παρατηρούμενης συνάρτησης κίνδυνου χαρακτηρίζεται από αρχικά υψηλές τιμές που όμως 

φθίνουν σταδιακά μέχρι μιας συγκεκριμένης τιμής όπου προσωρινά σχεδόν 

σταθεροποιούνται και στη συνέχεια αυξάνουν λόγω γήρατος ή φθοράς χρήσης (Gaver και 

Acar, 1979). Κατά συνέπεια, οι πλέον ρεαλιστικές κατανομές για τη μοντελοποίηση του 

τρόπου εξέλιξης ενός τέτοιου φαινομένου, είναι αυτές που μπορούν να δώσουν 

κυπελλοειδούς μορφής συναρτήσεις κινδύνου. Μια ανασκόπηση τέτοιων κατανομών 

παρουσιάζεται από τους Rajarshi και Rajarshi (1988) και πιο πρόσφατα από τους Lai et al. 

(2001). Σε άλλες περιπτώσεις, όπως για παράδειγμα όταν παρατηρείται μεγάλη συχνότητα 

πρόωρων ‘θανάτων-αποτοχιών’, καταλληλότερες για την περιγραφή της βιωσιμότητας ή 

ανθεκτικότητας του υπό μελέτη πληθυσμού, είναι οι κατανομές με μονοκόρυφη συνάρτηση 

κινδύνου όπως οι Lognormal και Inverse Gaussian (Johnson et al., 1994).
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Στη συνέχεια, παρουσιάζεται ένα μοντέλο ανάλυσης επιβίωσης με τρεις παραμέτρους, το 

οποίο περιλαμβάνει την κατανομή Weibull ως ειδική περίπτωση. Η προτεινόμενη κατανομή 

μπορεί να δώσει μονότονες, κυπελλοειδούς μορφής και μονοκόρυφες συναρτήσεις κινδύνου 

και ως εκ τούτου, δυνητικά να μοντελοποιήσει διαδικασίες - φαινόμενα με τα χαρακτηριστικά 

που προαναφέρθηκαν. Η τελευταία αναφέρεται στη συνέχεια ως η κατανομή IDBU, από τα 

αρχικά των λέξεων της διεθνούς ορολογίας increasing, decreasing, bathtub-shaped και 

unimodal που υποδηλώνουν τα διαφορετικά είδη μονοτονίας της συνάρτησης κινδύνου. 

Μελετώνται διάφορες μαθηματικές και στατιστικές της ιδιότητες ενώ παρουσιάζεται η 

φυσική διεργασία παραγωγής του μοντέλου μέσα από τη θεωρία ανταγωνιστικών κινδύνων.

Το πρόβλημα της εκτίμησης των παραμέτρων, αντιμετωπίζεται με τη μέθοδο της μεγίστης 

πιθανοφάνειας. Τέλος, παρουσιάζονται εφαρμογές του μοντέλου σε πραγματικά δεδομένα.

3 .1  Η  κ α τ α ν ο μ ή

Η σ.π.π. της κατανομής IDBU, δίνεται από τη σχέση:

/{ν,θ) = α β λ ΐβ~ \ \ + Xtp )a~xe xp { \ - ( \  + Xtp )a \, t>  0 , (3.1)

με θ = ( α ,β , λ ) ,  όπου α ,β  >0  είναι παράμετροι μορφής (shape) και λ > 0  παράμετρος 

κλίμακας (scale).

Αποδεικνύεται ότι για β  <1, η σ.π.π. της κατανομής είναι φθίνουσα με lim / (t; θ) = <χ>
r->0+

και lim / ( / ;  θ) = 0 , για β  = 1 είναι επίσης φθίνουσα με lim / (t; θ ) - αλ  και lim f(t' ,9) = 0
CO /-»0+ /—>co

ενώ για β  > 1, είναι μονοκόρυφη με lim -  0 , lim / (t\0) = 0 και μέγιστο στο σημείο
*-*0+ ί-»00

μηδενισμού της παραγώγου της ως προς t

/ ' ( f ;θ ) = (1 + λ ί β )~1[ β - 1 + αβλίρ  (ΐ -  (1 + λ ί ρ )α}- λ ί β ].

Το είδος μονοτονίας της /  διαπιστώνεται από την τελευταία σχέση. Επίσης, για β  > 1, 

ισχύει ότι

/ ( / ;  θ) <, οαβ{\ + λ ί ρ )α expjl -  (1 + λ ί ρ ) ° },

όπου c = max(l, λ)  ενώ για β  < 1, είναι |

f ( t ;0 )  <, Γ χαβ(  1 + λ ί β )α exp{l -(1  + λ ί ρ )α}. |
\

\
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Όμως, με χρήση του κανόνα του L’Hospital αποδεικνύεται ότι

lim α β (1 + λ ί β )α expil -  (1 + λ ί β )α lim Γ ια β (1 + λ ^ ) α exp ll-  (1 + λ ί β )α (= 0.
/—>00 /—>00

Άρα, και lim = Ο για κάθε β  >0.  Οι οριακές τιμές της /  στο 0+ προκύπτουν
/->οο

άμεσα.

Στο Σχήμα 3.1 απεικονίζονται πυκνότητες της οικογένειας κατανομών στη σχέση (3.1), 

για επιλεγμένες τιμές των παραμέτρων της.

Κ ατανοατί ιχε Μ ονότονες Κ υπβλλοειδεκ  & Μ ονοκόουω ες Σ υναρτήσεις Κ ινδύνου

m

Σχήμα 3.1 Πυκνότητες της κατανομής IDBUyvi λ = 19 α = 1.5 και /? = 0 .5 ,1,1.5.

3 .2  Σ χ έ σ ε ι ς  μ ε  ά λ λ ε ς  κ α τ α ν ο μ έ ς

Για a = 1, η κατανομή IDBU περιλαμβάνει ως ειδική περίπτωση την κατανομή Weibull 

με παραμέτρους μορφής και κλίμακας β  και λ  αντίστοιχα. Επίσης, αν Γ -  1DBU, 

αποδεικνύεται ότι:

(/) Η τυχαία μεταβλητή 7  = 1 + λ Τ ^  5 ακολουθεί κατανομή Weibull με παραμέτρους 

μορφής και κλίμακας α  και 1 αντίστοιχα, περικομμένη στο (1, οο),

(η) Η τυχαία μεταβλητή Υ  = (1 + Λ Τ # )α - 1 ,  ακολουθεί Εκθετική κατανομή με μέση 

τιμή 1,

(ηί) Η τυχαία μεταβλητή Γ = log(l + ̂ 71̂ ), ακολουθεί την τροποποιημένη Extreme Value
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κατανομή (Johnson et al., 1995) με παραμέτρους μορφής και κλίμακας 1 και α αντίστοιχα.

(ιν) Η τυχαία μεταβλητή 7  = \log(l + ATp )} ^ ,  ακολουθεί την κατανομή Exponential 

Power (Smith and Bain, 1975) με παραμέτρους μορφής και κλίμακας β  και α αντίστοιχα. 

Σχέσεις με άλλες κατανομές μπορούν να βρεθούν μέσω αυτών, των περιπτώσεων

(ϊ) -  (/ν). Για παράδειγμα στην (ιν), η τυχαία μεταβλητή Υχ = 1 -  expjl -  exp(aF^ ) |  ακολου­

θεί ομοιόμορφη κατανομή με παραμέτρους 0 και 1.

Τα τελευταία αποτελέσματα προκύπτουν χρησιμοποιώντας κάποια από τις μεθοδολογίες 

αλλαγής μεταβλητών.

3 . 3  Π ι θ α ν ό τ η τ ε ς  κ α ι  ρ ο π έ ς

Η συνάρτηση κατανομής της (3.1), η οποία εκφράζει την πιθανότητα ‘θαvάτoυ-απoτυχίας, 

μέχρι το χρόνο t , δίνεται από τη σχέση:

F ( t - , e ) = \ - e x v { \ - ( \  + Xtp )a], t>  0 .

Το ρ  εκατοστιαίο σημείο της κατανομής δηλαδή ο χρόνος μέχρι τον οποίο η τυχαία 

πειραματική μονάδα επιβιώνει με πιθανότητα I -  ρ,  υπολογίζεται ως

= F ~ \ p )  = [{ΐ -  log(l -  ρ)  }1 / α , 0 <  ρ <  1.

Κατά συνέπεια, η διάμεσος δηλαδή ο χρόνος μέχρι τον οποίο δυνητικά επιβιώνουν οι μισές 

πειραματικές μονάδες, είναι

[ί 1 j(l + log2)1/a - ΐ } ] 1̂  ·

Οι ροπές r τάξης περί το μηδέν της κατανομής IDBU, προσδιορίζονται από το 

ολοκλήρωμα:

μ,, = Ε (ΤΓ;Θ) = r j t r~X expjl -  (1 + λ ί ρ )α }dt.
0

Αν και η απόκτησή τους σε κλειστή μορφή δεν είναι εφικτή, μπορούν εύκολα να 

υπολογιστούν αριθμητικά. Ο Πίνακας 3.1 δίνει τη μέση τιμή ( Ε(Τ) ) και την τυπική απόκλιση

(*JVar(T)) της κατανομής για διάφορες τιμές των παραμέτρων της. Για τον υπολογισμό τους 

χρησιμοποιήθηκε ρουτίνα της NAG (1991).
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λ  = 0.5 λ  = 1

C4II

{ α ,β ) Ε(Τ) y/Var{T) Ε{Τ) 4Var{T) Ε{Τ) JVar{T)

(0.9,0.5) 11.84 28.808 2.96 7.202 0.74 1.8
(1.5, 2) 0.948 0.453 0.67 0.32 0.474 0.226

(0.25, 2) 6.737 9.089 4.763 6.427 3.368 4.545
(0.25, 4.5) 2.034 1.013 1.743 0.868 1.494 0.744
(2, 0.3) 2.048 6.237 0.203 0.619 0.02 0.061
(2, 0.7) 0.806 0.924 0.299 0.343 0.111 0.128
(0.5, 1) 8 12.649 4 6.325 2 3.162
(1.5, 1) 1.103 0.97 0.552 0.485 0.276 0.243
(1, 0.8) 2.695 3.397 1.133 1.428 0.476 0.6
(1, 1-25) 1.622 1.305 0.931 0.75 0.535 0.431

Πίνακας 3.1 Μέσες τιμές και τυπικές αποκλίσεις της κατανομής IDBUγια επιλεγμένες τιμές των παραμέτρων 

της.

3 .4  Σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  ε π ι β ί ω σ η ς  κ α ι  κ ι ν δ ύ ν ο υ

Ένας ισοδύναμος και ενδεχομένως πιο κομψός τρόπος ορισμού της κατανομής IDBU , 

είναι μέσω της συνάρτησης επιβίωσής της

S(t;9) = exp{l -  (1 + k t ^  )α}, ί > 0 .  (3.2)

Κατά συνέπεια, από τις (3.1) και (3.2), η συνάρτηση κινδύνου της κατανομής, δίνεται από 

τη σχέση:

h(t;0) = α β λ ίβ~χ (\ + Atβ )α~ \  t>  0 . (3.3)

Η τελευταία συνάρτηση μπορεί να είναι μονότονη, κυπελλοειδούς μορφής ή μονοκόρυφη. Το 

είδος μονοτονίας της διαφοροποιείται μέσα στα τμήματα του παραμετρικού χώρου που 

δημιουργούνται από τις καμπύλες α ~  1, β =1 και α β  = 1. Πιο συγκεκριμένα εξετάζοντας την 

παράγωγοτης h ως προς ί ,

h \ f ,  θ )  =  α β λ ί β ~2 {\ +  λ ί β ) α~2 \ β - \  +  λ ί β  { α β  - 1)}, 

συνάγονται τα ακόλουθα συμπεράσματα:

a) για α ~  β - Τ ,η  h(t;0 )  είναι σταθερή (εκθετική),

b) για α >  1 και β  > ί  (α < 1 κ α ι/? < 1 ) ,η  h(t;0)  είναι μονότονα αύξουσα (φθίνουσα),

c) για α >  \ και /? < ! ,
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i) αν α β  < 1, η h(t;0 )  είναι μονότονα φθίνουσα,

Η) αν α β  > 1, η h( t;0 )  είναι κυπελλοειδούς μορφής,

Κ εω άλαιο 3

d) για a  < 1 και β  > 1,

ϊ) αν α β  < 1, η h(t;0 )  είναι μονοκόρυφη, 

ii) αν α β >  1, η h(t;0 )  είναι μονότονα αύξουσα.

Επίσης, κάτω από τις υποθέσεις c(ii) και d(i), η h παρουσιάζει αντίστοιχα ελάχιστο και 

μέγιστο στο σημείο {(1 -  β )Χ Γι { α β  - 1)-1} .  Από όσα προαναφέρθηκαν, είναι επίσης 

προφανές, ότι η προτεινόμενη κατανομή παρέχει μια ευρεία κλάση μονότονων συναρτήσεων 

κινδύνου, ευρύτερη εκείνης της κατανομής Weibull (α=1). Στο Σχήμα 3.2, παρουσιάζονται 

οι διαφορετικοί τύποι μονοτονίας της συνάρτησης κινδύνου για κατάλληλα επιλεγμένες τιμές 

των παραμέτρων της.

m

Σχήμα 3.2 Συναρτήσεις κινδύνου της κατανομής 1DBU: (/) φθίνουσα, (η) αύξουσα, (ίΐι) μονοκόρυφη και ίν) 

κυπελλοειδούς μορφής.

3 .5  Φ υ σ ικ ή  ε ρ μ η ν ε ί α

Η προτεινόμενη κατανομή αποτελεί γενίκευση - υπό την έννοια της επέκτασης του 

παραμετρικού χώρου - του μοντέλου που περιγράφεται στη συνέχεια.

Υποθέτοντας ότι η παράμετρος α παίρνει μόνο θετικές ακέραιες τιμές, η συνάρτηση 

κινδύνου της σχέσης (3.3), μπορεί να γραφεί ως άθροισμα α  όρων ως
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(3.4)

Κατά συνέπεια, η σχέση (3.4) δίνει τη συνάρτηση κινδύνου σειριακού συστήματος
I

αποτελούμενου από α συνιστώσες με χρόνους ζωής ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές 

Weibull. Ένας ισοδύναμος τρόπος θεώρησης του φυσικού μηχανισμού που παράγει την (3.4) 

με βάση τη θεωρία ανταγωνιστικών κινδύνων, είναι αυτός που θέλει κάθε πειραματική 

μονάδα εκτεθειμένη σε ένα από α διαφορετικά αίτια ‘αποτυχίας’. Αν 7} (# = Ο ,.,.,α -Ι) είναι 

ο χρόνος ζωής που θα παρατηρούνταν υπό την επίδραση μόνο του ί οστού αίτιου αποτυχίας και 

υποθέτοντας ότι οι 7} είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές με συναρτήσεις κίνδυνου

i = Ο,...,α- l  αντίστοιχα, τότε ο παρατηρούμενος χρόνος ζωής

Τ  = min{7}}f”o περιγράφεται από το μοντέλο της σχέσης (3.4). Η πιθανότητα αποτυχίας στο 

διάστημα [c ,d )  από το ι 00τό αίτιο, παρουσία όλων των υπολοίπων και δοθείσης της 

επιβίωσης μέχρι το χρόνο c, υπολογίζεται ως εξής:

Pt(c,d) = P ( c £ T i < d t Ti <Tj i φ j \ T  >c)

h e t, j =0
ST(c;0)

t

c

S T(c\ff)

d
j h i i t ^ S r i t r ^ d t ,
C

S T(c;&)



60 Κ εφάλαιο 3

= ]\·(ί ,;£,·) exp -  ]hT(t;0)dt dtt

d  (  '/ a - 1

V c 1=0
dti.

Ως εκ τούτου, η πιθανότητα αποτυχίας από το i 0™6 αίτιο είναι n i = ^(Ο,οο).

Μπορεί να παρατηρήσει κανείς ότι για β > \  ( β  = 1 και # > 1 ) ,  οι συνιστώσες 

συναρτήσεις κινδύνου είναι αύξουσες ( α - 1  αύξουσες και μια σταθερή) και το ‘σύστημα’ 

παρουσιάζει φθορά ή γήρας με την πάροδο του χρόνου, εν αντιθέσει με την περίπτωση β  < 1 

και αβ  < 1 { β  < 1 και αβ  = 1), όπου οι επιμέρους συναρτήσεις κινδύνου είναι φθίνουσες 

( α - 1  φθίνουσες και μια σταθερή) και το ‘σύστημα’ γίνεται προοδευτικά ανθεκτικότερο. Η 

περίπτωση που a = β  = 1, είναι η ειδική περίπτωση της Εκθετικής κατανομής με σταθερή 

συνάρτηση κινδύνου ενώ για β  < 1 και αβ  > 1, η συνάρτηση h στη σχέση (3.4), αποτελείται 

από τουλάχιστον μια αύξουσα και μια φθίνουσα συνάρτηση κινδύνου, δίνοντας σύμφωνα με 

επιχειρήματα της προηγούμενης ενότητας γράφημα κυπελλοειδούς μορφής. Στην τελευταία 

περίπτωση, το ‘σύστημα’ αρχικά παρουσιάζει βελτίωση στη λειτουργία του, για να περάσει 

στη συνέχεια σε κατάσταση σταδιακής φθοράς.

3 . 6  Σ υ μ π ε ρ α σ μ α τ ο λ ο γ ί α

3 .6 .1  Ε κ τ ιμ η τ ικ η  μ ε  τη  μ έ θ ο δ ο  τ η ς  μ ε γ ίσ τ η ς  π ιθ α ν ο φ ά ν ε ια ς

Για τυχαίο δείγμα μεγέθους « , y obs = (ti9 i = 1,...,/ι) από την (3.1), η συνάρτηση 

πιθανοφάνειας και ο λογάριθμός της, δίνονται αντίστοιχα από τις σχέσεις:

L = W y obs) = (afiA)n M o + ^ /V - '} e x p { «  -  Σ  Ο + * t f ) a
V/=l Λ  Μ J I ί=1

i  -  t ( 0 \ y obs) = logL ( 0 ; y obs)

= η Ιο%(αβλ) + { β -  1)Χ log ί (· + (a - 1 )£  log(l + X t f ) + η -  £  (1 + X t f  )α.
ι=1 ί=1 ι=1

Θέτοντας τις μερικές παραγώγους di/dOj j  = 1,2,3 ίσες με το μηδέν, προκύπτουν οι 

εξισώσεις μέγιστης πιθανοφάνειας:
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| ·  = 2 + £  logo+ M ? ) {ι -  (1+k t f  γ  }= ο,

«Γ
<7Λ Λ  M l +  JLtf

Είναι προφανές ότι η επίλυση του συστήματος των παραπάνω μη γραμμικών ως προς τις 

παραμέτρους εξισώσεων, δεν μπορεί να γίνει με αναλυτικές μεθόδους. Κατά συνέπεια, για 

την απόκτηση των εκτιμητών μεγίστης πιθανοφάνειας θα πρέπει να χρησιμοποιηθεί κάποια 

από τις μεθόδους αριθμητικής ανάλυσης, όπως για παράδειγμα η μέθοδος Newton-Raphson.

3 .6 .2  Α σ υ μ π τ ω τ ικ ή  κ α τ α ν ο μ ή  τ ω ν  ε κ τ ιμ η τ ώ ν  μ ε γ ίσ τ η ς  π ιθ α ν ο φ ά ν ε ια ς

Σύμφωνα με γνωστές ιδιότητες των εκτιμητών μέγιστης πιθανοφάνειας, η ασυμπτωτική

κατανομή του θ  είναι κατά προσέγγιση η τριδιάστατη κανονική με μέση τιμή θ  και πίνακα 

διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων τον αντίστροφο του αναμενόμενου πίνακα πληροφορίας 

J{9) , με στοιχεία

Η ασυμπτωτική κανονικότητα εξακολουθεί να ισχύει αν για λόγους υπολογιστικής ευκολίας ο 

αναμενόμενος πίνακας πληροφορίας J{6), αντικατασταθεί από τον παρατηρούμενο 7(0), με 

στοιχεία

j y  = Ε ( -δ 2ί /  d d f id j  ) , /, y = 1,2 ,3 .

l y  = - 3 1ί Ι δ θ ίδθj , i, j  = 1,2,3,

εκτιμώμενο στο θ  = 0 , αφού ο τελευταίος κάτω από ασθενείς συνθήκες αποτελεί συνεπή 

εκτιμητή του πρώτου. Τα στοιχεία του παρατηρούμενου πίνακα πληροφορίας, δίνονται 

αναλυτικά από τις ακόλουθες σχέσεις:

hx = - ^ + t < i + * t f y i o g 2( i + x t f ) ,
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„ η ( \

θ=θ

h i = h \  =-Σ Xt‘ 10 F-t1 - α ■+ K ?  r  -  + t o ?  ) α log(l + λ ί ? ) }
1=1 Ι + λ ί? θ=θ

'13 = h l  = - Σ ~ ^ ~ τ {  1 -(1 + )α - α(1 +  λ ί ? ) α log(l + Ί'/7)}
1=1 1 + At?

i-u=hi = - t f  ‘°V'a {»- 1 -  «α+-t'/1 r  (i + abf )}
(=1 (I + Ati ) Q _ Q

θ=θ

3 .7  Ε φ α ρ μ ο γ έ ς

Στη συνέχεια, παρουσιάζονται δύο εφαρμογές της κατανομής IDBU σε πραγματικά 

δεδομένα. Η πρώτη εφαρμογή, αφορά σε δείγμα 46 τιμών στους χρόνους συντήρησης συστή­

ματος τηλεπικοινωνίας αεροπλάνου (Chhikara και Folks, 1977) και η δεύτερη, σε δείγμα 101 

παρατηρήσεων στους χρόνους ζωής ιμάντων αεροναυπηγικής όταν υποβάλλονται σε επίπεδο 

πίεσης 90% (Andrews και Herzberg, 1985, σελ. 182). Τα δύο δείγματα παρατίθενται στο 

Παράρτημα. Η προσαρμογή της κατανομής στα δύο δείγματα έγινε με τη μέθοδο της 

μέγιστης πιθανοφάνειας. Η ποιότητα προσαρμογής της εξετάστηκε τόσο με στατιστικές όσο 

και με γραφικές μεθόδους. Στον Πίνακα 3.2, παρουσιάζονται οι εκτιμητές μέγιστης 

πιθανοφάνειας και οι τιμές του στατιστικού των Kolmogorov-Smimov (K-S) με τις 

αντίστοιχες ρ-τιμές. Από τα στοιχεία του Πίνακα, είναι προφανές ότι η προσαρμοζόμενη 

συνάρτηση κινδύνου είναι μονοκόρυφη στην πρώτη περίπτωση και κυπελλοειδούς μορφής 

στη δεύτερη.

Δείγμα Εκτιμητές K-S ( ρ-τιμές)

1 ( η = 46) 0  =(0.1226, 3.3643,12.4828) 0.073 (0.999)

2 ( η =101) θ =(1.3082,0.8618, 0.6925) 0.086 (0.439)

Πίνακας 3.2 Ο ι εκτιμητές μέγιστης πιθανοφάνειας και οι τιμές του στατιστικού των Kolmogorov-Smimov με τις 

αντίστοιχες ρ-τιμές από την προσαρμογή της κατανομής IDBU <ηους χρόνους συντήρησης συστήματος 

τηλεπικοινωνίας αεροπλάνου (1) και στους χρόνους ζωής ιμάντων αεροναυπηγικής (2).
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Στο Σχήμα 3.3, απεικονίζονται τα γραφήματα της εμπειρικής και της εκτιμώμενης 

συνάρτησης επιβίωσης για καθένα από τα δύο δείγματα.

Επιβίωση

Σχήμα 3.3 Καμπύλες επιβίωσης της εμπειρικής κατανομής (  · ) και της κατανομής ID B U (—  ) (α) στους 

χρόνους συντήρησης συστήματος τηλεπικοινωνίας αεροπλάνου και (β) στους χρόνους ζωής ιμάντων 

αεροναυπηγικής.

Τόσο οι στατιστικές όσο και οι γραφικές μέθοδοι που χρησιμοποιήθηκαν, συγκλίνουν 

στην άποψη ότι η κατανομή IDBU περιγράφει ικανοποιητικά τα δεδομένα.



Κεφάλαιο 4

Διδιάστατες Γενικευμένες Εκθετικές -  Γεωμετρικές 

Κατανομές

Στο κεφάλαιο αυτό, παρουσιάζονται διδιάστατες κατανομές EEG και περιγράφονται οι 

φυσικές διεργασίες που τις παράγουν. Για κάθε μορφή, δίνονται οι περιθώριες και οι 

δεσμευμένες κατανομές και υπολογίζονται οι συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου. Η 

συσχέτιση των τυχαίων μεταβλητών που περιγράφουν το διδιάστατο πληθυσμό, εξετάζεται 

μέσω του συντελεστή συσχέτισης του Pearson.

4 .1  Δ ι δ ι ά σ τ α τ η  E E G -Λ

Η πρώτη διδιάστατη μορφή της κατανομής EEG , περιγράφει την από κοινού 

συμπεριφορά των χρόνων ζωής ενός πληθυσμού, όταν οι περιθώριοι πληθυσμοί 

περιγράφονται από τις υποθέσεις του θεωρήματος 2.1 και έχουν κοινή παράμετρο 

ετερογένειας. Οι λεπτομέρειες στον τρόπο παραγωγής της, δίνονται στο θεώρημα που 

ακολουθεί.

Θεώρημα 4.1

Έστω ότι οι X  | Α  και Υ  | Α είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές, οι οποίες ακολουθούν 

την τροποποιημένη Extreme Value κατανομή, με αντίστοιχες πυκνότητες

χ> :0 , 

y>:0,
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όπου α , β χ , β 2 € R*  και η Α είναι εκθετική τυχαία μεταβλητή με σ.π.π.

ί ( α · , γ )  =  γ β  γ α , α > 0 ,

με γ  e  R +. Τότε:

f ( x , y , 0 )
(e h *  + e h y  + γ - 2 γ  ’

x , y > 0 , (4.1)

όπου θ  =  ( β χ , β ϊ , Ϋ )  ·

Απόδειξη

Από την υπόθεση της ανεξαρτησίας των X  | Α  και Υ \  A , προκυ7ΐτει ότι

f ( x , y  | α ; β χ , β 2) =  α 2β χβ 2 expj^ x + β 2γ  +  α(2 -  e ^ x - e ^ ) } ,  x , y  >  0

καιάρα,

f ( x , y , a ; f f )  =  a 2fi i f i2y e x p { f i lx  +  f i2y  +  a ( 2 - y - e h x - e h y)}, x , y > 0 .

Κατά συνέπεια, η από κοινού κατανομή των X , Υ9 προσδιορίζεται ολοκληρώνοντας την 

τελευταία ως προς Α στο διάστημα [Ο,οο), οπότε

f ( x , r , d )  = \ α 1β χβ 2γ&χρ{β\Χ  + β 2γ  +  α ( 2 - γ - e ^ x - e h y ) jda  
0

= β χ β ΐ Ύ ^ * * ^  f ° 2 exp{“  a (e ^ X + e h y  + γ  -  2)}</<?

(ef r  + e fry + r - 2 f  ’
x , y > 0

4 .1 .1  Π ε ρ ιθ ώ ρ ιε ς  κ α ι  δ ε σ μ ε υ μ έ ν ε ς  κ α τ α ν ο μ έ ς

Η περιθώρια κατανομή της X , είναι

A x ' A )
I  Λ .

l ( e h *  + e p*y + γ - 2 γ

= - f i XYeh*\d{(eh* + eh y 
0

Ar«A’
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β\Υβ-Pi*
x>  0,

όπου <9, ={β\,γ) .

Όμοια, η περιθώρια κατανομή της Υ, υπολογίζεται ως 

βιΥζ~Ριν

(4.2)

Α υ ;Θ2 )  =
\ - { \ - γ ) β - β ι γ \  ’

(4.3)

όπου θ2 = (β2 ,γ).

Είναι προφανές ότι οι περιθώριες κατανομές EEG, έχουν την ίδια παράμετρο μορφής και 

διαφορετική παράμετρο κλίμακας.

Οι δεσμευμένες κατανομές των X  | Υ  και Υ  | X  προσδιορίζονται από τις σχέσεις (4.1) - 

(4.3) και οι αντίστοιχες σ.π.π. δίνονται από τις σχέσεις:

f { x \ y ; 0 )  =

f ( y  I *;<?) =

2filePlX(ep2y + Υ - Ϊ ) 2 x £ 0 ,
(eftx +efi2y +y - 2 ) 3 ’

2p2ep2y(ep'x + γ - l ) 2
y >  0.

(e&x +eP2y + Y - 2 ) 3 ’

4 , 1 . 2  Ο ι  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  ε π ι β ί ω σ η ς  κ α ι  κ ι ν δ ύ ν ο υ

Η συνάρτηση επιβίωσης της διδιάστατης κατανομής EEG -1, υπολογίζεται ως εξής:

i  +epv  + Υ - 2 Ϋ

= \ β \ Υ ^ χ °}ί/{(εΑ* + eh y  + γ - 2 ) ~ 2

- f
β λγ β β\*

-dx
(e&x +  eh y  + Y - 2 ) 2 

= -Jyrf{(eAjt + e h y  + Y - 2)"1}

Y
eh x +efoy + Y - 2

x , y £ Q .
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Αξίζει να σημειωθεί ότι οι περιθώριες κατανομές μπορούν να προσδιοριστούν από τη 

διδιάστατη συνάρτηση επιβίωσης, η οποία για ;y = 0 ή χ = 0 , δίνει αντίστοιχα τις 

συναρτήσεις επιβίωσης των X  και Υ .

Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις των συναρτήσεων πυκνότητας πιθανότητας και επιβίωσης 

στη σχέση (1-4), η από κοινού συνάρτηση κινδύνου των X  και Υ, υπολογίζεται ως

h ( x , y ; 0 )  =
fi\*+fay

+ ef h y + γ -  2)2 ’
x , y > 0 .

Οι δεσμευμένες συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου της X  \ Υ , δίνονται αντίστοιχα από

τις σχέσεις;

S ( x \ y , 0 )  =

h ( x \ y ; 0 )  =

( e ^ y + y - 1)2
+ e /hy + r _ 2f  ’

2 β ^ χ

x £ 0,

x £ 0 .
eh * + eP iy + Y - 2

Η παράγωγος της δεσμευμένης συνάρτησης κινδύνου, είναι

2 p ^ e ^ x {eh y  + γ - 2 )
( e ^ x + e ^ y + γ - 2 ) 2 ’

από το πρόσημο της οποίας προκύπτει ότι η δεσμευμένη συνάρτηση κινδύνου είναι αύξουσα 

για γ  >  1 ενώ για 0 < χ < 1 ,  αν y  > /?2 1 log(2- γ ) ,  είναι αύξουσα ενώ αν

h \ x \ y , 9 )  =

0 < y  < β~ι log(2 -  γ ) ,  είναι φθίνουσα. Με εναλλαγή των χ  και y  και των β λ, /?2> προκύ­

πτουν τα αντίστοιχα στοιχεία για την κατανομή της Υ  | X .

Η μια από τις δύο δεσμευμένες συναρτήσεις κινδύνου στη σχέση (1.5), είναι

h ( x \ y , e )  = β \ ββ\χ

<Ax + e ^ y + γ - 2
χ > 0

Η μονοτονία της, είναι η ίδια με εκείνη της συνάρτησης κινδύνου της X  \ Υ. Η δεσμευμένη 

συνάρτηση κινδύνου h ( y \ x )  και η μονοτονία της, προκύπτουν με εναλλαγή των χ  και y  

και των β \ ,  /?2> στην τελευταία σχέση και στα σχόλια για τη μονοτονία της h(x  | y), 

αντίστοιχα.

Οι περιθώριες συναρτήσεις επιβίωσης των X  και Υ, προκύπτουν θέτοντας αντίστοιχα
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y  = 0 και χ = 0 στη διδιάστατη συνάρτηση επιβίωσης. Κατά συνέπεια, η αναλυτική τους 

έκφραση είναι

-Α*
S (x 'A )  =

γβ

1-(1 - y ) e ' h x ’
χ > 0 ,

S(y;d2) =
γβ -Piy

_y > 0.
ι - ( i - r )e- foy ’

Επίσης, αφού οι περιθώριες κατανομές EEG έχουν την ίδια παράμετρο μορφής, οι 

αντίστοιχες συναρτήσεις κινδύνου

β\
Κ * Α )  = 

Κ υ ,θ2) =

1 - (1 - γ )β ~ Λχ ’

β ϊ

χ > 0 ,

7 >  ο,
1-(1 -Y)e~h y  ’ 

είναι και οι δύο αύξουσες για γ  > 1 και φθίνουσες για 0 < γ  < 1,

4 .1 .3  Ο  σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή ς  σ υ σ χ έ τ ισ η ς

Στην παράγραφο αυτή, εξετάζεται ο συντελεστής συσχέτισης του Pearson για τη 

διδιάστατη κατανομή της σχέσης (4.1).

Για τον υπολογισμό της συνδιακόμανσης των X  και Υ, απαιτείται ο υπολογισμός της 

αναμενόμενης τιμής του γινομένου ΧΥ.  Όμως,
00 00

Ε(ΧΥ;Θ) = j  J
0 ο eih* +e!hy + γ - 2

dxdy

00 00

ί ί ;
ye -A*

0 i l  + ( e ^ + ^ - 2 ) e
dxdy

f  ,  p M + i'* ’’+ r - V ' - e'x b ’β\  0ew + y - 2 0

_ γ  A o g j e ^  + γ ~ ϊ )  
~ β \ \  e ^ + Y - l

dy

Η επίλυση του τελευταίου ολοκληρώματος με αναλυτικές μεθόδους, δε στάθηκε δυνατή,
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ωστόσο αποδεικνύεται ότι συγκλίνει και η τιμή του μπορεί να υπολογιστεί αριθμητικά.

Λαμβάνοντας υπόψιν τις σχέσεις (4.2) και (4.3) και τα αποτελέσματα της ενότητας 2.4, οι 

μέσες τιμές των X  και Υ  υπολογίζονται αντίστοιχα ως 

— r  log γ
Ε( Χ·Α )  =

A d  ~ Υ Ϋ

Ε (Υ ;θ2) -rlog γ

β ι < \ - 7 )

ενώ οι διακυμάνσεις τους, είναι

V a r ( X A )  = ~  
β\

2 Φ ( 1 ~ χ ,  2 ,1 ) - ^ Δ
{ 0 - / Η

V ar(Y \e2) =
P i

20>(l-r , 2 , l ) - ^ ^ f
[ ( i - r ) 2 J

Υπολογίζοντας τις αριθμητικές τιμές του τελευταίου ολοκληρώματος και των Ε {Χ ) ,  

Ε(Υ) ,  Var(X) ,  Var(Y) και αντικαθιστώντας τα αποτελέσματα στη σχέση (1.7), υπολογίζε­

ται η αριθμητική τιμή του συντελεστή συσχέτισης του Pearson.

4 . 2  Δ ι δ ι ά σ τ α τ η  EEG-2
Η διδιάστατη κατανομή EEG  -2, είναι η από κοινού κατανομή των ελάχιστων διατεταγμέ­

νων στατιστικών από δύο ισομεγέθη δείγματα εκθετικών τυχαίων μεταβλητών, όταν το 

πλήθος τους σε κάθε δείγμα ακολουθεί γεωμετρική κατανομή.

Θεώρημα 4.2

Έστω {λΤ,· και {ĵ - τυχαία δείγματα από την Εκθετική κατανομή, με αντίστοιχες

πυκνότητες

f ( x ; a )  = ae_<w,

f ( y - , P )  =  P e ~ P y , y Z O ,

όπου α , β  e R + και Ν  γεωμετρική τυχαία μεταβλητή με συνάρτηση πιθανότητας 

f ( n ; p )  = ( l - p ) p n~ \  n e N ,
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με ρ  e (0,1). Αν = και Υ  = min{^-}^1, και η ΛΓ|iV είναι ανεξάρτητη της

Υ  | Α ,τότε:

αβ(1 -  p)e~{ax+f}rt {1+pe~iax+̂  [ 

{ l - p e - (ax+/}y)f

όποϋ θ  = (α ,β ,ρ ) .

Απόδειξη

Αν X  = minlXj·}^ και Υ  = min{} ·̂ , τότε:

x , y > 0 , (4.4)

f ( x \ n ; a )  = nae ηαχ, χ  > 0,

/ θ '  | «;/?) = ηββ ' ηβν, y >  0 .

Αφού οι X  | Ν  και Υ  | Ν  είναι ανεξάρτητες, η από κοινού δεσμευμένη κατανομή τους, είναι

f ( x , y  | η;α,β) = η 2αββ~η(αχ̂ ^ , χ, j; > 0

και άρα,

f ( x ,y ,n ;0 )  = η 2αβ(1-  ρ ) ρ ηΛβ-η{αχ+ ^ \  x , y > 0 .

Η από κοινού κατανομή των X  και Υ9 υπολογίζεται σύμφωνα με τα ακόλουθα:

00

f i x ,  Υ;Θ) = Σ  ηΖαβ(1 -  Ρ) p n-'e-rAax+Py)
η~\

= αβ(  1 -  ρ)ρ~ ι γ η 2 {p e ~(ax+/3y)}" 
η~\

= α β ( 1 - ρ ) ρ -1
Σ  »(» - 1){ pe~(ax+Py)}" + Σ  »{Pe~(ax+Py)}”

-«=1 η=1

= «/?(! -  p )p e - 1̂ y ) f j n(n - 1  ) { p e ~ ^ +̂  \ ~ 2
n=1

+ αβ(  1 -  p)e<ax+̂  Σ  n { p e - ^ ^  \ ~ λ
n=1

= αβ(1 - p ) p e- 2{ax+Prt
f  00 >\
Σ Ζ"

^n=0 )



72 Κ εω άλαιο 4

+ αβ(\-ρ)β~{αχ+βν)
f  00 Λ

Σ ζ "
Κη=ο ;

z = p e ~ iax+fiy)

2αβ(1 -  p)pe~2{ax+fiy) αβ( 1 -  ρ)β"(αΙ+̂ ^

α β ( \ - p)e~{ax+Py) [  2pe<ax+f)y) | t

gyg(l -  p)e~{ax+Py) jl + p e ^ ™ } 

{ l-p e~ (ax+™ f
x , y *  0

4 .2 .1  Π ε ρ ιθ ώ ρ ιε ς  κ α ι  δ ε σ μ ε υ μ έ ν ε ς  κ α τ α ν ο μ έ ς

Η περιθώρια κατανομή της X , αποκτάται με την ακόλουθη διαδικασία:

Μ ) . ] * £ ^ 1 ι ± ^ ^ 1 φ

ο { l - p e ^ W f

0J

- ( a x + P y )

1 + p 2e-2(ax+/}y)

{ l- p e - * “+ ™ f

a ( l-p ) 1 + p 2e~2ax
2 P

a(l-p)e~ax 
(1 - p e -0*)2

( l - p e '0*)2
-1

x t  0, (4.5)

όπου θλ = (a, p ) . Επομένως, η X  ακολουθεί την κατανομή EEG με παραμέτρους μορφής 

και κλίμακας 1 -  ρ  και α, αντίστοιχα.

Με ανάλογο τρόπο, αποδεικνύεται ότι η Υ ακολουθεί την κατανομή EEG, με παραμέ­

τρους μορφής και κλίμακας 1 - ρ  και β  αντίστοιχα,

f(y\d2) = yg(l - p ) e ^ y
(1 - p e - P y f  ’

(4.6)
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όπου θ2 = (β ,ρ ) ·

Από τις σχέσεις (4.4)-(4.6), οι δεσμευμένες κατανομές των X  | Υ  και Υ  | X  υπολογίζονται 

αντίστοιχα ως

ae~M(l -  p e - p y )2 j l  + pe****™  [

1 -  p e * * ) 2 j l  + p e * " * ™ }

*2:0 ,

f ( y \ x ; 0 )  =
{l -  pe~(ax+/}y) f y ' t O

4 .2 .2  Ο ι σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  ε π ιβ ίω σ η ς  κ α ι κ ιν δ ύ ν ο υ

Η συνάρτηση επιβίωσης της διδιάστατης κατανομής EEG -2, υπολογίζεται από το διπλό 

ολοκλήρωμα:

χ y [ l - p e - {axyf)y)}

00

l p  '  Ll>-

- (ax+fiy)

\  + p 2 e -2(.aX+f}y)

pe (ax+fiy) r
dx

a( l~P)
2p

00

J
1 + p 2e~2(-ax+Py) 1

{\-pe-(ax+Py))f dx

= a ( l - p ) \
00 e-(<K+^y)

{ \ - p e - (ax+Mf
dx

= }rf[{l -  pe~iax+f}y) }_1 j

l~j> _____
/» \ \ - p e - {ax+/)y) 

p)e~iax+fiy)
1 - p e<ax+Py) ’

-1

* , 3 ^ 0

και κατά συνέπεια, η αντίστοιχη συνάρτηση κινδύνου είναι
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αβ |ι  + De ~{ax+Py)}
h(x,y;0) = ~ P — — ------J ,  χ ,γ-2. 0 .

Η δεσμευμένη συνάρτηση επιβίωσης της X  | Υ9 δίνεται από τη σχέση: 

e - ^ i l - p e - P y ) 2
S ( x \ y ; 0 )  =

{ l - p e ^ + w f  ’
χ > 0

ενώ η αντίστοιχη συνάρτηση κινδύνου, είναι
( α χ + β γ )

Μ χ \ γ · , β )  =
\ - p e - {ax+py) ’

χ > 0 .

Η τελευταία είναι φθίνουσα συνάρτηση του χ  για κάθε y  αφού 

- 2  a 2 pe~(ax+M
h \ x \ y ,e )=  / “  *  < 0 .

{l - ρ ί - < “ *Λ ))2

Τα αντίστοιχα αποτελέσματα για την κατανομή της F | X , προκύπτουν με εναλλαγή των χ  

και y  και των α  και β  στις τρεις παραπάνω σχέσεις.

Η δεσμευμένη συνάρτηση κινδύνου h ( x  | y )  της σχέσης (1.5), υπολογίζεται ως

h ( x \ y ; 0 )  =
α

ι - p e - ^ + f i y )  ’
χ Ζ Ο

και είναι φθίνουσα συνάρτηση του χ  για κάθε y  αφού

h ' { x \ y , 6 )  =
- a 2p e - ^ p»

{ l - p e - ^ + M f
< 0

— . ι r \ και Π
Η δεύτερη από τις δεσμευμένες συναρτήσεις κινδύνου της σχέσης (1.5), n ( y \  Λ; 

μονοτονία της, προκύπτουν με εναλλαγή των α  και β  στις δύο τελευταίες σχέσεις.

Οι περιθώριες συναρτήσεις επιβίωσης των X  και Τ, είναι

(1 - P ) e - ax
S ( x ‘A )  = 

S ( y , e 2) =

χ > 0 ,  

y l ·  0

1 -p e -™

(1 - p y r p *
1 -  p e ~ Py

και οι αντίστοιχες συναρτήσεις κινδύνου, δίνονται από τις σχέσεις:
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Αφού η παράμετρος μορφής των περιθώριων κατανομών EEG είναι 0 < 1 - /?  <1, οι
ι

περιθώριες συναρτήσεις κινδύνου είναι και οι δύο φθίνουσες.

4 .2 .3  Ο  σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή ς  σ υ σ χ έ τ ισ η ς

Στη συνέχεια, υπολογίζεται ο συντελεστής συσχέτισης για τη διδιάστατη κατανομή της 

σχέσης (4.4). Οι ροπές και οι διακυμάνσεις των X  και Υ  με αντίστοιχες πυκνότητες αυτές 

των σχέσεων (4.5) και (4.6), υπολογίζονται λαμβάνοντας υπόψιν τα αποτελέσματα της 

ενότητας 2.4.

Η αναμενόμενη τιμή του γινομένου ΧΥ,  προκύπτει ως εξής:

ενώ από τη σχέση (2.3), οι αναμενόμενες τιμές των X  και Γ, υπολογίζονται αντίστοιχα ως

J ̂— 2- Jc?[log{l - ρ β Λαχ+βν) \ d y  
ο αΡ  ο

= J L e {y 2 \ y ~ e e g w , \ - p )} -
ιΛ |

= 0 _ ^ ) φ (ρ 2,ΐ)
α β
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Ε(Χ ;Θ , ) »

Ε ( ¥ ; θ 2) =

-  0  ~ ρ ) i°g(i ~ Ρ)
α ρ

~ (1 -  log(l ~ .Ρ)
β ρ

Άρα, η συνδιακύμανση των X  και Υ, είναι

C o v ( X , Y ; 0 ) = 1~Ρ Φ(ρ> 2,1) -
(1 -ρ )1ο82(1 - /0

ενώ από τη σχέση (2.4), προκύπτουν οι διακυμάνσεις των JST και Υ,

V a r ( X ; e x) =  l— f  
a*

β

2Φ(ρ, 2,1) -

2Φ(ρ, 2,1) -

(1~Ρ) log2 (1 — /?)

(1 -  ρ) log2 (1 -  /?) > .

Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις της συνδιακύμανσης και των διακυμάνσεων των X  και Υ  

στη σχέση (1.7), προκύπτει ότι

Ρ ( Χ ,Υ \Θ )  =
ρ 2Φ ( ρ , 2 , \ ) - ( 1 - ρ ) Ι ο ζ 2( 1 - ρ )  

2 ρ 2Φ(ρ, 2,1) -  (1 -  ρ )  log2 (1 -  ρ )

4 .3  Δ ι δ ι ά σ τ α τ η  E E G - 3

Κάτω από τις υποθέσεις του Θεωρήματος 4.2 για τις υπεισερχόμενες τυχαίες μεταβλητές 

και τις κατανομές τους, η από κοινού κατανομή των m in fx ,}^  και max{if}^j είναι η 

διδιάστατη EEG  που παρουσιάζεται στη συνέχεια.

Θεώρημα 4.3

Έστω { Χ χ και {̂ · }^, τυχαία δείγματα από την Εκθετική κατανομή, με αντίστοιχες 

πυκνότητες

/ ( χ ;α )  = ae_flX, χ £ 0 ,

f { y , P )  = p e- p y , y *  0,

όπου a , f i e R + και Ν  γεωμετρική τυχαία μεταβλητή με συνάρτηση πιθανότητας
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f {n \p )  = (1 - ρ ) ρ η ι , n e  Ν,  

με p e  (0,1). Αν X  = min{X,· Υ  = max 

Υ | Ν  είναι ανεξάρτητες, τότε:

(l - p { \ - e - p y ) e - ax)

και οι τυχαίες μεταβλητές X  | Ν  και

x , y > 0 ,  (4.7)

όπου θ = (α , β , ρ ).

Απόδειξη

Οι κατανομές των X  | Ν  και Υ \ Ν , είναι αντίστοιχα:

f ( x \n ; a )  = nae x > 0 ,

f ( y  \η \β )  = ηβ(1 -  β- ^ ) η-χ e ' ^ , y >  0

και λόγω της ανεξαρτησίας τους,

f i x ,  y  I η·,α,β) = η2α β { 1 - ε - ^ ) η- λβ< ηαχ+̂ ,  Χ, ^ > 0 .

Άρα,

f {x , y , r r , e )=n2afiQ.-p ) p n- \ \ - e' l}y ) n- l e - {-nax+P y \  x , y  

και συνεπώς, η από κοινού κατανομή των X  και Υ  υπολογίζεται ως

/(,χ,Χ,Θ) = | V a / ? ( l - ρ-)ρη- χ( \ - β~β ν )η-1 e<nax+Py) 
η=1

_  α β ( \ - ρ ) ε ~ ^  ”

Ρ( 1 - e  fiy) Ζ
Σ"2{ρα-

αβ( ί-  ρ)ε~βν
p(l-e~Py )

Σ η ( η - \ ) { ρ ( \
_Λ=1

- e ' ^ ) e - ax}n + f i n { p ( l - e - 0 y ) e - wc}n
n=l

= α β { \  -  ρ ) ρ ( ι  -  e - P y y - ^ ^  γ  _  ΐ){ρ (ι _  e - f i y  )e ~ax }"“2
«=1

+ αβ( 1 -  p)e-^ypy) Σ η { ρ ( \ -  )e~ax }n_1
η=Λ

'  00 ^Η
=  αβ(  1 -  ρ ) ρ (  1 -  e~Py y-Vax+fiy) Σ*-\«=0 ^

ζ=ρ(\-β-Ρ*)β-αχ
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+ α β { \ - ρ ) ε ~ (αχ+̂ )\
71=0 )

z= p{\-e &y )e °1

2 α β (1 - p ) p ( l - e - P y )e-Vax+f,y) | αβ(1 - p ) e ^ ax+̂ y)

{l -  p(l  -  e~Py )e~ax f  {l -  p (  1 -  e~Py )e~ax f
α β { \ - p )e - (ax+Py) 2 p ( l - e ^ y )e-ax

1 -  p(l  -  e~^y )e~ax
+ 1

a m  -  p )e-< "*W  }l + p ( |
( Λ γ* 5 x>y — V

4 .3 .1  Π ε ρ ιθ ώ ρ ιε ς  κ α ι  δ ε σ μ ε υ μ έ ν ε ς  κ α τ α ν ο μ έ ς

Η περιθώρια κατανομή της X ,  αποκτάται σύμφωνα με την ακόλουθη διαδικασία: 

ο \ \ - p { \ - e - p y )e-ax)

= α β ( 1 - ρ ) ε - αχ(1 + ρβ-αχ)1
■βγ

- α β ( 1 - ρ ) ρ β - 2αχ J

ί { \ -  p { \ - e - fiy)e-ax} 

-2 βν
■dy

■Φ

a ( l - p ) ( l  + pe
2 ρ

a ( \~ p )p e

0

(1 ~ P)Pe~2ax ° f j  *~2/?y
2 ( \ - p e - ax) 0J | l  -  ̂ (! -  e~Py )e~ax j2

a ( l - ρ)(1 + 
2 P I d -pe-<*)2

-1
-2 axa ( l - p ) p e

2(1 - / * “" )

g(l ~ P) 
2 P

1 + pe -a x

axx 2
a - / » " “ )

^2 -2axaxx P *
l - p e -a x
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Φ - ρ ) 1 + pe -α χ

2 Ρ

α(1 -  p)e~ax 
(1 - p e - ™ ) 2 ’

α „ - α χ \ 2  ι  „  - α χ
- ρ β  ) l ~ P e J

χ >  0,

όπου Θ1 = (α,ρ)  ενώ η περιθώρια κατανομή της Υ, υπολογίζεται ως εξής:

Α κ % >  -
ο \ \ - ρ ( \ - β ~ β ν )ε~αχ\

= α β (1 - ρ ) ε  βν |00 e**

o{l - p ^ - e - P y y - 0* }
-dx

+ α β ( 1 - p)pe Py Q — e ^ y )j-
00 e~2ax

o { l - K l - e ~ ^ ) e - ax}3
-clx

2 p ( l - e ~ ^ )  0J L1 1 J
—la x

_ β ( \~ Ρ ) ε  βν
2 p ( l - e ~Py) _{ι - ρ Ο·

β (  ι - p)e~Py

{ \ - p { \ - e - P y )e-°*}2 _

β ( \ -  p)  pe~^y (1 -  e~Py)

2 p ( \ - e - P y ) { \ - p { \ - e-Py)]

β(1 -p)e~Py

{ i - P( i - e - P y ) f

β{\  - p y ' e - P y

\} + ρ (Χ -ρ )~ ι β~β ν \

l{\-p{\-e Py)f 
1 -  {l -  /?(1 -  e~Py ) f  + p2 (1 -  e~Py f

y Z O ,

(4.8)

(4.9)

όπου θ2 = ( β ,ρ ) .
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Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (4.7)-(4.9), οι αντίστοιχες πυκνότητες των τυχαίων μεταβλη­

τών X  | Υ  και Υ  | X ,  υπολογίζονται ως

( ΐ - ρ ( 1 - « Γ Λ > - “ Γ
y Z O .

4 . 3 . 2  Ο ι  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  ε π ι β ί ω σ η ς  κ α ι  κ ι ν δ ύ ν ο υ

Η διδιάστατη συνάρτηση επιβίωσης της κατανομής στη σχέση (4.7), υπολογίζεται από το 

διπλό ολοκλήρωμα:

S (x
{ l_ P(1_ e~Py )e~ax j* y

00 - a x
f_______ f__________

x { l - p i } - e ~ ^ y )e~ax'f
dx

+ p ( l - e  p y ) \
oo -2axe

{ l - p ( l F
dx dy

00

2qp(l

2a {l -  p(l -  e - t o y r "  f  1
-lax

dy

00

= |a/9(l -  p ) e -fiy 1 1 1
2ap(jL—e~^y ) .{ l - P 0 F  .

pe~2ax{ \ - e ~ P y ) 

2 a { \ - p { \ - e - P y ) e - ax]
dy
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οο

" J

/?(1 -  /7)e_/?J,| \  -  {l -  p(  1 -  e ' Py)e~**}2 + p 2{ 1 -  e~p y f e ■ la x

2/7(1 -  e ' Py){l -  p(l -  e -p y )e~ax J
dy

00 β { \ - p ) e ~ ^ Py)= i P ^ p j e -----------

> {l-/,(l-<T^>—}

1- »

1 — pc~ax \ - p { \ - e ' Py)e-ax 

( l - p ) e ~ iax+Py)
x ,y >  o .

(1-/7*— ) { l - / 7 ( l - e - ^ ) e — } ’

Κατά συνέ7ΐεια, η συνάρτηση κινδύνου της διδιάστατης κατανομής EEG -3, είναι

m  α β ( \ -  pe~ax)\\ + p ( \ - e ~ py ')e~ax fh(x,y;0) = ~E y-  f -----£1— El--------  ' ------ 1, jt,j>> 0 .
(l -  p(l  - e ~ Py)e~ax j

Οι δεσμευμένες συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου της X  \ Υ, δίνονται από τις σχέσεις:

cv , ™ e-ax {l -  p(l -  e~Py')fS (x \y ;0 )  = - -----!---- ------------- iL- t * > 0 ,
| ΐ  -  /?(1 -  e~Py)e~ax J

, Λν α{ΐ + /7 (1 -< Γ ^ > — }
Α(*Ι?;0) = —1— ------ —2------L  * > ο

1 -  p ( l~ e ~ Py)e~ax

ενώ οι αντίστοιχες συναρτήσεις της κατανομής της Υ  \ X ,  είναι

e~Py\ \ -  n1( \ - p ~ Py'\p~2ax\
S ( y \ χ · θ )  =  ^— \ ι  Ρ  6 *  ί , jy > ο,

\ l - p ( l - e - p y )e-ax\

K y  I χ;θ) = β { 1 -  pe~ax)2 \\  + p ( X - e - p y )e~ax\

{l -  /7(1 -  e - to y r* *  }{ l-/72( l - e -p y )e~2ax } ’

Επίσης, αφού

y >  0 .
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{l- , Ο f
η δεσμευμένη συνάρτηση κινδύνου Α(χ | y ) ,  είναι φθίνουσα συνάρτηση του χ  για κάθε τιμή 

του y  ενώ εξετάζοντας το πρόσημο της παραγώγου της h ( y  | χ) ως προς y ,

h \ y  | χ-,θ) β 2^ - Ρζ ρ 2^ βγ)-----------
{l -  ρ {  1 -  e~fiy )e~ax }2{ΐ-/(1- β - β ν )β~2αχ f 

+{ΐ -  ρ 2 (1 - e~f ly ) 2 e~2ax }pe~ax ] > 0,
προκύπτει ότι η h ( y  | χ), είναι αύξουσα συνάρτηση του y  για κάθε τιμή του χ  

Οι δεσμευμένες συναρτήσεις κινδύνου της σχέσης (1.5), υπολογίζονται ως

α \ \ - ρ 2 { \ - β - β γ )β~2αχ\
h(x\y,0) =

h ( y  \ χ ; θ )  =

χΖΟ,

1 -  ρ ( 1 - β ~ β γ )β~αχ ’

Η πρώτη είναι φθίνουσα συνάρτηση του χ  για κάθε y  αφού

h \ x \ y , 9 )  =  -
a 2p ( l - e  β γ )β °* a 2p e

< 0
{l -  /?(1 -  e~P y )e~°* }2 ( l - p e -ax): 

ενώ η δεύτερη, είναι αύξουσα συνάρτηση του y  για κάθε τιμή του χ  αφού

β 2 ηΠ -  ne~ax)e~ (ax+Py)
h W r , m - Pι ρ  ’ ------- Ε—> 0 .

Οι συναρτήσεις επιβίωσης που αντιστοιχούν στις 3ΐυκνότητες των σχέσεων (4.8) και (4.9), 

δίνονται από τις σχέσεις:

(1 - P ) e ~ ax
S ( x A )  =

S(y,e2) =

1 - p e ' ™

(1 - p Y xe-Py

x £ 0 ,

y Z O
1 + p ( l -  p )~ xe β ν

και κατά συνέπεια, η αναλυτική έκφραση των περιθώριων συναρτήσεων κινδύνου των X  και
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Υ, είναι

h(x 'A)  =
1~ p e -■ α χ

χ>  0,

Κ γ;θ 2) = y >  0 .
1 + p ( l - p ) ~ l e~^y

Όμως, αφού 1 -  ρ  < 1, η πρώτη από τις περιθώριες συναρτήσεις κινδύνου είναι φθίνουσα 

συνάρτηση του χ ενώ η δεύτερη αύξουσα συνάρτηση του y .

4 .3 .3  Ο  σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή ς  σ υ σ χ έ τ ι σ η ς
χ

Για τον υπολογισμό της αναμενόμενης τιμής του γινομένου ΧΥ,  είναι

Ε(ΧΥ;Θ) =
οο οο

η —
ο ο (1 — pe

(1 - p ) e ~ (ax+W
dydx

(1 - p ) e ~ ax%_____ £

1 -pe-**
dydx

- I 1 - P

0 P p Q - p e  ax)
} 4 l o g { l - p ( l - e- ^ > _axl dx

_ l - / > f lo g ( l - / » - ” )

o l ~ P eβ ρ  J i dx

—ax n
pg_ ~ z l - j ? ' r logQ -z) 

α β ρ  J ( l - z ) z

_ i - p
α β ρ

r M z a * + j M z £ ) rfz
 ̂ 1 - z  i  2

= - l z Z
α β ρ

_ i - p
α β ρ

log2( l - z ) P  p  oo v-1

- | Σ ^ &J i V
0  0  V = 1

00 __Vlog (1 -p )

v=l V
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l - p  flog2(1 — ρ )
+  Q(P ,  2)

α β ρ \  2

όπου Q ( p ,2) ρ  e  (0,1), είναι η διλογαριθμική συνάρτηση, η οποία συνδέεται με τη 

συνάρτηση του Lerch, μέσω της σχέσης:

0 (ρ ,2 ) = ρΦ (ρ,2,1),

(Magnus et al., 1966, σελ. 33). Άρα,

Ε(ΧΥ;Θ ) 1 - ρ

α β ρ

log2( l - p ) +-ρΦ(ρ,2,1)

Από τη σχέση (2.3), οι αναμενόμενες τιμές των X  και Υ  με σ.π.π. αυτές των σχέσεων 

(4.8) και (4.9), υπολογίζονται αντίστοιχα ως

- ( l - p ) l o g ( l - p )
Ε ( Χ · Α )  =  

Ε(Υ;Θ2) =

α ρ

- lo g ( l - p )

β ρ

Άρα, η συνδιακύμανση των X  και Υ, δίνεται από τη σχέση:

C o v ( X , Y ; 0 ) = ι - ρ
α β ρ

ρφ(ρ,2,1) + (p -2 ) lo g z ( l - p )
2 ρ

Επίσης, από τη σχέση (2.4) προκύπτει ότι

V a r ( X A )  = l— f 2Φ(ρ, 2,1)
( l - p )  log2( l - p )

Var(Y;02)
1

Ο -  Ρ ) β 1 - Ρ  Ρ 2
> .

Επομένως, χρησιμοποιώντας τα παραπάνω αποτελέσματα στη σχέση (1.7), ο συντελεστής 

συσχέτισης του Pearson για τη διδιάστατη κατανομή EEG  -3, υπολογίζεται ως

Ρ ( Χ , Υ ; θ )

(1 - ρ ) \ 2 ρ 2Φ (ρ ,  2,1) + ( ρ  -  2)log2(1 -  ρ ) \

2 , |  2 ρ 2Φ ( ρ ,2 ,1 ) - ( 1  —p )lo g 0 -ί-> } { 2ρ 2φ( - ^ - ρ ,  2 , 1) -  (I -  p )Io g 2(l -  ρ)
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4.4 Διδιάστατη E E G -  4

Η κατανομή EEG - 4, περιγράφει την από κοινού συμπεριφορά των μέγιστων 

διατεταγμένων στατιστικών από δύο εκθετικά δείγματα ίσου μεγέθους, όταν το πλήθος των 

τυχαίων μεταβλητών κάθε δείγματος, είναι γεωμετρική τυχαία μεταβλητή.

Θεώρημα 4.4

Έστω {Χ,- και τυχαία δείγματα από δύο εκθετικούς πληθυσμούς, με αντίστοιχες

πυκνότητες

/(x ;a )  = a e 'ax, χ > 0 ,

f ( y , f l )  = f ie-Py, y >  0,

όπου α ,β  e  R+ και Ν  γεωμετρική τυχαία μεταβλητή με συνάρτηση πιθανότητας 

/ (» ;  />) = ( !“  Ρ)Ρη~Χ. « e  Ν ,

με ρ  s  (0,1). Αν η X  \ Ν  είναι ανεξάρτητη της Υ \ Ν ,  όπου X  = max{x,·}^ και 

Υ -  max{^· , τότε:

j ( x , y , v )--------- 5------ νΐ----! x , y > 0 , (4.10)

όπου θ  = ( α ,β ,ρ ) .

Απόδειξη

Είναι

f ( x  I n;a)~ na(l x £ 0,

/O ' I n; jS) = «>6(1 -  )η~λ e~P y , y  > 0

και αφού οι X  | TV και Υ \ Ν  είναι ανεξάρτητες,

f { x ,y \ r r ,a ,p )  = n2a p \p . -e~ ax) ( \ - e - f3y- ' $  1 e<ax+Py), x , y >  0 .

Άρα, η από κοινού κατανομή των Χ , Υ , Ν  είναι

Αχ,γ ,η- ,θ)  = η2 α β ( \ -  ρ ) ρ η~ι {(1 -  β ^ χ ΐ  -  e ^ ) } ^ 1 e~(ax̂ y) , x , y > 0

και επομένως,
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f i x ,  γ ; θ )  =  Σ  η2α β {  1 -  ρ ) ρ ηΛ {(1 -  β '^ χ ΐ  -  e * * * ™
η=\

= α β {  1 -  ρ ) β Λαχ+βγ)Σ η 2 {ρ { \  -  β"αι)(1 -  β- ^ )}"”1 
η=1

= α/?(1 -  p )e~ {ax+p^  Σ  «(« - 1){^(1 -  «Γ^χΐ -  )}"_1
η= 1

+ α/?(1 -  p ) e ' iax+fiy)f i n{ ρ {  1 -  « " « χ ΐ -
Λ=1

= a f i i  1 -  />) _  β-**χΐ _  - 1){ p i  1 -  e_ax)(l -  e~P y )}n~2
/I=l

+ -  p)e~ iax+Py) Σ  « U l  -  e_axXl -  e ' ^  )}n_1
w=l

f  00 ^
= a/?(l -  p )p e <ax+Py) (1 -  e_ax XI -  e~Py) £  z n

\n=0 )
z=p( Ι-*""χΐ-*“^ )

+ afii\-p)e-{ax+py) Σζη
v«=o > z=p(l-e-<n)(l-e^J')

2a/7(l -  /?)pe~^ax+Py\ l  -  g-axXl -  e~P y ) | a f i j l - p ) e ~ (ax+py)

{l -  pi\ - e_ax)(l -  e - ^ ) f  {l -  pQ - e -“ Xl -  e~Py)f
a f i i l - p ) e - ^ +Py) ' 2 /K l-< raxX l - e - ^ )

1 -  p i l - e ~ ax) i l - e ~ Py)

Qjg(l -  p)e<ax+Py) )l + pjl -  β~^Χ1 -  e~Py)} 

( l - ^ l - e - ^ X l - e - ^ ) } 3

4 .4 .1  Π ε ρ ιθ ώ ρ ιε ς  κ α ι  δ ε σ μ ε υ μ έ ν ε ς  κ α τ α ν ο μ έ ς

Γux τον υπολογισμό της περιθώριας κατανομής της X ,  είναι
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/ ( *
„ , > / ? d  -  p)e~iax+™ \ l  + p(l  - e-°*)(l -  e ~ ^ ) }

I ί " Ϊ3 k

= ^ a - ^ ~ <u{ i + K i - e - ax)}}·
rp y

~ αβ(\ -  p)pe~ax(l -  e-ax) J
„-Wy

-dy

« { ι - ρ α - ^ χ ι - ^ ο ί

„ 2/?(l e ) q L J. 2 ^ 1 - ^ )

a d - ^ / w ^ a - e -" ) "

2 { l - p d - « " “*)}

g { \ -p )e~ ax\\ + p { \ - e - ax)}

\d
,-Wy

2 p ( l - e ~ ax) { l - p ( l -

α(1 -  p)e~ax | l  + j?d -  e_ax) [ |2 - ρ ( 1 -

a { l - p ) p e - ^ { \ - e ~ ax)

2{ l - p ( l - e- ax)}

2 { l - J3d -e ~ ax)}2 2 { l~ jp d - e 'ax)}

a(1" ̂  *  [{l + PC -  e_ax )}{2 -  pd -  «■“ )} -  Pd -  ̂ ) { ΐ  -  PO -  e-" )}]

a d  ~ p )g -fflr

{ l - /> d - e " e*)}2

f ld ~ P )-1e-ax
jc > 0.

{l + P d - p ) _1e - ^ f  ’

Με ανάλογο τρόπο, αποδεικνύεται ότι η κατανομή της Υ  δίνεται από τη σχέση:

(4.11)

> 0 (4.12)
{l + p d - p r ’e - ^ f ’

και επομένως, οι περιθώριες κατανομές EEG, έχουν την ίδια παράμετρο μορφής και
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διαφορετική παράμετρο κλίμακας.

Από τις σχέσεις (4.10)-(4.12), οι πυκνότητες των X  \ Υ  και Υ \ Χ  προσδιορίζονται 

αντίστοιχα ως

/ ( *  \y ,0 )  =
ae •ΟΧ

{ ΐ - ρ ( 1 - •αχ
)(ΐ - e - K

i f

x , y z  ο ,

x , y > 0

4.4.2 Οι συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου
Η συνάρτηση επιβίωσης της κατανομής που ορίζεται από τη σχέση (4.10), υπολογίζεται 

σόμφωνα με την ακόλουθη διαδικασία:

S ( x , y ; 0 ) =  J J- 
* y { l - p ( l —e_ax)(i

= \ α β { \ - ρ ) β ~ αχ
X

{l + z K l-e -" )} ]·
-Py

{ i - p d - e — ) ( l - e^ ) } 3
i f

- p ( 1-<T“ )J·
y

e - W

e ^ X l - e - ^ ) } 3

a ( l - p ) j  e - ^ l  +  p i l - e - n ]  φ  

2P  i ( l - e " ® ){ l  - p i l - e - ™ ) } 2

a { l - p ) %  e -” {l + /7 ( l- e -ax)} φ

« (!- /> )/*
-2/?y 00 —ax

r____________ * Ο -*"**)___________ _

i  {l -  p ( \  -  e -" )}{ l -  p ( l e‘ ^ ) f

Όμως,
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οο - α χe
f dx

l-e~ax= z 1 l f  l  + p z

a 1- / “  Z(1 -  Pz)
-dz

a

l 1 1
J ----------- -dz + |  ------

l_eJ— 2(1 -  pz) iJ-°r (1 - p z Y
-dz

I  j  *  + l  _ i ^ + )  — ? £  
“  i 2 J - 1' / 1*

-dz

= —i log z -  log(l -  pz)  + -  —  
a I 1 -  pz

1-e'

= - ( lo g  
a

f  z >

1 - p z )
+

\ -  pz \-e

Επίσης,

00

i
-ax {l + p ( l - e - a*)}

dx

1 + pz

a \-e~ax z { l~  p z ( l - e  ^ ) f  

1

dz

I
1

j ( . jdz  + f  --------------------- -
“ l l - e - * *  z \ - p z ( l - e - P y ) \  J - * *  { l - p z { l - e ^ y ) \

-dz

J j _ ρ ^ £ β ν ) V P C * - · - » )  A

Z l J ~ " 1"  Pz (l ~ e P y ) i-Λ* {l -  pzQ. -  e~Py) \

lo g z - lo g { l-  M  1 - e  β ν )\- l - e - P y

( l - e ~ ^ y ) { l - p z ( l - e  βy)]
\~ e
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log
l - p z ( l - e  Py)

> + 2 ~ e ~ p y

( \ - e  P y ) \ \ - p z Q - e  P y ^ l-e ’

ενώ 
00 

\
e-ax( l - e -ax)

{l -  P( 1 -  e_ax)}{l -  P(1 -  e - ^ X l  -  e~P y ) \

d z

dx

1-C =zi  ΐ

ap

ape

a  l-e~ax (1 -  p z )  {l -  p z (  1 -  e Py  )}2

1 1 1 i
_ J ------------------ _ Λ ; + J --------- -------------------

l-e-“  \ \ - p z ( \ - e ~ P y ) \  i_e-“ (1 - p z ) \ l - p z ( \ - e y?>')}

-2 P y  V i
f -------- dz

. L  l -

-dz

-% py
l - / “  {l -  pz(l -  e ax * pz

V \ - e - P y  ±  V e~P y ( \ - e ~ P y )

i_e-« 1 ~ p z ( \  -  e P y ) j_e-ax | l -  p z ( \ - e ~ P y ~)\
-dz

ape - 2 β γ

1

Άρα,

S ( x , y , 0 )  = 1 - P
2  p  

1 - p

log

e~Py
1 -  p z ( l  -  <

e~Py

1 1 1 -  p z ( \  -  f

i  2  1 ■ 2  1
v 1 pz* J \ - p z )

log(l- p z )  | \ o g \ \ - p z { \ - e ~ P y ^\ 

Ρ  Ρ l-e

+ log
1 - p z ( l - e  P y )

l - p z
l-e"

l - e "

2 P
log

\ -  p z { \ -  e~P y )
V +

2 - e ~ p y

l-e"

i - p
■py

( l - e ~ P y ) { l - p z ( l - e  P y )}

1 -  p z (  l - e ~ P y )

2 P  ( l - e  p y ) \ \ . - p z Q - e ~ P y '^
+ log 1 - p z

l-e ’
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1 - Ρ
\ - ρ ζ  l - p z ( l  — e Py )

(1 - p ) z e

\ - e

( l - p z ) { l - p z ( l - e  β γ )\

(1 - ρ ) ε ~ βν_______________ _ ___________

(1 -  / ?){ l -  p(l -  e~p y )\ (1 -  pz){ 1 -  pz(\ -  e~Py)\

( l~ p )ze  Py

= 0  ~P)e Pv
. 0  -  P)0- ~pw)  (1 -  pz)(  1 -  pzw)

z=l-e~OT 

w= \-e~Py

= C-Py  [ Ο -  Pz)(1 ~ pzw) " -g(l" /?)(! -  pw) 
1 (1 ~  p z)(l  ~  /™0(1 -  /®w)

2  ̂ w=\-e~Py
l ~  z ~ p  z w ( \ ~ z )

z=\~e~m 

w=\-e~Py

z=l-e-**

= e~Py
(1 -  pz){ 1 -  pw)( 1 -  /7ZU7)

w=\-e~Py

z=l—e-ax

e ^ y ( l - z ) ( l - / ? 2zw>)
(1 -  ̂ z)(l -  pw)(l -  pzw)

z = \ - e

e ~(ax+Py) { l  -  jP - (! _  e- «  ) (1 _  e-/?y ) }

{l -  />a -  e_a*)}{l -  />(1 -  e~Py )}{l -  Pi  1 -  e ^ X l  -  < T ^)}  ’ 

Η αντίστοιχη συνάρτηση κινδύνου, δίνεται από τη σχέση: 

h(xs y\ff)

_  α β ( 1 - ρ ) \ \ - ρ ( \ - e - ™ ) Hi — ̂ (1 —e~^)}{ 1 + ^(1

{l -  p(l -  β ~ « χ ΐ -  e ~ ^ ) f  {l -  p 2 (1 -  e -ax)(l -  e~Py)}

Η δεσμευμένη συνάρτηση επιβίωσης της X  \ Υ, υπολογίζεται ως

x , y >  0.

x , y > 0 .
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h { x \ y - e )  = x'kO.

ενώ η αντίστοιχη συνάρτηση κινδύνου είναι

a { l - p ( l - , T ' ;y ) |2 {l +  p ( l - e ~ '” X l - < r ^ ’) l  

{ΐ -  ρ(Ι -  XI -  }{ΐ -  ρ 1 (1 -  <Γ“ χ ΐ  -  e - e r f  } ’

Η δεσμευμένη συνάρτηση κινδύνου της τελευταίας σχέσης, είναι αύξουσα συνάρτηση του χ  

για κάθε τιμή του y  αφού

h \ x \ y 90)
{l- ρ (1 -  e-^Xl -  e-fir ) f  {l - p 2( l -  β ^ χ ΐ - β ^ Ϋ ]

x [2 (1  -  p 2 (1 -  e_ax)(l -  e’ fir )2 }+ p{\  -  e~Py) {l -  p 2 (1 -  e-flI)2 (1 -  ε~β ν )2 }] > 0.

Οι συναρτήσεις επιβίωσης και κινδύνου και η μονοτονία της τελευταίας για την κατανομή 

της Υ  | Χ 9 προκύπτουν από τις τρεις τελευταίες σχέσεις με εναλλαγή των χ  και y  και των a 

και β .

Επίσης, είναι

h{..\) C) ° ( ΐ - ρ ) { ι - p ( i - g~ ^ ) i | i - / ?2( i - g~‘" ) 20 - g~^J’)}

{ l - p ( l - e - “ ) } { l - p ( l - c - “ X I - e- ^ ) } { l - p 2 ( l - e - “ X l - e - ' ,>·)}

Για την παράγωγο της τελευταίας ως προς χ , ισχύει ότι

h \ x \ y , 0 )

x >  0 .

α ( \ -  ρ ) { \ -  p ( \ - e  β ν )}

a p e - ^ l - e - f i r ^ l - p Q - e - ^ + e- f i y

( l  -  p(l -  β - *  ) f  j l  -  p(l -  e-^XX  -  e ^ r  )}{ l -  p 2 (1 -  e '**)(1  -  e~fiy )}

+ ___________a p e - ax( X - e - f i y ) \ \ - p 2( \ - e - axj l { \ - e - f i r ) \__________

+ {l -  p(  1 - )}{l - p(  1 - e ^ X l  -  e ^ r  )f {l -  p 2 (1 -  e ^ X l  -  e ^ ) }

__________ a P 2e-ax{ \ - e- f i r ) \ \ - p 1( y - e - ax)2i \ - e - f i r ) \

{l -  p( 1 -  β"" )}{l -  p(l - e~“  )(1 -  êr )}{l -  p2 (1 -  )(1 -  e~fiy )f
>0

Συνεπώς, η Λ(jc| >>) είναι αύξουσα συνάρτηση του χ .  Η  δεύτερη από τις δεσμευμένες 

συναρτήσεις κινδύνου της σχέσης (1.5) και η μονοτονία της, προκύπτουν από τις δύο
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τελευταίες ζέ σ ε ις  με εναλλαγή των χ  και y  και των α και β .

Θέτοντας στην από κοινού συνάρτηση επιβίωσης y  -  0 και χ  = 0, προκύπτουν αντίστοιχα 

οι συναρτήσεις επιβίωσης των X  και Γ,

S(x;0,) =
(1 - ρ Γ 'β - "

; ι + ^ ι - ρ Γ 1̂ ’

S(y,02) =
(1 - p y ' e - P *

χ ^ Ο ,

y >  0.
1 + p ( l -  p)~xe~Py ’

Από τις δύο τελευταίες σχέσεις και από τις (4.11) και (4.12), οι αντίστοιχες συναρτήσεις 

κινδύνου υπολογίζονται ως

Κ * Ά )  =
a

l + p a - p r ' e - * * ’

Κ υ ,θ2) = β
1 + ρ ( \ -  p)~xe Py ’

jc>0,  

y >  0

και είναι αύξουσες αφού (1 — ρ)  1 > 1.

4.4.3 Ο συντελεστής συσχέτισης
Για τον υπολογισμό της αναμενόμενης τιμής του γινομένου ΧΥ, ισχύουν τα ακόλουθα:

Φ Τ·Λ  -  77_________· ~ * " * ><| - p » q
ο ο {ΐ — ρ ( \  -  e~ax )}{l p ( l —e~Py  )}{ΐ -  /?(!— )(1 — )}

cbcdy

l-e~ ax=z j 1 1 1 -  p l zw
i f —l αβ  J J ( l - p z ) ( 1 - pw)(l- pzw)

dzdw

- Io a f lQ -p w ) f
1 - p —dz+  M —  

£ ( l -  p z ) ( l -  pzw) '1  - p z
dz dw

■ - w0 a f i ( l -p w )
1 - P  
1 - w

V 1 , V w ,1 V iΓ------- d z -  F----------dz> + -—
h - p z  h - p z w  JA -

dz
pz

dw

- /
1

αβ(1 ~ pw)
- l- P— \ -  log(l -  pz)  + log(l - p z w ) \  -  log(l -  p z f Q

J 0
dw
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I z z ' r  1°g(1- M
α β ρ  Q ^ - p w X l - w )  α β ρ   ̂ 1 - w

J _  ( ' r j W b r t j , , ’! M I z M a ,
ay9pl J l - / w  J 1 -w

α β ρ

log2(l - p w )
-  l o g {1 -  p w )  log(l -  w )

α β ρ  q 1 -w

' - V p lo g d - w ) ^
i  Ι ­ο o /nv

+ log(l -  p )  log(l -  w)
I

Όμως, εφαρμόζοντας τον κανόνα του L’Hospital προκύπτει ότι

l im \  -  log(l -  p w ) log(l -  w) + log(l -  p ) log(l- w )
w—>\

=  -  lim log(l -  w) log) -——
w->l \  1 -  p

(μορφή 0·οο)

= - lim log(l -  w) 00

W-»l if 1~ p w  
log 11

(μορφή —)
00

= -  lim
w-»l

l - p  

- ( l - w ) - 1

p ( l  -  p w )  1 log 2
( 1 - /nv 

1 - P

( l - /w ) lo g
= lim

w->l

1 - /7 W

---------——  ̂ (μορφή — )
p ( l-w )  ^ F 0

plog
lim
w-»l

1- p w

l - P  .
-2 p lo g

l - / w

=  0 .

Άρα,

£ m e ) = t o i ! f l z £ ) „ - L r M r j a *
2ο/?σ α β  ' 1 - p w
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l-w=e~x ^ g 2  (1 _  ρ )  ^  1 JC£ dx
2αβρ  αβ '  i - p ( l  - e χ )

log2( l- /? )  + _J_ J x ( \ - p ) ' l e X dx
2α β ρ  αβ  \ + p ( \ - p )  ' e x

=  l0g2(1~ j?)- +  ̂ — e \ x 1 IX  ~  ££G(1, —1—)}2 a /? p  2αβ [ 1 - p  J

log (1-p ) Φ(τ~^~5 2, 1),
Ι α β ρ  αβ(\  -  p)  1 - p

όπου για τον υπολογισμό της ζητούμενης ροπής και ακολούθως των μέσων τιμών και των 

διακυμάνσεων των X  και Υ, με σ.π.π. αυτές των σχέσεων (4.11) και (4.12), χρησιμοποιού­

νται τα αποτελέσματα της ενότητας 2.4. Οι αναμενόμενες τιμές των X  και Υ, υπολογίζονται 

ως

-  log(l -  ρ)
Ε(Χ·Α) = 

Ε(Υ·,Θ2) =

αρ

-  log(l -  ρ)

βρ
και επομένως, η συνδιακύμανσή τους, είναι 

1Cov(X,Y;9) =
α β ρ

ρ  Φ , - Ζ Ρ - , 2 , 1 )  + <£Γ2»°β 0 - r i
1 - ρ  1 - ρ 2 Ρ

Για τις διακυμάνσεις των X  και Γ, προκύπτει ότι

V a r ( X A )

Var(Y ;θ2) -

1

« 2(1 - ρ ) 

1

β 2( \-ρ)

1 - ρ

2φ (— Ρ - , 2 Λ ) ^ Ζ Ρ ) ^ - Ρ ) .
1 - Ρ  - Ρ

Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις της συνδιακόμανσης και των διακυμάνσεων των X  και Υ 

στη σχέση (1.7), προκύπτει ο συντελεστής συσχέτισης του Pearson για την κατανομή της 

σχέσης (4.10),
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2 ρ2 φ (  7 Γ - ’ 2’ 1) + (Ρ -2 )(1 -ρ )1 ο 82(1 -ρ )
Ρ ( Χ , Υ ; Θ ) = — — ί-2----------------------------

2 2 ρ 2Φ ( - - ^ —, 2 , l ) - ( l - p ) l o g 2(1 -/>)
I ι - ρ

4.5 Φυσική ερμηνεία
Η κατανομή EEG -1, περιγράφει τη συμπεριφορά ενός διδιάστατου πληθυσμού, όταν οι 

περιθώριοι πληθυσμοί περιγράφονται από την τροποποιημένη Extreme Value κατανομή και 

είναι ανομοιογενείς ως προς την ίδια συνεχή τιαράμετρο, η οποία συμπεριφέρεται ως εκθετική 

τυχαία μεταβλητή.

Οι κατανομές EEG -2,3,4, περιγράφουν την από κοινού συμπεριφορά των χρόνων ζωής 

ενός ‘συστήματος’ που αποτελείται από δύο βασικές συνιστώσες, όταν ο χρόνος ζωής κάθε 

συνιστώσας συμπεριφέρεται όπως μια από τις τυχαίες μεταβλητές Ζ  ή W του Θεωρήματος

2.2. Επομένως, ο τρόπος λειτουργίας κάθε βασικής συνιστώσας, είναι αυτός που 

σκιαγραφείται στα σχόλια του ίδιου θεωρήματος ενώ σε κάθε περίπτωση, ο αριθμός των 

αρχικών ελαττωμάτων είναι ο ίδιος για καθεμία από αυτές. Η κατανομή EEG -2, αναφέρεται 

σε συστήματα στα οποία οι επιμέρους συνιστώσες των δύο βασικών συνιστωσών έχουν 

συνδεσμολογία σειράς ενώ η EEG -4, σε συστήματα στα οποία οι δευτερεύουσες συνιστώσες 

έχουν παράλληλη σύνδεση. Όταν μεταξύ των δύο βασικών συνιστωσών, οι επιμέρους 

συνιστώσες της πρώτης έχουν συνδεσμολογία σειράς και της δεύτερης παράλληλη σύνδεση, 

προκύπτει η κατανομή jEEG -3.



Κεφάλαιο 5

Ιδιότητες Κατανομών Ανάλυσης Επιβίωσης - Μέθοδοι 

Παραγωγής και Γενίκευσής τους

Η υπόθεση της ομοιογένειας ενός πληθυσμού ως προς την ικανότητα επιβίωσης των 

μελών του, δεν είναι πάντα ρεαλιστική. Αν και ένα μέρος της ετερογένειας στην επιβίωση 

εξηγείται με την εισαγωγή συμμεταβλητών, συχνά ένα σημαντικό υπόλοιπο ανομοιογένειας 

παραμένει ανεξήγητο, ειδικότερα στο προσδόκιμο ζωής βιολογικών πληθυσμών. Η επίδρασή 

του στην επιβίωση αποτελεί αντικείμενο της θεωρίας της ευπάθειας, με αρκετά εκτεταμένη 

βιβλιογραφία (π.χ. Hougaard, 1984, Manton et al., 1986, Vaupel, 1990, Aalen, 1994 και 

Hougaard, 1995), στα πλαίσια της οποίας γίνεται αξιωματικά η παραδοχή ότι η σχετική 

ανομοιογένεια του πληθυσμού δεν παρατηρείται αλλά εκδηλώνεται έμμεσα. Η βασική της 

ιδέα είναι ότι οι πιο ευπαθείς πληθυσμιακές μονάδες έχουν μικρότερη διάρκεια ζωής και ως 

εκ τούτου, η παρατηρούμενη συνάρτηση επιβίωσης δεν είναι αντιπροσωπευτική για καθεμία 

από αυτές.

Θεωρώντας ότι στο μοντέλο των Vaupel et al. της ενότητας 1.2.2, η μεταβλητή της 

ευπάθειας ακολουθεί κατανομή Γάμα, προκύπτει το Γάμα μοντέλο ευπάθειας. Στο κεφάλαιο 

αυτό, εισάγεται η πρόσθετη υπόθεση ότι η αναμενόμενη τιμή της μεταβλητής της ευπάθειας 

είναι ίση με τη μονάδα δηλαδή ότι η τελευταία ακολουθεί κατανομή Γάμα με ίσες 

παραμέτρους μορφής (shape) και κλίμακας (scale). Έτσι, η δεσμευμένη συνάρτηση κινδύνου, 

A1?- η οποία θα αναφέρεται στη συνέχεια ως η αρχική συνάρτηση κινδύνου - γίνεται κατά 

μία έννοια μια μέση συνάρτηση κινδύνου για τις πληθυσμιακές μονάδες. Στο κεφάλαιο αυτό, 

αποδεικνύεται ότι όλες οι κατανομές ανάλυσης επιβίωσης μπορούν να προκόψουν από το



Γάμα μοντέλο ευπάθειας με κατάλληλη επιλογή της αρχικής συνάρτησης κινδύνου και 

παρουσιάζονται παραδείγματα χρήσης του, για την παραγωγή ή γενίκευση υπαρχόντων 

κατανομών με την προσθήκη μιας επιπλέον παραμέτρου. Επίσης, μελετώνται διάφορες 

ιδιότητές του, δίνονται ικανές και αναγκαίες συνθήκες χαρακτηρισμού του συναρτήσει της 

μονοτονίας της συνάρτησης κινδύνου και τέλος, παράγονται φράγματα για τη συνάρτηση 

επιβίωσης. Έτσι, μελετώνται με ενιαίο τρόπο οι ιδιότητες των κατανομών ανάλυσης 

επιβίωσης και εξάγονται συμπεράσματα για τις συναρτήσεις κινδύνου και επιβίωσης του 

πληθυσμού, σε σχέση με τη συμπεριφορά της ‘μέσης συνάρτησης κινδύνου’ των 

πληθυσμιακών μονάδων και του βαθμού ανομοιογένειας στην ικανότητα επιβίωσής τους.
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5 .1  Τ ο  Γ ά μ α  μ ο ν τ έ λ ο  ε υ π ά θ ε ι α ς

Υποθέτοντας ότι η μεταβλητή της ευπάθειας ακολουθεί κατανομή Γάμα με παραμέτρους 

μορφής και κλίμακας ίσες με c(0)_1 και χρησιμοποιώντας τη σχέση (1.3), η συνάρτηση 

κινδύνου του πληθυσμού δίνεται από τη σχέση:

hx{t 'A) / > 0 , (5.1)
1 + c(0)Zfi(f;01)

όπου *9 είναι το διάνυσμα όλων των παραμέτρων, θχ είναι το διάνυσμα των παραμέτρων της 

και c{&) > 0 είναι μία σταθερά ή μία συνάρτηση παραμέτρων και μόνο, αυτών της 

κατανομής που αντιστοιχεί στην hx ή /και μιας ακόμα που θέλουμε να εισάγουμε. Για 

c(0)=O, οι h και hx ταυτίζονται και ως εκ τούτου, η περίπτωση αυτή δεν εξετάζεται στη 

συνέχεια. Από άποψη φυσικής ερμηνείας, η παραμετρική συνάρτηση α(θ) είναι ένα μέτρο 

της ανομοιογένειας του πληθυσμού, αφού ισούται με τη διακύμανση της μεταβλητής της 

ευπάθειας ή διαφορετικά, με το τετράγωνο του συντελεστή μεταβλητότητας του πληθυσμού

της.

Μπορεί να παρατηρήσει κανείς ότι Α(0;*9) = Ηχ(0;θχ) ενώ όταν η hx έχει πεπερασμένη 

τιμή για t —> οο, η h τείνει ασυμπτωτικά στο μηδέν. Επίσης, για κάθε / > 0 , είναι 

Κ η & )< π χ(ηθ , ) .

Οι συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας και επιβίωσης που αντιστοιχούν στη συνάρτηση 

κινδύνου της σχέσης (5.1), είναι
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/ Μ )  =
_______ \  ( t 'A )_______

{1 + c(0)tf1(/;01)}c(*r '+1

_________ 1_________

{l + ο(θ )Η λ (t; θ χ )}c(l?)1 ’

t t  0,

t >  0.

(5.2)

(5.3)

Επίσης, αν ξρ και ξΧρ είναι τα ρ  εκατοστιαία σημεία των κατανομών που αντιστοιχούν 

στις h και hx, τότε ξ  = ξΧρ·, όπου

Η οικογένεια κατανομών της σχέσης (5.2), μπορεί να χρησιμοποιηθεί για γενίκευση 

κατανομών με προσθήκη παραμέτρου, με σκοπό την αύξηση της ευελιξίας τους στην

περιγραφή χρόνων ζωής. Για παράδειγμα, θέτοντας hx(t;9x) = λα ία~ι και c(9) = ( l - k ) 2 με 

/,Λ ,α,λ > 0 στην (5.1), προκύπτει η κατανομή με συνάρτηση κινδύνου

λ α ί α~χ

1 + { l - k ) 2Aia ’
t Z  0

και αντίστοιχη σ.π.π.

λαί a- 1

{l + { l - k f ^ a }
a -* r+ i

t t  ο,

όπου 19 = (α ,/Ι,ί;). Η τελευταία οικογένεια κατανομών περιλαμβάνει ως ειδικές περιπτώσεις 

την κατανομή Weibull για k  = 1 και τη γενικευμένη compound Rayleigh κατανομή (Bekker 

et al., 2000) για k *  1.

Στο θεώρημα που ακολουθεί, αποδεικνύεται ότι η συνάρτηση κινδύνου οποιοσδήποτε 

κατανομής ανάλυσης επιβίωσης μπορεί να γραφεί στη μορφή (5.1) με κατάλληλη επιλογή 

της αρχικής συνάρτησης κινδύνου ενώ στο αντίστοιχο πόρισμα εξετάζεται μια ιδιότητα 

κλειστότητας της οικογένειας κατανομών της σχέσης (5.2).

Θεώρημα 5.1

Η παραμετρική οικογένεια κατανομών της σχέσης (5.2), περιλαμβάνει όλες τις κατανομές 

ανάλυσης επιβίωσης.
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Απόδειξη

Αρκεί να δειχθεί ότι υπάρχει πάντα μια συνάρτηση κινδύνου hx, μέσω της οποίας η εκάστοτε 

συνάρτηση κινδύνου h μπορεί να γραφεί στη μορφή (5.1). Η σχέση (5.1) γράφεται 

διαδοχικά στις ακόλουθες ισοδύναμες μορφές:

h {f ,9 )  = ----- ---------------
1 + α {θ )Η χ( ί ·θ χ)

ο  Α| (/; θ λ) -  Α(/; 9 )  + c(9)h(t;  9 ) Η Χ (ί;θχ) 

ο  Η χ {ν,θχ) -  c(9 )h( t ;9 ) Η Χ (ί;θχ) = Α(/;9 ) .

Η τελευταία είναι μια μη ομογενής γραμμική διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης ως προς Η χ, 

η λύση της οποίας δίνει

Η χ{ί,θχ) = ec^ )H(,;S)· Η χ(0;θχ) +
0

= ( 0 · Α )  — L  e - m H ( , - ,9 ) V  1 
1 ,V c(fl) loj

_  e c{e)H (t-S) H x(0;<9j)---- l_ { e -cW)H(v,9) _ j)
n  1 c ( 9 ) ( j

Όμως, H x(O;#,) = 0. Άρα,

H x{f,Gx) = _ L { e‘(*)tfM)
1V v  c (0 )  ]

ή ισοδύναμα,

hx (ί;θχ) = h(t; ff)e c^ H^ . (5.4)

Από τις δύο τελευταίες σχέσεις, είναι προφανές ότι η Λ, ικανοποιεί τις ιδιότητες μιας 

συνάρτησης κινδύνου, αποδεικνύοντας τον ισχυρισμό του θεωρήματος.

Στον Πίνακα 5.1, παρουσιάζονται παραδείγματα στην παραγωγή των πιο ευρέως 

χρησιμοποιούμενων κατανομών ανάλυσης επιβίωσης, χρησιμοποιώντας την (5.1). Για κάθε 

κατανομή δίνονται οι συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας /  και κινδύνου Α, όπως επίσης 

και η αρχική συνάρτηση κινδύνου hx μέσω της οποίας η σχέση (5.1) παράγει την Α. Για

παράδειγμα, αντικαθιστώντας στη σχέση (5.1) όπου hx την hx(t‘A )  = λ α ί α~χ exp\c(9)Aia } με
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h(r,&) M f A )

Exponential
λ Λ **™ * λ > 0 ,  t > 0

Gamma

- ^ - Λ ( Μ ) α~ι exp(—Λ/) 
Γ (α)

f i t · , 3 )

1 - Ί ( α , λ ί )

f i t ;  3 ) λ , a  > 0 5 

t >  0

Weibull

λ α ία~χ exp(-^/fl) λ α ί ° - λ λ α ί α~ι exp{c(3)X ta j
λ ,  a  > 0 , 

t >  0

Modified Extreme Value 

α λ  expj/i/ -f a (  1 -  βλΐ)}
α λ ε χ ρ ( λ ί ) α λ  e x p ji/ + ac {6 ) (e Xt -1 ) |

λ ,  a  >  0, 
/ > 0

Burr 

λ α ί α~χ 

(\ + ί α) λ+χ

λ α ί α~χ 

1 +  t a
Aata~x{\ +  t a ) c{e)x~x

λ , α >  0, 

r > 0

Lognormal

‘ e J - 008' - " ’2 !
ΐσ*Ιϊπ [ 2σ2 J

f i t \  3 ) f i t ; 3 )
-o o  < μ  < oo,

σ  > 0 , / > 0 
Φ (ί) = α.σ.κ,της 

τυ7ηκής κανονικής 
κατανομής

1 φ ί 1ο§ ' - ^
V σ  ) F  « Μ Γ

Inverse Gaussian

1 λ  λ { ί - μ γ  
J  3 exp- 2 ‘ 
V 27tT [ 2 /Λ  J

f i f , 3 )  

**S(t;3)

f i t ; 3 ) μ 9λ > 0 ,

ΐ > 0

Lomax (Pareto 2nd kind) 
α λ

(1 + Λ/)α+1

α λ  

l  +  At
aX(l +  Xt)ac(-e)~l

λ ,  a  > 0 , 

t > 0

= {Γ(α)}_1 \ u a~Xe~udu = φ \ β Τ ί { \ - ( Ι  μ ) ) - ε 2λΙμφ { - 4 λ Τ ί  (\ + t l  μ)}
0

Πίνακας 5.1 Κατανομές ανάλυσης επιβίωσης με τις αντίστοιχες συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας /  και 

κινδύνου h και τις αρχικές συναρτήσεις κινδύνου h\ που χρησιμοποιούνται για την παραγωγή τους.
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ί9λ 9α>  0 , δηλαδή τη συνάρτηση κινδύνου της κατανομής Exponential Power (Smith και 

Bain, 1975) για c(0)= l ή c(0)~l πολλαπλάσιο αυτής για c(0) *  1, προκύπτει η συνάρτηση

κινδύνου της κατανομής Weibull h(t;3) = λαία~1. Η μορφή της παραμετρικής συνάρτησης 

ο(θ) δεν προσδιορίζεται ώστε ο πίνακας να περιλαμβάνει όλες τις εναλλακτικές εκδοχές της

V

Πόρισμα 5.1

Αν οι είναι ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες μεταβλητές με κατανομή στην

οικογένεια της σχέσης (5.2), τότε οι κατανομές των πΰη{Χ, }”=Ι και max{x, }"=) ανήκουν

επίσης στην ίδια οικογένεια.

Απόδειξη

Η εν λόγω ιδιότητα, είναι άμεση συνέπεια του προηγούμενου θεωρήματος αφού οι κατανομές 

των min{Ari }"=1 και max{Xj  }”=, είναι κατανομές ανάλυσης επιβίωσης. Ειδικότερα, η

κατανομή του min{.Y/ }|L, ανήκει στην οικογένεια της σχέσης (5.2), με Λ,* = nhx και

c(9)* = ο(θ) / η .

5.2 Χαρακτηρισμοί
Στη συνέχεια, δίνονται ικανές και αναγκαίες συνθήκες ώστε η οικογένεια κατανομών 

στην (5.2) να έχει αύξουσα (IFR), φθίνουσα (DFR), κυπελλοειδούς μορφής (BTFR) ή 

μονοκόρυφη (UBTFR) συνάρτηση κινδύνου. Επίσης, παράγονται αποτελέσματα που 

συνδέουν τις μονοτονίες των h και hx.

Θεώρημα 5.2

Οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναμες.

(α )  Η οικογένεια κατανομών της σχέσης (5.2) είναι IFR (DFR).

( b ) Η συνάρτηση log{l + ο{θ)Ηλ (ί; θχ)} είναι κυρτή (κοίλη) για κάθε / > 0.

( c ) Η συνάρτηση {ΐ + ο(θ)Ηχ(t ;θχ)}~χ είναι μια Polya συνάρτηση κατανομής τάξης 2 ( PF2)

(Karlin, 1968) (η συνάρτηση {ΐ + ο{θ)Ηχ (t + χ;θχ )}-1 είναι ολικά θετική τάξης 2 (totally
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positive of order 2 ή ΤΡ2) (Karlin, 1968) στα t  και χ , γ ι α ί  + χ £ 0 ) .

Απόδειξη

(ο) ο  (b) Η παράγωγος της συνάρτησης log{l + ως προς t ,  είναι

w +c(e)Ht (,·Α )}ί - , ; ^ > 0 - *>.
»

Άρα, η οικογένεια κατανομών της σχέσης (5.2), είναι IFR (DFR) αν και μόνο αν η 

συνάρτηση log{l + c(fi)Hx (ί;02)} είναι κυρτή (κοίλη) για κάθε t > 0 .

(α) ο  (c) Η ισοδυναμία αποδεικνύεται από το γεγονός ότι μια κατανομή ανάλυσης 

επιβίωσης είναι IFR (DFR) αν και μόνο αν η συνάρτηση επιβίωσής της είναι ΡΡ2 (η 

S(t  + χ) είναι ΤΡ2 στα t  και x , για / + x > 0) (Barlowκ α ιProschan, 1965, σελ. 25).Όμως, 

αν η S  είναι PF2 , για tx < t2 και χ  > 0 , προκύπτουν οι ακόλουθες ισοδυναμίες:

S(?i+ x;»9) S(t2 + x ;&)
S & iS )  S(t2;ff)

Ιδιότητες και Μ έθοδοι Παραγωγής και Γενίκευσης Κατανοιιών_________________

___________ 1__________

{1+ c(0 )tf1(r1 +*;01)}cw

{ΐ + £φ )Η χ(ίχΑ ) Υ ($)

___________ 1__________

{l + c ( 0 ) H x ( t 2  +  x;0i)}c(0)
__________1__________

{l+ 0 ( 0 ) ^ ^ ) } ^

£ 0

[{1 + c ( 0 ) H } (/, + x - A  )Kl + c ( 0 ) H x ( t 2 A  )}]c W

> ____________________1__________________

[{1 + c ( 0 ) H x ( t 2  + χ ;  θχ )}{l + c ( 0 ) H x (tx; Θ χ ) ψ θ )

1

1 + ο(θ)Ηχ(ίχ+ χ Α )  
_______1______

\ + ο φ )Η χ(ίχΑ )

_________ l________

1 + ο(θ)Ηχ(ί2 +χ;θχ)

1 + c(e)Hx(t2A )

Αρο, ισοδύναμα η συνάρτηση {l + c(0)//) (/;#!)} 1 είναι PF2 . Όμοια, αν η S(t + χ) είναι 

ΤΡ2 στα t και χ ,  για tx < t2 και χ χ < χ 2 ισχύει ότι:
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S(h + χ χ',9) 

s ( {2 + *1; $)

ή ισοδύναμα,

S( t j  +  x 2 ; S )  

S ( t 2 +  x 2 ; 9 )
£ 0

________ 1________  ________ 1________
\  +  c ( f f ) H x( tx + Χ χ , θ χ)  \  +  c ( 9 ) H x{tx + χ 2 , θ χ)
________ 1________  ________ 1________
1 + c ( 0 ) H x ( t2 +  χ χ, θ χ)  1 + c ( 9 ) H x ( t2 +  x 2 ; 0 x)

δηλαδή η {l + c ( 9 ) H x ( t  +  x; θ χ )}-1 είναι TP2 .

> 0

Θεώρημα 5.3

Έστω η συνάρτηση

g { t \ 9 )  = hx ( t ; 9 x ){l + c ( 9 ) H x (t; θχ)} -  c ( 9 ) h f  (t; θχ).

Η οικογένεια κατανομών της σχέσης (5.2), είναι

ζ) IFR (DFR) αν και μόνο αν g ( t \ <9) > 0 για κάθε t  > 0 ( g ( t ; 9 )  < 0 για κάθε t  > 0).

U) BTFR (UBTFR ) αν και μόνο αν υπάρχει ί0 > 0 τέτοιο ώστε g ( t ; 9 ) < 0  για κάθε 

t<=(0 , t0) και g ( P , 9 ) >  0 για κάθε /e ( /0,oo), με g(f0;.9) = 0 (υπάρχει /0 >0 τέτοιο ώστε 

g ( t ; ι9) > 0 για κάθε ί  e (0,/0) και g ( t ; 9 )  < 0 για κάθε t  e (/0,οο), με g ( t o ; 9 )  = 0). 

Απόδειξη

Η παράγωγος της h ως προς ί ,  δίνεται από τη σχέση:

h (,· = V ft;fli){l + c(9)Hx(/;θχ) } - c(9)hx (t;θχ)
{1 +  c ( 9 ) H x( t ;9x) }2

Η συνάρτηση g  είναι ο αριθμητής της παραπάνω σχέσης, οπότε τα αποτελέσματα 

προκύπτουν εφαρμόζοντας τους ορισμούς των IFR, DFR, BTFR και UBTFR ιδιοτήτων, που 

δίνονται στην ενότητα 1.1.1.

Στη συνέχεια, εξετάζονται περιπτώσεις όπου το είδος μονοτονίας της hx καθορίζει εκείνο 

της h ή αντίστροφα.

Πρόταση 5.1

Αν η /?) είναι φθίνουσα ή σταθερή, η οικογένεια κατανομών στην (5.2) είναι DFR.



Ιδιότητεο και Μ έθοδοι Παοαγωντία και Γενίκευστκ Κατανοιιών 105

Απόδειξη

Αν η hx είναι φθίνουσα συνάρτηση του t ,  τότε:

g(t;S) = Η,(ν,Θλ){\ + c{9)Hx (t\ θχ)} -  c(0)hf  (ί; θχ) < 0

ενώ αν είναι σταθερή

&(/’> 3) -  ~c{ff)hi (ί; έ?ι) < 0 ,

οπότε το αποτέλεσμα προκύπτει με εφαρμογή του προηγούμενου θεωρήματος.

Το αντίστροφο της Πρότασης 5.1? γενικά δεν ισχύει. Αντιπαράδειγμα, αποτελεί η 

περίπτωση της κατανομής EEG (Adamidis et al., 2005) με συνάρτηση κινδύνου

h{t; 3) = λ{\ -  (1 -  a)e~M }_1, t > 0 ,

όπου Λ, a > 0 , η οποία μπορεί να παραχθεί από την (5.1), με

/ ΐ ι Μ ι )  = λα~ιβ**, t > 0

και c{0) -1. Αν και για 0 < a < 1 η πρώτη συνάρτηση κινδύνου είναι φθίνουσα, η δεύτερη 

είναι αύξουσα συνάρτηση του t .

Πρόταση 5.2

Αν η οικογένεια κατανομών της σχέσης (5.2) είναι IFR, η hx είναι αύξουσα συνάρτηση του 

ί.

Απόδειξη

Παραγωγίζοντας τη σχέση (5.4) ως προς t και αφού η h είναι αύξουσα, προκύπτει ότι

V  (/; θχ) = β°φ)Η{ί'$) {h'(t; 3) + c(0)h2 (t; 0)}> 0 ,

που αποδεικνύει τον ισχυρισμό για τη μονοτονία της hx.

Βεβαίως, αν η hx είναι αύξουσα συνάρτηση του ί ,  δεν έπεται ότι και η h έχει το ίδιο 

είδος μονοτονίας όπως φαίνεται από το παράδειγμα της κατανομής E E G .

5.3 Φράγματα της συνάρτησης επιβίωσης
Στην παράγραφο αυτή, εξετάζεται η σχέση διάταξης που διέπει τις συναρτήσεις επιβίωσης 

και μέσου απολειπόμενου χρόνου ζωής των κατανομών που αντιστοιχούν στις h και hx.
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Ετιίσης, παράγοντα ι φ ράγματα  γ ια  τη  συνάρτηση  επ ιβ ίω σης τη ς σχέσης (5.3), μέσω  τω ν  

οποίω ν φ α ίνετα ι η  επ ίδραση  τη ς  ‘μέση ς συνάρτησης κ ινδύνου’ τω ν πληθυσμιακώ ν μονάδω ν  

κ α ι του βαθμού  α νομο ιογένεια ς του πληθυσ μού  -  μέσω  του  c { 6 ) -  στο  εύρος τ ιμώ ν  της 

παρατηρούμενης συνάρτησης επ ιβίω σης.

Θ ε ώ ρ η μ α  5.4

Α ν  S  κ α ι S x ε ίν α ι ο ι συναρ τήσεις επ ιβ ίω σης που  αντιστο ιχούν σ τ ις  h κ α ι hx, τότε  

Sd',&) > S xd A )  γ ια  κάθε / > 0 .

Α π ό δ ε ιξη

Ο λοκληρώ νοντας τα  δύο  μέλη  τη ς  αν ισ ότη τας h(t \3 ) < hxd , 0 x) στο  δ ιά σ τη μα  [0, /] , έπετα ι 

ότι

κ α ι ισ οδύναμα,

Επομένω ς, όπω ς ενδεχομένω ς αναμενόταν, S(t;3 )  > S xd A )  γ ια  κάθε t  >  0 .

Η  ίδ ια  δ ιά ταξη  δ ια τη ρ ε ίτα ι κ α ι σ ε  ό τ ι αφ ορά τους μέσους υπολειπόμενους χρόνους ζω ής 

όπω ς φ α ίνετα ι στο  θεώ ρημα  που  α κ ο λ ο υ θ ε ί

Θ ε ώ ρ η μ α  5.5

Α ν  τη κ α ι τηχ ε ίν α ι ο ι σ υ ναρ τή σ ε ις του  μέσ ου  υπολειπόμενου  χρόνου ζω ής που αντιστο ιχούν  

στις h κ α ι hx, τότε m (tQ;3 )  >  τηχ(ί0 ;θ χ)  γ ια  κάθε t0 > 0 .

Α π ό δ ε ιξη

Η  συνάρτηση w(t;  $ )  =  S( t;  5 ) ^  ( ί ;θχ )}_1 ε ίν α ι α ύξουσ α  συνάρτηση του  t , αφού

S \ t ; f f ) S x( . f A ) - S ( f , f f ) S x dA)
s?dA)

■■— ^ ------ { - f ( t ; f f ) S x( t A )  + S(t; ff )fx d A ) }
s x {t\01)

1

s h f A )

f\dA)
{ l +  c{ff)Hx (tA )}c(0),+1 { i + ο(θ)Η, dA  .
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1 A i t  A )  ι M t A )

~  s f r A ) {1 + c i f f ) H x (f, θλ )}c(er'+1 (1 + c ( f l ) H x (ί; θλ )}c(0r' _

0φ ) Μ ί · Α ) Η χ(ί ·Α )   ̂ q

4

Άρα, για t > t0 ,

S,O ;01) s,(t0A )  ,;'χί(0;5) 's , ( i0;e,) ’

που αποδεικνύει το ζητούμενο.

Θεώρημα 5.6

/) Αν η οικογένεια κατανομών της σχέσης (5.2) είναι IFR, τότε: 

f e (Q;gl)l  < S(t;0) < e~*m ) t  γ ι α  κάθε t>  0.
W A ) i

it) Αν η οικογένεια κατανομών σχέσης (5.2) είναι DFR, τότε:

e-A(0fl)f <s(t;3)  <min 1, Μ 0 · Α )
ο(ΘΤ1

M f A )
για κάθε t > 0 .

Απόδειξη

0  Αφού από υπόθεση η Λ είναι αύξουσα συνάρτηση του t ,  για ί  > 0 ισχύει ότι 

h ( t ; 3 )  > h(0; 3 )  = hx ( 0 ;^ ) .  Ισοδύναμα,

___ W A )
1 +  ο ( θ ) Η λ ( ί Α )

>hx( P A )

{l +  c ( 0 ) H l ( t A ) } c m ' 1 W - V i

o  S(t;&) > h i ( 0 A ) \
m -1

* i0 ;^ i) J

To άνω φράγμα της συνάρτησης επιβίωσης προκύπτει ολοκληρώνοντας τα δύο μέλη της
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ανισότητας h(t; ff) >  h{ (0; θ χ) στο διάστημα [0, ί ] , οπότε προκύπτει ότι

και ισοδύναμα, 

e-H{v,9) < e -M0A)‘

ο  S ( t ; $ )  <  .

U) Με ανάλογα επιχειρήματα αποκτώνται τα άνω και κάτω φράγματα της συνάρτησης 

επιβίωσης όταν η h  είναι φθίνουσα συνάρτηση του f , λαμβάνοντας υπόψιν ότι η διάταξη 

των Λ και h{ (0) αντιστρέφεται.

Στο επόμενο θεώρημα, δίνονται συμπληρωματικά φράγματα της συνάρτησης επιβίωσης, 

που προκύπτουν θέτοντας περιορισμούς στις τιμές της παραμετρικής συνάρτησης c ( 0 ) .

Θεώρημα 5.7

/) Αν ε(0)<1,τότε:

-------- -------- -------------------------.
{ι+ # , ( ' ;  )}c(<?) ι + η ^ ϊ ,θο

ϋ )  Αν c ( 0 )  > 1, τότε:

-------- ί-------- ^  <,------------1---------- Γ .
ΐ + Η ^ - Ά )  {1

Απόδειξη

/) Για ο (θ )  <, 1, το άνω φράγμα της συνάρτησης επιβίωσης προκύπτει χρησιμοποιώντας την 

ανισότητα (1 + t ) a > 1 + a t  όπου a  >  1 ή α  ύ  0 και ί > - \ .  Κατά συνέπεια,

= {ΐ + c ( 0 ) H \  (/; θ χ )}c(61) 1 > 1 + Η χ( ί · θ { )

<=> S(t: ,9)  <  —  1 

Επίσης,

{1 +  c ( 0 ) H , O;<9)}c(0r '  ̂  {ι +  //j (f)}cW '
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//) Για c{0)  > 1, χρησιμοποιώντας την ανισότητα + <1 + at που ισχύει για 0 < a < 1

κ α ι / > 0 ή  - 1 < ί < 0 , έ π ε τ α ι ό τ ι

{1 + ε(θ)Ηγ (ί; θ \  )}c(^)_1 < 1 + Η χ(ρ,θχ)

ο S(t;9)>
1

Ι + Η & θ ύ '

Επίσης,

{1 + c(0)Hx(t,9x)}c{~e r ' > {\ + H x(f,Bx)}c{e)

ο  S(t ; 9) < ----------------------
' {1 +  H x ( t - , 9 x ) } c W

Στο θεώρημα που ακολουθεί παρουσιάζεται μια γενική μέθοδος κατασκευής φραγμάτων 

μιας συνάρτησης κινδύνου.

Θεώρημα 5.8

Αν μια οικογένεια κατανομών είναι EFR (DFR), τότε:

f ta /0
e'° t < t 0

. * 0 0
ylnt0

β'° t z t 0,

όπου t0 είναι η μοναδική λύση της εξίσωσης S(t; 9) = t.

Απόδειξη

Σύμφωνα με το το Θεώρημα 4.3 των Barlow και Proschan (1965, σελ. 27), αν μια οικογένεια 

κατανομών είναι IFR (DFR) και F(^p ) = ρ ,  τότε:

S(t;9)\
>(<;) e-° ' 

<(>) e~at
ί < ξ ρ

όπου α = - ξ ρ 1 log(l -  ρ ) , οπότε για ξρ = ί0 και p  = l - t 0 , προκύπτει το αποτέλεσμα. Για 

την οικογένεια κατανομών της σχέσης (5.2), t0 είναι η μοναδική λύση της εξίσωσης

{1 + c(e)Hx( t A ) } - cW~l= t .
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Αξίζει επίσης να σημειωθεί ότι αν t0 είναι η μοναδική λύση της εξίσωσης S ( t ; 3 )  =  t ,  

τότε

S( t;61)
^  { i + d e w ^ o - A ) } ^ '

< {l + ε ( β ) Η λ(ί0 ;θι

0 < t < t 0 

t > t 0.



Παράρτημα

Δεδομένα που χρησιμοποιήθηκαν στο δεύτερο κεφάλαιο

Πίνακας 1. Παρατηρήσεις στους κύκλους αντοχής δειγμάτων νήματος πολυεστέρα-βισκόζης μήκους 100 

εκατοστών, όπως προέκυψαν στα πλαίσια πειραματικής διαδικασίας ελέγχου του ορίου θραύσης τους, με 

επίπεδο πίεσης 2.3% (Quesenbeny και Kent, 1982).

86, 146, 251, 653, 98, 249, 400, 292, 131, 169, 175, 176, 76, 264, 15,
364, 195, 262, 88, 264, 157, 220, 42, 321, 180, 198, 38, 20, 61, 121,
282, 224, 149, 180, 325, 250, 196, 90, 229, 166, 38, 337, 65, 151, 341,
40, 40, 135, 597, 246, 211, 180, 93, 315, 353, 571, 124, 279, 81, 186,
497, 182, 423, 185, 229, 400, 338, 290, 398, 71, 246, 185, 188, 568, 55,
55, 61, 244, 20, 284, 393, 396, 203, 829, 239, 236, 286, 194, 277, 143,
198, 264, 105, 203, 124, 137, 135, 350, 193, 188.

n=100

Πίνακας 2. Χρόνοι ζωής (σε ώρες) των πίσω δεξιών φρένων ερπυστριοφόρων ελκυστήρων τύπου D9G-66A 

(Barlow και Campo, 1975 και Chang και Rao, 1993).

56, 83, 104, 116, 244, 305, 429, 452, 453, 503, 552, 614, 661, 673, 683,
685, 753, 763, 806, 834, 838, 862, 897, 904, 981, 1007, 1008, 1049, 1069,
1107, 1125, 1141, 1153, 1154, 1193, 1201, 1253, 1313, 1329, 1347, 1454,
1464, 1490, 1491, 1532, 1549, 1568, 1574, 1586, 1599, 1608, 1723, 1769,
1795, 1927, 1957, 2005, 2010, 2016, 2022, 2037, 2065, 2096, 2139, 2150,
2156, 2160, 2190, 2210, 2220, 2248, 2285, 2325, 2337, 2351, 2437, 2454,
2546, 2565, 2584, 2624, 2675, 2701, 2755, 2877, 2879, 2922, 2986, 3092,
3160,
4487,

3185,
5074,

3191,
5579,

3439,
5623,

3617,
6869,

3685,
7739.

3756, 3826, 3995, 4007, 4159, 4300,

n=107
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Δεδομένα που χρησιμοποιήθηκαν στο τρίτο κεφάλαιο

Πίνακας 3. Χρόνοι συντήρησης συστήματος τηλεπικοινωνίας αεροπλάνου (Chhikara και Folks, 1977).

0.2, 0.3, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.6, 0.6,
1.1, 1.3, 1.5, 1.5, 1.5, 1.5, 2.0, 2.0,
4.5, 4.7, 5.0, 5.4, 5.4, 7.0, 7.5, 8.8,

0.7, 0.7, 0.7, 0.8, 0.8, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0,
2.2, 2.5, 2.7, 3.0, 3.0, 3.3, 3.3, 4.0, 4.0,
9.0, 10.3, 22.0, 24.5.

n=46

Πίνακας 4. Παρατηρήσεις στους χρόνους ζωής ιμάντων αεροναυπηγικής όταν υποβάλλονται σε επίπεδο πίεσης 

90% (Andrews και Herzberg, 1985, σελ. 182).

0.01, 0.01, 0.02, 0.02, 0.02, 0.03,
0.09, 0.09, 0.10, 0.10, 0.11, 0.11,
0.24, 0.29, 0.34, 0.35, 0.36, 0.38,
0.60, 0.63, 0.65, 0.67, 0.68, 0.72,
0.83, 0.85, 0.90, 0.92, 0.95, 0.99,
1.11, 1.15, 1.18, 1.20, 1.29, 1.31,
1.52, 1.53, 1.54, 1.54, 1.55, 1.58,
2.05, 2.14, 2.17, 2.33, 3.03, 3.03,

0.03, 0.04, 0.05, 0.06, 0.07, 0.07, 0.08,
0.12, 0.13, 0.18, 0.19, 0.20, 0.23, 0.24,
0.40, 0.42, 0.43, 0.52, 0.54, 0.56, 0.60,
0.72, 0.72, 0.73, 0.79, 0.79, 0.80, 0.80,
1.00, 1.01, 1.02, 1.03, 1.05, 1.10, 1.10,
1.33, 1.34, 1.40, 1.43, 1.45, 1.50, 1.51,
1.60, 1.63, 1.64, 1.80, 1.80, 1.81, 2.02,
3.34, 4.20, 4.69, 7.89.

η=101
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S u p e rv iso r : S o t ir io s  L o u k a s

The study of events involving an element of time has a long and important history in 

statistical research and practice. Survival analysis is a collection of statistical procedures for 

the analysis of data, where the response o f interest is the time until an event occurs. Though 

such events may refer to any designated experience of interest, they are generally referred to 

as ‘failures’, whereas the time to their occurrences is referred to as ‘lifetime’ or ‘failure time’. 

Examples of failure times include the lifetimes of machine components in industrial 

reliability, the durations of strikes or periods of unemployment in economics, the times taken 

by subjects to complete specified tasks in psychological experimentation and the survival or 

remission times of patients in clinical trials.

Generally speaking, the estimation, prediction or optimization of survival probabilities or 

life expectancies has become an issue o f considerable interest in many different fields of 

human life and activity. Therefore, survival analysis has developed into an important tool for 

researchers in many areas, particularly, those involving biomedical studies and industrial life 

testing.

This dissertation is occupied with continuous lifetime models. In this context, the first 

chapter, provides a  short overview on the basic concepts o f survival analysis. Distribution 

representations of the time to failure are given when the life lengths are measured by a 

continuous nonnegative random variable and special emphasis is placed on the hazard 

function due to its intuitive appeal. In the sequel, several univariate popular lifetime
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distributions are presented and two specialized models designed to describe more complicated 

failure patterns (competing risks and frailty models) are briefly examined. The basic concepts 

o f survival analysis for bivariate populations are considered next and the most popular 

bivariate lifetime distributions are reported.

In the second chapter, various statistical properties and reliability aspects o f a two 

parameter distribution with decreasing and increasing failure rates are explored. The model 

includes the Exponential-Geometric distribution (Adamidis and Loukas, 1988) as a special 

case. Characterizations are given and the estimation of parameters is studied by the method of 

maximum likelihood. An EM algorithm (Dempster et al., 1977) is proposed for computing the 

estimates and expressions for their asymptotic variances and covariances are derived. 

Numerical examples based on real data are shown, to illustrate the applicability of the new 

model. The results of this chapter are included in Adamidis et al. (2005).

Though the most popular lifetime models are those with monotone hazard rates, when the 

entire life span of a biological entity or a manufactured item is under consideration, high 

initial and eventual failure rates are frequently observed, indicating a bathtub shaped failure 

rate (Gaver and Acar, 1979). Also, situations involving a high occurrence o f early ‘failures’ 

are best modeled by distributions with upturned bathtub shaped hazard rates (Chhikara and 

Folks, 1977). In the third chapter, a three parameter lifetime distribution with increasing, 

decreasing, bathtub and upside down bathtub shaped failure rates is introduced. The new 

model includes the Weibull distribution as a special case. A motivation for its derivation is 

given using a competing risks interpretation when restricting its parametric space. Several of 

its statistical properties and reliability aspects are explored and the estimation of the 

parameters is studied using the standard maximum likelihood procedures. Applications of the 

model to real data are also included. The results of this chapter are included in 

Dimitrakopoulou et al. (2006 b).

In the forth chapter, bivariate extensions of the model introduced in the second chapter are 

presented, along with the physical considerations leading to their derivation. Marginal and 

conditional distributions are obtained and their corresponding survival and hazard functions 

are calculated. The dependence in the proposed bivariate distributions is evaluated by means 

of the Pearson correlation coefficient.

The models presented so far, implicitly assume that the population under study is
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homogeneous, an assumption which is often unrealistic in practice. However, heterogeneity is 

not only o f interest in its own right but actually distorts what is observed. One o f the ways of 

assessing the impact of heterogeneity in mortality studies is via the concept o f frailty 

introduced by Vaupel et al. (1979). When the multiplicative frailty model is under 

consideration (e.g. Hougaard, 1984), the assumption o f a gamma distributed frailty leads to 

the so called gamma frailty model. Chapter five, is devoted to exploiting some aspects of its 

relevant distribution theory. Failure rate characterizations are obtained and bounds on the 

survival function are constructed. Moreover, it is shown that the model can serve as a method 

of constructing lifetime models or extending existing ones (by adding a parameter in the sense 

o f Marsall and Olkin, (1997)). Therefore, the investigation o f its reliability aspects, provides a 

unified approach in studying lifetime distributions in a reliability context and a way of 

assessing the impact of the ‘average’ individual survival capacity - in the presence o f 

heterogeneity - on what is actually observed. The results o f this chapter are included in 

Dimitrakopoulou et al. (2006 a).
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