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0.2 Περίληψη
Στην εργασία αυτή μελετήσαμε τους χω ροχρόνους Bianchi IX  στα πλαίσι

α της θεωρίας της Γενικής Σχετικότητας, χρησιμοποιώντας τις μεθόδους της 
1+3 συναλλοίωτης περιγραφής και του τετραδικού φορμαλισμού και επιχειρή
σαμε να συνδέσουμε ένα χωροχρόνο B ianchi IX με διαγώ νια τετραδική μετρική 
του οποίου το υλικό περιεχόμενο περιγράφεται από ένα ιδανικό ρευστό με ένα 
χωροχρόνο FRW  δετικής καμπυλότητας, κατά  μήκος μιας υπερεπιφάνειας σ τα 
θερού χρόνου.Για τη σύνδεση αυτή χρησιμοποιήσαμε τις συνθήκες σύνδεσης 
του Liehnerowicz

Σύμφωνα με τα μέχρι σήμερα παρατηρησιακά δεδομένα, το σύμπαν σε με
γάλη κλίμακα είναι κατά  μέσο όρο ομογενές και ισοτροπικό.Π αρόλα αυτά δεν 
υπάρχουν σοβαροί λόγο ι να υποθέτουμε ότι το σύμπαν ήταν ομογενές και 
ισοτροπικό και κατά τα αρχικά του στάδια .Σκοπός μας ήταν, μέσω  της σ ύ ν
δεσης που περιγράψαμε, να φτιάξουμε ένα κοσμολογικό μοντέλο το  οποίο μετά 
την αρχική ανωμαλία εξελίσσεται ως ομογενές και ανισοτροπικό και κάποια 
χρονική στιγμή μετατρέπεται σε ομογενές και ανισοτροπικό.Α ν και από πρώτη 
άποψη οι συνθήκες σύνδεσης φαίνεται ότι θα  ήταν δυνατόν να ικανοποιηθούν 
τελικά αποδεικνύεται ότι στη γειτονιά της υπερεπιφάνειας σύνδεσης η μετρική 
αλλάζει χαρακτηριστική και η σύνδεση καθίσταται ανέφικτη.

Η διατριβή ξεκινά με μία ιστορική αναδρομή στην εξέλιξη της σ χετικ ισ τι- 
κής κοσμολογίας.Στα κεφάλαια 2 και 3 αναλύουμε τις γνω στές μεθόδους της 
1+3 συναλλοίωτης περιγραφής και του τετραδικού φορμαλισμού, οι οποίες 
αποτελούν χρήσιμα εργαλεία για τη μελέτη τω ν κοσμολογικών χω ρ ο χρ ό νω ν.Σ το  
κεφάλαιο -1 παραθέτουμε την ταξινόμηση τω ν κοσμολογικώ ν μοντέλω ν σύμφω 
να με τις συμμετρίες το υ ς .Σ το  κεφάλαιο 5 μελετάμε την οικογένεια χω ροχρόνω ν 
Bianchi στα  πλαίσια της 1+3 συναλλοίω της περιγραφής και του τετραδικού 
φορμαλισμού.Στα κεφάλαια 6 και Τ εφαρμόζουμε τις μεθόδους αυτές για  τη 
μελέτη τω ν χω ροχρόνω ν Bianchi IX και FR W  αντίστο ιχα .Τ έλος σ το  κεφάλαιο 
8 εξετάζουμε τη δυνατότητα σύνδεσης ενός χω ροχρόνου Bianchi IX με δ ια γώ 
νια τετραδική μετρική του οποίου το  υλικό περιεχόμενο είναι ένα ιδανικό ρευστό  
και ενός χωροχρόνου FR W  θετικής καμπυλότητας, κατά  μήκος μιας χω ροει- 
δούς ομογενούς υπερεπιφάνειας σταθερού χρόνου, χρησιμοποιώ ντας τις σ υ ν
θήκες σύνδεσης Liehnerowicz.Μ εργασία ολοκληρώνεται με τα συμπεράσματα 
στο κεφάλαιο Ο.Το παράρτημα Λ περιέχει αποδείξεις σχέσεω ν και θεωρημάτων 
που δεν περιλαμβάνονται στο κυρίως κείμενο.
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0.3 Abstract
In tliis thesis we studied the Bianchi type IX spacetimes in the frame

work of General Relativity by using the 1-1-3 covariant decomposition and 
the tetrad formalism.Our aim was to match a Bianchi IX spacetime with 
diagonal tetrad metric whose matter content is a perfect fluid, with a FRW 

t spacetime of positive curvature, throught a spacelike homogeneous hypersur
face of constant time.For this matching we used the junction conditions of 
Lichnerowitz.

According to the available today observational data the universe in large 
scale is homogeneous and isotropic in average.Despite that, there are no seri
ous reasons to assume that the universe was also homogeneous and isotropic 
at its early stages.By the matching we described above, we attempted to cre
ate a cosmological model which, after the initial singularity, evolves as homo
geneous and anisotropic and at some instant of time becomes homogeneous 
and isotropic.Even though at first it seemed possible to satisfy the junction 
condit ions, it was finally proved that at a neighborhood of the matching hy- 
persuface the signature of the metric changes and as a result the matching 
becomes impossible.

The thesis begins with a historical review of the evolution of relativistic 
cosmology.In chapters 2  and 3  we analyse the known methods of 1 T 3  co
variant decomposition and tetrad formalism, which are very useful tools for 
the study of cosmological models.In chapter 4 we give the classification of 
spacetimes according to their symmetries.In chapter 5 we study the fami
ly of Bianchi spacetimes within the framework of 1 + 3  covariant description 
and tetrad formalism.In chapters 6 and 7 we employ these methods in order 
to study the the Bianchi IX and FRW spacetimes respectively.In chapter 8 
we examine the possibility of the matching of a Bianchi IX spacetime with 
diagonal tetrad metric whose matter content is a perfect, fluid and a FRW 
spacetime of positive curvature, by using the junction conditions of Lich- 
nerowicz.The thesis ends with concluding remarks in chapter 9.Appendix A 
contains proofs of equations and theorems that were omitted from the main 
text.

I
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. Κ ε φ ά λ α ι ο  1  

^  Ε ι σ α γ ω γ ή

1.1 Ιστορική Αναδρομή

Η κοσμολογία είναι η μελέτη του  σύμπαντος ω ς συνόλου.Μ ια επιστήμη που 
αντιμετω πίζει ολόκληρους γαλαξίες σ α ν να είναι μικρά αντικείμενα μπορεί με 
την πρώτη ματιά να φαίνεται αποκομμένη από τα ενδιαφέροντα της ανθρω πότη
τας. Παρόλα αυτά  η κοσμολογία  ασχολείται με ζητήματα τα οποία παραπέμπουν 
σε ερωτήματα που είναι θεμελιώδη γ ια  την ανθρωπότητα, π .χ . από πού προερχό
μαστε, πού πάμε και τι είμαστε.Ο ι κοσμολόγοι Όέτουν ερωτήσεις όπω ς: Α πό 
τι είδους ύλη αποτελείται το σύμπαν;Είναι άπειρο ή πεπερασμένο;Είναι στατικό 
η οιαστελλόμενο;Ε ίχε μια αρχή στο παρελθόν και Όα έχει ένα τέλος στο  μέλ
λον; Είναι επίπεδο, α νο ιχτό  ή κλειστό; Πώς σχηματίστηκαν οι διάφορες δομές 
όπω ς π .χ  οι γαλαξίες;Δ ηλαδή  η κοσμολογία  προσπαθεί να  περιγράψει το πα
ρελθόν, να εξηγήσει το παρόν και να προβλέψει το μέλλον του σύμπαντος.

Αν και αρχικά υπήρξε καΌαρά φιλοσοφική και ακόμη και στις α ρ χές  του 
εικοστού αιώνα αρκετα υποθετική, η κοσμολογία σταδιακά εξελ ίχθηκε σε ξε
χω ριστό  επιστημονικό κλάδο χάρη σ τη ν  πρόοδο τω ν αστρονομικώ ν παρατηρή
σεω ν και στη διατύπωση της Γενικής Θεωρίας την Σ χετικότη τα ς.

Η Γενική Θεωρία της Σ χετικ ό τη τα ς προτάιΐηκε από τον E inste in  το  1915 και 
βασίζεται στις έννοιες τη ς Δ ιαφορικής Γεωμετρίας R iem an n .Είναι μία κλασική 
ΰεω ρία, δηλαδή όχι κβαντική, η οποία  αντιμετωπίζει τα βαρύτικα φαινόμενα 
ω ς εκδηλώσεις της " τοπικής " καμπύλωσης του τετραδιάστατου χω ροχρόνου , 
που οφείλεται στην τοπική κατανομή της συνολικής πυκνότητας όλω ν τω ν μορ
φών μάζας (και ενέργειας).II καμπύλωση αυτή εκφράζεται μέσω του  μετρικού 
τανυστή  g, ο οποίος περιέχει πληροφορίες για τις απειροστές φυσικές αποστά
σεις στις τέσσερεις διαστάσεις.Η  σ χέσ η  αυτή της γεω μετρίας του χω ροχρόνου  
με την πυκνότητα της ύλης που περιέχει αποδίδεται από τις  Εξισώ σεις Πεδίου 
του E instein .

9
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10 Κ Ε Φ Α Λ Α ΙΟ  1. ΕΙΣΑΓΩ ΓΗ

Α πό τη διατύπω σή τη ς μέχρι σήμερα, η αποτελεσματικότητα της Γενικής 
Σ χετ ικ ό τη τα ς  έχει ελ εχθ εί με άμεσο και έμμεσο τρόπο και έχει δώσει πολύ 
ακριβή  αποτελέσματα ω ς προς την ανάλυση και πρόβλεψη των βαρυτικών αλλη
λεπιδράσεω ν σ το  ηλιακό μας σύστημα και σε γαλαξιακή κλίμακα.Ω στόσο, από 
τη ν  αρχή  της διατύπω σης της και ξεκινώντας με τον ίδιο τον E in ste in , η Γενική 
Σ χετ ικ ό τη τα  θεω ρήθηκε ότι παρέχει ένα ισχυρό υπόβαθρο γ ια  τη  διατύπωση 
εν ό ς  μοντέλου του  σύμπαντος συνολικά.Ο  κλά δος της σύγχρονης φυσικής που 
ασχολείτα ι με τη  μελέτη του σύμπαντος στα πλαίσια της Γενικής Σ χετικότητας 
ονομάζεται Σ χετ ικ ισ τικ ή  Κ οσμολογία.

Θ α  πρέπει εδώ  να κάνουμε δυο  παρατηρήσεις.Πρώτον, σε κοσμολογικές 
κλ ίμ ακες η κυρίαρχη δύναμη που καθορίζει τη ν  εξέλιξη του  σύμπαντος είναι η 
βαρύτητα.Η  ασθενής και η ισχυρή πυρηνική δύναμη είναι δυνάμεις μικρής εμ
βέλειας (μικρότερης τω ν 10~187?ι και 10“ 15m  αντίστοιχα).Η  βαρυτική και η η- 
λεκτρομ α γνητική  δύναμη έχουν μ εγάλη  εμβέλεια.Σε μικρές αποστάσεις η βαρυ
τική  δύναμη είναι αμελητέα σε σύγκριση  με την ηλεκτρομαγνητική.Σε μεγάλες 
κλ ίμ ακες όμω ς το σόμπαν είναι ηλεκτρικά ουδέτερο. Επιπλέον τα διαγαλαξι- 
ακά  μαγνητικά  πεδία είναι αρκετά μικρά ώ στε οι μαγνητικές δυνάμεις να θεω - 
ρούντα ι κι α υτές  αμελητέες σε κοσμολογική κλίμακα.Επομένω ς η βαρύτητα, η 
ασ θενέσ τερη  από  όλες τις αλληλεπιδράσεις από  τη σκοπιά της φυσικής στοιχει
ω δώ ν  σωματιδίων, είναι η δύναμη που καθορίζει την εξέλιξη του σύμπαντος 
τουλά χισ τον κ α τά  το μεγαλύτερο  μέρος τη ιστορίας του.

Δ εύτερον, θ α  πρέπει να πούμε ότι είναι δυνατόν να διατυπώσουμε μία κο
σ μ ο λ ο γ ία  που να  βασίζετα ι στη Ν ευτώνεια αντίληψη γ ια  τη βαρύτητα, η οποία, 
με τη ν  προσθήκη κάποιον ειδικών υποθέσεω ν, μπορεί να μας δώσει αποτελέσμα
τα παρόμοια με αυτά τη ς σχετικ ιστικής κοσμολογίας.Ε ίναι αξιοσημείωτο όμως 
ότι η εφαρμογή της Ν ευτώ νειας θεω ρίας γ ια  τη βαρύτητα στην κοσμολογία 
έγ ιν ε  μόνο αφ ού  η σχετικ ιστική  κοσμολογία  ε ίχε  ήδη εδραιωθεί.

Σ κ ο π ό ς της κοσμολογίας είναι να βρει ένα  (μαθηματικό) μοντέλο που να 
περιγράφει το  σόμπαν.Π ροφανώ ς ένα  τέτοιο μοντέλο θ α  πρέπει να βρίσκεται σε 
συμφω νία  με τα  παρατηρησιακά όεδομένα .Ό πω ς είναι φυσικό αρχικά  προσπα
θ ο ύ μ ε  να βρούμε ένα αρκετά  απλό μοντέλο του  σύμπαντος μελετώ ντας μόνο τα 
κύρια  χαρακτηριστικά του  και εξομαλύνοντας τις όποιες τοπικές " ανωμαλίες

ό π ω ς είναι το ηλιακό σύστημα, οι γαλαξίες κλπ και εξετάζοντας μόνο τη 
συνολική  δυναμική του συστήματοςΑ )ταν βρούμε αυτό το μοντέλο μπορούμε 
να εισάγουμε τις διάφορες " λεπτομέρειες "  ώ στε να καταλήξουμε σε μια πιο 
πλήρη θεωρία.

Π ολύ σημαντικό ρόλο  στην εύρεση του κοσμολογικού αυτού μοντέλου δι
αδραματίζει η λεγόμενη  Κ οσμολογική Αρχή, σύμφωνα με την οποία το σόμπαν 
δεν διαφέρει σ το  χώ ρο από σημείο σε σημείο.Πρόκειται γ ια  μια γενίκευση της 
Α ρ χή ς  του Κ οπέρνικου, ο  οποίος υποστήριξε ότι η Γη δεν είναι το  κέντρο του η
λ ια κού  συστήματος. Σ το  ίδιο πνεύμα δεν περιμένουμε ούτε η Γη, ούτε το ηλιακό
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μας σύστημα, ούτε ο Γαλαξίας μας, ούτε ακόμη και το τοπικό σμήνος γαλαξι
ών να καταλαμβάνει κάποια ξεχω ριστή $έση στο  σύμπαν. Δ ηλαδή δεν υπάρχει 
κέντρο του σύμπαντος! Η κοσμολογική αρχή συνεπάγετα ι ότι το σύμπαν είναι 
ομογενές και ισοτροπικό, δηλαδή δεν υπάρχουν προτιμητέες ΐΐέσεις και κατευ
θύνσεις στο χώρο.Είναι μια απλουστευτική αρχή  αφού προφανώς το σύμπαν 
είναι ομογενές και ισοτροπικό μόνο κατά  μέσο όρο και μόνο σε μ εγάλες κλί- 

* μακες (>  100M pc).H  υπόΌεση αυτή ξεκίνησε από τον E inste in  το  1931 και 
„ ονομάστηκε έτσ ι από τον E dw ard M ilne το 1933.

Σ τις  α ρχές του εικοστού αιώνα υπήρχαν πολύ λίγα αξιόπιστα παρατηρησι- 
~~ ακά δεδομένα.Την εποχή που ο E in s te in  εργαζόταν πάνω  στην εύρεση ενό ς 

μοντέλου γ ια  το σύμπαν τα αστρονομικά δεδομένα που είχε στη διάθεσή του  
καταδείκνυαν ότι το σύμπαν περιείχε μόνο ύλη και ακτινοβολία και ήταν στατι
κό, δηλαδή δεν υπήρχε καΌόλου συνολική διαστολή ή συστολή (εκτό ς φυσικά 
από τις τοπικές κινήσεις όπω ς αυτές τω ν πλανητών γύρω από τον ήλ ιο ).Β ασ ιζόμενος 
σε αυτά τα δεδομένα και επηρεασμένος από τις κυρίαρχες φιλοσοφικές αντι
λήψεις της εποχής του, ο E instein  (και άλλοι όπω ς ο D e S itte r)  πρότεινε το  
1917 ένα στατικό  και υψηλής συμμετρίας μοντέλο του σ ύμ παντος.Ό μ ω ς οι αρ
χ ικές  του εξισώσεις για  το βαρυτικό πεδίο δεν επέτρεπαν μια στατική  λύση γ ια  
ένα σύμπαν το οποίο περιλαμβάνει μία πεπερασμένη ποσότητα μάζας και ακτι
νοβολίας.Έ να  τέτοιο σύμπαν Όα έπρεπε είτε να διαστέλλεται είτε να συστέλ
λεται, αφού αν αρχικά ήταν στατικό τότε κάποια στιγμή Όα άρχιζε να  συστέλ
λεται κάτω από την επίδραση της βαρύτητας.Τ ο  μόνο επιτρεπτό σ τατικό  σύμπαν 
ήταν ένα άδειο σύμπαν.Έ τσ ι ο E in s te in  αναγκάστηκε να προσΰέσει στις εξι
σώ σεις του έναν επιπλέον όρο ο οποίος στη συνέχεια  ονομάστηκε Κ οσ μ ολογι
κή Σ ταθερά .Η  επίδραση της κοσμολογικής σταΌεράς ήταν να προσθέσει σ την 
αμοιβαία βαρυτική έλξη μεταξύ τω ν σωμάτων του  σύμπαντος μία απω στική δύ
ναμη αρκετή ώ στε να παράγει σ τατική  ισορροπία.

Αμέσως ξεκίνησε μία διαμάχη σχετικά  με τη φυσική σημασία της κ ο σ 
μολογικής σταΰεράς.Α κόμη και ο ίδιος ο E in ste in  δεν ήταν ευχαριστημένος 
με την εισαγω γή  της κοσμολογικής σταΰεράς στις εξισώσεις του  αφού θ εω 
ρούσε ότι ήταν "σοβαρά επιβλαβής γ ια  τη συμμετρική ομορφιά τη ς Όεωρίας

Τ ην επόμενη δεκαετία, χάρη σ τη  δουλειά του F riedm ann  (1922) και του  
L einaitre  (1927) αποδείχθηκε ότι οι εξισώσεις του E inste in , είτε στην αρχική 
τους μορφή είτε με την κοσμολογική σταθερά, επέτρεπαν μη στατικές λύσεις.Ο  
F riedm ann  έδειξε ότι οι εξισώσεις επέτρεπαν μια λύση διαστολής ή συστολής 
του σύμπαντος με σταΌερή καμπυλότητα.Α υτό το  σύμπαν Οα μπορούσε να έ
χει αρνητική ή μηδενική καμπυλότητα και να είναι άπειρης χω ρικής έκτασης 
(ανοιχτό) ή να έχει ύετική  καμπυλότητα και να είναι πεπερασμένου συνολικού 
ό γκ ο υ  (κλειστό) που αυξάνεται ή μειώνεται με το  χρόνο .Τ α  μοντέλα αυτά, που



12 Κ Ε Φ Α Λ Α ΙΟ  1. ΕΙΣΑΓΩ ΓΗ

ονομάζονται μοντέλα F ried m an n  αποτελούν λύσεις μιας συνήθους διαφορικής 
εξίσω σης πρώτου βαθμού που προκύπτει από τις εξισώσεις του E inste in  και 
ονομάζεται εξίσωση FYiedm ann.O L em aitre  πρότεινε μια θεωρία αρχέγονης 
έκρηξης (που αργότερα  εξελ ίχθηκε σ τη  θεωρία της Μ εγάλης Εκρηξης) για  την 
προέλευση του σύμπαντος, σύμφωνα με την οποία το σύμπαν ξεκίνησε ω ς μια 
πολύ πυκνή κατάσταση ηλεκτρομαγνητικής ενέργειας και ύλης και κ α θώ ς δι- 
αστελλόταν και κρύωνε οι γαλαξίες και οι αστέρες συμπυκνώθηκαν υπό την 
έπίδραση της β α ρύτητας.Σ ε ένα τέτοιο  σύμπαν τα δυνατα μοντέλα του Fried
m an n  διαχω ρίζονται από τη  μέση πυκνότητα της ύλης στο σύμπαν, η οποία 
δ ιαθέτει μία κρίσιμη τιμή.Επιπλέον ο  L em aitre  απέδειξε ότι το πεπερασμένο 
σύμπαν του E in ste in  ήταν ασταθές, δηλαδή αν απέκλινε έστω  και λ ίγο  από 
την ισορροπία είτε θ α  διαστελλόταν (ru n aw ay  expansion) είτε θ α  συστελλόταν 
(ru n aw ay  co llapse).

Λ π ό  το  1912 έω ς το 1925 ο V esto  S lipher μέτρησε τις φασματικές γραμμές 
φ ω τός που φτάνει σε μας από μακρινούς γαλαξίες.Βρήκε ότι οι φασματικές 
γραμμές από όλους σχεδόν τους γαλα ξίες παρουσιάζουν μία μετατόπιση προς 
το ερυθρό  (οι εξαιρέσεις, δηλαδή οι γαλαξίες των οποίων οι φασματικές γραμ
μές παρουσιάζουν μετατόπιση προς το  κυανό ήταν όλοι κοντινοί μας γαλαξίες 
εντός της τοπικής μας ομάδας).Η  μετατόπιση αυτώ ν των χαρακτηριστικών φα- 
σματικώ ν γραμμών θεω ρήθηκε ότι ήταν αποτέλεσμα του φαινομένου D oppler, 
επομένω ς μέσω αυτού μπορούσε να υπολογιστεί η  ταχύτητα απομάκρυνσης των 
αστέρω ν που εκπέμπουν α υ τό  το φ ω ς.Τ ο  συμπέρασμα ήταν ότι η μεγάλη πλειο- 
ψηφία τω ν μακρυνών γαλαξιώ ν που παρατήρησε ο  S lipher απομακρύνονται από 
εμάς, ενώ  θα περίμενε κανείς ότι όσοι γαλαξίες παρουσιάζουν μετατόπιση προς 
το ερυθρό , δηλαδή απομακρύνονται από  μας, άλλοι τόσοι περίπου να παρουσιά
ζουν μετατόπιση προς το κυανό, δηλαδή να πλησιάζουν προς εμάς.

Β ελτιώ νοντας τις τεχν ικ ές  του M arlow Shapley, ο  Edw in Hubble μπόρεσε 
να ορίσει ανεξάρτητα τις αποστάσεις τω ν μακρυνών αυτών γαλαξιώ ν και το 
1929 απέδειξε τελειω τικά ότι οι γα λα ξίες  έχουν μία ταχύτητα απομάκρυνσης 
η οποία  είναι ευθέω ς ανάλογη  της απόστασής τους από μας.Η σχέση  αυτή 
ονομάζεται νόμος του H ubble  και η σταθερά  αναλογίας Ηο σταθερά του Hubble 
(Μ όνο σε πολύ μ εγάλες αποστάσεις ο  νόμος του H ubble  αποκλίνει από τη γραμ- 
μ ικ ό τη τα ) .0  μ έσ ος άνθρω πος που δεν είναι εξοικειωμένος με την κοσμολογία 
θα θεω ρούσε ότι ο  νόμος του  H ubble παραβιάζει την κοσμολογική αρχή, αφού 
εκ πρώ της όψεω ς φαίνεται ότι βρισκόμαστε σε ένα πολύ ξεχω ριστό σημείο του 
σύμπαντος από το  οποίο όλοι οι γαλαξίες απομακρύνονται.Στην πραγματικότη
τα α υ τό  που βλέπουμε από το γαλαξία  μας είναι ακριβώς αυτό που θα  περι
μέναμε να δούμε σε ένα σύμπαν το οποίο υφίσταται ομογενή και ισοτροπική 
διαστολή. Δ ηλαδή η ερυθρή μετατόπιση που παρατηρούμε δεν οφείλεται στην 
κίνηση τω ν τω ν γαλαξιώ ν μέσα στο  χώ ρο  αλλά σ τη  διαστολή του ίδιου του 
χώ ρ ο υ .Σ ε  ένα τέτο ιο  διαστελλόμενο σύμπαν οποιοσδήποτε παρατηρητής, σε
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όποιον γαλαξία  χι αν βρίσκεται, πιστεύει πω ς βρίσκεται σ το  κέντρο  του  σύμπα- 
ντος.Ε π ίσ ης θα  πρέπει να σημειώσουμε ότι δεν υπάρχει όριο, ο ύ τε  καν το c 
,σ την  τα χύτη τα  απομάκρυνσης λ ό γω  της διαστολής του  χώρου.

Τ ο  1930 ο  Art h u r E d d in g to n  αντιλήφθηκε ότι η ερ γα σ ία  του F ried m an n  κα ι 
του L em aitre  παρείχε μια φυσική εξήγηση του  νόμου το υ  llu b b le .O  ίδιος ο Ε - 
in ste in  επισκεύθηκε το Ινστιντούτο Τ εχνο λ ο γ ία ς  της Κ αλιφόρνια το  1930-1931 

• και συζήτησε με τους επιστήμονες εκεί τις πρόσφατες α στρονομ ικές παρατηρή- 
σ ε ις .Τ ο  1931 τελικά εγκατέλειψ ε την κοσμολογική σ τα θερ ά  και υ ιοθέτησε τη ν  
ιδέα του διαστελλόμενου σύμπαντος. Α ργότερα δήλωσε ότι η κοσμολογική  σ τα 
θερά  ήταν η μεγαλύτερη  γκάφα της ζωής του.

Παρόλο που ο νόμ ος του H u b b le  φαινόταν να επιβεβαιώ νει τη  θεωρία τη ς  
Μ εγάλης Έ κρηξης, το 1948 οι H erm an  B o n d i, T h o m a s  G old κα ι F red  H oyle 
πρότειναν ένα  μοντέλο του σύμπαντος το οποίο  ονομ άζετα ι S te a d y -S ta te  m o d 
e l.Τ ο  μοντέλο  αυτό είναι συμβατό με το νόμο του H u b b le  και β ασ ίζετα ι σ τη ν  
τέλεια  κοσμολογική  αρχή , σύμφωνα με την οποία  όχι μόνο  δεν υ π ά ρχουν  προ
τιμητέα σημεία στο χώ ρο  αλλά ούτε και προτιμητέες χρ ο ν ικ ές  σ τιγμ ές .Ε π ο μ ένω ς 
οι συνολικές ιδιότητες αυτού του σύμπαντος όπω ς η μέση  πυκνότητα  και η σ τα 
θερά  του H u b b le  θα  πρέπει να παραμένουν στα θερές με το χρ ό νο .Ο  νόμος το υ  
H ubble  σ 'α υ τή  την περίπτωση συνεπάγετα ι ότι ο χώ ρ ο ς δ ιαστέλλετα ι εκ θετικ ά  
με το χρόνο .Ε πίσης το  σύμπαν θα  πρέπει να  έχει άπειρη  ηλικία αφού αν υ 
πήρχε μία χρονική σ τιγμ ή  κατά την οποία το  σύμπαν άρχισε να δ ιαστέλλετα ι 
θ α  παραβιάζονταν η τέλεια  κοσμολογική  α ρ χή .Ό μ ω ς το  να υπά ρχει σ ταθερή  
πυκνότητα  ύλης ενώ το σύμπαν δ ιαστέλλετα ι σημαίνει ό τ ι θα  πρέπει σ υ νεχώ ς 
να δημιουργείται νέα ύλη.

Τ ις  δεκαετίες του 1950 και 1960 το μ οντέλο  τη ς Μ εγά λη ς Έ κ ρη ξη ς κα ι 
το  S te a d y -S ta te  m odel μάχονταν γ ια  το ποιο θ α  κυριαρχήσει.Ο ι πολέμιοι το υ  
S te a d y -S ta te  m odel υποστήριζαν ότι η σ υ νεχή ς δημιουργία  νέας ύλης παρα
β ιάζει την Α ρχή  Δ ιατήρησης Μ άζας - Ε νέργειας.Ο ι υπέρμαχο ί του  υποστήρ ιζαν 
ότι η συνεχή ς δημιουργία ύλης δεν είναι περισσότερο παράλογη  από τη  στιγμ ια ία  
δημιουργία του σύμπαντος από μία Μ εγάλη  Έ κρη ξη .Ιία ρατηρη σ ια κά  δεδομένα 
ικανοποιητικής ποιότητας και ποσότητας, που  να π α ρ έχο υ ν  σ το υ ς  κοσμολό
γ ο υ ς  τη δυνατότητα  να ελέγξουν τις υποθέσ εις τους έγιναν διαθέσ ιμα  μόνο  
απο τις α ρ χές  του 1960 και μετά και βελτιο>θηκαν σημαντικά  τα  επόμενα 20 
χρ ό ν ια .Τ α  δεδομένα αυτά  έδειξαν ότι το σύμπαν είναι κ α τά  μέσο όρο  ισοτροπικό 
και ομ ογενές, αλλά η τέλεια κοσμολογική  α ρχή  δεν ισ χύ ε ι και οι ιδ ιότητες το υ  
σύμπαντος αλλάζουν με το χρόνο.

Η πιο σημαντική παρατήρηση που έγειρε την π λ ά σ τ ιγγα  υπέρ του  μ οντέ
λου  της Μ εγάλης Έ κρηξης ήταν η ανακάλυψη της Κ οσμικής Α κτινοβολίας 
Τ πο β ά θρ ο υ  (C osm ic M icrowave B ack g ro u n d -C M B ) από  τους A rn o  P en z ias  
και R o b e rt W ilson το 1965.0ι δύο  Αμερικάνοι ραδιοαστρονόμοι αποφάσισαν 
να χρησιμοποιήσουν μια κεραία μεγάλης ευα ισθησίας γ ια  να κά νο υ ν  κάποιες
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ράδιο-παρατηρήσεις του  γαλαξία  μας.Α νακάλυψαν ένα σήμα υποβάθρου ίσης 
έντασης σε όλες τις κατευθύνσεις.Α ρχικά  το  θεώρησαν θόρυβο λόγω  τω ν 
οργάνω ν, όμ ω ς παρά τις προσπάθειές τους δεν μπόρεσαν να εξαλείψουν το σή
μα αυτό .Ε πίσης δεν μπορούσαν να συνδέσουν αυτή την ακτινοβολία με κάποιο 
αστέρι, γαλαξία  ή κάποια άλλη μεμονωμένη ουράνια πηγή.Τελικά έπειτα από αρ
κ ετο ύ ς  ε λ έγ χ ο υ ς  διαπιστώθηκε ότι αυτό που ε ίχα ν  μετρήσει ήταν μία ομογενής 
κα ι ισοτροπική ακτινοβολία στην περιοχή τω ν  μικροκυμάτων που παρουσίαζε 
ένα  φάσμα μέλανος σώ ματος με θερμοκρασία περίπου 3/<\ Με τη βοήθεια του 
R o b e r t  Dicke. κατέληξαν στο συμπέρασμα ότι η ακτινοβολία αυτή μπορούσε 
να  εξηγηθεί μόνο ω ς κατάλοιπο τη ς Μ εγάλης Έ κρηξης. Αν και η ύπαρξη της 
ακτινοβολίας υποβάθρου ω ς κατάλοιπο  της Μ εγάλης Έ κρηξης είχε ήδη προβ- 
λεφ θ ε ί από το υ ς G eorge G am ow ,R alph  A lp h er και R o b ert H erm an το 1948, 
η πρόβλεψή τους αυτή  ε ίχε  πέσει στην αφάνεια.Ή ταν η πρώτη φορά που ένα 
κοσ μ ολογικό  μοντέλο ε ίχε  ε λ εγ χ θ ε ί πειραματικά.Ο ι P enzias και W ilson πήραν 
γ ια  την ανακάλυψή το υ ς αυτή το  βραβείο N obel φυσικής το 1978.

Επιπλέον το 1963-65 ανακλύφθηκάν πηγές φω τός μεγάλης έντασης οι οποίες 
απομακρύνονται από μας με μεγάλη  ταχύτητα .Ο ι πηγές αυτές ονομάστηκαν 
q u a sa rs  από τις λέξεις q u as i-s te lla r  rad io  so u rce  (ημιαστρική ραδιοπηγή) και 
από  το νόμο του H u b b le  συμπεραίνουμε ότι βρίσκονται υπερβολικά μακριά 
(ΙΟ 9 — ΙΟ10 έτη  φω τός).Β έβαια  το  να κοιτάζει κανείς ένα μακρινό γαλαξία 
ισοδυναμεί με το να κοιτάζει πολύ  πίσω σ τη ν  ιστορία του  σύμπαντος, αφού 
η  τα χύτη τα  του  φ ω τό ς είναι πεπερασμένη. Επομένως η ύπαρξη πηγώ ν τόσ ο  
πολύ λαμπρότερω ν από  τους γα λα ξίες  πιο μακριά μας και όχι πιο κοντά μας 
αποτελεί ένδειξη  ότι το  σύμπαν ήταν στο παρελθόν πολύ διαφορετικό απ’ ότι 
είναι τώρα. Α υτό  πάλι μπορεί να θεω ρηθεί ω ς στοιχείο που συμφωνεί με το μο
ντέλ ο  της Μ εγάλης Έ κρη ξη ς αλλά όχι με το S te ad y -S ta te  m odel.Μ ετά από τις 
ανακαλύψεις αυτές όλο  και περισσότεροι φυσικοί συνειδητοποίησαν ότι το να 
μπορέσουμε να  περιγράψουμε την ιστορία του σύμπαντος δεν είναι επιστημονική 
φαντασία  κα ι άρχισαν να  ασχολούντα ι με την κοσμολογία.

Τ ις  τελευταίες δεκαετίες το μοντέλο που  θεωρείται από την πλειοψηφία 
τω ν κοσμολόγω ν ότι περιγράφει καλύτερα την εξέλιξη του σύμπαντος είναι το  
μ οντέλο  της Ζεστής Μ εγάλης Έ κρηξης, σύμφωνα με το οποίο αρχικά όλη η 
ύλη και ενέργεια  του σύμπαντος ήταν συγκεντρωμένη σε μία αρχική ανωμαλία 
και το σύμπαν, δηλαδή ο χρόνος, ο χώρος και όλες οι μορφές ύλης, άρχισε 
να υπάρχει όταν συνέβη ένα κατακλυσμιαίο γεγο νό ς που ονομάζεται Μ εγά
λη  Έ κρηξη .Α πό  μαθηματική σκοπιά  η δυναμική εξέλιξη του μοντέλου αυτού 
χαρακτηρ ίζετα ι από δυναμικές εξισώσεις που περιγράφουν μία διαστελλόμενη 
ομ ογενή  και ισοτροπική κατανομή ύλης (σε συμφωνία και με την κοσμολογική 
α ρ χή ).Α υ τές οι εξισώ σεις αρχικά βρέθηκαν, όπω ς είδαμε, από το Friedm an-
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η (1922) και τον L enm itre  (1927).Έ ν α  πιο γεω μετρ ικό  πλαίσιο μελετήθηκε 
αργότερα  από τον R o b ertso n  (1935) και τον W alker (1936) και γ ι’ α υ τό  τα κα
θιερω μένα μοντέλα της σχετικ ιστικής κοσμολογίας ονομάζονται και μοντέλα 
F Y iedm ann-L einaitre-R obertson-W alker (F L R W ).T o  μ οντέλο  αυτό  συμφωνεί 
σε μεγάλο βατ)μό με τα παρατηρησιακά δεδομένα που είναι διαθέσιμα σήμε
ρα.Ο ι μεγαλύτερες επ ιτυχίες του είναι η ερμηνεία της ύπαρξης του C M B  και 
του νόμου του  H ubble και η συμφω νία των -θεωρητικών εκτιμήσεω ν με τα 
παρατηρούμενα ποσοστά τω ν βαριών στοιχείω ν.Π αρά τις επ ιτυχίες του  το μο
ντέλο  αυτό παρούσιάζει και αρκετά προβλήματα για  την επίλυση τω ν οποίων 
α να π τύχθη κα ν  διάφορες θεωρίες, όπω ς η -θεωρία του πληθω ρισμού που προ- 
τάθηκε αρχικά  από τον Gut-h το 1981 και έχει υποστεί αρκετή επεξεργασ ία  
μέχρι σήμερα (π .χ. " χα οτικ ός πληθω ρισμός " , L inde 1983) , που βασίζοντα ι 
κυρίω ς στην κβαντική φυσική, στη  φυσική στο ιχειω δώ ν σω ματιδίω ν και στη  
θεω ρία  χορδώ ν. Επιπλέον σήμερα έχο υ μ ε ενδείξεις για  τη ν  ύπαρξη μίας μορφής 
ύλης που μπορεί να ανιχνευΟεί μόνο έμμεσα, χάρη  στη βαρυτική επίδραση που 
ασκεί στη συνηθισμένη ύλη και γ ι ’α υ τό  ονομάζεται σκοτεινή  ύλη, καί)ώ ς και 
για  την ύπαρξη μίας μορφής ενέργειας που ονομάζεται σκοτεινή  ενέργεια . Μ ία 
π ιθανότητα είναι η πυκνότητα αυτής της μορφής ενέργε ια ς να παραμένει στα
θερή  με το χ ρ ό ν ο .Σ ’αυτή την περίπτω ση η σκοτεινή ενέργεια  ονομάζεται Κ οσ
μολογική Σ τα θερά  γ ια τ ί η επίδρασή της στην εξέλιξη  του  σύμπαντος είναι 
παρόμοια με αυτή της κοσμολογικής σταΟεράς του E in s te in !0 a  -θέλαμε εδώ  
επίσης να σημειώσουμε ότι οι P enzias και W ilson μέτρησαν το C M B  μόνο σε 
ένα μήκος κύματος και βρήκαν ότι ήταν τελείω ς ισοτροπικό .Σ ήμερα , χάρη σε 
μετρήσεις που έχουν γίνει από τους δορυφόρους C O B E  το  1992 κα ι W M A P  
το 2003 έχουμ ε μία πλήρη εικόνα το υ  φάσματος του C M B  και επ ίσης έχουμε 
ανιχνεύσει διαταραχές ή καλύτερα ανισοτροπίες σ το  φάσμα αυτό της τάξης του 
ΙΟ-5 οι οποίες βρίσκονται σε συμφωνία με τις θεω ρη τικ ές προβλέψ εις.Λ ν δεν 
υπήρχαν α υτές οι ανισοτροπίες και το  α ρχέγονο  σύμπαν ήταν πλήρως ομογενές 
και ισοτροπικό δεν ί)α ήταν δυνατόν να δημιουργηΌούν τα  άστρα, ο ι γα λα ξίες 
κ τλ .Τ έλ ο ς  ΐ)α πρέπει να αναφέρουμε ότι υπάρχουν και θεω ρίες ενα λλα κτικές 
της Μ εγάλης Έ κρηξης ακόμη και τη ς Γενικής Σ χετ ικ ό τη τα ς .

Ο ι εξισώσεις E inste in  για  τον τετραδιάστατο  χω ροχρόνο  α ποτελούν ένα 
πολύπλοκο σύστημα δέκα πεπλεγμένω ν. μη-γραμμικά>ν μερικώ ν διαφορικώ ν εξι
σώ σεω ν δεύτερης τάξης γ ια  τις δέκα συνιστώ σες του μετρικού τανυστή .Ε ξαιτίας 
της μεγάλης πολυπλοκότηττας αυτού του συστήματος εξισώ σεω ν μόνο  λίγες 
και πολύ ειδικής μορφής ακριβείς λύσεις του είναι γν ω σ τές  σήμερα.Ο ι λύσεις 
αυτές, εν γένε ι, αποκτώ νται είτε -θεωρώντας ορισμένες εξιδανικευμένες συμ
μετρίες του χω ροχρόνου ή επιβάλλοντας αλγεβρικούς ή δυναμικούς περιορι
σμούς στις διάφορες γεω μετρικά ορισμένες ποσότητες.

ι
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Κ α θ ώ ς είναι σχεδόν βέβαιο  ότι η γεν ική  ακριβής Χύση των εξισώσεων 
πεδίου του E in s te in  (αν υπάρχει!) 6 α  παραμείνει άγνω στη  γ ια  αρκετό καιρό 
ακόμη, παράλληλα με τις προσπάθειες ακριβούς επίλυσης έχο υ ν  αναπτυχθεί 
τρεις διαφ ορετικές μέθοδοι έρευνα ς καθεμ ία  από τις  οποίες παρουσιάζει πλεονε
κτήματα  και μειονεκτήματα.Π ρόκειται γ ια  τις προσεγγιστικές, γ ια  τις αριθμητικές 
και γ ια  τις πο ιοτικές μ εθό δο υ ς.Σ τη ν  πρώτη κατηγορία  περιλαμβάνονται μέ
θ οδο ι γραμμικώ ν διαταραχώ ν όπω ς α υ τές τω ν χω ροχρόνω ν F R W /Ο σον αφορά 
τη δεύτερη  κ ατηγορ ία , που εστιάζει σ την αριθμητική επίλυση των εξισώσεων 
πεδίου, αυτή  παρουσίασε μ εγά λ η  άνθιση χάρη  σ τη ν  ανάπτυξη τω ν ισχυρώ ν υπ
ο λ ο γ ισ τώ ν  κατά  τ ις  τελευτα ίες δεκα ετίες.Ό μ ω ς, η ευρύτερη κατηγορία, στην 
οποία έχε ι γίνει και γίνεται εντατική  έρευνα, είναι η τελευταία, όπου περ
ιλαμβάνονται τα  ζητήματα ύπαρξης και μονοσήμαντου τω ν λύσεων, ολικής 
γεω μ ετρ ία ς, ανω μαλιώ ν κ λπ .Ε δώ  εφαρμόζονται ευρέω ς, όταν α υτό  είναι εφικτό 
όπω ς π .χ . στην περίπτω ση τω ν  ομογενώ ν χω ροχρόνω ν, Χαμιλτονιανές μέθοδοι 
και μ έθοδο ι της θεω ρίας δυναμικώ ν συστημάτω ν.

Έ ν α  πολύ χρήσ ιμ ο  εργαλείο , που εφαρμόζεται σ υχνά  στη  σχετικ ιστική  κο
σ μολογία  και θ α  χρησιμοποιηθεί και σ ε αυτή  τη  διατριβή, είναι η 1+3 Συνάλ- 
λο ίω τη  Π εριγραφή, η οποία είναι μία ανάλυση όλω ν τω ν γεω μετρικά ορισμένων 
ποσ οτήτω ν του χω ροχρόνου  και των εξισώ σεω ν που τις συνδέουν, παράλλη
λα και κάθετα  σ ε σ χέσ η  με μ ία  προεξάρχουσα οικογένεια  χρονοειδώ ν ( fu tu re- 
p o in tin g )  καμπύλω ν με εφ απτόμενο  διάνυσμα u .H  1 + 3  συναλλοίω τη περιγραφή 
αντί να  εστιάζει σ τη  μετρική, εστιάζει σ τη  διερεύνηση των δυναμικών σ χέσεω ν 
ανάμεσα  σε γεω μ ετρ ικ ές π ο σ ό τη τες μεγαλύτερου φυσικού ενδιαφέροντος, όπως 
οι μεταβλητές το υ  ρευστού κα ι της καμπυλότητας.Ε πιπλέον, επειδή στη γενική 
σ χετικ ό τη τα  έχο υ μ ε  πλήρη ελευθερ ία  ω ς προς την επιλογή τω ν συντεταγμένω ν, 
είναι προτιμότερο να χρησιμοποιούμε τανυστικές εξισώσεις, οι οποίες ισχύουν 
σε όλα  τα σ υστήματα  σ υντεταγμένω ν, γ ια  να περιγράφουμε τη  φυσική και τη 
γεω μ ετρ ία  του χω ρ ο χρ ό νο υ .Λ υ τό  αποτελεί ένα ακόμη πλεονέκτημα της περι
γρα φ ή ς αυτής. Η 1 + 3  συναλλοίω τη  περιγραφή αναπτύχθηκε αρχικά από τους 
R avclm ud liu ri, Schucking, E h le rs , Sachs και T ru m p e r  και αργότερα από τον 
E llis και (32} σ(λ.Ι-6 για τις αχ(τικ(\ αναφορά) .Σ τη  διατριβή αυτή  θα
χρησιμοποιήσουμε επίσης τον τετραδικό φορμαλισμό που αποτελεί συμπλήρωμα 
της 1 + 3  συναλλο ίω της περιγραφής.

Μ κ οσ μ ολογία  κ α τά  τη διάρκεια του εικοστού α ιώ να κατάφερε να μετατραπεί 
από φ ιλοσοφ ική  αναζήτηση σ ε  επιστημονική μελέτη.Χ άρη σ τη  Γενική Θεωρία 
της Σ χ ε τ ικ ό τη τα ς  του E in s te in  και την πρόοδο τω ν  αστρονομικών παρατηρή
σεω ν οι κοσ μ ολόγο ι έχουν πλέον τη δυνατότητα ό χ ι μόνο να  φτιάχνουν θεω 
ρητικά μοντέλα π ο υ  να περιγράφουν το  σύμπαν, αλλά και να ελέγχο υ ν  τη  συμ
φω νία τω ν μ οντέλω ν αυτώ ν με τις  παρατηρήσεις.Επιπλέον σ τη ν  κατανόηση της
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εξέλιξης του σύμπαντος εμπλέκονται πλέον και άλλοι κλάδοι τη ς φυσικής όπω ς 
είναι η φυσική στοιχειω δώ ν σωματιδίων.

Π αρόλες τις μ έχρ ι τώρα επ ιτυχ ίες  της κοσ μ ολογίας δεν παύουν να υπάρ
χουν πολλά  προβλήματα τόσο από την πλευρά της θεω ρητικής φυσικής όσ ο  και 
της πειραμ ατικής.Σ την προσπάΌειά μας να κατανοήσουμε το σόμπαν είμαστε 
αναγκασμένοι να χρησιμοποιήσουμε φυσικούς νόμους που έχουμ ε επιβεβαιώσει 

4 ότι ισχύουν τοπικά, σε κλίμακες που δεν μπορούμε να είμαστε σ ίγουροι ότι εξ- 
, ακολουθούν να ισ χύουν  π.χ η Γενική Σ χετικ ό τη τα  αναμένεται να καταρρέει και 

να παύει να ισχύει πριν από το λεγόμενο  χρόνο  P lan ck  10_43s  μετά  τη Μ εγά λη  
Έ κρηξη, οπότε 9α  πρέπει να β ρεθεί μία νέα θεω ρία, ίσ ω ς η Κ βαντική  Β αρύτητα 
ή κάτι άλλο , που να περιγράφει αυτές τις αρχικές σ τιγμ ές του  σ ύ μ π α ντο ς.Τ ο  
πιο σημαντικό όμως πρόβλημα τη ς κοσμολογίας που τη  διαφοροποιεί από όλους 
τους ά λλους κλάδους της φυσικής είναι το γεγ ο ν ό ς  ότι, σε αντίΌεση με το υ ς  
άλλους κλάδους της φυσικής που  είναι δυνατό  ερευνήσουν διάφορα φαινόμενα 
κάνοντας επαναλαμβανόμενα πειράματα στα εργαστήρια  κάτω  από ελ εγχό μ εν ες  
σ υνθήκες, στην κοσμολογία  δεν  υπάρχει αυτή  η δυ να τό τη τα .Τ ο  σύστημα που 
μελετά η κοσμολογία  είναι μοναδικό και μη επαναλαμβανόμενο!Κ άτω  από α υ
τούς το υ ς  περιορισμούς είναι πραγματικά εκπληκτικό  το γ ε γ ο ν ό ς  ότι έχο υ μ ε  
καταφέρει να κατασκευάσουμε τό σ ο  επιτυχημένα κοσ μ ολογικά  μοντέλα.

Οι πληροφορίες αυτής της ιστορικής αναδρομής κα9ώ ς και περισσότερες 
λεπτομέρειες σ χετικ ά  με το καθιερω μένο κ οσ μ ολογικό  μοντέλο και τις ενα λ 
λακτικές θεωρίες μπορούν να βρεΌούν γ ια  παράδειγμα στα: [5] κεφάλαιο 18, 
[20], [9], [11], [6] κεφάλαιο 22 , [26] κεφάλαιο 2, [7] κεφάλαιο 1.

1.2 Ανομοιογενή και Ανισοτροπικά Κοσμολογικά 
Μοντέλα

Ό π ω ς έχουμ ε ήδη αναφέρει, πολύ  σημαντικό ρόλο σ τη ν  κοσμολογία  πα ίζει η 
Κ οσμολογική  Α ρχή, σύμφωνα με την οποία σε κάθε χρονική  σ τιγμ ή  το σόμπαν 
φαίνεται ίδιο από κ ά θ ε  σημείο, εκ τό ς  φυσικά από τις τοπ ικές α νω μ α λ ίες.Δ η λα δή  
δεν υπάρχουν ούτε προτιμητέα σημεία ούτε προτιμητέες κα τευθύνσ εις στο χο ίρο .Κ ατά  
συνέπεια το σόμπαν \)α πρέπει να είναι ο μ ογενές και ισοτροπικό.Φ υσικά  η Κ ο σ 
μολογική Αρχή είναι μια απλουστευτική  α ρχή  και αναφέρεται στο  σόμπαν σε 
μεγάλη κλίμακα και κατά  μέσο όρο.

Π ροφανώ ς, όπω ς και κάθε 9εω ρία της φυσικής, η Κ οσμολογική  Α ρχή  9α 
πρέπει να  επιβεβαιώνεται από τις παρατηρήσεις για  να  ισχύει.Ε ίνα ι σημαντικό 
λοιπόν να αναφέρουμε ποια είναι τα παρατηρησιακά δεδομένα που  την υποστηρί- 
ζουν.Ο ι παρατηρήσεις των ορατώ ν γαλαξιώ ν δεν είναι και τό σ ο  ακριβείς αλλά  
υποδεικνύουν ότι η κατανομή το υ ς είναι ισοτροπική με μία απόκλιση της τά ξη ς
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το υ  30% .Ο ι μετρήσεις τη ς σ τα δερά ς το υ  H ubb le  προτείνουν ότι είναι ισοτροπική 
με απόκλιση 2 5%  περίπου.Ο ι παρατηρήσεις ραδιο-γαλαξκον αποκαλύπτουν ότι 
η κατανομή  το υ ς  είναι πολύ  πιο ισοτροπική με απόκλιση απο την ισοτροπία 
μ ικρότερη το υ  5% .Τ ο  ίδιο ισχύει και για  τις κοσμικές ακτίνες - X  που δι
α π ο τίζο υ ν  το  σ ύ μ π α ν .Ό μ ω ς το πιο σημαντικό στοιχείο που  υποστηρίζει την 
κ ο σ μ ο λ ο γ ικ ή  α ρ χή  είναι φ υσ ικά  η ύπαρξη του  C M B , η κατανομή το υ  οποίου 
είναι ισοτροπική  με απόκλιση  της τά ξη ς κλασμάτω ν του εκατοστού. Η  χωρική 
ο μ ο γένε ια  υποστηρίζετα ι επ ίσης και α π ό  τη γραμμικότητα το υ  νόμου το υ  H ub
b le.

Π αρά τον υψ ηλό βαδμ ό  ισοτροπίας και ομογένειας που παρατηρούμε σήμε
ρα αρκετο ί κοσ μ ολόγο ι έ χ ο υ ν  μελετήσει ανισοτροπικά και ανομοιογενή κοσ
μ ο λ ο γ ικ ά  μ οντέλα  για  τρεις βασικούς λόγους: Πρώτον, οι υπολογισμοί των 
σ τα τισ τικ ώ ν  διακυμάνσεω ν στα  μοντέλα  F ried m an n  δείχνουν ότι δεν μπορούν 
να  κα τα ρρεύσ ουν αρκετά γρ ή γο ρ α  ώ σ τε  να σχηματίσουν τους παρατηρούμε
νο υ ς  γα λ α ξ ίες .Δ εύ τερ ο ν , αν και υπάρχουν σημαντικοί λ όγο ι που υποστηρίζουν 
τη  δεω ρ ία  τη ς Μ εγάλης Έ κ ρη ξη ς, δεν υπάρχει κάποιος σοβαρός λ ό γο ς  να υπο
δ έσ ο υ μ ε  ότι η α ρχική  ανω μαλία  ήταν σφαιρικά συμμετρική όπω ς υποδέτουν τα 
μ ο ντέλ α  Γ π € ά ιη η η η .Τ έλ ο ς . είναι πολύ π ιδανό το  σύμπαν να  ήταν ανισοτροπικό 
κα ι α νο μ ο ιο γενές  στα  α ρ χ ικ ά  του σ τάδια , αλλά ότι υπάρχει κάποιος μηχανισ
μ ό ς ο  οπο ίος "  έσβησε "  α υτά  τα χαρακτηριστικά  του σύμπαντος κατά  την 
επακόλουΛ η εξέλ ιξη , ανεξάρτητα  από τις αρχικές συνθήκες.

Α πό  θεω ρη τικής άποψης έχε ι γίνει πολύ σημαντική δουλειά στη διερεύνηση 
τω ν  μη -ομ ο ιογενώ ν και α νισοτροπ ικώ ν μοντέλω ν.Μ ία ομάδα τέτοιων λύσεων 
είναι τα  μοντέλα  B ianch i, τα οποία δ α  μας α πασχολήσ ουν και σ ε αυτή τη 
διατριβή. Π ρόκειται για  χω ρ ικά  ομογενείς αλλά ανισοτροπικούς χω ροχρόνους 
που  μ ελ ετή θ η κα ν  αρχικά α π ό  τον B ianch i. ο οπο ίος τους ταξινόμησε σε εννέα 
κ α τη γο ρ ίες  (B ian c h i 1,11,111,1V.V,V I.V II,V III,1 Χ ).Ο ι εξισώσεις πεδίου στην 
περ ίπτω ση  τω ν χω ρ ο χρ ό νω ν B ianchi απλοποιούνται σε συνήδεις διαφορικές ε
ξ ισ ώ σ εις  με το  χρ ό νο  ω ς ανεξάρτητη  μεταβλητή, ο ι οποίες μπορούν να διερευν- 
η δ ο ύ ν  είτε με αρ ιδμητικές ε ίτε  με ποιοτικές μεδόδους.Ο ι χω ροχρόνοι B ianchi. 
εν  γ έ ν ε ι, έ χ ο υ ν  ανω μαλίες.(/Ιλότε [6} σ(λ.313-314)

1.3 Βασικές Σχέσεις
Γ ια  να  περιγράψ ουμε ένα  κ οσ μ ολογικό  μοντέλο  που βασίζεται σ τη  Γενική 
Σ χ ετ ικ ό τη τα  πρέπει να προσδιορίσουμε τα εξής βασικά χαρακτηριστικά του:

1. Μ ία 4 -δ ιάσ τατη  διαφορική ψευδορημάνια πολλαπλότητα Μ που περιγράφε- 
ται από σ υ ντετα γμ έν ες  {.τ*}, t =  0 ,1 ,2 .3 ,  οι οποίες μπορούν να επιλεγούν 
αυδα ίρετα .
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2. Έ ναν συμμετρικό μετρικό τανυστή  gij{xk) που περιγράφει τη χω ροχρονική  
γεω μετρία της πολλαπλότητας.

3. Έ να ν  τανυστή  ορμής - ενέργειας 7 ^  ο οπο ίος περιγράφει την ενέργεια , 
την ορμή και την πίεση όλων τω ν πεδίων ύλης (και' ενέργειας) π ο υ  υπάρ
χουν στο  χω ροχρόνο .Η  συμπεριφορά κά-Οε είδους ύλη ς περιγράφεται από

' μία καταστατική εξίσωση.

4. Τ ην αλληλεπίδραση γεω μετρίας - ύλης, δηλαδή το πώ ς η ύλη και^ορίζει τη  
γεω μετρία η οποία με τη σειρά της καΰορίζει την κίνηση της ύλης.Θ εω ρούμε 
ότι η περιγραφή της αλληλεπίδρασης αυτής γίνεται μ έσ ω  των εξισώ σεω ν 
E in ste in , οι οποίες σε γεω μετρικοποιημένες μονάδες είναι:

G%j =  R%j ~~ = ^0  — ^9*j (1*1)

όπου Gij είναι ο τανυστής το υ  E in ste in , Rij = Rkikj είναι ο τα νυστής 
του Ricci ή βαΌμωτή καμπυλότητα, R  =  g>jR'3 είναι το βαΌμωτό του 
Ricci, Tij ο τανυστής ορμής - ενέργειας και Λ η κοσ μ ολογική  σ τα θε
ρά. 0  τανυστής E in s te in  ικανοποιεί τις tw ice -co n trac te d  τα υ τό τη τες του 
B ianchi:

VjGij =  0 =* V jT ij = 0 (1.2)

που διασφαλίζουν τη  διατήρηση της συνολικής ενέρ γε ια ς - ορμής, με την 
προϋπόθεση ότι η κοσμολογική  σταθερά ικανοποιεί τη  σχέση  V ,A  =  0, 
δηλαδή ότι είναι σταΌερή στο  χώ ρο και σ το  χρόνο.
Α υτές οι εξισώσεις μαζί καθορ ίζουν τη δυναμική εξέλ ιξη  του μοντέλου.

5. Τ ις παρατηρησιακές προβλέψεις του μοντέλου.

Ό σ ο ν  αφορά την περιγραφή της ύλης του μοντέλου  οι πιο συνηθισμ ένες επι
λ ο γές  είναι μία ή ένας συνδυασμός τω ν παρακάτω:

•  ένα ρευστό με μία καθορισμένη καταστατική  εξίσω ση, π .χ . ένα  ιδανικό 
ρευστό.

•  ένα μείγμα ρευστώ ν συνήΌως με διαφορετικές τετρ α τα χύ τη τες.

•  ένα βαΌμωτό πεδίο Φ με δυναμικό Κ (Φ ).

•  ένα ηλεκτρομαγνητικό πεδίο που περιγράφεται από τις εξισώ σεις πεδίου 
του M axwell.
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Ε πιπλέον σε ένα  κοσ μ ολογικό  μοντέλο ορίζουμε σε κ ά θ ε  σημείο το υ  χω ρο
χρ ό νο υ  ένα  τετραδιάνυσμα u  το  οποίο είναι μοναδιαίο («,«* =  —1) και ονομάζε
ται τ ε τρ α τα χ ύ τη τα .Τ ο  διάνυσμα αυτό αντιπροσω πεύει τη μέση κίνηση τη ς  όλης 
σ ' εκ είνο  το σημείο .Ο ι πα γκόσ μ ιες γραμμές που  ορίζονται από αυτό  το  δι- 
ανυσ μ ατικό  πεδίο είναι οι παγκόσ μ ιες γραμ μ ές τω ν θεμελιω δώ ν παρατηρητών, 
δηλαδή των παρατηρητώ ν εκείνω ν που εκτελούν τη  μέση κίνηση της ύλης σε 
κ ά θ ε  χω ρ ο χρ ο ν ικ ό  σημείο. Α ν τ  είναι ο ιδ ιοχρόνος όπως μετράται κατά  μήκος 
α υ τώ ν  τω ν γρα μ μ ώ ν τότε η τετρ α τα χύ τη τα  δίνεται από τη σ χέσ η  «* =  dx'/dr.

Ό π ω ς  έχο υ μ ε ήδη τονίσει γ ια  να είναι ένα κοσμολογικό  μοντέλο αποδε
κ τό  θ α  πρέπει οι προβλέψεις το υ  να συμφω νούν με τις αστρονομικές παρατηρή
σεις. Ε ίναι όμω ς σημαντικό να  αναφέρουμε ότι ένα  κοσμολογικό  μοντέλο μπορεί 
να θεω ρείτα ι α π ο δεκ τό  ακόμη κα ι αν δεν  είναι ρεαλιστικό γ ια  την περιγραφή 
ολόκληρης της εξέλ ιξης το υ  σύμπαντος αλλά μόνο  π .χ  γ ια  μεγάλες κλίμακες 
ή γ ια  τα  πολύ α ρ χ ικ ά  στάδια  τη ς  ιστορίας του  σ ύ μ π α ντο ς .Σ ’ αυτή τη  διατριβή 
δεν θ α  α σ χο λ η θ ο ύ μ ε  με τη ν  παρατηρησιακή κοσμολογία , αλλά  κυρίως με την 
εφ αρμ ογή  τω ν γεω μ ετρ ικώ ν κα ι μαθηματικώ ν α ρ χώ ν  της Γ ενικής Σ χετικ ό τη τα ς 
σ τη ν  κοσ μ ολογία .

1.4 Συμβάσεις-Συμβολισμοί
Σ τη ν  εργασ ία  α υ τή  χρησιμοποιήσαμε τ ις  παρακάτω  συμβάσεις και συμβολι
σ μ ούς

•  Γ ια  τη  χαρακτηρ ιστική  τη ς  μετρικής υ ιοθετήσαμε τη σύμβαση: ( —, + , + , + )

•  Χ ρησιμοποιήσαμε γεω μετρικοποιημένες μονάδες: c =  1 =  StcG /c2

•  Ο ι ελληνικο ί δείκτες α ,β ,  πα ίρνουν π ς  τιμές 1 ,2 .3 .
Ο ι λατινικοί δείκτες i , j ,  k , ... και a. b,c, ... παίρνουν τις  τιμές 0 ,1 ,2 ,3

•  Ο  τα νυ σ τή ς το υ  Ricci ορίζεται ω ς: =  Rkikj

•  Γ ια τη μερ ική  π α ρ ά γω γο  χρησιμοποιήσαμε τους συμβολισμούς:

d _  .

Για τη σ υ να λ λ ο ίω τη  π α ρ ά γ ω γ ο  χρησιμοποιήσαμε τους συμβολισμούς: V , = ;»

I
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1.5 Δομή της Διατριβής
Σ τ η  διατριβή αυτή  μελετήσαμε τους ομογενείς και ανισότροπους χω ροχρόνους 
τύπου  B ianchi IX στα πλαίσια της 1+3 συναλλοίω της περιγραφής και του 
τετραδικού φορμαλισμού και επιχειρήσαμε να το υ ς συνδέσουμε με τους χω ρο
χρόνους FR W  έτσι ώστε να προκόψει ένας χω ροχρόνος ο  οποίος ξεκινά από 

* μία αρχική ανωμαλία, εξελίσσεται ω ς ανισότροπο B ianchi IX μέχρι κάποια 
,  χρονική  στιγμή / 0 και στη  συνέχεια  μετατρέπεται σε FR W  δετική ς καμπυλότη

τας.Σ υγκεκριμμένα :
Τ ο  Κεφάλαιο 2 αποτελεί μία παρουσίαση της 1 + 3  συναλλοίω της περιγραφής 

και τω ν εξισώ σεω ν εξέλιξης και δεσμώ ν που προκύπτουν σ τα  πλάισια της περι
γραφ ής αυτής, μέσω  των ταυτοτήτω ν του Ricci και του B ianch i για τον τανυστή  
καμπυλότητας R icnm nn, σε συνδυασμό με τις εξισώσεις πεδίου του E in s te in .

Σ το  Κεφάλαιο 3 μελετάμε τον τετραδικό φορμαλισμό.Μ ία τετράδα αποτελεί- 
ται από τέσσερα διανυσματικά πεδία τα οποία αποτελούν μία βάση σ το  χω ρ ο 
χρ ό ν ο .0  τετραδικός φορμαλισμός συμπληρώνει την 1+ 3  συναλλοίω τη  περι- 
γρ α φ ή .Σ το  κεφάλαιο αυτό εξετάζουμε το γεν ικ ό  αλλά και τον ορθοκανονι- 
κό τετραδικό φορμαλισμό.Ο  τελευταίος χρησιμοποιείται ευρέω ς γιατί απλοποιεί 
σημαντικά τις εξισώσεις, εισάγει όμως ορισμένους περιορισμούς.Εμείς θ α  χρησι
μοποιήσουμε το  γενικό τετραδικό φορμαλισμό.

Σ το  Κεφάλαιο 4 παραθέτουμε την κατηγοριοποίηση τω ν κοσμολογικώ ν 
χω ροχρόνω ν α νάλογα  με τις συμμετρίες που περ ιέχουν, οι οποίες εκφράζοντα ι 
από μαθηματική άποψη μέσω  της ομάδας ισομετριών που δρα σε αυτούς. Ιδιαίτερη 
έμφαση δίνεται σ τους χω ρικά  ομογενείς χω ροχρόνους.

Σ το  Κ εφάλαιο 5 εφαρμόζουμε την 1+3 συναλλοίω τη  περιγραφή και τον 
τετραδικό  φορμαλισμό στην περίπτωση των χω ροχρόνω ν B ianch i και βρίσκουμε 
τη μορφή των εξισώσεω ν εξέλιξης και δεσμών.

Σ το  Κ εφάλαιο 6 εξετάζουμε τους χω ροχρόνους B ianch i IX .Τ ο  κεφάλαιο 
αυτό  αποτελείται από δύο μέρη .Σ το  πρώτο μέρος επ ιλέγουμε χω ρ ο χρ ό νο υς 
B ianchi IX με διαγώ νια τετραδική μετρική που έχο υ ν  ως υλικό  περιεχόμενο ένα 
ιδανικό ρευστό και εξάγουμε τις εξισώσεις εξέλιξης και δ εσ μ ώ ν.Σ το  δεύτερο 
μέρος εισάγουμε συντεταγμένες και παραθέτουμε τη διαδικασία εύρεσης αναλ
λο ίω της βάσης στους χω ροχρόνους B ianchi IX .

Σ το  κεφάλαιο 7 μελετάμε τους χω ροχρόνους FRW  και εξάγουμε τις εξι
σώ σεις εξέλιξης και δεσμών. Μ οικογένεια  το)ν χω ροχρόνω ν FR W  αποτελεί μία 
ειδική περίπτωση της ο ικογένειας χω ροχρόνω ν Bianchi που  παρουσιάζει υψη
λότερη  συμμετρία.

Σ το  Κεφάλαιο 8 επιχειρούμε να συνδέσουμε τους χω ροχρόνους B ianchi IX 
με διαγώ νια τετραδική μετρική και τους χω ροχρόνους FRYV θετικής καμπυλό
τη τα ς πάνω σε μία υπερεπιφάνεια I —σταθερό, χρησ ιμοποιώ ντας τις σ υνθή κες 
σύνδεσης του Lichnerow icz οι οποίες απαιτούν τη συνέχεια  της μετρικής και
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των πρώτων παραγωγών της πάνω στην υπερεπκράνεια.
Η διατριβή ολοκληρώνεται με τα συμπεράσματα στο Κεφάλαιο 9.Στο Παράρτη

μα Α παρατίθενται αποδείξεις σχέσεων και -θεωρημάτων που κρίθηκε σκόπιμο 
να μην ενσωματωθούν στο κυρίως κείμενο για τη διατηρηση της συνοχής του 
κειμένου.Επίσης θα πρέπει να αναφέρουμε ότι ορισμένοι από τους υπολογισμούς 
του κεφαλαίου 6 πραγματοποιήθηκαν και με το πρόγραμμα Wolfram Mathemat- 
ica 6.0 και τα πακέτα RGTC και EDC τα οποία έχουν δημιουργηθεί από τον 
Σ.Μπονάνο.



. Κ ε φ ά λ α ι ο  2

. 1 + 3  Σ υ ν α λ λ ο ί ω τ η  Π ε ρ ι γ ρ α φ ή

Για τη μαθηματική περιγραφή ενό ς κοσμολογικού  χω ρ ο χρ ό νο υ  ο  οπο ίος 
περ ιέχει μία κατανομή μάζας - ενέργειας μπορούμε πάντα  να ορίσουμε ένα  
μοναδιαίο χρονοειδές ( fu tu re  p o in tin g ) διανυσματικό πεδίο u , τη  θεμ ελ ιώ 
δη τετραταχύτητα , το οποίο είναι εφαπτόμενο  στις παγκόσ μ ιες γρ α μ μ ές μ ιας 
ο ικογένειας θεμελιω δώ ν παρατηρητώ ν.Λ ν θεω ρήσουμε ότι η ύλη του  σύμπα- 
ν το ς  συμπεριφέρεται σαν ρευστό τό τε  το χρονοειδές α υτό  δ ιανυσματικό  πεδίο 
μπορεί να επ ιλεγεί έτσι ώ στε τοπικά να  αντιπροσω πεύει τη  μέση τετρ α τα χύ τη τα  
του  ρευστού αυτού.Α υτή βέβαια δεν είναι η μόνη δυνατή επ ιλογή  γ ια  το u .A v  
σ το  χω ροχρόνο  υπάρχει κάποια άλλη προεξάρχουσα χρονοειδής δ ιεύθυνσ η  η 
οποία  ί)α μπορούσε π.χ. να καθορίζετα ι α πό  τη  γεω μετρ ία  του (ό π ω ς π .χ . 
μια κάθετη  διεύθυνση  σε μία ο ικογένεια  ο μ ογενώ ν τρισδιάστατω ν χω ρ ο ειδώ ν 
υπερεπιφανειώ ν) τότε είναι δυνατόν να επιλεγεί αυτή  για  τον  ορισμό αυτού του  
διανυσματικού πεδίου.Σε αυτή  την περίπτωση όμω ς πρέπει να είμαστε προσ εκτι
κοί σ το  ότι το u  μπορεί να μην διατηρεί τον χρονοειδή  το υ  χαρακτήρα  κα ΐΓ όλο 
το  μήκος της τροχιάς του.

Σ το  κεφάλαιο αυτό ί)α παραθέσουμε την "1 + 3 "  συναλλοίω τη  περ ιγραφ ή /Γ ο  
14-3" αναφέρεται στο γεγ ο νό ς  ότι ί)α κάνουμε μία ανάλυση της μορφής "χρ ό ν ο ς  

4 -  χώ ρος " προβάλλοντας τους τανυστές και τις τανυστικές εξισώ σεις παράλλη
λα και κάΰετά  στο  χρονοειδές διανυσματικό πεδίο u .T o  δεύτερο σημ αντικό  
στο ιχείο  αυτής της περιγραφής είναι ότι κάνουμε μία αλγεβρ ική  ανάλυση  τω ν 
τανυστώ ν έτσι ώ στε να γράφουμε έναν τανυστή  ως το  άθροισμα α λγεβρ ικά  
απλούστερω ν όρων.Για παράδειγμα ένας οποιοσδήποτε α νταλλο ίω τος τα νυστής 
δευτέρας τάξης Λ(ώ μπορεί πάντα να γραφεί σ τη  μορφή

A"h = Β'ώ Η- Λΐ"*’! + ^(iah (2.1)

όπου  Α Η  =  rz(Atlh -  Ah,t) είναι το αντισυμμετρικό μέρος του Αίώ κα ι B ab =  
,\(ab) _  i^ytb  + a ha} το αυμμε τ ρΐκ('> μέρος του  Α<ώ κα ι A =  Α \

23
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το ίχνος του.Ο τανυστής Bab είναι προφανώς συμμετρικός και άιχνος.
Βασικές ποσότητες που υπεισέρχονται στην "1+3” περιγραφή είναι:

•  Οι κινηματικές ποσότητες που ορίζονται γράφοντας το VeU|, ως άθροισμα 
απλούστερων ποσοτήτων αν αναλύσουμε σύμφωνα με την (2.1).

•  Ο τανυστής ορμής - ενέργειας, Tab, ο οποίος περιγράφει τη μάζα-ενέργεια, 
τη ροή ενέργειας και τις διατμητικές τάσεις που αφορούν το ρευστό 
που γεμίζει το σύμπαν.Όταν αναλύσουμε τον Tab ως προς την θεμελι
ώδη τετραταχύτητα u παράγονται οι ποσότητες που είναι γνωστές ως 
μεταβλητές μάζας.

•  Ο τανυστής καμπυλότητας του Weyl, C0i*d, ο οποίος ορίζεται ως το τμήμα 
του τανυστή καμπυλότητας του Riemann που έχει μηδενικό ίχνος. Αναλύεται 
δε ως προς το u  σε δύο άιχνους συμμετρικούς τανυστές που ονομάζονται 
το ηλεκτρικό του μέρος Eab και το μαγνητικό του μέρος Hab.

Οι ανωτέρω ποσότητες εμφανίζονται στις (ξίσώσας (ξίλιξης (evolution equa
tions) και στις (ξκηόσας ϊχσμών (constraint equations), οι οποίες λαμβάνονται 
από τις ταυτότητες του Ricci και του Bianchi σε συνδυασμό με τις εξισώσεις 
πεδίου του Einstein προβάλλοντας παράλληλα και κάθετα προς τη διεύθυνση 
του u.

2.1 Προβολή και Διαφόριση
Για να προβάλλουμε παράλληλα και κάθετα στο u ορίζουμε τους παρακάτω 

προβολικούς τανυστές (βλ('κ( [15] σ(λ.6-7, [31] σ(λ.1-5)

<Α = - u a«6 =* U acU% =  11% . U \  = 1 , Uabub = ua (2.2)
hab = 9ab 4 «<!«(, => l t ach cb = h ab , h \  = 3 , h abu b = 0 (2.3)

Ο πρώτος τανυστής προβάλλει παράλληλα και ο δεύτερος κάθετα ως προς το 
ιι°.Μέσω αυτών των προβολών μπορούμε να μελετήσουμε τη γεωμετρία των 
υπερεπιφανειών που είναι κάθετες στο ?/" και αντιστοιχούν σε παρατηρητές 
που κινούνται με τετραταχύτητα

Αντίστοιχα ορίζονται δύο είδη παραγώγισης:
Η τελεία, που συμβολίζει τη συναλλοίωτη χρονική παραγωγό (παραγώγιση 
κατά τη διεύθυνση του u°) και ορίζεται για βαθμωτα πεδία ως:

/  = /.««" (2·4) ·

και για τανυστές ως:
(2.5)



2 .L  Π Ρ Ο Β Ο Λ Η  Κ Α Ι  Δ ΙΛ Φ Ο Ρ ΙΣ Η 25

Η χωρική συναλλοίωτη παραγωγός Vft (ορθογώνια στο u° προβολή της συναλ- 
λοίωτης παραγώγου) ορίζεται προβάλλοντας όλους τους ελεύθερους δείκτες 
της συναλλοίωτης παραγώγου μιας ποσότητας κάθετα στο ιι^Για παράδειγμα:

V . /  = h \ v bf  , ν,Γ**, = haf hbgh W reV rTt% (2.6)

Είναι προφανές ότι η συναλλοίωτη παράγωγος για ένα βαΌμωτό μπορεί πάντα 
να αναλυθεί σε μία παράγωγο κατά μήκος της διεύθυνσης του ηα και μία χωρική 
παράγωγο. ως εξής:

V J  = V a f ~ u af  (2.7)

Χρησιμοποιούμε τις παρενθέσεις Ο  για να συμβολίσουμε τις ορθογώνιες 
προβολές ως προς ua ενός διανύσματος, του συμμετρικού και άιχνου τμήματος 
ενός τανυστή και των χρονικών τους παραγώγων ως εξής:

χ « ι >

χ <α>

T <ah> = \h^chb)(l -  

T <ab> = [h{achb)d -

(2.8)

(2.9)

Επιπλέον χρησιμοποιούμε το σύμβολο J. για να δηλώσουμε την πλήρη (δηλαδή 
ως προς όλους τους δείκτες) κάθετη προβολή προς το i f  ενός τανυστή:

Λ ) ι  = haJ ib hrch*dT nΡ 9 (2.10)

Το τετραδιάστατο στοιχείο όγκου ορίζεται μέσω του πλήρως αντισυμμετρικού 
τανυστή:

) |.ω  = , »/οΐ23 = \J\det(gab)\ , ?;0123 = - = =  (2.11)
\/|(fci(i/„|))|

Το τρισδιάστατο στοιχείο όγκου για τις χωροειδείς υπερεπιφάνειες στιγμιαίας 
ηρεμίας (τρισδιάστατες επιφάνειες κάΌετες στο u) καθορίζεται από τον πλήρως 
αντισυμμετρικό τανυστή τρίτης τάξης :

Vnbc 11 1]dabc ^  Vabc =  1]\abc) > 1)abc^ ~  0 (2.12)

O i f u είναι χρήσιμος για τον ορισμό του χωρικού στροβιλισμού διανυσμάτων 
και τανυστών.Για παράδειγμα:

(curlT)ab = i f l<aV cT b>d (2.13)

1 Δεν ΐ)α πρέπει να ξεχνάμε ότι αν η η" έχει μη μηδενική ελικότητα (vorticity) τότε η 
παράγωγος αυτή δεν είναι μία χωροειδής τρισδιάστατη συναλλοίωτη παράγωγος
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2.2 Κινηματικές Ποσότητες
Αρχικά Όα αναλύσουμε την πρώτη συναλλοίωτη παραγωγό της τετραταχύτη- 

τας «“.Είναι γνωστό ότι (βλεπε π.χ. [27] σελ.175, [15] σελ.7, [31] σελ.5-6, [32] 
σελ.12, [33] σελ.2674 ) η συναλλοίωτη παράγωγος ενός μοναδιαίου χρονοει- 
δούς διανύσματος u αναλύεται ως εξής:

ν β«6 = -Uailb + Vn«6 =  -«β«6 + -θ/ΐβ6 + <7α6 + (Jab (214)ό

όπου το βαΟμωτό
θ  =  V„«“ = Veu“ (2.15)

εκφράζει το ρυθμό διαστολής όγκου του ρευστού (rate of expansion) (με Η  =  
θ /3  την παράμετρο Hubble), ο τανυστής

(Tab — <̂aWfc> — g0/la6 4" (̂α^6) (2.16)

εκφράζει τη διατμητική ταχύτητα του ρευστού (rate of shear tensor) και είναι 
συμμετρικός και άιχνος (σο6 = σ(α6) , σ°0 = 0 , a^ub =  0), ο τανυστής

= V|0«6| =  V|eUjj + U|eU6| (2-1Τ)

λέγεται τανυστής ελικότητας (vorticity tensor), είναι αντισυμμετρικός και περι
γράφει την περιστροφή της ύλης σε σχέση με ένα μη περιστρεφόμενο (Fermi- 
propagated) σύστημα αναφοράς (με J ab = u/|eq , u>abUb = 0) και τέλος το 
διάνυσμα

«„ = ubVbtta (2.18)
είναι το διάνυσμα της σχετικιστικής επιτάχυνσης (relativistic acceleration vec
tor) που δείχνει πώς το ρευστό κινείται κάτω από την επίδραση δυνάμεων άλλων 
εκτός από τη βαρύτητα και τις αδρανειακές δυνάμεις (για τις οποίες δεν υπάρ
χει τοπικός διαχωρισμός στη Γενική Σχετικότητα, είναι διαφορετικές όψεις του 
ίδιου πράγματος).Στην περίπτωση που το ρευστό κινείται μόνο κάτω από την 
επίδραση της βαρύτητας η σχετικιστική επιτάχυνση μηδενίζεται.

Πολλές φορές στην πράξη αντί για το u:„b flot χρησιμοποιούμε το διάνυσμα 
ελικότητας (vorticity vector):

u/· = => u!aUa = 0 , Uab(Jb = 0 (2.19)

Επίσης χρήσιμα είναι τα μεγέθη:

α’2 = I(u;obu>ab) >  0 , σ 2 -  \{aab(Tab) >  0 (2.20)
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και η μέση κλίμακα μήκους S  που ορίζεται από τη σχέση:

|  = (2 .2 1 )

ώστε ο όγκος ενός στοιχειώηουί τμήματος του ρευστού να μεταβάλλεται ως
.S.3.

2.3 Ανάλυση του Τανυστή Ορμής - Ενέργειας
Ο τανυστής ορμής - ενέργειας είναι ένας συμμετρικός τανυστής ο οποίος 

περιγράφει το ρευστό που πληροί το σύμπαν.θα χρησιμοποιήσουμε την καθιε
ρωμένη ανάλυση [βλέπ* π.χ. [27] σξλ.82, [15] σοΙ .8, [31] of Λ. 7, [32] aeλ. 13, 
[33] σ€λ.2677):

Tab = pU allb  + (JaUb + QbUa + p h a b  + K ab (2.22)

V*
qaua = 0 , π°α = 0 , nab = π(α6) , Kabub = 0 (2.23)

όπου μ = Tabuaub είναι η σχ^ηκισηκή πυκνότητα (νψγαας του ρευστού ως 
προς έναν παρατηρητή που κινείται με τετραταχύτητα u“, qa = —Tbcubhca είναι 
η σχϊτικιστική πυκνότητα ορμής (η οποία ερμηνεύεται και ως ροή α 'ψγαας  
σε σχέση με το nrt), ρ = | ( Tabhab) είναι η ισοτροπική πίτση και ο τανυστής 
πah — Tcdhc<ahdb> περιγράφει τις ανισοτροπικές τάσας εντός του ρευστού.

Αν το ρευστό είναι ακίνητο ως προς τον παρατηρητή που κινείται με τετραταχύτη
τα ιια ο παρατηρητής αυτός λέγεται συνκινούμενος (comoving) με το ρευστό.Σε 
αυτή την περίπτωση λέμε ότι το ua είναι η τετραταχύτητα του ρευστού.Αν 
στον τύπο (2.22) το χια είναι η τετραταχύτητα του ρευστού τότε το χωροειόές 
τετραδιάνυσμα qa περιγράφει τη ροή θερμότητας στο ρευστό, ενώ ο τανυστής 
παι περιγράφει το ιξώδες του ρευστού.Μια ιδιαίτερη κατηγορία ρευστών, που 
χρησιμοποιούνται πολύ στην κοσμολογία, είναι τα ιδανικά ρευστά.Τα ρευστά 
αυτά δεν έχουν ιξώδες και ροή -θερμότητας και ως προς έναν συνκινούμενο 
παρατηρητή έχουν τανυστή ορμής - ενέργειας που δίνεται από τη σχέση

Tab = + phab (2.24)

Για την πλήρη περιγραφή του συμπαντικού ρευστού πρέπει να δίνεται και 
η καταστατική φσωση η οποία δείχνει πώς εκφράζονται οι διάφορες -θερμο
δυναμικές μεταβλητές του ρευστού (όπως π.χ. η πυκνότητα βαριονίων, η εντρό- 
πία ανά μονάδα βαριονικής μάζας, η ισοτροπική πίεση, η -θερμοκρασία κλπ.) 
συναρτήσει ενός ελάχιστου αριΐίμού ανεξάρτητων μεταβλητών εξ’αυτών.Στις
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■θεωρητικές κοσμολογικές μελέτες χρησιμοποιούνται το πολύ διπαραμετρικές 
καταστατικές εξισώσεις της μορφής ρ — ρ(μ, s), όπου μ  η πυκνότητα ενέργειας 
και s η εντροπία ανά βαρυόνιο.Οι περισσότερο όμως χρησιμοποιούμενες κατα
στατικές εξισώσεις είναι οι μονοπαραμετρικές (ή και βαροτροπικτς, όπως αλλιώς 
λέγονται) της μορφής ρ = ρ(μ).Μια ενδιαφέρουσα ειδική κατηγορία ιδανικών 
ρευστών αποτελείται από τα ρευστά που έχουν μηδενική ισοτροπική πίεση (ρ = 
0).Αυτά αναφέρονται στη διεθνή βιβλιογραφία ως σκόνη (dust).

Τέλος, συνήθως απαιτούμε να ικανοποιούνται και κάποιες α'ψγαακές συν- 
βήκτς (β\(κ( π.χ. [17] σ(λ.88-96, [15] aek.8), όπως για παράδειγμα οι

μ > 0 , (μ + ρ) > 0 (2.25)

οι οποίες αναφέρονται σαν ασΟ(νας (ντργαακές συνθήκες και είναι ευρέως 
αποδεκτές αφού δεν έχει παρατηρηθεί μέχρι στιγμής κάποια μορφή ύλης η οποία 
να μην τις ικανοποιεί και η

(μ + 3ρ) > 0 (2.26)

η οποία όμως παραβιάζεται από τα βαθμωτμ πεδία στα μοντέλα του πληθωρι
στικού σύμπαντος.Επιπλέον απαιτούμε η ισο'τροπική ταχύτητα του ήχου c 2 = 
(dp/βμ)3=const να υπακούει στη σχέση:

0 < c 2 < 1 (2.27)

κάτι που είναι απαραίτητο για την τοπική ευστάθεια της ύλης (κάτω όριο) και 
τη συμφωνία με τις αρχές τις ειδικής σχετικότητας (άνω όριο) {βλ('κ( και [13]).

2.4 Τανυστής Καμπυλότητας του Weyl
Ο τανυστής καμπυλότητας του YVeyl ορίζεται μέσω του τανυστή Riemann 

και του τανυστή Ricci από τη γνωστή σχέση ( β λ ί ι κ  κ . χ .  [6 ]  σ τ λ . 8 8 )

Onbitl Habcd ^(Pac^M Τ Hbd-Rac QbcPad QadH-bc) t  fhulJbd 9adQbc)
(2.28)

ή ισοδύναμα

C *d  = ^  ~ 26[a[cRb] ̂  + ί  Μ \ ό \  (2.29)

Παρατηρούμε ότι ο τανυστής του Weyl διατηρεί όλες τις ιδιότητες συμμετρίας 
του τανυστή Riemann και επιπλέον έχει μηδενικό ίχνος {ΟαΜ  = 0).

Στα πλαίσια του 1+3 συναλλοίωτου φορμαλισμού ο τανυστής Wevi αναλύε
ται σε ένα ηλεκτρικό μέρος (/?„*,) και ένα μαγνητικό μέρος (//„&) (βλέκ* [J5]
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σ(λ.9, [31 ] σ(λ. 7-8, [32] σ^λ. 13, [33] σ(λ.2677-2678) .Αυτό επιτυγχάνεται προβάλ
λοντας τον Cabcd και τον δυϊκό του τανυστή 7 ] a b c C b c ( t c  κάθετα στο u, σύμφωνα 
με τις σχέσεις

H o b  =  C a c b d U C U d  , H a b  -  - 1 ] a d e C d e b c U C (2.30)

Τα Eab και Hab είναι προφανώς συμμετρικά, ορθογώνια στο u και έχουν μη- 
‘ Γενικό ίχνος:

Eab = E{ab) , Ε \  =  0 , Eabub = 0 (2.31)
Hah = Hlab) , Η \  = 0 , Habub =  0 (2.32)

Συναρτήσει αυτών των δύο ποσοτήτων ο τανυστής του Weyl δίνεται από τη 
σχέση

(2.33)
Αυτή η ανάλυση περιγράφει τον τανυστή Weyl πλήρως αφού:

Hab = 0 = Hab Ο  Cabcd =  0 (2.34)

Σημειώνουμε επίσης ότι, μέσω των (2.28) και (2.33), τα Εα& , Hab και R ab 
περιγράφουν πλήρως τη χωροχρονική καμπυλότητα, όπως αυτή δίνεται από τον 
τανυστή Riemann.

2.5 Εξισώσεις Εξέλιξης και Δεσμών
Οι εξισώσεις στον 1+3 συναλλοίωτο φορμαλισμό αποτελούνται από τις 

εξισώσεις εξέλιξης και τις εξισώσεις δεσμών που συνδέουν μεταξύ τους τις 
γεωμετρικές ποσότητες που ορίσαμε στις προηγούμενες ενότητες.Οι εξισώσεις 
αυτές απορρέουν από τις εξισώσεις πεδίου του Einstein:

Cab = Rab — ^ Rgab = Tab — Agab (2.35)

σε συνδυασμό με τα τρία σετ ταυτοτήτων που ικανοποιούνται από τον τανυστή 
καμπυλότητας Riemann (βλ4π* π.χ. [6] σίλ. 77, [27] σ*λ.59-60. [35] σ(λ.146- 
147):

1. Ταυτότητες του Ricci:

—  Rabcd71 (2.36)
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2. Ταυτότητες του Bianchi:

V \aPbc\de — 0 (2.37)

3. Twice contracted ταυτότητες του Bianchi:

V a(Rab ~ \ R ^ )  =  0 (2.38)

Για να καταλήξουμε στις εξισώσεις εξέλιξης και δεσμών αντικαθιστούμε 
στις ταυτότητες (2.36)-(2.38) τον τανυστή του Riemann και τον τανυστή του 
Weyl εκφρασμένους συναρτήσει των Eab και Hab (με τη βοήθεια των (2.28) και 
(2.33) ) και τον τανυστή του Ricci εκφρασμένο μέσω των εξισώσεων Einstein 
(2.35) με τον τανυστή ορμής - ενέργειας που δίνεται από τη σχέση (2.22)/Οπου 
εμφανίζονται οι παραγωγοί ηαφ αυτές αντικαθίστανται από τις κινηματικές 
ποσότητες που υπεισέρχονται στην (2.14).Τέλος, οι εξισώσεις που προκύπτουν 
προβάλλονται παράλληλα και κάθετα προς το u.Oi παράλληλες προβολές δίνουν 
το σετ των εξισώσεων εξέλιξης, στις οποίες υπεισέρχονται οι χρονικές (κατά 
τη διεύθυνση του u) παράγωγοι των ποσοτήτων θ , aab, μ, ρ, qa, π^.Οί κάθετες 
προβολές δίνουν το σετ των εξισώσεων δεσμών στις οποίες υπεισέρχονται μόνο 
οι χωρικές (δηλαδή κατά την κάθετη προς το u διεύθυνση) παραγωγοί των 
παραπάνω ποσοτήτων.

2.5.1 Ταυτότητες Ricci
Ακολουθώντας την παραπάνω διαδικασία για τις ταυτότητες του Ricci (2.36) 
προκύπτουν τρεις εξισώσεις εξέλιξης και τρεις εξισώσεις δεσμών (βλέκ( [15] 
σ<λ.10, [32] σ(λ.15).

Εξισώσεις Εξέλιξης:

•  Εξίσωση Raychaudhuri

Αυτή είναι η βασική εξίσωση της βαρυτικής έλξης, η οποία δείχνει την 
απωστική φύση μιας θετικής κοσμολογικής σταθεράς και ταυτοποιεί το 
(μ+Άρ) ως την ενεργό πυκνότητα βαρυτικής μάζας.Η εξίσωση Raychaud- 
liuri διαδραματίζει σημαντικό ρόλο στα θεωρήματα ύπαρξης ανωμαλιών 
(βλ<κ< και [231 [1*1 [17] στΛ.261-275)
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• Εξίσωση διάδοσης της ελικότητας

ώ<°> -  = — θα/1 + <τ>6 (2.40)

Η εξίσωση αυτή μαζί με την εξίσωση (2.56) που ακολουθεί δείχνουν πώς 
διατηρείται η ελικότητα σε ένα ιδανικό ρευστό με δυναμικό επιτάχυνσης 
Φ χρησιμοποιώντας τη σχέση ι;e6cVfet/c = ??a6cV6V Î> = 2ο;αΦ

• Εξίσωση διάδοσης της διατμητικής ταχύτητας

^<a6>_y<«?-{6> = -  Η θ σ «*+««>«»>-σ< α cOb>C-U)<a<Jb> ~{Eab -  ab)
(2.41)

Η εξίσωση αυτή δείχνει πώς το ηλεκτρικό μέρος Eah του τανυστή του 
Weyl προκαλεί διατμητική ταχύτητα η οποία με τη σειρά της τροφοδοτών
τας τις εξισώσεις Raychaudhuri και διάδοσης της ελικότητας επηρεάζει 
τη μορφή της ροής του ρευστού.

Εξισώσεις Δεσμών:

• Η εξίσωσή(0α)

V baab -  | ν ° θ  + ηα<χ{ν,ω0 + 2itbuJc) + qa = 0 (2.42)

η οποία δείχνει πώς το διάνυσμα ροής ενέργειας qa (μηδενική για ιδανικό 
ρευστό) σχετίζεται με τη χωρική ανομοιογένεια του ρυΰμού διαστολής.

• Η ταυτότητα απόκλισης της ελικότητας

V eu/° -  (ύαωα) =  0 (2.43)

• Η εξίσωση-Hab

Hab + 2u<au)h> -I- V <au b> -  (curla)ab =  0 (2.44)

η οποία συνδέει το μαγνητικό μέρος IIab του τανυστή του Weyl με τη 
χωρική μεταβολή της ελικότητας και τον στροβιλισμό της διατμητικής 
ταχύτητας (curla)ab — ?;a,<eVca 6>d
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2.5.2 Ταυτότητες Bianchi
Το δεύτερο οετ εξισώσεων προκύπτει από τις ταυτότητες του Bianchi, οι 

οποίες δίνουν δύο επιπλέον εξισώσεις εξέλιξης και δύο εξισώσεις δεσμών (/?λέπ*·
(15} σ(ΚΛ1-12, [32] oek.16-17).

Εξισώσεις Εξέλιξης:

•  Η εξίσωση-/?

(E<ab> + ^ <ο6>) -  (<curlH)ab +  l v <aqb> =  -  \ ( μ  + p)aab -  Q(Eab + V 6)
2 2 2 ο

+ 3a<ac(E b>c -  ^π6>ε) -  u<aqb>

+ qcd<a\2\LcHb>i  + u)c(Eb>d + 7^b>t

(2.4

• Η εξίσωση-//

H<ab> + {curlE)ab -  \(curhr)ab =  -  θ//°* + 3a<acHb>c + L < Y >

-  rf«*\2ucE b>d -  \ a b>qd -  ujcH b>)

(2.46)

όπου

(curlH)ab = ιf d<aV cHb>d (2.47)
(curlE)ab = qcel<nV cEb>d (2.48)
(curhr)ab = , f d<nV cirb>d (2.49)

Αυτές οι εξισώσεις δείχνουν πως παράγεται η βαρυτική ακτινοβολ(α:Παραγωγίζοντας 
την εξίσωση (2.45) ως προς το χρόνο παίρνουμε μία εξίσωση η οποία περιέχει 
τους όρους Ε  και (curl Η). Απαλοίφουμε το II με τη βοήύεια της (2.46) και 
τελικά προκύπτει μία εξίσωση η οποία περιέχει τους όρους Ε  και (curl curl Ε) 
και είναι αντίστοιχη της εξίσωσης κύματος. Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε την 
αντίστοιχη εξίσωση και για το μαγνητικό μέρος.
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Εξισώσεις Δεσμών:

• Η εξίσωση (div Ε), όπου υπεισέρχεται η χωρική κλίση της πυκνότητας 
ενέργειας

V b(E ab + \ * ab) -  l- V ali + \®<Γ -  \a \q b

-3uJhHab -  i f bc(aMHdc -  ^ bqc) =  0 (2.50)

Η εξίσωση αυτή μπορεί να ύεωρηΰεί ως το Βιανυσματικό ανάλογο της 
Νευτώνιας εξίσωσης του Poisson.Δείχνει πώς η πυκνότητα ενέργειας μ 
(βαΌμωτό) δημιουργεί μία μη μηδενική απόκλιση του Eab και επομένως 
ένα μη μηδενικό πεδίο Eab.

• Η εξίσωση (div Η ), στην οποία υπεισέρχεται η ελικότητα του ρευστού.

V bH ab + (μ + ρ)ωα + 3u.’b(Eab -  ^ n ab)

+ » Λ Ι ^  + ^ ( ^ «  + = 0 (2·51)

Εδώ φαίνεται πώς η ελικότητα ωα (διάνυσμα) δημιουργεί μη μηδενική 
απόκλιση του IIab και επομένως ένα μη μηδενικό πεδίο IIab.

2.5.3 Twice-contracted ταυτότητες του Bianchi
Το τρίτο σετ εξισώσεων απορρέει από τις twice-contracted ταυτότητες 

του Bianchi οι οποίες, μέσω των εξισώσεων Einstein (2.35). συνεπάγονται τις 
εξισώσεις διατήρησης (βΚίτκ [15] σ<λ.11, [32] σώ. 16-17):

VbGab = 0 =► V bTab = 0 (2.52)

Οι εξισώσεις που προκύπτουν είναι οι εξής:

• II εξίσωση χρονικής εξέλιξης της ενέργειας

A + ν„<7° = - θ (μ  Η- ρ) -  2(ή .? ) -  (σ \π ΰα) (2.53)

• Η εξίσωση χρονικής εξέλιξης της ορμής

q<,‘>+VBp+Vb̂ b = - \ Q ( r - a \ q b-U i^p)iia- u b̂ b~ i f ^ bqc (2.54)ά
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Για ιδανική ρευστό η εξίσωση (2.53) γίνεται η εξίσωση διατήρησης της ενέργειας:

μ -  -θ (μ  + ρ) (2.55)

και η εξίσωση (2.54) γίνεται η εξίσωση διατήρησης της ορμής:

V0p + (μ + ρ)««. = 0 (2.56)

Αυτό δείχνει ότι το (μ + ρ) είναι η πυκνότητα αδρανειακής μάζας και επιπλέον 
διέπει τη διατήρηση της ενέργειας.Είναι φανερό ότι αν αυτή η ποσότητα είναι 
μηδέν (μία ενεργή κοσμολογική σταθερά) ή αρνητική τότε η συμπεριφορά της 
μάζας θα είναι ανώμαλη.

Οι εξισώσεις εξέλιξης και δεσμών δεν αποτελούν ένα πλήρες σύνολο δυναμικών 
εξισώσεων.Για παράδειγμα δεν υπάρχουν εξισώσεις εξέλιξης για την πίεση ρ 
και για την επιτάχυνση «β.Προκειμένου να ολοκληρώσουμε αυτό το σετ εξι
σώσεων θα πρέπει να συμπεριλάβουμε επιπλέον υποθέσεις που αφορούν τις 
θερμοδυναμικές ιδιότητες των πεδίων ύλης (π.χ καταστατικές εξισώσεις).
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Τ ε τ ρ α δ ι κ ό ς  Φ ο ρ μ α λ ι σ μ ό ς

Οι εξισώσεις εξέλιξης και δεσμώ ν που προκύπτουν από τη ν  1 + 3  συναλ- 
λοίωτη περιγραφή έχ ο υ ν  το πλεονέκτημα ότι συνδέουν συναλλοίω τα  ορισμένες 
ποσ ότητες οι οποίες έχο υν  ξεκάθαρη γεω μετρική  ή φυσική  σημασία όπως π .χ . 
ο ρυΌμός διαστολής, η διατμητική τα χύ τη τα  κλπ. Ό μ ω ς  σε α υ τές  δεν υπει
σέρχοντα ι εκπεφρασμένα η μετρική και η co n n ectio n , πράγμα που  είναι σ υ χ ν ά  
επιθυμητό για  μία βαΌύτερη μελέτη  τω ν ιδιοτήτων του  χω ροχρόνου . Α υτή η 
αδυναμία της 1+ 3  συναλλοίω της περιγραφής καλύπτετα ι από τη  χρήση του  
τετραδικού  φορμαλισμού. Επιπλέον, ο τετραδ ικός φορμαλισμός είναι χρήσ ιμος 
και στη μελέτη της κατηγοριοποίησης τω ν διαφόρω ν χω ροχρόνω ν σύμφω να 
με τις ομάδες ισομετριών που δρουν σε αυτούς, ό π ω ς ί)α δούμε στο  επόμενο  
κεφάλαιο.

Μία τετράδα είναι μία βάση του  εφαπτόμενου διανυσματικού  χώ ρου  σε κά- 
Όε σημείο του χω ροχρόνου, αποτελούμενη  από τέσ σ ερ α  οιανυσματικά πεδία  
{Ε„} ,α  =  0 ,1 ,2 ,3 .Ο ι συνιστώ σες του μετρικού τα νυ σ τή  , αναφορικά με α υ τή  
τη βάση, εκφράζονται από τα εσω τερικά γινόμενα το^ν διανυσμάτω ν της β ά 
σης. ΚάΌε δε τανυστής πάνω στον εφαπτόμενο διανυσματικό χώ ρ ο  σε κάΌε 
σημείο το υ  χω ροχρόνου προσδιορίζεται μονοσήμαντα α πό  τις τετραδ ικές του σ υ 
νιστώ σες που προκύπτουν με προβολή του  πάνω στα  διανύσματα τη ς τετράδας.

3.1 Γενικός Τετραδικός Φορμαλισμός
I I β ά σ η  μας (τετράδα) αποτελείται α πό  τέσσερα διανυσματικά  πεδία {Ε ,,} , a — 

0 ,1 , 2 ,3 , τω ν οποίω ν οι συνιστώ σες, ω ς προς ένα  σύστημα σ υ ντετα γμ ένω ν  
{.τ ,·}, / =  0 ,1 ,2 ,3 ,  συμβολίζονται 1 με Εα' (βλ(π< [18] σ<:λ.2]5, [15] Of λ. 17) Λ] 
τετράδα που χρησιμοποιούμε εδώ  είναι γεν ική  με την έννοια  ότι μπορεί να είναι

1 Οι δείκτες που βρίσκονται αριστερά (α, </, c, <7,...) είναι τετραδικοί δείκτες, ενώ οι δείκτες 
που βρίσκονται δεξιά (/, j ,  είναι δείκτες συντεταγμένων.

35
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(λόνομη ή μη ολόνομη.2 Αν η τετράδα είναι ολόνομη τότε μπορεί πάντα να βρε
θεί ένα σύστημα συντεταγμένων τέτοιο ώστε Εα =  -gE ή ισοδύναμα Εα* =  δ'α.
Η δυϊκή τετράδα (1-μορφή) {Ε°},α =  0,1,2,3 ορίζεται από τη σχέση:

Ea(E„) =  δζ (3.1)

και οι συνιστώσες της σε ένα σύστημα συντεταγμένων {ι*} συμβολίζονται ως 
Εα,. Επομένως, η (3.1) γράφεται και στη μορφή

= Κ  (3.2)

η οποία προφανώς είναι ισοδύναμη με την

E \E J  =  5* (3.3)

Η παράγωγος οποιοσδήποτε συνάρτησης /  κατά τη διεύθυνση του Ε„ ορίζεται 
ως:

9 . /  = E J § L  (3.4)

ΚάΆε τανυστής με συνιστώσες Τ' \ , . _ ι  ως προς κάποιο σύστημα συντεταγμέ
νων Άα έχει τετραδικές συνιστώσες T a bc...d που δίνονται από τη σχέση3:

=  E V  ■ · B", Γ · (3.5)

Οι τετραδικές συνιστώσες gab του μετρικού τανυστή προκύπτουν από το εσωτερικό 
γινόμενο των όιανυσμάτων της τετράδας:

gab =  Ea · Ε6 = Ea'Eb3gij (3.6)

Η αντίστοιχη σχέση για το μετρικό τανυστή στον 
τομενικό χώρο είναι η εξής:

αντίστοιχο δύΐκό εφαπ-

gab =  Εα · Ε 6 = E^E^g'i (3.7)

Είναι προφανές, λόγω των (3.2) και (3.3), ότι
_ο6λ χα9 9*>c — 0C (3.8)

Οι αντίστροφες σχέσεις των (3.6) και (3.7):

9ϋ = E^E^gab (3.9)
9'] = Ea'Eb’gab (3.10)

2Αν η τετράδα είναι ολόνομη τότε οι τετραδικοί δείκτες είναι και αυτοί δείκτες συντεταγ
μένων.

ΑΟι τετραδικές συνιστώσες τανυστή συμπεριφέρονται σαν βαδμωτά κάτω από μετασχη
ματισμός συντεταγμένων.
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προκύπτουν εύκολα με τη βοήθεια της (3.3), όπως και οι:

E «= g*E f‘i , Eai = gabEbi (3.11)

που εκφράζουν τη γραμμική σχέση που υπάρχει ανάμεσα στην τετράδα και τη 
δυϊκή τετράδα.Στην πράξη η τετραδική μετρική gab και ή δυϊκή της gab χρησι
μοποιούνται για το ανεβοκατέβασμα των τετραδικών δεικτών.

* 4 Οι διαφορικές ιδιότητες της βάσης καθορίζονται από τους συντελεστές 
- στροφής τορ Ricci 1 (Ricci rotation coefficients), οι οποίοι ορίζονται από τη 

σχέση (βλέπε [15] σελ.17):*

E^EJ.J =  r<nhEc' &  r \ b =  E^EJ.j EJ  (3.12)

ή ισοδύναμα:

όπου Γabc = iodfV·
Γ„6ο = E jE ^ jE j (3.13)

Δηλαδή, το Γ„ι*. είναι η α-συνιατώσα της αυναλλοίωτης παραγώγου του Βι- 
ανύσματος Ε& κατά τη διεύθυνση του E c.
Από τη σχέση (3.13) προκύπτει ότι:

E w  = Γ abcE^E^ (3.14)

Με τη βοήΌεια της σχέσης (3.12) μπορούμε να βρούμε την τετραδική μορφή 
της συναλλοίωτης παραγώγου.

Θεώρημα 3.1.1. II τετραδική μορφή της συναλλοίωτης παραγώγου ενός δι- 
ανύσματος με τετραδικές συνιστώσας Χ α είναι τελείως ανάλογη με τη συνηθισ
μένη τανυστική της μορφή, δηλαδή:

X a ,b= X a,b-rCabX C (3.15)

Απόδειξη. Η συναλλοίωτη παράγωγος X i:j ενός διανύσματος με συνιστώσες 
Λ',· είναι ένας τανυστής δεύτερης τάξης.Οι τετραδικές συνιστώσες του, που τις 
συμβολίζουμε με Χ (1>ι„ δίνονται από τη σχέση:

= E jE j X v
= Eb {Ea'Xi).j -  E jE .^ X i (3.16)

’’Ένας πιθανός λόγος για τον οποίο ονομάζονται" συντελεστές στροφής ” αναλύεται στο 
Παράρτημα Α.1

5Στην παλαιότερη βιβλιογραφία χρησιμοποιούνται διαφορετικοί ορισμοί για τους συντε
λεστές στροφής του Ricci κάτι που επηρεάζει τη μορφή ορισμένων σχέσεων που βρίσκουμε 
παρακάτω, π.χ. οι King και Ellis στο [18], χρησιμοποιούν τον ορισμό:

Γ„κ = E j E chjEbJ

Εμείς χρησιμοποιούμε τον ορισμό που δίνεται από το'κ; Ellis και van Elst στο [15] σελ.17

*

!
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η οποία με τη βοήθεια της (3.12) γίνεται

*α ;6 =  EbjX a,} -  Γ 'αίΛ %
= Eb*XaJ -  Y \ bX c
=  Xa,b- T cabX c (3.17)

□
Ομοίως βρίσκουμε ότι ο αντίστοιχος τύπος για τη συναλλοίωτη παράγωγο 

X a.b είναι
Χ αφ = χ%  + (3.18)

Ανάλογοι τύποι ισχύουν και για τις τετραδικές συνιστώσες της συναλλοίωτης 
παραγωγού τανυστών οποιοσδήποτε τάξης.
Θα πρέπει εδώ να τονίσουμε ότι: X n,b — Ea’Eb Xi j  Φ Eb*Xa;j . Αυτό αποτελεί 
ένα αδύνατο σημείο του συμβολισμού X a-b το οποίο πρέπει να έχουμε κατά νου 
όταν κάνουμε τετραδικές πράξεις.

Από τη σχέση (3.13) και λαμβάνοντας υπόψιν ότι οι τετραδικές συνιστώσες 
ενός τανυστή είναι βαΌμωτά ως προς τους μετασχηματισμούς συντεταγμένων 
προκύπτει ότι:

Γα6ε = Ea'EtojEc3
= E J ( E M . j ~ E tiE j.jB j  
=  Ecj g»bJ -  Eb Entj E j  
-  Ec}gabj -  Eb’EaijE c3
~  9ab,c Γ* bac

^  9ab,c ~  Γ abc A  Γbac

Παρατηρούμε ότι η (3.19) είναι ισοδύναμη με την

9bc:a ~  0

η οποία εκφράζει τις τετραδικές συνιστώσες της

9ij;k =  0

Πράγματι, σύμφωνα με το θεώρημα 3.1.2

9bc,a — 9bc,a ^ b a 9 b c  “  Γ ca9bd 

— 9be,a feta f ja

η οποία σε συνδυασμό με την (3.19) μας δίνει

9bc;a Obc.it Sbr,« =  9

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)
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Έστω δύο διανυσματικά πεδία X, Υ.Ο μεταΑέτης τους [X, Υ] ορίζεται ως

[Χ,Υ] =  Χ Υ -Υ Χ  (3.24)

και οι συνιστώσες του [X, Υ]1 δίνονται από τη σχέση

|Χ, Υ]* = X jY -  Y jX \ j = X jY \j -  Y jX \d (3.25)

{βλέπε π.χ. ‘[6] σελ.66). Όπως Όα δούμε στην παράγραφο 4.1 ο μεταΌέτης ισού- 
ται με την παραγωγό Lie Lx Υ των όιανυσμάτων αυτών: Lx Υ  = (X, Υ]· θεω- 

^  ρώντας τον μεταΌέτη των διανυσμάτων βάσης {Βα} ορίζουμε τις συναρτήσεις 
μετάθεσης (commutation functions) Y ab ως εξής:

\Ea,E b] = Y abEc (3.26)

{βλέπε [18] σελ.215, [15] σελ.17, [32] σελ.70, [33] σελ.2676). Εν γένει ycab = 
7co6(.τ,) δηλαδή , όπως και η ονομασία τους αφήνει να εννοηΌεί. οι συναρτή
σεις μετάθεσης εξαρτώνται από τις συντεταγμένες.Από τον ορισμό (3.26) εί
ναι προφανές ότι: η \0 = —7%· Μέσω του τετραδικού μετρικού τανυστή 
μπορούμε να ορίσουμε και τις πλήρως συναλλοίωτες ποσότητες 7a6c = 9adldbc 
οι οποίες Άα μας είναι χρήσιμες στη συνέχεια.Σημειώνουμε ότι οι συναρτήσεις 
μετάθεσης μηδενίζονται αν και μόνο αν η βάση {Εα} είναι ολόνομη, αφού τότε: 
[Εβ,Ε*]* = 0 «=> 7 ^  = 0. Από τις σχέσεις (3.25), (3.26) και (3.12) παίρνουμε:

[Ελ,Ε 6]* -  Y ^ E J
=* E ^ . j E j  -  E<\Ea\t]E j  = Y abEd,Ec>
=> Γ ΐ  -  r dab = Jcabsd = ydab (3.27)

ή ισοδύναμα
Y„b = - ( r cafr -  r cba) (3.28)

Στη συνέχεια, με τη βοήθεια της (3.19) και με κυκλική μετάΌεση των δεικτών 
παίρνουμε:

Qab.c 9be,a 4" 9ca,b ~ I abc 4“ Ebac Γbca F cba 4" F cab 4- Γacb
2Γ abc F rtftc 4" Γ[,αί: Γ[,εα — Γcba 4" Γ mb 4- F acb

(3.29)

και χρησιμοποιώντας την (3.28), τελικά προκύπτει ότι 

1 1
Γ ο6γ = - h a c b  — 7bca 4" 7 cab) 4" - (9ab,c +  9ca,b ~  9bc,a) (3.30)
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Οι σχέσεις (3.28) και (3.30) συνδέουν τους συντελεστές στροφής του Ricci με 
τις συναρτήσεις μετάθεσης.

Με άμεσο υπολογισμό, χρησιμοποιώντας τον ορισμό (3.24), διαπιστώνουμε 
ότι κάΌε τριάδα διανυσμάτων X , Υ , Ζ πρέπει να ικανοποιεί τις ταυτότητες 
Jacobi:

[X, [ Υ, Ζ]] + I Υ, [Ζ, Χ)1 +  [Ζ, |Χ, Υ}) = 0 (3.31)

Στην περίπτωση που τις εφαρμόζουμε για τα διανύσματα της τετράδας, αυτές 
παίρνουν τη μορφή (βλέτπ [18] σ(λ.215, [15] σ(ΚΛ8. [33] σ(Κ.2677 και παράρτη
μα Α.1 για την απόδαξη)

+ Ί\αΐΠ%  =  0 (3.32)

Οι τετραδικές συνιστώσες 7?“̂  του τανυστή καμπυλότητας Riemann ως 
προς ένα σύστημα συντεταγμένων {ι*} δίνονται από τη σχέση

« w  = Κ & Β -,Ε ^ Ε 'ΙΒ /  (3.33)

Από αυτή τη σχέση είναι φανερό ότι οι ποιότητες έχουν όλες τις συμ
μετρίες που έχουν και οι συνιστώσες Αν εφαρμόσουμε τις ταυτότητες
του Ricci

Xi-Jk -  Xi-M =  rtiikXi (3.34)
για τα διανύσματα της τετράδας Εβ προκύπτει ότι οι τετραδικές συνιστώσες 
του τανυστή του Riemann είναι:

=  r°M,c -  TVrf + ΓαΚΓ 'Μ -  r % r 6c -  r v 7e«f (3.35)

(βλάπ( [15] ( T ( L  18. [32] σ(λ.72, [32] σ(λ.2677 και παράρτημα Α.1 για την 
απόδαξη). Κάνοντας συστολή ως προς τους δείκτες α και c στην (3.35) προ
κύπτουν οι τετραδικές συνιστώσες του τανυστή του Ricci

R-bd =  r v „  -  r v ,  + r°eoP M -  (3.36)

Είναι αξιοσημείωτο ότι δεν είναι αμέσως εμφανές από την παραπάνω σχέση 
ότι οι Γί,,ι, είναι συμμετρικές, όμως η σχέση (3.32) συνεπάγεται ότι (βλίπ< 
παράρτημα Α.1 για την απόδαξη)

Ra\bc<I\ = 0=> Rob ~ R(ab) (3.37)

Οι εξισώσεις του Einstein έχουν τη μορφή

Rbd - 1R9m + Α«7μ = Tu (3.38)
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Αν στην παραπάνω εξίσωση πάρουμε τα ίχνη των τανυστων προκύπτει ότι 

R -  + 4Λ = Τ  =* R  = 4Λ -  Τ
Δ

Αρα οι εξισώσεις Einstein γίνονται:

RM = ΤΜ -  l-T g M + Λ<7μ (3.39)

και αντικαθιστώντας τη σχέση (3.36) στην (3.39) τελικά παίρνουν τη μορφή 

Γα Μ,α -  Ρ  + Ρ  eftr e Μ -  Ρ  der  ba = Tbd -  l- T 9bd -I- Agbd (3.40)

Μια αλλαγή της τετράδικής βάσης εκφράζεται με τη σχέση

. Εα = Λ/(.τ*')Ε«' (3.41)

της οποίας η αντίστροφη είναι η

Εα' = Ααη χ {)Εα (3.42)

Ένας τέτοιος μετασχηματισμός της τετραδικής βάσης έχει σαν αποτέλεσμα να 
αλλάξουν γραμμικά οι τετραδικές συνιστώσες κάθε τανυστή, π.χ. για έναν 
τανυστή τετάρτης τάξης με μεικτές συνιστώσες T abcd θα έχουμε:

rpab _  a  Ο Α  6 α  c '  a  d'rpa’b'
1 cd — Λ α '  Λ 6' A c  λ <* 1 c'd f (3.43)

3.2 Ορ'θοκανονικές Τετράδες
ΑναφερΟήκαμε παραπάνω σε τετράδες οι οποίες δεν είναι κατ’ανάγκη ορΟοκανο- 
νικές.Μία ορβοκανονική τετράδα {ea}, a = 0,1,2,3 ορίζεται με τη σχέση:

* ®6 — Qab — 1]ab

όπου ?7„& είναι η μετρική Minkowski

/ - I  0 0 0 \  
0 1 0 0 

Vab 0 0 1 0  
V o  0 0 1/

Σε αυτή την περίπτωση ισχύει ότι gabtC =  i]abyC = 0

(3.44)

(3.45)

»>

1
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Επομένως οι σχέσεις (3.19) και (3.30) γίνονται αντίστοιχα:

Γabc — —Γbac &  Γ(ab)c — 0 (3.46)

Toftc g (7ac6 libca Η" Icab) (3.47)

Οι υπόλοιπες σχέσεις που έχουμε αποδείξει για τις γενικές τετράδες ισχύουν 
και για τις ορΟοκανονικές τετράδες.(/ίλέπε [15] σ(λ.17-18, [32] σ(λ.69-70, [33] 
Ofk.2675-2676)

Οι ορΌοκανονικές τετράδες χρησιμοποιούνται ευρέως γιατί έχουν το πλεονέ
κτημα ότι απλοποιούν αρκετά τις τετραδικές εξισώσεις, αφού η τετραδική μετρική 
7jab είναι σταΌερή.Έχουν όμως το μειονέκτημα ότι πολλές φορές δεν προσαρ
μόζονται καλά στη γεωμετρία του χωροχρόνου ή και δεν μπορεί να προσανα
τολιστούν σε προεξάρχουσες διευθύνσεις που δημιουργούνται από τα υλικά 
πεδία. Εμείς 6α χρησιμοποιήσουμε γενικές τετράδες.
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^ Σ υ μ μ ε τ ρ ι κ ά  Κ ο σ μ ο λ ο γ ι κ ά  
Μ ο ν τ έ λ α

Οι εξισώσεις πεδίου της γεν ικής σ χετ ικ ό τη τα ς  είναι ένα  σύστημα σ υ ζευ γ- 
μένων, μη γραμμικών μερικών διαφορικών εξ ισ ώ σ εω ν.Σ τη ν κοσ μ ολογία  απλοποιούμε 
αυτές τις εξισώσεις επιβάλλοντας συμμετρίες στη  γεω μετρ ία  το υ  χω ροχρόνου .Ο ι 
συμμετρίες που παρουσιάζουν ειδικό ενδιαφέρον και χρησιμοποιούνται συνηθέ- 
στερα είναι οι ισομετρίες.Α υτές είναι μετασχηματισμοί το υ  χω ρ ο χρ ό νο υ  στον 
εαυτό του  που αφήνουν αναλλοίω το τον μετρικό τανυστή  κα ι περιγράφονται 
αλγεβρικά από μία συνεχή ομάδα.

Τ α  χωρικά ομογενή  κοσμολογικά  μοντέλα, με τα οποία  'θα α σ χολη θούμ ε 
κυρίως εδώ, είναι χω ροχρόνοι που διαθέτουν κάποια  προεξάρχουσα  χρονοειδή  
διεύθυνση.Ο ι χωροειδείς υπερεπιφάνειες που πληρούν τον χω ρο χρ ό νο  και είναι 
κ ά θετες  σε αυτή τη  χρονοειδή διεύθυνση δέχοντα ι μια τρ ισδιάστατη ομάδα ισο- 
μετριών που αντιστοιχίζει κ ά θε  σημείο μιας υπερεπιφάνειας με ένα οποιοδήποτε 
άλλο σημείο τη ς.Τ έτο ιες ομάδες λέμε ότι δρουν μεταβατικά ( tra n s itiv e ly )  πάνω  
στην υπερεπιφάνεια ή ότι είναι μεταβατικές ( tra n s itiv e ).

4.1 Διανύσματα Killing και Ομάδες Ισομετρι- 
ών

Έ σ τω  ένα διανυσματικό πεδίο ξ με σ υνιστώ σες ξ ' σε κάποιο  σύστημα  συ
ντεταγμένω ν {.τ '} ,  i =  0. 1 ,2 ,3 . Οι τρο χ ιές  (ή ολοκληρω τικές καμπύλες) του ξ 
είναι καμπύλες σ το  χω ροχρόνο , σε κάθε σημείο τω ν οποίω ν το  ξ είναι εφ απτό- 
μενο, με εξίσωση χ' = χ* ( t / \ u )  που είναι λύσεις του  σ υσ τήμ ατος διαφορικώ ν 
εξισώσεω ν =  ξ '|τ^ (ί/)) . Ο ι τροχιέξ αυτές πληρούν το χω ροχρόνο  και ταυ- 
τοποιούνται από τις τρεις παραμέτρους ; i/ \  α =  1 ,2 .3  (δηλαδή σε κ ά θε  τροχιά  
αντιστοιχεί μία τριάδα y° η οποία παραμένει σταθερή  κα τά  μήκος τη ς, αλλά



44 Κ Ε Φ Α Λ Α ΙΟ  4. Σ Υ Μ Μ Ε Τ Ρ Ι Κ Α  Κ Ο Σ Μ Ο Λ Ο Γ ΙΚ Α  Μ Ο Ν Τ Ε Λ Α

αλλάζει από τροχιά σε τροχιά).Η παράμετρος η μεταβάλλεται κατά μήκος κάθε 
τροχιάς προσδιορίζοντας τα σημεία της.

Το διανυσματικό αυτό πεδίο ορίζει ένα μονοπαραμετρικό σημειακό μετασχη
ματισμό /„ στο χωροχρόνο ως εξής: Στο τυχόν σημείο P(u) του χωροχρόνου, 
με συντεταγμένες χ \  από το οποίο διέρχεται η τροχιά χ' = x'{yQ,u) αντιστοι- 
χίζει το σημείο f u>(P) = P'{u +  η') με συντεταγμένες x l(ya, η + u'), το οποίο 
προκύπτει από το Ρ  με μετατόπισή του επί αυτής της τροχιάς κατά μία σταθε
ρή παραμετρική απόσταση «'.Προφανώς για μικρές μετατοπίσεις με η' = δη οι 
συντεταγμένες του Ρ'{η + «') θα είναι

όπου οι συνιστώσες ξ' υπολογίζονται στο σημείο P(u). Ανάλογα μπορούμε να 
πούμε ότι ο μετασχηματισμός αυτός αντιστοιχεί ένα οποιοόήποτε γεωμετρικό 
αντικείμενο Λ 'λ  (διάνυσμα, τανυστή κλπ., όπου το Δ συμβολίζει μια συλλογή 
δεικτών) στο γεωμετρικό αντικείμενο Χ'Α = / ' ( Χ δ ) με " σύρσιμο ” του X  
πάνω στις τροχιές του ξ κατά σταθερή παραμετρική απόσταση «'.Συγκρίνοντας 
τώρα το μετασχηματισμένο αντικείμενο Χ'Α με την τιμή Χδ = Χδ |χ'(2/°)«+«01 
που αυτό εξ’αρχής είχε στο σημείο P'(u + η') ορίζουμε τη Lie παράγωγό του 
κατά τη διεύθυνση του ξ ως εξής:

Εύκολα αποδεικνύεται ότι η παράγωγος Lie υπακούει στον κανόνα του Leibnitz 
για την παραγώγιση και ότι όταν δρα πάνω σ’ένα τανυστή παράγει έναν τανυστή 
της ίδιας τάξης.

Αν τώρα κάποια γεωμετρική οντότητα Χ Α είναι ορισμένη μόνο για μία 
συγκεκριμένη τιμή της παραμέτρου η. μπορούμε να επεκτείνουμε τον ορισμό 
της παντού στο χωροχρόνο αν την προσδέσουμε στις τροχιές του διανυσμα- 
τικού πεδίου ξ και τη σύρουμε κατά μήκος τους κατά δεδομένη κάθε φορά 
παραμετρική απόσταση.Μία τέτοια μεταφορά του Χ’δ  λέγεται }κταφορά Lie 
(Lie transfer) και το γεωμετρικό αντικείμενο Χδ που ορίζεται κατ’αυτόν τον 
τρόπο σε όλο το χωροχρόνο θα υπακούει προφανώς στη σχέση

Εφαρμόζοντας τον ορισμό (4.2) μπορούμε πολύ εύκολα να δείξουμε ότι η πα
ράγωγος Lie κατά τη διεύθυνση του ξ ενός διανυσματικού πεδίου w ισούται 
με το μεταθέτη (ξ, wj. δηλαδή

x'(y°, η + δη) = x'(y°, u) + ξ'διι (4.1)

(4.2)

(4.3)

/,4w  =  (ξ. w| (4.4)
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ή σε συνιστώ σες ω ς προς κάποιο σύστημα συντεταγμένω ν

L ^  = gw* j  -  =  e w {;j -  wjC,j (4.5)

Επίσης, εύκολα μπορούμε να αποδείξουμε ότι η π α ρ α γω γό ς L ie ως προς ξ  του 
μετρικού τανυστή γράφεται

L(9ij = i .; j  +  (y,i (4·6)

Ο σημειακός μετασχηματισμός που παράγεται από ένα διάνυσμα ξ του 
οποίου οι τροχιές είναι τέτοιες ώ στε ο μετρικός τα νυστής να μεταφέρεται κατά  
μήκος τους αναλλοίω τος λέγετα ι ισομετρία. και αποτελεί θεμελιώ δη έννο ια  της 
γεω μετρίας των χω ροχρόνω ν.Τ ο  αντίστο ιχο  διάνυσμα ξ που παράγει την ισομε- 
τρία λ έγετα ι διάνυσμα Killing.Ev γένει. σε ένα τυ χό ν τα  χω ροχρόνο  δεν υπάρχει 
διανυσμάτικό πεδίο K illingX ia  να υπάρχει Όα πρέπει να έχο υ ν  λύση οι εξισώ 
σεις K illing:

L‘9ij — ξτ\j + Cj;» — 0 (4·7)

με επίλυση των οποίω ν μπορούμε να έχουμ ε τις συνισ τώ σ ες & του  δ ιανύσματος 
K illing στο  χρησιμοποιούμενο σύστημα συντεταγμ ένω ν.

Α ς Όεωρήσουμε ένα ρημάνιο 1 χώ ρο η δ ιαστάσεω ν του οποίου η μετρική 
είναι αναλλοίω τη κάτω  από διάφορες ισομετρ ίες.Τ ο  σύνολο όλω ν των ισομετρι- 
ών του  χώ ρου αποτελεί μία ομάδα .2Α υτό  γιατί η σ ύνθεσ η  δύο ισομετριών είναι 
επίσης ισομετρία και υπακούει στην προσεταιριστική  ιδιότητα, το τα υτοτικό  
στοιχείο είναι ισομετρία και το  αντίστροφο μιας ισομετρίας είναι ισομετρία.Η  
ομάδα αυτή είναι επιπλέον εφοδιασμένη με την πράξη της μετάθεσ ης δύο  ισο- 
μετριών (η οποία είναι εσωτερική πράξη, αφού ο μεταΌέτης δύο ισομετριώ ν 
είναι πάλι ισομετρία) η οποία της προσδίδει τη δομή μιας άλγεβρας L ie .Λέμε 
ότι το σύνολο τω ν ισομετριών ενός χω ροχρόνου έχε ι την αλγεβρική δομή μιας 
ομάδας Lie.Σημειώvoυμε ότι αν ξχ και ξ 2 είναι δύο διανύσματα K illing τό τ ε  και 
ο γραμμικός συνδυασμός α -|- α2ξ2 είναι διάνυσμα K illing αν τα « ι κα ι α2 
είναι σ ταθερές.Α ν όμως τα αΛ και α2 είναι συναρτήσεις της ·ί)έσης τότε α υ τό ς  ο 
γραμμικός συνδυασμός είναι ένα  διανυσματικό πεδίο, αλλά ό χ ι απαραίτητα διά
νυσμα K illing.O  μεταθετής |ξ«,ξ&|, όπω ς ήδη αναφέραμε, είναι επίσης διάνυσμα 
Killing.

Έ σ τω  ότι στο χώ ρο  μας τω ν ?? διαστάσεων θεω ρούμε μία βάση  διανυσμάτω ν 
K illing {ξ«},α =  1 ,2 , ...,Γ .Τ ό τε  κάΑε διάνυσμα K illing  του χώ ρου  μπορεί να

*Εδώ και στο επόμενο κεφάλαιο στους ρημάνιους χώρους που θεωρούμε συμπεριλαμ
βάνουμε και τους χώρους με μη θετικά ορισμένη μετρική όπως οι (ψευδορημάνιοι) χώροι της 
γενικής σχετικότητας

2συμβολίζεται με GV, όπου ν είναι οι διαστάσεις της ομάδας.
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γραφεί σαν γραμμικής συνδυασμός με σταθερούς συντελεστές των διανυσμά- 
των αυτής της βάσης .Το ίδιο ισχύει και για το μεταθέτη [ξα,£&1 δύο διανυσμά- 
των Killing που είναι επίσης διάνυσμα Killing και άρα οι συνιστώσες του ως 
προς αυτή τη βάση είναι σταΌερές.Οι σταΌερές αυτές λέγονται στα0(ρ4ς δομής 
(structure constants) της ομάδας ισομετριών και Όα τις συμβολίζουμε με C%

Itn&l =  C U e  (4.8)

Από τον ορισμό είναι προφανές ότι:

C'ab =  —C‘ba &  Ceab ~  C'efcJ (4·9)

Εφαρμόζοντας τις ταυτότητες Jacobi (3.31) για τα διανύσματα Killing της 
βάσης αποδεικνύεται ότι οι σταΌερές δομής πρέπει να ικανοποιούν τη σχέση:

C‘̂ C %  =  0 (-1 .10)

η οποία είναι ίδια με τη σχέση (3.32) στην ειδική περίπτωση που οι συναρτή
σεις μετάΌεσης είναι σταΌερές. Αυτές είναι οι συνΌήκες ολοκληρωσιμότητας που 
πρέπει να ικανοποιούνται προκειμένου η άλγεβρα Lie της ομάδας να υπάρχει 
με ένα συνεπή τρόπο.Αποδεικνύεται ότι κάΌε σύνολο συντελεστών 0 \  που 
είναι αντισυμμετρικοί ως προς τα 6 και c και ικανοποιούν τη σχέση (4.10) είναι 
σταΌερές δομής κάποιας ομάδας Lie.

Η βάση {£„} των διανυσμάτων Killing δεν είναι μονοσήμαντα καθορισμέ- 
νη.Μπορούμε να την αλλάξουμε κάνοντας ένα γραμμικό μετασχηματισμό, ως 
εξής:

ία' = Λα?ξ0 «  ζ„! = Λα?ζβ' (4.11)

όπου τα Λ„? είναι σταΌερά με ορίζουσα det(AJ) φ  0 έτσι ώστε τα ξα' να είναι 
γραμμικώς ανεξάρτητα.Τότε εύκολα βλέπουμε ότι οι σταΌερές δομής μετασχη
ματίζονται σαν τανυστές, δηλαδή:

= Λ^Λ „?Λ ^£α6 (4.12)

Άρα όταν έχουμε δύο σύνολα. Ccah και ( 7 ^ .  σταθερών δομής για να ελέγξ
ουμε αν αντιστοιχούν στην ίδια άλγεβρα Lie Όα πρέπει να δείξουμε ότι υπάρχει 
μετασχηματισμός (Λ07) που να ικανοποιεί την (4.12). κάτι που δεν είναι κα
θόλου προφανές.
{βλ<κ( κ.χ.[36), [27) at λ.40-31,191-20.0, [6] α(λ.69-74Λ02-103, (35) atL375- 
381. [28) σίλ.91-94)
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4.2 Διαστάσεις ομάδων και τροχιών

Έ σ τω  ένας ρημάνιος χώ ρος 77 με η δ ιαστάσεις. Α ποδεικνύεται ότι η διάσ
ταση r  της άλγεβρας Lie των Βιανυσμάτων K illing αυτού του χώ ρου δεν μπορεί 

*να υπερβαίνει τον ακέραιο αριθμό !??(/? -\- 1). Μ ε άλλα λόγια , σε ένα ρημάνιο 
.  χώ ρο η δ ιαστάσεω ν μπορεί να έχουμε το πολύ Τ)ΐ(η 1) γραμμικά ανεξάρτη 

τα διανύσματα Κ ιΙΙίη ^ Π .χ . από το σύνολο τω ν χω ροχρόνω ν της γεν ική ς 
_  θεω ρίας της σ χετικότητας (που είναι ψευδορημάνιοι με δ ιάσταση η =  4) ο 

χω ροχρόνος M inkow ski δέχετα ι τον μέγιστο  αριθμό |4 (4  -| 1) =  10 οιανυ- 
σμάτω ν K illing (που αντιστοιχούν σε 4 παράλληλες μετατοπίσεις κατά  μήκος 
των τεσσάρω ν καρτεσιανών αξόνω ν t ,x,y,z,  τρεις χω ρικές περιστροφές που 
καθορίζονται από τις τρεις γω ν ίες  E u ler και τις τρεις περιστροφές (b o o sts )  στα 
επίπεδα (t,x), (t, y), (t, ζ)) ενώ  ο γνω σ τό ς  σφαιρικά συμμετρικός χω ρ οχρόνος 
Schw arzchild  δέχετα ι συνολικά τέσσερα ( <  10) γραμμικά ανεξάρτητα  Βιανύ- 
σματα K illing.E ivai αξιοσημείωτο ότι όταν r  =  ^η(η +  1), δηλαδή ο ρημάνιος 
χώ ρος δέχεται τον μέγιστο δυνατό  αριΌμό γραμμικά ανεξάρτητω ν Βιανυσμάτων 
K illing, τότε ο τανυστής καμπυλότητας έχει τη μορφή

P'ijki — K(9ikQji ~ 9n9jk) (4.13)

όπου το Κ  είναι σταΑερά.Οι χώ ροι αυτοί έχο υν  σταθερή  καμπυλότητα  αφού 
από την ανω τέρω  σχέση  προκύπτει ότι R = (η — 1)7\' ^ σ τα θ ε ρ ά .

Α ς συμβολίσουμε με G την ομάδα Lie των ισομετριών του  χώ ρου 77 της 
οποίας η διάσταση είναι r .T o  σύνολο τω ν τροχιώ ν τη ς G είναι σαφ ές ότι απαρτί
ζουν έναν υποχώ ρο του 77 που συχνά αναφέρεται σαν τροχιά της ομάδας 3 και 
του οποίου η διάσταση είναι μικρότερη ή ίση με το π.Όταν η τροχιά  της ομάδας 
συμπίπτει με τον αρχικό ρημάνιο χώρο 77, πράγμα που σημαίνει ότι η δ ιάστασή 
της είναι ??, λέμε ότι αυτή η ομάδα Βρα μεταβατικά πάνω  σ το ν  Π.Σε α υ τή  την 
περίπτωση κά.1)ε σημείο του χώ ρου  77 μπορεί να απεικονιστεί σε ένα οποιοοή- 
ποτε άλλο  σημείο του με τη Βράση ενός στο ιχείου  (δηλαδή μιας ισομετρίας) της 
G.

Α ς -θεωρήσουμε ένα τυ χό ν  σημείο x  του  77 πάνω  στον οποίο  δρα η ομάδα 
ισομετριών G /Ο λα  τα σημεία του 77 που είναι ε ικόνες του χ  μέσω  της Βράσης 
της 6 \  δηλαδή τα σημεία y -  Τ(χ)  όπου Τ  είναι κάποια  ισομετρία σ το ιχείο  της 
G, αποτελούν έναν υποχώρο του  77 που λέγετα ι τροχιά τον χ .λν  συμβολίσουμε 
με (I τη  διάσταση της τροχιάς του χ  τότε  προφανώ ς d < η και ά <  τ .Ό τ α ν  
συμβαίνει να έχουμε d —r λέμε ότι η G Βρα απλώ ς μεταβατικά (sim ply  t ra n 
sitive) επί των τροχιώ ν τη ς .Ό τα ν  όμως <7 <  r. επειδή  μπορούμε να μεταβούμε

*Αναφέρονται επίσης και σαν επιφάνειες μετά[3ασης της ομάδας (surfaces of transitivity)
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από το χ ατο y μέσω της δράσης της G με περισσότερους από έναν τρόπους, 
λέμε ότι η G δρα πολλαπλώς μεταβατικά (multiply transitive) επί των τροχιών 
της.

Τώρα τα στοιχεία Τ της G για τα οποία Τ(χ)  = χ (δηλαδή οι ισομετρίες που 
απεικονίζουν το χ  στον εαυτό του) παρατηρούμε ότι φτιάχνουν μία υποομάδα 
Gx της ομάδας G που λέγεται ισοτροπική ομάδα 4 του σημείου χ.Αν ανατρέ
ξουμε στη σχέση (4.1) γίνεται αμέσως κατανοητό ότι τα διανύσματα Killing 
που παράγουν τις ισομετρίες της ισοτροπικής ομάδας Gx έχουν την ιδιότητα 
να μηδενίζονται στο σημείο χ.Μέσω αυτής της ιδιότητας μπορούμε εύκολα να 
προσδιορίσουμε την ισοτροπική ομάδα που δρα σε κάποιο σημείο του Π.Τέλος, 
επειδή η τροχιά της Gx αποτελείται μόνο από το σημείο χ, η Gx δεν συνεισφέρει 
στη διάσταση d της τροχιάς του x/Ετσι, αν συμβολίσουμε με s τη διάσταση 
της Gx είναι προφανές ότι δα ισχύει η σχέση

r = d + s  (4.14)

από την οποία γίνεται σαφές ότι η G δρα απλώς μεταβατικά επί των τροχιών 
της αν και μόνο αν s = 0.

Για να βρούμε τη μέγιστη τιμή που μπορεί να πάρει η διάσταση $ της 
Gz αρκεί να παρατηρήσουμε ότι οι ισομετρίες στοιχεία της Gx είναι ουσι
αστικά περιστροφές γύρω από το σημείο χ, αφού κρατούν αυτό το σημείο στα
θερό.Αν εισάγουμε λοιπόν στο χ  ένα τοπικά καρτεσιανό σύστημα συντεταγμέ
νων (xj,x2. ...,χ„_ι , χ„), μια μέγιστη βάση γραμμικά ανεξάρτητων στοιχείων 
της Gt αποτελείται από τις περιστροφές πάνω στο επίπεδο που ορίζεται από 
κάδε ζευγάρι αξόνων.Επειδή όμως το πλήθος των ζευγών αξόνων είναι

(η -  1) + (η -  2) + ■ · · + 2 + 1 = 2 -^ -η  (4.15)£
αυτή είναι και η μέγιστη τιμή για το s.'Apa:

s < ^n(n — 1) (4.16)

Αν σε αυτή τη μέγιστη τιμή του 5 προσδέσουμε και τις η στο πλήδος γραμμικά 
ανεξάρτητες παράλληλες μετατοπίσεις κατά μήκος των η αξόνων, παίρνουμε 
την προαναφερδείσα ^η(η -  1) I η = ^η{η I 1) μέγιστη τιμή για τη διάσταση r 
της 6\Από αυτά γίνεται φανερό ότι οι χώροι σταθερής καμπυλότητας μπορούν 
μονοσήμαντα να χαρακτηριστούν και από το ότι γι'αυτούς η ισοτροπική ομάδα 
GT λαμβάνει σε κάδε σημείο x τη μέγιστη δυνατή διάσταση ~η(ν -  1).
(βλεπε π.χ. [8] σελ.221-251, [35] αελ.375-381, [27] σελ. 194-209. [28] σελ.97- 
111. [36])

4 Στην ορολογία των ομάδων Lie λέγεται χαι ομάλη ευητάΟαας; του χ  (stability group)
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4.3 Ταξινόμηση Κοσμολογικών Μοντέλων

Για ένα κοσμολογικό μοντέλο με ιδανικό ρευστό , όπου ο  χω ρ ο χρ ό νο ς έχει 
τέσσερεις διαστάσεις, οι δυνατές διαστάσεις τω ν τροχιώ ν μιας ομάδας ισομε- 
τριών είναι: d =  0 ,1 ,2 ,3 ,4 .  Ω ς προς την ισοτροπική ομάδα, αν -θεωρήσουμε 

.ότι (μ -{- ρ) φ 0 τό τε  οι διαστάσεις της μπορεί να είναι s — 0 ,1  ή 3.Α υτό  για τί 
αφού η προεξάρχουσα χρονοειδής διεύθυνση ιια του χω ροχρόνου  είναι αναλ
λοίωτη κάτω  από τη  δράση της G . η ισοτροπική ομάδα σε κ ά θ ε  σημείο πρέπει 
να είναι μια υποομάδα των περιστροφών που δρουν πάνω σ τη ν κ ά θετη  προς 
το ιια χω ροειδή τρισδιάστατη υπερεπιφάνεια σε α υ τό  το σημείο.Ε πειδή όμω ς η 
άλγεβρα αυτώ ν τω ν περιστροφών είναι η 0 ( 3 ) ,  η οποία  δεν δέχετα ι δ ιδ ιάστατη  
υποομάδα, συμπεραίνουμε ότι το  5 δεν μπορεί να πάρει την τιμή 2 .0 ι  δ ιαστάσεις 
$ της ομάδας ισοτροπιών μπορεί να διαφέρουν στα διάφορα σημεία του χώ ρου , 
αλλά ό χ ι πάνω σ τη ν ίδια τροχιά: μπορεί να είναι περισσότερες σε ειδικά σημεία 
όπου οι διαστάσεις d της τρο χ ιά ς είναι λ ιγότερες, αλλά οι διαστάσεις r της 
συνολικής ομάδας συμμετριών πρέπει να είναι ίδιες παντού. Ε πομένω ς μπορούμε 
να διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις χω ροχρόνω ν όσ ον αφορά την ισοτροπία  σε 
ένα τυ χ ό ν  σημείο [15] σ(λ.36-39):

α ) Ι σ ο τ ρ ο π ικ ό  σ ύ μ π α ν , s  =  3 : Ο  τανυστής W eyl και όλες οι κ ινηματικές 
ποσότητες, εκτός από το θ ,  μ ηδενίζοντα ι.Ό λες οι παρατηρήσεις σε κ ά θε  σημείο 
είναι ισ ο τρ ο π ικές .Σ ' αυτή τη ν  κατηγορία  ανήκει η ο ικ ογένε ια  χω ροχρόνω ν 
FLR W .

β ) Τ ο π ικ ά  Σ υ μ μ ε τ ρ ικ ό  ω ς  π ρ ο ς  τ ι ς  Π ε ρ ισ τ ρ ο φ έ ς  Σ ύ μ π α ν  ( L o c a l ly  
R o t a t i o n a l l y  S y n im e t r i c - L R S ) ,  s =  1 : Ο ι κ ινηματικές π ο σ ότη τες είναι 
συμμετρικές κάτω  από περιστροφές γύρω  από μία προτιμητέα χω ρική κατεύ- 
θυ νσ η .Ό λ ες  οι παρατηρήσεις σε ένα τυ χ ό ν  σημείο είναι συμμετρικές ω ς προς 
την περιστροφή γύρω  από αυτή  την κ α τεύ θ υ νσ η .Ό λ ες  οι L R S  μετρικές είναι 
γνω σ τές στην περίπτωση της σκόνης και του ιδανικού ρευστού.

γ ) Α ν ισ ο τ ρ ο π ικ ό  Σ ύ μ π α ν ,  .$ =  0 : Δ εν  υπάρχουν περ ιστροφ ικές συμ
μετρίες.Ο ι παρατηρήσεις σε κ ά θε  κατεύθυνση  είναι δ ιαφ ορετικές από τις παρατηρή
σεις σε κάθε άλλη κατεύθυνση.

Αν συνδυάσουμε τις παραπάνω περιπτώ σεις με ΐ ις  δυνατότη τες που  υπάρ
χουν γ ια  τις διαστάσεις τω ν τροχιώ ν τη ς ομάδας ισομετριώ ν προκύπτουν οι 
παρακάτω  κατηγορίες κοσμολογικώ ν μοντέλω ν.
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4.3.1 Χωροχρονικά Ομογενή Σύμπαντα

Αυτά τα μοντέλα με d =  4 δεν αλλάζουν στο χώρο και στο χρόνο, άρα 
η πυκνότητα ενέργειας (μ) του ιδανικού ρευστού είναι μια σταΆερά. Επομένως, 
από την εξίσωση διατήρησης της ενέργειας (2.53) προκύπτει ότι δεν διαστέλλο- 
νται: θ  = 0 και ως εκ τούτου δεν μπορούν να παράγουν μία σχεδόν ισοτροπική 
ερυθρή μετατόπιση.Άρα δεν είναι χρήσιμα ως μοντέλα για το αληΆινό σύμπαν.Παρόλα 
αυτά παρουσιάζουν κάποιο ενδιαφέρον.

Στην ισοτροπική περίπτωση, όπου s =  3 => r = 7, έχουμε το στατικό 
σύμπαν του Einstein.Πρόκειται για το μη διαστελλόμενο FLRW μοντέλο το 
οποίο ήταν το πρώτο σχετικιστικό κοσμολογικό μοντέλο που βρέΰηκε.

Στην περίπτωση LRS, όπου 5 = 1 =Φ» r = 5, έχουμε το στάσιμό περιστρε
φόμενο σύμπαν του Godel, το οποίο επίσης δεν έχει ερυΰρή μετατόπιση.Αυτό 
το μοντέλο ήταν σημαντικό γιατί οδήγησε σε μια νέα κατανόηση της φύσης του 
χρόνου στη Γενική Σχετικότητα.Είναι ένα μοντέλο στο οποίο παραβιάζεται η 
αιτιότητα (υπάρχουν κλειστές χρονοειδείς τροχιές μέσω κάΰε χωροχρονικού 
σημείου) και για το οποίο δεν μπορεί να οριστεί ένας συμπαντικός χρόνος.

Τα ανισοτροπικά μοντέλα, για τα οποία 5 = 0 => r  =  4, είναι όλα γνωστά, 
αλλά είναι χρήσιμα μόνο για τις γνώσεις που μας προσφέρουν σε σχέση με την 
αρχή του Mach.

4.3.2 Χωρικά Ομογενή Σύμπαντα

Στα θεωρητικά μοντέλα που περιγράφουν τα χωρικά ομογενή σύμπαντα 
έχουμε <1 — 3.Αυτά είναι τα σημαντικότερα μοντέλα της θεωρητικής κοσμολο
γίας, γιατί εκφράζουν μαθηματικά την ιδέα της " Κοσμολογικής Αρχής ", ότι 
δηλαδή όλα τα σημεία του χώρου στον ίδιο χρόνο είναι ισοδύναμα μεταξύ τους.

Στην ισοτροπική περίπτωση, όπου s = 3 => r  = 6. έχουμε την οικογένεια 
των μοντέλων FRYV. που είναι τα πιο συνηθισμένα κοσμολογικά μοντέλα.

Στην περίπτωση LRS. όπου s = 1 => r  = *1. περιλαμβάνεται η οικογένεια 
των συμπάντων Kantowski-Sachs και τα LRS ορθογώνια και πλάγια (tilted) 
μοντέλα liiaiuhi.

Στην ανισοτροπική περίπτωση, όπου >ί — 0 => r ~  3, εχουμε την οικογένεια 
των μοντέλων Bianchi, τα οποία δέχονται μία τρισδιάστατη ομάδα ισομετριών G 
που δρα απλά μεταβατικά πάνω στις κάθετες προς το ιια χωροειδείς υπερεπιφά- 
νειες.Τα μοντέλα αυτά διακρίνονται σε ορθογώνια (όταν η τετραταχύτητα είναι 
κάΐίετη προς τις τροχιές της G) και σε πλάγια (tilted) (όταν η τετραταχύτητα 
δεν είναι κάί)ετη προς τις τροχιές της Ο).



4.3.3 Χωρικά Μη-Ομογενή Σύμπαντα
Σ ε αυτά τα μοντέλα οι τροχιές της G είναι το πολύ διδιάστατες, δηλαδή d <  2

Σ τη ν  περίπτωση LRS, όπου s = l , d  =  2 = ^ r  =  3. έχο υ μ ε μία σ φ α ι
ρικά συμμετρική οικογένεια μοντέλω ν.Σ ε αυτή περιλαμβάνονται τα μ οντέλα  
L em aitre -T o lm an-B ond i (L T B ) τα οποία μπορούν να έχουν ένα  ή και δύο  κέ- 

,ντρα συμμετρίας, αλλά δεν μπορούν να είναι ισοτροπικά γύρω από ένα γεν ικ ό  
σημείο, αφού ισοτροπία παντού σημαίνει χω ρική ομογένεια .

Οι ανισότροπικές περιπτώσεις, με $ =  0, c/ <  2 => r  <  2, περιλαμβάνουν 
λύσεις τω ν  εξισώσεω ν E inste in  που δέχοντα ι μία Α βελιανή ή μία μη-Α βελιανή 
ομάδα ισομετριών G 2 όπως επίσης και χω ρικά  ομοιοθετικά  (se lf-sim ilar) μο
ντέλα.

Τ έλ ο ς  υπάρχουν λύσεις τω ν εξισώσεω ν E in ste in  χω ρίς κα θό λο υ  συμμετρίες, 
για  τις οποίες $ =  0, d  =  0 =Φ· τ — 0. Τ ο  πραγματικό  σύμπαν ανήκει φυσικά σε 
αυτή την κατηγορ ία .Ό λα  τα άλλα μοντέλα που εξετάζουμε αποτελούν π ρ ο σ εγ 
γίσεις το υ  πραγματικού σύμπαντος.Π αραδόξω ς έχο υ ν  βρεθεί κάποιες ακριβείς 
λύσεις τω ν  εξισώσεω ν E inste in  χωρίς καθόλου συμμετρίες ό π ω ς (α)τα ημι- 
σφαιρικά (quasi-spherical) μοντέλα Szekeres που είναι κατά έναν τρόπο μη 
γραμμικές διαταραχές των μοντέλω ν F L R W , (β)τα σύμμορφα επίπεδα μ οντέλα  
του S te p h an i και (γ )ο ι λύσεις τύπου P e tro v  Ν του Ο ^ ο η .Τ έ λ ο ς ,  μία ενδ ιαφ έ
ρουσα οικογένεια  μοντέλων χω ρίς ολικές συμμετρίες είναι τα μοντέλα S w iss- 
C heese που φτιάχνονται συνενώ νοντας τμήματα διαφορετικώ ν σφαιρικά σ υμ
μετρικών μοντέλων.

Σ τη ν  παρούσα εργασία τ)α ασχοληθούμε με τα χω ρικά  ομογενή  κοσμολογικά  
μοντέλα και πιο συγκεκριμένα με την ο ικογένεια  τω ν μοντέλω ν B ianchi.

4.4 Αναλλοίωτη Βάση
Π ολλές φορές η περιγραφή ενός χω ροχρόνου είναι απλούστερη  όταν χρ η σ ι

μοποιούμε μία αναλλοίωτη τετραδική βάση .Με α υ τό  εννοούμε ότι κ ά θε διά- 
νυσμα E rt αυτής της βάσης είναι αναλλοίω το κάτω  από τη δράση της ομάδας 
ισομετριών και επομένως έχει μηδενική π α ράγω γο  Lie ως προς όλα τα διανύ- 
σματα K illing  της ομάδας:

k t Eb =  0 < *  |ξα , Ε 6| =  0 ,ο  -  1 ,2 , . . . . r , b =  0 , 1 , 2 , 3  (4 .17)

(βλ(kc κ.χ. [25] (JcX.103, [14] 0(L112) όπου  r  ^ δ ια σ τά σ ε ις  της ομάδας ισομε- 
τριών . 11 αναλλοίωτη βάση είναι χρήσιμή γ ια  τους εξής λόγους: 
α ) Οι συνιστώ σες της τετραδικής μετρικής είναι αναλλοίω τες κάτω  α πό  τη 
δράση τη ς ομάδας, δηλαδή:
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^  (&ι*>) = 0 (4 .18)
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και άρα η μετρική είναι σταθερή πάνω σε κάθε ομογενή υπερεπιφάνεια που 
παράγεται από την ομάδα ισομετριών. {βλίπτ (νάτητα 5.2 για την απόδαξη 
στην πψίπτωση των χωροχρόνων Bianchi)
β) Μπορεί να δειχτεί ότι οι συναρτήσεις μετάθεσης της βάσης αυτής είναι στα
θερές πάνω σε κάθε ομογενή υπερεπιφάνεια. (Για την απόδαξη βΚτπτ ( νότητα 
4.4.1.)

4.4.1 Παραγωγή Αναλλοίωτης Βάσης 
στα Χωρικά Ομογενή Μοντέλα

Όπως έχουμε ήδη αναφέρει ένας χωρικά ομογενής χωροχρόνος δέχεται μία 
τρισδιάστατη ομάδα ισομετριών G3.Εμείς θα ασχοληθούμε με την περίπτωση 
στην οποία η ομάδα είναι απλά μεταβατική.Σ’ αυτή την περίπτωση η δράση της 
(73 παράγει τρισδιάστατες ομογενείς υπερεπιφάνειες οι οποίες αποτελούν μία 
μονοπαραμετρική οικογένεια που γεμίζει το χωροχρόνο.Τότε ο χωροχρόνος 
μπορεί να θεωρηθεί ως το τοπολογικό γινόμενο S*%  όπου με S συμβολίζουμε 
τις τρισδιάστατες ομογενείς υπερεπιφάνειες και 9? είναι μία πραγματική καμπύλη 
κάθετη στις ομογενείς υπερεπιφάνειες.Αν ί είναι μία παράμετρος κατά μήκος 
της 9? συμβολίζουμε ως S(t) την ομογενή υπερεπιφάνεια που διέρχεται από το 
σημείο της 9? που αντιστοιχεί στο ί.Τότε η μετρική είναι ανεξάρτητη από τη 
θέση πάνω στην υπερεπιφάνεια, αλλά μπορεί να εξαρτάται από την τιμή της 
παραμέτρου I.

Για να παράγουμε μία αναλλοίωτη βάση (βλ(π( (25) σ(λ.103-107) αρχικά 
επιλέγουμε μία καμπύλη 9? κάθετη στις ομογενείς υπερεπιφάνειες.Το εφαπτό- 
μενο σ’αυτή την καμπύλη διάνυσμα είναι αναλλοίωτο κάτω από τη δράση της 
ομάδας ισομετριών. όπως θα αποδείξουμε στο επόμενο κεφάλαιο.Ονομάζουμε 
αυτό το διανυσματικό πεδίο Ε0.Λπό τον ορισμό του Εο είναι φανερό ότι μπο
ρούμε να θέσουμε Ε0 = -f. Έπειτα επιλέγουμε άλλα τρία γραμμικώς ανεξάρτη
τα διανύσματα E 1 .E 2.E 3 τα οποία είναι εφαπτόμενα στην υπερεπιφάνεια και 
χρησιμοποιούμε την μεταφορά Lie (κατά τη διεύθυνση του Εο και των τριών 
διανυσμάτων Killing) για να δημιουργήσουμε από τα E 1 .E 2.E3 τα υπόλοιπα 
τρία διανυσματικά πεδία που χρειαζόμαστε για να ολοκληρώσουμε τη βάση.Από 
τον ορισμό είναι φανερό ότι:

|Ε0.Ε ο| = 0 . ο =  1.2,3 (4.19)

το οποίο συνεπάγεται, όπως θα δούμε στο επόμενο κεφάλαιο, ότι τα Ε0 δεν 
εξαρτώνται από το t.Επιπλέον, τα διανύσματα Killing της ομάδας ισομετριών 
και τα διανύσματα της βάσης δεν έχουν συνιστώσες κατά μήκος της 9?. αφού 
εφάπτονται στις ομογενείς υπερεπιφάνειες στις οποίες η καμπύλη 9ΐ είναι κά
θετη.

£«° = ίο° = 0 (4.20)
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Θεώρημα 4.4.1. Οι συναρτήσας μ*τάϋςσης ηΊαβ της αναλλοίωτης βάσης 8ev 
ζξαρτώνται από τη &ση πάνω στην υπψ(πιφάναα.

.4 πόδαξη. Εξ ορισμού έχουμε ότι

|Eq,E^| = 7 ^ E 7 (4.21)

- Εφαρμόζοντας τις ταυτότητες Jacobi για τα διανύσματα ξα, Ε β ,  Ε 7 παίρνουμε 
ότι

|ξα> [Ε ,̂ Ε7]] + (Ε/?, [Ε7, ξο]\ + [Ε7, |ξα, Ε^]] = 0 (4.22)

Όμως οι δύο τελευταίοι μεταΐ)έτες μηδενίζονται εξαιτίας της (4.17) και η παρα
πάνω σχέση γίνεται

[ξα> ΙΕρ, Ε7]] = 0 (4.23)

Αντικαθιστώντας την (4.21) στην (4.23) έχουμε ότι

|ξ», = 0 α  i e . (τ^Ε ,)  = (L(al\ ) E s + 1%(Lu E6) =  0 (4.24)

η οποία, σε συνδυασμό με τη σχέση (4.17), γίνεται

( L ^ ^ E s  =  0 (4.25)

ή ισοδύναμα
£« .Λ γ = 0 (4.26)

αφού τα διανύσματα Ε«* είναι γραμμικώς ανεξάρτητα μεταξύ τους.Όμως τα ηδβΊ 
είναι βαιίμωτά ως προς τις συντεταγμένες, άρα

= C o V  = 0 (4.27)

Όμως τα διανύσματα Killing της ομάδας ισομετριών είναι γραμμικώς ανεξάρτη
τα. άρα η προηγούμενη σχέση συνεπάγεται ότι 5

= 0 (4-28)

Επομένως οι συναρτήσεις μετάθεσης είναι ανεξάρτητες από τη θέση πάνω 
στην υπερεπιφάνεια. □

ΓΤράφοντας τη σχέση (4.27) για κάί)ε ένα από τα τρία διανύσματα Killing της ομάδας 
ισομετριών καταλήγουμε σε ένα γραμμικό και ομογενές σύστημα εξισώσεων του οποίου η 
ορίζουσα ί/ε/(ξ/) είναι διάφορη του μηδενός λόγω της γραμμικής ανεξαρτησίας των διανο
ημάτων Killing της ομάδας ισομετριών.Επομένως το σύστημα έχει μοναδική λύση 7607,ΐ =  0·
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Θεώρημα 4.4.2. Μπορούμε να επιλέξουμε μία αναλλοίωτη βάση τέτοια ώστε 
οι συναρτήσεις μετάθεσης 7 %  zrIS βάσης να συνδέονται με τις σταθερές δομής 
Οα0Ί της ομάδας ισομετριών μέσω της σχέσης:

Ί %  = ~C %  (4.29)

Επομένως
[Εα,Ε β\ = - (Ρ οβ Ε ί (4.30)

Α κόδαξη. Αρχικά επιλέγουμε τρία γραμμικώς ανεξάρτητα διανύσματα εφαπτό- 
μενα σε ένα συγκεκριμένο σημείο Ρ0 της ομογενούς υπερεπιφάνειας και τα 
συμβολίζουμε ως Ε0ο·θα ορίσουμε τα αντίστοιχα διανυσματικά πεδία χρησι- 
μοποιώντας την παράγωγο Lie, δηλαδή απαιτώντας να ισχύει:

Ι ξ α ,Ε ^ Ο (4.31)

όπου Ε β ( Ρ ο )  =  Ε β ο . Για να προσδιορίσουμε τις συναρτήσεις μετάθεσης πρέπει 
να επιλέξουμε συγκεκριμένες τιμές για τα διανύσματα Εαο·Μία πολύ φυσική 
επιλογή είναι να επιλέξουμε τα Εο0 να ταυτίζονται με τα διανύσματα Killing 
στο σημείο Ρ0, δηλαδή

Εο0 = ξο(Ρο) (4.32)

Τότε τα αναλλοίωτα διανυσματικά πεδία που αποτελούν το χωρικό κομμάτι της 
βάσης μας τΊα δίνονται από τη σχέση*:

Ε0 = ο?αξβ (4.33)

όπου
α0Μ )  = όβα (4.34)

Η συνθήκη που πρέπει να ισχύει για να είναι αυτά τα διανυσματικά πεδία αναλ
λοίωτα κάτω από τη δράση της ομάδας ισομετριών είναι η (4.17):

E/J = 0 (4.35)

Από τις σχέσεις (4.33) και (4.35) προκύπτει ότι:

LiaE9 = 0  => L̂ a((ΐ1 βζ·)) — 0
=* υ ^ 3κ Ί + (Ρβί^Λ·,) = ο

• £ο®",0,ί6ϊ 4- α7βΙξ0·.ξ->| = 0

=> Λιίτ + tfp& ent* ~  0

ΛΤο ο0Ί είναι βαπίμωτα ως προς τις συντεταγμένες.
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Εφαρμόζοντας την παραπάνω σχέση στο σημείο Ρ0 έχουμε:

ξο(Ρο)α\λ(Ρ0)ξΊ(Ρο) + αΊβ(Ρο)ΟόΟΊξ{(ρ0) = ο 
=> (0 \,')(Ρο)ξ7(Α) + 0}C6a^ ( P 0) =  0 

=* { (C '« \,)(P 0) + Ο \β}ξΊ(Ρ0) = 0
* <
Όμως τα διανύσματα Killing είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, άρα πρέπει να ισχύει 

" ότι:
(L 'a ’0t,)(Po) + C \ 0 = 0 =► (tai“\i)(Po) =  -CPa0 (4.36)

Από τον ορισμό (3.26) των συναρτήσεων μετάθεσης σε συνδυασμό με τη σχέση 
(4.33) παίρνουμε:

=> ~  = 7 V ^ '

=* eW ^ ‘ + -  ^β ξ /< ,Α -τ' -  °6pie ο·ΊαζΊ' j  =  tV V * '
=*> ~  " V A U 1 + ~  α > \ ξ / ξ 7' -  = 7V W
=> « W ^ aA' -  « W « 7o^V + = Ύ ν'τί»' (Ί-37)

. Επομένω ς σ το  σημείο Ρ 0 ισχύει ότι

< ( n ) ( i 7Ja^ )(^o )^ '(^o ) -  Α (·Ρο ) ( ξ /< ^ ( Ρ 0)ξ7'(Ρο) +
+ο7α(Ρ0)«%(Ρο)|ξ-,,ξί]ί(ίο) =  77οβ(̂ 'ο)β<ί7(Ρο)ξ/(Ρο) (4.38)

η οποία με τη βοήθεια της (4.36) γίνεται:

Κ ( - ο \ β)ζΑΡ0) -  δβ(-οΊίοξΊ'){Ρο) + ρ χ σ Ί(ξ€'(ρ0) =  7 ^ (Ρ ο )< ^ ν (Ρ ο )  

=* - C o t tA K )  + C \i j{ P o )  + C ^ ( P o )  = Ί*οβ(Ρ0&'(/>„) (4.39)

όμως C7̂  = -C 7a„. αφού |Ε^,Εα) = —(Ε„, Ε^)
Λαμβάνοντας αυτό υπόψιν και αλλάζοντας τα ονόματα των βουβών δεικτών 
όπου χρειάζεται καταλήγουμε στη σχέση:

-  C \ 0i j(P o) -  Ο10ξΊ'(Ρο) + Ο \ βξΊ’(Ρ0) = 7 7„β(Ρο)ξ7'(Ρο)
=* -  0 \ βξΊ’{Ρα) = 7%(Ρο)ξ7ί(Ρο)
=*· iCP0f  + 7^)(AkV'(Po) = 0 (4.40)

και επειδή τα διανύσματα Killing είναι γραμμικώς ανεξάρτητα στο Ρ0 η σχέση 
(4.40) συνεπάγεται ότι:

Ί \ β { Ρ ο )  =  ~ C \ (4.41)
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Όμως τα ηΊαβ είναι ανεξάρτητα από τη θέση πάνω στην υπερεπιφάνεια, άρα:

Ί 1 αβ = —&αβ (4.42)

παντού πάνω στην υπερεπιφάνεια. Επιλέον, επειδή τα διανύσματα Εα είναι ανεξάρτη
τα της συντεταγμένης t Λα είναι ανεξάρτητες της t και οι συναρτήσεις μετά
θεσης γ7Ο0.Έτσι, η σχέση (4.42) Λα ισχύει παντού στο χωροχρόνο. □

Η αναλλοίωτη βάση που υπακούει στους περιορισμούς (4.17), (4.19) και 
(4.30), με το Εο κάθετο στις ομογενείς υπερεπιφάνειες S(t) δεν είναι μοναδική.Αν 
γνωρίζουμε μία τέτοια αναλλοίωτη βάση μπορούμε να βρούμε μία άλλη χρησι
μοποιώντας ένα γραμμικό μετασχηματισμό

Ε„ = Α 'Ε β (4.43)

με dcl(A^) φ 0. του οποίου οι συντελεστές Α β είναι σταθεροί.
θ α  πρέπει να σημειωθεί εδώ ότι είναι δυνατόν να εισάγουμε μια νέα αναλλοί

ωτη τετράδα (Ε'α, Ε'α) η οποία να ικανοποιεί τους περιορισμούς (4.17), (4.19) 
και (4.30) και της οποίας το χρονοειδές διάνυσμα Εό να είναι " πλάγιο ”, 
δηλαδή μη-κάΛετο προς τις ομογενείς υπερεπιφάνειες ί = σταθερό (/?λέπε και 
[25], σ(λ. 106-107).Αυτό μπορεί να επιτευχθεί θέτοντας

Ε ' =  Λί(ί)Ε0 + Νβ{1) Εβ (4.44)

και

με (lc t{\0a{t)) φ 0

Κ  = (4.45)

Κατ’ αρχήν παρατηρούμε το προφανές, δηλαδή ότι λόγω της (4.17) και η 
νέα τετράδα Λα είναι αναλλοίωτη κάτω από τη δράση της ομάδας ισομετριών:

|ξο,Ε'0] =  1 ^ 1  = 0 (4.46)

Για να δούμε ποιος είναι ο περιορισμός που πρέπει να ικανοποιούν οι ποσότητ
ες N { t ) . N 9 ( t ) - A a { t )  έτσι ώστε η νέα τετράδα να υπακούει και στην (4.19) 
υπολογίζουμε το μεταΛέτη (EJ,. Ε^| στον οποίο αντικαθιστούμε τις (4.44) και 
(4.15) και λαμβάνουμε υπόψη τις (4.19) και (4.30) για να πάρουμε:

ΙΒο,Ε^Ι = Ν |Ε0. Λ Λ |  + Λί''|Εί ,Λ„·’Ε7|

=  Λ' ( ^ ) Β'’ -  'V"A» CV S‘

(4.47)
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αφού τα 7V, Ν β, Λ / είναι συναρτήσεις μόνο του J/Ετσι η νέα " πλάγια ” τετράδα 
\̂ α υπακούει στην

[Ε;,Ε ;| = 0 (4.48)

αν και μόνο αν

/ ν ( ^ )  = (4.49)

 ̂αφού τα Εβ είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.
Απομένει να δείξουμε ότι η νέα τετράδα μπορεί να επιλεγεί έτσι ώστε μαζί με 

τις (4.46) και (4.48) να ικανοποιεί και την αντίστοιχη της (4.30) σχέση.ΓΥαυτό 
^εισάγουμε τα διανύσματα

C  = Λ /( ίο)ξ0 (4.50)
όπου ί = to είναι η υπερεπιφάνεια που περιέχει το σημείο Ρο στο οποίο Εα(Ρο) = 
ξ α ( Ρ ο ) . Τ α  ξα είναι προφανώς διανύσματα Killing και γραμμικώς ανεξάρτητα 
λόγω της det(A/(io)) φ  0, οπότε ικανοποιούν την (4.46).Επιπλέον, ί)α ισχύει:

Κ(Ρο) = Κ % ) ν 0(Ρο) = K 0m 0(Po) = £(Ρο) (4.51)

Έτσι, ακολουθώντας την ίδια αποδεικτική διαδικασία με αυτή του Όεωρήματος 
4.4.2 καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι οι χωρικές συναρτήσεις μετάθεσης η Ίαβ 
των χωρικών διανυσμάτων της βάσης (οι οποίες βάσει του Όεωρήματος 
4.4.1 δεν εξαρτώνται από τη Όέση πάνω σε κάΌε υπερεπιφάνεια ί =σταΌερό) 
ί)α ικανοποιούν πάνω στην υπερεπιφάνεια ί = ίο τη σχέση

Ί \ 0 = - C l 0 (4.52)

Λόγω της (4.48) οι συναρτήσεις μετάΌεσης της νέας τετράδας έχουν τις εξής 
μηδενικές συνιστώσες:

= 0 (4.53)
Λαμβάνοντας υπόψιν αυτό και εφαρμόζοντας την ταυτότητα (3.32) για α = 
0, (ί = ό, b = β, c = 7 παίρνουμε:

&οΊ,6βΊ = 0 Ε01 - q —1 = 0 (4.54)

και με τη βοήΌεια της (4.44) τελικά παίρνουμε:

(7VE0i + lV % i) ^ I  = 0 => Ν {̂  + Ν βΕ / ? & ·  = 0

(4.55)
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αφού αν το Ν  = 0 το διάνυσμα Eq δεν Όα ήταν χρονοειδές.Επομένως οι 
είναι σταθερές και η σχέση (4.52) Όα ισχύει παντού στο χωροχρόνο.

θ α  πρέπει εδώ να σημειώσουμε ότι για να είναι πλάγια η τετράδα Όα πρέπει 
Ν* φ  0 και τότε είναι δυνατόν να επιλεγούν τα Λ /(ί) έτσι ώστε η τριάδα 
{ε ;> , a  = 1,2,3 να είναι ορθογώνια ή με άλλα λόγια, η τετραδική μετρική της 
υπερεπιφάνειας φαβ(ί) να είναι διαγώνια.Όμως σε αυτή την περίπτωση τα 
δεν είναι εν γένει μηδέν, αφού:

4 α  =  Ε'0 · Ε'α = λ ^ Ν βΕβΕΊ
=  = Λ0̂ 7 φ  0 (4.56)

4.5 Κατάλογος Τρισδιάστατων Ομάδων
Όπως έχουμε ήδη αναφέρει, κάνοντας γραμμικούς μετασχηματισμούς πάνω στα 
διανύσματα Killing της βάσης μας μπορούμε να περάσουμε σε μία άλλη ισοδύ
ναμη βάση.Για να κατηγοριοποιήσουμε τις άλγεβρες Lie πρέπει να βρούμε σετ 
σταθερών δομής 6’°^ οι οποίες να μη συνδέονται μέσω κάποιου γραμμικού 
μετασχηματισμού (4.12).θα  πρέπει λοιπόν να χρησιμοποιήσουμε ιδιότητες οι 
οποίες παραμένουν αναλλοίωτες κάτω από τέτοιους μετασχηματισμούς, όπως 
π.χ. οι διαστάσεις της ομάδας ισομετριών.

Εμάς 6α μας απασχολήσει η περίπτωση των χωρικά ομογενών χωροχρόνων.θα 
ασχοληθούμε μόνο με τις τοπικές και όχι με τις ολικές ιδιότητες των ομάδων.Η 
κατηγοριοποίηση για τους χωροχρόνους αυτούς έγινε για πρώτη φορά από τον 
BiatK-hi (βλ.('κ( (2]).Υπάρχουν εννέα τύποι Bianchi, από I έως ΙΧ.Για την ταξ
ινόμησή τους ο Bianchi ακολούθησε μία μέθοδο η οποία ξεκινούσε λαμβάνοντας 
υπόψιν τις διαστάσεις της επαγόμενης άλγεβρας.Μπορούμε όμως να καταλήξου
με στα ίδια συμπεράσματα και με διαφορετικό τρόπο (βλ.(Κ( (28] σ(Κ.95-96, [16], 
[II]. [19]).Οι σταθερές δομής C°^ μπορούν πάντα να αναλυθούν ως εξής:

l- C ° ^ 6 = noi + (4.57)

όπου cif = \C firg , nai -  nloi) και ί οβΊ είναι ένας πλήρως αντισυμμετρκός 
τανυστής.Χρησιμοποιώντας την ιδιότητα προκύπτει ότι

C \  = c ,l6noi + (4.58)

τότε οι ταυτότητες Jacobi (4.10) γίνονται:

n ° aa a -  0 (4.59)
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Οι αναλλοίωτες ιδιότητες του ηαβ είναι η τάξη του (rank) και το μέτρο της 
χαρακτηριστικής του (modulus of signature).Για τους τύπους VI και VII υ
πάρχει μία επιπλέον αναλλοίωτη ποσότητα, το /?., που ορίζεται από τη σχέση

(1 -  h)C°0oC \ s = - 2 A C y ? ^  ' (4.60)

♦το οποίο είναι απαραίτητο για την υποδιαίρεση αυτών των τύπων Bianchi σε 
τύπο VI, /? < 0 και VII, /? > 0. Υπάρχουν δύο κύριες τάξεις, η Α για την 
οποία ισχύει* ότι ας = 0 και η Β για την οποία αε Φ 0. Σε όλες τις περιπτώ
σεις κάνοντας μετασχηματισμούς πάνω στη βάση {ξα} των διανυσμάτων Killing 
μπορούμε να δέσουμε (κανονική μορφή): ηόε = diag(rii,n2 ,n3) , αε = (α,0,0) 
όπου τα η \,η 2,η3 παίρνουν τις τιμές 0 ή ±1 και το a = φ (για τους 
τύπους V I ,V I I  και III).Ο  Πίνακας 1 περιέχει όλους τους τύπους Bianchi και 
τις κανονικές μορφές των σταθερών δομής.Όλοι οι τύποι δέχονται διδιάστατες 
ομάδες ισομετριών εκτός από τους VIII και IX.Η κανονική μορφή δεν καθορίζει 
μοναδικά τη βάση.Οι διαστάσεις της υποομάδας των γραμμικών μετασχημα
τισμών που διατηρούν την κανονική μορφή φαίνονται στον Πίνακα 1.

Τάξη GSA GSB
Τύπος I I I VIo Vila V I I I IX V IV I I I VIh V I h

Τάξη του (η°^) 0 1 2 2 3 3 0 1 2 2 2
[Χαρακτηριστική του {nof3)\ 0 1 0 2 1 3 0 1 0 0 2

a 0 0 0 0 0 0 1 1 1 y/h
ηΛ 0 1 0 0 -1 1 0 0 0 0 0
η2 0 0 -1 1 1 1 0 0 -1 -1 1
η3 0 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1

Βαθμοί Ελευθερίας 
της Κανονικής Βάσης

9 6 4 4 3 3 6 4 4 4 4

Πίνακας 1:Ταξινόμηση και κανονικές σταΌερές δομής των τύπων Bianchi.
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Κ ε φ ά λ α ι ο  5

. Χ ω ρ ο χ ρ ό ν ο ι  B i a n c h i  μ ε  Ι δ α ν ι κ ό  
Ρ ε υ σ τ ό

Ό π ω ς έχουμε ήδη εξηγήσει σ το  προηγούμενο κεφάλαιο , ένα χωρικά ο 
μ ογενές κοσμολογικό  μοντέλο είναι ένας χω ρ ο χρ ό νο ς ο οποίος δέχετα ι μία 
τρισδιάστατη, απλά μεταβατική ομάδα ισομετριώ ν.Τα διανύσματα K illing  τη ς  
ομάδας αυτής παράγουν τρισδιάστατες ομογενείς υπερεπιφάνειες που  γεμ ίζουν 
το χω ροχρόνο .Ο ι χω ροχρόνοι αυτοί ταξινομήθηκαν α ρχικ ά  από το ν  B ianchi 
σε εννέα τύπους και γ ι ’αυτό τα αντίστο ιχα  κοσ μ ολογικά  μοντέλα ονομάζοντα ι 
και μοντέλα B ianch i.Α ν θεω ρήσουμε ω ς υλικό περ ιεχόμ ενο  των χω ρ ο χρ ό νω ν 
αυτώ ν ένα ιδανικό ρευστό  μπορούμε να κάνουμε έναν επ ιπλέον διαχω ρισμό που 
σ χετίζετα ι με τον προσανατολισμό τη ς τετρ α τα χύ τη τα ς του  ρευστού ως προς 
τις ομογενείς υπερεπιφάνειες που παράγονται από τα διανύσματα K illin g .Ilto 
συγκεκριμένα  διακρίνουμε δύο κατηγορίες:

• Ορθογώνια Μοντέλα
Είναι τα μοντέλα στα οποία η τετραταχύτητα  του  ρευστού είναι κάθετη  
στις ομογενείς υπερεπιφάνειες. •

• Πλάγια (Tilted) Μοντέλα
Είναι τα μοντέλα στα οποία η τετραταχύτητα  του  ρευστού δεν  είναι κά- 
Όετη σ τις ομογενείς υπερεπιφάνειες, με αποτέλεσμα  οι σ υνιστώ σες τη ς 
τετραταχύτητας του  ρευστού ω ς προς τις ο μ ογενείς υπερεπιφάνειες να 
υπεισέρχονται ω ς επιπλέον μεταβλητές.Δ ηλαδή  το  ρευστό μπορεί να έ
χει μη μηδενική ελικότητα και επ ιτάχυνσ η .Τ ο  ρ ευσ τό  είναι ιδανικό ω ς 
προς έναν συνκινούμενο παρατηρητή όμω ς το σύμπαν μπορεί να  φαίνεται 
ανομοιογενες σε έναν τέτοιο παρατηρητή, παρόλο που  ο χω ροχρόνος και 
το Περιεχόμενό του  είναι ομογενή  από την καΌαρά μαθηματική άποψη.Ως 
προς δε τον παρατηρητή που κινείται με τετρ αταχύτητα  κάΌ ετη στις ο 
μογενείς υπερεπιφάνειες το σύμπαν είναι ο μ ογενές αλλά το συμπαντικό

61
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ρευστό είναι μη ιδανικό {βλ(π( [18J).

Στο κεφάλαιο αυτό Αα εξετάσουμε εκτενέστερα τα πλάγια μοντέλα Bianchi.Για 
τη μελέτη αυτή Αα χρησιμοποιήσουμε τον τετραδικό φορμαλισμό και την 1+3 
συναλλοίωτη περιγραφή που αναπτύξαμε σε προηγούμενα κεφάλαια.1

5.1 Πλάγιοι Χωροχρόνοι Bianchi
Θεωρούμε έναν χωροχρόνο Bianchi.Ta διανύσματα Killing της ομάδας ισο- 

μετριών παράγουν μία μονοπαραμετρική οικογένεια ομογενών υπερεπιφανειών 
που γεμίζει το χωροχρόνο. Οι ομογενείς υπερεπιφάνειες ορίζουν ένα future
pointing χρονοειδές μοναδιαίο κάΑετο διανυσματικό πεδίο η , ηαη° = —Ι.Τα 
δύο Αεωρήματα που ακολουΑούν είναι Αεμελιώδη για την κατανόηση της γεωμετρίας 
αυτών των χωροχρόνων (η απόταξή τους δίντται στο παράρτημα Α.2)

θεώ ρημα 5.1.1. Το διανυσ}ΐατικό πώίο η ((ναι γίωδαισιακό και αστρόβιλο, 
δηλαδή:

ήα =  0 , =  0 (5.1)
και παρέχα μία φυσική (πιλογή της χρονικής συνκταγμένης t που ορίζ(ται 
από τη σχ('ση

η„ =  - ί ,0 (5.2)

Θεώρημα 5.1.2. Το διανυσματικό π(δ(ο η ((ναι αναλλοίωτο κάτω από τη δράση 
της ομάδας ισομ( τριών, δηλαδή:

/* ,η  = |ξ7,ηΙ = 0 (5.3)

Έστω ότι το υλικό περιεχόμενο του χωροχρόνου είναι ένα ιδανικό ρευστό 
του οποίον η τετραταχύτητα u , (ti„ua = — 1) δεν είναι κάΑετη στις ομογενείς 
υπερεπιφάνειες. αλλά σχηματίζει γωνία β(() με το κάθετο στις υπερπιφάνειες 
διανυσματικό πεδίο η. Ορίζουμε τους προβολικούς τανυστές

haif — gab + 71 aW'b (5.4)

ο οποίος προβάλλει κάθετα στο διάνυσμα η και

hob "  ffob 1" ^«^6 (5.5)

ο οποίος προβάλλει κάθετα στην τετραταχύτητα u. Προφανώς ισχύουν οι σχέ
σεις fi„hi>b = 0 , h„bUb ^  0. Η σχέση ανάμεσα στα η" και ua καθορίζεται 
από:

1 Για μία σύντομη ανασκόπηση όσον αφορά τα χαρακτηριστικά και τις ιδιότητες των μον
τέλων ΒίοικΙιί βλέπε (10)
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1. τη μεταξύ τους υπερβολική γωνία β(ί), για την οποία ισχύει

cosh(0) = , 0(t) > 0 (5.6)

και από τη διεύθυνση του u η οποία προσδιορίζεται είτε από:

4 ,2. τη διεύθυνση ca της προβολή του ua στις υπερεπιφάνειες S(t), που ορίζε
ται από τη σχέση 

#
h \u b = sinh(β)οα => cana = 0 , caca -  1 (5.7)

ή από:

3. τη διεύθυνση ca του ηα κάθετα στο w°, που ορίζεται από τη σχέση

ΛV ?6 = — sinh(/?)ce =Φ· caua = 0 , caca = 1 (5.8)

Από τις σχέσεις (5.7) και (5.8) προκύπτει ότι:

ua = cosh (β)ηα + sinh {β)οα (5.9)
η α = cosh(β)\Γ -  sinh(/?)cft (5.10)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (5.9) και (5.10) βρίσκουμε ότι:

ca = sinh(/?)?irt + cosh(/?)ca (5.11)
crt = -sinh(/?)we + cosh(/?)ca (5.12)

(βΧέκ{ [18] σ(λ.210-211)
Ως προς έναν παρατηρητή που κινείται με την τετραταχύτητα του ρευστού 

το ρευστό είναι ιδανικό και άρα έχει τανυστή ορμής - ενέργειας που δίνεται από 
τη σχέση:

Tab -  (μ + p)u„ub + pg„b, μ > 0 , ρ > 0 (5.13)

όπου μ είναι η πυκνότητα ενέργειας και ρ είναι η πίεση ως προς αυτόν τον 
παρατηρητή.Ως προς έναν παρατηρητή όμως που κινείται κάθετα στις υπερεπιφάνειες 
το ρευστό δεν θα φαίνεται ιδανικό.Αν στην παραπάνω σχέση για τον τανυστή 
ορμής - ενέργειας αντικαταστήσουμε την τετραταχύτητα από τη σχέση (5.9) 
εύκολα αποδεικνύεται ότι ο τανυστής ορμής - ενέργειας παίρνει τη μορφή:

Tab = imanb + qanb + qbna -|- phab + π(ώ (5.H)

όπου
μ = £cosh2(/3) + p sinh2(/3) (5.15)
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είναι η πυκνότητα ενέργειας

Qa = (A +  Ρ )  sinh(/?) cosh(β)οα (5.16)

είναι το διάνυσμα ροής ενέργειας

Ρ ~ Ρ + + Ρ) sinh2(/?) (5.17)

είναι η ισοτροπική πίεση και

π„6 =  (μ + ρ) sinh2(0)(caq, -  ^h ab) (5.18)

είναι η ανισοτροπική τάση ως προς τον παρατηρητή που κινείται με τετραταχυτη- 
τα κάΆετη στις ομογενείς υπερεπιφάνειες.Επομένως το ρευοτό για αυτόν τον 
παρατηρητή φαίνεται να είναι μη ιδανικό. (/?λότε [18] σ(λ.214)

5.2 Τετραδικός Φορμαλισμός στους Χωροχρόνους 
Bianchi

Σε ένα χωρικά ομογενή κοσμολογικό χωροχρόνο θεωρούμε ένα σύστημα 
συντεταγμένων {.τ'} . / =  0.1.2.3 με τις γραμμές της χρονικής συντεταγ
μένης τ° = t κάύετες στις ομογενείς υπερεπιφάνειες που περιγράφονται από τις 
χωρικές συντεταγμένες {.τ°} , a  =  1,2,3 . δηλαδή g0a ~ 0. για ο = 1.2,3.Η 
συντεταγμένη t έχει εκλεγεί έτσι ώστε το εφαπτόμενο διάνυσμα στις τροχιές 
της να είναι Ε0' = ό’0 και το #οο = — 1.

Το διάνυσμα Ε0' το συμπληρώνουμε με τα χωροειδή διανύσματα EJ . α =
1,2,3 έτσι ώστε σε κάθε σημείο του χωροχρόνου τα διανύσματα αυτά να είναι 
γραμμικώς ανεξάρτητα, δηλαδή να συνιστούν βάση στον εφαπτόμενο χώρο κάδε 
σημείου και να είναι ορθογώνια στο χρονοειδές διάνυσμα, οπότε ισχύει ότι:

Εο · Ε0 — 0 ^  EQ E jg ij — 0 

^  K ^o9ij = ®
=> Ε °  = 0 (5.19)

Άρα τα διανύσματα Ε„ δεν έχουν χρονικές συνιστώσες.Ομοίως. τα διανύσματα 
Killing της ομάδας ισομετριών δεν έχουν χρονοειδείς συνιστώσες, αφού εφά
πτονται στην υπερεπιφάνεια

ξο° = 0 (5.20)



Η δυϊκή τετράδα της {Εα} είναι η {Ε°} , α = 0 ,1,2,3 , για την οποία, όπως 
έχουμε δει και σε προηγούμενο κεφάλαιο, ισχύουν οι σχέσεις:

E °E J  =  δ{ E a{Eb =  δί (5.21)
=*> Εα0 = St0E ai = Ε0*ΕΤ{ = iS ' (5.22)
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Από την τετράδα Εα* και τη δυϊκή τετράδα Ε* ορίζονται οι συνιστώσες του 
-μετρικού τα\υστή ( σχέσεις (3.6) και (3.7) ):

- 9ab ~ Ea*EbJQij (5.23)

και
9ab = E (5.24)

Σημειώνουμε επίσης ότι:

E ^ E j  = <$$ = 0 => Ε%Εβ° + Ε \ Ε ^  =  0 
=Φ Ε \Ε βη, = 0
=*· Ε°ί = 0 , / ? ,7 = 1 ,2 ,3  (0.25)

διότι τα £^’γ είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.Άρα το δυϊκό διάνυσμα Ε° δεν έχει 
χωρικές συνιστώσες.

ΤποΌέτουμε ότι η τετράδα Εβ* είναι αναλλοίωτη κάτω από τη δράση της 
ομάδας ισομετριών, δηλαδή

L ^(E J)  =  0 (5.26)

όπου ξΊ , γ — 1,2,3 είναι τα τρία διανύσματα Killing που παράγουν τις ομο
γενείς υπερεπιφάνειες t =σταΌ.

Πρόταση 5.2.1. Αν η βάση {Εα} , α = 0,1,2,3 είναι αναλλοίωτη κάτω ακό 
τη θράση της ομάδας ισομετριών (δηλαδή ισχύει η σχέση (5.26) ) τότε για τις 
τετραδικές συνιστώσες gab rou μετρικού τανυστή ισχύει ότι:

f-'ZyiQab) — 0 (5.27)

Απόδειξη. Από τις σχέσεις (5.23),(5.26) και (3.6) προκύπτει ότι 

M iU )  = L U E S E S  gv) = [ L ^ E M g a  + En'{L ^E bi)gij + E j E ^ L ^ )  = 0

□
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Πρόταση 5.2.2. Αν η βάση {Εα} ({ναι αναλλοίωτη κάτω από τη δράση της 
ομάδας ισομίτριών ο τίτραδικός μερικός τανυστής (ξαρτάται μόνο από το 
χρόνο και όχι από τις χωρικές συντ(ταγμέν(ς,δηλαδή:

gab = 9ab(t) (5.28)

Απόδαξη. Από τη σχέση (5.29) παίρνουμε:

E^Qab ~  0 ^  ζ-j 9ab,i =  0
^  £7 9ab,0 + ζ - f  9ab,0 ~  5

^  ζ-f 9ab,0 — ο 9ab,i3 = 0
^  9ab ~ 9ab{{)

αφού τα διανύσματα Killing είναι γραμμικώς ανεξάρτητα □

Έχουμε αποδείξει ότι ( σχέσεις (4.19) και (4.30) ) η αναλλοίωτη τετράδα 
μπορεί πάντα να εκλεγεί έτσι ώστε:

|Ε0,Ε«Γ = 0 (5.29)

και
|Ε0, Ε ^  = - ^ Έ ;  (5.30)

με α ,β ,Ί  = 1,2,3 όπου CPa0 είναι οι σταθερές δομής της ομάδας ισομετριών. 
Υπενθυμίζουμε ότι (σχέση (3.12) ) οι συντελεστές στροφής του Ricci δίνονται 
από τις σχέσεις

TV  = ETiEj-jE/ (5.31)
και

r«4e = 9 α Λ  = E JE u-jE J  (5.32)
Ισοδύναμα μπορούμε να γράψουμε

E b jE j  = Γ ν ^ ;  (5.33)

Σημειώνουμε ότι το γραμμικό στοιχείο της μετρικής σύμφωνα με τα ανωτέρω 
γράφεται

ds2 = gijdx'dxj
= gabEa, EbJtlx'dx*
= </oo£°, E°jdx'(lxj I 9οί,(1)Ε°Εαμτ*άχ*
~  Soo(£°o)W )2 + 9<Λΐ)Ε*Ε^1χ'<ίν>
= -d t2 λ g ^ m ^ i lx 'd x P (5.34)
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Σημείωση 5.2.1. Τα Εα' και Ε α{ δα* εξαρτώνται από το χρόνο.

Απόδειξη. Από τη σχέση (5.29) έχουμε ότι

|Εο,ΕαΓ = 0 => E j E j j - E j E j j ^ O  

=* EoEa\ ,  -  Εα%  =  0
=*> E o 'E jj  = 0 

=* « ,  = °
=* Ej,o = 0 (5.35)

αφού Ε0' = ό'0. Αρα τα Εα* δεν εξαρτώνται από το χρόνο.Αλλά τότε, λόγω 
της (5.19). προφανώς ούτε και τα Ε* εξαρτώνται από το χρόνο. □

Οι συναρτήσεις μετάθεσης 7V παίρνουν εδώ, λόγω της ειδικής μορφής της 
αναλλοίωτης τετράδας (σχέσεις (5.29) και (5.30) ), τις εξής τιμές:

7 »  = 0 . 7*fc = 7% = 0 , VL = 0 ,7 °Λ = (5.36)

και είναι σταθερές (δεν εξαρτώνται από τις συντεταγμένες).Η σχέση που συνδέει 
τις συναρτήσεις μετάθεσης με τους συντελεστές στροφής του Ricci ((3λ.σχέση 
(3.28) ) είναι

l \ c  = Γα̂  -  r abc (5.37)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (5.36) και (5.37) προκύπτει ότι

r°6c =  Γ°Λ , Γα0„ =  Γ·Μ , Γ“Λ -  ΓαΊβ =  C%  (5.38)

Επίσης ισχύει ότι

Jabc 9adJ be 9a0j be 4" 9αδ7 be ~  9αδ7 be (5.39)

Επομένως:

7οοο — 9 α δ Ί ο ο  =  0 (5.40)
‘ ‘Jobe =  9 o 6 j \ c  =  0  (5.41)

JaOc =  9 a 6 j dQc  =  0 =  7«ri) (5.42)
J a p y  —  9 a 6 j 6β Ί  —  ~ 9 α δ Ο δβ Ί  (5.43)

Η γνωστή μας σχέση (3.30)
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μας δίνει βάσει των ανωτέρω: #?

Tofrc =  2 ^ ob’c ~  Sbc<° "*■ 9ao,b) = ~ ^ 9 b e ,0 (5.45)

Γοοο =  Γοο-γ =  Γο,ο = 0 , rV , = — ~g^,o (5.46)

Γ*αΟε == 2^9a0,c ~~ 90c,a +  9cafi) — — g9ca,0 (5.47)

Γοοο =  Γοοο =  0 , Γαθ7 =  ^ 9 Ί α,ο (5.48)
1 1 

l abO =  2'®<Λ·° “  +  ^°“.W ~  29αβ’° (5.49)

ΓαβΟ = 2 ^ α β ’°

Γο^7 =  ~^{')ο-1β  ~  Ίβ η α  + Ί/η/αβ)

(5.50)

~  2 i9 a i" )  -γβ ~  9β6°Ι fa Ί" 9τί*Ι α β )

~  2 ^ ~ 9 a i ^  ΐ β  9β β@  70 ~ 9 ί 6 & α β ϊ (5.51)

Είναι αξιοσημείωτο ότι τα Ταβη είναι γραμμικοί συνδυασμοί με σταθερούς συ
ντελεστές των στοιχείων της μετρικής 9 α β ·  Οι αντίστοιχες σχέσεις για τα 
Γα6ε = g ^ H b c  είναι:

r° ta =  9 ° ^  =  5°°Γ 06c =  -Γ «*  = ' - g ^ o (5.52)

Γ°οο = r V  = r°70 =  0 , r V  = ^ . o (5.53)

ΓΛ* = g a d  r,ec = ^ 9 ° d9cd,o (5.54)

Γ°οο = 0 , FV  = o 

Γ°βΊ = 9adV ^  = ^ T tlh

(5.55)

— 7) (~9°*9ιtC*■,$ + 9ai98(0*Ίί ~ 9a69-jtCtw) 

=  \ ( ^ β ,  +  9oi9s(C%s + 9ο69ν σ β6)

= j(C V , + 4 * 9 * Ρ +  + Λ Λ ) (5.56)
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5.3 1+3 Συναλλοίωτη Περιγραφή στα
Μοντέλα Bianchi με Πλάγιο Ιδανικό Ρευστό

Στο Κεφάλαιο 2 αναπτύξαμε την 1 +3 συναλλοίωτη περιγραφή αναλλοίωντας 
τις διάφορες τανυστικές ποσότητες παράλληλα και κάθετα στην τετραταχύτη- 
τα.Στην περίπτωση που εξετάζουμε εδώ όμως η τετραταχύτητα ua δεν είναι 
κάθετη στις ομογενείς υπερεπιφάνεις , γι' αυτό δα προτιμήσουμε να κάνουμε 

"την ίδια ανάλυση ως προς το χρονοειδές κάδετο η στις υπερεπιφάνειες, το 
οποίο ταυτίζεται με το διάνυσμα Ε0 της τετραδικής μας βάσης.Επιπλέον υπεν

θυμίζουμε ότι οι δείκτες που χρησιμοποιήσαμε στο Κεφάλαιο 2 μπορεί να είναι 
είτε δείκτες συντεταγένων είτε τετραδικοί δείκτες.Εδώ δα χρησιμοποιήσουμε 
το διαχωρισμό που εισάγαμε στο Κεφαλαίο 3 για τους δείκτες συντεταγμένων 
και τους τετραδικούς δείκτες.

Στο σύστημα συντεταγμένων = 0,1,2,3 το μοναδιαίο κάδετο έχει
συνιστώσες η* = Ε0' = δ'0 και οι τετραδικές συνιστώσες του δίνονται από τις 
σχέσεις:

ηα = = Εα{δ ο1' = Εαο =  δζ (ό.57)

και

Επομένως:

nb;a

^  Wb;a 

και

Η- r fccX  = (ίο),« + Γ*«.»β
= Γ = r V
= Γ"0ο (5.60)

Όπως είδαμε στο Κεφάλαιο 2, για τις τετραδικές συνιστώσες της συναλλοίωτης 
παραγώγου του πη ισχύει η παρακάτω ανάλυση:

ί?6;« = ~naiib + ΙθΙι(ώ -I- σα(, \- u>ab (ο.61)
Ο

όπου iib — nb-c είναι η τεραδική επιτάχυνση, Θ = ηα.α είναι η τετραδική δι- 
ατμητική ταχύτητα. υ̂ (ώ = η\<φ\ Η- Λ|0«-6) · = ω\<*ι>\ ε*ναι τετΡ°^ική κεΡι"
στροφική ταχύτητα. ailb = η\α·\>) +ή(07?ι>) — \Bhab ? σ»ι> ~ σ(<ώϊ ε*νοα *) τετΡα^ική

ηα = 9ab^b = 9^δο = 9α0 = “ <*«0 (ό·58)

Wb,a Γ* baPc — ( ^1>θ),α Γ* b a ^ c

= = -rX c  = -rcbn(-<5co) = Γ0».
= TV (5.59)
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διατμητική ταχύτητα και hab =  gab + nanb ο τετραδικός προβολικός τανυστής 
που προβάλλει κάθετα στο ηα. Οι παραπάνω ποσότητες ικανοποιούν τις σχέ
σεις:

ήαηα =  0 , ωαbnb =  0 , aabnb =  0 (5.62)

Για τον προβολικό τανυστή ισχύουν τα εξής:

hob — gab +  nanb /?οο =  9οο +  τΐοΠο — —1 +  (—ίο ο )(—ίοο) ~  ***1 +  1 =  0 

ha 0 =  9θα +  ntfla =  0 +  ( - ίο ο ) ( ~ ^ 0α) =  0  (5.63)

Ιΐαβ = 9αβ + η0Πβ =  9αβ + (—δαο){-δβο) = 9αβ

Ομοίως

h ab _  g ab +  n an b =*> ^  _  g ? ^οΟ _  g  ̂ ^ β  _  ^0/3 (5.64)

= i t  + nant =► Λ°0 = Ο , 1ι% = Ο = Ιι0ο , Ιι°0 =  ^  (5.65)

Δηλαδή το hab είναι ουσιαστικά η μετρική της ομογενούς υπερεπιφάνειας.θα 
χρησιμοποιήσουμε τις σχέσεις (5.59) και (5-60) για να υπολογίσουμε τις κινη
ματικές ποσότητες:

ήα =  nabnb =  r°a6nk =  Γ°α6ό£ = Γ°ο0 = 0 (5.66)

θ  =  η \  = Γ“0α = Γ°0ο =  Χ- 9 αβ9α0,ο (5.67)

Uab =  η Μ  = Γ%, = 0 (5.68)

*·* = "<«*> "  l® hab = r°ab -  '- (g ^g ^ h a b

— ~̂ 9ab,o — β(9~> 9ii,o)hab (5.69)

Επιπλέον, στην ενότητα 5.1 είδαμε ότι ο τανυστής ορμής - ενέργειας, για το 
πλάγιο ιδανικό ρευστό, ως προς έναν παρατηρητή που κινείται κάύετα στις 
ομογενείς υπερεπιφάνειες δίνεται από τη σχέση

T ab —  /«Jo«6 +  q a n b +  q b n a +  p h ab +  irab (5.70)

όπου μ είναι η πυκνότητα ενέργειας. qa είναι η ροή ενέργειας, ρ είναι η ισοτροπική 
πίεση και ο τανυστής π„ο εκφράζει τις ανοσοτροπικές τάσεις ως προς αυτόν τον 
παρατηρητή.
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Θέλουμε τώρα να γράψουμε τις εξισώσεις εξέλιξης και δεσμών για την 
τετράδα που έχουμε επιλέξει.ΙΥ αυτό είναι χρήσιμο να λάβουμε υπόψιν τα εξής:

1. ήα =  ^ab = 0

2. Οι ποσότητες θ  , σ°6 , E ah , Hah , μ  , ρ , <7° , παΰ δεν εξαρτώνται από 
τις συντεταγμένες {.τα},α = 1,2,3 της υπερεπιφάνειας, αλλά μόνο από 
το χρόνο, δηλαδή π.χ. nabn = 0

3. Οι ποσότητες σιώ , Eab, Hab, , π"6 δεν έχουν συνιστώσες κατά την
κάθετη στην υπερεπιφάνεια διεύθυνση.

4. Οι συνιστώσες των εξισώσεων εξέλιξης και δεσμών κατά την κάθετη 
στην υπερεπιφάνεια διεύθυνση είναι κενές πληροφορίας.

(Τα παραπάνω αποδεικνύονται αναλυτικά στο Παράρτημα Α)
Λαμβάνοντας υπόψιν τις διαπιστώσεις αυτές καταλήγουμε στις παρακάτω 

σχέσεις για τις χωρικές παραγωγούς των ποσοτήτων που υπεισέρχονται στις 
εξισώσεις εξέλιξης και δεσμών.

ί'
Ομοίως

= VQp =  ο (5.72)

-  ΙΡαΙ < ^ Ί(ι> = p j f v r f  = \7a( f
= / ,o  + r V

= rV /> (5.73)

(5.74)
Παρόμοιες σχέσεις ι σ χ ύ ο υ ν  v m  ν .™  . « η  ~  — >

(5.75)
(5.76)
(5.77)
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{curia)00 =  η ϊβ<ον Ίσβ>β = η ιδ<ον Ίσ0>6

= |h<* he\  -

=  Ιί1? ^  -

=  v * * v y ,  -  g s - W , » , ,  =  n * ‘ v y ,

=► («0·1<Τ)“® =  Ρ » , (5.78,

Παρόμοιες σχέσεις ισχύουν και για τα {curlir)ofi , (curlE)Q& ? {curlH)00:

{curhrf0 = (5.79)
{curlE)a0 = (5.80)
(curlH)00 =  ^ (<T « 7/ / e<5 - ^ (Q//^ rr i7 (5.81)

?<0> =  fcV = S°0q0 ^ q ° (5-82)

σ<αβ> =

=  -  Ιλ λ **
= σ(οΛ - (5.83)

'Ομως σ0<ί = α(α0* => σ°0 =  ά(αΛ και σΊ, = 0 =» σ77 = 0, επομένως η
προηγούμενη σχέση γίνεται:

£«»*> _  (,αβ (5.84)

Ομοίως:

π <αβ> =  π0/* (5.85)
£«*$> _  #<»0 (5.86)
jj<a0> __ /jo0 (5.87)
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- v <a<f> = [/>(07/Λ  -  i / ^ M v V

= [<s'Yi -  ^ “V a l v Y  ·

• « = ν 'Υ >  - (5.88)

Όμως:

v V  = < Τ ν 79» = S° V 7 + r V )
9ατ %  = 9aiYey  

9ΗαΥβ\ ^ (5.89)

Επιπλέον:
v y  = g \  + Γ \ ς 6 =  Γ V (5.90)

Επομένως:

ν <α̂  =■ \9Har%  -  \ g aeTsl6W (5.91)

a<ay > ^  = \hioy \  -  \ h ^ h 6c\asy

= [<5( Υ > -  \< f0a y y

= ° y 0h -  \ g o0o ^ n (5.92)

Παρόμοιες σχέσεις ισχύουν και για τα σ<(̂ Η β>Ί , σ<(̂ Ε β>Ί:

σ<°Ηβ> ■» =-- σ(οΊΗβ)-' -  i s“Y W i7 
o (5.93)

a< y > i  _= σ{αΊΕ0)Ί -  \9 ο0ση Ε ε-< (5.94)

Για το η σχέση (δ.92) γίνεται:

= <7< > 0h -  [- 9°βση σ ^

= ^ V 7 -|< 7 ° v (5.95)

1
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Ομοίως

τ?7ί<° π ^  = 777ί(οτΛ  (5.97)

Τώρα με τη βοήθεια των ανωτέρω μπορούμε να γράψουμε τις εξισώσεις εξέλιξης 
χαι δεσμών για την τετράδα που έχουμε επιλέξει.

5.3.1 Εξισώσεις Εξέλιξης
1. Εξίσωση Raychaudhuri

τΡ6<°σ0>Ί =  (*<·,*« -  \ ΐ ια% ζ}ηΐίεσ<Ί
Ο

(5.96)

θ  »  -  ̂ θ 2 -  2σ2 -  + 3ρ) + Λ (5.98)
υ Ζ

2. Εξίσωση διάδοσης της διατμητικής ταχύτητας

σαβ =  - \ θ σ αβ -  σ<αΊσβ>1 -  (Ε αβ -  ^π°*) (5.99)
ο Ζ

όπου το σ <°σβ>Ί δίνεται από τη σχέση (5.95).

3. Εξίσωση χρονικής εξέλιξης της ενέργειας

μ + Vo9° = —θ (μ  + ρ) -  (σαβ*βα) (5.100)

όπου το V 0g° δίνεται από τη σχέση (5.91).

4. Εξίσωση χρονικής εξέλιξης της ορμής

όπου το ν βποβ δίνεται από τη σχέση (5.77)
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ο. Εξίσωση-Ε

■ {Ε°β + ^ αβ) - (ο ιτ ΙΗ )αβ + ^ V <â >  ^  -  ^(μ  + ρ)σαβ- θ ( Ε αβ + ^ ° β)

+ 3σ<αΊΕβ>' - 1- σ <αΊπβ>η
(5.102)* < '

όπου τα (curlH)at3 , V <Qq0> , σ<αΊΕβ>Ί , σ <αΊπβ>Ί δίνονται από τις 
σχέσεις (5.81) , (5.89) , (5.94) και(5.92) αντίστοιχα

6. Εξίσωση- Η

Η αβ + (αιτΙΕ)αβ -  \(c u rh )a0 = -Θ Η αβ + 3σ <αΊΗβ>Ί + h f i<oa0>qsL· Ζ
(5.103)

όπου τα (curlE)*β , (σΐίτΙπ)αβ , σ<αΊΙ ίβ>Ί , ηΊ&<ασβ>Ί δίνονται από τις 
σχέσεις (5.80) , (5.79) , (5.93) και (5.96) αντίστοιχα.

Η εξίσωση διάδοσης της ελικότητας είναι κενή πληροφορίας.

5·3.2 Εξισώσεις Δεσμών
1. Εξίσωση- (0α)

V 0aQ/3 + qQ = O (5.104)
όπου το Vβσαβ δίνεται από τη σχέση (5.74)

2. Εξίσωση-//ο6
Ηοβ -  (αιτΙσ)αβ = 0 (5.105)

όπου το (αντΙσ)αβ δίνεται από τη σχέση (5.78).

3. Εξίσωση (div Ε)

Vβ{Εαβ + !*<*) + \θ (Γ  -  -a°0( f  -  ηοβΊσβίΗ \  =  0 (δ. 106)
L ο L

όπου τα VpEQ0 , ν^π0  ̂δίνονται από τις σχέσεις (5.76) και (5.77) αντί
στοιχα.

4. Εξίσωση (div II)

ν βΗ°β + ηοβι\1  V t f  + σβ&{Ε \  + I * 4,)] = 0 (5.107)

όπου τα VβΗα(3 , Vpq1 δίνονται από τις σχέσεις (5.75) και (5.73).

Η ταυτότητα απόκλισης της ελικότητας είναι κενή πληροφορίας.
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Κ ε φ ά λ α ι ο  6

Χ ω ρ ο χ ρ ό ν ο ι  B i a n c h i  I X  μ ε  
Ι δ α ν ι κ ό  Ρ ε υ σ τ ό

Σ τ ο  προηγούμενο κεφάλαιο εξετάσαμε τα βασικά χαρακτηριστικά  της ο ικο 
γένειας χω ροχρόνω ν B ianch i.Σ το  κεφάλαιο αυτό Όα μελετήσουμε τους χω ρ ο 
χρόνους B ianchi IX .Η  ομάδα ισομετριών που δρα σ το υ ς χω ροχρόνους B ianch i 
IX έχει την ίδια άλγεβρα Lie με τις περιστροφές που  δρουν σ το ν  τρισδιάστατο 
Ευκλείδιο χώ ρο.Α υτό  έχει σαν συνέπεια οι χω ροχρόνοι B ianchi IX να έχο υ ν  
τοπολογία  της μορφής 5R x  S3 όπου το 9? συμβολίζει μια πραγματική γραμμή 
που αντιστοιχεί σ το  χρόνο και το S 3 μία τρισδιάστατη κλειστή  χω ροειδή  υ- 
περεπιφάνεια.Επειδή οι χω ροχρόνοι αυτοί είναι κατάλληλοι γ ια  την περιγραφή 
ενός κλειστού σύμπαντος παρουσιάζουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον και έχουν μ ελετη 
θεί εκτενώ ς.Ο ι χω ροχρόνοι B ianch i IX είναι, εν γέν ε ι, ανισ οτροπ ικο ί.Ό πω ς σε 
όλους το υ ς  ομογενείς χω ροχρόνους έτσι και στους χω ρ ο χρ ό νο υ ς B ianchi IX  οι 
εξισώσεις πεδίου (που αποτελούν ένα σύστημα εξισώ σεω ν με μερικές παραγώ - 
γους) ολοκληρώ νονται ως προς τις χω ρικές σ υ ντετα γμ ένες γ ια  να δώ σουν ένα 
σύστημα συνήΰω ν διαφορικών εξισώσεω ν με ανεξάρτητη μεταβλητή τη χρονική  
συντεταγμένη.Ο ι χω ροχρόνοι B ianchi IX έχο υ ν  αρχική  ανοψ αλία  (βλέπϊ [25] 
σ(λ.176-178).Επιπλέον, έχει α ποδειχτεί ότι ένας χω ροχρόνος B ianchi IX , του 
οποίου το  υλικό περιεχόμενο ικανοποιεί την ισχυρή ενεργειακή  συνύήκη και 
έχει ΰ ετ ικ ές  κύριες πιέσεις αν αρχικά διαστέλλετα ι. δεν ΰα συνεχίσει να  δι- 
αστέλλεται επ ' άπειρον, αλλά ύ α  φτάσει σε ένα μ έγ ισ το  της διαστολής και μετά 
ι)α αρχίσει να συστέλλεται μέχρι να φτάσει σε μία τελική  ανω μαλία (/?λ/π<τ [21],
(22] ] '

Για τη  μελέτη τω ν χω ροχρόνω ν B ianchi IX. τω ν παρατηρησιακώ ν σ χέσ εω ν , 
την ύπαρξη ανωμαλιών και τη συμπεριφορά τους κ ο ντά  στα σημεία ανω μαλίας 
έχουν χρησιμοποιηΌεί χαμιλτονιανές μέθοδοι, αριθμητικές προσεγγίσεις κα ι μέ
θοδοι δυναμικών συστημάτω ν (βΚ(Κ€ η.χ. [25], [34], [1] ) . II ανάλυση αυτώ ν των 
μεθόδω ν και των συμπερασμάτων τους υπερβαίνουν τους σ τό χο υ ς  της διατριβής



7 8 Κ Ε Φ Α Λ Α ΙΟ  6. Χ Ω Ρ Ο Χ Ρ Ο Ν Ο Ι  B I A N C H I IX  Μ Ε  ΙΔ Α Ν ΙΚ Ο  Ρ Ε Υ Σ Τ Ο

αυτής.
Στο κεφάλαιο αυτό Λα θεωρήσουμε χωροχρόνους Bianchi IX οι οποίοι 

περιέχουν ένα ιδανικό ρευστό και η τετραδική μετρική παίρνει διαγώνια μορ
φή. Αρχικά Λα γράψουμε τις εξισώσεις εξέλιξης και δεσμών για αυτή τη μορφή 
της τετραδικής μετρικής και έπειτα Λα εισάγουμε συντεταγμένες και Λα βρούμε 
την αναλλοίωτη τετράδα και τη μετρική ως προς τις συντεταγμένες αυτές.Ας 
σημειωΛεί εδώ ότι στην περίπτωση των χωροχρόνων Bianchi IX για το κενό 
αποδεικνύεται ότι χωρίς βλάβη της γενικότητας η τετραδική μετρική τίΛεται 
πάντα σε διαγώνια μορφή [ 4 ] ) .

6.1 Εύρεση Εξισώσεων Εξέλιξης και Δεσμών 
για Διαγώνια Τετραδική Μετρική

Πριν προχωρήσουμε στη διατύπωση των εξισώσεων εξέλιξης και δεσμών για 
τους διαγώνιους χωροχρόνους Bianchi IX με ιδανικό ρευστό είναι απαραίτητο 
να διατυπώσουμε και να αποδείξουμε το ακόλουθο θεώρημα 6.1.1.Το θεώρημα 
αυτό έχει θεμελιώδη σημασία διότι αποκλείει από τη μελέτη μας τα πλάγια 
ιδανικά ρευστά.

Θεώρημα 6.1.1. Οι χωραχρόνοι Bianchi IX που έχουν διαγώνια τετραδική 
μετρική dev μηορονν να έχουν ως υλικό π*ρκχόμ*νο ένα ιδανικό ρευστό καν 
efvat ηλάγιο.

Αηόδαξη. Όπως είδαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο (σχέση (4.58) ) οι συντε
λεστές δομής για τους χωροχρόνους Bianchi μπορούν να γραφούν στη μορφή:

= \ δ"α0 - δ αβ(Η (6.1)

Επίσης έχουμε αποδείξει ότι (σχέση (5.56) ) οι συντελεστές στροφής του Ricci 
δίνονται από τη σχέση

Γ*ν> = 1 (C V  + 9a(m C \ ( + < τ .σ > Λ )  (6.2)

Συνυδάζοντας τις δύο προηγούμενες σχέσεις έχουμε:

+ δ"(ΐβ -  I + ό*αΊ -  <ψι,-) +

+90t9yi(t()fCv<A + -  <)>,)}

—  ^ ( cfl-rAHaS +  ό“αβ — δβΟ-, +  ( ΐ έ β  +  9ni9fiA(h  ~

- 9 αΐ9βΊα, + gaff-3^-r  ' ~  )



=  g (€0Ί*η *α +  δ ° α β - δ αβ ο Ί Η- 9 αεεΊεδη δβ +  δ ^  -  g ^ a a  +

6.1. Ε Υ Ρ Ε Σ Η  Ε Ξ ΙΣ Ω Σ Ε Ω Ν  Ε Ξ Ε Λ ΙΞ Η Σ  Κ Α Ι  Δ Ε Σ Μ Ω Ν  Γ ΙΑ  Δ ΙΑ Γ Ω Ν ΙΑ  Τ Ε Τ Ρ Α Δ Ι Κ Η  Μ Ε Τ Ρ ΙΚ Η

+9™tlkin\ + δ°αβ -  9βΊα°)

= + 9αί(Ίείη6β + 9αείβί&ηδΊ + 2(5"α(3 -  2<?/3ιαα)

• ^  9ί 2^ Ε + (Ί^ιι^β -+■ ίβ(&ηδJ  + <5“ο^ — 9β-ια°

'Με συστολή’στους δείκτες α και η παίρνουμε ότι:

+ <αι·όΐι6β + e&sn6a) + ό“αβ -  </βαα°

= Ifc**»* + 9αείαείΠίβ + + 3α^ -  α/9
= 2ap

Από την εξίσωση (5.104) έχουμε ότι:

<7° = - r V 01 -  n > *  = - I V " 7 ~  Γ ^ σ ^

Αντικαθιστώντας στην (6.5) τις σχέσεις (6.2) και (6.3) προκύπτει ότι:

(6.3)

(6.4)

(6.5)

g° — 2α7σ°7 ^9αΐ{ίβιδηδ( +  t^sn6 β + ίβ.:6ηίΊ)σβΊ —

-  δ°αβσβΊ + 9βΊαασβΊ

= -  2 ο ^ “7 -  l- W »ins° -  \ 9α' ( ^ η*β + t ' r f f y h

— α^σ^0 + αασρβ 
τ οβ  __ ^ α ε

α-0

— 3αβθ {tle6ns0 -\- €βε$ηό̂ )σ^Ί (6.6)

Όμως

+ t**» V *  = + (βα„ ^
= 2i(9rfni7<r̂  (6.7)

Χρησιμοποιώντας τη σχέση (6.7) η (6.6) γίνεται:

7° = -3 αβσα0 -  goet ^ sn6̂  (β.8)

Για τα ομογενή κοσμολογικά μοντέλα της τάξης Α, στα οποία ανήκουν ο.
χωροχρονο, Burnt*» IX, «σχυει ότι α, = 0. επομένως για τα μοντέλα αυτά η 
προηγούμενη σχέση οίνει: · Γ 1

<1° = ~9αε^ α η \ σ ^ (6.9)

*
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Από τη σχέση (5.69) έχουμε ότι

<*αβ ~  ^ 9 α β ,0  -  (6.10)

Βέβαια για να βρούμε τις ανταλλοίωτες συνιστώσες σο)} δεν μπορούμε κα
τευθείαν να ανεβάσουμε τους δείκτες στην έκφραση (6.10) αφού η μετρική 
εξαρτάται από το χρόνο:

α *  = <Τ !?<’■* = i V i i f t w - i e f c * )

=

= - 5 / V ;  -  5 θ 9“» = -  '-Θ 4“

(6.11)

Αφού η μετρική είναι διαγώνια ο τανυστής σ0/* θα είναι προφανώς και αυτός δι
αγώνιος. Επιπλέον ο τανυστής ηα0 μπορεί πάντα να διαγωνιοποιηΟεί με κατάλληλη 
επιλογή της τετράδας.Άρα η σχέση (6.9) μας δίνει:

<y° = -g 0f{eu in \a u + t-uin l2a22 + e*3n \ a 33) = 0 (6.12)

Από τη σχέση (5.16), αφού (μ + ρ) > 0, καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι:

sinh(/5) -  0 <=>/? = 0 (6.13)

Επομένως u  =  η. και irab = <f -  0. □

Ανατρέχοντας στον Πίνακα I του κεφαλαίου 4 και σύμφωνα με τις παραδο
χές που έχουμε κάνει για την τετραδική μας βάση παρατηρούμε ότι στην 
περίπτωση των χωροχρόνων Bianchi IX ισχύουν τα εξής:

iiafi -  diag( 1,1,1) . ug = 0 (6.14)

Επομένως οι συντελεστές δομής C n̂  παίρνουν τις τιμές:

βι
+1 

1 -1  
0

αν τα α,β, η είναι άρτια μετάθεση των 1,2,3 
αν τα α ,β ,η  είναι περιττή μετάθεση των 1,2,3 
σε οποιαδήποτε άλλη περίπτωση

(6.15)
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Όπως έχουμε αποδείξει, όταν χρησιμοποιούμε αναλλοίωτη τετράδα η τετραδική 
μετρική εξαρτάται μόνο από το χρόνο.Επομένως Όα Όεωρήσουμε μία διαγώνια 
τετραδική μετρική της μορφής:

f - l 0 0 0 \
0 a*(t) 0 0
0 0 b*(t) 0

k 0 0 0

(6.16)

Παρακάτω Αα διαπιστώσουμε ότι η επιλογή αυτή απλοποιεί πολύ τις εξισώσεις 
εξέλιξης και δεσμών αφού όλες οι ποσότητες που υπεισέρχονται σ' αυτές είναι 
διαγώνιες.

Για να υπολογίσουμε τις κινηματικές ποσότητες που υπεισέρχονται στις εξι
σώσεις εξέλιξης και δεσμών πρέπει πρώτα να υπολογίσουμε τους συντελεστές 
στροφής του Ricci Γ^.Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (5.52)-(5.56) σε συνδυ
ασμό με τις σχέσεις (6.15) και (6.16) βρίσκουμε ότι:

Γ°οο =  Γ°,0 =  Γ°θ7 =  0

r V  = αά + bb δ2δ2η + cc δ3βδ\
00

07

= ο

= Γα-,ο = I  ^ δ \  + 1 <s?a2 + :  δ°3δ
b
b

c
C 7

Γ10Ί -  ΐ ( 1 + 5 - ? ) « + Κ - , + ? - ? ) «
β -y 2 1 b2 b2 1 ^  + 5 -1  +

c2 o2
b2 b2 ) 6'00*

Γ307 - U -

Επιπλέον από τον ορισμό του ηα1κ έχουμε ότι:

Vabc -  n d1]dabc -  ^oVdabc = VOabc

= (\detgab\)'/2t0abc = a(t)b(t)e(t)c0abc

(6.17)
(6.18)
(6.19)

(6.20) 
(6.21)
(6.22)

(6.23)

(6.24)

\

και

vabc = « f W V / (6.25)
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Οι κινηματικές ποσότητες δίνονται από τις σχέσεις (5.66)-(5.69).Συνδυάζοντας 
τις σχέσεις αυτές με τις (6.17)-(6.23) προκύπτουν τα εξής:

η. s  ύ« =  0
Wot *. 0

θ  = Γβ0β Γ°0ο = Γ'ο, + Γ202 + Γ303 = -  + 7 + -α ο c

(6.26)
(6.27)

(6.28)

Ο αβ ~  Γ ° α β -  2 ,® 9αβ  =  7 β « β β  ~  ^ 9 α β

α2(2ά b c\ , , V l t i  c ά \ 2 2
-  τ { τ  ι ~  ~ 2 ~ ι γ λ

+ ; » )Ά
1

Οι ποσότητες σ°β και σαβ υπολογίζονται εύκολα από τις σχέσεις:

και

°°β = 9 ^ σ Ίβ

σ*β =  f t  f> a

(6.29)

(6.30)

(6.31)

Από τον ορισμό (2.20) και τις σχέσεις (6.29) και (6.30) προκύπτει ότι:

ο 2 = 7}(<rab<rab) = - (σ οβσα0) =  ^(σι,σ11 + + σ&σ33)

_  1 Z i J L / 2® _  ^ + i - L / 2^ β ό\2 c2 1 /2c a _  M l
2 \  3 3α2 '  a b~ V  +  3 3b2'T  ~ α ~  c' + 3 3<?'c a V  /

3 \ a 2 ft2 c2 αδ ac 6c/

Η παράγωγος σοί? δίνεται από τη σχέση:

« *  »
= <τ0<,ο + Γ1V r *  +

— J L  —  ̂  ̂ 2 ά2 δ2 c2

(6.32)

3α2 \  a 2 ό2 ' c2
) j? < f+

1 /2δ c ο 2Ϊ2 c2 a2\ i0jCyj
+ 5ρ ( τ + ? + ? ) * * +

4 . J L f 2 ^  *  ^ 2 ^  4. ί  4-
+ 3 ^ U  α “ ϊ ~  + fl2 + 02J 6si3

(6.33)
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To (curla)a0 υπολογίζεται από τη σχέση (5.78) με τη βοήιίεια των σχέσεων 
(6.21)-(6.23) και (6.24)

(curia)00 =  ηΊΜαΓ0\ Ίσ% -  ηΊΗ°σ0\Γ ^ Ί (6.34)

=  ^ { ( 4 + έ “ έ ) ( σ 3 3 · < Τ , , ) + ( 5 + ^ “ έ ) ( σ 1 ι _ σ 2 2 ) } ,5^ +  
+  i  { ( 4 + w  ~  ^ + ( I + w  ~  w  ) {σ^  ~ σ 3 3 ) }  ^ +
+ i  { ( 4 + b  ~  ^ +  ( 5 + h  ■  έ ^ 3 " σ 1 ι ) }  δ* δ*

1 Γ 2ά b b2 b2
2 abc 7 + y k < f +a 6v a2 a2' c v a1 a2' \

*  Η τ - ^ 4 4 Η ( ' - ί 4 ) ) ^

♦ i  7 - ϊ ( '  + 7 - ? ) - ί ( > - ? + ? )  «

H-

Η ποσότητα σ<αησβ>Ί προκύπτει συνδυάζοντας τη σχέση (5.95) με τις σχέσεις 
(6.16), (6.30), (6.31) και (6.32)

ν<7 = σ> ■β-1 _ \ g o0a
ό

2

1 (2ά2 b2 C2
+

46c 2ab 2 ac
9α2 b2 "" c2 be ab ac

+ 1 |(2b2 c2 J i . I Aac 26c 2ab
91? '[ ft2 c2 a2 T ac be ab

+ 1 |(2c2 a2 ft2
+

4ά6 2 ac 26c
9c2{ c2 '  ft2 ah ac be

m  +

Όπως αποδείξαμε στο κεφάλαιο 3 (σχέση (3.36)) οι τετραδικές συνιστώσες 
του τανυστή του Ricci δίνονται από τη σχέση

Ra„ = Γ V  -  r „ c,6 + γ **Γ λ -  r '„ cr ,bd (6.37)

Αντικαθιστώντας στη σχέση (6.36) τους συντελεστές στροφής του Ricci από 
τις σχέσεις (6.17)-(6.23) ο τανυστής του Ricci παίρνει τη μορφή:

(6.35)
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R a b ~  ~ (  ̂+  ̂+ ί ) ^  +
2f  α ά 

+ α2 ( -  + -\α  a
, 2 f b  b e  ό

+ ti1 T + r  + -\6  be ab
o f c  ivc  b e  

+  c2 -  + — + —
\ c  a c  b e

ab ac
~r 4------ I-ab ac

ab

4-

a2 6* c2
262c2 2a? c1 2a262
62 <? a2

2a2c2 2a262 2b2c2
c2 a2 62

+

δίδΐ +

(6.38)
2a262 262c2 2a2ci

Οι ποσότητες FPb και Rab υπολογίζονται εύκολα με τη βοήθεια των σχέσεων

R \  = gacR a

και
R ob =  g acg M R cd

αντίστοιχα.Το βαΟμωτό του Ricci R υπολογίζεται ως εξής:

R =  g^Rot
ί ά  b  c  a b  b e  b c \

— 2 — r  Ί-----i- - r  4------I- r * ) “
\ α  b  c  a b  a c  b e )

(6.39)

(6.40)

1 /  α2 6* c2 \  1 1 1
J  + a2 + 6* + c2

(6.41)

θέλουμε τώρα να υπολογίσουμε το ηλεκτρικό και το μαγνητικό μέρος του 
τανυστή Weyl-Από τις σχέσεις ορισμού (2.30) έχουμε ότι:

Eab — CacM(nC1\d — CacbdSq0q ~ CaO&O => Εαβ = CQo$o (6.42)

Nab =  ’̂ nadeCdebcnC = ^  Raff —
(6.43)

αφού το i)nh είναι μηδενίζεται αν κάποιος από τους δείκτες ο, 6. c πάρουν την 
τιμή μηδέν. Από τη σχέση (2.28) έχουμε ότι οι τετραδικές συνιστώσες Caud του 
τανυστή Weyl είναι:

@<Acd ~ Robed Ί -rigadRiA 4" gbeR-da gacR-db 9bdRca) 4" g(j«cS(ft gadgcb)R
(6.44)
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Επομένως με τη βοήθεια των σχέσεων (6.16) και (6.44) η σχέση (6.42) γίνεται:

=  ΕαΟβΟ +  ~ (9 α θ Η β Ο  + 9θβΗ θα  ~  9 α β Ε 00 ~ 9 θ θ Ι ϊβ α )  + (̂£/?α<700 “  9 α θ 9 β θ )Η

(6.45)

2

=  ΡαΟβΟ -  -}(9αβΕ00 ~  Εαβ) ~ ^ 9αβΡ

Από τη σχέση (3.35) προκύπτει ότι οι τετραόικές συνιστώσες Rabcd του τανυστή 
"Riemann δίνονται από τη σχέση

~ Rabcd — 9 a e (F  bd,c ~  Γ  bc,d + ^ /c — Γ β̂ Γ ^ .  — Γ ^ Γ ^ .  + cd) ( 6 .4 6 )

Τελικά, χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (6.16) και (6.17)-(6.23) παίρνουμε ότι:

R o ΟβΟ —  9 α ε (  Γ* 00,0 +  Γ*θ7^^θ)

= -αα δ̂ δ'β -  bb δίδΐ -  cc δΙδ%αυβ (6.47)

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (6.16),(6.38),(6.41) και (6.47) στη σχέση (6.45) 
βρίσκουμε:

Εαβ —

+

ά2 f  2α b c ab at 2be 2a2 b2 ^
a ^  b ^  a b ^  ac be ^  b2c2 a2c2 a2b2 ' a2

c* 2
+ 62

b2 (  2b c a ab be 2at 2b2
6 \  6 e a ^  ab ^  be ac ^  a2c2

a

, “  1-9 +

2 2 1 1
a2b2 b2c2 b2 e24" L2 2̂ λ2 ) ̂ cA 4~

2 c a b  a t bt 2ab 2 c2
+ -  + T + — + i-------- r  +

a* b2
c a b ac be ab a2b2 b2c2 a2c2 c

2
+ -π “

1
a*

(6.48)

Η σχέση (2.29) μας δίνει ότι οι τετραδικές συνιστώσες του τανυστή Weyl
είναι:

= « “ «I - \ (δ acRbd ~ -  6bRad + 6bdR \)  -I- -  Sb5d)R (6.49)

Αντικαθιστώντας τη σχέση (6.49) και στη σχέση (6.43) έχουμε

Hot = \η^  {λ % 0  -  ~ (δ ^ 0 -  -  δβΠ̂  + 0e0R%) + ί φ ό  -  0^0)r ]

=> Ηοβ = yiai'R 6̂  (6.50)

όπου από την (3.35)

^  r %,a - r ^ fli0+ Γ \0Γ\ Ο-  - Γ \ ζΓ(οβ+ r \ cr<0o) (6.51)
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Άρα η σχέση (6.50) χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (6.51),(6.17)-(6.23),(2.11) 
και (6.16) μας δίνει

Οι ανταλλοίωτες συνιστώσες Ε οβ , Ηαβ και οι μεικτές συνιστώσες Εαβ , Η°β 
του ηλεκτρικού και του μαγνητικού μέρους του τανυστή Weyl προκύπτουν 
εύκολα από τις παρακάτω σχέσεις

Eab =  g«'gMEcd ^  Εοβ =  9°Ί^*Ε ί6 (6.53)
Ε \  =  gacEcb =* Εαβ =  9 ^ Ε Ίβ (6.54)
Hab =  g'“9 MH d ^  Ηαβ =  gOfg0SH^ (6.55)
Η \  =  QacIIcb =* ΙΙαβ =  9 °ΜΙΊβ (6.56)

Για τις χρονικές παραγώγους Εαβ και Ηαβ ισχύουν τα εξής:

Εαβ =  E°0cnc -  E°%SC0 = Ε°%
=  Ε °0Ο +  Γ°ΛΕ *  +  νβΛ Εαο

Ομοίως

=  Ε ° β0  +  ΤαΊθΕΡβ Η- Γ^7θΕ ° 7 (6.57)

μοβ =  Ηο90 +  Γο^Ηιβ +  Τ^ οΗ*Ί (6.58)
Με τη βοήθεια των (6.20),(6.53) και (6.48) η σχέση (6.57) μας δίνει τις συνι
στώσες του τανυστή Ε αβ:

* " - ά (  -

2 ο<3> 
η

fr<3)

+ τ  + —  +  
c

h  / 2« 6 c
+ j  + -

o cr
a  b  a c 4a2 , &  , 2<J 4 )  4.Τ

( Λ  a a b  a c 6V +  ϊ ν  + ά Ψ  ft2/
b / i i 6 2r a b  t 2 b e 4α2 2ft2

+
*Λ« ‘ b  c a b  * b e Ύ ? a V ά Ψ  + 62'  +
r /« 2 b  c ά έ  2  b e 4a2 262 2c2 2 \  \

+
C VI b  c a c  ’ b e Ύ ? o’c2 a2*»2 ^  c2' ;

(6.59)
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Οι συνιστώσες Ε 2 2 και Ε33 προκύπτουν από τη σχέση (6.59) με κυκλική εναλ
λαγή των α, 6, c και οι μη διαγώνιες συνιστώσες Ε 12, Ε 13, Ε23 είναι μηδέν.

* Οι συνιστώσες του Ηαβ υπολογίζονται συνδυάζοντας τη σχέση (6.58) με 
τις (6.20), (6.52) και (6.55):

Η "  = 1
2 abc (

+

+

2 a b c  3ab 3 ac 26c 262 2c2
a b c ab ac + be 62 ^  c2

62/ £ _  6 06 _
a2 ^c 6 ^ a6
c^/6  c a6

a2 '6  c a6 ^

ac 26c 2c2 \
---- l· η-------- τ')ac be cl '
ac 26c 262 \
ac ^  6c b7 ' (6.60)

Οι συνιστώσες Η 2 2  και Η3 3 δίνονται από τη σχέση (6.60) με κυκλική εναλλαγή 
των α, 6, c και οι μη διαγώνιες συνιστώσες Η 12, Η 13, Η 2 3 είναι μηδέν.

Τα (σιιΗΕ)αβ, (curlH) a *3 δίνονται από τις σχέσεις (5.80) και (5.81) αντί
στοιχα:

(.cu rlE fβ = η ^ αΤβ\ ΊΕ ζ6 -  ηΊδ{α Ε β)εΤε δΊ (6.61)
(σιντΙΗ)αβ =  η ^ αΓβ\ ΊΗ ε6 - η Ίδ{αΗβ\Γ εδΊ (6.62)

Αντικαθιστώντας στη σχέση (6.61) τις σχέσεις (6.21)-(6.23). (6.25)και (6.54) 
και (6.48) αντίστοιχα παίρνουμε:

λ11 1 (  Ία b c ab ac 26c
(curlE) 1 1  = —r-l -  — + 7 + -  + -T + ------ -7-----l·4a6c \  a b c  ab ac be

ic b21 δ2 /ί> C « 6

C ab

+
C2 / C b ab

~ 6  + ab
1 2g_ 1 1

Τ l?c* ~ b2 c2
(6.63)

Οι συνιστώσες (curlE ) 22 και (curlE)3 3  υπολογίζονται από τη σχέση (6.61) με 
κυκλική μετάΌεση των δεικτών και οι μη διαγώνιες συνιστώσες (curlE) 12  y (curlE) 13  
και (curlE ) 23 είναι μηδέν.

>

ί
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ότι
Ομοίως από τις σχέσεις (6.62),(6.21)-(6.23),(6.25),(6.56) και (6.52) προκύπτει

CαιτΙΗ )η =
2ο2

( ά ί' 3α2 δ2 C2 2 λ ,
V ^ c 2 + o2c2 ο2#! ο2) +

δ/ 3α2 3δ2 ο2 1 1
+ »(• 2 δ2̂ 2a2c2

+
2ο2δ2 + “ατ + b2

έ / 3ο2 δ2 3c2 1 1
+

2δ2ο2 * 20202 2α2δ2

+ δ2

(6.64)
Οι ποσότητες σ<0ΊΕβ>Ί και σ<αΊΗβ>Ί δίνονται από τις σχέσεις (5.93) και 

(5.94) αντίστοιχα

σ ^ Ε * *  =  a{%Efih ~ \ g afion E ^

σ <αΊΗβ>Ί = σ(αηΗβ)Ί -  \g o0aclH ^
Ο

(6.65)

(6.66)

Με τη βοήθεια των σχέσεων (6.30), (6.31 )»(6.29) και (6.48) η σχέση (6.65) 
δίνει

<ι „ ι>7 _  1 ί  ά / 2ά δ c άδ άο 2α2 b2
18ο2 y α '  a ^ 6 ^ c ^ o 6 ^ a c ^  b2<? a2t?

6 /ά δ 2c 2 άδ be a* o*
6 'ο  ^ b c al) ^  be b2c* a2̂  +

δ2

c2 2 JL I
a2b2 + ο2 δ2 “  ?

2c2 1 1

a2P a2 δ2 +
C/O zo c

+ - ( ------ j- H------c 'a  « *·
2b 2ac be a2 2b2 c2 1 2

c ae ^  be ftc* ^ a2i? a2b2 a2 ^ δ2

Οι συνιστώσες σ<2ΊΕ 2>1 και σ <31Ε3>Ί δίνονται από τη σχέση (6.67) με κυκ
λική εναλλαγή των δεικτών ενώ οι μη διαγώνιες συνιστώσες σ<ί1Ε Ι>Ί, σ<2~Ει>Ί. 
σ<!ηΕ3>Ί, σ <3̂ Ε ι>Ί,σ <2ΊΕ3>Ί και σ<3ηΕ 2>η είναι μηδέν.
Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (6.30),(6.31),(6.29) και (6.52) στην (6 .66) παίρνουμε

σ <ιΊΗ ι>'* =
_ 1_ / 2ά^ ^  c2

6abc \  α2 * δ2 ^  c
2άδ 2ac /δ 2 c2^ /δ2 ό2

οδ ac 'α 2 *  ο2''■δ2 c2

Οι συνιστώσες σ<2̂ Η 2>Ί και σ <3ΊΗ3>Ί δίνονται από τη σχέση (6 .68) με κυκ
λική εναλλαγή των δεικτών ενώ οι μη διαγώνιες συνιστώσες σ<ι^Η 2>η.σ <2ΊΗ ί>Ί, 
σ<*7/ /3>^. cr<3̂ H^>~f\ ο<2̂ Η3>̂  και σ<37 //2>7 είναι μηδέν.

Οι διάφορες ποσότητες που υπολογίσαμε, από τη σχέση (6.26) έως και την 
(6 .68), μπορούν τώρα να αντικατασταθούν στις εξισώσεις εξέλιξης και δεσμών 
(5.98)-(5.107).Έπειτα από πράξεις προέκυψαν τα ακόλουθα αποτελέσματα.

«

Τ̂
Ι *

* 
Τί»

| w
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6.1.1 Εξισώσεις Εξέλιξης και Δεσμών
1. Εξίσωση Raychaudhuri

Μ + 3ρ +  — + ^  + — = 2Λ- (6.69)
^ a 6 c

* 2. Εξίσωση διάδοσης της ελικότητας 

• α ’= 0 = 1 :

2 a b c ab he _ 26c 2α^ _  62 _  c2 2 ___ 1__ L = n
~a 6 c *  a b *  ac be b2<? a2c2 a262 a2 62 c2

(6.70)

• a  = 0  = 2:

2 b c a be ab 2 cic 2 b2 c2 a2 2  1 _  1 _
6 c a ^ be  ̂ ab ac  ̂ a2c2 a262 62c2 62 c2 a2

(6.71)

• a· = 0 = 3:

2 c a b ac be 2 ab 2 <? a2 62 2 1 1 _
c a 6 * ac *  be ab *  a2 b2 b2 c2 a2 c2 *  c2 a2 b2

(6.72) ‘

3. Εξίσωση διατήρησης της ενέργειας

/ χ/ά 6 c\ μ = -(μ  + p )( -  + τ  + “ ) να 6 c' (6.73)

4. Εξίσωση-έ

• a  = 0  = 1 :

2α(3) + 6<®) + c<̂  20o _ 2i a _ 2c a _ ^  <xb cb
α b c a2 ac ac b2 ab ^  be

£c + 0c + 6c _ 0^6  ̂ 20b2 _ a^c + 2 ac2 b2c 6c2
be a2 6c2 ac 

5aa t 7a26 ( 7a2 c 
b2?  + 2b3 c2 + 2b2 c3

e2a

a2cab2 
566

2a2c2 2a2 c3

ac2 62c be2  
562c 62ά 5cc

a3c2
+

2 a2 b2
_  i f®  . 24 _  b  c  , J 2 a  b c \

2a2b3 α*6* + β» 6» "  ?  +  +  ?,)( ΐ Γ  “  b “  c )  =  °

(6.74)

\
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26<3> c(3) a(3) 266 2c6 2ά6 cc ac be
6

H------- 1—c
-----
a 62 6c ab ~2 + C2 ac + h ~

aa 6a ca 62c 26c2 ab2 2ά26 a2c ax?
~~2 + a2 ab ac 'P c be2 ab2 * a26 a?c' ac2
566 7b2c 7 b2 a bee be? a c26 5αά
e^c2 + 2a2 c3 + 2 o?(? ^ 2a262 2a362 a26®+ 262c2
5a2c a26 26 c a . /' 2 b c <x\
262c® 63c2 + 6s c3 - 5  +  (K + P) c - a  -

(6.75)

α = 0  =  3:

2c<3> α(3) 6(3* 2 cc 2  dc
+c a + -Γ- + ac

26c
6c

άα 6α ca
a‘ ab ac

66 a6 c6
62 ^  a6 ^  cb
bee 7(?h 7c*b baa 

+ ζττττ + r -ττΐ +

ac2 2a2c 6c2 262c
ac2 ^  a2c 6c2 ^  62c

5a26 a2c

a26 a62

a26 o62
566

a262 2a362
562a 62c

+
2a263 262c2 26s c2 6s c3 2a2c2

2a3c* a2c® c3

2c a
+ -T - a1 6®+

. . / 2c ά 6\

(6.76)

5. Εξίσωση- II

•  o == 0 = 1 :

2a 6 c 66 cc c * b f?c 62ac (?ab 6a6 cac
a 6 c a2 7? "** a2b ^  a2c a3c a36 a3 a3

afc ac 26c 2a2 64 c4 62 c2 1 1
+ "T + —ab ac be + a4c2 a462 + a4 +  a4 6®

(6.77)

•  a  = 0  — 2 :

26
6

£ a cc aa a2c Λ a2 be <?ab ebe aab

C a 1 62c ^  afo2 l?c afo3 ■p·- “ P “

6c ab 2 ac 262 c4 a4 c2 a2 1 1

foe
--------- (-

ac a2c2 ■ a264 ‘~ Vc 2 + b4 + b4 C2 a2

+

= 0 

(6.78)



6.1. Ε Ύ Ρ Ε Σ Η  Ε Ξ ΙΣ Ω Σ Ε Ω Ν  Ε Ξ Ε Λ ΙΞ Η Σ  Κ Α Ι  Δ Ε Σ Μ Ω Ν  ΓΙΑ  Δ ΙΑ Γ Ω Ν ΙΑ  Τ Ε Τ Ρ Α Δ Ι Κ Η  Μ Ε Τ Ρ ΙΚ Η

• α = β  =  3:

2 c a b αά bb a2b b2a a2bc b2ac aac bbc
c a b c2 (? ^  be2 ^  ac2 ^  b<? ^  ac* c3 c3

he be 2ab 2c2 _  a4 _  fr4 , ^ _1___ ~
^ ac  ^  6c ab a2 b2 b2 c* a2 a4 c4 c4 a2 b2

(6 .79)

Ό λ ες  οι Ε ξισώ σεις Δ εσμ ώ ν είναι ταυτοτικά  ίσες με το μηδέν.
-  Οι Ε ξισώ σεις Εξέλιξης (6.69)-(6 .79) δεν είναι όλες ανεξάρτητες μεταξύ 

τους, αλλά  περιέχουν και εξισώσεις κ ενές  πληροφορίας.Μ πορούμε να  κατα
λήξουμε στο  ελάχιστο  σύστημα εξισώ σεω ν κάνοντας γραμμικούς συνδυασμούς 
των εξισώ σεω ν αυτών:
Αν αφαιρέσουμε την εξίσωση (6.71) α πό  την (6.70) προκύπτρι η εξίσω ση

a  b ac be a2

a  b ^  ac be ^  a2c9 bPc2
b2 1 1 Λ

+ — = 0αΔ b2 (6.80)

Ο μοίως αφαιρώ ντας την (6.72) από την (6.70) και από την (6.69) προκύπτουν 
οι εξισώσεις

6 c ab ac b2 _  c2 1____ 1_

b c +  a6  ac a2(? a2b2 b2 c2 (6.81)

και
a c ab be a2 c2 1 1  

a c + ab be ^  b2c2 a2b2 ^  a.2 c2
(6.82)

Παρατηρούμε ότι οι εξισώσεις (6 .79)-(6 .81) δεν είναι α νεξάρτητες μεταξύ  τους 
αλλά η μία από τις τρεις είναι συνέπεια τω ν  άλλων δύο .Γ ια  παράδειγμα η (6.81) 
προκύπτει αν από την (6.82) αφαιρέσουμε την (6 .80).

Π αραγω γίζουμε την εξίσωση (6.70) και λύνουμε ω ς προς ~ ^ - ^ + ^ - 1 - ^ .Α ν τ ικ α θ ισ τ ώ ν τ α ς  
τη σ χέσ η  που προκύπτει σ τη ν (6.74) καταλήγουμε στην εξίσω ση

( —  _  t  _  £\ (  2c 2ό6 a 2 b2 3<? 1 1 1 \
\  a b c ) \ ^ ^ ^ c  ab 2b2c2 2a2c2 2a2b2 a2 b2 e2)  ^

(6.83)
Με παρόμοιο τρόπο από τις (6 .75). (6.71) και (6.76), (6.72) α ντίσ το ιχα  παίρνουμε

/ 2 6 _c __ά \  /  · 2α 2be b2 c2 3a 2 1 1 1 \

\  b c a ) \ ^ ^ ^ a  be 2a2 c2 2 a2 b2 ^ 2 b2 c2 b2 c2 ^  a2)  ^
(6.84)



92Κ Ε Φ Α Λ Α ΙΟ  6. Χ Ω Ρ Ο Χ Ρ Ο Ν Ο Ι  B I A N C H I IX  Μ Ε  ΙΔ Α Ν Ι Κ Ο  Ρ Ε Υ Σ Τ Ο

XQU

( 2  c ά δ \ /  26 2ec c2 α2 36* 1  1  l \
\ c  α ϊ ) \ μ * Ρ+ b  a c  2α262 26V + 2o2c2 c2 a2 + 62J  °

(6.85)
Έστω ότι

— =  K  "  *  ο2 =  A6c (6 .86)
a  b  c

όπου λ =στα6ερά.Τότε 6α πρέπει

26 . c  a
^ -  + -

b c  a

και
2 c . a  b— * -  + r• * c a  b

διότι αν π.χ.
2 b c  a

— ~ A—
b c a

που σε συνδυασμό με την (6.86) 6 α μας δίνει

(6.87)

(6.88)

(6.89)

ά _  6 _  c 
α 6 c

(6.90)

χαι άρα μηδενική διατμητιχή ταχύτητα που οδηγεί σε ισότροπο ομογενή χωρο
χρόνο FRW.Me παραγώγιση της (6 .86) προκύπτει

4ά _  26 2c δ2 c2 26c
ο δ  ̂ c δ2 c ^ 6c

(6.91)

Πολλαπλασιάζουμε την (6.80) με 4 χαι στη σχέση που προκύπτει αντικαθισ
τούμε τις (6 .86) χαι (6.91) χαι παίρνουμε

c δ \  _  δ2 c2 462 4α2 4 4
c δ /  δ2 c2 ^  ο2̂  δ̂ ε2 ^  δ2 ο2

(6.92)

Πολλαπλασιάζουμε την (6.81) με 2 και στη σχέση που προκύπτει αντικαθισ
τούμε την (6 .86) οπότε προκύπτει ότι

/ δ  _  c \  _  /δ  c \  / c  _  δ \ 2c2 _  2δ2 j2 _  2̂
\ b  c)  \ b  c ) \ c  b )  *  β2δ* a2c2 c2 δ2

Με πρόσθεση κατά μέλη των (6.92) και (6.93) προκύπτει ότι

δ2 c2 2α2 1 1 _ 2 _
« V  + α2δ2 62c2 + δ2 + c2 α2 ~  °

(6.93)

(6.94)
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Με τη βοήΰεια της (6.86) η (6.94) γίνεται

I  + ! - - 2-  + A  + J L _ 2 i  = o
62 c2 A6c Ac3 Α63 be

ή ισοδύναμα

( j )  + 1 - 2 ( A + x ) f + x ( c  +  i )  =  0
η οποία συνεπάγεται ότι

c .  ̂ b c
7  — constant =» 7 =  -  
0 b e

οπότε από τις (6.86) και (6.97)

(6.95)

(6.96)

(6.97)

a _  b _  c 
a b c (6.98)

και πάλι καταλήγουμε σε μηδενική όιατμητική ταχύτητα. Ακολουθώντας μία 
παρόμοια διαδικασία αποδεικνύεται ότι για να έχουμε μη μηδενική διατμητική 
ταχύτητα θα πρέπει να μην μηδενίζεται καμία από τις ποσότητες

2 ά _  b __ c 26 c ά 2c a 6

a 6 c ’ 6 c a 1 c a b

Επομένως οι εξισώσεις (6.83)-(6.85) γίνονται

2 c 2 ά6 a2 b2 3c2 1 1 1
β + P + c ab 2 b2 c2 2 a2 c2 2 α Ψ a2 ~ 62 + c2

P + P +
2a 26c b2 c2

|
3 a2 1 1 1 1

a be ■ 2 a2 c2 2a262 2 b2 c2 ~ 62 "■ “ 2 +c2 a2
26 2  ac c2 a2 3b2 1 1 1

6 ac 2α262 2 b2 c2 2 d2c2 c2 a2 62

(6.99)

0 (6.100) 

0 (6.101) 

0 (6.102)

Λύνουμε την εξίσωση (6.69) ως προς μ και αντικαθιστούμε στις (6.100)-(6.102) 
οι οποίες παίρνουν τελικά τη μορφή

a 6 (ib a2 62
a ^  6 a6  ̂ 462c2 4a2c2
6 c be b2 c2
6 ^  c ^  6c 4a2c2 4a2 62
c a ac c2 a2
c  ̂ a  ̂ ac 4a.262 462c2

3c2 1 1

4a2 b2 +
2a2 + 262

3a2
+

1 1 1
4 b2<? 262 2c2
3 b2

+
1 1

4 a2 c2 2 c2 + 2a2

^ 2  =  Λ - p  (6.103) 

^ 2  = Λ — p (6.104) 

~ 2  = A — p (6.105)
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Είναι φανερή ότι οι εξισώσεις (6.103)-(6.105) δεν είναι όλες ανεξάρτητες αλλά 
οι δύο από τις τρεις μπορούν να προκόψουν από την τρίτη σε συνδυασμό με τις 
(6.80)-(6.81).Για παράδειγμα η (6.104) προκύπτει αν από την (6.103) αφαιρέ- 
σουμε την (6.82).
Με άθροιση κατά μέλη των (6.100)-(6.102) και με τη βοήθεια της (6.69) καταλή
γουμε στην εξίσωση

άΐ) t άέ ι be α2 b2 c2 1 1 1  . , (ί
ab + nc + be ~ W ?  ~ Ίά7?  ~ 4 ^Ρ  + ^ * 2 ^  + 2 ? ~ μ + Λ ^ ,106'

U εξίσωση (6.73) προκύπτει εύκολα παραγωγίζοντας την (6.106) και χρησι
μοποιώντας τις (6.80)-(6.81).Επιπλέον οι εξισώσεις (6.77)-(6.79) είναι κενές 
πληροφορίας αφού με τη βοήθεια των (6.80)-(6.81) γίνονται ταυτοτικά ίσες με 
το μηδέν.

Σύμφωνα με την παραπάνω ανάλυση καταλήγουμε στο ότι το ελάχιστο 
σύστημα εξισώσεων που περιέχει όλη την πληροφορία για το χωροχρόνο και 
το υλικό του περιεχόμενο είναι το εξής:

a  b  άέ b e  a 7 b2 I
α 6  ̂ a c  b e  bPc7 a 7cΆ  ^  α2
ά c a b  b e  a 7 c2 I
« e ̂  ab be ^  b2c2 a7 b7  ̂a7

.2 b2
+

= 0

= 0

(6.107)

(6.108)

a c ob a· 
a  c  ^  ab ^  4 b 7c?  ' 4( P c 3  

id )  i i e  b e  a 7 

a b  * ae * b e  A i d e 1

ί - ^ + ά  + ά - έ  = Λ- ” <6109)

Ϊ Λ 3  -  i W  +

6.2 Εύρεση Αναλλοίωτης Βάσης
για τους Χωροχρόνους Bianchi IX

Σκοπός μας εδώ είναι να εισάγουμε ένα σύστημα συντεταγμένων χ 1.* — 
0 , 1 ,2.3. όπου χ° = t , χ 1 = χ  . χ2 = ι/ , χ 3 = r και να βρούμε τη μορφή 
της αναλλοίωτης βάσης ως προς αυτό το σύστημα συντεταγμένων.Οι τροχιές 
της συντεταγμένης I λαμβάνονται κάθετες προς τις ομογενείς υπερεπιφάνειες ( 
όπως στο κεφάλαιο Γ>.2) οπότε:

#  = (6 .1 1 1 )

Επιπλέον μπορούμε πάντα να επιλέξουμε ένα από τα τρία διανύσματα της χω
ρικής αναλλοίωτης τετραδικής βάσης να εφάπτεται στις τροχιές της συντεταγ
μένης χ 1 έτσι ώστε:

ΕΓ =  V (6.112)
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Οι συνιστώσες των άλλων δύο διανυσμάτων της χωρικής βάσης Όα δίνονται 
από τις σχέσεις:

Ε2' = M J + W 1  + W J (6.113)
Ε3  = C]<5; + c 2S '2 + c 3S '3 (6.114)

όπου τα 6 i , 6 2, 0 3 , C i , c 2 ,C3 είναι συναρτήσεις των συντεταγμένων x ,y 3 z.
Συνδυάζοντας τις (5.30) και (6.15) προκύπτει ότι οι σχέσεις μετάθεσης για 

τα χωρικά οιάνύσματα της αναλλοίωτης βάσης παίρνουν τη μορφή:

[£?,. jsy* = - ε 3{ (6.115)
ι ε 2 , ε 3)' =  - ε : (6.116)
ιεζ, ε ,υ = (6.117)

Από τις (6.112),(6.113) και (6.115) παίρνουμε:

\E uE tΓ = ~ Ε 3' => E j E j j  -  E j E j j  = - E j  
=* δ[ E f j  -  Ε * %  =  - E j  
=» E2\ x = - E 3i

b\,x6\ + b2 ,x6 l2 + 03,ζ̂ 3 =  — c2̂ 2 “■ c3̂ 3
=> bhx = -Ci , 62,x = c2 , 63,x = - c 3 (6.118)

Με τον ίδιο τρόπο από τις υπόλοιπες σχέσεις μετάθεσης (6.116) και (6.117) με 
τη βοήθεια των (6.112)-(6.114) λαμβάνονται αντίστοιχα οι σχέσεις:

bichx + b2 cx,v + 63Ci,2 -  cxbhx -  c2 bhy -  czbifZ = -1  (6.119)
b\c2fX -l· b2 C2 ,y 4- bsC2jZ — Ci62,x — c262,y ~  £3 2̂,* = 0 (6.120)
b\cZfX +  b2 c3)y + 63c3,2 -  ci63>i  -  c2bz,y -  c363,2 =  0 (6.121)

και
ci,x =  bi , c2fX =  b2 , c3,x =  63 (6 .12 2 )

Παραγωγίζοντας τις (6.119) ως προς a: και χρησιμοποιώντας τις (6.118) καταλή
γουμε στο ότι οι συναρτήσεις b\{x,y,z),b 2 (x, y, z),bz(x,y, ζ) ικανοποιούν τις 
διαφορικές εξισώσεις

bi>xx — “ 1̂ » b2tXX — b2 , 3̂ (6.123)

και άρα έχουν τη μορφή

b\ τ- α ] (j/, ?) sin ,τ + βλ (y , 2 ) cos χ (6.124)
b2 = a 2 (y, 2) sin χ  + $ 2(2/, 2 ) cos χ (6.125)
h  = «3(y, 2) sin a; + fiz(y. z ) cos x (6.126)

\
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Εισάγωντας τις σχέσεις (6.124)-(6.126) στις (6.118) βρίσκουμε ότι η μορφή 
των συναρτήσεων ci(x,y,z) , c2 {x ,y ,z) , c3 {x ,y ,z) είναι η εξής

c i =  0 i(y ,z)sinx-a\{y,z)cosx  (6.127)
c2 =  p 2 ( y ,z ) s in x - a 2 (y ,z )cosx (6.128)
C3 =  0 3 {y,z) s m x - a 3 {y,z)cosx (6.129)

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (6.124)-6.129) στις (6.119)-(6.121) καταλήγουμε 
στο ακόλουθο προς επίλυση σύστημα διαφορικών εξισώσεων:

O'!2 +  /?,2 +  OC201,y +  α 3 0 \ ,ζ  ~ 02OCl,y ~ 0 3 α \,ζ  =  ~ 1 (6.130)
αι»2 + 0 \ 0 2  + Ot202 ,y  ~ 02(*2,y + OC302 ,ζ  ~ 03&2,ζ — 0 (6.131)
Οΐθ3 +  0 1 0 3  +  ο 203,y -  02<*3,y +  01303,ζ ~  0 3 ^ 3 ,ζ =  0 (6.132)

Στη συνέχεια θα χρησιμοποιήσουμε την ελευθερία που έχουμε ως προς 
την επιλογή των συντεταγμένων για να απλοποιήσουμε και εν τέλει να επιλύ
σουμε το παραπάνω σύστημα.Πρώτη μας επιδίωξη είναι να βρούμε πώς μετασχη
ματίζονται οι ποσότητες α ι,θ 2 ,α3, 0 ι , 0 2 ,0 3  κάτω από το μετασχητισμό των 
χωρικών συντεταγμένων.Δηλαδή ένα μετασχηματισμό της μορφής τ 'χ — χη(χί), 
όπου i , j  = 1 ,2,3. Οι συνιστώσες των διανυσματικών πεδίων της τετραδικής 
μας βάσης ως προς το νέο σύστημα συντεταγμένων συμβολίζονται ως Ε'α ‘.Προφανώς 
ισχύει ότι:

Ε '0  i =  Εο1 = (6.133)

Οι συνιστώσες Εα* μετασχηματίζονται σύμφωνα με τη σχέση:

F  ’ dx * 2 + «ξ! Β 3 (6.134)

αφού Εα° -  0.Απαιτούμε επιπλέον το διάνυσμα Ej να είναι εφαπτόμενο και 
στην καινούρια συντεταγμένη χη ,επομένως:

Ε\ * =  <Ρ, (6.135)

Για τα υπόλοιπα διανυσματικά πεδία ισχύουν οι σχέσεις:

# 2 * = 1>\δ\ + b’2 6'2 + 1/3 δ3  (6.136)
Ε'3 ' = ^ δ \  + c2 6'2 + c2 0'3  (6.137)

όπου τα είναι συναρτήσεις των καινούριων συντεταγμένων
τ'. ?/. ζ1. Προφανώς οι σχέσεις μετάθεσης (6.115)-(6.117) ισχύουν και για
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τις μετασχηματισμένες συνιστώσες E?a ', άρα οι συναρτήσεις b\, 
δίνονται από τις σχέσεις:

4 . 4> 4 .4 .4

b\ = <x\ (y\ ζ') sin x' + β[ {y't ζ') cos .τ' (6.138)
b2 = a'2(y\ ζ') sin χ' -1- p2(y', ζ') cos χ' (6.139)
4  = 03(1/', ζ') sin .τ' + 03(y', ζ’) cos .τ'4 <

(6.140)

και

__ c\ = β\ (y'. s') sin χ ' -  α', (y\ s') cos τ ' (6.141)

4  = (»/'> “') sin χ ' -  <4 (y'>z>) cos x ' (6.142)
4  = 4 (?A s') sill .r' -  03(2/', s') cos .τ' (6.143)

και οι συναρτήσεις 0 1 , 0 2 ,0 3  ικανοποιούν τις (6.130)-(6.132) στο νέο
σύστημα συντεταγμένων. Από την (6.136) έχουμε ότι:

b\ = E'2 \ b '2 = E'2 \ b ' 3 = Ε2ά (6.144)

επίσης από τις σχέσεις (6.134) και (6.113):

i dx ' d x ' d x '
=* Ei = h —  + &2-κ— + h - ^ ~  dx dy dz (6.145)

Επομένως αντικαθιστώντας την (6.145) στις σχέσεις (6.144) βρίσκουμε ότι οι 
ποσότητες β3  μετασχηματίζονται ως εξής:

• / ,  ax·' , d x ' ,  d x '
6 j  == 6laT+

2 d y
+  6 3 - 7 Γ -  

d z

II

=  &  d x
+ & d y d z

f / .  d z ' .  d z 1 ,  d z '
6 3  = + b - t - T r -

dxy +  ^ 3 Τ Γ ~
d z

Από τις σχέσεις (6.134),(6.135) και (6.1 1 2 ) βρίσκουμε ότι:

<51 — E ’ l - ^ F  2 + & % 3  θ χ 1a . + *ΓΚ| * Ί Χ ε < - 1 ^

9x ‘ ' γ).ι: ” ’ a-r
•τ' =  X  +  X  ( y. z ) , y '  =  y ' ( y ,  z) , z ' =  z \y , z)

(6.146)

(6.147)

(6.148)

(6.149)

\

i
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όπου οι σχέσεις αυτές εκφράζουν την ελευθερία που έχουμε στην επιλογή των 
χωρικών συντεταγμένων.Τώρα από τις (6.149) και (6.146)~(6.148) προκύπτουν 
τα εξής:

u Λ u dX  t u dXfrj — b\ + 62*̂ — l· 63-^— oy dz (6.150)

y  h dyf λ- h dyf 
oy dz

(6.151)

/ dz* dz* (6.152)
63 =  6 ,a i  + 6!W

Αν αντικαταστήσουμε τις (6.124)-(6.126) στις (6.150)-(6.152) παίρνουμε:

νχ =

+

*2 = 

% =

aiS inx +  /?icosx + (a2sinx + /?2cosx)-^— +
oy

, · & sdX(03 sinx + p3cosx)— ~ 
dz

(a2sinx + ^co sx )-7r -  + (assinx + 0 zcosx)~z~ oy oz
/ . Λ t Λ \&ζ*(a2Sinx + ftcosx )—  + (a3Sina: + ftcos.T)—  

oy oz

(6.153)

(6.154)

(6.155)

Όμως για να βρούμε τα , α2, α^, 0 [, β'2, β '3  πρέπει να εκφράσουμε τα ίή, ίή, (ή 
συναρτήσει των sinx' και cos χ'. Από τη σχέση (6.149) και από τις γνωστές μας 
τριγωνομετρικές ταυτότητες παίρνουμε:

sinx = sin(x' -  X) =  sinx'cos A' — cosx'sinA (6.156)
cosx = cos (τ' — A) = cos x cos A' f  sin x' sin X  (6.157)

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (6.156) και (6.157) στις (6.153)-(6.155) τελικά 
προκύπτει ότι:

b\ — |  οι cos X  + β\ sin X  + (α2 cos X  + 0 2  sin A') —  + (03  cos λ' + 03 sin A'

{
d  Y 
0 \cosX  — »i sin A' + ( 0 2  cos A' -  a 2 sin A ) + ($3  cos A + Q3 sin A

tit =  | ( a 2cosA + /32sin A ) ^  + (a s c o s A + A s in A ')^ - |s in x ' +

+ j (&  cos A -  a 2 sin X)*^~ + (A cos A -  o3 sin A ') ^ J c o s  x'

(6.159)
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ft =  j ( a 2cosX + f t s i n X ) |^  + (a 3 C O sX + fts in X ) ||- js in x ' +

+ I (ft aw X -  a 2 sin x) ̂  + (ft cos A' -  a 3 sin A) 1 cos x 1 

. ■ (6.160)

Συγκρινοντας 'τις (6.158)-(6.160) με τις (6.138)-(6.140) καταλήγουμε στους 
ακόλουθους τύπους μετασχηματισμού για τα ο ,,0 ,·, i = 1 ,2,3:

dX
α[ = Ο ι cos X  4- βι sin X  (ο2 cos Λ' -\- p2 s \n X )—  -\-

β Υ
-f (o3 cosA +  03 sinA )-^- (6.161)

dX
0\ = 0ι cos A -  Οι sin A -f (02 cos A -  o2 sin A) +

q y

+ (ft COS A -  as sin A )^— (6.162)
az

dv  ̂ dt/
o '2 = (o2cosA 4-02sinA)— 4 (o3 cosA + 03 sinA)—  (6.163)

dx/ dt/
0 2  = (02 cos X  — o2 sin A") + (0$ cos A — o 3 sin A) (6.164)

/ . dz* d"f
q 3 — (^2 cos A T  02 sin A ) + (o3 cos A + 03 sin A”) (6.165)

02

03 = (02 cos A' -  «2 Sin A ) ^ -  4- (03 cos A -  o3sin A ) ^ -  (6.166)
vy az

Σημειώνουμε ότι οι σχέσεις (6.161)-(6.166) μας οίνουν τα ο ί , ο ^ , # , # , / *  
συναρτήσει των παλιών συντεταγμένων .τ, y, ζ και όχι των χ \  y \ ζ'

Τώρα εισάγουμε την απαίτηση:

01 = 02 = 03 = 0 (6.167)

Τότε, σύμφωνα με τις (6.13δ)-(6.137) και (6.138)-(6.143), τα διανύσματα βάσης 
παίρνουν τη μορφή:

/?;·; = ό-,
Ε·2 ’ = o', sin x'ft -I f t  cos x'ft + f t  sin x 'ft 
^3 ’ = ~ α\ cos χ'δ\ -I- f t  sin x 'ft -  03 cos x 'ft

(6.168)
(6.169)
(6.170)
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και οι σχέσεις μετασχηματισμού (6.161)-(6.166) γίνονται:

a, =  Q\ cos X  + β\ sin X

0 =  /?ι cosX — ft] sin X

dX
+ (a2COsX + /?2sinX)-T— 4-

oy

+ (<*3 cos X  + 03 sin X) ax
dz
ax

4- (/?2COsX - 0 2  sinX )—— 4-dy

+ ($3C o s X -a 3 s in X )^ ·
dz

(6.171)

(6.172)

dyf
(a2 cos X  +  02 sin Χ)-π— + (<*3 cos X + 03 sin X )-^-  dy dz

(02COsX — a iS in X ) ^  + (^3cosX — a 3 s in X )^ -  
dy dz

(6.173)

(6.174)

Λ 2/
®3 =  («2COSX+/^sinX)— + (0 3 COSX+ /?3 sinX)-^- (6.175)

oy oz

0 =  { 0 2  cos X — £>2 sin X)-r— 4· {0^ cos X — 03 sin X)-~· (6.176)dy dz

Παρατηρούμε ότι οι εξισώσεις (6.172), (6.173) και (6.176) περιορίζουν αλλά δεν 
καθορίζουν πλήρως τις συναρτήσεις μετασχηματισμού X(y, z),y'{y, ζ), z'{y,z) 
αφήνοντας ακόμη ελευθερία στην επιλογή των συντεταγμένων μέσω του μετασχη
ματισμού (6.149).Εκτελούμε λοιπόν εκ νέου το μετασχηματισμό:χ" = χ 1  + 
X 'iy 'iZ 1)’!/' — ζ'),ζ"  = ~'{y'. - ') όπου και πάλι απαιτούμε:

β'ΐ =  a? = #  = 0 (6.177)

Από δω και πέρα για να απλοποιήσουμε τη μορφή των εξισώσεων Αα χρησι
μοποιήσουμε τον εξής συμβολισμό:

.τ'
yf , ζ"

χ  , y -* y  . ζ

/

/ η / , Λ/Q'l . Oj —♦ Ο2 * **3 λ3
Οι , o j Q? * Ο3 03

Για τα μετασχηματισμένα διανύσματα βάσης Ε„ και τις ποσότητες ο 0 2 ,0*3  
ισχύουν μετασχηματισμένες οι σχέσεις (6.115)-(6.117). (6.130)-(6.132) και
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(6.168)-(6.170). Επιπλέον, οι εξισώσεις (6.172), (6.173) και (6.176) που περι
ορίζουν τις συναρτήσεις X {y ,z ) ,y \y ,z ) ,z l(y,z), παίρνουν τη μορφή:

. ν  Λ „dX  . „ d Xot\ sm X + β2 cos Λ —---- a 2 sm X  = 0ay az *
(6.178)

dyt dyt β2 sin X  + cv3 cos X  =  0 
ay az (6.179)

β2 cos A —---- a 3 sill A —  = 0ay az (6.180)

και οι σχέσεις (6.171), (6.174) και (6.175) που αποτελούν τις εξισώσεις μετασχη
ματισμού των συναρτήσεων γίνονται:

α, =

β  =

Ofo =

ν  η ’ Λ/' ̂ Α &ΧajcosA  + P 2 smA--— h a 3 cosA—- 
ay οζ

α Y dy' . dy*02 cos A —----- a 3 sin Λ —
ay oz
fi-r* /W

β 2 sin X  + cv3 cos X  -
oy az

(6.181)

(6.182)

(6.183)

Λόγω των (6.167) οι εξισώσεις μετάΌεσης (6.130)-(6.132) παίρνουν τώρα την 
απλούστερη μορφή:

T-H1IIΛs1N —1
p (6.184)

oII8 (6.185)

P P ο» 1 to P 00 5s II o (6.186)

Από την εξίσωση (6.185), εφόσον α3 φ 0 (ειόάλως τα Εα Όα πάψουν να είναι 
γραμμικώς ανεξάρτητα), προκύπτει ότι:

α3 β2,ζ = 0 => β2,ζ = 0=*β2 = 02 (y) (6.187)

Η (6.187) μας επιτρέπει, όπως Όα δείξουμε στη συνέχεια, να Όέσουμε:

β2 = 1 (6.188)

Πράγματι, για να είναι αυτό εφικτό Όα πρέπει να βρεΌούν συναρτήσεις y'(y, ζ), z'{y, ζ) 
που να ικανοποιούν το σύστημα των εξισώσεων (6.182) και (6.179). οι οποίες 
τώρα παίρνουν τη μορφή:

Λ · ν' &Vβ2 cos X   ---- α3 sin Λ = 1
ay οζ

#2 sin X  + α3 cos X — ■ = 0 συ Οζ

(6.189)

(6.190)
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θα  επιλύσουμε το σύστημα αυτό ως προς ορίζουσα του συστήματος
είναι:

£> = β2 cos X  - α 3 sin X  
0 is m X  a 3cosX facts φ  0

Άρα το σύστημα έχει μη τετριμμένη Χύση.Επιπλέον

= α3 cos XDy = 1 — 03 sin X  
0 o3 cos X

(6.191)

(6.192)

Dz = 02 cos X  1 
02 sin X  0 ■02 sin X

Επομένως η λύση του συστήματος (6.189), (6.190) είναι:

Βφ __ Dy _  cosX
By D ~  0 2
Bxf _  _  _sin X
Bz D «3

Για να είναι συνεπές το σύστημα των εξισώσεων (6.194), (6.195) 6α πρέπει να 
ικανοποιείται η σχέση ολοκληρωσιμότητας

a y  ay

(6.193)

(6.194)

(6.195)

BzBy Bydz

Αχό τη σχέση (6.194), λαμβάνοντας υπόψιν και την (6.187), παίρνουμε:

(6.196)

a y
BzBy

a  /cos A' \ — sin X  BX
B z ' H T '  ~ 02 Bz

και από την (6.195):

a y _  d  / sinA \ _  sin A 
z a w ' 03 '  o , 2 a3,s

cosXBX

(6.197)

(6.198)
ByBz By^ a3 /  o32 03 9y

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (6.197) και (6.198) στην (6.196) προκύπτει ότι

-  sin A’ BX  sin X  cos A~ BX 
02 Bz a 32 ° 3'v a 3 By

=> —o3 sin X  = 02tt3j, sin λ  — 02Ct3 cos A —

=> /%θ3,„ sin X  + 0 3(03  sin X — 02 cos A' ■— ) = 0 (6.199)
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Με τη βοήΐίεια της εξίσωσης (6.178) η προηγούμενη σχέση γίνεται

/?2»3,ySinAr -  aiOssinA = 0
=» (02(Χ3# -  a ia3) sin X  -  0 (6.200)

η οποία ισχύει λόγω της σχέσης (6.186).Επομένως ικανοποιείται η συνθήκη 
ολΐ>*ληρωσιμότητας (6.196) και έτσι η επιλογή (6.188) είναι δυνατή και δεν 

• οδηγεί σε ασυνέπεια.
Ας εκτελέσουμε εκ νέου το μετασχηματισμό (6.149):

χ' =  χ + X (y ,z)
ν' = ν'(ν,ζ)
ζ' = z'(y,z)

κρατώντας όλες τις συνθήκες που έχουμε επιβάλλει, δηλαδή:

βχ = α2 =  β» = 0 , β2 = 1 (6.201)
#  = *2  =  β '3 = 0 , ^  = 1 (6.202)

Τότε οι εξισώσεις μετάθεσης (6.184)-(6.186) γίνονται

a f - a i #  = —1 (6.203)
0 ]Q3 *“ <*3,y =  0 (6.204)

και οι σχέσεις (6.178)-(6.183), (6.194) και (6.195) που καθορίζουν το μετασχη
ματισμό μας δίνουν

και

—Q ] sin A' dX  . a x  _
+ cos A —-----a 3 sm A = 0dy dz (6.205)

dz'cos A —  
dy -  0 3  sin A —  = 0 dz (6.206)

<V
dy = cos A' (6.207)

<V sin A'
(6.208)dz 03

1 ...............dX  dXa , = a, cos A H- sin A -r— + a 3 cos A -
oy dz (6.209)

α* . Y dzf dz'Jin Λ —  4- α3 cos Λ —  όυ f)z (6.210)
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Η ποσότητα α '3  είναι εν γένει συνάρτηση των μετασχηματισμένων συντετα
γμένων y', ζ', δηλαδή 03 =  αί,(ι/, 2')·Με έναν μετασχηματισμό συντεταγμένων 
Άα απαιτήσουμε η συνάρτηση α3  να εξαρτάται μόνο από τη συντεταγμένη y', 
δηλαδή να ισχύει οί3  = α^(?/).Όμως το y' =  y'(y, ζ ).Επομένως το Og εξαρτάται 
έμμεσα από τις συντεταγμένες y, ζ και ισχύει ότι

dot'3 da'3 dy'
dy dy' dy
da '3 da '3  9 ν'
dz dy' dz

(6.211)

(6.212)

Διαιρώντας κατά μέλη τις δύο παραπάνω σχέσεις και χρησιμοποιώντας τις 
(6.207) και (6.208) παίρνουμε ότι:

da '3  dy' _  da 3 dy' 
dy dz dz dy

=>

=»

— sin X  da '3  
a 3 dy

cos A'
dz

cos A"
. da'·, sin X  da

d ·. 03 dy
= 0 (6.213)

Άρα αν το a '3  είναι συνάρτηση μόνο του yf τότε πρέπει να ικανοποιεί και 
τη σχέση (6.213). Τώρα Οα αποδείξουμε και το αντίστροφο, δηλαδή ότι αν 
ικανοποιείται η σχέση (6.213) το 03 είναι συνάρτηση μόνο του y'-Έατω λοιπόν 
ότι ισχύει η σχέση (6.213) και α3  = α'3 {ι/.ζ'). όπου y' = y'(y, ζ) και z1  = 
z*(y, ζ).Τότε

<K da '3  dy' da'dz*  + — l  —
dy dy1 dy dz' dy
da '3 da '3  dy' d a id z ' 

+ — - —dz dy* dz dz' dz

(6.214)

(6.215)

Θα λύσουμε αυτό το σύστημα ως προς ^?·Για να υπάρχει λύση Άα πρέπει 
η ορίζουσα του συστήματος να είναι διάφορη του μηδενός

D =
SSL Θ:'

«!C dz*
Θ: dz

dy' dz' 
dy dz

<)i/d£ 
dz dy

(6.216)

Αντικαθιστώντας στην προηγούμενη σχέση τις παραγώγους ^  και από 
τις (6.207) και (6.208) αντίστοιχα και την παραγωγό χρησιμοποιώντας τη
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σχέση (6.206) (θεωρώντας ότι cos X  Φ 0) προκύπτει ότι

Λ vdzf , sin X  dz'D = cos A —  + ------ —
dz a 3 dy
dz' sin2 X  dz!

= eosA — + -----7Γ—dz cos X  dz
l dz'

cos A' dz (6.217)

Άρα η ορίζουσα του συστήματος είναι διάφορη του μηδενός αν η παραγωγός 
^  είναι διάφορη του μηδενός

ϋ φ  ο & ^ φ ο
Ο Ζ

(6.218)

το οποίο μπορούμε πάντα να επιλέξουμε να ισχύει αφού δεν αντιτίΟεται στους 
περιορισμούς (6.205) και (6.206) και τότε το σύστημα έχει λύση.Η λύση του 
συστήματος βρίσκεται ως εξής:

Dy = dy dy 
do's dz' 
dz dz

dy’ da*
dy dy 
dy'
dz dz

da '3  dz' da '3  dz'
dy dz dz dy

da3 dy' da '3  dy'

(6.219)

(6.220)dz dy dy dz

Χρησιμοποιώντας και πάλι τις σχέσεις (6.207) και (6.208) η ορίζουσα Dz γίνεται

(6.221)
_ ν  da '3  sin X da»Dz — cos λ

dz a 3 dy
και τελικά αφού ισχύει η σχέση (6.213)

da'o D
D: = 0  => -qJ  = = 0 =φ· «3 = a'3 {y’)D (6.222)

Έχοντας τώρα επιτύχει η ποσότητα α3 να εξαρτάται μόνο από τη συντε
ταγμένη y (οπότε και η α ι εξαρτάται μόνο από το y λόγω της (6.204) ) εκτελώ 
εκ νέου το μετασχηματισμό (6.149) με

sinX  = 0 <& X  = λ~π\ k = 0,± 1 ,± 2 .... (6.223)

Για να είναι αυτός επιτρεπτός, δηλαδή να διατηρεί τις (6.201) και (6.222), 0α 
πρέπει να είναι συμβατός με τους περιορισμούς (6.205)-(6.208).Εξ αυτών ο 
(6.205) ικανοποιείται ταυτοτικά, ενώ οι υπόλοιποι τρεις δίνουν αντίστοιχα:

dz' dz' tdz' dz'
cos(fc7r)—  -  q 3 sin(A^)-^- = 0 => (~ 1 )S — = 0 =*► = 0 (6.224)dy dy dy
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dv
= cos(kn) = (—1); (6.225)

(6.226)

~ ~ \ */ a ------ , n -  -  (6.227)a 3 dy d z  dz

και σε συνδυασμό με τις (6.225) και (6.226) μας λέει Ατι η (6.222) συνεχίζει να 
ισχύει και στο νέο σύστημα συντεταγμένων.Οι εξισώσεις (6.209) και (6.210), 
που δείχνουν πώς μετασχηματίζονται οι ποσότητες α ι ,α2 γράφονται τώρα

o', =  Qj cos(far) + s in ( f a r ) ^ — + a3c o s ( k n ) ^ ^ -  = (-l)*a j(y ) (6.228)

sin(Α:π) _  
d z a 3 ~

Επιπλέον, η συνθήκη (6.213) γράφεται:

da'3 t sin(fc7r) do?3 _ Q ^  t f 90*»coe(Aw)-^ +

/ . t u Jdz' dz? * dz?
a 3 = sm {b r)-^  + a3ca&{k.it)—  ^  ( -1  ) o » (y )-^

Σοδιάζοντας τις σχέσεις (6.227) και (6.229) παίρνουμε

(-!)*«,<*)
dV d2 z' Λ 

0 => — ■ = 0

(6.229)

(6.230)
d z 2 d z 2

Τελικά βλέπουμε ότι οι (6.224)-(6.226) και (6.230) δείχνουν ότι ο μετασχημα
τισμός (6.149) με sin A =  0 μπορεί να εκτελεστεί μόνο στη μορφή

3? = χ  + Λπ (6.231)
ν' = ( - l ) fc» + a (6.232)
ζ' = bs + c (6.233)

όπου τα a, b, c είναι σταθερές και το k  παίρνει ακέραιες τιμές k  = 0, ±1, ±2, ±3,... 
Οι σχέσεις (6.228) και (6.229) μας δίνουν τα α\ και α3 συναρτήσει του j/.Για 
να γράψουμε τις ποσότητες αυτές συναρτήσει του j/, από τη σχέση (6.232) 
παίρνουμε

» = p i j ?  <·■**>

και αντικαθιστώντας την παρακάνω σχέση στις (6.228) και (6.229) βρίσκουμε 
άτι

<*\W) *  ( - 0 * θ ι ( ρ ^ ί ) (6.235)

«;<✓ > -  i - ^ Α χ ι φ (6.236)
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Αυτό που απομένει τώρα είναι να ολοκληρώσουμε τις εξισώσεις μετάθεσης 
(6.203) και (6.204) και να χρησιμοποιήσουμε τους τύπους μετασχηματισμού 
(6.235) και (6.236) για να απαλείψουμε τις σταθερές ολοκλήρωσης.'Ετσι, από 
την εξισώση μετάθεσης (6.203) παίρνουμε:

Q'i = tan(?/ + Ci) (6.237)

όπου Ci =σταθερά.Αντικαθιστώντας την τελευταία σχέση στην (6.204) προκύπτει 
ότι

-
das / ν C2

= α3 tm (y  + ci) α3 = dy cos(yAci)
(6.238)

όπου C2 = 
γίνονται

^σταθερά.Επομένως οι σχέσεις μετασχηματισμού (6.235) και (6.236)

<*\i.y') = ( 1 )lta n (^ _ 1 j* +c>) (6.239)

«3(2/0 = (~ i)kb—
C0S{friW + ci)

(6.240)

Επιλέγω:

k  = 1 , C] = - a  , c2 =  1 (6.241)

Τότε ο μετασχηματισμός μου δίνεται από τις σχέσεις

x' = x A n (6.242)
y' = - y  +a (6.243)
zf = bzAc (6.244)

και οι σχέσεις (6.239) και (6.240) γράφονται:

ft'i(y') = tan y1 (6.245)

<*'3 (li) = — ^  cos 2/
(6.246)

Τελικά αντικαθιστώντας τις σχέσεις (6.245) και (6.246) στις σχέσεις (6.168)- 
(6.170) και λαμβάνοντας υπόψιν ότι έχουμε απαιτήσει β 2 — 1 προκύπτει ότι 
τα χωρικά διανύσματα της τετραδικής μας βάσης είναι τα εξής (βλέπ( και [28] 
aeX.107):

ε ;  = ό;
sin τΕ2 -  tan y sin χδ\ A cos χδ2 ------ - δ*
cos y 

cos τΕ3' = — tan y cos χδ\ 4- sin χδί + —— Si
cos y

(6.247)

(6.248)

(6.249)
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Όπως είδαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο (σχέση (5.34)), το γραμμική στοιχείο 
της μετρικής σε ένα σύστημα συντεταγμένων {χ*} δίνεται από τη σχέση:

ds2 — - dt2 +  gap{t) Εα{ E^dx' dxj (6.250)
Επομένως για να γράψουμε το γραμμικό στοιχείο της μετρικής Όα πρέπει να 
βρούμε τη δυϊκή χωρική βάση {2?“ }.ΓΓ αυτό Όα χρησιμοποιήσουμε τη σχέση 
(3.2) η οποία για α = α  και 6 = β  γράφεται

Ε °Ε β' = δ% (6.251)
Αν τώρα στην (6.251) (δηλαδή την Ε \Ε 0' — δβ) αντικαταστήσουμε τις τιμές 
των Εβ από τις (6.247)-(6.249) παίρνουμε και τις σχέσεις

Ε \  = 1 (6.252)
sin χ

cosxE l2 — ——- 5  *3 = — sin x tan y (6.253)
C O S X

sin x E \  + COSy E \  =  cos x tan y (6.254)

Οι εξισώσεις (6.253) και (6.254) αποτελούν ένα γραμμικό μη-ομογενές σύστημα 
δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους, τους Ε \  κάι Ε '3.Λύνοντας το σύστημα αυτό 
βρίσκουμε ότι:

E \  = 0 (6.255)
E \  = siny (6.256)

E \ = + sin y 6 f (6.257)
Με τον ίδιο τρόπο από την (6.251) για α =  2 και α =  3 αντίστοιχα βρίσκουμε 
και τα υπόλοιπα διανύσματα βάσης

Ε 2 = cos χδ2  — sin χ  cos y6 f  (6.258)
Ε \  -  sin x<52 + cos x cos y6 f  (6.259)

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (6.257)-(6.259) στη σχέση (6.250) παίρνουμε 
ds2  =  -  dt2  + a2 dx2 f  (b2 cos2 x + c2 sin2 x)dy2 +

+ (a2 sin2 y + b2  sin2 x cos2 y + c2 cos2 x cos y)dz2  +
+ '2 a2  sin y dx dz + 2(c2 — b2) sin x cos x cos y dy dz (6.260)

XQEt
f - l 0 0 0

0 a2 0 a 2 siny

II

0 0 b2 cos2 x + c2 sin2 x (c2 -  b2) sin x cos x cos y
l  0 a2 siny (c2 — b2) sin x cos x cos y a2 sin2 y + b2 sin2 x cos2 y + c2  cos2 xc-os'



Κ ε φ ά λ α ι ο  7

Χ ω ρ ο χ ρ ό ν ο ι  F R W

Ό πω ς έχουμ ε ήδη αναφέρει, γ ια  να περιγράφουμε σε μεγάλη κλίμακα τη  
"μ έσ η" συμπεριφορά της ύλης και της ενέργειας που υπάρχει σ το  σόμπαν έ
χουμε εισάγει την έννοια ενός κοσμολογικού  ιδανικού ρευστού, του  συμπαντι- 
κού  ρευστού.Έ νας παρατηρητής προσδεδεμένος στο συμπαντικό  ρευσ τό  από 
οποιοδήποτε σημείο, οποιαδήποτε χρονική σ τιγμ ή  και προς οποιαδήποτε κ α τεύ 
θυ νσ η  και αν κοιτάξει το  σόμπαν θ α  αποκομίσει την ίδια εικόνα :"το  σόμπαν εί
ναι ομογενές και ισότροπο".Α υτή  είναι μία “θεμελιώδης παραδοχή -υπόθεσ η  (που 
εν μέρει στηρίζεται από τις παρατηρήσεις μας στο σημείο του σ ύμπαντος που  
βρισκόμαστε) που λέγετα ι Κ οσμολογική Α ρχή .Η  ο ικογένεια  χω ροχρόνω ν F R - 
W  (F ried m an n -R o b ert son-W alker) περιλαμβάνει όλους το υ ς  χω ρ ο χρ ό νο υ ς που 
είναι συμβατοί με την κοσμολογική  αρχή* Η γεω μετρική  συνέπεια  τη ς  κοσμο
λογικής αρχής είναι ότι υπάρχει μία μονοπαραμετρική (ί η παράμετρος) ο ικο
γένεια  τρισδιάστατων χω ροειδώ ν υπερεπιφανειώ ν που διαμερίζει ( fo lia tio n )  το  
χω ροχρόνο έτσ ι ώστε κ ά θε  υπερεπιφάνεια / = σταθερό  να είναι ο μ ο γενή ς και 
ισότροπη σε κάθε σημείο της.Ο ι χρονοειδείς καμπύλες που  είναι κ ά θ ε τε ς  σ τις  
ομογενείς κα ι ισότροπες υπερεπιφάνειες αποτελούν τις π α γκ όσ μ ιες  γραμμές τω ν 
"θεμελιω δώ ν παρατηρητώ ν" ως προς τους οποίους το συμπαντικό  ρευσ τό  είναι 
αναγκαστικά  ιδανικό.Α υτό διότι μέσω  των εξισώ σεω ν του  E in s te in  η ύπαρξη 
ανισοτροπίας στα γεω μετρικά χαρακτηριστικά του ρευστού θ α  μεταφερόταν σ τη  
γεω μετρία τω ν υπερεπιφανειών.II υπόθεση  τη ς ισοτροπίας έχει σαν συνέπεια  η 
ισοτροπική ομάδα που ορα σε κάθε υπερεπιφάνεια να έχε ι τη μ έγ ισ τη  δυνατή 
διάσταση · 3 =  3, ενώ  η ομάδα που περιγράφει την ομογένεια  είναι και 
αυτή  τρισδιάστατη .Έ τσι, οι χω ροχρόνοι F R W  οέχοντάι μία μ έγ ισ τη  εξαδιά- 
στατη  ομάδα ισομετριών και από αυτή  την άποψη αποτελούν μία υπ ο κ α τη γο ρ ία  
τω ν χω ροχρόνω ν B ianchi.

10 9
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7.1 1 + 3  Συναλλοίωτη Περιγραφή
Η απαίτηση για (χωρική) ομογένεια και ισοτροπία έχει σαν συνέπεια την 

ύπαρξη ενός χρονοειδούς μοναδιαίου οιανυσματικού πεδίου η κάθετου στις ο
μογενείς και ισότροπες υπερεπιφάνειες.Η τετραταχύτητα του ρευστού u πρέπει 
αναγκασικά να συμπίπτει με το η: υ ξ  π. Αυτό γιατί αν δεν συνέπιπτε, τότε 
οι κάθετες προς το u χωροειδείς υπερεπιφάνειες Οα τέμνονταν με τις ομογενείς 
και ισότροπες υπερεπιφάνειες καθορίζοντας μία οικογένεια διδιάστατων χωροει- 
δών επιφανειών.Η κάθετη χωροειδής κατεύθυνση προς αυτές τις επιφάνειες Οα 
αποτελούσε μία προεξάρχουσα διεύθυνση στο χωροχρόνο σε αντίφαση με την 
κοσμολογική αρχή,ΚάΆε διάνυσμα που μπορεί να ορισΆεί από τη γεωμετρία ή 
τη φυσική του συμπαντικού ρευστού και είναι κάθετο προς το u πρέπει να εί
ναι μηδέν αφού διαφορετικά Όα όριζε μία προεξάρχουσα διεύθυνση πάνω στις 
υπερεπιφάνειες.Έτσι:

ΰα = u?a = qa =  0 (7.1)

Επίσης, οι άιχνοι συμμετρικοί τανυστές σ„6 και πα̂  που εξ’ ορισμού είναι κά
θετοι στο u, πρέπει να μηδενίζονται γιατί σε διαφορετική περίπτωση τα ιδιοδι- 
ανύσματά τους fla όριζαν μία προεξάρχουσα χωροειδή κατεύθυνση

oab =  Vab = ο (7.2)

Βρίσκουμε λοιπόν ότι η κοσμολογική αρχή επιβάλλει το συμπαντικό ρευστό να 
είναι ιδανικό, μη επιταχυνόμενο και με μηδενική περιστροφική και διατμητική 
ταχύτητα.Επιλέον. εφόσον οι υπερεπιφάνειες είναι ομογενείς, όλες οι ποσότητες 
ύα πρέπει να εξαρτώνται μόνο από την παράμετρο t και όχι από τη ιΊέση πάνω 
στην υπερεπιφάνεια, άρα:

ν°μ  = Vap = Ve0  = 0 (7.3)

όπως έχουμε αποδείξει και στο Κεφάλαιο 5 (σχέσεις (5.71) και (5.72) ).Τότε 
από τις Εξισώσεις Εξέλιξης και Δεσμών (2.41) και (2.44) σε συνδυασμό με τις 
σχέσεις (7.1)-(7.3) προκύπτει ότι:

Ε*  =  Η*  =  0 (7.4)

δηλαδή ο τανυστής του Wevl είναι μηδέν πράγμα που σημαίνει ότι ο χωροχρόνος 
είναι σύμμορφα επίπεδος. Αντιστρόφως. αν δεχτούμε ότι ισχύουν οι σχέσεις 
(7.1)-(7.4) τότε αποδεικνύεται ότι ο αντίστοιχος χωροχρόνος είναι ομογενής και 
ισοτροπικός γύρω από κάί)ε σημείο, (/ftf'w  κ . χ .  [ 3 1 }  σ < \ . 1 3 - 1 9 .  [ 1 5 ]  σ ( \ . 2 1 )  

Από τις σχέσεις (7.1)-(7.4) και (2.39)-(2.54) συμπεραίνουμε ότι για τους 
χωρχρόνους FRW οι μόνες μη τετριμένες Εξισώσεις Εξέλιξης και Δεσμών 
είναι οι εξής:
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• Εξίσωση Raychaudhuri

θ = ~ θ ί - 1 (/1 + 3ρ) + Λ (7.5)

• Εξίσωση Διατήρησης της Ενέργειας 
♦ «

μ = - θ ( μ  + ρ) (7.6)

7.2 Παραγωγή της Τετραδικής Μετρικής Robertson- 
Walker

θα χρησιμοποιήσουμε την αναλλοίωτη τετράδα που ορίσαμε στο Κεφάλαιο 5 .Ε
πομένως το γραμμικό στοιχείο της μετρικής δίνεται από τη σχέση

ds2 =  —dt2 + ga0 E° Εβ](1τ'άχΐ (7.7)

όπου η τετραδική μετρική gQ0  εξαρτάται μόνο από το χρόνο, δηλαδή βαβ =
9 *β(ί) και τα διανύσματα της χωρικής βάσης Ε° εξαρτώνται μόνο από τις 
χωρικές συντεταγμένες.Από τις (7.2) και (5.69) προκύπτει ότι

~̂9 αβΛ ~ = 0 (ί·8)

Με ολοκλήρωση της παραπάνω σχέσης παίρνουμε

/  ι £ ? = I  / θ ( ί ) Λ  ^ 5 α ,3 ( ί ) = α 2 ( < ) ^  ( ? ·9 )
όπου

α2 (ί) = e x p |^ © ( i ) d l |  (7.10)

και τα gQ 0 είναι σταθερές ολοκήρωσης.Αν ορίσουμε τις ποσότητες έτσι 
ώστε

ga0m  = <>“ (7.ιι)
τότε από τη σχέση (3.8) και (7.9) προκύπτει ότι

f - W ) * *  {7Λ2)

Εφόσον η ποσότητα ϊ)αβ περιγράφεται από έναν σταΰερό πίνακα με μη μηδενική 
ορίζουσα (άρα υπάρχει ο αντίστροφος πίνακας) μπορούμε κάνοντας γραμμικούς

\
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μετασχηματισμούς με σταθερούς συντελεστές να τον μετατρέψουμε στον ταυ- 
τοτικό πίνακα.'Επομένως η μετρική gab παίρνει τη μορφή

/ - I 0 0 ° \
0 α2(ί) 0 0
0 0 α2(ί) 0

\  0 0 0 a \ t ) )

(7.13)

7.3 Εξισώσεις Εξέλιξης και Δεσμών
Παραγωγίζοντας τη μετρική (7.9) ως προς το χρόνο παίρνουμε ότι

<λν9,ο = 2 αάροβ = 2 α2(^)$0/9 (7.14)

η οποία με τη βοήθεια των (7.8) και (7.9) γίνεται

Ι θ 9α» =  2 -9οβ =* θ  = 3 -  (7.15)ο a . a
Αντικαθιστώντας τη σχέση (7.15) στις εξισώσεις (7.5) και (7,6) παίρνουμε;

3? = -i(M  + 3p) + A (7.16)
α ι

και
V =  - 3 ; ( / .  + ρ) (7.17)α

Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (7.16) και (7.17) και κάνοντας μία ολοκλήρωση 
βρίσκουμε τη γνωστή εξίσωση Friedmann ( f i k J n f  Π α ρ ά ρ τ η μ α  A ' . 3 ) :

(7.18)

όπου το k  είναι μία σταθερά ολοκλήρωσης που συνδέεται με την καμπυλότη
τα των ομογενών και ισότροπων υπερεπιφανειών και παίρνει τις τιμές k. ~  
—1.0. + 1 για αρνητική, μηδενική και θετική καμπυλότητα αντίστοιχα. Για την 
περαιτέρω ολοκλήρωση της εξίσωσης Friedmann απαιτείται η εισαγωγή μιας 
καταστατικής εξίσωσης για το ρευστό {fik/rt η.χ. [27] mk.2~0-27I, [26} 
a t k.63-95)

Όπως ήδη επισημάναμε οι χωροχρόνοι FRYV ανήκουν στην οικογένεια των 
χωροχρόνων Bianchi (fik/t< κ.χ. [10] στλ. 1007).Συγκεκριμένα οι χωροχρόνοι

‘ Η τετράδα EJ δεν είναι μονοσήμαντα καθορισμένη.Γραμμικοί μετασχηματισμοί με στα
θερούς συντελεστές όπως m (4.Ί3) είναι επιτρεπτοί
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FRW με δετική καμπυλότητα (k = -Η) ανήκουν στην κατηγορία Bianchi 
IX και η τοπολογία των ομογενών και ισότροπων υπερπιφανειών είναι " κλει
στή'".Οι χωροχρόν οι FRW με μηδενική καμπυλότητα (k = 0) ανήκουν στην 
κατηγορία Bianchi I και τέλος οι χωροχρόνοι FRW με αρνητική καμπυλότητα 
(k = —1 ) ανήκουν στην κατηγορία Bianchi V και σ’αυτές τις περιπτώσεις η 
τοπολογία των ομογενών και ισότροπων υπερπιφανειών είναι ~ ανοιχτή ".Οι 
χωροχρόνοι FRW έχουν αρχική ανωμαλία κατά την οποία ο όγκος των υπερ- 
ετ&φανειών τείνει στο μηδέν και η πυκνότητα ενέργειας στο άπειρο.Η εξέλιξή 
τους εξαρτάται από την καμπυλότητα.(/?Acrrc κ.χ. [9] aeL4-5, [6] σ^λ.335-337)
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Κ ε φ ά λ α ι ο  8

Σ ύ ν δ ε σ η  τ ω ν  Χ ω ρ ο χ ρ ό ν ω ν  
B i a n c h i  I X  κ α ι  F R W

Σ το  χεφ άλα ιο  αυτό θ α  προσπαθήσουμε να  συνδέσουμε τους χω ρ ο χρ ό νο υ ς 
Bianchi IX  με διαγώ νια  τετραδική μετρική και τους χω ροχρόνους F R W  με 
θετική  καμπυλότητα κατά  μήκος μιας ομ ογενούς υπερεπιφάνειας S(to) σε κάποιο  
χρόνο /.0.Υ πάρχουν τρία σετ συνθηκώ ν σύνδεσης σ τη  Γενική Σ χετ ικ ό τη τα :Ο ι 
συνθήκες σύνδεσης (α) του D arm ois, (β) τω ν O ’B rien  και S ynge  και (γ )  του 
L ichnerow icz.Στις περισσότερες περιπτώ σεις τα τρία α υτά  σετ είναι ισοδύναμα, 
αλλά ορισμένες φορές οι συνθήκες σύνδεσης των O ’B rien  και S ynge  είναι πιο 
περιοριστικές από τις άλλες και μπορεί να αποκλείσουν συνδέσεις οι οποίες είναι 
πραγματοποιήσιμες από φυσική άποψη [βλέκ* [3], [24] ) .Ε δώ  γ ια  τη μελέτη  της 
συνδεσιμότητας των χω ροχρόνω ν B ianchi IX  και F R W  θα  χρησ ιμοποιήσουμε 
τις συνθήκες Lichnerowicz. Α υτό  γιατί η ύπαρξη μιας προεξά ρχουσ α ς χρονικής 
διεύθυνσης στους εν λόγω  χω ροχρόνους κάνει σχεδόν επιβεβλημένη τη χρήση  
γκαουσ ιανώ ν συντεταγμένω ν. Σ ε  αυτές τ ις  σ υ ντετα γμ ένες η εφαρμογή  τω ν σ υ ν
θηκών Lichnerow icz είναι απλή και άμεση.Βέβαια σημειώ νουμε ότι στο πλαίσιο 
που εργαζόμαστε και τα τρία σ ετ συνθηκώ ν σύνδεσης είναι ισοδύναμα.

8.1 Συνθήκες Σύνδεσης Lichnerowicz
Έ στω  ότι V και V' είναι δύο περιοχές του  χω ροχρόνου οι οπο ίες χω ρ ίζοντα ι 
από μία υπερεπιφάνεια 5 \ που δίνεται από τη  σχέση

χ° -  α = 0 (8.1)

όπου ,r° είναι μία από τις συντεταγμένες και α είναι μία σ τα θερά .Σ ύμ φ ω να  με 
τις συνθήκες σύνδεσης Lichnerowicz οι περιοχές V και V ' συνδέοντα ι κατά  
μήκος της υπερεπιφάνειας S  αν  σε κ ά θε  σημείο τη ς υπερεπιφάνειας υπά ρχει

115
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ένα σύστημα συντεταγμένων τέτοιο ώστε οι συνιστώσες g,j της μετρικής και 
οι πρώτες τους παραγωγοί να είναι εκεί συνεχείς (fikcTK [3], [24], [30] 
σ(Κ.39).Αυτές οι συντεταγμένες λέγονται αποδεκτές (admissible).Εφόσον οι 
περιοχές V και V  συνδέονται, ασυνέχεια της μετρικής κατά μήκος της S  σε ένα 
σύστημα αποδεκτών συντεταγμένων μπορεί να εμφανιστεί μόνο στις παραγώ- 
γους της, δεύτερης ή μεγαλύτερης τάξης.

Άμεση συνέπεια των συνθηκών Lichnerowicz είναι το γεγονός ότι οι συνιστώ
σες 6 ’°,, i = 0,1,2,3 του τανυστή Einstein είναι συνεχείς στην S, αφού δεν 
περιέχουν καμία μερική παράγωγο δεύτερης τάξης ως προς το χ°. Επομένως 
από τις εξισώσεις Einstein

G'j = -  Λ<5'̂  (8.2)

έπεται ότι οι συνιστώσες Τ“ του τανυστή ορμής - ενέργειας είναι επίσης συνεχείς 
στην S  (βλ(Κ( [3]. [24], [30] afλ.39-40).(Η απόδειξη της συνέχειας των συνιστω
σών 7’°, στην περίπτωση που εξετάζουμε Αα παρατεΑεί παρακάτω.)

Στην περίπτωση που εξετάζουμε η επιφάνεια ασυνέχειας είναι μία ομογενής 
χωροειδής υπερεπιφάνεια που προδιορίζεται από τη σχέση

t =  t0 (8.3)

Η περιοχή I < Ιο είναι ένας χωροχρόνος τύπου Bianch IX με διαγώνια τετραδική 
μετρική και ιδανικό ρευστό, ενώ η περιοχή t > Ιο είναι ένας χωροχρόνος FRW 
με Αετική καμπυλότητα, ο οποίος ανήκει επίσης στην οικογένεια χωροχρό
νων Biandii IX.θα πρέπει εδώ να σημειώσουμε ότι οι ιδιότητες συνέχειας της 
μετρικής και των παραγώγων της πάνω στην υπερεπιφάνεια μπορούν να κατα
στραφούν εξαιτίας μιας ακατάλληλης επιλογής συντεταγμένων. Για να αποφύ
γουμε την παραγωγή τεχνιτών ασυνεχειών από κακή επιλογή των συντεταγμέ
νων χρησιμοποιούμε ένα Γκαουσιανό σύστημα συντεταγμένων το οποίο εύκολα 
ελέγχεται αν αποτελεί αποδεκτό σύστημα συντεταγμένων.Έχουμε επιλέξει:

χ° =  ί, χ 1 =  χ, χ 2 ξξ y, χ3 =  ζ (8.4)

και εφόσον πρόκειται για Γκαουσιανές συντεταγμένες το γραμμικό στοιχείο 
της μετρικής δίνεται από τη σχέση: 1

i/.s2 = g,j dx'dx1  -  —dt2 + gnfldx°dxa (8.5)

Οι συνΑήκες Lichnerowicz είναι διατυπωμένες για τη μετρική g,-j του χωρο
χρόνου ως προς τις συντεταγμένες που έχουμε επιλέξει.Εμείς όμως Αέλουμε να

'Ό λοι οι δείκτες είναι δείκτες συντεταγμένων.Οι δείκτες i,j παίρνουν τιμές από 0 ως 3, 
ενώ οι ο ./Ι παίρνουν τιμές ar.6 1 έως 3.
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δουλέψουμε με την τετραδική μετρική σχέση  που συνδέει τις δύο μετρ ικές 
είναι η σ χέσ η  (3 .9 ):2

■ '  9ij =  gabEaiE bj  (8.6)

Και στις δύο περιοχές V και V' 9α  χρησιμοποιήσουμε την τετράδα  που ορίσαμε 
στο κεφάλαιο β .Ό π ω ς αποδείξαμε στο κεφάλαιο 5 (σχέση (5.28) ) η τετραδική  
μετρική g„b είναι συνάρτηση μόνο του χρόνου, ενώ οι συνιστώ σες Ε \  τη ς  δυϊ- 
κή$ τετράδας εξαρτώ νται μόνο από τις χω ρικές σ υ ντετα γμ ένες.Ε πομ ένω ς οι Ε α{ 
είναι σ υνεχείς πάνω στην υπερεπιφάνεια I =  /ο-Κ ατά συνέπεια από τη σχέση 
(8.6) συμπεραίνουμε ότι η απαίτηση για συνέχεια  της μετρικής ^  πάνω  στην 
υπερεπιφάνεια ισοδυναμεί με την απαίτηση να είναι σ υνεχή ς η τετραδική  μετρική  
<7α6 πάνω στην υπερεπιφάνεια.Ο ι συνθήκες L ichnerow icz απαιτούν επίσης να 
είναι συνεχείς και οι πρώτες παράγω γο ι g της μετρικής πάνω  στην SM Iapa- 
γω γ ίζο ντα ς  την (8.6) παίρνουμε:

9ο* = 9 * * ^ # ,  +  g+ E 'v& i  +  9λ Ε Τ ^ *  (8 .7)

όμως οι παράγω γοι Eai k δεν εξαρτώ νται από το χρόνο , άρα είναι σ υ νεχε ίς  
πάνω στην S  όπου έχουμε ήδη απαιτήσει η gab να είναι σ υ νεχή ς .Ε π ο μ ένω ς, 
γ ια  να είναι συνεχείς οι παράγω γοι πρέπει να είναι σ υ νεχε ίς  οι gabtk και 
αντιστρόφ ω ς.Ό μω ς η gab εξαρτάται μόνο από  το χρόνο , άρα η μόνη μη μηδενική 
π αραγω γός είναι η gabto, η οποία  συμπίπτει και με τη  μοναδική μη μηδενική 
τετραδική συνιστώ σα της gab,c·

Για να αποδείξουμε τη συνέχεια  των συνιστω σώ ν Τ°{ του τανυστή  ορμής 
- ενέργειας πάνω σ τη ν υπερεπιφάνεια t =  ί0 αρκεί να αποδείξουμε ότι είναι 
συνεχείς οι αντίστο ιχες τετραδικές συνιστώ σες Τ °α, αφού:

Τ° =  T baEb°Eaj =  Τ°αΕ°, (8.8)

και τα διανύσματα E ai είναι σ υνεχή  πάνω σ τη ν υπερεπιφάνεια α φ ού  δεν εξαρτώ - 
νται από το  χρόνο .Ο ι συνιστώ σες του τανυστή  ορμής - ενέργειας Tab συνδέοντα ι 
με τις συνιστώ σες του  τανυστή E inste in  G(,b μέσω τω ν εξισώ σεω ν πεδίου του  
E instein :

G ab = Tab — Λ/7„6 (8.9)

ή ισοδύναμα
(8.10)

Επομένως αν αποδείξουμε ότι είναι συνεχείς οι συνιστώ σες G°n τότε  μέσω  τω ν 
εξισώσεων (8.10) προκύπτει ότι είναι συνεχείς και οι Τ°(1.Οι σ υν ισ τώ σ ες G 0o 
δίνονται από τη σ χέση :

Go a =  Ho n — ~ Hgoa (8*11)

2Οι δείκτες i,j είναι δείκτες συντεταγμένων και οι ti.b τετραδικοί δείκτες.
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Από την (3.36) παίρνουμε ότι

Rod = Γ°Μιβ -  r 0M + raeareod -  radere0a (8 .1 2 )
Επιπλέον

R = 5m/?m =  ^M(rV a  -  r v rf + r°ear eM -  P deP ba) (8.13)

Οι συντελεστές στροφής του Ricci P fc περιέχουν μόνο την τετραδική μετρική 
και τις πρώτες παραγωγούς της, επομένως είναι συνεχείς πάνω στην υπερεπιφάνεια 
αν ισχύουν οι συνθήκες Lichnerowicz.Kaxd συνέπεια η μόνη περίπτωση να έ
χουμε δεύτερες παραγωγούς της μετρικής και άρα ασυνέχεια, είναι στους όρους 
που περιέχουν παραγώγους των Γ\..Από τις σχέσεις (8.12) και (8.13), σε συν
δυασμό με τις (5.ό2)-(5.56) προκύπτει ότι

Rod =  - \ g ab9ab,o<i -  + r aeaP od -  ρ ^ γ

και
Μ - (8.14)

1  -  Γ“* Ρ ϋ (8.15)

Αντικαθιστούμε τις (8.14) και (8.15) στην (8.11) και έχουμε

1  nfc 1 ολ 1  «1> 1
God~ -  - 9at,9abfid ~ 29od9abgab,00 -  £ 9ab,d9ab,0 -  ^904gabfigabfi +

+ r aear eod -  P deP 0o + W ^ P *  -  Γ ^ Γ ^ )  (8.16)

η οποία μας δίνει

Goo =  -  ^gabgab,oo -  29oogab9ab,oo -  ^gabfigab,o -  ^9oo9a\ 0gab,o +

+ r aenr eoo -  P 0eP 0a + ff003bf(r°ear v  -  P ^ )

= -  \g a\ g aofi -  Γα0βΓ*0α - g ^ r ^ b c  -  r ^ r ^ )  (8.i7)

και

Got =  -  9̂°*"gab,Oi -  9osgab9ab,00 ~  £5°*>α6,0 ~  +

+ r°eer M -  r ^ p *  + g o b g ^ r ^ b c  -  r e« r e, j
Γα p c  p a  p c

e a 1 06 " "  1 6e l  Oa IRAK)

Παρατηρούμε ότι οι τετραδικές συνιστώσες Gm και Gqs του τανυστή Einstein 
περιέχουν μόνο χη μετρική και τις πρώτες παραγώγους της και μάλιστα με 
τετραγωνική εξάρτηση ως προς αυτές.Επομένως οι G0a είναι συνεχείς πάνω 
στην υπερεπιφάνεια.Άρα και οι G°a = g°°Goa είναι συνεχείς και μέσω των 
εξισώσεων Einstein (8.10) είναι συνεχείς και οι Τ°„.



8.2. Σ Υ Ν Δ Ε Σ Η 119

8.2 Σύνδεση
θεωρούμε ότι η περιοχή V είναι ένας χωροχρόνος Bianchi IX με διαγώνια 
τετραδική μετρική που δίνεται από τη σχέση (6.16):

9»b

/  — 1 0 0 ° \
0 α2(ί) 0 0
0 0 b2(t) 0

1 0 0 0 c \ t ) )

(8.19)

(~ \ 0 0 ° \
/ _ 0 R 2(t) 0 0

9ab 0 0 R2(t) 0

1  0 0 0 R2(t) /

καπτ) περιοχή V ' είναι ένας χωροχρόνος FRW θετικής καμπυλότητας με τετραδική 
μετρική που δίνεται από τη σχέση (7.13):

(8.20)

Θέλουμε να συνδέσουμε τους δύο αυτούς χωροχρόνους πάνω στην ομογενή 
υπερεπιφάνεια που δίνεται από τη σχέση ί = £0·Στην προηγούμενη ενότητα 
δείξαμε ότι για να γίνει η σύνδεση, σύμφωνα με τις συνθήκες σύνδεσης Lich- 
nerowicz, θα πρέπει η τετραδική μετρική και η πρώτη της παραγωγός ως προς 
το χρόνο να είναι συνεχείς πάνω στην υπερεπιφάνεια, δηλαδή να ισχύει:

9 a b ( to )  = 9 a b ( to )  (8.21)
9 a b , o ( t o )  = 9 a b , o M  (8.22)

Από τις σχέσεις (δ.19)-(8.22) προκύπτει ότι για να γίνεται η σύνδεση θα πρέπει
να ισχύουν τα εξής:

α2(ίο) -  b2(i0) = c2(to) = R \to )  (8.23)

(a2)'(to) = (b2Y(io) = (^2)(io) = (R2Y(to) (8.24)
Επειδή όμως η μετρική εκφράζεται από τις ποσότητες α2,^2, ^  είναι προφανές 
ότι το πρόσημο των α, ύ, c δεν μπορεί να καθοριστεί από τις εξισώσεις πεδίου και 
μπορεί να εκλεγεί αυθαίρετα.Επομένως μπορούμε χωρίς βλάβη της γενικότητας 
να γράψουμε τις συνθήκες σύνδεσης και στη μορφή:

a(lo) = b(to) = c(t0) == R{to) (8.25)
a(to) = b(to) = c(io) = Λ(*ο) (8.26)

Αρχικά θα ελέγξουμε αν στην περιοχή V μπορεί να υπάρξει μία υπερεπιφάνεια 
ί = ίο τέτοια ώστε:

α(1 ο) = (̂̂ ο) — c(to) (8.27)
ά(/.ο) = Μ(ο) = c(to) (8.28)
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Εάν το επιτύχουμε αυτό τότε το να βρούμε έναν χωροχρόνο FRW θετικής 
καμπυλότητας τέτοιον ώοτε να ικανοποιούνται οι συνθήκες (8.25) και (8.26) 
αναμένουμε να είναι εν γένει εφικτό αφού από την επίλυση των εξισώσεων 
για το Ιϊ(1) 6α προκόψουν τουλάχιστον δύο σταθερές ολοκλήρωσης τις οποίες 
μπορούμε να προσαρμόσουμε κατάλληλα έτσι ώστε να ισχύουν οι συνθήκες 
αυτές.

Για να ελέγξουμε αν υπάρχει υπερεπιφάνεια t = ίο πάνω στην οποία ισχύουν 
οι συνθήκες (8.27) και (8.28) 6 α εξετάσουμε την ποιοτική συμπεριφορά, στη 
γειτονιά της υπερεπιφάνειας, των συναρτήσεων a{t),b{t),c(t) που ικανοποιούν 
τις συνθήκες αυτές.Για να απλοποιήσουμε τις εξισώσεις εισάγουμε τις συναρτή
σεις f( l) ,g (t)  θέτοντας:3

b[t) = f{t)a(t) , c(t) = g(t)a(t) (8.29)

Παραγωγίζοντας τις σχέσεις αυτές ως προς το χρόνο παίρνουμε

6 = / α + / ά = » |  = ̂  + -  (8.30)
ο f  a

b — fa  + f a  + 2 ά / =► — = ̂  + —■ + 2—~ (8.31)b j  a aj

c = ga 4- ga =>- = -  + -  (8.32)
c g a

. . .  c g a hgc = 7a + ga + 2aq =5» -  = -  + -  + 2— (8.33)
c g a ag

Παρατηρούμε ότι οι συνθήκες (8.27) και (8.28) ικανοποιούνται αν και μόνο αν 
μπορούμε να βρούμε δύο συναρτήσεις /(<) και g(t) τέτοιες ώστε

f(lo) = .9(Ιο)=1 (8.34)
/(ίο) = <?«ο) = 0 (8.35)

Με μετάθεση του χρόνου I —> I — ίο (επιτρεπτός μετασχηματισμός που διατηρεί 
τη μορφή (8.5) του γραμμικού στοιχείου) οι σχέσεις (8.34) και (8.35) γρά
φονται, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ως εξής:

/(Ο) = .7(0) = 1  (8.36)
/(Ο) = 7(0) = 0 (8.37)

•’ Θα πρέπει εδώ να σημειώσουμε ότι δεν μας ενδιαφέρει η περίπτωση κατά την οποία 
και η περιοχή V είναι ένας χωροχρόνος FRW θετικής καμπυλότητας.Αυτό σ'^μβαίνει αν 
/(/) =σται)ερά και g(I ) =σται)ερά, οιότι τότε, όπως εύκολα μπορούμε να δο'!»με, οι (C.107) και 
(G.108) επιβάλουν / 2(/) = g2(f) -■  I οπότε α2(Ι) =  fr(f) =  <-(/).Λόγω της συμμετρίας των 
εξισώσεων (6.107)-(G.l 10) οι περιπτώσεις /{/) ^σταθερά, g(t) /σταθερά και g(l) = σταθερά, 
/(/) ^σταθερά είναι ισοδύναμες.Έτσι, χωρίς βλάβη της γενικότητας, Λα υποθέσουμε εδώ ότι 
g(t) ^σταθερά flr(/) /  0
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Αντικαθιστώντας στην εξίσωση (6.108) τις σχέσεις (8.29)-(8.33) παίρνουμε:

Ι  + Ζ£ + 3£ £ -  1 7 ’ - 4 ^ - » ή - οΦ ' φ9 fg  ag a2p  

πολλαπλασιάζοντας με fg  προκύπτει

^ (Λ )+ 3 ί « - Ι ϊ { / · ( ι - 1 )  + ^ - 5>| = ο

Θέτουμε:4

α 2 α 3 / 5  
Αντικαθιστώντας τη σχέση (8.40) στην εξίσωση (8.39) παίρνουμε

(8.38)

(8.39)

(8.40)

α =  -ι φ - ι  
2 f g ( f 2 - 9 2 - W g ) - 1/3 (8.41)

Έστω τώρα ότι οι συναρτήσεις /(<) και g(t) είναι τάξης C3, δηλαδή έχουν 
συνεχείς παραγώγους μέχρι και τρίτης τάξης, σε μία γειτονιά του t = Ο.Τότε 
σύμφωνα με το Αεώρημα Taylor:(βλέπ( π.χ. [29] σ(λ.3·50)

n t )  =  m  + f w + ± m t 2 + ± fW (x ) t3 (8.42)

9{t) =  <?(0) + 5 (0)ί + ^ 5 (0 )ί2 + ^ g (3){x)t3 (8.43)

για κάποιο Χί(0.ί).Αφού οι παράγωγοι / (3)(ί) και g(3){t) είναι συνεχείς σε 
μία γειτονιά του μηδενός οι τιμές τους στο x είναι πεπερασμένες. Επομένως 
καθώς ί —► 0 οι όροι που περιέχουν το ί3 μηδενίζονται πολύ γρηγορότερα από 
τους όρους μικρότερης τάξης και μπορούμε να τους αγνοήσουμε.Λαμβάνοντας 
υπόψιν τις (8.36) και (8.37) και κρατώντας μόνο τους επικρατέστερους όρους 
οι (8.42) και (8.43) γίνονται

m

9(t)

4Έχουμε θεωρήσει ότι g{t) ψ 0

-  1 + | / ( 0)t2 

*  1 + ^?(0)ί2

(8.44)

(8.45)

I
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Χρησιμοποιώντας τη σχέση (8.44) παίρνουμε

Λ Ο  *  ( ι  + |/ (0 ) ί2)  ( ι  + | / ( ° ) ί2)

= l  +  / ( 0)t2 + i ( / ( 0) ) V

=ί 1 + /(0 )ί2 (8.46)

ομοίως από τη σχέση (8.45)

<72( ί ) ~ 1  + <Κ0)ί2 (8.47)

και συνδυάζοντας τις σχέσεις (8.44) και (8.45)

f(t)g(t) ~  ( ΐ  + \ / ( 0 ) ΐ ή  ( ΐ  + ^ ( 0)ί2)

=  ι + |/ (ο )έ 2 + \ m t 2 + \ r n m t 4 

*  i + \ ( m + m y  (8.48)

Επιπλέον, εφόσον οι /(f) και g(t) είναι τάξης C3 το γινόμενο f(t)g(t) εί
ναι τάξης C2.Εφαρμόζοντας και πάλι το ύεώρημα Taylor και κρατώντας τους 
επικρατέστερους όρους έχουμε:

m m  *  m m + m m  ( 8 .4 9 )
Χρησιμοποιώντας τις (8.36) και (8.37) καταλήγουμε στη σχέση:

m m  *  ( m m  (8 .50)

Από τη σχέση (8.50) προκύπτει επίσης ότι

( / ^ ) " '/3 -  ((/^) (0))~1/3ί - ,/3 (8.51)

Αντικαθιστώντας τις (8.46)-(8.51) στην (8.41) παίρνουμε ότι στην περιοχή του 
ίο = 0:

ά  =
i g(0 )f2( ( / j ) ,(Q))~l/V 1/3

2 ι + Κ '(°> + 0(°>Η
(f(0)i2 — g(0)t2 — ι)

\g (0 )t2((/9 ) (0 ) ) ',/3r  l/3(f(0 )t2 - m t 2 - 1 ) {ι - | ( / ( o )  +S(0))f2}
(8.52)
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Κρατώντας μόνο τους επικρατέστερους όρους καταλήγουμε στη σχέση

- |s (0 ) ( ( /f f )  (0) ) " 1/3<5/3 (8.53)

όμως

• ·(/</)' = k  + Γΰ =* (/<?) (0) = /(0)<7(0) + m m  = .9(0) (8.54)

καΓεπομένως η (8.53) γράφεται

* -  4 θ κ ο)Γ ί5/3

=*·» — - ^ ( 9 ( 0 ) ) 2/V /3 + c (8.55)

όπου c =αταΌερά ολοκλήρωσης.Όμως το α2 πρέπει να είναι πεπερασμένο πάνω 
στην υπερεπιφάνεια 1 = 0 οπότε από τη σχέση (8.40)

α (0 )= 5 α 2(0)((/ρ)(0) } 2/3 =  0 (8.56)

και έτσι στην (8.55) αναγκαστικά η σταθερά c = Ο.Τελικά με αντικατάσταση 
της (8.55) στην (8.40) προκύπτει ότι σε μία περιοχή γύρω από την υπερεπιφάνεια 
Όοί είναι

α2 -  - \ t 2 < 0 (8.57)
4

και λόγω των (8.29), (8.44) και (8.45)

& ^  - \ t 2 (8.58)

c2 ~  - V  (8.59)

Όμως αυτό σημαίνει ότι στη γειτονιά της υπερεπιφάνειας σύνθεσης η μετρική
εμφανίζει διαφορετική χαρακτηριστική από αυτή του χωροχρόνου Minkowski, 
πράγμα που δεν είναι αποδεκτό. Η μετρική αυτή αντιστοιχεί σε έναν τετραδιά- 
στατο ρημάνιο χώρο, ενώ ο χωροχρόνος είναι ψευδορημάνιος.Επιπλέον, επει
δή στους χωροχρόνους Bianchi IX υπάρχει αρχική ανωμαλία, 0α υπάρχει μία 
περίοδος αμέσως μετά την αρχική αυτή ανωμαλία κατά την οποία τα a2, 62,c2 
είναι Οετικά.Για να έχουμε στο I = 1$ : α2 < Ο,ό2 < 0, c2 < 0 Όα πρέπει πριν τη 
σύνδεση να προηγήΟηκε και κάποια άλλη ανωμαλία στην οποία το α2 ή το ό2 
ή το c2 ή όλα μαζί να μηδενίστηκαν.Τέλος, από τις (8.57)-(8.59) παρατηρούμε 
ότι τα α2. 62. c2 τείνουν στο μηδέν καΌώς το t τείνει στο μηδέν, δηλαδή υπάρχει 
ανωμαλία πάνω στην υπερεπιφάνεια σύνδεσης.Το συμπέρασμα από τα ανωτέρω 
είναι ότι από φυσική άποψη δεν είναι δυνατόν να επιτευχθεί η σύνδεση.

1
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Σ υ μ π ε ρ ά σ μ α τ α

Η Σχετικιστική Κοσμολογία βασίζεται κυρίως σε δύο παραδοχές.Η πρώτη 
είναι η πεποίθηση ότι οι νόμοι της φυσικής είναι ίδιοι παντού στο σύμπαν, 
δηλαδή ότι είναι σταθεροί στο χώρο και στο χρόνο, μετά την παρέλευση του 
χρόνου Planck από τη Μεγάλη Έκρηξη. Η δεύτερη υποστηρίζει ότι η εξέλιξη του 
σύμπαντος σε μέγάλη κλίμακα καθορίζεται από τις βαρυτικές αλληλεπιδράσεις, 
από το χρόνο Planck και μετά, οι οποίες περιγράφονται από τη Γενική Θεωρία 
της Σχετικότητας του Einstein, παρόλο που η Όεωρία αυτή έχει επαληθευτεί 
μόνο σε αποστάσεις οι οποίες είναι πολύ μικρές συγκρινόμενες με τις διαστάσεις 
του σύμπαντος.Σημαντικό ρόλο στην κοσμολογία διαδραματίζει και η λεγόμενη 
κοσμολογική αρχή, σύμφωνα με την οποία το σύμπαν σε μεγάλη κλίμακα είναι 
ομογενές και ισοτροπικό.Η κοσμολογική αρχή φαίνεται να επιβεβαιώνεται από 
τα μέχρι σήμερα παρατηρησιακά δεδομένα.Παρόλα αυτά θεωρείται πιΌανό το 
σύμπαν να ήταν αρχικά ανομοιογένες και ανισοτροπικό και να υπάρχει κάποιος 
μηχανισμός ο οποίος το μετέτρεψε σε ομογενές και ισοτροπικό.

Στην παρούσα διατριβή μελετήσαμε τους χωροχρόνους Bianchi IX, οι οποίοι 
είναι ομογενείς και ανισότροποι, χρησιμοποιώντας την 1+3 συναλλοίωτη περι
γραφή και τον τετραδικό φορμαλισμό και τη δυνατότητα σύνδεσής τους με 
τους χωροχρόνους FRW.Επιπλέον ένας από τους στόχους της εργασίας είναι 
να αποτελέσει ένα χρήσιμο βοήθημα για άλλους νέους ερευνητές που ασχολού
νται με παρόμοια Όέματα καΌώς καταβλήθηκε προσπάθεια να συγκεντρωθούν 
και να παρουσιαστούν όσο το δυνατόν πιο ξεκάθαρα τα βασικά στοιχεία των 
μείΐόδων που χρησιμοποιήθηκαν, να τονιστούν ορισμένα σημεία που μπορεί να 
προκαλέσουν σύγχιση καίΐώς και να παρατεΌούν όσο το δυνατόν περισσότερες 
αποδείξεις σχέσεων και θεωρημάτων οι οποίες συνήΌως δεν συναντώνται ανα
λυτικά στη βιβλιογραφία.

125
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Πιο αναλυτικά, στα Κεφάλαια 2 και 3 αναφερΌήκαμε στα βασικά χαρακτη
ριστικά της 1+3 συναλλοίωτης περιγραφής και του τετραδικού φορμαλισμού, 
που αποτέλεσαν το υπόβαθρο πάνω στο οποίο αναπτύχθηκε η υπόλοιπη δια
τριβή.Στο κεφάλαιο 4 παραθέσαμε την κατηγοριοποίηση των κοσμολογικών 
μοντέλων σύμφωνα με τις συμμετρίες τους, με έμφαση στους χωρικά ομο
γενείς χωροχρόνους .Στο Κεφάλαιο 5 επικεντρωθήκαμε στους χωροχρόνους 
Bianchi και στην εφαρμογή των παραπάνω μεθόδων σ’αυτούς.Στο Κεφάλαιο 6 
εξαγάγαμε τις εξισώσεις εξέλιξης και δεσμών στην περίπτωση των χωροχρόνων 
Bianchi IX με διαγώνια τετραδική μετρική που έχουν ως υλικό περιεχόμενο ένα 
ιδανικό ρευστό και αποδείξαμε ότι στην περίπτωση αυτή το ιδανικό ρευστό δεν 
μπορεί να είναι πλάγιο.Επίσης, στο κεφάλαιο αυτό ολοκληρώσαμε τις εξισώσεις 
της μετρικής για τους χωροχρόνους Bianchi IX εισάγωντας ένα κατάλληλο 
σύστημα συντεταγμένων.Ας σημειωθεί πως παρά το ότι η χωρική εξάρτηση 
της μετρικής είναι γνωστή για τα μοντέλα Bianchi και μπορεί εύκολα κανείς να 
τη βρει σε εξιδεικευμένα βιβλία και διατριβές, μία διεξοδική μέύοδος ολοκήρω- 
σης των εξισώσεων αυτών δεν φαίνεται να είναι διαθέσιμη στη διεΌνή βιβλι
ογραφία. Πιστεύουμε ότι η επίλυση των εξισώσεων στην περίπτωση Bianchi 
IX (που είναι η πιο δυσχερής) που λεπτομερειακά εκιΊέσαμε εδώ είναι ένα 
άριστο εργαστήριο για κάποιον που ίΐέλει να μυηίΐεί στον τρόπο επίλυσης 
των εξισώσεων της μετρικής με προοδευτική προσαρμογή των συντεταγμένων 
μέσω κατάλληλων μετασχηματισμών.Στο Κεφάλαιο 7 εξαγάγαμε τις εξισώ
σεις εξέλιξης και δεσμών για τους χωροχρόνους FRW-Τέλος στο Κεφάλαιο 
8 προσπαθήσαμε να συνδέσουμε τους χωροχρόνους Bianchi IX με διαγώνια 
μετρική και ιδανικό ρευστό με τους χωροχρόνους FRW θετικής καμπυλότητας 
πάνω σε μία ομογενή υπερεπιφάνεια I =στατ)ερό, χρησιμοποιώντας τις συν
θήκες σύνδεσης Lichnerowicz, έτσι ώστε να δημιουργήσουμε ένα κοσμολογικό 
μοντέλο το οποίο αρχικά είναι ομογενές και ανισοτροπικό αλλά κάποια χρονική 
στιγμή γίνεται ισοτροπικό.

Αν και κατ’αρχήν φαίνεται ότι η σύνδεση των δύο χωροχρόνων ί)α μπορούσε 
να επιτευχθεί, τελικά αποδείχθηκε ότι κάτι τέτοιο είναι ανέφικτο.Ο λόγος αυτής 
της αδυναμίας δεν φαίνεται να μπορεί να εξηγηΰεί με απλούς όρους που βασίζο
νται στη φυσική διαίσθηση, αλλά ίσως να οφείλεται στην ειδική πολύπλοκη ανα
λυτική δομή που έχουν οι εξισώσεις εξέλιξης και δεσμών.Γι’αυτό μελλοντικά ί)α 
μπορούσε ίσως να μελετηθεί η δυνατότητα σύνδεσης των δύο χωροχρόνων αν 
θεωρήσουμε έναν χωροχρόνο Bianchi IX με μη διαγώνια τετραδική μετρική. Πάντως 
Οα θέλαμε να επισημάνουμε ότι η διεργασία ισοτροποίησης του χωροχρόνου 
μετά τη μεγάλη έκρηξη με σύνδεση πάνω σε μία χωροειδή υπερεπιφάνεια δεν 
έχει εξετασιίεί από κανέναν ερευνητή μέρχι σήμερα (τουλάχιστον αυτό έδειξε 
η αναζήτηση που κάναμε μέσω internet).Λυτό που κάνει ίσως αυτή την ιδέα 
ιδιαίτερα ελκυστική είναι το ότι το μόνο που απαιτεί από τη φυσική του συμπα- 
ντικού ιδανικού ρευστού είναι μία απότομη μεταβολή της ισοτροπικής πίεσης
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(ίσως μιας αλλαγής φάσης).Βέβαια, η φυσική διαδικασία που λαμβάνει χώρα 
(στην περίπτωση που Όα μπορούσε να επιτευχθεί αυτή η σύνδεση) και εξη
γεί την μετατροπή του χωροχρόνου από ανισοτροπικό σε ισοτροπικό αποτελεί 
επίσης πρόταση για μελλοντική μελέτη.
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5ίί

Μ '■ ·> -Λ

- S W i
■ ΐ ι Ι Ι β Ι



Π α ρ ά ρ τ η μ α  A '  

Α π ο δ ε ί ξ ε ι ς

AM Αποδείξεις Κεφαλαίου 3
Γιατί η ονομασία " Συντελεστές Στροφής "  για  τα Γ ^ ;
Ας θεωρήσουμε την καμπύλη C : χ  = x(s) με εφαπτόμενο διάνυσμα E c = 
θεωρούμε επίσης ένα μοναδιαίο διάνυσμα Ε α, το οποίο μεταφέρουμε παράλληλα 
κατά μήκος της C  με τη βοήθεια της συναλλοίωτης παραγωγού, δηλαδή

E j E j j  = 0 (AM)

ή με άλλα λόγια το Εα μεταφέρεται κατά μήκος της C έτσι ώστε να διατηρεί 
σταθερά τη διεύθυνση και το μέτρο του.Έστω τώρα ένα μοναδιαίο διανυσματικό 
πεδίο Ε&. το οποίο σχηματίζει γωνία Θ με το Εβ, δηλαδή

Εα ♦ Εb = cos# (A .2)

όπου κατά μήκος της Ο η Θ θα είναι συνάρτηση της “θέσης πάνω στην καμπύλη 
Θ = #($). Παραγωγίζουμε την ανωτέρω σχέση ως προς $ και παίρνουμε

^ (Ε „  · Efc) =  E j( Ε„ · Ε 6) j  = -  sin (Α'.3)

όμως το εσωτερικό γινόμενο Εβ · Ε*, είναι βαθμωτό ως προς τις συντεταγμένες, 
άρα η (Λ\3) γίνεται:

(W
E j i E j E u Y j ^ - s m O -  (A'.J)

και επειδή το Ε« εκτελεί παράλληλη μεταφορά (σχέση (AM)) η ανωτέρω σχέση 
συνεπάγεται ότι

E(;E bi;iE j  = - s in f l- f  Tabc =  - s i n t f f  
ds as
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(A'.5)

If
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Αν τώρα θεωρήσουμε ότι σε κάποιο συγκεκριμένο σημείο P(so) επί της C, που 
αντιστοιχεί στην τιμή s0 της παραμέτρου s, η γωνία των Εβ και Eb είναι η 
ανωτέρω σχέση γράφεται:

Γ — - ( f )  .  ( Α ' 6 )
Δηλαδή το r obc εκφράζει το ρυθμό μεταβολής της γωνίας 0 που σχηματίζει το 
Eb με την κάθετη προς αυτό σταθερή διεύθυνση του Εα, όταν το Eb μετακινείται 
κατά τη διεύθυνση της καμπύλης C.

Απόδειξη της Σ χέσης (3.35)
Εφαρμόζουμε τη σχέση (3.34) για τα διανύσματα Ε° και παίρνουμε:

Ε α ™   dI ΙΓ&ijk “  & i,kj — Η ijk& I

Αντικαθιστώντας τη σχέση που βρήκαμε στην (3.33) προκύπτει ότι:

K w  = -  F ' ^ E J E J E /

Από τον ορισμό (3.12) των συντελεστών στροφής του Ricci έχουμε:

r c„6 = E '& . j E j
= (E c,Ea') ,E b> -  Ec,0EaiEbi 
= S ^ E S - E ^ E J E S  
= S ^ E j - E ^ E j E j  
=  - E ^ E j E j

ή ισοδύναμα

(A'.7)

(A'-8)

(A'.9)

(AMO)

Επομένως

= - ( r v ; ' . E ' h
= - Γ ', ,  .Ε ',Ε ',  - 1 V £ '„ ,e 'j -  r „ £ · ,£ ' ,
=  - r -  r ^ i - r ^ E ^ E ’t -  Γ'·,Ι Ε ',( -Γ '„ ε °>ε \

=  - r V .E ' E ' ,  + Γ ·„ Γ ',ι Ε>Ε''1Ε ' +  Γ ^ Ε ',Γ ',,Ε 'Ε * . (AM I)

Ομοίως αποδεικνύεται ότι

E°ik] = - r eUE tiE ,k + r 'r, r ghE9,EhJE ,k + r e/Eeir fghE9kE hj (AM2)
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Αντικαθιστώντας τις (Α'.ΙΙ) και (ΑΜ2) στην (Α'.8) παίρνουμε

Λ μ  ‘ =  { ~ ^ s ,k E eiE ,j + Γ°ε/Γ %ΗΕ \Ε \Ε ΐ;  + r \ i E \T ’ghE !’j E hk +

+ T \fJ E eiE ik -  r e/r%hE*,E’)E 'k -  r eJE*,r'ghE !>kE h;)E b'E j E dk 

=  - r \ i M  + r°e/r % ,Μ δ Ι  + T°efr ‘gh6t5i6hd +
+ r ae , M  -  r e / r ; h w M  -  r e /  r ' j t w s

_ _p« I p« pe I pa pe . pa pa pe pa pe
* bc,d · * ec* bd » * be* cd ·" * bd,c * ed* be * be* dc

~ = r V  -  r \ d + T“ecP M -  Γ ^ Γ *fc -  rvy*ai ' (AMS)

Απόδειξη της Σχέσης (3.32)
Αν εφαρμόσουμε τις ταυτότητες του Jacobi (3.31) για τα όιανύσματα βάσης 
Εα παίρνουμε την εξής σχέση:

ΙΕ., |Efc, Ecj] + [El,, [Ec, E„)] +  |EC, [E„,E6)1 = 0 (A'.14)

[E0> [E|,, Ec]]' =  [Ea, 7  W  =  E . H y -  Y t c E / E j j  
= E j^ b c E j j  + E jY to jE j  -  ' f t ' E / E j j  

=  7 W E j j  ~  E j E t f ^
= 7 U E j E j j  -  E j E j J )  + E j E j i * ^
= 7 1 (Ε Λ)Ε ί  + Ε Μ  
= ί \ οΊ\<,ε : +
= 7V 7 \ β ί  + (9aY'bc)E j
=  h \ c Y L  + δ , Λ ) « ;  (a m 5)

Επομένως

[E0,[E6)Ec]] = (7V r «  + dnY lbc)E d

= i ( 7 V r t  -  Y cb< e + d a l \ c -  daY cb)E d (AM6)

Ομοίως βρίσκουμε ότι οι άλλοι δύο μεταΌέτες δίνονται από τις σχέσεις:

[Ει,, |EC, Ε 0]] = l(7*e.74h - 7 * « A + f t ' ) ~ - ^ 7 « ) E (i (ΑΜ7)

[Ετ,ΙΕ,,Ε»]] =  \{Υ ,ΑΊΛο, -  YlnY'ce + ~ Ζ Υ ' Μ  (A'. 18)
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Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (Α'.1β)-(Α'.18) η σχέση (Α'.14) τελικά γίνεται

^(7 %6 7 φ  + 9{αγ Η )Εά = 0 (AM9)

όμως τα διανύσματα της τετραδικής βάσης είναι γραμμικώς ανεξάρτητα επομέν
ως καταλήγουμε στη σχέση (3.32)

7β|α*7<φ  + 9\«Ί%  = 0 (Α'.20)

Απόδειξη της Σχέσης (3.37)

Λ-ΙΜ =  -  βαΜο + * “< * :-* “** + H U  -  R \ m) (Α'.21)

όμως ο τανυστής Riemann είναι αντισυμμετρικός ως προς το τελευταίο ζεύγος 
δεικτών, δηλαδή

« w  = ~ R aMc (Α'.22)
επομένως χρησιμοποιώντας την (Α'.22) η (Α'.21) γίνεται

« Μ  = 5 < « ω  + « ° *  + «V») (Α'.23)

Από τη σχέση (AM3) και με κυκλική μετάθεση των δεικτών παίρνουμε

« · «  = Γ · « , - Γ μ  + Γ · Λ - Γ · Λ - Ρ Λ  (Α-.24)
= Γ · * . - Γ · * , ί Γ ' Λ - Γ Λ - Γ Λ  (Α-.25)

Κ·*, =  Γ · ^ - Γ · ^ + ^ Γ λ - Γ " Λ - Γ " „ 7·λ  (Α-.26)

Αντικαθιστώντας τις (Α'.24)-(Α'.26) στην (Α'.23) και με τη βοήθεια της (3.28) 
προκύπτει ότι

λ“,μ  = (Γαω -  + ( r v  -  r°cd),fc + (Γ% -  r v ) , /  +
+Γ“„ ( Γ Μ -  r db) + γ·λ (γ ** -  r C(1) + -  r j  -
—γ**heir*dc -  τ \ Λ) -  r de( r ecb -  r fc) -  r°«(rM -  r*)

= W  + 7acdjb + 7°te,«i + 7erft7 «  + 7V>te + 7 fcT*
~ 7“|rf6,cl + 7*λ 7°φ

και λοιμβάνοντας υπόψιν την (Α'.20) παίρνουμε ότι

(Α'.27)

(Α'.28)

επομένως
Ha\bcd\ ~~ 9aeR  |6cd| ® (Α\29)
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Επιπλέον η (Α\28) με συστολή των δεικτών α και c μας δίνει

^ a|6odj = 0 R̂ bad + dba + & adb = ®

^  /?W ~i“ Π j f a  4· Π a(n, = 0

=> Λμ -  R adab =  0 
=» /?μ — Rdb — 0

- => (A'.30)

ή ισοδύναμα
R(ab) (A'.31)

A'.2 Αποδείξεις Κεφαλαίου 5

Α'.2.1 Πλάγια Μοντέλα Bianchi
Απόδειξη του Θεωρήματος 5.1.1
Αφού το διανυσματικό πεδίο η είναι χρονοειδές και μοναδιαίο

71,71* =  - 1  => (77,7?*);̂  =  0

=> -1- run'.j = 0

=> 2niyn* = 0

=* η,^η* = 0 (Λ'.32)

Το η είναι κάΌετο στις ομογενείς υπερεπιφάνειες, άρα είναι κάθετο και στα 
διανύσματα Killing.Eπoμέvως για κάΌε διάνυσμα Killing ισχύει ότι:

— 0 =Φ = 0
=> Z-jiii -I- = 0

=» iiy-n* -1- = 0 (A'.33)

Κάνουμε συστολή στην σχέση (Α'.33) με το nj και έχουμε

+ i'ni-jni = 0 (Α'.34)

Από την εξίσωση Killing παίρνουμε

= 0 =* ξν^ΊΐΡ I- ten'll?  = 0
=*> 2£/;;7 ? V  = 0 =» & ;i7 ? V  =  0 (Α '.35)

Αντικαθιστώντας τη σχέση (Α'.35) στην (Α'.34) προκύπτει

= 0 =» ξ;7?,· = 0

f
I

(Α'.36)
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Επιπλέον από την (Α'.32) κάνοντας συστολή με το τΡ παίρνουμε

TLi jriiP  =  0 => n'rii =  0 (Α'.37)

Από τις σχέσεις (Α'.36) και (Α'.37) συμπεραίνουμε ότι

ή, =  0 (Α'.38)

γιατί διαφορετικά θα έπρεπε το ή να είναι κάθετο ταυτόχρονα και στο η και 
στα διανύσματα Killing ξ τα οποία είναι γραμμικώς ανεξάρτητα,Επομένως το 
η είναι εφαπτόμενο σε μια οικογένεια γεωδαισιακών καμπύλων.
Αφού το η είναι κάθετο στις ομογενείς υπερεπιφάνειες ορίζεται από τη οχέοη

m = -A /,, (Α'.39)

όπου τα Α και /  είναι βαθμωτά και οι υπερεπιφάνειες δίνονται από τη σχέση 
/ ( ί)  =σταθ.Χρησιμοποιώντας τη σχέση (Α'.39) εύκολα αποόεικνύεται ότι

nurijjt] =  0 (A .40)

αφού

n,fn^| = hmTijj, -  mnkj  +  ~  + ***** ~  n*n’J  (AU1>

XOI

=  —A />{(-A /j)^ -  Γ**(-λ/^)}
(A'.42)=  —A /» (—A j t / j  — A/ j t  +  ΑΓ*4/ 1)

Με κυκλική μετάθεση των δεικτών βρίοκουμε τις αντίστοιχες σχέσεις για τους 
υπόλοιπους όρους της (Α'.40)

_  _ λ /.ί(-Α j f *  ~  + ΑΓ»>/ )̂n m -j
-  - λ / j(-A .,/jr -  λ/,*. + λΓ4ι/ | )  

β  - Α / , ί - Αυ / . · - Α/ ο + ΑΓ^ )
" γ AiV j)

(Α'.43)
(Α'.44)
(Α'.45)
(Α'.46)
(Α\47)

i-V 42)-(Α'.47) στην (Α '.ΙΙ) και λαμβάνονιας 
Αντικαθιστώντας τις <η(έσειζ y η σχέση (Α'.40).
’Λ01 Λν ότι />i =  /υ· · Γ, [>, £  το η' έχουμε
Κάνοντας συστολή της (A AO) r*· i . « » · « « « > ·  — n

. n k j 71' + η ί η *··η  ~~ ^ n t n . j i i  n t n j j n  — 0
ni'T,j^!n ' =  0 =» ***”>*” "  ” ’+ ^  __ n>n a « i + ^ η· ίη ' “  ”*"i ~  0 (A'.48)

=» — + ****
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η οποία με τη βοήθεια των (Α\32) και (Α\38) γίνεται

ftj;k ^k,j — 0 =Φ ^[j‘,k] — 0

^  2^η3Μ ~  Fjk ~  nkJ + ^kjn l) ~  ®

2^n^k ~~1lk̂  =  ^
=* =  0

Επομένως
η|*υ] “  η Μ  — 0

Από τις σχέσεις (Α\49) και (Α'.39) προκύπτει ότι

(Α'.49)

(Α'.50)

Το οποίο σημαίνει ότι Λ =  λ(/).Μπορούμε λοιπόν να ορίσουμε τη χρονική 
συντεταγμένη t ως t = /  X(f)df .Κατά συνέπεια η, = — και οι ομογενείς 
υπερεπιφάνειες δίνονται από τη σχέση ί =σταί)ερό.
Προφανώς και οι τετραδικές συνιστώσες του η ικανοποιούν τις σχέσεις (Α'.40) 
και (Α'.49):

n\anb,c\ =  n ^ n y ^ E jE ^ E ^  = 0 (Α'.51)

” Μ  = nM E« Eb =  0 (Α'.52)
» Μ  = " | i j | W  =  0 (Α'.53)

Απόδειξη του Θεωρήματος 5.1.2

Σξΐΐί —

= ξ*ην + (Α'.54)

To η είναι κάΌετο στην υπερεπιφάνεια και στα διανύσματα Killing, επομένως 
για κάθε οιάνυσμα Killing ισχύει ότι

ξ %  = 0 =* ( ξ ^ ) ;ι = 0

==> + ξ ίη χ  = 0
=> ξ]·,^  + ξ’ηί-ί = 0 (Α'.55)

Συνδυάζοντας τις (Α'.54), (Α',55) και (Α'.49) προκύπτει ότι

£«” >· =  ~  »»*.·) = 2ξ}ηΜ] = 0 (Α'.56)
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Από τη σχέση (Α'.56) σε συνδυασμό με τη σχέση (4.17) συνεπάγεται ότι χαι 
η Lie παραγωγός των τετραδικών συνιστωσών του η είναι μηδέν αφού

Επειδή όταν χρησιμοποιούμε αναλλοίωτη βάση η Lie παράγωγος των συνιστ
ωσών της μετρικής και της τετραδικής μετρικής είναι μηδέν, είναι προφανές ότι 
μπορούμε να ανεβάσουμε τους δείκτες στις σχέσεις (Α'.56) και (Α'.57):

Α'.2.2 1+3 Συναλλοίωτη Περιγραφή στα ΜοντέλαBianchi
με Πλάγιο Ιδανικό Ρευστό

1 . ήα = u/et =  0
Έχει ήδη αποδειχτεί.

2. Οι ποσότητες θ  , ΕΛ  , Hab , μ  , ρ  , φ  , π®6 δεν εξαρτώνται από τις 
χωρικές συντεταγμένες αλλά μόνο από. το χρόνο I.

Α πόδαξη. Για να αποδείξουμε την παραπάνω πρόταση πρέπει να λάβουμε 
υπόψιν τα εξής:

• Δουλεύουμε με αναλλοίωτη τετράδα, άρα η παράγωγος Lie ως προς 
τα διανύσματα Killing, της μετρικής και των διανυσμάτων της βάσης 
είναι μηδέν:

L(na =  L d m E j)  =  {L<ni)E; + η ^ Ε ; )  =  0 (Α'.57)

L(n' — L fna = 0 (Α'.58)

(Α'.59)
(Α'.60)

•  Η παράγωγος Lie ως προς τα διανύσματα Killing, του κάθετου &- 
ανύσματος η είναι μηδέν:

L(iii =  L(Tia -  0 (Α'.61)

(σχέσεις (Α'.56), (Α'.57), (Α\58) ).Από τις (Α'.59) και (Α'.61) 
παίρνουμε ότι

Lfhai, ~ L((g„h + nanb) -  0 (Α'.62)

•  Η παράγωγος Lie ως προς τα διανύσματα Killing, των γάμμα του 
Christoffel (connection) και του τανυστή καμπυλότητας είναι μηδέν:

0

0

(Α'.63)
(Α'.64)
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(βλέπε [36] σελ.8 θεώρημα 2.3 και σελ.17 σχέση (4.14)). Αχό τη 
σχέση (Α'.64) ίφοχΰπουν επίσης τα εξής;

L^Rij — -  0 (Α-65)
V *  =  L z tf’ Rij) = 0 (Α'.66)

Οι (A'.64)-(A',66) σε συνδυασμό με τις (Α'.59).(2.28) 
αντίστοιχα. συνεπάγονται επίσης ότι:

χαι (2-35)

L fiiju  =  0 (Α'.67)

L^Gij =  "  2 ^ ; )  ~  ® (Α.68)

+  Api,) — 0 (Α'.6Θ)

(όχου/,ξΛ =  ξ*Αϊί =  0).
Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (Α'.βΟ) καα (Α'.64)-(Α\69) εύκολα 
αποδειχνύεται ότι οι Lie παραγωγοί ως προς τα διανύμστα Killing, 
των αντίστοιχων τετραδικών ποσοτήτων είναι επίσης μηδέν:

= 0 (Α.70)
= 0 (Α'.71)

L fi+ c i — 0 (Α\72)
ί»ξβ^ — 0 (Α.73)
L{Ta  = 0 (Α-74)

•  Η παραγωγός Lie ως προς τα οανχκκπα Killing και η συναλλοίωτη 
παραγωγός [CiaradevOT.(^fCi [36] σελ.16 θεώρημα. 4.2)

Προφανώς στις σχέσεις (Α'.59)-(Α\69) xoti (Α\70)-(Α'-74) μπορούμε να 
αη^σχατεράσουμε τους δείχτες.

■ •••ii·· -

Ί-·,ν·• -■ ■'•JL''

3-V·;

Αχό τη σχέση (Α'.62) έχουμε ότι

θ  =  η%  L & = l & r j  =  ( 1 ^  =  0

λόγω της (Α'.βΙ).Όμως το 0  είναι βαβμωτό. άρα

ί>«θ = ξ 'θ ^

Ακό τις (Α'.75) xan (Α'.76) ιροχύττα ότι ? ' . ,

i  f 0 4 =  O =► ^ Θ λ +  Γ Θ ^ Ο
=* ξ °θ Λ = 0

(Α.75)

··'· >·’; Λ
β -λ Λ ί

(Α-76)

(Α.77)
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Γράφοντας αυτή τη σχέση για κάθε ένα από τα τρία γραμμικά ανεξάρτητα 
διανύσματα Killing ζ(Γ), r  =  1,2,3 καταλήγουμε σε ένα γραμμικό και 
ομογενές σύστημα του οποίου η ορίζουσα |ξ ^ | είναι διάφορη του μηδενός 
λόγω της γραμμικής ανεξαρτησίας των διανυσμάτων Killing. Επομένως το 
σύστημα αυτό έχει μοναδική λύση:

θ  α = 0 θ  = θ (ί) (Α'.78)

Από την ανάλυση του τανυστή ορμής - ενέργειας (σελ.) έχουμε ότι

μ = Tabnanb (Α'.79)

Επομένως με τη βοήθεια των σχέσεων (Α'.61) και (Α'.74) η (Α'.79) μας 
δίνει

Ζ,ξμ =  0 (Α'.80)
όμως το μ είναι βαθμωτό, άρα

ί ,φ  =  ξ*μ,< = ξ“μ(0 =  0 => μ,ο =  0
=Φ> μ = μ(ί) (Α'.81)

Ομοίως αποδεικνύεται ότι:

Ρ  =  P i t )  , 9α =  Qa { t )  , * a b  -  I ta b i t )  (Α'.82)

Το ηλεκτρικό και το μαγνητικό μέρος του τανυστή Weyl ορίζονται από 
τις σχέσεις (2.30):

Eab =  Cacun cnJ (Α'.83)

Hab = (Α'.84)

Από την (Α'.83) σε συνδυασμό με τις (Α'.61) και (Α'.72) προκύπτει ότι

L & b  = 0 (Α'.85)

Όμως το Hab είναι βαθμωτό ως προς τις συντεταγμένες, επομένως

Ι ξΕ ^  = ? E abn = 0 =» Eabn = 0
=* Eob =  Eab(t) (A'.86)

Με παρόμοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι

Η* =  Habit) (Α'.87)

□
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3. Οι ποσότητες σab , Eab , Hab , <7α , π0ό δεν έχουν συνιστώσες κατά την 
κάθετη στην υπερεπιφάνεια κατεύθυνση.

Α πόδαξη. Από τη σχέση (5.69) παίρνουμε

_  1
*· '* &ab — 29ab,0 ^du-ab

' επομένως
1 1

-  &αΟ ~  ~^9α0,0 ~0/?αΟ ~  0

«φού gao,o =  Λοο =  0 .
To Eab και H„b ορίζονται οπό τις σχέσεις (2.30):

Eab =  CncbdnCnd =  CacbjSgSg — Ca0b0

Eab — ^ V a ie E ^ b c ^  =  = "^ladcC^bg

Επομένως

(A'.88)

(A'.89)

(A'.90)

(A'.91)

Eao =  Cnooo = 0 (A'.92)

Hao =  ^/α,/β^^οο =  0 (A'.93)

λόγω των συμμετριών του τανυστή Weyl ως προς τους δείκτες. Από την
ανάλυση του τανυστή ορμής - ενέργειας έχουμε ότι

Qa = - T brnblf„ (Λ',94)
πα6 =  T J f  <nhdh> (Α'.95)

'Αρα, χρησιμοποιώντας και τον ορισμό (2.9) προκύπτει ότι

9ο =  -T bcn bhcg = 0 (Α'.96)
παο =  T J f <ahd0>

=  Tad {V A o i -  =Αλ Α ·4 & V''/

= 0 (Α'.97)

αφού hao = /?α0 = 0. □

4. Οι συνιστώσες των εξισώσεων εξέλιξης και θεσμών κατά την κάθετη 
στην υπερεπιφάνεια διεύθυνση είναι κενές πληροφορίας.

}
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Αηόδαζη. Η πρόταση αυτή αποδεικνύεται εύκολα χρησιμοποιώντας τις 
σχέσεις (Α .89), (Α'.92), (Α'.93), (Α'.96) και (Α'.97).Για παράδειγμα, ας 
■θεωρήσουμε την εξίσωση διάσοσης της διάτμησης:

& < ab> - V < a n b> =  —^ Θσαί>+ ή < °ή 6> — a < a c a b>c —ω<αω4> — ( jE°6—- π α6)

(Α'.98)
Λαμβάνοντας υπόψιν ότι

ήα = ωα = 0 (Α'.99)

η εξίσωση (Α'.98) μας δίνει

ά<α°> =  _ ^ θ σ °0 -  o<aca0>c -  (£°° -  - π β0) (ΑΜ00)

Έχουμε αποδείξει (σχέσεις (Α'.89), (Α'.92), (Α'.97) ) ότι σ“° -  Ε“° = 
π00 = 0 .Επίσης χρησιμοποιώντας τον ορισμό (2 .9) βρίσκουμε ότι

ά<ο0> = {Λ(αΛ - ^ “οΛ ^}σα' =  0 (ΑΜ01)

a <aea0>c =  {h{adh ° \ -  ^ α0/ ^ |  a<dco '>c = 0 (Α'.102)

αφού Λ„ο =  Λ°α = 0 .
Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (Α'.89), (Α'.92), (Α'.97), (ΑΜ01) και (AM02) 
προκύπτει ότι η εξίσωση (AU00) μηδενίζεται ταυτοτικά.Με τον ίδιο τρόπο 
αποδεικνύεται και για τις υπόλοιπες εξισώσεις εξέλιξης και δεσμών ότι οι 
συνιστώσες τους κατά την κάθετη στην υπερεπιφάνεια διεύθυνση μηδεν
ίζονται ταυτοτικά και κατά συνέπεια είναι κενές πληροφορίας. □

Α \3  Αποδείξεις Κεφαλαίου 7
Απόδειξη της Εξίσωσης Friedmann

Η σχέση (7.16) είναι ισοδύναμη με την:

3 Φ +  3 φ 2 = - \ { μ + ρ ) + μ + Λ  ( Α ·ι ο 3 )
Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη της (AM 03) με (ά/α) παίρνουμε

3 { © ’} ' + 3 0 s =
3 . Λ  ά . αΛ- (ΑΜ04)
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η οποία, με τη βοήΰεια της (7.17), γίνεται

Λ Γ / ό \ 2 ,| ' Λ/ ά \ 3  1 . ά  Α ά

3 {(ϊ>  } + 3 ( ϊ )  = 5 '' + "Ξ + Λά ,

Πολλαπλασιάζοντας την (AM 05) με α2 τελικά προκύπτει ότι 

'· § β2{ © 2} + 37  = 5 (α^  + α2Λ)·

*  2 {®2(α ) } =  2(β2Μ+α2Λ)’
=> 3(ά2)' =  (α2μ  +  α2Λ)'

από την οποία με ολοκλήρωση παίρνουμε την εξίσωση Friedmann

3β2 =  ΰ?μ + α2Λ -  3k «· 3 ( - ) 2 = μ  -  ^  + Λ
'■α' αΖ

(AM 05)

(ΑΜ06)

(ΑΜ07)
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