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Στη διατριβή αυτή περιγράφονται τα προβλήματα του αρμονικού αριθμού, του αχρωμα- 
τικού αριθμού, του μεγίστου συνόλου κοπής, του μονοπατιού Hamilton, της επικάλυψης 
με μονοπάτια και του κυρίαρχου συνόλου. Αρχικά περιγράφονται τα προβλήματα αυτά και 
στη συνέχεια παρουσιάζουμε σε ποιες κλάσεις τέλειων γραφημάτων τα προβλήματα αυτά 
είναι ΝΡ-πλήρη και σε ποιες κλάσεις ανήκουν στην κλάση Ρ, δηλαδή έχουν πολυωνυμική 
λύση. Κύριος στόχος της διατριβής αυτής είναι να προσδιορίσουμε το σημείο εκείνο το 
οποίο διαχωρίζει σε δυο κατηγορίες τις υπό μελέτη κλάσεις των τέλειων γραφημάτων. Η 
μια κατηγορία είναι εκείνη όπου για τα προβλήματα δεν υπάρχει πολυωνυμικός αλγόριθ
μος που να τα επιλύει. Και η δεύτερη κατηγορία είναι εκείνη όπου για τα προβλήματα 
υπάρχει πολυωνυμικος αλγόριθμος που να τα επιλύει. Επειτα παρουσιάζονται οι αποδείξεις 
που αναφέρονται στην ΝΡ-πληρότητα και οι αλγόριθμοι που λύνουν τα παραπάνω προβλή
ματα πολυωνυμικά. Τέλος παρουσιάζουμε συνοπτικά σε έναν πίνακα για κάθε μια κλάση 
ποια προβλήματα παραμένουν ΝΡ-πλήρη και ποια ανήκουν στην κλάση Ρ. Σε κάποιους άλ
λους πίνακες δείχνουμε τη χρονολογία εύρεσης των αλγορίθμων που λύνουν πολυωνυμικά 
το κάθε πρόβλημα, τη χρονολογία εύρεσης των αποδείξεων της ΝΡ-πληρότητας και τους 
συγγραφείς.
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E x t e n d e d  A b s t r a c t  in E nglish

The thesis provides an extensive survey for the problems of harmonic number, achromatic 
number, max cut, Hamilton path, path  cover and the dominant set. For each of the 
studied problems we study NP-completeness or admission of polynomial time solution. 
The basic result of this thesis is to  categorize the classes of perfect graphs with respect to  
the solution time of the above mentioned problems. In this way two classes are formed: 
the polynomial time class and the NP-complete class. Moreover, we present the proofs 
of related NP-completeness and the algorithms tha t solve the problems in polynomial 
time. Finally, summarized on tables, we present for each class what problems remain 
NP-complete and which belong to class P. At other tables we show the chronology of 
finding the polynomial algorithms th a t solve each problem, the chronology of finding the 
proof of the NP-completeness and the writers.
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Κ εφαλαίο  1

Ε ισαγωγή

1.1 Βασικοί Ορισμοί

1.2 ΝΡ-πληρότητα

1.3 Στόχος της Διατριβής

1.4 Δομή της Διατριβής

Σε αυτό το κεφάλαιο θα αναφερθούμε σε κάποιους βασικούς ορισμούς, στην ΝΡ- 
πληρότητα, στους στόχους και στη δομή της διατριβής.

1.1 Β α σ ικ οί Ο ρισμοί

Ο ρισμός 1.1. Γράφος ή γράφημα (graph) είναι μια δομή που αποτελείται από ένα σύνολο 
κόμβων ή κορυφών (vertices) που συνδέονται μεταξύ τους με ένα σύνολο ακμών (edges). 
Συμβολίζεται με G — (V, Ε ), όπου V  είναι το σύνολο των κορυφών και Ε  είναι το σύνολο 
των ακμών.

Ο ρισμός 1 .2. Με Adj(u) συμβολίζεται το σύνολο γειτνίασης του κόμβου u. Επομένως 
ισχύει (u, ν) €  Ε  ν €  Adj(u).

Ο ρισμός 1.3. Βαθμός μιας κορυφής u είναι το πλήθος των ακμών που προσπίπτουν σε 
μια κορυφή u V και συμβολίζεται με d(u). Ο μέγιστος βαθμός από όλες τις κορυφές του 
γραφήματος ονομάζεται βαθμός του γραφήματος και συμβολίζεται με D (G ). Επομένως 
D(G) =  max d(u).u€V
Ο ρισμός 1.4. Μονοπάτι (path) μεταξύ δυο κορυφών u  και ν είναι μια ακολουθία ακμών 
(«ο,«Ο, («ι, υ2), (ν2,ν 3) , . . . , (i/jfe-i, vk) τέτοια ώστε να ισχύει:

1 . u = vq και υ =  vk

1



2 . ο ι  κ ο ρ υ φ έ ς  0  <  ί  <  k  ε ίν α ι  δ ια φ ο ρ ε τ ικ έ ς  μ ε τ α ξ ύ  τ ο υ ς .

Ο ι κ ο ρ υ φ έ ς  u  κ α ι  ν  λ έ γ ο ν τ α ι  ά κ ρ α  τ ο υ  μ ο ν ο π α τ ιο ύ .  Μ ή κ ο ς  τ ο υ  μ ο ν ο π α τ ιο ύ  λ έ γ ο ν τ α ι  τ ο  

π λ ή θ ο ς  τ ω ν  α κ μ ώ ν  π ο υ  π ε ρ ι έ χ ο ν τ α ι  σ ε  έ ν α  μ ο ν ο π ά τ ι .  Έ ν α  μ ο ν ο π ά τ ι  σ υ μ β ο λ ίζ ε τ α ι  μ ε  Ρ * ,  

ό π ο υ  k  ε ίν α ι  τ ο  π λ ή θ ο ς  τ ω ν  κ ό μ β ω ν  π ο υ  π ε ρ ιέ χ ε ι .  Έ ν α  μ ο ν ο π ά τ ι  λ έ γ ε τ α ι  α π λ ό  α ν  κ ά θ ε  

κ ό μ β ο ς  ε μ φ α ν ίζ ε τ α ι  τ ο  π ο λ ύ  μ ια  φ ο ρ ά  σ τ ο  μ ο ν ο π ά τ ι .

Ο ρ ι σ μ ό ς  1 . 5 .  Ό τ α ν  τ α  τ ε ρ μ α τ ικ ά  σ η μ ε ία  ε ν ό ς  μ ο ν ο π α τ ιο ύ  (ι/ο , ^ ι ) 5 (ί>ι, ^2 ) ,  (t>2 j ^3 )) · · ·»  

( v k -u V k )  τ α υ τ ί ζ ο ν τ α ι ,  δ η λ α δ ή  vq — Vk τ ό τ ε  τ ο  μ ο ν ο π ά τ ι  λ έ γ ε τ α ι  κ ύ κ λ ο ς .  Έ ν α ς  ά χ ο ρ δ ο ς  

κ ύ κ λ ο ς  έ χ ε ι  μ ή κ ο ς  μ ε γ α λ ύ τ ε ρ ο  τ ο υ  2  κ α ι  σ υ μ β ο λ ίζ ε τ α ι  μ ε  C ό π ο υ  k  τ ο  π λ ή θ ο ς  τ ω ν  κ ό μ β ω ν  

π ο υ  α υ τ ό ς  π ε ρ ιέ χ ε ι .

Ο ρ ι σ μ ό ς  1 . 6 .  Α ν  τ ο  σ ύ ν ο λ ο  τ ω ν  κ ο ρ υ φ ώ ν  V  ε ν ό ς  γ ρ α φ ή μ α τ ο ς  G  μ π ο ρ ε ί  ν α  δ ια μ ε ρ ι-  

σ τ ε ί  σ ε  k  α ν ε ξ ά ρ τ η τ α  μ ε τ α ξ ύ  τ ο υ ς  υ π ο σ ύ ν ο λ α  V i, V2 , - - - , τ έ τ ο ια  ώ σ τ ε  δ υ ο  κ ο ρ υ φ έ ς  u  

κ α ι  υ  ν α  ε ν ώ ν ο ν τ α ι  μ ό ν ο  α ν  β ρ ίσ κ ο ν τ α ι  σ τ ο  ίδ ιο  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  ΐή  C  V  τ ό τ ε  ο ι  υ π ο γ ρ ά φ ο ι  

-  G ( V i ) ,G ( V 2 ) , . . . , G ( V k) ο ν ο μ ά ζ ο ν τ α ι  σ υ ν ε κ τ ικ έ ς  σ υ ν ι σ τ ώ σ ε ς  τ ο υ  G .

Ο ρ ι σ μ ό ς  1 . 7 .  Έ σ τ ω  G  =  ( V , E )  έ ν α  μ η  κ α τ ε υ θ υ ν ό μ ε ν ο  γ ρ ά φ η μ α . Ο ρ ίζ ο υ μ ε  ω ς  σ υ μ π λ ή 

ρ ω μ α  τ ο υ  γ ρ α φ ή μ α τ ο ς  G  τ ο  γ ρ ά φ η μ α  G ( V ^ E )  μ ε  Ε  =  { ( u , t ; )  : u , v  G V  — ( u ,  υ ) }  δ ε ν  

α ν ή κ ε ι  σ τ ο  σ ύ ν ο λ ο  Ε . Α λ λ ιώ ς  ο ρ ί ζ ο υ μ ε  τ ο  σ υ μ π λ ή ρ ω μ α  ε ν ό ς  γ ρ α φ ή μ α τ ο ς  G  σ α ν  έ ν α  γ ρ ά 

φ η μ α  μ ε  τ ο  ίδ ιο  σ ύ ν ο λ ο  κ ό μ β ω ν  κ α ι  μ ε  σ ύ ν ο λ ο  α κ μ ώ ν  π ο υ  π ε ρ ιλ α μ β ά ν ε ι  τ ις  α κ μ έ ς  π ο υ  δ ε ν  

π ε ρ ι έ χ ο ν τ α ι  σ τ ο  γ ρ ά φ η μ α .

Ο ρ ι σ μ ό ς  1 . 8 .  Μ ια  r - κ λ ί κ α  ε ίν α ι  έ ν α  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  Α  τ ο υ  V  π λ η θ ικ ό τ η τ α ς  r  κ ό μ β ω ν  π ο υ  

ε π ά γ ε ι  έ ν α  π λ ή ρ ε ς  υ π ο γ ρ ά φ η μ α . Μ ια  κ λ ίκ α  ε ίν α ι  m a x im a l  α ν  δ ε ν  υ π ά ρ χ ε ι  ά λ λ η  κ λ ίκ α  σ τ ο  

γ ρ ά φ η μ α  π ο υ  ν α  π ε ρ ιέ χ ε ι  ε ξ  ο λ ο κ λ ή ρ ο υ  α υ τ ή ν  τ η ν  κ λ ίκ α  σ α ν  υ π ο σ ύ ν ο λ ο .  Ε ν ώ  μ ια  κ λ ίκ α  

ε ίν α ι  m a x im u m  ( μ έ γ ι σ τ η )  α ν  δ ε ν  υ π ά ρ χ ε ι  ά λ λ η  κ λ ίκ α  σ ε  ό λ ο  τ ο  γ ρ ά φ η μ α  μ ε γ α λ ύ τ ε ρ η ς  

π λ η θ ικ ό τ η τ α ς .  Α ρ ιθ μ ό ς  κ λ ίκ α ς  ε ίν α ι  ο  α ρ ιθ μ ό ς  τ ω ν  κ ό μ β ω ν  σ ε  μ ια  μ έ γ ι σ τ η  κ λ ίκ α  ε ν ό ς  

γ ρ α φ ή μ α τ ο ς  G  κ α ι  σ υ μ β ο λ ίζ ε τ α ι  μ ε  ω ( ΰ ) .

Ο ρ ι σ μ ό ς  1 . 9 .  Μ ια  ε π ικ ά λ υ ψ η  μ ε  κ λ ί κ ε ς  ( c l iq u e  c o v e r )  μ ε γ έ θ ο υ ς  k  ε ίν α ι  μ ια  δ ια μ έ ρ ισ η  τ ω ν  

κ ό μ β ω ν  V  =  Α \  U  Α% U  . . .  U  Α * , έ τ σ ι  ώ σ τ ε  κ ά θ ε  σ ύ ν ο λ ο  κ ό μ β ω ν  Α* ν α  ε ίν α ι  κ λ ίκ α . Ο  

α ρ ιθ μ ό ς  κ λ ι κ ώ ν  ε π ικ ά λ υ ψ η ς  ε ίν α ι  τ ο  μ έ γ ε θ ο ς  τ η ς  μ ικ ρ ό τ ε ρ η ς  δ υ ν α τ ή ς  ε π ικ ά λ υ ψ η ς  κ λ ικ ώ ν  

σ τ ο  γ ρ ά φ η μ α  G  κ α ι  σ υ μ β ο λ ίζ ε τ α ι  μ ε  k (G ) .

Ο ρ ι σ μ ό ς  1 . 1 0 .  Έ ν α  ε υ σ τ α θ έ ς  σ ύ ν ο λ ο  ( s t a b le  s e t )  ή α ν ε ξ ά ρ τ η τ ο  σ ύ ν ο λ ο  ( in d e p e n d e n t  s e t )  

ε ίν α ι  έ ν α  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  X  τ ω ν  κ ό μ β ω ν  τ ο υ  γ ρ α φ ή μ α τ ο ς  G  σ τ ο  ο π ο ίο  α ν ά  δ υ ο  ο ι κ ό μ β ο ι  δ ε ν  

ε ίν α ι  γ ε ί τ ο ν ε ς .  Ε υ σ τ α θ ή ς  α ρ ιθ μ ό ς  ε ίν α ι  ο  α ρ ιθ μ ό ς  τ ω ν  κ ό μ β ω ν  τ ο υ  γ ρ α φ ή μ α τ ο ς  G  σ ε  έ ν α  

ε υ σ τ α θ έ ς  σ ύ ν ο λ ο  μ έ γ ι σ τ η ς  π λ η θ ικ ό τ η τ α ς .

Ο ρ ι σ μ ό ς  1 . 1 1 .  Τ έ λ ε ι α  γ ρ α φ ή μ α τ α  ε ίν α ι  τ α  γ ρ α φ ή μ α τ α  γ ια  τ α  ο π ο ία  ι σ χ ύ ε ι  ό τ ι  γ ια  κ ά θ ε  ε π α -  

γ ό μ ε ν ο  υ π ο γ ρ ά φ η μ α  α υ τ ώ ν  ο  χ ρ ω μ α τ ικ ό ς  α ρ ιθ μ ό ς  τ ο υ  ε π α γ ό μ ε ν ο υ  υ π ο γ ρ α φ ή μ α τ ο ς  ισ ο ύ τ α ι  

μ ε  τ ο ν  α ρ ιθ μ ό  τ η ς  μ έ γ ι σ τ η ς  κ λ ίκ α ς  α υ τ ο ύ .

Ο ι  π α ρ α κ ά τ ω  3  σ υ ν θ ή κ ε ς  ο ρ ί ζ ο υ ν  τ ις  τ έ λ ε ι ε ς  ιδ ιό τ η τ ε ς  ( p e r f e c t  p r o p e r t ie s )  τ ω ν  τ έ λ ε ιω ν  

γ ρ α φ η μ ά τ ω ν . Έ σ τ ω  G  =  (Κ , Ε )  έ ν α  μ η  κ α τ ε υ θ υ ν ό μ ε ν ο  γ ρ ά φ η μ α :
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( P I )  uj( G a ) =  x {G a ) γ ι α  κ ά θ ε  A  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  τ ο υ  V '(G ) ,

( P 2 )  cx( G a ) =  & (G ,i)  γ ι α  κ ά θ ε  A  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  τ ο υ  V ( G ) κ α ι  

( Ρ 3 )  ο; ( 6 μ ) * &{Ga ) >  |Α |  γ ι α  κ ά θ ε  Α  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  τ ο υ  V ( G ) .

Θ ε ώ ρ η μ α  1 . 1  ( T h e  P e r f e c t  G r a p h  T h e o r e m ) .  Γ ια  ένα  μ η  κ α τε υ θ υ ν ό μ ε ν ο  γράφημα  G  οι 

τ έ λ ε ι ε ς  ιδ ιό τη τε ς  (P I ) ,  (Ρ 2) ,  (P S )  είναι ισο δύνα μες .

Ο  χ α ρ α κ τ η ρ ι σ μ ό ς  τ η ς  κ λ ά σ η ς  τ ω ν  τ έ λ ε ιω ν  γ ρ α φ η μ ά τ ω ν  α π ο τ ε λ ο ύ σ ε  έ ν α  α π ό  τ α  π ιο  

μ α κ ρ ο χ ρ ό ν ια  α ν ο ι χ τ ά  π ρ ο β λ ή μ α τ α . Έ ν α ς  α π ό  τ ο υ ς  π ρ ώ τ ο υ ς  π ρ ο σ δ ιο ρ ισ μ ο ύ ς  τ η ς  κ λ ά σ η ς  

α υ τ ή ς  δ ό θ η κ ε  α π ό  τ ο ν  L o v a s z  τ ο  1 9 7 2 :

Π ό ρ ι σ μ α  1 . 1 .  Έ ν α  μ η  κ α τε υ θ υ ν ό μ ε ν ο  γράφημα  G  είναι τέλε ιο  αν και μό νο  αν το  σ υ μ π λ ή 

ρωμα του είναι τέλειο.

Α λ λ ο ς  έ ν α ς  χ α ρ α κ τ η ρ ισ μ ό ς  γ ι α  τ α  τ έ λ ε ια  γ ρ α φ ή μ α τ α  δ ό θ η κ ε  α π ό  τ ο ν  B e r g e .  Έ ν α  

γ ρ ά φ η μ α  π ο υ  δ ε ν  π ε ρ ιέ χ ε ι  π ε ρ ιτ τ έ ς  ο π έ ς  ( h o le s )  ή π ε ρ ιτ τ έ ς  α ν τ ι ο π έ ς  ( a n t ih o le s )  ο ν ο μ ά ζ ε τ α ι  

B e r g e  γ ρ ά φ η μ α . Σ υ γ κ ε κ ρ ι μ έ ν α  έ ν α  γ ρ ά φ η μ α  G  =  (V , Ε )  π ο υ  δ ε ν  π ε ρ ιέ χ ε ι  υ π ο γ ρ α φ ή μ α τ α  

ισ ο μ ο ρ φ ικ ά  σ τ ο  C 2k+i ή σ τ ο  σ υ μ π λ ή ρ ω μ α  τ ο υ  Chfc+i γ ι α  k  > 2 ε ίν α ι  γ ρ ά φ η μ α  B e r g e .  Τ α  

γ ρ α φ ή μ α τ α  B e r g e  α ν ή κ ο υ ν  σ τ η ν  κ λ ά σ η  τ ω ν  τ έ λ ε ιω ν  γ ρ α φ η μ ά τ ω ν . Α υ τ ό  π ο υ  δ ε ν  ε ί χ ε  γ ί ν ε ι  

σ α φ έ ς  ή τ α ν  α ν  ι σ χ ύ ε ι  τ ο  α ν τ ί σ τ ρ ο φ ο ,  δ η λ α δ ή  α ν  κ ά θ ε  γ ρ ά φ η μ α  B e r g e  ε ίν α ι  κ α ι  τ ρ ι γ ω ν ι κ ό  

γ ρ ά φ η μ α . Τ η ν  ιδ ιό τ η τ α  α υ τ ή  τ η ν  α π έ δ ε ιξ α ν  ο ι C h u d n o v s k y ,  Ν . R o b e r t s o n ,  R  S e y m o u r ,  R .  

T h o m a s ,  ό π ω ς  δ ια τ υ π ώ ν ε τ α ι  κ α ι  σ τ ο  π α ρ α κ ά τ ω  θ εώ ρ η μ α :

Θ ε ώ ρ η μ α  1 . 2 .  Έ ν α  γράφημα  G  =  (V, Ε )  είναι τέλε ιο  αν  και μόνο  εά ν  δεν  π ε ρ ιέ χ ε ι  π ε

ρ ι τ τ ο ύ ς  κ ύ κ λ ο υ ς  ισ ο μ ο ρ φ ικ ο ύ ς  σ τ ο  C 2* + i ή  σ τ ο  σ υμ π λήρ ω μ α  το υ  C ^ + i  γ ι α  k  >  2 .

1.2 ΝΡ-πληρότητα

Σ ε  α υ τ ό  τ ο  κ ε φ ά λ α ι ο  θ α  α ν α φ ε ρ θ ο ύ μ ε  σ ε  δ υ ο  θ έ μ α τ α , τ η ν  υ π ο λ ο γ ισ ι μ ό τ η τ α  ( c o m p u t a b i l 

i t y )  κ α ι  τ η ν  υ π ο λ ο γ ι σ τ ι κ ή  π ο λ υ π λ ο κ ό τ η τ α  ( c o m p u t a t io n a l  c o m p l e x i t y ) .  Η  υ π ο λ ο γ ισ ι μ ό τ η τ α  

έ χ ε ι  ν α  κ ά ν ε ι  μ ε  τ η ν  ύ π α ρ ξ η  τ ο υ  α λ γ ο ρ ί θ μ ο υ ,  δ η λ α δ ή  υ π ά ρ χ ε ι  α λ γ ό ρ ι θ μ ο ς  ο  ο π ο ί ο ς  ε π ιλ ύ ε ι  

τ ο  π ρ ό β λ η μ α  Π ?  Η  α π ό δ ε ιξ η  ό τ ι  έ ν α  π ρ ό β λ η μ α  ε ίν α ι  υ π ο λ ο γ ί σ ι μ ο  σ υ ν ή θ ω ς  α λ λ ά  ό χ ι  π ά ν τ α  

έ χ ε ι  ν α  κ ά ν ε ι  μ ε  τ η ν  π α ρ ο υ σ ία σ η  ε ν ό ς  α λ γ ο ρ ί θ μ ο υ  ο  ο π ο ίο ς  θ α  δ ίν ε ι  ω ς  έ ξ ο δ ο  μ ια  σ ω σ τ ή  

α π ά ν τ η σ η  γ ι α  κ ά θ ε  ε ί σ ο δ ο .  Η  π ο σ ό τ η τ α  τ ο υ  χ ώ ρ ο υ  κ α ι  τ ο υ  χ ρ ό ν ο υ  θ ε ω ρ ε ίτ α ι  ε δ ώ  α π ε 

ρ ιό ρ ισ τ η . Α ν τ ιθ έ τ ω ς  η  υ π ο λ ο γ ισ τ ι κ ή  π ο λ υ π λ ο κ ό τ η τ α  έ χ ε ι  ν α  κ ά ν ε ι  μ ε  τ α  π ο σ ο τ ι κ ά  θ έ μ α τ α  

τ η ς  ε π ίλ υ σ η ς  ε ν ό ς  π ρ ο β λ ή μ α τ ο ς .  Ε δ ώ  η  π ο σ ό τ η τ α  χ ώ ρ ο υ  κ α ι  χ ρ ό ν ο υ  ε ίν α ι  λ ο γ ι κ ή  κ α ι  ό χ ι  

α π ε ρ ιό ρ ισ τ η .

Θ έ λ ο υ μ ε  τ ο ν  κ α λ ύ τ ε ρ ο  α λ γ ό ρ ι θ μ ο  π ο υ  ν α  δ ίν ε ι  λ ύ σ η  σ τ ο  π ρ ό β λ η μ α  μ α ς  κ α ι  τ η ν  κ α λ ύ 

τ ε ρ η  υ λ ο π ο ίη σ η  τ ο υ  α λ γ ο ρ ί θ μ ο υ  α υ τ ο ύ . Έ ν α  π ρ ό β λ η μ α  α π ό φ α σ η ς  ε ίν α ι  α υ τ ό  π ο υ  α π α ιτ ε ί  

μ ια  ” ν α ι” ή  ” ο χ ι ” α π ά ν τ η σ η . Έ ν α  σ τ ι γ μ ι ό τ υ π ο  ε ν ό ς  π ρ ο β λ ή μ α τ ο ς  Π  ε ίν α ι  ο  κ α θ ο ρ ισ μ ό ς  

σ υ γ κ ε κ ρ ι μ έ ν ω ν  τ ιμ ώ ν  γ ι α  τ ις  π α ρ α μ έ τ ρ ο υ ς  τ ο υ  π ρ ο β λ ή μ α τ ο ς .  Ε π ε ιτ α  έ ν α ς  α λ γ ό ρ ι θ μ ο ς  Π  

ε ίν α ι  μ ια  β ή μ α  π ρ ο ς  β ή μ α  δ ια δ ικ α σ ία  η ο π ο ία  α ν  ε φ α ρ μ ο σ τ ε ί  σ ε  ο π ο ιο δ ή π ο τ ε  σ τ ι γ μ ι ό τ υ π ο  

τ ο υ  Π  π α ρ ά γ ε ι  μ ια  λ ύ σ η .
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Η πολυπλοκότητα εκφράζεται σαν μια συνάρτηση του μεγέθους της εισόδου. Ένας 
αλγόριθμος Α τρέχει σε χρόνο 0 ( /(m )) ,  αν για κάποια σταθερά c >  0 υπάρχει μια υλο
ποίηση του αλγορίθμου Α, η οποία τερματίζει μετά από το πολύ c /(m ) υπολογιστικά 
βήματα για όλα τα στιγμιότυπα μεγέθους τη. Η πολυπλοκότητα ενός αλγορίθμου Α είναι η 
μικρότερη συνάρτηση / ,  τέτοια ώστε ο αλγόριθμος Α τρέχει σε χρόνο 0 ( f(m ) ) .  Η πολυ
πλοκότητα ενός προβλήματος Π είναι η μικρότερη συνάρτηση / ,  για την οποία υπάρχει ένας 
αλγόριθμος Α χρόνου 0 ( /(m ))  για το πρόβλημα Π. Δηλαδή η μικρότερη πολυπλοκότητα 
από όλους τους πιθανούς αλγορίθμους που επιλύουν το πρόβλημα Π. Ό ταν παρουσιάζουμε 
και αναλύουμε την πολυπλοκότητα ενός αλγορίθμου για το πρόβλημα Π, βρίσκουμε ένα άνω 
όριο για την πολυπλοκότητα του προβλήματος Π. Για να βρούμε την πολυπλοκότητα ενός 
προβλήματος Π υπολογίζουμε ένα άνω και ένα κάτω όριο. Το άνω όριο είναι η μικρότερη 
πολυπλοκότητα από όλους τους γνωστούς αλγορίθμους που επιλύουν το πρόβλημα Π. Ενώ 
το κάτω όριο είναι η μεγαλύτερη συνάρτηση /  για την οποία έχει αποδειχθεί ότι όλοι οι πιθα
νοί αλγόριθμοι που επιλύουν το πρόβλημα Π πρέπει να έχουν πολυπλοκότητα τουλάχιστον 

- όσο η συνάρτηση / .  Ο στόχος είναι να κάνουμε αυτά τα δυο όρια να ταυτιστούν.
Το μεγαλύτερο ανοιχτό ερώτημα που έχει να κάνει με το κενό ανάμεσα στα δυο όρια 

της πολυπλοκότητας αφορά στα γνωστά ΝΡ-πλήρη προβλήματα. Για κάθε πρόβλημα αυτής 
της κλάσης γνωρίζουμε αλγορίθμους μόνο εκθετικού χρόνου. Τα καλύτερα κάτω όρια 
που έχουν αποδειχθεί μέχρι τώρα είναι πολυωνυμικές συναρτήσεις. Ακόμα αν υπάρχει 
αλγόριθμος πολυωνυμικού χρόνου για κάποιο από αυτά τότε υπάρχει και αλγόριθμος για 
όλα τα προβλήματα της κλάσης.

Ένας ντετερμινιστικός αλγόριθμος είναι αυτός για τον οποίο κάθε κατάσταση κατά τη 
διάρκεια της εκτέλεσης της εντολής μεταβαίνει μοναδικά σε το πολύ μια επόμενη κατάσταση. 
Ενώ ένας μη ντετερμινιστικός αλγόριθμος είναι αυτός για τον οποίο μια κατάσταση μπορεί 
να οδηγεί σε πολλές επόμενες καταστάσεις ταυτόχρονα.θεωρούμε ότι ένας μη ντετερμινι- 
στικός αλγόριθμος αποτελείται από δυο στάδια: Μαντεύει μια λύση για το στιγμιότυπο και 
επαληθεύει ότι μια λύση είναι πράγματι λύση.
Έ να πρόβλημα Π ανήκει στην κλάση ΝΡ αν υπάρχει ένας πολυωνυμικού χρόνου μη ντετερ- 
μινιστικός αλγόριθμος ο οποίος επιλύει το πρόβλημα Π. Προφανώς Ρ  C Ν Ρ .  Έ να ανοιχτό 
πρόβλημα στη θεωρία υπολογισμού είναι αν ισχύει Ρ  Φ Ν Ρ . θ α  πρέπει να τονίσουμε ότι οι 
κλάσεις Ρ και ΝΡ ορίζονται ως προς προβλήματα απόφασης, δηλαδή προβλήματα στα οποία 
καλούμαστε να απαντήσουμε μια συγκεκριμένη ερώτηση με "ναι” ή ”οχι” . Η κλάση ΝΡ 
περιλαμβάνει όλα τα προβλήματα απόφασης για τα οποία αν μας δοθεί ένα πιστοποιητικό 
της απάντησης ”ναι” , μπορούμε να επαληθεύσουμε σε πολυωνυμικό χρόνο ότι είναι σωστή.

Επειτα ένα πρόβλημα Πχ ανάγεται πολυωνυμικά σε άλλο πρόβλημα Π2 και συμβολίζεται 
Πι <  Π2, εάν υπάρχει μια συνάρτηση f η οποία αντιστοιχεί τα στιγμιότυπα του προβλήματος 
Πχ στα στιγμιότυπα του προβλήματος Π2 έτσι ώστε η /  είναι ντετερμινιστικά υπολογίσιμη 
σε πολυωνυμικό χρόνο και μια λύση για το στιγμιότυπο / ( I )  του προβλήματος Π2 δίνει λύση 
για το στιγμιότυπο I του προβλήματος Πχ, για όλα τα στιγμιότυπα I. Ό ταν εξετάζουμε 
προβλήματα απόφασης η απάντηση για το f(I) θα πρέπει να είναι και απάντηση για το I, 
δηλαδή δεν επιτρέπεται καν να αντιστραφεί η απάντηση από ”ναι” σε ”οχι” και αντίστροφα.
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Έ τσι
Πχ <  Π2 τότε complexity(Πχ) <  complexity(Il2) +  polynomial.

Έ να πρόβλημα Π είναι NP-hard αν ισχύει οποιαδήποτε από τις παρακάτω ισοδύναμες συν
θήκες:

1. Π' <  Π για κάθε Π' Ε ΝΡ.

2. Π € Ρ  = >  Ρ  =  ΝΡ.

3. Η ύπαρξη ενός ντετερμινιστικού αλγορίθμου πολυωνυμικού χρόνου για το πρόβλημα 
Π θα μπορούσε να συνεπάγεται την ύπαρξη ενός αλγορίθμου πολυωνυμικού χρόνου 
για κάθε πρόβλημα στην κλάση ΝΡ.

Έ να πρόβλημα Π είναι ΝΡ-πλήρες αν ανήκει στην κλάση ΝΡ και είναι NP-hard.
Η ΝΡ-πληρότητα ξεκίνησε από τον Cook το 1971 ο οποίος απέδειξε ότι το πρόβλημα της 

ικανοποιησιμότητας (SATISFIABILITY-SAT) της μαθηματικής λογικής είναι ΝΡ-πλήρες 
- (Θεώρημα του Cook). Η τεχνική που εφαρμόστηκε για την ΝΡ-πληρότητα είναι η εξής: 

Πρώτον από το Θεώρημα του Cook τοποθετούμε το πρόβλημα SAT στην κλάση των ΝΡ- 
πλήρη προβλημάτων. Επειτα επαναλαμβάνουμε το εξής μερικές εκατοντάδες φορές: Βρί
σκουμε ένα υποψήφιο πρόβλημα Π το οποίο μπορεί να είναι ΝΡ-πλήρες. Επιλέγουμε ένα κα
τάλληλο πρόβλημα Π1 από την κλάση των ΝΡ-πλήρη προβλημάτων. Δείχνουμε ότι Π € ΝΡ 
και Π' < Π. Προσθέτουμε το πρόβλημα Π στην κλάση ΝΡ.

Με δεδομένο ότι τα προβλήματα που θα εξεταστούν στη συνέχεια δεν είναι όλα προβλή
ματα απόφασης αλλά προβλήματα βελτιστοποίησης, είναι σκόπιμο να αναφερθούμε και στον 
ορισμό του ΝΡ-πλήρους προβλήματος βελτιστοποίησης. Για κάθε ΝΡ-πλήρες πρόβλημα 
βελτιστοποίησης Α θα πρέπει να ορίσουμε το μικρότερο ε-σφάλμα για το οποίο υπάρχει 
ένας πολυωνυμικού χρόνου ε-προσεγγιστικός αλγόριθμος με κάτω όριο μεταξύ του μηδέν 
και του ένα. Ό ταν Ρ = Ν Ρ  τότε όλα τα προβλήματα βελτιστοποίησης έχουν προσεγγιστικό 
κατώφλι ίσο με μηδέν.

1.3  Σ τ ό χ ο ς  της Δ ιατριβής

Στόχος της διατριβής αυτής είναι να περιγραφούν τα προβλήματα του αρμονικού αριθμού, 
του αχρωματικού αριθμού, του μεγίστου συνόλου κοπής, του μονοπατιού Hamilton, της επι
κάλυψης με μονοπάτια και του κυρίαρχου συνόλου. Αρχικά θα περιγραφούν τα προβλήματα 
αυτά και έπειτα θα παρουσιάζουμε σε ποιες κλάσεις τέλειων γραφημάτων τα προβλήματα 
αυτά είναι ΝΡ-πλήρη και σε ποιες κλάσεις ανήκουν στην κλάση Ρ. Πιο συγκεκριμένα μας 
ενδιαφέρει να προσδιορίσουμε το σημείο εκείνο το οποίο διαχωρίζει σε δυο κατηγορίες τις 
υπό μελέτη κλάσεις των τέλειων γραφημάτων. Η μια κατηγορία είναι εκείνη όπου για τα 
προβλήματα δεν υπάρχει πολυωνυμικός αλγόριθμος που να τα επιλύει. Και η δεύτερη κα
τηγορία είναι εκείνη όπου για τα προβλήματα υπάρχει πολυωνυμικός αλγόριθμος που να τα 
επιλύει. Αρχικά θα αναφερθούμε σε κάποιους βασικούς ορισμούς και στη θεωρία των τέ
λειων γραφημάτων. Επειτα θα δείξουμε τις αποδείξεις που αναφέρονται στην ΝΡ-πληρότητα
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και θα παρουσιάσουμε τους αλγόριθμους που επιλύουν πολυωνυμικά το πρόβλημα. Ενώ επι
πλέον στόχος μας είναι να παρουσιάσουμε συνοπτικά σε πίνακες κάποια αποτελέσματα γιατί 
είναι ιδιαίτερα χρήσιμο να υπάρχουν συγκεντρωμένες οι πληροφορίες γι αυτά τα προβλή
ματα, γιατί είναι προβλήματα που για κάποιες κλάσεις είναι ακόμα ανοιχτά. Σε έναν πίνακα 
θα παρουσιάσουμε για κάθε μια κλάση ποια προβλήματα παραμένουν ΝΡ-πλήρη και ποια 
ανήκουν στην κλάση Ρ. Σε κάποιους άλλους πίνακες θα δείξουμε τη χρονολογία εύρεσης 
των αλγορίθμων που λύνουν πολυωνυμικά το κάθε πρόβλημα, τη χρονολογία εύρεσης των 
αποδείξεων της ΝΡ-πληρότηταςκαι τους συγγραφείς.

1.4  Δ ομ ή  της Δ ιατριβής

Η διατριβή δομείται σε 9 κεφάλαια. Το κεφάλαιο 1 είναι η εισαγωγή της διατριβής. Αναφερό
μαστε σε κάποιους βασικούς ορισμούς σχετικούς με τη θεωρία γραφημάτων και συνοπτικά 
σε κάποιους ορισμούς που αφορούν την ΝΡ-πληρότητα. Επειτα αναλύεται ο στόχος της 
διατριβής. Στο κεφάλαιο 2 περιγράφουμε αναλυτικά τις κλάσεις των τέλειων γραφημά
των που θα μελετήσουμε. Τα κεφάλαια 3, 4, 5, 6, 7 ασχολούνται με την περιγραφή των 
προβλημάτων του αρμονικού αριθμού, του αχρωματικού αριθμού, του μεγίστου συνόλου κο
πής, του μονοπατιού Hamilton, της επικάλυψης με μονοπάτια και του κυρίαρχου συνόλου. 
Στο κεφάλαιο 8 παρουσιάζουμε συνοπτικά και σε πίνακες τα εξής αποτελέσματα: σε ποιες 
κλάσεις το πρόβλημα λύνεται πολυωνυμικά και σε ποιες είναι ΝΡ-πλήρες, τη χρονολογία 
εύρεσης των αλγορίθμων, τη χρονολογία εύρεσης των αποδείξεων της ΝΡ-πληρότητας και 
τους συγγραφείς. Τέλος στο κεφάλαιο 9 αναφερόμαστε στα συμπεράσματα που προέκυψαν 
από τη μελέτη του συγκεκριμένου θέματος.
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Κ εφαλαίο  2

Κ λ α ς ε ις  Τ ελείων Γ ρα φ η μ ά τω ν

2.1 Μεταβατικά γραφήματα

2.2 Τριγωνικά γραφήματα

2.3 Μεταθετικά γραφήματα

2.4 Διμερή γραφήματα

2.5 Διαχωρίσιμα γραφήματα

2.6 Γραφήματα διαστημάτων

2.7 Συμπληρωματικά παραγόμενα γραφήματα

2.8 Σχέσεις κλάσεων τέλειων γραφημάτων

Στο σημείο αυτό θα περιγράφουμε κάποιες κλάσεις τέλειων γραφημάτων που θα μας 
απασχολήσουν παρακάτω.

2.1  Μ εταβατικά γραφήματα

Έ να κατευθυνόμενο γράφημα G  =  (V, Ε )  είναι μεταβατικό γράφημα (comparability graph) 
αν υπάρχει μια κατεύθυνση (orientation) (V, F) των ακμών, τέτοια ώστε να ικανοποιεί τις 
εξής συνθήκες:

1. F  Π F ~ l =  0  (που σημαίνει ότι κάθε ακμή έχει ακριβώς μια κατεύθυνση)

2. F  U F -1  =  Ε  (που σημαίνει ότι κάθε ακμή πρέπει να έχει μια κατεύθυνση)

3. F 2 C F
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όπου F 2 =  {ac | αδ, be €  F, 6 €  ν'}. Η σχέση F είναι μια αυστηρή μερική διάταξη 
του συνόλου των κόμβων V  της οποίας η μεταβατική σχέση είναι ακριβώς το σύνολο των 
ακμών Ε . Με απλά λόγια μεταβατικό είναι ένα γράφημα αν μπορούμε να αναθέσουμε 
κατεύθυνση στις ακμές του, έτσι ώστε αν υπάρχει μια ακμή από τον κόμβο α στον κόμβο 
b με κατεύθυνση ab και ακμή από τον δστον κόμβο k με κατεύθυνση bky τότε υπάρχει και 
ακμή από τον κόμβο α στον κόμβο k με κατεύθυνση ak.

2.2  Τ ριγω νικά  γραφήματα

Έ να κατευθυνόμενο γράφημα G  =  (V ,E )  είναι τριγωνικό γράφημα (chordal or triangu
lated graph) αν κάθε κύκλος μήκους αυστηρά μεγαλύτερου του 3 περιέχει μια χορδή (ακμή 
που ενώνει δυο μη συνεχόμενους κόμβους στον κύκλο). Ισοδύναμα το γράφημα G  λέγε
ται τριγωνικό αν δεν περιέχει επαγόμενα υπογραφήματα ισομορφικά των άχορδων κύκλων 
Cn9 η  > 4. Στο Σχήμα 2.1 παρατίθεται ένα παράδειγμα τριγωνικού γραφήματος.

Σχήμα 2.1: Έ να τριγωνικό γράφημα (chordal graph).

Ο Dirac έδειξε ότι κάθε τριγωνικό γράφημα G έχει έναν simplicial κόμβο υ, έναν 
κόμβο δηλαδή όπου οι γείτονες του Adj(u) αποτελούν κλίκα. Οι Fulkerson και Gross 
αφού βασίστηκαν στο θεώρημα του Dirac πρότειναν μια επαναληπτική διαδικασία για την 
αναγνώριση των τριγωνικών γραφημάτων. Συγκεκριμένα ο αλγόριθμος αυτός εντοπίζει 
επαναληπτικά έναν simplicial κόμβο στο γράφημα και τον διαγράφει μέχρι το γράφημα να 
μην έχει κανέναν κόμβο, άρα είναι τριγωνικό ή δεν μπορεί να εντοπιστεί άλλος simplicial 
κόμβος οπότε το γράφημα δεν είναι τριγωνικό.

Λήμμα 2.1. Κάθε τριγωνικό γράφημα G έχει έναν simplicial κόμβο. Επιπλέον αν το 
γράφημα G δεν είναι κλήρες έχει δύο simplicial κόμβους που δεν συνδέονται μεταξύ τους.

Θεώρημα 2.1 . Έστω ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα G. Οι ακόλουθες προτάσεις είναι 
ισοδύναμες:

1. Το γράφημα G είναι τριγωνικό.

2. Το γράφημα G έχει ένα τέλειο οχήμα απαλοιφής.
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3. Κάθε minimal vertex separator εκάγει ένα πλήρες υπογράφημα H e  του γραφήματος 
G.

Έ να τέλειο σχήμα απαλοιφής για ένα τριγωνικό γράφημα είναι μια ακολουθία κόμ
βων { « ι,«2, .  τέτοια ώστε κάθε κόμβος Ui και οι γείτονές του που βρίσκονται
στην υπακολουθία {ϊζ,+ι , . . . , u n} να αποτελούν κλίκα στο γράφημα. Συγκεκριμένα τέλειο 
σχήμα απαλοιφής ενός τριγωνικού γραφήματος G  ονομάζεται μια ακολουθία κόμβων σ =  
(tii, U2) . . . , un) εάν για κάθε ι , ο κόμβος U{ είναι simplicial στο γράφημα G ({u{, ι ι,+ι ,. . . , un}) 
Το σύνολο κόμβων που προκύπτει από την τομή των συνόλων (u*, u,-+i , . . . , un} και Adj(u,·) 
είναι κλίκα. Για την εύρεση ενός τέλειου σχήματος απαλοιφής σε ένα τριγωνικό γράφημα 
δύο αρκετά γνωστοί αλγόριθμοι είναι οι LexBFS και Maximum Cardinality Search. Η 
εύρεση ενός τέλειου σχήματος απαλοιφής σε τριγωνικό γράφημα έχει αρκετές πρακτικές 
εφαρμογές. Μια αρκετά σημαντική εφαρμογή τους είναι στην αναγνώριση τριγωνικών γρα
φημάτων. Η διαδικασία αυτή μπορεί να πραγματοποιηθεί με την εύρεση μιας ακολουθίας 
σ χρησιμοποιώντας τον αλγόριθμο LexBFS ή MCS και στη συνέχεια με τον έλεγχο αν η 
ακολουθία σ αποτελεί ένα τέλειο σχήμα απαλοιφής.

Θεώρημα 2.2. Ένα μη χατευθυνόμενο γράφημα G είναι τριγωνικό εάν και μόνο εάν η 
ακολουθία κόμβων σ  που προκύπτει από τον αλγόριθμο LexBFS είναι ένα τέλειο σχήμα 
απαλοιφής.

Τα βήματα του MCS παρατίθενται στον Αλγόριθμο 1 .

Α λγόριθμος 1 MCS

Είσοδος: Έ να μη κατευθυνόμενο γράφημα G

Έξοδος: Μια ακολουθία των κόμβων σ, του γραφήματος G

1. Για i =  η μέχρι 1 επίλεξε τον κόμβο u από το σύνολο V με τους περισσότερους 
αριθμημένους γείτονες

2. Αρίθμησε τον κόμβο u με τον αριθμό i

3. Τοποθέτησε τον κόμβο u στην θέση i της ακολουθίας σ

4. Αφαίρεσε τον κόμβο u από το σύνολο V. Η ακολουθία σ  που κατασκευάζει ο αλγό
ριθμος MCS είναι τέλειο σχήμα απαλοιφής μόνο στην περίπτωση που το γράφημα 
είναι τριγωνικό.

2.3  Μ εταθετικά γραφήματα

Έπειτα θα αναφερθούμε στα μεταθετικά (permutation) γραφήματα. Έστω μια μετάθεση 
π  των αριθμών 1 , 2 , 3 , . . . , η. Με π^1 συμβολίζουμε τη θέση στην ακολουθία στην οποία
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βρίσκεται ο αριθμός %. Από τη μετάθεση π κατασκευάζεται ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα 
(7[π] με κόμβους αριθμημένους με τους αριθμούς της μετάθεσης 1 , 2 , 3 , . . . , η. Δυο κόμβοι 
ενώνονται με ακμή αν ο μεγαλύτερος από τους δυο αριθμούς που αντιστοιχεί στους κόμβους 
βρίσκεται στα αριστερά του μικρότερου αριθμού στη μετάθεση π. Δηλαδή αν π  είναι μια 
μετάθεση των αριθμών 1 , 2 , 3 , . . . , η  τότε το γράφημα G[ir\ =  (V , Ε ) ορίζεται:

ν  =  {1 , 2, . . .  ,η }  και { i , j }  € Ε ^  (i -  j ) ( iγΓ1 -  τr j1) <  0. (2.1)

Παρακάτω παρατίθεται ένα παράδειγμα ενός τέτοιου γραφήματος.

Σχήμα 2.2: Το γράφημα που αντιστοιχεί στη μετάθεση π  =  [4,3,6,1,5,2].

Έ να γράφημα G  θα αναφέρεται ως μεταθετικό γράφημα αν υπάρχει μια μετάθεση π 
τέτοια ώστε G «  0[π]. Αν αντιστραφεί η μετάθεση π κάθε ζεύγος αριθμών στη σωστή σειρά 
στην π θα εμφανίζεται με ανάποδη σειρά στην ανεστραμμένη μετάθεση και αντίστροφα. Με 
άλλα λόγια π ρ είναι η μετάθεση που κατασκευάζεται αν αντιστρέφουμε τη μετάθεση π  τότε 
G[irp] ~  G[n], Δηλαδή το συμπλήρωμα ενός μεταθετικού γραφήματος είναι μεταθετικό 
γράφημα. Επίσης έχουμε το εξής θεώρημα που δείχνει τη σχέση των μεταθετικών με τα 
μεταβατικά γραφήματα.

Θεώρημα 2·3. Έ να μη κατευθυνόμενο γράφημα G είναι μεταθετικό (permutation) γρά
φημα αν και μόνο αν το G και το συμπλήρωμά του G είναι μεταβατικά γραφήματα (com
parability gpaphs).

2.4 Δ  ιμερή γραφήματα

Έπειτα θα αναφερθούμε στα διμερή γραφήματα (bipartite graphs). Έ να μη κατευθυνόμενο 
γράφημα G  =  (V, Ε ) είναι διμερές αν οι κόμβοι του μπορούν να διαμεριστούν σε δυο 
ανεξάρτητα ευσταθή σύνολα S\ και 52 με V  = S\ U 52. Δηλαδή η κάθε ακμή έχει το 
ένα τερματικό της σημείο στο ένα σύνολο S\ και το άλλο τερματικό της σημείο στο άλλο
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σύνολο 5*2· Συχνά χρησιμοποιείται και ο συμβολισμός G  =  (Si, S2, Ε ). Ακόμα ένα διμερές 
γράφημα είναι πλήρες αν για κάθε χ  £  Si και y  €  S j υπάρχει η ακμή (x,y).  Το πλήρες 
διμερές γράφημα συμβολίζεται με K n<m αν |S,| = η  και |Sj-| =  τη. Παρακάτω παρατίθεται 
ένα παράδειγμα διμερούς γραφήματος.

Si S2

Σχήμα 2.3: Έ να διμερές γράφημα.

2.5  Δ ια χω ρ ίσ ιμ α  γραφήματα

Έπειτα θα αναφερθούμε στα διαχωρίσιμα γραφήματα (split graphs). Έ να  μη κατευθυνό- 
μενο γράφημα G — (V, Ε ) είναι split αν υπάρχει μια διαμέριση V  = S  +  Κ  του συνόλου 
των κόμβων του, όπου S  είναι ένα σταθερό σύνολο που δεν είναι απαραίτητα το μέγιστο και 
Κ  είναι ένα πλήρες σύνολο (κλίκα) που επίσης δεν είναι απαραίτητα μέγιστο. Η διαμέριση 
V  =  S  + Κ  ενός split γραφήματος δεν είναι μοναδική. Μια τέτοια διαμέριση φαίνεται στο 
Σχήμα 2.4.

Θεώρημα 2.4. Έ να μη χατευθυνόμενο γράφημα G είναι split αν και μόνο αν το συμπλή
ρωμά του G είναι split.

Επίσης σημαντικό είναι το παρακάτω θεώρημα για τα split γραφήματα. Από το θεώρημα 
αυτό βλέπουμε ότι η διαμέριση ενός split γραφήματος σε ανεξάρτητο σύνολο S και σε πλήρες 
σύνολο Κ δεν είναι μοναδική:

Θεώρημα 2.5. Έστω ότι το G είναι ένα split γράφημα και V=S+K τότε ισχύει ακριβώς 
μία από τις παρακάτω συνθήκες:
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Σχήμα 2.4: Διαμέριση διαχωρίσιμου γραφήματος.

1. |5 | =  a(G) και \Κ\ = ω (ΰ)

- 2 . |5 | =  a(G) και \Κ\ =  u(G ) -  1

3. |5 | =  a(G) -  1 και \Κ\ =  ω {ΰ)

Στο παρακάτω θεώρημα θα δειχθεί η σχέση  των διαχωρίσιμων γραφημάτων με τα τρι
γωνικά και τα μεταβατικά γραφήματα αντίστοιχα.

Θεώρημα 2.6. Έστω ότι το G είναι ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα. Τότε οι παρακάτω 
προτάσεις είναι ισοδύναμες:

1 . To G είναι ένα split γράφημα.

2. Τα γραφήματα G και G είναι τριγωνικά γραφήματα.

3. To G δεν περιέχει επαγόμενο υπογράφημα ισοδύναμο μ ε  2Κ·ζ, C4 και Cs-

Η  ι

Σχήμα 2.5: Τα γραφήματα Η ι, Η 2 και Η3.

Αν ένα γράφημα είναι ταυτόχρονα διαχωρίσιμο και γράφημα διαστημάτων τότε το συ
μπλήρωμα του είναι διαχωρίσιμο και μεταβατικό γράφημα.

12



θεώ ρημ α  2.7. Ένα split γράφημα G είναι και comparability αν και μόνο αν το G δεν 
περιέχει κανένα επαγόμενο υπογράφημα, που να είναι ισοδύναμο με τα Η \, Η?, Η$.

Στο Σχήμα 2.5 φαίνονται τα γραφήματα Η \, Η^, Ηζ·

2 .6  Γραφήματα διαστημάτων

Παρακάτω θα αναφερθούμε στα λεγάμενα γραφήματα διαστημάτων (interval graphs). Τα 
γραφήματα διαστημάτων είναι εκείνα τα γραφήματα των οποίων οι κόμβοι μπορούν να 
τοποθετηθούν σε μια μια-προς-μια αντιστοιχία με ένα σύνολο διαστημάτων στη γραμμή των 
πραγματικών αριθμών, με μια ακμή να ενώνει δυο κόμβους αν τα αντίστοιχα διαστήματα 
τέμνονται. Ακόμα τα γραφήματα διαστημάτων είναι τα τριγωνικά γραφήματα των οποίων 
το συμπλήρωμα είναι μεταβατικό γράφημα. Παρακάτω παρατίθεται ένα παράδειγμα ενός 
γραφήματος διαστημάτων (Σχήμα 2.6).

Σχήμα 2.6: Έ να γράφημα διαστημάτων.

2 .7  Συμπληρω ματικά παραγόμενα γραφήματα

Επειτα θα αναφερθούμε στα λεγάμενα συμπληρωματικά γραφήματα (cographs). Τα συμπλη
ρωματικά γραφήματα (cographs) ορίζονται σαν την κλάση των γραφημάτων που παράγονται 
από έναν μόνο κόμβο υπό την κλειστότητα των πράξεων της ένωσης και του συμπληρώμα
τος. Η κλάση των cograph γραφημάτων ορίζεται επαγωγικά ως εξής:

1. Έ να γράφημα με έναν μόνο κόμβο είναι cograph.

2. Η ένωση cograph γραφημάτων είναι cograph.

3. Το συμπλήρωμα ενός cograph είναι επίσης cograph.

Η κλάση των cograph γραφημάτων ορίστηκε ανεξάρτητα από διάφορους συγγραφείς τη 
δεκαετία του 1970. Δυο αρκετά σημαντικές αλγοριθμικές ιδιότητες που έδειξε ο Lerchs 
μεταξύ άλλων ιδιοτήτων για τα cographs είναι οι εξής:
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1. Τα cograph δεν έχουν Ρ4*

2. Τα cograph έχουν μοναδική δενδρική αναπαράσταση που λέγεται cotree.

Σχήμα 2.7: Έ να cograph και το cotree του.

To cotree Τ  είναι ένα δέντρο όπου οι εσωτερικοί του κόμβοι έχουν ως ετικέτες τους 
αριθμούς 0 και 1. Κάθε cotree Τ  ορίζει ένα cograph G  με κόμβους τα φύλλα του δέντρου 
Τ. Το υποδέντρο με ρίζα κάθε κόμβο του δέντρου Τ  αντιστοιχεί σε ένα επαγόμενο υπογρά- 
φημα του G  που έχει ως κόμβους το σύνολο των φύλλων του αντίστοιχου υποδέντρου. Έ να 
υποδένδρο που αποτελείται από ένα μοναδικό κόμβο φύλλο αντιστοιχεί σε ένα επαγόμενο 
υπογράφημα με ένα μόνο κόμβο. Επίσης ένα υποδέντρο με ρίζα που έχει ετικέτα 0 αντιστοι
χεί στην ένωση των υπογραφημάτων που ορίζονται από τα παιδιά του κόμβου αυτού. Ακόμα 
ένα υποδέντρο με ρίζα που έχει ετικέτα 1 αντιστοιχεί στην σύνθεση των υπογραφημάτων 
που ορίζονται απο τα παιδιά του κόμβου αυτού. Μια ισοδύναμη περιγραφή της κατασκευής 
ενός cograph από το αντίστοιχο cotree είναι η εξής: Σε ένα cograph G δυο κόμβοι συν
δέονται με ακμή αν και μόνο αν ο πλησιέστερος κοινός πρόγονος των αντίστοιχων φύλλων 
στο cotree Τ  έχει ετικέτα 1. Αντίστροφα κάθε cograph μπορεί να αναπαρασταθεί με τον 
παραπάνω τρόπο από ένα cotree. Η αναπαράσταση αυτή είναι μοναδική αν εξασφαλίσουμε 
ότι οι ετικέτες για κάθε μονοπάτι από την ρίζα σε φύλλο στο Τ  εναλλάσσονται σε 0 και 1. 
Στο Σχήμα 2.7 φαίνεται ένα cograph και το cotree του.

2.8  Σ χ έσ εις  κλάσεω ν τέλειω ν γραφημάτων

Σε αυτό το σημείο σημαντικό είναι να δείξουμε με μια σχηματική αναπαράσταση τη σχέση 
των παραπάνω κλάσεων που περιγράψαμε (βλ. Σχήμα 2.8).
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Σχήμα 2.8: Σχέση των υπό μελέτη κλάσεων τέλειων γραφημάτων.
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Κεφαλαίο 3

Α ρμονικός Α ριθμός

3.1 Αρμονικός Αριθμός

3.2 Αποτελέσματα ΝΡ-πληρότητας

3.1  Α ρμ ονικ ός Α ριθμός

Κύριος στόχος της μελέτης είναι να προσδιοριστεί το όριο μεταξύ κλάσεων τέλειων γραφη
μάτων στο οποίο ένα πρόβλημα Π μετατρέπεται από πολυωνυμικά επιλυσιμο σε μη πολύω- 
νυμικά επιλυσιμο. Αν για μια κλάση γραφημάτων Α  υπάρχει ένα ΝΡ-πλήρες αποτέλεσμα 
τότε το αποτέλεσμα αυτό θα είναι ίδιο σε κάθε υπερκλάση της κλάσης Α. Στην άλλη πε
ρίπτωση αν ένα πρόβλημα έχει πολυωνυμική λύση για την κλάση Α  θα έχει πολυωνυμική 
λύση σε κάθε υποκλάση της κλάσης Α. Το πρόβλημα αυτό θα εκφραστεί παρακάτω με 
έναν πολυωνυμικού χρόνου αλγόριθμο. Θα δώσουμε ιδιαίτερη σημασία στην εύρεση των 
κλάσεων στις οποίες περνάμε από την Ρ στην ΝΡ-πληρότητα για το κάθε πρόβλημα που 
μελετάμε. Επομένως το σημαντικό σημείο σε αυτή τη μελέτη είναι να βρούμε μια κλάση Α 
στην οποία το πρόβλημα είναι ΝΡ-πλήρες και σε μια υποκλάση του το πρόβλημα να είναι πο
λυωνυμικά επιλύσιμο. Πριν ορίσουμε το πρόβλημα του αρμονικού αριθμού θα αναφερθούμε 
σε κάποιους βασικούς ορισμούς.

Μια ανάθεση χρωμάτων στις κορυφές του γραφήματος G, έτσι ώστε γειτονικές κορυ
φές να έχουν διαφορετικό χρώμα είναι ένας κατάλληλος χρωματισμός ενός γραφήματος 
G  =  Έ στω  {χι,Χ 2ι · · · fc} τα χρώματα ενός κατάλληλου χρωματισμού X  των
κορυφών ενός γραφήματος G . Ο χρωματισμός X  λέγεται πλήρης (complete coloring) αν 
για κάθε ζεύγος χρωμάτων (x ^ x j ) υπάρχουν δυο κορυφές που είναι γειτονικές και τους 
έχουν ανατεθεί αυτά τα δύο χρώματα (Σχήμα 3.1). Έ νας κατάλληλος χρωματισμός των 
κορυφών τέτοιος ώστε κάθε ζεύγος διαφορετικών χρωμάτων να εμφανίζεται το πολύ σε μια 
ακμή είναι ένας αρμονικός χρωματισμός ενός γραφήματος G  (Σχήμα 3.2).
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Σχήμα 3.1: Έ νας πλήρης χρωματισμός (complete coloring) του γραφήματος G . Ό που 
1, 2 ,3 ,4  είναι τα χρώματα.

Σχήμα 3.2: Έ νας αρμονικός χρωματισμός του γραφήματος (?. Αν υπήρχε η διακεκομμένη 
ακμή, ο χρωματισμός του γραφήματος G  δεν θα ήταν αρμονικός

Ο ελάχιστος ακέραιος k για τον οποίο το γράφημα G έχει ένα αρμονικό χρωματισμό 
με Κ  χρώματα λέγεται αρμονικός χρωματικός αριθμός h(G).

Η ΝΡ-πληρότητα του αχρωματικου αριθμού για τα γραφήματα διαστημάτων (interval 
graphs) συνεπάγεται την ΝΡ-πληρότητα του αρμονικού αριθμού των μη συνεκτικών γρα
φημάτων διαστημάτων (disconected interval graphs) [5]. Τα προηγούμενα αποτελέσματα 
επεκτείνονται για τα συνεκτικά μεταθετικά γραφήματα (permutation graphs) και για τα συ
νεκτικά γραφήματα διαστημάτων (interval graphs) [2]. Το πρόβλημα έχει τετριμμένη λύση 
στα συμπληρωματικά παραγόμενα γραφήματα (cographs), γιατί σε ένα τέτοιο γράφημα κάθε 
κόμβος παίρνει ένα διαφορετικό χρώμα. Αυτό ισχύει γιατί στα συμπληρωματικά παραγόμενα 
γραφήματα κάθε κόμβος βρίσκεται σε απόσταση το πολύ δύο από τους υπόλοιπους κόμ
βους του γραφήματος. Έπειτα το πρόβλημα του αρμονικού αριθμού είναι ΝΡ-πλήρες για τα 
μεταβατικά γραφήματα (comparability graphs) και για τα τριγωνικά γραφήματα (chordal 
graphs). Και αυτό γιατί τα τριγωνικά γραφήματα αποτελούν υπερκλάση των γραφημάτων 
διαστημάτων και τα μεταβατικά γραφήματα αποτελούν υπερκλάση των μεταθετικών γρα
φημάτων. Αποδείχθηκε επίσης ότι το πρόβλημα του αρμονικού αριθμού είναι ΝΡ-πλήρες 
για την κλάση των διμερών γραφημάτων (bipartite permutation) [15]. Επίσης για την 
κλάση των διαχωρίσιμων (split) γραφημάτων το πρόβλημα του αρμονικού αριθμού είναι 
ΝΡ-πλήρες [2]. Το Σχήμα 3.3 αναπαριστά την πολυπλοκότητα του προβλήματος εύρεσης 
του αρμονικού αριθμού για γραφήματα που ανήκουν στις κλάσεις των τέλειων γραφημάτων.

Οι κόκκινες ελλείψεις αντιστοιχούν στις κλάσεις όπου το πρόβλημα είναι ΝΡ-πλήρες,
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PERFECT

Σχήμα 3.3: Αναπαράσταση της πολυπλοκότητας του προβλήματος εύρεσης του αρμονικού 
αριθμού για γραφήματα που ανήκουν στις κλάσεις των τέλειων γραφημάτων. Το πρόβλημα 
στις κλάσεις με κόκκινη έλλειψη είναι ΝΡ-πλήρες ενώ στις κλάσεις με μαύρη έλλειψη είναι 
πολυωνυμικό.

ενώ οι μαύρες αντιστοιχούν σε εκείνες τις κλάσεις όπου το πρόβλημα ανήκει στην κλάση 
Ρ. Στο παρακάτω κεφάλαιο θα δείξουμε τις αναγωγές που αποδεικνύουν ότι το πρόβλημα 
του αρμονικού αριθμού είναι ΝΡ-πλήρες για τις κλάσεις των τέλειων γραφημάτων.

3 .2  Α ποτελέσματα Ν Ρ-πληρότητας

Το πρόβλημα του αρμονικού αριθμού στην κλάση των διμερή μεταθετιχών γραφημάτων 
(bipartite permutation graphs) είναι ΝΡ-πλήρες. Η κλάση αυτή είναι υποκλάση των διμερή 
γραφημάτων (bipartite graphs). Επομένως και στα διμερή γραφήματα το πρόβλημα του 
αρμονικού αριθμού είναι ΝΡ-πλήρες. Έ να διμερές γράφημα G — (V, Ε )} όπου V  = X  4- Y y
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είναι ένα διμερές μεταθετικό γράφημα αν και μόνο αν οι κόμβοι του γραφήματος έχουν μια 
ισχυρή διάταξη [21]. Η ισχυρή διάταξη των κόμβων ενός γραφήματος G =  (V, Β), όπου 
V  =  X  +  y ,  είναι μια διάταξη {ζχ, χ 2 ϊ. . . , χ Γ} των κόμβων του συνόλου X  και μια διάταξη 
{yu  2/2ϊ ■ · · ί ys} των κόμβων του συνόλου Υ  τέτοια ώστε αν ισχύει ΧχΡ\, Xjym £ Ε  με i < j  
και I > τη να ισχύει και επιπλέον Xiym,Xjyi £ Β  [21]. Από τα παραπάνω προκύπτει το 
παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 3.1. Το πρόβλημα του αρμονικού αριθμού είναι ΝΡ-πλήρες για  τα συνεκτικά  
διμερή μεταθετικά γραφήματα (bipartite permutation graphs) [3].

Παρακάτω παρατίθεται η απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος.
Το πρόβλημα του αρμονικού αριθμού για να αποδειχθεί ότι είναι NP-hard θα χρησι

μοποιηθεί ένας μετασχηματισμός από το πρόβλημα 3-partition. Αμέσως μετά ορίζουμε το 
πρόβλημα 3-partition.

Ο ρισμός 3.1 (3-partition). Στιγμιότυπο: Έ χουμε ένα σύνολο Α με 3πι στοιχεία, ένα όριο 
Β  £ Ζ + και θετικούς ακεραίους μεγέθους s(a) £ Ζ + για κάθε α £  Α τέτοιους ώστε να 
ισχύει 1/4Β < s(a) <  1/2Β και ^ ^ s ( a )  =  m B .

α € Α

Ερώτηση: Μπορεί το σύνολο να χωριστεί σε πι ξένα σύνολα A i,A 2, . . . , A m τέτοια 
ώστε για 1 <  i <  rn(^2a€A s(a) =  Β; Δηλαδή κάθε σύνολο Α* πρέπει να περιέχει ακριβώς 
3 στοιχεία από το σύνολο Α.

ί π \  m 'm _ l b r2  b'h

Σχήμα 3.4: Διμερές συνδεδεμένο γράφημα

Έ στω  ένα σύνολο A =  {αχ, « 2» * · · , « 3m} με 3m στοιχεία , ένας θετικός ακέραιος b και 
θετικοί ακέραιοι μεγέθους ,s(at) για κάθε α* 6 Α τέτοιοι ώστε να ισχύει 1/46 < s(a,·) < 
1/26 και Σ αβΑ s(a) =  m6 με 1 <  i <  3m. Υποθέτουμε ότι για κάθε £ Α ισχύει 
s(ai) > m. Αν δεν ισχύει μπορούμε να πολλαπλασιάσουμε όλα τα μεγέθη s(af) και b με το 
m +  1. Έπειτα κατασκευάζεται το ακόλουθο συνδεδεμένο (συνεκτικό) διμερές μεταθετικό 
γράφημα (bipartite permutation graph). Έστω Μ =  {mi, m2). . . , m m} ένα σύνολο με 
m κόμβους , έστω Β =  {6χ, 62, * · * ι Μ  ένα σύνολο με b κόμβους και προστίθεται και 
ένας κόμβος u  που συνδέεται με κάθε κόμβο από τα δυο σύνολα. Προκύπτει λοιπόν το
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σύνολο Μ ' =  {τη'υ m!2, . . . , τη^-χ} με τη — 1 κόμβους και το σύνολο Β ' =  {ί/2, 6g,. . . , ίή,} 
με 6 — 1 κόμβους. Έπειτα οι κόμβοι των συνόλων Μ ', Β ' συνδέονται με τους κόμβους 
των συνόλων Μ, Β. Δηλαδή κάθε κόμβος με 1 <  i <  m — 1, συνδέεται με τους 
κόμβους mi+x,m i+2» · · · ,m m και- κάθε κόμβος 6*, με 1 <  % < b — 1, με τους κόμβους 
ίή+ι, ίή+2> ■ · ·) Κ- Έπειτα κατασκευάζεται ένα δέντρο Τ,· βάθους 1 με s(aj) φύλλα και με 
ονομασίες φύλλων yj, y2, · · · , y*(Q.) YLOt κάθε a* € Α. Κάθε δέντρο έχει για ρίζα το Χ{ 
και κάθε φύλλο συνδέεται με τη ρίζα, (έχει δηλαδή γείτονα τη ρίζα του δέντρου). Έ τσ ι 
υπάρχουν 3m τέτοια δέντρα, τα Τχ, Τ2, . . . , T^m. Στη συνέχεια προστίθεται ένα σύνολο 
Ρ  =  {ρχ,ρ2, *.. »P3m} με 3m κόμβους και κάθε κόμβος ρ,· συνδέεται με τη ρίζα κάθε 
δέντρου Τ* με 1 <  i <  3m. Ακόμα κάθε κόμβος ρ* με 2 <  i  < 3m συνδέεται με τα 
s(a,_x) φύλλα του αντίστοιχου δέντρου Τ,·_χ. Ο κόμβος ρχ συνδέεται με τους κόμβους 
του συνόλου Μ ' και με τον κόμβο u. Ακόμα για κάθε κόμβο ρ* € Ρ  με 2 <  z <  3m 
προστίθενται κόμβοι uj με 1 <  j  <  m — 1 +  b — s(aj_x) +  1 +  3m — i και συνδέονται με 
τον κόμβο ρ,·. Προστίθενται ακόμα οι κόμβοι u] με 1 < j  < b +  3m — 1 και συνδέονται με 

-τον κόμβο ρχ. Έστω G το τελικό γράφημα το οποίο είναι συνδεδεμένο. Το γράφημα G 
παρουσιάζεται στο Σχήμα 3.4.1

Έπειτα είναι εύκολο να αποδειχθεί ότι το γράφημα <3 είναι διμερές. Έστω X  και Υ  
τα δυο ευσταθή σύνολα. Οι κόμβοι του γραφήματος G =  (V,B), όπου V  =  X  +  V, 
έχουν μια ισχυρή διάταξη άρα το γράφημα G είναι διμερές μεταθετικό γράφημα (bipartite 
permutation graph). Ορίζονται ως X  και Υ  οι διατάξεις των κόμβων των συνόλων X  και 
Υ  αντίστοιχα. Τα σύνολα X  και Υ  ορίζονται αντίστοιχα:

X  — {^2» ^3» * * * ) ^6» m l* ^ 2 *  ■ * * * 1* ^1* ^2* * * * * ^ 6 + 3 m —1» -^3* -Χδι ***» X 3 m —2» ^ m }

V  =  {b u  b2, · · · ,  bb, m u m 2 , . . . ,  m m , Y x, Y 3, Y 5 , . . . ,  Y 3m- 2, 2/?m , · · · .  ^ ( a 3m) }

οπού

Χχ — {^ίϊΡΐ+Ι» y\+ J Vl * · * * * 2/*(ai+1)* U1 *«2 * * * * * U4m+6-i(ai+1) - i-2} 
με i =  1 ,3 ,5 , . . . ,  3m — 2

Yi =  fan  2/ii 2/2» * * * * Ul+1> u2+ ***** u4m+6-«(ai)-i-l> ^i+l}
με i =  1 ,3 ,5 ,. .  . ,3 m  — 2.

To πλήθος των ακμών στο γράφημα είναι:

3 m - l

+  m +  6 +  3m2 +  3m6 +  3m +  mb 4- *
t= l

4m +  6 +  
2 l)

Πρέπει λοιπόν να υπάρχει το πολύ μια ακμή που να χρωματίζεται με τα χρώματα % και j  
για οποιονδήποτε αρμονικό χρωματισμό του γραφήματος και για κάθε ζεύγος διαφορετικών

ι Ί ο  Σ χή μ α  3.4 δημιουργήθηκε από τους K a te rin a  A sdre και S tavros D. Nikolopoulos και χρησιμοποιή
θηκε από τη δημοσίευση με τίτλο: N P-com pleteness resu lts  for som e problem s on subclasses of b ip a rtite  
and  chordal g raphs, T heore tical C om pu ter Science 381 (2007), 248-259.
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χ ρ ω μ ά τ ω ν  % κ α ι  j .  Ε π ο μ έ ν ω ς  π ρ ο κ ύ π τ ε ι  ό τ ι  ο  α ρ μ ο ν ι κ ό ς  χ ρ ω μ α τ ικ ό ς  α ρ ιθ μ ό ς  δ ε  μ π ο ρ ε ί  ν α  

ε ίν α ι  μ ι κ ρ ό τ ε ρ ο ς  α π ό  4τη  +  6 +  1 . Α ν  ε ίν α ι  ί σ ο ς  μ ε  4τη  +  6 +  1 τ ό τ ε  γ ι α  κ ά θ ε  ζ ε ύ γ ο ς  

δ ια φ ο ρ ε τ ικ ώ ν  χ ρ ω μ ά τ ω ν  ί ,  j  μ ε  1 <  i>j <  4 τη  +  6 +  1 υ π ά ρ χ ε ι  μ ια  μ ο ν α δ ικ ή  α κ μ ή  μ ε  τ α  

ά κ ρ α  τ η ς  ν α  ε ίν α ι  χ ρ ω μ α τ ισ μ έ ν α  μ ε  τ α  χ ρ ώ μ α τ α  % κ α ι  j .  Π ρ ο κ ύ π τ ε ι  έ τ σ ι  ό τ ι  έ χ ο υ μ ε  έ ν α ν  

α κ ρ ιβ ή  χ ρ ω μ α τ ισ μ ό  τ ο υ  γ ρ α φ ή μ α τ ο ς  G  μ ε  κ  χ ρ ώ μ α τ α . Α κ ρ ιβ ή ς  ε ίν α ι  έ ν α ς  χ ρ ω μ α τ ισ μ ό ς  

ό τ α ν  έ χ ο υ μ ε  έ ν α ν  α ρ μ ο ν ι κ ό  χ ρ ω μ α τ ισ μ ό  τ ο υ  γ ρ α φ ή μ α τ ο ς  G  μ ε  κ  χ ρ ώ μ α τ α  γ ι α  τ α  ο π ο ία  γ ια  

ο π ο ιο δ ή π ο τ ε  ζ ε ύ γ ο ς  χ ρ ω μ ά τ ω ν  i, j  υ π ά ρ χ ε ι  α κ ρ ιβ ώ ς  μ ια  α κ μ ή  ab τ έ τ ο ια  ώ σ τ ε  η κ ο ρ υ φ ή  α  

ν α  έ χ ε ι  τ ο  χ ρ ώ μ α  % κ α ι  η κ ο ρ υ φ ή  6 ν α  έ χ ε ι  τ ο  χ ρ ώ μ α  j .

Θ α  α π ο δ ε ιχ θ ε ί  λ ο ι π ό ν  χ ρ η σ ιμ ο π ο ι ώ ν τ α ς  έ ν α ν  μ ε τ α σ χ η μ α τ ι σ μ ό  α π ό  τ ο  π ρ ό β λ η μ α  3 - p a r t i t i o n  

ό τ ι  ο  α ρ μ ο ν ι κ ό ς  χ ρ ω μ α τ ικ ό ς  α ρ ιθ μ ό ς  τ ο υ  γ ρ α φ ή μ α τ ο ς  G  ε ίν α ι  μ ικ ρ ό τ ε ρ ο ς  ή ί σ ο ς  μ ε  4 m + 6 + l  

α ν  κ α ι  μ ό ν ο  α ν  τ ο  σ ύ ν ο λ ο  Α  μ π ο ρ ε ί  ν α  δ ια μ ε ρ ισ τ ε ί  σ ε  τ η  σ ύ ν ο λ α  Α ι ,  Α 2 , . . . , A m τ έ τ ο ια  ώ σ τ ε  

ν α  ι σ χ ύ ε ι  s ( a )  =  6 γ ι α  ο π ο ιο δ ή π ο τ ε  j  μ ε  1 <  j  <  m .

aeA j
(< = ) Έ σ τ ω  μ ια  3 -δ ια μ έ ρ ισ η  τ ο υ  σ υ ν ό λ ο υ  Α  σ ε  Α ι ,  Α 2 , . . . , A m σ ύ ν ο λ α  τ έ τ ο ια  ώ σ τ ε  γ ι α  

κ ά θ ε  j  ν α  ι σ χ ύ ε ι  ^  s ( a )  =  6. Ο ι κ ό μ β ο ι  τ ω ν  Μ  κ α ι Μ '  χ ρ ω μ α τ ίζ ο ν τ α ι  μ ε  τ α  χ ρ ώ μ α τ α

ae A j
1 , 2 , . . . , τη ενώ οι κόμβοι των συνόλων Β  και Β ' με τα χρώματα m +  1, m  +  2, . . . , m  +  6 
και ο κόμβος u παίρνει το χρώμα m  +  6+  1. Έ στω  Μ  το σύνολο που περιέχει τα χρώματα 
1, 2 , . . . , τη και Β  το σύνολο που περιέχει τα χρώματα m  +  l ,m  +  2 , . . . , m  +  6 και Κ  το 
σύνολο που περιέχει τα χρώματα m  +  6 +  2 ,m  +  6 +  3 , . . . , 4m +  6 +  1. Αν α* G A j τότε 
ο κόμβος που αντιστοιχεί στο παίρνει το χρώμα j .  Κάθε χρώμα j  e  Μ  αντιστοιχίζεται 
σε 3 κόμβους οι οποίοι αντιστοιχούν σε 3a* που έχουν όλα μαζί ακριβώς 6 γείτονες 
βαθμού 2. Καθένας από τους 6 γείτονες παίρνει ένα διαφορετικό χρώμα από το σύνολο 
Β  και κάθε κόμβος ρ* από το σύνολο Ρ  παίρνει ένα διαφορετικό χρώμα από το σύνολο 
Κ . Υπενθυμίζεται ότι κάθε κόμβος ρ^  1 <  ί < 3πι συνδέεται με τη +  6 +  1 +  3m — ί 
κόμβους. Έπειτα πρέπει να χρωματιστούν οι υπόλοιποι m  — 1 +  6 — +  1 +  3m — i
γείτονες ενός κόμβου ρ*, 1 <  i <  3m. Οι m — 1 γείτονες του κόμβου ρι παίρνουν 
ένα διαφορετικό χρώμα από το σύνολο Μ / όπου q  είναι το χρώμα που ανατέθηκε 
μόλις πριν στον κόμβο Χ{ που αντιστοιχεί στο a*. Οι 6 — γείτονες του κόμβου ρ*
παίρνουν ένα διαφορετικό χρώμα από το σύνολο Β  c+ όπου q  είναι το σύνολο των χρωμάτων 
που μόλις πριν ανατέθηκαν στους s(ai_ i) γείτονες του κόμβου Χ{-\ που αντιστοιχεί στο 

Οι υπόλοιποι 1 +  3m — % γείτονες του κόμβου ρ* παίρνουν ένα διαφορετικό χρώμα 
χρησιμοποιώντας το χρώμα m  +  6 +  1 και τα χρώματα που ανατέθηκαν στους κόμβους 
Ρ+ i +  1 < j  < 3m. Για τους 6 +  3m — 1 γείτονες του κόμβου ρι χρησιμοποιούνται 
χρώματα από τα σύνολα Κ  και β , ενώ οι m  γείτονές του έχουν ήδη χρωματιστεί. Υπάρχει 
λοιπόν ένας αρμονικός χρωματισμός του γραφήματος G με 4 m  +  6 + 1  χρώματα και άρα ο 
αρμονικός αριθμός του γραφήματος αυτού είναι 4 m  +  6 +  1.

(=Φ-) Έ σ τ ω  ο  α ρ μ ο ν ι κ ό ς  α ρ ιθ μ ό ς  τ ο υ  γ ρ α φ ή μ α τ ο ς  ε ίν α ι  μ ι κ ρ ό τ ε ρ ο ς  ή ί σ ο ς  μ ε  4 m  +  6 + 1. 

Χ ω ρ ίς  β λ ά β η  τ η ς  γ ε ν ι κ ό τ η τ α ς  έ σ τ ω  ό τ ι  ο ι  τη  κ ό μ β ο ι  τ ο υ  σ υ ν ό λ ο υ  Μ  π α ίρ ν ο υ ν  δ ια φ ο ρ ε τ ικ ά  

χ ρ ώ μ α τ α  α π ό  τ ο  σ ύ ν ο λ ο  Μ ,  ε ν ώ  ο ι  6 κ ό μ β ο ι  τ ο υ  σ υ ν ό λ ο υ  Β  π α ίρ ν ο υ ν  δ ια φ ο ρ ε τ ικ ά  χ ρ ώ μ α τ α  

α π ό  τ ο  σ ύ ν ο λ ο  Β .  Ο  κ ό μ β ο ς  u  χ ρ ω μ α τ ίζ ε τ α ι  μ ε  τ ο  χ ρ ώ μ α  m  +  6 +  1 , α φ ο ύ  γ ε ι τ ο ν ε ύ ε ι  μ ε  

ό λ ο υ ς  τ ο υ ς  κ ό μ β ο υ ς  α π ό  τ α  δ υ ο  σ ύ ν ο λ α  Μ  κ α ι  Β ,  Ο  κ ό μ β ο ς  ρ\  χ ρ ω μ α τ ίζ ε τ α ι  μ ε  τ ο  χ ρ ώ μ α
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Cpj =  m + 6 + 2 .  Ο μέγιστος βαθμός του κόμβου ρχ είναι 4m +6 και ως εκ τούτου το χρώμα 
m  +  6 +  2 γειτονεύει με όλα τα χρώματα. Αφού όλοι οι γείτονες του κόμβου ρχ που δεν 
έχουν χρωματιστεί παίρνουν διαφορετικά χρώματα από το σύνολο Μ  U Β  U Κ  cpi. Κάθε 
κόμβος ρ*, 1 <  ϊ <  3m, χρωματίζεται με κάποιο χρώμα από το σύνολο Κ. Έ στω  λοιπόν 
Cm € Μ  το χρώμα που δίνεται στον κόμβο ρ2, ο οποίος έχει βαθμό ίσο με 4m +  6 — 1. Το 
χρώμα όμως Cm γειτονεύει με άλλα (τη  — 1 +  6 +  3m +  1) — (1 +  1) < 4m +  6 — 1 χρώματα. 
Γι αυτό το λόγο χρειαζόμαστε ακόμη ένα χρώμα για να χρωματιστεί ένας ακόμη γείτονας 
του κόμβου ρ2· Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία καταλήγουμε ότι ο κόμβος ρ2 δε μπορεί 
να πάρει χρώμα από το σύνολο Β  U {m  +  6 +  l ,m  +  6 +  2} και γι αυτό παίρνει χρώμα από 
το σύνολο Κ /  cpi.

Με επαγωγή στο % αποδεικνύεται ότι κάθε κόμβος pi Ε Ρ, 2 <  i  < 3m, παίρνει ένα 
χρώμα από το σύνολο Κ /  L . L  είναι το σύνολο που περιέχει τα χρώματα cpx, cP2, . . . , Cpi- χ .  

Αυτά τα χρώματα έχουν ήδη ανατεθεί στους κόμβους pj, 1 < j  < i.  Αν c* είναι ένα χρώμα 
από το σύνολο Κ  U { τη  +  6 +  1} τότε δε μπορεί να ανατεθεί σε κανένα άλλο κόμβο του 

-γραφήματος G. Και αυτό γιατί οποιοδήποτε ζεύγος χρωμάτων (ck ,j)  με 1 <  j  <  4 m +  6, 
υπάρχει ήδη στον αρμονικό χρωματισμό.

Τώρα θα δειχθεί ότι όλοι οι κόμβοι του συνόλου Β 1 παίρνουν χρώματα από το σύνολο Β. 
Αφού κάθε κόμβος Ui € Β ', 2  < % <  6 γειτονεύει με τουλάχιστο έναν κόμβο από το σύνολο 
Β, δε μπορεί κανένας να πάρει το χρώμα m  +  6 + 1. Έ στω  u  Ε Β ' ένας κόμβος με βαθμό d u 

που παίρνει χρώμα από το σύνολο Μ , ενώ οι άλλοι κόμβοι παίρνουν χρώμα από το σύνολο 
Β. Με m b — d u ορίζεται το πλήθος των ακμών του γραφήματος αυτού που έχουν το ένα άκρο 
χρωματισμένο με κάποιο χρώμα από το Μ που δεν έχουν εμφανιστεί ακόμα. Έπειτα mb 
είναι το πλήθος των ακμών που έχουν το ένα άκρο τους χρωματισμένο με κάποιο χρώμα από 
το σύνολο Β που δεν έχουν εμφανιστεί ακόμα. Άρα το πλήθος των ζευγών που δεν έχουν 
εμφανιστεί ακόμα στο γράφημα G  είναι m b  —  d u +  m b  — m b  =  m b  —  du . Και το πλήθος των 
ακμών που δεν έχουν χρωματιστεί είναι m 6, και οι ακμές ^ y j ,  1 <  i < 3m, 1 < j  < s(a;). 
Αυτό συνεπάγεται ότι χρειάζονται περισσότερα χρώματα. Γι αυτό το λόγο οι κόμβοι του 
συνόλου Β' παίρνουν χρώματα από το σύνολο Β. Με ίδια λογική καταλήγουμε ότι οι 
κόμβοι από το σύνολο Μ ' παίρνουν χρώματα από το σύνολο Μ .

Τα ζεύγη των χρωμάτων (α ,6), α € Μ , 6 € Β  δεν έχουν εμφανιστεί ακόμα (όλα τα 
ζεύγη χρωμάτων πρέπει να εμφανιστούν), θα ανατεθούν αυτά τα ζεύγη χρωμάτων στις m b  

ακμές που έχουν και τα δυο άκρα τους αχρωμάτιστα. Αυτές είναι οι ακμές , 1 <  % < 
3m, 1 <  j  <  s(a<) όπου ο κόμβος αντιστοιχεί στο α* και ο κόμβος y} στον j -οστό 
γείτονα του κόμβου με βαθμό 2. Οι κόμβοι Χ{ δε μπορούν να χρωματιστούν από το 
σύνολο Β .  Αν χρωματιστούν, τότε οι s(a,·) > m  αχρωμάτιστοι γείτονες yj δε μπορούν να 
χρωματιστούν με τη  χρώματα από το σύνολο Μ . Γι αυτό λοιπόν οι κόμβοι χ { παίρνουν ένα 
χρώμα από το σύνολο Μ  και οι y} παίρνουν ένα χρώμα από το σύνολο Β .  Οι m — 1 γείτονες 
του κόμβου ρ\ που ανήκουν στο σύνολο Μ 7 έχουν ήδη χρωματιστεί με κάποιο χρώμα από 
το Μ . Έ τσι για κάθε 4m +  6 — s(a,*_i) — ι γείτονα καθενός ρ*, 1 <  i  < 3m, με βαθμό 1 
ανατίθενται διαφορετικά χρώματα. Αν είναι το χρώμα του κόμβου ρ,· χρησιμοποιούνται 
διαφορετικά χρώματα από το σύνολο M U B U K / {cX{, Fy L, cPi}. Ό που F  είναι το σύνολο
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που περιέχει όλα τα χρώματα που έχουν ήδη ανατεθεί στους s(aj_ i)-l-l γείτονες του κόμβου 
Pi. Και cXi Ε Μ  είναι το χρώμα που έχει ήδη ανατεθεί στον κόμβο Χ{. Θα ισχύει επομένως 
a ,  €  Α /  αν και μόνο αν ο κόμβος x,- χρωματίζεται με το χρώμα j  Ε  Μ .  Επίσης ισχύει 
ότι J^aeAj  5 ( α ) =  & Τ ΐα  j .  Δηλαδή κάθε χρώμα j  πρέπει να γειτονεύει με κάποια 
χρώματα από το σύνολο Β. Και κάθε χρώμα από το σύνολο Β  αντιστοιχίζεται σε ακριβώς 
έναν κόμβο ο οποίος γειτονεύει με όλους τους κόμβους χ,* που έχουν χρώμα j .  Έχουμε 
λοιπόν μια σωστή 3-διαμέριση. Ό τ ι το θεώρημα ισχύει προκύπτει από την ΝΡ-πληρότητα 
του 3-partition, γιατί ο μετασχηματισμός γίνεται εύκολα σε πολυωνυμικό χρόνο.

Θεώρημα 3.2. Το πρόβλημα του αρμονικού αριθμού είναι ΝΡ-πλήρες για  τα συνεκτικά  
γραφήματα διαστημάτων (interval graphs) [2j.

Παρακάτω παρατίθεται η απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος.
Για να αποδειχθεί ότι το πρόβλημα του αρμονικού αριθμού είναι NP-hard, θα χρησιμο

ποιηθεί ένας μετασχηματισμός από το πρόβλημα 3-partition. Έ στω  Α =  {αι, α 2, · · · , « 3m} 
-με 3m στοιχεία, ένας θετικός ακέραιος b και θετικοί ακέραιοι μεγέθους s(a,-) για κάθε 
a* Ε Α  τέτοιους ώστε να ισχύει 1/4Β < s(a i) < 1 /2Β  και s(<*i) =  m B , 1 <  i <  3m.

α * € Α

Για κάθε α, € Α ισχύει s(a ,) >  m. Αν δεν ισχύει μπορούμε να πολλαπλασιάσουμε όλα 
τα μεγέθη 5(α*) και b με το m  +  1. Παρακάτω περιγράφουμε την κατασκευή ενός γραφή
ματος το οποίο είναι ταυτόχρονα γράφημα διαστημάτων και μεταθετικό γράφημα. Έ στω  
μια κλίκα με m κόμβους, μια κλίκα με b κόμβους και ένας κόμβος u , ο οποίος συνδέε
ται με όλους τους κόμβους από τις δυο κλίκες. Το γράφημα αυτό λέγεται G i. Για κάθε 
α* € Α κατασκευάζεται ένα δέντρο Τ{ βάθους 1 με s(a,·) φύλλα και με ονομασίες φύλλων 
y \,y \ ,  · · · iVi(a<) YLCt κάθε a,- Ε  Α. Κάθε δέντρο έχει για ρίζα το χ,- και κάθε φύλλο συν
δέεται με τη ρίζα, (έχει δηλαδή γείτονα τη ρίζα του δέντρου). Έ τσ ι υπάρχουν 3m τέτοια 
δέντρα, τα Τχ, Τ2, . . . , T3m. Στη συνέχεια προστίθεται ένα σύνολο Ρ  =  [m, u2, . . . , u3m] 
με 3m κόμβους και κάθε κόμβος it,- συνδέεται με όλους τους κόμβους κάθε δέντρου Τ, με 
1 <  i  < 3τη. Για κάθε κόμβο u,· G Ρ  προστίθενται τη — 1 +  b — s(aj) +  i — 1 κόμβοι και 
συνδέονται με τον κόμβο Το γράφημα λέγεται G2. Το (?ι U (?2 είναι μη συνεκτικό. 
Για να γίνει συνεκτικό συνδέουμε με μια ακμή τους κόμβους U\ και υ. Έ τσι προκύπτει το 
γράφημα G, το οποίο φαίνεται Σχήμα 3.5.2

To G είναι γράφημα διαστημάτων και αυτό γιατί μια κλίκα μπορεί να αναπαρασταθεί με 
ένα πλήθος διαστημάτων που έχουν τουλάχιστον ένα κοινό σημείο. Δυο κλίκες που μοιρά
ζονται έναν κόμβο η  μπορούν να αναπαρασταθούν σαν ένα πλήθος από διαστήματα τέτοια 
ώστε ένα από αυτά τα διαστήματα, το οποίο αντιστοιχεί στον κόμβο u, έχει τουλάχιστον 
ένα κοινό σημείο με τα διαστήματα που αντιστοιχούν στους κόμβους κάθε κλίκας.

Οι κόμβοι του γραφήματος G μπορούν να τοποθετηθούν σε μια προς μια αντιστοιχία με 
ένα σύνολο διαστημάτων στη γραμμή των πραγματικών αριθμών τέτοια ώστε δυο κόμβοι 
να γειτονεύουν στο G αν και μόνο αν τα αντίστοιχα διαστήματα τέμνονται.

2Τ ο  Σ χή μ α  3.5 δημιουργήθηκε από τους K a te rin a  A sdre, K yriaki Ioannidou  και S tav ros D . N ikolopoulos 
και χρησιμοποιήθηκε από τη δημοσίευση με τίτλο: T h e  harm onious coloring problem  is N P -com plete  for 
in terval an d  p e rm u ta tio n  g raphs, Disc. A ppl. M ath . 155 (2007) 2377-2382.
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m +  6 -  s(«3m) +  3m -  2

Σχήμα 3.5: Γράφημα διαστημάτων και ταυτόχρονα μεταθετικό γράφημα.

Το πλήθος των ακμών του γραφήματος αυτού είναι:

^  4- + m + 6 + 3 m + m 6 + 3 m + m 6 + 3 m (m —2 )+ 2 m 6 + y ^ z  =  1^

Ο αρμονικός χρωματικός αριθμός δε μπορεί να είναι μικρότερος από 4m  +  6 +  1 και 
αν είναι ίσος με 4m +  6 +  1 τότε για κάθε ζεύγος διαφορετικών χρωμάτων i , j  με 1 <  i, 
j  < 4τη +  6 + 1  υπάρχει μια μοναδική ακμή με τα άκρα της να είναι χρωματισμένα με τα 
χρώματα ι και j . Προκύπτει έτσι ότι έχουμε έναν ακριβή χρωματισμό του γραφήματος G 
με κ χρώματα.

Θα αποδειχθεί λοιπόν χρησιμοποιώντας έναν μετασχηματισμό από το πρόβλημα 3-partition 
ότι ο αρμονικός χρωματικός αριθμός του γραφήματος G είναι μικρότερος ή ίσος με 4 m + 6 + l 
αν και μόνο αν το σύνολο Α  μπορεί να διαμεριστεί σε τη σύνολα Α ι ,  Α 2 , . . . , A m τέτοια ώστε 
να ισχύει s(ar) =  6 για οποιοδήποτε j  με 1 < j  < τη.

(·Φ=) Έ στω  μια 3-διαμέριση του συνόλου Α  σε Αι , Α2, . . . , A m σύνολα τέτοια ώστε 
για κάθε j  να ισχύει Σ α ^  $(α) =  6. Οι κόμβοι της πρώτης κλίκας χρωματίζονται με τα 
χρώματα 1 , 2 , . . . , m και οι κόμβοι της δεύτερης κλίκας με τα χρώματα m + 1 , m + 2 , . . . , m +
6. Ο κόμβος u χρωματίζεται με το χρώμα m +  6 +  1. Έστω Μ  το σύνολο που περιέχει τα 
χρώματα 1 ,2 , . . .  , m  και Β  το σύνολο που περιέχει τα χρώματα m +  1,m  +  2 , . . . , m +  6 και 
Κ  το σύνολο που περιέχει τα χρώματα m +  6 +  2 ,m  +  6 +  3 , . . .  , 4m +  6 +  l. Αν α* € Aj τότε 
ο κόμβος που αντιστοιχεί στο α* παίρνει το χρώμα j .  Κάθε χρώμα j  6 Μ αντιστοιχίζεται 
σε 3 κόμβους οι οποίοι αντιστοιχούν σε 3α^ που έχουν όλα μαζί ακριβώς 6 γείτονες 
βαθμού 2. Καθένας από τους 6 γείτονες παίρνει ένα διαφορετικό χρώμα από το σύνολο 
Β  και κάθε κόμβος u* από το σύνολο Ρ παίρνει ένα διαφορετικό χρώμα από το σύνολο 
Κ . Ο κόμβος u{ συνδέεται με τους κόμβους u2, u και με τη +  6 άλλους κόμβους, ενώ ο 
«3m συνδέεται με τον κόμβο uzm- i  *<**· με m  +  6 +  3m ακόμα κόμβους. Πρέπει έπειτα να 
χρωματιστούν οι υπόλοιποι τη — 1 +  6 — s(ari) +  % -  1 γείτονες κάθε κόμβου uiy 1 <  i < 3τη.
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Οι τη — 1 γείτονες του κόμβου u,* παίρνουν ένα διαφορετικό χρώμα από το σύνολο Μ / ο,*, 
όπου Ci είναι το χρώμα που ανατέθηκε μόλις πριν στον κόμβο χ* που αντιστοιχεί στο α,*. 
Οι δ —s(a,·) γείτονες του κόμβου ΐί* παίρνουν ένα διαφορετικό χρώμα από το σύνολο Β / c,·, 
όπου q  είναι το σύνολο των χρωμάτων που μόλις πριν ανατέθηκαν στους s (a t·) γείτονες 
του κόμβου χ*. Οι υπόλοιποι i  — 1 γείτονες του κόμβου u*, 3 < i < 3m παίρνουν το χρώμα 
m +  δ +  1 και τα χρώματα που ανατέθηκαν στους κόμβους uj, 1 <  j  <  i — 2, Για τους 
m + δ — 5(0:2) γείτονες του κόμβου U2 χρησιμοποιείται το χρώμα τη +  δ + 1 και τα χρώματα 
από τα Μ και β , ενώ οι τη — 1 +  δ~5(θ ι )  γείτονες του κόμβου ιΐχ παίρνουν χρώματα από τα 
Μ  και Β . Υπάρχει λοιπόν ένας αρμονικός χρωματισμός του γραφήματος G με 4m +  δ Η- 1 
χρώματα και άρα ο αρμονικός αριθμός του γραφήματος αυτού είναι 4m +  δ + 1 .

(=>) Έ στω  ο αρμονικός αριθμός του γραφήματος είναι μικρότερος ή ίσος με 4τη +  δ + 1. 
Χωρίς βλάβη της γενικότητας έστω ότι οι τη κόμβοι της πρώτης κλίκας παίρνουν διαφορετικά 
χρώματα από το σύνολο Μ, ενώ οι δ κόμβοι της δεύτερης κλίκας παίρνουν διαφορετικά 
χρώματα από το σύνολο Β. Ο κόμβος u  χρωματίζεται με το χρώμα m +  δ +  1, αφού 

.γειτονεύει με όλους τους κόμβους από τα δυο σύνολα Μ  και Β. Ο κόμβος uzm είναι ο 
κόμβος με το μέγιστο βαθμό που είναι 4m + δ. Επομένως πρέπει να πάρει ένα χρώμα από το 
Κ . Αν πάρει χρώμα από το Μ  τότε κανένας γείτονας του δεν μπορεί να πάρει χρώμα από το 
Μ και δεν μπορούν να χρωματιστούν 4m 4- δ κόμβοι χρησιμοποιώντας μόνο 4m 4- δ + 1  — τη 
χρώματα. Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται ότι ο κόμβος uzm δε μπορεί να χρωματιστεί 
παίρνοντας χρώμα από το Β ή το χρώμα τη +  δ 4- 1. Γι αυτό χωρίς βλάβη της γενικότητας 
ο κόμβος αυτός παίρνει το χρώμα 4m +  δ +  1. Οι γείτονες του χρωματίζονται με χρώματα 
του συνόλου M U B U m  + b + l U K /  {4m 4-δ +  1}. Ο κόμβος uzm — 1 παίρνει ένα χρώμα 
από το σύνολο Κ /  {4τη 4- δ 4-1}. Έ στω  ότι παίρνει το χρώμα 4m 4- δ. Προκύπτει ότι δε 
μπορεί να πάρει το χρώμα Μ U Β U {τη +  δ +  1} U {4m +  δ +  1}. Το χρώμα 4m 4- δ 4- 1 
δε μπορεί να δοθεί σε κανέναν άλλον κόμβο του G. Γιατί οποιοδήποτε ζεύγος χρωμάτων 
(4m +  δ +  l , j ) ,  1 < 3  < 4τη 4- δ εμφανίζεται ήδη στον αρμονικό χρωματισμό.

Με επαγωγή στο i αποδεικνύεται ότι το ίδιο ισχύει για όλους τους κόμβους U{ G Ρ, 1 < 
ι < 3τη — 2. Δηλαδή ο κόμβος u,· παίρνει ένα χρώμα από το σύνολο Κ /  L. L  είναι το 
σύνολο που περιέχει τα χρώματα 7π +  δ + 1  +  ΐ +  1 , 77ΐ +  δ +  1 +  ϊ +  2 , . . . ,  4m +  δ Η-1, τα 
οποία έχουν ανατεθεί ήδη στους κόμβους Uj, 1 < j  < 3τ η . Επειδή όλα τα ζεύγη χρωμάτων 
πρέπει να εμφανιστούν και τα ζεύγη (α 5δ),α G Μ, δ € Β  δεν έχουν εμφανιστεί ακόμα, θα 
ανατεθούν αυτά στις mb ακμές που έχουν και τα δυο άκρα αχρωμάτιστα. Αυτές οι ακμές 
είναι οι x*y*·, 1 < % < 3m, 1 <  j  < $(c*i), όπου ο κόμβος xt* αντιστοιχεί στο α* και ο κόμβος 
yXj αντιστοιχεί στον j -οστό γείτονα του κόμβου με βαθμό ίσο με 2. Οι κόμβοι χ* δε 
χρωματίζονται από το σύνολο Β ,  διαφορετικά οι s(aj) > τη αχρωμάτιστοι γείτονες yj δε 
μπορούν να χρωματιστούν με m  χρώματα από το σύνολο Μ. Έ τσ ι οι κόμβοι χ,· παίρνουν 
ένα χρώμα από το σύνολο Μ  και οι κόμβοι y* από το σύνολο Β .  Οι m — 1 +  δ — $(aj) +  i — 1 
γείτονες κάθε κόμβου tx*, 1 <  % <  3m, είναι οι κόμβοι που δεν έχουν χρωματιστεί. Για να 
χρωματιστούν οι τη — 1 +  δ — $(<*,) κόμβοι χρησιμοποιούνται διαφορετικά χρώματα από το 
σύνολο (M U B )/ F  (F  είναι το σύνολο με χρώματα που έχουν ήδη ανατεθεί προηγουμένως 
στους s(a*) +  1 γείτονες του κόμβου u,). Για να χρωματιστούν οι i — 1 αχρωμάτιστοι
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γείτονες του κόμβου % >  1 μπορούν να χρησιμοποιηθούν μόνο χρώματα του συνόλου 
Κ /  L /  {m + 6+ l+ t ,  m + 6+ ί}  γιατί τα μοναδικά ζεύγη χρωμάτων που δεν χρησιμοποιήθηκαν 
ήδη είναι {m +  6 +  l  +  t, j}  μεm -\-b  + l  < j  < m  + b + l  + i — 2. Θα ισχύει λοιπόν a* €  A j 
αν και μόνο αν ο κόμβος Χχ χρωματίζεται με το χρώμα j  €  Μ . Ισχύει Σ  s (a ) =  b για κάθε 
j .  Κάθε χρώμα j  πρέπει να γειτονεύει με κάποια a  €  A j  χρώματα του Β  και κάθε χρώμα 
του Β  θα αντιστοιχεί σε ακριβώς έναν κόμβο που είναι γείτονας με όλους τους κόμβους χ\ 
με χρώμα j .  Υπάρχει έτσι ένα σωστό 3-partition.

Το θεώρημα ισχύει από την ΝΡ-πληρότητα του 3-partition, αφού ο μετασχηματισμός 
μπορεί να γίνει σε πολυωνυμικό χρόνο. Το γράφημα G  που περιγράψαμε αποδεικνύεται ότι 
είναι και μεταθετικό γράφημα. Το γράφημα G  είναι γράφημα διαστημάτων αν και μόνο αν 
είναι τριγωνικό το γράφημα G  και το G  είναι μεταβατικό γράφημα. To G  είναι και μετα
βατικό γράφημα. Αυτό ισχύει διότι το G  έχει μια άκυκλη μεταβατική κατεύθυνση. Εφόσον 
τα G  και G  είναι μεταβατικά γραφήματα έπεται ότι το G  είναι μεταθετικό γράφημα [17]. 
Άρα ισχύει το παρακάτω θεώρημα:

Θεώρημα 3.3. Το πρόβλημα του αρμονικού αριθμού είναι ΝΡ-πλήρες για  τα συνεκτικά  
μεταθετικά γραφήματα (permutation graphs).
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Κεφαλαίο 4

Αχρωματικός Α ριθμός

4.1 Αχρωματικός Αριθμός

4.2 Αποτελέσματα ΝΡ-πληρότητας

4.3 Πολυωνυμική λύση για το πρόβλημα του αχρωματικού αριθμού

4.1 Αχρωματικός Αριθμός

Στόχος μας είναι να βρούμε το όριο στο οποίο το πρόβλημα του αχρωματικού αριθμού 
για τις κλάσεις των τέλειων γραφημάτων που μελετάμε μετατρέπεται από πολυωνυμικά 
επιλύσιμο σε μη πολυωνυμικά επιλύσιμο.

Ο αχρωματικός αριθμός ψ(G ) είναι ο μέγιστος αριθμός κ, για τον οποίο το γράφημα 
επιδέχεται έναν πλήρη χρωματισμό. Έ στω  {χ ι,Χ 2 , . . .  ,X k \ τα χρώματα ενός κατάλληλου 
χρωματισμού X  των κορυφών ενός γραφήματος G. Ο χρωματισμός X  λέγεται πλήρης 
(complete coloring) αν για κάθε ζεύγος χρωμάτων (χ{, x j)  υπάρχουν δυο κορυφές που είναι 
γειτονικές και τους έχουν ανατεθεί αυτά τα δύο χρώματα (Σχήμα 4.1). Συνοψίζοντας

Σχήμα 4.1: Έ νας πλήρης χρωματισμός (complete coloring) του γραφήματος G. Ό που
1, 2, 3 ,4  είναι τα χρώματα.
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θέλουμε τον μέγιστο αριθμό χρωμάτων και μια ανάθεση αυτών τέτοια ώστε οποιεσδήποτε 
δυο διαφορετικές κλάσεις χρωματισμού να μοιράζονται τουλάχιστον μια ακμή (Σχήμα 4.2). 
Έ χει αποδειχθεί ότι το πρόβλημα του αχρωματικού αριθμού είναι NP-hard. Αποδείχθηκε

Σχήμα 4.2: Έ νας αχρωματικός χρωματισμός του γραφήματος G.

στην εργασία [15] του Farber et al. ότι το πρόβλημα του αχρωματικού αριθμού είναι για 
"διμερή γραφήματα (bipartite graphs) NP-hard. Ο Bodlaender στην εργασία του [5] απέδειξε 
ότι το πρόβλημα είναι NP-hard και για γραφήματα που είναι συμπληρωματικά παραγόμενα 
(cographs) και γραφήματα διαστημάτων (interval graphs) ταυτόχρονα. Μελετήθηκε το 
πρόβλημα για τα διμερή γραφήματα και για κάποιες υποκλάσεις των διμερή γραφημάτων, τα 
κυρτά διμερή γραφήματα (convex bipartite graphs) και τα μη συνεκτικά διμερή μεταθετικά 
γραφήματα (bipartite perm utation graphs).

Αποδείχθηκε ότι το πρόβλημα είναι NP-hard για τα συνεκτικά διμερή μεταθετικά γραφή
ματα (bipartite perm utation graphs) [3]. Για το λόγο αυτό είναι και τα biconvex bipartite 
γραφήματα NP-hard, επειδή είναι υπερκλάση των διμερή μεταθετικών γραφημάτων. Ακόμα 
αποδεικνύεται ότι και για την κλάση των quasi-threshold γραφημάτων το πρόβλημα είναι 
NP-hard. Τέλος θα δοθεί ένας γραμμικού χρόνου πολυωνυμικός αλγόριθμος επίλυσης του 
προβλήματος για τα κατωφλικά γραφήματα (threshold graphs). Αποδεικνύοντας την ΝΡ- 
πληρότητα του προβλήματος για την κλάση των quasi-threshold γραφημάτων, αποδεικνύεται 
και η ΝΡ-πληρότητα του προβλήματος για τα τριγωνικά γραφήματα (chordal graphs) και 
τα γραφήματα διαστημάτων (interval graphs) γιατί είναι υπερκλάσεις των quasi-threshold 
γραφημάτων.

Το Σχήμα 4.3 αναπαριστά την πολυπλοκότητα του προβλήματος εύρεσης του αχρωμα- 
τικού αριθμού για γραφήματα που ανήκουν στις κλάσεις των τέλειων γραφημάτων.

Οι κόκκινες ελλείψεις αντιστοιχούν στις κλάσεις όπου το πρόβλημα είναι ΝΡ-πλήρες, 
ενώ οι μαύρες αντιστοιχούν σε εκείνες τις κλάσεις όπου το πρόβλημα ανήκει στην κλάση 
Ρ. Στο παρακάτω κεφάλαιο θα δείξουμε τις αναγωγές που αποδεικνύουν ότι το πρόβλημα 
του αχρωματικού αριθμού είναι ΝΡ-πλήρες για τις κλάσεις των τέλειων γραφημάτων.
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Σχήμα 4.3: Αναπαράσταση της πολυπλοκότητας του προβλήματος εύρεσης του αχρωμα- 
τικού αριθμού για γραφήματα που ανήκουν στις κλάσεις των τέλειων γραφημάτων. Το 
πρόβλημα στις κλάσεις με κόκκινη έλλειψη είναι ΝΡ-πλήρες ενώ στις κλάσεις με μαύρη 
έλλειψη είναι πολυωνυμικό.

4.2 Αποτελέσματα ΝΡ-πληρότητας

Θα αποδειχθεί ότι το πρόβλημα εύρεσης του αχρωματικού αριθμού είναι ΝΡ-πλήρες για τα 
μη συνεκτικά γραφήματα που είναι συμπληρωματικά παραγόμενα γραφήματα και γραφήματα 
διαστημάτων ταυτόχρονα. Προκύπτει λοιπόν το εξής θεώρημα:

Θεώρημα 4.1. Το πρόβλημα εύρεσης του αχρωματικού αριθμού είναι ΝΡ-πλήρες για τα 
μη συνεκτικά γραφήματα που είναι συμπληρωματικά παραγόμενα γραφήματα (cographs) και 
γραφήματα διαστημάτων (interval graphs) ταυτόχρονα [5].

Παρακάτω παρατίθεται η απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος.
Για να αποδειχθεί ότι το πρόβλημα εύρεσης του αχρωματικού αριθμού είναι NP-hard, 

θα χρησιμοποιηθεί ένας μετασχηματισμός από το πρόβλημα 3-partition. Έ στω  ένα σύνολο
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A  =  {αχ, . . . ,  a 3m} με 3m στοιχεία, ένας θετικός ακέραιος Β και θετικοί ακέραιοι μεγέθους 
s(a:,·) για κάθε α< €  Α τέτοιοι ώστε να ισχύει 1/4Β < s(α{) <  1/ 2Β  και Σ αί€Α s(ai) =  m B  
με 1 <  i < 3τη. Υποθέτουμε ότι για κάθε α,· £  Λ ισχύει s (a χ) >  τη. Αν δεν ισχύει μπορούμε 
να πολλαπλασιάσουμε όλα τα μεγέθη s(ai) και Β  με το τη +  1. Έπειτα κατασκευάζεται 
ένα μη συνεκτικό ταυτόχρονα γράφημα διαστημάτων (interval graph) και συμπληρωματικά 
παραγόμενο γράφημα (cograph). Έ στω  μια κλίκα με τη κόμβους, μια κλίκα με Β  κόμβους 
και ένας κόμβος u , ο οποίος συνδέεται με όλους τους κόμβους από τις δυο κλίκες. Για 
κάθε α,· €  Α  κατασκευάζεται ένα δέντρο Τχ βάθους 1 με s(a,·) φύλλα και με ονομασίες 
φύλλων y{, y'2, ■ · . , t/*(a .)· Κάθε δέντρο έχει για ρίζα το χ,· και κάθε φύλλο συνδέεται με τη 
ρίζα, (έχει δηλαδή γείτονα τη ρίζα του δέντρου). Έ τσ ι υπάρχουν 3m τέτοια δέντρα, τα 
Τι, Τ2, . . . , T3m. Το γράφημα πού προκύπτει φαίνεται στο Σχήμα 4.4.

Σχήμα 4.4: Έ να μη συνεκτικό ταυτόχρονα γράφημα διαστημάτων (interval graph) και 
συμπληρωματικά παραγόμενο γράφημα (cograph).

Το γράφημα δεν περιέχει ένα μονοπάτι Ρ.χ, δηλαδή ένα μονοπάτι με τέσσερις κόμβους 
σαν επαγόμενο υπογράφημα, άρα το γράφημα G είναι συμπληρωματικά παραγόμενο γρά
φημα (cograph). Έ να δέντρο με βάθος 1 αναπαριστάται σαν ένα γράφημα διαστημάτων 
(interval graph). Κάθε φύλλο αναπαρίσταται με ένα μικρό διάστημα, χωρίς να τέμνονται 
τα αντίστοιχα διαστήματα σε κάποιο σημείο. Κάθε ρίζα του δέντρου αντιστοιχίζεται με 
ένα μεγαλύτερο διάστημα, το οποίο περιλαμβάνει όλα τα διαστήματα που αντιστοιχούν στα 
φύλλα της ρίζας. Μια κλίκα αναπαρίσταται από ένα πλήθος διαστημάτων που μοιράζονται 
ανά δυο ένα κοινό σημείο. Από την ένωση γραφημάτων διαστημάτων προκύπτει γράφημα 
διαστημάτων. Έπειτα αποδεικνύεται ότι ο αχρωματικός αριθμός είναι μεγαλύτερος ή ίσος 
από τη + Β  + 1. Και αυτό ισχύει αν και μόνο αν το σύνολο Α μπορεί να διαμεριστεί στα εξής 
τη σύνολα: Αχ, Α2, . . . , A m τέτοια ώστε για κάθε j  να ισχύει ^  s{a) — Β . Το πλήθος

q G A j

των ακμών του γραφήματος αυτού είναι:

3m

+  τη + Β  +  ^  s(a<)
i= 1

τη + Β  + 1  
2 (4.1)

30



Ό πως αναφέρθηκε ο αχρωματικός αριθμός δε μπορεί να είναι μεγαλύτερος από m + B + 1  
γιατί για κάθε σωστό χρωματισμό του γραφήματος G  και για κάθε ζεύγος διαφορετικών 
χρωμάτων iyj  πρέπει να υπάρχει τουλάχιστον μια ακμή που τα άκρα της θα έχουν τα 
χρώματα i και j .  Αν ο αχρωματικός αριθμός είναι ίσος με m  +  Β + 1 , τότε για κάθε σωστό 
χρωματισμό που χρησιμοποιεί τ η + Β + 1  χρώματα θα υπάρχει για κάθε ζεύγος διαφορετικών 
χρωμάτων z, j  G {1,2 . . . , τη +  Β  +  1} μια μοναδική ακμή με άκρα της χρωματισμένα με τα 
χρώματα z και j .

Έστω μια διαμέριση του συνόλου Α σε τη  σύνολα Αχ, Α<ι,. . . , A m τέτοια ώστε για κάθε 
j  να ισχύει 5(α ) =  ®α χρωματιστεί σωστά το γράφημα G  με m + B +  1 χρώματα.
Οι κόμβοι της πρώτης κλίκας χρωματίζονται με τα χρώματα 1 ,2 , . . .  , m  και οι κόμβοι της 
δεύτερης κλίκας με τα χρώματα m +  1, m  +  2 , . . . , m  +  Β. Ο κόμβος u  χρωματίζεται με 
το χρώμα τη +  Β  +  1. Αν a* € A j τότε η ρίζα του i-οστού δέντρου που έχει s(ai) φύλλα 
παίρνει το χρώμα j . Κάθε χρώμα j  € {1 , 2, . . . , τη} αντιστοιχίζεται στη ρίζα τριών δέντρων. 
Και τ α  τ ρ ία  δέντρα συνολικά έχουν ακριβώς Β  φύλλα. Κάθε φύλλο από τα Β  φύλλα παίρνει 
.δ ια φ ο ρ ε τ ικ ό  χ ρ ώ μ α  από το σύνολο { m + l , m + 2 , . . .  ,m + B } . Έ τσ ι προκύπτει ένας σωστός 
χ ρ ω μ α τ ισ μ ό ς  τ ο υ  γραφήματος (7 με m  +  B +  1 χρώματα. Άρα ο αχρωματικός αριθμός του 
γ ρ α φ ή μ α τ ο ς  G  ε ίν α ι  m  +  Β  +  1.

Έστω ότι ο αχρωματικός αριθμός του γραφήματος G είναι μεγαλύτερος ή ίσος από 
m +  B +  1. Άρα θα υπάρχει ένας σωστός χρωματισμός του γραφήματος αυτού με m + B  +  1 
χρώματα. Χωρίς βλάβη της γενικότητας έστω ότι ο κόμβος u  χρωματίζεται με το χρώμα 
m  +  B +  1. Ο κόμβος u έχει σαν γείτονές του άλλους τη +  Β κόμβους. Γι αυτό το λόγο 
κανένας άλλος κόμβος στο γράφημα αυτό δεν παίρνει το χρώμα m +  B +  1. Ακόμα όλοι 
οι γείτονες του u  πρέπει να έχουν διαφορετικό χρώμα από τον κόμβο u . Γι αυτό το λόγο 
υποθέτουμε ότι οι κόμβοι της πρώτης κλίκας χρωματίζονται με τα χρώματα 1 , 2, . . . , τη  και 
οι κόμβοι της δεύτερης κλίκας με τα χρώματα m + l , m  +  2, . . . , m  +  B. Η ρίζα του δέντρου 
δε μπορεί να χρωματιστεί με χρώμα από το σύνολο {m +  l ,m  +  2 , . . . , m  +  B}. Αν γινόταν 
αυτό οι κόμβοι με το χρώμα αυτό θα είχαν ως γείτονες περισσότερους από m +  B κόμβους. 
Αυτό θα είχε ως αποτέλεσμα περισσότερες από δυο ακμές να έχουν τα ίδια χρώματα στα 
άκρα τους. Έ στω  ότι αχ G A j αν και μόνο αν η ρίζα του i-οστού δέντρου που έχει s(aj) 
φύλλα χρωματίζεται με το χρώμα j  και για κάθε j  ισχύει: s(a) = Β . Κάθε χρώμα
j  πρέπει να γειτνιάζει με τα χρώματα από το σύνολο {τη  +  l ,m  +  2,. ' . .  , m  +  Β} που 
αντιστοιχούν στις ακμές των δέντρων. Κάθε ένα από τα Β χρώματα πρέπει να αντιστοιχεί 
σε ακριβώς ένα παιδί της ρίζας ενός δέντρου, η οποία χρωματίζεται με το χρώμα j .  Έχουμε 
λοιπόν μια σωστή διαμέριση. Το θεώρημα ισχύει λόγω της ΝΡ-πληρότητας του 3-partition, 
αφού ο μετασχηματισμός γίνεται σε πολυο^νυμικό χρόνο.

Θεώρημα 4 .2 . Το πρόβλημα του αχρωματιχού αριθμού είναι ΝΡ-πλήρες για  τα συνεκτικά 
γραφήματα που είναι ταυτόχρονα γράφημα διαστημάτων (interval graphs) και συμπληρω
ματικά παραγόμενο γράφημα (cograph).

Παρατίθεται παρακάτω η απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος.
Ο μετασχηματισμός προκύπτει από το προηγούμενο θεώρημα που αναφέρεται στα μη 

συνεκτικά γραφήματα. Έ στω  ένα γράφημα G — {V ,E) (γράφημα διαστημάτων και ταυτό
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χρονα συμπληρωματικά παραγόμενο γράφημα) το οποίο έχει αχρωματικό αριθμό ίσο με Κ . 
Έστω G* το γράφημα που προκύπτει αν προσθέσουμε τον κόμβο Uo στο γράφημα G. Ο 
κόμβος συνδέεται με όλους τους άλλους κόμβους του γραφήματος G. Επειδή ο κόμβος 
uo αντιστοιχεί σε ένα διάστημα που περιλαμβάνει όλα τα άλλα διαστήματα, το γράφημα G* 
που προκύπτει είναι γράφημα διαστημάτων (interval graph). Ακόμα επειδή το γράφημα G 
δεν περιέχει επαγόμενο υπογράφημα Ρ4 και κανένα επαγόμενο υπογράφημα του G* που 
περιέχει τον κόμβο uo δε μπορεί να είναι ισομορφικό με το Ρ,4, εφόσον ο κόμβος uo πρέπει 
να είναι γείτονας με καθέναν από τους άλλους 3 κόμβους από το επαγόμενο υπογράφημα, 
το γράφημα G* είναι συμπληρωματικά παραγόμενο γράφημα (cograph). Αρα το γράφημα 
G* είναι συνεκτικό, αφού κάθε κόμβος που δεν είναι ο κόμβος uo γειτονεύει με τον κόμβο 
Uo-

Ο αχρωματικός αριθμός του γραφήματος G* είναι ακριβώς Κ + 1. Αυτό ισχύει γιατί ένας 
σωστός χρωματισμός του γραφήματος G με Κ  χρώματα μπορεί να επεκταθεί σε έναν σωστό 
χρωματισμό του G* με Κ  +  1 χρώματα, αν χρωματιστεί ο κόμβος Uo με το Κ  +  1 χρώμα. 
Προκύπτει λοιπόν ότι ο αχρωματικός αριθμός του γραφήματος G* είναι τουλάχιστον ίσος 
με Κ  +  1.

Υποθέτουμε ότι υπάρχει ένας σωστός χρωματισμός /  του γραφήματος G* με κ  χρώματα. 
Κανένας κόμβος δε μπορεί να έχει το ίδιο χρώμα με τον κόμβο u$. Αν εφαρμοστεί ο 
χρωματισμός /  στο γράφημα G, έστω / '  ο χρωματισμός που προκύπτει. Ο χρωματισμός 
/ '  είναι ένας σωστός χρωματισμός του γραφήματος G και χρησιμοποιεί κ — 1 χρώματα. 
Από εδώ συνεπάγεται ότι ο αχρωματικός αριθμός του γραφήματος G* είναι το πολύ ίσος 
με Κ  +  1 .

Αποδείχθηκε ότι υπάρχει ένας πολυωνυμικού χρόνου μετασχηματισμός από την περί
πτωση των μη συνεκτικών γραφημάτων προς την περίπτωση των συνεκτικών γραφημάτων. 
Έ τσ ι λοιπόν για τα συνεκτικά γραφήματα που είναι ταυτόχρονα γράφημα διαστημάτων 
και συμπληρωματικά παραγόμενο γράφημα, το πρόβλημα του αχρωματικού αριθμού είναι 
ΝΡ-πλήρες.

Τα συνεκτικά γραφήματα που είναι ταυτόχρονα interval και cograph είναι επίσης quasi
threshold γραφήματα, και αυτό γιατί δεν περιέχουν επαγόμενο υπογράφημα ισόμορφο του 
Ρί ή του Αρα ισχύει το παρακάτω θεώρημα:

θεώ ρη μ α  4.3* Το πρόβλημα εύρεσης του αχρωματικού αριθμού είναι ΝΡ-πλήρες για τα 
συνεκτικά quasi-threshold γραφήματα.

Αποδεικνύεται ότι αν G είναι ένα γράφημα με ακριβώς κ  ανά δυο συνδυασμούς ακμών 
τότε ένας κατάλληλος χρωματισμός των κόμβων του γραφήματος G με κ  χρώματα είναι 
αχρωματικός αν και μόνο αν το γράφημα G έχει αρμονικό χρωματισμό. Ακόμα αν το 
γράφημα G έχει ακμές ίσες με κ  ανά δυο συνδυασμούς τότε ισχύει ότι t/>(G) =  κ και 
h(G) =  κ. Σύμφωνα με τις αποδείξεις που ισχύουν για το πρόβλημα του αρμονικού αριθμού 
ισχύει το ακόλουθο θεώρημα για το πρόβλημα του αχρωματικού αριθμού.

Θεώρημα 4 .4 . Το πρόβλημα εύρεσης του αχρωματικού αριθμού είναι ΝΡ-πλήρες για τα 
συνεκτικά διμερή μεταθετικά γραφήματα (bipartite permutation graphs) [3].
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θ α  μελετήσουμε το πρόβλημα του αχρωματικού αριθμού για την κλάση των κατωφλικών 
γραφημάτων (threshold graphs) και θα περιγράφουμε έναν γραμμικό αλγόριθμο που στηρί
ζεται στις ιδιότητες της κλάσης των κατωφλικών γραφημάτων [3].

Πρώτη φορά οι Chvatal και Hammer το 1977 παρουσίασαν την έννοια των κατωφλικών 
γραφημάτων. Κατωφλικό λέγεται ένα γράφημα G αν και μόνο αν το γράφημα αυτό δεν 
περιέχει επαγόμενα υπογραφήματα 2Κ2, Ρ± ή Σε μια άλλη εργασία [15] υπάρχει ένας 
άλλος ορισμός. Κατωφλικό λέγεται ένα γράφημα G  αν υπάρχει μια διαμέριση του συνόλου 
V(G) σε δυο ξένα μεταξύ τους σύνολα Κ , I  και μια διάταξη {tii, u2, . .  . , u n} των κόμβων του 
συνόλου I ,  τέτοια ώστε το σύνολο Κ  να επάγει μια κλίκα στο γράφημα G, ενώ το σύνολο I  
να είναι ένα ευσταθές σύνολο κόμβων και να ισχύει ότι το NG(Uο C No(U2) C  . . .  C NG(Uny  
Η διαμέριση του συνόλου V(G ) που ικανοποιεί τα παραπάνω λέγεται (Κ ,Ι)  διαμέριση του 
γραφήματος G.

Η κλάση των κατωφλικών γραφημάτων (threshold graph) είναι υποκλάση των quasi- 
threshold γραφημάτων. Για ένα κατωφλικό γράφημα G  υπάρχει μια δενδρική αναπαρά
σταση, το cent-tree 2c(G ), η οποία έχει τις ιδιότητες του γραφήματος. To Tg{G) είναι 
παρόμοιο με το cent-tree ενός quasi-threshold γραφήματος. Εφόσον κάποιο κατωφλικό 
γράφημα G δεν περιέχει κάποιο επαγόμενο υπογράφημα ισόμορφο του 2Κ2, κάθε εσωτερι
κός κόμβος V* έχει Κ* >  2 παιδιά, όπου το πολύ ένα από αυτά είναι εσωτερικός κόμβος, ενώ 
τα υπόλοιπα Κ*_ι παιδιά είναι φύλλα που περιέχουν μόνο έναν κόμβο. Παρακάτω φαίνεται 
η δενδρική αναπαράσταση του cent-tree 7c(G ) ενός κατωφλικού γραφήματος (Σχήμα 4.5).

4 .3  Π ο λ υ ω ν υ μ ικ ή  λ ύ σ η  γ ια  τ ο  π ρ ό β λη μ α  τ ο υ  α χ ρ ω μ α τ ικ ο ύ  α ρ ιθ μ ο ύ

Σχήμα 4.5: Η δενδρική αναπαράσταση του cent-tree 7c(G ) ενός κατωφλικού γραφήματος.

To cent-tree 7c(G ) αναπαριστά μια {Κ, Ι )  διαμέριση του γραφήματος G. Η αλλιώς 
ισοδύναμα δοθέντος μιας ( Κ, Ι )  διαμέρισης του γραφήματος G κατασκευάζεται το cent- 
tree 7c(G ). Με τη χρήση του cent-tree 7c(G ) επιτυγχάνεται λύση γραμμικού χρόνου για 
το πρόβλημα του αχρωματικού αριθμού στην κλάση των κατωφλικών γραφημάτων.
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L Κατασκευή του Tc(G).

2. Χρωματισμός των κόμβων του πιο αριστερού μονοπατιού (κλίκα) του Tc(G) με δια
φορετικά χρώματα από το σύνολο C =  { 1 , 2 , . . .  * φ{ΰ)}.

3. Χρωματισμός του κάθε κόμβου που είναι φύλλο του Tc{G ) με χρώμα που έχει ήδη δο
θεί στον κόμβο αδερφό που ανήκει στο πιο αριστερό μονοπάτι του Tc(G ) και περιέχει 
μια κλίκα.

4. Αν υπάρχουν απομονωμένοι κόμβοι (γράφημα μη συνεκτικό) χρωματίζονται από το 
σύνολο C.

Α λ γ ό ρ ιθ μ ο ς  2  Αχρωματικός αριθμός

Οι κόμβοι Vj του πιο αριστερού μονοπατιού του δέντρου δημιουργούν μια κλίκα. Επο
μένως κάθε κόμβος ιι* Ε V(G) πρέπει να είναι χρωματισμένος με ένα διαφορετικό χρώμα. 
Έστω η! το πλήθος των κόμβων του πιο αριστερού μονοπατιού του Tc(G), τότε οι κόμβοι 
του γραφήματος θα χρωματιστούν από το σύνολο C = {1, 2, . . . ,  π'}. Για τον αχρωματικό 
αριθμό ισχύει φ (G ) =  η'. Έπειτα έστω C* C C  το σύνολο των χρωμάτων που δίνονται στο 
πιο αριστερό φύλλο του Tc(G) και έστω Ε C". Αν η' +  l  ένα καινούριο χρώμα που δίνεται 
σε έναν κόμβο του Tq{G) που δεν έχει χρωματιστεί ακόμα, τότε το ζεύγος (η' +  l,c£) δε 
μπορεί να εμφανιστεί. Άρα για να δοθούν χρώματα στα φύλλα του Ic (G ) που δεν έχουν 
χρωματιστεί, χρησιμοποιείται το σύνολο C* έτσι ώστε κανένας κόμβος Ui Ε V(G) να μη χρω
ματιστεί με χρώμα που έχει δοθεί σε κάποιον προηγούμενό του στο πιο αριστερό μονοπάτι. 
Ακόμα ισχύει φ ( ΰ )  =  ω (£ ), όπου ω(Ο) ο αριθμός της μέγιστης κλίκας. Αποδεικνύεται 
ότι ο αριθμός της μέγιστης κλίκας ισούται με τον χρωματικό αριθμό. Αυτό προκύπτει από 
τις ιδιότητες του Tc(G). Παραπάνω δίνεται ένας γραμμικός αλγόριθμος υπολογισμού του 
αχρωματικού αριθμού για κατωφλικά γραφήματα. Σαν είσοδο ο αλγόριθμος δέχεται ένα 
κατωφλικό γράφημα και σαν έξοδο δίνει τον αχρωματικό αριθμό του γραφήματος.

Το 4ο βήμα του αλγορίθμου ισχύει γιατί το μη συνεκτικό κατωφλικό γράφημα έχει 
μόνο μια συνεκτική συνιστώσα με περισσότερους από έναν κόμβους. Οι άλλες συνεκτικές 
συνιστώσες περιέχουν μόνο έναν κόμβο. Αν δεν ίσχυε αυτό τότε θα υπήρχε υπογράφημα 
ισομορφικό του 2Κ2·

Από όλα τα παραπάνω προκύπτει το ακόλουθο θεώρημα.

Θεώρημα 4 .5. Το πρόβλημα του αχρωματικού αριθμού στα κατωφλικά γραφήματα επιλύε
ται σε γραμμικό χρόνο και ο αχρωματικός αριθμός είναι ίσος με τον αριθμό κλίκας.
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Κεφαλαίο 5

Μέγιστο Σύνολο Κοπής

5.1 Μέγιστο Σύνολο  Κοπής

5.2 Αποτελέσματα ΝΡ-πληρότητας

5-1 Μ έγιστο Σύνολο Κοπής

Στόχος μας είναι να μελετήσουμε την πολυπλοκότητα του προβλήματος εύρεσης του μεγί
στου συνόλου κοπής για τις κλάσεις των τέλειων γραφημάτων που μελετάμε. Ψάχνουμε 
το όριο στο οποίο το πρόβλημα γίνεται από πολυωνυμικά επιλΰσιμο σε μη πολυωνυμικά 
επιλύσιμο.

Στο πρόβλημα του μεγίστου συνόλου κοπής (Max Cut) δίνεται ένα μη κατευθυνόμενο 
γράφημα G  =  {V, Ε ), μια συνάρτηση ακμικών βαρών w : Ε  -»  Ζ+, ένας θετικός ακέραιος 
Κ  και ζητείται κατά πόσο υπάρχει μια διαμέριση του συνόλου V  σε δυο σύνολα Vi,V2 
τέτοια ώστε το άθροισμα των βαρών των ακμών που έχουν το ένα άκρο τους στο σύνολο 
V\ και το άλλο άκρο τους στο σύνολο Vi να είναι τουλάχιστον Κ . 'Οταν όλα τα βάρη 
είναι 1 , δηλαδή όταν το γράφημα δεν έχει βάρη και ζητείται μια διαμέριση του συνόλου των 
κόμβων V σε δυο σύνολα V\, V2 τέτοια ώστε το πλήθος των ακμών που έχουν το ένα άκρο 
τους στο σύνολο V\ και το άλλο άκρο τους στο σύνολο Vi να είναι τουλάχιστον i f ,  το 
πρόβλημα λέγεται πρόβλημα του απλού μεγίστου συνόλου κοπής (Simple Max Cut). Και 
τα δυο προβλήματα είναι ΝΡ-πλήρη [20].

Οι Bodlander και Jansen στην εργασία τους [6] μελετούν το πρόβλημα σε πολλές κλά- 
σεις τέλειων γραφημάτων. Αποδεικνύουν ότι το πρόβλημα είναι ΝΡ-πλήρες για τριγωνικά 
γραφήματα (chordal graphs) με αναγωγή του MAX 2-SAT. Έπειτα αποδεικνύεται η ΝΡ- 
πληρότητα για τα διαχωρίσιμα γραφήματα (split graphs) με αναγωγή του αρχικού Simple 
Max Cut. Στα διμερή γραφήματα (bipartite graphs) το πρόβλημα λύνεται πολυωνυμικά 
αλλά παραμένει ΝΡ-πλήρες για τα τριμερή γραφήματα (tripartite graphs) και για το συ
μπλήρωμα του διμερούς γραφήματος (co-bipartite) [6]. Οι Grotschel και Pulleyblank στην
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εργασία τους [18] αποδεικνύουν ότι το πρόβλημα Simple Max Cut λύνεται πολυωνυμικά 
στα ασθενή διμερή γραφήματα (weakly bipartite garph) με χρήση τεχνικών γραμμικού προ
γραμματισμού. Αυτή η μέθοδος μπορεί να χρησιμοποιηθεί ώστε να λυθεί το πρόβλημα σε 
πολυωνυμικό χρόνο και στα διμερή γραφήματα. Τέλος για τα συμπληρωματικά παραγόμενα 
γραφήματα (cographs) υπάρχει τετραγωνικός αλγόριθμος 0 (η 2) [4]. Παρατίθεται παρακάτω 
ένα σχήμα (5.1) που αναπαριστά την πολυπλοκότητα του προβλήματος εύρεσης του μεγί
στου συνόλου κοπής για γραφήματα που ανήκουν στις κλάσεις των τέλειων γραφημάτων.

Σχήμα 5.1: Αναπαράσταση της πολυπλοκότητας του προβλήματος εύρεσης του μεγίστου 
συνόλου κοπής για γραφήματα που ανήκουν στις κλάσεις των τέλειων γραφημάτων. Το 
πρόβλημα στις κλάσεις με κόκκινη έλλειψη είναι ΝΡ-πλήρες ενώ στις κλάσεις με μαύρη 
έλλειψη είναι πολυωνυμικό.

Οι κόκκινες ελλείψεις αντιστοιχούν στις κλάσεις όπου το πρόβλημα είναι ΝΡ-πλήρες, ενώ 
οι μαύρες αντιστοιχούν σε εκείνες τις κλάσεις όπου το πρόβλημα ανήκει στην κλάση Ρ.
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5.2 Αποτελέσματα ΝΡ-πληρότητας

Θα αποδείξουμε παρακάτω ότι στα διαχωρίσιμα γραφήματα (split graphs) το πρόβλημα 
του απλού μεγίστου συνόλου κοπής είναι ΝΡ-πλήρες. Παρακάτω θα μελετήσουμε τα δυο- 
διαχωρίσιμα γραφήματα (2-split graphs). Αυτό είναι ένα γράφημα στο οποίο κάθε κόμβος 
από το ανεξάρτητο σύνολο I  γειτονεύει με ακριβώς δυο κόμβους από την κλίκα Κ . Προ
κύπτει λοιπόν το εξής θεώρημα.

Θεώρημα 5.1. Το πρόβλημα του απλού μεγίστου συνόλου κοπής είναι ΝΡ-πλήρες για  τα 
δυο-διαχωρ(σιμα γραφήματα (2 -split graphs) [6],

Παρακάτω παρατίθεται η απόδειξη του θεωρήματος.
θ α  χρησιμοποιήσουμε έναν μετασχηματισμό από το πρόβλημα του απλού μεγίστου συ

νόλου κοπής. Έ στω  ένα γράφημα G = (Vy Ε )  και G  =  (V, Ε ) είναι το συμπλήρωμα του 
γραφήματος G. Έστω Η  = (V  U  Ε, F ) ένα γράφημα με F  =  {(u,u/) | u ,w  € V ,u  Φ 
w} U {(u,e) I u  G F ,e  G E  , u  είναι το τελικό άκρο της ακμής e}. Δηλαδή θα γίνει 
μια αντιστοίχιση ενός κόμβου από το γράφημα Η  με κάθε κόμβο από το γράφημα G  και 
κάθε ακμή από το G. Το σύνολο Ε  είναι ένα ανεξάρτητο σύνολο στο γράφημα Η  και το 
σύνολο V  σχηματίζει μια κλίκα. Κάθε ακμή που αναπαριστά έναν κόμβο συνδέεται με τους 
κόμβους που αναπαριστούν τα άκρα της.

θεωρείται ότι το γράφημα G επιδέχεται μια διαμέριση με τουλάχιστον Κ  ακμές κοπής, 
αν και μόνο αν το γράφημα Η  επιτρέπει μια διαμέριση με τουλάχιστον 2\Ε\ + Κ  ακμές 
κοπής. Αν λοιπόν W \,W 2 δυο διαμερίσεις του γραφήματος G με τουλάχιστον Κ  ακμές 
κοπής, θα διαμεριστούν οι κόμβοι του γραφήματος Η  με τον εξής τρόπο: Το σύνολο V  
θα διαμεριστεί όπως στο γράφημα G. Για κάθε ακμή e € Ε  αν τα δυο άκρα της ακμής e 
ανήκουν στη διαμέριση W \, τότε η ακμή αυτή θα μεταφερθεί στη διαμέριση W2, αντίστοιχα 
αν τα δυο άκρα της ακμής e ανήκουν στη διαμέριση W 2, τότε η ακμή αυτή θα μεταφερθεί 
στη διαμέριση W \. Έ τσ ι λοιπόν προκύπτει ότι το επιθυμητό πλήθος των ακμών κοπής είναι 
2\Ε\ +  Κ.

Έστω ότι διαμερίζεται το γράφημα Η  στα δυο σύνολα W u W 2 με τουλάχιστον 2\Ε\ + Κ  
ακμές κοπής. Οι κόμβοι του γραφήματος G διαμερίζονται στα σύνολα W \C\V, W 2 f ) V . Με 
αυτή τη διαμέριση πετυχαίνουμε το πλήθος των ακμών κοπής που θέλουμε. Για κάθε ακμή 
(u, w) G Ε  υπάρχει μια ακμή κοπής στο γράφημα Η  αν η ακμή (u, w) είναι ακμή κοπής στο 
G, αλλιώς δεν υπάρχουν ακμές κοπής. Ισχύει λοιπόν ότι για κάθε ακμή e =  (u, w) Ε  Ε  από 
τις ακμές (ui w) i (e,u) , (e,w)  το πολύ δυο μπορούν να είναι μια ακμή κοπής. Άρα λοιπόν 
το πλήθος των ακμών κοπής στο G  είναι τουλάχιστον το πλήθος των ακμών κοπής στο 
γράφημα Η μείον 2 |Ε |. Επειδή το γράφημα Η  κατασκευάζεται σε πολυωνυμικό χρόνο από 
το γράφημα G  και επειδή τα δυο-διαχωρίσιμα είναι υποκλάση των διαχωρίσιμων γραφημάτων 
ισχύει το παρακάτω θεώρημα.

θεώ ρημα  5 .2. To Simple Max Cut είναι ΝΡ-πλήρες για  τα διαχωρίσιμα γραφήματα (split 
graphs).

Έπειτα αν ένα γράφημα G είναι διαχωρίσιμο γράφημα τότε το γράφημα G  είναι και 
μεταβατικό (comparability) αν και μόνο αν το γράφημα αυτό δεν περιέχει υπογράφημα
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ισομορφικό των τριών γραφημάτων που φαίνονται παρακάτω. Δηλαδή ότι ισχύει για τα 
διαχωρίσιμα ισχύει και για τα μεταβατικά γραφήματα.

Σχήμα 5.2: Υπογραφήματα που απαγορεύονται στα διαχωρίσιμα (split) γραφήματα και στα 
μεταβατικά (comparability) γραφήματα.

Θεώρημα 5.3. To Simple Max Cut είναι ΝΡ-πλήρες για  τα μεταβατικά γραφήματα (com
parability graphs).
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Κ ε φ α λ α ίο  6

Μ ο ν ο π ά τ ι  H a m il t o n  κ α ι Ε π ικ ά λ υ ψ η  μ ε

Μ ο ν ο π ά τ ια

6.1 Μονοπάτι Hamilton και Επικάλυψη με Μονοπάτια

6.2 Πολυωνυμικές λύσεις για το μονοπάτι Hamilton και για το πρόβλημα της επικάλυψης 
με μονοπάτια

6.1 Μονοπάτι H am ilton και Επικάλυψη με Μονοπάτια

Στόχος μας είναι να μελετήσουμε την πολυπλοκότητα του προβλήματος εύρεσης μονοπατιού 
Hamilton και του προβλήματος διαμέρισης μονοπατιών για τις κλάσεις που μελετάμε.

Έ να μονοπάτι ή κύκλος Hamilton είναι ένα απλό μονοπάτι που περιέχει όλους τους 
κόμβους του γραφήματος. Το πρόβλημα απόφασης αν ένα γράφημα έχει κύκλο Hamilton 
είναι ΝΡ-πλήρες. Η εύρεση ενός μονοπατιού Hamilton δοθέντος ενός γραφήματος είναι 
NP-hard για γενικά γραφήματα. Για την κλάση των τέλειων γραφημάτων το πρόβλημα 
είναι επίσης ΝΡ-πλήρες. Για τα διμερή γραφήματα (bipartite graphs) έχει αποδειχθεί στο 
βιβλίο [17] η ΝΡ-πληρότητα του προβλήματος. Επειδή τα διμερή γραφήματα είναι υποκλάση 
των μεταβατικών γραφημάτων, ισχύει η ΝΡ-πληρότητα και για την κλάση των μεταβατικών 
γραφημάτων.

Οι Colbourn και Stewart αποδεικνύουν στην εργασία τους [11] την ΝΡ-πληρότητα του 
προβλήματος για τις κλάσεις των διαχωρίσιμων (split) γραφημάτων και των τριγωνικών 
(chordal) γραφημάτων. Έπειτα επεκτάθηκαν τα αποτελέσματα της ΝΡ-πληρότητας για τις 
κλάσεις των τριγωνικών διμερών γραφημάτων (chordal bipartite graphs) και των ισχυρών 
τριγωνικών γραφημάτων (strongly chordal graphs). Τα τριγωνικά διμερή γραφήματα είναι 
εκείνα τα γραφήματα που είναι διμερή και δεν περιέχουν επαγόμενο C*, k > 4. Για πα
ράδειγμα το Ca είναι τριγωνικό διμερές γράφημα αλλά δεν είναι τριγωνικό. Η κλάση των 
ισχυρών τριγωνικών γραφημάτων είναι μια ειδική περίπτωση των τριγωνικών γραφημάτων.
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Στα ισχυρά τριγωνικά γραφήματα κάθε κύκλος αρτίου μήκους τουλάχιστον 6 έχει μια πε
ριττή χορδή. Μια περιττή χορδή είναι μια χορδή που ενώνει κόμβους που χωρίζονται από 
περιττό πλήθος ακμών.

Το πρόβλημα εύρεσης κύκλου Hamilton λύνεται σε κάποιες περιπτώσεις πολυωνυμικά 
σε κάποιες κλάσεις τέλειων γραφημάτων. Στην εργασία [12] αποδείχθηκε ότι το πρόβλημα 
εύρεσης κύκλου Hamilton στα cographs ανήκει στην κλάση Ρ. Το ίδιο ισχύει και για τα 
γραφήματα διαστημάτων [10]. Τα γραφήματα διαστημάτων είναι υποκλάση των τριγωνικών 
και αποτελούν το όριο στην πολυπλοκότητα του προβλήματος αυτού. Έπειτα το πρόβλημα 
λύνεται πολυωνυμικά για την κλάση των μεταθετικών γραφημάτων [13]. Το Σχήμα 6.1 
αναπαριστά την πολυπλοκότητα του προβλήματος εύρεσης κύκλου Hamilton για γραφήματα 
που ανήκουν στις κλάσεις των τέλειων γραφημάτων.

Σχήμα 6.1 : Αναπαράσταση της πολυπλοκότητας του προβλήματος εύρεσης κύκλου Hamil
ton για γραφήματα που ανήκουν στις κλάσεις των τέλειων γραφημάτων. Το πρόβλημα 
στις κλάσεις με κόκκινη έλλειψη είναι ΝΡ-πλήρες ενώ στις κλάσεις με μαύρη έλλειψη είναι 
πολυωνυμικά.
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Οι κόκκινες ελλείψεις αντιστοιχούν στις κλάσεις όπου το πρόβλημα είναι ΝΡ-πλήρες, 
ενώ οι μαύρες αντιστοιχούν σε εκείνες τις κλάσεις όπου το πρόβλημα ανήκει στην κλάση 
Ρ.

Σχήμα 6.2: Αναπαράσταση της πολυπλοκότητας του προβλήματος επικάλυψης με μονοπάτια 
για γραφήματα που ανήκουν στις κλάσεις των τέλειων γραφημάτων. Το πρόβλημα στις 
κλάσεις με κόκκινη έλλειψη είναι ΝΡ-πλήρες ενώ στις κλάσεις με μαύρη έλλειψη είναι 
πολυωνυμικό.

Σε αυτό το σημείο θα αναφερθούμε στον ορισμό του προβλήματος της επικάλυψης με 
μονοπάτια (Path Cover Problem). Μια συλλογή ξένων ως προς τις κορυφές μονοπατιών η 
οποία καλύπτει όλους τους κόμβους, δηλαδή για κάθε κορυφή υπάρχει μοναδικό μονοπάτι 
που περιέχει τον κόμβο αυτό λέγεται επικάλυψη με μονοπάτια. Το πρόβλημα επικάλυψης με 
μονοπάτια είναι να βρεθεί μια διαμέριση μονοπατιών στο γράφημα G με ελάχιστο πλήθος 
μονοπατιών p(G). Το πρόβλημα αυτό είναι για γενικά γραφήματα ΝΡ-πλήρες. Το γρά
φημα G έχει κύκλο Hamilton αν και μόνο αν ισχύει p(G) =  1. Το πρόβλημα επικάλυψης 
με μονοπάτια είναι γενίκευση του προβλήματος εύρεσης μονοπατιού Hamilton. Σε όποιες
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κλάσεις είναι ΝΡ-πλήρες το πρόβλημα εύρεσης μονοπατιού Hamilton, είναι ΝΡ-πλήρες και 
το πρόβλημα επικάλυψης με μονοπάτια. Μια γενίκευση του προβλήματος επικάλυψης με 
μονοπάτια είναι το k-path cover πρόβλημα. Στο k-path cover πρόβλημα κάθε μονοπάτι έχει 
μήκος το πολύ για κάποιον θετικό ακέραιο k. Έπειτα επειδή η ύπαρξη μονοπατιού Hamil
ton συνεπάγεται της ύπαρξης μιας επικάλυψης μονοπατιών (path cover) με p(G ) >  1 , το 
πρόβλημα της επικάλυψης μονοπατιών παραμένει ΝΡ-πλήρες για τα split, τριγωνικά, μετα
βατικά, τριγωνικά διμερή, ισχυρά τριγωνικά και διμερή γραφήματα. Ενώ για τα γραφήματα 
διαστημάτων το πρόβλημα της επικάλυψης μονοπατιών είναι πολυωνυμικά επιλύσιμο [1] . 
Στην εργασία [19] δίνεται πολυωνυμικός αλγόριθμος 0(nlogn) για την κλάση των γραφη
μάτων διαστημάτων. Ενώ στην εργασία [10] δίνεται γραμμικός αλγόριθμος για τα interval 
γραφήματα για το πρόβλημα της επικάλυψης με μονοπάτια. Εδώ βρίσκεται το όριο της 
πολυπλοκότητας του προβλήματος ως προς τα τριγωνικά γραφήματα και τα γραφήματα δια
στημάτων. Για τα cographs το πρόβλημα είναι πολυωνυμικά επιλύσιμο [8]. Ό πως επίσης 
και για τα ταυτόχρονα μεταθετικά και διμερή γραφήματα. Για τα cographs ισχύει ότι το 
πρόβλημα είναι ΝΡ-πλήρες αν το k  θεωρηθεί μέρος της εισόδου. Έχουμε πολυωνυμική λύση 
αν το k οριστεί στην αρχή. Για τα κατωφλικά γραφήματα δίνεται ένας βέλτιστος γραμμικός 
αλγόριθμος για το πρόβλημα. Ακόμα το πρόβλημα είναι ΝΡ-πλήρες για τα τριγωνικά διμερή 
γραφήματα, αν το k είναι μέρος της εισόδου. Το ίδιο ισχύει και για τα μεταβατικά γρα
φήματα. Τέλος για τα διμερή μεταθετικά γραφήματα υπάρχει πολυωνυμικός αλγόριθμος. 
Στην εργασία [3] αποδεικνύεται η ΝΡ-πληρότητα για τα quasi-threshold γραφήματα και 
συνεπώς και για τα τριγωνικά και τα γραφήματα διαστημάτων. Το Σχήμα 6.2 αναπαριστά 
την πολυπλοκότητα του προβλήματος επικάλυψης με μονοπάτια που ανήκουν στις κλάσεις 
των τέλειων γραφημάτων.

Οι κόκκινες ελλείψεις αντιστοιχούν στις κλάσεις όπου το πρόβλημα είναι ΝΡ-πλήρες, 
ενώ οι μαύρες αντιστοιχούν σε εκείνες τις κλάσεις όπου το πρόβλημα ανήκει στην κλάση 
Ρ.

6.2 Πολυωνυμικές λύσεις για το μονοπάτι H am ilton και για το πρό
βλημα της επικάλυψης με μονοπάτια

Πρώτον θα αποδειχθεί η πολυωνυμική λύση του προβλήματος επικάλυψης με μονοπάτια για 
τα διμερή μεταθετικά γραφήματα. Έστω G =  (V, Ε ) ,  όπου V  = S  +  Τ, ένα bipartite 
permutation γράφημα. Μια ισχυρή διάταξη των κόμβων ενός διμερούς γραφήματος G = 
(V , Ε ) , όπου V  — S  +  Τ, είναι μια διάταξη του συνόλου S  και μια διάταξη του συνόλου Τ , 
τέτοιο ώστε για όλα τα ζεύγη (s,£), Ε Ε  με s < s' και i > t' να ισχύει (s' , t) Ε 
Ε .  Έχουμε τα εξής λήμματα:

Λήμμα 6.1. Έστω G =  {V)E ) ) όπου V  = S  + Τ , ένα διμερές γράφημα. Τότε ισχύουν οι 
παρακάτω ισοδύναμες εκφράσεις [21]:

1. Το γράφημα G είναι διμερές μεταθετικά γράφημα.
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2. Υπάρχει ισχυρή διάταξη των κόμβων του γραφήματος G.

Ο ρισμός 6.1, Έστω G  ένα διμερές μεταθετικό γράφημα. Μια επικάλυψη με μονοπάτια 
(P i, Pit - - ·»Pk) λέγεται συνεχόμενη (contiguous) αν ισχύουν τα παρακάτω:

1. Αν s είναι μοναδικός κόμβος στο μονοπάτι Ρ,* και αν s' <  s <  s" τότε οι κόμβοι s' 
και s" ανήκουν σε διαφορετικά μονοπάτια.

2. Αν s t είναι μια ακμή στο μονοπάτι Ρ* και s'if είναι μια ακμή στο μονοπάτι Ρ7-, με % 
διαφορετικό από το j  και s  <  s ' τότε ισχύει t  < if.

Λήμμα 6.2. Έστω G ένα διμερές μεταθετικό γράφημα. Τότε υπάρχει μ ια  συνεχόμενη 
επικάλυψη μονοπατιών για  το γράφημα G που θα είναι β έλτιστη .

Παρατίθεται παρακάτω η απόδειξη του λήμματος, θ α  μετατραπεί μια αυθαίρετη βέλτιστη 
επικάλυψη μονοπατιών Ρ  σε μια συνεχόμενη βέλτιστη επικάλυψη μονοπατιών χρησιμοποιώ
ντας τις συνθήκες 1, 2 του προηγουμένου ορισμού.

1. Έστω s', s ,s"  οι κόμβοι που δεν ικανοποιούν την συνθήκη 1. Χωρίς βλάβη της γενι
κότητας υποθέτουμε ότι οι κόμβοι s και s" είναι πιο κοντά στον κόμβο s από τα δεξιά 
και από τα αριστερά στη διάταξη στο σύνολο S  σε κάποιο μονοπάτι Pj της επικάλυψης 
μονοπατιών Ρ . Έ στω s' — t  — s" το υπομονοπάτι του P j .  Από το 2 του ορισμού ο 
κόμβος t  γειτονεύει με τον κόμβο s. Συνδέουμε τον κόμβο t  με τον κόμβο s και 
αφαιρουμε την σύνδεση των κόμβων ί και s" στην επικάλυψη μονοπατιών. Επανα
λαμβάνουμε την διαδικασία και τέλος προκύπτει μια βέλτιστη επικάλυψη μονοπατιών 
που ικανοποιεί τη συνθήκη 1.

2. Έστω s t και sfif οι ακμές στα μονοπάτια Pi και Pj της επικάλυψης μονοπατιών Ρ  που 
δεν ικανοποιούν τη συνθήκη 2. Ξέρουμε πως οι ακμές s t και s'if ανήκουν στο σύνολο 
Ε. Αφαιρουμε αυτές τις ακμές από την επικάλυψη μονοπατιών και τις αντικαθιστούμε 
με τις ακμές si! και s 't  . Έ τσ ι έχουμε τα μονοπάτια Ρ / και P j  τα οποία καλύπτουν 
τους κόμβους που καλύπτουν και τα Ρ* και Pj μονοπάτια. Επαναλαμβάνουμε τη 
διαδικασία για τα ζεύγη ακμών που δεν ικανοποιούν την 2 συνθήκη και προκύπτει μια 
βέλτιστη επικάλυψη μονοπατιών που ικανοποιεί τη συνθήκη 2.

θεώ ρημ α  6.1 . Για τα γραφήματα διαστημάτων το πρόβλημα της επικάλυψης μ ε  μονοπάτια 
είναι πολυωνυμικά επιλύσιμο.

Παρακάτω παρατίθεται η απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος. Δείχνουμε έναν greedy 
αλγόριθμο για το βέλτιστο πρόβλημα επικάλυψης με μονοπάτια στο σύνολο από ταξινομη
μένα διαστήματα (sorted intervals). Τα ταξινομημένα διαστήματα σημαίνουν ότι τα άκρα 
των διαστημάτων με τα οποία μπορεί να αναπαρασταθεί ένα interval γράφημα, μπορούν 
να ταξινομηθούν με αύξουσα σειρά, με διακριτές τιμές μεταξύ του 1 και του 2η, όπου η 
το πλήθος των κόμβων στο γράφημα. Ορίζουμε ως I  =  {uj,U2, . . .  ,un} το σύνολο των τι 
ταξινομημένων διαστημάτων ενός interval γραφήματος για i =  1 ,2 , . . . , η. Με α* και b{ ορί
ζουμε τις συντεταγμένες από τα αριστερά και δεξιά των άκρων ενός διαστήματος Ui. Αν για
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το δυο διαστήματα «,· και Uj ισχύει i < j  τότε συνεπάγεται 6,· <  ίη. Ξεκινάμε από ένα απλό 
μονοπάτι το οποίο ξεκινάει από τον κόμβο u και καταλήγει πάλι σε αυτόν. Επειτα επεκτεί
νει το μονοπάτι Ρ  (greedy principle). Έστω το μονοπάτι Ρ  =  χχ —> χ 2 —> . . .  —»■ χ„  $ >  1. 
Επιλέγεται ο μικρότερος γείτονας του κόμβου x s που δεν έχει καλυφθεί και το μονοπάτι Ρ  
επεκτείνεται για να το καλύψει. Αν δεν υπάρχει τέτοιος γείτονας το μονοπάτι Ρ  σταματάει 
και ξεκινάει ένα καινούριο μονοπάτι από εκείνον τον κόμβο που δεν έχει καλυφθεί και έχει 
τον μικρότερο αριθμό στη διάταξη. Έστω S  ένα σύνολο με αριθμούς. MinS είναι ο μικρό
τερος αριθμός του συνόλου 5. Τα παραπάνω βήματα παρουσιάζονται στον Αλγόριθμο 3.

Αλγόριθμος 3 GOPC
1. U / ;  Γ 1

2. ΡΓ —̂ ν,\\ U 4— U -- M

3. while Ul =  0  do

4. Let x s be the path-end of Pr

5. S  ir- {iij : (x s, Uj) e  E, Uj e  V}

6. if 5! =  0  then

7. k m in(j : Uj €  5); Pr i— Pr —̂ uk

8. else

9. k <— m in(j : Uj €U)·, r  <- r  +  1 Pr «- uk

10. U <- U -  {uk}

11. end while

12. O utput P i ,P 2, · · · ,P r

Ο αλγόριθμος αυτός υπολογίζει μια βέλτιστη επικάλυψη με μονοπάτια σε ένα σύνολο 
ταξινομένων διαστημάτων σε 0{nlogn ) χρόνο. Παρατίθεται στο Σχήμα 6.3 ένα παράδειγμα 
εφαρμογής του αλγόριθμου GOPC που υπολογίζει μια βέλτιστη διαδρομή μονοπατιών για 
ένα interval γράφημα. Ξεκινάμε με το Ια διάστημα γιατί έχει το μικρότερο δεξιό άκρο. Ο 
κόμβος α έχει γείτονες τους 6 και i και η επέκταση του μονοπατιού Ρι γίνεται προς τον 
κόμβο 6, γιατί το ή, διάστημα έχει μικρότερο δεξιό άκρο από το £ διάστημα. Επειτα το 
Ρι επεκτείνεται προς τον κόμβο i γιατί είναι ο μοναδικός γείτονας του κόμβου b που δεν 
καλύφθηκε. Ο κόμβος i έχει γείτονες τους c, d, e, / ,  g, h που δεν καλύφθηκαν και επιλέγεται 
για επόμενος κόμβος στο μονοπάτι ο κόμβος c γιατί έχει το μικρότερο δεξιό άκρο από τους 
ακάλυπτους κόμβους που απέμειναν. Επειτα επιλέγεται ο κόμβος d. Αυτός ο κόμβος δεν 
έχει άλλους ακάλυπτους γείτονες αφού οι c και i έχουν μπει στο μονοπάτι Ρ\. Αρα ξεκινάει 
ένα Ρ2 μονοπάτι και επισκέπτεται πρώτα τον κόμβο e και μετά τον κόμβο / .  Ό πως πριν
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Σχήμα 6.3: Έ να γράφημα διαστημάτων και τα αντίστοιχα ταξινομημένα διαστήματα.

το Ρϊ  τελειώνει και ξεκινάει ένα Ρ3 μονοπάτι με τους κόμβους g και h. Άρα η επικάλυψη 
με μονοπάτια γι αυτό το γράφημα είναι: Ρ ι =  {α, 6, i, c, d}, Ρ3 =  {e, /} ,  Ρ3 = {g, h}.
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Κ εφαλαίο  7

Κ υ ρ ία ρ χ ο  Σ ύνολο

7.1 Κυρίαρχο Σύνολο

7.2 Πολυωνυμική λύση για το κυρίαρχο σύνολο

7.1 Κ υρίαρχο Σ ύνολο

Στόχος μας είναι να μελετήσουμε την πολυπλοκότητα του προβλήματος εύρεσης του κυ
ρίαρχου συνόλου (domination set) για τις κλάσεις που μελετάμε.

Έστω ένα γράφημα G =  (V ,E ) και ένας θετικός ακέραιος αριθμός k <  |Κ |. Έ να 
υποσύνολο κόμβου S  C V  με |5 | <  k ονομάζεται κυρίαρχο αν κάθε κόμβος στο σύνολο 
V  — S  έχει έναν τουλάχιστον γείτονα από το σύνολο S. Αν δεν υπάρχουν δυο κόμβοι στο 
σύνολο S  που να γειτονεύουν μεταξύ τους τότε ένα κυρίαρχο σύνολο λέγεται ανεξάρτητο. 
Το πρόβλημα του κυρίαρχου συνόλου είναι ΝΡ-πλήρες.

Το πρόβλημα αυτό είναι ΝΡ-πλήρες στις εξής κλάσεις τέλειων γραφημάτων:

•  στα τριγωνικά γραφήματα,

•  στα μεταβατικά γραφήματα,

•  στα διμερή γραφήματα και

•  στα διαχωρίσιμα γραφήματα.

Το πρόβλημα όμως γίνεται πολυωνυμικά επιλύσιμο:

•  στα συμπληρωματικά γραφήματα (cographs),

•  στα γραφήματα διαστημάτων (interval graphs),

•  στα μεταθετικά γραφήματα (permutation graphs) και
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στα ισχυρά τριγωνικά γραφήματα (strongly chordal graphs).

Συγκεκριμένα για τα interval γραφήματα παρουσιάζεται παρακάτω ένας λογαριθμικός 
αλγόριθμος που λύνει το πρόβλημα βέλτιστα [10]. Το Σχήμα 7.1 αναπαριστά την πολυπλο- 
κότητα του προβλήματος εύρεσης του κυρίαρχου συνόλου για γραφήματα που ανήκουν στις 
κλάσεις των τέλειων γραφημάτων.

Σχήμα 7.1: Αναπαράσταση της πολυπλοκότητας του προβλήματος εύρεσης κυρίαρχου συ
νόλου για γραφήματα που ανήκουν στις κλάσεις των τέλειων γραφημάτων. Το πρόβλημα 
στις κλάσεις με κόκκινη έλλειψη είναι ΝΡ-πλήρες ενώ στις κλάσεις με μαύρη έλλειψη είναι 
πολυωνυμικό.

Οι κόκκινες ελλείψεις αντιστοιχούν στις κλάσεις όπου το πρόβλημα είναι ΝΡ-πλήρες, 
ενώ οι μαύρες αντιστοιχούν σε εκείνες τις κλάσεις όπου το πρόβλημα ανήκει στην κλάση 
Ρ.
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7.2 Πολυωνυμική λύση για το κυρίαρχο σύνολο

Στον αλγόριθμο αυτό έχουμε διαστήματα από το σύνολο I  με αρίθμηση από το 1 μέχρι 
το η  κατά αόξουσα τάξη δηλαδή ανάλογα με τα αριστερά τους άκρα και όπου η=πλήθος 
των κόμβων ενός γραφήματος. Τα άκρα παίρνουν τιμές από το 1 μέχρι το 2η. Το σύνολο 
των ταξινομημένων διαστημάτων ορίζεται ως I  =  {ui, u<i,. . . , un} και για % — 1 , 2 , . . . , η  
ορίζουμε με α, και 6* τις συντεταγμένες των άκρων ενός διαστήματος m  από τα αριστερά 
προς τα δεξιά. Αν ισχύει i < j  για οποιαδήποτε δυο διαστήματα u, και Uj τότε συνεπάγεται 
ότι b{ < bj . Για οποιαδήποτε δυο διαστήματα it* και uj αν ισχύει i < j  τότε θα ισχύει και 
α{ < Uj. Προκύπτει παρακάτω το εξής θεώρημα:

Θεώρημα 7.1. Το πρόβλημα εύρεσης κυρίαρχου συνόλου είναι πολυωνυμικά επιλύσιμο για  
interval γραφήματα.

Ακολουθεί παρακάτω η απόδειξη του θεωρήματος. Ο αλγόριθμος έχει δ + 1 ξένα σύ
νολα διαστημάτων, όπου δ ο ελάχιστος βαθμός του G (I) και υπολογίζεται σε 0 (n  +  m) 
χρόνο. Έ χει δειχθεί ότι d(G) < δ +  1, με d(G) να είναι ο μέγιστος αριθμός από μη 
συνεκτικά dominating σύνολα για κάποιο γράφημα G. Τα σύνολα αυτά είναι κενά. Επι
σκεπτόμαστε αρχικά ένα ένα τα διαστήματα ακολουθώντας την αύξουσα σειρά διάταξης 
για να αποφασίσουμε σε ποιο σύνολο θα μπει το κάθε διάστημα. Τελικά κάθε διάστημα 
τοποθετείται σε ένα σύνολο και κάθε σύνολο είναι dominating σύνολο. D P  =  {Pi : 
Pi είναι ένα υποσύνολο του συνόλου 1,1 < i < δ + 1} είναι μια οικογένεια ξένων δ +  1 
συνόλων διαστημάτων. Κάθε σύνολο Pi έχει να κάνει με μια μεταβλητή pri, η οποία είναι 
το μέγιστο δεξιό άκρο του συνόλου Ρ{. Τα διαστήματα τοποθετούνται ένα ένα σε κάποιο 
σύνολο του D P. PQ  είναι μια ουρά προτεραιοτήτων η οποία έχει το μέγιστο δεξιό άκρο 
από όλα τα σύνολα του D P. Η ουρά PQ  έχει τις λειτουργίες εισαγωγής στοιχείου, διαγρα
φής στοιχείου και εύρεσης ελάχιστου στοιχείου. Ο αλγόριθμος αυτός είναι άπληστος γιατί 
όταν επισκέπτεται ένα διάστημα, βάζει το διάστημα αυτό σε ένα σύνολο του συνόλου D P. 
Επιλέγει το σύνολο του οποίου το τρέχων μέγιστο δεξιό άκρο είναι το μικρότερο ανάμεσα 
στα σύνολα του συνόλου D P. Παρατίθεται παρακάτω ο αλγόριθμος με είσοδο ένα σύνολο 
με ταξινομημένα διαστήματα I  =  {u\, U2, . . . , un} και δίνει ως έξοδο ένα domatic partition 
D P  του G (I) μεγέθους δ +  1.

Σημαντικό είναι να τονίσουμε ότι η πολυπλοκότητα έχει να κάνει με τις λειτουργίες 
της ουράς PQ. Εάν δ > loglogn χρησιμοποιούμε μια δυο επιπέδων ουρά προτεραιότητας 
για να υλοποιήσουμε την P Q . Η δομή αυτή χρειάζεται Ο(η) χώρο και 0(loglogn) χρόνο 
για τις λειτουργίες της ουράς. Έ τσι λοιπόν η πολυπλοκότητα χρόνου του αλγορίθμου είναι 
0(nloglogn).
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Α λγόριθμος 4 GDP: Δοθέντος ενός συνόλου I  ταξινομημένων διαστημάτων εύρεση μιας 
domatic partition ενός G {I). _____________________________________________

1. Find the minimnm degree δ of G (J)

2. for i — 1 to δ 4-1 do

3. Pi <- 0

4. ρΤ{ i — (5 + 1 )

5. Insert pr* into PQ

6. end for

7. for i =  1 to n  do

8. Find the minimum prk from PQ  

9- Pk 4— Pk U {η,*}

10. if bi > prk then

11. Delete pr* from P Q

12. pr* <- bi

13. Insert pr* into P Q

14. end if

15. end for

16. O utput D P



Κ εφαλαίο  8

Π α ρ ο υ σ ία σ η  Α π ο τ ε λ ε σ μ ά τ ω ν

8.1 Αποτελέσματα σε πίνακες

8.1 Αποτελέσματα σε πίνακες

Ο πίνακας 8.1 δείχνει τα αποτελέσματα της πολυπλοκότητας των προβλημάτων απόφασης 
στις κλάσεις των τέλειων γραφημάτων που έχουν μελετηθεί παραπάνω. Θα παρουσιάσουμε 
για κάθε μια κλάση ποια προβλήματα παραμένουν ΝΡ-πλήρη και ποια ανήκουν στην κλάση 
Ρ.

Οι πίνακες που ακολουθούν δείχνουν τη χρονολογία εύρεσης των πολυωνυμικών αλγο
ρίθμων, τη χρονολογία εύρεσης των αποδείξεων της ΝΡ-πληρότητας για τις κλάσεις των 
τέλειων γραφημάτων που μελετήθηκαν παραπάνω στα συγκεκριμένα προβλήματα και τους 
συγγραφείς.

Το πρόβλημα του αρμονικού αριθμού έχει πολυωνυμική λύση στα συμπληρωματικά παρα- 
γόμενα γραφήματα (cograph) και στα κατωφλικά γραφήματα (threshold) (βλ. Πίνακα 8.2).

Επειτα το πρόβλημα του αχρωματικού αριθμού έχει πολυωνυμική λύση στα κατωφλικά 
γραφήματα (threshold) (βλ. Πίνακα 8.3).

Το πρόβλημα του απλού μεγίστου συνόλου κοπής έχει πολυωνυμική λύση στα bipartite 
γραφήματα, στα cographs, στα bipartite permutation και στα threshold γραφήματα (βλ. 
Πίνακα 8.4).

Το πρόβλημα εύρεσης κύκλου Hamilton ή της επικάλυψης με μονοπάτια έχει πολυωνυ
μική λύση στα permutation, interval, cograph, bipartite permutation και στα threshold 
γραφήματα (βλ. Πίνακα 8.5).

Αφού το πρόβλημα εύρεσης κύκλου Hamilton είναι ΝΡ-πλήρες και το πρόβλημα επι
κάλυψης με μονοπάτια είναι γενίκευση του προβλήματος εύρεσης κύκλου Hamilton, αν 
σε κάποια κλάση γραφημάτων το πρόβλημα εύρεσης κύκλου Hamilton είναι ΝΡ-πλήρες, 
αυτό συνεπάγεται ΝΡ-πληρότητα του προβλήματος επικάλυψης με μονοπάτια για την αντί-
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Πίνακας 8.1: Παρουσιάζει για κάθε μια κλάση ποια προβλήματα παραμένουν ΝΡ-πλήρη και 
ποια ανήκουν στην κλάση Ρ.

Π ροβλή μ ατα
Κ λ ά σ εις  Γραφημάτω ν

C o m p a r . C h o r d a l P e r m u t . B ip a r t . S p lit  In t . C o g r a p h  B i-P e r m u t . T h r e sh .

Α ρ μ ο νικ ό ς
Α ρ ιθμ ός

N P N P N P N P N P N P P N P P

Α χρ ω μ α τικ ός
Α ρ ιθμ ός

NP NP NP N P NP NP NP NP P

Μ έ γ ισ τ ο  σ ύ 
ν ο λ ο  κοπ ής

N P N P N P P N P  NP P P P

Ε πικάλυψ η  
μ ε μ ο νο π ά τια

N P N P P N P N P  P P P P

Κ υρ ία ρ χο
σ ύ νο λ ο

N P N P P N P N P P P P P

στοιχη κλάση. Το πρόβλημα της επικάλυψης με μονοπάτια είναι πολυωνυμικά επιλύσιμο 
στα interval γραφήματα (βλ. Πίνακα 8.6).

Το πρόβλημα του κυρίαρχου συνόλου έχει πολυωνυμική λύση στα permutation, interval, 
cograph, bipartite perm utation και στα threshold γραφήματα (βλ. Πίνακα 8.7).

!
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Πίνακας 8.2: Παρουσιάζει τη χρονολογία εύρεσης των πολυωνυμικών λύσεων, των αποδεί
ξεων της ΝΡ-πληρότητας και τους συγγραφείς.

Αρμονικός Αριθμός Χ ρονολογία  εύρεσης πσλυωνυμικης λύσης, αποδεί
ξεων Ν Ρ-πληρότητας κα ι Σ υγγρα φ είς

C o m p a ra b ility 2007 (ΝΡ)
Κ. Asdre, Κ. Ioannidou, S.D. Nikolopoulos [2]

C h o rd a l 2007 (ΝΡ)
Κ. Asdre, Κ. Ioannidou, S.D. Nikolopoulos [2]

P e rm u ta t io n 2007 (ΝΡ)
Κ. Asdre, Κ. Ioannidou, S.D. Nikolopoulos [2]

B ip a r t i te 1986 (ΝΡ)
M. Farber, G. Hahn, P. Hell, D. Miller [15]

S p lit 2007 (NP)
K. Asdre, K. Ioannidou, S.D. Nikolopoulos [2]

In te rv a l 2007 (NP)
K. Asdre, K. Ioannidou, S.D. Nikolopoulos [2]

C o g ra p h Τετριμμένη πολυωνυμικη λύση

B ip a r t i te  p e rm u ta tio n 1986 (NP)
M. Farber, G. Hahn, P. Hell, D. Miller [15]

T h re sh o ld 2007 (P)
K. Asdre, S.D. Nikolopoulos [3]
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Πίνακας 8*3: Παρουσιάζει τη χρονολογία εύρεσης των πολυωνυμικών λύσεων, των αποδεί
ξεων της ΝΡ-πληρότητας και τους συγγραφείς.

Αχρωματικός Αριθμός Χ ρονολογία  εύρεσης πολυωνυμικής λύσης, αποδεί
ξεων Ν Ρ-πληρότητας κα ι Σ υγγραφ είς

C o m p a rab ility 2007 (ΝΡ)
Κ. Asdre, S.D. Nikolopoulos [3]

C h o rd a l 2007 (ΝΡ)
Κ. Asdre, S.D. Nikolopoulos [3]

P e rm u ta tio n 2007 (ΝΡ)
Κ. Asdre, S.D. Nikolopoulos [3]

B ip a r t i te 1986 (ΝΡ)
M. Farber, G. Hahn, P. Hell, D. Miller [15]

S p lit (ΝΡ) Ανοιχτό πρόβλημα (βλ. Συμπεράσματα)

In te rv a l 1989 (ΝΡ)
H.L. Bodlaender [5]

C o g rap h 1989 (ΝΡ)
H.L. Bodlaender [5]

B ip a r t i te  P e rm u ta t io n 2007 (ΝΡ)
Κ. Asdre, S.D. Nikolopoulos [3]

T h re sh o ld 2007 (P)
K. Asdre, S.D. Nikolopoulos [3]
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Πίνακας 8.4: Παρουσιάζει τη χρονολογία εύρεσης των πολυωνυμικών λύσεων, των αποδεί
ξεων της ΝΡ-πληρότητας και τους συγγραφείς.

Απλό μέγιστο  σύνολο κοπής Χ ρονολογία  εύρεσης πολυωνυμικής λύσης, αποδεί
ξεων Ν Ρ-πληρότητας κα ι Σ υγγραφ είς

C o m p a rab ility 2000 (ΝΡ)
H.L. Bodlaender, Κ. Jansen [6]

C h o rd a l 1987 (ΝΡ)
Η. Bodlaender [4]

P e rm u ta t io n 2000 (ΝΡ)
H.L. Bodlaender, Κ. Jansen [6]

B ip a r t i te 2000 (Ρ)
H.L. Bodlaender, Κ. Jansen [6]

S p lit 1987 (ΝΡ)
Η. Bodlaender [4]

In te rv a l 1987 (ΝΡ)
Η. Bodlaender [4]

C o g rap h 1987 (Ρ)
Η. Bodlaender [4]

B ip a r t i te  P e rm u ta t io n 2000 (Ρ)
H.L. Bodlaender, Κ. Jansen [6]

T h re sh o ld 1987 (Ρ)
Η. Bodlaender [4]
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Πίνακας 8.5: Παρουσιάζει τη χρονολογία εύρεσης των πολυωνυμικών λύσεων, των αποδεί
ξεων της ΝΡ-πληρότητας και τους συγγραφείς.

Εύρεση κύκλου Hamilton Χ ρονολογία  εύρεσης πολυωνυμικής λύσης, αποδεί
ξεων Ν Ρ-πληρότητας κα ι Σ υγγραφ είς

C o m p a rab ility 2004 (ΝΡ)
M.C. Golumbic [17]

C h o rd a l 1985 (ΝΡ)
C.J. Colboum, L.K. Stewart [11]

P e rm u ta tio n 1992 (Ρ)
Ρ. Damaschke, I. S. Deogun, D. Kratsch, G. Steiner [13]

B ip a r ti te 2004 (NP)
M.C. Golumbic [17]

S p lit 1985 (NP)
C.J. Colboum, L.K. Stewart [11]

In te rv a l 1999 (P)
M. S. Chang, S. L. Peng, J. L. Liaw [10]

C o g rap h 1981 (P)
D. G. Cornell, H. Lerchs, L. S. Burlingham [12]

B ip a r t i te  P e rm u ta t io n 1993 (P)
R. Srikant, R. Sundaram, L. S. Singh, C. P. Rangan [22]

T h re sh o ld 1981 (P)
D. G. Cornell, H. Lerchs, L. S. Burlingham [12]
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Πίνακας 8.6: Παρουσιάζει τη χρονολογία εύρεσης των πολυωνυμικών λύσεων, των αποδεί
ξεων της ΝΡ-πληρότητας και τους συγγραφείς.

Επικάλυψη με μονοπάτια Χ ρονολογία  εύρεσης πολυωνυμικής λύσης, αποδεί
ξεων Ν Ρ-πληρότητας και Σ υγγραφ είς

C o m p a rab ility 2004 (ΝΡ)
M.C. Golumbic [17]

C h o rd a l 1985 (ΝΡ)
C.J. Colboum, L.K. Stewart [11]

P e rm u ta t io n 1992 (Ρ)
Ρ. Damaschke, I. S. Deogun, D. Kratsch, G. Steiner [13]

B ip a r t i te 2004 (NP)
M.C. Golumbic [17]

S p lit 1985 (NP)
C.J. Colboum, L.K. Stewart [11]

Interval

1990 (P)
S. R. Arikati, C. P. Rangan, 0 (n + m ) αλγόριθμος [1] 
1992 (P)
W. L. Hsu, W. K. Shih, T. C. Chem, O (n2logn) αλγό
ριθμος [19]
1999 (P)
M. S. Chang, S. L. Peng, J. L. Liaw, γραμμικός αλγό
ριθμος [10]

Cograph 1996 (Ρ)
G. J. Chang, D. Kuo [8]

Bipartite Perm utation 1993 (P)
R. Srikant, R. Sundaram, L. S. Singh, C. P. Rangan [22]

Threshold 1996 (P)
G. J. Chang, D. Kuo [8]
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Πίνακας 8.7: Παρουσιάζει τη χρονολογία εύρεσης των πολυωνυμικών λύσεων, των αποδεί
ξεων της ΝΡ-πληρότητας και τους συγγραφείς.

Κυρίαρχο Σύνολο Χ ρονολογία  εύρεσης πολυωνυμικής λύσης, αποδεί
ξεων Ν Ρ-πληρότητας κα ι Σ υγγραφ είς

C o m p a rab ility 1983 (ΝΡ)
A. Κ. Dewdney [14]

C h o rd a l 1980 (ΝΡ)
Κ. S. Booth [7]

P e rm u ta tio n 1985 (Ρ)
Μ. Farber , S. Μ. Keil [16]

B ip a r ti te 1983 (ΝΡ)
A. Κ. Dewdney [14]

S p lit 1984 (ΝΡ)
G. J. Chang, G. L. Nemhauser [9]

In te rv a l 1999 (Ρ)
Μ. S. Chang, S. L. Peng, J. L. Liaw [10]

C o g rap h 1985 (P)
M. Farber , S. M. Keil [16]

B ip a r ti te  P e rm u ta t io n 1985 (P)
M. Farber , S. M. Keil [16]

T h re sh o ld 1985 (P)
M. Farber , S. M. Keil [16]
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Κ εφαλαίο  9

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ

9.1 Συμπεράσματα

9.1 Συμπεράσματα

Στο κεφάλαιο αυτό θα παρουσιάσουμε τα συμπεράσματα που προέκυψαν κατά τη μελέτη 
των παραπάνω προβλημάτων για τις κλάσεις των τέλειων γραφημάτων που μελετήσαμε.

Παρουσιάσαμε τα αποτελέσματα της πολυπλοκότητας των προβλημάτων απόφασης στις 
κλάσεις των τέλειων γραφημάτων που έχουν μελετηθεί, δηλαδή για κάθε μια κλάση ποια 
προβλήματα παραμένουν ΝΡ-πλήρη και ποια ανήκουν στην κλάση Ρ. Στην κλάση των με
ταβατικών (comparability) γραφημάτων είδαμε ότι όλα τα προβλήματα παραμένουν ΝΡ- 
πλήρη. Το ίδιο συμβαίνει και στην κλάση των τριγωνικών (chordal) γραφημάτων, όπου 
όλα τα προβλήματα παραμένουν επίσης ΝΡ-πλήρη. Στα μεταθετικά (permutation) γρα
φήματα το πρόβλημα του αρμονικού αριθμού, του αχρωματικού αριθμού και το μέγιστο 
σύνολο κοπής παραμένουν ΝΡ-πλήρη. Ενώ το πρόβλημα της επικάλυψης με μονοπάτια και 
το κυρίαρχο σύνολο λύνονται πολυωνυμικά. Στα διμερή (bipartite) γραφήματα το πρό
βλημα του μεγίστου συνόλου κοπής λύνεται πολυωνυμικά. Δεν συμβαίνει όμως το ίδιο για 
το πρόβλημα του αρμονικού αριθμού, του αχρωματικού αριθμού, της επικάλυψης με μονο
πάτια και το κυρίαρχο σύνολο όπου τα προβλήματα αυτά παραμένουν ΝΡ-πλήρη. Ακόμα 
στην κλάση των διαχωρίσιμων (split) γραφημάτων είδαμε ότι όλα τα προβλήματα παρα
μένουν ΝΡ-πλήρη. Στα γραφήματα διαστημάτων (interval) το πρόβλημα του αρμονικού 
αριθμού, του αχρωματικού αριθμού και το μέγιστο σύνολο κοπής παραμένουν ΝΡ-πλήρη. 
Ενώ το πρόβλημα της επικάλυψης με μονοπάτια και το κυρίαρχο σύνολο λύνονται πολυω
νυμικά. Επειτα στα συμπληρωματικά παραγόμενα γραφήματα (cographs) το πρόβλημα του 
αχρωματικού αριθμού παραμένει ΝΡ-πλήρες, ενώ όλα τα άλλα προβλήματα που μελετήθη
καν λύνονται πολυωνυμικά. Στα διμερή μεταθετικά (bipartite permutation) γραφήματα το 
πρόβλημα του αρμονικού αριθμού και το πρόβλημα του αχρωματικού αριθμού παραμένει
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ΝΡ-πλήρες, ενώ όλα τα άλλα προβλήματα που μελετήθηκαν ανήκουν στην κλάση Ρ. Ενώ 
τέλος στα κατωφλικά (threshold) γραφήματα όλα τα προβλήματα που μελετήθηκαν, δηλαδή 
το πρόβλημα του αρμονικού αριθμού, του αχρωματικού αριθμού, του μεγίστου συνόλου κο
πής, της επικάλυψης με μονοπάτια και το κυρίαρχο σύνολο λύνονται πολυωνυμικά, δηλαδή 
ανήκουν στην κλάση Ρ.

Στο σημείο αυτό καλό είναι να τονίσουμε ότι έχει γίνει μεγάλη έρευνα σχετική με το 
πρόβλημα του αχρωματικού αριθμού στα διαχωρίσιμα (split) γραφήματα το οποίο παραμένει 
ανοιχτό. (Ο κ. Λ. Παληός, μέλος της τριμελούς εξεταστικής επιτροπής, ισχυρίστηκε ότι το 
πρόβλημα του αχρωματικού αριθμού στα διαχωρίσιμα γραφήματα μπορεί να λυθεί πολυωνυ
μικά). Έ να άλλο ανοιχτό πρόβλημα είναι το πρόβλημα εύρεσης μονοπατιού Hamilton στα 
γραφήματα διαστημάτων (interval graphs), όταν ξεκινάει από έναν συγκεκριμένο κόμβο 
και καταλήγει το μονοπάτι πάλι σε έναν συγκεκριμένο κόμβο του γραφήματος. Επίσης 
ανοιχτό είναι και το πρόβλημα εύρεσης μονοπατιού Hamilton στα γραφήματα διαστημάτων 
(interval graphs) με τον περιορισμό να ξεκινάει το μονοπάτι από έναν συγκεκριμένο κόμβο.

Σε άλλους πίνακες έγινε μια προσπάθεια να συγκεντρωθούν σε πίνακες κάποιες πληρο
φορίες όπως η χρονολογία εύρεσης της πολυωνυμικής λύσης, η χρονολογία εύρεσης των 
αποδείξεων της ΝΡ-πληρότητας και οι συγγραφείς. Στους πίνακες αυτούς όπου ήταν εφικτό 
δόθηκε και η σχετική βιβλιογραφία.
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